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Drukarnia Uniwersytetu Jagiellonskiego pod zarzadem Jé6zefa Filipowskiego.



PRZEDMOWA DO CZESCI Il

Ze wzgledu na cele dydaktyczne niniejszego dzieta, mys$l o wyczerpujgcym
wyktadzie przedmiotu byta wykluczona z goéry. Teorye liczb catkowitych pomi-
natem w zupetnosci, gdyz sadze, ze dzietko moje, Zarys pierwszych zasad teoryi
liczb catkowitych (Krakéw 1909, naktadem Akademii Umiejetnoéci), zawiera wy-
ktad tego dziatu Arytmetyki w odpowiednim zakresie. Wobec tego, rozpoczy-
nam od teoryi liczb utamkowych. Pominagtem wszystko to, co ze stanowiska
teoretycznego ma drugorzedne tylko znaczenie; w szczegdlnosci nie uwzgledni-
tem wcale teoryi liczb dziesietnych, albowiem zdaje mi sie ze kto, po ukon-
czeniu szkoly Sredniej, przeczyta niniejszy tomik, ten z latwoscig sam zdota
uzupetni¢ w nalezytym stopniu swoje wiadomosci o liczbach dziesietnych.

Ograniczenie zakresu niniejszego wyktadu teoryi liczb rzeczywistych do
najistotniejszych czesci tejze wydawatomi sie tem bardziej wskazane, ze w obszer-
nym dziele Arytmetyka teoretyczna (Krakéw 1912, naktadem Akademii Umieje-
tnosci) usitowatem podaé wyczerpujgce opracowanie catej Arytmetyki.

Pozostaje mi do spetnienia mity obowigzek podziekowania memu Szano-
wnemu Koledze Drowi Antoniemu Hoborskiemu za taskawg pomoc przy spo-
rzadzaniu wykazu btedéw drukarskich.

Wobec trudnosci, z jakiemi musiata walczy¢ Drukarnia uniwersytecka ze
wzgledu na wyjatkowa epoke, w ktérej druk odbywatl sie, nalezy podniesé
z uznaniem staranno$é¢, z ktérg wywigzala sie ze swojego zadania.

Krakéw, 8 listopada 1917 r.

S. Zaremba.






f. Mierzenie odcinkéw i liczby wymierne.

§ 44. Zagadnienie 0 mierzeniu odcinkéw polega na tern, aby przez po-
$rednictwo odcinka wtasciwego u, oznaczonej dtugosci, zwanego jednostkg diu-
gosci, okreslic w zupetnosci dtugosé, dowolnie danego odcinka a. Rozwigzywanie
tego zaganienia zowiemy mierzeniem odcinka a.

W niniejszym rozdziale poprzestaniemy na badaniu powyzszego zagadnie-
nia tylko w przypadku, kiedy odcinek a majgcy ulega¢ mierzeniu, jest wspot-
mierny (I str. 108) z odcinkiem u, przyjetym za jednostke.

§ 45. Chwila uwagi wystarczy, aby czytelnik przekonat sie, ze zachodzi
okoliczno$¢ nastepujgca: jezeli pewien odcinek a jest wspoitmierny
z oznaczonym odcinkiem witasciwym u, to okre$limy w zupet-
nosci dtugosé¢ odcinka a w zaleznosci od diugos$ci odcinka u,
skoro wyznaczymy uktad dwéch liczb catkowitych mip, w ten
sposéb, aby mu odpowiadata pewna wspdélna podwielokrot-
no$s¢ d rozwazanych odcinkéw, mieszczgca sie doktadniej» ra-
zy w odcinku u im razy w odcinku«. Mozemy wiec powiedzie¢, ze
wyznaczenie ukiadu liczb catkowitych m i p stanowi rozwigzanie problemu
zmierzenia odcinka a w razie przyjecia odcinka u za jednostke.

Liczba catkowita, ktorg oznaczyliSmy wyzej przez p, zawsze bedzie od
zera wieksza. Z drugiej zndw strony, jezeli na liczbe catkowitg p przyjmiemy
jakakolwiek, byle od zera wieksza warto$¢, a na liczbe catkowitg m — juz cat-
kiem dowolng warto$¢, chociazby réwng zeru, to, do dowolnie naprzéd danego
odcinka wihasciwego u, mozebnem bedzie dobranie takiego odcinka a wspétmier-
nego z odcinkiem u, zeby pewna wspo6lna podwielokrotnos$¢ odcinkéw u i a
miescita sie w odcinku u p razy, a w odcinku a m razy, gdyz wystarczytoby
podzieli¢ w tym celu odcinek u na p réwnych czeéci i, oznaczywszy przez d
jedng z tych czesci odcinka w, wyznaczy¢ odcinek a z réwnosci

a—m.d.
Wstep do analizy. 1



2 § 46

W przypadku szczegélnym, w ktéryinbysmy mieli
m= O

zasztaby tylko ta osobliwoé¢, iz odcinek a bytby odcinkiem niewdasciwym.

§ 46. W powyzszem rozwigzaniu problemu mierzenia odcinkéw wspdét-
miernych z jednostka, liczby catkowite wystepujg parami. Okolicznoé¢ ta do-
prowadza nas do rozwazania par liczb catkowitych jako samoistnych przed-
miotéw. Ale wogoble, wobec przedmiotéow (P), z ktérych kazdy jest sam ukia-
dem dwdch rzeczy, z ktérych znéw kazda nalezy do oznaczonej klasy (K),,
mozliwem jest zajecie jednego z dwoch zasadniczo odmiennych stanowisk:

1° Indywiduum klasy (P) mozemy uwaza¢ za oznaczone w zupetnosci,
skoro sa oznaczone te dwa przedmioty klasy (K), ktére razem tworza rozwa-
zane indywiduum.

2° Mozemy umowi¢ sig, ze indywiduum 1 klasy (P) dopiero wowczas
uwaza¢ bedziemy za oznaczone w zupetnosci, kiedy, procz samych dwéch

przedmiotow klasy (K), ktére razem tworzg indywiduum 1, oznaczone bedg
jeszcze pewne numery porzadkowe dla tych dwoch przedmiotéw w ten sposob,
zeby pewien jeden z nich mial numer pierwszy, a drugi — numer drugi.

Zeby zaznaczyé, ze stajemy na pierwszym stanowisku orzekamy krotko,
iz przedmioty (P) sg parami przedmiotéw klasy (K). Zeby za$ wyrazi¢, iz zaj-
mujemy drugie stanowisko, orzekamy, iz kazdy przedmiot klasy (P) stanowi
pare przedmiotéw klasy (K) utozonych w oznaczonym porzadku.

Poniewaz w problemie mierzenia odcinkéw wspo6tmiernych z jednostka
pary liczb catkowitych wystepuja w ten sposob, iz kazda z liczb catkowitych,
nalezacych do jednej takiej pary, ma sobie witasciwa role, przeto staniemy
wobec par liczb catkowitych na drugiem z dwoéch wyzej omdwionych stano-
wisk i rozwaza¢ bedziemy zatem taki zbiér przedmiotow (Z), ktérego kazdy
element jest zespotem dwoéch liczb catkowitych, utozonych w pewnym porzadku.
Zeby zbiér (Z) okreslic w zupetnoéci zwazmy, iz, jakesmy stwierdzili w para-
grafie poprzedzajacym, pary liczb catkowitych, wystepujace w problemie mie-
rzenia odcinkéw wspoétmiernych z jednostka, nie sg catkiem dowolne, lecz scha-
rakteryzowane sa przez to, iz pewna jedna z nich jest od zera wieksza. Uwaga
ta wskazuje na to, iz stosownem bedzie zalicza¢ do zbioru (Z) albo tylko
wszystkie takie pary w oznaczonym porzadku utozonych liczb catkowitych,
w ktoérych liczba catkowita, majgca numer pierwszy, jest od zera wieksza,
albo tylko wszystkie takie, w ktorych liczba catkowita, majgca numer drugi,
jest wieksza od zera. Obojetnem jest, ktérg z tych alternatyw wybierzemy.
Istotnie, gdybysmy wybrali pierwszg, to w problemie mierzenia odcinkéw wspoét-
miernych z jednostkg pierwsza liczba kazdej pary stuzylaby do oznaczenia, ile
razy pewna wspoélna podwielokrotnos¢ jednostki i odcinka mierzonego miesci
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sie w jednostce; gdybysmy za$ wybrali drugag alternatywe, to pierwsza rola
przypadataby nie pierwszej, lecz drugiej liczbie kazdej pary. Poniewaz jednak
jaki$ wybor jest konieczny, przeto umoéwimy sie, ze do zbioru (Z) zalicza¢
bedziemy tylko wszystkie takie pary w oznaczonym porzadku
utozonych liczb catkowitych, w ktorych liczba catkowita, ma-
jaca numer drugi, jest od zera wieksza.

Blizsze zbadanie problemu mierzenia odcinkéw wspétmiernych z jednostka
doprowadzi nas do badania nastepstw, wynikajgcych z przyjecia szeregu umoéw
i defmicyi, odnoszacych sie do zbioru, ktéryémy przed chwilg oznaczyli przez (2).

Def. I. Zeby wyrazié¢, iz pewien element zbioru (2) (a wiec
para dwdch liczb catkowitych, z ktérych jedna, ta mianowicie, ktérej nadany jest
numer pierwszy, ma wartos¢ jakgkolwiek, a druga, zaopatrzona w numer drugi,
jest od zera wieksza) uwazany jest jako podlegajacy wspomnianym
umowom, orzekaé¢ bedziemy, ze rozwazany element zbioru (2)
jest liczbg wutamkowgq; jednoczeénie nadawaé¢ bedziemy tej

z dwoch liczb catkowitych, ktéra w parze, tworzacej liczbe
utamkowg, ma numer pierwszy, nazwe licznika, a tej z nichf
ktéra ma numer drugi — nazwe mianownika odnos$nej liczby

utamkow’ ej.

Z powyzszej definicyi wynika, ze za licznik liczby utamkowej moze by¢
przyjeta kazda liczba catkowita, za mianownik za$ tylko liczba catkowita
od zera wieksza, ale pozatem juz jakakolwiek.

Tymczasowo oznacza¢ bedziemy liczbe utamkowa, ktérej licznikiem
i mianownikiem sa odpowiednio pewne liczby catkowite ni i p, symbolem

(m, p).

Def. Il. Orzeczenie, iz pewna liczba utamkowa (m, p) jest
miarg oznaczonego utamka a w razie przyjecia pewnego od-
cinka wtasciwego u za jednostke wyraza, iz odcinki a i u sa
wspétmierne, a pewna ich wspdlna podwielokrotnos¢ miesci

sie w odcinku u tyle razy, ile wynosi mianownik p, w odcinku
za$ a tyle razy, ile wynosi licznik m rozwazanej liczby utam-
kowej.

Na podstawie powyzszych definicyi mozemy wyrazi¢ fakta, ktdre stano-
wity podstawe rozwazan, wytozonych w §45, w postaci twierdzen nastepujacych:
Tw. I. Jezeli jednostka dtugosci jest oznaczona, to dtu-
gos$¢ odcinka, ktérego miara jest oznaczona liczba utamkowa
t j. liczba utamkowa, ktoérej licznik i mianownik sg pewne oznaczone liczby
catkowite) jest oznaczona w zupetnosci.
Tw. Il. Jezeli oznaczymy przez u dowolnie dany odcinek
.witasciwy, a przez « ip odpowiednio licznik i mianownik do-
1*
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wolnie danej liczby utamkowej, to zawsze istnie¢ bedzie taki
odcinek a ktérego miarg, w razie przyjecia odcinka u za je-
dnostke, bedzie wlas'nie liczba utamkowa (k, p).
Uwaga. Gdybysmy mieli
X — 0,

to odcinek a, bytby odcinkiem niewtasciwym.
§ 47. Oznaczmy przez
Ok, p) i (', pY)

dwie liczby utamkowe, dowolnie dane i, przyjgwszy pewien odcinek wiasciwy w
za jednostke, uwazajmy odcinki
aia *

ktorych miarami sg w takim razie odpowiednio powyzsze liczby utamkowe.
Z natury rzeczy nastrecza sie mysl o nadaniu liczbom utamkowym charakteru
wielkosSci przez przyjecie definicyi nastepujace;j.

Def. I. Zwiazki

1) (m, p)= (m, p),
2) Ok, p) < (K, p")
(3) (m. p)> (x', p")

uwazaé¢ bedziemy za réwnowazne odpowiednio zwigzkom

(4) a= a,
(5) a< a\
(6) b> o.

Jednakowoz, zebysmy byli uprawnieni do przyjecia powyzszej definicyi, jest
rzecza konieczng i wystarczajacg, zeby ta definicya czynita zado$¢ wszystkim
warunkom, omoéwionym w rozdz. Il czesci I. Zeby za$ okoliczno$é ta zacho-
dzita, koniecznem jest (chociaz oczywiscie nie wystarczajgcem), zeby wynik
poréwnywania ilosciowego dwdéch liczb utamkowych nie byt zalezny od wyboru
jednostki dtugosci, gdyz w przeciwnym razie ta sama para liczb utamkowych
0Ok, p) i (m\ p') mogtaby, zaleznie od wyboru jednostki, spetniaé, wbrew zasa-
dom rozdziatu Ill, précz jednego ze zwiazkéw (1), (2), (3) jeszcze jaki$ drugi
z nich. Przekonamy sie niebawem, ze w rzeczywisto$ci powyzsza definicya
czyni zado$¢ nietylko temu warunkowi, ale i wszystkim innym, wynikajgcym
z zasad, podanych w rozdziale Ill-cim I-szej czesci.
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Tw. |I. Jezeli oznaczymy przez
(or, p) i (ot, f)

dwie liczby utamkowe, to zwigzKki

@) (ot, p) — (m', p),
() (ot, p) < (ot, />)
i

3 (m, 7)> (or, p)

sg odpowiednio réwnowazne zwigzkom:

(4) m.p'= ot .

(5) m.p' < m’.p
i

(6) m.p' ot.

Zeby twierdzenie to uzasadnié¢, uwazajmy jakikolwiek odcinek wiasciwy u
i podzielmy go na tyle réwnych czesci, ile wynosi iloczyn

p.p'.
Jezeli tedy oznaczymy przez § jedng z uzyskanych czesci odcinka u, to
otrzymamy:
™ u= (p.p"). 5

Oznaczmy teraz przez d i d' dwa odcinki tak dobrane, zeby$my mieli:

(8 d=p'.s
oraz
©) d=p .s

W takim razie, ze wzgledu na (7), bedzie

u= p.d
oraz

u—p'.d.
Jezeli wiec zatozymy, Ze, po przyjeciu odcinka u za jednostke, miarami odcin-
kéow a i a' sg odpowiednie liczby utamkowe

(ot p) i (ot, P'\
to mie¢ bedziemy
(10) a—m.d

(11) a—m'.d.
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Z drugiej zas strony ze zwigzkéw (8) i (10) mamy

(12) a= (m.p").5,
a ze zwiagzkow (9) i (11):
(13) a= (m.p).S

Z rownosci (12) i (13) wynika, ze zwiazki (4), (5) i (6) sg odpowiednio
rownowazne zwigzkom
a—a',a<™a' i a™~>u

bez wzgledu na wybdér odcinka u, a poniewaz te ostatnie zwigzki réwno-
wazne sg odpowiednio zwigzkom (1), (2), (3) na mocy przyjetej przez nas reguly
poréwnywania iloSciowego liczb utamkowych, przeto zwigzki (1), (2) i (3) sa
odpowiednio réwnowazne zwiazkom (4), (5) i (6), a na tem wikasnie polega twier-
dzenie, o ktére chodzito.

Whniosek. Wynik poréwnywania ilosciowego dwo6ch liczb
utamkowych jest niezalezny od wyboru jednostki dtugosci.
Istotnie, dowiedzione przed chwilg twierdzenie poucza nas, iz poréwnanie ilo-
sciowe dwoch liczb utamkowych moze byé dokonane bez rozwazania jakich-
kolwiek odcinkoéw, opierajac sie wylacznie na wartosciach, jakie maja liczniki
i mianowniki rozwazonych liczb utamkowych.

Mozemy teraz udowodni¢, ze jezeli oznaczymy przez a, B iy trzy liczby
utamkowe, to zachodzi¢ bedag twierdzenia nastepujace:

(A) Jakakolwiek bytaby liczba utamkowa «, wkazdym razie
mamy:

(B) Rownosci

sg rownowazne pomiedzy sobg.

(C) Réwnosci

pociggaja za sobg rownos¢

(D) Dwie liczby utamkowe « i B spetniajg zawsze jeden,
ale tylko jeden z trzech zwigzkoéw

a= B, a< B i a>R.

(BE) Zwigzki
a< BB iBR>a

sg rownowazne pomiedzy soba.



§ 47 7

(F) Zwigzki
«< B i B< Y

pociggaja za sobg zwigzek
« < T-

Zeby powyzsze twierdzenia uzasadni¢, zaznaczamy najpierw, ze z samego
brzmienia reguly, podanej na poczatku niniejszego paragrafu, wynika bezpo-
$rednio, ze twierdzenia (A), (B) i (E) niezawodnie zachodzg. Co do twierdzenia
(D) to stan rzeczy jest nastepujacy: jezeli celem wykonania poréwnania iloScio-
wego liczb a i B przyjmiemy za jednostke dowolnie wybrany odcinek wiasciwy
u i wyznaczymy nastepnie odcinki a i i, ktdrych miarami bylyby odpowiednio
liczby utamkowe a i B to odcinki a i i niezawodnie spetnia¢ beda jeden i tylko
jeden z trzech zwigzkow

a= i, a<b Ilub a)>ii,

zatem, na podstawie naszej reguly, dojdziemy niezawodnie do wyniku, ze liczby
a i B spelniajg takze jeden i tylko jeden ze zwigzkéw

1) a= R, a< B lub a> R

Ale nasuwa sie zarzut, ze, w razie gdybySmy zamiast odcinka u przyjeli jaki$
inny odcinek wilasciwy za jednostke, to moze okazaloby sie, ze liczby a i R
spetniajg jaki$ inny ze zwigzkéw (1), poniewaz jednak (tw. I, Wniosek) ta oko-
liczno$¢ w rzeczywistosci wydarzy¢ sie nie moze, przeto twierdzenie (D) za-
chodzi w podanym brzmieniu.

Zeby uzasadni¢ twierdzenie (C) przyjmijmy za jednostke jakikolwiek od-
cinek wiasciwy u i wyznaczmy odcinki a, b i ¢, ktérych miarami bytyby odpo-
wiednio liczby a, R i y. Poniewaz zalozenie twierdzenia (C) polega na istnieniu
zwigzkow

“= B0 B—Y

poniewaz nadto, ze wzgledu na wniosek z tw. | wybdr jednostki diugosci nie
wywiera wptywu na wynik poréwnywania iloSciowego dwoch liczb utamko-
wych, przeto mie¢ bedziemy

a=bi b—cg,
skad znow wynika rownos¢
a—c,
ktéra pocigga za sobg rownosé
x= vy,

ktora wilasnie byta do udowodnienia.
Oczywiscie udowodnilibySmy w sposéb catkiem analogiczny prawdziwosé¢
twierdzenia (F).
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Ostatecznie wiec stwierdzamy, ze kazde z twierdzen

(A), (B), (G), (D), (B) i (F)
rzeczywiscie zachodzi.

Jako pouczajace ¢wiczenie, polecamy czytelnikowi wyprowadzenie twier-
dzen (A), (B), (C). (D), (E) i (F) z tw. | bez opierania sie na zwigzku pomiedzy
liczbg utamkowa, a odcinkiem, ktérego miarg ona sie staje po oznaczeniu
jednostki dtugosci.

Na podstawie uzyskanych wynikéw stwierdzamy, ze reguta poréwnywania
iloSciowego liczb ulamkowych przez nas przyjeta jest zgodna z ogdélnemi zasa-
dami, oméwionemi w Rozdz. Ill. Czesci |,

Z rozwazan powyzszych wynika jeszcze, ze, po ustaleniu jednostki
dtugosci, miaraode inkawspétmiernego z jednostkag jestliczba
utamkowg, ktora jest oznaczona co do swej wartosci, ale tylko
pod tym wzgledem, innemi stowy, jezeli jednostka diugosci jest
ustalona, a pewna liczba utamkowa a jest miarg pewnego od-
cinka a, wspo6tmiernego z jednostka, to kazda liczba utam-
kowa, réwna liczbie a i tylko liczba utamkowa sprawdzajaca
ten warunek jest takze miarg odcinka a

§ 48 Tw. L. Jezeli liczniki i mianowniki dwdch liczb utam-

kowych
(m, p) i (m', p’)

sprawdzajg réownosci postaci
I'm= X.m
> = *m P

gdzie Xoznacza jakagkolwiek liczbe catkowitg (koniecznie je-
dnak od zera wieksza), to w takim razie zachodzi réwnos$¢

2) W', pY)= (», p.

Istotnie réwnosci (1) pociagaja za sobg réwnos¢ :

m.p'= m"p,
z ktorej (8 47 Tw, 1) wynika wilasnie rownosc¢ (2)

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze wartos¢ liczby utamkowej nie zmieni
sie jezeli zastgpimy jej licznik i mianownik odpowiednio, albo przez iloczyny
tych liczb catkowitych, pomnozonych przez jakgkolwiek trzecig byle od zera
odmienng liczbe, albo przez ilorazy podzialu tychze liczb przez jakagkolwiek
ich wspdlnag podwielokrotnos¢.
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Fakta te dajg nam mozno$¢ przeksztatcania liczb utamkowych czyli
tworzenia liczb utamkowych réwnych danej liczbie utamkowej, ale majacych
odmienne liczniki i mianowniki.

Def. 1. Jezeli licznik i mianownik oznaczonej liczby utam-

kowej ’ )
iw, p

sg liczbami wzglednie pierwszemi, to ta liczba utamkowa
zowie sie nieprzywiedlng.

Tw. Il. Zawsze istnieje liczba utamkowa nieprzywiedlng
rowna dowolnie naprzéd danej liczbie utamkowej.

Istotnie liczbe, o ktdérg chodzi, uzyskamy oczywiscie, dzielgc licznik i mia-
nownik danej liczby utamkowej przez ich najwieksza wspélng podwielokrotnos¢.

Tw. IIl. Jezeli pewna liczba utamkowa (iw, p') sprawdza
rownos¢
@) (m', p’) == (iw, p),

a liczba (iw, p) jest nieprzywiedlng, to w takim razie licznik
i mianownik liczby (iw, p") sa odpowiednie podzielne przez
licznik i mianownik liczby (iw, p) a odno$ne ilorazy sg réwne
pomiedzy sobg.

Istotnie, na podstawie tw. | paragrafu poprzedzajacego, réwnos¢ (1) po-
cigga za sobg rownos¢
(2) iw'.p= iw.p".

Z réwnosci tej wynika, ze iloczyn
iw.p'
jest podzielny przez liczbe p. Poniewaz za$ liczby catkowite p i iw sg wzglednie
pierwsze, przeto *) liczba p' jest podzielna przez liczbe p. Mamy wiec
(8) P'= I-P,
gdzie | oznacza pewng liczbe catkowita.
Z réwnosci (2) i (3) mamy:

iw'.p—m.1.p,
skad
iw'.p= (iw.l).p,
a poniewaz
P>o,

* Zob. n. p. Zaremba. Zarys pierwszych zasad teoryi liczb catkowitych, Krakéw, 1907,
str. 137, tw. VIL.
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przeto
4) m= m.l

Réwnosci (3) i (4) wyrazajg tacznie twierdzenie, o ktérego udowodnienie
wiasnie chodzito.

Tw. IV. Jezeli dwie liczby utamkowe nieprzywiedlne (m, p)
i (mM\ p') sa rébwne pomiedzy sobg, to licznik i mianownik kazdej
z nich réwnaja sie odpowiednio licznikowi i mianownikowi
drugiej.

Zeby twierdzenie to uzasadni¢ zwazmy, iz na podstawie twierdzenia po-
przedzajgcego znamy

Im—1.m

) \P'= I p

gdzie | oznacza pewng liczbe catkowita koniecznie od zera wiekszg Gdy-

bysSmy mieli
1>1,

to z réwnosci (1) wynikatoby, ze wbrew zatozeniu liczba utamkowa (m' p") nie

jest nieprzywiedlna. Mamy wiec
1= 1,

a zatem, na podstawie rownosci (1) mamy

m= m' oraz p= p',

a te réwnosci wyrazaja wlasnie twierdzenie, o ktére chodzito.

Opierajac sie na twierdzeniach, podanych w tym paragrafie mozemy zawsze
rozwigza¢ zagadnienie nastepujgce: do kilku dowolnie danych liczb
utamkowych dobraé¢ liczby utamkowe odpowiednio im réwne,
a przy tem takie, zeby ich mianowniki byty réwne pomiedzy
sobg. Czynno$¢ rozwigzywania tego zagadnienia zowiemy sprowadzaniem da-
nych liczb utamkowych do wspolnego mianownika. Liczba catkowita, przedsta-
wiajagca wspoélng warto$¢ mianownikéw liczb utamkowych, stanowigcych roz-
wigzanie powyzszego zagadnienia, zowie sie wspolnym mianownikiem, do kt6-
rego dane liczby zostaty sprowadzone.

Zeby sie przekonaé, ze jakakolwiek ilo$¢ dowolnie danych liczb utamko-
wych mozna zawsze sprowadzi¢ do wspoélnego mianownika, oznaczmy przez w
jakakolwiek, byle od zera wiekszg wspélng wielokrotno$¢ mianownikéw liczb
utamkowych danych. Jezeli tedy pomnozymy licznik i mianownik kazdej z danych
liczb utamkowych przez iloraz podziatu liczby w przez mianownik rozwazanej
liczby utamkowej, to oczywiscie sprowadzimy dane liczby do wspélnego mia-
nownika, ktérym bedzie liczba w. Stwierdzamy wiec, ze sprowadzenie danych
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liczb utamkowych do wspoélnego mianownika jest zawsze mozliwe i stwierdzamy
nadto, ze za wspoélny mianownik mozna przyjaé¢ jakakolwiek od zera wiekszg
wspolng wielokrotno$¢ mianownikéw liczb utamkowych danych.

Ze stanowiska techniki rachunkowej zaleca sie przyjmowac, przy spro-
wadzaniu danych liczb ulamkowych do wspoélnego mianownika, za wspolny
mianownik jaknajmniejsza liczbe, irinemi stowy, waznem jest sprowadzanie
danych liczb utamkowych do najmniejszego wspo6lnego mianownika. Z tw. Ill
wnosimy tatwo, ze w przypadku, Kkiedy dane liczby utamkowe sg nieprzy-
wiedlne, wspdlny mianownik, do jakiego je sprowadzi¢ mozna, zawsze réwna
sie pewnej wspolnej wielokrotnosci ich mianownikéw. Zatem, w tym przypadku,
najmniejszym wspolnym mianownikiem, do jakiego rozwazane liczby moga by¢
sprowadzone, réwna sie¢ najmniejszej od zera wiekszej wspolnej wielo-
krotnosci ich mianownikéw. Stad wnosimy tatwo, ze najmniejszy wspélny mia-
nownik, do jakiego mozemy sprowadzi¢ dowolnie juz dane liczby utamkowe,
réwna sie najmniejszej od zera wiekszej wspolnej wielokrotnosci mianownikéw
liczb utamkowych nieprzywiedlnych, odpowiednio réwnych liczbom utamkowym
danym.

8. 49. Uwazajmy dwie liczby utamkowe

(e p) i (a p),
przyjmijmy jakikolwiek odcinek wiasciwy u za jednostke i oznaczmy przez
a i a odcinki, ktérych miarami bytyby odpowiednie liczby (m, p) i (ml p'),
a przez b sume odcinkéw a i a. Przy tych oznaczeniach mozemy poda¢ defi-
nicye dodawania liczb utamkowych, jak nastepuje:

Def. I. Wynikiem dodania liczby utamkowej (m', p")do liczby
utamkowej (m p), czyli sumg liczby utamkowej (g, p) i liczby
(m'p"), nazywaé¢ bedziemy kazdg liczbe utamkowa bedgcg miarg
odcinka b w razie przyjecia odcinka u za jednostke.

Za symbol sumy liczb utamkowych (m, p) i (m p) przyjmu-
jemy symbol

(m, p) + (o, P,
(o, p) i (8, p")

a liczby utamkowe

zowiemy skiadnikami tej sumy. Czynnoé¢é wytwarzania sumy liczb
utamkowych zowie sie ich dodawaniem.

Powyzsza definicya dodawania nastrecza pewne watpliwosci:

1° Nie jest bezposrednio oczywistem, ze odcinek, ktérySmy wyzej oznaczyli
przez b jest wspoétmierny z jednostkg u; gdyby za$ okoliczno$¢ ta nie zawsze
zachodzita, to dodawanie liczb utamkowych mogtoby by¢ niekiedy niewykonalne.

2° Poniewaz dbugosci odcinkéw a i a', a wiec i dtugos¢ odcinka b, zalezne
sag od wyboru jednostki dlugosci u, przeto powstaje watpliwos¢ czy wybdr
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jednostki dtugosci nie wywiera wpltywu na warto$s¢ sumy dwoch oznaczonych
liczb utamkowych.
Wspomniane watpliwosci usuwa twierdzenie nastepujace:

Tw. |I. Jezeli oznaczymy przez w jakakolwiek, byle od
zera wiekszg wspo6lng wielokrotnos¢ mianownikow dwéch
liczb utamkowych

(m, p) i (w p)

a przez Zi Vilorazy podziatu liczby wodpowiednio przez p ip\
to, bez wzgledu na wyboér jednostki, kazda liczba utamkowa,
rowna liczbie

1. MV . wt, w)

i tylko liczba utamkowa, spetniajgca ten warunek, przedsta-
wiaé¢ bedzie sume
(m,p)-j-m*,p’).

Zeby twierdzenie to uzasadnié, zachowajmy wszystkie oznaczenia, ktéremi po-
stugiwalismy sie wyzej przy podawaniu definicyi dodawania liczb utamkowych.
Poniewaz (§ 48, tw. I) mamy

Z.m, 1.p)— (m, p)

(ZI' Ml! \ vp) - (m\ p')r
poniewaz nadto
l,p=I'p'=w
przeto
(I.Mi, w)y= (vr, p)

.M, w) — (mi', p").

Z tego znéw wynika, na podstawie definicyi réwnosci liczb utamkowych, ze
liczby

Z.mi, W) i (Z'.ni', W)
jako rowne liczbom

(mi, p) i (M, p’),
i

bedacemi odpowiednio miarami odcinkéw a a', sg takze same odpowiednio
miarami tychze odcinkéw a i a'. Zatem odcinek d, dtéry miesci sie doktadnie
W razy w jednostce diugosci u miesci¢ sie bedzie

Z.ni razy w o0 odcinku a

V .M razy w odcinku a'.
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Z tego za$ wynika, ze odcinek d miesci sie w sumie b odcinkéw u i a' tyle

razy, ile wynosi suma
I.m-f-V . m"

Poniewaz za$ odcinek d mieéci sie w razy w jednostce u, przeto liczba utam-

kowa
(1) (I.m-3-V.m\ w

jest miarg odcinka b, gdy za jednostke przyjmujemy odcinek u.

Poniewaz za$ kazda liczba utamkowa, réwna liczbie (1), przedstawia, na
podstawie definicyi réwnosci liczb utamkowych, takze miare odcinka b przy
rozwazanej jednostce, przeto kazda liczba utamkowa, réwna liczbie (1), uwazana
by¢ moze za sume liczb utamkowych

@ (m, p) i (m', p’).

Chodzi jeszcze tylko o to, czy za sume liczb (2) uwazana by¢ moze
tylko liczba utamkowa, réwna liczbie (1). Otoéz, jezeli pewna liczba utamkowa
(m", p") mmoze by¢ uwazana za sume liczb (2), to przy stosownym wyborze
odcinka u i po wyznaczeniu odcinka b w sposob okreslony wyzej, bedzie ona
przedstawia¢ miare odcinka b, gdy odcinek u przyjmiemy za jednostke. Ponie-
waz za$ widzieliSmy, ze, bez wzgledu na wybor odcinka wtasciwego u liczba (1)
przedstawia miare odcinka b, gdy odcinek u przyjmiemy za jednostke, przeto
liczba (m", p") i liczba (1), jako miary tego samego odcinka przy tej samej
jednostce dtugosci, sg réwne pomiedzy sobg, a to tylko pozostawato jeszcze
do udowodnienia.

Bezposrednim nastepstwem twierdzenia powyzszego sg twierdzenia naste-
pujace:

Tw. Il. Jezeli pewna liczba utamkowa przedstawia sume

O] K p)+ K)f)

dwéch liczb utamkowych (m, p) i (m', p'), to kazda liczba utam-
kowa, jej réowna, i tylko liczba utamkowa, spetniajagca ten wa-
runek, przedstawia takze powyzszg sume.
Z twierdzenia poprzedzajgcego wynika bezposrednio tw. nastepujace:
Tw. IlIl. Warunek konieczny i wystarczajgcy, aby pewna
liczba utamkowa (m", p") przedstawiata sume (1), wyrazi¢ moze-
my przez rownos¢

(m*, p") = (m, p) -f (m', ).
') W podrecznikach arytmetyki orzeczenie,

(J1). ie »liczba utamkowa u" jest sumag liczb utamkowych u i «'»
i orzeczenie,
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Tw. IV. Jezeli oznaczymy przez

(m, p), (M\ p'\ Wj. p,) i (m\, p\)

cztery liczby utamkowe, spetniajgce réwnosci

(1) (m p) = (mu pt); (M\p)= (m\ p,
to w takim razie zachodzi takze réwnosé:
(2) (m, p) -f (<, p) = (Wj, pj -j- (W], p'i).

Zeby twierdzenie to uzasadnié¢, zwrdéémy sie znowu do definicyi dodawania
liczb utamkowych i zachowajmy wszystkie oznaczenia, ktéremisSmy sie przy
podawaniu tej definicyi postugiwali. Ze wzgledu na réwnosci (1) liczby

(«<h, pt) i (m\ p\)

beda odpowiednio, po przyjeciu odcinka u za jednostke, miarami tych odcin-
kéw a i a', ktdrych miarami sg liczby

(iw, p) i (M, p’)
przy rozwazonej jednostce; jezeli wiec pewna liczba utamkowa (m", p") jest
miarg sumy h odcinkéw a i a', to ona przedstawia zaréwno sume

) o (W, p) -j- (» p’)
jako tez i sume

K, + p'D))-

ze »zachodzi réwnos¢
(B) u" = «-j- mk
przyjmowane bywaja najczesciej za dwa zdania réwnowazne bez zadnych wyjasnien, jako
rzecz sama przez sie rozumiejgca sie. Takie postepowanie jest niezawodnie niepoprawne:
istotnie, z definicyi symbolu
u-J]-u
wynika, ze ten symbol przedstawia nie jaka$ jedng liczbe utamkowa, lecz jest wspélnym
symbolem liczb utamkowych, stanowigcych razem pewng klase (K). Péki wiec nie jest udo-
wodnionem, ze wszystkie liczby klasy (K) sa réwne pomiedzy soba, poki nadto nie jest wy-
kazanem, ze kazda liczba réwna jednej z liczb klasy (K) sama do tej klasy nalezy, poty nie
mozna, niewykraczajac przeciwko zasadom rozdz. 11l-go czesci 1-szej, wyrazaé¢ przez réwnosé
(B) tresci zdania (A), albowiem, gdyby nie wszystkie liczby klasy (K) byty réwne pomiedzy
sobg, to, wbrew rzeczonym zasadom, réwnos$¢ (B) i réwnoscé
U

gdzie u"' przedstawia czwartg liczbe utamkowa, nie pociagatyby za sobag réwnosci

—« + «'

u" = u'";
gdyby za$ nie kazda liczba, réwna jakiej$ liczbie klasy (K), sama do klasy (K) nalezata, to
rownosé¢ (B) nie stanowitaby warunku wystarczajgcego, azeby «" byta sumag liczb u-\-u'.
Nadmieniamy, ze przy innych dziataniach mozna poczyni¢ catkiem analogiczne uwagi.
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Mamy wiec (tw. Ill) zarazem
(m"7 p") - (mv p) 'j' (m'v pl)
>, p") = (wl pi) -f (w'x, y/4,

skad wynika réwnos¢ (2), ktdrg mieliSmy wiasnie uzasadnic.

Tw. Y. (Wiasnoé¢ przemiennosci sumy dwoch sktadnikéw). Jakiekol-
wiek liczby utamkowe oznaczyliby$smy przez (m p) i (mp"),
mamy w kazdym razie

@ K P)+ G )= K P)+ (» .

Prawdziwos$¢ twierdzenia tego dostrzegamy juz intuicyjnie bezposrednio ze
wzgledu na definieye dodawania liczb utamkowych, ale rozwazane twierdzenie
jest takze tatwe do uzasadnienia na podstawie Tw. I; jezeli bowiem zwrécimy
sie do oznaczen, ktéremi w tym twierdzeniu postugiwalismy sig, to natychmiast
stwierdzimy, ze précz réwnosci

2 (M p)-j-(mp’) = (.m-j-V.m w
mamy i réwnos¢
(3) (m. pv) '}' (Wr p) = {V m, W),-

a poniewaz na podstawie znanych wiasnosci liczb catkowitych

I.m-{-V.m= V.m-j-1.m;
poniewaz wiec mamy

.m-j-v.m w) — (V W),

przeto ze wzgledu na (2) i (3) zachodzi réwnos¢ (1), o uzasadnienie ktorej
wiasnie chodzito.

Tw. TIl. Jezeli dwie liczby utamkowe

(m p) i (m, PI)

sprawdzajg nieréwnos¢
M K P) < (»h, Pi),
to, jakgkolwiek liczbe utamkowsg

(lL I, P‘)
rozwazalibysmy, mamy w kazdym razie:

(2 {m' p*) -f- (m, p) < {m\ p’)-f (ML, px.
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Istotnie, przyjmijmy za jednostke jakikolwiek odcinek witasciwy u i uwazajmy

odcinki
a ali a,

ktérych miarami bytyby odpowiednio liczby

Ok, p), (m,, pr) i («', p).
Ze wzgledu (1) mamy
a< ch,
zatem
(©) a’ a< a'-f-elb
a poniewaz sumy
K, 3>+ 0k, p) i (x, p)-f- (k1 PI)

przedstawiajg odpowiednio, przy rozwazanej jednostce, miary odcinka

ciL—j- cl

i odcinka

przeto (8 47, Def. 1), nieréwnos$¢ (3) pociaga za soba nierdéwnos¢ (2), o dowdd

ktérej wiasnie chodzito.
§ 50. Zwrdémy sie do tego przypadku szczegdélnego mierzenia odcinkdéw

wspétmiernych z jednostkg dbugosci u, w ktérym odcinek u jest podwielo-
krotnoscig odcinka a, majgcego uledz mierzeniu. Jezeli tedy odcinek u miesci
sie w odcinku a m razy, to na podstawie ogdélnych definicyi, podanych w uste-
pach poprzedzajgcych, miarg odcinka a bedzie liczba utamkowa

0k 1),

te osobliwo$¢ majgca, iz mianownikiem jej bedzie jedno$¢. Z drugiej zndéw
strony, zeby okresli¢ ditugo$¢ odcinka a w rozwazanym przypadku, dostate-
cznem jest oznaczy¢ liczbe catkowitg m, okreslajaca ile razy odcinek u miesci
sie w odcinku a. Z tego powodu umawiamy sie, ze orzeczenie:

»Pewna liczba catkowita > jest miarg odcinka a w razie
przyjecia pewnego odcinka u za jednostke« wyraza iz odcinek
U miesci sie X razy w odcinku a

Z natury rzeczy zwraca sie teraz nasza uwaga do zbioru,, ktéry powstaje
przez ztaczenie razem zbioru liczb ulamkowych i zbioru liczb catkowitych.
Nowy zbiér, w ten sposéb utworzony, zowie sie zbiorem liczb wymiernych
bezwzglednych a kazdy element tego zbioru, bez wzgledu na to, czy jest liczbg
utamkowa czy tez catkowita, zowie sie liczbg wymierng bezwzgledng.

Poniewaz w niniejszym rozdziale nie bedziemy rozwazaé¢ zadnych innych
liczb wymiernych, précz liczb wymiernych bezwzglednych, przeto, dla krétkosci,
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zastepowaé bedziemy wyrazenie »liczba wymierna bezwzgledna« przez wyra-
zenie »liczba wymiernac.
Czytelnik uzasadni sam z latwoscig twierdzenie nastepujace:

Tw. I. Jezeli odcinek wtasciwy u, przyjety za jednostke
dtugosci, jest oznaczony, to wtakim razie kazdej, dowolnie na-
przéd danej liczbie wymiernej, odpowiada odcinek oznaczonej
dtugosci, ktérego miarg jest wtasnie owa liczba wymierna.

Okolicznosci, ktére doprowadzity nas do ogdlnego pojecia liczby wymiernej,
nastreczajg nam definicye nastepujace:

Def. 1. Jezeli oznaczymy przez w i uf dwie dowolnie dane
liczby wymierne, to orzeka¢ bedziemy, ze te liczby spetniaja
pierwszy drugi lub trzeci ze zwigzkoéw

w= W, w<Cw i w>WwW,

zaleznie od tego, czy odcinki aie' wyznaczone z warunku, aby
po przyjeciu, dowolnie naprzéd wybranego, odcinka wtasci-
wego U za jednostke, miarami ich byty liczby w i w, spetniajg
zwigzek

a= al
zwigzek
a<C
czy tez zwigzek
a>>a'.
Def. Il. Wynikiem dodania jakiejkolwiek liczby wymier-

nej w' do jakiejkolwiek drugiej liczby wymiernej w, czyli sumg
liczb w i W, zowiemy kazdg liczbe wymierna, ktéra, w razie
przyjecia jakiegokolwiek odcinka wtasciwego u za jednostke,
moze by¢ uwazana za miare odcinka, rédwnego sumie tych dwdéch
odcinkéw a i a, ktéorych miarami bytyby odpowiednie liczby
w i W' za symbol sumy liczb wi w przyjmujemy symbol

w -[- uf,

aliczby wi w zowiemy sktadnikami ich sumy.

Powyzsze definicye oczywiscie nie mogg doprowadzi¢ do zadnej sprzecz-
nosci z definicyami, przyjetemi juz przez nas w teoryi liczb utamkowych, ale
zachodzi watpliwos$¢ czy one nie naruszajg zasad, wytozonych w rozdziale IH cim
czesci | i czy nie moga doprowadzi¢ do sprzecznosci z teoryg liczb catkowi-
tych. Zeby watpliwosci te usunaé i zdobyé przez to prawo do ostatecznego
przyjecia rzeczonych definicyi, wystarczy oczywiscie uzasadni¢ twierdzenia na-
stepujace:

Wstep do analizy. 2
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(A) Definicya | czyni zados$¢ ogolnym zasadom wytozonym
w rozdziale Ill-cim cze$ci I-szej.

(B) Poréwnanie ilosciowe dwoéch liczb catkowtych na pod-
stawie def. | doprowadza zawsze do tego samego wyniku, co
ich poréwnanie wedtug reguty, przyjetej w teoryi liczb catko-’
witych.

(C) Jezeli pewna liczba catkowita jest wynikiem doda-
wania dwéch liczb catkowitych na podstawie def. I, to ta
liczba zlewa sie z wynikiem dodawania rozwazanych liczb
wedtug reguty, przyjetej w teoryi liczb catkowitych.

Upewnijmy sie najpierw o stusznosci twierdzen (B) i (C). W tym celu
oznaczmy przez m m' dwie liczby catkowite jakiekolwiek i oznaczmy przez
a i a odcinki, ktérych miarami bytyby odpowiednio te liczby w razie przy-
jecia za jednostke pewnego odcinka wiasciwego u. Poniewaz mamy

a— m.u
a=m"'.u,

przeto, na podstawie def. | liczbe m nalezy uwazaé¢ albo za réwng liczbie m\
albo za mniejsza lub tez za wieksza od niej zaleznie od tego, czy mamy

a—a',a< a czy tez a> a'.

Z drugiej znow strony, zaleznie od tego, czy odcinki a i a' sprawdzac¢ beda
pierwszy, drugi czy tez trzeci z powyzszych zwigzkéw, liczba m oczywisScie
bedzie, w znaczeniu przyjetym w teoryi liczb catkowitych, albo réwna liczbie
m\ albo mniejsza lub wieksza od niej. Zatem, twierdzenie (B) zachodzi w po-
danym brzmieniu. Zeby upewni¢ sie takze o stusznosci tw. (C) nalezy tylko
zwazy¢, iz miarg odcinka

a-)- a

bedzie liczba catkowita, przedstawiajgca, w znaczeniu, przyjetym w teoryi liczb

catkowitych, sume
m-j- m',

skad wynika, ze, zgodnie z brzmieniem tw. (G), suma dwdch liczb catkowitych
W znaczeniu, przyjetym w teoryi liczb catkowitych, jest zarazem i sumg tychze
liczb w znaczeniu def. Il

Pozostaje jeszcze do uzasadnienia tw.(A). Twierdzenie to wysnujemy w od-
powiednim miejscu z twierdzen, ktére podajemy nizej.

Tw. Il. Jezeli oznaczymy przez (m p) jakgkolwiek liczbe
utamkowa, a przez | jakgkolwiek liczbe catkowitg, to zwigzKki.

D mp=1Lop<Ilimp)>]I
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bedg rownowazne odpowiednio zwigzkom
2) ni= l.p, m< l.pim>1.p

Istotnie, przyjgwszy jakikolwiek odcinek wiasciwy u za jednostke, uwa-
zajmy odcinki a i b, ktérych miarami bylyby odpowiednio liczba utamkowa
(m, p) i liczba catkowita |. Poniewaz sam odcinek u jest wsp6lng podwielo-
krotnoscig odcinkéw b i u i poniewaz odcinek u miesci sie w odcinku b tyle
razy, ile wynosi liczba I, a w odcinku u jeden raz, przeto liczba utamkowa

T 1 .
jest, przy rozwazanej jednostce dtugosci, miarg odcinka b. Zatem na podstawie
reguty poréwnywnnia ilosciowego liczb utamkowych, zwigzki

®) mp= (@121 Mmp)< @1iwp>(¢1

sg rownowazne zwigzkom
a= b, a<Cb i a™>h.

Poniewaz za$ te ostatnie trzy zwiazki sg, na podstawie def. I, odpowiednio
réownowazne zwigzkom (1), przeto zwigzki (1) sa odpowiednio réwnowazne
zwigzkom (3). Ale (8 47, tw. 1) zwiazki (3) sa rownowazne odpowiednio

zwigzkom
m.1l= 1.p,in.1<1.pim.1>1.p,

ktére zndéw oczywiscie réwnowazne sa zwigzkom (2). Zatem zwiagzki (1) i (2)
sg, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, odpowiednio réwnowazne pomiedzy soba.

Whniosek I. Zeby liczba utamkowa réwnata sie liczbie cat-
kowitej, koniecznem jest i wystarczaj gcem, zeby jej licznik
podzielnybyt przez mianownik; odno$ny iloraz przedstawia

wtasnie liczbe catkowitg, roéwna rozwazanej liczbie utam-
kowej.
Wniosek Il. Zeby oznaczona liczba utamkowa réwnata sie

zeru, koniecznym jest i wystarczaj gcem, zeby jej licznik ro-
wnat sie zeru.

Obecnie mozemy juz tatwo uzasadni¢ Iw. (A). Udowodnione przed chwilg
twierdzenie poucza nas w szczegélnosci, iz wynik poréwnania iloSciowego liczby
utamkowej i liczby catkowitej nie jest zalezny od wyboru jednostki dhugosci.
Z drugiej strony wynik poréwnania ilosciowego dwoch liczb utamkowych jest
rowniez niezalezny (8 47, tw. I, Wniosek) od wyboru jednostki. Nadto, ze
wzgledu na tw. (B), wynik poréwnania ilosciowego dwdch liczb catkowitych
takze nie zalezy od wyboru jednostki. Zatem, wynik porownania ilo$Scio-
wego dwoéch liczb wymiernych w zadnym razie nie zalezy od
wyboru jednostki dtugosci. Opierajac sie na tej uwadze, mozemy w twier-

o
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dzeniaeh, podanych pod (A), (B), (G), (D), (E) i (F) w 8§ 47, uwaza¢, ze symbole
a Riy

nie koniecznie oznaczajace liczby utamkowe, lecz jakiekolwiek juz liczby wy-
mierne, i uzasadni¢ je w tej ogolniejszej postaci ta samag metoda, ktérag postu-
giwaliSmy sie w 8§ 47-ym. Poniewaz za$ twierdzenie, podane w niniejszym
paragrafie pod (A), réwnowazne jest ukladowi w powyzszy sposéb rozszerzo-
nych, a pod (A), (B), (C), (D), (B) i (F) w § 47-ym podanych twierdzen, przeto
najezy uwaza¢ tw. (A niniejszego paragrafu za uzasadnione.

Ostatecznie uzasadniliSmy kazde z twierdzen, podanych wyzej pod (A),

(B) i (C). i tem samym usuneliSmy wszelka watpliwo$s¢ co do poprawnosci
definicyi 1 Il
Tw. Hll. Jezeli cztery liczby wymierne

w. W\ Wi WA\
spetniajg rownosci

j W— M,
1) i
@ I &= w\

a jakas piagta liczba wymierna W uwazana by¢ moze za sume
(2 w-j- WA

to liczba W moze byé uwazana takze za sume

3) Mi -f- W\

Istotnie, z zalozen twierdzenia wynika, ze istnieje pewien odcinek wia-
sciwy w ktory ma wilasno$é nastepujaca: jezeli odcinek ten przyjmiemy za
jednostke i wyznaczymy dwa odcinki a i &, ktorych miarami bylyby odpo-
wiednio liczby w i w', to miarg odcinka

a—d—a
bedzie liczba W. Poniewaz za$, na podstawie def. I, z rédwnosci (1) wynika,

ze miarami odcinkéw a i a', przy rozwazanej jednostce, bedg odpowiednio
i liczby

«i W\,
przeto, na podstawie def. Il, liczbe W. zgodnie z brzmieniem twierdzenie, uwa-
za¢ mozna za sume
WX -j- W\,
Tw. 1V. Jezeli pewna liczba wymierna W przedstawia

sume
() w-\-w'
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pewnych dwéch liczb wymiernych

Wi w,
a pewna czwarta liczba wymierna Wx sprawdza réwnos¢:
2 Wt= W,

to liczba WI moze takze by¢ uwazana za sume (1).

Istotnie, z zalozen twierdzenia wynika, ze istnieje pewien odcinek wia-
sciwy w ktéry ma wilasno$¢ nastepujaca: jezeli odcinek ten przyjmiemy za
jednostke i wyznaczymy odcinki a i a', ktérych miarami bylyby odpowiednio
liczby w i w', to liczbha W bedzie miarg odcinka

3) a-f-a.
Ale, ze wzgledu na réwnos$¢ (2) i na def. I, liczba W21 bedzie réwniez miarg
sumy (3). Zatem, na podstawie def. IlI, liczba Wt moze by¢ takze uwazana,

zgodnie z brzmieniem twierdzenia, za sume (1).
Tw. V. Jezeli kazda z pewnych dwoéch liczb wymiernych
W i W, uwazana by¢ moze za sume

@ WA -W

dwéch liczb wymiernych w i w, to w takim razie zachodzi
rownos¢

@) W=

Zeby twierdzenie to udowodnié, zwazmy najpierw, ze, ze wzgledu na
tw. Il mozna do kazdej liczby wymiernej, chociazby i catkowitej, dobra¢ liczbe
utamkowg jej réwng. Zatem, mozna bedzie niezawodnie znalez¢ cztery liczby
utamkowe spetniajace réwnosci nastepujace:

j bl, pp—w
(3)

I (m. p)—wW

] @n=w
(4

Ui, r0= wx

Otéz na podstawie zalozen twierdzenia niniejszego jako tez réwnosci (4)
i tw. IV, kazdg z liczb utamkowych
®) @2, r) >(2i, n)
uwaza¢ mozna za sume
W-j- W.
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Z tego za$ wynika, na podstawie réwnosci (3) i tw. Ill, ze kazdg z liczb utam-
kowych (5) uwaza¢ mozna za sume

(m, p)-f- {m\ p’).

Zatem (8 49, tw. Il) zachodzi niezawodnie réwnos¢

2. r)= (2, rt),
a z tej rownosci, jakotez rownosci (4), wynika réwnos¢
W— WI,

na ktorej wiasnie twierdzenie polega.

Tw. VI'' Wyznaczenie sumy dwoch liczb wymiernych jest
zawsze wykonalne.

Istotnie, ze wzgledu na tw. Ill mozemy zawsze zastgpi¢ przy dodawaniu
liczb wymiernych kazdy skiadnik przez réwng mu liczbe utamkowsg i sprowa-
dzi¢ w ten spos6b zagadnienie do wyznaczenia sumy dwdch liczb utamkowych.
To za$ ostatnie zagadnienie jest zawsze (§ 49, Tw. I) rozwigzalne. Zatem wy-
znaczenie sumy dwoch liczb wymiernych jest rzeczywiscie zawsze wykonalne.

Twierdzenia I, IV, V i VI mozemy oczywiscie wyrazi¢ tgcznie w postaci
jedynego twierdzenia nastepujgcego:
Tw. VII. Dodawanie liczb wymiernych jest zawsze wyko-

nalne, a wynik dodawania zalezy jedynie od wartos$ci sktadni-
kow i jest oznaczony w zupetnos$ci co do wartosci, ale tez tylko
co do wartosci.

Uwaga |I. Z powyzszego twierdzenia wynika, zZze warunek
konieczny i wystarczajgcy, aby pewna liczba wymierna Ifuwa-
zana by¢ mogta za wynik dodania pewnej liczby wymiernej w

do pewnej drugiej liczby wymiernej w mozna wyrazi¢ przez
rownos¢
W = w-j- w.
Uwaga Il. Z uwagi | wynika, ze tres¢ tw. Ill mozemy obecnie wyrazié

jak nastepuje: jezeli cztery liczby wymierne
w, W, W i w\
spetniajg réwnosci
w= wli w —w\,
to w takim razie zachodzi réwnos¢:
1) W-j- W= W -j- w\ '
Tw. VIII. (Wtasnos¢ tgcznosci dodawania). Jezeli oznaczymy przez

to, W i w"
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trzy dowolnie dane liczby wymierne, to mie¢ bedziemy:
@ (W-j- W) -\ W' = w—HHW 5—w")
Istotnie, w kazdym razie znajdg sie trzy liczby ulamkowe o pewnym

wspoélnym mianowniku
\%

odpowiednio réwne liczbom (1). Oznaczywszy odpowiednio przez
or, m' i or"

liczniki rzeczonych liczb utamkowych, mie¢ bedziemy

W= p), W= (r, p) W' == (o', p).

Zatem,
w -f- «&, = (0T -)- m', p\
wW-j-w"— (m!' m", p)
skad
I (m3-w) w’= (Mn-f-m7-f-w", p)
(3

w -F- (e f ) — (M- - W, -

Poniewaz za$, na podstawie znanych wiasnosci liczb catkowitych, mamy

[m-j-m7-C-m" —m-f-\m* m"),
przeto
([ot-f mT-f-ot', pp= (M [of + OTIr/)),

a z tej rownosci, jakotez rownosci (3) wynika whasnie réwnos¢ (2), ktéra chcie-
liSmy uzasadnic.

Tw. IX. (Wtasnos¢ przemiennosci). Jakiekolwiek liczby wymierne
oznaczylibyémy przez w i W\ mamy zawsze

Q) w4 w — w-j—w.
Istotnie oznaczmy przez
(ot p) i (ot, )

dwie liczby utamkowe spetniajace roéwnosci
(ot p)= Wi (ot, p)= W
Ze wzgledu na Uw. Il przy tw. VII mamy
w-f-w' = (w, p)4- (of, P\ w'-f-w=(ct, p’) + (ot /),
a poniewaz (§8 49, tw. V) mamy
(ot p) + (o, p’)= (ot p)+ (O, p)

przeto réwnos$¢ (1) bedzie rzeczywiscie zawsze spetniona.
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Tw. X. Jezeli oznaczymy przez w jakakolwiek liczbe wy-
mierng, a przez tej i wt dwie liczby wymierne, spetniajgace nie-
rownos¢

(1) M < M,
to mie¢ bedziemy
) w—3-fj < W —wt.

Istotnie, uwazajmy liczby utamkowe

(W, p), (Wj. p{) i (w2, pr),
spetniajace réwnosci

€)] W )= M (w,, pR= mj i (W, p= w.
- f
Ze wzgledu na (1) mamy

zatem (§ 49, tw. VI) (4, Vi) < (> Pi)

(4) (m, P)+ (W, Pt)< K P)+ («4.A)-

Ale ze wzgledu na (3) (Uwaga Il przy tw. VII) mamy
w+ wx= (m, b))+ (a, Pi)

W+ 2= (r, p) (o1, pr)

a z tych réwnosci i nieréwnosci (4) wynika nierédwnos$¢ (2) o uzasadnienie ktorej
wiasnie chodzito.

Tw. XI'. Kazda liczba wymierna w spetnia réwnosci naste-

pujace

(1) w-f-0= w
oraz

2) OA-w= w

Istotnie, oznaczywszy przez
(m, p)

liczbe utamkowa, spetniajgcg réwnosé

3 (m p)= w
i zwazywszy nastepnie, ze
&) © p)= 0

wnosimy z réwnosci (3) i (4) (Uwaga Il przy tw. VII) ze

w+ 0= '(mv p) _j- (01 p) = (m 4_0! p) = (W’ p)’
mamy wiec
WA -0= (tn, p), L7l
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a zatem, ze wzgledu na (3), réownos$¢ (1) rzeczywiscie zachodzi. Poniewaz za$
(Tw. 1X)
0-j—w—w-j- 0,

przeto zachodzi i rownos¢ (2), a wiec twierdzenie jest uzasadnione w zupetnosci.

W tym rozdziale pomijamy teorye sum, wiecej niz dwoéch skiadnikéw,
ze wzgledu na ogélng teorye, ktorg wyltozymy w dwoéch nastepujacych roz-
dziatach.

§ 51. Utamkiem wihasciwym nazywamy kazda liczbe utamkowrg

K p).

ktéra sprawdza nieréwnosci
0< (mp) < L

Opierajgc sie na tw. Il § poprzedzajgcego, upewniamy sie tatwo, ze wa-
runek konieczny i wystarczajacy, aby liczba utamkowa

(m p)
byta utamkiem wtasciwym, polega na nieréwnos$ciach
0O<im p.
Powiadam teraz, ze kazda liczba utamkowa, ktdéra nie jest
utamkiem wtasciwym i nie réwna sie przy tem zadnej liczbie
catkowitej, mozeby¢ przedstawiona w postaci sumy liczbycat-

kowitej, od zera wiekszej, i utamka wtasciwego. Przekonywamy sie
0 tem w sposob nastepujacy: Uwazajmy jakakolwiek liczbe utamkowg

(m, p);

gdybysmy mieli
m= 0 albo m= p,

to mielibySmy w pierwszym przypadku

(m, p)= 0
a w drugim
Gdyby za$ byto

0< ni p,

to rozwazona liczba bytaby juz utamkiem wiasciwym. Pozostaje wiec do zba-
dania przypadek, kiedy
@ m> p.

Na podstawie teoryi dzielenia liczb catkowitych mozemy zawsze- wyzna-
czy¢ dwie liczby catkowite g i r w ten sposdb, zeby

@ m= q.p-j-r
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oraz
(3) r<p,

a ze wzgledu na (1) okaze sie, ze mie¢ bedziemy

(4 g>0.
Gdyby wypadio
r= 0,
to mielibysSmy
(m p)= g

i rozwazana liczba utamkowa réwnataby sie liczbie catkowitej g. Jezeli za$ ta
okoliczno$¢ nie zachodzi, to mamy
(5) r> 0.

Z drugiej zndéw strony ze wzgledu na (2) mamy:

(m p)= (@.p. P+ (r,p)

a poniewaz

(a.p, p)= ¢
przeto
(6 (m, p) = a-\-(r, p).

Poniewaz, ze wzgledu na (3) i (4) mamy
0< (r, p)< 1

a nadto liczba q spetnia nieréwnos$¢ (4), przeto wzor (6) jest dowodem stusznosci
uwagi, ktéra pragneliSmy uzasadnic.
Liczba g zowie sie czescig catkowitg, a liczba utamkowa

(r, p).
czes$cig whasciwie utamkowg liczby utamkowej
K p-
Suma liczby catkowitej i liczby utamkowej zowie sie liczbg utamkowsg

mieszana.

§ 52. Def I. Odejmowaniem jakiejkolwiek wymiernejl) b, przy-
j etej za odjemnik, od jakiejkolwiek liczby wymiernej a, przyjetej
za odjemng, zowiemy czynno$¢, polegajgca na dobraniu, do liczb
wymiernych ai b, takiej liczby wymiernej x, ktéra sprawdzi-
taby przynajmniej jedng réwnos¢

% W dalszym ciggu niniejszego rozdzialu bedziemy niekiedy zastepowaé wyrazenie
»liczba wymierna« przez wyrazenie krétsze »liczba.
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(1) b-\-x = a,
lub
2 X-j-b= a

Poniewaz, bez wzgledu na to, jaka liczbe wymierng oznaczymy przez X,
mamy (8 50, tw. IX) w kazdym razie

b-f- X— X-j- b,

przeto, skoro tylko liczba x sprawdza jedng z réwnosci (1) lub (2), to ta
liczba sprawdza i drugg z rzeczonych réwnosci.

Z uwagi tej wynika, ze w dalszym ciggu bedziemy mogli bez réznicy
uwaza¢ réwnosé (1) albo réwnosé (2) jako te, ktéra okresla liczbe x w zale-
znosci od liczb a i b,

Przy powyzszem znaczeniu liter a, b i X, liczba x zowie sie resztg odej-
mowania liczby b od liczby a. Reszta odejmowania liczby b od liczby a zowie
sie takze roznicg liczb a i b Za symbol tej réznicy przyjmujemy symbol a—h.

Przy odejmowaniu obejmujemy odjemng i odjemnik wspélna nazwg wy-
razdw odnos$nej réznicy; przy czem uwazamy odjemng za pierwszy, a odjemnik
za drugi wyraz réznicy.

Tw. |I. Zeby odejmowanie przy danych odjemnej i odjem-
niku byto wykonalne, koniecznem jest i wystarczaj agcem, zeby
odjemnag nie byta mniejsza od odjemnika.

Istotnie, zat6zmy, iz do pewnych liczb wymiernych a i b mozna dobra¢
taka liczbe X, zebysmy mieli
(1) b-j-x —a
Poniewaz mamy w kazdym razie

x"0.
przeto (8§ 50, tw. X),
b-f-x> b 0,
a poniewaz
b+ 0= b
przeto
b-f-x> h

Otéz ze zwigzku tego i ze zwigzku (1) wynika zwigzek
2) b<, a

Zatem, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, zwigzek ten jest koniecznym warun-
kiem wykonalnosci odejmowania. Pozostaje wiec tylko do okazania ze, gdy
zwigzek (2) zachodzi, to istnieje liczba wymierna X, sprawdzajgca rownosc (1).
Ot6z, jakiekolwiek bytyby liczby wymierne a i b, zawsze istnie¢ beda dwie
liczby utamkowe

@ p) i (m p)
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o pewnym wspdélnym mianowniku p, takie, zeby

(3) (ILp)=a (mp)= b

Poniewaz za$ ze zwigzkéw (2) i (3) wynika zwigzek
I~ m,

przeto odejmowanie liczby catkowitej m od liczby catkowitej | bedzie wyko-
nalne. Oznaczywszy przez r odno$ng reszte, mie¢ bedziemy

4 m-\-r= 1.
Jezeli wiec przyjmiemy
®) X=(r, p),

to zachodzi¢ bedzie zwigzek
(m,p)-\-x = {l, p).

Zatem, ze wzgledu na (3), liczba X, okreslona réwnoscig (5), sprawdza réwnosé
(1). Udowodnilismy wiec, ze zwiazek (2) jest wystarczajacem warunkiem wyko-
nalnosci odjecia liczby b od liczby a, co wkasnie pozostawato jeszcze do okazania.

Uwaga. Z twierdzenia powyzszego wynika, ze, jezeli ozna-
czymy przez ai bjakiekolwiek dwie liczby wymierne, to zawsze
wykonalne bedzie albo odejmowanie, zaznaczone we wzorze

a—b
albo odejmowanie, zaznaczone we wzorze
b— a »);

odejmowania za$, zaznaczone w obu tych wzorach, wykonalne
beda jednoczes$nie w razie, i to tylko w razie, kiedy zachodzi¢

bedzie réownosé
a= b

Tw. Il. Jezeli kazda z pewnych dwéch liczb wymiernych
X i X' uwazana by¢ moze za reszte odejmowania pewnej liczby
wymiernej b od pewnej liczby wymiernej a to liczby x i X' sg
pomiedzy sobg rowne. Odwrotnie, jezeli dwie liczby wymierne
xix'sag pomiedzy sobg réwne, a jedna z nich X przedstawia

® W zwigzku z powyzsza uwaga znajduje sie pewna chwiejno$¢ w uzywaniu wyra
zenig »réznica liczb a i 6«; niekiedy oznaczajg przez to wyrazenie, w przeciwienstwie do
definicyi podanej poprzednio w tekscie, wynik odejmowania tej z liczb a i 6 od drugiej, ktéra
nie jest od tej ostatniej wieksza. Zeby zapobiedz nieporozumieniu nie bedziemy uzywaé wy-
razu »roznica« w takim znaczeniu, lecz w miejsce jego postugiwaé sie bedziemy wyrazeniem
réznica bezwzgledna. Wobec tego istnienie réznicy bezwzglednej dwéch danych liczb wymier-
nych jest zapewnione w kazdym razie.
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wynik odejmowania liczby b od liczby a to druga przedstawia
takze wynik odejmowania liczby b od liczby a

Istotnie, jezeli kazdg z liczb x i X' uwazaé mozna za reszte odejmowania
liczby b od liczby a, to mie¢ bedziemy

0) 6 + ® =0
oraz
) b-J-od= a
skad
A3) b x— b-{-

Poniewaz za$ ta réwnos$¢ (§8 50 tw. X) nie mogtaby zachodzi¢, gdybySmy mieli
X F=x\

przeto, zgodnie z brzmieniem pierwszej czeSci twierdzenia, mamy rzeczywiscie

(4) X — X',

Jezeli za$ spetnione sg zalozenia drugiej czesci twierdzenia (ktéra stanowi od-
wrocenie pierwszej), to w takim razie zachodzag réwnosci (1) i (4). Ale z row-
nosci (4) wynika réwnos¢ (3), a z rownosci (3) i (1) wynika réownosc (2), ktéra
wihasnie wyraza, iz liczba X' rzeczywiscie przedstawia wynik odejmowania liczby
b od liczby a. Zatem uzasadniliSmy w zupetnoséci twierdzenie, o ktére chodzito.
Whniosek |I. Z twierdzenia powyzszego wynika, ze warunek
konieczny i wystarczajgcy, aby pewna liczba x byta wynikiem
odejmowania pewnej liczby b od pewnej liczby a, wyrazi¢ mo-
zemy przez rownos¢é
(1) x—a—hb

Wniosek Il. Réwnos$¢ (1) i rownosci
(2) b-\-x = a oraz xA-b= a

sa pomiedzy soba réwnowazne.

Istotnie, ze wzgledu na wniosek | réwnos¢ (1) wyraza warunek konieczny
i wystarczajgcy, aby liczba x byta wynikiem odejmowania liczby b od liczby a;
z drugiej za$ strony, ze wzgledu na Def. | i na uwagi, poczynione na poczatku
niniejszego paragrafu, kazdy ze zwigzkéw (2) wyraza takze warunek konieczny
i wystarczajacy, aby liczba x byta resztg odejmowania liczby b od liczby a.
Zatem omawiane zwigzki sg rzeczywiscie pomiedzy soba réwnowazne.

Whniosek Il11. Poniewaz na podstawie teoryi dodawania liczb wymiernych
(8 50, Tw. XI) mamy
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jakgkolwiek liczbe wymierng oznaczylibySmy przez a, przeto ze wzgledu na

Whniosek Il, zwigzKi
a—bia—b—0

pomiedzy dwoma liczbami wymiernemi a i b sg réwnowazne
pomiedzy sobg.

Tw. 11l. Jezeli cztery liczby wymierne a b a' i b\ spetniaja
rownosci
(1) a—a- b= b\

a odejmowanie, zaznaczone w jednym ze wzorow
2 a—b i a—Db\

jest wykonalne, to odejmowanie, zaznaczone w drugim wzorze,
jest takze wykonalne, a nadto mamy

3’ a—b= a—»b.

Istotnie, przyjmijmy istnienie réwnosci (1) oraz wykonalno$¢ odejmowania,
zaznaczonego w jednym ze wzoréw (2). Ze wzgledu na ostatnie zatozenie i na
Tw. | zachodzi¢ bedzie jeden przynajmniej ze zwigzkow

a™b i«n

a stad wynika, na podstawie réwnosci (1), ze drugi z tych zwigzkéw takze
zachodzi¢ bedzie. Zatem (Tw. I), w rzeczywistosci, odejmowanie zaznaczone
w kazdym ze wzoréw (1) bedzie wykonalne. Pozostaje jeszcze do uzasadnienia
istnienie réwnosci (3). W tym celu przyjmijmy

(4) X= a—h.
Mamy tedy (Tw. Il, Wnios. II)
h-)-X—a

skad, ze wzgledu na (1) i na Tw. VIl z § 50, wynika

b'-\-X= a
a stad dalej (Tw. Il, Wnios. II)
X—a —V.

Z tej rownosci i rownosci (4) wynika réwnos¢ (3), ktéra pozostawala jeszcze
do uzasadnienia.
Tres¢ twierdzen |1, Il i. Il mozemy wyrazi¢ krotko w spos6b nastepujacy:
Tw. IV. Odejmowanie oznaczonej liczby wymiernej b od
oznaczonej drugiej liczby wymiernej jest wykonalne w razie
i tylko w razie, kiedy odjemnik b nie jest wiekszy od odjemnej
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a;, gdy warunek ten jest spetniony, to reszta jest oznaczona
w zupetnosci co do wartos$ci, ale tez tylko pod tym wzgledem
i zalezy jedynie od wartos$ci odjemnej i odjemnika.

§ 53. Czesto zachodzi potrzeba rozwigzania zagadnienia typu nastepuja-
cego: dana jest liczba wymierna w, przedstawiajgca miare pe-
wnego odcinka a w przypadku, kiedy za jednostke przyjmujemy
pewien odcinek wtasciwy «, wspoétmierny z odcinkiem a; dana
jest rowniez liczba wymierna w, przedstawiajgca miare od-
cinka «' w razie, kiedy za jednostke przyjmujemy pewien inny
odcinek wtasciwy«, wspotmierny z odcinkiem«'. Wyzna-
czy¢ liczbe, przedstawiajagcg miare odcinka a w razie
przyjecia odcinka u za jednostke.

W przypadku szczegélnym, kiedy kazda z liczb wymiernych w i W jest
liczbg catkowita, iloczyn (8 42, tw. VII) liczb w i w' przedstawia witasnie liczbe/
ktéra czyni zado$¢ warunkom zadania, a nadto, jak tatwo stwierdzi¢ po
blizszym zbadaniu dowodu tego faktu, liczba w' wystepuje jako mnozna, a liczba
w jako mnoznik. Te uwagi doprowadzajg nas do przyjecia definicyi nastepujacej:

Def. I. lloczynem mnozenia oznaczonej liczby wymiernej w\
przyjetej za mnozng przez druga liczbe wymierng w, przyjeta
za mnoznik, zowiemy liczbe wymierng, przedstawiajgcg po do-
wolnym oznaczeniu odcinka wtasciwego«, majacego by¢ przy-
jetym za jednostke, miare odcinka a, okres$lonego przez to, iz
miara jego bytaby liczba w, gdybysmy przyjeli za jednostke
taki odcinek «', ktérego miara, w razie przyjecia odcinka «
za jednostke, bytaby liczba w.

Mnoznej i mnoznikowi w iloczynie dwoch liczb wymier-
nych dajemy wspdélng nazwe czynnikbw iloczynu. Za symbol ilo-
czynu, w ktérym pewna liczba wymierna w' przyjeta jest za
mnozng, a pewna druga liczba wymierna«' — zamnoznik, przyj-
mujemy bez réznicy kazdy z symboléw

w X w i w.w.

Powyzsza definicya z pewnoscia nie moze by¢ zastosowana do przy-
padku, kiedy liczba wn/, przyjeta za mnozng, réwna jest zeru, albowiem, gdy-
bysmy mieli

w' = 0,
to odcinek «' bytby odcinkiem niewtasciwym i nie mégtbhy zatem w zadnym
razie by¢ przyjety za jednostke. Natomiast, jezeli liczba wymierna W', przyjeta
za mnozna, nie réwna sie zeru, a liczba w, przyjeta za mnoznik, jest réwna
zeru, to definicya nasza moze by¢ stosowana, ale w takim razie zachodzi ta
osobliwos$é, iz odcinek, oznaczony w definicyi przez a, jest odcinkiem niewta-
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§ciwym; zatem w rozwazanym przypadku kazda liczba wymierna
rowna zeru i tylko liczba, spetniajgca ten warunek, uwazana
by¢ moze za iloczyn

w X wWe
Okoliczno$¢ ta doprowadza nas do uzupetnienia Def. |. przez przyjecie
definicyi nastepujacej.
Def. Il. lloczynem mnozenia liczby wymiernej réwnej zeru

przyjetej zamnozna, przez jakagkolwiek drugg licz be wymierna,
przyjeta za mnoznik, zowiemy kazdag liczbe rowng zeru i tylko
liczbe, spetniajgcg ten warunek.

Zanim przejdziemy do badania dalszych nastepstw definicyi | i Il zazna-
czamy przedewszystkiem, ze, jak to czytelnik sam spostrzeze, zwro6ciwszy sie
do rozwazan, ktore doprowadzity nas do przyjecia def. I, iloczyn dwdch liczb
catkowitych w znaczeniu definicyi | i Il nie rézni sie od iloczynu ich w zna-
czeniu przyjetym w teoryi liczb catkowitych.

(A) Jezeli pewne dwie liczby wymierne wli W\ sprawdzaja
réwn osci
(D) wt= w, W\ = w

a pewna liczba wymierna x uwazana by¢ moze za iloczyn
(2 WA . WX,
to liczba X moze by¢ uwazana takze za iloczyn
(3) W'LW,
(B) Mnozenie zaznaczone we wzorze
w' LW

jest zawsze wykonalne, a za odnos$ny iloczyn uwazana by¢
moze kazda liczba wymierna i totyiko liczba wymierna rowna
liczbie utamkowej, ktdérej licznik i mianownik réwnajag sie od-

powiednio iloczynowi licznikéw i iloczynowi mianownikow
dwoéch liczb utamkowych
4 (M, p’) i (m p).

podlegajacych temu tylko warunkowi, zeby

1o, V)= w

(5
I («b P)= w
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©) Jezeli kazda z pewnych dwoch liczb wymiernych X
uwazana by¢é moze za iloczyn
w. W,

to te liczby spetniajg réownos¢
(6) X= X

Przystepujgc do dowodu tego twierdzenia, zwazmy przedewszystkiem, ze
jezeli jedna przynajmniej z liczb w albo uf réwna sie zeru, to, jak czytelnik sam
stwierdzi, opierajac sie na Def. | i Il, twierdzenie niniejsze niezawodnie zachodzi.
Wobec tego rozwiniemy dowdd twierdzenia niniejszego w zatozeniu, iz mamy
@ w> 0 oraz uf> 0.

Zatozmy, ze pewna liczba wymierna x uwazana by¢é moze za iloczyn (2).
Poniewaz, ze wzgledu na (1), i (7) mamy

w\ > 0,

przeto na podstawie Def. I, rzeczone zalozenie wyraza, iz istnieje pewien odci-
nek witasciwy u, spetniajgcy warunek nastepujacy: jezeli wyznaczywszy odci-
nek u', ktérego miarg, w razie przyjecia odcinka u za jednostke, bytaby liczba w\,
wyznaczymy jeszcze odcinek a, ktérego miara, w razie przyjecia odcinka U’
za jednostke, bytaby liczba to liczba Xx bedzie miarg odcinka a, gdy
przyjmiemy odcinek u za jednostke. Ale ze wzgledu na réwnosci (1) liczba w
uwazana by¢ moze za miare odcinka U' w razie przyjecia odcinka u za jed-
nostke, a liczha w — za miare odcinka a, gdy przyjmiemy odcinek u' za
jednostke. Zatem na podstawie Def. I, liczba X zgodnie z brzmieniem czesSci (A)
twierdzenia, uwazana by¢é moze za iloczyn (3).

Przechodzac do czesci (B) naszego twierdzenia, zat6zmy ze liczby utam-
kowe (4) speiniaja rownosci (5), i oznaczmy przez u dowolnie przyjety odcinek
wilasciwy. Nastepnie,, wyznaczywszy odcinek U, z tego warunku, aby miarg
jego byta liczba

(m\ p’)
w razie przyjecia za jednostke odcinka u, uwazajmy odcinek a, ktérego miarg
jest liczba

{m, pY
w przypadku, kiedy za jednostke przyjmujemy odcinek u'. Odcinek a istnie¢
bedzie niezawodnie, gdyz, ze wzgledu na zwiagzki (5) i (7), mie¢ bedziemy

K p')> o,
skad znéw wynika, ze odcinek u' bedzie odcinkiem witasciwym, a na tern wiasnie
polega konieczny i wystarczajacy warunek istnienia odcinka a. Mamy
(m'.p, p*.p) = (M, p)

Wstep do analizy. 3
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oraz (ot'. o, m"'.p) — (w, p),

albowiem zadna z liczb catkowitych p' i o' zeru réwnac sie nie moze.
Z réwnosci powyzszych wynika, ze w razie przyjecia odcinka u za jed-
nostke, liczbe
K -p, V'-p)

mozna uwaza¢ za miare odcinka U', a w razie przyjecia odcinka U’ za jed-
nostke, za miare odcinka a mozemy uwazac liczbe

(oT'. ot, OT".p).

Z tego za$ wnosimy, ze jezeli oznaczymy przez d odcinek, mieszczacy sie do-
ktadnie tyle rezy w odcinku u' ile wynosi iloczyn

or' . p,

to odcinek d miesci¢ sie bedzie w odcinkach a i u odpowiednio tyle razy, ile
wynoszg iloczyny
oT'.oT i p'.p.
Zatem liczba utamkowa
®) (ot .ot p'.p)

przedstawia miare odcinka a w przypadku, kiedy przyjmiemy odcinek u za
jednostke. Przeto, na podstawie Def. I, kazda liczba wymierna, réwna liczbie
(8) , przedstawia iloczyn

9 (ot, p*) .{m,p).

Z tego znoéw wynika, ze wzgledu na réwnosci (5) i na to, zeSmy czesé (A) na-
szego twierdzenia juz uzasadnili, ze kazda liczba wymierna, réwna liczbie (8),
uwazana by¢é moze za iloczyn (3). Zatem zeby uzasadni¢ w zupetnosci czesé
(B) naszego twierdzenia, pozostaje tylko do udowodnienia, ze tylko liczba
wymierna réwna liczbie (8) uwazana by¢ moze za iloczyn (3). Otoéz, jezeli
pewna liczba x iloczyn ten przedstawia to, ze wzgledu na wynik podany pod
(A) i na réwnosci (5) liczba X uwazana by¢ moze za iloczyn (9). Ale powie-
dzenie, ze liczba st przedstawia iloczyn (9) wyraza, iz mozna odcinek u tak
dobra¢, zeby po kolejnym wyznaczeniu odcinkéw U i a w sposéb, omoéwiony
wyzej, okazato sie, ze liczba x uwazana by¢ moze za miare odcinka a w razie
przyjecia odcinka u za jednostke. Poniewaz za$ stwierdziliSmy juz, ze bez
wzgledu na wyboér odcinka witasciwego m, liczba (8) moze w kazdym razie by¢
uwazana za miare odcinka a, gdy za jednostke przyjmiemy odcinek u, przeto
liczba x i liczba (8), jako bedace miarami tego samego odcinka przy tej samej
jednostce diugosci, spetniajg réwnosé

X= (ot .01, P".P).
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Zatem uzasadniliSmy w zupetnosci te czes¢ twierdzenia, ktérg podaliSmy
pod (B). Zeby nareszcie uzasadni¢ i cze$é (C) twierdzenia, oznaczmy przez
(m, p) i (M\p)
dwie liczby utamkowe, spetniajace réwnosci (5). Poniewaz na podstawie uza-
sadnionej juz czesci (B) naszego twierdzenia tylko liczba réwna liczbie utam-
kowej (8) uwazana by¢ moze za iloczyn (3), przeto, skoro kazda z liczb x i X'
uwazana by¢ moze za iloczyn (3), to bedziemy mieli
X (m'.m, p'.p)

S X'—(m'.m, p'.p),

oraz

skad wynika réwnosé X = X,
na ktorej wiasnie polega czes¢ (C) naszego twierdzenia.

Whniosek I. Ze wzgledu naczes$¢(C) powyzszego twierdzenia
i ze wzgledu na to, ze na podstawie Def.l. i Def. Il, kazda liczba
wymierna, réwna liczbie wymiernej, przedstawiajacej iloczyn
oznaczonych dwoéch liczb wymiernych, moze by¢ sama uwazana
za rzeczony iloczyn, warunek konieczny i wystarczaj gcy, aby
oznaczona liczba x uwazana by¢ mogta za iloczyn

w'w
liczby wymiernej n¥ przyjetej za mnozna, przez liczbeie, przy-
jeta za mnoznik, wyrazi¢ mozemy przez réownos¢

X= W .w.

Whniosek Il. Zestawiajgc, powyzszy wniosek z czes$cig (A
twierdzenia dostrzegamy, ze, skoro cztery liczby wymierne w,
W\ tct i W\ spetniajg réwnoséci

«l= w oraz w = W,
to w takim razie mamy:
w.w = u\ .w\.

Whniosek Il1l. lloczyn dwéch liczb wymiernych, z ktérych
jedna rowna sie jednoséci, rownasie zawsze drugiej z tych liczb.

Tresé czesci (A) i (C) powyzszego twierdzenia mozemy wyrazi¢ przez twier-
dzenie nastepujace.

Tw. Il. lloczyn dwoéch liczb wymiernych zalezy tylko od
wartosci mnoznej i mnoznika, jest zas$ oznaczony tylko co do
wartosci, ale pod tym wzgledem jest oznaczony w zupetnosci.

Tw. I1l. Zeby iloczyn dwéch liczb wy miernych wiw réwnat

sie zeru potrzeba i wystarcza, zeby jedna przynajmniej z tych

liczb rownata sie zeru.
3*
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Istotnie, to iz podany w twierdzeniu warunek jest wystarczejacem, abysmy

mieli
(1) vs.w=0
wynika juz z Def. Il i rozwazan, ktére jg nastreczyly; o tem zas, ze rze-

czony warunek jest konieczny, przekonywamy sie w spos6b nastepujacy: na
podstawie czesci (B) tw. I mamy

2 w.w — (w'.m, p‘.p),
jezeli tylko liczby catkowite m, m'. p i p' tak sg dobrane, abySmy mieli
3 (m, p)= woraz (W, p’)= W;
jezeli wiec rownos$¢ (1) zachodzi, to ze wzgledu na (2) mamy
(m'.m, p'.p) = 0,
skad
m .m — O,

zatem jedna przynajmniej z liczb catkowitych m i m' réwna sie zeru. Z tego
za$ i z rownosci (3) wynika, ze jedna przynajmniej z liczb w i W' musi réwnacé
sie zeru. Tak wiec uzasadniliSmy twierdzenie w zupeinosci.

Tw. IV. (Wtasnos$¢ Hgcznosci). Jezeli oznaczymy przez

(1) w, w' i ow"
trzy liczby wymierne dowolnie dane. to mie¢ bedziemy:
2) w.w).w"= w.(«m'. w").
Istotnie, oznaczmy przez
(m, p), (M\ p\ m", p)
trzy liczby utamkowe, odpowiednio réwne liczbom (1). Mamy tedy

w.w'— (m.m". p .p)

w'w'= (w'.m", p’'.p")

zatem
W.w).w"= (m.m', p p’) Km", p")
w.Aw".w") = (m, p).(m. m" p’.p"),
skad
I w.w).w'— (Ffm.m].m", [p.p\.p")
3

Fw.(W.w")= (m.\m.m"). p.\p'.p"}),

a poniewaz, na podstawie znanych wikasnosci liczb catkowitych, mamy
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[m.m\.m" —m.[m. m"]
[p.p*)-p"=p. [p'-p"]
([m.n\m" No.p‘l.p")= (Mm.[m .w"], p.[p".pY}

przeto

a z tej rownosci jako tez réwnosci (3) wynika wihasnie réownosc (2), ktorg mie-
lismy udowodnic.

Tw. Y. (Wtasnoé¢ przemiennosci). Jezeli mnozna pewnego ilo-

czynu réwna sie mnoznikowi pewnego drugiego iloczynu,
a mnoznik pierwszego — mnoznej drugiego, to rozwazane dwa
iloczyny sg takze pomiedzy sobag rowne. Innemi stowy, jakie-

kolwiek liczby wymierne oznaczyliby$Smy przez w i w, mamy

zawsze
wW. W —w"' w.

Istotnie, jezeli oznaczymy przez

(w, p) i (~dpn

dwie liczby utamkowe, spetniajace réwnosci
(m, p)= w oraz (w', p') = w,

i uwzglednimy witasno$¢ przemiennosci iloczynéw liczb catkowitych, to na pod-
stawie czesci (B) tw. | tatwo stwierdzimy, ze mamy

w'.w= (m.tn\ p.p)
oraz
w.w —(m.m, p.p'\
skad wynika réwnos¢, na ktérej niniejsze twierdzenie wlasnie polega.
Tw. VI. Jezeli oznaczymy przez

v, wy i w2

trzy liczby wymierne, z ktorych pierwsza spetnia nieréwnos¢

O w> 0,
to nieréwnosé
(%) < W2

jest rownowazna nieréownosci

3) ' w.M < w.m2
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Istotnie, jezeli sprowadzimy do wspélnego mianownika dwie liczby utam-
kowe odpowiednio réwne liczbom wl i mr, to uzyskamy dwie liczby utamkowe

Oi, p) i (ur*, p)
0 wspoélnym mianowniku p, spetniajgce réwnosci
4) . K, p)= wu (m, p) = ic2

Jezeli znowu oznaczymy przez
wr. p'\

liczbe utamkowa spetniajgcg rownosc

®) (m, p)= w,
to ze wzgledu na (1) bedzie
(6) m'> 0.

Ale z réwnosci (4) i (5) mamy:
w.wt= (m'.mL p'.p)
w.wt= (ur.u* p', p)
Zatem zwigzek (3) rownowazny jeet zwigzkowi
r.ur? p' .p)< (ur.m2 p' .p\

réwnowaznemu nieréwnosci
ur. TIr<(m"'.m2

ktéra znéw, na podstawie znanych wilasnosci liczb catkowitych, réwnowazna
jest, ze wzgledu na (6), nieréwnosci

mv< TT.

Ale ta nieréwnos$¢, ze wzgledu na (4), jest rownowazna nieréwnosci (2). Osta-
tecznie wiec, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, nieréwnosci (2) i (3) sa rowno-
wazne pomiedzy sobag.

Tw. VII. (Witasnoé¢ rozdzielnosci mnozenia w stosunku do dodawania
1 odejmowania). Jezeli oznaczymy przez w, i jakiekolwiek
trzy liczby wymierne, to w takim razie zachodzi zawsze réw-
nos¢

(1) W . (mi, + M2) = W .W1+ w .u\

oraz rownowazna jej (tw. V) rownos¢

(2) (wl-f-rcd . w— Woow2.w ]
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nadlo jezeli zachodzi zwigzek
3 wl Mg,
to w takim razie précz réwnosci (1) i (2) mamy rownos$é
(4) W. > — Ma) = WA u\ — w .w2
oraz robwnowazng jej (tw. V) réownos¢
(5) — Mg).w= wl.w— Mg.w.

Zeby twierdzenie to uzasadnié¢, oznaczmy przez

(m, p), (m,, pt) i (w,, pt)

trzy liczby utamkowe spetniajace réwnosci

(6) (m p)=w (w,,>i)= LW, (>h, p*)= M
Mamy tedy
w,
Pi =P2
skad
, . w.(m,.p, 4-m..p,)

W. {w, — - ok

0 we M) P wPi -Pi

Na podstawie jednak réwnosci (6), mamy jeszcze

. m .m»J m.mt.pz
W .Mj =
PPi P-Pi-Pi
m.w. m.Tr
W .Wo = - _
P -Fa P-Pt-Pi
skad
m.w, .p2-f-w .w2.pj
(8 W. M+ w.wt w, .p2-f-w.w2.pj

PPi-Pi
a poniewaz, na podstawie znanych witasnosci liczb catkowitych, mamy

W. (W .yij -f-m, .pR = » W .p*+»»enn* p,

przeto z rownosci (7) i (8) wynika rownosé (I), a wiec i réwnowazna jej ro-
wnosé (2).
Zeby uzasadni¢ réwnos$é (4), zwazmy, ze, ze wzgledu na (3) odejmowanie

Zaznaczam we wzorze
Mi — My
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jest wykonalne. Z tego za$ wynika, ze wzor
W. (> — W)

przedstawia liczbe wymierng oznaczonej wartosci. Przyjmijmy

(9) X— tv. {w, — wt).
Mamy tedy
(10) X-\- W.w2—w . {w, — w2 -\-w .w2

Ale ze wzgledu na twierdzenie, jakie wyraza (1), mamy:

w {w, — w2 -f-w.w2— w{ (w, — wt) -j- w2},
a poniewaz
K - w2 -f- w2— wx,
przeto 7
w.(WX— wt)-Jw.wt=w.w 1.

Z tej zas réwnosci i rownosci (10) wynika réwnosé

X -f-w.w2= w .wil,
réwnowazna réwnosci
(11) X— w.n\ — w. wa.

Z réwnosci (9) i (11) wynika réwnos¢ (4) a wiec i réwnowazna jej ro-
wnos$¢ (5). Zatem uzasadniliSmy w zupeinosci nasze twierdzenie.

W rozdziale tym pomijamy teorye iloczynu dowolnej ilosci czynnikéw,
gdyz ze wzgledu na og6lng teorye, ktéra podamy w dwdéch nastepujgcych
rozdziatach, osobny wyktad tego przedmiotu jest zbedny.

§54. Def. Dzieleniem oznaczonej liczby wymiernej a przy-
jetej za dzielng, przez oznaczong liczbe b, przyjeta za dzielnik
zowiemy czynnos$¢, polegajagca na wyznaczeniu takiej liczbya;,
zwanej ilorazem, Zzeby ta liczba spetniata jedng przynajmniej
z rdbwnosci

@ b.X—a

lub

(2) X.b — g;

za symbol ilorazu przyjmujemy bez réznicy ktéorykolwiek

z symbolow:

,7-__
a.bllﬁ
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Uwaga. Poniewaz (§ 53, Tw. V), bez wzgledu na warto$¢ liczby x, mamy
b.X= X.b,

przeto réwnosci (1) i (2) sa pomiedzy sobg réwnowazne; jezeli wiec zachodzi
jedna z nich, to zachodzi i druga. Z tego za$ wynika, ze, nadmieniwszy,
iz pewne liczby wymierne aib majg by¢ przyjete odpowiednio
za dzielnag i dzielnik, zbytecznem jest blizej zaznaczaé¢, czy
odnosny iloraz x ma byé wyznaczany z rownosci (1) czy tez
z réwnosci (2).

Poniewaz iloczyn dwoéch liczb wymiernych zalezy tylko od wartosci czyn-
nikéw i jest sam oznaczony tylko pod wzgledem wartosci, przeto przy dzie-
leniu liczb wymiernych iloraz zalezy tylko od wartos$ci dzielnej
i dzielnika i jest sam oznaczony tylko podwzgledemwartosci.
Innemi stowy, jezeli cztery liczby wymierne a b, i a' V spetniajg réwnosci
i b= 6,

)

a= a
a pewna liczba x sprawdza jedng z réwnosci
b.x —a lub b.x—a,

to ta liczba x sprawdza i drugg z tych rownosci, a kazda liczba X', réwna
liczbie X, spetniajgcej réwnosé

b.x= a
spetnia réwnosé
b,x'= a
Tw. I. Jezeli przy dzieleniu liczb wymiernych dzielnik b

jest od zera wiekszy, a dzielna a ma jakagkolwiek wartos$¢, to
dzielenie jest wykonalne, a za odnos$ny iloraz uwazana by¢
moze kazda taka i tylko taka liczba wymierna, ktoéra réwnasie
liczbie utamkowej

@ (m.p". p. m)
gdzie symbole
2 m p, mip'

oznaczajg cztery liczby catkowite, ktérych wybér ogranicza
jedynie warunek, aby

3) (w, p)= a oraz (M, p')= h

Istotnie, jezeli pewna liczba X uwazana by¢ moze za iloraz podziatu
liczby a, przyjetej za dzielng, przez liczbe b przyjetg za dzielnik, to ta liczba
spetnia réwnosé
(4) b.x= a
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a wiec, ze wzgledu na (3), i réwnosé

(®) (M\ p*).x — (M, p).
Jezeli liczba wymierna x istnieje, to istnieje i liczba utamkowa
W, »)
taka, izby
(6) W v) = x.

Z réwnosci (5) i (6) mamy

(W’ p') (Mv V) - (ml p)!
skad

W' .Mp'v)= (m p)
a z tej rovrnosci wynika
) p.m'.u—m.p'.v.

Poniewaz na podstawie zalozen twierdzenia mamy

b>0,
przeto ze wzgledu na (3) mamy

m' > 0,

§ 54

a poniewaz z drugiej strony liczba p, jako mianownik pewnej liczby utamkowej,

spetnia nieréwnos¢
P>0,
przeto
p.m'> 0.

Z tego wynika, ze symbol (1) przedstawia oznaczong liczbe utamkowa.

Z tego za$ wynika dalej na podstawie réwnosci (7), ze mamy
(¢ v)=(m.p', p.m\

skad ze wzgledu na (6) mamy

) x= (m.p, p.n)

Jezeli wiec liczba wymierna X, przedstawiajgca iloraz

©) a:hb

istnieje, to ona spetlnia réownosé (8). Zatem, zeby uzasadni¢ w zupetnosci nasze,
twierdzenie, nalezy juz tylko wykazaé, ze, skoro pewna liczba wymierna spet-
nia (8), to ona przedstawia iloraz (9), czyli spetnia (4). Zatézmy wiec, ze liczba x

spetnia (8). Ze wzgledu na (3) i (8) mamy tedy:
b.x= (m, p).(mp'rp.m)= (M.m.p, p'.p.m),
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a poniewaz

(m .m.p*, p'.p.w)= (m p),
przeto
b.X— (m p)

a z tego wynika ze wzgledu na (3), ze liczba x spetnia (4). Ostatecznie wiec
twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Whniosek I. Jezeli przy dzieleniu liczb wymiernych dzielnik
i jest od zera wiekszy, to, jakgkolwiek warto$¢ miataby dzielna
a, warunek konieczny i wystarczajacy, aby liczba wymierna x
mogta by¢ uwazana za odnos$ny iloraz, polega na réwnosci

X= a:b,

lub na réwnosci réwnowaznej

Innemi stowy, kazda z dwéch powyzszych roéwnosci jest

réwnowazna réwnosci
b.x — a

Tw. Il. Jezeli przy dzieleniu liczb wymiernych dzielnik b
rbwna sie zeru, a dzielna a jest od zera wieksza, to dzielenie
nie jest wykonalne; jezeli za$ proécz dzielnika i dzielna jest
réwna zeru, to iloraz jest catkiem nie oznaczony, innemi stowy
w tym przypadku kazda liczba wymierna bez wyjatku uwa-
zana by¢ moze za iloraz.

Istotnie, jezeli mamy

(1jj b= 0 oraz a> 0,
to réwnosé
(2) b.x= a

nie moze zachodzi¢ przy zadnej wartosci na X, albowiem mamy w kazdym
razie
3 b.x= 0,

a wiec i
b.x< a

Zatem w razie istnienia zwigzkéw (1) dzielenie, zgodnie z brzmieniem
twierdzenia, nie jest wykonalne. Jezeli za§ mamy jednoczes$nie

b—0 i a= 0,

to ze wzgledu na (3) réownos¢ (2) bedzie spetniona, jakakolwiek liczbe wy-
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mierng oznaczylibySmy przez x. Ostatecznie wiec twierdzenie zachodzi w po-
danem brzmieniu.

Whniosek 1. Jezeli pewna liczba wymierna a jest od zera
wieksza, to kazdy z symboléw

1 d
jest pozbawiony znaczenia, gdyz rzecz czyniaca zado$¢ definicyi
tych symbolow (iloraz podziatu wiekszej od zera liczby, przy-
jetej za dzielng, przez dzielnik réwny zeru) nie istnigje.

Wniosek Il. Symbol

0:0 albo ~

nie jest wprawdzie pozbawiony znaczenia, ale ze wzgledu na
nieoznaczonos$¢ wartosci ilorazu w przypadku, kiedy dzielna
i dzielnik rownaja sie zeru, winien by¢ uwazany za nazwe ga-
tunkowg liczb wymiernych iz tego powodu, jako nie przedsta-
wiajacy zadnej oznaczonej wartos$ci, nie moze by¢ kojarzony
znakiem réwnosci zzadnym symbolem, przeds tawiajgcym ozna-
czong liczbel).

§ 55. Tw. |I. Kazda liczba utamkowa moze by¢ uwazana za
iloraz podziatu licznika przez mianownik.

Istotnie, uwazajmy jakakolwiek liczbe utamkowg

(m, p).
Poniewaz mamy

(w, T)=m, (p, )=p,

poniewaz nadto ze wzgledu na definicye liczb utamkowych mamy

P>0,
przeto
m — 1) :(p, )= (m p),
skad
m:p_(m7p)!

a ta rownos$¢ wyraza wihasnie twierdzenie, o ktére chodzito.

* Gdybysmy sie uméwili, ze wogéle réwnosé
X—a:b

ma wyraza¢, ze liczba x uwazana by¢ moze za iloraz podziatu dzielnej a przez dzielnik b,
to w takim razie, jakiekolwiek liczby oznaczylibySmy przez x iy, mieliby$my

x= 0:0o0raz 0:0= vy,

ale te réwnosci wbrew zasadom rozdzialu 111 Czeéci 1 nie pociggatyby za sobg
zwigzku X = Y.



Uwaga. Powyzsze twierdzenie poucza nas, ze ojsobny symbol na
liczbe utamkowag jest zbedny, gdyz ze wzgledu na rzeczone twierdzenie
mozemy, jak to sie w praktyce zawsze robi, przyjaé¢ za symbol liczby
utamkowej o liczniku m i mianowniku p symbol ilorazu po-
dziatu licznika przez mianownik a wiec symbol

m:p

lub (czeSciej uzywany) symbol
m



Il. Ogodlne zasady teoryi dziatan podstawowych.

§ 56. Przy studyowaniu poczatkéw teoryi liczb catkowitych poznajemy
juz pod nazwami dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia cztery czynnoéci
wykonywalne na liczbach catkowitych. W rozdziale poprzedzajgcym zapozna-
lismy sie pod temi samemi nazwami z czterema czynnosciami, wykonywalnemi
na liczbach wymiernych wogéle. Przy dalszym studyowaniu matematyki po-
znamy nowe gatunki wielko$ci, na ktdrych wykonywalne sg pewne cztery czyn-
nosci, réwniez oznaczane przez nazwy dodawania, odejmowania, mnozenia i dzie-
lenia. Zaznaczamy jednak z naciskiem na samym poczatku niniejszych dociekan,
ze nie istniejg zadne tak ogo6lne definicye powyzszych czynnosci, zeby na pod-
stawie tych definicyi natura kazdej z rzeczonych czterech czynnosci byta okre-
Slona ogdlnie w stosunku do kazdego rodzaju wielkosci. W rzeczywistosci,
nazwy: dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie majg znaczenie tylko
w odniesieniu do oznaczonego gatunku wielkosci, na podstawie pewnych defi-
nicyi specyalnie dla rozwazanego gatunku wielkosci obmys$lanych. Jednakowoz,
przy podawaniu takich definicyi kierujemy sie pewnemi ogélnemi zasadami,
ktére zamierzamy obecnie wytiémaczyc.

§ 57. Zaréwno w teoryi liczb catkowitych, jak i w teoryi liczb wymier-
nych, kazda z nazw:

dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie

oznacza pewng czynnos$é (C) polegajaca na tem, zeby do danych wielkosci
rozwazanego rodzaju dobra¢ takg nowa wielko$¢ tego samego rodzaju, zeby
czynita zado$¢ pewnym warunkom (W), okreslonym przez osobng definicye G:))
Zwracajac sie do teoryi liczb wymiernych, stwierdzamy a posteriori, ze definicya
(D) w kazdym razie tak jest utozona, iz w jej nastepstwie, zachodzg w odnie-
sieniu do liczb wymiernych, (a wiec w szczegélnosci i w odniesieniu i do liczb
catkowitych), twierdzenia nastepujgce:

Tff. 1. Jezeli pewna wielko$é« rozwazanego gatunku spra-
wdza warunki (W), to kazda wielkos¢ réwna wielkos$ci Xx,.
sprawdza takze warunki (W).
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Tw. Il. Jezeli pewna wielko$s¢ x sprawdza warunki (W),
to ta sama wielko$¢ sprawdza jeszcze i te warunki (W'), w ktére
przechodzag warunki (W) wskutek podstawienia w miejsce da-
nych wielkosci jakichkolwiek wielkos$ci, odpowiednio im row-
nych.

Jezeli naprzyktad liczba wymierna x jest suma pewnych liczb a i b, to
kazda liczba x', réwna liczbie X, jest takze sumg liczb a i b, a sama liczba

X jest sumg kazdej pary liczb a' i odpowiednio réwnych liczbom a i b.
Twierdzenie | oczywiscie réwnowazne jest nastepujgcemu:
Tw. I. a Warunki (W) odnoszg sie wytacznie do wartosci

wielkosci X, a nie do zadnej innej wlasnosci tej wielkoSci.

Natomiast, SciSle rzecz biorgc, twierdzenie Il niezupetnie jest réwnowazne
nastepujacemu:

(B) »Wielkos$¢, spetniajaca warunki (W), zalezy jedynie od
wartosci wielkos$ci danych.

Istotnie, w przypadku naprzyktad dzielenia liczb wymiernych iloraz zalezy
nie tylko od wartosci tych dwoéch liczb wymiernych, na ktérych dzielenie ma
by¢ wykonane, ale jeszcze od tego, ktéra z tych liczb ma by¢ przyjeta za
dzielna, a ktéra za dzielnik. Innemi stowy, iloraz zalezy nie tylko od wartosci
obu liczb, ulegajgcych dzieleniu, ale jeszcze i od roli, przypadajgcej kazdej
z nich wobec dzielenia. Ale wogole, jezeli chodzi o oznaczenie roli, jaka przy-
pada kazdemu z kilku przedmiotéw wobec jakiej$ rzeczy (C), to, po uprzednim
wprowadzeniu stosownej umowy, dostatecznem bedzie uszeregowaC rozwazone
przedmioty w pewnym porzadku J), aby tym samym okresli¢ w zupetnosci role
kazdego z nich. Jezeli naprzyktad umoéwimy sie, ze przy dzieleniu liczb wy-
miernych, uwazaé¢ bedziemy za pierwszg te z dwoch liczb, majgcych uledz
rzeczonemu dziataniu, ktéra ma by¢ przyjeta za dzielnik, to, aby oznaczy¢ role
kazdej z dwoch danych liczb wymiernych, na ktoérych dzielenie ma by¢ wyko-
nane, dostatecznem bedzie uszeregowac¢ te dwie liczby, czyli nada¢ pewnej
jednej z nich numer pierwszy, a tamtej — numer drugi.

Otéz, jezeli pewien przedmiot (P) zalezy nie tylko od natury kazdego
z kilku innych przedmiotéow A, B, C.. F, ale i od roli kazdego z nich, to
(zwykle milczgco) zaktadamy, iz wprowadzona zostata umowa, umozliwiajgca
okreslic role kazdego z przedmiotow A, B, C.. F przez stosowne uszerego-

] Przypominamy, ze uszeregowanie w oznaczonym porzadku tylu oznaczonych przed-
miotéw, ile wynosi pewna liczba catkowita n (n > 0), polega na skojarzeniu z kazdym z rze-

czonych przedmiotéw jednej z liczb
1, 2, 3..n

ale z kazdym inej; przy tych warunkach liczby, skojarzone z rozwazanemi przedmiotami,
zowig sie ich numerami czyli liczbami porzadkowani.
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wanie tych przedmiotéw, i powiadamy dla tego, ze przedmiot (P) zalezy nie tylko
od natury przedmiotéw A, B, C.. F, ale i od ich uszeregowania. Ostatecznie
tecznie wiec twierdzenie Il w takim tylko razie moznaby uwazaé¢ za réwno-
wazne tw. (B), gdyby przyjete byto za skréconag posta¢ twierdzenia nastepu-

jacego:
TV. Il. b. Wielko$¢, sprawdzajaca warunki (W), zalezy je-
dynie od wartos$ci i od uszeregowania wielkosci danych, a nie

od jakichkolwiek innych okolicznosci.

Def. I. Wogéle nazywamy dziataniem arytmetycznem kazdg
czynnos$¢ (C), polegajgca na tern, zeby do danych wielkos$ci
oznaczonego rodzaju (R) dobra¢ takag.wielko$é tegoz rodzaju,
zwang wynikiem rozwazanego dziatania na wielkoséciach da-
nych, zeby ta wielko$¢ spetniata pewne warunki (W), okre$lone
przez pewnag definicye (D), umys$inie dla wielkos$ci rodzaju (R
tak obmyslana, zeby czynnos$¢ (C) byta wykonalna przynajmniej
w przypadku, kiedy wartosci wielkosci danych spetniaja pewne
warunki ograniczajace, i zeby nadto twierdzenia | Il nalezaty
do koniecznych nastepstw rzeczonej definicyi.

Z powyzszej definicyi i uwag poczynionych poprzednio wynika, ze, w od-
niesieniu do liczb wymiernych, nazwy

dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie

oznaczajg pewne dziatania arytmetyczne. W rzeczywistosci we wszystktch
przypadkach, w ktdérych rzeczone nazwy uwazane sa za nazwy czynnosci wy-
konywalnych (moze z pewnemi zastrzezeniami) na wielkosciach oznaczonej kate-
goryil), oznaczajg one pewne dziatania arytmetyczne.

Dziatania dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia obejmujemy
wspo6lng nazwg dziatan podstawowych.

§ 58. Zanim zwro6cimy sie do ogélnej teoryi dziatan podstawowych, po-
damy niektére wiadomosci, ktérych znaczenie polega miedzy innemi i na tem,
ze przyczyni sie do lepszego uwydatnienia ogdlnego pojecia dziatania arytme-
tycznego.

Przedewszystkiem zaznaczamy z naciskiem, ze bardzo tatwo jest podac
przyktady takich regut na wytwarzanie z danych wielkosci oznaczonego rodzaju
nowych wielkosci tegoz rodzaju, ktére nie moga byé uwazane za definicye ozna-
czonych dziatan arytmetycznych. Na przykitad do kazdego ukiadu dwoéch liczb
utamkowych

Omawiane nazwy uzywane bywajg niekiedy do oznaczenia rzeczy, ktoére nie sa
czynnosciami wykonalnemi na wielkosciach, jak n. p. w pewnych teoryach logiki; w tych
przypadkach rozwazane wyrazy oczywiscie nie oznaczaja dziatan arytmetycznych.
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mozemy zawsze dobra¢ liczbe utamkowg
mi4-p'

& T P+pPr
ktorej licznik réwna sie sumie licznikéw, a mianownik sumie mianownikdéw
liczb utamkowych danych. Jednakowoz czynno$¢ polegajaca na wyznaczeniu
liczby (2), gdy liczby (1) sa dane, nie jest wcale dziataniem arytme-
tycznem na liczbach utamkowych, albowiem, jak sie o tem czytelnik fatwo
sam przekona, definicya rozwazanej czynnosci nie jest taka, zeby w jej na-
stepstwie zachodzity twierdzenia | i Il

Obecnie pragniemy zwroéci¢ uwage czytelnika na inng okoliczno$¢. Przy
rozwazaniu oznaczonego dziatania arytmetycznego (D), okresSlonego dla pewnej
kategoryi wielkosci (K), moze sie wydarzyé, iz pewnym danym wielkosciom
kategoryi (K), uszeregowanym w danym porzadku, odpowiada pewien zbiér
takich nieréwnych pomiedzy sobg wielkosci rozwazanego rodzaju, ze kazda
z nich uwazana by¢ moze za wynik wykonania dziatania (D) na danych wiel-
kosciach, przy danym ich uszeregowaniu. W takim razie orzekamy, ze rozwa-
zane dziatanie jest wieloznaczne. Jezeli za$ wszystkie wielkosci, z ktérych kazda
uwazana byé moze za wynik wykonania pewnego dziatania arytmetycznego na
oznaczonych wielkosciach, uszeregowanych w oznaczony sposoéb, sga réwne po-
miedzy sobg, to woéwczas moéwimy, ze rozwazane dziatanie jest jednoznaczne.
Na przykiad dzielenie liczb wymiernych jest dziatlaniem jednoznacznem, skoro
tylko dzielnik nie réwna sie zeru; w przypadku za$, kiedy dzielnik réwna sie
zeru, a dziatanie jest wykonalne, w przypadku wiec, kiedy procz dzielnika
i dzielna réwna sie zeru, dzielenie staje sie dziataniem wieloznacznem.

Nawigzujac do podziatu dziatan arytmetycznych na jednoznaczne i wielo-
zZnaczne, uczynimy pewng wazna uwage, odnoszacg sie do symboliki dziatan
arytmetycznych. W tym celu zaznaczamy najpierw, ze jezeli pewien symbol S
okreslony zostat jako symbol wyniku wykonania pewnego dziatania arytmetycz-
nego (D) na pewnym ciggu (C) wielkosci oznaczonej klasy (K)J), to nie na-
lezy uwaza¢ symbolu S za symbol pewnego oznaczonego elementu klasy (K);
w rzeczywistosci nalezy uwaza¢ symbol S za wspélny symbol kazdego z tych
elementéw klasy (K), z ktérych kazdy uwazany by¢ moze za wynik wykonania
dziatania (D) na ciggu elementéw (C) i ktérych peilny zbiér oznaczymy przez

(2); tak np. symbol % A
5 +
nalezy uwazac¢ za wspolny symbol wszystkich liczb utamkowych, réwnych liczbie
3
5

® Zeby nalezycie rozumieé¢ dalsze rozwazania, nie nalezy zapominaé, ze litera S jest
symbolem symbolu wyniku dziatania (D), nie za$§ samym symbolem tego wyniku.

Wstep do analizy. i
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podobnie, jak uwazamy n. p. wyraz »drzewo« za wspo6lng nazwe wszystkich
roslin dobrze nam znanej natury. Ze wzgledu na taki stan rzeczy zachodzi
okoliczno$¢ nastepujgca: jezeli symbol S wchodzi do pewnego zdania (T), to to
zdanie, w braku osobnej umowy, okreslaslajacej jego znaczenie, w takim tylko
razie moze by¢ stuszne: jezeli jest stuszne kazde ze zdan, w ktére przechodzi
zdanie (T) wskutek podstawienia w miejsce symbolu S indywidualnej nazwy
(albo indywidualnego symbolu) ktdéregokowiek z elementéw zbioru (2).

Z tej uwagi wynika koniecznos$¢ pilnego rozrozniania przypadku, Kkiedy
dziatanie (D) jest jednoznaczne, od przypadku, kiedy okoliczno$¢ ta nie zacho-
dzi: jezeli dziatanie (D) jest jednoznaczne to w razie, kiedy jedynie war-
tos¢ wyniku wykonania dziatania (D) jest wazna, mozemy postugiwaé sie
symbolem S, jakgdyby symbol ten byt symbolem pewnego jednego elementu
klasy (K); w szczegélnosci w rozwazanym przypadku dowolnie przyjety element
a klasy (K) bedzie albo spetniat réownosé
@ a= §,
albo jej nie spetni, a istnienie powyzszej rownosci stanowi¢ bedzie warunek
konieczny i wystarczajacy, azeby element a mégt byé uwazany za wynik wy-
konania dziatania (D) na ciggu (C). Inny jest stan rzeczy, kiedy dziatanie (D)
jest wieloznaczne: w takim razie zaden element a klasy (K) nie moze spehnié
réwnosci (1), gdyz zaden element tej klasy nie moze rownac sie jednoczes$nie
kazdemu elementowi zbioru (Z); z tego powodu, w razie wieloznacznosci dzia-
tania (D), nie mozemy, bez popetnienia btedu, postugiwacé sie réwnoscig (1)
i wogdle nie mozemy, nawet kiedy chodzi jedynie o warto$¢ wyniku wykonania
dziatania (D) na ciggu (C), tak traktowac¢ symbol S, jak gdyby ten symbol oznaczat
pojedynczy element klasy (K). Gdybysmy np., w razie wieloznacznosci dziatania
(D), uméwili sie, ze réwnos$¢ (1) ma wyrazi¢, iz element a jest jeden z tych,
z ktérych kazdy uwazany by¢ moze za wynik wykonania dziatania (D) na
ciagu (C), to umowa ta bylaby sprzeczna z ogélnemi zasadami, do ktorych
postanowiliSmy zastosowywac sie przy okre$laniu réwnosci, gdyz w rozwaza-
nym przypadku, wbrew wspomnianym zasadom, dwa elementy a i b mogtyby
spetnia¢ odpowiednio réwnos¢ (1) i réwnosé

b= S
aip{.

W dydaktyce powyzsze uwagi nie zawsze bywajg nalezycie uwzgledniane;
tak np. pomimo Zze w trygonometryi symbol

pomimo istnienia nieréwnosci

arctga.

jest symbolem wykonania dziatania wieloznacznego na wielkosci a, postuguja
sie niekiedy rownoscig
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X = arctga.,

zeby wyrazi¢, iz wielko$¢ X jest jednag z tych, z ktérych kazda uwazana by¢
moze za wynik wykonania dziatania

arctg

na wielkosci
a

Niekonsekwencye tego rodzaju stanowig zrédio niezliczonej ilosci bledéw i nie-
porozumien.

Zeby zapobiedz wszelkiego rodzaju nieporozumieniom, zaznaczamy, ze
z powyzszych rozwazan bynajmniej nie wynika, zeby w razie wieloznacznosci
dziatania (D), symbol S wogoéle nie mdgt byé kojarzony znakiem réwnos'ci z ja-
kim$ innym symbolem; gdyby np. symbol a okreslony byt jako wspolny sym-
bol czyli og6lna nazwa gatunkowa wszystkich wielkosci, nalezacych do pewnego
zbioru (Z'), to nie byloby zadnej przeszkody do uméwienia sie, ze réwnosé (1)
ma wyrazaé, iz do kazdego elementu ktoregokolwiek ze zbioréw (Z') i (2)
mozna dobra¢ w drugim z tych zbioréw element réwny rozwazanemu ele-
mentowi.

§ 59. Teorya dziatan podstawowych dla jakiegokolwiek rodzaju wielkosci
zawsze sie opiera na szes$ciu defmicyach podstawowych, a ten uklad szesciu
definicyi obejmuje dwie kategorye tychze, a mianowicie:

(A) Dwie definicye, ktére muszg by¢ specyalnie obmys$lane dla klasy (K)
tych wielkosci, dla ktérej ma by¢ stworzona teorya dziatan podstawowych.

(B) Cztery definicye, ktérych brzmienie z goéry jest ustalone bez wzgledu
na rodzaj rozwazanych wielkosci.

Definicye kategoryi (A) sa nastepujgce:

(A,) Definicya sumy dwoéch danych elementéw a i b klasy (K), czyli defi-
nicya wyniku dodania elementu b do elementu a Zaznaczamy przytem, ze
za symbol sumy elementéw a i b przyjmujemy symbol

a -f- 6;

akt wyznaczania sumy zowiemy dodawaniem, a elementy a i b, ulegajgce do-
dawaniu, obejmujemy wspélng'nazwg skladnikdw.
(A*) Definicya iloczynu mnozenia danego elementu a klasy (K), przyjetego
za mnozng, przez drugi dany element b tejze klasy, przyjety za mnoznik.
Za symbol iloczynu mnoznej a i mnoznika b przyjmujemy bez réznicy
symbol
a.b lub a X b;

akt wyznaczania iloczynu zowiemy mnozeniem, a elementy, ulegajagce mnozeniu,

obejmujemy wspdlng nazwg czynnikow.
i*
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Jedyna catkiem ogdlna zasada, do ktorej zastosowujemy sie zawsze przy
podawaniu definicyi (A,) i (Ag), jest nastepujaca:

(C) Kazda z tych definicyi winna okres$la¢ w znaczen
omoéwionym w 8§ 57 i § 58, oznaczone dziatania arytmetyczne
jednoznaczne, wykonalne bez zastrzezen.

Z zasady tej wynika ze przy danych warto$ciach dwéch elementéw a i b
klasy (K), kazdy z symboléw

a-j-b i a.b (albo a X b)

przedstawia oznaczonej wartosci element zbioru (K). Zatem, na podstawie kon-
cowych uwag paragrafu poprzedzajagcego, warunek konieczny i wystar-
czajgcy, aby pewien element s klasy (K) mégt by¢ uwazany za
sume elementéw a i b polega na réwnosci

s= a-j- b

a warnnek konieczny i wystarczajgcy, aby pewien element t
klasy (K) przedstawiat iloczyn elementow ai 6 polega na row-
nosci

t= a.b (albo t= a X fy-

Nalezy przy tern wyraznie nadmieni¢, ze bynajmniej nie wyklucza sie z gory

przypadku, w ktérymby sumy
ad>b i b-}a

a.bi b.a

albo iloczyny

nie byly réwne pomiedzy soba.

Omawiajac definicye nalezace do klasyt(A) musieliSmy z koniecznosci po-
przesta¢ na ogolnikowem scharakteryzowaniu tychze. Natomiast mozemy podaé
definicye, nalezace do klasy (B), w ich wiasciwem brzmieniu.

Definicye te opiewaja jak nastepuje:

(B,) Sumg tylu danych elementéw klasy (K) uszeregowanych
w oznaczonym porzadku (P) i zwanych skladnikami, ile wynosi
pewna liczba catkowita n, wieksza od liczby 2, ale pozatem mo-
gaca mie¢ jakgkolwiek wartosé¢, zowiemy wynik dodania osta-
tni ego skta dni ka do sumy reszty sktadnikéw, przy zachowaniu
liczb porzgdkowych, jakie te sktadniki majg w uszeregowaniu
(P); jezeli wiec oznaczymy ogo6lnie sktadnik oliczbie porzgdko-
wej i przez symbol a, to w takim razie wyrazenie »suma roz-
wazanych sktadnikdw przy rozwazanym ich uporzgdkowaniuc«
oznacza ostatni wyraz ciggu

SR
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ktérego pierwszy wyraz spetnia rownos¢
si — aii
a i-ty, przy
1<i™~n,
rownos¢
s{— s(, -f- &

Wyznaczanie sumy ilukolwiek sktadnikéw zowiemy dodawa-
niem tychze.

(B2 Reszte odejmowania od oznaczonego elementu a klasy (K),
przyjetego za odjemna, drugiego elementu b tejze klasy, przyje-
tego za odjemnik, zowiemy kazdy element Xx klasy (K), spetniajacy
jednag przynajmniej z rownosci

(1) + T
lub
2 X-(-b= a

Uwaga. Jezeli przy dodawaniu dwdch wielkosci rozwazanej klasy po-
rzadek sktadnikéw nie jest bez wptywu na warto$¢ sumy, to nalezy roz-
roznic dwa rodzaje odejmowania, zaleznie od tego, czy reszta >k ma by¢
wyznaczana z roéwnosci postaci (1) czy tez postaci (2). Jezeli za$ wartos¢ sumy
dwoch sktadnikéw od ich uszeregowania nie zalezy, to réwnosci (1) i (2)
sa pomiedzy sobg réwnowazne, gdyz, bez wzgledu na warto$¢ elementu X,

mamy tedy
b-j-x= x-(- b

skad oczywiscie wynika, ze réwnosci (1) i (2) albo obie zachodza albo tez
obie nie zachodzg; w tym przypadku istnieje jeden tylko rodzaj odej-
mowania.

(Bj) lloczynem tylu danych, w danym porzagdku (P) uszerego-
wanych elementéw klasy (K), zwanych czynnikami, ile wynosi pe-
wna liczba catkowita”™, wieksza od 2, ale pozatem jakakolwiek,
zowiemy iloczyn mnozenia przez ostatni element, przyjety za
mnoznik, iloczynu reszty elementéw, wyznaczonego przy zacho-
waniu numerow porzadkowych, jakie te elementy maja w usze-
regowaniu (P); jezeli wiec oznaczymy og6lnie przez a czynnik
o liczbie porzgdkowej i, to w takim razie wyrazenie »iloczyn
rozwazanych elementdw przy rozwazanym ich uszeregowaniu*
oznacza ostatni wyraz ciggu

2 ... t,
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¥l = «u
a i-ty, rownosé¢
ti— tj.d

przy kazdej od jednos$ci wiekszej, ale od liczby n nie wiekszej
wartos$ci wskaznika i; wyznaczanie iloczynu ilukolwiek czyn-
nikéw zowie sie mnozeniem.

(B4 llorazem podziatu danego elementu a klasy (K), przyje-
tego r-adzielng, przez drugi dany element b tejze klasy, przyjety
za dzielnik, zowiemy kazdy element x klasy (K), spetniajgcy je-
dng przynajmniej z rownosci

©) b.x —a
lub
(4) X.b= a

Czynno$é wyznaczania ilorazu zowiemy dzieleniem.

Uwaga. Jezeli prosta zmiana porzadku czynnikéw w iloczynie dwoch
elementéw klasy (K) moze spowodowa¢ zmiane wartosci iloczynu, to nalezy
oczywiscie rozrozni¢c dwa rodzaje dzielenia, zaleznie od tego. czy iloraz
X ma by¢ wyznaczony z réwnosci postaci (3), czy tez z réwnosci postaci (4).
Jezeli za$ wartos¢ iloczynu dwoch elementéw klasy (K) nie zalezy od ich usze-
regowania, to, bez wzgledu na warto$¢ elementu X, mamy

b.x= x.b;

a poniewaz stad wynika, ze réwnosci (3) i (4) sg réwnowazne pomiedzy soba’
przeto w tym przypadku istnieje jeden tylko rodzaj dzielenia.

Ze wzgledu na powyzsze zasady bedziemy w przysztosci, przy rozwijaniu
teoryi dzialan podstawowych na wielkosciach jakiejkolwiek szczegélnej klasy,
podawaé tylko definicye, wymienione pod (AX i (A&, a po podaniu tych defi-
nicyi uwaza¢ bedziemy pojecia sumy i iloczynu n wielkoéci (n > 2) rozwaza-
nego rodzaju oraz pojecia odejmowania i dzielenia za rzeczy znane, okreslone
przez definicye (Bi), (B2, (Bs) i (B4.

Zeby wykoriczyé ogélng teorye dziatan podstawowych, winniémy jeszcze
podaé, procz niektorych uzupetniajgcych wskazéwek, odnoszacych sie do sym-
boliki, pewne ogolne twierdzenia, z ktérych wynika w szczegélnosci, ze w na-
stepstwie zasady (C) i definicyi (Bi), (B2), (B3 i (B4 kazde z czterech dziatan
podstawowych jest zgodnie z tem, coSmy powiedzieli przy koncu § 57-go, dzia-
taniem arytmetycznem w znaczeniu Def. | rzeczonego paragrafu. Tym wilasnie
przedmiotom pos$wiecimy reszte niniejszego rozdziatu.
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§ 60. Tw. I. Jezeli dodawanie wielkos$Sci oznaczonej klasy
(K)okreslone zostato w sposéb zgodny z zasadami, wytozonemi
w § 59-tym, to dodawanie wielkos$ci klasy (K) jest, bez wzgledu
na ilos¢ sktadnikéw, dziataniem arytmetycznem jednoznacz-
nem, wykonalnem bez zastrzezen.

Stusznos$¢ tego twierdzenia dostrzegamy wyraznie przez inluicye, ale
wihasnie ta okoliczno$¢ utrudnia poprawne rozwiniecie dowodu i z tego po-
wodu podajemy szczegétowo rzeczowy dowodd. Poniewaz stuszno$¢ naszego
twierdzenia przy dwoch tylko skladnikach jest bezposrednio zapewniona przez
zasade (C) paragrafu poprzedzajacego, przeto zakladamy, ze ilo$¢ n sktadnikow
jest wieksza od liczby 2. Zachowajmy wszystkie oznaczenia, ktéremi postugi-
walismysie przy podawaniu def. (B,) i upewnijmy sie najpierw o bezwarunkowej
wykonalnosci dodawania.

Poniewaz w klasie (K) istnieje element s,, spetniajacy réwnos¢

Si = ai,

gdyz do danej wielkosci nalezy przynajmniej jedna wielko$¢ jej réwna (mia-
nowicie sama wielko$¢ dana), poniewaz dalej, ze wzgledu na zasade (C) § 59-go,
w razie istnienia w klasie (K) elementu s( L (i ~ 2), istnieje w tej klasie i ele-
ment S, spetniajacy réwnosé

Si= 8iii -f au,

przeto, na podstawie zasady indukcyi matematycznej, istnieje takze element s,
spetniajacy definicye sumy danych elementéw, bez wzgledu na wielko$é liczby
catkowitej n. UdowodniliSmy zatem bezwarunkowej wykonalnosci dodawania.
Pozostaje wiec tylko do wykazania, ze dodawanie jest dziataniem arytmety-
cznem, jednoznacznem.

Poniewaz element s, podlega jedynie warunkowi spetniania réwnosci

S S0 Ho

przeto kazdy element e, réwny oznaczonemu elementowi s,, spetniajgcemu po-
wyzsza rownos¢, spetnia réwnosé

e— snl + an

i moze zatem sam by¢ uwazany za sume, ktora przedstawia element Z tego
wynika, ze warunki (W), okreslajgce sume ilukolwiek elementéw klasy (K,
sa lego rodzaju, iz tw. | § 57 zachodzi. Powiadam, ze w stosunku do rzeczonych
warunkoéw (W) zachodzi réwniez i tw. Il § 57-go.

Istotnie, uwazajmy n elementow

a\, a\ ... a,



56 § 60

klasy (K) i zatézmy, ze elementy te speiniajg rownosci
a\= a((i= 1,2, ...n).
Jezeli wyznaczymy wyrazy ciggu

s\, s\ ... s,
z rownosci
s\ = a\

s\ = + ai; i— 2,3, ... n

to, zwazywszy, iz ze wzgledu na zasade (C) tw. Il § 57-go jest stuszne w od-
niesieniu do sumy dwéch elementéw, tatwo stwierdzimy droga indukcyi mate-
matycznej, ze

(5) s', — s,

Poniewaz juz stwierdziliSmy, ze kazdy element, réwny sumie w danym
porzadku uszeregowanych, danych elementéw klasy (K), sam uwazany by¢ moze
za te sume, przeto z réwnosci (5) wynika, ze s', uwaza¢ mozemy za sume
elementow
(6) ax, ar ... a,

przy tym wilasnie ich uszeregowaniu, przy ktéorym s, przedstawia ich sume.
Z drugiej znéw strony, na podstawie definicyi elementu s,, warunki (W'), z kto-
rych wyznaczyliSmy element s', sg to warunki w jakie przechodzg warunki (W),
okreslajace s,, wskutek podstawienia w miejsce elementéw (6) elementow

(7 a\, a's ... a',

odpowiednio im réwnych, ale pozatem dowolnie wybranych. Stwierdzamy wiec,
ze w zastosowaniu do warunkoéw (W), okreslajacych element s,, tw. Il § 57 go
rzeczywiscie zachodzi. Obecnie okazaliSmy juz, ze dodawanie jest dzialaniem
arytmetycznem bezwarunkowo wykonalnem. Pozostaje tylko do udowodnienia,
Ze dziatanie to jest jednoznaczne. W tym celu zachowajmy powyzsze oznaczenia
i zwazmy, ze réwnos¢ (5) wyraza twierdzenie, ktore mozemy wystowié¢ w sposob
nastepujacy: jezeli elementy s, i s', klasy (K) przedstawiajg odpowiednio sumy
elementéw (6) i (7) przy takim ich uszeregowaniu, przy ktérym symbole

& i a\

oznaczajg odpowiednio sktadniki i-te rozwazanych sum przy kazdej wartosci
catkowitej na i, nie mniejszej od jednosci i nie wiekszej od n, jezeli nadto
mamy

at= a', (i= 1, 2..n)
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to wowczas elementy sni s',, sa rowne pomiedzy sobg. Poniewaz za$ kazda
wielko$¢ jest sama sobie réwna, przeto zatozenia powyzszego twierdzenia spet-
nione bedg w szczegélnosci i w tym razie, kiedy kazdy element a’, (1 i~ on)
zlewaé sie bedzie z elementem a,. Ale w takim razie rzeczone twierdzenie
przybiera posta¢ nastepujaca: jezeli kazdy z dwoch elementéw sni s, uwazany
by¢ moze za sume tych samych i w tym samym porzadku uszeregowanych
elementéw klasy (K), to te elementy sg réwne pomiedzy sobg. Innemi stowy,
dodawanie jest rzeczywiscie dziataniem jednoznacznem. Ostatecznie uzasadni-
lismy w zupetnosci twierdzenie, o ktére chodzito.

§. 61. Niniejszy paragraf poswiecamy niektérym og6lnym regutom, odno-
szacym sie do symbolizowania sum.

Jezeli chodzi o przedstawienie wyniku dodania pewnego elementu b do
elementu, przedstawionego przez pewien symbol ztozony S, to na podstawie
ogdlnych zasad symboliki matematycznej (§ 16), uzyskamy odnos$ny symbol, za-

stepujac w symbolu
aA-b

symbol a przez symbol ztozony S, zamkniety w nawiasie. Jednakowoz celem
uproszczenia symboliki zastrzegamy sobie raz na zawsze prawo
upuszczenia nawiasu przy symbolu S. Jezeli wiec np. pragniemy
przedstawi¢ wynik dodania elementu b do sumy

d+ c

to, na podstawie powyzszej umowy, mozemy zastgpi¢ symbol

d-j-¢c)-j- b
przez symbol prostszy
d-)-c-j- b

Analogicznie mozemy, na podstawie powyzszej umowy, zastapi¢ symbol

d.o+ b

przez symbol
d.c-f- b

Czesto zachodzi konieczno$¢ utworzenia symbolu sumy w przypadku,
kiedy ilos¢ sktadnikéw nie jest oznaczona liczbowo, lecz tylko przez pewng
litere n. W takich razach postugujemy sie pewnym symbolem, z ktérym obecnie
zapoznamy czytelnika.

Zatézmy, ze przy kazdej wartosci catkowitej wskaznika i, nie wiekszej
od pewnej liczby catkowitej N (N > 1)

a
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przedstawia, na podstawie odpowiedniej definicyi, pewnag wielkos¢ takiej klasy
(K) wielkosci, dla ktorej dodawanie zostato okreslone, i uwazajmy dwie liczby

catkowite
P i 2,
spetniajace zwigzki
P= N, g< N

Przy tych warunkach tatwo wyprowadzi¢ z zasady indukcyi matematy-
cznej, ze okreslimy w zupetnosci wartos¢ elementu klasy (K), za symbol ktoé-
rego przyjmujemy symbol

® _
U o
przez przyjecie uméw nastepujgcych:
1° Jezeli zachodzi réwnosc
A=Pn

jezeli wiec symbol (8) przybiera postac

P
=
to w takim razie zachodzi réwnos$é
P
\ a — aP
<=p
2° Jezeli zachodzi nieréwnosé
p < 2l
to wowczas mamy
f cH
= + M
<P *p
3° Jezeli wreszcie mamy
P> 1,
to natenczas mamy
| «N
¥ = "
o = Y}la'+ a
= <p

Symbol (8), ktéry w taki sposéb okreslilismy, jest wiasnie symbolem, kt6-
rego definicye pragneliSmy podad.
Z definicyi symbolu (8) wynika, ze w razie istnienia nieréwnosci

P< b
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symbol ten przedstawia sume, ktérej sktadnikiem o liczbie porzadkowej k (k =
1L, 2,.. gq—p 1), jest element
ap+k-i
klasy (K).
Jezeli za§ mamy

V>

to symbol (3) przedstawia sume, w ktorej skiadnikiem o liczbie porzadkowej
KE= 1,2, ...p— ¢ 1) jest element

fp— S+ »
Z uwag tych wynika, ze w razie istnienia nieréwnosci

P+ i
kazdy z symboléw

i 2 a
+5
przedstawig sume pewnych tych samych elementéw klasy (K), ale kazda z tych
sum odpowiada innemu uszeregowaniu sktadnikoéw'. Zatem, jezeli porzadek skiadni-
kéw moze wplywaé¢ na warto$¢ sumy, jezeli dodawanie elementéw klasy (K) nie
posiada wilasnosci przemiennosci, to w takim razie powyzsze dwie sumy moga
nie by¢ réwne pomiedzy soba.
Jezeli dla przykiadu przyjmiemy

p—2, a g= 4,
to mie¢ bedziemy

4
©) V a, = a2+ as-j- at
=2
oraz
2
(10) at= e4 -j—Rnm
1=

W razie istnienia réwnosci
P= 4

symbol (8) nie przedstawia juz sumy, lecz tylko element, réwny elementowi

jednakowoz rozszerzajac znaczenie wyrazu »suma* w ten sposob, aby wyra-
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zenie »suma o jednym skfadniku« nie bylo pozbawione znaczenia i oznaczato
element rowny jedynemu sktadnikowi sumy, zachowujemy dla symbolu (8) nazwe

sumy, a symbol
A

2
P

zowiemy w kazdym razie symbolem sumowania.

§ 62. Tw. I. Jezeli mnozenie elementéw oznaczonej klasy
wielkosci (K) zostato okreslone w sposob zgodny z zasadami
§ 59-go, to w takim razie bez wzgledu na ilo$¢ czynnikéw mno-
zenie elementdw klasy (K)jest dziataniem arytmetycznem jedno-
znacznem, wykonalnem bez zastrzezen.

Przyjawszy za wz6r dowdd tw. | § 60-go, czytelnik sam rozwinie z tatwo-
écig dowdd niniejszego twierdzenia. Ale rozwijanie tego dowodu zalecamy tylko
jako pouczajgce ¢wiczenie, gdyz w rzeczywistosci twierdzenie niniejsze, jego
zalozenia, oraz jego dowo6d wyprowadzi¢ mozemy z tw. | § 60-go, zatozen tegoz
i odnosnego dowodu, przez podstawienie wyrazéw

mnozenie, iloczyn, czynnik
W miejsce wyrazow
dodawanie, suma, skiladnik
oraz symbolu
X
w miejsce symbolu

+ »

a z tego wynika, Ze rozwijanie dowodu niniejszego twierdzenia jest rzeczy-
wiscie zbedne.

§ 63. Zeby w zupetnosci wyjasni¢ te okolicznos¢, iz w rzeczywistosci
dostatecznem jest uzasadni¢ albo tw. 1 § 60 albo tw. § 62, aby uzasadni¢ tem
samem i drugie z nich, czynimy uwage nastepujaca: zalézmy, ze dla oznaczonej
klasy wielkosci (K) okreslone zostato oznaczone dziatanie arytmetyczne jedno-
znaczne, wykonalne bez zastrzezenn na kazdej parze elementéw klasy (K), do-
wolnie danych i w dowolnie danym porzadku uszeregowanych, i niech symbol

/ (<b)

oznacza wynik wykonania rozwazanego dziatania na elementach a i b w przy-
padku, kiedy element a ma by¢ uwazany za pierwszy, a element b za drugi.
Jezeli tedy oznaczamy przez (C) czynnos$¢ polegajacg na tem, aby do danego
ciggu

@lLj "2 e=*«qa
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elementéw klasy (K) (n A 2) dobra¢ element s, w ten sposéb, zebySmy do ele-
mentu s» mogli tak dobraé ciag

S, *!) eee&-l)
aby spetniony byt zwigzek

oraz zwigzek
g ---f (4, ai)

przy kazdej od jednosci wiekszej, ale od liczby n nie mniejszej wartosci catko-
witej wskaznika i, to w takim razie, o ile przedtem dodawanie lub mnozenie
elementéw klasy (K) nie zostato okreslone, oczywiscie bedziemy mogli, nie na-
ruszajac wyzej omoéwionych zasad, oswiadczy¢, ze czynnosci (C) nadajemy
pewna jedna (te, ktérg sami zechcemy) z nazw »dodawanie* albo »odejmo-
wanie*. Z drugiej strony, jakakolwiek nazwe nadalibysmy czynnosci (C), zacho-
dziloby w kazdym razie twierdzenie nastepujgce: czynnos$¢ (G) jest dziataniem
arytmetycznem jednoznacznem, wykonalnem bez zastrzezen na jakiejkolwiek
ilosci n (n 2) dowolnie danych, w dowolnie danym porzadku uszeregowanych
#elementach klasy (K). Dowodem za$ tego twierdzenia stanie sie oczywiscie do-
wod tw. |, jezeli tylko zastgpimy symbol / (a, b) przez symbol

a-}- b

Oczywiscie moglibysmy dowdd niniejszego twierdzenia takze uzyskaé¢ przez za-
stagpienie w dowodzie tw. | symbolu

a-f-b
przez symbol
!/ (a A

Ostatecznie nic w tym, coémy dotychczas powiedzieli o dodawaniu i mno-
zeniu, nie powoduje réznicy pojeciowej pomiedzy temi dziataniami; réznice
znajdujemy tylko w terminologii i symbolice. Pojeciowej natury réznice pomie-
dzy dodawaniem a mnozeniem powstang wtedy dopiero, kiedy opuscimy catkiem
ogdlne stanowisko, zajmowane przez nas w niniejszym rozdziale.

§ 64. Do teoryi mnozenia wprowadzamy symbol iloczynu, catkiem analo-
giczny symbolowi sumy (8). Zachowujac znaczenie, jakie majg symbole postaci

oraz litery p i g we wzorze (8), okresSlamy symbol

Q
(v)
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jako symbol elementu klasy (K), ktorego warto$¢ tylko jest oznaczona, a to
w sposéb nastepujacy:

1° Jezeli zachodzi réwnosé

P= b

jezeli wiec symbol (11) przybiera postaé

i=P
to w takim razie mamy
\Y
JJat= a,
i=p
2° Jezeli zachodzi nieréwnosé
P < <h

to wowczas mamy o
I =11 «
I=p

3° Jezeli nareszce zachodzi nieréwno$é
i

- - p > ql
to przyjmujemy

11 .L)Iaaxaa-

Jezeli zachodzi nieréwno$é
Pa=T.

to symbol (11) przedstawia oczywiscie iloczyn, w ktorym czynnik k-ty jest
element

+ i lub

zaleznie od tego, czy mamy
p<q, czy tez p> o\

w pierwszym z tych przypadkéw ilos¢ czynnikéw réwna sie
q—p-\-I,

a w drugim
p-g-\-1.
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Jezeli za§ mamy

to symbol (11) nie przedstawia juz iloczynu, ale rozszerzajac nieco znaczenie
wyrazu »iloczyn«, i w tym nawet przypadku zowiemy symbol (11)
symbolem iloczynu.

Podobnie jak przy symbolizowaniu sum o liczbowo danej ilosci sktadni-
kéw, opuszczamy takze przy symbolizowaniu iloczynéw nawiasy i oznaczamy
porzadek czynnikdéw przy mnozeniu przez porzadek, w ktéorym je piszemy. Na
przyktad zamiast symbolu

{(@.b).c}.d
piszemy symbol
a.b.c.d

Zaznaczamy wyraznie, ze w razie, kiedy porzadek czynnikéw moze wptywac
na wartos$¢ iloczynu, bledem bytoby mysle¢, ze iloczyny

0o

sa koniecznie réwne pomiedzy soba; wprawdzie w obu iloczynach czynniki sg
te same, ale inny jest ich porzadek w jednym z tych iloczynéw, a inny w drugim.
Jezeli np. przyjmiemy

to mie¢ bedziemy:

=

Przy kombinowaniu iloczynéw drogg dodawania umawiamy sie raz na
zawsze, ze opuszczaé¢ bedziemy nawiasy, w ktorych, na podstawie og6lnych
zasad uzywania nawiasow, nalezatoby je wlasciwie zamykac; nie piszemy wiec np

(@.b) -f (c=d),
ale
« . b-j- c.d

WinniSmy zaznaczy¢, ze umowa, podana w § 61-ym, upowaznia juz nas
do opuszczenia nawiasu przy iloczynie a.b, a wiec i do zastgpienia symbolu

(1) przez symbol
a.b-j-(c.d),
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ale zeby usprawiedliwi¢ opuszczenie drugiego nawiasu, konieczna jest dodatkowa
umowa, np. ta, ktérg wilasnie przyjelismy.

§ 65. Tw. |. Def. (Bs) (str. 53) okres$la odejmowanie elemen-
tow klasy (K) jako oznaczone dziatanie arytmetyczne.

Istotnie, zatézmy, ze pewien element x klasy (K) uwazany by¢ moze za
reszte odejmowania elementu b od elementu a. W takim razie zachodzi jedna
przynajmniej z réwnosci

(12) b x—a lub x\x~b= a
Poniewaz réwnosé
(13) X'= X

pocigga za soba obie réwnosci
b-f-x"= b-f-x oraz xf-f-b= x-j-5,

przeto w nastepstwie roéwnosci (13) zachodzi¢ bedzie jedna przynajmniej z roé-
wnosci

b x'= a lub x'-\-bm=a
Jezeli wiec x uwazany by¢ moze za reszte odejmowania elementu b od
elementu a, a element xf spetnia (13), to element x' moze takze by¢ uwazany
za reszte odejmowania elementu b od elementu a. Zatem, co do warunkéw (W)
okres$lajacych reszte odejmowania elementu b od elementu a, tw. | § 57 za-
chodzi. W odniesieniu do tychze warunkéw (W) tw. Il 8§ 57 jest réwniez stu-

szne; jezeli bowiem mamy
a—a oraz b = b,

a element x spetnia jedng z réwnosci (12), to ze wzgledu na istnienie réwnosci
b-\-x= Db X oraz X -j-V = x-f- b
zachodzi¢ bedzie jedna przynajmniej z réwnosci
b -}-x—a Iub x-\-b"— a,

skad wilasnie wynika, ze w zastosowaniu do warunkéw (W) tw. Il § 57 rzeczy-
wiscie zachodzi. Zatem uzasadniliSmy w zupetnosci twierdzenie, o ktdre chodzito.
Uwaga. Z powyzszego twierdzenia bynajmniej nie wynika, zeby odejmo-
mowanie koniecznie byto dziataniem jednoznacznem. Istotnie:
1°, jezeli suma dwoch elementdéw klasy (K) zalezy od porzadku skiadni-
kow, to ze wzgledu na konieczno$¢ rozroznienia (8 59) dwdch rodzajow odej-
mowania, zaleznie od tego, czy reszta X ma by¢ wyznaczona z réwnosci

b-(-x = a
czy tez z roéwnosci
X -j- b= a,
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moze sie wydarzy¢, ze kazdy z pewnych dwdch nieréwnych pomiedzy soba
elementéw uwazany by¢ winien za reszte odejmowania elementu b od elementu a.

2° Niezaleznie od powyzszej przyczyny, nie mamy na razie podstaw do
wykluczenia ewentualnosci, w ktoérej istniatyby dwie albo i wiecej wartosci na
X, sprawdzajgce jaka$ jedna z powyzszych réwnosci. GdybysSmy naprzykiad
nazwali dodawaniem liczb wymiernych to dziatanie, ktére poznaliSmy w rozdz.
I-szym pod nazwg mnozenia (a taka zmiana terminologii nie naruszytaby zadng
z zasad przez nas przyjetych), to w takim razie odejmowanie (ktére statoby sie
tedy dziataniem, ktére dotychczas nazywaliSmy dzieleniem liczb wymiernych! by-
toby wieloznacznem w przypadku, w ktérymby-odjemna i odjemnik réwnaty sie
zeru. Z tych samych przyczyn, dla ktérych tw. | § 62 uwazac nalezy (na pod-
stawie obszernych wyjasnien podanych wyzej) za nastepstwo tw. | § 60 go, na-
lezy tez uwazac za nastepstwo tw. | niniejszego paragrafu twierdzenie nastepujace:

Tw. IV. Def. (B4 okres$la dzielenie elementéw klasy (K) jako
pewne dziatanie arytmetyczne.

Uwaga. Podobnie jak przy odejmowaniu, bledem bytoby mysleé, przy
dzieleniu, ze to dziatanie koniecznie jest jednoznacznem.

§ 66. Na zakoniczenie tych ogdlnych rozwazan, oméwimy jedyny przy-
padek, w ktéorym wyjatkowo odstepujemy od ogélnych zasad, podanyah w pa-
ragrafach poprzedzajacych: w teoryi liczb catkowitych okreslamy dzielenie jako
czynno$¢, polegajacg na tem, zeby do dwdéch danych liczb catkowitych a i b,
przyjetych odpowiednio za dzielng i dzielnik, dobra¢ dwie liczby catkowite q i r,
zwane odpowiednio catkowitg czescig ilorazu i resztg, w taki sposéb, zebysmy mieli

a= b.qg-j-r
i zeby nadto liczba r spetniata jeden przynajmniej ze zwigzkow
r= 0 lub r <"b.

Definicya ta oczywiscie jest wog6le sprzeczna z definicyg (B4 § 59-go
Z tej przyczyny niewatpliwie byloby lepiej, gdybysmy powyzszej czynnosci
dawali jakg$ nazwe odmienng od nazwy »dzielenie*. W rzeczywistosci jednak,
pod naciskiem przyjetych zwyczajow, zachowujemy w tym przypadku, jako tez
i we wielu innych terminologie wadliwg. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze, po ugrun-
towaniu teoryi liczb wymiernych, niezgodnos$¢ powyzszej definicyi z definicyg (B4)
moze by¢ uwazana za nieistniejgca: istotnie, przy powyzszem znaczeniu sym-
boléw a, b, q i r moze by¢ mowa o niezgodnoéci definicyi dzielenia liczb
catkowitych z def. (B4 8§ 59-go tylko w razie, kiedy

b> O\
jezeli bowiem
b— o,
Wstep do analizy. 5
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to dzielenie, w znaczeniu obu definicyi jest niewykonalne, chyba ze mamy

jeszcze
a— 0,

w ktérym to przypadku obie definicye doprowadzajg do wyniku, iz iloraz jest
catkiem nieoznaczony.

Jezeli zas mamy
b>0,
to mamy takze

mozemy wiec powiedzie¢, ze w tym razie dzielenie liczb catkowitych jest czyn-
noscig, ktéra stuzy do nadania pewnej szczeg6lnej postaci ilorazowi

a
T,

rozumianemu w sposob, okreslony przez def. (B4 § 59-go.



lll. Dziatania podstawowe w przypadku, kiedy definicye dodawania | mno

zenig spetniaja pewne szczego6lne warunki.

§ 67. Oznaczmy przez (K) taka klase wielkosci, dla ktdrej suma i iloczyn
dwoéch elementéw zostaty okreslone w sposob zgodny z og6lnemi zasadami
§ 59-go, a przy tem taki, aby zachodzity twierdzenia nastepujace:

Tw. I. Jakiekolwiek elementy klasy (K) oznaczyliby$my
przez a b ic, mamy w kazdym razie

@+ b+ c= «+ b+ 0OH

Tw. Il. Jakiekolwiek elementy klasy (K) oznaczyliby$my
przez ai b mamy zawsze

g4—b= b4 a

Tw. 1lIl. Jezeli dwa elementy b b klasy (K spetniaja
zwigzek
b V

to, bez wzgledu na wart6s¢ trzeciego elementu a rozwazanej

klasy, mamy
a-f-bdp a-)-V

Tw. IV. Jakiekolwiek elementy klasy (K) oznaczyliby$Smy
przez ai b zawsze jest rozwigzalne jedno przynajmniej z dwéch
zagadnien nastepujacych:

1° Wyznaczy¢ taki element Xx klasy (K), ktory spetniatby
rownos¢

b-j-x —a

% Ze wzgledu na ogdlne zasady, podane w § 61, symbol (@ b) + c jest réwnowazny
symbolowi prostszemu a-\-b  c; zachowalismy jednak pierwszy symbol, jako bardziej wy-
razisty. -4.

5*
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2° Wyznaczy¢ taki element y klasy (K), zebysmy mieli
a+y—h

Tw. V. Bez wzgledu na warto$¢ elementéw a, b i ¢ klasy (K)

mamy
(a.b.c= a.(b.c)J.

Tw. H. Bez wzgledu na wartos$ci dwoéch elementéw aib
klasy (K) mamy zawsze

Tw. YII. Jezeli tylko oznaczony element a klasy (K) spetnia
zwigzek

a-l-a==a

a symbole bib oznaczajg takie elementy klasy (K), ktére spra-
wdzajg nieréwnos¢
bd b\

to w takim razie zachodzi zawsze nieréwnos$¢

a.b==a.V.
Tw. VIII. Jezeli tylko pewien element b klasy (K) spetnia
wa runek
+ *=n

to do elementu b i drugiego dowolnie danego elementu a klasy
(K) mozna zawsze dobrac¢ jeden przynajmniej element X, spet-
niajacyrownos¢

b.x= a

Tw. IX. Jakiekolwiek elementy klasy (K) oznaczyliby$smy
przez a b ic, mamy w kazdym razie

a.(b-j-c) = a.ft-f-a.c.

0 tern, ze mozliwg jest rzecza utworzenie klasy wielkosci (K), dla ktorej
definicye sumy i iloczynu dwéch jej elementéw tak mozna utozyé, zeby
czynity zado$¢ ogdélnym zasadom, oméwionym w § 59, i zeby nadto, w na-

') Ze wzgledu na og6lne zasady, podane w § 64, moglibySmy zastgpi¢ symbol (a . b) . c
przez symbol prostszy a .b.C Jednakowoz woleliSmy uzy¢ symbol pierwszy jako bardziej
wyrazisty.
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stepstwie tych definicyi, kazde z powyzszych dziewieciu twierdzen rzeczywiscie
zachodzito, przekonywamy sie z latwoscig, zwazywszy, iz klasa wielkosci, jakag
tworzy zbidér wszystkich liczb wymiernych, stanowi witasnie przyktad na klase
wielkosci, spetniajacej powyzsze warunki. Przy dalszych studyach stwierdzimy,
ze istnieja, procz liczb wymiernych bezwzglednych, inne jeszcze, nadzwyczaj
dla nauki wazne, klasy wielkosci (liczby bezwzgledne, liczby rzeczywiste i liczby
zespolone), ktérych dodawanie i mnozenie réwniez speiniaja wszystkie powyzsze
warunki.

Wobec takiego stanu rzeczy wskazanem jest zbadaé nastepstwa zato-
zenia, iz, w odniesieniu do pewnej klasy wielkosci (K), zachodzg wszystkie
twierdzenia, wyszczeg6lnione wyzej. Uczyniwszy to, skrocimy w znacznej mierze
dalszy wyktad, zdotamy nada¢ mu wiekszg jasnosé, a nadto, zdotamy lepiej
uwydatni¢ wlasciwy charakter teoryi wielkosci wspomnianych wyzej. Temu
wihasnie przedmiotowi poswiecimy caly prawie niniejszy rozdziat; tylko w kon-
cowym paragrafie zbadamy dodatkowo wyniki, do ktérych dochodzi sie w przy-
padku, kiedy sie przyjmuje, ze w odniesieniu do pewnej klasy wielkosci (K)
zachodzi nie tylko kazde z dziewieciu twierdzen, wyszczeg6lnionych wyzej, ale
jeszcze pewne dwa nowe twierdzenia. Z wyjasnien tych wynika ze:

1° Z wyjatkiem teoryi, stanowigcej przedmiot ostatniego
paragrafu niniejszego rozdziatu, uktad postulatéwl), stano-
wigcych tgcznie podstawe teoryi, wyktadanych w tym rozdziale,
sktada sie ze zdan wyrazajgcych, ze klasa (K) jest klasg wiel-
koéci przynajmniej w znaczeniu szerszem a dziatania podsta-
wowe na tych wielkosciach okreslone zostaty w mys$l zasad,
podan-ych w rozdziale poprzedzajgcym, oraz dziewieciu twier-
dzen, wyszczegdlnionych wyzej w niniejszym paragrafie.

2° Uktad postulatéw teoryi, wytozonej w ostatnim para-
grafie niniejszego rozdziatu, tym tylko rézni sie od uktadu postu-
latow, przyjetych w paragrafach wczes$niejszych, iz obejmuje
zdania, ktorych waznos$é¢ wyraza, ze klasa (K) jest klasa wiel-
koséci wznaczeniu $ciSlejszym, oraz dwa postulaty dodatkowe,
polegajace na waznos$ci twierdzen, wystowionych w rzeczonym
paragrafie pod 1| i Il

Uwaga. W powyzszym wykazie twierdzen twierdzenia | i V z jednej
strony, a twierdzenia Il i VI z drugiej tworza dwie pary twierdzen, z ktérych
kazda ma witasnos¢ nastepujaca: jezeli w ktorymkolwiek z twierdzen jednej
pary podstawimy w miejsce symbolu dodawania albo symbolu mnozenia drugi

* Moéwigc o postulatach jakiej$ teoryi matematycznej, wymieniamy tylko te, ktére nie
nalezg do pewnikdéw logiki, uwazajac za rzecz samag przez sie¢ rozumiejgca sie, ze pewniki
logiki zawsze dotgczone byé winne do petlnego uktadu postulatéw rozwazonej teoryi.
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z tych symboléw, to uzyskamy drugie twierdzenie rozwazanej pary. Jezeli wiec
w dalszym ciggu przy uzasadnieniu jakiego$ twierdzenia (T) nie wypadnie nam
powotywac¢ sie na zaden z postulatéw, wymienionych w tym rozdziale, procz
tylko na postulaty, polegajace na waznosci twierdzen I, Il, V i VI, to wzigwszy
pod uwage

symbole dodawania i symbole mnozenia,
(symbole, do ktérych naleza i pewne wyrazy zwykiej mowy, jak dodawanie etc.),
wystarczy zastgpi¢ te z powyzszych symboléw, ktore napotykamy w twierdzeniu
(T) i jego dowodzie, odpowiednio przez

symbole mnozenia i symbole dodawania,
zeby z twierdzenia (T) i jego dowodu wyprowadzi¢ nowe twierdzenie (T) wraz
z jego dowodem. W taki witasnie spos6b mozna naprzyktad wyprowadzi¢ z twier-

dzenn 1 i Il § 68-go twierdzenie I i li-go § 70-go. Natomiast catkiem inny jest
stan rzeczy, jezeli chodzi o twierdzenie, opierajgce sie na jednym lub Kkilku
z twierdzen I, 1V, VII, VI, IX, gdyz zadne z tych pieciu twierdzen nie po-

siada odpowiednika, dajgcego ,sie z mego wyprowadzi¢ przez wykonanie wyzej
wymienionych podstawien, i z tego powodu twierdzenia te wywotuja zasadnicze
réznice pomiedzy teoryg dodawania a teoryg mnozenia.

§ 68. Tw. I. (Wtasnos$¢ tacznosci dodawania). Jezeli w sumie
n{n~> 2) wielkoéci klasy (K) zastgpimy uktad & (1 < A< w) skta-
dnikéw, bezposrednio po sobie nastepujacych, przez ich sume,
to nie spowodujemy zadnej zmiany wartosci rozwazanej sumy.

Zeby twierdzenie to uzasadnié¢ jasno i S$cisle, nalezy najpierw wyrazié
tres¢ jego w odpowiednich symbolach. Oznaczywszy ogélnie przez a, skiadnik
i-ty sumy, bedziemy na nig mieli (8§ 61) symbol nastepujacy

n
1) 2 a
i

Jezeli teraz oznaczymy przez p i K dwie liczby catkowite, spetniajgce

zwigzki

2) I<zp<™n — k+ 1 1<k<n,
t
0 suma Pl
(3) 2 a<
"P

przedstawia¢ bedzie sume K bezposrednio nastepujacych po sobie skiadnikdw.
Okreslmy teraz symbolr)
@)
‘) Czytelnik ulatwi sobie zrozumienie definicyi symbolu sj jezeli rozwazy przykiad,
w ktérymby liczby p, kK i n, wystepujace nizej, miaty jakie$ szczeg6lne wartosci, np.:
p=3 K=4n=9
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dla kazdej, od jednosci nie mniejszej, a od liczby

n— kK-\-1
nie wiekszej wartoéci catkowitej wskaznika j, w sposéb nastepujacy: jezeli j
spetnia zwigzki

1~ j< P
(co moze sie zdarzy¢ tylko przy p > 1), to w takim razie symbol (4) przed-
stawia ten sam element klasy (K), co symbol

jezeli zas mamy
J=P,

to symbol sp, rownowazny woéwczas symbolowi (4), ma znaczenie okre$lone
rownoscia:

pt <
®)

i-p
jezeli nareszcie wskaznik j spetnia zwigzki:

P<j ™ n—kA-1

(co oczywiscie zdarzy¢ sie moze tylko w razie, kiedy p < n — k-J- 1), to wow-
czas symbol (4) oznacza ten sam element co symbol

Na podstawie powyzszego okreslenia symboléw postaci (4), sumg, w ktorg
przesztaby suma (1), gdybySmy w niej zastgpili nastepujgce po sobie skiadniki

ap! apH, o=« aptkd
przez ich sume, a wiec przez element sp, okreslony rownoscig (5), bytaby suma
nastepujaca:

n-k+t
(6) JJvV
i-i
Z tego wynika, ze twierdzenie, o ktére chodzi, polega na réwnosci

n -k}

) =2 s
1-

Te wiec rownos¢ winnismy uzasadnic.
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Lemat I. Jezeli oznaczymy przez a i B dwie liczby catko-
wite, spetniajgce zwigzKki

J< am<w i 3 w— g,
to zachodzi¢ bedzie réwnos¢:

Ct+R CC+B

i—a t—a+<

Istotnie, przy
P= 1,

réownos¢ (8) oczywiscie zachodzi ze wzgledu na definicye symbolu sumowania.
Zatozmy chwilowo, ze rzeczona réwnos$¢ zachodzitaby, gdybysmy mieli

BR— Y ilS§Y< n— «);

powiadam, ze w takim razie réwnos$¢ (8) zachodzitaby i przy

R= Y+ 1-
Istotnie, z zalozenia mamy
a+y a+y
al— aa +
Ha *~aH
zatem
a+y aty J
Y a + Ag+y+ aa+ Jijja>l+ aa+ty+i>
i~a =<
skad (8 67 tw. )
aty a+y
A a<+ aaty+l — aa+ I~ a<+ aaty+
Usa

skad znéw, na podstawie definicyi symbolu sumowania

cHyH a+yH
< »—aF

a ta réwnos$¢ wyraza wilasnie, ze rownos¢ (8) zachodzi przy

B= T+ J-
Z uzyskanych wynikéw wnosimy, na podstawie zasady indukcyi matema-
tycznej, ze lemat zachodzi w podanym brzmieniu.
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Lemat Il. Jezeli oznaczymy przez tjakakolwiek

kowita, spetniajgcg zwigzki

1 <n,
to mie¢ bedziemy
n t u
) J?2at=J?at
<1 </
Istotnie, poniewaz
Jfa<= «i

na podstawie definicyi symbolu sumy, przeto, przy

t=1,

73

liczbe cat-

réwnos¢ (9) zachodzi na podstawie Lem 1. Zaté6zmy chwilowo, ze ta rownosé

zachodzi jeszcze przy
t= g {1 gqe< n— 1)

Mamy tedy
n q n
= jiex +
-/ i=l
a poniewaz (Lem. 1)
i=gH i=+S
przeto
H - 1 T-«+»
zatem 67 tw. |
@ ) n 1 9 i
Njai= N + as 14~
czyli
Y n n
i—3 i= <42

Gdyby wiec réwnosé¢ (9) zachodzita przy

t - q,
to zachodzitaby roéwniez i przy
t=q+ 1
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Poniewaz za$, jakesSmy wyzej stwierdzili, rozwazana réwnos$¢ zachodzi przy
t= 1,
przeto nasz lemat zachodzi w podanym brzmieniu.

Obecnie tatwo mozemy uzasadni¢ réwnos¢ (7). W tym celu zwroémy sie
najpierw do ogolnego przypadku, w ktérym zachodzg obie nieréwnosci naste-

pujace:
(10) p>1 oraz p-f-k—1<[n
Na podstawie Lem. Il mamy:
n PH—t
2 a<=2 (i+2 a
(3 Ht
oraz

Pt pd Pt

2 a=2 a*+2*"

i 3 i-p
mamy wiec: n ot I n
) 2 aa=2 a+.2 a+2 s
-1 =i -
W podobny sposéb znajdziemy:
el p-1 p et
(i2) 2 e=2 $+2 s+2 §
i-t i-° Jp i-p+>

Uwzgledniajac wzor (5) i zwazywszy, ze

P
2 9~ 9
0
otrzymujemy rowno$é
ymujemy P Pt
(13)
i—-p i—p

Z drugiej znéw strony, na podstawie definicyi symboléw S, mamy
p3 P11 Pt

(14) 2 =2 a 2 a
i-i i-i i-i

oraz R—k+H n

(15)
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Na podstawie wzorow (13), (14) i (15) wyprowadzamy ze wzoru (12) wzor

nastepujacy:
S H pt n

IR i-i i-p ioH
a ta réownosé i réownos¢ (11) pociggaja za sobg rownos¢ (7), o dowod ktorej
wiasnie chodzito.

Zwracajgc sie do przypadkéw szczegdlnych, kiedy nieréwnosci (10) nie
zachodzg obie, zaznaczamy przedewszystkiem, ze, ze wzgledu na nieréwnosé

K<(»,
ktéra nalezy do zalozen twierdzenia, dwa tylko przypadki rzeczonego rodzaju
zdarzy¢ sie moga: a mianowicie albo

p—1 i p K— 1< n,
albo
p>11i p-f-k—1= n

W pierwszym przypadku w miejsce wzorow (10) i (12) mamy nastepujace

n Pk * n
=J £ a<+

i— <~ tp-f*

n p 4/

i— i-p i=p+i

z ktorych ze wzgledu na (13) i (15) wynika znowu réwnos$¢ (7). W drugim
za$ przypadku mamy

- p_t
- 2 . N + 2 o_
=] — -
oraz i pl D
S=  +2
»=x i-* i-p

a stad, ze wzgledu na (13) i (14), wynika, ze i w niniejszym przypadku réwnosé
(7) zachodzi. Ostatecznie uzasadniliSmy w zupetnosci twierdzenie, o ktdére cho-
dzito.

Uwaga. Przy powyzszym dowodzie opieraliSmy sie na tw. | paragrafu
poprzedzajacego, ale nie powotywaliSmy sie na zadne inne z dziewieciu twier-
dzen, podanych w rzeczonym paragrafie. Zatem, aby niniejsze twier-
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dzenie zachodzito, wystarczy, zeby zachodzito tw. | paragrafu
poprzedzajgcegol), bez wzgledu na to, czy pozostate 8 twier-
dzenia zachodzg. Ze wzgledu na ten stan rzeczy moéwimy czesto, ze tw. 1
§ 67-go wyraza wiasno$¢ tacznosci dodawania, jakkolwiek w rzeczywistosci
rzeczone twierdzenie wyraza ja dla trzech skiadnikéw, a pocigga ja tylko za
sobg w przypadku ogélnym.

Tw. Il. (Wtasnos$¢ przemiennosci dodawania). W artoéé sumy jakiej-
kolwiek ilosci oznaczonych elementéw klasy (K) jest niezalezna
od ich uszeregowania.

Istotnie, oznaczmy przez s sume ilukolwiek elementéw klasy (K), uszere-
gowanych w pewnym porzadku, a przez s' sume, w ktoérg przechodzi suma s
wskutek przemiany numeréw porzadkowych dwdéch bezposrednio nastepujacych
po sobie sktadnikéw a i b. Jezeli z jednej strony zastgpimy w sumie s sktadniki

a i b przez ich sume

a b,
a w sumie s' przez ich sume

b+ a

to uzyskamy dwie nowe sumy sx i s\, ktére, ze wzgledu na tw. I, réwna¢ sie
beda odpowiednio sumom s i s'. Poniewaz za$ (§ 67 tw. IlI) mamy

Uu—b— b+,
przeto sumy sx i S\ sa sumami, w ktérych skiadniki réwnorzedne sa réwne
pomiedzy sobg. Mamy wiec

PrzekonaliSmy sie zatem, ze przemiana numeréw porzadkowych dwéch
jakichkolwiek, byle sasiednich, skitadnikéw na warto$¢ sumy nie wpltywa.

Z tego za$ wynika (§ 31 Tw. I), ze niniejsze twierdzenie zachodzi w po-
danem brzmieniu.

Uwaga. Z twierdzen | i Il wynika, ze przy wyznaczaniu sumy (S) n da-
nych elementéw klasy (K), mozemy ktérekolwiek K (K< nN) z nich zastgpic¢
przez ich sume, bez wywotania zmiany wartosci sumy (S).

§ 69. Tw. I. Odejmowanie elementow klasy (K) jest, w razie
wykonalnos$ci, dziataniem arytmetycznem jednoznacznem.

Zeby twierdzenie to uzasadni¢, nalezy przedewszystkiem zwazyé, ze, dla
elementow klasy (K), istnieje jeden tylko rodzaj odejmowania*); albowiem jezeli

% Przyjmujemy, jako rzecz samg przez sie rozumiejaca sie, ze dodawanie elementéw
klasy (K) zostato okreslone w mysl zasad rozdziatu poprzedzajgcego.
2 Poréwnaj § 59, Uwaga przy def. (B2).
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oznaczymy przez a i b dwa dane elementy klasy (K), to, (8§ 67, tw. IllI) bez
wzgledu na warto$¢ elementu X rozwazanej klasy, mamy

b-j- X— Xd& b,
skad wynika, ze réwnosci
b-f-x = a

X-(-b= a

sg pomiedzy sobg réwnowazne i ze zatem rzeczywiscie obojetng jest rzecza
z ktérej z tych roznosci wyznaczymy element X:

Poniewaz (§ 65, tw. I) wiemy juz, ze odejmowanie jest z pewnoscia
pewnem dziataniem arytmetycznem, przeto chodzi tylko o wykazanie jedno-
znacznosci tegoz dla elementow klasy (K). W tym za$ celu wystarczy dowies¢, ze
réwnosci
Q) b-j-x= aib-(-x"= a
pociggaja za sobg zwigzek

Ot6z, gdybysmy mieli

to (8 67, tw. Ill) mielibySmy takze
b-)-xd b-j- x\

co byloby sprzecznem z istnieniem obu zwigzkéw (1). Ostatecznie wiec twier-
dzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Uwaga |. Ze wikgledu na istnienie jednego tylko rodzaju odejmowania
elementéw klasy (K), przyjmujemy za symbol reszty odejmowania elementu

b od elementu a symbol
a— b,

w ktérym nic nie oznacza, czy element X, przedstawiajacy reszte, ma by¢ wy-
znaczony z roéwnosci
b x= a czy tez z réwnosci x p b= a;

na podstawie Tw. | symbol
a— b,

o ile spetnione sg warunki wykonalnos$ci odejmowania, przed-
stawia element klasy (K), ktérego warto$¢ oznaczona jest w zu-
petnosci.

Uwaga Il. Z powyzszej uwagi i podanej w niej definicyi symbolu

a— b,
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gdzie a i b oznaczaja dwa elementy klasy (K), wynika, ze ro6wnos$¢
X= a—b
rownowazna jest kazdej z réownosci
b-j-X= a i X-\-b= a,

rownowaznych pomiedzy sobg. a o ile odejmowanie, zaznaczone
we wzorze a— b, jest wykonalne, mamy

@—Db-(-b—a

TJwaga I11. Przy pisaniu symbolu réznicy, w ktérej odjemna lub odjemnik
jest iloczynem, zastrzegamy sobie prawo opuszczania nawiasu, w ktérym
na podstawie ogoélnych regut nalezatoby zamknaé¢ symbol iloczynu.

Tw. Il. Jezeli oznaczymy przez a bic trzy elementy klasy,
to w razie wykonalnos$ci odejmowania, zaznaczonego we wzorze

(1) b- c
mamy
2 a-l-b—rc= (a-f-b)—g

jezeli zas, préocz wykonalnos$ci odejmowania wewzorze(l), wy-
konalne jest i odejmowanie zaznaczone we wzorze

a— (b — o),
to w takim razie zachodzi rownos$é
(3 a—{b—0o= (@-j-¢)— b

jezeli nareszcie, przy wykonalnoséci odejmowania, zaznaczo-
nego we wzorze (1), wykonalne jest odejmowanie, zaznaczone
we wzorze nastepujacym

b—rc)—a
to w takim razie mamy
(4) b- e—a= b— (@a+ o.
Istotnie, przyjmijmy
5) X= a-J (b —o.
Mamy tedy

X-f-c= {a-j- (b — e)} c= a-)-{(6 —c)-)-c}= a-j-b

Mamy wiec
X—4-¢c= a-j- b,
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skad
Xx= 10+ b)— ¢

a z tej rownosci i réwnosci (5) wynika wiasnie réwnosé (2).
Przyjmijmy teraz

(6) x= a— (b—o.
Mamy tedy

*+ b= «k—P—0}+ b= {a—b—2c)}-f-{b— ¢+ c}
= He- (- o} P- ]+ c
—a-J-c
Zatem
X -j- b= a-j-c,
skad

X @+ ¢ — b,
a z tej réwnosci i réwnosci (6) wynika whasnie réwnosé (3).
Przyjmijmy nareszcie
@ x= (b—c¢)— a
Mamy tedy
X+ («+ 9= {(b—c)—«}+ (@a+ 0

[{(&— ¢c)— a} + a] + ¢
(b-c) + c= b,

mamy wiec

x

-\-{a-\-c) = b,
skad
x= b—(a-(-0),

a z réwnosci tej i rownosci (7) wynika réwnos¢ (4), ktéra pozostawata jeszcze
do uzasadnienia.

Znaczenie powyzszego twierdzenia polega na tem, iz na jego podstawie
mozemy kazdej kombinacyi n(n”™ 3)elementéw klasy (K) przez
dziatania, z ktorych kazde jest dodawaniem lub odejmowaniem,
nada¢, w razie wykonalnos$ci dziatan zaznaczonych, albo po-
sta¢ sumy rozwazanych n elementéw, albo postaé¢ réznicy,
w ktérej odjemna jest sumag pewnych z tych elementéow (lub jest
jednym z rzeczonych elementéw) a odjemnik — sumg reszty elemen-
tow (albo — elementem pozostalym, gdyby wszystkie rozwazane elementy
précz jednego byty sktadnikami odjemnej). O stusznosci tej uwagi tatwo prze-
konywamy sie kiedy chodzi o trzy elementy, albowiem w takim razie moze
tylko chodzi¢ o kombinacye jednego z tych elementéw, powiedzmy a, z suma
lub réznicg dwoch pozostatych drogg dodawania lub odejmowania. Ale kazda
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z kombinacyi elementu a z sumg elementdw pozostatych jest juz bezposrednio
zgdanej postaci. Mamy wiec tylko do rozwazania przypadki, kiedy kombinu-

jemy element a z rdznica
b—c

dwdch elementéw pozostatych. Takich przypadkéw mamy oczywiscie trzy, a mia-
nowicie te, ktére odpowiadajg wzorom

a-f-b—¢c. a—b—c)i (b—c)— a

a na podstawie udowodnionego twierdzenia, mozemy, o ile spetnione sg warunki
wykonalnosci zaznaczonych dziatan, kazdemu z tych wyrazen nadaé¢ ksztalt,
o ktéry chodzi.

Do przypadku, kiedy ilos¢ kombinowanych elementéw jest wieksza od n,
mozna tatwo przejs¢ drogg indukcyi matematycznej; ale pewne wyniki, do
ktorych dojdziemy pézniejl), czynig uskutecznienie tego przejscia na tem miejscu
rzecza zbedna.

Tw. Ill. Jezeli oznaczymy przez a b,a i b cztery elementy
klasy (K), to w takim razie zachodza okolicznos$ci nastepujgce:

1° Jezeli odejmowania zaznaczone we wzorach

(D) a—bia—»n
sa wykonalne, to réwnos¢
2 a—b—a—V

pociaga za sobg rownos¢
3 a-f-vV= a-(-hb

2° Jezeli réwnos$¢(3) zachodzi, a odejmowanie, zaznaczone
w jednym ze wzorow (1), jest wykonalne, to odejmowanie, za-
znaczone w drugim z tych wzorow, jest takze wykonalne, a nadto
réoznice (1) spetniajg réwnoscé¢ (2).
Istotnie, zat6zmy najpierw, ze odejmowania, zaznaczone we wzorach (1),
sg wykonalne, i przypus¢my, ze réwnosé (2) jest spetniona. Mamy tedy
(@—1b) --b= (@ —b)-j- b
a poniewaz (Tw. I, Uwaga II)
(@—b)-j-b= a
przeto
a= @ —b)-{-b
Ale (Tw. 1)
@ — b)Y+ b= (@ + b — b,
* Mamy tu na mysli teorye sum algebraicznych, ktéra bedzie podana w rozdziale
poswieconym ogoélnej teoryi liczb rzeczywistych.
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zatem
a= (a' b) — b,

skad wynika (Tw. I Uwaga Il) réwnos¢ (8). Zatem, pierwsza cze$é twierdzenia
zachodzi w podanem brzmieniu.
Zeby uzasadnié i druga cze$é twierdzenia, przyjmijmy, ze elementy

a b aib
spetniajg réownosé (3), i zwazmy, ze mozemy poprzestaé na rozwazaniu przy-
padku, kiedy odejmowanie, zaznaczone we wzorze
4 a—b

jest wykonalne, albowiem przypadek, w ktérymby wykonalne byto odejmowanie,

zaznaczone we wzorze
a — b,

sprowadzi¢ mozemy do pierwszego przez zmiane oznaczen, polegajacg na tern,
zeby uskuteczni¢ zamiane znaczen symboléw
aia

z jednej strony, a symboléw
z drugiej.

Zaktadajac tedy wykonalno$¢ odejmowania, zaznaczonego we wzorze (4),
mamy (Tw. )
(5) (@a—b-fVv=[a+ V)—b
Z drugiej strony (Tw. I, Uwaga Il) z réwnosci (3) mamy

@-f-b) — b= a.

Z tej réwnosci i rownosci (5) mamy

@—b)\b= al

skad (Tw. I, Uwaga Il) wynika wiasnie réwnos¢ (3). Ostatecznie wiec twier-
dzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
Def. I. Jezeli w pewnej klasie wielkos$ci (2), dla ktérych

dodawanie zostato okres$lone, istnieje taki element e zeby kazda
wielkos$¢ X klasy (2) spetniajgca rownos¢

(D) X= e
spetniata kazdg z réwnosci
()] a-f-X= a

Wstep do analizy. 6
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i
3) -+ a— a

jakakolwiek wielkos$¢ klasy (Z2) oznaczyliby$Smy przez a, to oko-
licznos$¢ te wyrazamy, orzekajac, ze element e jest modutem,
dodawania wielkosci klasy (2).

Tw. IV. Charakter modutu dodawania, jaki moze ewen-
tualnie mieé¢ element zbioru (Z), zalezy wytagcznie od wartosci
tego elementu.

Istotnie, przyjmijmy, ze pewien element e zbioru (Z) jest modutem doda-
wania wielkosci klasy (Z2), i zatézmy, ze jaki$ element €' zbioru (Z) spetnia
rownosé

e'= e
W takim razie réwnosc
X= e\

jako roéwnowazna réwnosci (1), pociggajacej za sobg kazda z réwnosci (2) i (3),
sama pocigga za sobg kazda z tych dwéch réwnosci, a poniewaz stad wynika,
ze element €' bedzie réwniez modutem dodawania wielkosci klasy (Z), przeto
kazda wielko$¢ klasy (Z), rowna modutowi dodawania wielkosci tej klasy, jest
sama modutem dodawania wielkosci rzeczonej klasy, a na tem wkasnie polega
twierdzenie, ktére pragneliSmy uzasadnié.

Tw. V. Modut dodawania wielkos$ci klasy (K) istnieje, po-
siada wartos¢ oznaczong w zupetnos$ci, a warunek konieczny
i wystarczajacy, zeby pewna wielko$¢ p klasy (K) byta modu-

tem dodawania rozwazanej klasy wielkos$ci, polega na ro-
wnosci
@ p= b-b,

gdzie b oznacza dowolnie przyjetg wielko$¢ klasy (K).

Istotnie, zastosowujgc Tw. IV 8§ 67 do przypadku, Kiedy wielkosci, tamze
oznaczone przez a i 0, zlewajg sie ze sobg, stwierdzamy (8 niniejszy, Tw. I,
Uw. 1), ze odejmowanie, zaznaczone we wzorze

b— b,
jest wykonalne, jakgkolwiek wielkos$¢ klasy (K) oznaczylibyémy przez b. Z tega

wynika, ze istnieje wielko$¢ p klasy (K), spetniajagca réwnosé (1).
Z drugiej znéw strony (Tw. 111) mamy

2) b—b—a— a

jakiekolwiek wielkoéci klasy (K) oznaczyliby$my przez a i b. Zatem, ze wzgledu,
na (1), réwnos¢
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(©) X=p
pocigga za sobg réwnosé
(4 X— a— a,

ktéra znéw rownowazna jest (Tw. I, Uw. Il) kazdej z rownosci
(B) a-\-X= aix-f-a—a

Poniewaz wiec réwnos$¢ (3) pocigga za sobg kazda z rownosci (5), bez
wzgledu na warto$¢ elementu a, przeto istnienie réwnosci (1) jest wystarczaja-
cem warunkiem, azeby wielko$¢ p byla modutem dodawania wielkosci klasy
(K), a poniewaz, jakesmy stwierdzili wyzej, istnieje wielko$¢ p spetniajaca (1),
przeto udowodniliSmy juz istnienie modutu dodawania wielkosci klasy (K).
Przejdzmy 2z kolei do wykazania, ze istnienie réwnosci (1) jest koniecznym
warunkiem do tego, zeby wielkos¢ p byla modutem dodawania wielkosci
rozwazanej klasy. W tym celu zalézmy, ze pewna wielko$¢

p
klasy (K) jest modutem dodawania. W takim razie (Def. I.) réwnosc
(6) X=p
pociagga za sobg kazdg z roéwnosci (5), bez wzgledu na wybor wielkosct a
Poniewaz za$ réwnosci (5) pociggajga za sobag (Tw. I, Uw. Il) réownosé¢ (4),

przeto, ze wzgledu na (2), stwierdzamy, ze (6) pocigga za sobg
X = b— b,

a z rownosci tej i rownosci (6) wynika, ze wielko$¢ p spetnia réownosé (1).
UdowodniliSmy wiec, ze istnienie tej réwnosci jest koniecznym warunkiem,
azeby wielko$¢ p byta modutlem dodawania. Poniewaz za$ z tego wynika, ze
warto$¢ modutu dodawania wielkosci klasy (K) jest oznaczona jednoznacznie
przeto twierdzenie nasze uzasadnione jest w zupetnosci.

Uwaga |. Dostrzegamy z tatwoscia, ze liczba zero jest modutem doda-
wania liczb wymiernych bezwzglednych.
Uwaga Il. Dla skrécenia wystawiamy sie zwykle tak, jak gdyby jedna

tylko wielko$¢ klasy (K) byta modulem dodawania, gdyz zwykle chodzi tylko
o wartos¢ tego modutu, a z powyzszego twierdzenia wynika, ze ta wartos¢
jest jedyna, czyli, ze wielkosci, bedgce modutami dodawania wielkosci klasy (K),
sg pomiedzy sobag réwne.

Tw. YIl. Jezeli oznaczymy przez e jakikolwiek element klasy
(K), a przez p modut dodawania elementéw rzeczonej klasy, to
rownos¢
() e—e e



84 § 69 i 70

jest rownowazna réwnosci

©) e= p
a nieré6wnosé

(3) «+ «+
— nieréwnosci

(4 ed p.

Istotnie, rownos¢ (1) jest rownowazna (Tw. I, Uwaga Il) réwnosci
e= e—g

ktéra znéw (Tw. V) réwnowazna jest réwnosci (2); zatem réwnos¢ (1) jest rze-
czywiscie réownowazna réwnosci (2). Poniewaz za$ z réwnowaznosci réwnosci
(1) i (2) wynika juz roéwnowaznos$¢ nieréwnosci (3) i (4), przeto twierdzenie
zachodzi w podanern brzmieniu.

Uwaga |I. Z Tw. VI niniejszego paragrafu wynika, ze zatozenie, iz
zachodzi uktad t-wierdzen, wyszczegélnionych w 8§ 67-ym, row-
nowazne jest zatozeniu, ze zachodzi uktad twierdzen, w jaki
przemienitby sie rzeczony uktad, gdybysmy zastagpili twier-
dzenia VII i VIl tego uktadu odpowiednio przez nastepujace:

(A) Jezeli pewien element a klasy (K) speitnia nierownos¢

agp P

gdzie @oznacza modut dodawania, a symbole bi b oznaczaja
takie dwa elementy tejze klasy, ktore speitniaja nieréwnos¢

bg=1b,
to w takim razie mamy
a.b=¥Fa.V.

(B) Jezeli pewien element b klasy (K) spetnia nieréwnos¢

bod p,

gdzie p oznacza, jak wyzej, modut dodawania, a symbol a ozna-
cza catkiem dowolnie dany element klasy (K), to zawsze istnieje
element x tej klasy, spetniajacy rownosé

b.X—a

§ 70. Tw. I. (Witasnoé¢ tgcznosci mnozenia). Jezeli w iloczynie n
(n> 2) elementéw klasy (K) zastgpimy kK (I<~k<C.n) bezpoSre-
dnio nastepujgcych po sobie czynnikéw przez ich iloczyn, to
nie spowodujemy zadnej zmiany w warto$ci rozwazanego ilo-
czynu.
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MieliSmy juz sposobnos$¢ poznac¢ przykiad (8 63), w ktdrym pewne twier-
dzenie o dodawaniu i pewne twierdzenie o mnozeniu w takim byly wzajemnym
stosunku, iz dowod ktoregokolwiek z nich zawieral juz w sobie dowodd dru-
giego Otéz stosunek wzajemny Tw. | § 68-go i twierdzenia niniejszego stanowi
nowy przyktad tego samego rodzaju.

Istotnie, jezeli w Tw. | § 68-go i Tw. | § 67-go, z ktorego pierwsze wynika,
zastgpimy symbolike i terminologie dodawania przez symbolike i terminologie
mnozenia, to Tw. | § 68-go przemieni sie¢ w twierdzenie, o dowdd Kktorego
obecnie chodzi, a Tw. | § 67-go0 w Tw. V tegoz paragrafu. Poniewaz za$
stuszno$¢ Tw. V § 67-go nalezy do zalozen rozwijanej teoryi, przeto Tw. |
§ 68 go i twierdzenie niniejsze rzeczywiscie znajdujg sie. w zapowiedzianym
zwigzku. Poniewaz za$ dowdd Tw. | § 68-go zostat podany, przeto twierdzenie
niniejsze nalezy takze uwaza¢ za uzasadnione. Jednakowoz zalecamy czytelni-
kowi, jako bardzo dobre ¢éwiczenie, wyprowadzenie dowodu niniejszego twier-
dzenia z dowodu Tw. | § 68-go przez podstawienie w miejsce symboléw sum
symboléw iloczynéw (8 64). Przy przerabianiu tego ¢wiczenia stwierdzi czy-
telnik w szczegélnosci, ze lematom 1 i Il, podanym w dowodzie Tw. | § 68 go,
odpowiadajg w dowodzie twierdzenia niniejszego lematy, ktére, w razie przy-
jecia symbolu

a,
za og6lny symbol czynnika rzedu i, moga by¢ wystowione w sposéb naste-
pujacy.
Lemat I. Jezeli oznaczymy przez « i B dwie liczby catko-

wite, spetniajace zwigzKki

] <«e<«; 1< B< w—a,
to otrzymamy
Jja,: aa X detl
i—et
Lemat Il. Jezeli oznaczymy przez t jakagkolwiek liczbe cat-

kowitg, spetniajgca zwigzki

1 t< u
to otrzymamy

I rrrt)y X I,

i-i 1=1 / i-t+i
Uwaga. Twierdzenie powyzsze (Tw.l) zachodzi niezawodnie

skoro tylko zachodzi tw. V § 67-go, bez wzgledu na to, czy pozo-
state twierdzenia rzeczonego paragrafu zachodzg, albowiem
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jedyne z twierdzen § 67, na ktore powolujemy sie w dowodzie
niniejszego twierdzenia, jest tw. V.

Tw. Il. (Wtasn 0$¢ przemiennosci mnozenia). Wartos$é¢ iloczynu
n (w> 7) danych elementéw klasy (K) nie zalezy od uszerego-
wania tychze.

Zeby uzyskaé dowod niniejszego twierdzenia dostalecznem jest podsta-
wi¢ w dowodzie Iw. Il § 68-go wyrazy i symbole, odnoszace sie do mnozenia,
w miejsce wyrazéw i symboléw, odnoszacych sie do dodawania. Wobec tego
nalezy uwaza¢ dowo6d niniejszego twierdzenia za zawarty w dowodzie tw. Il
§ 68-go.

Tw. 1Il. Zeby iloczyn n (n> 1) elementéw klasy (K byt
rowny modutowi dodawania, koniecznemjest i wystarcz aj gcem,
zeby jeden czynnik przynajmniej rownat sie rzeczonemu mo
dutowi.

Dowéd. (A). Twierdzenie zachodzi przy

n= 2

Istotnie, oznaczmy przez p modut dodawania, a przez a catkiem dowolnie
dany element klasy (K). Z definicyi modutu dodawania wynika ze, jezeli ozna-
czymy przez b jakikolwiek element klasy (K), to mie¢ bedziemy

-j-p: ()1
skad
a.(b-j-p)= a.b

Ale (§8 67 tw. IX) mamy

a.6t-@1)= e.4-}e.p,

mamy wiec

a.b a.p= a.h
skad

a.p= a.b—a.b;
a poniewaz (§ 69, Tw. V)

a.b—a.b—p,
przeto

(€] a.p= p,

oraz, ze wzgledu (§8 67, tw. VI) na réwnos¢
p.a= a.p,

2) p.a—p.

Z réwnosci (1) i (2) wynika, ze iloczyn dwdch elementéw klasy (K) rze-
czywiscie réwna sie modutowi dodawania p, skoro tylko jeden przynajmniej
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z tych elementéw jest réwny rzeczonemu modutowi. Powiadam teraz, ze, jezeli
dwa elementy a i b klasy (K) spetniajg nieréwnosci

3) allEp oraz ng=
to mamy
4 a.b ¢ fi

Istotnie, z pierwszej z nieréwnosci (3) wynika (8 69, Tw. VI), ze mamy
a-\-a J=a,

a z tej nieréwnosci wynika dalej, ze wzgledu na drugg z nieréwnosci (3) (8 67

tw. VII), ze mamy
a.bw:a.p

skad, na podstawie réwnosci (1), mamy
a.b-Fn

Zatem, nieréwnosci (3) pociagajg za sobg nieréwnos¢ (4). Z uzyskanych
wynikéw wnosimy” ze réwnos¢
a.b— ¢

zachodzi w takim, i tylko w takim razie, kiedy jeden przynajmniej z elementéw
a lub b réwna sie modutowi dodawania; innemi stowy, twierdzenie pomocnicze
(A) zachodzi w podanem brzmieniu.

Zatézmy chwilowo, ze twierdzenie, o ktére nam wiasciwie chodzi, jest
uzasadniona w przypadku, kiedy ilo$¢ czynnikéw n spetnia réwnos¢:

n= Kk,

gdzie K oznacza pewng liczbe catkowita, nie mniejsza od liczby 2, i zwréémy
sie do przypadku, kiedy mamy
n= K-j- 1

oznaczajagc w takim razie ogolnie przez

ai
czynnik rty. Mamy tedy
(6
Jezeli zachodzi réwnosé
JJa, = a

(N
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to, ze wzgledu na (6) i na twierdzenie pomocnicze, podane pod (A), musi za-
chodzi¢ jedna przynajmniej z réwnosci
K
(8) J J a<— P ajbo akH p.
i=l

Poniewaz za$, ze wzgledu na chwilowo przyjete zatozenie, réwnosé
*

i-i
zachodzi¢ moze tylko w przypadku, kiedy jeden przynajmniej z czynnikoéw
(10) «1l, «2 eee*

réwna sie p, przeto réwnos$¢ (7) moze zachodzi¢ tylko w razie, kiedy jeden
przynajmniej z czynnikéw iloczynu

=
réwna sie modutowi dodawania p. Odwrotnie, jezeli jeden z czynnikéw al5 a2, ...
a*, réwna sie p, to mamy albo

akH~ P,

albo tez jeden z elementéw (10) réwna sie, modutowi dodawania p, a w takim
razie, ze wzgledu na przyjete chwilowo zatozenie, rownos$¢ (9) bedzie zacho-
dzi¢. Jezeli wiec jeden z elementéw

ctj, a2 ... ak,

rowny jest p, to jedna przynajmniej z réwnosci (8) zachodzi niezawodnie. Za-
tem, na podstawie twierdzenia pomocnicznego, podanego pod (A), réwnos¢ (7)
takze zachodzi.

Z uzyskanych wynikéw wnosimy, na podstawie zasady indukcyi mate-
matycznej, ze nasze twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

§ 71. Tw. I. (Witasnoé¢ rozdzielnosci mnozenia w stosunku do dodawania).
Jezeli oznaczymy ogo6lnie przez

a,

r-ty wyraz ciggu o»()i>l) wyrazach, utozonego z n elementow
klasy (K), a przez bjeszcze jaki$ element tejze klasy, to otrzy-
mamy

(3 b.
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oraz

@

Przystepujac do dowodu twierdzenia zaznaczamy najpierw, ze, ze wzgledu
na wiasnos$é przemienno$ei mnozenia, réwnosci (1) i (2) sa réwnowazne pomie-
dzy soba. Zatem, twierdzenie bedzie uzasadnione, jezeli tylko uzasadnimy réw-
nos¢ (1). Przy
@) n—2

réwnos$¢ (1) wyraza tylko tw. IX § 67-go, ktérego waznos$¢ nalezy do zatozen
naszych. W tym wiec przypadku rozwazana réwnos$¢ zachodzi. Zaldézmy chwi-
lowo, ze réwnos¢ (1) zachodzi jeszcze przy

@ n— K

gdzie K oznacza pewng liczbe catkowita, nie mniejszg od liczby 2, i zwr6émy
sie do przypadku, kiedy mamy
) n= K 1.

Na podstawie definicyi symbolu sumowania, mamy

skad, ze wzgledu na tw. IX 8 67-go i na chwilowo przyjete zatozenie:

a poniewaz na podstawie definicyi symbolu sumowania mamy

przeto

Zatem, gdyby réwnos$¢ (1) zachodzita przy wartosci (4) na n, to zacho-
dzitaby takze i przy wartosci (5) na te liczbe. Poniewaz za$, jak stwierdziliSmy,
rozwazana réwnos$¢ zachodzi przy wartosci (3) na n, przeto (Zas. ind. mat.)
ta réownos¢ zachodzi przy kazdej, od liczby 1 wiekszej wartosci liczby catko-
witej V Ostatecznie wiec twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
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Uwaga. Roéwnosci (1) i (2) oczywiscie nie przestajg zachodzi¢ i przy
n— 1,

tylko w takim razie one juz nie wyrazajg wkasnosci rozdzielnosci mnozenia
w stosunku do dodawania.

Tw. Il. (Wiasnoé¢ rozdzielnoSci mnozenia w stosunku do odejmowania).
Jezeli odejmowanie, zaznaczone we wzorze
a— b,

gdzie a i b sa dwa elementy klasy (K), jest wykonalne, to w ta-
kim razie mamy

(1) c.@a—b=e.a—c.b
oraz
2 @a—Db.c—a.c—b.c

Poniewaz ze wzgledu na wiasno$¢ przemiennosci mnozenia elementéw klasy
(K) roéwnosci (1) i (2) sa rownowazne pomiedzy sobg, przeto uzasadnimy je obie,
uzasadniwszy jedna z nich, powiedzmy réwnos$¢ (1). Przyjgwszy

3 X- a-h
mamy

b-(- X= a,
skad

c.{b-f-x)= c.a;
a poniewaz (8 67, tw. IX)
< (b-\-x)=c.b-\-c.x,
przeto
c.b c.X= c.a,
skad
c.XxX—c.a—=cC.Db,

a z rownosci tej wynika, ze wzgledu na (8), réwnos¢ (1), ktdrg chcieliSmy
wihasnie uzasadni¢. Zatem twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

§ 72. Tw. I. Jezeli przy dzieleniu elementéw klasy (K) ele-
ment, przyjety za dzielnik, nie rownasie modutowi dodawania,
to dzielenie jest wykonalne, a wartos$¢ ilorazu oznaczona jest
bez dwuznacznos$ci. Jezeli za$ dzielnik réwna sie modutowi
dodawania, to dzielenie jest wykonalne w przypadku, i tylko
w przypadku, kiedy dzielna takze rowna sie modutowi doda-
wania, ale w takim razie iloraz jest catkiem nieoznaczony.

Zeby to twierdzenie uzasadni¢, zwazmy przedewszystkiem, ze istnieje
jeden tylko rodzaj dzielenia elementdéw klasy (K). Istotnie, jezeli oznaczymy
przez a i b jakiekolwiek dwa dane elementy klasy (K), a przez x jakikolwiek
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trzeci element tejze klasy, to (§ 67 tw. VI) mie¢ bedziemy w kazdym razie
b.X= X.b,
skad wynika, ze, jezeli x spetlnia jedng z réwnosci
b.X—a lub x.b= a,

to element ten spetlnia i drugg z tych rdéwnosci. Zatem, problem wyznaczenia
elementu x z warunku, aby ten element spetniat jedng z powyzszych réwnosci,
zlewa sie z problemem wyznaczenia elementu X z drugiej z nich. Innemi stowy
istnieje rzeczywiscie tylko jeden rodzaj dzielenia elementéw klasy (K).

Zwréémy sie teraz do przypadku kiedy dzielnik b réwna sie modutowi
dodawania p. Poniewaz w takim razie (§8 70, Tw. III) mamy

bix = p,
bez wzgledu na warto$¢ elementu X, przeto ta cze$¢ naszego twierdzenia, ktdéra
odnosi sie do przypadku, kiedy dzielnik b réwna sie modutowi dodawania, za-

chodzi w podanem brzmieniu.
Zatozmy teraz, ze mamy

@ bd p.

W takim razie istnieje w klasie (K) (§ 69, Uwaga | przy Tw. VI) element
X, spetniajacy réwnosé
) b.x — a,

gdzie a jest dowolnie naprzdd oznaczony element klasy (K); innemi stowy, przy
warunku, podanym w twierdzeniu, dzielenie jest wykonalne.

Powiadam, ze, w rozwazanym przypadku, warto$¢ ilorazu oznaczona jest
w zupetnosci. Istotnie, jezeli tylko dwa elementy x i X' klasy (K) spetniajg od-
powiednio réwnosci
?3) b.x= a i b.x"—a,

to w takim razie mamy
b.x — b.xf,

a ta réownosé, ze wzgledu na (1) sprzeczng bytaby (§8 69, Uwaga I, przy Tw. VI)
Z nieréwnosciag
X F=x".
Zatem z réwnosci (3) wynika réwnosé
X = X',
ktéra wilasnie wyraza jednoznaczno$¢ dzielenia przy warunkach podanych
w twierdzeniu. Ostatecznie wiec twierdzenie zachodzi w podanym brzmieniu.

Uwaga L Ze wzgledu na istnienie jednego tylko rodzaju
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dzielenia elementéw klasy (K) oznaczamy iloraz podziatu dziel-
nej a przez dzielnik b ktérymkolwiek z symbolow

a
a:b lub ,

z ktorych zaden nie zawiera wskazdéwki okres$lajacej, czy ilo-
raz ®raa by¢ wyznaczony z réownosci i

b.X— a
czy tez z rownosci
X.a—h
Uwaga Il. Jezeli, przy zachowaniu powyzszych oznaczen,
zachodzi nieréwnos¢
6LEp,

gdzie p oznacza, jak wyzej, modut dodawania, to, ze wzgledu
na powyzsze twierdzenie, kazdy z symbolow

oznacza wielkos¢ o oznaczonej wartos$ci i z tego powodu moze
by¢ kojarzony znakiem réwnosci z innymi symbolami, oznacza-
jacymi wielkosci klasy (K)o oznaczonych wartos$ciach; dostrze-
gamy zarazem, ze kazda z réwnosci
a
X—a:b lub x-=

jest rbwnowazna kazdej z rownosci

b.x=a i x.b—a
Jezeli za$ mamy
b— P,

to stan rzeczy jest catkiem inny: w takim razie, ze wzgledu
na dowiedzione twierdzenie, symbole

albo wogdle nie maja zadnego znaczenia (co zachodzi w przy-
padku kiedy adcdp), albo nie oznaczajg wielkoséci o oznaczonej
wartoséci. Zatem, w tym przypadku, zaden z powyzszych sym-
boléw nie moze by¢ kojarzony znakiem réwnosci z symbolem,
przedstawiajgcym oznaczonej wartosci element klasy (K).
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Uwaga Ill. Z powyzszych dwdch uwag wynika, ze, jezeli
oznaczymy przez a i b dwa elementy klasy (K) i zatozymy, ze

bao 9,

gdzie oznacza, jak wyzej, modut dodawania, to wtakim razie
kazda z réwnosSci

rownowazna jest kazdej z rownosci

a
X= a:b i x= ~j~.

Uwaga lY. Jezeli pewien iloraz jest jednym ze skitadnikow
pewnej sumy albo jednym z wyrazéw pewnej réznicy, to, przy
pisaniu symbolu rozwazanej sumy, albo réznicy, zastrzegamy
sobie prawo opuszczania nawiasu, w ktéorym, na podstawie

ogo6lnych regut, nalezatoby zamkna¢ wtasciwie symbol ilorazu.
Tw. Il. Jezeli oznaczymy przez
(1) a b, a" ib'

cztery elementy klasy (K) i zatozymy, zZe

2 ho b V == 1b

gdzie u oznacza, jak wyzej, modut dodawania, to wtakim razie
rownosc¢

jest rownowazna rownosci
4 a.b'= a'.h

Istotnie, ze wzgledu na (2) kazdy z ilorazéw

ma (Tw. 1) oznaczong warto$é. Przyjmijmy

®)

oraz

©®
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Z rownosci (5) i (6) (Tw. I, Uwaga III) mamy

a= u.b, az=u"

skad

) a.V= u.b.b’
oraz

(8) a.b= u.,b.b
Na podstawie twierdzen | i Il § 70-go mamy

u.b.v—u.b.b)
u'.b.b= u.(@®.Hs),

zatem, z roéwnosci (7) i (8) wynikajg rownosci

I a.V=u.(b.b)
9) I a.b—u.{b.V).

Z drugiej strony z nieréwnosci (2) (8§ 70, Tw. Ill) mamy

(10) b.bgp p.
Jezeli zachodzi (3), to, ze wzgledu na (5) i (6) mamy

u— w,
a zatem, ze wzgledu na (9), zachodzi réwnos¢ (4). Stwierdzamy wiec, ze (3)
pocigga za sobag (4). Powiadam, ze (4) pocigga za sobg (3). Istotnie, z réwnosci
(4) i drugiej z réwnosci (9) mamy

a.Vv=u.@b.Db),

a z tej réwnosci i pierwszej z rownosci (9) wynika, ze wzgledu na (10), (Tw. I)

réwnosé
u= u,

ktéra, na podstawie roéwnosci (5) i (6), pociagga za sobg (3). Zatem (4) pociaga
za sobg (3), a to tylko pozostawato jeszcze do wykazania.

Def I. Jezeli w pewnej klasie wielk o$ci (Z), dla ktorych
mnozenie zostato okre$lone, istnieje taka wielko$¢ w, zeby
kazda wielkos$¢ x klasy (2, spetniajgca rownos¢

a— w,
spetniata kazdag z réwnosci

a.Xx= ai X.a— a,

jakakol wiek wielko$¢ klasy (9 oznaczylibySmy przez a, ta
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okolicznoé¢ te wyrazamy, orzekajgc, ze wielko$éw jest modutem
mnozenia wielkos$ci klasy (2).

Godng uwagi jest ta okolicznos¢, ze Def. | 8§ 69-go przechodzi w powyzszg
defiinicye na skutek prostego podstawienia wyrazu »mnozenie« i odnos$nego sym-
bolu odpowiednio w miejsce wyrazu »dodawanie« i symbolu tego dziatania.
Dzieki tej okolicznosci tez same podstawienia przemienig dowod Tw. IV § 69-go
na dowod twierdzenia nastepujacego, ktérego dowdd mozemy zatem pomingc:

Tw. IlIl. Charakter modutu mnozenia, jaki ewentualnie mie¢
moze pewna wielko$¢ w pewnej klasy wielkosci (2), zalezy wy-
tacznie od wartosci wielkos$Sci w.

Tw. IV. Modut mnozenia wielkos$ci klasy (K istnieje, po-
siada wartos¢ oznaczong w zupeinosci, a warunek konieczny
i wystarczajacy, aby pewna wielko$s¢ m byta modutem mno-
zenia wielkos$ci klasy (K), polega na istnieniu réwnosci

@) m—b:b

gdzie b oznacza wielko$¢ klas-y (K, ktéorej wyboér temu tylko
ograniczeniu podlega, zebysSmy mieli

2 b 4= p,

gdziep oznacza modut doda wania (869, def. I) wielkos$ci klasy (K).

Pomiedzy stosunkiem powyzszego twierdzenia do Tw. V § 69-go, a stosun-
kami Def. | i Tw. Il paragrafu niniejszego odpowiednio do Def. I § 69-go i Tw. V
tegoz paragrafu zachodzi $cista analogia, ale stosunek ten jest jednak odmienny
od dwoch ostatnich, a to ze wzgledu na zastrzezenie, polegajgce na nieréwnosci
(2) , zastrzezenie, ktére w Tw. V § 69 nie posiada odpowiednika.

Z tego powodu winnismy podaé osobny dowo6d niniejszego twierdzenia.
W tym celu przyjmijmy, ze wielko$¢ b spetnia nieréwnos$¢ (2). W takim razie
(Tw. 1) istnieje w klasie (K) wielko$¢ m, spetniajgca rownosé (1). Powiadam, ze
rownos$¢ (1) stanowi dostateczny warunek do tego, zeby wielkos¢ m byta mo-
dutem mnozenia wielkosci klasy (K). Istotnie przyjmijmy, ze jaka$ wielkos$¢ x
klasy (K) spetnia réwnos¢
3 X= m

Jezeli tedy oznaczymy przez a jaka$ wielko$¢ klasy (K), to w przypadku
szczegblnym, kiedy mamy
a— P,

niezawodnie (§ 70 Tw. Ill) mie¢ bedziemy

4 a.x—ai *.a= a
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Mamy wiec tylko do zbadania czy, w razie istnienia nieréwnosci

(5) ap Ix

rownos¢ (3) pocigga za sobg obie réwnosci (4). Otéz ze wzgledu na (5) (Uwaga
Il przy Tw. I) kazda z réwnosci (4) jest réwnowazna nastepujgcej

(6) X— a: a,
a poniewaz ze wzgledu na (2) i (5) (Tw. II) mamy
() a:a= b:b,

przeto réwnos$é (3), jako pociggajaca za sobg na podstawie réwnosci (1) i (7)
rownosc (6), rownowazng kazdej z rownosci (4), pociaga tez za soba kazda z tych
rownosci. W kazdym wiec razie réwnos$¢ (3) pocigga za sobg obie réwnosci
(4), a z tego wynika, ze réwnosé (1) jest rzeczywiscie dostatecznym warunkiem
do tego, aby wielko$¢ m byta modutem mnozenia wielkosci klasy (K). Rzeczony
warunek jest konieczny. Istotnie, jezeli (3) pocigga za soba kazdag z réwnosci
(4), bez wzgledu na wybor wielkosci a klasy (K), to okolicznos¢ ta zachodzi
w szczegblnosci natenczas, kiedy spetniona jest nieréwnos$é (5). Ale w takim
razie z roéwnosci (4) wynika (6), ktdéra, ze wzgledu na (7), pociaga za soba

X= b:b,

a z tej rownosci i réwnosci (3) wynika wiasnie réwnos¢ (1). Zatem, omawiany
warunek jest rzeczywisécie konieczny. Zeby przekonaé sie w zupetnosci o waz-
nosci naszego twierdzenia, wystarczy zwazyé, ze, jak stwierdziliSmy wyzej,
istnieje w klasie (K) wielko$é, spetniajgca (1), i uwzgledni¢, ze warunek, polega-
jacy na tem, aby wielko$¢ m, bedaca modutem mnozenia wielkosci klasy (K), spet-
niata rownos¢ (1), wyklucza wszelka dwuznaczno$é w wartosci modutu mnozenia.

Uwaga. Czytelnik upewni sie z tatwoscig, ze liczba 1 jest modutem mno-
zenia liczb wymiernych bezwzglednych.

§ 73. Zakladajac w dalszym ciggu, ze symbol (K) oznacza klase wielkosci)
dla ktérej zachodza wszystkie twierdzenia, wyszczego6lnione w § 67-ym, zamie-
rzamy wytozy¢ w tym paragrafie teorye poteg dla elementéow klasy (K).

Def. I. Jezeli oznaczymy przez a jakikolwiek element klasy
(K), a przez n jakagkolwiek liczbe catkowitg, to wyrazenie >«ta
potega elementu a< oznacza element klasy (K), ktéry oznaczamy

zwykle przez symbol
a"

i okreslamy przez umowy nastepujace:

1° Przez symbol a’ oznaczaé¢ bedziemy taki element klasy
(K), zebysmy mieli
(1) al= a
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2° Przez symbol a*oznaczaé¢ bedziemy taki element klasy
(K), zeby$smy mieli
2 a°= al:a

3° Przez symbol & oznacza¢ bedziemy w przypadku, kiedy
liczba catkowita n spetnia nieréwnosé

n> 1,
taki element klasy (K), zebysmy mieli
?3) a'= a~ .a

Symbol an czytamy: »a do w-tej«; element a zowiemy zasadg potegi,
aliczbe catkowita n jej wyktadnikiem 1.

Opierajac sie na zasadzie inéukcyi matematycznej, stwierdzamy z tatwo-
écig, ze umowy 1° i 3° okre$lajg, przy wartosci od zera wiekszej wyktadnika,
potege catkiem dowolnie danego elementu a klasy (K) jako element tej
klasy, oznaczony tylko co do wartosci, ale oznaczony pod tym wzgledem w zu-
petnosci. Zatem, przy wartosciach wyktadnika od zera wiekszych, wyznaczenie
potegi danego elementu, czyli potegowanie, stanowi dziatanie arytme-
tyczne jednoznaczne.

W przypadku zas, kiedy wyktadnik réwna sie zeru, stan rzeczy jest inny:
jezeli element a, przyjety za zasade potegi, rowna sie modutowi dodawania p>
to umowa 2° traci catkiem wszelkie znaczenie, albowiem symbol

al:a
przybiera ze wzgledu na (1) postaé

p:p,
a symbol ten (8§ 72, Tw. I), jako nie przedstawiajacy elementu o oznaczonej
wartosci, nie moze by¢ kojarzony znakiem réwnosci z zadnym symbolem, przed-
stawiajacym element klasy (K) oznaczonej wartosci. Zatem, w razie istnie-
nia ré wnosci

a= p,
symbol
aO

i wyrazenie »potega zerowa elementu a« nalezy uwazac¢ jako
pozbawione wszelkiego znaczenia. Jezeli za§ zachodzi nieréwnos¢

« == P»

') Potegi o wyktadniku réwnym liczbie 2 zowig sie kwadratami, a potegi o wy-
ktadniku réwnym liczbie 3 — szeScianami elementu, przyjetego za zasade rozwazanej
potegi.

Wstep do analizy. 7
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to w takim razie, ze wzgledu na definicye modutu mnozenia (8 72. Tw. V),
z umoéw 1° i 2° wynika, ze mamy
(4) a« =V,

gdzie V oznacza modut mnozenia. Mamy wiec twierdzenie nastepujace:

Tw. |I. Jezeli zasada potegi nie réwna sie modutowi doda-
wania, a wyktadnik jest liczbg catkowitg réownag zeru, to roz-
wazana potega réwna sie modutowi mnozenia.

Czytelnik udowodni sam, drogg indukcyi matematycznej, opierajac sie na

twierdzeniu poprzedzajacym i na tw. Il 8 70 go, twierdzenie nastepujace:
Tw. Il. Jezeli oznaczymy przez a jakikolwiek, byle modu-
towi dodawania p nie rowny, element klasy (K, a przez n jaka-
kolwiek liczbe catkowitg, to w takim razie zachodzi nie-
rownosc¢
ang .
Tw. IIl. Jezeli oznaczymy przez a i b dwa elementy klasy

(K), z ktérych zaden modutowi dodawania nie jest rowny, a przez
m ip jakiekolwiek dwie liczby catkowite, to w takim razie za-
chodzg zawsze réwnos$ci nastepujace:

U am. a” = al+*,
()] @r=aTr
( am.bm— {a . b)n
(1v) alr :bm= (a: bm

Jezeli za$, przy speinieniu powyzszych zatlozen, mamy
jeszcze
(3) m~ p,

to, procz powyzszych réwnos$ci, zachodzi jeszcze rownos$¢ na-
stepuj aca
V) am: ap— am-p

Przechodzimy do kolejnego uzasadnienia powyzszych pieciu réwnosci.
W razie réwnosci
jo=0

rownos¢ | zachodzi, albowiem, ze wzgledu na (4) i na definicye modutu mno-
Zenia, mamy:

al .a* =ran.v= a",
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a z drugiej strony

skad rzeczywiscie wynika rownosé
(6) am. a’ = e*™Q

Zatézmy teraz chwilowo, ze réwnos¢ (I) zachodzi przy

i przyjmijmy
(8) p=k+ I

Poniewaz ze wzgledu na (3) mamy

©) a'+* = ak.a,
gdy

k™1,
poniewaz nadto z réwnosci (6) wynika, ze rownos$¢ (9) zachodzi
k= 0,
przeto, przy wartosci (8) na p, mamy
am.a*= am.(@l.a) — (@" .a") .a;
a poniewaz zatozyliSmy chwilowo, ze
a” .a' = anH

przeto mamy
@o) am. a*= amk a

Poniewaz z réwnosci (2) i (3) wynika, ze

am¥ .a = a’+'+1,
przeto z réwnosci (10) mamy

99

nawet przy

skad, ze wzgledu na (8), wynika wiasnie zwigzek (I). Z uzyskanych wynikéw
wnosimy, na podstawie indukcyi matematycznej, ze rownos¢ (I) rzeczywiscie

zachodzi.
Przejdzmy do réwnosci Il. Przy

(H)

1*
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mamy

oraz

zatem przy wartosci (11) na p réwnosé (Il) zachodzi. Gdyby za$ ta réownosé
zachodzita przy

p—k (k 0),
to mielibysmy

(any = &,
skad
(oM* .a = arTe*. aT;
2.1
(@)% e = (@)
a na podstawie dowiedzionej juz réwnoséi . mamy

@r)*. am= am* = cC’
mielibySmy wiec
(@) = an-(I+)

i rownos¢ (1) zachodzitaby przy
p= k+ I

Ostatecznie wiec (Zas. ind. mat.) réwnos¢ (Il) zachodzi rzeczywiscie.
Zwracajac sie do uzasadnienia rownosci (lll), spostrzegamy najpierw, ze
réwnos¢ ta zachodzi przy
m= 0,

albowiem, ze wzgledu na tw. 1i na definicye modutu mnozenia v, mamy w tym
przypadku:
: " am.b" = a*.b°= v.v= v
oraz
(a.bn= (a.by ==y,
skad rownos¢ (I11), przy
m= 0,
rzeczywiscie wynika.
Ale réwnos¢ (111) zachodzitaby przy
m— K 1,
gdyby tylko zachodzita przy
m= Kk,
gdyz mielibySmy
a*.b’= (a. by,
skod
ak.bk.a.b= (a.by.(a.b)

a poniewaz
a .bk.a.b= (ak.a).(bk.b)= «*+'. b
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oraz
(a.bf.(@a.b = (a.bk¥,
przeto mielibySmy rzeczywiscie
al+ . bk+' — (a . 6)*+
Zatem (Zas. indukcyi mat.) réwnos¢ (Ill) zachodzi rzeczywiscie.

Zeby uzasadni¢ réwnosé 1V, przyjmijmy

(12) X = (a: bhm
Mamy tedy
X.bn — (a: b)m. b",

a poniewaz, ze wzgledu na dowiedziong juz réwnos¢ (111), mamy

(@a:bm.bm= {(a:b).b}* = an,

przeto

X.bm= am
skad
(13) X = am: bm

a z réwnosci (12) i (13) wynika wiasnie réwnos¢ 1V, ktérg pragneliSmy uza-
sadnic.

Zwracajac sie do rownosci (V), zwazmy przedewszystkiem, ze zwigzek
(5) jest koniecznym warunkiem rozwazanej réwnosci, gdyz w razie nieistnienia
rzeczonego zwigzku symbol

m—p

bytby dla nas bez znaczenia. Powiadam, ze zwigzek (5) jest dostatecznym wa-
runkiem, aby réwnos$¢ (V) zachodzita. Istotnie, przyjmijmy

(14) X= am

Mamy tedy
X.a — am™. a’,

a poniewaz ze wzgledu na twierdzenie, wyrazone przez (l), mamy

am’ . ar = a{FpfP= a™
przeto
X.ar= cl,
skad
X= a":ar

Z rownosci tej i z rownosci (14) wynika whasnie réwnosé V, ktéra pozo-
stawata do uzasadnienia.
Ostatecznie, twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
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Pozostawiamy czytelnikowi, jako pouczajgce ¢wiczenie, stwierdzenie oko-
licznosci nastepujacych:
1° Jezeli element a element b, albo i kazdy z tych elemen-

tow rowna sie modutowi dodawania, to réwnosci (I), (M i Il za-
chodzg, byleby liczby catkowite m ip byly od zera wigeksze.
2° Jezeli liczba catkowita m jest wieksza od zera, a ele-

ment b modutowi dodawania réwny nie jest, to ro6wnos$¢ IV za-
chodzi nawet w tym wypadku, kiedy element a ro6wnasie modu-
towi dodawania.

3° Rownos$¢V zachodzi tylko pod warunkiem, zeby element
a nie rownat sie¢ modutowi dodawania.

§ 74. W tym paragrafie takze zachowamy zatozenie, iz symbol (K) oznacza
klase wielkosci, dla ktérych zachodza wszystkie twierdzenia, wyszczegélnione
w § 67-ym, i wykazemy Scista analogie, jaka zachodzi pomiedzy ilorazami ele-
mentéow klasy (K) a liczbami utamkowemi.

Lief. 1. Jezeli oznaczymy przez b element klasy (K), nieréwny modutowi
dodawania, a przez a juz catkiem dowolnie ,dany element tejze klasy, to iloraz

a
~b"

ktory w takim razie (8 72 Tw. I) ma catkiem oznaczona w'artos$¢,
zowie sie stosunkiem elementu a do elementu b. Przy tych warunkach element
a zowie sie licznikiem, a element b — mianownikiem powyzszego stosunku.

Zeby rzecz uproécié, umawiamy sie, ze w orzeczeniu iz symbol postaci

a
~b

oznacza stosunek dwéch elementéw klasy (K) symbole a i b oznaczaja dwa
elementy klasy (K), z ktérych b nie jest réwny modutowi dodawania-
Tw. |I. Zeby stosunek dwoéch elementéw klasy (K) réwnat
sie modutowi dodawania, potrzeba i wystarcza, zeby licznik
rownat sie modutowi dodawania.
Istotnie, oznaczmy przez
a
T

stosunek dwaéch elementéw klasy (K) i przyjmijmy



Mamy tedy (§ 72 tw. I, uwaga IlIl) réwnosc:

(1) b.z= a

Jezeli X réwna sie modutowi dodawania p, to z réwnosci tej (8§ 70 tw. IlI)
mamy
(2 a= p.

Odwrotnie, jezeli powyzsza réwno$¢ zachodzi, to, ze wzgledu na nierdwnosé
bo ft

zapewniong przez definicye stosunku, mamy (§ 70, Tw. IlI)
X — [n

Zatem, twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. Il. Zeby dwa stosunki
a a'
T 1-~T

elementow klasy (K) byty rowne pomiedzy sobg. potrzeba i wy-
starcza, zebysmy mieli

1) a.b'= a'.b
Twierdzenie to zachodzi jako réwnowazne Tw. Il. § 72-go.
Whniosek 1. Jezeli oznaczymy przez a dowolnie dany ele-

ment klasy (K), a przez b i ¢ dwa takie elementy tejze Kklasy,
zeby zaden z nich nieréwnat sie modutowi dodawania, to w ta-
kim razie zachodzi zawsze ré6wnos$¢ nastepujaca:

a a.c
b b.c
Wniosek Il. Dowolng ilo$¢ danych stosunkéw elementow

klasy (K) mozna zawsze sprowadzi¢ do wspolnego mianownika
rownego dowolnie danemu, byle od modutu dodawania odmien-
nemu elementowi. Innemi stowy, do danych n(n> 1) stosunkoéw
elementéow klasy (K) mozna zawsze dobraé¢ odpowiednio réwne
im stosunki w ten sposdb, aby mianowniki tych ostatnich byty
rowne pomiedzy sobg, a wspodlna ich wartos¢ réwnata sie do-
wolnie naprz6d danemu, byle od modutu dodawania odmien-
nemu elementowi m klasy (K). Przekonywamy sie o tem z #tatwoscia,
zwazywszy, iz wystarczy pomnozy¢ w kazdym z danych stosunkéw licznik
i mianownik odpowiednio przez iloraz podziatu elementu m przez mianownik
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rozwazonego stosunku, aby uzyskaé¢ stosunki o mianowniku m réwne (Wnio-
sek 1) odpowiednio danym stosunkom.
Tw. Il1l. Jezeli mianowniki oznaczonych elementéw klasy
(K) sa rowne pomiedzy sobg, to suma tych stosunkéw rodéwna
sie stosunkowi sumy licznikéw do wspdlnego mianownika.
Istotnie, oznaczmy przez b wspdlny mianownik rozwazanych stosunkéw,
a przez

odpowiednio ich liczniki. Przyjmijmy

a,
= ~b (*= 7,2 .m»)
Mamy tedy
b.X,= af, (i= 1, 2 n),

skad

b .Xt— ,
a poniewaz (8§ 71, Tw. 1.

X, = b.N xt,

przeto

Zwazywszy, ze element b, jako mianownik stosunku dwdch elementéw
klasy (K), nie rowna sie modutowi dodawania, wnosimy z powyzszej rownosci
(8 72 Tw. I, Uwaga Ill), ze

i-t

a rownos¢ ta wyraza wihasnie twierdzenie, ktérego dowdd pragneliSmy podac.

Wniosek. Jezeli oznaczymy przez

a a

dwa stosunki elementéw klasy (K} o wsp6lnym mianowniku b
i zatozymy, Zze odejmowanie, zaznaczone we wzorze
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a— d,

jest wykonalne, to mie¢ bedziemy:

albowiem, na podstawie dowiedzionego twierdzenia, mamy:

a J a—a' a-f-@a—a’) .

~b b b b
Tw. 1¥. lloczyn dowolnie danych stosunkdéw elementow
klasy (K) ré6wna sie stosunkowi iloczynu licznikédw do iloczynu

mianownikow.
Zeby to twierdzenie uzasadnié, zwréémy sie najpierw do przypadku, kiedy

chodzi o iloczyn dwéch stosunkéw
a a

Przyjgwszy

mamy

skad
(b.x).(b.x")= a.d.

Opierajac sie na witasnosciach tacznosci i przemiennosci mnozenia elemen-
tow klasy (K), spostrzegamy, ze z powyzszych roéwnosci wynika nastepujaca:

1) b.B.x.x)= a.a’
a poniewaz iloczyn ,
b.wW

jako iloczyn czynnikéw, z ktérych zaden nie réwna sie modutowi dodawania,
sam (§ 70 tw. Ill) modutowi dodawania réwnac sie nie moze, przeto (§ 72 tw. |
uwaga Ill) z réwnosci (1) mamy:

a ta rowno$¢ wyraza nasze twierdzenie dla przypadku, w ktérym chodzi o ilo-
czyn dwéch stosunkéw. Opierajac sie na tym wyniku, czytelnik uzasadni
juz sam drogg indukcyi matematycznej, ze twierdzenie zachodzi w podanem
brzmieniu.

Tw. V. Przy dzieleniu, w ktéorym za dzielng przyjmujemy
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dowolnie dany stosunek elementow klasy (K), a za dzielnik,
rowniez dowolnie dany, byle jednak modutowi dodawania nie
rowny, stosunek, iloraz réwna sie iloczynowi dzielnej, pomno-
zonej przez odwrotno$¢ dzielnika (czyli stosunek, ktérego licznikiem jest
mianownik, a mianownikiem licznik dzielnika).

Istotnie, oznaczmy przez
a

~b

stosunek, przyjety za dzielng, a przez
o

\%

stosunek, przyjety za dzielnik. Poniewaz z zatozenia

a
) ~Y @

gdzie p jest modutem dodawania, przeto (tw. I) mamy

) ald @.
Zatem symbol
\Y

przedstawia oznaczony stosunek dwoch elementéw klasy (K). Na podstawie
twierdzenia poprzedzajgcego mamy

la b" \ a' a.b a' a.v .a

\T bl) ' ~F= "V ~ b.dZve

Ale ze wzgledu na tw. Il (Wniosek 1) i na wilasno$¢ przemiennos$ci mno-
zenia elementow klasy (K) mamy

a.v .a a
b.a'.V = ~b '
Ze zwigzkow (3) i (4) wynika réwnosc:
la b\ & a
r “1K*y = T1*
skad, na podstawie nieréwnosci (1), wynika (§ 72, Tw. I, Uwaga Ill), ze mamy
a b’ a a '
~b ' = X o~ F

a ta rownos$¢ wyraza wilasnie twierdzenie, o dowod ktdérego chodzito.
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§ 75. Teorya, ktora wylozyliSmy w paragrafie poprzedzajacym, oczywiscie
znajduje sie w najscislejszej analogii z teoryag liczb utamkowych i stanowi
szerokie uogodlnienie tejze.

Zeby uwydatni¢ znaczenie powyzszej teoryi, podajemy definicye pewnych
wyrazen, ktére i we wielu innych przypadkach beda nam bardzo uzyteczne.
Oznaczywszy przez (U) ukiad skonczonej ilosci elementéw klasy (K), zowiemy
jednomianem catkowitym elementéw uktadu (U) symbol, przedstawiajacy albo
jeden z elementéw tego ukiadu, albo iloczyn, ktérego kazdy czynnik nalezy do
rozwazanego uktadu, z czego wynika, ze iloczyn poteg elementéw ukiadu (U)
jest zawsze jednomianem catkowitym elementéw rzeczonego ukiadu;

wielomianem catkowitym elementéw uktadu (U) zowiemy symbol, przed-
stawiajacy albo jeden jednomian rozwazanych elementéw, albo kombinacye
pewnej ilosci takich jednomianéw zapomoeag dziatan, z ktérych kazde jest do-
dawaniem albo odejmowaniem.

Z twierdzen, podanych w § 74 tym, wynika, ze wszelka kombinacya sto-
sunkow elementéw klasy (K) zapomoeg dziatan podstawowych réwna sie (o ile
zaznaczone dziatania sg wykonalne) stosunkowi dwoéch wielomianéw catkowi-
tych tego ukiadu elementéw, jaki tworzg razem liczniki i mianowniki rozwa-
zanych stosunkéw; tak np. mamy

a e a.d-j-c.b
b d b.d

Z drugiej znéw strony, do kazdego elementu a klasy (K) mozna dobraé
rowny mu stosunek: jezeli bowiem oznaczymy przez b jakikolwiek, byle modu-
towi dodawania nie rowny, element klasy (K), to mie¢ bedziemy:

a.b

Zatem, wszelkg (wykonalng) kombinacye oznaczonych elementéw klasy (K)
zapomoeg dziatan podstawowych mozemy uwazaé za takgz kombinacye stosun-
kéw elementéw rozwazanej klasy. Z tego za$ wynika ostatecznie, ze do wszel-
kiej kombinacyi oznaczonych elementéw klasy (K) zapomoeg
dziatan podstawowych mozemy dobra¢ albo réowny jej wielo-
mian catkowity tychze elementéow albo rowny jej iloraz dwéch
takich wielomianéw catkowitych. Na tern wlasnie twierdzeniu polega
gldbwne znaczenie teoryi, wylozonej w paragrafie poprzedzajgcym. Powyzsze
rozwazania oczywiscie nie stanowig S$cistego dowodu rzeczonego twierdzenia.
Dowdd taki mozna tatwo uzyskaé, postugujac sie zasada indukcyi matematy-
cznej, ale rzeczonego dowodu nie rozwijamy, gdyz bezposrednie zastosowywa-
nie twierdzen paragrafu poprzedzajgcego doprowadzi nas we wszystkich przy-
padkach szczegdlnych do pozadanego celu.
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§ 76. Wszystkie twierdzenia, wyszczeg6lnione w § 67, moga zachodzié
dla takiej klasy wielkosci (K), ktora jest klasa wielkosci tylko w znaczeniu
szerszym. GdybysSmy na przykiad z teoryi liczb wymiernych usuneli umowe,
okres$lajgca, ktéra z dwoch nieréwnych pomiedzy sobg liczb wymiernych ma
by¢ uwazana za mniejszg, nie zmieniajgc przytem w niczem innych definicyj
rzeczonej teoryi, to zbiér liczb wymiernych* statby sie przykladem na taka
klase (K) wielkosci w znaczeniu szerszem, w odniesieniu do ktérej zachodzityby
wszystkie twierdzenia, podane w § 67. Obecnie zatozymy, ze symbol (K) ozna-
cza taka klase wielkosSci w znaczeniu Scislejszem, dla ktérej zachodza, procz
twierdzen, wyszczeg6lnionych w § 67, jeszcze dwa twierdzenia nastepujace:

Tw. I. Jezeli dwa elementy b i b klasy (K) spetniajg nie-
rownos¢

b<Vv,

a symbol a oznacza jakikolwiek trzeci element rozwazanej
klasy wielkosci, to w takim razie zachodzi nieréwnos$¢

a-Jbe<a-f-b.

Tw. Il. Jezeli dwa elementy b i V klasy (K) spetniajg nie-
rownos¢
b< b\

a pewien element a rozwazanej klasy wielko$ci speinia nie-
rownos¢
a> (@,

gdzie fAoznacza modut dodawania elementéow klasy (K), to wt a-
kim razie zachodzi nier6wnos¢

» a.b<za.b.
Uwaga |I. Zwazywszy, iz modutem dodawania liczb wymiernych jest liczba

0,

spostrzegamy natychmiast, ze zbior wszystkich liczb wymiernych
stanowi przyktad na klase wielkosci, spetniajacej wszystkie
obecnie przyjete zatozenia co do klasy wielkosci (K). Przekonamy
sie pozniej, iz proécz liczb wymiernych, istnieja inne jeszcze klasy wielkosci,
ktére rozwazane zalozenia takze spetniajg. Z tej przyczyny korzystnem jest
zbadanie wazniejszych nastepstw tych zalozen. Rzeczone nastepstwa polegajg
na twierdzeniach, odnoszacych sie do iloSciowego uszeregowywania sum, réznic,
iloczynow i stosunkéw elementéw klasy (K). Przystepujemy obecnie do wyktadu
tych twierdzen.
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Tw. I1l. Jezeli elementy a b, a i b klasy (K) spetniaja albo
zwigzki
@ an™ ai b< V,
albo zwigzki
2 a< a, hfghb,
to w takim razie mamy
(3) ®-(-b g a' -j- b

Istotnie, zat6zmy najpierw, ze spetlnione sg zwigzki (1). Opierajac sie na
Tw. | i na wiasnosci przemiennosci dodawania, stwierdzamy fatwo, ze ze
zwigzkéw (1) wynikaja nastepujace
a-f-b~ a -f- b
d-\-b < a'-j-b,

ktore pociggajg ze sobg zwigzek (3). Catkiem analogicznie stwierdzimy, ze ze
zwigzkéw (2) wynika rowniez zwigzek (3). Zatem, twierdzenie zachodzi w po-
danem brzmieniu.

Tw. 1Y. Jezeli oznaczymy przez a b, a i b cztery elementy
klasy (K) i zatozymy, Zze odejmowania, zaznaczone we wzorach

a—»b i a—»b,

sag wykonalne, to w takim razie zwigzKki

) a—b< a—YV,
) a—b= a—4,
€) a—b> a—V

sg odpowiednio réwnowazne zwigzkom nastepujgcym:

©) a-j-b < al4- &
(5) a+ V = a+ b
(6) a-(-be>a b

Zeby to twierdzenie uzasadni¢, zwazmy przedewszystkiem, ze mieli$my
juz poprzednio sposobno$¢ do wykazania (§ 69, Tw. Ill) réwnowaznos$ci zwia-
zkow (2) i (5). Powiadam, ze nieréwnos$¢ (1) pociaga za sobg (4). Istotnie, za-
t6zmy, ze zwigzek (1) zachodzi. W takim razie na podstawie Tw. | mamy

(a- b+ b< (@- b)-fb;
poniewaz za$ z jednej strony (§ 69 Tw. I, Uwaga II)

@@—b) -J- b— a,



a z drugiej (8 69, Tw. II)

K- b))+ b= @+ b- b,
przeto
a< («+ b— b,

skad (Tw. I) wynika wasnie nieréwnos¢ (4).
Z tatwoscig przekonywamy sie teraz, ze (3) pocigga za sobag (6), albo-
wiem (3) pocigga za sobg
a—b < a— b,

a stad wynika (ze wzgledu na to, iz (1) pociaga za soba (4)) nieréwnosé
al b <( a-j- b\

ktéra wihasnie pocigga za sobag (6).

Z powyzszych rozwazan wynika, ze zwigzki (1), (2) i (3) pociggaja za
sobg odpowiednio zwiagzki (4), (5) i (6). Pozostaje wiec tylko do wykazania, ze
zwigzki (4), (5) i (6) pociggaja za soba odpowiednio zwigzki (1), (2) i (3).
Otéz, jezeli zachodzi zwigzek (4), to jeden ze zwigzkéw (1), (2), (3) niezawo-
dnie zachodzi¢ musi. Poniewaz za$ nie moze zachodzi¢ ani (2) ani (3), gdyz,
ze wzgledu na wyniki juz uzasadnione, musiatby w takim razie zachodzi¢ albo
zwiazek (5) albo (6), a kazdy z nich jest wykluczony przez zwiazek (4), kto-
rego istnienie zakladamy, przeto zwigzek (4) pocigga za sobg zwigzek (1).
Calkiem analogicznie okazaliby$my, ze w razie istnienia zwigzku (6) zachodzi¢
musi zwigzek (3), a poniewaz, ze wzgledu na réwnowaznos$¢ zwigzkow (2) i (5)
zaznaczong na poczatku dowodu, zwigzek (5) pocigga za sobg (2), przeto stwier-
dzamy ostatecznie, ze twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Uwaga I|. Z twierdzen Il i IV czytelnik sam wysnuje wnioski nastepu-
jace : Przy odejmowaniu elementéw klasy (K) powiekszenie od-
jemnej bez zmiany odjemnika powieksza reszte, powiekszenie
za$ odjemnika bez zmiany odjemnej zmniejsza reszte.

Tw. Y. Jezeli oznaczymy przez aib dwa elementyklasy (K,
z ktorych kazdy wiekszy jest od modutu dodawania p, to w ta-
kim razie zachodzi nieréwnos$¢

Q) a.b> p
Istotnie, ze wzgledu na nieréwnosci
a>p i b> p,

mamy (Tw. II)
a.b> a.p,
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a poniewaz (§ 70 Tw. IlI)
a.P= p,

przeto nieréwnos$¢ (1) rzeczywiscie zachodzi.

Tw. VI. Jezeli oznaczymy przez « b, a i b cztery elementy
klasy (K), z ktorych kazdy jest wiekszy od modutu dodawania,
i zatozymy, ze mamy albo

@ a”™ a, b< b\
albo
2 a< a, b\
to w takim razie mamy
3) a.b <G o.b.
Istotnie, zatézmy, ze zachodzg zwiazki (1). Opierajac sie na Tw. Il i na

wihasnosci przemiennosci mnozenia, tatwo stwierdzamy ze, ze wzgledu na

a>p i bj>p
mamy
a.b~ a.b a .b< a .b\

a poniewaz zwigzki te pociggaja za sobg nieréwnos¢ (3), przeto zwigzki (1)
rzeczywiscie pociggaja za sobag nieréwnos¢ (3). Catkiem analogicznie udowodnili-
bysmy, ze zwigzki (2) takze pociggaja za soba nieréwnosé (3). Ostatecznie wiec,
twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. VII. Jezeli oznaczymy przez bi V dwa elementy klasy
(K), z ktérych kazdy jest wiekszy od modutu dodawania, a przez
aia juz catkiem dowolnie dane elementy tejze klasy, to w ta-
kim razie z wigzKki

a u
@ T S v

a a'
@ b = b

a a'
©) T
rbwnowazne Sg odpowiednio zwigzki
@ a.V < o0'.6
?) a.b'= a.e
©®) a.b > al.h

Réwnowaznos$¢ zwigzkéw (2) i (5) wynika bezposrednio z Tw. Il § 72-go;
chodzi wiec tylko o udowodnienie, ze zwigzki (1) i (3) sa odpowiednio réwno-
wazne zwigzkom (4) i (6), W tym celu przyjmijmy
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a a
(7) == T 7 €= ~br'
skad

Z rownosci tych wynikajg nastepujace:
(8) a.V—a.(b.V), a.b= Xl.(b.Db)

Poniewaz kazdy z elementéw b i V jest wiekszy od modutu dodawania
p, przeto (Tw. V) mamy takze

b.V )>p
Zatem (Tw. Il) nieréwnos¢
9) X< a
pocigga za soba
(10) X.(b.b") < x1.(.Db),
a nieréwnos¢
(11) x> X'
nieréwnosé
(12) xA{b.b) > x .Mb.V)

Poniewaz za$, ze wzgledu na (7), nieréwnosci (1) i (3) pociggaja za sobg
odpowiednio (9j i (11), przeto rzeczone nieréwnosci pociagaja za sobg odpo-
wiednio nieréwnosci (10) i 12), ktére zndw, na podstawie rownosci (8), pocia-
gaja za sobg odpowiednio (4) i (6). Stwierdzamy zatem, ze nieréwnosci (1) i (3)
pociggaja za sobg odpowiednio nieréwnosci (4) i (6). Pozostaje do udowodnienia,
ze odwrotnie, w razie istnienia zwigzku (4) zachodzi zwigzek (1), a w razie
istnienia zwiazku (6) — zwigzek (3). Oto6z, jezeli zwigzek (4) zachodzi, to nie
moze zachodzi¢ zaden ze zwigzkow (2) lub (3), gdyz istnienie jednego z tych
zwigzkéw pociggatoby za soba, na podstawie tego, coSmy stwierdzili wyzej,
istnienie albo zwigzku (5) albo (6), z ktérych znéw zaden nie moze zachodzic,
skoro zachodzi (4). Poniewaz za$ jeden ze zwigzkow (1), (2) lub (3) zachodzi
niezawodnie, przeto zachodzi¢ musi zwigzek (1). Catkiem alogicznie wykazali-
bysmy, ze zwiazek (6) pocigga za sobg zwigzek (3). Ostatecznie wiec twier-
dzenie zachodzi w podanym brzmieniu.

Uwaga. Z twierdzen V,VIiVIl tatwo wyprowadzamy wnioski
nastepuj ace:

1° Jezeli w stosunku dwoéch elementéw klasy (K) o miano-
wniku wiekszym od modutu dodawania zwiekszymy licznik,
nie zmieniajac mianownika, to zwiekszymy przez to i wartos¢
samego stosunku.

2° Jezeli licznik i mianownik w stosunku dwdch od mo-
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dutu dodawania wiekszych elementéw klasy (K) zwiekszymy
mianownik, nie zmieniajgc licznika, to przez to zmniejszymy
sam stosunek.

Przy zastosowaniach nalezy pilnie zwaza¢ na gteboka réznice, ktéra za-
chodzi pomiedzy temi z twierdzen, podanych w niniejszym paragrafie, ktére
odnosza sie do sum i réznic, a temi, ktére odnosza sie do iloczynéw i stosun-
kéw (czyli ilorazéw); wobec twierdzen pierwszej kategoryi zaden element klasy (K)
nie odgrywa wyrozniajacej go roli, wobec za$ twierdzen drugiej — przypada mo-
dutowi dodawania rola szczegélna, wyrézniajaca go od innych elementéw klasy (K).
Ta sama okoliczno$¢ wystepuje nawet w niektérych twierdzeniach, podanych w pa-
ragrafach poprzedzajacych, w ktérych zakiadaliSmy tylko, ze klasa wielkosci
(K) sprawdza twierdzenia § 67-go. Omawiany brak symetryi w teoryi dziatan
podstawowych na wielkosciach klasy (K) wywotany jest okoliczno$ciami, uwy-
datnionemi w konhcowej uwadze § 67-go.

Wstep do analizy. 8



IV. Mierzenie odcinkéw niewspoétmiernych z jednostke. Liczby niewymierne.

Ogolne pojecie liczby bezwzglednej.

§ 77. Juz w rozdziale, poswieconym mierzeniu odcinkéw wspotmiernych
z jednostka zaznaczyliSmy, ze istnieja pary odcinkéw niewspotmiernych pomie-
dzy sobg. W jednym 2z nastepnych paragraféw niniejszego rozdziatu wyka-
zemy, ze ta okoliczno$¢ nalezy do nastepstw logicznych postulatéw, wyszcze-
goélnionych w rozdziale IV-tym pierwszej czesci tego dzieta, ale sadzimy, ze
korzystnem bedzie udowodni¢ na tem miejscu istnienie odcinkéw niewspot-
miernych przez uzasadnienie, za pomoca elementarnych twierdzen planimetrii,
twierdzenia nastepujgcego:

W kazdym tréjkacie prostokatnym rdéwnoramiennym bok
kata prostego i przeciwprostok gtna stanowia pare odcinkow
niewspotmiernych.

Ré6zne istniejg dowody powyzszego twierdzenia. Zeby z tych dowodéw wybraé
najodpowiedniejszy, kierowaliSmy sie ta mys$la, zeby, przy zachowaniu nalezytej
scistosci, dowdd byt mozliwie prosty i nie wymagat powotywania sie na zadne inne
teorye geometryczne, préocz tylko na teorye réwnosci figur prostoliniowych.

Lemat. Oznaczywszy przez A (fig. 1) wierzchotek kata prostego
trojkata prostokgtnego réwnoramiennego, a przez B i C dwa

wierzchotki pozostate zatézmy, ze
odcinki EF i GH, potozone odpowie-
dnio na bokach BC i BA. sg réwne
pomiedzy sobg i oznaczmy: przez E'
iF' podnéza prostopadtych, spusz-
czonych z punktéw.E i F na bok BA,
a przez G i H' podndéza prostopa-
dtych, spuszczonych 2z punktéw G
i H na przeciwprostokgtng BC. Po.
Fig. 1. wiadam, ze mamy

(D) G'H' = E'F\

Istotnie, jezeli oznaczymy przez Hx podnéze prostopadiej, spuszczonej
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z punktu G na prostg HH', a przez F1 podnéze prostopadiej, spuszczonej
z punktu E na prostg FF', to figury G"H'G' i EF1F’E' bedg prostoka-
tami, skad wynika, ze

@) GHt= G'H\ ~EFl= WIF.

Poniewaz za$, ze wzgledu na réwnos¢
GH = EY,

ktorej istnienie zaktadamy, tréjkaty prostokatne réwnoramienne GH”H i EF, F
sg réwne pomiedzy soba, przeto mamy

3) GH1= EFt

Z réwnosci (2) i (3) wynika réwnos¢ (1), o uzasadnienie ktérej wiasnie
chodzito.
Zeby posunaé sie dalej, uwazajmy jakikolwiek tréjkat prostokatny réwno-
ramienny i oznaczmy znowu przez A wierz-
chotek katu prostego, a przez B i C dwa A
wierzchotki pozostate. Zatézmy, ze wbrew
brzmieniu twierdzenia, odcinki AB i BC sg
wspotmierne.
Umowiwszy sie, ze miare jakiegokolwiek
odcinka PQ w razie przyjecia za jednostke
pewnego odcinka wilasciwego RS, z nim wspot-
miernego, oznacza¢ bedziemy przez symbol

(PQ., RS),

mie¢ bedziemy, na podstawie przyjetego zatozenia, réwnos¢ postaci nastepujace;j:

4) (BC.BA) = vy,

gdzie symbol
m

Y

oznacza pewng liczbe utamkowg o liczniku m i mianowniku p.

Oznaczmy przez 1) (fig. 2) podnéze prostopadtej, spuszczonej z punktu A na
przeciwprostokatng BC i podzielmy odcinki BC i BA odpowiednio na m i p
rownych czesci. Wszystkie te czesci odcinkéw BC i BA beda réwne pomiedzy soba,
gdyz na-tern wiasnie polega tres¢ rownosci (4). Jezeli teraz przez punkty podziatu
odcinka BC poprowadzimy prostopadte do prostej BA, a przez punkty podziatu

8*
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odcinka BA — prostopadie do prostej BD, to prostopadie do odcinka BA po-
dzielg go na m czesci, a prostopadte do odcinka BD podzielg ten odcinek na
p czesci. Ze wzgledu na lemat, uzasadniony wyzej, kazda z czesci, na ktore
podzielony zostat odcinek BA réwnac sie bedzie kazdej z tych czesci, na ktory
odcinek BD zostat podzielony. Zatem mie¢ bedziemy:

(5) {BA, BD) = —
P

Ale z definicyi mnozenia liczb utamkowych wynika, ze réwnosci (4) i (5)

pociagaja za sobag réwnosc:
/ m\2
(6) (BC, BD) = (y)

Z drugiej znéw strony, poniewaz punkt D jest Srodkiem odcinka BC,
przeto mamy:

(L, BD) = 2

Ale z réwnosci tej i rownosci (6) wynika, na podstawie definicyi rownosci liczb
wymiernych, ze zachodzi¢ musi réowno$¢ nastepujaca:

Dochodzimy wiec do wyniku nastepujacego: gdyby wbrew brzmieniu
twierdzenia odcinki BC i BA byly wspdtmierne, to istniataby

liczba utamkowa
m

P,
sprawdzajgca rownos$¢ (7). Ale taka liczha ulamkowa nie istnieje.

Gdyby bowiem rzeczona liczba utamkowa istniala, to w takim razie albo
istnialaby pewna liczba catkowita c, spelniajgca rownosc

m

albo istniataby liczba utamkowa nieprzywiedlna

Pi
o mianowniku od jednosci wiekszym, spelniajgca réwnosc :
ml m
Pi ~ P

W pierwszym przypadku mielibysmy

(8) cc= 2,
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a w drugim

czyli
©)

Otéz réwnoséé¢ (8) nie moze zachodzié, gdyz réwnosci tej nie spetnia ani
zerowa warto$¢ na c ani wartos$¢

a przy kazdej innej wartosci catkowitej na ¢ mielibySmy
ct> 2

Ale réwnos¢ (9) takze zachodzi¢ nie moze, gdyz ze wzgledu na to, ze liczby
nii i px sg wzglednie pierwsze, liczby

wWj* i Pi2

sg rowniez wzglednie pierwsze, skad znéw wynika, ze liczba ulamkowa

o mianowniku od jednostki wiekszym, jest nieprzywiedlna i z tego powodu
zadnej liczbie catkowitej, a wiec w szczegélnosci i liczbie 2, réwnaé sie nie
moze. Ostatecznie stwierdzamy, ze zatozenie, iz odcinki BG i BA sg wspot-
mierne, doprowadza do btednego wyniku, iz istnieje liczba utamkowa

m
\%

spetniajgca roéwnosé (7). Zatem rzeczone zatozenie jest bledne. Innemi stowy,
twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Upewniwszy sie o istnieniu par odcinkéw niewspdétmiernych pomiedzy
soba, przekonywamy sie o koniecznosci badania problemu mierzenia odcinkow
niewspotmiernych z jednostka.

§78. Oznaczmy przez u odcinek wlasciwy, przyjety za jednostke, a przez
a jakikolwiek odcinek niewspotmierny z odcinkiem u.

Jezeli tedy oznaczymy przez w jakgkolwiek liczbe wymierng, to odcinek,
ktérego miarg, przy rozwazanej jednostce dtugosci, bylaby liczba w, nie bedzie
w zadnym razie réwnaé¢ sie odcinkowi a

Mozemy wiec podzieli¢ zbidr wszystkich liczb wymiernych na dwie kate-
gorye i (A2), zaliczajgc do kategoryi (Ab) liczby wymierne, bedace miarami
odcinkéw mniejszych od odcinka a, a do kategoryi (J,) te liczby wymierne,
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ktére sg miarami odcinkéw wiekszych od odcinka a. W tym spostrzezeniu znaj-
duje sie cafe jadro teoryi, ktérg zamierzamy wytozy¢. Wobec tego koniecznem
jest, zebySmy blizej zbadali wasnosci powyzszego podziatu zbioru wszystkich
liczb wymiernych na te dwie kategorye, ktore oznaczyliSmy przed chwilg przez
(™)) i (.d2. Rzeczone wilasnosci mozemy wyrazi¢ w postaci twierdzen nastepu-
jacych.

(A) Zaden ze zbiordéw (J1,) i (J1D nie jest pusty, a zbiér (4,
obejmuje przynajmniej jedng liczbe od zera wiekszg.

(B) Kazda liczba zbioru (J1,) jest mniejsza od kazdej liczby
zbioru (2.

(C) W zbiorze (Aj) nie istnieje liczba najwieksza.

(D) W zbiorze (42 nie istnieje liczba najmniejsza.

Powyzsze twierdzenie wyprowadzimy z tatwoscig z dwoéch twierdzen na-
stepujacych :

Tw. I. Jezeli przyjmiemy jakikolwiek odcinek wtasciwy
U za jednostke i oznaczymy przez a dowolnie dany odcinek,
to zawsze znajdzie sie liczba, ktora bedzie miara odcinka
wiekszego od odcinka a

Istotnie, zawsze znajdzie sie (8 43. Tw. Il) liczba catkowita n speiniajaca
nieréwnos¢

n.ul>a

Poniewaz za$ rzeczona liczba catkowita n jest miarg odcinka

n.u,

przeto ta liczba catkowita jest liczbg wymierng, speiniajgca warunki twierdzenia.
Zatem twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
Tw. Il. Jezeli dwa odcinki bi b spetniajg nieréwnos¢

(1) b< V,

to, po przyjeciu za jednostke dowolnie danego odcinka wtasci-
wego w, zawsze istnie¢ bedzie taka liczba wy mierna ir, zeby od-
cinek X, ktérego miarg bytaby liczba w, spetniat nierdwnosci

(2) b< X< V

Istotnie, z nieréwnosci (1) wynika (§ 41 Tw. 1), ze istnie¢ bedzie odcinek

d, spetniajgcy réwnosé
d= b'— b

rownowazng (8§ 41 Tw. I, Uwaga) rownosci

A3) b-fd= V
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Odcinek d bedzie odcinkiem wiasciwym, gdyz w przeciwnym razie z réwnosci
(3) mielibysmy (§ 40 Tw. VII) wbrew zatozeniu

b= b.
Do odcinka d mozna bedzie (843, Tw. IlI) dobra¢ liczbe catkowita p, spetnia-
jaca nierownos¢

4 p.d> u,
a do liczby p (843 Tw. IV) mozna bedzie dobra¢ taki odcinek wkasciwy 8, ze-
bysmy mieli
(5) p ES= M
Z zwiazkéw (4) i (5) mamy
p.8< p.d,
skad (§8 42, Tw. IV, Wniosek)
(7) §< d

Poniewaz odcinek S jest witasciwym, przeto (8 43 Tw. Il) znajdzie sie
liczba catkowita k, spetniajgca nieréwnosé

(8) K.8> b,

Poniewaz za$ wyrazenie (8§ 42 Def. )
0.8
przedstawia odcinek niewlasciwy, przeto (§ 39 Def. I) mamy

©)] 0.S" b

Ze zwiazkéw (8) i (9) wynika, ze pos$réd liczb catkowitych
0,1, 2, ... K

znajdzie sie pewna liczba catkowita m [m > 0), spetniajgca zwigzki
@o) (m—15< b

(V) m.Sj>b
Ze zwigzku (10) mamy
(m— 1). 5-]-S< b-4-5
a ze wzgledu na (7) —
b-j- 5< b-j-d
Zatem
(m—
czyli
m.8 <j b-j-d,

skad ze wzgledu na (3) wynika zwigzek
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(12) m.5<( B
Z réwnosci (5) wynika, ze miarg odcinka

m.5
jest liczba utamkowa

m
T
a z tego i z nieréwnosci (11) i X12) — ze wystarczy okreéli¢ liczbe wymierng w
przez réwnosé
m

zeby uzyska¢ liczbe, ktorej istnienie mieliSmy udowodni¢. Zatem twierdzenie
zachodzi w podanem brzmieniu.

Przystepujemy teraz do uzasadnienia twierdzen, podanych pod (A), (B),
(C) i (D). Na podstawie Tw. | znajdzie sie liczba wymierna ivt, ktéra bedzie
miarg odcinka wiekszego od odcinka a, zatem zbiér (As) nie jest pusty; z dru-
giej strony odcinek a, jako niewspotmierny z jednostka, jest odcinkiem wilasci-
wym a wiec wiekszym od odcinka niewtasciwego p, zatem (Tw. U) znajdzie
sie liczba wymierna wl, ktéra bedzie miarg odcinka a,, wiekszego od odcinka
p, ale mniejszego od odcinka a; liczba % nalezy do zbioru i jest od zera
wieksza, zatem zbiér (J”) nie jest pusty i zawiera przynajmniej jednag liczbe
wieksza od zera. Widzimy wiec, ze twierdzenie (A.)) zachodzi. Jezeli teraz ozna-
czymy przez i wt dwie liczby wymierne, nalezace odpowiednio do zbioréw
(4i) i (d2> to pierwsza bedzie miarg odcinka ax mniejszego od a, a druga
odcinka a3 wiekszego od a; mamy wiec

ai ©
skad wynika nieréwnos¢
Wi < «V

UdowodniliSmy wiec, ze twierdzenie (B) zachodzi w podanem brzmieniu.
Zeby uzasadni¢ twierdzenia, podane pod (C) i (D), zachowujmy oznaczenia, kto-
remi postugiwaliSmy sie przy dowodzie twierdzenia (B). Mamy tedy

ai < a
oraz

a< a2

Na podstawie Tw. Il znajdzie sie liczba wymierna w\ ktéra bedzie miarg
odcinka wiekszego od al5 ale mniejszego od a. Na podstawie tegoz twierdzenia



§ 78179 121

znajdzie sie liczba wymierna w\. ktéra bedzie miarg odcinka wiekszego od a,
ale mniejszego od a2. Liczba w\ oczywiscie nalezy do zbioru (At) i spetnia
nieréownos¢

w\ > wi,

a liczcba W\ — do zbioru (A3 i spetnia nieréwnos¢

w\ < wa.

Zatem, do dowolnie danej liczby Wy zbioru (4.) mozemy dobra¢ wiekszg
od niej liczbe w\, réwniez nalezgca do zbioru (Aj), a do dowolnie danej liczby
Wi zbioru (42 mozemy dobra¢ mniejsza od niej liczbe w\, nalezacg réwniez
do zbioru (42. Zatem twierdzenia (C) i (D) zachodzg w podanem brzmieniu.

§ 79. Def. I. Przekrojem zbioru liczb wymiernych zowiemy
taki podziat wszystkich tych liczb na dwie kategorye (™b i (Adr
ktéory speitnia warunki nastepujace:

1° Zaden ze zbioréw i (42 nie jest pusty, a zbidér (At)
obejmuje przynajmniej jedng liczbe od zera wieksza.

2° Kazda liczba zbioru (Aj) jest mniejsza od kazdej liczby
zbioru (.4j).

Zbidr (At) zowie sie zbiorem liczb pierwszej, a zbidr (42 —
drugiej kategoryi w stosunku do odnoénego przekroju.

Uwaga. Z tatwoscia dostrzegamy, ze kazdy ze zbioréw (Aj) i (Nid obej-
muje nieskoniczenie wiele nieréwnych pomiedzy sobg liczb.

Z definicyi powyzszej wynika.,, ze ten podziat zbioru liczb wymiernych
na dwie kategorye, ktéry rozwazaliSmy w paragrafie poprzedzajacym, nalezy do
klasy przekrojéow. Z tego powodu konieeznem jest, zebySmy blizej zbadali
pojecie przekroju w postaci ogolnej.

Tw. |I. Jezeli oznaczymy przez (-4,) zbidr liczb pierwszej
kategoryi, a przez (42 — zbior liczb drugiej kategoryi w sto-
sunku do oznaczonego przekroju (P zbioru liczb wymiernych,
to w takim razie zawsze zachodzi jeden z trzech, wykluczajg
cych sie wzajemnie, przypadkéw nastepujgcych:

1° W zbiorze (Aj) istnieje liczba najwieksza, a w zbiorze
49 nie istnieje liczba najmniejsza.

2° W zbiorze (42 istnieje liczba najmniejsza, a w zbiorze
(4j) nie istnieje liczba najwieksza.

3° W zbiorze (Aj) nie istnieje liczba najwieksza, a w zbio-
rze (49 nie istnieje liczba najmniejsza.

Zeby twierdzenie to uzasadni¢, zwazmy, ze zachodzi¢ musi oczywiscie
jedna z dwoch okolicznosci nastepujacych:
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(A) W zbiorze (A,) istnieje liczba najwieksza.

(B) W zbiorze (Aj) nie istnieje liczba najwieksza.

Zatézmy, ze zachodzi przypadek (A), i oznaczmy przez | najwieksza
liczbe zbioru (Ai). W takim razie konieczny i wystarczajacy warunek, aby
dana liczba wymierna w nalezata do zbioru {Aj), polega na istnieniu zwigzku

(1) wA
albowiem, gdyby zwigzek (1) nie zachodzit, to mielibysmy
2 w > |/

1 liczba w, jako wieksza od najwiekszej liczby t zbioru (AL, nie nalezataby, do
zbioru (Ai); jezeli za$ zwigzek (1) zachodzi, to liczba w, jako nie wieksza
od liczby | zbioru (At), nie nalezy do zbioru (A2 i musi zatem naleze¢ do
zbioru (Aj), gdyz kazda liczba wymierna nalezy do jednego ze zbioréw' (A)
lub (Aj). Skoro za$ zwigzek (1) jest warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym, aby liczba w nalezata do zbioru (Aj) to, ze wzgledu na to, iz kazda
liczba wymierna nalezy albo do zbioru (At) albo do (A2), nie istnienie zwigzku
(1), a wiec istnienie zwigzku (2) jest warunkiem koniecznym i wystarczajgcym,
zeby liczba w nalezata do zbioru (At). Jezeli wiec pewna liczba a2 nalezy do

zbioru (Aj), to mamy
aj > |1,

ale w takim razie zawsze znajdzie sie liczba wymierna a'2, spetniajgca nie-
réwnosci
3) az> a'j> 1%

Z nieréwnosci tych wynika, ze do dowolnie danej liczby a2 zbioru (A))
mozemy dobra¢ mniejszg od niej liczbe a\, réwniez nalezaca do zbioru (A2
Innemi stowy w zbiorze (A2 niema liczby najmniejszej. Dochodzimy tedy do
wyniku nastepujgcego: jezeli zachodzi okoliczno$é, wymieniona pod (A), to za-
chodzi 1-szy z trzech wypadkéw, wymienionych w twierdzeniu. Zatézmy teraz,
ze przypadek (A) nie zachodzi, innemi stowy, zatézmy, ze zachodzi przypadek
(B). W takim razie jedno z dwojga: albo istnieje w zbiorze (As) pewna liczba
najmniejsza, albo taka liczba nie istnieje. W pierwszym przypadku zachodzi
oczywiscie 2 gi z przypadkéw, wyszczegélnionych w twierdzeniu, a w drugim —
3 c¢i z nich. Zatem, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, jeden z trzech przypad-
kéw, wymienionych w twierdzeniu, zawsze zachodzi¢ musi.

Tw. Il. Kazdy z trzech przypadkéw, wyszczegélnionych
w Tw. | jest mozliwy.

*) Liczba a\ spetnia¢ bedzie w szczegdlnosci rzeczone nieréwnosci, jezeli przyjmiemy

=i («+ D
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Istotnie, z faktéw stwierdzonych w paragrafie poprzedzajgcym wynika,
7e 3-ci przypadek jest mozliwy. Zeby za$ upewni¢ sie, ze i kazdy z dwéch
pierwszych jest mozliwy, oznaczmy przez | dowolnie przyjeta, byle od zera
wiekszg liczbe. Jezeli tedy oznaczymy przez zbiér wszystkich liczb wy-
miernych, z ktérych zadna nie jest wieksza od liczby I, a przez (Ar) zbiér
wszystkich pozostatych, to urzeczywistnimy 1 szy przypadek; jezeli za$ przenie-
siemy liczbe | ze zbioru (AX) do zbioru (A2, nie wprowadzajgc przy tem za-
dnych innych zmian w tych zbiorach, to urzeczywistnimy 2-gi. Zatem, twier-
dzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Def. 1l. Jezeli istnieje liczba wymierna I, ktéra jest albo
najwiekszg liczbag pierwszej kategoryi w stosunku do ozna-
czonego przekroju (P) zbioru liczb wymiernych, albo naj mniej-
szg liczbg drugiej kategoryi w stosunku do tegoz przekroju,
to w takim razie méwimy, ze liczba | potozona jest na przekroju (P),
a przekréj (P) zowiemy przekrojem pierwszego gatunku; jezeli za$
liczba wymierna | nie istnieje, to przekrdj (P) zowiemy przekro-
jem drugiego gatunku.

§ 80. Uwzgledniajac Def. Il paragrafu poprzedzajacego, mozemy stusznie
powiedzie¢, ze z Tw. Il tegoz paragrafu wynika zaréwno istnienie przekrojow
drugiego gatunku zbioru liczb wymiernych, jako tez i przekrojéow pierwszego
gatunku, ale, jezeli zwro6cimy sie do dowodu rzeczonego twierdzenia, to dostrze-
zemy gieboka roéznice pomiedzy tem, co odnosi sie do przekrojow pierwszego,
a tem, co sie odnosi do przekrojéw drugiego gatunku. Zeby uzasadni¢ mozli-
wose dwoch pierwszych przypadkéw, wyszczegdlnionych w Tw. | paragrafu
poprzedzajacego, zeby wiec dowies¢ istnienia przekrojow pierwszego gatunku,
opieralismy sie wylacznie na wiasnosciach liczb wymiernych, natomiast, przy
dowodzie mozliwosci 3-go z przypadkoéw, wyszczeg6lnionych w rzeczonym twier-
dzeniu, a wiec w czesci dowodu, z ktérej wynika istnienie przekrojow drugiego
gatunku zbioru liczb wymiernych, opieraliSmy sie na spostrzezeniach, uczynio-
nych na poczatku § 78-go, ktdre znéw oparte sg na istnieniu odcinkéw nie-
wspotmiernych. Wobec tego nasuwa sie pytanie nastepujgce: czy mozna wykazaé
istnienie przekrojow drugiego gatunku zbioru liczb wymiernych na podstawie
teoryi liczb wymiernych, nie opierajgc sie na istnieniu odcinkéw niewspotmier-
nych? Okazemyl), ze na to pytanie nalezy odpowiedzie¢ twierdzaco, a przy
rozwijaniu odnosnego dowodu zaznajomimy sie z faktem, ktéry, jak sie poznigj
przekonamy, ma pierwszorzedne znaczenie.

Def. 1. Jezeli istnieje liczba wymierna, ktérej kwadrat
(czyli druga potega) réwna sie pewnej danej liczbie wymiernej
w, to orzekamy, ze liczba w jest kwadratem zupetnym.

# Zobacz nizej Uwaga | po Tw. 11
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Tw. |. Jezeli pewna liczba catkowita jest kwadratem zu-
petnym, to ona jest kwadratem drugiej liczby catkowitej.

Istotnie, jezeli oznaczymy przez w jakagkolwiek liczbe wymierng, nieréwna
zadnej liczbie catkowitej, to mie¢ bedziemy

gdzie m i p sa dwie liczby wzglednie pierwsze, z ktérych p jest wieksza od
jednosci. Mamy tedy

Né’*:%r,S-
Liczby
m2 i p2

bedg dwie liczby wzglednie pierwsze, a przy tern liczba p bedzie wigksza od
jednosci. Zatem liczba w2 nie bedzie réwna zadnej liczbie catkowitej. Stwier-
dzamy wiec, ze kwadrat liczby wymiernej, nieréwnej zadnej liczbie catkowitej,
sam liczbie catkowitej réwnac sie nie moze. Z tego za$ wynika, ze twierdzenie
zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. Il. Nie kazda liczba cakowita, a wiec nie kazda liczba
wymierna jest kwadratem zupetnym.

Istotnie, oznaczmy przez K jakakolwiek liczbe catkowita od zera wigkszg,
a przez n liczbe catkowita, spetniajagcg nierédwnosci

0) *r <y < (X4 D
Liczba n bedzie istnie¢, gdyz mamy
(k -f- )* — k*>1.
Z drugiej strony kazda liczba catkowita p spetnia¢ bedzie albo zwigzek
p2~ kl, albo p2~ (kK )2

Zatem, ze wzgledu na (1), kazda liczba catkowita bedzie spetnia¢ albo nie-
rownosé
p2<Cn albo p2”>n,

skad wynika, ze kwadrat Zadnej liczby catkowitej, a wiec (Tw. 1) i kwadrat
zadnej liczby wymiernej, nie moze sie réwnac liczbie catkowitej n. Z tego wy-
nika, ze liczba calkowita n nie jest kwadratem zupelnym. Zatem, zgodnie
z brzmieniem twierdzenia, nie kazda liczba catkowita, a wiec nie kazda liczba
wymierna jest kwadratem zupetnym.

Tw. 1ll. Jezeli oznaczymy przez w liczbe wymierng, nie
bedgaca kwadratem zupetnym, i podzielimy zbiér wszystkich
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liczb wymiernych na dwie kategorye (4t) i (A2, zaliczajgc do
kategoryi (J.,) wszystkie liczby wymierne, ktérych kwadraty
sg mniejsze od liczby w, a do kategoryi (42 wszystkie inne
liczby wymierne, to ten podziat zbioru liczb wymiernych sta-
nowi¢ bedzie przekro6j drugiego gatunku tychze, a przy tem

zbidr (4X bedzie zbiorem pierwszej, a zbiér (A2 — zbiorem
drugiej kategoryi liczb wymiernych w stosunku do tego prze-
kroj u.

Istotnie:

1° Zbiér (Ar) nie jest pusty i obejmuje przynajmniej jedna liczbe od
zera wieksza; jezeli bowiem oznaczymy przez a, liczbe wymierng, spetniajacg

nieréwnosci
0< «i< 1; a, < w,

a taka liczba istnie¢ bedzie, to mie¢ bedziemy

o* < a,,

a wiec i
ail < w;

stad za$ wynika ze od zera wieksza liczba al nalezy do zbioru {A™.
2° Zbior (.4,) nie jest pusty; jezeli bowiem oznaczymy przez a, liczbe
catkowitag, spetniajgcg nieréwnosé

« >
a taka liczba istnie¢ bedzie, to tem bardziej mie¢ bedziemy

a2 > w,

skad wynika, ze liczba a2 nalezy do zbioru (4,), ktéry zatem nie jest pusty.
5° Kazda liczba an zbioru (AX) jest mniejsza od kazdej liczby a, zbioru
(49, gdyz z jednej strony mamy

(D «i* <«
a z drugiej
(2 azk> w,

bo istnienie réwnosci
a,2= te

jest wykluczone przez zatozenie, iz liczba w nie jest kwadratem zupetnym;
z nieréwnosci zas$ (1) i (2) mamy
«i* < a2
skad
« < a*,
0 co wiasnie chodzito.
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Obecnie dowiedliSmy juz, ze rozwazany podziat liczb wymiernych na kate-
gorye (At) i (J1,) stanowi przekr6j zbioru liczb wymiernych. Pozostaje wiec
tylko do okazania, ze ten przekrdj jest drugiego gatunku. W tym celu
oznaczmy przez ax jakakolwiek liczbe zbioru (.4j), a przez a\ druga liczbe
wymierng, ktérg blizej okreslimy pézniej, ale w kazdym razie taka, zebysSmy
mieli
(3) ax< a\ < N -j-1
Mamy tedy

«V — «i2= (»i— an @1+ <),
a poniewaz ze wzgledu na (3)
a'x-f-«i <C 2 ax-J-1,

przeto
(4) a\* — ax< {a\ — ax (2 at-f 1)

Poniewaz liczba ax, jako liczba, nalezgca do zbioru spetnia nie-
rownosé¢ (1), przeto
w—a,2> 0.

Zatem bedziemy mogli liczbe a\ tak dobra¢, zeby précz zwigzkéw (3), zacho-
dzit zwigzek
. W — anr
5) « 2a, (-1
Wybrawszy liczbe a\ tak, zeby te warunki byty spetnione, mie¢ bedziemy
ze wzgledu na (5) nieréwnos¢

fai—aj %+ 1) < wt — ax2
Z tej za$ nieréwnosci i nieréwnosci (4) mamy

a2— U2< w— a,2
skad.
a\2< w.

Zatem, liczba a\, nalezy do zbioru (.dj). Stwierdzamy wiec, ze do kazdej liczby
ax zbioru (AX) mozna dobra¢ wieksza od niej liczbe a\, nalezaca réwniez do
zbioru (Jj). Przeto w zbiorze (Aj) niema liczby najwiekszej.

Pozostaje juz tylko do wykazania, ze w zbiorze (.d2) niema liczby naj-
mniejszej. W tym celu, oznaczmy przez a2 jakgkolwiek liczbe zbioru (A2,
a przez a\ liczbe wymierng, majaca by¢ blizej okreslong pézniej, ale w kazdym,
razie taka. zebySmy mieli
(6) a't < at.
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Mauwy tedy
) a2s— a'2s= (a2 — a\) (a, -f- a',) < 2a2(@2— a'2).

Poniewaz liczba a2 nalezy do zbioru (J1r), przeto, jak juz wyzej spostrze-
gliSmy, liczba ta spetnia nieréwnos¢ (2). Z tego wynika, ze liczba a2 jest od
zera wieksza, a liczba a\ moze by¢ tak wyznaczona, zeby, précz nieréwnosci
(6), zachodzita nieréwnosé

a2 — w
® — a* < 2at '

Zalézmy, ze liczba wymierna a\ spetnia te warunki. Z nieréwnoéci (8)

mamy
2a2(@at— a\) < a,2— w;

zatem, ze wzgledu na (7), mamy

a2 — a'2 < ar2— w,

skad
a\r J> w.

Z nieréwnosci tej wynika, ze liczba wymierna a'2, mniejsza od liczby a2
nalezy po zbioru (J12. Stwierdzamy wiec, ze do kazdej liczby a2 zbioru (At)
mozna dobra¢ drugg liczbe od niej mniejszg, takze do zbioru (AX) nalezaca;
innemi stowy, w zbiorze (At) niema liczby najmniejszej, a to tylko pozostawato
do wykazania, zeby twierdzenie uzasadni¢ w zupetnosci.

Uwaga |I. Poniewaz dowo6d powyzszych twierdzen opiera sie wylgcznie
na teoryi liczb wymiernych, a z twierdzen tych wynika istnienie drugiego ga-
tunku przekrojow zbioru liczb wymiernych, przeto wykazalismy istnienie
takich przekrojow wytacznie na podstawie teoryi liczb wy-
miernych.

Def. Il. Okreslenie oznaczonego przekroju (P) zbioru liczb
wymiernych zowiesie arytmetycznem oznaczeniem rozwazanego prze-
kroju, jezeli rozstrzygniecie, czy dana liczba wymiernal
| nalezy do pierwszej czy do drugiej kategoryi w stosunku do
rzeczonego przekroju, wymaga wykonania skonczpnej ilosci
czynnos$ci, z ktéorych kazda polega albo na wykonaniu jednego
z dziatan podstawowych na znanych liczbach wymiernych,
albo na pordéownaniu ilosciowym dwdéch takich liczb.

> Orzeczenie, ze pewna liczba wymierna jest dana wyraza, ze liczba ta jest napisana
w zwykly sposéb za pomoca cyfr
0,1, 2, 3, 4,5, 6,7 8, 9
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Tw. IV. Klasa takich przekrojow drugiego gatunku zbioru
liczb wymiernych, z ktérych kazdy moze by¢ oznaczony aryt-
metycznie, nie jest pusta.

Istotnie, jezeli oznaczymy przez w jakakolwiek liczbe wymierng, ktéra
kwadratem zupeinym nie jest, i zaliczymy do klasy (J,) wszystkie te liczby
wymierne, ktérych kwadraty sg mniejsze od liczby w, a do klasy (.d2) wszystkie
pozostate liczby wymierne, to (Tw. Ill) ten podziat zbioru liczb wymiernych
stanowi¢ bedzie pewien przekrdj drugiego gatunku (P) tychze. Ale przekréj (P),
tak okreslony, jest oznaczony arytmetycznie, albowiem, zeby rozstrzygnaé¢ do
ktérej klasy w stosunku do przekroju (P) nalezy dana liczba wymierna I, do-
statecznem jest wykona¢ dwie czynnosci nastepujace:

1° Wyznaczy¢ iloczyn dwéch liczb wymiernych, réwnych danej liczbie I

2° Poréwna¢ ilosciowo uzyskany iloczyn z dang liczba w.

Z tego wynika, ze twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Z tatwoscia dostrzegamy, ze kazdy przekr6j pierwszego gatunku zbioru
liczb wymiernych moze by¢ oznaczony arytmetycznie; albowiem, zeby tego do-
kona¢, wystarcza (8 79, Def. Il) oznaczy¢ liczbe wymierng, potozona na takim
przekroju, i nadmienié, do ktoérej kategoryi w stosunku do rozwazanego prze-
kroju ona ma by¢ zaliczona. Natomiast otwartg jest kwestya, czy kazdy prze
krdj drugiego gatunku zbioru liczb wymiernych moze by¢ oznaczony arytme-
tycznie, gdyz z powyzszego twierdzenia wynika tylko, ze niektore przekroje
drugiego gatunku zbioru liczb wymiernych moga by¢ arytmetycznie oznaczone.

Nie Kkuszac sie o0 rozwigzanie powyzszej zawitej kwestyi, nadmienimy
tylko, ze czesto napotykamy w nauce takie przekroje zbioru liczb wymiernych,
ktore sg catkiem precyzyjnie okreslone, a ktorych jednak oznaczyé arytmety-
cznie nie umiemy.

§ 81. Def. I. Po przyjeciu pewnego odcinka wtasciwego u
za jednostke, orzeczenia, iz pewien odcinek o i przekrdéj (P
zbioru liczb wymiernych odpowiadajg sobie wzajemnie, wyraza, ze

1° odcinek a nie jest mniejszy od zadnego odcinka, ktérego
miarg jest jedna z liczb wymiernych pierwszej kategoryi w sto-
sunku do przekroju (P);

2° odcinek a niejest wiekszy od zadnego odcinka, ktérego
miarg jest jedna z liczb wymiernych drugiej kategoryi w sto-
sunku do przekroju (P).

Tw. |I. Po przyjeciu oznaczonego odcinka wtasciwego u za
jednostke, zachodzg okolicznos$ci nastepujace:

1° Zawsze istnieje odcinek, odpowiadajgcy (Def. I) dowolnie
danemu przekrojowi (P) zbioru liczb wymiernych;
2° kazdy odcinek d, réwny odcinkowi d, odpowiadajgcemu
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oznaczonemu przekrojowi (P) zbioru liczb wymiernych, sam
temu przekrojowi odpowiada;

3° jezeli kazdy z pewnych dwéch odcinkéw d i d odpo-
wiada temu samemu przekrojowi (P) zbioru liczb wymiernych,
to te odcinki sg réwne pomiedzy sobag.

Krécej, ale mniej dokitadnie, mozemy to twierdzenie wystowié¢ tak: po
oznaczeniu jednostki dtugosci odcinek, odpowiadajgcy danemu
przekrojowi zbioru liczb wymiernych, oznaczony jest w zupet-
nosci pod wzgledem dtugosci, ale tylko pod tym wzgledem.

Zeby twierdzenie to uzasadnié oznaczmy przez (J1,) pierwsza — a przez (A2
druga kategorye liczb wymiernych w stosunku do przekroju (P) i uwazajmy po-
czgtek 0 dowolnie przyjetego promienia (p). Punkty promienia (p) mozemy podzieli¢
na dwie klasy (Kj) i (X2), zaliczajac do klasy (Kj) kazdy taki punkt At promienia
(p), do ktérego mozna w ten sposéb dobra¢ liczbe a,, nalezacg do zbioru (Aj),
zeby odcinek OAj nie byt wiekszy od odcinka, ktdrego miarg bytaby liczba al5
a do kategoryi (Kt) wszystkie inne punkty rozwazanego promienia. Zbiér (Kj)
obejmowac bedzie précz punktu O przynajmniej jeszcze jeden punkt, albowiem
w zbiorze (Aj) znajdzie sie (§ 79 Def. I) liczba a, od zera wieksza, a punkt
Aj promienia (p), wyznaczony z warunku zeby miarg odcinka OAj byta liczba
aj, bedzie punktem zbioru (Kj), od punktu O odmiennym. Zbiér punktéw (K3
nie bedzie pusty: jezeli bowiem oznaczymy przez a2 jedne z liczb zbioru (A3
i wyznaczymy punkt Ar promienia (p) z warunku, zeby miarg odcinka OA3
byta liczba ar, to punkt A3 naleze¢ bedzie do zbioru (K3), gdyz kazda liczba
zbioru (J1,) jest mniejsza od a, i mierzy zatem odcinek mniejszy od odcinka
OA3, a stad wynika, ze punkt A3 do zbioru (Kj) nie nalezy i nalezy zatem
rzeczywiscie do zbioru (K3). Nareszcie, kazdy punkt Aj zbioru (K4, odmienny
od punktu O, oddziela punkt O od kazdego punktu A3 zbioru (K2, albowiem
tatwo dostrzedz, ze mamy

OAj < 0A2,
gdyz nastepstwem zwigzku
OAj ~ OTr

i tego, ze punkt Aj nalezy do zbioru (K3, byloby to, iz wbrew zatozeniu punkt
A3 nalezy nie do zbioru (K2, lecz do zbioru (H-). Z trzech powyzszych uwag
wynika (§ 36, Def. Il), ze podziat punktéw promienia (p) na zbiory (X,) i (Kt)
stanowi pewien przekroj ($) rozwazanego promienia. Na przekroju ($) znaj-
duje sie (8 43, Tw. 1) oznaczony punkt A promienia (p). Powiadam, ze odcinek

0A

jest odcinkiem, odpowiadajagcym, przy rozwazanej jednostce dtugosci, przekro-
jowi (P) zbioru liczb wymiernych. Istotnie, oznaczmy przez a, jakakolwiek
Wstep do analizy. 9
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liczbe zbioru (AX i wyznaczmy na promieniu (p) punkt Ax z warunku, zeby
miarg odcinka OA1l byta liczba ax Z definicyi zbioru (KX wynika, ze punkt
Ax do tego zbioru nalezeé¢ bedzie, poniewaz za$ zbiér punktéw (KX) jest zbio-
rem punktéow pierwszej kategoryi w stosunku do przekroju (,ft), przeto mie¢
bedziemy

() OANOAX.

Z drugiej za$ strony, jezeli oznaczymy przez a2 jakgkolwiek liczbe zbioru
(.48 i wyznaczymy na promieniu (p), jak poprzednio, punkt A2 z warunku, zeby
liczba a8 byta miarg odcinka 0A2, to punkt A2 naleze¢ bedzie, jak juz po-
przednio mieliSmy sposobnos$¢ stwierdzi¢, do kategoryi (Kr) czyli do drugiej
kategoryi punktéw promienia (p) w stosunku do przekroju ($). Mamy wiec

©

Poniewaz wiec, bez wzgledu na wybor liczby ax w zbiorze ( i liczhy &
w zbiorze (.48, zwiazki (1) i (2) bedg zawsze spetnione, przeto odcinek OA
rzeczywiscie odpowiada przekrojowi (P) zbioru liczb wymiernych, przy rozwa-
zanej jednostce diugosci. Zatem, udowodniliSmy pierwsza czes¢ twierdzenia.

Dowdd drugiej czesci jest natychmiastowy: poniewaz odcinek d odpowiada
przekrojowi (P) zbioru liczb wymiernych, przeto, przy powyzszym znaczeniu
symboléw AX i A2 mie¢ bedziemy

O0AX<Ld<”™ 0A2,
poniewaz za$
d= d,
przeto mie¢ bedziemy takze
OAi ~ d'~ 0A,

skoro tylko liczba ax nalezy do zbioru (™), a liczba a2 — do zbioru (A2.
Zatem odcinek d', zgodnie z brzmieniem drugiej czesci twierdzenia, odpowiada
przekrojowi (P) zbioru liczb wymiernych po przyjeciu odcinka u za jednostke
dhugosci.

Zeby uzasadnié¢ trzecig cze$é twierdzonia, zatézmy, ze wbrew jej brzmie-
niu kazdy z pewnych nieréwnych dwéch odcinkéw d i d' odpowiada przekro-
jowi (P) liczb wymiernych przy rozwazanej jednostce diugosci. W takim razie
mamy albo

(3) d< d\
albo
4) d> d

W pierwszym przypadku (8 78, Tw. IlI) znajdzie sie liczba wymierna #,
ktéra bedzie miarg pewnego odcinka b, spetniajgcego nieréwnosci
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(5) d<b

6) b<d’

Z nieréwnosci (5) wynika, ze liczba | nalezy do zbioru (AJ, a z nie-
réownosci (6), ze nalezy do zbioru (AJ. Poniewaz za$ zbiory (AJ i (AJ nie
maja zadnego wspdloego elementu, przeto istnienie nieréwnosci (3) jest wyklu-
czone. Ale przypadek, w ktorymby zachodzita nieréwnosé (4) sprowadzony by¢
moze do przypadku, kiedy zachodzi nieréwno$¢ (3) przez prostg zmiane ozna-
czen, polegajaca na tem, zeby przez d' oznaczy¢ odcinek d, a przez d — odci-
nek d', przeto istnienie nieréwnosci (4) jest takze wykluczone. Zatem zgodnie
z brzmieniem twierdzenia zachodzi réwnos¢

d= d\

a to tylko pozostawato jeszcze do wykazania.

Uwaga, Powyzsze twierdzenie i jego dowdéd zachowujg swa
waznos$¢ zaréwno dla przekrojow pierwszego, jak i dla prze-
krojow drugiego gatunku zbioru liczb wymiernych.

§82. Def. I. Nazwa liczba niewymierna (bezwzgledna) oznacza
kazdy symbol, okres$lajacy pewien przekréj drugiego gatunku
zbioru liczb wymiernych (bezwzglednych). Zeby wyrazi¢, iz pe-
wien przekroj (P) zbioru liczb wymiernych jest wtasnie tym,
ktéory okresSlony jest przez pewng liczbe niewymierng cp, orze-
kamy, ze liczba @ poloéona jest na przekroju (P).

Def. Il. Liczby wymierne bezwzgledne i liczby niewy-
mierne bezwgledne obejmujemy wspdlna nazwa liczb bez-
wzglednych.

Def. M1. Orzeczenie, iz, po przyjeciu oznaczonego odcinka
wtasciwego u za jednostke, pewna liczba niewymierna o jest
miarg oznaczonego odcinka a wyraza, ze, po przyjeciu odcinka
uza jednostke, odcinek a (§ 81, Def. I) odpowiada przekrojowi
drugiego gatunku zbioru liczb wymiernych, okreslonemu przez
symbol q

Tw. I. Po oznaczeniu jednostki diugosci, istnie¢ bedzie
odcinek, ktorego miarg jest dowolnie oznaczona liczba bez-
wzglednap; ten odcinek bedzie oznaczony tylko pod wzgledem
dtugosci, ale pod tym wzgledem bedzie oznaczony w zupetnosSci.

Twierdzenie to w razie, kiedy @ jest liczbg niewymierng, wynika bezpo-

Srednio z Tw. | § 81-go i z Def. I i Ill niniejszego paragrafu; jezeli za$ @ jest
liczbg wymierna, to ono staje sie jednym z twierdzen teoryi liczb wymiernych.
Tw. Il. Po oznaczeniu jednostki dtugos$ci, odpowiada

9«
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kazdemu odcinkowi jedna przynajmniej liczba bezwzgledna,
bedaca jego miarg.

Istotnie, jezeli dany odcinek jest wspo6tmierny z jednostka, to wiemy
z rozdziata I-go, ze istnieje liczba wymierna bezwzgledna, ktéra jest jego miara.
Jezeli za$ rozwazany odcinek a jest niewspotmierny z jednostka, to zbidr liczb
wymiernych mozemy podzieli¢ na dwie kategorye (™4, i (At) w spos6b okre-
Slony na poczatku § 78-go. Z twierdzen za$ podanych pod (A), (B), (C). (D

w § 78-ym i z Def. I i Il 8 79 go wynika, ze rzeczony podziat zbioru liczb
wymiernych na kategorye (A ) i (™M2 stanowi przekrdj (P) drugiego gatunku
rzeczonego zbioru. Na podstawie zas Def. | i lll paragrafu niniejszego, liczba

niewymierna, potozona na przekroju (P), bedzie wlasnie miarg odcinka a przy
rozwazanej jednostce dhlugosci. Ostatecznie wiec twierdzenie zachodzi w poda-
nem brzmieniu.

Z powyzszych twierdzen wynika, ze liczby bezwzgledne dostarczajg nam
ogolne rozwigzanie problemu mierzenia odcinkéw prostoliniowych.

§ 83. Z natury rzeczy powstaje mysl o nadaniu zbiorowi liczb bezwzgle-
dnych charakteru wielkosci w znaczeniu S$cislejszym przez proste rozszerzenie
do zbioru liczb bezwzglednych regut, ktére przyjete zostaly (§ 47, Def. I) na
poréwnywanie ilosciowe liczb wymiernych. Stad definicya nastepujaca.

Def. I. Zeby wykona¢ poréwnanie ilosciowe dwéch ozna-
czonych liczb bezwzglednych

D i D

przyjmujemy za jednostke dtugosci jakikolwiek odcinek wta-
§ciwy Ui, oznaczywszy przez

aib
odcinki, ktéorych miarami, przy rozwazanej jednostce dtugosci,
bytyby odpowiednio liczby @i ¢, orzekamy, iz mamy

P< ¢ @= ¢ albo d>¢

zaleznie od tego, czy odcinki ai bspetniajg zwigzek

a<b,
zwigzek

a= b,
czy tez zwigzek

aj>h

W odniesieniu do liczb bezwzglednych, bedacych liczbami wymiernemi,
powyzsza definicya nie rozni sie od definicyi przyjetej w § 47. Zatem, istnienie
sprzecznosci pomiedzy tg definicyg a definicya, okreslajaca reguty poréwny-



§ 83 133

wania iloSciowego liczb wymiernych, jest wykluczona. Z tego wynika, ze, celem
wykazania poprawnosci rozwazanej definicyi, nalezy tylko udowodnié, ze ona
nie uchybia ogélnym zasadom, wytozonym w rozdziale Ill-cim czeSci pierwszej
tego dzieta. W tym celu nalezy oczywiscie najpierw wykazaé, ze wynik poro-
wnywania ilosciowego dwéch oznaczonych liczb bezwzglednych jest niezalezny
od wyboru odcinka wikasciwego, przyjetego za jednostke; do tego wiasnie zmie-
rzajg cztery pierwsze twierdzenia, podane nizej.

Tw. I. Jezeli z dwéch liczb bezwzglednych jedna, w, jest
liczbg wymierng, a druga, 9,— liczbag niewymierng, to te dwie
liczby w zadnym razie niesg réowne pomiedzy $obg i spetniaja
nieréwnos¢

@h) w< 9
lub
¥4 w> 9

zaleznie od tego, czy liczba w jest liczbg wymierng pierwszej
czy drugiej kategoryi w stosunku do przekroju zbioru liczb
wymiernych, na ktérym potozona jest liczba niewymierna 9.
Istotnie, oznaczmy odpowiednio przez (AJ i (AJ zbiory liczb wymiernych
pierwszej i drugiej kategoryi w stosunku do przekroju (P) zbioru liczb wymier-
nych, na ktérym jest potozona (§ 82, Def. 1) liczba niewymierna 9, i zatézmy
najpierw, ze liczba w nalezy do zbioru -(AJ. Poniewaz przekréj, (P) jest dru-
giego gatunku (§ 79, Def. Il), poniewaz wiec w zbiorze (J.,) niema liczby naj-
wiekszej, przeto istnie¢ bedzie w zbiorze (AJ taka liczba wymierna wx, ktoéra
spetnia¢ bedzie nieréwnosc
(1) W < WV

Jezeli tedy przyjmiemy za jednostke jakikolwiek odcinek wiasciwy u i ozna-
czymy przez

a ax i b

odcinki, ktérych miarami bytyby w takim razie odpowiednie liczby
w, wx i 9,

to, ze wzgledu na (1), mie¢ bedziemy

(@) ac< «i,

a z drugiej strony (§8 82, Def. Ill) zachodzi¢ bedzie zwigzek

?3) ax W, b.

Ze zwigzkéw" (2) i (3) mamy
a<b,
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skad (Def. 1)
(4) W<

DowiedliSmy wiec, co nastepuje:

(A) Jezeli liczba wymierna w nalezy do zbioru (AJ, to ona w kazdym
razie spetnia nieréwnos¢ (4).

Zalézmy teraz, ze liczba w nalezy do zbioru (AJ. Poniewaz przekréj (P)
jest drugiego gatunku, poniewaz wiec (§ 79, Def. 1) w zbiorze (A2 niema
liczby najmniejszej, przeto w zbiorze tym znajdzie sie liczba wymierna w2,
spetniajgca nieréwnosc
6) w2 < w.

Przyjmijmy za jednostke diugosci jakikolwiek odcinek wilasciwy u i oznaczmy

przez
b, a2 i a

odcinki, ktérych miarami sa odpowiednie liczby
¢, W i W

Z jednej strony (8 82, Def. Ill) mie¢ bedziemy

(6) b~ a2,

a z drugiej, ze wzgledu na (5), zachodzi¢ bedzie nieréwnosé

@) az2< a
Ze zwigzkéw (6) i (7) mamy:

b< a,
skad (Def. 1)
(8) Dd< «'m

UzasadniliSmy wiec, co nastepuje:

(B) Jezeli pewna liczba wymierna w nalezy do zbioru (J12, to ona spetnia
nieréwnos¢ (8).

Poniewaz (§ 79, Def. 1) kazda liczba wymierna nalezy do ktérego$ jednego
ze zbioréw (AJ lub (AJ, przeto z wynikéw, podanych pod (A) i (B), wnosimy,
ze twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. Il. Zeby dane liczby niewymierne

Pi P
spetniaty nieréwnos¢
(1) d<Pp,

potrzeba i wystarcza, zeby istniata liczba wymierna w, nale-
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zaca w stosunku do przekroju zbioru liczb wymiernych (P),
na ktorym potozona jest liczba @ do drugiej kategoryi liczb
wymiernych, a w stosunku do przekroju (C), na ktéorym poto-
zona jest liczba ¢ — do pierwszej kategoryi.

Istotnie, zat6zmy najpierw, ze zachodzi nieréwnos$¢ (1). W takim razie,
przynajmniej po stosownym wyborze odcinka wlasciwego m, przedstawiajgcego
jednostke dtugosci, odcinki a i b, ktérych miarami bytyby liczby i ¢, spetniaé
(Def. 1) bedg nieréwnosé
(2) a<(h

Do odcinkéw u, a i b zawsze mozna bedzie dobra¢ (§ 78, Tw. IlI) taka
liczbe wymierna w, zeby odcinek c, ktérego miara, przy rozwazanej jednostce,
bytaby liczba w, spetniat nieréwnosci

a< c<Ch

Zatem (Def. 1), przynajmniej przy zachowaniu odcinka u, jako jednostke dtu-
gosci, mie¢ bedziemy
d< W<

Z tego za$ wynika, na podstawie Tw. I, ze liczba w jest liczbha wymierng dru-
giej kategoryi w stosunku do przekroju (P), a pierwszej — w stosunku do prze-
kroju (Q). Zatem, warunek, podany w twierdzeniu, jest konieczny. Powiadam,
ze warunek ten wystarcza. Istotnie, zatézmy, ze on jest spetniony i, przyjawszy
za jednostke dtugosci jakikolwiek odcinek witasciwy w, uwazajmy odcinki

a, Vv ie,
ktérych miarami bytyby odpowiednie liczby €9 ¢ i liczba wymierna w, nalezaca

do drugiej kategoryi w stosunku do przekroju (P), a do pierwszej — w stosunku
do przekroju (Q. Ze wzgledu na Tw. | mie¢ bedziemy

a'< d< b,
skad
a'< b.

Z tej za$ nieréwnosci wynika, ze nieréwnos¢ (1) niezawodnie bedzie spetniona.
Zatem, warunek, podany w twierdzeniu, nie tylko jest koniecznym, ale i wystar-
czajgcym warunkiem istnienia zwigzku (1), a to tylko pozostawato jeszcze do
wykazania.

Tw. Ill. Jezeli oznaczymy przez < dowolnie oznaczong
liczbe niewymierng, to warunek konieczny i wystarczajgcy?
aby oznaczona liczba bezwzgledna ¢ spetniata réwnos¢

(1 0= @
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polega na tém, zeby liczba bezwzgledna ¢ byta liczbg niewy-
mierng, potozong na tym samym przekroju zbioru liczb wy-
miernych, co liczba <

Z Def. 11l § 82 go i Def. If §-fu niniejszego wnosimy z tatwoscia, ze warunek,
podany w twierdzeniu jest wystarczajgcy. Zatem mamy tylko do wykazania, ze
warunek ten jest konieczny. Zatézmy w tym celu, ze liczba ¢ spetnia réwnos¢ (1).
Ze wzgledu na Tw. I, wykluczonem jest, Zzeby liczba ¢ byta liczbg wymierna.
Zatem, liczba ta jest liczbg niewymierng. Oznaczmy teraz przez w jakakolwiek
liczbe wymierng, a przez (P) i () te przekroje zbioru liczb wymiernych, na kto-
rych potozone sg odpowiednio liczby @i ¢ Jezeli liczba w jest pierwszej kategoryi
w stosunku do jednego z przekrojéw (P) i (C), to liczba ta jest i w stosunku
do drugiego liczbg wymierna pierwszej kategoryi gdyz, w przeciwnym razie, ze
wzgledu na Tw. I, rownos¢ (1) nie mogtaby zachodzi¢ przy zadnym wyborze
jednostki dtugosci. Analogicznie stwierdzamy, ze gdyby liczba w byta liczbg
wymierng drugiej kategoryi w stosunku do jednego z przekrojow (P) lub
to bylaby takze liczbg wymierng drugiej kategoryi i w stosunku do drugiego
z tych przekrojow. Ostatecznie wiec przekroje (P) i (Q) zlewajg sie ze soba,
a o to tylko chodzito.

Whniosek I. Jezeli pewna liczba niewymierna @ jest miarg
pewnego odcinka aw razie przyjecia pewnego odcinka wtasci-
wego U za jednostke, to odcinki a i u sg niewsp6tmierne, gdyz
W przeciwnym razie, wbrew powyzszemu twierdzeniu, istnialaby liczba wy-
mierna, réwna liczbie niewymiernej cp, a mianowicie liczba wymierna, bedaca
miarg odcinka a w razie przyjecia odcinka u za jednostke.

Tw. IV. Wynik poréwnywania ilosciowego dwoéch liczb
bezwzglednych, w sposéb, okresSlony przez Def. I, jest nieza-
lezny od wyboru jednostki diugosci.

Istotnie, jezeli obie liczby bezwzgledne, ulegajgce poréwnywaniu iloscio-
wemu, sg wymierne, to wybor jednostki dlugosci pozostanie bez wplywu na
wynik na podstawie (8§ 47, Tw. I, Wniosek) teoryi liczb wymiernych. Jezeli
za$ jedna przynajmniej z rozwazanych dwoéch liczb bezwzglednych i ¢ jest
niewymierna, to i w takim razie wybor jednostki dtugosci bedzie obojetny, albo-
wiem twierdzenia I, Il i Ill dostarczajg nam na istnienie kazdego ze zwigzkéw

P< & @®= ¢ albo @> o

kryterya niezalezne od wyboru jednostki dtugosci,

Tw. V. Definicya | nie uchybia zasadom, wytozonym wroz-
dziale Ill-cim pierwszej czesci.

Czytelnik z tatwoscig sam rozwinie dowod powyzszego twierdzenia, przyj-
mujac za wzér dowdd twierdzenia analogicznego, odnoszacego sie do liczb
wymiernych, a podanego w juz § 47-tym.
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Dowéd rozwazanego twierdzenia moznaby takze wysnué z twierdzen I,
Il i Il niniejszego paragrafu i Tw. | 8 47-go, nie odwotujac sie juz w niczera
do zwigzku pomiedzy odcinkami a liczbami bezwzglednemi, bedacemi ich mia-
rami. Gorgco polecamy czytelnikowi, jako bardzo pouczajace ¢wiczenie, deta-
liczne wypracowanie takiego dowodu omawianego twierdzenia.

§ 84. Ze wzgledu na dalsze zastosowania podajemy tu twierdzenia, w kto-
rych zestawione sa. z pewnemi uzupetnieniami, niektére z wynikéw uzyskanych
juz poprzednio.

Tw. I. Po oznaczeniu jednostki dtugos$ci, liczba bezwzgle-
dna i odcinek, ktorego ona jest miarg, sg dwie wielkos$ci tak ze
soba zwiagzane, iz warto$¢ ktorejkolwiek z nich okresla w zu-
petnosci wartosé, ale tylko wartos¢ drugiej; innemi stowy, po
oznaczeniu jednostki diugosci, zachodza okolicznos$ci naste-
pujace:

1° Zawsze istnieje odcinek, ktorego miarg jest dowolnie
naprzéd oznaczona liczba bezwzgledna;

2° zawsze istnieje liczba bezwzgledna, bedaca miarg do-
wolnie danego odcinka;

3° jezeli dwa odcinki sa réwne pomiedzy sobg, to liczby
bezwzgledne, bedgce ich miarami, sg takze réwne pomiedzy
sobag;

4° jezeli dwie dane liczby bezwzgledne sa robwne pomiedzy
sobg, to odcinki, ktéorych miarami one sg, sg takze réwne po-
miedzy sobag;

5° jezeli pewna liczba bezwzgledna ¢ jest miarg oznaczo-
nego odcinka a, to ona jest miarg kazdego odcinka réwnego
odcinkowi a;

6° jezeli pewna liczba bezwzgledna ¢ jest miarg oznaczo-
nego odcinka a, to kazda liczba bezwzgledna ¢, réwna liczbie
M jest takze miarag odcinka a

Istotnie, dwie pierwsze czesci tego twierdzenia stanowig powtorzenie twier-
dzen 1 i Il § 82-go. Cze$C trzecia twierdzenia wynika bezposrednio z Def. |
§ 83-go. Zeby uzasadnié¢ cze$¢ czwarta, oznaczmy przez ¢ i ¢ jakiekolwiek
dwie liczby bezwzgledne i zatézmy, ze zachodzi réwnosé¢

() p: o

Na podstawie Def. I, § 83-go z réwnosci (1) wynika, ze, przynajmniej
przy stosownym wyborze jednostki ditugosci odcinki, ktérych miarami beda
odpowiednio liczby & i ¢, beda réwne pomiedzy sobg. Poniewaz za$ istnienie
rownosci (1) jest (8 83, Tw. IV) nie zalezne od wyboru jednostki dtugosci,
przeto, jakikolwiek odcinek wiasciwy przyjelibySmy za jednostke, réwnosé¢ (1)
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zgodnie z brzmieniem czwartej czesci niniejszego twierdzenia, rzeczywiscie po-
cigga¢ bedzie za sobg réwnos$¢ tych odcinkéw, ktérych miarami beda odpo-
wiednio rozwazane dwie liczby bezwzgledne. Cze$¢ pigta twierdzenia wynika
bezposrednio z Def. Ill, § 82-go i definicyi analogicznej w teoryi liczb wymiernych.

Zeby uzasadni¢ cze$é szosta, zwazmy, ze (cze$é 1-sza) w kazdym razie
istnie¢ bedzie pewien odcinek b, ktérego miarg bedzie liczba ¢ Zatem (czes$¢
4-ta) mie¢ bedziemy

a= b,

a z tego wynika (cze$¢ 5-ta), ze liczba ¢, jako bedaca miarg odcinka b, réwnego
odcinkowi a, jest, zgodnie z brzmieniem szdstej czesci twierdzenia, rzeczywiscie
miarg odcinka a

Ostatecznie uzasadniliSmy nasze twierdzenia w zupetnosci.

Tw. Il. Jakikolwiek odcinek wtasciwy u przyjelibysmy za
jednostke, liczba bezwzgledna, bedgaca miarag odcinka niewtasci-
wego p, jest rowna zeru, a kazdy odcinek, ktérego miarg jest
liczba bezwzgledna, réwna zeru, jest odcinkiem niewtasciwym.

Istotnie, oznaczmy przez a odcinek, ktérego miarg, przy rozwazanej jed-
nostce u, jest pewna liczba bezwzgledna ¢ Z teoryi liczb wymiernych wiemy,
ze liczba O bedzie miarg odcinka p. Z drugiej strony, z Def. I, Tw. IV, § 83
wynika, ze réwnosci
@ a=p
i

@) ®= 0

sg rownowazne pomiedzy sobg bez wzgledu na wybor jednostki dtugosci w
Poniewaz za$ nadto réwnos$¢ (1) roéwnowazna jest orzeczeniu, ze odcinek a
jest odcinkiem niewtasciwym, przeto to orzeczenie réwnowazne jest rownosci
(2), a na tem witasénie polega tres¢ naszego twierdzenia.

Tw. 1M. Kazda liczba bezwzgledna ¢ spetlnia zwigzek
@ (OO}

Istotnie, jakikolwiek odcinek witasciwy u przyjelibySmy za jednostke,
zawsze istnie¢ bedzie odcinek a, ktérego miarg bedzie liczba ¢ Z drugiej strony,
odcinek, ktérego miarg jest liczba O, jest odcinkiem niewlasciwym

p.

Poniewaz za$ mamy w kazdym razie

a Ll P,

przeto (§ 83, Def. 1) zwigzek (1) bedzie w kazdym razie rzeczywiscie spetniony
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§ 85. Przerywajac chwilowo wyktad ogdlnej teoryi liczb bezwzglednych,
zamierzamy wykazaé, ze, jak zaznaczyliSmy w § 77-mym, istnienie odcin-
kow niewspétmiernych pomiedzy soba moze by¢ udowodnione,
nie odwotujgc sie do zadnych innych postulatéw geometryi,
procz tych, ktéresmy przyjeiiw rozdziale IV-tym pierwszej
czes$ci za podstawe teoryi odcinkdw. Otéz, Tw. IV § 80-go zostato
uzasadnione niezaleznie od twierdzenia o istnieniu odcinkéw niewspotmiernych.
Z tego za$ wynika (§ 82, Def. I) fakt istnienia liczb niewymiernych, bez wzgledu
na to, czy odcinki niewspotmierne istnieja. Uwazajmy tedy jakakolwiek liczbe
niewymierng tp np. liczbe, ktora, ze wzgledu na to, ze liczba 2 nie jest kwa-
dratem zupetlnym, mozemy okreéli¢ (§ 80, Tw. M) jako potozong na przekroju
zbioru liczb wymiernych, w stosunku do ktérego pierwsza kategorya liczb wy-
miernych utworzona jest z tych posréd nich, ktérych kwadraty sg mniejsze od
liczby 2, a druga — ze wszystkich pozostatych. Dowolnie danemu odcinkowi
wihasciwemu u odpowiada¢ bedzie (§ 82, Tw. I) pewien odcinek a, ktérego
miarg bedzie liczba q Otéz (8§ 83, Tw. Ill, Wniosek 1) odcinki u i a beda nie-
wspoétmierne pomiedzy soba.

WykazaliSmy zatem istnienie odcinkéw niewspétmiernych bez pomocy
zadnego postulatu geometryi, précz tych, ktéreSmy przyjeli w rozdziale IV-tym
1 szej czesci.

§ 86. Zeby modz dalej rozwija¢ teorye liczb bezwzglednych, koniecznem
jest zebysmy nalezycie sprecyzowali znaczenie orzeczenia, iz »pewna liczba bez-
wzgledna jest znana*. Skoro tre$¢ tego orzeczenia zostanie doktadnie okreslona,
to okre$lone juz bedzie znaczenie kazdego z wyrazen nastepujacych: liczba bez-
wzgledna dana i wyznaczy¢ pewna liczbe bezwzgledna, gdyz pierwsze z tych wy-
rezen oznacza liczbe, o ktérej wiemy, co potrzeba, zeby nam byta znana,
a drugie — czynnos$¢, polegajaca na zdobyciu o pewnej liczbie dostatecznych
wiadomosci, aby sie ona stata nam znana.

Zeby podaé definicye wyrazenia »liczba bezwzgledna znana«, uzasadnimy
najpierw niektdére twierdzenia.

Tw. I. Jezeli pewne dane liczby bezwzgledne 9 i ¢ spet-
niajag nieréwn o0s¢
(1) h< o
to zawsze istnieje pewna liczba wymierna w, spetniajgca nie-
rownosc¢
@ P< W< o

Istotnie, dowolnie przyjetemu odcinkowi wlasciwemu u odpowiadaé¢ bedg
(8 84, Tw. I) dwa odcinki a i b, ktérych miarami, po przyjeciu odcinka u za
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jednostke, beda odpowiednio liczby o i ¢ Ze wzgledu na (1) (8 83, Def. 1}
mie¢ bedziemy
a< b

Zatem istnie¢ bedzie (§ 78, Tw. II) liczba wymierna w, ktora bedzie miarg
pewnego odcinka c, speilniajgcego nieréwnosci

a< c< h

Z tego wynika (§ 83, Def. I), ze liczba wymierna w spetnia¢ bedzie nieréwnosci
(2). Zatem twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. Il. Jezeli oznaczymy przez o jakgkolwiek liczbe bez-
wzgledng, a przez e jakgkolwiek, byle od zera wieksza, liczbe
wymierng, to zawsze znajdg sie dwie liczby wymierne u\ i wu
(wt < Wi) spetniajgce zwigzek

(1) Ll — < e
oraz kazdy ze zwigzkow

(2) wl @

i

(3) wt > cp,

a w przypadku, kiedy zachodzi nieréwnosé
) P> 0,

istnie¢ bedzie taki uktad wartos$ci na liczby wymierne wx wiy
zeby procz zwigzkdéw (1) i (3) zachodzit jeszcze zwigzek

(5) wl< <
Zeby twierdzenie to uzasadni¢, zwréémy sie najpierw do przypadku
kiedy liczba o jest liczbg wymierna. Jezeli tedy zachodzi réwnosé
f= 0,
to, aby spelni¢ warunki (1), (2) i (3), wystarczy przyjac
W= 0
i, co ze wzgledu na twierdzenie | jest zawsze mozliwe, wyznaczy¢ liczbe wy-

mierng wt tak, zeby$Smy mieli
0 < «<V< e

Jezeli za$ liczba o jest liczbg wymierng wiekszg od zera, to uczynimy
zado$¢ warunkom (1), (3) i (5) (a wiec i warunkowi (2)), jezeli np. wyzna-
czymy liczby wymierne w2 i /2 ze wzoréw nastepujacych:



8 86 141

Mi= €— 1 %),
W2=<P + }-4.

gdzie oznaczyliSmy przez § liczbe wymierng, ktéra réwna sie liczbie £ lub
samej liczbie (@ zaleznie od tego, czy mamy

£< @
czy tez

Pozostaje wiec do rozwazenia przypadek, Kiedy liczba @ jest liczbg nie-
wymierng. W takim razie zachodzi niezawodnie zwigzek (4) i, zeby uzasadni¢
stuszno$¢ twierdzenia w tym przypadku, do$¢ bedzie udowodnié, ze istnieje
taki uktad wartosci na liczby wymierne wl i w2, przy ktérym one sprawdzajg
kazdy ze zwigzkéw (1), (3) i (5). Oznaczmy przez }j jakakolwiek liczbe wy-
mierng, spetniajgca nieréwnosci

0< y< e

Ze wzgledu na tw. I liczba f\ bedzie niezawodnie istnie¢. Jezeli tedy ozna-
czymy przez a2 jakagkolwiek liczbe wymierng drugiej kategoryi w stosunku do
przekroju, na ktérym potozona jest liczba cp, to mie¢ bedziemy

(6) as > <;

poniewaz za$ zawsze znajdzie sie taka liczba catkowita n, zebySmy mieli
n

a wiec, ze wzgledu na (6), taka, zeby zachodzita nieréwnosé¢

n. D> o,

poniewaz z drugiej strony mamy
0.M< o,

przeto znajdzie sie pewna liczba catkowita p (0 ~ p<C «) taka, zeby$Smy mieli

Pe4< P
oraz

P+ Di1h> &
Zatem, dos$¢ bedzie przyjaé
wi= PmY oraz wt= (p+ 1) mh>

zeby liczby tc, i w2 byty liczbami wymiernemi, spetniajgcemi zwigzki (1), (3)
i (5). Ostatecznie wiec, twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
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Tw. Il1l. Jezeli zaden z jakich$ dwdéch (skoriczonych lub nie-
skonczonych) zbioréw liczb wymiernych (4r) i /42 nie jest pusty,
a zadna liczba zbioru (AJ nie jest wieksza od ktérejkolwiek
liczby zbioru (3.2, to w takim razie istnieje jedna przynaj-

mniej liczba bezwzgledna X, ktéra nie jest ani mniejsza od
zadnej liczby zbioru (j4X, ani wieksza od zadnej liczby
zbioru (/42.

Istotnie, jezeli zbiér (zij) obejmuje tylko liczby réwne zeru (albo jednag
tylko liczbe, ale réwnag zeru), to wystarczy przyjac

Xx = 0,

zeby liczba x spelniata warunki twierdzenia. Zatem, w tym przypadku (bardzo
szczeg6lnym) twierdzenie zachodzi. Pozostaje wiec do zbadania przypadek, kiedy
zbidér (4j) obejmuje jedng przynajmniej liczbe od zera wiekszg. Podzielmy tedy
zbiér wszystkich liczb wymiernych na dwie klasy (KJ i (KJ, zaliczajagc do
klasy (4&T)) kazda liczbe wymierng, ktéra nie jest wieksza od jednej przynaj-
mniej z liczb zbioru (.44 a do klasy (K2 — wszystkie inne liczby wymierne.
Klasa liczb (KJ nie jest pusta, gdyz obejmuje kazdag liczbe nie pustego zbioru
(AJ. Klasa (KJ takze nie jest pusta; istotnie, poniewaz zbiér (AJ, wedtug
zalozen twierdzenia, nie jest pusty, przeto znajdzie sie w nim jedna przynaj-
mniej liczba |; ta liczba do klasy (KJ moze nie naleze¢l), ale kazda liczba
wymierna a2, wieksza od |, (a takich liczb jest nieskonczenie wiele) naleze¢
bedzie do klasy (KJ, gdyby bowiem liczba a2 nalezata do klasy (KJ, to
w zbiorze (AJ istniataby pewna liczba alt taka, ze mieliby$my

&;_ dj,
a poniewaz

| <C W2;
przeto bytoby

1< U

i, wbrew zatozeniom twierdzenia, istniataby w zbiorze (AJ pewna liczba I, mnigj-
sza od pewnej liczby ax zbioru (AJ. Powiadam teraz, ze kazda liczba at klasy
(KJ jest mniejsza od kazdej liczby a klasy (KJ. Istotnie, z definicyi klasy (Kt)
wynika, ze kazda liczba, réwna pewnej liczbie tej klasy, albo mniejsza od niej,
sama nalezy do klasy (KJ. Poniewaz za$ klase (KJ okreélilismy jako zbiér
liczb, nie nalezacych do klasy (KJ, przeto zwigzek

«d N 2

> Istotnie, nie wykluczyliSmy przypadku, w ktérymby pewna liczba zbioru (AJ réwnata
sie pewnej liczbie zbioru (J/1,), a gdyby liczba | ten wtasnie warunek spetniata, to nie naleza-
taby do zbioru (KJ.
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jest wykluczony. Zatem mamy rzeczywiscie

< a2

Z tego, coSmy o klasach liczb (Kj) i (Kt) stwierdzili, wynika, ze one sta-
nowig odpowiednio pierwszg i drugg kategorye liczb wymiernych w stosunku
do pewnego przekroju (P) tychze. W kazdym razie istnie¢ bedzie pewna liczba
a potozona (8 79, Def. Il i § 82, Def. 1) na przekroju (P); liczba a bedzie wy-
mierna zaleznie od tego, czy przekrdj (P) bedzie pierwszego czy drugiego gatunku,
ale w kazdym razie (§ 79, Def. Il, § 83, Tw. I) liczba a nie bedzie ani mniejsza
od zadnej liczby zbioru (KJ ani wieksza od Zzadnej liczby zbioru (K2). Ponie-
waz za$, na podstawie definicyi klasy (Ju), kazda liczba zbioru (At) nalezy
do klasy (Kr), przeto liczba a nie jest mniejsza od Zzadnej liczby zbioru (4,).
Powiadam, Ze liczba a nie jest wieksza od zadnej liczby | zbioru (-4.). Zeby
sie 0 tem przekonaé, zalozmy, ze, wbrew temu zdaniu, mamy

(@) I< a

W kazdym razie (Tw. I) znajdzie sie pewna liczba wymierna I’, spetnia-
jaca nieréwnosé

@ V< a
oraz
3 I< V.

Z nieréwnosci (2) wynika, ze liczba V nalezy do klasy (Kj), a z tego
znéw wynika, ze w zbiorze (AJ istnieje pewna liczba au spetniajgca zwigzek

Vv a,.
Z tego za$ zwigzku i nieréwnosci (3) mamy
| < ar;

zatem, wbrew zatozeniom twierdzenia, pewna liczba | zbioru (Ar) bytaby mniej-
sza od pewnej liczby a, zbioru (A”. Zatem, w rzeczywistosci liczba | nie moze
spetnia¢ zwigzku (1), a z tego wynika, ze mamy

I~ a
Zatem, liczba a nie tylko, jak stwierdziliSmy wyzej, nie jest mniejsza od zadnej

liczby zbioru {AX\ ale i nie jest wieksza od zadnej liczby zbioru (A2. Przeto,

wystarczy przyjaé
X — a,

zeby liczba x spetniata warunki twierdzenia. Zatem, twierdzenie zachodzi w po-
danem brzmieniu.
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Uwaga. Niejest rzeczg wykluczong, Zemoze istnie¢ wiecej
niz jedna wartos$é¢ na x przy ktérej ta liczba spetniataby wa-
runki twierdzenia: gdybySmy np. oznaczyli przez (A2 zbiér liczb wymier-
nych mniejszych od liczby 1, a przez (A2 zbiér liczb wymiernych wiekszych
od 2, to kazda liczba > spetniajaca zwigzki

1~ N 2,

nie bytaby ani mniejsza od zadnej liczby zbioru (A), ani wieksza od zadnej
liczby zbioru (4 a).

Tw. IV. Jezeli dwa zbiory liczb wymiernych (J.) i (A2 nie
tylko spetniajg zatozenia Tw. Ill, ale jeszcze i ten warunek,
zeby kazdej, byle od zera wiekszej, liczbie wymiernej e odpo-
wiadata przynajmniej jedna para liczb wymiernych at i a2, na
lezgcych odpowiednio do zbioréw (Aj) i (A2 i takich, zebyé$my
mieli
<1 «Ss — at < e,

to w takim razie istnieje doktadnie jednej wartos$ci liczba
bezwzgledna a, ktéra nie jest ani mniejsza od zadnej liczby
zbioru (.44 ani wieksza od zadnej liczby zbioru (A2).
Poniewaz, ze wzgledu na Tw. Ill, pewne jest istnienie liczby a, nie mniej-
szej od zadnej liczby zbioru (™4j), a nie wiekszej od zadnej liczby zbioru (42,
poniewaz nadto kazda liczba, rowna liczbie a, spelniajgcej te warunki, sama
rzeczone warunki spetnia, przeto chodzi tylko o wykazanie, ze dwie nieréwne
pomiedzy sobg liczby Ix i 12 (Ix < 42 nie mogg obie rozwazanych warunkéw
spetniaé¢. Zatézmy jednak, ze obie liczby 12 i I, spetniaja rzeczone warunki.
Na podstawie Tw. | znajdzie sie liczba wymierna w,, spetniajgca niero-
wnosci
3) lj <Cwx <C I2,

a nastepnie liczba U2, spetniajgca nieréwnosci
(4) W< w2< I2.

Oznaczmy przez ar ktorgkolwiek z liczb zbioru (.40 a przez a2 ktorg-
kolwiek z liczb zbioru (As). Na podstawie zatozen, przyjetych co do liczb N
i 12, mamy

ai= h Oraz 2= «2-

Z tych za$ nieréwnosci i nieréwnosci (3) i (4) mamy

ai < W, oraz w2< af;
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poniewaz za$ na podstawie jednej z nieréwnosci (4) mamy

(6) «i < w,,
przeto
(6) ce ~

Uzyskalismy wiec wynik nastepujacy: jezeli liczby Ix i % czynig zado$¢
wyzej przyjetemu zatozeniu, to kazda para liczb a, i Oj, nalezacych odpo-
wiednio do zbioréw (AJ i AJ, spetnia nieréwnoé¢ (6). Zatem Zzadna para
liczb % i as, nalezacych odpowiednio do zbioréw (AJ i (AJ, nie moze spetniaé
nieréwnosci (1) przy wartosci

£= w2— M

na e. Ale ze wzgledu na nieréwnos¢ (5), wynik ten jest niezgodny z zatoze-
niami twierdzenia. Zatem, dwie nieréwne pomiedzy sobg liczby Ix i It, a przy-
tem takie, zeby zadna z nich nie byla, ani mniejsza od jednej z liczb zbioru
(A, ani wieksza od jednej z liczb zbioru (A,), istnie¢ nie moga, a to tylko
pozostawato do udowodnienia.

Def. I. Jezeli dwa zbiory liczb wymiernych (A!)i(A) czynig
zados$¢ zatozeniom tw. 1V, to zesp6t tych zbioréow zowiemy
Okreslnikiem; przytem, zbiéor (AJ zowiemy pierwszg, a zbiér (AJ
drugg czesciag okres$lnika; zeby wyrazi¢, iz pewna liczba bez-
wzgledna a nie jest ani mniejsza Od zadnej liczby zbioru (A)’
ani wieksza od zadnej liczby zbioru (A), méwimy, ze okreslnik,
utworzony przez zespo6t zbioréow (A) i (A), jest okresSlnikiem
liczby a albo, ze ta liczba posiada rozwazany okres$lnik.

Tw. V. Kazda liczba bezwzgledna < posiada przynajmniej
jeden okres$lnik.

Zeby twierdzenie to uzasadni¢, wystarczy zauwazy¢, ze, ze wzgledu na
Def. 1 i na Tw. Il zbiér wszystkich liczb wymiernych, nie wiekszych od liczby
9 i zbior, wszystkich liczb wymiernych, nie mniejszych od tej liczby, stanowig
odpowiednio pierwszg i drugg cze$¢ pewnego okreslnika liczby q

Uwaga |I. Jezeli pewna liczba bezwzgledna ¢ jest liczbg
wymierna, to wystarczy oznaczy¢ przez (Al) i (AJ dwa zbiory
liczb, z ktéorych kazdy obejmowatby jedne tylko liczbe, ale
liczbe réwng liczbie ¢, zeby zbidor (A) stanowit pierwsza,
a zbidér (A) — druga czes¢ pewnego okres$lnika liczby ¢

Tw. VI. Kazdemu okres$lnikowi odpowiada liczba bez-
wzgledna, ktorej okres$lnikiem jest wtasnie ten okres$lnik; je-
zeli dwie liczby bezwzgledne posiadajg wspdlny okreslnik, to
Wstep do analizy. 10
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te liczby sg réwne pomiedzy sobg, a okres$lnik jakiejkolwiek

liczby jest okres$lnikiem kazdej liczby, réwnej rozwazonej
liczbie.
Swierdzenie to wynika bezposrednio z Def. | i Tw. IV.

Tw. VII. Zeby pewien okreslnik(Q) byt okreélnikiem liczby
zero, potrzeba i wystarcza, zeby do pierwszej jego cze$ci na-
lezaty tylko liczby rowne zeru.

Istotnie, jezeli okreslnik (Q) jest okresinikiem liczby zera, to zadna liczba
pierwszej jego czesci nie moze by¢ wieksza od zera i z tego powodu (§ 84,
Tw. ) kazda liczba pierwszej czesci rozwazanego okresinika jest réowna zeru.
Zatem, podany warunek jest konieczny. Warunek ten jest wystarczajacy. Isto-
tnie, jezeli pierwsza czes$¢ okreslnika (Q) obejmuje tylko liczby réwne zeru, to
liczba zero nie jest mniejsza od zadnej liczby pierwszej czesci rozwazanego
okreslnika. Poniewaz za$ (§ 84, Tw. 111) liczba zero nie jest wieksza od zadnej
liczby bezwzglednej, przeto, w szczego6lnosci, liczba zero nie jest wiekszag od
zadnej liczby, nalezacej do drugiej czesci okreslnika (Q). Z tego wynika, ze,
jezeli pierwsza cze$¢ okre$lnika (2 obejmuje tylko liczby réwne zeru. to ten
okreslnik jest rzeczywiscie okreslnikiem liczby zero. Ostatecznie wiec twierdzenie
zachodzi w podanem brzmieniu

Precyzujemy teraz znaczenie wyrazen, przytoczonych na poczatku niniej-
szego paragrafu zapomocg definicyi nastepujgcych.

Def. Il. Symbolem specyficznym liczby catkowitej zowiemy
symbol, przedstawiajgcy ja wedtug zwyktych regut zapomoca

znacz kow
0,1 2 3 4,5, 6,7 8,09

Def. I1l. Symbolem specyficznym liczby utamkowej zowiemy
symbol, wynikajacy z symbolu
m
P

przez podstawien ie w miejsee liter m i p odpowiednio symbo-
I6w specyficznych licznika i mianownika.

Def. IV. Orzeczenie, ze pewna liczba wymierna jest znam
albo dana, wyraza, iz posiadamy na pi$mie albo w pamieci jej
symbol specyficzny; wobec tego, wyznaczeniem liczby wymiernej
jest napisanie jej symbolu specyficznego.

Uwaga. Kazdy ze Srodkow, ktére wrzeczywistosci postuzy¢
moga do wyznaczenia nieznanej liczby wymiernej, sprowadzi¢
mozemy do wykonania skonczonej ilosci czynnos$ci, polegaja-
cych albo na poréwnaniu ilosciowem dwdch liczb wymiernych)
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ktérych symbole specyficzne posiadamy juz na pismie, albo na
wykonaniu jednego z dziatan podstawowych na takich dwéch
liczbach.

Def. V. Orzeczenie, ze pewien okreélnik (£2) jest arytmetycznie
oznaczony (albo dany lub znany) wyraza, ze potrafimy wyznaczyé¢
dwie liczby wymierne wy i m2, nalezgce odpowiednio do pierw-
szej i drugiej czes$ci okres$lnika (), a przytem takie, zebyémy
mieli

wt — <: e,
gdzie s oznacza dowolnie naprzéd dana, byle od zera wigekszg
liczbe wymierna.

Def. VI. Orzeczenie, iz pewna liczba bezwzgledna jest dana
albo znana wyraza, ze jeden z jej okreslnikow jest (Def. V) aryt-
metycznie oznaczony.

Def. VII. Wyznaczeniem liczby bezwzglednej zowiemy uzyska-
nie arytmetycznego oznaczenia jednego z jej okres$lnikdow.

Tw. VIIIl. Jezeli oznaczymy przez (At) zbidér liczb wymier-
nych pierwszej, aprzez (is) z.bior liczb wymiernych drugiej ka-
tegoryi w stosunku do pewnego przekroju (P) zbioru liczt wy-
miernych, to w takim razie zachodzg okoliczno$ci nastepujace:

1° Zbiory (Ji) i (42 stanowig odpowiednio pierwszg i drugg
cze$¢ pewnego okres$lnika (£ a mianowicie okres$lnika liczby
bezwzglednej <p potozonej na przekroju (P).

2° Jezeli przekroj (P) jest oznaczony arytmetycznie (§ 80
Def. Il), to okres$lnik (£2) jest w znaczeniu, okreslonem przez Def.
V, takze oznaczony arytmetycznie, skad wynika (Def. VI), ze
w takim razie liczba @ jest znana.

Zeby twierdzenie to uzasadnié¢, zwazmy, ze poniewaz dwie liczby ici i w2,
nalezagce odpowiednio do zbioréw (4j) i (J12), zawsze spelniajg zwigzki

Ma <
W, < @

#n5 LLL

przeto, zeby uzasadni¢ pierwszg cze$¢ twierdzenia nalezy tylko wykazaé, ze;
jezeli oznaczymy przez e jakgkolwiek, byle od zera wiekszag liczbe wymierng,
to zawsze odpowiada¢ jej beda takie dwie liczby i a2, nalezace odpowiednio
do zbioréw (AT) i (42, zebySmy mieli:

(1) Q@ —d< =
10+
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Otéz (8 79, Def. 1) w zbiorze (J-4 istnie¢ bedzie liczba od zera wigksza, a po-
niewaz liczba 9, potozona na przekroju (P) nie jest mniejsza od zadnej liczby

zbioru (.44, przeto
¢> Q

Zatem (Tw. Il) istnie¢ beda dwie liczby wymierne

/2 1 M
spetniajgce nieréwnosci
)] Ma< 9 < Ma
oraz
) M — < e

Poniewaz za$ z nieréwnosci (2) wynika, ze liczba n» naleze¢ bedzie do zbioru
(™4, a liczba w2 — do zbioru (Ar), przeto dos$¢ przyjac

(@ y @ wvR?

zeby liczby at i a2 nalezaty odpowiednio do zbioréw () i(42 i spetniaty (1)
Wnosimy stad, ze pierwsza cze$¢ twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu.
Zeby dostrzedz, ze druga cze$¢ twierdzenia takze zachodzi, nalezy tylko zwa-
zy¢, ze dowdd istnienia liczb wy i m2, podany przy uzasadnianiu Tw. Il, sta-
nowi w przypadku, kiedy przekrdj (P) jest oznaczony arytmetycznie (§ 80,
Def. Il), metode do wyznaczenia symboldéw specyficznych (Def. Il) liczb wx i wit.
Ostatecznie wiec twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Teraz mozemy juz dobrze zrozumie¢ znaczenie naukowe Tw. IV, § 80-go:
na podstawie tego twierdzenia i twierdzenia tylko co uzasadnionego mamy twier-
dzenia nastepujace:

Tw. IX. Zbiér liczb niewymiernych znanych nie jest pusty.

Zeby zapobiedz wszelkiemu nieporozumieniu, nadmieniamy, ze, jakkolwiek
liczba bezwzgledna, potozona na przekroju zbioru liczb wymiernych, oznaczo-
nym arytmetycznie, jest znana, to przeciez btednem bytoby mniemanie, iz odwro-
tnie, do arytmetycznego oznaczenia przekroju zbioru liczb wymiernych wystarczy,
zeby liczba bezwzgledna 9, potozona na tym przekroju, byta znana w zna-
czeniu Def. VI, zeby wiec znany byt jeden z jej okreslnikéw. Wogole, jezeli
pewna liczba bewzgledna 9 jest nam znana tylko w znaczeniu, okreslonym
przez Def. VI, to (zob. § 93) nasuna¢ sie¢ moga roézne pytania, odnoszace sie
do tej liczby, na ktére moze nie bedziemy umie¢ odpowiedzie¢. Jednakowoz przy
zastosowywaniu liczb do badania przyrody, poznanie liczby w znaczeniu, okre-
slonym przez Def. VI, jest zwykle wystarczajgce i to jest jeden z najwazniej-
szych powodoéw, ze Def. VI nam dogadza.

§ 87. Zeby w my$l zasad, wylozonych w rozdziale Il-gim, ugruntowaé
teorye dziatan podstawowych na liczbach bezwzglednych, nalezy okresli¢ sume
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i iloczyn dwoch takich liczb. W tym celu rozszerzamy tylko na weszystkie liczby
bezwzgledne definicye dodawania i nnozenia, przyjete w teoryi liczb wymier-
nych Przyjmujemy tedy definicye nastepujace:

Def. I. Wynikiem dodania do oznaczonej liczb y bezwzgle-
dnej ¢ drugiej oznaczonej liczby bezwzglednej ¢ zowiemy
kazdg liczbe bezwgledng 0, ktéra, po przyjeciu pewnego od-
cinka wtasciwego u za jednostke, jest miarg sumy tych odcin-
kow a i b, ktérych miarami sg odpowiednio liczby di ¢

Def. 1l. lloczynem mnozenia oznaczonej liczby bezwzgle-
dnej tp od zera wiekszej, przyjetej za mnozng, przez drugg
liczbe bezwzgledna ¢y przyjeta za mnoznik, zowiemy kazda
liczbe bezwzgledng 0, ktdéra, w razie przyjecia za jednostke
pewnego odcinka wtasciwego m jest miarg odcinka a, przez to
okreslonego, iz miarg jego bytaby liczba d) gdyby za jednostke
przyjety zostat taki odcinek u, ktérego miarg, w przypadku,
kiedy za jednostke diugosci uwazamy odcinek u, jest iiczba ¢

Poniewaz Def. Il odnosi sie tylko do przypadku, kiedy liczba, przyjeta za
mnozng, liczbie zeru nie jest rowng, przeto podobnie, jak w teoryi liczb vwy-
miermych, uzupelniamy definicye iloczynu dwoch liczb bezwzglednych przez defi-
niog nastepujace;

Def. I1l. lloczynem mnozenia liczby bezwzglednej, rownej
liczbie zero, przyjetej za mnozng, przez jakakolwiek druga
liczbe bezwzgledna, zowiemy kazdg liczbe bezwzgledng, réwng
zeru.

Poniewez, jak to zapowiedzieliSmy przed podaniem powyzszych definicy,
te definicye stanowig tylko rozszerzenie na wszystkie liczby bezwzgledne tych
definioy, na ktorych oparlismy teorye dziatar podstanwovwych na liczbach wwy-
miemych, przeto rzeczone definicye nie moga doprowadzi€¢ do zadnej sprze-
cznosal z teoryg liczb wymiermych. Natomiast winnismy udowodni€, ze one nie
uchybiajg ogblnym zasadom, wAozonym w rozdziale drugim

Gdybysmy to twierdzenie zechcieli uzasadni¢ bezposrednio, na samym po-
czatku calej teoryi, to nie moglibysmy unikna¢ catego szeregu powtorzen. Wobec
tego, wylozymy nastepstwa omewianych definicyi w porzadku najdogodniejszym,
a w stosownem miejscu dopiero udowodnimy zgodnosC ich z zasadami  roz-
drialu drugiego.

Zeby ulatwi¢ czytelnikowi zoryentowanie sie w dalszych rozwazaniach,
zaznaczamy, ze, procz wykazania zgodnosci powwyzszych definicyi z zasadami
rozdzialu drugiego, bedziemy mieli na celu wykazanie tego podstanowego faktu,
ze, w odniesieniu do liczb bezwzglednych, wszystkie postulaty teoryi, wyozonej
w rozdziale trzecim, sg spelnione i ze, z tego powodu, cala ta teorya jest dla
liczh bezwzglednych wazna; nadto bedziemy mieli na wzgledzie wyprowadzenie



150 § 87 i 88

regut do vwyznaczania vwynikow dziatar podstanwovwych na liczbach bezwzgledrnych
danych.

§ 88. Tw. I. Oznaczmy przez (Aj) pierwszg, a przez (A2 droga
czes¢ pewnego okreslnika dowolnie oznaczonej liczby bez-
wzglednej @ oznaczmy nadto przez (By) pierwszag, a przez (B)
druga czes¢ pewnego okreslnika drugiej dowolnie oznaczonej
liczby bezwzglednej ¢ i uwazajmy z jednej strony zbior (Q)
wszystkich tych liczb wymiernych, z ktérych kazda jest sumag
jednej liczby zbioru (Aj) i jednej liczby zbioru (B[ az drugiej —
zbior (C2) wszystkich tych liczb, z ktdérych kazda jest suma je-
dnej liczby zbioru (A2 i jednej liczby zbioru (B2. Powiadam, ze
zachodzg okolicznosci nastepujace:

1° Zbiory (C) i(6\) stanowig odpowiednio pierwszg i drugg
czes¢ pewnego okreslnika (Q, ktory bedzie arytmetycznie
oznaczony, jezeli rozwazane okreslniki liczb i @i ¢ sg dane.

2° Bez wzgledu na wybor jednost ki dtugosci, kazda liczba
bezwzgledna, ktérej okresinikiem jest okreslnik (il), i tylko
liczba bezwzgledna, spetlnigjgca ten warunek, jest sumag liczb @id

Istotnie, jezeli oznaczymy ogdlnie przez Tu T2 i & >d2 liczby wymierme,
nalezgce odpowiednio do zbiorow (AL, (A2, (B, i (B2, to, ze wzgledu ra
2wigzki

Ti S$
i
®1 A ®2,
mie¢ bedziemy
Ti+ o T2+ 0

zatem zadna liczba zbioru (C,) nie jest wieksza od ktorejkolwiek z liczb zbioru
(Qy). Z drugigj strony, jezeli oznaczymy przez s dowolnie dang liczbe wymiema,
to mozna bedzie tak dobra¢ liczby vwmierme wvn @ ¢ i 42, zebySmy mieli
T— Tl < |£, O, — 9, < j £e
Ale w takim razie mie¢ bedziemy
(Ti+ @) — (Ti+ oOx) < £-
Zatem, do liczby £ mozna zawsze dobra¢ dwie liczby

(1) o1 = Ti+ ol

) @= T+ o,



§ 88 161

nalezace odpowiednio do zbiorow (CX) i (C3, a przytem takie, zebySmy mieli
02— 6i £

Z tego wwnika juz, ze zbiory (CM) i (G\) stanowi¢ beda odpowiednio pierw
sza i drugg czes¢ pewnego okredlnika. Poniewez zas w razie, kiedy rozwazane
okresiniki liczb 9 i g sg dane w znaczeniu Def. V, § 86-go, liczby wymierme 0X
i 02bedg mogly by¢ rzeczywiscie wyznaczone w znaczeniu Def. IV § 86, przeto
pierwsza czes¢ twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu.

Zeby uzasadnié cze$¢ druga, przyjmijmy za jednostke jakikolwiek odcinek
whascivwy U i oznaczmy przez

flit ®>1fl2i K, b, bt
odcinki, ktérych miarami sg odpowiednie liczby
Ti»Ti T*i Ou 0, dae

Oznaczmy nadto przez ci( c, i e trzy odcinki, spelniajace rownosci:

ci = ai“h
©) Q= e -f
c— a-j-b.
Poniewaz mamy
= PSi ¢
@ 0.5 05i 0a

przeto mie¢ bedziemy
a, < a< a,
®) Bt b bt

Ze zwigzkow (3) i (5) mamy
)

Zatézmy teraz, ze pewna liczba bezwzgledna B jest sumg liczb 9 i b
W takim razie (8 87, Def. 1), przynajmniej przy stosownym wyborze odcinka
u, liczba B bedzie miarg odcinka c¢. Ale wowczas, ze zwigzkow (6) vwnika, ze
jezeli oznaczymy przez Br i 02 miary odcinkdw cx i 2, to mie¢ bedziemy

N B<j 0.

Poniewaz zas ze zwiazkdéw (3) wynika, ze maliczby 0Xi1 2 mamy odpo-
wiednio wzory (1) i (2), przeto okresinik (Q), utworzony przez zespdt zbiorow
(Cx) 1 (C2 jest okresinikiem liczby 0. Zatem, tylko liczba bezwzgledna, ktorgj
okredlnikiem jest okredlnik (), moze by¢ sumg liczb 9 i 0 Z drugiej zndw
strony, jezeli tylko okredlnikiem pewngj liczby bezwzgledne] B jest okresinik
(&), to ta liczba jest sumg liczb 9 i ¢ bez wzgledu na wybodr jednostki dhu-
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gosci u, albowiem, jakikolwiek odcinek witasciwy oznaczylibySmy przez u, to miarg
odcinka c, okreslonego przez trzecig z réwnosci (3), bylaby liczba 0', ktorej
okreslnikiem bytby okresinik (O). Poniewaz za$ z tego wynika (§ 86, Tw. VI),
ze mielibySmy

9'= 0,

poniewaz wiec liczba 9 bylaby takze miarg odcinka c, przeto druga cze$¢ twier-
dzenia zachodzi w podanem brzmientu.
Tw. Il. Dodawanie liczb bezwzglednych jest dziataniem
arytmetycznem jednoznacznem, wykonalnem bez zastrzezen.
Istotnie, oznaczmy przez @ i ¢ jakiekolwiek dwie liczby bezwzgledne i za-
t6zmy, ze pewna liczba 9 przedstawia wynik dodawania liczby ¢ do liczby @
Jezeli tedy pewne liczby bezwzgledne cp' i ¢' spetniajg réwnosci

P= @i P= @

to (8 86, Tw. VI) okreslniki liczb @i ¢ beda odpowiednio takze okre$lnikami
liczb @ i . Zatem (Tw. I, cze$é 2°) okreslnik (Q) sumy

P+ 0
bedzie takze okreslnikiem sumy

t'4 -0,

a z tego wynika (Tw. I, czes¢ 2°), ze liczba 0 jako taka, ktoérej okresinikiem
jest Okreslnik (Q), jest wynikiem dodania liczby &' do liczby cp. Z drugiej
strony, poniewaz okre$inik (Q) jest (8 86, Tw. VI) okreSinikiem kazdej liczby
bezwzglednej, réwnej liczbie 0, przeto kazda taka liczba (Tw. I, cze$¢ 2°) przed-
stawia sume

Q- @

Ostatecznie wiec suma dwéch liczb bezwzglednych, uszeregowanych w ozna-
czonym porzadku, zalezy tylko od wartosci tychze i sama oznaczona jest tylko
pod wzgledem wartosci. Zatem (§ 57 Def. I), dodawanie dwoch liczb bezwzgle-
dnych jest rzeczywiscie dziataniem arytmetycznem. Zeby przekonaé sie, ze to
dzialanie jest jednoznaczne, nalezy tylko zwazyé, ze, jezeli z dwoch liczb bez-
wzglednych 0 i 0' kazda przedstawia sume

72+ ]

to (Tw. I, cze$¢ 2°) te liczby posiadajg wspélny okresinik i sg zatem (8 86,
Tw. VI) réwne pomiedzy sobg. Nareszcie bezwzgledna wykonalno$¢ dodawania
liczb bezwzglednych moze by¢ uzasadniona w sposob nastepujacy: jakiekolwiek
bytyby liczby bezwzgledne qi &, to zbiory, ktére oznaczyliSmy w Tw. 1przez (Cj)
i (62, zawsze stanowig (Tw. I, cze$¢ 1°) odpowiednio pierwsza i drugg czesé
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okreslnika- pewnej liczby bezwzglednej. Poniewaz zas ta liczba (Tw. I, cze$¢ 2«)
przedstawia sume
o+ 0,

przeto dodawanie dwdch liczb bezwzglednych jest rzeczywiscie wykonalne bez
zastrzezen. Z uzyskanych wynikéw wnosimy (§ 60, Tw. 1) ze twierdzenie za-
chodzi w podanem brzmieniu.

Wniosek. Warunek konieczny i wystarczajacy, aby pewna
liczha bezwzgledna B byta sumg liczb bezwzglednych 9 i ¢
(8 59). wyrazi¢ mozna przez réwnosé

6— P+ P

Tw. Ill. Jezeli oznaczymy przez 9, ¢ i B dowolnie dane trzy
liczby bezwzgledne, to w takim razie mamy

(1) @+ O)+ 0= o+ (0+ e\
Istotnie, jezeli, opierajgc sie na drugiej czesci tw. I, okreslimy z jednej
strony okreslnik (O) sumy
@+ D+ O
a z drugiej okreslnik (Q") sumy
o+ (P+ 0>

jezeli nadto zwazymy, ze w przypadku szczegélnym, Kkiedy liczby 9, ¢ i B sg
liczbami wymiernemi, réwno$¢ (1) zachodzi na podstawie teoryi liczb wymier-
nych, to stwierdzimy z tatwoscia, ze w rzeczywistosci okreslniki (Q) i (Q") zle-
waja sie ze soba. Z tego za$ wynika (§ 86, Tw. VI) ze, zgodnie z brzmieniem
twierdzenia, réwnos$¢ (1) zachodzi w kazdym razie.

Tw. IV. Jezeli oznaczymy przez 9 i B dowolnie dane liczby
bezwzgledne, to mie¢ bedziemy w kazdym razie

(1) b+ 6= 0+ 0o
Istotnie, zwazywszy, ze w przypadku szczegélnym, kiedy liczby 9 i ¢ sg

liczbami wymiernemi, réwno$¢ (1) zachodzi na podstawie teoryi liczb wymier-
nych, wywnioskujemy z tatwoscig z drugiej czesci Tw. I, ze okres$lniki sum

?~b® * 0O 9
zlewaja sie ze soba, a z tego wynika (§ 86, Tw. VI) réwnos¢ (1), o dowdd

ktorej wiasnie chodzito.
Tw. V. Jezeli oznaczymy przez 9 dowolnie dang liczbe bez-

wzgledng, a przez ¢ i ¢ dwie liczby bezwzgledne, spetniajace
nieréwnos¢

(1) d<od',
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to mieé¢ bedziemy
¥ 9+ d< 9+ P

Powyzsze twierdzenie mozna wyprowadzi¢ z Tw. I, bynajmniej nie powo-
tujac sie na teorye odcinkéw, i polecamy czytelnikowi, jako pouczajace ¢wi-
czenie, uzasadnienie niniejszego twierdzenia na tej podstawie. Tu za$ podamy
dowod prostszy, nastepujacy. Przyjmijmy za jednostke jakikolwiek odcinek wia-
$ciwy U i uwazajmy odcinki «, b i b', ktérych miarami bytyby w takim razie
odpowiednio liczby 9, ¢ i ¢'. Ze wzgledu na (1), mamy tedy

b< V,
a zatem
3) a-f-6 < a-J-b
Poniewaz za$ liczby
9+ O i 9+ O

sa odpowiednio miarami odcinkéw
a-{~-b i a+ b\

przeto, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, nieréwnos$¢ (2) rzeczywiscie zachodzi¢
bedzie.

Tw. VI. Jezeli oznaczymy przez 9 catkiem dowolnie dana
liczbe bezwzgledng, to mieé¢ bedziemy

(1) 9+ 0= 9.

Istotnie, jezeli oznaczymy przez {BxX) i (B2 dwa zbiory liczb wymiernych,
z ktérych kazdy obejmuje tylko liczby réwne zeru, to te zbiory oczywiscie
stanowi¢ beda odpowiednio pierwsza i druga czes¢ okresSlnika liczby zero.

Z tego wynika (Tw. |, czes¢ 2°), ze istnieje okreslnik sumy

9+o,

zlewajacy sie z okreslnikiem liczby 9. Zatem, zgodnie z brzmieniem twierdzenia,
rownos¢ (1) rzeczywisécie bedzie zachodzié.

Tw. VII. Jezeli oznaczymy przez 9 jakgkolwiek liczbe bez-
wzgledna, a przez o liczbe bezwzgledna, spetniajgcag niero-
wnos¢

Q) ®> 0,
to mie¢ bedziemy
2 9+ > 09

Istotnie, ze wzgledu na nieréwnos$¢ (1) i na Tw. V mamy

9+ o > 9+
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a poniewaz (Tw. VI)

przeto, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, réwnos$¢ (2) rzeczywiscie zachodzi.
§ 89. Tw. I. Jezeli oznaczymy przez i poznaczone dwie
liczby bezwzgledne, to w takim razie zachodzag okolicznos$ci
nastepujace:
1° Zeby odejmowanie zaznaczonp we wzorze

b— 9

byto wykonalne, Zzeby, innemi stowy, istniata liczba bezwzgle-
dna X, spe+niajqca4zwiqzek

(1) 74+ * = O
koniecznem jest, zeby zachodzit albo zwigzek
(2) = 0

albo zwigzek

(©) ?< @

2° Jezeli zachodzi zwigzek(2), to dos¢ przyjac
X= 0,

zeby liczba x spetniata zwigzek (1)

3° Jezeli oznaczymy przez ("™r) pierwszg, a przez (,49 drugag
cze$¢ pewnego okres$lnika (Q) liczby 9, oraz przez (B, i (B2 od-
powiednio pierwszg i drugg cze$¢ pewnego okKres$lnika (Q)
liczby ¢, jezeli nadto zatozymy, ze zachodzi jeden ze zwig-
zkow (2) lub (3) i oznaczymy przez (C,) zbior wszystkich liczb
wymiernych, z ktérych kazda jest albo réwna zeru, albo réwna
reszcie odejmowania jednej liczby zbioru (Ar) od jednej liczby
zbioru (B,), a przez (C2 zbidér wszystkich liczb wymiernych,
z ktérych kazda jest réznicg jednej liczby zbioru (B2 i jednej
liczby zbioru (.44 to w takim razie zbiory (C,) i (Ct) stanowi¢
bedg odpowiednio pierwszg i drugg cze$¢ pewnego okreslnika
(£2), ktéry bedzie arytmetycznie oznaczony, jezeli okre$lniki
(2) i (Q) bedg oznaczone arytmetycznie.

4° Wystarczy, zeby okres$lnik (Q") byt okreslnikiem liczby
X, aby ta liczba spetniata réownosé¢ (1)

5° Jezeli zachodzi jeden ze zwigzkow (2) lub (3), to istnieje
liczba bezwzgledna x, spetniajgca réwnoéc¢ (1)

6° Zawsze istnieje liczba bezwzgledna™*, spetniajgca jedna
przynajmniej z réownosci;
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@ f-x= o
albo
®) d-j- x — 9.

Dowo6d co do 1° Zaldzmy, ze pewna liczba bezwzgledna x spetnia zwia-
zek (1). Poniewaz (§ 84, Tw. Illl) mamy w kazdym razie

XxX"NO0,
przeto (8 88, Tw. VI i VII) mamy

zatem, ze wzgledu na (1), zachodzi rzeczywiscie jeden ze zwigzkéw (2) lub (3),
a oto wiasnie chodzito.

Dowdd co do 2°. Stuszno$¢ tej czesci naszego twierdzenia wynika bez-
posrednio z Tw. VI § 88-go.

Dowdd co do 3°. Zbiér (CN nie jest pusty, gdyz liczba zero do tego
zbioru nalezy. Zbidér (C2) takze nie jest pusty, gdyz, ze wzgledu na istnienie
jednego ze zwigzkow (2) lub (3), jako tez ze wzgledu na to, ze dwie liczby wy-
mierne §x i g2, nalezgce odpowiednio do zbioréw (AJ i (BJ, spetniajg w kazdym
razie zwigzki

AN f oraz 42,

odejmowanie, zaznaczone we wzorze
or — 7

bedzie w kazdym razie wykonalne. Zwazmy teraz, ze zadna liczba X, zbioru
(Q\) nie moze by¢ wieksza od jakiej$ liczby x2 zbioru (C2), jezeli bowiem mamy

(6) xx= 0,
to zwigzek
@) X2 — X0 -

zachodzi niezawodnie (8 84, Tw. Ill); jezeli za$ réwnoé¢ (6) nie zachodzi, to
istnie¢ bedg takie dwie liczby 42 i ®u nalezgce odpowiednio do zbioréw (AJ
i (BJ, ze mie¢ bedziemy

8) X, = gx— ?2;

poniewaz za$ w kazdym razie mamy

(9) = (*Q_ <Ft!

gdzie o, i ex sg jakie$ dwie liczby nalezace odpowiednio do zbioréw (BJ
i poniewaz nadto mamy

71 x N o>
poniewaz wiec

(10) O + 2 =§ 2i + OQa»
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przeto ze wzoréw (8) i (9) wynika zwigzek (7) ]). Stwierdzamy wiec, ze zwigzek
(7) zachodzi w kazdym razie. Powiadam, ze do dowolnie danej byle od zera
wiegkszej liczby wymiernej- e mozna dobraé¢ takie dwie liczby >, i xt, nalezace
odpowiednio do zbioréw (CJ i (CJ, zebySmy mieli

(11) X2 X £.
Otéz w kazdym razie mozna tak wyznaczy¢ liczby

%j B>D >d>
nalezace odpowiednio do zbioréw (AJ, (AJ, (BJ i (BJ zebySmy mieli

for— b < if

(12 -
lda— da< | £

Gdyby pokazato sie, ze mamy

(13) P < <Pa

to, zwazywszy, iz z nieréwnosci (12) mamy

d@a— <)+ (da— @) < ¢

dostrzegamy, ze mielibySmy
da— ?i < £

Zatem, wystarczyloby wyznaczyé x2 ze wzoru (9) i przyjaé
xi — 0,

zeby urzeczywistni¢ nieréwnos¢ (11). Gdyby za$ nieréwnos$é (13) nie zacho-
dzita, to wystarczytoby wyznaczy¢ xx, ze wzoru (8) (co bytoby mozliwe, gdyz
mielibysmy dr ~ 92 i przyja¢ na x2, jak poprzednio, warto$¢ (9), aby w rozwa-
zanem przypadku uczyni¢ zado$¢ nieréwnosci (11), albowiem ze wzoréw (9)
i (8) mamy

Xt— Xi= @8— ) — (! — f),

x2— Xi= (@a— dg) -f- (- —9),

skad znéw, ze wzgledu na (12), rzeczywiscie wynika nieréwnos$¢ (11). Stwier-
dzamy wiec, ze w kazdym razie istniejg takie dwie liczby x2 i i,, nalezace
odpowiednio do zbioréw (C,) i (<72, ze spetniaja nieréwnos$¢ (11). Poniewaz
za$ stwierdzili$my juz wyzej, ze zadna liczba wzoru (CJ nie jest wieksza od

skad

» ZaznaczyliSmy (867 i § 76), ie w odniesieniu, do liczb wymiernych cata teorya roz-
dziatu lii-go jest wazna. Zatem, na podstawie Tw. IV § 76-go, zwigzek (10) i wzory (8) i (9
rzeczywiscie pociagaja za sobg zwigzek (7).
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ktérejkolwiek liczby zbioru (C,), przeto zesp6t zbioréw (Cx i (Ct) stanowi pe-
wien okre$lnik; poniewaz nadto z powyzszych rozwazan wynika, ze potrafimy
rzeczywisécie wyznaczy¢ (8 86, Def. VI) liczby xt i xt, jezeli okreslniki (1z) i (O
beda oznaczone arytmetycznie, przeto 3° cze$¢ twierdzenia zachodzi w podanem
brzmieniu.

Dowod co do 4°. Zatézmy, ze pewna liczba bezwzgledna x jest liczba,
ktérej okreslnikiem jest okreslnik (iz")- Chodzi o wykazanie, ze w takim razie
liczba x spetnia réownosé (1). W tym celu oznaczmy przez (Z>X) zbidr wszyst-
kich liczb, z ktérych kazda jest sumg pewnej liczby zbioru (4r) i pewnej
liczby x!, zbioru (CL a przez (D2 zbior wszystkich liczb, z ktérych kazda jest
sumg pewnej liczby 92 zbioru (42 i pewnej liczby x2 zbioru (Ct). W takim
razie (Tw. | § 88) zbiér (DX, stanowi¢ bedzie pierwsza, a zbiér (Z>2 — druga
czes$¢ okreslnika (121V) sumy
(14) 72+ "m

Zatem, zeby uzasadni¢ rozwazanag cze$¢ twierdzenia, nalezy tylko wykazac
(8 86, Tw. VI), ze okreslnik (izIV) jest okreslnikiem liczby o W tym za$ celu
winnismy tylko dowieé¢, ze kazda liczba zx zbioru (DX spetnia zwigzek

(15) X",

a kazda liczba z2 zbioru (Br) — zwigzek

(16) N

Mamy

17 r, = <fA\-f xx,

oznaczajac przez i xx dwie liczby, stosownie wybrane odpowiednio w zbiorze

(Aj) i zbiorze (BX). Jezeli
xj = 0,
to ze zwigzku

jakotez z okolicznosci, ze zachodzi jeden ze zwigzkdéw (2) lub (3), wynika, ze
zwigzek (15), bedzie spetniony. Jezeli za$
Xj > 0,

to na xx zachodzi wzér (8), a z tego wzoru i ze wzoru (17) wynika wzér

iz (0— B+ P= i~ (*— <pi
Poniewaz za$ mamy

& a 71,
przeto

*1 5; O,
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co, ze wzgledu na
b P

pocigga za sobg (15). W kazdym wiec razie zwigzek (15) bedzie spetniony.
Zeby uzasadnié istnienie zwigzku (16), zwazmy, ze mamy

(18) SR

oznaczajac przez i Xt pewne stosownie dobrane, do zbiorow (A2 i (Z2) od-
powiednio nalezace, liczby. Na liczbe xt, jako nalezaca do zbioru (22, mamy
wzor (9). Ze wzoréw (18) i (9) mamy

= 2b 4 (@ — 20) = @2+ (27 — 2l)
skad
(19) 2*= dr
ze wzgledu na
21 N e

Poniewaz mamy w kazdym razie
o* o,

przeto zwigzek (19) pocigga za sobg (16). Zatem, zwigzek (16) zachodzi w kazdym
razie, a to tylko pozostawato do wykazania, zeby uzasadnic¢ 4-tg cze$¢ twierdzenia.

Dowdéd co do 5°. Jezeli liczby 9 i ¢ spetniajg jeden ze zwigzkéw (2) lub
(3), to (3-cia czes¢ twierdzenia) okreslnik (1i") bedzie istnie¢, a wiec istnie¢ be-
dzie liczba X, okreslona przez ten okre$lnik. Poniewaz za$ (4-ta cze$¢ twierdzenia)
liczba X spetnia rownos$¢ (1), przeto rozwazana cze$¢ twierdzenia zachodzi w po-
danern brzmieniu.

Dowoéd co do 6° Liczby bezwzgledne 9 i ¢ spetniaja w kazdym razie
albo zwigzek

?7 < P
albo zwigzek

9= 1
albo nareszcie zwigzek

9> &

Z 5 tej czesci twierdzenia wynika, ze w pierwszym przypadku istnieje liczba
X spetniajgca rownos¢ (4), w drugim liczba X, spetniajagca kazdy ze zwigzkdéw

4) i (5), a w trzecim — liczba X, spetniajagca réwnos¢ (5). Ostatecznie, twier-
dzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. Il. Modut dodawania liczb bezwzglednych istnieje
iréwna sie zeru.

Istotnie, w odniesieniu do liczb bezwzglednych twierdzenia I, 11 i IV § 67-go
oraz Tw. | § 76-go sa wazne, jako odpowiednio zawarte w twierdzeniach

Wi IV § 88-go, tw. | paragrafu niniejszego i tw. V § 88-go. Poniewaz za$
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tw. | § 76-go pociaga za sobg tw. Ill § 67-go, przeto, twierdzenia I, II, Il i IV
§ 67-go sa wazne w odniesieniu do liczb bezwzglednych. Poniewaz za$ rze
czone twierdzenia § 67-go pociggajg za sobg Tw. V § 69-go, przeto modut do-
dawania liczb bezwzglednych istnieje. Pozostaje wiec tylko do wykazania, ze
ten modut dodawania réwna sie zeru. Ot6z, okoliczno$¢ ta wynika bezposrednio
ztw. VI § 88-go. Zatem, twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

§ 90. Tw. I. Jezeli jedna przynajmniej z dwdch danych
liczb bezwzglednych i @ réowna sie zeru, to iloczynem
@ f-0

jest kazda liczba, rowna zeru i tylko liczba, spetniajgca ten
warunek.
Istotnie, jezeli tylko mamy

9= 0,
to twierdzenie zachodzi bezposrednio na podstawie Def. Ill § 87-go; jezeli zas$
2 9> 0,
a
3)

to z Def. Il § 87-go wynika, ze warunek konieczny i wystarczajacy, aby pewna
liczba O przedstawiata iloczyn (1), polega na tem, zeby, przy oznaczeniach,
w ktérych podaliSmy wspomniang definicye, liczba O przedstawiata miare od-
cinka a w razie przyjecia odcinka u za jednostke. Ale w rzeczonej definicyi
odcinek a jest okreslony jako odcinek, ktérego miarg, w razie przyjecia za
jednostke odcinka, tamze oznaczonego U', jest liczba &; otéz, ze wzgledu ma
(2) odcinek u (8§ 84, Tw. ) jest odcinkiem witasciwym, zatem (8 84, Tw. I)
odcinek a istnieje, a ze wzgledu na (3) odcinek ten jest odcinkiem niewtasci-
wym. Poniewaz odcinek a istnieje i jest odcinkiem niewtasciwym, przeto réwnosé

0= 0

jest (8 84, Tw. IlI) warunkiem koniecznym i wystarczajacym, zeby liczba 0 byla
miarg odcinka a, jakikolwiek odcinek wiasciwy bytby przyjety za jednostke,
a wiec i w razie przyjecia za jednostke odcinka u. Wnosimy stad, ze twier-
dzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. Il. Jezeli oznaczymy przez $ i ¢ dwie jakiekolwiek
liczby bezwzgledne, przez (A, pierwszg, a przez (A2 druga
czes¢ pewnego okres$lnika (Q liczby 9, przez (BX pierwsza,
a przez (Bt) druga czeé$¢ pewnego okres$lnika liczby jezeli
nadto oznaczymy przez (C,) zbiér wszystkich liczb wymiernych,
z ktérych kazda jest iloczynem mnozenia jednej liczby zbioru
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(li), przyjetej za mnoznga, przez jedng liczbe zbioru (BA przy-
jeta za mnoznik, a przez (C,) zbiér wszystkich liczb wymiernych
z ktérych kazda jest iloczynem mnozenia jednej liczby zbioru
(A) przyjetej za mnozna, przez jedna liczbe zbioru (B przyj eta
za mnoznik, to w takim razie zachodzg okoliczno$ci nastepujace;

1° Zbiory(Cj) i(C4 stanowiag odpowiednio pierwszg i drugag
cze$¢ pewnego okres$lnika (129.

2° Okres$lnik (12") bedzie arytmetycznie oznaczony w przy-
padku, w ktérymby kazdy z okres$l ni kow (O) i (O") byt oznaczony
arytmetycznie.

3° Kazda liczba, ktorej okreslnikiem jest okres$lnik (£1")
i tylko liczba, spetniajgca ten warunek, jest iloczynem mnozenia,
liczby 9, przyjetej za mnozng przez liczbe &y przyjeta za mnoznik.

Dowdéd 1-szej czesci. Oznaczmy przez

1) 2i, 7%, <h i @

liczby wymierne nalezgce odpowiednio do zbioréw

&) (A)) (A)i C®i) i (®@p
a przez
(©) - Oi i O

liczby, nalezace odpowiednio do zbioréw

©) (Ci) i (CA
Zbiory (Ct) i (Cj) nie sg puste, gdyz dostatecznem jest przyjac

©) 0= pi.A
Ooraz
(6 Br — 2. ¢,

zeby liczby 0O, i 02 rzeczywisécie nalezaty odpowiednio do rzeczonych zbioréw.
Z drugiej znéw strony, jezeli liczby (3) nalezg odpowiednio do zbioréw (4) to,
ze wzgledu na definicye tych zbioréw, mozliwem jest tak wybraé¢ liczby (1)
odpowiednio w zbiorach (2), aby zachodzity réwnosci (5) i (6). Poniewaz za$
mamy

b =5>b
") i b,
przeto mamy w kazdym razie

0r <2 021

a zwigzek ten wyraza, ze zadna liczba zbioru (Ct) nie jest wieksza od jakiej$

Wstep do analizy. H
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liczby zbioru (C2). Pozostaje wiec tylko do okazania, ze, do dowolnie danej,
byle od zera wiekszej liczby e mozna tak dobra¢ liczby (1) odpowiednio w zbio-
rach (2), zeby, po wyznaczeniu liczb Br i 02 ze wzoréw (5) i (6), wypadty na
te liczby wartosci, spetniajagce nieréwnosé

8) 0- 0i < e

Ze wzoréw (5) i (6) mamy:

02— 0= ?! e« — ?i -Dn

skad
9) @2 — 0i = ?! «(@r— W + }H (22 — ?I)-

Oznaczmy przez p dowolnie przyjeta, byle od zera wiekszg liczbe wy-
mierna. Do liczby p mozna bedzie tak dobra¢ liczby (1), zebySmy mieli

\?2l—71< P

| ¥+ — n

(10)

a to bezposrednio na podstawie definicyi okreslnika. Ze zwiazkéw (9) i (10)
mamy

w 0 - 0l< {2+ H}v

Przyjmijmy chwilowo, ze pewna liczba wymierna w, nam znana, jest wie-
ksza od kazdej z liczb i ¢ i zatézmy nadto, ze przy wyborze liczb 4t i p,
odpowiednio w zbiorach (At) i (J.2 mozna zado$¢ uczyni¢ nietylko pierwszemu
ze zwiazkéw (10), ale jeszcze nieréwnosci

@ 22< w.
Poniewaz mamy

h< w
oraz

Plai @

przeto mie¢ bedziemy w kazdym razie
(13) ¢ < w
Na podstawie nierdwnosci (12) i (13) wynika z nieréwnosci (11) nieréwnos¢
(14) 0 —BX< 2.w.np
Zatem, dostatecznem bytoby, wyznaczywszy liczbe p z warunku
2.W.p= e,

liczby (1) tak powyznaczaé, zeby one spetniaty précz nieréwnosci (10) jeszcze
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nieréwnos¢ (12), aby nieréwnos$¢ (14), ktoéra w takim razie zachodzitaby, po-
ciggneta za sobg nieréwnos$¢ (8), o urzeczywistnienie ktérej wihasnie chodzi.
Zatem, zeby uzasadni¢ w zupeinosci 1-szg czes$¢ twierdzenia, dostatecznem jest
wykaza¢ istnienie takiej liczby wymiernej w, ktéra speiniataby warunki na-
stepujace:

(a) Liczba w jest wieksza od kazdej z liczb f i iR

(B) Do dowolnie danej, byle od zera wiekszej liczby wymiernej p, mozna
dobra¢ odpowiednio w zbiorach (~j i (4 liczby 9 i 9, tak, zeby te liczby
spetniaty pierwszy ze zwigzkéw (10), oraz nieréwnosé (12).

Zeby tego dopigé, oznaczmy przez wir i W\ dwie liczby wymierne do-
wolnie wybrane odpowiednio w zbiorach (.42 i (B2. Oczywiscie istnie¢ bedzie
liczba wymierna w, spetniajgca obie nieréwnosci nastepujace:

(15) w2 < w
(16) W\ < W

Poniewaz liczby m2 i w\ naleza odpowiednio do zbioréw (At) i (Bt), przeto

mamy:
A5Sni2,

a z nieréwnosci tych oraz nieréwnosci (15) i (16) wynika, ze mamy
P< wW oraz M"< W

Zatem liczba wymierna w spetnia warunek (a). Powiadam, ze ona spetnia i wa-
runek (R). Istotnie, poniewaz zbiory (-4j) i (42 stanowig odpowiednio pierwsza
i druga czes¢ pewnego okreslnika, przeto istnie¢ bedg odpowiednio w zbiorze
(At) i w zbiorze (.42 takie liczby |9 i g2 zebySmy mieli

7 b —<H< p;

gdyby przytem liczba 2 miata warto$¢ wiekszg od liczby w2, ktéra, jak czy-
telnik pamieta nalezy jak i liczba 42 do zbioru (49, to nieréwno$¢ (17) bytaby
tem bardziej spetniong, gdyby$my znaleziong warto$¢ na p2 zastgpili przez

wartos$é
qp == N2

W kazdym wiec razie mozna nietylko uczyni¢ zado$¢ nieréwnosci (17), ale
i zwigzkowi

a poniewaz, ze wzgledu na (15), ten zwigzek pocigga za sobg zwigzek (12),
przeto stwierdzamy, ze liczba wymierna w, wyznaczona tak, zeby speiniata
obie nieréwnosci (15) i 16), nietylko sprawdza warunek (a), ale i warunek (B).
Z tego wynika, ze 1-sza cze$¢ twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu.
11~
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Dowd6d 2-giej czesci. Jezeli kazdy z okreslnikéw (£i) i (E!'") jest oznaczony
arytmetycznie, to rozwazania, na ktérych oparlismy dowéd 1Qczesci, do-
starczajg nam S$rodek do rzeczywistego wyznaczenia takich dwéch liczb 0Xi 62
nalezacych odpowiednio do zbiorow (CA. (79, zeby liczby te spetniaty nie-
rownos$¢ (8), a to jest dowodem stusznosci rozwazanej czeéci naszego twier-
dzenia.

Dowdd 3-ciej czesci.

Lemat. Jezeli oznaczymy przez wiw'dwa odcinki wtasciwe
spetniajgce nieréwnos¢
(18) us< w

i przedstawimy przez a odcinek, ktérego miarg bytaby do-
wolnie dana, byle od zera wieksza liczba wymierna w, w razie
przyjecia odcinka u za jednostke, jezeli nadto oznaczymy
przez a odcinek, ktérego miarg bytaby takze liczba w, ale
w przypadku, kiedy za jednostke przyjmujemy odcinek u, to
mie¢ bedziemy

(19) a< a.

Istotnie w kazdym razie mamy

oznaczajgc przez m i p dwie liczby catkowite od zera wieksze. Jezeli tedy
oznaczymy przez d i d' odcinki, spetniajgce réwnosci

€o) (p-o T
p.d= u
to mie¢ bedziemy
21) ) = m.d
= m.d.

Z nieréwnosci (18) i réwnosci (20) mamy
d< d,

zatem, na podstawie réwnosci (21) zachodzi nieréwnos$¢ (19), o uzasadnienie
ktorej wiasnie Chodzito.

Powracajgc do twierdzenia, o ktdre nam wiasciwie chodzi, przypusc¢my,
ze pewna liczba 9 przedstawia iloczyn

(22) o.M

Jezeli tedy jedna przynajmniej z liczb 9 lub ¢ réwna sie zeru, to (Tw. I) wa-
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runek konieczny i wystarczajacy, aby liczba bezwzgledna O f rzedstawiata ilo-
czyn (22) polega na réwnosci

0- o.

Z drugiej strony, jezeli jedna z liczb ® lub ¢ jest réwna zeru, to pierwsza
czes¢ jej okreslnika moze tylko obejmowaé liczby réwne zeru. Z tego wynika,
ze, w rozwazanym przypadku, pierwsza czeé¢ (6,) okredlnika (iz") obejmuje
takze tylko liczby réwne zeru. Zatem (8 86, Tw. VII) okreslnik (U") jest okresIni-
kiem liczby zero. Z lego wynika, ze w przypadku szczegélnym, Kkiedy jedna
przynajmniej z liczb @ lub ¢ jest réwng zeru, 3° cze$¢ twierdzenia zachodzi
w podanem brzmieniu. Zatézmy wiec, ze zadna z liczb 9 lub ¢ nie jest réwna
zeru i, zwracajac sie do Def. Il, § 87-go, uwazajmy odcinki, ktéreSmy tam ozna-
czyli przez
u, u i a

Jezeli tedy dwie liczby wymierne e, i dx, nalezagce odpowiednio do zbio-
row (Nj) i (Bj) sa od zera wieksze, (a takie liczby istnie¢ beda, gdyz w prze-
ciwnym razie (§ 86 Tw. VII) pierwsza cze$¢ okreélnika jednej przynajmniej z liczb
9 i ¢ obejmowataby tylko liczby réwne zeru, i, wbrew zatozeniu, jedna przy-
najmniej z liczb 9 i ¢ réwnataby sie zeru), to wzoér (6) okreéli nam od zera
wiekszg liczbe B1 zbioru (CA a na podstawie definicyi mnozenia liczb wymier-
nych, liczba 0, bedzie, w razie przyjecia odcinka u za jednostke, miarg od-
cinka Oj, ktorego miara bytaby liczba dx gdybysmy przyjeli za jednostke ten
odcinek u\, ktérego miarg jest liczba ©x, kiedy za jednostke przyjmujemy od-
cinek u. Poniewaz mamy

b N
przeto mamy
un\ < u

Jezeli wiec oznaczymy przez a\ odcinek, ktérego miarg bytaby liczba dx w razie
przyjecia za jednostke odcinka U, to (powyzszy Lemat) mielibysmy

a N a'j.

Poniewaz za$ ze wzgledu na nierdwnosé

MNP
mamy

a\ a,
przeto tem bardziej mamy
(23) ax a

Poniewaz dalej miarg odcinka al5 w razie przyjecia odcinka u za jednostke,
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jest liczba Ok, przeto, jezeli oznaczymy przez O miare odcinka a w razie przy-
jecia za jednostke tegoz odcinka u, jezeli wiec oznaczymy przez O jedng z liczb
przedstawiajacych iloczyn

9 e
to mie¢ bedziemy

«i ~ 0.

Z tego wynika, ze kazda liczba 0, przedstawiajgca iloczyn

9 -0

te ma wiasno$é, ze nie jest mniejsza od zadnej od zera wiekszej liczby 0I5 na-
lezacej do zbioru (Cj). Poniewaz za$ zadna liczba bezwzgledna nie jest (8 84,
Tw. lll) od zera mniejsza, przeto liczba 0 nie jest mniejsza od zadnej
(choé¢by i zeru rownej) liczby zbioru (G™.

Powiadam, ze wniosek ten mozemy uzupetni¢, dodajac, ze liczba 0 nie
jest wieksza od zadnej liczby 02 zbioru (C2 Istotnie, z definicy
zbioru (C2) wynika, ze do kazdej liczby 02 tego zbioru mozna dobra¢ liczby
42 i d2 odpowiednio w zbiorach (,4t) i (J32) w taki spos6b, zeby zachodzit wzér
(6). Jezeli tedy oznaczymy przez u\ odcinek, ktérego miarg, w razie przyjecia
odcinka u za jednostke bylaby liczba 48, a przez a2 odcinek, ktérego miara,
W razie przyjecia za jednostke odcinka u\ bytaby liczba d2, to liczba 02 be-
dzie miarg odcinka a2 w razie przyjecia odcinka u za jednostke. Poniewaz
mamy

2 >
przeto

u\  u

Jezeli wiec oznaczymy przez a\ odcinek, ktérego miarg, w razie przyjecia od-
cinka U' za jednostke, bylaby liczba ¢2, to (powyzszy lemat) mie¢ bedziemy

« N oat
a poniewaz ze zwigzku

(020NN )
wynika, ze mamy

a\ M a,
przeto mamy
(24) ar 25 a.

Zwazywszy, ze po przyjeciu odcinka u za jednostke, liczby 02 i O sg
odpowiednio miarami odcinkéw a2 i a, wnosimy ze zwigzku (24), ze mamy

02~ 0.
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Zatem, zgodnie z zapowiedzig, zachodzi okoliczno$¢ nastepujgca: jezeli pewna
liczba O przedstawia iloczyn
9 -

to ona jest nietylko nie mniejsza od zadnej liczby zbioru (C,), ale i nie wieksza
od zadnej liczby zbioru (Cg); innemi stowy, okreslnik (ii") jest okreslnikiem
kazdej liczby przedstawiajacej iloczyn

? O

Pozostaje do wykazania, ze skoro okresSinik (i2") jest okreslnikiem pewnej
liczby 0', to ta liczba przedstawia rozwazany iloczyn. Oto6z, jezeli, przy zacho-
waniu powyzszych oznaczen, uwaza¢ bedziemy liczbe O za miare odcinka a
kiedy przyjmujemy za jednostke odcinek u, to na podstawie uzyskanego przed
chwilg wyniku, okreslnik (O") bedzie okreslnikiem liczby 0. Jezeli wiec okresinik
(ii") jest takze okreslnikiem liczby 0, to (8 86, Tw. VI)

0- 0

a z tego wynika (8 84, Tw. I) ze liczba 0' jest miara odcinka a w razie przy-
jecia odcinka u za jednostke i przedstawia z tego powodu iloczyn 9 . 9 Stwier-
dzamy wiec, ze kazda liczba 0, ktdrej okreslnikiem jest okresinik (U") przed-
stawia iloczyn
9 «9.

a o to tylko jeszcze chodzito.

Tw. Ill. Mnozenie liczb bezwzglednych jest dziataniem
arytmetycznem jednoznacznem, wykonat nem bez zastrzezen.

Ze wzgledu na Tw. I, § 62 go, wystarczy poprzesta¢ naprzypanku, kiedy
chodzi o iloczyn dwoéch liczb tylko. Otdéz, jezeli pewna liczba bezwrzgledna 0
przedstawia iloczyn mnozenia
D 9 <9

liczby bezwzglednej €9 przyjetej za mnozng przez liczbe bezwzgledng 9 PrzY
jeta zg mnoznik, a pewne liczby bezwzgledne e' i 9' spetniajg réwnosci

9= 91i9=29
to liczba O przedstawia i iloczyn
(2 9" of,

gdyz okre$lniki liczb 9 i 9 sa (§ 86, Tw. VI) w takim razie odpowiednio okre$Ini-
kami liczb 9" i 9 a zatem okresInik iloczynu (1), utworzony za pomocg okresini-
kéw liczb 9 i 9 w sposéb, okreslony w twierdzeniu poprzedzajagcem, jest. na
na podstawie wspomnianego twierdzenia, okres$lnikiem iloczynu (2), a stad wy-
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nika, zawsze na podstawie twierdzenia poprzedzajgcego, ze liczba O przedstawia
i iloczyn (2). Z drugiej znéw strony, jezeli pewna liczba 0' réwna sie liczbie
0, przedstawiajacej iloczyn (1), to (§ 86, Tw. VI) okreélnik liczby 0 jest takze
okreslnikiem liczby O, a z tego wynika (Tw. Il), ze liczbha O’ przedstawia sama
iloczyn (1).

Stwierdzamy wiec, ze mnozenie liczb bezwzglednych jest dziataniem aryt-
metycznem, Dzialanie to jest jednoznaczne, gdyz (Tw. Il), przy oznaczonych
mnoznej i mnozniku, mozna oznaczy¢ okres$lnik iloczynu, a zatem (§ 86, Tw. VI)
tylko réwne pomiedzy sobg liczby przedstawiaé mogg ten sam iloczyn. Na
reszcie, mnozenie dwoch danych liczb bezwzglednych jest zawsze wykonalne.

Istotnie okreslnik, ktérySmy oznaczyli w Tw. Il przez (il") zawsze (Tw. Il
czeé¢ 1-sza) istnieje, istnieje wiec (8 86, Tw. VI) i liczba O ktérej okre$lnikiem
jest okreslnik (il"), ta liczba (Tw. IlI, cze$¢ 3-cia) jest wiasnie rozwazanym

iloczynem. Ostatecznie, twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Whniosek. Warunek konieczny i wystarczajgcy, aby pewna
liczba O przedstawiata iloczyn

? e+

liczby bezwzglednej 9, przyjetej za mnozng, przez liczbe bez-
wzgledng < przyjetag za mnoznik, wyrazi¢ mozna (8 59) przez
rownosé

O= 9. ¢~

Tw. 1IV. Jezeli oznaczymy przez 9, ¢ i O jakiekolwiek trzy
liczby bezwzgledne, to mamy w kazdym razie

(1) @.9.0= 9.(9.0).

Istotnie, opierajac sie na Tw. Il i na tern, ze w odniesieniu do liczb wy-
miernych niniejsze twierdzenie zostato juz uzasadnione w teoryi tych liczb,
stwierdzamy tatwo, ze iloczyny

(9 =+) =8 i 9 =(@=-e)

maja wspoélny okreslnik, a stad wnosimy (§ 86, Tw. VI) ze réwnos$¢ (1) zachodzi
w kazdym razie.

Tw. V. Jakiekolwiek liczby bezwzgledne oznaczylibysmy
przez 9 i < mamy w kazdym razie

(D 9. = .09.

Istotnie, jezeli w sposéb wynikajgcy z Tw. Il, utworzymy okresiniki ilo-
czynéw

()] omt » dPe?,
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postugujac sie terni samemi okre$lnikami liczb 9 i ¢ w obu przypadkach i zwa-
zymy, ze w odniesieniu do liczb wymiernych niniejsze twierdzenie juz zostato
uzasadnione w teoryi tychze, to stwierdzimy, ze iloczyny (2) majg wspélny
okreslnik. Zatem (§ 86, Tw. VI) réwnos$¢ (1) rzeczywiscie zawsze zachodzi.

Tw. VI. Jezeli trzy liczby bezwzgledne 9, ¢ i ¢ spetniaja
nieré wnosci

@ 7> °
oraz
%) ®< o

to w takim razie zachodzi nieréwnos$¢

3) ?2 e < 9 -

Dowdéd tego twierdzenia mozna wysnué¢ z Tw. Il nie odwotujac sie juz
do definicyi mnozenia liczb bezwzglednych i, jako pouczajgce C¢wiczenie, pole-
camy czytelnikowi, aby w taki wlasnie sposéb rozwazane twierdzenia uzasadnit.
Tu za$, podamy dowdd prostszy, a mianowicie nastepujacy. Oznaczmy przez
u dowolnie przyjety odcinek wiasciwy, a przez uU' odcinek, ktoérego miarg by-
taby liczba 9 w razie przyjecia odcinka u za jednostke. Odcinek u' bedzie
istnie¢ (8 84, Tw. 1) i bedzie ze wzgledu na (1) (8 84, Tw. Il) odcinkiem wia-
Sciwym. Oznaczmy teraz przez a i a odcinki, ktérych miarami, po przyjeciu
odcinka U' za jednostke, bylyby odpowiednio liczby ¢ i d. Ze wzgledu na nie-
réownos$é (2) mie¢ bedziemy
@ a< a

z drugiej strony (8 87, Def. Il) liczby B i B', bedace odpowiednio miarami od-
cinkbw « i a' po przyjeciu odcinka u za jednostke, przedstawia¢ beda odpo-
wiednio iloczyny

9.0i 9.0
Zatem (Tw. I, Wniosek) mie¢ bedziemy
(5) B— 9. oraz 0= 9.d¢.

Poniewaz za$, ze wzgledu na (4), mamy
B<O\

przeto wnosimy ze zwigzkoéw (5), ze, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, nie-
rownos¢ (3) rzeczywiscie zachodzi¢ bedzie.

Tw. VII. (Wihasno$¢ rozdzielnosci mnozenia w stosunku do dodawania).
Jezeli oznaczymy przez 9, ¢i 0 dowolnie dane liczby bezwzgle-
dne, to mie¢ bedziemy:
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(l) 9'(¢+ w = Tad+ Tas-

Istotnie, okreslniki liczb 9, ¢ i 0 dajg moznos$¢, przy uwzglednieniu Tw. |,
§ 88-go oraz Tw. Il paragrafu niniejszego, oznaczenia pewnego okreslnika (U)
iloczynu
() Om(@+ ®i

a zwazywszy, ze w odniesieniu do liczb wymiernych niniejsze twierdzenie juz
zostato udowodnionem w rozdziale I-szym, tatwo upewnimy sie, opierajac sie
ponownie na wymienionych przed chwilg twierdzeniach, ze okreslnik (ii) jest
takze okreslnikiem sumy

7 T + 2 me-

Z tego za$ wynika (8 86, Tw. VI) ze réwno$¢ (1) rzeczywiscie zachodzi w kazdym
razie.

§ 91. Tw. I. Jezeli oznaczymy przez 9 jakakolwiek liczbe
bezwzgledna, byle spetniajgcg nieréwnos¢

(1 2> 0,

aprrerdg juz catkiem dowolnie oznaczong liczbe bezwzgledng
jezeli nadto oznaczymy odpowiednio przez (ii) i (ii') jakiekol-
wiek okreélniki liczb 9 i & przez (A, i (Bt) odpowiednio pierw-
sze czes$ci tych okreé$lnikow, a przez (Aa i (U2 drugie czesci
tychze, to w takim razie zachodzag okoliczno$ci nastepujace:

1° Jezeli oznaczymy przez (Ci) zbiér wszystkich liczb wy-
miernych, z ktérych kazda jest ilorazem

(2) +H R

pewnej liczby dx zbioru (JBj) przez pewng liczbe 92 zbioru (A)
a przez ((?,) zbiér wszystkich liczb wymiernych, z ktorych
kazda jest ilorazem

(3) @ ;<A

pewnej liczby dr zbioru (Ba przez pewnag od zera wiekszg liczbe
9j zbioru (44 to woéwczas zbiory (C2 i (Cr) stanowig odpowie-
dnio pierwszag i druga cze$s¢ pewnego okres$lnika (ii"), ktory
bedzie arytmetycznie oznaczony, jezeli oznaczone bedg aryt-
metycznie okres$liniki (ii) i (ii') i jezeli précz tego znana nam
bedzie pewna liczba wymierna od zera wieksza at nalezgca
do zbioru (J.).

2° Kazda liczba bezwzgledna 0 ktérej okres$lnikiem jest
okreslnik (ii"), spetnia réwnos¢
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O P00

3° Nierownos$¢ (1) jest dostatecznym warunkiem istnienia
takiej liczby 0, ktora spetniataby rownos¢ (4). .

Dowod 1-szej czesSci. Zbior (Cj) oczywiscie nie jest pusty, gdyz ze wzgledu
na (1) kazda liczba 42 zbioru (A) jest od zera wigksza, a zatem dzielenie za-
znaczone we wzorze (2) jest niezawodnie zawsze wykonalne. Zbiér (C2) takze
nie jest pusty, gdyz bytby pustym tylko w razie gdyby w zbiorze (A) nie
istniato takiej liczby oX, ktéra speiniataby nieréwnosé

Ti> 0

a to jeet wykluczone; gdyby bowiem zbiér (A) obejmowat tylko liczby réwne
zeru, to (8 86, Tw. VII) okresinik (O) bytby okre$lnikiem liczby zero, a zatem,
wbrew zaktadanej nieréwnosci (1), mielibySmy

®— 0.
Poniewaz mamy
T= T!4= 42

przeto

(5) Tl ed =5 7o @
skad wynika nieréwnos¢

(6) @t ®:Tl

a to na tej podstawie, iz liczby wymierne stanowig klase wielkosci (K), dla
ktorej zachodzg wszystkie twierdzenia rozdziatu Ill-go, a z Tw. VII § 76-go
wynika, ze w takim razie zwigzek (5) rzeczywiscie pocigga za soba zwigzek
(6) . Nieréwnos$¢ (6) wyraza, ze zadna liczba, nalezgca do zbioru (CJ nie jest
wieksza od ktoérejkolwiek z liczb zbioru (C2. Powiadam, ze, jezeli oznaczymy
przez e dowolnie dang, byle od zera wiekszg liczbe wymierng, to zawsze

istnie¢ beda dwie liczby wymierne i 02 nalezace odpowiednio do zbiordéw,
(Cj) i (C2), a przy tem takie, zebySmy mieli
) 62- CGl< £

Zeby dwie liczby 0, i 02 nalezaty odpowiednio do zbioréw (Ct) i (C2
koniecznem jest i wystarczajacem, zebySmy mieli

o, oy
®) 01— @' ®@- Tl
gdzie
) Tu T2, & i &

oznaczajg pewne liczby nalezace odpowiednio do zbioréw

(0 A), (A), (A) 1 (A)



Poniewaz, ze wzgledu na (6) i (8) odejmowanie zaznaczone we wzorze

jest wykonalne, przeto, na podstawie wzoréw (8), mamy

02 0 — da eTa — *Ti
®a =7l
skad
- da (pa— Ti) + Q@i (Pa~ &)1
0j oL -
C) 2 o B

Juz mieliSmy sposobnos$¢ zaznaczy¢, ze w zbiorze (M~ istniejg liczby wd
zera wieksze; oznaczmy przez
(12) a,

jedna z nich i, oznaczywszy przez «2 dowolnie wybrang liczbe w zbiorze (M2,
a przez bt dowolnie wybrang liczbe w zbiorze (B2, oznaczmy jeszcze przez w
jedne z liczb wymiernych, wiekszych od kazdej z dwéch liczb a2 i 6 W ta-
kim razie mie¢ bedziemy

(13) a2 e<w
i

(14) 62 < W

Oznaczmy przez p dowolnie dang, byle od zera wieksza, liczbe wymierna;
zamierzam okazaé, ze istnieje taki uklad wartosci na liczby (9) zebySmy mieli
zarazem

) » — 2 < P.

() | & — 0. <
(16) ?i e «l»
17)

(18) w< w

Mozliwos¢ zadoséuczynienia nieréwnosciom (15) wynika bezposrednio z de-
finicyi okres$lnika. Zat6zmy wiec, zeSmy wyznaczyli taki uklad wartosci na
liczby (9), przy ktérym nieréwnosci (15) sg spetnione. Gdyby przy tem zwigzek
(16) nie zachodzit, to dostatecznem bytoby zastgpi¢ znaleziong warto$¢ na
przez wartos¢
(19) 20 = «!

aby uczyni¢ zado$¢ i warunkowi (16), albowiem, w rozwazanym przypadku
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wartos¢ (19) na ft niezawodnie spetniataby (15) i (16), a poniewaz ax nalezy
do zbioru (Ai), przeto warto$¢ (19) na gt bylaby, jak by¢ powinno, taka, zeby
liczba fi nalezata do zbioru (-4,). Zatézmy tedy, zeSmy uczynili zado$¢ nie-
tylko nieréwnosciom (15), ale i zwigzkowi (16). Gdyby przy tem okazato sie, ze
zwigzek (17) nie zachodzi, to tatwo byloby tak zmodyfikowaé¢ znaleziong
wartos¢ na 2, zeby, przy nowej wartosci spetniony byt i ten zwigzek: dosta-
tecznem bytoby przyjaé
2 = ail

albowiem, po takiej zmianie wartoéci liczby <2 zwigzki (15) i (16) nie prze
statyby zachodzi¢, liczba nie przestataby naleze¢ do zbioru (J1r), a, ze wzgledu
na (13), nieréwnos¢ (17) bylaby spetniona.

Analogicznie, gdyby nieréwnos$é (18) zrazu spetniona nie byta, to, ze wzgledu
(14) i na to, ze liczba b2 nalezy do zbioru (Br), dostatecznem bytoby zastgpié
znaleziong warto$¢ na d2 przez wartosé

4 =
zeby uczyni¢ zados$¢ i nieréwnosci (18). Stwierdzamy wiec, ze, po przyjeciu na
liczbe wymierng p jakiejkolwiek byle od zera wiekszej wartosci, zawsze istnie¢
bedzie taki ukitad wartosci na liczby wymierne (9), zeby liczby te nalezaty od-
powiednio do zbioréw (10) i spetniaty zwiazki (15), (16), (17) i (18). Zalézmy,
ze liczby (9) spetniajg wszystkie te warunki. Poniewaz mamy w kazdym razie

(20) < S§ 7t»

przeto, ze wzgledu na (17), mamy
H< w

Uwzgledniajgc te nieréwnos$¢ oraz nieréwnosci (15), (17) i (18), wyprowadzamy
ze wzoru (11) nieréwnos¢
2.wW.p

H «?*

02 —

z ktérej ze wzgledu na (16) i (20) wynika nieréwnos¢

2w
(22) ®- 0i< %

Oznaczmy teraz, jak wyzej, przez e dowolnie dang, byle od zera wiekszg
liczche wymierna. Na podstawie teoryi liczb wymiernych istnie¢ bedzie taka
wartos¢ liczby wymiernej p, zebySmy mieli

(22) p= £
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a poniewaz, na podstawie uzyskanych wynikéw istnie¢ bedzie taki ukitad war-
tosci na liczby (9), nalezace odpowiednio do zbioréw (10), zeby spetnione byly
zwiagzki (15), (16), (17) i (18), poniewaz w takim razie, po wyznaczeniu liczb
0 i 02 ze wzoréw (8), zachodzi¢ bedzie nieréwnos$é¢ (21), a wiec ze wzgledu
na (22), i nieréwnos$¢ (7), przeto stwierdzamy, ze rzeczywiscie istnie¢ bedg
dwie liczby wymierne 02 i 02, nalezgce odpowiednio do zbioréw (CX i (Cs),
ktore spetnia¢ bedg nieréownos$é (7). Zwazywszy, iz stwierdziliSmy juz wyzej,
ze zadna liczba zbioru (Ct) nie jest wieksza od jakiejkolwiek liczby zbioru (Ct\
wnosimy stad, ze zbiory (6j) i (C2) stanowiag rzeczywiscie odpowiednio pierwszg
i druga czes¢ pewnego okreslnika (£2"). Zatem, zeby uzasadni¢ w zupetnosci
1-szg cze$¢ twierdzenia, nalezy tylko okazaé, ze okres$lnik (£2') bedzie arytmety-
cznie oznaczony, jezeli liczba ax bedzie znana, a okres$lniki (£1) i (O') — arytme-
tycznie oznaczone. Ot6z, aby upewni¢ sie, ze tak jest, nalezy tylko zwazy¢, iz
podany wyzej dowéd istnienia takich dwéch liczb Bx i 02, nalezgcych odpo-
wiednio do zbioréw (Ci) i (C2 zeby te liczby spetnity nieréwnosé (7), stanowi
zarazem wyktad metody do rzeczywistego wyznaczenia tych liczb w zaleznosci
od liczby £ w przypadku, kiedy liczba aj jest dana, a okres$lniki (O) i (O") s3
arytmetycznie oznaczone.

Dowdd 2° czesSci. Zatdozmy, ze pewna liczba 0 jest liczbg ktorej okresini-
kiem jest okreslnik (O") i uwazajmy iloczyn

(23) cp . 0.

Jezeli oznaczymy przez (DX) zbiér wszystkich liczb wymiernych z ktérych kazda
jest iloczynem jednej liczby <p\, nalezacej do zbioru (AX) przez jedng liczbe (
zbioru (Cj) a przez (Z>2) zbiér wszystkich liczb, z ktorych kazda jest iloczynem
jednej liczby <92, nalezacej do zbioru (A) przez jedna liczbe 02, nalezacg do
zbioru (C,), to (8§ 90, Tw. Il) zbiory (DX i (2)2 stanowi¢ beda odpowiednio
pierwsza i drugg czes$¢ pewnego okreslnika (O"") iloczynu (23). Powiadam, ze
okreslnik (£2') bedzie takze okreSlnikiem liczby ¢ Istotnie, jezeli pewne liczby
wymierne Ix i 2 nalezg odpowiednio do zbioréw (Dx) i (142, to mozna bedzie
znalez¢ takie liczby

(Z)) N @y, 6i i e2
nalezace odpowiednio do zbioréw
(25) ®). (A), Q)i (ca

zeby$my mieli
I = gii,Ot

1h= 22

(26)

Poniewaz liczby 02i 02 nalezg odpowiednio do zbioréw (Cx) i (C2 przeto liczby
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(9 tak mozna bedzie wybra¢ odpowiednio w zbiorach (10) zeby zachodzity
wzory (8). Na podstawie tych wzoréw i wzoréw (26) mamy

@)

Poniewaz liczby
i > b

nalezg do zbioru (Ax), a liczby 2 i y2 do zbioru (42, przeto mamy

die 2,71 @,
mamy wiec

2 pel
a z tych zwigzkdéw i ze wzoréw (27) mamy
(28) h~ +» he &,
poniewaz zas mamy w kazdym razie

+Hi Nt Sst»

przeto, ze zwigzkéw (28) wynika, ze mamy
h~ g~ /-

Zatem, liczba ¢ nie jest ani mniejsza od jakiejkolwiek liczby Ix zbioru (Z)%>
ani wieksza od jakiejkolwiek liczby 2 zbioru (I>2). Przeto, zgodnie z zapowie-
dzig, okreslnik (li') jest okre$lnikiem liczby ¢/ Poniewaz za$ ten sam okreslnik
jest takze okreslnikiem iloczynu (23), przeto (8 86, Tw. VI), zgodnie z brzmieniem
2-giej czesci twierdzenia zachodzi réwnos¢ (4).

Dowdd 3-ciej czesci. Jezeli nieréwnos¢ (1) jest spetniona, to (ze wzgledu
na dowiedziong juz 1-szg cze$¢ twierdzenia) zbiory, ktéreSmy wyzej oznaczyt
przez (C,) i (C2) stanowig odpowiednio pierwsza i drugg czes¢ pewnego okresinika
(iz"). Skoro za$ okreslnik (il")istnieje, to (§ 86, Tw. 1) istnieje i liczba 6, ktérej
okreslnikiem jest okreslnik (iz")- Poniewaz za$ na podstawie 2 giej czesci twier-
dzenia taka liczba B spetnia réwnos$é (4), przeto 3-cia cze$¢ twierdzenia jest
uzasadniona.

Ostatecznie twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

8§92. Tw. |l. Definicye dodawania i mnozenia liczb bezwzgle-
dnych, podane w § 87-ym, czynig zado$¢ og6lnym zasadom roz-
dziatu ll-go.
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Istotnie, rzeczone zasady, podane pod(C) (str. 52) w 8§ 59-ym polegajg na tem
zeby dodawanie i mnozenie dwdch wielkosci stanowitly dwa dziatania arytme-
tyczne, jednoznaczne, wykonalne bez zastrzezer.. Otéz Tw. Il § 88-go i Tw. LU
§ 90 go wyrazaja wihasnie, ze te warunki sg spetnione.

Tw. Il. Wszystkie twierdzenia, a wiec i definicye podane
w rozdziale Il cim, sg wazne dla tej klasy wielkosci (K), jaka
stanowi zbiér wszystkich liczb bezwzglednych.

Wszystkie twierdzenia wylozone w rozdziale Ill-cim stanowig nastepstwa
logiczne tamze podanych definicyi i zatozeh nastepujgcych:

1° Podstawowe definicye dodawania i mnozenia elementéw klasy (K) czy-
nig zado$¢ zasadom, podanym w rozdziale Il giin.

2° W odniesieniu do wielkosci klasy (K) kazde z dziewieciu twierdzen,
podanych w § 67-ym oraz twierdzenia | i Il § 76-go sg stuszne.

Na podstawie Tw. | zbior liczb bezwzglednych stanowi klase wielkosci
spetniajagcg zatozenie 1l-sze. Zatem, pozostaje tylko do okazania, ze rzeczony
zbiér spetnia i zatozenie 2-gie.

Otdéz, na podstawie Uwagi I, przy Tw. VI 8§ 69-go, udowodnimy, ze oko-
liczno$¢ ta zachodzi, jezeli wykazemy, ze, w odniesieniu do liczb bezwzglednych,
wazne sag twierdzenia nastepujace:

(A) Twierdzenia 1 II, 11, 1V, V, VI, IX 8§ 67-go.

(B) Twierdzenia 1 i Il § 76-go.

(G) Twierdzenia, wystowione pod (A) i (B) w Uwadze | przy Tw. VI § 69 qo.
Ale z twierdzen Il i IV § 88-go, tw. V § 88-go, tw. | § 89, tw. IV, V iV

§ 90-go wynika wiasnie, ze twierdzenia, wymienione pod (A) sa wazne w odnie-
sieniu do liczb bezwzglednych, z drugiej strony, ze wzgledu na tw. Il § 89-go,
tw. V 888 go i tw. VI § 90-go wyrazaja, ze, w odniesieniu do liczb bez-
wzglednych, twierdzenia wymienione pod (B) sg wazne.

Mamy wiec do wykazania, ze, w odniesieniu do liczb bezwzglednych, twier-
dzenia, zaznaczone pod (C), a wiec twierdzenia, podane w Uwadze | przy Tw.VI
§ 69-go pod (A) i (B) sa wazne. Otéz zwazywszy, ze (§ 84. Tw. Ill) kazda liczba
bezwzgledna a spetnia zwigzek

a0,

stwierdzamy, ze, jezeli oznaczymy przez a liczbe bezwzgledng, to nieréwnosci
a> 0 i apoO

sg rownowazne pomiedzy soba. Z tego wnosimy, przyjgwszy pod uwage, ze
liczba zero (8§ 89, Tw. Il) jest modutem dodawania liczb bezwzglednych, iz, na
podstawie Tw. VI 8 90 go i Tw. I 8§ 91-go twierdzenia podane pod (A) i (B)
w Uwadze I, przy Tw. VI § 69 go sa wazne w odniesieniu do liczb bezwzgle-



§ 93 177

dnych, a to tylko pozostawato do okazania, zeby udowodni¢ w zupetnosci
twierdzenie, o ktdére chodzito.

Uwaga I. Aby nalezycie zastosowywacé¢ do liczb bezwzgle-
dnych ogélng teorye, rozwinietg w rozdziale |Ill-cim, nalezy
tylko mie¢ na wzgledzie Tw. Il, § 89-go.

§ 93. Na zakonczenie zbadamy, w jakim stopniu jesteSmy w stanie rze-
czywiscie rozwigzywac zagadnienia nastepujace:

(A) Rozstrzygnaé, w ktéorym z trzech zwigzkow

9< b, 9= b lub 9> b

znajdujg sie dwie dane (8 86, Def. VI) liczby bezwzgledne Qi ¢
(B) Wyznaczy¢ (8§ 86, Def. VII) wynik wykonania jednego z dziatan pod-
stawowych na dwo6ch danych (8 86, Def. VI) liczbach bezwzglednych 9 i ¢
Wprawdzie posiadamy kryterya do rozstrzygniecia, w ktérym z trzech
zwigzkow
@<;® 9= ¢ lub 9> b

znajdujg sie dwie liczby bezwzgledne 9 i ¢y a, jezeli chodzi o wykonanie
jednego z dziatann podstawowych na liczbach bezwzglednych 9 i by to wiemy,
jakie sg warunki wykonalnosci rozwazanego dziatania i stwierdziliSmy, ze, gdy
warunki te sa spelnione, to pewne dwa zbiory liczb wymiernych, okreslone
w pewien sposob w zaleznosci od tych, ktére stanowig pierwsze i drugie czesc
okreslnikéw rozwazanych liczb, stanowi¢ beda odpowiednio pierwsza i druga
czes¢ okreslnika wyniku wykonania rozwazanego dziatania na rozwazanych
liczbach. Z tego wszystkiego jednak nie wynika jeszcze, zebySmy rzeczywiscie
zawsze potrafili rozwigzaé¢ zagadnienia, wystowione pod (A) i (B). Zwro¢my sie
najpierw do zagadnienia (A).

Jezeli liczby 9 i ¢ sa znane tylko w znaczeniu okre$lonym przez Def. VI
§ 86-go, jezeli wiec dany jest tylko jeden okreslnik liczby 9 i jeden okreélnik
liczby ¢, to do rozwigzania zagadnienia (A) nie posiadamy zadnego innego
Srodka procz nastepujacego: Przyjgwszy dowolnie pewng liczbe wymierna §
od zera wiekszg, wyznaczamy z jednej strony liczby wymierne s, i a,, nale-
zace odpowiednio do pierwszej czesci (Aj) i drugiej (A2 danego okreslnika
liczhy 9 w ten sposéb, zebySmy mieli

@) a2— a, < ej,

a z drugiej, liczby wymierne b1i B, nalezace odpowiednio do pierwszej czesci
(B,) i drugiej czesci (B2) danego okreslnika liczby ¢ w ten sposdb, zeby spel-
niona byta nieréwnosé

2 bt-b 1< s

Wstap do analizy. 12
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Otéz jezeli okaze sie, ze mamy
3) a2< bt

to stad oczywiscie wyciggniemy wniosek, ze

(@] 9< };
jezeli za$ okaze sie ze
(5) 2 <Cail

to okoliczno$¢ ta bedzie oznakag istnienia nieréwnosci

(6) ?2 > A

Natomiast jezeli stwierdzimy, ze nie zachodzi ani (3), ani (5), to nie pozostaje,
jak tylko powtérzy¢ powyzszy rachunek z tg odmiana, iz w miejsce liczby e,
przyjmiemy druga liczbe wymierng e2 mniejszg od e2, ale naturalnie od zera
wieksza. Wogole wypas¢ moze konieczno$é kolejnego zastepowania liczby H
w rachunku, naszkicowanym wyzej, przez

£2>£31 fh o=
Jezeli przy wmtej probie okaze sie, ze liczby
nosn, A~ th

nalezagce odpowiednio do zbioréw (Aj), (A2, (Bt) i (B2, spelniajg albo nie-
rownosé

(7) as<>< V),
albo
(8) «h« >

to zagadnienie (A) bedzie rozwigzane, gdyz zachodzi¢ bedzie nieréwnos¢ (4) lub
(6) zaleznie od tego, czy spetniona bedzie nieréwnos$é¢ (7), czy tez nieréwnos¢
(8). Jezeli w rzeczywistosci liczby @ i ¢ sg pomiedzy soba nieréwne, to oma-
wiana metoda przy stosownym dobieraniu liczb

(©)] £1! £2) £3°m

zawsze doprowadzi do rozwigzania zagadnienia; wystarczytoby np. wyznaczaé
liczby (9) ze wzoru

- <

aby, przy dostatecznie wielkiej wartosci na n (a mianowicie na tyle wielkiej

zeby — bylo mniejsze od potowy roznicy bezwzglednej liczb i ¢) jeden ze
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zwigzkéw (7) lub (8) by/ spetniony, a tem samem zagadnienie rozwigzane. Na-
tomiast, gdyby w rzeczywistosci liczby 9 i ¢ byty réwne pomiedzy sobg, a okoli-
czno$¢ ta nie byta nam wiadoma, to oczywiscie przy zadnych wartosciach nanii e.
nie mogtaby zachodzi¢ ani nieréwnos¢ (7), ani nieréwnos¢ (8). Zatem powyzsza
metoda nie doprowadzitaby nas do rozwigzania omawianego zagadnienia. Osta-
tecznie nie posiadamy og6lnej metody, nadajgcej sie do rozwigzania zaga-
dnienia (A) w kazdym razie. Moze sie nawet wydarzy¢, ze nie potrafimy roz-
wigza¢ zagadnienia (A) w tym szczeg6lnym przypadku, kiedy jedna z liczb 9 lub
tli powiedzmy 9, jest liczbg wymierng, dang przez swéj symbol specyficzny w,
albowiem w tym przypadku szczegélnym zachodzitoby to tylko uproszczenie, ze
moglibySmy przy kazdej prébie przyjaé

alrx' = = w

ale ta okoliczno$¢ nie usunetaby trudnosci, ktérg uwidoczniliSmy wyzej.
Przechodzimy teraz do zagadnienia (B). Jezeli chodzi o sume

9+ &
albo o iloczyn
9.0
to zawsze bedziemy mogli rozwazane zagadnienie rozwigzac,
jak to wynika z Tw. I § 88-go i Tw. I i Il § 90-go. Natomiast inny jest stan
rzeczy, kiedy chodzi o rdznice
(10) d— w
albo o iloraz
((§D) ®:0.

Poniewaz nie zawsze potrafimy rozstrzygnaé, czy zwigzek
12) . GIANC!
jest spetniony, przeto nie zawsze potrafimy rozstrzygnaé¢ czy odejmowanie, za-
znaczone we wzorze (10), jest wykonalne; poki ta kwestya nie jest rozstrzy-
gnieta, nie moze by¢ oczywiscie mowy o0 rozwigzaniu zagadnienia (B) w sto-
sunku do réznicy (10). Jezeli jednak wiemy, ze zwigzek (12) zachodzi, to (§ 89
Tw. 1) w takim razie bedziemy mogli wyznaczy¢ réznice (10) w znaczeniu okre-
Slonym w 8§ 86 przez Def. VII.

Jezeli nareszcie chodzi o iloraz (11), to stan rzeczy jest analogiczny: po-
niewaz nie zawsze potrafimy stwierdzi¢, czy mamy

(13) 9> 0,

przeto nie zawsze nawet zdotamy upewni¢ sig, czy dzielenie, zaznaczone we
wzorze (11), jest wykonalne. Jesli jednak, postugujgc sie metoda, podang wyzej
do badania zagadnienia (A), zdotamy stwierdzié, ze zachodzi nieréwnosé¢ (13),

12+«
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to tem samem wyznaczymy liczbe wymierng w, nalezacg do pierwszej czesci
okreslnika liczby < i spetniajacg nieréwnosé

w > 0,
a w takim razie, na podstawie Tw. | § 91-go, okreslnik ilorazu
o P

bedzie arytmetycznie oznaczony, a wiec (§ 86, Def. VII) ten iloraz wyznaczony.



V. Liczby wzgledne. Ogélne pojecie liczby rzeczywistej.

§ 94. Podstawowe definicye teoryi, ktorg zamierzamy w niniejszym roz-
dziale wytozyé, nastreczajg sie nam same, po uczynieniu pewnych uwag, odno-
szacych sie do twierdzenia nastepujgcego.

Tw. I. Jezeli cztery liczby bezwzgledne

a, b, aa il
spetniaja zwigzki
a>: b, a> b

@)
to w takim razie:
1° zwigzKki
a—b< a—1»n
2 a—b= a—"n

a—b> a—»b

sg rownowazne odpowiednio zwigzkom

a-j-VvV < a-j-b

3) a-Jb = ol -j- b
a-\-b' > a' -j-b,
2 mamy
4 @a—f+ @—»>b)y= (a+ a) - @®+ b)
3 oraz
® @—b.@—>b)= (@.a-f-b.b) — (a.b-\-b.a).

Dowdd ad 1°. Poniewaz (§ 89, Tw. | czg$¢ 1°) zwigzki (1) stanowig do-
stateczne (i konieczne) warunki wykonalnosci odejmowan, zaznaczonych we

wzorach
a—bi a—b,
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przeto (§ 92, Tw. I, § 76, Tw. IV) zwiazki (2) i (3) sa rzeczywiscie réwno-
wazne pomiedzy soba.
Dowdd ad 2". Opierajgc sie znowu na Tw. Il § 92-go, oraz na Tw. I
§ 69-go, mamy
@—b-f@—b)= {(«_ b+ a}—w

Na tychze podstawach mamy

@—b -[-a — (@a-f-a)—6,
zatem
(6) («— &+ (@- 5)= {(« + «')- & - V.

Zwracajac sie znowu do twierdzen, wymienionych przed chwila, mamy
) {@l-a)—by—b= @-fa)—(0-j b\
a z rownosci (6) i (7) wynika réwnos¢ (4), o ktéorg nam wiasnie chodzito.

Dowdd ad 3°. Mamy (8§ 92 Tw. II, § 71 Tw. Il):

(8) @— b).@ —b)= a.(@@a— b)— b.@a — b)
oraz
a.@—>b)= a.a —a.b\

b.@— V) = b.a - b.V.

Z tych roéwnosci oraz z réwnosci (8) mamy:
(©)] @—b.@—V)= (@a.aa— a.b) — (. a— b.b)
Z drugiej znéwstrony (8 92 Tw. II, § 69 Tw. II) mamy
(a.a'"— a.V) — p.al—b.V) =
= {@.a—a.b)-\-b.b"}—b.a,
(a .a"—a.b) b.br= (@.a -f-b.b) —a.un,
mamy wiec
@.a—a.b) —(b.a"—b.b)=
= {(@.0-J-b.V)—a.b}—b.a}
a poniewaz (§ 92 Tw. I, 8 69 Tw. Il) mamy
{@.a+ b.p)—a.V} —b.a’= (@a.a+ b.ft)—(@.V + b.a),
przeto

(faa- a.viy- w.a=p.1)= (0.2% b.vy- @.60% b.a)

a z tej rownosci oraz z rownosci (9) wynika rzeczywiscie réwnosé (5).
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Ostatecznie twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Powyzsze twierdzenie stracitoby tres¢, gdyby nie kazdy ze zwigzkéw (1)
byt spetlniony, gdyz w takim razie odejmowanie, zaznaczone w jednym przy-
najmniej ze wzorow

a— b lub a — b,

bytoby niewykonalne, jeden wiec przynajmniej z tych wzoréw pozbawiony bytby
znaczenia, a zatem jeden przynajmniej z symboléw, w ktérych wyrazone jest
rozwazane twierdzenie, nie miatby znaczenia i z tego powodu samo to twier-
dzenie bytoby bez tresci.

Jednakowoz, bez wzgledu na istnienie lub nieistnienie zwigzkéw (1), za-
chodzg okolicznos$ci nastepujgce:

1° Sumy
(10) r-j-V i a-f-b

spetniatyby w kazdym razie ktéorys ze zwigzkow (3).
2° Kazda z sum
(11) a-j-a i b-\+Vv

posiadataby oznaczong wartos¢.

3° Kazda z sum iloczynéw
(12) a.a-j-b.b i a.b-j-b.a

posiadataby oznaczong wartosc.

Powyzsze fakta stanowig dostateczng podstawe po wytworzenia pewnej
nowej klasy wielkosci i do ugruntowania teoryi dziatan podstawowych na wiel-
kosciach tej klasy. Istotnie, oznaczmy przez (Z) zbior wszystkich przedmiotdw,
z ktoérych kazdy jest zespotem dwoch liczb bezwzglednych, utozonych w ozna-
czonym porzadku, i przyjmijmy za symbol tego elementu zbioru (Z), do ktdérego
jakas liczba bezwzgledna u wchodzi z numerem pierwszym, a jaka$ druga
liczba bezwzgledna v — z numerem drugim, symbol

(w, »).

Poniewaz sumy (10) spetniajg ktérys jeden ze zwigzkdéw (3) przy kazdym
uktadzie wartosci na liczby bezwzgledne

a, b, a i b\
przeto mozemy powzigé mysl o definicyi nastepujace;j:
Def. (A) Jezeli oznaczymy przez

(13) a b ailb
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j akiekolwiek cztery liczby bezwzgledne i weZzmiemy pod uwage
elementy

(& b i (@ b)
zbioru (Z), to zwigzki

(a, b < (@, V),

(14) (a b = (a', b)
@ b > (a, b)

uwazaé¢ bedziemy za réwnowazne odpowiednio pierwszemu
drugiemu i trzeciemu ze zwigzkéow (3).

Ta okolicznos¢, ze kazdy ze wzorow (11) i (12) przedstawiac bedzie liczbe,
bezwzgledng o oznaczonej wartosci, jakiekolwiek wartosci miatyby liczby (13)
nastrecza nam nastepujace dwie definicye:

Def. (B) Sumg

@ b + (a, b)
elementu
(«, b)r
i elementu
(«', b"
zbioru (2) zowiemy element

(a a, b-f- b)

zbioru (2) i kazdy element temu elementowi réwny.
Def. (C) Iloczynem mnozenia, za mnozng przyjetego elementu

(a b
zbioru (Z) przez element
(«', n

przyjety za mnoznik, zowiemy element
(@a.a -j- b.b\ a.b'A- & .b)

zbioru (2) oraz kazdy element temu elementowi réwny.

Stosunek trzech powyzszych definicyi do Tw. I mozemy wyrazi¢ w sposob
nastepujacy: Gdybysmy umowili sie, ze w przypadku, kiedy dwie
liczby bezwzgledne u i v spetniaja zwigzek

u2=yV,
symbol

(W, v) )
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uwaza¢ bedziemy za symbol réznicy
(u— v,

to w razie istnienia zwigzkdéw (1), definicye (A), (B) i (C) przybra-
tyby charakter twierdzen, odpowiednio réwnowaznych 1-szej,
2-giej i 3-ciej czesSci Tw. L

Definicye (A), (B) i (C) okreslaja w zupetnosci podstawowe pojecia teoryi,
ktéra pragniemy ugruntowaé, a nadmieniwszy, iz elementy zbioru (Z) przybie-
rajg nazwe liczb wzglednych w przypadku, kiedy poréwnywanie iloéciowe tychze
okreslamy definicyg (A), a dzialania podstawowe na nich — definicyami (B) i (C),
okreslilibySmy i podstawowe wyrazenie techniczne rzeczonej teoryi.

Powyzsze uwagi doprowadzajg do ostatecznego sformutowania podstawo-
wych definicyi teoryi liczb wzglednych w spos6b nastepujacy:

Umawiamy sie, ze pojecie liczby wzglednej uwazaé¢ bedziemy
za okreslone przez zespo6t definicyi nastepujacych:

Def. 1. Liczba wzgledna jest uktadem dwoéch liczb bewzglednych, z kté-
rych jedna a uwazana jest jako majgca numer pierwszy, a druga b — jako
majaca numer drugi; przy tem znaczeniu symboléw a i b uwazaé¢ bedziemy za
symbol (tymczasowy) liczby wzglednej, ktérg tworzg razem liczby a i b przy
powyzszem ich uszeregowaniu, symbol

(a b),

a jednocze$nie nadawac bedziemy liczbom a i b odpowiednio nazwe pierwszego
i drugiego wyrazu odnosnej liczby wzglednej.

Def. Il. Jezeli oznaczymy przez
a b, aib
cztery dowolnie przyjete liczby bezwzgledne i przyjmiemy

pod uwage liczby wzgledne

(@ h) i («', b'\
to zwigzki

(a b)) < (@, V)

@b = (@ V),

(a, b > (a, b\

uwaza¢ bedziemy za odpowiednio réwnowazne zwigzkom na-
stepujgcym:
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a-j-b < a A-b,
a--b — a -]- b

a-J-V > a -(- b

Def. Ill. Zach owujgc powyzsze oznaczenia, uwazac be-
dziemy za sume liczby wzglednej (a, b) i liczby wzglednej (a, 6)
kazdg liczbe wzgledng réwnag liczbie wzglednej

(€t «) vt by,

Def. IV. Jezeli w dalszym ciggu zachowamy powyzZzsze oznha-
czenia, to uwazac¢ bedziemy za iloczyn mnozenia liczby wzglednej

(«, b),
przyjetej za mnozna, przez liczbe wzgledna,
(«' n

przyjeta za mnoznik, kazdag liczbe wzgledng réwnag liczbie
wzglednej:
(a.a'-j-b.b, a,b*A-b .a).

Ze wzgledu na ogdlng teorye, wytozong w rozdziale Il-gim, powyzsze
definicye, o ile tylko nie uchybiajg og6lnym zasadom, do ktérych
postanowiliSmy sie zawsze zastosowywac¢ przy nadawaniu charakteru wiel-
kosci elementom oznaczonego zbioru i przy podawaniu definicyi dodawania
i mnozenia dla dwdéch wielkosci oznaczonej klasy, wystarczajg w zupetnosci do
ugruntowania catej teoryi dzialan podstawowych na liczbach wzglednych. Prze-
dewszystkiem wiec winnismy udowodnié, ze omawiane definicye rzeczywiscie nie
uchybiajg wspomnianym zasadom.

§ 95. Zeby udowodni¢ zgodno$¢ z zasadami rozdziatu lii-go pierwszej
czesci tego dzieta definicyi. nadajacej zbiorowi liczb wzglednych charakter klasy
wielkosci w znaczeniu $cislejszym, nalezy tylko uzasadni¢ twierdzenie nastepujace:

Tw. I. Jezeli oznaczymy przez

a, a, a", b b ib"

sze$é¢ liczb bewzglednych i wezmiemy pod uwage liczby
wzgledne
(aV 6)1 (all b') i (a"’ b")

to w takim razie zachodza okolicznos$ci nastepujace:



1® Mamy

(1) (a, b) = (a, b).
2° Réwnosci

< (a b= @b)

(€) («', ) — (a, b)

sg rbwnowazne pomiedzy soba.
3° Réwnosci
4 (@ab= (@b’ i@ 6)= (a"i")

pocigagaja za sobag réwnos¢

() (a, b = (a" b").
4° Z trzech zwigzkow
(6) (a,b< (@,6) @ = («6)i(@i > (, &
zawsze zachodzi jaki$ jeden, ale tylko jeden.
5° Zwigzki
™ @%< («V)
i
8 @, b)> (a i)

sg rownowazne pomiedzy sobg.
6° Zw igzKi
9) (a,b)<(a\b") i (@\b) < (a\ b")

pociggaja za sobag zwiagzek
(10) (a, b) < (a", b").

Dowdd ad 1°. Kryteryum (8 94, Def. IlI) na istnienie réwnosci

(@ b= (@, V)
polega na istnieniu réwnosci
a-{-b—a b,
i
a poniewaz po podstawieniu w miejscu liczb a' i b' odpowiednio liczb
do wyrazen
a-j-b i a-f-b

kazda z tych sum przemienia sie w sume
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poniewaz nadto mamy
a+ b= a-Jb

przeto 1-sza cze$¢ twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu.
Dowdd ad 2°. Réwnos¢ (2) (8 94, Def. Il) jest rownowazna réwnosci
a-f-b'= a -j-b
ktéra znéw réwnowazna jest réwnosci
a' b— a b',

réwnowaznej (8 94, Def. Il) réwnosci (3). Zatem réwnosci (2) i (3) sa rzeczy-
wiscie réwnowazne pomiedzy soba.
Dowo6d ad 3°. Z roéwnosci (4) (§8 94, Def. Il) mamy

a-)-b= a-]-b
oraz

a+ b'= a"+ b,
skad

a-|-b-j- a b*" = a' -j- b-f- a" -f- b\
zatem
fa+ b+ @+ V)= (@"+ b+ (@ + N

skad

a-\-b" — a" -j- b,

a z tej réwnosci wynika rzeczywiscie (8 94, Def. Il) réwnos¢ (5).
Dowdd ad 4°. Poniewaz (8 94, Def. Il) zwigzki (6) sa odpowiednio réwno-
wazne zwigzkom

a-j-b'< a-f-b a-j-vV= a--bia-j-b |>a-|-b

a z tych ostatnich zawsze zachodzi jakis jeden, ale tylko jeden, przeto 4-ta czes¢
twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu.
Dowdd ad 5°. Poniewaz (§ 94, Def. Il) zwiazki (7) i (8) sa odpowiednio
réwnowazne zwigzkom
a-j-V< a-Jb

a'-j-b)>a-(-V

a te zndéw zwigzki sa pomiedzy sobg réwnowazne, przeto zwigzki (7) i (8) sa
rzeczywiscie réwnowazne pomiedzy soba.
Dowo6d ad 6°. Zwiazki (9) pociagajg za soba (§8 94, Def. Il) zwiazki na-
stepujace.
a-f-V< a-j-h

a b" < a"-f 6,
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skad
a-(-b-j-a b" o -f-b+ a"-j-b
czyli
@+ B)+ (¢+ V)< [a"+ B+ (@+ V),

a+ b"< a"-)-b,

a ten zwigzek pocigga za sobg zwigzek (10).
Zatem zwigzki (9) rzeczywiscie pociggajg za soba zwigzek (10).
Ostatecznie twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu, a tem samem
udowodniona jest zgodno$¢ Def. Il § 94-go z og6lnemi zasadami rozdziatu lii-go
1-Szej czesSci tego dziela.

§ 96. Zgodnos¢ definicyi Il i IV § 94-go z ogdlnemi zasadami rozdziatu
Wgo, czyli poprawno$¢ rzeczonych definicyi wynika z dwéch twierdzen, ktére
uzasadnimy nizej.

Tw. |I. Dodawanie dwoch liczbwzglednych jest dziataniem
arytmetyCznem jednoznacznem, wykonalnem bez zastrzezen.

Istotnie.

1° Dodawanie liczb wzglednych jest dziataniem arytmetycznem. Zeby udo-
wodni¢, ze ta okoliczno$¢ zachodzi, nalezy udowodni¢ dwa lematy nastepujace:

(A) Jezeli pewna liczba wzgledna X przedstawia sume

@ @b+ (@, V)

liczb wzglednych (a, b) i (a', b"), to kazda liczba X', réwna liczbie X, przed-
stawia takze rzeczong sume.
(B) Jezeli pomiedzy czterema liczbami wzglednemi zachodzg réwnosci

@) @b = (d. @ V)= {¢ d%

a pewna liczba wzgledna x przedstawia sume

©) @b+ (@ V)
to liczba wzgledna X przedstawia takze sume
4) c, dy+ (c, d.

Zeby uzasadni¢ lemat (A), zwazmy, ze, jezeli liczba x przedstawia sume
(1), to (8 94, Def. lII) mamy

x = [a -f- a', b-j—b.
Jezeli wiec mamy
X' = X
to mamy
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= (@-f a\ b-J- b)\

zatem (8§ 94, Def. IlI) liczba wzgledna X' przedstawia rzeczywiscie takze sume (1).
Zwracajac sie do lematu (B), stwierdzamy, ze (§ 94, Def. Il) réwnosci (2)
pociggajg za sobg réwnosci
j a+ d= c+ b,
> l a-fd= ¢+ V.

Z drugiej znéw strony (§ 94, Def. Ill), jezeli pewna liczba wzgledna X przed-
stawia sume (3), to mamy

(6) X = (a a', b-f- b,

a, zeby pewna liczba wzgledna przedstawiata sume (4), wystrarcza zeby ta liczba
réwnata sie liczbie

(c 94—, d-(- d).
Ale z réwnosci (5) mamy

a d-\-al d= c¢c-\-b c' -\-b’
czyli

@a-j-a)+ d+ d) = (f-c)+ (b-]-6),
skad (8 94, Def. Il) wynika réownos¢
(@-j-a, b-(-0b) — (c-j- ¢, d-\-d,

ktéra ze wzgledu na (6) pocigga za sobag
x={c-\-¢ d+ d

Zatem, zgodnie z brzmieniem lematu (B), jezeli pewna liczba wzgledna *
przedstawia sume (3), to w razie istnienia réwnosci (2) ta liczba przedstawia
takze sume (4).

Poniewaz tedy uzasadniliSmy lematy (A) i (B), przeto uzasadniliSmy czes$¢
1-sza naszego twierdzenia.

2° Dodawanie liczb wzglednych jest jednoznaczne, innemi stowy, jezeli
z dwoch liczb wzglednych x i X' kazda przedstawia sume

(ab+ @V

dwdch liczb wzglednych, to te liczby sg réwne pomiedzy soba. Istotnie (8 94,.
Def. IlI) z zatozen tego twierdzenia mamy

X (a-f- a\ b-j- V)

oraz
x'= (a-f- a', b-f- b),
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skad rzeczywiscie wynika réwnosc

3° Dodawanie liczb wzglednych jest wykonalne bez zastrzezen. Istotnie,
jakiekolwiek liczby bezwzgledne oznaczylibySmy przez

a, b a i b\

jakiekolwiek wiec liczby wzgledne przedstawiatyby symbole
(a,b) i (@b,

zawsze wykonalne beda dodawania, zaznaczone we wzorach

a-j-a, i b b,
a zatem symbol
(a-f- a, b-1-b)

zawsze bedzie przedstawia¢ pewng liczbe wzgledng. Poniewaz za$ ta liczba
wzgledna (8§ 94, Def. Ill) przedstawia sume
(@ b)-f (a', V),

przeto dodawanie liczb wzglednych jest rzeczywiscie wykonalne bez zastrzezen.
Z faktéw, uzasadnionych pod 1° 2° i 3°, wynika, ze twierdzenie, o ktore
nam wilasciwie chodzito zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. Il. Mnozenie liczb wzglednych jest dziataniem arytme-
tycznem jednoznacznem, wykonalnem bez zastrzezen.
Istotnie:

1° Mnozenie liczb wzglednych jest dziataniem arytmetycznem. Innemi

stowy:
(A) Jezeli dwie liczby wzgledne 7 i > spetniaja réwnosc

(1) X' — X,
a liczba x przedstawia iloczyn
@ (@, b). (o, V)

dwéch liczb wzglednych (a, b) i (0, b'\ to liczba »7 przedstawia takze ten

iloczyn.
(B) Jezeli liczby wzgledne

(0, b), (07b"), (c, d) i (c7 d)
spetniajg réwnosci
® @b = d, (0 V)= (70,
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a pewna liczba wzgledna X przedstawia iloczyn (2), to liczba X przedstawia
takze iloczyn
4) € d). (¢ d).

Z zatozenn lematu (A) (8 94, Def. IV) mamy
(5) X= (@a.a-)-b.b,a.b-f-b.a),
zatem ze wzgledu na (1) mamy
xf= (@.al-f-b.b, a.b-)-b.a),

a stad wynika (§8 94, Def. 1V), ze liczba X' przedstawia rzeczywiscie iloczyn (2)

Przechodzac do lematu (B), zaznaczamy najpierw, ze z zalozeh tegoz
(8 94, Def. IV) wynika, ze liczba x spetnia réwnos$¢ (5). Z drugiej zndw strony
(8 94, Def. IV) lemat bytby uzasadniony, gdyby tylko dowiedziong byta réwnos¢

(6) X= (c.c'f~d.d\ c.d -j-d.c".

Ze wzgledu na roéwnos¢ (5) istnienie rownosci (6) bytoby dowiedzione,
gdybysmy okazali, ze mamy

) (@a.a+ b.V,a.V+ b.a)= (c.cc+ d.d\c.d+ d.c)
Zeby za$ te réwnos$é uzasadnié, nalezy tylko wykazaé (§ 94, Def. 1l) istnienie
rownosci

(8) P=Q,
gdzie przyjelismy
IP= a.a-f-b.b

-]-c.d -)-d.cA
1 Q= c.c'-(-d.d -)-a.b-f-b.

1

a.

Ot6z z réwnosci (3) (§ 94, Def. Il) mamy
g 4—d= c-j—b,
a+ d—C-f b\
skad
d= (c b)— a
d= (c+ b)—a.

Podstawiwszy te wartosci na d i d' do wzoréw (9) na P i Q, znajdziemy, po
tatwych przerdbkach:

P= a.a'+ bV+ 2.¢c.6 + ¢.V+ ¢c'.b—c.a—a.¢
Q= a a-f-b.b-]-2.c.¢ c.b ¢.b—c.a—a.c

Z tego wynika, ze réwnos$¢ (8) rzeczywiscie zachodzi.
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Poniewaz za$ (8 94, Def. Il) réwnos¢ (8) pocigga za sobg réwnosé (7),
ktéra znéw, ze wzgledu na (5), pociaga za sobg rownos$¢ (6), o uzasadnienie
ktorej wiasnie chodzito, przeto lemat (B) jest udowodniony.

Poniewaz uzasadniliSmy lematy (A) i (B), przeto uzasadnilismy i czes¢
naszego twierdzenia, wystowiong pod 1°.

2° Mnozenie liczb wzglednych jest jednoznaczne, innemi stowy, jezeli
kazda z dwoch liczb bezwzglednych x i X' przedstawia iloczyn (2), to te liczby
sg rowne pomiedzy sobg. Ot6z z zalozen tego twierdzenia (8 94, Def. 1v) wy-
nika, ze zachodzi réwnos$¢ (5) oraz réwnosé

X'—@.a-(-b.b,a.b-f-b.a),

a z réwnosci tej i rownosci (5) wynika réwnosé

X = x\
0 ktérg wiasnie chodzito.
3° Mnozenie liczb wzglednych jest wykonalne bez zastrzezenh. Istotnie,
jakiekolwiek bytyby liczby rzeczywiste

a, b aib,
jakiekolwiek wiec bytyby liczby wzgledne
(a, b i (a, b)),
zawsze wykonalne beda dziatania zaznaczone we wzorach

a.a' b.b"i a.b-]-b.a.
Zatem liczba wzgledna
(@.a-Jb.b a.Vv--b.a)

zawsze istnie¢ bedzie. Poniewaz za$, jezeli pewna liczba wzgledna istnieje, to
istnieje i rowna jej liczba wzgledna, gdyz w kazdym razie rozwazana liczba
jest samej sobie réwna, przeto znajdzie sie liczba wzgledna & spetniajgca (5)
1 przedstawiajaca zatem (§ 94, Def. 1V) iloczyn (1).

Ostatecznie uzasadniliSmy kazde z twierdzen, wystowionych pod 1°, 2°
i 3°, a tym samem uzasadniliSmy i samo twierdzenie, o ktére nam wiasciwie
chodzito.

8 97. Rozwazania, wytozone w § 94-tym, najnaturalniej doprowadzaja do
mysli o przyjeciu umowy, polegajacej na tem, zeby w przypadku, kiedy dwie
liczby bezwzgledne a i b spetniajg zwigzek

a =
uwazaé liczbe wzgledng (a, b) za réwna roéznicy

a—h
Wstep do analizy. 13
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Po przyjeciu takiej umowy zbiér liczb bezwzglednych statby sie podzbio-
rem obszerniejszego zbioru, obejmujgcego liczby wzgledne i bezwzgledne. Wia-
$nie zamierzamy obecnie uskuteczni¢ takie zespolenie liczb bezwzglednych i liczb
wzglednych. Zeby jednak tego dokonaé¢ poprawnie, nalezy wyraznie wystowié
odpowiednie definicye i stwierdzi¢, ze ich przyjecie nie doprowadza do zadnej
sprzecznosci z zasadami i definicyami, poprzednio przyjetemi. Przyjmiemy defi-
nicye nastepujace:

Def. I. Zbior, uzyskany przez potaczenie ze sobg zbioru
liczb bezwzglednych ze zbiorem liczb wzglednych, zowiemy
zbiorem liczb rzeczywistych, umawiajgc sie tem samem, ze wyra-
zenie »liczba rzeczywista« uwazaé¢ bedziemy za nazwe kazdego przed-

miotu, ktory jest albo liczbg bezwzglednag, albo — liczba
wzgledng.

Def. Il. Orzeczenie, ze pewna liczba bezwzgledna | jest ho
mologiczna pewnej liczbie wzglednej X, i orzeczenie, ze liczba
wzgledna x jest homologiczna liczbie bezwzglednej I, wyrazaja to
samo, a mianowicie, ze symbol x jest symbolem liczby
wzglednej

* 0).

a wiec liczby wzglednej, ktorej pierwszym wyrazem jest liczba
bezwzgledna I, a drugim — liczba bezwzgledna zero.

Def. I1l1l. Orzeczenie, iz pewna liczba wzgledna x jest homo
logiczna pewnej liczbie wzglednej y, wyraza, ze symbole Xiy sg
symbolami tej samej liczby wzglednej.

Z definicyi Il wynika, Zze orzeczenie »liczba wzgledna x jest homologi-
czna liczbie wzglednej y« i orzeczenie »liczba wzgledna y jest homologiczna
liczbie wzglednej x* sg réwnowazne pomiedzy sobg. Uwzgledniwszy te okoli-
czno$¢ i wzigwszy pod uwage Def. | i Il, stwierdzamy, ze w kazdym razie
orzeczenie »liczba rzeczywista a jest homologiczna liczbie wzglednej 6« réwno-
wazne jest orzeczeniu »liczba wzgledna b jest homologiczna liczbie rzeczywistej
a«. Wobec tego zastepowaé bedziemy czesto kazde z tych orzeczen przez orze-
czenie nastepujgce: liczba rzeczywista« i liczba wzgledna b sg ho-
mologiczne pomiedzy sobg. Zeby nie rozszerzaé bez koniecznosci wy-
ktadu, nie bedziemy, w dalszym ciggu, wyraznie powoltywac sie na powyzsze
uwagi w tej mysli, ze czytelnik sam zawsze dostrzeze przypadki, w ktorych
nalezatoby wiasciwie na rzeczone uwagi powotac sie.

Def. IV. Jezeli oznaczymy przez a i b dwie liczby rzeczy-
wliste, a przez a i V odpowiednio liczby wzgledne im homolo-
giczne, to zwigzKki

a< b, a= bia>nhb



§ 97 i 98 195

uwazat¢ bedziemy za zwigzki odpowiednio réwnowazne
zwigzkom
al< bha=»Dbia>h

Def. V. Sumg jakiejkolwiek liczby rzeczywistej a i jakiej-
kolwiek drugiej liczby rzeczywistej b zowiemy kazdg liczbe
rzeczywista, rowng liczbie wzglednej, przedstawiajgcej sume

a 4- b

liczb wzglednych a' i b odpowiednio homologicznych liczbom
rzeczywistym a i i.

Det. VI. lloczynem mnozenia jakiejkolwiek liczby rzeczywi-
stej a, przyjetej za mnozng, przez jakakolwiek druga liczbe
rzeczywista b, przyjeta za mnoznik, zowiemy kazdg liczbe rze-
czywista, réownag liczbie wzglednej, przedstawiajgcej iloczyn

a.vVv

liczcb wzglednych a' i b, odpowiednio homologicznych liczbom
rzeczywistym a i b

Poprawnos$¢ trzech pierwszych definicyi oczywiscie nie daje powodu do
zadnych watpliwosci, gdyz kazda z nich wyraza umowe, na podstawie ktorej
pewne nowe wyrazenie ma oznacza¢ rzecz niezawodnie istniejgca. Natomiast
inny jest stan rzeczy, kiedy chodzi o definicye IV, V i VI: winnismy udowodnic,
ze te definicye nie uchybiajg zasadom rozdziatu lii-go czesci I-szej tego dziatu,
ani zasadom rozdziatu Il, tomu niniejszego i okazaé, ze one nie doprowadzajg
do zadnej sprzecznosci ani z anulogicznemi definicyami, przyjetemi w teoryi
liczb bezwzglednych, ani z analogicznemi definicyami, przyjetemi w teoryi liczb
wzglednych. Wszystkie te watpliwosci usuniemy w najblizszych ustepach.

§ 98. Tw. |I. Jezeli oznaczymy przez a bi c trzy liczby rze-
czywiste, to w takim razie zachodzi¢ beda okoliczno$ci naste-
pujace:

1° Mamy w kazdym razie
€ a= a

2° Rownosci
2 a= bib= a

sg pomiedzy sobg réwnowazne.
3° Rownosci
(©) a= b i b=c

pociggaja za sobg rownos¢
(4) a—¢
13*
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4° Jakiekolwiek bytyby liczby rzeczywiste a ib, w kazdym
razie zachodzi ktérys$ jeden, ale tylko jeden ze zwigzkdow:

(5) a< ba—bia>h
5° ZwigzKki
(6) ae<b i b> a

sg w kazdym razie réwnowazne pomiedzy sobg.
6° Zw igzki
(7) a< bib<c

zawsze pociggajg za sobag zwigzek

(8) a< G
Istotnie:

1° Jezeli oznaczymy przez a' liczbe wzgledng, homologiczng liczbie rze-
czywistej a, to (8 95, Tw. I) mie¢ bedziemy

a'= a’

zatem (§ 97, Def. IV) réwnos$¢ (1) rzeczywiscie zachodzi.
2° Jezeli oznaczymy przez & i b' liczby wzgledne, odpowiednio homolo-
giczne liczbom a i b, to (8 97, Def. 1IV) réwnosci (2) beda odpowiednio réwno-
wazne réwnosciom
a=»>bib—a,

a poniewaz te réwnosci (§8 95, Tw. I) sa réwnowazne pomiedzy soba, przeto
réwnosci (2) sa'takze réwnowazne pomiedzy soba.

3° Jezeli oznaczymy przez a', b' i ¢' liczby wzgledne, odpowiednio homo-
logiczne liczbom rzeczywistym a, b i ¢, to (§ 97, Def. IV), na podstawie réwnoéci
(3) mie¢ bedziemy

skad (§ 95, Tw. I)

Poniewaz za$ (8§ 97, Def. IV) ta réwnos$¢ pocigga za sobg réwnosc¢ (4),
przeto 3-cia cze$¢ twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu.

4° Jezeli zachowamy powyzsze znaczenie dla symboléw a', Vi c', to (§ 95,
Tw, 1) zachodzi¢ bedzie jeden ze zwiazkow

9) a< b,a= Vias b.

Zatem (8§ 97, Def. IV) jeden przynajmniej ze zwigzkéw (5) niezawodnie
zachodzi¢ bedzie. Poniewaz za$ dwa ze zwigzkoéw (5) zachodzi¢ nie moga, gdyz
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w takim razie, wbrew brzmieniu Tw. | § 95-go, zachodzityby (§ 97, Def. 1V)
dwa ze zwigzkow (9), przeto 4-ta cze$¢ twierdzenia jest uzasadniona.

6° .Jezeli oznaczymy, jak wyzej, przez a' i V liczby wzgledne, odpowiednio
homologiczne liczbom rzeczywistym a \b, to zwiazki (6) bedg (8 97, Def. 1V)
odpowiednio réwnowazne zwigzkom

a< b ib> a.
Poniewaz za$ te zwiazki (8§ 95, Tw. I) sa rownowazne pomiedzy sobg
przeto i zwigzki (6) sg rzeczywiscie rownowazne pomiedzy soba.
6° Uwazajmy znowu liczby wzgledne a', b' i ¢, odpowiednio homologi
czne liczbom rzeczywistym a, b i ¢ Zwigzki (7) pociggajg za sobg (§ 97, Def. 1V)
nastepujace:
a<cb i b <;c,

z ktoérych (§ 95, Tw. 1) wynika nieréwnosé¢
a' < b\

pociagajaca za sobg (§ 97, Def. IV) nieréwnos$¢ (8). Zatem nierdwnosci (7) rze-
czywiscie pociagaja za soba nieréwnosc¢ (8),

Ostatecznie uzasadniliSmy nasze twierdzenie w zupetnosci.

Uwaga. Kazda liczba bezwzgledna | réowna sie liczbie wzgle-
dnej (I, 0)), ktéra jest liczbg wzgledna jej homologiczng, albo-
wiem, poniewaz liczba wzgledna (I, 0) jest sama sobie (§ 97, Def. IlI) homolo-
giczna, poniewaz z drugiej strony mamy

@ 0= (0,

przeto liczby wzgledne, odpowiednio homologiczne liczbom | i (I, 0), sa réwne
pomiedzy sobg, a zatem (§ 97, Def. IV) same liczby | i (I, O) sa takze réwne
pomiedzy soba.

Tw. Il. Definicya IV § 97-go nie doprowadza do sprzeczno-
§ci, ani z regutami poréwnywania iloSciowego liczb wzgled-
nych, ani z regutami porownywania ilosciowego liczb bezwzgle-
dnych.

Istotnie, o tem, ze Def. IV nie doprowadza do sprzecznosci z regutami
poréwnywania ilosciowego liczb wzglednych, przekonywamy sie z tatwoscia,
zwazywszy, ze ze wzgledu na Def. Ill § 97-go, Def. IV tegoz paragrafu jest,
o ile chodzi o liczby wzgledne, réwnowazna Def. Il § 94-go. Aby wykazaé, ze
Def. IV nie jest sprzeczna i z regutami poréwnywania iloSciowego liczb bez-
wzglednych, uwazajmy dwie liczby bezwzgledne | i V. Wedtug Def. IV §97-go,
zwigzki
1) I<ILI=Vil>YV
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sg réwnowazne odpowiednio zwigzkom
) Lo < (10, &0 = (0)i@0 > (V0

ale (8 94, Def. Il) zwiazki (2) sg réwnowazne odpowiednio zwigzkom (1) rozu-
mianym w sposéb okre$lony w teoryi liczb bezwzglednych. Zatem, zwigzki (1),
rozumiane w sposob okreslony przez Def. IV § 97-go, sa réwnowazne odpo-
wiednio tymze zwigzkom, rozumianym w spos6b, okreslony w teoryi liczb bez-
wzglednych. Ostatecznie wigc twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

8§ 99. Tw. I. Dodawanie liczb rzeczywistych jest dziataniem
arytmetycznem jednoznacznem, wykonalnem bez zastrzezen.
Istotnie :

1° Dodawanie liczb rzeczywistych jest dziataniem arytmetycznem. Innemi
stowy:
(A) Jezeli pewna liczba rzeczywista X przedstawia sume

(2) r+ r'
liczb rzeczywistych r i r', a pewna liczba X' spetnia réwnosé
(2) X' — X,

to liczba x' przedstawia takze sume (1).
(B) Jezeli pewna liczba rzeczywista X przedstawia sume (1), a liczby rze-
czywiste rr i r\ spetniajg réwnosci

?3) rl= r,r\=r",
to liczba x przedstawia takze sume
(4) rt+ rv

Otéz zwrdéémy sie do liczb wzglednych, odpowiednio homologicznych
liczbom r i r' i oznaczmy je odpowiednio przez

(5) (a,b) i (o', b).

Poniewaz liczba x przedstawia sume (1), przeto (§ 97, Def. V)

(6) X= (a b+ (@, hN\
zatem, ze wzgledu na (2),
@) xI'= (@ b)+ (o, b\

a z tego wynika (8 97, Def. V), ze liczba xf rzeczywiscie takze przedstawia
sume (1). Zeby uzasadni¢ i lemat (B), zachowajmy powyzsze oznaczenia i uwa-
zajmy liczby wzgledne

(8) (<4, M i (a\, b\\
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odpowiednio homologiczne liczbom rzeczywistym r, ir\. Z réwnosci (3) i okres-
lenia liczb (5) i (8) (8 97, Def. IV) wynika, ze mamy

(@ b) = (au &)
(@,i) = (aj],i'a
Z tych za$ rdéwnosci (8 96, Tw. 1) wynika réwnosc

(a 6 -f- (@, ™) = (@X¥ by (a'Bb\),

a na podstawie tej réwnosci i rownosci (6), ktora (8 97, Def. IV) wyraza, ze
liczba X przedstawia sume (1), mamy

X= («i, M + K i, *"),

z ktorej zndéw wynika (8 97, Def. IV), ze liczba x przedstawia sume (4). Zatem
i lemat (B) zachodzi w podanem brzmieniu. Poniewaz wiec kazdy z lematéw
(A) i (B) zachodzi, przeto zachodzi i twierdzenie, podane pod 1°.

2° Dodawanie liczb rzeczywistych jest dziataniem jednoznacznem, albo-
wiem, jezeli z pewnych dwoch liczb x i X' kazda przedstawia sume (1) liczb
rzeczywistych r i r', to, jezeli oznaczymy, jak wyzej, przez symbole (5) liczby
wzgledne, odpowiednio homologiczne liczbom r i r', zachodzi¢ bedzie (§8 97,
Def. 1V) kazda z réwnosci (6) i (7), a wiec rzeczywiscie mie¢ bedziemy

X = X.

3° Dodawanie liczb rzeczywistych jest wykonalne bez zastrzezen. Istotnie
kazdej parze liczb rzeczywistych odpowiada para im odpowiednio homologi-
cznych (8 97, Def. Il i l) liczb wzglednych u i v; poniewaz za$ dodawanie
liczb wzglednych jest (8 96, Tw. I) wykonalne bez zastrzezen, przeto (§ 97,
Def. 1V) dodawanie liczb rzeczywistych jest takze wykonalne bez zastrzezen.

Tw. Il. Mnozenie liczb rzeczywistych jest dziataniem aryt-
metycznem jednoznacznem, wykonalnem bez zastrzezen.

Istotnie:

1° Mnozenie liczb rzeczywistych jest dziataniem arytmetycznem, innemi
stowy:

(A) Jezeli pewna liczba rzeczywista X przedstawia iloczyn
1) r.r

liczb rzeczywistych r i r\ to kazda liczba rzeczywista x, spetniajgca réwnoscé

@ xt= X
przedstawia takze iloczyn (1).



(B) Jezeli liczby rzeczywiste

r,r', r, ir\
spetniajg réwnosci
3 r=r15 r=rli,

a pewna liczba x przedstawia iloczyn (1), to liczba X przedstawia takze iloczyn

(4) ri.
Otéz uwazajmy liczby wzgledne
(©) @ b i (@ b)

odpowiednio homologiczne liczbom r i r'. Poniewaz liczba X przedstawia ilo-
czyn (1), przeto (§8 97, Def. VI) mamy

(6) Xx= (ab.@,V),
zatem, ze wzgledu na (2), mamy
(7) X'= (a b).(a, b\

skad wynika (§8 97, Def. VI), ze liczba x' przedstawia rzeczywiscie takze iloczyn
(1). Zeby uzasadnié¢ lemat (B), zachowajmy powyzsze oznaczenia i uwazajmy
jeszcze liczby wzgledne

(8) K, bj) i (a\, b\),

odpowiednio homologiczne liczbom rzeczywistym rl i r\.
Z rownosci (3) i okreslenia liczb (5) i (8) wynika (8 97, Def. 1V), ze mamy
(«i, W) = (a, b), (a',, b\) — (a', b'\
a z tych znéw réwnosci (8 96, Tw. IlI) wynika
9) KN bKibi) = M).(a'b").

Poniewaz za$ liczba X przedstawia iloczyn (1), przeto (§ 97, Def. VI) za-
chodzi réwnos¢ (6). Z réwnosci zas (6) i (9) mamy
x = (al,by . (a',, b\),
z ktérej zndéw wynika (§ 97, Def. VI), ze liczbha x przedstawia i iloczyn (4),
a o to wiasnie chodzito.
2° Mnozenie liczb rzeczywistych jest dziataniem jednoznacznem, albowiem

jezeli kazda z dwoch liczb rzeczywistych x i x' przedstawia iloczyn (1), to
(8 97, Def. VI) zachodza obie réwnosci (6) i (7), z ktéorych wynika réwnos¢

- * = X,

wyrazajgca wihasnie jednoznaczno$¢ mnozenia liczb rzeczywistych.
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3° Mnozenie liczb rzeczywistych jest wykonalne bez zastrzezen; jakiekol-
wiek bowiem bytyby liczby rzeczywiste r i r', zawsze znajdg sie (§ 97, Def. Il
i 1) liczby wzgledne (a, h) i (a', b"), odpowiednio homologiczne liczbom r i '\
mnozenie zaznaczone we wzorze

(& b) . (u, b)

zawsze (§ 96, Tw. IlI) bedzie wykonalne, a wiec bedzie istnie¢ liczba rzeczy-
wista, spetniajaca rownos¢ (6), a na istnieniu tej liczby polega wlasnie wyko-
nalno$¢ mnozenia, zaznaczonego we wzorze (1).

Ostatecznie wiec twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. Ill. Definicye V iVl § 97-go nie doprowadzaja do sprze-
cznos$ci, ani z definicyami dodawania i mnozenia liczb wzgle-
dnych, ani z definicyami dodawania i mnozenia liczb bez-
wzglednych.

O tem, ze Def. V i VI § 97-go nie doprowadzajg do sprzecznosci z defi-
nicyami dodawania i mnozenia liczb wzglednych, przekonywamy sie natych-
miast, zwazywszy, ze (8§ 97, Def. Ill) liczba wzgledna, homologiczna takiej liczbie
rzeczywistej, ktora jest sama liczbg wzgledna, zlewa sie z tg ostatnia.

Zeby udowodnié¢, ze niema tez sprzecznosci pomiedzy definicyami V i VI
§ 97-go, a definicyami dodawania i mnozenia liczb bezwzglednych, nalezy tylko
uzasadni¢ dwa lematy nastepujace:

(A) Jezeli dwie liczby bezwzgledne s i p przedstawiajg od-
powiednio sume

@) I+ V
ijiloczyn
@ I, v

dwoch liczb bezwzglednych w znaczeniu, -przyj ety m w teoryi
liczb bezwzglednych, to liczby s ip przedstawiajg takze odpo-
wiednio sume (1) i iloczyn (2) w znaczeniu, okre$lonym przez
Def. Vi VI § 97-go.

(B) Jezeli dwie liczby bezwzgledne s' i p' przedstawiajg od-

powiednio sume (1) i iloczyn (2) w znaczeniu, okreslonym przez
Def. Vi VI § 97-go, to te liczby przedstawiajg takze odpowie-
dnio sume(l) i iloczyn(2)wznaczeniu, przyjetym w teoryi liczb

bezwzglednych.

Zalézmy tedy, ze liczby bezwzgledne s i p przedstawiajg odpowiednio
sume (1) i iloczyn (2) w znaczeniu, przyjetym w teoryi liczb bpzwzglednych.
Na podstawie Def. Il § 97-go liczby wzgledne

(1,0) i (VO
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sg liczbami wzglednemi, odpowiednio homologicznemi liczbom bezwzglednym
i V.

Zatem, zeby dwie liczby rzeczywiste X i y przedstawiaty odpowiednio
sume (1) i iloczyn (2) w mysl definicyi V i VI § 97-go, potrzeba i wystarcza,
zeby$my mieli

I X= 0010,
) 1 ¥Y=0,0) . Go.

Uwzgledniwszy wyzej przyjete zatozenie co do liczb rzeczywistych s i p i zwr6-
ciwszy sie do Def. Ill i IV 8§ 94-go, stwierdzamy, ze mamy

z0+ 0\Q= (=0
0,0) . 0',0)={p,0),

zatem réwnosci (3) sa réwnowazne nastepujgcym
(4) X = (s, 0)
®) Y= (P, 0),

ktére zatem stanowig warunki konieczne i wystarczajace, aby liczby rzeczy-
wiste X i y przedstawialy odpowiednio w mys$l Def. V i VI § 97-go sume (1)
i iloczyn (2). Ze wzgledu na uwage po Tw. | § 98-go, mamy

(6) s= (s, 0).
oraz
(7 - p= (p,0)

Z rownosci (6) i (7) wynika, ze réwnosci (4) i (5) sa odpowiednio réwno-
wazne réwnoseiom
(8) X= 8

(9) Y — Pi

ktére zatem wyrazajg warunki konieczne i wystarczajace, aby liczby rzeczy-
wiste X i y przedstawialy w mysl Def. V i VI § 97-go odpowiednio sume (1)
i iloczyn (2). Poniewaz rzeczone roéwnosci beda spetnione, jezeli uwazaé¢ be-
dziemy X iy za symbole, oznaczajgce odpowiednio liczbe s i p, przeto zgo-
dnie z brzmieniem lematu (A) liczby s i p przedstawiajg odpowiednio sume (1)
i iloczyn (2) nie tylko w mysl teoryi liczb bezwzglednych, ale i w mysl Def. V
i VI 8§ 97-go. Z drugiej znéw strony, jezeli liczby bezwzgledne s' i p' przed-
stawiaja odpowiednio sume (1) i iloczyn (2) w mysl Def. V i VI § 97, to réwnosci
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(8 i (9) beda musiaty by¢ spetnione, skoro tylko uwazaé¢ bedziemy symbole
r iy za symbole oznaczajgce odpowiednio s' i p'. Mamy wiec

s'= s
P = P,

skad wynika, ze liczby bezwzgledne s i p', zgodnie z brzmieniem lematu (B)
przedstawiajg odpowiednio sume (1) i iloczyn (2) w mys$l teoryi liczb bez-
wzglednych.
Ostatecznie wiec twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
Twierdzenia, uzasadnione w tym paragrafie i paragrafie poprzedzajgcym,
usuwajg w zupetnosci wszystkie watpliwosci, wyrazone przy koncu § 97-go.
§ 100. Rozwazania, do ktérych przechodzimy obecnie, beda gtdwnie miaty
na celu stwierdzenie tej okolicznosci, iz zbiér wszystkich liczb rzeczywistych
stanowi jedng z tych klas wielkosci (K), dla ktérych zachodzg wszystkie twier-
dzenia, podane w rozdziale Ill cim. Jednakowoz, zeby nadac calej teoryi liczb
rzeczywistych najprostszg i najodpowiedniejszg do zastosowan posta¢, nie dos$¢
bedzie uzasadnia¢ jedno po drugiem te tylko twierdzenia, ktére rzeczywiscie sg
niezbedne do osiggniecia zaznaczonego przed chwilg celu. W rzeczywistosci wy-
padnie nam podawa¢ obok rzeczonych twierdzen niektoére inne jeszcze twier-
dzenia.
8§ 101. Tw. |I. Jakiekolwiek liczby rzeczywiste oznaczyli-
bysmy przez
(1) r,r,or,
mamy w kazdym razie

(2) r-fr)-f-r* = r+ (rr4-71").
Istotnie, oznaczmy przez
(3) (& b), («', b) i (@", b")

liczby wzgledne, odpowiednio homologiczne (§ 97, Def. Il i Ill) liczbom (1).
Mamy (8§ 97, Def. V) tedy

(ra-ryd-r" = { (@ b+ («, b)}4- @"b"),
a poniewaz (8 94, Def. llI)

@b) 4~ (¢, b) = (@4~a, b-\-b),
przeto

@ r4~0 4“r>= ([a4"al~ta" B“bb]“Hb")
Analogicznie mamy

®) F-l~(r' 4~ r") = («-f' l4 aPb-h [B -(- b").
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Poniewaz za$

[a+ a7+ a"
b+ b+ B°

przeto ze zwigzkow (4) i (5) wynika rownos¢ (2), o ktérej udowodnienie wiasnie
chodzito.

a+ [o'-fe"],

e+ [6+ n

Tw. Il. Jakiekol wiek liczby rzeczywiste oznaczylibysmy
przez rir', mamy w kazdym razie

1) r-f-r' = r -f-r.
Istotnie, uwazajmy liczby wzgledne
(a, b)i (a, b'\

odpowiednio homologiczne liczbom rzeczywistym r i r'. Mamy (8 97, Def. V)
tedy:
Il r+ r = (a-)-a, b-)-V)
Il r+ r= @+ 0 b -fh),
a poniewaz
a-]-a'"' = U -j-o0, b-j-b" = "'b" -j- b,

przeto z réwnosci (2) wynika rownos¢ (1), ktéra wiasnie pragneliSmy uzasadnic¢

Tw. Il1l. Jezeli oznaczymy przez r jakagkolwiek liczbe rze-
czywistg, a przez r'ir" dwie liczby rzeczywiste, spetniajgce
nierownos¢

(1) S N ,
to w takim razie mamy
(2) r+ r' < r+ r".

Istotnie, oznaczmy znowu przez
(@ b), (@' V) i (a", b")

liczby wzgledne, odpowiednio homologiczne liczbom

rrir'.
Mamy tedy
jr+r— (a+ u, b+ b)
(] jr+ r'= (a+ a", b+ b")

Nieréwnos¢ (1) (8 97, Def. IV) pocigga za sobg

«n < onrt,
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zatem (§ 94, Def. II)
a'+ b" < a"+ b\
skad
(a by -H (@' -f- b") < (a-)- b-]- @" -j- b)
czyli
(@ a)-j-{b-(- b)) < (a-f-a") -j- (b-(- b),

a z tej nieréwno$¢ wynika (8 94, Def. I1I)
(a+ a, b+ 6)< (@+ a", 6+ b"),

ktora ze wzgledu na (3) pocigga za sobg nieréwnos¢ (1), o udowodnienie ktorej
wiasnie chodzito.

Tw. IV. Jezeli oznaczymy przez p i r jakiekolwiek dwie
liczby rzeczywiste, to w takim razie zachodzi¢ bedg okoli-
cznos$ci nastepujace:

le Jezeli oznaczymy przez

@ («, 6) i (c, d)

liczby wzgledne, odpowiednio homologiczne liczbom rzeczy-
ve/jistym’\ iri wzigwszy pod uwage liczbe wzgledng

(b, &),
ktérej pierwszy wyraz rowna sie drugiemu, a drugi — pierwsz e-
mu wyrazowi liczby

(a b)

zatozymy, ze pewna liczba rzeczywista X spetnia rownosé
@ x = (c,d)-\- (6 a),

to liczba X spetniaé¢ bedzie kazdg z dwoch rownosci

| =+ P
}p-i-X

r,

©)

r.

2° Zawsze istnieje liczba rzeczywista X, spetniajgca ro-
wnos$ci (3).
Istotnie, poniewaz mamy

c,d)-]I-(bba) = (c-f b d-f a),
przeto z réwnosci (2) wynika nastepujaca:

4) X = (c-f- 6 d-)- a.
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Ze wzgledu na te réwnos$¢ mamy
(5) X+ p= (c+ ftd+ a)-fp,
poniewaz za$ liczba wzgledna

c—+ft d—-u

jest (§ 97, Def. IlIl) sama sobie homologiczna, poniewaz z drugiej strony ma
podstawie zatozenn twierdzenia liczba wzgledna

(a. fi

jest liczbg wzgledng, homologiczng liczbie rzeczywistej p, przeto (§ 97, Def. V)
mamy

(e+ d+ a4 P — (c+ N ooa)+ Ghi
czyli

(c-J-ft d-j- a) -f-p — (c +6 412, d-f- a-\- f);

poniewaz za$ (§ 94, Def. Il) mamy

(c-(- ft-j- a, d -f- a-]- ft) — (c, d),
przeto

(c+ ftd+ a+ p= (cd,

a z tej rownosci i réwnosci (5) wynika réwnosé

(6) X+ p = (cd).
Poniewaz mamy (8 98, Uwaga po Tw. | i § 97, Def. lll) w kazdym razie
c,d)y=r,

przeto ze wzgledu na (6) zachodzi pierwsza z réwnosci (3). Poniewaz zas (Tw. Il
mamy w kazdym razie

przeto stwierdzamy, ze réwnos$¢ (2) pocigga za sobg i druga z réwnosci (3).
UdowodniliSmy wiec cze$¢ 1-szg twierdzenia. Cze$¢ 2-ga twierdzenia wynika
z 1-szej: dodawanie zaznaczone we wzorze (2) jest (8 99. Tw. I) niezawodnie
wykonalne, zatem istnieje liczba X, speiniajgca rownos$¢ (2), poniewaz za$
(czes¢ 1-sza) rownos$¢ ta pocigga za sobg roéwnosci (3), przeto istnieje rze-
czywiscie liczba rzeczywista x spelniajgca réwnosci (3).

Ostatecznie uzasadniliSmy nasze twierdzenie w zupetnosci.

§ 102. Z twierdzen I, II, 1l i IV § 101 wynika, ze zbiér wszystkich liczb
rzeczywistych stanowi taka klase wielkosci (K), w odniesieniu do ktdrej twier-
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dzenie I, II, Il i IV § 67-go, oraz tw. | § 76-go sg uzasadnione. Z drugiej znéw
strony, przy dowodach twierdzen, podanych w paragrafach 68 i 69, powotywa-
liSmy sie tylko na twierdzenie I, W, Il i IV § 67-go i na to, ze dziatania pod-

stawowe na wielkosciach klasy (K) zostaly okreslone w sposob zgodny z zasa-
dami rozdziatu VI-go. Mamy wiec twierdzenie nastepujgce.

Tw. I. W odniesieniu do zbioru liczb rzeczywistych twier-
dzenia I, II, Il i IV § 67-go, tw. | § 76-go, oraz wszystkie twier-
dzenia, podane w 88 68 i 69, sag uzasadnione.

Podamy obecnie niektére twierdzenia, ktére przy uwzglednieniu powyz-
szego twierdzenia tatwo uzasadni¢ mozemy.

Tw. Il. Odejmowanie liczb rzeczywistych jest dziataniem
arytmetycznem jednoznacznem, wykonalnem bez zastrzezen)-

Istotnie, na podstawie Tw. IV paragrafu poprzedzajgcego, zawsze odpo-
wiada dwom jakimkolwiek liczbom rzeczywistym p i r taka liczba rzeczywista
/A ktora spetnia ktdrgkolwiek z rdéwnosci

X-3-p—r
p-(-X—r

Innemi stowy, odejmowanie liczb rzeczywistych jest wykonalne bez zastrzezen.
Uwzgledniwszy te okoliczno$¢, wystarczy zwrdci¢ sie do Tw. | paragrafu niniegj-
szego i do Tw. | § 69-go, aby sie upewni¢, ze niniejsze twierdzenie zachodzi
w podanem brzmieniu.

Uwaga. Ze wzgledu na jednoznaczno$¢ odejmowania (§*69)
zachodzi okolicznos$¢ nastepujgca: jezeli oznaczymy przez p.
riX trzy liczby rzeczywiste, to kazde dwie z trzech réwnosci

X=r—p, X -p=r1r ip-{X=r

sg rownowazne pomiedzy soba.

Tw. IlIl. Modut dodawania liczb rzeczywistych istnieje
i rowny jest zeru.

Ze wzgledu na Tw. | niniejszego paragrafu oraz na Tw. V, § 69 go istnienie
modutu dodawania liczb rzeczywistych jest pewne. Pozostaje wiec tylko do udo-
wodnienia, ze rzeczony modut réwna sie zeru.

W tym celu zwazmy, ze, oznaczywszy przez r jakakolwiek liczbe rze-
czywistg, a przez p modut dodawania liczb rzeczywistych, mie¢ (§ 69, Def. I)
bedziemy

skad (Tw. IlI, Uwaga)
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Poniewaz za$ wiemy, ze w przypadku szczegdlnym, Kkiedy liczba r je3t liczbg
bezwzgledng, mamy

r—r= Q

przeto (8 69, Def. I) zgodnie z brzmieniem twierdzenia mamy

p= 0.
Uwaga |. Jezeli oznaczymy przez r i r' dwie liczby rzeczy-
wiste, to réwnosé
(1) r=r'
réwnowazna jest réwnosci
(2) r—r =0,

albowiem ze wzgledu na powyzsze twierdzenie mamy
r\~0—r\

skad wynika, ze réwnos¢ (1) réwnowazna jest réownosci

r-j-0 = r,
réwnowaznej (Tw. Il, Uwaga) réwnosci (2).
Uwaga Il. W mys$l Def. | § 69-go mozemy da¢ nazwe modutu doda-

wania liczb rzeczywistych jakiejkolwiek, byle zeru réwnej, liczbie rzeczywistej
Jednakowoz dogodnem bedzie umoéwi¢ sie raz na zawsze, ze nazwe modut do-
dawania liczb rzeczywistych zachowujemy dla samej liczby zero.

Uwaga Ill. Zeby liczba wzgledna (a b) rownata sie zeru, ko-
niecznem jest i dostatecznem, zeby zachodzita rownos¢
(1) «= b

albowiem, poniewaz liczba zero jest homologiczna liczbie wzglednej (897, Def. Il)
(0, 0)
a (8 97, Def. IlI) liczba wzgledna (a, b) — sobie samej, przeto (§ 97, Def. IV)
rownosc
(ab— 0

jest rownowazna réwnosci

(a, b) = (0,0,
rozwazanej (§ 94, Def. Il) réwnosci

a-f-0 — 0 -j- b

ktéra znéw rownowazna jest réwnosci (1).
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Def. I. Orzeczenie, iz pewna liczba rzeczywista r' jest
symetryczna pewnej liczbie rzeczywistej r, wyraza, ze zachodzi
réownos¢

r4r —o0.

Tw. IV. Zwigzek symetryi pomiedzy dwiema liczbami rze-
czywistemi posiada wtasnos$ci nastepujace:

1° Kazdej liczbie rzeczywistej r odpowiada symetryczna
jaj liczba rzeczywista r'.

2° Jezeli pewna liczba rzeczywista r' jest symetryczna pe-
wnej liczbie rzeczywistej r, to liczba r jest symetryczna
liczbie r".

3° Jezeli pewna liczba rzeczywista r jest symetryczna pe-
wnej liczbie rzeczywistej r', symetrycznej pewnej trzeciej
liczbie rzeczywistej r", to w takim razie zachodzi réwnos¢

T= T

4° Jezeli pewna liczba rzeczywista p réwna sie liczbie r,
symetrycznej pewnej liczbie r, to liczba p jest sama symetry-
czna liczbie r.

5°Jezeli z dwéch liczb rzeczywistych rir. symetrycznych
pomiedzy sobg, jedna réwnasie zeru, to druga réwna sie takze
zeru.

6° Jezeli z dwoch liczb rzeczywistych rir', symetrycznych
pomiedzy soba, jedna r' jest nier6wna zeru, to druga jest takze
nieréwna zeru, a przy tem jedna z liczb r ir' jest mniejsza,

a druga — wieksza od zera.
Istotnie:
1° Jezeli przyjmiemy
1) ' rr=0—r

to (Uwaga przy Tw. IlI) r' spetnia¢ bedzie réwnosc
r-Jr'—2o0

i bedzie z tego powodu symetryczng liczbie r; poniewaz za$ odejmowanie, za-
znaczone we wzorze (1), jest (Tw. Il) zawsze wykonalne, przeto istnienie liczby
I' jest zapewnione w kazdym razie.

2° Poniewaz (§ 101, Tw. II) mamy w kazdym razie

przeto réwnosc

Wstep do analizy.
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pociaga za sobg réwnosé
r\r= 0

a stad wynika (Def. 1), ze 2-ga cze$¢ twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu.
3® Poniewaz z réwnosci
0

r7+ r

"+ r=0

przeto 3-cia cze$¢ twierdzenia jest uzasadniona.
4° Jezeli mamy

oraz

_1
+
-‘<
I

o

to mamy takze

-1
+
e
I

0,

a stad wynika (Def. 1), ze 4-ta czes$¢ twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu.

5® Z zatozen 5-tej czesci twierdzenia mamy

r+ r’= 0;
poniewaz za$ (Tw. IlI) réwnos¢
r— 0
pocigga za sobg
r—-r=r,
a rownosc
/=0
— roéwnosé
r+r =r,

a w drugim —
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6° Z dowiedzionej juz 5-tej czesci naszego twierdzenia wynika, ze jezeli
z dwoch symetrycznych pomiedzy soba liczb r i r' jedna nieréwna jest zeru,
to i druga zeru réwng by¢ nie moze. Pozostaje wiec do wykazania, ze nie-
réwnosé

2 r<o
pocigga za sobg

(3) r'- 0,
a nieréwnos¢

4 r> 20
— nieréwnos¢

©) r, < 0.

Otéz ze wzgledu na dowiedziong juz 2-gg cze$¢ twierdzenia mozemy
wyrazi¢, ze liczby r i r' sg symetryczne pomiedzy soba, przez zwigzek

(6) r+ S= 0

z drugiej strony nieréwnos$¢ (2) pocigga za soba (8§ 101, Tw. IlI)

©) r+ rr< 0+ r
a nierownos¢ (4) — nieréwnosé
(8) r-fr_:> 0+ r.

Zatem ze wzgledu na (6) nieréwnos$¢ (2) pocigga za sobg

© 0< 0+ 1,
a nierownos¢ (4) — nieréwnosé
(1(}) 0> 0 +

Poniewaz za$ (Tw. IlI) mamy

przeto nieréwnosci (9) i (10) sa odpowiednio réwnowazne nieréwnosciom (3)
i (5), a stad wynika, ze rozwazana cze$¢ twierdzenia zachodzi w podanem

brzmieniu.
Ostatecznie uzasadniliSmy w zupetnosci nasze twierdzenie.

Uwaga. Jezeli oznaczymy przez a i b jakiekolwiek dwie
liczby bezwzgledne, to liczby wzgledne
@ (& b i (6 a),
ktore wynikajg jedna z drugiej przez zamiane pierwszego wy-
razu na drugi, a drugiego na pierwszy, s symetryczne pomie-

dzy sobg, albowiem mamy
14*



212 § 102 i KO3

(@b -f-ba= @+ U + «

oraz (Tw. IlI, Uwaga III)
(a b, b-j-a) = 0,

a z tych réwnosci wynika réwnosé
(a1 b) -f (b, a) - 01

wyrazajgca wiasnie, ze liczby wzgledne (1) sa symetryczne (Def. 1) pomiedzy
sobag.

Tw. V. Reszta odejmowania jakiejkolwiek liczby rzeczy-
wistej p, przyjetej za odjemnik, od jakiejkolwiek liczby rze-
czywistej r, przyjetej za odjemna, rowna sie sumie odjemnejr
i liczby p\ symetrycznej liczbie p.

Powyzsze twierdzenie mogliby$my tatwo wyprowadzi¢ bezposrednio z Tw. IV
paragrafu poprzedzajgcego, ale jeszcze prosciej mozemy je uzasadni¢ w sposob
nastepujacy. Przyjmijmy

(€] X=r p
Mamy tedy
2) *+ = e+ p')+ p;

ale (8 101, Tw. 1)
(m+ V)+ P=r+ (p'+ p)

a z drugiej strony (Def. 1) mamy

P-hP —
zatem

r ! = +
skad (Tw. IlI) (+ Py+ P ' 9

(r+ PY)+ P= r-
Z tej zas$ réwnosci i rownosci (2) mamy e
XA-p =,

z ktdérej wynika, ze zgodnie z brzmieniem twierdzenia réwnos$¢ (1) pocigga za
sobg rownos¢
X—r—np

§ 103. Z ostatniego twierdzenia paragrafu poprzedzajgcego wynika, ze
odjecie jakiejkolwiek liczby rzeczywistej p od jakiejkolwiek “drugiej Hczby
rzeczywistej r zastgpione by¢ moze przez dodanie do liczby r liczby syme-
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trycznej liczbie p. Okoliczno$¢ ta nastrecza mys$l o przyjeciu takich definicyi,
zeby na ich podstawie, symbol

r—op,

reszty odejmowania liczby p od liczby r, mégt sam by¢ uwazany za sume liczby
r i liczby symetrycznej liczbie p. W tym celu przyjmujemy defmicye naste-
pujace:

Def. 1. Jezeli oznaczymy przez p jakakolwiek liczbe rze-
czywistg, to symbol

uwazat¢ bedziemy za symbol liczby symetrycznej liczbie p.
Def. Il. Jezeli oznaczymy przez r i p jakiekolwiek dwie
liczby rzeczywiste, to symbol

r—p
uwazat¢ bedziemy za symbol sumy liczby r i liczby

— V-

Zeby symbolike matematyczng uczyni¢ bardziej wyrazistg, dolgczamy
jeszcze do dwdch powyzszych definicyi jeszcze nastepujaca:

Def. Il1l. Jezeli oznaczymy przez r jakgkolwiek liczbe rze-

czywistg, to symbol
+r

uwazat¢ bedziemy za symbol tej liczby, ktdrej symbolem jest
liczba r.

W rozwazaniach, ktére nas doprowadzity do przyjecia definicyi 1 i II,
zawiera sie juz oczywiscie dowdd twierdzenia nastepujacego:

Tw. I. Definicyall nie jest sprzeczna z ta, ktéra okresla
symbol reszty odejmowania oznaczonej liczby rzeczywistej
od drugiej oznaczonej liczby rzeczywistej. Innemi stowy, jezeli
oznaczymy przez r i p dwie liczby rzeczywiste i wezmiemy pod
uwage symbol
1) r—p,

to przy rozstrzyganiu pytania, czy symbol (1) przedstawia

liczbe rowng danej liczbie rzeczywistej s, obojetnem jest, czy

rozwazany symbol bedzie rozumiany w mysl Def. U czy tez

w mys$l definicyi, podanej w uwadze I-szej, po Tw. | § 69-go.
Poniewaz na podstawie definicyi | i Ill kazdy ze znakéw

S
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wystepowa¢ moze we wzorach matematycznych nie tylko jako znak pewnego
dziatania, ale i w innym jeszcze znaczeniu, przeto zachodzi niekiedy koniecznos¢
wyraznego zaznaczenia, jak taki znak ma by¢ w oznaczonym wzorze rozu-
miany. Zeby tej koniecznosci uczyni¢ zado$¢, wprowadzamy definicye naste-
pujaca:

Def. IV. Zeby wyrazi¢, ze pewien znak, bedgcy jednym ze

znakow
— albo -f-

ma by¢ rozumiany w mys$l jednej z definicyi | lub Ill, méwimy
ze rozwazany znak ma by¢ uwazany za znak gatunkowy; jedno-
cze$nie nadajemy znakowi

uwazanemu za znak gatunkowy, nazwe”znaku ujemnego, a zna-
kowi
+

— nazwe znaku dodatniego; kazdy ze znakéw — i—, uwazanych
za znaki gatunkowe, zowiemy znakiem przeciwnym drugiemu.

Podajemy teraz definicye, ktéra ma na celu uproszczenie symboliki przez
to, ze upowazni nas do opuszczania nawiaséow w pewnych przypadkach.

Def. V Jezeli oznaczymy przez pir dwie liczby rzeczy-
wiste i zatozymy, ze liczba r réwna sie tej, ktéora przedstawia
pewien symbol ztozony, to symbole, wynikajgce odpowiednio
z symboléw
1) r-}pir—p

wskutek prostego podstawienia w miejsce symbolu r wyzej
wspomnianego symbolu ztozonego, bedziemy uwaza¢ za odpo-
wiednio réwnoznaczne symbolom(l) nawet w przypadku, kiedy
rzeczony symbol ztozony nie bedzie zamkniety w nawiasiel.

Na podstawie powyzszej definicyi jesteSmy upowaznieni na przyktad do
zastapienia symbolow

(+ D+ P (F )= P (—2)FP T (D)=,

gdzie r i p oznaczajg dwie liczby rzeczywiste, odpowiednio przez symbole
prostsze nastepujace:

Joy-dp d-r—p —r)-p i —r—p

") Definicya ta upowaznia nas, o ile chodzi o liczby rzeczywiste, do dalej idgcych
uproszczen w symbolice, anizeli dopuszcza ogélna umowa, podana na poczatku § 61-go.
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Tw. IT. Jezeli oznaczymy przez r jakagkolwiek liczbe rze-
czywistg, to mie¢ bedziemy réwnosci

(1) + (+»o) = 4+ r
@) tens= oo
€) — (+*e) = — ¥
®@ —(-1n= 4-r
Istotnie, réwnosci (1) i (2) stanowig bezposrednie nastepstwa Def. Ill. Zeby

uzasadni¢ rownos¢ (3), nalezy tylko zwazyé, ze (Def. Ill) symbol

+ r
oznacza to samo, co symbol

Co sie za$ tyczy rownosci (4), to mozemy ja uzasadni¢ w sposéb nastepujacy:
Na podstawie Def. 1 symbol
— (="

przedstawia liczbe symetryczng liczbie

J— r,
ktéora znow sama jest (Def. 1) symetryczna liczbie r. Zatem (§ 102, Tw. IV)
mamy

a poniewaz (Def. IlI)

przeto, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, zachodzi i réwnos$¢ (4), a to tylko
pozostawato do udowodnienia.
§ 104. Def. T. Jezeli oznaczymy ogolnie przez

a,

wyraz i-ty pewnego ciggu skonczonego liczb rzeczywistych
on (n> 1) wyrazach, i wyznaczywszy liczbe rzeczywistg §
z ktérego$ jednego ze wzorow

(1) = + ai
albo
2 ! « = — «!,

a przy kazdej, od jednosci wiekszej, ale od liczby n nie wiek-
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szej wartoéci wskaznika i, wyznaczymy liczbe s z ktérego$
jednego ze wzoréw

3 s, = s{., -f- a

albo

(4 s, = s, , — at,

to w takim razie liczba s, zowie sie sumag algebraiczng liczb
aij ar eeeanm

Tw. I. Jezeli zachowamy oznaczenia powyzszej definicyi
to w takim razie:

1° Suma algebraiczna s, uwazana by¢é moze za zwykig
sume, w ktorej pierwszymsktadnikiem jest liczba

-f- % lub — ax,

zaleznie od tego, czy wyznaczamy ze wzoru (1), czy ze wzoru
(2, ai-tym (1 <ji< rn)liczba

-f-at lub — a,,

zaleznie od tego, czy liczba s, wyznaczona ma byé ze wzoru (3)
czy tez ze wzoru (4).

2° Wartos$¢ sumy sn jest niezalezna od tego, czy Def. | be-
dzie rozumiana w powyzszy sposob czy tez tak, jak ja naleza-
toby rozumieé¢, gdyby we wzorze (4) symbol

uwazany byt za symbol reszty odejmowania liczby a od
liczby s,_,.
Istotnie, jezeli mamy
n— 2

to pierwsza czes$¢ twierdzenia zachodzi na podstawie Def. Il § 103, a druga —
na podstawie Tw. | tegoz paragrafu. Gdyby za$ obie czesci naszego twierdzenia
zachodzity przy
1<n”p, (p"2),
to one zachodzityby i przy
n—p-]-1

na podstawie wspomnianych definicyi i twierdzenia.

Zatem (zasada indukcyi matematycznej) twierdzenie zachodzi w podanem
brzmieniu.
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Uwaga. Jezeli przy zachowaniu oznaczen Def. 1 rozumie¢ jg bedziemy
w spos6b, okreslony w 1-szej czeSci powyzszego twierdzenia, to znaki

+ 0 -
nalezy uwaza¢ za znaki gatunkowe nie tylko we wzorach (1) i (2), ale i we

wzorach (3) i (4); jednocze$nie nalezy przyja¢, ze we wzorach (3) i (4) znaki
dodawania zostaty opuszczone. Przy tych warunkach, kazdemu wyrazowi as ciggu

N5 a2 eee
odpowiada w sumie sn pewien skladnik, ktory jest
albo -]- a{, albo — a,;

w pierwszym przypadku moéwimy zgodnie z zasadami naszej terminologii, ze
liczba a wchodzi do sumy s, ze znakiem dodatnim, a w drugim —
ze ona wchodzi do rozwazanej sumy ze znakiem ujemnym.

Tw. Il. Jezeli w dwéch sumachl) si s o rownych ilosciach
sktadnikéw sktadniki réownorzedne sa symetrycznemi pomie-
dzy sobg liczbami rzeczy wistemi, to rozwazane sumy sa takze
liczbami rzeczywiste mi, symetrycznemi pomiedzy sobsg.

Istotnie, oznaczmy ogolnie przez

at i alj
odpowiednio sktadniki rzedu i w sumach s i s, a przez n ilo$¢ sktadnikéw

w kazdej z tych sum.
1° Jezeli mamy

€ »= 2,
to mamy

s— aj -J- a2
oraz

s' = a\ -j- aj,
zatem

s-j- 8" — («i -j- a2 -j- (a\ -j- a's)
= («1 + «2) “b (fl,2 + a'l)

= {(«i + ai)-j- a2} -f- a\

9 Zwracamy uwage czytelnika na to, ze nie nalezy uwaza¢ wyrazenia »suma
pewnych liczb rzeczywistych« za réwnowazne wyrazeniu »suma algebraiczna tychze liczb«
gdyz pierwsze z tych wyrazen jest nazwa liczby, ktéra ma oznaczong warto$¢, a drugie tego
warunku nie spetnia: suma algebraiczna oznaczonych liczb nie réwnych zeru przybiera ozna-
czong warto$¢ tylko w przypadku, kiedy oznaczony jest jeszcze znak, z ktérym kazda z tych
liczb do sumy algebraicznej wchodzi.
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= { «i + («r -f- «"*) } + «i

{°i4* 6} -f O,

«i “ba\ — o,
mamy wiec
s-f-s'= 0

Zatem, jezeli rownos$¢ (1) jest spetniona, to twierdzenie zachodzi.

2° Zalézmy chwilowo, ze symetrya sum s i s' zachodzi, gdy ilos¢ n skia-
dnikéw kazdej z nich spetlnia zwigzki
(3) 2”n”"p,

gdzie p oznacza pewna liczbe catkowitg, nie mniejszg od liczby 2, i zwréémy
sie do przypadku, kiedy mamy

(4) n=p+ 1
Mamy tedy

I s — «i -f- an~,
®) \s'= s\ + «Vh

gdzie s, i s\ oznaczajg dwie sumy o p skiadnikach, w ktérych sktadniki réwno-
rzedne sg symetryczne pomiedzy sobag. Na podstawie chwilowo przyjetego zato-
Zenia mamy

si+ s'i= o,

a poniewaz z zalozen twierdzenia wynika, ze mamy

a+t + a'rt' — 0)

przeto na podstawie wzoréw (5) i udowodnionego juz pod 1° faktu mamy

h + «Vu = °- *

Gdyby wiec symetrya rozwazanych sum zachodzita przy wartosciach (3)
na », to zachodzitaby ona i przy wartosci (4). Z uzyskanych wynikéw wno-
simy (Zas. ind. mat.), ze twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Powyzsze twierdzenie w potgczeniu z twierdzeniem | i N paragrafu po-
przedzajgcego nastrecza nam dogodny $rodek, do przeksztatcenia jakichkolwiek
kombinacyi liczb rzeczywistych przez dodawanie i odejmowanie w sumy alge-
braiczne tychze liczb.

§ 105. Cel rozwazan, do ktoérych zwracamy si¢ obecnie, gtdwnie zmierza
do tego, zeby wykaza¢, iz, na podstawie definicyi, podanych w § 103, symbol,
ktory tymczasowo przyjeliSmy na liczbe wzgledna, jest zbedny i moze byc
z korzyscig zastgpiony przez inny, ktéry juz bedzie symbolem klasycznym liczby
rzeczywistej, powszechnie przyjetym.
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Tw. I. Jezeli oznaczymy przez
aib

odpowiednio pierwszy i drugi wyraz oznaczonej liczby wzgfe'
dnej

(«, b\
to w takim razie mamy

1) (a,b)= a— b
Istotnie, liczba wzgledna, homologiczna (8 97, Def. Il) liczbie b, jest liczba

(b, 0),
a liczba wzgledna, homologiczna liczbie wzglednej

(& b,
jest (8 97, Def. Ill) sama ta liczba. Zatem (8 97, Def. V) mamy

(&, b)+ b= (a b)+ (i, 0),
a poniewaz

(a, b) 'j' (b, O) = (a + bv b),
przeto mamy

@ (@ b)-j- b= (a-j- b, h).
Ale (§ 94, Def. Il) mamy
©) (@ bhb= (a0),

a poniewaz liczba
(a, 0)

jest liczbg wzgledna, homologiczng liczbie bezwzglednej

a,
poniewaz nadto liczba wzgledna

@+ b b

jest sama sobie homologiczna, przeto (§ 97, Def. 1V) ze wzgledu na (3) mamy

(a-j- bb) = a
a z tej rownosci i réwnosci (2) mamy
(@.b)-j-b—a

skad wynika rownos¢ (1), ktoérg pragneliSmy uzasadnic.
Z powyzszego twierdzenia wynika, ze w teoryi liczb rzeczywistych symbol

(«, 6)
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na liczbe wzgledng, ktdrej pierwszy i drugi wyraz réwnajg sie odpowiednio

liczcbom bezwzglednym
a i b,

jest zbedny, gdyz moze by¢ zastapiony przez symbol
a— b

Poniewaz za$, na podstawie teoryi liczb bezwzglednych, symbol tej po-
staci moze oczywiscie takze stuzy¢ do przedstawienia wartosci kazdej liczby
bezwzglednej, przeto moznaby rzeczony symbol przyjaé za wiasciwy symbol
czyli symbol specyficzny liczby rzeczywistej; ale nie uczynimy tego, gdyz prze-
konamy sie, ze przyjete juz definicye doprowadzg nas do dogodniejszego sym-
bolu liczby rzeczywistej.

Def. 1. R6znicg bezwzgledng dwoéch liczb bezwzglednych zo-
wiemy reszte odejmowania tej z tych liczb od drugiej, ktéra
od niej nie jest wieksza.

Def. Il. Wartoscig bezwzgledng liczby rzeczywistej zowie-
my réznice bezwzgledng tych dwéch liczb bezwzglednych, ktore
stanowig odpowiednio pierwszy i drugi wyraz liczby wzgle-
dnej, homologicznej rozwazanej liczbie rzeczywistej; zasym-
bol wartosci bezwzglednej oznaczonej liczby rzeczywistej r
przyjmujemy symbol

M

Tw. Il. Jezeli dwie liczby rzeczywiste r i r' sg pomiedzy

sobg réwne albo symetryczne, to w takim razie mamy

(1) M = KJ.
Zeby twierdzenie to uzasadni¢, udowodnimy najpierw lemat nastepujacy:

(A) Jezeli cztery liczby bezwzgledne

p, q p i Qg
spetniajg réownos¢
(2 p+ d = p'+ q

to réznica bezwzgledna liczb p i gqréwna sie réznicy bezwzgle-
dnej liczb p' i (.

Istotnie, zat6zmy najpierw, ze mamy
(3) p"a-

W takim razie tatwo wykazaé, ze roéwnos$¢ (2) pocigga za sobag zwigzek

P2
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Jezeli wiec zachodzi (B), to na réznice bezwzgledne, wymienione w naszym
lemacie, mamy odpowiednie wzory

p—aq i p —a\
a z réownosci (2) (8 94, Tw. I) wynika, ze mamy w rozwazanym przypadku
pP—aq= p' — (.

Zatem w przypadku szczegélnym, kiedy zachodzi (3), lemat nasz jest
wazny. Z drugiej znoéw strony, jezeli zwigzek (3) nie zachodzi, to zachodzi nie-
réwnosc
@ a> p.

Poniewaz réwnos¢ (2) jest réwnowazna réwnosci

®) q+ p*= q+ p,

przeto wystarczy zastgpi¢ w rozumowaniu, ktére postuzylo nam do wykazania,
iz zwiazki (2) i (3) pociagaja za soba réwnos¢ roznicy bezwzglednej liczb p i g
i roznicy bezwzglednej liczb p* i g\ symbole

p. ap" i ¢
odpowiednio przez symbole
bBP2" 1P\

aby stwierdzi¢, ze zwiazki (4) i (5) pociagaja za sobg réwnos¢ roznicy bez-
wzglednej liczb g i p i rdéznicy bezwzglednej liczb q' i p'. Poniewaz za$ te
dwie réznice bezwzgledne oczywiscie réwnaja sie odpowiednio réznicom bez-
wzglednym, rozwazanym w lemacie, przeto stwierdzamy, ze lemat nasz za-
chodzi w kazdym razie.

Przechodzac teraz do twierdzenia, o ktére nam wiasciwie chodzi, oznaczmy

przez
(@ b i (a,b)

liczby wzgledne, odpowiednio homologiczne (8 97, Def. 11 i 111) liczbom rzeczy-
wistym r i r'. Jezeli mamy
(6) r=r,
to w takim razie zachodzi (§ 97, Def. 1V) réwnos¢
(a b) = (a, b),
rownowazna rownosci

a-f-b' = a -(- b

z ktorej, na podstawie powyzszego lematu, wynika réwnos¢, rownowazna (Def. 1)
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réwnosci (1); zatem roéwnos¢ (6) rzeczywiscie pocigga za sobg rownos¢ (1),
Pozostaje do rozwazenia, przypadek, kiedy liczby r i r' sg symetryczne pomie-
dzy sobg. Mamy tedy (8§ 102, Def. J)

@) r+—- = 0
skad (8 97, Def. V)
&b+ (@,b)= O
czyli
@a-(-a', b-f-b)= 0.

Z réwnosci tej (8 102, Uwaga Il po Tw. Ill) wynika réwnosé

a-f-a = bA-b\

ktéra znéw, na podstawie powyzszego lematu, pocigga za sobg réwnosé roéznicy
bezwzglednej liczb a i b i réznicy bezwzglednej liczb b' i a'. Poniewaz z
ostatnia réznica bezwzgledna réwna sie réznicy bezwzglednej liczb a' i V (albo-
wiem réznica bezwzgledna z jakiejkolwiek liczby bezwzglednej | i jakiejkolwiek
liczby bezwzglednej m réwna sie réznicy bezwzglednej liczb m i I\ przeto réznica
bezwzgledna liczb a i b réwna sie roéznicy bezwzglednej liczb a' i b'. Innemi
stowy, (Def. Il) zachodzi réwnos$¢ (1). Ostatecznie wiec stwierdzamy, ze kazda
z réwnosci (6) i (7) pocigga za sobg réwnosé (1), a na tem wihasnie polega tre&
twierdzenia, o uzasadnienie ktdérego chodzito.

Tw. ”l Jezeli oznaczymy przez r jakgkolwiek liczbe rze-
czywistg, a przez d jej warto$¢ bezwzgledng, a wiec (Def. 1)
liczbe bezwzgledna, spetniajgcg réwnos¢

d= \r\,

to w takim razie zachodzg okolicznos$ci nastepujace:
1° Ré6wnos¢

1) r=20
jest rownowazna rownosci
2 d— Q

2° Jezeli zachodzi réwnoé¢ (1), to w takim razie zachodzg
rownos$ci nastepujace

® r= {0,0)
@ r= (0]
(5) r= —20

3° Nierownos$é

©) ro o
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jest rownowazna nieréwnosci
(0 d> 0.
4° Jezeli mamy

(€] r> 0,

to w takim razie zachodzg wzory

(©) r = Ne o).

(10) r—d

i

(V) r= -\-d

oraz nieréwnos$é

il2) d> 0
5° Jezeli mamy

(13) r<o,

to w takim razie zachodzg wzory

(V) r= (0,d)
(15) r= —d
oraz nierownos$é

(16) d> 0.

Zeby powyzsze twierdzenie uzasadni¢, oznaczmy odpowiednio przez a i b
pierwszy i drugi wyraz liczby wzglednej, homologicznej (8 97, Def. Il i Ill)
liczbie r, i uczynmy najpierw ogdlne uwagi nastepujgce:

(A) W kazdym razie (§ 98, Tw. I, Uwaga oraz § 97 Def. Ill) mamy

a7 r= (a b).

(B) Poniewaz liczba wzgledna (0, 0) jest liczbg wzgledna, homologiczng
liczbie bezwzglednej 0, przeto ze wzgledu na uwage (A) mamy

(18) 0= {0, 0).

Przechodzimy teraz do kolejnego uzasadnienia kazdej z pieciu czesci na-
szego twierdzenia.

Dowodd 1-szej czeSci. Ze wzgledu na réwnosci (17) i (18) réwnosé (1)
jest réwnowazna réwnosci

(19) (& b = (0,0),
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ktora znow (8 94, Def, Il) rbwnowazna jest roéwnosci

a-j- O

O b,
réwnowaznej

(20) a= h

Z tego wynika, ze réwnosci (1) i (20) sg réwnowazne pomiedzy soba,
Poniewaz za$ (Def. II) rownos$¢ (20) jest réwnowazna roéwnosci (2), przeto
réwnosci (1) i (2) sa rzeczywiscie réwnowazne pomiedzy soba.

Dowo6d 2-giej czesci. Poniewaz, jak stwierdziliSmy, réwnos$¢ (1) pocigga
za sobag rownosc (19), przeto, w razie istnienia réwnosci (1) zachodzi, ze wzgledu
na (17), rzeczywiscie rownosc (3). Poniewaz dalej (8§ 103, Def. IIl) mamy

-0 = 0
przeto z*réwnosci (1) wynika réwnos¢ (4). Poniewaz nadto mamy
0O+ 0= 0

przeto liczba O jest (8§ 102 Def. 1) sama sobie symetryczna, a zatem (§ 103

Def. 1) mamy
- 0= 0i

a z tej rownosci i réwnosci (1) wynika, ze w rozwazanym przypadku zachodzi
rzeczywiscie i wzor (5).

Dowdd 3-ciej czesci. Poniewaz (1-sza cze$¢ twierdzenia) réwnosé (2) po-
cigga za sobag (1), przeto z nieréwnosci (6) wynika nieréwnosc

(21) d+ O

poniewaz-z drugiej strony ze wzgledu na to, ze liczba d jest liczbg bezwzgle-
dna, zachodzi niezawodnie jeden ze zwigzkow

d= 0 albo d> 0,

przeto nieréwno$é (21) pocigga za sobag nieréwnos¢ (7). Odwrotnie, jezeli za-
chodzi (7), to zachodzi i (6), albowiem, gdyby zachodzita réwnosé (1), to wbrew
zalozeniu, (cze$¢ 1l-sza) zachodzitaby réwnos¢ (2). Zatem zwigzki (6) i (7) sa
rzeczywiscie réwnowazne pomiedzy soba.

Dowod 4-tej czesci. Zatdozmy, ze zachodzi nieréwnosé (8). Ze wzgledu na
(17) i (18) wynika z tej nieréwnosci nieréwnosé

(a, b > (0, 0),
skad (8 94, Def. Il
a+ 0> 045
czyli
a)>b
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Ze wzgledu na te nieréwnos¢ (Def. 1) mamy
a= d-(-b
a ta rownos¢ pociaga za sobag (§ 94, Def. Il) réwnos¢
(a, by — (d, 0).
Z roéwnosci tej i réwnosci (17) wynika réwnos¢ (9), ktéra jest wihasnie
jedng z tych, ktére mamy obecnie uzasadni¢. Poniewaz (Tw. I) mamy
(d,0) = d— 0= d,
przeto ze wzgledu na (9) zachodzi réwnos¢ (10). Poniewaz za$ (8§ 103, Def. LLl)
d= -)-d

przeto zachodzi i wzdr (11). Poniewaz nareszcie nieréwnosé¢ (8) pocigga za
sobg nieréwnos$¢ (6), ktéra znéw pocigga za sobag (7), przeto nieréwnos$é (8)
rzeczywiscie pocigga za sobag (12).

Dowo6d 5-tej czesci. Zatézmy, ze zachodzi nieréwnos$¢ (13). Ze wzgledu
na (17) i (18) z nieréwnosci tej wynika nieréwnos¢

(&b < (0,0),
z ktorej znoéw (8 94, Def. IlI) wynika nieréwnosé

a-\-0 < 0+ b
czyli

a<Ch.
Zatem (Def. II) mamy
a-{-d= 6

z ktérego to zwiazku (8 94, Def. 1) wynika réwnos¢
(ab)= (0, d.
Z tej roéwnosci i réwnosci (17) wynika (14). Poniewaz za$ (Tw. 1) mamy
0,d) == 0—d,
skad
0,d) + d= 0,

przeto liczba
(o, d)

jest (§ 102, Def. I i Tw. IV) symetryczna liczbie

d.
Wstep do analizy. 15
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Poniewaz za$ (8 103, Def. I) liczba
—d

jest takze liczbg symetryczng liczbie d, przeto (8 102, Tw. IV) mamy
0, dy = — d

a z tej rownosci i dowiedzionej juz rownosci (14) wynika réownos¢ (15). Zwa-
zywszy nareszcie, ze nieréwnos$¢ (13) pocigga za sobg (6), ktéra, jak juz stwier-
dziliSmy, pociaga za soba (7), stwierdzamy, ze nierdwnos$¢ (13) rzeczywiscie
pocigga za soba (16).

Ostatecznie wiec twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. 1Y. Jezeli oznaczymy przez d dowolnie dang liczbe
bezwzgledng, to w takim razie zachodza okolicznos$ci naste-
pujace:

1° Kazdy z symbolow

\-rd i —d

przedstawia pewng liczbe rzeczywistg, awartos$ci bezwzgledne
obu tych liczb réwnajg sie liczbie d.

2° Jezeli mamy
1) d= 0

to w takim razie mamy takze

(2) +d=20
i

3 —d —0.

3° Jezeli zachodzi nieréwnos¢

4 d> 0,
to w takim razie mamy

(5) + d>0
(6) —d < o

Dowo6d 1-szej czeSci. Poniewaz (8 103, Def. Ill) symbol
+ d
przedstawia liczbe bezwzgledng
d,

przeto ten symbol przedstawia (§ 97, Def. I) w kazdym razie pewna liczbe
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rzeczywistg. Poniewaz nadto liczba (d, 0) jest liczbg wzgledng, homologiczng

liczbie d, a wiec i liczbie d, przeto liczba d jest wartoscig bezwzgledng
liczby -j- d. Poniewaz dalej symbol

—d
oznacza liczbe symetryczng liczbie
d,

a liczba symetryczna danej liczbie rzeczywistej (§ 102, Tw. IV) zawsze istnieje
i (Tw. II) ma warto$¢ bezwzgledna, réwng tej liczbie, przeto symbol
—d

przedstawia takze pewna liczbe rzeczywistg, a wartos¢ bezwzgledna tej liczby
réwna sie liczbie d.

Dowod 2-giej czesci. Poniewaz mamy w kazdym razie

f-d=d

przeto zwigzek (1) rzeczywiscie pociaga za soba réwno$¢ (2). Poniewaz za$
Z réwnosci
0-f-0=0

wynika, ze liczba zero rowna sie liczbie, ktora jej jest symetryczna, przeto
rownos$¢ (1) pocigga za sobg i rownosc (B).
Dowdd 3-ciej czesci. Poniewaz mamy w kazdym razie

-\-d = d,
przeto nieréwnos$¢ (4) pociaga za sobg (5).
Z drugiej za$ strony, poniewaz liczba
—d
jest symetryczna liczbie d, przeto (8 102, Tw. 1V) ze wzgledu na (4) mamy
—d<o0.
Ostatecznie wiec twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Def. Ill. Jezeli pewna liczba rzeczywista r spetnia réwnosé
postaci

r = -j-d

gdzie d oznacza liczbe bezwgledng, to méwimy, ze liczba r ma
znak gatunkowy (albo krétko, znak)

4" >
15*
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czyli znak dodatni; jezeli za$ liczba rzeczywista r spetnia ré-
wnos$¢ postaci
r — —d,

to mowimy, ze liczba r ma znak gatunkowy (albo krétko, znak)

czyli znak ujemny.

Czytelnik sam z latwoscig udowodni, ze z powyzszej definicyi wynika na
podstawie twierdzen Il i Il twierdzenie nastepujace.

Tw. Y. Kazda liczba rzeczywista, nieréwna zeru, ma pewien
oznaczony znak gatunkowy, ktéry jest znakiem dodatnim lub
ujemnym, zaleznie od tego, czy rozwazana liczba jest wieksza
czy mniejsza od zera; jezeli zas$ pewna liczba rzeczywista
rowna sie zeru, to kazdy ze znakow

=+ o —
jest znakiem tejze liczby.

Def. IV. liiczby rzeczywiste, od zera wieksze, zowiag sie
liczbami dodatniemi, a liczby rzeczywiste od zera mniejsze —
liczbami ujemnemi.

Dostrzegamy z tatwoscia, ze zachodzi twierdzenie nastepujgce.

Tw. VI. Istniejg trzy rodzaje liczb rzeczywistych, a mia-
nowicie: liczby dodatnie, ujemne i réwne zeru; liczby dodatnie
majag znak dodatni, ujemne — znak ujemny, a te, ktdére rowne

sa zeru, majg jednoczes$nie i znak ujemny i dodatni.

Uwaga. Liczby bezwzgledne, od zera wieksze, sg oczywiscie
liczbami rzeczywistemi dodatniemi.

Poniewaz przy rozwazaniu liczb rzeczywistych chodzi zwykle tylko o war-
tosci tychze, poniewaz drugiej strony z Tw. Ill i Def. IV wynika, ze, oznaczywszy
przez d warto$¢ bezwzgledng danej liczby rzeczywistej r, zeru nie réwnej, mamy

d> 0
oraz
r = -{-d,
jezeli liczba r jest dodatnia, a
r= - d,

jezeli r jest liczbg ujemna, poniewaz nadto na podstawie Tw. IV symbole
+ d i —d,

gdzie d oznacza liczbe bezwzgledna, od zera wiekszg, przedstawiajg odpowie-
dnio liczbe dodatnig i liczbe ujemnag, przeto przyjmujemy definicye nastepujaca:
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Def. ¥. Sy mbol specyficzny liczby rzeczywistej, rownej zeru,
jest symbol

0;

jezeli za$ pewna liczba rzeczywista nie ré6wna sie zeru, a sym-
bol d oznacza jej warto$é bezwzgledng, to symbolem specyfi-
cznym tej liczby rzeczywistej jest symbol

-f-d lub — d,

zaleznie od tego, czy ta liczba jest dodatnia, czy ujemna.

Przy dalszem rozwijaniu teoryi liczb rzeczywistych, winniSmy mie¢ na
uwadze, ze przyjecie powyzszej definicyi zniewala nas do wyprowadzania pra-
widet na poréwnywanie ilosciowe i na wykonywanie dziatan na liczbach rze-
czywistych, ktorych symbole specyficzne sg dane.

Liczby rzeczywiste majg wihasnosci nastepujace:

§ 106. Tw. Il. 1° Kazda liczba ujemna jest mniejsza od kazdej
liczby dodatn iej.

2° Jezeli zadna z dwéch liczb rzeczywistych r i r' nie jest
ujemna, to zwigzki
(@)] M < Y\

i
(2) r<r

sag rownowazne pomiedzy soba.
3° Jezeli zadna z dwoch liczb rzeczywistych r i r' nie jest
dodatnia, to zwigzKki
©) M>]r']
i
(4) r<r'

sg rownowazne pomiedzy sobag.
4° Jezeli oznaczymy przez r i r' dwie liczby, rzeczywiste,

to istnienie réwnosci
(5) \r\:= \r'\

i tozsamos$¢ znakow liczb r ir stanowig razem wystarczajgce
warunki do istnienia réwnosci
(6) - r= rf;

rownos¢ (5) jest zawsze koniecznym warunkiem rownosci (6),
za$ tozsamos$¢ znakow liczb r i r' jest konieczne w razie, ale
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tylko w razie, kiedy przy istnieniu rownos$ci (6) wartosci bez-
wzgledne liczb r i r' nie sg réwne zeru.

Istotnie, 1-sza cze$¢ twierdzenia wynika juz stad, iz (Def. IV, § 105)
kazda liczba ujemna jest mniejsza, a kazda liczba dodatnia jest wieksza od
zera. Zeby uzasadni¢ 2-gg i 3-cig cze$¢ przyjmijmy

d= \r\, d = \r\.

Jezeli zadna z liczb r i i* nie jest ujemna, to (§ 105, Tw. Il i Def. IV)
mamy
r= (d0), r= (d,0),

zatem (§ 94, Def. II) w tym przypadku zwigzki (1) i (2) sa rzeczywiscie réwno-
wazne pomiedzy sobg. Jezeli zas zadna z liczb r i r' nie jest dodatnia, to (§ 105,

Tw. IIl) mamy
r= (0,d), r= (0,d",

a z tego wynika (8§ 94, Def. Il), ze w tym przypadku zwiazki (3) i (4) sa réwno-
wazne pomiedzy soba. Pozostaje 4-ta cze$¢ twierdzenia do uzasadnienia. W tym
celu zatézmy najpierw, ze réwnos¢ (5) i tozsamos$¢ znakéw liczb r i r' zacho-
dzg. Jezeli tedy przyjmiemy

d= M,
to ze wzgledu na (5) mie¢ bedziemy
d=\r"\.

Z tych réwnosci (8105, Def. IV i Tw. Ill) wynika, ze, ze wzgledu na tozsamos$¢
znakéw liczb r i r', mamy albo

r — -f-d, r = -\d
albo *
r= —d, r — —d

W kazdym wiec razie réwnos$¢ (6) zachodzi. Zatézmy teraz, ze zachodzi
rownos¢ (6). Ze wzgledu na Tw. Il § 105 go réwnos¢ (6) w kazdym razie po-
cigga za sobg réwnosc¢ (5), ktora jest zatem w kazdym razie koniecznym wa-
runkiem istnienia réwnosci (6). W przypadku szczeg6lnym, kiedy rownosé (5)
jest spetniona, a wartosci bezwzgledne liczb r i r' sg réwne zeru, réwnosc¢ (5)
jest dostatecznym warunkiem istnienia rownosci (6), gdyz w tym razie ze

wzgledu na réwnosci
Iri= 0 i \r'\=0
mamy (§ 105, Tw. IlI)
r=0ir=0,

skad wynika (6). Gdyby za$, przy spetnieniu réwnosci (5), wartosci bezwzgledne
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liczb r i r' nie byly réwne zeru, a same liczby r i r' miaty znaki przeciwne, to
zadna z rozwazanych liczb (§ 105, Tw. Ill) nie réwnalaby sie zeru i jedna z nich
(8 105, Tw. V) bytaby mniejsza, a druga wieksza od zera; wobec tego istnienie
rownosci (6) bytoby wykluczone. Jezeli wiec réownos¢ (5) zachodzi, a wartosci
bezwzgledne liczb r i r' nie sg réwne zeru, to tozsamo$¢ znakéw liczb r i r'
jest konieczna do istnienia réwnosci (6), a to tylko pozostawato jeszcze do wy-
kazania.

Tw. Il. Jezeli oznaczymy przez r i r' jakiekolwiek dwie
liczby liczby rzeczywiste i weZzmiemy pod uwage ich sume

) r+ r

to w takim razie zachodzi¢ beda okolicznos$ci nastepujace:

1° Jezeli liczby r i r' majg ten sam znak gatunkowy, to
suma (1) réwna sie liczbie, ktérej wartos¢ bezwzgledna jest
sumg wartoséci bezwzglednych liczb rir\ a znak jest wspdél-
nym znakiem obu sktadnikow.

2° Jezeli liczby r ir maja znaki przeciwne, a ich wartosci
bezwzgledne nie sg réwne pomiedzy sobg, to suma (1) réwna
sie liczbie, ktorej wartoscig bezwzgledng jest rdéznica bez-
wzgledna wartos$ci bezwzglednych sktadnikdw, a znakiem znak
tego ze sktadnikoéow, ktorego wartos¢ bezwzgledna jest wieksza.

3° Jezeli liczby r i r maja znaki przeciwne, a ich wartosci
bezwzgledne sa pomiedzy sobg roéwne, to suma (1) réwna sie
zeru, a zatem znakiem sumy (1) jest kazdy ze znakoéw, dodatni
i ujemny.

Zeby powyzsze twierdzenie uzasadnié, przyjmijmy

(1) d= It l,d = Irl

i zalozmy najpierw, ze liczby r i r' majg ten sam znak. Mamy tedy (8 105,

Def. 111) albo

@ r.= + rr= +d\
albo

®) r= —d, r= —d.

Jezeli zachodzg réwnosci (2), to (8§ 105, Tw. V) zadna z liczb » i > nie
jest mniejsza od zera i (§ 105, Tw. Ill) mamy w takim razie

r= {d0), r= (d0),
skad
@) r+ rr= (d+ d, 0)
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jezeli za$ zachodzg réwnosci (3), to (§ 105, Tw. V i IlI) mamy
r= (0:d), r1— {0,d%
skad
() r+ r = (0,d+ d).

Poniewaz za$ (§ 105, Def. II) mamy

d+ d

Id+ d,0)1
KM + Ol = d+ tf,

przeto ze wzorow (4) i (5) wynika, ze w kazdym razie mamy

(6) Ir+ r1= d+ d\
Alo
(d+d'0) ~ {0,0)= 0,
a
©O,d+ d) ~ (0,00= 0.
Jezeli wiec zachodzi (4),
to mamy

r-4-r'> 0,

a zatem ze wzgledu na (6) mamy
) r-j-r' = -\-(d-\-d").

Jezeli za$ zachodzi wzdér (5), co istotnie nastepuje, kiedy zachodza wzory (3),

to mamy
r rr~ 0

zatem na podstawie réwnosci (6) mamy
(8) r-fr7=-(d + d.

StwierdziliSmy wiec, co nastepuje: jezeli liczby r i r' majg te same znaki,
to rownos$¢ (6) zachodzi niezawodnie, a nadto zachodzi wzoér (7) lub wzér (8)
zaleznie od tego, czy zachodzg wzory (2), czy tez wzory (3). Ale na tem wia-
$nie polega 1-sza czes$¢ twierdzenia.

Zalozmy teraz, ze liczby r i r' majg znaki przeciwne, a wartosci bez-
wzgledne nieréwne pomiedzy sobg. Poniewaz mamy

r-(-r' =P -(-r,

przeto przypadek, w ktérymby liczba r miala znak ujemny a liczba r' — do-
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datni, tylko przez oznaczenia rézni sie od przypadku, kiedy liczba r ma znak
dodatni, a liczbha r' — ujemny.

Zatem, zeby uzasadni¢ w zupeilnosci 2-gg cze$¢ twierdzenia, wystarczy
przeprowadzi¢ dowéd w przypadku szczegélnym, kiedy liczba r ma znak do-
datni, a liczba r' znak ujemny.

Uwazajac w dalszym ciggu liczby bezwzgledne d i d' jako okreslone przez
wzory (1), mamy

r= -j-d, r— —ad\
r=\d,0), r' = (0,d",
skad
. r+ r'= (d_]_0, O-[-d"\
czyli
© r-j-r' = (d,d".

Jezeli oznaczymy przez 5 rdéznice bezwzgledng liczb d i d', to (§ 105, Def. II)
mie¢ bedziemy
1(d.d)] = 5

Zatem (§ 105, Tw. II) na podstawie roéwnosci (9) mamy

(10) Ir-f-r' 1= 5
Z drugiej strony nieréwnos¢
(11) d> d

pociaga za sobg

(d,d) > (0,0)= 0,
a nieréwnos¢
(12) d< d
pocigga za sobg nieréwnos¢

(d, d) < (0,0 = 0.

Zatem ze wzgledu na (9) nieréwnos¢ (I1) pociaga za soba

r-f-r > 0,
a nieréwnosé (12) — nieréwnosé
r4T™< 0.
Ale ze wzgledu na (10) mamy (§ 105, Tw. 111) w pierwszym przypadku
13 r+ r' = +8§,
a w drugim
(14) r-\-rr — — 8

Udowodnilismy wiec, ze w kazdym razie zachodzi wzér (10), gdzie ze
wzgledu na nieréwnosé
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mamy
(15) 5> 0,

a nadto okazaliSmy, ze zachodzi wzér (13) lub (14) zaleznie od tego, czy za
chodzi (11) czy tez (12).
Poniewaz ze wzgledu na (15) réwnosé

r4+—+1= 0

t

jest wykluczona, przeto, z uzyskanych wynikéw wyptywa, ze 2-ga czes$¢ twier-
dzenia zachodzi w podanem brzmieniu.

Przechodzac do 3-ciej czesci twierdzenia, zaznaczamy najpierw, ze z tychze
powoddéw, co przy dowodzie pierwszej czesci, mozemy poprzesta¢ na rozwinieciu
dowodu tylko w przypadku, kiedy liczba r ma znak a zatem liczba r' znek

Poniewaz mamy teraz

M= \'\
d= M»

r= d, r'— —d,

przeto, przyjawszy

mie¢ bedziemy

SN0 r= (d,0), r' = (0,d).
Z tego wynika, ze
r-j-r'= (d,dy= (0,00 — o.

Stwierdzamy wiec, ze i trzecia cze$¢ twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu.

Uwaga. Poniewaz na podstawie powyzszego twierdzenia zawsze zdotamy
sprowadzi¢ wyznaczenie symbolu specyficznego sumy dwdch liczb rzeczywistych,
ktorych symbole specyficzne sg dane do wyznaczenia sumy albo réznicy dwich
liczb bezwzglednych, poniewaz nadto z 3 ciej czesci twierdzenia tego wynika,
ze przez prostg zmiane znaku liczby rzeczywistej, ktdrej symbol specyficzny
jest dany, uzyskamy symbol specyficzny liczby rzeczywistej symetrycznej rozwa-
zanej liczbie, poniewaz wiec, ze wzgledu na Tw. V 8§ 102-go, zawsze zdotamy
sprowadzi¢ wyznaczenie symbolu specyficznego réznicy dwdch liczb rzeczywi-
stych, ktérych symbole specyficzne sa dane, do wyznaczania przy tychze we-
runkach symbolu specyficznego sumy dwoch liczb rzeczywistych, przeto be-
dziemy zawsze mogli sprowadzi¢ wyznaczenie symbolu specy-
ficznego sumy albo r6znicy dwdch liczb rzeczywistych, ktérych
symbole specyficzne sg dane, do wyznaczenia sumy albo roéz-
nicy dwéch danych liczb bezwzglednych.



Tw. IlIl. Jezeli oznaczymy przez s sume jakiejkolwiek
skonczonej ilosci liczb rzeczywistych, to zachodzg okoliczno-
$ci nastepuj ace:

1° Jezeli wszystkie sktadniki sumy s maja ten sam znak,
to liczba, ktérej wartos¢ bezwzgledna réowna sie sumie warto-
Sci bezwzglednych sktadnikéw sumy s, a znak jest wspolnym
znakiem tych sktadnikéw, réwna sie sumie s

2° Jezeli nie wszystkie sktadniki sumy s majg ten sam
znak, jezeli przy tem liczba bezwzgledna a tak jest dobrana
zeby przedstawiata sume wartosci bezwzglednych sktadnikéow
dodatnich, a w razie, gdyby istniat jeden tylko sktadnik doda-
tni, warto$¢ bezwzgledng, tego jedynego sktadnika, jezeli
nadto liczba bezwzgledna b réwna sie sumie wartos$ci bez-
wzglednych sktadnikéw ujemnych lub w razie, gdyby jeden
tylko sktadnik ujemny istniat — wartosci bezwzglednej tego
jedynego sktadnika ujemnego, to w takim razie wartos$¢ bez-
wzgledna sumy s réowna sie zawsze roznicy bezwzglednej liczb
«i16; wprzypadku szczeg6lnym, kiedy zachodzi rownos¢

(€N a= b,
mamy
@ s= 0,

aza znak sumy mozna uwaza¢ ktérykolwiek ze znakow

—+ Blbo

jezeli zas rownos$¢ (1) nie zachodzi, to suma s jest liczbg do-
datnig lub ujemna;, zaleznie od tego, czy mamy

©) a> b
czy tez
(@) a< b

Pierwsza czes¢ twierdzenia czytelnik wyprowadzi sam z latwoscig droga
indukcyi matematycznej z 1-szej czesci twierdzenia li-go. Zeby za$ uzasadnié
cze$¢ 2-gg, zwazmy przedewszystkiem, ze (§ 102, Tw. | i § 68 Tw. II) mo-
zemy, bez spowodowania zmiany wartosci sumy S, uszeregowac jej skladniki
w jakimkolwiek porzadku. Z tego wynika, ze w szczeg6lnosci mozemy skia-
dniki sumy s tak uszeregowaé, zeby liczba porzadkowa kazdego sktadnika do-
datniego byla mniejsza od liczby porzadkowej kazdego sktadnika ujemnego.
Zatézmy, zeSmy skiadniki sumy s tak wiasnie uporzadkowali, oznaczmy ogol
nie przez
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sktadnik rzedu i, przez p rzad skiadnika dodatniego najwyzszego rzedu, a przez

n ilos¢ wszystkich sktadnikéw. W takim razie (§ 102, Tw. | i § 68, Tw. )
mamy

s= s' -}-s",
przyjawszy

Opierajac sie na tych wzorach i na 1-szej czesci niniejszego twierdzenia,
stwierdzamy na podstawie Tw. Il, ze i druga cze$¢ naszego twierdzenia za
chodzi w podanem brzmieniu.

Whniosek. Wartos$ ¢ bezwzgledna sumy liczb rzeczy wistych
nigdy nie jest wieksza od sumy wartos$ci bezwzglednych skia-
dnikow.

§ 107. Tw. I. Jezeli oznaczymy przez r i r’ dwie liczby rze-
czywiste i wezmiemy pod uwage ilo-czyn

€y

to w takim razie zachodzg okolicznos$ci nastepujace:
1° Mamy w kazdym razie

2 \r .r’\ = Ar\ LI,

gdzie symbole |Jr.r'], |Ir]l i \r'\ majg znaczenie, okres$lone przez
Def. II, § 105-go.

2° Jezeli zaden z czynnikow
(©)] r i >

iloczynu (1) nie ré6wna sie zeru,.to sam ten iloczyn nie réwna
sie zeru i ma znak dodatni lub ujemny, zaleznie od tego, czy
znaki czynnikéw (3) sag te same, czy tez przeciwne.

3° Zeby iloczyn (1) réwnat sie zeru potrzeba i wystarcza,
zeby jeden przynajmniej z czynnikow(3) réwnat sie zeru.

Zeby powyzsze twierdzenie uzasadnié, przyjmijmy
(@Y d= \r\, d = \r'\.

Z tatwosciag dostrzegamy, ze mamy cztery przypadki do rozroznienia z
wzgledu na znaki, jakie mie¢ moga liczby r i r'. Zbadamy kolejno kazdy z tych
przypadkow.

Przypadek 1. Mamy
®) r=d, r= d.
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W takim razie (§ 105, Tw. IlI) mamy

r=(d,0), r'= d',0),
a poniewaz (8§ 94, Def. IV)
(d, 0) . (Ad\0) = {d. d\0),
przeto
r.r'= {d. d, 0).
Przypadek 1. Mamy
7) r=-fd, r= —ad\

w takim razie (§ 105, Tw. IlI) mamy

r= (d,0), r'= (0 d),

a poniewaz (8 94, Def. 1V)
(d,0).(0,d)= (0,d.d)
przeto

Przypadek 111, Mamy
©) r= —d r= + d.

W takim razie (§ 105, Tw. Ill) mamy

r= (0,d), r'
a poniewaz (8§ 94, Def. IV)
0,d).(<*,0)= (0,d.d\

(d', 0),

przeto
r.r= (0,d.d).
Przypadek 1v. Mamy
(11) - r= —d,r'= —d.

W takim razie (§ 105, Tw. IIl) mamy

r= (0,d), r'= (0, d%
zatem (8 94, Def. IV)
12) r.r'= (d.d, 0).

Zwazmy teraz, ze (§ 105, Def. II) mamy

(13) iW-d,0)1= d.d’
\\0, d.d)\= d.d"

Poniewaz w kazdym razie zachodzi jeden ze wzoréw (6), (8), (10) lub
(12), przeto, ze wzgledu na (13) (8 105, Tw. II), mamy w kazdym razie

Ir..r't = d.d\
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skad ze wzgledu na (4) mamy zgodnie z brzmieniem 1-szej czesci twierdzenia
\r.r'\ = |r].Ir'].

Jezeli zaden z czynnikéw r i r' nie jest rowny zeru, to (§ 105, Tw. L),
kazda z liczb bezwzglednych

M i KI
jest od zera odmienna; mamy wiec
M-K | >0,

a zatem, ze wzgledu na dowiedziong juz réwnos$¢ (2), mamy
\r.r\ > 0.
Z tej nieréwnosci wynika (§8 105, Tw. Ill), ze mamy rzeczywiscie
(14) r.r'ggO.

Poniewaz dalej, w razie tozsamosci znakéw czynnikéw iloczynu (1) za-

chodzi albo przypadek | albo IV-ty, poniewaz ze wzoréw (6) i (12) wynika, ze
w obu przypadkach mamy
r.r' = {d.d' 0),

poniewaz nadto w rozwazanym przypadku mamy
d.d\ 0 > (0,0 = 0,

przeto jezeli czynniki iloczynu (1) majg te same znaki, a zaden z nich zeru
rowny nie jest., to iloczyn (1) jest rzeczywiscie dodatni. Jezeli za$ jeden z czyn-

nikéw iloczynu (1) jest dodatni, a drugi ujemny, to zachodzi jeden z przypadkéw
Il lub L.

Poniewaz ze wzoréw (8) i (10) wynika, ze w obu przypadkach mamy
r.r'= (0,d.d)< (0,0)= 0,
przeto w obu tych przypadkach iloczyn (I) jest ujemny. Zatem 2-ga cze$¢
twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu.

Z drugiej czesci twierdzenia wynika, ze, aby mieé

(15) r.r= 0,
potrzeba, zeby przynajmniej jeden z czynnikow
(15) r lub r

rozwazanego iloczynu réwnat sie zeru. Jezeli ten warunek jest spetniony, to
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rownos¢ (15) niezawodnie zachodzi, albowiem w takim razie jedna przynaj-
miej (§ 105, Tw. Ill) z liczb bezwzglednych

\r\ lub "1

rbwna sie zeru, a zatem z dowiedzionej juz réwnosci (2) wynika, ze mamy

skad (§ 105, Tw. IlI)

Ostatecznie wiec twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
Tw. Il. Jakiekolwiek liczby rzeczywiste oznaczyliby$Smy
przez r.r', w kazdym razie mamy

@ r.r —r'.r.

mamy

a zatem w tym przypadku réwnos¢ (1) zachodzi. Jezeli zas$ zadna z liczb r
i r' nie jest rowna zeru, to (Tw. I) wartosci bezwzgledne iloczynéw (1) sa po-
miedzy sobg roéwne, a ich znaki sg te same. Zatem (§ 106, Tw. I) i w tym
przypadku réwnos¢ (1) rzeczywiscie zachodzi.

Tw. Ill. Jezeli tylko pewna liczba rzeczywista r spetnia
nieréwnosc¢

Q reg o,

ar' jest catkiem dowolnie oznaczona, to zawsz9 istnieje liczba
rzeczywista X spetniajgca réownosé

(%) r.ok= r.

Istotnie, w przypadku szczegélnym, kiedy mamy

wystarczy (Tw. 1) przyjaé

aby uczyni¢ zado$¢ réwnosci (2). Jezeli za§ mamy

r' 5=0,
to z Tw. | wynika, ze, aby uczyni¢ zado$¢ réwnosci (2), wystarczy wyznaczy¢
wartos¢ bezwzgledng liczby X ze wzoru

©) X \= \r’\:\r\
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i przyja¢ za znak liczby x znak
~b lub — i
zaleznie od tego, czy liczby r i r' majg ten sam znak, czy tez znaki przeciwne.
Poniewaz za$, ze wzgledu na nieréwnos¢ (1), mamy
n o 0,

poniewaz wiec dzielenie, zaznaczone we wzorze (3), bedzie wykonalne, przeto liczba
X, spelniajgca powyzsze warunki, a zatem i réwnos¢ (2), niezawodnie istnie¢
bedzie. Zatem twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. IY. Jezeli oznaczymy przezr, r' i r" jakiekolwiek trzy
liczby rzeczywiste, to mamy w kazdym razie

(1) (r.r)y.r* = r.(r'.r".

To twierdzenie moglibySmy tatwo wyprowadzi¢ z Tw. I, ale w takim
razie wypadatoby wyszczegolni¢ wszystkie przypadki, ktére nadarzy¢ sie moga
co do znakoéw liczb

r,rtoiort,
Wobec tego prostszy dowodd uzyskamy w sposéb nastepujacy. Oznaczmy przez
(@ b\ {fa\Vv) i (a", b
liczby wzgledne, odpowiednio homologiczne (§ 97, Def. Il'i I11) liczbom (2). Mamy tedy
r.rr —(ab.@,b) = (aa'-j- bbl ab' -j- ba")
(2) (r.r').r" = (aa’ A-bb\ aVA-ba’).(a", b") =
— ((aa'+ bb") a" + (aft'+ ba')b", {aa'+ bb")b" -f {ab'+ ba"a")
Catkiem analogicznie wyznaczymy kolejno iloczyny
r.r” dior {r.rm,
a nastepnie stwierdzimy, ze w taki sposob uzyskuje sie na warto$¢ iloczynu

r.(r'.r"

liczba wzgledna, ktorej 1-szy i 2-gi wyraz sg odpowiednio réwne 1-mu i 2 nmu
wyrazowi tej liczby wzglednej, ktora, na podstawie rdwnosci (2), przedstawia
iloczyn

(r.ry).r".

Whnosimy stad, ze twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu
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Tw. ¥. Jezeli oznaczymy priez p liczbe rzeczywista, spet-
niajacg nieréwnos¢é
M P+ 0

aprzez rir' dwie liczby rzeczywiste, czynigce zado$¢ nierd-
wnosci

(2) r < r',

to w takim razie mamy

(3) r.-pé¢ p.r,
a nadto nieréwnos¢
(4) p>20

pocigga za sobag nieréwnos¢

®) p.r < p,r,
anierownosé

(6) p < 0,

— nieréownos$¢

{7) p.r> p.r'.

Zeby twierdzenie to uzasadni¢, zwazmy, ze skoro zachodzi nieréwnosé (1)
to zachodzi¢ musi jedna z nieréwnosci (4) lub (6).

Uwazajmy kolejno kazdy z tych dwoch przypadkéw.

Przypadek I-szy. Liczba p spetlnia nieréwnos¢ (4). Jezeli tedy przyj-
miemy

® d= \p\,
to mie¢ bedziemy
(©) p= (d 0
oraz
(20) d> 0.
Oznaczmy teraz przez
(& b i (a', b)
liczby wzgledne, odpowiednio homologiczne (§ 97, Def. Il i ) liczbom r i r'.

Mamy tedy (§ 98. Tw. I, Uwaga)
(H) r= (@b r= (@b
Ze wzgledu na (2) i (11) mamy
(12) a+ b < a -f-hb

Z drugiej strony, na podstawie réwnosci (9) i (11) mamy

Wstep do analizy. 16
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p.r= {d.a d.b)
p.r'= (d.a’, d.b),

(13)

a poniewaz z nieréwnosci (10) i (12) mamy
(14) d.a-;-d.b" < d.a-3-d.bh

przeto, ze wzorow (13) wynika rzeczywiscie nieréownos¢ (5).
Przypadek Il. Liczba p spetnia nieréwnos¢ (6). Przy zachowaniu po-

wyzszych oznaczen, nieréwnos$¢ (10) zachodzi¢ bedzie i teraz, ale na p miec
bedziemy, zamiast wzoru (9), wzor

P= (0, d)
Na podstawie wzoru tego i wzoréw (11) mamy

Ilp.r — (d.b da)

(15) r
Ip.rl= (d.b' da").

Poniewaz i w niniejszym przypadku zwigzki (10), (12), a wiec i (14) zacho-
dzi¢ beda, przeto ze wzoréw (15) wynika, ze zachodzi¢ bedzie nieréwnosé (7).
DowiedliSmy wiec co nastepuje: nieréwnos¢ (4) pociaga za soba (5), a nieréwnos¢
(6) — (7). Poniewaz za$, jak na poczatku zaznaczyliSmy, jedna z nieréwnosci
(4) lub (6) zawsze zachodzi¢ bedzie, poniewaz wiec jedna z nieréwnosci (5) lub
(7) bedzie zawsze spetniona, przeto zawsze zachodzi¢ bedzie nieréwnos¢ (3).
Ostatecznie twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. VI. Jakiekol wiek liczby rzecz ywiste oznaczylibysmy
przez

(1) P.r >N

mamy w kazdym razie
(2 p.(r-j-r)==p .r-)-p.r.

Zeby twierdzenie to najprosciej uzasadnié¢, oznaczmy przez
(¢ d) {fa b i (a, b)

liczby wzgledne, odpowiednio réwne liczbom rzeczywistym (1).
Mamy tedy
r+ r= @,h+ @V,
skad (8§ 94, Def. IlI)
r-j-r' = (@-)-a’, b-j-b.
Zatem
Pm{r+ r)= (,d.(@-fa, b-f b),
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skad (8 94, Def. 1V)
(3) p.(r-fr)= (c[a+ a]+ dB -f 6], c[6+ V]-f-d[a+ a7]).
Z drugiej strony (§8 94, Def. 1V) mamy
p.r= (c,d.(@b)=(c.a d.bc.b d.a\
P rl= (c,d).@\b)= (e.a+ d.b,c.V + d. a),
skad
4 p.r-\-p.r= {c.a-\-d.b-\-ca' -\-d.V, c.b-\-d.a-\-c.b'-{-d. al.

tatwo stwierdzamy, ze prawe strony wzoréow (3) i (4) sa takie liczby
wzgledne, iz pierwszy i drugi wyraz jednej z nich réwnaja sie odpowiednio
pierwszemu i drugiemu wyrazowi drugiej. Poniewaz z tego wynika, Ze rzeczone
liczby wzgledne sa réwne pomiedzy sobag, przeto wnosimy z réwnosci (3) i (4),
ze, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, rownos¢ (2) rzeczywiscie zachodzi w kazdym
razie.

§ 108. Tw. I. Jezeli oznaczymy przez (K) te klase wielkoSci,
ktérag jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, to w takim
razie wszystkie twierdzenia, podane w rozdziale Ill-cim, beda
stuszne, a wszystkie definicye, tamze podane, wazne.

Zeby twierdzenie to uzasadni¢, nalezy przedewszystkiem uwzglednié,
iz wazno$¢ catej teoryi, wyltozonej w rozdziale Ill-cim, jest koniecznem nastep-
stwem zatozeh nastepujacych:

(A) Reguly poréwnywania ilosciowego elementéow klasy (K) nie uchybiajg
zasadom, podanym w rozdziale Ill-cim tomu l-go, a teorya dziatan podstawo-
wych na tych wielkosciach zostata ugruntowana w sposéb zgodny z ogélnemi
przypisami, podanymi w rozdziale ll-gim niniejszego tomu.

(B) Kazde z dziewieciu twierdzen, wyszczegdlnionych w § 67, i kazde

z twierdzen 1 i Il, podanych w § 76, jest stuszne.

Otéz zbior liczb rzeczywistych czyni zado$¢ warunkowi (A) na podstawie
Tw. | § 98-go i twierdzen | i Il § 99-go. Pozostaje wiec do wykazania, ze,
w odniesieniu do liczb rzeczywistych, wszystkie twierdzenia, wymienione pod
(B), sa stuszne. Otéz na podstawie tw. | § 102-go, twierdzenia I, I, Il i.1V § 67 go
oraz tw. 1 § 76 zachodza niezawodnie, a twierdzenia IV, Il i VI § 107-go wy-

razajg odpowiednio, ze, w odniesieniu do liczb rzeczywistych, twierdzenia V, VI
i IX z § 67-go sg stuszne. Z drugiej strony, ze wzgledu na Tw. Il § 102-go}
i naUw. | po Tw. VI, § 69-go, z twierdzen V i Ill § 107-go wynika, ze, w odnie-
sieniu do liczb rzeczywistych, Tw. Il § 76-go i Tw. VII i VIII-go § 67-go sg
stuszne.

Z tego wynika, ze w odniesieniu do liczb rzeczywistych wszystkie twier-
dzenia, wymienione pod (B), sg stuszne, a to tylko pozostawato do okazania,

zeby nasze twierdzenie uzasadni¢ w zupetnosci.
16~
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§ 109. Tw. I. Jezeli przy dzieleniu liczb rzeczywistych dziel-
nik nie réwna sie zeru, to dzielenie jest wykonalne, a wartos¢
ilorazu jest oznaczona bez dwuznacznos$ci. Jezeli za$ dzielnik
rowna sie zeru, to dzielenie jest wykonalne w przypadku i tylko
w przypadku, kiedy dzielna takze réwna sie zeru, ale w takim
razie iloraz jest catkiem nieoznaczony.

Istotnie, twierdzenie 1 § 72-go jest (§ 108, Tw. I) wazne dla klasy wiel-
kosci, jakag tworzy zbidr wszystkich liczb rzeczywistych, a z tego wynika, ma
podstawie Tw. Il § 102, Ze nasze twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Uwaga I|I. Ze wzgledu na Uw. Ill, po Tw. | § 72. zachodzi oko-
licznos$¢ nastepujaca: Jezeli oznaczymy przez p, r i X trzy liczby
rzeczywiste i zatozymy, z e

ro o

to robwnos$é

jest rbwnowazna kazdej z rownosci
r.x=pix.r=p.

Tw. Il. Modut mnozenia liczb rzeczywistych istnieje i rowna
sie jednosci.

Istnienie modutu mnozenia liczb rzeczywistych wynika z Tw. | § 108
i Tw. IV § 72. Z drugiej strony, jezeli oznaczymy przez m modut mnozenia
liczb rzeczywistych, a przez r jakagkolwiek liczbe rzeczywistg, to (§ 72, Def. I)

mie¢ bedziemy

(1) r.m= r.
Jezeli mamy

2) ro o,

to réwnosé (1) jest rownowazna (Tw. I, Uwaga 1) réownosci
3) m= r:r.

Podstawiajac w tej rownosci w miejsce liczby rzeczywistej r jakagkolwiek
liczbe bezwzgledng nieréwng zerul) (np. jednos¢), wnosimy z niej, ze mamy

m= 1
Zatem twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

% Zeby nalezycie koricowy ustep dowodu zrozumieé, nalezy zwazyé, ze, na podstawie
Tw. | § 108-go, Tw. IV § 73-go i Tw. Il § 102-go wzér (3) na modut mnozenia m liczb
rzeczywistych jest wazny przy kazdej, byle od zera odmiennej, wartosci liczby rze

C zywistej r.
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Tw. lll. Jezeli oznaczymy przez r jakgkolwiek liczbe rze-
czywistg, byle spetniajacg nieréownos¢

@ rcpq

a przez r' juz catkiem dowolnie oznaczong liczbe rzeczywistg
to w takim razie:
1° Wartos$¢ bezwzgledna
Ir :rl
ilorazu
2 rr
spetnia réwnos¢

2° Jezeli przytem zachodzi rownosé

3 r= 0,
to w takim razie mamy
(4 r:r=20

i znak ilorazu (2) jest nieoznaczony.
3° Jezeli zas mamy

® re o,

to znak ilorazu (2) jest dodatni lub ujemny, zaleznie od tego
czy liczby

sg tego samego znaku czy tez znakdw przeciwnych.
Zeby twierdzenie to uzasadnié, nalezy tylko zwazy¢, ze z jednej strony
(Tw. I, Uwaga 1), ze wzgledu na (1), réwnos¢

jest réownowazna réwnosci
(6) r. X=r,

a z drugiej, ze, aby uczyni¢ zado$¢ rownosci (6), nalezy (8 107, Tw. I) przyjaé

@ M = M :M

i nadmieni¢, ze w razie istnienia nieréwnosci (5), a wiec w przypadku, Kkiedy
ze wzgledu na (7) mamy
X0
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i kiedy zatem do zupelnego oznaczenia wartosci liczby x nalezy okresli¢ jej
znak, przyjmiemy za znak liczby X znak dodatni lub ujemny, zaleznie od tego,
czy liczby

majg ten sam znak, czy tez znaki przeciwne.

Def. I. Jezeli z symbolu jednej z postaci

X albo — X,

gdzie# oznacza pewng liczbe rzeczywista, rowng liczbie, ktérg
przedstawia pewien symbol ztozony 8, wyprowadzamy symbol
rownoznaczny, w ktéorym wartos¢ liczby r przedstawiona jest
przez symbol S, to w przypadku szczegdélnym, kiedy symbol S
jest symbolem iloczynu albo ilorazn, nie zaopatrzonym w za-
den znak gatunkowy, opuszczamy nawias, w ktérym na podsta-
wie ogdélnych zasad symboliki matematycznej nalezatoby
zamkngé symbol S. W mysl tej definicyi piszemy naprzyktad

r
—r.f I —~T lub —r:r1'
odpowiednio zamiast / r\
—{r.or) i — \~yJ lub — (r:1)

Tw. IV. Jezeli oznaczymy przez r i r jakiekolwiek dwie
liczby rzeczywiste, to wtakim razie zachodzg réwnosci naste-

pujagce:
@ (+*<).(+0

(2) (— *m).(+ ) = -r.rty

1]
-
=}

(3) (+ r).(-r1Y)
4 (-r).(-r") =+r.r',
a jezeli zachodzi nieréwnos¢

®) r e o

to précz powyzszych czterech rownos$ci mamy jeszcze réwno-
§ci nastepujgce:

(6) (+ n:(+r)= + r:r’
@ (-r):(+r")y = -r:r'
® (+r):(-f0O = -r:r’

9 (-r):-(r")y = -I-nr".
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W przypadku szczegélnym, kiedy liczby rzeczywiste
rir'

sg liczbami bezwzglednemi, poprawnos¢ rownosci (1), (2), (3) i (4) wynika bez-
posrednio w Tw. I § 107-go, a poprawnos$¢ rownosci (6), (7), (8) i (9) z Tw. Il
paragrafu niniejszego. Z tychze twierdzen moznaby wyprowadzi¢ ogolne twier-
dzenie, o uzasadnienie ktérego obecnie nam chodzi, ale w takim razie naleza-
toby rozwazy¢ z osobna kazdy z przypadkéw, jakie, ze wzgledu na znaki liczb
r \r' zajs¢ moga. Z tego powodu podajemy inny dowdd.

Lemat | Jakakolwiek liczbe rzeczywistg oznaczyliby$Smy
przez p, mamy w kazdym razie

(10) —p= (—N.p.
Istotnie, przyjmijmy

(11) PP= {—mP

i zwazmy, ze (Tw. II) mamy

(12) p= 1mp= (+ 1) m.

Z réwnosci (11) i (12) mamy

P+ P (+1) mP + (— 1) =P
czyli

P-fP = Pe(+ 1)+ Pu(— %
skad (8§ 107, Tw. VI)

p+ vi—Pe{(+1)+ (=DP

a poniewaz
(+1)+ (-=0,
przeto
p+p’' = p-
skad (§ 108, Tw. I i § 70. Tw. Il oraz § 102, Tw. Ill) wynika réwnos¢
P+P' = °-
Mamy wiec
p'= —p
a z tej rownosci i rownosci (11) wynika wasnie roéwnos¢ (10), ktérag chcie-

liSmy uzasadnic. .
Przystepujemy obecnie do uzasadnienia twierdzenia, o ktére nam wiasni

chodzi.
Zwazywszy, ze jakakolwiek liczbe rzeczywistg oznaczylibySmy przez p,

mamy w kazdym razie
(13) + P= P,
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stwierdzamy najpierw, ze roéwnosci (1) i (6) rzeczywiscie zachodzg w warun-
kach, podanych w twierdzeniu. Pozostaja wiec do udowodnienia tylko réwnosci
2), (3), (@), (7), (8) i (9). Ze wzgledu na Lemat | i na réownos¢

-)-r = r'
mamy

(— 1N .(+r)= (—=1).r.r\
skad (8 107, Tw. 1V)

0 e(4-r) = (—Hepmen

(— 1) e(rmr) = —r.r,

a poniewaz (Lemat 1)

przeto rownos¢ (2) rzeczywiscie zawsze zachodzi. Jezeli w réwnosci (2) zastg-
pimy r przez r', a r7 — przez r, to uzyskamy rownosé

(14) (—=/7).(+r)= —r.r,

a poniewaz (§ 107, Tw. II)

(— O <(+71) (+r)m(—nN
r.r=r.7s,

przeto z réwnosci (14) wynika réwnos¢ (3).
Poniewaz (Lem. 1)

—r= (—1.r,
przeto

(-r).(-r")y = (-i)y.r.(-r"),
skad (§8 107, Tw. IV)

(—»)(=1H0= (- 1).(r.(-r0) = (- ). {(+n.(=1r))
zatem, ze wzgledu na (3), mamy

(-r).(-r'")y = (-3).(-r.fO,
skad (Lem. 1)

=nN.=nmn= —-(r.n,

a z tej rownosci (8 103, Tw. Il) wynika wlasnie réwnosc (4).
Zeby jeszcze uzasadnié¢ rownosci (7), (8) i (9), przyjmijmy

(15) Z=r:r.

(16) X.r=r

Podstawiajac w réwnosci (2), (3) i (4) liczbe x w miejsce r, uzyskujemy
réwnosci nastepujace:

—X). Cl-r) = =X
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(+ X)o(—r)= —X.r
(— *)e(— »0 = + X.r,
g z tych réwnosci i réwnosci (16) mamy
(-*).(+ )= -r
(+ X) {—1)= —1r
=X.(=r)= 4
ktore, ze wzgledu na (5) i na nieréwnos¢
-t g 0,

wynikajaca z nierdwnosci (5), sa odpowiednio réwnowazne,

an X = (—1):(+0
(18) + = (= :(-0-
(19) — X — (+1):i(- 710

Na podstawie rownosci (15) wynikajg z réwnosci (17), (18) i (19) odpo-
wiednio réwnosci (7), (9) i (8). Ostatecznie wiec twierdzenie zachodzi w poda-
nem brzmieniu.

Uwaga. Jezeli zestawimy kazda z réwnosci (2) i (3) z réwnoscig (1), a kazda
z réwnosci (7) i (8) z réwnoscig (6), to z tatwoscig dostrzezemy, ze z zesta-
wien tych wynika twierdzenie nastepujace: Jezeli we wzorze, przedsta-
wiajacym iloczyn albo iloraz dwoéch liczb rzeczywistych, za-
stapimy jedng z tych liczb przez liczbe je-j symetryczng, to
nowy wzor przedstawia¢ bedzie liczbe symetryczng do tej,
ktéra przedstawiat wzdr pierwotny (naturalnie z zastrzezeniem, ze,
jezeli chodzi o iloraz, to dzielnik nie jest réwny zeru).

§ 110. W tym paragrafie zamierzamy omowi¢ najelementarniejsze i naj-
wazniejsze zarazem wiasnosci zbioru wszystkich liczb rzeczywistych.

W § 105 tym podaliSmy podziat zbioru liczb rzeczywistych na trzy kate-
gorye, a mianowicie, na liczby dodatnie, ujemne i réwne zeru. Ale w praktyce
naukowej dogodng jest rzecza dzieli¢ liczby rzeczywiste na rodzaje i w inny
jeszcze sposdb. Przedewszystkiem zaznaczamy, ze, poniewaz do kazdej liczby
nieujemnej mozna dobraé¢ réwna jej liczbe bezwzgledng, poniewaz nadto w za-
stosowaniach chodzi zwykle wylgcznie o wartosci liczb, przeto czesto przyj-
muje sie milczgco, ze ze zbioru liczb rzeczywistych liczby wzgledne nieujemne
zostaty usuniete i w takim razie rozréznia sie dwa rodzaje liczb rzeczywistych,
a mianowicie: liczby bezwzgledne i liczby ujemne. Inna znéw klasyfikacya liczb
rzeczywistych, wielkie majgca znaczenie w praktyce, opiera sie na wlasnosciach



250 § HO

wartosci bezwzglednych rozwazanych liczb: zbidr liczb rzeczywistych dzielimy
na zbiér liczb wymiernych i zbiér liczb niewymiernych, zaliczajgc do zbioru liczb
wymiernych wszystkie te liczby rzeczywiste, ktorych wartosciami bezwzglednemi
sg liczby wymierne bezwzgledne, a do zbioru liczb niewymiernych, wszystkie
inne liczby rzeczywiste; w zbiorze liczb wymiernych odrézniamy liczby catkowite
czyli takie, ktérych wartosci bezwzgledne réwnajg sie liczbom catkowitym bez-
wzglednym, od pozostatych liczb rzeczywistych wymiernych, ktére obejmujemy
pod nazwag liczb rzeczywistych utamkowych.

Tw. I. Jakagkolwiek liczbe rzeczywistg oznaczyliby$Smy
przez r, zawsze istnie¢ bedg dwie liczby wymierne g i w2 spet-
niajgce nieréwnosci
<1) WL< r < «y

Istotnie, przyjmijmy
d= \r\.

Zawsze znajdzie sie liczba wymierna bezwzgledna w, wieksza od liczby A\
jezeli bowiem liczba d jest liczbg wymierna, to do$¢ bedzie przyjaé np.

w= d-{1,
zeby liczba w byta liczba wymierng, spetniajacg nieréwnosé
2) w> d;

jezeli za$ liczba d jest liczbg bezwzgledng niewymierng, to wystarczy ozna-
czy¢ przez w liczbe wymierng drugiej kategoryi w stosunku do przekroju zbioru
liczb wymiernych bezwzglednych, na ktérym liczba d jest potozona, aby liczba
w byta liczbg wymierng bezwzgledna, spetniajacg nieréwnosé (2). Ale jezeli
przyjmiemy
* W= —w, ws= -f-w,
to liczby Wj i w2 beda liczbami wymiernemi i, ze wzgledu na (2), beda spetnia¢
nieréwnosci (1). Zatem twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
Wniosek. W zbiorze liczb rzeczywistych tudziez w zbiorze,
obejmujgcym tylko liczby rzeczywiste wymierne albo nawet
tylko liczby rzeczywiste catkowite, niema ani liczby najmniej-

szej ani liczby najwiekszej.

Tw. Il. Jezeli dane liczby rzeczywiste r i r' spetniajag nie-
rownos¢
(1) r<r,

to zawsze istnieje liczba wymierna w, posrednia pomiedzy licz-
bami rir, czyli spetniajaca nieréownosci

<2) r<w < n\
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Istotnie, jezeli liczba r jest ujemna, a liczba r' dodatnia, to liczba w spet-
nia¢ bedzie warunki twierdzenia, jezeli przyjmiemy

(3) w — 0.

Pozostajg wiec do rozwazania przypadki, w ktorych warto$¢ (3) na w nie
spetniataby nieréwnosci (2). Przyjmijmy

4 d— \r\ i d'= \r>\

Poniewaz mamy do zbadania przypadki, w ktorych, obok nieréwnosci (1),
mamy albo

() O~ r,
albo
(6) r'~ 0,

przeto istnienie réwnosci
d=d

jest wykluczone. Zatem (8§86, Tw. I) istnie¢ bedzie pewna liczba wymierna wo,
poérednia pomiedzy liczbami d i d'. Jezeli tedy przyjmiemy

albo

zaleznie od tego, czy zachodzi (5) czy (6), to liczba rzeczywista w bedzie liczbg
wymierna, spetniajgca nieréwnosci (2). Zatem twierdzenie zachodzi w podanem
brzmieniu.

Def. I. Jezeli w pewnym zbiorze(Z) wielko$ci w znaczeniu $ci-
Slejszym (8 28) nie istnieje ani wielko$¢ najmniejsza, ani wielkos¢
najwieksza, to w takim razie zowi emy przekrojem zbioru (2) tak i
podziat jego na dwa niepuste zbiory, zeby kazdy element jednego
z tych zbioréw, (Z», byt mniejszy od kazdego elementu drugiego
zbioru (Z2); zbiory (Z,) i (Z2 zowigsie odpowiednio zbiorami elemen-
téw pierwszej i drugiej kategoryi w stosunku do odnosnego przekroju; jezeli
niema ani najwiekszego elementu w zbiorze (Z,), ani najmniej-
szego elementu w zbiorze(Z2, to odnosny przekrdj zbioru(Z) zo-
wie sie przekrojem drugiego gatunku, w przeciwnym za$ razie rozwa-
zany przekrdj zowie sie przekrojem pierwszego gatunku.

Def. Il. Jezeli pewien zbidr wielkos$ci (2), spetniajgcy wa-
runki Def. | jest podzbiorem1 pewnego zbioru wielkosci (W),

* Przypominamy czytelnikowi, ze orzeczenie, iz pewien zbiér (Z) jest podzbiorem pe-
wnego zbioru (W), wyraza tylko, ze kazdy element zbioru (Z), nalezy do zbioru (W), a wiec
nie wyklucza zlewania sie¢ zbioru (Z) ze zbiorem (W).
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to orzeczenie, iz pewien element e zbioru (W) potozony jest na pe-
wnym przekroju (P) zbioru (Z), wyraza, ze element e nie jest ani
mniejszy od zadnego elementu zbioru (Z), bedacego elementem
pierwszej kategoryi w stosunku do przekroju (P), ani wiekszy
od Zzadnego elementu zbioru (Z), bedacego elementem drugiej
kategoryi w stosunku do rozwazanego przekroju.

Tw. 111. Kazdemu przekrojowi zbioru liczb rzeczywistych
wymiernych odpowiada doktadnie jednej wartosci liczba rze-
czywista, potozona na tym przekroju.

Twierdzenie to jest réwnowazne zespotowi dwdéch twierdzen nastepu-
jacych:

(A) Jezeli oznaczymy przez (P) jakikolwiek przekrdj zbioru liczb wymier-
nych, to istnieje liczba rzeczywista, potozona na tym przekroju.

(B) Jezeli kazda z pewnych dwédch liczb rzeczywistych r i r' potozona
jest na tym samym przekroju (P) zbioru liczb wymiernych, to w takim razie
zachodzi réwnosc
(1) r=r.

Zwracamy sie najpierw do uzasadnienia lematu (A). Jezeli oznaczymy od-
powiednio przez (Aj) i (A2 zbiory liczb wymiernych pierwszej i drugiej kate-
goryi w stosunku do przekroju (P), to w kazdym razie zachodzi¢ musi jeden
z dwoch przypadkéw nastepujacych:

(a) W zbiorze (Aj) istnieje liczba od zera wigksza.

(B) W zbiorze (A,) niema liczby od zera wiekszej.

Biorac najpierw pod uwage przypadek (a), oznaczmy przez (A'j) ten pod-
zbiér zbioru (A,), jaki tworzg liczby zbioru (A,), nie mniejsze od zera. Liczby
bezwzgledne, nalezgce do zbioru (A'j), i liczby bezwzgledne, nalezgce do zbioru
(A2), stanowig oczywiscie odpowiednio zbiory liczb wymiernych bezwzglednych
pierwszej i drugiej kategoryi w stosunku do pewnego przekroju zbioru liczb
wymiernych bezwzglednych. Na tym przekroju jest potozona (§ 79 Def. Il i § 82
Def. 1) pewna liczba bezwzgledna a, a ta liczba jest, jak z tatwoscig dostrze-
gamy, liczbe rzeczywistg, potozong na przekroju (P).

Zwracajgc sie do przypadku (B), zaznaczamy, ze w tym przypadku za-
chodzi¢ musi jedna z dwoch okolicznosci nastepujgcych:

(B) W zbiorze (A2 niema liczby od zera mniejszej.

(B") W zbiorze (A2 istnieje liczba mniejsza od zera.

Jezeli przypadkowi (B) towarzyszy okolicznosé (R'), to oczywiscie liczba
zero jest liczbg potozona na przekroju (P). Zatem, zeby uzasadni¢ w zupetnosci
lemat (A), pozostaje tylko do wykazania, ze w razie, kiedy przypadkowi (B) to-
warzyszy okolicznos¢ (B"), istnieje takze pewna liczba rzeczywista, potozona na
przekroju (P).
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Otdéz, jezeli oznaczymy przez (Bt) zbiér wartosci bezwzglednych tych
liczb zbioru (Aj), ktére nie sg dodatnie, a przez (Bs) zbiér wartosci bezwzgle-
dnych liczb zbioru (Ai), to, jak tatwo dostrzedz, zbiory (BX) i (Br) stanowig
odpowiednio zbiory liczb wymiernych bezwzglednych pierwszej i drugiej kate-
goryi w stosunku do pewnego przekroju zbioru liczb wymiernych. Na tym
przekroju zbioru liczb wymiernych bezwzglednych potozona jest (§ 79 Def. Il
§ 82 Def. 1) pewna liczba bezwzgledna d. Otéz z tatwoscia dostrzegamy, ze

liczba rzeczywista
—d

jest liczba rzeczywistg, potozong w rozwazanym przypadku na przekroju (P).
Zatem lemat (A) jest uzasadniony. Zeby uzasadni¢ i lemat (B), zatézmy, ze
wbrew brzmieniu tego lematu dwie nieréwne pomiedzy sobg liczby rzeczywiste
rir (r< r") potozone sg na tym samym przekroju (P) zbioru liczb wymier-
nych. Na podstawie Tw. Il znajdzie sie liczba wymierna w, spetniajaca jedno-
czeSnie obie nieréwnosci

2) r e<w

i

<3 W e< r'.

Zachowujgc wyzej nadane znaczenie symbolom (Ai) i (A2, zwazmy, Ze
z nieréwnosci (2) wynika (Def. Il), iz liczba w nalezy do zbioru (A2, a z nie-
rownosci (3) — ze liczba w nalezy do zbioru (A,). Zatem, przy wymienionym
zatozeniu, zbiory (AX i (Ad mialyby, wbrew brzmieniu Def. I, jeden przynaj-
mniej wspolny element w. Wnosimy stad, ze lemat (B) zachodzi w podanym
brzmieniu, a to tylko pozostawato do wykazania, zeby nasze twierdzenie w zu-
petnosci uzasadnic.

M'w. IV. Kazdej liczbie rzeczywistej r odpowiada jeden
przynajmniej przekroj zbioru liczb wymiernych, na ktorym

ona jest potozona; jezeli liczba r jest niewymierna, to istnieje
jeden tylko przekrdéj zbioru liczb wymiernych, spetniajacy
powyzszy warunek, i ten przekro6j jest przekrojem drugiego

gatunku; jezeli za$ liczba r jest wymierna, to istniejg dokta-
dnie dwa takie przekroje zbioru liczb wymiernych, ze ta liczba
r potozona jest na kazdym z nich, a kazdy z tych dwoéch prze-
krojow jest przekrojem drugiego gatunku.

Zeby twierdzenie to uzasadnié, oznaczmy przez (Wj) zbiér wszystkich
liczb wymiernych, mniejszych od liczby r, a przez (W2 zbior wszystkich liczb
wymiernych, wiekszych od liczby r. Z tatwoscig dostrzegamy, ze zachodzag oko-

licznosci nastepujace:
(A) Ze wzgledu na Tw. | zaden ze zbioréw (W,) i (W2 nie jest pusty.
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(B) Kazda liczba zbioru (WJ jest mniejsza od kazdej liczby zbioru (WJ.

(C) Jezeli liczba rzeczywista r potozona jest na pewnym przekroju (P)
zbioru liczb wymiernych, a symbole (AJ i (AJ oznaczajg odpowiednio zbiory
liczb wymiernych pierwszej i drugiej kategoryi w stosunkn do przekroju (P),
to kazda liczba wymierna, nieréwna liczbie r, jest albo wspoélnym elementem
zbiorow (WJ i (AJ albo wspélnym elementem zbiorow (WJ i (A2).

Powiadam teraz, co nastepuje:

(D) Jezeli liczba rzeczywista r jest niewymierna, to zadna liczba wymierna
nie réwna sie liczbie r.
Istotnie, gdyby liczba r réwnata sie pewnej liczbie wymiernej w, to mieli-
bysmy
\rl= M ,

a zatem, warto$¢ bezwzgledna liczby r bylaby wymierna i sama liczba r, wbrew
zatlozeniu lematu (D), bytaby liczbg wymierna.

Zatézmy, ze liczba r jest liczba niewymierna. W takim razie, ze wzgledu
na (D), kazda liczba wymierna nalezy do jednego ze zbiorow (WJ i (WJ.
Zatem, na podstawie uwag (A) i (B), zbiory (WJ i (WJ sg odpowiednio zbio-
rami liczb wymiernych pierwszej i drugiej kategoryi w stosunku do pewnego
przekroju (Q) zbioru liczb wymiernych. Ale z definicyi zbiorow (WJ i (WJ
wynika, ze liczba r potozona jest na przekroju (ft, a z zestawienia uwag (C)
i (D) wynika, ze jezeli liczba r potozona jest na pewnym przekroju (P) zbioru
liczb wymiernych, to ten przekréj zlewa sie z przekrojem (Q). Przekrdj (ft
zbioru liczb rzeczywistych wymiernych jest drugiego gatunku, albowiem, jezeli
oznaczymy przez W liczbe, nalezaca do jednego ze zbioréw (WJ lub (WJ, to,
ze wzgledu na lemat (D), nie bedzie ona réwng liczbie r, a wiec (Tw. IlI) znaj-
dzie sie liczba wymierna posrednia pomiedzy r i w, skad znéw wynika, ze
niema ani najwiekszej liczby w zbiorze (WJ ani najmniejszej w zbiorze (W2).
Zatem, o ile chodzi o liczby niewymierne, twierdzenie nasze jest uzasadnione.

Zalézmy teraz, ze liczba r jest liczba wymierna i oznaczmy przez (W'J
zbior, uzyskany przez potlgczenie zbioru (WJ ze zbiorem liczb réwnych liczbie
r, a przez (W'J zbior, uzyskany przez potaczenie tych liczb ze zbiorem (WJ.
Z uwag podanych pod (A) i (B) wynika, ze zbiory (W'J i (WJ sa zbiorami
liczb wymiernych, odpowiednio pierwszej i drugiej kategoryi, w stosunku do
pewnego przekroju (ft) zbioru liczb wymiernych, a zbiory (WJ i (WJ — zbio-
rami liczb wymiernych odpowiednio pierwszej i drugiej kategoryi w stosnnku
do pewnego drugiego przekroju (ft) zbioru liczb wymiernych. Z tatwoscig do-
strzegamy, ze kazdy z przekrojow (ft) i (ft) jest pierwszego gatunku, a liczba
r jest potozona na kazdym z nich; z uwagi zas$ (ft wnosimy, ze, jezeli liczba r
potozona jest na pewnym przekroju (P) zbioru liczb wymiernych, to ten prze-
kréj zlewa sie z jednym z przekrojéw (ft) lub (ft). Zatem nasze twierdzenie-



§no 255

jest uzasadnione i w przypadku wymiernosci liczby r, a o to tylko jeszcze
chodzito.

Tw. V. Przekroje zbioru wszystkich liczb rzeczywistych
posiadajg wtasnos$ci nastepujace:

1° Na kazdym przekroju (R) zbioru liczb rzeczywistych
potozona jest liczba rzeczywista, ktorej warto$¢ oznaczona
jest w zupetnosci.

2° Kazdy przekrdj (R) zbioru liczb rzeczywistych jest prze-
krojem pierwszego gatunku, a co do liczby r na nim potozonej
zachodzi jeden z dwéch, wykluczajacych sie wzajemnie wy-
padkéw nastepujacych: liczba r jest albo najwiekszg liczba
zbioru liczb rzecz ywis tych (Rj), pier wszej kategoryi w stosunku
do przekrdéj u (R), albo — najmniejszg liczbe zbioru liczb rzeczy-
wistych (R2, drugiej kategoryi w stosunku do przekroju (R).

39 Kazdej liczbie rzeczywistej odpowiadajg doktadnie
dwa takie przekroje zbioru liczb wymiernych, Ze ona jest po-
tozona na kazdym z nich.

Zeby twierdzenie to uzasadni¢, oznaczmy przez (A,) i (As) zbiory liczb
wymiernych, nalezacych odpowiednio do zbioréow (R,) i (R2). Zbiory (AX) i (As)
stanowig odpowiednio zbiory liczb wymiernych pierwszej i drugiej kategoryi
w stosunku do pewnego przekroju (P) zbioru liczb wymiernych. Na przekroju
(P) potozona jest (T. Ill) liczba rzeczywista r, ktorej warto$¢ jest oznaczona
w zupetnosci. Liczba r jest potozona na przekroju (R). Istotnie, jezeli pewna
liczba rzeczywista r, spetnia nieréwnos¢

) i < ri

to zawsze istnieje (Tw. Il) liczba wymierna ax, spetniajaca nieréwnosci
2) r < a,

i

3 ax < r;

ze wzgledu na (3), liczba a, nalezy do zbioru (AL a zatem liczba ta nalezy
i do zbioru (R,), skad, ze wzgledu na (2), wynika, ze r, nalezy takze do zbioru
(Rj); catkiem analogicznie stwierdzamy, ze kazda liczba rzeczywista rt, spet-
niajgca nieréwnosé

rr> r,

nalezy do zbioru (R2), a z tych uwag tatwo juz wnosimy, ze liczba r jest rzeczy-
wiscie potozona na przekroju (R). Poniewaz za$ dostrzegamy z tatwoscia, ze
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liczba, potozona na przekroju (R), zawsze musi réwnac¢ sie liczbie r, przeto
stwierdzamy, ze 1-sza cze$¢ twierdzenia jest uzasadniona.

Zeby uzasadnié¢ 2-gg cze$é twierdzenia, nalezy tylko zwazyé, ze, jezeli ozna-
czymy przer r liczbe, potozong na przekroju (R) (a liczba taka istnieje ma
podstawie dowiedzionej juz pierwszej czeSci twierdzenia), to liczba r naleze¢
bedzie do ktérego$ ze zbioréw (R”™ lub (R,), skad z tatwoscig wyprowadzamy
stusznos$¢ 2-giej czesci twierdzenia.

Czes$¢ trzecia twierdzenia moze byé uzasadniona w sposob nastepujacy.
Jezeli oznaczymy przez (R'J zbidr liczb rzeczywistych, mniejszych od dowolnie
oznaczonej liczby rzeczywistej r, a przez (R't) zbior liczb rzeczywistych wiek-
szych od tejze liczby, to (Tw. I) zaden ze zbiorow (R'i) i (R'2 nie bedzie
pusty, a kazda liczba zbioru (R'j) bedzie mniejsza od kazdej liczby zbioru (R'2.
Stad wnosimy, ze po rozszerzeniu jednego ze zbioréow (R'j) lub (R'2 przez
dotaczenie do niego liczb, réwnych liczbie r, zbiory te przedstawia¢ bedg
odpowiednio zbiory liczb rzeczywistych pierwszej i drugiej kategoryi w sto-
sunku do pewnego przekroju (R) zbioru liczb rzeczywistych. Liczba r oczywi-
$cie potozona bedzie na przekroju (R), a nadto dostrzegamy bez trudnosci, ze,
jezeli liczba r potozona jest na pewnym przekroju zbioru liczb rzeczywistych,
to ten przekr6oj musi zlewac sie z jednym z dwoch przekrojow, ktére uzyskane
by¢ moga, rozszerzajgc w powyzszy sposéb jeden ze zbiorow (R')) lub (R'S).
Ostatecznie wiec twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu

§ 111. Istnienie liczb ujemnych nastrecza mys$l o takiem rozszerzeniu po-
jecia potegi, opracowanego w § 73 cim, zeby pojecie to ustali¢ i dla przypadku,
w ktorym wyktadnik jest jakgkolwiek liczbg catkowita ujemng, a zasada —
elementem takiej klasy wielkosci (K), dla ktorej wazne sg wszystkie twierdze-
nia, wyszczeg6lnione w § 67-ym. Oczywistg jest rzecza, ze, bez naruszenia praw
logiki, mozna réznymi sposobami dokona¢ rozszerzenia jakiegokolwiek danego
pojecia, ale nie kazde rozszerzenie danego pojecia odpowiadaé bedzie potrze-
bom nauki. Zeby przy rozszerzaniu juz istniejgcych poje¢ o ile moznosci za-
dos$¢ uczyni¢ potrzebom nauki, kierujemy sie zwykle zasadg nastepujaca.

(A) Jezeli pewne pojecie (P) jest ustalone dla przypadku,
w ktérym spetnione sg pewne warunki (W), a chodzi nam o tof
zeby to pojecie ustali¢ jeszcze dla przypadku, w ktorym, za-
miast warunkéw (W), zachodzg pewne inne warunki (W', to
to w takim razie usitujemy tak okres$li¢ pojecie (P) przy wa-
runkach (W', zeby pewne zdanie (mogace byé¢ samo ukitadem
kilku zdan), wyrazajgce charakterystyczng wtasnos$¢ pojecia
(P), kiedy zachodzg warunki (W), pozostawato jeszcze takiem
i przy rozszerzonem pojmowaniu rozwazanego pojecia.

Zeby powyzszg zasade zastosowaé do rozszerzenia pojecia potegi, przyj-
miemy za podstawe naszych dociekan twierdzenie nastepujace.
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(B) Jezeli, oznaczywszy przez a element klasy (K), a przez
Xiydwie liczby catkowite, zatozymy, ze element a oraz liczby
Xiy spetniajg warunki, ktére spetnione by¢ musza, zeby
symbole
(1) a* i av

nie byty pozbawione znaczenia, to w takim razie zachodzi ro-
wnos$¢
%) a*.av= axf\

a przy tem mamy w kazdym razie
(3) al= a

© Zdanie (B) wyraza¢ bedzie charakterystyczng wtasni
tego pojecia, ktére wprowadzilismy w § 73-cim pod nazwa potegi
o wykladniku n , za zasade przyjetego elementu a klasy (K), jezeli jeszcze
nadmienimy, ze rzeczona nazwa oznacza element klasy (K) okre-
$lony tylko pod wzgledem wartoséci, ale pod tym wzgledem okre-
Slony w zupeinosci, skoro dane sg wartosci elementuai liczby
n dodajgc, ze za symbol rzeczonego elementu przyjmujemy

a

O stusznosci powyzszych twierdzenn przekonywamy sie z nastepujgcych
rozwazan: Jezeli do réwnosci (2) podstawimy w miejsce X i y liczby catkowite

ni 1,
to uzyskamy roéwnos¢
ant‘= a".a\
skad ze wzgledu na (3)

a+,  an a.
@)

jezeli za$ zastgpimy w réwnosci (2) x iy przez liczby

0 i 1,
to, uwzgledniwszy (3), otrzymamy
a°.a= o'
jezeli wiec
«+ X

gdzie p oznacza modut dodawania, to (8§ 72, Tw. I) mie¢ bedziemy

(5) a'= a' :a
Wstep do analizy.
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Zestawiajgc rownosci (2), (3), (4) i (5) z Tw. Il i Def. 1 § 73-go, prze-
konywamy sie natychmiast o stusznosci twierdzen, ktére pragneliSmy uzasadnic.
Ze wzgledu na twierdzenie (C) i na zasade, podang pod (A), powstaje
mysl, zeby definicye potegi elementu a klasy (K), przyjetego za zasade, tak
okresli¢ przy wartosci ujemnej wyktadnika z, izby, po zachowaniu symbolu

a

na potege elementu a o wykladniku z, zdanie, podane pod (B), byto stuszne.
Przystepujagc do tej kwestyi, zatozymy, ze

(6) adg p,

gdzie p oznacza modut dodawania. Wprawdzie i w przypadku, w ktérym mie-
libySmy
(7 a= fi

moznaby symbol

tak okresli¢, zeby zdanie (B) byto stuszne, ale jak sie czytelnik sam tatwo
przekona, nalezatoby w takim razie przyjaé

(8) pr=p

przy kazdej wartosci catkowitej na r, skad wynikataby niedogodna konieczno$¢
zaznaczania w teoryi poteg réznych wyjatkowych okolicznosci, ktére zachodzi-
tyby w przypadku, kiedy zasada a spetniataby réownos¢ (7); tak np. ze wzgledu
na (8) mielibySmy wyjatkowo

W= P

wowczas, gdy (§ 73, Tw. I) nieréwnos¢ (6) pocigga za sobg rownosc

gdzie V oznacza modut mnozenia.
(D) Jezeli przy powyzszem znaczeniu symbolow a iz
czenie symbolu

)

a

tak moze by¢ okreslone dla wartos$ci catkowitych i ujemnych
liczby r, zeby, przy zachowaniu Def. I § 73-go, zdanie, podane
pod (B), byto stuszne, przy wszystkich wartosciach catkowitych
na Xiy, skoro tylko spetniona jest nierdwnos$¢ (6), to w takim
razie musi zachodzi¢ wzor

\Y%

©) a a
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gdzie Voznacza modut mnozenia elementéow klasy (K), a symbol
n
liczbg catkowitg i dodatnig.
Istotnie, przyjmijmy, ze zalozenia tego twierdzenienia sg spetnione i pod-
stawmy w réwnosci (2), w miejsce X iy, liczby

—n i -j-n

Poniewaz przy tych wartosciach na z i y mamy

*+ Y= °1
przeto z roéwnosci (2) mamy

a~". a'— &,
skad (8 73, Tw. 1)
(120) a~".a'= v

Poniewaz za$ (8 73, Tw. Il) mamy

a-o a,

przeto (8§ 72, Tw. I, Uw. IIl) z réwnosci (10) mamy rzeczywiscie r.a a” wzor (9),
a o to tylko chodzito.

Powyzsze twierdzenie nastrecza mysl o przyjeciu definicyi, ktérag rzeczy-
wiscie przyjmiemy i ktéra brzmi jak nastepuje.

Def.l. Jezeli pewien element a klasy(K) spetnia nieréwnos¢

« ® Ib

gdzie p jest modut dodawania, a symbol n oznacza jakakolwiek
liczbe catkowitg dodatnig, to symbol

a-

uwaza¢ bedziemy za element klasy (K), okreslony przez réwnos¢

gdzie Voznacza modut mnozenia, i méwi¢ bedziemy, ze symbol
() przedstawia potege 0 wyktadniku ujemnym

— N

elementu a przyjetego za zasade.

Tw. I. Jezeli oznaczymy przez z jakgkolwiek liczbe catko-
witg, a przez a element klasy (K), nieréwny modutowi dodawa-
nia p, to symbol

a
17*
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przedstawia element klasy (K), oznaczony tylko co do wartosci,
ale oznaczony pod tym wzgledem w zupetnos$ci, i spetniajacy
nieré6wnos¢

a L= X

Istotnie, jezeli liczba catkowita z nie jest ujemna, to twierdzenie zachodzi
na podstawie teoryi, wyltozonej w § 73 cim. Jezeli za$ mamy

z2<0,

to stusznos$¢ naszego twierdzenia wynika ze wzoru (I) po uwzglednieniu Tw. Il
§ 73 go, Tw. I § 72-go i Tw. | § 74-go.

Tw. Il. Jezeli oznaczymy przez X iy dwie dowolnie przy-
jete liczby catkowite (z ktorych zatem kazda mie¢ moze jakakolwiek
warto$¢ dodatnig, ujemna lub zerowa), jezeli nadto oznaczymy przez
a jakikolwiek element klasy (K), byle spetniajgcy nieréownos¢

D

gdzie p oznacza jak wyzej modut dodawania, to w takim razie
mamy

(2) ax.av= a*4

Jezeli zadna z liczb x i y nie jest ujemna, to (§ 73, Tw. Ill) réwnos¢ (2)
zachodzi. Mamy wiec do zbadania tylko przypadki, w ktérych jeden, albo kazdy
z wykiadnikéw x i y jest ujemny. Poniewaz ze wzgledu na witasno$¢ prze-
miennos$ci dodawania i wilasno$¢ przemiennosci mnozenia, przypadek, kiedy
mamy

x< O y~ o0

przez prostg zamiane znaczen liter X i y sprowadzony by¢ moze do przypadku,
kiedy mamy
3) xN0, y<o0,

przeto mamy do rozwazenia tylko przypadek, kiedy zachodzg zwiazki (3), i przy-
padek, kiedy mamy
4) X< 0, y< 0.

Jezeli oznaczymy przez n i m dwie liczby catkowite bezwzgledne, to
w razie istnienia zwigzkéw (3) bedziemy mogli przyjac

(%) X=n, y= —m
i mie¢ bedziemy
(6) nsao, m> O,
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w przypadku za$ istnienia zwiazkéw (4) bedziemy mogli przyjaé

(7) X= —n, y= —m
i mie¢ bedziemy
(8) w> 0, m> 0.

Zatozmy najpierw, ze zachodza wzory (5) i nieréwnosci (6). Mamy tedy

oT = a ,
oraz na podstawie wzoru (I)
v
a"= a
<
skad
©) a.a'
Jezeli mamy
n=>m,
to
w— tw " 0.
Zatem i na podstawie Tw. Il § 73-go mie¢ bedziemy
(10
poniewaz za$ mamy
(V) X-f-y—n— m,
przeto mie¢ bedziemy
(12)

a z réwnosci (9), (10) i (12) wynika wiasnie réwnos¢ (2). Gdyby za$ zacho-
dzita nieréwnos¢
n< m,
to mieliby$Smy
(13) »@i—ns> 0

i w takim razie zachodzitaby réwnos¢

a" \%
(14) a a

albowiem z réwnosci
am.v = am

wynikajgcej z definicyi modutu mnozenia (§ 72, Def. 1), i réownosci (§ 73, Tw. IlI)
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a'.amB= aM
wynika réwnosc
a'.a"-"= a

ktora (8 74, Tw. Il) pocigga za sobag réwnos$é (14). Z drugiej strony ze wzoru
(11) mamy
X+ ¥Y— — (m— n),

skad, ze wzgledu na (13) i na Def. I, mamy
(15)

Z rownosci (9), (14) i (15) wynika znéw réwnos¢ (2).
Pozostaje wiec do zbadania przypadek, kiedy zachodzg zwiazki (7) i (8).
Mamy tedy

d—a *= —V
a

v
a*r= a = »

skad

\(/16) ax.a = -a"\./aT -

Z drugiej strony mamy
X+ y= -{m-\-n),

zatem
(17) axtv= n~(»t") =

Poniewaz za$ (§ 73, Tw. IlI)

A at — an
przeto z roéwnosci (16) i (17) wynika znowu rownos$¢ (2). Ostatecznie wiec,
twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Wniosek |. Zdanie (B) wyrazac¢ bedzie charakterystyczng
wtasciwos¢ pojecia potegi elementu klasy (K) o wyktadniku
catkowitym (ujemnym, dodatnim lub zerowym), jezeli przyj-
miemy za symbol potegi elementu a klasy (K) o wyktadniku«

symbol
an

nadmienimy, ze symbol ten przedstawia element klasy (K
oznaczony tylko co do wartosci, ale oznaczonypod tym wzgle-
dem w zupetnos$ci, skoro oznaczona jest liczba catkowita r
i modutowi dodawania nieréwna warto$¢ elementu a
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Zeby przekonaé sie o stusznosci tego wniosku, nalezy tylko zestawié
ostatnio dowiedzione twierdzenia z twierdzeniami, podanemi wyzej pod (C) i (D).

Tw. I11. Jezeli oznaczymy przez a i b dwa jakiekolwiek, byle modutowi
dodawania nieréwne, elementy klasy (K), a przez x i y dwie jakiegolwiek liczby
rzeczywiste catkowite, to w takim razie précz zwigzku

(1) ax.a' — a+\

ktéry zachodzi na podstawie Tw. Il, mamy jeszcze zwigzki nastepujace:
@) al:a*= a“B

©) ax.bx— (@a.by

@) a b — @my

© ST

Istotnie, z dowiedzionego juz twierdzenia, jakie wyraza (1), wynika, ze
mamy

ax' . gl = a(*-,)+* = al

przeto z definicyi dzielenia i stad, ze (Tw. 1) mamy
a"go,

wynika, ze réwnos$é (2) rzeczywiscie zachodzi. Jezeli mamy

x>0,
to réwnos¢ (S) zachodzi na podstawie leoryi § 73-go. Zalézmy wigc, ze mamy
(6) X — —n oraz n> 0,

gdzie n oznacza liczbe catkowitg. Mamy tedy

ax = = bl= —E'),r.

gdzie V oznacza, jak wyzej, modut mnozenia, a stad

\Y
ax. hz=
0"7F’
a poniewaz (§ 73 Tw. IlI)
a'.b' =
przeto
) X b= 4 py
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Z drugiej strony, ze wzgledu na (6), mamy

a z tej rownosci i rownosci (7) wynika wiasnie réwnosé¢ (3).
Zwazmy teraz, ze na podstawie twierdzenia, jakie wyraza roéwnos¢ (3)
mamy
(@:bx.bx— {(a :b).b}x= aj
poniewaz za$ »
* _= M ,

przeto z powyzszej réwnosci wynika réwnosc (4). Réwnos¢ (5) potrzebuje uza-
sadnienia (8§ 73, Tw. Ill) tylko w razie, kiedy jedna przynajmniej z liczb X iy
jest ujemna. Zatem oznaczywszy przez m i n liczby catkowite, mamy do rozwa-
zenia przypadki nastepujace:

(A) X —m, Y= —n m 0, n > 0
(B) X— — m, y = _— n, m > 0, n > 0,
(C) X— —m, y = n, m Y> 0, n>iO.
Przypadek (A). Mamy
(@v="(anr-"=

a poniewaz

(amn= a"*,
przeto

®Rp= —gm =
Zwazywszy, ze

a u= a-

am

wnosimy, ze w przypadku (A) réwnos$¢ (5) zachodzi.
Przypadek (B). Mamy

@p= @)= "

(crmy’

* Uwzgledniwszy definicye modutu mnozenia, czytelnik z tatwoscia stwierdzi, ze mamy
w kazdym razie
V=V
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Z drugiej stron
Jrel strony AWM
Z tej réwnosci i réwnosci uzyskanych przed chwilg wnosimy, ze w przy-
padku (B) réwnos¢ (5) zachodzi.
Przypadek (C). Mamy

(aj = (@) —
a poniewaz

przeto réwnos$é (5) zachodzi i w przypadku (C). Ostatecznie wiec twierdzenie
zachodzi w podanem brzmieniu.

Uwaga |. Poniewaz w odniesieniu do liczb rzeczywistych cata teorya,
wytozona w rozdziale Ill-cim, jest (§ 108, Tw. 1) wazna, przeto teorya potega
wytozona w niniejszym paragrafie jest w szczegd6lnos$ci wazna
w przypadku, Kkiedy przez (K} oznaczamy te klase wielkoSci
jaka stanowig razem liczby rzeczywiste; przy zastosowywaniu po-
wyzszej teoryi do liczb rzeczywistych nalezy pamieta¢, ze modutem doda-
wania liczb rzeczywistych jest (8§ 102, Tw. Ill) liczba

0,
a modutem mnozenia — (8 109, Tw. II) liczba

1

Z powyzszej uwagi wynikajg wnioski nastepujace:
1° Definicya | przybiera w odniesieniu do liczb rzeczywistych posta¢ na-
stepujaca: jezeli pewna liczba rzeczywista a spetnia nieréwnoscé

« + 0,

a symbol n oznacza liczbe catkowitg i dodatnia, to

2° Oznaczywszy, jak przed chwilg, przez a liczbe rzeczywista spetniajacag

nierownosé

«P .
mamy (8 73, Tw. | i § 109 Tw. II)

a= 1,
oraz (Tw. J)

«*+ 0,

jakakolwiek liczbe catkowitg rzeczywistg oznaczylibySmy przez x.
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§ 112. W tym paragrafie podajemy pewne twierdzenia o potegach liczb
rzeczywistych, ktére sg bardzo wazne ze wzgledu na rézne zastosowania.

Tw. I. Jezeli oznaczymy przez a i b dwie dowolnie dane
liczby rzeczywiste, aprzez n jakgkolwiek, od jednosci wieksza
liczbe catkowitg, to mie¢ bedziemy

1) a"— bn= (@a—b)ra" *pb
i-/

Podajemy indukcyjny dowdd tego twierdzenia.

1° Stwierdzamy bezposrednio, ze réwnos¢ (1) zachodzi w przypadku szcze-
gélnym, kiedy mamy
2) n= 2.

2° Zatézmy chwilowo, ze mamy

3) a'— b= (a— b) ‘b-,
*-f

gdzie p oznacza pewng liczbe catkowita, speiniajaca zwigzek:

Pn2.
Z rownosci (3) mamy
P
(4) a*l—a.b= (a- b b*™,
i—1
Z drugiej za$ strony
(5) a.b*— b*= (a—b).Db"

Dodajac stronamil) réwnosci (4) i (5), mamy
tT* — b*' = (« — b) ( bt + N
skad Coiel
P+1
aH- _ Ir* — (0o _ b)Yal**b-"
i-i

% Jezeli liczby rzeczywiste A, B, A' i B' spetniajg réwnosci
@ A—A" i B= B,
to na podstawie znanego twierdzenia mamy
P A+ B= A'+B

ot6z utworzenie réwnosci (B) zowie sie dodaniem stronami réwnosci (a).
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Zatem, gdyby po podstawieniu w réwnosci (1) liczby p w miejsce liczby
n rownos¢ (1) przemienita sie w réownos$¢ poprawna, to réwnosc¢ (1) przemie-
nitaby sie w réwnos¢ poprawna i w skutek podstawienia liczby
P+ 1
w miejsce liczby n.

Z uzyskanych wynikéw wnosimy, ze twierdzenie zachodzi w podanem
brzmieniu.

Tw. Il. Jezeli dwie liczby rzeczywiste a i b spetniaja
zwigzki

(1) i N0

a symbol n oznacza liczbe catkowitg, wieksza od jednosci, to nieréwnosci
) a> b

(3) a'> bn
sg pomiedzy sobg réwnowazne.

Istotnie, ze wzgledu na Tw. | mamy

(4) a'—b'= (a—h <*o4
i-/
a poniewaz ze zwigzkéw (1) i (2) mamy

a-b> V-> 0,
i-1

przeto z réwnosci (4) wynika, ze zwiazki (1) i (2) pociagaja za soba
(5) «"'— bn> 0O,

skad zndéw wynika nieréwnosé (3).
Zalézmy teraz, ze zachodzg zwiazki (1) i (3). Ze zwigzku (3) wynika (5),
ktéry ze wzgledu na (4), pociaga za soba

a

(6) (a— > 0.

Z drugiej strony zwigzki (1) pociggajg za soba zwigzek

n

bL*~ 0.
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Ale nieréwnos¢ (6) wyklucza réwnosé
2 a-'b-'= 0

mamy wiec

b-* > 0,

a ta nieréwnos$¢ i nieréwnos$¢ (6) pociagaja za sobg nieréwnosc

a— b> 0,

z ktérej wynika nieréwnos¢ (2). Ostatecznie, przy istnieniu zwiazkéw (1), ktoéra-
kolwiek z nieréwnosci (2) lub (3) pociaga za soba druga, a o to wiasnie cho
dzito.

Tw. IIl. Jezeli pewna liczba rzeczywista c spetnia nie-
rownosc¢
1) «> 0,
a symbol n oznacza liczbe catkowita, wiekszg od jednos$ci, to

w takim razie mamy
(2) @-j-o"> 1-j-n.c

Istotnie, jakiekolwiek liczby rzeczywiste oznaczyliSmy przez a i b, mamy
(Tw. I):

n
a* —bn= (@a—b) TV-'6ét
ul
Przyjmijmy w tej réwnosci
a= i-f-c, b= 1;
w takim razie mie¢ bedziemy:
©) 140 1= + o

a poniewaz ze wzgledu na (1) mamy

I+ ¢> 1
a zatem (Tw. II)
@+ c)->
przeto

2\i+ er* >
i—1

Zatem z rownosci (3) wynika nieréwnos¢
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@-j-o"— 1> n.c,
z ktérej zndéw wynika nieréwnos¢ (2), o ktérg wiasnie chodzito.

Tw. IV. Jezeli oznaczymy przez r liczbe rzeczywistg, spet-
niajgcg nieréwnos¢
<1 r>0,

przez ai b dwie liczby rzeczywiste, spetniajgce zwigzKki
@ lal”r i

a przez n liczbe catkowitg wieksza od jednos$ci, to mie¢ be-
dziemy
3) lan— BI~ w.r*-'la— b].

Istotnie, na podstawie Tw. | mamy

a- 6= (@a— V~\
skad =
n
4 la” —5'1= l«—61.1JJV -'b-'l-
+1

Ale, ze wzgledu na (2) (Tw. II) mamy

(5) lal1" ‘™ r1
przy

1 < w
oraz
(6) 1b1 Nort-
przy

1< $§51Tw

nadto stwierdzamy bezposrednio, ze zwigzek (5) zachodzi i przy

a zwigzek (6) i przy

Na podstawie tych uwag mamy

a poniewaz
| .Vi= lal—".I1b
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przeto
lar* . Vi< ru' (1 <?i<” n).

Na podstawie tej nieréwnosci mamy

n.r'-*,
i-1
a z tej nieréwnosci i roéwnosci (4) wynika nieréwnosé (3), o ktérej udowodnienie
wiasnie chodzito.
Tw. V. Jezeli pewna liczba rzeczywista a spetnia nie-
rownos¢
(D) «> 1,

a dwie liczby catkowite p i g ktérych znaki moga by¢ jakie-
kolwiek, spetniajg nierownos¢

()] P<b
to w takim razie mamy

(©) ap< a4
Istotnie, mamy

@ a'— ar.d~
Z drugigj strony mamy

®) a“-”> 1,
jezeli bowiem

(6 qg—p—1,

i zwigzek (5) bezposrednio wynika z nieréwnosci (1); jezeli za$

@) qg—p > 1
to (Tw. II) mamy
ax-* > p-P — q

ze wzgledu na (1). Poniewaz za$ ze wzgledu na (2) mamy w kazdym razie
albo (6) albo (7), przeto w kazdym razie zachodzi (5). Z tej za$ nieréwnosci
mamy

ar.ag”> a’.1= arn,

a zatem, ze wzgledu na (4), zwiazek (3) zachodzi niezawodnie, jezeli zachodzg
zwigzki (1) i (2), a o to wiasnie chodzito.
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Tw. ¥YI. Jezeli pewna liczba rzeczywista a spetnia zwiagzki
(1) 0< a<l1,

a dwie liczby catkowite p i q, ktérych znaki moga by¢ jakie-
kolwiek, spetniajg nieréownos¢

(2 V< b
to w takim razie mamy
©)) ap> a.

Istotnie, przyjmijmy
Q) ad——
Na podstawie zwigzkow (1) mamy
«'> i
zatem (Tw. V), ze wzgledu na (2), mamy
a" < ak,

a poniewaz z réwnosci (4) mamy

przeto mamy

a stad wynika nieréwnos$¢ (3), ktora mieliSmy wiasnie uzasadnic.

§ 113. Pojecie potegi doprowadza nas z natury rzeczy do rozwazania
zagadnienia nastepujacego:

(Z) Oznaczywszy przez p dang liczbe catkowita, a przez a
juz catkiem dowolnie dang liczbe rzeczywista, wyznaczy¢ taka
liczbe rzeczywistg X, zebysmy mieli

(1) af = a
Zwroémy sie najpierw do przypadku szczegdlnego, kiedy mamy
) a= 0.

Jezeli tedy zachodzi nieréwnosé
P> 0,
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to istnieje doktadnie jedna warto$¢ na x, spelniajgca rownos¢ (1), a mia-
nowicie
X — 0]

jezeli za$
P~O,
to zagadnienie (Z) nie posiada rozwigzania, albowiem nieréwnosé
3) *=M
pociaga za soba (§ 111, Tw. I) nier6éwnos¢
«'p 0,
X—0

a przy wartosci

na X symbol Xx? jest pozbawiony znaczenia.

Omoéwiwszy w taki sposob w zupetnosci przypadek szczegdlny, kiedy za-
chodzi réwnos$¢ (2), pozostaje tylko do zbadania przypadek ogélny, w ktérym
mamy
(4) adgp O

Zatozmy najpierw, ze mamy

Poniewaz mamy

jakakolwiek, byle warunek (3) spelniajgcg warto$¢, miataby liczba X, przeto
w tym razie zagadnienie (Z) posiada rozwigzanie tylko pod warunkiem, ze-
bysmy mieli

a— 1,

a w takim razie omawiane zagadnienie jest nieoznaczone, gdyz kazda, byle
zeru nieréwna, warto$¢ na X stanowi jego rozwiagzanie.
Zaktadajgc w dalszym ciagu, ze zachodzi nieréwnos$¢ (4), zatézmy, ze
mamy
() p< 0
Mamy tedy
P— — 1

gdzie n oznacza pewna liczbe catkowita dodatnig. Poniewaz

X?= ar"= —
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przeto réwnos$¢ (1) réwnowazna jest réwnosci

,rownowaznej rownosci

Zatem przypadek, kiedy zachodzi (5), sprowadza sie¢ do przypadku, kiedy
mamy
P>0.

Poniewaz przypadek szczegélny, kiedy mamy

P= 1,
oczywiscie nie wymaga blizszego zbadania ze wzgledu na to, iz mamy

X1= X,

przeto z powyzszych rozwazan wynika, ze mamy tylko do zbadania zagadnienie
(Z) w przypadku, kiedy liczba p jest liczbg catkowitg, od jednosci wieksza,
a liczba a liczbg zeru nieréwna. Zeby rozwigzanie zagadnienia poda¢ w dogodnej
formie, przyjmujemy definicye nastepujaca:
Def. 1. Jez eli oz naczymy przez pliczbe catkowitg i dodatnig
a przez a dowolnie dang liczbe rzeczywistg, to przez wyra-
zenie pierwiastek stopnia p (albo pierwiastek p-ty) oznacza¢ be-
dziemy kazda liczbe X, spetniajgacg rownos¢(l); liczbie a nada-
jemy przytem nazwe zasady pierwiastka.
Za symbol pierwiastka stopnia p liczby a przyjmujemy symbol
\%
\a.

Rozwigzanie zagadnienia (Z) w przypadku, kiedy mamy p > 1, podajemy
w postaci twierdzenia nastepujgcego.

Tw. 1. Jezeli oznaczymy przez p jakagkolwiek, byle od
jednosci wieksza liczbe catkowitg, a przez a dowolnie dana,
byle zeru nieréwna liczbe rzeczywistg, to w takim razie zacho-
dzg okolicznos$ci nastepuj g]ce:

1° Jezeli liczjba catkowita p jest liczbg catkowita niepa-
rzysta, to pierwiastek p-iy a istnieje a wartoéé jego jest ozna-
czona w zupetnos$ci i jest od zera odmienna.

Wstep do analizy. 18
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2° Jezeli liczba catkowita i dodatnia p jest parzysta, to
pierwiastek p-ty liczby a, zeru nieréwnej, istnieje tylko w przy-
padku, kiedy liczba a spetnia nieréwnos¢

(1) a>0.

Jezeli warunek ten jest spetniony, to liczbie a odpowia-
daja doktadnie dwie symetryczne pomiedzy sobag wartos$ci na
jej pierwiastek p-ty.

Zeby twierdzenie to uzasadnié, zwazmy, ze na podstawie zalozer twier-
dzenia naszego

2) a ==0,

i uwazajmy rownosé

) xf= a

Jezeli przyjmiemy

4) X = W\ iA = \a\,
to mieé¢ bedziemy

(5) A> 0

ze wzgledu na (2). Z drugiej strony, poniewaz mamy

przeto, jezeli istnieje liczba X, spetniajgca rownos¢ (3), to ze wzgledu na réwnosci
(4) mamy
(6) Xp= A

(A) Lemat. Istnieje dokladnie jedna warto$¢ na X, przy ktorej zachodzi
réownos¢ (6), i ta wartos¢ spetnia nieréwnos¢

(7 X>0.

Dowdd. Jezeli wogdle istnieje liczba nieujemna X, spelniajgca (6), to ze
wzgledu na (5j ta liczba spetlnia z pewnoscia (7). Z drugiej strony dwie nie-
réwne pomiedzy sobag i od zera nie mniejsze, wartosci X' i X" na X nie mogg
spetni¢ (6), gdyz wbrew Tw. Il § 112 mielibySmy w takim razie jednocze$nie '
X" X", X'~ Q X"~ 0i X'p— X"r. Chodzi wiec tylko o wykazanie, ze
istnieje liczba nieujemna X, spelniajgca (6). W tym celu oznaczmy przez (X,)
zbiér wszystkich tych liczb wymiernych bezwzglednych, z ktorych kazda wx
spetnia zwigzek

® w\ 4 4
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a przez (X,) zbior wszystkich innych liczb wymiernych bezwzglednych. Jezeli
tedy oznaczymy przez u jakakolwiek liczbe zbioru X2 to mie¢ bedziemy

© uy > A

Zbior (Xj) nie jest pusty, gdyz liczba zero nalezy do tego zbioru. Zbiér
(Z4) takze nie jest pusty, gdyz istnieje liczba catkowita N spetniajgca nie-
rownos¢

x> A
a poniewaz

Np~ N,
przeto
10y Ne > A;

Ale liczba N jest liczbg wymierna. Z drugiej strony, poniewaz ona spetnia (10),
to nie spetnia zwigzku

Nr<; A

i z tego powodu nalezy do zbioru (X2). Kazda liczba wx zbioru (ZX) jest mniej-
sza od kazdej liczby w2 zbioru (X2, albowiem ze zwiazkéw (8) i (9) mamy

»V < W,
skad (8§ 112, Tw. II)

wi < Wwt.

Stad tatwo mozemy wnie$¢, ze zbiory (Xj) i Z,) stanowig odpowiednio
pierwsza i drugg cze$¢ pewnego okreslnika (Li). Jezeli bowiem zbigr (ZX obej-
muje tylko liczby réwne zeru, to wszystkie inne liczby wymierne bezwzgledne
naleza do zbioru (Z2), a w takim razie, jak juz wiemy, zbiory (Z,) i (X2
stanowig odpowiednio pierwsza i druga czes$¢ okreslnika liczby zero. Jezeli za$
zbior (Z,) obejmuje nietylko liczby réwne zeru, to zbiory (Zj) i (X2 stanowig
odpowiednio zbiory liczb wymiernych bezwzglednych pierwszej i drugiej kate-
goryi w stosunku do pewnego przekroju (P) zbioru liczb wymiernych bez-
wzglednych. Otdz, zawsze istnieje liczba bezwzgledna, wymierna lub niewymierna,
potozona na przekroju (P), a zbiory (Z,) i(X2), stanowig odpowiednio pierwszg
i drugg czes¢ pewnego okreslnika tej liczby. Ostatecznie wiec zbiory (Zt) i (X2
stanowig rzeczywiscie w kazdym razie odpowiednio pierwsza i druga czesé
pewnego okreslnika (iz). Oznaczmy przez Z liczbe, ktorej okreslnikiem jest
okreslilik (£2).

Zeby uzasadnié nasz lemat, nalezy oczywiscie tylko wykazaé, ze liczba Z,
W powjzszy sposéb okreslona, spetnia rédwnosé (6). W tym celu oznaczmy przez
(A) zbior jo-tych poteg wszystkich liczb, nalezacych do zbioru (X,), a przez

18~
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(-4s) — zbiér p-tych poteg wszystkich liczb, nalezacych do zbioru (Xs). Jezeli
tedy oznaczymy przez ax jakakolwiek liczbe zbioru (X,), a przez jakagkol-
wiek liczbe zbioru (X2, to tym liczbom odpowiada¢ bedg takie liczby wt i U,
nalezagce odpowiednio do zbioréw (Xx) i (X,), iz mie¢ bedziemy:

(11) o-i — U p, «S — wu)r”
Z definicyi zbioréow (XX i (X8 wynika, ze mamy
(12) «V 5S A, wx > A,
Z drugiej za$ strony, z definicyi liczby X wynikajg zwiagzki

wl5S X, u2> X,
zatem (§ 112, Tw. II) mamy
(13) to/ ~ X", w/ > X"

Ze zwigzkow (12) i (13) wynika, na podstawie réwnosci (11), ze zwigzki

j ax A, ar > A
(14 lax fS X", a2> X,
beda spetnione, jakiekolwiek liczby, nalezgce odpowiednio do zbioréw (XX i (X2,
oznaczylibySmy przez at i as. Zatem, gdyby zbiory (XX i (Xt) stanowity odpo-
wiednio pierwszg i drugg czes¢ pewnego okreslnika, to okreslnik ten bytby okresl-
nikiem kazdej z liczb A i X ¥ a zatem zachodzitaby réwnos¢ (6). Z tego wynika,
Zze uzasadnienie naszego lematu sprowadza sie do wykazania, ze zbiory (XX
i (X2) stanowig odpowiednio pierwsza i drugg cze$s¢ pewnego okreslnika. Ponie-
waz za$ zaden z rzeczonych zbioréw nie jest pusty, poniewaz nadto, ze wzgledu
na (14), kazda liczba ax zbioru (Xj) jest mniejsza od kazdej liczby a2 zbioru
(Xt), przeto mamy tylko do udowodnienia, ze do dowolnie danej, byle od zera
wiekszej liczby wymiernej e, mozna dobrac¢ takie dwie liczby o, i o,, nalezace
odpowiednio do zbioréw (XX i (X2, zebySmy mieli:

(15) a2 —max < s

W tym celu wybierzmy sobie dowolnie pewng liczbe |, nalezaca do zbioru
(Xt) i, oznaczywszy przez n liczbe catkowitg od jednosci wiekszag, ktéra pozniej
okreslimy blizej, uwazajmy cigg skonczony nastepujacy:

—-1, — mnml
(16) n n n n n
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Pierwszy wyraz tego ciggu réwna sie zeru i nalezy dlatego do zbioru (ACA,
a ostatni, jako réwnajacy sie liczbie Z nalezy do zbioru (A,). Z tego wynika,
ze w ciggu (16) znajda sie dwa wyrazy sasiednie

z ktérych pierwszy naleze¢ bedzie do zbioru (X,) a drugi do zbioru (Xt).

Poniewaz mamy
K-]-17 n,
przeto

Si- 1 i . j -
KA < 1 oraz 1k Z
n
a poniewaz
Jfe+1 k+ 1

przeto (§ 112, Tw. IV) mamy:

((UMUY4

T Gy

a wiec ostatecznie:

czyli

(18)
Wyznaczmy liczbe catkowitg n z warunku, zebySmy mieli
Li<t
n

W takim razie ze zwigzku (18) wyniknie nieréwnos¢

Ale, poniewaz liczby (17) nalezg odpowiednio do zbioréw (ZX i Ne), przeto,

jezeli przyjmiemy
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to liczby % i a2 naleze¢ bedg odpowiednio do zbioréw (Aj) i (At). Poniewaz
za$ liczby a, i a2 po ich wyznaczeniu ze wzordw (20), spetnia¢ beda ze wzgledu
na (19), nieréwnos$¢ (15), przeto stwierdzamy, ze do danej, byle od zera wiekszej
liczby wymiernej s mozna zawsze tak dobrac¢ liczby o, i a,, nalezace odpo-
wiednio do zbioréw (J.j) i (Ar\ zeby te liczby spetniaty zwigzek (15), a to
tylko pozostawato do wykazania, zeby uzasadni¢ w zupeinosci nasz lemat.

Obecnie uzasadnimy juz z tatwosciag twierdzenie, o ktére nam wiasciwie
chodzi. Ze wzgledu na uwagi, poczynione na samym poczatku dowodu naszego
twierdzenia, liczba x, spelniajgca (3), musi mie¢ albo wartos¢

(21) =+ x
albo —
(22) XxX= — X,

Jezeli liczba catkowita p jest nieparzysta, to mamy

(+Xf: + 2z
= X)"

oraz

— X',
skad z tatwoscig wnosimy, ze rownos¢ (3) spetnia¢ bedzie jaka$ jedna z war-
tosci (21) albo (22) na x, a mianowicie pierwsza albo druga z tych wartosci,
zaleznie od tego, czy mie¢ bedziemy
a> 0, czy tez a< 0.
Jezeli zas liczbg p jest parzysta, to mamy
<+ Xy =a Xy = -j- X",
zatem liczba X, speiniajgca (3), bedzie istnie¢ tylko w razie, kiedy

a> 0,

a gdy warunek ten jest spetniony, to kazda z wartosci (21) i (22) na X bedzie
czyni¢ zado$¢ rownosci (3). Ostatecznie wiec twierdzenie zachodzi w podanem
brzmieniu.
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Uwaga. Nieujemna liczba rzeczywista, mogaca by¢ uwazana za jednag
z liczb przedstawionych przez symbol postaci

W fa

przy wartosci catkowitej i dodatniej liczby p, zowie sie czesto (o ile istnieje)
arytmetyczng wartoscia powyzszego symbolu; z twierdzenia dopiero co udo-
wodnionego wynika, ze wartos¢ arytmetyczna symbolu (1) jest, je-
zeli wogdle istnieje, oznaczona bez zadnej dwuznacznosci.



Dodatek do § 112, str. 266.

Tres$¢ twierdzenia 1 na str. 266 i dowdd tegoz nastreczajg pewnag trudnosé
ktérg pragniemy wyjasni¢. Mianowicie, wyrazenie

n

(9

jest suma, ktoérej pierwszy sktadnik i ostatni maja odpowiednio postacie na-
stepujgce:
2 a"-'.b° i a J-.

Otéz nie nadaliSmy zadnego znaczenia potedze liczby zero o wykladniku
zerowym 4. Zatem S$cisle rzecz biorgc, omawiane twierdzenie i jego dowod sa
niewazne w razie, kiedy nie kazda z liczb a i b jest odmienna od zera.
Zeby rzeczone wypadki niewaznosci twierdzenia i jego dowodu usunagé, uma-
wiamy sie ze uwazaé¢ bedziemy wyrazenia (2) jako przedstawiajace w sumie
(1) odpowiednio

a i b~

nawet w przypadku, kiedy jedna albo i kazda z liczb a i b réwnataby sie zeru.

* Poréwnaj poczatek § 73-go, str. 96 i 97 z uwagami, wypowiedzianemi na str. 258,
uwzgledniajac zarazem te okoliczno$¢, iz modut dodawania liczb rzeczywistych réwna sie zeru.
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Str. Wiersz od Zamiast Czytat
112 18 > dotu ©) ®6)
126 13 » dotu ». w
140 1 » dotu w2 i w2 w, it
141 2 * goéry W2 52
144 1 3 dotu w2 < a, w, < a,
146 4 »  gory 0, - a, a, — at
156 16 » dotu * xt
157 1 » dotu wzoru (C,) zbioru (CJ
159 7 »  gory (D) (co
168 19 »  gory [0} (0]
168 13 » dotu D =(h =9 o) .((D.g)
170 10 »  gory P.Q [OR0)
175 8 » dotu Tw. | Tw. VI
177 1 » dotu e si
184 8 » dotu a b, a'.b 0.b'-)-a .b
195 3 »  gory a'> 6 a'> b
197 14 »  gory a' < ¢ a'< ¢
199 3 » dotu X x
201 14 » dotu I, vV .1
207 1 » dotu 7] >
207 3 > dotu " 9
211 11 » gory r, r'
221 4 » dotu (a V)= (a', 9 B =
232 11 »  gory (d -]- d'0) d+ d, 0
234 11 » gory pierwszej drugiej
239 11 D gory - r.rr—r .r
240 13 » dotu ilczbom (2) liczbom r, r* i r
242 5 » dotu («', b) (a b
244 3 D dotu w dopisku § 73 str. 95
246 1 » dolu (-*)i- () (-r).-(-r")
246 10 » gory r X
253 6 » dotu drugiego pierwszego.
254 7 » dotu n\o ( ro
259 3 »  gory liczba liczbe
262 2 D dotu z n
263 16 »  gory a‘==0 a"=j=p
264 8 »  gory oo

. n-1 <L -
270 2 D gory <r T
276 13 D goéry at > A a, > A

Sprostowanie do I-szej czesci tego dziela.

Na str. 67-mej, wiersz 10-ty z dotu, umiescié¢, po wyrazach >element zbioru (K)« prze-
cinek i doda¢ wyrazy nastepujace:
a kazdy element tego zbioru odpowiada jakiej$ permutacyi zbioru (2).
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DO NABYCIA WE WSZYSTKICH KSIEGARNIACH

NASTEPUJACE DZIELA, WYDANE Z ZAPOMOGI
KASY POMOCY DLA OSOB PRACUJACYCH NA POLU NAUKOWEM

IMIENIA DRA MED. JOZEFA MIANOWSKIEGO

LUB OFIAROWANE NA RZECZ KASY.

Matematyka. Rb. kop.

Autenrieth Ed. Mechanika Techniczna. Podrecznik nauki statyki i dynamiki dla mech.
inz. budéw. Przetozyt z upowai. autora Stanistaw Patschke. 1900, XI+ 613,
TYS. 327 et it ettt eb e bbbttt 2 40
Baraniecki M. A. Poczatkowy wyktad syntentyczny wiasnosci przecie¢ stozkowych na
podstawie ich pokrewienstwa harmonicznego z kotem. 1885, XVI 31, rys. 63 — 40

Danielewicz A. B. Metoda najmniejszych kwadratéw. 1904, X +185+X . . . . 120
— Podstawy matematyczne ubezpieczeh zyciowych. 1895, 335, tabl. X . . . . 2 —
— Z dziedziny statystyki matematycznej 1884, 30 .....ccccccoiiiiiiiiiiiiiee e — 10

Dedekind Ryszard. Ciaglo$¢ a liczby niewymierne. Z czwartego niezmienionego wy-

dania przetozyt St. Straszewicz 1914, VII- (-1 7 .o — 45

Dzieje mysli. Tom I, zesz. 2, Rozwdj historyczny poje¢ chemicznych. Szkic ewolucyi
poje¢ w mineralogii. Zarys rozwoju matematyki: a) rozwdj arytmetyki i algebry
do konica XVI w.; b) zarys rozwoju geometryi w starozytnosci, wiekach S$re-
dnich i w epoce odrodzenia; c) rozw6j matematyki od poczatku w. XVII. W opra-
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