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PRZEDMOWA DO CZĘŚCI II.

Ze względu na cele dydaktyczne niniejszego dzieła, myśl o wyczerpującym 
wykładzie przedmiotu była wykluczona z góry. Teoryę liczb całkowitych pomi­
nąłem w zupełności, gdyż sądzę, że dziełko moje, Zarys pierwszych zasad teoryi 
liczb całkowitych (Kraków 1909, nakładem Akademii Umiejętności), zawiera wy­
kład tego działu Arytmetyki w odpowiednim zakresie. Wobec tego, rozpoczy­
nam od teoryi liczb ułamkowych. Pominąłem wszystko to, co ze stanowiska 
teoretycznego ma drugorzędne tylko znaczenie; w szczególności nie uwzględni­
łem wcale teoryi liczb dziesiętnych, albowiem zdaje mi się że kto, po ukoń­
czeniu szkoły średniej, przeczyta niniejszy tomik, ten z łatwością sam zdoła 
uzupełnić w należytym stopniu swoje wiadomości o liczbach dziesiętnych.

Ograniczenie zakresu niniejszego wykładu teoryi liczb rzeczywistych do 
najistotniejszych części tejże wydawałomi się tem bardziej wskazane, że w obszer­
nym dziele Arytmetyka teoretyczna (Kraków 1912, nakładem Akademii Umieję­
tności) usiłowałem podać wyczerpujące opracowanie całej Arytmetyki.

Pozostaje mi do spełnienia miły obowiązek podziękowania memu Szano­
wnemu Koledze Drowi Antoniemu Hoborskiemu za łaskawą pomoc przy spo­
rządzaniu wykazu błędów drukarskich.

Wobec trudności, z jakiemi musiała walczyć Drukarnia uniwersytecka ze 
względu na wyjątkową epokę, w której druk odbywał się, należy podnieść 
z uznaniem staranność, z którą wywiązała się ze swojego zadania.

Kraków, 8 listopada 1917 r.

S. Zaremba.





f. Mierzenie odcinków i liczby wymierne.

§ 44. Zagadnienie o mierzeniu odcinków polega na tern, aby przez po­
średnictwo odcinka właściwego u, oznaczonej długości, zwanego jednostką dłu­
gości, określić w zupełności długość, dowolnie danego odcinka a. Rozwiązywanie 
tego zaganienia zowiemy mierzeniem odcinka a.

W niniejszym rozdziale poprzestaniemy na badaniu powyższego zagadnie­
nia tylko w przypadku, kiedy odcinek a, mający ulegać mierzeniu, jest współ­
mierny (I str. 108) z odcinkiem u, przyjętym za jednostkę.

§ 45. Chwila uwagi wystarczy, aby czytelnik przekonał się, że zachodzi 
okoliczność następująca: j e ż e l i  p e w i e n  o d c i n e k  a j e s t  w s p ó ł m i e r n y  
z o z n a c z o n y m  o d c i n k i e m  w ła śc iw ym  u, to o k r e ś l i m y  w z u p e ł ­
n o ś c i  d ł u g o ś ć  o d c i n k a  a w z a l e ż n o ś c i  od  d ł u g o ś c i  o d c i n k a  u, 
s k o r o  w y z n a c z y m y  u k ł a d  d w ó c h  l i c z b  c a ł k o w i t y c h  m i p, w ten 
s p o s ó b ,  a b y  mu o d p o w i a d a ł a  p e w n a  w s p ó l n a  p o d w i e l o k r o t -  
n o ś ć  d r o z w a ż a n y c h  o d c i n k ó w ,  m i e s z c z ą c a  się d o k ł a d n i e j »  ra ­
zy w o d c i n k u  u i m  r az y  w o d c i n k u « .  Możemy więc powiedzieć, że 
wyznaczenie układu liczb całkowitych m i p stanowi rozwiązanie problemu 
zmierzenia odcinka a w razie przyjęcia odcinka u za jednostkę.

Liczba całkowita, którą oznaczyliśmy wyżej przez p, zawsze będzie od 
zera większa. Z drugiej znów strony, jeżeli na liczbę całkowitą p przyjmiemy 
jakąkolwiek, byle od zera większą wartość, a na liczbę całkowitą m —  już cał­
kiem dowolną wartość, chociażby równą zeru, to, do dowolnie naprzód danego 
odcinka właściwego u, możebnem będzie dobranie takiego odcinka a współmier­
nego z odcinkiem u, żeby pewna wspólna podwielokrotność odcinków u i a 
mieściła się w odcinku u p razy, a w odcinku a m razy, gdyż wystarczyłoby 
podzielić w tym celu odcinek u na p równych części i, oznaczywszy przez d 
jedną z tych części odcinka w, wyznaczyć odcinek a z równości

a — m . d.
Wstęp do analizy. 1
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W przypadku szczególnym, w któryinbyśmy mieli

m =  O,

zaszłaby tylko ta osobliwość, iż odcinek a byłby odcinkiem niewłaściwym.

§ 46. W powyższem rozwiązaniu problemu mierzenia odcinków współ­
miernych z jednostką, liczby całkowite występują parami. Okoliczność ta do­
prowadza nas do rozważania par liczb całkowitych jako samoistnych przed­
miotów. Ale wogóle, wobec przedmiotów (P), z których każdy jest sam ukła­
dem dwóch rzeczy, z których znów każda należy do oznaczonej klasy (K ) , , 
możliwem jest zajęcie jednego z dwóch zasadniczo odmiennych stanowisk:

1° Indywiduum klasy (P) możemy uważać za oznaczone w zupełności, 
skoro są oznaczone te dwa przedmioty klasy (К ), które razem tworzą rozwa­
żane indywiduum.

2° Możemy umówić się, że indywiduum 1 klasy (P) dopiero wówczas 
uważać będziemy za oznaczone w zupełności, kiedy, prócz samych dwóch 
przedmiotów klasy (К ), które razem tworzą indywiduum I, oznaczone będą 
jeszcze pewne numery porządkowe dla tych dwóch przedmiotów w ten sposób, 
żeby pewien jeden z nich miał numer pierwszy, a drugi .— numer drugi.

Żeby zaznaczyć, że stajemy na pierwszym stanowisku orzekamy krótko, 
iż przedmioty (P) są parami przedmiotów klasy (K). Żeby zaś wyrazić, iż zaj­
mujemy drugie stanowisko, orzekamy, iż każdy przedmiot klasy (P) stanowi 
parę przedmiotów klasy (K) ułożonych w oznaczonym porządku.

Ponieważ w problemie mierzenia odcinków współmiernych z jednostką 
pary liczb całkowitych występują w ten sposób, iż każda z liczb całkowitych, 
należących do jednej takiej pary, ma sobie właściwą rolę, przeto staniemy 
wobec par liczb całkowitych na drugiem z dwóch wyżej omówionych stano­
wisk i rozważać będziemy zatem taki zbiór przedmiotów (Z), którego każdy 
element jest zespołem dwóch liczb całkowitych, ułożonych w pewnym porządku. 
Żeby zbiór (Z) określić w zupełności zważmy, iż, jakeśmy stwierdzili w para­
grafie poprzedzającym, pary liczb całkowitych, występujące w problemie mie­
rzenia odcinków współmiernych z jednostką, nie są całkiem dowolne, lecz scha­
rakteryzowane są przez to, iż pewna jedna z nich jest od zera większa. Uwaga 
ta wskazuje na to, iż stosownem będzie zaliczać do zbioru (Z) albo tylko 
wszystkie takie pary w oznaczonym porządku ułożonych liczb całkowitych, 
w których liczba całkowita, mająca numer pierwszy, jest od zera większa, 
albo tylko wszystkie takie, w których liczba całkowita, mająca numer drugi, 
jest większa od zera. Obojętnem jest, którą z tych alternatyw wybierzemy. 
Istotnie, gdybyśmy wybrali pierwszą, to w problemie mierzenia odcinków współ­
miernych z jednostką pierwsza liczba każdej pary służyłaby do oznaczenia, ile 
razy pewna wspólna podwielokrotność jednostki i odcinka mierzonego mieści
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się w jednostce; gdybyśmy zaś wybrali drugą alternatywę, to pierwsza rola 
przypadałaby nie pierwszej, lecz drugiej liczbie każdej pary. Ponieważ jednak 
jakiś wybór jest konieczny, przeto umówimy się, że do z b i o r u  (Z) z a l i c z a ć  
b ę d z i e m y  t y l k o  w s z y s t k i e  t a k i e  p a r y  w o z n a c z o n y m  p o r z ą d k u  
u ł o ż o n y c h  l i c z b  c a ł k o w i t y c h ,  w k t ó r y c h  l i c z b a  c a ł k o w i t a ,  ma­
j ą c a  n u me r  d r u g i ,  j e s t  o d  z e r a  wi ę ks z a .

Bliższe zbadanie problemu mierzenia odcinków współmiernych z jednostką 
doprowadzi nas do badania następstw, wynikających z przyjęcia szeregu umów 
i defmicyi, odnoszących się do zbioru, któryśmy przed chwilą oznaczyli przez (Z).

Def. I . Ż e b y  w y r a z i ć ,  iż p e wi e n  e l e m e n t  z b i o r u  (Z) (a więc 
para dwóch liczb całkowitych, z których jedna, ta mianowicie, której nadany jest 
numer pierwszy, ma wartość jakąkolwiek, a druga, zaopatrzona w numer drugi, 
jest od zera większa) u w a ż a n y  j e s t  j a k o  p o d l e g a j ą c y  w s p o m n i a n y m  
u m o w o m ,  o r z e k a ć  b ę d z i e my ,  że r o z w a ż a n y  e l e m e n t  z b i o r u  (Z) 
j e s t  l i c z b ą  u ła m kow ą ;  j e d n o c z e ś n i e  n a d a w a ć  b ę d z i e m y  tej  
z d w ó c h  l i c z b  c a ł k o w i t y c h ,  k t ó r a  w p a r z e ,  t w o r z ą c e j  l i c z b ę  
u ł a m k o w ą ,  ma n u me r  p i e r ws z y ,  n a z w ę  liczn ika , a tej  z n i c h f 
k t ó r a  ma n u m e r  dr u g i  —  n a z w ę  m ian ow n ika  o d n o ś n e j  l i c z b y  
u ł a m k ó w ’ ej.

Z powyższej definicyi wynika, że za licznik liczby ułamkowej może być 
przyjęta każda liczba całkowita, za mianownik zaś t y l k o  liczba całkowita 
od  z e r a  w i ę k s z a ,  ale pozatem już jakakolwiek.

T y m c z a s o w o  oznaczać będziemy liczbę ułamkową, której licznikiem 
i mianownikiem są odpowiednio pewne liczby całkowite ni i p , symbolem

(m, p).

Def. II. O r z e c z e n i e ,  iż p e w n a  l i c z b a  u ł a m k o w a  (m, p) j e s t  
m iarą  o z n a c z o n e g o  u ł a m k a  a w r a z i e  p r z y j ę c i a  p e w n e g o  od­
c i n k a  w ł a ś c i w e g o  u za  j e d n o s t k ę  w y r a ż a ,  iż o d c i n k i  a i u są 
w s p ó ł m i e r n e ,  a p e w n a  i c h  w s p ó l n a  po d  w i e l o k r o t n o ś ć  m i e ś c i  
si ę w o d c i n k u  u t y l e  r a z y ,  i le w y n o s i  m i a n o w n i k  p, w o d c i n k u  
zaś  a t y l e  razy,  i le w y n o s i  l i c z n i k  m r o z w a ż a n e j  l i c z b y  u ł a m ­
ko we j .

Na podstawie powyższych definicyi możemy wyrazić fakta, które stano­
wiły podstawę rozważań, wyłożonych w §45, w postaci twierdzeń następujących:

Tw. I. Je ż e l i  j e d n o s t k a  d ł u g o ś c i  j e s t  o z n a c z o n a ,  to d ł u ­
g o ś ć  o d c i n k a ,  k t ó r e g o  m i a r ą  j e s t  o z n a c z o n a  l i c z b a  u ł a m k o w a  
t. j. liczba ułamkowa, której licznik i mianownik są pewne oznaczone liczby 
całkowite) j e s t  o z n a c z o n a  w z u p e ł n o ś c i .

Tw.  II. Je ż e l i  o z n a c z y m y  pr z e z  u d o w o l n i e  d a n y  o d c i n e k  
.w łaściw y, a p r z e z  «г i p o d p o w i e d n i o  l i c z n i k  i m i a n o w n i k  do-

1*
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w o l n i e  d a n e j  l i c z b y  u ł a m k o w e j ,  to z a w s z e  i s t n i e ć  b ę d z i e  t a k i  
o d c i n e k  a, k t ó r e g o  mi a r ą ,  w r a z i e  p r z y j ę c i a  o d c i n k a  u za  j e ­
d n o s t k ę ,  b ę d z i e  wl as ' ni e  l i c z b a  u ł a m k o w a  (ж , p).

Uwaga. Gdybyśmy mieli
ж — - o,

to odcinek a, byłby odcinkiem niewłaściwym.
§ 47. Oznaczmy przez

(ж, p) i (ж', p')

dwie liczby ułamkowe, dowolnie dane i, przyjąwszy pewien odcinek właściwy w 
za jednostkę, uważajmy odcinki

a i a' *

których miarami są w takim razie odpowiednio powyższe liczby ułamkowe. 
Z natury rzeczy nastręcza się myśl o nadaniu liczbom ułamkowym charakteru 
wielkości przez przyjęcie definicyi następującej.

Def. I. Związki
(1) (m, p) =  (m', p’),

(2) (ж, p) <  (ж', p')

(3) (m. p) >  (ж', p')

u w a ż a ć  b ę d z i e m y  za r ó w n o w a ż n e  o d p o w i e d n i o  z w i ą z k o m

(4) a =  a',

(5) a <  a\

(6) b >  o'.

Jednakowoż, żebyśmy byli uprawnieni do przyjęcia powyższej definicyi, jest 
rzeczą konieczną i wystarczającą, żeby ta definicya czyniła zadość wszystkim 
warunkom, omówionym w rozdz. III części I. Żeby zaś okoliczność ta zacho­
dziła, koniecznem jest (chociaż oczywiście nie wystarczaj ącem), żeby wynik 
porównywania ilościowego dwóch liczb ułamkowych nie był zależny od wyboru 
jednostki długości, gdyż w przeciwnym razie ta sama para liczb ułamkowych 
(ж, p) i (m\ p') mogłaby, zależnie od wyboru jednostki, spełniać, wbrew zasa­
dom rozdziału III, prócz jednego ze związków (1), (2), (3) jeszcze jakiś drugi 
z nich. Przekonamy się niebawem, że w rzeczywistości powyższa definicya 
czyni zadość nietylko temu warunkowi, ale i wszystkim innym, wynikającym 
z zasad, podanych w rozdziale III-cim I-szej części.
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Tw. I. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z

(от, p) i (ot', f )

d w i e  l i c z b y  u ł a m k o w e ,  to z w i ą z k i

(1) (ot, p) — (m', p'),

(2) (ot, p) <  (ot', />')
i
(3) (m, />) >  (от', p')

są o d p o w i e d n i o  r ó w n o w a ż n e  z w i ą z k o m :

(4) m .p' =  ot'  .

(5) m .p' <^m’ .p  
i
(6) m .p' ot' .

Żeby twierdzenie to uzasadnić, uważajmy jakikolwiek odcinek właściwy u 
i podzielmy go na tyle równych części, ile wynosi iloczyn

p.p '.

Jeżeli tedy oznaczymy przez § jedną z uzyskanych części odcinka u, to 
otrzymamy:
(7) u =  (p .p ').  5.

Oznaczmy teraz przez d i d' dwa odcinki tak dobrane, żebyśmy mieli:

(8) d =  p ' . S
oraz
(9) d' = p  . S.

W  takim razie, ze względu na (7), będzie

oraz
u =  p . d 

u — p‘ . d‘.

Jeżeli więc założymy, że, po przyjęciu odcinka u za jednostkę, miarami odcin­
ków a i a' są odpowiednie liczby ułamkowe

(ot, p) i (ot', p’\
to mieć będziemy
(10) a — m .d

(11) a' — m '. d'.
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Z drugiej zas strony ze związków (8) i (10) mamy

(12) a =  (m .p '). 5 , 
a ze związków (9) i (11):
(13) a' =  (m' . p) . S

Z równości (12) i (13) wynika, że związki (4), (5) i (6) są odpowiednio 
równoważne związkom

a — a ',a < ^ a ’ i a^> u'

b e z  w z g l ę d u  na w y b ó r  o d c i n k a  u, a ponieważ te ostatnie związki równo­
ważne są odpowiednio związkom (1), (2), (3) na mocy przyjętej przez nas reguły 
porównywania ilościowego liczb ułamkowych, przeto związki (1), (2) i (3) są 
odpowiednio równoważne związkom (4), (5) i (6), a na tem właśnie polega twier­
dzenie, o które chodziło.

W niosek. W y n i k  p o r ó w n y w a n i a  i l o ś c i o w e g o  d w ó c h  l i c z b  
u ł a m k o w y c h  j e s t  n i e z a l e ż n y  od w y b o r u  j e d n o s t k i  d ł u g o ś c i .  
Istotnie, dowiedzione przed chwilą twierdzenie poucza nas, iż porównanie ilo­
ściowe dwóch liczb ułamkowych może być dokonane bez rozważania jakich­
kolwiek odcinków, opierając się wyłącznie na wartościach, jakie mają liczniki 
i mianowniki rozważonych liczb ułamkowych.

Możemy teraz udowodnić, że jeżeli oznaczymy przez a, ß i y trzy liczby 
ułamkowe, to zachodzić będą twierdzenia następujące:

(A) J a k a k o l w i e k  by ła by  l i c z b a  u ł a m k o w a  «,  w k a ż d y m  r a z i e  
ma my :

a =  a.
(B) R ó w n o ś c i

a =  ß i ß =  a

są r ó w n o w a ż n e  p o m i ę d z y  sobą .

(C) R ó w n o ś c i
a =  ß i ß =  у

p o c i ą g a j ą  za s o b ą  r ó w n o ś ć
a =  r .

(D) D w i e  l i c z b y  u ł a m k o w e  «  i ß s p e ł n i a j ą  z a w s z e  j eden,  
al e  tylko j e d e n  z t r z e c h  z w i ą z k ó w

a =  ß , a <  ß i a > ß .
(E) Z w i ą z k i

a <  ß i ß >  a

są r ó w n o w a ż n e  p o m i ę d z y  sobą.
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(F) Z w i ą z k i
«  <  ß i ß <  Y

p o c i ą g a j ą  za s o b ą  z w i ą z e k
«  <  T-

Żeby powyższe twierdzenia uzasadnić, zaznaczamy najpierw, że z samego 
brzmienia reguły, podanej na początku niniejszego paragrafu, wynika bezpo­
średnio, że twierdzenia (A), (B) i (E) niezawodnie zachodzą. Co do twierdzenia 
(D) to stan rzeczy jest następujący: jeżeli celem wykonania porównania ilościo­
wego liczb a i ß przyjmiemy za jednostkę dowolnie wybrany odcinek właściwy 
u i wyznaczymy następnie odcinki a i й, których miarami byłyby odpowiednio 
liczby ułamkowe a i ß to odcinki a i й niezawodnie spełniać będą jeden i tylko 
jeden z trzech związków

а =  й, a < b  lub а ) >й ,

zatem, na podstawie naszej reguły, dojdziemy niezawodnie do wyniku, że liczby 
a i ß spełniają także jeden i tylko jeden ze związków

(1) a =  ß , a <  ß lub a >  ß.

Ale nasuwa się zarzut, że, w razie gdybyśmy zamiast odcinka u przyjęli jakiś 
inny odcinek właściwy za jednostkę, to może okazałoby się, że liczby a i ß 
spełniają jakiś inny ze związków (1), ponieważ jednak (tw. I, Wniosek) ta oko­
liczność w rzeczywistości wydarzyć się nie może, przeto twierdzenie (D) za­
chodzi w podanym brzmieniu.

Żeby uzasadnić twierdzenie (C) przyjmijmy za jednostkę jakikolwiek od­
cinek właściwy u i wyznaczmy odcinki a, b i c, których miarami byłyby odpo­
wiednio liczby a, ß i y. Ponieważ założenie twierdzenia (C) polega na istnieniu 
związków

“  =  ß i ß —  Y

ponieważ nadto, ze względu na wniosek z tw. I wybór jednostki długości nie 
wywiera wpływu na wynik porównywania ilościowego dwóch liczb ułamko­
wych, przeto mieć będziemy

a =  b i b — c,
skąd znów wynika równość

która pociąga za sobą równość
a — c, 

ac =  y,

która właśnie była do udowodnienia.
Oczywiście udowodnilibyśmy w sposób całkiem analogiczny prawdziwość 

twierdzenia (F).
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Ostatecznie więc stwierdzamy, że każde z twierdzeń

(A), (B), (G), (D), (E) i (F)
rzeczywiście zachodzi.

Jako pouczające ćwiczenie, polecamy czytelnikowi wyprowadzenie twier­
dzeń (A), (B), (C). (D), (E) i (F) z tw. I bez opierania się na związku pomiędzy 
liczbą ułamkową, a odcinkiem, którego miarą ona się staje po oznaczeniu 
jednostki długości.

Na podstawie uzyskanych wyników stwierdzamy, że reguła porównywania 
ilościowego liczb ułamkowych przez nas przyjęta jest zgodna z ogólnemi zasa­
dami, omówionemi w Rozdz. III. Części I,

Z rozważań powyższych wynika jeszcze, że, po u s t a l e n i u  j e d n o s t k i  
d ł u g o ś c i ,  mi  ar  a o d e  i nk a ws  p ó ł m i e r nego  z j e d n o s t k ą  j e s t l i c z b ą  
u ł a m k o w ą ,  k t ó r a  j e s t  o z n a c z o n a  c o  do swej  w a r t o ś c i ,  a l e  t y l k o  
p o d  t y m w z g l ę d e m ,  innemi słowy, j e ż e l i  j e d n o s t k a  d ł u g o ś c i  j e s t  
u s t a l o na ,  a p e w n a  l i c z b a  u ł a m k o w a  a j e s t  mi a r ą  p e w n e g o  o d ­
c i n k a  a, w s p ó ł m i e r n e g o  z j e d n o s t k ą ,  to k a ż d a  l i c z b a  u ł a m ­
k o w a ,  r ó w n a  l i c z b i e  a, i t y l k o  l i c z b a  u ł a m k o w a  s p r a w d z a j ą c a  
ten w a r u n e k  j e s t  t a k ż e  m i a r ą  o d c i n k a  a.

§ 48 Tw.  I. J e ż e l i  l i c z n i k i  i m i a n o w n i k i  d w ó c h  l i c z b  u ł a m ­
k o w y c h

(m, p) i (m', p')

s p r a w d z a j ą  r ó w n o ś c i  p o s t a c i

! m' =  X . m 
*>' =  *■ P,

g d z i e  X o z n a c z a  j a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  c a ł k o w i t ą  ( k o n i e c z n i e  j e ­
d n a k  od z e r a  wi ększą) ,  to w t a k i m  r a z i e  z a c h o d z i  r ó w n o ś ć

(2) (w', p') =  ( » ,  p).

Istotnie równości (1) pociągają za sobą równość :

m . p' =  m '. p,

z której (§ 47 Tw, I) wynika właśnie równość (2)
Z powyższego twierdzenia wynika, że wartość liczby ułamkowej nie zmieni 

się jeżeli zastąpimy jej licznik i mianownik odpowiednio, albo przez iloczyny 
tych liczb całkowitych, pomnożonych przez jakąkolwiek trzecią byle od zera 
odmienną liczbę, albo przez ilorazy podziału tychże liczb przez jakąkolwiek 
ich wspólną podwielokrotność.
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Fakta te dają nam możność p r z e k s z t a ł c a n i a  liczb ułamkowych czyli 
tworzenia liczb ułamkowych równych danej liczbie ułamkowej, ale mających 
odmienne liczniki i mianowniki.

Def. I. J e ż e l i  l i c z n i k  i m i a n o w n i k  o z n a c z o n e j  l i c z b y  u ł a m ­
k o w e j

(iw, p)

są l i c z b a m i  w z g l ę d n i e  p i e r w s z e m i ,  t o  ta l i c z b a  u ł a m k o w a  
z o w i e  się n iep rzyw ied ln ą .

Tw.  II. Z a w s z e  i s t n i e j e  l i c z b a  u ł a m k o w a  n i e p r z y w i e d l n ą  
r ó w n a  d o w o l n i e  n a p r z ó d  d a n e j  l i c z b i e  u ł a m k o w e j .

Istotnie liczbę, o którą chodzi, uzyskamy oczywiście, dzieląc licznik i mia­
nownik danej liczby ułamkowej przez ich największą wspólną pod wielokrotność.

Tw. III. Je ż e l i  p e w n a  l i c z b a  u ł a m k o w a  (iw', p') s p r a w d z a  
r ó w n o ś ć
(1) (m', p') == (iw, p),

a l i c z b a  (iw, p) j e s t  n iep rzyw ied ln ą , to w t a k i m r az i e  l i c z n i k  
i m i a n o w n i k  l i c z b y  (iw', p') są o d p o w i e d n i e  p o d z i e l n e  p r z e z  
l i c z n i k  i m i a n o w n i k  l i c z b y  (iw, p) a o d n o ś n e  i l o r a z y  są r ó w n e  
p o m i ę d z y  sobą.

Istotnie, na podstawie tw. I paragrafu poprzedzającego, równość (1) po­
ciąga za sobą równość
(2) iw '. p =  iw . p'.

Z równości tej wynika, że iloczyn

iw .p'

jest podzielny przez liczbę p. Ponieważ zaś liczby całkowite p i iw są względnie 
pierwsze, przeto *) liczba p' jest podzielna przez liczbę p. Mamy więc

(8) P' =  l-P ,

gdzie l oznacza pewną liczbę całkowitą. 
Z równości (2) i (3) mamy:

skąd

a ponieważ

iw'. p — m .1. p, 

iw '. p  =  (iw . I ) . p, 

P > o ,

*) Zob. n. p. Zaremba.  Zarys pierwszych zasad teoryi liczb całkowitych, Kraków, 1907, 
str. 137, tw. VII.
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przeto
(4) m' =  m .1

Równości (3) i (4) wyrażają łącznie twierdzenie, o którego udowodnienie 
właśnie chodziło.

Tw. IV . J e ż e l i  d wi e  l i c z b y  u ł a m k o w e  n i e p r z y w i e d l n e  (m, p) 
i (m\ p') są r ó w n e  p o m i ę d z y  sobą,  to l i c z n i k  i m i a n o w n i k  k a ż d e j  
z n i c h  r ó w n a j ą  s i ę  o d p o w i e d n i o  l i c z n i k o w i  i m i a n o w n i k o w i  
dr ug i e j .

Żeby twierdzenie to uzasadnić zważmy, iż na podstawie twierdzenia po­
przedzającego znamy

( 1 )
I m' — l . m 
\ P' =  l p>

gdzie l oznacza pewną liczbę całkowitą koniecznie od zera większą Gdy­
byśmy mieli

1 > 1 ,

to z równości (1) wynikałoby, że wbrew założeniu liczba ułamkowa (m' p') nie 
jest nieprzywiedlna. Mamy więc

1 =  1,

a zatem, na podstawie równości (1) mamy

m =  m' oraz p =  p',

a te równości wyrażają właśnie twierdzenie, o które chodziło.
Opierając się na twierdzeniach, podanych w tym paragrafie możemy zawsze 

rozwiązać zagadnienie następujące: d o  k i l k u  d o w o l n i e  d a n y c h  l i c z b  
u ł a m k o w y c h  d o b r a ć  l i c z b y  u ł a m k o w e  o d p o w i e d n i o  im r ó w n e ,  
a p r z y  te m taki e,  ż e b y  i ch m i a n o w n i k i  b y ł y  r ó w n e  p o m i ę d z y  
s o bą .  Czynność rozwiązywania tego zagadnienia zowiemy sprowadzaniem da­
nych liczb ułamkowych do wspólnego mianownika. Liczba całkowita, przedsta­
wiająca wspólną wartość mianowników liczb ułamkowych, stanowiących roz­
wiązanie powyższego zagadnienia, zowie się wspólnym mianownikiem, do któ­
rego dane liczby zostały sprowadzone.

Żeby się przekonać, że jakąkolwiek ilość dowolnie danych liczb ułamko­
wych można zawsze sprowadzić do wspólnego mianownika, oznaczmy przez w 
jakąkolwiek, byle od zera większą wspólną wielokrotność mianowników liczb 
ułamkowych danych. Jeżeli tedy pomnożymy licznik i mianownik każdej z danych 
liczb ułamkowych przez iloraz podziału liczby w przez mianownik rozważanej 
liczby ułamkowej, to oczywiście sprowadzimy dane liczby do wspólnego mia­
nownika, którym będzie liczba w. Stwierdzamy więc, że sprowadzenie danych

A
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liczb ułamkowych do wspólnego mianownika jest zawsze możliwe i stwierdzamy 
nadto, że za wspólny mianownik można przyjąć jakąkolwiek od zera większą 
wspólną wielokrotność mianowników liczb ułamkowych danych.

Ze stanowiska techniki rachunkowej zaleca się przyjmować, przy spro­
wadzaniu danych liczb ułamkowych do wspólnego mianownika, za wspólny 
mianownik jaknajmniejszą liczbę, irinemi słowy, ważnem jest sprowadzanie 
danych liczb ułamkowych do n a j m n i e j s z e g o  wspólnego mianownika. Z tw. III 
wnosimy łatwo, że w przypadku, kiedy dane liczby ułamkowe są n i e p r z y -  
wi edl ne ,  wspólny mianownik, do jakiego je sprowadzić można, zawsze równa 
się pewnej wspólnej wielokrotności ich mianowników. Zatem, w tym przypadku, 
najmniejszym wspólnym mianownikiem, do jakiego rozważane liczby mogą być 
sprowadzone, równa się n a j m n i e j s z e j  od zera większej wspólnej wielo­
krotności ich mianowników. Stąd wnosimy łatwo, że najmniejszy wspólny mia­
nownik, do jakiego możemy sprowadzić dowolnie już dane liczby ułamkowe, 
równa się najmniejszej od zera większej wspólnej wielokrotności mianowników 
liczb ułamkowych nieprzywiedlnych, odpowiednio równych liczbom ułamkowym 
danym.

§. 49. Uważajmy dwie liczby ułamkowe

(да, p) i (да' p'),

przyjmijmy jakikolwiek odcinek właściwy u za jednostkę i oznaczmy przez 
a i a' odcinki, których miarami byłyby odpowiednie liczby (m, p) i (ml p'), 
a przez b sumę odcinków a i a’. Przy tych oznaczeniach możemy podać defi- 
nicyę dodawania liczb ułamkowych, jak następuje:

Def. I. W y n i k i e m  d o d a n i a  l i c z b y  u ł a m k o w e j  (m', p') do l i c z b y  
u ł a m k o w e j  (m p), c z y l i  sumą l i c z b y  u ł a m k o w e j  (да, p) i l i c z b y  
(m' p'), n a z y w a ć  b ę d z i e m y  k a ż d ą  l i c z b ę  u ł a m k o w ą  b ę d ą c ą  mi ar ą  
o d c i n k a  b w r a z i e  p r z y j ę c i a  o d c i n k a  u za j e dno s t kę .

Za  s y m b o l  s u my  l i c z b  u ł a m k o w y c h  (m, p) i (m' p') p r z y j m u ­
j e m y  s y m b o l

(m, p) +  (да', p'),
a l i c z by  u ł a m k o w e

(да, p) i (да', p')

z o w i e m y  składnikami tej  sumy. C z y n n o ś ć  w y t w a r z a n i a  sumy  l i c z b  
u ł a m k o w y c h  z o w i e  si ę i ch dodawaniem.

Powyższa definicya dodawania nastręcza pewne wątpliwości:
1° Nie jest bezpośrednio oczywistem, że odcinek, któryśmy wyżej oznaczyli 

przez b jest współmierny z jednostką u; gdyby zaś okoliczność ta nie zawsze 
zachodziła, to dodawanie liczb ułamkowych mogłoby być niekiedy niewykonalne.

2° Ponieważ długości odcinków a i a', a więc i długość odcinka b, zależne 
są od wyboru jednostki długości u, przeto powstaje wątpliwość czy wybór
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jednostki długości nie wywiera wpływu na wartość sumy dwóch oznaczonych 
liczb ułamkowych.

Wspomniane wątpliwości usuwa twierdzenie następujące:
Tw. I. Je ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  w j a k ą k o l w i e k ,  b y l e  od 

z e r a  w i ę k s z ą  w s p ó l n ą  w i e l o k r o t n o ś ć  m i a n o w n i k ó w  d w ó c h  
l i c z b  u ł a m k o w y c h

(m, p) i (w'  p'),

a p r z e z  Z i V i l o r a z y  p o d z i a ł u  l i c z b y  w o d p o w i e d n i o  p r z e z  p i p\ 
to,  bez  w z g l ę d u  na w y b ó r  j e d n o s t k i ,  k a ż d a  l i c z b a  u ł a m k o w a ,  
r ó w n a  l i c z b i e

(1. m —|— V . wt', w)

i t y l k o  l i c z b a  u ł a m k o w a ,  s p e ł n i a j ą c a  ten wa r u n e k ,  p r z e d s t a ­
w i a ć  b ę d z i e  s u mę

(m,p)-j-m',p').

Żeby twierdzenie to uzasadnić, zachowajmy wszystkie oznaczenia, któremi po­
sługiwaliśmy się wyżej przy podawaniu definicyi dodawania liczb ułamkowych. 

Ponieważ (§ 48, tw. I) mamy

ponieważ nadto 

przeto

(Z. m, l . p) — (m, p) 

(Z'. Mi', V ,p) — (m\ p'),

I ,p  =  l' ,p' =  w

(l .Mi, w) =  (мг, p)

(Г . Mi', w) —  (mî', p').

Z tego znów wynika, na 
liczby

jako równe liczbom

podstawie definicyi równości liczb ułamkowych, że

(Z . mî, w) i (Z'. mî', w)

(mi, p) i (Mi', p’), 
i

będącemi odpowiednio miarami odcinków a a', są także same odpowiednio 
miarami tychże odcinków a i a'. Zatem odcinek d, dtóry mieści się dokładnie 
w razy w jednostce długości u mieścić się będzie

a
Z. mî razy w o odcinku a 

V . мг' razy w odcinku a'.
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Z tego zaś wynika, że odcinek d mieści się w sumie b odcinków u i a' tyle 
razy, ile wynosi suma

l . m  - f -  V . m '.

Ponieważ zaś odcinek d mieści się w razy w jednostce u, przeto liczba ułam- 
kowa
(1 )  ( l . m  - J -  V . m \  w)

jest miarą odcinka b, gdy za jednostkę przyjmujemy odcinek u.
Ponieważ zaś każda liczba ułamkowa, równa liczbie (1), przedstawia, na 

podstawie definicyi równości liczb ułamkowych, także miarę odcinka b przy 
rozważanej jednostce, przeto każda liczba ułamkowa, równa liczbie (1), uważana 
być może za sumę liczb ułamkowych

(2) (m, p) i (m', p').

Chodzi jeszcze tylko o to, czy za sumę liczb (2) uważana być może 
t y l k o  liczba ułamkowa, równa liczbie (1). Otóż, jeżeli pewna liczba ułamkowa 
(m", p") ■ może być uważana za sumę liczb (2), to przy stosownym wyborze 
odcinka u i po wyznaczeniu odcinka b w sposób określony wyżej, będzie ona 
przedstawiać miarę odcinka b, gdy odcinek u przyjmiemy za jednostkę. Ponie­
waż zaś widzieliśmy, że, bez względu na wybór odcinka właściwego u liczba (1) 
przedstawia miarę odcinka b, gdy odcinek u przyjmiemy za jednostkę, przeto 
liczba (m", p") i liczba (1), jako miary tego samego odcinka przy tej samej 
jednostce długości, są równe pomiędzy sobą, a to tylko pozostawało jeszcze 
do udowodnienia.

Bezpośrednim następstwem twierdzenia powyższego są twierdzenia nastę­
pujące:

Tw. II. J e ż e l i  p e w n a  l i c z b a  u ł a m k o w a  p r z e d s t a w i a  s u m ę

(! )  К  p) +  K )  f  )

d w ó c h  l i c z b  u ł a m k o w y c h  (m, p) i (m', p'), to  k a ż d a  l i c z b a  u ł a m ­
kowa,  j e j  r ó wna ,  i t y l k o  l i c z b a  u ł a m k o w a ,  s p e ł n i a j ą c a  ten wa ­
r un e k ,  p r z e d s t a w i a  t a k ż e  p o w y ż s z ą  sumę.

Z twierdzenia poprzedzającego wynika bezpośrednio tw. następujące:
Tw. III. W a r u n e k  k o n i e c z n y  i w y s t a r c z a j ą c y ,  ab y  p e w n a  

l i c z b a  u ł a m k o w a  (m", p") p r z e d s t a w i a ł a  s umę  (1), w y r a z i ć  m o ż e ­
my  p r z e z  r ó w n o ś ć

(m", p") =  (m, p) - f  (m', f  )').

‘) W podręcznikach arytmetyki orzeczenie,
(Л). ie  »liczba ułamkowa u "  jest sumą liczb ułamkowych u i « '»  
i orzeczenie,
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Tw. IV . Je ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z

(m, p), (m\ p'\ (Wj. p,) i (m\, p\) 

c z t e r y  l i c z b y  u ł a m k o w e ,  s p e ł n i a j ą c e  r ó w n o ś c i

(1) (m, p) =  (mu pt) ; (m\ p') =  (m\, p ',),

to  w t ak i m r a z i e  z a c h o d z i  t a k ż e  r ó w n o ś ć :

(2) (m, p) - f  (»«', p') =  (Wj, p j  -j- (w'j, p'i).

Żeby twierdzenie to uzasadnić, zwróćmy się znowu do definicyi dodawania 
liczb ułamkowych i zachowajmy wszystkie oznaczenia, któremiśmy się przy 
podawaniu tej definicyi posługiwali. Ze względu na równości (1) liczby

(«h, pt) i (m\ p\)

będą odpowiednio, po przyjęciu odcinka u za jednostkę, miarami tych odcin­
ków a i a', których miarami są liczby

(iw, p) i (m', p')

przy rozważonej jednostce; jeżeli więc pewna liczba ułamkowa (m", p") jest 
miarą sumy h odcinków a i a', to ona przedstawia zarówno sumę

jako też i sumę
(wi, p) -j- (»»' p') 

K ,  +  p'i))-

że »zachodzi równość
(В) u" =  «  -j- m'«
przyjmowane bywają najczęściej za dwa zdania równoważne bez żadnych wyjaśnień, jako 
rzecz sama przez sie rozumiejąca się. Takie postępowanie jest niezawodnie n i e p o p r a wn e :  
istotnie, z definicyi symbolu

u -|- u'

wynika, że ten symbol przedstawia nie jakąś jedną liczbę ułamkową, lecz jest wspólnym 
symbolem liczb ułamkowych, stanowiących razem pewną klasę (К ). Póki więc nie jest udo- 
wodnionem, że wszystkie liczby klasy (K) są równe pomiędzy sobą, póki nadto nie jest wy- 
kazanem, że każda liczba równa jednej z liczb klasy (K) sama do tej klasy należy, poty nie 
można, niewykraczając przeciwko zasadom rozdz. 11I-go części 1-szej, wyrażać przez równość 
(B) treści zdania (A), albowiem, gdyby nie wszystkie liczby klasy (K) były równe pomiędzy 
sobą, to, wbrew rzeczonym zasadom, równość (B) i równość

u’ "  — «  +  « '
gdzie u "' przedstawia czwartą liczbę ułamkową, nie pociągałyby za sobą równości

u" =  u '"  ;
gdyby zaś nie każda liczba, równa jakiejś liczbie klasy (K), sama do klasy (K) należała, to 
równość (B) nie stanowiłaby warunku wystarczającego, ażeby « "  była sumą liczb u-\-u'. 

Nadmieniamy, że przy innych działaniach można poczynić całkiem analogiczne uwagi.
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Mamy więc (tw. III) zarazem

(m", p") — (m, p) -j- (m', p')

(*»", p") =  (w1; pi) - f  (w'x, у /Д

skąd wynika równość (2), którą mieliśmy właśnie uzasadnić.
Tw. У. (Własność przemienności sumy dwóch składników). J a k i e k o l ­

wi e k  l i c z b y  u ł a m k o w e  o z n a c z y l i b y ś m y  p r z e z  (m, p) i (m p ' ) ,  
m a m y  w k a ż d y m  r a z i e

(1) К  P) +  (»*'. Я') =  K  P ') +  (»», p).

Prawdziwość twierdzenia tego dostrzegamy już intuicyjnie bezpośrednio ze 
względu na definieyę dodawania liczb ułamkowych, ale rozważane twierdzenie 
jest także łatwe do uzasadnienia na podstawie Tw. I; jeżeli bowiem zwrócimy 
się do oznaczeń, któremi w tym twierdzeniu posługiwaliśmy się, to natychmiast 
stwierdzimy, że prócz równości

(2) (m, p) -j- (m p ' )  =  (l . m -j- V . m’ w) 
mamy i równość
(3) (m' p’) -}- (w, p) =  {V m, w), -

a ponieważ na podstawie znanych własności liczb całkowitych

l . m -{- V . m' =  V . m' -j- l . m;
ponieważ więc mamy

(Ï . m -j- V . m, w) —  (V w),

przeto ze względu na (2) i (3) zachodzi równość (1), o uzasadnienie której 
właśnie chodziło.

Tw. T I. Je ż e l i  d wi e  l i c z b y  u ł a m k o w e

(m, p) i (m,, Pl)

s p r a w d z a j ą  n i e r ó w n o ś ć

(!) К  P) <  (»h, Pi),

to, j a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  u ł a m k o w ą

(“ ', P')

r o z w a ż a l i b y ś m y ,  m a m y  w k a ż d y m  r az i e :

(2) {m' p') -f- (m, p) <  {m\ p') - f  (mL, px).
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Istotnie, przyjmijmy za jednostkę jakikolwiek odcinek właściwy u i uważajmy 
odcinki

a, a1 i a',

których miarami byłyby odpowiednio liczby

(ж, p), (m ,, рг) i (ж', pr).
Ze względu (1) mamy

zatem
(3)
a ponieważ sumy

a <  ch,

a' a <  a' -f- e15

K ,  J>') +  (ж, p) i (ж', p') -f- (ж1, Pl)

przedstawiają odpowiednio, przy rozważanej jednostce, miary odcinka

C l1 —j -  Cl

i odcinka

przeto (§ 47, Def. I), nierówność (3) pociąga za sobą nierówność (2), o dowód 
której właśnie chodziło.

§ 50. Zwróćmy się do tego przypadku szczególnego mierzenia odcinków 
współmiernych z jednostką długości u, w którym odcinek u jest podwielo- 
krotnością odcinka a, mającego uledz mierzeniu. Jeżeli tedy odcinek u mieści 
się w odcinku a m razy, to na podstawie ogólnych definicyi, podanych w ustę­
pach poprzedzających, miarą odcinka a będzie liczba ułamkowa

(ж, 1),

tę osobliwość mająca, iż mianownikiem jej będzie jedność. Z drugiej znów 
strony, żeby określić długość odcinka a w rozważanym przypadku, dostate- 
cznem jest oznaczyć liczbę całkowitą m, określającą ile razy odcinek u mieści 
się w odcinku a. Z tego powodu umawiamy się, że orzeczenie:

» P e wn a  l i c z b a  c a ł k o w i t a  ж j e s t  m i a r ą  o d c i n k a  a w r a z i e  
p r z y j ę c i a  p e w n e g o  o d c i n k a  u za j e d n o s t k ę «  w y r a ż a  iż o d c i n e k  
u mi e ś c i  si ę ж r a z y  w o d c i n k u  a.

Z natury rzeczy zwraca się teraz nasza uwaga do zbioru,, który powstaje 
przez złączenie razem zbioru liczb ułamkowych i zbioru liczb całkowitych. 
Nowy zbiór, w ten sposób utworzony, zowie się zbiorem  liczb w y m ier n y ch  
bezw zględnych  a każdy element tego zbioru, bez względu na to, czy jest liczbą 
ułamkową czy też całkowitą, zowie się liczbą w y m iern ą  bezw zględną.

Ponieważ w niniejszym rozdziale nie będziemy rozważać żadnych innych 
liczb wymiernych, prócz liczb wymiernych bezwzględnych, przeto, dla krótkości,
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zastępować będziemy wyrażenie »liczba wymierna bezwzględna« przez wyra­
żenie »liczba wymierna«.

Czytelnik uzasadni sam z łatwością twierdzenie następujące:

Tw. I. J e ż e l i  o d c i n e k  w ł a ś c i w y  u, p r z y j ę t y  za  j e d n o s t k ę  
d ł u g o ś c i ,  j e s t  o z n a c z o n y ,  t o  w t a k i m r a z i e  k a ż d e j ,  d o wo l n i e  na­
p r z ó d  d a n e j  l i c z b i e  wy mi e r n e j ,  o d p o w i a d a  o d c i n e k  o z n a c z o n e j  
d ł u g o ś c i ,  k t ó r e g o  m i a r ą  j e s t  w ł a ś n i e  o w a  l i c z b a  wy mi e r n a .

Okoliczności, które doprowadziły nas do ogólnego pojęcia liczby wymiernej, 
nastręczają nam definicye następujące:

Def. I . J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  w i uf d w i e  d o w o l n i e  d a n e  
l i c z b y  wy mi e r n e ,  to o r z e k a ć  b ę d z i e m y ,  że te l i c z b y  s p e ł n i a j ą  
p i e r w s z y  dr ug i  l ub t r z e c i  ze z w i ą z k ó w

w =  w', w <C w' i w >> w',

z a l e ż n i e  o d  tego,  c z y  o d c i n k i  a i e '  w y z n a c z o n e  z w a r u n k u ,  a b y  
po  p r z y j ę c i u ,  d o w o l n i e  n a p r z ó d  w y b r a n e g o ,  o d c i n k a  w ł a ś c i ­
we g o  u za j e d n o s t k ę ,  m i a r a m i  i ch b y ł y  l i c z b y  w i w', s p e ł n i a j ą  
związek

a =  a1,
z w i ą z e k

a <C
c z y  t e ż  z w i ą z e k

a >> a'.

Def. II. W y n i k i e m  d o d a n i a  j a k i e j k o l w i e k  l i c z b y  wy m i e r ­
nej  w' do  j a k i e j k o l w i e k  d r u g i e j  l i c z b y  w y m i e r n e j  w, c z y l i  s umą 
l i c z b  w i w', z o w i e m y  k a ż d ą  l i c z b ę  w y m i e r n ą ,  która,  w r a z i e  
p r z y j ę c i a  j a k i e g o k o l w i e k  o d c i n k a  w ł a ś c i w e g o  u za j e d n o s t k ę ,  
m o ż e  być  u w a ż a n a  za mi ar ę  o d c i n k a ,  r ó w n e g o  s umi e  tych dwó c h  
o d c i n k ó w  a i a', k t ó r y c h  m i a r a mi  b y ł y b y  o d p o w i e d n i e  l i c z b y  
w i w'; za s y m b o l  s umy  l i c z b  w i w' p r z y j m u j e m y  s y m b o l

w -[- uf,

a l i c z b y  w i w' z o w i e m y  sk ła d n ik a m i  i ch sumy.
Powyższe definicye oczywiście nie mogą doprowadzić do żadnej sprzecz­

ności z definicyami, przyjętemi już przez nas w teoryi liczb ułamkowych, ale 
zachodzi wątpliwość czy one nie naruszają zasad, wyłożonych w rozdziale IH cim 
części I i czy nie mogą doprowadzić do sprzeczności z teoryą liczb całkowi­
tych. Żeby wątpliwości te usunąć i zdobyć przez to prawo do ostatecznego 
przyjęcia rzeczonych definicyi, wystarczy oczywiście uzasadnić twierdzenia na­
stępujące:
Wstęp do analizy. 2
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(A) D e f i n i c y a  I c z y n i  z a d o ś ć  o g ó l n y m  z a s a d o m  w y ł o ż o n y m  
w r o z d z i a l e  III-cim  c z ę ś c i  I - s ze j .

(B) P o r ó w n a n i e  i l o ś c i o w e  d w ó c h  l i c z b  c a ł k o w t y c h  na p o d ­
s t a w i e  def .  I d o p r o w a d z a  z a w s z e  do  t e go  s a m e g o  wy n i k u ,  c o  
i c h  p o r ó w n a n i e  w e d ł u g  r e guł y ,  p r z y j ę t e j  w t e o r y i  l i c z b  c a łk o - ' 
wi t y c h .

(C) J e ż e l i  p e w n a  l i c z b a  c a ł k o w i t a  j e s t  w y n i k i e m  d o d a ­
w a n i a  d w ó c h  l i c z b  c a ł k o w i t y c h  na p o d s t a w i e  def .  II, t o  ta 
l i c z b a  z l e w a  si ę z w y n i k i e m  d o d a w a n i a  r o z w a ż a n y c h  l i c z b  
we d ł u g  r e g u ł y ,  p r z y j ę t e j  w t e o r y i  l i c z b  c a ł k o w i t y c h .

Upewnijmy się najpierw o słuszności twierdzeń (B) i (C). W tym celu 
oznaczmy przez m m' dwie liczby całkowite jakiekolwiek i oznaczmy przez 
a i a! odcinki, których miarami byłyby odpowiednio te liczby w razie przy­
jęcia za jednostkę pewnego odcinka właściwego u. Ponieważ mamy

a — m . u 
a' = m ' .u ,

przeto, na podstawie def. I liczbę m należy uważać albo za równą liczbie m\ 
albo za mniejszą lub też za większą od niej zależnie od tego, czy mamy

a — a' , a <  a' czy też a >  a'.

Z drugiej znów strony, zależnie od tego, czy odcinki a i a' sprawdzać będą 
pierwszy, drugi czy też trzeci z powyższych związków, liczba m oczywiście 
będzie, w znaczeniu przyjętym w teoryi liczb całkowitych, albo równa liczbie 
m\ albo mniejsza lub większa od niej. Zatem, twierdzenie (B) zachodzi w po­
danym brzmieniu. Żeby upewnić się także o słuszności tw. (C) należy tylko 
zważyć, iż miarą odcinka

a -)- a'

będzie liczba całkowita, przedstawiająca, w znaczeniu, przyjętym w teoryi liczb 
całkowitych, sumę

m -j- m',

skąd wynika, że, zgodnie z brzmieniem tw. (G), suma dwóch liczb całkowitych 
w znaczeniu, przyjętym w teoryi liczb całkowitych, jest zarazem i sumą tychże 
liczb w znaczeniu def. II.

Pozostaje jeszcze do uzasadnienia tw.(A). Twierdzenie to wysnujemy w od­
powiednim miejscu z twierdzeń, które podajemy niżej.

Tw. II. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  (m, p) j a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  
u ł a m k o w ą ,  a p r z e z  l j a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  c a ł k o w i t ą ,  to z wi ąz ki .

(1) (m, p) =  l, 0m, p) <  l i (m, p) >  l
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b ę d ą  r ó w n o w a ż n e  o d p o w i e d n i o  z w i ą z k o m

(2) ni =  l . p, m <  l . p i m >  l . p.

Istotnie, przyjąwszy jakikolwiek odcinek właściwy u za jednostkę, uwa­
żajmy odcinki a i b, których miarami byłyby odpowiednio liczba ułamkowa 
(m, p) i liczba całkowita l. Ponieważ sam odcinek u jest wspólną podwielo- 
krotnością odcinków b i u i ponieważ odcinek u mieści się w odcinku b tyle 
razy, ile wynosi liczba l, a w odcinku u jeden raz, przeto liczba ułamkowa

(Ï, 1) .
jest, przy rozważanej jednostce długości, miarą odcinka b. Zatem na podstawie 
reguły porównywnnia ilościowego liczb ułamkowych, związki

(3) (m, p) =  (l, 1), (m, p) <  (7, 1) i (w, p) >  (/, 1) 

są równoważne związkom
a =  b, a <C.b i a^> b.

Ponieważ zaś te ostatnie trzy związki są, na podstawie def. I, odpowiednio 
równoważne związkom (1), przeto związki (1) są odpowiednio równoważne 
związkom (3). Ale (§ 47, tw. I) związki (3) są równoważne odpowiednio 
związkom

m. 1 =  1 .p , in . 1 < 1 . p i m . 1 >  l .p,

które znów oczywiście równoważne są związkom (2). Zatem związki (1) i (2) 
są, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, odpowiednio równoważne pomiędzy sobą.

W niosek I. Ż e b y  l i c z b a  u ł a m k o w a  r ó w n a ł a  się l i c z b i e  c a ł ­
k o wi t e j ,  k o n i e c z n e m  j e s t  i w y s t a r c z a j  ąc em,  ż e b y  j e j  l i c z n i k  
p o d z i e l n y b y ł  p r z e z  m i a n o w n i k ;  o d n oś  ny i l o r  az p r z e d s t a w i a  
w ł a ś n i e  l i c z b ę  c a ł k o w i t ą ,  r ó w n ą  r o z w a ż a n e j  l i c z b i e  u ł a m ­
ko we j .

W niosek II. Ż e b y  o z n a c z o n a  l i c z b a  u ł a m k o w a  r ó w n a ł a  s i ę  
zeru,  k o n i e c z n y m  j e s t  i w y s t a r c z a j  ąc e  m, ż e b y  j e j  l i c z n i k  r ó ­
wn a ł  s i ę zeru.

Obecnie możemy już łatwo uzasadnić Iw. (A). Udowodnione przed chwilą 
twierdzenie poucza nas w szczególności, iż wynik porównania ilościowego liczby 
ułamkowej i liczby całkowitej nie jest zależny od wyboru jednostki długości. 
Z drugiej strony wynik porównania ilościowego dwóch liczb ułamkowych jest 
również niezależny (§ 47, tw. I, Wniosek) od wyboru jednostki. Nadto, ze 
względu na tw. (B), wynik porównania ilościowego dwóch liczb całkowitych 
także nie zależy od wyboru jednostki. Zatem, w y n i k  p o r ó w n a n i a  i l o ś c i o ­
we g o  d w ó c h  l i c z b  w y m i e r n y c h  w ż a d n y m  r a z i e  ni e z a l e ż y  od  
w y b o r u  j e d n o s t k i  d ł ug o ś c i .  Opierając się na tej uwadze, możemy w twier-

2*
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dzeniaeh, podanych pod (A), (B), (G), (D), (E) i (F) w § 47, uważać, że symbole

a, ß i y

nie koniecznie oznaczające liczby ułamkowe, lecz jakiekolwiek już liczby wy­
mierne, i uzasadnić je w tej ogólniejszej postaci tą samą metodą, którą posłu­
giwaliśmy się w § 47-ym. Ponieważ zaś twierdzenie, podane w niniejszym 
paragrafie pod (A), równoważne jest układowi w powyższy sposób rozszerzo­
nych, a pod (A), (B), (C), (D), (E) i (F) w § 47-ym podanych twierdzeń, przeto 
najeży uważać tw. (A) niniejszego paragrafu za uzasadnione.

Ostatecznie uzasadniliśmy każde z twierdzeń, podanych wyżej pod (A), 
(B) i (C). i tem samym usunęliśmy wszelką wątpliwość co do poprawności 
definicyi I II.

Tw. III. J e że l i  c z t e r y  l i c z b y  w y m i e r n e

w. w\ w i w\
s p e ł n i a j ą  r ó w n o ś c i

j W — M'i ,
(1) i

I u>' =  w\

a j a k a ś  p i ą t a  l i c z b a  w y m i e r n a  W  u w a ż a n a  b y ć  m o ż e  za sumę

(2) w -j- w\

to l i c z b a  W  m o ż e  b y ć  u w a ż a n a  t a k ż e  za s u mę

(3) м-i -f- w\

Istotnie, z założeń twierdzenia wynika, że istnieje pewien odcinek wła­
ściwy w, który ma własność następującą: jeżeli odcinek ten przyjmiemy za 
jednostkę i wyznaczymy dwa odcinki a i a', których miarami byłyby odpo­
wiednio liczby w i w', to miarą odcinka

a —j— a

będzie liczba W. Ponieważ zaś, na podstawie def. I, z równości (1) wynika, 
że miarami odcinków a i a', przy rozważanej jednostce, będą odpowiednio 
i liczby

« i  w\,

przeto, na podstawie def. II, liczbę W. zgodnie z brzmieniem twierdzenie, uwa­
żać można za sumę

wx -j- w\.

Tw. IV. Jeże l i  p e w n a  l i c z b a  w y m i e r n a  W  p r z e d s t a w i a  
s u mę
(1) w -\-w'
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p e w n y c h  d w ó c h  l i c z b  w y m i e r n y c h

w i w',

a p e w n a  c z w a r t a  l i c z b a  w y m i e r n a  Wx s p r a w d z a  r ó w n o ś ć :  

(2) Wt =  W,

to l i c z b a  Wl m o ż e  t a k ż e  b y ć  u w a ż a n a  za s u mę  (1).
Istotnie, z założeń twierdzenia wynika, że istnieje pewien odcinek wła­

ściwy w, który ma własność następującą: jeżeli odcinek ten przyjmiemy za 
jednostkę i wyznaczymy odcinki a i a', których miarami byłyby odpowiednio 
liczby w i w', to liczba W będzie miarą odcinka

(3) a -f- a'.

Ale, ze względu na równość (2) i na def. I, liczba W1 będzie również miarą 
sumy (3). Zatem, na podstawie def. II, liczba Wt może być także uważana, 
zgodnie z brzmieniem twierdzenia, za sumę (1).

Tw. V. J e ż e l i  k a ż d a  z p e w n y c h  d w ó c h  l i c z b  w y m i e r n y c h  
W  i И7, u w a ż a n a  b y ć  m o ż e  za s u mę

(1) w Ą -w’

d w ó c h  l i c z b  w y m i e r n y c h  w i w’, to w t a k i m r a z i e  z a c h o d z i  
r ó w n o ś ć
(2) W =

Żeby twierdzenie to udowodnić, zważmy najpierw, że, ze względu na 
tw. II można do każdej liczby wymiernej, chociażby i całkowitej, dobrać liczbę 
ułamkową jej równą. Zatem, można będzie niezawodnie znaleźć cztery liczby 
ułamkowe spełniające równości następujące:

( 3)
j Ы, p) — w

I (m'. p') — w'

(4)
j (2, r) =  W

U i ,  r 0 =  w x:

Otóż na podstawie założeń twierdzenia niniejszego jako też równości (4) 
i tw. IV, każdą z liczb ułamkowych
(5) (2, r) > (2i, ri)
uważać można za sumę

w -j- w'.



22 § 50

Z tego zaś wynika, na podstawie równości (3) i tw. III, że każdą z liczb ułam­
kowych (5) uważać można za sumę

(m, p) - f -  {m\ p').

Zatem (§ 49, tw. II) zachodzi niezawodnie równość

(2. r) =  (2i , rt),
a z tej równości, jakoteż równości (4), wynika równość

W — Wl ,

na której właśnie twierdzenie polega.
Tw. VI'. W y z n a c z e n i e  s u m y  d w ó c h  l i c z b  w y m i e r n y c h  j e s t  

z a w s z e  w y k o n a l n e .
Istotnie, ze względu na tw. III możemy zawsze zastąpić przy dodawaniu 

liczb wymiernych każdy składnik przez równą mu liczbę ułamkową i sprowa­
dzić w ten sposób zagadnienie do wyznaczenia sumy dwóch liczb ułamkowych. 
To zaś ostatnie zagadnienie jest zawsze (§ 49, Tw. I) rozwiązalne. Zatem wy­
znaczenie sumy dwóch liczb wymiernych jest rzeczywiście zawsze wykonalne.

Twierdzenia III, IV, V i VI możemy oczywiście wyrazić łącznie w postaci 
jedynego twierdzenia następującego:

Tw. VII. D o d a w a n i e  l i c z b  w y m i e r n y c h  j e s t  z a w s z e  w y k o ­
nal ne,  a w y n i k  d o d a w a n i a  z a l e ż y  j e d y n i e  o d  w a r t o ś c i  s k ł a d n i ­
kó w i j e s t  o z n a c z o n y  w z u p e ł n o ś c i  c o  do war t ośc i ,  a l e  też t y l k o  
c o  do  wa r t o ś c i .

Uwaga I. Z p o w y ż s z e g o  t w i e r d z e n i a  wy n i k a ,  że  w a r u n e k  
k o n i e c z n y  i w y s t a r c z a j ą c y ,  a b y  p e w n a  l i c z b a  w y m i e r n a  I f  uwa­
ż a n a  b y ć  m o g ł a  za  w y n i k  d o d a n i a  p e w n e j  l i c z b y  w y m i e r n e j  w’ 
do  p e wn e j  d r u g i e j  l i c z b y  w y m i e r n e j  w m o ż n a  w y r a z i ć  pr z e z  
r ó w n o ś ć

W =  w -j- w'.

Uwaga II . Z uwagi I wynika, że treść tw. III możemy obecnie wyrazić 
jak następuje: j e ż e l i  c z t e r y  l i c z b y  w y m i e r n e

w, w’, Wi i w\
s p e ł n i a j ą  r ó w n o ś c i

w =  w1 i w' —w\ ,

t o  w t a k i m r a z i e  z a c h o d z i  r ó w n o ś ć :

(1) w -j- w' =  Wi -j- w\ '

Tw. VIII. (Własność łączności dodawania). J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z

to, w' i w"
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t r z y  d o w o l n i e  d a n e  l i c z b y  w y mi e r n e ,  to m i e ć  b ę d z i e m y :
(2) (w - j- w') -\- w"  =  w —|— (w' —)— w")

Istotnie, w każdym razie znajdą się trzy liczby ułamkowe o pewnym 
wspólnym mianowniku

V

odpowiednio równe liczbom (1). Oznaczywszy odpowiednio przez
от, m' i от"

liczniki rzeczonych liczb ułamkowych, mieć będziemy

w =  (m, p), w' =  (от', p), w" == (от", p).
Zatem,

w -f- «■', =  (от -)- m', p\ 

w’ -j- w" — (m! m", p)
sk ąd

I (m> —J- w ') w” =  ( \tn -f- m'] -f- w", p)
(3)

I w  -f- (w' -f- w") —  (m -j- \m' -f- w*"], p)-

Ponieważ zaś, na podstawie znanych własności liczb całkowitych, mamy

[m -j- m'] -(- m "  — m -f- \m' m"),
przeto

( [ot - f  m'] -f- ot", p) =  (m [ot' +  OT"]r /)),

a z tej równości, jakoteź równości (3) wynika właśnie równość (2), którą chcie­
liśmy uzasadnić.

Tw. IX . (Własność przemienności). J a k i e k o l w i e k  l i c z b y  w ym i e r n e 
o z n a c z y l i b y ś m y  p r z e z  w i w\ m a m y  z a w s z e

(1) w —|- w' — w' -j— w.
Istotnie oznaczmy przez

(ot, p) i :(ot', p')

dwie liczby ułamkowe spełniające równości

(ot, p) =  w i (ot, p') =  w'

Ze względu na Uw. II przy tw. VII mamy
w -f- w' =  (w, p) 4 -  (ot', p')\ w' -f- w =  (ot', p') +  (ot, />), 

a ponieważ (§ 49, tw. V) mamy
(ot, p) +  (ot', p ') =  (ot' p ') +  (OT, p) 

przeto równość (1) będzie rzeczywiście zawsze spełniona.



24 § 50

Tw. X . J e ż e l i  o z n a c z y m y  pr z e z  w j a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  wy­
mi e r n ą ,  a p r z e z  tej i wt d w i e  l i c z b y  wy mi e r ne ,  s p e ł n i a j ą c e  nie-  
r ó w n o ś ć
( 1 ) M>1 <  M>j,
t o  m i e ć  b ę d z i e m y
(2) w —J— îf j <  w —)— wt.

Istotnie, uważajmy liczby ułamkowe

(w, p), (Wj. p{) i (w2, рг),
spełniające równości
(3) (w, jj) =  M', (w,, px) =  m’j i (щ, pt) =  щ.

• f
Ze względu na (1) mamy

(»4 , Vi) <  (Wi*> Pi)
zatem (§ 49, tw. VI)

(4) (m, P) +  (Щ , Pt) <  К  P) +  («4 . A )- 

Ale ze względu na (3) (Uwaga II przy tw. VII) mamy

w +  wx =  (m, /») +  ( ą ,  Pi) 

w +  гс2 =  (»г, p) (»и,, рг)

a z tych równości i nierówności (4) wynika nierówność (2) o uzasadnienie której 
właśnie chodziło.

Tw. ХГ. K a ż d a  l i c z b a  w y m i e r n a  w s p e ł n i a  r ó w n o ś c i  n a s t ę ­
p u j ą c e
(1 )  w - f -  0 =  w 
o r a z
(2) 0 Ą- w =  w.
Istotnie, oznaczywszy przez

(m, p)

liczbę ułamkową, spełniającą równość

(3)
i zważywszy następnie, że
(4)

(m, p) =  w 

(0, p) =  0,

wnosimy z równości (3) i (4) (Uwaga II przy tw. VII) że

. .7-1
mamy więc

w +  0 = . (m, p) -j- (0, p) =  (m 4 -0 ,  p) =  (w, p); 

w Ą - 0 =  (tn, p),
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a zatem, ze względu na (3), równość (1) rzeczywiście zachodzi. Ponieważ zaś 
(Tw. IX)

0 -j— w — w -j- 0,

przeto zachodzi i równość (2), a więc twierdzenie jest uzasadnione w zupełności.
W  tym rozdziale pomijamy teoryę sum, więcej niż dwóch składników, 

ze względu na ogólną teoryę, którą wyłożymy w dwóch następujących roz­
działach.

§ 51. Ułamkiem właściwym nazywamy każdą liczbę ułamkowrą

К  p),
która sprawdza nierówności

0 <  (m, p) <  1.

Opierając się na tw. II § poprzedzającego, upewniamy się łatwo, że wa­
r u n e k  k o n i e c z n y  i w y s t a r c z a j ą c y ,  aby  l i c z b a  u ł a m k o w a

(m, p)

b y ł a  u ł a m k i e m  w ł a ś c i w y m ,  p o l e g a  na n i e r ó w n o ś c i a c h
0 <i m p.

Powiadam teraz, że k a ż d a  l i c z b a  u ł a m k o w a ,  k t ó r a  ni e j e s t  
u ł a mk i e m w ł a ś c i w y m  i nie r ó w n a  si ę p r z y  t e m ż a d n e j  l i c z b i e  
c a ł k o w i t e j ,  m o ż e b y ć  p r z e d s t a w i o n a  w p o s t a c i  s u my  l i c z b y c a ł -  
k o wi t e j ,  od  z e r a  w i ę k s z e j ,  i u ł a m k a  w ł a ś c i w e g o .  Przekonywamy się 
o tem w sposób następujący: Uważajmy jakąkolwiek liczbę ułamkową

(m, p);
gdybyśmy mieli

m =  0 albo m =  p,

to mielibyśmy w pierwszym przypadku

(m, p) =  0,

(w, p) — l.

0 <  ni p,

a w drugim 

Gdyby zaś było

to rozważona liczba byłaby już ułamkiem właściwym. Pozostaje więc do zba­
dania przypadek, kiedy
(1) m >  p.

Na podstawie teoryi dzielenia liczb całkowitych możemy zawsze- wyzna­
czyć dwie liczby całkowite q i r w ten sposób, żeby

(2) m =  q . p -j- r
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oraz
(3) r < p ,

a ze względu na (1) okaże się, że mieć będziemy

(4)
Gdyby wypadło 

to mielibyśmy

q > 0 .  

r =  0,

(m, p) =  q

i rozważana liczba ułamkowa równałaby się liczbie całkowitej q. Jeżeli zaś ta 
okoliczność nie zachodzi, to mamy
(5) r >  0.

Z drugiej znów strony ze względu na (2) mamy:

a ponieważ

przeto
(6)

(m, p) =  (q. p, p) +  (r, p),

(q.p, p) =  q 

(m, p) =  q-\- (r, p).

Ponieważ, ze względu na (3) i (4) mamy

0 <  (r, p) <  1,
a nadto liczba q spełnia nierówność (4), przeto wzór (6) jest dowodem słuszności 
uwagi, którą pragnęliśmy uzasadnić.

Liczba q zowie się częścią całkowitą, a liczba ułamkowa

(r, p),
częścią właściwie ułamkową liczby ułamkowej

K  p)-
Suma liczby całkowitej i liczby ułamkowej zowie się liczbą ułamkową

mieszaną.
§ 52. D ef I. Odejmowaniem j a k i e j k o l w i e k  w y m i e r n e j 1) b, pr zy -  

j ęt e j  za odjemnik, od j a k i e j k o l w i e k  l i c z b y  w y m i e r n e j  a, p r z y j ę t e j  
z a  odjemną, z o w i e m y  c z y n n o ś ć ,  p o l e g a j ą c ą  na d o b r a n i u ,  do  l i c z b  
w y m i e r n y c h  a i b, t a k i e j  l i c z b y  w y m i e r n e j  x, k t ó r a  s p r a w d z i ­
ł a b y  p r z y n a j m n i e j  j e d n ą  r ó w n o ś ć

*) W dalszym ciągu niniejszego rozdziału będziemy niekiedy zastępować wyrażenie 
»liczba wymierna« przez wyrażenie krótsze »liczba«.
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(1) b -\-x =  a,
l ub
(2) x -j- b =  a.

Ponieważ, bez względu na to, jaką liczbę wymierną oznaczymy przez x, 
mamy (§ 50, tw. IX) w każdym razie

b -f- X — X -j- b,

przeto, skoro tylko liczba x sprawdza jedną z równości (1) lub (2), to ta 
liczba sprawdza i drugą z rzeczonych równości.

Z uwagi tej wynika, że w dalszym ciągu będziemy mogli bez różnicy 
uważać równość (1) albo równość (2) jako tę, która określa liczbę x  w zale­
żności od liczb a i b.

Przy powyższem znaczeniu liter a, b i x, liczba x zowie się resztą odej­
mowania liczby b od liczby a. Reszta odejmowania liczby b od liczby a zowie 
się także różnicą liczb a i b. Za symbol tej różnicy przyjmujemy symbol a— b.

Przy odejmowaniu obejmujemy odjemną i odjemnik wspólną nazwą wy­
razów odnośnej różnicy; przy czem uważamy odjemną za pierwszy, a odjemnik 
za drugi wyraz różnicy.

Tw. I. Ż e b y  o d e j m o w a n i e  p r z y  d a n y c h  o d j e m n e j  i o d j e m-  
ni ku b y ł o  w y k o n a l n e ,  k o n i e c z n e m  j e s t  i w y s t a r c z a j  ąc e m,  ż e b y  
o d j e m n ą  nie b y ł a  m n i e j s z a  od  o d j e mn i k a .

Istotnie, załóżmy, iż do pewnych liczb wymiernych a i b można dobrać 
taką liczbę x, żebyśmy mieli
(1) b -j- x — a.
Ponieważ mamy w każdym razie

x ^ 0 .
przeto (§ 50, tw. X),

b -f- x >  b 0,
a ponieważ

Ь +  0 =  Ь,
przeto

b -f- x  >  b.

Otóż ze związku tego i ze związku ( l )  wynika związek
(2) b < , a.

Zatem, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, związek ten jest koniecznym warun­
kiem wykonalności odejmowania. Pozostaje więc tylko do okazania że, gdy 
związek (2) zachodzi, to istnieje liczba wymierna x, sprawdzająca równość (1). 
Otóż, jakiekolwiek byłyby liczby wymierne a i b, zawsze istnieć będą dwie 
liczby ułamkowe

(1, p) i (m, p)
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o pewnym wspólnym mianowniku p, takie, żeby

(3) (l, p ) =  a, (m, p ) =  b.

Ponieważ zaś ze związków (2) i (3) wynika związek

l ^  m,

przeto odejmowanie liczby całkowitej m od liczby całkowitej l będzie wyko­
nalne. Oznaczywszy przez r odnośną resztę, mieć będziemy

(4) m-\- r =  l.
Jeżeli więc przyjmiemy
(5) X =  (r, p), 
to zachodzić będzie związek

(m, p)-\-x =  {l, p).

Zatem, ze względu na (3), liczba x, określona równością (5), sprawdza równość 
(1). Udowodniliśmy więc, że związek (2) jest wystąrczającem warunkiem wyko­
nalności odjęcia liczby b od liczby a, co właśnie pozostawało jeszcze do okazania.

Uwaga. Z t w i e r d z e n i a  p o w y ż s z e g o  wy n i k a ,  że, j e ż e l i  o z n a ­
c z y m y  przez a i b j a k i e k o l w i e k  dwie l i c z b y  wy mi e r ne ,  to z a w s z e  
w y k o n a l n e  b ę d z i e  a l b o  o d e j m o w a n i e ,  z a z n a c z o n e  we  w z o r z e

a — b

a l b o  o d e j m o w a n i e ,  z a z n a c z o n e  we  w z o r z e
b — a »);

o d e j m o w a n i a  zaś, z a z n a c z o n e  w o bu  t y c h  w z o r a c h ,  w y k o n a l n e  
b ę d ą  j e d n o c z e ś n i e  w r az i e ,  i t o  t y l k o  w raz i e ,  k i e d y  z a c h o d z i ć  
b ę d z i e  r ó w n o ś ć

a =  b.

Tw.  II.  J e ż e l i  k a ż d a  z p e w n y c h  d w ó c h  l i c z b  w y m i e r n y c h  
x i x' u w a ż a n a  b y ć  m o ż e  za r e s z t ę  o d e j m o w a n i a  p e w n e j  l i c z b y  
w y m i e r n e j  b o d  p e w n e j  l i c z b y  w y m i e r n e j  a, to l i c z b y  x i x' są 
p o m i ę d z y  s o b ą  r ó wn e .  O d w r o t n i e ,  j e ż e l i  d wi e  l i c z b y  w y m i e r n e  
x i x ' s ą  p o m i ę d z y  s o b ą  r ó w n e ,  a j e d n a  z ni c h x p r z e d s t a w i a

*) W związku z powyższa uwagą znajduje się pewna chwiejność w używaniu wyra 
żenią »różnica liczb a i 6«; niekiedy oznaczają przez to wyrażenie, w przeciwieństwie do 
definicyi podanej poprzednio w tekście, wynik odejmowania tej z liczb a i 6 od drugiej, która 
nie jest od tej ostatniej większa. Żeby zapobiedz nieporozumieniu nie będziemy używać wy­
razu »różnica« w takim znaczeniu, lecz w miejsce jego posługiwać się będziemy wyrażeniem 
różnica bezwzględna. Wobec tego istnienie różnicy bezwzględnej dwóch danych liczb wymier­
nych jest zapewnione w każdym razie.
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wy n i k  o d e j m o w a n i a  l i c z b y  b od l i c z b y  a, to d r u g a  p r z e d s t a w i a  
t a k ż e  wy n i k  o d e j m o w a n i a  l i c z b y  b o d  l i c z b y  a.

Istotnie, jeżeli każdą z liczb x  i x' uważać można za resztę odejmowania 
liczby b od liczby a, to mieć będziemy

0 ) O* + я II S

oraz
(2) b -J- od =  a.
skąd
(3) b x  —  b -{-

Ponieważ zaś ta równość (§ 50 tw. X) nie mogłaby zachodzić, gdybyśmy mieli

x  =j= x\

przeto, zgodnie z brzmieniem pierwszej części twierdzenia, mamy rzeczywiście

(4) x — x'.

Jeżeli zaś spełnione są założenia drugiej części twierdzenia (która stanowi od­
wrócenie pierwszej), to w takim razie zachodzą równości (1) i (4). Ale z rów­
ności (4) wynika równość (3), a z równości (3) i (1) wynika równość (2), która 
właśnie wyraża, iż liczba x' rzeczywiście przedstawia wynik odejmowania liczby 
b od liczby a. Zatem uzasadniliśmy w zupełności twierdzenie, o które chodziło.

W niosek I. Z t w i e r d z e n i a  p o w y ż s z e g o  w y n i k a ,  że w a r u n e k  
k o n i e c z n y  i w y s t a r c z a j ą c y ,  ab y  p e wn a  l i c z b a  x  b y ł a  w y n i k i e m  
o d e j m o w a n i a  p e w n e j  l i c z b y  b od  p e w n e j  l i c z b y  a, w y r a z i ć  m o ­
ż e m y  p r z e z  r ó w n o ś ć
(1) x  — a — b.

W niosek II. R ó w n o ś ć  (1) i r ó w n o ś c i

(2) b-\-x =  a oraz xĄ -b  =  a

są p o m i ę d z y  s o b ą  r ó w n o w a ż n e .
Istotnie, ze względu na wniosek I równość (1) wyraża warunek konieczny 

i wystarczający, aby liczba x była wynikiem odejmowania liczby b od liczby a; 
z drugiej zaś strony, ze względu na Def. I i na uwagi, poczynione na początku 
niniejszego paragrafu, każdy ze związków (2) wyraża także warunek konieczny 
i wystarczający, aby liczba x była resztą odejmowania liczby b od liczby a. 
Zatem omawiane związki są rzeczywiście pomiędzy sobą równoważne.

Wniosek III. Ponieważ na podstawie teoryi dodawania liczb wymiernych 
(§ 50, Tw. XI) mamy

a -(- 0 =  a,
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jakąkolwiek liczbę wymierną oznaczylibyśmy przez a, przeto ze względu na 
Wniosek II, z w i ą z k i

a — b i a —  b — 0

p o m i ę d z y  d w o m a  l i c z b a m i  w y m i e r n e m i  a i b są r ó w n o w a ż n e  
p o m i ę d z y  sobą .

Tw.  III. J e ż e l i  c z t e r y  l i c z b y  w y m i e r n e  a, b a' i b\ s p e ł n i a j ą  
r ó w n o ś c i
(1) a — a'-, b =  b\

a o d e j m o w a n i e ,  z a z n a c z o n e  w j e d n y m  ze w z o r ó w

(2) a — b i a' — b\

j e s t  w y k o n a l n e ,  to o d e j m o w a n i e ,  z a z n a c z o n e  w d r u g i m w z o r z e ,  
j e s t  t a k ż e  w y k o n a l n e ,  a n a d t o  m a m y

(3) ' a — b =  a' —  b'.

Istotnie, przyjmijmy istnienie równości (1) oraz wykonalność odejmowania, 
zaznaczonego w jednym ze wzorów (2). Ze względu na ostatnie założenie i na 
Tw. I zachodzić będzie jeden przynajmniej ze związków

a ^ b  i « ' ^

a stąd wynika, na podstawie równości (1), że drugi z tych związków także 
zachodzić będzie. Zatem (Tw. I), w rzeczywistości, odejmowanie zaznaczone 
w każdym ze wzorów (1) będzie wykonalne. Pozostaje jeszcze do uzasadnienia 
istnienie równości (3). W  tym celu przyjmijmy

(4) X =  a—b.
Mamy tedy (Tw. II, Wnios. II)

h -)- X — a

skąd, ze względu na (1) i na Tw. VII z § 50, wynika

b' -\- X =  a'
a stąd dalej (Tw. II, Wnios. II)

X — a' — V.

Z tej równości i równości (4) wynika równość (3), która pozostawała jeszcze 
do uzasadnienia.

Treść twierdzeń I, II i. III możemy wyrazić krótko w sposób następujący: 
Tw. IV. O d e j m o w a n i e  o z n a c z o n e j  l i c z b y  w y m i e r n e j  b od  

o z n a c z o n e j  d r u g i e j  l i c z b y  w y m i e r n e j  j es t  w y k o n a l n e  w r a z i e  
i t y l ko  w razi e ,  k i e d y  o d j e m n i k  b nie j e s t  w i ę k s z y  od o d j e m n e j
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a; g d y  w a r u n e k  t en j e s t  s p e ł n i o n y ,  to r e s z t a  j e s t  o z n a c z o n a  
w z u p e ł n o ś c i  c o  do wa r t o ś c i ,  al e  też  t y l k o  po d  t y m w z g l ę d e m  
i z a l e ż y  j e d y n i e  o d  w a r t o ś c i  o d j e m n e j  i o d j e mn i k a .

§ 53. Często zachodzi potrzeba rozwiązania zagadnienia typu następują­
cego: d a n a  j e s t  l i c z b a  w y m i e r n a  w, p r z e d s t a w i a j ą c a  mi ar ę  pe ­
wn e g o  o d c i n k a  a w p r z y p a d k u ,  kiedy za j e d n o s t k ę  p r z y j m u j e m y  
p e w i e n  o d c i n e k  w ł a ś c i w y  «' , w s p ó ł m i e r n y  z o d c i n k i e m  a; d ana  
j es t  r ó w n i e ż  l i c z b a  w y m i e r n a  w', p r z e d s t a w i a j ą c a  mi a r ę  o d ­
c i nka  «'  w razi e ,  k i e d y  za j e d n o s t k ę  p r z y j m u j e m y  p e w i e n  i nny 
o d c i n e k  w ł a ś c i w y « ,  w s p ó ł m i e r n y  z o d c i n k i e m « ' .  W y z n a ­
c z y ć  l i c z b ę ,  p r z e d s t a w i a j ą c ą  m i a r ę  o d c i n k a  a w r a z i e  
p r z y j ę c i a  o d c i n k a  u z a  j e d n o s t k ę .

W przypadku szczególnym, kiedy każda z liczb wymiernych w i w' jest 
liczbą całkowitą, iloczyn (§ 42, tw. VII) liczb w i w' przedstawia właśnie liczbę/ 
która czyni zadość warunkom zadania, a nadto, jak łatwo stwierdzić po 
bliższym zbadaniu dowodu tego faktu, liczba w' występuje jako mnożna, a liczba 
w jako mnożnik. Te uwagi doprowadzają nas do przyjęcia definicyi następującej:

Def. I. Iloczynem m n o ż e n i a  o z n a c z o n e j  l i c z b y  w y m i e r n e j  w\ 
p r z y j ę t e j  za mnożną p r z e z  dr u g ą  l i c z b ę  w y m i e r n ą  w, p r z y j ę t ą  
za mnożnik, z o w i e m y  l i c z b ę  wy m i e r n ą ,  p r z e d s t a w i a j ą c ą  po do ­
w o l n y m  o z n a c z e n i u  o d c i n k a  w ł a ś c i w e g o « ,  m a j ą c e g o  b y ć  p r z y ­
j ę t y m  z a  j e d n o s t k ę ,  mi ar ę  o d c i n k a  a, o k r e ś l o n e g o  pr z e z  to, iż 
mi ar ą  j e g o  b y ł a b y  l i c z b a  w, g d y b y ś m y  p r z y j ę l i  za j e d n o s t k ę  
taki  o d c i n e k  «' , k t ó r e g o  mi a r ą ,  w r a z i e  p r z y j ę c i a  o d c i n k a  «  
za j e d n o s t k ę ,  b y ł a b y  l i c z b a  w'.

M n o ż n e j  i m n o ż n i k o w i  w i l o c z y n i e  d w ó c h  l i c z b  wy m i e r ­
ny c h  d a j e m y  w s p ó l n ą  n a z w ę  czynników i l o c z y n u .  Za  s y m b o l  i l o ­
c z y nu,  w k t ó r y m  p e w n a  l i c z b a  w y m i e r n a  w' p r z y j ę t a  j es t  za 
mnoż ną ,  a p e w n a  d r u g a  l i c z b a  w y m i e r n a « ’ — z a m n o ż n i k ,  p r z y j ­
m u j e m y  bez  r ó ż n i c y  k a ż d y  z s y m b o l ó w

w' X  w i w' .w.
Powyższa definicya z pewnością n ie  m o ż e  być zastosowana do przy­

padku, kiedy liczba и/, przyjęta za mnożną, równa jest zeru, albowiem, gdy­
byśmy mieli

w' =  0,

to odcinek « ' byłby odcinkiem niewłaściwym i nie mógłby zatem w żadnym 
razie być przyjęty za jednostkę. Natomiast, jeżeli liczba wymierna w', przyjęta 
za mnożną, nie równa się zeru, a liczba w, przyjęta za mnożnik, jest równa 
zeru, to definicya nasza może być stosowana, ale w takim razie zachodzi ta 
osobliwość, iż odcinek, oznaczony w definicyi przez a, jest odcinkiem n i e wł a -



32 § 53

ś c i w y m ;  zatem w r o z w a ż a n y m  p r z y p a d k u  każda l i c z b a  w y mi e r n a  
r ó w n a  z e r u  i t y l k o  l i c z ba ,  s p e ł n i a j ą c a  ten wa r u n e k ,  u w a ż a n a  
b y ć  m o ż e  z a  i l o c z y n

w X  w' •

Okoliczność ta doprowadza nas do uzupełnienia Def. I. przez przyjęcie 
definicyi następującej.

Def. II. I l o c z y n e m  m n o ż e n i a  l i c z b y  w y m i e r n e j  r ó w n e j  zeru 
p r z y j ę t e j  z a m n o ż n ą ,  p r z e z  j a k ą k o l w i e k  d r u g ą  l i c z  bę wy mi e r ną ,  
p r z y j ę t ą  za mn o ż n i k ,  z o w i e m y  k a ż d ą  l i c z b ę  r ó w n ą  z e r u  i t y l k o  
l i c z b ę ,  s p e ł n i a j ą c ą  t en wa r u n e k .

Zanim przejdziemy do badania dalszych następstw definicyi I i II zazna­
czamy przedewszystkiem, że, jak to czytelnik sam spostrzeże, zwróciwszy się 
do rozważań, które doprowadziły nas do przyjęcia def. I, iloczyn dwóch liczb 
całkowitych w znaczeniu definicyi I i II nie różni się od iloczynu ich w zna­
czeniu przyjętym w teoryi liczb całkowitych.

(A) J e ż e l i  p e w n e  d wi e  l i c z b y  w y m i e r n e  w1 i w\ s p r a w d z a j ą  
r ó w n  o ś c i
(1) wt =  w, w\ =  w'

a p e w n a  l i c z b a  w y m i e r n a  x u w a ż a n a  by ć  m o ż e  za i l o c z y n

(2) w\ . wx,

to l i c z b a  x m o ż e  b y ć  u w a ż a n a  t a k ż e  za i l o c z y n

(3) w '. w.

(B) M n o ż e n i e  z a z n a c z o n e  we  w z o r z e

w' . w.

j e s t  z a w s z e  w y k o n a l n e ,  a za  o d n o ś n y  i l o c z y n  u w a ż a n a  b y ć  
m o ż e  k a ż d a  l i c z b a  w y m i e r n a  i t o t y i k o  l i c z b a  w y m i e r n a  r ó w n a  
l i c z b i e  u ł a m k o w e j ,  k t ó r e j  l i c z n i k  i m i a n o w n i k  r ó w n a j ą  si ę o d ­
p o w i e d n i o  i l o c z y n o w i  l i c z n i k ó w  i i l o c z y n o w i  m i a n o w n i k ó w  
d w ó c h  l i c z b  u ł a m k o w y c h

(4) (m’, p') i (m, p). 

p o d l e g a j ą c y c h  temu t y l k o  w a r u n k o w i ,  ż e b y

I (»*', V') =  w'

I («b P) =  w
(5)
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(C) J e ż e l i  k a ż d a  z p e w n y c h  d w ó c h  l i c z b  w y m i e r n y c h  x i x' 
u w a ż a n a  b y ć  m o ż e  za i l o c z y n

w . w',

to  te l i c z b y  s p e ł n i a j ą  r ó w n o ś ć
(6) X =  x'.

Przystępując do dowodu tego twierdzenia, zważmy przedewszystkiem, że 
jeżeli jedna przynajmniej z liczb w albo uf równa się zeru, to, jak czytelnik sam 
stwierdzi, opierając się na Def. I i II, twierdzenie niniejsze niezawodnie zachodzi. 
Wobec tego rozwiniemy dowód twierdzenia niniejszego w założeniu, iż mamy
(7) w >  0 oraz uf >  0.

Załóżmy, że pewna liczba wymierna x uważana być może za iloczyn (2). 
Ponieważ, ze względu na (1), i (7) mamy

w\ >  0,

przeto na podstawie Def. I, rzeczone założenie wyraża, iż istnieje pewien odci­
nek właściwy u, spełniający warunek następujący: jeżeli wyznaczywszy odci­
nek u', którego miarą, w razie przyjęcia odcinka u za jednostkę, byłaby liczba w\, 
wyznaczymy jeszcze odcinek a, którego miarą, w razie przyjęcia odcinka u' 
za jednostkę, byłaby liczba to liczba x  będzie miarą odcinka a, gdy 
przyjmiemy odcinek u za jednostkę. Ale ze względu na równości (1) liczba w' 
uważana być może za miarę odcinka u' w razie przyjęcia odcinka u za jed­
nostkę, a liczba w —  za miarę odcinka a, gdy przyjmiemy odcinek u' za 
jednostkę. Zatem na podstawie Def. I, liczba x zgodnie z brzmieniem części (A) 
twierdzenia, uważana być może za iloczyn (3).

Przechodząc do części (B) naszego twierdzenia, załóżmy że liczby ułam­
kowe (4) spełniają równości (5), i oznaczmy przez u dowolnie przyjęty odcinek 
właściwy. Następnie,, wyznaczywszy odcinek u', z tego warunku, aby miarą 
jego była liczba

(m\ p')

w razie przyjęcia za jednostkę odcinka u, uważajmy odcinek a, którego miarą 
jest liczba

{m, pY

w przypadku, kiedy za jednostkę przyjmujemy odcinek u'. Odcinek a istnieć 
będzie niezawodnie, gdyż, ze względu na związki (5) i (7), mieć będziemy

К  p') >  o,
skąd znów wynika, że odcinek u' będzie odcinkiem właściwym, a na tern właśnie 
polega konieczny i wystarczający warunek istnienia odcinka a. Mamy

(m' .p, p' .p) =  (m', p')
Wstęp do analizy. 3
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oraz (от' .  от, m '. p) — (w, p),

albowiem żadna z liczb całkowitych p' i от' zeru równać się nie może.
Z równości powyższych wynika, że w razie przyjęcia odcinka u za jed­

nostkę, liczbę
К  -p, V' -p)

można uważać za miarę odcinka u', a w razie przyjęcia odcinka u' za jed­
nostkę, za miarę odcinka a możemy uważać liczbę

(от'. от, от' . p).

Z tego zaś wnosimy, że jeżeli oznaczymy przez d odcinek, mieszczący się do­
kładnie tyle rezy w odcinku u' ile wynosi iloczyn

от' . p,

to odcinek d mieścić się będzie w odcinkach a i u odpowiednio tyle razy, ile 
wynoszą iloczyny

от' .от i p ' . p.
Zatem liczba ułamkowa
(8) (от' . ot, p ' . p)

przedstawia miarę odcinka a w przypadku, kiedy przyjmiemy odcinek u za 
jednostkę. Przeto, na podstawie Def. I, każda liczba wymierna, równa liczbie
(8) , przedstawia iloczyn
(9) (ot', p') .{m,p).

Z tego znów wynika, ze względu na równości (5) i na to, żeśmy część (A) na­
szego twierdzenia już uzasadnili, że każda liczba wymierna, równa liczbie (8), 
uważana być może za iloczyn (3). Zatem żeby uzasadnić w zupełności część 
(B) naszego twierdzenia, pozostaje tylko do udowodnienia, że t y l k o  liczba 
wymierna równa liczbie (8) uważana być może za iloczyn (3). Otóż, jeżeli 
pewna liczba x iloczyn ten przedstawia to, ze względu na wynik podany pod 
(A) i na równości (5) liczba x  uważana być może za iloczyn (9). Ale powie­
dzenie, że liczba sc przedstawia iloczyn (9) wyraża, iż można odcinek u tak 
dobrać, żeby po kolejnym wyznaczeniu odcinków u' i a w sposób, omówiony 
wyżej, okazało się, że liczba x uważana być może za miarę odcinka a w razie 
przyjęcia odcinka u za jednostkę. Ponieważ zaś stwierdziliśmy już, że bez 
względu na wybór odcinka właściwego m, liczba (8) może w każdym razie być 
uważana za miarę odcinka a, gdy za jednostkę przyjmiemy odcinek u, przeto 
liczba x i liczba (8), jako będące miarami tego samego odcinka przy tej samej 
jednostce długości, spełniają równość

x  =  (ot'  . от, p ' . p).
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Zatem uzasadniliśmy w zupełności tę część twierdzenia, którą podaliśmy 
pod (B). Żeby nareszcie uzasadnić i część (C) twierdzenia, oznaczmy przez

(m, p) i (m\ p')

dwie liczby ułamkowe, spełniające równości (5). Ponieważ na podstawie uza­
sadnionej już części (B) naszego twierdzenia tylko liczba równa liczbie ułam­
kowej (8) uważana być może za iloczyn (3), przeto, skoro każda z liczb x i x' 
uważana być może za iloczyn (3), to będziemy mieli

x  (m' .m, p ' . p)
oraz

. x' — (m‘ . m, p ' . p),

skąd wynika równość x =  x',

na której właśnie polega część (C) naszego twierdzenia.
W niosek I. Ze w z g l ę d u  n a c z ę ś ć ( C )  p o w y ż s z e g o  t w i e r d z e n i a  

i ze w z g l ę d u  na to, że na p o d s t a w i e  Def . I.  i Def. II, k a ż d a  l i c z b a  
wy mi e r n a ,  r ó w n a  l i c z b i e  wy mi e r n e j ,  p r z e d s t a w i a j ą c e j  i l o c z y n  
o z n a c z o n y c h  d w ó c h  l i c z b  w y m i e r n y c h ,  m o ż e  b y ć  s a ma  uważana 
za r z e c z o n y  i l o c z y n ,  w a r u n e k  k o n i e c z n y  i wy  s t a r c z a j  ący,  aby  
o z n a c z o n a  l i c z b a  x  u w a ż a n a  b y ć  m o g ł a  za  i l o c z y n

w '. w

l i c z b y  w y m i e r n e j  m>', p r z y j ę t e j  za mn o ż n ą ,  p r z e z  l i c z bę i e ,  p r z y ­
j ę t ą  za mn o ż n i k ,  w y r a z i ć  m o ż e m y  p r z e z  r ó w n o ś ć

X =  w' .w.

W niosek II. Z e s t a w i a j ą c ,  p o w y ż s z y  w n i o s e k  z c z ę ś c i ą  (A) 
t w i e r d z e n i a  d o s t r z e g a m y ,  że, s k o r o  c z t e r y  l i c z b y  wy m i e r n e  w,
w\ tct i w\ s p e ł n i a j ą  r ó w n o ś c i

•w1 =  w oraz w' =  w', 
to  w t ak i m r a z i e  mamy :

w' .w =  u\ .w\.

W niosek III. I l o c z y n  d w ó c h  l i c z b  w y m i e r n y c h ,  z k t ó r y c h  
j e d n a  r ó w n a  się j e d n o ś c i ,  r ó w n a s i ę  z a w s z e  d r u g i e j  z tych liczb.

Treść części (A) i (C) powyższego twierdzenia możemy wyrazić przez twier­
dzenie następujące.

Tw. II. I l o c z y n  d w ó c h  l i c z b  w y m i e r n y c h  z a l e ż y  t y l k o  od 
w a r t o ś c i  m n o ż n e j  i mn o ż n i k a ,  j e s t  zaś  o z n a c z o n y  t y l k o  c o  do  
wa r t o ś c i ,  a l e  po d  t y m w z g l ę d e m  j e s t  o z n a c z o n y  w z u p e ł n o ś c i .

Tw.  III. Ż e b y  i l o c z y n  d w ó c h  l i c z b  wy  mi e r n y c h  w i w’ r ó w n a ł  
się z e r u  p o t r z e b a  i w y s t a r c z a ,  ż e b y  j e d n a  p r z y n a j m n i e j  z t y c h  
l i c z b  r ó w n a ł a  si ę zeru .

3*
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Istotnie, to iż podany w twierdzeniu warunek jest wystarczejącem, abyśmy
mieli
(1) u>' .w =  0

wynika już z Def. II i rozważań, które ją nastręczyły; o tem zaś, że rze­
czony warunek jest konieczny, przekonywamy się w sposób następujący: na 
podstawie części (B) tw. I mamy

(2) w' .w —  (w '. m, p‘ . p),

jeżeli tylko liczby całkowite m, m'. p  i p' tak są dobrane, abyśmy mieli

(3) (m, p) =  w oraz (w', p') =  w' ;

jeżeli więc równość (1) zachodzi, to ze względu na (2) mamy

skąd
(m'. m, p' .p) =  0, 

m' .m — 0,

zatem jedna przynajmniej z liczb całkowitych m i m' równa się zeru. Z tego 
zaś i z równości (3) wynika, że jedna przynajmniej z liczb w i w' musi równać 
się zeru. Tak więc uzasadniliśmy twierdzenie w zupełności.

Tw. IV. ( W ł a s n o ś ć  łączności). Jeżel i  o z n a c z y m y  p r z e z

(1) w, w' i w"

t r z y  l i c z b y  w y m i e r n e  d o w o l n i e  dane.  to mi e ć  b ę d z i e m y :

(2) (w . w') . w" =  w . («■'. w").
Istotnie, oznaczmy przez

(m, p), (m\ p‘\ m", p")

trzy liczby ułamkowe, odpowiednio równe liczbom (1). Mamy tedy

zatem

w .w ’ —  (m . m'. p . p') 

w '. w" =  (w '. m", p ’ . p")

.(w . w'). w" =  (m . m', p p') ■ {m", p")

w . {w '. w” ) =  (m, p ). (m'.  m", p ' . p"),

I (w . w'). w" —  (fm . m'] . m", [p . p '\ . p")

I w . (w'. w") =  (m . \m' . m"). p .\p'. p" } ), 

a ponieważ, na podstawie znanych własności liczb całkowitych, mamy

skąd

(3)
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[m . m'\. m" — m . [m' .  m"]

[p .p ' ) - p " = p .  [p’ -p"]
przeto

([m . m'\ m", \p .p '] . p") =  (m . [m' . w"], p . [p '. p'})

a z tej równości jako też równości (3) wynika właśnie równość (2), którą mie­
liśmy udowodnić.

Tw. Y. ( W ł a s n o ś ć  przemienności). J e ż e l i  m n o ż n a  p e w n e g o  i l o ­
c z y n u  r ó w n a  się m n o ż n i k o w i  p e w n e g o  d r u g i e g o  i l o c z y n u ,  
a m n o ż n i k  p i e r w s z e g o  —  m n o ż n e j  d r u g i e g o ,  to r o z w a ż a n e  d wa  
i l o c z y n y  są t a k ż e  p o m i ę d z y  s o b ą  równe.  I n n e mi  s ł o wy ,  j a k i e ­
k o l w i e k  l i c z b y  w y m i e r n e  o z n a c z y l i b y ś m y  p r z e z  w i w', m a my  
z a w sze

w . w' — w '. w.

Istotnie, jeżeli oznaczymy przez

(w, p) i (»>■'.pr)

dwie liczby ułamkowe, spełniające równości

(m, p) =  w oraz (w', p') =  w',

i uwzględnimy własność przemienności iloczynów liczb całkowitych, to na pod­
stawie części (B) tw. I łatwo stwierdzimy, że mamy

oraz
w '. w =  (m . tn\ p . p) 

w .w' — (m . m', p . p'\

skąd wynika równość, na której niniejsze twierdzenie właśnie polega.

Tw. VI. Je ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z

tv, wy i w;2

t r zy  l i c z b y  w y m i e r n e ,  z k t ó r y c h  p i e r w s z a  s p e ł n i a  n i e r ó w n o ś ć

(1) w > 0, 
t o  n i e r ó w n o ś ć
(2) <  w2 

j e s t  r ó w n o w a ż n a  n i e r ó w n o ś c i

(3) '  w . M’i <  w . m>2.
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Istotnie, jeżeli sprowadzimy do wspólnego mianownika dwie liczby ułam­
kowe odpowiednio równe liczbom wl i мг, to uzyskamy dwie liczby ułamkowe

O i ,  p) i (иг*, p)

0 wspólnym mianowniku p, spełniające równości

(4) . K ,  p) =  wu (m„ p) =  ic2.

Jeżeli znowu oznaczymy przez

(иг'. p'\

liczbę ułamkową spełniającą równość

(5) (m', p') =  w, 

to ze względu na (1) będzie
(6) m' >  0.
Ale z równości (4) i (5) mamy:

w .wt =  (m' . m1; p ' . p) 
w .w t =  (иг'. иг*, p', p)

Zatem związek (3) równoważny jeet związkowi

(иг'. иг1? p' . p ) <  (иг'. m2, p' . p\ 
równoważnemu nierówności

иг'. тг <( m '. иг2

która znów, na podstawie znanych własności liczb całkowitych, równoważna 
jest, ze względu na (6), nierówności

mv <  т г.
Ale ta nierówność, ze względu na (4), jest równoważna nierówności (2). Osta­
tecznie więc, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, nierówności (2) i (3) są równo­
ważne pomiędzy sobą.

Tw. VII. (Własność rozdzielności mnożenia w stosunku do dodawania
1 odejmowania). J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  w, i j a k i e k o l w i e k  
t r z y  l i c z b y  w y mi e r n e ,  to w t a k i m r a z i e  z a c h o d z i  z a w s z e  r ó w ­
n o ś ć
( 1 )  W  . ( m i,  +  M>2)  =  W  . W 1 +  w . u \

o r a z  r ó w n o w a ż n a  j e j  (tw. V) r ó w n o ś ć

(2) (w1 -f- гс2) . w — . w w2 . w ]
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n a d l o  j e ż e l i  z a c h o d z i  z w i ą z e k

(3) wl Mą,

to w t a k i m  r a z i e  p r ó c z  r ó w n o ś c i  (1) i (2) m a m y  r ó w n o ś ć

( 4 )  W . (t6>j —  Mą) =  w\. u \  —  w . w2 

o r az  r ó w n o w a ż n ą  j e j  (tw. V) r ó w n o ś ć

(5) —  Mą). w =  w1 .w  —  Mą . w.

Żeby twierdzenie to uzasadnić, oznaczmy przez

(m, p), (m ,, p t) i (w ,, p t) 

trzy liczby ułamkowe spełniające równości

(6) (m, p) =  w, (w, ,> i )  =  Щ , (»h , p*) =  Mą.
Mamy tedy

w,

skąd

(7)

Pi • P2

, , . ш . (m, . p, 4 -  m .. p,)
W. {w, +  Mą) — ------  * * „  ’

P ■ Pi - Pi

Na podstawie jednak równości (6), mamy jeszcze

m . »»J m .mt .p2
w . M'j =

P P i P-Pi-Pi

skąd

(8)

m . w.w .Wo =  ----------—
P • Pa

m .тг 
P-Pt-Pi  '

W . М?! +  w . wt m .w , . p2 -f- w . w2 . pj 
P P i - P i

a ponieważ, na podstawie znanych własności liczb całkowitych, mamy

W . (Wj . yij -f- »», . px) =  »» . Wj . p* +»»•»»*. p,

przeto z równości (7) i (8) wynika równość (l), a więc i równoważna jej ró­
wność (2).

Żeby uzasadnić równość (4), zważmy, że, ze względu na (3) odejmowanie 
zaznaczam we wzorze

~M'i —  Mą
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jest wykonalne. Z tego zaś wynika, że wzór

W . (tt>! — Wg)

przedstawia liczbę wymierną oznaczonej wartości. Przyjmijmy

(9) X — tv . {w, — wt).
Mamy tedy
(10) x-\- w .w2— w . {w, —  w2) -\- w .w2.

Ale ze względu na twierdzenie, jakie wyraża (1), mamy:

a ponieważ 

przeto

w {w, —  w2) -f- w . w2 — w { (w, —  wt) -j- w2 } ,

К  -  w2) -f- w2 — wx,
-

w . (wx — wt) -J- w . w t = w . w 1.

Z tej zaś równości i równości (10) wynika równość

X -f- w . w2 =  w . w1,
równoważna równości
(11) x —  w .n \  —  w. wa.

Z równości (9) i (11) wynika równość (4) a więc i równoważna jej ró­
wność (5). Zatem uzasadniliśmy w zupełności nasze twierdzenie.

W rozdziale tym pomijamy teoryę iloczynu dowolnej ilości czynników, 
gdyż ze względu na ogólną teoryę, którą podamy w dwóch następujących 
rozdziałach, osobny wykład tego przedmiotu jest zbędny.

§54. Def. D zielen iem  o z n a c z o n e j  l i c z b y  w y m i e r n e j  a, p r z y ­
j ę t e j  za  d zieln ą , p r z e z  o z n a c z o n ą  l i c z b ę  b, p r z y j ę t ą  za d zieln ik  
z o w i e m y  c z y n n o ś ć ,  p o l e g a j ą c ą  na w y z n a c z e n i u  t a k i e j  l i czbya; ,  
z w a n e j  ilora zem , żeby ta l i c z b a  s p e ł n i a ł a  j e d n ą  p r z y n a j m n i e j  
z r ó w n o ś c i
(1) b . X —  a 
lub
(2) X .b — a;

za s y m b o l  i l o r a z u  p r z y j m u j e m y  be z  r ó ż n i c y  k t ó r y k o l w i e k  
z s y m b o l ó w :

7 ■ a a : b i -r - b
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Uwaga. Ponieważ (§ 53, Tw. V), bez względu na wartość liczby x, mamy
b . X =  X . b,

przeto równości (1) i (2) są pomiędzy sobą równoważne; jeżeli więc zachodzi 
jedna z nich, to zachodzi i druga. Z tego zaś wynika, że, n a d m i e n i w s z y ,  
iż p e w n e  l i c z b y  w y m i e r n e  a i b m a j ą  być  p r z y j ę t e  o d p o w i e d n i o  
za d z i e l n ą  i dz i e l n i k ,  z b y t e c z n e m  j e s t  b l i ż e j  z a z n a c z a ć ,  c z y  
o d n o ś n y  i l o r a z  x  ma  b y ć  w y z n a c z a n y  z r ó w n o ś c i  (1) c z y  t eż  
z r ó w n o ś c i  (2).

Ponieważ iloczyn dwóch liczb wymiernych zależy tylko od wartości czyn­
ników i jest sam oznaczony tylko pod względem wartości, przeto przy dzie­
leniu liczb wymiernych i l o r a z  z a l e ż y  t y l k o  od w a r t o ś c i  d z i e l n e j  
i d z i e l n i k a  i j e s t  s am o z n a c z o n y  t y l k o  p o d w z g l ę d e m w a r t o ś c i .  
Innemi słowy, jeżeli cztery liczby wymierne a, b, i a' V spełniają równości

a =  a’ i b =  6',

a pewna liczba x sprawdza jedną z równości

b .x  — a lub b’ . x — a',

to ta liczba x sprawdza i drugą z tych równości, a każda liczba x', równa 
liczbie x, spełniającej równość

b . x =  a,
spełnia równość

b ,x ' =  a.

Tw. I. J e ż e l i  p r z y  d z i e l e n i u  l i c z b  w y m i e r n y c h  d z i e l n i k  b 
j e s t  od  z e r a  wi ę k s z y ,  a d z i e l n a  a ma j a k ą k o l w i e k  wa r t o ś ć ,  t o  
d z i e l e n i e  j e s t  w y k o n a l n e ,  a za  o d n o ś n y  i l o r a z  u w a ż a n a  b y ć  
mo ż e  k a ż d a  t a k a  i t y l ko  t a k a  l i c z b a  wy mi e r n a ,  k t ó r a  r ó w n a s i ę  
l i c z b i e  u ł a m k o w e j

(1) (m . p'. p. m')
g dz i e  s y m b o l e
(2) m, p, m! i p'

o z n a c z a j ą  c z t e r y  l i c z b y  c a ł k o w i t e ,  k t ó r y c h  w y b ó r  o g r a n i c z a  
j e d y n i e  w a r u n e k ,  aby
(3) (ш, p) =  a oraz (m', p') =  b.

Istotnie, jeżeli pewna liczba x uważana być może za iloraz podziału 
liczby a, przyjętej za dzielną, przez liczbę b przyjętą za dzielnik, to ta liczba 
spełnia równość
(4) b . x =  a
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a więc, ze względu na (3), i równość

(5) (m\ p ') .x  — (m, p).

Jeżeli liczba wymierna x  istnieje, to istnieje i liczba ułamkowa

(w, »)
taka, iżby
(6) (w, V) =  X.
Z równości (5) i (6) mamy

(w', p'). (и, v) —  (m , p),
skąd

(w' . M, p ' . v) =  (m, p),
a z tej róvrności wynika
(7) p .m' . u — m .p' .v.

Ponieważ na podstawie założeń twierdzenia mamy

b > 0 ,
przeto ze względu na (3) mamy

m' >  0,

a ponieważ z drugiej strony liczba p, jako mianownik pewnej liczby ułamkowej, 
spełnia nierówność

przeto
P > 0 ,

p .m' >  0.

Z tego wynika, że symbol (1) przedstawia oznaczoną liczbę ułamkową. 
Z  tego zaś wynika dalej na podstawie równości (7), że mamy

(«, v ) = ( m .  p', p . m'\ 
skąd ze względu na (6) mamy

(8) x =  (m . p', p  . m')

Jeżeli więc liczba wymierna x, przedstawiająca iloraz
(9) a : b,

istnieje, to ona spełnia równość (8). Zatem, żeby uzasadnić w zupełności nasze, 
twierdzenie, należy już tylko wykazać, że, skoro pewna liczba wymierna speł­
nia (8), to ona przedstawia iloraz (9), czyli spełnia (4). Załóżmy więc, że liczba x 
spełnia (8). Ze względu na (3) i (8) mamy tedy:

b . x  =  (m', p') . (m.p'r p . m') =  (m'. m . p', p ' . p . m'),
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a ponieważ 

przeto
(m' .m.p' ,  p' .p . w') =  (m, p), 

b . X — (m, p)

43

a z tego wynika ze względu na (3), że liczba x  spełnia (4). Ostatecznie więc 
twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Wniosek I. J e ż e l i  p r z y  d z i e l e n i u  l i c z b  w y m i e r n y c h  d z i e l n i k  
i  j e s t  od z e r a  w i ę k s z y ,  to, j ak ąk o l wi e k  w artość m i a ł a b y  d z i e l n a  
a, w a r u n e k  k o n i e c z n y  i w y s t a r c z a j ą c y ,  aby  l i c z b a  w y m i e r n a  x 
m o g ł a  b y ć  u w a ż a n a  za o d n o ś n y  i l o r az ,  p o l e g a  na r ó w n o ś c i

x =  a : b,

l ub na r ó w n o ś c i  r ó w n o w a ż n e j
a

Innemi słowy, k a ż d a  z d w ó c h  p o w y ż s z y c h  r ó w n o ś c i  j e s t  
r ó w n o w a ż n a  r ó w n o ś c i

b .x  — a.

Tw.  II. Je ż e l i  p r z y  d z i e l e n i u  l i c z b  w y m i e r n y c h  d z i e l n i k  b 
r ó w n a  si ę z er u ,  a d z i e l n a  a j e s t  o d  z e r a  w i ę k s z a ,  to d z i e l e n i e  
nie j e s t  w y k o n a l n e ;  j e ż e l i  z a ś  p r ó c z  d z i e l n i k a  i d z i e l n a  j e s t  
r ó w n a  zeru,  to i l o r a z  j e s t  c a ł k i e m  ni e  o z n a c z o n y ,  i nnemi  s ł o w y  
w t ym p r z y p a d k u  k a ż d a  l i c z b a  w y m i e r n a  bez  w y j ą t k u  uwa ­
ż a n a  b y ć  m o ż e  za i l oraz .

Istotnie, jeżeli mamy
(ljj b =  0 oraz a >  0,
to równość
(2) b . x =  a

nie może zachodzić przy żadnej wartości na x, albowiem mamy w każdym 
razie
(3) b . x  =  0, 
a więc i

b . x  <  a

Zatem w razie istnienia związków (1) dzielenie, zgodnie z brzmieniem 
twierdzenia, nie jest wykonalne. Jeżeli zaś mamy jednocześnie

b — 0 i a =  0 ,

to ze względu na (3) równość (2) będzie spełniona, jakąkolwiek liczbę wy-
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mierną oznaczylibyśmy przez x. Ostatecznie więc twierdzenie zachodzi w po- 
danem brzmieniu.

W niosek I. J e ż e l i  p e w n a  l i c z b a  w y m i e r n a  a j e s t  od  z e r a  
wi ę k s z a ,  to k a ż d y  z s y m b o l ó w

1 dj
j e s t  pozbawiony znaczenia, g d y ż  r z e c z  c z y n i ą c a  z a d o ś ć  d e f i n i c y i  
t y c h  s y m b o l ó w  ( i l o r a z  p o d z i a ł u  w i ę k s z e j  o d  z e r a  l i c z b y ,  p r z y ­
j ę t e j  za dz i e l ną ,  p r z e z  d z i e l n i k  r ó w n y  zeru)  nie istnieje.

W niosek II. S y m b o l

0 : 0 albo ~

n ie  j e s t  w p r a w d z i e  p o z b a w i o n y  z n a c z e n i a ,  al e  ze w z g l ę d u  na 
n i e o z n a c z o n o ś ć  w a r t o ś c i  i l o r a z u  w p r z y p a d k u ,  k i e d y  d z i e l n a  
i d z i e l n i k  r ó w n a j ą  si ę zeru,  w i n i e n  b y ć  u w a ż a n y  za n a z w ę  ga­
t u n k o w ą  l i c z b  w y m i e r n y c h  i z t e g o  p o w o d u ,  j a k o  n i e  p r z e d s t a ­
w i a j ą c y  ż a d n e j  o z n a c z o n e j  w a r t o ś c i ,  ni e  m o ż e  b y ć  k o j a r z o n y  
znaki em r ó w n o ś c i  z ź a d n y m  s y m b o l e m ,  p r z e d s  t a wi  aj ą c y m  o z na ­
c z o n ą  l i c z b ę 1).

§ 55. Tw.  I.  K a ż d a  l i c z b a  u ł a m k o w a  m o ż e  b y ć  u w a ż a n a  za 
i l o r a z  p o d z i a ł u  l i c z n i k a  pr z e z  m i a n o w n i k .

Istotnie, uważajmy jakąkolwiek liczbę ułamkową

(m, p).
Ponieważ mamy

(w, î ) = m ,  (p, l ) = p ,

ponieważ nadto ze względu na definicyę liczb ułamkowych mamy

P > 0 ,
przeto

m — 1) : (p, 1) =  (m, p),
skąd

m : p —  (m, p),

a ta równość wyraża właśnie twierdzenie, o które chodziło.

*) Gdybyśmy się umówili, że wogóle równość
x  — a : b

ma wyrażać, że liczba x  uważana być może za iloraz podziału dzielnej a przez dzielnik b, 
to w takim razie, jakiekolwiek liczby oznaczylibyśmy przez x  i y, mielibyśmy

x =  0 : 0 oraz 0 : 0 =  y ,
ale te równości w b r e w  z a s a d o m  rozdziału 111 Części 1 n ie  p o c i ą g a ł y b y  za sobą 
związku x  =  y.



Uwaga. Powyższe twierdzenie poucza nas, że o j s obny  s y m b o l  na 
l i c z b ę  u ł a m k o w ą  j e s t  z bę dny ,  gdyż ze względu na rzeczone twierdzenie 
mo ż e my ,  jak to się w praktyce zawsze robi, p r z y j ą ć  za s y m b o l  l i c z b y  
u ł a m k o w e j  o l i c z n i k u  m i m i a n o w n i k u  p s y m b o l  i l o r a z u  po ­
dz i a ł u  l i c z n i k a  p r z e z  m i a n o w n i k  a w i ę c  s y m b o l

m : p
lub (częściej używany) s y m b o l

m



II. Ogólne zasady teoryi działań podstawowych.

§ 56. Przy studyowaniu początków teoryi liczb całkowitych poznajemy 
już pod nazwami dodawania, odejmowania, mnożenia i dzielenia cztery czynności 
wykonywalne na liczbach całkowitych. W rozdziale poprzedzającym zapozna­
liśmy się pod temi samemi nazwami z czterema czynnościami, wykonywalnemi 
na liczbach wymiernych wogóle. Przy dalszym studyowaniu matematyki po­
znamy nowe gatunki wielkości, na których wykonywalne są pewne cztery czyn­
ności, również oznaczane przez nazwy dodawania, odejmowania, mnożenia i dzie­
lenia. Zaznaczamy jednak z naciskiem na samym początku niniejszych dociekań, 
że nie istnieją żadne tak ogólne definicye powyższych czynności, żeby na pod­
stawie tych definicyi natura każdej z rzeczonych czterech czynności była okre- - 
ślona ogólnie w stosunku do każdego rodzaju wielkości. W rzeczywistości, 
nazwy: dodawanie, odejmowanie, mnożenie i dzielenie mają znaczenie tylko 
w odniesieniu do oznaczonego gatunku wielkości, na podstawie pewnych defi­
nicyi specyalnie dla rozważanego gatunku wielkości obmyślanych. Jednakowoż, 
przy podawaniu takich definicyi kierujemy się pewnemi ogólnemi zasadami, 
które zamierzamy obecnie wytłómaczyć.

§ 57. Zarówno w teoryi liczb całkowitych, jak i w teoryi liczb wymier­
nych, każda z nazw:

dodawanie, odejmowanie, mnożenie i dzielenie
oznacza pewną czynność (C) polegającą na tem, żeby do danych wielkości 

rozważanego rodzaju dobrać taką nową wielkość tego samego rodzaju, żeby 
czyniła zadość pewnym warunkom (W), określonym przez osobną definicyę (D). 
Zwracając się do teoryi liczb wymiernych, stwierdzamy a posteriori, ze definicya 
(D) w każdym razie tak jest ułożona, iż w jej następstwie, zachodzą w odnie­
sieniu do liczb wymiernych, (a więc w szczególności i w odniesieniu i do liczb 
całkowitych), twierdzenia następujące:

T ff. I. Je ż e l i  p e w n a  w i e l k o ś ć «  r o z w a ż a n e g o  g a t u n k u  s p r a ­
w d z a  w a r u n k i  (W), to  k a ż d a  w i e l k o ś ć  r ó w n a  w i e l k o ś c i  x,. 
s p r a w d z a  t a k ż e  w a r u n k i  (W).
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Tw. II. J e ż e l i  p e w n a  w i e l k o ś ć  x s p r a w d z a  w a r u n k i  (W), 
to ta s a m a  w i e l k o ś ć  s p r a w d z a  j e s z c z e  i te w a r u n k i  (W '), w k t ó r e  
p r z e c h o d z ą  w a r u n k i  (W) w s k u t e k  p o d s t a w i e n i a  w m i e j s c e  da­
nych w i e l k o ś c i  j a k i c h k o l w i e k  wi e l k o ś c i ,  o d p o w i e d n i o  im r ó w ­
nych.

Jeżeli naprzykład liczba wymierna x  jest sumą pewnych liczb a i b, to 
każda liczba x', równa liczbie x, jest także sumą liczb a i b, a sama liczba 
x jest sumą każdej pary liczb a' i odpowiednio równych liczbom a i b.

Twierdzenie I oczywiście równoważne jest następującemu:
Tw. I. a. W a r u n k i  (W)  o d n o s z ą  s i ę  w y ł ą c z n i e  d o  w a r t o ś c i  

w i e l k o ś c i  x, a nie do  ż a d n e j  i nne j  w ł a s n o ś c i  tej  w i e l k o ś c i .
Natomiast, ściśle rzecz biorąc, twierdzenie II niezupełnie jest równoważne 

następującemu:
(B) » Wi e l k o ś ć ,  s p e ł n i a j ą c a  w a r u n k i  (W), z a l e ż y  j e d y n i e  od 

w a r t o ś c i  w i e l k o ś c i  d a n y c h « .
Istotnie, w przypadku naprzykład dzielenia liczb wymiernych iloraz zależy 

nie tylko od wartości tych dwóch liczb wymiernych, na których dzielenie ma 
być wykonane, ale jeszcze od tego, która z tych liczb ma być przyjęta za 
dzielną, a która za dzielnik. Innemi słowy, iloraz zależy nie tylko od wartości 
obu liczb, ulegających dzieleniu, ale jeszcze i od roli, przypadającej każdej 
z nich wobec dzielenia. Ale wogóle, jeżeli chodzi o oznaczenie roli, jaka przy­
pada każdemu z kilku przedmiotów wobec jakiejś rzeczy (C), to, po uprzednim 
wprowadzeniu stosownej umowy, dostatecznem będzie uszeregować rozważone 
przedmioty w pewnym porządku 1), aby tym samym określić w zupełności rolę 
każdego z nich. Jeżeli naprzykład umówimy się, że przy dzieleniu liczb wy­
miernych, uważać będziemy za pierwszą tę z dwóch liczb, mających uledz 
rzeczonemu działaniu, która ma być przyjęta za dzielnik, to, aby oznaczyć rolę 
każdej z dwóch danych liczb wymiernych, na których dzielenie ma być wyko­
nane, dostatecznem będzie uszeregować te dwie liczby, czyli nadać pewnej 
jednej z nich numer pierwszy, a tamtej — numer drugi.

Otóż, jeżeli pewien przedmiot (P) zależy nie tylko od natury każdego 
z kilku innych przedmiotów А, В, C... F, ale i od roli każdego z nich, to 
(zwykle milcząco) zakładamy, iż wprowadzona została umowa, umożliwiająca 
określić rolę każdego z przedmiotów A, B, C... F przez stosowne uszerego-

]) Przypominamy, ze uszeregowanie w oznaczonym porządku tylu oznaczonych przed­
miotów, ile wynosi pewna liczba całkowita n (n >  0), polega na skojarzeniu z każdym z rze­
czonych przedmiotów jednej z liczb

1, 2, 3... n

ale z każdym in e j; przy tych warunkach liczby, skojarzone z rozważanemi przedmiotami, 
zowią się ich numerami czyli liczbami porządkowani.
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wanie tych przedmiotów, i powiadamy dla tego, że przedmiot (P) zależy nie tylko 
od natury przedmiotów A, B, C... F, ale i od ich uszeregowania. Ostatecznie 
tecznie więc twierdzenie II w takim tylko razie możnaby uważać za równo­
ważne tw. (B), gdyby przyjęte było za skróconą postać twierdzenia następu­
jącego:

TV. II. b. W i e l k o ś ć ,  s p r a w d z a j ą c a  w a r u n k i  (W), z a l e ż y  je­
d y n i e  od  w a r t o ś c i  i od  u s z e r e g o w a n i a  w i e l k o ś c i  d a n y c h ,  a nie 
od  j a k i c h k o l w i e k  i n n y c h  o k o l i c z n o ś c i .

Def. I. W o g ó l e  n a z y w a m y  d zia łan iem  a ry tm ety czn e  m  każdą  
c z y n n o ś ć  (C), p o l e g a j ą c ą  na tern, ż e b y  do  d a n y c h  w i e l k o ś c i  
o z n a c z o n e g o  r o d z a j u  (R) d o b r a ć  t a k ą . w i e l k o ś ć  t e g o ż  r o dz a j u ,  
z w a n ą  w y n ik iem  r o z w a ż a n e g o  d z i a ł a n i a  na w i e l k o ś c i a c h  da­
nych,  ż e b y  ta w i e l k o ś ć  s p e ł n i a ł a  p e w n e  w a r u n k i  (W), o k r e ś l o n e  
p r z e z  p e w n ą  d e f i n i c y ę  (D), u m y ś l n i e  d l a  w i e l k o ś c i  r o d z a j u  (R) 
tak o b m y ś l a n ą ,  ż e b y  c z y n n o ś ć  (C) był a w y k o n a l n a  pr z y n a j mn i e j  
w p r z y p a d k u ,  k i e dy  war t o ś c i  w i e l k o ś c i  d a n y c h  s p e ł n i a j ą  pewne 
w a r u n k i  o g r a n i c z a j ą c e ,  i ż e b y  n a d t o  t w i e r d z e n i a  I II n a l e ż a ł y  
do  k o n i e c z n y c h  n a s t ę p s t w  r z e c z o n e j  de f i n i c y i .

Z powyższej definicyi i uwag poczynionych poprzednio wynika, że, w od­
niesieniu do liczb wymiernych, nazwy

dodawanie, odejmowanie, mnożenie i dzielenie
oznaczają pewne działania arytmetyczne. W  rzeczywistości we wszystktch 

przypadkach, w których rzeczone nazwy uważane są za nazwy czynności wy­
konywalnych (może z pewnemi zastrzeżeniami) na wielkościach oznaczonej kate- 
goryi1), oznaczają one pewne działania arytmetyczne.

Działania dodawania, odejmowania, mnożenia i dzielenia obejmujemy 
wspólną nazwą działań podstawowych.

§ 58. Zanim zwrócimy się do ogólnej teoryi działań podstawowych, po­
damy niektóre wiadomości, których znaczenie polega między innemi i na tern, 
że przyczyni się do lepszego uwydatnienia ogólnego pojęcia działania arytme­
tycznego.

Przedewszystkiem zaznaczamy z naciskiem, że bardzo łatwo jest podać 
przykłady takich reguł na wytwarzanie z danych wielkości oznaczonego rodzaju 
nowych wielkości tegoż rodzaju, które nie mogą być uważane za definicye ozna­
czonych działań arytmetycznych. Na przykład do każdego układu dwóch liczb 
ułamkowych

Omawiane nazwy używane bywają niekiedy do oznaczenia rzeczy, które nie są 
czynnościami wykonalnemi na wielkościach, jak n. p. w pewnych teoryach logiki; w tych 
przypadkach rozważane wyrazy oczywiście nie oznaczają działań arytmetycznych.
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możemy zawsze dobrać liczbę ułamkową
m 4 -  p'

(2) -
P + P '  ’

której licznik równa się sumie liczników, a mianownik sumie mianowników 
liczb ułamkowych danych. Jednakowoż czynność polegająca na wyznaczeniu 
liczby (2), gdy liczby (1) są dane, nie jest w c a l e  d z i a ł a n i e m  ar y t me -  
t y c z n e m na liczbach ułamkowych, albowiem, jak się o tem czytelnik łatwo 
sam przekona, definicya rozważanej czynności nie jest taka, żeby w jej na­
stępstwie zachodziły twierdzenia I i II.

Obecnie pragniemy zwrócić uwagę czytelnika na inną okoliczność. Przy 
rozważaniu oznaczonego działania arytmetycznego (D), określonego dla pewnej 
kategoryi wielkości (K), może się wydarzyć, iż pewnym danym wielkościom 
kategoryi (K), uszeregowanym w danym porządku, odpowiada pewien zbiór 
takich n i e r ó w n y c h  pomiędzy sobą wielkości rozważanego rodzaju, że k a ż d a  
z nich uważana być może za wynik wykonania działania (D) na danych wiel­
kościach, przy danym ich uszeregowaniu. W takim razie orzekamy, że rozwa­
żane działanie jest wieloznaczne. Jeżeli zaś wszystkie wielkości, z których każda 
uważana być może za wynik wykonania pewnego działania arytmetycznego na 
oznaczonych wielkościach, uszeregowanych w oznaczony sposób, są równe po­
między sobą, to wówczas mówimy, że rozważane działanie jest jednoznaczne. 
Na przykład dzielenie liczb wymiernych jest działaniem jednoznacznem, skoro 
tylko dzielnik nie równa się zeru; w przypadku zaś, kiedy dzielnik równa się 
zeru, a działanie jest wykonalne, w przypadku więc, kiedy prócz dzielnika 
i dzielna równa się zeru, dzielenie staje się działaniem wieloznacznem.

Nawiązując do podziału działań arytmetycznych na jednoznaczne i wielo­
znaczne, uczynimy pewną ważną uwagę, odnoszącą się do symboliki działań 
arytmetycznych. W tym celu zaznaczamy najpierw, że jeżeli pewien symbol S 
określony został jako symbol wyniku wykonania pewnego działania arytmetycz­
nego (D) na pewnym ciągu (C) wielkości oznaczonej klasy (K )1), to n ie na­
l eży  uważać symbolu S za symbol pewnego oznaczonego elementu klasy (K); 
w rzeczywistości należy uważać symbol S za wspólny symbol każdego z tych 
elementów klasy (K), z których każdy uważany być może za wynik wykonania 
działania (D) na ciągu elementów (C) i których pełny zbiór oznaczymy przez 
(Z); tak np. symbol 9 1

+ 4-
2
5

należy uważać za wspólny symbol wszystkich liczb ułamkowych, równych liczbie
3

_________________ 5 ’
*) Żeby należycie rozumieć dalsze rozważania, nie należy zapominać, że litera S jest 

symbolem symbolu wyniku działania (D), nie zaś samym symbolem tego wyniku.
Wstęp do analizy. i
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podobnie, jak uważamy n. p. wyraz »drzewo« za wspólną nazwę wszystkich 
roślin dobrze nam znanej natury. Ze względu na taki stan rzeczy zachodzi 
okoliczność następująca: jeżeli symbol S wchodzi do pewnego zdania (T), to to 
zdanie, w braku osobnej umowy, określaślającej jego znaczenie, w takim tylko 
razie może być słuszne: jeżeli jest słuszne każde ze zdań, w które przechodzi 
zdanie (T) wskutek podstawienia w miejsce symbolu S indywidualnej nazwy 
(albo indywidualnego symbolu) któregokowiek z elementów zbioru (Z).

Z tej uwagi wynika konieczność pilnego rozróżniania przypadku, kiedy 
działanie (D) jest jednoznaczne, od przypadku, kiedy okoliczność ta nie zacho­
dzi: jeżeli działanie (D) jest jednoznaczne to w razie, kiedy j e d y n i e  wa r ­
t o ś ć  wyniku wykonania działania (D) jest ważna, możemy posługiwać się 
symbolem S, jakgdyby symbol ten był symbolem pewnego jednego elementu 
klasy (K); w szczególności w rozważanym przypadku dowolnie przyjęty element 
a klasy (K) będzie albo spełniał równość

(1) a =  S,
albo jej nie spełni, a istnienie powyższej równości stanowić będzie warunek 
konieczny i wystarczający, ażeby element a mógł być uważany za wynik wy­
konania działania (D) na ciągu (C). Inny jest stan rzeczy, kiedy działanie (D) 
jest wieloznaczne: w takim razie żaden element a klasy (K) nie może spełnić 
równości (1), gdyż żaden element tej klasy nie może równać się jednocześnie 
każdemu elementowi zbioru (Z); z tego powodu, w razie wieloznaczności dzia­
łania (D), nie możemy, bez popełnienia błędu, posługiwać się równością (1) 
i wogóle nie możemy, nawet kiedy chodzi jedynie o wartość wyniku wykonania 
działania (D) na ciągu (C), tak traktować symbol S, jak gdyby ten symbol oznaczał 
pojedynczy element klasy (K). Gdybyśmy np., w razie wieloznaczności działania 
(D), umówili się, że równość (1) ma wyrazić, iż element a jest jeden z tych, 
z których każdy uważany być może za wynik wykonania działania (D) na 
ciągu (C), to umowa ta byłaby sprzeczna z ogólnemi zasadami, do których 
postanowiliśmy zastosowywać się przy określaniu równości, gdyż w rozważa­
nym przypadku, wbrew wspomnianym zasadom, dwa elementy a i b mogłyby 
spełniać odpowiednio równość (1) i równość

b =  S
pomimo istnienia nierówności

а ф{ .

W dydaktyce powyższe uwagi nie zawsze bywają należycie uwzględniane; 
tak np. pomimo że w trygonometryi symbol

arctga.

jest symbolem wykonania działania wieloznacznego na wielkości a, posługują 
się niekiedy równością
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X =  arctga.,

żeby wyrazić, iż wielkość x jest jedną z tych, z których każda uważana być 
może za wynik wykonania działania

na wielkości
arctg

a.

Niekonsekwencye tego rodzaju stanowią źródło niezliczonej ilości błędów i nie­
porozumień.

Żeby zapobiedz wszelkiego rodzaju nieporozumieniom, zaznaczamy, że 
z powyższych rozważań bynajmniej nie wynika, żeby w razie wieloznaczności 
działania (D), symbol S wogóle nie mógł być kojarzony znakiem rôwnos'ci z ja­
kimś innym symbolem; gdyby np. symbol a określony był jako wspólny sym­
bol czyli ogólna nazwa gatunkowa wszystkich wielkości, należących do pewnego 
zbioru (Z'), to nie byłoby żadnej przeszkody do umówienia się, że równość (1) 
ma wyrażać, iż do każdego elementu któregokolwiek ze zbiorów (Z') i (Z) 
można dobrać w drugim z tych zbiorów element równy rozważanemu ele­
mentowi.

§ 59. Teorya działań podstawowych dla jakiegokolwiek rodzaju wielkości 
zawsze się opiera na s z e ś c i u  defmicyach podstawowych, a ten układ sześciu 
definicyi obejmuje dwie kategorye tychże, a mianowicie:

(A) Dwie definicye, które muszą być specyalnie obmyślane dla klasy (K) 
tych wielkości, dla której ma być stworzona teorya działań podstawowych.

(B ) Cztery definicye, których brzmienie z góry jest ustalone bez względu 
na rodzaj rozważanych wielkości.

Definicye kategoryi (A) są następujące:
(A,) Definicya sumy dwóch danych elementów a i b klasy (K), czyli defi- 

nicya wyniku dodania elementu b do elementu a Zaznaczamy przytem, że 
za symbol sumy elementów a i b przyjmujemy symbol

a -f- 6 ;

akt wyznaczania sumy zowiemy dodawaniem, a elementy a i b, ulegające do­
dawaniu, obejmujemy wspólną'nazwą składników.

(A*) Definicya iloczynu mnożenia danego elementu a klasy (K), przyjętego 
za mnożną, przez drugi dany element b tejże klasy, przyjęty za mnożnik.

Za symbol iloczynu mnożnej a i mnożnika b przyjmujemy bez różnicy 
symbol

a . b lub a X  b;

akt wyznaczania iloczynu zowiemy mnożeniem, a elementy, ulegające mnożeniu, 
obejmujemy wspólną nazwą czynników.

i*
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Jedyna całkiem ogólna zasada, do której zastosowujemy się zawsze przy 
podawaniu definicyi (A,) i (Ag), jest następująca:

(C) K a ż d a  z t y c h  d e f i n i c y i  w i n n a  o k r e ś l a ć  w z n a c z e n i u ,  
o m ó w i o n y m  w § 57 i § 58, o z n a c z o n e  d z i a ł a n i a  a r y t m e t y c z n e  
j e d n o z n a c z n e ,  w y k o n a l n e  b e z  z a s t r z e ż e ń .

Z zasady tej wynika że przy danych wartościach dwóch elementów a i b 
klasy (K), każdy z symbolów

a -j- b i a . b (albo a X  b)

przedstawia oznaczonej wartości element zbioru (K). Zatem, na podstawie koń­
cowych uwag paragrafu poprzedzającego, w a r u n e k  k o n i e c z n y  i w y s t a r ­
c z a j ą c y ,  aby  p e w i e n  e l e m e n t  s k l a s y  (K) mó g ł  b y ć  u w a ż a n y  za 
s u m ę  e l e m e n t ó w  a i b, p o l e g a  na r ó w n o ś c i

s =  a - j-  b,

a w a r n n e k  k o n i e c z n y  i w y s t a r c z a j ą c y ,  aby  p e w i e n  e l e m e n t  t 
k l a s y  (K) p r z e d s t a w i a ł  i l o c z y n  e l e m e n t ó w  a i  6, p o l e g a  na r ó w ­
n o ś c i

t =  a . b (albo t =  a X  fy-

Należy przy tern wyraźnie nadmienić, że bynajmniej nie wyklucza się z góry 
przypadku, w którymby sumy

a —j— b i b —|— a
albo iloczyny

a . b i b . a
nie były równe pomiędzy sobą.

Omawiając definicye należące do klasyŁ’(A) musieliśmy z konieczności po­
przestać na ogólnikowem scharakteryzowaniu tychże. Natomiast możemy podać 
definicye, należące do klasy (B), w ich właściwem brzmieniu.

Definicye te opiewają jak następuje:
(B,) Sumą t y l u  d a n y c h  e l e m e n t ó w  k l a s y  (K) u s z e r e g o w a n y c h  

w o z n a c z o n y m  p o r z ą d k u  (P) i z w a n y c h  składnikami, i le w y n o s i  
p e w n a  l i c z b a  c a ł k o w i t a  n, w i ę k s z a  od l i c z b y  2, al e  p o z a t e m  m o ­
g ą c a  m i e ć  j a k ą k o l w i e k  w a r t o ś ć ,  z o w i e m y  w y n i k  d o d a n i a  o s t a ­
tni  ego s k ł a  dni  к a do s umy  r e s z t y  s k ł a d n i k ó w ,  pr z y  z a c h o w a n i u  
l i c z b  p o r z ą d k o w y c h ,  j a k i e  te s k ł a d n i k i  m a j ą  w u s z e r e g o w a n i u  
(P); j e ż e l i  w i ę c  o z n a c z y m y  o g ó l n i e  s k ł a d n i k  o l i c z b i e  p o r z ą d k o ­
w e j  i p r z e z  s y m b o l  a,, to  w t a k i m  r a z i e  w y r a ż e n i e  » s u ma  r o z ­
w a ż a n y c h  s k ł a d n i k ó w  p r z y  r o z w a ż a n y m  i c h  u p o r z ą d k o w a n i u «  
o z n a c z a  o s t a t n i  w y r a z  c i ą g u

S1 ) ) • • • S«)
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kt ór ego  p i e r w s z y  w y r a z  s p e ł n i a  r ó w n o ś ć
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a i-ty, p r z y  

r ó w n o ś ć

si — aii

1 < i ^ n ,

s{ — s(_, -f- a,

W y z n a c z a n i e  s u m y  i l u k o l w i e k  s k ł a d n i k ó w  z o w i e m y  d o d a w a ­
ni em ty c hże .

(B2) Resztę o d e j m o w a n i a  od o z n a c z o n e g o  e l e me nt u  a k l a s y  (K), 
p r z y j ę t e g o  za  odjemną, d r u g i e g o  e l e m e n t u  b t e j ż e  klasy ,  p r z y j ę ­
t ego  za odjemnik, z o w i e m y  k a ż d y  e l e m e n t  x k l a s y  (K), s p e ł n i a j ą c y  
j e d n ą  p r z y n a j m n i e j  z r ó w n o ś c i

(1) + II

lub
(2) x -(- b =  a.

Uwaga. Jeżeli przy dodawaniu dwóch wielkości rozważanej klasy po­
rządek składników nie j e s t  bez  w p ł y w u  na wartość sumy, to należy roz­
różnić d w a  r o d z a j e  o d e j m o w a n i a ,  zależnie od tego, czy reszta ж ma być 
wyznaczana z równości postaci (1) czy też postaci (2). Jeżeli zaś wartość sumy 
dwóch składników od ich uszeregowania nie  z a l eż y ,  to równości (1) i (2) 
są pomiędzy sobą równoważne, gdyż, bez względu na wartość elementu x , 
mamy tedy

b -j- x =  x  -(- b,

skąd oczywiście wynika, że równości (1) i (2) albo obie zachodzą albo też 
obie nie zachodzą; w tym przypadku istnieje j e d e n  t y l k o  r o d z a j  o d e j ­
mo wa n i a .

(Bj) Iloczynem t y l u  dany c h ,  w d a n y m  p o r z ą d k u  (P) u s z e r e g o ­
w a n y c h  e l e m e n t ó w  k l a s y  (K), z w a n y c h  czynnikami, i le w y n o s i  pe­
wna  l i c z b a  c a ł k o w i t a ^ ,  w i ę k s z a  od 2, ale p o z a t e m  j a k a k o l w i e k ,  
z o w i e m y  i l o c z y n  m n o ż e n i a  p r z e z  o s t a t n i  e l ement ,  p r z y j ę t y  za 
mnożni k ,  i l o c z y n u  r e s z t y  e l e m e n t ó w ,  w y z n a c z o n e g o  p r z y  z a c h o ­
wan i u  n u m e r ó w  p o r z ą d k o w y c h ,  j a k i e  te e l e m e n t y  m a j ą  w u s z e ­
r e g o w a n i u  (P); j e ż e l i  w i ę c  o z n a c z y m y  o g ó l n i e  p r z e z  a, c z y n n i k  
o l i c z b i e  p o r z ą d k o w e j  i, to  w t a k i m  r a z i e  w y r a ż e n i e  » i l o c z y n  
r o z w a ż a n y c h  e l e m e n t ó w  przy r o z w a ż a n y m  ich u s z e r e g o w a n i u *  
o z n a c z a  o s t a t n i  w y r a z  c i ą g u

<2, . . .  t„,
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a i-ty, r ó w n o ś ć
*1 =  « u

t i —  t j_ j . dj

p r z y  k a ż d e j  od j e d n o ś c i  w i ę k s z e j ,  ale od l i c z b y  n nie w i ę k s z e j  
w a r t o ś c i  w s k a ź n i k a  i; w y z n a c z a n i e  i l o c z y n u  i l u k o l w i e k  c z y n ­
n i k ó w  z o w i e  się  mnożeniem.

(B4) Ilorazem p o d z i a ł u  d a n e g o  e l e m e n t u  a k l a s y  (K), p r z y j ę ­
t e g o  г -a dzielną, p r z e z  dr ug i  d a n y  e l e m e n t  b t e j ż e  k lasy ,  p r z y j ę t y  
za dzielnik, z o w i e m y  k a ż d y  e l e m e n t  x k l a s y  (K), s p e ł n i a j ą c y  j e ­
dną  p r z y n a j m n i e j  z r ó w n o ś c i

(3) b . x — a
lub
(4) x . b =  a.

C z y n n o ś ć  w y z n a c z a n i a  i l o r a z u  z o w i e m y  dzieleniem.

Uwaga. Jeżeli prosta zmiana porządku czynników w iloczynie dwóch 
elementów klasy (K) może spowodować zmianę wartości iloczynu, to należy 
oczywiście rozróżnić d w a  r o d z a j e  d z i e l e n i a ,  zależnie od tego. czy iloraz 
x ma być wyznaczony z równości postaci (3), czy też z równości postaci (4). 
Jeżeli zaś wartość iloczynu dwóch elementów klasy (K) nie zależy od ich usze­
regowania, to, bez względu na wartość elementu x, mamy

b . x =  x . b;

a ponieważ stąd wynika, że równości (3) i (4) są równoważne pomiędzy sobą’ 
przeto w tym przypadku i s t n i e j e  j e d e n  t y l k o  r o d z a j  dz i e l e n i a .

Ze względu na powyższe zasady będziemy w przyszłości, przy rozwijaniu 
teoryi działań podstawowych na wielkościach jakiejkolwiek szczególnej klasy, 
podawać tylko definicye, wymienione pod (Ax) i (Aa), a po podaniu tych defi- 
nicyi uważać będziemy pojęcia sumy i iloczynu n wielkości (n >  2) rozważa­
nego rodzaju oraz pojęcia odejmowania i dzielenia za rzeczy znane, określone 
przez definicye (Bi), (B2), (Bs) i (B4).

Żeby wykończyć ogólną teoryę działań podstawowych, winniśmy jeszcze 
podać, prócz niektórych uzupełniających wskazówek, odnoszących się do sym­
boliki, pewne ogólne twierdzenia, z których wynika w szczególności, że w na­
stępstwie zasady (C) i definicyi (Bi), (B2), (B3) i (B4) każde z czterech działań 
podstawowych jest zgodnie z tem, cośmy powiedzieli przy końcu § 57-go, dzia­
łaniem arytmetycznem w znaczeniu Def. I rzeczonego paragrafu. Tym właśnie 
przedmiotom poświęcimy resztę niniejszego rozdziału.
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§ 60. Tw. I. J e ż e l i  d o d a w a n i e  w i e l k o ś c i  o z n a c z o n e j  k l a s y  
( K ) o k r e ś l o n e  z o s t a ł o  w s p o s ó b  zgodny z z a s a d a m i ,  w y ł o ż o n e m i  
w § 59-tym, to  d o d a w a n i e  w i e l k o ś c i  k l a s y  (K) j es t ,  bez  w z g l ę d u  
na i l o ś ć  s k ł a d n i k ó w ,  d z i a ł a n i e m  a r y t m e t y c z n e m  j e d n o z n a c z -  
nem, w y k o n a l n e m  b e z  z a s t r z e ż e ń .

Słuszność tego twierdzenia dostrzegamy wyraźnie przez inluicyę, ale 
właśnie ta okoliczność utrudnia poprawne rozwinięcie dowodu i z tego po­
wodu podajemy szczegółowo rzeczowy dowód. Ponieważ słuszność naszego 
twierdzenia przy dwóch tylko składnikach jest bezpośrednio zapewniona przez 
zasadę (C) paragrafu poprzedzającego, przeto zakładamy, że ilość n składników 
jest większa od liczby 2. Zachowajmy wszystkie oznaczenia, któremi posługi- 
waliśmysię przy podawaniu def. (В,) i upewnijmy się najpierw o bezwarunkowej 
wykonalności dodawania.

Ponieważ w klasie (K) istnieje element s,, spełniający równość

Si =  a i ,

gdyż do danej wielkości należy przynajmniej jedna wielkość jej równa (mia­
nowicie sama wielkość dana), ponieważ dalej, ze względu na zasadę (C) § 59-go, 
w razie istnienia w klasie (K) elementu s(_L (i ^  2), istnieje w tej klasie i ele­
ment Sf, spełniający równość

Si =  8i_i - f  au,

przeto, na podstawie zasady indukcyi matematycznej, istnieje także element s„, 
spełniający definicyę sumy danych elementów, bez względu na wielkość liczby 
całkowitej n. Udowodniliśmy zatem bezwarunkowej wykonalności dodawania. 
Pozostaje więc tylko do wykazania, że dodawanie jest działaniem arytmety­
cznem, jednoznacznem.

Ponieważ element s„ podlega jedynie warunkowi spełniania równości

Sn S„_i |— CŁn,

przeto każdy element e, równy oznaczonemu elementowi s„, spełniającemu po­
wyższą równość, spełnia równość

e —  sn-1 +  an

i może zatem sam być uważany za sumę, którą przedstawia element Z tego 
wynika, że warunki (W), określające sumę ilukolwiek elementów klasy (K, 
są lego rodzaju, iż tw. I § 57 zachodzi. Powiadam, że w stosunku do rzeczonych 
warunków (W) zachodzi również i tw. II § 57-go.

Istotnie, uważajmy n elementów

a \ , a\ . . .  a'„
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klasy (К) i załóżmy, że elementy te spełniają równości

a\ =  a( (i =  1, 2, . . . n). 

Jeżeli wyznaczymy wyrazy ciągu

z równości 

i

s\ , s\ . . .  s', 

s\ =  a\

s\ =  +  a’i ; (i — 2,3, . . .  n)

to, zważywszy, iż ze względu na zasadę (C) tw. II § 57-go jest słuszne w od­
niesieniu do sumy dwóch elementów, łatwo stwierdzimy drogą indukcyi mate­
matycznej, że
(5) s', — s , ,

Ponieważ już stwierdziliśmy, że każdy element, równy sumie w danym 
porządku uszeregowanych, danych elementów klasy (K), sam uważany być może 
za tę sumę, przeto z równości (5) wynika, że s'„ uważać możemy za sumę 
elementów
(6) ax, аг . . .  a,

przy tym właśnie ich uszeregowaniu, przy którym s„ przedstawia ich sumę. 
Z drugiej znów strony, na podstawie definicyi elementu s „  warunki (W'), z któ­
rych wyznaczyliśmy element s'„ są to warunki w jakie przechodzą warunki (W), 
określające s„, wskutek podstawienia w miejsce elementów (6) elementów

(7) a\, a's . . .  a'»,

odpowiednio im równych, ale pozatem dowolnie wybranych. Stwierdzamy więc, 
że w zastosowaniu do warunków (W), określających element s„, tw. II § 57 go 
rzeczywiście zachodzi. Obecnie okazaliśmy już, że dodawanie jest działaniem 
arytmetycznem bezwarunkowo wykonalnem. Pozostaje tylko do udowodnienia, 
że działanie to jest jednoznaczne. W tym celu zachowajmy powyższe oznaczenia 
i zważmy, że równość (5) wyraża twierdzenie, które możemy wysłowić w sposób 
następujący: jeżeli elementy s„ i s', klasy (K) przedstawiają odpowiednio sumy 
elementów (6) i (7) przy takim ich uszeregowaniu, przy którym symbole

ä, i a\

oznaczają odpowiednio składniki i-te rozważanych sum przy każdej wartości 
całkowitej na i, nie mniejszej od jedności i nie większej od n, jeżeli nadto 
mamy

at =  a', (i =  1, 2 . . n)
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to wówczas elementy sn i s'„, są równe pomiędzy sobą. Ponieważ zaś każda 
wielkość jest sama sobie równa, przeto założenia powyższego twierdzenia speł­
nione będą w szczególności i w tym razie, kiedy każdy element a', (1 i ^  n) 
zlewać się będzie z elementem a,. Ale w takim razie rzeczone twierdzenie 
przybiera postać następującą: jeżeli każdy z dwóch elementów sn i s'„ uważany 
być może za sumę tych samych i w tym samym porządku uszeregowanych 
elementów klasy (K), to te elementy są równe pomiędzy sobą. Innemi słowy, 
dodawanie jest rzeczywiście działaniem jednoznacznem. Ostatecznie uzasadni­
liśmy w zupełności twierdzenie, o które chodziło.

§. 61. Niniejszy paragraf poświęcamy niektórym ogólnym regułom, odno­
szącym się do symbolizowania sum.

Jeżeli chodzi o przedstawienie wyniku dodania pewnego elementu b do 
elementu, przedstawionego przez pewien symbol złożony S, to na podstawie 
ogólnych zasad symboliki matematycznej (§ 16), uzyskamy odnośny symbol, za­
stępując w symbolu

a Ą-b

symbol a przez symbol złożony S, zamknięty w nawiasie. Jednakowoż celem 
uproszczenia symboliki z a s t r z e g a m y  s o b i e  r a z  na z a w s z e  p r a w o  
u p u s z c z e n i a  n a w i a s u  p r z y  s y m b o l u  S. Jeżeli więc np. pragniemy 
przedstawić wynik dodania elementu b do sumy

d +  c,

to, na podstawie powyższej umowy, możemy zastąpić symbol

przez symbol prostszy
(d -j- c) -j-  b 

d -)- c -j- b.

Analogicznie możemy, na podstawie powyższej umowy, zastąpić symbol

przez symbol
{d . c) +  b 

d . c -f- b.

Często zachodzi konieczność utworzenia symbolu sumy w przypadku, 
kiedy ilość składników nie jest oznaczona liczbowo, lecz tylko przez pewną 
literę n. W  takich razach posługujemy się pewnym symbolem, z którym obecnie 
zapoznamy czytelnika.

Załóżmy, że przy każdej wartości całkowitej wskaźnika i, nie większej 
od pewnej liczby całkowitej N  (N  >  1)

a.
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przedstawia, na podstawie odpowiedniej definicyi, pewną wielkość takiej klasy 
(K) wielkości, dla której dodawanie zostało określone, i uważajmy dwie liczby 
całkowite

spełniające związki
P i 2,

P =  N, g <  N.

Przy tych warunkach łatwo wyprowadzić z zasady indukcyi matematy­
cznej, że określimy w zupełności wartość elementu klasy (K), za symbol któ­
rego przyjmujemy symbol

(8)
i—p

przez przyjęcie umów następujących:
1° Jeżeli zachodzi równość

Я = P n

jeżeli więc symbol (8) przybiera postać
P

i=p

to w takim razie zachodzi równość
P

\  a, — aP
<=p

2° Jeżeli zachodzi nierówność
p <  ?l

to wówczas mamy
Я q—l

= +  M,
<«=p *-p

3° Jeżeli wreszcie mamy
P >  Ï ,

to natenczas mamy
я «-N

li
s* 11= У}а‘ + a"

<=p
Symbol (8), który w taki sposób określiliśmy, jest właśnie symbolem, któ­

rego definicyę pragnęliśmy podać.
Z definicyi symbolu (8) wynika, że w razie istnienia nierówności

P <  Ъ
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symbol ten przedstawia sumę, której składnikiem o liczbie porządkowej k (k =  
1, 2, . . q — p 1), jest element

a p+k-i
klasy (K).
Jeżeli zaś mamy

V >

to symbol (3) przedstawia sumę, w której składnikiem o liczbie porządkowej 
к (Jc =  1, 2, . .  . p — q 1) jest element

fp —  S +  ».

Z uwag tych wynika, że w razie istnienia nierówności

P +  i
każdy z symbolów

i 2 a'
ł-5

przedstawią sumę pewnych tych samych elementów klasy (K), ale każda z tych 
sum odpowiada innemu uszeregowaniu składników'. Zatem, jeżeli porządek składni­
ków może wpływać na wartość sumy, jeżeli dodawanie elementów klasy (K) nie 
posiada własności przemienności, to w takim razie powyższe dwie sumy mogą 
nie być równe pomiędzy sobą.

Jeżeli dla przykładu przyjmiemy

p — 2 , a q =  4,
to mieć będziemy

4

(9) V  a, =  a2 +  as -j- at 
1=2

oraz
2

(10) at =  e4 Яд -j— #2 ■
1=4

W  razie istnienia równości
P =  4

symbol (8) nie przedstawia już sumy, lecz tylko element, równy elementowi 

jednakowoż rozszerzając znaczenie wyrazu »suma* w ten sposób, aby wyra-
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żenie »suma o jednym składniku« nie było pozbawione znaczenia i oznaczało 
element równy jedynemu składnikowi sumy, zachowujemy dla symbolu (8) nazwę 
sumy, a symbol

Я

2
î P

zowiemy w każdym razie symbolem sumowania.
§ 62. Tw. I. J e ż e l i  m n o ż e n i e  e l e m e n t ó w  o z n a c z o n e j  k l a s y  

w i e l k o ś c i  (K) z o s t a ł o  o k r e ś l o n e  w s p o s ó b  z g o d n y  z z a s a d a m i  
§ 59-go, to  w t a k i m  r a z i e  b e z  w z g l ę d u  na i l o ś ć  c z y n n i k ó w  mn o ­
ż e n i e  e l e m e n t ó w  k l a s y  (K) j es t  d z i a ł a n i e m  a r y t m e t y c z n e m  jed n o ­
z n a c z n e  m, w y k o n a l n e m  b e z  z a s t r z e ż e ń .

Przyj ąwszy za wzór dowód tw. I § 60-go, czytelnik sam rozwinie z łatwo­
ścią dowód niniejszego twierdzenia. Ale rozwijanie tego dowodu zalecamy tylko 
jako pouczające ćwiczenie, gdyż w rzeczywistości twierdzenie niniejsze, jego 
założenia, oraz jego dowód wyprowadzić możemy z tw. I § 60-go, założeń tegoż 
i odnośnego dowodu, przez podstawienie wyrazów

mnożenie, iloczyn, czynnik
w miejsce wyrazów

dodawanie, suma, składnik
oraz symbolu

X
w miejsce symbolu

+  »

a z tego wynika, że rozwijanie dowodu niniejszego twierdzenia jest rzeczy­
wiście zbędne.

§ 63. Żeby w zupełności wyjaśnić tę okoliczność, iż w rzeczywistości 
dostatecznem jest uzasadnić albo tw. I § 60 albo tw. § 62, aby uzasadnić tem 
samem i drugie z nich, czynimy uwagę następującą: załóżmy, że dla oznaczonej 
klasy wielkości (K) określone zostało oznaczone działanie arytmetyczne jedno­
znaczne, wykonalne bez zastrzeżeń na każdej parze elementów klasy (K), do­
wolnie danych i w dowolnie danym porządku uszeregowanych, i niech symbol

/  (< b )

oznacza wynik wykonania rozważanego działania na elementach a i b w przy­
padku, kiedy element a ma być uważany za pierwszy, a element b za drugi. 
Jeżeli tedy oznaczamy przez (C) czynność polegającą na tem, aby do danego 
ciągu

®1 j 2̂ • • * «я
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elementów klasy (K) (n ^  2) dobrać element s„ w ten sposób, żebyśmy do ele­
mentu s» mogli tak dobrać ciąg

przy każdej od jedności większej, ale od liczby n nie mniejszej wartości całko­
witej wskaźnika i ,  to w takim razie, o ile przedtem dodawanie lub mnożenie 
elementów klasy (K) nie zostało określone, oczywiście będziemy mogli, nie na­
ruszając wyżej omówionych zasad, oświadczyć, że czynności (C) nadajemy 
pewną jedną (tę, którą sami zechcemy) z nazw »dodawanie* albo »odejmo­
wanie*. Z drugiej strony, jakąkolwiek nazwę nadalibyśmy czynności (C), zacho­
dziłoby w każdym razie twierdzenie następujące: czynność (G) jest działaniem 
arytmetycznem jednoznacznem, wykonalnem bez zastrzeżeń na jakiejkolwiek 
ilości n (n 2) dowolnie danych, w dowolnie danym porządku uszeregowanych 

# elementach klasy (K). Dowodem zaś tego twierdzenia stanie się oczywiście do­
wód tw. I, jeżeli tylko zastąpimy symbol /  (a, b) przez symbol

Oczywiście moglibyśmy dowód niniejszego twierdzenia także uzyskać przez za­
stąpienie w dowodzie tw. I symbolu

a -f- b
przez symbol

/  (а, Я

Ostatecznie nic w tym, cośmy dotychczas powiedzieli o dodawaniu i mno­
żeniu, nie powoduje różnicy pojęciowej pomiędzy temi działaniami; różnicę 
znajdujemy tylko w terminologii i symbolice. Pojęciowej natury różnice pomię­
dzy dodawaniem a mnożeniem powstaną wtedy dopiero, kiedy opuścimy całkiem 
ogólne stanowisko, zajmowane przez nas w niniejszym rozdziale.

§ 64. Do teoryi mnożenia wprowadzamy symbol iloczynu, całkiem analo­
giczny symbolowi sumy (8). Zachowując znaczenie, jakie mają symbole postaci

S1 , *!) • • • 8«-l )
aby spełniony był związek

oraz związek
S( ---f  (*t—/ , ai)

a -}- b.

oraz litery p i g we wzorze (8), określamy symbol
Q

( U )
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jako symbol elementu klasy (K), którego wartość tylko jest oznaczona, a to 
w sposób następujący:

1° Jeżeli zachodzi równość

P =  b
jeżeli więc symbol (11) przybiera postać

i i
i=P

to w takim razie mamy
V

J J a t =  a„
i=p

2° Jeżeli zachodzi nierówność

to wówczas mamy
P <  <h

q—l

II = II X
i=p

3° Jeżeli nareszce zachodzi nierówność 
i

p >  q,
to przyjmujemy

II ' =  I IIa i X
l—p

aa .

Jeżeli zachodzi nierówność
P =ł= Î .

to symbol (11) przedstawia oczywiście iloczyn, w którym czynnik k-ty jest 
element

+ i lub
zależnie od tego, czy mamy

p < q ,  czy też p  >  q\

w pierwszym z tych przypadków ilość czynników równa się

a w drugim
q — p -\ -l ,

p - q - \ - l .
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Jeżeli zaś mamy
P =  i  »

63

to symbol (11) nie przedstawia już iloczynu, ale rozszerzając nieco znaczenie 
wyrazu »iloczyn«, i w tym  n a w e t  p r z y p a d k u  z o w i e m y  s y m b o l  (11) 
sym bolem  ilo czyn u .

Podobnie jak przy symbolizowaniu sum o liczbowo danej ilości składni­
ków, opuszczamy także przy symbolizowaniu iloczynów nawiasy i oznaczamy 
porządek czynników przy mnożeniu przez porządek, w którym je piszemy. Na 
przykład zamiast symbolu

{ (a . b ) . c }  . d
piszemy symbol

a . b . c . d.

Zaznaczamy wyraźnie, że w razie, kiedy porządek czynników może wpływać 
na wartość iloczynu, błędem byłoby myśleć, że iloczyny

<1 P

Jl 1 П"
i—q

są koniecznie równe pomiędzy sobą; wprawdzie w obu iloczynach czynniki są 
te same, ale inny jest ich porządek w jednym z tych iloczynów, a inny w drugim. 
Jeżeli np. przyjmiemy

P =  2 , q =  4,
to mieć będziemy:

ł-=4

Przy kombinowaniu iloczynów drogą dodawania umawiamy się raz na 
zawsze, że opuszczać będziemy nawiasy, w których, na podstawie ogólnych 
zasad używania nawiasów, należałoby je właściwie zamykać; nie piszemy więc np

(a . b) - f  (c • d), 
ale

« . b -j- c . d.

Winniśmy zaznaczyć, że umowa, podana w § 61-ym, upoważnia już nas 
do opuszczenia nawiasu przy iloczynie a . b, a więc i do zastąpienia symbolu 
(1) przez symbol

a . b -j- (c . d),
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ale żeby usprawiedliwić opuszczenie drugiego nawiasu, konieczna jest dodatkowa 
umowa, np. ta, którą właśnie przyjęliśmy.

§ 65. Tw. I. Def.  (Bs) (str. 53) o k r e ś l a  o d e j m o w a n i e  e l e m e n ­
t ó w  k l a s y  (K) j a k o  o z n a c z o n e  d z i a ł a n i e  a r y t m e t y c z n e .

Istotnie, załóżmy, że pewien element x  klasy (K) uważany być może za 
resztę odejmowania elementu b od elementu a. W  takim razie zachodzi jedna 
przynajmniej z równości

(12) b x — a lub x -\~ b =  a.
Ponieważ równość
(13) x' =  x 
pociąga za sobą obie równości

b -f- x" =  b -f- x oraz xf -f- b =  x -j- 5,

przeto w następstwie równości (13) zachodzić będzie jedna przynajmniej z ró­
wności

b x' =  a lub x' -\- b ■= a.

Jeżeli więc x uważany być może za resztę odejmowania elementu b od 
elementu a, a element xf spełnia (13), to element x' może także być uważany 
za resztę odejmowania elementu b od elementu a. Zatem, co do warunków (W) 
określających resztę odejmowania elementu b od elementu a, tw. I § 57 za­
chodzi. W odniesieniu do tychże warunków (W) tw. II § 57 jest również słu­
szne; jeżeli bowiem mamy

a' — a oraz b' =  b,

a element x spełnia jedną z równości (12), to ze względu na istnienie równości 

b’ -\- x  =  b x oraz x  -j- V =  x  -f- b, 

zachodzić będzie jedna przynajmniej z równości

b‘ -}- x — a’ lub x -\-b' —  a',

skąd właśnie wynika, że w zastosowaniu do warunków (W) tw. II § 57 rzeczy­
wiście zachodzi. Zatem uzasadniliśmy w zupełności twierdzenie, o które chodziło.

Uwaga. Z powyższego twierdzenia bynajmniej nie wynika, żeby odejmo- 
mowanie koniecznie było działaniem jednoznacznem. Istotnie:

1°, jeżeli suma dwóch elementów klasy (K) zależy od porządku składni­
ków, to ze względu na konieczność rozróżnienia (§ 59) dwóch rodzajów odej­
mowania, zależnie od tego, czy reszta x ma być wyznaczona z równości

czy też z równości
b -(- x =  a, 

x -j- b =  a,
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może się wydarzyć, że każdy z pewnych dwóch nierównych pomiędzy sobą 
elementów uważany być winien za resztę odejmowania elementu b od elementu a.

2° Niezależnie od powyższej przyczyny, nie mamy na razie podstaw do 
wykluczenia ewentualności, w której istniałyby dwie albo i więcej wartości na 
X, sprawdzające jakąś jedną z powyższych równości. Gdybyśmy naprzykład 
nazwali dodawaniem liczb wymiernych to działanie, które poznaliśmy w rozdz. 
I-szym pod nazwą mnożenia (a taka zmiana terminologii nie naruszyłaby żadną 
z zasad przez nas przyjętych), to w takim razie odejmowanie (które stałoby się 
tedy działaniem, które dotychczas nazywaliśmy dzieleniem liczb wymiernych! by­
łoby wièloznacznem w przypadku, w którymby-odjemna i odjemnik równały się 
zeru. Z tych samych przyczyn, dla których tw. I § 62 uważać należy (na pod­
stawie obszernych wyjaśnień podanych wyżej) za następstwo tw. I § 60 go, na­
leży też uważać za następstwo tw. I niniejszego paragrafu twierdzenie następujące:

Tw. IV. Def .  (B4) o k r e ś l a  d z i e l e n i e  e l e m e n t ó w  k l a s y  (K) j a k o  
pewne  d z i a ł a n i e  a r y t m e t y c z n e .

Uwaga. Podobnie jak przy odejmowaniu, błędem byłoby myśleć, przy 
dzieleniu, że to działanie koniecznie jest jednoznacznem.

§ 66. Na zakończenie tych ogólnych rozważań, omówimy jedyny przy­
padek, w którym wyjątkowo odstępujemy od ogólnych zasad, podanyah w pa­
ragrafach poprzedzających: w teoryi liczb całkowitych określamy dzielenie jako 
czynność, polegającą na tem, żeby do dwóch danych liczb całkowitych a i b, 
przyjętych odpowiednio za dzielną i dzielnik, dobrać dwie liczby całkowite q i r, 
zwane odpowiednio całkowitą częścią ilorazu i resztą, w taki sposób, żebyśmy mieli

a =  b . q -j- r

i żeby nadto liczba r spełniała jeden przynajmniej ze związków

r =  0 lub r <^b.

Definicya ta oczywiście jest wogóle sprzeczna z definicyą (B4) § 59-go 
Z tej przyczyny niewątpliwie byłoby lepiej, gdybyśmy powyższej czynności 
dawali jakąś nazwę odmienną od nazwy »dzielenie*. W rzeczywistości jednak, 
pod naciskiem przyjętych zwyczajów, zachowujemy w tym przypadku, jako też 
i we wielu innych terminologię wadliwą. Należy jednak zaznaczyć, że, po ugrun­
towaniu teoryi liczb wymiernych, niezgodność powyższej definicyi z definicyą (B4) 
może być uważana za nieistniejącą: istotnie, przy powyższem znaczeniu sym­
bolów a, b, q i r może być mowa o niezgodności definicyi dzielenia liczb 
całkowitych z def. (B4) § 59-go tylko w razie, kiedy

jeżeli bowiem

Wstęp do analizy.

b >  0\ 

b — o,
5
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to dzielenie, w znaczeniu obu definicyi jest niewykonalne, chyba że mamy 
jeszcze

a —  0,

w którym to przypadku obie definicye doprowadzają do wyniku, iż iloraz jest 
całkiem nieoznaczony.

Jeżeli zaś mamy
b > 0 ,

to mamy także

możemy więc powiedzieć, że w tym razie dzielenie liczb całkowitych jest czyn­
nością, która służy do nadania pewnej szczególnej postaci ilorazowi

a
T ,

rozumianemu w sposób, określony przez def. (B4) § 59-go.



III. Działania podstawowe w przypadku, kiedy definicye dodawania I mno 
żenią spełniają pewne szczególne warunki.

§ 67. Oznaczmy przez (K) taką klasę wielkości, dla której suma i iloczyn 
dwóch elementów zostały określone w sposób zgodny z ogólnemi zasadami 
§ 59-go, a przy tem taki, aby zachodziły twierdzenia następujące:

Tw. I. J a k i e k o l w i e k  e l e m e n t y  k l a s y  (K) o z n a c z y l i b y ś m y  
p r z e z  a, b i c, mamy w każdym razie

(a +  b) +  c =  «  +  ib +  <0 *)•
Tw. II. J a k i e k o l w i e k  e l e m e n t y  k l a s y  (K) o z n a c z y l i b y ś m y  

p r z e z  a i b, m a m y  z a w s z e

o, ~j— b =  b —j“ я.

Tw. III.
z w i ą z e k

J e ż e l i  d w a  e l e m e n t y  b

b ф  V

b' k l a s y  (K) s p e ł n i a j ą

to, b e z  w z g l ę d u  na w a r t ó ś ć  t r z e c i e g o  e l e m e n t u  a r o z w a ż a n e j  
klasy,  mamy

a -f- b ф  a -)- V

Tw. IV . J a k i e k o l w i e k  e l e m e n t y  k l a s y  (K) o z n a c z y l i b y ś m y  
p r z e z  a i b, z a w s z e  j est  r o z w i ą z a l n e  j edno przynajmniej  z dwóch 
z a g a d n i e ń  n a s t ę p u j ą c y c h :

1° W y z n a c z y ć  t a k i  e l e me n t  x  k l as y  (K), k t ó r y  s p e ł n i a ł b y  
r ó w n o ś ć

b -j- x — a.

*) Ze względu na ogólne zasady, podane w § 61, symbol (a b) +  c jest równoważny 
symbolowi prostszemu a -\- b c; zachowaliśmy jednak pierwszy symbol, jako bardziej wy­
razisty. -4.

5*
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2° W y z n a c z y ć  taki  e l e m e n t  y k l a s y  (K), ż e b y ś m y  mi e l i

a +  y — b.

§ 67

Tw. V. Bez  w z g l ę d u  na w a r t o ś ć  e l e m e n t ó w  a, b i c klasy (K) 
m a m y

(a . b) . c =  a . (b . c) J).

Tw.  H .  Bez  w z g l ę d u  na w a r t o ś c i  d w ó c h  e l e m e n t ó w  a i b 
k l a s y  (K) m a m y  z a w s z e

a . b =  b . a.

Tw. Y II. J e ż e l i  t y l k o  o z n a c z o n y  e l e m e n t  a k l a s y  (K) s p e ł n i a  
z w i ą z e k

a -|- a =(= a,

a s y m b o l e  b i b' o z n a c z a j ą  t a k i e  e l e m e n t y  k l a s y  (K), k t ó r e  s p r a ­
w d z a j ą  n i e r ó w n o ś ć

Ь ф  b\

to  w t a k i m  r a z i e  z a c h o d z i  z a w s z e  n i e r ó w n o ś ć

a . b =f= a . V.

Tw. VIII. J e ż e l i  t y l k o  p e w i e n  e l e m e n t  b k l a s y  (K) s p e ł n i a  
wa r u n e k

+  * = и

to do  e l e m e n t u  b i d r u g i e g o  d o w o l n i e  d a n e g o  e l e m e n t u  a k l a s y  
(K) m o ż n a  z a w s z e  d o b r a ć  j e d e n  p r z y n a j m n i e j  e l e m e n t  x, sp e ł -  
n i a j ą c y r ó w n o ś ć

b . x =  a.

Tw. IX.  J a k i e k o l w i e k  e l e m e n t y  k l a s y  (K) o z n a c z y l i b y ś m y  
p r z e z  a, b i c, m a m y  w k a ż d y m  r a z i e

a . ( b - j - c )  =  a . f t - f - a . c .

0  tern, że możliwą jest rzeczą utworzenie klasy wielkości (K), dla której 
definicye sumy i iloczynu dwóch jej elementów tak można ułożyć, żeby 
czyniły zadość ogólnym zasadom, omówionym w § 59, i żeby nadto, w na-

') Ze względu na ogólne zasady, podane w § 64, moglibyśmy zastąpić symbol (a . b) . c 
przez symbol prostszy a . b . c. Jednakowoż woleliśmy użyć symbol pierwszy jako bardziej 
wyrazisty.
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stępstwie tych definicyi, każde z powyższych dziewięciu twierdzeń rzeczywiście 
zachodziło, przekonywamy się z łatwością, zważywszy, iż klasa wielkości, jaką 
tworzy zbiór wszystkich liczb wymiernych, stanowi właśnie przykład na klasę 
wielkości, spełniającej powyższe warunki. Przy dalszych studyach stwierdzimy, 
że istnieją, prócz liczb wymiernych bezwzględnych, inne jeszcze, nadzwyczaj 
dla nauki ważne, klasy wielkości (liczby bezwzględne, liczby rzeczywiste i liczby 
zespolone), których dodawanie i mnożenie również spełniają wszystkie powyższe 
warunki.

Wobec takiego stanu rzeczy wskazanem jest zbadać następstwa zało­
żenia, iż, w odniesieniu do pewnej klasy wielkości (K), zachodzą wszystkie 
twierdzenia, wyszczególnione wyżej. Uczyniwszy to, skrócimy w znacznej mierze 
dalszy wykład, zdołamy nadać mu większą jasność, a nadto, zdołamy lepiej 
uwydatnić właściwy charakter teoryi wielkości wspomnianych wyżej. Temu 
właśnie przedmiotowi poświęcimy cały prawie niniejszy rozdział; tylko w koń­
cowym paragrafie zbadamy dodatkowo wyniki, do których dochodzi się w przy­
padku, kiedy się przyjmuje, że w odniesieniu do pewnej klasy wielkości (K) 
zachodzi nie tylko każde z dziewięciu twierdzeń, wyszczególnionych wyżej, ale 
jeszcze pewne dwa nowe twierdzenia. Z wyjaśnień tych wynika że:

1° Z w y j ą t k i e m  t e o r y i ,  s t a n o w i ą c e j  p r z e d m i o t  o s t a t n i e g o  
p a r a g r a f u  n i n i e j s z e g o  r o z d z i a ł u ,  u k ł a d  p o s t u l a t ó w 1), s t a n o ­
w i ą c y c h  ł ą c z n i e  p o d s t a w ę  t eo r y i ,  w y k ł a d a n y c h  w tym rozdzia le , 
s k ł a d a  się  ze z d a ń  w y r a ż a j ą c y c h ,  że k l a s a  (K) j e s t  k l a s ą  w i e l ­
k o ś c i  p r z y n a j m n i e j  w z n a c z e n i u  s z e r s z e  m, a d z i a ł a n i a  p o d s t a ­
w o w e  na t y c h  w i e l k o ś c i a c h  o k r e ś l o n e  z o s t a ł y  w m y ś l  z a s a d ,  
podan- ych w r o z d z i a l e  p o p r z e d z a j ą c y m ,  oraz dziewięciu t w i e r ­
dzeń,  w y s z c z e g ó l n i o n y c h  w y ż e j  w n i n i e j s z y m  p a r ag r a f i e .

2° U k ł a d  p o s t u l a t ó w  t e o r y i ,  w y ł o ż o n e j  w o s t a t n i m  p a r a ­
g r a f i e  ninie j szego rozdzia łu , tym t y l k o  r ó ż n i  się od u k ł a d u  p o s t u ­
l a t ó w ,  p r z y j ę t y c h  w p a r a g r a f a c h  w c z e ś n i e j s z y c h ,  iż o b e j m u j e  
zdani a ,  k t ó r y c h  w a ż n o ś ć  w y r a ż a ,  że k l a s a  (K) j e s t  k l as ą  w i e l ­
k o ś c i  w z n a c z e n i u  ś c i ś l e j s z y m ,  oraz dwa p o s t u l a t y  d o d a t k o w e ,  
p o l e g a j ą c e  na waż nośc i  t w i e r d z e ń ,  w y s ł o w i o n y c h  w r z e c z o n y m  
pa r a gra f ie  p o d  I i II.

Uwaga. W powyższym wykazie twierdzeń twierdzenia I i V z jednej 
strony, a twierdzenia II i VI z drugiej tworzą dwie pary twierdzeń, z których 
każda ma własność następującą: jeżeli w którymkolwiek z twierdzeń jednej 
pary podstawimy w miejsce symbolu dodawania albo symbolu mnożenia drugi

*) Mówiąc o postulatach jakiejś teoryi matematycznej, wymieniamy tylko te, które nie 
należą do pewników logiki, uważając za rzecz samą przez się rozumiejącą się, że pewniki 
1 ogiki zawsze dołączone być winne do pełnego układu postulatów rozważonej teoryi.
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z tych symbolów, to uzyskamy drugie twierdzenie rozważanej pary. Jeżeli więc 
w dalszym ciągu przy uzasadnieniu jakiegoś twierdzenia (T) nie wypadnie nam 
powoływać się na żaden z postulatów, wymienionych w tym rozdziale, prócz 
tylko na postulaty, polegające na ważności twierdzeń I, II, V i VI, to wziąwszy 
pod uwagę

symbole dodawania i symbole mnożenia,
(symbole, do których należą i pewne wyrazy zwykłej mowy, jak dodawanie etc.), 
wystarczy zastąpić te z powyższych symbolów, które napotykamy w twierdzeniu 
(T) i jego dowodzie, odpowiednio przez

symbole mnożenia i symbole dodawania, 
żeby z twierdzenia (T) i jego dowodu wyprowadzić nowe twierdzenie (T) wraz 
z jego dowodem. W taki właśnie sposób można naprzykład wyprowadzić z twier­
dzeń I i II § 68-go twierdzenie I i Ii-go § 70-go. Natomiast całkiem inny jest 
stan rzeczy, jeżeli chodzi o twierdzenie, opierające się na jednym lub kilku 
z twierdzeń III, IV, VII, VIII, IX, gdyż żadne z tych pięciu twierdzeń nie po­
siada odpowiednika, dającego , się z mego wyprowadzić przez wykonanie wyżej 
wymienionych podstawień, i z tego powodu twierdzenia te wywołują zasadnicze 
różnice pomiędzy teoryą dodawania a teoryą mnożenia.

§ 68. Tw. I. ( W ł a s n o ś ć  łączności d o d a w a n i a ) .  J e ż e l i  w s u mi e  
n{n~> 2) w i e l k o ś c i  k l a s y  (K) z a s t ą p i m y  u k ł a d  & (1 <  A; <  w) s k ł a ­
d n i k ó w ,  b e z p o ś r e d n i o  po s o b i e  n a s t ę p u j ą c y c h ,  p r z e z  i c h  sumę ,  
t o  nie s p o w o d u j e m y  ż a d n e j  z m i a n y  w a r t o ś c i  r o z w a ż a n e j  sumy.

Żeby twierdzenie to uzasadnić jasno i ściśle, należy najpierw wyrazić 
treść jego w odpowiednich symbolach. Oznaczywszy ogólnie przez a, składnik 
i-ty sumy, będziemy na nią mieli (§ 61) symbol następujący

n
(1) 2 ai

i — l

Jeżeli teraz oznaczymy przez p  i к dwie liczby całkowite, spełniające 
związki
(2) l < z p < ^ n  — k +  1, 1 < k < n ,
to suma

P+k-l

(3) 2 a<
i ” P

przedstawiać będzie sumę к bezpośrednio następujących po sobie składników. 
Określmy teraz symbolг)
(4) ___________

‘) Czytelnik ułatwi sobie zrozumienie definicyi symbolu sj jeżeli rozważy przykład, 
w którymby liczby p, к i n, występujące niżej, miały jakieś szczególne wartości, np. :

p =  3, к =  4, n =  9.
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dla każdej, od jedności nie mniejszej, a od liczby

n —  к -\- 1

nie większej wartości całkowitej wskaźnika j, w sposób następujący: jeżeli j 
spełnia związki

1 ^  j  <  P

(co może się zdarzyć tylko przy p >  1), to w takim razie symbol (4) przed­
stawia ten sam element klasy (K), co symbol

jeżeli zaś mamy
J = P ,

to symbol sp, równoważny wówczas symbolowi (4), ma znaczenie określone 
równością:

(5)
p+‘-<

i - p

jeżeli nareszcie wskaźnik j  spełnia związki:

P < j  ^  n — к Ą- 1

(co oczywiście zdarzyć się może tylko w razie, kiedy p  <  n —  к -J- 1), to wów­
czas symbol (4) oznacza ten sam element co symbol

Na podstawie powyższego określenia symbolów postaci (4), sumą, w którą 
przeszłaby suma (1), gdybyśmy w niej zastąpili następujące po sobie składniki

ap ! ap+l, • • • ap+k~l

przez ich sumę, a więc przez element sp, określony równością (5), byłaby suma 
następująca:

n - k + t

(6) J J V
i-i

Z tego wynika, że twierdzenie, o które chodzi, polega na równości
n n—k-|-/

(7) = 2 s>-
i-i i-i

Tę więc równość winniśmy uzasadnić.
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Lemat I. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  a i ß d w i e  l i c z b y  c a ł k o ­
w i t e ,  s p e ł n i a j ą c e  z w i ą z k i

J <  a ■< w; i  ß w —  g,

to z a c h o d z i ć  b ę d z i e  r ó w n o ś ć :

C t+ ß  C C+ ß

i—a  t—a+<
Istotnie, przy

P =  l,

równość (8) oczywiście zachodzi ze względu na definicyę symbolu sumowania. 
Załóżmy chwilowo, że rzeczona równość zachodziłaby, gdybyśmy mieli

ß —  Y> i1 S ś  Y <  n —  «) ;
powiadam, że w takim razie równość (8) zachodziłaby i przy

ß =  Y +  1-
Istotnie, z założenia mamy

a+y a+y

a i —  a a +
H-a *=a-H

zatem a + y
У  a, +  a

i~a
a+y+‘

a+y Ja  a  +  J j j a > I +  a a + y + i  >
skąd (§ 67 tw. I) a + y

i=a+<

a+y

^  a < +  a a+ y + 1  —  a a +  I ^ a < +  a a + y + l
U=a+*

skąd znów, na podstawie definicyi symbolu sumowania

cH-yH a+yH

<=ce »— CC+*

a ta równość wyraża właśnie, że równość (8) zachodzi przy

ß =  Ï  +  J -
Z uzyskanych wyników wnosimy, na podstawie zasady indukcyi matema­

tycznej, że lemat zachodzi w podanym brzmieniu.
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Lemat I I . J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  t j a k ą k o l w i e k  
k o w i t ą ,  s p e ł n i a j ą c ą  z w i ą z k i

to m i e ć  b ę d z i e m y

(9)

Istotnie, ponieważ

1 < n ,

n t u

J ?a t = J ? a t
<«*1 <=»/

J £ a< =  «i

na podstawie definicyi symbolu sumy, przeto, przy

t = l ,

równość (9) zachodzi na podstawie Lem. I. Załóżmy chwilowo, 
zachodzi jeszcze przy

Mamy tedy

a ponieważ (Lem. I)

przeto

zatem (§ 67 tw. I)

czyli

t =  q {1 ̂  q •< n — 1).

n q n

=  j j e *  +
ł-/ i=l

i=q+l i=q+S

»

1=1 -  i t-«+» I

n I 9 j n
^ j ai =  j ̂  +  ая+‘ I 4~ ^

I t=/ I <=«+2
n П

i — 1 i=l <“ «+2

Gdyby więc równość (9) zachodziła przy

t -  q,
to zachodziłaby również i przy

t =  q +  1.

l i c z b ę  cał-

że ta równość
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Ponieważ zaś, jakeśmy wyżej stwierdzili, rozważana równość zachodzi przy

t =  l,

przeto nasz lemat zachodzi w podanym brzmieniu.
Obecnie łatwo możemy uzasadnić równość (7). W tym celu zwróćmy się 

najpierw do ogólnego przypadku, w którym zachodzą obie nierówności nastę­
pujące:
(10) p >  1 oraz p -f- к —  1 <[ n.

Na podstawie Lem. II mamy:
n P+k—t

2 a< =  2 (ii +  2 a‘
i—t i—t

oraz
P+k—t p—1 P+k—t

2  а. = 2 a* + 2 * ' '
i—t i—t i—p

mamy więc: n p—1 P+k— 1 n

(И ) 2 a' =  2 а‘ + 2 а‘ +  2 s>
i-1 i=i i—p

W  podobny sposób znajdziemy:
n—k+1 p—1 p n—к—t

(i2) 2 e ,=  2 s> +  2 s* +  2 Sj
i-t i- ‘ J-p i-p+>

Uwzględniając wzór (5) i zważywszy, że

otrzymujemy równość

(13)

Р

2 Si ~ S»'
i—p

P P+k—t

i—p i—p

Z drugiej znów strony, na podstawie definicyi symbolów Sj, mamy

(14)

oraz

p—1 P—1 P—t

2 s>=  2 a> 2 a'
i-i i-i i-i

n—k+i n

2 < =  2 a<
j~p+‘ »-P+*

(15)
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Na podstawie wzorów (13), (14) i (15) wyprowadzamy ze wzoru (12) wzór 
następujący:

n—ł-f-/ p—/ n

j l̂ i-i i-p i-p-H
a ta równość i równość (11) pociągają za sobą równość (7), o dowód której 
właśnie chodziło.

Zwracając się do przypadków szczególnych, kiedy nierówności (10) nie 
zachodzą obie, zaznaczamy przedewszystkiem, że, ze względu na nierówność

к <( » ,

która należy do założeń twierdzenia, dwa tylko przypadki rzeczonego rodzaju 
zdarzyć się mogą: a mianowicie albo

p — 1 i p к —  1 <  n,
albo

p >  1 i p -f- к — 1 =  n.

W pierwszym przypadku w miejsce wzorów (10) i (12) mamy następujące

n P-\-k * n

= J £ a< +
i—i <=/ ł-p-f*
n— p n—Jk-j-/

i—i i—p i=p+i

z których ze względu na (13) i (15) wynika znowu równość (7). W  drugim 
zaś przypadku mamy

- p-t

= 2 ^ + 2 °~
i=>i i—i i—p

oraz n —frfi p-1 p

s> =  +  2 Sn
»—* i-* i-p

a stąd, ze względu na (13) i (14), wynika, że i w niniejszym przypadku równość 
(7) zachodzi. Ostatecznie uzasadniliśmy w zupełności twierdzenie, o które cho­
dziło.

Uwaga. Przy powyższym dowodzie opieraliśmy się na tw. I paragrafu 
poprzedzającego, ale nie powoływaliśmy się na żadne inne z dziewięciu twier­
dzeń, podanych w rzeczonym paragrafie. Zatem, a b y  n i n i e j s z e  t wi e r -
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d z e n i e  z a c h o d z i ł o ,  w y s t a r c z y ,  ż e b y  z a c h o d z i ł o  tw. I p a r a g r a f u  
p o p r z e d z a j ą c e g o 1), b e z  w z g l ę d u  na to, c z y  p o z o s t a ł e  8 t wi e r ­
d z e n i a  z a c h o d z ą .  Ze względu na ten stan rzeczy mówimy często, że tw. 1 
§ 67-go wyraża własność łączności dodawania, jakkolwiek w rzeczywistości 
rzeczone twierdzenie wyraża ją dla trzech składników, a pociąga ją  tylko za 
sobą w przypadku ogólnym.

Tw. II. (Własność przemienności dodawania). W a r t o ś ć  s u my  j a k i e j ­
k o l w i e k  i l o ś c i  o z n a c z o n y c h  e l e m e n t ó w  klasy (K) j e s t  n i e z a l e ż n a  
od  i ch u s z e r e g o w a n i a .

Istotnie, oznaczmy przez s sumę ilukolwiek elementów klasy (K), uszere­
gowanych w pewnym porządku, a przez s' sumę, w którą przechodzi suma s 
wskutek przemiany numerów porządkowych dwóch bezpośrednio następujących 
po sobie składników a i b. Jeżeli z jednej strony zastąpimy w sumie s składniki 
a i b przez ich sumę

a b,
a w sumie s' przez ich sumę

b +  a,

to uzyskamy dwie nowe sumy sx i s\, które, ze względu na tw. I, równać się 
będą odpowiednio sumom s i s'. Ponieważ zaś (§ 67 tw. II) mamy

u —j- b — b —(— o, ,

przeto sumy sx i s\ są sumami, w których składniki równorzędne są równe 
pomiędzy sobą. Mamy więc

Przekonaliśmy się zatem, że przemiana numerów porządkowych dwóch 
jakichkolwiek, byle sąsiednich, składników na wartość sumy nie wpływa.

Z tego zaś wynika (§ 31 Tw. I), że niniejsze twierdzenie zachodzi w po- 
danem brzmieniu.

Uwaga. Z twierdzeń I i II wynika, że przy wyznaczaniu sumy (S) n da­
nych elementów klasy (K), możemy k t ó r e k o l w i e k  к (к <  ń) z nich zastąpić 
przez ich sumę, bez wywołania zmiany wartości sumy (S).

§ 69. Tw. I. O d e j m o w a n i e  e l e m e n t ó w  k l a s y  (K) j es t ,  w r a z i e  
w y k o n a l n o ś c i ,  d z i a ł a n i e m  a r y t m e t y c z n e m  j e d n o z n a c z n e m .

Żeby twierdzenie to uzasadnić, należy przedewszystkiem zważyć, że, dla 
elementów klasy (K), istnieje jeden tylko rodzaj odejmowania*); albowiem jeżeli

*) Przyjmujemy, jako rzecz samą przez się rozumiejącą się, że dodawanie elementów 
klasy (K) zostało określone w myśl zasad rozdziału poprzedzającego.

2) Porównaj § 59, Uwaga przy def. (B2).
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oznaczymy przez a i b dwa dane elementy klasy (K), to, (§ 67, tw. III) bez 
względu na wartość elementu x rozważanej klasy, mamy

b -j- X — X ф  b,
skąd wynika, że równości

b -f- x =  a 
i

x -(- b =  a

są pomiędzy sobą równoważne i że zatem rzeczywiście obojętną jest rzeczą 
z której z tych różności wyznaczymy element x:

Ponieważ (§ 65, tw. I) wiemy już, że odejmowanie jest z pewnością 
pewnem działaniem arytmetycznem, przeto chodzi tylko o wykazanie jedno­
znaczności tegoż dla elementów klasy (K). W tym zaś celu wystarczy dowieść, że 
równości
(1) b -j- x =  a i b -(- x' =  a
pociągają za sobą związek

Otóż, gdybyśmy mieli

to (§ 67, tw. III) mielibyśmy także

x — x'. 

X ф  x',

b -)- x ф  b -j- x\

co byłoby sprzecznem z istnieniem obu związków (1). Ostatecznie więc twier­
dzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Uwaga I. Ze wTzględu na istnienie jednego tylko rodzaju odejmowania 
elementów klasy (K), przyjmujemy za symbol reszty odejmowania elementu 
b od elementu a symbol

a —  b,

w którym nic nie oznacza, czy element x , przedstawiający resztę, ma być wy­
znaczony z równości

b ф  x =  a, czy też z równości х ф  b =  a; 

na podstawie Tw. I s y m b o l
a —  b,

o i le s p e ł n i o n e  są w a r u n k i  w y k o n a l n o ś c i  o d e j m o w a n i a ,  p r z e d ­
s t a w i a  e l e m e n t  klasy  (K), k t ó r e g o  w a r t o ś ć  o z n a c z o n a  j e s t  w zu­
p e ł n o ś c i .

Uwaga II. Z powyższej uwagi i podanej w niej definicyi symbolu

a — b,
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gdzie a i b oznaczają dwa elementy klasy (K), wynika, że r ó w n o ś ć

X =  a —  b

r ó w n o w a ż n a  j e s t  k a ż d e j  z r ó w n o ś c i

b -j- X =  a i X -\- b =  a,

r ó w n o w a ż n y c h  pomi ędzy  sobą. a o ile  o d e j m o w a n i e ,  z a z n a c z o n e  
w e  w z o r z e  a — b, j e s t  w y k o n a l n e ,  m a m y

(a — b) -(- b —  a.

TJwaga III. Przy pisaniu symbolu różnicy, w której odjemna lub odjemnik 
jest iloczynem, zastrzegamy sobie prawo o p u s z c z a n i a  nawiasu, w którym 
na podstawie ogólnych reguł należałoby zamknąć symbol iloczynu.

Tw. II. Jeż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  a, b i c t r z y  e l e m e n t y  klasy,  
to w razie w y k o n a l n o ś c i  o d e j m o w a n i a ,  z aznac z onego  we w zorze

(1) b -  c, 
m a m y
(2) a -|- (b —- c) =  (a -f- b) — c;

j e ż e l i  zaś,  p r ó c z  w y k o n a l n o ś c i  o d e j m o w a n i a  w e w z o r z e ( l ) ,  w y ­
k o n a l n e  j e s t  i o d e j m o w a n i e  z a z n a c z o n e  we w z o r z e

a —  (b — c),

t o  w tak i m r a z i e  z a c h o d z i  r ó w n o ś ć

(3) a — (b — c) =  (a -j- c) —  b;

j e ż e l i  n a r e s z c i e ,  p r z y  w y k o n a l n o ś c i  o d e j m o w a n i a ,  z a z n a c z o ­
n e g o  we w z o r z e  (1), w y k o n a l n e  j e s t  o d e j m o w a n i e ,  z a z n a c z o n e  
we w z o r z e  n a s t ę p u j ą c y m

(b —  c) — a,
t o  w t a k i m  r a z i e  m a m y

(4) (b -  e) — a =  b — (a +  c).
Istotnie, przyjmijmy
(5) X =  a -J- (b — c).
Mamy tedy

X -f- c =  {a -j- (b — e)} c =  a -)- {(ó — c) -)- c} =  a -j- b.

Mamy więc
X —j -  c =  a - j -  b ,
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skąd
x  =  i0 +  b) —  c,

a z tej równości i równości (5) wynika właśnie równość (2). 
Przyjmijmy teraz

(6) x =  a — (b — c).
Mamy tedy

* +  b =  {«  —  Ф — c)} +  b =  {a — (b — c)} -f- {(b —  ć) +  c} 

=  [ { «  -  (b -  c)} +  (P -  c)] +  c 
— a -J- c.

Zatem
x -j- b =  a -j-  c,

s k ą d
x =  (a +  c) —  b,

a z tej równości i równości (6) wynika właśnie równość (3). 
Przyjmijmy nareszcie

(7) x =  (b —  c) —  a.
Mamy tedy

x  +  (« +  c) =  { ( b — c) — « }  +  (a +  c) 
=  [ { ( & —  c) — a} +  a] +  c

mamy więc 

skąd

=  ( b - c )  +  c =  b-, 

x -\-{a-\-c) =  b, 

x =  b — (a -(- c),

a z równości tej i równości (7) wynika równość (4), która pozostawała jeszcze 
do uzasadnienia.

Znaczenie powyższego twierdzenia polega na tem, iż na jego podstawie 
m o ż e m y  k a ż d e j  k o m b i n a c y i  n (n ^  3) e l e m e n t ó w  k l a s y  (K) p r z e z  
dz i a ł ani a ,  z których k a ż d e  j e s t  d o d a w a n i e m  lub o d e j m o w a n i e m ,  
nadać ,  w r a z i e  w y k o n a l n o ś c i  d z i a ł a ń  z a z n a c z o n y c h ,  a l b o  po­
s tać  s u m y  r o z w a ż a n y c h  n e l e m e n t ó w ,  a l b o  p o s t a ć  r ó ż n i c y ,  
w k t ó r e j  o d j e m n a  j e s t  s u m ą  p e w n y c h  z t y c h  e l e m e n t ó w  (lub jest 
jednym z rzeczonych elementów) a o d j e m n i k  — sumą r e s z t y  e l e m e n ­
t ów (albo —  elementem pozostałym, gdyby wszystkie rozważane elementy 
prócz jednego były składnikami odjemnej). O słuszności tej uwagi łatwo prze­
konywamy się kiedy chodzi o trzy elementy, albowiem w takim razie może 
tylko chodzić o kombinacyę jednego z tych elementów, powiedzmy a, z sumą 
lub różnicą dwóch pozostałych drogą dodawania lub odejmowania. Ale każda
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z kombinacyi elementu a z sumą elementów pozostałych jest już bezpośrednio 
żądanej postaci. Mamy więc tylko do rozważania przypadki, kiedy kombinu­
jemy element a z różnicą

b — c

dwóch elementów pozostałych. Takich przypadków mamy oczywiście trzy, a mia­
nowicie te, które odpowiadają wzorom

a -f- (b —  c). a —  (b — c) i (b —  c) —  a.

a na podstawie udowodnionego twierdzenia, możemy, o ile spełnione są warunki 
wykonalności zaznaczonych działań, każdemu z tych wyrażeń nadać kształt, 
o który chodzi.

Do przypadku, kiedy ilość kombinowanych elementów jest większa od n, 
można łatwo przejść drogą indukcyi matematycznej; ale pewne wyniki, do 
których dojdziemy później1), czynią uskutecznienie tego przejścia na tem miejscu 
rzeczą zbędną.

Tw. III. Jeż  e li o z n a c z y m y  p r z e z  a, b, a' i b' c z t e r y  e l e m e n t y  
k l a s y  (K), to  w t a k i m r a z i e  z a c h o d z ą  o k o l i c z n o ś c i  n a s t ę p u j ą c e :  

1° J e ż e l i  o d e j m o w a n i a  z a z n a c z o n e  we w z o r a c h

(1) a — b i a’ — b' 
są w y k o n a l n e ,  to r ó w n o ś ć

(2) a —  b — a‘ —  V 
p o c i ą g a  za s o b ą  r ó w n o ś ć
(3) a -f- V =  a' -(- b.

2° J e ż e l i  r ó w n o ś ć ( 3 )  z a c h o d z i ,  a o d e j m o w a n i e ,  z a z n a c z o n e  
w j e d n y m  ze  w z o r ó w  (1), j e s t  w y k o n a l n e ,  to  o d e j m o w a n i e ,  za­
znaczone  w d r u g i m  z t ych  w zorów , j es t  t a k ż e  w y k o n a l n e ,  a nadto 
r ó ż n i c e  (1) s p e ł n i a j ą  r ó w n o ś ć  (2).

Istotnie, załóżmy najpierw, że odejmowania, zaznaczone we wzorach (1), 
są wykonalne, i przypuśćmy, że równość (2) jest spełniona. Mamy tedy

(a — b) -j- b =  (a' — b') -j- b, 
a ponieważ (Tw. I, Uwaga II)

(a — b) -j- b =  a,
przeto

a =  (a' —  b') -{- b.
Ale (Tw. II)

(a' —  b') +  b =  (a' +  b) —  b',

*) Mamy tu na myśli teoryę sum algebraicznych, która będzie podana w rozdziale 
poświęconym ogólnej teoryi liczb rzeczywistych.
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zatem
a =  (a' b) — b',

skąd wynika (Tw. I Uwaga II) równość (8). Zatem, pierwsza część twierdzenia 
zachodzi w podanem brzmieniu.

Żeby uzasadnić i drugą część twierdzenia, przyjmijmy, że elementy

a, b, a' i b'

spełniają równość (3), i zważmy, że możemy poprzestać na rozważaniu przy­
padku, kiedy odejmowanie, zaznaczone we wzorze

(4) a —  b

jest wykonalne, albowiem przypadek, w którymby wykonalne było odejmowanie, 
zaznaczone we wzorze

a' — b',

sprowadzić możemy do pierwszego przez zmianę oznaczeń, polegającą na tern, 
żeby uskutecznić zamianę znaczeń symbolów

a i a'
z jednej strony, a symbolów

b i b'
z drugiej.

Zakładając tedy wykonalność odejmowania, zaznaczonego we wzorze (4), 
mamy (Tw. II):
(5) (a — b) - f  V =  [a +  V) — b

Z drugiej strony (Tw. I, Uwaga II) z równości (3) mamy

(a -f- b') — b =  a'.

Z tej równości i równości (5) mamy

(a — b) -\- b' =  a1,

skąd (Tw. I, Uwaga II) wynika właśnie równość (3). Ostatecznie więc twier­
dzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Def. I. J e ż e l i  w p e w n e j  k l a s i e  w i e l k o ś c i  (Z), d la  k t ó r y c h  
d o d a w a n i e  z o s t a ł o  o k r e ś l o n e ,  i s tn i e j e  taki  e l e m e n t  e, żeby każda 
w i e l k o ś ć  X k l as y  (Z) s p e ł n i a j ą c a  r ó w n o ś ć

(1) X =  e 
s p e ł n i a ł a  k a ż d ą  z r ó w n o ś c i
(2) a -f- X =  a
Wstęp do analizy. 6
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i
(3) a? —I-  a — a

j a k ą k o l w i e k  w i e l k o ś ć  klasy (Z) o z n a c z y l i b y ś m y  p r z e z  a, to  o k o ­
l i c z n o ś ć  tę w y r a ż a m y ,  o r z e k a j ą c ,  że e l e m e n t  e j e s t  m odułem , 
d od aw an ia  w i e l k o ś c i  k l a s y  (Z).

Tw. IV. C h a r a k t e r  m o d u ł u  d o d a w a n i a ,  j a k i  m o ż e  e w e n ­
t u a l n i e  m i e ć  e l e m e n t  z b i o r u  (Z), z a l e ż y  w y ł ą c z n i e  od w a r t o ś c i  
t e g o  e l e m e n t u .

Istotnie, przyjmijmy, że pewien element e zbioru (Z) jest modułem doda­
wania wielkości klasy (Z), i załóżmy, że jakiś element e' zbioru (Z) spełnia 
równość

e' =  e.
W  takim razie równość

X =  e\

jako równoważna równości (1), pociągającej za sobą każdą z równości (2) i (3), 
sama pociąga za sobą każdą z tych dwóch równości, a ponieważ stąd wynika, 
że element e' będzie również modułem dodawania wielkości klasy (Z), przeto 
każda wielkość klasy (Z), równa modułowi dodawania wielkości tej klasy, jest 
sama modułem dodawania wielkości rzeczonej klasy, a na tem właśnie polega 
twierdzenie, które pragnęliśmy uzasadnić.

Tw. V. M o d u ł  d o d a w a n i a  w i e l k o ś c i  k l a s y  (K) i s t n i e j e ,  po ­
s i a d a  w a r t o ś ć  o z n a c z o n ą  w z u p e ł n o ś c i ,  a w a r u n e k  k o n i e c z n y  
i w y s t a r c z a j ą c y ,  ż e b y  p e w n a  w i e l k o ś ć  p k l a s y  (K) b y ł a  m o d u ­
ł em d o d a w a n i a  r o z w a ż a n e j  k l a s y  w i e l k o ś c i ,  p o l e g a  na ró­
w n o ś c i
(1) р =  Ъ- Ъ,

g d z i e  b o z n a c z a  d o w o l n i e  p r z y j ę t ą  w i e l k o ś ć  k l a s y  (K).
Istotnie, zastosowując Tw. IV § 67 do przypadku, kiedy wielkości, tamże 

oznaczone przez a i ó, zlewają się ze sobą, stwierdzamy (§ niniejszy, Tw. I, 
Uw. I), że odejmowanie, zaznaczone we wzorze

b — b,

jest wykonalne, jakąkolwiek wielkość klasy (K) oznaczylibyśmy przez b. Z tęga 
wynika, że istnieje wielkość p klasy (K), spełniająca równość (1).

Z drugiej znów strony (Tw. 111) mamy
(2) b — b — a —  a,

jakiekolwiek wielkości klasy (K) oznaczylibyśmy przez a i b. Zatem, ze względu, 
na (1), równość
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(3) X =  p 
pociąga za sobą równość
(4) X — a — a,

która znów równoważna jest (Tw. I, Uw. II) każdej z równości 

(Б) а -\- X =  a i x -f- a — a.

Ponieważ więc równość (3) pociąga za sobą każdą z równości (5), bez 
względu na wartość elementu a, przeto istnienie równości (1) jest wystarczają- 
cem warunkiem, ażeby wielkość p była modułem dodawania wielkości klasy 
(К), a ponieważ, jakeśmy stwierdzili wyżej, istnieje wielkość p spełniająca (1), 
przeto udowodniliśmy już istnienie modułu dodawania wielkości klasy (K). 
Przejdźmy z kolei do wykazania, że istnienie równości (1) jest koniecznym 
warunkiem do tego, żeby wielkość p była modułem dodawania wielkości 
rozważanej klasy. W  tym celu załóżmy, że pewna wielkość

p

klasy (K) jest modułem dodawania. W takim razie (Def. I.) równość 

(6) x =  p

pociąga za sobą każdą z równości (5), bez względu na wybór wielkośct a. 
Ponieważ zaś równości (5) pociągają za sobą (Tw. I, Uw. II) równość (4), 
przeto, ze względu na (2), stwierdzamy, że (6) pociąga za sobą

x =  b — b,

a z równości tej i równości (6) wynika, że wielkość p spełnia równość (1). 
Udowodniliśmy więc, że istnienie tej równości jest koniecznym warunkiem, 
ażeby wielkość p była modułem dodawania. Ponieważ zaś z tego wynika, że 
wartość modułu dodawania wielkości klasy (K) jest oznaczona jednoznacznie 
przeto twierdzenie nasze uzasadnione jest w zupełności.

Uwaga I. Dostrzegamy z łatwością, że liczba zero jest modułem doda­
wania liczb wymiernych bezwzględnych.

Uwaga II. Dla skrócenia wysławiamy się zwykle tak, jak gdyby jedna 
tylko wielkość klasy (K) była modułem dodawania, gdyż zwykle chodzi tylko 
o wartość tego modułu, a z powyższego twierdzenia wynika, że ta wartość 
jest jedyna, czyli, że wielkości, będące modułami dodawania wielkości klasy (K), 
są pomiędzy sobą równe.

Tw. YI. J e ż e l i  o z n a c z y m y  przez e j a k i k o l w i e k  e l e m e nt  klasy 
(К), a p r z e z  p m o d u ł  d o d a w a n i a  e l e m e n t ó w  r z e c z o n e j  k lasy ,  to 
r ó w n o ś ć
(1) e — e e

6*
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j e s t  r ó w n o w a ż n a r ó w n o ś c i
(2) e =  p,
a n i e r ó w n o ś ć
(3) « +  « +
—  n i e r ó w n o ś c i
(4) e ф  p.

Istotnie, równość (1) jest równoważna (Tw. I, Uwaga II) równości

e =  e — e,

która znów (Tw. V) równoważna jest równości (2); zatem równość (1) jest rze­
czywiście równoważna równości (2). Ponieważ zaś z równoważności równości 
(1) i (2) wynika już równoważność nierówności (3) i (4), przeto twierdzenie 
zachodzi w podanern brzmieniu.

Uwaga I. Z Tw. VI niniejszego paragrafu wynika, że z a ł o ż e n i e ,  iż 
z a c h o d z i  u k ł a d  t - wi erdzeń,  w y s z c z e g ó l n i o n y c h  w § 67-ym, r ó w ­
n o w a ż n e  j e s t  z a ł o ż e n i u ,  że z a c h o d z i  układ t w i e r d z e ń ,  w jaki  
p r z e m i e n i ł b y  się r z e c z o n y  u k ł a d ,  g d y b y ś m y  z a s t ą p i l i  t w i e r ­
d z e n i a  VII i VIII t e g o  u k ł a d u  o d p o w i e d n i o  p r z e z  n a s t ę p u j ą c e :

(A) J e ż e l i  p e w i e n  e l e m e n t  a k l as y  (K) s p e ł n i a  n i e r ó w n o ś ć

а ф  P,

g d z i e  (a o z n a c z a  m o d u ł  d o d a w a n i a ,  a s y m b o l e  b i b' o z n a c z a j ą  
t a k i e  d w a  e l e m e n t y  t e j ż e  k l as y ,  k t ó r e  s p e ł n i a j ą  n i e r ó w n o ś ć

b =j= b',
t o  w t a k i m r a z i e  m a m y

a . b =J= a . V.

(B) J e ż e l i  p e wi e n  e l e m e n t  b k l a s y  (K) s p e ł n i a  n i e r ó w n o ś ć

b ф  p,

g d z i e  p o z n a c z a ,  jak wyżej ,  m o d u ł  d o d a w a n i a ,  a s y m b o l  a o z n a ­
c z a  c a ł k i e m  d o w o l n i e  dany e l e m e n t  klasy (K), to  z a w s z e  i s t n i e j e  
e l e m e n t  x t e j  klasy,  s p e ł n i a j ą c y  r ó w n o ś ć

b . X — a.

§ 70. Tw. I. (Własność łączności mnożenia). J e ż e l i  w i l o c z y n i e  n 
(n >  2) e l e m e n t ó w  k lasy  (K) z a s t ą p i m y  к ( l<^k<C.n)  b e z p o ś r e ­
d n i o  n a s t ę p u j ą c y c h  po s o b i e  c z y n n i k ó w  p r z e z  i ch i l o c z y n ,  to 
nie s p o w o d u j e m y  ż a d n e j  z m i a n y  w w a r t o ś c i  r o z w a ż a n e g o  i l o ­
c z y n u .
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Mieliśmy już sposobność poznać przykład (§ 63), w którym pewne twier­
dzenie o dodawaniu i pewne twierdzenie o mnożeniu w takim były wzajemnym 
stosunku, iż dowód któregokolwiek z nich zawierał już w sobie dowód dru­
giego Otóż stosunek wzajemny Tw. I § 68-go i twierdzenia niniejszego stanowi 
nowy przykład tego samego rodzaju.

Istotnie, jeżeli w Tw. I § 68-go i Tw. I § 67-go, z którego pierwsze wynika, 
zastąpimy symbolikę i terminologię dodawania przez symbolikę i terminologię 
mnożenia, to Tw. I § 68-go przemieni się w twierdzenie, o dowód którego 
obecnie chodzi, a Tw. I § 67-go w Tw. V tegoż paragrafu. Ponieważ zaś 
słuszność Tw. V § 67-go należy do założeń rozwijanej teoryi, przeto Tw. I 
§ 68 go i twierdzenie niniejsze rzeczywiście znajdują się. w zapowiedzianym 
związku. Ponieważ zaś dowód Tw. I § 68-go został podany, przeto twierdzenie 
niniejsze należy także uważać za uzasadnione. Jednakowoż zalecamy czytelni­
kowi, jako bardzo dobre ćwiczenie, wyprowadzenie dowodu niniejszego twier­
dzenia z dowodu Tw. I § 68-go przez podstawienie w miejsce symbolów sum 
symbolów iloczynów (§ 64). Przy przerabianiu tego ćwiczenia stwierdzi czy­
telnik w szczególności, że lematom I i II, podanym w dowodzie Tw. I § 68 go, 
odpowiadają w dowodzie twierdzenia niniejszego lematy, które, w razie przy­
jęcia symbolu

a,

za ogólny symbol czynnika rzędu i, mogą być wysłowione w sposób nastę­
pujący.

Lemat I. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  «  i ß d w i e  l i c z b y  c a ł k o ­
wi te ,  s p e ł n i a j ą c e  z w i ą z k i

] < « < « ;  i  <  ß <  w — a,
to o t r z y m a m y

a + ß  a + ß

JJ a, =  aa X  JJdt ■
i —et

Lemat II. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  t j a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  c a ł ­
k o w i t ą ,  s p e ł n i a j ą c ą  z w i ą z k i

1 t <  u
to  o t r z y m a m y

/ /  ( / / " ' )  X / / ,
i-i \  1 = 1 /  i-t+i

Uwaga. T w i e r d z e n i e  p o w y ż s z e  (Tw. I) z a c h o d z i  n i e z a w o d n i e  
s k o r o  t y l k o  z a c h o d z i  tw. V § 67-go, bez  w z g l ę d u  na to, c z y  p o z o ­
s t a ł e  t w i e r d z e n i a  r z e c z o n e g o  p a r a g r a f u  z a c h o d z ą ,  a l b o w i e m
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j e d y n e  z t w i e r d z e ń  § 67, na k t ó r e  p o w o ł u j e m y  s i ę  w d o w o d z i e  
n i n i e j s z e g o  t w i e r d z e n i a ,  j e s t  tw. V.

Tw. II. ( W ł a s n  o ś ć  przemienności mnoż en i a ) .  W a r t o ś ć  i l o c z y n u  
n (w >  7) d a n y c h  e l e m e n t ó w  k l a s y  (K) nie  z a l e ż y  od  u s z e r e g o ­
w a n i a  t y c h ż e .

Żeby uzyskać dowód niniejszego twierdzenia dostalecznem jest podsta­
wić w dowodzie Iw. II § 68-go wyrazy i symbole, odnoszące się do mnożenia, 
w miejsce wyrazów i symbolów, odnoszących się do dodawania. Wobec tego 
należy uważać dowód niniejszego twierdzenia za zawarty w dowodzie tw. II 
§ 68-go.

Tw. III. Ż e b y  i l o c z y n  n (n >  1) e l e m e n t ó w  k l a s y  (K) b y ł  
r ó w n y  m o d u ł o w i  d o d a w a n i a ,  k o n i e c z n e m j e s t  i w y s t a r c z  aj ącem,  
ż e b y  j e d e n  c z y n n i k  p r z y n a j m n i e j  r ó w n a ł  się r z e c z o n e m u  mo 
d u ł o w i.

D o w ó d .  (A). T w i e r d z e n i e  z a c h o d z i  p r z y

n =  2.

Istotnie, oznaczmy przez p moduł dodawania, a przez a całkiem dowolnie 
dany element klasy (K). Z definicyi modułu dodawania wynika że, jeżeli ozna­
czymy przez b jakikolwiek element klasy (K), to mieć będziemy

-j- p =  ó,
skąd

a . (b -j-  p) =  a . b

Ale (§ 67 tw. IX) mamy

a . (6 t(- (i) =  e . 4 -}- e . p ,
mamy więc

a . b a . p =  a . b,
skąd

a . p =  a . b — a . b ‘,
a ponieważ (§ 69, Tw. V)

a . b —  a .b  — p ,
przeto
(1) a . p =  p ,

oraz, ze względu (§ 67, tw. VI) na równość

p . a =  a . p,

2) p . a —  p.

Z równości (1) i (2) wynika, że iloczyn dwóch elementów klasy (K) rze­
czywiście równa się modułowi dodawania p, skoro tylko jeden przynajmniej
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z tych elementów jest równy rzeczonemu modułowi. Powiadam teraz, że, jeżeli 
dwa elementy a i b klasy (K) spełniają nierówności

(3) а Ц= p oraz й =j= 
to mamy
(4) a .b  ф  fi.

Istotnie, z pierwszej z nierówności (3) wynika (§ 69, Tw. VI), że mamy

a -\- a =j= a ,

a z tej nierówności wynika dalej, ze względu na drugą z nierówności (3) (§ 67 
tw. VII), że mamy

a . b ф :  a . p

skąd, na podstawie równości (1), mamy

a . b - j= [л.

Zatem, nierówności (3) pociągają za sobą nierówność (4). Z uzyskanych 
wyników wnosimy^ że równość

a . b —  (/.

zachodzi w takim, i tylko w takim razie, kiedy jeden przynajmniej z elementów 
a lub b równa się modułowi dodawania; innemi słowy, twierdzenie pomocnicze 
(A) zachodzi w podanem brzmieniu.

Załóżmy chwilowo, że twierdzenie, o które nam właściwie chodzi, jest 
uzasadniona w przypadku, kiedy ilość czynników n spełnia równość:

n =  k,

gdzie к oznacza pewną liczbę całkowitą, nie mniejszą od liczby 2, i zwróćmy 
się do przypadku, kiedy mamy

n =  к -j- 1,

oznaczając w takim razie ogólnie przez

czynnik г-ty. Mamy tedy

(6)

Jeżeli zachodzi równość

a i

J J a ,  =  a
i= * l

(7)
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to, ze względu na (6) i na twierdzenie pomocnicze, podane pod (A), musi za­
chodzić jedna przynajmniej z równości

к

(8) J J a< —  P a|bo ak+l p.
i=l

Ponieważ zaś, ze względu na chwilowo przyjęte założenie, równość
*

i -i
zachodzić może tylko w przypadku, kiedy jeden przynajmniej z czynników

( 1 0 ) « 1, «2 • • • «*

równa się p, przeto równość (7) może zachodzić tylko w razie, kiedy jeden 
przynajmniej z czynników iloczynu

II
i=>I

równa się modułowi dodawania p. Odwrotnie, jeżeli jeden z czynników a15 a2, . . .  
a*, równa się p, to mamy albo

ak+l ~ P,
albo też jeden z elementów (10) równa się, modułowi dodawania p, a w takim 
razie, ze względu na przyjęte chwilowo założenie, rowność (9) będzie zacho­
dzić. Jeżeli więc jeden z elementów

ctj, a2 ... ak,

równy jest p , to jedna przynajmniej z równości (8) zachodzi niezawodnie. Za­
tem, na podstawie twierdzenia pomocnicznego, podanego pod (A), równość (7) 
także zachodzi.

Z uzyskanych wyników wnosimy, na podstawie zasady indukcyi mate­
matycznej, że nasze twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

§ 71. Tw. I. (Własność rozdzielności mnożenia w stosunku do dodawania). 
J e ż e l i  o z n a c z y m y  o g ó l n i e  przez

a,

г- ty  w y r a z  c i ą g u  o » ( ) i > l )  w y r a z a c h ,  u ł o ż o n e g o  z n e l e m e n t ó w  
k l a s y  (К), a p r z e z  b j e s z c z e  j a k i ś  e l e m e n t  t e j ż e  k l asy ,  to o t r z y ­
m a m y

b.(1)
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o r a z

(2)

Przystępując do dowodu twierdzenia zaznaczamy najpierw, że, ze względu 
na własność przemiennośei mnożenia, równości (1) i (2) są równoważne pomię­
dzy sobą. Zatem, twierdzenie będzie uzasadnione, jeżeli tylko uzasadnimy rów­
ność (1). Przy

równość (1) wyraża tylko tw. IX § 67-go, którego ważność należy do założeń 
naszych. W tym więc przypadku rozważana równość zachodzi. Załóżmy chwi­
lowo, że równość (1) zachodzi jeszcze przy

gdzie к oznacza pewną liczbę całkowitą, nie mniejszą od liczby 2, i zwróćmy 
się do przypadku, kiedy mamy

skąd, ze względu na tw. IX § 67-go i na chwilowo przyjęte założenie:

Zatem, gdyby równość (1) zachodziła przy wartości (4) na n, to zacho­
dziłaby także i przy wartości (5) na tę liczbę. Ponieważ zaś, jak stwierdziliśmy, 
rozważana równość zachodzi przy wartości (3) na n, przeto (Zas. ind. mat.) 
ta równość zachodzi przy każdej, od liczby 1 większej wartości liczby całko­
witej V Ostatecznie więc twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

(3) n — 2

(4) n — к

(5) n =  к 1.

Na podstawie definicyi symbolu sumowania, mamy

a ponieważ na podstawie definicyi symbolu sumowania mamy

przeto
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Uwaga. Równości (1) i (2) oczywiście nie przestają zachodzić i przy

n — 1,
tylko w takim razie one już nie wyrażają własności rozdzielności mnożenia 
w stosunku do dodawania.

Tw. II. (Własność rozdzielności mnożenia w stosunku do odejmowania). 
J e ż e l i  o d e j m o w a n i e ,  z a z n a c z o n e  we  w z o r z e

a —  b,

g dz i e  a i b są d w a  e l e m e n t y  k l a s y  (K), j e s t  w y k o n a l n e ,  to w ta­
kim r a z i e  m a m y
(1) c . (a — b) =  e . a —  c . b 
o r a z
(2) (a — b) . c — a . c —  b . c.

Ponieważ ze względu na własność przemienności mnożenia elementów klasy 
(K) równości (1) i (2) są równoważne pomiędzy sobą, przeto uzasadnimy je obie, 
uzasadniwszy jedną z nich, powiedzmy równość (1). Przyjąwszy

(3) X —  a —  b,
mamy

skąd

a ponieważ (§ 67, tw. IX)
<

przeto

skąd

b -(- X =  a, 

c . {b -f- x) =  c . a ;

( b - \ - x ) = c . b - \ - c . x ,  

c . b c . x =  c. .a ,  

c . x — c . a —  c . b,

a z równości tej wynika, ze względu na (8), równość (1), którą chcieliśmy 
właśnie uzasadnić. Zatem twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

§ 72. Tw. I. J e ż e l i  p r z y  d z i e l e n i u  e l e m e n t ó w  k l a s y  (K) e l e ­
ment ,  p r z y j ę t y  za  dz i e l n i k ,  nie r ó w n a s i ę  m o d u ł o w i  d o d a w a n i a ,  
t o  d z i e l e n i e  j e s t  w y k o n a l n e ,  a w a r t o ś ć  i l o r a z u  o z n a c z o n a  j e s t  
b e z  d w u z n a c z n o ś c i .  J e ż e l i  zaś  d z i e l n i k  r ó w n a  się m o d u ł o w i  
d o d a w a n i a ,  t o  d z i e l e n i e  j e s t  w y k o n a l n e  w p r z y p a d k u ,  i t y l k o  
w p r z y p a d k u ,  k i e d y  d z i e l n a  t a k ż e  r ó w n a  się m o d u ł o w i  d o d a ­
wan i a ,  al e  w t a k i m  r a z i e  i l o r a z  j e s t  c a ł k i e m  n i e o z n a c z o n y .

Żeby to twierdzenie uzasadnić, zważmy przedewszystkiem, że istnieje 
j e d e n  tylko rodzaj dzielenia elementów klasy (K). Istotnie, jeżeli oznaczymy 
przez a. i b jakiekolwiek dwa dane elementy klasy (К), a przez x jakikolwiek
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trzeci element tejże klasy, to (§ 67 tw. VI) mieć będziemy w każdym razie
b . X =  X . b ,

skąd wynika, że, jeżeli x spełnia jedną z równości

b . X — a lub x . b =  a,

to element ten spełnia i drugą z tych równości. Zatem, problem wyznaczenia 
elementu x  z warunku, aby ten element spełniał jedną z powyższych równości, 
zlewa się z problemem wyznaczenia elementu x z drugiej z nich. Innemi słowy 
istnieje rzeczywiście tylko jeden rodzaj dzielenia elementów klasy (K).

Zwróćmy się teraz do przypadku kiedy dzielnik b równa się modułowi 
dodawania p. Ponieważ w takim razie (§ 70, Tw. III) mamy

b ■ x  =  p,
bez względu na wartość elementu x , przeto ta część naszego twierdzenia, która 
odnosi się do przypadku, kiedy dzielnik b równa się modułowi dodawania, za­
chodzi w podanem brzmieniu.

Załóżmy teraz, że mamy
(1) b ф  p.

W  takim razie istnieje w klasie (K) (§ 69, Uwaga I przy Tw. VI) element 
x, spełniający równość
(2) b . x  — a,

gdzie a jest dowolnie naprzód oznaczony element klasy (K); innemi słowy, przy 
warunku, podanym w twierdzeniu, dzielenie jest wykonalne.

Powiadam, że, w rozważanym przypadku, wartość ilorazu oznaczona jest 
w zupełności. Istotnie, jeżeli tylko dwa elementy x  i x' klasy (K) spełniają od­
powiednio równości
(3) b . x  =  a i b . x' — a , 
to w takim razie mamy

b . x — b . x f ,

a ta równość, ze względu na (1) sprzeczną byłaby (§ 69, Uwaga I, przy Tw. VI) 
z nierównością

x  =}= x'.

Zatem z równości (3) wynika równość

x =  x ',
która właśnie wyraża jednoznaczność dzielenia przy warunkach podanych 
w twierdzeniu. Ostatecznie więc twierdzenie zachodzi w podanym brzmieniu. 

Uwaga L  Z e  w z g l ę d u  na i s t n i e n i e  j e d n e g o  t y l k o  r o d z a j u
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d z i e l e n i a  e l e m e n t ó w  k l a s y  (К) o z n a c z a m y  i l o r a z  p o d z i a ł u  dziel-  
ne j  a p r z e z  d z i e l n i k  b k t ó r y m k o l w i e k  z s y m b o l ó w

a
a : b lub ,

z k t ó r y c h  ż a d e n  nie z a w i e r a  w s k a z ó w k i  o k r e ś l a j ą c e j ,  c z y  ilo­
r a z  æraa  b y ć  w y z n a c z o n y  z r ó w n o ś c i  i

c z y  też  z r ó w n o ś c i
b . X — a, 

X . a — b.

Uwaga II. J e ż e l i ,  p r z y  z a c h o w a n i u  p o w y ż s z y c h  o z n a c z e ń ,  
z a c h o d z i  n i e r ó w n o ś ć

6 Ц= p,,

g d z i e  p o z n a c z a ,  j a k  w y ż e j ,  m o d u ł  d o d a w a n i a ,  to, ze w z g l ę d u  
na p o w y ż s z e  t w i e r d z e n i e ,  k a ż d y  z s y m b o l ó w

o z n a c z a  w i e l k o ś ć  o o z n a c z o n e j  w a r t o ś c i  i z t e g o  p o w o d u  może 
b y ć  k o j a r z o n y  z n a k i e m  r ó w n o ś c i  z i nnymi  s y mb o l a mi ,  o z n a c z a ­
j ą c y m i  w i e l k o ś c i  k l a s y  (К) o o z n a c z o n y c h  w a r t o ś c i a c h ;  d o s t r z e ­
g a m y  z a r a z e m,  że k a ż d a  z r ó w n o ś c i

a
X — a : b lub x =

j e s t  r ó w n o w a ż n a  k a ż d e j  z r ó w n o ś c i

b . x  =  a i x . b — a.
J e ż e l i  z a ś  m a m y

Ъ — P,

to s tan  r z e c z y  j e s t  c a ł k i e m  i nny:  w t a k i m  raz ie ,  ze  w z g l ę d u  
na d o w i e d z i o n e  t w i e r d z e n i e ,  s y m b o l e

a l b o  w o g ó l e  nie m a j ą  ż a d n e g o  z n a c z e n i a  (co z a c h o d z i  w p r z y ­
p a d k u  k i e d y  а ф р ) ,  a l b o  nie o z n a c z a j ą  w i e l k o ś c i  o o z n a c z o n e j  
w a r t o ś c i .  Z a t e m ,  w ty m p r z y p a d k u ,  ż a d e n  z p o w y ż s z y c h  s y m­
b o l ó w  nie  m o ż e  b y ć  k o j a r z o n y  z n a k i e m  r ó w n o ś c i  z s y m b o l e m ,  
p r z e d s t a w i a j ą c y m  o z n a c z o n e j  w a r t o ś c i  e l e m e n t  k l as y  (K).
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Uwaga III. Z p o w y ż s z y c h  d w ó c h  uw a g  w y n i k a ,  że, j e ż e l i  
o z n a c z y m y  p r z e z  a i b d w a  e l e m e n t y  k l a s y  (K) i z a ł o ż y m y ,  że

gdzie o z n a c z a ,  j a k  w y ż e j ,  m o d u ł  d o d a w a n i a ,  to w t a k i m  r a z i e  
każda  z r ó w n o ś c i

Uwaga IY. J e ż e l i  p e w i e n  i l o r a z  j e s t  j e d n y m  ze s k ł a d n i k ó w  
pewnej  s u m y  a l b o  j e d n y m  z w y r a z ó w  p e w n e j  r ó ż n i c y ,  to, p r z y  
pi saniu s y m b o l u  r o z w a ż a n e j  sumy,  a l b o  r ó ż n i c y ,  z a s t r z e g a m y  
sobie p r a w o  o p u s z c z a n i a  n a w i a s u ,  w k t ó r y m ,  na p o d s t a w i e  
o g ó l n y c h  r egu ł ,  n a l e ż a ł o b y  z a m k n ą ć  wł aś c i wi e  s y m b o l  i l o r a z u .

Tw. II. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z

gdzie u. o z n a c z a ,  j a k  w y ż e j ,  m o d u ł  d o d a w a n i a ,  to w t a k i m  r a z i e  
r ó w n o ś ć

j e s t  r ó w n o w a ż n a  r ó w n o ś c i

b Ф  9,

b . X =  a i X . b =  a

r ó w n o w a ż n a  j e s t  k a ż d e j  z r ó w n o ś c i

a
X =  a : b i x =  ~ j~ .

( 1 ) a, b, a ' i b'

c z t e r y  e l e m e n t y  k l a s y  (K) i z a ł o ż y m y ,  że

(2) h Ф  I b  v  =j= Ib

(4) a . b ' =  a ' . b.

Istotnie, ze względu na (2) każdy z ilorazów

a a '
b * V

ma (Tw. I) oznaczoną wartość. Przyjmijmy

(5)

oraz
a‘

(6)
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Z równości (5) i (6) (Tw. I, Uwaga III) mamy

a =  u . b, a' z=  u '.
skąd
(7) a . V =  u . b .b '
oraz
(8) a' . b =  u' .,b ’ .b

Na podstawie twierdzeń I i II § 70-go mamy

u . b . V — u . (b . b’) 
u '. b' . b =  u . (b' . 6),

zatem, z równości (7) i (8) wynikają równości

§ 72

I a . V =  u . (b . b')
(9) I a' . b — u' . {b . V).

Z drugiej strony z nierówności (2) (§ 70, Tw. III) mamy

(10) b . b ф  p.

Jeżeli zachodzi (3), to, ze względu na (5) i (6) mamy

u — w',

a zatem, ze względu na (9), zachodzi równość (4). Stwierdzamy więc, że (3) 
pociąga za sobą (4). Powiadam, że (4) pociąga za sobą (3). Istotnie, z równości 
(4) i drugiej z równości (9) mamy

a . V =  u' . (b . b'),

a z tej równości i pierwszej z równości (9) wynika, ze względu na (10), (Tw. I) 
równość

u =  u' ,

która, na podstawie równości (5) i (6), pociąga za sobą (3). Zatem (4) pociąga 
za sobą (3), a to tylko pozostawało jeszcze do wykazania.

D ef I. J e ż e l i  w pe wn e j  k l a s i e  wi e l k  o ś c i  (Z), d la  k t ó r y c h  
m n o ż e n i e  z o s t a ł o  o k r e ś l o n e ,  i s t n i e j e  t a k a  w i e l k o ś ć  w, żeby  
k a ż d a  w i e l k o ś ć  x k l a s y  (Z), s p e ł n i a j ą c a  r ó w n o ś ć

a: — w,
s p e ł n i a ł a  k a ż d ą  z r ó w n o ś c i

a . x =  a i x . a — a,

j a k ą k o l  w i e k  w i e l k o ś ć  k l a s y  (Z) o z n a c z y l i b y ś m y  p r z e z  a, t a
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o k o l i c z n o ś ć  tę w y r a ż a m y ,  o r z e k a j ą c ,  że w i e l k o ś ć w  j e s t  modułem 
mnożenia w i e l k o ś c i  k l a s y  (Z).

Godną uwagi jest ta okoliczność, że Def. I § 69-go przechodzi w powyższą 
defiinicyę na skutek prostego podstawienia wyrazu »mnożenie« i odnośnego sym­
bolu odpowiednio w miejsce wyrazu »dodawanie« i symbolu tego działania. 
Dzięki tej okoliczności też same podstawienia przemienią dowód Tw. IV § 69-go 
na dowód twierdzenia następującego, którego dowód możemy zatem pominąć:

Tw. III. C h a r a k t e r  m o d u ł u  m n o ż e n i a ,  j a k i  ewentualnie  m i e ć  
może p e w n a  w i e l k o ś ć  w p e w n e j  k l a s y  w i e l k o ś c i  (Z), z a l e ż y  w y ­
ł ąc zn i e  o d  w a r t o ś c i  w i e l k o ś c i  w.

Tw. IV.  M o d u ł  m n o ż e n i a  w i e l k o ś c i  k l a s y  (K) i s t n i e j e ,  po­
siada w a r t o ś ć  o z n a c z o n ą  w z u p e ł n o ś c i ,  a w a r u n e k  k o n i e c z n y  
i w y s t a r c z a j ą c y ,  ab y  p e w n a  w i e l k o ś ć  m b y ł a  m o d u ł e m  m n o ­
żenia w i e l k o ś c i  k l a s y  (K), p o l e g a  na i s t n i e n i u  r ó w n o ś c i

(1) m — b : b

gdzie b o z n a c z a  w i e l k o ś ć  klas-y (K), k t ó r e j  w y b ó r  temu t y l k o  
o g r a n i c z e n i u  p o d l e g a ,  ż e b y ś m y  mi e l i

(2) b 4= p,

gd z i e p  o z n a c z a  m o d u ł  d o d a  w a n i a  (§69, def. I) w i e l k o ś c i  k lasy  (K).
Pomiędzy stosunkiem powyższego twierdzenia do Tw. V § 69-go, a stosun­

kami Def. I i Tw. III paragrafu niniejszego odpowiednio do Def. I § 69-go i Tw. V 
tegoż paragrafu zachodzi ścisła analogia, ale stosunek ten jest jednak odmienny 
od dwóch ostatnich, a to ze względu na zastrzeżenie, polegające na nierówności
(2) , zastrzeżenie, które w Tw. V § 69 nie posiada odpowiednika.

Z tego powodu winniśmy podać osobny dowód niniejszego twierdzenia. 
W tym celu przyjmijmy, że wielkość b spełnia nierówność (2). W takim razie 
(Tw. I) istnieje w klasie (K) wielkość m, spełniająca równość (1). Powiadam, że 
równość (I) stanowi dostateczny warunek do tego, żeby wielkość m była mo­
dułem mnożenia wielkości klasy (K). Istotnie przyjmijmy, że jakaś wielkość x 
klasy (K) spełnia równość
(3) x  =  m.

Jeżeli tedy oznaczymy przez a jakąś wielkość klasy (K), to w przypadku 
szczególnym, kiedy mamy

a — P,

niezawodnie (§ 70 Tw. III) mieć będziemy

(4) a . x — a i *  . a =  a.
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Mamy więc tylko do zbadania czy, w razie istnienia nierówności

(5) а ф  |x,

równość (3) pociąga za sobą obie równości (4). Otóż ze względu na (5) (Uwaga 
II przy Tw. I) każda z równości (4) jest równoważna następującej

(6) X — a : a,

a ponieważ ze względu na (2) i (5) (Tw. II) mamy

(7) a : a =  b : b,

przeto równość (3), jako pociągająca za sobą na podstawie równości (1) i (7) 
równość (6), równoważną każdej z równości (4), pociąga też za sobą każdą z tych 
równości. W każdym więc razie równość (3) pociąga za sobą obie równości 
(4), a z tego wynika, że równość (1) jest rzeczywiście dostatecznym warunkiem 
do tego, aby wielkość m była modułem mnożenia wielkości klasy (K). Rzeczony 
warunek jest konieczny. Istotnie, jeżeli (3) pociąga za sobą każdą z równości 
(4), bez względu na wybór wielkości a klasy (K), to okoliczność ta zachodzi 
w szczególności natenczas, kiedy spełniona jest nierówność (5). Ale w takim 
razie z równości (4) wynika (6), która, ze względu na (7), pociąga za sobą

X =  b : b,

a z tej równości i równości (3) wynika właśnie równość (1). Zatem, omawiany 
warunek jest rzeczywiście konieczny. Żeby przekonać się w zupełności o waż­
ności naszego twierdzenia, wystarczy zważyć, że, jak stwierdziliśmy wyżej, 
istnieje w klasie (K) wielkość, spełniająca (1), i uwzględnić, że warunek, polega­
jący na tem, aby wielkość m, będąca modułem mnożenia wielkości klasy (K), speł­
niała równość (1), wyklucza wszelką dwuznaczność w wartości modułu mnożenia.

Uwaga. Czytelnik upewni się z łatwością, że liczba 1 jest modułem mno­
żenia liczb wymiernych bezwzględnych.

§ 73. Zakładając w dalszym ciągu, że symbol (K) oznacza klasę wielkości) 
dla której zachodzą wszystkie twierdzenia, wyszczególnione w § 67-ym, zamie­
rzamy wyłożyć w tym paragrafie teoryę potęg dla elementów klasy (K).

Def. I . J e ż e l i  o z n a c z y m y  przez a j a k i k o l w i e k  e l e m e n t  klasy 
(К), a p r z e z  n j a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  c a ł k o w i t ą ,  to w y r a ż e n i e  >«-ta 
potęga e l e m e n t u  a< o z n a c z a  e l e m e n t  k l a s y  (K), k t ó r y  o z n a c z a m y  
z w y k l e  p r z e z  s y m b o l

a"

i o k r e ś l a m y  p r z e z  u m o w y  n a s t ę p u j ą c e :
1° P r z e z  s y m b o l  a ’ o z n a c z a ć  b ę d z i e m y  taki  e l e m e n t  k lasy  

(K), ż e b y ś m y  m i e l i
( 1 ) a 1 =  a.



97§ 73

2° P r z e z  s y m b o l  a* o z n a c z a ć  b ę d z i e m y  taki  e l e m e n t  k l a s y  
(K), ż e b y ś m y  m i e l i
(2) a° =  a1 : a.

3° P r z e z  s y m b o l  a" o z n a c z a ć  b ę d z i e m y  w p r z y p a d k u ,  k i e d y  
l i c z b a  c a ł k o w i t a  n s p e ł n i a  n i e r ó w n o ś ć

n >  1,

taki  e l e m e n t  k l a s y  (K), ż e b y ś m y  mie l i

(3) a" =  аГ~‘ . a.

Symbol an czytamy: »a do w-tej«; element a zowiemy zasadą  p o t ę g i ,  
a l i c z b ę  c a ł k o w i t ą  n j e j  w y k ła d n ik ie m 1).

Opierając się na zasadzie inćukcyi matematycznej, stwierdzamy z łatwo­
ścią, że umowy 1° i 3° określają, przy wartości od zera większej wykładnika, 
potęgę c a ł k i e m  d o w o l n i e  danego elementu a klasy (K) jako element tej 
klasy, oznaczony tylko co do wartości, ale oznaczony pod tym względem w zu­
pełności. Zatem, przy wartościach wykładnika od zera większych, wyznaczenie 
potęgi danego elementu, czyli potęgowanie, s t a n o w i  d z i a ł a n i e  a r y t m e ­
t y c z n e  j e d n o z n a c z n e .

W przypadku zaś, kiedy wykładnik równa się zeru, stan rzeczy jest inny: 
jeżeli element a, przyjęty za zasadę potęgi, równa się modułowi dodawania p> 
to umowa 2° traci całkiem wszelkie znaczenie, albowiem symbol

a1 : a
przybiera ze względu na (1) postać

p : p,

a symbol ten (§ 72, Tw. I), jako nie przedstawiający elementu o oznaczonej 
wartości, nie może być kojarzony znakiem równości z żadnym symbolem, przed­
stawiającym element klasy (K) oznaczonej wartości. Zatem, w r az i e  i s t n i e ­
nia ró w n o ś c i

a =  p,
s y m b o l

a°

i w y r a ż e n i e  » p o t ę g a  z e r o w a  e l e m e n t u  a« n a l e ż y  u w a ż a ć  j a k o  
p o z b a w i o n e  w s z e l k i e g o  z n a c z e n i a .  Jeżeli zaś zachodzi nierówność

_____________________  «  =ł= P»

’ ) Potęgi o wykładniku równym liczbie 2 zowią się kwadrat ami ,  a potęgi o wy­
kładniku równym liczbie 3 — s z e ś c i a n a mi  elementu, przyjętego za zasadę rozważanej 
potęgi.
Wstęp do analizy. 7
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to w takim razie, ze względu na definicyę modułu mnożenia (§ 72. Tw. V), 
z umów 1° i 2° wynika, że mamy
(4) a «  =  V,

gdzie V oznacza moduł mnożenia. Mamy więc twierdzenie następujące:
Tw. I. J e ż e l i  z a s a d a  p o t ę g i  nie  r ó w n a  się m o d u ł o w i  d o d a ­

w a n i a ,  a w y k ł a d n i k  j e s t  l i c z b ą  c a ł k o w i t ą  r ó w n ą  z e r u ,  to  roz ­
w a ż a n a  p o t ę g a  r ó w n a  się m o d u ł o w i  m n oż e n i a .

Czytelnik udowodni sam, drogą indukcyi matematycznej, opierając się na 
twierdzeniu poprzedzającym i na tw. III § 70 go, twierdzenie następujące:

Tw. II. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  a j a k i k o l w i e k ,  b y l e  m o du ­
ł o w i  d o d a w a n i a  p nie  r ó w n y ,  e l e m e n t  k l a s y  (К), a p r z e z  n j a k ą ­
k o l w i e k  l i c z b ę  c a ł k o w i t ą ,  to w t a k i m  r a z i e  z a c h o d z i  nie­
r ó w n o ś ć

an ф  (a .

Tw. III. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  a i b dwa e l e m e n t y  k l a s y  
(K), z k t ó r y c h  żaden m o d u ł o w i  d o d a w a n i a  nie j es t  rów ny, a przez  
m i p  j a k i e k o l w i e k  d w i e  l i c z b y  c a ł k o w i t e ,  to w t a k i m  r a z i e  za­
c h o d z ą  z a w s z e  r ó w n o ś c i  n a s t ę p u j ą c e :

(I) am . a” =  aT+*,

(II) (аГ)г = а т'г

(III) am .b m — {a . b)n

(IV) aT : bm =  (a : b)m

J e ż e l i  zaś ,  p r z y  s p e ł n i e n i u  p o w y ż s z y c h  z a ł o ż e ń ,  m a m y  
j e s z c z e
(5) m ^  p,

to, p r ó c z  p o w y ż s z y c h  r ó w n o ś c i ,  z a c h o d z i  j e s z c z e  r ó w n o ś ć  na­
s t ę p u j  ąc a
(V) am : ap — am~p.

Przechodzimy do kolejnego uzasadnienia powyższych pięciu równości.
W  razie równości

jo =  0

równość I zachodzi, albowiem, ze względu na (4) i na definicyę modułu mno­
żenia, mamy:

аГ . a* = ■ an . v =  a" ,
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a z drugiej strony

skąd rzeczywiście wynika równość

(6) am . a° =  e*^0.

Załóżmy teraz chwilowo, że równość (I) zachodzi przy

(7)
i przyjmijmy
(8)

p — к (к ^  0),

p =  k +  l.

Ponieważ ze względu na (3) mamy

(9) a‘+* =  ak .a ,
gdy

k ^ l ,

ponieważ nadto z równości (6) wynika, że równość (9) zachodzi nawet przy

k =  0 ,

przeto, przy wartości (8) na p, mamy

am . a* =  am . (a1. a) — (a” . a‘) . a ; 

a ponieważ założyliśmy chwilowo, że

skąd, ze względu na (8), wynika właśnie związek (I). Z uzyskanych wyników 
wnosimy, na podstawie indukcyi matematycznej, że równość (I) rzeczywiście 
zachodzi.

Przejdźmy do równości II. Przy

a” . a‘  =  an+l
przeto mamy
(10) am . a“ =  am+k. a.

Ponieważ z równości (2) i (3) wynika, że

am+‘ . a =  a” +‘+1,
przeto z równości (10) mamy

( H )
1*
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mamy

oraz
(a™)» =  (a”1)0 =  V

a —  v;

zatem przy wartości (11) na p równość (II) zachodzi. Gdyby zaś ta równość 
zachodziła przy

p — к (к 0),
to mielibyśmy

(am)* =  a” '*,
skąd

(о")* . аГ =  ат • *. ат ;
э.1в

(а")* . аГ =  (а”’)*+1,

a na podstawie dowiedzionej już równośći I. mamy

(aT )*. am =  am ' *+”  =  cC ’
mielibyśmy więc

(«’”)*+' =  an - (l+,) 
i równość (II) zachodziłaby przy

p =  k +  l.

Ostatecznie więc (Zas. ind. mat.) równość (II) zachodzi rzeczywiście.
Zwracając się do uzasadnienia równości (III), spostrzegamy najpierw, że 

równość ta zachodzi przy
m =  0,

albowiem, ze względu na tw. 1 i na definicyę modułu mnożenia v, mamy w tym 
przypadku:

; "  am . b" =  a* . b° =  v . v =  v
oraz

(a . b)n =  (a . b)° == v,
skąd równość (III), przy

m =  0,
rzeczywiście wynika.
Ale równość (III) zachodziłaby przy

m — к 1,
gdyby tylko zachodziła przy

m =  k,
gdyż mielibyśmy

a*. b” =  (a . by,
skód

ak . bk. ä . b =  (a . by . (a . b);
a ponieważ

a‘ . bk. a . b =  (ak. a) . (bk . b) =  «*+ '. b^‘
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oraz
(a . bf . (а . Ь) =  (а . Ь)к+‘, 

przeto mielibyśmy rzeczywiście

al+‘ . bk+' —  (а . 6)*+'

Zatem (Zas. indukcyi mat.) równość (III) zachodzi rzeczywiście. 
Żeby uzasadnić równość IV, przyjmijmy

(12) x =  (a : b)m.
Mamy tedy

X .bn — (a : b)m . b",

a ponieważ, ze względu na dowiedzioną już równość (III), mamy

(a : b)m . bm =  {  (a : b) . b }"* =  an,
przeto

X . bm =  am,
skąd
(13) X =  am : bm,

a z równości (12) i (13) wynika właśnie równość IV, którą pragnęliśmy uza­
sadnić.

Zwracając się do równości (V), zważmy przede wszy stkiem, że związek
(5) jest koniecznym warunkiem rozważanej równości, gdyż w razie nieistnienia 
rzeczonego związku symbol

m —  p

byłby dla nas bez znaczenia. Powiadam, że związek (5) jest dostatecznym wa­
runkiem, aby równość (V) zachodziła. Istotnie, przyjmijmy

(14) X =  am
Mamy tedy

X . a” — am~* . a”,

a ponieważ ze względu na twierdzenie, wyrażone przez (I), mamy

przeto

skąd

am~’  . ar =  а{т~рУгР =  а™, 

X . ar =  сГ,

X =  а" : ar.

Z równości tej i z równości (14) wynika właśnie równość V, która pozo­
stawała do uzasadnienia.

Ostatecznie, twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
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Pozostawiamy czytelnikowi, jako pouczające ćwiczenie, stwierdzenie oko­
liczności następujących:

1° J e ż e l i  e l e m e n t  a, e l e m e n t  b, a l b o  i k a ż d y  z t y c h  e l e m e n ­
t ó w  r ó w n a  się  m o d u ł o w i  d o d a w a n i a ,  to  r ó w n o ś c i  (I), (П) i III za­
c h o d z ą ,  b y l e b y  l i c z b y  c a ł k o w i t e  m i p b y ł y  od  z e r a  wi ęks z e .

2° J e ż e l i  l i c z b a  c a ł k o w i t a  m j e s t  w i ę k s z a  od  zera,  a ele­
ment  b m o d u ł o w i  d o d a w a n i a  r ó w n y  nie  j e s t ,  to  r ó w n o ś ć  IV za­
c h o d z i  n a w e t  w t y m w y p a d k u ,  kiedy e l e m e n t  a r ó w n a s i ę  m o d u ­
ł o w i  d o d a w a n i a .

3° R ó w n o ś ć V  z a c h o d z i  t y l k o  pod w a r u n k i e m ,  żeby e l e m e n t  
a nie  r ó w n a ł  s i ę  m o d u ł o w i  d o d a w a n i a .

§ 74. W tym paragrafie także zachowamy założenie, iż symbol (K) oznacza 
klasę wielkości, dla których zachodzą wszystkie twierdzenia, wyszczególnione 
w § 67-ym, i wykażemy ścisłą analogię, jaka zachodzi pomiędzy ilorazami ele­
mentów klasy (К) a liczbami ułamkowemi.

Lief. I. Jeżeli oznaczymy przez b element klasy (K), nierówny modułowi 
dodawania, a przez a już całkiem dowolnie ,dany element tejże klasy, to iloraz

a
~b'

który w takim razie (§ 72 Tw. I) ma c a ł k i e m  o z n a c z o n a  w' ar tość ,  
zowie się stosunkiem elementu a do elementu b. Przy tych warunkach element 
a zowie się licznikiem, a element b —  mianownikiem powyższego stosunku.

Żeby rzecz uprościć, umawiamy się, że w orzeczeniu iż symbol postaci

a
~b

oznacza stosunek dwóch elementów klasy (K) symbole a i b oznaczają dwa 
elementy klasy (K), z których b n ie je s t  r ó w n y  m o d u ł o w i  d o d a w a n i a -

Tw. I. Ż e b y  s t o s u n e k  d w ó c h  e l e m e n t ó w  k l a s y  (K) r ó w n a ł  
się m o d u ł o w i  d o d a w a n i a ,  p o t r z e b a  i w y s t a r c z a ,  ż e b y  l i c z n i k  
r ó w n a ł  s i ę  m o d u ł o w i  d o d a w a n i a .

Istotnie, oznaczmy przez
a

T

stosunek dwóch elementów klasy (K) i przyjmijmy

a
x =  ~b~-



(1)

Mamy tedy (§ 72 tw. I, uwaga III) równość:

b . z  =  a

Jeżeli X równa się modułowi dodawania p, to z równości tej (§ 70 tw. III) 
mamy
(2) a =  p.

Odwrotnie, jeżeli powyższa równość zachodzi, to, ze względu na nierówność

b Ф  ft
zapewnioną przez definicyę stosunku, mamy (§ 70, Tw. III)

x —  [л.

Zatem, twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
Tw. II. Ż e b y  d w a  s t o s u n k i

a a'
T  1 ~T

e l e m e n t ó w  k l a s y  (K) b y ł y  r ó w n e  p o m i ę d z y  s obą .  p o t r z e b a  i wy ­
s t a r c z a ,  ż e b y ś m y  mi e l i

(1) a . b' =  a ' . b

Twierdzenie to zachodzi jako równoważne Tw. II. § 72-go.
W niosek I . J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  a d o w o l n i e  d a n y  e l e ­

me n t  k l a s y  (К), a p r z e z  b i c d w a  t ak i e  e l e m e n t y  t e j ż e  klasy,  
żeby  ż a d e n  z n i c h  n i e r ó w n a ł  s i ę  m o d u ł o w i  d o d a w a n i a ,  to  w ta­
kim r a z i e  z a c h o d z i  z a w s z e  r ó w n o ś ć  n a s t ę p u j ą c a :

a a . c
b b . c

W niosek II. D o w o l n ą  i l o ś ć  d a n y c h  s t o s u n k ó w  e l e m e n t ó w  
k l a s y  (K) m o ż n a  z a w s z e  s p r o w a d z i ć  do  w s p ó l n e g o  m i a n o w n i k a  
r ó w n e g o  d o w o l n i e  d a n e m u ,  b y l e  od m o d u ł u  d o d a w a n i a  o d m i e n ­
nemu e l e m e n t o w i .  Innemi  s ł o wy ,  do d a n y c h  n (n >  1) s t o s u n k ó w  
e l e m e n t ó w  k l a s y  (K) m o ż n a  z a w s z e  d o b r a ć  o d p o w i e d n i o  r ó w n e  
im s t o s u n k i  w ten s p o s ó b ,  a b y  m i a n o w n i k i  t y c h  o s t a t n i c h  b y ł y  
r ó w n e  p o m i ę d z y  s o b ą ,  a w s p ó l n a  i ch w a r t o ś ć  r ó w n a ł a  się d o ­
w o l n i e  n a p r z ó d  d a n e m u ,  b y l e  o d  m o d u ł u  d o d a w a n i a  o d m i e n ­
nemu e l e m e n t o w i  m k l a s y  (K). Przekonywamy się o tem z łatwością, 
zważywszy, iż wystarczy pomnożyć w każdym z danych stosunków licznik 
i mianownik odpowiednio przez iloraz podziału elementu m przez mianownik
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rozważonego stosunku, aby uzyskać stosunki o mianowniku m równe (Wnio­
sek I) odpowiednio danym stosunkom.

Tw. III. J e ż e l i  m i a n o w n i k i  o z n a c z o n y c h  e l e m e n t ó w  k l a s y  
(K) są r ó w n e  p o m i ę d z y  s o b ą ,  t o  s u m a  t y c h  s t o s u n k ó w  r ó w n a  
się s t o s u n k o w i  s u m y  l i c z n i k ó w  d o  w s p ó l n e g o  m i a n o w n i k a .

Istotnie, oznaczmy przez b wspólny mianownik rozważanych stosunków, 
a przez

odpowiednio ich liczniki. Przyjmijmy

Mamy tedy 

skąd

a,
=  ~ь (* =  7, 2 . ■ . »).

b . X, =  a{ , (i =  1, 2 . . .  n),

a ponieważ (§ 71, Tw. I.)

przeto

b . Xt --  ,

• X, =  b . ^ x t,

Zważywszy, że element b, jako mianownik stosunku dwóch elementów 
klasy (K), nie równa się modułowi dodawania, wnosimy z powyższej równości 
(§ 72 Tw. I, Uwaga III), że

i - t

a równość ta wyraża właśnie twierdzenie, którego dowód pragnęliśmy podać. 
W niosek. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z

a a'

d w a  s t o s u n k i  e l e m e n t ó w  k l a s y  (К) o w s p ó l n y m  m i a n o w n i k u  b 
i z a ł o ż y m y ,  że  o d e j m o w a n i e ,  z a z n a c z o n e  we w z o r z e
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a —  a',

j e s t  w y k o n a l n e ,  to m i e ć  b ę d z i e m y :

*

a __ a' __ a — a'
~b b ’

albowiem, na podstawie dowiedzionego twierdzenia, mamy:

a' J a— a'   a' -f- (a — a ' ) ____ .
~b b b ъ

Tw . 1У. I l o c z y n  d o w o l n i e  d a n y c h  s t o s u n k ó w  e l e m e n t ó w  
klasy  (K) r ó w n a  się  s t o s u n k o w i  i l o c z y n u  l i c z n i k ó w  do i l o c z y n u  
m i a n o w n i k ó w .

Żeby to twierdzenie uzasadnić, zwróćmy się najpierw do przypadku, kiedy 
chodzi o iloczyn dwóch stosunków

a a'

Przyj ą wszy

mamy

skąd
b . X =  a, b'  . x'  —  a ' ,  

(b . x) . (b' . x') =  a . a'.

Opierając się na własnościach łączności i przemienności mnożenia elemen­
tów klasy (K), spostrzegamy, że z powyższych równości wynika następująca:

(1) (b . Ъ)' . (x . х') =  a . a';
a ponieważ iloczyn ,

b . W

jako iloczyn czynników, z których żaden nie równa się modułowi dodawania, 
sam (§ 70 tw. III) modułowi dodawania równać się nie może, przeto (§ 72 tw. I 
uwaga III) z równości (1) mamy:

a ta równość wyraża nasze twierdzenie dla przypadku, w którym chodzi o ilo­
czyn dwóch stosunków. Opierając się na tym wyniku, czytelnik uzasadni 
już sam drogą indukcyi matematycznej, że twierdzenie zachodzi w podanem 
brzmieniu.

Tw. V. P r z y  d z i e l e n i u ,  w k t ó r y m  za d z i e l n ą  p r z y j m u j e m y
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d o w o l n i e  d a n y  s t o s u n e k  e l e m e n t ó w  k l a s y  (K), a z a dz i e l n i k ,  
r ó w n i e ż  d o w o l n i e  dany,  b y l e  j e d n a k  m o d u ł o w i  d o d a w a n i a  nie 
r ó w n y ,  s t o s u n e k ,  i l o r a z  r ó w n a  się i l o c z y n o w i  d z i e l n e j ,  p o m n o ­
ż o n e j  p r z e z  odwrotność d z i e l n i k a  (czyli stosunek, którego licznikiem jest 
mianownik, a mianownikiem licznik dzielnika).

Istotnie, oznaczmy przez
a

~b
stosunek, przyjęty za dzielną, a przez

_o/_
V

stosunek, przyjęty za dzielnik. Ponieważ z założenia

a'
( ! )  ~Y  Ф

gdzie p. jest modułem dodawania, przeto (tw. I) mamy

(2) а! ф  (a .
Zatem symbol

V

przedstawia oznaczony stosunek dwóch elementów klasy (K). Na podstawie 
twierdzenia poprzedzającego mamy

l a  b' \ a' a . b' а' а . V . a!
\T ~Ы ) ' ~F = ' V  ~  b . a' Zv •

Ale ze względu na tw. II (Wniosek I) i na własność przemienności mno­
żenia elementów klasy (K) mamy

а .V  . a' a 
Ь .а '  . V  =  ~b '

Ze związków (3) i (4) wynika równość:

l a  b' \ a' a
Г Г  ‘ 1FJ * У  =  T *

skąd, na podstawie nierówności (1), wynika (§ 72, Tw. I, Uwaga III), że mamy

a b '  a a '
~ ь  ‘ =  X  : ~ F ’

a  ta równość wyraża właśnie twierdzenie, o dowód którego chodziło.
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§ 75. Teorya, którą wyłożyliśmy w paragrafie poprzedzającym, oczywiście 
znajduje się w najściślejszej analogii z teoryą liczb ułamkowych i stanowi 
szerokie uogólnienie tejże.

Żeby uwydatnić znaczenie powyższej teoryi, podajemy definicyę pewnych 
wyrażeń, które i we wielu innych przypadkach będą nam bardzo użyteczne. 
Oznaczywszy przez (U) układ skończonej ilości elementów klasy (K), zowiemy 
jednomianem całkowitym elementów układu (U) symbol, przedstawiający albo 
jeden z elementów tego układu, albo iloczyn, którego każdy czynnik należy do 
rozważanego układu, z czego wynika, że iloczyn potęg elementów układu (U) 
jest zawsze jednomianem całkowitym elementów rzeczonego układu;

wielomianem całkowitym elementów układu (U) zowiemy symbol, przed­
stawiający albo jeden jednomian rozważanych elementów, albo kombinacyę 
pewnej ilości takich jednomianów zapomoeą działań, z których każde jest do­
dawaniem albo odejmowaniem.

Z twierdzeń, podanych w § 74 tym, wynika, że wszelka kombinacya sto­
sunków elementów klasy (K) zapomoeą działań podstawowych równa się (o ile 
zaznaczone działania są wykonalne) stosunkowi dwóch wielomianów całkowi­
tych tego układu elementów, jaki tworzą razem liczniki i mianowniki rozwa­
żanych stosunków; tak np. mamy

a e a . d -j- c . b 
b d b . d

Z drugiej znów strony, do każdego elementu a klasy (K) można dobrać 
równy mu stosunek: jeżeli bowiem oznaczymy przez b jakikolwiek, byle modu­
łowi dodawania nie równy, element klasy (K), to mieć będziemy:

a . b

Zatem, wszelką (wykonalną) kombinacyę oznaczonych elementów klasy (K) 
zapomoeą działań podstawowych możemy uważać za takąż kombinacyę stosun­
ków elementów rozważanej klasy. Z tego zaś wynika ostatecznie, że do w s z e l ­
k i e j  k o m b i n a c y i  o z n a c z o n y c h  e l e m e n t ó w  k l a s y  (K) z a p o m o e ą  
d z i a ł a ń  p o d s t a w o w y c h  m o ż e m y  d o b r a ć  a l b o  r ó w n y  j e j  w i e l o ­
mian c a ł k o w i t y  t y c h ż e  e l e m e n t ó w  albo r ó w n y  j e j  i l o r a z  d w ó c h  
t a k i ch  w i e l o m i a n ó w  c a ł k o w i t y c h .  Na tern właśnie twierdzeniu polega 
główne znaczenie teoryi, wyłożonej w paragrafie poprzedzającym. Powyższe 
rozważania oczywiście nie stanowią ścisłego dowodu rzeczonego twierdzenia. 
Dowód taki można łatwo uzyskać, posługując się zasadą indukcyi matematy­
cznej, ale rzeczonego dowodu nie rozwijamy, gdyż bezpośrednie zastosowywa- 
nie twierdzeń paragrafu poprzedzającego doprowadzi nas we wszystkich przy­
padkach szczególnych do pożądanego celu.
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§ 76. Wszystkie twierdzenia, wyszczególnione w § 67, mogą zachodzić 
dla takiej klasy wielkości (K), która jest klasą wielkości tylko w znaczeniu 
szerszym. Gdybyśmy na przykład z teoryi liczb wymiernych usunęli umowę, 
określającą, która z dwóch nierównych pomiędzy sobą liczb wymiernych ma 
być uważana za mniejszą, nie zmieniając przytem w niczem innych definicyj 
rzeczonej teoryi, to zbiór liczb wymiernych* stałby się przykładem na taką 
klasę (K) wielkości w znaczeniu szerszem, w odniesieniu do której zachodziłyby 
wszystkie twierdzenia, podane w § 67. Obecnie założymy, że symbol (K) ozna­
cza taką klasę wielkości w znaczeniu ściślejszem, dla której zachodzą, prócz 
twierdzeń, wyszczególnionych w § 67, jeszcze dwa twierdzenia następujące: 

Tw. I. J e ż e l i  d w a  e l e m e n t y  b i b' k l a s y  (K) s p e ł n i a j ą  nie­
r ó w n o ś ć

b < V ,

a s y m b o l  a o z n a c z a  j a k i k o l w i e k  t r z e c i  e l e m e n t  r o z w a ż a n e j  
k l a s y  w i e l k o ś c i ,  to  w t a k i m  r a z i e  z a c h o d z i  n i e r ó w n o ś ć

a -J- b •< a -f- b'.

Tw. II. J e ż e l i  d w a  e l e m e n t y  b i V k l a s y  (K) s p e ł n i a j ą  nie­
r ó w n o ś ć

b <  b\

a p e w i e n  e l e m e n t  a r o z w a ż a n e j  k l a s y  w i e l k o ś c i  s p e ł n i a  n i e ­
r ó w n o ś ć

a >  (a,

g d z i e  fA o z n a c z a  m o d u ł  d o d a w a n i a  e l e m e n t ó w  к1азу (K), to w t a- 
k im  r az i e  z a c h o.d z i n i e r ó w n o ś ć

» a . b <Z a . b'.

Uwaga I. Zważywszy, iż modułem dodawania liczb wymiernych jest liczba

0,
spostrzegamy natychmiast, że z b i ó r  w s z y s t k i c h  l i c z b  w y m i e r n y c h  
s t a n o w i  p r z y k ł a d  na k l a s ę  w i e l k o ś c i ,  s p e ł n i a j ą c e j  w s z y s t k i e  
o b e c n i e  p r z y j ę t e  z a ł o ż e n i a  c o  do k l a s y  w i e l k o ś c i  (K). Przekonamy 
się później, iż prócz liczb wymiernych, istnieją inne jeszcze klasy wielkości, 
które rozważane założenia także spełniają. Z tej przyczyny korzystnem jest 
zbadanie ważniejszych następstw tych założeń. Rzeczone następstwa polegają 
na twierdzeniach, odnoszących się do ilościowego uszeregowywania sum, różnic, 
iloczynów i stosunków elementów klasy (K). Przystępujemy obecnie do wykładu 
tych twierdzeń.
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Tw. III. J e ż e l i  e l e m e n t y  a, b, a' i b' k lasy  (K) s p e ł n i a j ą  a l b o  
z w i ą z k i
(1) a ^  a'i Ь <  V, 
a l bo  z w i ą z k i
(2) a <  a ' ,  h f g  b', 
to w t a k i m  r a z i e  m a m y
(3) ® -(- b <Cj a' -j- b'

Istotnie, załóżmy najpierw, że spełnione są związki (1). Opierając się na 
Tw. I i na własności przemienności dodawania, stwierdzamy łatwo, że ze 
związków (1) wynikają następujące

a -f- b ^  a' -f- b, 
d‘ -\-b <  a' -j- b',

które pociągają ze sobą związek (3). Całkiem analogicznie stwierdzimy, że ze 
związków (2) wynika również związek (3). Zatem, twierdzenie zachodzi w po- 
danem brzmieniu.

Tw. IY. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  a, b, a' i b' c z t e r y  e l e m e n t y  
klasy  (K) i z a ł o ż y m y ,  że o d e j m o w a n i a ,  z a z n a c z o n e  we w z o r a c h

a —  b i a' —  b',

są w y k o n a l n e ,  to w t a k i m  r az i e  z w i ą z k i

(1) a — b <; a' — V,

(2) a — b = a' —  4',

(3) a —  b > a' —  V

są o d p o w i e d n i o  r ó w n o w a ż n e  z w i ą z k o m  n a s t ę p u j ą c y m :

(4) a -j- b' <  a1 -j- &,

(5) a +  V =  a' +  b,

(6) a -(- b' •> a' b.

Żeby to twierdzenie uzasadnić, zważmy przedewszystkiem, że mieliśmy 
już poprzednio sposobność do wykazania (§ 69, Tw. III) równoważności zwią­
zków (2) i (5). Powiadam, że nierówność (1) pociąga za sobą (4). Istotnie, za­
łóżmy, że związek (1) zachodzi. W takim razie na podstawie Tw. I mamy

(a -  b) +  b <  (a' -  b') - f  b ;

ponieważ zaś z jednej strony (§ 69 Tw. I, Uwaga II)

(a —  b) -J- b — a,



a z drugiej (§ 69, Tw. II)

przeto
К  -  b') +  b =  (a' +  b) -  b’,

a <  (« +  b) —  b',

skąd (Tw. I) wynika właśnie nierówność (4).
Z łatwością przekonywamy się teraz, że (3) pociąga za sobą (6), albo­

wiem (3) pociąga za sobą
a' —  b‘ <  a — b,

a stąd wynika (ze względu na to, iż (1) pociąga za sobą (4) ) nierówność

a! b <( a -j-  b\ 

która właśnie pociąga za sobą (6).
Z powyższych rozważań wynika, że związki (1), (2) i (3) pociągają za 

sobą odpowiednio związki (4), (5) i (6). Pozostaje więc tylko do wykazania, że 
związki (4), (5) i (6) pociągają za sobą odpowiednio związki (1), (2) i (3). 
Otóż, jeżeli zachodzi związek (4), to jeden ze związków (1), (2), (3) niezawo­
dnie zachodzić musi. Ponieważ zaś nie może zachodzić ani (2) ani (3), gdyż, 
ze względu na wyniki już uzasadnione, musiałby w takim razie zachodzić albo 
związek (5) albo (6), a każdy z nich jest wykluczony przez związek (4), któ­
rego istnienie zakładamy, przeto związek (4) pociąga za sobą związek (1). 
Całkiem analogicznie okazalibyśmy, że w razie istnienia związku (6) zachodzić 
musi związek (3), a ponieważ, ze względu na równoważność związków (2) i (5) 
zaznaczoną na początku dowodu, związek (5) pociąga za sobą (2), przeto stwier­
dzamy ostatecznie, ze twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Uwaga I. Z twierdzeń III i IV czytelnik sam wysnuje wnioski następu­
jące : P r z y  o d e j m o w a n i u  e l e m e n t ó w  k l a s y  (K) p o w i ę k s z e n i e  od-  
j e m n e j  b e z  zmiany o d j e m n i k a  p o w i ę k s z a  r e s z t ę ,  p o w i ę k s z e n i e  
zaś o d j e m n i k a  b e z  z m i a n y  o d j e m n e j  z m n i e j s z a  resz tę .

Tw. Y. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  a i b d w a  e l e m e n t y k l a s y  (K), 
z k t ó r y c h  k a ż d y  w i ę k s z y  j e s t  o d  m o d u ł u  d o d a w a n i a  p, t o  w ta­
kim r a z i e  z a c h o d z i  n i e r ó w n o ś ć

(1) a . b >  p.

Istotnie, ze względu na nierówności

mamy (Tw. II)
a >  p i b >  p, 

a . b >  a . p,
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a ponieważ (§ 70 Tw. III)
a . P =  p ,

111

przeto nierówność (1) rzeczywiście zachodzi.
Tw. VI. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  «, b, a' i b' c z t e r y  e l e m e n t y  

klasy (K), z k t ó r y c h  k a ż d y  j e s t  w i ę k s z y  od  m o d u ł u  d o d a w a n i a ,  
i z a ł o ż y m y ,  że m a m y  a l b o
(1) a ^  a', b <  b\ 
al bo
(2) a <  a', b\
to w t a k i m r a z i e  m a m y
(3) a . b <C, o! . b'.

Istotnie, załóżmy, że zachodzą związki (1). Opierając się na Tw. II i na 
własności przemienności mnożenia, łatwo stwierdzamy że, ze względu na

a' >  p i b j> p
mamy

a . b ^  a' . b, a' . b <  a' . b'\

a ponieważ związki te pociągają za sobą nierówność (3), przeto związki (1) 
rzeczywiście pociągają za sobą nierówność (3). Całkiem analogicznie udowodnili­
byśmy, że związki (2) także pociągają za sobą nierówność (3). Ostatecznie więc, 
twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. VII. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  b i V d w a  e l e m e n t y  k l a s y  
(K), z k t ó r y c h  k a ż d y  j e s t  w i ę k s z y  od m o d u ł u  d o d a w a n i a ,  a przez 
a i a' j u ż  c a ł k i e m  d o w o l n i e  d a n e  e l e m e n t y  t e j ż e  k l asy ,  to w ta­
kim r a z i e  z wi ąz k i

(1)
a

T < u
~V ’

a a'
(2) b == b' ’

a a'
(3) T >

r ó w n o w a ż n e są o d p o w i e d n i o z w ią z к i
(4) a . V < o'. 6,
Ф) a . b' = a' . è,
(6) a . b' > a! . b.

Równoważność związków (2) i (5) wynika bezpośrednio z Tw. II § 72-go; 
chodzi więc tylko o udowodnienie, że związki (1) i (3) są odpowiednio równo­
ważne związkom (4) i (6), W tym celu przyjmijmy
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a a'
(7 )  *  =  T  ’ cc' =  ~br '

skąd
a =  X . b, a’ — x' . b'.

Z równości tych wynikają następujące:

(8) a .V  — я .  (Ь. V), а' . b =  X1 . (b . Ъ')

Ponieważ każdy z elementów b i V jest większy od modułu dodawania 
p, przeto (Tw. V) mamy także

b . V  )> p.
Zatem (Tw. II) nierówność
(9) x <  ar' 
pociąga za sobą
(10) x . (b .b') <  x1 . (b . b'), 
a nierówność
(11) x  >  x' 
nierówność
(12) x . { b . b ’) >  x’ . (b . V)

Ponieważ zaś, ze względu na (7), nierówności (1) i (3) pociągają za sobą 
odpowiednio (9j i (11), przeto rzeczone nierówności pociągają za sobą odpo­
wiednio nierówności (10) i 12), które znów, na podstawie równości (8), pocią­
gają za sobą odpowiednio (4) i (6). Stwierdzamy zatem, że nierówności (1) i (3) 
pociągają za sobą odpowiednio nierówności (4) i (6). Pozostaje do udowodnienia, 
że odwrotnie, w razie istnienia związku (4) zachodzi związek (1), a w razie 
istnienia związku (6) —  związek (3). Otóż, jeżeli związek (4) zachodzi, to nie 
może zachodzić żaden ze związków (2) lub (3), gdyż istnienie jednego z tych 
związków pociągałoby za sobą, na podstawie tego, cośmy stwierdzili wyżej, 
istnienie albo związku (5) albo (6), z których znów żaden nie może zachodzić, 
skoro zachodzi (4). Ponieważ zaś jeden ze związków (1), (2) lub (3) zachodzi 
niezawodnie, przeto zachodzić musi związek (1). Całkiem alogicznie wykazali­
byśmy, że związek (6) pociąga za sobą związek (3). Ostatecznie więc twier­
dzenie zachodzi w podanym brzmieniu.

Uwaga. Z t w i e r d z e ń  V, VI i VII ł a t w o  w y p r o w a d z a m y  w n i o s k i  
n a s t ę p u j  ące :

1° J e ż e l i  w s t o s u n k u  d w ó c h  e l e m e n t ó w  k l a s y  (К) o m i a n o ­
w n i k u  w i ę k s z y m  od  m o d u ł u  d o d a w a n i a  z w i ę k s z y m y  l i c z n i k ,  
ni e  z m i e n i a j ą c  m i a n o w n i k a ,  to z w i ę k s z y m y  p r z e z  to i w a r t o ś ć  
s a m e g o  s t o s u n k u .

2° J e ż e l i  l i c z n i k  i m i a n o w n i k  w s t o s u n k u  d w ó c h  o d  mo-
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duł u d o d a w a n i a  w i ę k s z y c h  e l e m e n t ó w  k l as y  (K) z w i ę k s z y m y  
m i a n o w n i k ,  nie  z m i e n i a j ą c  l i c z n i k a ,  t o  p r z e z  to z m n i e j s z y m y  
sam s t o s u n e k .

Przy zastosowaniach należy pilnie zważać na głęboką różnicę, która za­
chodzi pomiędzy temi z twierdzeń, podanych w niniejszym paragrafie, które 
odnoszą się do sum i różnic, a temi, które odnoszą się do iloczynów i stosun­
ków (czyli ilorazów); wobec twierdzeń pierwszej kategoryi żaden element klasy (K) 
nie odgrywa wyróżniającej go roli, wobec zaś twierdzeń drugiej —  przypada mo­
dułowi dodawania rola szczególna, wyróżniająca go od innych elementów klasy (K). 
Ta sama okoliczność występuje nawet w niektórych twierdzeniach, podanych w pa­
ragrafach poprzedzających, w których zakładaliśmy tylko, że klasa wielkości 
(K) sprawdza twierdzenia § 67-go. Omawiany brak symetryi w teoryi działań 
podstawowych na wielkościach klasy (K) wywołany jest okolicznościami, uwy- 
datnionemi w końcowej uwadze § 67-go.

Wstęp do analizy. 8



IV. Mierzenie odcinków niewspółmiernych z jednostkę. Liczby niewymierne. 
Ogólne pojęcie liczby bezwzględnej.

§ 77. Już w rozdziale, poświęconym mierzeniu odcinków współmiernych 
z jednostką zaznaczyliśmy, że istnieją pary odcinków niewspółmiernych pomię­
dzy sobą. W jednym z następnych paragrafów niniejszego rozdziału wyka­
żemy, że ta okoliczność należy do następstw logicznych postulatów, wyszcze­
gólnionych w rozdziale IV-tym pierwszej części tego dzieła, ale sądzimy, że 
korzystnem będzie udowodnić na tem miejscu istnienie odcinków niewspół­
miernych przez uzasadnienie, za pomocą elementarnych twierdzeń planimetrii, 
twierdzenia następującego:

W  k a ż d y m  t r ó j k ą c i e  p r o s t o k ą t n y m  r ó w n o r a m i e n n y m  bok  
k ą t a  p r o s t e g o  i p r z e c i w p r o s t o k  ą t n a  s t a n o w i ą  p a r ę  o d c i n k ó w  
n i e w s p ó ł m i e r n y c h .

Różne istnieją dowody powyższego twierdzenia. Żeby z tych dowodów wybrać 
najodpowiedniejszy, kierowaliśmy się tą myślą, żeby, przy zachowaniu należytej 
ścisłości, dowód był możliwie prosty i nie wymagał powoływania się na żadne inne 
teorye geometryczne, prócz tylko na teoryę równości figur prostoliniowych.

Lemat. Oznaczywszy  p r z e z  A  (fig. 1) w i e r z c h o ł e k  k ą t a  pros tego  
t r ó j k ą t a  p r o s t o k ą t n e g o  r ó w n o r a m i e n n e g o ,  a p r z e z  В i C d w a

w i e r z c h o ł k i  p o z o s t a ł e  z a ł ó ż m y ,  że 
o d c i n k i  EF  i GH, p o ł o ż o n e  o d p o w i e ­
d n i o  na b o k a c h  BC i BA. s ą  r ó w n e  
p o m i ę d z y  s o b ą  i o z n a c z m y :  p r z e z  E' 
iF' p o d n ó ż a  p r o s t o p a d ł y c h ,  s p u s z ­
c z o n y c h  z p u n k t ô w . Ë  i F  na b o k  BA, 
a p r z e z  G' i H' p o d n ó ż a  p r o s t o p a ­
d ł y c h ,  s p u s z c z o n y c h  z p u n k t ó w  G 
i H  na p r z e c i w p r o s t o k ą t n ą  В C. Po .  
w i a d a m ,  że ma my

G'H' =  E'F\

Fig. 1.

(1)
Istotnie, jeżeli oznaczymy przez Hx podnóże prostopadłej, spuszczonej
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z punktu G  na prostą H H ' ,  a przez F 1 podnóże prostopadłej, spuszczonej 
z punktu E  na prostą F F ' ,  to figury G ^ H ' G '  i E F 1F ’E '  będą prostoką­
tami, skąd wynika, że

(2) G H t =  G ' H \  ~EF1 =  W lF .

Ponieważ zaś, ze względu na równość

G H  = EY,
której istnienie zakładamy, trójkąty prostokątne równoramienne G H ^ H  i E F ,  F  
są równe pomiędzy sobą, przeto mamy

(3) G H 1 =  E F t.

Z równości (2) i (3) wynika równość (1), o uzasadnienie której właśnie 
chodziło.

Żeby posunąć się dalej, uważajmy jakikolwiek trójkąt prostokątny równo­
ramienny i oznaczmy znowu przez A  wierz­
chołek kątu prostego, a przez Б i C dwa 
wierzchołki pozostałe. Załóżmy, że wbrew 
brzmieniu twierdzenia, odcinki AB  i B C  są 
współmierne.

Umówiwszy się, że miarę jakiegokolwiek 
odcinka PQ w razie przyjęcia za jednostkę 
pewnego odcinka właściwego RS, z nim współ­
miernego, oznaczać będziemy przez symbol

(PQ, RS),

mieć będziemy, na podstawie przyjętego założenia, równość postaci następującej:

(4) (B C , B A )  =  y ,  

gdzie symbol
m
Y

oznacza pewną liczbę ułamkową o liczniku m i mianowniku p.
Oznaczmy przez I) (fig. 2) podnóże prostopadłej, spuszczonej z punktu A  na 

przeciwprostokątną BC i podzielmy odcinki BC i BA odpowiednio na m i p 
równych części. Wszystkie te części odcinków BC i BA będą równe pomiędzy sobą, 
gdyż na- tern właśnie polega treść równości (4). Jeżeli teraz przez punkty podziału 
odcinka BC poprowadzimy prostopadłe do prostej BA, a przez punkty podziału

8*

A
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odcinka BA  —  prostopadłe do prostej BD, to prostopadłe do odcinka BA po­
dzielą go na m części, a prostopadłe do odcinka BD  podzielą ten odcinek na 
p części. Ze względu na lemat, uzasadniony wyżej, każda z części, na które 
podzielony został odcinek BA równać się będzie każdej z tych części, na który 
odcinek BD został podzielony. Zatem mieć będziemy:

(5) {BA, BD) =  —
P

Ale z definicyi mnożenia liczb ułamkowych wynika, że równości (4) i (5) 
pociągają za sobą równość:

/  m \ 2
(6) (BC, BD) =  ( y )

Z drugiej znów strony, ponieważ punkt D  jest środkiem odcinka BC, 
przeto mamy:

( Щ  BD) =  2.

Ale z równości tej i równości (6) wynika, na podstawie definicyi równości liczb 
wymiernych, że zachodzić musi równość następująca:

Dochodzimy więc do wyniku następującego: g d y b y  w b r e w  b r z m i e n i u  
t w i e r d z e n i a  o d c i n k i  BC i BA b y ł y  w s p ó ł m i e r n e ,  to  i s t n i a ł a b y  
l i c z b a  u ł a m k o w a

m
P,

s p r a w d z a j ą c a  r ó w n o ś ć  (7). Ale taka liczba ułamkowa n ie  i s t n i e j e .  
Gdyby bowiem rzeczona liczba ułamkowa istniała, to w takim razie albo 
istniałaby pewna liczba całkowita c, spełniająca równość

m

albo istniałaby liczba ułamkowa nieprzywiedlna

Pi '
o mianowniku od jedności większym, spełniająca równość :

m1 m 
Pi ~  P

W pierwszym przypadku mielibyśmy

(8) c* =  2 ,
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a w drugim

czyli

(9)

Otóż równość (8) nie może zachodzić, gdyż równości tej nie spełnia ani 
zerowa wartość na c ani wartość

a przy każdej innej wartości całkowitej na c mielibyśmy

c* >  2.

Ale równość (9) także zachodzić nie może, gdyż ze względu na to, że liczby 
nii i px są względnie pierwsze, liczby

są również względnie pierwsze, skąd znów wynika, że liczba ułamkowa

o mianowniku od jednostki większym, jest nieprzywiedlna i z tego powodu 
żadnej liczbie całkowitej, a więc w szczególności i liczbie 2, równać się nie 
może. Ostatecznie stwierdzamy, że założenie, iż odcinki BG i BA są współ­
mierne, doprowadza do błędnego wyniku, iż istnieje liczba ułamkowa

spełniająca równość (7). Zatem rzeczone założenie jest błędne. Innemi słowy, 
twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Upewniwszy się o istnieniu par odcinków niewspółmiernych pomiędzy 
sobą, przekonywamy się o konieczności badania problemu mierzenia odcinków 
niewspółmiernych z jednostką.

§78.  Oznaczmy przez u odcinek właściwy, przyjęty za jednostkę, a przez 
a jakikolwiek odcinek niewspółmierny z odcinkiem u.

Jeżeli tedy oznaczymy przez w jakąkolwiek liczbę wymierną, to odcinek, 
którego miarą, przy rozważanej jednostce długości, byłaby liczba w, nie będzie 
w żadnym razie równać się odcinkowi a.

Możemy więc podzielić zbiór wszystkich liczb wymiernych na dwie kate- 
gorye i (A2), zaliczając do kategoryi (AŁ) liczby wymierne, będące miarami 
odcinków mniejszych od odcinka a, a do kategoryi (J ,) te liczby wymierne,

w.j* i Pi2

m
V
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które są miarami odcinków większych od odcinka a. W tym spostrzeżeniu znaj­
duje się cafe jądro teoryi, którą zamierzamy wyłożyć. Wobec tego koniecznem 
jest, żebyśmy bliżej zbadali własności powyższego podziału zbioru wszystkich 
liczb wymiernych na te dwie kategorye, które oznaczyliśmy przed chwilą przez 
(^4j) i (.d2). Rzeczone własności możemy wyrazić w postaci twierdzeń następu­
jących.

(A) Ż a d e n  ze z b i o r ó w  (Л,) i (Л2) n ie j e s t  pus t y ,  a z b i ó r  (4,) 
o b e j m u j e  p r z y n a j m n i e j  j e d n ą  l i c z b ę  od z e r a  w i ę k s z ą .

(B) K a ż d a  l i c z b a  z b i o r u  (Л,) j e s t  m n i e j s z a  od  k a ż d e j  l i c z by  
z b i o r u  (Л2).

(C) W  z b i o r z e  (Aj) ni e i s t n i e j e  l i c z b a  n a j w i ę k s z a .
(D) W z b i o r z e  (4 2) n ie i s t n i e j e  l i c z b a  n a j m n i e j s z a .
Powyższe twierdzenie wyprowadzimy z łatwością z dwóch twierdzeń na­

stępujących :
Tw. I. J e ż e l i  p r z y j m i e m y  j a k i k o l w i e k  o d c i n e k  w ł a ś c i w y  

u z a  j e d n o s t k ę  i o z n a c z y m y  p r z e z  a d o w o l n i e  d a n y  odc i nek,  
to z a w s z e  z n a j d z i e  si ę l i c z b a ,  k t ó r a  b ę d z i e  m i a r ą  o d c i n k a  
w i ę k s z e g o  od  o d c i n k a  a.

Istotnie, zawsze znajdzie się (§ 43. Tw. II) liczba całkowita n spełniająca 
nierówność

n . u ]> a.

Ponieważ zaś rzeczona liczba całkowita n jest miarą odcinka

n . u,

przeto ta liczba całkowita jest liczbą wymierną, spełniającą warunki twierdzenia. 
Zatem twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. II. J e ż e l i  d w a  o d c i n k i  b i b' s p e ł n i a j ą  n i e r ó w n o ś ć

(1) b <  V,

to, po p r z y j ę c i u  za j e d n o s t k ę  d o w o l n i e  d a n e g o  o d c i n k a  w ł a ś c i ­
we g o  w, zaw sze i s t n i e ć  b ę d z i e  t aka  l i c z b a  wy  m i e r n a  ir, ż e b y  o d ­
c i n e k  X, k t ó r e g o  m i a r ą  b y ł a b y  l i c z b a  w, s p e ł n i a ł  n i e r ó w n o ś c i

(2) b <  X <  V

Istotnie, z nierówności (1) wynika (§ 41 Tw. I), że istnieć będzie odcinek 
d, spełniający równość

d =  b' — b,

równoważną (§ 41 Tw. I, Uwaga) równości 

(3) b - f  d =  V
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Odcinek d będzie odcinkiem właściwym, gdyż w przeciwnym razie z równości
(3) mielibyśmy (§ 40 Tw. VII) wbrew założeniu

b =  b'.

Do odcinka d można będzie (§43, Tw. II) dobrać liczbę całkowitą p, spełnia­
jącą nierówność
(4) p . d >  u,

a do liczby p (§43 Tw. IV) można będzie dobrać taki odcinek właściwy 8, że­
byśmy mieli
(5) p ■ S =  M.

Z związków (4) i (5) mamy
p . 8 <  p . d,

skąd (§ 42, Tw. IV, Wniosek)
(7) § <  d.

Ponieważ odcinek S jest właściwym, przeto (§ 43 Tw. II) znajdzie się 
liczba całkowita k, spełniająca nierówność

(8) к . 8 >  b,

Ponieważ zaś wyrażenie (§ 42 Def. I)

0 . 8

przedstawia odcinek niewłaściwy, przeto (§ 39 Def. I) mamy

(9) 0 . S ^  b

Ze związków (8) i (9) wynika, że pośród liczb całkowitych
0 , 1, 2, ... к

znajdzie się pewna liczba całkowita m [m >  0), spełniająca związki

(10)

(U)
Ze związku (10) mamy 

a ze względu na (7) —  

Zatem 

czyli

(m — 1) 5 <  b. 

m . S j> b

(m —  1). 5 -|- S <  b -4- 5, 

b -j- 5 <  b -j- d.

(m —

m . 8 <j b -j-  d,

skąd ze względu na (3) wynika związek
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(12) m . 5 <( Ъ'

Z równości (5) wynika, że miarą odcinka

jest liczba ułamkowa
m . 5

m
T '

a z tego i z nierówności (11) i 1(12) —  że wystarczy określić liczbę wymierną w 
przez równość

m

żeby uzyskać liczbę, której istnienie mieliśmy udowodnić. Zatem twierdzenie 
zachodzi w podanem brzmieniu.

Przystępujemy teraz do uzasadnienia twierdzeń, podanych pod (A), (B), 
(C) i (D). Na podstawie Tw. I znajdzie się liczba wymierna ivt , która będzie 
miarą odcinka większego od odcinka a, zatem zbiór (As) nie jest pusty; z dru­
giej strony odcinek a, jako niewspółmierny z jednostką, jest odcinkiem właści­
wym a więc większym od odcinka niewłaściwego p, zatem (Tw. U) znajdzie 
się liczba wymierna w1, która będzie miarą odcinka a,, większego od odcinka 
p, ale mniejszego od odcinka a; liczba %  należy do zbioru i jest od zera 
większa, zatem zbiór (J^) nie jest pusty i zawiera przynajmniej jedną liczbę 
większą od zera. Widzimy więc, że twierdzenie (A.) zachodzi. Jeżeli teraz ozna­
czymy przez i wt dwie liczby wymierne, należące odpowiednio do zbiorów 
(4 i) i (-d2)> to pierwsza będzie miarą odcinka ax mniejszego od a, a druga 
odcinka a3 większego od a; mamy więc

skąd wynika nierówność
ai ^

u>i <  «V

Udowodniliśmy więc, że twierdzenie (B) zachodzi w podanem brzmieniu. 
Żeby uzasadnić twierdzenia, podane pod (C) i (D), zachowujmy oznaczenia, któ- 
remi posługiwaliśmy się przy dowodzie twierdzenia (B). Mamy tedy

oraz
ai <  a 

a <  a2

Na podstawie Tw. II znajdzie się liczba wymierna w\ która będzie miarą 
odcinka większego od al5 ale mniejszego od a. Na podstawie tegoż twierdzenia
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znajdzie się liczba wymierna w\. która będzie miarą odcinka większego od a, 
ale mniejszego od a2. Liczba w\ oczywiście należy do zbioru (At) i spełnia 
nierówność

w\ >  w1,

a liczba w\ —  do zbioru (Aa) i spełnia nierówność

w\ <  wa.

Zatem, do dowolnie danej liczby u>j zbioru (4.,) możemy dobrać większą 
od niej liczbę w\, również należącą do zbioru (Aj), a do dowolnie danej liczby 
w i zbioru (42) możemy dobrać mniejszą od niej liczbę w\, należącą również 
do zbioru (4 2). Zatem twierdzenia (C) i (D) zachodzą w podanem brzmieniu.

§ 79. Def. I. P rzek ro jem  z b i o r u  l i c z b  w y m i e r n y c h  z o w i e m y  
taki p o d z i a ł  w s z y s t k i c h  t y c h  l i c z b  na d w i e  k a t e g o r y e  (^Ł) i (Aa)r 
kt ó r y  s p e ł n i a  w a r u n k i  n a s t ę p u j ą c e :

1° Ż a d e n  ze z b i o r ó w  i (4 2) nie j e s t  pusty,  a z b i ó r  (At) 
o b e j m u j e  p r z y n a j m n i e j  j e d n ą  l i c z b ę  od z e r a  wi ę k s z ą .

2° K a ż d a  l i c z b a  z b i o r u  (Aj) j e s t  m n i e j s z a  od  k a ż d e j  l i c z b y  
zb i or u (.4j).

Z b i ó r  (At) z o w i e  się z b i o r e m  l i c z b  pierwszej, a z b i ó r  (4 2) — 
drugiej k a t e g o r y i  w s t o s u n k u  do  o d n o ś n e g o  p r z e k r o j u .

Uwaga. Z łatwością dostrzegamy, że każdy ze zbiorów (Aj) i (^i2) obej­
muje n i e s k o ń c z e n i e  wiele nierównych pomiędzy sobą liczb.

Z definicyi powyższej wynika., że ten podział zbioru liczb wymiernych 
na dwie kategorye, który rozważaliśmy w paragrafie poprzedzającym, należy do 
klasy przekrojów. Z tego powodu konieeznem jest, żebyśmy bliżej zbadali 
pojęcie przekroju w postaci ogólnej.

Tw. I. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  (-4,) z b i ó r  l i c z b  p i e r w s z e j  
k a t e g o r y i ,  a p r z e z  (.42) —  z b i ó r  l i c z b  d r u g i e j  k a t e g o r y i  w s t o ­
sunku do  o z n a c z o n e g o  p r z e k r o j u  (P) z b i o r u  l i c z b  w y m i e r n y c h ,  
to w t a k i m r az i e  z a w s z e  z a c h o d z i  j e d e n  z t r z e c h ,  w y k l u c z a j ą  
c y c h  się w z a j e m n i e ,  p r z y p a d k ó w  n a s t ę p u j ą c y c h :

1° W z b i o r z e  (Aj) i s t n i e j e  l i c z b a  n a j w i ę k s z a ,  a w z b i o r z e  
4 S) nie i s t n i e j e  l i c z b a  n a j m n i e j s z a .

2° W z b i o r z e  (4 2) i s t n i e j e  l i c z b a  n a j m n i e j s z a ,  a w z b i o r z e  
(4j) n ie i s t n i e j e  l i c z b a  n a j w i ę k s z a .

3° W  z b i o r z e  (Aj) ni e i s t n i e j e  l i c z b a  n a j w i ę k s z a ,  a w z b i o ­
rze (4 S) n ie  i s t n i e j e  l i c z b a  n a j m n i e j s z a .

Żeby twierdzenie to uzasadnić, zważmy, że zachodzić musi oczywiście 
jedna z dwóch okoliczności następujących:
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(A) W zbiorze (A ,) istnieje liczba największa.
(B) W zbiorze (Aj) nie istnieje liczba największa.
Załóżmy, że zachodzi przypadek (A), i oznaczmy przez l największą 

liczbę zbioru (Ai). W takim razie konieczny i wystarczający warunek, aby 
dana liczba wymierna w należała do zbioru {Aj), polega na istnieniu związku

( 1) w ^  l,

albowiem, gdyby związek (1) nie zachodził, to mielibyśmy

(2) '  w >  /

1 liczba w, jako większa od największej liczby ł zbioru (АД nie należałaby, do 
zbioru (Ai); jeżeli zaś związek (1) zachodzi, to liczba w, jako nie większa 
od liczby l zbioru (At), nie należy do zbioru (A2) i musi zatem należeć do 
zbioru (Aj), gdyż każda liczba wymierna należy do jednego ze zbiorów' (A,) 
lub (Aj). Skoro zaś związek (1) jest warunkiem koniecznym i wystarczają­
cym, aby liczba w należała do zbioru (Aj) to, ze względu na to, iż każda 
liczba wymierna należy albo do zbioru (At) albo do (A2), nie istnienie związku 
( 1), a więc istnienie związku (2) jest warunkiem koniecznym i wystarczającym, 
żeby liczba w należała do zbioru (At). Jeżeli więc pewna liczba a2 należy do 
zbioru (Aj), to mamy

aj >  l,

ale w takim razie zawsze znajdzie się liczba wymierna a'2, spełniająca nie­
równości
(3) a2 >  a'j >  l *).

Z nierówności tych wynika, że do dowolnie danej liczby a2 zbioru (A,) 
możemy dobrać mniejszą od niej liczbę a\ , również należącą do zbioru (A2). 
Innemi słowy w zbiorze (A2) niema liczby najmniejszej. Dochodzimy tedy do 
wyniku następującego: jeżeli zachodzi okoliczność, wymieniona pod (A), to za­
chodzi 1-szy z trzech wypadków, wymienionych w twierdzeniu. Załóżmy teraz, 
że przypadek (A) nie zachodzi, innemi słowy, załóżmy, że zachodzi przypadek 
(B). W  takim razie jedno z dwojga: albo istnieje w zbiorze (As) pewna liczba 
najmniejsza, albo taka liczba nie istnieje. W pierwszym przypadku zachodzi 
oczywiście 2 gi z przypadków, wyszczególnionych w twierdzeniu, a w drugim —  
3 ci z nich. Zatem, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, jeden z trzech przypad­
ków, wymienionych w twierdzeniu, zawsze zachodzić musi.

Tw. II . K a ż d y  z t r z e c h  p r z y p a d k ó w ,  w y s z c z e g ó l n i o n y c h  
w Tw.  I j e s t  mo ż l i wy .

*) Liczba a\ spełniać będzie w szczególności rzeczone nierówności, jeżeli przyjmiemy
=  i  («, + 1).
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Istotnie, z faktów stwierdzonych w paragrafie poprzedzającym wynika, 
że 3-ci przypadek jest możliwy. Żeby zaś upewnić się, że i każdy z dwóch 
pierwszych jest możliwy, oznaczmy przez l dowolnie przyjętą, byle od zera 
większą liczbę. Jeżeli tedy oznaczymy przez zbiór wszystkich liczb wy­
miernych, z których żadna nie jest większa od liczby l, a przez (Аг) zbiór 
wszystkich pozostałych, to urzeczywistnimy 1 szy przypadek; jeżeli zaś przenie­
siemy liczbę l ze zbioru (.Ax) do zbioru (A2), nie wprowadzając przy tem ża­
dnych innych zmian w tych zbiorach, to urzeczywistnimy 2-gi. Zatem, twier­
dzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Def. II. J e ż e l i  i s t n i e j e  l i c z b a  w y m i e r n a  l, k t ó r a  j e s t  a l b o  
n a j w i ę k s z ą  l i c z b ą  p i e r w s z e j  k a t e g o r y i  w s t o s u n k u  do  o z n a ­
c z o n e g o  p r z e k r o j u  (P) z b i o r u  l i c z b  w y m i e r n y c h ,  a l bo  n aj  m n i e j ­
szą l i c z b ą  dr u g i e j  k a t e g o r y i  w s t o s u n k u  do  t e g o ż  p r z e k r o j u ,  
to w t a k i m  r a z i e  mó wi my ,  że l i c z b a  l położona jest na przekroju (P), 
a p r z e k r ó j  (P) z o w i e my  przekrojem pierwszego gatunku ; j e ż e l i  zaś  
l i c z b a  w y m i e r n a  l ni e  i s t ni e j e ,  t o  p r z e k r ó j  (P) z o w i e m y  przekro­
jem drugiego gatunku.

§ 80. Uwzględniając Def. II paragrafu poprzedzającego, możemy słusznie 
powiedzieć, że z Tw. II tegoż paragrafu wynika zarówno istnienie przekrojów 
drugiego gatunku zbioru liczb wymiernych, jako też i przekrojów pierwszego 
gatunku, ale, jeżeli zwrócimy się do dowodu rzeczonego twierdzenia, to dostrze­
żemy głęboką różnicę pomiędzy tem, co odnosi się do przekrojów pierwszego, 
a tem, co się odnosi do przekrojów drugiego gatunku. Żeby uzasadnić możli- 
wośe dwóch pierwszych przypadków, wyszczególnionych w Tw. I paragrafu 
poprzedzającego, żeby więc dowieść istnienia przekrojów pierwszego gatunku, 
opieraliśmy się wyłącznie na własnościach liczb wymiernych, natomiast, przy 
dowodzie możliwości 3-go z przypadków, wyszczególnionych w rzeczonym twier­
dzeniu, a więc w części dowodu, z której wynika istnienie przekrojów drugiego 
gatunku zbioru liczb wymiernych, opieraliśmy się na spostrzeżeniach, uczynio­
nych na początku § 78-go, które znów oparte są na istnieniu odcinków nie­
współmiernych. Wobec tego nasuwa się pytanie następujące: czy można wykazać 
istnienie przekrojów drugiego gatunku zbioru liczb wymiernych na podstawie 
teoryi liczb wymiernych, nie opierając się na istnieniu odcinków niewspółmier­
nych? Okażemy1), że na to pytanie należy odpowiedzieć twierdząco, a przy 
rozwijaniu odnośnego dowodu zaznajomimy się z faktem, który, jak się później 
przekonamy, ma pierwszorzędne znaczenie.

Def. I. J e ż e l i  i s t n i e j e  l i c z b a  w y m i e r n a ,  k t ó r e j  k w a d r a t  
( czyl i  d r u g a  pot ęga)  r ó w n a  się p e w n e j  dane j  l i c z b i e  w y m i e r n e j  
w, to o r z e k a m y ,  że l i c z b a  w jest kwadratem zupełnym.

*) Zobacz niżej Uwaga I po Tw. 111.
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Tw. I. J e ż e l i  p e w n a  l i c z b a  c a ł k o w i t a  j e s t  k w a d r a t e m  zu­
pe ł ny m,  to o n a  j e s t  k w a d r a t e m  d r u g i e j  l i c z b y  c a ł k o w i t e j .

Istotnie, jeżeli oznaczymy przez w jakąkolwiek liczbę wymierną, nierówną 
żadnej liczbie całkowitej, to mieć będziemy

mw = -----,
P

gdzie m i p są dwie liczby względnie pierwsze, z których p jest większa od 
jedności. Mamy tedy

o «г5№ * = — •pi
Liczby

m2 i p2

będą dwie liczby względnie pierwsze, a przy tern liczba p będzie większa od 
jedności. Zatem liczba w2 nie będzie równa żadnej liczbie całkowitej. Stwier­
dzamy więc, że kwadrat liczby wymiernej, nierównej żadnej liczbie całkowitej, 
sam liczbie całkowitej równać się nie może. Z tego zaś wynika, że twierdzenie 
zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. II. N ie k a ż d a  l i c z b a  c a k o w i t a ,  a w i ę c  nie k a ż d a  l i c z b a  
w y m i e r n a  j e s t  k w a d r a t e m  z u p e ł n y m.

Istotnie, oznaczmy przez к jakąkolwiek liczbę całkowitą od zera większą, 
a przez n liczbę całkowitą, spełniającą nierówności

(l)  * * < » < ( * +  1)г-

Liczba n będzie istnieć, gdyż mamy

(k -f- I)* — k * > l .

Z drugiej strony każda liczba całkowita p spełniać będzie albo związek 

p2 ^  kl, albo p2 ^  (к l ) 2.

Zatem, ze względu na (1), każda liczba całkowita będzie spełniać albo nie­
równość

p2 <C n albo p 2 ^> n,

skąd wynika, że kwadrat żadnej liczby całkowitej, a więc (Tw. 1) i kwadrat 
żadnej liczby wymiernej, nie może się równać liczbie całkowitej n. Z tego wy­
nika, że liczba całkowita n nie jest kwadratem zupełnym. Zatem, zgodnie 
z brzmieniem twierdzenia, nie każda liczba całkowita, a więc nie każda liczba 
wymierna jest kwadratem zupełnym.

Tw. III. Je ż e l i  o z n a c z  y my  p r z e z  w l i c z b ę  w y m i e r n ą ,  ni e  
b ę d ą c ą  k w a d r a t e m  z u p e ł n y m,  i p o d z i e l i m y  z b i ó r  w s z y s t k i c h
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l i czb w y m i e r n y c h  na d wi e  k a t e g o r y e  (4 t) i (A2), z a l i c z a j ą c  do 
kat e g o r y i  (J.,) w s z y s t k i e  l i c z b y  w y m i e r n e ,  k t ó r y c h  k w a d r a t y  
są m n i e j s z e  od  l i c z b y  w, a do  k a t e g o r y i  (4 2) w s z y s t k i e  i nne 
l i c zby  w y m i e r n e ,  to t en p o d z i a ł  z b i o r u  l i c z b  w y m i e r n y c h  s t a ­
nowi ć  b ę d z i e  p r z e k r ó j  d r u g i e g o  g a t u n k u  t y c h ż e ,  a p r z y  tem 
zbi ór  (4 X) b ę d z i e  z b i o r e m  p i e r w s z e j ,  a z b i ó r  (А2) — z b i o r e m  
d r u g i e j  k a t e g o r y i  l i c z b  w y m i e r n y c h  w s t o s u n k u  do  t ego  p r z e ­
krój  u.

Istotnie:
1° Zbiór (Аг) nie jest pusty i obejmuje przynajmniej jedną liczbę od 

zera większą; jeżeli bowiem oznaczymy przez a, liczbę wymierną, spełniającą 
nierówności

0  <  « i  <  1; a, <  w,

a taka liczba istnieć będzie, to mieć będziemy

a więc i
Oi* <  a , ,

ai ! <  w ;

stąd zaś wynika że od zera większa liczba a1 należy do zbioru {A^.
2° Zbiór (.4,) nie jest pusty; jeżeli bowiem oznaczymy przez a, liczbę 

całkowitą, spełniającą nierówność
«* >

a taka liczba istnieć będzie, to tem bardziej mieć będziemy

а%г >  w,
skąd wynika, że liczba a2 należy do zbioru (4,), który zatem nie jest pusty.

5° Każda liczba ал zbioru (Ąx) jest mniejsza od każdej liczby a, zbioru 
(4 S), gdyż z jednej strony mamy
(1) «i* <  «>,
a z drugiej
(2) a2* >  w,
bo istnienie równości

a,2 =  te,

jest wykluczone przez założenie, iż liczba w nie jest kwadratem zupełnym; 
z nierówności zaś (1) i (2) mamy

skąd
«i* <  a«2, 

«1 <  a*,
o co właśnie chodziło.
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Obecnie dowiedliśmy już, że rozważany podział liczb wymiernych na kate- 
gorye (At) i (Л,) stanowi przekrój zbioru liczb wymiernych. Pozostaje więc 
tylko do okazania, że ten przekrój jest drugiego gatunku. W tym celu 
oznaczmy przez ax jakąkolwiek liczbę zbioru (.4j), a przez a \  drugą liczbę 
wymierną, którą bliżej określimy później, ale w każdym razie taką, żebyśmy 
mieli
(3) ax <  a\ <  Й! -j- 1.
Mamy tedy

«V —  «i2 =  (»'i —  a i ) (a'i +  <h),

a ponieważ ze względu na (3)

a'x -f- «i <C 2 ax -J- 1 ,
przeto
(4) a\* — ax2 <  {a\ — ax) (2 at - f  1).

Ponieważ liczba ax, jako liczba, należąca do zbioru spełnia nie­
równość (1), przeto

w — a,2 >  0.

Zatem będziemy mogli liczbę a\ tak dobrać, żeby prócz związków (3), zacho­
dził związek

(5 ) «i < w — алг 
2 a, -(- 1

Wybrawszy liczbę a\ tak, żeby te warunki były spełnione, mieć będziemy 
ze względu na (5) nierówność

{a'i —  a j  (2 % +  1) <  wt — ax2.

Z tej zaś nierówności i nierówności (4) mamy

skąd.
a'2 —  Uj2 <  w —  a ,2, 

a\2 <  w.

Zatem, liczba a\, należy do zbioru (.dj). Stwierdzamy więc, że do każdej liczby 
ax zbioru (Ax) można dobrać większą od niej liczbę a\ , należącą również do 
zbioru (Jj). Przeto w zbiorze (.Aj) niema liczby największej.

Pozostaje już tylko do wykazania, że w zbiorze (.d2) niema liczby naj­
mniejszej. W tym celu, oznaczmy przez a2 jakąkolwiek liczbę zbioru (А2), 
a przez a\ liczbę wymierną, mającą być bliżej określoną później, ale w każdym, 
razie taką. żebyśmy mieli
(6) a't <  at.
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Машу tedy

(7) a2s — a '2s =  (a2 — a\) (a, - f -  a ',)  <  2 a2 (a2 — a '2).

Ponieważ liczba a2 należy do zbioru (Лг), przeto, jak już wyżej spostrze­
gliśmy, liczba ta spełnia nierówność (2). Z tego wynika, że liczba a2 jest od 
zera większa, a liczba a\ może być tak wyznaczona, żeby, prócz nierówności
(6), zachodziła nierówność

a22 —  w
(8) — a'* <  2 at '

Załóżmy, że liczba wymierna a\ spełnia te warunki. Z nierówności (8) 
mamy

2 a2 (at —  a\) <  a,2 —  w ;

zatem, ze względu na (7), mamy

skąd
a22 —  a'22 <  аг2 — w, 

а\г ]> w.

Z nierówności tej wynika, że liczba wymierna a'2, mniejsza od liczby a2 
należy po zbioru (Л2). Stwierdzamy więc, że do każdej liczby a2 zbioru (At) 
można dobrać drugą liczbę od niej mniejszą, także do zbioru (Ax) należącą; 
innemi słowy, w zbiorze (At) niema liczby najmniejszej, a to tylko pozostawało 
do wykazania, żeby twierdzenie uzasadnić w zupełności.

Uwaga I. Ponieważ dowód powyższych twierdzeń opiera się wyłącznie 
na teoryi liczb wymiernych, a z twierdzeń tych wynika istnienie drugiego ga­
tunku przekrojów zbioru liczb wymiernych, przeto w y k a z a l i ś m y  i s t n i e n i e  
taki ch p r z e k r o j ó w  w y ł ą c z n i e  na p o d s t a w i e  t e o r y i  l i c z b  w y ­
mi e r nyc h .

Def. II. O k r e ś l e n i e  o z n a c z o n e g o  p r z e k r o j u  (P) z b i o r u  l i c z b  
w y m i e r n y c h  z o w i e s i ę  arytmetycznem oznaczeniem r o z w a ż a n e g o  pr z e ­
k r o j u ,  j e ż e l i  r o z s t r z y g n i ę c i e ,  c z y  dana  l i c z b a  w y m i e r n a 1) 
l n a l e ż y  d o  p i e r w s z e j  c z y  do d r u g i e j  k a t e g o r y i  w s t o s u n k u  do  
r z e c z o n e g o  p r z e k r o j u ,  w y m a g a  w y k o n a n i a  s k o ń c z p n e j  i l o ś c i  
c z y n n o ś c i ,  z k t ó r y c h  k a ż d a  p o l e g a  a l b o  na w y k o n a n i u  j e d n e g o  
z d z i a ł a ń  p o d s t a w o w y c h  na z n a n y c h  l i c z b a c h  w y m i e r n y c h ,  
a l bo  na p o r ó w n a n i u  i l o ś c i o w y m  d w ó c h  t a k i c h  l i czb.

>) Orzeczenie, że pewna liczba wymierna jest dana wyraża, że liczba ta jest napisana 
w zwykły sposób za pomocą cyfr

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
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Tw. IV.  K l a s a  t a k i c h  p r z e k r o j ó w  d r u g i e g o  g a t u n k u  zbioru 
l i c z b  w y m i e r n y c h ,  z k t ó r y c h  k a ż d y  m o ż e  b y ć  o z n a c z o n y  aryt­
m e t y c z n i e ,  nie j e s t  pusta.

Istotnie, jeżeli oznaczymy przez w jakakolwiek liczbę wymierną, która 
kwadratem zupełnym nie jest, i zaliczymy do klasy (J ,) wszystkie te liczby 
wymierne, których kwadraty są mniejsze od liczby w, a do klasy (.d2) wszystkie 
pozostałe liczby wymierne, to (Tw. Ill) ten podział zbioru liczb wymiernych 
stanowić będzie pewien przekrój drugiego gatunku (P) tychże. Ale przekrój (P), 
tak określony, jest oznaczony arytmetycznie, albowiem, żeby rozstrzygnąć do 
której klasy w stosunku do przekroju (P) należy dana liczba wymierna l , do- 
statecznem jest wykonać dwie czynności następujące:

1° Wyznaczyć iloczyn dwóch liczb wymiernych, równych danej liczbie l.
2° Porównać ilościowo uzyskany iloczyn z daną liczbą w.
Z tego wynika, że twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
Z łatwością dostrzegamy, że każdy przekrój pierwszego gatunku zbioru 

liczb wymiernych może być oznaczony arytmetycznie; albowiem, żeby tego do­
konać, wystarcza (§ 79, Def. II) oznaczyć liczbę wymierną, położoną na takim 
przekroju, i nadmienić, do której kategoryi w stosunku do rozważanego prze­
kroju ona ma być zaliczona. Natomiast otwartą jest к westya, czy k a ż d y  prze 
krój drugiego gatunku zbioru liczb wymiernych może być oznaczony arytme­
tycznie, gdyż z powyższego twierdzenia wynika tylko, że n i e k t ó r e  przekroje 
drugiego gatunku zbioru liczb wymiernych mogą być arytmetycznie oznaczone.

Nie kusząc się o rozwiązanie powyższej zawiłej kwestyi, nadmienimy 
tylko, że często napotykamy w nauce takie przekroje zbioru liczb wymiernych, 
które są całkiem precyzyjnie określone, a których jednak oznaczyć arytmety­
cznie nie umiemy.

§ 81. Def. I. Po p r z y j ę c i u  p e w n e g o  o d c i n k a  w ł a ś c i w e g o  u 
z a  j e d n o s t k ę ,  o r z e c z e n i a ,  iż p e wi e n  o d c i n e k  o i p r z e k r ó j  (P) 
z b i o r u  l i c z b  w y m i e r n y c h  odpowiadają s o b i e  w z a j e m n i e ,  wy r a ż a ,  że

1° o d c i n e k  a ni e j e s t  m n i e j s z y  o d  ż a d n e g o  o d c i n k a ,  którego 
mi arą je s t  j e d n a  z l i c z b  w y m i e r n y c h  p i e r ws z e j  k a t e g o r y i  w sto­
s u n k u  do  p r z e k r o j u  (P);

2° o d c i n e k  a n i e j e s t  w i ę k s z y  o d  ż a d n e g o  o d c i n k a ,  k t ó r e g o  
m i a r ą  j e s t  j e d n a  z l i c z b  w y m i e r n y c h  d r u g i e j  k a t e g o r y i  w s to ­
s u n k u  do  p r z e k r o j u  (P).

Tw. I. P o p r z y j ę c i u  o z n a c z o n e g o  o d c i n k a  w ł a ś c i w e g o  u za 
j e d n o s t k ę ,  z a c h o d z ą  o k o l i c z n o ś c i  n a s t ę p u j ą c e :

1° Z a w s z e  i s t n i e j e  o d c i n e k ,  o d p o w i a d a j ą c y  (Def. I) dowol ni e  
d a n e m u  p r z e k r o j o w i  (P) z b i o r u  l i c z b  w y m i e r n y c h ;

2° k a ż d y  o d c i n e k  d', r ó w n y  o d c i n k o w i  d, o d p o w i a d a j ą c e m u
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o z n a c z o n e m u  p r z e k r o j o w i  (P) z b i o r u  l i c z b  w y m i e r n y c h ,  s am 
t emu p r z e k r o j o w i  o d p o w i a d a ;

3° j e ż e l i  k a ż d y  z p e w n y c h  d w ó c h  o d c i n k ó w  d i d' o d p o ­
wi a da  t e m u  s a m e m u  p r z e k r o j o w i  (P) z b i o r u  l i c z b  w y m i e r n y c h ,  
to te o d c i n k i  są r ó w n e  p o m i ę d z y  sobą.  '

Krócej, ale mniej dokładnie, możemy to twierdzenie wysłowić tak: po 
o z n a c z e n i u  j e d n o s t k i  d ł u g o ś c i  o d c i n e k ,  o d p o w i a d a j ą c y  danemu 
p r z e k r o j o w i  z b i o r u  l i c z b  w y m i e r n y c h ,  o z n a c z o n y  j e s t  w z u p e ł ­
nośc i  p o d  w z g l ę d e m  d ł u g o ś c i ,  a l e  t y l k o  pod t y m  w z g l ę d e m.

Żeby twierdzenie to uzasadnić oznaczmy przez (Л,) pierwszą —  a przez (A2) 
drugą kategoryę liczb wymiernych w stosunku do przekroju (P) i uważajmy po­
czątek 0 dowolnie przyjętego promienia (p). Punkty promienia (p) możemy podzielić 
na dwie klasy (Kj) i (X 2), zaliczając do klasy (Kj) każdy taki punkt At promienia 
(p), do którego można w ten sposób dobrać liczbę a,, należącą do zbioru (Aj), 
żeby odcinek OAj nie był większy od odcinka, którego miarą byłaby liczba al5 
a do kategoryi (Kt) wszystkie inne punkty rozważanego promienia. Zbiór (Kj) 
obejmować będzie prócz punktu 0 przynajmniej jeszcze jeden punkt, albowiem 
w zbiorze (Aj) znajdzie się (§ 79 Def. I) liczba a, od zera większa, a punkt 
Aj promienia (p), wyznaczony z warunku żeby miarą odcinka OAj była liczba 
aj, będzie punktem zbioru (Kj), od punktu 0 odmiennym. Zbiór punktów (K3) 
nie będzie pusty: jeżeli bowiem oznaczymy przez a2 jednę z liczb zbioru (A3) 
i wyznaczymy punkt Аг promienia (p) z warunku, żeby miarą odcinka 0A3 
była liczba аг , to punkt A3 należeć będzie do zbioru (K 3), gdyż każda liczba 
zbioru (Л,) jest mniejsza od a, i mierzy zatem odcinek mniejszy od odcinka 
OA3, a stąd wynika, że punkt A3 do zbioru (Kj) nie należy i należy zatem 
rzeczywiście do zbioru (K3). Nareszcie, każdy punkt Aj zbioru (КД odmienny 
od punktu 0, oddziela punkt 0 od każdego punktu A3 zbioru (K2), albowiem 
łatwo dostrzedz, że mamy

OAj <  0A2,
gdyż następstwem związku

OAj ^  0Тг

i tego, że punkt Aj należy do zbioru (K3), byłoby to, iż wbrew założeniu punkt 
A3 należy nie do zbioru (K2), lecz do zbioru (Я-,). Z trzech powyższych uwag 
wynika (§ 36, Def. II), że podział punktów promienia (p) na zbiory (X ,) i (Kt) 
stanowi pewien przekrój ($) rozważanego promienia. Na przekroju ($) znaj­
duje się (§ 43, Tw. I) oznaczony punkt A promienia (p). Powiadam, że odcinek

0Ä

jest odcinkiem, odpowiadającym, przy rozważanej jednostce długości, przekro­
jowi (P) zbioru liczb wymiernych. Istotnie, oznaczmy przez a, jakąkolwiek
Wstęp do analizy. 9
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liczbę zbioru (Ax) i wyznaczmy na promieniu (p) punkt Ax z warunku, żeby 
miarą odcinka 0A1 była liczba ax. Z definicyi zbioru (Kx) wynika, że punkt 
Ax do tego zbioru należeć będzie, ponieważ zaś zbiór punktów (Kx) jest zbio­
rem punktów pierwszej kategoryi w stosunku do przekroju (,ft), przeto mieć 
będziemy
(1) 0 A ^ 0 A x.

Z drugiej zaś strony, jeżeli oznaczymy przez a2 jakąkolwiek liczbę zbioru 
(.48) i wyznaczymy na promieniu (p), jak poprzednio, punkt A2 z warunku, żeby 
liczba a8 była miarą odcinka 0A2, to punkt A2 należeć będzie, jak już po­
przednio mieliśmy sposobność stwierdzić, do kategoryi (Кг) czyli do drugiej 
kategoryi punktów promienia (p) w stosunku do przekroju ($). Mamy więc

(2)
Ponieważ więc, bez względu na wybór liczby ax w zbiorze ( i liczby a2 
w zbiorze (.48), związki (1) i (2) będą zawsze spełnione, przeto odcinek 0A 
rzeczywiście odpowiada przekrojowi (P) zbioru liczb wymiernych, przy rozwa­
żanej jednostce długości. Zatem, udowodniliśmy pierwszą część twierdzenia.

Dowód drugiej części jest natychmiastowy: ponieważ odcinek d odpowiada 
przekrojowi (P) zbioru liczb wymiernych, przeto, przy powyższym znaczeniu 
symbolów Ax i A2 mieć będziemy

ponieważ zaś

przeto mieć będziemy także

0AX < L d < ^  0A2,

d' =  d,

ÖÄi ^  d' ^  0 A ,

skoro tylko liczba ax należy do zbioru (^1,), a liczba a2 —  do zbioru (A2). 
Zatem odcinek d', zgodnie z brzmieniem drugiej części twierdzenia, odpowiada 
przekrojowi (P) zbioru liczb wymiernych po przyjęciu odcinka u za jednostkę 
długości.

Żeby uzasadnić trzecią część twierdzonia, załóżmy, że wbrew jej brzmie­
niu każdy z pewnych nierównych dwóch odcinków d i d' odpowiada przekro­
jowi (P) liczb wymiernych przy rozważanej jednostce długości. W takim razie 
mamy albo
(3) d <  d\ 
albo
(4) d >  d'

W  pierwszym przypadku (§ 78, Tw. II) znajdzie sie liczba wymierna ł, 
która będzie miarą pewnego odcinka b, spełniającego nierówności
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(5) d < b

(6) b < d ’

Z nierówności (5) wynika, ze liczba l należy do zbioru (AJ, a z nie­
równości (6), że należy do zbioru (AJ. Ponieważ zaś zbiory (AJ i (AJ nie 
mają żadnego wspóloego elementu, przeto istnienie nierówności (3) jest wyklu­
czone. Ale przypadek, w którymby zachodziła nierówność (4) sprowadzony być 
może do przypadku, kiedy zachodzi nierówność (3) przez prostą zmianę ozna­
czeń, polegającą na tem, żeby przez d' oznaczyć odcinek d, a przez d —  odci­
nek d', przeto istnienie nierówności (4) jest także wykluczone. Zatem zgodnie 
z brzmieniem twierdzenia zachodzi równość

d =  d\

a to tylko pozostawało jeszcze do wykazania.
Uwaga, P o w y ż s z e  t w i e r d z e n i e  i j e g o  d o w ó d  z a c h o w u j ą  s wą  

w a ż n o ś ć  z a r ó w n o  d l a  p r z e k r o j ó w  p i e r w s z e g o ,  ,‘ja k  i d la  p r z e ­
k r o j ó w  d r u g i e g o  g a t u n k u  z b i o r u  l i c z b  w y m i e r n y c h .

§82 . Def. I . N a z w a  l i c z b a  n iew ym iern a  (bezw zględna) oznacza 
k a ż d y  s y m b o l ,  o k r e ś l a j ą c y  p e w i e n  p r z e k r ó j  drugiego g a t u n k u  
z b i o r u  l i c z b  w y m i e r n y c h  ( b e z w z g l ę d n y c h ) .  Ż e b y  wy r a z i ć ,  iż pe ­
wien p r z e k r ó j  (P) z b i o r u  l i c z b  w y m i e r n y c h  j e s t  w ł a ś n i e  tym, 
kt ór y  o k r e ś l o n y  j e s t  p r z e z  p e w n ą  l i c z b ę  n i e w y m i e r n ą  cp, o r z e ­
kamy,  że l icz ba cp poloèona j e s t  na p r z e k r o j u  (P).

Def. II. L i c z b y  w y m i e r n e  b e z w z g l ę d n e  i l i c z b y  n i e wy ­
mi e r ne  b e z w g l ę d n e  o b e j m u j e m y  w s p ó l n ą  n a z w ą  l i c z b  bez­
w zględnych.

Def. П1. O r z e c z e n i e ,  iż, po p r z y j ę c i u  o z n a c z o n e g o  o d c i n k a  
w ł a ś c i w e g o  u z a  j e d n o s t k ę ,  p e w n a  l i c z b a  n i e w y m i e r n a  cp j e s t  
m iarą  o z n a c z o n e g o  o d c i n k a  a wy r aż a ,  że,  po p r z y j ę c i u  o d c i n k a  
u za j e d n o s t k ę ,  o d c i n e k  a (§ 81, Def. I) o d p o w i a d a  p r z e k r o j o w i  
d r u g i e g o  g a t u n k u  z b i o r u  l i c z b  wy m i e r n y c h ,  o k r e ś l o n e m u  przez 
s y mb o l  cp.

Tw. I. Po  o z n a c z e n i u  j e d n o s t k i  d ł u g o ś c i ,  i s t n i e ć  b ę d z i e  
o d c i n e k ,  k t ó r e g o  mi ar ą  j e s t  d o w o l n i e  o z n a c z o n a  l i c z b a  b ez - 
w z g l ę d n a p ;  ten o d c i n e k  b ę d z i e  o z n a c z o n y  t y l k o  p o d  w z g l ę d e m  
d ł u g o ś c i ,  a l e  pod t y m wzgl ędem bę dz i e  o z n a c z o n y  w z u p e ł n o ś c i .

Twierdzenie to w razie, kiedy cp jest liczbą niewymierną, wynika bezpo­
średnio z Tw. I § 81-go i z Def. I i III niniejszego paragrafu; jeżeli zaś cp jest 
liczbą wymierną, to ono staje się jednym z twierdzeń teoryi liczb wymiernych.

Tw. II. P o o z n a c z e n i u  j e d n o s t k i  d ł u g o ś c i ,  o d p o w i a d a
9«
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k a ż d e m u  o d c i n k o w i  j e d n a  p r z y n a j m n i e j  l i c z b a  b e z w z g l ę d n a ,  
b ę d ą c a  j e g o  mi a r ą .

Istotnie, jeżeli dany odcinek jest współmierny z jednostką, to wiemy 
z rozdziała I-go, że istnieje liczba wymierna bezwzględna, która jest jego miarą. 
Jeżeli zaś rozważany odcinek a jest niewspółmierny z jednostką, to zbiór liczb 
wymiernych możemy podzielić na dwie kategorye (^4,) i (At) w sposób okre­
ślony na początku § 78-go. Z twierdzeń zaś podanych pod (A), (B), (C). (D) 
w § 78-ym i z Def. I i II § 79 go wynika, że rzeczony podział zbioru liczb 
wymiernych na kategorye (Д ) i (̂ 42) stanowi przekrój (P) drugiego gatunku 
rzeczonego zbioru. Na podstawie zaś Def. I i III paragrafu niniejszego, liczba 
niewymierna, położona na przekroju (P), będzie właśnie miarą odcinka a przy 
rozważanej jednostce długości. Ostatecznie więc twierdzenie zachodzi w poda- 
nem brzmieniu.

Z powyższych twierdzeń wynika, że liczby bezwzględne dostarczają nam 
ogolne rozwiązanie problemu mierzenia odcinków prostoliniowych.

§ 83. Z natury rzeczy powstaje myśl o nadaniu zbiorowi liczb bezwzglę­
dnych charakteru wielkości w znaczeniu ściślejszym przez proste rozszerzenie 
do zbioru liczb bezwzględnych reguł, które przyjęte zostały (§ 47, Def. I) na 
porównywanie ilościowe liczb wymiernych. Stąd definicya następująca.

Def. I. Ż e b y  w y k o n a ć  p o r ó w n a n i e  i l o ś c i o w e  d w ó c h  o z n a ­
c z o n y c h  l i c z b  b e z w z g l ę d n y c h

Ф i Ф,

p r z y j m u j e m y  za j e d n o s t k ę  d ł u g o ś c i  j a k i k o l w i e k  o d c i n e k  wł a ­
ś c i w y  u i, o z n a c z y w s z y  p r z e z

a i b

o dc i nki ,  k t ó r y c h  mi a r a mi ,  pr zy  r o z w a ż a n e j  j e d n o s t c e  d ł u g o ś c i ,  
b y ł y b y  o d p o w i e d n i o  l i c z b y  cp i ф, o r z e k a m y ,  i ż m a m y

cp <  ф, ср =  ф a l b o  Ф > ф

z a l e ż n i e  od tego,  c z y  o d c i n k i  a i b s p e ł n i a j ą  z w i ą z e k

z w i ą z e k

c zy  t eż  z w i ą z e k

a < b ,  

a =  b,

a j> b.

W odniesieniu do liczb bezwzględnych, będących liczbami wymiernemi, 
powyższa definicya nie różni się od definicyi przyjętej w § 47. Zatem, istnienie 
sprzeczności pomiędzy tą definicyą a definicyą, określającą reguły porówny-
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wania ilościowego liczb wymiernych, jest wykluczona. Z tego wynika, że, celem 
wykazania poprawności rozważanej definicyi, należy tylko udowodnić, że ona 
nie uchybia ogólnym zasadom, wyłożonym w rozdziale Ill-cim części pierwszej 
tego dzieła. W  tym celu należy oczywiście najpierw wykazać, że wynik poró­
wnywania ilościowego dwóch oznaczonych liczb bezwzględnych jest niezależny 
od wyboru odcinka właściwego, przyjętego za jednostkę; do tego właśnie zmie­
rzają cztery pierwsze twierdzenia, podane niżej.

Tw. I. Je ż e l i  z d w ó c h  l i c z b  b e z w z g l ę d n y c h  j e dna ,  w, j e s t  
l i c z b ą  w y m i e r n ą ,  a d r u g a ,  9 , — l i c z b ą  n i e w y m i e r n ą ,  to te d wi e  
l i c z b y  w ż a d n y m  r a z i e  n i e s ą  r ó w n e  p o m i ę d z y  ś o b ą  i s p e ł n i a j ą  
n i e r ó w n o ś ć
(1) w <  9 
lub
(2) w >  9

z a l e ż n i e  o d  tego ,  c z y  l i c z b a  w j e s t  l i c z b ą  w y m i e r n ą  p i e r w s z e j  
c zy  d r u g i e j  k a t e g o r y i  w s t o s u n k u  do  p r z e k r o j u  z b i o r u  l i c z b  
w y m i e r n y c h ,  na k t ó r y m  p o ł o ż o n a  j e s t  l i c z b a  n i e w y m i e r n a  9.

Istotnie, oznaczmy odpowiednio przez (AJ i (AJ zbiory liczb wymiernych 
pierwszej i drugiej kategoryi w stosunku do przekroju (P) zbioru liczb wymier­
nych, na którym jest położona (§ 82, Def. I) liczba niewymierna 9, i załóżmy 
najpierw, że liczba w należy do zbioru -(AJ. Ponieważ przekrój, (P) jest dru­
giego gatunku (§ 79, Def. II), ponieważ więc w zbiorze (J.,) niema liczby naj­
większej, przeto istnieć będzie w zbiorze (AJ taka liczba wymierna wx , która 
spełniać będzie nierówność
( 1 ) w  <  wv

Jeżeli tedy przyjmiemy za jednostkę jakikolwiek odcinek właściwy u i ozna­
czymy przez

a, ax i b

odcinki, których miarami byłyby w takim razie odpowiednie liczby

w, wx i 9 ,

to, ze względu na (1), mieć będziemy

(2) a <  « i ,

a z drugiej strony (§ 82, Def. III) zachodzić będzie związek

(3) ax Щ b.
Ze związków" (2) i (3) mamy

a < b ,
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skąd (Def. I)
(4) w <  ф.

Dowiedliśmy więc, co następuje:
(A) Jeżeli liczba wymierna w należy do zbioru (AJ, to ona w każdym 

razie spełnia nierówność (4).
Załóżmy teraz, że liczba w należy do zbioru (AJ. Ponieważ przekrój (P) 

jest drugiego gatunku, ponieważ więc (§ 79, Def. II) w zbiorze (A2) niema 
liczby najmniejszej, przeto w zbiorze tym znajdzie się liczba wymierna w2, 
spełniająca nierówność
(5) w2 <  w.

Przyjmijmy za jednostkę długości jakikolwiek odcinek właściwy u i oznaczmy 
przez

b, cr2 i a

odcinki, których miarami są odpowiednie liczby

ф, Щ i W.

Z jednej strony (§ 82, Def. III) mieć będziemy

(6) b ^  a2,

a z drugiej, że względu na (5), zachodzić będzie nierówność

(7) a2 <  a.
Ze związków (6) i (7) mamy:

b <  a,
skąd (Def. I)
(8) Ф <  « ’■

Uzasadniliśmy więc, co następuje:
(B) Jeżeli pewna liczba wymierna w należy do zbioru (Л2), to ona spełnia 

nierówność (8).
Ponieważ (§ 79, Def. 1) każda liczba wymierna należy do któregoś jednego 

ze zbiorów (AJ lub (AJ, przeto z wyników, podanych pod (A) i (B), wnosimy, 
że twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. II . Ż e b y  d a n e  l i c z b y  n i e w y m i e r n e

<P i Ф
s p e ł n i a ł y  n i e r ó w n o ś ć
(1) Ф < Ф ,

p o t r z e b a  i w y s t a r c z a ,  ż e b y  i s t n i a ł a  l i c z b a  w y m i e r n a  w, na l e -
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ż ąc a  w s t o s u n k u  do  p r z e k r o j u  z b i o r u  l i c z b  w y m i e r n y c h  (P), 
na k t ó r y m  p o ł o ż o n a  j e s t  l i c z b a  cp, do d r u g i e j  k a t e g o r y i  l i c z b  
w y m i e r n y c h ,  a w s t o s u n k u  do p r z e k r o j u  (Ç), na k t ó r y m  p o ł o ­
żona  j e s t  l i c z b a  ф — do  p i e r w s z e j  k a t e g o r y i .

Istotnie, załóżmy najpierw, że zachodzi nierówność (1). W takim razie, 
przynajmniej po stosownym wyborze odcinka właściwego m, przedstawiającego 
jednostkę długości, odcinki a i b, których miarami byłyby liczby <p i ф, spełniać 
(Def. I) będą nierówność 
(2) a <( b.

Do odcinków u, a i b zawsze można będzie dobrać (§ 78, Tw. II) taką 
liczbę wymierną w, żeby odcinek c, którego miarą, przy rozważanej jednostce, 
byłaby liczba w, spełniał nierówności

a <  c <C b.

Zatem (Def. I), przynajmniej przy zachowaniu odcinka u, jako jednostkę dłu­
gości, mieć będziemy

Ф <  w <  ф.

Z tego zaś wynika, na podstawie Tw. I, że liczba w jest liczbą wymierną dru­
giej kategoryi w stosunku do przekroju (P), a pierwszej —  w stosunku do prze­
kroju ( Q). Zatem, warunek, podany w twierdzeniu, jest konieczny. Powiadam, 
że warunek ten wystarcza. Istotnie, załóżmy, że on jest spełniony i, przyjąwszy 
za jednostkę długości jakikolwiek odcinek właściwy w', uważajmy odcinki

а', V i e',

których miarami byłyby odpowiednie liczby <p, ф i liczba wymierna w, należąca 
do drugiej kategoryi w stosunku do przekroju (P), a do pierwszej —  w stosunku 
do przekroju ( Q). Ze względu na Tw. I mieć będziemy

skąd
a' <  d <  b', 

a' <  b'.

Z tej zaś nierówności wynika, że nierówność (1) niezawodnie będzie spełniona. 
Zatem, warunek, podany w twierdzeniu, nie tylko jest koniecznym, ale i wystar­
czającym warunkiem istnienia związku (1), a to tylko pozostawało jeszcze do 
wykazania.

Tw. III. Jeż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  <p d o w o l n i e  o z n a c z o n ą  
l i c z b ę  n i e w y m i e r n ą ,  to w a r u n e k  k o n i e c z n y  i w y s t a r c z a j ą c y ?  
ab y  o z n a c z o n a  l i c z b a  b e z w z g l ę d n a  ф s p e ł n i a ł a  r ó w n o ś ć

(1 ) Ф =  <P,
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p o l e g a  na t e' m , ż e b y  l i c z b a  b e z w z g l ę d n a  ф b y ł a  l i c z b ą  n i e w y ­
m i e r n ą ,  p o ł o ż o n ą  na t y m s a m y m  p r z e k r o j u  z b i o r u  l i c z b  wy­
m i e r n y c h ,  co l i c z b a  <p.

Z Def. III § 82 go i Def. If §-fu niniejszego wnosimy z łatwością, że warunek, 
podany w twierdzeniu jest wystarczający. Zatem mamy tylko do wykazania, że 
warunek ten jest konieczny. Załóżmy w tym celu, że liczba ф spełnia równość (1). 
Ze względu na Tw. I, wykluczonem jest, żeby liczba ф była liczbą wymierną. 
Zatem, liczba ta jest liczbą niewymierną. Oznaczmy teraz przez w jakąkolwiek 
liczbę wymierną, a przez (P) i (Ç) te przekroje zbioru liczb wymiernych, na któ­
rych położone są odpowiednio liczby cp i ф. Jeżeli liczba w jest pierwszej kategoryi 
w stosunku do jednego z przekrojów (P) i (Ç), to liczba ta jest i w stosunku 
do drugiego liczbą wymierną pierwszej kategoryi gdyż, w przeciwnym razie, ze 
względu na Tw. II, równość (1) nie mogłaby zachodzić przy żadnym wyborze 
jednostki długości. Analogicznie stwierdzamy, że gdyby liczba w była liczbą 
wymierną drugiej kategoryi w stosunku do jednego z przekrojów (P) lub 
to byłaby także liczbą wymierną drugiej kategoryi i w stosunku do drugiego 
z tych przekrojów. Ostatecznie więc przekroje (P) i ( Q) zlewają się ze sobą, 
a o to tylko chodziło.

W niosek I. J e ż e l i  p e w n a  l i c z b a  n i e w y m i e r n a  cp j e s t  m i a r ą  
p e w n e g o  o d c i n k a  a w r a z i e  p r z y j ę c i a  p e w n e g o  o d c i n k a  w ł a ś c i ­
we g o  u za j e d n o s t k ę ,  to o d c i n k i  a i u są n i e w s p ó ł m i e r n e ,  gdyż 
w przeciwnym razie, wbrew powyższemu twierdzeniu, istniałaby liczba wy­
mierna, równa liczbie niewymiernej cp, a mianowicie liczba wymierna, będąca 
miarą odcinka a w razie przyjęcia odcinka u za jednostkę.

Tw. IV. W y n i k  p o r ó w n y w a n i a  i l o ś c i o w e g o  d w ó c h  l i c z b  
b e z w z g l ę d n y c h ,  w sp osób , o k r e ś l o n y  p r z e z  Def .  I, j e s t  n i e z a ­
l e ż n y  o d  w y b o r u  j e d n o s t k i  d ł u g o ś c i .

Istotnie, jeżeli obie liczby bezwzględne, ulegające porównywaniu ilościo­
wemu, są wymierne, to wybór jednostki długości pozostanie bez wpływu na 
wynik na podstawie (§ 47, Tw. I, Wniosek) teoryi liczb wymiernych. Jeżeli 
zaś jedna przynajmniej z rozważanych dwóch liczb bezwzględnych <p i ф jest 
niewymierna, to i w takim razie wybór jednostki długości będzie obojętny, albo­
wiem twierdzenia I, II i III dostarczają nam na istnienie każdego ze związków

cp <  ф, cp =  ф albo cp >  ф

kryterya niezależne od wyboru jednostki długości,
Tw. V. D e f i n i c y a  I nie u c h y b i a  z a s a d o m ,  w y ł o ż o n y m  w r o z -  

d z i a l e  III-cim  p i e r w s z e j  c zę ś c i .
Czytelnik z łatwością sam rozwinie dowód powyższego twierdzenia, przyj­

mując za wzór dowód twierdzenia analogicznego, odnoszącego się do liczb 
wymiernych, a podanego w już § 47-tym.
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Dowód rozważanego twierdzenia moźnaby także wysnuć z twierdzeń I, 
II i III niniejszego paragrafu i Tw. I § 47-go, nie odwołując się już w niczera 
do związku pomiędzy odcinkami a liczbami bezwzględnemi, będącemi ich mia­
rami. Gorąco polecamy czytelnikowi, jako bardzo pouczające ćwiczenie, deta­
liczne wypracowanie takiego dowodu omawianego twierdzenia.

§ 84. Ze względu na dalsze zastosowania podajemy tu twierdzenia, w któ­
rych zestawione są. z pewnemi uzupełnieniami, niektóre z wyników uzyskanych 
już poprzednio.

Tw. I. Po o z n a c z e n i u  j e d n o s t k i  d ł u g o ś c i ,  l i c z b a  b e z w z g l ę ­
dna i o d c i n e k ,  k t ó r e g o  o na  j e s t  mi ar ą ,  są d wi e  wi e l k o ś c i  tak ze 
sobą  z w i ą z a n e ,  iż w a r t o ś ć  k t ó r e j k o l w i e k  z ni c h o k r e ś l a  w zu­
p e ł n o ś c i  w a r t o ś ć ,  a l e  t y l k o  w a r t o ś ć  dr ug i e j ;  i n n e mi  s ł o wy ,  po 
o z n a c z e n i u  j e d n o s t k i  d ł u g o ś c i ,  z a c h o d z ą  o k o l i c z n o ś c i  n a s t ę ­
pu j ą c e :

1° Z a w s z e  i s t n i e j e  o d c i n e k ,  k t ó r e go  mi a r ą  j e s t  d o w o l n i e  
n a p r z ó d  o z n a c z o n a  l i c z b a  b e z w z g l ę d n a ;

2° z a w s z e  i s t n i e j e  l i c z b a  b e z w z g l ę d n a ,  b ę d ą c a  m i a r ą  do­
wo l n i e  d a n e g o  o d c i n k a ;

3° j e ż e l i  d w a  o d c i n k i  są r ó w n e  p o m i ę d z y  s o bą ,  to l i c z b y  
b e z w z g l ę d n e ,  b ę d ą c e  i ch m i a r a m i ,  są t a k ż e  r ó w n e  p o m i ę d z y  
sobą ;

4° j e ż e l i  d w i e  dane  l i c z b y  b e z w z g l ę d n e  są r ó w n e  p o m i ę d z y  
sobą,  t o  o d c i n k i ,  k t ó r y c h  m i a r a m i  o ne  są,  są t a k ż e  r ó wn e  po ­
mi ę dz y  s o b ą ;

5° j e ż e l i  p e w n a  l i c z b a  b e z w z g l ę d n a  ф j e s t  mi a r ą  o z n a c z o ­
nego o d c i n k a  a , t o  o n a  j e s t  m i a r ą  k a ż d e g o  o d c i n k a  r ó w n e g o  
o d c i n k o w i  a;

6° j e ż e l i  p e w n a  l i c z b a  b e z w z g l ę d n a  ф j e s t  mi a r ą  o z n a c z o ­
nego o d c i n k a  a, to k a ż d a  l i c z b a  b e z w z g l ę d n a  ф, r ó w n a  l i c z b i e  
cp, j e s t  t a k ż e  m i a r ą  o d c i n k a  a.

Istotnie, dwie pierwsze części tego twierdzenia stanowią powtórzenie twier­
dzeń I i II § 82-go. Część trzecia twierdzenia wynika bezpośrednio z Def. I 
§ 83-go. Żeby uzasadnić część czwartą, oznaczmy przez ф i ф jakiekolwiek 
dwie liczby bezwzględne i załóżmy, że zachodzi równość

(1) ф =  Ф-

Na podstawie Def. I, § 83-go z równości (1) wynika, że, przynajmniej 
przy stosownym wyborze jednostki długości odcinki, których miarami będą 
odpowiednio liczby ф i ф, będą równe pomiędzy sobą. Ponieważ zaś istnienie 
równości (1) jest (§ 83, Tw. IV) nie zależne od wyboru jednostki długości, 
przeto, jakikolwiek odcinek właściwy przyjęlibyśmy za jednostkę, równość (1)
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zgodnie z brzmieniem czwartej części niniejszego twierdzenia, rzeczywiście po­
ciągać będzie za sobą równość tych odcinków, których miarami będą odpo­
wiednio rozważane dwie liczby bezwzględne. Część piąta twierdzenia wynika 
bezpośrednio z Def. III, § 82-go i definicyi analogicznej w teoryi liczb wymiernych.

Żeby uzasadnić część szóstą, zważmy, że (część 1-sza) w każdym razie 
istnieć będzie pewien odcinek b, którego miarą będzie liczba ф. Zatem (część 
4-ta) mieć będziemy

a =  b,

a z tego wynika (część 5-ta), że liczba ф, jako będąca miarą odcinka b, równego 
odcinkowi a, jest, zgodnie z brzmieniem szóstej części twierdzenia, rzeczywiście 
miarą odcinka a.

Ostatecznie uzasadniliśmy nasze twierdzenia w zupełności.
Tw. II. Ja ki k o l w i e k  o d c i n e k  w ł a ś c i w y  u p r z y j ę l i b y ś m y  za 

j e d n o s t k ę ,  l i c z b a  bezwzgl ędna,  b ę d ą c a  mi arą o d c i n k a  n i e w ł a ś c i ­
w e g o  p, j e s t  r ó w n a  zeru,  a k a ż d y  o d c i n e k ,  k t ó r e g o  m i a r ą  j es t  
l i c z b a  b e z w z g l ę d n a ,  r ó w n a  zeru,  j est  o d c i n k i e m  n i e w ł a ś c i w y m .

Istotnie, oznaczmy przez a odcinek, którego miarą, przy rozważanej jed­
nostce u, jest pewna liczba bezwzględna ф. Z teoryi liczb wymiernych wiemy, 
że liczba 0 będzie miarą odcinka p. Z drugiej strony, z Def. I, Tw. IV, § 83 
wynika, że równości
(1) a =  p
i
(2) Ф =  0

są równoważne pomiędzy sobą bez względu na wybór jednostki długości w. 
Ponieważ zaś nadto równość (1) równoważna jest orzeczeniu, że odcinek a 
jest odcinkiem niewłaściwym, przeto to orzeczenie równoważne jest równości
(2), a na tem właśnie polega treść naszego twierdzenia.

Tw. 1П. Każda liczba bezwzględna ф spełnia związek

(1) Ф ^  0.

Istotnie, jakikolwiek odcinek właściwy u przyjęlibyśmy za jednostkę, 
zawsze istnieć będzie odcinek a, którego miarą będzie liczba ф. Z drugiej strony, 
odcinek, którego miarą jest liczba 0, jest odcinkiem niewłaściwym

p.

Ponieważ zaś mamy w każdym razie

а Ш P,

przeto (§ 83, Def. 1) związek (1) będzie w każdym razie rzeczywiście spełniony
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§ 85. Przerywając chwilowo wykład ogólnej teoryi liczb bezwzględnych, 
zamierzamy wykazać, że, jak zaznaczyliśmy w § 77-mym, i s t n i e n i e  o d c i n ­
kó w n i e w s p ó ł m i e r n y c h  p o m i ę d z y  s o b ą  m o ż e  b y ć  u d o w o d n i o n e ,  
nie o d w o ł u j ą c  s i ę  do  ż a d n y c h  i n n y c h  po s  t u l a t ó w  g e o me t r y i ,  
p r ó c z  t y c h ,  k t ó r e ś m y  p r z y j ę i i w  r o z d z i a l e  IV- tym p i e r w s z e j  
c z ę ś c i  za p o d s t a w ę  t e o r y i  o d c i n k ó w .  Otóż, Tw. IV § 80-go zostało 
uzasadnione niezależnie od twierdzenia o istnieniu odcinków niewspółmiernych. 
Z tego zaś wynika (§ 82, Def. I) fakt istnienia liczb niewymiernych, bez względu 
na to, czy odcinki niewspółmierne istnieją. Uważajmy tedy jakąkolwiek liczbę 
niewymierną tp, np. liczbę, którą, ze względu na to, że liczba 2 nie jest kwa­
dratem zupełnym, możemy określić (§ 80, Tw. П1) jako położoną na przekroju 
zbioru liczb wymiernych, w stosunku do którego pierwsza kategorya liczb wy­
miernych utworzona jest z tych pośród nich, których kwadraty są mniejsze od 
liczby 2, a druga — ze wszystkich pozostałych. Dowolnie danemu odcinkowi 
właściwemu u odpowiadać będzie (§ 82, Tw. I) pewien odcinek a, którego 
miarą będzie liczba cp. Otóż (§ 83, Tw. III, Wniosek I) odcinki u i a będą nie­
współmierne pomiędzy sobą.

Wykazaliśmy zatem istnienie odcinków niewspółmiernych bez pomocy 
żadnego postulatu geometryi, prócz tych, któreśmy przyjęli w rozdziale IV-tym 
1 szej części.

§ 86. Żeby módz dalej rozwijać teoryę liczb bezwzględnych, koniecznem 
jest żebyśmy należycie sprecyzowali znaczenie orzeczenia, iż »pewna liczba bez­
względna jest znana*. Skoro treść tego orzeczenia zostanie dokładnie określona, 
to określone już będzie znaczenie każdego z wyrażeń następujących: liczba bez­
względna dana i wyznaczyć pewną liczbę bezwzględną, gdyż pierwsze z tych wy- 
reżeń oznacza liczbę, o której wiemy, co potrzeba, żeby nam była znana, 
a drugie — czynność, polegającą na zdobyciu o pewnej liczbie dostatecznych 
wiadomości, aby się ona stała nam znaną.

Żeby podać definicyę wyrażenia »liczba bezwzględna znana«, uzasadnimy 
najpierw niektóre twierdzenia.

Tw. I. J e ż e l i  p e w n e  d ane  l i c z b y  b e z w z g l ę d n e  9 i ф s p e ł­
n i a j ą  n i e r ó wn  o ś ć
(1) ф <  Ф,

to z a w s z e  i s t n i e j e  p e w n a  l i c z b a  w y m i e r n a  w, s p e ł n i a j ą c a  n i e ­
r ó w n o ś ć
(2) <p <  w <  ф.

Istotnie, dowolnie przyjętemu odcinkowi właściwemu u odpowiadać będą 
(§ 84, Tw. I) dwa odcinki a i b, których miarami, po przyjęciu odcinka u za
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jednostkę, będą odpowiednio liczby cp i ф. Ze względu na (1) (§ 83, Def. 1} 
mieć będziemy

a <  b.

Zatem istnieć będzie (§ 78, Tw. II) liczba wymierna w, która będzie miarą 
pewnego odcinka c, spełniającego nierówności

a <  c <  b.

Z tego wynika (§ 83, Def. I), że liczba wymierna w spełniać będzie nierówności 
(2). Zatem twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. II . J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  cp j a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  bez­
w z g l ę d n ą ,  a p r z e z  e j a k ą k o l w i e k ,  b y l e  od z e r a  w i ę k s z ą ,  l i c z b ę  
w y m i e r n ą ,  to z a w s z e  z n a j d ą  si ę dwi e  l i c z b y  w y m i e r n e  u\ i wu 
(wt <  Wi) s p e ł n i a j ą c e  z w i ą z e k

(1) Щ —  <  e

o r a z  k a ż d y  ze z w i ą z k ó w
(2) wl cp
i
(3 )  wt >  cp,

a w przypadku, kiedy zachodzi nierówność

(4) <p >  0,

i s t n i e ć  b ę d z i e  t a k i  u k ł a d  w a r t o ś c i  na l i c z b y  w y m i e r n e  wx wiy 
ż e b y  p r ó c z  z w i ą z k ó w  (1) i (3) z a c h o d z i ł  j e s z c z e  z w i ą z e k

(5) w1 <  <p.

Żeby twierdzenie to uzasadnić, zwróćmy sie najpierw do przypadku 
kiedy liczba cp jest liczbą wymierną. Jeżeli tedy zachodzi równość

<P =  0,

to, aby spełnić warunki (1), (2) i (3), wystarczy przyjąć

Wj =  0,

i, co ze względu na twierdzenie I jest zawsze możliwe, wyznaczyć liczbę wy­
mierną wt tak, żebyśmy mieli

ö <  « V <  e.

Jeżeli zaś liczba cp jest liczbą wymierną większą od zera, to uczynimy 
zadość warunkom (1), (3) i (5) (a więc i warunkowi (2)), jeżeli np. wyzna­
czymy liczby wymierne w2 i г/;2 ze wzorów następujących:



Mi =  <P —  ł  • *). 
W2 =<P +  ł - 4 .
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gdzie oznaczyliśmy przez t) liczbę wymierną, która równa się liczbie £ lub 
samej liczbie cp zależnie od tego, czy mamy

czy też
£ <  Ф>

Pozostaje więc do rozważenia przypadek, kiedy liczba cp jest liczbą nie­
wymierną. W takim razie zachodzi niezawodnie związek (4) i, żeby uzasadnić 
słuszność twierdzenia w tym przypadku, dość będzie udowodnić, że istnieje 
taki układ wartości na liczby wymierne w1 i w2, przy którym one sprawdzają 
każdy ze związków (1), (3) i (5). Oznaczmy przez yj jakąkolwiek liczbę wy­
mierną, spełniającą nierówności

0 <  у) <  e.

Ze względu na tw. I liczba f\ będzie niezawodnie istnieć. Jeżeli tedy ozna­
czymy przez a2 jakąkolwiek liczbę wymierną drugiej kategoryi w stosunku do 
przekroju, na którym położona jest liczba cp, to mieć będziemy

(6) as >  <f ;

ponieważ zaś zawsze znajdzie się taka liczba całkowita n, żebyśmy mieli

n

a więc, ze względu na (6), taka, żeby zachodziła nierówność

И . TJ >  Ф,
ponieważ z drugiej strony mamy

0 . П <  ф,

przeto znajdzie się pewna liczba całkowita p (0 ^  p<C. «) taka, żebyśmy mieli

P • 4 <  <P
oraz

(P +  1) ■ f) >  4P-

Zatem, dość będzie przyjąć

wi =  P ■ ‘Ч oraz wt =  (p +  1) ■ł) >

żeby liczby tc, i w>2 były liczbami wymiernemi, spełniającemi związki (1), (3) 
i (5). Ostatecznie więc, twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
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Tw. III. J e ż e l i  ż a d e n  z j a k i c h ś  d w ó c h  (skończonych lub nie­
skończonych) z b i o r ó w  l i c z b  w y m i e r n y c h  (4 г) i 1̂2) n ie j e s t  pusty,  
a ż a d n a  l i c z b a  z b i o r u  (AJ ni e  j e s t  w i ę k s z a  o d  k t ó r e j k o l w i e k  
l i c z b y  z b i o r u  (J.2), to  w t a k i m r a z i e  i s t n i e j e  j e d n a  p r z y n a j ­
mn i e j  l i c z b a  b e z w z g l ę d n a  x , k t ó r a  nie j e s t  ani  m n i e j s z a  od 
ż a d n e j  l i c z b y  z b i o r u  (j4x), a n i  w i ę k s z a  od  ż a d n e j  l i c z b y  
zbioru (,42).

Istotnie, jeżeli zbiór (złj) obejmuje tylko liczby równe zeru (albo jedną 
tylko liczbę, ale równą zeru), to wystarczy przyjąć

x  =  0,

żeby liczba x  spełniała warunki twierdzenia. Zatem, w tym przypadku (bardzo 
szczególnym) twierdzenie zachodzi. Pozostaje więc do zbadania przypadek, kiedy 
zbiór (4 j) obejmuje jedną przynajmniej liczbę od zera większą. Podzielmy tedy 
zbiór wszystkich liczb wymiernych na dwie klasy (KJ i (KJ, zaliczając do 
klasy (ÆTj) każdą liczbę wymierną, która nie jest większa od jednej przynaj­
mniej z liczb zbioru (.4Д a do klasy (K2) —  wszystkie inne liczby wymierne. 
Klasa liczb (KJ nie jest pusta, gdyż obejmuje każdą liczbę nie pustego zbioru 
(AJ. Klasa (KJ  także nie jest pusta; istotnie, ponieważ zbiór (AJ, według 
założeń twierdzenia, nie jest pusty, przeto znajdzie się w nim jedna przynaj­
mniej liczba l; ta liczba do klasy (KJ może nie należeć1), ale każda liczba 
wymierna a2, większa od l, (a takich liczb jest nieskończenie wiele) należeć 
będzie do klasy (KJ, gdyby bowiem liczba a2 należała do klasy (KJ, to 
w zbiorze (AJ istniałaby pewna liczba alt taka, że mielibyśmy

a ponieważ 

przeto byłoby

ce2 ; _ dj ,

l <C. U2 ;

l <  Ü,

i, wbrew założeniom twierdzenia, istniałaby w zbiorze (AJ pewna liczba l, mniej­
sza od pewnej liczby ax zbioru (AJ. Powiadam teraz, że każda liczba at klasy 
(KJ jest mniejsza od każdej liczby a klasy (KJ. Istotnie, z definicyi klasy (Kt) 
wynika, że każda liczba, równa pewnej liczbie tej klasy, albo mniejsza od niej, 
sama należy do klasy (KJ. Ponieważ zaś klasę (KJ określiliśmy jako zbiór 
liczb, nie należących do klasy (KJ, przeto związek

«1 ^  «2

>) Istotnie, nie wykluczyliśmy przypadku, w którymby pewna liczba zbioru (AJ równała 
się pewnej liczbie zbioru (Л,), a gdyby liczba l ten właśnie warunek spełniała, to nie należa­
łaby do zbioru (KJ.
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jest wykluczony. Zatem mamy rzeczywiście

<  a2.

Z tego, cośmy o klasach liczb (Kj) i (Kt) stwierdzili, wynika, że one sta­
nowią odpowiednio pierwszą i drugą kategoryę liczb wymiernych w stosunku 
do pewnego przekroju (P) tychże. W każdym razie istnieć będzie pewna liczba 
a, położona (§ 79, Def. II i § 82, Def. 1) na przekroju (P); liczba a będzie wy­
mierna zależnie od tego, czy przekrój (P) będzie pierwszego czy drugiego gatunku, 
ale w każdym razie (§ 79, Def. II, § 83, Tw. I) liczba a nie będzie ani mniejsza 
od żadnej liczby zbioru (KJ ani większa od żadnej liczby zbioru (K2). Ponie­
waż zaś, na podstawie definicyi klasy (Jl,), każda liczba zbioru (At) należy 
do klasy (Кг), przeto liczba a nie jest mniejsza od żadnej liczby zbioru (4,). 
Powiadam, że liczba a nie jest większa od żadnej liczby l zbioru (-4.,). Żeby 
się o tem przekonać, załóżmy, że, wbrew temu zdaniu, mamy

(1) I <  a

W każdym razie (Tw. I) znajdzie się pewna liczba wymierna l’ , spełnia­
jąca nierówność
(2) V <  a
oraz
(3) I <  V.

Z nierówności (2) wynika, że liczba V należy do klasy (Kj), a z tego 
znów wynika, że w zbiorze (AJ istnieje pewna liczba au spełniająca związek

V a,.

Z tego zaś związku i nierówności (3) mamy

l <  аг;

zatem, wbrew założeniom twierdzenia, pewna liczba l zbioru (Аг) byłaby mniej­
sza od pewnej liczby a, zbioru (A^. Zatem, w rzeczywistości liczba l nie może 
spełniać związku (1), a z tego wynika, że mamy

l ^  a.

Zatem, liczba a nie tylko, jak stwierdziliśmy wyżej, nie jest mniejsza od żadnej 
liczby zbioru {Ax\ ale i nie jest większa od żadnej liczby zbioru (A2). Przeto, 
wystarczy przyjąć

X — a,

żeby liczba x spełniała warunki twierdzenia. Zatem, twierdzenie zachodzi w po- 
danem brzmieniu.
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Uwaga. N i e j e s t  r z e c z ą  w y k l u c z o n ą ,  ź e m o ź e  i s t n i e ć  więcej  
ni ż  j e d n a  w a r t o ś ć  na ж, p r z y  k t ó r e j  ta l i c z b a  s p e ł n i a ł a b y  wa­
r u n k i  t w i e r d z e n i a :  gdybyśmy np. oznaczyli przez (A2) zbiór liczb wymier­
nych mniejszych od liczby 1, a przez (A2) zbiór liczb wymiernych większych 
od 2, to każda liczba ж, spełniająca związki

1 ^  ж ^  2,

nie byłaby ani mniejszą od żadnej liczby zbioru (A ), ani większą od żadnej 
liczby zbioru (4 a).

Tw. IV . J e ż e l i  d w a  z b i o r y  l i c z b  w y m i e r n y c h  (J.,) i (A2) nie- 
t y l k o  s p e ł n i a j ą  z a ł o ż e n i a  Tw.  III, a le  j e s z c z e  i t en warunek,  
ż e b y  k a ż d e j ,  b y l e  od  z e r a  w i ę k s z e j ,  l i c z b i e  w y m i e r n e j  e odpo­
w i a d a ł a  p r z y n a j m n i e j  j e d n a  p a r a  l i c z b  w y m i e r n y c h  at i a2, na­
l e ż ą c y c h  o d p o w i e d n i o  do  z b i o r ó w  (Aj) i (A2) i t aki ch ,  że byś my  
mi e l i
<1) «s — a± <  e,

to w t a k i m  r a z i e  i s t n i e j e  d o k ł a d n i e  j e d n e j  w a r t o ś c i  l i c z b a  
b e z w z g l ę d n a  a, k t ó r a  nie j e s t  ani  m n i e j s z a  od  ż a d n e j  l i c zby 
z b i o r u  (.4Д ani w i ę k s z a  od  ż a d n e j  l i c z b y  z b i o r u  (A2).

Ponieważ, ze względu na Tw. III, pewne jest istnienie liczby a, nie mniej­
szej od żadnej liczby zbioru (^4j), a nie większej od żadnej liczby zbioru (42), 
ponieważ nadto każda liczba, równa liczbie a, spełniającej te warunki, sama 
rzeczone warunki spełnia, przeto chodzi tylko o wykazanie, że dwie nierówne 
pomiędzy sobą liczby lx i l2 (lx <  ł2) nie mogą obie rozważanych warunków 
spełniać. Załóżmy jednak, że obie liczby l2 i I, spełniają rzeczone warunki.

Na podstawie Tw. I znajdzie się liczba wymierna w ,, spełniająca nieró­
wności
(3) lj <C wx <C l2, 

a następnie liczba u>2, spełniająca nierówności

(4) Wj <  w2 <  l2.

Oznaczmy przez аг którąkolwiek z liczb zbioru (.4Д a przez a2 którą­
kolwiek z liczb zbioru (As). Na podstawie założeń, przyjętych co do liczb l\ 
i l2, mamy

ai =  h 0raZ 2̂ =  «2-

Z  tych zaś nierówności i nierówności (3) i (4) mamy

ai <  Щ oraz w2 <  otj ;
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ponieważ zaś na podstawie jednej z nierówności (4) mamy

(6 )
przeto
(6) C l2 ^  .

« ’i <  w ,,

Uzyskaliśmy więc wynik następujący: jeżeli liczby lx i łt czynią żadość 
wyżej przyjętemu założeniu, to k a ż d a  para liczb a, i Oj, należących odpo­
wiednio do zbiorów (AJ i AJ, spełnia nierówność (6). Zatem ż a d n a  para 
liczb % i as , należących odpowiednio do zbiorów (AJ i (AJ, nie może spełniać 
nierówności (1) przy wartości

na e. Ale ze względu na nierówność (5), wynik ten jest niezgodny z założe­
niami twierdzenia. Zatem, dwie nierówne pomiędzy sobą liczby lx i lt , a przy- 
tem takie, żeby żadna z nich nie była, ani mniejsza od jednej z liczb zbioru 
(A!), ani większa od jednej z liczb zbioru (A,), istnieć nie mogą, a to tylko 
pozostawało do udowodnienia.

Def. I. J e ż e l i  d w a  z b i o r y  l i c z b  w y m i e r n y c h  (A!) i (A ) c z y n i ą  
z a d o ś ć  z a ł o ż e n i o m  tw.  IV, t o  z e s p ó ł  t y c h  z b i o r ó w  z o w i e m y  
O kreśln ik iem ; pr z y t e m,  z b i ó r  (AJ z o w i e m y  pierwszą, a z b i ó r  (AJ 
drugą częścią o k r e ś l n i k a ;  ż e b y  w y r a z i ć ,  iż p e w n a  l i c z b a  bez­
w z g l ę d n a  a ni e j e s t  ani  m n i e j s z a  Od ż a d n e j  l i c z b y  z b i o r u  (A)’ 
ani  w i ę k s z a  od ż a d n e j  l i c z b y  z b i o r u  (A), m ó w i m y ,  że o kr e ś l n i k ,  
u t w o r z o n y  p r z e z  z e s p ó ł  z b i o r ó  w (A) i (A ), j es t  o k r e ś l n i k i e m  
l i c z b y  a al bo,  że ta l i c z b a  posiada r o z w a ż a n y  o kr e ś l n i k .

Tw.  V.  K a ż d a  l i c z b a  b e z w z g l ę d n a  <p p o s i a d a  p r z y n a j m n i e j  
j e d e n  o k r e ś l n i k .

Żeby twierdzenie to uzasadnić, wystarczy zauważyć, że, ze względu na 
Def. I i na Tw. II zbiór wszystkich liczb wymiernych, nie większych od liczby 
<p, i zbiór, wszystkich liczb wymiernych, nie mniejszych od tej liczby, stanowią 
odpowiednio pierwszą i drugą część pewnego określnika liczby cp.

Uwaga I. Je ż e l i  p e w n a  l i c z b a  b e z w z g l ę d n a  ф j e s t  l i c z b ą  
w y m i e r n ą ,  to w y s t a r c z y  o z n a c z y ć  p r z e z  (Ali) i (AJ d w a  z b i o r y  
l i c zb ,  z k t ó r y c h  k a ż d y  o b e j m o w a ł b y  j e d n ę  t y l k o  l i c z b ę ,  ale 
l i c z b ę  r ó w n ą  l i c z b i e  ф, ż e b y  z b i ó r ( A )  s t  a n o w i ł p i e r w s z ą, 
a z b i ó r  ( A )  —  d r u g ą  c z ę ś ć  p e w n e g o  o k r e ś l n i k a  l i c z b y  ф.

Tw. VI. K a ż d e m u  o k r e ś l n i k o w i  o d p o w i a d a  l i c z b a  b e z ­
w z g l ę d n a ,  k t ó r e j  o k r e ś l n i k i e m  j e s t  w ł a ś n i e  ten o k r e ś l n i k ;  j e­
żel i  d w i e  l i c z b y  b e z w z g l ę d n e  p o s i a d a j ą  w s p ó l n y  o k r e ś l n i k ,  to
Wstęp do analizy. 10

£ =  tt>2 —  M>i
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te l i c z b y  są r ó w n e  p o m i ę d z y  s o b ą ,  a o k r e ś l n i k  j a k i e j k o l w i e k  
l i c z b y  j e s t  o k r e ś l n i k i e m  k a ż d e j  l i c z b y ,  r ó w n e j  r o z w a ż o n e j  
l i c z b i e .

Swierdzenie to wynika bezpośrednio z Def. I i Tw. IV.
Tw. VII. Ż e b y  p e w i e n  o k r  e ś l n i k ( Q)  b y ł  o k r e ś l n i k i e m  l i c z by  

z er o ,  p o t r z e b a  i w y s t a r c z a ,  ż e b y  do  p i e r w s z e j  j e g o  c z ę ś c i  na­
l e ż a ł y  t y l k o  l i c z b y  r ó w n e  zeru.

Istotnie, jeżeli określnik (Q) jest określnikiem liczby zera, to żadna liczba 
pierwszej jego części nie może być większa od zera i z tego powodu (§ 84, 
Tw. III) każda liczba pierwszej części rozważanego określnika jest równa zeru. 
Zatem, podany warunek jest konieczny. Warunek ten jest wystarczający. Isto­
tnie, jeżeli pierwsza część określnika (Q) obejmuje tylko liczby równe zeru, to 
liczba zero nie jest mniejsza od żadnej liczby pierwszej części rozważanego 
określnika. Ponieważ zaś (§ 84, Tw. 111) liczba zero nie jest większą od żadnej 
liczby bezwzględnej, przeto, w szczególności, liczba zero nie jest większą od 
żadnej liczby, należącej do drugiej części określnika (Q). Z tego wynika, że, 
jeżeli pierwsza część określnika (£2) obejmuje tylko liczby równe zeru. to ten 
określnik jest rzeczywiście określnikiem liczby zero. Ostatecznie więc twierdzenie 
zachodzi w podanem brzmieniu

Precyzujemy teraz znaczenie wyrażeń, przytoczonych na początku niniej­
szego paragrafu zapomocą definicyi następujących.

Def. II. S y m b o l e m  specyficznym l i c z b y  c a ł k o w i t e j  z o w i e my  
s y m b o l ,  p r z e d s t a w i a j ą c y  j ą  w e d ł u g  z w y k ł y c h  r e g u ł  z a p o m o c ą  
z n a c z  k ó w

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Def. III . S y m b o l e m  specyficznym l i c z b y  u ł a m k o w e j  z o w i e m y  
s y m b o l ,  w y n i k a j ą c y  z s y m b o l u

m
P

p r z e z  p o d s t a w i e ń  ie w mi  ej see  l i t er  m i p o d p o w i e d n i o  s y m b o ­
l ó w  s p e c y f i c z n y c h  l i c z n i k a  i m i a n o w n i k a .

Def. IV. O r z e c z e n i e ,  że p e w n a  l i c z b a  w y m i e r n a  j e s t  znam 
a l b o  dana, wy r a ż a ,  iż p o s i a d a m y  na p i ś mi e  a l b o  w p a m i ę c i  jej  
s y m b o l  s p e c y f i c z n y ;  w o b e c  tego,  wyznaczeniem l i c z b y  w y mi e r n e j  
j e s t  n a p i s a n i e  j ej  s y m b o l u  s p e c y f i c z n e g o .

Uwaga. K a ż d y  ze ś r o d k ó w ,  k t ó r e  w r z e c z y w i s t o ś c i  p o s ł u ż y ć  
m o g ą  do  w y z n a c z e n i a  n i e z n a n e j  l i c z b y  w y m i e r n e j ,  s p r o w a d z i ć  
m o ż e m y  do  w y k o n a n i a  s k o ń c z o n e j  i l o ś c i  c z y n n o ś c i ,  p o l e g ą j ą -  
c y c h  a l b o  na p o r ó w n a n i u  i l o ś c i o w e m  d w ó c h  l i c z b  w y m i e r n y c h )
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k t ó r y c h  s y m b o l e  s p e c y f i c z n e  p o s i a d a m y  j u ż  na pi śmi e ,  a l b o  na 
w y k o n a n i u  j e d n e g o  z d z i a ł a ń  p o d s t a w o w y c h  na t a k i c h  d w ó c h  
l i c z b a c h .

Def. V. O r z e c z e n i e ,  że p e w i e n  o k r e ś l n i k  (£2) j e s t  arytmetycznie 
oznaczony ( a l b o  dany l ub  znany) w y r a ż a ,  że p o t r a f i m y  w y z n a c z y ć  
dwi e  l i c z b y  w y m i e r n e  wy i m>2 , n a l e ż ą c e  o d p o w i e d n i o  do  p i e r w ­
szej  i d r u g i e j  c z ę ś c i  o k r e ś l n i k a  (£2), a p r z y t e m  takie,  ż e b y ś m y  
mi el i

wt — < ;  e ,

gdzi e  s o z n a c z a  d o w o l n i e  n a p r z ó d  d a n ą ,  b y l e  od z e r a  w i ę k s z ą  
l i c z bę  wy mi e r n ą .

Def. VI. O r z e c z e n i e ,  iż p e w n a  l i c z b a  b e z w z g l ę d n a  j e s t  dana 
al bo  znana w y r a ż a ,  że  j e d e n  z j e j  o k r e ś l n i k ó w  j e s t  (Def. V) a r y t ­
m e t y c z n i e  o z n a c z o n y .

Def. V II. Wyznaczeniem l i c z b y  b e z w z g l ę d n e j  z o w i e m y  u z y s k a ­
nie a r y t m e t y c z n e g o  o z n a c z e n i a  j e d n e g o  z j e j  o k r e ś l n i k ó w .

Tw. V III. Jeże l i  o z n a c z y m y  p r z e z  (At) z b i ó r  l i c z b  wy mi e r ­
nych p i e r ws z e j ,  a p r z e z  ( i s) z .b ió r  l i c z b  w y m i e r n y c h  dr ug i e j  ka- 
t e g o r y i  w s t o s u n k u  do  p e w n e g o  p r z e k r o j u  (P) z b i o r u  l i c z t  wy ­
mi e r nyc h ,  to w t a k i m razie z a c h o d z ą  o k o l i c z n o ś c i  n a s t ę p u j ą c e :  

1° Z b i o r y  (J i) i (4 2) s t a n o w i ą  o d p o w i e d n i o  p i e r w s z ą  i d r u g ą  
c z ę ś ć  p e w n e g o  o k r e ś l n i k a  (£2y, a m i a n o w i c i e  o k r e ś l n i k a  l i c z b y  
b e z w z g l ę d n e j  <p, p o ł o ż o n e j  na p r z e k r o j u  (P).

2° J e ż e l i  p r z e k r ó j  (P) j e s t  o z n a c z o n y  a r y t m e t y c z n i e  (§ 80 
Def. II), to  o k r e ś l n i k  (£2) j e s t  w z n a c z e n i u ,  o k r e ś l o n e m  pr z e z  Def. 
V, t a k ż e  o z n a c z o n y  a r y t m e t y c z n i e ,  s k ąd  w y n i k a  (Def.  VI), że 
w t a k i m r a z i e  l i c z b a  cp j e s t  znana.

Żeby twierdzenie to uzasadnić, zważmy, że ponieważ dwie liczby ici i w2, 
należące odpowiednio do zbiorów (4 j) i (Л.2), zawsze spełniają związki

M>1 <  
w, <  cp

<P ^5 Щ,
przeto, żeby uzasadnić pierwszą część twierdzenia należy tylko wykazać, że; 
jeżeli oznaczymy przez e jakąkolwiek, byle od zera większą liczbę wymierną, 
to zawsze odpowiadać jej będą takie dwie liczby i a2, należące odpowiednio 
do zbiorów (Аг) i (4 2), żebyśmy mieli:

( 1) «2 — «1 <  £•
10*
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Otóż (§ 79, Def. I) w zbiorze (J-Д istnieć będzie liczba od zera większa, a po­
nieważ liczba 9, położona na przekroju (P) nie jest mniejsza od żadnej liczby 
zbioru (.4Д przeto

<P >  o.
Zatem (Tw. II) istnieć będą dwie liczby wymierne

t/̂2 1 M̂2 5
spełniające nierówności
(2) M'a <  9 <  M’a 
oraz
(3) M>2 —  <  e.

Ponieważ zaś z nierówności (2) wynika, że liczba m>, należeć będzie do zbioru 
(^4Д a liczba w2 —  do zbioru (Аг), przeto dość przyjąć

@1 '■  у @2   'W'12 ?

żeby liczby at i a2 należały odpowiednio do zbiorów (Д ) i (4 2) i spełniały (1). 
Wnosimy stąd, że pierwsza część twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu. 
Żeby dostrzedz, że druga część twierdzenia także zachodzi, należy tylko zwa­
żyć, że dowód istnienia liczb wy i m>2 , podany przy uzasadnianiu Tw. II, sta­
nowi w przypadku, kiedy przekrój (P) jest oznaczony arytmetycznie (§ 80, 
Def. II), metodę do wyznaczenia symbolów specyficznych (Def. II) liczb wx i wt. 
Ostatecznie więc twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Teraz możemy już dobrze zrozumieć znaczenie naukowe Tw. IV, § 80-go: 
na podstawie tego twierdzenia i twierdzenia tylko co uzasadnionego mamy twier­
dzenia następujące:

Tw. IX . Z b i ó r  l i c z b  n i e w y m i e r n y c h  z n a n y c h  nie j e s t  pusty.  
Żeby zapobiedz wszelkiemu nieporozumieniu, nadmieniamy, że, jakkolwiek 

liczba bezwzględna, położona na przekroju zbioru liczb wymiernych, oznaczo­
nym arytmetycznie, jest znana, to przecież błędnem byłoby mniemanie, iż odwro­
tnie, do arytmetycznego oznaczenia przekroju zbioru liczb wymiernych wystarczy, 
żeby liczba bezwzględna 9 , położona na tym przekroju, była znana w zna­
czeniu Def. VI, żeby więc znany był jeden z jej określników. Wogóle, jeżeli 
pewna liczba bewzględna 9 jest nam znana tylko w znaczeniu, określonym 
przez Def. VI, to (zob. § 93) nasunąć się mogą różne pytania, odnoszące się 
do tej liczby, na które może nie będziemy umieć odpowiedzieć. Jednakowoż przy 
zastosowywaniu liczb do badania przyrody, poznanie liczby w znaczeniu, okre­
ślonym przez Def. VI, jest zwykle wystarczające i to jest jeden z najważniej­
szych powodów, że Def. VI nam dogadza.

§ 87. Żeby w myśl zasad, wyłożonych w rozdziale II-gim, ugruntować 
teoryę działań podstawowych na liczbach bezwzględnych, należy określić sumę
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i iloczyn dwóch takich liczb. W tym celu rozszerzamy tylko na wszystkie liczby 
bezwzględne definicye dodawania i mnożenia, przyjęte w teoryi liczb wymier­
nych. Przyjmujemy tedy definicye następujące:

Def. I. Wynikiem dodania do oznaczonej liczb y bezwzglę­
dnej ф drugiej oznaczonej liczby bezwzględnej  ф zowiemy 
każdą liczbę bez wg 1 ę dną 0, która, po przyjęciu pewnego od­
cinka właściwego u za jednostkę, jest miarą sumy tych odcin­
ków a i b, których miarami są odpowiednio liczby ф i ф.

Def. II. Iloczynem mnożenia oznaczonej liczby bezwzglę­
dnej tp, od zera większej, przyjętej za mnożną, przez drugą 
liczbę bezwzględną ф, przyjętą za mnożnik, zowiemy każdą 
liczbę bezwzględną 0, która, w razie przyjęcia za jednostkę 
pewnego odcinka właściwego m, jest miarą odcinka a, przez to 
określonego, iż miarą jego byłaby liczba ф, gdyby za jednostkę 
przyjęty został taki odcinek u', którego miarą, w przypadku, 
kiedy za jednostkę długości uważamy odcinek u, jest iiczba ф.

Ponieważ Def. II odnosi się tylko do przypadku, kiedy liczba, przyjęta za 
mnożną, liczbie zeru nie jest równą, przeto podobnie, jak w teoryi liczb wy­
miernych, uzupełniamy definicyę iloczynu dwóch liczb bezwzględnych przez defi- 
nicyę następującą:

Def. III. Iloczynem mnożenia liczby bezwzględnej, równej 
liczbie zero, przyjętej za mnożną, przez jakąkolwiek drugą 
liczbę bezwzględną, zowiemy każdą liczbę bezwzględną, równą 
zeru.

Ponieważ, jak to zapowiedzieliśmy przed podaniem powyższych definicyi, 
te definicye stanowią tylko rozszerzenie na wszystkie liczby bezwzględne tych 
definicyi, na których oparliśmy teoryę działań podstawowych na liczbach wy­
miernych, przeto rzeczone definicye nie mogą doprowadzić do żadnej sprze­
czności z teoryą liczb wymiernych. Natomiast winniśmy udowodnić, że one nie 
uchybiają ogólnym zasadom, wyłożonym w rozdziale drugim.

Gdybyśmy to twierdzenie zechcieli uzasadnić bezpośrednio, na samym po­
czątku całej teoryi, to nie moglibyśmy uniknąć całego szeregu powtórzeń. Wobec 
tego, wyłożymy następstwa omawianych definicyi w porządku najdogodniejszym, 
a w stosownem miejscu dopiero udowodnimy zgodność ich z zasadami roz­
działu drugiego.

Żeby ułatwić czytelnikowi zoryentowanie się w dalszych rozważaniach, 
zaznaczamy, że, prócz wykazania zgodności powyższych definicyi z zasadami 
rozdziału drugiego, będziemy mieli na celu wykazanie tego podstawowego faktu, 
że, w odniesieniu do liczb bezwzględnych, wszystkie postulaty teoryi, wyłożonej 
w rozdziale trzecim, są spełnione i że, z tego powodu, cała ta teorya jest dla 
liczb bezwzględnych ważna; nadto będziemy mieli na względzie wyprowadzenie
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reguł do wyznaczania wyników działań podstawowych na liczbach bezwzględnych 
danych.

§ 88. Tw. I. Oznaczmy przez (Aj) pierwszą, a przez (A 2) drogą 
część pewnego okreś l nika  dowolnie oznaczonej liczby bez­
względnej cp; oznaczmy nadto przez (By) pierwszą, a przez (B2) 
drugą część pewnego określnika drugiej dowolnie oznaczonej 
l iczby b ez wzgl ędne j  ф i uważajmy z jednej strony zbiór (Cj) 
wszystkich tych liczb wymiernych, z których każda jest sumą 
jednej liczby zbioru (Aj) i jednej liczby zbioru (БД a z drugiej — 
zbiór (C2) wszystkich tych liczb, z których każda jest sumą je­
dnej liczby zbioru (A2) i jednej liczby zbioru (Б2). Powiadam, że 
zachodzą okoliczności następujące:

1° Zbiory (C,) i (6\) stanowią odpowiednio pierwszą i drugą 
część pewnego określnika (Q), który będzie arytmetycznie  
oznaczony, jeżeli rozważane określniki liczb i cp i ф są dane.

2° Bez względu na w у bór j e dn ost ki długości, każda liczba 
bezwzgl ędna,  której określnikiem jest określnik (il), i tylko 
liczba bezwzględna, spełniąjąca ten warunek, jest sumą liczb cp i ф- 

Istotnie, jeżeli oznaczymy ogólnie przez Tu T2 i Ф1 > ф2 liczby wymierne, 
należące odpowiednio do zbiorów (АД (A2), (Б,) i (Б2), to, ze względu na 
związki

Ti Sś
i

mieć będziemy
Ф1 ^  Ф2 ,

Ti +  Ф1 T2 +  Ф2 ;

zatem, żadna liczba zbioru (C,) nie jest większa od którejkolwiek z liczb zbioru 
(Cg). Z drugiej strony, jeżeli oznaczymy przez s dowolnie daną liczbę wymierną, 
to można będzie tak dobrać liczby wymierne tpn  cp, ф, i ф2, żebyśmy mieli

T2 — Tl <  i  £ ; Ф2 — Ф1 <  i  £ •

Ale w takim razie mieć będziemy

(Ti +  Ф2 ) —  (Ti +  Фх) <  £ - 

Zatem, do liczby £ można zawsze dobrać dwie liczby

(1)(2)
01 =  Ti +  Ф1

02 =  T2 +  Ф> ,
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należące odpowiednio do zbiorów (Cx) i (C2), a przytem takie, żebyśmy mieli

02 — 6i £ •

Z tego wynika już, że zbiory (C )̂ i (G\) stanowić będą odpowiednio pierw­
szą i drugą część pewnego określnika. Ponieważ zaś w razie, kiedy rozważane 
określniki liczb 9 i ф są dane w znaczeniu Def. V, § 86-go, liczby wymierne 0X 
i 02 będą mogły być rzeczywiście wyznaczone w znaczeniu Def. IV § 86, przeto 
pierwsza część twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu.

Żeby uzasadnić część drugą, przyjmijmy za jednostkę jakikolwiek odcinek 
właściwy u i oznaczmy przez

fliî ® > fl2i K, b, bt

odcinki, których miarami są odpowiednie liczby

Ti » Ti T* i Ф и  Ф, Фа •
Oznaczmy nadto przez с1( c, i e trzy odcinki, spełniające równości:

ci =  ai “h
C2 =  flf2 - f  6S
c —  a - j- b .

(3)

Ponieważ mamy

(4)
przeto mieć będziemy

(b)

Ze związków (3) i (5) mamy
(6)

=  Ф Si <P* 
Ф1 S i  Ф S i  Фа.

a, <  a <  a, 
bt b bt.

Załóżmy teraz, że pewna liczba bezwzględna в jest sumą liczb 9 i ф. 
W takim razie (§ 87, Def. I), przynajmniej przy stosownym wyborze odcinka 
u, liczba в będzie miarą odcinka c. Ale wówczas, ze związków (6) wynika, że 
jeżeli oznaczymy przez вг i 02 miary odcinków cx i c2, to mieć będziemy

^  в <j 0j.

Ponieważ zaś ze związków (3) wynika, że na liczby 0X i 02 mamy odpo­
wiednio wzory (1 ) i (2), przeto określnik (Q), utworzony przez zespół zbiorów 
(Cx) i (C2) jest określnikiem liczby 0. Zatem, tylko liczba bezwzględna, której 
określnikiem jest określnik (Й), może być sumą liczb 9 i ф. Z drugiej znów 
strony, jeżeli tylko określnikiem pewnej liczby bezwzględnej в jest określnik
(&), to ta liczba jest sumą liczb 9 i ф bez względu na wybór jednostki dłu-
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gości u, albowiem, jakikolwiek odcinek właściwy oznaczylibyśmy przez u, to miarą 
odcinka c, określonego przez trzecią z równości (3), byłaby liczba 0', której 
określnikiem byłby określnik (O). Ponieważ zaś z tego wynika (§ 86, Tw. VI), 
że mielibyśmy

9' =  0,

ponieważ więc liczba 9 byłaby także miarą odcinka c, przeto druga część twier­
dzenia zachodzi w podanem brzmientu.

Tw. II. D o d a w a n i e  l i c z b  b e z w z g l ę d n y c h  j e s t  d z i a ł a n i e m  
a r y t m e t y c z n e m  j e d n o z n a c z n e m ,  w y k o n a l n e m  b e z  z a s t r z e ż e ń .

Istotnie, oznaczmy przez cp i ф jakiekolwiek dwie liczby bezwzględne i za­
łóżmy, że pewna liczba 9 przedstawia wynik dodawania liczby ф do liczby cp. 
Jeżeli tedy pewne liczby bezwzględne cp' i ф' spełniają równości

cp' =  cp i Ф' =  Ф,

to (§ 86, Tw. VI) określniki liczb cp i ф będą odpowiednio także określnikami 
liczb cp' i ф'. Zatem (Tw. I, część 2°) określnik (Q) sumy

<P +  Ф
będzie także określnikiem sumy

ł ' 4 -Ф '.

a z tego wynika (Tw. I, część 2°), że liczba 0 jako taka, której określnikiem 
jest Określnik (Q), jest wynikiem dodania liczby ф' do liczby cp'. Z drugiej 
strony, ponieważ określnik (Q) jest (§ 86, Tw. VI) określnikiem każdej liczby 
bezwzględnej, równej liczbie 0, przeto każda taka liczba (Tw. I, część 2°) przed­
stawia sumę

cp - f  Ф.

Ostatecznie więc suma dwóch liczb bezwzględnych, uszeregowanych w ozna­
czonym porządku, zależy tylko od wartości tychże i sama oznaczona jest tylko 
pod względem wartości. Zatem (§ 57 Def. I), dodawanie dwóch liczb bezwzglę­
dnych jest rzeczywiście działaniem arytmetycznem. Żeby przekonać się, że to 
działanie jest jednoznaczne, należy tylko zważyć, że, jeżeli z dwóch liczb bez­
względnych 0 i 0' każda przedstawia sumę

?  +  Ф,

to (Tw. I, część 2°) te liczby posiadają wspólny określnik i są zatem (§ 86, 
Tw. VI) równe pomiędzy sobą. Nareszcie bezwzględna wykonalność dodawania 
liczb bezwzględnych może być uzasadniona w sposób następujący: jakiekolwiek 
byłyby liczby bezwzględne cp i ф, to zbiory, które oznaczyliśmy w Tw. 1 przez (Cj) 
i (6’2), zawsze stanowią (Tw. I, część 1°) odpowiednio pierwszą i drugą część
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określnika- pewnej liczby bezwzględnej. Ponieważ zaś ta liczba (Tw. I, część 2«) 
przedstawia sumę

Ф +  Ф.

przeto dodawanie dwóch liczb bezwzględnych jest rzeczywiście wykonalne bez 
zastrzeżeń. Z uzyskanych wyników wnosimy (§ 60, Tw. 1) że twierdzenie za­
chodzi w podanem brzmieniu.

Wniosek. W a r u n e k  k o n i e c z n y  i w y s t a r c z a j ą c y ,  aby  p e w n a  
l i czba b e z w z g l ę d n a  в b y ł a  sumą l i c z b  b e z w z g l ę d n y c h  9 i ф 
(§ 59). wyrazić można przez równość

6 —  Ф +  Ф-

Tw. III. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  9, ф i в dowolnie  dane  t r zy  
l i czby b e z w z g l ę d n e ,  to w t a k i m  r a z i e  m a m y

(1) (Ф +  Ф) +  0 =  Ф +  (Ф +  e\

Istotnie, jeżeli, opierając się na drugiej części tw. I, określimy z jednej 
strony określnik (Ö) sumy

(Ф +  Ф) +  Ö, '
a z drugiej określnik (Q') sumy

Ф +  (Ф +  0)>

jeżeli nadto zważymy, że w przypadku szczególnym, kiedy liczby 9 , ф i в są 
liczbami wymiernemi, równość (1) zachodzi na podstawie teoryi liczb wymier­
nych, to stwierdzimy z łatwością, że w rzeczywistości określniki (Q) i (Q') zle­
wają się ze sobą. Z tego zaś wynika (§ 86, Tw. VI) że, zgodnie z brzmieniem 
twierdzenia, równość (1) zachodzi w każdym razie.

Tw. IV. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  9 i в d o w o l n i e  dane  l i c z b y  
b e z w z g l ę d n e ,  to  mi e ć  b ę d z i e m y  w k a ż d y m  r a z i e

(1) ф +  Ф =  Ф +  Ф-

Istotnie, zważywszy, że w przypadku szczególnym, kiedy liczby 9 i ф są 
liczbami wymiernemi, równość (1) zachodzi na podstawie teoryi liczb wymier­
nych, wy wnioskujemy z łatwością z drugiej części Tw. I, że określniki sum

?  ~ Ь  Ф * Ф 9

zlewają się ze sobą, a z tego wynika (§ 86, Tw. VI) równość (1), o dowód 
której właśnie chodziło.

Tw. V. J e ż e l i  o z n a c z y m y  pr z ez  9 dowo l n i e  d a n ą  l i c z b ę  b e z ­
w z g l ę d n ą ,  a p r z e z  ф i ф' d w i e  l i c z b y  b e z w z g l ę d n e ,  s p e ł n i a j ą c e  
n i e r ó w n o ś ć
(1) Ф < Ф ' ,
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to  m i e ć  b ę d z i e m y
(2) 9 +  Ф <  9 +  Ф~

Powyższe twierdzenie można wyprowadzić z Tw. I, bynajmniej nie powo­
łując się na teoryę odcinków, i polecamy czytelnikowi, jako pouczające ćwi­
czenie, uzasadnienie niniejszego twierdzenia na tej podstawie. Tu zaś podamy 
dowód prostszy, następujący. Przyjmijmy za jednostkę jakikolwiek odcinek wła­
ściwy u i uważajmy odcinki «, b i b', których miarami byłyby w takim razie 
odpowiednio liczby 9, ф i ф'. Ze względu na (1), mamy tedy

b <  V,
a zatem
(3) я -f- ó <  a -J- b'
Ponieważ zaś liczby

9 +  Ф i 9 +  Ф'

są odpowiednio miarami odcinków
a -{- b i a +  b\

przeto, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, nierówność (2) rzeczywiście zachodzić 
będzie.

Tw. VI. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  9 c a ł k i e m  d o w o l n i e  daną 
l i c z b ę  b e z w z g l ę d n ą ,  t o  m i e ć  b ę d z i e m y

(1) 9 +  0 =  9.

Istotnie, jeżeli oznaczymy przez {Bx) i (B2) dwa zbiory liczb wymiernych, 
z których każdy obejmuje tylko liczby równe zeru, to te zbiory oczywiście 
stanowić będą odpowiednio pierwszą i drugą część określnika liczby zero.

Z tego wynika (Tw. I, część 2°), że istnieje określnik sumy

9 + o ,

zlewający się z określnikiem liczby 9. Zatem, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, 
równość (1) rzeczywiście będzie zachodzić.

Tw. VII. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  9 j a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  bez­
w z g l ę d n ą ,  a p r z e z  ф l i c z b ę  b e z w z g l ę d n ą ,  s p e ł n i a j ą c ą  n i eró ­
w n o ś ć
( ! )  Ф >  0,
to m i e ć  b ę d z i e m y
(2) 9 +  ф >  9.

Istotnie, ze względu na nierówność (1) i na Tw. V mamy

9 +  Ф >  9 +
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a ponieważ (Tw. VI)
? +  0 =  ? ,

przeto, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, równość (2) rzeczywiście zachodzi.
§ 89. Tw. I. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  <p i ф o z n a c z o n e  d w i e  

l i c z b y  b e z w z g l ę d n e ,  to  w t a k i m  r az i e  z a c h o d z ą  o k o l i c z n o ś c i  
n a s t ę p u j ą c e :

1° Ż e b y  o d e j m o w a n i e  z a z n a c z o n p  w e  w z o r z e

Ф —  9
b y ł o  w y k o n a l n e ,  żeby,  i nne mi  s ł o wy ,  i s t n i a ł a  l i c z b a  b e z w z g l ę ­
dna X, s p e ł n i a j ą c a  z w i ą z e k4
(1) ?  +  *  =  Ф.
k o n i e c z n e m  jes t ,  ż e b y  z a c h o d z i ł  a l b o  z w i ą z e k

(2) <P =  Ф,
a l bo  z w i ą z e k
(3) ? <  ф.

2° J e ż e l i  z a c h o d z i  z w i ą z e k ( 2 ) ,  to d o ś ć  p r z y j ą ć

X =  0,

ż eby  l i c z b a  x s p e ł n i a ł a  z w i ą z e k  (1).
3° J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  ( 4̂г) p i e r ws z ą ,  a p r z e z  (,4S) d r u g ą  

c z ę ś ć  p e w n e g o  o k r e ś l n i k a  (Q) l i c z b y  9, o r a z  pr z e z  (B,) i (B2) o d ­
p o w i e d n i o  p i e r w s z ą  i d r u g ą  c z ę ś ć  p e w n e g o  о к r e ś 1 n i к a (Q') 
l i c z b y  ф, j e ż e l i  n a d t o  z a ł o ż y m y ,  że z a c h o d z i  j e d e n  ze z w i ą ­
z k ó w  (2) l u b  (3) i o z n a c z y m y  p r z e z  (C,) z b i ó r  w s z y s t k i c h  l i c z b  
w y m i e r n y c h ,  z k t ó r y c h  k a ż d a  j e s t  a l b o  r ó w n a  zeru,  a l bo  równa 
r e s z c i e  o d e j m o w a n i a  j e d n e j  l i c z b y  z b i o r u  (Аг) od j e d n e j  l i c z b y  
z b i o r u  (Б,), a p r z e z  (C2) z b i ó r  w s z y s t k i c h  l i c z b  w y m i e r n y c h ,  
z k t ó r y c h  k a ż d a  j e s t  r ó ż n i c ą  j e d n e j  l i c z b y  zbioru (B2) i j e d n e j  
l i c z b y  z b i o r u  (.4Д to  w t a k i m  r a z i e  z b i o r y  (C,) i (Ct) s t a n o w i ć  
będą o d p o w i e d n i o  p i e r w s z ą  i d r u g ą  c z ę ś ć  p e w n e g o  o k r e ś l n i k a  
(£2"), k t ó r y  b ę d z i e  ary t m e t y c z n i e  o z n a c z o n y ,  j e żel  i o k r e ś l n  i ki 
(2 ) i (Q') b ę d ą  o z n a c z o n e  a r y t m e t y c z n i e .

4° W y s t a r c z y ,  ż e b y  o k r e ś l n i k  (Q") b y ł  o k r e ś l n i k i e m  l i c z b y  
x, ab y  ta l i c z b a  s p e ł n i a ł a  r ó w n o ś ć  (1).

5° J e ż e l i  z a c h o d z i  j e d e n  ze z w i ą z k ó w  (2) lub (3), to i s t n i e j e  
l i c z b a  b e z w z g l ę d n a  x, s p e ł n i a j ą c a  r ó w n o ś ć  (1).

6° Z a w s z e  i s t n i e j e  l i czba b e z w z g l ę d n a * ,  s p e ł n i a j ą c a  j e d n ą  
p r z y n a j m n i e j  z r ó w n o ś c i ;
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(4) f  -j- X =  ф
albo
(5) ф -j- x — 9.

Dowód co do 1°. Załóżmy, że pewna liczba bezwzględna x spełnia zwią­
zek (1). Ponieważ (§ 84, Tw. III) mamy w każdym razie

x ^ 0 ,
przeto (§ 88, Tw. VI i VII) mamy

zatem, ze względu na (1), zachodzi rzeczywiście jeden ze związków (2) lub (3), 
a oto właśnie chodziło.

Dowód co do 2°. Słuszność tej części naszego twierdzenia wynika bez­
pośrednio z Tw. VI § 88-go.

Dowód co do 3°. Zbiór (C )̂ nie jest pusty, gdyż liczba zero do tego 
zbioru należy. Zbiór (C2) także nie jest pusty, gdyż, ze względu na istnienie 
jednego ze związków (2) lub (3), jako też ze względu na to, że dwie liczby wy­
mierne <px i ф2, należące odpowiednio do zbiorów (AJ i (BJ, spełniają w każdym 
razie związki

<Pi ^  f  oraz ф ф2, 

odejmowanie, zaznaczone we wzorze

Ф* —  ? i

będzie w każdym razie wykonalne. Zważmy teraz, że żadna liczba x, zbioru 
(C\) nie może być większa od jakiejś liczby x2 zbioru (C2), jeżeli bowiem mamy

(6) xx =  0,
to związek
(7) x2 —  x̂  •

zachodzi niezawodnie (§ 84, Tw. III); jeżeli zaś równość (6) nie zachodzi, to 
istnieć będą takie dwie liczby <p2 i Фи należące odpowiednio do zbiorów (AJ 
i (BJ, że mieć będziemy
(8) x, =  фх —  ? 2 ;

ponieważ zaś w każdym razie mamy

(9) =  ф2 —  <pt ,

gdzie ф, i ęx są jakieś dwie liczby należące odpowiednio do zbiorów (BJ 
i ponieważ nadto mamy

?1  Фх ^  Ф* >
ponieważ więc
(1 0 )  Ф1 +  ? i  = ś  ? i  +  Фа »
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przeto ze wzorów (8) i (9) wynika związek (7) ]). Stwierdzamy więc, że związek
(7) zachodzi w każdym razie. Powiadam, że do dowolnie danej byle od zera 
większej liczby wymiernej- e można dobrać takie dwie liczby ж, i xt , należące 
odpowiednio do zbiorów (CJ i (CJ, żebyśmy mieli

(11) X2 Xj £.

Otóż w każdym razie można tak wyznaczyć liczby

?i j 9a > Ф1 > Фа >
należące odpowiednio do zbiorów (AJ, (AJ, (BJ i (BJ żebyśmy mieli

(12)
f <p* —  Ъ  <  i  £ 
I Фа — Фа <  i £

Gdyby pokazało się, że mamy
(13) Ф1 <  <Pa,

to, zważywszy, iż z nierówności (12) mamy

(Фа — <Pi) +  ((Фа — Ф1) <  e,
dostrzegamy, że mielibyśmy

Фа —  ? i <  £•

Zatem, wystarczyłoby wyznaczyć x2 ze wzoru (9) i przyjąć

x i — 0,

żeby urzeczywistnić nierówność (11). Gdyby zaś nierówność (13) nie zacho­
dziła, to wystarczyłoby wyznaczyć xx, ze wzoru (8) (co byłoby możliwe, gdyż 
mielibyśmy фг ^  <p2) i przyjąć na x2, jak poprzednio, wartość (9), aby w rozwa- 
żanem przypadku uczynić zadość nierówności (11), albowiem ze wzorów (9) 
i (8) mamy

Xt — X i =  (<j/8 — <pt) — (ф! — ft),
skąd

x 2 —  X i =  (фа — ф,) -f- (9* — 9,),

skąd znów, ze względu na (12), rzeczywiście wynika nierówność (11). Stwier­
dzamy więc, że w każdym razie istnieją takie dwie liczby x2 i i , ,  należące 
odpowiednio do zbiorów (C,) i (<72), że spełniają nierówność (11). Ponieważ 
zaś stwierdziliśmy już wyżej, że żadna liczba wzoru (CJ nie jest większa od

») Zaznaczyliśmy (§67 i § 76), ie w odniesieniu, do liczb wymiernych cała teorya roz­
działu Iii-go jest ważna. Zatem, na podstawie Tw. IV § 76-go, związek (10) i wzory (8) i (9) 
rzeczywiście pociągają za sobą związek (7).



158

którejkolwiek liczby zbioru (C,), przeto zespół zbiorów (Cx) i (Ct) stanowi pe­
wien określnik; ponieważ nadto z powyższych rozważań wynika, że potrafimy 
rzeczywiście wyznaczyć (§ 86, Def. VI) liczby xt i xt , jeżeli określniki (Iż) i (O') 
będą oznaczone arytmetycznie, przeto 3° część twierdzenia zachodzi w podanem 
brzmieniu.

Dowód co do 4°. Załóżmy, że pewna liczba bezwzględna x jest liczbą, 
której określnikiem jest określnik (iż")- Chodzi o wykazanie, że w takim razie 
liczba x  spełnia równość (1). W  tym celu oznaczmy przez (Z>x) zbiór wszyst­
kich liczb, z których każda jest sumą pewnej liczby zbioru ( 4 г) i pewnej 
liczby x !, zbioru (СД a przez (D2) zbiór wszystkich liczb, z których każda jest 
sumą pewnej liczby <p' 2 zbioru (4 2) i pewnej liczby x 2 zbioru (Ct). W  takim 
razie (Tw. I § 88) zbiór (Dx), stanowić będzie pierwszą, a zbiór (Z>2) — drugą 
część określnika (121V) sumy
(14) ? +  *■

Zatem, żeby uzasadnić rozważaną część twierdzenia, należy tylko wykazać 
(§ 86, Tw. VI), że określnik (iżIV) jest określnikiem liczby ф. W  tym zaś celu 
winniśmy tylko dowieść, że każda liczba zx zbioru (Dx) spełnia związek

(15) z x ^ ф ,

a każda liczba z2 zbioru (Вг) —  związek

(16) *, ^  Ф-
Mamy
(17) г, =  <f\ - f  xx,

oznaczając przez i xx dwie liczby, stosownie wybrane odpowiednio w zbiorze 
(Aj) i zbiorze (Bx). Jeżeli

xj =  0,
to ze związku

jakoteż z okoliczności, że zachodzi jeden ze związków (2) lub (3), wynika, że 
związek (15), będzie spełniony. Jeżeli zaś

Xj >  0,

to na xx zachodzi wzór (8), a z tego wzoru i ze wzoru (17) wynika wzór

3i =  (Ф1 —  <P2) +  <P'i> =  ł i  ~  (?* —  <P'i)
Ponieważ zaś mamy

przeto
®S â  ?1 ,

*1 5 ;  Ф»,
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co, ze względu na
<Ь ^  Ф,
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pociąga za sobą (15). W każdym więc razie związek (15) będzie spełniony. 
Żeby uzasadnić istnienie związku (16), zważmy, że mamy

(18) »* =  ? '! +  **,

oznaczając przez i xt pewne stosownie dobrane, do zbiorow (A2) i (Z>2) od­
powiednio należące, liczby. Na liczbę x t, jako należącą do zbioru (Z>2), mamy 
wzór (9). Ze wzorów (18) i (9) mamy

=  ? ' ł  +  (Ф* —  ? l)  =  Ф2 +  (? '*  —  ? l)
skąd
(19) 2 * =  Фг
ze względu na

?i ^  ?'*•
Ponieważ mamy w każdym razie Ф* Ф,
przeto związek (19) pociąga za sobą (16). Zatem, związek (16) zachodzi w każdym 
razie, a to tylko pozostawało do wykazania, żeby uzasadnić 4-tą część twierdzenia.

Dowód co do 5°. Jeżeli liczby 9 i ф spełniają jeden ze związków (2) lub 
(3), to (3-cia część twierdzenia) określnik (li" ) będzie istnieć, a więc istnieć bę­
dzie liczba X, określona przez ten określnik. Ponieważ zaś (4-ta część twierdzenia) 
liczba X spełnia równość (1), przeto rozważana część twierdzenia zachodzi w po- 
danern brzmieniu.

Dowód co do 6°. Liczby bezwzględne 9 i ф spełniają w każdym razie
albo związek

? <  Ф>
albo związek

9 =  ł .
albo nareszcie związek

9 >  ф.

Z 5 tej części twierdzenia wynika, że w pierwszym przypadku istnieje liczba 
X, spełniająca równość (4), w drugim liczba x, spełniająca każdy ze związków
(4) i (5), a w trzecim —  liczba x, spełniająca równość (5). Ostatecznie, twier­
dzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. II. M o d u ł  d o d a w a n i a  l i c z b  b e z w z g l ę d n y c h  i s t n i e j e  
i r ó w n a  s i ę  zeru.

Istotnie, w odniesieniu do liczb bezwzględnych twierdzenia I, II i IV § 67-go 
oraz Tw. I § 76-go są ważne, jako odpowiednio zawarte w twierdzeniach 
Ш i IV § 88-go, tw. I paragrafu niniejszego i tw. V § 88-go. Ponieważ zaś
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tw. I § 76-go pociąga za sobą tw. III § 67-go, przeto, twierdzenia I, II, III i IV 
§ 67-go są ważne w odniesieniu do liczb bezwzględnych. Ponieważ zaś rze­
czone twierdzenia § 67-go pociągają za sobą Tw. V § 69-go, przeto moduł do­
dawania liczb bezwzględnych istnieje. Pozostaje więc tylko do wykazania, że 
ten moduł dodawania równa się zeru. Otóż, okoliczność ta wynika bezpośrednio 
ztw. VI § 88-go. Zatem, twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

§ 90. Tw. I. J e ż e l i  j e d n a  p r z y n a j m n i e j  z d w ó c h  danych 
l i c z b  b e z w z g l ę d n y c h  <p i ф r ó w n a  się  zeru ,  to  i l o c z y n e m

(1) <P - Ф
j e s t  k a ż d a  l i c z b a ,  r ó w n a  z e r u  i t y l k o  l i c z b a ,  s p e ł n i a j ą c a  ten 
w a r u n e k .

Istotnie, jeżeli tylko mamy
9 =  0,

to twierdzenie zachodzi bezpośrednio na podstawie Def. III § 87-go; jeżeli zaś

(2) 9 >  0,
a
(3)

to z Def. II § 87-go wynika, że warunek konieczny i wystarczający, aby pewna 
liczba 0 przedstawiała iloczyn (1), polega na tem, żeby, przy oznaczeniach, 
w których podaliśmy wspomnianą definicyę, liczba 0 przedstawiała miarę od­
cinka a w razie przyjęcia odcinka u za jednostkę. Ale w rzeczonej definicyi 
odcinek a jest określony jako odcinek, którego miarą, w razie przyjęcia za 
jednostkę odcinka, tamże oznaczonego u', jest liczba ф; otóż, ze względu na 
(2) odcinek u’ (§ 84, Tw. П) jest odcinkiem właściwym, zatem (§ 84, Tw. I) 
odcinek a istnieje, a ze względu na (3) odcinek ten jest odcinkiem niewłaści­
wym. Ponieważ odcinek a istnieje i jest odcinkiem niewłaściwym, przeto równość

0 =  0

jest (§ 84, Tw. II) warunkiem koniecznym i wystarczającym, żeby liczba 0 była 
miarą odcinka a, jakikolwiek odcinek właściwy byłby przyjęty za jednostkę, 
a więc i w razie przyjęcia za jednostkę odcinka u. Wnosimy stąd, że twier­
dzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. II . J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  <p i ф d w i e  j a k i e k o l w i e k  
l i c z b y  b e z w z g l ę d n e ,  p r z e z  (A,) p i e r w s z ą ,  a pr z ez  (A2) drugą 
c z ę ś ć  p e w n e g o  o k r e ś l n i k a  (Q) l i c z b y  9 , p r z e z  (Бх) p i e r wsz ą ,  
a p r z e z  (Bt) d r ug ą  c z ę ś ć  p e w n e g o  o k r e ś l n i k a  l i c z b y  j eże l i  
n a d t o  o z n a c z y m y  p r z e z  (C,) z b i ó r  w s z y s t k i c h  l i c z b  wy mi er ny c h ,  
z k t ó r y c h  k a ż d a  j e s t  i l o c z y n e m  m n o ż e n i a  j e d n e j  l i c z b y  z b i o r u
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(li), p r z y j ę t e j  za  m n o ż n ą ,  p r z e z  j e d n ą  l i c z b ę  z b i o r u  (БД p r z y ­
jętą za m n o ż n i k ,  a przez (C,) z b i ó r  wszystki ch l i c z b  wymiernych 
z k t ó r y c h  k a ż d a  jest i l o c z y n e m  m n o ż e n i a  j e d n e j  l i c z b y  z b i o r u  
(A)  p r z y j ę t e j  za m n o ż n ą ,  przez j edną l i c zbę  z b i o r u  (БД p r z y j  ętą 
za m n o ż n i k ,  to w takim razie z ac hodzą  o k o l i c z n o ś c i  n a s t ę p u j ą c e ;

1° Z b i o r y ( C j )  i (C4) s t a n o w i ą  o d p o w i e d n i o  p i e r w s z ą  i d r u g ą  
c zęś ć  p e w n e g o  o k r e ś l n i k a  (12").

2° O k r e ś l n i k  (12") b ę d z i e  a r y t m e t y c z n i e  o z n a c z o n y  w p r z y ­
padku,  w k t ó r y m b y  k a ż d y  z o kr eś l  ni k ó w  (O) i (O') był o z n a c z o n y  
a r y t m e t y c z n i e .

3° K a ż d a  l i c z b a ,  k t ó r e j  o k r e ś l n i k i e m  j e s t  o k r e ś l n i k  (£1") 
i tylko l i c z b a ,  s p e ł n i a j ą c a  ten wa r u n e k ,  jest i l oczynem mnożenia,  
l i c z by  9 , p r z y j ę t e j  za mnożną przez l i czbę ф, przyjętą za mnożnik.  

Dowód 1-szej części. Oznaczmy przez

(1) ? i ,  ?*, <h i Ф* 

liczby wymierne należące odpowiednio do zbiorów

(2) (A )  ) (A )  i C®i) i (-®*)»
a przez
(3) • 0i i 0%

liczby, należące odpowiednio do zbiorów

(4) (Ci) i (СД

Zbiory (Ct) i (Cj) nie są puste, gdyż dostatecznem jest przyjąć

(5) 0, =  pi . A 
oraz
(6) вг — <p2 . ф2,

żeby liczby 0, i 02 rzeczywiście należały odpowiednio do rzeczonych zbiorów. 
Z drugiej znów strony, jeżeli liczby (3) należą odpowiednio do zbiorów (4) to, 
ze względu na definicyę tych zbiorów, możliwem jest tak wybrać liczby (1) 
odpowiednio w zbiorach (2), aby zachodziły równości (5) i (6). Ponieważ zaś 
mamy

(7)

przeto mamy w każdym razie

b  =  b  
ł i ^ ł « ,

0! <2 02 1

a związek ten wyraża, że żadna liczba zbioru (Ct) nie jest większa od jakiejś
Wstęp do analizy. H
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liczby zbioru (C2). Pozostaje więc tylko do okazania, że, do dowolnie danej, 
byle od zera większej liczby e można tak dobrać liczby (1) odpowiednio w zbio­
rach (2), żeby, po wyznaczeniu liczb вг i 02 ze wzorów (5) i (6), wypadły na 
te liczby wartości, spełniające nierówność

(8) 0! - 0i <  e-
Ze wzorów (5) i (6) mamy:

02 —  01 =  ?! •Ф* — ?i - Фи
skąd
(9) 02 — 0i =  ?! • (Фг~-  W  +  ’ł l  (?2 — ?l)-

Oznaczmy przez p dowolnie przyjętą, byle od zera większą liczbę wy­
mierną. Do liczby p można będzie tak dobrać liczby (1), żebyśmy mieli

(10)
\ ? ! —  ?1 <  P
I ł* —  n

a to bezpośrednio na podstawie definicyi określnika. 
mamy
(И) 0! —  0! <  {?2 +  +1 } V"

Ze związków (9) i (10)

Przyjmijmy chwilowo, że pewna liczba wymierna w, nam znana, jest wię­
ksza od każdej z liczb <p i ф i załóżmy nadto, że przy wyborze liczb <pt i p, 
odpowiednio w zbiorach (At) i (J.2) można zadość uczynić nietylko pierwszemu 
ze związków (10), ale jeszcze nierówności

(12) ?2 <  w .
Ponieważ mamy

ф <  w
oraz

Ф1 ä i  Ф,

przeto mieć będziemy w każdym razie

(13) ф, <  w.

Na podstawie nierówności (12) i (13) wynika z nierówności (11) nierówność

(14) 0j —  вх <  2 . w . p.

Zatem, dostatecznem byłoby, wyznaczywszy liczbę p z warunku

2 . w . p =  e ,

liczby (1) tak powyznaczać, żeby one spełniały prócz nierówności (10) jeszcze
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nierówność (12), aby nierówność (14), która w takim razie zachodziłaby, po­
ciągnęła za sobą nierówność (8), o urzeczywistnienie której właśnie chodzi. 
Zatem, żeby uzasadnić w zupełności 1-szą część twierdzenia, dostatecznem jest 
wykazać istnienie takiej liczby wymiernej w, która spełniałaby warunki na­
stępujące:

(a) Liczba w jest większa od każdej z liczb f  i i|>.
(ß) Do dowolnie danej, byle od zera większej liczby wymiernej p,, można 

dobrać odpowiednio w zbiorach ( ^ j  i (ЛД liczby <p, i 9, tak, żeby te liczby 
spełniały pierwszy ze związków (10), oraz nierówność (12).

Żeby tego dopiąć, oznaczmy przez и>г i w\ dwie liczby wymierne do­
wolnie wybrane odpowiednio w zbiorach (.42) i (B2). Oczywiście istnieć będzie 
liczba wymierna w, spełniająca obie nierówności następujące:
(15) w>2 <  w

(16) w\ <  w.

Ponieważ liczby m>2 i w\ należą odpowiednio do zbiorów (At) i (Bt), przeto 
mamy:

Ą 5 S m/ 2,

a z nierówności tych oraz nierówności (15) i (16) wynika, że mamy

<p <  w oraz  ̂ <  w.

Zatem liczba wymierna w spełnia warunek (a). Powiadam, że ona spełnia i wa­
runek (ß). Istotnie, ponieważ zbiory (-4j) i (4 2) stanowią odpowiednio pierwszą 
i drugą część pewnego określnika, przeto istnieć będą odpowiednio w zbiorze 
(At) i w zbiorze (.42) takie liczby <p, i q>2, żebyśmy mieli

(!7) b  — <Pi <  p;
gdyby przytem liczba <p2 miała wartość większą od liczby w2, która, jak czy­
telnik pamięta należy jak i liczba <p2 do zbioru (4 S), to nierówność (17) byłaby 
tem bardziej spełnioną, gdybyśmy znalezioną wartość na p2 zastąpili przez 
wartość

Ф2 == ^2*

W każdym więc razie można nietylko uczynić zadość nierówności (17), ale 
i związkowi

a ponieważ, ze względu na (15), ten związek pociąga za sobą związek (12), 
przeto stwierdzamy, że liczba wymierna w, wyznaczona tak, żeby spełniała 
obie nierówności (15) i 16), nietylko sprawdza warunek (a), ale i warunek (ß). 
Z tego wynika, że 1-sza część twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu. 11*
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Dowód 2-giej części. Jeżeli każdy z określników (£i) i (£!') jest oznaczony 
a r y t m e t y c z n i e ,  to rozważania, na których oparliśmy dowód 1Q części, do­
starczają nam środek do rzeczywistego wyznaczenia takich dwóch liczb 0X i 62, 
należących odpowiednio do zbiorów (СД. ((72), żeby liczby te spełniały nie­
równość (8), a to jest dowodem słuszności rozważanej części naszego twier­
dzenia.

Dowód 3-ciej części.
Lemat. J e ż e l i  o z n a c z y m y  przez w i w ' d w a  o d c i n k i  w ł a ś c i w e  

s p e ł n i a j ą c e  n i e r ó w n o ś ć
(18) u <  w'

i p r z e d s t a w i m y  p r z e z  a o d c i n e k ,  k t ó r e g o  m i a r ą  b y ł a b y  do­
w o l n i e  dana ,  b y l e  o d  z e r a  w i ę k s z a  l i c z b a  w y m i e r n a  w, w raz ie  
p r z y j ę c i a  o d c i n k a  u za j e d n o s t k ę ,  j e ż e l i  n a d t o  o z n a c z y m y  
p r z e z  a' o d c i n e k ,  k t ó r e g o  m i a r ą  b y ł a b y  t a k ż e  l i c z b a  w, ale 
w p r z y p a d k u ,  k i e d y  za j e d n o s t k ę  p r z y j m u j e m y  o d c i n e k  u', to 
m i e ć  b ę d z i e m y
(19) a <  a'.

Istotnie w każdym razie mamy
m

oznaczając przez m i p dwie liczby całkowite od zera większe. Jeżeli tedy 
oznaczymy przez d i d' odcinki, spełniające równości

(20)
to mieć będziemy

(21)

Z nierówności (18) i równości (20) mamy

d <  d',

zatem, na podstawie równości (21) zachodzi nierówność (19), o uzasadnienie 
której właśnie Chodziło.

Powracając do twierdzenia, o które nam właściwie chodzi, przypuśćmy, 
że pewna liczba 9 przedstawia iloczyn
(22) <p . ф.

Jeżeli tedy jedna przynajmniej z liczb <p lub ф równa się zeru, to (Tw. I) wa-

( p . d — u 
p . d' =  u'

) a =  m . d 
a' =  m . d'.
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runek konieczny i wystarczający, aby liczba bezwzględna 0 f rzedstawiała ilo­
czyn (22) polega na równości

0 —  0 .

Z drugiej strony, jeżeli jedna z liczb ® lub ф jest równa zeru, to pierwsza 
część jej określnika może tylko obejmować liczby równe zeru. Z tego wynika, 
że, w rozważanym przypadku, pierwsza część (6',) określnika (iż") obejmuje 
także tylko liczby równe zeru. Zatem (§ 86, Tw. VII) określnik (Ü") jest określni- 
kiem liczby zero. Z lego wynika, że w przypadku szczególnym, kiedy jedna 
przynajmniej z liczb cp lub ф jest równą zeru, 3° część twierdzenia zachodzi 
w podanem brzmieniu. Załóżmy więc, że żadna z liczb <p lub ф nie jest równa 
zeru i, zwracając się do Def. II, § 87-go, uważajmy odcinki, któreśmy tam ozna­
czyli przez

u, u' i a.

Jeżeli tedy dwie liczby wymierne ę, i фх, należące odpowiednio do zbio­
rów (^Ij) i (Bj) są od zera większe, (a takie liczby istnieć będą, gdyż w prze­
ciwnym razie (§ 86 Tw. VII) pierwsza część określnika jednej przynajmniej z liczb 
9 i ф obejmowałaby tylko liczby równe zeru, i, wbrew założeniu, jedna przy­
najmniej z liczb 9 i ф równałaby się zeru), to wzór (6) określi nam od zera 
większą liczbę в1 zbioru (СД a na podstawie definicyi mnożenia liczb wymier­
nych, liczba 0, będzie, w razie przyjęcia odcinka u za jednostkę, miarą od­
cinka Oj, którego miarą byłaby liczba фх gdybyśmy przyjęli za jednostkę ten 
odcinek u\, którego miarą jest liczba ©x, kiedy za jednostkę przyjmujemy od­
cinek u. Ponieważ mamy

b  ^
przeto mamy

u\ <  u‘

Jeżeli więc oznaczymy przez a\ odcinek, którego miarą byłaby liczba фх w razie 
przyjęcia za jednostkę odcinka u', to (powyższy Lemat) mielibyśmy

a, ^  a'j.

Ponieważ zaś ze względu na nierówność

mamy

przeto tem bardziej mamy
(23)

4>1 ^ Ф

a\ a,

ax a.

Ponieważ dalej miarą odcinka al5 w razie przyjęcia odcinka u za jednostkę,
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jest liczba 0Ł, przeto, jeżeli oznaczymy przez 0 miarę odcinka a w razie przy­
jęcia za jednostkę tegoż odcinka u, jeżeli więc oznaczymy przez 0 jedną z liczb 
przedstawiających iloczyn

9 • Ф.
to mieć będziemy

«i ^  0.

Z tego wynika, że każda liczba 0, przedstawiająca iloczyn

9 • Ф

tę ma własność, że nie jest mniejsza od żadnej od zera większej liczby 0l5 na­
leżącej do zbioru (Cj). Ponieważ zaś żadna liczba bezwzględna nie jest (§ 84, 
Tw. III) od zera mniejsza, przeto l i c z b a  0 nie j e s t  m n i e j s z a  o d  żadne j  
( c h o ć b y  i z e ru  r ó w n e j )  l i c z b y  z b i o r u  (G^.

Powiadam, że wniosek ten możemy uzupełnić, dodając, że l i c z b a  0 nie 
j e s t  w i ę k s z a  o d  ż a d n e j  l i c z b y  02 z b i o r u  (C2) Istotnie, z definicy 
zbioru (C2) wynika, że do każdej liczby 02 tego zbioru można dobrać liczby 
<p2 i ф2 odpowiednio w zbiorach (,4t) i (J32) w taki sposób, żeby zachodził wzór 
(6). Jeżeli tedy oznaczymy przez u\ odcinek, którego miarą, w razie przyjęcia 
odcinka u za jednostkę byłaby liczba <ps , a przez a2 odcinek, którego miarą, 
w razie przyjęcia za jednostkę odcinka u\ byłaby liczba ф2, to liczba 02 bę­
dzie miarą odcinka a2 w razie przyjęcia odcinka u za jednostkę. Ponieważ 
mamy

przeto
?2 9>

u\ ^  u'

Jeżeli więc oznaczymy przez a\ odcinek, którego miarą, w razie przyjęcia od­
cinka u' za jednostkę, byłaby liczba ф2, to (powyższy lemat) mieć będziemy

«г ^  a't
a ponieważ ze związku

Ф2 ^  Ф
wynika, że mamy

a\ ^  a,
przeto mamy 
(24) аг 25 a.

Zważywszy, że po przyjęciu odcinka u za jednostkę, liczby 02 i 0 są 
odpowiednio miarami odcinków a2 i a, wnosimy ze związku (24), że mamy

02 ^  0.
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Zatem, zgodnie z zapowiedzią, zachodzi okoliczność następująca: jeżeli pewna 
liczba 0 przedstawia iloczyn

9 • Ф,

to ona jest nietylko nie mniejsza od żadnej liczby zbioru (C,), ale i nie większa 
od żadnej liczby zbioru (Cg); innemi słowy, określnik (ii" ) jest określnikiem 
każdej liczby przedstawiającej iloczyn

? • 9*

Pozostaje do wykazania, że skoro okreśinik (i2") jest określnikiem pewnej 
liczby 0', to ta liczba przedstawia rozważany iloczyn. Otóż, jeżeli, przy zacho­
waniu powyższych oznaczeń, uważać będziemy liczbę 0 za miarę odcinka a 
kiedy przyjmujemy za jednostkę odcinek u, to na podstawie uzyskanego przed 
chwilą wyniku, określnik (O") będzie określnikiem liczby 0. Jeżeli więc określnik 
(ii") jest także określnikiem liczby 0', to (§ 86, Tw. VI)

0 '  =  0 ,

a z tego wynika (§ 84, Tw. I) że liczba 0' jest miarą odcinka a w razie przy­
jęcia odcinka u za jednostkę i przedstawia z tego powodu iloczyn 9 . 9- Stwier­
dzamy więc, że każda liczba 0', której określnikiem jest określnik (Ü") przed­
stawia iloczyn

9 • 9.
a o to tylko jeszcze chodziło.

Tw. III. M n o ż e n i e  l i c z b  b e z w z g l ę d n y c h  j e s t  d z i a ł a n i e m  
a r y t m e t y c z n e m  j e d n o  z n a c z n e  m, w y k o n a ł  nem bez z a s t r z e ż e ń .

Ze względu na Tw. I, § 62 go, wystarczy poprzestać naprzypanku, kiedy 
chodzi o iloczyn dwóch liczb tylko. Otóż, jeżeli pewna liczba bezvvrzględna 0 
przedstawia iloczyn mnożenia
(1) 9 • 9

liczby bezwzględnej <p, przyjętej za mnożną przez liczbę bezwzględną 9> PrzY‘ 
jętą zą mnożnik, a pewne liczby bezwzględne ę' i 9' spełniają równości

9' =  9 i 9' =  9

to liczba 0 przedstawia i iloczyn
(2) 9' • f ,

gdyż określniki liczb 9 i 9 są (§ 86, Tw. VI) w takim razie odpowiednio określni- 
kami liczb 9' i 9ł a zatem określnik iloczynu (1), utworzony za pomocą określni- 
ków liczb 9 i 9 w sposób, określony w twierdzeniu poprzedzającem, jest. na 
na podstawie wspomnianego twierdzenia, określnikiem iloczynu (2), a stąd wy-
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nika, zawsze na podstawie twierdzenia poprzedzającego, że liczba 0 przedstawia 
i iloczyn (2). Z drugiej znów strony, jeżeli pewna liczba 0' równa się liczbie 
0, przedstawiającej iloczyn (1), to (§ 86, Tw. VI) określnik liczby 0 jest także 
określnikiem liczby O', a z tego wynika (Tw. II), że liczba 0’ przedstawia sama 
iloczyn (1).

Stwierdzamy więc, że mnożenie liczb bezwzględnych jest działaniem aryt- 
metycznem, Działanie to jest jednoznaczne, gdyż (Tw. II), przy oznaczonych 
mnożnej i mnożniku, można oznaczyć określnik iloczynu, a zatem (§ 86, Tw. VI) 
tylko równe pomiędzy sobą liczby przedstawiać mogą ten sam iloczyn. Na 
reszcie, mnożenie dwóch danych liczb bezwzględnych jest zawsze wykonalne. 
Istotnie określnik, któryśmy oznaczyli w Tw. II przez (il" )  zawsze (Tw. II, 
część 1-sza) istnieje, istnieje więc (§ 86, Tw. VI) i liczba 0 której określnikiem 
jest określnik (il"), ta liczba (Tw. II, część 3-cia) jest właśnie rozważanym 
iloczynem. Ostatecznie, twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Wniosek. W a r u n e k  k o n i e c z n y  i w y s t a r c z a j ą c y ,  aby pewna 
l i c z b a  0 p r z e d s t a w i a ł a  i l o c z y n

? • +,
l i c z b y  b e z w z g l ę d n e j  9, p r z y j ę t e j  za m n o ż n ą ,  p r z e z  l i c z b ę  b e z ­
w z g l ę d n ą  <p, p r z y j ę t ą  za mno ż n i k ,  w y r a z i ć  m o ż n a  (§ 59) pr z ez  
r ó w n o ś ć

Ö =  <p . ф •

Tw.  IV. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  9, ф i 0 j a k i e k o l w i e k  trzy 
l i c z b y  b e z w z g l ę d n e ,  to m a m y  w k a ż d y m  r a z i e

(1) (<p . ф) . 0 =  9 . (9 . 0).

Istotnie, opierając się na Tw. II i na tern, że w odniesieniu do liczb wy­
miernych niniejsze twierdzenie zostało już uzasadnione w teoryi tych liczb, 
stwierdzamy łatwo, że iloczyny

(9 • +) • 8 i 9 • (Ф • e)

mają wspólny określnik, a stąd wnosimy (§ 86, Tw. VI) że równość (1) zachodzi 
w każdym razie.

Tw. V. J a k i e k o l w i e k  l i c z b y  b e z w z g l ę d n e  o z n a c z y l i b y ś m y  
p r z e z  9 i <J/, m a m y  w k a ż d y m  r a z i e

(1) 9 . =  ф . 9.

Istotnie, jeżeli w sposób wynikający z Tw. II, utworzymy określniki ilo­
czynów
(2) 9 ■ ł  » Ф • ? ,
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posługując się terni samemi określnikami liczb 9 i ф w obu przypadkach i zwa­
żymy, że w odniesieniu do liczb wymiernych niniejsze twierdzenie już zostało 
uzasadnione w teoryi tychże, to stwierdzimy, że iloczyny (2) mają wspólny 
określnik. Zatem (§ 86, Tw. VI) równość (1) rzeczywiście zawsze zachodzi.

Tw . VI. Jeż e l i  t r z y  l i c z b y  b e z w z g l ę d n e  9, ф i ф' s p e ł n i a j ą  
nieró w n oś c i
(1) ? > °
oraz(2) Ф <  Ф',
to w t a k i m r a z i e  z a c h o d z i  n i e r ó w n o ś ć

(3) ?  • Ф <  9  • Ф'-
Dowód tego twierdzenia można wysnuć z Tw. II nie odwołując się już 

do definicyi mnożenia liczb bezwzględnych i, jako pouczające ćwiczenie, pole­
camy czytelnikowi, aby w taki właśnie sposób rozważane twierdzenia uzasadnił. 
Tu zaś, podamy dowód prostszy, a mianowicie następujący. Oznaczmy przez 
u dowolnie przyjęty odcinek właściwy, a przez u' odcinek, którego miarą by­
łaby liczba 9 w razie przyjęcia odcinka u za jednostkę. Odcinek u' będzie 
istnieć (§ 84, Tw. I) i będzie ze względu na (1) (§ 84, Tw. II) odcinkiem wła­
ściwym. Oznaczmy teraz przez a i a! odcinki, których miarami, po przyjęciu 
odcinka u' za jednostkę, byłyby odpowiednio liczby ф i ф'. Ze względu na nie­
równość (2) mieć będziemy
(4) a <  a'

z drugiej strony (§ 87, Def. II) liczby в i в', będące odpowiednio miarami od­
cinków «  i a' po przyjęciu odcinka u za jednostkę, przedstawiać będą odpo­
wiednio iloczyny

9 . ф i 9 . ф'.

Zatem (Tw. III, Wniosek) mieć będziemy

(5) в —  9 . ф oraz 0' =  9 . ф'.

Ponieważ zaś, ze względu na (4), mamy
в < 0 \

przeto wnosimy ze związków (5), że, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, nie­
równość (3) rzeczywiście zachodzić będzie.

Tw. VII. ( Własność rozdzielności mnożenia w stosunku do dodawania). 
Jeże l i  o z n a c z y m y  p r z e z  9, ф i 0 d o w o l n i e  d a n e  l i c z b y  b e z w z g l ę ­
dne,  t o  m i e ć  b ę d z i e m y :
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(1) 9 • (Ф +  Щ  =  T ■ Ф +  T ■ в -

Istotnie, określniki liczb 9, ф i 0 dają możność, przy uwzględnieniu Tw. I, 
§ 88-go oraz Tw. II paragrafu niniejszego, oznaczenia pewnego określnika (Ü) 
iloczynu
(2) 9 ■ (Ф +  ®)i

a zważywszy, że w odniesieniu do liczb wymiernych niniejsze twierdzenie już 
zostało udowodnionem w rozdziale I-szym, łatwo upewnimy się, opierając się 
ponownie na wymienionych przed chwilą twierdzeniach, że określnik (ii) jest 
także określnikiem sumy

?  • T +  ?  ■ e -

Z tego zaś wynika (§ 86, Tw. VI) że równość (1) rzeczywiście zachodzi w każdym 
razie.

§ 91. Tw. I. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  9 j a k ą k o l w i e k  l i czbę  
b e z w z g l ę d n ą ,  b y l e  s p e ł n i a j ą c ą  n i e r ó w n o ś ć

( 1) ?  >  0,

а р г г е г ф  j u ż  c a ł k i e m  d o w o l n i e  o z n a c z o n ą  l i c z b ę  b e z w z g l ę d n ą  
j e ż e l i  n a d t o  o z n a c z y m y  o d p o w i e d n i o  p r z e z  (ii) i (ii') j a k i e k o l ­
wi e k  o k r e ś l n i k i  l i c z b  9 i ф, p r z e z  (A,) i (Bt) o d p o w i e d n i o  pierw­
s z e  c z ę ś c i  t y c h  o k r e ś l n i k ó w ,  a p r z e z  (Aa) i (U2) d r u g i e  c z ę ś c i  
t y c h ż e ,  to w t a k i m  r az i e  z a c h o d z ą  o k o l i c z n o ś c i  n a s t ę p u j ą c e :  

1° J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  (Ci) z b i ó r  w s z y s t k i c h  l i c z b  wy­
m i e r n y c h ,  z k t ó r y c h  k a ż d a  j e s t  i l o r a z e m

(2) +i : 92

p e w n e j  l i c z b y  фх z b i o r u  (JBj) p r z e z  p e w n ą  l i c z b ę  92 z b i o r u  (Ą)  
a p r z e z  ((?,) z b i ó r  w s z y s t k i c h  l i c z b  w y m i e r n y c h ,  z k t ó r y c h  
k a ż d a  j e s t  i l o r a z e m
( 3 )  Ф2 : <Pi

p e w n e j  l i c z b y  Фг z b i o r u  (Ba) p rzez pewną o d  zera w i ę k s z ą  l i c z b ę  
9j z b i o r u  (-4Д to w ó w c z a s  z b i o r y  (C2) i (Сг) s t a n o w i ą  o d p o w i e ­
d n i o  p i e r w s z ą  i d r u g a  c z ę ś ć  p e w n e g o  o k r e ś l n i k a  (ii"), który  
b ę d z i e  a r y t m e t y c z n i e  o z n a c z o n y ,  j e ż e l i  o z n a c z o n e  b ę d ą  ar y t ­
m e t y c z n i e  o k r e ś l n i k i  (ii) i (ii') i j e ż e l i  p r ó c z  t e g o  z n a n a  nam 
b ę d z i e  p e w n a  l i c z b a  w y m i e r n a  od  z e r a  w i ę k s z a  at n a l e ż ą c a  
d o  z b i o r u  (J.,).

2° K a ż d a  l i c z b a  b e z w z g l ę d n a  0, k t ó r e j  o k r e ś l n i k i e m  jest  
o k r e ś l n i k  (ii"), s p e ł n i a  r ó w n o ś ć
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(4)
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<p . 0 —  ф

3° N i e r ó w n o ś ć  (1) j e s t  d o s t a t e c z n y m  w a r u n k i e m  i s t n i e n i a  
takiej  l i c z b y  0, k t ó r a  s p e ł n i a ł a b y  r ó w n o ś ć  (4). .

Dowód 1-szej części. Zbiór (Cj) oczywiście nie jest pusty, gdyż ze względu 
na (1) każda liczba <p2 zbioru ( A )  jest od zera większa, a zatem dzielenie za­
znaczone we wzorze (2) jest niezawodnie zawsze wykonalne. Zbiór (C2) także 
nie jest pusty, gdyż byłby pustym tylko w razie gdyby w zbiorze ( A )  nie 
istniało takiej liczby cpx , która spełniałaby nierówność

Ti >  o,
a to jeet wykluczone; gdyby bowiem zbiór ( A )  obejmował tylko liczby równe 
zeru, to (§ 86, Tw. VII) określnik (O) byłby określnikiem liczby zero, a zatem, 
wbrew zakładanej nierówności (1), mielibyśmy

Ponieważ mamy 

przeto(5)
skąd wynika nierówność
(6)

Ф — 0.

Tl =  T2 ! 41! =  4*2 

Tl • Ф1 = 5  ?*• Ф* 

Ф1 •• Тг ^  Ф2 : Tl

a to na tej podstawie, iż liczby wymierne stanowią klasę wielkości (K), dla 
której zachodzą wszystkie twierdzenia rozdziału Ill-go, a z Tw. VII § 76-go 
wynika, że w takim razie związek (5) rzeczywiście pociąga za sobą związek
(6) . Nierówność (6) wyraża, że żadna liczba, należąca do zbioru (CJ nie jest 
większa od którejkolwiek z liczb zbioru (C2). Powiadam, że, jeżeli oznaczymy 
przez e dowolnie daną, byle od zera większą liczbę wymierną, to zawsze 
istnieć będą dwie liczby wymierne i 02, należące odpowiednio do zbiorów, 
(Cj) i (C2), a przy tem takie, żebyśmy mieli

(7) 62 -  Ö1 <  £.

Żeby dwie liczby 0, i 02 należały odpowiednio do zbiorów (Ct) i (C2) 
koniecznem jest i wystarczającem, żebyśmy mieli

Ф1 „ Ф*(8) 01 —  cp2 ’ 02 -  Tl
gdzie(9) Tu T2 , Ф1 i Ф2
oznaczają pewne liczby należące odpowiednio do zbiorów

(10) (A), (A), (A) i (A)-



Ponieważ, ze względu na (6) i (8) odejmowanie zaznaczone we wzorze

jest wykonalne, przeto, na podstawie wzorów (8), mamy

skąd

(U)

02 0i — Фа • Ta — • Ti

0j 0Ł

®a • ? l

_ Фа (фа —  T i)  +  <Pi (Фа ~  Ф1 ) ■ 
?a • <Pi

Już mieliśmy sposobność zaznaczyć, że w zbiorze (M^ istnieją liczby ud 
zera większe; oznaczmy przez 
(12) a,

jedną z nich i, oznaczywszy przez «2 dowolnie wybraną liczbę w zbiorze (M2), 
a przez bt dowolnie wybraną liczbę w zbiorze (B2), oznaczmy jeszcze przez w 
jednę z liczb wymiernych, większych od każdej z dwóch liczb a2 i b%. W ta­
kim razie mieć będziemy
(13) a2 •< w 
i
(14) 62 <  w.

Oznaczmy przez p dowolnie daną, byle od zera większą, liczbę wymierną; 
zamierzam okazać, że istnieje taki układ wartości na liczby (9) żebyśmy mieli 
zarazem

(15)

(16)

(17)

(18)

) ?» — ?i <  P.
I Ф2 —  Ф1 <

?i è  «1 »

ф2 <  w.

Możliwość zadośćuczynienia nierównościom (15) wynika bezpośrednio z de- 
finicyi określnika. Załóżmy więc, żeśmy wyznaczyli taki układ wartości na 
liczby (9), przy którym nierówności (15) są spełnione. Gdyby przy tem związek 
(16) nie zachodził, to dostatecznem byłoby zastąpić znalezioną wartość na 
przez wartość
(19) ?! =  « ! ,

aby uczynić zadość i warunkowi (16), albowiem, w rozważanym przypadku
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wartość (19) na f t niezawodnie spełniałaby (15) i (16), a ponieważ ax należy 
do zbioru (Ai), przeto wartość (19) na <pŁ byłaby, jak być powinno, taką, żeby 
liczba fi należała do zbioru (-4,). Załóżmy tedy, żeśmy uczynili zadość nie- 
tylko nierównościom (15), ale i związkowi (16). Gdyby przy tem okazało się, że 
związek (17) nie zachodzi, to łatwo byłoby tak zmodyfikować znalezioną 
wartość na <p2, żeby, przy nowej wartości spełniony był i ten związek: dosta- 
tecznem byłoby przyjąć

?2 =  ai!

albowiem, po takiej zmianie wartości liczby <p2 związki (15) i (16) nie prze 
stałyby zachodzić, liczba nie przestałaby należeć do zbioru (Лг), a, ze względu 
na (13), nierówność (17) byłaby spełniona.

Analogicznie, gdyby nierówność (18) zrazu spełniona nie była, to, ze względu 
(14) i na to, że liczba b2 należy do zbioru (Вг), dostatecznem byłoby zastąpić 
znalezioną wartość na ф2 przez wartość

4*2 =
żeby uczynić zadość i nierówności (18). Stwierdzamy więc, że, po przyjęciu na 
liczbę wymierną p jakiejkolwiek byle od zera większej wartości, zawsze istnieć 
będzie taki układ wartości na liczby wymierne (9), żeby liczby te należały od­
powiednio do zbiorów (10) i spełniały związki (15), (16), (17) i (18). Załóżmy, 
że liczby (9) spełniają wszystkie te warunki. Ponieważ mamy w każdym razie

(20) <Pi Śś ?t »
przeto, ze względu na (17), mamy

<Pi- <  w.

Uwzględniając tę nierówność oraz nierówności (15), (17) i (18), wyprowadzamy 
ze wzoru (11) nierówność

02 —  <
2 . w . p 
<Pi • ?*

z której ze względu na (16) i (20) wynika nierówność

2 w
(21) 02 -  0i <  • *

Oznaczmy teraz, jak wyżej, przez e dowolnie daną, byle od zera większą 
liczbę wymierną. Na podstawie teoryi liczb wymiernych istnieć będzie taka 
wartość liczby wymiernej p, żebyśmy mieli

2 w 

<Pi2
( 22) . p =  £,
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a ponieważ, na podstawie uzyskanych wyników istnieć będzie taki układ war­
tości na liczby (9), należące odpowiednio do zbiorów (10), żeby spełnione były 
związki (15), (16), (17) i (18), ponieważ w takim razie, po wyznaczeniu liczb 
0! i 02 ze wzorów (8), zachodzić będzie nierówność (21), a więc ze względu 
na (22), i nierówność (7), przeto stwierdzamy, że rzeczywiście istnieć będą 
dwie liczby wymierne 02 i 02, należące odpowiednio do zbiorów (Cx) i (Cs), 
które spełniać będą nierówność (7). Zważywszy, iż stwierdziliśmy już wyżej, 
że żadna liczba zbioru (Ct) nie jest większa od jakiejkolwiek liczby zbioru (Ct\ 
wnosimy stąd, że zbiory (6’j) i (C2) stanowią rzeczywiście odpowiednio pierwszą 
i drugą część pewnego określnika (£2"). Zatem, żeby uzasadnić w zupełności 
1-szą część twierdzenia, należy tylko okazać, że określnik (£2") będzie arytmety­
cznie oznaczony, jeżeli liczba ax będzie znana, a określniki (£1) i (O ') —  arytme­
tycznie oznaczone. Otóż, aby upewnić się, że tak jest, należy tylko zważyć, iż 
podany wyżej dowód istnienia takich dwóch liczb вх i 02, należących odpo­
wiednio do zbiorów (Ci) i (C2) żeby te liczby spełniły nierówność (7), stanowi 
zarazem wykład metody do rzeczywistego wyznaczenia tych liczb w zależności 
od liczby £ w przypadku, kiedy liczba aj jest dana, a określniki (O) i (O') są 
arytmetycznie oznaczone.

Dowód 2° części. Załóżmy, że pewna liczba 0 jest liczbą której określni- 
kiem jest określnik (O") i uważajmy iloczyn

( 2 3 )  cp . 0 .

Jeżeli oznaczymy przez (Dx) zbiór wszystkich liczb wymiernych z których każda 
jest iloczynem jednej liczby <p\, należącej do zbioru (Аx) przez jedną liczbę 0j 
zbioru (Cj) a przez (Z>2) zbiór wszystkich liczb, z których każda jest iloczynem 
jednej liczby <p'2, należącej do zbioru (A )  przez jedną liczbę 02, należącą do 
zbioru (С,), to (§ 90, Tw. II) zbiory (Dx) i (Z)2) stanowić będą odpowiednio 
pierwszą i drugą część pewnego określnika (O "') iloczynu (23). Powiadam, że 
określnik (£2'" )  będzie także określnikiem liczby ф. Istotnie, jeżeli pewne liczby 
wymierne lx i ł2 należą odpowiednio do zbiorów (Dx) i (Ił2), to można będzie 
znaleźć takie liczby
(24) ?'n ф'», 6i i e 2 

należące odpowiednio do zbiorów

(25)
żebyśmy mieli

( 2 6 )

(A), (A), (Cj) i (СД

I ł, =  cp'i , 0t

I h =  ? 2 •

Ponieważ liczby 02 i 02 należą odpowiednio do zbiorów (Cx) i (C2) przeto liczby
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(9) tak można będzie wybrać odpowiednio w zbiorach (10) żeby zachodziły 
wzory (8). Na podstawie tych wzorów i wzorów (26) mamy

(27)

Ponieważ liczby

?»

h =
b

? 'i > b

należą do zbioru (Ax), a liczby <p'2 i y2 do zbioru (4 2), przeto mamy

mamy więc
Ф i è

-2j _ ^
?2

?2 , ?1 Ф2 , 

1
Ф è l ,Г1

a z tych związków i ze wzorów (27) mamy

(28) h ^  +», h è  <1* ;

ponieważ zaś mamy w każdym razie

+i ^  ł  Ss ł» »

przeto, ze związków (28) wynika, że mamy

h ^  <|* ^  /*.

Zatem, liczba ф nie jest ani mniejsza od jakiejkolwiek liczby lx zbioru (Z)x)> 
ani większa od jakiejkolwiek liczby ł2 zbioru (I>2). Przeto, zgodnie z zapowie­
dzią, określnik (li '" )  jest określnikiem liczby <j/. Ponieważ zaś ten sam określnik 
jest także określnikiem iloczynu (23), przeto (§ 86, Tw. VI), zgodnie z brzmieniem 
2-giej części twierdzenia zachodzi równość (4).

Dowód 3-ciej części. Jeżeli nierówność (1) jest spełniona, to (ze względu 
na dowiedzioną już 1-szą część twierdzenia) zbiory, któreśmy wyżej oznaczył 
przez (C,) i (C2) stanowią odpowiednio pierwszą i drugą część pewnego określnika 
(iż"). Skoro zaś określnik (il")istnieje, to (§ 86, Tw. 1) istnieje i liczba 6, której 
określnikiem jest określnik (iż")- Ponieważ zaś na podstawie 2 giej części twier­
dzenia taka liczba в spełnia równość (4), przeto 3-cia część twierdzenia jest 
uzasadniona.

Ostatecznie twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
§ 92. Tw. I. D e f i n i c y e  d o d a w a n i a  i m n o ż e n i a  l i c z b  b e z w z g l ę ­

dnych,  p o d a n e  w § 87-ym,  c z y n i ą  z a d o ś ć  o g ó l n y m  z a s a d o m  r o z ­
d z i a ł u  II-g o.
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Istotnie, rzeczone zasady, podane pod(C) (str. 52) w § 59-ym polegają na tem, 
żeby dodawanie i mnożenie dwóch wielkości stanowiły dwa działania arytme­
tyczne, jednoznaczne, wykonalne bez zastrzeżeń. Otóż Tw. II § 88-go i Tw. Щ 
§ 90 go wyrażają właśnie, że te warunki są spełnione.

Tw. II. W s z y s t k i e  t w i e r d z e n i a ,  a wi ę c  i d e f i n i c y e  podane 
w r o z d z i a l e  III cim,  są  w a ż n e  d l a  tej  k l a s y  w i e l k o ś c i  (K), jaką 
s t a n o w i  z b i ó r  w s z y s t k i c h  l i c z b  b e z w z g l ę d n y c h .

Wszystkie twierdzenia wyłożone w rozdziale III-cim stanowią następstwa 
logiczne tamże podanych definicyi i założeń następujących:

1° Podstawowe definicye dodawania i mnożenia elementów klasy (K) czy­
nią zadość zasadom, podanym w rozdziale II giin.

2° W  odniesieniu do wielkości klasy (K) każde z dziewięciu twierdzeń, 
podanych w § 67-ym oraz twierdzenia I i II § 76-go są słuszne.

Na podstawie Tw. I zbiór liczb bezwzględnych stanowi klasę wielkości 
spełniającą założenie 1-sze. Zatem, pozostaje tylko do okazania, że rzeczony 
zbiór spełnia i założenie 2-gie.

Otóż, na podstawie Uwagi I, przy Tw. VI § 69-go, udowodnimy, że oko­
liczność ta zachodzi, jeżeli wykażemy, że, w odniesieniu do liczb bezwzględnych, 
ważne są twierdzenia następujące:

(A) Twierdzenia 1, II, III, IV, V, VI, IX § 67-go.
(B) Twierdzenia I i II § 76-go.
(G) Twierdzenia, wysłowione pod (A) i (B) w Uwadze I przy Tw. VI § 69 go.
Ale z twierdzeń III i IV § 88-go, tw. V § 88-go, tw. I § 89, tw. IV, V i VII

§ 90-go wynika właśnie, że twierdzenia, wymienione pod (A) są ważne w odnie­
sieniu do liczb bezwzględnych, z drugiej strony, ze względu na tw. II § 89-go,
tw. V § 88 go i tw. VI § 90-go wyrażają, że, w odniesieniu do liczb bez­
względnych, twierdzenia wymienione pod (B) są ważne.

Mamy więc do wykazania, że, w odniesieniu do liczb bezwzględnych, twier­
dzenia, zaznaczone pod (C), a więc twierdzenia, podane w Uwadze I przy Tw.VI 
§ 69-go pod (A) i (B) są ważne. Otóż zważywszy, że (§ 84. Tw. III) każda liczba 
bezwzględna a spełnia związek

a ^ O ,

stwierdzamy, że, jeżeli oznaczymy przez a liczbę bezwzględną, to nierówności

a >  0 i а ф О

są równoważne pomiędzy sobą. Z tego wnosimy, przyjąwszy pod uwagę, że 
liczba zero (§ 89, Tw. II) jest modułem dodawania liczb bezwzględnych, iż, na 
podstawie Tw. VI § 90 go i Tw. I § 91-go twierdzenia podane pod (A) i (B) 
w Uwadze I, przy Tw. VI § 69 go są ważne w odniesieniu do liczb bezwzglę-
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dnych, a to tylko pozostawało do okazania, żeby udowodnić w zupełności 
twierdzenie, o które chodziło.

Uwaga I. A b y  n a l e ż y c i e  z a s t o s o w y w a ć  do  l i c z b  b e z w z g l ę ­
dnych o g ó l n ą  t e o r y ę ,  r o z w i n i ę t ą  w r o z d z i a l e  III-cim , n a l e ż y  
ty lko  m i e ć  na w z g l ę d z i e  Tw.  II, § 89- go.

§ 93. Na zakończenie zbadamy, w jakim stopniu jesteśmy w stanie rze­
czywiście rozwiązywać zagadnienia następujące:

(A) Rozstrzygnąć, w którym z trzech związków

9 <  ф, 9 =  ф lub 9 >  ф

znajdują się dwie dane (§ 86, Def. VI) liczby bezwzględne <9 i ф.
(B) Wyznaczyć (§ 86, Def. VII) wynik wykonania jednego z działań pod­

stawowych na dwóch danych (§ 86, Def. VI) liczbach bezwzględnych 9 i ф.
Wprawdzie posiadamy kryterya do rozstrzygnięcia, w którym z trzech 

związków
cp < ; Ф, 9 =  ф lub 9 >  ф

znajdują się dwie liczby bezwzględne 9 i ф, a, jeżeli chodzi o wykonanie 
jednego z działań podstawowych na liczbach bezwzględnych 9 i ф, to wiemy, 
jakie są warunki wykonalności rozważanego działania i stwierdziliśmy, że, gdy 
warunki te są spełnione, to pewne dwa zbiory liczb wymiernych, określone 
w pewien sposób w zależności od tych, które stanowią pierwsze i drugie częśc 
określników rozważanych liczb, stanowić będą odpowiednio pierwszą i drugą 
część określnika wyniku wykonania rozważanego działania na rozważanych 
liczbach. Z tego wszystkiego jednak nie wynika jeszcze, żebyśmy rzeczywiście 
zawsze potrafili rozwiązać zagadnienia, wysłowione pod (A) i (B). Zwróćmy się 
najpierw do zagadnienia (A).

Jeżeli liczby 9 i ф są znane tylko w znaczeniu określonym przez Def. VI 
§ 86-go, jeżeli więc dany jest tylko jeden określnik liczby 9 i jeden określnik 
liczby ф, to do rozwiązania zagadnienia (A) nie posiadamy żadnego innego 
środka prócz następującego: Przyjąwszy dowolnie pewną liczbę wymierną Sj 
od zera większą, wyznaczamy z jednej strony liczby wymierne s, i a ,, nale­
żące odpowiednio do pierwszej części (Aj) i drugiej (A2) danego określnika 
liczby 9 w ten sposób, żebyśmy mieli

(1) a2 — a, <  e j ,

a z drugiej, liczby wymierne Ьл i Ьг, należące odpowiednio do pierwszej części 
(B,) i drugiej części (B2) danego określnika liczby ф w ten sposób, żeby speł­
niona była nierówność
(2) bt - b 1 <  s.
Wstąp do analizy. 12
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Otóż jeżeli okaże się, że mamy
(3) a2 <  bt

to stąd oczywiście wyciągniemy wniosek, że

(4)
jeżeli zaś okaże się że
(5 )

9 <  ł ;

2̂ <C ai 1

to okoliczność ta będzie oznaką istnienia nierówności

(6) ? >  Ą.

Natomiast jeżeli stwierdzimy, że nie zachodzi ani (3), ani (5), to nie pozostaje, 
jak tylko powtórzyć powyższy rachunek z tą odmianą, iż w miejsce liczby e, 
przyjmiemy drugą liczbę wymierną e2 mniejszą od e2, ale naturalnie od zera 
większą. Wogóle wypaść może konieczność kolejnego zastępowania liczby Ei 
w rachunku, naszkicowanym wyżej, przez

£2 > £3 1 £4 • • •

Jeżeli przy м-tej próbie okaże się, że liczby 

п n h ^  i ha l î a 2 7 ° 1  1 У

należące odpowiednio do zbiorów (Aj), (A2), (Bt) i (B2), spełniają albo nie­
równość
(7) as<"> <  V n),
albo
(8) «h «  >

to zagadnienie (A) będzie rozwiązane, gdyż zachodzić będzie nierówność (4) lub 
(6) zależnie od tego, czy spełniona będzie nierówność (7), czy też nierówność
(8). Jeżeli w rzeczywistości liczby cp i ф są pomiędzy sobą nierówne, to oma­
wiana metoda przy stosownym dobieraniu liczb

(9) £1 ! £ 2 ) £3 • ■ •

zawsze doprowadzi do rozwiązania zagadnienia; wystarczyłoby np. wyznaczać 
liczby (9) ze wzoru

- < î -

aby, przy dostatecznie wielkiej wartości na n (a mianowicie na tyle wielkiej 

żeby —  było mniejsze od połowy różnicy bezwzględnej liczb <p i ф) jeden ze
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związków (7) lub (8) by/ spełniony, a tem samem zagadnienie rozwiązane. Na­
tomiast, gdyby w rzeczywistości liczby 9 i ф były równe pomiędzy sobą, a okoli­
czność ta nie była nam wiadoma, to oczywiście przy żadnych wartościach na n i e. 
nie mogłaby zachodzić ani nierówność (7), ani nierówność (8). Zatem powyższa 
metoda nie doprowadziłaby nas do rozwiązania omawianego zagadnienia. Osta­
tecznie n ie  p o s i a d a m y  ogólnej metody, nadającej się do rozwiązania zaga­
dnienia (A) w każdym razie. Może się nawet wydarzyć, że nie potrafimy roz­
wiązać zagadnienia (A) w tym szczególnym przypadku, kiedy jedna z liczb 9 lub 
t|i, powiedzmy 9, jest liczbą wymierną, daną przez swój symbol specyficzny w, 
albowiem w tym przypadku szczególnym zachodziłoby to tylko uproszczenie, że 
moglibyśmy przy każdej próbie przyjąć

a/* ' =  =  w,

ale ta okoliczność nie usunęłaby trudności, którą uwidoczniliśmy wyżej.
Przechodzimy teraz do zagadnienia (B). Jeżeli chodzi o sumę

albo o iloczyn
9 +  Ф

9 . ф

to z a w s z e  b ę d z i e m y  mo g l i  r o z w a ż a n e  z a g a d n i e n i e  r o z w i ą z a ć ,  
jak to wynika z Tw. I § 88-go i Tw. I i II § 90-go. Natomiast inny jest stan 
rzeczy, kiedy chodzi o różnicę
(10) Ф —  %

albo o iloraz
(11) Ф : 9.

Ponieważ nie zawsze potrafimy rozstrzygnąć, czy związek

(12) . Ф ^  9

jest spełniony, przeto nie zawsze potrafimy rozstrzygnąć czy odejmowanie, za­
znaczone we wzorze (10), jest wykonalne; póki ta kwestya nie jest rozstrzy­
gnięta, nie może być oczywiście mowy o rozwiązaniu zagadnienia (B) w sto­
sunku do różnicy (10). Jeżeli jednak wiemy, że związek (12) zachodzi, to (§ 89 
Tw. I) w takim razie będziemy mogli wyznaczyć różnicę (10) w znaczeniu okre­
ślonym w § 86 przez Def. VII.

Jeżeli nareszcie chodzi o iloraz (11), to stan rzeczy jest analogiczny: po­
nieważ nie zawsze potrafimy stwierdzić, czy mamy
(13) 9 >  0,

przeto nie zawsze nawet zdołamy upewnić się, czy dzielenie, zaznaczone we 
wzorze (11), jest wykonalne. Jeśli jednak, posługując się metodą, podaną wyżej 
do badania zagadnienia (A), zdołamy stwierdzić, że zachodzi nierówność (13),

12*
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to tem samem wyznaczymy liczbę wymierną w, należącą do pierwszej części 
określnika liczby <p i spełniającą nierówność

w >  0,

a w takim razie, na podstawie Tw. I § 91-go, określnik ilorazu

Ф : <P

będzie arytmetycznie oznaczony, a więc (§ 86, Def. VII) ten iloraz wyznaczony.

5 “ i ■
Ь • •' - . .1



V. Liczby względne. Ogólne pojęcie liczby rzeczywistej.

§ 94. Podstawowe definicye teoryi, którą zamierzamy w niniejszym roz­
dziale wyłożyć, nastręczają się nam same, po uczynieniu pewnych uwag, odno­
szących się do twierdzenia następującego.

Tw. I. J e ż e l i  c z t e r y  l i c z b y  b e z w z g l ę d n e

s p e ł n i a j ą  z w i ą z k i
(1)
to w t a k i m r az i e :  

1° z w i ązk i

(2)

a, b, a' i b' 

a > : b, a' >  b'

a —  b <  a' —  b' 

a — b =  a' — b' 

a —  b >  a' — b'

są r ó w n o w a ż n e  o d p o w i e d n i o  z w i ą z k o m

a -j- V <  a! -j- b

(3) a -J- b' =  o! -j- b

a -\-b' >  a' -j- b',
2° mamy
(4) (a —  ft) +  (a' —  b') =  (a +  a') -  (6 +  b’)
3° o r a z
(5) (a — b) . (a' — b') =  (a . a' -f- b . b') — (a . b' -\- b . a').

Dowód ad 1°. Ponieważ (§ 89, Tw. I część 1°) związki (1) stanowią do­
stateczne (i konieczne) warunki wykonalności odejmowań, zaznaczonych we 
wzorach

a —  b i a' — b',
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przeto (§ 92, Tw. II, § 76, Tw. IV) związki (2) i (3) są rzeczywiście równo­
ważne pomiędzy sobą.

Dowód ad 2". Opierając się znowu na Tw. II § 92-go, oraz na Tw. II 
§ 69-go, mamy

(a — b) - f  (a' — b') =  { (« _  b) +  a' } — V.

Na tychże podstawach mamy

(a — b) -[- a’ —  (a -f- a') — 6,
zatem
(6) (« —  &) +  (a' -  5') =  { ( «  +  « ' ) -  & }  -  V.

Zwracając się znowu do twierdzeń, wymienionych przed chwilą, mamy

(7) { (a -|- a') — b }  — b’ =  (a -f- a') — (b -j- b'\

a z równości (6) i (7) wynika równość (4), o którą nam właśnie chodziło. 
Dowód ad 3°. Mamy (§ 92 Tw. II, § 71 Tw. II):

( 8 )  (a —  b) . (a' — b') =  a . ( a '  —  b') —  b . ( a '  —  b')
oraz

a . (a' — b') =  a . a' — a . b\

b . (a' —  V) =  b . a' -  b .V.

Z tych równości oraz z równości (8) mamy:

(9) (a — b) . (a' —  V) =  (a . a' —  a . b') —  (b . a! —  b . b')

Z drugiej znów strony (§ 92 Tw. II, § 69 Tw. II) mamy

(а. а ' —  а . V) —  {b . a! — b . V) =
=  { (a . a' — a . b') -\- b . b' } — b . a',

(a  . a ' — a .b') b . b' =  (a . a' -f- b . b') — a . b',
mamy więc

(a . a ' — a . b') — (b . a ' — b . b') =

=  { (a . o' -j- b . V) — a . b' } — b . a'; 
a ponieważ (§ 92 Tw. II, § 69 Tw. II) mamy

{ (a . a' +  b . b’) — a . V  } — b . a’ =  (a . a' +  b . ft') — (a . V  +  b . a'), 

przeto
( я . a! —  a  . V ) —  (b . a ' —  b . i ')  =  (o . a' +  b . V ) —  (a . b' +  b . a'), 

a z tej równości oraz z równości (9) wynika rzeczywiście równość (5).
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Ostatecznie twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
Powyższe twierdzenie straciłoby treść, gdyby nie każdy ze związków (1) 

był spełniony, gdyż w takim razie odejmowanie, zaznaczone w jednym przy­
najmniej ze wzorów

a —  b lub a' —  b’,

byłoby niewykonalne, jeden więc przynajmniej z tych wzorów pozbawiony byłby 
znaczenia, a zatem jeden przynajmniej z symbolów, w których wyrażone jest 
rozważane twierdzenie, nie miałby znaczenia i z tego powodu samo to twier­
dzenie byłoby bez treści.

Jednakowoż, bez względu na istnienie lub nieistnienie związków (1), za­
chodzą okoliczności następujące:

1° S u m y
(10) ri -j- V i a! -f- b

s p e ł n i a ł y b y  w k a ż d y m  r az i e  k t ó r y ś  ze z w i ą z k ó w  (3).
2° K a ż d a  z sum

(11) a -j- a' i b -\- V

p o s i a d a ł a b y  o z n a c z o n ą  w a r t o ś ć .
3° K a ż d a  z sum i l o c z y n ó w

(12) a . a! -j- b . b' i a . b' -j-  b . a'

p o s i a d a ł a b y  o z n a c z o n ą  w a r t o ś ć .
Powyższe fakta stanowią dostateczną podstawę po wytworzenia pewnej 

nowej klasy wielkości i do ugruntowania teoryi działań podstawowych na wiel­
kościach tej klasy. Istotnie, oznaczmy przez (Z) zbiór wszystkich przedmiotów, 
z których każdy jest zespołem dwóch liczb bezwzględnych, ułożonych w ozna­
czonym porządku, i przyjmijmy za symbol tego elementu zbioru (Z), do którego 
jakaś liczba bezwzględna u wchodzi z numerem pierwszym, a jakaś druga 
liczba bezwzględna v — z numerem drugim, symbol

(w, »).

Ponieważ sumy (10) spełniają któryś jeden ze związków (3) przy każdym 
układzie wartości na liczby bezwzględne

a, b, a' i b\

przeto możemy powziąć myśl o definicyi następującej:
Def. (A) J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z

a, b, a' i b'(13)
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j a k i e k o l w i e k  c z t e r y  l i c z b y  b e z w z g l ę d n e  i w e ź m i e m y  pod uwagę 
e l e m e n t y

(a, b) i (a' b')
z b i o r u  (Z), to  z w i ą z k i

(a, b) <  (a', V),

(14) (a, b) =  (a', b'), 

(a, b) >  (a , b')

u w a ż a ć  b ę d z i e m y  za r ó w n o w a ż n e  o d p o w i e d n i o  p i e r w s z e m u  
d r u g i e m u  i t r z e c i e m u  ze z w i ą z k ó w  (3).

Ta okoliczność, że każdy ze wzorów (11) i (12) przedstawiać będzie liczbę, 
bezwzględną o oznaczonej wartości, jakiekolwiek wartości miałyby liczby (13) 
nastręcza nam następujące dwie definicye:

Def. (B) S u m ą
(a, b) +  (a', b')

e l e m e n t u
(«, b ) r

i e l e m e n t u
(«', b')

z b i o r u  (Z) z o w i e m y  e l e m e n t

(a a', b -f- b')

z b i o r u  (Z) i k a ż d y  e l e m e n t  t emu e l e m e n t o w i  r ó wny .
Def. (C) I l o c z y n e m  m n o ż e n i a ,  za m n o ż n ą  pr zy j ę t ego  e l e me nt u

(a, b)
z b i o r u  (Z) p r z e z  e l e m e n t

(«', n

p r z y j ę t y  z a  m n o ż n i k ,  z o w i e m y  e l e m e n t

(a . a' - j -  b . b\ a .b 'Ą - a? .b)

z b i o r u  (Z) o r a z  k a ż d y  e l e m e n t  t emu e l e m e n t o w i  r ó w n y .
Stosunek trzech powyższych definicyi do Tw. I możemy wyrazić w sposób 

następujący: G d y b y ś m y  u m ó w i l i  s i ę ,  że w p r z y p a d k u ,  k i e d y  d w i e  
l i c z b y  b e z w z g l ę d n e  u i v s p e ł n i a j ą  z w i ą z e k

u 2=: V,

(w, v)
s y m b o l

)
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u w a ż a ć  b ę d z i e m y  za s y m b o l  r ó ż n i c y
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( u  —  v),

to w r az i e  i s t n i e n i a  z w i ą z k ó w  (1), d e f i n i c y e  (A), (B) i (C) p r z y b r a ­
ł yby  c h a r a k t e r  t w i e r d z e ń ,  o d p o w i e d n i o  r ó w n o w a ż n y c h  1 - s z e j ,  
2 - g i ej  i 3 - c i e j  c z ę ś c i  Tw.  I.

Definicye (A), (B) i (C) określają w zupełności podstawowe pojęcia teoryi, 
którą pragniemy ugruntować, a nadmieniwszy, iż elementy zbioru (Z) przybie­
rają nazwę liczb względnych w przypadku, kiedy porównywanie ilościowe tychże 
określamy definicyą (A), a działania podstawowe na nich — definicyami (B) i (C), 
określilibyśmy i podstawowe wyrażenie techniczne rzeczonej teoryi.

Powyższe uwagi doprowadzają do ostatecznego sformułowania podstawo­
wych definicyi teoryi liczb względnych w sposób następujący:

U m a w i a m y  s i ę ,  że p o j ę c i e  liczby względnej u w a ż a ć  b ę d z i e m y  
za o k r e ś l o n e  p r z e z  z e s p ó ł  d e f i n i c y i  n a s t ę p u j ą c y c h :

Def. 1. Liczba względna jest układem dwóch liczb be względnych, z któ­
rych jedna a uważana jest jako mająca numer pierwszy, a druga b — jako 
mająca numer drugi; przy tem znaczeniu symbolów a i b uważać będziemy za 
symbol (tymczasowy) liczby względnej, którą tworzą razem liczby a i b przy 
powyższem ich uszeregowaniu, symbol

(a, b),

a jednocześnie nadawać będziemy liczbom a i b odpowiednio nazwę pierwszego 
i drugiego wyrazu odnośnej liczby względnej.

Def. II. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z

a, b, a' i b’

cztery  d o w o l n i e  p r z y j ę t e  l i c z b y  b e z w z g l ę d n e  i p r z y j m i e m y  
pod u w a g ę  l i c z b y  w z g l ę d n e

(a, h) i («', b'\
to z w i ą z k i

(a, b) <  (a', V),

(a, b) =  (a', V),

(a, b) >  (a', b'\

u wa ż a ć  b ę d z i e m y  za o d p o w i e d n i o  r ó w n o w a ż n e  z w i ą z k o m  na­
s t ę p u j ą c y m :  ..........
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a -j- b' <  a’ Ą-b, 

a -(- b' — a' -]- b, 

a -J- V >• a' -(- b.

§ 94 i 95

Def. III. Z a c h  o w u j ą c  p o w y ż s z e  o z n a c z e n i a ,  u w a ż a ć  bę­
d z i e m y  za sumę l i c z b y  w z g l ę d n e j  (a, b) i l i c z b y  w z g l ę d n e j  (a', 6') 
k a ż d ą  l i c z b ę  w z g l ę d n ą  r ó w n ą  l i c z b i e  w z g l ę d n e j

(« +  « ', Ъ +  b’ ).

Def. IV. Jeżel i  w d a l s z y m  c i ą g u  z a c h o w a m y  p o w y ż s z e  ozna­
c z e n i a ,  to u w a ż a ć  będz iemy za iloczyn m n o ż e n i a  l i c z b y  wz g l ę d n e j

(«, b),

p r z y j ę t e j  za  m n o ż n ą ,  p r z e z  l i c z b ę  w z g l ę d n ą ,

(«'  n

p r z y j ę t ą  za  m n o ż n i k ,  k a ż d ą  l i c z b ę  w z g l ę d n ą  r ó w n ą  l i czbie  
w z g l ę d n e j :

(a . a' -j- b . b', a ,b‘ Ą -b  . a').

Ze względu na ogólną teoryę, wyłożoną w rozdziale Il-gim, powyższe 
definicye, o i le  t y l k o  n i e  u c h y b i a j ą  o g ó l n y m  z a s a d o m ,  do których 
postanowiliśmy się zawsze zastosowywać przy nadawaniu charakteru wiel­
kości elementom oznaczonego zbioru i przy podawaniu definicyi dodawania 
i mnożenia dla dwóch wielkości oznaczonej klasy, wystarczają w zupełności do 
ugruntowania całej teoryi działań podstawowych na liczbach względnych. Prze- 
dewszystkiem więc winniśmy udowodnić, że omawiane definicye rzeczywiście nie 
uchybiają wspomnianym zasadom.

§ 95. Żeby udowodnić zgodność z zasadami rozdziału Iii-go pierwszej 
części tego dzieła definicyi. nadającej zbiorowi liczb względnych charakter klasy 
wielkości w znaczeniu ściślejszym, należy tylko uzasadnić twierdzenie następujące: 

Tw. I. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z

a, a', a", b, b' i b"

s z e ś ć  l i c z b  b e w z g l ę d n y c h  i w e ź m i e m y  p o d  u w a g ę  l i c z b y  
w z g l ę d n e

(a, 6), (a', b') i (a", b")

to  w t a k i m  r a z i e  z a c h o d z ą  o k o l i c z n o ś c i  n a s t ę p u j ą c e :



(1)

1® Mamy
(a, b) =  (a, b). 

(a, b) =  (a' b') 

(«', b') — (a, b)

2° R ó w n o ś c i
<*)

(3)

są r ó w n o w a ż n e  p o m i ę d z y  sobą.
3° R ó w n o ś c i

(4) (a, b) =  (a b ‘) i (a', 6') =  (a", i " )  

p o c i ą g a j ą  za  s o b ą  r ó w n o ś ć

(5) (a, b) =  (a", b").

4° Z t r z e c h  z w i ą z k ó w

(6) (a, b) <  (a', 6'). (a, *) =  («', 6') i (a, i) >  («', &')

z a w s z e  z a c h o d z i  j a k i ś  j eden,  ale  t y l k o  j eden .
5° Z w i ą z k i

(7) (a, *) <  («' V)
i
(8) (a', b') >  (a, i)

są r ó w n o w a ż n e  p o m i ę d z y  sobą .
6° Zw i ą z к i

(9) (a ,b )< (a \ b ')  i (a\ b') <  ( a '\  b")

p o c i ą g a j ą  za s o b ą  z w i ą z e k
(10) (a, b) <  (a", b").

Dowód ad 1°. Kryteryum (§ 94, Def. II) na istnienie równości

(a, b) =  (a', V)
polega na istnieniu równości

a -{- b' — a' b,
i

a ponieważ po podstawieniu w miejscu liczb a' i b' odpowiednio liczb 
do wyrażeń

a -j- b' i a! -f- b

każda z tych sum przemienia się w sumę
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ponieważ nadto mamy
a +  b =  a -J- b,

przeto 1-sza część twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu.
Dowód ad 2°. Równość (2) (§ 94, Def. II) jest równoważna równości

a -f- b' =  a’ -j- b,

która znów równoważna jest równości

a' b — a b',

równoważnej (§ 94, Def. II) równości (3). Zatem równości (2) i (3) są rzeczy­
wiście równoważne pomiędzy sobą.

Dowód ad 3°. Z równości (4) (§ 94, Def. II) mamy

oraz

skąd

zatem

skąd

a -)- b' =  a' -|- b 

a' +  b" =  a" +  b' ,

a -|- b' -j- a' b" =  a' -j-  b -f- a" -f- b\

{a +  b") +  (a' +  V) =  (a" +  b) +  (a' +  П  

a -\- b" — a" -j- b,

a z tej równości wynika rzeczywiście (§ 94, Def. II) równość (5).
Dowód ad 4°. Ponieważ (§ 94, Def. II) związki (6) są odpowiednio równo­

ważne związkom

a - j- b' <  a' -f- b, a -j- V =  a' -j- b i a -j- b' |> a' -|- b,

a z tych ostatnich zawsze zachodzi jakiś jeden, ale tylko jeden, przeto 4-ta część 
twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu.

Dowód ad 5°. Ponieważ (§ 94, Def. II) związki (7) i (8) są odpowiednio 
równoważne związkom

a -j-  V <  a! -J- b 
i

a' -j- b )> a -(- V

a te znów związki są pomiędzy sobą równoważne, przeto związki (7) i (8) są 
rzeczywiście równoważne pomiędzy sobą.

Dowód ad 6°. Związki (9) pociągają za sobą (§ 94, Def. II) związki na­
stępujące.

a -f- V <  a' -j- b, 

a’ b" <  a" - f  6',
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skąd
a -(- b' -j- a' b" o! -f- b +  a "  -j- b 

(a +  Ъ") +  («' +  V) <  [a" +  Ъ) +  (a' +  V), 

a +  b"  <  a" -)- b,
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czyli

a ten związek pociąga za sobą związek (10).
Zatem związki (9) rzeczywiście pociągają za sobą związek (10). 
Ostatecznie twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu, a tem samem 

udowodniona jest zgodność Def. II § 94-go z ogólnemi zasadami rozdziału Iii-go 
1-Szej części tego dzieła.

§ 96. Zgodność definicyi III i IV § 94-go z ogólnemi zasadami rozdziału 
И-go, czyli poprawność rzeczonych definicyi wynika z dwóch twierdzeń, które 
uzasadnimy niżej.

Tw. I. D o d a w a n i e  d w ó c h  l i c z b w z g l ę d n y c h  j e s t  d z i a ł a n i e m  
a r y t m e t y C z n e m  j e d n o z n a c z n e m ,  w y k o n a l n e m  bez  z a s t r z e ż e ń .  

Istotnie.
1° Dodawanie liczb względnych jest działaniem arytmetycznem. Żeby udo­

wodnić, że ta okoliczność zachodzi, należy udowodnić dwa lematy następujące:
(A) Jeżeli pewna liczba względna x  przedstawia sumę

(1) (a, b) +  (a', V)

liczb względnych (a, b) i (a', b'), to każda liczba x', równa liczbie x, przed­
stawia także rzeczoną sumę.

(B) Jeżeli pomiędzy czterema liczbami względnemi zachodzą równości

(2) (a, b) =  (c, d). (a', V) =  {ć, d% 

a pewna liczba względna x przedstawia sumę

(3) (a, b) +  (a', V), 

to liczba względna x przedstawia także sumę

(4) (c, d) +  (c', d').

Żeby uzasadnić lemat (A), zważmy, że, jeżeli liczba x przedstawia sumę
(1), to (§ 94, Def. III) mamy

x =  [a' -f- a', b -j— b').
Jeżeli więc mamy

x ' =  X,
to mamy
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я/ =  (a - f  а\ Ъ -J- Ь')\

zatem (§ 94, Def. III) liczba względna x' przedstawia rzeczywiście także sumę (1).
Zwracając się do lematu (B), stwierdzamy, że (§ 94, Def. II) równości (2) 

pociągają za sobą równości

j a +  d =  c +  b,
> I a' - f  d' =  ć  +  V.

Z drugiej znów strony (§ 94, Def. III), jeżeli pewna liczba względna x  przed­
stawia sumę (3), to mamy
(6) x =  (a a', b -f- b'),

a, żeby pewna liczba względna przedstawiała sumę (4), wystrarcza żeby ta liczba 
równała się liczbie

Ale z równości (5) mamy
(c —j— c', d -(- d').

czyli
a d -\- a! d’ =  c -\- b c' -\-b'

(a -j-  a’) +  (d +  d') =  (c -f -  c') +  (b -|- 6'),

skąd (§ 94, Def. II) wynika równość

(a -j- a', b -(- b') —  (c -j-  c', d -\- d'), 

która ze względu na (6) pociąga za sobą

x = { c - \ - ć  d +  d')

Zatem, zgodnie z brzmieniem lematu (B), jeżeli pewna liczba względna * 
przedstawia sumę (3), to w razie istnienia równości (2) ta liczba przedstawia 
także sumę (4).

Ponieważ tedy uzasadniliśmy lematy (A) i (B), przeto uzasadniliśmy część 
1-szą naszego twierdzenia.

2° Dodawanie liczb względnych jest jednoznaczne, innemi słowy, jeżeli 
z dwóch liczb względnych x i x' każda przedstawia sumę

(a, b) +  (а' V)

dwóch liczb względnych, to te liczby są równe pomiędzy sobą. Istotnie (§ 94,. 
Def. III) z założeń tego twierdzenia mamy

oraz
x =  (a -f- a\ b - j- V) 

x' =  (a -f- a', b -f- b‘),
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skąd rzeczywiście wynika równość
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3° Dodawanie liczb względnych jest wykonalne bez zastrzeżeń. Istotnie, 
jakiekolwiek liczby bezwzględne oznaczylibyśmy przez

a, b, a' i b\

jakiekolwiek więc liczby względne przedstawiałyby symbole

(a,b) i (a',b'),

zawsze wykonalne będą dodawania, zaznaczone we wzorach

a zatem symbol
a -j- a', i b b',

(a -f- a', b -1- b')

zawsze będzie przedstawiać pewną liczbę względną. Ponieważ zaś ta liczba 
względna (§ 94, Def. III) przedstawia sumę

(a, b) - f  (a', V),

przeto dodawanie liczb względnych jest rzeczywiście wykonalne bez zastrzeżeń.
Z faktów, uzasadnionych pod 1°, 2° i 3°, wynika, że twierdzenie, o które 

nam właściwie chodziło zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. II. M n o ż e n i e  l i c z b  w z g l ę d n y c h  jest  d z i a ł a n i e m  ar y t me -  
t y c z nem j e d n o z n a c z n e m ,  w y k o n a l n e m  b e z  z a s t r z e ż e ń .

Istotnie:
1° Mnożenie liczb względnych jest działaniem arytmetycznem. Innemi 

słowy:
(A) Jeżeli dwie liczby względne ж7 i ж spełniają równość

(1) x' — x , 
a liczba x przedstawia iloczyn
(2) (a, b) . (o', V)

dwóch liczb względnych (a, b) i (o', b'\ to liczba ж7 przedstawia także ten 
iloczyn.

(B) Jeżeli liczby względne

spełniają równości
(3)

(o, b), (o7 b'), (c, d) i (c7 d') 

(a, b) =  (c, d), (o', V) =  (c7, O ,
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a pewna liczba względna x  przedstawia iloczyn (2), to liczba x przedstawia 
także iloczyn
(4) (c, d) . (ć  d').

Z założeń lematu (A) (§ 94, Def. IV) mamy

(5) x =  (a . a' -)- b . b', a . b‘ -f- b . a'), 

zatem ze względu na (1) mamy

xf =  (a . a1 -f- b . b', a . b' -)- b . a'),

a stąd wynika (§ 94, Def. IV), że liczba x‘ przedstawia rzeczywiście iloczyn (2) 
Przechodząc do lematu (B), zaznaczamy najpierw, że z założeń tegoż 

(§ 94, Def. IV) wynika, że liczba x spełnia równość (5). Z drugiej znów strony 
(§ 94, Def. IV) lemat byłby uzasadniony, gdyby tylko dowiedzioną była równość

(6) x  =  (c . c' -f~ d . d\ c . d' -j- d . с').

Ze względu na równość (5) istnienie równości (6) byłoby dowiedzione, 
gdybyśmy okazali, że mamy

(7) (a . a’ +  b . V, a . V +  b . a’) =  (c . c' +  d . d\ c . d! +  d . c')

Żeby zaś tę równość uzasadnić, należy tylko wykazać (§ 94, Def. II) istnienie 
równości
( 8 )  P = Q ,
gdzie przyjęliśmy

I P  =  a . a' -f- b . b' -|- c . d' -)- d . cr\
I Q =  c . c' -(- d . d' -)- a . b' -f- b . a’ .

Otóż z równości (3) (§ 94, Def. II) mamy

o, ~j— d =  c -j— b , 

a' +  d' — Ć - f  b\
skąd

d =  (c b) —  a 

d' =  (c' +  b’) — a'.

Podstawiwszy te wartości na d i d' do wzorów (9) na P  i Q, znajdziemy, po 
łatwych przeróbkach:

P  =  a .a '  +  Ъ .V  +  2 .  c . ć  +  c . V +  с ' . b — с . a' —  a . ć

Q =  a . a' -f- b . b' -|- 2 . c . ć  c . b' e' .b  — c . a' — a . c'

Z tego wynika, że równość (8) rzeczywiście zachodzi.
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Ponieważ zaś (§ 94, Def. II) równość (8) pociąga za sobą równość (7), 

która znów, ze względu na (5), pociąga za sobą równość (6), o uzasadnienie 
której właśnie chodziło, przeto lemat (B) jest udowodniony.

Ponieważ uzasadniliśmy lematy (A) i (B), przeto uzasadniliśmy i część 
naszego twierdzenia, wysłowioną pod 1°.

2° Mnożenie liczb względnych jest jednoznaczne, innemi słowy, jeżeli 
każda z dwóch liczb bezwzględnych x  i x' przedstawia iloczyn (2), to te liczby są  równe pomiędzy sobą. Otóż z założeń tego twierdzenia (§ 9 4 , Def. IV ) wy­
nika, że zachodzi równość (5) oraz równość

x' — (a . a' -(- b . b', a . b' -f- b . a'),

a z równości tej i równości (5) wynika równość

X =  x \
0 którą właśnie chodziło.

3° Mnożenie liczb względnych jest wykonalne bez zastrzeżeń. Istotnie, 
jakiekolwiek byłyby liczby rzeczywiste

a, b, a' i b',

jakiekolwiek więc byłyby liczby względne

(a, b) i (a', b'),

zawsze wykonalne będą działania zaznaczone we wzorach

a . a' b . b' i a . b' -|- b . a'.
Zatem liczba względna

(a . a' -J- b . b' a . V -)- b . a')

zawsze istnieć będzie. Ponieważ zaś, jeżeli pewna liczba względna istnieje, to 
istnieje i równa jej liczba względna, gdyż w każdym razie rozważana liczba 
jest samej sobie równa, przeto znajdzie się liczba względna æ, spełniająca (5)
1 przedstawiająca zatem (§ 94, Def. IV) iloczyn (1).

Ostatecznie uzasadniliśmy każde z twierdzeń, wysłowionych pod 1°, 2° 
i 3°, a tym samem uzasadniliśmy i samo twierdzenie, o które nam właściwie 
chodziło.

§ 97. Rozważania, wyłożone w § 94-tym, najnaturalniej doprowadzają do 
myśli o przyjęciu umowy, polegającej na tem, żeby w przypadku, kiedy dwie 
liczby bezwzględne a i b spełniają związek

a =

uważać liczbę względną (a, b) za równą różnicy

Wstęp do analizy.
a — b.

13
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Po przyjęciu takiej umowy zbiór liczb bezwzględnych stałby się podzbio­
rem obszerniejszego zbioru, obejmującego liczby względne i bezwzględne. Wła­
śnie zamierzamy obecnie uskutecznić takie zespolenie liczb bezwzględnych i liczb 
względnych. Żeby jednak tego dokonać poprawnie, należy wyraźnie wysłowić 
odpowiednie definicye i stwierdzić, że ich przyjęcie nie doprowadza do żadnej 
sprzeczności z zasadami i definicyami, poprzednio przyjętemi. Przyjmiemy defi­
nicye następujące:

Def. I. Z b i ó r ,  u z y s k a n y  p r z e z  p o ł ą c z e n i e  ze  s o b ą  zbioru 
l i c z b  b e z w z g l ę d n y c h  ze z b i o r e m  l i c z b  w z g l ę d n y c h ,  z o w i e my  
z b i o r e m  l i c z b  rzeczywistych, u m a w i a j ą c  się  t e m  s a m e m ,  że wyra­
żenie »liczba rzeczywista « u w a ż a ć  b ę d z i e m y  za n a z w ę  k a ż d e g o  przed­
mi o t u ,  k t ó r y  j e s t  a l b o  l i c z b ą  b e z w z g l ę d n ą ,  a l b o  —  l i c z b ą  
w z g l ę d n ą .

Def. II . O rz e c z e n i e ,  że p e w n a  l i c z b a  b e z w z g l ę d n a  l j e s t  ho­
mologiczna p e w n e j  l i c z b i e  w z g l ę d n e j  x, i o r z e c z e n i e ,  że l i czba 
w z g l ę d n a  x j e s t  homologiczna l i c z b i e  b e z w z g l ę d n e j  l, w y r a ż a j ą  to 
s a m o ,  a m i a n o w i c i e ,  ż e  s y m b o l  x j e s t  s y m b o l e m  l i c z b y  
względnej

(*, 0),

a w i ę c  l i c z b y  w z g l ę d n e j ,  k t ó r e j  p i e r w s z y m  wyr azem j e s t  l i czba  
b e z w z g l ę d n a  l, a d r u g i m  — l i c z b a  b e z w z g l ę d n a  zero .

Def. III. O r z e c z e n i e ,  iż p e w n a  l i c z b a  w z g l ę d n a  x j e s t  homo­
logiczna p e w n e j  l i c z b i e  w z g l ę d n e j  y, w y r a ż a ,  że  s y m b o l e  ж i y są 
s y m b o l a m i  t e j  s a m e j  l i c z b y  w z g l ę d n e j .

Z definicyi III wynika, że orzeczenie »liczba względna x  jest homologi­
czna liczbie względnej y« i orzeczenie »liczba względna y jest homologiczna 
liczbie względnej x* są równoważne pomiędzy sobą. Uwzględniwszy tę okoli­
czność i wziąwszy pod uwagę Def. I i II, stwierdzamy, że w każdym razie 
orzeczenie »liczba rzeczywista a jest homologiczna liczbie względnej 6« równo­
ważne jest orzeczeniu »liczba względna b jest homologiczna liczbie rzeczywistej 
a«. Wobec tego zastępować będziemy często każde z tych orzeczeń przez orze­
czenie następujące: l i c z b a  r z e c z y w i s t a «  i l i c z b a  w z g l ę d n a  b są ho­
m o l o g i c z n e  p o m i ę d z y  s o b ą .  Żeby nie rozszerzać bez konieczności wy­
kładu, nie będziemy, w dalszym ciągu, wyraźnie powoływać się na powyższe 
uwagi w tej myśli, że czytelnik sam zawsze dostrzeże przypadki, w których 
należałoby właściwie na rzeczone uwagi powołać się.

Def. IV. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  a i b d w i e  l i c z b y  r z e c z y -  
wTiste ,  a p r z e z  a' i V o d p o w i e d n i o  l i c z b y  w z g l ę d n e  im h o m o l o ­
g i c z n e ,  to z w i ą z k i

a <  b, a =  b i a >  b
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u w a ż a ć  b ę d z i e m y  za z w i ą z k i  o d p o w i e d n i o  r ó w n o w a ż n e  
z w i ą z k o m

a! <  b\ a' =  b' i a' >  b.

Def. V . Sumą j a k i e j k o l w i e k  l i c z b y  r z e c z y w i s t e j  a i j a k i e j -  
k o l w i e k  d r u g i e j  l i c z b y  r z e c z y w i s t e j  b z o w i e m y  k a ż d ą  l i c z b ę  
r z e c z y w i s t ą ,  r ó w n ą  l i c z b i e  w z g l ę d n e j ,  p r z e d s t a w i a j ą c e j  sumę

a' 4 -  b'

l i czb  w z g l ę d n y c h  a' i b' o d p o w i e d n i o  h o m o l o g i c z n y c h  l i c z b o m  
r z e c z y w i s t y m  a i i.

Det. VI. Iloczynem m n o ż e n i a  j a k i e j k o l w i e k  l i c z b y  r z e c z y w i ­
stej  a, p r z y j ę t e j  za  m n o ż n ą ,  p r z e z  j a k ą k o l w i e k  drugą  l i c z b ę  
r z e c z y w i s t ą  b, p r z y j ę t ą  za  m n o ż n i k ,  zowi emy  k a ż d ą  l i c z b ę  rze ­
c z y w i s t ą ,  r ó w n ą  l i c z b i e  w z g l ę d n e j ,  p r z e d s t a w i a j ą c e j  i l o c z y n

a' . V

l i czb w z g l ę d n y c h  a' i b', o d p o w i e d n i o  h o m o l o g i c z n y c h  l i c z b o m  
r z e c z y w i s t y m  a i b.

Poprawność trzech pierwszych definicyi oczywiście nie daje powodu do 
żadnych wątpliwości, gdyż każda z nich wyraża umowę, na podstawie której 
pewne nowe wyrażenie ma oznaczać rzecz niezawodnie istniejącą. Natomiast 
inny jest stan rzeczy, kiedy chodzi o definicye IV, V i VI: winniśmy udowodnić, 
że te definicye nie uchybiają zasadom rozdziału Iii-go części I-szej tego działu, 
ani zasadom rozdziału II, tomu niniejszego i okazać, że one nie doprowadzają 
do żadnej sprzeczności ani z anulogicznemi definicyami, przyjętemi w teoryi 
liczb bezwzględnych, ani z analogicznemi definicyami, przyjętemi w teoryi liczb 
względnych. Wszystkie te wątpliwości usuniemy w najbliższych ustępach.

§ 98. Tw. I. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  a, b i c t r z y  l i c z b y  r z e ­
c z y w i s t e ,  to w t a k i m  r a z i e  z a c h o d z i ć  b ę d ą  o k o l i c z n o ś c i  nas t ę ­
pu j ąc e :

1° M a my  w k a ż d y m  r a z i e
(1) a =  a.

2° R ó w n o ś c i
(2) a =  b i b =  a,

są p o m i ę d z y  s o b ą  r ó w n o w a ż n e .
3° R ó w n o ś c i

(3) a =  b i b =  c

p o c i ą g a j ą  za  s o b ą  r ó w n o ś ć
(4) a — c

13*
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4° J a k i e k o l w i e k  b y ł y b y  l i c z b y  r z e c z y w i s t e  a i b, w każdym 
r a z i e  z a c h o d z i  k t ó r y ś  j e d e n ,  a l e  t y l k o  j e d e n  ze z w i ą z k ó w :

(5) a <  b, a — b i a >■ b.
5° Z w i ą z k i

(6) a •< b i b >  a

są w k a ż d y m  r a z i e  r ó w n o w a ż n e  p o m i ę d z y  sobą .
6° Z w  iązki

(7) a <  b i b <  c 

z a w s z e  p o c i ą g a j ą  za s o b ą  z w i ą z e k

(8) a <  c.
Istotnie:
1° Jeżeli oznaczymy przez a' liczbę względną, homologiczną liczbie rze­

czywistej a, to (§ 95, Tw. I) mieć będziemy

a' =  a';

zatem (§ 97, Def. IV) równość (1) rzeczywiście zachodzi.
2° Jeżeli oznaczymy przez a’ i b' liczby względne, odpowiednio homolo­

giczne liczbom a i b, to (§ 97, Def. IV) równości (2) będą odpowiednio równo­
ważne równościom

a' =  b' i b' — a',

a ponieważ te równości (§ 95, Tw. I) są równoważne pomiędzy sobą, przeto 
równości (2) są'także równoważne pomiędzy sobą.

3° Jeżeli oznaczymy przez a', b' i c' liczby względne, odpowiednio homo­
logiczne liczbom rzeczywistym a, b i c, to (§ 97, Def. IV), na podstawie równości
(3) mieć będziemy

a' =  b b '  =  c',

skąd (§ 95, Tw. I)
a' =  c'.

Ponieważ zaś (§ 97, Def. IV) ta równość pociąga za sobą równość (4), 
przeto 3-cia część twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu.

4° Jeżeli zachowamy powyższe znaczenie dla symbolów а', V i c', to (§ 95, 
Tw, 1) zachodzić będzie jeden ze związków

(9) a' <  b', a' =  V i a '  >  b'.

Zatem (§ 97, Def. IV) jeden przynajmniej ze związków (5) niezawodnie 
zachodzić będzie. Ponieważ zaś dwa ze związków (5) zachodzić nie mogą, gdyż
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w takim razie, wbrew brzmieniu Tw. I § 95-go, zachodziłyby (§ 97, Def. IV) 
dwa ze związków (9), przeto 4-ta część twierdzenia jest uzasadniona.

6° .Jeżeli oznaczymy, jak wyżej, przez a' i V liczby względne, odpowiednio 
homologiczne liczbom rzeczywistym a \ b, to związki (6) będą (§ 97, Def. IV) 
odpowiednio równoważne związkom

a' <  b' i b' >  a'.

Ponieważ zaś te związki (§ 95, Tw. I) są równoważne pomiędzy sobą 
przeto i związki (6) są rzeczywiście równoważne pomiędzy sobą.

6° Uważajmy znowu liczby względne a', b' i c', odpowiednio homologi 
czne liczbom rzeczywistym a, b i c. Związki (7) pociągają za sobą (§ 97, Def. IV) 
następujące:

a' <C b' i b' <; c',

z których (§ 95, Tw. 1) wynika nierówność

a' <  b\

pociągająca za sobą (§ 97, Def. IV) nierówność (8). Zatem nierówności (7) rze­
czywiście pociągają za sobą nierówność (8),

Ostatecznie uzasadniliśmy nasze twierdzenie w zupełności.
Uwaga. K a ż d a  l i c z b a  b e z w z g l ę d n a  l r ówna się l iczbie w z g l ę ­

dnej  (l, 0)), k t ó r a  j e s t  l i c z b ą  w z g l ę d n ą  j e j  h o m o l o g i c z n ą ,  albo­
wiem, ponieważ liczba względna (l, 0) jest sama sobie (§ 97, Def. III) homolo­
giczna, ponieważ z drugiej strony mamy

(?, 0) =  (l, 0),

przeto liczby względne, odpowiednio homologiczne liczbom l i (l, 0), są równe 
pomiędzy sobą, a zatem (§ 97, Def. IV) same liczby l i (l, 0) są także równe 
pomiędzy sobą.

Tw. II. D e f i n i c y a  IV § 9 7 -g o n ie  d o p r o w a d z a  d o  s p r z e c z n o ­
śc i ,  ani  z r e g u ł a m i  p o r ó w n y w a n i a  i l o ś c i o w e g o  l i c z b  w z g l ę d ­
nych,  ani  z r e g u ł a m i  p o r ó w n y w a n i a  i l o ś c i o w e g o  l iczb b e z w z g l ę ­
dnych.

Istotnie, o tem, że Def. IV nie doprowadza do sprzeczności z regułami 
porównywania ilościowego liczb względnych, przekonywamy się z łatwością, 
zważywszy, że ze względu na Def. III § 97-go, Def. IV tegoż paragrafu jest, 
o ile chodzi o liczby względne, równoważna Def. II § 94-go. Aby wykazać, że 
Def. IV nie jest sprzeczna i z regułami porównywania ilościowego liczb bez­
względnych, uważajmy dwie liczby bezwzględne l i V. Według Def. IV §97-go, 
związki
(1) l <  Г, l =  V i I >  V
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są równoważne odpowiednio związkom

(2) {l, 0) <  (/', 0), (ł, 0) =  (/', 0) i (il, 0) >  (V, 0);

ale (§ 94, Def. II) związki (2) są równoważne odpowiednio związkom (1) rozu­
mianym w sposób określony w teoryi liczb bezwzględnych. Zatem, związki (1), 
rozumiane w sposób określony przez Def. IV § 97-go, są równoważne odpo­
wiednio tymże związkom, rozumianym w sposób, określony w teoryi liczb bez­
względnych. Ostatecznie więc twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

§ 99. Tw. I. D o d a w a n i e  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  j e s t  d z i a ł a n i e m  
a r y t m e t y c z n e m  j e d n o z n a c z n e m ,  w y k o n a l n e m  bez  z a s t r z e ż e ń .  

Istotnie :
1° Dodawanie liczb rzeczywistych jest działaniem arytmetycznem. Innemi 

słowy:
(A) Jeżeli pewna liczba rzeczywista x przedstawia sumę

(1) r +  r'

liczb rzeczywistych r i r', a pewna liczba x' spełnia równość

(2) x '  —  x,

to liczba x' przedstawia także sumę (1).
(B) Jeżeli pewna liczba rzeczywista x przedstawia sumę (1), a liczby rze­

czywiste гг i r\  spełniają równości

(3) r1 =  r , r \ = r ' ,  
to liczba x  przedstawia także sumę
(4) rt +  rV

Otóż zwróćmy się do liczb względnych, odpowiednio homologicznych 
liczbom r i r' i oznaczmy je odpowiednio przez

(5) (a, b) i (o', b').

Ponieważ liczba x przedstawia sumę (1), przeto (§ 97, Def. V)

(6) ж =  (a, b) +  (a', h'\ 
zatem, ze względu na (2),
(7) x! =  (a, b) +  (o', b'\

a z tego wynika (§ 97, Def. V), że liczba xf rzeczywiście także przedstawia 
sumę (1). Żeby uzasadnić i lemat (B), zachowajmy powyższe oznaczenia i uwa­
żajmy liczby względne
(8) (<4, M  i (a\ , b\\
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odpowiednio homologiczne liczbom rzeczywistym r, i r\. Z równości (3) i okreś­
lenia liczb (5) i (8) (§ 97, Def. IV) wynika, że mamy

(a, b) =  (au  èj)

(a', i ')  =  (a'j, i 'a)

Z tych zaś równości (§ 96, Tw. I) wynika równość 

(a, 6) -f- (a', '̂) =  (aX) bx) (a'15 b\),

а na podstawie tej równości i równości (6), która (§ 97, Def. IV) wyraża, że 
liczba X przedstawia sumę (1), mamy

x =  ( « i ,  M  +  K i ,  * ' i ) ,
z której znów wynika (§ 97, Def. IV), że liczba x przedstawia sumę (4). Zatem 
i lemat (B) zachodzi w podanem brzmieniu. Ponieważ więc każdy z lematów 
(A) i (B) zachodzi, przeto zachodzi i twierdzenie, podane pod 1°.

2° Dodawanie liczb rzeczywistych jest działaniem jednoznacznem, albo­
wiem, jeżeli z pewnych dwóch liczb x i x' każda przedstawia sumę (1) liczb 
rzeczywistych r i r', to, jeżeli oznaczymy, jak wyżej, przez symbole (5) liczby 
względne, odpowiednio homologiczne liczbom r i r', zachodzić będzie (§ 97, 
Def. IV) każda z równości (6) i (7), a więc rzeczywiście mieć będziemy

x =  x'.

3° Dodawanie liczb rzeczywistych jest wykonalne bez zastrzeżeń. Istotnie 
każdej parze liczb rzeczywistych odpowiada para im odpowiednio homologi­
cznych (§ 97, Def. II i III) liczb względnych u i v; ponieważ zaś dodawanie 
liczb względnych jest (§ 96, Tw. I) wykonalne bez zastrzeżeń, przeto (§ 97, 
Def. IV) dodawanie liczb rzeczywistych jest także wykonalne bez zastrzeżeń.

Tw. II. M n o ż e n i e  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  j e s t  d z i a ł a n i e m  aryt -  
m e t y c z n e m  j e d n o z n a c z n e m ,  w y k o n a l n e m  b e z  z a s t r z e ż e ń .  

Istotnie:
1° Mnożenie liczb rzeczywistych jest działaniem arytmetycznem, innemi 

słowy:
(A) Jeżeli pewna liczba rzeczywista x  przedstawia iloczyn 

(1) r . r‘

liczb rzeczywistych r i r\ to każda liczba rzeczywista x, spełniająca równość

(2)
przedstawia także iloczyn (1).

x ' =  X,



(В) Jeżeli liczby rzeczywiste

r, r ', r, i r \
spełniają równości
(3) r =  r15 r' =  r’1,

a pewna liczba x  przedstawia iloczyn (1), to liczba x  przedstawia także iloczyn

(4) r1 .
Otóż uważajmy liczby względne
(5) (а, b) i (a’ b'),

odpowiednio homologiczne liczbom r i r'. Ponieważ liczba x przedstawia ilo­
czyn (1), przeto (§ 97, Def. VI) mamy

(6) x =  (a, b) . (а', V), 

zatem, ze względu na (2), mamy

(7) x' =  (a, b) . (a', b'\

skąd wynika (§ 97, Def. VI), że liczba x' przedstawia rzeczywiście także iloczyn 
(1). Żeby uzasadnić lemat (B), zachowajmy powyższe oznaczenia i uważajmy 
jeszcze liczby względne
(8) K ,  bj) i (a\, b\),

odpowiednio homologiczne liczbom rzeczywistym r1 i r\.
Z równości (3) i określenia liczb (5) i (8) wynika (§ 97, Def. IV), że mamy

( « i , W) =  (a, b), (a ',, b\) —  (a', b'\

a z tych znów równości (§ 96, Tw. II) wynika

(9) К Л Ь К  i . b ' i )  =  М ) . ( а ' , Ь ' ) .
Ponieważ zaś liczba x przedstawia iloczyn (1), przeto (§ 97, Def. VI) za­

chodzi równość (6). Z równości zaś (6) i (9) mamy

x =  (a1,b 1) . (a ',, b\),

z której znów wynika (§ 97, Def. VI), że liczba x  przedstawia i iloczyn (4), 
a o to właśnie chodziło.

2° Mnożenie liczb rzeczywistych jest działaniem jednoznacznem, albowiem 
jeżeli każda z dwóch liczb rzeczywistych x  i x' przedstawia iloczyn (1), to 
(§ 97, Def. VI) zachodzą obie równości (6) i (7), z których wynika równość

- *  =  ж',

wyrażająca właśnie jednoznaczność mnożenia liczb rzeczywistych.
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3° Mnożenie liczb rzeczywistych jest wykonalne bez zastrzeżeń; jakiekol­
wiek bowiem byłyby liczby rzeczywiste r i r', zawsze znajdą się (§ 97, Def. II 
i III) liczby względne (a, h) i (a', b'), odpowiednio homologiczne liczbom r i r'\ 
mnożenie zaznaczone we wzorze

(a, b) . (u', b')

zawsze (§ 96, Tw. II) będzie wykonalne, a więc będzie istnieć liczba rzeczy­
wista, spełniająca równość (6), a na istnieniu tej liczby polega właśnie wyko­
nalność mnożenia, zaznaczonego we wzorze (1).

Ostatecznie więc twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. III. D e f i n i c y e  V i VI § 97-go nie d o p r o w a d z a j ą  do  s p r z e ­
c z n o ś c i ,  ani  z d e f i n i c y a m i  d o d a w a n i a  i m n o ż e n i a  l i c z b  wz g l ę ­
dnych,  a n i  z d e f i n i c y a m i  d o d a w a n i a  i m n o ż e n i a  l i c z b  b e z ­
w z g l ę d n y c h .

O tem, że Def. V i VI § 97-go nie doprowadzają do sprzeczności z defi­
nicyami dodawania i mnożenia liczb względnych, przekonywamy się natych­
miast, zważywszy, że (§ 97, Def. III) liczba względna, homologiczna takiej liczbie 
rzeczywistej, która jest sama liczbą względną, zlewa się z tą ostatnią.

Żeby udowodnić, że niema też sprzeczności pomiędzy definicyami V i VI 
§ 97-go, a definicyami dodawania i mnożenia liczb bezwzględnych, należy tylko 
uzasadnić dwa lematy następujące:

(A) J e ż e l i  d w i e  l i c z b y  b e z w z g l ę d n e  s i p p r z e d s t a w i a j ą  od­
p o w i e d n i o  s u mę
(1) l +  V 
iji l o c z y n
(2) l, V

d w ó c h  l i c z b  b e z w z g l ę d n y c h  w z n aczeniu,  - pr zyj  ę ty  m w t e o r y i  
l i c zb  b e z w z g l ę d n y c h ,  to  l i c z b y  s i p p r z e d s t a w i a j ą  t a k ż e  o d p o ­
w i e d n i o  s u m ę  (1) i i l o c z y n  (2) w z n a c z e n i u ,  o k r e ś l o n y m  p r z e z  
Def. V i VI § 97-go.

(B) J e ż e l i  dwi e  l i c z b y  b e z w z g l ę d n e  s' i p' p r z e d s t a w i a j ą  o d ­
p o w i e d n i o  s u mę  (1) i i l o c z y n  (2) w z n a c z e n i u ,  o k r e ś l o n y m  pr z ez  
Def. V i VI § 97-go, to  te l i c z b y  p r z e d s t a w i a j ą  t a k ż e  o d p o w i e ­
dnio  s u mę ( l )  i i l o c z y n ( 2 ) w z n a c z e n i u ,  p r z y j ę t y m  w t e o r y i  l i c z b  
b e z w z g l ę d n y c h .

Załóżmy tedy, że liczby bezwzględne s i p przedstawiają odpowiednio 
sumę (1) i iloczyn (2) w znaczeniu, przyjętym w teoryi liczb bpzwzględnych. 
Na podstawie Def. II § 97-go liczby względne

(l, 0) i (V 0)
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są liczbami względnemi, odpowiednio homologicznemi liczbom bezwzględnym

l i V.

Zatem, żeby dwie 
sumę (1) i iloczyn (2) w 
żebyśmy mieli

(3)

liczby rzeczywiste x i y przedstawiały odpowiednio 
myśl definicyi V i VI § 97-go, potrzeba i wystarcza,

j X =  (l, 0) -|- (/', 0),
1 У = 0 , 0) . O', о).

Uwzględniwszy wyżej przyjęte założenie co do liczb rzeczywistych s i p i zwró­
ciwszy się do Def. III i IV § 94-go, stwierdzamy, że mamy

(Z, o) +  o\ 0) =  (*, o)
0,0) . 0',o)={p,o),

zatem równości (3) są równoważne następującym

( 4 )  X  =  ( s , 0 )

(5) У =  (P, 0),

które zatem stanowią warunki konieczne i wystarczające, aby liczby rzeczy­
wiste X i у przedstawiały odpowiednio w myśl Def. V i VI § 97-go sumę (1) 
i iloczyn (2). Ze względu na uwagę po Tw. I § 98-go, mamy

(6) s =  (s, 0). 
oraz
(7) • p =  (p, 0)

Z równości (6) i (7) wynika, że równości (4) i (5) są odpowiednio równo­
ważne równośeiom
( 8 )  X =  8,

(9 )  У —  Pi

które zatem wyrażają warunki konieczne i wystarczające, aby liczby rzeczy­
wiste X i у przedstawiały w myśl Def. V i VI § 97-go odpowiednio sumę (1) 
i iloczyn (2). Ponieważ rzeczone równości będą spełnione, jeżeli uważać bę­
dziemy X i у za. symbole, oznaczające odpowiednio liczbę s i p, przeto zgo­
dnie z brzmieniem lematu (A) liczby s i p przedstawiają odpowiednio sumę (1) 
i iloczyn (2) nie tylko w myśl teoryi liczb bezwzględnych, ale i w myśl Def. V 
i VI § 97-go. Z drugiej znów strony, jeżeli liczby bezwzględne s' i p' przed­
stawiają odpowiednio sumę (1) i iloczyn (2) w myśl Def. V i VI § 97, to równości
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(8) i (9) będą musiały być spełnione, skoro tylko uważać będziemy symbole 
г i y za symbole oznaczające odpowiednio s' i p'. Mamy więc

s ' =  s

P' =  P,

skąd wynika, że liczby bezwzględne s’ i p', zgodnie z brzmieniem lematu (B) 
przedstawiają odpowiednio sumę (1) i iloczyn (2) w myśl teoryi liczb bez­
względnych.

Ostatecznie więc twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu. 
Twierdzenia, uzasadnione w tym paragrafie i paragrafie poprzedzającym, 

usuwają w zupełności wszystkie wątpliwości, wyrażone przy końcu § 97-go.
§ 100. Rozważania, do których przechodzimy obecnie, będą głównie miały 

na celu stwierdzenie tej okoliczności, iż zbiór wszystkich liczb rzeczywistych 
stanowi jedną z tych klas wielkości (K), dla których zachodzą wszystkie twier­
dzenia, podane w rozdziale III cim. Jednakowoż, żeby nadać całej teoryi liczb 
rzeczywistych najprostszą i najodpowiedniejszą do zastosowań postać, nie dość 
będzie uzasadniać jedno po drugiem te tylko twierdzenia, które rzeczywiście są 
niezbędne do osiągnięcia zaznaczonego przed chwilą celu. W  rzeczywistości wy­
padnie nam podawać obok rzeczonych twierdzeń niektóre inne jeszcze twier­
dzenia.

§. 101. Tw. I. J a k i e k o l w i e k  l i c z b y  r z e c z y w i s t e  o z n a c z y l i ­
b y ś m y  p r z e z
(1) r, r', r", 
mamy w k a ż d y m  r az i e

(2) (r  - f  r ')  - f -  r "  =  r  +  ( r '  4 -  r").

Istotnie, oznaczmy przez

(3) (a, b), («', b') i (a", b")

liczby względne, odpowiednio homologiczne (§ 97, Def. II i III) liczbom (1). 
Mamy (§ 97, Def. V) tedy

(r 4 - r') 4 - r "  =  { (a, b) +  («', b') } 4 -  (a", b"),

a ponieważ (§ 94, Def. III)

(a, b) 4~ («', b') =  (a 4~ a', b -\- b'),
przeto
(4) (r 4~ O  4“ r>> =  ( [a 4" a’J ~t~ a "' ß “b b'] “H b")

Analogicznie mamy

(5) r -|~(r' 4~ r") =  (« -f" la> Ч-  a"]> ь -h  [b’ -(- b").
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Ponieważ zaś
[a +  a'] +  a" =  a +  [o' - f  e"],

[b +  b'] +  b" =  è +  [6' +  n

przeto ze związków (4) i (5) wynika równość (2), o której udowodnienie właśnie 
chodziło.

Tw. II . J a k i e k o l  w i e k  l i c z b y  r z e c z y w i s t e  o z n a c z y l i b y ś m y  
p r z e z  r i r', m a m y  w k a ż d y m  r a z i e

(1) r -f- r' =  r ' -f- r.

Istotnie, uważajmy liczby względne

(a, b) i (a', b'\

odpowiednio homologiczne liczbom rzeczywistym r  i r'. Mamy (§ 97, Def. V) 
tedy:

I r +  r' =  (a -)- a, b -)- V)
I r '  +  r =  (a' +  ü, b' - f  b),

a ponieważ
a -|- a' =  u' -j- o, b -j-  b' =  ' b' -j- b,

przeto z równości (2) wynika równość (1), którą właśnie pragnęliśmy uzasadnić 
Tw. III. J e ż e l i  o z n a c z  y m y  p r z e z  r j a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  rze­

c z y w i s t ą ,  a pr z e z  r' i r"  d w i e  l i c z b y  r z e c z y w i s t e ,  s p e ł n i a j ą c e  
n i e r ó w n o ś ć
(1) "  <  **", "  , 
to w takim razie mamy
(2) r +  r' <  r  +  r".

Istotnie, oznaczmy znowu przez

(a, b), (a' V) i (a", b") 

liczby względne, odpowiednio homologiczne liczbom

r r' i r".
Mamy tedy

j r  +  r' —  (a +  u', b +  b')
( j j r +  r" =  (a +  a", b +  b")

Nierówność (1) (§ 97, Def. IV) pociąga za sobą

(«', П  <  0ЛП;
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zatem (§ 94, Def. II)
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a' +  b" <  a" +  b\
skąd

(a b) -H (a' -f- b") <  (a -)- b) -|- (a" -j- b’)
czyli

(a a') -j-  {b -(- b") <  (a -f- a") -j- (b -(- b'),

a z tej nierówność wynika (§ 94, Def. II)

(a +  a', b +  6') <  (a +  a", 6 +  b"),

która ze względu na (3) pociąga za sobą nierówność (1), o udowodnienie której 
właśnie chodziło.

Tw. IV . J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  p i r j a k i e k o l w i e k  d wi e  
l i c z b y  r z e c z y w i s t e ,  to  w t a k i m r a z i e  z a c h o d z i ć  b ę d ą  o k o l i ­
c z n o ś c i  n a s t ę p u j ą c e :

I е J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z

(1) («, 6) i (c, d)

l i c z b y  w z g l ę d n e ,  o d p o w i e d n i o  h o m o l o g i c z n e  l i c z b o m  r z e c z y ­
w i s t y m ^  i r i, w z i ą w s z y  pod  u wa g ę  l i c z b ę  w z g l ę d n ąu

(b, a),

które j  p i e r w s z y  wyraz  równa się dr ug i e mu ,  a d r u g i  —  p i e r w s z  e- 
mu w y r a z o w i  l i c z b y

(a, b),

z a ł o ż y m y ,  że p e w n a  l i c z b a  r z e c z y w i s t a  x s p e ł n i a  r ó w n o ś ć

(2) x =  (c,d)-\- (6, a),

to l i c z b a  x  s p e ł n i a ć  b ę d z i e  k a ż d ą  z d w ó c h  r ó w n o ś c i

(3)
I *  +  p  =  r,

} p  - J -  X =  r .

2° Z a w s z e  i s t n i e j e  l i c z b a  r z e c z y w i s t a  x, s p e ł n i a j ą c a  r ó ­
w n o ś c i  (3).

Istotnie, ponieważ mamy

(c, d) -|- (b, a) =  (c - f  b. d - f  a),

przeto z równości (2) wynika następująca:

(4) x =  (c -f- 6, d -)- a).
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Ze względu na tę równość mamy 

(5) X +  p =  (c +  ft, d +  a) - f  p,

ponieważ zaś liczba względna
(c —|— ft, d —|— u)

jest (§ 97, Def. III) sama sobie homologiczna, ponieważ z drugiej strony na 
podstawie założeń twierdzenia liczba względna

(a. ft)

jest liczbą względną, homologiczną liczbie rzeczywistej p, przeto (§ 97, Def. 
mamy

(e +  d +  a) Ч-  P  — (c +   ̂ a) +  Oh Щ
czyli

(c -J- ft, d -j- a) -f- p —  (c —}— 6 —j— a, d -f- a -\- ft) ;

V)

ponieważ zaś (§ 94, Def. II) mamy

przeto
(c -(- ft -j- a, d -f- a -|- ft) — (c, d), 

(c +  ft, d +  a) +  p =  (c, d),

a z tej równości i równości (5) wynika równość 

(6) X +  p =  (c, d).

Ponieważ mamy (§ 98, Uwaga po Tw. I i § 97, Def. III) w każdym razie

(c, d) =  r,

przeto ze względu na (6) zachodzi pierwsza z równości (3). Ponieważ zaś (Tw. II) 
mamy w każdym razie

x~\-P =  P +  x ,

przeto stwierdzamy, że równość (2) pociąga za sobą i drugą z równości (3). 
Udowodniliśmy więc część 1-szą twierdzenia. Część 2-ga twierdzenia wynika 
z 1-szej: dodawanie zaznaczone we wzorze (2) jest (§ 99. Tw. I) niezawodnie 
wykonalne, zatem istnieje liczba x, spełniająca równość (2), ponieważ zaś 
(część 1-sza) równość ta pociąga za sobą równości (3), przeto istnieje rze­
czywiście liczba rzeczywista x spełniająca równości (3).

Ostatecznie uzasadniliśmy nasze twierdzenie w zupełności.
§ 102. Z twierdzeń I, II, III i IV § 101 wynika, że zbiór wszystkich liczb 

rzeczywistych stanowi taką klasę wielkości (K), w odniesieniu do której twier-
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dzenie I, II, III i IV § 67-go, oraz tw. I § 76-go są uzasadnione. Z drugiej znów 
strony, przy dowodach twierdzeń, podanych w paragrafach 68 i 69, powoływa­
liśmy się tylko na twierdzenie I, И, III i IV § 67-go i na to, że działania pod­
stawowe na wielkościach klasy (K) zostały określone w sposób zgodny z zasa­
dami rozdziału VI-go. Mamy więc twierdzenie następujące.

Tw. I. W o d n i e s i e n i u  d o  z b i o r u  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  t w i e r ­
dzeni a  I, II, III i IV § 67-go, tw. I § 76-go, o r a z  w s z y s t k i e  t w i e r ­
dzenia,  p o d a n e  w §§ 68 i 69, są  u z a s a d n i o n e .

Podamy obecnie niektóre twierdzenia, które przy uwzględnieniu powyż­
szego twierdzenia łatwo uzasadnić możemy.

Tw. II. O d e j m o w a n i e  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  j e s t  d z i a ł a n i e m  
a r y t m e t y c z n e m  j e d n o z n a c z n e m ,  w y k o n a l n e m  bez zast rzeżeń) -  

Istotnie, na podstawie Tw. IV paragrafu poprzedzającego, zawsze odpo­
wiada dwom jakimkolwiek liczbom rzeczywistym p i r  taka liczba rzeczywista 
Æ, która spełnia którąkolwiek z równości

X - J -  p —  r  
i

p -(- X — r.

Innemi słowy, odejmowanie liczb rzeczywistych jest wykonalne bez zastrzeżeń. 
Uwzględniwszy tę okoliczność, wystarczy zwrócić się do Tw. I paragrafu niniej­
szego i do Tw. I § 69-go, aby się upewnić, że niniejsze twierdzenie zachodzi 
w podanem brzmieniu.

Uwaga. Ze w z g l ę d u  na j e d n o z n a c z n o ś ć  o d e j m o w a n i a  (§*69) 
z a c h o d z i  o k o l i c z n o ś ć  n a s t ę p u j ą c a :  j e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  p. 
r i X t r z y  l i c z b y  r z e c z y w i s t e ,  t o  k a ż d e  d w i e  z t r z e c h  r ó w n o ś c i

X =  r  —  p, X -  p =  r  i p  -{- X  =  r

są r ó w n o w a ż n e  p o m i ę d z y  sobą.
Tw.  III. M o d u ł  d o d a w a n i a  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  i s t n i e j e  

i r ó wn y  j est  zeru.
Ze względu na Tw. I niniejszego paragrafu oraz na Tw. V, § 69 go istnienie 

modułu dodawania liczb rzeczywistych jest pewne. Pozostaje więc tylko do udo­
wodnienia, że rzeczony moduł równa się zeru.

W tym celu zważmy, że, oznaczywszy przez r  jakąkolwiek liczbę rze­
czywistą, a przez p. moduł dodawania liczb rzeczywistych, mieć (§ 69, Def. I) 
będziemy

r -j- u =  r,
skąd (Tw. II, Uwaga)

u =  r  —  r .
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Ponieważ zaś wiemy, że w przypadku szczególnym, kiedy liczba r je3t liczbą 
bezwzględną, mamy

r —  r =  O,

przeto (§ 69, Def. I) zgodnie z brzmieniem twierdzenia mamy

p. =  0.

Uwaga I. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  r i r' d w i e  l i c z b y  r z e c z y ­
w i s t e ,  t o  r ó w n o ś ć
(1) r =  r '  
r ó w n o w a ż n a  j e s t  r ó w n o ś c i

(2) r — r' =  0, 

albowiem ze względu na powyższe twierdzenie mamy

r' -\~ 0 — r\

skąd wynika, że równość (1) równoważna jest równości

r' - j -0  =  r,

równoważnej (Tw. II, Uwaga) równości (2).
Uwaga II. W  myśl Def. I § 69-go możemy dać nazwę modułu doda­

wania liczb rzeczywistych jakiejkolwiek, byle zeru równej, liczbie rzeczywistej 
Jednakowoż dogodnem będzie umówić się raz na zawsze, że nazwę moduł do­
dawania liczb rzeczywistych zachowujemy dla samej liczby zero.

Uwaga III. Ż e b y  l i c z b a  w z g l ę d n a  (a, b) r ó w n a ł a  się  zeru,  ko- 
n i e c z n e m  j e s t  i d o s t a t e c z n e m ,  ż e b y  z a c h o d z i ł a  r ó w n o ś ć

(1) «  =  b,

albowiem, ponieważ liczba zero jest homologiczna liczbie względnej (§97,  Def. II)

(0, 0)

a (§ 97, Def. III) liczba względna (a, b) —  sobie samej, przeto (§ 97, Def. IV) 
równość

jest równoważna równości
(a, b) — 0 

(a, b) =  (0, 0),

rozważanej (§ 94, Def. II) równości

a -f- 0 — 0 -j- b,

która znów równoważna jest równości (1).
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Def. I. O r z e c z e n i e ,  iż p e w n a  l i c z b a  r z e c z y w i s t a  r' j e s t  
sym etryczn a  pewnej  l i c z b i e  r z e c z y w i s t e j  r, wy r a ż a ,  że z a c h o d z i  
r ó w n o ś ć

r —j- r' — 0.

Tw. IV. Z w i ą z e k  s y me t r y  i p o mi ę  dz y d w i e m a  l i c z b a m i  rze- 
c z y w i s t e m i  p o s i a d a  w ł a s n o ś c i  n a s t ę p u j ą c e :

1° K a ż d e j  l i c z b i e  r z e c z y w i s t e j  r o d p o w i a d a  s y m e t r y c z n a  
jaj l i c z b a  r z e c z y w i s t a  r'.

2° J e ż e l i  p e w n a  l i c z b a  r z e c z y w i s t a  r' j e s t  s y m e t r y c z n a  pe­
wnej l i c z b i e  r z e c z y w i s t e j  r, to l i c z b a  r j e s t  s y m e t r y c z n a  
l i c z b i e  r'.

3° J e ż e l i  p e w n a  l i c z b a  r z e c z y w i s t a  r j e s t  s y m e t r y c z n a  pe­
wnej l i c z b i e  r z e c z y w i s t e j  r', s y m e t r y c z n e j  p e w n e j  t r z e c i e j  
l i c z b i e  r z e c z y w i s t e j  r" ,  to w t a k i m  raz ie  z a c h o d z i  r ó w n o ś ć

T =  Г

4° J e ż e l i  p e w n a  l i c z b a  r z e c z y w i s t a  p r ó w n a  się  l i c z b i e  r', 
s y m e t r y c z n e j  p e w n e j  l i c z b i e  r, to l i c z b a  p j e s t  s a m a  s y m e t r y ­
czna l i c z b i e  r.

5 ° J e ż e l i  z dwóc h  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  r i r'. s y m e t r y c z n y c h  
p o m i ę d z y  s o b ą ,  j e d n a  r ó w n a s i ę  zeru,  to d r u g a  r ó w n a  się t a k ż e  
zeru.

6° J e ż e l i  z d w ó c h  l i c z b  rzec  z y w ist y ch r i r' , s y m e t r y c z n y c h  
po mi ę d z y  s o b ą ,  j e d n a  r' jest n i e r ó w n a  zeru,  to dr ug a  jest  t a k ż e  
n i e r ó wna  z e r u ,  a pr z y  t em j e d n a  z l i c z b  r i r' j e s t  mn i e j s z a ,  
a dr ug a  —  w i ę k s z a  od zera.

Istotnie:
1° Jeżeli przyjmiemy

(1) ' r' =  0 — r

to (Uwaga przy Tw. II) r' spełniać będzie równość

r -J*- r' — 0

i będzie z tego powodu symetryczną liczbie r; ponieważ zaś odejmowanie, za­
znaczone we wzorze (1), jest (Tw. II) zawsze wykonalne, przeto istnienie liczby 
r' jest zapewnione w każdym razie.

2° Ponieważ (§ 101, Tw. II) mamy w każdym razie

r  +  r' =  r' +  r,
przeto równość

Wstęp do analizy.

r +  r' =  0
U
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pociąga za sobą równość
r ' -\- r  =  0,

a stąd wynika (Def. I), że 2-ga część twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu. 
3® Ponieważ z równości

r7 +  r =  0 
i

r" +  r' =  O,

wynikają (Uwaga przy Tw. II, § 101) równości

r = 0  —  r ' i r" =  0 — r', 

które pociągają za sobą równość
r =  r",

przeto 3-cia część twierdzenia jest uzasadniona.
4° Jeżeli mamy

p =  r’
oraz

r  +  r’ =  0,
to mamy także

r  +  p =  0,

a stąd wynika (Def. I), że 4-ta część twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu. 

5® Z założeń 5-tej części twierdzenia mamy

r +  r ’ =  0; 

r —  0

r  -j- r' =  r',

/  =  0 

r  +  r ' =  r,

przeto rzeczywiście w pierwszym przypadku mieć będziemy

r ' =  0, 

r —  0.

ponieważ zaś (Tw. III) równość 

pociąga za sobą 

a równość 

— równość

a w drugim —
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6° Z dowiedzionej już 5-tej części naszego twierdzenia wynika, że jeżeli 
z dwóch symetrycznych pomiędzy sobą liczb r i r ' jedna nierówna jest zeru, 
to i druga zeru równą być nie może. Pozostaje więc do wykazania, że nie­
równość
(2) r < 0
pociąga za sobą
(3 )  r ' >  0,
a nierówność
(4) r >  0
— nierówność
(5) r, <  0.

Otóż ze względu na dowiedzioną już 2-gą część twierdzenia możemy 
wyrazić, że liczby r i r' są symetryczne pomiędzy sobą, przez związek

(6) r +  S =  0;

z drugiej strony nierówność (2) pociąga za sobą (§ 101, Tw. III)

(7) r +  r' <  0 +  r 

a nierówność (4) —  nierówność

(8 )  r  - f  r ' _ : >  0 +  r ' .

Zatem ze względu na (6) nierówność (2) pociąga za sobą

(9) 0 <  0 +  r',

a nierówność (4) —  nierówność
(10) 0  >  0  +

Ponieważ zaś (Tw. III) mamy
0  +  r ' =  r ' ,

przeto nierówności (9) i (10) są odpowiednio równoważne nierównościom (3) 
i (5), a stąd wynika, że rozważana część twierdzenia zachodzi w podanem 
brzmieniu.

Ostatecznie uzasadniliśmy w zupełności nasze twierdzenie.
Uwaga. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  a i b j a k i e k o l w i e k  d w i e  

l i c z b y  b e z w z g l ę d n e ,  t o  l i c z b y  w z g l ę d n e

(1) (a, b) i (6, a),

k t ó r e  w y n i k a j ą  j e d n a  z d r u g i e j  p r z e z  z a m i a n ę  p i e r w s z e g o  wy ­
r a z u  na d r ug i ,  a d r u g i e g o  na p i e r w s z y ,  są s y m e t r y c z n e  p o m i ę ­
d z y  s o b ą ,  albowiem mamy

14*
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(a, b) -f- (b, a) =  (a +  U  +  «)

oraz (Tw. Ill, Uwaga III)
(a b, b -j- a) =  0, 

a z tych równości wynika równość

(a, b) - f  (b, a) — 0,

wyrażająca właśnie, że liczby względne (1) są symetryczne (Def. I) pomiędzy 
sobą.

Tw. V. R e s z t a  o d e j m o w a n i a  j a k i e j k o l w i e k  l i c z b y  r z e c z y ­
w i s t e j  p, p r z y j ę t e j  za  o d j e m n i k ,  o d  j a k i e j k o l w i e k  l i c z b y  rze­
c z y w i s t e j  r, p r z y j ę t e j  za o d j e m n ą ,  r ó w n a  się s u m i e  o d j e m n e j r  
i l i c z b y  p\ s y m e t r y c z n e j  l i c z b i e  p.

Powyższe twierdzenie moglibyśmy łatwo wyprowadzić bezpośrednio z Tw. IV 
paragrafu poprzedzającego, ale jeszcze prościej możemy je uzasadnić w sposób 
następujący. Przyjmijmy
(1) X =  r p '
Mamy tedy
(2) *  +  *» =  (»• +  p') +  p ;
ale (§ 101, Tw. I)

(*■ +  V') +  P =  r +  (p' +  p), 

a z drugiej strony (Def. I) mamy

P ' - h P  —
zatem

(r +  P') +  P =  r  + o,
skąd (Tw. III)

(r +  P') +  P =  r-

Z tej zaś równości i równości (2) mamy •

xĄ-  p =  r,

z której wynika, że zgodnie z brzmieniem twierdzenia równość (1) pociąga za 
sobą równość

X — r —  p.

§ 103. Z ostatniego twierdzenia paragrafu poprzedzającego wynika, że 
odjęcie jakiejkolwiek liczby rzeczywistej p od jakiejkolwiek ^drugiej Hczby 
rzeczywistej r zastąpione być może przez dodanie do liczby r liczby syme-
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trycznej liczbie p. Okoliczność ta nastręcza myśl o przyjęciu takich definicyi, 
żeby na ich podstawie, symbol

r — p,

reszty odejmowania liczby p  od liczby r, mógł sam być uważany za sumę liczby 
r i liczby symetrycznej liczbie p. W  tym celu przyjmujemy defmicye nastę­
pujące:

Def. I. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  p j a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  rze ­
c z y w i s t ą ,  t o  s y m b o l

—  p

u w a ż a ć  b ę d z i e m y  za  s y m b o l  l i c z b y  s y m e t r y c z n e j  l i c z b i e  p.
Def. II. J e ż e l i  o z n a c z y m y  pr z e z  r i p j a k i e k o l w i e k  d wi e  

l i c z b y  r z e c z y w i s t e ,  to  s y m b o l

r — p
u w a ż a ć  b ę d z i e m y  za s y m b o l  s u my  l i c z b y  r i l i c z b y

—  V-

Żeby symbolikę matematyczną uczynić bardziej wyrazistą, dołączamy 
jeszcze do dwóch powyższych definicyi jeszcze następującą:

Def. III. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  r j a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  rze ­
c z y w i s t ą ,  to  s y m b o l

+ r
u w a ż a ć  b ę d z i e m y  za s y m b o l  te j  l i c z b y ,  k t ó r e j  s y m b o l e m  j e s t  
l i c z b a  r.

W rozważaniach, które nas doprowadziły do przyjęcia definicyi 1 i II, 
zawiera się już oczywiście dowód twierdzenia następującego:

Tw. I. D e f i n i c y a l l  nie  j e s t  s p r z e c z n a  z tą,  k t ó r a  o k r e ś l a  
s y m b o l  r e s z t y  o d e j m o w a n i a  o z n a c z o n e j  l i c z b y  r z e c z y w i s t e j  
od d r u g i e j  o z n a c z o n e j  l i c z b y  r z e c z y w i s t e j .  Innemi słowy, j e ż e l i  
o z n a c z y m y  pr z ez  r i p d w i e  l iczby r z e c z y w i s t e  i w e ź m i e m y  p o d  
u w a g ę  s y m b o l
( 1 )  r —  p ,

to p r z y  r o z s t r z y g a n i u  p y t a n i a ,  c z y  s y m b o l  (1) p r z e d s t a w i a  
l i c z b ę  r ó w n ą  d a n e j  l i c z b i e  r z e c z y w i s t e j  s, o b o j ę t n e m  jes t ,  c zy  
r o z w a ż a n y  s y m b o l  b ę d z i e  r o z u m i a n y  w my ś l  Def.  U, c z y  też  
w my ś l  d e f i n i c y i ,  p o d a n e j  w u w a d z e  I - s z e j ,  po Tw. I § 69-go. 

Ponieważ na podstawie definicyi I i III każdy ze znaków

-  i +
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występować może we wzorach matematycznych nie tylko jako znak pewnego 
działania, ale i w innym jeszcze znaczeniu, przeto zachodzi niekiedy konieczność 
wyraźnego zaznaczenia, jak taki znak ma być w oznaczonym wzorze rozu­
miany. Żeby tej konieczności uczynić zadość, wprowadzamy definicyę nastę­
pującą:

Def. IV . Ż e b y  w y r a z i ć ,  że p e w i e n  z n a k ,  b ę d ą c y  j e d n y m  ze 
z n a k ó w

—  albo -f-

ma  b y ć  r o z u m i a n y  w m y ś l  j e d n e j  z d e f i n i c y i  I l u b  III, m ó w i m y  
że r o z w a ż a n y  znak ma być  u w a ż a n y  za z n a k  g a tu n k ow y ; j e d n o ­
c z e ś n i e  n a d a j e m y  z n a k o w i

»

u w a ż a n e m u  za z n a k  g a t u n k o w y ,  na z wę^znaku u jem n eg o , a zna­
k o w i

+

—  n a z w ę  z n a k u  d od a tn ieg o ; k a ż d y  ze  z n a k ó w  — i — , u w a ż a n y c h  
za z n a k i  g a t u n k o w e ,  z o w i e m y  z n a k i e m  p rzec iw n y m  dr ug i emu.

Podajemy teraz definicyę, która ma na celu uproszczenie symboliki przez 
to, że upoważni nas do opuszczania nawiasów w pewnych przypadkach.

Def. V . J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  p i r  d w i e  l i c z b y  r z e c z y ­
w i s t e  i z a ł o ż y m y ,  że l i c z b a  r r ó w n a  s i ę  tej ,  k t ó r ą  p r z e d s t a w i a  
p e w i e n  s y m b o l  z ł o ż o n y ,  to  s y m b o l e ,  w y n i k a j ą c e  o d p o w i e d n i o  
z s y m b o l ó w
(1) r -}- p  i r — p

w s k u t e k  p r o s t e g o  p o d s t a w i e n i a  w m i e j s c e  s y m b o l u  r w y ż e j  
w s p o m n i a n e g o  s y m b o l u  z ł o ż o n e g o ,  b ę d z i e m y  u w a ż a ć  za  o d p o ­
w i e d n i o  r ó w n o z n a c z n e  s y m b o l o m ( l )  nawet  w p r z y p a d k u ,  k i e d y  
r z e c z o n y  s y m b o l  z ł o ż o n y  nie b ę d z i e  z a m k n i ę t y  w n a w i a s i e 1).

Na podstawie powyższej definicyi jesteśmy upoważnieni na przykład do 
zastąpienia symbolów

(+  r) +  P, ( +  r) —  P, (— »')+ P ' (— r) — P,

gdzie r i p oznaczają dwie liczby rzeczywiste, odpowiednio przez symbole 
prostsze następujące:

-j- y -J- p, -j-  r —  p, —  r -)- p  i — r —  p.

’ ) Definicya ta upoważnia nas, o ile chodzi o liczby rzeczywiste, do dalej idących 
uproszczeń w symbolice, aniżeli dopuszcza ogólna umowa, podana na początku § 61-go.
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Tw. ГГ. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  r j a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  rze-
cz y w istą, to mieć będziemy równości

(1) +  (+»•) =  +  r
(2) +  (— r)  =  — r

(3) — (+*•) =  — »*

(4) —  ( -  r) =  4- r

Istotnie, równości (1) i (2) stanowią bezpośrednie następstwa Def. III. Żeby 
uzasadnić równość (3), należy tylko zważyć, że (Def. III) symbol

+  r
oznacza to samo, co symbol

Co się zaś tyczy równości (4), to możemy ją uzasadnić w sposób następujący: 
Na podstawie Def. I symbol

—  (— r)

przedstawia liczbę symetryczną liczbie

—  r,
która znów sama jest (Def. I) symetryczna liczbie r. Zatem (§ 102, Tw. IV) 
mamy

—  ( — *■) =  r >

a ponieważ (Def. III)
r =  +  r,

przeto, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, zachodzi i równość (4), a to tylko 
pozostawało do udowodnienia.

§ 104. Def. Г. J e ż e l i  o z n a c z y m y  o g ó l n i e  p r z e z
a,

w y r a z  i - ty  p e w n e g o  c i ą g u  s k o ń c z o n e g o  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  
o n (n >  1) w y r a z a c h ,  i w y z n a c z y w s z y  l i c z b ę  r z e c z y w i s t ą  Sj 
z k t ó r e g o ś  j e d n e g o  ze  w z o r ó w

(1) =  +  a i

a l bo
(2) ' «! =  — « ! ,

a p r z y  k a ż d e j ,  od j e d n o ś c i  w i ę k s z e j ,  ale od l i c z b y  n ni e  więk-
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s z e j  w a r t o ś c i  w s k a ź n i k a  i, w y z n a c z y m y  l i c z b ę  s, z k t ó r e g o ś  
j e d n e g o  ze  w z o r ó w
(3) s, =  s{. ,  -f- a, 
a l b o
(4) s, =  s,_, — at,

to  w t a k i m  r a z i e  l i c z b a  s„ z o w i e  się su m ą  a lgebra iczn ą  l i c z b

ai j a г • • • an■

Tw. I. J e ż e l i  z a c h o w a m y  o z n a c z e n i a  p o w y ż s z e j  d e f i n i c y i  
to  w t a k i m  r az i e :

1° S u m a  a l g e b r a i c z n a  s„ u w a ż a n a  b y ć  m o ż e  z a  z w y k ł ą  
s u m ę ,  w k t ó r e j  p i e r w s z y m s k ł a d n i k i e m  j e s t  l i c z b a

-f- % l ub  —  ax,

z a l e ż n i e  o d  tego,  c z y  w y z n a c z a m y  ze w z o r u  (1), c z y  ze  wz o r u  
(2), a i - t y m  (1 <j i <  ri) l i c z b a

-f- at l ub  — a,,

z a l e ż n i e  od t ego ,  c z y  l i c z b a  s, w y z n a c z o n a  ma b y ć  ze w z o r u  (3) 
c z y  też  ze w z o r u  (4).

2° W a r t o ś ć  s u m y  sn j e s t  n i e z a l e ż n a  od tego ,  c z y  Def. I bę­
d z i e  r o z u m i a n a  w p o w y ż s z y  s p o s ó b  c z y  t eż  t ak ,  j a k  j ą  n a l e ż a ­
ł o b y  r o z u m i e ć ,  g d y b y  we w z o r z e  (4) s y m b o l

u w a ż a n y  b y ł  z a  s y m b o l  r e s z t y  o d e j m o w a n i a  l i c z b y  a, od 
l i c z b y  s,_,.

Istotnie, jeżeli mamy
n —  2

to pierwsza część twierdzenia zachodzi na podstawie Def. II § 103, a druga — 
na podstawie Tw. I tegoż paragrafu. Gdyby zaś obie części naszego twierdzenia 
zachodziły przy

1 < n ^ p ,  ( p ^ 2 ) ,
to one zachodziłyby i przy

n —  p  -|- 1

na podstawie wspomnianych definicyi i twierdzenia.
Zatem (zasada indukcyi matematycznej) twierdzenie zachodzi w podanem 

brzmieniu.
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Uwaga. Jeżeli przy zachowaniu oznaczeń Def. 1 rozumieć ją będziemy 
w sposób, określony w 1-szej części powyższego twierdzenia, to znaki

+  i -

należy uważać za znaki gatunkowe nie tylko we wzorach (1) i (2), ale i we 
wzorach (3) i (4); jednocześnie należy przyjąć, że we wzorach (3) i (4) znaki 
dodawania zostały opuszczone. Przy tych warunkach, każdemu wyrazowi as ciągu

1̂5 a2 • • •

odpowiada w sumie sn pewien składnik, który jest

albo -|- a{ , albo —  a, ;

w pierwszym przypadku mówimy zgodnie z zasadami naszej terminologii, że 
l i c z b a  a, w c h o d z i  do  s u m y  s„ ze z n a k i e m  dodatnim, a w d r u g i m — 
że ona w c h o d z i  do  r o z w a ż a n e j  s u m y  ze z n a k i e m  ujemnym.

Tw. II.  J e ż e l i  w d w ó c h  s u m a c h 1) s i s' o r ó w n y c h  i l o ś c i a c h  
s k ł a d n i k ó w  s k ł a d n i k i  r ó w n o r z ę d n e  są s y m e t r y c z n e m i  p o mi ę ­
dzy s o b ą  l i c z b a m i  r z e c z y  w i s t e m i ,  to r o z w a ż a n e  s u my  są także  
l i c z b a m i  r z e c z y w i s t e  mi ,  s y m e t r y c z n e m i  p o m i ę d z y  sobą .

Istotnie, oznaczmy ogólnie przez

at i a'j

odpowiednio składniki rzędu i w sumach s i s', a przez n ilość składników 
w każdej z tych sum.

1° Jeżeli mamy
(1) »  =  2,
to mamy

s — a j -J- a2
oraz

zatem
s' =  a\ -j- a1j,

s -j- s' — («i -j- a2) -j- (a\ -j- a's) 

=  ( « 1  +  « 2 )  “ b  ( f l , 2 +  a ' l )

=  { («i +  ai) -j- a'2 }  -f- a\

•) Zwracamy uwagę czytelnika na to, że nie na l eży  uważać wyrażenia »suma 
pewnych liczb rzeczywistych« za równoważne wyrażeniu »suma algebraiczna tychże liczb« 
gdyż pierwsze z tych wyrażeń jest nazwą liczby, która ma oznaczoną wartość, a drugie tego 
warunku nie spełnia: suma algebraiczna oznaczonych liczb nie równych zeru przybiera ozna­
czoną wartość tylko w przypadku, kiedy oznaczony jest jeszcze znak, z którym każda z tych 
liczb do sumy algebraicznej wchodzi.
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mamy więc

=  {  « i  +  ( « г  - f -  « '* )  }  +  « ' i  

=  { °i 4* ö } - f  o',

=  «i “ Ь a\ —  o,

s -f- s' =  0

Zatem, jeżeli rowność (1) jest spełniona, to twierdzenie zachodzi.
2° Załóżmy chwilowo, że symetrya sum s i s' zachodzi, gdy ilość n skła­

dników każdej z nich spełnia związki
(3) 2 ^ n ^ p ,

gdzie p oznacza pewną liczbę całkowitą, nie mniejszą od liczby 2, i zwróćmy 
się do przypadku, kiedy mamy
(4) n =  p +  1.
Mamy tedy

(5)

gdzie s, i s\ oznaczają dwie sumy o p składnikach, w których składniki równo­
rzędne są symetryczne pomiędzy sobą. Na podstawie chwilowo przyjętego zało­
żenia mamy

si +  s'i =  o,

I s —  «i - f -  a^ .,

\ s' =  s\ +  «V h

a ponieważ z założeń twierdzenia wynika, że mamy

ar+t +  a'r+‘ —  0)
przeto na podstawie wzorów (5) i udowodnionego już pod 1° faktu mamy

•Vh +  «Vu =  °- *
Gdyby więc symetrya rozważanych sum zachodziła przy wartościach (3) 

na », to zachodziłaby ona i przy wartości (4). Z uzyskanych wyników wno­
simy (Zas. ind. mat.), że twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Powyższe twierdzenie w połączeniu z twierdzeniem I i П paragrafu po­
przedzającego nastręcza nam dogodny środek, do przekształcenia jakichkolwiek 
kombinacyi liczb rzeczywistych przez dodawanie i odejmowanie w sumy alge­
braiczne tychże liczb.

§ 105. Cel rozważań, do których zwracamy się obecnie, głównie zmierza 
do tego, żeby wykazać, iż, na podstawie definicyi, podanych w § 103, symbol, 
który tymczasowo przyjęliśmy na liczbę względną, jest zbędny i może być 
z korzyścią zastąpiony przez inny, który już będzie symbolem klasycznym liczby 
rzeczywistej, powszechnie przyjętym.
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Tw. I. Jeż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z

a i b

o d p o w i e d n i o  p i e r w s z y  i d r u g i  w y r a z  o z n a c z o n e j  l i c z b y  w z g fę ' 
dnej

(«, b\
to w t a k i m  r a z i e  m a m y
(1) (a, b) =  a —  b.

Istotnie, liczba względna, homologiczna (§ 97, Def. II) liczbie b, jest liczba

(b, 0),

a liczba względna, homologiczna liczbie względnej

(a, b),

jest (§ 97, Def. III) sama ta liczba. Zatem (§ 97, Def. V) mamy

(a, b) +  b =  (a, b) +  (i, 0),

(a, b) -j- (b, 0) =  (a +  b, b),

(a, b) -j- b =  (a -j-  b, b).

(a b, b) =  (a, 0),

(a , 0 )

jest liczbą względną, homologiczną liczbie bezwzględnej

a ponieważ

przeto mamy
(2)
Ale (§ 94, Def. II) mamy
(3)
a ponieważ liczba

a,
ponieważ nadto liczba względna

(a +  b, b)

jest sama sobie homologiczna, przeto (§ 97, Def. IV) ze względu na (3) mamy

(a -j-  b,b) =  a,

a z tej równości i równości (2) mamy

(a. b) -j- b — a,

skąd wynika równość (1), którą pragnęliśmy uzasadnić.
Z powyższego twierdzenia wynika, że w teoryi liczb rzeczywistych symbol

(«, 6)
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na liczbę względną, której pierwszy i drugi wyraz równają się odpowiednio 
liczbom bezwzględnym

a i b,

jest zbędny, gdyż może być zastąpiony przez symbol
a — b.

Ponieważ zaś, na podstawie teoryi liczb bezwzględnych, symbol tej po­
staci może oczywiście także służyć do przedstawienia wartości każdej liczby 
bezwzględnej, przeto możnaby rzeczony symbol przyjąć za właściwy symbol 
czyli symbol specyficzny liczby rzeczywistej; ale nie uczynimy tego, gdyż prze­
konamy się, że przyjęte już definicye doprowadzą nas do dogodniejszego sym­
bolu liczby rzeczywistej.

Def. 1. R óżn icą  bezw zględną  d w ó c h  l i c z b  b e z w z g l ę d n y c h  zo- 
w i e m y  r e s z t ę  o d e j m o w a n i a  t e j  z t y c h  l i c z b  o d  d r u g i e j ,  która 
o d  n i e j  nie  j e s t  w i ę k s z a .

Def. II. W artością  bezw zględną  l i c z b y  r z e c z y w i s t e j  zowie-  
my r ó ż n i c ę  b e z w z g l ę d n ą  tych  d w ó c h  l i czb b e z w z g l ę d n y c h ,  które 
s t a n o w i ą  o d p o w i e d n i o  p i e r w s z y  i d r u g i  w y r a z  l i c z b y  wz g l ę ­
dnej ,  h o m o l o g i c z n e j  r o z w a ż a n e j  l i c z b i e  r z e c z y w i s t e j ;  zasym-  
b o l  w a r t o ś c i  b e z w z g l ę d n e j  o z n a c z o n e j  l i c z b y  r z e c z y w i s t e j  r 
p r z y j m u j e m y  s y m b o l

M

Tw. II.  J e ż e l i  d w i e  l i c z b y  r z e c z y w i s t e  r i r' są p o m i ę d z y  
s o b ą  r ó w n e  a l b o  s y m e t r y c z n e ,  t o  w t a k i m  r a z i e  m a m y

(1) M  =  K | .

Żeby twierdzenie to uzasadnić, udowodnimy najpierw lemat następujący:
(A) J e ż e l i  c z t e r y  l i c z b y  b e z w z g l ę d n e

p, q, p' i q'
s p e ł n i a j ą  r ó w n o ś ć
(2) p +  q' =  p' +  q,

to  r ó ż n i c a  b e z w z g l ę d n a  l i c z b  p i q r ó w n a  się r ó ż n i c y  b e z w z g l ę ­
d n e j  l i c z b  p' i q'.

Istotnie, załóżmy najpierw, że mamy

( 3 )  p ^ q -

W takim razie łatwo wykazać, że równość (2) pociąga za sobą związek

P' 2'-
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Jeżeli więc zachodzi (Б), to na różnice bezwzględne, wymienione w naszym 
lemacie, mamy odpowiednie wzory

p — q i p' — q\

a z równości (2) (§ 94, Tw. I) wynika, że mamy w rozważanym przypadku

p —  q =  p ' —  q'.

Zatem w przypadku szczególnym, kiedy zachodzi (3), lemat nasz jest 
ważny. Z drugiej znów strony, jeżeli związek (3) nie zachodzi, to zachodzi nie­
równość
(4) q >  p.

Ponieważ równość (2) jest równoważna równości

(5) q +  p‘' =  q +  p,

przeto wystarczy zastąpić w rozumowaniu, które posłużyło nam do wykazania, 
iż związki (2) i (3) pociągają za sobą równość różnicy bezwzględnej liczb p i q 
i różnicy bezwzględnej liczb p' i q\ symbole

p, q, p' i q'
odpowiednio przez symbole

Ъ P> 2' 1 P\

aby stwierdzić, że związki (4) i (5) pociągają za sobą równość różnicy bez­
względnej liczb q i p i różnicy bezwzględnej liczb q' i p'. Ponieważ zaś te 
dwie różnice bezwzględne oczywiście równają się odpowiednio różnicom bez­
względnym, rozważanym w lemacie, przeto stwierdzamy, że lemat nasz za­
chodzi w każdym razie.

Przechodząc teraz do twierdzenia, o które nam właściwie chodzi, oznaczmy
przez

(a, b) i (a', b')

liczby względne, odpowiednio homologiczne (§ 97, Def. 11 i 111) liczbom rzeczy­
wistym r i r'. Jeżeli mamy
(6) r =  r',

to w takim razie zachodzi (§ 97, Def. IV) równość

(a, b') =  (a', b),
równoważna równości

a -f- b' =  a' - ( -  b,

z której, na podstawie powyższego lematu, wynika równość, równoważna (Def. II)
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równości (1); zatem równość (6) rzeczywiście pociąga za sobą równość (1), 
Pozostaje do rozważenia, przypadek, kiedy liczby r i r' są symetryczne pomię­
dzy sobą. Mamy tedy (§ 102, Def. J)

(7)
skąd (§ 97, Def. V) 

czyli

r —j— /  =  0,

(a, b) +  (a', b') =  O, 

(a - ( -a ',  b -f- b') =  0.

Z równości tej (§ 102, Uwaga III po Tw. III) wynika równość

a -f- a' =  b Ą- b\

która znów, na podstawie powyższego lematu, pociąga za sobą równość różnicy 
bezwzględnej liczb a i b i różnicy bezwzględnej liczb b' i a'. Ponieważ zaś 
ostatnia różnica bezwzględna równa się różnicy bezwzględnej liczb a' i V (albo­
wiem różnica bezwzględna z jakiejkolwiek liczby bezwzględnej l i jakiejkolwiek 
liczby bezwzględnej m równa się różnicy bezwzględnej liczb m i l\ przeto różnica 
bezwzględna liczb a i b równa się różnicy bezwzględnej liczb a' i b'. Innemi 
słowy, (Def. II) zachodzi równość (1). Ostatecznie więc stwierdzamy, że każda 
z równości (6) i (7) pociąga za sobą równość (1), a na tem właśnie polega treść 
twierdzenia, o uzasadnienie którego chodziło.

Tw. III . J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  r j a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  rze­
c z y w i s t ą ,  a p r z e z  d j e j  w a r t o ś ć  b e z w z g l ę d n ą ,  a w i ę c  (Def. 11) 
l i c z b ę  b e z w z g l ę d n ą ,  s p e ł n i a j ą c ą  r ó w n o ś ć

d =  \r\,

to  w t a k i m  r a z i e  z a c h o d z ą  o k o l i c z n o ś c i  n a s t ę p u j ą c e :  
1° R ó w n o ś ć

(1) r =  0 
j e s t  r ó w n o w a ż n a  r ó w n o ś c i
(2) d — O.

2° Jeż e l i  z a c h o d z i  
r ó w n o ś c i  n a s t ę p u j ą c e
(3)

(4)

(5)

(6)
3° N i e r ó w n o ś ć

r ó w n o ś ć  (1),

r =  {0,0) 

r =  O 

r  =  —  0

г ф  0

to  w t a k i m r a z i e  z a c h o d z ą
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j est  r ó w n o w a ż n a  n i e r ó w n o ś c i
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(7) d >  0. 
4° J e ż e l i  m a m y

(8) r >  0,

to w t a k i m  r a z i e  z a c h o d z ą  w z o r y

(9) r =  № o).

(10)
i

r — d

(U) r =  -\-d
o r a z  n i e r ó w n o ś ć
il2) d >  0.

5° J e ż e l i  m a m y
(13) r < 0 ,

to w t a k i m  r a z i e  z a c h o d z ą  w z o r y

(U) r =  (0, d)

(15) r =  — d 
oraz n i e r ó w n o ś ć
(16) d >  0.

Żeby powyższe twierdzenie uzasadnić, oznaczmy odpowiednio przez a i b 
pierwszy i drugi wyraz liczby względnej, homologicznej (§ 97, Def. II i III) 
liczbie r, i uczyńmy najpierw ogólne uwagi następujące:

(A) W każdym razie (§ 98, Tw. I, Uwaga oraz § 97 Def. III) mamy

(17) r =  (a, b).

(B) Ponieważ liczba względna (0, 0) jest liczbą względną, homologiczną 
liczbie bezwzględnej 0, przeto ze względu na uwagę (A) mamy

(18) 0 =  {0, 0).

Przechodzimy teraz do kolejnego uzasadnienia każdej z pięciu części na­
szego twierdzenia.

Dowód 1-szej części. Ze względu na równości (17) i (18) równość (1) 
jest równoważna równości

(19) (a, b) =  (0, 0),
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która znów (§ 94, Def, II) równoważna jest równości

a -j- O =  O b,
równoważnej
(20) a =  b.

Z tego wynika, że równości (1) i (20) są równoważne pomiędzy sobą, 
Ponieważ zaś (Def. II) równość (20) jest równoważna równości (2), przeto 
równości (1) i (2) są rzeczywiście równoważne pomiędzy sobą.

Dowód 2-giej części. Ponieważ, jak stwierdziliśmy, równość (1) pociąga 
za sobą równość (19), przeto, w razie istnienia równości (1) zachodzi, ze względu 
na (17), rzeczywiście równość (3). Ponieważ dalej (§ 103, Def. III) mamy

-|- 0  =  0,

przeto z* równości (1) wynika równość (4). Ponieważ nadto mamy

0 +  0 =  0

przeto liczba 0 jest (§ 102 Def. 1) sama sobie symetryczna, a zatem (§ 103 
Def. I) mamy

—  0 =  0 i

a z tej równości i równości (1) wynika, że w rozważanym przypadku zachodzi 
rzeczywiście i wzór (5).

Dowód 3-ciej części. Ponieważ (1-sza część twierdzenia) równość (2) po­
ciąga za sobą (1), przeto z nierówności (6) wynika nierówność

(21) d +  0-

ponieważ-z drugiej strony ze względu na to, że liczba d jest liczbą bezwzglę­
dną, zachodzi niezawodnie jeden ze związków

d =  0 albo d >  0,

przeto nierówność (21) pociąga za sobą nierówność (7). Odwrotnie, jeżeli za­
chodzi (7), to zachodzi i (6), albowiem, gdyby zachodziła równość (1), to wbrew 
założeniu, (część 1-sza) zachodziłaby równość (2). Zatem związki (6) i (7) są 
rzeczywiście równoważne pomiędzy sobą.

Dowód 4-tej części. Załóżmy, że zachodzi nierówność (8). Ze względu na 
(17) i (18) wynika z tej nierówności nierówność

(a, b) >  (0, 0),
skąd (§ 94, Def. II)

a +  0 >  0 —j— 5,
czyli

a )> b
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Ze względu na tę nierówność (Def. II) mamy

a =  d -(- b,

a ta równość pociąga za sobą (§ 94, Def. II) równość

(a, b) — (d, 0).

Z równości tej i równości (17) wynika równość (9), która jest właśnie 
jedną z tych, które mamy obecnie uzasadnić. Ponieważ (Tw. I) mamy

(d,0) =  d — 0 =  d,

przeto ze względu na (9) zachodzi równość (10). Ponieważ zaś (§ 103, Def. Ш)

d =  -)- d,

przeto zachodzi i wzór (11). Ponieważ nareszcie nierówność (8) pociąga za 
sobą nierówność (6), która znów pociąga za sobą (7), przeto nierówność (8) 
rzeczywiście pociąga za sobą (12).

Dowód 5-tej części. Załóżmy, że zachodzi nierówność (13). Ze względu 
na (17) i (18) z nierówności tej wynika nierówność

(a, b) <  (0, 0),

z której znów (§ 94, Def. II) wynika nierówność

a-\ -0  <  0 +  b
czyli

a <C b.
Zatem (Def. II) mamy

a -{- d =  6,

z którego to związku (§ 94, Def. II) wynika równość

(a b) =  (0, d).

Z tej równości i równości (17) wynika (14). Ponieważ zaś (Tw. 1) mamy

skąd

przeto liczba

(0, d) == 0 —  d, 

(0, d) +  d =  0, 

(0, d)

jest (§ 102, Def. I i Tw. IV) symetryczna liczbie

d.
Wstęp do analizy. 15
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Ponieważ zaś (§ 103, Def. I) liczba
— d

jest także liczbą symetryczną liczbie d, przeto (§ 102, Tw. IV) mamy

(0, d) =  —  d,

a z tej równości i dowiedzionej już równości (14) wynika równość (15). Zwa­
żywszy nareszcie, że nierówność (13) pociąga za sobą (6), która, jak już stwier­
dziliśmy, pociąga za sobą (7), stwierdzamy, że nierówność (13) rzeczywiście 
pociąga za sobą (16).

Ostatecznie więc twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
Tw. IY . J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  d d o w o l n i e  d a n ą  l i c z b ę  

b e z w z g l ę d n ą ,  t o  w t a k i m  r a z i e  z a c h o d z ą  o k o l i c z n o ś c i  n a s t ę ­
p u j ą c e :

1° K a ż d y  z s y m b o l ó w
-\-r d i —  d

p r z e d s t a w i a  pewną l i c z b ę  r z e c z y w i s t ą ,  a wartośc i  b e z w z g l ę d n e  
o b u  t y c h  l i c z b  r ó w n a j ą  się  l i c z b i e  d.

2° J e ż e l i  m a m y
(1) d =  0,

t o  w t a k i m  r a z i e  m a m y  t a k ż e

(2) +  d =  0
i
(3) —  d — 0.

3° J e ż e l i  z a c h o d z i  n i e r ó w n o ś ć
4

(4) d >  0, 
to w t a k i m  r a z i e  m a m y
(5) +  d >  0

(6) —  d <  0.

Dowód 1-szej części. Ponieważ (§ 103, Def. III) symbol

+  d
przedstawia liczbę bezwzględną

d,

przeto ten symbol przedstawia (§ 97, Def. I) w każdym razie pewną liczbę
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rzeczywistą. Ponieważ nadto liczba (d, 0) jest liczbą względną, homologiczną 
liczbie d, a więc i liczbie d, przeto liczba d jest wartością bezwzględną 
liczby -j- d. Ponieważ dalej symbol

—  d
oznacza liczbę symetryczną liczbie

d,

a liczba symetryczna danej liczbie rzeczywistej (§ 102, Tw. IV) zawsze istnieje 
i (Tw. II) ma wartość bezwzględną, równą tej liczbie, przeto symbol

— d

przedstawia także pewną liczbę rzeczywistą, a wartość bezwzględna tej liczby 
równa się liczbie d.

Dowód 2-giej części. Ponieważ mamy w każdym razie

-f- d =  d

przeto związek (1) rzeczywiście pociąga za sobą równość (2). Ponieważ zaś 
z równości

0 -f- 0 =  0

wynika, że liczba zero równa się liczbie, która jej jest symetryczna, przeto 
równość (1) pociąga za sobą i równość (Б).

Dowód 3-ciej części. Ponieważ mamy w każdym razie

-\-d =  d,

przeto nierówność (4) pociąga za sobą (5).
Z drugiej zaś strony, ponieważ liczba

— d

jest symetryczna liczbie d, przeto (§ 102, Tw. IV) ze względu na (4) mamy

— d < 0 .

Ostatecznie więc twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Def. III. Jeżel i  pewna l i c z ba  r z e c z y w i s t a  r s p e ł n i a  r ó w n o ś ć  
p o s t a c i

r =  -j- d

gdzie  d o z n a c z a  l i c z b ę  b e z w g l ę d n ą ,  to m ó w i m y ,  że l i c z b a  r ma 
znak g a tu n k o w y  (albo krótko, znak)

4" >
15*
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c z y l i  z n a k  dodatni ; j e ż e l i  z aś  l i c z b a  r z e c z y w i s t a  r s p e ł n i a  ró­
w n o ś ć  p o s t a c i

r — — d,

to  m ó w i m y ,  że l i c z b a  r ma  zn a k  g a tu n k o w y  ( a l bo  k r ó t k o ,  znak) 

c z y l i  z n a k  u je m n y .
Czytelnik sam z łatwością udowodni, że z powyższej definicyi wynika na 

podstawie twierdzeń II i III twierdzenie następujące.
Tw. Y . K a ż d a  l i c z b a  r z e c z y w i s t a ,  ni erówna zeru,  ma  pewien 

o z n a c z o n y  z n a k  g a t u n k o w y ,  k t ó r y  j e s t  z n a k i e m  d o d a t n i m  lub 
u j e m n y m ,  z a l e ż n i e  od tego,  c z y  r o z w a ż a n a  l i c z b a  j e s t  w i ę k s z a  
c z y  m n i e j s z a  o d  z e ra ;  j e ż e l i  z a ś  p e w n a  l i c z b a  r z e c z y w i s t a  
r ó w n a  się z e r u ,  to  k a ż d y  ze z n a k ó w

+  • —
j e s t  z n a k i e m  t e j ż e  l i c z b y .

Def. IV . I i i c z b y  r z e c z y w i s t e ,  o d  z e r a  w i ę k s z e ,  z o w i ą  się 
l i c z b a m i  dodatniemi, a l i c z b y  r z e c z y w i s t e  od  z e r a  m n i e j s z e  — 
l i c z b a m i  ujemnemi.

Dostrzegamy z łatwością, że zachodzi twierdzenie następujące.
Tw. VI. I s t n i e j ą  t r z y  r o d z a j e  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h ,  a mia­

n o w i c i e :  l i c z b y  d o d a t n i e ,  u j e m n e  i r ó w n e  z e r u ;  l i c z b y  do d a t n i e  
m a j ą  znak d o d a t n i ,  u j e m n e  —  z n a k  u j emny ,  a te,  k t ó r e  równe  
są zeru,  m a j ą  j e d n o c z e ś n i e  i z n a k  u j e m n y  i do d a t n i .

Uwaga. L i c z b y  b e z w z g l ę d n e ,  od z e r a  w i ę k s z e ,  są o c z y w i ś c i e  
l i c z b a m i  r z e c z y w i s t e m i  d o d a t n i e m i .

Ponieważ przy rozważaniu liczb rzeczywistych chodzi zwykle tylko o war­
tości tychże, ponieważ drugiej strony z Tw. III i Def. IV wynika, że, oznaczywszy 
przez d wartość bezwzględną danej liczby rzeczywistej r, zeru nie równej, mamy

d >  0
oraz

r =  -{-d ,
jeżeli liczba r jest dodatnia, a

r =  -  d,

jeżeli r jest liczbą ujemną, ponieważ nadto na podstawie Tw. IV symbole

+  d i — d,

gdzie d oznacza liczbę bezwzględną, od zera większą, przedstawiają odpowie­
dnio liczbę dodatnią i liczbę ujemną, przeto przyjmujemy definicyę następującą:
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Def. У. Sy m b o l  sp ecy ficzn y  l i czby 
j e s t  s y m b o l

0;

r z e c z y w i s t e j ,  równej  zeru,

j e ż e l i  z a ś  p e w n a  l i c z b a  r z e c z y w i s t a  ni e  r ó w n a  s i ę  zeru, a sym­
b o l d o z n a c z a  j e j  w a r t o ś ć  b e z w z g l ę d n ą ,  to s y m b o l e m  specyfi­
cznym tej  l i c z b y  r z e c z y w i s t e j  j e s t  s y m b o l

-f- d l u b  —  d,

z a l e ż n i e  od  t ego ,  c zy  ta l i c z b a  j e s t  d o d a t n i a ,  c z y  uj emna.
Przy dalszem rozwijaniu teoryi liczb rzeczywistych, winniśmy mieć na 

uwadze, że przyjęcie powyższej definicyi zniewala nas do wyprowadzania pra­
wideł na porównywanie ilościowe i na wykonywanie działań na liczbach rze­
czywistych, których symbole specyficzne są dane.

Liczby rzeczywiste mają własności następujące:
§ 106. Tw. I. 1° Ka ż d a  l i c z b a  u j e m n a  j e s t  m n i e j s z a  od każdej  

l i c z b y  d o d a t n  iej .
2° J e ż e l i  ż a d n a  z dwóch l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  r  i r '  nie j e s t  

u j emna ,  to z w i ą z k i
(1) M < \r'\
i
(2 )  r  <  r'

są r ó w n o w a ż n e  p o m i ę d z y  sobą.
3° J e ż e l i  ż a d n a  z d w ó c h  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  r  i r '  nie j e s t  

d o d a t n i a ,  to z w i ą z k i
(3) M > | r ' |
i
(4) r  <  r '

są r ó w n o w a ż n e  p o m i ę d z y  sobą .
4° J e ż e l i  o z n a c z y m y  pr z e z  r i r '  d w i e  l i czby,  r z e c z y w i s t e ,  

to  i s t n i e n i e  r ó w n o ś c i
(5 )  \ r \ : =  \ r ' \

i t o ż s a m o ś ć  z n a k ó w  l i c z b  r i r'  s t a n o w i ą  r a z e m  w y s t a r c z a j ą c e  
wa r u n k i  do  i s t n i e n i a  r ó w n o ś c i

(6 )  -  ' r =  r f;

r ó w n o ś ć  (5) j e s t  z a w s z e  k o n i e c z n y m  w a r u n k i e m  r ó w n o ś c i  (6), 
zaś t o ż s a m o ś ć  z n a k ó w  l i c z b  r  i r '  j e s t  k o n i e c z n e  w r a z i e ,  ale
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t y l k o  w r a z i e ,  k i e d y  pr z y  i s t n i e n i u  r ó w n o ś c i  (6) w a r t o ś c i  b e z ­
w z g l ę d n e  l i c z b  r i r '  nie  są r ó w n e  zeru.

Istotnie, 1-sza część twierdzenia wynika już stąd, iż (Def. IV, § 105) 
każda liczba ujemna jest mniejsza, a każda liczba dodatnia jest większa od 
zera. Żeby uzasadnić 2-gą i 3-cią część przyjmijmy

d =  \r\, d' =  \r'\.

Jeżeli żadna z liczb r i i* nie jest ujemna, to (§ 105, Tw. III i Def. IV) 
mamy

r =  (d, 0), r' =  (d', 0),

zatem (§ 94, Def. II) w tym przypadku związki (1) i (2) są rzeczywiście równo­
ważne pomiędzy sobą. Jeżeli zaś żadna z liczb r i r' nie jest dodatnia, to (§ 105, 
Tw. III) mamy

r =  (0,d), r' =  (0,d'),

a z tego wynika (§ 94, Def. II), że w tym przypadku związki (3) i (4) są równo­
ważne pomiędzy sobą. Pozostaje 4-ta część twierdzenia do uzasadnienia. W tym 
celu załóżmy najpierw, że równość (5) i tożsamość znaków liczb r i r ' zacho­
dzą. Jeżeli tedy przyjmiemy

d =  M,
to ze względu na (5) mieć będziemy

d = \ r '\ .

Z  tych równości (§105, Def. IV i Tw. III) wynika, że, ze względu na tożsamość 
znaków liczb r i r', mamy albo

albo
r —  - f -d ,  r' =  -\-d

*
r =  —  d , r’ —  — d.

W  każdym więc razie równość (6) zachodzi. Załóżmy teraz, że zachodzi 
równość (6). Ze względu na Tw. II § 105 go równość (6) w każdym razie po­
ciąga za sobą równość (5), która jest zatem w każdym razie koniecznym wa­
runkiem istnienia równości (6). W  przypadku szczególnym, kiedy równość (5) 
jest spełniona, a wartości bezwzględne liczb r i r ' są równe zeru, równość (5) 
jest dostatecznym warunkiem istnienia równości (6), gdyż w tym razie ze 
względu na równości

Ir I =  0 i \r'\ =  0
mamy (§ 105, Tw. III)

r =  0 i r' =  0,

skąd wynika (6). Gdyby zaś, przy spełnieniu równości (5), wartości bezwzględne
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liczb r i r' nie były równe zeru, a same liczby r i r' miały znaki przeciwne, to 
żadna z rozważanych liczb (§ 105, Tw. III) nie równałaby się zeru i jedna z nich 
(§ 105, Tw. V) byłaby mniejsza, a druga większa od zera; wobec tego istnienie 
równości (6) byłoby wykluczone. Jeżeli więc równość (5) zachodzi, a wartości 
bezwzględne liczb r i r' nie są równe zeru, to tożsamość znaków liczb r i r' 
jest konieczna do istnienia równości (6), a to tylko pozostawało jeszcze do wy­
kazania.

Tw. II. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  r i r' j a k i e k o l w i e k  dwi e  
l i c z b y  l i c z b y  r z e c z y w i s t e  i w e ź m i e m y  pod  u w a g ę  i ch  sumę

( ! )  r  +  r ’

to w t a k i m  r a z i e  z a c h o d z i ć  bę dą  o k o l i c z n o ś c i  n a s t ę p u j ą c e :
1° J e ż e l i  l i c z b y  r i r' m a j ą  ten sam z nak  g a t u n k o w y ,  to 

suma (1) r ó w n a  się l i c z b i e ,  k t ó r e j  w a r t o ś ć  b e z w z g l ę d n a  j e s t  
sumą w a r t o ś c i  b e z w z g l ę d n y c h  l i c z b  r i r\ a z nak  j e s t  ws p ó l ­
nym z n a k i e m  obu  s k ł a d n i k ó w .

2° J e ż e l i  l i c z b y  r i r' m a j ą  z n a k i  p r z e c i w n e ,  a i ch w a r t o ś c i  
b e z w z g l ę d n e  nie  są r ó w n e  p o m i ę d z y  s obą ,  to  s u ma  (1) r ó w n a  
się l i c z b i e ,  k t ó r e j  w a r t o ś c i ą  b e z w z g l ę d n ą  j e s t  r ó ż n i c a  b e z ­
w z g l ę d n a  w a r t o ś c i  b e z w z g l ę d n y c h  s k ł a d n i k ó w ,  a z n a k i e m  znak 
t e g o  ze s k ł a d n i k ó w ,  którego wartość  b e z w z g l ę d n a  j e s t  wi ęks za .

3° J e ż e l i  l i c z b y  r i r' m a j ą  z naki  p r z e c i w n e ,  a i ch w a r t o ś c i  
b e z w z g l ę d n e  są p o m i ę d z y  s o b ą  r ówne ,  to suma (1) r ó w n a  się 
zeru,  a z a t e m  z n a k i e m  sumy  (1) j e s t  k a ż d y  ze  z n a k ó w ,  d o d a t n i  
i u j e mny .

Żeby powyższe twierdzenie uzasadnić, przyjmijmy 

(1 )  d =  I r  I, d! =  I r ' I

i załóżmy najpierw, że liczby r i r' mają ten sam znak. Mamy tedy (§ 105, 
Def. III) albo
(2) r .=  + r' =  + d \
albo
(3) r =  — d, r' =  — d'.

Jeżeli zachodzą równości (2), to (§ 105, Tw. V) żadna z liczb » i > nie 
jest mniejsza od zera i (§ 105, Tw. III) mamy w takim razie

r =  {d,0), r' =  (d'0), 

r +  r' =  (d +  d', 0);
skąd
(4)
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jeżeli zaś zachodzą równości (3), to (§ 105, Tw. V i III) mamy

r =  (0: d), r1 — {0, d%
skąd
(5) r +  r ' =  (0,d +  d').

Ponieważ zaś (§ 105, Def. II) mamy

I (d +  d’, 0) I =  d +  d!

K M  +  O I  =  d +  tf,

przeto ze wzorów (4) i (5) wynika, że w każdym razie mamy

(6) I r +  r' I =  d +  d\
Alö

( d + d ' 0 )  ^  {0, 0) =  0,
a

(0, d +  d') ^  (0, 0) =  0.

to mamy
Jeżeli więc zachodzi (4),

r -4- r' >  0,

a zatem ze względu na (6) mamy

(7) r - j - r '  =  -\-(d-\-d').

Jeżeli zaś zachodzi wzór (5), co istotnie następuje, kiedy zachodzą wzory (3), 
to mamy

r r' ^  0,

zatem na podstawie równości (6) mamy

( 8 )  r - f  r 7 =  - ( d  +  d ' ) .

Stwierdziliśmy więc, co następuje: jeżeli liczby r i r' mają te same znaki, 
to równość (6) zachodzi niezawodnie, a nadto zachodzi wzór (7) lub wzór (8) 
zależnie od tego, czy zachodzą wzory (2), czy też wzory (3). Ale na tem wła­
śnie polega 1-sza część twierdzenia.

Załóżmy teraz, że liczby r i r' mają znaki przeciwne, a wartości bez­
względne nierówne pomiędzy sobą. Ponieważ mamy

r -(- r' == P -(- r,

przeto przypadek, w którymby liczba r miała znak ujemny a liczba r' — do-
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datni, tylko przez oznaczenia różni się od przypadku, kiedy liczba r ma znak 
dodatni, a liczba r' —  ujemny.

Zatem, żeby uzasadnić w zupełności 2-gą część twierdzenia, wystarczy 
przeprowadzić dowód w przypadku szczególnym, kiedy liczba r ma znak do­
datni, a liczba r' znak ujemny.

Uważając w dalszym ciągu liczby bezwzględne d i d' jako określone przez 
wzory (1), mamy

r =  -j- d' , r' —  —  d\ 

r = \ d ,0 ) ,  r' =  (0,d'),
skąd

czyli(9)
r +  r' =  (d_|_0, 0 -[-d'\ 

r - j- r '  =  (d,d').

Jeżeli oznaczymy przez 5 różnicę bezwzględną liczb d i d', to (§ 105, Def. II) 
mieć będziemy

|(d,d')| =  5.

Zatem (§ 105, Tw. II) na podstawie równości (9) mamy

(10) I r - f -  r' I =  5.
Z drugiej strony nierówność
(11) d >  d' 
pociąga za sobą

(d,d') >  (0, 0) =  0,
a nierówność
(12) d <  d'
pociąga za sobą nierówność

(d, d') <  (0, 0) =  0.

Zatem ze względu na (9) nierówność ( l l )  pociąga za sobą

r - f  - r' >  0,
a nierówność (12) — nierówność

r —|— T* <  0.

Ale ze względu na (10) mamy (§ 105, Tw. 111) w pierwszym przypadku

(13) r +  r' =  + S ,  
a w drugim
(14) r -\-r' —  —  8.

Udowodniliśmy więc, że w każdym razie zachodzi wzór (10), gdzie ze 
względu na nierówność
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d ф  d'
mamy
(15) 5 >  O,

a nadto okazaliśmy, że zachodzi wzór (13) lub (14) zależnie od tego, czy za­
chodzi (11) czy też (12).

Ponieważ ze względu na (15) równość

r —|— r1 =  O
t

jest wykluczona, przeto, z uzyskanych wyników wypływa, że 2-ga część twier­
dzenia zachodzi w podanem brzmieniu.

Przechodząc do 3-ciej części twierdzenia, zaznaczamy najpierw, że z tychże 
powodów, co przy dowodzie pierwszej części, możemy poprzestać na rozwinięciu 
dowodu tylko w przypadku, kiedy liczba r ma znak a zatem liczba r ' znak

Ponieważ mamy teraz
M =  \r'\,

przeto, przyjąwszy
d =  М»

mieć będziemy
r =  d, r ' —  — d,

Sk%d r =  (d, 0), r ' =  (0,d).
Z tego wynika, że

r -j- r ' =  (d, d) =  (0,0) —  0.

Stwierdzamy więc, że i trzecia część twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu.
Uwaga. Ponieważ na podstawie powyższego twierdzenia zawsze zdołamy 

sprowadzić wyznaczenie symbolu specyficznego sumy dwóch liczb rzeczywistych, 
których symbole specyficzne są dane do wyznaczenia sumy albo różnicy dwóch 
liczb bezwzględnych, ponieważ nadto z 3 ciej części twierdzenia tego wynika, 
że przez prostą zmianę znaku liczby rzeczywistej, której symbol specyficzny 
jest dany, uzyskamy symbol specyficzny liczby rzeczywistej symetrycznej rozwa­
żanej liczbie, ponieważ więc, ze względu na Tw. V § 102-go, zawsze zdołamy 
sprowadzić wyznaczenie symbolu specyficznego różnicy dwóch liczb rzeczywi­
stych, których symbole specyficzne są dane, do wyznaczania przy tychże wa­
runkach symbolu specyficznego sumy dwóch liczb rzeczywistych, przeto bę­
d z i e m y  z awsz e  m o g l i  s p r o w a d z i ć  w y z n a c z e n i e  s y m b o l u  specy­
f i c z n e g o  sumy a l b o  r ó ż n i c y  dwóch  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h ,  których 
s y m b o l e  s p e c y f i c z n e  są dane,  do  w y z n a c z e n i a  s u m y  a l b o  róż­
n i c y  d w ó c h  d a n y c h  l i c z b  b e z w z g l ę d n y c h .



Tw. III . J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  s sumę  j a k i e j k o l w i e k  
s k o ń c z o n e j  i l o ś c i  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h ,  to z a c h o d z ą  o k o l i c z n o ­
ści n a s t ę p u j  ąc e :

1° J e ż e l i  w s z y s t k i e  s k ł a d n i k i  sumy  s m a j ą  ten sam znak,  
to l i c z b a ,  k t ó r e j  w a r t o ś ć  b e z w z g l ę d n a  r ó w n a  się s umi e  w a r t o ­
ści b e z w z g l ę d n y c h  s k ł a d n i k ó w  s u my  s, a z n a k  j e s t  w s p ó l n y m  
znaki em t y c h  s k ł a d n i k ó w ,  r ó w n a  się  s u m i e  s.

2° J e ż e l i  nie  w s z y s t k i e  s k ł a d n i k i  s u my  s m a j ą  t e n  sam 
znak,  j e ż e l i  p r z y  tem l i c z b a  b e z w z g l ę d n a  a t ak  j e s t  d o b r a n a  
żeby p r z e d s t a w i a ł a  sumę  w a r t o ś c i  b e z w z g l ę d n y c h  s k ł a d n i k ó w  
dod at n i c h ,  a w r az i e ,  g d y b y  i s t n i a ł  j e d e n  t y l k o  s k ł a d n i k  d o d a ­
tni, w a r t o ś ć  b e z w z g l ę d n ą ,  t ego  j e d y n e g o  s k ł a d n i k a ,  j e ż e l i  
nadto l i c z b a  b e z w z g l ę d n a  b r ó w n a  się s u mi e  w a r t o ś c i  b e z ­
wz g l ę dny c h  s k ł a d n i k ó w  u j e m n y c h  lub w r a z i e ,  g d y b y  j e d e n  
ty lko  s k ł a d n i k  u j e m n y  i s t n i a ł  —  w a r t o ś c i  b e z w z g l ę d n e j  t e g o  
j e d y n e g o  s k ł a d n i k a  u j e m n e g o ,  to w t a k i m  r a z i e  w a r t o ś ć  b ez ­
wz g l ędna  s umy  s r ó w n a  się  z a w s z e  r ó ż n i c y  b e z w z g l ę d n e j  l i c z b  
« i 6; w p r z y p a d k u  s z c z e g ó l n y m ,  k i e d y  z a c h o d z i  r ó w n o ś ć

(1) a =  b,
mamy
(2) s =  0,

a za z n a k  s u m y  m o ż n a  u w a ż a ć  k t ó r y k o l w i e k  ze z n a k ó w

—I-  в, 1 b o

jeżel i  z a ś  r o w n o ś ć  (1) nie  z a c h o d z i ,  to s uma  s j e s t  l i c z b ą  do­
datnią l ub  ujemną; ,  z a l e ż n i e  od  tego ,  c z y  m a m y

(3) a >  b,
czy też
(4) a <  b.

Pierwszą część twierdzenia czytelnik wyprowadzi sam z łatwością drogą 
indukcyi matematycznej z 1-szej części twierdzenia Ii-go. Żeby zaś uzasadnić 
część 2-gą, zważmy przedewszystkiem, że (§ 102, Tw. I i § 68 Tw. II) mo­
żemy, bez spowodowania zmiany wartości sumy s, uszeregować jej składniki 
w jakimkolwiek porządku. Z tego wynika, że w szczególności możemy skła­
dniki sumy s tak uszeregować, żeby liczba porządkowa każdego składnika do­
datniego była mniejsza od liczby porządkowej każdego składnika ujemnego. 
Załóżmy, żeśmy składniki sumy s tak właśnie uporządkowali, oznaczmy ogól 
nie przez
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składnik rzędu i, przez p  rząd składnika dodatniego najwyższego rzędu, a przez 
и ilość wszystkich składników. W takim razie (§ 102, Tw. I i § 68, Tw. 1) 
mamy

s =  s' -}- s",
przyj ą wszy

P »

s ' =  ̂ a t, s "  =
i-i f-H-<

Opierając się na tych wzorach i na 1-szej części niniejszego twierdzenia, 
stwierdzamy na podstawie Tw. II, że i druga część naszego twierdzenia za­
chodzi w podanem brzmieniu.

W niosek. W a r t o ś  ć b e z  w z g l ę d n a  s u my  l i c z b  r z e c z y  wistych 
ni gdy  nie j e s t  w i ę k s z a  od  s u my  w a r t o ś c i  b e z w z g l ę d n y c h  skła­
d n i k ó w .

§ 107. Tw. I. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  r  i r ’ d w i e  l i c z b y  rze­
c z y w i s t e  i w e ź m i e m y  p o d  u wa g ę  i l o - czyn

(1)

t o  w t a k i m  r a z i e  z a c h o d z ą  o k o l i c z n o ś c i  n a s t ę p u j ą c e :
1° Mamy  w k a ż d y m  r a z i e

(2) \r . r’ \ =  \ r\  . I r'|,

g d z i e  s y m b o l e  | r . r ' | ,  |r| i \ r ' \  mają  z n a c z e n i e ,  o k r e ś l o n e  przez 
Def.  II, § 105-go.

2° J e ż e l i  ż a d e n  z c z y n n i k ó w

(3) r i »•'

i l o c z y n u  (1) nie  r ó w n a  s i ę  z e r u , . t o  s am ten  i l o c z y n  ni e  równa 
s i ę  z e r u  i ma z n a k  d o d a t n i  l ub  u j e mn y ,  z a l e ż n i e  od tego,  czy 
z n a k i  c z y n n i k ó w  (3) są te s a m e ,  c z y  t eż  p r z e c i w n e .

3° Ż e b y  i l o c z y n  (1) r ó w n a ł  s i ę  z e r u  p o t r z e b a  i wystarcza,  
ż e b y  j e d e n  p r z y n a j m n i e j  z c z y n n i k ó w ( 3 )  r ó w n a ł  s i ę  zeru.

Żeby powyższe twierdzenie uzasadnić, przyjmijmy

(4) d =  \r\ ,  d' =  \r ' \ .

Z łatwością dostrzegamy, że mamy cztery przypadki do rozróżnienia ze 
względu na znaki, jakie mieć mogą liczby r i r'. Zbadamy kolejno każdy z tych 
przypadków.

Przypadek I. Mamy
(5) r =  d, r' =  d'.
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W takim razie (§ 105, Tw. III) mamy

r = ( d ,0 ) ,  r' =  d',0),
a ponieważ (§ 94, Def. IV)

(d, 0) . (d\ 0) =  {d . d\ 0),
przeto
(6) r . r '  =  {d . d', 0).

P r z y p a d e k  II. M am y
(7) r =  - f  d, r' =  — d'\

w takim razie (§ 105, Tw. III) mamy

r =  (d,0), r' =  (0, d'),
a ponieważ (§ 94, Def. IV)

(d, 0) . (0, d') =  (0 ,d . d')
przeto
(8) r  . r' =  (0 ,  d . d').

P r z y p a d e k  III. M am y
(9) r =  —  d, r' =  +  d'.

W takim razie (§ 105, Tw. III) mamy

r =  (0,d), r' =  (d', 0),
a ponieważ (§ 94, Def. IV)

(0, d) . (<*', 0) =  (0, d . d'\
przeto
(10) r . r' =  (0, d . d').

P r z y p a d e k  IV. M am y
(11) • r =  — d ,r '  =  — d'.

W takim razie (§ 105, Tw. III) mamy

r =  (0,d), r' =  (0, d%
zatem (§ 94, Def. IV)
(12) r . r '  =  (d .d , 0).

Zważmy teraz, że (§ 105, Def. II) mamy

(13) j W - d ’, 0 ) I =  d .d ’
\ \ 0, d .d ') \ =  d .d '.

Ponieważ w każdym razie zachodzi jeden ze wzorów (6), (8), (10) lub
(12), przeto, ze względu na (13) (§ 105, Tw. II), mamy w każdym razie

I r.. r' I =  d . d\
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skąd ze względu na (4) mamy zgodnie z brzmieniem 1-szej części twierdzenia

\ r.r '\  =  | r| .| r '| .

Jeżeli żaden z czynników r i r ' nie jest równy zeru, to (§ 105, Tw. Ш), 
każda z liczb bezwzględnych

M  i K I
jest od zera odmienna; mamy więc

M-K|>0,
a zatem, ze względu na dowiedzioną już równość (2), mamy

\r . r'\ >  0.

Z tej nierówności wynika (§ 105, Tw. III), że mamy rzeczywiście

(14) г . г 'ф О .

Ponieważ dalej, w razie tożsamości znaków czynników iloczynu (1) za­
chodzi albo przypadek I albo IV-ty, ponieważ ze wzorów (6) i (12) wynika, że 
w obu przypadkach mamy

r . r '  =  {d .d ' 0),

ponieważ nadto w rozważanym przypadku mamy

(d . d\ 0) >  (0, 0) =  0,

przeto jeżeli czynniki iloczynu (1) mają te same znaki, a żaden z nich zeru 
równy nie jest., to iloczyn (1) jest rzeczywiście dodatni. Jeżeli zaś jeden z czyn­
ników iloczynu (1) jest dodatni, a drugi ujemny, to zachodzi jeden z przypadków 
II lub Ш.

Ponieważ ze wzorów (8) i (10) wynika, że w obu przypadkach mamy 

r . r '  =  (0 ,d . d') <  (0, 0) =  0,

przeto w obu tych przypadkach iloczyn (l)  jest ujemny. Zatem 2-ga część 
twierdzenia zachodzi w podanem brzmieniu.

Z drugiej części twierdzenia wynika, że, aby mieć

(15) r . r' =  0,

potrzeba, żeby przynajmniej jeden z czynników 

(15) r lub r'

rozważanego iloczynu równał się zeru. Jeżeli ten warunek jest spełniony, to
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równość (15) niezawodnie zachodzi, albowiem w takim razie jedna przynaj­
mniej (§ 105, Tw. III) z liczb bezwzględnych

\r\ lub I г' I

równa się zeru, a zatem z dowiedzionej już równości (2) wynika, że mamy

I r . г '  I =  0,
skąd (§ 105, Tw. III)

r . r' =  0.

Ostatecznie więc twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
Tw. II. J a k i e k o l w i e k  l i c z b y  r z e c z y w i s t e  o z n a c z y l i b y ś m y  

przez r . r ', w k a ż d y m  r a z i e  ma my

(1) r' . r  — r' .r .

Istotnie, jeżeli jedna przynajmniej z liczb r i r' równa się zeru, to (Tw. I) 
mamy

r . r' =  0, r ' . r =  0,

a zatem w tym przypadku równość (1) zachodzi. Jeżeli zaś żadna z liczb r 
i r' nie jest równa zeru, to (Tw. I) wartości bezwzględne iloczynów (1) są po­
między sobą równe, a ich znaki są te same. Zatem (§ 106, Tw. I) i w tym 
przypadku równość (1) rzeczywiście zachodzi.

Tw. III. J e ż e l i  ty l k  o p e w n a  l i c z b a  r z e c z y w i s t a  r s p e ł n i a  
n i e r ó w n o ś ć
(1) г ф  0,

ar '  j e s t  c a ł k i e m  d o w o l n i e  o z n a c z o n a ,  to zawsz9 i s t n i e j e  l i c z b a  
r z e c z y w i s t a  x s p e ł n i a j ą c a  r ó w n o ś ć
(2) r . ж =  r'.

Istotnie, w przypadku szczególnym, kiedy mamy

wystarczy (Tw. I) przyjąć

aby uczynić zadość równości (2). Jeżeli zaś mamy
r' =j= 0,

to z Tw. I wynika, że, aby uczynić zadość równości (2), wystarczy wyznaczyć 
wartość bezwzględną liczby x  ze wzoru

(3) \x \ =  \r'\:\r\
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i przyjąć za znak liczby x znak

~ b  lub — i

zależnie od tego, czy liczby r i r' mają ten sam znak, czy też znaki przeciwne. 
Ponieważ zaś, ze względu na nierówność (1), mamy

И Ф 0 ,

ponieważ więc dzielenie, zaznaczone we wzorze (3), będzie wykonalne, przeto liczba 
x, spełniająca powyższe warunki, a zatem i równość (2), niezawodnie istnieć 
będzie. Zatem twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. IY . J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  r, r' i r "  j a k i e k o l w i e k  trzy 
l i c z b y  r z e c z y w i s t e ,  to  m a m y  w k a ż d y m  r a z i e
(1) (r . r') . r "  =  r . ( r ' . r").

To twierdzenie moglibyśmy łatwo wyprowadzić z Tw. I, ale w takim 
razie wypadałoby wyszczególnić wszystkie przypadki, które nadarzyć się mogą 
co do znaków liczb

r, r' i r".

Wobec tego prostszy dowód uzyskamy w sposób następujący. Oznaczmy przez

(a, b\ {a\ V) i (a", b" )

liczby względne, odpowiednio homologiczne (§ 97, Def. II i III) liczbom (2). Mamy tedy 

r . r' — (a, b) . (a', b') =  (aa' - j- bb1, ab' -j- ba')

(2) (r . r ' ) . r" =  (aa’ Ą-bb\ a V Ą -b a ’) . (a", b") =

—  ( (aa' +  bb') a" +  (aft' +  ba’) b", {aa' +  bb') b" - f  {ab' +  ba')a") 

Całkiem analogicznie wyznaczymy kolejno iloczyny

r ' .  r "  i r  . { r ' . r"),

a następnie stwierdzimy, że w taki sposób uzyskuje się na wartość iloczynu

r . (r' . r")

liczba względna, której 1-szy i 2-gi wyraz są odpowiednio równe 1-mu i 2 mu 
wyrazowi tej liczby względnej, która, na podstawie równości (2), przedstawia 
iloczyn

(r . r ') . r".

Wnosimy stąd, że twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu
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Tw. У. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r i e z  p l i c z b ę  r z e c z y w i s t ą ,  sp e ł ­
n i a j ą c ą  n i e r ó w n o ś ć  
(!)  P +  0,

a p r z e z  r i r' d w i e  l i c z b y  r z e c z y w i s t e ,  c z y n i ą c e  z a d o ś ć  n i e r ó ­
w n o ś c i
( 2 )  r  <  r ' ,  

to w t a k i m  r a z i e  m a m y
(3) r . p  ф  p . r', 
a n a d t o  n i e r ó w n o ś ć
(4) p >  0

p o c i ą g a  za  s o b ą  n i e r ó w n o ś ć

(5) p . r  <  p , r', 
a n i e r ó w n o ś ć
(6) p  <  0,
— n i e r ó w n o ś ć
{7) p . r  >  p . r ' .

Żeby twierdzenie to uzasadnić, zważmy, że skoro zachodzi nierówność (1) 
to zachodzić musi jedna z nierówności (4) lub (6).

Uważajmy kolejno każdy z tych dwóch przypadków.
Przypadek I-szy. Liczba p spełnia nierówność (4). Jeżeli tedy przyj­

miemy
(8) d =  \p\, 
to mieć będziemy
(9) p  =  (d, 0) 
oraz
(10) d >  0.
Oznaczmy teraz przez

(a, b) i (a', b')

liczby względne, odpowiednio homologiczne (§ 97, Def. II i III) liczbom r i r'. 
Mamy tedy (§ 98. Tw. I, Uwaga)

(H ) r =  (a, b), r' =  (a' b')

Ze względu na (2) i (11) mamy

(12) a +  b' <  a' -f- b.

Z drugiej strony, na podstawie równości (9) i (11) mamy
Wstęp do analizy. 16
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p . г =  {d . a, d .b) 
p .r' =  (d . a’, d . b'),

§ 107

(13)

a ponieważ z nierówności (10) i (12) mamy

(14) d . a - J -  d . b' <  d . a’ - } -  d . b,

przeto, ze wzorów (13) wynika rzeczywiście nierówność (5).
Przypadek II. Liczba p spełnia nierówność (6). Przy zachowaniu po­

wyższych oznaczeń, nierówność (10) zachodzić będzie i teraz, ale na p mieć 
będziemy, zamiast wzoru (9), wzór

P =  ( 0, d)

Na podstawie wzoru tego i wzorów (11) mamy

l p . r — (d . b, da)
(15) Г  '

l p . r1 =  (d . b', da').

Ponieważ i w niniejszym przypadku związki (10), (12), a więc i (14) zacho­
dzić będą, przeto ze wzorów (15) wynika, że zachodzić będzie nierówność (7). 
Dowiedliśmy więc co następuje: nierówność (4) pociąga za sobą (5), a nierówność
(6) — (7). Ponieważ zaś, jak na początku zaznaczyliśmy, jedna z nierówności
(4) lub (6) zawsze zachodzić będzie, ponieważ więc jedna z nierówności (5) lub
(7) będzie zawsze spełniona, przeto zawsze zachodzić będzie nierówność (3). 
Ostatecznie twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Tw. VI. J a k i e k o l  w i e k  l i c z b y  r z e c z  y w i s t e  o z n a c z y l i b y ś m y  
p r z e z
(1) P . r  > Л

m a m y  w k a ż d y m  r a z i e
(2) p . (r -j- r') =±= p . r -)- p . r.

Żeby twierdzenie to najprościej uzasadnić, oznaczmy przez

(c, d), {a, b) i (a', b')

liczby względne, odpowiednio równe liczbom rzeczywistym (1). 
Mamy tedy

r +  r' =  (a', b) +  (a' V),
skąd (§ 94, Def. III)

r -j- r' =  (a. -)- a', b - j- b').
Zatem

P ■ {r +  r') =  (c, d) . (a - f  a', b - f  b’),
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skąd (§ 94, Def. IV)

(3) p . (r - f  r') =  (c [a +  a’] +  d ß  - f  6'], c [6 +  V] -f- d [a +  a'] ).

Z drugiej strony (§ 94, Def. IV) mamy

p . r =  (c, d) . (a, b ) =  (c . a d . b, c . b d . a\
P r1 =  (c, d) . (a\ b') =  (e . a' +  d . b’, c .V  +  d . a'),

skąd
(4) p .r  -\- p . r ’ =  {c .a -\ -d .b -\ -c a ' -\-d .V , c .b -\ -d .a -\ -c .b '- { -d .  a1).

Łatwo stwierdzamy, że prawe strony wzorów (3) i (4) są takie liczby 
względne, iż pierwszy i drugi wyraz jednej z nich równają się odpowiednio 
pierwszemu i drugiemu wyrazowi drugiej. Ponieważ z tego wynika, że rzeczone 
liczby względne są równe pomiędzy sobą, przeto wnosimy z równości (3) i (4), 
że, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, równość (2) rzeczywiście zachodzi w każdym 
razie.

§ 108. Tw. I. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  (K) tę k l a s ę  w i e l k o ś c i ,  
k t órą  j e s t  z b i ó r  w s z y s t k i c h  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h ,  to w t ak i m 
raz ie  w s z y s t k i e  t w i e r d z e n i a ,  p o d a n e  w r o z d z i a l e  III-cim, b ę d ą  
s ł u s z n e ,  a w s z y s t k i e  d e f i n i c y e ,  t a m ż e  podane ,  ważne.

Żeby twierdzenie to uzasadnić, należy przedewszystkiem uwzględnić, 
iż ważność całej teoryi, wyłożonej w rozdziale III-cim, jest koniecznem następ­
stwem założeń następujących:

(A) Reguły porównywania ilościowego elementów klasy (K) nie uchybiają 
zasadom, podanym w rozdziale III-cim tomu I-go, a teorya działań podstawo­
wych na tych wielkościach została ugruntowana w sposób zgodny z ogólnemi 
przypisami, podanymi w rozdziale II-gim niniejszego tomu.

(B) Każde z dziewięciu twierdzeń, wyszczególnionych w § 67, i każde 
z twierdzeń I i II, podanych w § 76, jest słuszne.

Otóż zbiór liczb rzeczywistych czyni zadość warunkowi (A) na podstawie 
Tw. I § 98-go i twierdzeń I i II § 99-go. Pozostaje więc do wykazania, że, 
w odniesieniu do liczb rzeczywistych, wszystkie twierdzenia, wymienione pod 
(B), są słuszne. Otóż na podstawie tw. I § 102-go, twierdzenia I, II, III i. IV § 67 go 
oraz tw. I § 76 zachodzą niezawodnie, a twierdzenia IV, II i VI § 107-go wy­
rażają odpowiednio, że, w odniesieniu do liczb rzeczywistych, twierdzenia V, VI 
i IX z § 67-go są słuszne. Z drugiej strony, ze względu na Tw. III § 102-go} 
i na Uw. I po Tw. VI, § 69-go, z twierdzeń V i III § 107-go wynika, że, w odnie­
sieniu do liczb rzeczywistych, Tw. II § 76-go i Tw. VII i VIII-go § 67-go są 
słuszne.

Z tego wynika, że w odniesieniu do liczb rzeczywistych wszystkie twier­
dzenia, wymienione pod (B), są słuszne, a to tylko pozostawało do okazania, 
żeby nasze twierdzenie uzasadnić w zupełności.

16*
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§ 109. Tw. I. J e ż e l i  p r z y  d z i e l e n i u  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  dz ie l ­
nik ni e  r ó w n a  się z e r u ,  to  d z i e l e n i e  j e s t  w y k o n a l n e ,  a war t ość  

i l o r a z u  j e s t  o z n a c z o n a  b e z  d w u z n a c z n o ś c i .  J e ż e l i  z a ś  dz i e lnik  
r ó w n a  się zeru, to  d z i e l en i e  j e s t  w y k o n a l n e  w przypadku i tylko 
w p r z y p a d k u ,  k i e d y  d z i e l n a  t a k ż e  r ó w n a  się  zeru ,  a l e  w takim 
r a z i e  i l o r a z  j e s t  c a ł k i e m  n i e o z n a c z o n y .

Istotnie, twierdzenie I § 72-go jest (§ 108, Tw. I) ważne dla klasy wiel­
kości, jaką tworzy zbiór wszystkich liczb rzeczywistych, a z tego wynika, na 
podstawie Tw. III § 102, że nasze twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

Uwaga I. Ze w z g l ę d u  na U w. III, p o  Tw. I § 72. z a c h o d z i  oko­
l i c z n o ś ć  n a s t ę p u j ą c a :  Jeżeli  o znaczymy  p r z e z  p, r i x  trzy l iczby 
r z e c z y w i s t e  i z a ł o ż y m y ,  ż e

г ф  0,
to r ó w n o ś ć

x  =  p : r

j e s t  r ó w n o w a ż n a  k a ż d e j  z r ó w n o ś c i

r . x =  p i x . r =  p.

Tw. II. Moduł  m n o ż e n i a  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  i s t n i e j e  i równa 
się  j e d n o ś c i .

Istnienie modułu mnożenia liczb rzeczywistych wynika z Tw. I § 108 
i Tw. IV § 72. Z drugiej strony, jeżeli oznaczymy przez m moduł mnożenia 
liczb rzeczywistych, a przez r jakąkolwiek liczbę rzeczywistą, to (§ 72, Def. I) 

mieć będziemy
(1) r . m =  r.
Jeżeli mamy
(2) г ф  0,

to równość (1) jest równoważna (Tw. I, Uwaga I) równości 

3) m =  r : r.

Podstawiając w tej równości w miejsce liczby rzeczywistej r jakąkolwiek 
liczbę bezwzględną nierówną zeru1) (np. jedność), wnosimy z niej, że mamy

m =  1.

Zatem twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

*) Żeby należycie końcowy ustęp dowodu zrozumieć, należy zważyć, że, na podstawie 
Tw. I § 108-go, Tw. IV § 73-go i Tw. III § 102-go wzór (3) na moduł mnożenia m liczb 
rzeczywistych jest ważny przy każdej ,  by l e  od zera o d mi e n n e j ,  wartości liczby rze- 
c zywistej r.
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Tw. III. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  r j a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  rze­
c z y w i s t ą ,  b y l e  s p e ł n i a j ą c ą  n i e r ó w n o ś ć

(1) г ф o,
a pr z e z  r' j u ż  c a ł k i e m  d o w o l n i e  o z n a c z o n ą  l i c z b ę  r z e c z y w i s t ą  
to w t a k i m  r az i e :

1° W a r t o ś ć  b e z w z g l ę d n a

I r' : r I
i l o r a z u
(2) r'  : r 
s p e ł n i a  r ó w n o ś ć

2° Jeż e l i  p r z y t e m  z a c h o d z i  r ó w n o ś ć

(3) r'  =  0, 
to w t a k i m  r a z i e  mamy
(4) r' : r  =  0

i z nak  i l o r a z u  (2) j e s t  n i e o z n a c z o n y .
3° J e ż e l i  z aś  m a m y

(5) г'  ф  0,

to z n a k  i l o r a z u  (2) j e s t  d o d a t n i  l ub  u j e mn y ,  z a l e ż n i e  od tego  
czy l i c z b y

r' i r

są t e g o  s a m e g o  z n a k u  c z y  też  z n a k ó w  p r z e c i w n y c h .
Żeby twierdzenie to uzasadnić, należy tylko zważyć, że z jednej strony 

(Tw. I, Uwaga I), ze względu na (1), równość

X =  r' : r
jest równoważna równości
(6) r . X =  r',

a z drugiej, że, aby uczynić zadość równości (6), należy (§ 107, Tw. I) przyjąć

(7) M  =  M : M

i nadmienić, że w razie istnienia nierówności (5), a więc w przypadku, kiedy 
ze względu na (7) mamy

X =\̂  0
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i kiedy zatem do zupełnego oznaczenia wartości liczby x należy określić jej 
znak, przyjmiemy za znak liczby x znak dodatni lub ujemny, zależnie od tego, 
czy liczby

r  i r'

mają ten sam znak, czy też znaki przeciwne.
Def. I. J e ż e l i  z s y m b o l u  j e d n e j  z p o s t a c i

x a l b o  —  x,

g d z i e #  o z n a c z a  p e w n ą  l i c z b ę  r z e c z y w i s t ą ,  r ó w n ą  l i czbie ,  którą 
p r z e d s t a w i a  p e w i e n  s y m b o l  z ł o ż o n y  8, w y p r o w a d z a m y  s y m b o l  
r ó w n o z n a c z n y ,  w k t ó r y m  w a r t o ś ć  l i c z b y  r p r z e d s t a w i o n a  jest 
p r z e z  s y m b o l  S, to  w p r z y p a d k u  s z c z e g ó l n y m ,  k i e d y  s y m b o l  S 
j e s t  s y m b o l e m  i l o c z y n u  a l b o  i l o r a z n ,  nie z a o p a t r z o n y m  w ża­
de n  z nak  g a t u n k o w y ,  o p u s z c z a m y  n a w i a s ,  w którym na podsta ­
w i e  o g ó l n y c h  z a s a d  s y m b o l i k i  m a t e m a t y c z n e j  n a l e ż a ł o b y  
z a m k n ą ć  s y m b o l  S. W myśl tej definicyi piszemy naprzykład

r
— r . rf i — ~T lub —  r  : r'

odpowiednio zamiast / r \
— {r .r ' )  i —  \~yJ lub —  ( r  : r')

Tw. IV. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  r i r' j a k i e k o l w i e k  dwie 
l i c z b y  r z e c z y w i s t e ,  to w t a k i m  r a z i e  z a c h o d z ą  r ó w n o ś c i  nastę­
p u j ą c e :
(1) ( + * • ) . ( + O  =

( 2 )  ( — * ■ ) . ( + ✓ )  =  - r . r ' ,

( 3 )  ( + r ) . ( - г ' )  =  - г . л

(4) ( - r ) . ( - r ' )  =  + r . r ' ,

a j e ż e l i  z a c h o d z i  n i e r ó w n o ś ć

(5) г' ф  0,

t o  p r ó c z  p o w y ż s z y c h  c z t e r e c h  r ó w n o ś c i  ma my  j e s z c z e  r ó w n o ­
śc i  n a s t ę p u j ą c e :
(6 ) ( +  r)  : ( +  r ')  =  +  r : r ’

(7) ( - r ) : ( + r ')  =  - r : r '

(8) ( + r ) : ( - f 0  =  - r : r '
(9) ( - r ) : - ( r ' )  =  - l - n r ' .
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W  przypadku szczególnym, kiedy liczby rzeczywiste

r i r'

są liczbami bezwzględnemi, poprawność równości (1), (2), (3) i (4) wynika bez­
pośrednio w Tw. I § 107-go, a poprawność równości (6), (7), (8) i (9) z Tw. III 
paragrafu niniejszego. Z tychże twierdzeń możnaby wyprowadzić ogólne twier­
dzenie, o uzasadnienie którego obecnie nam chodzi, ale w takim razie należa­
łoby rozważyć z osobna każdy z przypadków, jakie, ze względu na znaki liczb 
r \ r' zajść mogą. Z tego powodu podajemy inny dowód.

Lemat I .  J a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  r z e c z y w i s t ą  o z n a c z y l i b y ś m y  
p r z e z  p, m a m y  w k a ż d y m  r a z i e

(10) — p =  (— l).p.
Istotnie, przyjmijmy
(11) P' =  {— !)■ P 
i zważmy, że (Tw. II) mamy

(12) p =  1 ■ p =  ( +  Ï) ■ p.

Z równości (11) i (12) mamy

P +  P' =  ( + 1 )  ■ P +  (— 1) • P*

P - f  P' =  P • ( +  1) +  P ■ (— -*)’ 

p +  v' — P • {  ( + 1 )  +  (— 1 ) }>

( + ! )  +  ( -  i )  =  0,

p + p '  =  p • .

skąd (§ 108, Tw. I i § 70. Tw. III oraz § 102, Tw. III) wynika równość

P + P ' =  °-

p ' =  — p

czyli

skąd (§ 107, Tw. VI)

a ponieważ

przeto

Mamy więc

a z tej równości i równości (11) wynika właśnie równość (10), którą chcie­
liśmy uzasadnić. .

Przystępujemy obecnie do uzasadnienia twierdzenia, o które nam właśnie
chodzi.

Zważywszy, że jakąkolwiek liczbę rzeczywistą oznaczylibyśmy przez p, 
mamy w każdym razie
(13) +  P =  P,
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stwierdzamy najpierw, że równości (1) i (6) rzeczywiście zachodzą w warun­
kach, podanych w twierdzeniu. Pozostają więc do udowodnienia tylko równości 
(2), (3), (4), (7), (8) i (9). Ze względu na Lemat I i na równość

mamy

skąd (§ 107, Tw. IV) 

a ponieważ (Lemat I)

- ) -  r =  r'

(—  r) . ( +  r')  =  (—  1) . r  . r \

(— r) • (4- r ') =  (— -*)•(»■ • Л

(—  1) • (r ■ r') =  — r . r',

przeto równość (2) rzeczywiście zawsze zachodzi. Jeżeli w równości (2) zastą­
pimy r  przez r', a r7 —  przez r, to uzyskamy równość

(14) (—  / ) . ( +  r) =  — r' . r,
a ponieważ (§ 107, Tw. II)

(—  O  • ( + r) =  ( + r) ■ (— Л
r ' . r  =  r  . / ,

przeto z równości (14) wynika równość (3).
Ponieważ (Lem. I)

— r =  (— 1) . r,
przeto

( - r ) . ( - r ' )  =  ( - i ) . r . ( - r ' ) ,
skąd (§ 107, Tw. IV)

(— »•).(— I-O =  ( -  I ) . ( r . ( - r 0 )  =  ( -  ! ) . { ( + r ) .  (— r') ),
zatem, ze względu na (3), mamy

skąd (Lem. I)
( - r ) . ( - r ' )  =  ( - J ) . ( - r . f O ,

(—  r) . ( —  r') =  — ( -  r . r'),

a z tej równości (§ 103, Tw. II) wynika właśnie równość (4).
Żeby jeszcze uzasadnić równości (7), (8) i (9), przyjmijmy

(15) z  =  r  : r'.

Równość ta jest równoważna równości

(16) X . r ' =  r.

Podstawiając w równości (2), (3) i (4) liczbę x  w miejsce r, uzyskujemy 
równości następujące:

(— X) .  (-|- r') =  —  X . r '
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( +  x) • (—  r') =  —  X . r' 
(— * ) • ( —  » 0  =  +  X  . r ' ,  

g z tych równości i równości (16) mamy

( - * ) . ( + ✓ )  =  - r  

( +  X) .{— r') =  — r 

(—  X) . (—  r ')  =  4 - r, 

które, ze względu na (5) i na nierówność

- г '  ф  0,

wynikającą z nierówności (5), są odpowiednio równoważne,

(17) x =  (—  r) :: ( + 0
(18) +  *  =  ( — *•) : ( - 0 -

(19) —  x  —  ( +  r) :: ( -  r O

Na podstawie równości (15) wynikają z równości (17), (18) i (19) odpo­
wiednio równości (7), (9) i (8). Ostatecznie więc twierdzenie zachodzi w poda- 
nem brzmieniu.

Uwaga. Jeżeli zestawimy każdą z równości (2) i (3) z równością (1), a każdą 
z równości (7) i (8) z równością (6), to z łatwością dostrzeżemy, że z zesta­
wień tych wynika twierdzenie następujące: J e ż e l i  we wz o r z e ,  p r z e d s t a ­
w i a j ą c y m  i l o c z y n  a l b o  i l o r a z  d w ó c h  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h ,  za­
s t ąp i my  j e d n ą  z t y c h  l i c z b  p r z e z  l i c z b ę  je-j s y m e t r y c z n ą ,  to 
nowy  w z ó r  p r z e d s t a w i a ć  b ę d z i e  l i c z b ę  s y m e t r y c z n ą  do tej ,  
k t órą  p r z e d s t a w i a ł  w z ó r  p i e r w o t n y  (naturalnie z zastrzeżeniem, że, 
jeżeli chodzi o iloraz, to d z i e l n i k  nie j e s t  r ó w n y  zeru).

§ 110. W  tym paragrafie zamierzamy omówić najelementarniejsze i naj­
ważniejsze zarazem własności zbioru wszystkich liczb rzeczywistych.

W  § 105 tym podaliśmy podział zbioru liczb rzeczywistych na trzy kate- 
gorye, a mianowicie, na liczby dodatnie, ujemne i równe zeru. Ale w praktyce 
naukowej dogodną jest rzeczą dzielić liczby rzeczywiste na rodzaje i w inny 
jeszcze sposób. Przedewszystkiem zaznaczamy, że, ponieważ do każdej liczby 
nieujemnej można dobrać równą jej liczbę bezwzględną, ponieważ nadto w za­
stosowaniach chodzi zwykle wyłącznie o wartości liczb, przeto często przyj­
muje się milcząco, że ze zbioru liczb rzeczywistych liczby względne nieujemne 
zostały usunięte i w takim razie rozróżnia się dwa rodzaje liczb rzeczywistych, 
a mianowicie: liczby bezwzględne i liczby ujemne. Inna znów klasyfikacya liczb 
rzeczywistych, wielkie mająca znaczenie w praktyce, opiera się na własnościach
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wartości bezwzględnych rozważanych liczb: zbiór liczb rzeczywistych dzielimy 
na zbiór liczb wymiernych i zbiór liczb niewymiernych, zaliczając do zbioru liczb 
wymiernych wszystkie te liczby rzeczywiste, których wartościami bezwzględnemi 
są liczby wymierne bezwzględne, a do zbioru liczb niewymiernych, wszystkie 
inne liczby rzeczywiste; w zbiorze liczb wymiernych odróżniamy liczby całkowite 
czyli takie, których wartości bezwzględne równają się liczbom całkowitym bez­
względnym, od pozostałych liczb rzeczywistych wymiernych, które obejmujemy 
pod nazwą liczb rzeczywistych ułamkowych.

Tw. I. J a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  r z e c z y w i s t ą  o z n a c z y l i b y ś m y  
pr z e z  r, z a w s z e  i s t n i e ć  b ę d ą  d w i e  l i c z b y  w y m i e r n e  ą  i w>2, speł ­
n i a j ą c e  n i e r ó w n o ś c i  
<1) W1 <  r  <  « у
Istotnie, przyjmijmy

d =  \r\.

Zawsze znajdzie się liczba wymierna bezwzględna w, większa od liczby d\ 
jeżeli bowiem liczba d jest liczbą wymierną, to dość będzie przyjąć np.

w =  d —(— 1,

żeby liczba w była liczbą wymierną, spełniającą nierówność

(2) w >  d;

jeżeli zaś liczba d jest liczbą bezwzględną niewymierną, to wystarczy ozna­
czyć przez w liczbę wymierną drugiej kategoryi w stosunku do przekroju zbioru 
liczb wymiernych bezwzględnych, na którym liczba d jest położona, aby liczba 
w była liczbą wymierną bezwzględną, spełniającą nierówność (2). Ale jeżeli 
przyjmiemy

* Wx =  — w, u>s =  - f  - w,

to liczby Wj i w2 będą liczbami wymiernemi i, ze względu na (2), będą spełniać 
nierówności (1). Zatem twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

W niosek. W z b i o r z e  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  t u d z i e ż  w zbiorze,  
o b e j m u j ą c y m  t y l k o  l i c z b y  r z e c z y w i s t e  w y m i e r n e  a l b o  nawet  
t y l k o  l i c z b y  r z e c z y w i s t e  c a ł k o w i t e ,  n i e m a  ani  l i c z b y  najmniej ­
s z e j  ani  l i c z b y  n a j w i ę k s z e j .

Tw.  II. J e ż e l i  d a n e  l i c z b y  r z e c z y w i s t e  r i r' s p e ł n i a j ą  nie­
r ó w n o ś ć
(1) r <  r',

to z a w s z e  i s t n i e j e  l i c z b a  w y m i e r n a  w, p o ś r e d n i a  p o m i ę d z y  licz­
b a m i  r i r', c z y l i  s p e ł n i a j ą c a  n i e r ó w n o ś c i

<2) r < w <  r\
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Istotnie, jeżeli liczba r jest ujemna, a liczba r' dodatnia, to liczba w speł­
niać będzie warunki twierdzenia, jeżeli przyjmiemy

(3) w — 0.

Pozostają więc do rozważania przypadki, w których wartość (3) na w nie 
spełniałaby nierówności (2). Przyjmijmy

(4) d — \r\ i d ' =  \r> \.

Ponieważ mamy do zbadania przypadki, w których, obok nierówności (1), 
mamy albo
(5) O ^ r ,  
albo
(6) r' ^  0, 
przeto istnienie równości

d =  d'

jest wykluczone. Zatem (§86, Tw. I) istnieć będzie pewna liczba wymierna w0, 
pośrednia pomiędzy liczbami d i d'. Jeżeli tedy przyjmiemy

albo
w =  +tt>0,

w — —  w0,

zależnie od tego, czy zachodzi (5) czy (6), to liczba rzeczywista w będzie liczbą 
wymierną, spełniającą nierówności (2). Zatem twierdzenie zachodzi w podanem 
brzmieniu.

Def. I. J e ż e l i  w pewnym zbiorze(Z)  w i e l k o ś c i  w znaczeniu ś c i ­
ś l e j szym (§ 28) nie i s t n i e j e  ani  w i e l k o ś ć  najm niejsza, an i w ielkość 
n a j w i ę k s z a ,  to  w t ak i m r a z i e  z o wi emy przekro jem  zbioru (Z) t ak i 
p o d z i a ł  jeg o  na d w a  n i epus t e  zb i ory ,  żeby każdy element j e d n e g o  
z t y c h  z b i o r ó w ,  (Z^, by ł  m n i e j s z y  od k a ż d e g o  e l e m e n t u  drugiego 
zbioru (Z2); z b i o r y  (Z,) i (Z2) z o w i ą s i ę  odpowiednio  z b i o r a m i  elem en­
tów  pierwszej i drugiej kategoryi w stosunku do odnośnego przekroju; j e ż e l i  
n i e m a  ani  n a j w i ę k s z e g o  e l e m e n t u  w z b i o r z e  (Z,), an i n a j m n i e j ­
s z e g o  e l e m e n t u  w z b i o r z e ( Z 2), to odnośny p r z e k r ó j  zbioru(Z)  zo ­
wie się  przekrojem drugiego gatunku, w p r z e c i w n y m  zaś  r az i e  r o z w a ­
ż a n y  p r z e k r ó j  z o w i e  się  przekrojem pierwszego gatunku.

Def. II. Jeż e l i  p e w i e n  z b i ó r  w i e l k o ś c i  (Z), s p e ł n i a j ą c y  w a ­
r u n k i  Def.  I j e s t  p o d z b i o r e m 1) p e w n e g o  z b i o r u  w i e l k o ś c i  (W),

*) Przypominamy czytelnikowi, że orzeczenie, iż pewien zbiór (Z) jest podzbiorem pe­
wnego zbioru (W), wyraża tylko, że każdy element zbioru (Z), należy do zbioru (W), a więc 
nie wyklucza zlewania się zbioru (Z) ze zbiorem (W).
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to o r z e c z e n i e ,  iż p e w i e n  e l ement  e z b i o r u  (W) położony j e s t  na pe­
w n y m  p r z e k r o j u  (P) z b i o r u  (Z), w y r a ż a ,  że e l e m e n t  e nie  j e s t  ani  
m n i e j s z y  o d  ż a d n e g o  e l e m e n t u  z b i o r u  (Z), b ę d ą c e g o  e l e m e n t e m  
p i e r w s z e j  k a t e g o r y i  w s t o s u n k u  d o  p r z e k r o j u  (P), an i w i ę k s z y  
o d  ż a d n e g o  e l e m e n t u  z b i o r u  (Z), b ę d ą c e g o  e l e m e n t e m  d r u g i e j  
k a t e g o r y i  w s t o s u n k u  do r o z w a ż a n e g o  p r z e k r o j u .

Tw. 111. K a ż d e m u  p r z e k r o j o w i  z b i o r u  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  
w y m i e r n y c h  o d p o w i a d a  d o k ł a d n i e  j e d n e j  w a r t o ś c i  l i c z b a  rze­
c z y w i s t a ,  p o ł o ż o n a  na ty m p r z e k r o j u .

Twierdzenie to jest równoważne zespołowi dwóch twierdzeń następu­
jących:

(A) Jeżeli oznaczymy przez (P) jakikolwiek przekrój zbioru liczb wymier­
nych, to istnieje liczba rzeczywista, położona na tym przekroju.

(B) Jeżeli każda z pewnych dwóch liczb rzeczywistych r i r' położona 
jest na tym samym przekroju (P) zbioru liczb wymiernych, to w takim razie 
zachodzi równość
(1) r =  r'.

Zwracamy się najpierw do uzasadnienia lematu (A). Jeżeli oznaczymy od­
powiednio przez (Aj) i (A2) zbiory liczb wymiernych pierwszej i drugiej kate­
goryi w stosunku do przekroju (P), to w każdym razie zachodzić musi jeden 
z dwóch przypadków następujących:

(a) W zbiorze (Aj) istnieje liczba od zera większa.
(ß) W  zbiorze (A,) niema liczby od zera większej.
Biorąc najpierw pod uwagę przypadek (a), oznaczmy przez (A 'j) ten pod­

zbiór zbioru (A,), jaki tworzą liczby zbioru (A,), nie mniejsze od zera. Liczby 
bezwzględne, należące do zbioru (A'j), i liczby bezwzględne, należące do zbioru 
(A2), stanowią oczywiście odpowiednio zbiory liczb wymiernych bezwzględnych 
pierwszej i drugiej kategoryi w stosunku do pewnego przekroju zbioru liczb 
wymiernych bezwzględnych. Na tym przekroju jest położona (§ 79 Def. II i § 82 
Def. I) pewna liczba bezwzględna a, a ta liczba jest, jak z łatwością dostrze­
gamy, liczbę rzeczywistą, położoną na przekroju (P).

Zwracając się do przypadku (ß), zaznaczamy, że w tym przypadku za­
chodzić musi jedna z dwóch okoliczności następujących:

(ß') W zbiorze (A2) niema liczby od zera mniejszej.
(ß") W zbiorze (A2) istnieje liczba mniejsza od zera.
Jeżeli przypadkowi (ß) towarzyszy okoliczność (ß'), to oczywiście liczba 

zero jest liczbą położoną na przekroju (P). Zatem, żeby uzasadnić w zupełności 
lemat (A), pozostaje tylko do wykazania, że w razie, kiedy przypadkowi (ß) to­
warzyszy okoliczność (ß"), istnieje także pewna liczba rzeczywista, położona na 
przekroju (P).
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Otóż, jeżeli oznaczymy przez (Bt) zbiór wartości bezwzględnych tych 
liczb zbioru (Aj), które nie są dodatnie, a przez (Bs) zbiór wartości bezwzglę­
dnych liczb zbioru (Ai), to, jak łatwo dostrzedz, zbiory (Bx) i (Вг) stanowią 
odpowiednio zbiory liczb wymiernych bezwzględnych pierwszej i drugiej kate- 
goryi w stosunku do pewnego przekroju zbioru liczb wymiernych. Na tym 
przekroju zbioru liczb wymiernych bezwzględnych położona jest (§ 79 Def. II 
§ 82 Def. I) pewna liczba bezwzględna d. Otóż z łatwością dostrzegamy, że 
liczba rzeczywista

—  d

jest liczbą rzeczywistą, położoną w rozważanym przypadku na przekroju (P). 
Zatem lemat (A) jest uzasadniony. Żeby uzasadnić i lemat (B), załóżmy, że 
wbrew brzmieniu tego lematu dwie nierówne pomiędzy sobą liczby rzeczywiste 
r i r' (r <  r') położone są na tym samym przekroju (P) zbioru liczb wymier­
nych. Na podstawie Tw. II znajdzie się liczba wymierna w, spełniającą jedno­
cześnie obie nierówności
(2) r •< w
i
<3) w •< r'.

Zachowując wyżej nadane znaczenie symbolom (Ai) i (A2), zważmy, że 
z  nierówności (2) wynika (Def. II), iż liczba w należy do zbioru (A2), a z nie­
równości (3) — że liczba w należy do zbioru (A,). Zatem, przy wymienionym 
założeniu, zbiory (Ax) i (Aa) miałyby, wbrew brzmieniu Def. I, jeden przynaj­
mniej wspólny element w. Wnosimy stąd, że lemat (B) zachodzi w podanym 
brzmieniu, a to tylko pozostawało do wykazania, żeby nasze twierdzenie w zu­
pełności uzasadnić.

Г w. IV . K a ż d e j  l i c z b i e  r z e c z y w i s t e j  r o d p o w i a d a  j eden  
p r z y n a j m n i e j  p r z e k r ó j  z b i o r u  l i c z b  w y m i e r n y c h ,  na k t ó r y m  
o n a  j e s t  p o ł o ż o n a ;  j e ż e l i  l i c z b a  r j e s t  n i e w y m i e r n a ,  to i s t n i e j e  
j e d e n  t y l k o  p r z e k r ó j  z b i o r u  l i c z b  w y m i e r n y c h ,  s p e ł n i a j ą c y  
p o w y ż s z y  w a r u n e k ,  i ten p r z e k r ó j  j e s t  p r z e k r o j e m  dr ug i e go  
g a t u n k u ;  j e ż e l i  zaś  l i c z b a  r j e s t  w y m i e r n a ,  to i s t n i e j ą  d o k ł a ­
dni e  d w a  t a k i e  p r z e k r o j e  z b i o r u  l i c z b  wymiernych,  że ta l i c z b a  
r p o ł o ż o n a  j e s t  na k a ż d y m  z n i c h ,  a k ażd y  z t y c h  d w ó c h  prze ­
k r o j ó w  j e s t  p r z e k r o j e m  d r u g i e g o  gatunku.

Żeby twierdzenie to uzasadnić, oznaczmy przez (Wj) zbiór wszystkich 
liczb wymiernych, mniejszych od liczby r, a przez (W 2) zbiór wszystkich liczb 
wymiernych, większych od liczby r. Z łatwością dostrzegamy, że zachodzą oko­
liczności następujące:

(A) Ze względu na Tw. I żaden ze zbiorów (W ,) i (W 2) nie jest pusty.
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(B) Każda liczba zbioru (W J jest mniejsza od każdej liczby zbioru (WJ.
(C) Jeżeli liczba rzeczywista r  położona jest na pewnym przekroju (P) 

zbioru liczb wymiernych, a symbole (AJ i (AJ oznaczają odpowiednio zbiory 
liczb wymiernych pierwszej i drugiej kategoryi w stosunkn do przekroju (P), 
to każda liczba wymierna, nierówna liczbie r, jest albo wspólnym elementem 
zbiorów (W J i (AJ albo wspólnym elementem zbiorów (W J i (A2).

Powiadam teraz, co następuje:
(D) Jeżeli liczba rzeczywista r jest niewymierna, to żadna liczba wymierna 

nie równa się liczbie r.
Istotnie, gdyby liczba r równała się pewnej liczbie wymiernej w, to mieli­

byśmy
\r I =  M ,

a zatem, wartość bezwzględna liczby r byłaby wymierna i sama liczba r, wbrew 
założeniu lematu (D), byłaby liczbą wymierną.

Załóżmy, że liczba r jest liczbą niewymierną. W takim razie, ze względu 
na (D), każda liczba wymierna należy do jednego ze zbiorów (W J i (W J. 
Zatem, na podstawie uwag (A) i (B), zbiory (W J i (W J są odpowiednio zbio­
rami liczb wymiernych pierwszej i drugiej kategoryi w stosunku do pewnego 
przekroju ( Q) zbioru liczb wymiernych. Ale z definicyi zbiorów (W J i (W J 
wynika, że liczba r położona jest na przekroju ( f t ,  a z zestawienia uwag (C) 
i (D) wynika, że jeżeli liczba r  położona jest na pewnym przekroju (P) zbioru 
liczb wymiernych, to ten przekrój zlewa się z przekrojem ( Q). Przekrój ( f t  
zbioru liczb rzeczywistych wymiernych jest drugiego gatunku, albowiem, jeżeli 
oznaczymy przez w liczbę, należąca do jednego ze zbiorów (W J lub (W J, to, 
ze względu na lemat (D), nie będzie ona równą liczbie r, a więc (Tw. II) znaj­
dzie się liczba wymierna pośrednia pomiędzy r i w, skąd znów wynika, że 
niema ani największej liczby w zbiorze (W J ani najmniejszej w zbiorze (W2). 
Zatem, o ile chodzi o liczby niewymierne, twierdzenie nasze jest uzasadnione.

Załóżmy teraz, że liczba r jest liczbą wymierną i oznaczmy przez (W 'J  
zbiór, uzyskany przez połączenie zbioru (W J ze zbiorem liczb równych liczbie 
r, a przez (W 'J  zbiór, uzyskany przez połączenie tych liczb ze zbiorem (WJ. 
Z uwag podanych pod (A) i (B) wynika, że zbiory (W 'J  i (W J są zbiorami 
liczb wymiernych, odpowiednio pierwszej i drugiej kategoryi, w stosunku do 
pewnego przekroju ( f t )  zbioru liczb wymiernych, a zbiory (W J i (W J — zbio­
rami liczb wymiernych odpowiednio pierwszej i drugiej kategoryi w stosnnku 
do pewnego drugiego przekroju ( f t )  zbioru liczb wymiernych. Z łatwością do­
strzegamy, że każdy z przekrojów ( ft )  i ( f t )  jest pierwszego gatunku, a liczba 
r jest położona na każdym z nich; z uwagi zaś (f t  wnosimy, że, jeżeli liczba r 
położona jest na pewnym przekroju (P) zbioru liczb wymiernych, to ten prze­
krój zlewa się z jednym z przekrojów ( f t )  lub (ft ) . Zatem nasze twierdzenie-
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jest uzasadnione i w przypadku wymierności liczby r, a o to tylko jeszcze 
chodziło.

Tw. V. P r z e k r o j e  z b i o r u  w s z y s t k i c h  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  
p o s i a d a j ą  w ł a s n o ś c i  n a s t ę p u j ą c e :

1° Na k a ż d y m  p r z e k r o j u  (R) z b i o r u  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  
p o ł o ż o n a  j e s t  l i c z b a  r z e c z y w i s t a ,  k t ó r e j  w a r t o ś ć  o z n a c z o n a  
j e s t  w z u p e ł n o ś c i .

2° Każdy p r z e k r ó j  (R) z b i o r u  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  j e s t  p rze- 
k r o j e m  p i e r w s z e g o  g a t unku ,  a c o  do l i c z b y  r na nim p o ł o ż o n e j  
z a c h o d z i  j e d e n  z d w ó c h ,  w y k l u c z a j ą c y c h  się  w z a j e m n i e  wy­
p a d k ó w  n a s t ę p u j ą c y c h :  l i c z b a  r j e s t  a l b o  n a j w i ę k s z ą  l i c z b ą  
z b i o r u  l i c z b  r z e c z  у wis  ty ch (Rj), p i er  wsze j  k a t e g o r y i  w s t o s u n k u  
do p r z e k r ó j  u (R), a l b o  — n a j m n i e j s z ą  l i c z b ę  zbioru l i c z b  r z e c z y ­
w i s t y c h  (R2), d r ug i e j  k a t e g o r y i  w s t o s u n k u  do p r z e k r o j u  (R).

39 K a ż d e j  l i c z b i e  r z e c z y w i s t e j  o d p o w i a d a j ą  d o k ł a d n i e  
dwa t a k i e  p r z e k r o j e  z b i o r u  l i c z b  w y m i e r n y c h ,  że ona  j e s t  po­
ł o ż o n a  na k a ż d y m  z nich.

Żeby twierdzenie to uzasadnić, oznaczmy przez (A,) i (As) zbiory liczb 
wymiernych, należących odpowiednio do zbiorów (R,) i (R2). Zbiory (Ax) i (As) 
stanowią odpowiednio zbiory liczb wymiernych pierwszej i drugiej kategoryi 
w stosunku do pewnego przekroju (P) zbioru liczb wymiernych. Na przekroju 
(P) położona jest (T. III) liczba rzeczywista r, której wartość jest oznaczona 
w zupełności. Liczba r jest położona na przekroju (R). Istotnie, jeżeli pewna 
liczba rzeczywista r, spełnia nierówność

(1) ri < ri

to zawsze istnieje (Tw. II) liczba wymierna ax , spełniająca nierówności

(2) rt <  a,
i
(3) ax <  r;

ze względu na (3), liczba a, należy do zbioru (АД a zatem liczba ta należy 
i do zbioru (R,), skąd, ze względu na (2), wynika, że r, należy także do zbioru 
(Rj); całkiem analogicznie stwierdzamy, że każda liczba rzeczywista rt , speł­
niająca nierówność

rt >  r,

należy do zbioru (R2), a z tych uwag łatwo już wnosimy, że liczba r jest rzeczy­
wiście położona na przekroju (R). Ponieważ zaś dostrzegamy z łatwością, że
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liczba, położona na przekroju (R), zawsze musi równać się liczbie r, przeto 
stwierdzamy, że 1-sza część twierdzenia jest uzasadniona.

Żeby uzasadnić 2-gą część twierdzenia, nąleży tylko zważyć, że, jeżeli ozna­
czymy przer r liczbę, położoną na przekroju (R) (a liczba taka istnieje na 
podstawie dowiedzionej już pierwszej części twierdzenia), to liczba r należeć 
będzie do któregoś ze zbiorów (R^ lub (R,), skąd z łatwością wyprowadzamy 
słuszność 2-giej części twierdzenia.

Część trzecia twierdzenia może być uzasadniona w sposób następujący. 
Jeżeli oznaczymy przez (R 'J zbiór liczb rzeczywistych, mniejszych od dowolnie 
oznaczonej liczby rzeczywistej r, a przez (R't) zbiór liczb rzeczywistych więk­
szych od tejże liczby, to (Tw. I) żaden ze zbiorów (R'i) i (R '2) nie będzie 
pusty, a każda liczba zbioru (R'j) będzie mniejsza od każdej liczby zbioru (R'2). 
Stąd wnosimy, że po rozszerzeniu jednego ze zbiorów (R'j) lub (R'2) przez 
dołączenie do niego liczb, równych liczbie r, zbiory te przedstawiać będą 
odpowiednio zbiory liczb rzeczywistych pierwszej i drugiej kategoryi w sto­
sunku do pewnego przekroju (R) zbioru liczb rzeczywistych. Liczba r oczywi­
ście położona będzie na przekroju (R), a nadto dostrzegamy bez trudności, że, 
jeżeli liczba r położona jest na pewnym przekroju zbioru liczb rzeczywistych, 
to ten przekrój musi zlewać się z jednym z dwóch przekrojów, które uzyskane 
być mogą, rozszerzając w powyższy sposób jeden ze zbiorów (R',) lub (R's). 
Ostatecznie więc twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu

§ 111. Istnienie liczb ujemnych nastręcza myśl o takiem rozszerzeniu po­
jęcia potęgi, opracowanego w § 73 cim, żeby pojęcie to ustalić i dla przypadku, 
w którym wykładnik jest jakąkolwiek liczbą całkowitą ujemną, a zasada — 
elementem takiej klasy wielkości (K), dla której ważne są wszystkie twierdze­
nia, wyszczególnione w § 67-ym. Oczywistą jest rzeczą, że, bez naruszenia praw 
logiki, można różnymi sposobami dokonać rozszerzenia jakiegokolwiek danego 
pojęcia, ale nie każde rozszerzenie danego pojęcia odpowiadać będzie potrze­
bom nauki. Żeby przy rozszerzaniu już istniejących pojęć o ile możności za­
dość uczynić potrzebom nauki, kierujemy się zwykle zasadą następującą.

(A) J e ż e l i  p e w n e  p o j ę c i e  (P) j e s t  u s t a l o n e  d l a  p r z y p a d k u ,  
w k t ó r y m  s p e ł n i o n e  są p e w n e  w a r u n k i  (W), a c h o d z i  n a m o tof 
ż e b y  to p o j ę c i e  u s t a l i ć  j e s z c z e  d l a  p r z y p a d k u ,  w k t ó r y m ,  za­
m i a s t  w a r u n k ó w  (W), z a c h o d z ą  p e w n e  i n n e  w a r u n k i  (W'), to 
t o  w t a k i m  r a z i e  u s i ł u j e m y  tak o k r e ś l i ć  p o j ę c i e  (P) p r z y  wa­
r u n k a c h  (W '), ż e b y  p e w n e  z d a n i e  ( m o g ą c e  b y ć  s a m o  u k ł a d e m 
k i l ku  zdań) ,  w y r a ż a j ą c e  c h a r a k t e r y s t y c z n ą  w ł a s n o ś ć  p o j ę c i a  
(P), k i e d y  z a c h o d z ą  w a r u n k i  (W), p o z o s t a w a ł o  j e s z c z e  taki em 
i p r z y  r o z s z e r z o n e m  p o j m o w a n i u  r o z w a ż a n e g o  p o j ę c i a .

Żeby powyższą zasadę zastosować do rozszerzenia pojęcia potęgi, przyj­
miemy za podstawę naszych dociekań twierdzenie następujące.



257§ U l

(В) J e ż e l i ,  o z n a c z y w s z y  p r z e z  a e l e me n t  k l a s y  (К), a p r z e z  
X i y d w i e  l i c z b y  c a ł k o w i t e ,  z a ł o ż y m y ,  że e l e m e n t  a o r a z  l i c z b y  
X i у s p e ł n i a  j ą w a r u n к i, k t ó r e  s p e ł n i o n e  b y ć  m u s z ą ,  ż e b y  
s y m b o l e
(1) a* i av

nie b y ł y  p o z b a w i o n e  z n a c z e n i a ,  to w t a k i m r a z i e  z a c h o d z i  ró­
w n o ś ć
(2) a*. av =  ax+\

a p r z y  t em m a m y  w k a ż d y m  r a z i e

(3) a1 =  a.

(C) Z d a n i e  (B) w y r a ż a ć  b ę d z i e  c h a r a k t e r y s t y c z n ą  w ł a s n o ś ć  
tego  p o j ę c i a ,  które w p r o w a d z i l i ś m y  w § 73-c im pod n a z w ą  potęgi 
o wykładniku n , za zasadę przyjętego elementu a klasy (K), j e ż e l i  j e s z c z e  
na d mi e n i my ,  że r z e c z o n a  naz wa  o z n a c z a  e l e me n t  k l as y  (K) o k r e ­
ś l ony t y l k o  pod w z g l ę d e m  wa r t o ś c i ,  ale pod tym w z g l ę d e m  o k r e ­
ś l o ny  w z u p e ł n o ś c i ,  s k o r o  dane  są w a r t o ś c i  e l e m e n t u a i  l i c z b y  
n d o d a j ą c ,  że za s y m b o l  r z e c z o n e g o  e l e me nt u  p r z y j m u j e m y

a".

O słuszności powyższych twierdzeń przekonywamy się z następujących 
rozważań: Jeżeli do równości (2) podstawimy w miejsce x  i у liczby całkowite

to uzyskamy równość 

skąd ze względu na (3)
(4 )

n i 1, 

an+‘ =  a " . a\

a.+, _  an a .

jeżeli zaś zastąpimy w równości (2) x  i у przez liczby

to, uwzględniwszy (3), otrzymamy 

jeżeli więc

0 i 1 , 

a°. a =  o '; 

«  +  [*,

gdzie p oznacza moduł dodawania, to (§ 72, Tw. I) mieć będziemy

(5) a ' =  a‘ : a.
Wstęp do analizy.
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Zestawiając równości (2), (3), (4) i (5) z Tw. III i Def. I § 73-go, prze­
konywamy się natychmiast o słuszności twierdzeń, które pragnęliśmy uzasadnić.

Ze względu na twierdzenie (C) i na zasadę, podaną pod (A), powstaje 
myśl, żeby definicyę potęgi elementu a klasy (K), przyjętego za zasadę, tak 
określić przy wartości ujemnej wykładnika z , iżby, po zachowaniu symbolu

a‘

na potęgę elementu a o wykładniku z, zdanie, podane pod (B), było słuszne. 
Przystępując do tej kwestyi, założymy, że

(6) а ф  p,

gdzie p oznacza moduł dodawania. Wprawdzie i w przypadku, w którym mie­
libyśmy
(7) a =  fi, 
możnaby symbol

a’

tak określić, żeby zdanie (B) było słuszne, ale jak się czytelnik sam łatwo 
przekona, należałoby w takim razie przyjąć

(8) p-' =  p

przy każdej wartości całkowitej na г, skąd wynikałaby niedogodna konieczność 
zaznaczania w teoryi potęg różnych wyjątkowych okoliczności, które zachodzi­
łyby w przypadku, kiedy zasada a spełniałaby równość (7); tak np. ze względu 
na (8) mielibyśmy wyjątkowo

V-° =  P

wówczas, gdy (§ 73, Tw. I) nierówność (6) pociąga za sobą równość

a° =  V,
gdzie V oznacza moduł mnożenia.

(D) J e ż e l i  p r z y  p o w y ż s z e m  z n a c z e n i u  s y m b o l ó w  a i z zna­
c z e n i e  s y m b o l u

a’

tak  m o ż e  b y ć  o k r e ś l o n e  d l a  w a r t o ś c i  c a ł k o w i t y c h  i u j e m n y c h  
l i c z b y  г ,  żeby ,  p r z y  z a c h o w a n i u  Def.  I § 73 -g o , z d a n i e ,  po d ane  
p o d  (B), b y ł o  s ł u s z n e ,  p r z y  wszystki ch w a r t o ś c i a c h  c a ł k o w i t y c h  
na X i y, s k o r o  t y l k o  s p e ł n i o n a  j e s t  n i e r ó w n o ś ć  (6), to  w tak i m 
r a z i e  mus i  z a c h o d z i ć  w z ó r

V
(9) a a
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g d z i e  V o z n a c z a  m o d u ł  m n o ż e n i a  e l e m e n t ó w  k l as y  (К), a s y m b o l
n

l i c z b ą  c a ł k o w i t ą  i d o d a t n i ą .
Istotnie, przyjmijmy, że założenia tego twierdzenienia są spełnione i pod­

stawmy w równości (2), w miejsce x  i y , liczby

— n i -j- и.

Ponieważ przy tych wartościach na z  i y mamy

przeto z równości (2) mamy

skąd (§ 73, Tw. I)
(10)

* +  У =  °1 

a~" . a" — a°,

a~" . a" =  V.

Ponieważ zaś (§ 73, Tw. II) mamy
а - ф  a ,

przeto (§ 72, Tw. I, Uw. III) z równości (10) mamy rzeczywiście r.a a” wzór (9), 
a o to tylko chodziło.

Powyższe twierdzenie nastręcza myśl o przyjęciu definicyi, którą rzeczy­
wiście przyjmiemy i która brzmi jak następuje.

D ef.I . J eż e l i  p e wi e n  e l e m e n t  a k lasy(K)  s p e ł n i a  n i e r ó w n o ś ć

« Ф  Ib

g d z i e  p j e s t  moduł  d o d a w a n i a ,  a symbol  n o z n a c z a  j a k ą k o l w i e k  
l i c z b ę  c a ł k o w i t ą  d o d a t n i ą ,  t o  s y m b o l

a- ”

u w a ż a ć  będz iemy za e l e m e n t  klasy  (K), o k r e ś l o n y  p r z e z  r ó w n o ś ć

gdzie V ozna cz a  moduł  mnożenia,  i mówić  będziemy,  że symbol 
(I) przedstawia  potęgę o wykładniku ujemnym

—  n

e l e m e n t u  a, p r z y j ę t e g o  za zasadę.
Tw. I. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  z j a k ą k o l w i e k  l i c z b ę  c a ł k o ­

w i t ą ,  a p r z e z  a e l e m e n t  k l a s y  (K), n i e r ó w n y  m o d u ł o w i  d o d a w a ­
nia  p, to  s y m b o l

a"
17*
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p r z e d s t a w i a  e l e m e n t  k l a s y  (К), o z n a c z o n y  ty lko  co  do w a r t o ś c i ,  
a l e  o z n a c z o n y  p o d  t y m  w z g l ę d e m  w z u p e ł n o ś c i ,  i s p e ł n i a j ą c y  
n i e r ó w n o ś ć

a‘ Ц= (X.

Istotnie, jeżeli liczba całkowita z nie jest ujemna, to twierdzenie zachodzi 
na podstawie teoryi, wyłożonej w § 73 cim. Jeżeli zaś mamy

z < 0 ,

to słuszność naszego twierdzenia wynika ze wzoru (I) po uwzględnieniu Tw. II 
§ 73 go, Tw. I § 72-go i Tw. I § 74-go.

Tw. II . J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  x  i у d w i e  d o w o l n i e  przy ­
j ę t e  l i c z b y  c a ł k o w i t e  (z których zatem każda mieć może jakąkolwiek 
wartość dodatnią, ujemną lub zerową), j e ż e l i  n a d t o  o z n a c z y m y  przez  
a j a k i k o l w i e k  e l e m e n t  k l a s y  (K), b y l e  s p e ł n i a j ą c y  n i e r ó w n o ś ć

(1)

g d z i e  p o z n a c z a  j a k  w y ż e j  m o d u ł  d o d a w a n i a ,  t o  w t a k i m  raz ie  
m a m y
(2) ax.a v =  a*4

Jeżeli żadna z liczb x i y nie jest ujemna, to (§ 73, Tw. III) równość (2) 
zachodzi. Mamy więc do zbadania tylko przypadki, w których jeden, albo każdy 
z wykładników x i у jest ujemny. Ponieważ ze względu na własność prze- 
mienności dodawania i własność przemienności mnożenia, przypadek, kiedy 
mamy

x <  Ö, у ^  0

przez prostą zamianę znaczeń liter x  i у sprowadzony być może do przypadku, 
kiedy mamy
(3) x ^ 0 ,  y < 0 ,

przeto mamy do rozważenia tylko przypadek, kiedy zachodzą związki (3), i przy­
padek, kiedy mamy
(4) x  <  0, у <  0.

Jeżeli oznaczymy przez n i m dwie liczby całkowite bezwzględne, to 
w razie istnienia związków (3) będziemy mogli przyjąć

»

(5) x =  n , у =  — m
i mieć będziemy
(6) n Sä 0, m >  0,
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w przypadku zaś istnienia związków (4) będziemy mogli przyjąć

( 7 )  X  =  —  n, y  =  — m 
i mieć będziemy
( 8 )  w >  O, m >  0.

Załóżmy najpierw, że zachodzą wzory (5) i nierówności (6). Mamy tedy

oT =  a  ,

oraz na podstawie wzoru (I) 

skąd

(9)
Jeżeli mamy

a" =  a

a . a'

V

<Г

to
n => m , 

w —  tw ^  0 .

Zatem i na podstawie Tw. III § 73-go mieć będziemy

(10)

ponieważ zaś mamy
(U)
przeto mieć będziemy
(12)

X - f -  y —  n  —  m ,

a z równości (9), (10) i (12) wynika właśnie równość (2). Gdyby zaś zacho­
dziła nierówność

n <  m,

to mielibyśmy
(13) »i —  n >  0

i w takim razie zachodziłaby równość

a" V
(14)

albowiem z równości
a a

am . V =  am,

wynikającej z definicyi modułu mnożenia (§ 72, Def. I), i równości (§ 73, Tw. III)
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wynika równość
a" . am-B =  a™ 

a" . a” - " =  a”  . v

która (§ 74, Tw. II) pociąga za sobą równość (14). Z drugiej strony ze wzoru
(11) mamy

Х +  У —  — (m —  n),

skąd, ze względu na (13) i na Def. I, mamy

(15)

Z równości (9), (14) i (15) wynika znów równość (2).
Pozostaje więc do zbadania przypadek, kiedy zachodzą związki (7) i (8). 

Mamy tedy
vаГ — а * =  —  , a”

v
a* =  a = —— » am

skąd

(16) ax . a“ =  - „ V .  •v ' a" . aT
Z drugiej strony mamy

x +  y =  - {m -\ -n ) ,
zatem

(17) ax+v =  л ~ (»+") =  .

Ponieważ zaś (§ 73, Tw. III)
a" . a" — a”+” ,

przeto z równości (16) i (17) wynika znowu równość (2). Ostatecznie więc, 
twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

W niosek I. Z d a n i e  (B) w y r a ż a ć  b ę d z i e  c h a r a k t e r y s t y c z n ą  
w ł a ś c i w o ś ć  p o j ę c i a  p o t ę g i  e l e m e n t u  k l a s y  (К) o w y k ł a d n i k u  
c a ł k o w i t y m  ( u j e m n y m ,  d o d a t n i m  l ub  z e r o w y m ) ,  j e ż e l i  p r z y j ­
m i e m y  z a  s y m b o l  p o t ę g i  e l e m e n t u  a k l a s y  (К) o w y k ł a d n i k u «  
s y m b o l

an

n a d m i e n i m y ,  że s y m b o l  ten p r z e d s t a w i a  e l e m e n t  k l a s y  (K) 
o z n a c z o n y  t y l k o  c o  do  w a r t o ś c i ,  a l e  o z n a c z o n y p o d  t y m w z g l ę ­
de m w z u p e ł n o ś c i ,  s k o r o  o z n a c z o n a  j e s t  l i c z b a  c a ł k o w i t a  г 
i m o d u ł o w i  d o d a w a n i a  n i e r ó w n a  w a r t o ś ć  e l e m e n t u  a.
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Żeby przekonać się o słuszności tego wniosku, należy tylko zestawić 
ostatnio dowiedzione twierdzenia z twierdzeniami, podanemi wyżej pod (C) i (D).

Tw. III. Jeżeli oznaczymy przez a i b dwa jakiekolwiek, byle modułowi 
dodawania nierówne, elementy klasy (К), a przez x  i y dwie jakiegolwiek liczby 
rzeczywiste całkowite, to w takim razie prócz związku

(1) ax .a ' — a’+\

który zachodzi na podstawie Tw. II, mamy jeszcze związki następujące:

(2) a1 : a* =  a"“B

(3) ax . bx — (a . ь у

(4) a* : b* — (a ■ ьу

(5) (a j  — a‘ ■ У

Istotnie, z dowiedzionego już twierdzenia, jakie wyraża (1), wynika, że 
mamy

a*“' . a" =  a(*-,)+* =  a1,

przeto z definicyi dzielenia i stąd, że (Tw. 1) mamy

а " ф 0 ,

wynika, że równość (2) rzeczywiście zachodzi. Jeżeli mamy

x > 0 ,

to równość (S) zachodzi na podstawie leoryi § 73-go. Załóżmy więc, że mamy

(6) x — — n oraz n >  0,

gdzie n oznacza liczbę całkowitą. Mamy tedy

ax =  — . Ы =  - j r .  a b"

gdzie V oznacza, jak wyżej, moduł mnożenia, a stąd

Vo " 7 F ’
a ponieważ (§ 73 Tw. III)

ax . bz =

a" . b" =
przeto

(7) ax . bx — (a. b)"'
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Z drugiej strony, ze względu na (6), mamy

a z tej równości i równości (7) wynika właśnie równość (3).
Zważmy teraz, że na podstawie twierdzenia, jakie wyraża równość (3)

mamy
(a : b)x . bx —  {  (a : b ). b}x =  a1, 

ponieważ zaś »
* -= M ,

przeto z powyższej równości wynika równość (4). Równość (5) potrzebuje uza­
sadnienia (§ 73, Tw. III) tylko w razie, kiedy jedna przynajmniej z liczb x i y 
jest ujemna. Zatem oznaczywszy przez m i n liczby całkowite, mamy do rozwa­
żenia przypadki następujące:

(A) x — m , У =  —  n , m  ^  0 , n >  0 ,

(B) x —  —  m , У  =  — n , m  >  0 , n >  0 ,

(C) x —  — m , У  =  n , m  Y >  0 , n > i O .

Przypadek (A).

a ponieważ 

przeto

Zważywszy, że

Mamy

(ax)v =  (am)~" =  

(am)n =  a " “,

(a*)v =  — J—  ■\ / ,,m . n

a u =  a~ a ■
wnosimy, że w przypadku (A) równość (5) zachodzi. 

Przypadek (B). Mamy

(a*)» =  (a -*)“ " = V

(crm)’

*) Uwzględniwszy definicyę modułu mnożenia, czytelnik z łatwością 
w każdym razie

V" =  V.

stwierdzi, że mamy
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Z drugiej strony

265

a'(—łll) (—n)

Z tej równości i równości uzyskanych przed chwilą wnosimy, że w przy­
padku (B) równość (5) zachodzi.

Przypadek (C). Mamy

a ponieważ
( a j  =  (a -”)" —

przeto równość (5) zachodzi i w przypadku (C). Ostatecznie więc twierdzenie 
zachodzi w podanem brzmieniu.

Uwaga I. Ponieważ w odniesieniu do liczb rzeczywistych cała teorya, 
wyłożona w rozdziale III-cim, jest (§ 108, Tw. 1) ważna, przeto t e o r y a  potęgą 
w y ł o ż o n a  w n i n i e j s z y m  p a r a g r a f i e  je s t w s z c z e g ó l n o ś c i  wa ż n a  
w p r z y p a d k u ,  k i e d y  p r z e z  (K) o z n a c z a m y  tę k l a s ę  w i e l k o ś c i  
j a k ą  s t a n o w i ą  r a z e m  l i c z b y  r z e c z y w i s t e ;  przy zastosowywaniu po­
wyższej teoryi do liczb rzeczywistych należy pamiętać, że m o d u ł e m  d o d a ­
w a n i a  l i c z b  r z e c z y w i s t y c h  j e s t  (§ 102, Tw. III) l i c z b a

0,

a m o d u ł e m  m n o ż e n i a  — (§ 109, Tw. II) l i c z b a
1.

Z powyższej uwagi wynikają wnioski następujące:
1° Definicya I przybiera w odniesieniu do liczb rzeczywistych postać na­

stępującą: jeżeli pewna liczba rzeczywista a spełnia nierówność

«  +  0,

a symbol n oznacza liczbę całkowitą i dodatnią, to

2° Oznaczywszy, jak przed chwilą, przez a liczbę rzeczywistą spełniającą 
nierówność

« Ф  ° >

mamy (§ 73, Tw. I i § 109 Tw. II)
a° =  l ,

oraz (Tw. 1)
«* +  0,

jakąkolwiek liczbę całkowitą rzeczywistą oznaczylibyśmy przez x.
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§ 112. W  tym paragrafie podajemy pewne twierdzenia o potęgach liczb 

rzeczywistych, które są bardzo ważne ze względu na różne zastosowania.
Tw. I. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  a i b d w i e  d o w o l n i e  dane  

l i c z b y  r z e c z y w i s t e ,  a p r z e z  n j a k ą k o l w i e k ,  o d  j e d n o ś c i  większą  
l i c z b ę  c a ł k o w i t ą ,  t o  m i e ć  b ę d z i e m y

(1) a"—  bn =  (a — b )^ a "  * b‘
i-/

Podajemy indukcyjny dowód tego twierdzenia.
1° Stwierdzamy bezpośrednio, że równość (1) zachodzi w przypadku szcze­

gólnym, kiedy mamy
(2) n =  2.

2° Załóżmy chwilowo, że mamy
P

(3) a ' —  b> =  (a —  b) ‘ b - ‘,
*-/

gdzie p oznacza pewną liczbę całkowitą, spełniającą związek:

P ^ 2 .
Z równości (3) mamy

P

(4) a * 1 — a . b’  =  (a -  b) b*"'.
i—1

Z drugiej zaś strony
(5) a .b* —  b*’ =  (a — b) . b". 

Dodając stronami1) równości (4) i (5), mamy

skąd
tT* —  b * ‘ =  (« — b) ( b1- ’  +  И ,

'  i - 1  '

P + 1

a H - ' _  Ir*  —  ( o  _  Ъ ) У а Г * ‘ b‘- ‘.
i-i

*) Jeżeli liczby rzeczywiste A, B, A' i B' spełniają równości 
(a) A — A' i В =  B',

to na podstawie znanego twierdzenia mamy 

4P) A +  B =  A ' + B

otóż utworzenie równości (ß) zowie się dodaniem stronami równości (a).
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Zatem, gdyby po podstawieniu w równości (1) liczby p w miejsce liczby 
n równość (1) przemieniła się w równość poprawną, to równość (1) przemie­
niłaby się w równość poprawną i w skutek podstawienia liczby

P +  1
w miejsce liczby n.

Z uzyskanych wyników wnosimy, że twierdzenie zachodzi w podanem 
brzmieniu.

Tw. II. J e ż e l i  d w i e  l i c z b y  r z e c z y w i s t e  a i b s p e ł n i a j ą  
z w i ą z k i
(1) i ^ 0 ,

a symbol n oznacza liczbę całkowitą, większą od jedności, to nierówności

(2) a >  b

(3) a" >  bn
są pomiędzy sobą równoważne.

Istotnie, ze względu na Tw. I mamy
n

(4) a' — b" =  (a — b) <*-* ó4“ ',
i-/

a ponieważ ze związków (1) i (2) mamy
я

a - b >  V -  >  0,
i-l

przeto z równości (4) wynika, że związki (1) i (2) pociągają za sobą

(5) «" —  bn >  0, 

skąd znów wynika nierówność (3).
Załóżmy teraz, że zachodzą związki (1) i (3). Ze związku (3) wynika (5), 

który ze względu na (4), pociąga za sobą
я

(6) (a — >  0.

Z drugiej strony związki (1) pociągają za sobą związek

n
bl- ‘ ^  0.
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Ale nierówność (6) wyklucza równość
я

2 a"~‘ b - '  =  0;
mamy więc

A

b‘- ‘ >  o,

a ta nierówność i nierówność (6) pociągają za sobą nierówność

a —  b >  0,

z której wynika nierówność (2). Ostatecznie, przy istnieniu związków (1), która­
kolwiek z nierówności (2) lub (3) pociąga za sobą drugą, a o to właśnie cho 
dziło.

Tw. III. J e ż e l i  p e w n a  l i c z b a  r z e c z y w i s t a  c s p e ł n i a  nie­
r ó w n o ś ć
(1) « >  0,

a s y m b o l  n o z n a c z a  l i c z b ę  c a ł k o w i t ą ,  w i ę k s z ą  od  j e d n o ś c i ,  to 
w t a k i m  r a z i e  m a m y
(2) (1 -j-  с)" >  1 -j-  n . c.

Istotnie, jakiekolwiek liczby rzeczywiste oznaczyliśmy przez a i b, mamy 
(Tw. I): n

a" — bn =  (a — b) T V - ' 6ł.
Ul

Przyjmijmy w tej równości
a =  i - f - c ,  b =  1; 

w takim razie mieć będziemy:

(3) (1 -j— с)" 1 =  +  c)>

a ponieważ ze względu na (1) mamy

l  +  c >  1 

(1 +  c ) " -  >
a zatem (Tw. II) 

przeto

2 \ i + e r *  >
i—1

Zatem z równości (3) wynika nierówność
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(1 -j- с)" — 1 >  n . с,

z której znów wynika nierówność (2), o którą właśnie chodziło.
T w . IV . Jeż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  r l i c z b ę  r z e c z y w i s t ą ,  s p e ł ­

n i a j ą c ą  n i e r ó w n o ś ć
<1) r > 0 ,

p r z e z  a i b d w i e  l i c z b y  r z e c z y w i s t e ,  s p e ł n i a j ą c e  z w i ą z k i

(2) | a | ^ r i
a p r z e z  n l i c z b ę  c a ł k o w i t ą  w i ę k s z ą  od j e d n o ś c i ,  t o  m i e ć  bę ­
d z i e m y
(3) I an —  Ъ" I ^  w . r”- ' I a —  b |.

Istotnie, na podstawie Tw. I mamy

skąd

(4)

a" -  6" =  (a — V~\i—1
n

I a” — 5" I =  I « — 6 I . I J J V - 'b - ' l -
ł-1

Ale, ze względu na (2) (Tw. II) mamy

(5) 1 а 1 " ‘ ^  r"“ 1
przy

1 <  w
oraz
(6) 1 b 1 ^  r‘-
przy

1 <  ś 5Ï w;

nadto stwierdzamy bezpośrednio, że związek (5) zachodzi i przy

a związek (6) i przy

a ponieważ

Na podstawie tych uwag mamy

I . V I =  I a I —‘ . I b I*,
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przeto
I аГ* . V I <  ru- '  (1 <^i<^ n).

Na podstawie tej nierówności mamy

i-i
n . r"~‘ ,

a z tej nierówności i równości (4) wynika nierówność (3), o której udowodnienie 
właśnie chodziło.

Tw. V. J e ż e l i  p e w n a  l i c z b a  r z e c z y w i s t a  a s p e ł n i a  ni e ­
r ó w n o ś ć
(1) « >  1,

a d w i e  l i c z b y  c a ł k o w i t e  p i q, k t ó r y c h  z n a k i  m o g ą  b y ć  j a k i e ­
k o l w i e k ,  s p e ł n i a j ą  n i e r ó w n o ś ć

(2) Р < Ъ
to w takim razie mąmy
(3) ap <  a4
Istotnie, mamy
(4) a" —  ar . a''~
Z drugiej strony mamy
(5) a“- ” >  1,
jeżeli bowiem
(6) q — p — l,

i związek (5) bezpośrednio wynika z nierówności (1); jeżeli zaś

(7) q — p > l
to (Tw. II) mamy

a*-* >  p -P  —  q

ze względu na (1). Ponieważ zaś ze względu na (2) mamy w każdym razie 
albo (6) albo (7), przeto w każdym razie zachodzi (5). Z tej zaś nierówności 
mamy

ar . aq- ” >  a” . 1 =  ar,

a zatem, ze względu na (4), związek (3) zachodzi niezawodnie, jeżeli zachodzą 
związki (1) i (2), a o to właśnie chodziło.
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Tw. УI. J e ż e l i  p e w n a  l i c z b a  r z e c z y w i s t a  a s p e ł n i a  z w i ą z k i

(1) 0 <  a < 1 ,

a d w i e  l i c z b y  c a ł k o w i t e  p i q, k t ó r y c h  z n a k i  m o g ą  b y ć  j a k i e ­
k o l w i e k ,  s p e ł n i a j ą  n i e r ó w n o ś ć

(2) V <  Ъ
to w t a k i m  r a z i e  m a m y
(3) ap >  a".
Istotnie, przyjmijmy

(4) a' — —

Na podstawie związków (1) mamy

« ' >  li

zatem (Tw. V), ze względu na (2), mamy

a "  <  a'«,
a ponieważ z równości (4) mamy

przeto mamy

a stąd wynika nierówność (3), którą mieliśmy właśnie uzasadnić.
§ 113. Pojęcie potęgi doprowadza nas z natury rzeczy do rozważania 

zagadnienia następującego:
(Z) O z n a c z y w s z y  p r z e z  p  daną  l i c z b ę  c a ł k o w i t ą ,  a pr z e z  a 

j u ż  c a ł k i e m  d o w o l n i e  d a n ą  l i c z b ę  r z e c z y w i s t ą ,  w y z n a c z y ć  taką 
l i c z b ę  r z e c z y w i s t ą  x, ż e b y ś m y  miel i

(1) af =  a.

Zwróćmy się najpierw do przypadku szczególnego, kiedy mamy

a =  0.(2)
Jeżeli tedy zachodzi nierówność

P >  0,
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to istnieje dokładnie jedna wartość na x , spełniająca równość (1), a mia­
nowicie

jeżeli zaś
X — 0]

P ^ O ,

to zagadnienie (Z) nie posiada rozwiązania, albowiem nierówność 

(3) * = M

pociąga za sobą (§ 111, Tw. I) nierówność

a przy wartości
« ' ф  0,

X — 0

na X symbol x? jest pozbawiony znaczenia.

Omówiwszy w taki sposób w zupełności przypadek szczególny, kiedy za­
chodzi równość (2), pozostaje tylko do zbadania przypadek ogólny, w którym 
mamy
(4) а ф  0.
Załóżmy najpierw, że mamy

p =  0.
Ponieważ mamy

x° =  1

jakąkolwiek, byle warunek (3) spełniającą wartość, miałaby liczba x, przeto 
w tym razie zagadnienie (Z) posiada rozwiązanie tylko pod warunkiem, że­
byśmy mieli

a — 1,

a w takim razie omawiane zagadnienie jest nieoznaczone, gdyż każda, byle 
zeru nierówna, wartość na x  stanowi jego rozwiązanie.

Zakładając w dalszym ciągu, że zachodzi nierówność (4), załóżmy, ze 
mamy
(5) p <  0.
Mamy tedy

Р  —  — П,

gdzie n oznacza pewną liczbę całkowitą dodatnią. Ponieważ

x? =  ar" =  — ,xn



§ 113 273

przeto równość (1) równoważna jest równości

£  _

X" a'
, równoważnej równości

Zatem przypadek, kiedy zachodzi (5), sprowadza się do przypadku, kiedy 
mamy

P > 0 .

Ponieważ przypadek szczególny, kiedy mamy

P =  1,

oczywiście nie wymaga bliższego zbadania ze względu na to, iż mamy

X1 =  X,

przeto z powyższych rozważań wynika, że mamy tylko do zbadania zagadnienie 
(Z) w przypadku, kiedy liczba p  jest liczbą całkowitą, od jedności większą, 
a liczba a liczbą zeru nierówną. Żeby rozwiązanie zagadnienia podać w dogodnej 
formie, przyjmujemy definicyę następującą:

Def. I. Jeż  e li oz  n a c z y m y  przez p l i c z b ę  c a ł k o w i t ą  i d o d a t n i ą  
a p r z e z  a d o w o l n i e  daną  l i c z b ę  r z e c z y w i s t ą ,  to p r z e z  w y r a ­
żenie p ierw ia stek  stopn ia  p ( a l bo  p i e r w i a s t e k  p - ty) o z n a c z a ć  bę­
d z i e m y  k a ż d ą  l i c z b ę  x, s p e ł n i a j ą c ą  r ó w n o ś ć ( l ) ;  l i c z b i e  a n a d a ­
j e m y  p r z y t e m  n a z w ę  zasad y  p i e r w i a s t k a .

Za symbol pierwiastka stopnia p liczby a przyjmujemy symbol
V
\a.

Rozwiązanie zagadnienia (Z) w przypadku, kiedy mamy p >  1, podajemy 
w postaci twierdzenia następującego.

Tw. I. J e ż e l i  o z n a c z y m y  p r z e z  p j a k ą k o l w i e k ,  b y l e  od 
j e d n o ś c i  w i ę k s z ą  l i c z b ę  c a ł k o w i t ą ,  a p r z e z  a d o w o l n i e  daną,  
b y l e  z e r u  n i e r ó w n ą  l i c z b ę  r z e c z y w i s t ą ,  to w t a k i m raz ie  z a c h o ­
d z ą  o k o l i c z n o ś c i  n a s t ę p u j  ą]ce:

1° J e ż e l i  l i cz jba c a ł k o w i t a  p j e s t  l i c z b ą  c a ł k o w i t ą  n i e p a ­
r z y s t ą ,  to p i e r w i a s t e k  p -iy  a i s t n i  ej e, a w a r t o ś ć  j e g o  j e s t  o z n a ­
c z o n a  w z u p e ł n o ś c i  i j e s t  od  z e r a  o d m i e n n a .
Wstęp do analizy. 1 8
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2° J e ż e l i  l i c z b a  c a ł k o w i t a  i d o d a t n i a  p j e s t  p a r z y s t a ,  to 

p i e r w i a s t e k  p - ty l i c z b y  a, z e r u  n i e r ó w n e j ,  i s t n i e j e  tylko w przy­
padku,  k i e d y  l i c z b a  a s p e ł n i a  n i e r ó w n o ś ć

(1) a > 0 .

J e ż e l i  w a r u n e k  ten j es t  s p e ł n i o n y ,  t o  l i c z b i e  a o d p o w i a ­
d a j ą  d o k ł a d n i e  d w i e  s y m e t r y c z n e  p o m i ę d z y  s o b ą  w a r t o ś c i  na 
j e j  p i e r w i a s t e k  p-ty.

Żeby twierdzenie to uzasadnić, zważmy, że na podstawie założeń twier­
dzenia naszego
(2) a =+= 0, 
i uważajmy równość
(3) xf =  a.
Jeżeli przyjmiemy
(4) X  =  \x\ i A  =  \a\, 
to mieć będziemy
(5) A >  0

ze względu na (2). Z drugiej strony, ponieważ mamy

przeto, jeżeli istnieje liczba x, spełniająca równość (3), to ze względu na równości 
(4) mamy
(6) X p =  A.

(A) Lemat. Istnieje dokładnie jedna wartość na X, przy której zachodzi 
równość (6), i ta wartość spełnia nierówność

(7) X > 0 .  .

Dowód. Jeżeli wogóle istnieje liczba nieujemna X, spełniająca (6), to ze 
względu na (5j ta liczba spełnia z pewnością (7). Z drugiej strony dwie nie­
równe pomiędzy sobą i od zera nie mniejsze, wartości X' i X "  na X  nie mogą 
spełnić (6), gdyż wbrew Tw. II § 112 mielibyśmy w takim razie jednocześnie ' 
X' ф  X ", X' ^  О, X " ^  0 i X 'p —  X "r. Chodzi więc tylko o wykazanie, że 
istnieje liczba nieujemna X , spełniająca (6). W tym celu oznaczmy przez (X,) 
zbiór wszystkich tych liczb wymiernych bezwzględnych, z których każda wx 
spełnia związek

(8) w\ 4  4
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a przez (X ,) zbiór wszystkich innych liczb wymiernych bezwzględnych. Jeżeli 
tedy oznaczymy przez щ  jakąkolwiek liczbę zbioru X 2, to mieć będziemy

(9) Щ” >  A

Zbiór (X j) nie jest pusty, gdyż liczba zero należy do tego zbioru. Zbiór 
(Z 4) także nie jest pusty, gdyż istnieje liczba całkowita N  spełniająca nie­
równość

a ponieważ

przeto
(10)

x >  A  

Np ^  N, 

№  >  A;

Ale liczba N  jest liczbą wymierną. Z drugiej strony, ponieważ ona spełnia (10), 
to nie spełnia związku

Nr < ; A

i z tego powodu należy do zbioru (X 2). Każda liczba wx zbioru (Z x) jest mniej­
sza od każdej liczby w;2 zbioru (X 2), albowiem ze związków (8) i (9) mamy

skąd (§ 112, Tw. II)
»V  <  Wj”,

w i <  wt.

Stąd łatwo możemy wnieść, że zbiory (Xj) i Z ,) stanowią odpowiednio 
pierwszą i drugą część pewnego określnika (Li). Jeżeli bowiem zbigr (Z x) obej­
muje tylko liczby równe zeru, to wszystkie inne liczby wymierne bezwzględne 
należą do zbioru (Z 2), a wr takim razie, jak już wiemy, zbiory (Z ,) i (X2) 
stanowią odpowiednio pierwszą i drugą część określnika liczby zero. Jeżeli zaś 
zbiór (Z ,) obejmuje nietylko liczby równe zeru, to zbiory (Z j) i (X2) stanowią 
odpowiednio zbiory liczb wymiernych bezwzględnych pierwszej i drugiej kate- 
goryi w stosunku do pewnego przekroju (P) zbioru liczb wymiernych bez­
względnych. Otóż, zawsze istnieje liczba bezwzględna, wymierna lub niewymierna, 
położona na przekroju (P), a zbiory (Z ,) i (X2), stanowią odpowiednio pierwszą 
i drugą część pewnego określnika tej liczby. Ostatecznie więc zbiory (Z t) i (X2) 
stanowią rzeczywiście w każdym razie odpowiednio pierwszą i drugą część 
pewnego określnika (iż). Oznaczmy przez Z  liczbę, której określnikiem jest 
określili к (£2).

Żeby uzasadnić nasz lemat, należy oczywiście tylko wykazać, że liczba Z , 
w powjższy sposób określona, spełnia równość (6). W tym celu oznaczmy przez 
(A )  zbiór jo-tych potęg wszystkich liczb, należących do zbioru (X,), a przez

18*
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(-4s) —  zbiór p-tych potęg wszystkich liczb, należących do zbioru (Xs). Jeżeli 
tedy oznaczymy przez ax jakąkolwiek liczbę zbioru (X,), a przez jakąkol­
wiek liczbę zbioru (X2), to tym liczbom odpowiadać będą takie liczby wt i u>t, 
należące odpowiednio do zbiorów (X x) i (X,), iż mieć będziemy:

(11) o-i —  Щ р,  «s —  и )г ”

Z definicyi zbiorów (X x) i (X 8) wynika, że mamy

(12) «V  5S A , w2r >  A,

Z drugiej zaś strony, z definicyi liczby X  wynikają związki

w1 5S X ,  u>2 >  X ,
zatem (§ 112, Tw. II) mamy
(13) to / ^  X ”, w / >  X".

Ze związków (12) i (13) wynika, na podstawie równości (11), że związki

(14)
j ax А, аг >  A
I ax fS  X ” , a2 >  X ,

będą spełnione, jakiekolwiek liczby, należące odpowiednio do zbiorów (Xx) i (X2), 
oznaczylibyśmy przez at i as. Zatem, gdyby zbiory (Xx) i (Xt) stanowiły odpo­
wiednio pierwszą i drugą część pewnego określnika, to określnik ten byłby określ- 
nikiem każdej z liczb A  i X 1*, a zatem zachodziłaby równość (6). Z tego wynika, 
że uzasadnienie naszego lematu sprowadza się do wykazania, że zbiory (Xx) 
i (X2) stanowią odpowiednio pierwszą i drugą część pewnego określnika. Ponie­
waż zaś żaden z rzeczonych zbiorów nie jest pusty, ponieważ nadto, ze względu 
na (14), każda liczba ax zbioru (X j) jest mniejsza od każdej liczby a2 zbioru 
(Xt), przeto mamy tylko do udowodnienia, że do dowolnie danej, byle od zera 
większej liczby wymiernej e, można dobrać takie dwie liczby o, i o ,, należące 
odpowiednio do zbiorów (Xx) i (X2), żebyśmy mieli:

(15) a2 —■ ax <  s.

W tym celu wybierzmy sobie dowolnie pewną liczbę l, należącą do zbioru 
(X t) i, oznaczywszy przez n liczbę całkowitą od jedności większą, którą później 
określimy bliżej, uważajmy ciąg skończony następujący:

(16) n n n — - I ,  —  ■ l. n n
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Pierwszy wyraz tego ciągu równa się zeru i należy dlatego do zbioru (АСД 
a ostatni, jako równający się liczbie Z, należy do zbioru (A,). Z tego wynika, 
że w ciągu (16) znajdą się dwa wyrazy sąsiednie

(17) MJL .i
n

z których pierwszy należeć będzie do zbioru (X ,) a drugi do zbioru (X t). 

Ponieważ mamy

przeto 

a ponieważ

к -|- 1 ^  n,

к -j- 1 j   . к j  ------1------l <  l oraz —  l <  Z,
n n

Jfe+1 k +  1

przeto (§ 112, Tw. IV) mamy:

(-ЧМЧ4
czyli

a więc ostatecznie:

/ k +  1
i)' (-‘- . i У

\ n / \ n )

(18)
p . I”

Wyznaczmy liczbę całkowitą n z warunku, żebyśmy mieli

Ł i < tn

W takim razie ze związku (18) wyniknie nierówność

Ale, ponieważ liczby (17) należą odpowiednio do zbiorów (Z x) i № ), przeto, 
jeżeli przyjmiemy
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to liczby % i a2 należeć będą odpowiednio do zbiorów (Aj) i (At). Ponieważ 
zaś liczby a, i a2, po ich wyznaczeniu ze wzorów (20), spełniać będą ze względu 
na (19), nierówność (15), przeto stwierdzamy, że do danej, byle od zera większej 
liczby wymiernej s można zawsze tak dobrać liczby o, i a ,, należące odpo­
wiednio do zbiorów (J.j) i (Аг\ żeby te liczby spełniały związek (15), a to 
tylko pozostawało do wykazania, żeby uzasadnić w zupełności nasz lemat.

Obecnie uzasadnimy już z łatwością twierdzenie, o które nam właściwie 
chodzi. Ze względu na uwagi, poczynione na samym początku dowodu naszego 
twierdzenia, liczba x, spełniająca (3), musi mieć albo wartość

(21) * =  + * ,
albo —
(22) x =  — X,

Jeżeli liczba całkowita p  jest nieparzysta, to mamy

(+ X f= + Z ’
oraz

(— X)” =  — X ’ ,

skąd z łatwością wnosimy, że równość (3) spełniać będzie jakaś jedna z war­
tości (21) albo (22) na x , a mianowicie pierwsza albo druga z tych wartości, 
zależnie od tego, czy mieć będziemy

)
a >  0, czy też a <  0.

Jeżeli zaś liczbą p jest parzysta, to mamy

<+ X y  =a Х У  =  -j- X " ,

zatem liczba x, spełniająca (3), będzie istnieć tylko w razie, kiedy

a >  0,

a gdy warunek ten jest spełniony, to każda z wartości (21) i (22) na x  będzie 
czynić zadość równości (3). Ostatecznie więc twierdzenie zachodzi w podanem 
brzmieniu.
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Uwaga. Nieujemna liczba rzeczywista, mogąca być uważana za jedną 
z liczb przedstawionych przez symbol postaci

( U  fa,
przy wartości całkowitej i dodatniej liczby p, zowie się często (o ile istnieje) 
arytmetyczną wartością powyższego symbolu; z twierdzenia dopiero co udo­
wodnionego wynika, że w a r t o ś ć  a r y t m e t y c z n a  s y m b o l u  (1) j e s t ,  j e ­
ż e l i  w o g ó l e  i s tn i e j e ,  o z n a c z o n a  b e z  ż a d n e j  d w u z n a c z n o ś c i .



Dodatek do § 112, str. 266.

Treść twierdzenia 1 na str. 266 i dowód tegoż nastręczają pewną trudność 
którą pragniemy wyjaśnić. Mianowicie, wyrażenie

n

( 1)

jest sumą, której pierwszy składnik i ostatni mają odpowiednio postacie na­
stępujące:
(2) a"-‘ .b° i a‘ J - ' .

Otóż nie nadaliśmy żadnego znaczenia potędze liczby zero o wykładniku 
zerowym Ł). Zatem ściśle rzecz biorąc, omawiane twierdzenie i jego dowód są 
nieważne w razie, kiedy nie każda z liczb a i b jest odmienna od zera. 
Żeby rzeczone wypadki nieważności twierdzenia i jego dowodu usunąć, uma­
wiamy się że uważać będziemy wyrażenia (2) jako przedstawiające w sumie 
(1) odpowiednio

a”- '  i b"~‘,

nawet w przypadku, kiedy jedna albo i każda z liczb a i b równałaby się zeru.

*) Porównaj początek § 73-go, str. 96 i 97 z uwagami, wypowiedzianemi na str. 258, 
uwzględniając zarazem tę okoliczność, iż moduł dodawania liczb rzeczywistych równa się zeru.



Błędy drukarskie .

Str. Wiersz od Zamiast Czytać
4 12 » dołu b a
6 7 » góry u' a'

12 19 » góry (V . V . p) (V • *»', V . p')
12 12 » dołu (mp) К  p)
15 11 » dołu ( ł . m -f- V . m, w) (1. m -)- V . m', w)
22 1 » dołu w, w' i u>" (1) w, w' i w"
23 6 » dołu (m, p') =  w' (»»', p') =  w'
26 17 • góry (4) (5)
30 15 » dołu (1) (2)
32 4 » góry » X » ' w' X  u>
32 16 » góry (A) Tw. I. (A)
34 2 » góry p'

•
P

35 13 » dołu w' =  U)’ u>\ — w'
35 11 » dołu U>i . w\ u>\ . w,

39 12 » góry Pi
Pi - Pi К  ■ Рг +  тг ■ Pv Pi ■ Рг)

39 14 » góry m •(»»,• Рг +  т г ■ P i ) (m . [m, . p, 4 - m, . p J, p . Pl . p,)
P ■ Pi ■ P,

39 16 > góry m . mx m . mi . p t
(■m.ml,p .p l) =  (m.ml .p^p.p^p,)

39 17 » góry
P • Pi P • Pi • Pi 
m . тг m . m2 . px

(m .m „p.p,) =  (m .m,.pl,p .p ,.p l)

39 19
P  Рг P Рг Pt 

m . ml . ра-\- m . mг . p,» góry {m . w, .p2 +  m . mt . pv p ,pt .p,\
P • Pl Pt

49 2 » góry
m Ą- p' m m'
P + P ' P +  P'

52 4 > góry działania działanie
61 12 » góry »odejmowanie« »mnożenie«
68 19 » góry -J- b b 6 4 - b ф  b
75 14 » góry (10) (il)
77 1 » góry tw. III tw. II
80 11 » góry od n od 3

k=l *+'
89 8 » dołu b . at+l 2 b - ai

i-I i-i
95 16 > dołu Tw. V Tw. IV
98 1 » góry Tw. V Tw. IV

105 12 » dołu (b . ьу (6 . b')
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Str. Wiersz od Zamiast Czytać

112 18 > dołu (5) (6 )
126 13 » dołu » . w
140 1 » dołu w2 i w2 u>, i tr,
141 2 * góry W2 »2
144 1 Э dołu u>2 <  a, w, <  a,
146 4 » góry o, -  a, a, — at
156 16 » dołu *2 xt
157 1 » dołu wzoru (C, ) zbioru (CJ
159 7 » góry (D.) (CO
168 19 » góry Ф Ф
168 13 » dołu Ф • (ф • 9) Ф • (Ф • 9)
170 10 » góry cp . cp Ф • Ф
175 8 » dołu Tw. I Tw. VI
177 1 » dołu e si
184 8 » dołu a b, а' . b o . b ' -)- a' . b
195 3 » góry a' >  6 a' >  b'
197 14 » góry a' <  6' a' <  c‘
199 3 » dołu X ж'
201 14 » dołu l,  V l  .1 '
207 1 » dołu и >
207 3 > dołu и 9
211 11 » góry r, r'
221 4 » dołu (а, V ) =  (a', ó) IIb©

232 11 » góry (id -|- d'0) (d +  d', 0)
234 11 » góry pierwszej drugiej
239 11 D góry ii r . r' — r' . r
240 13 » dołu ilczbom (2) liczbom r, r' i r'
242 5 » dołu (« ', b) (a, b)
244 3 D dołu w dopisku § 73 str. 95
246 1 » dołu ( - * • ) : -  (»•') ( - r ) . - ( - r ' )
246 10 » góry r X

253 6 » dołu drugiego pierwszego.
254 7 » dołu rwo (Г0
259 3 » góry liczbą liczbę
262 2 D dołu z n
263 16 » góry a“ =j= 0 a" =j= p
264 8 » góry ъг ф о

270 2 D góry n-1<  r HA i

276 13 D góry at >  A a, >  A

Sprostowanie do l-szej części tego dzieła.
Na str. 67-mej, wiersz 10-ty z dołu, umieścić, po wyrazach >element zbioru (K)« prze­

cinek i dodać wyrazy następujące:
a każdy element tego zbioru odpowiada jakiejś permutacyi zbioru (Z).



Spis w ażn ie jszych  w yrazów .
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Działanie
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Str.
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Suma . . . . . .
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Symbol

iloczynu . . . .
specyficzny . . .
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Wartość bezwzględna 
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Własność

łączności . . .

str.
27, 28, 220 

11, 17, 61, 62 
. . . .  102 

. 11, 61, 62 
. . . .  216

. . . . 61 

. . . .  146 

. . . . 60 . . . .  220 
. . . .  107

22, 36, 70, 84

Str.
Własność

przemienności . . .  23, 37, 76, 86
rozdzielności . . . . 38, 88 , 90, 169

W ykładnik.............................. 97, 267, 269
Wyrazy r ó ż n ic y .........................................27
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d o d a tn i...................................214, 228
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u jem n y ................................................ 214



Spis rzeczy.

Str.
Przedmowa..................................................................................................................................  I
I. Mierzenie odcinków i liczby wym ierne.............................................................................  1

§ 44. Ogólnikowe postawienie zagadnienia..............................................................  1
§ 45. Rozwiązanie problemu mierzenia odcinka współmiernego z jednostką . . 1
§ 46. Definicya liczb ułam kow ych ............................................................................. 2
§ 47. Porównywanie ilościowe liczb ułamkowych.....................................................  4
§ 48. Przekształcanie liczb ułamkowych; liczby ułamkowe nieprzywiedlne; spro­

wadzanie do wspólnego m ianow nika ...............................................................  8
§ 49. Dodawanie liczb u ła m k ow y ch ............................................................................. 11
§ 50. Liczby wymierne bezwzględne i dodawanie ty c h ż e ............................................... 16
§ 61. Ułamki właściwe; część całkowita i część właściwie ułamkowa liczby ułam­

kowej ..........................................................................................................................25
§ 52. Odejmowanie liczb wymiernych.............................................................................26
§ 53. Mnożenie liczb wymiernych ..................................................................................31
§ 54. Dzielenie liczb w ym iern ych ................................................................................. 40
§ 55. Liczby ułamkowe jako i l o r a z y .............................................................................44

II. Ogólne zasady teoryi działań podstawowych .............................................................. 46
§ 56. Uwagi wstępne......................................................................................................... 46
§ 57. Pojęcie działania arytm etycznego ..............................................  46
§ 58. Wyjaśnienia i p rzy k ła d y .......................................................................................48
§ 59. Ogólne zasady teoryi działań podstawowych na jakiejkolwiek klasie wielkości 51
§ 60. Suma ilukolwiek składników..................................................................................55
§ 61. Symbol su m ow an ia ................................................................................................57
§ 62. Iloczyn ilukolwiek c z y n n ik ó w ............................................................................ 60
§ 63. Wzajemny stosunek pojęcia dodawania i pojęcia mnożenia przy warunkach

najogóln iejszych ...................................................................................................... 60
§ 64. Symbol i lo c z y n u ..................................................................................................... 61
§ 65. Odejmowanie i-d z ie le n ie ...................................................................................... 64
§ 66. Szczególne uwagi, odnoszące się do dzielenia liczb całkowitych . . . .  65

II Działa nia podstawowe w przypadku, kiedy definicye dodawania i mnożenia speł­
niają pewne szczególne warunki......................................................................................67
§ 67. Postulaty t e o r y i .....................................................................................................67

§ 68. Dodawanie, własności łączności i przemienności.................................................70



286
Str.

§ 69. Odejmowanie. Moduł d o d a w a n ia ........................................................... ....  . 76
§ 70. Mnożenie; własności łączności i p rzem ien n ok ci ............................   84
§ 71. Własność rozdzielności mnożenia w stosunku do dodawania i odejmowania 88
§ 72. Dzielenie. Moduł m n o ż en ia .................................................................................... 90
§ 73. Pojęcie potęgi; zasada ; wykładnik...........................................................................96
§ 74. Teorya stosunków ...................................................................................................... 102
§ 75. Znaczenie teoryi stosu n k ów ...................................................................................107
§ 76. Wprowadzenie dwóch dodatkowych postulatów ..................................   108

IV. Mierzenie odcinków niewspółmiernych z jednostką. Liczby niewymierne. Ogólne po­
jęcie liczby b ezw zg lęd n ej ..................................  114
§ 77. Przykład na parę odcinków niewspółmiernych ............................................ 114
§ 78. Podział liczb wymiernych na dwie kategorye za pośrednictwem odcinka nie­

współmiernego z jednostką . . . . ........................................................... 117
§ 79. Pojęcie przekroju zbioru liczb w y m ie r n y c h ..................................................... 121
§ 80. Arytmetyczne oznaczenie przekroju zbioru liczb w y m ie rn y ch ..........................123
§ 81. Odpowiedniość wzajemna odcinków i przekrojów zbioru liczb wymiernych

przy oznaczonej jednostce długości ..........................................................................128
§ 82. Liczby niewymierne bezwzględne; liczby bewzględne wogóle; miara odcinka 131
§ 83. Porównywanie ilościowe liczb bezwzględnych................................................. 132
§ 84. Twierdzenia z teoryi mierzenia o d c in k ó w ......................................................137
§ 85. Istnienie odcinków niewspółmiernych wynika już z postulatów, podanych

w rozdz. IV-tym pierwszej części tego d z ie ła ................................................. 139
§ 86 . Definicya orzeczenia, iż pewna liczba bezwzględna jest dana lub znana;

pojęcie określnika.......................................   139
§ 87. Definicye dodawania i mnożenia liczb bezwzględnych.................................. 148
§ 88. Dodawanie liczb bezwzględnych..........................................................................150
§ 89. Odejmowanie liczb bezwzględnych; moduł dodawania.................................. 155
§ 90. Mnożenie liczb bezw zględnych.............................................................................. 160
§ 91. Dzielenie liczb bezw zględnych ...........................................................................170
§ 92. Liczby bezwzględne sprawdzają postulaty teoryi, wyłożonej w rozdziale IH-cim 175 
§ 93. O rozwiązywaniu zagadnień podstawowych na liczbach bezwzględnych . . 177

V. Liczby względne. Ogólne pojęcie liczby rzeczyw istej......................................................181
§ 94. Definicye p od sta w ow e .........................................................................   181
§ 95. Poprawność definicyi, odnoszących się do porównywania ilościowego liczb

w zględnych ....................< ............................................................ ....  186
§ 96. Poprawność definicyi dodawania i mnożenia . ............................................... 189
§ 97. Ogólne pojęcie liczby rzeczywistej ; definicye p o d s ta w o w e ............................... 193
§ 98 Poprawność definicyi, odnoszących się do porównywania ilościowego liczb

rzeczyw istych ....................................................................................................... 195
§ 99. Poprawność definicyi dodawania i mnożenia liczb rzeczywistych . . . .  198

§ 100. Główny cel dalszych rozw ażań ..............................................................................203
§ 101. Własności sum liczb rze czy w is ty ch .................................................................... 203
§ 102. Odejmowanie liczb rzeczywistych; moduł dodawania; liczby symetryczne 206
§ 103.-Znaki -f- i — jako znaki gatunkow e................................................................212
§ 104. Pojęcie sumy algebraicznej ...................................................................................215
§ 105. Różnica bezwzględna; wartość bezwzględna; symbol specyficzny liczby rze­

czywistej; liczby ujemne, dodatnie i zerow e.......................................................... 218
§ 106. Porównywanie ilościowe, dodawanie i odejmowanie liczb rzeczywistych,

oznaczonych przez ich symbole s p e c y f ic z n e ..................................................... 229



287

§ 107. Mnożenie liczb rzeczywistych, oznaczonych przez ich symbole specyficzne
§ 108. Liczby rzeczywiste spełniają postulaty teoryi rozdziału IH -g o ...................
§ 109. Dzielenie liczb rzeczywistych, oznaczonych przez ich symbole specyficzne; 

moduł mnożenia liczb rzeczywistych ; pewne ogólne własności iloczynów
i ilorazów liczb rzeczyw istych ........................................................................

§ 110. Podstawowe własności zbioru wszystkich liczb rzeczywistych; przekroje 
zbioru wszystkich liczb rzeczywistych i zbioru liczb rzeczywistych wymier­
nych ....................................................................................................................

§ 111. Potęgi o wykładnikach u jem n y ch .........................................................  . .
§ 112. Pewne własności potęg liczb rzeczywistych.....................................................
§ 113. Pierwiastek danego stopnia danej liczby rzeczyw istej.................................

Dodatek do § 1 1 2 ...................................................................................................................
Błędy drukarskie . ' ..............................................................................................................
Sprostowanie do I-szej części dzieła......................................................................................
Spis ważniejszych wyrazów.....................................................................................................
Spis rzeczy ..................................................................................................................................

Str.
236
243

244

249
266
266
271
280
281
282
283
285

/





DO NABYCIA WE WSZYSTKICH KSIĘGARNIACH
NASTĘPUJĄCE DZIEŁA, WYDANE Z ZAPOMOGI 

KASY POMOCY DLA OSÓB PRACUJĄCYCH NA POLU NAUKOWEM

IMIENIA DRA MED. JÓZEFA MIANOWSKIEGO
LUB OFIAROWANE NA RZECZ KASY.

M atem atyka. Rb. kop.

Autenrieth Ed. Mechanika Techniczna. Podręcznik nauki statyki i dynamiki dla mech. 
inż. budów. Przełożył z upowai. autora Stanisław Patschke. 1900, XI +  613,
rys. 327 ........................ ....  ........................................................................................  2 40

Baraniecki M. A. Początkowy wykład syntentyczny własności przecięć stożkowych na
podstawie ich pokrewieństwa harmonicznego z kołem. 1885, XVI —j— 131, rys. 63 — 40 

Danielewicz A. B. Metoda najmniejszych kwadratów. 1904, X + 1 8 5 + X  . . . .  1 20
— Podstawy matematyczne ubezpieczeń życiowych. 1895, 335, tabl. X . . . .  2 —
— Z dziedziny statystyki matematycznej 1884, 30 ......................................................— 10

Dedekind Ryszard. Ciągłość a liczby niewymierne. Z czwartego niezmienionego wy­
dania przełożył St. Straszewicz 1914, VII- ( - 1 7 ..................................................... — 45

Dzieje myśli. Tom I, zesz. 2, Rozwój historyczny pojęć chemicznych. Szkic ewolucyi 
pojęć w mineralogii. Zarys rozwoju matematyki: a) rozwój arytmetyki i algebry 
do końca XVI w.; b) zarys rozwoju geometryi w starożytności, wiekach śre­
dnich i w epoce odrodzenia; c) rozwój matematyki od początku w. XVII. W opra­
cowaniu Leona Marchlewskiego, Józefa Siomy, Michała Feldbluma, Władysława 
Smosarskiego i Stefana Kwietniewskiego. 1911, 279, z 33 ilustracyami . . .  1 50 

Enriques Г. Zagadnienia dotyczące geometryi elementarnej. Tom I. Krytyka podstaw.
Z drugiego wydania włoskiego przełożyli: S. Kwietniewski i W. Wojtowicz.
1914, IV+  331 . . / .................................................................................................. 1 50
Tom II. Konstrukcyś geometryczne i teorya izoperymetrów 1917, 415. Z dru­
giego wydania wtośkiego przełożyli St. Kwietniewski i Wł. Wojtowicz . . . .  3 — 
Wykłady geometryi rzutowej. Za upoważnieniem autora z trzeciego wydania
włoskiego przełożył Fr. Włodarski 1917, 436, rys. 1 9 0 .......................................3 —

Feldhlnm M. Geometrya wykreślna. 1902, XVI +  325 rys. 1 7 2 ....................................... 2 —
Folkierski WI. Zasady rachunku różniczkowego i całkowego, wydanie 2, znacznie

zmienione. Tom I, 1904, XII +  574 +  55 fig............................................................. 2 —
— Tom II, 1909. XI +  630 +  101 fig................................................................................2 40

Gauss K. F. Rozważania ogólne o powierzchniach krzywych, z oryginału łacinóskiego 
przełożył Stefan Finkelkraut, objaśnieniami i uwagami opatrzył Juliusz Rudnicki, 
z przedmową Kazimierza Zorawskiego, wyd. Władysław Wojtowicz 1913, 71 . — 75 

Gosiewski W ł. Rachunek prawdopodobieństwa. 1906, Х +  265 ..................................  2 —



Goursat Edward. Kurs analizy matematycznej. Wydanie drugie, całkowicie prze 
błonę. Tom I, część 2. Geometrya różniczkowa. Przekład T. J. Łazowski'
1917, rys. 45. . •..................................................................................................

Hardy G. H. M. A. Wykłady elementarne z dziedziny analizy, przełożył WTł. Wojto­
wicz 1916, X V +  492. ................................................................  3 _

Kowalczyk. O sposobach obliczania przeszkód biegu ciał niebieskich 1901 XII,
624 -f- 3 tabl.......................................................................... .................................. ....  . 7 50

M ajewski W. Geometrya praktyczna. Podręcznik dla rzemieślników. 1903, 301 (karton) — 75 
M alanowie/ J. Kreślenie geometryczne i jego praktyczne zastosowania. 1907, XI +

1/0 +  45 tabl. i 346 rys. (karton)................................................................ ....  ... 60
— Kreślenie i zdobienie geometryczne. Kurs pierwszy, wyd. 2, 1912, VIII+  110 +

11+  45 tabl. i 215 rys. (k a r to n )...............................................................................— 60
7 " Rzuty geometryczne. (Geometrya wykreślna, dostosowana do potrzeb przemysłu

i rzemiosł). Podręcznik dja szkół techn. i zawód, z 269 rys. 1913........................— 75
Mansion Paweł dr. Zasady teoryi wyznaczników z wieloma ćwiczeniami, przełożył

Wł. Łopiński. 1917, 96................................................................................. _ _ У0
Pieri Mario. Geometrya elementarna oparta na pojęciach »Punktu i kuli« z orygi­

nału włoskiego przełożył Stefan Kwietniewski. 1915, 152....................................... 1 _
Popławski Artur. Statyka wykreślna. 1917, XIII +  2 6 8 + 3  tabl. +  169 rys. w tekście. 2 40 
Poradnik dla samouków. Wskazówki metodyczne dla studyujących poszczególne 

nauki. Wydawnictwo A. Heflinga i St. Michalskiego. Wydanie nowe. Tom I-szy 
w Opracowaniu J. Łukasiewicza, Z. Janczewskiego, St. Kwietniewskiego, St. 
Mazurkiewicza, Wł. Sierpińskiego i St. Zaremby. 1315, XXXIV+  618, z 314 fig. 
w tekście i 1 tablicą . . . ........................................................................... 2 40

— Tom II, wyd. nowe: Fizyka, Gieofizyka, Meteorologia, w opr. M. Smoluchow-
skiego, M. P. Rudzkiego i R. Mereckiego. 1 9 1 7 ......................................................2 40

Prace matematyczna fizyczne, wydawane przy współudziale Wład. Natansona, J. Pu­
zyny, M. Smoluchowskiego, S. Zaremby, K. Żorawskiego przez S. Dicksteina
Tom XXVII. 1916, 277-, rys. 10........................................................................................... _

Rozmarynowicz T. Matematyczne podstawy ubezpieczeń na wypadek niezdolności do 
pracy w zastosowaniu do urządzenia kas emerytalnych. Wydał Bolesław Danie-
lewicz. 1S86, IV +  5 3 ................................................. ......................................................  10

Schur F. Podręcznik geometryi analitycznej. Przełożył T. Łopuszański. 1901, X +
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