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Rozdziat I.

Tréymian kwadratowy.

§ 1. Okreélenie.

Zajmiemy sie badaniem funkcji: y = ax* -j- bx -j- ¢. Funkcja ta
jest uogdlnieniem funkcji linjowej; przechodzi w nig, gdy a— 0.
Nazwiemy ja funkcjg catkowitg stopnia drugiego Ilub krétko troj-
mianem kwadratowym. Zwigzek jej z rownaniem kwadratowem
a**-j-bx+ ¢= 0 nasuwa sie natychmiast: pierwiastki réwnania
sg miejscami zerowemi funkcji, t. j. wartosciami zmiennej x, dla
ktorych funkcja przyjmuje warto$¢ y — 0.

Badanie rozpoczniemy, jak przy rdwnaniach, od szczeg6lnego przy-
padku y = X*+ px + @, ktéry otrzymamy z ogélnego wzoru, przyjmujac
a= 1 b=p, c—q. Jezeli p=qg—0, funkcja ma posta¢ y —jc*

§ 2. Funkcja g = x*.

Niejednokrotnie przedstawialiSmy juz graficznie funkcje y = x*
i otrzymywaliSmy krzywa, zwang parabola. Badajac funkcje y = j:2 po-
znamy tez wiasnosci tej krzywej.

Funkcja y = x* ma nastepujace wiasnosci:

1. Kazdej wartosci x odpowiada jedna wartos¢ y, jak to ze
wzoru y = x* bezposrednio wynika.

Geometrycznie znaczy to, ze kazda prosta, réwnolegta do osi Y,
przecina parabole w jednym punkcie.

2. Gdy x —0, to i y — 0. Jedynem miejscem zerowem funkcji
jest jc—0.

Parabola y —x* przechodzi przez poczatek uktadu wspétrzednychs»
a poza tern nie przecina osi X.

3. Gdy x rosnie, poczawszy od zera, przyjmujac coraz wieksze
wartosci dodatnie, to y jako iloczyn dwoch czynnikéw, z ktérych

Podrecznik arytmetyki i algebry. VI. I
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kazdy wynosi x, ros$nie réwniez; przytem moze y przyja¢ kazda
warto$¢ dodatnig. Aby bowiem uczyni¢ np. y —m, gdzie m> 0,
wystarczy przyja¢ za x wartos$¢ dodatnig, spetniajgca réwnanie

= m. Warto$¢ taka jedna (i tylko jedna) istnieje zawsze, a jest
nig liczba wymierna lub niewymierna Y™-

Gdy posuwamy sie na osi X od poczatku uktadu wspdtrzednych
w prawo, parabola wznosi sie ciggle.

4. Dla kazdej ujemnej wartosci x przyjmuje y takg samg
warto$¢, jak dla dodatniej wartosci x o takiej samej wartosci bez-
wzglednej, bo (—x)*= (-f-x)s. Gdy wiec x maleje, przyjmujac
coraz wieksze bezwzglednie wartosci ujemne, to y rosnie i przyj-
muje kazda warto$¢ dodatnia.

Gdy posuwamy sie na osi X od poczatku ukiadu wspdtrzednych
w lewo, parabola wznosi sie ciggle.

5. Stad wynika, ze kazdej dodatniej wartosci y odpowiadajg
dwie wartosci x, o0 jednakowych wartosciach bezwzglednych,
a znakach przeciwnych.

Kazda prosta, réwnolegta do osi X, a przecinajaca dodatnig o$ Y,
przecina parabole w dwoéch punktach, réwno oddalonych od osi Y. Pa-
rabola jest wiec symetryczna wzgledem osi Y. Te o$ symetrji nazywamy
0sig paraboli. O$ przecina parabole w jednym punkcie, ktéry odpowiada
symetrycznie sam sobie; punkt ten nazywamy wierzchotkiem paraboli.
Jest nim poczatek uktadu wspdtrzednych.

6. Ujemnych wartosci y nie przyjmuje nigdy.
Parabola y —Xx* nie ma punktéw ponizej osi X.
7. Przebieg funkcji y = x* przedstawia tabelka:

jfl —oo~O~-f-00
i/l-f-coNO~™-f-00

Gdy x rosnie od — oo do -f-co, to funkcja y — x* maleje naj-
pierw stale, a pdzniej rosnie stale. Najmniejsza wartoscia, jaka
funkcja przyjmuje, jest y = 0, odpowiadajgca wartosci x — 0. Mo-
wimy, ze funkcja y=x* ma minimum (najmniejszg wartos¢) y = 0
przy jt= 0.

Temu minimum funkcji odpowiada najnizszy punkt paraboli; jest

nim w naszym przyktadzie poczatek uktadu wspoétrzednych, w ktérym
lezy wierzchotek paraboli.



8§ 3. Funkcja g — x*-f-px q.
W selu zbadania ogdlniejszej postaci: y —x*+ px-)-q prze-
ksztatémy tréjmian kwadratowy w nastepujgcy sposéb:
y = x*+px+q,
p= (x*+ p.r-f N+

U= (*+ KPY - t (P*—40q),
y—(* ip)*—i A, jezeli A=pi—iq.
Wyrazenie A —p* — +q nazywa¢ bedziemy wyrdznikiem troj-
mianu kwadratowego x* -f-px -j- Q.

Zajmiemy sie najpierw przypadkiem A —O0.

I. Jezeli A= 0, to p= (x-j-1p)t

Funkcja ta rézni sie od funkcji y = x\ Kktorej wiasnosci po-
znaliSmy w poprzednim paragrafie, tylko tern, ze te same war-
tosci y, ktore w ostatniej funkcji Odpowiadaty pewnej wartosci
x = x\ odpowiadajg teraz wartosci x' — Jp; podstawiajac bowiem
w réwnaniu y = x* za x warto$¢ x', otrzymamy dla y- takg samg
warto$é, jak gdy w roéwnaniu y = (x-\-tsp)t za x podstawimy
x=x"—ip. (Wykonajl).

Z tego wynika tatwy sposéb otrzymania wykresu funkcji y = (XA-"p)*.
Rzedna punktu, ktéra w paraboli y = X* odpowiada pewnej odcietej X,
odpowiada teraz odcietej X' —£p. Aby zatem otrzymaé¢ wykres krzy-
wej 0 = (x+ £p)*, nalezy kazda rzedng punktéw paraboli y=x* (czyli,
co na jedno wyjdzie, calg parabole y = x*) przesung¢ o P réwno-
legle do osi X.

Fig. L
1*



W fig. 1 przedstawiajg krzywe 1, I', I” kolejno funkcje: // = **
y=(Kx=2)2y=(x+ 2~

Wykresl bardzo dokfadnie na kartonie krzywg y = X*, wytnij karton
wzdtuz krzywej, a otrzymasz szablon, przy pomocy ktorego bedzie
mozna rysowa¢ wykresy i innych funkcyj stopnia drugiego podobnie,
jak przy pomocy lineatu kreslilismy funkcje linjowa.

Z zauwazonego zwigzku miedzy funkcjami y=x* iy = (x-\-%pY
wynikaja bezposrednio nastepujace wiasnosci tej ostatniej*):

1. Kazdej wartosci x odpowiada jedna wartosc vy.

Kazda prosta réwnolegta do osi Y przecina parabole w jednym punkcie.

2. y staje sie zerem tylko wtedy, gdy x — — %p.

Parabola ma z osig X tylko jeden punkt A (—£p, 0) wspoélny.

3. Gdy x ros$nie, poczawszy od wartosci —| p, to y rosnie
rowniez, poczawszy od wartosci 0, i przyjmuje wszystkie mozliwe
wartosci dodatnie.

Parabola wznosi sig, gdy na osi X posuwamy sie od punktu
A (—\ p, 0) w prawo.

4. Gdy x maleje, poczgwszy od wartosci —\p, toy ro$nie,
przyjmujac coraz wieksze wartosci dodatnie. Jezeli x jest mniejsze
od —\p np. o § to odpowiednie y ma takg wartos¢, jak y, od-
powiadajgce wartosci x = —i p -j- & (SprawdZ, obliczajac y dla
X= —ip+ Sidlax——Ep —9H

Gdy od punktu A (—E£p, 0) posuwamy sie po osi X w lewo, to
parabola wznosi sie.

5. Kazdej dodatniej wartosci y odpowiadajg zatem dwie war-
tosci x, ktorych suma wynosi —p.

Kazda prosta, réwnolegta do osi X, przecinajgca dodatnig 6$ Y,
przecina parabole w dwoch punktach, lezagcych symetrycznie wzgledem
prostej X = —i p. Ta prosta jest wiec osig paraboli.

6. Ujemnych wartosci y nie przyjmuje nigdy.

Prosta, réwnolegta do osi X, a przecinajgca ujemng o$ Y, nie prze-
cina paraboli wcale.

7. Przebieg funkcji y = (x-+-$pY przedstawia tabelka:
X|—0 —kps -Jco
y|-f~FooN O -J- 00
Funkcja ma minimum réwne 0 przy x — —£p.
Najnizej potozonym punktem paraboli jest jej wierzchotek A(—"p, 0).
*) Poréwnaj kolejno z wiasnosciami paraboli, y = x\  wymienionemi w § 2.
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Il. Przyjmijmy wreszcie, ze A ma warto$¢ dowolng; wtedy:

Dla kazdej wartosci x przyjmuje teraz funkcja wartos¢, roz-
nigcg sie o \A od wartosci funkcji poprzedniej, odpowiadajgcej
tej samej wartosci x.

Wykres tej funkcji otrzymamy, jezeli rzedna kazdego punktu pa-
raboli p= (x+ £pY powiekszymy o —\A, czyli, jezeli te parabole
przesuniemy o —” A réwnolegle
do osi 7.

W fig. 2 przedstawia krzywa |
parabole y = (x—2)s, krzywa Il
parabole y = xX* —4x - 5'5 =
—(x—2)8+ 15, krzywa Il pa-
rabole y —xi—4x -f 26= (x—

- 2+~ 15.
Funkcja y = xi -\-px-\-
-fe=(x-fip)®— ma na-

stepujace wiasnosci*):

1. Kazdej warto$ci x odpo-
wiada jedna warto$¢ .

Kazda prosta, rownolegta do
osi 7, przecina parabole w jed-
nym punkcie.

2. Dla x= —"p przyj-
muje y warto$¢ —\A.

Parabola przechodzi przez Fig. 2
punkt M (-£/>,» —i A).

3. Gdy x rosnie, poczawszy od —£p, to y rosnie, poczgwszy
od —\A, i przyjmuje wszystkie mozliwe wartosci wieksze
od —{A.

Gdy na osi X poruszamy sie, poczawszy od punktu A (—£p, 0)
w prawo, to parabola wznosi sie ciggle.

4. Gdy x maleje, poczawszy od —| p, to y rosnie, poczawszy
od — A i to tak, ze gdy x jest mniejsze od —=p np. o 6, to
odpowiednie y ma takg warto$¢, jak dla x wiekszego od - |p 0 6,
(Sprawdz, obliczajagc wartosci funkcji dla x = —£p —$ i dla
*= —{P-MO-

Gdy na osi X posuwamy si¢ od A (—£p, 0) w lewo, to parabola
wznosi sie.

* Porownaj kolejno z wiasnosciami funkcji: y= (x + i/>>3



5. Kazdej wartosci y wiekszej od —\A odpowiadajg dwie
wartosci x, ktérych suma wynosi —p.

Kazda prosta, réownolegta do osi X, a przecinajaca 0§ Y powyzej
punktu B (0, — A), przecina parabole w dwoéch punktach, lezacych
symetrycznie wzgledem prostej X ——"p. Ta ostatnia prosta jest wiec
osig paraboli.

6. Wartosci mniejszych niz —\A funkcja nie przyjmuje nigdy.

Prosta, réwnolegta do osi X, a przecinajaca 0$ Y ponizej, punktu B
(0, —\A), nie przecina paraboli wcale.

7. Przebieg funkcji y — x* -J-jar-f- q przedstawia tabelka:
x —o0os — £p -f-00
y—J—oo\ —E£A/ -j- oo

Funkcja posiada przy x = —Ap minimum, wynoszgce —\A.

Wykresem funkcji y = x*+ px -}-q jest parabola, przystajaca do
paraboli y — x*, zwrdcona strong wypukta na doét, majaca o$ row-
nolegtg do osi Y, a wierzchotek w punkcie M (—\p, —"4).

8 4. Miejsca zerowe funkcji g — -\-px-\-g.
Rzut oka na ostatnig tabelke poucza, ze funkcja y —xi-\-px-\-q
ma tylko wtedy miejsca zerowe, gdy —*A<Z. 0, czyli gdy/1”0.

Parabola y = x*+ px + g ma z osig X tylko wtedy jeden lub dwa
punkty wspolne, jezeli wierzchotek jej lezy na osi X lub ponizej osi X.

Aby wyznaczy¢ miejsca zerowe badanej funkcji, przeksztat-
camy ja tak, jak w § 3. Otrzymamy:
y Mix+ 1pY— tA.
Jezeli A*>0, mozemy napisa¢ 4 = (j/2)s tak, ze:
y—(+ 1) —(i 17)* .
Rozkladajgc ostatnig roznice kwadratow na czynniki, otrzy
»= (X+ip -tV 3) tr+ tp + P ).

Poniewaz iloczyn dwoch czynnikdéw jest zerem tylko wtedy, je-
zeli jeden z czynnikdéw jest zerem, to y=Q wtedy i tylko wtedy, gdy:
albo x —i /2= 0, albo *-}-£/>+ i = 0. Zatem:

Miejscami zerowemi badanej funkcji sg w przypadku A> 0
wartosci: w _ - ip+m i *« _ Jp U
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W przypadku A= O obie wartosci xt i xs sg réwne, a troj-
mian badany ma Jedno tylko miejsce zerowe: x1= xi — — %p.

Jezeli A< 0, to g— (*+ tp)* —t 4 jest sumg dwoch wy-
razen, z ktorych pierwsze (jako kwadrat) nigdy nie jest ujemne,
a drugie (wedlug zalozenia) jest stale dodatnie. Jest wiec zawsze
y > 0; funkcja badana nie ma w tym przypadku miejsc zerowych.

Whyniki i wzory, otrzymane obecnie, sa zgodne z wynikami i wzo-
rami, otrzymanemi przy rozwigzaniu réwnania x* + px+ ¢ —0. Odpo-
wiada to w zupetno$ci naszemu pojmowaniu réwnania warunkowego,
jako pytania, czy istnieje taka wartos¢ dla X, dla ktérej funkcja,
znajdujaca sie po lewej stronie znaku réwnosci, ma takg samg wartos¢,
jak funkcja po stronie prawej, a w razie istnienia zadania wyzna-
czenia tej wartosci. Poniewaz po prawej stronie znaku réwnosci znaj-
duje sie w tem réwnaniu funkcja, majgca stale wartos¢ 0, to pytanie,
postawione przez rownanie, sprowadza sie¢ do pytania o miejsca zerowe
tréjmianu kwadratowego, znajdujgcego sie po stronie lewej.

W przypadku A> 0, mozemy uzupeni¢ ostatnig tabelke w § 3
miejscami zerowemi funkcji Otrzymamy:

11— ™t (—p—FfA) * —\p *{(—P+ ]/) * +00

y|-f-ooy 0 i —\A 7 0 X*-j-00

Tabelka ta pozwala nam nietylko odczyta¢, kiedy funkcja rosnie,
a kiedy maleje, lecz takze kiedy przyjmuje wartosci dodatnie,
a kiedy ujemne.

W przypadku 4 = 0 pozostaje pierwsza tabelka w 8§ 3 niezmie-
niona; w przypadku A< 0 przedstawia ostatnia tabelka w § 3 prze-

bieg funkcji zupetnie, bo funkcja miejsc zerowych nie posiada i przy-
biera tylko wartosci dodatnie.

§ 5. Graficzne rozwigzanie réwnania kwadratowego.

Wykres trojmianu kwadratowego pozwala nam rozwigza¢ graficznie
réwnanie kwadratowe.

Aby rdéwnanie x*-f-px -f-q—0 graficznie rozwigza¢, przed-
stawiamy graficznie jego lewg strone jako funkcje zmiennej x
i odczytujemy odciete punktow przeciecia sie otrzymanej paraboli
z osig X. Odczytane wartosci sg pierwiastkami réwnania.

Przyktad 1. Rozwigza¢ graficznie réwnanie: xX*—6x+ 9= 0. Aby
otrzyma¢ wykres funkcji y = x*—6jct+ 9, przesuwamy parabole I (fig. 3),
majacg réwnanie ¢ = **, rdwnolegle tak, aby jej wierzchotek znalazt
sie w punkcie (3, 0), (wedlug ostatniego twierdzenia w § 3). Otrzymamy
krzywa Il, ktéra ma z osig X wspolny punkt (3, 0). Pierwiastkiem
danego réwnania jest X —3.



Przyktad 2. Rozwigza¢ graficznie rdéwnanie: x*+ 2x —3 = 0.

Lewg strone przedstawia krzywa Il w fig. 3, ktéra przecina o$ X
w punktach (1, 0) i (—3, 0). Rownanie ma wiec dwa pierwiastki:
xi—I, x2= —3.

Fig. 3.

Przyktad 3. Rozwigza¢ graficznie rownanie: x*—3X+ 4= 0.

Lewa strone przedstawia parabola IV w fig. 3, ktéra osi X nie
przecina wcale. Réwnanie nie ma pierwiastka.

Przyktad 4. Rozwigzac graficznie réwnanie: x* —6x-j-g,= 0, dla
J=6, 7, 8, 9.

Krzywe I, I, Il i IV w fig. 4 przedstawiajg kolejno lewg strone
danego réwnania dla q—6, 7, 8 i 9. Zauwazymy, ze ze wzrostem (
wzajemna odlegto$¢ punktéw przeciecia sie osi X z parabolg coraz bar-
dziej sie zmniejsza, a wiec i oba pierwiastki réwnania roznig sie od



siebie coraz mniej. Wreszcie dla
d= 9 oba punkty przeciecia sie
schodzg sie razem; oba pierwiast-
ki przyjmuja jednakowa wartosc!

Przyktad ten tlumaczy, dla-
czego w przypadku x —0 mowi-
my, ze rownanie ma jeden po-
dwojny pierwiastek, lub dwa row-
ne pierwiastki.

§ 6. Funkcja g = ax*.

Funkcje y = ax* zbadamy,

zestawiajac jg z funkcjg z —x*

Otrzymamy rownanie: y — az,

ktore wyraza, ze wartosci funk-

cji y sa wprost proporcjonalne

do wartosci funkcji z, odpo-

wiadajgcych tym samym war-

tosciom x. Stad wynika bezpo- Fig. 4.

$rednio, ze obie funkcje majg

to samo miejsce zerowe, ze ze wzrostem z funkcja y rosnie,
jezeli a> 0, a maleje, jezeli a< 0, ze rownym wartosciom z od-
powiadajg réwne miedzy sobg wartosci .

Wymien wiasnosci funkcji y —ax2 wynikajgce kolejno z wia-
snosci funkcji z = x* wymienionych w § 2!

Z tabelki na str. 2 znajdziemy:

Przebieg funkcji y — ax* wskazujg tabelki:

Jezeli a> 0: x —o00 00 Jezelia<0: a]—co.*0,*-j-00
u -J-00\ O0s -j-00 i [1— 0O/»0F — co

Funkcja y = axt osigga dla x = 0 minimum lub maximum
y = 0 zaleznie od tego, czy a> 0, czy a< Q.

Przy graficznem przedstawieniu funkcji y = ax8 rozroznimy przy-
padki: a> 0 i a<Oo.

1. Zajmiemy sie najpierw przypadkiem a > 0.

Aby otrzymaé wykres funkcji y = ax*, jezeli a > 1, nalezy rzedng
kazdego punktu paraboli y = X* powigkszy¢ a razy.

Fig. 5 przedstawia wykresy funkcji y= ax* dla a= 1 (krzywa 1),
dla a= 2 (krzywa Il) i dla a= 4 (krzywa III).

Otrzymane krzywe nazywamy takze parabolami; o$ Y jest ich osig,
poczatek uktadu wspotrzednych jest ich wspolnym wierzchotkiem. Wszyst-
kie punkty paraboli y—axi (z wyjatkiem wierzchotka) lezg powyzej
odpowiednich punktdéw paraboli y = jo&® jezeli a > 1.

Jezeli 0<a< 1, to w celu otrzymania wykresu funkcji y —ax2
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nalezy wszystkie rzedne punktéw paraboli p= x* pomniejszy¢ 2 razy.

Otrzymamy parabole, przebiegajace ponizej paraboli y = Xi, majace z nig

wspélng o$ i wspdlny wierzchotek.

Fig. 5.

Krzywe 1V, V i VI przedstawiajg w fig. 5 kolejno funkcje: y —\x >

y=t o U= A

2. Jezeli a< 0, to kazda warto$¢ funkcji y = ax* rozni sie od war-
tosci funkcji Yy —|a| . x*, odpowiadajgcej temu samemu X, tylko znakiem.

Fig. 6.

Wykres funkcji y —axi otrzyma-
my zatem, zastepujac w para-
boli y —|a|x* dodatnie rzedne
jej punktéw rzednemi ujemnemi
tej samej dhugosci.

Krzywe y —axi i y ——axi
odpowiadajg sobie symetrycznie
wzgledem osi X.

Fig. 6 przedstawia funkcje:

y=04x*iy=—04x*

Odczytaj z wykresow w figu-
rze 5i 6 przebieg funkcji y —axt\

Sporzadz z kartonu kilka sza-
blonéw parabol y —ax8 dla rdz-
nych wartosci al

Nazwalismy wyzej krzywe
w fig. 5 réwniez parabolami. Wy-
da¢ sie to moze niewlasciwem,



1

bo jedne z tych krzywych wygladaja wezsze, inne szersze, a wiec zu-
petnie rdzne ksztaltem. Tak jednak nie jest; wszystkie parabole sg po-
dobne tak, jak podobne sg kota o réznych promieniach. Nie wchodzac
w szczegOtowe uzasadnienie tej wihasnosci parabol, zadowolimy sie na-
stepujgcem spostrzezeniem:

Wykresl na papierze milimetrowym bardzo doktadnie parabole y = a*
przyjmujgc za jednostke 1 cm. Przyjmij nastepnie na tym samym ry-
sunku za jednostke 2 c¢cm i przekonaj sie, ze ta sama krzywa przed-
stawia teraz funkcje y —2 x*. Przyjmuj dalej kolejno za jednostke 1’5 cm,
0'5 cm, OT cm i t d. i przekonaj sie, ze ta sama krzywa przedstawia
wtedy funkcje: y= 1'5a* y—05a* y= OT a*it d Z tego widzimy
naodwrot, ze kazdg z parabol y —aor* (gdzie a > 0) uwaza¢ mozna za
parabole y = X* narysowang w stosownej podziaice.

8 7. Funkcja y — ax*f-bx j-c.

Podobnie, jak wysnuliSmy wiasnosci funkcji y = aoc* z wiasnosci
funkcji z —ar* moznaby tatwo wysnué wiasnosci funkcji y = aor*+ bx+ c
z whasnosci funkcji g*+ px + (. Zakladajac bowiem, ze a™ 0 otrzymamy:

y=a (or*f-or+ -) = a (@ + par+ Q), gdzie -=p, ~ =40

Wartosci funkcji y sg zatem proporcjonalne do wartosci funkcji
a+ par + g* Poniewaz wiasnosci tej ostatniej funkcji znamy, mozemy
z nich fatwo wyprowadzi¢ odpowiednie wiasnosci funkcji y. — Zbadamy
jednak funkcje y = ax*+ bx+ ¢ niezaleznie od poprzednich wynikéw.

Poznanie wiasnosci ogdlnego tréjmianu kwadratowego uta-
twiajg nastepujace przeksztatcenia, przy ktorych zaktadamy a . =0:

y=a* bxc,

y~al[f+i*+a]’

y= a ~
[ 1 bV 6a—4ac] a .
y=a N+ —J 4~r-J* a Pzell 4 = 0 —4ac:

Wyrazenie A= b*— 4ac nazywac bedziemy wyrdznikiem trdj-
mianu kwadratowego, a ostatnig posta¢ trojmianu kwadratowego
jego postacig kanoniczng. Z postaci tej wysnujemy kilka wiasnosci
badanej funkcji:

Wyrazenie w graniastym nawiasie (oznaczmy je literg z) jest

sumg kwadratu funkcji linjowej i statej — Funkcja
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linjowa, jej kwadrat i z zmieniajg si¢ ze zmiang X w nastepujacy
sposéb:

b ,

X _o00-2i+®
X",~2t; —co ? 0 /*+ co
hLJ + co\ 0 /o + oo

Z +i CD\—4—a’;/° +-1CO

Zwazywszy, ze wartosci funkcji y sg wprost proporcjonalne
do wartosci funkcji z, bo y = az. znajdziemy:
b i
2a "

y -j-00\ 40 j—o0, jezeli a> 0;
y —co/> —"~ \ —oo, jezeli a< 0.

Tak znajdujemy nastepujace wiasnosci tréjmianu kwadrato-
wego y — axi -f- bx -f-c:

1. Tréjmian kwadratowy jest okreslony dla wszelkich warto-
§ci zmiennej x.

2. Gdy x rosnie od —codo 00, to trgjmian kwadratowy naj-
pierw maleje, osigga minimum, a potem rosnie, jezeli a> 0. Jezeli
a< 0, to trégjmian kwadratowy przy wzrastaniu x od —codo+ co
najpierw rosnie, osigga maximum, a potem maleje.

B. Minimum (dla a > 0) wzglednie maximum (dla a < 0) osigga

tréjmian kwadratowy dla x = —£;. Wynosi ono — <
u sl Tt

Staraj sie te wiasno$¢ tréjmianu kwadratowego odczyta¢ wprost
z jego postaci kanonicznej. Wszak z jest suma dwdch sktadnikdw, z ktd-
rych jeden jest kwadratem funkcji linjowej, a drugi jest liczbg stala.
Poniewaz najmniejszg wartoscig, jaka moze mie¢ kwadrat jakiej$ zmien-
nej, jest 0, wiec kwadrat funkcji linjowej, a wraz z nim i z beda
mialy najmniejsza warto$¢, gdy ten kwadrat stanie sie zerem. Nastgpi

to dla wartosci X = — —. Funkcja z bedzie miata wtedv_minimum —
a funkcja y minimum lub maximum---—-— zaleznie od tego, czy a> 0,
czy a< 0. 4a

4. Trojmian kwadratowy przyjmuje wszelkie warto$ci niemniej-

sze od — gdy a> 0, a wszelkie wartosci niewieksze od —
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jezeli a< 0. Wartos¢ —  przyjmuje tréjmian raz tylko dla
x—A—LiSi Dla wartosci x,awiekszych od —ub& i mniejszych od
—#— 0 te samg liczbe, przyjmuje tréjmian jednakowe war-
tosci. (Sprawdz, obliczajgc warto$¢ y dla je= — -j-$i dla
x——zb’\—<5 z postaci kanonicznej). Kazdg wartlt\)/é\é wieksza,
wzglednie mniejsza niz - zaleznie od tego, czya>0, czy
a< 0, przyjmuje trojmian kwadratowy dwa i tylko dwa razy,
a wartosci jc, odpowiadajace tej samej wartosci tréjmianu, maja te

wihasno$é, ze suma ich wynosi -

§ 8. Wykres funkcji g —axiA-bx -fc.

L Wykres trojmianu y = ax* -j-bx + ¢ tatwo uzyska¢ z w
kresu tréjmianu y —xi -\-px -f-g. Korzystajagc mianowicie z prze-
ksztatcenia y —a [x%+ - x -f--V  kreSlimy najpierw parabole

' N
y = x*}—b ic J—C a nastepnie éE)owi(-;kszamy rzedng kazdego jej
a a 1
punktu [a| razy, jezeli |a|> 1, lub pomniejszamy Elrrazy,jeieli
jal< 1. Jezeli a< 0 obracamy nadto otrzymang krzywg o 180°
dokota osi X. W ten spos6b

otrzymujemy wykres funkcji
y — ax*-f- bx -f-c.
Przyktad 1. Przedstawic
graficznie funkcje:
y=05*- *. 15,

Przeksztatcamy tréjmian w na-
stepujacy sposob:

y = 05 (*—2x —3)

i kreSlimy parabole I, majacq
rownanie:

y =xi —2x—3 (fig. 7 krzywa I).

Pomniejszamy rzedng kazde-
go punktu paraboli 1 dwa razy
i otrzymujemy wykres (krzywa Il)
danej funkcji. Fig. 7
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Przyktad 2. Przedstawi¢ graficznie funkcje: y = — 2x* + 4%,
Przeksztalcamy y - — 2** + 4* w nastepujacy sposob:

y=-2(xi- 2x).

Kreslimy parabole y —x* —2x (krzywa | w fig. 8). Powiekszamy
reedng kazdego punktu krzywej | dwa razy i otrzymujemy krzywg II,
majaca rownanie y = 2 (v — 2x). Kreslimy krzywa Ill, odpowiadajaca

Fig. 8.

symetrycznie krzywej Il wzgledem osi X,
i ta krzywa jest wykresem danej funkcji.

2. Podany sposob graficznego przed-
stawienia funkcji y — a*s-f bx-\-c nie
daje nam dokladnego wyobrazenia
0 ksztalcie otrzymanej krzywej. Przy-
puszczamy, ze bedzie to parabola, po-
wstajgca z rownolegtego przesuniecia
paraboli y — ax*.

Aby to stwierdzi¢, przesuwamy pa-
rabole y = ax2 o m réwnolegle do
osi X (fig. 1, str. 3). Rownanie jej be-
dzie:y —a(x —my.

Dowolny bowiem punkt A" krzy-
wej I' w nowem potozeniu, majacy od-
cieta x, ma rzedng tak wielka, jak w pier-

wotnej krzywej | punkt A'. Punkt A' ma odcieta x —m, a wiec rzednag
a (x— m)*. Zatem i rzedna punktu A’: y = a(x —m)*. W ten sposéb mozna
obliczy¢ rzedna kazdego punktu krzywej I'. Rdwnaniem paraboli I' jest wiec

rzeczywiscie: y = a(x —m)*.

Przesuwajgc te ostatnig parabole o n roéwnolegle do osi Y,
otrzymamy parabole, majacg rownanie:

y = a{x —m)x+ n.

Wykaz to na fig. 2 str. 5!
Do tej postaci mozemy jednak sprowadzi¢ tréjmian y = axi -f-
-f-6je-f-c, przeksztatcajgc go w nastepujacy sposob:

»= fH)-L-

Widzimy, ze wzor ten zgadza sie z poprzednim, jezeli:

= — J*- - .
m %a’ n Aa Zatem:
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Wykresem trojmianu kwadratowego: y — ax*-f-bx-f-c jest
parabola, przystajaca do paraboli y — axs majgca o$ réwnolegta do
osi Y, a wierzchotek w punkcie » —~J, zwrdcona strong wy-

puktg na dot (jezeli a> QJ, lub wgore (jezeli a< 0).

§ 9. Miejsca zerowe trojmianu g = axi-\-bx-\-c. Roz-
ktadanie na czynniki.

_ Z postaci kanonicznej trojmianu kwadratowego
y —a for-j- ~ wynika bezposrednio:
1. Jezeli A< 0, to tréjmian kwadratowy miejsc zerowych
nie ma.

Witedy bowiem wyrazenie w graniastym nawiasie jest sumg dwoch
sktadnikow. Pierwszy z nich, jako kwadrat dwumianu, jest liczbg nie-

ujemng; drugi — A jest wedlug zalozenia liczbg stata, dodatnia.

Suma ich jest przeto liczbg rozng od zera. Poniewaz zaktadamy, ze
a=£0, to y 4=0 dla wszelkich wartosci X.

2. Jezeli A= 0, to jedynem miejscem zerowem trojmianu jest
b
X 2a

*
Jezeli bowiem A—0, to y—a Eor-j-—b\J jest iloc rynem dwaéch
czynnikéw, z ktérych pierwszy a + 0, a drugi staje sie zerem tylko dla

a= — Ta warto$¢ ar jest wiec jedynem miejscem zerowem funkcji y.

u3

3. Jezeli d >0, to posta¢ kanoniczng trojmianu mozna dalej
przeksztatcic:

»=a(*+N-B) +"+1r)’
Oznaczajac: aj = :—9:—-3:y 1 as— -2 %A. otrzymamy

wreszcie:
y=a((x"*t) @—a?.
Poniewaz a+ 0, to y —0 wtedy i tylko wtedy, jezeli a= 0
albo a= a2. Zatem:
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Jezeli A> O to trojmian kwadratowy ma dwa i tylko dwa

rézne miejsca zerowe, wyrazone wzorami:
¢ tyz - -&-ya
o 2a 'Xt— Ta

Ostatnich wzoréw mozna tez uzywac do obliczenia miejsca zerowego
w przypadku A = 0. Otrzymamy wtedy: » = jr,= — i méwimy, ze
troymian ma dwa réwne miejsca zerowe. Na

Z poprzednich przeksztatcen zapamieta¢ nalezy.:

Jezeli /170, to trdjmian kwadratowy y — axt -\-bx-\~c da sie
przedstawi¢ i to w jeden tylko sposob jako iloczyn dwoch czynni-
kéw linjowych postaci: y —a (X — Jtj) (ic— jd).

Ze rozkfad taki istnieje tylko jeden wynika z nastepujacego rozwa-
zania: Gdyby oprocz tego rozktadu istniat jeszcze drugi np. y = a {x—x3
(x —x3, to dla x = xs funkcja y bytaby zerem. Bytoby wiec wedtug pierw-
szego rozktadu a (x3—xt) (*s —x3 = 0. Lecz iloczyn po lewej stronie
znakn réwnosci moze by¢ zerem (wobec a=3=0) tylko wtedy, jezeli albo

x3=xu albo = xt. Podobnie dowodzimy, ze albo x3—xu albo xt = xt,
skad wynika identyczno$¢ obu rozktaddw.

W przypadku A < 0 rozkiad trojmianu kwadratowego na czyn-
niki linjowe jest niemozliwy. Rozktad taki pocigga bowiem za sobg
(jak wyze] widzieliSmy) istnienie miejsc zerowych, a w przypadku
A< 0 trgjmian kwadratowy miejsc zerowych nie ma.

Jezeli A> 0, mozemy tabelke zmiennosci tréjmianu kwadra-
towego, podang w § 7, uzupetni¢ w nastepujacy sposob:

T. ~n -b-]11A b -0 + yz .
Jezeli a>0: X —oo -—- ca~~" * —2a "N 2a~ N 00
Yy -j-co\ 0 \ r 0 ? -(-00
Jezeli a< 0: X —oo~ n N — N ? + cc
U —oo/ 0 [e-—-\ 0 \ — oo
4a

Zwazywszy, ze miejsca zerowe trojmianu kwadratowego
y ==axi -\-bx-\-c sg zarazem pierwiastkami roéwnania ax* -f- bx -f-
-J-c= 0, otrzymujemy znang reguie:

Aby rozwigza¢ rdéwnanie axi -f- bx -j-c= 0, gdzie a==0, obli-
czamy wyréznik A— b*— 4ab.

Jezeli wyroznik jest dodatni (Z> 0), to réwnanie ma dwa

rozne pierwiastki: xt= — * * A~ 1 X*~
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Jeteli wyroétnik jest zerem (A—0), to réwnanie ma dwa
rowne pierwiastki: x, = x, — —

Jezeli wyroznik jest ujemny (A< 0), to réwnanie nie ma pier-
wiastka.
Jezeli albo 6= 0, albo ¢ = 0, dochodzimy do rozwigzania réwnania
prosciej, sposobem wyjasnionym na nastepujacych przyktadach:
Przyktad 1. Rozwigza¢ réwnanie: 4**—9= 0.
4**% = 9
=1 If5r

=+ 1 *»=-3
Przyktad 2. Rozwigza¢ réwnanie: 3** —7jr=0.
Wylaczamy X za nawias: (3a—7) * = 0.
lloczyn po lewej stronie jest zerem, jezeli albo 3* —7 = 0, albo x = 0.
Stad znajdziemy: x1— xt= 0.

§ 10. Znak trojmianu kwadratowego. Nier6wnosci stop-
nia drugiego.

Jaki znak ma tréjmian kwadratowy dla pewnej wartosci x,
mozna wywnioskowaé juz z tabelek w § 7 i 8§ 9. Wyprowadzimy
jednak odnos$ne twierdzenia wprost z postaci kanonicznej tréjmianu:

Znajdziemy: «:a[Q(-I_ZI} -w -

L Jezeli A< 0, to wyrazenie w nawiasie graniastym je
dodatnie, bo f- ~ 0, a —”~ > 0. Trgjmian ma wiec w tym
przypadku dla wszelkich wartosci x taki znak, jak wspotczynnik a.

2. Jezeli 1=10, toy—a [x-j--~]
(*+ ¢1 =0 tylko wtedy, gdy *= ——-

Jezeli x :|=—~2a, to + ~- >0, a trgjmian ma taki znak, jak

wspotczynnik a.
3. Jezeli A> 0, to trojmian kwadratowy mozna napisaé w po-

staci (8 9): y = a {x—xt) (*—*).
Z tej postaci tréjmianu wysnuwamy wnioski:
Jezeli x > i x> *s, albo jezeli x < *i i x < Xxit to oba czyn-

niki x —xx i x —x9 maja znaki jednakowe, a wiec ich iloczyn jest
Podreesnik arytmetyki i algebry. VI.
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dodatni. Trojmian ma wtedy taki znak, jak a. Jezeli za$ wartos¢ x
jest zawarta miedzy liczbami jfj i x,, to x — i X —xt majg znaki
przeciwne, a wiec ich iloczyn jest ujemny. Trdjmian ma wtedy
znak przeciwny znakowi wspoétczynnika a.

Zbierajac razem wszystkie wyniki, powiemy:

Trojmian kwadratowy ax* -f- bx -f- ¢ ma znak przeciwny znakowi
wspotczynnika a tylko wtedy, jezeli A> 0, a x ma warto$¢, zawartg
miedzy miejscami zerowami tréjmianu; w kazdym innym przypadku
ma tréjmian ten dla wszelkich wartosci x (z wyjatkiem miejsc zero-
wych tréjmianu) znak taki, jak wspotczynnik a.

Wyjasnij to twierdzenie na wykresach tréjmianu kwadratowego, roz-
rézniajac przypadki A~ 0, a” 0!

Ostatnie twierdzenie pozwala rozwigza¢ nieréwno$¢ stopnia
drugiego: ax*-f- bx -f-c N 0. Spos6b rozwigzywania takich nieréw-
nosci wyjasnimy na przykfadach:

Przyktad 1. Rozwigza¢ nieréwnosé: -- 3x* + 2* —5> 0.

Obliczamy wyrdéznik trojmianu kwadratowego, znajdujacego sie po
lewej stronie. Znajdziemy:

A= 4- 60= - 56.

Wedtug twierdzenia 1 tréjmian ten ma dla kazdej wartosci X war-
tos¢ ujemng. Dana nierowno$¢ nie spetnia sie zatem dla zadnej war-
tosci X.

Przyktad 2. Rozwigza¢ nieréwnos¢: 2**—4* + 3 > 0.

Obliczamy: A= 16 —24= —8.

Wedtug twierdzenia 1 dana nieréwnos$¢ jest spetniona dla kazdej
wartosci X.

Przyktad 3. Rozwigza¢ nieréwnos¢: 3**+ 6x -f 3> 0.

Poniewaz: A—36,—36 =0,
to dana nieréwnos¢ spetnia sie, jezeli —1
Przyktad 4. Rozwigza¢ nieréwnos$¢: —5** + 2x+ 3> @
Obliczamy: A= 4+ 60 = 84.

Wyznaczamy miejsca zerowe tréjmianu —5x* + 2;t+ 3. Znajdu-
jemy: x1=—06, x2= 1.

Nieréwnos$¢ dana spetnia sie, jezeli: —0%6 < j:<1.

Przyktad 5. Rozwigza¢ nieréwnos¢é: 2x* —7x + 5>0.

Obliczamy kolejno: A —49 —40 = 9;
xt=2'5, xt= 1
Dana nieréwnos¢ sprawdza sie, jezeli X < 1, lub jezeli x > 2'5.
-2.r+3

Przyktad 6. Rozwigza¢ nier6wnosc: X+ 5
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Poniewaz iloraz dwu liczb ma zawsze taki sam znak, jak ich ilO
czyn, to dana nieréwno$¢ jest réwnowazna nier6éwnosci:
(—2x+ 3) (x+ 5)> 0, czyli
—2x*—7 x+ 15> 0.
Rozwigzujac ostatnig nieréwnos¢ (rozwiaz!), znajdziemy:
Dana nieréwnos$¢ sprawdza sie, jezeli —5< x < 1J].

Cwiczenia.

1. Przesung¢ parabole y = x*: a) o 3 rdwnolegle do osi Y;
b) o—2r6éwnolegle do osi Y; ¢) o0 2 réwnolegle do osi X; d)o —3
réwnolegle do osi X. Znalez¢ réwnanie paraboli w nowem potozeniu.

2. Przesuna¢ réwnolegle parabole y — x* tak, aby jej wierzcho-
tek znalazt sie w punkcie: a) A (3, 1); b) B(2, —3); ¢) C(— 3, 1);
d) 2(—2, —3). Znalez¢ réwnanie paraboli w nowem potozeniu.

3. Przedstawi¢ w postaci sumy lub rdéznicy dwoch kwadratéw
tréjmiany:

a) xX*+ 10x+ 16; Db)x*+ 4x+ 8; c)x*-f2x;

d) x*—6x—6; e) x*— 13x-f-42; f) x*—9x + 50i;

g) X*- 2xX+ i; h) x*—08x + 241; i) x*+ 3x+ 2'25;
x*—o6x+ II; k) Xx*-|-2x —2; [IX"-X-j.
4 Wyznaczy¢ minima i miejsca zerowe (o ile istniejg) nast

pujacych funkcy;j.
ay=x*—2x+I; b)y= x*-j-4x-f4; C)y= x*—4;
d) tf= x*+ 9; e) y==x*+ 3x+I; f) y = x*—5x-(-6;¢C
g) y = x*—4x-f-5; h) y= x"-f 2x; i) y=x*-2x+ 5.
Sporzadzi¢ tabelki zmiennosci i wykresy tych funkcyj.
5. Rozwigza¢ graficznie nastepujgce rownania i sprawdzic,
otrzymany wynik rachunkiem:
a) x*= 0; b)x* —9= 0; g x*+ 2x-f1=0;
d x*—6x-f9=10; e) x*+ 2x—3=0; f) x*- 0'5x—5= 0;
g) x**—ix —1=0; h) x*—3x+ 2=0; i) x*+ 4x+ 375= 0;
J) x*+ I'5x = 0; k) x*—2x = 0; ) x**x*—15x +1 = 0.
6. Jakie rownanie bedzie miata parabola y = x*—4x + 3, gdy
ja przesuniemy réwnolegle a) do osi Y o +1. b do osi Y 0 —3,
¢) do osi X o -f-3, d) do osi X 0 —2?
7. Uwazac lewa i prawg strone kazdego z podanych nizej row-
nan za funkcje zmiennej x i przedstawi¢ te funkcje graficznie:

a) x*= 2x -j-3; b) x*= 3x —2; C) X*= —X-j-2;
d x*= —2x--1; e) x*= 2x -f- 1; f) x*= 4x;
g) x*= 4 A)x* = 2x —5; DX* = — X —2*%

2*
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Jakie znaczenie majg w tych wykresach pierwiastki réwnan?
Odczyta¢ z rysunku ich wartosci!

[Zadanie to podaje drugg metode graficznego rozwigzywania réwnan].

8. Uwazajac lewg i prawg strone podanych nizej réwnan za
funkcje zmiennej Xx. przedstawi¢ te funkcje graficznie:

a) xX*—— + b)%Xxi—2x—2; ¢ —**= 2%
d) —04x*= 08.r—0*5; €) £j&*= jo| 1:5; f) —2**= 2jc|-05;
g) O0-ljc'= 2 »; h) fx* = 1*5jc; i) —xa= +x—S$.

Odczyta¢ z rysunku pierwiastki rownan! Sprawdzi¢!

9. Przedstawi¢ nastepujace tréjmiany kwadratowe w postaci
kanonicznej, wywnioskowaé z tej postaci, dla jakiej wartosci X
tréjmian osigga maximum lub minimum, i obliczy¢ je:

a) A= Xr—4*+ 5; b)y= xi —3r+ 2;

C) 1——x*-j- 6x — 18; d) y = 4**-j- 201 -f- 25;
e)y=—2 —4np—F5; f) y——x*—x—2;
9) Y= bx*+ 2; h) y = —2r*-b4;

) y= 3gca+ 2 ) Y= —1** + 3*;

K O =4**+*+1; Oy=-i"™ +x- 1.

10. Wyznaczy¢ tréjmian kwadratowy ge*+ bx + c, w ktoérym:
a)a= 1 aktéry dla x= 3 ma minimum, wynoszgce —4.
b) b——1, a ktéry dla x — £ ma minimum, wynoszace —21£.
c) b = 3, aktoéry dla x — 3 ma maximum, wynoszgce £.
11. Przesung¢ réwnolegle parabole
Ay =ix* by y = —ix*
tak* aby wierzchotek jej byt kolejno w punktach: A (—2, 0), 5(0, 2),
(7(2, —4), D (—1, j3). Znalez¢ roéwnanie paraboli w nowem

potozeniu 1
12. Sporzadz wykresy i tabelki zmiennosci funkcyj:.
a) y — \'bxa—4pge-}-2; b) y — —0O6u*—13x-f-06;
c) y= 02g*— 2*4jcj-5; d) y= —m*-f 4* —5;
e) y= —loe*+ 2nc f) y= —025a*+ g —1,
B) y= 0%5jc-f*; h) y= 4o*+ 4ne+ 1

13. Znalezé réwnanie paraboli, potozonej symetrycznie wzgle-
dem osi X do paraboli: y = 2x* — 5jc-f-2. Wykredl

14. Zbada¢, dla jakich wartosci m przecina prosta y —m pa-
rabole: y — —0%20c*+ 1°4ar-j—3°25.

15. Znalezé réwnanie osi symetrji paraboli:

Q) g=P*— —2; b)y=—x* x—5;
stwierdzi¢ wynik rachunkiem.
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16. Wyznaczyé tr6jmian kwadratowy f(x) — ax*+ bx -j-c, jezeli:

a;/(0) = |1, Ne = 3, /(3) = 10;

by /(— 2)= 4, [/(2)= 0, /(4)= -8 ;

c/(D=-t. /=14, /B)= -+4;

d;/(-1)= 0, /(1)= 2, /(3)= 0.

Obliczy¢ maximum Ilub minimum i miejsca zerowe kazdego
tro6jmianu i poda¢ wykres.

17. a) Wyznaczy¢ tr6jmian kwadratowy, ktéry dla x = 5 ma
warto$s¢ 5, a dla x = 3 minimum, wynoszace 1. Wykres!

b) Wyznaczy¢ tréjmian kwadratowy, dla ktérego — 2 |
miejscem zerowem, a ktéry dla x = 1 osigga maximum, wyno-
szagce 3. Wykres!

18. Roztozy¢ na czynniki linjowe tréjmiany:

a) #= x*+ 4* — 5; b) y — x* — 3jc-j-2;

c) y — — jc*—4-6jr — 5; d) y = -x* + x + 2;

e) i/ = t*s— 2x + 3; f) y = ixt— 5x — 7;
g) y = — 2x*-f2x-f4; h)y y — 9ji8— 12jc—- 4;

)y = 2x»-7x + I#; i) y — — 4x*-f-H* +10'5;

k) #= — 2x* — ¢x + 1 I) y — — 0‘1x* -f- 0'4x -(- 4*5;
m)y= 2x*— 18; n) # = 12 — 3**; 0) y = 2 — £x*;
ply = x*+ 2x; ry y = — 3x*+ 2x; s) y = E£x* — | x.

19. Upros$ci¢ nastepujace utamki, roztozywszy na czynni

licznik i mianownik:

, X8— 3x + 2 X» + 4* + 3. x* — bjc

a) x* -4 x + 3; ' jc*H -2 jc— 3" Cl x* — x — 20"
ax* — 1 . 8x* -\-2x — 3 3jcr-f-4a

d)OX*J,X_l; el 2x* + x — 1 T) 3jc*+ jc— 4 *

20. Rozwigzaé¢ i sprawdzic

rbwnania:

a) (jc— 4) (ic— 2)= 1; b) (jc— 2) (jc— 3) = 1:
¢) (ic+ 5)(jc— 7))+ 16 = 0; d) x* — 2x1/2 = I

jc*— 2jcl2+ 1= 0; /; 2xs— 2x~6 = 3;
* 1=8 % 2(X-%)i O-UA -1/~ =2

X — 2 ac-(- 5 2 LJc+3 X — 3
NE+2 X—1— 3’ ~qr+ 2 A~F5 — 1
21. Obliczy¢ z doktadnos$ciag do 001 pierwiastki r6wnan:
a) 2xt— 30*5x = 250; b) 2'5x* — x = 32-8;
c) x*— 4'5x -f-4'4 = 0; d) x* — 42'7x + 453'2 = 0.
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22. Rozwigza¢ rownania:
a) (xX*—2x + 3)(x*+ *+5) (**—3x+ 2)(x*+ 2x—3)=1
b) x* —x + D)*—(O¢F+ *—D*= (1 —X)»;
c) {x*—x + 2 — (x* —x + 11*= 15;
d) x—2) (x*+ 3x —5) — (X—1) (x* — 5x + 2) = x*;
e) X+ 2)*-(x + )*= (x+ 7)%

fyr~2 2(¢* 2)=3; g9Ix-—~ = 14;
7xX* 1x , 3. X+ *+ 2 1.

y3x+ 3 2x+ 2 no X —1 x—2~3"

y;3x-" X+ 3= 1; af£ x5 £zn =3

4 x—3 1 X—1 'x+ 1 x—1

mx -3 2x-f5_ x+ 1 ® —7.

Dx—1 X+ | 2’ 'X —3 2x—3 7’
i x*-f2 3x--4 , <A , X—2» x+ 7
X—3 X 1 ' (2x—T7)* 4

.2x+ 06 3x—06.

P) x —o-2 2%2 — X’

r; 3x- 7*- lo|~p| = (3x- 5*+ 2

23. Rozwigzaé réwnania:

h. 2 , Xx—1 X 1

b) x*—1+ 4x+ 4 6x-(—6 4°
2Xx—3 x»—3 2xXx —5
x-\-\ X* — X X—1 "’

2x»-3x + 3 r | 2 2
' Xr—1 X*+ X X —x’
. xX*—x+1 14
e) * X+ | x+ D*:

7T(x + D» (x+1)**x+1 ’

.4 4 —Xx .o 2x —1
9) X —x+ T~ i"x*4-2x+ |;
X * 2X — 1
n) x*—1 xX*+ 2 X+ | ’

n x* 3x-f-s 2x 1

{ X*— 1 xX*+ 2x+ | ’
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i) __7*— i £zi3 X~6_
AX*— 1N AX*A4*4X-[-1  dx*—A4jcH1

E} N R U Ry
SX*(X+ D) AX*Aj-9jc—2 1
Y (x—D* x*—1
24. Rozwigza¢ nastepujace nieréwnosci, wzglednie wykazac
ich niemozliwosc:

a) X*—4 xX-f-5s > o ; b) x*—7x + 12< 0;
C) X*—5x+ 6>0; d) —x*+ 5x + 104>0;
e) —6x*4-x4-15<0; f) £x*4-3x + 9<0;
9)-*X*4-2x-4<0; h) x*x—9> 0;

i) x*—4< 0; y)X*4-5<0;

k) x*4" 1> 0; /j3x* —1< 0;

mj X*-6x>0; n) 4x —x*>0;

0) —ix*4-x>0; p) 2x*4~7x <0;

r) x*> 2x—1; s) BX —x*<6;

t) X*< 2x; u) 2x*4-x>x*4-30;
w) 16 —x*>0; *j4>9xs.

25. Przedstawi¢ graficznie lewg i prawag strone kazdej z naste-
pujacych nieréwnosci jako funkcje x i wskaza¢ na podstawie wy-
kresu, dla jakich wartosci x nieréwnos$¢ jest spetniona:

a) X*< Xx; b) x2<4; C) X*> (X 4-3;
d) x*=3<3 —Xx; ) x*-|-X<EX-j-i; f) 2x*—2<x*4~4x—5.

26. Rozwigza¢ nieréwnosci podwdjne:

a) X*—15< 2x < x*—4x; b) x*> 6x > x*—2x 4-15;
€) 7<8x —x*<15; 5< x*—6x < 0;
e) X*—2Xx>3>2Xx —¢X* f) 7x + 4> 2x* > 4x.
27. Rozwigza¢ nieréwnosci:
XxX—1 .n . X4-2 .n .2X+ 1N a
V i=7<0;
, X—3 '2x4-3 ° x4-1 .,
d) 2x+T< °’ N3 x —12 N2x+ < °;
i) 4 4 |°>2; 2N 5 < 2
28. Rozwigza¢ nastepujgce nierownosci, badajac oddziel

znak licznika + mianownika i zaznaczajagc wyniki na linji liczbo-
wej, na ktorej przedstawione sg wartosci x.
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) xfM-2x — 9> O 0) < 0 g 00
ar*r—x—12 ™ n. S 4= Ao, 9N A

d) x*—2x — 3<0, xa-4 x'-5>0, n2x-1>0,
Va1 X—6 —2

*> £ it< 0i «8T+26>°-

29. @) Jak zmienia sie pole kwadratu w zaleznosci od boku x ?
Przedstawi¢ te zalezno$¢ graficznie. Ktéra cze$¢ wykresu ma zna-
czenie geometryczne?

b) Liczbe 20 roztozono na dwa sktadniki. Zbadaé, jak zmienia
sie iloczyn tych skfadnikéw ze zmiang jednego z nich. Kiedy ilo-
czyn ten ma warto$¢ najwiekszg? Obliczy¢ te wartosc!

c) Liczbe 10 roztozono na dwa sktadniki. Zbadaé, jak zmienia
sie suma a) kwadratéw, /?) szeScianow tych skiadnikéw ze zmiang
jednego z nich. Kiedy ta suma ma warto$¢ najmniejszag? Oblicz jg!

d) Jak zmienia sie pole prostokgta o bokach a (=5 cm)
i b (=8 cm), jezeli a wzrasta 0 x, a b 0 x zmniejsza sie. Przed-
stawi¢ zalezno$¢ pola od a wykresem i wskazaé, ktora cze$¢ wy-
kresu ma znaczenie geometryczne. (Rozrozni¢ przypadki a> b,
a= bia< b). Kiedy prostokat ma pole najwieksze? Obliczyc to pole.

e) Odcinek AB — m podzielono punktem C na dwie czesci.
Na kazdej z tych czesci jako na boku zbudowano kwadrat. Zbadac,
jak zmienia sie suma pol tych kwadratow ze zmiang AC =x.
WyKkres!

f) Cena diamentu jest wprost proporcjonalna do kwadratu jego
masy. Jak zmienia sie¢ wartos¢. (1000 zt) pewnego diamentu, gdy rozia-

miemy go na dwie czesci, z ktorych jedna wynosi . =X czesci masy

catego diamentu, w zaleznosci od r? Przy jakim podziale bedzie miat
diament warto$¢ najmniejsza?

g) Ciato, wyrzucone pionowo wgére, porusza sie tak, ze odlegtos¢
jego g (w m) od ziemi zalezy od czasu x (w sek.) w nastepujacy spo-
sob: y ——4'9x*+ 588 x. Zbada¢ te zalezno$¢ 1 Po jakim czasie bedzie
odlegto$¢ ciata od ziemi najwieksza? Po ilu sek. spadnie ciatlo na ziemie ?

h) Badamy ruch ciata, opisany w poprzedniem zadaniu, wzgledem
szczytu wiezy wysokiej na 98 m. Jak zmienia sie odlegtos¢ ciata od
poziomu szczytu wiezy ? Kiedy przechodzi ciato przez ten poziom ? Jaka
jest najwieksza odlegtos¢ ciata od tego poziomu?

i) Wskutek zetkniecia sie z atmosferg peka meteor, a jeden jego
odtamek spada wolno na ziemie w kierunku pionowym. Zbada¢, jak
zmienia sie odlegtos¢ spadajgcego odlamka od fali gltosowej, wywotanej
wybuchem. Kiedy ta odlegtos¢ jest najwieksza? Kiedy jest zerem? Kiedy
odtamek wyprzedzi fale gtosowg?
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[Przy wolnem spadaniu droga y (w metrach) jest nastepujgcg funkcja
czasu X (w sek.): y= 49 Glos rozchodzi sie ruchem jednostajnym
z predkoscig 333 m/sek].

) Z dna szybu, glebokiego na 300 m, porusza sie wgore winc

ruchem jednostajnym z predkoscig 5 e Réwnoczesnie z wyrusze-

niem windy opuszczono do szybu zgory kainien. Zbada¢, jak zmienia
sie odlegtos¢ kamienia od windy.



Rozdziat Il

Dyskusja rownania stopnia drugiego.

§ 1. Warunek Istnienia pierwiastkow .

Jezeli wspotczynniki réwnania kwadratowego zawierajg liczby
ogblne (parametry), to moze sie zdarzy¢, ze dla pewnych wartosci
parametrow réwnanie nie ma pierwiastkow, dla innych wartosci
ma dwa pierwiastki rézne lub réwne. Nie wystarczy zatem w tym
przypadku rozwigza¢ rownanie wedtug wzoréw podanych w § 9
rozdz. I; nalezy ustali¢, dla jakich wartosci parametru*) znale-
ziony wzOr daje rozwigzanie réwnania, a dla jakich jest bez tresci.

Podobnie ma sie rzecz z zagadnieniami, ktorych rozwigzanie
sprowadza sie do rozwigzania réwnania stopnia drugiego z para-
metrem. Tylko dla tych wartosci parametru moze mie¢ zagadnie-
nie rozwigzanie, dla ktérych réwnanie ma pierwiastki.

Badanie rozwigzalnosci rownania sprowadza sie (8 9 rozdz. I).
do badania znaku wyro6znika, ktory jest funkcjg parametru, a wiec
do rozwigzania pewnej nierOGwnosci.

Nastepujace przyktady wyjasniaja sposob badania:

Przyktad 1. Rozwigza¢ réwnanie: —(2m —1)Xx + m*= 0.
Obliczamy wyréznik: d = 2m —1)* —4m*= —4m+ L
Rownanie ma pierwiastki tylko wtedy, jezeli —4m + 1~ 0, czyli
jezeli a mianowicie:
Jezeli m < i, to réwnanie ma dwa rdézne pierwiastki:
2m —1—V—4Am+ 1 . 2lIn—1+ V—4m + 1
* = 2 X *= 2

Jezeli m= J, to réwnanie ma dwa rowne pierwiastki:
=*= —i-
Rownanie nie ma pierwiastkdw, jezeli m>

") Zajmowaé sie bedziemy tylko réwnaniami z jednym parametrem.
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Przyktad 2. Rozwigza¢ réwnanie: £ x*+ (a—1)x+ (@a+ 3)= 0.
Obliczamy: A—(@ —1)*—2 (a+ 3)= a*—4a —5.
Aby réwnanie miato pierwiastki, musi a spetnia¢ warunek:

a*—4a —57 0.

Rozwiazujac ostatnig nieréwnos$é, wzgl. réwnanie, znajdziemy:
Jezeli a< —1, albo a > 5, to dane rownanie ma dwa rozne pier-
wiastki. Oblicz je!

Jezeli a= —1, albo a= 5, to dane réwnanie ma dwa réwne pier-
wiastki. Oblicz je!
Jezeli —1 < a< 5, to dane réwnanie nie ma pierwiastkow.

Przyktad 3. Rozwigza¢ réwnanie:
(mM—)x*—2@Bmi—2)x+ 5@3m—2)= 0.

Wykluczamy narazie przypadek m —1= 0, przyjmujemy wiec m t1.
Warunkiem rozwigzalnosci réwnania jest:

4=43Bm—2»- 20(m- 1)(Bm- 2)~ 0.

Rozwigzujac ostatnig nieréwnos¢ (wzgl. réwnanie) dochodzimy do
nastepujacych wynikow:

Rownanie ma dwa rézne pierwiastki, jezeli f < m < 1i, z wyklu-
czeniem wartosci /n= I.

Rownanie ma dwa rowne pierwiastki, jezeli m—§, albo jezeli
m= If.

Zbadajmy wreszcie wykluczony poprzednio przypadek m —1. Pod-
stawiajgc te wartoS$¢ w danem rownaniu, otrzymamy réwnanie:
—2X + 5= 0, ktére ma jeden pierwiastek.

We wszystkich innych przypadkach, a wiec gdy m < §, albo gdy
m > 2J, rownanie nie ma pierwiastkow.

Przyktad 4. Dana jest prosta | i koto o promieniu 5 cm, ktérego
$rodek O jest oddalony od prostej | o + 3cm. W jakiej odlegtosci (X)
od prostej / nalezy wykreslic prosta m rownolegta do prostej /, aby ta
prosta wyznaczyta w kole cieciwe, rowng danemu odcinkowi a.

(Wykresl w zmniejszonej podziatce figure, o ktérej mowa w zadaniu!).

Wykre$lmy z O prostg prostopadta do / (a wiec i do m), ktéra
przetnie prosta m w punkcie M. Odcinek MO = + (x—3). Poniewaz
odcinek MO, potowa cieciwy wyznaczonej przez prostga m i promien
kota poprowadzony dor konca tej cieciwy tworza tréjkat prostokatny, to
stosujgc do tego trojkata twierdzenie Pitagorasa, otrzymamy rdéwnanie:

3

x—3)*| A 25, ktore po uporzadkowaniu ma postac:

-6x+”"N-iej =0
Rownanie to ma pierwiastki tylko wtedy, jezeli:

4=36-4~ —I€)= 100 —a*~0.
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Rozwigzujgc ostatnig nieréwnos¢ (wzgl. réwnanie), otrzymamy jako
warunek rozwigzalnosci réwnania:

-10~Ma”™ + 10

Ody jednak zastanowimy sie nad znaczeniem a w zagadnieniu,
zauwazymy, ze a (dtugo$¢ odcinka) musi by¢ liczbg bezwzgledna. Stad
wynika dla a nowe ograniczenie tak, ze jako warunek rozwigzalnosci
zagadnienia otrzymamy :

0~anlo.

Jezeli 0™a < 10, to zadanie ma dwa rozwigzania; istniejg dwie
proste réwnolegte do /, ktore wyznaczaja w kole cieciwe, majacg mniej
niz 10 cm.

Jezeli a= 10, to zadanie ma tylko jedno rozwigzanie; istnieje
tylko jedna prosta réwnolegta do /, ktdra wyznacza w kole cieciwe,
majaca 10 cm.

Jezeli a> 10, to zadanie nie ma rozwigzania; zadna prosta rowno-
legta do | nie wyznacza w kole cieciwy, majacej wiecej niz 10 cm.

§ 2. Znaki pierwiastko6w rownania.

W bardzo wielu zagadnieniach chodzi nam o zbadanie znakoéw
pierwiastkéw réwnania. Jest to konieczne zwilaszcza wtedy, gdy z wa-
runkéw zagadnienia wynika, ze niewiadoma moze mie¢ tylko wartosci
dodatnie, bo wtedy tylko dodatnie pierwiastki réwnania stanowig roz-
wigzanie zagadnienia. Ze wzorow na pierwiastki réwnania trudno czesto
bezposrednio wywnioskowaé, czy pierwiastki te sg dodatnie, czy ujemne.
Wysnujemy tedy z tych wzoréw pewne proste zwiazki, ktére do bada-
nia znakéw pierwiastkow rdéwnania lepiej sie nadajg, niz wzory, stuzace
do obliczania pierwiastkow.

Rownanie ax*+ bx -f~-c= 0 ma w przypadku, gdy aI=0
iJ™ O, pierwiastki:

-t-p -6+ P
1 2a ' 2a
Ze wzoréw tych otrzymujemy:
—2b b
X'+ x'="r =-1i’
Zatem:
4:3 t3 &

Jezeli a=#0 i A2>0, to sume i iloczyn pierwiastkow réwnania
kwadratowego mozna obliczy¢ zapomocg wzordw:

b c
a xi = {°
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Na podstawie tych wzoréw tatwo poznaé, jakie znaki majg
pierwiastki réwnania. Ustaliwszy mianowicie, ze 4”0, obliczamy
iloczyn i sume pierwiastkdw. Zajs¢ mogag nastepujgce przypadki:

1. Jezeli okaze sig, ze iloczyn pierwiastkdw jest ujemny (t. j.

5 < 0), to réwnanie ma jeden pierwiastek dodatni, a drugi ujemny.
W tym przypadku zbedne jest nawet badanie znaku wyréznika.

Jezeli bowiem —< 0, to takze ac < 0, a wiec A= ¢*—4ac> 0.

2. Jezeli iloczyn pierwiastkow jest dodatni (t. j. e 0), to albo

oba pierwiastki réwnania sg dodatnie, albo oba ujemne. Ktory
z tych przypadkéw zachodzi, na to daje nam odpowiedZ znak

sumy pierwiastkéw. Jezeli ta suma jest dodatnia (t. j.----i> 0), to
oba pierwiastki réwnania sg dodatnie; jezeli ta suma jest ujemna
(t. j. —: < 0), to oba pierwiastki sg ujemne.

Wyjasnij, ze w tym przypadku suma nie moze byé zerem.

3 Jezeli iloczyn pierwiastkow jest zerem (t. j. 1= 0, czyli
¢ = 0), to przynajmniej jeden pierwiastek réownania jest zerem. Znak
drugiego pierwiastka wskaze nam suma pierwiastkéw (t. j. —

Gdyby i suma byta zerem, to oba pierwiastki réwnania bylyby
zerami.

Zwracamy uwage, ze gdy chodzi o badanie znakdw pierwiastkéw
rownania, to zbedne jest obliczanie bezwzglednych wartosci sumy i ilo-
czynu pierwiastkow; wystarczy ustali¢ ich znaki: lloczyn jest dodatni,
jezeli a i ¢ majg jednakowe znaki; w przeciwnym razie jest on ujemny.
Suma jest dodatnia, jezeli ai b majg przeciwne znaki; jezeli a i b majg
znaki jednakowe, to suma pierwiastkdw jest ujemna.

Nadto przypominamy, ze nieréwnosci: —> 0 i mn > 0 sg réwno-
wazne. n

Zastosowanie powyzszych twierdzen wyjasnimy na przyktadach.

Przyktad 1. Zbada¢ znaki pierwiastkéw réwnania:

X*—(@—6) X+ (a+ 2)=0

w zaleznosci od parametru a

Najpierw ustalamy warunek istnienia pierwiastkow. Rozwigzujac
nieréwnosc:

A=(@_6*- 4(a+ 2)=a% 16a+ 28~ 0,
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znajdziemy, ze pierwiastki istniejg tylko wtedy, jezeli:
ag?2 alboa> 14

Aby oba pierwiastki byty dodatnie, musi by¢ a+ 2>0 i a—6> 0.
Nierownosci te sg spetnione, jezeli a > 6; uwzgledniajac jednak warunek
istnienia réznych pierwiastkéw, powiemy:

Rownanie ma dwa roézne pierwiastki dodatnie, jezeli a > 14.

Aby réwnanie miatlo dwa rézne pierwiastki ujemne, muszg (obok
warunku istnienia dwoéch réznych pierwiastkdéw) by¢ spetnione nieréw-
nosci: a4-2> 0; a—6 < 0. Z nieréwnosci tych wynika: —2 < a< + 6.
Po uwzglednieniu warunku istnienia dwoch réznych pierwiastkéw znaj-
dziemy:

Rownanie ma dwa rézne pierwiastki ujemne, jezeli —2< a< 2,

Aby rownanie miato jeden pierwiastek dodatni, a drugi ujemny,
musi by¢ spetniona nieréwnos¢: a+ 2 < 0, skad wynika: a < —2.

Rownanie ma jeden pierwiastek dodatni, a drugi ujemny, jezeli
a< - 2

Aby dyskusja byla zupetna, nalezy jeszcze uwzgledni¢ dla a war-
tosci: —2,+ 2,+ 14. Znajdziemy tatwo: jezeli a= —2, to réwnanie ma
jeden pierwiastek ujemny, a drugi réwny 0; jezeli a= + 2, to rownanie
ma dwa rowne pierwiastki ujemne; jezeli a= -f 14, to réwnanie ma
dwa réwne pierwiastki dodatnie.

Zestawiajgc wyniki dyskusji, otrzymamy:

Jezeli: a<-2, to xx<O0 < xt;
9 =_21 9 <O=*|;
o -2<a<+ 2 s Xi<xt<O;
9 a= 2, p Xi— Xf<o0;
o 2<ac< 14, » X1i xt nie istnieja;
o a= 14, s 0<xt=xt;
o a>14, s 0< < xv

Przyktad 2. Jak wysoki musi by¢ prostokat o podstawie a, aby
powiekszony o kwadrat, zbudowany na wysokosci, miat pole tak wielkie,
jak kwadrat o boku 3 cm?

Oznaczajac literg x szukang wysoko$¢ prostokgta, znajdziemy row-
nanie: ax + *—9, ktore po uporzadkowaniu ma postac:

X*+ax—9= 0.

Poniewaz A = a*+ 36 >0, to réwnanie ma zawsze dwa rozne pier-
wiastki. Btedem bytoby jednak sgdzi¢, ze i zadanie m& dwa rozwigzania.
Ze znaczenia X wynika, ze moze ono mie¢ tylko wartosci dodatnie; tylko
dodatnie pierwiastki rdwnania dajg rozwigzanie zadania. Nalezy zatem
zbadaé, czy otrzymane réwnanie ma (zaleznie od wartosci a) pierwiastki
dodatnie i w jakiej ilosci. Poniewaz wspétczynnik przy X*i wyraz wolny
od niewiadomej majg znaki przeciwne, to rownanie ma niezaleznie od
wartosci a jeden pierwiastek ujemny, a drugi dodatni. Chcac otrzymac
Rozwigzanie danego zagadnienia, nalezy odrzuci¢ pierwiastek ujemny,
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a zatrzyma¢ pierwiastek dodatni. Tak dochodzimy do wyniku, ze zada-
nie ma dla kazdej wartosci a jedno rozwigzanie.

Przyktad 3. Wréémy do zadania przerobionego jako przyktad 4
w § 1. DoszliSmy tam do wyniku, ze w kole mozna wykresli¢ dwie cie-
ciwy roéwnolegte do prostej Z réwne odcinkowi a, jezeli 0~ a< 10. Zba-
damy teraz, jakie potozenie majg te cieciwy wzgledem prostej Zw za-
leznosci od wartosci a, t. j. czy lezg po tej samej stronie prostej Zco
Srodek kota, czy po przeciwnej; czy tez jedna po jednej, a druga po
drugiej stronie prostej Z tatwo widzie¢, ze chodzi tu o zbadanie w za-
leznosci od a znakéw pierwiastk6éw réwnania:

4-6jT+~-16j = 0.
a*
Jezeli ——16 < Q czyli a< 8, to pierwiastki majg znaki przeciwne.

Jezeli ——16= 0, czyli a= 8, to jeden pierwiastek jest zerem,
a drugi jest dodatni (bo jrx+ Xxs—6).
Jezeli a—3—16 > 0, czyli a> 8, to oba pierwiastki majg znaki jed-

nakowe. Poniewaz nadto + a*= 6, to oba pierwiastki muszg by¢
dodatnie.

Uwzgledniajac warunek istnienia pierwiastkéw, dochodzimy do na-
stepujgcych wynikow:

Jezeli 0™ a < 8, to istnieja dwie cieciwy, spetniajgce warunki za-
dania; cieciwy te lezg po przeciwnych stronach prostej /.

Jezeli a—8, to istniejg dwie cieciwy, speiniajgce warunki zadania;
jedna z nich lezy na prostej /, a druga po tej stronie prostej I, co $ro-
dek kota.

Jezeli 8 < a< 10, to istniejg dwie cieciwy, spetniajgce warunki za-
dania; obie lezg po tej stronie prostej /, co $rodek kota.

Jezeli a= 10, to istnieje tylko jedna cieciwa, spetniajgca warunki
zadania; lezy ona po tej stronie prostej /, co Srodek kota.

(Wyjasnij wynik na stosownym rysunku!).

g3.Potozenie liczby wzgledem pierwiastkéw ré6wnania.

Obecnie uogolnimy wyniki ostatniego paragrafu. Tam zbadalismy
znaki pierwiastkow rdwnania czyli zbadaliSmy, jakie potozenie ma zero
wzgledem pierwiastkdw rownania. Teraz rozwigzemy zadanie ogolniejsze:

Zbadac, jakie potozenie ma dana liczba a wzgledem pierwiast-
kéw réwnania ax*-(- bx + ¢—0.

Przyjmujemy, ze A> 0, a4=0, a xx< xt. Oznaczamy przez/(x)
trojmian kwadratowy, znajdujacy sie po lewej stronie danego réw-
nania, i myslimy sobie obliczong warto$¢ tego tréjmianu dla x — a,
czyli /(a). Ze znaku /(a) w poréwnaniu ze znakiem wspétczynnika a
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i twierdzen w § 10 rozdz. | bedziemy sie starali dojs¢, jakie poto-
zenie zajmuje a wzgledem xx i x2

Jezeli a./(a) < 0%), to jeden pierwiastek réwnania jest mniej-
szy, a drugi wiekszy niz o.

Jezeli a ./(a) > 0**), to a jest albo mniejsze od obu pierwiast-
kéw, albo wieksze od obu pierwiastkow. Aby rozstrzygnaé, ktory
z tych przypadkéw zachodzi, poréwnywamy a ze $rednig arytme-

tyczng obu pierwiastkow: £  -fx2) —— ktora z pewnoscig
jest wieksza od mniejszego, a mniejsza od wiekszego pierwiastka.
Jezeli a> — to a jest wieksze od obu pierwiastkow; jezeli
a< — to a jest mniejsze od obu pierwiastkow.

Zestawiajac wyniki i oznaczajac przez jg mniejszy, a przez xt
wiekszy pierwiastek réwnania, otrzymamy:

Jezeli a./(a) <0, to xt< a< xt;

* a.(«)>0 ia>— to <xs<a;
» a*/(«)>0 i a< — to a< xt<Xx,.

Gdyby byto a/(a) —0, czyli /(a) = 0 (bo a 4=0), to a bytoby pier-

wiastkiem rdéwnania. Poréwnanie liczby a z ——  wskazaloby, czy
a=* czy a=x2 a b
Jezeli A= 0, to poréwnywamy a bezposrednio z =/, = —3t

Przyktad 1. Zbadaé, jakie potozenie ma liczba —2 wzgledem
pierwiastkéw réwnania:

mx* —(m—11) x + (3zn+ 22) = 0,
w zaleznosci od réznych wartosci m.

Przyjmujemy narazie, ze m 4=0.
Roéwnanie ma pierwiastki tylko wtedy, jezeli:

A= (m- 1)*- 4m@m+ 22)" 0.
Rozwigzujgc ostatnig nieréwnos¢, znajdziemy:
- HAm A~ + 1,
jako warunek istnienia pierwiastkow.

Aby zbada¢ potozenie liczby —2 wzgledem pierwiastkéw rowna-
nia, obliczamy:

m./(—2)=m@m-f2m—22+ 3m+ 22)= 9m*> 0.

*) Czytaj: ai /(a) majg przeciwne znaki.
**) Czytaj: a i /(a) majg jednakowe znaki.
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Wobec tego liczha —2 jest dla wszelkich wartosci m albo wigksza,
albo mniejsza od obu pierwiastkow (przypadek m —0 wykluczamy). Aby

rozstrzygna¢, czy —2< sixt, czy x3< —2, obliczamy $rednig
arytmetyczng pierwiastkdw; znajdziemy T Badamy dla jakich
wartosci m jest mé-_ﬁa-l-% — 2 a dIé"jék‘iChané-l-r%--< — 2 Rozwiazu-
jac ostatnie dwie nieréwnosci, znajdziemy kolejno:

m—11 , , —11 , ,

- 220, L+ 2<0,

Bi-11 + 4m m—11+ 4m

2m ’ 2m ’
2m(5m-11)>0, 2m(5m—11) < 0,
m <0, albo m > ty. 0<m<ty-.

Zestawiajac te nieréwnosci z nieréwnoscig, stanowigcg warunek
istnienia pierwiastkéw, otrzymamy:

—2 jest mniejsze od pierwiastkbw rdéwnania, jezeli —IlIfgm<0;
—2 jest wieksze od pierwiastkbw réwnania, jezeli 0 < m~” 1.

Zbadajmy wreszcie wykluczony poprzednio przypadek m = 0. Dla
tej wartosci m ma rownanie postac: 11 x + 22 = 0. Pierwiastkiem jego
jest x = —2.

Przyktad 2. Zbiornik mozna napetni¢, doprowadzajagc wode
dwiema rurami. Do napeinienia zbiornika tylko drugg rura potrzeba
0 a godzin mniej czasu, niz do napetnienia go tylko pierwszg rura.
Jezeli obie rury sg otwarte, to zbiornik napetnia sie w 2 godzinach.
W ilu godzinach napetni sie zbiornik, gdy otwarta jest tylko pierw-
sza rura?

Do napetnienia zbiornika tylko pierwszg rurg potrzeba X .godzin;

w jednej godzinie wypetni woda, doptywajacg pierwszg rura, — czes¢
zbiornika, w 2 godzinach 2 czesci. — Napetnienie zbiorniki tylko
drugg rurg trwa X —a godzin; w jednej godzinie wypetni woda, do-

1 2
plywajaca drugg rurg, X _ a cze$¢ zbiornika, w 2 godzinach X _ a

czesci. — Stosownie do warunkéw zadania:
2 2 1
x T x=a &

Zakladajac *4=0 i * a i uwalniajgc réwnanie od utamka,
otrzymamy: _Xa+ 4)x+ 2a—0.

Wyroéznik tego réwnania A= (a+ 4)s—8a= a*+ 16 jest zawsze
dodatni. Réwnanie ma wiec zawsze dwa rozne pierwiastki. Oba pier-

Podrecznik arytmetyki i algebry. V1. 3
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wiastki sg zawsze dodatnie, bo ich iloczyn 2a i suma a+ 4 sg dodatnie
(a wskutek swego znaczenia jest liczbg dodatnia).

Aby pierwiastek X réwnania mozna uwaza¢ za rozwigzanie zada-
nia, musi on spetnia¢ nierowno$¢ X>a, bo ilos¢ wody X —a, doply-
wajacg w godzinie druga rura, nie moze by¢ ujemna. Nalezy zatem
zbada¢, jakie potozenie ma a wzgledem pierwiastkdw réwnania i od-
rzuci¢ pierwiastki mniejsze niz a. W tym celu obliczamy /(a) i badamy
jego znak; otrzymamy:

/(a) = a*—(a+ 4)a+2a=—2a<0.

Z ostatniej nieréwnosci wnioskujemy, ze jeden pierwiastek réwna-
nia jest zawsze mniejszy, a drugi wiekszy niz a. Zatem:

Zadanie ma dla kazdej dodatniej wartosci a jedno rozwigzanie
(wiekszy pierwiastek réwnania).

g 4. Potozenie pierwiastko6w réownania wzgledem da-
nego przedziatu.

Na podstawie poprzednich rozwazan rozwigzemy nastepujgce za-
danie:

Majac dane rownanie kwadratowe ax*+ 6*-t-c = 0, oraz
dwie liczby o i p, przyczem a</), zbada¢, czy oba pierwiastki
réwnania leza miedzy a i ff, czy tylko jeden pierwiastek réwna-
nia lezy w tym przedziale, czy tez oba pierwiastki rownania lezg
poza przedziatem a...p.

Oznaczmy, jak w poprzednim §-ie, f(x)= ax*-f bx -|- ¢ i obliczmy
/(a) i/0J).

Jezeli w przedziale a ... p znajduje sie tylko jeden pierwiastek
rownania / (j9 = 0, a drugi pierwiastek lezy poza tym przedziatem,
to jedna z liczb /(a) i/(/?) musi mie¢ taki znak jak a, a druga
musi mie¢ znak przeciwny; a wiec /(a)./(/?) < 0. | naodwrot; jezeli
/(a)./(/?) < 0, to jedna z liczb /(a) i /(/?) musi mieé taki znak
jak a, a druga ma znak przeciwny; jedna z liczcb a i 9 lezy
zatem miedzy pierwiastkami réwnania, a druga poza przedzia-
fem .. xt.

Wystarczajacym i koniecznym warunkiem na to, aby réwnanie
kwadratowe f(x) = O miato jeden i tylko jeden pierwiastek miedzy
0ip, jest Z(0)./(/19)<O0.

Jezeli oba pierwiastki rdwnania lezg w przedziale a...p,
to a/(a)>0 i a/(/9)>0, a nadto o< -~ -</9 (8 3). Naodwrot

whnioskujemy na podstawie twierdzen w § 3 z warunkdw:
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al@> Oia< — ze a< *x< *2, a z warunkéw afd)> O
i ze < * < [? jezeli jix oznacza mniejszy, a X2

wiekszy pierwiastek réwnania.

Wystarczajagcym i koniecznym warunkiem na to, aby réwnanie
kwadratowe f(x) — 0 miato dwa pierwiastki w przedziale a... (i,

jest: a/(a)> O, a/(9>0 ia< —~ <np.

Z tych twierdzen wynika, ze oba pierwiastki réwnania lezg poza
przedziatem a... /?, jezeli: 1. al/(a)<0, af(p)<0; 2. al(a)> 0O

al(#>0, 3. al/(a)>0, af(p)>0, -£-<a<p. Wy-
kaz, ze wtedy: 1. Xt <a< <* 2 ac<fi<xx<*s; 3. xx<xt<a<p.

Przyktad 1. Na odcinku majgcym 10 cm zbudowano jako na
przeciwprostokatnej trojkat prostokatny, w ktdrym rzut X wiekszej
przyprostokatnej na przeciwprostokatng rozni sie o m od wysokosci
wykreslonej z wierzchotka kata prostego. Obliczy¢ Xl

Rzuty przyprostokatnych na przeciwprostokatng wynoszg * i 10 —X,
a wysokos¢ x —m. Stosujac znane z geometrji twierdzenie, otrzymamy:
(* —m)* — (10 —*) X, a po uporzadkowaniu:

2" ®—2(m+ 5 *+ m*= 0.
Rownanie ma pierwiastki tylko wtedy, jezeli:
A= 4 (mf5*—8m*= —4m*+ 40m+ 100 ¢z0, czyli gdy:
—5@12—I)~A"m~n 5 + ).

Aby jednak pierwiastki réwnania dawaly zarazem rozwigzanie za-
dania, musi by¢ spetniony caly szereg warunkéw dodatkowych. | tak:
1. Poniewaz X oznacza rzut wiekszej przyprostokatnej, to X musi
spetnia¢ nieréwnos$é: 5<*<10. 2. Poniewaz X —m oznacza wysoko$¢
trojkata, musi by¢ * —m > 0 czyli x> m.

Chodzi wiec o znalezienie, dla jakich wartosci * oba powyzsze wa-
runki sg speinione.

1. Aby zbada¢ kiedy 5 < * < 10, obliczamy:

/(5) = 50 —10 (m + 5) + mM®= m* —IOm;

/(10) = 200 —20 (m + 5) + m*= m*- 20m + 100 = (m- 10)*

Poniewaz /(10) > 0 dla kazdej wartosci m, badamy, jaki znak ma
/(5) = m*—10m. Rozwigzujgc nierownosci: m*-'10m < 0 i m*—IOm > 0,
znajdziemy:

/(5) < 0, jezeli 0 < m < 10;

/(5) > 0, jezeli m< 0, albo m> 10.

Rownanie ma jeden tylko pierwiastek w przedziale 5... 10, jezeli
/(5)/(10)<0, czyli gdy 0< m< 10. Poniewaz wtedy /(5) <0,

»
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a /(10) > 0, wnioskujemy, ze wiekszy pierwiastek rownania lezy
w tym przedziale.

Aby réwnanie miato w przedziale 5... 10 dwa pierwiastki, musi
by¢ wedlug ostatniego twierdzenia réwnoczesnie:

/(5)/(10) > O i 5< —5° < i0, czyli:
m <0 albo m> 10 i 5<m< 15

Jezeli dotgczymy do tego warunek istnienia pierwiastkdw réwnania,
poznamy, ze wszystkie warunki sg spetnione, jezeli:

10<mA5(V2 + ).
Wtedy rownanie ma w przedziale 5... 10 dwa pierwiastki.
2. Zbadajmy wreszcie, kiedy X > m. Obliczamy:
f(m) = 2ms—2 (m+ 5) ni + m*= m*—10/7).

Aby istniat jeden tylko pierwiastek rownania wiekszy niz m,
musi by¢ (8 3):
[(I72) = [*—10/72< 0, czyli 0 < [2< 10.

Zaznaczamy, ze wtedy wiekszy pierwiastek réwnania odpowiada
warunkowi X > m.

Aby istniaty dwa pierwiastki wieksze niz m, muszg by¢ spetnione
réwnoczesnie nier6wnosci:

() >0 i m< ~2~" czyli:
m <0, albo m> 10 i m< 5.
Warunki te sg speinione, jezeli m < 0.

Zestawiajac warunki, ktére musi spelnia¢ m, aby byto réwnocze-
$nie 5< *< 10 i X > /12, otrzymamy:

Dane zadanie ma jedno rozwigzanie, jezeli 0 < /2< 10; znajdziemy
je, obliczajac wiekszy pierwiastek réwnania: 2x* —2 (m+ 5) X+ m*= 0.
Jezeli nieréwnos¢ 0 < m < 10 nie jest spetniona, to zadanie jest nie-
rozwiagzalne.

Ten prosty przyktad wskazuje, ze zagadnienie geometryczne nie
jest jeszcze bynajmniej rozwigzane, jezeli utozymy i rozwigzemy réwna-
nie, ktdre szukana wielko$¢ ma spetnia¢. Réwnanie stanowi tylko wa-
runek konieczny, ktory szukana wielko$¢ musi spetnia¢; warunek ten
czesto nie jest jednak wystarczajacy. Szukana wielko$¢ musi spetniac
jeszcze warunki dodatkowe, nie uwzglednione przy ukladaniu réwnania,
ktore zwykle dajg sie ujg¢ w posta¢ pewnych nieréwnosci. Warunki te
w kazdem zadaniu sg inne; trudno wiec tu poda¢ ogolnie obowigzujace
przepisy. W zadaniach geometrycznych zwrdci¢ nalezy przedewszystkiem
uwage na to, ze wszelkie odcinki, o ktérych mowa jest w temacie,
a nadto odcinki, ktére wprowadzamy przy uktadaniu réwnania, muszg



37

by¢ dodatnie. (Stad np. w ostatniem zadaniu warunek: X —m > 0).
Czesto sam temat narzuca pewne ograniczenia. Tak np. w ostatniem
zadaniu zada sie, aby X oznaczalo rzut wiekszej przyprostokatnej;
jezeli szukany odcinek ma by¢ bokiem trdjkata, to musi by¢ spetniony
warunek, ze suma dwoéch bokéw jest wieksza, a réznica mniejsza od
trzeciego boku i t. p. Czesto warunek taki jest juz spetniony, gdy spel-
nione jest réwnanie; a wtedy warunek taki mozna poming¢. Tak np.
przyjawszy w ostatniem zadaniu warunek X > 5, a wiec i X >0, moz-
naby poming¢ warunek: X < 10; réwnanie bowiem (jc—m)2= X (10 —X)
wskazuje, ze skoro X > 0, to wobec tego, ze lewa strona jest dodatnia,
musi by¢ tez 10 —x >0, a wiec X < 10. Pamieta¢ jednak nalezy, ze
dodanie warunku, ktory jest juz spetniony, gdy spetnione jest rownanie,
nie prowadzi do fatszywego wyniku; pominiecie natomiast istotnego wa-
runku daje rozwigzanie przynajmniej niezupetne, jezeli nie bledne.

§ 5. Zestawienie 1 geometryczne przedstawienie po-
przednich wynikow.

Podajemy jeszcze geometryczng interpretacje twierdzen, podanych
w 88 3 i 4; ulatwia ona nadzwyczaj zapamietanie wynikdéw badan tam
przeprowadzonych.

Fig. 9 @) i b) przedstawiajg wykresy tréjmianu kwadratowego
y = f(x) =axl+ bx+ c dla a>0 (fig. 9a) i dla a<0 (fig. 9 b
przy zatozeniu A > 0. Punkty na osi X oznaczono liczbami, ktére
im odpowiadaja; 0§ Y w ry-
Sunku opuszczono. Miejsca
zerowe tréjmianu y = /(ar),
a wiec pierwiastki rownania
f(x) = 0, oznaczono ia;
i przyjeto a;, < ar,. Zazna-
czono réwniez w figurze $red-
nig arytmetyczng pierwiast-
kow \ (x1+ ar) = - —
ta
1 Liczba jakas a moze
zaja¢ wzgledem pierwiast-
kéw nastepujgce potozenia:
1) a<a,<*3 (punkt r

w fig. 9),2 a=a<a
(punkt ar),3) a;, <a < xt
(punkt s), 4) a <a, = a
(punkt ar), 5 a <a < a

(punkt t).
Kazdej wartosci a odpo-
wiada pewna warto$¢ funk-
cji /(«)> przedstawiona w fig. 9
rzedna, wykreslong z odpo-
wiedniego punktu. Ze znaku Fig. 9.
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rzednej i potozenia a wzgledem pierwiastkéw réwnania i ich S$redniej

arytmetycznej —.a znajdujemy:
Jezeli a<jrl<xs, to a/(a)>0 i a< —
s a=*<x, , al@=01i a<-";
» XI<a<xa B al(d)<0 i
. <= ., al@=01i a>-~;
w Xi<*8<a , al(a)>0 i a> -

Zatozenia powyzszych twierdzen zawierajg wszystkie mozliwe, wy-
kluczajace sie wzajemnie zwiazki miedzy a &xt < xa. Réwniez i wnioski
zawierajg wszystkie mozliwe, wykluczajgce sie wzajemnie potgczenia

zwigzkéw a/(a) = Oio= — Powyzsze twierdzenia mozna zatem od-

wrdci¢. Uczyn to pisemnie i wyraz stowami, po nalezytem uporzadkowaniu 1

Il. Pomijajac szczegdtowe badanie wszelkich mozliwych przypadkéw
potozenia przedziatu a... fi (gdzie a i (i oznaczajg takie dwie dowolne
liczby, ze a< fi) wzgledem przedzialu x1...xi, oméwimy szczegdtowo
tylko dwa przypadki: 1. W przedziale o.../9 znajduje sie jeden tylko
pierwiastek rownania. 2. W przedziale a... fi znajdujg sie oba pier-
wiastki réwnania.

1. W pierwszym przypadku (jak wida¢ w fig. 9) majg rzedne, wy-
kreslone z punktéw a i fi (np. z punktdéw r i s, albo s i f), znaki prze-
ciwne, a wiec /(a) f{fi)< 0. Naodwroét; jezeli dwie rzedne majg znaki
przeciwne, musi miedzy ich punktami przeciecia si¢ z osig X parabola
przecina¢ o$ X.

2. Jezeli w przedziale a... fi znajdujg sie oba pierwiastki réwnania
(np. w przedziale to (patrz fig. 9!) rzedne wykreslone z punk-
tow a i fi majg takie znaki, jak a czyli af(a)> Oi af{fi) > 0. Twier-
dzenia tego odwrdci¢ nie mozna, bo a i fi moglyby takze lezeé po jednej
stronie przedziatu xt...x2 (np. punkty t i u). Aby mie¢ pewnos¢, ze tak
nie jest, badamy potozenie punktéw a i fi wzgledem jakiego$ punktu
przedziatu ~ ... xa np. punktu —-"-- Jezeli —  lezy migdzy o i fi,

Le
czyli jezeli a< —d—< fi, a/(a) i/(/9) (rzedne wykreslone z punktow
a i fi) majg takie znaki jak @, to w przedziale a...fi lezg oba pier-
wiastki réwnania f{x) = 0.
*) Zwigzki af(a)® 0i a= —.a nie mogg istnie¢ réwnoczesnie, jak wynika
z fig. 9, lub nastepujgcego obliczenia:

al("n)=a(n_li+c)==_#6," 4ac)™ -tid<0-
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Cwiczenia.

1. Jaki warunek musi spetniaé parametr m nastepujacego
rownania, aby to réwnanie miato jeden pierwiastek lub dwa
pierwiastki:

a) mx* —(m —2)x -f-£(m -j-2) = 0;

b) jc-j- 2m —3) jff'(m —2)*= 0;

c) x*—imx f-4= 0; d) X*—6x+ m*= 0,

e) (m—1)x*-f-2m —1)x —1= 0;

f) jr*-2(m —2)x+ 4=0; g xX*—(3m-1)x —n¥*= 0;

h) *—m>*(m + i) —O0; i) x*—2(m—)*-{-(2/n*—T7)= 0;
j) 8mx*—4(m—NDr -j- (2m -j- 1) = 0;

k) (8m-f-1)x*-f-8 2m -j- ) x -f-16m =0;

) mx*-j-Bm—2)x-(-@m—If)= 0.

2. Wyznaczy¢ wspotczynniki a, b i ¢ w réwnaniu ax* + bx -j-
-f-c = 0 tak, aby spetnione byly nastepujgce warunki:

a a—2,-.= —f, x,=I; bya= 1, xI=2-\-\2> xt= 2 —\2\

c) b—2 x1—8, = —1; d)6—1, Afj=0, xt— —5;

e) c—8, X\= 4, = —6; f)c—1, ~ = 10, = 0L
[*1i oznaczajg tu pierwiastki réwnania].

3. a) RoOznica pierwiastkéw réwnania: 2jcc—5jc+ c= 0 wy-
nosi 2. Obliczy¢ c. Rozwigza¢ otrzymane réwnanie.

b) Miedzy pierwiastkami xt i x%rownania: llje-f-c= 0
zachodzi zwigzek: 3™ —2js= 7. Obliczy¢ ¢! Sprawdzi¢ wynik,
rozwigzujac znalezione réwnanie.

c) Jaka warto$¢ musi mie¢ 6 w réwnaniu x*-f- bx -f-8 = 0,
aby jeden pierwiastek tego réwnania wynosit —4? Sprawdzi¢
przez rozwigzanie otrzymanego réwnania.

d) Wyznaczy¢ w réwnaniu: x*-f-bxA-2—0 wspoéiczynnik 6
tak, aby rownanie to miatlo dwa dodatnie pierwiastki, z ktorych
jeden byitby dwa razy wiekszy od drugiego.

e) Jeden pierwiastek rownania 2x*-f bx-\-c — 0 jest odwrot-
noscig drugiego, oba pierwiastki sg dodatnie, a réznica ich wy-
nosi 1£. Obliczy¢ 6 i cl

4. a) Nie rozwigzujac réwnania: x*—2-35* —5= 0, obliczy¢
nastepujace funkcje jego pierwiastkdw ~ i xt:

ki, mefiok, Rk xikjexs,

[Wyrazi¢ kazdg z tych funkcyj zapomocg sumy i iloczynu pier-
wiastkéw ; np. + *1 Ag+ M= (§ + j@2— 7]
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b) Nie rozwigzujgc réwnania: *8—6 * + 7 =0 obliczy¢ naste-
pujace funkcje jego pierwiastkéw *x i
21— 8+ 2%5,  FPN+*? A*I+*I4> (K
¢) Wyrazi¢ zapomocg wspotczynnikéw a, b i ¢ roéwnania}
a*8+ 0*+ c= 0, przyczem 6*—4ac” 0, nastepujace funkcje jego
pierwiastkow xt i *a:
4+ 4> A+ & 4Fa¥*id> (18 4+ *ikr4d,
ata. PR 1+1.
*Q *j i * % 4 4 \V; *x1/ \ *% [
5. Wyro6zniki podanych nizej réwnanh sg dodatnie. Rozstrzy-
gnaé, nie rozwigzujgc réwnan, jakie znaki majg ich pierwiastki:

a) 7*8—12-3*+ 4= 0; b) 2*8+ 3'4*+ (0"3= 0;

c) —3*8+ 1-2*+ 153=0; d)—3**—23*+ 4= 0;
e) —**+ 6-8*—1= 0; f) 3-2*» —62* —83 = 0;
g) X*—2*7*=0; h)y 4’5* —2**= Q.

6. Ustali¢c warunki istnienia pierwiastkdbw podanych nizej
rownan i zbadaé¢ znaki pierwiastkow zaleznie od wartosci para-
metru (m, a). Zaznaczy¢ nastepnie na linji liczbowej, przedstawia-
jacej wartosci parametru, obszary, w ktérych znajdujg sie war-
toSci parametru, dla ktérych rdéwnanie ma: dwa pierwiastki do-
datnie, dwa pierwiastki ujemne, dwa pierwiastki o réznych zna-
kach. Jakim wartosciom pierwiastkbw odpowiadajg punkty od-
graniczajgce owe obszary?

a) *8+ 3*—a(@a—3)= 0; b) *8— (a—1)* —2a(3a —1)
C) *™—da*+ | = 0; d) *8+ 2(3a—I)*+(3a -f-II)
e)x*~ 2(a—2)*—4a=0; f) £*8—(2a+ 3)*+ (6a+ 5)
g) @+ 1)*8—4a*+ (a+ 1)= 0;

h) 5a*8—2(3a+ 5 *+ (ba+ 6)= 0;

i) (m-f-10) *8—34* -j- (31 —2m) = 0;

j) *8+ 3/n—m)*+ (m—1)*= o;

k) 775 —2 (jn —1) * -+42m +4) = O;

D (m—1)a®—(m-j-1)*-f-(m+1) = 0.

7. Nie rozwigzujac podanych nizej réwnan, zbadaé, jakie po-
tozenie maja liczby, wymienione obok kazdego réwnania, wzgle-
dem pierwiastkéw réwnania (t. j. zbadac, czy liczby te sg wieksze,
czy mniejsze od pierwiastkow, czy lezg miedzy niemi):

a) *8—7*--10=0; 1,3,8; b) 2*8—5* —3= 0; 0,1, 2, 4;
c)*8—4* —4=0; —1,0,4,5 d) 9*8—-54*+ 65= 0; 1,2,4,5;
e) 10*8—17-1* —12-15= 0; —1,0, 2,3;
f) *»+ 8-3*+ 17-1=0; 0,-3, —4, —5.

0;
0;
0;
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8. Jaki warunek spetnia¢ musi parametr (m, a), aby podane
nizej rownanie miatlo dwa pierwiastki, z ktérych jeden bytby
wiekszy, a drugi mniejszy niz podana obok réwnania liczba:

a x*—5*+ a=0; 4 b) xx—6*+ (a+ 5= 0; 5;
c) xa—ax+ (3a—5)—0; 4, d) x*—4* —m*= 0; 5;

e) x*—(m-)-2)x -f-(m8—4)= 0; 2;

f) *8- (m+ 5)*+ ¢+ 1)8= 0; 2;

g) 4i8—5*—3=Q h) x*—2(m —1) jc+4 = 0; m.

9. Jaki warunek musi spetnia¢ parametr (m, a), aby dane
nizej réwnanie miato oba pierwiastki mniejsze od podanej obok
niego liczby:

a) x*—6.r—a= 0; 5; b) x+ mx —(m—3)= 0; 2;
¢) i8—(@+ Hx+ (@—1=0; 3;
d) tx*+ ¢2+ I)x-j-(/728—7)= 0; — 2;

e) 08—3r+ I=0; a—1; f)x*—2(@—1)x+ 4a8= 0; 2a.

10. Jaki warunek musi spetniaé parametr (m, a), aby dane
nizej réwnanie miato oba pierwiastki wieksze od liczby wymie-
nionej obok réwnania:

a xX*—4*+ a=0; 1; b) x2— (@a+1)x—9= 0; —3;
c) x**—(@—2)x }a8= 0; —2; d) Ex*—mx-j-(mt—9)= 0; 4;
e) x*x—6jc+t 3= 0; 2—m; f)y Xi—mx+ ~=0; m—2

11. Z réwnan w zadaniach 8a, 8b, 9a, 10a wyrazi¢ a jako
funkcje x, przedstawic¢ te funkcje graficznie (a rzedna, x odcieta)
i podac interpretacje geometryczng wynikéw tych zadan.

12. a) lle pierwiastkébw wiekszych niz | ma réwnanie: x* —
—3x+ a= 0 zaleznie od wartosci a? Przedstawi¢ a jako futik-
cje X, sporzadzi¢ wykres (x odcieta, a rzedna) i wyjasni¢ na nim
otrzymane wyniki.

b) lle pierwiastkbw mniejszych niz 2 ma réwnanie: x*—
-2ax-{-a — 0 zaleznie od wartosci a?

c) lle pierwiastkbw mniejszych niz 1 ma réwnanie: x2—
—(@+1) x+ a8= 0 zaleznie od wartosci a?

d) lle pierwiastkéw wiekszych niz —1 ma réwnanie: *8—
—2(@—2)x+ (@a—2)= 0 zaleznie od wartosci a?

e) lle pierwiastkdw wigkszych niz 2 ma réwnanie: ax%— 4jc-f
+ a= 0 zaleznie od wartosci a?

13. Ustali¢ warunki istnienia pierwiastkow podanych nizej row-
nan i zbada¢, jak zalezy od wartosci parametru (m) potozenie pier-
wiastkdw réwnania wzgledem kazdej z liczb, wymienionych obok
rownania. Przedstawi¢ nastepnie wartosSci parametru na linji licz-
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bowej i zaznaczyC¢ przedzialy, zawierajgce wartosci parametru, dla
ktorych: a) oba pierwiastki réwnania sg wieksze niz dana liczba,
fi) mniejsze niz dana liczba, y) jeden pierwiastek jest mniejszy, a drugi
wiekszy niz dana liczba. Zbadad, jakie pierwiastki réwnania odpo-
wiadajg wartoSciom parametru, odgraniczajgcym owe przedziaty:
a) x9—4x—m —0; 1; 5; b) x*—6* —(m —8) = 0; 1; 3%;
c) ix,-f-(m+ I)x + «*=0; —2; + 2;
d) mx9—6x —(m —8)= 0; 8;
e) x*—2(m —I)x + 2m+ I)*= 0; —2;
) mX9—(m+ 2)x+ I= 0; 1; g) x9—mx-(-1=0; 2; m\
h) x>+ mr—(m+ 3)*= 0; 4; m;
) x*— GBM—2)x+(2m + )*= 0; m.

14. Interpretowa¢ geometrycznie wyniki zadan 13a i 13b,
przedstawiwszy graficznie m jako funkcje jc

15. Nie rozwigzujac podanych nizej rownac, zbadac, czy w prze-
dziatach wymienionych obok kazdego roéwnania sg zawarte oba
pierwiastki tego réwnania, czy jeden tylko, czy zaden:

a) 2x9—3x+ 1= 0; (—1...+ 1); (—1... —2);

b) 2*» —7'9x+ 7-7= 0; (2...3); (—1...+4);

) x*-49x-f4-9=0; (2..>3); (—1... + 1);

d x*—4x—1= 0; (1...2); (—2...5);

e) 3**—199*+ 30-1=0; (3...4); (0...3);

f) 2x* —188*+ 22-09= 0; (0...4); (4...5).

16. Zbadag, ile pierwiastkow ma kazde z nastepujacych réwnan
w przedziale, podanym obok kazdego réwnania, zaleznie od war-
tosci parametru (m, a):

a) Xx*+ 4x+ m*= 0; (—1... + 1);

b) *» —6x+ a= 0; (2...7);

c) x*—2x—(a+ 3)=0; (—2...+ 2);

d) x*+ /nx+ 9= 0; (—1...+ 1);

e) x9—ax+ (a+ 3)=0; (—2... + 1);

f) ax9—2*+ (a—1)= 0; (—1... + 1);

g) 3**+ (a+ 3)*+ $a*=0; (-1... + 1);

h) x*x—2x+ a= 0; (a...a+ 2);

i) x9—ax+ a= 0; (@a—5...a);

j) x9—(@a—2)x—1=0; (a—6...a).

17. Poda¢ interpretacje geometryczng wynikow zadania 166,
16¢, 16h, przedstawiajac a jako funkcje x.

18. a) Znalez¢ liczbe, ktérej kwadrat jest o a mniejszy od
trzykrotnosci tej liczby.
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b) Dany odcinek a podzieli¢ na takie dwie czesci, aby prosto-
kat, majacy boki tak wielkie jak te czesci, miat pole 25 cm*.

c) Dany odcinek 6 cm podzieli¢ na takie dwie czesci, aby
prostokat zbudowany z tych cze$ci miat pole m cm*

d) Jaki zwigzek zachodzi miedzy wysoko$cig w trojkata pro-
stokatnego o przeciwprostokatnej 10 cm, a rzutem x przyprosto-
katnej na przeciwprostokatng. Jaki warunek musi spetnia¢ w, aby x
istniato ?

e) Jedna przyprostokgtna w trojkacie prostokatnym wynosi
6 cm, a druga 2 cm. Prostokat ma z tym trojkatem wspolny kat
prosty, a wierzchotek prostokata, przeciwlegty wierzchotkowi wspol-
nego kata prostego, lezy na przeciwprostokatnej trojkata, a) Zbadac,
jak zmienia sie pole prostokata w zaleznosci od jego podstawy.
(Wykres!) Kiedy pole to jest najwieksze ?  Jak wielka musi by¢
podstawa prostokata, aby pole jego wynosito m cm*? Jaki waru-
nek musi spetnia¢ m, aby zadanie bylo mozliwe?

f) W prostokatny trojkat réwnoramienny o przeciwprosto-
katnej 10 cm wpisano prostokat w taki sposob, ze jeden bok
lezy na przeciwprostokatnej, a konce przeciwlegtego boku na
przyprostokatnych. a) Zbadaé, jak zalezy pole prostokata od roz-
nicy x przeciwprostokatnej i boku prostokata lezgcego na niej.
(Wykresl), fi) Majagc dane pole m cm* prostokata, obliczy¢ rdz-
nice x przeciwprostokatnej i boku prostokata lezacego na niej.
Dla jakich wartosci m jest zadanie mozliwe (0< *< 10)? lle
ma rozwigzan?

g) W tréjkat rownoramienny o podstawie 6 cm, a wysokosci
12 cm wpisano drugi tréjkat réwnoramienny, ktérego wierzchotek
lezy w $rodku podstawy pierwszego trojkata, a konce podstawy
na ramionach pierwszego trdjkata, a) Zbadac, jak zalezy pole dru-
giego trojkata, od jego wysokosci. (Wykres!). /?) Majac dane pole
m cm* drugiego tréjkata, obliczy¢ jego wysokos$é x. Dla jakich war-
tosci m jest zadanie mozliwe (0 jc™ 12)? lle ma rozwigzan ?

h) Na kwadracie o boku a—1 cm ma by¢ opisany trojkat
rownoramienny w taki sposéb, aby podstawa kwadratu lezata na
podstawie tréjkata, i aby korice boku kwadratu, przeciwlegtego
podstawie, lezaty na ramionach trojkata. Jak wysoki musi by¢
trojkat, aby pole jego byto k razy wieksze od pola kwadratu ? Jaki
warunek musi spetnia¢ k, aby zadanie byto mozliwe? Jaka wyso-
kos¢ odpowiada najmniejszej wartosci k?

i) W trojkacie prostokagtnym ABC (kat prosty przy A), w ktd-
rym AB —4 cm, AC— 3 cm, obrano na BC punkt M w odlegto-
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$ci a od C (tak, ze CM—x). Obliczy¢ x, wiedzac, ze prostokat,
ktérego bokami sg odlegtosci punktu M od obu przyprostokat-
nych, ma pole m c¢cm*. Dla jakich wartosci m jest zadanie mozliwe
(0~ x ™ 5)? lle ma wtedy rozwigzan? Obliczy¢ x, odpowiadajace
najwiekszej wartosci m.

j) W prostokgcie ABCD o podstawie AB =4 cm, a wyso-
kosci AD — 3 cm wykre$lono przekatng AC. Na boku AB obrano
punkt M w odlegtosci x od A (tak, ze AM —x); przez punkt M
wykreslono réwnolegtg do AD, ktéra przecina bok CD w punkcie N,
a przekafng AC w punkcie X. a) Zbada¢, jak zmienia sie¢ suma pdl
trojkatow AMX i CNX ze zmiang x. P) Jak wielkie musi by¢ x,
aby suma pol trojkatow AM X i CNX wynosita m ¢cm8? Dla jakich
wartosci m jest zadanie mozliwe (Osi*574)?

k) W prostokacie, ktérego podstawa wynosi Bcm, a wyso-
kos¢ 4 cm, wykreslono przekatng i prostg réwnolegta do podstawy
w odlegtosci x od podstawy. Ta ostatnia prosta dzieli wraz z prze-
katng prostokat na dwa tréjkaty i dwa trapezy, a) Wyznaczy¢ x
tak, aby roznica pél obu trapezéw i pdl obu tréjkatdw wynosita
m cm*, P) Wyznaczy¢ x tak, aby stosunek sumy pol trapezéw do
sumy pol trojkatow wynosit k. Jakie warunki musi spetnia¢ m,
a jakie k, aby zadanie bylo mozliwe (0™ x ™ 4)?

I) Po przekatnej AC prostokata ABCD, w ktorym AB — i cm,
a BC =3 cm, porusza sie punkt M od A do C. Oznaczywszy literg x
odlegto$¢ od A rzutu M' punktu M na bok AB (a wiec AM' = x)t
obliczy¢ x, jezeli: a) suma kwadratdéw odlegtosci punktu M od bo-
kéw AB i CD wynosi m; fi) suma kwadratéw odlegtosci M od
bokéw AB i AD wynosi n; y) iloczyn odlegtosci M od AB i CD
wynosi k. Zbada¢, jakie warunki spetnia¢ muszg liczby m, n, k,
aby zadanie byto mozliwe (Ofiar 54).

m) Na prostej | spoczywa podstawa 2r trdjkata rownoramien-
nego o wysokosci 2r i koto o promieniu r, stykajgce sie z prostg .
Obie figury przecieto prosta m réwnolegtg do I, a oddalong od
niej o x. a) Zbadaé, jak zmienia sie réznica kwadratéw odcinkow
prostej m, zawartych wewnatrz kota i wewnatrz trojkata, w zalez-
nosci od x. P) Majac dang réznice d kwadratéw tych odcinkdw,
obliczy¢ x. Dla jakich wartosci d jest zadanie mozliwe i ile ma
rozwigzan ?

n) Dany jest A ABC, w ktorym AB — 10 cm, wysoko$¢ CD —
—4cm, a rzut boku AC na AB, a wiec odcinek AD— 3 cm. Do-
kota wierzchotka C zakreslono promieniem r okrag kola. W jakiej
odlegtosci x od A przetnie okrag kota bok AB? Jakie warunki
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musi spetnia¢ r, aby zadanie byto mozliwe (0~ x 10)? lle roz-
wigzan istnieje wtedy?

0) Trojkat o podstawie 10 cm, a wysokosci 6 cm ma by¢ prze-
ciety prosta réownolegta do podstawy tak, aby a) rdéznica pél tréj-
kata i trapezu; fi) stosunek pdl tréjkata i trapezu, na ktére owa
rownolegta dany trojkat dzieli, réwnata (rownat sie) danej liczbie m.
W jakiej odlegtosci x od podstawy nalezy wykreslic owag réwno-
legtg? Jakie warunki musi spetnia¢c m, aby zadanie byto mozliwe
(0~AXx"6)?

p) Dana jest prosta | i odcinek AB = 4 cm réwnolegty do /,
a oddalony od / o dany odcinek m. Majg byé wykreslone dwa
rowne kota, stykajgce sie ze sobg i z prostg Ztak, aby okrag jed-
nego kota przechodzit przez punkt A, a okrag drugiego przez
punkt B. Znalezé zalezno$¢ miedzy m, a promieniem X obu koét.
Rozwigza¢ otrzymane réwnanie ze wzgledu na X. lle rozwigzan ma
zadanie, jezeli postawimy dodatkowy warunek, aby kota nie
przecinaty odcinka AB, aby wiec byto x“% AB)?

r) Na prostokgcie o bokach 3 cm i 4 cm opisano koto i po-
prowadzono prostg réwnolegly do boku 3 ¢cm, a oddalong od niego
0 X. Jak wielkie musi by¢ x, aby odcinek owej prostej, zawarty
miedzy okregiem kota a bokiem prostokgta, wynosit m? Dla jakich
wartosci m jest zadanie mozliwe (0/;c5S4)?

19. @) Przebyto 40 km samochodem i 80 km pociggiem w 200
min. Predko$¢ (x) pociagu roéznita sie o ¢ od predkosci (jc—c) sa-
mochodu. Obliczy¢ predko$¢ pociggu. lle rozwigzan ma zadanie
0<ijc CcSix)?

b) Kto$ ztozyt na procent prosty 100 zt, a po roku pobrat z tej
sumy (dodat do tej sumy) k zi. Pozostata kwota procentowata sie
jeszcze jeden rok i wynosita po tym czasie wraz z odsetkami 104 zt.
Jaki procent liczono? lle dodatnich pierwiastkbw ma roéwnanie?

C) Po osi X uktadu wspotrzednych porusza sie punkt I ruchem
jednostajnym z predkoscig+ 3/ ; po osi Y porusza sie punkt Il

ruchem jednostajnym z predkoscig 1 W czasie /= 0 punkt |
ma wspoétrzedne (— 10, 0), a punkt Il (0, —5). Zbada¢ kwadrat wza-
jemnej odlegtosci punktéw 1 i Il jako funkcje czasu t. Kiedy kwa-

drat odlegtosci obu punktow ma najmniejszg warto$¢? lle wynosi
ona? Jak nalezy zmieni¢ predkos$¢ punktu Il (o ile powiekszy¢ lub
pomniejszy¢), aby najmniejsza odlegto$¢ obu punktéw w czasie ru-
chu wynosita | j/2?

d) Po tej samej prostej poruszajg sie dwa punkty. Odlegtosci
ich s od statego punktu O na prostej sg nastepujgcemi funkcjami
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czasu t:s= i a) s—ct-j-9; (i) s—ct—9. Zbadaé, kiedy spo-
tykaja sie te ciata zaleznie od wartosci c.

e) Cialo, wyrzucone pionowo wgoére z predkoscig poczatkowg c
porusza sie tak, ze odlegtos$¢ jego x od ziemi jest nastepujaca funk-
Cja czasu: x = ct— %qti, gdzie g oznacza liczbe stala. Po jakim
czasie osiggnie ciato wysoko$¢ 100 m? Dla jakich wartosci c jest
zadanie mozliwe i ile ma rozwigzan?

f) Wahadto matematyczne o dtugosci 24*85 cm wykonywa dwa
wahnienia na sekunde. O ile (x) zmieni si¢ ilo$¢ wahnien na se-
kunde, jezeli dtugos¢ wahadta zmieni sie 0 m cm. Zbadaé, dla
jakich warto$ci m jest zadanie rozwigzalne i ile ma wtedy ro-
zwigzan.

[Miedzy iloscig n wahnien na sekunde, a dlugoscig / wahadta za-
chodzi przyblizony zwigzek: n*|—99'4].



Rozdziat Il

Rownania stopnia drugiego z dwiema
niewiadomemu

§ 1. Rownanie stopnia drugiego z dwiema niewia-
domemu

Ogdblng postacig réwnania stopnia drugiego z dwiema niewia-
domemi jest:
Ax*-f By*-f Cxy -f-Dx+ Ey-fF= 0.

Rownanie takie moze bowiem zawieraé¢: kwadraty obu niewiado-
mych z jakiemi$ wspotczynnikami, iloczyn obu niewiadomych z jakim$
wspétczynnikiem, niewiadome w stopniu pierwszym z jakiemi$ wspot-
czynnikami i wyraz wolny od niewiadomych.

Znaczenie takiego rdwnania wyjasnimy na przyktadzie:

r*-0*-8.r+2jrfé = Q

Uwazajmy w tern rownaniu X za zmienng niezalezng i nadawajmy
jeJ rozmaite wartosci. Otrzymamy kazdym razem rownanie stopnia dru-
giego z niewiadomg Y ; rozwigzujac te réwnania, znajdziemy wartosci Y,
ktdre wraz z przyjetemi wartosciami X sprawdzajg dane réwnanie. Od-
powiadajace sobie wartosci r i y zestawiamy w tabelce:

X . —2 -1 0 1 2.6 7 8 9 10 1
ot ... 619. 5 3-64. 1 e 1 364, 5  619.  731.
i 419.. -3 —1-64. 1 M 1 -1-64.. -3 —4-19 5-31
yiooeeee TS T ATh% istnieje S e A

Tabelka ta podporzadkowuje réznym wartosciom X $cisle okreslone
wartosci y, przedstawia wiec Yy jako funkcje X. Krzywa w fig. 10 przed-
stawia wykres tej funkcji. Poniewaz odpowiadajgce sobie wartosci w ta-
belce (wspotrzedne punktdow krzywej) sprawdzajag dane réwnanie, mo-
wimy, ze réwnanie to przedstawia Yy jako funkcje X. Funkcja ta jest
przedstawiona w réwnaniu w postaci nieco innej, niz zwyklismy
dotad przedstawia¢ funkcje, piszac po lewej stronie znaku réwnosci Y,
a po prawej wyrazenie, zawierajgce X. Funkcje, przedstawiong w po-
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staci réwnania miedzy dwiema zmiennemi, nazywamy: funkcjg uwiktana.
Nietrudno zreszta w naszym przyktadzie przedstawi¢ y jako funkcje X
w postaci: y = f(X). Wystarczy w tym celu rozwigza¢ tylko dane réw-
nanie ze wzgledu na vy.

Otrzymamy:
-V + 2ff+ (**-8x + 6)= 0.
Obliczamy: A—4+ 4 (x*—8X + 6) = 4 (xX* —8x + 7).
Jezeli x* —8*+7 3:0, czyli gdy xs£l albo x7"7, to:
y=1%£Vx*-8x + Ti

Funkcja ta ma wiasnosci odmienne od wiasnosci funkcyj pozna-
nych dotad. W szczegdlnosci zauwazymy:
1. Wartosciom X, dla ktorych x*—8x+7<0, nie odpowiadajg
zadne wartosci Y. W wykresie nie odpowiadajg tym wartosciom X zadne
punkty Kkrzywej tak, ze
krzywa doznaje przerwy
w calej czesci plaszczyzny,
w ktorej lezg punkty, dla
ktérych 1< x<7.
2. Kazdej wartosci X, dla
ktorej —8x+ 7> 0, od-
powiadaja dwie wartosci Y.
Mowimy zatem, ze Yy jest
funkcjg dwuwartosciowg X.
Z przyktadu tego wy-
snuwamy :

Roéwnanie stopnia dru-
giego z dwiema zmien-
nemi przedstawia w ogol-
nosci jedna zmienng jako
funkcje drugiej. Réwnanie
takie ma niezliczong ilo$¢
par rozwigzan, nie wyzna-

Fig. 10. . P
g cza wiec niewiadomych.

UzyliSmy powyzej wyrazu ,w ogdélnosci®, aby wykluczy¢ pewne
szczegblne przypadki. Tak np. nie ma réwnanie: X*+ y*+ 1= 0 wecale
rozwigzan, bo ~ 0, g*~ 0, 1>0, nie moze zatem suma tych liczb
by¢ zerem. Ostatnie réwnanie jest sprzeczne.

Dotaczmy teraz do réwnania stopnia drugiego z dwiema nie-
wiadomemi drugie réwnanie z dwiema niewiadomemi i postawmy
zadanie: rozwigzaé dany'' ukiad réwnan, t. j. znalez¢ wartosci, ktére,
postawione za x iy, sprawdzajg oba réwnania. Zaleznie od tego,
czy drugie réwnanie jest rownaniem stopnia pierwszego, czy dru-
giego, bedziemy mieli dwa zadania, ktéremi kolejno zajmiemy sie.
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§ 2. Graficzne rozwigzanie uktadu réwnan.

Zajmiemy sie najpierw graficznem rozwigzaniem zadan, postawio-
nych przy koncu ostatniego paragrafu. Zadanie rozwigzemy zupetnie
ogolnie, nawigzujac do graficznego rozwigzania uktadu dwu rdéwnan
stopnia pierwszego z dwiema niewiadomemi.

Aby rozwigzaé graficznie uktad réwnac f(x,y) —0ig(x,y) = 0%),
sporzadzamy (np. przy pomocy tabelek) wykresy funkcyj, wyrazo-
nych temi réwnaniami. Otrzymamy dwie krzywe | i Il, ktore sg
miejscami geometrycznemi rownac¢ f(x,y)=01i g (xy)= 0. (Po-
wtorz, jaki zwiazek zachodzi miedzy réwnaniem, a jego miejscem
geometrycznemi). Jezeli pewna para wartosci x i y sprawdza oba
rownania, to punkt, majacy wspétrzedne x i y, musi leze¢ i na
krzywej 1 i na krzywej Il. Naodwrdt; wspdtrzedne kazdego wspol-
nego punktu obu krzywych musza sprawdzaé oba réwnania. Zatem:

Uktad réwnan f(x,g) = O, g(x,y)—0 rozwigzujemy graficz-
nie, kreslagc miejsca geometryczne obu réwnan i odczytujac z ry-
sunku wspotrzedne wspdlnych punktéw obu krzywych. Odczytane
pary wspotrzednych sg parami pierwiastkow uktadu réwnan.

Przykiad. Rozwiaza¢ graficznie uklad rownan:
X*-V-8*+2i, + 6=0,
4* —5y=11.

Sporzadziwszy tabelke (str. 47), kreslimy krzywa, bedacg miejscem
geometrycznem pierwszego rownania (fig. 10). Nastepnie kreslimy zna-
nym sposobem prosta MN (fig. 10), majacg réwnanie 4x —5p=11.
Z rysunku odczytujemy, ze prosta i krzywa przecinajg sie w punktach
M(@©9,5) i N(—1, —3). Pary wartoéci: jx=9, yl—5 i **= —1,
U = —3 sg parami pierwiastkéw danego uktadu réwnan.

Czy ukiad réwnan nie ma jeszcze wiecej par pierwiastkow, tego na
podstawie samego wykresu rozstrzygna¢ niepodobna, bo nie wiemy, czy
prosta nie przecina krzywej jeszcze w dalszym przebiegu. Graficzne roz-
wigzanie nie daje zatem zupetnego rozwigzania postawionego zadania.
Ma ono warto$¢ tylko wtedy, gdy znamy wihasnosci krzywych, bedacych
miejscami geometrycznemi réwnan. Uzywa¢ go bedziemy jednak czesto
do pogladowego przedstawienia wynikéw badan analitycznych.

§ 3. Algebraiczne rozwigzanie uktadu réwnan stopnia
drugiego i pierwszego z dwiema niewiadomemi.

Zajmiemy sie obecnie algebraicznem rozwigzaniem ukiadu
rownac:

* Symbole f(x, y) i g(X, y) oznaczajg dowolne wyrazenia, zawierajace X i y-
Podrecznik arytmetyki i algebry. VI. 4
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Nasuwa sie mysl, aby uzy¢ tu jednej z metod, ktore stuzyly do
rozwigzania uktadu réwnan stopnia pierwszego z dwiema niewiadomemu
Zbadajmy metode podstawienia.

Wyrazamy z réwnania stopnia pierwszego niewiadoma vy
przez x, podstawiamy znalezione wyrazenie za y w réwnaniu |
i gczymy otrzymane réwnanie z réwnaniem Il. Chodzi o zbadanie,
czy uzyskany tak ukiad réwnan jest rownowazny danemu.

Czynnos$¢ podstawiania mozemy roztozy¢ na trzy nastepujgce:

1. Mnozymy obie strony réwnania n przez E, sprowadzamy
do postaci: Ey —E(ax-\-b) = 0 i odejmujemy to réwnanie od
rownania I. Réwnanie | zmieni sie o tyle, ze zamiast Ey otrzy-
mamy w niem E (ax -f-b). To nowe réwnanie oznaczmy I".

2. Mnozymy obie strony réwnania Il przez cx, sprowadzamy
do postaci: Cxy — Cx (ax -f-b) — 0 i odejmujemy to rdéwnanie
od I'' Roéwnanie I' zmieni sie o tyle, ze zamiast Cxy otrzymamy
W niem Cx(ax-\-b). To nowe roéwnanie oznaczymy I".

3. Podnosimy obie strony réwnania Il do kwadratu, mnozymy
przez B, sprowadzamy do postaci By* —B (ax + b)*= 0 i odej-
mujemy od I'". Roéwnanie I'"" zmieni sie o tyle, ze zamiast By*
otrzymamy w niem B (ax -f- B* To nowe réwnanie oznaczymy U".

Skutek wszystkich trzech czynnosci bedzie taki sam, jak .gdy-
bySmy w roéwnaniu | podstawili y = ax + b rownoczesnie we
wszystkich wyrazach, zawierajacych vy.

Chodzi teraz o zbadanie, czy czynnosci powyzsze sg dozwo-
lone, t. j. czy ukiady réwnan LI, I'H, I"'n i f* 1l sg kolejno
rownowazne.

Ze 1i 2 czynno$¢ jest dozwolona wynika z twierdzenia:

/. Uktady réwnan:

@\/7/(*.y)y="°. * 1/(*.y) £ Mg(x¥) = o,
( } w(*.0)= 0; KB) \ g(x.y) = 0;

sa rownowazne. We wzorach tych oznaczajg f(x,y) i g(x,y) do-
wolne wielomiany, zawierajgce x i y, a M oznacza dowolng liczbe,
lub tez wyrazenie, zawierajace x i y.

Dowdd: Jezeli ukiad (A) sprawdza sie dla jakich$ wartosci X i Y,
to i uktad (5) musi sie sprawdza¢ dla tych wartosci. Drugie réwnania
obu uktadéw sg bowiem identyczne. Pierwsze réwnanie uktadu (B) za-
wiera po lewej stronie sume dwoch sktadnikéw, ktdre dla wartosci ai Y,
sprawdzajacych pierwszy uktad, stajg sie zerami; pierwsze rdwnanie
uktadu (B) sprawdza sie réwniez. — Ale i naodwrot: Jezeli uktad (B)
sprawdza sie dla pewnych wartoéci ai y, to uktad (A musi sie spraw-
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dza¢ dla tych samych wartosci. Z drugiego réwnania uktadu (B) wy-
nika bowiem g (X,y) —0, wskutek czego pierwsze réwnanie uktadu (B)
przyjmuje posta¢ f(X, y) = 0. Znaczy to, ze pierwsze réwnanie ukfadu
majace wtasnie te posta¢, sprawdza sie dla wartosci x i Yy, sprawdzaja-
cych uktad (B). A ze drugie réwnania obu uktadéw sg identyczne, to
nasze twierdzenie jest udowodnione.

Czynno$¢ 3 jest rowniez dozwolona. Wynika to z twierdzenia:
I1. Uklady rownan:

©) 1 f(x,y) =0, (D) f/(x,y) + M{y" —[g(x)]*}= 0,
7= sr(*); l y = 9(xi;
sg rownowazne. We wzorach tych oznacza f(x,y) dowolny wielo-
mian, zawierajacy X i y; g(x) oznacza dowolne wyrazenie, za-
wierajace X, a M jest dowolng liczba, lub wyrazeniem, zawiera-
jacem niewiadome.

Dowod: Jezeli uktad (C) sprawdza sie dla pewnych wartosci x i Y,
to takze i uktad (/>) sprawdza sie dla tych wartosci. Poniewaz drugie
rownania obu uktadéw sg jednakowe, chodzi tylko o wykazanie, ze
pierwsze réwnanie uktadu (D) sprawdza sie dla wszelkich wartosci x i Y,
sprawdzajacych uklad (C). | rzeczywiscie: Z drugiego rownania uktadu (C)
wynika kolejno: y*= [g(X)]*, y*-m[gr(]*= 0; drugi sktadnik sumy,
znajdujacej sie po lewej stronie pierwszego réwnania uktadu (D) jest
zatem zerem. A ze pierwszy kiadnik tej sumy /(x,y) —0 wskutek
pierwszego rownania ukiadu , to i pierwsze roéwnanie ukladu (&)
sprawdza sie. — Naodwrot: Jezeli uktad (D) sprawdza sie dla jakich$
wartosci x i Yy, to takze i uktad (C) sprawdza sie dla tych wartosci.
Poniewaz drugie rdéwnania obu ukfadéw sg jednakowe, nalezy tylko
wykaza¢, ze z prawdziwosci uktadu (D) wynika /(x,y) = 0. Otéz z dru-
giego réwnania ukfadu (D) wynika kolejno yl = [gr()]*, y*~[g (x)]*= O.
Wskutek tego wyrazenie w nawiasie wygietym w pierwszem réwnaniu
uktadu (D) jest zerem, skad wynika, ze /(x,y)= 0. Twierdzenie po-
wyzsze jest zatem udowodnione.

Tak wiec podstawiajgc w rownaniu | y = ax-\-b 1 tgczac
otrzymane réwnanie z roéwnaniem n, otrzymamy ukiad réwnan
réwnowazny danemu. Zatem:

Uktad dwu réwnan stopnia pierwszego i drugiego z dwiema nie-
wiadomemi rozwigzujemy w nastepujacy sposéb: Wyrazamy z réw-
nania stopnia pierwszego jedng niewiadomg przez drugg i podsta-
wiamy znalezione wyrazenie w réwnaniu stopnia drugiego. Z otrzy-
manego w ten spos6b réwnania z jedng niewiadomg wyznaczamy
te niewiadomg. Podstawiajac kolejno znalezione wartosci w réwna-
niu stopnia pierwszego, znajdujemy odpowiednie wartosci drugigj
niewiadomej.

4+
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Przyktad: Rozwigza¢ ukiad réwnan:

** §,i_8*+ 2p+ 6=0,

4x —5y = 11,

Z drugiego réwnania wyrazamy Yy przez X:
4x-11

Podstawiamy znalezione wyrazenie za y w pierwszem réwnaniu:

, ix-Uv 4x —11 _
*r_(— s« j - 8»+ 2 g +e-°-

Otrzymujemy w ten sposob réwnanie z jedng niewiadoma. Porzad-
kujac je i rozwigzujac, znajdziemy -

=9 xt=-—1

Znalezione wartosci podstawiamy kolejno w réwnaniu pierw-
szego stopnia i obliczamy z uzyskanych réwnan yx i yt:

36-57 11, -4-5% = 11,
ifi = 5; y»=—3
(Sprawdzi¢ réwnania!)

Poprzedni rachunek wymaga jeszcze wyjasnienia. Nasuwa sie bo-
wiem pytanie, czy nie mozna znalezionych wartosci: xx= 9, x, = —1
podstawi¢ w réwnaniu stopnia drugiego i wyznaczy¢ w ten sposéb od-
powiednie wartosci dla y. Wykonujac ten rachunek (wykonaj!), znaj-
dziemy, ze wartosci xx= 9 odpowiada yx= —3 i y[ = 5. Tylko ostatnia
wartos¢ sprawdza takze i rdwnanie stopnia pierwszego, wskutek czego
wartosci XXx—9, yXx——3 nie mozna uwaza¢ za rozwigzanie danego
uktadu rdéwnan. Podobnie znajdujemy z rdéwnania stopnia drugiego, ze
wartosci xt ——1 odpowiada albo yt = —3, albo y\=+ 5. | znowu
tylko pierwsza warto$¢ sprawdza i rdwnanie stopnia pierwszego. Z tego
wnioskujemy, ze, chcac otrzymac wartosci, sprawdzajgce oba réwnania,
nalezy zawsze podstawia¢ znalezione pierwiastki X i X, w roéwnaniu
stopnia pierwszego.

Stosunki te wyjasnimy réwniez przy pomocy graficznego przedsta-
wienia. Krzywa w fig. 10 (str. 48) przedstawia rownanie stopnia drugiego,
a prosta MN jest miejscem geometrycznem réwnania: 4jc—5"= 11
Rozwigzaniu uktadu rownan odpowiada wyznaczenie wspdtrzednych
punktéw przeciecia sie prostej z krzywa. Podstawiajgc w pierwszem
rownaniu za y wyrazenie, otrzymane z drugiego réwnania, dochodzimy,
dla jakiej wartosci X rzedna punktu krzywej ma takg samg wartos¢, jak
rzedna punktu prostej. Znalezione wartosci » = 9 i j&e'= —1 sg zatem
odcietemi dwoch punktéw przeciecia sie. Rzut oka na figure poucza, ze
na krzywej istniejg dwa punkty, majace odcietg jg= 9 [a mianowicie
punkty N(9, 5 i A(9, —3)], ale tylko jeden z nich (punkt N) jest
szukanym punktem przeciecia. Wyznaczajac wiec rzedng punktu krzywej,
ktorego odcieta wynosi 9, otrzymamy dwie wartosci, z ktérych tylko
jedna bedzie rzedng punktu przeciecia sie. Na prostej natomiast jest
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tylko jeden punkt, majacy odcietg 9, t. j. szukany punkt przeciecia sie,
i dlatego tylko z rdwnania prostej mozna jego rzedng = 5) wy-
znaczy¢. — Podobnie ma sie rzecz i z wartoscig *s= —1.

Wyjasnimy te rzecz ogolnie:

1. Ukiady réwnan:

< I K*’. =°’ i A*»y) + 2 *)]*} =
BUEY-" iy o Fig g gom =

niezawsze sg réwnowazne.

Z prawdziwosci bowiem uktadu (F) dla pewnych wartoéci X i Y
nie wynika, ze uktad (E) sprawdza sie dla tych samych wartosci X i V.
Wskutek drugiego réwnania uktadu (F) przyjmuje pierwsze réwnanie
uktadu (F) posta¢ M {yi —[g(*)]*} = 0. Przypusémy, ze ilf 3=0; wtedy
wynika z ostatniego réwnania: y* —fflr*)][*= 0 czyli y*= [j(x)]t. Nie
mozna stad wnioskowaé, ze drugie réwnanie ukladu (E) sprawdza sie;
mogtoby bowiem by¢ réwnie dobrze y = —g (*). Zatem moze uktad (F)
sprawdzac sie dla pewnych wartosci X i Yy, a drugie réwnanie uktadu (E)
nie by¢ dla tych wartosci prawdzlwem.

§ 4. Dyskusja uktaduréownan stopnia drugiego i pierw -
szego z dwiema niewladomemi.

Przyktad 1. Rozwigza¢ ukiad rdwnan:

IX* + 4#* = 25,

6x + 8y = 25.
Stosujgc metode, wyjasniong w poprzednim §-ie, otrzymamy:
*i=*a=I£; H=y, =2

Uklad réwnan ma jedng pare (dwie pary réwnych) pierwiastkow.

Przedstawiajgc graficznie oba réwnania (koto i prosta AB w fig. 11),
zauwazymy, ze w tym przypadku prosta styka sie z krzywa.

Przyktad 2. Rozwiaza¢ uktad rownan:
4x* + y* = 25,
—4* + 4y = 15,
Rugujgc metodg podstawiania y z obu réwnan, otrzymamy réwnanie:
32*%* + 120* + 125= 0.

Wyréznik tego réwnania A = —1600 < 0, réwnanie to nie ma za-
tem pierwiastkéw. Nie ma tez pierwiastkow i dany uktad réwnan. Przed-
stawiajac graficznie oba réwnania (koto i prosta MN w fig. 11), zauwa-
zymy, ze w tym przypadku krzywa i prosta nie majg zadnego punktu
wspdlnego.

Przyktad 3. Rozwigza¢ uktad réwnan:

X*—y* =9,
X—y= 1
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Podstawiajagc w pierwszem rdéwnaniu y = X —1, obliczone z dru-
giego roéwnania, otrzymamy:
X* - +2*- 1=0,
W rownaniu tem po zredukowaniu staje sie wspoiczynnik przy x*
zerem, réwnanie staje sie réwnaniem stopnia pierwszego, majacem jeden

Fig. 11

tylko pierwiastek X —5. Z drugiego z danych rdwnan obliczymy y = 4.
Uktad réwnan ma jedng pare pierwiastkow (pojedynczych).

Rozwigz graficznie powyzszy uktad réwnan! Zauwazysz, ze prosta
X —y —1 przecina krzywg  —y%—9 w jednym tylko punkcie. W przy-
padku pierwiastka podwojnego (porownaj przykitad 1) prosta styka sie
z krzywa; w przypadku pierwiastka pojedynczego prosta krzywa przecina.

Przyktad 4. Rozwigza¢ uktad rownan:

Xr—y*+ 6y - 9= 0,
y —x + 3.

Rugujgc y metodg podstawienia, otrzymamy:
** __(Xx+ 3+ 0(x+3)- 9= 0,
a po wykonaniu dziatan i zredukowaniu:
0**+ 0x+ 0= 0.

Rownanie to sprawdza sie dla kazdej wartosci X. Odpowiednie Y
obliczymy z réwnania: y = X+ 3. Uklad réwnan jest nieoznaczony.
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Przedstaw graficznie oba rdéwnania. Przekonasz sie, ze prosta
y =X+ 3 nakrywa cze$6 linji X** —g*+ 6* —9= 0. Wspotrzedne kaz-
dego punktu wspodlnej czesci sprawdzajg uktad rownan.

Uwzgledniajgc te przykiady, oraz przykiad przerobiony w § 3, znaj-
dujemy :

Uktad dwu réwnan, z ktorych jedno jest stopnia drugiego, a dru-
gie stopnia pierwszego, moze mie¢ albo dwie pary réznych pier-
wiastkow, albo jedng pare pierwiastkdw podwdjnych, albojedng pare
pierwiastkéw pojedynczych; albo tez moze taki uktad nie mie¢ wcale
pierwiastkdw, albo moze by¢ nieoznaczonym. Zalezy to od réwnania,
ktére otrzymamy przez wyrugowanie jednejniewiadomej z obu réwnan.

Jezeli zatem taki ukfad réwnan zawiera jaki§ parametr, to
dyskusja jego sprowadza sie do dyskusji réwnania z jedng nie-
wiadomg. Pamieta¢ jednak przytem nalezy, ze w zagadnieniach,
prowadzacych do takiego uktadu réwnan, trzeba uwzgledni¢ wa-
runki dodatkowe dla obu niewiadomych. Wyjasnimy to na przy-
ktadzie:

Przyktad 5. Na $rednicy pdtkola o promieniu r ma by¢ zbudo-
wany taki trapez wpisany w pdtkole, aby suma pozostatych trzech bo-
kéw wynosita s. Obliczy¢ boki trapezu,
zbadad, dla jakich wartosci S jest zadanie
rozwigzalne i ile ma rozwigzan.

Fig. 12 przedstawia dane pdtkole
o promieniu OA=r i szukany tra-
pez ABCD. Oznaczamy boki trapezu:
AB—CD= x, BC—y.
Bezposrednio z warunkdw zadania
znajdujemy:
2X+y=s. P
Aby uzyska¢ drugie réwnanie, obliczamy zapomocg twierdzenia Pi-
tagorasa OM* z trojkata OBM i BN* z trojkata ANB i poréwnywamy
OM* = BN*. Znajdziemy:
AB*- AN*= OB*- BM*.
Poniewaz: AB —x, AN =r—%y, OB= r, BM —"g, otrzymujemy
drugie rownanie: o (r- offF= e Sy)*.
Po uporzadkowaniu ostatniego réwnania, otrzymamy uktad réwnan:
2X+g=s,
X*+rg = 2r~
Podstawiajac w drugiem réwnaniu g —S —2x (obliczone z pierw-
szego réwnania) i porzadkujac otrzymane réwnanie, znajdziemy:
xX* —2rx + r(s —2r) —0.
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Uklad réwnan ma tylko wtedy pierwiastki, jezeli ostatnie réwnanie
ma pierwiastki; warunkiem tego za$ jest:

A= 4r* —4r(s —2r) = 12r* —4rsig0, skad wynika:
s™N3r.

Aby pierwiastek rownania mozna uwaza¢ za rozwigzanie zagadnie-
nia geometrycznego, muszg by¢ spetnione jeszcze pewne warunki dodat-
kowe, z ktérych nalezy zda¢ sobie sprawe. Przedewszystkiem muszg
wszystkie dtugosci odcinkéw, wprowadzonych do rachunku, by¢ liczbami
dodatniemi; jest wiec nietylko r>0 i >0, lecz musi by¢ tez X >0,
y>0, AN>01i OM> 0. z warunkéw tych wynikaja dla X pewne
ograniczenia, a mianowicie:

1) x> 0.

2) y> 0, czyli s—2x >0, a stad X < £s.

3) AN> 0, czylir—£y > 0, astad r—E£s+ x>0, czyli x>£s —r.

4) OM >0, czylix>r—£y, a stad x> r—E£s+ X, czyli r<

Ostatnia nieréwno$¢ ogranicza juz wartosci parametru s do s > 2r.
Pierwsza nierowno$¢ jest juz zawarta w 3) i 4), bo gdy te sg spetnione,
to jest tern samem X > 0.

Pozostaje tedy dla X ograniczenie: £s —r<x<¢g£s.

Tylko pierwiastki réwnania, spetniajace ten ostatni warunek, daja
rozwigzanie zagadnienia geometrycznego. Nalezy tedy zbadac, ile pier-
wiastkbw ma réwnanie —2rX+ r(s—2r) = 0 miedzy £s—r a
zaleznie od wartosci S.

W celu przygotowania badania (wedlug twierdzen w § 4 rozdz. Il)
oznaczmy lewg strone ostatniego réwnania symbolem f(x) i obliczmy:

f(Es-r) = (Es—n)2- 2r(Es—n)+ r(s—2r)= (¢s- N2

f(ES) = (¢8)2- 2r.£S+ r(S—2r) = £s2- 2r%;

oFxI4*xy

2

Aby réwnanie f(X) = 0 miato jeden tylko pierwiastek miedzy £5 —r
a £s, musi by¢ [wobec tego, ze dla wszejlkich wartosci s jest f(Es —r) > 0]
spetniony warunek: /(£«)< 0, czyli Js* —2r* < 0. Rozwiazujac te nie-
rownos¢, otrzymamy: s2< 8r2 a poniewaz S i r sg liczbami dodatniemi:
s<2r]/2. Uwzgledniajgc nadto wyprowadzone poprzednio ograniczenie:
S > 2r, dochodzimy do wyniku:

Tylko jeden pierwiastek réwnania f(x) = 0 spetnia warunki zadania,
jezeli 2r<s<2ry2. Poniewaz wtedy f(Es—r)>0, a f(£s)<0, to
mniejszy pierwiastek rdwnania daje rozwigzanie zadania.

Aby réwnanie / (r)= 0 mialo dwa pierwiastki miedzy |s-raf[s,
muszg by¢ spetnione rownocze$nie nieréwnosci:

A>0, f(Es —r) >0, f(£s) >0, £5s —r<r<E£Es.

Pierwsza nieréwnos¢ jest spetniona, jezeli s < 3r.

Druga » » v zawsze.
Trzecia . ' " jezeli s> 2r\2.
Czwarta ” » » 2r<s<4r, a wiec za-

wsze, ilekro¢ spetniona Jest nieréwnos$¢ pierwsza i trzecia. Zatem:
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Oba pierwiastki réwnania spetniajg warunki zadania, jezeli:
2ry2<s<3r.

W przypadku s=2r\2 jest /(&s) —0, f(%s—r) > 0. A ze dla tej
wartosci S Srednia arytmetyczna r obu pierwiastkow spetnia nieréwnosc:
—r<r<fas, to rownanie ma miedzy —r a jeden pierwiastek.
W przypadku s = 3r istnieje jedno rozwiazanie podwdjne.
Zestaw otrzymane wyniki w tabelce i oblicz wartosci x i y. Do
kazdego przypadku sporzadz stosowny rysunek.

§ 5. Przeksztatcenie uktadu dwu réwnan stopnia dru-
giego z dwiema niewiadomemi.

Przyktad. Rozwigza¢ ukiad réwnan:
2**-3»* + xp = 5,
4x* —5p*+ 3x0 —x = 9.
Mnozac pierwsze réwnanie przez 2 i odejmujgc od drugiego, otrzy-
mamy: o* + x0 —x = —1. tgczac to rownanie z ktéremkolwiek z da-
nych, otrzymamy roéwnowazny uktad:

0%+ X0 —x = — 1,
2x* —30* + X0 = 5.
: ; . - ®+ 1 .
Z pierwszego réwnania znajdujemy: x = B podstawiajac zna-

lezione wyrazenie w drugiem réwnaniu, otrzymamy po uporzgdkowaniu
rownowazny ukiad:
20*+ 70s- 50*+ 110-3 =0,
0* + X0 x — 1.

Pierwiastki pierwszego roéwnania dajg wartosci dla y. Odpowiada-
jace im wartosci x znajdziemy, podstawiajac znalezione wartosci za Yy
w drugiem réwnaniu i rozwiazujac to rownanie ze wzgledu na x.

Przedstawmy rzecz ogdlnie:

Majac dany uktad dwu réwnan stopnia drugiego z dwiema
niewiadomemi: fi (x,yskz 6\,“ (x,yj=a"

mozna metodg réwnych wspotczynnikow wyrugowa¢ z obu row-
nan kwadrat jednej niewiadomej. Zestawiajgc uzyskane rdwnanie
z ktéremkolwiek z danych réwnan, np. z pierwszem, otrzymamy
réwnowazny (§ 3, twierdz. I) ukiad réwnan, z ktorych jedno za-
wiera jedng niewiadomag, np. y, tylko w potedze pierwszej. Jezeli
wspotczynnik przy y w tern réwnaniu jest rozny od zera*), mozna
z tego réwnania wyrazi¢ y przez x tak, ze y —g{x). Uktad réw-
nan réwnowazny danemu ma postac:

li(*,p) = 0, y = g(x).
* W przeciwnym razie réwnanie zawieratoby juz tylko jedng niewiadoma x.
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Podstawiajac y = g(x) w pierwszem réwnaniu, otrzymamy (ne*»
podstawie rozumowan w § 3) réwnowazny ukfad réwnan:
fi fofir(*)] = 0, y —g(x).

Pamigta¢ nalezy, ze ukfad fi[*>9 (*)] —® A(X y) —0 nie bytby
rownowazny danemu (poréwnaj przyklad 1 w § 7!)

Rozwigzanie ostatniego ukiladu réwnan wymaga przedewszyst-
kiem rozwigzania rownania A [a,g(a)] = 0, ktére jest w ogdlnosci
stopnia czwartego (poréwnaj ostatni przyktad!). Gdybysmy potra-
fili to rownanie rozwigza¢, to obliczenie y nie sprawiatoby juz
zadnej trudnosci,

§ 6. Rownanie dwukwadratow e.

W nauce o réwnaniu stopnia czwartego ograniczymy sie tylko
do tego jednego przypadku, ze réwnanie zawiera tylko potegi pa-
rzyste niewiadomej, a wiec ma postaé:

rx4-J-sx*+ 1= 0, gdzie r 4=0.

Roéwnanie takie nazywamy dwukwadratowem.

Aby je rozwiazaé, uwazajmy w niem za niewiadomg Xx*
i oznaczmy ja literg z tak, ze z —x\ Witedy:

rz*sz1 =0
1. Jezeli A —s*— Art < 0, to ostatnie réwnanie (a wiec i dane)

nie ma pierwiastkow.
2. Jezeli d = sa—Art — 0, to ostatnie réwnanie ma tylko je-

£
den (podwoéjny) pierwiastek z = — Z tego pierwiastka otrzy-

mamy pierwiastek danego réwnania tylko wtedy, jezeli —"~>0.
Przy tem zalozeniu:

R =

3. Jezeli A= ss— Art > 0, to ostatnie réwnanie ma pierwiastki:

;*--_I'Z'r:@’ Zi— 2r

Obliczenie pierwiastkow réwnania dwukwadratowego wymaga
jeszcze rozwigzania réwnan:
X*= zt i x*—zt.
Rozréznij przypadki: z~ O, *,=() i rozstrzygnij, ile pier-
wiastkow ma dane réwnanie!
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Przyktad. Rozwigza¢ réwnanie: x* —3x* —4 = Q.

Oznaczamy: X* =2z i rozwigzujemy réwnanie:

7*—3z—4=0.

Znajdziemy: zx= —1, zt —A4.

Warto$¢ z1= —1 nie daje zadnego pierwiastka réwnania dwukwa-
dratowego, bo réwnanie x®= —1 nie ma pierwiastkow.

Aby otrzyma¢ pierwiastki réwnania dwukwadratowego, odpowia-
dajace wartosci Zf = 4, rozwigzujemy réwnanie: x*= 4 i znajdujemy:
xx= 2, Xt——2. Tylko te dwa pierwiastki ma dane rdéwnanie dwu-
kwadratowe.

8 7. Przyktady rozwigzania uktada dwu réwnan stop-
nia drugiego z dwiema nlewiadomemi.

Przyktad 1. Rozwigza¢ uktad rownan:
TX*-p* = 3,
x*+ p*-8p=- 11
Rugujac metodg, rownych wspotczynnikéw p* z obu réwnan, otrzy-
mamy : 8z*—8p = —8, a stad: y = x*+ 1. Znalezione wyrazenie pod-
stawiamy za y w pierwszem rownaniu i otrzymujemy rdéwnanie:
X*—5x*+ 4= 0,

ktére wraz z réwnaniem:
U= x*+ 1

daje uktad réwnan réwnowazny danemu.
Z pierwszego réwnania (rozwiaz 1) znajdziemy:
=1, =—1 x#= 2, = —2

Podstawiajgc znalezione dla x wartosci w drugiem rdéwnaniu, znaj-
dziemy :
Vi=2 vy,=2 yt=5 yi=5
Nie bytyby natomiast réwnowaznemi danemu uktadowi uktady
rownan:
x*—5x*+ 4 =0, x*—5p*+ 4=0,
X* —p*= 3; X*+ p*-8p = - 11

tatwo to stwierdzié. Np.: Wartosci xx= 1, obliczonej z pierwszego
rownania, odpowiadatyby dla p wartosci +2 i —2, obliczone z dru-
giego roéwnania pierwszego uktadu. Natomiast nietrudno stwierdzi¢, ze
wartosci x= |, p= —2 nie sprawdzajag drugiego réwnania danego
uktadu.

Fig. 13 prredstawia graficzne rozwigzanie danego uktadu réwnan.

Krzywa wyciggnieta przedstawia pierwsze réwnanie, krzywa kresko-
wana drugie. Wspotrzedne punktéw przeciecia sie krzywych (odczytaj!)
sg pierwiastkami ukladu rownan.
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Na rysunku tym mo-
zemy tez tatwo stwierdzic,
ze ostatnie dwa uktady réw-
nan nie sg réwnowazne

danemu.

Pierwiastki  pierwszego
rownania: Xj = 1, xa= —1,
= 2, x4= —2 sg rzeczy-

wiscie odcietemi punktow
przeciecia sie krzywych. Ale
odcietej = 1 odpowia-
daja w pierwszej krzywej
rzedne: + 2 (punkt A) i —2
(punkt B), a w drugiej krzy-
wej rzedne : + 2 (punkt A)
i + 6 (punkt C). Jedna tylko
para tych wartosci odpo-
wiada punktowi A przeci
cia sie obu krzywych. P
dobnie ma sie rzecz z
nemi wartosciami X. (W,
jasnij!).

Przyktad 2. Rozwia-
za¢ ukfad réwnan:

X*+ 2yi= 27,
X*~ 3p*= 22.
Uwazamy za niewiadome
X< i y* i rozwigzujemy, jak
Fig. 13 uktad roéwnan stopnia pierw-
szego. Otrzymujemy:
X*=25 y*=1, astad: x= £5 y= 1.

Kombinujac te wartosci, otrzymujemy nastepujace pary pierwiastkow:
X,= + 5, xg—+ 5, a,= —5, x4= —5
U=+ 1 @5 - 1, b=+ 1, u = - i-

Przyktad 3. Rozwigza¢ uktad rownan:

- 3jey + y*= 121,
Xy = —21.

Zauwazymy, ze lewa strona pierwszego réwnania bytaby kwadra-
tem dwumianu (X —Y), gdyby zamiast —3Xy bylo —2Xxy. Mozna to
uzyskac, dodajac do siebie oba réwnania. Otrzymamy:

X* —2xy + y*= 100, czyli:
(*-*)* = 100.
Stad: X —y = + 10.
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W ten sposdéb mozemy dany uklad rownan zastgpi¢ nastepujgcemi:

x —0 = 10, x 0= 10,
xy ——21; xy = —21.
Pierwszy uktad réwnan daje pierwiastki: Jfj = 3, Xs= 7;
oi=*7 =-~3;
drugi: as= —3, =—T;
Os=+ 7, 4= + 3.
Przyktad 4. Rozwigza¢ uktad roéwnan:
OAlr-L*II-Ii
X*-2p = 10.
Przeksztatlcamy najpierw pierwsze réwnanie, wprowadzajac nowa
niewiadomg z=  * ~e Otrzymamy:
z— = 13, a po uporzgdkowaniu:
2za-3z —2 =0.
Rozwiazujgc to réwnanie, znajdziemy: zx= 2, z, = —",

Pierwsze réwnanie danego ukladu sprawdza sie zatem wtedy i tylko
wtedy, jezeli X As 2, albo X —ufy czyli gdy albo x —2p = —2,
albo 2jc+ p= 1

Dany uktad réwnan mozna wiec zastgpi¢ nastepujgcemi dwoma:

X-2y =-2, 2*+ p= 1,
—2p = 10; x*-2y = 10.

Z rozwigzania tych uktadow réwnan otrzymamy nastepujace pary
pierwiastkow:

Z pierwszego: *i = 4, ¢x=3; = - 3 0*= —i;

z drugiego: X,= —6,%=13; *4=2, 04= —3.

Pierwiastki te sprawdzajg oczywiscie i dany ukiad réwnan.

Przyktad 5. Rozwigza¢ nktad réwnan:

X*- 2xy + 2y* = 8§,
** + 2xy —5p2= 12
Stwierdziwszy, ze y 4=0, dzielimy oba réwnania przez 0*:

\0/ 0 0*
\o/ 0 0
Wprowadzamy nowe niewiadome: /= l a= —11 Roéwnania przyj-
" *

muj, poste«:C -2 (+2-8»,
*+ 2z2—5= 12n.
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Rozwiazujac je, znajdziemy:
ti=2 H=1i; b= 8, a, = 6$.
Do wyznaczenia j: i y mamy zatem ukiady réwnan:

- = 25 - T 85

y y
A=t 7= oi-
Rozwiazujac je, znajdziemy:
wi=4, jji=2; x,=- 4, yt——2; x3= 3£, y3=m
*4 = - »4 = ~ f
Sposéb rozwigzywania réwnan, wyjasniony na tym przyktadzie, pro-
wadzi zawsze do celu, jezeli oba roéwnania uktadu zawierajg oprdocz wy-
razow wiadomych tylko wyrazy stopnia drugiego.

§ 8. Dyskusja uktadu dwu réwnan stopnia drugiego
z dwiema niewiadomemi.

Dyskusja uktadu dwu réwnan stopnia drugiego z dwiema nie-
wiadomemi sprowadza sie do dyskusji réwnania stopnia czwartego.
Jezeli chodzi o dyskusje zagadnienia, nalezy uwzgledni¢ dodatkowe
warunki, ktore spetnia¢ majg obie niewiadome.

Przyktad. W koto o danym promieniu r wpisano prostokat, ktd-
rego pole wynosi p. Obliczy¢ boki tego prostokata.

Oznaczajac wiekszy bok prostokata X, mniejszy (wzglednie réwny) y,
otrzymamy z tatwoscig uktad rownan:

X*+ y*= 4r,
Xy =p,
przyczem: p”~ 0, r >0, a niewiadome spetniaja nieréwnosci:
2r™hx”~p2:0.
Podstawiajac w pierwszem réwnaniu y=*— otrzymamy do wyzna-
czenia X réwnanie: X

X4 —A4r*xt + jOF= 0.
Podstawiajac X* —z, znajdziemy:
*—4r*z+ p*= 0.
Rownanie to ma tylko wtedy pierwiastki, jezeli:
A —16r* —4p* 0,
skad wynika dla p ograniczenie:
Ps 2r=
Gdy ten warunek jest spetniony, to réwnanie ma zawsze pierwiastki
dodatnie (dlaczego?). Kazdemu dodatniemu pierwiastkowi z odpowiada
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jedna dodatnia warto$¢ x (wskutek zwigzku z —X*) i jedna dodatnia
warto$¢ y (wskutek réwnania xy = p). Dany uktad réwnan ma wiec tyle
par pierwiastkow, ile pierwiastkow ma ostatnie rownanie. Aby pierwiastki
uktadu réwnan daly rozwigzanie zadania, musza by¢ spetnione warunki:
2r*rx"y”™0. Z tych warunkéw wyprowadzamy w nastepujacy sposob
warunki dla z, réwnowazne tamtym ze wzgledu na to, ze X, Yy, Z i r
oznaczajg liczby dodatnie:

Z 2r”™j: wynika: czyli 4r*2gz i naodwrot.

Z X"y wynika X**y* a wskutek pierwszego réwnania danego
uktadu x* N 4r* —je*, skad: 2jca™4r*, x*/ 2r*, z” 2r*. | naodwrot.

Wobec ostatniej nieréwnosci nie potrzebujemy wcale uwzgledniaé
nieréwnosci z Si 0.

Chodzi teraz tylko o zbadanie, ile pierwiastkéw réwnania z*¥—
—4/j z+ jog*= 0 spetnia warunek 2r*/~z/N4r*,

Oznaczmy lewg strone tego réwnania symbolem /(z) i obliczmy:

[(2r*) = 4r* - 8r*+ p*= - 4r4+ p*;
/(4r*) = 16r* —16r* + pa= p*.

Poniewaz p~2r* (wskutek warunku istnienia pierwiastkow), to
p*” 4r*, a wiec /(2r*)~0. A ze /(4r*)"0, to réwnanie ma zawsze
jeden tylko pierwiastek (i to wiekszy) miedzy 2r* i 4r*, jezeli 0 <p < 2r*.
Jezeli p —2r* to réwnania ma takze tylko jeden (podwojny) pierwiastek
z= 2r*; jezeli p—0, to /(2r*)<0, a wiec réwnanie ma jeden tylko
pierwiastek z —4r*. Zatem:

Zadanie ma zawsze jedno i tylko jedno rozwigzanie, jezeli 0 £ip si 2r*;
dla innych wartosci p zadanie nie ma rozwigzania. (Oblicz wartosci X iV,
spetniajgce warunki zadania ).

§ 9. Niektore funkcje przedstawione r6wnaniem stop-
nia drugiego z dwiema zmiennemi.

Widzielismy w § 1, ze réwnanie stopnia drugiego z dwiema zmien-
nemi X iy wyraza zwykle, zey jest pewng funkcjg X. Wykresy i wtasnosci
niektorych z tych funkcyj poznaliSmy w ciggu nauki. Obecnie zbierzemy
i uzupetnimy te wiadomosci. Mowimy, ze znamy przebieg (zmiennosc)
funkcji vy, jezeli wiemy, dla jakich wartosci X funkcja jest okreslona
i jezeli obszar wartosci x potrafimy podzieli¢ na takie przedziaty, w kto-
rych funkcja ze wzrostem x tylko rosnie, albo tylko maleje. Funkcije,
wyrazone réwnaniem stopnia drugiego z dwiema zmiennemi sg czesto
dwuwartosciowe; wtedy badamy oddzielnie dwa zbiory wartosci funkcji,
rozbijajac jg na dwie funkcje jednowartosciowe.

Omoéwimy nastepujace funkcje:

I. Funkcja catkowita stopnia drugiego.

Jezeli réwnanie stopnia drugiego z dwiema zmiennemi za-
wiera kwadrat tylko jednej zmiennej, a nadto nie zawiera wy-
razéw stopnia drugiego, to wtedy zmienna, ktérej kwadratu brak
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w rownaniu, jest funkcjg catkowitg stopnia drugiego drugiej zmien-
nej, Wiasnosci tej funkcji znamy z rozdz. I; wykresem jej jest
parabola.
Np. 1. Z réwnania 4** +12* —4y —7 = 0 wynika, ze:
y = x*—3x—If.
Podaj wykres i utdz tabelke zmiennosci tej funkcji.
2. Z réwnania y*—x —2y —3= 0 wynika:
X=yt—2y —3.
Przedstaw graficznie X jako funkcje y. Na podstawie wykresu utdz
tabelke zmiennosci dla y jako funkcji X.
Il. Funkcja wyrazona réwnaniem xy = k.
Przyjmijmy najpierw, ze k > 0. Zréwnania xy —k otrzymamy
k
y = ~, a z tej postaci wysnuwamy nastepujgce wiasnosci funkcji:
1. Kazdej wartosci x, z wyjatkiem x = 0, odpowiada jedna
wartos¢ y, jak to wynika bezposrednio ze wzoru; przytem may

zawsze taki znak jak x. Dla wartosci jc=0 funkcja nie jest okre-
$lona.

Kazda prosta rownolegta do osi Y (z wykluczeniem osi Y) przecina
krzywg y ——vf jednym punkcie. Krzywa przebiega w ¢wiartkach 1'i 1L

2. Funkcja przyjmuje wszelkie wartosci (z wyjatkiem zera),
kazda raz tylko. Przyjmujgc bowiem y — m (gkdzie m oznacza do-

wolng liczbe ro6zng od zera), znajdziemy X = —s

Kazda prosta, réwnolegta do osi X, przecina krzywg w jednym
punkcie. O§ X nie przecina krzywej.

3. Jezeli wartosci *—” odpowiada y = ylt to wartosci
X — —xt odpowiada y — —yt.

Czesci krzywej, lezacej w ¢wiartce |, odpowiada symetrycznie wzgle-
dem poczatku uktadu wspotrzednych cze$¢ krzywej w Ewiartce trzeciej.
Z tego powodu nazywamy poczatek uktadu wspdtrzednych Srodkiem

krzywej.
Z tego powodu uwzgledniamy w dalszem badaniu funkcji tylko
dodatnie wartosci x.

4. Aby zbada¢, czy funkcja rosnie, czy maleje ze wzrostem X, bie-
rzemy pod uwage dwie wartosci X] i zmiennej X, zaktadajac **>*!> 0.
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Odpowiadajgcemi im wartosciami funkcji bedg: yx= £>yt: £ Aby te
)(l *

wartosci poréwnaé, tworzymy roéznice: X
ko kohx —x).
fc-ffi-7-r——rr—
Xi *1 *1 xi

Poniewaz k>0, Xjx, > 0, xt—xt< 0, to yt- yx<o0, czyli <p,

Funkcja maleje, gdy jcrosnac przyjmuje coraz wieksze warto-
$ci dodatnie.

Ubytek funkcji, gdy x wzrasta stale o te samg wielko$¢, jest
dla matych wartosci x znaczny, dla wigkszych coraz mniejszy. Licz-
nik bowiem utamka, wyrazajgcego ubytek y, ma zawsze te samg
warto$¢, mianownik za$ xxxg rosnie ze wzrostem xx i xa

Gdy na osi X poruszamy sie od poczatku uktadu wspétrzednych
w kierunku dodatnim, to krzywa opada poczatkowo bardzo stromo, pézniej
powoli, zbliza sie do osi X dowolnie blisko (wskutek wikasnosci 2), nie
przecina jej jednak nigdy. Wskutek tej wiasnosci nazywamy o$ X asymp-
tolg krzywe;j.

Poniewaz y przyjmuje wszelkie wartosci dodatnie (od bardzo
matych do bardzo wielkich), a maleje ze wzrostem x, to przebieg
funkcji musi by¢ nastepujacy:

x 10 r -f-00*
y 1* -}-00 \ 0

Tabelke te nalezy rozumie¢ w ten sposob, ze dodatnim wartosciom X,
bliskim zera, odpowiadaja bardzo wielkie wartosci y. Wartosci X —0 nie
odpowiada zadna warto$¢ y (zaznaczono to gwiazdka); podobnie nie
staje sie y zerem dla zadnej wartosci X.

5. Uwzglednijmy teraz takze wartosci ujemne zmiennej x. Ko-
rzystajac z wiasnosci funkcji, wyrazonej pod 3., otrzymamy tabelke:
X *—00s 0 /e+-j-00*

y 0 \ —co*-j-co\ 0
Funkcja nie posiada ani maximum ani minimum.

6. Zwréémy wreszcie uwage jeszcze na jedng wdasnos¢ bada-
nej funkcji. Rownanie xy — k jest symetryczne ze wzgleduna x iy ;
to znaczy, ze jezeli rbwnanie sprawdza sie dla pewnosci wartosci
X iy, to sprawdza sie takze, jezeli wartosci X iy przestawimy.

Funkcje y = K i x==l§/ identyczne.

Krzywa Xy —K nie zmienia sig, jezeli osie X i Y przestawimy, t. j.
jezeli uktad wspétrzednych wraz z krzywg obrécimy o 180° okoto dwu-

Podrecznik arytmetyki i algebry. VI. 5
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siecznej kata, zawartego mie-
dzy osiami + X i + Y. Innemi
stowami: Krzywa Xy = h jest
symetryczna wzgledem prostej
y = X. Wykaz podobnie, ze
krzywa Xy =Kk jest réwniez
symetryczna wzgledem prostej
y=-xl
Krzywg Xy = Kk nazywamy
hiperbola; poczatek uktadu
wspdtrzednych jest jej S$rod-
kiem (Srodek symetrji); proste
y=X 1Yy*—X sg jej osiami
(osie symetrji); osie X i Y sa
asymptotami hiperboli. Fig. 14
przedstawia hiperbole Xy = 4.
(Wykresl kilka hiperbol xy = k
: dla réznych wartosci dodat-
Fig. 14 Coh (-,1).y

k
Jezeli k < 0, to wartosci fnnkji y — - rdznig sie od wartosci
£ X
funkcji y —l | odpowiadajgcych tym samym wartosciom x, tylko

znakiem. Zwazywszy to, otrzymamy w tym przypadku tabelke
zmiennosci funkcji:
X * — 00 0 /"-f-00*

/0 > -]"00* — QO F o

Jezeli * < Q to hiperbola Xy —K jest potozona symetrycznie wzgle-
dem osi X do hiperboli xy —\k|. (Wykresl kilka hiperbol xy = k dla
roznych wairtosci ujemnych Al).

I1l. Funkcje wyrazone réwnaniem Ax* 4- By* = C,

Jezeli rownanie stopnia drugiego zawiera tylko kwadraty obu
zmiennych, a nie zawiera ani x ani y ani xy, to badanie funkcji,
wyrazonej tern réwnaniem, upraszcza sie bardzo. Zauwazymy mia-
nowicie, ze gdy wartosci x= XI> Oi y = y'> O sprawdzajg to
rownanie, to takze i wartosci —* iy\ x' i —y\ —x" i —y'
sprawdzaja je. Wystarczy zatem taka funkcje zbadaé dla dodatnich
wartosci x i uwzgledni¢ tylko dodatnie wartosci y.

Geometrycznie znaczy to, ze kazdemu punktowi wykresu odpowia-
dajg punkty wykresu potozone symetrycznie wzgledem osi X, t gledem
osi Y i wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych. Krétko: krz> a, ma-
jaca réwnanie Ax* + Bx* = C, jest symetryczna wzgledem osi X, wzgle-
dem osi F, a wiec i wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych. Wsku-
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tek tego wystarczy zbada¢ przebieg krzywej w Cwiartce pierwszej, bo
dalszy jej przebieg wynika juz ze symetrji.

Rozpatrzymy doktadniej dwa szczeg6lne przypadki:

A) F*+ y*=

Funkcje, wyrazong tem réwnaniem, zbadamy najpierw dla do-
datnich wartosci x i uwzglednimy tylko dodatnie wartosci y. Przyj-
mujemy nadto r>0.

Z danego rownania obliczamy: y*= r*—jcx

Ze wzoru tego czytamy, ze funkcja jest okre$lona tylko dla
wartosci je niewiekszych niz r. Jezeli je> r, to takiej wartosci je
nie odpowiada zadna wartos¢ y. Jezeli *—0, to y*= r*, ay=r.
Gdy jc rosnie od 0 do r, to je rosnie od 0 do r* a y* (rdznica,
ktorej odjemnik rosnie) maleje od r* do 0; zatem y maleje
od r do O.

Poniewaz ujemnym wartosciom je odpowiadajg takie same
wartosci y, jak wartosciom dodatnim je o takiej samej wartosci
bezwzglednej, to dodatnie wartosci funkcji zmieniajg sie ze wzro-
stem jc w nastepujacy sposob:

X —r © — -t-r

y 0 A\ 0

Lecz kazdej wartosci jc, ktorej odpowiada dodatnia wartos¢ vy,
odpowiada tez ujemna warto$¢ y o takiej samej wartosci bez-
wzglednej. Ujemne wartosci y zmieniajg sie przeto w sposéb
nastepujacy:

X —r a 0 a -fr
y O\ —r a 0

Wykresem funkcji wyrazonej réwnaniem je*+ y%—r* jest koto za-
kreslone dokota poczatku ukladu wspdtrzednych promieniem r. Obrawszy
bowiem na okregu takiego kota punkt M(X,y), zauwazymy (stosujac
twierdzenie Pitagorasa), ze rzeczywiscie wspoOtrzedne punktu okregu
spetniajg roéwnanie x*+ y*= r* Dla punktow zewnetrznych lub we-
wnetrznych kota jest natomiast je*+ y8s r*

B) jc-—y8= a8

Stosownie do poprzednich rozwazan uwzglednimy przy ba-
daniu funkcji, wyrazonej tem réwnaniem, najpierw tylko dodatnie
wartosci x i y; przyjmiemy nadto a>0.

Ze wzoru y8= jer—a*, wynikajgcego z danego réwnania, za-
uwazymy, ze funkcja y nie jest okre$lona dla jc< a. Gdy jc= a,
wtedy y = 0. Gdy jc rosnie dalej, wtedy y8 a wiec i y, rosnie

rowniez i osigga kazdg dowolnie wielkg wartos¢. Aby bowiem
5*
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byto g —M, wystarczy obra¢ na x takg dodatnig wartos¢, aby
otrzymaé x*— a*

Zwazywszy, ze ujemnym wartosciom jc odpowiadajg takie
same wartosci, jak wartosciom dodatnim x o takiej samej war-
tosci bezwzglednej otrzymamy nastepujacag tabelke, przedstawia-
jaca zmienno$¢ dodatnich wartosci funkgcji:

X — o0 s —a ? -\-a [/ -j- oo
y ol I 7 .t oo

Wartosciom X miedzy —a i +a nie odpowiadajg zadne wartosci
funkcji; zaznaczono to w tabelce gwiazdka.

Uwzgledniajac tylko ujemne wartosci funkcji, otrzymamy
tabelke:

X - oo s —a s -(-a -f- oo
yfoos 0 - 0 \ — co

Fig. 15 przedstawia wykres funkcji, wyrazonej réwnaniem x*—y % a*

dla a—2. Krzywa jest hiperbola. Przekonaj sie o tern, kreslac hiperbole,
majacg réwnanie Xy = 2, i po-

rownujac ja z krzywg w fig. 15.

V.
paragrafie, mozemy uogo6lni¢ w po-
dobny sposéb jak w § 3i § 8
rozdz. | uogolnilismy funkcje
y = X* i y = axs. Jezeli mianowi-
cie w rownaniu jakiems$ z dwiema
zmiennemi X i y zamiast x na-
piszemy x —m, to réwnanie nowe
przedstawiac bedzie funkcje,ktora
przyjmuje te same wartosci co
funkcja pierwotna, lecz dla war-
tosci x wiekszych o [m| lub mniej
szych o |/n| zaleznie od tego, czy
m>0, czy m<0. Jezeli za$
w réwnaniu z dwiema zmien-
Fig. 15. nemi zamiast y napiszemy y —n,
to réwnanie takie przedstawia¢
bedzie funkcje, ktdra przyjmuje dla tych samych wartosci x wartosci
o |ji{ wieksze lub mniejsze, niz funkcja okreSlona rownaniem pier-
wotnem, zaleznie od tego, czy n >0, czy n< 0.

Geometrycznie oznacza to, ze gdy jakie$ réwnanie z dwiema zmien-
nemi przedstawimy graficznie, a nastepnie utworzymy nowe réwnanie
przez napisanie w pierwotnem rdwnaniu zamiast x i Yy odpowiednio
X—m i y—n, to miejscem geometrycznem nowego rownania bedzie
taka sama krzywa, lecz przesunieta o m réwnolegle do osi X, a na-
stepnie o n réwnolegle do osi Y.
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Tak np. przedstawia réwnanie: (x —m)*+ (y —n)*= r* koto o pro-
mieniu r, ktérego $rodek lazy w punkcie C(m,n).

Réwnanie (x —m) (y —n) = k przedstawia hiperbole, powstata
z réwnolegtego przesuniecia hiperboli Xy = k o m réwnolegle do osi X,
a nastepnie o n réwnolegle do osi Y.

W postaci (j:—m)(y —n) = k mozna przedstawi¢ t. zw. funkcje
homograficzna, t. j. funkcje, bedaca ilorazem dwu funkeyj linjowych.
Wyjasnimy to na przykiadzie: y—£_X— 4

X —
Przeksztatcajgc ten wzoér, otrzymamy: 2xy-4y = x —5, a stad:
*0- * —2y+f =0
Przeksztatcajac za$ réwnanie: @ —ni) (y —nA) = A znajdziemy:
Xy —nx —my + (mn —Kk) —0.

Oba réwnania sg zgodne, jezeli: n=1i, m—2, mn—A= £,

czyli A= -|. X_S

Wykresem funkcji y = '(}'X"Z jest tedy hiperbola, ktéra powstaje

z réwnoleglego przesuniecia hiperboli Xy = —£ tak, ze $rodek jej znaj-
duje sie w punkcie C(2,£). Wykres$l te hiperbole, wskaz asymptoty
i utdz na podstawie wykresu tabelke zmienno$ci danej funkcji.

Cwiczenia.
1. Przedstawi¢ graficznie funkcje, wyrazone réwnaniami:
a) X*-J-y* = 25; b) 4x*-+-9y* = 86; C) X* —y* —09;
d)y'~ x*=9; ¢€) xy—~6; f)x—4y*= 0.
2. Rozwigzac¢ rysunkiem i rachunkiem ukfady réwnan:
a) X*-Jy*— 676, b) Xy= 6, C) 4x — 3y*—0,
y-(-24x= 0; 33X+ 2y+ 12—0; y-f-2x = 4;
d) ox*-f-y*—25, €) x*+ y*—2y—3, f) x*—4dy*= 4,
x4 = *—0=1: 0=*+ |-
3. Rozwiaza¢ uklady réwnan:
a) xy = 48, 6) *+ 0= 75, ejx~ y= 1,
*:0= 3 xy = 14, 4xy = 35;
4) x*+ 0*= 10, e (x-f2)(y—3)= 4, (x-fy):(x—y)=7,
*+ 0= 2; O0- 3):<x+2)=4:; (*+0)(*—0)=T7;
g) X+ 2)(3—0) = 2, n; *+ 0*+ *0= 7,
*+ 0= 2; X+ 2y=1;
i} x y*“ 4 Nx-2+y +3 1*

*+ 0+ 1= 0; 3X —2y —2;
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2x+ 1 y+ 1.0 s X+3 . X—y
{4y+ | x—5 ' "y+ 3 'x+1-1"
X —5y= 2, y= 3x—2;
(") - (*Dr=3
3a— = 4; *_0= 7
8"N-1_8E£il =
—vy% X-fy
(x+ y+ H)*-(x+y-1)*=8
9’ J I =1 Iy (IEX1V_ 6x+ 1
X+T— y-1 * -yl T x-y T 144
*+ y+ | 1 5x—4y oy X
4y —8x + 8y—\2x  * 2Xx—y 4x—2y ’
30, NNV 42%p,+
Ko \IC+ ff/ ¥+ g
4x -3y = 11 Xx—4(2y —3)= 0
n;£+£n 2_6a nthI_EAI ¥,
y 1~ ¥y T+ y
S+ y—4%5; 2Xx —3y = 1;
wo Bt »£_1 1Y — £=£M4-8,
X—1 y+ 3 X—y X
X 2y—1; 2r—y—3.
4. Zbada¢, ile rozwigzan ma nastepujacy ukiad réwnan:
a) = y-f-1 b) xy= 2,
y= 4jC—5; X+ 2y = 4
C) X*+ 2Xxy -j-y*—4x = 0, th) x* —6x —y*-f-5= 0,
X+ y+ 2—0; X—y—1=0;
e) y*+ xy--x —1:=0, /) x* —y*-f-x+ y= 0,
X+ y—1= 0; y= x+ I;
g) x*+ 2x—y*= 0, h) xy —2x* = 2,
y=x+ 13 y= 2x,

Wyjasni¢ wyniki, rozwiazujac ukiad rownan takze graficznie.

5. Nizej dane jest rownanie prostej i réwnanie krzywej. Zba-
da¢, jakg wartos¢ musi mie¢ parametr m w réwnaniu prostej,
aby ta prosta stykata sie z krzywa. (Wykres!):

a) X*—y= 4 b) xy = 6, C) X*-j-y*= 25,
y = 2x-f-m; 3x+ 2y = 4m; y= —|x-fm;
d) x*—y*= 16, e) x*-\-y = 4x, f) xy+4x-f2y= 0,

x+ 06y= m; y= mx+1; y= mx
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6. aj Wykazaé, ze prosta y = mx—(m —1) przecina para-
bole y = —jc*-j- 2jc-f- 3 dla wszelkich warto$ci m.

bj Zbada¢, jakie potozenie ma prosta y = mx-f 2 wzgledem
krzywej x*-\-y*= 4 zaleznie od wartosci m.

c) Jakie warunki musi spetnia¢ m w réwnaniu prostej y —x-\-m,
aby ta prosta przecinata parabole y —x*—6x + 5 w pierwszej
¢wiartce? lle punktow przeciecia sie znajdzie sie w éwiartce pierw-
szej zaleznie od wartosci m?

7. @) Jaki warunek musi spetnia¢c m w réwnaniu prostej y —m,
aby ta prosta przecinata krzywg: x*-f-9y* —4x —36"-f-31 = 0.
Kiedy ta prosta styka sie z krzywa? Wyznaczy¢ wspoétrzedne
punktéw stycznosci. Zbada¢é w podobny sposéb potozenie prostej
X = n wzgledem krzywej i wskaza¢ prostokat, wewnatrz ktoérego
zawarte sg wszystkie punkty krzywej.

b) Zbada¢ w podobny sposéb potozenie prostych y —m i x =
wzgledem krzywych:

a) xX*+ y>—38jc+ 7= 0; p) X'-y* + 2x=0;

y) X*—jry-j-2jc-j-4 = 0.

8. Rozwigza¢ nastepujgce zadania i przedyskutowac:

a) Ze stacyj oddalonych od siebie o 14 km wyjezdzajg na-
przeciw siebie rbwnocze$nie dwa pociaggi i, poruszajgc sie ruchem
jednostajnym, spotykajg sie po 12 minutach. Pierwszy pocigg po-
trzebuje do przebycia 1 km o m sekund wiecej czasu niz drugi.
Obliczy¢ predkosci obu pociggow.

b) Pole prostokata wynosi 36 cm*, a obwod 2s. Obliczy¢ boki
prostokata.

c) Obwdd prostokata wynosi 12 cm, a pole p cm* Obliczy¢
boki prostokata.

d) Pole prostokgta wynosi 6 cm*, a boki réznig sie o d cm-
Obliczy¢ boki prostokata.

e) W koto o danym promieniu r wpisano prostokat, ktérego ob-
wbd wynosi 2«. Obliczy¢ boki prostokata, uwazajac r za liczbe stata.

f) Pobocznica prostopadtoscianu o podstawie kwadratowej ma
pole 4 tfm*; r6znica krawedzi bocznej i przypodstawnej wynosi m.
Obliczy¢ krawedzie prostopadto$cianu.

g) Dokota wierzchotka kata prostego w trojkacie prostokgtnym
0 przyprostokatnych 2 cm i 4 cm zakreSlono promieniem r okrag
kota. Obliczy¢ odlegtosci punktu przeciecia sie kota z przeciwpro-
stokatng od obu przyprostokatnych.

h) Obliczy¢ przyprostokatne trojkata prostokatnego o przeciw-
prostokatnej 4 cm, majac dany promien r kota wpisanego w tréjkat.



72

i) Na kole o danym promieniu 1 cm opisano trapez réwnora-
mienny, majacy pole m. Obliczyé boki réwnolegte trapezu.

j) W trapezie réwnoramiennym ABCD, w ktérym AB\\CD,
AD ==BC, wynosi wysoko$¢ 1 cm, a suma bokdw roéwnolegtych
AB-{-CD —3cm. Przekatne AC i BD trapezu przecinajg sie wpunk-
cie M, a suma pol tréjkatow AMB i CUD wynosi m. Obliczy¢ boki
rownolegte trapezu.

k) O ile nalezy powiekszy¢ podstawe prostokata, wynoszaca
6 cm, a o ile pomniejszy¢é wysokos¢, wynoszaca 4 cm, aby pole
jego nie zmienito sig, a obwdd wynosit 2s?

) W poétkole o Srednicy 2r wpisano prostokat. Majagc dany
obwdd 2s prostokata, obliczyé jego boki.

9. Rozwigza¢ réwnania:

a) Xx—5** -f-4—0; b) Xx-{-xx —2\ C) M4—9** = 0;
d) 4¢=*+1) = 17 e) (*—6):30=5:(*—1);
IM* + D*:<Ne+ x)= Q/d-*):(*- D*;

2 . 8 &*—1 . —4 . 17 x-2 . 4

9 ** "ARJD2 F_4* h) 2 "HMPB—-8 *+ 2+ *-2°

10. Zbada¢ ilo$¢, oraz znaki pierwiastkbw nastepujgcych réw-
nan w zaleznosci od parametru m:

aj X* —6** —mx= of b) x* — mxx-j-16 = 0;

c) {m-f- 2)** —2mxx-j- (mn—1) = 0;

d) xX* —(Mm—2)*s-f-(mi—7) = 0.

11. Rozwigza¢ graficznie uktady réwnan:
a) Xx—2x —y = 3, b) xx-j-yx = 25, ¢) xxFyx= 25
**__2x —Sy -~ = 0; XX—YyX= 7, y —**-f6* = 5;
d) 2*-J-3n= 21 8, e) xx-f-yx= 25, f) **+ p*= 25,
Xy = 6\ Xy= 12; Xx—y = 5,

12. Rozwigza¢ uktady rownan:
a) 2xx-(-3y = 12, b) 4**—yx-f-2y= 2, ¢) 5*1—6yx—=80,

> __g=II; 6** 451 = 6/ 7** —By* = 102;

d) **-fy*+ xy=3, e) **+ £*= 29, f) xxA-yx= $xy,
X*-\-yx=5; Xy = 10; Xy = 8;

9) {xx+yX:{xx-y*) = 5:4, h) 4(2*-1)*- 15(~-3)* = 21,
Xy + 3= 0; 6(2*-1)* +25 (il —3)*= 79;

1) **-fxy = 5, j) XX+ X¥tyx= 39, k) XX+yx-x -y =4
X+ y*= —1; Xy = 10; *y + 2==0;

) Xx+ xy + x+ y = 8, m) xx-b xy + byx=\\,

Xy + ¥+ 2= 0; Xy + yx= 10;
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NL+J+i0zi,»
X Y "X— Y X+ Y 3
~ =2 *t+ o *= b;
P) F+y),-2(*+y)+ 1-0, @ x'-y* +x+y=20,
XF—o*+ X% + 10= O Xt—y*— (x—y) = 12;
N —+t—7.74"12= 0, Iy, x*-2xtf+ 2y*= 13,
jee+ N + 12i/+ |1 = 0; y(x-y) = G
X*+ 2y 3x 8 XF—3# , xX*—p* 7
' 3X X*-j-2y 3’ ' 2y ~tx*-3 2'
N+ H= 5. JAr ™ je”™z 3gsash.
* +i/ ’ xX*—3 2y 2’
XX y)  3x—2 _ 3x»+3y» . 20xy ,d_Q
V) 3Xx—2 Ax(x-y)~1, W)  5xy + 3x*+3y*+4
X" —y* —6y —2=0; y(x-\-y) = 6;
X) 2x*-fxy = 2, g) X+ xy = 4,
+ o, *—3; y*—xil= 21
) X*+ xy + y*= 3, i) 2x*-4xff+ y>= 7,
M —y*= II; 3x* —6x0 -j- if*—10.

13. a) Pocigg przebyt 72 km w pewnym czasie. Gdyby pred-
kos¢ pociggu byta wieksza o .. j— , to droge te przebytby w cza-
sie 0| godz. krotszym. Jaka byta predkos¢ pociggu i w iakim
czasie przebyt catg droge?

b) W sali szkolne} jest w fawkach miejsce dla 32 ucznidw.
Gdyby dodano 2 tawki, a w kazde] tawce umieszczono o jednego
ucznia wiecej, to zmiescitoby sie w sali 50 uczniéw. De tawek jest
w sali, a ilu uczniéw w kazdej tawce?

c) Kupiec sprowadzit sztuke sukna za 648 zt. Z sztuki tej od-
cigt dla siebie 3 m, a pozostatg cze$¢ sprzedat za 735 zi, biorac
za kazdy metr o 3 zt drozej, niz zaptacit. lle m sukna byto w sztuce
i ile placit kupiec za 1 m?

d) Kupiec sprowadzit za 351 zt pewng ilo$¢ cukru. Gdy cu-
kier potaniat 0 « gr na kg, to otrzymat za te samg sume o %Kkg
wiecej. lle kg cukru sprowadzit pierwszym razem i po ile zt
ptacit za kg.

e) W pewnej fabryce wyplacano robotnikom 98 zt dziennie.
Po rozszerzeniu fabryki donajeto s robotnikow i podwyzszono
kazdemu ptace o 20 gr dziennie. Wyptacano wtedy robotnikom
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123 zt dziennie. llu robotnikéw byto zajetych pierwotnie w fabryce
i ile zt pobierat kazdy dziennie?

[He jest mozliwych rozwigzan?].

f) Kapitat 750 zt oddany na procent prosty przyniost po pew-
nym czasie 150 zt dochodu. Taki sam dochdd przynidstby ten ka-
pitat w czasie krdotszym o rok, gdyby go oddano na procent wyz-
szy o 1. Obliczy¢, jak diugo procentowat sie kapitat i na jaki pro-
cent byt ztozony?

g) Pewien kapitat, ztozony na procent prosty, przyniost w pierw-
szym roku pewien dochdd. Gdy w drugim roku powiekszono kapitat
0 600 zi, a stope procentowa znizono o :, to dochdd byt wiekszy
0 3 zt. Gdy w trzecim roku zwiekszono kapitat jeszcze o 300 zi,
a stopa procentowa byla wigksza o niz w pierwszym roku, to
dochod byt 14 razy wiekszy, niz w pierwszym roku. Jaki kapitat
oddano na procent w pierwszym roku i jaka byta w tym roku
stopa procentowa?

[Oddano kapitat X na y°lo. Dochéd w pierwszym roku wynosit:

WO0ol%* «m

h) Aby wybudowa¢ dom w 72 dniach, zgodzono pewng ilo$¢
robotnikéw i umoéwiono sie z nimi o ilo$¢ godzin dziennej pracy.
Gdyby zdotano pozyska¢ o 10 robotnikow wiecej, a wszyscy zgo-
dzili sie pracowa¢ o : godz. dziennie dtuzej, to dom bytby gotdéw
za 48 dni. Ze zgodzonych robotnikéw nie staneto do pracy trzech,
pozostali pracowali jednak o . godz. dziennie diuzej i skonczyli
budowe w 64 dniach. lu robotnikéw zgodzogo pierwotnie i ile go-
dzin dziennie mieli pracowac?

[Zgodzono X robotnikéw, ktérzy mieli pracowa¢ po y godzin dziennie
Przy budowie bylo w og6lnosci 72 .X .y godz. pracy i t. d].

0 Komendant twierdzy ma dla zatogi zapas zywnosci na 30 dni
przy normalnej porcji dziennej. W razie przewidzianego 50-ciodnio-
wego oblezenia, ma albo odesta¢ 640 zotnierzy i zmniejszy¢ porcje
dzienng kazdego zotnierza o £ kg, albo odesta¢ 400 ludzi, a porcje
zmniejszy¢ o A kg. llu zotnierzy liczy zatoga i ile kg wynosi nor-
malna porcja?

f) Przebytem 72 km kolejg, a 16 km rowerem w 4 godz. Zp
wrotem przebytem te samg droge w 3£ godz., bo rowerem jecha-

chatem wprawdzie z predkoscig o - mniejszg, ale pociag (tym
razem pospieszny) jechat z predkosciag wiekszg o 18 Z jaka
predkoscig jechatem rowerem, a z jakg poruszat sie pocigg?
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k) Prostokatny kawatek ptétna zbiega sie po wypraniu o 12-tg
cze$¢ na dtugos¢, a o 20-tg cze$¢ na szerokos$¢. Jakie byly pier-
wotne wymiary tego kawatka ptdtna, jezeli po wypraniu powierzch-
nia jego zmniejszyta sie o 1860 cm*, a obwdd o 38 cm?

) Powierzchnia prostopadto$cianu o podstawie kwadratowej
wynosi 16 cm*, a przekatna jego 3 cm. Obliczy¢ krawedzie!

14. Rozwigzac i sprawdzi¢ ukiady rownan:

a) Xy A-xz-\-yz — 31, ty X*+ y*+ 7#—38, ¢) js-f xy -f-7x= 9’

X+ y+ z= 10, x-\-y = 3, 2X+ 3y + z= 4,
2X + y —*«=11; y-\-z = 8; 2x+2yz =0\
d) x*-fy*—5, e) Xy = 8§, f) x+ y-Jz= 10
y* 'z = 50, xz— 12, x{y {#z) = 16,
*-f* = 0 yz — 24; yz= 15;
p; Xy Xxz= 21, ty 2**-f + 7= 3
yz -f-x*= —1, XZ —2,
X-\-y-\-z — 0; ii—2z—y- 0.

15. ty Obwod trojkata prostokgtnego wynosi 30 cm, a przy-
prostokatne jego réznig sie o 7 cm. Obliczyé boki tréjkata.

ty Pola trzech $cian prostopadtoscianu wynoszg: 9 cm*, 12 cm*
i 27 cm*. Obliczy¢ krawedzie.

¢) Pole pobocznicy prostopadtoscianu wynosi 128 cm*, prze-
katna prostopadtoscianu 98 cm, a suma trzech roznych krawedzi
16 cm. Oblicz krawedzie.

d) Obwdd rombu jest od sumy przekatnych o 6 cm wigkszy.
Pole rombu wynosi 24 cm*. Obliczy¢ bok rombu i przekatne.

e) Miedzy pierwiastkamixxixt réwnania: *—2m* -{-(m-}-1)=0
zachodzi zwigzek: ™ + ~ = 10. Obliczy¢ xIt xt i m.

f) Miedzy pierwiastkami jg i x3 réwnania:

- 2m+1)*+ (n*+1) =0
zachodzi zwigzek: 3™— *, = 1 Obliczy¢ jdt ‘i m.

16. a) Przekatna prostopadtoscianu o podstawie kwadratowej
pozostaje do przekatnej podstawy w -stosunku k :1, a przekatna
$ciany bocznej wynosi 5 cm. Obliczy¢ krawedzie prostopadtoscianu.

ty Pole pobocznicy prostopadioscianu o podstawie kwadrato-
wej wynosi 4 dm*, a przekatna prostopadtoscianu m. Obliczy¢ kra-
wedzie prostopadtoscianu.

¢) Przekatna prostopadtos$cianu o podstawie kwadratowej wy-
nosi 6 cm, a pole pobocznicy m cm*. Obliczy¢ krawedzie.

d) Pole trdjkata rownoramiennego o ramieniu 4 cm wynosi p.
Obliczy¢ podstawe i wysokosc.
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e) Wykreslono romb o boku 2 cm, majacy pole p. Obliczy¢
przekatne.

f) Obliczy¢ podstawe i ramie tréjkata rGwnoramiennego, majac
dane jego pole m i wiedzgc, ze koto zakre$lone promieniem . cm
dokota $rodka podstawy styka sie z ramionami tréjkata.

g) Wykreslono trapez réwnoramienny, ktorego podstawa wy-
nosi « c¢cm; mniejszy bok réwnolegty do niej wynosi x, a bok nie-
réwnolegly ~x. Obliczyé jci wysoko$¢ y trapezu, jezeli prostokat,
zbudowany z boku x i wysokosSci y, ma przekatng, réwna m.

h) Na kole o danym promieniu r opisano trapez rdéwnora-
mienny, ktérego przekgtna wynosi d. Obliczy¢ boki réwnolegte
trapezu.

i) Przednie koto u wozu robi na drodze, wynoszacej 3000 m,
0 150 obrotéw wiecej niz tylne. GdybysSmy powiekszyli obwod
kazdego kota o m, to przednie koto robitoby na tej drodze 0 oo
obrotéw wiecej niz tylne. Obliczy¢ obwody obu kot

j) Jaki warunek musi spetnia¢ r, aby koto xi-{-yi— i* prze-
cinato hiperbole xy = ¢ ?

k) Jakie potozenie wzgledem kota x*+ y.= 4 ma para-
bola y = xi-\-m zaleznie od wartosci m?

) lle punktow wspoélnych ma parabola y — mxt—13 z ko-
fem x*-|-ys= 25 zaleznie od wartosci m?

m) Zbada¢, jakie wzajemne potozenie majg kota: x*-f-ys= 25
1 (x—m)*-f-y*= 9 zaleznie od wartosci m.

17. Przedstawi¢ graficznie funkcje, dane zapomocg nastepu-
jacych réwnan, i utozy¢ dla nich na podstawie wykresu tabelki
zmiennosci:

a) y*—x = 0; b) y* -f-x —4 =0;
C)y*~x —2y+ 3= 0; d) \y %—2x —2y —s = O;
e)x* + y*= 9; f) 4x*+ 4y*= 25;
g) x,—yi=9; h)yt—x*= 9; i) y*—x*= 4.

18. Przesung¢ koto x*-fy*= 25 tak, aby $rodek jego byt
w punkcie:
a) CA2,3); b) G(-3,4); c) &(4,-3); d) C,(-5- 5).

Znalez¢ réwnanie Kotla w nowem potozeniu. Sporzadzi¢ na
podstawie wykresu dla funkcji, wyrazonej tem réwnaniem, tabelke
zmiennosci

19. Przesung¢ rdéwnolegle hiperbole a) xy —4, b) xy ——s
tak, aby jej Srodek byt w punkcie:
a (42); b)) &(-2,3); c) G(4,-2); d C (- 2- 5).
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Utozy¢ na podstawie wykresu tabelki zmiennosci tych funkcyj
(uwzgledni¢ miejsce zerowe).

21. a) lle graméw ziota 900-ej proby doda¢ nalezy do 200 g
ztota 800-ej proby, aby otrzymac ztoto n*tej préby? Zbadac jak
zalezy szukana warto$¢ od n.

b) Do wyznaczania ciepta wiasciwego ciat statych uzywamy
kalorymetru, zawierajgcego 300 g wody o 20°C. Po wrzuceniu
ciata, wazgcego 200 g, o temperaturze 100° C, do wody, odczytu-
jemy koncowg temperature /. Zbadacd, jak zalezy ciepto wiasciwe
badanego ciata od t.

c) W kwadracie ABCD, ktérego bok wynosi 2 cm, wykreslono
przekatne AC i BD i obrano na boku AB (lub jego przedtuzeniu)
punkt M w odlegtosci x od A (tak, ze AM= Xx). Przez punkt M
i Srodek kwadratu wykres$lono prostg, ktéra przecina bok AD,
lub jego przedtuzenie w punkcie N. Zbada¢, jak zmienia sie
DN—y ze zmiang x.

d) Wykreslono trojkat rownoramienny o podstawie 4 cm, a ra-
mionach jci narysowano dwusieczne katow przypodstawnych. Zba-
daé, jak zmienia sie odcinek, tgczacy punkty, w ktérych owe dwu-
sieczne przecinajg ramiona, gdy zmienia sie ramie x trojkata.

22. a) Przedstawi¢ graficznie na jednym rysunku funkcje

y = X i y— —» a nastepnie sporzadzi¢ na tym samym rysunku
X 1
wykresy funkcyj: a) y = xA—X i p)y—X--—--—-- > nie uciekajac

X
sie juz do rachunku (tylko na podstawie wykreséw poprzednich
funkcyj) Omowié przebieg tych funkcyj.

b) Trdjkat rownoramienny o obwodzie 2$ ma wysokos$¢ 1 dm.
Wyrazi¢ boki trdjkata jako funkcje s i poda¢ wykres tych funkcyj
w podobny sposob jak w zadaniu .. a.

c) Sporzadzi¢ wykres funkcjiy = x — j (jak w zadaniu 22 a).

d) Sporzadzi¢ wykres funkcji y — N (jak w zadaniu 22 a).



Rozdziat IV.

Rownania i funkcje niewymierne.

§ 1. Ro6wnania niewymierne.

Wiele zagadnien, zwiaszcza geometrycznych prowadzi do row-
nan, ktére zawierajg kwadratowe pierwiastki wyrazen, w ktérych
znajduje sie niewiadoma. Roéwnania takie nazywamy réwnaniami
niewymiernemu Jak mozna rownania takie rozwigza¢, wyjasnimy
na kilku przykifadach:

Przyktad 1. Rozwigza¢ réwnanie: ]/2x —3 = X —19. Aby uwolni¢
rownanie od pierwiastka, podnosimy obie jego strony do kwadratu;

*rzx T 2* —3= *>—38* + 36l

Rownanie to nie jest jednak réwnowazne danemu réwnaniu. Wpraw-
dzie kazdy pierwiastek pierwszego rownania musi sprawdzac i drugie
rownanie (dlaczego?), lecz niekazdy pierwiastek drugiego réwnania
sprawdza réwnanie pierwsze. Jezeli drugie réwnanie sprawdza sie dla
pewnej wartosci X, to dla tej wartosci a

albo ysfor—3 = x—19, albo j2oc—3 = —(jr=—19).

Aby zgory wykluczyé pierwiastki ostatniego rownania, stawiamy
warunek a—19 2:0%*). Pierwiastki danego réwnania otrzymamy zatem,
znajdujac pierwiastki réwnania:

20. —3=or* —38or + 361,

spetniajgce warunek X —19ig 0.

Ostatnie rownanie ma pierwiastki = 14 i a8—26. Tylko drugi
pierwiastek speinia dodatkowy warunek, tylko X = 26 jest pierwiastkiem
danego réwnania.

Mogtoby sie zdawaé, ze powinnisSmy jeszcze uczyni¢ zastrzezenie,
ze wyrazenie pod pierwiastkiem musi by¢ dodatnie. Jest to jednak

*) Znak = nie wyklucza wprawdzie pierwiastkow drugiego réwnania, na-
Iezg go jednak zatrzyma¢, bo w tym przypadku oba réwnania nie roznig sie od
siebie, majg wiec wspdlne pierwiastki.
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w tym przykladzie zbedne; rownanie bowiem, ktére otrzymalismy, pod-
noszagc dane rdwnanie do kwadratu, wyraza juz, ze wyrazenie pod
pierwiastkiem rowna sie kwadratowi jakiego$ wyrazenia, a tem samem
musi by¢ dodatnie.

Réwnania A —B i A*= B* (gdzie A i B oznaczajg dowolne
wyrazenia zawieraigce *) nie sg, w og6lnosci réwnowazne. Zacho-
dzi miedzy niemi nastepujacy zwigzek: Kazdy pierwiastek pierw-
szego rownania jest zarazem pierwiastkiem drugiego réwnania;
kazdy pierwiastek drugiego rdéwnania sprawdza albo rdéwnanie
A — B, albo réwnanie A — — B *). Rownanie A — B sprawdza sie
zatem albo dla wszystkich pierwiastkéw réwnania Ai — B*, albo
dla niektorych, albo dla zadnego. W tym ostatnim przypadku row-
nanie A—B nie ma pierwiastkéw. Poza pierwiastkami réwnania
A* — B* nie ma réwnanie A = B pierwiastkow.

Przyktad 2. Rozwigza¢ réwnanie: j/2Xx —3 = 5.

Podnosimy obie strony do kwadratu: 2x —3 = 25.

Ostatnie réwnanie jest rownowazne danemu, bo réwnanie y2.c —3 =
= —5 jest niemozliwe. Zatem pierwiastek ostatniego réwnania X = 14
jest zarazem i pierwiastkiem danego réwnania.

Przyktad 3. Rozwigza¢ réwnanie: J/jc—1+ J/x+ 4= 5,

Poniewaz liczby pod znakami pierwiastkowania nie mogg by¢ ujem-
nemi, otrzymujemy jako pierwsze zastrzezenie X~ 1 i X/ —4, ktore
jest speinione, jezeli x *5 1.

Podnosimy obie strony réwnania do kwadratu:

* - + 2yx*+ 3x-4 + x+ 4= 25

Roéwnanie to jest rownowazne danemu, bo y* —1-fy*+ 4, jako
suma dwu liézb dodatnich, nie moze wynosi¢ — 5.

Przeksztatlcamy ostatnie réwnanie w nastepujgcy sposob:

2yrs+ 3jr—4= 22 —2%*
y**+ 3% —4 —11—*,

Podnosimy obie strony do kwadratu, czynigc zastrzezenie (poréwnaj,

przyktad 1): 11 —*~0, czyli xig 11. Otrzymamy:
*r43*F-4 = 121-22% + x~

Roéwnanie to jest rownowazne danemu, jezeli 1sgX  11. Rozwigzujac

je znajdziemy: _
X — o.

Znaleziony pierwiastek spetnia ostatnig nierowno$¢, jest wiec pier-

wiastkiem danego réwnania.

*) Tylko w przypadku B — 0 sprawdzajg sie oba réwnania.
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Przyktad 4. Rozwigza¢ réwnanie:
1/3x+5 + 1/*- 1= 1/10jc — 1.

Zauwazymy przedewszystkiem, ze aby takie rdwnanie bytlo mozliwe,
nie moga liczby pod pierwiastkami mie¢ wartosci ujemnych. Musi by¢
zatem: 4*+ 5 0, jce—170, 10*—170. Z nieréwnosci tych wynika
dla * ograniczenie: *2il.

Podnosimy obie strony réwnania do kwadratu:

5+ 4+ 2j/4*»+ *-§ = 10* - L
Rownanie to jest réwnowazne danemu pod warunkiem *~ 1 (dla-
czego?). Porzadkujemy je w nastepujacy sposob:
2j/4**+ * —_5= 5* 5
i podnosimy obie strony do kwadratu:
4(4** + *- 5)= 25%* . 50* + 25,

Pierwiastki tego réwnania sg zarazem pierwiastkami poprzedniego
réwnania, jezeli 5* —570 (poréwnaj przyktad 1), czyli gdy *~ 1
Porzadkujac i rozwigzujac ostatnie réwnanie, znajdziemy:

*»*_—6*+ 5= 0,
*I= 1, *s= 5,

Poniewaz oba pierwiastki spetniajg warunek *” 1, to oba sg za-
razem pierwiastkami danego réwnania.

Przyktad 5. Rozwigza¢ réwnanie:

[/3*-2-f2*+2 = 1.

Pierwszetn zastrzezeniem jest (jak w poprzednim przykiadzie):

3*—27~ 01 2*-f2~ 0, skad wynika *ig §,

Podnoszac cobie strony danego réwnania do kwadratu, otrzymamy

rownanie: N —
3*%- 2- 2V6*™*+ 2% - 4+ 2%+ 2= 1,

ktore obok pierwiastkow danego réwnania (o ile takie istnieja) zawiera
pierwiastki réwnania:
V3*-2—y2*+ 2= —1 (o ile takie istniejg).
Aby warto$¢ * sprawdzata dane réwnanie, a nie spetniata ostatniego,
musi byé ~3* —2> y2* + 2. Stad wynika: 3* —2> 2* + 2, czyli *> 4.

Porzadkujac i rozwiazujac, jak w przykladzie 1, réwnanie, otrzy-
mane z podniesienia danego roéwnania do kwadratu, znajdziemy kolejno:

2]"**+ 2% -4 = 5*- 1,
4(6**+ 2% - 4)= 25%*-10* + L
[Zastrzezenie 5* —1” 0 mozemy poming¢, bo jest ono spetnione
wobec warunku *>41]. W __18% 4 17 = 0

=1, * = 17.
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Tylko drugi pierwiastek spetnia wszystkie poprzednie warunki,
ktére redukujg sie do X > 4.
Jedynym pierwiastkiem danego réwnania jest * = 17.

Majac rozwigza¢ rownanie niewymierne, zawierajgce pier-
wiastki kwadratowe, czynimy najpierw zastrzezenie, ze kazde
wyrazenie pod znakiem pierwiastkowania musi by¢ dodatnie.
Przy dalszem przeksztatcaniu podnosimy obie strony réwnania
do kwadratu, przyczem uktadamy znéw pewne nieréwnosci, ktore
muszg by¢ spetnione, jezeli nowe réwnanie ma by¢ réwno-
wazne poprzedniemu. Pierwiastki otrzymanego rdéwnania spraw-
dzajg tylko wtedy dane réwnanie, jezeli spetnione sg dla nich
wszystkie nieréwnosci, wyprowadzone w ciggu przeksztatcania.
Nieréwnosci te mozna czesto ujaé w jedna, gdyz czesto jedna
wynika z drugiej.

Przyktad 6. W kole o danym promieniu r wykreslono taka cie-
ciwe, ze suma tej cieciwy i jej odlegtosci od $rodka kota wynosi s.
Obliczy¢ cieciwe.

Jezeli cieciwe oznaczymy literg X, to odlegto$¢ jej od Srodka kota
wynosi wedlug twierdzenia Pitagorasa |//* —(£ *)s. Wskutek znaczenia s

otrzymujemy réwnanie:
XN N?-

Poniewaz *, r, S i|/r* — oznaczajg dlugosci pewnych odcinkow,

to musi byc¢:
X"~0, r>0,s>0, r*"$x.

Aby rozwigza¢ otrzymane rownanie, przeksztatcamy je w nastepu-
jacy sposob, zrozumiaty bez objasnien:

jlr*_J =s-X,

r* —— = s —2«*+ ** pod warunkiem: s

Ar% —** = 4s* —8sx + 4%,
Sxx _8s* + 4 (s-—/m)= 0.

Ostatnie réownanie ma tylko wtedy pierwiastki, jezeli:
A= 64s*- 80 (s8-/+*) = - 165* + 80r " 0.
Stad wynika dla s nastepujace ograniczenie:

sgrVvs.
Podrecznik Arytmetyki i algebry. VL
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Pierwiastki ostatniego réwnania dajg rozwigzanie zadania tylko
wtedy, jezeli speiniajg warunki: xlg0, x~2r, xigs.
Drugi z tych warunkow jest dla pierwiastkdw rownania spetniony

stale. Trzecie od konca réwnanie: r*—)gz (s —x)* wskazuje bowiem, ze
X n . X .
r! —48| 0, wskutek czego (wobec r> 0 i x’\gO)Jestr’\u—, awiec XN2r.

Aby znalez¢ warunki, ktére musi spetnia¢ s, aby pierwiastki x réwna-
nia spetniaty nieréwnos¢ 0iSx s, oznaczamy symbolem /(x) tréjmian
5x* —8sx + 4 (ss—r*) i obliczamy:

/ (0) = 4 (st —r*),
[(«)=«* —A4Ar*,
i(x1+xi)=fs.

Aby rownanie /(x) = 0 miato tylko jeden pierwiastek miedzy 0 a «,
musi by¢ / (0)f (S) < 0, czyli 4 (s*—rs) (s*—4r*) < 0. Nastgpi to (roz-
wigz ostatnig nieréwnosc!), jezeli r* <«*<4r*, czyli r< a< 2r. Ponie-
waz wtedy /(0)>0, /(«) < 0, to mniejszy pierwiastek réwnania spetnia
warunki zadania.

Aby roéwnanie /(x)= 0 mialo dwa pierwiastki miedzy 0 a s,
musi by¢:

A>0, /(0)>0, /(«)>0 i O0<$+ xt)<s.
Warunki te dajg kolejno:

s < r]/5, 4 (s8—r8 >0, s* —4r* > 0, 0<$%a<a
s>, a>2r.

Wszystkie warunki sg spetnione, jezeli 2r < *< r]/5. Wtedy zada-
nie ma dwa rozwiazania. _

Do zbadania pozostajg przypadki: *=r, s= 2r, a—rf>,

Jezeli s=r, to rownanie /(x) = 0 ma postaé: 5x* —8rx= 0.
Pierwiastkami jego sg: xk=0 i x» = $r. Tylko XX spelnia warunki
zadania.

Jezeli s=2r, to /(8) = 0. Jednym pierwiastkiem réwnania jest
XX=s=2r. A ze Y+ X= $s= -"r, to x, = $r. Oba pierwiastki réw-
nania spetniajg warunki zadania.

Jezeli a=ry5, wtedy A—O0, = x*= f-a—$r]/5 Pierwiastek
podwojny spetnia warunki zadania.

Otrzymujemy zatem wynik:

Jezeli s <, to zadanie nie ma rozwigzania;
Jezeli r”™.s <2r, to zadanie ma jedno rozwigzanie;
Jezeli 2r~s<r]/5, to zadanie ma dwa rozwigzania;
Jezeli s = to zadanie ma jedno rozwigzanie;
Jezeli S>ryb5, to zadanie nie ma rozwigzania.

Wypisz wzér dla x we wszystkich przypadkach!
Rozwigz zadanie, przyjmujac: r=10, «= 22.i r=10, s=12.
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8 2. Funkcja g =j”c.

Jezeli w skiad wyrazenia jakiego$ wchodza pierwiastki wy-
razen, zawierajacych zmienng x, to wyrazenie takie nazywamy
funkcja niewymierng zmiennej X.

Najprostszym przyktadem funkcji niewymiernej jest funkcja
y = yx. Zbadamy wilasnosci tej funkcji.

1. Funkcja staje sie zerem dla x = 0.

2. Kazdej dodatniej wartosci x odpowiada jedna dodatnia
wartos¢ funkcji.

3. Dla ujemnych wartosci x funkcja nie jest okre$lona.

4. Funkcja przyjmuje kazda dodatnig wartosc.

Aby funkcja miata warto$¢ y = m> 0, wystarczy zmiennej X nada¢

takg warto$¢, aby bylo YX= m. Ostatnie réwnanie ma zawsze jeden
(i tylko jeden) pierwiastek X —n™ (poréwnaj § 1, przykfad 2!).

3. Funkcja ro$nie ze wzrostem x.

Niech i X| oznaczajg takie dwie wartosci X, te 0”xt<xt,
a pi i yt odpowiadajace im wartosci y tak, ze yi = yt = V*. Two-
rzymy roznice YWo—yi i badamy jej znak, przeksztatcajac ja w nastepu-
»CyspoaSh: (y_ +)) |

——————— iw i’

Poniewaz Xt —xx> 0 i >0, to ya—yt > 0. Wartos¢ yt,
odpowiadajaca wiekszej wartosci X, jest wiec rzeczywiscie wieksza od
wartosci yx, odpowiadajacej mniejszej wartosci X.

6. Poniewaz y ros$nie ze wzrostem x i moze przyjmowac¢ wszel-
kie dodatnie wartosci, otrzymujemy nastepujgca tabelke zmienno-
sci funkeji y —Yx: x —co B A+ 00

y. YT e

Wykres funkcji y = YX otrzymamy fatwo, gdy zwazymy, ze z y =
—yXx wynika y* = X i naodwrot z zastrzezeniem y~O. Funkcja x —y*
przedstawia parabole, majaca
wierzchotek w poczatku bkia-
du wspotrzednych, ktorej osig
jest 0$ X, a ktora jest wré-
cona strong wypukig w iewo
Poniewaz uwzgledni¢ mamy
tylko nieujemne wartosci Y,
to wykresem funkcji y = y~X
jest gataz paraboli, przebie-
gajaca w ¢wiartce 1 (fig. 16). Fig. 18
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g 3. Przyktady kilku innyeh funkcyj niewymiernych.

Funkcja y = Fax+1) jest okreSlona tylko dla tych wartosci jo
dla ktérych ax+ * 0. Poniewaz miejscem zerowem funkcji linio-

wej ax-\-b jest — to dla tej wartosci jcjest tez y — 0. Aby zba-
4

da¢ dalszy przebieg funkcji y —\ax -j- b, oznaczamy y'— ax-\-b,
przedstawiamy przebieg tej funkcji, a nastepnie uktadamy na pod-
stawie wynikow w § 2 tabelke zmiennosci funkcji y — \y'. Otrzy-
mamy tabelke:

X — 00 /o235 —lloo

a

— 00 / o I+ -f-00 jezeli a > o.
y'— ax-\-b .
+ po \ Os. —oo jezelia < o.

1/« 1 4 * * o / 'j—OO Jezell a> o.
y — \ak' b

+ 00\ o * * jezelia< o.

Wykres funkcji y —\ax + b mozna uzyska¢ w nastepujacy sposéb:
Rownanie y = jlajr+ 0 przedstawia te samg funkcje, co rdéwnananie
y*= ax+ b dla dodatnich wartoéci y. Z ostatniego réwnania wynika:
X = *—y*—: Jest to r()wnar}ie gara\boli, ktorej osig jest 0§ X, ktorej
wierzchotek lezy w punkcie |—— 01, a ktéra zwraca si¢ strong wypu-

klg w lewo, jezeli a>0, a w prawo, jezeli a< 0. Cze$¢ tej paraboli,
lezaca nad osig X, przedstawia funkcje y = “ax+Db.

W podobny sposéb mozna zawsze uzyskac tabelke zmiennosci i wy-
kres funkcji y —1//(*), o ile przebieg funkcji f(x) jest znany, lub o ile
znamy funkcje wyrazong réwnaniem y* = f(x), w ktéremy jest zmienng
niezalezng, a X zmienng zalezna.

Przyktad 1. Chcgc otrzyma¢ tabelke zmiennosci funkcji y =
= yo**+ 2.r—8, ukladamy najpierw tabelke zmiennosci funkcji y =
= x*+ 2x —8, a nastepnie funkcji y —Vf/, uwzgledmajac whasnosci tej
funkcji wymienione w 8 2. Otrzymamy:

X —0S—i S—1*+2*+co
f- 00\ 0\ —9/ 0/~
y+co\ 0* ** 0”N+o00

Na podstawie tej tabelki znamy juz w gtéwnych zarysach wykres
badanej funkcji (wykresli). By uzyska¢ doktadniejszy rysunek, obliczamy
wartosci funkcji dla rozmaitych szczegdtowych wartosci X < —4ix> + 2
i poprawiamy rysunek (wykonaj tot).



Przyktad 2. Aby otrzymac¢ wykres
funkcji y *=5—"9 —x*, badamy najpierw
funkcje y —1/9— Poniewaz wiemy
(Rozdz. 1ll, 8 9), ze wykresem funkcji
wyrazonej réwnaniem y'a=9—jc~ jest
kolo zakreslone promieniem 8 okoto po-
czatku uktadu wspdtrzednych, to wykre-
sem funkcji y = }'9—xa bedzie czes$¢ tego
kota, lezaca nad osig X (ACB w fig. 17).
Wykres funkcji y= 5—]/9—xa= 5—y
otrzymamy, zmniejszajgc kazda rzedng 5
(np. MM") o odcinek y odpowiadajacy
kazdej wartosci X (np. odcinek MM’
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Fig. 17.

zmniejszamy o MN=M'N" i otrzymujemy punkt N krzywej). Jako
wykres badanej funkcji otrzymamy tuk A'C'B' kota w fig. 17.

Przyktad 3. Abyotrzymacwykres funkcji y-"2x-\- 4 —VIO—jr, za-

Fig. 18.

Cwiczenia.

uwazymy przedewszyst-
kiem, ze funkcja ta jest
okres$lona tylko w prze-
dziale —2... +10. Na-
stepnie kreslimy krzyw

y'=12~+4
i y"—yl1l0—ij:
(krzywe kreskowane

w fig. 18). Poniewaz
U=y —y", to zmniejsza-
jac kazdg rzedng pierw-
szej krzywej o rzedng
drugiej krzywej odpo-
wiadajaca tej samej od-
cietej, otrzymamy z3-
dany wykres (krzywa
wyciggnieta w fig. 18).

1. Rozwigzac nastepujace réwnania lub wykazac ich sprzecznosé:

a) 3+ 1/37=1=5;
d) JI2x — 5= 20 —x;
f) 4+ |ligcg—2Xx-2 = X, Q)
h) \2x*+ , = . *- 7;
j) 2x+ ]*—3x+ 3= 3;
) —1+ y*+ 4—5;

b) S~Y. —5=1;
e) x+ V% —jc—2=5;

= _7;

i) 3+ 14**—2x+ 11=2%*;

K) y* —2+ Vjc+ 1= 3;

m)y++1=3—y2* —5;

0) I'Sic+ 4= 2 —ic;
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N>y6iTi=3-V4*-1; 0) VM+ 1+ VAT6 = V4*+13;
p) WXx— 1= "/4x4A(-5—McH4; ) VIOX—1—ydx + 5= ]/x—1,
r) j/6x-f-5—y3i—1= 2; a)'Vh~ x —}2x—1= 1;

t) y3x —5= 2+ V*—1,; 0) 1 —Vin2 = 4

V) V2ic— Il = I +y ™1, w) J/Ax+ 1—"~ N 2 = 1

2. Jakie waranki musi spetnia¢ m, aby podane nize] réwna-
nia miaty pierwiastek? De pierwiastkow ma kazde z tych réwnan
zaleznie od wartosci m?

a) jIx-f- 2—x —nr, b) AX-\- M == je-+-1;
c) Ix—4—mx—2; d) Ymx — 1= jo(- 1;
e) yx+ /n+yjc—m—2; f) Ax-\-m —Vx-f-1= 1;

g) y2x+1 —jlx—1=ym; h)]/x-f-]5—x=\m.

3. a) Pole jednego kwadratu jest joc a drugiego jc-f-2. Obli-
czy¢ X, jezeli boki obu kwadratow roznig sie o m.

b) Stosunek obwodu trojkata prostokatnego o przeciwprosto-
katnej 1 dm do mniejszej przyprostokatnej wynosi k : 1. ObUczyé
mniejsza przyprostokatna.

c) Obwod trojkata réwnoramiennego o wysokosci 2 cm pozo-
staje do podstawy w stosunku k : 1. Obliczy¢ podstawe.

d) Suma obu przyprostokatnyeh w tréjkacie prostokatnym jest k
razy wieksza od przeciwprostokatnej. Obliczy¢ jedng przyprosto-
katna, jezeli obwod trdjkata wynosi 2 dm.

e) Obwod prostokata jest k razy wiekszy od jego przekatnej.
Wiedzac, ze podstawa prostokgta wynosi 1 dm, obliczy¢ jego wy-
sokos¢.

f) Na odcinku 10 cm jako na przeciwprostokatnej zbudowano
tréjkat prostokatny o wysokosci w. ObHczy¢ mniejsza przyprosto-
katna.

g) W koto o danym (statym) promieniu r wpisano prostokat,
ktérego boki réznia sie o m. Obliczyé mniejszy bok prostokata.

h) W koto o promieniu r wpisano tréjkat rownoramienny, w kto-
rym suma podstawy i wysokos$ci wynosis. ObUczy¢ podstawe tréjkata.

4. Utozy¢ tabelki zmiennosci nastepujacych funkcyj:

a) y= WXT 3; b) y= J4—x; )y=Vx-f2;

= A
g)y=2+ VA—x* h)y=2—j4—x* i) y= W*—6Xx-j-5;
)l y= V&=~&
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5. Przedstawi¢ graficznie funkcje:

W = xt T b) 9= x—1Tic

C)y—Ix+1 —|/l —x; d y= x-f jtx —x*;
e) y = x —Vix —X* f) i/= *+ y25-X*;
g) y=iX —y25 —x*; h) y —x —yiOx —x*;

) 0=y25—V —V**- 5x,

s. a) Zbadaé, jak zmienia sie pole tréjkata rownoramiennego
0 podstawie s cm w zaleznosci od ramienia. (Tabelka zmiennosci
1 wykresl).

b) Przedstawi¢ przyprostokatng trojkata prostokatnego o prze-
ciwprostokatnej 9 cm jako funkcje jej rzutu na przeciwprosto-
katng i zbada¢ te funkcje. (Tabelka zmiennosci i wykres!).

c) Przedstawi¢ podstawe tréjkata rownoramiennego, wpisanego
w koto o promieniu 3 cm, jako funkcje wysokosci i zbadac te
funkcje. (Tabelka zmiennosci i wykres!).

d) Trapez ma podstawe 2 cm, a wysoko$¢ jego réwna sie dru-
giemu bokowi réwnolegtemu. Przedstawi¢ wysokos$¢ jako funkcje
pola. (Tabelka zmiennos$ci i wykres!).

e) Jeden bok réwnoleglty (podstawa) trapezu wynosi 4 cm,
a drugi bok réwnolegty réwna sie réznicy podstawy i wysokosci.
Przedstawi¢ wysokos$¢ trapezu jako funkcje jego pola i zbadaé te
funkcje. (Tabelka zmiennosci i wykres!).

7. Przedstawié¢ graficznie lewe i prawe strony podanych nizej
rownan jako funkcje x i odczytaé wspétrzedne punktdw przeciecia
sie otrzymanych krzywych. Wyjasni¢ zwigzek miedzy odczytanemi
wartosciami, a pierwiastkami réwnania:

2= $x; 0Vj/~2 = -x + 4
c) jic—2= 1—.% dyYyr2 =x—2;
e) W =2 =ix + 2% f) 1/1257"T7s= *-7;

g j/25— = X+ L



Rozdziat V.

Postepy.

§ 1. Postep arytmetyczny.

Uogdlniajac pojecie ciagu liczb naturalnych okreslamy:

Cigg liczb, w ktéorym kazda nastepna liczba rozni sie od
poprzedniej o te samag liczbe, nazywamy postepem arytmetycznym.
Liczby, tworzace postep, nazywamy wyrazami postepu. Stalg roz-
nice kazdego nastepnego i poprzedniego wyrazu postepu arytme-
tycznego nazywamy roznicg postepu arytmetycznego.

Postepami arytmetycznemi sg np.:

1,2, 3, 4,5 i (cigg liczb naturalnych);
2,4, 6,810, . (cigg liczb parzystych);

1, 3,5 7,9, i (cigg liczb nieparzystych);
8,3 -2, -7, - 12,

5 3f, 2i, 1, - i, -1f,

Ogolnie bedziemy oznaczali kolejno wyrazy postepu arytm.:
at fij, ®j, e ¢ ai-i, a,, al+l, . ... ,
przyczem a2 —al=a3—a2—ai —a8=.... = a,,—a, _t=d, gdzie d
oznacza roznice postepu.
Z okres$lenia postepu arytmetycznego wynika:
Postep arytmetyczny jest oznaczony, gdy dany jest jego
pierwszy wyraz i roznica.
Np.: Postepem, w ktérym a, = 16, a ¢ = 3, jest:
16, 19, 22, 25, 28, 31,...........
Postepem, w ktérym at= 16, a d= —7, jest:
16, 9, 2, -5, -12, -19, ...
Postepem, w ktérym a, = 5, a d—0, jest:
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Postep, w ktorym kazdy nastepny wyraz jest wiekszy od
poprzedniego, nazywa sie rosngcym; postep, w ktérym kazdy
nastepny wyraz jest mniejszy od poprzedniego, nazywa sie
malejacym.

T powyzszych przyktadéw wnioskujemy:

Postep arytmetyczny jest rosnacy, jezeli rdznica jego jest do-
datnia; postep taki jest malejacy, jezeli réznica jego jest ujemna.
Jezeli roznica postepu wynosi 0, to postep skkada sie z réwnych
wyrazow.

Zadanie: Znajac pierwszy wyraz al postepu arytmetycznego
i roznice d, obliczyé: A) n-ty wyraz att, B) sume n poczatkowych
wyrazow sn.

A) Drugi wyraz otrzymamy, dodajgc do pierwszego wyrazu d;
trzeci wyraz otrzymamy, dodajgc do drugiego wyrazu d, lub do
pierwszego 2d; czwarty wyraz otrzymamy, dodajgc do trzeciego
wyrazu d, lub do pierwszego 3d itd.; n-ty wyraz otrzymamy,
dodajac do (n—1)-ego wyrazu d, lub do pierwszego (n—1)d.
c*ril: »,=«, + («—1) d.

B) Aby obliczy¢ s,,, piszemy:

sa= -{-a2 f- aa-|- *mee+ -f~an..-f-an-i 4“an>
Sn == 4“ail-1 + an-2 ** « « « « + a3 + az2 at*

Dodajac obie réwnosci i tgczac przytem po prawej stronie
wyrazy, podpisane pod sobg, w sumy cze$ciowe; otrzymamy:

2s,, -j- (¢j+ an-i) + (@3+ an-s) + eee+ (ax-i+ ajd)+
+ (an-i+ a2) + (an ai)#

Wszystkie sumy, ujete w nawiasy, maja jednakowg wartosc.
Pierwsza z nich ma bowiem warto$¢ (a, + a«); w drugiej: (@2-f an-i)
ma pierwszy skiladnik wartos¢ o d wiekszg od a (pierwszego
skfadnika pierwszej sumy), drugi o d mniejszg niz a, (drugi
skfadnik pierwszej sumy) tak, ze (a, Jr a,,-) = (a + a,,). Pierwszy
skladnik trzeciej sumy: (a3+ an_2 jest o d wiekszy od pierwszego
skfadnika drugiej sumy; drugi skiladnik trzeciej sumy jest o d
mniejszy od drugiego skiladnika drugiej sumy. Trzecia suma ma
wiec takg wartos$¢, jak druga. — Rozumujac tak dalej, dochodzimy,
ze kazda ze sum, ujetych w nawias, ma te samg wartos¢: a, + a,,.

Zatem: 2sn= Ji(at+ a,,),

sn ~2(ai " a <y
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W poprzedniem rozumowaniu przyjeliSmy milczaco, ze d jest liczbg
dodatnig. Powtdrz to rozumowanie, przyjmujac d<0 i d= 01

Miedzy pieciu liczbami: a,, an, d, n i s, zachodzg naste-
pujace dwa zwigzki:

an=al-|-(n—1)d i s,="(3,+ a,).

Gdy wiec trzy z tych liczb sa dane, mozna dwie pozostate
obliczy¢, rozwigzujgc powyzszy ukiad réwnan.

Postepy arytmetyczne znajdujg zastosowanie przy t. zw. interpolacji
tablic. Wyjasnimy to na przyktadzie.

Tabelka, umieszczona nizej, jest czescig tablicy kwadratow liczb
catkowitych. Chcemy przy pomocy tej tabelki znalez¢ przyblizong wartosé
kwadratu liczby 425*63.

N |..,.i 425 | 426 | 427 | 428 | ...
u* | .... | 180625 | 181476 | 182329 | 183184 | ...

Kwadraty liczb 425, 426, 427, 428 nie tworzg dokfadnie postepu
arytmetycznego, bo roznice nastepujacych po sobie liczb wynosza:
851, 853, 855. Gdybysmy jednak liczby te zaokraglili do dziesigtek, to
takie przyblizone wartosci utworzylyby juz postep arytmetyczny. Po-
mys$lmy sobie cigg kwadratéw liczb 425, 426......... uzupetniony kwa-
dratami liczb 425*01, 425'02, 42503, .... 425*99. Przypuszczamy, ze
przyblizone wartosci kwadratéw tych liczb, a wiec:

425*%, 425-01*, 42501*, .... 425-98*, 425*99*, 426*,

tworza rowniez postep arytmetyczny. Postep ten ma 101 wyrazdw.
Pierwszym wyrazem jest:

ax= 425* = 180625, a ostatnim:
alol = 426* = 181470.

Poniewaz jednak: axx= ax+ 100d,
to 181470 = 180625 + 100«/.

Stad obliczymy: «= 8*51.
Szukana liczba 425*63* jest 64-tym wyrazem postepu. Obliczmy go:

*64 = ax+ 63«/= 180625 + 63.8*51 = 181161*13.

Zaokraglajac ostatnig liczbe do jednostek, znajdujemy, ze w przy-
blizeniu: 425*63* = 181161.

W rzeczywistosci (oblicz!) 425*63* = 181160*8969, ktora to liczba
po zaokragleniu do jednostek daje rzeczywiscie znaleziong powyzej
wartos¢ przyblizona.

Przyktad ten wskazuje, jak mozna tablice kwadratéw interpolowac,
tc znaczy znajdowa¢ przyblizone wartosci kwadratéw liczb zawartych
miedzy liczbami, ktérych kwadraty podaje tabelka. Postepowanie to
mozna stosowac¢ i do innych tablic.
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§ 2. Postep geometryczny.

W ciggach liczb:
3, 6, 12, 24, 48, ... .
8, 12, 18, 27, 40-5, . ...
2, - 6, + 18, - 54, + 182, .. ..
24, 12, 6, 3, li, 4, #.ce..
powstaje kazdy nastepny wyraz przez pomnozenie poprzedniego przez
te samg liczbe (w pierszym ciggu przez 2, w drugim przez 15, w trze-
cim przez — 2, w czwartym przez i). Kazdy wiec nastepny wyraz,
podzielony przez poprzedni, daje taki sam iloraz.
Cigg liczb, w ktérym iloraz kazdej liczby nastepnej i po-
przedniej ma te samg warto$¢, nazywa sie postepem geome-
trycznym, a staty iloraz nazywa sie jego ilorazem.

Cigg liczb; ait a,, a9,... a,_4, a ,, . jest postepem geometrycz-
nym, jezeli —= =T — < g. llorazem postepu jest Q.

Postep geometryczny jest oznaczony, jezeli jest dany pierwszy
jego wyraz i iloraz.

Np. Postepem, w ktorym ax= 2, a =5, jest:
2, 10, 50, 250, 1250, . . .

Postepem, w ktérym aj= 1, a q=1i, jest:
I* i* >
Postepem, w ktérym ai= 3, a =1, jest:
3 3,3, 3 3, ...
Postepem w ktorym al=1, a q=—3, jest:

1,-3 +9, -27, +81, ....
Z tych przyktadéw wnioskujemy:

Jezeli iloraz postepu geometrycznego o dodatnim pierw-
szym wyrazie jest wiekszy niz 1, to postep jest rosnacy; jezeli
iloraz jest dodatni, mniejszy niz 1, to postep jest malejacy; jezeli
iloraz q—1, to wszystkie wyrazy postepu sa réwne. Jezeli iloraz
jest liczbg ujemng, to wyrazy postepu majg naprzemian znaki -f-
i —, a co do bezwzglednej wartosci rosna, maleja, lub sg réwne
zaleznie od tego, czy iloraz ma warto$¢ bezwzgledng wieksza, czy
mniejsza niz 1, czy tez réwng 1.

Jak zmieni¢ nalezy to twierdzenie, jezeli pierwszy wyraz postepu
jest ujemny?

Zadanie: Znajagc pierwszy wyraz ax postepu geome-
trycznego i iloraz q, obliczy¢: A) n-ty wyraz, B) sume n po-
czatkowych wyrazow postepu: s,,.
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A) Drugi wyraz postepu otrzymamy, mnozac pierwszy wyraz
przez Q\ trzeci wyraz otrzymamy, mnozac drugi wyraz przez g,
albo pierwszy przez g* czwarty wyraz otrzymamy, mnozac
trzeci przez q, albo pierwszy przez ga i t. d., n-ty wyraz otrzy-
mamy, mnozac pierwszy wyraz przez gn~l. Czyli:

a, = aiqgn~1.

We wzorze tym dostrzegamy pewna anologje do odpowiedniego
wzoru dla postepu arytmetycznego. W postepie arytmetycznym powsta-
wat nastepny wyraz przez dodanie rdznicy do poprzedniego wyrazu;
w postepie geometrycznym powstaje nastepny wyraz przez pomno-
zenie poprzedniego wyrazu przez iloraz. Ze wzoru na n-ty wyraz
postepu arytmetycznego otrzymamy wzdr na n-ty wyraz postepu
geometrycznego, zastepujgc w nim dodawanie mnozeniem, a mnozenie
(powtarzajgce sie dodawanie) potegowaniem (powtarzajgcem sie mno-
zeniem), jak wskazuje schemat:

an = al—f dAn —1)
an=.al. qn~\

B) Aby otrzyma¢ wzo6r na sn, zat6zmy, ze i pomnozmy
obie strony réwnosci: s,,=a.-fa.-j-__ przez q—:.
Otrzymamy:

sn(g—1)= alg-f49+.... + amg-\-anq—
A2 as [ XXX a” °

Poniewaz podpisane pod sobg wyrazy majg wartosci prze-
ciwne (bo a2—alg, a = a2q,...a,—a,_, »), to po zreduko-
waniu otrzymamy:

s, (@— 1) = anq—av a poniewaz an—alqn~] to:
sne —:)= axqn—al—at(gn—:), a stad:

< gn—:
Sn~ a q—i+

Jezeli e = 1, nie mozemy stosowaC tego wzoru. Poniewaz
jednak wtedy: a,= a2= a,= --- —a,,, to: s,, = nat.

Przyktad 1. U } a e Kw ktorym x "y, uwazaé mozemy

za sume postepu geometrycznego. Aby uzyskaé zgodnos¢ ze wzorem
na 8n, przeksztatémy ten utamek w nastepujacy sposob:

s-yh A -t G
oy X[I-’X\Jl £-1
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Poréwnujac ostatnie wyrazenie ze wzorem na S,,, zauwazymy, ze
utamek ten uwaza¢ mozna za sume postepu geometrycznego, w ktérym

al=x" \ aq= W\ Jest wiec:

*X y —XN~X+ X"~2y + Xn'*y2+ ...+ Xyn~i+ y"~%

Wzor ten wskazuje, ze roznica n-tych poteg dwu liczb jest przez
réznice tych liczb podzielna.
Przyktad 2. Wielomian:
a’-1 —xn~2y -f xn~ay2- xn~*y3+ eemex Xyn~2T yn~X

jest sumg postepu geometrycznego, w ktéorym al=xn * a @= ——-
Stosujac wzor na sume takiego postepu, otrzymamy:

xn -1 xn-i + T U T T S _
£ i i+t
L _ x

xn-(-y)n
X+y
Jezeli n jest liczbg parzysta, wzor przyjmuje postac:
XN-2-xX n-2y + xn-*yl- _ +xyn-2yn-1= Xx+ v
Jezeli n jest liczbg nieparzysta, wz6r ma postac:

X" ~1—x"“2y + xn~3y* —. _ —xyn~t+ yn~x—XX +%/

Czytajac ostatnie dwa wzory odwrotnie, znajdujemy, ze roznica
jednakowych parzystych poteg dwu liczb jest przez sume tych liczb po-
dzielna i ze suma jednakowych nieparzystych poteg dwu liczb jest przez
sume tych liczb podzielna. Twierdzenia te sg uogélnieniami twierdzen
o rozktadaniu na czynniki dwumiamoéw: xX*—y2** + y3 '—y*

§ 3. Procent sktadany.

Jako przyktad postepu geometrycznego rozpatrzymy wartosci kapi-
tatu, ztozonego na procent skiadany po 1, 2, 3, 4,. ... latach.

Jezeli kapitat jaki$ ztozymy na procent, a dochodu z niego nie
pobieramy, lecz co roku (lub wogéle w réwnych odstepach czasu)
dodajemy go do kapitatu, to méwimy, ze kapitat jest ztozony na
procent sktadany. Dodawanie dochodu do kapitatu nazywamy kapi-
talizacjg dochodu, a staty okres czasu, po ktorym zawsze dochod
kapitalizujemy, okresem kapitalizacji.

Dla uproszczenia rachunku przyjmiemy wszedzie jako okres Kkapi-
talizacji 1 rok.
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Warto$¢ kapitatu, ztozonego na procent sktadany, nazywamy war-
toscig poczatkowa lub pierwotng kapitatu. Warto$¢ kapitatu wraz z do-
chodami za n lat nazywamy wartoscig koncowa kapitatu po n latach.

Rozwigzemy najpierw zasadnicze zadanie rachunku procentu skfa-
danego :

Znalez¢ warto$¢ koncowg Kn kapitatu KO po n latach, liczac
procent sktadany p%.

Obliczamy najpierw warto$¢ kapitatu KO po jednym roku. Warto$¢ ta,
ktoérg oznaczymy Kx, obliczona wedtug zasad rachunku procentu prostego,
WYynosi; , v

n « .
We wzorze tym oznaczono 1+ literg Q. Liczba ta oznacza

wartos¢ jednostki kapitalu po roku (o czem tatwo przekona¢ sie, pod-
stawiajgc KO= 1) i nosi nazwe czynnika procentowego.

Warto$¢ kapitatu, ztozonego na />%, po roku obliczamy, mno-
zac warto$¢ kapitatlu na poczatku roku przez czynnik procentowy.

Zwazywszy, ze na poczatku drugiego roku jest ziozony kapitat
Kx—KOq, obliczamy na podstawie ostatniej reguty, ze przy koncu dru-
giego roku kapitat ma wartos¢ Ki = Klq= KQf*

Podobnie znajdziemy: Ka= Ktq—KO0ga Ki—Ktg—KOgt, i t. d.

Ogdlnie: Kn— KO0gn, czyli:

Warto$¢ koricowg kapitatu po n latach obliczamy, mnozac pier-
wotng warto$¢ kapitatu przez n-tg potege czynnika procentowego.

Wartosci koricowe kapitatu po 1, 2,3,... latach tworza tedy
postep geometryczny, ktorego ilorazem jest czynnik procentowy.

Ostatni wzdér zawiera 4 ljczby: KO, Kn, n i g. Majac dane trzy
z nich mozna prébowaé pozostatg obliczy¢. Obliczenie KO, lub K,, nie
sprawia zadnych trudnosci, zwtaszcza gdy postugujemy sie tabelkg, ktéra
podaje potegi czynnika procentowego *). Obliczenie g wymaga obliczenia
n-tego pierwiastka, a wiec wykonania dziatania nadzwyczaj zmudnego,
lecz znanego nam juz. Natomiast obliczenie n stawia ham nowy problem
(Jaki?), ktérym zajmiemy sie pozniej.

Wyprowadzajac wzor zasadniczy, przyjeliSmy, ze kapitat KO ztozono
na procent na poczatku okresu kapitalizacji i ze wartos¢ koncowg K,,
obliczamy po catkowitej ilosci lat Jak postepujemy, gdy warunki te nie
sg speinione, wskazuje nastepujacy przykiad:

Ktos ztozyt w kasie oszczednosci 600 z w dniu 1. IX 1925 r,
a podjat ztozony kapitat 31. V. 1929 r. Jakg sume otrzymal, jezeli kasa
ptacita 8°/o, a dochody doliczata do kapitatu 31 grudnia?

*) Uczen powinien zaopatrzy¢ w przepisane czterocyfrowe tablice matematyczne.
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Obliczamy najpierw warto$¢ kapitatu 600 zt w dniu 31. XIlI. 1925 r,,
a wiec po £ roku, wedtug zasad rachunku procentu prostego. Otrzymamy
616 zl. Kwota ta pozostaje na procencie skfadanym przez 3 lata (do
konca r. 1928) tak, ze JIS= 616.1'085= 775'98 (z doki&dn. do 0*005).
Kapital ten pozostaje na procencie prostym jeszcze 5 mies. tak, ze kon-
cowa jego wartos¢ w dniu 31. V. 1929 r. wynosi 801*85 zi.

Dalsze zagadnienia z rachunku procentu sktadanego oméwimy na
nastepujacych przyktadach:

Przyktad 1 Kto$ sktada przez n lat na poczatku kazdego
roku po r zt na procent sktadany p%. Jaka sume mle¢ bedzie
bezposrednio po zaptaceniu ostatniej wkiadki?

Przenosimy sie myslg do chwili, kiedy ostatnia wkiadka zostata za-
ptacona. Ostatnia wkiadka (wptacona teraz) ma warto$¢ r; przedostatnia
(ztozona przed rokiem) ma warto$¢ rq; trzecia od korica (zaptacona przed
dwoma laty) ma warto$¢ rq*i t. d. n-ta od konca (czyli pierwsza, za-
ptacona przed n—1 laty) ma wartos¢ rgn~K Wszystkie wktadki razem
przedstawiajg wartosc:

R=r+rg+rgi+... + rgn
czyli po zsumowaniu postepu geometrycznego:

9_ 1 R=r£f£-1.

Woz6r ten podaje warto$¢ n rat po r zi, ptaconych na poczatku
kazdego roku, bezposrednio po ztozeniu ostatniej wkiadki.

Przyktad 2. Diug 1000 zt ma by¢ umorzony w 6 roéwnych ra-
tach rocznych, ptatnych na poczatku kazdego roku. Jak wysokie muszg
by¢ raty, jezeli liczymy procent skladany 5%, a pierwsza rata ma by¢
zaptacona za rok po zaciggnieciu diugu?

Przenosimy sie mys$la do czasu, gdy diuznik zaptacit ostatnig rate,
gdy wiec sprawa miedzy dluznikiem a wierzycielem zostata zalatwiona.

Wierzyciel zaptacit przed 6 laty 1000 zi, ktory to kapitat przed-
stawia w chwili, o ktérej mowa, wartos¢ 1000 ?*.

Otrzymat na umorzenie dlugu 6 rat po r zt, ktére przedstawiajg

warto$¢ (poréwnaj przyktad 1): r§7®—_—-1- (Od rat liczymy roéwniez pro-

cent, poniewaz wierzyciel moze z nich korzystaé, pozyczajgc je dalej
na taki sam procent).
Jezeli dlug ma by¢ sptacony, to wartos¢ tych rat musi wynosi¢
1000 g*. Otrzymamy zatem réwnanie:
<h— 1
o= o* :
r T 1000 ?*, a stad:
10007« (2 -1) 1000.1*3401.0-05
r— e OsSiol 197 02.
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Przyktad 3. Jest do nabycia kopalnia wegla, przynoszaca z kon-
cem kazdego roku a zt czystego dochodu. Jaka sume mozna za nig za-
ptaci¢, jezeli sie chce mie¢ p°/o z wlozonego kapitatu, a zapas wegla
wystarczy przypuszczalnie na n lat?

Nabywca kopalni otrzyma:
. B . A
a zt za rok, ktéra to suma ma teraZzniejszg wartos¢: — »

&
a » » 2lata, » » n » d »
L3 O *
» A\ ° » » » » » \% » gf"'
a
a» y n Ia{ [ R T R B B » L1 —

Warto$¢ terazniejsza wszystkich rat, a wiec i kopalni, wynosi:

Cwiczenia.

1. Napisa¢ postep arytmetyczny, jezeli:
*) =15 =7, b)ax=", rf=—f; c¢) a,=0'4, = —2;

d)al= —45, d— —3%6; e) al=3x-A-2, d—2jc #3.

2. Napisa¢ dalsze trzy wyrazy postepow arytmetycznych:
a) Q 2|, 5*,...; by -7,-3,+1,0*4, 0,"0*%2,..;
d) +1, 2a-f-2, a-|-3,...; 2In, 3m—n,...

3. Wypisac¢ liczby: a) parzyste; b) nieparzyste; c) podzielne
przez 7; d) takie, ktére podzielone przez 3 zostawiajg reszte 2;
e) takie, ktére podzielone przez 4 zostawiajg reszte 1. Obliczy¢
n-ty wyraz otrzymanego postepu.

4. a) Powierzchnia pierwszego stopnia schodéw jest oddalona
od powierzchni ziemi o 16 cm, a kazdego nastepnego o 14 cm
wiecej. Jak wysoko nad ziemig znajduje sie powierzchnia n-tego
stopnia? lle stopni maja schody, prowadzace na pierwsze pietro,
znajdujgce sie 38 m nad powierzchnig ziemi?

b) Zegar $pieszy na dzien o 14 min., a teraz pokazuje o 20 min.
za wiele. Po ilu dniach wskazywaé bedzie prawdziwy czas?

Czas prawdziwy bedzie wskazywac, jezeli przyspieszy o 12 godz.

c) Do naczynia, majgcego objetos¢ F = 1000 cm8i zawieraja-
cego powietrze o gestosci dO= 000125, wttaczam zapomocg pompy
zgeszczajacej za kazdem poruszeniem ttoka v= 100 cm8 powietrza
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0 gestosci do. Jaka bedzie gesto$¢ powietrza w naczyniu po 1,
2, 3,... n poruszeniach tloka? Rozwigza¢ zadanie w liczbach
szczegolnych i ogolnych.

Pierwotna gesto$¢ powietrza jest dO, a masa VdO. Po jednem po-

ruszeniu ttoka wynosi masa powietrza w naczyniu VdO+ vd0, a gestos$é
Vdo+ vd0

vaor vaO_ i+ oo 1¢Ed

5. @) Wykaza¢, ze wartosci funkcji linjowej y —ax-\-b dla
jc=1,2,3 , n n 1 tworzg postep arytmetyczny. Kiedy postep
ten jest rosngcy, a kiedy malejgcy?

b) Jaki postep tworza drogi przebyte przez ciato ruchem jed-
nostajnym w 1, 2, 3,... sekundach?

c¢) Jaki postep tworzg wartosci predkosci koncowej po 1, 2,
3,... n sekundach, gdy ciato porusza sie ruchem: a) jednostajnie
przyspieszonym, /) jednostajnie opdZnionym.

d) Udowodnié, ze gdy liczby: ax, a2, a3,... tworzg postep
arytmetyczny o réznicy d, to liczby a,+r, an+2r, a,,+Sr-—
tworzg roéwniez postep arytmetyczny. Obliczy¢ roznice tego po-
stepu. Poda¢ szczegotowe przykiady.

e) Udowodni¢, ze gdy liczby: ax, a*, a3>.. i 6x 02, b3,... two-
rzg postepy arytmetyczne o réznicach dl i dt, to takze liczby:
Aax-j- Bbt -(- C, Aa2-f-Bb3+ C, Aaa+ Bbs-f-C,... tworzg postep
arytmetyczny. Obliczy¢ roznice tego postepu. Podaé szczeg6towe
przyktady.

f) Udowodni¢, ze kazdy wyraz postepu arytmetycznego (z wy-
jatkiem pierwszego) jest S$rednig arytmetyczng wyrazu poprzed-
niego i nastepnego.

6. Wyznaczy¢ postep arytmetyczny, w ktérym:

a) ab= 19, a8= 31; b) a3= 5, a3=  5;
c) ax+ a7= 1, a4—a8—=—18; d) ab—a2= 1f, as+ a4= 6f;
e) as-fab= 6£, ada5=10; f) a3-j-a, = 20, a2+ a3= 101.

7. a) Boki trojkata prostokatnego o danym obwodzie 2s two-
rzg postep arytmetyczny. Obliczy¢ boki.

b) Krawedzie prostopadtosScianu i jego przekatna tworzg
step arytmetyczny o danej roznicy d. Obliczy¢ catkowitg po-
wierzchnie prostopadtoscianu.

8. Obliczy¢ sume n poczatkowych wyrazéw postepu

a) 5, 13, 21,..; b) 12, 8, 4,...; c) 2, —1,...

d) 3a—1, 2a, a-f-1,...; e) —2a-j-1, —a, —1,...

Podrecznik arytmetyki i algebry. VI. 7
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9. a) Znalez¢ wzdr na sume n poczatkowych liczb ciggu lic

naturalnych. Stwierdzi¢ wzér na fig. 19.

A ABC zawiera 1+ 24-... + n kropek;
A BCD réwniez. llos¢ kropek w prostokacie ABCD
wynosi . . . it d

b) lle uderzen zegaru, bijgcego tylko ¢

dziny, styszymy w ciggu :. godzin?

10. a) Udowodnié, ze: a)

wych liczb nieparzystych wynosi n*; fi) réz-

Fig. 19. nice kwadratow nastepujacych po sobie liczb
naturalnych tworzg postep arytmetyczny.

Jezeli do jednego kwadratu (A w fig. 20) do-
damy trzy kwadraty (B, C, D w fig. 20), do tego
pie¢ kwadratéw (E, F, O w fig. 20) i t. d., to otrzy-
mamy pola, majgce 1* 2* 3*,... kwadratow.
b) Jaki postep tworzg drogi przebyte w po-
szczeg6lnych sekundach przez ciato: a) spada-
jace wolno (s= igt*); jj) poruszajace sie ru-
chem jednostajnie przyspieszonym (s=cf-fiaf*);
y) poruszajace sie ruchem jednostajnie op6znio- Fig. 20.
nym (s—ct—1 at*?

c) Wykaza¢, ze roznice wartosci funkcji y — axl-f bx+ ¢ dla

*=1, 2, 3,..,ri..., tworzg postep arytmetyczny. Znalez¢ sume n
wyrazow tego postepu.

11. W nastepujacych przyktadach obliczyé z trzech dany

elementéw at, a,, d, n, sn postepu arytmetycznego dwa pozostate.
Rozwigza¢ kazde zadanie w liczbach szczegdlnych i ogélnych!

a)a=11,n=1,d= —i; a, = ?2,sn= 7
b)a,= 34,a,= —s%,N=56;5e= ? d=
c)a,= |, n=5, s6= 36f;d— ? ab= 7?;
d)/lze,st:21,d 5; a = a,:’?,
e)n=1I, au= —10, sn= 0; aI= ?2,.d= 7
) n=1"7 a=27,d=4; a,= 2 5 = ?;
g)a=1,8=—s,5,=10;N=2d= 7
h)at-—?,a.=2d—f n= ?, «,= ?;
(+o)a=9,d=-2 .= 21; /= ’?,a,,=’?;
$ a=9 d= —2 sn= 25 n= ?, 4a,= ?
yja=9 d= 2, ,L,=0: /=7 an= 7?;
d) at= ,d=—2 =—24;/i=?,a,,=
j) a) d=¢.a.= 33 =60; n= 7?2 a=7?;
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P)d=6, an=9,s,= 12; n=7?, a,— ?;
yj rf=6, an= 15,s5,= 0; n= ?, 3j= ?;
©d= 6,a,= 3, 5,= —45; n—?, a, = 2.
Czy oba pierwiastki réwnan, do ktérych prowadzg zadania i) i /)»
odpowiadajg warunkom zadania?

12. Wyznaczy¢ postep arytmetyczny, w ktorym:

a) 8— 10, s8= 52; b) ss= 26, a3— — 1;

c) ss= 15, aBa3= 6; d) se— 18, &®— a\ = 16.

13. Wyznaczy¢ postep arytmetyczny, w ktérym dla kazdego n:
a)sn—ni—n; b)s,, — 5n¥ c) s,—an*bn.

14. a) Ciato, potrgcone na ptaszczyznie pochytej, przebywa
w pierwszej sekundzie 20 cm, a w kazdej nastgpnej o 8 cm wie-
cej; w ilu sekundach przebedzie droge 240 cm?

b) Ciato, wyrzucone pionowo wgdre, przebywa w pierwszej
sekundzie 95 m, a w kazdej nastepnej o 10 m mniej. Po ilu se-
kundach znajdowac sie bedzie w odlegtosci 480 m od ziemi?

Czy oba pierwiastki majg znaczenie? Jakie?

€) Kto$ ztozyt 400 zt na procent prosty 4% i doklada co roku
po 100 zt Jaka sume (kapitat wraz z dochodem) mieé¢ bedzie
po 12 latach?

d) Na linie, dtugiej na 2 m, sg uwigzane w odstepach 10 cm
kule, z ktérych kazda wazy 05 kg (razem 21 kul). Cata lina spo-
czywa na ziemi. Biore do reki kule, przytwierdzong do korca liny,
i podnosze ja stopniowo na wysokos$¢ 1, 2, 3,... 20 dm; w ten
sposéb podnosze calg line tak, ze tylko ostatnia kula dotyka ziemi.
Obliczy¢ wykonang prace w kgm, przyjmujac, ze lina sama nie
ma ciezaru!

e) Rozwigza¢ ostatnie zadanie w liczbach og6lnych, przyj-
mujac: ilo$¢ kul n-j—1, diugosé liny /, odstepy kul |:n, ciezar
wszystkich kul razem Q, ciezar jednej kuli Q:(n+ 1).

[Otrzymany wz6r wskaze, ze praca nie zalezy od odstepow kul.

Mozna wiec ten wzoOr stosowa¢ do obliczania pracy przy podnoszeniu
fancucha, ciezkiej liny i t. p.].

15. a) Miedzy liczby 5 i 15 wstawi¢ takie 4 liczby, aby z da-
nemi utworzyly postep arytmetyczny.

b) Miedzy dwa pierwsze wyrazy postepu arytmetycznego

6, 17, 28,... wstawi¢ takie trzy liczby, aby z danemi — 5 i 6 utwo-

rzylty znéw postep arytmetyczny. Wypisa¢ dalsze wyrazy otrzyma-

7*
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nego postepu! Jaki zwigzek zachodzi miedzy danym postepem
a otrzymanym? Czy majg wspolne wyrazy?

C) Wstawi¢ miedzy kazde dwa wyrazy postepu arytmety
nego: au ax-\-d, a, + 2d,... takich r nowych liczb, aby powstat
znéw postep arytmetyczny. Jaki zwigzek zachodzi miedzy ré6znicg d
danego postepu, a roznicg <% postepu otrzymanego?

Wstawianie nowych wyrazéw miedzy wyrazy danego postepu aryt-

metycznego, w celu otrzymania nowego (gestszego) postepu arytmetycz-
nego, nazywamy interpolacjg postepu.

d) Korzystajgc ze wzoru 6= otrzymanego w poprzed-

niem zadaniu, interpolowa¢ postepy arytmetyczne: a) 0,1, 2, 3,...;
P 753 1,..;y)ab, 2a Sa— wstawiajgc miedzy kazde
dwa wyrazy a) 4; P) 3; y) 5 nowych wyrazow.

16. Tabelka umieszczona nizej, podaje: kwadratowe pierwiast
szescienne pierwiastki i odwrotnosci liczb, wypisanych w pierwszej
kolumnie. Obliczy¢ z tej tabelki zapomocg interpolacji:

a) j/862-7; b) 5; ) y8:M85;

d) y861T4; e) f) 7862"\25;

g) 1:860-5; h) 1000 : 862-75; i) 1:8-638;

j) 7:0-86437; k) 5 :86-143; ) 40 : 0-8597.
n Tn Mh l:n

860  29-3258 9-5097 000116279
861 293428 95134 000116144
862  29-3598 9-5171 0-00116009
863  29-3769 95207 000115875
864  29-3939 95244 0 00115741
865  29-4109 9 5281 0-00115607

17. Napisa¢ postep geometryczny, w ktérym:
d)aj=3 9=2; bax=1,9g=—2; c)al=8,q=14;
da=1 q=—i‘eai=—9 q=—f; f) ax= —4,g= f;
0 «i=1, g=-\ hyax=b\ g=p ) ¥ og= 1"
18. NapisaC dalsze trzy wyrazy postepéw geometrycznych:
aj 3,15, 75,...; b) 8, —4, 2,...; cjl, —1, 1,..;
d) a*, a*b, ab*,..;, e) 1 —a* -f-a4....
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19. Wypisag:

a) parzyste potegi liczby 2, poczawszy od drugiej;

b) potegi liczby = poczawszy od pierwszej;

C) trzykrotnosSci poteg liczby £ poczawszy od pierwszej.

Obliczy¢ n-ty wyraz otrzymanego postepu.

20. Wykaza¢, ze kazdy wyraz postepu geometrycznego (z wy-
jatkiem pierwszego) jest Srednig geom. proporcjonalng wyrazu po-
przedniego i nastepnego.

21. a) Z beczki, zawierajgcej a= 100 kg alkoholu, wyczerpuje
1 kg i dolewam 1 kg wody; nastepnie wyczerpuje znowu 1 kg
mieszaniny i dolewam 1 kg wody i t. d. lle alkoholu pozostanie
w beczce, jezeli czynno$¢ te powtdrze 2, 3, ... n razy?

b) Znaczynia, majgcego objetos¢ V—5000 cm* i zawierajace
powietrze o gestosci 0= 0001293, pompujemy powietrze zapo-
moca wywiewy. Jaka bedzie gestos¢ powietrza po 1, 2, 3, ...n
poruszeniach ttoka, jezeli pojemno$¢ rury ttokowej wywiewy wy-
nosi v= 200 cm8&?

Rozwigza¢ zadanie w liczbach szczeg6lnych i ogdlnych!

[Pierwotna gestos¢ powietrza w naczyniu jest d0, a masa Vd0. Po
jednem podniesienil</t+oka powietrze o masie VdOprzyjmuje objeto$¢ F + w

ma wiec gestos¢ Viv d0. Przy zsunieciu tloka usuwagn v cm3 tego po-

wietrza, a w naczyniu pozostaje powietrze o masie — ~d0; i t d.].

22. Wyznaczy¢ postep geometryczny, w ktorym:

a) a3= 2, a3= 18; b) a3= 12, ax=  24;

cal.; .:= . as-. = . d ..o 2= 6 a5 5= 25

€) ai —ao- 45, a2 oras= 120 f)a2ias- 60, axas - 225.

23. a) Krawedzie prostopadtoscianu, tworzg postep geome-
tryczny, ktérego suma wynosi s. Catkowita powierzchnia prostopa-
dtoscianu wynosi 2 p. Obliczy¢ krawedzie. Uwazajgc s za liczbe
statg, zbada¢, jaki warunek spetnia¢ musi p, aby zadanie byto
rozwigzalne.

b) Trzy odcinki tworza postep geometryczny. Jakie wartosci
moze mieC iloraz g tego postepu, aby z tych odcinkéw mozna zbu-
dowaé trojkat? Rozrézni¢ przypadki: 0< #< 1, g=11i e> L

24. Obliczy¢ sumy 5, 6 i 7 wyrazOw postepu geometrycznego:

a) 030030 -0 0 3 ,b)8 12 18, 27, ...;

c) i, ooe! dy 1L i -

e) 1, X, Xx* *3 f) al0, a%, a*hl,

g 1, —Xx, X* —as, ...; h) a7, —aeb, abéa —aibs,
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25. Znalez¢ wzor na sume n wyrazOw postepu geometry
nego, ktérego pierwszy wyraz wynosi :, a iloraz:

ax; b—x; ¢op d —i; e xt; f) —~s-

26. W nastepujgcych przyktadach obliczy¢é z trzech danych
elementébw au an, g, n, sn postepu geometrycznego dwa po-
zostate.

a) ai= ho = —+. n= 5; ab= ?, ss= ?;

b) ae=60f, gq=1|, n=56; a,= ?, s6= 7?;
c)ai= —5, n= 4, ai= —40; s. = ?, €= 7?;
d) gq—02, n=5 s = 156,2; =72 a=7?
e)g=—2, a,= —9, «,= —63; at=?, n—

[Za niewiadomg uwaza¢ (—2)", a nastepnie wyznaczy¢ n zapomocg
proby].

f) ai~ 12, g=h =23t an= ?, .= 7

[Obliczy¢ najpierw (£)", a potem wyznaczy¢ /2 zapomoca proby].

g) at= 3, a,= 192, q=2; /= 7?2, «,= 7

[Poréwnaj wskazéwki do zad. g) i f)].

h) 2= 3, a=1s, Ss= 10E; a, = ?, q-= ?:

[s3 napisa¢ w postaci: s3= ay (1 + g+ <)

)n—3 akt= 1 =7, a=7? 0= ?;

[Poréwnaj wskazéwke do zad. Al

i) ay= —2, an= 486, s,,= 364; .= ?, «= 7,

[Za niewiadome uwaza¢ (" i ¢, obliczy¢ g, a n znalez¢ papomocg
proby].

Czy wszystkie zadania powyzsze potrafimy rozwigza¢ w liczbach
ogdlnych ? Na jakie natrafiamy trudnosci i jakie stagd wynikajg
problemy ?

27. al Miedzy liczby 5 i 405 wstawi¢ takie 4 liczby, aby z da-
nemi utworzyly postep geometryczny.

b) Wstawi¢ miedzy dwa pierwsze wyrazy postepu geometrycz-
nego: s, 48, 384, 3072,... takie dwie nowe liczby, aby z danemi
¢ 1 48 tworzyly postep geometryczny. Wypisac¢ dalsze wyrazy tego
postepu i poréwna¢ otrzymany postep z danym. Czy oba postepy
majg wyrazy wspolne? Ktore?

c) Wstawié miedzy kazde dwa wyrazy postepu geometrycz-
nego: ay, ayq, alqi, r nowych wyrazéw tak, aby powstat znowu
postep geometryczny. Jaki zwigzek zachodzi miedzy ilorazem q
danego postepu, a ilorazem nowego?
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Wstawianie nowych wyrazéw miedzy wyrazy danego postepu geo-
metrycznego w celu otrzymania nowego (gestszego) postepu geometrycz-
nego nazywamy interpolacjg postepu geometrycznego.

d) Wstawi¢ miedzy 4 a 64 takie trzy liczby dodatnie. aby>
utworzyly z danemi liczbami: a) postep arytmetyczny; fi) postep
geometryczny. Przedstawi¢ wyrazy obu postepéw na linji liczbo-
we] i poréwnac ze soba punkty podziatu przedziatu 4... 64.

e) Wstawi¢ miedzy 2 i 18 (a i b) jedng liczbe, ktoraby z 2i 18
(@ i b) utworzyta a) postep arytmetyczny, fi) postep geome-
tryczny. Otrzymana liczba bedzie $rednig arytmetyczng wzglednie
$rednig geometryczng obu danych liczb (poréwna] zadanie 5d i 20).
Poréwnac ich wartosci.

28. a) Jaka warto$¢ bedzie miat kapitat:

a) 485 zt, ztozony na proc. sktad. 6% po 7 latach?

fi) 4826 5 zt, ztozony na proc. sktad. 9% po 12 latach?

b) Ludno$¢ pewnego miasta wzrastata co roku o 2£%. lle
mieszkancéw liczy to miasto dzisiaj, jezeli przed 8 laty liczyto
34800 mieszkancow?

¢) Na ksiagzeczke kasy oszczednosci ztozono: 1. V. 1923 r.
500 zt, 1. X. 1925 r. 350 zt i 1. VII. 1926 r. 200 zt. Jaka warto$¢
przedstawia dzisiaj ta ksiazeczka, jezeli kasa oszczednosci piaci
8%, a dochody kapitalizuje 31. XII. kazdego roku?

d) Bank przyjgt 40000 zt wkiadek na 6%, a pozyczyt te
sume na 10%. lle zarobit w 8 latach?

29. a) Jaki kapitat nalezy ztozy¢ na 6%, aby po 7 latach
otrzyma¢ 10000 zt kapitatu wraz z procentami?

b) Kapitatl pewien pozostawat 3 lata na procencie skladanym
4%, a nastepnych 5 lat na 4£% i wzrést Wtym czasie do wartosci
1401*76 4. Obliczy¢ pierwotng wartos¢ kapitatu!

30. Kupiono plac budowlany na 2000 zi, a po 4 latach
sprzedano go za 2680 zt. Jaki procent roczny przyniost wilozony
kapitat?

31. a) Przez 10 lat skiadalem na poczatku kazdego roku 100
zt na procent sktadany 6%. Pieé lat uptynely od zaptacenia ostatniej
wkiadki. Jakg sume posiadam dzisiaj?

b) Po ile zt nalezy sklada¢ na 6% na poczatku kazdego
roku przez 10 lat, aby po uptywie dalszych 5 lat mie¢ sume
5000 zt?

c) Dlug 1616*62 zt ma by¢ umorzony w 15 réwnych ratach
rocznych, z ktérych pierwsza jest ptatna za 3 lata po zaciagnieciu
diugu. Jak wysokie muszg by¢ raty, jezeli liczy sie 5£%7?
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d) Czysty dochéd z kamienicy, obliczony z koncem rol
wynosi 4000 zt. Na dochdod taki mozna liczy¢ przez 25 lat. Po
tym czasie kamienica (raczej plac budowlany) przedstawiaé bedzie
warto$¢ 18000 zt. Jakg sume mozna za kamienice zaptaci¢, jezeli
sie chce mie¢ z wiozonego kapitatu 6%?

32. Wartos¢ mebli zmniejsza sie po kazdym roku wskut
zuzycia o p % wartosci ich przed rokiem. Jaka bedzie warto$¢
mebli po 1, 2, 3,__ n latach, jezeli ich warto$¢ terazniejsza
wynosi W0?



Dodatek.
Liczby rzeczywiste.

8§ 1.0dwzorowanie liczb wymiernych na linjl liczbow ej.

W ciggu nauki poznaliSmy rézne rodzaje liczb. Najpierw
poznaliSmy liczby naturalne i okres$liliSmy dla nich cztery dziatania
zasadnicze: dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie. Doda-
wanie i mnozenie byly dziataniami wykonalnemi bez ograniczenia;
odejmowanie i dzielenie niezawsze dawaty sie wykonac¢ w zakresie
liczb naturalnych. By wykonalno$¢ i tych dziatah byta nieograni-
czona, rozszerzyliSmy zakres liczb, wprowadziliSmy utamki i liczby
wzgledne. Wszystkie liczby w ten sposob uzyskane nazwali$my
liczbami wymiernemi.

Zbior liczb wymiernych, uporzadkowanych wedtug wielkosci,
ma, jak wiemy, nastepujgce wiasnosci: 1. Jest nieograniczony
(t. j. nie ma ani pierwszej, ani ostatniej liczby). 2. Jest wszedziegesty
(t. J. miedzy dwiema dowolnemi liczbami wymiernemi znajdujg sie
zawsze jeszcze inne liczby wymierne tak, ze w zbiorze niema
liczb sasiednich). 3. Cztery zasadnicze dziatania (z wyjatkiem
dzielenia przez 0) sa w nim zawsze wykonalne i jednoznaczne.

Ograniczymy sie narazie w tym paragrafie dla uproszczenia do liczb
bezwzglednych. Rozszerzenie oméwionych twierdzen na liczby wzgledne
nie sprawia jednak zadnych trudnosci.

Wszystkie liczby wymierne mozemy przedstawi¢ na linji (osi)
liczbowej. Kreslimy dowolng prostg (nieograniczong), obieramy na
niej dowolny punkt i oznaczamy go cyfrg 0. Przyjmujemy nastep-
nie dowolny odcinek za jednostke, odcinamy go poczawszy od 0
w pewnym kierunku raz, dwa razy, trzy razy itd. i oznaczamy
jego koniec kolejno cyframi 1, 2, 3 Odcinkom 01, 02, 03,
podporzadkujemy kolejno liczby 1, 2, 3 ....... ktére stanowig miary
tych odcinkéw, t. j. oznaczaja, jakg wielokrotnoscig przyjetej jednostki
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jest dany odcinek. Tak wiec kazdemu z odcinkéw 01, 02, 03,
odpowiada jako miara pewna liczba 1, 2, 3, ; naodwrot odpo-
wiada kazdej liczbie catkowitej pewien odcinek. Poniewaz wszystkie
odcinki, odciete na linji liczbowej, majg wspolny poczatek (punkt 0),
to kazdy z nich jest dokfadnie oznaczony, gdy podamy jego koniec
1 2, 3. ); w tem znaczeniu méwimy, ze kazdej liczbie catko-
witej odpowiada $cisle oznaczony punkt na linji liczbowej.
Utamki przedstawiamy na linji liczbowej w nastepujacy sposob:

Aby przedstawi¢ utamek ~ , dzielimy odcinek przyjety za jednostke

na n réwnych czesci znang metodg geometryczng i odcinamy n-tg

czes¢ jednostki na linji liczbowej raz, dwa, trzy,.... m razy,
oznaczajac kolejno konce odcinkow: : Z-n, .|31 ': Odcin-

kowi 0~ podporzadkujemy utamek ~, ktéry stanowi jego miare,
wyrazajaca, ze odcinek ten jest m-krotnoscig n-tej czesci odcinka,
przyjetego za jednostke. Moéwimy tez, jak wyzej, ze utamkowi »
odpowiada $ci$le oznaczony punkt na linji liczbowej, oznaczony

P M
znakiem n

Tym sposobem podporzadkowalisSmy kazdej liczbie wymiernej
punkt na linji liczbowej (wzglednie odcinek). Wiasnosci zbioru
liczb wymiernych, ktorg wyraziliSmy, nazywajac ten zbior wszedzie-
gestym, odpowiada na linji liczbowej ta wiasno$é, ze miedzy
dwoma punktami prostej znajdujg sie zawsze jeszcze inne punkty
prostej, czyli, ze na prostej niema punktéw sasiednich. Z faktu
tego nie mozna jednak wnioskowaé¢, ze kazdemu punktowi linji
liczbowej odpowiada jaka$ liczba wymierna, czyli ze kazdy odcinek
ma za miare liczbe wymierna.

Dla wyjasnienia, ze taki wniosek bylby nieuzasadniony, przytoczymy
przyktad. Pomysimy sobie zbior wszystkich utamkdw dziesietnych (skon-
czonych), uporzadkowany wedtug wielkosci. Zbiér taki jest rowniez
wszedziegesty (wykaz!), a jednak niekazdemu punktowi linji liczbowej

mozna podporzadkowa¢ utamek dziesietny (np. punktowi, ktéremu
odpowiada utamek §).

Przeciwnie; nietrudno wykaza¢, ze na linji liczbowej istniejg
punkty, ktérym nie odpowiada zadna liczba wymierna. Wiadomo
z nauki geometrji, ze istniejg odcinki niewspotmierne (np. bok
i przekatna kwadratu, podstawa i ramie trojkagta rownoramiennego
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0 kacie u wierzchotka 36° itp.). Jezeli odetniemy na linji liczbowej
od zera odcinek niewspotmierny z odcinkiem przyjetym za jednostke,
to drugiemu koncowi tego odcinka nie odpowiada zadna liczba

wymierna. Gdyby bowiem temu punktowi odpowiadata liczba

to n-ta cze$¢ jednostki miescitaby sie w tym odcinku m razy, co
sprzeciwiatoby sie zalozeniu, ze przyjety odcinek jest niewspot-
mierny z jednostka.

Jezeli chcemy zatem, aby kazdemu punktowi linji liczbowej
odpowiadata liczba (czyli aby kazdy odcinek miat miare), musimy
zakres liczb wymiernych rozszerzyé.

§ 2. Liczby niewymierne.

Z potrzeba rozszerzenia zakresu liczb wymiernych spotkalismy sie
juz przy pierwiastkowaniu. Pierwiastek n-ty liczby naturalnej, nie-
bedacej n-tg potega zadnej liczby naturalnej, nie dawat sie obliczy¢
w zakresie liczb wymiernych. Wtedy zakres liczb wymiernych rozsze-
rzylismy, dolaczajgc do nich liczby niewymierne. Nasuwa sie mysl,
ze to samo rozszerzenie zakresu liczb wymiernych umozliwi nam
podporzadkowanie kazdemu odcinkowi liczby wymiernej lub niewy-
miernej jako miary.

Powtdrzmy (8 2, § 3, 8 5), w jaki sposéb wprowadzilismy liczby
niewymierne:

Wyszedtszy ze spotrzezenia, ze £= 4:3 = 1*333..., otrzymaliSmy
dwa ciggi liczb, dajace sie dowolnie przedtuzac:

Ciag I: 1, 13, 1*33, 1*333,........

Ciag T 2, 1*%4, 1*34, 1*334,........

Liczby ciggu | rosna, lecz zostajg mniejsze niz £; liczby drugiego
ciggu maleja, lecz zostajg wieksze niz $. Roéznice odpowiednich liczb

obu ciggébw wynoszg kolejno: 1, 0'l, 0°01,..., a wiec stajg sie do-
wolnie mate. Te dwa ciggi wyznaczajg liczbe f, wieksza od liczb
ciggu I, a mniejszg od liczb ciggu Il w tern znaczeniu, ze niema

innej liczby, ktéra bylaby wieksza od wszystkich Jiczb ciggu |,
a mniejsza od wszystkich liczb ciggu Il. Gdyby bowiem taka liczba m
istniata, to roznica odpowiednich liczb ciggéw 1 i Il nie mogtaby sta¢
sie mniejszg od \m—-$ wbrew zauwazonej wyzej wiasnosci owych
ciggow.
Aby zaznaczy¢ ten fakt, ze ciggi | i Il wyznaczajg liczbe $,

pisa¢ bedziemy:

*_il, 1-3, 1-33, 1-333, ....

3 12, 14, 1-34, 1-334, ....

Oba symbole potgczone znakiem réwnosci mozemy uwazaé za
rozne tylko sposoby pisania tej samej liczby.
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Do kazdej liczby wymiernej mozna zawsze dobra¢ i to réznemi
sposobami takie dwa ciggi, ktore te liczbe wyznaczajg. Np.:

[0, 0-4, 0-49, 0%499, 5o 05 59 5 599, 999,
t= U 06 0-51, 0-501,.... 17, 61 6 6-01, 001,..
3 -2-1, -2-01,__ _Jc-1, c--0%, c—0*01,....
@__;\-I, 1.9 -1-99, Vo V001 62 0 ¢ 0RO eeen
Czlic-4> ¢c~t> ¢c-h ¢c—

* le+f, c+ £ CHE, ct  >eece
Powiemy tedy:

Jezeli ciagi liczb:
at, at, S, al T . (Ciagi)
af, d2, @3 Al b (Cigg I

majg nastepujace wiasnosci:

1. Kazdy cigg zawiera nieskonczenie wiele liczb;

2. Liczby ciggu | rosng (niektére mo”™g by¢ réwne); liczby
ciggu Il malejg (niektére mogg by¢ réwne);

8. Kazda liczba ciggu | je$t mniejsza od kazdej liczk
ciggu Il, a wiec kazda liczba ciggu Il jest wieksza od kazdej
liczby ciagu I;

4. Ro6znica odpowiadajgcych sobie liczb obu ciggow mal
ciggle i moze sta¢ sie dowolnie matg, jezeli obierzemy dosta-
tecznie dalekie liczby obu ciggéw;
to moze istnie¢ najwyzej jedna liczba wymierna w, wieksza od
wszystkich liczb ciggu. 1, a mniejsza od wszystkich liczb ciggu II.
Mowimy wtedy, ze ciggi te wyznaczajg liczbe w i piszemy:

u>= | ay aVv a»’**’* lub krécej: w=[a? .
>a% a3, . a,

Znamy jednak takie przyktady, ze chociaz dwa ciggi posiadajg
wszystkie 4 wymienione wiasnosci, mimo to niema liczby wymiernej
wiekszej od wszystkich liczb ciggu I, a mniejszej od wszystkich liczb
eiggu Il. Takiemi ciggami sg np.:

1, 1-4, 1'41, 1-414, 1-4142,. (Ciag D
2, 15, 12, 1-415, 1-4143, ... (Ciag 1I).

Kwadraty liczb ciagu | sg mniejsze niz 2, a kwadraty liezb ciagu I
wieksze niz 2. Liczby odpowiednie obu ciggdéw réznig sie kolejno od
siebie o 1, 0*1, 001, ...., a ich kwadraty roznig sie od siebie'
0 niewigcej niz 3, 0*3, 003, ....*). Od liczby 2 rdznig sie ich kwa-
draty jeszcze o mniej. Wiadomo, ze niema liczby wymiernej, ktorej kwa-

*) Jezeli a oznacza liczbe ciggu |, a’ odpowiednig_liczbe C|agu Il, a dich

roznice, to: an—a3= (a’+ a) (@ —a) —(a'+ a) d. Poniewaz a'+ a 3 to
a'l— a2<13d.
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drat réwna sie 2; niema tez liczby wymiernej wigkszej od wszystkich
liczb ciggu 1, a mniejszej od wszystkich liczb ciagu Il. Gdyby bowiem
taka liczba w istniata, to kwadraty liczD ciggéw Il i | nie moglyby sie
rézni¢ od siebie o mniej, niz o |2 —Ww |, co sprzeciwia si¢ tej whasnosci
obu ciggéw, ze kwadraty dostatecznie dalekich ich liczb réznig sie od
siebie dowolnie mato. Niema zatem liczby wymiernej, odgraniczajacej
liczby obu ciggéw; symbolowi:

| 1, 1-4, 1-41, 1-414, 1-4142, ...

\ 1, 15 142, 1-415, 1-4143, ...
nie odpowiada zadna liczba wymierna.

Wprowadzamy tedy nowg liczbe, odpowiadajgcg ostatniemu sym-
bolowi, przypisujac jej te wihasnosé, ze jest ona wieksza od wszystkich
liczb ciagu | (i kazdej liczby wymiernej mniejszej od ktdrejkolwiek liczby
tego ciggu), a mniejsza od wszystkich liczb ciggu 1l (i kazdej liczby
wymiernej wiekszej od ktorejkolwiek liczby tego ciggu). Liczba taka nie
rowna sie zadnej liczbie wymiernej, ma jednak wsrod liczb wymiernych
Scisle oznaczone miejsce w tem znaczeniu, ze majac dang dowolng liczbe
wymierng, mozemy rozstrzygna¢, czy jest ona od tej nowej liczby wiek-
sza, czy mniejsza. Te nowa liczbe nazwiemy liczbg niewymierna.

Uogodlniajgc powyzsze rozwazania, powiemy:

Jezeli dane sg dwa ciggi liczb wymiernych: al( aa a8.......
(Ciag I) i a', a', a', .... (Ciagg Il), posiadajace 4 wymienione
wyzej wiasnosci, i jezeli niema liczby wymiernej wiekszej od
wszystkich liczb ciggu I, a mniejszej od wszystkich liczb ciggu I,
wtedy wprowadzamy nowa liczbe a, przypisujac jej te whasnos¢, ze
liczba a jest wieksza od wszystkich liczb ciagu | (i kazdej liczby
wymiernej mniejszej od ktdrejkolwiek liczby tego ciggu), a mniejsza
od wszystkich liczb ciggu Il (i kazdej liczby wymiernej wiekszej
od ktorejkolwiek liczby tego ciggu). Piszemy:

d== JaYy 3V ..... , lub krécej: a= ja".
Liczbe a nazywamy liczbg niewymierng. Liczby wymierne

i niewymierne razem nazywamy liczbami rzeczywistemu

8 3. Dodawanie i odejmowanie liczb rzeczywistych.
Dodawanie liczb rzeczywistych okreSlamy w nastepujacy

Nalezy jednak wykaza¢, ze ostatni symbol wyznacza liczbe rzeczy-
wistg, t. j. ze ciggi an+ bni an+b,, (n=1, 2, 3, ... ) posiadajg
4 wymienione w § 2 wiasnosci:
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1. Ciggi te zawieraja nieskonczenie wiele liczb, bo ciggi an, bn,
an b, (n=1, 2, 3 ....) zawierajg nieskoniczenie wiele liczb.

2. Poniewaz al®at™asf£Z--i pjsgbtgn,si__ ,toal+ bt
Nar+ sNas+ s ..., awiecliczbya,+ N, (n= 1,2 3,....) tworza
cigg rosnacy. Podobnie wykaza¢ mozna, ze a,,+ bn(h= 1,23, )
tworzg cigg malejacy.

3. Poniewaz a,,<an i bn< bn, to an+ bn<a,, + bn.

4, Réznice (@, + bn) - . + bn)= .. —an + ,- b,,) da
n=1, 2, 3,.... maleja, bo réznice an—a,, i bn —bn maleja. Beda one
mniejsze niz jakakolwiek dana, dodatnia, dowolnie mala liczba £ jezeli
... an, b,, bn tak dobierzemy, zeby byto a,,- .. <i . i bh—bn<i e
Jest to zawsze mozliwe, bo wedtug zalozenia mozna ostatnie dwie roz-
nice uczyni¢ dowolnie matemi.

Ciagi a,,+ b, i a"+ bn (n= 1,2,3,...) wyznaczajg zatem liczbe
rzeczywista, a liczbe te nazywamy sumg liczb a i /2

Jezeli a i f3 sg liczbami wymiernemi, to powyzsze okreslenie sumy
a+ [? zgadza sie z okres$leniem sumy liczb wymiernych. Rzeczywiscie
bowiem suma a + /? jest wtedy wieksza (mniejsza) od sumy jakichkolwiek
dwu liczb, z ktérych pierwsza jest mniejsza (wieksza) niz a, a druga
mniejsza (wieksza) niz S

Niech bedg dane liczby rzeczywiste:

H« "HS-

Utwérzmy:

at™Mr {» +° +«;, at +

Poniewaz a,, + bn—bn+ a, i an+ bn= b,,+ a',, to ciggi, wyzna-
czajace liczby a-f(}i i3+ a, sg identyczne. Zatem: a+ 7= P+ a.
Podobnie: a-\-*-{-y = a+ (fi +y). Przeto:

Do sumy liczb rzeczywistych stosuje sie prawo przemiennosci
i prawo #gcznosci.

Do kazdej liczby rzeczywistej utworzy¢ mozna liczbe prze-
ciwna. Jezeli mianowicie a= la", to liczbg przeciwng do a jest
a= |I a".

Nietrudno wykaza¢ (wykaz!), ze ciaggi —a', i —a,, posiadajg cztery
wiasnosci, wymienione w § 2, a wiec wyznaczajg jakas liczbe a .
Aby wykaza¢, ze a jest liczbg do a przecisng, tworzymy:

S |
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tatwo widzie¢, ze a* —an< 0, a an—an> 0. Zero jest wiec liczbg
(i to jak wiemy jedyng) wiekszg od liczb pierwszego ciggu, wyznaczajgcego
a-fa', a mniejszg od liczb drugiego ciggu, wyznaczajacego a + a'. Jest
wiec 0+ a —0, czyli a =—a.

Przez réznice a— liczb rzeczywistych a i Arozumiemy sume
a -(- (/9. Rdznica powiekszong o odjeranik daje na wynik odjemna,
poniewaz: a —/9-j-B= a-J-(—A)+ P= a-f-[(—A-F M= a

Przy pomocy odejmowania ustalimy poréwnywanie liczb rzyczywi-
stych. Umiemy juz poréwnywac liczby wymierne ze sobg i z liczbami
niewymiernemi (na podstawie okreslenia liczby niewymiernej). Nie okre-
$lilismy jeszcze porownywania liczb niewymiernych ze sobg. Zgodnie
z twierdzeniami, waznemi dla liczb wymiernych, ustalamy:

Jezeli dane sg dwie liczby rzeczywistea i Qto a> /2 a= £,
lub a< /2 stosownie do tego, czy a—/?> O,czy a—P= 0, czy
a—MR< 0.

Chcac np. zbatlll%é,-czy dwie liczby: a—{ar i 2= sg rowne,
tworzymy «—f?={ "™ . Jezeli stale an—n<0i a,—¢3, >0, to
a— -0, a wiec a= /2 W przeciwnym raziea”™ R

§ 4. Liczby rzeczywiste jako miary odcinkow.

Whprowadziwszy liczby niewymierne, podporzadkujemy kazdemu
odcjnkowi niewspotmiernemu z przyjeta jednostka pewng liczbe
niewymierng. Odetnijmy w tym celu taki odcinek na linji liczbowej
od punktu zerowego O w kierunku dodatnim; koniec odcinka
znajdzie sie w punkcie, ktéry oznaczymy literg M. Punktowi M
nie odpowiada zadna liczba wymierna, bo odcinek OM jest nie-
wspotmierny z odcinkiem jednostkowym. Zaznaczmy aa linji licz-
bowej (wykonaj rysunek i uzupeiniaj wedtug tekstu!) punkty od-
powiadajgce liczbom catkowitym. Punkt M znajdzie sie miedzy
dwoma takiemi punktami; oznaczmy te punkty (od strony lewej
ku prawej) literami Al i A Punktom tym odpowiadajg pewne
liczby catkowite aj i &, Podzielmy odcinek A1 A\ na s (np. 10)
rownych czesci. Poniewaz odcinek OM jest niewspétmierny z jed-
nostkg, nie moze zaden punkt podziatu pas¢ na M. Punkt M
znajdzie sie znowu miedzy dwoma punktami podziatu; oznaczmy
te punkty (od strony lewej ku prawej) At i A't, a odpowiada-
jace im liczby wymierne asi a'. Podzielmy odcinek At A[ znow
na s rownych czesci; punkt M znajdzie sie znéw miedzy dwoma
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punktami A3 i Aa tego podziatu, ktérym odpowiadajg liczby wy-
mierne #3 i aj. Postepujac tak dalej otrzymamy nastepujace dwa
ciggi odcinkow:

OAu OAItOA3 .... i OA[, OAv OA3_
i nastepujgce dwa ciaggi liczb wymiernych, bedgcych miarami tych
odcinkéw: ) .
A, Mo, fig L. aéaé....

Te ciggi liczb majg wszystkie cztery wiasnosci, wymienione
w § 2 (wykaz szczegdtowo!), wyznaczajg wiec liczbe rzeczywisty a,
wiekszg od kazdego a,, a mniejsza od kazdego a',. Te same
cztery wihasnosci posiadajg oczywiscie i powyzsze ciaggi odcinkow.
A nadto jest:

OA,~ 0\~ OA,~ .... < OM< .... ~ OA3™ OA N OA].
Odcinkowi OM przyporzadkujemy jako miare liczbe a.

tatwo widzie¢, ze przy takiem okreSleniu miary sumie dwdéch od
cinkdw odpowiada suma ich miar, a w nastepstwie tego wiekszemu
odcinkowi odpowiada jako miara liczba wieksza, a mniejszemu odcin-
kowi liczba mniejsza.

W ten sposob kazdemu odcinkowi odpowiada jako miara pewna
liczba rzeczywista, a tem samem odpowiada pewna liczba rzeczy-
wista kazdemu punktowi linji liczbowej. Nasuwa sie pytanie, czy
naodwr6t kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada punkt na linji
liczbowej. Pytanie to dotyczy oczywiscie tylko liczb niewymier-
nych (poréwnaj § 1). (@ a a

Niechaj dana bedzie liczba rzeczywista a= Ita,}, aY, a};/>...

Liczbom ciggbw, wyznaczajgcych a, odpowiadajg punkty na
linji liczbowej. Punkty, odpowiadajgce liczbom a,, a2 a.,,..., lezg
coraz dalej na prawo, punkty, odpowiadajgce liczcbom a', a', aj,...,
lezg coraz dalej na lewo; zawsze jednak lezy kazdy z punktow
odpowiadajacych liczbom a,, a2 a3,..., nalewo od kazdego z punk-
tow, odpowiadajgcych liczbom aj, aj, aj.... Rdznicom aj —a,,
aj —a2 aj—a3 ..., odpowiadajg przedziaty, ktére stajg sie coraz
mniejsze, mniejsze nawet od dowolnie matego odcinka; przytem
kazdy przedziat nastepny jest zawarty w poprzednim. Geometrja
przyjmuje, ze wewnatrz wszystkich takich przedziatdw istnieje
zawsze jeden punkt. Ze dwa rozne punkty nie moga byé we-
wnatrz takich przedziatbw zawarte, jest jasne; nie moznaby bo-
wiem wtedy uczyni¢ tych przedziatbw mniejszemi od odlegtosci



113

tych punktéw. Ten jedyny punkt, lezacy wewnatrz wszystkich
przedziatdw podporzadkujemy liczbie a. Zatem:

Kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada punkt na linji liczbowej.
Kazda liczba rzeczywista moze by¢ uwazana za miare pewnego od-
cinka (przy przyjetej jednostce dtugosci).

8§ 5. Mnozenie liczb rzeczywistych.

lloczyn liczb rzeczywistych bezwzglednych okre$lamy w na-
stepujacy sposob:

Jezeli a= jng, .3—{83, to a./?: %H;'

Nalezy jednak wykaza¢, ze ciggi a,, bnia,bh(dlan= 1,2,3,...)
majg owe cztery witasnosci (8 2), ktdre stanowig warunek, aby
takie ciggi wyznaczaty liczbe. Otéz:

1. Kazdy cigg zawiera nieskonczenie wiele liczb, bo ciggi liczb
a,,, bn, a,, bn, z ktérych je utworzyliSmy, zawierajg nieskonczenie
wiele liczb.

2. Liczby pierwszego ciggu rosng, liczby drugiego ciggu ma-
lejg; co najwyzej niektore sasiednie liczby tych ciggéw moga
by¢ réwne: a2bl*.albv bo a2”a, i b2*bti t. d.

3. Kazda liczba pierwszego ciggu jest mniejsza od kazdej
liczby drugiego ciggu: a,, bn<ambm bo a, < ami b,, < bm

4. Réznice odpowiednich liczb obu ciggow malejg i moga staé
sie dowolnie matemi, t. j. mniejszemi niz dowolnie mata dana
dodatnia liczba e Aby to wykazaé, przeksztalcimy roéznice
anbn—anbn w nastepujacy sposdb:

a,,bn—anbH—a,,.bh—a, bn+ a, bn— anbn= @, — a,,)bh-f
(*n—bn)a,,.

Piszagc w ostatniem wyrazeniu zamiast O,, i a,, liczby wieksze
b[ i a', otrzymamy:

anbn—a,, b, < @n—an) b[+ (bn— bn)al.
Poniewaz roéznice a,,—a,, i b,,— b,, mozemy uczynié¢ dowolnie
matemi, dobierzmy je tak, aby bylo:
a,,—an< 2~ ibn—b,, <
Wtedy bedzie:
bh—a,bn< ~  ~ czyli:

b,,—a,0, < e
Podrecznik arytmetyki i algebry. VI 8
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Tak wiec wyznaczajg ciagi:

A, 6t> #2n2" n N2N2' N3N3» e*e

wskutek twierdzenia w 8 2 rzeczywiscie pewng liczbe (wymierng
lub niewymierng), a liczbe te nazywamy iloczynem liczb a i /2

Jezeli a i /? sg liczbami wymiernemi, to okreslone powyzej
pojecie iloczynu zgadza sie z pojeciem iloczynu liczb wymiernych.
Rzeczywiscie bowiem iloczyn a&/? jest wtedy wiekszy (mniejszy)
od iloczynu jakichkolwiek dwu liczb, z ktérych pierwsza jest
mniejsza (wieksza) niz a, a druga mniejsza (wieksza) niz /2

Okreslony w ten sposéb iloczyn ma witasnosci: przemiennosci,
tgcznosci i rozdzielnosci wzgledem sumy.

Udowodnij, ze: ai?= /ta, afjy —a(fly), (a+ /)y = ay + fly, wzorujac
sie na dowodzie prawa przemiennosci dla sumy w § 3.

lloczyn wzglednych liczb rzeczywistych okre$lamy zupeinie
tak samo, jak iloczyn wzglednych liczb wymiernych. Wskutek
tego stosujg sie do takiego iloczynu prawa przemiennosci, tacz-
nosci i rozdzielnosci.

Dzielenie liczb rzeczywistych okresla sie jako dziatanie od-
wrotne do mnozenia.

Opierajac sie li tylko na zasadniczych witasnosciach sumy
i iloczynu (t. j. tych, ktére w 8 3 i w § 5 udowodnilismy dla liczb
rzeczywistych) oraz na witasnosciach roznicy i ilorazu, wynikaja-

cych z okreslenia odejmowania i dzielenia jako dziatan odwrotnych
do dodawania i mnozenia, wyprowadziliSmy (Podrecznik dla kl. IV
rozdz. IV) rézne przeksztatcania wyrazen algebraicznych (jedno-
mianéw, wielomianéw, wyrazen utamkowych), w ktorych litery
oznaczaty liczby wymierne. Poniewaz sumy, iloczyny, roznice i ilo-
razy liczb rzeczywistych majg réwniez te wiasnosci, to wszystkie
przeksztatcenia wyrazen algebraicznych, wyprowadzone dla liczb
wymiernych, pozostajg wazne takze wtedy, gdy litery oznaczajg
dowolne liczby rzeczywiste.

§ 6. Pole prostokata.

Jezeli podstawa prostokgta ma a cm a wysoko$¢ b cm, gdzie
a i b oznaczajg liczby naturalne, to prostokagt mozna podzieli¢
prostemi rownolegtemi do podstawy i prostemi réownolegtemi do
wysokosci na ab kwadratéw o bokach, majacych po 1 cm. Mo-
wimy, Zze prostokat ma ab cm*, a liczbe ab nazywamy polem
prostokata.
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Jezeli podstawa danego prostokgta P ma —cm, a wysokos$é
* N

-) cm (gdzie a, b, m \ n oznaczajg liczby naturalne), podzielmy
podstawe na a réownych czesci, a wysoko$¢ na b réwnych czesci.
Przez punkty podzialu podstawy poprowadzmy rdwnolegte do
wysokosci, a przez punkty podzialu wysokosci roéwnolegte do
podstawy. Prostokat P rozpada sie na ab przystajacych do
siebie prostokatow; te prostokaty nazywa¢ bedziemyprosto-

katami M. Podstawa prostokata M ma ~ cm, a wysoko$¢ ~ cm.

Nietrudno widzie¢, ze prostokat M jest mn-tg czeScig centymetra
kwadratowego, dzielagc podstawe kwadratu, ktérego bok ma 1 cm,
na m, a wysoko$¢ na n rownych czesci i kreslagc przez punkty
podziatu rownolegte do wysokosci wzglednie podstawy tego
kwadratu. Zatem mn-ta cze$¢ centymetra kwadratowego miesci

sie w prostochie P doktadnie ab razy. Stosownie do znaczenia

utamka p0W|emy ze prostokqu ma — Cm2 Liczbe —-3b = 3 --b

mn" mon
nazywamy polem prostqkqta P.

W ten sposob kazdemu prostokgtowi o bokach wymiernych
przyporzadkowana jest pewna liczba, rdwna iloczynowi miar
podstawy i wysokos$ci, zwana polem prostokata.

Niechaj wreszcie dany bedzie prostokat o bokach niewspot-
miernych z jednostka, (1 cm). Miarami tych bokdéw niechaj bedg

liczby, a = |§ Chcemy i dla takiego prostokata

Ib,, '
ustali¢ pojecie pola. Zbudujmy w tym celu dwa ciagi prostokgtow
0 bokach, majacych diugosci:

a, i & a2i 62 a3i b3.....
a i fij, a2i 62 a3i b3......

Prostokaty pierwszego ciagu sa mniejsze od prostokata
danego, prostokaty drugiego ciggu sg wieksze od prostokata
danego*). Prostokaty te majg pola:

A, b, 82D, @303 s (Ciag 1)
a, D\, @B, @ B3 e (Ciagli)

Ostatnie dwa ciagi wyznaczajg liczbe a/? (8 5), wiekszg od
liczb ciggu | (i od kazdej liczby mniejszej od ktérejkolwiek liczby
tego ciggu), a mniejszg od liczb ciggu Il (i od kazdej liczby

*) Pojecia,.prostokat wigkszy“ i ,prostokat mniejszy” sg znane z nauki

o réwnowaznosci wielobokow.
8))
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wiekszej od ktérejkolwiek liczby tego ciggu). Liczbe aft przyjmu-
jemy za pole prostokata danego. Pole danego prostokata jest
tedy mniejsze od pdl prostokgtdw o bokach wsp6tmiernych
z jednostkg, a mniejszych od bokéw danego prostokata,
a wieksze od pdl prostokgtdow o bokach wspdtmiernych z jed-
nostka, a wiekszych od bokéw danego prostokata.

Takim sposobem przyporzadkowaliSmy takze prostokgtowi
o bokach niewspdtmiernych z jednostka liczbe, zwang polem
prostokagta, rowng iloczynowi jego podstawy i wysokosci.









