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C2ESC 1L

Rachunek rézniczkowy.
ROZDZIAL V.

Pochodna i rézniczka funkcji jednej zmiennej.

Ustep |
SZYBKOSC WZRASTANIA FUNKCJI. POCHODNA.
%

§ 60. Badanie wzrastania funkcji zapomocg prob.

Przedmiotem analizy wyzszej jest badanie funkcyj. Pierwszem na-
suwajgcem sie tu zagadnieniem jest badanie, jakim zmianom podlega
zmienna zalezna, gdy zmienna niezalezna wzrasta lub maleje. Chcemy
znalez¢ metode badania, czy z wzrostem zmiennej niezaleznej funkcja ro-
Snie czy tez maleje i jaka jest szybkos¢ tych zmian. Uzywajac bowiem
rozmaitych wzoréw w fizyce, w technice i w innych naukach, poddajemy
jedne wielkosci zmianom i chcemy wiedzieé, jaki to ma wplyw na inne
wielkosci, zawarte w tych wzorach.

Zdawacby sie mogto, ze to zagadnienie da sie zawsze rozwigzac przy
pomocy bardzo prostych préb. A mianowicie chcac wiedzied, jak sie zmienia
funkcja y= f{x) w poblizu wartoSci x — x % obliczamy wartos¢ yl = f(xJ
tej funkcji dla x — xt a nastepnie obieramy jaka$ warto$¢ xa— xi -\-h
0 dodatniem h i obliczamy vy, = f(xt)= f(xt -f- h)\ jezeli wypadnie v,
wieksze od y,, to jesteSmy sktonni twierdzi¢, ze funkcja wzrasta w otocze-
niu x,. Nie wiemy jednak, jak wielki przyrost h zmiennej x nalezy obrac,
aby oceni¢ zachowanie sie funkcji w najblizszem otoczeniu punktu x = xx

Na jakie trudnosci natrafiamy przy takich prdbach, okaze nastepu-
jacy przykiad.

Zbada¢, czy funkcja:

y = x%—6001x -j- 11 003
wzrasta w otoczeniu punktu x = xXx— 3 z wzrastaniem x, czy tez ma-
leje. W punkcie xt— 3 ma ta funkcja wartosc:

y, = 3*—6001 <3+ 11003= 2

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 14
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WezZmy nieco wigksze x, np. xt — 31. Otrzymamy y2— 3T* — 6*001 «3*1-[-
+ 11*003 = 2*0099, a wiec y2>yi, 00 nas sklania do przypuszczenia,
ze funkcja wzrasta w otoczeniu xx— 3 z wzrostem Xx. Whniosek ten jest
jednak przedwczesny, albowiem funkcja moze sie zachowywac np. po-
dobnie jak funkcja, przedstawiona graficznie na fig. 70, t. j. przybiera¢
dla wielkich przyrostow zmiennej x war-
tosci y2 wieksze od y,, ale dla dostatecz-
nie matych przyrostbw wartosci y2<;yvy,.
Dotychczas zbadali$my tylko zmiane funk-
cji dla przyrostu o 01. Sprébujmy, jak
sie zachowa funkcja dla mniejszych przy-
rostow, np. dla h— 0*01, 0*001, 0*0001,
czyli dla x2= 3*01, 3001, 30001. Po wy-
konaniu rachunkéw otrzymamy odpowied-
nio: y2= 200009, 2, 1*99999991. Otrzy-
maliSmy wiec dla bardzo matych przyro-
stow warto$¢ ys < y,. To znowu skfaniatoby
nas do przypuszczenia, ze funkcja maleje w otoczeniu punktu x —xv
z wzrostem x (jak na fig. 70). Jednakze i teraz nie jesteSmy pewni, czy,
biorac jeszcze mniejsze przyrosty zmiennej x, nie otrzymamy przypad-
kiem znowu wartosci y2 wiekszych od y, (narysowac figure, odpowiada-
jacag takiemu zachowaniu sie funkcji!).
Widzimy zatem, ze nawet szereg mozolnych préb nie daje wystar-
czajacej odpowiedzi na postawione zagadnienie.

Niechaj czytelnik dla ¢wiczenia przeprowadzi podobne rozumowania:
1) dla. funkcji: y =  —8x -(-20 w punkcie &, = 3*8, biorac przyrosty 1, ™
0*4, 0%2, 0*1;

2) dla funkcji: y = X5—4*001Lx ’-)- 4*002x -)-3 w punkcie te, = 2, biorac przy-
rosty 01, 001, 0*001, 0*000L.

Wobec tego ujemnego wyniku badania przez wykonywanie préb za-
chodzi potrzeba obmyslenia jakiej$ metody, ktéraby pozwolita rozstrzygnaé
odrazu, czy funkcja wzrasta, czy tez maleje w otoczeniu dowolnego punktu.
Nie poprzestaniemy jednak na tej dos¢ ogdlnikowej wiadomosci, ze fun-
kcja wzrasta lub maleje, ale zapytamy jeszcze o to, jak szybko ona wzra-
sta lub maleje, t. j. w jakim stosunku rosnie y wzgledem x. Dodatnia
szybkos¢ zmiennosci bedzie oznaczata wzrastanie a ujemna malenie.

T° pojecie szybkosci wzrastania lub malenia funkcji odgrywa bardzo wazng
role w rozmaitych naukach. Tak np. nio wystarczy wiedzie¢, ze tor kolejowy sie
wznosi, lecz chcemy wiedzie¢, jak szybko sie wznosi czyli jaki jest jego spadek. Po-
dobne pytania nasuwajg sie przy badaniu wzrastania kapitatu, umieszczonego na pro-
cencie, przy wzrastaniu preznosci pary w kotle, przy wzrastaniu i maleniu natezenia
pradu elektrycznego, gdy wkgczamy i wykgczamy motory i lampki i przy wielu innych
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zagadnieniach przyrody i techniki. Podobnie wiedza statystyczna bytaby bardzo po-
biezna, gdyby nas pouczata jedynie, ze liczba ludnosci w dwoéch krajach wzrasta
z czasem, a nie prowadzita do poréwnania, ktéra ludno$¢ szybciej wzrasta.

8§ 61. Szybkos¢ wzrastania funkcji linjowej.

Intuicyjne pojecie ,szybkosci“ wzrastania lub malenia funkcji po-
staramy sie zastgpi¢ Scistg matematyczng definicja. Sprawa ta przedsta-
wia sie bardzo prosto dla zmian, odbywajacych sie proporcjonalnie, to
znaczy wedtug prawa:

y = ax

a wiec graficznie: wedtug linji prostej, przechodzacej przez poczatek
uktadu spotrzednych (zob. fig. 71) i nachylonej do osi x-6w pod katem a,
ktérego tangens wynosi a. Szybko$¢ wzrastania tej funkcji w dowolnym
punkcie x = xx badamy w nastepujacy sposéb. Dla x ~ x 1 otrzymujemy
y = yx= axj. Nastepnie posuwamy
sie do dowolnego punktu x2 i otrzy-
mujemy warto$¢ yt — axi.

Szybkos$cig wzrastania czyli spad-
kiem tej funkcji nazywamy stosunek
przyrostu rzadnej do przyrostu odcie-
tej, t. J.

Vt —yi
Xt —xt
Dla skrocenia oznacza sie rdznice
dwoch wartosci zmiennej x czyli jej
przyrost symbolem Ax, dla zmiennej za$ y symbolem Ay, a wiec kfadziemy:
X=X = A obec czego Wyt A
— Vi— Ayx | Xa AX,
Ten stosunek przyrostdw nazywamy ilorazem réznicowym.

Fig. 71.

Uwaga. Symbol d (grecka litera ,delta” z wielkiego alfabetu) jest tu skroce-
niem stowa ,differentia“ czyli ,réznica“. Nalezy pamieta¢ o tem, ze d nie jest tu czyn-
nikiem, lecz symbolem, podobnie jak ,sin*“ lub ,log“ w wyrazeniach sina:, loga:.

Chodzi wiec o warto$¢ wyrazenia:

v2 — »i = _ ax*— ax' = U— tga

X% —x1 Axt X2 —XX
Widzimy, ze ten stosunek ma dla funkcji y = ax warto$¢ stata: a, nie-
zalezng ani od xx ani od przyrostu Axly t.j. ani od punktu, dla ktérego
badamy spadek, ani tez od tego, jak wielki przyrost Axx dajemy zmien-
nej niezaleznej; wartos¢ ta jest réwna tangensowi kata nachylenia prostej
0 réwnaniu y — ax do osi a;-6w; nazywamy jg takze spadkiem lub spol-
czynnikiem kierunkowym tej prostej.

14*



212

Doszlismy wiec do nastepujacego wniosku:

szybkosé wzrastania funkcji y — ax jest liczbg statg, a wartoscig jej
jest spétczynnik a

Jezeli ta szybko$¢ a wypadnie dodatnia, to funkcja wzrasta z wzro-
stem x (prosta wznosi sie, kat a jest; ostry), jezeli za$ szybko$¢ a < O»
to funkcja maleje z wzrostem x (prosta opada, kat a jest rozwarty).

Ten spadek a wyraza sie w technice zwykle w procentach, t. j.
zapomocg utamka o mianowniku 100. Tak np. mdwiac, ze droga ma 4£°/0

41

spadku, stwierdzamy, ze a—tga = = 0045; prosta y= $x ma
szybko$¢ wzrastania §, a wiec jej spadek, wyrazony w procentach, ma
warto$¢ 40°/oj funkcja y — — "™ x jest malejgca a jej szybko$¢ wzrasta-
nia czyli spadek wynosi —  lub w procentach — 5°/0: prosta, przedsta-

wiajagca te funkcje, tworzy z osig x-6w kat a rozwarty, bo tg a jest ujemny.
Rozwazania te stosujg sie ogolniej do kazdej funkcji linjowej, t. j.
do funkcji:
y —ax -f-b
ktérej obrazem jest dowolna prosta nie prostopadfa do osi x-6w. Jej
rzedne w punktach xx,a2 majg wartosci-
yi= ax,+b

yt — axt-f- b
A wiec:

Vt ~ yi = aixt —xt) czyli = aAx,
Stad otrzymujemy na szybko$¢ wzrastania tej funkcji warto$é:

a wiec liczbe stata, tak samo, jak w poprzednim specjalnym przypadku.
Przyktady. 1) Z wzoru na droge przy ruchu jednostajnym:
s= ct
otrzymujemy na szybko$¢ wzrastania drogi wyrazenie:

a wiec szybkos¢ stala.
2) Z wzoru na dlugos¢ preta w temperaturze t:
h—ol"i"a0 — p~+¢pat

otrzymujemy na szybko$¢ wzrastania tej diugosci (z wzrostem tempera-
tury) wyrazenie:

Al, 1

At ~ °a
(a nazywamy spolczynnikiem rozszerzalnosci linjowej).
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3) Z wzoru na kapitat koincowy, powstaty z kapitatu KO, umieszczo-
nego na procent prosty p°/0 na n lat:

— Kgpn
Kn= Ka+ 100
otrzymujemy:

AK,, _K 0mp

An 100

jako szybko$¢ wzrastania tego kapitatu.

§ 02. Szybkos$¢ wzrastania dowolnej funkcji. Definicja pochodnej.

Powyzsza metoda badania szybkosci zmiennosci wystarcza dla funk-
cyj linjowych, t. j. fuukcyj, wyrazonych wzorem: y — ax-\-b a graficz-
nie linjg prosta. Jednakze prawa przyrody do$¢ rzadko dajg sie ujgé
w tak prosty wzor; bardzo czesto natomiast mamy do czynienia z roz-
maitemi inuemi funkcjami, jak np. przy proporcjonalnosci odwrotnej, przy
proporcjonalnosci do kwadratu, przy proporcjonalnosci do sinusa kata
i t. p. Obrazami graficznemi tych wszystkich innych funkcyj sg z reguty
linje krzywe. Wtedy juz sama intuicja wskazuje, ze spadek czyli szyb-
koS¢ wzrastania zmienia sie, ma rézne wartosci w zaleznosci od potoze-
nia punktu. Gdybysmy usitowali zachowaC definicje zapomocg ilorazu

réznicowego Ay, to spadek ten zalezatby nietylko od tego, ktéry punkt

linji krzywej bierzemy pod uwage, lecz takze od tego, jak wielkie przy-
rosty dajemy zmiennej niezaleznej. Tak np. juz dla paraboli o réwnaniu:

y = ax2
zauwazymy ten fakt z tatwoscia. | tak biorgc x, i xr= xt -f- Ax,, mamy:
Vi =
y, = afXi + Ax,)r
a wiec:
Ay, =¥1r —¥Y\—2ax1Ax1-f a(Ax,)2
skad:

Ax. = 2ax, 4- aAx.
Widzimy zatem, ze nawet przy stale obranem x| ten iloraz réznicowy
ma jeszcze warto$¢ zmienng, zalezng od wielkoSci przyrostu Axt.
Wobec tego staramy sie zbudowal nowa definicje szybkosci wzra-
stania funkcji czyli jej spadku a mianowicie taka, ktoratiy dawata war-
tos¢ tego spadku, niezalezng od wielkosci przyrostu Axu a ktoraby dla
funkcji linjowej dawata wyniki zgodne z poprzednia metodg. Bieg mysli,.
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prowadzacych do tej nowej definicji, wyjasnimy na nastepujacym pro-
stym przykfadzie liczbowym.
Chcemy okresli¢ szybko$¢ wzrastania czyli spadek funkcji:
y= 2x*—7

w punkcie *, — 3. Dajemy zmiennej kolejno rozmaite przyrosty coraz
mniejsze a mianowicie 4*, = 1 0'1, 0-01, 0001,..., t j. bierzemy ko-
lejno x2= 4,3-1,301,3001... Obliczamy odpowiednie wartosci ylt na-
stepnie przyrosty zmiennej zaleznej Ayl— y2—vy, i tworzymy kazdym

razem iloraz réznicowy 0% W zalaczonej tabelce znajdujemy te wszyst-

kie liczby. Widzimy, ze wraz

X y Ax " /:X zAxAtakze Ay dazy do zera, a ilo-

u _ _ . raz ™Y zmienia sie: dla przyrostu
4 25 1 14 14 Ax= 1 wynosi on 14, dla 01
31 1222 01 122 12-2 juz tylko 122, dla OOl jeszcze

301  11-1202 o-o0i 01202  12-02 mniej: 1202, zblizajac sie widocznie
3001 11012002 0001 0012002 12002 4O statej wartosci 12. Do tego sa-
mego wniosku doszlibySmy, biorac
ujemne przyrosty Ax i budujac
odpowiednig tabelke. tatwo oka-
zaé, ze ten iloraz dazy do gra-
nicy 12, gdy przyrost Ax dazy do zera. | tak dla x = xx— 3 i x —
= a2= 3 -j—Axy otrzymujemy

yx= 23 —7

* = 203+ 4*)«-7

; i i
3 1 0 0 ' 12

ft stad*
_ « * — Vi — 124%, + 2(4*)*
a wiec
M\ = 12+ 24%,
4X,

Graniczng wartoscig tego stosunku jest (na podstawie § 40, VI'):

g;t'lﬂirmjl/’\‘i: 12
(Do zrozumienia pojecia granicy potrzebna jest znajomos¢ wiadomosci,
zawartych w rozdziale 111, a w szczeg6lnosci w § 39). Otéz te granice

ilorazu réznicowego obieramy za miare prawdziwej szybkosci wzrastania
czyli spadku w punkcie xt= 3. Otrzymany wynik moznaby wypowie-
dzie¢ nastepujagcemi stowami: w punkcie *, = 3 zmienna zalezna y =
= 2xs—7 wzrasta 12 razy szybciej anizeli zmienna niezalezna x.
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To samo rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ ogolnie dla kazdego
punktu a mianowicie:

ti =2x1 —1
y2= 2{xt+ Ax,y —7
hi —y»—yi= 4x, Axx-f- 2(4;»,)*

hi i 9 e AYi
AX, 4x1-j- 2+AXi

lim p'A = 4x,
F->0AX,
Stad otrzymamy dla kazdego punktu inny spadek. OtrzymaliSmy wiec
z funkcji y — 2x%— 7 nowa funkcje: 4x, podajaca wielkos¢ jej spadku
dla kazdej wartosci x. Tak np. dla punktu xx— 4 szybko$¢ wzrastania

Ay

. wynosi 16. Wartos¢ — 14, ktdrg otrzymaliSmy w tabelce, biorgc przy-

rost Ax = 1 od punktu 3 do 4, mozna uwaza¢ za 'przecietny spadek po-
miedzy prawdziwym spadkiem 12 punktu poczatkowego a prawdziwym
spadkiem 16 punktu koncowego przedzialu (3,4). Podobnie wartos¢

p- = 122, otrzymana przy uzyciu przyrostu (M od punktu xx= 3, jest

przecietng pomiedzy 12 a 124 = 4 +3T.
Dla funkcji:
y — ax*

otrzymalismy iloraz réznicowy:
= 2axx+aAxy

a wiec jej szybko$¢ wzrastania w punkcie XX wynosi:
limpA — 2ax,

Widzimy, ze takie pojmowanie szybkosci wzrastania czyli spadku funkcji
prowadzi nas do wartosci niezaleznej od wielkoSci przyrostu a zaleznej
tylko od punktu x,, dla ktérego badamy spadek. Otrzymujemy zatem w ten
sposob z funkcji y = f(x) = ax2 nowa funkcje: 2ax zmiennej x. Te
nowg funkcje nazywamy pochodng funkcji y = f(x) ze wzgledu na
zmienng x i oznaczamy jg krétko symbolem:

y'= f{x)
Wartos$¢ tej funkcji w kazdym punkcie mozna uwazaé za miare szyb-

kosci wzrastania lub malenia pierwotnej funkcji: y — f{x) w tym punk-
cie. Te rozwazania prowadzg do nastepujacej ogolnej definicji.



Definicja pochodnej. Granice, do ktorej dazy stosunek przyrostu
zmiennej zaleznej do przyrostu zmiennej niezaleznej, gdy przyrost zmien-
nej niezaleznej dazy do zera, nazywamy pochodng tej funkcji (t. j. tej
zmiennej zaleznej) ze wzgledu na te zmienng niezalezna.

Jezeli za$ ten iloraz nie dazy do Zadnej granicy, to funkcja nie
posiada pochodnej.

Uwaga. Przy wyznaczaniu pochodnej nalezy uwzgledni¢ zaréwno dodatnie jak-
i ujemne przyrosty zmiennej niezaleznej. Pochodna we wiasciwym tego stowa zna-
czeniu istnieje tylko wtedy, gdy istnieje skonczona granica ilorazu Ay:Ax przy obu-
stronnemu zdazaniu przyrostu Ax do zera.

Gdy za$ istnieje tylko jednostronna granica skorficzona (por. § 45), to méwimy
0 pochodnej prawostronnej lub lewostronnej. Rozwaza sie tez niekiedy niewtasciwe
granice -f-00 lub —oo0 (por. § 47) i moéwi sie wtedy, ze pochodna (niewtasciwa) ma
wartos$¢ -|- oo lub —oo.

Pochodna f'(x) funkcji f(x) jest wiec okreslona nastepujgcym
wzorem:

@ y= 1= lim~,

Whyrazajac tu przyrost Ay funkcji gdy zmienna niezalezna zmienia sie
od x do x - Ax, wzorem f(x -j- Ax)—f(x), mozemy uzy¢ takze naste-
pujacego wzoru do okreslenia pochodnej:

f(x -f AX) —f(X)

(2) f'(x) = lim Ax

Jeszcze dogodniejszg forme tego wzoru otrzymamy, oznaczajac przyrost
Ax zmiennej niezaleznej krotko literg h:

(3) fx) = lim (X 4= M) —1(x)

Funkcje f(x), ktdrej pochodnag jest f'{x), nazywamy funkcja pierwotng
funkcji f'{x). Zastosujmy to pojecie do funkcji linjowej.
y= ax-(-b

ObliczyliSmy juz (na str. 212) stosunek przyrostu zmiennej zaleznej do
przyrostu zmiennej niezaleznej i okazato sie, ze:

a wiec jest liczbg stalg dla kazdego przyrostu Ax\ wobec tego takze
i granica tego wyrazenia dla Ax, dazacego do zera, jest liczbg stalg a
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(por. § 40,1). Widzimy stad, ze szybkos$¢ wzrastania (czyli spadek) funkcji
linjowej, obliczona nowg metodg, ma te samg warto$¢, co przy uzyciu
dawnej metody, a wiec stusznie mozemy uwazac te nowa metode za uogdl-
nienie dawnej.

W og6lnym przypadku iloraz réznicowy jest funkcjg zmiennej nie-
zaleznej x i przyrostu h = Ax, jak to np. mialo miejsce w przyktadach
omowionych na str. 215. Jezeli za$ ustalimy warto$¢ x, to iloraz rozni-
cowy jest funkcjg tylko jednej zmiennej h:

h

Badanie pochodnej dowolnej funkcji f{x\ w dowolnym punkcie, polega
zatem na badaniu granicy funkcji F(h), gdy h dazy do zera. Mamy tu
zatem do czynienia z zagadnieniem, ktére omowilismy juz obszernie w po-
przednich rozdziatach.

Dziat matematyki, poswiecony obliczaniu pochodnych rozmaitych
funkcyj i badaniu wiasnosci tych funkcyj przy pomocy pochodnych, na-
zywamy rachunkiem roézniczkowym.

Pochodzenie tej nazwy wyjasnimy niebawem.

8 63. Przyktady obliczania pochodnej wprost z definicji.

1) Obliczy¢ pochodng funkciji:
5

okre$lonej dla wszystkich x z wyjatkiem x — 0.
Tworzymy roznice:

..... - 5 5 bx—bx —bh bh
x(x -f- h) X 3-)- hx
Stad:
f{x + h) —f{x) 5
x 1-f- hx

Stosujgc do prawej strony twierdzenie o ilorazie granic (por. § 40, VIII'),
otrzymujemy:
limf(x + h)-gx) 5
ht0 h x|
Ta pochodna jest — podobnie jak pierwotna funkcja — okre$lona dla
wszystkich x z wyjatkiem x = 0.
Unega. Gdy x dazy do zera, to pierwotna funkcja posiada niewtasciwg prawo-

stronng granice -f 00 a niewtasciwg lewostronng granice —o0; natomiast pochodna
posiada dla x -*0 obustronng granice niewdasciwg —o0.
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2) Obliczy¢ pochodng funkciji:
y = Yx
okreslonej tylko dla nieujemnych x, t. j. dla x i5: 0.
lloraz roznicowy ma tu postac:

\x-\-h —\x

Licznik i mianownik mnozymy przez \x-\-h -\-\x, to, zakladajgc, ze
\h\ * x, a wiec ze takze otrzymamy:

B x-\-h —x 1 ,

M = hE#+ h£Vx)  Joc--h -f Yx

Stad:

- 1 1

y' =lim .

*40\x f-h-j- V2

Uwaga. Gdy x dazy prawostronnie do O, to funkcja pierwotna posiada prawo-
stronng granice skorficzong, a mianowicie 0; natomiast pochodna posiada dla 0 <»-+0
tylko niewtasciwg granice prawostronng: -j- oo. Dla samego punktu x = 0 funkcja
pierwotna jest okre$lona, ma w nim bowiem warto$¢ x = 0, natomiast pochodna jest
w punkcie x = 0 nieokreslong. Mamy tu wiec przyklad funkcji, ktéra jest w jakims$
punkcie okres$lona a nie posiada w nim pochodnej.

3) a) Zbada¢ w punkcie x = 0 pochodng funkcji, okreslonej dwoma

wzorami:
}//= xIsinX— dla a:x0
y=20 ., X=0
lloraz ro6znicowy ma dla tego punktu postac:
h3sini —0
[0+ A)-1(0) h i
h n
WspomnieliSmy juz (8 50¢), ze funkcja F(h)  hsin —dazy do zera,

gdy h—0.
A wiec:
y'(0) = |rl_+mthInn =0
b) Zbadajmy w punkcie x — 0 pochodng funkcji, okre$lonej dwoma
podobnemi wzorami:
y = xsinx— dla x ==0

y= o0 x=20
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lloraz réznicowy dla punktu x = 0 ma teraz postac:

/(0 -h A—/(0) [i8inA* ° _ 1
h “ h ~ ainh

Wiemy (por. 8§ 39, przyklad 6), ze funkcja i?( = sin nie dazy do

zadnej granicy, gdy h—=0, a zatem badana funkcja nie posiada pochod-
nej w punkcie x = 0. (Pdzniej przekonamy sie, ze dla wszystkich innych
punktow ta funkcja posiada pochodng).

W historycznym rozwoju matematyki do wprowadzenia pojecia po-
chodnej doprowadzity rozwazania nie arytmetyczne, lecz z jednej strony
geometryczne, z drugiej za$ mechaniczne i na nich wiasnie polegajg najwaz-
niejsze zastosowania rachunku rozniczkowego. Poniewaz te rozwazania
ilustrujg znakomicie konstrukcje tego pojecia, przeto zajmiemy sie tutaj
niemi nieco dokfadnie;j.

8 64. Geometryczna interpretacja pochodnej.

WeZzmy pod uwage dowolng linje krzywg o réwnaniu y = f(x)
(fig. 72). Chcemy okreslic spadek linji krzywej w punkcie A(xuyj).
Obierzmy na tej linji drugi punkt B(x2 y.). Spadek siecznej, taczacej
punkt A z B, ma warto$¢:
Vi~ 20 gyi
P= oy x, (Z\))/(i
W poblizu punktu A linja krzywa wznosi sie szybciej, anizeli sieczna
AB, a w poblizu punktu B powolniej. Wobec tego mozna uwaza¢ spadek
siecznej za przecietny spadek linji krzywej wzdluz tuku AB. Wezmy
teraz mniejszy przyrost Axj
zmiennej niezaleznej, to zna-
czy, obierzmy punkt B' blizej
punktu A anizeli punkt B.
Sieczna AB' zgadza sie lepigj
pod wzgledem spadku z linjg
krzywa, anizeli sieczna AB,
a wiec:

lepiej sie nadaje jako prze-

cietny spadek do ocenienia Fig. 72

szybkosci wzrastania funkcji

f(x) w punkcie A, anizeli spadek siecznej AB. Jezeli punkt B zbliza
sie z jednej lub z drugiej Strony do punktu A i dgzy do nakrycia sie
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z tym punktem, to w najpospolitszych przypadkach sieczna dazy do
pewnej granicznej prostej i to do tej samej prostej bez wzgledu na to,
z ktorej strony punkt B dazy do A. Te graniczng pfosta nazywamy prostg
styczng do linji krzywej w punkcie A. Spadek tej stycznej uwazamy za
spadek linji krzywej w tym punkcie czyli za miare szybkosci wzrastania
funkcji f{x) w punkcie A. Nazwijmy literg a kat stycznej z osig x-Ow,
to tga jest granica, do ktorej dazy spadek siecznej:

2= T2
Te wiasnie granice nazwalismy pochodng funkcji f(x) w punkcie x — «l.
Wiec:

4 jAaj) = tga

Stad wynika nastepujace twierdzenie:
warto$¢ pochodnej funkcji y — f(x) w jakimkolwiek punkcie x} réwna
sie spadkowi prostej stycznej w punkcie (x4 yt) do linji, przedstawiajgcej
te funkcje.
Uwaga. Jezeli spadek siecznej nie dazy do wihasciwej granicy, lecz
posiada niewtasciwg granice -j- co lub — 00, to nie znaczy to jeszcze, ze
dana linja krzywa nie posiada stycznej
w badanym punkcie, moze bowiem istnie¢
styczna prostopadta do osi a>6w: wtedy
istotnie spadek siecznej, t.j. tg/?, dazy do
-j- 00 lub — oo (por. fig. 73) a kat /? dazy
do a— 90°. Moznaby wtedy méwic, ze spa-
dek krzywej jest nieskoriczenie wielki,
albo, ze szybko$¢ wzrastania funkcji jest
w takim punkcie nieskonczenie wielka.
Réwnanie takiej stycznej ma postac:
X = a,
Na podstawie tego mozna poda¢ nastepu-
jaca definicje linji stycznej nieprostopadiej
do osi x-Ovr: jest to prosta, przechodzaca przez punkt A linji, podanej
rownaniem y — f(x\ a majaca spadek réwny wartosci pochodnej w tym
punkcie.
Réwnanie stycznej do linji y — f(x) w jej punkcie A(xLyl) ma
zatem postac:

() y —yl= /m(Hee—>I)
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lub krotko:
y — Vi =y'i{x — xi)

Punkt A(xi, yt) nazywamy punktem stycznosci.

Prostg, przechodzacg przez punkt stycznosci, a prostopadiy do stycz-
nej, nazywamy prostg normalng. Opierajac si¢ na znanym z geometrji
analitycznej warunku prostopadtosci dwoch linij prostych o spadkach
a, i 0, a mianowicie: a,a,-f- 1=0, otrzymujemy nastepujace réwnanie
normalnej:

(6)

0 ile styczna nie jest rownolegta do osi x-6w; w tym bowiem ostatnim
przypadku réwnanie normalnej ma posta¢ x = X, jako réwnanie prostej
prostopadtej do osi x-6w.
Z tych réwnan (5) i (6) mozemy ftatwo obliczy¢ odcinki stycznej
1 normalnej, siegajace od punktu stycznosci do osi x-6w i ich rzuty na
0§ x-6w (por. fig. 74). Odci-
nek AC— S nazywamy od-
cinkiem stycznej-, odcinek
AD = N odcinkiem normal-
nej, a rzuty: BC =PS na-
zywamy podstyczng, BD — P,,
podnormalng. Odcinki te wy-
stepuja nieraz przy dyskusji
linij krzywych.
Z roéwnania stycznej:
(5) oblicza sie odcinek OC
na osi x-Ow, kfadagc y = 0. Dostaniemy:

Podstyczng P, ma wartos¢ OC— 0B — x — xu a zatem

()

Z tego wzoru otrzymuje sie nietylko diugos¢ (t. j. wartos¢ bezwzgledna)
odcinka BC, lecz takze jego kierunek (znak).
Podobnie z réwnania normalnej: (6) otrzymujemy, kladac y — O:

*— —Viyi
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Ale:
X—z,= OD- 0B= —{OB— OD)— —DB — -f~-BD = Pm
a wiec:
®)
TeD odcinek Pn wynika z tego wzoru dodatni, jezeli punkt D lezy (tak
jak na fig. 74) po ujemnej stronie punktu B.

Odcinki stycznej i normalnej uwazamy zawsze za dodatnie. Obli-
czamy je z trdjkatéw prostokatnych ABC i ABD, a mianowicie:

9 S= W+ P}=lly?+ 4 = - VT+y?
© W+ Pr=liy?+ 8 g\lyii y
(10) N= \yi+ PI=VyT+W?= |y.l-vy+y?
Znaki: | | bezwzglednej wartosci sg tu potrzebne, albowiem yxi ~ n>og4

by¢ liczbami ujemnemi.

Z tych rozwazah widzimy, ze zar6éwno definicja prostej stycznej
do dowolnej linji krzywej jak i wyprowadzenie jej rOwnania wymagaja
wprowadzenia pojecia pochodnej. One tez doprowadzity Leibniza do
odkrycia rachunku rozniczkowego (w r. 1684 ogtosit Leibniz wyniki
badan w dziele p. t. ,Nova methodus pro maximis, minimis iiemque tan-
gentibils*). W starozytnosci i w wiekach S$rednich badano tylko styczne
do kota, elipsy, hiperboli, paraboli i spiralnej Archimedesa; kon-
strukcje stycznych do tych linij dadzg sie bowiem wykona¢ bez pomocy
pojecia pochodnej.

Przyktady, a) Styczna do krzywej, przedstawionej réwnaniem:

y — 2x2— 7
w punkcie = 3, yx= 11 ma réwnanie:
y - 11= 12(js—3)

albowiem pochodna tej funkcji w punkcie — 3 ma warto$¢ 12, jak to
obliczyliSmy na str. 214. Ogo6lnie, w punkcie x = xu y = yl styczna do
tej krzywej ma réwnanie:
y—yi=4*! [x—
albowiem y'— jak to obliczyliSmy na str. 215.
Dla paraboli o réwnaniu:
y —ax~
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styczna w punkcie A(xuyX) ma réwnanie:
y —yi—2ax1l(x—%*,)

albowiem y' = 2ax (zob. str. 215).
b) Hiperbola o réwnaniu:

5
Voox
ma spadek y' = —— (por. str. 217), a zatem styczna w dowolnym jej
punkcie A(x1yj) ma réwnanie:
y —¥i= — — xi)
Jej fodstyczna ma warto$¢ (wzér 7):
yl=
N
A

Stad wynika bardzo prosta konstrukcja stycznej w dowolnym punkcie A
tej hiperboli (fig. 75). Wykres$la sie rzedng AB tego punktu i od punktu B
odcina sie w kierunku dodat-
nim (dla prawej gatezi hiper-
boli, ujemnym za$ dla lewej)
BC — x1 Ten odcinek przed-
stawia podstyczng, zatem
prosta, tgczaca C z A, musi
by¢ styczng w punkcie A
c) Poda¢ konstrukcje
stycznej w dowolnym punk-
cie linji krzywej o réwnaniu:

© Ax=y=a"

gdzie njest liczbg naturalna.

Jest to parabola w-tego stopnia.

Sprébujmy oprze¢ konstruk-

cje na wiasnosci podstycznej,

podobnie jak w poprzednim przyktadzie. Do tego celu potrzebna jest po-
chodna tej funkciji.

Obliczmy najpierw':
f(x -f- h) — a(x -f- h)n

Z dwumiennego wzoru Newtona otrzymujemy:

(x4 = ape f-nhxn 16" D24+ ahtxhg
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Odejmujac:

f(x) — ax"

otrzymujemy na przyrost tej funkcji nastepujacy wzor:

f(x f- h) —f(x) — anhx"-"+ a " - g 3 -f-anh"~'x-(-ak"

Stad iloraz rdéznicowy:
[(*4-h)-f{x)

anxn 1-f- a #———hxn~i-\-... -f- anA"~a -(- ah"~'

Gdy h dazy do zera, to wszystkie wyrazy drugiej strony, poczawszy od

drugiego, daza do zera, zatem:

lim
f{>o h

= anar

A zatem pochodna funkcji y = axn wyraza sie wzorem:

(u)

y’= f(x) — anx"

Z wzoru (7) na podstyczng otrzymujemy zatem:

Vi
y\

aA *j
anx"l 1 n

Stad wynika nastepujaca konstrukcja stycznej do krzywej o rdwnaniu (c)

w dowolnym jej punkcie A (fig. 76).
Wykreslamy rzedng AB punktu A
dzielimy odcieta OB = x, na» row-
nych czesci i jedng takg cze$¢ odci-
namy od punktu B w Kierunku
ujemnym, gdy x, jest dodatnie (jak
fig. 76) a w kierunku dodatnim, gdy
xt jest ujemne. Koniec C tego od-
cinka taczymy z A\ prosta CA jest
styczng, przechodzaca przez punkt A
Na fig. 76 uwidoczniono te konstruk-
cje dla krzywej o réwnaniu y = x*

Z tych przyktadéw widzimy, ze
nawet nie znajgc ksztattu linji krzy-
wej, ktory moze by¢ nawet bardzo
zawily, nie znajac zadnych jej geo-
metrycznych  wiasnosci, mozemy
otrzymac z jej rdwnania drogg czysto

arytmetyczng linje styczng. Jest to najbardziej zasadnicze zastosowanie ra-
chunku roézniczkowego do geometrji.
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Inne zastosowania geometryczne omowimy w dalszych rozdziatach,
w 8§ 66 za$ podamy jeszcze jedng interpretacje pochodnej, a mianowicie
interpretacje mechaniczna.

8 65. Graficzne roézniczkowanie.

Jezeli funkcja jest podana graficznie w ukladzie spétrzednych pro-
stokatnych, to mozemy znalezé wykres funkcji pochodnej bez zadnych
rachunkow, przy pomocy dos¢ prostej konstrukcji geometrycznej. Kon-
strukcja polega na tern, ze warto$¢ pochodnej w kazdym punkcie jest
rowna spadkowi stycznej w tym punkcie:

y = ‘g«
Chcac wiec. znalez¢ rzedng y'(x) pochodnej w punkcie A na fig. 77, wy-
kreSlamy rzedng AB punktu A i styczng w punkcie A. Nastepnie odci-

namy na lewo od punktu B jednostke: CB — 1. Prosta CD, przechodzaca
przez C i rownolegla do stycznej, wyznacza swoim punktem przeciecia D
rzedng BD funkcji pochodnej.
Albowiem:
BD = CBetga= 1-y'

Te konstrukcje trzeba powtérzy¢ dla dostatecznie wielu punktow i otrzy-
ma sie w ten sposdb szereg punktow D, D\ D",... krzywej pochodnej, ktorg
oznacza linja kreskowana na figurze.

Jesli styczna tworzy kat rozwarty z osig ar-Ow, jak np. w punkcie
A' na fig. 77, to prosta CD' réwnolegta do stycznej przecina prostopadig
do osi z-6w pod osig, zgodnie z tem, ze pochodna ma, w tym wypadku
wartos¢ ujemna.

Aby unikng¢ nadmiaru linij pomocniczych na rysunku, modyfiku-
jemy konstrukcje w sposob nastepujagcy. Jednostke odcinamy stale tylko
raz na lewo od poczatku ukfadu (por. fig. 78) do punktu C i do kazdej

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 15
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etycznej wykresSlamy réwnolegla zawsze z tego samego punktu C. Punkty
przeciecia D,,D't... tych réwnolegtych z osig y-6w przenosimy nastepnie
po réwnolegtych do osi ar-6w do punktow lezagcych na odpo-
wiednich rzednych AB, A'B\ ...

Poniewaz zwykle trudno jest dokfadnie narysowaé styczng w da-
nym punkcie krzywej, przeto pomagamy sobie nastepujgca przyblizong

konstrukcja. Najpierw rysujemy dowolng prosta CD, a nastepnie wy-
kreSlamy réwnolegtg do niej sieczng MN, odcinajacg niewielki tuk krzy-
wej. srodek tego tuku ma styczng w przyblizeniu réwnolegta do MN
a wiec i do CD,. Otdéz ten Srodek obieramy za odpowiedni punkt A
krzywej pierwotnej.

8§ 66. Mechaniczna interpretacja pochodnej.

Pojecie pochodnej wprowadziliSmy poczatkowo na to, aby mierzy¢
szybko$¢ wzrastania lub malenia funkcji. Pojecie ,,szybkosci“ czyli ,,pred-
kosci“ jest jednem z podstawowych poje¢ mechaniki. Jezeli punkt po-
rusza sie po linji prostej ruchem jednostajnym, to predkoscig tego ruchu
uazywamy stosunek drogi do czasu, albo —co na jedno wyjdzie — sto-
sunek przyrostu drogi do przyrostu czasu. Przy ruchu jednostajnym ten
stosunek przyrostow ma statg warto$¢ c, niezalezng od tego, w ktérym mo-
mencie zaczynamy badac¢ droge i jak wielki jest przyrost czasu. Istotnie
Z wzoru:

s= ct

podajacego zwigzek drogi s z czasem t w ruchu jednostajnym, otrzymu-
jemy dla t,...sl =ctl, dla i,...s2= ct% a wiec:

— S Sym—c(/j —t,)— c*At, *



327

a stad:
ds,
Att—e
bez wzgledu na to, jakg warto$¢ ma i, i Atl.

Natomiast przy ruchach niejednostajnych po linji prostej stosunek
przyrostu drogi do przyrostu czasu zmienia si¢ ustawicznie, zalezy zaréwno
od czasu tu ktéry uptynat od chwili poczatkowej t— 0, jak i od dtugosci
czasu di, — 22—  w ciggu ktdrego ten ruch obserwujemy. Zobaczymy
to jasno w nastepujgcym szczegdtowym przykladzie. Niechaj zwigzek
przebiezonej drogi z czasem wyraza sie wzorem:

s — 40i — 5i*
Chcemy okres$li¢ predkos¢ w tym ruchu w chwili i, = 2. W tym celu
bierzemy pod uwage przyrost czasu np. o 1 sekunde, t.j. = 3 adi, ==
= ij —i, = 1. Odpowiednie drogi sg: s, = 402 —52*= 60 i s2=

= 40«3—5*3®= 75, a zatem przyrost drogi wynosi ds, = s2—s, = 15.
Stosunek przyrostu drogi do przyrostu czasu wynosi tu ds,: At,= 15:1= 15.
Te liczbe mozemy uwaza¢ za przecietng predkos¢ w czasie od t, = 2
do i2= 3, ale nie za prawdziwg predkos¢ w chwili i, = 2. Zobaczymy
bowiem, ze bioragc pod uwage krétszy przeciag czasu, a mianowicie di, —
— OT, otrzymamy inng predko$¢ przecietng, znacznie wiekszg od 15.
I tak obliczajac s2 s,, ds, dla
i, — 2, € — 21, otrzymamy

ds,:Atl = 19'5. W zataczonej t 8 A8 At ﬁf
tabelce zestawiono te rozmaite

wartosci dla przyrostow di,= 1, 2 60 — 1 16
OT, 001, 0001. Widzimy, ze 3 76 15 0-i 195
wraz z di, takze ds, dagzy do 21  61-96 1-95 001 1996
zera, natomiast iloraz ds,:di, 2-001 60-019995 0-019996 0001 19-995
zmienia sie, zblizajac sie do sta- 1 i
tej wartosci 20. 2 60 0 0 20

Okazemy, ze ten iloraz
nietylko zbliza sie do 20, ale
Scisle dazy do granicy 20, gdy di, dazy do zera. Utw6rzmy mianowicie:

s, = 4002 —5e2
ss= 402 + At)- 5(2+ dI)*

Stad
4«, = s2—s, = 40dt, — 20At, — 5d<J
ds, = 20di, — 5di,
a wiec:
ds, - 20—sdi,
iur
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Przechodza« do granicy dla di, ->0, otrzymujemy istotnie:
lim ~ =20

Otoz te graniczng warto$¢é tego ilorazu roznicowego uwazamy za praw-
dziwg predkos¢ (chwilowg czyli koncowg) tego ruchu w chwili tt — 2.
Obliczajgc ogolnie predko$¢ w dowolnej chwili t,, otrzymujemy

Al= 40(t1-M*,) — 40#, +&F? = 40di, —I0df, -i,
A1 = 40 - 10t - bAL,

a stad:
c&!,nlog\rl =40 — 10i,
Widzimy, ze predkosS¢ jest tu zmienna, dla kazdej chwili inna, jest funkcjg
czasu i. Np. w chwili i, = 3 predko$¢ wynosi 10. Predkos$¢ przecigtna 15,
ktéra otrzymalismy, biorgc przyrost czasu 1 sekundeg, jest istotnie $rednig
miedzy prawdziwg predkoscig 20 w chwili i, = 2, a prawdziwg pred-
koscig 10 w chwili = 3
Oznaczmy te predko$¢ chwilowg (czyli koncowa) literg v, to dla
ruchu, okre$lonego wzorem s= 40i —5f*, mamy v = 40 — 10i.
Poréwnujac konstrukcje tego pojecia z pojeciem pochodnej, widzimy,
ze: predkos¢ chwilowa jest pochodng drogi ze wzgledu na czas. Jest to za-
razem jedyna racjonalna definicja predkosci. A wiec predkos¢ nie jest
wprost stosunkiem drogi do czasu, lecz granica, do ktérej dazy stosunek
przyrostu drogi do przyrostu czasu, gdy przyrost czasu dazy do zera.
Ta granica nie zalezy juz od tego, czy przyrost czasu, liczony od chwili <t
jest wiekszy czy mniejszy, lecz zalezy tylko od czasu i,, ktéry uptyng! od
poczatku ruchu do chwili, w ktorej obserwujemy predkosc.
Ta droga wprowadzit pojecie pochodnej Newton w r 1671 nie-
zaleznie od Leibniza.
Stosujgc te same rozwazania do funkcji, przedstawiajacej predkosc,
a wiec do'
»= 1)
np. w naszym przypadku do v= 40— 10i, otrzymujemy nowe, réwnie
wazne w fizyce pojecie: ,przyspieszenia“
A mianowicie badamy przyrost Av predkosci i przyrost czasu At
a granice.
. Av
lim
Atxo At = *
nazywamy przyspieszeniem w chwili i. Przyspieszenie jest to wiec pochodna
predkosci ze wzgledu na czas. W naszym przykiadzie tatwo stwierdzi¢, ze:

g= —10
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jest wiec; liczbg stalg. Tak jednak by¢ nie mtisi. Dzieje sie to tylko w ru-
chach, ktére nazywamy jednostajnie przySpieszonemi lub opdZnionemi.
Gdyby droga s wyrazata sie funkcjg trzeciego stopnia lub jaka$ inng, bar-
dziej skomplikowang funkcjg (np. funkcjg trygonometryczng), to przyspie-
szenie wypadtoby zmienne i mielibySmy do czynienia z ruchem niejedno-
stajnie przys$pieszonym lub opdZnionym.

Te uwagi wystarcza, by zrozumiec, jak doniostg role odgrywacé musi
rachunek rézniczkowy w mechanice.

Uwaga. RozwazaliSmy dotyczczas jedynie ruchy, odbywajace sie po jednej linji
prostej. Przy badaniu ruchéw krzywolinjowych trzeba uwzgledni¢ oprécz wartosci
predkosci lub przyspieszenia takze ich kierunek. Aby uja¢ takie badania w dogodng
forme matematyczna, wprowadzono obok zwyczajnych wielkosci, bezkierunkowych
czyli skalarnych, takze wielkosci kierunkowe czyli wektory, okre$lono dziatania arytme-
tyczne dla takich wektoréw i opracowano takze dla tych wielkosci kierunkowych
analize matematyczna.

Tak np. przy ruchu po kole ze statg predkoscig (katowa) w kazdym punkcie kota
predko$¢ ma stata warto$¢, a kierunek jej jest styczny do kota. Predkosci w dwdch
punktach kota sa wiec réwne, jezeli je uwazamy za wielkosci skalarne, natomiast sg
rozne, jezeli je uwazamy za wektory. Analiza wektorjalna wykazuje, ze przy takim
ruchu jednostajnym po kole istnieje przyspieszenie (jest to pewien wektor, zwrécony
ku Srodkowi tego kota), jakkolwiek warto$¢ (skalarna) predkosci nie ulega zmianie,

Zasadnicze wiadomosci z rachunku wektorjalnego podajemy w osobnym rozdziale
przy koncu Il tomu niniejszego podrecznika

Na tern jednak nie konAczy sie rola rachunku rézniczkowego w fizyce
i w innych naukach, postugujacych sie matematyka. | tak np. w elektro-
technice zasadniczo wazng wielkoscig jest natezenie -pradu elektrycznego: i
(liczba Ampérow). Jezeli prad jest staty, jednostajny, to natezeniem jego
nazywamy ilo$¢ elektrycznosci, przeptywajacg w jednostce ezasu, a wiec
stosunek przyrostu ilosci elektrycznosci AQ do przyrostu czasu At, t j.

i= . Jezeli jednak prad jest zmienny, to definicja ta natezenia nie

wystarcza. Trzeba bra¢ przyrost ilosci elektrycznosci AQ, podzieli¢ go
przez przyrost czasu At i zbadaé granice:

lim

Te granice nazywamy natezeniem pradu w chwili t.

Jest to—jak widzimy— -pochodna funkcji Q(t) wzgledem czasu t
W nauce o cieple bardzo waznem pojeciem jest cieplo wtasciwe. W fizyce
elementarnej okresla sie ciepto wiasciwe jako iloS¢ ciepta, potrzebng do
podniesienia temperatury 1 kg jakiego$ ciata o 1°, czyli jako stosunek
przyrostu ilosci ciepta AQ w 1 kg ciata do przyrostu temperatury AT.
Talta definicja nie uwzglednia jednak tego, ze cialo ma w kazdej tem-
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peraturze inne ciepto wiasciwe. Scistg definicje ciepta wiasciwego: C(T)
otrzymamy, biorgc granice tego stosunku, a mianowicie:

a(7,)==ar" zf

Widzimy, ze znowu trzeba siegng¢ do pochodnej: cieplo wiasciwe jest
to pochodna ilosci ciepta (wprowadzonej do 1 kg ciata) wzgledem tem-
peratury.

Podobnie nasuwa sie pojecie pochodnej w spoBob zupetnie naturalny
przy S$cistych definicjach rozmaitych innych wielkoSci, wystepujgcych
w fizyce, w naukach przyrodniczych, ekonomicznych i t. p. Jest ono
niezbedne przy Scistem ujmowaniu wszelkich praw zmiennosci. Dlatego
to wszelkie glebsze badania naukowe, postugujace sie metodami matema-
tyki, muszg uzywa¢ wydatnie rachunku rdzniczkowego.

8 67. Warunek konieczny istnienia pochodnej.

Nasuwa sie pytanie, czy kazda funkcja posiada pochodna.

Okazemy, ze tylko funkcje ciggle (por. 8 49 i nast) mogg (lecz nie
muszg) posiada¢ pochodna.

Dowéd. Wyjdzmy z definicji pochodnej w punkcie x = a:

Iirrg +
# 1IN mV
Zbadajmy granice iloczynu: h e--------- | . Stosujgc twierdzenie o le-

essynie granic, otrzymujemy:

lim heR@ "M —Ha) _ iher@) = 0er@) = 0

czyli: a_»o
lim [/(a -f-h)—f{a)]= 0

a wiec:
lim f(a -f h) *=f{a)

Ktadac a-\-h —x widzimy, ze, gdy h-+0, to x—>a i odwrotnie, zatem;
Ll_g(}i f(x) = f{a)

to za$ dowodzi, ze funkcja jest ciggta w punkcie x — a.

W ten sposdb dowiedliSmy prawdziwosci nastepujgcego twierdzenia,
zasadniczo waznego dla catego rachunku rézniczkowego:

jezeli funkcja posiada pochodng dla jakiejkolwiek wartosci zmiennej
niezaleznej, to jest dla tej wartosci ciggta.
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Mozna takze wypowiedzie¢ to twierdzenie w nastepujgcej postaci:
koniecznym warunkiem istnienia pochodnej funkcji w jakim$ punkcie jest
ciggtos¢ tej funkcji w tym punkcie.

Okazuje sie jednak, ze ten warunek konieczny nie jest dostateczny,
to znaczy: nie kazda funkcja ciggta posiada pochodng. Najprosciej wy-
niknie to z nastepujgcych przyktaddw.

Przyktady. 1) Funkcja, przedstawiona graficznie na fig. 73 (str. 220),
jest wszedzie ciggla, a mimo to w punkcie A nie posiada pochodnej.
Gdyby np. pugkt A miat spétrzedne: x — 2, y — 1, to taka funkcjg by-

taby np. y = \x — 24+ Funkcja ta nie ma pochodnej w punkcie A,
jak to pdZniej okazemy. Tutaj nieistnienie pochodnej polega na tern, ze
styczna w punkcie A jest prostopadta do osi z-6w, a wiec jej spadek jest
nieskonczenie wielki.
2) Funkcja:
y = WX\

ktérej obraz graficzny przedstawiono na fig. 79 (por. tez str. 10), jest
wszedzie ciggla, nawet w punkcie

*= 0. Pomimo to funkcja ta nie po-

siada pochodnej dla x — 0, bo iloraz

roznicowy dazy tam do innej granicy,

gdy Ax dazy do zera z prawej strony

a do innej, gdy Ax dazy do zera

z lewej strony, a mianowicie:

i lim '£ = ¢ 1
91 PR e LU
A wiec ¢Y nie posiada w punkcie

of=0 granicy obustronnej, a to znaczy, ze pochodna nie istnieje w tym punkcie.

Takie punkty zatamania funkcji ciggtej, zwane punktami katowemi,
spotykamy niejednokrotnie. Podobne punkty spotykamy np. w cykloidzie
(por. str. 78, fig. 48) dla x = 2an, 4an,...

Oprécz pojecia zwyczajnej pochodnej okazuje sie pozytecznem wpro-
wadzenie takze pochodnej jednostronnej, podobnie jak przy pojeciu gra-
nicy funkcji. | tak pochodng prawostronng w punkcie x==a nazywamy
granice prawostronna:

ir,, fla-\-h) —f(a)
AN T 3 ---------- = I+(«)
a pochodng lewostronng nazywamy granice lewostronng:

lim /T <) —f(a)

vh n /:(«)
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Tworzenie takich jednostronnych pochodnych jest potrzebne zwlaszcza
wtedy, gdy zakres istnienia funkcji konczy sie wjakims$ punkcie x = a,
lub gdy ciggtos¢ funkcji ustaje w jakim$ punkcie, ale tak, ze funkcja
jest w nim albo prawostronnie ciggta albo lewostronnie ciggla (jak np.
w funkcji y — C(x\ por. str. 11, fig. 4 i § 52,4, 8 35, 1). W naszym
przyktadzie y = |x| mamy w punkcie x — 0 prawostronng pochodng -{- 1
rézng od lewostronnej pochodnej — 1 i to powoduje nieistnienie pochod-
nej w zwyktem tego stowa znaczeniu. Zwyczajna pochodna istnieje bo-
wiem tylko wtedy, gdy prawostronna pochodna jest réwna lewostronne;.
3) Zupetnie odmiennej natury przyktad funkcji ciggtej, nie posia-
dajacej pochodnej w jednym punkcie, spotykamy w funkcji ciaglej, okre-
$lonej wzorami:

y = xsin— dla x3=0

y=0 n x=°

(por. przyktad 3b na str. 218). Tutaj nieistnienie pochodnej dla x= 0
polega na tem, ze przy punkcie x = 0 zageszcza sie¢ nieskoriczenie wiele
faglowan, ktérych amplitudy zanikajg wprawdzie, ale kierunki wahajg sie
ustawicznie pomiedzy — 45° a -f- 45° (spadki zatem wahajg sie pomie-
dzy —lal).

Uwaga. Dla tej funkcji istnieje tylko jeden punkt, w ktdrym funkcja nie po-
siada pochodnej, pomimo ze jest ciggta, Mozna jednak zbudowac takze podobne funkcije,
gdzie te wyjatkowe punkty zageszczajg sie dowolnie. Zbudowano nawet takie funkcje,

ktore sa w kazdym punkcie ciggte a w zadnym punkcie nie posiadajg pochodnej. Pierwszy
przykfad takiej funkcji podat matematyk niemiecki W eierstrass.

Ustep II.

ROZNICZKA | JEJ ZASTOSOWANIE.

8 68. Definicja rdzniczki.

Pochodna oddaje bardzo cenne ustugi przy badaniu przyrostu funkcji.
Juz w elementarnej matematyce przywyklismy uwaza¢ przyrost funkcji,
odpowiadajgcy matemu przyrostowi zmiennej niezaleznej, za -proporcjonalny
w przyblizeniu do przyrostu zmiennej niezaleznej. Tak np. przy uzywaniu
tablic logarytmicznych obliczamy poprawke, t. j. przyrost logarytmu,
mnozac przyrost zmiennej niezaleznej, liczony od jakiej$ liczby a do
a-£h, przez roznice tablicowg log(a-j-1) — loga, statg dla catego prze-
dzialu (a,a-f-1), t. j. dla wszystkich przyrostow 0 <[hA<jl; popetniamy
przytem niewielki biagd. Podobnie postepujemy przy interpolacji innych
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tablic, np. tablic funkcyj trygonometrycznych, ich logarytméw, tablic
kwadratow, pierwiastkow i t. p.

Oznaczmy reszte dodatnia +tub ujemna, opuszczong przy takiej
przyblizonej interpolacji, czyli blad popetniony przytem, znakiem r(A).

Przyrost dowolnej funkcji przedstawiamy zatem przy uzyciu takiej
proporcjonalnej interpolacji w postaci:
(A) Ay = f{a-\- A—f(a)= C*A-fr(A)
przyczem C jest liczbg statg, t. j. niezalezng od A

Jezeli badana funkcja jest ciggta w punkcie a, to przy A dazacem
do zera, takze Ay dazy do zera, a wiec i Ay— Ceh, czyli blad r(A), dazy
do zera wraz z A

Taka interpolacje mozna geometrycznie wyjasnic w nastepujacy
sposob.

Niechaj linja | (fig. 80) be-
dzie obrazem funkcji f{x). Gdy x
zmienia sie od a do a-f-A to
prawdziwy przyrost funkcji wy-
nosi EB — Ay. Zamiast tego zmie-
niamy y proporcjonalnie do A
a wiec posuwamy sie, zamiast po
krzywej /, po prostej p.

Gdy x zmienia sie od a do

to punkt, posuwajgcy sie

po prostej p, wznosi sie 0 odcinek
ED — C+A a wiec popetniamy
btad DB = r(A). Stata C oznacza
spadek prostej p, to znaczy C==tg/?.

Statg C mozemy obiera¢ wtym
wzorze (A) zupetnie dowolnie, a wiec niekoniecznie tak, aby C bylo
rowne roznicy tablicowej. Ot6z obierzmy te statg tak, aby biad r(h) da-
zyt do zera w wyzszym stopniu, anizeli A (o stopniach zdazania funkcji
do zera mowilismy w § 42). Zadamy zatem, aby nietylko r(A) dazyto

do zera, lecz takze, aby iloraz: dazyt do zera, gdy Adazy do zera.

Zobaczymy., ze to zadanie da sie zawsze spetni¢, gdy funkcja f(x) po-
siada pochodng w badanym punkcie x — a. Przedstawmy mianowicie
wzor (A) w postaci:
f(a-f A —f(a) r _ r{h)
h C~ h
Zatdzmy, ze istnieje pochodna /'(a). Przechodzac po obu stronach tej row-
nosci do granicy, otrzymamy:



234:

Chcac wiec uzyskaé

nalezy obrac:
0 —f'(a)

Witedy ta cze$¢ przyrostu funkcji, ktdra jest proporcjonalna do przyro-
stu k zmiennej niezaleznej, przedstawi sie w postaci:

f(a) «h

a pozostata resztar(h) dazy¢ bedzie do zera w wyzszym stopniu anizeli
pierwszy. Wzor (A) przyjmie wéwczas postac:

(B) f(a+ h)-na)=f\a)h + r{h)

Obranie w ten sposob statej C oznacza, jak to zobaczymy w nastepnych 8§,
posuwanie sie po linji stycznej, przechodzacej przez A (linja kreskowana
na fig. 80), zamiast po dowolnej prostej p.

Uwaga. Wartos¢ C—f ’(a) jest odmienna od roznicy tablicowej. Gdybysmy za C
wzieli réznice tablicowa, jak to czynimy zwykle przy interpolacji tablic, to btgd r(h)
dazytby wtody do zora tylko w pierwszym stopniu. Dla matych przyrostdw h uzycie
statej C= f'(a) jest korzystniejsze, natomiast dla wielkich przyrostéw h, t. j. np. dla
przyrostow bliskich 1 w tablicach, w ktérych odstepy sasiednich wartosci zmiennej
niezaleznej wynosza 1, korzystniejszem jest zwykle uzycie réznicy tablicowej.

Poniewaz iloczyn f'(a) «h jest przyblizong warto$cig rdznicy f(a -j-
h) —f(a), przeto nazwano go rozniczkg funkcji w punkcie x = a dla
przyrostu h.

Po tych objasnieniach zrozumiatg bedzie uzytecznos¢ nastepujacej
definicji.

Definicja rézniczki. Rdzniczka, funkcji nazywamy iloczyn a pochod-
nej tej funkcji i z dowolnego przyrostu tej zmiennej niezaleznej, wzgledem
ktdrej obliczono pochodna.

Rézniczke funkcji y — f(x) oznaczamy symbolem dy lub df(x),
a wiec rézniczka jest zdefiniowana nastepujagcym wzorem ogdlnym:

(12) dy — y' *Ax
czyli:
(13) df{x) =sf'(pc) *Ax — f'(x) *h

Przyrost h Uwazamy tu-za zmienny, lecz niezalezny od @
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Istnienie rozniczki jest zatem nierozlgcznie zwigzane z istnieniem
pochodnej: jezeli funkcja posiada pochodna, to posiada takze rézniczke
i odwrotnie, jezeli funkcja posiada rozniczke, to posiada takze pochodna.
Wobec tego zamiast mowic: ,funkcja posiada pochodng”“ moéwi sie takze:
»funkcja jest rozniczkowalnau; zamiast moéwic: ,,obliczy¢ pochodng funkcji“
mowimy takze ,,zrdzniczkoiea¢ funkcje“. Z tego tez powodu nazywamy ten
dziat matematyki, ktérego przedmiotem jest nauka o pochodnych, rachun-
kiem rozniczkowym.

Wz6br (12) przedstawia sie zwykle w innej postaci, bardziej jedno-
litej pod wzgledem oznaczen. Opieramy sie na tem' ze pochodng funkcji
y= X jest y'= 1 Wobec tego rozniczka tej specjalnej funkcji (przed-
stawiajgcej sie graficznie jako prosta, nachylona pod katem 45® do osi
Xx-0w) ma wartos¢ dy = dx = 1<Ax. A wiec:

Ax = dx
%
wobec czego mozemy napisa¢ wzor (12) w postaci:

(14) dy = ydx

i w tej postaci wzlr ten bywa najczesciej uzywany.
Z tego wzoru otrzymujemy nastepujace, nowe przedstawienie po-
chodnej :

(15)

Prawg strone tego wzoru czytamy zwykle: rdy wzgledem dxu. Pochodna
jest wiec ilorazem z rozniczki zmiennej zaleznej i rézniczki zmiennej nie-
zaleznej. Stad pochodzi czesto uzywana nazwa pochodnej, a mianowicie
nazywamy ja niekiedy: ilorazem rozniczkowym. Nalezy ja jednak doktad-
Ay

ni« odréznia¢ od ilorazu rdznicowego: Az

Jakkolwiek przedstawienie pochodnej w postaci ~ jest czesto bar-

ime dogodne, to jednak nie moze ono stuzy¢ do definicji pochodnej: aby
bowiem zdefiniowa¢ dy, musieliSmy sie juz oprze¢ na gotowej definicji
pochodnej.

Uwaga. Dawniej sadzono, ze rozniczki sg jakiemis wielkosciami odmiennemi od
zwyktych liczb, a mianowicie t. zw. wielkosciami ,,nieskofczenie mateml“, co miato
oznacza¢ wielkosci mniejsze co do bezwzglednej wartosci, od kazdej liczby a przeciez
nie rowne zeru. W dzisiejszej zarytmetyzowanej matematyce uwaza sie za niewkasciwe
takie pojmowanie rézniczki. Rozniczka danej funkcji f(X) jeBt bowiem dla kazdej danej
wartoéci X i h $ci§le okreslong skoriczona liczba, kt6rg mozna zupetnie doktadnie uwi-
doczni¢ na graficznem przedstawieniu funkcji, jak to zaraz zobaczymy.
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8 69. Geometryczne przedstawienie rézniczki.

Niechaj linja | (fig. 81) bedzie obrazem graficznym funkcji roznicz-
kowanej y = f(x). Chcemy uwidoczni¢ na rysunku rézniczke tej funkcji
dla wartosci x zmiennej niezaleznej
i dla przyrostu Ax. W tym celu wy-
kreSlamy rzedoe, nalezace do odcie-
tych x i x -\- Ax. Przez punkt A
0 odcietej x wykreslamy styczng do
linji 1 i prosta AD rdéwnolegly do
osi *-0w az do przeciecia sie z rzed-
ng, nalezacg do odcietej x -f- Ax, lub
z przedtuzeniem tej rzednej. Diugosc
odcinka DC, zawartego miedzy tg
prosta AD a styczna, przedstawia roz-
niczke funkcji f(x) dla wartosci x
1 dla przyrostu Ax.
Albowiem z tréjkata ADC otrzymujemy:

DC= tgasAD = y *AX
a wiec wedtug definicji rozniczki (por. wzér 12) jest:
DC — dy

Rozniczka jest wiec roznicg miedzy rzedng stycznej w punkcie o odcie-
cietej x A x a rzedng stycznej (a zarazem linji I) w punkcie poczatko-
wym, o odcietej x. Jest to wiec istotnie skonczona, S$ciSle oznaczona
wielkos¢.

Prawdziwy przyrost: Ay funkcji, czyli rdznica miedzy rzedng
linji 1 w punkcie B a rzedng tej linji w punkcie poczatkowym A, jest
rowna odcinkowi DB. Blad (reszta) r, wynikajagcy z zastgpienia prawdzi-
wego przyrostu rozniczka, jest przedstawiony odcinkiem CB.

WykazaliSmy, ze biad r dazy do zera, gdy przyrost Ax zmienngj
niezaleznej dazy do zera i to w takim stopniu, Ze nawet stosunek r:Ax
dazy do zera. Jest to bezwzgledny bigd przyrostu Ay. W zastosowaniach,
a szczeg6lnie w rachunkach przyblizonych, o wiele wazniejszy jest biad
wzgledny, to znaczy stosunek btedu bezwzglednego do prawdziwej warto-
§ci. W naszym przypadku btad wzgledny wyraza sie wzorem r.Ay (na
fig. 81 jest to stosunek CB: DB). Okazemy, ze naogdt nietylko bad bez-
wzgledny, lecz takze btgd wzgledny dazy do zera, gdy zastepujemy praw-
dziwy przyrost rézniczkg. Dzieje sie to mianowicie zawsze wtedy, gdy
pochodna w punkcie A jest r6zna od zera, a przyrost Ay nie staje sie
zerem nigdzie w otoczeniu punktu A-
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Mamy bowiem:

r_ Ay—dy_ j _dy= j_ y-AXx
Ay Ay Ay Ay Ay
AX
Stad

(;>I>'E10Ay o 1_y —0

Jezeli za$§ pochodna w badanym punkcie jest zerem, to bfad wzgledny
nietylko nie dazy do zera, lecz ma mozliwie najwieksza warto$¢, a mia-
nowicie 1 istotnie wtedy dy — y'-Ax = 0* Ax= 0 a wiec r—Ay—dy —
— Ay a stad r:Ay — 1

Jest to jasnem, jak wida¢ z przedstawienia geometrycznego. Jezeli
bowiem pochodna w punkcie A jest zerem, to styczna jest rownolegta do
osi x-6w i punkt C nakrywa sie z punktem D a zatem CB— DB i sto-
sunek CB:DB— \. Wtedy rdzniczka nie nadaje sie¢ dobrze do przybli-
zonego przedstawienia przyrostu funkcji, btad bowiem zawiera w sobie
catkowity przyrost funkcji, jest poprostu réwny temu przyrostowi.

W jednym z dalszych rozdziatow zajmiemy sie doktadniej bada-
niem biedu (reszty) r(h) i podamy jeszcze bardziej pozyteczne wzory na
przyrost Ay = f(a -f- h) —f(a) funkcyj rdzniczkowalnych

8 70. Zastosowanie rozniczki w rachunkach przyblizonych.

Wiasnosci  rozniczki znajdujg zastosowanie w rozmaitych rachun-
kach przyblizonych, jak zobaczymy z nastepujacych przyktaddw

1) Znajagc warto$¢ funkcji dla x — a, znalez¢ przyblizong warto$¢
tej funkcji dla x = a-f-h. Np. funkcja y = x2 ma dla x = 45 warto$¢
2025 (wzietg np. z tablic kwadratow), obliczy¢ jej wartos¢ przyblizong
dla x — 4b3. Woystarczy obliczy¢ przyrost tej funkcji dla przyrostu
h=0'3 zmiennej niezaleznej. Przyblizong warto$cig tego przyrostu jest rdz-
niczka: y' «h. Pochodng y' funkcji x* jest 2x (por. np. wzér 11, $tr. 224),
a wiec dla x — 45 otrzymamy: y' — 2 +45= 90, zatem rozniczka dy =
= y'-}i=:90-03,= 27 Wobec tego z wzoru f(a A-h)— f(a)-\—¥'(a)-,h-\-

r(h) otrzymujemy-

(45-3)* = 45%+ 27 + 1(0-3) = 2025 + 27 -f r(03)

czyli w przyblizeniu: (45 3)8fe 2052

Doktadng wartoscig (45'3)s jest 205209, a wiec btad r(0°3) wynosi
w tym wypadku tylko 0-09. Uzywajac za$ zwyczajnej interpolacji, przy
pomocy réznicy tablicowej, otrzymalibysSmy 2052 3, a wiec znacznie wiek-
szy biad: 021
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2) Jezeli wartosci zmiennej niezaleznej w tablicach jakiej$ funkcji
majg odstepy 1, to rdéznica tablicowa wynosi

4= J(<*+ 1) —f(a) = 1lef'(a) + r(l)
czyli w przyblizeniu:
' 4= fla+ 1) —f(a)xf(a)

A zatem rdznica tablicowa réwna sie w przyblizeniu pochodnej dla war-
tosci mniejszej: x — a,

Jezeliby odstepy zmiennej niezaleznej byty odmienne od jednoetki
i wynosity np. i« to mielibySmy:

¢ fta + g -m xr{a)
ic K

Przy pomocy tych wzoréw mozna znalez¢ przyblizone warto$ci pochodnej
funkcji, ktora jest przedstawiona tabelarycznie. Jest to najprostszy sposob
przyblizonego rézniczkowania liczbowego czyli numerycznego réznicz-
kowania.

Tak np. uzywajac tablicy funkcji y — x i, oméwionej w poprzednim
przykladzie, otrzymalibySmy na pochodng tej funkcji w punkcie x — 45
przyblizong warto$¢:

y'k A= (45-f 1)*—45*= 2116 —2025= 91
zamiast dokladnej wartosci y'— 2*45=90.
3) Jezeli obliczamy warto$¢ jakiej§ funkcji przy pomocy wartosci

zmiennej niezaleznej, obarczonej jakim$ bledem, to oczywiscie wartosé
funkcji bedzie tez obarczona biedem:

ffa+ h)-f(a)
Ot6z wielko$¢ tego biedu mozna oceni¢ w przyblizeniu zapomocg réz-
niczki:
f'{a) «h

Tak np. chcemy obliczy¢ uzywajac do. tego celu wartosci n «3*14
zamiast doktadnej wartosci n = 3-1415926535...; popetniamy zatem
w zmiennej niezaleznej btad:

h= 314 - 314159265... = —00015926...
Chodzi nam tutaj o warto$¢ funkcji:
y = \x

ObliczylisSmy juz pochodng tej funkcji (por. str. 218, przykiad 2) i otrzy-
malismy :



239

y== 2N
Wobec tego:
VZTh-\fc=h Ejplé + "u)
Bioragc a= n, h= —0*00159 ..., otrzymujemy:
_ —000159... 000159...
[/314 —\n = \n 21-77.. 000045...

Stad widzimy, ze btad wystapit tu dopiero na cztcartem miejscu po kropce
dziesietnej. O ile wiec nam chodzi np. o 3 cyfry po kropce doktadne,

to wystarczy oblicza¢ [/314 zamiast doktadnie \n.
Wartosci obu tych pierwiastkow, obliczone dokladnie do 6 miejsc
dziesietnych, wynosza;

[/314 = 1772004 \n = 1772454
a wiec istotnie btad wynosi 000045...



ROZDZIAL VI.
Ogdlne reguty rézniczkowania funkcyj jednej zmiennej.

§ "Tl. Pochodna statej.

Rozpoczniemy systematyczny rachunek rézniczkowy od obliczenia
pochodnych najprostszych funkcyj.
Przedewszystkiem obliczymy pochodng funkcji:

y—¢c
t.j. funkcji, majgcej statg warto$¢ dla wszystkich wartosci zmiennej nie-

zaleznej x.
Poniewaz tutaj f(x) = ¢ i f(x -f h)y—c, przeto iloraz rdznicowy

fix + h)— f{x) c—c_ n
h h U

ma stale warto$¢ zero, a wiec i granicg tego ilorazu jest zero, t. j.
y'=0
Stad otrzymujemy nastepujgce twierdzenie.
I. Pochodna funkcji y = c jest zerem.
Jest to oczywistem, jak widaé z graficznego przedstawienia tej

funkcji zapomoca prostej réwnoleglej do osi x-6w w odstepie c. Spadek
tej prostej czyli tg a jest bowiem wszedzie réwny zeru.

§ 72. Pochodna funkcji y —X.

Il. Pochodng funkcji:
y=X
jest:
v 1
Wynika to odrazu z graficznego przedstawienia tej funkcji zapo-
mocg linji prostej, tworzacej z osig a>0w kat 4° Spadek jej, réwny po-
chodnej, wynosi bowiem tg45°=1.
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Do tego samego wniosku dochodzimy, uzywajgc arytmetycznej de-
finicji pochodnej, a mianowicie dla y = f[x) — x jest:

f{x+ h)= x -f-h, f(x) —x
a wiec
f{x A-h) —fix)_x-\-h —x __ ,
h “ h —1

Przechodzac do granicy, otrzymujemy:

F(x) = “gbflx -f h%—f{x) 1

Z tych dwoch funkcyj mozemy przez dodawanie, odejmowanie, mnozenie
i dzielenie utworzy¢ kazdag funkcje wymierng (np. dowolny wielomian,
dowolng funkcje utamkowa wymierng). Jezeli zatem poznamy ogdlne re-
gulty na obliczanie pochodnej sumy dwdéch funkeyj, réznicy, iloczynu
i ilorazu, to bedziemy mogli obliczy¢ pochodng kazdej funkcji wymier-
nej odrazu zapomocg tych regut, nie uciekajgc sie juz do definicji po-
chodnej. Zajmiemy sie wiec obecnie wyprowadzeniem tych ogdlnych
regut, ktdre beda przydatne wogdle dla wszystkich funkcyj rézniczkowa-
nych, nietylko wymiernych.

§ 73. Pochodna sumy | rdznicy.

Niechaj dwie funkcje f{x) i g(x) posiadajg pochodne. Chcemy obli-
czy¢ pochodng funkcji:

F[x) = f(x) + 9(x)
Aby utworzy¢ te pochodng, tworzymy najpierw iloraz roznicowy:

Fix-f-h)—F() f{x+ A+ gx+ h)—Hx) —a(x) _
h h

f{x -|-h)—f{x) , g(x-\-h) - glx)
— h + h

Stosujac do prawej strony twierdzenie o sumie granic funkcyj (por. § 40,
Tw. VI, otrzymujemy:

Fix) = r(x) A-g'{x)
Ten wzdr mozna takze zanotowaC w postaci:

(16) if{x) + 9(X))' = F'(x)+ 9(x)

Rachunek rézniczkowy, i catkowy. 16
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Stad wynika twierdzenie:

Il Pochodna sumy dwdch funkcyj rdzniczkowalnych réwna sie sumie
pochodnych tych funkcyj.

Tak samo dowodzi sig, ze pochodna réznicy dwoch funkcyj réznics-
kowalnych réwna sie roznicy pochodnych tych funkcyj, t. j. ze z

F(x) —fix) —9(x)

wynika

F'(x) = f(x) - 9
czyli:
A7) (Hx) —of¥)' = F(x) —g'{x)

Mnozac obie strony wzoru (16) przez r6zniczke dx zmiennej nie-
zaleznej, otrzymujemy rozniczki funkcyj: F(x), f(x) i g(x) a stad naste-
pujacy wzor rozniczkowy:

(f(x) f- g(x))'dx — f'(x)dx -f- g'(x) dx
czyli:

d(f(x) + g(x)) = df(x) + dg(x)

Podobnie z wzoru (17) otrzymujemy.

d[f(x) —g{¥) = df(x) —dg[x)

Rézniczka sumy (réznicy) dwoch funkcyj rézniczkowalnych réwna sie
zatem sumie (réznicy) rézniczek tych funkcyj.
Zastosujmy twierdzenie o pochodnej sumy do specjalnego przypadku,
gdy jeden z dodajnikéw jest liczbg stalg, np. g(x) — ¢
Jezeli:
y= 9+ e

y=f\x) 0 czyli y —f(x)

to.

Stad widzimy, ze przy tworzeniu pochodnej state dodajniki odpadaja.
Dwie funkcje, réznigce sie tylko o statg liczbe, majg zatem réwne pochodne.

Stad wynika, ze jakkolwiek rozniczkowanie, o ile jest wogole wy-
konalne, jest dziataniem jednoznacznem, t. j. prowadzacem do jednego
Scisle okreSlonego wyniku, to zadanie odwrotne: wyznaczanie dla danej
funkcji pochodnej jej funkcji pierwotnej nie jest jednoznacznie okre$lone.
Jezeli bowiem f(x) jest fuukcja pierwotng wzgledem f\x), to takze f(x)A-c,
przy dowolnem c, jest funkcjg pierwotng tej samej funkcji f'(x).

Przyktady. Funkcje x, x -f-5, x —3, x -|- 2, X —n majg wszyst-
kie wspdlng pochodng réwng 1
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Wz6r (16) uogolnia' sie z fatwoscig (np. przy pomocy indukcji zu-
petnej) na dowolng, skoriczong liczbe dodajnikdéw. To znaczy, ze pochodng
funkciji:

F{X)= /,(*)+ U®) + »(*)+ m+ [«(«)
jeet;
w o= fi(*i+ /> -+ -, (F)+e. e+ fM

8 74. Pochodna iloczynu.

Obliczmy skolei pochodng iloczynu dwdch funkcyj rdzniczkowalnych,
t. j. pochodng funkcji:
F(x) = #{x) - g{x\-

Otwdrzmy najpierw iloraz réznicowy:

F{x+ h)—Fix) _ f{x -f-h)eg{x+ A —1F(x)*g(x)
h h

Przeksztatémy prawa strone tak, aby wystepowatly wyraznie ilorazy roz-
nicowe kazdej z funkcyj f{x) i g{x) z osobna. W tym celu dodajemy
do licznika i odejmujemy od niego wyrazenie f{x) ¢g(x -f- h).
Otrzymujemy zatem:
F(x -f-h) —F(x) _
h [
fix + k)g(x + h) —f(x) g(x + h) + f(x)g(x -f h) —f(x)g(x)
h

azyli:

F(x+ h)-F{x) = fix + h)~ f(x) {x+ h)+ f{x).2(f+ .A) - Jix)
h h h

Przechodzac po obu stronach do granicy dla h dazacego do zera, otrzy-
mujemy po zastosowaniu twierdzen o granicy sumy i granicy iloczynu
(por. & 40) wzér:

F'(x) = f\x)gix) -f-f{x) *g\x)

ktéry mozna zanotowa¢ w postaci:

(18) ifix) «g{x))' = f\x) «g(x) - f{x) *g\x)

Stad nastepujace twierdzenie:

IV. Pochodng iloczynu dwoch funkcyj rézniczkowalnych tworzy sie,
mnozac pochodng pierwszego czynnika przez drugi czynnik (niezmieniony)
i dodajac do tego pierwszy czynnik pomnozony przez pochodng drugiego.

16*
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Wzér (18) mozemy przedstawi¢ w postaci rézniczkowej. Mnozac
mianowicie obie strony wzoru (18) przez przyrost dx, otrzymujemy:
(m) - g(x))'dx = fAx)dx -g{x)  f(x) -g'(x)dx
d{f{x) +g{x)) — df(x) ey(ar) -f- /m(*) - dg{x)
Opuszczajgc wszedzie zmienng x, piszemy to krotko w postaci:

czyli:

(19) d{fg)=fdg-\-gdf

Uzywajac indukcji zupetnej, mozna uogdélni¢ wzor (18) na dowolng, skon-
czong liczbe czynnikéw. W ten sposob otrzymuje sie wzor:

(20) (h Y-/l + fl + h fth *eefn

Dla tych wartosci a;, dla ktérych zaden z czynnikdw ,...  nie jest
rowny zeru, mozemy przedstawi¢ ten wzér w dogodniejszej postaci,,
a mianowicie, dzielgc obie strony przez iloczyn otrzymujemy:
(1) [fcjfff :.fnf) _1f‘x N N i , fn

"o f Io*=* 1 f
11/2 /8 ***1In /1 1% /8 In

§ 75. Zachowanie sie statych czynnikéw przy rozniczkowania.

Zastosujmy twierdzenie o pochodnej iloczynu do specjalnego przy-
padku, mianowicie gdy jeden z czynnikéw np. g[x) jest liczbg stala.
Chodzi nam wiec o obliczenie pochodnej funkcji:

V= Cef(x)
Stosujac wzér (18), otrzymujemy:
y'= 0.f{x) C-.f\x)

czyli:
y' — Cf\x)

Widzimy stad, ze przy tworzeniu pochodnej czynnik staty pozostaje nie-
zmieniony. wystarczy utworzy¢ pochodng czynnika zmiennego i pomno-
zy€ jg przez ten staty czynnik.

Tak np. pochodnemi funkcyj: Tx, \%x, ax sg 7, ,a, poniewaz
pochodna funkcji: f(x) = x ma wartos¢ 1

§ 76. Zastosowania wzoru na pochodng iloczynu do poteg
i wielomiandw.

Przy pomocy reguty na obliczanie pochodnej iloczynu mozemy wy-
prowadzi¢ wzér na pochodng potegi o wyktadniku catkowitym dodatnim,
t. j. pochodng funkcii:

y= 3f
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nie odwotujac sie ani do definicji pochodnej i do ztgczonego z tem przej-
Scia do granicy, ani do wzoru Newtona (jak to czynilismy w przykia-
dzie (c) na str. 223—224). Natomiast uzyjemy indukcji zupetnej. | tak dla
n — 2 otrzymujemy

Yy — X2= X *X

a stad wedlug wzoru (18):

y'= 1.x-f-xel= 2x
Dlan=3tj da
y= X*=X"mK
otrzymujemy:
y — 2X *X + el1= 3.2

To nasuwa przypuszczenie, ze ogélny wzoér na pochodng funkcji:

y— X"
bedzie miat postac:

(22) y' — (xn) — nx"~'

Aby udowodni¢ prawdziwos$¢ tego przypuszczenia, zatozmy, ze ten wzOr
jest prawdziwy dla jakiego§ n= r i zbadajmy, czy wzor ten bedzie
prawdziwy takze dla n= r-j- 1 A zatem zakladamy, ze

@ (yf)' = raf '
a chcemy okazaé, ze
(@f*)' = (r -f \)of
Przedstawmy xrH w postaci iloczynu: of ex. Stosujgc tu twierdzenie o po-
chodnej iloczynu i zatozenie (a), otrzymujemy:

lof+x)) = (afex)' = raf 1lex 4-r'el=n' x' —(r 4- hx'

a wiec wzor (a) utrzymuje sie istotnie dla 'e+1, gdy jest prawdziwy
dla r. Poniewaz za$ okazaliSmy poprzednio, ze wzor ten jest prawdziwy
dla n= 2 i n= 3, azatem bedzie takze prawdziwy dla 34+-1= 4, dla
4-f-1=5 it d, wogole dla kazdej catkowitej dodatniej liczby n.

W ten sposdb udowodniona jest og6lnie prawdziwo$¢ wzoru (22)
dla wszystkich naturalnych n

Moznaby takze udowodni¢ odrazu prawdziwo$¢ tego wzoru, przed-
stawiajagc x" w postaci iloczynu x ex ex  ex i stosujagc wzor (20) lub (21).
Niechaj czytelnik przeprowadzi rozumowanie takze w ten sposdb!

Wz6r (22) miesSci w sobie, jako przypadki szczeg6towe, reguty obli-
czania pochodnych funkcyj y —c i y= X, omowione w 8§ 71—72.

| tak dla y = x otrzymujemy przez zastosowanie wzoru (22) y' =
= iex°= 1 Dla y—C czyli y —Cex° otrzymujemy przez zastosowa-
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nie wzoru (22) i reguty z § 75: y' — Ce0 ex~I dla x 5=0, czyli y'— 0.
Dla x = 0 zastosowanie wzoru (22) jest niedozwolone: tam trzeba sie
oprze¢ na rozumowaniu z § 71

Uzywajac poznanych dotychczas regut rézniczkowania, mozemy obli-
czy¢ pochodng kazdej funkcji catkowitej wymiernej czyli kazdego wie-
lomianu odrazu bez zadnych przejs¢ do granicy. | tak pochodng funkciji:

Y= @+ «i# + (ix2-f aBx3-j- ... + anx"
jest:
y'= 0-f~-Qel+ aac2at+ a3¢3x2 an-nx?~|
czyli:
y' = ax-f-2arx 3a8x2+ nanx"~I

Przyktad. Wyznaczy¢ te punkty linji o rownaniu:
y — Xs—4x2-(-5x — 3

w ktérych styczna jest rownolegta do osi a:-Ow.
W tycb punktach jest tgcc=0 czyli y'= 0. Tworzymy zatem pc-
chodna.
y' — bx%— Sx -J-5

i obliczamy pierwiastki réwnania.

3Xr—Sx b=
Otrzymujemy:

Xl -1 xr=
Odpowiednie rzedne y wynoszg: yx= — 1, y2— — 12y.

W punktach A(l, — 1) i B(§, — L) styczne sg rownolegle d®
osi »O6w. OmawialiSmy juz linje, ktdra jest obrazem graficznym tego réw-
nania i przedstawiliSmy ja na fig. 9, na str. 29.

Te punkty o stycznych réwnolegtych do osi odcietych sg nadzwy-
czaj wazne przy dyskusji i przy konstrukcji linij krzywych. W jednym
z dalszych rozdziatbw zajmiemy sie szczegdtowo temi badaniami.

877. Pochodna ilorazu.

Zatozmy, ze funkcje f(x) i g[x) posiadaja pochodne a ponadto, *e
funkcja g(x) nie jest w badanym punkcie réwna zeru.
Utworzmy iloraz réznicowy funkcji

Y{x) = 9N§x)

* j. \
yc+ h)—y{x) 1 f(x+ h /) _f(x+ hog{x) —f(x)g{x + A
h h3(x+ h) g\ hg[x) g{x + h)
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Uwaga. Obieramy tu h tak maie, aby warto$¢ g(x -(-h) byta rézna od zera.
To sie da uczyni¢, poniewaz funkcja g(x) jest ciagta i jest rozna od zera w badanym
punkcie x. Jezeli wiec warto$¢ g(x) jest np. dodatnia, to zdaza do granicy dodatniej,
a wiec wedtug twierdzenia, udowodnionego w § 43 w przyktadzie 4 (str. 170) i w § 49,
istnieje taki przedziat, otaczajacy x, w ktorym funkcja jest stale dodatnia, a wiec
rozna od zera. Podobnie ma sie rzecz, gdy g[x) < 0

W liczniku dodajemy i odejmujemy f(x) eg(x)\ mozemy teraz przed-
stawi¢ ten iloraz w postaci:

A»+ *)-[(»)s[X)_ nic)?<*+ »)-*(*>

9(x)g(x + h)

Przechodzac do granicy dla h—0, otrzymamy — stosujac odpowiednie
twierdzenia z § 40 — nastepujacy wzér na pochodng ilorazu:

y(x  h)—y{x)
h

(23) ViK) — 7(7) —=11) 09

Stad otrzymujemy nastepujaca regule.

V. Pochodng ilorazu oblicza sie, mnozac mianownik przez pochodng
Hcznika, odejmujgc od tego licznik, pomnozony przez pochodng mianownika
i dzielac to cate wyrazenie przez kwadrat mianownika.

Ten wzOr mozna przedstawi¢ takze w postaci:

y{¥)_ f\x) _ gjx)
234
(232) Yo 100 g(0)
Mnozac obie strony wzoru (23) przez rozniczke dx. otrzymujemy naste-
pujacy wzor rézniczkowy:

(24) gdf— fdg

92

Wz6r (23), wraz z wzorami poznanemi poprzednio, pozwala obliczy¢ po-
chodng kazdej funkcji wymiernej.

Przy pomocy wzoru na pochodng ilorazu mozna wyprowadzi¢ wzor
Da pochodng potegi o wyktadniku catkowitym ujemnym:

. 1
y=xm czyli y= -
Stosujac do tego ilorazu wzér (23), otrzymujemy:
;X7 e0— lernxm1 s
y = mx

Oznaczmy —m literg n. Funkcja pierwotna przyjmuje wtedy postac.

y=x'
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a jej pochodna:

(22 a) y = nx

Otrzymalismy zatem taki sam wzdr jak dla wykfadnikéw n catkowitych
dodatnich (por. wzoér 22 z § 76).
Przyktady. 1) Wykaza¢, ze linja, ktora jest obrazem graficznym
funkcji:
2x — 7
y~ 3*4-5
ma spadek dodatni dla wszystkich punktéw, dla ktoérych jest okreSlona»
t. j. dla wszystkich x z wyjatkiem x = —
Spadek jest rowny pochodnej. Obliczajagc pochddng tej funkcji przy
pomocy wzoru (23), otrzymujemy:

3%+ B)e2 —{2x —7)+3 Gil
V— (3x + 5)° Bx + 5y

Ta funkcja jest dodatnia dla wszystkich x, dla ktorych y jest okreSlone.
Niechaj czytelnik zbada ogo6lnie, od czego zalezy znak pochodnej funkcji:

ax -j- b
Y= bx-\-d
2) Wyznaczy¢ punkty, w ktérych styczna do linji o réwnaniu:
1
Vi x>
jeet rownolegta do osi x-6w.
Tworzymy pochodna;
(@A )m) —1.2% 2X
y = (1+i>)> (r-j-x2)*

Styczna jest rownolegla do osi x-6w tylko w punkcie o odcietej x = 0,
albowiem tylko dla tej wartosci jest pochodna réwna zeru. Punkt ten
ma spotrzedne x — 0, y= 1; wykres tej funkcji jest przedstawiony na
fig. 524a, str. 91.

3) Obliczy¢ pochodng funkcji:

= 2Xx* - - + -
y= x1 xg

Przedstawiamy te funkcje w postaci:
y — 2xs—3x-2+ 4
i stosujemy wzor (22 a). Wobec tego:
y' — 6x8-f- 6x~3— 20x~*
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§ 78. Pochodna funkcji ztozonej.

Definicje, wykres i ciggtos¢ funkcji ztozonej oméwilismy juz w 8§ 2,
9, 51. Zajmiemy sie teraz pochodng takiej funkciji.

Niechaj y — f(u) a u—g{x). Zal6zmy, ze w punkcie x funkcja
g(x) posiada pochodng i przyjmuje wartos¢ u, dla ktoérej funkcja f[u)
posiada pochodng wedtug zmiennej u.

Gdy x wzrodnie o Ax, to u wzrodnie o g(x -j- Ax)—g(x) = Au.

Przyrost Ay funkcji /(w), wynikajacy z przyrostu x o Ax, mozemy
przedstawi¢ w postaci:

Ay  f{u-\- Au) — f{u)

Rozpatrujgc teraz ten przyrost, jako wywotany przyrostem Au zmiennej u,

mozemy go przedstawi¢ jako sume rozniczki i reszty r(Au) wedtug wzoru
(B) na str. 234, a mianowicie:

Ay = f(u -j- Au) —f(u) — f'(u) Au-f- r(Au)
Jezeli przyrost Au nie jest rowny zeru, to mozemy ten wzOr przedsta-
wi¢ w postaci:
4y = (r(u)+ ")Au

Moze sie jednak zdarzy¢, ze przyrost Au funkcji u= g(x) jest zerem.
Witedy zamiast powyzszego wzoru mozemy napisac:
f(u -j- Au) — f(u) — f'(u) *Au
czyli:
Ay = f{u)Au
istotnie bowiem dla Au= 0 obie strony tego wzoru sg sobie rowne,
a mianowicie obie sg réwne zeru.

Celem obliczenia pochodnej funkcji y wedlug zmiennej x, dzielimy
obie strony tych wzoréw przez Ax i otrzymujemy w pierwszym przypadku:
Ay . r(Au)\ Au
Ax ! T AU Ax

a w drugim:
Ay _

, Au

Tx f{u) AX
Jezeli Ax dazy do zera, to takze Au dazy do zera, bo funkcja u=g[x)
jest funkcjg cigglg jako funkcja rézniczkowalna. Jezeli za$ Au dazy do
zera, to w pierwszym z tych wzoréw dazy réwniez do zera, jak

to wykazaliSmy w § 68. Przechodzgc zatem w obu wzorach do granicy
dla Ax, dazacego do zera, otrzymujemy wspolny wynik:

y'{x) — f'(u) mu{x)
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co mozna takze napisa¢ w postaci:

(26) dx= du dx

Oznaczajac znaczkami u dotu, wedtug ktoérej zmiennej tworzy sie po-
chodng, mozemy ten wzdr napisa¢ takze w postaci:

(25a)

Wiasciwie takze we wzorze (25) nalezatoby zanotowaé przy kazdej réz-
niczce, ktorag zmienng uwaza sie w niej za niezalezng i pisaé ten wzor
W postaci:

dxy day dxu

dxx  d,u dxx

z ktérej wida¢, ze dy ma inne znaczenie po lewej stronie wzoru (26)
a inne po prawej; jednakze pospolicie uzywa sie skroconego, niezupet-
nego sposobu pisania, zawartego we wzorze (25)).

Te regute mozemy wypowiedzie¢ w nastepujacej postaci

VI. Jezeli y jest funkcjg u a u funkcjg x, to pochodna y wedtug
zmiennej x jest rowna iloczynowi z pochodnej y wedtug zmiennej u i z po-
chodnej u wedlug zmiennej x — oczywiscie, o ile obie te sktadowe po-
chodne istnieja.

To twierdzenie o pochodnej funkcji zlozonej nazywajg takze tan-
cuchowg regutg rachunku rozniczkowego.

Opanowanie tej reguty, nadzwyczaj waznej i pozytecznej w rachunku
rozniczkowym, sprawia zwykle poczatkujacym znaczne trudnosci, dlatego
tez zaleca sie gorgco czytelnikom przerobienie wielu przyktadéw na jej
stosowanie.

Regute te uogdlnia sie z tatwoscig na tancuch trzech i wiecej funkcyj.
Np. dla trzech funkcyj:

V= /(«)» u= g(t\ t'=h(x)
regufa tancuchowa ma nastepujaca postac:

(26, dy dy du dt
dx du dt dx

czyli:

(262) YAX) = Tu(«) «glilH) *Hx{x)

I) Takiego Scistego odrézniania rézniczek, zapomocg znaczkow u dotu, uzywa
prof. S. Banach w podreczniku p. t. ,,Rachunek rézniczkowy i catkowyTom I,
Lwow 1929



Wz6br (25) lub (25a) mozemy przedstawi¢ w postaci rézuiczkowej. Mno*
zymy w tym celu obie strony przez dx i otrzymujemy:

(27) dy = vy',.du

lub wyrazniej:

dxy — Yudxu
Poréwnujac ten wzo6r z wzorem
dy — yxdx

widzimy, ze rozniczka funkcji réwna sie zawsze pochodnej tej funkcji
pomnozonej przez rozniczke tej zmiennej, wedtug ktorej jest utworzona ta
pochodna i to bez wzgledu na to, czy ta zmienna, wedtug ktoérej tworzy-
lisSmy te pochodng, jest zmienng niezalezng (t. j. X), czy tez zmienng za-
lezng (np. u — g{x)). Jezeli wiec zamiast x wyprowadzamy nowa zmienna;
u = g(x), to pochodna funkcji y, obliczona wzgledem zmiennej X, nie jest
réwna pochodnej tej funkcji wedtug zmiennej u:

y™*"yt
jak to wynika z wzoru (25a). Natomiast rdzniczka tej funkcji, obliczona
wedlug zmiennej u, jest rowna rdzniczce tej funkcji, obliczonej wedtug
zmiennej Xx:

yudu — yxdx
Przykiady.
1) Obliczy¢ pochodng funkcji:

y =(bx)'00

Gdybysmy popehili te nieostrozno$¢ i traktowali te funkcje tak jak po-
tege zmiennej niezaleznej, to otrzymalibySmy 1000 «(5x)90 Wynik ten
jednak jest btedny, jak tatwo stwierdzi¢ przy pomocy reguty rézniczko-
wania funkcji ztozonej. Mamy bowiem:

y—mll) u= 5x
yu=r 1000n%98 ux= b
przeto wedtug wzoru (25a) otrzymujemy:

yx= [00Ot®0+5 = 5000(5x)%D

Poniewaz:

A wiec prawdziwy wynik jest 5 razy wiekszy od biednego wyniku,
otrzymanego poprzednio.
2) Obliczy¢ pochodug funkcji:
y — (X'—3x -(- 5
Moznaby wprawdzie rozwing¢ te potege wedtug wzoru Newtona i obli-

czy¢ pochodng otrzymanego wielomianu, jednakze o wiele krétsza drogg
jest. zastosowanie wzoru (25 a).
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Uwazamy wiec wyrazenie, zawarte w nawiasie, za nowg zmienng u
i stosujemy regute (25a). Zwykle nie wypisuje sie nawet tej nowej zmien-
nej, tylko odrazu tworzy sie pochodng potegi, ale trzeba jg nastepnie
pomnozy¢ przez pochodng wyrazenia, zawartego w nawiasie. W ten sposdb
otrzymuje sie odrazu
y'= 50 (** —3* -f 5)40(2x — 3)
Pomijanie czynnika 2x — 3 w takiem zadaniu jest notorycznym bledem
niewprawnych!
3) Obliczy¢ pochodng funkciji:
Y = (axinJbx £ ¢y~ (@r2 DX cpp
Te funkcje mozemy uwaza¢ za ztozong z trzech funkcyj:
y= u-p u= at2-f-bt-f-c t= x"
Stosujac regute tancuchowa, zawarta we wzorze (26), otrzymujemy:

v R L h e —np(2ax" -f- b)x"* 1
g pu p 1+(2at - b) = x| (@xI"-\- bxn cY+#

8§ 79. Pochodna funkcji odwrotne;j.

Wiasnosci funkcyj odwrotnych omowilisSmy w 8§ 18 i 57. Obecnie
zajmiemy sie pochodng takiej funkcji.
Zatozmy, ze funkcja
V— f(x)
jest w jakims przedziale monotoniczna w Scislejszem znaczeniu (por. § 20 ¢)
i ze posiada w tym przedziale pochodng rézng od zera. Wykazemy, ze
przy tych zalozeniach funkcja odwrotna:

x = b
posiada pochodna w odpowiednim przedziale i ze ta pochodna wyraza
sie wzorem;

1
czyli:
1
(28) S0)= ()
lub:
dx 1
(282) dy~ d.

dx
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W ostatnim wzorze najezatoby wiasciwie uzupetni¢ znakowanie w naste-
pujacy sposdb:

dyx _ 1
d,y~ dvy
dxx

uzywamy jednak zwykle prostszej postaci, zawartej we wzorze (28 a), gdzie
symbole rozniczek nie sg wyraznie odrézniane.

Dowdd wzoru (28).

Aby obliczy¢ Xy czyli <p'(y), tworzymy najpierw iloraz réznicowy

Dzielgc licznik i mianownik przez Ax, otrzymujemy:

AX 1
ay-~
AX
Dzielenie przez Ax — (p{yAy)—tp(y) jest dozwolone, albowiem funk-
cja (pjest, jak wiemy z § 57, SciSle monotoniczna, wiec Ax nigdy nie
jest réwne zeru.

Aby stad otrzyma¢ pochodng Xr trzeba przejs¢ do granicy dla Ay
dazacego do zera. Wraz z Ay takze Ax dazy do zera, albowiem za-
rowno y = f(x) jest cigglg funkcjg zmiennej x, jak i <p(y) jest funkcja
ciggta zmiennej y. Wobec tego:

y Ax _ 1 1
N

Ay () A x &0

Stad, opierajac sie na definicji pochodnej, otrzymujemy:

X'==—r c. b. d o
yX
Wz6r ten mozna wypowiedzie¢ w nastepujacy sposdb.

VII. Pochodna funkcji odwrotnej réwna sie odwrotnosci pochodnej
funkcji danej pierwotnie, istnieje za$ tylko w tych punktach, w ktdrych
pochodna tej funkcji danej pierwotnie istnieje i jest r6zna od zera.

Reguta ta ma prostg interpretacje geometryczng. Pochodna f'{x)
oznacza mianowicie spadek tga stycznej, gdzie a jest katem, zawartym
miedzy styczng a dodatnim Kierunkiem osi x-6w; pochodna <p'(y) oznacza
spadek tej samej stycznej do tej samej linji, tylko liczony wzgledem
dodatniego kierunku osi y-0w. A wiec <p(y)= tg/3, gdzie /3 oznacza kat
tej stycznej z osig y-6w (por. fig. 82). Poniewaz ¢ /3= 90° przeto

tg/?= ctga= tga
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czyli:

W = Fin
zgodnie z wzorem (28).
Jezeli pochodna f'(x) jest dla jakiej§ wartoSci x zerem, to styczna
w odpowiednim punkcie jest réwnolegta do osi x-6w, jak np. w punkcie A
na fig. 83. Poniewaz ta styczna jest

funkcji odwrotnej spadek w tern miejscu jest nieokreslony (dazy do oo
lub do — o0, gdy y dazy do fi z jednej lub z drugiej strony).

W takich zatem punktach pochodna ¢g>(y) funkcji odwrotnej nie
istnieje, jakkolwiek sama funkcja odwrotna istnieje.

Przyktady. 1) Funkcja:

y= xi—3
jest monotomezna i posiada pochodna:
y' — 3x*
ktéra jest rézna od zera dla wszystkich x z wyjatkiem x — O (ktorej to
wartosci odpowiada y = — 3). Stad mozemy obliczy¢ pochodng funkcji
odwrotnej:
x= + \y+ 3

nie uciekajgc sie do definicji pochodnej, ani do obliczania granicy.
| tak wedtug reguly (28) otrzymujemy:
i
Xy~ y'x~ Sar*

3

Podstawiajac tu za x wyrazenie \y 3, otrzymujemy ostatecznie:

ster»?
Ta pochodna istnieje dla wszystkich y z wyjgtkiem y = — 3.
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Oznaczajgc tu zmienng niezalezng jak zwykle literg x a zmienng
zalezng literg yy otrzymujemy na pochodng funkcji:

y= ]fx4 3
WwWzO0r:
1

Y - SO

3} +3)»

2) Wyprowadzi¢ wzér na pochodng funkcji:
m

y = \x

przy m catkowitem dla dodatnich x. Witedy jest stale y > 0 Funkcja
ta jest funkcja odwrotng funkciji.

* = y"

ktorej pochodng znamy juz z poprzednich rozwazan (wzér (22)), a miano-

wicie g% — mym Jest ona stale rdzna od zera (bo zatozylismy, ze y > 0).
Wobec tego otrzymujemy z wzoru (28a):

dy 1
dx  mymx

Podstawiajac za$ tu y = VX, otrzymujemy:

y.-=
myli:
yl— x>’
Oznaczajgc  literg n, otrzymujemy:
W= nxm'

%wiec znowu wzor taki sam jak dla n catkowitych.
W ten sposob rozszerzyliSmy regule obliczania pochodnej potegi
(wzér (22) z § 76) takze na wykfadniki utamkowe o liczniku 1
3) Wyprowadzi¢ wzor ua pochodng potegi o dowolnym wyktadniku
utamkowym wymiernym:
y_
dla dodatnich x.
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Te funkcje mozemy uwaza¢ za funkcje ztozona, kiladac:

y—up a u= x*“

Stad:
d
Uy du dx = pup e X«
Czyli:
2 1]
yx=p (X Fp-1-A X5 —~XT j=XI
a wiec:

Ktadac | = », otrzymujemy:
mxn

a wiec znowu taki sam wzér, jak dla n catkowitych.

Brak nam jeszcze pochodnej potegi o wykfadniku niewymiernym, np.
y = x vs. Obliczymy ja dopiero w jednym z dalszych ustepow, albowiem
reguty, ktéreSmy poznali dotychczas, nie wystarczajag do obliczenia tej
pochodnej.

§ 80. Pochodna funkcji, przedstawionej w formie parametrowej.

WidzieliSmy w § 19, ze czesto dogodnie jest przedstawi¢ funkcje
w formie parametrowej:
X = <)
y = m@
Jezeli <(t) jest funkcjag monotoniczng w $cislejszem znaczeniu i ciggly
to istnieje funkcja odwrotna:

t= f{x)
Witedy vy jest funkcjg ztozong zmiennej x a mianowicie:
y = ip(f(x))

Stad jasnem jest, ze bedzie mozna wyprowadzi¢ wzér na pochodng funkcji,
przedstawionej w formie parametrowej, uzywajagc poznauych poprzednio
regut rézniczkowania funkcji ztozonej i funkcji odwrotnej.

Zatozmy, ze funkcje <pft) i ty(t) posiadajg pochodne, a ponadto,
ze pochodna (p'{t) jest r6zna od zera. To zalozenie pocigga za sobg mo-
notoniczno$¢ w otoczeniu punktu t, jak to pozniej zobaczymy (por. § 101,
twierdzenie 3 i 4).

Istnieje wiec funkcja odwrotna t= f(x).
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Stosujac do funkcji y wzoér na pochodng z funkcji ztozonej, otrzy*
mujemy:

dL—dV. dt _ r1i].
clx dt dx ™' dx

Wedtug wzoru na pochodng funkcji odwrotnej jest:

dt =~ 1 1
dx dx™ <P
dt
Wobec tego:

dy xoTtl
29 dx 0

VII. Pochodng funkcji, przedstawionej w formie parametrowej, otrzy-
muje sig, dzielagc pochodng zmiennej zaleznej wzgledem parametru przez
pochodng zmiennej niezaleznej wzgledem parametru.

Z tego wzoru jest widoczne, ze zastrzezenie: <p'((f) £=U jest nie
zbedne do stosowalno$ci tej reguty.

Utwdrzmy rdzniczki funkcyj x i y wedlug zmiennej t, t j. d,x =
— f()dt i dy — g (t)dt.

Ich iloraz ma postac:

dty _ ty\t)
dtx <)
a wiec réwna sie ilorazowi TOzuiczkowemu ~ z poprzedniego wzoru,
czyli wyraznie:
d<y= del —
(299) iy Gx

Przyktad. Obliczy¢ pochodng funkcji, przedstawionej parametrowo
Zapomocg Wzorow:

xm _ 2
T+7«
a
y= <{l+<*
dla t> 0. { )
Dla dodatnich t funkcja x — a jest Scisle monotoniczna i po-
siada pochodna;
JN — 2at
*W -{r+ (v

ktdra jest zerem tylko dla +— 0, a wiec dla badanych przez nas wartosci:
t> 0 nie jest zerem.

Bachanek rézniczkowy i catkowy. 17
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Pochodng funkcji y(t) wedtlug parametru t jest:

yD)

—afl(l + »)+ i.2t] 3<*+1
*» (1+i2* <*(l+i»)t

Wobec tego pochodng funkcji y wedtug zmiennej x jest:

WVr =

32+ 1 — 2at 3i2+ |
TR e @4 s 2f

Obrazem danej funkcji jest dodatnia gatgZz linji krzywej, zwanej cisoida,
przedstawionej na fig. 84. Dla dodatnich t->0, otrzymuje sie x —a ale

Fig. 8~

y —-J- 00. Rozwazajagc drugg funkcje,
okreslong temi samemi wzorami, lecz dla
ujemnych t, otrzymuje sie drugg gataz ci-
soidy, lezaca pod osig x-6vr. Dla tej dru-
giej gatezi wzor na pochodng pozostaje ten
sam. Gdy

0> i—*0, to x—a a y—»—o00

Prosta prostopadta do osi x-6vr w odstepie
a jest asymptotg tej linji. Przy pomocy
pochodnej mozemy bada¢ rozmaite wiasnosci
stycznej do tej linji, jakkolwiek nie mamy
podanej funkcji w formie wyraznej. (Nie-
chaj czytelnik obliczy w podobny sposéb
spadek stycznej dla liscia D escartes’a,
ktorego przedstawienie parametrowe omo-
wiono w § 19, w przykiadzie a).

Przy pomocy twierdzen dotdd pozna-

nych potrafimy obliczy¢ pochodng kazdej funkcji wymiernej i niektérych
funkcyj niewymiernych. W dalszych ustepach zajmiemy sie pochodnemi
najwazniejszych funkcyj przestepnych.



ROZDZIAL VII.
Pochodne elementarnych funkcyj przestepnych.

8§81. Pochodne funkcyj trygonometrycznych.
Obliczmy pochodng funkcji:
y — sinx

uzywajac dla katdw lukowej miary x.
W tym celu tworzymy iloraz roznicowy:

Ay _sin(r —sina:
AX AX

Ody Ax dazy do zera, to licznik i mianownik daza do zera, a zatem nie
mozna tu zastosowac twierdzenia o ilorazie granic. Wobec tego przeksztat-
camy licznik przy uzyciu wzoru znanego z trygonometrji:

sina —sinp— 2sin 2P cos atP
u 6
Otrzymujemy w ten sposob
Ax 1, AX\ AX
Ay=2sd g T + ¢ ) 802
Ax X & (*+t)

Gdy Ax dazy do zera, to pierwszy eczynnik drugiej strony dazy do 1
Jak to udowodniono w § 40, str. 161, wzor (tr)), o ile & wyraza tukowg

miare kata. Drugi czynnik dazy do cosa: wskutek ciggtosci funkcji cosi

nus. Wobec tego:
y' = @BX

czyli:
(30) tsinx)' = cosg
1>
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Tak prosty wzor otrzymuje sie, gdy x wyraza tukowg miare kata. Gdy-
bysmy za$ uzyli stopniowej miary: x tego samego kata, to trzebaby jg
najpierw zamieni¢ na lukowa, uzywajac proporcji:

X :360 = x :2n
a wiec:
n
*=T80*
Jezeli wiec kat jest podany w mierze stopniowej x i chodzi nam o po-
chodng funkcji: - *
y = sinx

to wyrazamy przedewszystkiem kat w mierze tukowej i otrzymujemy:

- 8n(m ¥)
Teraz mamy do czynienia z funkcjg ztozona:
y=sinu. « = A X
a zatem pochodng tej funkcji ztozonej jest:

dy o 1l
Ty —cosum, g,
czyli:
, n In \
9 = r8"00B\T80

lub wracajac do miary stopniowej-

(sin«}' = ’\Tl(c os#)

Uwaga. Wynik ten mozna otrzyma¢ wprost, uzywajac definicji pochodnej.
Wtedy rozumowanie trzeba zmieni¢ tylko o tyle, ze zamiast

. AX

sin

Ajc

T

mamy, teraz:

. AX AX
sin 0
n AX- 1 @™ ax 180
180" 2~ 2~

Zatem stosunek funkcji sinus do luku w kole jednostkowem dgzy do 1, a stosu-
nek funkcji sinus do kata, wyrazonego w mierze stopniowej, nie dazy juz do 1

Stad widzimy, ze miara lukowa nasuwa sie w naturalny sposéb w rachunku
rozniczkowym, prowadzi bowiem do prostszych wzoréw anizeli wszelkie inne miary
kata, np. stopniowa.
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Aby wprowadzi¢ wzér na pochodng funkcji:
y = COSX

nie trzeba jnz siega¢ do definicji pochodnej i do przechodzenia do granicy,
lecz wystarczy sie oprze¢ na znanym z trygonometiji zwigzku funkcji
cosinus z funkcjg sinus, a mianowicie:

y = cosa = sMIn —x)

Mamy teraz funkcje ztozong: y — ainu, u— S—x, zatem pochodna:

y’= coswe(— 1)= —cos — aj
a wiec:
y — — 8iX
lub wyraznie:
(31) (cosa) — —sina:

Uzywajac za$ miary stopniowej, musielibySmy dotgczy¢ czynnik 1?30

podobnie jak dla funkcji sinus.
Pochodng funkcji:

y= tg*
obliczymy przez zastosowanie wzoru na pochodng ilorazu, albowiem
sin &
tga; =
COS X
Wobec tego:
, cosa ecosa: —sinx *(—sina:) cos2a; -t sin*a;
n €0S*X €0S23;
a zatem.
Cos* X
Wiec:
(32

Tangens ma wiec dodatnig pochodng dla tych wszystkich a, dla ktorych

istnieje, t.j. dla wszystkich x z wyjatkiem x — ]1=—\—nn (n=0,% 1,£2,....).
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Pochodng funkciji:
y = ctgx

oblicza si¢ albo na podstawie zwigzku ctgx = tg|"j—Xx] albo tez przed-

COSX

stawiajac ja jako iloraz: ctgx = “-=-. Otrzymuje sie po wykonaniu
fatwych rachunkdw:
(33) sinlx

Cotangens ma wiec ujemng pochodng dla tych wszystkich x, dla kto-
rych cotangens istnieje, t. j. dla wszystkich x, z wyjatkiem x = im
(n=0, £.1, £ 2,..).
Pochodng funkcji:
y = secx

obliczamy opierajac sie na tern, ze secx = 30'57 = (oosx)~t. Jest to za-

tem funkcja ztozona:
y— M1l u= cosX

A wiec:
"= — leu-se(—sinx)
czyli:
8ln X
(34) A cos*x
Podobnie dla funkciji:
y — COSecX
otrzymuje sie.
ity - COSX
(35) (cosecx)' = (sin-’x)' = Fix

Na rozniczki funkcyj trygonometrycznych otrzymujemy stad nastepujgce
wzory:

d(sinx) = cosxdx oi(cosx) = — sinxefx
dx dx
d{tgx) = COS*X d(Ctg*)— 35~
i cosxd
d(secx) = S::;EXX d(cosecx) = si:8xx

We wszystkich tych wzorach x oznacza lukowg miare kata.
Niechaj czytelnik sprébuje dla ¢éwiczenia wyprowadzi¢ pochodne
funkcyj cosx i tgx wprost 7. definicji.
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Przyktady.

Znajac: sin 38°20' = 0-62024 »c0s38°20'= 0-78442, obliczy¢ sin38°23'
bez uzywania tablic.

Oprzemy sie na tern, ze przyblizong wartoscig przyrostu funkcji
jest jej rozniczka. Obodzi tu o obliczenie przyrostu funkcji sinus, gdy
kat wzrosnie o 3' od wartosci 38°20'.

Rézniczkg funkcji sinus jest:

d(sin x) = cosxdx

Przyrost dx ma tu by¢é wyrazony w mierze tukowej. Ot6z wiemv, ze
arc 1°=0017453... a wiec dx = arc 3'= 00008726... Wobec tego:

Ay rs¢(sin 38°20") = 0-78442.0-0008726... = 0-000683...
Taka jest przyblizona wartos¢ przyrostu, zatem:

sin 38°23' as0-62024 -f 0-00068 — 062092

2) Pod jakim katem przecina sinusoida o$ .r-6w w poczatku uktadu?
Jezeli y—sina;, to y'=cosx. Dla #= 0 otrzymujemy y'= eos0 = I,
a wiec tga = 1 a to znaczy, ze a= 45°.
3) Obliczy¢ energje kinetyczng punktu materjalnego o masie tn
i site, dziatajacg na ten punkt, jezeli sie ten punkt porusza ruchem drga-
jacym, okreSlonym wzorem:
s= asinod
Liczba stala o> jest tu predkoscig katowa ruchu jednostajnego po kole
0 promieniu a\ ruch drgajacy jest rzutem tego ruchu na Srednice kofa.
Oznaczajgc literg T okres jednego drgania, czyli czas obiegu catego kota,

,mozemy przedstawi¢ stalg w postaci oj =

Do obliczenia energji kinetycznej: E=Amvt i sity P=mtj potrzebne
3. predko$¢ i przyspieszenie tego ruchu.

Wiemy z 8§ 66, ze predko$¢ v jest pochodng drogi ze wzgledu na
czas, a przyspieszenie g jest pochodng predkosci ze wzgledu na czas.

A wiec;
V= s —acos gt *g=,agcosgt

g— v‘= —ag8sin oot
Wobec tego otrzymujemy na energje Kinetyczng wzor:
E = %naioj8coslmt

Najwiekszg wartos¢ ma ta energja, gdy cos<t>i=Il, t j. dI" o)t
czyli w chwili t= 0, a précz tego dla ojt — n-2n.
Ta najwieksza wartoscig jest:

¢mai = + ma*0J%
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jest ona zatem proporcjonalna do kwadratu amflitudy a i do kwadratu
predkosci katowe;.
Sita-
P — mg — — mctco*sincot = — t<u*s

jest zateni proporcjonalna do wychylenia s i skierowana zawsze w kie-
runku przeciwnym do kierunku tego wychylenia.

4) Wykazaé, ze normalna do cykloidy przechodzi zawsze przez punk
stycznos$ci kota toczacego sie z prosta, po ktorej sie to koto toczy (ten
punkt nazywamy chwilowym $rodkiem obrotu). Wyprowadzilismy w § 19,

w przykfadzie c), réwnanie cykloidy w formie parametrowej:

x —a(t —sint) — (pft)
y —a(l —cosi) = ty(t)

Rownanie normalnej ma wedtug wzoru (6) z § 64 postac:

Y= — o ()

Potrzebna jest zatem pochodna funkcji y wedtug zmiennej x  Stosujac
wzor (29) z 8§ 80 na pochodng funkcji, podanej w formie parametrowej,
otrzymujemy:

in 1 cos 1
tp(i) a(0-fsint)  sini  2Sim oS
—e'{t) ~ o(l —cosi) ““ ~237]JT1~;{J ~ 2 sin* t

czyli:
y —ctg 2

Rownanie normalnej przyjmuje zatem postac:
d(l —costj) = —tg X (x —af(i, —sin i)

Obliczmy spétrzedne punktu, w ktorym ta normalna przecina oS .r-Ow.
Kiadziemy w tym celu y — 0 w réwnaniu normalnej i obliczamy x. Po
wykonaniu do$¢ prostych rachunkéw otrzymamy:

X = O0i.

Punkt, w ktérym normalna trafia o$ ;r-Ow, ma wiec spotrzedne: [atu 0).

Te same za$ spotrzedne ma punkt A" na fig. 48 (str. 78), w ktd-
rym toczace sie koto, po wykonaniu obrotu o kat i,, styka sie z osia.
0:--6w. Na fig. 48 wykre$lono styczng 0'T i normalng 0'N w punkcie 0'
cykloidy.
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5) Tworzac pochodne obu stron w znanych wzorach trygonome-
trycznych:
sin 2x = 2 sinx cosx
sin (x -j- a) — sina; cosa -f- cosx sina

otrzymuje sie wzory na cos2g i cos(x-j-a). Pozostawiamy czytelnikowi
przeprowadzenie tych prostych rachunkéw dla ¢wiczenia.
6) Obliczy¢ pochodng funkciji:

-1
A 2sin*jr 4siu

Piszemy te funkcje w postaci;
V= |(sin &) 2— —sinx) 4

Stosujagc do wyrazéw prawej strony regute Da pochodng funkcji ztozonej,
otrzymujemy;
y'= —2 -’D (sina-lcosx f-4 -j4 (sin &)-5 cos a

1— sin*a; cossa
sin5y; sin5ar

y' — COS X

7) W podobny sposob obliczy sie pochodng funkcji

y = tg x + - tg‘x
1 cos2a; -(- sin2a 1
Y = cosor T 9 cos2a; co8*a; cosda;.

§ 82. Pochodne funkcyj cyklometrycznych.

OmowilisSmy juz w czesci | definicje (8 18d, e, f), wykresy (8 18
fig. 42 i 43) i ciggtos¢ (8 57) funkcyj cyklometrycznych, t.j. funkcyj od-
wrotnych do funkcyj trygonometrycznych. Obecnie zajmiemy sie wypro®
wadzeniem wzordw na pochodne tych funkcyj.

1tak funkcjg odwrotna do funkcji sinus jest funkcja:

y — arc sin g
Jest ona okres$lona dla wszystkich x z przedziatlu <j— 1, 1 i przybiera
tam wartosci y z przedziatu /—EL’ EI/\
Znamy pochodng funkciji:

X= siny
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a mianowicie:

-— = CO
dy S V

Wobec tego pochodng funkcji odwrotnej: y = arc sin a:.wyrazamy wzorem
dy _ = 1
da: dx cosy
dy
Druga strone nalezy wyrazi¢ zapomocg zmiennej x. Ot6z
cosy = + \1—sind = \1—x1

Znak przed pierwiastkiem nalezy obra¢ -f-, poniewaz dla 'y z przedziatu

/' n . n\ . o
y—2' t 2/ CO09inus Je8t nieujemne.

Otrzymujemy zatem ostatecznie

dy _ 1

dx ~ + \\Ax>*
czyli:
(36) (arc sinx)' =

Stad widzimy, ze pochodna istnieje dla wszystkich x, zawartych wewnatrz
przedzialu < — 1, -} 1>. Dla koncoéw przedziatu, t.j. dla x ——1 i x —
— -f- 1, otrzymujemy w mianowniku zero, a wiec pochodna nie istnieje
dla tych punktéw. Poza tym przedziatem funkcjs arcus sinus nie jest
wogdle okreslona a wiec i pochodna tam nie istnieje. Jak widaé z fig. 42,
(str. 72), styczne na koncach przedzialu < — 1, -f- 1> sg prostopadte do
0si X-6w.

Interesujgcem jest, ze pochodna funkcji przestepnej arcus sinus jest
dos¢ prostag funkcjg algebraiczng. Bedzie to mialo wazne znaczenie przy
zadaniu odwrotnem do wyznaczania pochodnej, a mianowicie przy wyzna-
czaniu funkcyj pierwotnych do danych funkcyj pochodnych.

Pochodng funkciji:

y — arc cos X

wyprowadza sie bez zadnej trudnosci, opierajac sie na zwiazku:

arc sinx -]- arccosx = -

udowodnionym w 8 18 e. Mamy wiec:

n .
arc cosx — " arc sin x
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a stad:

a wiec:

@37) (arc cos X)' — — }71— "

Pochodng funkcji:
y = arc tgx

wyprowadza sie¢ przy pomocy podobnego rozumowania, jak dla funkcji
arcus sinus. Mianowicie:

X = tgy
ax ! secV
dy ~— cos*y
Stad:
dy _ J
dx  secly

Aby powr6ci¢ do zmiennej x, opieramy sie na wzorze znanym z trygo
nometrji:

sec8y = 1-f-tgly
a wiec
secd = 1 x%
i otrzymujemy;
dy 1
dx \ -\-x*
czyli wyraznie:
' (38) (arctg » = r -A_

Pochodna funkcji przestepnej arcus tangens jest wiec bardzo prostg funk-
cja utamkowg wymierng. Pochodna ta istnieje dla wszystkich x, podobnie
jak i sama funkcja pierwotna arous tangens i ma wszedzie wartosé
dodatnia.
Pochodng funkciji:
y = arc ctg x

oblicza sie podobnie jak arcus cosinus ze zwigzku (por. § 18f):
n
arctgx + arcctgx = —
a mianowicie:

n
y= g —arctgx
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a stad:

« V= - 1 x
Wiec:
(39) (arc ctg x)' —

T1-fx*

Wyprowadzenie pochodnych funkcyj: arc sec# i arc cosec x, jako mniej
wazne, pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.
Przyktady. 1) Obliczy¢ pochodng funkcji:

y -arctg (S'**)

Jest to funkcja zlozona. Pochodng jej jest:

1 b 1 ab
y = 8 a cos*#  a2c0s*x-j-6!sin*x
l1+(aH

2) Wykazaé, ze funkcje

y,=2 arctgJ/j-q-~ i y, = arccosx
majg réwne pochodne. Stosujac regule taricuchowa, otrzymujemy:
L _ My @F0(=D—0—

y\_2- +l WX I2(| L—\-)?l (1+*)*

1711 x
Po uporzadkowaniu otrzymujemy:
_ I

n I — x*

Niechaj czytelnik wykaze dla éwiczenia, ze:

<

arc sin 2x*1 —x8j = (arc sin x)'

[\ arc ‘g, 2" i)=farc tg*)'

3) W trojkacie prostokatnym jedna przyprostokgtna ma statg wiel-
koS¢ a, druga za$ zmienng: x Jezeli x jest zmierzone z bledem, jaki to
ma wptyw w przyblizeniu na przeciwlegly kat y?

Poniewaz: .

X
- =y
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przeto:
*
y — arc fg -

Gdy kat wzrosnie o dx, to przyrost y wynosi dokladnie dy, a w przy-
blizeniu:
dy — y'dx — a—dx

I*

czyli:
adx.

dy a* -f- xa

Tego wzoru uzywa sie przy pomiarach katébw zapomoca skali, lunety
i zwierciadta, obracajgcego sie okoto osi pionowej.

§ 83. Pochodna funkcji wyktadniczej.

Funkcja wykfadnicza:
V= ax

0 zasadzie dodatniej jest okreslona dla wszystkich x (por. str. 125 i § 50c¢)
1jest funkcjg ciggta i monotoniczng: rosnaca, gdy zasada a > 1, a ma-
lejaca, gdy zasada a< 1

Uwaga. GdybySmy obrali zasade ujemna, to funkcja nie bytaby okreslona dla
wszystkich x. Tak np. dla wartosci x utamkowych (uproszczonych) o mianowniku
parzystym wypadioby a* urojone. Np. (—2)* = \ —8 jest liczbg urojong. Podobnie
dla niewymiernych wyktadnikdw x nie okreslilismy zupelnie wartosci potegi (—2)*.
Dlatego w dalszych rozumowaniach ograniczymy sie do rozwazania funkcyj wyktad-
niczych o dodatnich zasadach.

Aby obliczy¢ pochodng funkcji wyktadniczej, tworzymy iloraz roz-
nicowy:

@ AT TThT T T

Cafa trudno$¢ polega na obliczeniu granicy wyrazenia:
a'— |1
~h

dla h —=0. Wiemy, ze 'Iaifgaa*= 1 (por. § 39, przykiad 3).
Przedstawmy ah w postaci:
ah— | -j- 6

to 6—0, gdy h-—=0 i odwrotnie. Wystarczy zatem bra¢ pod uwage 6
z jakiego$ przedziatu, otaczajagcego punkt 6 — 0. Wezmy — 1<C/ <] 3—
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to 1+ & jest liczbg dodatnig, zatem istnieje logarytm liczby 1 d
a mianowicie na podstawie definicji logarytmu jest:

N = loga(l -fd)
Wobec tego:
a*—1_ 1-fd —1 _ d .
wooo- 16g-0 + & i°&0 + S~ iogal j "3
Przedstawmy <& w postaci: d = — Gdy 6-* 0, to s dazy do niewlasciwej

granicy -|- 00 di® d dodatnich, a do —oo dla 6 ujemnych. Wyrazenie,
znajdujace sie pod znakiem logarytmu, ma postac:

@L+d)3 = (I +

To wyrazenie dazy, jak wiemy, do liczby e zaréwno dla s -» -j- 00 jak
i dla s—=— 00, jak to wykazaliSmy w § 46 (definicje liczby e podalisSmy
w § 32, w przykiadzie 3).
Poniewaz wiec:
@ -j- ofl —*e
to

log,,(I + >t0g,.e

jak to wynika z cieptosci logarytmu. Nazwijmy bowiem (1 -J- 6)* — 2\
gdy z dazy po jakimkolwiek ciggu do granicy e, to ciggta funkcja zmien-
nej z dazy do granicy, ktdra jest rdwna wartosci funkcji w miejscu gra
nicznem e
Zatem:
aA- | 1 1

*-f * 4- Olog.(I + d)s log‘e

Teraz juz mozemy obliczy¢ pochodng funkcji wykfadniczej, przechodzac
we wzorze (@) do granicy dla h—0. Otrzymujemy:

1
Yy — @ *fog.e
Wiadomo jednak, ze:

(b) logfin =

a wiec;



(40) (@)' = a*log,a

Widzimy, ze w pochodng funkcji wyktadniczej o dowolnej zasadzie (dodat-
niej) wchodzi liczba e i nie mozemy jej zadng miarg ominac.

Wz6r na pochodng funkcji wyktadniczej przyjmie szczeg6lnie pro-
stg posta¢, gdy zasadg tej funkcji wyktadniczej bedzie wiasnie liczba e
Wtedy bowiem:

) (e*)'= e*log.e
czyli:

(41) (@ = el

Widzimy zatem, ze funkcja wyktadnicza ¢ nie zmienia sie przy roznicz-
kowaniu: pochodna tej funkcji jest réwna funkcji pierwotnej. Na tej
wihasnosci  polegajg bardzo rozlegte zastosowania tej funkcji w rachunku
rozniczkowym. W badaniach, nalezacych do zakresu analizy wyzszej,
trzeba uzna€ za najprostszg funkcje wyktadniczg funkcje:

¥= ¢
a me np. y— 2Xlub y — 10*

Uwaga. Wykazemy pézniej (w § 87), ze najogdlniejsza funkcja, ktéra jest rowna
swej pochodnej, jest y = C ex, gdzie C oznacza dowolng liczbe stala.

§ 84. Pochodna logarytmu.

Znajac wzér na pochodng funkcji wyktadniczej, znajdziemy juz tatwo
wzor na pochodng logarytmu, stosujac regute na pochodng funkcji od-

wrotne;j.
| tak, chcac wyznaczy¢ pochodng funkcji:

y = logfla:

odwracamy jg i otrzymujemy:
X —ar

Stad wedtug wzoru (40) otrzymujemy:
dx
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czyli Da podstawie wzoru (b) z poprzedniego paragrafu:

y'= -logfle
a wiec:

(42)

Widzimy, ze w ten wzdér wchodzi liczba e
Najprostszy wzor otrzymamy, gdy za zasade logarytmOéw obierzemy
liczbe e. a mianowicie wtedy log,e=1 i zostaje:

(43) (log,a) = -

OtrzymaliSmy jako pochodog funkcji przestepnej bardzo prostg funkcje
wymierng. Interesujgcem jest ponadto, ze ta pochodna istnieje dla wszyst-
kich x dodatnich i ujemnych z wyjatkiem x — 0, podczas gdy funkcja
pierwotna: loga: jest okreslona tylko dla dodatnich x.

Zauwazmy, ze pochodna funkcji:

V= Iogy(_ X)
ma taka samg wartos¢

jak pochodna funkcji y = \ogix, jak to wynika z zastosowania reguly
na rozniczkowanie funkcji z funkcji: y — logw, u= —x.

Widzimy, ze dla badan, wchodzacych w zakres rachunku roznicz-
kowego, najprostsze sg te logarytmy, ktorych zasadg jest liczba e a nie
liczba 10. lub jakakolwiek inna. Z tego powodu nazywamy logarytmy
0 zasadzie e logar.ytmami naturalnemi logarytmy za$ o zasadzie 10, dla
odrdznienia, zwyczajnemi.

Przy logarytmach naturalnych bedziemy w dalszych rozwazaniach
opuszczali zasade e przy symbolu: log. k wiec:

y — log x
oznacza¢ bedzie logarytm naturalny. Natomiast przy logarytmach zwy-
czajnych bedziemy zawsze pisali wyraznie zasade:

y = logl0x

Uwagi. 1) Logarytmy naturalne wprowadzono do matematyki przed logaryt-
mami zwyczajnemi. Wylonity sie one z pordwnania postepu arytmetycznego:

0,1,2,3,... n,...
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* postepem geometrycznym:

i.(it¢ A at+t«*A (i+dA..:;,(i+i)3,...
Liczby pierwszego ciggu sg logarytmami liczb drugiego ciggu przy zasadzie:

E= @-f d)3

Gdy d dazy do zera, to ta zasada dazy do liczbv e. Najstarsze logarytmy (J, Neper
w r. 1614) byly obliczone dla zasady E przy d — 10—7= 00000001. Roznig sie one
bardzo nieznacznie od Scistych logarytméw naturalnych, poniewaz zasada E rozni sie
nieznacznie od zasady e.
Tak np.
log10£’= 0-4342944 554...
podczas gdy:
logl0e = 0-4342944819...
2) Przypomniemy tu znane z szkoty $redniej, a bardzo czesto uzywane w ana-
lizie wyzszej, wzory do zamiany logarytméw naturalnych na zwyczajne i odwrotnie.
Nazwijmy:
logox =z a log<x =rn

10= * | ea= x

10*=

To znaczy:

czyli:

Logarytmujac obie strony przy zasadzie 10, otrzymujemy:

Z = Nlogl0«= 0"4342944819... *n
Logarytmujac za$ przy zasadzie « otrzymujemy:

zlogi 10 = n = 2-302 5850930 *z

3) Pochodng logarytmu mozna wyprowadzi¢ takze wprost z definicji pochodnej,
a mianowicie dla y = log«* otrzymujemy:

V = all[rl]ologa(a!+ ¥~ l0ga = jj_r)r)]olog(ll +

Mnozac i dzielgc logarytm przez x, otrzymujemy:

¢ (H)A
Kfadac %z i, otrzymujemy logo(l + d)%l s logok, a wiec:
V'=£

4) Wartoscig liczby * z dokfadnoscig 12 miejsc po kropce dziesietnej jest.
«« 271828 18284 59

Poznamy pozniej bardzo dogodny sposéb obliczania tej liczby z dowolng dokfadnoscia.
Okazano, ze liczba ta jest nietylko niewymierna lecz nawet przestepna, to znaczy nie
jest pierwiastkiem zadnego réwnania algebraicznego. Z liczbg tg spotykamy sie nietylko
przy obliczaniu pochodnych funkcyj wykfadniczych i logarytmicznych, lecz takze
v/ rozmaitych zagadnieniach praktycznych, przyrodniczych, technicznych i fizycznych,
jak to‘jeszcze wyjasnimy w dalszym ciagu.

Rachunek rézniczkony i calkowy. 18



§ 85. Pochodna logarytmiczna.

Wiadomo, jakich uproszczen doznajg dziatania arytmetyczne przez
wprowadzenie logarytméw. Podobne uproszczenia wystepujg takze w ra-
chunku roézniczkowym dla funkcyj, przybierajagcych wartosci dodatnie.

A mianowicie trudno jest czasem obliczy¢ pochodng jakiej$ funkcji
a fatwo jest obliczy¢ pochodng logarytinu naturalnego tej funkciji.

W tym celu dla:

y = f(x)
tworzymy
[°gy= logf\x) = F{x)

Obliczamy pochodne obu stron, pamietajgc o tern, ze y jest funkcjg z,
a nie zmienng niezalezng. Trzeba wiec do lewej strony zastosowac twier-
dzenie o pochodnej funkcji ztozonej. W ten sposéb otrzymujemy.

.y = F{x)
a stad:

y'=y F()= f(x)«F'(x)
Whyrazenie F'{x) czyli:

dlogf{x) _ f\x)

(44) dx F(x)

nazywamy logarytmiczna pochodng funkcji f(x). Metode te stosujemy
zwykle do funkcji postaci:
y = u()¥
dla u{x) > 0.
Chcac obliczy¢ tworzymy najpierw logarytm (naturalny):
log V= *>x log u(x)
Stad otrzymujemy pochodng logarytmiczna:

J = Vv'(X) log u{x) + »(2) L@

a wiec;
(UIMI — u(x)"MWV’(X) log u(x) + v(x)
Mozemy teraz uzupeini¢ pewng luke w rdzniczkowaniu poteg:
y = xn

Dotychczas omowilismy tylko potegi o wyktadnikach wymiernych (por.
8 79, przyktad 3). Potege o wyktadniku niewymiernym n okreslilismy
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tylko dla dodatnich zasad x. Pochodng tej funkcji obliczamy przy pomocy
pochodnej logarytmicznej. Tworzymy zatem logy — nlogx i —= —
y X
Stad:

y'= -ex"= nxn-l

Xlﬂ

1
Otrzymalismy zatem taki sam wzor, jak dla wykiadnikéw wymiernych,
a mianowicie:

@2)

§ 86. Przyktady na pochodne funkcyj wyktadniczych
i logarytmicznych.

1) Podac¢ konstrukcje stycznej dla linji wykladniczej o réwnaniu:

Obliczmy w tym celu podstyczng
wedtug wzoru (7) z § 64, t. j..

I05 )l/ e !
Chcac wiec wykresli¢ styczng w do-
wolnym punkcie A tej krzywej
(fig. 85), rysujemy rzedng BA i od
punktu B odcinamy na osi »-6w
w kierunku ujemnym jednostke
BC — 1. Prosta, tgczaca punkt C
z punktem A, jest zadanag styczna.

2) Obrazem graficznym funkcji:

y = bc~axa\n[cx  d)

jest linja falowa o drganiach za-
nikajacych, gdy a> 0. Natomiast
dtugosci wszystkich fal sg réwne. Fig. &.
Wyznaczy¢ odciete tych punk-
tow, w ktorych etyczne sg rownolegte do osi »Ow. Obliczamy spadek
stycznej:

tga = y'= —abe~a&&n{cx -|- d) -f- bce~axcos(cx -f- d) =

= be~aqceos(ex -f- d) — asin (cx-f- d))
18
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Styczne sg réwnolegle do osi x-6w dla y' — 0, czyli dla x, spetniajacych
rownanie:
6e_“ (ccos(cx -fmd) — a sin(cx -(-d)) — 0

Pierwszy czynnik nie jest zerem dla zadnej wartoSci X, z drugiego za$
otrzymujemy;

tg(cx 4- d) = T
czyli:
cx d— arctg —-|-nn
a wiec
arctgé————d nn
X
c c

Oznaczajgc pierwszy dodajnik literg x0, otrzymujemy caty cigg tych
odcietych, dla ktoérych styczna jest rownolegta od osi x-6w, w postaci:

. nn
Xn= xo-h .

Liczba c jest w bardzo bliskim zwigzku z okresem drgania T, albowiem
perjodem funkcji sin(cx — d) jest T = Z—CTC Stqd? = £—T\ mozemy
napisac:

T

H
Xn= *0+ » e2

Punkty te lezg zatem w odstepach réwnych potowie dtugosci fali.
Poleca sie czytelnikowi sporzadzenie dokladnego wykresu tej funkcji
dla szczeg6towych wartosci a, b, ¢, d.
3) Obliczy¢ pochodng funkciji:

V— logi# “t~KL + ®)
Jest to funkcja ztozona. Zatem:

= N+ X*+ Xx. 1

i + X
W\ - X} A -j- X1 X*

y ~ [I + X*
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Niechaj czytelnik wyprowadzi w podobny sposéb wzor na pochodng funkcji:

"=,04 /1= 1
4) Obliczy¢ rozniczki logarytrnéw funkcyj trygonometrycznych.

t/(log sin «) = sin< " 00sX dx = ctexdx

d(log cos x) — coix o(—sin«)(/«:=—tgxdx

1
((ogtgx) — tgx  CoS8x X — i ox 9%
-1 - .

rf(logetg«) = ctg«  sin8« dx = SiH‘ZX dx
Wzory te odnoszg sie do logarytrnow naturalnych i do miary lukowej
katow. Mnozac prawe strony przez odpowiednie zamienniki, mozna przy-
stosowaé te wzory do logarytrnéw zwyczajnych i do miary stopniowej.
Znajdujg one zastosowanie przy rachunkach liczbowych.

5) Obliczy¢ pochodng funkcji:

log tg

Uzywajac reguly fancuchowej, otrzymujemy:

1 1 1
V *=
«2+7) oo,(i+f)2 2ol + 1) G+ 1)

6) Obliczy¢ pochodng funkcji:
y — XX
Funkcja ta nie jest ani potegg o statym wyktadniku, ani funkcjg wyktad-
nicza o statej zasadzie. Wobec tego nie mozna tu zastosowac ani reguly
(22) z § 76 lub 85, ani wzoru (40) z § 83. Natomiast fatwo dojdziemy
do wyniku, tworzac pochodng logarytmiczng. Logarytmujac dang funkcje,

otrzymujemy: I I
ogy = « 10g «

a stad: .
iI-= lelog« + «-= log«4-1
X
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a wiec:
y' = a?{\ -f-log a)

7) Podobnie obliczamy pochodng funkcji;
y — (tgay"1
logy = sin x logtga:

N =s cos# logtga;-|- sina;- = cos# logtg# -ij---—--
9tga;-| tga: cos*# 91g# - cos#

y' — (tg#)sIn*(cos# logtg x -f- sec#)

8) Pochodng funkcji.
y — logxa

wyznaczymy, zmieniajgc logarytm o zasadzie x na logarytm o zasadzio e.
Otrzymujemy w ten sposéb:

y = logea *logxe = logea : log,#

Stad :
o -1 1
y' = log.a ogux x
czyli:
_— logo
i/'= —yx (log,#)!
8 87. Roéwnanie rozniczkowe funkcji wyktadniczej.
Funkcja wyktadnicza y — ex spetnia warunek:
(45)

Takie roéwnanie nazywamy réwnaniem rozniczkoweni zwyczajnem.

Ogolnie réwnaniem rdzniczkowem zwyczajnem (pierwszego rzedu)
nazywamy roéwnanie, zachodzace miedzy pochodng jakiejs funkcji, miedzy
tg funkcjg i zmienng niezalezng, t. j.:

F(X1 y’y’) —0

przyczem moze brakowa¢ w tern réwnaniu zmiennej X lub zmiennej v,
ale musi wystepowaé pochodna y’. Te rownania sg nadzwyczaj wazne,
poniewaz prawa fizyki i wogole prawa przyrody wyraza sie najczesciej
wiasnie w postaci réwnan rézniczkowych. Wyznaczanie funkcji, spetnia-
jacej takie rownanie, nazywamy rozwigzywaniem rownania rézniczkowego.
Ogélnym metodom rozwigzywania takich zagadnien poswiecimy kilka
rozdziatbw w Il tomie. Tutaj mamy do czynienia tylko z jednym specjal-
nym przypadkiem.
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Rozwigzaniem réwnania (45) jest nietylko funkcja e* lecz ogdlnigj,
gromada funkcyj postaci:

y — ae*

albowiem y' — ae? (a jest dowolng stalg liczbg).

Okazemy poOzniej, ze jest to najogdlniejsze rozwigzanie réwnania
rozniczkowego (45).

Bardzo podobne, lecz nieco ogolniejsze réwnanie rozniczkowe apel*
niajg funkcje:
(@ y — ael¥

gdzie a i 6 oznaczajg dwie dowolne state liczby.
Pochodna kazdej takiej funkcji wyraza sie¢ wzorem:

y' — abe™
wiec:

(46)

Okazemy po6zniej, ze funkcja, okreSlona wzorem (), jest najogélniejszem
rozwigzaniem tego réwnania rézniczkowego Wzo6r (46) mozemy wypo-
wiedzie¢ w nastepujacy sposdb: szybko$¢ wzrastania tej funkcji jest pro-
porcjonalna do kazdorazowej wartosci funkcii.

Réwnanie rozniczkowe (45) jest specjalnym przypadkiem réwnania
(46), a mianowicie dla specjalnej wartosci: 6=1. Zobaczymy, ze taki
zwigzek (46) charakteryzuje przebieg bardzo wielu zjawisk przyrody
i ma zastosowanie takze w praktycznej matematyce.

GdybySmy nawet zg6ry nie znali rozwigzan réwnania rozniczko-
wego (46), to moglibySmy je wykry¢ nastepujgcem rozumowaniem.

Napiszmy to réwnanie w postaci:

Szukamy najpierw dodatnich rozwigzan tego réwnania, t j. y > 0. Wtedy
logy istniatby. Po lewej stronie mamy pochodng logarytmiczna, t. j.

dflogy) _ b
dx

Jezeli pochodng jakiejs funkcji jest stata liczba 6, to fatwo odgadujemy,
ze funkcja pierwotng jest bx lub ogolniej bx ¢, gdzie c jest dowolng
liczbg staty, albowiem istotnie:

(bx -f- ¢)' — b

Nie wiemy tylko, czy jest to najogolniejsza funkcja, ktdrej pochodng jest
stata b. PéZniej (w § 101) zobaczymy, ze tak jest istotnie.
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Wobec tego:
logy = bx -(-c
a zatem:
y = el — ef et

Poniewaz c jest dowolng liczbg stalg, to e* jest dowolng dodatnig stata:
oznaczmy ja literg a. Otrzymujemy wiec:

y = aelx (przyczem a > 0)
zgodnie z wzorem (a).
Okazemy, ze stala a moze przybiera¢ takze ujemne wartosci. Wtedy
i y mialoby ujemne warto$ci, a wiec logy nie istniatby, a istniatby tylko
log(—y). Aby w rachunku wystgpita taka funkcja, piszemy roéwnanie
(46) w postaci:

Stad widocznie: Y
I°g y) — bx-\-¢
a wiec:
— y —eb# = ecetfx
czyli:
y — — €eceelx -

Oznaczajagc ujemng statg: — ec literg o, otrzymujemy:
y = ae6* (przyczem a< 0)

Dla a= 0 spetnia sie takze réwnanie rozniczkowe, bo wtedy y = 0,
y'= 0 a wiec y' — oey.

A wiec wszystkie funkcje, zawarte we wzorze (a), s3 rozwigzaniami
réwnania (46).

§ 88. Zastosowania funkcji wyktadniczej. Wzrastanie
»organiczne®,

Liczba e nasuneta sie po raz pierwszy w taki sposdb, ze nie mozna
jej bylo oming¢, przy badaniu pochodnej dowolnej funkcji wyktadniczej
i logarytmu o dowolnej zasadzie. Zobaczymy, ze zar6éwno liczba e jak
i funkcja wykladnicza o zasadzie e wystepujg w rozlicznych waznych
zagadnieniach i to nawet juz w matematyce elementarnej.

| tak przedewszystkiem natrafimy ua te liczbe przy konsekwentnem
uogo6lnieniu zagadnienia procentu skiadanego, przy rozmaitych okresach
kapitalizacji.

Znany jest z matematyki elementarnej wzo6r na kapitat koncowy
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z kapitatlu KO, umieszczonego na procencie skfadanym p°/0 na x lat przy
rocznej kapitalizacji, a mianowicie:

y= £»W = A (i + 1E5)=irjo.

Procent dolicza sie przytem raz na rok. Przedstawiajgc ten proces doli-
czania graficznie, otrzymujemy (fig. 86) linje schodkowa, ktérej gorne
punkty katowe lezg na krzywej wyktadniczej y — KOef. Jezeli kapitat

wyjmuje sie w ciggu roku, to dolicza sie za ostatni utamek roku nie
procent skfadany, lecz procent prosty. To znaczy, ze przyjmuje sie w ciagu
jednego roku wzrastanie kapitalu proporcjonalne do czasu, jednostajne,
wedtug linji prostej, taczacej dwa sasiednie gorne punkty katowe. Wtedy
zamiast linji schodkowej otrzymuje sie linje famana, ztozong z cieciw krzy-
wej y — KO<f. Tak sie przedstawia sprawa przy kapitalizacji rocznej.
Korzystniejszag dla kapitalisty jest kapitalizacja potroczna, przy ktorej
odsetki dopisuje sie do kapitatu co N roku. Wzdr na kapital koncowy
Km{x) po x latach .przy takiej kapitalizacji ma posta¢:

iN >=¢,(i+iEf

(potowa procentu a dwa razy wiecej okresdéw kapitalizacji!).
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Na obrazie graficznym otrzymuje sie linje tamana, wznoszaca sie
nieco szybciej anizeli K m{x\ zlozong z dwa razy wiekszej liczby odcinkdéw.
Bioragc pod uwage kapitalizacje kwartalng (®E roczng), miesieczng (co
roku) i t. d. otrzymuje sie linje tamane coraz bardziej strome. Ogodlnie,
doliczajac odsetki co £ cze$6 roku, otrzymujemy nastepujacy wzOr na
kapitat koncowy:

| mx

K™{x) = Ka(l -1-

Oznaczajac krotko.

—Yqq = f otrzymujemy m= N - T50-

a wzor ma postac

1) = KO
A= KO gy
Jezeli liczba m okreséw Kkapitalizacji wzrasta nieograniczenie, to okazuje
sig, ze kapitat koncowy nie dazy bynajmniej do -j- oo, lecz dazy do
pewnej skonczonej granicznej wartosci, a mianowicie przy danem X, t.j.
przy danej liczbie lat, mamy

lim K ,n,(x) — KO )!\_400\_ + rf-lra f
Gdy m—*o00, to i n—00, a jak wiadomo: lim |l -f- = e

Wobec tego:
. _ A
aiI_|m KIim(x) = KOe

Nazwijmy te graniczng funkcje K(x\ to:

o) K(x) = KOe » *

Widzimy, ze chcac uzyska¢ mozliwie najkorzystniejsza kapitalizacje, na-
lezy oblicza¢ kapitat koncowy przy pomocy funkcji wykfadniczej o za-
sadzie e

Wzrastanie kapitalu wedlug tego wzoru nazywamy Kkapitalizacja
organiczng albo ciggla. £amana linja, charakteryzujgca wzrastanie kapitatu
(schodkami), przechodzi na linje ciagla, stale rosnaca, a mianowicie jest
to krzywa wykladnicza.
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Nazwa: kapitalizacja ,,organiczna®“ pochodzi stad, ze taki sposéb
wzrastania przypisywano dawniej organizmom. Cecha charakterystyczna
takiego sposobu wzrastania wystapi jasniej, gdy obliczymy szybko$é
wzrastania czyli pochodng tej funkcji. | tak z wzoru (b) otrzymujemy:

dK _

dx ~ K

100
czyli:

K= 100 K
Widzimy, ze przy kapitalizacji cigglej szybko$¢ wzrastania kapitatu jest
proporcjonalna do kazdoczesnego stanu kapitatu, a czynnikiem proporcjo-

nalnosci: jest b— t- j- roczny dochdd z jednostki kapitatu. Jest to

réwnanie rézniczkowe formy (46), ktére omowilismy szczegdtowo w po-
przednim paragrafie.

Otoz kazde wzrastanie (lub malenie, zalezne od tego, czy b jest
dodatnie czy ujemne), odbywajace sie wedlug prawa, wyrazonego tem
réwnaniem rozniczkowem, nazywamy wzrastaniem organicznem.

Tak np. w gospodarce lesnej drzewostan powieksza sie nie rocznie
lub potrocznie, lecz ciggle. Szybkos¢ wzrastania objetosci (drzewa) mozna
wyrazi¢ wzorem:

dv v
di = ar
Napiecie pasa transmisyjnego (fig. 87), Slizgajacego sie po kole, zmienia
sie wskutek tarcia wedtug wzoru:
dP
e &
gdzie < oznacza kat zawarty miedzy
promieniem kota, nalezagcym do bada-
nego punktu, a promieniem, nalezacym
do koricowego punktu stycznosci pasa.
Stata g oznacza spdtézynnik tarcia. Roz-
wigzaniem tego réwnania jest:

P = cedf
Statg ¢ otrzymamy z warunku, ze dla p= 0 jest P= P,, a wiec:
P = POew
Ubytek cisnienia barometrycznego y z wysoko$cig X wyraza sie wzorem:

1000s I
dy — -—-—--—S-k?n—%ydx — 7990 ydx — —kydx-

18»
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gdzie sO jest gestoscig powietrza, s gestoscig rteci, h, — 760 mm/rteci
a dx przyrostem wysokosci w metrach.
Stad:
= ky
a wiec:
y = Ce~k

Stalg C wyznacza sie z warunku, ze dla x = 0 (t.j. przy poziomie morza)
ma by¢ cisnienie y =b0 Wiec:

y:

Jest to t. zw. formutka barometryczna na pomiar wysokosci, uzywa sie
jej bowiem zwykle odwrotnie, uwazajac x jako funkcje y, t j.:

.«797E9@r1i08,l60 = i iog, hg

Ten wzlr odnosi sie do temperatury t= 0° C. Dla dowolnej temperatury t
trzeba zastgpi¢ czynnik k wyrazeniem + 273)

W tym przyktadzie mamy do czynienia z maleniem organicznem.
Podobne prawo spotykamy przy absorbcji Swiatta w przezroczystych ply-
tach, przy rozpadaniu sie ciat promieniotwdrczych i t. d.

Gdy liczba b we wzorze y' — by czyli y — aelx jest dodatnia, to
bezwzgledna warto$¢ wielko$ci y wzrasta nieograniczenie z wzrostem xy
dazac do -f-0° dla a> 0 a do —00 dla a < 0.

§ 89. Wzrastanie wedtug prawa Ulltscherliclia.

Spos6b wzrastania (malenia), opisany w poprzednim paragrafie, spo-
tykamy w przyrodzie nader rzadko. Najczesciej badana wielko$¢ wzrasta
tylko do pewnej skonczonej wartosci, dazac do skoriczonej granicznej
wartosci g. Przyjmujac, ze rdznica miedzy tg graniczng wartoscig a ba-
dang wielkoscig maleje wedlug prawa organicznego, otrzymujemy inne
prawo wzrastania, a mianowicie:

(w) g —y— Ce-lx (przy b> 0)

Gdy &—»-j- 00, to e~lx—0, a wiec y —»q.
Obierzmy poczatek ukfadu tak, aby dla x — 0 bylo y = G to znaczy:
g—0= C-I

czyli.
C=g
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Otrzymujemy:
. g — vy — ge-
czyli:

y=g(l—eb

Wykres tej funkcji przedstawiono na fig. 88. Rownanie roznicz-
kowe dla takiego prawa wzrastania otrzymamy, tworzac pochodng obu
stron wzoru (w). Otrzymujemy:

—y'= Ce-b*-{— )
czyli:

@) y'= % —vy)

To znaczy: szybkos$¢' wzrastania
jest proporcjonalna do réznicy po-
miedzy graniczng wartoscig a kazdorazowym stanem badanej wielkosci.
W fizyce spotykamy to prawo do$¢ czesto. Tak np. takiemu prawu
czyni zado$¢ szybko$¢ ostygania ciata goretszego od otoczenia (por. str. 2,
przyktad d) a takze szybko$¢ ogrzewania sie ciata zimniejszego od oto-
czenia. Temperatura otoczenia jest tu owa graniczng wartoscig y, do ktorej
dazy rdéznica miedzy temperaturg otoczenia a temperaturg badanego ciata.
Wedtug takiego prawa przebiega zmiana natezenia i pradu elek-
trycznego po wigczeniu statej sity elektromotorycznej v, przy uwzgled-
nieniu hamujacego dziatania indukcji wiasnej. Otrzymano bowiem z roz-
wazan fizycznych nastepujgce réwnanie rézniczkowe:

i.r—v—/mi
~r oznacza opor, L spotczynnik indukcji wilasnej, a i' =
To roéwnanie sprowadzamy do postaci (2):

"- t(H

W mysl poprzednich rozwazah natezenie pragdu przebiega zatem wedtug
prawa:

¢
Graniczng wartoscig jest tu i0= —

Prawo to znajduje takze liczne zastosowania w chemji, w botanice,
w zoologji i w psychologji doswiadczalnej. Zowiemy je prawem Mit-
scherlicha.
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8 90. Wozrastanie wedlug prawa Robertsona.

Inne znébw prawo wzrastania otrzymujemy, czynigc zalozenie, ze
szybko$¢ wzrastania jest proporcjonalna do iloczynu z kazdorazowego
stanu wielko$ci i z rdznicy miedzy wartoScig graniczng a tym stanem.
Prawo to wyraza sie nastepujgcem réwnaniem rézuiczkowem:

= V= by(9—V)

Predko$¢ wzrastania jest tu zerem zar6wno na poczatku procesu wzrasta-
nia (dla y=0), jak i dla wartosci granicznej: y — g.

Najtatwiej jest rozwigza¢ to réwnanie rdzniczkowe, uwazajac y za
zmienng niezalezng, a czas t za zmienng zalezng. Wtedy:

dt 1 1

dy ~ dyi ~ by(g —vV)
dt

Drugg strone rozktadamy na utamki czeSciowe (por. § 23) i otrzymujemy:

dy bgly g—vyj
Wiemy, ze - jest pochodng funkcji logey\ wobec tego Sy jest po-

y y
chodng funkcji — log(y —y), a zatem prawa strona jest pochodng funkcji:
tyg (logy  logfa—y))-f C
Lewa strona jest pochodng funkcji t, zatem:

1= Vg (P°gy ~ 10g® ~V))+C

Statg O wyznaczmy z warunku, ze w pewnej chwili t= T osiaggnie y
potowe granicznej wartosci, t. j. y —tyj. Podstawiajagc to w rdwnanie
otrzymamy:

r=ir,(logf - |osf)d4-c=c
Mamy zatem:

t= r~1I° T
_ bo ' 99—y *
czyli:

b‘g{t — T) = log—



a stad:

-2 =
9—y
9 —y = y<rle-T)

y 11 ent(-)
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Tu T oznacza czas, potrzebny do osiggniecia potowy granicznej wartosci.

To prawo wzrastania nazywamy prawem Robertsona.

Na fig. 89 jest przedstawiony wykres tej funkcji. Gdy t-—»— oo,

to y—a0, a gdy t->

wklestos¢ przechodzi w wypukiosc.

00, to y—»g. Dlat= T jesty— 5 W punkcie A,

Uwaga. Doktadniejsze oméwienie tych rozmaitych praw wzrastania i cytaty
z literatury, odnoszacej sie do tego przedmiotu, znajdujg sie w podreczniku A. Wal-
thera, p. t. Einfihrung in die mathematische Behandlung naturwissenschaftlicher.
Fragen (Berlin 1928, str. 184; i nast.)-

8 91. Funkcje hipcrbolicznc i ich pochodne.

Pewne proste kombinacje funkcyj wyktadniczych oznaczono specjai-
uemi symbolami i wprowadzono na nie osobne nazwy. Okazuje sie bo-
wiem, ze te kombinacje majg bardzo interesujgce whasnosci i znajduja

czeste zastosowania w rozmaitych dziatach fizyki i techniki.

Sa to nastepujace funkcje:

(47)
(48)
(49)

(V)

e —e _ .

, = sin hyp x
ef -f e~

5 — cos hyp x
e —eX
o e U h.yp x
P ghypw

eX—e~
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zwane funkcjami hiperbolicznemi. | tak funkcja, okre$lona wzorem (47),
jest to sinus hiperboliczny, wzorem (48): cosinus hiperboliczny, (49):
tangens hiperboliczny a (50): cotangens hiperboliczny.

Wykresy funkcyj sinhyp# i coshyp# sa przedstawione na fig. 90
a funkcyj tghypx i ctghyp# na fig. 91. Nazwy ich pochodzg stad,
ze majg one wiasnosci podobne do funkcyj trygonometrycznych i sg
zwigzane z hiperbolg réwnoboczng o potosi rownej 1, podobnie jak funkcje
trygonometryczne sg zwigzane z kotem o promieniu 1

| tak przedewszystkiem tatwo mozemy sie przekonaé, ze miedzy
funkcjami sinhyp t i coshyp t zachodzi zwigzek:

(51) coshyp*i —sinhyp*t= 1

rézniacy sie tylko znakiem od znanego z trygonometrji zwigzku:

(@) cos*i -} sin*i= 1
Istotnie:

coshyp* i — sinhyp*i = f +4<T) G —4e-)

e*+ 2+ e-2—e*+ 2—es _

Uwazajac cosi i sini za spotrzedne (f, rj) punktu, otrzymujemy z wzoru (a)
koto o promieniu 1, wyrazone w formie parametrowej,
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Istotnie wtedy:

1= QRt-|- 8in*i= £ tf

2 4+ =1 *

przedstawia réwnanie kota o promieniu 1L Uwazajac za$ cos hypf i sinhyp f
za spotrzedne punktu, otrzymujemy na podstawie wzoru (51):

a to jest réwnanie hiperboli réwnobocznej o pdlosi L

tatwo stwierdzi¢, ze do fuukcyj hipdrbolicznych stosujg sie takze
ogoélne wzory o dodawaniu argumentow, podobne do wzoréw dla funkcyj
trygonometrycznych, a mianowicie:
(52) sin hyp (a -j- b)= sin hyp a cos hyp b-f-5in hyp b cos hyp a
(53) cos hyp (a-f-b) = cos hyp a cos hyp b-\- sin hyp a sin hyp b
Stad tatwo otrzymaé wzory dla a —b, uwzgledniajac fakt, ze sin hypt
jest funkcjag nieparzysta (por. 8 20d) a coshyp t funkcjg parzysta, a wiec

sin hyp (—b)= —sinhyp b, coshyp(—b)= coshypb
Tak np. przy dowodzie wzoru (52) opieramy sie na tem, ze
€ = cos hyp x -j- sin hyp x
e~z— €0s hyp x — sin hyp x

jak to wynika z dodania i odjecia obu stron wzoréw (47) i (48) od siebie.
>  Wedbug definicji jest:

ath— e-(* ¢leb— e-ae->
sinhyp(a+ b)= € e(+6)=lC Seae

Podstawiamy tu za eg eh e~ e~b odpowiednie wartosci i otrzymujemy po
wykonaniu zaznaczonych dziatah wzdr (52).

Takze inne wzory trygonometryczne stosujg sie do tych funkcyj.
Tak np. z definicji tg hyp x zapomocg wzoru (49) widzimy, ze

sin hyp x

(54) tg hypa - cos hyp &

Zobaczymy pOzniej, ze te przypadkowe napozér analogje majg glebsza
przyczyne. Aby jg jednak zrozumie¢”" trzeba rozszerzy¢ badania takze na
urojone wartosci zmiennej x i wprowadzi¢ e". W jednym z dalszych
rozdziatow zajmiemy sie ta sprawg szczegdlowo. Ze wzgledu na dosé
czeste zastosowania tych funkcyj sporzadzono dla nich tablice.

Rachunek rézniczkowy i ca/kowy. 19



290

Tak np. w zbiorze tablic p. t. ,,Hitte* znajdzie czytelnik, obok in-
nych czesto uzywanych tablic, takze tablice funkcyj hiperbolicznych. Ob-
szerne tablice podat Hayashi p. t. ,Finfstellige Tafeln fir Kreis- und
Hyperbelfunktionen*. 1921 r.

Pochodne funkcyj hiperbolicznych sg jeszcze fatwiejsze do zapamie
tania anizeli pochodne funkcyj trygonometrycznych. | tak dla funkcji:

e~X
sinhypx = —y ~

pochodna ma wartos¢:

g —-eXe(— 1) _ e*+-er

2 ” 2
a wiec:
(55) (sin hyp x)' = cos hyp x
Dla:
cos hyp x — g—j{%g
pochodng jest:
(56) (cos hyp x)" — sin hyp x

Pochodng za$ funkcji tg hyp x obliczymy z wzoru (54), stosujac twier-
dzenie o pochodnej ilorazu, a mianowicie:

f coshypx ecos hypx —sin hyp x esin hyp a:
(tg hyp X) yp YEOS yptH yp yp

A wiec na podstawie wzoru (51) jest

(57) (tghyp” = {5 "5

Pozostawimy czytelnikowi wyprowadzenie wzoru na pochodng funkcji
ctghyp#. Wprowadzono takze funkcje odwrotne wzgledem funkcyj hi-
perbolicznych; np. funkcje odwrotng do y = sin hyp @ nazwano ,area n-
nus hiperbolici“ i oznaczono symbolem:

X — arsinhyp y
Obliczajac x z wzoru:
£ &
y= sinhypx = ——~==—-
otrzymujemy:
x = log(y -f- KT+y*)
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A zatem arsinhyp y nie jest nowa dla nas funkcja, lecz funkcja ztozong

z logarytmu i z algebraicznej funkcji y  JA -f- y2 Podobnie odwrdcenia

innych funkcyj hiperbolicznych sg logarytmami do$¢ prostych funkcyj
algebraicznych

Uwaga: nazwa ,area“ pochodzi stad, Zze funkcje te s3 w zwigzku z polete (po
tacinie; area) wycinkdw hiperboli, jak to pézniej zobaczymy w tomie II.
Przyktady. 1) Na fig. 92 jest.
przedstawione koto o promieniu 1
i prawa gataZ hiperboli réwnobocz-
nej o potosi 1
Parametrowe przedstawienie
tej gatezi hiperboli jest:

X — cos hyp t
y= sinhypt

Z punktu A, lezacego na tej hi-
perboli, poprowadzono réwnoleglg
do osi x-6w az do przeciecia sie
w B z wspdlng styczng kota i hy-
perboli, nalezaca do punktu C
Znalez¢ zwigzek miedzy parame-
trem t i katem # = -.£ BOC. Odcinek CB — tg# a odcinek OB = sec #.

Otoz:

y—sinhypt= CB= tg#

X = coshypt— sin hyp*t — "1 -f- tg8# = sec#
Ale:

sinhypt-f-coshypt= ¢
zatem:
tg# + sec# = ¢

czyli:

#\
gy

Z tego zwigzku mozemy do danego t obliczy¢ odpowiednig warto$¢ kata #
a mianowicie:

E 4- | = arctg(e) a stad #= 2arctg(e)—"

a w nastepstwie sprowadzi¢ obliczenie funkcji hyperbolicznej y = sin hyp t

do obliczenia fuukcji trygonometrycznej tg#.
19*
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Odwrotnie, mozemy takze wyrazi¢ t jako funkcje 5, a mianowicie:

Kat # nazywamy katem przestepnym funkcji hiperbolicznej lub amplituda
hiperboliczna

2) W mechanice dowodzi sig, ze tancuch, zwisajacy swobodnie mie-
dzy dwoma punktami A i B (fig. 90),
przybiera posta¢ linji o rownauiu:

y—  fe)
gdy obierzemy odpowiednio osie
spotrzednych. Te linje nazywamy
linjg fancuchowa. Znalez¢ konstruk-
cje stycznej do tej linji w dowolnym
jej punkcie: B. Rownanie tej linji
mozemy napisa¢ w postaci:

y — acos hyp ~

tga—y' = asin hyp 3L =sin hyp =

Na podstawie wzoru (51) jest wiec:

Aby ten kat otrzymac konstrukcyjnie, wykre$lamy na rzednej CB pot-
kole i odcinamy w niem cieciwe CD — a. Wtedy DB — Yy* — a2 wiec
W* —as:a= tg(<f; BCD) = tg a. Przedluzajgc BD do przeciecia sie
z osig x-O0w, otrzymujemy BEC= ~ BCD = a. Prosta EB, przecho-
dzaca przez punkt B linji fancuchowej, jest zatem styczng do niej.

§ 92. Obliczanie pochodnej funkcji, okre$lonej dwoma wzorami.

OmowilisSmy juz pochodne wszystkich elementarnych funkcyj (por.
str. 96), podanych w formie wyraznej zapomocag jednego wzoru. Jezeli
funkcja jest podana dla pewnych x zapomoca jednego wzoru, a dla in-
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nych x zapomocga innego, to trzeba oczywiscie oblicza¢ osobno pochodng
dla pierwszej czesci a osobno dla drugiej.
Tak np. funkcja, podana wzorami:

W) y = sin— dla x 3=0

y=o =0
posiada dla x 4=0 pochodna.

y{x) = 2x sin A -f x* cos " ( -
czyli:

y'(x) = 2xsin -, —cos s (dla x=tO)
Ta funkcja pochodna nie istnieje dla x — 0, ani nawet nie dazy do zadnej
okreslonej wartosci dla x —» 0. Nie nalezy stad jednak wnosi¢, ze w punkcie

x = 0 nie istnieje pochodna funkcji, okres$lonej wzorami (w). Pochodng
w punkcie x — 0 trzeba bowiem dopiero osobno obliczy¢ wprost z defi-

nicji, opierajagc sie na tern, ze y(0) = 0, a dla A=0 jest y[k) — /»sinj.

Pochodng te obliczyliSmy juz w 8 63, w przyktadzie 3a; otrzymalismy
y{0) = 0. W punkeie x = 0 istnieje zatem pochodna i ma wartos¢ O
(styczna istnieje i jest rownolegta do osi r-6w).

Zbadajmy w podobny sposéb istnienie pochodnej dla funkcji, okre-
$lonej dwoma nastepujacemi wzorami:

y = dla x =0

— ]
1-fe

y = (0] X = O
Dla * 0 pochodng tej funkcji jest:

v 1+ e —X egFe-y 1+ +
N W fI+fe’T‘\*

Dla x =0 trzeba obliczy¢ osobno pochodng przy pomocy ilorazu rézni-
cowego:
y» - y0=1_h = I _
h h 1+ ¢ 1+ J
Tutaj otrzymamy inng granice, gdy h dazy do O przez wartosci dodatnie
a inng, gdv h jest ujemne, albowiem lim-+= 400 a lim = —oo0.

Wobec tego (por. § 48, przykiad 3):
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lim .
0<A-0j

lim
OAND

1-)-00
1
1+ e

0

PrzekonaliSmy sie zatem, ze w punkcie x = 0 nie istnieje pochodna

Funkcja, okreslona wzorami:

= Xsin 1

y—o
posiada dla # 9=0 pochodna:

: .1
y smx \- X cos

w zwykiem tego stowa zna-
czeniu. Natomiast w tym punk-
cie istnieje prawostronna po-
chodna 0 i lewostronna po-
chodna 1. Linja krzywa, przed-
stawiajaca graficznie dang funk-
cje, ma w poczatku ukfadu
punkt katowy: prawa gataz jest
styczna do osi x-6vr a lewa do
prostej, nachylonej pod katem
45° do osi #-6w (por. fig. 94).

X 0
x=0
_ 1 1

81nx %

Natomiast dla x = 0 funkcja ta nie posiada pochodnej, jak to widzie-
lismy w 8§ 63 w przykladzie 3b, gdzie pochodng dla x = 0 trzeba byto

oblicza¢ osobno wprost z definicji.



ROZDZIAL VIIL.

Pochodne wyzszych rzedéw funkcji Jednej zmiennej.
8§ 93. Pochodne i rézniczki wyzszych rzedéw funkcji y = f(x)
w przypadku, gdy x jest zmienng niezalezna.

Pocaodna: y' = f'(x) funkcji y — f(x) jest takze funkcjg zmiennej x.
Jezeli ta nowa funkcja posiada pochodng, to te pochodng nazywamy
druga /pochodna danej funkcji i oznaczamy jg symbolem:

y'= )

Pochodng tej funkcji — o ile ona istnieje — nazywamy trzecig pochodng
funkcji y —f(x) i oznaczamy ja:

y" = 1) -
Podobnie okreslamy czwartg pochodna;

yW -. fw {x)
i ogolnie w-tg pochodna:

y(" = fx)

Te kolejne pochodne mozna tez oznacza¢ symbolami rézniczkowemi,
wprowadzajac rozniczki wyzszych rzedow.

| tak drugg rézniczka funkcji y = f(x) nazywamy rézniczke z pierw-
szej rdzniczki przy zachowaniu tego samego przyrostu i oznaczamy jg
symbolem:

d*y —d(dy) = (dy)'dx

(czytaj ,,d dwa y, a nie ,,d kwadrat y!*).
Poniewaz dy = y’edx, przeto:

(@) day — d[y'dx) = (y'dx)" «dx

Przyrost dx uwazamy za niezalezny od wartosci x, t.j. staty dla wszyst-
kich x. Wobec tego pochodna z dx jest zerem.
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Stosujgc po prawej stronie wzoru (a) wzor na pochodng iloczynu»
otrzymujemy:

(b) d*y — (y"dx -f- y* « Q)dx — y"{dx)* o
Wobec tego:

d*y

(dx)*

Piszemy zwykle zamiast (da;))® krotko dxI\ nie nalezy jednak tego mie-
sza¢ z d(x*) — 2xdx. Otrzymujemy zatem nastepujacy, dogodny nieraz
sposob oznaczania drugiej pochodnej:

d*y
Y —dx%
(czytaj: ,,d dwa y wzgledem dx do kwadratu!*). Prawg strone nazywamy
ilorazem rézniczkowym drugiego rzedu.

Podobnego sposobu oznaczania uzywamy takze dla. wyzszych po-
chodnych, a wiec piszemy:

d*y
y dx3
i ogolnie:
dll
(58) dX)]i

Zobaczymy jednak w dalszym ciggu, ze ten sposdb oznaczania jest tylko
wtedy dopuszczalny, jezeli x jest zmienng niezalezng a dx nie zalezy
od x. Nalezatoby wiec pisa¢ wyraznie:

yo= (c?;(%n

Przyktady.
1) Wyprowadzi¢ ogolny wzér na ra-tg pochodng potegi:
y=x*
Otrzymujemy kolejno:
y'= sxf-*,  y"=s(s— 1 y'" = s(s — 1) (s— 2)xs*

& ogolnie:
yw —s(s — 1) (s —2)... (s — (w— I))#5-"
Jezeli s jest liczbg catkowita, to s-ta pochodna jest liczbg stala:
= 8(s— 1)(*—2)... 5—(s— I))a;0= ¢!

a wszystkie dalsze pochodne sg zerami.
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Stad wynika, ze dla wielomianu stopnia s wszystkie pochodne rzedu
wyzszego od s sg zerami.
2) Obliczy¢é n-tg pochodng funkcji wyktadniczej:

y — ax
Otrzymujemy kolejno:

y' = axlog,a y" = a*(log,a)2
a ogdlnie:

y#= "(log,«)"

Dla y = e wszystkie pochodne sg rowne co zresztg wynika takze
z poprzedniego wzoru, poniewaz wtedy log,a= loge= 1
3) Dla funkcji logarytmicznej o zasadzie e:

y = \ogx
otrzymujemy nastepujacy ciag pochodnych:

V= -=arl y'= - arz yv= (- (- ars—(—1**1-2am
j«>= (_ U .2¢(- Jxr*= ~
ogdlnie:

(- 11 2(»-1)1
o

Wz6r ten nalezy jeszcze sprawdzi¢ zapomocy indukcji zupeinej, co po-
zostawiamy do wykonczenia czytelnikowi.
4) Dla funkcji:
y = sinx

otrzymamy bardzo prosty wzOr na w-tg pochodng, zwracajagc uwage
na to, ze:

yf= cosx = sin -
A wiec pochodng tworzy sie, dodajac pod znakiem funkcji sinus do

zmiennej niezaleznej stalg liczbe 7&. Wobec tego.
yn= Sin/\r+ 2.“" yll: Sinja;4“3‘”j.
a ogolnie:

yn= sin X+ n2)
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W podobny sposéb otrzymuje sie:
@Bxfn= 0B{x n

5) Wykazaé, ze funkcje sin c#, cos ca;, a ogolniej wszystkie funkcje
postaci

y = asin c¢x -f- b cos ca:

spetniajg nastepujgce réwnanie rézniczkowe (drugiego rzedu):

— —Cy
Dowdd\
y' — ac cos ca; — be sin ca;
y" = —ac2sin cx — bc* cos ca; = — ea(a sin cx -(- b cos cx)
czyli:
y" ——rcy

Dlaa= 1, ¢c= 1 6= 0 otrzymujemy y= sinx,adlaa= Q 6= c= 1
otrzymujemy y = cosa. A wiec widocznie takze sinx i cosx spehiajg
to samo réwnanie rézniczkowe.

Niechaj czytelnik wykaze, ze funkcja y = aresin x spetnia naste-
pujgce rownanie rézniczkowe drugiego rzedu:

@ —xy" —xy'

8§ 94. Wyzsze pochodne sumy i iloczynu dwoch funkcyj.

Czesto zachodzi potrzeba obliczenia w-tej pochodnej sumy i iloczyn*
dwoch funkcyj. Otéz co do sumy, to widocznem jest odrazu, ze

(f{x) 4-g{x)fn = 4- dn(*)

Natomiast dla iloczynu otrzymamy znacznie diuzszy, lecz tatwy do za-
pamietania wzér. | tak dla:

y — u[x) *»(@)

jest:
y' = u\x) *V[x) -j- m(i9" v'(x)
Stad:
y" = u"(x) v(x) -f- 2u'(x)v’(x) + u{x)-v"(x)
y"=u"v-f 3mV + 3mp" + uv"

Posta¢ tych wzordw przypomina wzor Newtona na potege dwumianu
u v, arozni sie tylko tem, ze zamiast wyktadnikéw przj u i v wy-
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stepuja znaczki, oznaczajace rzedy pochodnych, a zamiast u>= 11i v°= |
wystepujg funkcje pierwotne, niezr6zniczkowane, co mogliSmy tez ozna-
cza¢ symbolami u = u@ v= uQ.

Przez indukcje zupetng dowodzi sie¢ bez zadnych trudnosci, ze og6lny
wzOr na Mtg pochodng iloczynu ma postac:

(59)  («evfn—u(v-|-1 v -f-17juin~70"+ ...+ 1 n AtttV *+ M/

Ten wzOr nazywamy wzorem Leibniza.

Przyktady.
1) Wyprowadzi¢ wzo6r na ratg pochodng funkcji:

y = e*sinx
Oznaczajgc: €= u(x), sin x = v(x), otrzymujemy przy zastosowaniu wzoru
Leibn iza:
y)= efsinx + |"jersin(*+ -f je*sin|x -f- + ... -fcssin|x -f mj
czyli:
yf)= e*|sinx -I-|*jsin|x + |) 4-|"jsin(x -f'2 4-..4-sin(*4-n|j]j

Niechaj czytelnik wyprowadzi inny wzdér na pochodng tej samej funkcji,
przedstawiajgc najpierw pierwsza pochodng w postaci:

Vi =ell|/2sin (x +

Z poroéwnania dwoéch koricowych wzoréw wyniknie pewna ciekawa iden-
tycznos$¢ trygonometryczna.

2) Przy uzyciu wzoru Leibniza wyprowadzi¢ wzdér na wartosci
kolejnych pochodnych funkc;ji:

y =. arctgx
dla *= 0.
Utworzmy najpierw:

., 1
y —14-x*
Bezposrednie obliczanie kolejnych dalszych pochodnych doprowadzitoby

do bardzo skomplikowanych wyrazed. By tego unikngé, uzywamy naste-
pujacego sposobu. Mnozymy obie strony przez 14~®* * otrzymujemy:

y'(\ 4- X*)= 1
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Obliczamy n-tg pochodng obu stron. Do pierwszej strony stosujemy wzor
Leibniza; otrzymamy:

yler)x) . @+ *)+ nyf)x). 2* + (")y"(x) .2= 0
Wz6r zawiera tylko 3 dodajniki, albowiem wszystkie pochodne dwumianu
1 -|- x*, poczawszy od trzeciej, sg zerami.
Dla x = 0 wzor redukuje sie do:
Jr+40) 00 — Dy (-DO) = o
Poniewaz y(0) = arctg0= 0, ay'(0) = = L przeto mozemy z otrzy-

manego wzoru zwrotnego oblicza¢ kolejno wyzsze pochodne dla X = 0. | tak:

-y 0= —11—1DNH-y0)—0
y"@= —2+1y(0) = —2
yH0) = - 3.2 -y"(0)= 0

y&50) = —4e3ey"\0)= —4-3-(—2D)= 4

Wszystkie pochodne parzystego rzedu sg zerami a na pochodne niepa-
rzystego rzedu otrzymujemy wzor:

(60) y<0) = (— D" w)l

Nieco zawilszym rachunkiem mozna otrzymac¢ na pochodng funkcji
y = arctgx wzor:
(60 aj (arc tg X)) — (n — L)l cos“y sinnly -j-

Trzeba wyj$¢ z wzoru:

y=np*.=

(por. str. 267) i tworzy¢ pochodne, uwzgledniajac, ze y jest funkcjg x.
Z wzoru (60a) otrzyma sie dla x = 0 a wiec dla y= 0 wzor:

y*”7(0) = (« — D! 81n(W j

ktory jest rownowazny z wzorem (60), otrzymanym poprzednio.

Niechaj czytelnik zbada w podobny sposéb wartosci pochodnych
funkcji y — arc sin x dla x = 0, opierajac sie na réwnaniu rozniczkowem,
o0 ktéorem mowilisSmy w przyktadzie 5) z poprzedniego paragrafu.
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§ 95. Wyzsze pochodne funkcyj ztozonych, odwrotnych
i przedstawionych parametrowo.

Wszystkie sposoby obliczania wyzszych pochodnych z funkcyj zio-
zonych, z funkcyj odwrotnych i z funkcyj, przedstawionych parametrowo,
mozna wyprowadzi¢ z jednej wspolnej zasady.

WidzieliSmy, ze wyzsze pochodne mozna przedstawi¢ w postaci'

d"y

yP = dx" lub wyraznie X ~ dix

jezeli w funkcji: y — f(x) zmienna x jest niezalezng. Wtedy bowiem
d"y = yin « doc”

Inaczej sie ma rzecz, jezeli x jest zmienng zalezng zaréwno jak iy. Tak
sie dzieje np., gdy x — o(t), y = xp(t), t. j. w przedstawieniu parametro-
wem; tak sie dzieje takze, gdy y jest funkcjg ztozong jakiej$ innej zmien-
nej t za posrednictwem zmiennej x, t.j. gdy y — f(x(t)). Wyprowadzimy
wzory na rozniczki wyzszego rzedu w przypadku ogélnym, gdy zardéwno
x jak iy sg zmiennemi zaleznemi od jakiej$ zmiennej niezaleznej t. Wtedy:

dx —x,dt dty = y'dt

(2) d)x — x'tdt* d~y= y"dt
Wiemy juz, ze:
. gy
W—x, dx

(por. & 80, wzor 29a). Utworzmy druga pochodng wzgledem zmiennej a,
pamietajagc jednak o tern, ze a: jest funkcjg zmiennej t. Wobec tego trzeba
do funkcji yx zastosowa¢ regute tancuchowa:

" dy* dt
yX gf);(/*_ d%, dx
Ale
Xy'i — X1y, de .]$
dt X; dx dx X
dt
Wobec tego:
1] Xiyy _X,y,
(61) VF— ~3

Mnozac tu licznik i mianownik przez dts otrzymamy po uwzglednieniu
réwnan (z) nastepujace wyrazenie:

d,x ed?2y —d,y edrx
(62) y. yd,x5 !
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Wyrazenie to jest rézne od (i'xy— albowiem wz6r (62) mozemy napisaé

W postaci:

d\y dy dy dix
dxx3 d,x* d,x d,x8

Widzimy stad, ze dla drugiej pochodnej nie mamy juz takiego prostego
zwigzku miedzy ilorazami rézniczkowemi drugiego rzedu, utworzonemi
dla rozmaitych zmiennych niezaleznych, jak miedzy ilorazami rdzniczko-
wemi pierwszego rzedu we wzorze (29a) z § 80.

W podobny sposéb wyprowadza sie dla trzeciej pochodnej funkciji,
przedstawionej parametrowo, wzor'

(63) X{Xtyt" — x',"yt)—‘ 3x"{x\yi —x"y't)

X,
a stad otrzymuje sie wzor rézniczkowy:

_d,X(d,Xd)y - dZXd!y) - 3<Ax(thd]y _d’yCP!X)
afxr

Wzory na wyzsze pochodne sg bardzo zawile a rzadko uzywane, nie
bedziemy ich zatem wypisywali.

Wzory rézniczkowe (62), (63a) i t. p. majg znaczenie ogolne.

1°. | tak, jezeli x jest zmienng niezalezng, to znaczy x — f, to
d,x — dxx jest liczbg niezalezng od x (przyrost staty dla wszystkich x),
a wiec (dxx)' — 0 zatem d\x = (dxx) dxx = 0 i wszystkie dalsze: d& — 0,
df x =0,... Wtedy wzory (62) i (63a) przechodzg na:

_ St _ St
y* T odxxv WK aXX " eee
2°. Jezeli’y jest zmienng niezalezng, t.j. jezeli nam chodzi o funkcje

x = y(y) odwrotng wzgledem y — f(x), to kiladziemy t=y. Witedy
d,y — dry jest niezaleznie od y, a wiec:

d*y=d*y=..=0
i pozostaje:
) dix dyy exy edyy2 _ x°
Y2 = —  dyx3 X '8d,M® x5

Poniewaz za§ — jak wiemy z § 79 — jest xy= v przeto

(64)
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Otrzymalismy wzor na drugg pochodng funkcji odwrotnej, wyrazong za-
pomocg pierwszej i drugiej pochodnej danej funkcji.
W podobny sposéb otrzymuje sie z wzoru (63 a):

(64 a)

3°. Dzielgc we wzorach (62) i (63a) licznik i mianownik przez dt*
i dth otrzymujemy wzory (61) i (63) na wyzsze pochodne funkcyj, przed-
stawionych parametrowo.

4°, Z wzordw rozniczkowych (62) i (63a) mozemy takze otrzymac
wzory na wyzsze pochodne funkcji ztozonej:

y= Fu), u=f{x)

W tym celu trzeba przedewszystkiem wprowadzi¢ w te wzory, zamiast ar,
litere u, a zamiast  napisa¢ x. Otrzymamy wiec:

dxy dxudxy — dxyd]u
dxu W dxu3 ’
dxu{dxu dg8y — dxy dBu) — 3dRu(dxu d-ly — dxy dxii)
dxub
Stad otrzymujemy:
_ dxy = yudxu
a wiec:
dxy m dxu

Ten wzdr wyprowadziliSmy juz inng droga
Z drugiego wzoru, zastepujgc w nim dxy przez Yadxu, otrzymujemy
po uproszczeniu przez dxu i po uporzadkowaniu:

&y = yudxul -\- yu@u
a wiec:

(65) YX = YU e«X' 4- yue

Podobnie na trzecig pochodng funkcji ztozonej otrzymuje sie:

165 a) yX =myi‘ux + 3y«u'xux -f-y,,ux

Unega. Zarowno wzor (64) jak i (B5) mozna oczywiscie otrzymac takze bezpo-
Srednio przez obliczanie pochodnej z wzordw Xy—",, yx MW przyczem w pienw-

szym wypadku nalezy uwazaC yx za funkcje zloiona zmienngj y za posrednictwem
zmiennej zaleznej  a w drugim ya za funkcje zlozong zmiennegj X za posrednictwem
zmiennej zaleznej u.
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Wzory rézniczkowe yX— £ wzor (62) i (63a) mozemy pisad krotko bez znacz*

kéw t u dotu :

dy
y' =X
dx d*y —dy d*x
Y — dxx
,_ dx[dx d*y—dy d*x) —3d*x(dx dly —dy d*x)
yX'= dx*

W tej postaci tatwiej je zapamietac.

Przykiady.

1) Dla elipsy danej w formie parametrowe;j:
X — acost
y= bsint

obliczy¢ yx i yX.
Do zastosowania wzoréw ogolnych potrzebne sa:

x\= —asini y\= bcost
X" — —acost y"= —bsint
Otrzymujemy zatem:
Ve b cost bl x
- asint a2y
ab sin*i -} ab cos*i —b b*
- —assindz a*sinsi azy*

2) Jaka posta¢ przyjmie réwnanie rézniczkowe:

yxeyx ~ 3y?2 = 0

gdy za zmienng niezalezng bedziemy uwazali nie x lecz y?
Trzeba wyrazi¢ pochodne: yX, y", y" zapomocg pochodnych funkcji
odwrotnej. Podstawiajac odpowiednie wartosci, otrzymujemy:
1 3xyt—xyx “ x"1_ 0
r's XY T
czyli:
—X.
X"5

xy'= 8
A zatem przy rozwigzywaniu danego réwnania bedzie bardzo dogodnem
wprowadzenie y jako zmiennej niezaleznej.

zatem:



3) Niechaj czytelnik okaze, ze wprowadzajagc w réwnanie:
(1 —x*)y" —xy'x4-a*y= 0

zamiast X nowg zmienng niezalezng t zapomocg wzoru X = cost, otrzy-
mujemy prostsze rownanie:

yi+ a*ty= 0
4) Majac podane réwnanie dowolnej linji w spoirzednych bieguno-
wych: r = /(gj), obliczy¢:
., at+ y:T
€~ y"
Opieramy sie na wzorach zamiany spoirzednych biegunowych na pro-
stokatne:
x= rcos (p= f{(p)cos p
y ==rsin (p= f(<)sine
Mamy zatem parametrowe przedstawienie zmiennej zaleznej y jako funkcji

zmiennej niezaleznej x a parametrem jest =
Wobec tego tworzymy:

xp= f'(<P)™aP —f(<Plaingp x =f"*(cp)coB(p — 2/, (gp)singp — f(¢p) coap
— /'(?>)siny -}-f{(p)coatp y” = /"(epjsinep  2f\<p)cois<p — f{g>)sin tp

Stad:
r'sing) 4~ rcosjp
r' QOB — rsin @
m
r2.}3-2r» —rr"
(r'cose) — rsing>)*
Wobec tego:

™ ™% rt4- 2r'» —rr's
(r'cose> — rsine»)3’ {r*cos { — rsine»)*

Niechaj czytelnik wyprowadzi wzor na q dla przedstawienia parametrowego:

x= (), y= 0

Rachunek rézniczkony i catkowy. 3
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5) Punkt porusza sie po torze | (fig. 95), ktérego spdirzedne bie-
gunowe sg dane w formie parametrowej:
r=rt), 9= ofy

Obliczy¢ predkosci i przyspieszenia sktadowe w kierunku osi x i .
Nazwijmy predkosci sktadowe u*, w a przyspieszenia gx, gy. Ot6z'
vx= x\ — (r(i) cos = r'cos (p—r sin (pe @@
w— yt— (r(t)sin cp(t))’ — r*sin  -\-r cos e’
Widzimy, ze te predkosci sktadowe w kierunku osi X iy sa rzutami
na te osie dwéch innych predkosci, a mianowicie predkosci vr=r'(t)
w Kierunku promienia i predkosci

(linjowej) w = r- w Kierunku
prostopadtym do promienia. Po-
niewaz nazywamy predkoscig

katowa: <y, przeto te drugg pred-
ko$¢ mozemy przedstawi¢ w postaci:
rco. Ten rozkiad predkosci mozemy
tak interpretowac: najpierw rozio-
zylismy predkos$¢ wzdtuz toru / na
dwie sktadowe, na predkos¢ w kierunku promienia i predkos¢ w kie-
runku prostopadtym do promienia, a potem kazda z tych predkosci zosobna
roztozyliSmy na skladowe w kierunku osi x iy i dodaliSmy do siebie
odpowiednie sktadowe wzdtuz osi x i wzdluz osi y. Podobne wyniki
otrzymamy dla przySpieszen. Wiemy, Zze przySpieszenie jest pochodng
predkosci, czyli druga pochodng drogi.
Zatem:

gx— Vx— x'i= r"cos@—r'sin@e<P —r’sin<peq —r cos e <P2— rsin Qecp’
gy= W= y'l=r"sincp-\-r' Cosqe g -f- r'" Cos@eqs —r sin @+ <pa-f- rcos o’
czyli:

gx= (r" —rep'd cos @— (2r'cp' -j- rep") sin @

ay— (r'" —rep'dsin @ -j- (2r'cp' -f- rep”) cos @
Stad widzimy, ze te przySpieszenia w Kierunku osi x i y sg rzutami na
te osie dwoch innych przy$pieszen, a mianowicie przys$pieszenia gr—

= r" —rep'2 w kierunku promienia i przy$pieszenia gv — 2r'q A- rop”
w Kkierunku prostopadtym do promienia. To drugie przy$pieszenie mozna
takze prze.dstawi¢ w postaci:

gv=7 W )’
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§ 96. Wz6r Maciaurina dla wielomianu.

Miedzy spétczynnikami wielomianu:
(w) f(x)= aoete (*ix + atx* -f- asx* -f-... -j- aax?

a wartosciami jego kolejnych pochodnych dla x ==0 istnieje bardzo bliski
zwigzek. Aby wykry¢ ten zwiazek, obliczmy kolejne pochodne:

-j-3*a3a* A-... A-n caaof~I
f*(x)— 1¢2a2-f-2*3a,a;-)- 3- 4adar*-f ... -f- n(n — Ll)anx"~3
f"(x) = 1¢23a8-f- 2«3 mdayc -j-eco*m(a —2)(a — 1)na x*~3

fM(X)= 1¢2«3... (W —1)‘Aa4

Wszystkie dalsze pochodne sg réwne zeru.
Dla x = 0 wielomian i jego kolejne pochodne przyjmujg zatem
nastepujace wartosci: 4

m = a0 005= 110, N 0)= 2! /"(O)— 3L03...,/(7(0) = wla.

Stad otrzymujemy nastepujagce wyrazenia spolczynnikéw wielomianu:

no _ _n o /"0) . Fno)
1P ! 20 3!

Bo=40), o, a®
zapomocg wartosci, jakie przyjmujg wielomian i jego kolejne pochodne
dla jednej szczeg6towej wartosci: x = 0.

Podstawiajgc te wyrazenia w wielomian (w), otrzymujemy:

%6) XL+ g n!

21
Jest to wzér Maclaurina dla wielomianéw; pdzniej poznamy podobny
wzor ogolniejszy dla wszystkich funkcyj rozniczkowalnyeh «-krotnie.

Wz6r ten jest bardzo interesujgcy przez to, ze znajac wartoSci wie-
lomianu i jego pochodnych w jednym tylko punkcie, mozemy zapomoca
tego wzoru skonstruowac przebieg tej funkcji dla wszystkich punktow,
mozemy bowiem wyznaczy¢ doktadnie caty wielomian i obliczaé nastepnie
jego wartosci dla kazdego dowolnego punktu.

Chcemy np. znalez¢ wielomian 3-go stopnia, ktoryby dla puuktu
x = 0 przyjmowatl wraz z swemi pochodnemi nastepujace wartosci:

J(0)= 2, I'(0)= —5, r\Q= 4, /"(0)= 3
20+
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Podstawiajac te wartosci we wzor Maclaurina, otrzymujemy:

czyli:
f(x)= 2 —5a?-j- 2x* —f—’£‘ X3

a wiec wielomian jest juz teraz znany dla wszystkich wartosci x.

§ 97. Wz6r Taylora dla wielomianu.

Zamiast wartosci x = 0 mozna takze uzy¢ dowolnej innej wartosci:
X — a i przedstawi¢ wielomian w takiej postaci, ze zamiast /(0), /'(0),
/" (0)..., wystapia: f(a), f\a\ f"'{a)...

W tym celu przeksztalcamy wz6r (66) w nastepujacy sposdb.

Zamiast x piszemy a-f-a;—a, to:

f(x) —f{a-\-x —a)= g{x—a)

gdzie funkcja gloc— a) jest réwniez wielomianem M-tego stopnia w zmien-
nej z— x —a. Stosujgc do tego wielomianu wz6r Maclaurina, otrzy-
mujemy:

N o= 9x—a)= 9@ = ¢{0)-f® 2+ 4 ., KD
Gdy 2= 0, to x — a, zatem z g(z) = f(x) otrzymujemy g¢g{0) — f(a). Po-
niewaz zas: fz(x) — g¢ta(x —a)*1—dz{z) i ogodlnie: finx) = gin{z),
przeto:

g'(0)= m i1"(0) = /" (0) e e*»(0) = 1 (N)(@)

Podstawiajgc te wszystkie warto$ci oraz z— x —a w poprzednim wzo-
rze, otrzymujemy ostatecznie:

67) fx)=f@+ P (x a+P(x-a)* + . fV\(’d(a)(x—o)"

Jest to wzor Taylora dla wielomiandw; pdzniej poznamy podobny
ogolniejszy wzor Tay lora, odnoszacy sie do wszystkich funkcyj roz-
niczkowalnych M-krotnie.

Przy pomocy wzoru Taylora mozemy zbudowaé¢ wielomian, ma-
jac podane wartosci tego wielomianu i jego kolejnych pochodnych w jed-
nym tylko punkcie: x = a. Chcemy np. znalez¢ wielomian, ktory dla
x = 5 ma warto$¢ 0, a ktérego pochodne majg w tym punkcie wartosci:
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&) —4, ["(5) ——17,/"'(5) = 1, fm(b)= 30, dalsze za$ pochodne sg
zerami. Z wzoru Taylora otrzymujemy odrazu:

f{x) = 4(Xx—5)—\{x - 5*+ £(x—5p+ fi(x- 5

Wzoru Taylora mozna uzywa¢ do tego, by uporzadkowac dany
‘Wielomian wedtug poteg x —a przy dowolnem a
Tak np. chcemy uporzadkowac¢ wielomian:

W) +=4 -f-x — 3H®+ bxs+

wedtug poteg x —2. W tym celu tworzymy cztery kolejne pochodne
i podstawiamy x = 2. Po wykonaniu fatwych rachunkéw otrzymuje sie:

y(2)= 146, y'(2) = 273, y"(2) = 390, y"'(2) = 366, y&(2) = 168
Podstawiamy te warto$ci we wzdér Taylora i otrzymujemy.
Y(X) — 146 -f- 273 — 2) -f 195(a; — 2» -f- 6L (X — 2»+ T(az — 2=

Jest to ten sam wielomian, ktory byt dany, tylko teraz jest on uporzad-
kowany wedtug poteg x — 2. Takie przedstawienie jest dogodne wtedy,
gdy chcemy bada¢ dany wielomian w otoczeniu punktu x = 2.

Wzory Tay lora i Maclaurina sg ze sobg rownowazne, albowiem
z wzoru Maclaurina otrzymaliSmy wzor Taylora i odwrotnie z wzoru
Taylora otrzymuje sie wzor Maclaurina, kladagc a= 0.

§ 98. Zastosowanie wyzszych pochodnych do algebry.

WidzieliSmy w § 22, ze jezeli x ~a jest pierwiastkiem wielomianu:
t0 ten wielomian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu:

wix) = (x— a)f{x)

przyczem f(x) jest rowniez wielomianem (stopnia o 1 nizszego). Odwrotnie,
jezeli wielomian da si¢ przedstawi¢ w takiej postaci, to oczywiscie dla
X = a staje sie w[x) rownym zeru, a wiec X = 0 jest wtedy pierwiast-
kiem rdwnania algebraicznego w(x) =0.

Jezeli wielomian da sie przedstawi¢ w postaci:

us(n = (X — aff{x)

gdzie r jest liczbg catkowitg dodatnig a f{x) jest wielomianem, ktory nie
staje sie zerem dla x —o, to liczbe a nazywamy r-krotnym pierwiast-
kiem réwnania to(x).

Jezeli ajest r-krotnym pierwiastkiem réwnania algebraicznego w(x) = o,
to dla x —a nietylko w{z), Ucz takze pochodne w’(z), wW"(X)...w(rt,(x),
S0 rowne zeru, a tcM(x) jest rozne od zera.
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Dowod.

w'[X) — r{x —aY~If{x) 4 (x—a)rf'(x)
w{x) = (x— ar-\rf[x) + 0 — a)f'(xj)
Stad widzimy, ze dla x —a jest tc'(a) = 0, gdy tylko r> 1

Postepujac w podobny sposéb dalej, spostrzezemy, ze takze w"(a) = 0*
B’@ =0 ... = = 0. Dla rjtej pochodnej otrzymamy (stosujgc np.
wzér Leibniza):

tdr{x) = r\f{x) + r(r — D(r —2)...3-2-f"X)(x —a) - f
+ r(r—D(r—2)... 4«3(* —a»/"(*) - f...
Wszystkie wyrazy précz pierwszego zawierajg czynnik x —a, a wiec:
w'n(a) — rlf(a)
Wedtug zatozenia a nie jest pierwiastkiem wielomianu f(x), zatem
a wiec i w(r)(a)5=0.

Prawdziwem jest takze twierdzenie odwrotne, a mianowicie: jezeli
dla x —a jest wfa) — 0, w'(@ — 0, w'(@ = 0...wr1,@ = 0 ale
w{n(@) =0, to a jest r-krotnym pierwiastkiem wielomianu w{x).

Dowdd. Rozwinmy dany wielomian wedtug wzoru Taylora dla
X —a, to

=904 (F—O+ -zr (= i+ =

- wi-D) (a). .ot
TS

Wedtug zatozenia poczatkowe spotczynniki, az do ic(r 1)(a) wiacznie, sg
zerami, zatem:

W) = R — 4 md P

Z wszystkich wyrazéw da sie wylaczy¢ czynnik (c— a)r przed nawial
zatem:
w{rH)[a) . . . »™(a) _

Nazwijmy wielomian, zawarty w klamrach, /'(&), to:
w(@) — (x —ayi{x)

przyczem f(a) =0, albowiem f(a) = — — a wedlug zalozenia jest

lof=%a) ==0. To za$ dowodzi, ze a jest. r-krothym pierwiastkiem réwna-
nia w(x) = 0.
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Wszystkie pierwiastki wielokrotne réwnania algebraicznego w(x) = 0
sg zatem takze pierwiastkami pierwszej pochodnej: w'(x) i odwrotnie:
wspolne pierwiastki funkcyj w[x) i w'(x) sg pierwiastkami wielokrot-
nemi réwnania w{x) m=0. Jezeli zatem funkcje w{x) i w'(x) posiadajg
wspdlne czynniki ksztattu x —a, to liczby x = a sg pierwiastkami wie-
lokrotnemi. Opierajac sie¢ na tern, mozemy niejednokrotnie wykry¢ wie-
lokrotne pierwiastki réwnania, a czasem nawet rozwigza¢ zupeinie réw-
nanie wyzszego stopnia W tym celu trzeba znaleZz¢ najwiekszy wspdlny
dzielnik wielomianu i jego pochodnej.

Frzykfad. Zbada¢, ozy réwnanie

u(x)= x3+ xx— 16#-f-20= 0

posiada wielokrotne pierwiastki.
Tworzymy pochodng

w'(x) = 3#s-\- 2# — 16

i szukamy najwiekszego wspolnego dzielnika wielomiandw w(x) i w'(x).
W tym celu wykonujemy nastepujagcy tancuch dzieleri (metoda
Euklidesa)

(#3-)- #2— 16# -f 20): (3#1+ 2# — 16)= £# + J
—X*E [#24 N #

T/hEgr i #Hty
Aox o+ A = -0 {x-2)

Dzielnik dzielimy przez reszte, to znaczy
(B#«t 2#-16):MN(#-2) = - $ r[(3#3+ 2#-16):(#-2)] = - K[3#-]-81
—3#!176#

-1-8#—16
+8# 4 16
0

Poniewaz dzielenie skonczylo sie bez reszty, przeto wielomiany w(X)
i w'(x) posiadfcjg wspolny dzielnik rézny od liczby stalej, a mianowicie
tym wspo6lnym dzielnikiem jest ostatni dzielnik: —2).

Przyréwnujgc ten ostatni dzielnik do zera, otrzymujemy: # = 2

Zatem jedynym pierwiastkiem wielokrotnym réwnania w(x) — 0
jest #= 2

Wiedzac o tern, mozemy znaleZzé zupelne rozwigzanie danego row-
nania trzeciego stopnia. Lewa strona tego réwnania musi by¢ podzielna
conajmniej przez (# —2)s, czyli przez (#* — 4#-(-4)
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Wykonujemy mizielenie:
(# -\-xI — 16# -f-20): @#*—4# + 4= x -f-5
—H#sN A+ A#
-j- 5#* — 20# -f- 20
+ S5#8T 20# + 20
0
Mozemy wiec przedstawi¢ dane réwnanie w postaci:
#y-f#*— 16#-T20= #—2)2«#+ 5= 0
a stad widzimy, ze to réwnanie posiada nastepujace pierwiastki:
#,=#a= 2, #s= —5



ROZDZIAL IX.
Twierdzenia o wartos$ci Sredniej.

8 99. Twierdzenie Roilego o wartosci Sredniej.

W poprzednich rozdziatach poznalisSmy cata rachunkowa, czyli algo-
rytmiczng strone rachunku rézniczkowego w zakresie funkcyj jednej
zmiennej. Obecnie zajmiemy sie pewnemi ogdlnemi twierdzeniami o po-
chodnych, stanowigcemi podstawe wszelkich gtebszych rozumowar i ba-
dan, opartych na rachunku rézniczkowym.

Pierwszem takiem twierdzeniem jest nastepujgce twierdzenie
Roilego o wartosci Sredniej.

Jezeli funkcja rozniczkowalna wewnatrz jakiego$ przedziatu, a ciggla
(chociazby jednostronnie) na jego konicach, ma wartos¢ zerb na koricach tego
przedzialu, to wewnatrz tego przedziatu istnieje przynajmniej jeden taki
punkt, dla ktérego pochodna tej funkcji mg wartos¢ zero; krétko mowiac:
miedzy dwoma pierwiastkami takiej funkcji tnusi leze¢ przynajmniej jeden
pierwiastek pochodnej.

Jezeli wiec f(a) = 0 i f(b) = O, to istnieje przynajmniej jedna taka
posrednia wartos¢ x — ¢, ze takze f'(c) — O i stad pochodzi nazwa:
»wierdzenie o wartosci Sredniej“.

Geometrycznie mozna to twierdzenie wypowiedzie¢ w nastepujacy
sposob: jesli krzywa o réwnaniu y — f(x), rozniczkowalna w (a, b), a ciggta
na kofcach przedziatu,
przecina o$ a;-6w w dwdch [y
punktach x—a i x= b,
to pomiedzy témi punkta-

mi musi istnie¢ przynaj-

mniej jeden punkt x — ¢ A X
taki, w ktorym styczna a /a c \
jest rownolegta do osi ' Fig. 96.

x-0w (por. fig. 96).

Funkcja f(x) jest oczywiscie ciagta w catym przedziale zamknigtym
*<a, bf>. Dowod twierdzenia o wartosci Sredniej polega na tej wiasnosci
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funkcji cigglej w przedziale zamknietym, ze taka funkcja posiada w tym
przedziale warto$¢ najwieksza M i najmniejsza m (por § 58).

1°. Jezeli M= 0im= 0, to funkcja ma w catym przedziale statg
wartos¢: 0, zatem pochodna f'(x) — O dla kazdej wartosci *, a wiec twier-
dzenie Roilego jest dla takiej funkcji prawdziwe (za ¢ mozna obraé
kazdy dowolny punkt miedzy a i h).

2°. Jezeli Jif jest r6zne od zera, to obierzmy za c te wartos$¢, dla
ktorej funkcja przyjmuje te warto$¢ najwieksza, t. j. dla ktorej f(c) = M.

Poniewaz JIf =£=0, przeto ¢ nie pokrywa sie ani z o0 ani z b, lecz
lezy miedzy a i b. Jezeli sie posuniemy od tego punktu na prawo lub
na lewo o odcinek diugosci d> 0, pozostajac jednak wewnatrz przedziatu
<a,t>, to warto$¢ funkcji nie zwiekszy sie, a wiec

Ac + 6) — f(c) <;o
f(c- d- flc)S 0
Utwérzmy ilorazy réznicowe, dzielac te nieréwnosci przez -j-d i przez
—d; otrzymamy:
fc+ d)- f(c)
d

flc— 6 —fc) ~ 0
—d

Grdy d dazy do zera, to pierwsze wyrazenie, jako stale niedodatnie, dazy
do granicy ujemnej lub conajwyzej do zera, a wiec prawostronna pochodna:

f+(6) S 0
Drugie wyrazenie, ktore jest stale nieujemne, ma granice
/1(c)~ 0
Wedtug zatozenia, w kazdym wewnetrznym punkcie przedziatu <ja,
istnieje jedna ScisSle oznaczona wartos¢ (dwustronnej) pochodnej, a wiec.
f+H[o= 71¢0)= f'(c)
o za$ jest mozliwe tylko wtedy, gdy f+(c)= 0 i s1(c) =0, czyli-
r(c)y=10
A wigc istnieje taka posrednia warto$¢ x = ¢ dla ktorej pochodna przyj-
muje warto$¢ zero.
3R Jezeli M — 0 ale m =0, to oznaczajac teraz literg c ten punkt,
dla ktérego funkcja przybiera warto$¢ w, otrzymujemy przy pomocy po-
dobuego rozumowania jak w poprzednim przypadku, ze:

r(c) —0
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Gdyby funkcja byla nieciggta chocby tylko w jednym punkcie,
np. na koncu przedziatu, jak na fig. 97, to twierdzenie Rollego mogtoby
sic nie spetniaé. Widzimy istotnie, ze niema stycznej réwnolegtej do osi
<r-6w, chociaz /(a) = 0 i f(b)= 0. Tak samo nie mozna poming¢ w zato-

zeniu rézniczkowalno$ci funkcji wewnatrz przedziatu. Tak np. na fig. 98
mamy przedstawiong funkcje ciggta w calym przedziale zamknietym
<a, ¢(T> i rozniczkowalng wszedzie, z wyjatkiem jednego punktu x — d.
Twierdzenie Rollego nie spetnia sie dla tej funkcji: nie istnieje tu
styczna réwnolegta do osi x-6w.

8§ 100. Twierdzenie Lagrange’a o wartosci Sredniej.

Twierdzenie Rollego uog6lniono w nastepujacy, sposéb. Jezeli
funkcja f(x) jest rozniczkowalna w przedziale otwartym (a, b) a na koncach
tego przedziatu ciggta (chociazby jednostronnie) i przyjmuje na korcach tego
przedziatlu dowolne wartosci: /(a) i f{b) (a wiec niekoniecznie wartosci O,

jak w twierdzeniu Rollego), to istnieje taka warto$¢ c. posrednia miedzy
a i b, dla ktérej pochodna jest réwna ilorazowi réiriicowemu:fg)‘_f(’@)'

W geometrycznej interpretacji znaczy to, ze w jakims$ punkcie C posred-
nim miedzy A i B (por. fig. 99), istnieje styczna rownolegta do siecznej AB\
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Wtedy bowiem istotnie spadek stycznej w punkcie x = ¢ t j.:

tgct=fl(©)
jest rowny spadkowi siecznej:
M m
tg/g— b—a

Z tej figury widaé, ze to twierdzenie jest w bezposrednim zwigzkn
z twierdzeniem Roilego; jezeli bowiem obrécimy osie o kat a i prze-
suniemy je odpowiednio, to otrzymamy figure, odpowiadajgca twierdzenin
Rollego.

Dowdd twierdzenia Lagrange'a. WeZmy pod uwage réznice ED po-
miedzy rzedng FD linji krzywej a rzedng FE siecznej AD i nazwijmy
te roznice <p(X). Rzedna krzywej ma warto$¢ yk— f[x\ a rzedng ys siecz-
nej otrzymujemy z réwnania siecznej:

yt-aa)=% m -m )
A wiec:

Q@ == —y*= f{x) —f(a) — (/(f) — H{a))

Widocznem jest chociazby z figury, ze ta pomocnicza funkcja <p(X) staje
sie réwna 0 na koncach przedziatu, jest za$ ciggta i rézniezkowalna dla
tych samych wartosci x, co funkcja f(x), a wiec spetnia zatozenia twier-
dzenia Roilego. Wobec tego istnieje taka warto$¢ c, lezaca miedzy oi f,
dla ktdrej pochodna funkcji pomocniczej g>x) ma wartos¢ 0, L j.:
>Q=ff Mg | -0

czyli:

ey — M - M

f{c) = b_ a h
c b d o

To twierdzenie podaje zwigzek miedzy skonczonym przyrostem

funkcji a pochodng, albowiem z ostatniego wzoru wynika:

I(ft) — f{a) = (ft — a)f'(c)

Oznaczmy a literg X, &b—o0 czyli b—x literg A to b= X-j- h i wzor
Lagrange’a przyjmuje postac:

f[x -t h) —f{x) = hf(c)
Wartos$¢ c, lezacg miedzy x i x -f- h, mozemy przedstawi¢ w postaci:
c= x+ 9h
przyczem 9 jest dodatnim utamkiem wiasciwym, t. j. 0 < 9 < 1.
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Uzywajac tych oznaczen, piszemy twierdzenie o wartosci Sredniej
postaci:

(68) f(x 4- A —f{x) = hf'(x+ 9h) przyczem O0<E£<1

W tej postaci bywa to twierdzenie najczesciej uzywane. Oprdcz nazwy:
~wierdzenie o wartodci S$redniej* uzywa sie tez nazwy ,twierdzenie
0 przyroscie skonczonym® Miesci ono w sobie jako przypadek specjalny
twierdzenie Rollego, a mianowicie, gdy f(x)= 0 i f{x4-h)= 0. Przed-
stawienie przyrostu funkcji zapomocg wzoru (68) jest w wielu przypad-
kach dogodniejsze, anizeli przedstawienie przy pomocy wzoru (B) z 8 68.

Warto$¢ utamka & zalezy w ogolnosci od a i od h, co mozna zazna-
czy€, piszac &(xth).

Tak np. stosujac twierdzenie o wartosci Sredniej do funkcji y — log*,
otrzymujemy:

log(x -fmh) —logx= hm *

X -f- d~h
a stad:
@ &= — Ji =<ploch)
1o (1+ )
Dla niektorych funkcyj jest jednak & funkcjg tylko samego h. Np. dla

y = € otrzymujemy:
gz AgE

* stad:
h 1—e+
e wiec:
(b) & h I°S h - efk
Dla paraboli zas: y = ax*-j- -f-c j08t & liczbg stala, a mianowicie :

a(x~\- hy*-f b{x+ h)-j-c—(as*+ bx+ c)= h[2a{x -f-9h) + 4]
* stad:

(« » =1

Te wiasnos¢ paraboli, bardzo wazng przy rozmaitych konstrukcjach, mozna-
wypowiedzie¢ w nastepujacy sposéb: styczna rownolegta do dowolnej
cieciwy paraboli styka sie z nig w punkcie, ktérego odcieta jest Srednig
arytmetyczng odcietych koncowych punktdw tej cieciwy (korzystaliSmy
z tego np. przy konstrukcji wykresu pochodnej w <€ 65: uwazaliSmy wi-
docznie tuk krzywej w przyblizeniu za parabole).
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8§ 101. Whnioski z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej.

Wyprowadzimy kilka bezposrednich wnioskéw z twierdzenia (La**
grange’) o wartosci $redniej.

1 Widzielismy (w § 71), ze funkcja, ktora dla kazdej wartosci X
ma stalg warto$¢: y = ¢, ma pochodng: y' — 0 dla kazdego x. Bardzo
waznem jest odwroOcenie tego twierdzenia, a mianowicie: jezeli pochodna
jakiejs funkcji jest stale zerem dla wszystkich x, to ta funkcja ma statg
wartos¢: y — ¢ dla dowolnego x.

Dowod. Zbadajmy przyrost tej funkcji przy pomocy twierdzenia
0 wartosci Sredniej (wzér 68).

Poniewaz wedtug zatozenia jest stale /'= 0, przeto:

f(x + A—f(x) —he0
a wiec:
f(x -f- hy = f{x)

To za$ znaczy, ze f(x) ma stalg wartos¢ dla wszystkich x.

2. Z tego twierdzenia wynika prawdziwo$¢ nastepujacego twierdze-
nia: jezeli dwie funkcje majg réwne pochodne dla wszystkich wartosci »
to te funkcje moga sie rozni¢ conajwyzej o statg liczbe.

Dowdd. Jezeli:

f(x) —g'(x)

(f(x)-g(x)y = T (x)-g*(x) = 0
Wedtug poprzedniego twierdzenia jest wiec:
1(*) — =c

To twierdzenie ma wielkg doniostos¢ przy szukaniu funkcji pierwotnej
do danej funkcji pochodnej. Jezeli znajdziemy w jakikolwiek sposob do
funkcji f(x) jedng funkcje pierwotng: F(x), to wszystkie inne funkcje
pierwotne, nalezace do f(x), moga sie rézni¢ od F(x) tylko o statg liczbe.
A zatem najogo6lniejszg forma funkcji pierwotnej jest wtedy F(x) C
Ten wzdr przedstawia catg gromade funkcyj pierwotnych, wszystkie jednak
mozna otrzymac z jednej z nich przez przesuniecia w kierunku osiy o C.

3. Omowilismy juz przypadek, gdy pochodna jest stale zerem dla
wszystkich x. Zajmijmy sie teraz przypadkiem, gdy pochodna jest stale
dodatnia w catym przedziale <a, A>. Wezmy pod uwage dwa dowolne
punkty x i x-\-h wewnatrz tego przedziatu i zastosujmy do nich wzor (68).
Poniewaz f' > 0, przeto dla dodatnich h jest f[pc-(-A) —f[x) > 0 czyli
f{x {-A> f(x), a dla ujemnych Ajest f(x -f- A),< f(x), a to znaczy, ze
funkcja stale rosnie w catym przedziale <a, A>.

4. Podobnie wnioskujemy, ze, gdy pochodna jest w jakim$ prze-
dziale stale ujemna, to funkcja maleje w calym tym przedziale.

to:
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5. Jezeli /'(*) » O w calym przedziale, to f(x) jest funkcjg niemale-
jaca w tym przedziale, a jezeli f(x) 2S0, to f(x) jest funkcja nierosnaca.

6. Jezeli pochodna jest w jakim$ punkcie x — a dodatnia, to mé-
wimy, ze funkcja jest w tym punkcie rosngca. Wtedy mozna znaleZ¢ takie
otoczenie tego punktu, ze przyrost f(a-\-h) —/(a) ma ten sam znak, co
przyrost h zmiennej niezaleznej. Jezeli bowiem granica funkcji F{h)=

1 N

= ————I———"————f—g(—n- dla h-> 0, t j. f'{a) jest liczbg dodatnig, to istnieje
taki przedziat, otaczajacy punkt h—0, dla ktérego F(h) jest liczbg do-
datnig (por. § 43, przykfad 4). Wtedy za$ licznik i mianownik tej funkcji
majg jednakowe znaki.

7. Jezeli w jakim$ punkcie x — a pochodna f'(a) ma wartos¢
ujemna, to funkcje nazywamy malejacg w tym funkcje. Wtedy istnieje
takie otoczenie punktu a, w ktérem przyrost funkcji ma znak przeciwny
anizeli przyrost h zmiennej niezaleznej. Geometrycznie charakteryzujg sie
te punkty, w ktérych funkcja wzrasta, tem, ze linja wznosi sie a styczna
tworzy z osig a™ow kat ostry, albowiem z /'(0) > 0 wynika tga>0,
a wiec 0< a< 90°. W punktach zas, w ktérych funkcja maleje, linja
opada, czyli styczna tworzy z osig a;-Ow kat rozwarty; albowiem z f'(a) <CO
wynika tga <; 0, a wiec: 90° < a < 180°

8. Przypadkiem f (@)= 0 Najmiemy sie osobno w rozdziale XIII,
poswieconym badaniu maximéw i minimow.

8 102. Twierdzenie Cauchy’ego o wartosci Sredniej.

Jeszcze ogolniejszem twierdzeniem tego typu jest nastepujace twier-
dzenie Cauchy’ego o wartosci Sredniej, odnoszace sie do dwdch funkcyj
f(x) i gfx). Jezeli funkcje f(x) i g{x) sa rozniczkowalne w przedziale
otwartym (a, b\ a ciggle na koricach tego przedziatu, jezeli ponadto f(x)
i g'(x) nie stajg sie w tym przedziale rownoczesnie zerami a g(b) 9=g(a),
to istnieje taka liczba ¢ miedzy a i 6, ze:

| m - f(g) = r(c)
(69; ab)—ofa)  g(c)

Dowod. Wprowadzamy nastepujacg funkcje pomocnicza;

D) — Hx){g(b) — 9(a)) — g.([f(b) —f{aj) — \(a)a{b) —fyb)g(a)]

Ta funkcja jest ciggla w <a, b~ i rdzniezkowalna w (o, 6), tak samo
jak f(x) i g(x). W koricowych punktach przedziatu jest:

@=0 i eA6)= 20
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jak tatwo sprawdzi¢ przez podstawienie wartosci x = a lub x — b we
wzbr, okre$lajacy te funkcje. Zalozenia twierdzenia Rollego sg wiec
spetnione dla tej funkcji pomocniczej, zatem istnieje taka liczba c, zawarta
miedzy a i b, dla ktorej e/(c) = 0, Czyli:

P = fc)(9d)- ofa) - g)Hb)—f@)= 0O
Tutaj g(b)—y(0) jest rozne od zera. Nie moze by¢ réwniez g'{c) — Of
albowiem wtedy bytoby i f'(c) — Q wbrew zatozeniu. Mozna wiec po-

dzieli¢ obie strony przez g(b) —g(a) i przez g'(0c) i otrzymamy wzér
Cauehy’ego:

f(h) - 12y~ {9

ob)—a{e) g\c)

Ten wzdér mozna napisaC takze w postaci:

f{x+ h)-~f(x) _ f{x+ $h)

" g+ h)—gk)  g{x\-&h) 0<$<t

przyczem & ma ®b6samag wartos¢ w liczniku i w mianowniku.

Uwagcf. Kiadae g(x) —x, otrzymujemy z twierdzenia Cauchy’ego twierdzenie

Lagrange’s. Natomiast twierdzenie Cauchy’ego nie wynika z twierdzenia
Lagrange’s.
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Pochodne irézniczki funkcyj dwoch iwiecej zmiennych.

8 103. Pochodne czastkowe pierwszego rzedu.

Jezeli w funkcji dwoch zmiennych:

2= 1(x,y)

zmienia sie tylko jedna zmienna, np. X, a druga: y zachowuje jaka$ war-
tos¢ stalg, to mozemy obliczy¢ pochodng wedtug zmiennej x, uzywajac
zwyczajnej definicji pochodnej. W tym celu trzeba utworzy¢ iloraz roz-

nicowy:
f{x -f-Ax,y) — f(x, y)

i zbada¢ jego granice, gdy Ax dazy do zera. O ile ta granica istnieje
przy danem y, to nazywamy ja pochodng czastkowg funkcji z = f(x,y)
wedtug zmiennej X w miejscu y. Dla odrdznienia od zwyczajnej pochod-
nej funkcji jednej zmiennej oznaczamy ja symbolem: ~ a nie (li-

tera 3 jest tu stylizowang tacinska literg d, a nie delta: d, ani teta: t)
i czytamy: ,dz czastkowo wzgledem dxu. Uzywa sie tez czesto skroco-
nego sposobu pisania zx lub fx. A wiec:

(70) limfl* + 4% y)-"(* 1) )

Podobnie okreSlamy czastkowg pochodng funkcji z = f(x,y) wedtug
zmiennej y wzorem;

(71) I i m = *=1/[=rMy)

Ay-y0
Tutaj znowu obieramy za x jakgkolwiek warto$¢ stala, a zmienia sie
tylko .

Bachanek roinicikowy i ca/kowy.
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Te czastkowe pochodne mozna tez interpretowa¢ w bardzo prosty
spos6b geometrycznie. Obrazem geometrycznym funkcji z — f(x,y) jest
jaka$ powierzchnia krzywa, wznoszaca si¢ nad jakim$ obszarem, lezgcym
na plaszczyznie XY, np. nad prostokagtem na fig. 100. Chcemy znalez¢
geometryczne znaczenie pochodnych czastkowych w punkcie P, ktory
odpowiada wartosciom x,y zmiennych niezaleznych.

Najpierw ustalamy vy, t. j. wyznaczamy przekrdj tej powierzchni za-
pomocg ptaszczyzny rownolegtej do XZ w odstepie BA = y. Przekrojem

jest linja N'K\ Przy zmianie
X punkt P przebiega te linje,
a jej spadek w punkcie P
jest réwny pochodnej czast-
kowej funkcji z— f(x,y) we-
dtug zmiennej x. A wiec
'dz
x - B2
przyczem a jest katem na-
chylenia stycznej linji prze-
kroju: N'K' w punkcie P
do ptaszczyzny poziomej. Po-
dobnie pochodna czastkowa
wedtug zmiennej y daje spa-
dek stycznej do linji M'U
w punkcie P, przyczem M'L'
jest przekrojem danej powierzchni zapomocg plaszczyzny rownoleglej do
YZ w odstepie x. A wiec:

/

Pochodna czastkowa zx charakteryzuje wiec zmienno$¢ funkcji w kie-
runku osi ar-6wa pochodna zy w kierunku osi y-6w.

Obliczanie pochodnych czastkowych odbywa sie wedlug tych sa-
mych regut, co dla funkcyj jednej zmiennej, a druga zmienng uwaza sie
przytem za liczbe stata, tak jak np. jakie$ state a, b,c,... przy roznicz-
kowaniu funkcyj jednej zmiennej.

Przyktady.

1) Funkcja: z = 2x + 3# — 5 ma pochodne czastkowe:

22 3z _

2

3x t2y 3

2) Dla s= x2+ ys pochodnemi czastkowemi sg: zx=2x, zr = 2y.
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3) Dla z = efsin[x-f-y) pochodnémi czastkowemi sg:
z*— 8n(x 4"y) + e*cos(a; -f-y), zy= d cos(r-(-y)
4) Dla z = y* jest zy= 2y a zx= 0, poniewaz ta funkcja nie za-

wiera wcale zmiennej Xx.
b) Podobnie dla:

jesf
—X
. \a* — x*
natomiast
zy= 0
Ogolnie: jezeli w wyrazeniu funkcji zapomoca wzoru nie wystepuje jakas
zmienna, to pochodna wedtug tej zmiennej jest zerem.
Wynika to tatwo takze z geometrycznego przedstawienia takich
funkcyj. Funkcja bowiem:
z—f{x)
ma w przestrzeni trojwymiarowej jako obraz geometryczny nie linje, lecz
powierzchnie, a mianowicie powierzchnie walcowg o tworzacych réwno-
legtych do osi #-0w; jej przekrdj plaszczyzng ZX jest linjg o réwnaniach
z—f(x), y— 0 (por. 8tr. 46). Otdéz przekrdj tej powierzchni walcowej
jakgkolwiek plaszczyzng o stalem x, t. j. plaszczyzng réwnolegla do
ptaszczyzny bocznej YZ, jest prostg tworzaca, a wiec rownolegty do osi

i-ow  Wobec tego spadek tego przekroju jest réwny zeru, a wiec 9_y = 0,
Podobnie obrazem funkcji:

~= Hy)
W przestrzeni trojwymiarowej jest walec o tworzacych rownolegltych do

osi aj-Ow. Przekrdj plaszczyzng o statem vy, t. j. plaszczyzng réwnolegly
do ptaszczyzny pionowej, jest prostg tworzaca. Spadek tego przekroju jest

. .9z
rowny zeru, a wiec ~" = 0.

Odwrotnie: jezeli pochodna czastkowa jakiej$ nieznanej funkcji
wzgledem zmiennej x jest stale réwna zeru dla wszystkich x iy, to stad
nie mozna wnioskowaé, ze ta funkcja ma warto$¢ stalg (jak to miato
miejsce przy funkcjach jednej zmiennej), lecz mozemy tylko twierdzic,
ze szukana funkcja nie zawiera zmiennej x. Moze wiec ona by¢ jeszcze
zupetnie dowolng funkcjg drugiej zmiennej vy.

A wiec: ze spetniania sie warunku 92 _ 0 dla wszystkich x,y wy

mika, ze z — <p(y), gdzie (p[y) jest dowolng funkcjg zmiennej y. Podobnie
21
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z LI 0 dla wszystkich z iy wynika, ze z = ip(x), przyczem tf)(x)

moze by¢ zupeinie dowolng funkcjg zmiennej x. Nie mozemy wiec twier-
dzi¢, ze obrazem takiej funkcji jest plaszczyzna z — ¢ roéwnolegta do
ptaszczyzny poziomej, lecz tylko, ze obraz ten jest jakim$ walcem o two-

c)z

rzacych réwnolegtych do osi & gdy 2=—0, ado osiy, gdy — = O

8 104. RoOzniczki czgstkowe i rozniczka zupetna.

Jezeli w funkcji z= f(x,y) dajemy zmiennej y warto$¢ stalg, to
mamy do czynienia z funkcjg jednej zmiennej i mozemy utworzy¢ jej
rozniczke wedtug tej zmiennej, a mianowicie:

OXz — ZX*AX — N Az

To wyrazenie nazywamy rozniczkg czastkowa funkcji z wedtug zmiennej x.
Podobnie okreslamy rézniczke czastkowa wedtug zmiennej y wzorem:

i 9z

&z — zy-Ay — oy

Sume tych rézniczek czastkowych, £ j. wyrazenie;

Ay

z 9z
dzm gx AX —f——9y Ay
nazywamy rdzniczkg zupetng funkcji z wedlug zmiennych x,y.

Gdyby mogla zachodzi¢ jakas watpliwos¢ co do tego, ktére zmienne
uwazamy za niezalezne, to nalezatoby zamiast dz pisa¢ dokladniej: dvz.
Wz6r, przedstawiajagcy rézniczke zupetna, piszemy zwykle w innej, do-
godniejszej formie. Zastosujmy mianowicie pojecie rozniczki zupetnej d»
funkcji: z = x. Otrzymujemy

9z
9x

zatem:
dx = 1eAx 4-0+Ay — AX
a wiec zamiast Ax mozemy napisa¢ dx lub dokladniej d”z.
Podobnie, stosujac pojecie rdézniczki zupetnej do funkcji: z- wmy,
otrzymujemy
9z . 9z
) 9x 9y  *
a wiec;
dy = 0<Ax-j- 1eAy = Ay

Zatem zamiast Ay mozemy napisa¢ dy lub dokiadniej d9y.
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Wobec tego wz6r na rézniczke zupetng przyjmuje postac;

(72) AN
d=T,ix + 3»iy

lub dokladniej:
dz ¢2
72 -
(723) oz ldx dyX 2y dxy
Przyktad. Znalez¢ rézniczke zupeing funkcji:
z—arctg v

Obliczamy najpierw pochodne czastkowe:

21 —y 2z i X
2X xi-f-ys 2y X Xi-\-yt
R R 1@
Stad:
X xdy —ydx

dZ x*4-y*dx x*+ yidy xX* -]-y%

Geometrycznie mozemy przedstawi¢ rdézniczke zupetng w nastepujacy spo-
s6b. Na fig. 101 mamy przedstawiong cze$¢ powierzchni o réwnaniu
z=f(x,y). Chcemy przed-
stawi¢ roézniczke zupetng tej
funkcji dla punktu P, nale-
zgcego do wartosci x,y i dla
przyrostow Ax = AB, Ay =
= AO. Linja PD przedsta-
wia przekréj badanej po-
wierzchni plaszczyzng row
nolegly do ptaszczyzny pio-
nowej w odstepie j/, a linja
PE przekréj danej powierz-
chni ptaszczyzng réwnolegly
do ptaszczyzny bocznej w od-
stepie x. Gdyby przy zmia-
nie x 0 Ax (a przy statemy)
punkt P posuwat sie po stycz-
nej do linji PD, to wznidstby
sie na wysoko$¢ réwng roz
niczce czastkowej 2xz, jak to
widzieliSmy przy funkcjach jednej zmiennej (por. § 69). Gdyby przy zmia-
riey o Ay (a przy stalem x) punkt P posuwat sie po stycznej do linji PE,
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to wznidstby sie na wysokos¢ rowng rézniczce czastkowej Yz. Uzupel-
nijmy odcinki PD" i PE' stycznych do réwnolegtoboku PD'F’E'. Wierz-
chotek F' tego réwnolegtoboku wznosi sie nad poziom punktu P o od-
cinek HF' réwny sumie rozniczek czastkowych 3xz-j- 5yz czyli réwny
rézniczce zupeinej dz, jak to tatwo stwierdzi¢ z figury.

Plaszczyzna tego rownolegtoboku, wyznaczona przez dwie styczne,
przechodzace przez punkt P, nazywa sie plaszczyzng styczng do powierz-
chni z = f(x,y). (Dokfadniej oméwimy te plaszczyzne w § 110).

Gdy x iy wzrastajg rownocze$nie o Ax i Ay, to punkt P powierzchni
wznosi sie do punktu F, natomiast punkt plaszczyzny stycznej wznosi sie
tylko do punktu F'. Prawdziwym przyrostem funkcji z — f(x, y) jest wiec
odcinek HF, a rozniczka zupetna przedstawia przyrost HF', wynikajacy
z zastgpienia danej powierzchni, jej plaszczyzng styczng. Mamy tu wiec
interpretacje geometryczng rézniczki zupetnej, analogiczng do geometrycz-
nej interpretacji rdézniczki funkcji jednej zmiennej. Przedstawia ona nie
prawdziwy przyrost funkcji, tylko przyblizony. Rodzaj i stopien tego
przyblizenia oméwimy w nastepnym paragrafie.

8 105. Zwigzek rdzniczki zupetnej z prawdziwym przyrostem
funkcji.

Zbadajmy prawdziwy przyrost funkcji z = f{x,y), wynikajacy z réw-
noczesnego wzrastania zmiennych niezaleznych x i y o0 przyrosty Ax
i Ay, t |

Az = H{x -j- AX, y -} Ay) —f(x,y)

Zatézmy, ze funkcja f(x,y) posiada ciggte czastkowe pochodne fx i fy
w otoczeniu punktu [x,y). Aby znalez¢ zwigzek tego przyrostu z czast-
kowemi pochodnemi, wprowadzamy dwa wyrazy pomocnicze: f[x,y -f- Ay)
i —px,y Ay), a wiec:

Az = f{X -f- AX! y - Ay) _f[X1 y + Ay) -f- f(X1 y -f- Ay) —f(X, y)

W pierwszym i drugim wyrazie prawej strony druga zmienna zachowuje
stalg wartos¢: y -j- Ay, a zmienia sie tylko x. Mozemy zatem do tych
dwobch wyrazéw zastosowac twierdzenie o wartosci $redniej, poznane przy
badaniu funkcyj jednej zmiennej (str. 317, wzor (68)). Otrzymamy:

f[x -f Ax,y -f- Ay) —f(x,y -J- Ay) = Ax «fx{x + 9AX,y -f- Ay)

Podobnie w trzecim i czwartym wyrazie nie ulega zmianie zmienna X,
a zmienia sie tylko y, zatem z twierdzenia o wartosci Sredniej otrzymu-
jemy:

fx,y -f-Ay) —f(x, y) — Ay «fy(x,y +  Ay)
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Zatem:
Az — Ax‘fx{x+ SAXx,y + Ay) + Aij'fy(x,y + Ay)
Wedtug zatozenia pochodne czgstkowe fxi fy sg funkcjami ciggtemi. Mozna
wiec przedstawi¢ wystepujace tu wartosci fx i fy w postaci (por. § 54,
str. 198):
fx{x + dAx,y -f- Ay) = fx{x,y) 4- * (Ax, Ay)
f’(*!y + Ay) = f,(X, y) 4- r}t(AX, Ay)
przyczem i rjt daza do zera, gdy Ax i Ay réwnocze$nie dazg do zera.
A wiec:
Az = fz{x,y)*Ax + fy(x,g) Ay -f 1j, *Ax 4 7ae«Ay
Pierwszy i drugi wyraz prawej strony tworzg razem rézniczke zupetng dz,
a zatem:
(73) Az=dz4 MM + %eAy
Widzimy stad, ze rdézniczka zupetna nie przedstawia przyrostu zupetnego
lecz rézni sie od niego o wielkos$¢ (btad):
lr™tir Ay
Okazemy jednakze, ze, gdy Ax i Ay zdazajg réwuoczesnie do zera, to
ten biad, wynikajacy z zastgpienia przyrostu zupetnego rozniczka zupeina,
dazy do zera silniej, anizeli Ax lub Ay a nawet silniej, anizeli suma
Twierdzimy" zatem, ze

- A0 \AX\ + \AW
Otoz:
_ fxAx + TrltAg
O<IAT= \axv+ VAW =-1 11]4*1+S»] +
*» - 1em 1
+BAITPiisI I+ 'L
Poniewaz T i daza do zera, toi A dazy do zera na podstawie twier-

dzenia o trzech funkcjach (albowiem \A\ zawiera sie stale miedzy 0 a mig-
dzy funkcjg |»;14" ¥v2» dazaca réwniez do zera).

Oznaczmy literg | odlegto$¢ punktow (x,y) i {xAx,y A-Ay),
t. j. I—\Ax* 4- Ay*. Rozumowaniem zupetnie podobnem do poprzed-
niego mozna okaza¢, ze takze

%)) I
czyli, ze:
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to znaczy, ze roznica miedzy prawdziwym przyrostem a rozniczkg zupetng
dgzy do zera w wyzszym stopniu anizeli odlegto$¢ punktow (x,y) i {x {-
-)- Ax, y -f- Ay\ do ktdrych sie odnosi badany przyrost.

Uwaga. Twierdzenie to udowodniliSmy przy zatozeniu, ze czastkowe pochodne
84 funkcjami ciagtemi. Dla nieciagtych fx i fy twierdzenie to moze sie nie sprawdzac.

8 106. Zastosowanie rézniczki zupetnej do ocenienia bledu funkcji
dwodch i wiecej zmiennych.

Wskutek tego zwiazku rdzniczki zupetnej z prawdziwym przyro-
stem funkcji dwdch zmiennych rézniczka ta nadaje sie bardzo dobrze
do przyblizonego przedstawienia tego przyrostu, np. przy obliczaniu war-
toSci funkcji dwoch zmiennych do oszacowania btedu, wynikajgcego z uzy-
cia wartosci zmiennych niezaleznych, obarczonych niewielkiemi biedami.

Przykiady.

1) Dla funkciji

zZ= Xy

pochodnémi czastkowemi sg: zx=y, zy = X, a zatem rdzniczka zupetng jest:
dz—ydx + xdy

Wzoru tego uzywa sie w rachunkach przyblizonych jako przyblizonego
wzoru na biad Az iloczynu: z = xy.

Zwykle uzywa sie bezwzglednych wartosci wszystkich, wystepuja-
cych tu liczb, a wtedy wzoOr przyjmuje postac:

\AZ\M(Z2]S \ydx\ -\-\xdy\

2) W podobny sposéb wyprowadza sie wzér na przyblizony biad
ilorazu. Obliczamy w tym celu rézniczke zupetng funkcji:

X
z= —
a mianowicie:
X
2= —wml
. y w
a wiec:
dz = ydx —xdy
Va
Zatem:
\AA* VNiIA% teM £6*dh
3) Metody tej uzywa sie czesto w miernictwie, przy rozwigzywa-

niu tréjkatdbw z elementdw, obarczonych bledami obserwacji. Tak np.,
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majac zmierzone dwie przyprostokatrie a + b trojkata prostokatnego
z btedami, chcemy oszacowaC, jaki wplyw majg te bledy na obliczenie
przeciwprostokatnej ¢. W tym wypadku chodzi nam o przyrost funkcji:

c= \al*rb»
Poniewaz:
dc a_ dc b
3a Jo3-f-b2 3b-~

to rozniczka zupeina ma postac:

ada bdb

_ T jlo2-fTF T (lor+TH
czyli:

Otrzymujemy wiec nastepujacy, tatwy do zapamietania, przyblizony wzor
na blad dc przeciwprostokatnej:

cdc — ada bdb

4) Zmierzono w trojkacie prostokatnym kat ostry a i przeciwprosto-
katng c. Jaki wplyw majg bledy pomiarowe tych dwdch wielkosci na
obliczenie przyprostokatnej a, lezacej naprzeciw kata et?

Obliczamy ro6zniczke zupetng funkciji:

o a—cesina
Poniewaz

przeto
da= sina-edc+ ccosa-eda

a stad, dzielgc obie strony przez a — csin a, otrzymujemy na btad wzgledny
boku a nastepujacy przyblizony wzér:
da _ ————[ éctgada
a
Przy uzywaniu tego wzoru trzeba pamietaC o tem, ze przyrost da nalezy
wyraza¢c w mierze lukowej. Podobne wzory mozna wyprowadzi¢ dla
wszystkich przypadkéw rozwigzywania trojkatow, takze ukos$nokatnych
wtedy jednak uzywa sie juz funkcyj trzech zmiennych niezaleznych.

Rézniczke zupetng funkcji trzech i wiecej zmiennych niezaleznych
okre$la sie podobnie jak dla funkcji dwdch zmiennych. Jezeli mia-
nowicie:

Z—f{xi,Xi,x3,... x,)
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to

4> dz= | ;dXi+ §idx*+ § idx*+ - + j» dx-

Przyktad. Wyprowadzi¢ przyblizony wzér na blagd boku b trojkata
ukosnokatnego, w ktérym zmierzono bok a i katy a i /?, lezace naprze-
ciw bokéw a i b, z bledami.

Tworzymy w tym celu zupelng rozniczke funkcji trzech zmiennych:

asiu i3
sin a
Obliczamy najpierw:
3b sinl3 3b asin (3cos a 3b acosf2
3a sina’ 3a sinza 33 sin a
Stad: _ _
dh— N5 gy 2SNBOSA 4, ; AC0SE,
sma sin2a sina
Czyli:

db — -ida —bctg a da -f- b ctg (3d(3

Stad otrzymujemy nastepujagcy wzor na obliczenie przyblizonej wartosci
btedu wzglednego boku b:

- dbo _ da, ctg {8 —ctg a da

8§ 107. Zastosowanie pochodnych czastkowych do obliczania po-
chodnej funkcji jednej zmiennej, ztozonej z dwoéch lub wiecej
funkcyj jednej zmiennej.

WeZmy pod uwage takg funkcje:
2 = /f{ay)

w ktérej x iy nie sag zmiennemi niezaleznemi, lecz funkcjami jednej
zmiennej t, a wiec:

z = H{x{ty{1))

Wobec tego takze z jest ostatecznie funkcjg tylko jednej zmiennej t.

Jest to nowy rodzaj funkcyj ztazonych, ogolniejszy od funkcyj ztozonych

postaci z = f{x{t)), z ktéremi mieliSmy dotychczas do czynienia. Chcemy

wyprowadzi¢ wzdér na obliczenie pochodnej takiej funkcji ztozonej wzgle-

dem zmiennej t Zatozmy, ze funkcja f(x,y) posiada ciggte czastkowe
3f . 3f

pochodne i

3x |y a funkcje x(t) i y(t) posiadajg zwyczajne pochodne
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dec dy
~dt *dt* Utworzmy prawdziwy przyrost funkcji z, wynikajacy z przy-

rostu zmiennej t o At\ wtedy x wzrosnie o0 Ax ay o Ay i otrzymamy
-wedtug wzoru (73), (str. 327):

0
Az~dIcAxJIr ¥y Ay + WAX + %
Stad:
Az df Ax 9f Ay AX Ay
At 9x At + At + * Tt+ ViTt

Gdy At dazy do zera, to takze Ax i Ay daza do zera, albowiem x{t)
i y[t) S funkcjami rézniczkowalnemi a zatem cigglemi. Wobec tego
Vi(Ax, Ay) 0 i tJi{Ax, Ay)-+0 i otrzymujemy po przejsciu do granicy
dla 0:

dz  9fdx avdy
(75) dt  9xdt “ dydt

Jest to uogodlnienie poznanej w § 78 reguty tancuchowej na obliczenie
pochodnej funkcji ztozonej. Pochodng funkcji z (wedlug zmiennej t) na-
zywamy w tym przypadku catkowitg pochodng, w odrdznieniu od czast-
kowych pochodnych (wedtug zmiennych x i y).

S0
Qg x
Tutaj y jest funkcja ztozong z dwoch funkcyj: u(x) = logu: i v(x) —sina:
a mianowicie:

Przyktady. 1) Obliczy¢ pochodng funkcji: v = log x msin x

Chcac znalez¢ pochodng tej funkcji wedtug zmiennej x, tworzymy
najpierw

dy 9y 3u*

Qu =  + 3

a nastepnie stosujemy wzor (75) i otrzymujemy:

dy I vs\du , / 3u\ dv
rx ==\V+ u*)Tx + [UM"1d x

czyli:
dy t. , sinsx\ 1 . /, 3sin*u:\
dx = H *+ efJ ; + (loff*- kFi) *
2) Niechaj:

2=/(»rI



332

ObliczaliS$my juz pochodne takich funkcyj przy pomocy pochodnej loga>
rytmicznej. Uwazajac te funkcje za funkcje ztozona:

Zz— U

z dwoch funkecyj u— f(x) i v— g(x), mozemy zastosowaC wzor (75)
i otrzymamy odrazu:

g)z( gz nx) + ~v.g\x)
Ale
z uvlogu
9v
a wiec
dz
ax = 900 *1'(*) -J- H{xY™* «log f[x) *g'(x)

3) Jezeli e —f\xyy\ ay jest funkcjg x, to

dz _ 9fdx 9f dy of of
dx 9x dx 9y dx 9x 9y y

Np. gdy z — ax*-f- 2bxy + cy* a y = \r%—xiy to

3- = 2ax -f- 2by -f (2bx -j- 2cy) o - ---- -
dx y-1 I-20) \r %— X %

Mnozac obie strony wzoru (75) przez di, otrzymujemy nastepujacy wzor
na rozniczke funkcji z:

Ten wzdr ma takg samg postad, jak rozniczka zupetna funkcji z = f(xyy)
w przypadku, gdy x iy sg zmiennemi niezaleznemi, jakkolwiek obecnie
x iy sg funkcjami jednej wspdlnej zmiennej t. Dla wyraZzniejszego od-
réznienia poszczegdlnych rdzniczek, wystepujacych w tych wzorach, na-
lezatoby pisa¢ w razie, gdy x iy sg zmiennemi niezaleznemi:

AZ = 9X dxyX 9y
a w razie, gdy x iy sa funkcjami 4, t. j. gdy t jest zmienng niezalezna:
dtz== 2T gtx+ 9L qty

W podobny sposob oblicza sie pochodng i rézniczke funkcji ztozonej
z trzech i wiecej funkcyj jednej zmiennej t
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Np. jezelit
*— Mg W, "2(O"(0)

dz _2/ 2/ dxt 9f dxs
dt 9x, dt Oxt dt Oxt dt

to
(76)

a rozniczka ma postac:

da~ 9x,dXi + 97, d@%+ 9E dXi
Przyktad. Funkcje:
1(*,V, 2

nazywamy jednorodng stopnia n, jezeli po podstawieniu za x,y, z war-
toSci tx, ty, tz mozna jg przedstawi¢ w postaci

(77) f(tx, ty, tz) = tnef(x,y, 2)

Taka funkcjg jest np. taki wielomian trzech zmiennych, ktdrego kazdy
wyraz o0 *xX? y ’Z5jest tego samego stopnia p -Ar  s— n w tych trzech
zmiennych.

Utworzmy pochodng takiej funkcji wedtug zmiennej t.

df_ 2f{tx, ty, tz) d{tx) of{tx, ty, tz) d(ty) of(tx, ty, tz) d(tz} __

dt 9(tx) dt S{ty) dt {tz) dt
_Of(tx, ty, t2) of{tx, ty, tz) of{tx, ty, tz) _ | f *
- XM (tx) vy o{ty) +z 9(tz) ~ nt t{X'y*>

Dla t=1 otrzymujemy stad nastepujacy wzor Eulera:

(78) nf{ixr z)= X P + y AT p 29

Przy pomocy tego wzoru mozemy przedstawi¢ kazdg funkcje jednorodna
zapomocg jej czastkowych pochodnych.

W?z6r ten stosuje sie ogdlnie do dowolnej liczby zmiennych nie-
zaleznych.

§ 108. Pochodne funkcji ztozonej z dwéch funkcyj dwéch
zmiennych.

W wielu zagadnieniach analizy i geometrji wystepuja funkcje zto-
£one z dwdch funkcyj dwoch zmiennych niezaleznych a mianowicie:

z = f(x{u,v), y(u,v))

Chcemy obliczy¢ pochodne fezastkowe tej funkcji wedtug zmiennych u i v
a nastepnie rozniczke zupeing tej funkcji dla zmiennych niezaleznych
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u i v. Przy obliczaniu czastkowej pochodnej za czyli d2 dajemy zmien-

nej v jaka$ wartos¢ stalg c, a wtedy mamy do czynienia z funkdja z
ztocong z dwdch funkcyj jednej zmiennej m a mianowicie z funkcyj »(«, c)
i y[u, c). Wobec tego mozemy zastosowa¢ poznany poprzednio wzor (75)

i AT .. dz dx
Z tg tyﬂ<o réznica, ze zamiast (tj * dt wyst8Puj4 teraz czastkowe po-

chodne' 9u 9.y i &’u_ OtrZ}/mujemY zatem:

3f 9z 9f 9x 9f 9y
~No

79) 9u  9u  9x9u 9y 9u

_ . ¥ 9z _ 9f 9x  9f 9y

i podobnie: v 9v  9x9v 9y 9v

Przy pomocy tych czastkowych pochodnych obliczamy rézniczke zupetng
funkcji z, gdy u i u sg zmiennemi niezaleznemi, a mianowicie:

3f of (9f 9x 9f 9y
u 9y 9u.

Wylgczajac i i o przed nawias, otrzymujemy:

9f (9x 9x of foy
ax\&u " dn f

W nawiasach znajdujg sie rdzjiiczki zupetne: dx i dy funkcyj x iy dla
zmiennych niezaleznych u i v, a wiec

g g D

dz= £9y\ 9v /

dz= 19’th -\- g)—fdy

Otrzymalismy zatem na rézniczke zupetng funkcji z (przy uwazaniu uiv
za zmienne niezalezne) taki sam wzér, jak gdyby x iy byly zmiennemi
niezaleznemi.

Rézniczki, wystepujagce w tym wzorze, odnoszg sie do zmiennych
niezaleznych u i v, co mozna wyraznie zaznaczy¢ w nastepujacy sposob:

3f 37,
du2  qgdu | G

Uwaga. Zaznaczamy jednak juz teraz, ze ta zgodnos¢ formy wystepuje tylko
przy rozniczkach pierwszego rzedu. Zobaczymy w dalszym ciggu, ze rézniczki dru-
giego i wyzszych rzedéw majg inng postac, gdy X, Y sa zmiennemi niezaleznemi a inna,
gdy sa funkcjami jednej lub dwdch zmiennych. Podobny fakt zauwazyliSmy juz przy
badaniu wyzszych rézniczek funkcyj jednej zmiennej (por. § 95).
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Przyktady. 1) Znalez¢ pochodne czastkowe funkcji:
Z= e 9rik2uesmiVBino

Uwazamy te funkcje za funkcje ztozona:

7— ey
s funkcyj:
a = u2sinX, y = 2ticsin usin» (a)
Wedtug wzoréw (79) obliczamy:
3z
3" * 2u Sin2« -f- e&K(2v sin u sin v 4- 2«« €0S U Sin v)
A *2M, sin»cos«-{-fil4(2MsinMsin»-j- 2Mt)sinMcos»)

Za x iy nalezy tu jeszcze podstawi¢ wartosci z wzoréw (a).
2) Mamy podang funkcje spétrzednych biegunowych:

2= f(r, (®
Wprowadzamy spotrzedne prostokatne zapomoca wzorow:

X=rcosqq Yy=rsintp
czyli:

r— \xi-\-y\ o= arctg”

Obliczy¢ pochodne funkcji z wedlug zmiennych x i y.

Otoz:
3z 3z3r . 3z3p
3x 3r 3x dtp 3x
3z 3z3r, 3z3p
3y 3r 3y 33y
Poniewaz:
dr X _rcosm;_, 3p_ 1 y__ —y  _
3X  \x*A-y* r 3x 2 xt-\-yi
>+ (1) —rsing> sin (p
oF
dr y rBIMp 3(p 1 X
3y \K*A-y* r 3y X xt-\-y%

nmn H O
(i r COS g>_ COStp
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przeto:
9z 9z sin (f
) ox 3'7} e oq ¢
9z 9_2 sin -f- 9_2__9_0_§_<_p
9y or ¢ I r

§ 109. Pochodna w dowolnym Kkierunku.

Obok pochodnych czastkowych funkcji z — f{x,y) wedtug zmien-
nej x lub y rozwaza sie czesto (zwhaszcza w fizyce) pochodng czastkowg
brang w pewnym Kierunku, tworzacym z osig a?-0w kat a. Takag po-
chodng w dowolnym kierunku tworzymy w nastepujacy sposob. Obracamy
uktad osi spoétrzednych o dowolny kat a koto poczatku ukiadu. Wpro-
wadzamy nastepnie zamiast zmiennych x i y nowe zmienne x' i y\ zwig-
zane z pierwotnemi zmiennemi zapomocg znanych z geometrji analitycz-
nej réwnan obrotu:

X — X' cosa—y"siu a
y= x'sina + y'cosa

W ten sposéb z funkcji z = f(x,y) otrzymujemy funkcje ztozona:
z= f(x'cosa —y'sin a, x'sina-)-y' cos o)

Pochodng czastkowg tej funkcji wedtug zmiennej x' nazywamy pochodng
funkcji z w kierunku a. Uzywajac pierwszego z wzordw (79), mozemy
wyrazi¢ te pochodng w nastepujacy sposob:

9z 9z 9x 9z 9y
oM = Yx 9x' + 9y 9x'

z

w. 9% _ 9y_
Ale 9;7— cosa9 = dina a wiec:

— _ of .
(81) ; gx = —cos a+ 9y sin a
Tego wzoru uzywamy jako definicji pochodnej czastkowej funkcji f(x,y)
w kierunku a.
Pochodng w dowolnym kierunku mozna takze okresli¢ bezposrednio

jako granice ilorazu:
f{a -f- Ab-{-k) —f(a, b)

przyczem h i k dazg rownoczesnie do zera w ten sposob, ze punkty A(a, b)
i B(a-j-h, b-j-k) leza stale na tej samej prostej p, tworzacej kat o
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* osig ar-ow (por. fig. 102). Oznaczmy \h*-(-k2 | 4 mozemy przed-
stawi¢ badany iloraz w postaci:

f(a~frcosa, b-f-rsina) —f(a, b)

Postepujac z wyrazeniem, zawartem w liczniku, podobnie jak z przy-
rostem ~ w 8§ 105, otrzymujemy po przejsciu do granicy wzor (81).
Do tego samego wyniku
dochodzimy, gdy punkt B(a-\-h.
b -f- k) posuwa sie po linji krzy-
wej /, stycznej do prostej p
w punkcie A (a, b). Wtedy wpro-
wadza sie w rachunek naj-
pierw Kkat (por. fig. 102);
ten kat dazy do kata a, a wiec
w koncowym wzorze wystapi
znowu kat a
Pochodna w dowolnym
kierunku a podaje, podobnie jak
pochodna czastkowa wedtug x
i pochodna czastkowa wedtug v,
spadek stycznej do linji prze-
kroju danej powierzchni z plaszczyzng prostopadla do plaszczyzny po-
ziomej XY, a mianowicie z takg plaszczyzng prostopadig* ktorej $lad
poziomy tworzy z osig a:-Ow kat a (por. fig. 103). Jezeli bowiem obro-
cimy uklad osi X,Y wr plaszczyznie XY o kat a, zatrzymujac niezmie-
niong 0§ Z, to w tym nowym ukladzie X'Y'Z plaszczyzna przekroju
ABCD jest rownolegta do ptaszczyzny pionowej X'Z, a wiec, na pod-
stawie 8§ 103, pochodna wzgledem x' jest rowna spadkowi stycznej PE
do linji BPC, ktora jest przekrojem danej powierzchni z tg ptaszczyzng
rownolegtg do X'Z. A wiec istotnie; fa= tgo.

§ 110. Ptaszczyzna styczna do powierzchni.

Juz w 8§ 104 mieliSmy do czynienia z plaszczyzng styczng dé po-
wierzchni. Obecnie wyprowadzimy réwnanie tej plaszczyzny i omoéwimy
niektére jej wiasnosci. WeZmy pod uwage taki regularny punkt P(x0iy0,zQ
powierzchni o réwnaniu:

z—f(x,y)
w ktorym czastkowe pochodne tej funkcji sg ciggte.

Plaszczyzng .styczng do powierzchni w takim regularnym punkcie
nazywamy plaszczyzne, wyznaczong przez dwie proste i, i t2 styczne do

Rachunek rdinicikowy i catkowy. 22
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linij /, i /,, otrzymanych z przekrojow danej powierzchni plaszczyznami,
przechodzacemi przez ten punkt, z ktdrych jedna jest réwnolegta do
ptaszczyzny pionowej XZ, a druga do plaszczyzny bocznej YZ (por.
fig. 103). Te dwie proste i, i ¢ lezg w rdznych plaszczyznach piono-

nowych, a wiec plaszczyzna, wyznaczona przez nie, nie jest prostopadia
do XY. Wobec tego réwnanie jej ma postac:

z— ax-\-by-\-r.

(por. § 12, 1). Chodzi nam o wyznaczenie statych a, b, c Stala a jest,
jak wiemy, réwna spadkowi $ladu pionowego s, tej ptaszczyzny. Ten $lad
pionowy jest jednak rownolegty do prostej  (sg to bowiem proste, otrzy-
mane z przeciecia dwoch plaszczyzn réwnolegltych trzecig plaszczyzng),
a wiec spadek fx(x0i,y0) prostej i, jest rowny spadkowi a prostej
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Podobnie spadek fy(x0, y0) prostej tt jest rowny spadkowi b prostej st
{Sladu bocznego). Roéwnanie plaszczyzny stycznej przyjmuje wiec postac:
Fz= [xex + [, -y + C

Pozostaje jeszcze do wyznaczenia stata c. Otrzymamy jg najprosciej z wa-
runku, ze plaszczyzna styczna przechodzi przez punkt P(x0 y0, 20), a wiec:

zt — f*«*0 mmfy "Vo+ ¢
a stad:
c— 20 —fxex0—f, oy"

Podstawiamy te warto$¢ w poprzednie réwnanie i otrzymujemy po upo
rzgdkowaniu:

(82) 2—"0= t{Xo yO{x—*,) + fy(x0,yO)(y — y0

Takg posta¢ ma rownanie plaszczyzny stycznej w punkcie P(xQ y0 z0) do
powierzchni o réwnaniu z = f{x, y).

Zwykle oznacza sie krotko f, — p} f, — g\ wtedy rdwnanie ptasz-
czyzny stycznej ma postac:

(82a) px —xa + q(y —y0)— (z —20—Q

Kat ostry y, zawarty miedzy plaszczyzng styczng a plaszczyzng poziomg
XY, oblicza sie z wzoru:

Cry = m 1 =
h + v+ 9
ktéry wynika odrazu z zastosowania wzoru (b), wyprowadzonego w § 12

(str. 41).

Okazemy, ze plaszczyzna styczna zawiera nietylko dwie styczne
/, 1 i2 nalezace do przekrojow plaszczyznami réwnolegtemi do XZ i YZ,
lecz wogdle wszystkie styczne ta, nalezgce do wszystkich przekrojow po-
wierzchni plaszczyznami, przechodzacemi przez P a prostopadiemi do ptasz-
czyzny poziomej XY.

Wezmy pod uwage przekrdj danej powierzchni plaszczyzng Pa pro-
stopadlag do XY a nachylong do ptaszczyzny pionowej XZ pod katem a.
Obréémy osie X. Y w ptaszczyznie XY o kat a. W nowym ukfadzie osi:
X', Y', Z plaszczyzna styczna ma réwnanie:

z —20= fxe{x‘cosa —y sina —x0cos a -)- y"sin a) -f-
fy ‘(X' sin a -f- y'cos a —«jsin a —yo6coSa)

Plaszczyzna Pa ma w tym ukladzie osi réwnanie y' —y0, a prosta tu,
2
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styczna do przekroju la, lezacego w tej plaszczyznie P,, ma rdéwnania:
y' —yN z—zg= fa‘(x' —x0), albowiem jej rzut prostopadty na ptasz-
czyzne X’Z ma w odniesieniu do osi X’ i Z réwnanie z —z0=
—fa —x0" Twierdzimy, ze ta prosta talezy na ptaszczyznie stycznej»
ze wiec spotrzedne wszystkich jej punktow spetniajg rownanie ptaszczyzny
etycznej. By sie o tem przekonaé, podstawiamy roéwnania tej prostej
w réwnanie plaszczyzny stycznej i otrzymujemy:

fae(» —x0Q = fte(as cosa — y”sina —»icosa -f ysina) +
-f- fy ¢ (x'sin a -f- y*cosa —»jsin a — y”*c0sa)
czyli:
fas(» —XQ= f, ¢(» cosa— cosa) -j- fye(» sin a — x0sin a)
fa(x*—x0 = fxcosa (*' —X0 -f-f, sina(c' —xQ = {frcosa + f,sina)[x' —

Poniewaz fa jest pochodng w Kierunku a, przeto, na podstawie wzeru (81),
otrzymujemy po lewej stronie takze:

(/,cosa fysina)(x' —Xa

a wiec rdwnanie spetnia sie identycznie, t.j. dla wszystkich x', a co zatem
idzie, dla wszystkich punktoéw prostej ta. Ta prosta lezy zatem na ptasz-
czyznie Pa, c. b. d. o

Na podstawie tej wiasnosci ptaszczyzny stycznej moznajej definicje
wypowiedzie¢ takze w nastepujacy sposadb.

Plaszczyzna styczna do powierzchni w regularnym jej punkcie jest
to plaszczyzna, zawierajgca proste styczne do wszystkich linij, ktére otrzy-
mujemy, przecinajagc dang powierzchnie plaszczyznami, przechodzacemi
przez punkt stycznosci a prostopadiemi do plaszczyzny poziomej.

W rozdziale, poswieconym teorji powierzchni w Il Tomie, poznamy
jeszcze dalsze wiasnosci ptaszczyzny stycznej i inne formy jej réwnania.

8 111. Pochodne ogo6lnej funkcji ztozonej.

Jeszcze ogolniejsza posta¢ funkcji ztozonej jest nastepujaca:

z == [(*, *9)eecixn)

przyczem:
X — (VB \)
Kk — Nﬁ

*n ~ «9'"1Mb)
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Pochodne czastkowe takiej funkcji z wzgledem zmiennych niezaleznych
t9, M,  up oblicza sie, jak iatwo zauwazy¢, przy pomocy wzorow:

dz _ 9z 9xx 9z 9xj 9z 9xn
9u, 9%, 9ux T~ 9x29ux T ° 9x,, 9ux
97z 9z 9Xj 9z 9x, 9z 9x,
gut oxx gut ¥ 9x2du2 * ° 9x,, 9u2
9z 3 9xx 9z 9x2 9z ox,,
9ue ~ = 9u, * 9x8our T ° 9x,, 9u,,

Tworzac rézniczke zupelng tej funkcji wedlug zmiennych u , ,ma
i porzadkujac odpowiednie wyrazy, przekonujemy sie z tatwoscig, ze:
dz 9z 9z

dz = + A + —
9ux & quf dus )((jundup

9z 9z
— gk'lg( /\Xluricé(T O/X*_i_ ___4_ SX, dX,,

a wiec ta rézniczka mag takg samg posta¢, jak gdyby xx, &y, .,xn byly
zmiennemi niezaleznemi.

§ 112. Twierdzenie o wartosci Sredniej dla funkcji dwdch
zmiennych.

Przy badaniu funkcyj jednej zmiennej poznaliSmy twierdzenie o war-
tosci Sredniej (Lagrangeid), ktore pozwala wyrazi¢ prawdziwy przyrost
funkcji zapomoca rézniczki tej funkcji na miejscu posredniem pomiedzy a
a a A a mianowicie (por. wzor 68 w § 100):

f(a+ h)-f(a) = hf'(o + 9h)
Podobny zwigzek zachodzi, jak to zobaczymy, pomiedzy prawdziwym
przyrostem funkcji dwdch zmiennych, t. j. pomiedzy:

Af—fa+ Ab+ kl—f{a b

a pomiedzy rdézniczkg zupelna. Zatézmy, ze f(x, y) posiada czastkowe po-
chodne ciggte w obszarze wypuktym (por. str. 18), otaczajgcym punkt (o, b).
Woprowadzmy funkcje pomocnicza jednej zmienngj t:

i) = f{a f-th, b+ tk)
Jest to funkcja ztozona z dwdch funkcyj:
X = a-j-th, y= b-\-tk
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Dla i= O mamy <0) = f(a, b) a dla t— 1 jest gp(l) = f(a -j- A 6-J-fc),
a zatem przyrost Af przedstawia sie w postaci:

Af=<p(1)-<p(0)
Do funkcji <p(f) jednej zmiennej mozemy zastosowac twierdzenie La«
grange’a o wartosci $redniej, a wiec:

d/=<p(l)-<p(0) = (I -0)<p'(9)

przyczem O< 9 < 1. Pochodna (¢ istnieje, a obliczamy jg wedtug wzoru
(75) str. 331, a wiec:

, Zfdy _ 2f , 3/

Stad;
_ df(a+ i>h, b+ Zk) Ay 9f(a + &h, b+ &K) k|

przyczem wszedzie wystepuje to samo 9, zawarte miedzy 0 a 1
DowiedliSmy wiec, ze:

(83) Af=f(a-\-h, b+ k)—f(a,b) = h-fx(@+&h,b + \tk)+k-fy(a-fdh,b + &)

To znaczy, ze prawdziwy przyrost funkcji dwoch zmiennych réwna sie
wartosci rozniczki tej funkcji, obliczonej dla odpowiednio dobranego
punktu posredniego miedzy punktem (a,b) a punktem (a-f-h, b-f- k).
Ten punkt posredni (o -j- &h, b -f- &K) lezy na linji prostej, taczacej punkt
(@ b) z punktem (a-}h, b+ K.

Jakkolwiek wiec rézniczka zupetna, obliczona dla punktu (a, b) i dla
przyrostow h, k, jest tylko przyblizong wartoscig prawdziwego przyrostu,
to jednak istnieje taki punkt posredni pomiedzy (a b) i (a-f- K A-J-i),
ze rdzniczka zupetna, obliczona dla tego posredniego punktu, jest réwna
Scisle prawdziwemu przyrostowi funkcji, wynikajagcemu z przyrostu zmien-
nej x od a do a-j- h a zmiennej y od b do b-j- k

Whioski z twierdzenia o wartosci $redniej.

1) Jezeli w jakim$ obszarze pochodne czastkowe fx i fy sg zerami
dla wszystkich par wartoSci x, y, to funkcja f(x,y) ma stata warto$¢
dla wszystkich x,y tego obszaru. Wtedy bowiem f{a -j- h, b-j- k) = f(a,b)
dla wszystkich h i k (albowiem prawa strona wzoru (83) jest wtedy
stale réwna, zeru).

2) Jezeli pochodne f, i fy sg ciggle w otoczeniu punktu (a b), to
i funkcja f(x, y) musi by¢ ciggta w otoczeniu tego punktu. Wtedy bowiem
roznica f[x -\-h, y -f-k) —f(x, y) dazy do zera, gdy h i k daza do zera,
albowiem prawa strona wzoru (83) dazy wtedy do zera.
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8§ 113. Pochodne czgstkowe wyzszych rzeddw.

I ochodne czastkowe funkcji dwdch zmiennych sg w ogolnosci takze
funkcjami dwdch zmiennych. Np. dla funkciji.

7 — 2x*y — 3y*x -f- bx*yi
pochodne czastkowe majg postac:

z, — 4xy — 3ys -j- 20xiy'l

z,= 2x2— 9y*x -f- 10x*y

Pochodne czgstkowe tych pochodnych nazywamy pochodnémi czastko-
wemi drugiego rzedu\ dla funkcyj dwdch zmiennych istniejg cztery takie
pochodne czastkowe drugiego rzedu, a mianowicie:

dzx  3zx dzy . 3zy
3X1 dy” 3X 3y

Oznaczamy je nastepujacemi symbolami;

€ -z -f -f —3 ay_ _ . 37
3x 3y3x
3zx ., _ 3lz 3y . _f _t _3*z
— 3x3y 3y ~ 27~ —T—3y*
W rozwazanym powyzej przyktadzie otrzymujemy np.;
= 4y + 60zV zyx= 4x — 9y! -f- 40xsy
€= 4x —9yl 40xay z,,— — 18yz -f 1024
Spostrzegamy, ze pochodne i zyx zwane takze pochodnémi mieszanemi,

sg w tym przyktadzie rowne Sobie:

Podobnie dla funkcji:
7 — &siny
mamy:
zx= ftFsiny, z,— efcosy
a stad:
s,, = €*siny 4y, = &cosy
Y= €?cosy z,, — —€*siny
Widzimy wiec, ze i w tym przykfadzie pochodne mieszane sg rowne.
Udowodnimy, ze tak jest zawsze, gdy tylko te pochodne mieszane «
sq funkcjami ciggtemi.
Dowdd. Chcemy okazaé, ze dla funkcji *= f(x y) pochodne fa i f,, sg sobie

rOwne, gdy sg funkcjami ciggiemi.
Tworzymy w tym celu przyrost funkcji f(x, y), wynikajacy z przyrostu zmien-
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nej x o Atj. f{x+ Ay)—f(x,y) = <p(y), a nastepnie przyrost tego przyroBtu, wy-
nikajacy z przyrostu zmiennej y o k, to znaczy .

4= )= o) = M Ry ) —AG Y ) (AT —AB )
Wyrazenie to nazywamy drugg réznicg mieszang funkcji f(x,y) wedlug zmiennej x,
a nastepnie wedtug zmiennej .

Do roznicy op(y-f- & —e>(y) stosujemy twierdzenie o wartosci Sredniej (d'a
jednej zmiennej y) i otrzymujemy:

A= km/(y+ = k[fix+ Ay+ i72%) - fy(x, y+ &K))

Stosujac teraz do réznicy, zawartej w nawiasie, znowu twierdzenie o wartosci Sred-
niej (dla jednej zmiennej x), otrzymujemy:
@ A = khfyX(x + &h, y+ d"k)
Mozemy jednak pierwotne wyrazenie A uporzadkowaé takze w inny spoBOb, a mia-
nowicie:

A=f(x+ hy+ k) —f(x4-Kij) =\f(x, y + K)—f(x, y)]= (x + h) —%{x)
Widzimy stad, ze to samo wyrazenie A mozemy uwaza tez za druga réznice mieszang
funkcji f{x, y), najpierw wedtug zmiennej y a potem wedtug zmiennej x.

Stosujac teraz dwukrotnie twierdzenie o wartosci Sredniej, otrzymujemy

A=hwmw'(x+ h=h[x{x+ ¢8A j+ Ic)-Mx + 6ali, y)j
(b) A = hkfxy[x -f &h, y-f d-J:)
Z poréwnania wyrazen (@) i (b) otrzymujemy:
fv(x+ &hy+ &K) = syx¢x + d,h, y+ &K)

Wedlug zatozenia zaréwno fxy{x, y) jak i fyx{x, y) sa funkcjami ciggtemi. Przechodzac
zatem po obu stronach do granicy dla h %0 i k -* 0, otrzymujemy ostatecznie:

(84) *y{x, y) = fyi(x, y) c.b.do.

Uwaga. Gdyby funkcje fX i fyx byty nieciagle, to mogtyby mie¢ r6zne wartosci.
Niechaj czytelnik sprawdzi, ze dla funkcji, okreslonej wzorem:

*= AN y)=xy- dia (X?y)4 (0,0)
a z—f(x,y)=0 » (% y)—(0,0)
mjest: £X(0, 0)= — 1 a ¢,*(0.0)= 4-1. Stwierdzi¢, ze fX jest funkcja nieciagta w punkcie
X = 0,y= 0 (np. ta funkcja dazy do innej granicy, gdy punkt dazy do (O, O) po osi
a?-6w, a do innej, gdy punkt dazy do (0, 0), po osi y-ow).

W dalszych rozwazaniach bedziemy zawsze czynili zatozenie, ze
wszystkie pochodne czagstkowe, wystepujace w tych rozwazaniach, sg
ciggle, ze wiec zawsze jest fxy= fyx.

Do oznaczania pierwszych i drugich czgstkowych pochodnych uzywa

* Big czesto liter p, g, r, s, t, a mianowicie:

(85) fi—Pi fy=0b fx,—r fy= fyX s fy—t

0. ile mieszane pochodne sg réwne.
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Przyktady. 1) Wykaza¢, ze funkcja.

zZ = xtgy
spetnia réwnanie:

C) A—~+-ihr—2pgs-f-@ + pht= O
Obliczamy:
3z 31z
p= 3x tgy * ~ ~3x*F~
dz X 3z 1
9= 8 = c
Sy ~ cos*y th cos2y
3*z 2asin
3yz ~ cosly
Wstawiwszy te wartosci w dane réwnanie, otrzymamy:
-2.rtgy .| | fi | 2a;einy _ — Karsiny 2xe.\ny
G:Sky W' + A y) CO08«y cosb5y + COSGy
2) Wykaza¢, ze funkcja:
Z= Jix*4-y*

spetnia réwnanie:
(d) rt—s*= 0

Obliczamy z tatwoscia, ze:

~ XV } =
F(*f-Hy*) 4 a2« H-y»)*’ \{x* + y**
a stad.
X'ty'l
rt—s*= =0
@2-(-y3  (a*-}-y83
Uwaga. Réwnania, podajace zwigzek pochodnych czastkowych jakiej$ funkcji
ze sobg lub ze zmiennemi, nazywamy rownaniami rozniczkowemi czgstkowemi. Wyka-
zaliSmy w przykfadzie 1, ze funkcja z = xtgy. spelnia réwnanie rozniczkowe (c),
a w przykfadzie 2, ze funkcja a = \x*A-y* spetnia rownanie rozniczkowe (d).

3) RoOwnanie rozniczkowe:
3% 5V _n
a 3xz 3y*
przeksztatci¢ na inne przez wprowadzenie nowych zmiennych:
' x-\-ay —«, X —ay—v
Poniewaz:

X—"™Mu-\-v\ y= ~(@Uu—v)
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przeto mamy teraz do czynienia z funkcjg zlozona Zatem

di_didu df 3v = df ay _
3 X 3udx 3v 3x 3u 3v

Stad znowu tworzymy w podobny sposéb 3 i podobnie 3t &

Po wykonaniu dziatan otrzymamy znacznie prostsze réwnanie rdz-

. . . - 3*f
niczkowe o nowych zmiennych, a mianowicie: =0

Twierdzenie o pochodnych mieszanych odnosi sie, jak nietrudno
udowodnié¢, ogdlnie do pochodnych wyzszego rzedu, o ile te pochodne
sg ciaggte. Tak up. mamy 8 rozmaitych pochodnych trzeciego rzedu,
a mianowicie:

DX
foy 1/ xr 1tyX
DLyyi fywyr Fyx
fyyy

Jezeli one sg funkcjami ciggtemi, to tylko 4 sg rézne od siebie, a

/XXY /ny /YXX N /xyy 7/ yxy /Y

Wobec tego kazda z pochodnych, w ktérych wystepuje dwukrotnie roz-
niczkowanie wedlug x a jednokrotnie wedtug y, mozna oznaczyé wspol-
nym symbolem: fxt, a podobnie fyxy, symbolem fytx.

Ogolnie mozna wypowiedzie¢ to twierdzenie w nastepujacy sposob:
wyniki, otrzymane z rézniczkowania wedtug rozmaitych zmiennych do-
wolng ilos¢ razy, nie zalezg od porzadku, w jakim te rézniczkowania
wykonujemy, gdy te wyniki sg funkcjami ciggtemi.

8 114. Zastosowanie twierdzenia o pochodnych mieszanych
do badania rozniczki zupetnej.

Twierdzenie o pochodnych mieszanych drugiego rzedu znajduje
wazne zastosowanie przy badaniu rézniczek zupetnych. Rézniczka zupetna
funkcji dwdch zmiennych z = f{x, y) ma postac:

3f _of

dz = dx 4

3x 3y dy

Spoétczynniki przy dx i dy sg funkcjami zmiennych X, y; nazwijmy je
M(x,y) i N(x,y), a wiec:

dz = M[x, y)dx -f- N(x,y) dy
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Wezmy pod uwage ogOlnie wyrazenie, zbudowane linjowo z dx i dy
i dowolnych dwdch funkcyj dwodch zmiennych: M(x,y) i N(x,y), t j.

(o) M(Xi Y)dx + N{Xi Y)dy

Zatézmy, ze pochodne czastkowe tych funkcyj sg ciggte.

Zachodzi pytanie, czy i kiedy takie wyrazenie mozemy uwaza¢ za
zupetng rdzniczke jakiejs jednej funkcji z— f(x,y). Otéz, gdyby to wy-
razenie miato by¢ rozniczka zupetna, to musiatoby byé M(x, y) = ot

a N(x)y) = g. Pochodnemi mieszanemi funkcji f bylyby wtedy:

& - * x x _ 0

9y9x ~ A 'V) 9x

Wedtug zatozenia sg to funkcje ciggle, a zatem musiatyby by¢ réwne
sobie. Musiatby sie zatem spetniaé warunek:

(85)

Jest to konieczny warunek na to, aby wyrazenie (c) bylo rézniczka zupetng
© e %—ywi gs sg funkcjami cigglemi). Okazemy po6zniej w rachunku
catkowym, ze ten warunek jest takze dostateczny.

Przyktady. 1) Zbada¢, czy wyrazenie:
(3#» —by)dx + (2xy — 7y)dy
jest rozniczka zupetna.

Tutaj:
M{x, y) = 3a™»—5y, tf(x,y)= 2xy —7y
a stad:
9M , 9N
= S i-2*

Te pochodne sg rézne, a zatem badane wyrazenie nie jest rdézniczka
zupena.

2) Zbada¢, czy wyrazenie:
(d) (4y* — 2)dx + (I2xyi— <oy)dy
jest rozniczka zupeina.

Tutaj:

M(x, y) = 4y* —2, N(X,y)=\2xy* — by
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a stad:

a zatem:
9M 9N

Badane wyrazenie moze by¢ zatem rdzniczkg zupetng. W tym specjat-
nym przyktadzie mozna nietrudno okaza¢, ze warunek ten jest takze
wystarczajacy, ze wiec badane wyrazenie jest istotnie rdzniczka zupeina,
a nawet mozna wprost odgadngé te funkcje z= f(x,y), dla ktdrej to
wyrazenie jest rdzniczka zupetna.

I tak:

y)=" =1iy3—=2

Znamy wiec warto$¢ pochodnej szukanej funkcji z wedlug zmiennej x.
Stad nietrudno odgadnag¢, ze pierwotna funkcja ma. posta¢ 4y3x —2x\
mozna jednak jeszcze doda¢ dowolng funkcje (p{y) zmiennej y, albowiem
przy rozniczkowaniu wedtug x ta funkcja odpadnie.
Otrzymujemy zatem:
2= 4ysx — 2x -f- <q(y)

Aby wyznaczy¢ funkcje cp(y), wyzyskajmy drugi warunek:

K< kk>S _F

A wiec pochodna znalezionej funkcji z wedtug zmiennej y ma dac:
N(x,y) = \2xy3— 6y

Wartos$cig tej pochodnej jest:

— = \2xy'+ op(y)
zatem:
12xyi -f- Ply) — 12xy* — 6y
a stad;
() = —6y
Znamy wiec pochodng funkcji <p(y) wedtug zmiennej y. Stad znowu od-
gadujemy funkcje pierwotng: — 3y*
Mozna jednak jeszcze doda¢ dowolng statg C, albowiem przy roz-
niczkowaniu ta stata odpada. Wobec tego:

)= —3y*+ C
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Funkcja 2 ma wiec postac:
(e) 27=4y»x — 2x — 3y1A-C
Otrzymali$my zatem catg gromade funkcyj, réznigcych sie tylko o statg
wielkosc.
Préba. Rézniczka zupetna tej funkcji ma wartos¢:

0 0
dz— " dx -j- ~ dy— (4dys—2)dx (12yix —6y)dy

A wiec istotnie badane wyrazenie (d) jest rdézniczkg zupeing- funkciji,
przedstawionej wzorem (g).

Takie obliczanie funkcji z danej rozniczki zupetnej nazywamy cat-
kowaniem tej rozniczki. W rachunku catkowym poznamy og6lng metodg
catkowania rozniczek zupetnych, oparta nie na odgadywaniu funkcyj
pierwotnych, lecz na ogolnych wzorach.

,3) Wyrazenie:

4 ydx —Ixdy
nie jest rozniczkg zupetng, albowiem:
3Mm
Sy 4

a wiec te pochodne sg rézne. Jezeli jednak dane wyrazenie pomnozymy
przez czynnik:

*[x, y) = Xy
to otrzymamy.

1
4ydx — 7xdy) — —dx - d
(0 Xy(y y) ;W

a dla tego nowego wyrazenia jest:
9 /4\ _

. £
3y\xl 3x H )
a wiec wartosci tych pochodnych sg rowne.

Postepujgc podobnie jak w poprzednim przykiadzie, stwierdzi czy-
telnik z tatwoscia, ze wyrazenie (f) jest rdzniczka zupeilng nastepujgcej
funkcji:

2 = 4log# —7logy -f- C
Taki czynnik fi(x,y), ktory zamienia wyrazenie, nie bedace rozniczka
zupelng, na rozniczke zupetna, nazywamy czynnikiem catkujgcym. Wy-
jasnienie tej nazwy i og6lng metode wyznaczania takiego czynnika poznamy
w rachunku catkowym. Tam takze wykazemy, ze kazde wyrazenie postaci:

M(x, y)dxA- N(x, y)dy



350

o ciagtych czastkowych pochodnych Alx, My, N,, i Ny, posiada czynnik
catkujacy, jakkolwiek czasem jest bardzo trudno wyznaczy¢ efektywnie
ten czynnik.
Rézniczki zupetne znalazty bardzo rozlegte zastosowanie w termodynamice
Jezeli jaki$ gaz poddajemy zmianom temperatury i objetosci, to okazuje sie,
Ze przyrost energji tego gazu wyraza sie wzorem:

(9) C,(t,v)dt + (/ —p)dv

przyczem C, oznacza ciepto wiasciwe przy stalej objetosci, | ciepto utajone, p prez-
nosé, t temperature a r objetos¢. Otoéz okazuje sie, ze to wyrazenie jest rdzniczkga
zupeing, albowiem:

5C, _ S{lI-p)
dv dt
Funkcje U(v, i), ktérej rozniczka zupetng jest to wyrazenie (g), nazywamy tnergja.
Badajac natomiast nie przyrost energji, lecz przyrost ilosci ciepta: otrzy-
mujemy  wz0r:
(h) AQ =m C,dt 4- Idv
Okazuje sie w termodynamice, ze to wyrazenie nie jest rézniczkg zupeing, albowiem:
ac. , a
dv ' ot
Jezeli jednak obie strony wzoru (h) pomnozymy przez czynnik /* -, to otrzymu-
jemy wyrazenie:
(k) - dt + T dv

ktore, jak sie dowodzi w termodynamice, jest juz rézniczkg zupetng. Te funkcje 5(t>, Jm
ktérej rozniczka zupelna jest wyrazenie (k), nazywamy entropja. Obydwie te funkcje:
energja U(v, t) i entropja S(v, t) odgrywajg zasadniczo wazng role w catej termo-
dynamice.

8 115. Rdzniczki zupelne wyzszych rzeddéw.

Umiejac tworzy¢ pochodne czastkowe wyzszych rzeddw, potrafimy
takze obliczy¢ rézniczki zupetne drugiego i wyzszych rzeddéw. Wychodzimy
z pierwszej rozniczki zupetnej:
dz
3y
Aby utworzy¢ rozniczke zupetng drugiego rzedu czyli rézniczke zupetng
z tej rézniczki: dtz — d(dz), stosujemy ten wzor raz jeszcze, ale nie do
z tylko do dz i otrzymujemy:

3
dz = eédx_'_ dy

d7= did) — | dx - fgi'/z)oly
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Otéz:
£)_ dx2 dZ 9(dx) 3** 3« 3(dy)
3* 35T+ B AT 1 gy2ax~y 1 8% KT
Przyrosty dx i dy zmiennych niezaleznych uwazamy za state, wtem zna-
czeniu, ze kazdej parze wartosci x,y dajemy te same przyrosty dx i dy.
Jezeli zas dx= ct i dy= to dx —0i o — 0 i zostaje:
9(dz) _ 9%z, 9*z d
~W — 90dx+3iTx Y
Podobnie otrzymujemy:
3(dz) 9*z 9%z
2y 2x3y xJ[~9y% *
Mnozymy te pochodne przez da: i dy i dodajemy do siebie, to otrzymamy:

(87)

Ten wzor, stuzacy do obliczenia drugiej rézniczki zupetnej, mozna napi-
sa¢ w symbolicznej formie: W
e Ty 4

(88) i [iix 25y
Ten sposéb pisania oznacza, ze wyrazenie w nawiasie trzeba podnies¢ do
kwadratu, a nastepnie uwaza¢ w liczniku 9* za znak drugiej pochodnej
(a nie drugiej potegi) i dopisa¢ do kazdego 32 funkcje z

W podobny spos6b obliczamy ogo6lnie wyzsze rozniczki wedtug
symbolicznego wzoru:

(89)

ktory czytamy: ,,dn2 réwna sie dziataniu "Sd X 2 dy, podniesionemu

do symbolicznej «-tej potegi, wykonanemu na zu
Wzory (87), (88), (89) odnoszg sie do przypadku, gdy X,y sa zmien-
nemi niezaleznemi. Gdyby za$ x i y byly funkcjami jednej lub dwdch
zmiennych, np. x = x(1), y —y(@) lub x = x(u, }y = y(u,v), te wyra-
zenia 3(dx) j Sjdy) n- bylyby Zeraini i otrzymaliby$my ba*
2X  2X 2y Oy
dziej zawite wzory na rozniczki wyzszego rgedu. Wtedy:

3() gy 4. %@ 4y = gox, b A dx+ S2dy, = d
Ox dx 4 3y dy = d-x, 2% 9y Ys ¥
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sg rézne od zora i na-drugg rézniczke zupetng otrzymujemy nastepu-
jacy wzor:

(9°) dz= [ax+dy)™s Fua s v

Podobnie ma sie rzecz dla funkcji trzech i wiecej zmiennych.
Np. dla funkciji:

u= f{x, vy,z)
jest:
9" d*u= dx + | dy+ &£ dzfu + Yxd2x+ Tyd'V+ Yzd&

przyczem ostatnie trzy wyrazy odpadaja, gdy X, y, z sa zmiennemi nie-
zaleznemi, wtedy bowiem d*x = d(dx) — 0, d2y — 0 i d*z= 0.
Przyktad. Wykaza¢, ze druga rézniczka funkcji:
F(x, y) — X1-f- y3-f- X(bx* f- 4xy -f- 2y* — 36)

jest dla X— —1 stale niedodatnia, a dla X— —£ stale nieujemua,
Tworzymy:

Fx= 2x-\- X{\0x + \y)

Fy— 2y-\-X{4x-\-4y)

a nastepnie:
F,,=2+1(U Fxy=4X, F, =2+ 4X
a wiec:
<*F»A=(2+ 10X)dx* + 8Xdxdy + (2-j-4X)dy*
Dla X— — 1 otrzymamy:
d*F — —8dx*—8dxdy —2dyl = — 2(2dx -j- dy)x
a to wyrazenie jest stale niedodatbie.
Dla X= —" otrzymujemy:

diF =% dxt — %dxdy +e|dy’= $(dx —2dy)%
a to wyrazenie jest stale nieujemne.



ROZDZIAL XI.
Pochodne funkcyj uwiktanych.

8§ 11fi. Dowdd istnienia funkcji uwikianej jednej zmiennej i jej
pochodna.

W 8§ 17 wprowadzilisSmy pojecie funkcji uwikfanej jednej i wieg-
cej zmiennych niezaleznych. WidzieliSmy, ze réwnanie:

@) f(x.y) =0

nie zawsze okre$la funkcje uwiktana.

Okazemy, ze na to, aby istniata funkcja uwiktana y = tp(x), okre-
$lona roéwnaniem f(x,y) — 0, a)jednozuaczna, b) ciagta i ¢) rozniczko-
walna w otoczeniu jakiego$ punktu x = xt, wystarczajg nastepujace wa-
runki: 1°istnieje jedna para wartosci: (x0,y0), dla ktorych f(x0,y0)— O;
2° funkcja z —f(x,y) i jej czastkowe pochodne /,, fy 83 ciggle w oto-
czeniu tego punktu @0, 20 (np. w obszarze U na fig. 104); 3° czastkowa
pochodna fy{x0,y0) jest rézna od zera.

Dowdd, a) Udowodnimy najpierw, ze przy tych zatozeniach 1° 2° i 3° istnieje
jedna i tylko jedna funkcja y = y(a), spetniajgca identycznie réwnanie f(x,y) = O
w odpowiednio dobraném otoczeniu punktu x —xa i spehniajgca warunek e(a0 =
Dowod opiera sie na tom, ze fy(x,,,y0 jest rézne od zera, np. dodatnie i ze fy jest
funkcja ciagta. (Zupetnie podobnie przebiega dowdd, gdy fy(x0,yt) < 0). Wobec tego
fy{x, y) zachowuje warto$¢ dodatnig takze w odpowiednio dobraném otoczeniu punktu
(x0,y0 (por. 8§ 49d i § 54), np. w kwadracie ABCD o $rodku w {xa,y0 a o bokach
20, na fig. 104, lezacym wewnatrz obszaru U Jezeli ustalimy x = x0 a zmieniamy
tylko y (t. j. posuwamy sie po prostej EF), to f{x"y), uwazana jako funkcja jednej
zmiennej y, jest ciagta i monotonicznie rosngca w catym przedziale EF (bo fy j>0;
por. § 101, 3). Poniewaz za$ w samym punkcie (0,y0 ma warto$¢ zero (wedlug 1°),
przeto ponizej togo punktu, a zatem i w punkcie E, jest f{x0,y) < 0 a powyzej, a wiec
i w punkcie F, jest f(x,,,y) j>0.

Wskutek ciagtosci funkcji f(x,y) przyjmuje ona warto$¢ ujemng nietylko w sa-
mym punkcie E{x,,,y0—*5), lecz takze w odpowiednio dobraném otoczeniu punktu E,
lezacem na odcinku AB.

Podobnie warto$¢ dodatnig przyjmuje f[x, y) nietylko w punkcie F(x0,y0-{-¢,),
lecz takze w pewnom otoczeniu punktu F, lezacem na odcinku DC. Nazwijmy dtugosé
mniejszego z tych dwoch otoczen 2Sit to f[x,y) jest ujemng dla wszystkich punktow

Bachanek rézniczkowy i catkowy. 2S
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odcinka /1,5, a dodatnia w odcinku 5,C,. Obierzmy jakikolwiok punkt x, z odcinka
4.5, i wykre$lmy przez ten punkt prosta HXI\OY. Gdy punkt posuwa sie po tej
prostej od £/, do 5,, to funkcja f(xt,y) jednej zmiennej y przechodzi od wartosci
ujemnej do dodatniej a zatem jako funkcja ciagta musi przej$¢ przez warto$¢ zero
(por. 8§ 55) i to tylko raz, poniewaz jest monotoniczna na kazdym odcinku réwnoleg-

tym do OY a lezacym w kwadracie ABCD. A wiec do kazdego x, z odcinka 4,5,,
t. j. z przedzialu {xa—<5, xa-f- 8,) nalezy jedno takie vy,, ze f(,xx,y,1= 0.

To znaczy, ze dla wszystkich x z przedziatu (x0—<5, X,, -j- &) istnieje jedno-
znaczna funkcja y, spetniajgca réwnanie £(x,y) = 0 czyli jednoznaczna funkcja uwi-
ktana y = <p(x).

b) Wykazemy, Ze ta funkcja y = <p[X) jest ciggta w kazdym punkcie przedziatu
4.5,.. Rozumowanie przy tym dowodzie przebiega podobnie do poprzedniego. Wezmy
pod uwage dowolny punkt xt z odcinka 4,5, (fig. 104). Chcemy okazaé, ze y = <p(X)
jest cigglta w tym punkcie, t. j., ze do kazdej dodatniej liczby e > 0 da sie dobra¢
takie €> 0, ze dla wszystkich \x —x, |< S jest | <p(x)— <p(r,)| < e WykreSimy w tym
celu dwie proste p, i p, rownolegte do osi X w odstepach -f-et i —e, od punktu
(x,,yt), przyczem obieramy c, * e tak, aby te roéwnolegte trafiaty bok prostokata
AXE ICtDi pomiedzy 4, i 5,. Dobierzemy d tak, aby byto \<p{x) —rp(xt)|< c, a wtedy
spetni sie oczywiscie takze nierowno$¢ |9(»—<p(ir,)|< e W punkcie (x,,y,) jest
f(xxyj) = 0, a poniewaz f(xl,y) jest funkcjg monotonicznie rosngcg zmiennej vy,
przeto w punkcie L(xt,yl—e,) jest f(x,,y)<0 a w punkcie M(X,,y, -f-€) jest
f(xv,y) > 0. Wskutek ciagtosci funkcji f(x,y) jest t\x,y) < 0 nietylko w punkcie 5,
lecz takze w pewnem odpowiednio dobranem otoczeniu punktu L, lezgcem na pro-
stej wewnatrz prostokata AIBIC,DI. Podobnie jest f(x,y)> 0 nietylko w punkcie
M lecz takze w pewnem otoczeniu punktu M na prostej p,. Nazwijmy diugos¢
mniejszego z tych otoczen 24 to f{x, y)< 0 dla wszystkich punktéw odcinka N,5,
a f[x,y)'j>Q dla wszystkich punktéw odcinka AT5,. Do kazdego zatem x z prze-
dziatu (jr, —<§ xx-{-9) nalezy jedno y, zawarte miedzy y, —e, &y,-f  (t.j. punkt.
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zawarlty pomiedzy NtI\ a -V,Ps), a wiec tembardziej miedzy yt —« ay, spet-
niajace rownanie f{x,y) = 0. ZnaleZlimy wiec takie 1 )>0, ze dla wszystkich
\x —x, | < &spetnia sie nieréwnos¢ |y —y, |< e czyli |gpar) —y(aj,)|< e ¢ b. d.o.

c) Pozostato jeszcze do udowodnienia, Ze ta ciggta, jednoznaczna funkcja y = extc),
podana w formie uwiktanej zapomocg réwnania t\x, y) ~ 0, posiada pochodny. Oka-
zemy, ze w kazdym punkcie przedzialu A,BI, t. j. (x, - <5, x0-fd,), istnieje po-
chodna <p'(x). Obierzmy jakikolwiek punkt ¢ wewnatrz tego przedziatu i dajmy mu
tak maty przyrost h, aby i punkt x -(- h lezat w tym przedziale- Wtedy do taj war-
tosci x -(- h nalezy jedna Scisle oznaczona warto$¢ y a mianowicie §p(a -J- »), zawarta
miedzy y,—<%§ a vy, - <, ktora spetnia réwnanie (). Chodzi nam o granice stosunku:

Dpix+ h) —
h

gdzie k —rp[x-j- h) —<p(x). Wobec tego <pxA-h) = yA-k Wartosci x -f-h i yA-k
-spetniajg réwnanie (a), a wiec f[x -|-h, y + )= 0.
Zastosujmy do roznicy f(x - h, y A- K} —f{x, y) —O0 twierdzenie o warto$ci $red-
niej (por § 112, wzér 83), otrzymamy
hfAx + &, y + &k) + kfy(x -f »h, y+ &)= 0

Pochodna fy jest rézna od zera w catym prostokacie A,S,CID, a punkt {x
y -f- &) lezy w tym prostokacie, a wiec mozna obie strony tego réwnania podzieli¢
przez fy. Mamy zatem:

ft _ [Ax 4- 9% y -T £fc)

h ~  fy(x-f y -f- &K)

Gdy h dazy do zera, to i k dazy do zera wskutek ciggtosci funkcji <pfx), a wtedy
licznik dazy do ft(x,y) a mianownik do fy(x,y) wskutek zatozonej ciggtosci tych

I
czastkowych pochodnych. Zatem lim JC- czyli (¥ istnieje i wyraza sie wzorem:

O ile wiemy zgory, ze istnieje funkcja uwiklana, spetniajgca réwnanie
f(x,y) = 0 — nazwijmy jg y = (p(X) — i ze posiada pochodng y\ to te
pochodng mozemy obliczy¢ z réwnania:

f(x, () —0

przez zastosowanie reguty tancuchowej. Mamy tu bowiem do czynienia
z funkcjg, ztozong z dwdch funkeyj: z x iz y = (@)
Na podstawie wzoru (75) z § 107 otrzymujemy zatem:

(b)
Stad:
df
9x _ _fAX,y)
(92) Sf fy{x, y)
dy

23*
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Widzimy, ze koniecznym warunkiem dla stosowalnosci tego wzoru jest,
aby bylo fy{x,y) =0 A wiec, jezeli zgbry wiemy, ze istnieje funkcja
uwiktana, ze posiada pochodng i ze fy==0, to mozemy obliczy¢ te po-
chodng y' wedtug wzoru (92).

Gdyby byto fy= 0 ale fx4=0, to moglibySmy rozwaza¢ x jako
funkcje zmiennej y, podang w formie uwiktanej i otrzymalibySmy na
pochodng tej funkcji wzor

dx fy
dy — f,

Jezeli za$ w jakim$ punkcie jest réwnoczesnie fx= 0 i fy— 0, to za»
réwno pochodna jak i ™ wypadajg nieoznaczone a nawet me wiemy,

czy wtedy istnieje funkcja uwiktana.
Takie wyjatkowe punkty, dla ktdrych spetniajg sie trzy réwnania:

fIx,y) =0, fx(x,y)=10, fux,y)= 0

nazywamy punktami osobliwemi funkcji uwiktanej (lub linji krzywej, przed-
stawiajacej graficznie te funkcje uwiktang).

W jednym z dalszych rozdziatbw zajmiemy sie osobno badaniem
takich punktow osobliwych. Nadmieniamy jednak juz teraz, ze w takich
punktach osobliwych linja moze mie¢ przebieg nawet zupetnie regularny
Tak np. fuukejg uwiktang, okre$long réwnaniem:

fix,y) = x—y)y= 0
jest y —x, a to jest réwnanie linji prostej. Pochodnemi czastkowemi
funkcji f sg: fx= 2 (x —y) i fy= —2 [x—Y).

Widoczuem jest, ze sg one zerami dla tych wszystkich punktow,
dla ktérych x —y. A wiec cala linja prosta y =  przedstawiona da-
nem rownaniem f(x,y) = 0, skfada sie z samych punktow osobliwych,
a pomimoto przebieg tej funkcji uwikfanej i jej obraz graficzny sg zu-
petnie regularne.

8§ 117. Druga pochodna funkcji uwiktanej jednej zmiennej.

Druga pochodng funkcji uwiktanej mozemy obliczyé, tworzac po-
chodng pierwszej pochodnej:
o fIxy(x)
fy{x, y{x))

przyczem nalezy pamieta¢ o tem, ze jest to funkcja ztozona z x i y{x)y
jak fo zaznaczono wyraZznie w nawiasach. Stosujgc tu wzoOr na pochodng
ilorazu dwoéch funkcyj, otrzymujemy:



357

(93) fy{fxx * 1 - fxy'y") — fx(fyx © 1 ~F~fyy o y")

n
Podstawiamy tu za y' warto$¢ z wzoru (92); po uwolnieniu od mianow-
nika otrzymamy:

fyiUy ~ f,,Q ~ flfydy — fyyfl)
: R
czyli:
(93) fAn-zZfM + fyyK
Py

Widzimy, ze do obliczenia y" zapomocg tego wzoru jest koniecznem (procz
poprzednich warunkow) istnienie czastkowych pochodnych drugiego rzedu
funkcji f{x,y).

W podobny sposéb oblicza sie y"*‘ i wyzsze pochodne, otrzymuje
sie jednak wzory dos$¢ zawite.

Przyktady do 8§ 116 i 117.

1) Obliczy¢ pochodng funkcji uwiktanej, danej réwnaniem:

f{x,y) = axt-|- 2bxy + cy*+ 2dx 2ey+ g= 0

Stad:
fx— 2ax 2by -f- 2d
f,= 2bx + 2cy + 2e
a wiec:
,_ _ f, _ ax-j-by-j-d
\Y f, bx + ey + e

Ta pochodna istnieje dla tych wszystkich punktow linji f(x,y) — 0,
ktore nie lezg na prostej bx -\-cy -f-e= O, t.j. dla wszystkich punktow,
z wyjatkiem punktéw przeciecia sie tej prostej z linjg, przedstawiong
réwnaniem f(x, y) = 0.

2) Obliczy¢ pierwszg i drugg pochodng funkcji y, danej réwnaniem:

xt y2—r2=0

(jest to réwnanie kofa, znane z geometrji analitycznej).
Tutaj fx= 2x, fy— 2y, zatem*

dy _ *

dx ~ vy
Ta pochodna istnieje wszedzie z wyjatkiem punktdéw, w ktérych y= O
t.j. z = fr. lIstotnie w tych punktach styczna do kola jest prostopadta
do osi a>0w, zatem jej spadek nie istnieje (dazy do oo gdy x ->r lub
X ——1).
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Druga pochodna mozna obliczy¢ przy pomocy ogdlnego wzoru (93),.
lecz prosciej otrzymamy ja, tworzac pochodng funkcji:

dy X
dx yix)
W ten sposéb otrzymamy:
y—x
w _ Yel —xy' YI_ K+ ¥
y y* yi y'

Ale x2-j-y2= ra a wiec ostatecznie:

r - - »e

3) W przyktadach 1) i 2) moznaby rozwikia¢ te funkcje i obliczad
nastepnie pochodne otrzymanych w ten sposéb funkcyj wyraznych. Dla
funkcji jednak, okre$lonej wzorem:

xs-f-y*— 12#y = 0

rozwiktanie jest do$¢ trudne, wymaga bowiem rozwigzania réwnania

stopnia trzeciego. Pomimoto mozemy z tatwoscig obliczy¢ pochodng tej
funkcji uwiklanej. Tworzymy:

fx— 38— 12y i /)=3ya— 12#
Zatem

3H* — 12y 4y — XX
— 3ya— 12# y%— 4#

Y
4) Roéwnania:
Xy—yx—0
nie potrafimy wcale rozwikia¢, a pochodng mozemy obliczy¢, a mianowicier
fx= yxy-l —yxlogy

fy= xylog# —xy*~y
zatem:

L _ Y~ — yxlgyY
5 #/1Qg# — Xyx-

Poniewaz xy— yx przeto, upraszczajgc licznik i mianownik przez #V
otrzymamy:

¥ —logy
y = X _ _ y8—gylogy _ Y abgy—Y
- # #y log# —#a x ylog# —#
BX ~ ¥y
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Vicaga. Funkcje uwiklang, okre$long tem réwnaniem, mozna przedstawi¢ w for-
mie parametrowe;j:

(++}) *eckr
Czytelnik moze stwierdzi¢, ze linja, przedstawiona tem réwnaniem dla X >0iy 0O,
sktada sie z galezi prostej y —X i z galezi krzywej, majacej posta¢ zblizong do by
perboli, ktérej asymptotami sa osie spotrzednych. Punkt przeciecia sie gatezi prosto-
liniowej z gatezig krzywoliniowg otrzymamy, gdy t-*oo, t. j. dlax =eiy—e

8§ 118. Pochodne funkcji uwikianej dwéch zmiennych.

Podobnie do funkcyj jednej zmiennej, takze funkcje dwodch zmien-
nych moga by¢ podane w formie uwikifanej a mianowicie zapomoca

réwnania
f(x,y,z2)= O

Przez rozwigzanie takiego réwnania mozna niekiedy otrzymaé z w for-
mie wyraznej jako funkcje dwdéch zmiennych:

z= < Y)
Warunki istnienia i rozniczkowalnosci funkcji uwiktanej dwodch zmien-
nych sg podobne, jak dla funkcji jednej zmiennej, a mianowicie: 1° je-
zeli istnieje jedna taka trojka wartosci x — x0, y —y0, z = zn, dla kto-
rej spetnia sie réwnanie:

/(*0- Voi zo) =0
2° jezeli funkcja f'{x,y, z) posiada w otoczeniu punktu (@0, y0, z0) ciggte czast-
kowe pochodne /,, fy, f, i 3° jezeli ft(xn,y0,z0) 3=0, to istnieje jedna jedyna
funkcja uwiklana z = <p(x,y), jednoznaczna w otoczeniu {x0,y0) i posia-
dajgca czastkowe pochodne zx,z,, ktora przyjmuje dla x —xn, y —y0
wartos¢ z — z0 Dowod przeprowadza sie podobnie, jak dla funkcyj uwi-
kfanych jednej zmiennej. Wzory na pochodne czastkowe tej funkcji uwi-
ktanej wyprowadzimy, rézniczkujac funkcije:

fox,y,z[x,¥)) —0 czyli F(x,y)= 0

wedtug zmiennych x iy.

| tak, aby znalez¢ pochodng tej funkcji wedlug zmiennej x, nalezy
zwroci¢ uwage na to, ze ta zmienna wystepuje tu w dwa sposoby, a mia-
nowicie wyraznie, a ponadto w funkcji z(x, y). Wobec tego:

3F= 3 ,3f3z 0
3x 3x 323X

Podobnie, rozniczkujac dane réwnanie wedlug y, otrzymamy:

3E3z=0
3y 3y 3z by
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Z tych dwoch réwnan otrzymujemy zadane czastkowe pochodne funkcji z
W nastepujacej postaci:

df

dz dx rx

(%42) dx d ¢
9z
df

dz dy fy

(94 b) dy df f
dz

Drugie pochodne znajdujemy, tworzac pochodne tych ilorazéw, przyczem
nalezy pamietaC o tem, ze tak x jak iy wystepuja dwukrotnie-
Funkcje uwikfane dwoch zmiennych wystepuja czesto przy badaniu
powierzchni krzywych, podobnie jak przy badaniu linij krzywych mamy
do czynienia z funkcjami uwiktanemi jednej zmienngj
Przyktady. Rownanie kuli

xt y* z1—rs= 0

okre$la z jako funkcje zmiennych x,y. Obliczy¢ czastkowe pochodne
pierwsze i drugie bez rozwiklywania danego réwnania!
Obliczamy w tym celu:

fx—2x, fy—2y, t\=2z
Zatem:
dz x dz y
9x z' dy z

Drugie pochodne obliczymy z tych pochodnych, pamietajac jednak o tem,
ze ?jest funkcjg x i y. Zatem

dz
o] — X eo- x|~ X\
d*z ze1—=X dx \ *) 2%+ & oy —r*
dx2 2* zX 2* 2a
9%z ze0—x 'M’; .
dx dy - z3
* " ___\/*T] 2 — R
d*z zx1 \§/ 73;, (V) 2“-]-yz X1—1r*
dy2” 2* 2a Z3 2*

W podobny sposéb bada sie funkcje uwiktang n zmiennych, okreslong
zapomocg réwnania:

f(x" rXf, .XHz) —0
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8§ 119. Pochodne dwoch funkcyj jednej zmiennej, podanych
w formie uwikianej.

Ogdlniejsze zagadnienia, dotyczace funkcyj uwiklanych, otrzymuje
sie, rozwazajac zamiast jednej funkcji f — O dwie Ilub wiecej takich
funkcyj.

Jezeli dwie funkcje zawierajg tylko dwie zmienne:

fix<y) —0, g(x,y)= 0

to pary x,y, spehniajace dwa takie rdwnania, sg w ogélnosci oddzielnemi
punktami ptaszczyzny XY, nie okreslajg zatem funkcji w zadnym
przedziale. Problem rozwigzywania takich réwnan nie nalezy do analizy
lecz do algebry.

W ogdélnosci, aby dwa takie rownania okreSlaty jakie$ funkcje, to
muszg one zawieraC przynajmniej trzy zmienne.

Tak np. przy badaniu krzywych przestrzennych mamy do czynie-
nia z funkcjami uwikfanemi, podanemi zapomocg pary réwnan:

fix,yy20= 0
g(x,y,z)= 0

Sg to réwnania dwdch powierzchni. Wspdlne rozwigzania: x,y,z tych
rownan daja punkty przenikania sie tych powierzchni czyli linje (w ogdl-
nosci krzywe) przestrzenne. Uwazajac np. x za zmienng niezalezng, mo-
zemy przy odpowiednich zatozeniach wyznaczy¢ y i z jako funkcje wy-
razne tej zmiennej x, rozwigzujgc uklad tych dwdch rownan wedlugy iz
Otrzymamy wtedy

y= (K, z= tAY)

Zatem dane rownania okre$lajg (przy pewnych zatozeniach, o ktérych tu
nie bedziemy mowili) w sposdb uwiktany dwie funkcje jednej zmiennegj,
ktore razem wziete przedstawiajg réwnania jednej krzywej przestrzennej.
Chodzi nam 06 obliczenie pochodnych y* i z* tych dwdch funkcyj. Na-
piszmy w tym celu wyraZnie, ze y i z sg funkcjami zmiennej x, a wiec:

I'(*, y{x), z(x)) — 0
g(x.y[x).z(x)) = 0
Zarowno f jak i g jest funkcja, ztozong z trzech funkcyj jednej zmien-
nej. Tworzymy pochodng wzgledem x wedlug wzoru (76) na str. 333
i otrzymujemy:
fx+ >/ +f.-z' = 0
9-fh’'y'+ O«'=0
Z tych dwoch réwnan o dwoch niewiadomych y' i z' obliczamy je np. przy
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pomocy wyznacznikéw. Otrzymamy:

-fz fA
. — 9z |M fz9z ~ f*9>
y' p—
Ity tz1  tyoz frg*
(95) ]9» 9z\
fy — fz\
9y ’7r| _ fz9, fy9x
|fy fz\ f,9x — fz9y
]9, 921

Te wzory ag przydatne tylko wtedy, gdy wyznacznik, zawarty w mia-
nowniku, jest rézny od zera.

Ten wyznacznik:
96 J = =
( ) oy 9A

nazywamy wyznacznikiem funkcyjnym, wyznacznikiem Jacobi’ego lub

krotko jakobjanem funkcyj /, g wzgledem zmiennych y i z. Oznaczamy
go krotko symbolem:

= >A9)
3{y. 2
Takze w licznikach wzoréw (95) wystepujg jakobjany:
d(f.o) j djfjj)
9(z.x) 2(x.y)

Uzywajac tych skrécen, mozemy napisa¢ wzory (95) w postaci:

Sif, 9) <2(/,9)
2@ X))
y = 3C17) 2 _ 3(77)

3(y. 2) 3(72)

Utcltya. Jakobjany. ktére mozna uwaza¢ za pewien rodzaj uogolnienia pochod-

nych czastkowych, odgrywajg bardzo wazng role przy rozmaitych zagadnieniach z toorji
funkcyj dwoch i wiecej zmiennych.

Mozna tworzy¢ jakobjany takze dla 3 i wiecej zmiennych, uzywa-
jac wyznacznikow z 9 lub wiecej elementéw. Tak np.

L f, fz
3(/,y, h '
(yz)) % 9, 92

hx hy hx

Przyktady. 1) Dla linji przenikania kuli z walcem kotowym o pro-
mieniu dwa razy mniejszym od kuli, ktdrego kierownica styka sie we-
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wnetrznie z kotem wielkiem, znalez¢ pochodne#' i z'. Rownania kuli i takiego
walca, w przypadku gdy tworzace sg prostopadte do ptaszczyzny BY (ha
fig. 105 przedstawiono przekréj tych po

wierzchni plaszczyzng X Y), majg postac*

IV, Z) —x* + #5-f 25— %= 0

a{x.y, 2 — + #l— =0
czyli
X8—r# -f-#®= 0
Stad:
fx= 2x, fy= 2y, [;= 22

g.= 2x—1r, ¢,= 2#, g,= 0

Stosujac wzory (95), otrzymamy:

,_27(2Xx—r)—2#*0__  2x—r , 2X72y—2y(2Xx—r)
1 2y *0 — 2y 2z 2y 2 = —4yz
2r =
i - —43)//2 21

2) Niechaj czytelnik obliczy w podobny sposéb y' i z' dla linji
Srubowej, ktorg otrzymujemy z przeciecia si¢ powierzchni $Srubowej

(por. § 17, str. 63—64, fig. 36) tg ——= 0 z walcem x2-\-y2—r*=0
(por. tez § 124).

8§ 120. Pochodne dwdch funkcyj dwoch zmiennych, podanych
w formie uwikianej.

Podobng metodg mozemy bada¢ pochodne jeszcze ogo6lniejszych
uktadow funkcyj uwiktanych, a mianowicie funkcyj, podanych zapomoca
dwéch réwnan o czterech zmiennych:

fx,y,uvy=0, g(x#wv)= 0

W tych dwdch funkcjach mozemy uwazaé ktdrekolwiek dwie zmienne
za niezalezne, a wtedy dwie inne mozemy (przy pewnych do$¢ ogdlnych
zatozeniach, o ktérych tu nie wspominamy) uwaza¢ za dwie funkcje
tych zmiennych. Tak np. obierajagc u i v za zmienne niezalezne, mozemy
uwaza¢ x iy za funkcje zmiennych u i s:

x= (p(uv\ y = rp(uy)

Ukiad tych dwdch funkcyj dwdch zmiennych jest wiec podany w formie
uwiktanej zapomocg réwnan f= 0 i g— 0.
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Chcemy obliczy¢ pochodne czastkowe: 9% 3y 3x Ry bez rozwi-

ktywania tych funkcyj. Tworzymy w tym celu najpierw pochodne réw-
nan f — 0 i g— 0 wedlug zmiennej m pamietajac jednak o tern, ze u
wystepuje zaréwno osobno jak i w funkcjach x(u,v) i y(u,v).
Otrzymamy zatem:
IX 4-fy. + fu= 0

o*xu+ 9,9«+ 9“= 0
Z tych réwnan obliczamy:

., — © futy L fyl "3{f,9) I.3(f,9)
(98) — 9a 9y 9* A 3(y,u) 3(X,Y)
W f,.~ fu /* 14 Hf,9.)'.W ,.9)
O*— Qu 994 3(«,a,) 3(3.,«/)

Podobne wzory na x,,i ¢/,,znajdziemy, rézniczkujac dane réwnania wedtug v.

Widzimy, ze koniecznym warunkiem stosowalnosci tych wszystkich
o
wzoréw jest, aby jakobjan: byt rézny od zera.

§ 121. Geometryczna interpretacja dwoch funkcyj dwdch zmiennych.
Odwzorowania.

Geometryczna interpretacja takiego ukiadu dwoch funkcyj dwéch
zmiennych jest zupetnie odmienna od interpretacji przypadkdéw poprzednio
rozwazanych. Réwnania bowiem f — 0 i g— 0 pomiedzy czterema zmien-
nemi: x,y,u,v, nie dadzg sie interpretowa¢ w geometrji tréjwymiarowe;j.
Natomiast roynania:

(99) X <p(u, v)
y = tp{u, V)
otrzymane z rozwigzania ukladu roéwnan /= 0 i g= 0, interpretujemy

przy pomocy dwoch oddzielnych plaszczyzn, plaszczyzny XY i plasz-
czyzny UV (por. fig. 106).
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Wzory (99) przyporzadkowujg kazdemu punktowi P' plaszczyzny UV
0 spotrzednych u,v punkt P plaszczyzny XY o spéirzednych x, vy,
zwany obrazem punktu P. Catemu obszarowi D' plaszczyzny UV, w kto-
rym sg okreSlone funkcje < i ty, odpowiada w ogdlnosci takze jaki$
obszar D na .plaszczyznie XY. Takie przyporzadkowanie punktéw jed-
nej ptaszczyzny punktom drugiej ptaszczyzny nazywamy odwzorowaniem.
lub przeksztatceniem jednej ptaszczyzny na drugg. Czasem dogodnie jest
uwazac te samg plaszczyzne raz za plaszczyzne XY a drugi raz za plasz-
czyzne UV.

Podobnie, jak dwie funkcje dwoéch zmiennych okres$lajg jakie$ od-
wzorowanie jednej plaszczyzny na druga, tak i jedna funkcja jednej
zmiennej, np. y — f(x), okre$la odwzorowanie jednej prostej na druga,
a mianowicie osi ar-6w na o$ y-6w (pordwnaj 8§ 13, tworzenie skali funk-
eyjnej na osi y-6w), albowiem zapomocg funkcji y = f(x) jest przyporzad-
kowany kazdemu punktowi osi x-Ow, dla ktérego funkcja jest okreslona,
jaki$ punkt osi y-6w, a mianowicie punkt, majacy rzedng réwng y.

Odwzorowania majg bardzo rozlegte zastosowania w rozmaitych
dziatach matematyki czystej i stosowanej. Juz w elementarnej geometrji
analitycznej spotykamy rozmaite odwzorowania. Tak np. wzory:

X —x'-|-a
100y
y=y-fb
okres$lajg odwzorowanie ptaszczyzny X‘Y' na plaszczyzne zZwane

przesunieciem.

Unega. Wzory (100) mozeny interpretowaC dwojako: albo jako odwzoronenie™
zmieniajace wszystkie punkty ptaszczyzny na inne punkty tej samgj lub innej plasz-
czyzny albo tez jako zmiang ukiadu spotrzednych, polegajacg na obraniu innych, prze-

sunigtych osi, przyczem wszystkie punkty pozostajg na swych pienwotnych miej-
scach, a zmieniajg sie tylko liczby, wyrazajace spdtrzedne tych punktow.

Wzory:

X —Xx'cosa —y'sina
(101

y = x'sina-j-y'cosa
okre$laja odwzorowanie, zwane obrotem.
Wzory:
X — ax'
V — ay'
dajg przeksztatcenie czyli odwzorowanie podobne, zmieniajace kazda-
figure plaszczyzny X' Y' na figurg podobng, lezgcg na ptaszczyznie'A'Y.
Odwzorowanie, okreslone wzorami:
X —ax’ by -\-e
y —cx“-\-ay'-\-f
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nazywamy powinowactwem (lub affinizmem). Przy takiem odwzorowaniu
np. kazde kolo zamienia sie na elipse (sprawdzi¢, podstawiajgc te x iy
w réwnanie ogolne kola!).

W geometrji rzutowej bada sie doktadnie og6lniejsze odwzorowa-
nie, zwane kolineacjg lub przeksztatceniem rzutowem Wzory, charaktery-
zujgce takie odwzorowanie, majg postac:

X aix'4~ JMy'+ =i
a,x'-f by + c
_ asx'4- ¢»y' 4-

y axx'4- 62y -fc,
W rozmaitych zagadnieniach
technicznych uzywa sie od-
wzorowania, zwanego prze-
ksztatceniem zapomoca pro-
mieni odwrotnych lub inwer-
sja. Geometryczna definicja
tego odwzorowania jest uaste-
Pig. 107. pujaca: aby znalez¢ sp6trzedne
x\'y" punktu P' (fig. 107),
odpowiadajacego punktowi P(x, y\ tgczymy punkt P z poczatkiem ukiadu O

i na tym promieniu OP — r obieramy punkt P' tak, aby OP* —r' = —
Wtedy:
X''X—O0P:0OP=-:r= lir2= 1,@4-y?

a wiec:

(102) x2-\-y

i podobnie: y'— 3+ y2
Punkty kota o promieniu rdbwnym 1, a o $rodku w poczatku ukiadu,
nie zmienig sie widocznie przy tern przeksztatceniu, bo:

w = N :i:‘OQ

Punktom, lezagcym zewnatrz tego kofa, odpowiadajg punkty, lezagce wew-
natrz niego i odwrotnie. Z tego powodu nazywamy to przeksztalcenie
takze odbiciem w kole o promieniu 1 i uwazamy je za uogolnienie syme-
trycznego odbicia w prostej.

tatwo udowodnié, ze przy tem odwzorowaniu kazde koto przecho-
dzi na koto lub na linje prostg. Trzeba tylko w ogblne réwnanie kofa:
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(x —p)2-f- (y —gy*—a2= O podstawi¢ x i y obliczone z wzoréw (102),
uwolni¢ od mianownikdw i uprosci¢ przez x'2-\-y'2 Wykonczenie dowo,du
tego twierdzenia pozostawiamy czytelnikowi.

Dobry poglad na istote odwzorowania i na znieksztatcenie figur,
lezagcych na jednej ptaszczyZnie, wywolane przez odwzorowanie jej na
druga (lub te sama) ptaszczyzne, uzyskujemy czesto, badajac, na co sie
zamienia siatka prostych réwnolegtych do osi. | tak, chcac znalezé obrazy

prostych réwnolegtych do osi V na fig. 108, uzyskane zapomocg odwzo-
rowania, okre$lonego wzorami (99). kfadziemy w tych wzorach: u—c
Otrzymujemy w ten sposob:

X= 9, y—V{o

a to przedstawia jaka$ linje — w ogolnosci krzywa —w formie parame-
trowej: zmiennym parametrem jest v,

Kladgc u—g, u= ¢, «= 0,,...,, otrzymujemy na plaszczyZnie
iJV gromade prostych, réwnolegtych do osi F, a na plaszczyznie XY,
odpowiadajgcg im gromade linij (w ogdlnosci krzywych).

Podobnie, kladagc v= c\ otrzymujemy na plaszczyznie UV gro-
made prostych réwnolegtych do osi U, a na plaszczyznie XY, odpowia-
dajacg im gromade linij, w ogolnosci krzywych, o réwnaniach parame-
trowych:

x = (pu, ), y=ip(u,C)

Widzimy, Zze prostokaty na ptaszczyznie 1JV zamieniajg sie na czwo-
roboki, w ogdlnosci krzywolinjowe.
Tak np. wzory, stuzace do zamiany spdtrzednych prostokatnych na
biegunowe:
X — rcosg:;, Yy = rsingp

podajg zarazem przeksztalcenie ptaszczyzny R O (zob. fig. 109) na plasz-
czyzne XY. Prostym rownolegtym r= ¢ na plaszczyznie R& odpo-
wiadajg na plaszczyznie XY kota spdtsrodkowe, majgce Srodek w po-
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czatku ukfadu, a prostym roéwnolegtym = c odpowiadajg prosto, prze-
chodzace przez poczatek ukiadu.
Kazde przeksztatcenie:

X = V), y=xp(u,v)

mozemy uwaza¢ za zmiane spoOtrzednych, stojagc na tem stanowisku, ze
kazda pare- liczb, ktora pozwala w sposéb jednoznaczny wyznaczy¢ po-
fozenie punktu P, nazywamy spétrzednemi tego punktu. | tak przy uzyciu

zwyczajnego uktadu spotrzednych prostokatnych podajemy x = cly = t1
i otrzymujemy punkt P, jako punkt przeciecia sie¢ dwdch linij prostych,
rownolegtych do osi X i Y, w odstepach c, i d. Ten sam punkt P mo-
zemy jednak otrzymaé, kladac u— c\ i v— ¢j, przyezem liczby c\ i &
sg otrzymane z rozwigzania uktadu réwnan:

d= <LFkv), c2= tp{uv)

Jednakze teraz linje, odpowiadajgce wartosciom u~c\ i v= cj, nie sg
juz w ogdlnosci linjami prostemi, lecz krzywemi. Tak np. przy uzyciu
spbtrzednych biegunowych réwnanie r = ¢\ oznacza kolo na ptaszczyZnie
XY a ¢—4 prosta, przechodzaca przez poczatek uktadu, a ich punktem
przeciecia jest punkt P, majacy spétrzedne prostokatne x — ¢, = c\coscj
iy= =¢singj.

Spétrzedne m v, otrzymane przez zastgpienie spOtrzednych prosto-
katnych x, y dowolnemi funkcjami gp(«,»), ij{u,v), nazywamy spétrzednemi
krzywolinjowemi. Siatke linij u— cx i v— 2, ktora powstaje przy tem
przeksztatceniu z linij réwnolegtych do osi U i V, nazywamy ,linjami
spotrzednych®. Tak np. przy uzyciu spétrzednych biegunowych linjami
spotrzednych sg kota i proste, nalezace dojednego peku. W fizyce uzywa
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sie takze innych spotrzednych krzywolinjowych, np. takich, ktdérych
linjami spotrzednych sag elipsy i hiperbole, przecinajace te elipsy pod
katami prostemi; takie spoOirzedne nazywamy spotrzediiemi eliptycznemi
(por, § 178).

§ 122. Odwracanie uktadu dwoéch funkcyj dwéch zmiennych.
Uogéblnienie twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej jednej
zmiennej.

Przy badaniu wszystkich tych odwzorowan plaszczyzny UV na
ptaszczyzne X Y bardzo wazne jest badanie odwzorowar odwrotnych, t. j.
odwzorowan plaszczyzny X Y na plaszczyzne U V. Arytmetycznie chodzi
tu o odwrdcenie uktadu dwdch funkcyj:

X = (p(u, V)

99
9) y = r{n, v)

to znaczy o wyznaczenie z tych dwoch réwnan odwrotnie zmiennych
» 1 0 jako funkcyj zmiennych x i y.

Jest to bezposrednie uogdlnienie zagadnienia o odwracaniu funkcji
jednej zmiennej, ktdre omowilismy doktadnie w poprzednich rozdziatach
(por. 88 18 i 57). Nie bedziemy sie tutaj szczegbtowo tg kwestjg zajmo-
wali, natomiast wyprowadzimy wzory na pochodne takiego ukfadu funkcy;j
odwrotnych. Chodzi nam o to, aby mozna byto oblicza¢ pochodne takich
funkcyj odwrotnych bez efektywnego obliczania u i v z danych réwnan (99).

Zatézmy, ze réwnania (99) posiadajg jako rozwigzania jakie$ funkcje
ti{x,y) i v(x,y), a wiec, ze:

I x = <p(u(xy),v(x,y))

a 1y= V(u(xy).v(xy))

. . . 9u 9u 9v 9v
Chodzi nam o obliczenie pochodnych % 3y’ K zaeomoca ZnanXCh
Pochodngch 3u 3u 3v 5;/. Aby je obliczy¢, utwdrzmy najpierw pochodne

obu stron pierwszego i drugiego roéwnania wedtlug zmiennej x. Ozywa-
jac wzoréw (79) z § 108 na pochodne funkcji ztozonej z-dwdch funkcyj

dwoch zmiennych, otrzymamy:

3p3u . 9p 9v
AN3u 3x " 3v X
f_3ry u 9ip 90
qu v X

24

Bachanek rézniczkowy i catkowy.
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Stad obliczamy np. metodg wyznacznikéw:

1 (. ; 0
lo u v _
(103.) @E 2w 3x d(<pip) luh ut = @ Y)
2(u, v) 3(mV)
1

dv #a O Pa 1U . \a

(103b) X IRE 2ApV * o 2{xyy)

W a (P. S{U’ V) 3(U, «)

Podobnie, utworzywszy pochodne obu stron réwnan (a) wedlug zmien*
nej y, otrzymamy:

dtp du . dep 3v
du 3y 3v 3y
_ dtp du . dtp 3v
du 3y ' 3v 3y
a stad:
(103c, d) Uy~~2(x,yy 2AX, y)
3(m v) 3(m u)

Otrzymane wzory sg uogOlnieniem wzoru yX— - na pochodng funkcji

odwrotnej jednej zmiennej.

Widzimy, ze do istnienia pochodnych funkcyj odwrotnych «, v,
otrzymanych z odwr6cenia dwdch funkcyj dwdch zmiennych (99), nie
wystarcza istnienie pochodnych xa, X, V,, Y., lecz trzeba ponadto, aby
wyznacznik funkcyjny (jakobjan) a@ byt rézny od zera.

Interesujgcym jest fakt, ze wyznacznik funkcyjny, zbudowany
z funkcyj odwrotnych, t. j. uxw— uyvx— dy';“’l) , jest odwrotnoscia wy-

znacznika funkcyjnego, zbudowanego z funkcyj danych. Istotnie:

XU uX,, va 9(u, )\% 1
2(x,y) 3(xyy) dxy) 9xy)  9x.y) 2(x,y)
9, v) d(u,v)  9{u, v) 9(u,v)  3{u, V) "i(u, v)

Przyktad. 1) Dla:

UXW — U,VX -

X= rQB@p
y — rs\u(p



371

chcemy obliczy¢:
5r 9r dtp op
3x7 3y’ 2x" =Yy
Wyznacznik funkcyjny ma tu wartos¢:
y) 3x 3y 3x 3y
rtp) dr dtp dtp 3r
— cose> e r coatp — (— r sin <p)sing>= r(cos*9> -f sin*e>) = r
Wobec tego:

r__ y$ _ rcoatp cos p —yr_ —emp
r r VX~ r - r
—X ramw .
— W_ ramw_ sinw o Xr QOBtp

Sprawdzmy wyniki, postugujac sie twierdzeniem o wyznaczniku funkcyj-
nym przeksztatcenia odwrotnego:

3H{r. )
dfcy)= r'vi~ rtp' =
_coatp't>oatp  singp(—singp)  COS®p -j- sin*tp 1

r r r r
a wiec istotnie:
P(r, 9 1
3(x,y)  8(xY)
3(r,<p)

Por. takie przykfad 2 z § 108.
2) W funkcje V(x,y) wprowadzono spotrzedne biegunowe r, tp.
Wyrazi¢ sume:
d*v = 3*V
3y*
zapomocg pochodnych wedtug r i tp.
Po wprowadzeniu nowych zmiennych jest V funkcjg ztozong zmien-
nych x iy, za posrednictwem funkcyj r(x, y) i tp(x,y), a zatem:

3Vv_ 3v 3V 3v. 3V , 3V
3x ~ 3rre'3q) (x Ty "Trt+ T AT

Korzystajac z wynikow poprzedniego przykladu, mamy zatem:

2 V 3V 3V sintp
3x dr r dtp r
2V 3V . . 3V costp

2y dr r 3p r
24*
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Oznaczmy:

to:
3*V _ 9R 2*F 09S
9xl 9x" 9y2 9y

Te pochodne czastkowe obliczamy znowu w ten sam sposob, a wiec:

9*vV  9R 9R , 9R 9R 9R siny
W = di= 5%«+ 2""= "~ Q@S>“ 9j ~T~
() 2aV. 9S 9s , 9S 9s . , 2ScoBy
Ty* = = N ry+ 3*~A" N 8BinP+ gj—
Ale:
22?7 __ 2 I2F\_2*F 2aF siny . 2F siny
9r 9r \2a;/ 2r QB8P 2y2r r 2y r*
22?2 2 [2F\ 2*F 2F . 2»Fsiny  2Fcosy
2y  9(p\9xJ 9U9%> T  9r * 9y2 r 2y r
2<S__ 2 /2F\_2aF . , 22F cosy 2Fcosy
2r  2r \2yj 2r2 8in? 2y2r r 2y r*
2S 2 12F\ 2*F , 9V , 22F cosy 2Fsjny
2y  2y\2y) 2r2ySin™ 2r C34 2y2 r 2y r

Te wartosci wstawiamy w rownania (b). Po wymnoieniu i dodaniu otrzy-
mamy ostatecznie:

92v. s*v _ 9*V 1 9*V 19V
9xl  9y2 Orl r* 2y2 r 9r

3) Obliczmy pochodne i jakobjan funkcyj, otrzymanych z odwrocenia
uktadu funkcyj, charakteryzujacych inwersje (por. wzory (j02), str. 366)r

X ~ x2-\-y2
X2+ y*
Tworzymy najpierw: XX, Xy, ¥X i Yy, a mianowicie:
D (x2 y2)’_*\—x02x y2- X*
(X2-j-y2d2 @+ yJt
(x2-J-y2)¢0 —a; *2y — 2ay
w2+ y*Y v2)3
. @1-f-y2e0—y-2x —2xy
y* @*+ y22 @*+ y22

@24-y2-1 —y=*2y a2— y*
T (*2-F y2)2 " (X 2-j- y2)2
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Stad wyznacznik funkcyjny:

D—d™"y)—(l—x*)xt—y)—4a:y* —(a2-fy’) 1
3(*\y) (= + y94 2+ y2y @+ yy
Wobec tego'
*__y1
D - (o piin (—@2F Y= Xt
*r= A = _2*y
Vr = — - 2Xy

X.
Vr= = &~y
Zatem :

CH 0 R I B o))

Interesujgcem jest, ze przeksztatcenie odwrotne wzgledem inwersji jest
znowu inwersjg, jak to tatwo bezposrednio obliczy¢ z wzor6w:

X Xl A-y2' y  x2-\-y2
Stad bowiem wynika:
x* f- y* 1
(«o+ y,d» x* -J- y*

a wiec: r — -, a to charakteryzuje inwersje.
Mozna zreszta bezposrednio obliczyc:
X = a'@lqj-ys): . -
ar2-f y'2
y=y'(h+y*)=in ri
a wiec a,y wyrazajg sie temi samemi wzorami zapomocg x iy, coi x\y’
zapomocg X, Y.
§ 123. Odwzorowania zdegenerowane. Zalezno$¢ jednej funkcji
dwdch zmiennych od drugiej takiej funkcji.
Dotychczas zajmowalismy sie tylko takiemi odwzorowaniami:
x=<p(u,v), y= ip{uyv)
. : . . . decy)
w ktérych wyznacznik funkcyjny byt rézny od zera: 410
Gdyby ten wyznacznik byt réwny zeru w jakims$ punkcie odosob-
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nionym, to w tym punkcie mogltyby nie istnie¢ pochodne czastkowe dla
funkcyj odwrotnych, jak to wynika z wzoréw (]03), jakkolwiek mogtyby
istnie¢ jednoznaczne funkcje odwrotne.

Tak np. dla odwzorowania:
X= W y—v
wyznacznik funkcyjny ma warto$¢:

X,Y, —Xwa— 3n2e1—00= 3w

a wiec ma wartos¢ 0 dla u= 0, v— 0. Mimo to odwzorowanie odwrotne
istnieje i jest jednoznaczne, a mianowicie wyraza si¢ zapomocg Wzorow:

Natomiast pochodna ux— g— — —3— nie istnieje w punkcie u= 0, v= 0.
3|/\*

Bardzo waznym w rozmaitych dowodzeniach jest przypadek, gdy
wyznacznik funkcyjny jest zerem nietylko dla odosobnionych punktow,
lecz dla wszystkich punktéw, wypetniajgcych jaki$ obszar. Méwimy wtedy,
ze ten wyznacznik jest identycznie réwny zert: w tym obszarze i piszemy:

D 3@y - g
3(m 0)

Okazuje sig, ze wtedy badane odwzorowanie jest zdegenerowane w ten
sposob, ze catemu obszarom, lezagcemu na ptaszczyznie UV, odpowiada
nie obszar, lecz jaka$ jedna linja, lezagca na plaszczyznie X Y lub nawet
odosobnione punkty. Jesli wiec D = 0, to nie moze by¢ mowy o jedno-
znacznem odwroceniu uktadu funkcyj: x = e(u, w), y = tp(u, v). Wtedy y
jest jaka$s funkcjg jednej zmiennej x, lub x jaka$ funkcjg zmiennej vy,
lub ogdlnie: x iy sg zwigzane z sobg jakiem$ réwnaniem F[x,y) = 0, czyli:

F(p(u,v), ip{u, 0»—0

(104)

To rownanie spetnia sie wtedy identycznie w jakim$ obszarze na ptasz-
czyznie UV, to znaczy dla wszystkich wo z tego obszaru. Jezeli za-
chodzi taki zwigzek miedzy funkcjami ¢=i t, a ponadto Fv i sg
ciggle, a nie sg réwnoczesnie zerami w kazdym punkcie obszaru, to mo-
wimy, ze funkcja rp jest zalezna od funkcji tp lub tp od

Tak np. dla odwzorowania, okreslonego réwnaniami:

X= U-j-V
y — sin(u -f- v)
mamy:
xa— 1, xv= 1, ya= cos(«-f0), y,= cos(w+ r)
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a wiec:

3(x,y) o _
N Xaya == Llecos(li-j-v)—t ecos(u—0)= O

Ten wyznacznik jest identycznem zerem, t.j. dla wszystkich par wartosci
«, V jest on réwny zeru.

Widzimy odrazu, ze tu:
y = sinx
Jezeli wiec punkt (w V) przebiega jakikolwiek obszar, to jego obraz, punkt
(x,y), przebiega tylko jedng hnje, a mianowicie sinusoide. Wszystkim
punktom, lezacym ua prostej uA-v = c na plaszczyznie UV, odpowiada
zawsze tylko jeden punkt: (c, sine) na plaszczyznie X Y. Odwzorowa-
nie jest zatem zdegenerowane, a funkcja tp(u, v)= sin(« -f v) jest zalezna
od funkcji eu,v) = m-|—v, a mianowicie: ip(u, V) = sin <p, »).

Udowodnimy, zo to twierdzenie spetnia sie przy bardzo ogdlnych zatozeniach,
Zatézmy mianowicie, ze funkcje e(o, ti) i ip[u,v) posiadaja ciagte pochodne czastkowo
w jakim$ obszarze i ze w tym obszarze dla wszystkich (u, v) spetnia sie warunek:

dix,y) _ 3(cp.xR) a <
ouy)  3(uv) gu ya - A, — .= 0

Rozréznimy tu dwa przypadki.

1) Roéwnoczesnie jest eo= O i €>,=0 dla wszystkich punktéw jakiego$ obszaru.
Wtedy funkcja <p nie zawiera ani zmiennej u, ani zmiennej », jest wiec liczbg stata:
<p=c. To znaczy, ze dla kazdej pary wartosci (u,Vv) z danego obszaru ptaszczyzny
V'V odpowiedni punkt (& Yy) na plaszczyznie X Y lezy na jednej linji prostej
X = ¢, rownoleglej do osi y-6w. A wiec odwzorowanie jest zdegenerowane.- albowiem
obrazem obszaru jest zbior punktéw, lezacych na jednej linji, a mianowicie na prostej,
rownoleglej do osi y-ow. Tutaj x czyli < jest funkcjg zmiennej y czyli tp, a wiec
funkcja <pjest zalezna od funkcji V; jest to mianowicie funkcja x —c, majgca stale
te samg warto$¢ dla kazdej wartosci y

2) Jezeli obie pochodne <, 2> nie sg réwnoczesnie zerami w calym obszarze,
to znajdzie sie przynajmniej jeden taki punkt (u, v), w ktérym np. 3>«(ut>) 4=0. Wezmy
pod uwage funkcje uwiktang:

Fx,ubex—<puv)= O

Poniewaz Fa= —  =£Q przeto istnieje funkcja uwikiana « = f(x, v), spetniajaca to
rownanie (por. § 118). Jej pochodng wedtug zmiennej £ mozna obliczy¢ wedtug wzoru
(9%44a), a mianowicie:

3F
3u 3 3tj — _
v 3v 5F —ba tya
3u
Podstawmy wo wzorze y = v) za « = f(x, § to:

y = ty(f(xv).v) = g(x.v)
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Utwoérzmy pochodna:

3y dg 9p df . 3ty dfy +  <en
v 3v 3f 9v * 3v df \ q)J

czyli:
(farv—@m,_ D" 0
@ ¢>11
To znaczy, Ze y nie zawiera wcale zmiennej v, a wiec:
V= 9{x)

A zatem obszar na plaszczyznie UV zostaje odwzorowany na zbior punktow, leza-
cych na jednej linji: y = g(x) na plaszczyznie X Y. DowiedliSmy wiec nastepuja-
cego twierdzenia.

Jezeli wyznacznik funkcyjny jakiego$ odwzorowania jest identycznem
zerem, to to odwzorowanie jest zdegenerowane, to znaczy odwzorowuje jakis$
obszar na zbiér punktow, lezgcych na jednej linji; wtedy jedna z funk-
cyj odwzorowujgcych jest zalezna od drugiej.

Wykazemy, ze takze odwrdcenie tego twierdzenia jest prawdziwe,
to znaczy:

jezeli jedna z fwnkcyj x — <p(u,v), y — xf)(u, v) jest zalezna od dru-
giej, to ich wyznacznik funkcyjny jest identycznem zerem.

Zatozenie mozemy napisaC w postaci:

F{<P, tf>)s=0

przyczem i Fy sg ciggle i nie sg wszedzie réwnoczes$nie zerami.
Utworzmy pochodne lewej strony wzgledem u i p/to:
3F 3p 3F dif _
3> 3 3ip 3u
3F 3p 3F 9rf __
3> v 3> 3v
. 3F  3F . , . .
Tloraz — :~' z pierwszego féwnania ma te samg warto$¢, co ten sam

iloraz obliczony z drugiego réwnania, zatem:

| — <Ru= —V»x»: P,
czyli:

<PwW.— <PW* 0

To za$ znaczy, ze wyznacznik funkcyjny = 0, co bylo do oka-

zania. A wiec koniecznym i dostatecznym warunkiem zaleznosci dwdch
funkcyj dwoch zmiennych od siebie jest identyczne znikanie ich wyznacz-
nika funkcyjnego.
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8§ 124. Trzy funkie jednej zmiennej, podane w formie uwiktanej.

Dalsze uogolnienia funkcyj uwiklanych otrzymujemy, biorac pod
uwage trzy réwnania.

Gdyby trzy rownania zawieraty tylko 3 zmienne, to nie mielibySmy
do czynienia z zadnemi funkcjami uwiklanemi, tylko otrzymaliby$Smy
w ogdlnosci jedng lub kilka oddzielnych trdjek wartosci, jako rozwigza-
nia takiego ukfadu trzech réwnan o trzech niewiadomych.

Jezeli jednak trzy réwnania zawierajg cztery zmienne:

mXy,zj)= 0
(105) Qxy, z,t) =0
h{x,y,s,)= 0

to takie réwnania okre$laja (przy pewnych do$¢ ogdélnych warunkach,
ktorych tu nie bedziemy oma-
wiali) trzy funkcje jednej z tych
zmiennych, np. zmiennej t, a mia-

nowicie:
x =
<106, y = Hi)
N—zZW

Takie trzy funkcje majg jako
obraz graficzny jaka$ linje prze-
strzenng, podobniejak dwa row-
nania o trzech zmiennych (por.
str. 361). Jezeli bowiem obliczy-
my zmienng tzréwnania x = ()
i wstawimy te wartos¢ w y =
—xp(t) i z— %(t), to otrzymamy
dwa réwnania y = F(X) i z=
= G(x), ktore, jak wiemy, okre-
Slajg jaka$ linje przestrzenna.
Przyktad. Spétrzedne do-
wolnego punktu P linji $Srubowej
mozemy wyrazi¢ jako funkcje
kata obrotu promienia r — OA
(fig. 110). Jezeli bowiem promienn OA obraca sie koto osi OZ, a réwno-
cze$nie punkt O wznosi sie wzdtuz tej osi 0 odcinek proporcjonalny do
kata obrotu, to jego koniec A zakre$la linje Srubowa. Nazwijmy literg t
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kat obrotu, to z figury odczytujemy z tatwoscig spotrzedne X, y,z punktu P
a mianowicie:

X — r COSt
(107) y=rsint
Z— ct

Te trzy rOwnania razem dajg parametrowe przedstawienie linji Srubowej.
Wartosc¢ statej cjest w bliskim zwigzku z t. zw. krokiem: k $ruby, t.j. z wy-
sokoscig, na jaka sie wznosi punkt przy dokonaniu petnego obrotu. Wtedy:

z —Cc*2Ti astgd c on
(Por. & 119, przykiad 2).
Z réwnan (105) mozna wydoby¢ wzory na a takze na

. 2{% nie bedziemy sie tu jednak tem zagadnieniem zajmowali, ponie-

waz przy dyskusji linij krzywych przestrzennych réwnania ich sg po-
dane zwykle odrazu w postaci (106) lub w postaci: y — F(x), z= 6(x).

8§ 125. Trzy funkcje dwoch zmiennych, podane w formie uwiktanej
1ich pochodne czastkowe.
Jezeli trzy rownania zawierajg pie¢ zmiennych:
f(x,y,z,u,vV)— 0
(108) g{x,y,z,u,v) =0
h{x,y,z,u,v)= 0
to okreslajg one (przy pewnych, do$¢ ogolnych zatozeniach) trzy funkcje

dwoch zmiennych niezaleznych; obierajgc np. wi v za zmienne nieza-
lezne, mamy:

X= Au, v)
(109) y = x{u V)
z= x(u, V)

Takie trzy réwnania okre$lajg jaka$ powierzchnie. Aby sie o tem prze-
kona¢, wystarczy obliczy¢ u i v z réwnan x — g, 0), y = tp(u, v), np.
u= f(x,y), v=g(x,y) i wstawi¢ te wartosci w z — V).

z= x(f(x, ), 9(x, y)) = F{xy)

To za$ rdwnanie przedstawia, jak wiemy, jaka$ powierzchnie.
Takie przedstawienie powierzchni zapomocg trzech réwnan (109)
nazywamy parametrowem przedstawieniem powierzchni albo parametrowem
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przedstawieniem funkcji z = F(x,y) dwoch zmiennych. Zmienne pomoc-
nicze: mv nazywamy parametrami tego przedstawienia. Jest to uogdlnie-
nie parametrowego przedstawienia linji, a ogolnie: funkcji jednej zmiennej.

Gdy warto$¢ jednego parametru ustalimy, np. kladagc u— ¢, to
z réwnan (109) otrzymamy:

x — (p(c. »)=1,(»)

y = xp(c, V)= ft(v)

2— X(c, 0) = [,(»)
a to jest parametrowe przedstawienie jakiej$ linji przestrzennej, lezacej
na badanej powierzchni.

Te linje nazywamy linjg parametrowa. Biorac za ¢ rozmaite war-
tosci, otrzymamy catg gromade linij parametrowych, pokrywajgcych catg
powierzchnie. Te linje nazywamy linjami parametrowemi (u) W podobny
sposob, kladac v — c, otrzymamy drugg gromade linij parametrowych,
zwanych linjami parametrowemi (0).

Forma parametrowa jest bardzo dogodna przy dyskusji powierzchni.

Przyktad. Przedstawmy w formie parametrowej réwnanie kuli o pro-
mieniu a, a o Srodku w poczatku
ukfadu. Skorzystamy tu z dobrze
znanego z geografji wyznaczania
potozenia punktu na kuli zapo-
mocg dwoch katdw: dtugosci i sze-
rokosci geograficznej Na fig. 111
kat (t. j. kat, zawarty miedzy
ptaszczyzng potudnika, przechodza-
cego przez P a plaszczyzng potud-
nika NB, obranego za poczatkowy)
oznacza dtugo$¢ geograficzng pun-
ktu P a tp (kat promienia OP
z plaszczyzng réwnika OA CB) jego
szeroko$¢ geograficzna.

Spotrzedne x,y,z dowolnego
punktu P powierzchni kuli moze ly wyrazi¢ jako funkcje tych dwdch
katow, a mianowicie:

X— ODesin = OPcosgsin A
Podobnie obliczamy y i z i otrzymujemy:

X — acos Psin X
(110) y = acos (pcos X
z= asin(
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Jako parametry u i v wystepuja tu katy X i ¢> Mozemy latwo spraw-
dzi¢, ze spotrzedne x, ys?, okreslone réwnaniami (110), spetniajg istotnie
rownanie kuli, albowiem:
-j- y%f- 3* = a%o0s2<p(sin2X -|- cos2) -f- a* sin2p==a* cos*<p ¢ | -f*
4- a2sin* = 02

Kladgc X— ¢, otrzymamy punkty potudnika, ktérego ptaszczyzna jest
nachylona do poczatkowego potudnika pod katem c. Potudniki tworzg tu
zatem gromade linij parametrowych (X). Drugg gromade linij parametro-
wych, a mianowicie linje parametrowe (), otrzymamy, kiadac (p= c
W ten sposéb otrzymamy, jak wiadomo, réwnolezniki; zatem roéwnolez-
niki tworza drugg gromade linij parametrowych przy tern przedstawie-
niu kuli zapomocg réwnan (110).

Nie bedziemy sie tu zajmowali obliczaniem pochodnych x,,,X,,yuyy,
za,z,, wprost z formy uwikfanej (108), albowiem przy dyskusji powierz-
chni zwykle mamy podane odrazu réwnania (109). Natomiast bardzo
wazne sg przy dyskusji powierzchni pochodne czastkowe p = zxi q—zr
Otéz z rownan (109) mozemy otrzymaé pochodne czastkowe 3—)2( i 2;
W nastepujacy sposob. Wiemy, ze z — F(x,y\ ale zarébwno x jak iy sg
funkcjami zmiennych u i v. Utwoérzmy z,, to-

3 F3x 3F3y
3x 3u 3y 3u
czyli:
Zu  zrxu | z,yu
Podobnie:
Z,= ZX, 4-2y.
Z tych dwoch réwnan otrzymujemy:
Zu y* Za
_ . wu Xr Z,
(111, 2, = W . W
Y. Y.

Wszystkie pochodne, wystepujace po drugiej stronie, potrafimy obliczy¢
wprost z danych réwnan (109). Koniecznym warunkiem stosowalnosci
tych wzoréw jest, aby jakobjan:

YU _ 3(x,y)
v Vi 3(u, v)
byt rézny od zera.

Niechaj czytelnik obliczy dla ¢wiczenia zx i zy dla kuli, uzywajac
formy parametrowej (110) a nastepnie niechaj poréwna wyniki z wyni-
kami, otrzymanemi inng drogg w § 118.
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8 126. Trzy funkcje trzech zmiennych, podane w formie uwiktanej.
Jezeli trzy réwnania zawierajg sze$¢ zmiennych:
f(x,y.z,w\Vw) = 0
g{x,y,z,u,v,w) = 0
h(x,y,z,mv,w) ==0
to z rozwikfania tych rownan otrzymujemy trzy funkcje trzech zmien-
nych niezaleznych. Np. uwazajgc u,v,w za zmienne niezalezne, otrzy-
mujemy:
X — (p(uv, w)
(112 y — v w)
z= x(u,v,'w)
Takie trzy rdwnania interpretujemy geometrycznie jako odwzorowanie
przestrzeni trojwymiarowej UVW na drugg przestrzeni trojwymiarowg
XYZ, albo tez jako zmiane spotrzednych prostokgtnych X,Y,Z na inne
UV, W. Do tych tréjwymiarowych przeksztatceh odnoszg sie zupetnie po-
dobne rozwazania, jak do przeksztatcen dwuwymiarowych, totez nie be-
dziemy ich tutaj powtarzali.
Tak np. nietrudno okaza¢, ze pochodne funkcyj, ktore sg odwro-
ceniem ukfadu 3 funkcyj (112), wyrazajg sie wzorami:

_ 3(y.2) 9(x,¥,2)
W 2(v, W) 3(tt, V. W)
_ 3@z x) #(x Y2
(v, wy " 9(u, Vi w)

— y. X"V A
U 9(v, W) "9(u, v, w)
i podobnie vx, \,Vv,, wx, W, wz. Dowodzi sie tych wzoréw w taki sam spo-
sob, jak wzorow (103) z § 122.

Niechaj czytelnik zastosuje dla ¢wiczenia te wzory do obliczenia
pochodnych rxry rxttxayazfixjd/ftx przy zamianie spétrzednych prostokat-
nych trojwymiarowych na spoirzedne biegunowe w przestrzeni. Wzory,
stuzgce do tej zamiany, majg postac:

X — rsina cos/f?

y = rsinasin/f?

zZ—rcosa
Katy a 1P sg w bardzo bl.iskim zwigzku ze spotrzednemi geograficznemi
na kuli o promieniu r, a mianowicie: a= 90°— < 3= 90°—1t (por.
fig- UI).
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Jako wyniki otrzyma sie:

. . sin /3 cos a cos (i
rx= sinacosfi g =. . ax=
rsina r
sina sin (i cos 3 COS @sin
Y A = - rsina
Sin &
r,= cosa A=*0 a, '

Uzywajac tych wzordw, nietrudno jest rozwigza¢ zagadnienie podobne do
d*Vv i i
przyktadu 2, na str. 371, a mianowicie wyrazi¢ sume iR Y
= VV zapomocg pochodnych wedlug sp6trzednych biegunowych prze-
strzennych. Po wykonaniu do$¢ dtugich rachunkéw otrzymuje sie:

d*v 2*V 1 d*v 25F ctga dV
Vr= 8r* + r* 2al r*sin*a 3/31 r dr ~r*~ da
§ 127. Ogdblny uktad funkcyj uwiktanych.

Najogoblniejszy przypadek ukiadu funkcyj uwiktanych otrzymujemy,
badajagc p rébwnan o n  p zmiennych:

/l(A*l, .c.*«»\]/ny*>oooy|:b= 0
fiixi> ... xn, Vi, Vie...yp)— 0

fp{xx, xi,...xnyl,yt,...yp= Q

Tatych p réwnan mozemy otrzymaé p funkcyj: yityt,--- yp o n zmien-
nych niezaleznych: xx,xt...x,,, gdy funkcje /i,/j ...f,, spehlniajg pewne

dos¢ ogolne warunki, o ktdrych tu moéwic nie bedziemy.
Chcac otrzymaé¢ pochodne trzeba te wszystkie

rownania zrdzniczkowa¢ wedbtug xx. Otrzymamy w ten sposob:

Sfi oft dyt . dfx 9yt C3ft dy, _Q
dxt dyl dxx  ~dt dxx dtjp dxx
f1» 1 %  3yx | £/s &Y . dfi dyp__Q
dxx ‘ dyxdx, 3y2 d, 3yp dxx
dfp , dfp djj dfp dy2 , dfp dyp_ O
ia, - 3y23xt ™ "' ' dypdxx
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Tych p réwnain o p niewiadomych mozemy rozwigza¢ w sposob jedno-
znaczny w skonczonej formie, gdy jakobjan;
3li su su
3y2 " 3\p
su Sf, su Wi,
Syi 3y*'" 3y,  %i, yt, -yP

K K 3f,
3y, 3y2'" 3y,
jest rozny od zera.
W podobny sposéb oblicza sie Sy, S, dy, i inne pochodne

dxt' Sxt' dx%
czastkowe. Jakobjan pozostaje dla wszystkich tych pochodnych ten sam.
Wszystkie omdwione poprzednio przypadki obliczania pochodnych funk-
cyj uwiktanych sg zawarte, w tej ogdlnej metodzie jako przypadki specjalne.



ROZDZIAL XII.

Wzory Taylora i Maclaurina w przypadku ogo6lnym.

§ 128. Ogdlny wzér Taylora (lla funkcyj jednej zmiennej

WyprowadziliSmy juz w 8 97 wzér Taylora dla funkcyj catkowi-
tych wymiernych czyli dla wielomianéw, WidzieliSmy mianowicie, ze
kazdy wielomian:

f(x)= «w+ ai*+ aixt+ ...+ anx"

mozna przedstawi¢ w postaci nastepujgcego wzoru, zwanego wzorem
Taylora:

67) fx)= fla)+ ® (*- a)+ ~ C oA o fan + F-A - (X- A

gdzie o jest zupetnie dowolng liczbg. Znajac w jakim$ jednym dowolnym
punkcie x = a warto$¢ Aa) tego wielomianu i wartosci jego kolejnych
pochodnych: f'{a), /"(«),..., mozemy przy pomocy tego wzoru obliczy¢
wartos¢ tego wielomianu dla kazdej innej dowolnej liczby x.

Tylko funkcje catkowite wymierne dadzag sie przedstawi¢ Scisle ta-
kim wzorem, albowiem prawa strona tego wzoru jest funkcjg catkowitg
wymierng stopnia n w zmiennej X.

Natomiast kazdg inng funkcje, posiadajgca n — 1 pochodnych dla
X = a’ mozemy przedstawi¢ w postaci zblizonej do wzoru (67), a r6znigcej
sie od tego wzoru tylko ostatnim wyrazem, a mianowicie w postaci:

f{x) = f(a) + {x —a)+ *—* ..+
(113)

+ o 0j =t (o) —

Ten wzOr nazywamy (ogdlnym) wzorem Taylora.
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Funkcja /(ar) jest tu przedstawiona zapomoca wielomianu (n —I)-go
stopnia i zapomoca wyrazu dopetniajgcego,-czyli reszty R,,(x,a). Ta reszta
jest poprostu réznicg miedzy daug funkcjg f{x) a wielomianem:

r.-i(/; X,a) —rI'(a) + X- a+ (x- a)2-f +

Lo
Nazwijmy ten wielomian wielomianem Taylora (n — I)-go stopnia, utwo-
rzonym dla funkcji f w miejscu a. Mozemy powiedzie¢, ze przyblizamy
czyli aproksymujemy dang funkcje przy pomocy wielomianu Taylora
stopnia » - | i popelniamy przytem blad R,,(x,a) Taka aproksymacja
bedzie miata warto$¢ praktyczng tylko wtedy, gdy biad R,,(x, a) bedzie
dazyt do zera przy wzrastaniu stopnia wielomianu aproksymujgcego.
Wtedy bowiem bedzie mozna do danego e dobraé tak wielkie w ze
\f(x)— X,a)|< e ze wiec wielomian Taylora bedzie przedsta-
wiat dang funkcje z tak wielkiera przyblizeniem, jakiego zgéry zadamy.
Wyprowadzimy w dalszym ciggu rozmaite dogodne wzory na reszte
Rn(x,a), pozwalajace oceni¢ wielko$¢ tego bledu i przekonamy sie, ze
istotnie w najpospolitszych w praktyce przypadkach uzyskujemy bardzo
dobrg aproksymacje funkcji zapomocy takiego wielomianu Taylora i to
albo dla wszystkich wogole wartosci x albo przynajmniej dla wszystkich
wartosci X, wzietych zjakiego$ skonczonego przedziatu, otaczajacego punki
x = a Co wiecej, uzyskamy w ten sposob zupetnie doktadne przedsta-
wienie rozmaitych funkcyj zapomocg nieskonczonego szeregu, ktorego
czeSciowemi sumami sg wiasnie kolejne wielomiany Taylora.
Najpierw jednak zastanowimy sie nad geometrycznem znaczeniem
takiej aproksymacji funkcyj zapomoca wielomianéw Taylora i zbadamy«
jakie to geometryczne rozwazania prowadza do tych wielomiandw.

§ 129. Geometryczne znaczenie aproksymacji zapomocg wielomianu
Taylora.

Chcemy aproksymowa¢ dowolng linje o réwnaniu y = f[x) w oto-
czeniu punktu x = a zapomocg prostszych, tatwiejszych linij. Zatozmy,
ze funkcja f(x) posiada dla x — a pochodne f’(a), f ”(a)...

Pierwsza linja, jaka sie nam tu nasuwa, jest linja prosta o réwna-
niu ogdélnem-

W= Ax -f B
ktora przechodzi przez punkt P danej linji o spdtrzednych x =0, y — f(a)
i ma w tym punkcie spadek rowny spadkowi badanej linji (por. fig. 112).
Zadamy wiec spetnienia sie dwdch warunkow:

Rachunek rézniczkowy i catkowy, 25
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1° rzedna yx linji prostej w punkcie x — a ma by¢ réwna rzednej
linji y —f(x) dla x —a, t. j. f{d) i 2° ma by¢ y\(0) —f\a).
Z tych dwoch warunkow:
Aa B —f(a)
A= fi<l)
mozemy obliczy¢ wartosci statych A i B i otrzymamy oczywiscie row-
nanie stycznej w punkcie P:

W= f(a) -/'"(")(x —a)

jako pierwszg aproksymacie.
Widzimy, Ze po prawej stronie wystepuje tu wielomian Taylora
1-go stopnia. Oczywiscie, ze
w ogolnosci y yx poza
punktem x — a, a biad:
fi, (x, a\ przedstawiony na
fig. 112 odeinkiem AB, za-
lezy od a, t j. od tego,
w ktorym punkcie wykre-
§lono styczng i od x —a,
czyli od tego, jak daleko
posuneliSmy sie od punktu

X —a
Mozemy zatem napisac:
Fig. 112, y— f{a)+f\a) [x-a)+ fi,(@a)

Lepsza aproksymacje otrzy-
mamy, biorac jako linje aproksymujaca zamiast linji prostej parabole dru-
giego stopnia o osi réwnolegtej do osi V, £ j. parabole o réwnaniu:

= Ax*f-Bx --C
Poniewaz w tem réwuaniu wystepujg trzy state: A, B, C, przeto mozemy
na te linje natozy¢ trzy warunki i uzyskaé w ten sposéb wiekszy sto-
pien aproksymacji anizeli zapomoeg prostej stycznej.
Otdz, uogdlniajac postepowanie, ktdre doprowadzito w poprzednim
przypadku do prostej stycznej, zadamy, aby:

)= M
y{a) —f{a)
i@ = /"(«)

Jezeli sie spetniajg te trzy warunki, to mowimy, ze te dwie linje majg
w punkcie x — a styczno$¢ rzedu wyzszego niz pierwszy, a mianowicie
stycznos¢ rzedu conajmuiej drugiego.
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Uwaga. P6zniej zobaczymy, ze wtedy te dwie linje majg w punkcie P jedna-
kowy stopien zakrzywienia czyli jednakowa krzywizne. Uwaga ta stanie sie jednak
dopiero wtedy zupelnie zrozumiaty, gdy wprowadzimy metode mierzenia stopnia za-
krzywienia (por. § 183).

Warunki nasze mozemy przedstawi¢ w postaci:
Au*-j- Ba C= f[A)
2Aa -fB = f'(a)
2A = f"(a)
Stad nietrudno obliczy¢ state A, B, C, a mianowicie:
A= if"(a\ B= f'(a)—af"'(a), *=fla)—tf”(a)a*-(fla)-af"(a))a
Wobec tego réwnanie szukanej paraboli przyjmuje postac:
A - + (m(«) - af'{a))x + f(a)- %f'(@a>- afla) -f f"{a)a*
czyli:

Th= f(a)+ /'(«) (*—a)+ if"@) (x—o*= Tt[\x, a)
Widzimy, ze réwnanie takiej paraboli, ktdra ma z ‘dang linjg stycznos¢
rzedu conajmniej drugiego, wyraza sie zapomocg wielomianu Taylora
2-go stopnia. Parabola ta zgadza sie z dang krzywa tylko w punkcie
x — a\ poza tym punkiem jest w ogdlnosci yt ~ V, jednakze btad: R2(x, a),
przedstawiony na figurze odcinkiem BC, jest w poblizu punktu P maty,
mniejszy zwykle anizeli btad AB, wynikajacy z aproksymowania danej
linji zapomocg prostej stycznej.

Bioragc podobnie pod uwage parabole trzeciego stopnia o réwnaniu:
gt-- Ax*+ Bx*+ Cx+ D

i zadajac stycznoSci conajmniej trzeciego rzedu, otrzymamy:
9* = fia) + fla){x - a)+ £ (x - ay+ £2(x - a*- Tt{\* a)

Ogolnie: parabola (n — I)-go stopnia, majgca z dang linjg y —f{x) stycz-
nos$¢ conajmniej (n —e 1)-go rzedu, t.j. parabola, ktorej réwnanie w punk-
cie x = a zgadza sie z réwnaniem danej krzywej zaréwno co do war-
tosci samej funkcji jak i jej n— 1 poczatkowych pochodnych, ma
rownanie
= T,.y(f\ x,0)

a wiec prawa strona przedstawia wielomian Taylora {n —1)-go stop-
nia, utworzony dla funkcji y = f(x).

Ten wynik mozna byto przewidzie¢ zgory, poniewaz wielomian,
przyjmujacy wraz z swemi pochodnemi w danem miejscu X = a dane
wartosci f(a),f'(a)... /,'\~Xa), daje sie w my$l 897 przedstawi¢ wzorem

Taylora.
85*
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Zatem geometryczne znaczenie wzoru Taylora jest nastepujace:
jest to zastgpienie danej krzywej parabolg (n— I)-go stopnia, ma-
jaca z dang krzywa styczno$¢ (n — I)-go rzedu w danym punkcie x — a
i reszta Rn(x, a).

8§ 130. Wz6r MaclauriiTa.

Dla a= 0 wzor Taylora przechodzi na wzor:
(114) 1f(x)= /(0) + + ~ + Rn(x)

zwany wzorem Maclaurina (funkcje Rn(x,0) oznaczyliSmy tu krétko-
Rn(x)). Wszystko, coSmy mowili o aproksymacji zapomocg wzoru Tay-
lora w punkcie x — a, odnosi sie oczywiscie takze do wzoru Ma-
claurina w punkcie x = 0.

§ 131. Wzory na wyraz dopetniajagcy we wzorze Taylora.

Zasadniczo wazng rzecza przy uzywaniu wzoru Taylora luh
Maclaurina jest doktadne zbadanie wyrazu dopetniajacego czyli reszty
tego wzoru. Ta reszta ma postac.

)= fx)- (/@) + "7 (F-«)+ O B5* -«*)e+ .. +

+ Cn-TN

Postaramy Bie przedstawi¢ cate to wyrazenie w dogodniejszej, zwiezlejszej
formie. Do istnienia wzoru (113) wystarcza, jezeli funkcja posiada w— 1
pochodnych w punkcie x — a. Natomiast do wyprowadzenia dogodnych
wzor6w na reszte potrzebne sg jeszcze inne, dalej idace zatozenia. Zatozmy
mianowicie, ze funkcja f(x) posiada (n — I)-sza pochodng ciagta w ca-
tym przedziale zamknietym <(a, a;j> i ze rata pochodna f (N)(x) istnieje
w przedziale otwartym (a,x). Wylgczmy z Rn{x,a) czynnik (x —a)'r
przyczem p jest dowolng liczbg dodatnig, nie przekraczajacg n, t. j.
0e<p n, a wiec:

R,.(X, @)= (x —a)pePn{x a)
PrzenieSmy we wzorze Taylora wszystkie wyrazy na lewg strone
i zamiast stalej liczby o napiszmy zmienng z we wszystkich wyrazach

z wyjatkiem P,,{x, @). Wtedy lewa strona bedzie jakg$ funkcjg zmien-
nej. 2; nazwijmy ja F(z), a wiec:
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W M- e -Qp(%Z)>-..

B > (2) (* —z2)"~l — (@ —zY WPHx, a)

Ta polmocnicza fUnkcja staje sie réwna zeru dla z—aidaz=x, al
bowiem dla z= a otrzymujemy wz6r (113) Taylora, w ktérym prze-
niesiono wszystkie wyrazy na jedng strong, a dla z = x jest f(x) —f{z),
wiec dwa poczatkowe wyrazy odpadaja, a we wszystkich dalszych wy-
razach wystepuje czynnik x —z w rozmaitych potegach, a wiec dla
z — x te wszystkie dalsze wyrazy odpadaja. Jest wiec:

F@=0 i F(x)=0

Funkcja F{z) jest rdzniczkowalna w catym przedziale (ayx), poniewaz
wszystkie wyrazy prawej strony, zawierajace z, sg wedlug zatozenia réz-
niczkowalne i jest ciggla w catym przedziale zamknietym <«,*>. Do
tej funkcji pomocniczej stosuje sie zatem twierdzenie Roilego (8 99)
o wartosci Sredniej, a mianowicie pochodna tej funkcji jest réwna zeru
przynajmniej dla jednej wartosci z, posredniej miedzy a i x. Pochodna
funkcji F(z) wedlug zmiennej z ma wartos¢:

f*(z\

F{2)= - f\z) + f'(z) - f"(2) (x-z)+ 2(0

2!
cm - it
LN RS O =202y
(I)le(i)l (X —Z?'l'j' p(X —zC P"(X' a)

Po prawej stronie odpadajg wszystkie wyrazy z wyjatkiem dwdch kon-
cowych a wiec:

F\z) = - (‘;('_\[Z))I (x —2)"' -\-p(x —zC P,,(x,a)

Ta pochodna jest réwna zeru dla z= £, przyczem a<C£<”"x lub g <C
< £< a Te wartos$¢ posrednig f mozemy napisa¢ w postaci:
i=a &x—o) przyczem O0< £< 1
A wiec F'(i) — 0 czyli.
_1 CAl)'rx_ a_ E(#_ a)]-1+ p[x—a—9(x —a)]""1Pn(x,a)= O
»—1):
& (stqd: )

">1) O —ay-MI—7"N*~t ()
P, = (»—Dljp (0—a)"-+(l —Npl ~ (h—1)\p
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Wobec tego:

(115)

gdzie:
£t= af&x—a a 0< &< 1

Ten wzdr na reszte we wzorze Taylora podal Schlo mi Ich.

W tym wzorze p jest dowolng liczbg dodatnia, nie przekraczajgcy «.
Najczesciej uzywa sie specjalnych przypadkéow wzoru SchlOmilcba,
wynikajgcych z obrania p — 1 lub p —n.

| tak dla p— 1 otrzymujemy nastepujgcy wzér, podany przez
Ca uchyego:

(116)

W tym wzorze wystepuje dwukrotnie nieoznaczona blizej liczba raz
w £ a drugi raz w (1 —#)" 1

Kladac p = n, otrzymujemy nastepujgcy wzOr na reszte, zwany
wzorem Lagrangea:

(117)

Ten wzér zawiera tylko raz liczbe & a mianowicie w £= a-j-5'(;r—a)
Nadmieni¢ nalezy, ze # ma w kazdym z tych wzoréw inng warto$C i ze
ta warto$¢ zalezy od a, od 0 i od «, jest jednak zawsze dodatnim utam-
kiem wlasciwym. Najtatwiejszym do zapamietania jest wzér Lag ran-
ge”. Jezeli bowiem napiszemy petny wzor Taylora wraz z resztg w for-
mie Lagrange’a

[%) — f{a) f- Cp-- (X —a) -F- —y- (X —a)t-f- ..o+
(118)

to spostrzezemy, ze wzdr ten tylko jedng literg rézui sie od wzoru Tay
lora dla wielomianu (por. 8 97, wzor (67)), a mianowicie w ostatnim wy-
razie wystepuje w «-tej pochodnej litera £ zamiast a.

Dla a— 0 otrzymujemy £= *).z.i wzor (118) przyjmuje postac:
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przyczem O # <( 1 Jest to ogbélny wzoér Maclaurina z resztg w for-
mie Lag ran gea.

Jakkolwiek wzor Lagrange’a na wyraz dopetniajacy jest najpro-
stszy, to jednak w niektérych rozwazaniach okazuje sie dogodniejszem —
jak to wnet zobaczymy — uzycie innego wzoru na reszte, np. Wzoru
Cauchy'ego.

Wz6r Taylora mozna pojmowaé takze jako wzOr na przy-
rost funkcji; przenoszac bowiem f{a) we wzorze (118) na lewg strong,
otrzymujemy f(x) —f(a) czyli Af{ir), wyrazone przez kolejne pochodne.
Whyrazalismy juz przyrost funkcji zapomocg pierwszej pochodnej na ja-
kiem$§ miejscu poSredniem, mianowicie przy pomocy twierdzenia La-
grange’a o wartosci Sredniej (por. wzér (68), str. 317):

(68) f(x + h)— f(x) = hf'(x + dh)

Ot6z wzér Taylora jest dalszem szczegbtowem rozwinieciem tego wzoru.
Aby to jasno wystgpito, zmieAimy we wzorze (118) oznaczenia w naste-
pujacy sposdb: zamiast x wprowadzmy x -(- hy a zamiast a litere x, to
zamiast x —a nalezy wprowadzi¢ x -f-h—x czyli h i otrzymamy:

(118a) f(x+ A)-f(x)= fIX)h+ £ Jh*F .+ A * 1 k-'+

gdzie £ jest jaka$ wartoScig posredsiia pomiedzy x a x -f-h, a wiec
£= x -f- przyczem 0< 3< 1

Twierdzenie o wartosci Sredniej, wyrazone wzorem (68), mozemy
pojmowac¢ jako przedstawienie prawdziwego przyrostu Af{x)— f(x-\-h) —
—f{x) zapomocg wartosci rézniczki df=f(x)-h, ale nie na miejscu X,
lecz na miejscu posredniem: x -f- & i mozemy napisaC wzor (68)
W postaci:
(684) Af— [d/]i+M

Wzér Taylora mozemy pojmowa¢ podobnie jako przedstawienie praw-
dziwego przyrostu zapomocg kolejnych rézniczek. Istotnie fix) <h jest
pierwszg rdzniczka: df (por. definicje rozniczki w § 68, wzor (13)),
f*(a)h2jest druga rézniczka: dif {por. wzor (b) w § 93, na str. 296) i t. d.
A wiec wzor T ay lora (118a) mozna napisa¢ takze w nastepujacej postaci:

(120) Af= df+ dV+ 31dV+ - + (ir=1jtd™/+ W?]

Tu wszystkie rozniczki, az do (n — 1)-szej wiacznie, odnosza sie do war-
tosci x, a ostatnia jest obliczona dla wartosci x -f- 9h, co tez wyraznie
zaznaczono we wzorze (120).
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Z tej postaci wzoru Taylora widzimy, ze daje on rozktad praw-
dziwego przyrostu funkcji na rdézniczki rozmaitych rzedéw, przyczem
ostatnia rdzniczka jest obliczona dla wartosci posredniej a wszystkie po-
przednie dla poczatkowego punktu x.

8§ 132. Nieskonczony szereg Taylora.

Wrdé¢my do postaci wzoru Taylora, wyrazonej wzorem (113) (str. 384).
Zatdézmy, ze funkcja posiada ciggte pochodne wszystkich rzedow.

Jezeli sie okaze, ze dla jakiego$ x reszta Bn(x,a) dazy do zera,
gdy n dazy do nieskonczonosci, to cigg sum czeSciowych szeregu nie-
skonczonego :

(121) oy -t A M@ s

dazy do f{x\ t j. do wartosci funkcji w miejscu x, albowiem taka suma
czeSciowa wyraza sie wzorem:

Snx)= f@)+ ® (x- ay+ 07?) {x_ a*+... +

+ (_ )i — 1= f(x) —B,(x,a)

zatem:

limS,,(x) = f(x) — lim In(x, a) — f(x) —0 = f[x)

n-*00 /%00
A wiec wartoscig czyli sumg (por. 8 35) szeregu nieskonczonego (121)
jest wtedy wartos¢ funkcji f(x) na miejscu x. Ten nieskonczony szereg (121),*
otrzymany z wzoru Taylora, nazywamy szeregiem Taylora dla funkcji
f(x) i piszemy, w razie, gdy on przedstawia funkcje, t. j. gdy R,,(x,a)
dazy do zera:
(122) /(*)-/1(a)+ ® (*- g+ Qp(x-a)'+ ...+ M (* - a?+...
lub;

()]
f
<122 a) fi*x)= 2 T?\(a) (x —a)k
AO
Tutaj ma znaczenie/(a), 0L = 1, a (x —a)° = 1 stale, nawet dla

X —a

Ten wzor jest prawdziwy tylko pod tem zatozeniem, ze R,,(x,a)
dazy do zera, gdy n dazy do nieskoniczonosci. W przeciwnym razie, jak
to pdzniej zobaczymy, szereg Taylora, zbudowany dla jakiej$ funkcji,
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nie przedstawia tej funkcji, nawet wtedy, gdy jeat szeregiem zbieznym
a wiec sama zbiezno$¢ szeregu Taylora nie jeBt warunkiem wystarcza-
jacym na to, aby ten szereg przedstawia! te zgory podang funkcje f{x),
z ktorej otrzymalisSmy szereg: moze on bowiem dazy¢ do innej funkcji,
gdy Rn(x,a) nie dazy do zera. Moze sie okaza¢, ze dla niektorych x
szereg Taylora przedstawia funkcje f(x) a dla innych nie; przyktady
takiego zachowania sie szeregu Taylora spotkamy réwniez niebawem.

Widzimy stad, jak wazng jest rzeczg dokfadne zbadanie reszty
wzoru Taylora. Badanie to przeprowadzimy w nastepnych paragrafach
dla najwazniejszych funkcyj elementarnych, réznych od wielomian6vy
(dla wielomianéw bowiem szereg Taylora sklada sie tylko z skorczo-
nej liczby wyrazéw).

Szereg Taylora, utworzony dla a= 0, nazywamy szeregiem Ma-
claurina. Ma on postac:

(122 b) & .

czyli:

(122¢)

8 133. Rozwiniecie funkcji wyktadniczej na wzér i szereg
Maclaurina.

Rozpoczniemy od funkcji wyktadniczej:
y= el

Do zbudowania wzoru Maclaurina potrzebne sg wartosci n poczatkowych
pochodnych.
Ot6z tutaj

f'{x) = f"(x) = f"\x) ==... = [<>*)= &
Dla x — O otrzymujemy:
/0= 0= /') = e/"»0)= =1
Potrzebna jest jeszcze «-ta pochodna ng miejscu 9x\ otdz
fA(d-x) — elx

Wz6r Maclaurina, z reszta w postaci Lagrauge’a ma wiec tu
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(123) &= 1+T1+ 2+ et (5.1)7  n©

Pozornie nie uzyskaliSmy wiele, albowiem po drugiej stronie wystepuje
takze funkcja wykladnicza i to nawet w postaci bardziej skomplikowa-
nej: e\ Jednakze przekonamy sie, ze reszta:

«(*>= n'*

dazy do zera przy n->o00 i to dla kazdego x.
Dowdd. Obierzmy jakiekolwiek state x, np. x = a;, dodatnie. Wtedy
< e =A

przyczem stata A nie zalezy juz od n. Zatem

@ 0< RnXh< £ A

Okazemy, ze wyrazenie )ri\ zawsze dazy do zera, przy kazdem, chocby

dowolnie wielkiem, statem xI. Jezeli xt jest ulamkiem wiasciwym, to
odrazu jest to widocznem, poniewaz wtedy licznik dazy do zera a mia-
nownik do oo, gdy n—o00. Jezeli za§ ~ 1, to nazywajac najwiekszg
liczbe catkowitg, zawartg w xI, literg g, mamy;

9N xi< 9+ 1
Wezmy n > g i rozdzielmy utamek —* na dwie czesci, z ktérych pierw
sza niechaj zawiera g czynnikéw, a druga pozostate czynniki, t. j.

(Xx XX XX x\ 1 a
\iia”3'me g ) *Wet- 1> H-2 % n)

Pierwsza cze$¢ ma jakas warto$C statg B, niezalezng od n, czynniki za$
drugiej czesci sa wszystkie utamkami wiasciweini malejgcemi. Jezeli za-

tem oznaczymy pierwszy z tych utamkow: A —u, to wszystkie
dalsze sa mniejsze od u\ jest n —g takich utamkoéw, zatem:

0< ™ < Beung

Ale Iln‘&)umg— 0, poniewaz u jest utamkiem wiasciwym, a wiec i Bun~g—0;
n
na podstawie twierdzenia o trzech ciggach mamy wiec:
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(124)

Jezeli x, = Q to oczywiscie ten wzdr utrzymuje sie. Jezeli za$. .r, jest
liczbg ujemng, to badamy bezwzgledng warto$¢ tego wyrazenia: wtedy
wszedzie zamiast x, wystapi |x,| i otrzymamy:

(124a) lim r'" =0

n—-*oo 7?.|

a stad wynika—jak wiadomo (por. 8 30, str. 119, twierdzenie Va) —
wzor (124). UdowodniliSmy w ten sposdb, ze n\ zdaza silniej do nieskon-
czonodci, anizeli n-ta polega dowolnej liczby.

Wracajgc do wzoru (a), widzimy, poniewaz takze 1.A—0, ze:

lim 1In(x) — 0

gdy xxjest liczbg dodatnig lub zerem.
Gdy xx jest liczbg ujemna, to 0 < eX<. 1, a wiec:

0 < |R,{xx\ < | ‘1

a stad wynika, ze takze dla ujemnych x, jest:
lim jjtt,(a?,)| = 0
a wiec takze:
lim li,,(x¥= 0
A wiec dla kazdego x reszta w rozwinieciu funkcji € dazy do zera,
gdy n dazy do nieskonczonosci, c¢. d. d. o.
Szereg nieskonczony, utworzony z wzoru Maclaurina dla funkcji ex,
jest wiec zbiezny dla kazdego x, a jego wartoscig jest c-
Wobec tego mozemy przedstawi¢ funkcje c* dla wszystkich war
toSci x nastepujgcym szeregiem nieskoficzonym:

(125)

juz bez wyrazu dopetniajacego.
Ten wzor nalezy zapamieta€, uzywa sie go bowiem w analizie bar-
dzo czesto.
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8§ 134. Obliczenie liczby e.

Przy pomocy tego szeregu mozemy obliczy¢ kazdg potege liczby e,
a w szczegolnosci samg liczbe e, czyli el z dowolng dokladnoscia. Tak
np., chcac obliczy¢ samo e, kladziemy w tym wzorze x = 1i otrzymujemy:

. iy . J + 1 +
(128) e— 1+ J+ 2]+ 4, > D1. n

Zatrzymujac 10 wyrazOw tego szeregu, otrzymujemy:

e» 1

+ 1

1. + 05
A="%:3...+ 01666 666
f=a 00416666
A= A:5... + 0-0083 333

A= A 6...-f 0-0013888
= A:7...+ 0-0001984
A= A;8...4-0-0000 248
A= A:9... + 0-0000027

ew 2-7182 815!

Ul ©O b © W o o
© oo N o o1 ow

(zatrzymaliSmy przy dodawaniu 7 miejsc po kropce, a z sumy nastep-
nych miejsc wzieliSmy poprawke 3).

Okazemy, ze juz ten niedtugi rachunek daje 6 miejsc po kropce
dziesietnej doktadnych, a mianowicie, ze blgd moze tu wystapi¢ dopiero
na.7-em miejscu po Kkropce.

Aby oceni¢ wielko$¢ tego bledu, uzyjemy nie szeregu nieskoniczo-
nego, lecz skoriczonego wzoru Maclaurina z wyrazem dopetniajacym
dla n— 10, a mianowicie:

. : 1 1 @
I=14-4 F Bt 34 191 470

Bfad, wynikajacy z opuszczenia wszystkich dalszych wyrazéw szeregu,
nastepujacych po wyrazie 4, wynosi tutaj:

B o« . (W>=-£]
Poniewaz e ~ 3 (por. str. 127, Uwaga), a »9m< 1, przeto takze €9'< 3j
fatwo obliczy¢, ze 101 = 3,628800, a wiec:

3 X
< 3%28800 = 1,209600-~ 10 *
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To za$ dowodzi, ze blad jest mniejszy anizeli jednostka na szdstem miejscu
po kropce dziesietnej; blad moze wiec wystgpi¢ dopiero na 7-em miejscu
po kropce, a zatem:

e= 2-718281...

przyczem wszystkie wypisane tu cyfry sg dokiadne

Zatrzymujac wiecej (a mianowicie 21) wyrazow szeregu (126), otrzy-
mujemy:

e= 2-71828 18284 59045 23536».

z doktadnosdcig 20 cyfr po kropce. To rozwiniecie dziesietne jest niepe-
rjodyczne, fatwo bowiem wykazaé, ze e jest liczbg niewymierna.

Dowdd niewymiernosci liczby e.

Gdyby e bylo liczbg wymierna, to datoby sie przedstawi¢ w postaci — gdzie ja

i 2 s3 liczbami catkowitemi. Obierzmy n > 5-j-1 i zarazem n > 3. Z wzoru (123)
otrzymaliby$my zatem dla x = 1:

e P +
9

Mnozac obie strony prze2 (n —1)!, otrzymaliby$my po lewej stronie liczbe catkowita,

albowiem » —1> @, a po prawej stronie liczbe catkowita, powiekszong o —. Ponie-
waz jednak a «>3, przeto —< 1, a wiec jest utamkiem wiasciwym. Nie-
mofliwem za$ jest, aby liczba catkowita (n — 1)! v byta suma liczby catkowitej i utamka

wilasciwego. Zatem zatozenie, ze e = — bylo bledne. A wiec e mo.jest liczby wymierna.

8§ 125. Rozwinigcia funkcyj hipcrbolieznych: sinhypa? i cosliyp.*-.

Z rozwiniecia funkcji«* na szereg nieskonczony Maci aur ina
fatwo mozemy otrzymac rozwiniecia na szereg nieskonczony dla funkcyj
hiperbolicznych: sinhypx i cosbypx (por. § 91). | tak:

cosfr e1ye
yp— —-0- . _ A+ T+ i+ T+ (ML) )+ 1
x2 x* !
~T\ + Si + Awopt ROy

Obierzmy n— 1 parzyste, to:

s X X , RJx) 4- S,,( 5)
coshypx—1+ 2i + 47+ —4- (V-1 ) Mo eee

Gdy u dazy do nieskonczonosci, to zarébwno Itn(x) jak i R,{—x) daza
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do zera; otrzymujemy zatem przedstawienie funkcji coshypa; zapomoca
nastepujacego szeregu nieskonczonego:

(128) coshypa:= 1 -f A —

dla wszystkich x.
W podobny sposéb wyprowadzi czytelnik z fatwoscig nastepujgce
rozwiniecie dla funkcji sinhyp x:

(129) sinhyp* = * + + + .t + -,

dla wszystkich wartosci

Rozwinigcia te otrzymalibySmy oczywiscie takze bezposrednio, obli-
czajac pochodne tych funkcyj i podstawiajgc otrzymane wartosei w ogoélny
wzor Maclaurina.

8 136. Rozwiniecie funkcji sinus na wzér i szereg Maclaurina.

Przejdzmy do funkcyj trygonometrycznych. Chcac zbudowaé wzor
Maclaurina dla funkcji f{x) = sina;, obliczamy kolejne pochodne:

f'{x) — cosx, f"{x)= —sinx, f"'(xX)= —cosa, — sinx

Dalsze pochodne powtarzajg sie juz w tym samym porzadku. Dlax = C
otrzymujemy stad:
/(0)= Q /'(0)=1, f{0)= 0, /™(0)= —1, /<40)= 0...

Wezmy n parzyste, to:

fw(x) = (—Ipsina: a fM(9x) — {—1)5sin#;c

Wzér Maclaurina dla funkcji sinus z wyrazem dopetniajagcym w for-
mie Lagrange’a, ma zatem postac:

L Xs X"l
(130) 8inx = X—a 1 5!—...+(—l) > — 1)

Wystepujg tu same nieparzyste potegi zmiennej X ze znakami naprzemian
-j- i —. Wyraz dopetniajagcy tatwo tu zbadac, opierajac sie na wzorze (124a)
(str. 395), a mianowicie:

-(— sin9x T

-= |sin JJI

Poniewaz |sin#a:| nie przekracza liczby 1 dla zadnego x, przeto;

©) 0<1/2.(*)!1" i-U I
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Stosujac tu twierdzenie o trzech funkcjach, otrzymujemy, poniewaz
[x" 1
R O

lim =0

a stad takze:
lim =0

Wobec tego mozemy funkcje sinx dla kazdego x przedstawi¢ nastepu-
jacym, nieskonczonym (zbieznym) szeregiem Maclaurina;

X3 , X6 *r7
(131) SIUX = X = sy ¢ oy

Nalezy pamieta¢ o tem, ze kat x jest tu wyrazony w mier?e tukowej.
Szereg ten jest zbiezny szybko, jeszcze szybciej anizeli szereg, przedsta-
wiajacy funkcje e Szeregu tego uzywa sie bardzo czesto. Tak np. nowsze
tablice funkcyj trygonometrycznych obliczono przy pomocy tego szeregu.
W praktyce uzywa sie bardzo czesto jako wartosci przyblizonych dla
funkcji sinus albo pierwszego wyrazu x, albo dwoch poczatkowych wy-

. 3
razéw: x m— tego szeregu.

Dla matych katéw dajg te przyblizenia juz dos¢ znaczng doktadnosé.

Niechaj czytelnik sporzadzi wykres sinusoidy i na tym samym rysunku wykresy
linij o réwnaniach
a , X-
=y~ X =2 K- C+ 5

%takiego rysunku rzuca sie w oko silna aproksymacja funkcji sinus w okolicy punktu 0
eapornoca kolejnych wielomianéw Maclaurina

Przyklad, obliczenia funkcji sinus dla szczegGtowej wartosci.

Znalez¢ wartos¢ funkcji sinus dla kata x — 06 w mierze tukowej
(t j. okoto 34°22'40". jak to wynika z tego, ze jednostka miary tuko-
wej, czyli 1 radjan = 57°17'44'8—").

Zatrzymujac 5 wyrazOw szeregu, otrzymamy:

05» . 0'66 0.67 0-6»

Sln 0‘6 ((0'6 _"37 + "57 77 + 9|
—o0-6 —0036
-f 0 000 648 - 0-000 005 5543

+ 0-000000 0278

+ 0-600 648 0278
- 0036 005 5543

sin 0-6 «0 564 64247,35
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Aby oceni¢ biad, uzyjemy wzoru (c), t. j.
re1006) s °"P= 00000000016

Stad widzimy, ze blad moze wystagpi¢ dopiero na 9-tem miejscu po kropce
dziesietnej, a zatem 8 cyfr obliczyliSmy doktadnie. Mozemy wiec napisac:

sin 0-6 = 0-56464 247.

Gdybysmy zatrzymali tylko 3 poczatkowe wyrazy szeregu, to otrzyma-
libySmy 5 cyfr po kropce dziesietnej dokladnie

§ 137 Rozwiniecie funkcji cosinus.

Dla funkcji cosinus mamy

floc) = cos x m
f'(x) ——sinx A0)
f'\x) = —cosx /*(0) - |
f"\x) = sinx /"= o
fiHX)— cos X /(ZP(O)= 1

o
o

Bioragc nieparzyste n, otrzymamy

IMX)= (— 1! sini  a wiec X) = (—1)2 sin &x

Rozwiniecie funkcji cosinnB wedlug wzorumMaclaurioa, z wyrazem
dopetniajgcym w formie Lagrange’a ma wiec postac-
* -l ~n—

(132) cosa= 1 +(« D7 iy + ( \
Wystepuja tu same parzyste potegi zmiennej niezaleznej ze znakami na-
przemian -f- * — Wyraz dopetniajacy ma tu zupetnie te samg warto$¢
bezwzgledng, co dla rozwiniecia funkcji sinus, a wiec dazy réwniez do
zera przy kazdem x, gdy n —»o00

Wobec tego mozna funkcje cosinus przedstawi¢ nastepujagcym nie-
skoniczonym (zbieznym) szeregiem Maclaurioa.

n-H
— N1*Sind x -
n

(133)

Szereg ten jest w analizie rownie wazny jak szereg, przedstawiajgcy
funkcje sinus. Odczytujemy z tego szeregu, ze pierwsza przyblizong war-
toscig funkcji cosx jest |, a druga, dokladniejsza 1 — przyblizenia
te bywaja uzywane czesto, zwlaszcza dla matych katow x.
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Przyktad liczbowy.

Obliczy¢ cos 10° z doktadnoscig 8 cyfr po kropce dziesietnej.

Poniewaz zmienna x jest wyrazona we wzorach (132) i (133) w mie-
rze lukowej, przeto trzeba najpierw kat 10° wyrazi¢ w mierze tukowej.
Poniewaz:

arci°= TEO= 0-0174532925! -
przeto:

X = arc 10®= 017453 29251...= /I\o

Obliczmy 4 wyrazy szeregu (133), t. j.:

coslO»*1-*(j|)+ a ( S ) (5)
czyli:
cos 10®*1 —£(017453,. ) ((0-17453...)x— rhs (0-17453...)«

Zaznaczone potegowania wykonujemy np. przy pomocy maszyny do ra-
chowania do 10 miejsc dziesietnych i otrzymujemy:

cos 10°m 1 —001523 08710-
+ 0-00003 86631...— 000000 00393...

= 1-00003 86631...
— 001523 09103...

cosl0® m 0 98480 77528

Do oceniania bledu uzyjemy wyrazu dopetniajagcego z wzoru (132), a wiec:

B,(10™)|= [(- 0% *<».,04)]¢

017453...« 0-17453...
— @ 7

[i?7(10°)| < 0-0000000393 «0 025 = 00000000010

Stad widzimy, ze bigd nie przekracza jednostki na 9-tem miejscu po
kropce dziesietnej, a wiec uzyskaliSmy 8 cyfr po kropce doktadnych
Mozemy zatem napisac:

cos 10° = 0-98480 775...

Jezeli zachodzi potrzeba czestego uzywania wzordw (131) i (133) dla katow,
wyrazonych w mierze stopniowej aQ to dogodnem jest uzycie tabelki,

Rachunek rézniczkowy i catkowy. (,6
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zawierajacej wielocyfrowe wartosci kolejnych poteg liezby n\ albowiem
miare lakowg x takich katéw oblicza sie z wzoru:

x°:360° —x\2n

czyli:
X X
180»
Zwykle dosé fatwe jest obliczenie rozmaitych poteg liczby a trud-

780»°
nos¢ sprawia tylko obliczenie wielocyfrowych poteg liczby n.

Uwaga 1.

W przyktadach liczbowych na obliczenie wartosci funkcyj sinX i cos X uzy-
waliémy dos¢ doktadnego oceniania bledu. Grubszg oceng biedu, bardzo jednak do-
godng, otrzymuje sie z nastepujacego rozwazania:

A *
I*«(»)! (In_:]L')I! ' 1»‘]

Otdz, jezeli wezmiemy tak wielkie n, ze: \x\ < n, to )r(] < 1i wtedy:

|£*(*)' < (»-DI

Po prawej stronie tej nierdwnosci wystepuje ostatni zatrzymany z szeregu wyraz.
Otéz w szeregu na sina: i cosa: bezwzgledna warto$¢ bledu, wynikajacego z opusz-
czenia wszystkich wyrazéw, nastepujacych po jakim$ wyrazie, jest mniejsza od bez-
wzglednej wartosci ostatniego zatrzymanego wyrazu.

Uzywajac tego sposobu oceniania bledu, nie potrzebujemy zatem wykonywaé
juz zadnych dalszych rachunkéw; jednakze ta ocena btedu jest zwykle grubsza, mniej

doktadna, anizeli przy pomocy —. Tak np. przy obliczaniu cos 10° otrzymalismy jako

ostatni zatrzymany wyraz: 000000 00 393, a wiec odrazu widzimy, ze bigd jest na-
pewno mniejszy od 0-00000 00 393; na podstawie tej oceny mozemy zatem twierdzic,
ze otrzymalismy 7 cyfr doktadnie, podczas kiedy S$cislejsze ocenienie bledu stwierdza,
ze mamy tu 8 cyfr doktadnych.

Uwaga 2.

Poréwnujagc metode obliczania wartosci funkcyj sinx i cosx przy pomocy
wzoru M aclaurina z metodami, poznanemi w elementarnej trygonometiji, widzimy
jasno wyzszos¢ tej nowej metody: po pierwsze sg tu rachunki o wiele prostsze i szybsze,
a po drugie przy pomocy szeregéw mozemy uzyska¢ dowolnie wiele cyfr po kropce
doktadnych, podczas gdy doktadnos¢ metod elementarnych jest ograniczona samg
istotg tej metody (identyfikuje sieesinx dla 4' lub 1" z x, wyrazonem w mierze
tukowej, a zgodnos¢ ta zachodzi tylko dla kilku lub kilkunastu cyfr poczatkowych,
nastepnie za$ te btedy narastajg coraz bardziej przy dalszych rachunkach).

Przyktad, z elementarnej geometrji na zastosowanie rozwinie¢ funkcyj
trygonometrycznych.

Przy pomocy wzoru Maclaurina otrzymujemy rozmaite wzory przy-
blizone, uzywane bardzo czesto w zagadnieniach technicznych. Tak np.,
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uzywajac rozwinie¢ funkcyj sinus  cosinus, wyprowadzimy przyblizone
wzory na pole odcinka kola (czes¢
zacieniowana na fig. 113), na cie-
ciwe c=AB i na strzatke s—CD
tuku, znajac promien ri kat Srod-
kowy a, wyrazony w mierze tu-
kowej. | tak pole odcinka wynosi:

p—OACB - OAB =

r r2
=ra'2—28na

c

ezyli:

p = rg)(a—sin 0)

Woprowadzajac za sina rozwiniecie wedtug wzoru Maclaurina, otrzy-
mujemy:

r2/ al a5 \
3i -5T + -)
a stad w przyblizeniu:
rxa’
P 157

Na strzatke otrzymujemy wzor:

s= OC—OD=r—rcos” = r1ll—cos”j

Podstawiamy za cos ~ rozwiniecie wedlug wzoru Maclaurina, to:

i -’?-)

4 4 '
a stad w przyblizeniu:
raz

Na cieciwe otrzymujemy:

C_ .. a @)
= By v e

(=S

lub w jeszcze grubszem przyblizeniu:

a stad w przyblizeniu:

cwrc = (iCit
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Poniewaz:
r2as rai
%ra
~Tr« 7T
przeto:
P-fC

Pole odcinka réwna sie zatem w przyblizeniu | prostokata, majacego *&
podstawe cieciwe (lub lepiej luk), a za wysoko$¢ strzatke luku.
Wzory te sg szczegOlniej przydatne dla matych katow a.

8 138. Rozwiniecie funkcji logarytmicznej log,(l-(-£c)
na wzor Maciaurina.
Funkcji:
V= \°g,x
nie mozna rozwing¢ na wzor Maciaurina, albowiem w punkcie a= 0

zaréwno sama funkcja log,a; jak i jej pochodne: 1, P12
X* 4+ e

sg nieokreslone (wiemy tylko, ze lim log, x — — 00, lim -l=—|—oo,

0<*->0 0<x->0 X

OQXIEOX — 00, _12)1\ X"I = —o00, i t d) Natomiast moznaby te
funkcje rozwing¢ wedtug wzoru Taylora dla punktu x — 1 Zmieniajac
jednak nieco te funkcje, a mianowicie wykonujac przesuniecie wzdiuz

osi X-0w o0 — 1, otrzymujemy:
f(x) = log,(l -f x)

a te funkcje mozemy juz rozwing¢ wedlug wzoru Maciaurina. Two-
rzymy w tym celu cigg pochodnych i ich wartosci dla x = O:

f{x) = log, (1 -f X) [O) —log, 1= 0
"M<FsSs=n h ="+ " 0 :v !
r<xl=~(TTW “= noj= -1

= -1.(1 +x)~*
r'x)= (- D*1-2(1 + *)-~s M@)= + 1.2
AmrAx) = nN—»0) = (— 1)—*a—2)!

=(-1r~21e2...(n-2X 1+ x)-4-°
Anx) = (—D—>(—D-@-fa)™  fw(ftx) —
= (— )" m— 1)L +
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Wz6r Maclaurina dla funkcji log, (1 -f-x) przyjmuje wiec postac:

(134) log,(I + x)= x —y + + + #.(%)

Na wyraz dopetniajacy R,,(X) bedziemy tu uzywali zaréwno formy
Lagran ge’a jak i formy Cauchy'ego.
Wzér Lagrange'a na wyraz dopelniajagcy ma tu postac:

- £<-0-(» - UW+ 0-)-= C (__£_ )m
a wzor Cauchy'ego:

R¥X)= — jy (i- ~ rile(- Dl(n- DIL+ a,*)- =

(- Dl 11— A\
| + \lI + &ix)

Rozwinigcie Maclaurina nie jest tu mozliwe dla x S — 1, albowiem
dla tych wartosci nie istnieje logf(l -(-#), logarytm jest bowiem okreslony
tylko dla dodatnich liczb logarytmowanych.

Przekonamy sig, ze takze nie dla wszystkich x > — 1 wz6ér Ma-
claurina jest przydatny, albowiem reszta niezawsze dazy do zera. Zba-
dajmy najpierw R,,(x) dla x7=t0. Ot6z dla x — 0 jest Rn(j:) = 0 a wiec
i li_%Rn(x)— 0. Dla x > 0 uzyjmy formy Lagran ge’a

Jezeli O e<x "™ 1, to:

a wiec:
imR.(x)=0 da o0~ ~ 1

A wiec przy nieujemnem x reszta dazy spewnoscig do zera dla x z prze
dzialu <0, I>.

Dla x > 1 mogthy utamek wzrasta¢ nieograniczenie, szyb-

ciej niz n, a wtedy oczywiscie reszta nie dazytaby do zera.
Dla ujemnych x musimy sie ograniczy¢, jak wspomnielismy powy-
*gj, do przedzialu (— 1, 0). Tu dogodniej jest uzyé reszty w formie

Cauchy’ego.
Niechaj — 1e< —uSx<0; u jest ulamkiem wiasciwym dodat-

nim. Wtedy jest:
[€]5Sk i 1--&x FH1—<&,«>! —M>0
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a wiec:

i-a, < i-a, <1
1-j- x 1—\ftu
a zatem takze:

1w s-1

Wobec tego dla reszty Cauchy’ego otrzymujemy nierownosc:

i*«(*>i<r=h,

Poniewaz u"-> 0, przeto i R,,(x) =0,

DoszliSmy zatem ostatecznie do wyniku, ze reszta dazy do zera
dla —1< x" 1

Dla wszystkich zatem wartosci x z tego przedziatu (— 1, -j- 1>
mozemy przedstawi¢ funkcje loge(l {- x) nastepujacym szeregiem nie-
skoniczonym Maclaurina:

(135) log,(l +x)=x - ~ f +

Okazuje sig, ze aproksymacja funkcji log,,(1 -j- X) przy pomocy tego sze-
regu jest dla niektoérych x. bardzo powolna. Tak np. z oszacowania reszty
dla dodatnich x wiemy tylko, ze:

[Ne | <~

Chcac zatem uzyska¢ warto$¢ naszej funkcji z doktadnoscig do t.j.
dwa miejsca po kropce dziesietuej doktadne, trzeba wedlug tego oszaco-
wania bra¢ n— 100, to znaczy 100 wyrazéw szeregu (135). Wobec tego
szereg (135) nie nadaje sie do rachunkoéw praktycznych.

8§ 139. Inne rozwiniecia funkcji logarytmicznej, wyprowadzone
z wzoru Maclaurina.

Dogodniejsze rozwinigcia otrzymamy, biorgc pod uwage takze roz-
winiecie funkcji logiki —x), ktdre otrzymamy, zmieniajagc we wzorze
(134) x na —x:

(136)  loge(l - x)= - X —-- —y —... —y y + X)

Tworzac rdéznice obu stron wzoréw (134) i (136), otrzymujemy:

log, « 2(*+ y + y + .9+
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Reszta Rnfx) dazy réwniez do zera, jako réznica dwoch wyrazen, dazacych
do zera; mozna sie przekonac, ze to -dgzenie do zera jest szybsze, anizeli
Ra(x). Potézmy:

1-j-a; _ oy —
=y o x=tas

Gdy x zmienia sie¢ od — 1 do -, to y zmienia sie od 0 do + oc*
Otrzymujemy wiec rozwiniecie:

t137) h« - ,ISTT+4(511)+4H(51T),+ -]
prawdziwe dla wszystkich dodatnich y. Nie jest to jednak juz rozwi-
niecie typu Maolaurina.

Potozmy jeszcze:
2+ 1

to otrzymany:
y -1 1
y-f-1 2z-f1

i rozwiniecie przyjmie postac:
(138)

To rozwiniecie jest prawdziwe spewnoscig dla wszystkich dodatnich war-
tosci z, albowiem y jest liczbg dodatnig dla dodatnich z Zbieznos¢ sze-
regu, znajdujgcego sie w graniastych nawiasach, jest bardzo szybka,
zwihaszcza dla z~ 1, a whasnie dla takich z uzywa sie tego szeregu naj-
czesciej.

Blad, jaki popethiamy, zatrzymujgc tylko n wyrazdw szeregu, mozna
fatwo oceni¢, gdy z”~ 1, w nastepujacy sposob.

Wyraz rety szeregu ma postac:

2*2w—1"' (2«-f- 1)2-1
Wszystkie dalsze wyrazy tworzg szereg nieskoriczony:

2 1 , 2 1
re—2»+ 1 2z+ 1fH+ 2«+ 3 (22 + iytats

t .
N 2»+ 57+
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Wyrazy tego szeregu sg wszystkie dodatnie i nie przekraczajg wyrazow
nastepujacego szeregu geometrycznego:

S@= (2»+)(Zz + DdH+ (2»-F 1)(2*+ lj™+s+

+ * +
\ ' ert=hH2z Rt
0 Samie:
5.(2) = 2 1
' 2»+ D2z+ 1f# 1 1
(2z-fl)*

Dla z: 1 ostatni czynnik nie przekracza liczby § (albowiem dla z = 1

jest l} — f, a dla wiekszych z otrzymujemy mniejszg liczbe)
1-4%-
A wiec:

() 42» -j-1)(2* -j- )i
a wobec tego takze szereg rB(z) spetnia nierownosé:

9
1
(139) r'(2) < 4(2»-|- )(2a -|* =4
Wzoru (138) uzyto do konstrukcji tablic logarytmicznych, t. j. do obli-
czenia logarytmow kolejnych liczb catkowitych. Obliczenie rozpoczyna sie
od log,2. W tym celu kladziemy we wzorze (138) z= |i otrzymujemy:

logc2= log,1-j-2(i + ¢ i + g™i + 775+ -)

Pierwszy wyraz drugiej strony jest réwny 0. Obliczmy 8 poczatkowych
wyrazow pozostatego szeregu, zatrzymujac w kazdym wyrazie 9 cyfr po
kropce dziesietnej. W ten sposéb otrzymujemy:

log,2: 2- 0-33333333
0012 34567
0000 823 04
0000 065 32
0000 005 64
0000 000 51
0000 000 04
0-000 000 00

= 2+0-346 57359

~A®OwWU e O©Ow

przyczem e sumy koncowych cyfr wzieliSmy poprawke 4.
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Zatem:
log, 2 w0-69314718

ZatrzymaliSmy 8 wyrazdw szeregu, wiec n — 8 Biad ocenimy przy
pomocy wzoru (139), a. mianowicie:

(1)< 4-17.37 975725676 <'0-

a wiec 8 cyfr obliczylismy doktadnie: blagd moze wystapi¢ dopiero na
9-tem miejscu po kropce.

Ten log,2 wymaga najdtuzszych rachunkéw. Szeregi, stuzace do
obliczenia dalszych logarytméw, sg bowiem szybciej zbiezne, jak to wy-
nika z wzoru (139). | tak dla z= 2 otrzymujemy:

log3=1log.2.+ 2(i+ M1 + J £+ 1ir+ .)

"Tutaj wystarczy juz zatrzyma¢ tylko n— b wyrazdw aby otrzymaé
doktadnie 8 cyfr po kropce, albowiem

9

< 1 < 10-8
4-11 510  2148,437500 ™ 200,000 000

Tak wiec:
log,3wlog,2 -f-2m 0-2

0002 66666 6...
0000064
0000001 82 8-
000000005 6-

»log,2 + 2- 0-202 73255

K0 693 147 18

0405 465 10

log.3 w 1-098 612 28

Wazne jest obliczenie log, 10, liczba ta jest bowiem potrzebna do zamiany
logarytméw naturalnych na zwyczajne i odwrotnie. Wystarczy w tym
celu obliczy¢ przy pomocy szeregu jeszcze tylko log,5. Otéz dla z= 4
otrzymujemy:

log,5= log,4+ 2(g + + o0+ TNT +ees)

Znamy log, 2, wiec:
log,4= 21Ibg, 2» 1-386394 36
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Zatrzymujac z nieskoriczonego szeregu tylko 4 wyrazy, otrzymujemy:.

log,5wlog,4 -f-2+ 011111111
0000457 24
0000003 38
0000 00002

2- 011157177

0-223 143 54
+ 1-386 394 36

log, 5 «1-609 437 90
log, 10 = log,5 -f log, 2 » 1-609437 90
+ 0-693 147 18
log, 10 s 2 30258508

Otrzymana liczba rézni sie tylko o jednostke ostatniego miejsca od praw-
dziwego wyniku, osiggnietego przez dokfadniejszy rachunek:

log, 10 = 2-302 585 092 994 045...

W podobny sposob oblicza sie logarytmy naturalne dalszych liczb catko-
witych, przyczem rachunki upraszczajg sie coraz bardziej. Tak np. gdy
dojdziemy juz do:

©oNE

log, 100 = 21log, 10 m 4-605 170 18

to dla nastepnej liczby catkowitej otrzymujemy szereg:

1
3-201»

Gdy tu zatrzymamy w nawiasie tylko jeden wyraz (t j. dla n= 1), to
otrzymamy juz 7 cyfr po kropce dokfadnie, jak to tatwo obliczy¢ z wzoru
(136) na blad. To znaczy, ze poprzestajac na 7 cyfrach dokladnych,
mozemy — dla liczb wigkszych od 100 — uzywaé zamiast szeregu (138)
skréconego wzoru:

log, 101 = log, 100 +

[°g«(*4-1)*log™*-f-

Liczba ZE:_l przedstawi?s\ wiec w przybliieni’u réini’ce tablicowg w lo-

garytmach naturalnych dla liczb wigkszych od 100. Przy uzyciu tablic
7 cyfrowych przyblizenie to wystarcza w zupetnosci. Majac obliczone
logarytmy naturalne, zamieniamy je na zwyczajne, mnozac kazdy loga-
rytm przez liczbe:

1

M = s 0-434 294 481 903 251.
log, 10
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Zamiast wzoréw, w ktorych wystepujg funkcje logarytmiczne, uzywa sie
niekiedy w praktyce przyblizonych wzordéw, wynikajagcych z zastgpienia
logarytmu poczatkowemi wyrazami jego rozwiniecia Da szereg. Tak np.
wzor, stuzacy do obliczania wzniesienia nad poziom morza ze stanu ba-
rometru (t. zw. formutka barometryczna, por. str. 284):

(gdzie x oznacza wysoko$¢ w metrach, b0 stan barometru przy poziomie
morza, y stan barometru w wysokosci x, a k liczbe statg) mozna zasts-
pi¢ wzorem przyblizonym:

B [

xKk12A =2 A
* 6., ] k b+ vy

Wz6br ten otrzymuje sie, rozwijajac logarytm zapomocg wzoru (137) i zar
trzymujac tylko pierwszy wyraz.

8§ 140. W?z6r dwiimienny (Newtona).

Znany jest z matematyki elementarnej wzoOr na potege dwumianu
0 wykiadniku catkowitym dodatnim, a mianowicie:

ta-+by = a"-(- .+ (n j)<>b'+ €&
przyczem symbol: |W (czytaj: ,w nad ru) ma znaczenie:

tth,, In\  «*(» —1)*(«—2)... W—( —2))*(n —(r—1))_  »!
,140)Ird-1 .2« 3 ... r r\(n —n)!

Okazemy, ze podobny wzdr odnosi sie takze do potegi dwumianu:
0 +*)’

przy dowolnym wyktadniku s, a wiec zaréwno dla s catkowitych jak
1 utamkowych, zaréwno dla s dodatnich jak i ujemnych, o ile tylko bez-
wzgledna warto$¢ liczby x nie przekracza 1. Zachodzi tylko ta istotna
roznica, ze o ile wykladnik s nie jest liczbg catkowitg dodatnig, to zamiast
wielomianu otrzymuje sie szereg nieskonczony. Ten wzdr otrzymamy,
rozwijajac funkcje:

Io(*)= (1+*)»
na szereg Maclaurina.
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| tak:
f{x)= 1+ x)* [+(0)=1
1<) e (1+ Ard no)y- *
f(x) = i(S-1)(l1+~ r(0) = s(s- 1)
/(%) = s{8-1X s-2X I-i-~r3 I"(0) = s(s- I(s- 2
= s(*—N(s—2)... I'-»(0) = s(s-1Xs—2)...(s-(n-2))
f{)(x) — s(s—1)(s—2)... I<e>#*) = s(s—1)(s—2)...
(s =i —2))(s —(«—D)A + #H*" xi+ ~or-

Wzér Maclauriaa dla funkcji (1 -f-x)’ przyjmuje wiec postac:

(L+*)' =1+ Ix-f SL I)x*+ ...+
N s(s—1)...(« —(»—2) £ Ki®)
czyli:
(141) (1+ *)'= 1+ (i)* + ()**+ -m (B + Ba(x)

Gdyby s byio liczbg catkowitg, to istniatoby tylko s kolejnych pochod-

nych rdéznych od zera, a wszystkie dalsze bylyby zerami i otrzymalibysmy

wielomian, podajacy znane skonczone rozwiniecie na potege dwumianu.
Zatézmy w dalszych rozwazaniach, ze s nie jest liczbg catkowitg

dodatnig. Wtedy istnieje nieskoiczony #taincuch pochodnych réznych od

zera i mozemy posuwaé rozwiniecie Maclaurina dowolnie daleko.

Witedy tez zachodzi potrzeba zbadania wyrazu dopetniajacego R,.{x).
Wz6r Lagrange’a na wyraz dopetniajgcy ma tu postac:

«.(*) = A« («- ix«- »)...(«-<»- DXL+ -

= (*)('+ 9 xrnf

a wzér Cauchy'ego:
Bn(x) = \n P (@ - $)—«(«- DF—2)...(s- (N- X1+ &XY—=
S(*)»d +# ' (i-#ir1

Okazuje sie, ze Ra{x) dazy do zera dla — 1 1 czyli dla }x|<I.
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Dowod. Wydzielmy z obu form reszty czynnik:

w _ »>—I({[i—=2)... s—(h—1))
e' Im-

Otrzymamy w ten sp0BCb z formy Lagrange’a

a z formy Cauchy ’ego:

Rp) = (L+ tany~i (I

Czynnik ¢, dazy do zera, gdy |#| < 1, jak to wynika z nastepujgcego rozumowania.
Gdy » wzrosnie o 1, to czynnik c,, zamieni si¢ na:

il —ml|-8 )

Gi+i = e,>0 x —

(idy w-*o0o0, to — |j arj-¥* |a?|. Obierzmy jakakolwiek liczbe dodatnig k} zawartg
migdzy \x\ a 1, t. j. |#| <A <C1 to od pewnego n = N poczawszy bedzie:

[(i- *)*t<*< *
a wiec
lcn+11< lc\ lefc, |CATHI < I1CAf| «fc*
i t. d., ogodlnie
lenl= |cN+p| < |GZIdo»
Tu |cjv] jest liczbi> stata, a kP dazy do zera, gdy p dazy do nieskoriczonosci. Zatem
czynnik ¢, dazy do zera.
Pozostaje jeszcze do zbadania reszta czynnikéw we wzorach na Rn{x).
Przy 1>a:S:0 uzyjmy formy Lagrango'a- Ot6z jest wtedy liczbg
nie mniejszag od 1 a wiec (1 si 1 dla « > s. Wobec tego

o IRn(\" el

a poniewaz ¢, -» 0, to Rp{x) -*0
Dla ujemnych x z przedzialu (—1,0) uzyjemy formy Cauchy’ego. Wtedy
jest dla kazdego danego x jaka$ liczbg dodatnig, nie przekraczajaca
hezby A, niezaleznej od », (réwnej 1 dla S> 1, a (1 —a)1-1 dla f < 1). Wyrazenie:

jest utamkiem whasciwym, poniewaz —1< x < 0.
A wiec:
0 <L\Rn(x)\'< A \c,\

Poniewaz e, -* 0, przeto i Rn(x) -» 0.

Pontewaz dla \x\ < 1 wyraz dopetniajacy dazy do zera z wzrostem n,
przeto dla \x\ < 1 mozemy przedstawi¢ funkcje (1 -|- xY nieskonczonym,
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zbieznym szeregiem Maclaurina, otrzymanym z wzoru (141), zwanym
w tym przypadku szeregiem Newtona, a mianowicie

(142) CEF)=E 4 yey (§H+fs) T

Uwaga. Okazano, ze gdy i 2: 0, to ten szereg przedstawia dang funkcje takie
dla X= —1, adla X=+ 1 gdy s> —1 Dla \x\ > 1 szereg jest rozbiezny, nie
przedstawia zatem funkcji (I + &)

Wz6r Newtona stosuje sie bardzo czesto w rozmaitych rachun-
kach przyblizonych. Do postaci (1 -f- x)* sprowadza sie bowiem bardzo
wiele funkcyj wymiernych utamkowych i niewymiernych

Tak np. funkcje:

1 1
i+* n N o+ T+ 0 + ("1—x1

mozna przedstawi¢ w postaci poteg dwumianu:

@+ XN - *rs @+ 2V, @+9)*, (L +re)”,
@+ ** (L-*o)m?

Zatrzymujac w rozwinieciu na szereg poczatkowe wyrazy, otrzymujemy
bardzo rozpowszechnione wzory przyblizone.
Tak op.:

rn-(>+*-=i+r,>+r2>"'+ (iV + --
= 1—ur-j-a8—u8-)-...

Ten wzor jest prawdziwy tylko wtedy, gdy x jest utamkiem wiasciwym. Nato-

miast dla x = —1 otrzymujemy po lewej stronie wyrazenie nie majace zadnego
sensu, a po prawej stronie szereg rozbiezny:

1+ 1+ 1+ 1+ —-
A wiec dla x = —1 wzor nie jest prawdziwy

Podobnie dla X —+ 1 otrzymujemy po lewej stronio ,\j = V, a po pranej
rozbiezny szereg:
- 1+ 1—1+...

a wiec takze dla X = + 1 wzor nie jest prawdziwy.
Zatrzymujac w naszym wzorze tylko dwa poczatkowe wyrazy, otrzy-
mujemy nastepujacy, czesto uzywany wzér przyblizony (dla \x\ < 1):

l—f—xSI 1—x
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Np. dhugosé |, preta metalowego w temperaturze t° wyraza sie wzorem:

U— ¢o(l + at)
przyczem 10 oznacza diugo$¢ preta w temperaturze 0° a a oznacza liczbe
statg, zwang linjowym spdtczynnikiem rozszerzalnosci. Chcemy obliczy¢
dtugos¢ ¢ preta w temperaturze 0°, znajgc I, Otrzymujemy:

i _ A _
0— 14- at
lub w przyblizeniu:
I0al,(l — at)

opierajac sie ua powyzej wyprowadzonym wzorze przyblizonym.

W ten sposdb czesto w praktyce unikamy dzielenia przez dwumian,
zastepujac je mnozeniem. Mozna okazaC, ze biad, popetniony przytem,
nie przekracza t. j. w naszym przyktadzie |,-asta; poniewaz a jest
zwykle matym utamkiem, przeto ten bilad bardzo nieznacznie wplywa
aa wynik.

Podobnie otrzymuje sie wzory przyblizone:

|11 4-x = (I-j-.r)i»i 1-\-%x
{I —X— (1 —xyaa 1—
Przyktady. 1) Rozwina¢ na szereg funkcije:

1
11l
Z wzoru (142) otrzymujemy, kiadagc —z7*= x:
PT=,= 1+ (", *)m<-“>+("*)e(-e),+ (-3)(-«V + -
- 14+ 1%+ (“ *&)+ me
I 8.5
Y i W

Rozwiniecie to jest prawdziwe dla |—z*\ < 1 czyli dla [* < L

2) Przy pomocy wzoru Newtona mozna oblicza¢ z dowolng do-
ktadnoscig pierwiastki z liczb szczegdtowych.

Np. chcemy obliczy¢ ~39. W tym celu trzeba sprowadzi¢ ten pier-
wiastek do takiej formy, aby wystepowat dwumian 1+ x. Najblizszg
liczbg catkowita, ktorej pierwiastek jest takze liczbg catkowity, jest 36.
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Wobec tego przeksztatcamy 39 w nastepujacy sposdb:

. = + * = =& Vr+r = 6(i+ *)t

Wedtug wzoru (142) otrzymujemy zatem:
N =e(i+t.* +g). AdQ)-A+-)

Zatrzymujac w nawiasach dwa wyrazy, otrzymujemy ["39 w6 25, a zatrzy-
mujgc trzy wyrazy: |[/39 m 6 2448; wartoscig za$ dokiadng do 4 miejsc
dziesietnych jest 62449..

W podobny sposdb mozna oblicza¢ takze wyzsze, bardziej skompli-
kowane pierwiastki.

Np.:

(39 = \[32 = 21+ = 2(1+ i-A+(])(A)* + )

6_
Przy zatrzymaniu trzech wyrazéw w nawiasie otrzymujemy 39 ss2 0798
a warto$¢ doktadna do 4 miejsc dziesietnych jest 20807 a wiec tylko
0 00009 wieksza.

8 141. Rozwiniecie funkcji arctg x.

Dla f(x) = arctgx mamy /(0) — 0. Pochodne dla x — 0 obliczy-
liSmy juz w § 94, str. 299—300, a mianowicie:

1) = 1
/(01 = 0
fry0)= — 21
/™) = 0
/®(0) = 4!

Ogolnie: pochodne parzystego rzedu sg zerami, a na pochodne niepa-
rzystego rzedu otrzymaliSmy ogdlny wzor:

Ms+»(0) = (— )"(2w)!
Wz6r Maclaurina dla funkcji arctgx przyjmuje wiec postac:

0’5

(143) arctga: — x "{i+ -g-— ...+ (— "> + A.(a?)

Badanie reszty doprowadza do wyniku, ze R2(x) dazy do zera, gdy n
wzrasta nieograniczenie ale tylko dla |a;| 5S 1
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Dowod. Wzér (60a) na 8tr. 300 na »-tg pochodng funkcji arc tg x przyjmuj©
dla 2n postaé ,

J<2>(X) = (2n — 1) cos*'y Bin 2» |y +
Ale
V—arc tgx, X —tgy a wiec cos’¥= -+ —
Otrzymujemy zatem:
= (2n —Dmfy 1]5( Y, Bin(2« arc tgx 4- i)
czyli
fA{x) = (2n—1)! 1 Bin(2n arc tgx) m(—1)"
Biorgc reszte w formie Lagrange’s, otrzymujemy:
21 1
(W 1< - )1 (i 4- £40)

Ruw Lol {i s Yy

Zatem:
X* \n
1~\A& IX*| A a w*c X jOBt
IBinl< 2n
a wiec
lim =0 ¢ bdo

Wobec tego mozna przedstawi¢ funkcje arc tga nastepujacym szeregiem
nieskonczonym:

Xs . x5 x7 , arv , x2™1
(144)  arctgx=x B+ 5-7 +...=2 (- 1) 2~+1

Szereg ten jest zbiezny dla wszystkich x z przedzialu < — 1,
Z tego szeregu mozna otrzymac¢ bardzo interesujgce rozwiniecie liczby n
na szeregi nieskonczone.

| tak kfadac x — 1, otrzymujemy arc,tg 1= . (czyli 45°) a wiec.

(145) +

P+t
4 3~ 5 7 A

9
Jest to szereg Leibniza na liczbe n. Okazuje sie, Zze ten szereg jest
bardzo wolno zbiezny. Co do reszty, to wiemy tylko, ze

Rachunek rézniczkowy i ca/kowy. 27
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Chcac wiec mie¢ dwa miejsca po kropce dziesietnej dokfadne, t.]j.
l«,.| < trzeba obraé n= 50, t j. obliczy¢ 50 wyrazéw tego sze-

regu. Przez rozmaite przeksztatcenia mozna jednak otrzymac przy pomocy
wzoru (144) szeregi bardzo szybko zbiezne. Tak np. wychodzac z wzoru:

4arctgi-arctgn-g ="

ktéry tatwo sprawdzi¢, otrzymujemy:

(146) 4 ~ 4 (5" 3"5» + 5.5“~"') ~ (239 —3739»+ 5/230»* ")

Szereg ten, nadzwyczaj szybko zbiezny, podat astronom John Ma-
chin (w r. 1706). Przy uzyciu tego szeregu obliczono 700 cyfr liczby n
po kropce dziesietnej.

Przyktad, na praktyczne zastosowanie szeregu na arc tg x.

Przy pomocy lune-
ty L i podziatki P moz-
na odczytac kat (p, o kto-
ry sie odchyla zwier-
ciadetko Z, umieszczo-
ne w odlegtosci d od
lunety (por. fig. 114).
W zwierciadetku od-
czytujemy  polozenie
punktu A, a mianowi-
cie LA — e, gdy punkt
zerowy podziatki lezy
w L. Kat LZA —

= 2 a tg2<P=8

Stdd: 9= S arctg ®

Uzyjmy dla funkcji arcustangens rozwiniecia wedlug wzoru (144)
i zatrzymajmy tylko dwa poczatkowe Wyrazy tego rozwiniecia, to:

I (e I/e\3
FPX2U ~ 3W,
czyli
e /1 1
VRi2<i\l 3dv
W ten sposob otrzymujemy przyblizong warto$¢ kata odchylenia (p bez
uzywania tablic trygonometrycznych.
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W mierze stopniowej wynosi ten Kkat:

9 e
n dl 3d°‘l
Widzimy stad, ze w pierwszem przyblizeniu ¢ wynosi ot e a wiec kat
n
jest proporcjonalny do odczytanego na podziatce odcinka e. Drugie przy-
blizenie uzyskujemy, odejmujac poprawke:

0 1w
P~ n*3d*

Poniewaz jednak w przyblizeniu jest i m . g® przeto

Poprawka ta jest dla malych katow <f nieznaczna. Tak np. dla katow,
nieprzekraczajacych 5°, poprawka nie przekracza 1°/0 kata <, jak tatwo
moze sprawdzi¢ czytelnik.
Uwaga. W podobny sposéb moznaby wyprowadzi¢ dla funkcji aresin aj szereg;
1a» 1-3a& 1 3-5*>

(%)) aresmx:x-j-g-6 2454+ 0 %6 74+
zbiezny dla |aj|<I| i przedstawiajacy faktycznie dla tych wartosci funkcje arc sin x.
Dla 2= + 1 >x ——1 potrzeba osobnych rozwazan. Dowdd ten przeprowadzimy

pdzniej inna, prostsza droga.

Rozwiniecia funkcyj: tangens, cotangens i innych zawilszych funk-
cyj moznaby réwniez uzyskaé przez obliczanie kolejnych pochodnych,
jednakze wzory s tu tak zawite a dyskusja wyrazéw dopetniajacych tak
mozolna, ze postaramy sie uzyskaC te rozwinigcia inng metodg, a mia-
nowicie zaporaocg t zw. metody nieoznaczonych spétczynDikéw, ktorg
wyjasnimy w rozdziale, poswigeconym teorji szeregéw nieskonczonych.

8 142. Przyklady szeregdw Taylora, ktdre nie przedstawiajg
danej funkcji.

ZwracaliSmy juz uwage na to, jak wazny przy badaniu szere-
gow Taylora jest wyraz dopetniajgcy. Albowiem tylko wtedy, gdy
wyraz dopetniajacy Rn(x,a) dazy do zera, szereg Taylora przedstawia
dang funkcje. Moze sie za$ zdarzyé, ze dla danej funkcji da sie zbudo-
wac nieskonczony szereg Taylora, nawet zbiezny, a mimo to nie przed-
stawia on danej funkcji (oczywiscie wtedy R,,(X, @) nie dgzy do zera). Pro-
Btym przyktadem takiej funkcji jest funkcja, okre$lona wzorami:

27*
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Na fig. 115 mamy przedstawiony obraz graficzny tej funkcji. Ta
funkcj;a\ jest ciggla dla wszystkich x, nawet dla x =0, albowiem:

5i_r>16e_’*= 0 i te graniczng warto$¢ funkcja przyjmuje w punkcie x = 0.
Funkcja ta jest rozniczkowat na dowolng ilosC. razy. Tak np. tatwo jest obliczy¢

pochodng w kazdem miejscu roznem od x = 0; a mianowicie: y' =

Natomiast pochodng w punkcie x = 0 trzeba obliczy¢ wprost z definicji,
a mianowicie:

e ®—0

— - N _ _ m = - -
/') /!Lrp + % J«EL“O lim
Z rozwiniecia funkcji wykladniczej:
*= 1+ £ + Ffi+ - + 5 + "

otrzymujemy dla dodatnich x nierdwnos¢:

* > W (»=1,2,3,..)

k>

a wiec

wobec czego:

0< < —4 — 1M
A
TI* g
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a wiec to wyrazenie dazy do zera. Zatem:

0y = lim -i-j- = 0
LIRSS

W podobny sposéb oblicza sie dalsze pochodne w punkcie a:= 0. Np.

/"(0) = lim /,0) = Ilim ° = lim 2
A .0 TAT hteNe
Stosujgc tu nierdwnosC ¢t > ’3:1,, otrzymujemy:
0< 2 < Z3_ pa
"7
a to dazy do zera, a wiec takze:
f"0)= 0
W ten sposob okazuje sig, ze
floy= /M@0)= /"(0)= f"\0)= ...= /w@0)= ...= 0

Wobec tego szereg Taylora ma dla badanej funkcji postac:

(a)
czyli

0+ ri' + fI*"+ SI*, + -
O+ O-fO+ 0+ ...

Jest to szereg nieskonczony zbiezny; jego wartoscig jest 0 a nie e~3
Gdy wiec napiszemy:

4 0 0, o

e *= 0+ —#+—2!|»+,,,+ L - 1)]!*_1+ R«l*)
to ten wzdr jest prawdziwy, a R,,(x) jest widocznie réwne e*31a wiec
wyraz dopetniajacy zawiera catg funkcje. Szereg za$ (a) nie przedstawia
tej funkcji, ani jej nie aproksymuje, a wiec nie mozemy napisaC, ze sze-
reg (a) jest rowny funkcji e~*. Szereg ten przedstawia o$ a:-6w t.j. y — O,
a nie krzywa, przedstawiong na fig. 115. Warto$¢ tego szeregu zgadza
sie z wartoscig funkcji tylko w jednym punkcie x — 0, a nie w jakims$
przedziale. Podobng wtasno$¢ ma szereg Taylora, utworzony dla funkcji:

i
ym=sinx -j-e¢7 dla x4=0
y=20 ~ X~~0
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Tutaj juz nie wszystkie pochodne sg zerami dla x — 0, lecz rozwinigcie
Taylora ma postac:

przedstawia wiec funkcje sin x, a nie zadang funkcje vy.

8§ 143. Wzor Taylora i Maclaurina dla funkcyj dwdéch 1 wiecej
zmiennych.

Wzory Taylora i Maclaurina mozna rozszerzy¢ na funkcje
dwaoch i wiecej zmiennych. Oméwimy tu funkcje dwoch zmiennych, roz-
wazania te jednak stosujg sie bez istotnych zmian takze do wigkszej ilo-
§ci zmiennych. Niechaj funkcja z = f(x,y) bedzie ciggta wraz z wszyst-
kiemi czastkowemi pochodnemi w punkcie (a, 6) i w otoczeniu (Z) tego
punktu.

Znamy warto$¢ funkcji:

zZ= f[X,y)
w jakim$ punkcie (a,b), t j. znamy f(a,6) i wartosci czastkowych po-
chodnych w tym punkcie, t.j. fx(a b), fy(a, b), /.o, b\ f,,{a,b), f,.{a, b\ . ;
dajemy zmiennym takie przyrosty h i k, aby wartosci a-f-A bk na-
lezaly do otoczenia (2).
Chcemy wyrazic¢
z= flaf-Ab-)-K

zapomocy f(a, b), /;(a, b), f,(a,b), /.,.(a, & /" (a, b),. i zapomoog przyro-
stow h i k.

Postepujemy w tym celu podobnie, jak przy dowodzie twierdzenia
o wartosci $redniej dla funkcyj dwdch zmiennych (por. § 112, str. 341),
a mianowicie wprowadzamy funkcje pomocnicza:

@) <) — f(a + th, b-j- tk)

Jezeli uwazamy chwilowo a,b,h,k za stale, to <p{f) jest funkcjg jednej
zmiennej t. Mozemy jg zatem rozwingé wedlug wzoru Maclaurina:

) = 0) + ~ J0O-f .- T " VEW)

przyczem uzyliSmy wzoru Lagrange’s na wyraz dopetniajacy.
Kiadac tu t= 1, otrzymujemy:
() = fa+ Ab)-K)—e0) F O+ * O) + e+
(b)
+ S4 t)»'-"Ne + i, f'-W



przyczem:

0<3«<1
Wartos¢ <p(0) otrzymujemy z wzoru (a), kladagc w nim t= 0, a wiec:
>0 = f(a, b
Warto$ci pochodnych <p\t), oblicza sie wedtug wzoru (75) z § 107,
uwazajac g>t) za funkcje ztozong z dwdch funkcyj:
X = a-(-th
y — b-\~tk
I tak:
) 9x dt ~ 3ydt
czyli

?'(0 = fx(a+ ht, b+ kt)-h-}fy(a+ hi, b+ kt)-k
Dla t = 0 otrzymujemy stad:
<0 = fx(a,b).h + fy(a b)-k

Jest to pierwsza r6zniczka zupetna funkcji f(x,y) na miejscu (a, b), dla
przyrostow h, k, a wiec:

9>(0) = df(a,b)
Podobnie otrzymuje sie po wykonaniu tatwych rachunkow:

) 9"(0) = Ixr(«i b)V + 2f, {a, b)hk + f,(a, b)k*
czyli:
"(0)= d*f(a,b
Ogolnie: ¥O (@b)

N-»(0) = d"-Y(a, b)= />-I(«, b)h*-"+ (M7 1) />-*(«,b)h-*k + ...+

Otrzymane wartosci podstawiamy we wzor (b) i otrzymujemy:
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Takg posta¢ ma wzér Taylora dla funkcyj dwoch zmiennych. Wzér
ten mozna sprowadzi¢ do postaci podobnej do wzoru (120) na str. 391,
podajacego przyrost funkcji, wyrazony zapomoca kolejnych rézniczek.
I tak oznaczmy przyrost f'{ah, b k ) —f(a,b) symbolem Af\ a ko-
lejne rézniczki zupetne symbolami d/\ to otrzymamy z wzoru (148),
przenoszac f(a, b) na lewg strone, nastepujacy zwiezty wzor:

Af- df+ 21d¥ + &d v + - + 4~Tjld~'f + [A[dA\zv&i

Widzimy tu zupeing analogje z wzorem (120), odnoszagcym sie do funkcji
jednej zmienne;j.

Kiadac we wzorze (148) a= 0 i 6= 0, otrzymujemy nastepujacy
wzdér Maclaurina dla funkcyj dwéch zmiennych:

J(*,K) = £(0,0)+ i (40,0)6 + fy(0,0)k) + +(4(0,0)A* +
24(0,0)hk + 4(0, 0)™) + ...+ L (dY),-**

Zamiast h i k uzywa sie tu zwykle liter x iy, a wtedy ten wzor przyj-
muje postac;

M {x,y)= /(0,0) + '(/*(0, 0)* + /,(0, O)y) +

@0 1 (4(0,0)%a+ 24(0, 0)xy + 4(0, O)y) + ld"f}&

Jezeli wyraz dopetniajacy dazy do zera, przy n dazacem do nieskoriczo-
nosci, to otrzymujemy z wzoru Taylora lub Maclaurina nieskon-
czony szereg Taylora Ilub Maclaurina, przedstawiajacy funkcje
2= f(x,y).

Uwaga. Twierdzenie o wartosci $redniej, ktore omoéwiono w 8§ U2 (str. 341 —342),
jest specjalnym przypadkiem wzoru Taylora.

Istotnie dla n= 1 przechodzi wzor (148) na twierdzenie o wartosci S$redniej,
wyrazone wzorem (83) na str. 342.

Wszystkie wzory, omoéwione w tym paragrafie, rozszerza sie bez
trudnosci na trzy i wiecej zmiennych. W szczeg6lnosci wzor (149) na
przyrost funkcji pozostaje bez zmiany, a tylko w dopetniajgcym wyrazie
trzeba dopisa¢ odpowiednio wiekszg liczbe podstawien.
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