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CZESC IIL
Zastosowania rachunku rézniczkowego.

ROZDZIAL XIIL.
Maxima i minima funkcyj.

Ustep 1.

MAXIMA I MINIMA FUNKCYJ JEDNEJ ZMIENNEJ, PODANYCH W FORMIE
WYRAZNEJ.

§ 144, Definicje extremoiw.

We wszystkich naukach, poslugujscych si¢ matematyks, bardzo
wazng rolg odgrywa zhadanie, dla jakich wartodei zmiennej niezaleinej
przybiera zmienna zalezna wartodei najwigksze lub najmniejsze. Moze tu
chodzi¢ badito o wartosci najwigksze i najmniejsze sposréd wszystkich
wogdle wartosci tej funkcji, badéto sposrod wszystkich wartogei, nale-
taeych do pewnego przedzialu zmiennej niezaleinej, badito wreszcie spo-
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Fig. 116. Fig. 117.
6réd wartodei, nalezacych tylko do odpowiednio bliskiego lecz obustron-

nego otoczenia jakiej§ wartosci zmiennej niezaleznej.

Tak op. funkcja, ktérej obrazem graficznym jest parabola, przed-
stawiona na fig. 116, przybiera dla z = a wartos¢ y = A, najwigkszg
wiréd wszystkich wogé6le wartosei tej funkeji; funkeja, ktérej obrazem
graficznym jest parabola, przedstawiona na fig. 117, przybiera dla x =10
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wartodé y = B, najmniejszg sposréd -wszystkich mozliwych wartodei
tej funkeji. Funkeja, ktérej obrazem graficzoym jest parabola trzeciego
stopnia, przedstawiona na fig. 118, nie posiada wartodei najwigkszej
Y % wszystkich wogdle wartosci tej
4 funkeji, albowiem wzrasta nieogra-
niczenie z wazrostem &x; nie ist-
nieje réwniet dla tej funkeji war-
todd najmniejsza z wszystkich wo-
géle wartodci tej funkoji. Natomiast,
jeteli sig ograniczymy do przedzialu
np. <e,d>, to widzimy, %e na
jedoym kohou tego przedzialu,
a mianowicie dla x =¢, ta funk-
cja przybiera wartodd y = C, naj-
mniejszg spoéréd wszystkich war-
tosei, naleigeyeh do przedzialv
<c,d>. Podobnie dla z =d przy-
* biera ta funkeja wartodé najwigkazg
sposréd wezystkich wartodei, na.
lezgoych do przedzialu <Ce, d>.
Fig. 118 . Wa%niejsze.jednak flla zbade}-
nia prezebiegu tej funkeji sg takie
punkty, jak x =¢ i =/, w kté-
.rych finkeoja przybiera wartosé najwigksza lub najmniejszg sposréd war-
todci, nalezgcych do odpowiednio bliskiego otoczenia punktu x=e lub
2 = f; w tym wypadku przedstawia np. przedzial <le,,e,>> takie otoczenie
punktu x==¢, & przedzial <fy, ;> odpowiednie otoczenie punktu x = f.
Najwigkszg wartodé funkeji wéréd wartodei z odpowiednio zacie-
énionego, lecz obustronnego otoczenia jakiegos punktu, nazywamy maxi-
mum funkeji a najmniejsza minimum funkcji; wspblng nazwg dla maximum
i minimum jest: extremum funkcji. Naleszy zawsze dokladnie odrézniaé
najwickszq wartosé funkeji w jakims wlasciwym lub niewlasciwym prze-
dziale od maximum tej funkeji i podobnie dla minimum. (Niektérzy auto-
rowie, celem wyrainego odrdinienia, nazywajs tg wartodd, najwigkszg
w stosunku do odpowiednio malega otoczenia, maximum lokalnem i po-
doboie dla minimum). Tak np. na fig. 116 mamy w punkcie z=a
maximum a zarazem warto$é najwigksza z calego niewladciwego prze-
dzialu; na fig. 117 mamy w punkcic # = b minimum a zarazem wartoéé
najmniejszg; na fig. 118 mamy w punktach x =¢ i x =d wartosé naj-
wigksza i najmniejsza, lecz nie maximum ani minimum, a w punktach
z==¢ i x=/f mamy extrema, lecz nie sz to ani najmniejsze ani naj-
wigksze wartosci funkeji z przedzialu <le¢,d>
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Funkeja, ktérej obraz grafiezny przedstawiono na Gg. 119, ma
# punkecie x=c maximum a zarazem warto§¢ najwigkszgq z przedzialu
<a,b>, w punkcie x =d minimum a zarazem wartodé najmoiejszs,
natomiast w punkcie z ==
= a niema minimum, al-  4Y C
bowiem wartosci funkeji
istoiejg tylko 2z jednej

strony tego punktu, a nie E B
w obusironnem jego oto- A '
czeniu. i
W tym rozdziale zaj- L :
miemy si¢ badaniem ex- "E a e b

treméw funkeyj cigglych,
okreslonych w skoficzo-
nych przedzialach.

T A

D

U . Z funkeyj nie-
waga unkeyj nie Fig. 119.

cigglych wystopujg w zastoso-
waniach tylko takie funkcje,
ktére w skoficzonym przedziale posiadajg skonczong liczbe punktéw nieciggloei. Kasdy
taki punkt wymaga specjalnego, bezpoéredniego badania, nie bedziemy wiec tu rozwi-
jali Zadnych metod ogdlnych, sluzgeych do badania extreméw w punktach niecigglofei

Wiadomo z ogéloyeb wlasnosei funkeyj ciaglyeh (por. § B68), ze
kazda funkeja, ktéra jest ciggla w przedziale zamknigtym, posiada w tym
przedziale wartos¢ najwigkszg i najmniejsza, nie podalismy jednak do-
godnej metody efektywnego wyznaczania tych wartosei — o ile one vie
lezg przypadkiem na koficach badanego przedzialu. Cheac zoalezé naj-
wigksze i najmoiejsze wartodei funkeji cigglej, okreslonej w skoficzonym
przedziale zamknigtym, nalely wyzoaczyé wazystkie extrema, a ponadto
wartoéei tej funkeji na koacach przedzialu i wybraé z tych wszystkich
liczb oajwigksza i vajmniejszs.

.

Uwaga. Ten wybor vie sprawia zadnych trudnoéci, gdy w skonczonym prze-
dziale istnieje tylko skonczona liczba extreméw; mie bedziemy sig zaé tutaj obszerniej
zajmowali takiemi skomplikowanemi funkejami cigglemi, ktdére posiadajs w skobczo-
nym przedziale nieskonczenie wiele extremow.

Cala trudnosé w takich zagadunieniach polega na wyznaczeniu ex-
treméw. Rachunek rézniczkowy dostarcza pam, jak to woet zobaczymy,
bardzo dogodoych metod, sluigcyeb do wyznaczania extreméw funkeyj
cigglych, rdsniczkowalnych (z ktérem: oajezgdcie) mamy w praktyce do
czynienia) a nawet w pewoych wypadkach dla fuokeyj ciaglych, nie-
rézoiczkowalnych w odosobnionych pupktach, mozemy wyznaczyé ex-
trema przy pomocy racbunku rézniczkowego.
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fe = v = iy . - -

a-¢ a a+d \
Fig. 120.

=l

LY Aby si¢ zaznajomié z te-
mi metodami, musimy naj-
pierwsprecyzowac écisle aryt-
metyeznie pojecie extremum.
I tak méwimy, e funkcja
f(x) posiada w punkcie t=a
maximum, jezeli istnieje taki

X przedzial, otaczajacy a, w kis-

5‘{ = = 5 =3 > rym wszystkie wartodei funk-

| a ¢ji sq mniejsze od f(a) czyli:

Fig. 121. jezeli istnieje taka dodatnia

liczba &, ze dla wezystkich

(dodatnich i ujemnych) przyrostéw h, spelniajacych warunek |i] < 4, jest

fla + k) < 1(a)
(Por6wnaj fig. 120 i 121)

\Y

Podobnie méwi-
my, e funkcja posiada
w punkcie x=a mini-
mum, jezeli isinieje taka
dodatnia liczba 6, z¢ dla
wszystkich przyrostéw h,
spedniajqcych warunek:

2l <4
fla+ k) > fla)
(Por. fig. 122).

Uwaga. Jezeli f(x) jest réinaod zera w punkcie 6 i w jakim$ jego otoczeniu, to
badanie extremum funkcji f() w tym punkecie mozna zastgpié przez badanie extremum

=
| Lol

Jest

odwrotnodcl tej funkeji, t. j. funkeji g(x) =R:_’)'
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1 tak, foieli f(a)>0 i obierzemy takie otoczenie punktu @, w ktérem takia
fla<+ k) >0, to warunek:
fla 4 h) > fla)

: ! 1 . y . K
pocigga za soba Ha_-}:_h) & @) czyli g{a 4 hb) < g(a) i odwrotnie. Tak samo ma sig¢

rzecz dla f(a) < 0.

A zatel, jeZeli funkcja posiada w jakim$ punkeie minimum i zachownje staly
znak w otoczeniu tego punktu, to odwrotnodé tej funkeji posiada w tym punkcie
maximum i odwrotnie. g

Z toj uwagi korzystamy czgsto, gdy odwrotnoéé badanej funkeji ma prostazg
postaé, anizeli dana funkeja.

§ 145. O niewladeiwych extremach.

Précz wlasciwych extreméw, oméwionych w poprzednim paragrafie,
wystepu:ia, niekiedy t. zw. niewlasciwe extrema. I tak funkcja ma w punk-
cie r=a niewlasciwe maximum, jezeli istnieje taka dodatnia liczba 4,
e dla wszystkich przyrostéw h, spelniajacych warunek |h| < 4, jest:

fla+ k)= f(a)

przyczem w kaidem, chociazby dowolnie bliskiem otoczeniu punktu
x = a, zoajdujg sig takie liczby, dla ktérych f(a -+ h) = f(a).

Podobnie okredlamy niewlasciwe minimum, Otéz dla niewladciwych
extreméw charakterystycznem jest to, ¢ w dowoloie bliskiem otoczenin
badanego punktu ¢ funkeja prazyjmuje takie wartodei, rdwne wartosei
funkeji w punkeie a.

Przyktady. 1) Funkeja, okreslona warupkami:

y=ar:'sin‘5l dla =30

y=0 s =0
(vor. fig. 123) ma w punkecie z =0 niewlaéciwe minimum.
Y
X
% h kRO w & 4
Fig. 128.

Wezystkie bowiem wartodei funkcji w otoczenin punktu 2 =0 s3
niemniejsze od wartoéei: y = O funkeji w tym punkeie, ale w dowolnej
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bliskosci tego punktu znajdujg si¢ punkty, dla ktérych funkeja ma war.
todci réwne 0 (ss,_ to te wszystkie punkty, dla ktérych sin'é =0t i

1 % 1
—=nn czyli a:=—).
x nw

2) Dalszym przykladem takich niewlasciwych extreméw jest kazdy
punkt, lezaey wewnstrz przedzialu staledci funkeji (por. str. 71, fig. 40).
W kaidem otoczeniu takiego punktu, mieszezgcem sig jeszcze w obrgbie
przedzialu stalodci, wszystkie wartodci funkeji sa réwne, a wige spelnia
sig warunek f(a - k)= f(a). Wobec tego kaidy taki punkt mozemy
uwasaé zaréwno za niewlasciwe maximum jak i minimum.

W dalszym cigga bedziemy si¢ zajmowali prawie wylgcznib zwy-
klemi, wlasciwemi extremami. O ileby za8 chodzilo o niewladciwe ex-
trema, to zaznaczymy to wyrazoie.

§ 146. Koniecezny warunek istnienia extreméw dla funkeyj
rézniczkowalnych.

Zajmiemy sig najpierw badaniem extreméw funkeyj, ktére posia-

dajg wszystkie pochodne ciagle w tym calym przedziale, w ktérym te
funkcje badamy. '
By Latwo zauwaszyé, chociazby z figur 116 —120, ze w punktach,
w ktorych funkcja (rézniczkowalna) posiada extremum, styczna jest réw-
nolegla do osi odeietych, czyli pierwsza pochodna ma w tych punktach
wartodé zero. lstotnie wedlug zalozenia w takim punkecie np. z =a ist-
nieje skoficzona pochodna f(a). Gdyby ta wartoé byla dodatoia: f'(a) >0,
to funkeja bylaby w tym punkcie rosnges (por. § 101, 6), a wige w oto-
czenin tego punktu przyjmowalaby wartosci f(a 4 k) mpoiejsze od f(a)
dla 2 ujemnych a wigksze od f(a) dla & dodatnich, a wigc dla z=a
nie byloby extremum.

Gdyby bylo f(a) <0, to funkeja bylaby w punkcie x =a male-
jaca, a wige f(a) nie byloby wartoécia najwigkszg ani najmniejezg wéréd
otoczenia. Musi wige byé f'(a)=0, c. b. d. 0. Udowodniliémy zatem
prawdziwosé nastgpujacego twierdzenia:

koniecznym warunkiem na to, aby funkcja réiniczkowalna posiadala
w punkcie x = a ‘extremum wlasciwe lub niewladciwe, jest, aby pierwsza
pochodna tej funkcji byla w tym punkcie réwna zeru.

Poniewaz warto8¢ pochodnej w miejscu z == @ podaje spadek stycz-
nej: f'(e) = tg @, przeto geometryczne znaczenie warunku f'(a)==0 jest
nastgpujgce: stycene w tych punkiach krzywej régniczkowalnej, w kidrych
posiada ona extrema, sq réwnolegle do osi odcigtych.

Zwracamy jednak juz teraz uwagg na to, ¢e ten waranek jest tylko
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konieczny, lecz nie jest jeszcze wystarczajycy, to znaczy, Ze moze sig zda-
rzyé, ie funkeja rézniczkowalna nie posiada w punkcie -z = g extremum,
jakkolwiek f’(a)=0.

Przykiady. 1) Chcomy wykryé extrema funkeji:

y=4z3— 21x34-30x — 8

rétniczkowalnej dla kaidej wartodei a.
Tworzymy

y = 12x%— 42z J- 30

Extrerwa mogs istnie¢ tylko dla tych wartoéei «, dla ktérych ta pochodna
ma wartoSé 0; te wartodci znajdujemy, rozwigzujac réwnanie:

122 — 422 - 30=0

Stad:
1+ =40 7+8
r= =
4 4
.’L‘l=l, w2=-g

Aby rozstrzygnaé, czy~w punkeie x, =1 jest extremum i jakiego rodzaju,
moZemy uzyé nastgpujgcego rozumowania.

Obliczmy wartosé pochodnej przed punktem x,==1 i poza tym
punktem, to znaczy dla x=1—d i dla x=1-J, przyczem J jest
liczba dodatnig. Otrzymamy:

y'(1 —d)=12(1 — d)® — 42(1 — 6) 4 30
i
y'(1 + ) =12(1 + 6)* — 42(1 4 )} 30
czyli
y(1l — ) =120% 4 184 =64(27 |- 3)
(14 0)=120® — 186 =160(20 — 3)

Otéz y'(1 — &) jest stale dodatnie, a zatem funkeja warasta przed pun-
ktem x, = 1; (1 -+ d) jest ujemne, gdy 6 < 3, a wige funkcja maleje
poza punktem x; =1 (az do punktu x=1-§=1§). A wigc W pun-
kcie z; = 1 badana funkeja osiaga maximum. Wartoscig tego maximum jest

y(l)=4—214+30 —8=25

W podobny sposéb moze czytelnik sprawdzié, ze w punkeie z; = §
funkeja osiaga minimum. Wykresem tej funkeji jest parabola 3-go stop-
oia tak polciona, jak na fig. 118.
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Tego postgpowania moina uzyé dla funkeyj cigglych zawsze wtedy,
gdy istnieje pochodna w otoczeniu badanego punktu: jezeli ta pochodna
jest dodatnia (ujemua) przed badanym punktem, a ujemna (dodatnia) poza
nim, to w tym punkcie funkcja osigga maximum (mipimum).

Mozoaby takie obliczyé bezposrednio, ze przyrost funkeji

y(1+0)—y(1)=6%46—9)<0 dla Jd<§
y(1l —d) —y(l)=— &40+ 9) <0

a stad wynika, ze funkcja ma w punkeie x; = ] maximum. Ta bezpo-
érednia metoda wymaga jedoak zwykle nieco dluzszego rachunku.
2) Zbadaé extrema funkeji:

y==4 -4 (z—2)®
Tworzymy:
y =3(x — 2P

Widzimy, 2e y' = 0 tylko dla x = 2.
W tym punkcie styczna jest réwnolegla do osi x-6w. Aby zbadaé,
czy w tym puokcie funkecja posiada extre-
i Y mum, badamy sposéb jej wzrastania i malenia
przed tym punktem i za tym punktem.
Postgpujac podobnie jak w poprzednim
przykladzie, znajdujemy:

y(2 — 6)=236'>0
Y2+ 0)=361>0

4 A zatem funkeja: y wazrasta zaréwno przed

punktem x =2 jak i poza tym punktem,
X a wigc w tym punkcie piema extremum,
oll1 2 > jakkolwiek spelnia si¢ warunek konieczny:

. y(2)=0

Widzimy wige, ze ten warunek konieczny

nie jest jeszcze dostateczny. Figura 124 ilu-

k] struje przebieg tej funkeji; jest ona, jak wi-

Fig. 124 dzimy, monotonicznie rosnaca.

Punkty tego rodzaju jak 4, zwave punk-

tami przegigcia, oméwimy pézniej dokladniej,

w rozdaziale po$wieconym geometrycznym zastosowaniom rachunku réi-
niczkowego.
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§ 147. Badanie extreméw funkeji ciaglej, lecz nierézniczkowalnej
w jakim$ punkeie.

Uzywajge metody podobnej, jak w poprzednich przykladach, mozemy
niekiedy zbadaé takie extrema w punktach, w ktérych funkeja nie po-
siada pochodnej, jezeli tylko w otoczeniu tych pnoktéw istnieje pochodna.
Tak np. chcemy znalesé extrema funkeji cigglej:

3

y=2—Vaz =1y

9
=Ly

3Vz—1

Ta pochodna nie staje sig zerem dla Zadnej wartodei z. Z tego jedoak
nie mozemy jeszcze wnioskowaéd, jakoby ta funkeja nie posiadala extre-
méw, albowiem ta funkeja nie wszedzie jest réiniczkowalna, a nasz wa-
runek konieczny dotyezy tylko funkeyj rézniczkowalnyeh. I tak jedynym
punktem, dla ktérego funkcja jest mieréiniczkowalna, jest: x = 1.

Punkt ten wymaga osobnego badama. Pochodna nie istnieje wpraw-

dzie w tym punkecie, ale istnieje zaréwno przed tym punktem jak i poza
nim. Badamy zatem:

Utwérzmy pochodng:

’

y=

2
¥l —8=+4+—+—>0

3o

Y1 4o=— 2 <0
3¢

Pochodng jést dodatnia przed punktem x=1, a ujemna poza pim, zatem
sama funkcja werasta przed punktem x =1, a maleje poza nim; ponie-
waz zaé jest ciagla w punkeie \Y
x =1, przeto ma w gim
wartodé najwieksza.

Fig. 126 ilustruje prze-

bieg tej fuskcji. W punkeie B / X
posiada funkcja maximum. / ol 1 : \—

Wartodcig maksymalog funk-
cji jest y(1)=2.

Do tego samego wyniku
dochodzi sig takie wprost, Fig. 126.
tworzac przyrosty:

v+ —yl)=2—-8 —2=—}82<0
v —)—y)=2 =0 —2=—| <0

Rachonek réiniczkowy i calkowy.

B

23
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i
Niechaj czytelnik stwierdzi, ze podobnie zbudowana funkeja: y=2 —yz — 1

nie posiada w punkcie x =1 extremum, lecz przechodzi przez ten punkt,
malejac monotonicznie.

Z powyiszego przykladu widzimy, jakie ostroinoéci naleiy zacho-
waé, aby nie pominagé zadnego extremum. I tak przedewszystkiem nalezy
zbadaé osobno wszystkie punkty nieciaglosci; nastgpnie trzeba osobno
zbadad te punkty, w ktérych nie istuieje pochodna, jakkolwiek sama
funkeja jest ciggla, a wreszcie nalezy badaé wezystkie punkty, w ktérych
pierwsza pochodna jest réwna zeru.

§ 148. Dostateczne warunki istnienia extremum,

W poprzednim paragrafie rozstrzygalidémy o istnieniu extremum przez
badanie znaku pierwszej pochodnej w otoczeniu danego punktu. Badanie
takie bywa nieraz doéé trudne i rozwlekle. Dla funkeyj, posiadajacych
drugie, trzecie © dalsze pochodne, ciggle we wszystkich badanych punktach,
mozna najezedciej to badanie zoacznie uprodci¢, opierajac sig na wzorze
Taylora. I tak, wyznaczywszy wszystkie punkty, w ktérych f'(x)=0,
tworzymy rozwinigeis Taylora w otoczeniu tych punktéw. Tak op.,
jezeli x ==a jest pierwiastkiem pierwszej pochodnej, to tworzymy rozwi-
nigeie Taylora w otoczeniu tego punktu, poprzestajac narazie na trzech
wyrazach, a mianowicie:

h®
fla + k) = fla) + hf'(a) + 5; " (a + 8h)

Poniewaz f'(a) = 0, przeto pozostaje:
ha
(w) Af = fla+h) — fla) =5 I"(a+ 3h)

Badamy teraz znak drugiej pochodnej w miejscu x = a.
Jezeli sig okaze, ze:

f(@)>0

to da sig znaleZé¢ takie otoczenie punktu a, ze takie f”(a--k) >0, a wige
i f"(a+9h) > 0, albowiem f(x) jest wedlug zaloienia tunkejg ciagly
w punkecie a. Prawa strona wzoru (w) jest wtedy dodatnia w otoczeniu
punktu @, zeréwno dla dodatnich jak i dla ujemnych przyrostéw A, jest
bowiem iloczynem z Lh? i z liczby dodatniej f”(a - 3h). A wige i lewa
strona jest dodatnia, a zatem:

fla+ k) > f(a)

w otoczeniu punktu a, to za$§ dowodzi, Ze w punkecie x ==a jesi minimun.



435

W_zupelnie podobny sposéb okazuje sig, e w punkeie 2 =a funkeja

posiada mazimum, jezeli w tym punkecie:
() <0

wtedy bowiem otrzymuje si¢ f(a -+ &) < f(a) dla odpowiednio malych .
Pozostaly przypadek: f(a) =0 wymaga osobnego badania; przeprowa-
dzimy je w dalszym toku. Narazie doszliémy do nastgpujacego wyniku.

Jezeli w jakims punkcie pierwsza pockodna jest réwna zeru, a druga
pochodna jest ciqgla i ma wartosé ujemna, to w tym punkcie funkcja po-
siada mazximum; jezeli zas druga pochodna jest ciggla i ma wartosé dodatniq,
ta funkcja posiada minimum.

A zatem warunki: f'(a)=0 1 f"(¢) < 0 dowodzs istnienia maxi-
mum, a warunki /(@) =0 i f’(a) > 0 minimum.

Prazyklady. 1) W przykladzie 1 z poprzedniego paragrafu znalezhémy
pierwiastki pochodnej:

p=1 i @y=1}

Cheac rozstrzygnaé, czy w tych punktach wystepujg extrema i jakiego sg
one Todzaju, tworzymy drugs pochodna:

y'=24x — 42
i podstawiamy za z znalezione wartodei. Otrzymujemy:
y'(1)=24.1—42=—18<0
a zatem dla z =1 jest maximum;
y'(§) =244 —42=+18>0
a zatem dla z =71 jest minimum.
Widzimy, ze dyskusja przy pomocy zoaku drugiej pochodnej w miejscu
z=a jest krétsza, anizeli przeprowadzona w poprzednim paragrafie
dyskusja przy pomocy znaku pierwszej pochodnej przed punktem xz =g

i poza tym punktem. \
2) Dla tréjmianu kwadratowego mamy:

y=az® +bx-}¢

g b
y' =2az-}+b=0 stad F=—gn

yll — 2a
Widzimy zatem, %e tréjmian kwadratowy posiada 2awsze extremum
w puokcie z = — ¥ ; jest to minimum, gdy ¢ >0 (bo wtedy y” > 0)

a maximum, gdy a < 0.
Widzimy, jak szybko doszlismy tu, uzywajqc rachunku rézniczko-
wego, do wynika, ktéry sig zdobywa w elementarnej algebrze przy po-

moey doéé mozoloych rozwazai.
28*



436

W nastepnych paragrafach podamy dalsze przyklady extreméw
zaczerpnigte z rozmaitych dziedzin, obecnie zaé§ uzupelnimy warunki do-
ctateczne przez rozwazemie pominietego przypadku: /'(a) = 0.

Jezeli w jakims punkecie x=a précz pierwszej pochodnej takze
i druga pochodna jest réwna zeru, to zatrzymujge w rozwinieciu Tay-
lora cztery wyrazy, otrzymujemy:

he ks
fla~+h) = fl@)+hf (@) + 5, /"(a) + 3; /""(a + )
Poniewaz f'(a)=0 i f”(a) =0, przeto otrzymujemy:
h:!
f = fla+ h)— fla) =3, /"' (a -+ Oh)

Zoak przyrostu Af zalezy zatem od wartosci trzeciej pochodnej.

Jezeli f'"'(a) > 0, to wskutek cigglosci jest ta pochodna dodatnia
takze w otoczeniu punktu @, a wige dla odpowiednio malych 4 jest takie
[""(a4 3h) liczbg dodatnig. Poniewaz & wystgpuje tu w trzeciej potedze,
przeto dla A > 0 jest Af >0, a dla h<<O jest 4f<<0, a wige przed
punktem a jest f(a + k) << f(a) a poza punktem a jest f(a + k) > f(a).

Funkcja nie posiada zatem extremum w punkcie a, lecz przechodzi
przez ten punkt wzrastajsc monotonicznie (jak na fig, 124 z § 146).
Podobnie, gdy /'’ (a) << 0, to funkcja nie posiada extremum w punkcie
x = a, lecz przechodzi przez ten punkt, malejac monotonicznie. Jezeli
zaé ['"(a) =0, to trzeba si¢ posungé we wzorze Taylora jeszcze o jeden.
wyraz, Otrzymamy zatem :

8f = fla+ h) — fl@) = [a 4 9h)

Jezeli pochodna f“(a) jest réina od zera, to i fW(a 4 &4) jest rézna od
zera dla malych A i ma ten sam znak co f“(a), a przyrost 4f ma ten
" sam znak dla dodatoich i ujemnych h, a zatem wtedy funkcja posiada
w punkecie x=a maximum, gdy f“(a) <0, a minimum, gdy /™ (a)> 0.
Postgpujac w ten sposéb dalej, dochodzimy do nastepujacych, ogdlniej-
szych, dostateczoych warunkdéw istnienia extreméw.

Jezeli w jakimsé punkcie pierwsza, a ewentualnie 1 dalsze kolejne po-
chodne, sq réwne zeru, a pierwsza nieznikajgeca w tym punkcie pochodna
jest ciagla i jest rzedu parzystego, lo w tym punkcie funkcja posiada ma-
zimum, gdy wartosé tej pochodnej jest ujemna, a minimum, gdy jej wartosé
Jest dodatnia.

A wige funkecja posiada extremum w punkeie x = a, gdy sig spel-
niaja warunki:

f(@=0, f'(a=0, f"(@)=0,...,/*"(a)=0, f*(a)F0 i f*'(z}
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Jest funkejg ciagla w punkecie a, a mianowicie maximum jest wtedy,
gdy f®(a) <0, a minimum, gdy f®”(a) > 0.

Jezeli zas w jakims punkcie pierwsza i druga pochodna jest réwna zeru,
a ewentualnie i dalsze kolejne pochodne, a pierwsza nieznikajaca w tym
‘punkcie pochodna jest ciagla i jest rzedu nieparzystego, to funkcja nie posiada
w tym punkcie extremum, lecz wzrasta lub maleje monotonicznie, przechodzac
przez ten punkt, zaleinie od tego, czy ta pierwsza nieznikajaca pochodna
ma wartosé dodainiq czy tez ujemna.

Przykiady. 1) Zbadaé extrema funkeji:

y=(x— 2%t —~3
Tworzymy:
y = 4(x — 2)8
Ta pochodna jest réwna zern tylko dla x==2. W tym punkeie thoze,
ale nie musi, zachodzié extremum. Aby to rozstrzygnaé, tworzymy:
y' =12(x — 2)®
Poniewaz y”(2)=0, przeto trzeba siggnaé do dalszych pochodnych.
Y =24(x — 2)
@ zatem takze jest réwna zeru dla z =2. Dopiero:
yW=24>0
a wige w punkcie =2 posiada badana funkcja minimum. Wartoseis
tego minimum jest y(2) = — 3.
2) Zbadaé, czy funkcja:
y=4+(z—2)
posiada extrema (por. przyklad 2 w § 146)

Tworzymy:
y = 3(x — 2)3

Jedynem miejscem zerowem tej funkcji jest 2 = 2, a zatem tylko:w tym
punkeie moglaby funkeja posiadaé extremum.
Rozstrzygamy o tem przy pomocy wyzszych pochoduych:

"=6(x—2); y'(@2y=0

ylll — 6 > 0 ylll(2) > 0
Pierwsza, nieznikajasca w punkecie =2 pochodna jest rzedu nieparzystego,
zatem ta funkcja nie posiada extremum w tym punkeie, a wige wogdle

w zadnym punkcie i jest stale rosngcs, albowiem jest stale 3’ > 0.
3) Zoaleié extrema funkeji: .

y=4cosx 4 cos 21,
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Obliczamy:
Yy = — 4sinx — 2sin2x = — 4sinxz — 4sivxrcosxr = — 4sinz(l 4 ct)so;)
Miejsca zerowe tej funkeji otrzymuje sig z warunkéw:

sinx=0 awigc =0, +x, + 2n... ogblnie Izzmnl

cosr=—1, . z=+m= + 3n,... 5 |x=(2m+1)nl

Obliczamy:

iz

y' = —4dcosx — 4cos2x

i wstawiamy w tg pochodng otrzymane poprzednio pierwiastki pierwszej
pochodnej. Dla:

2x2=0, + 25 +4=x,..,2n%
otrzymujemy:
y'(0)=y"(+ 2a)=..=y'@Cra)=—4—4=—8<L90
wige dla wszystkich wartodei:
r=2nmw

posiada badana funkeja mazima.
Dla:

x=+4xn +3n,...,8n4+ 1)z
ofrzymujemy:

(£ m) =y (£3m)=..=y"(@n+ hm)=0
Wobec tego przechodzimy do dalszych pochodnych. I tak:
Yy =4sinx 4 8sin 22
Dla x = (2n 4 1)n jest zerem zaréwno sinz jak i sin2z, a zatem:
y(@n4)m=0
Tworzymy wobec tego dalszg pochodns.

Y =4cosx 4 16cos2x
Poniewai:

cos(2n+1)n=—1 a cos[2-2n-4 )n]=+41
przeto:
Y24+ )= —44+16=12>0

a zatem dla waezystkich wartoéci @, wyrazonych wzorem:
r=02r+ n

posiada badana funkeja minima. Wykres tej funkeji przedstawiono na
fig. 126
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Fig. 126.

4) Niechaj czytelnik zbada extrema funkeji:
y — xm A e—x’

dla m=0, 1,2, 8 i ogdlnie dla m parzystyeh i nieparzystych.

§ 149. O extremach w punktach, w ktérych wszystkie pochodne
83 réwne zeru.

Kryterja powyzsze zawodzg (przy funkcjach, posiadajacych wezystkie
poehodne)-tylko wtedy, gdy wszystkie pochodne ss w jakims punkeie
réwne zeru. Przykladem takiego wyjatkowego zachowania sig jest omé-
wiona w § 142 funkeja, okreslona warunkami:

. :
y=¢ » dla =0
y=0 » =0

przedstawiona na fig. 116, str. 420. Widzieliémy, Ze wszystkie pochodne
tej funkeji sg réwne zeru w punkecie x=0.

Wtedy ueiekamy sig do metody, oméwionej w przykladach z §§ 146
i 147, a mianowicie tworzymy dla d > 0:

s -
f"(0—6)=e 6"_63<0
f'{o+d)=e—§--rgd—,>o

Widzimy, e ta funkcja maleje przed punktem =0, a wzrasta poza
nim, a zatem w punkeie z=0 funkcja posiada minimum. Jeszeze proéciej
dochodzimy do tego wniosku, badajac bezposrednio przyrost funkeji:
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FO46) — f(0)=¢ % —0>0
£(0 — 8) — f(0)= ¢~ %" — 0> 0

Jest wige f(04-d)> f(0) i f(0— J) > f(0), a to dowodzi, ze funkecja
posiada minimum w punkeie 2 =0. Wartoscis tego minimum jest 3(0)=0.

Takze dla funkeyj, posiadajgcych przedzialy stalosei (por. str. 71,
fig. 40), wszystkie pochodne s3 zerami w kaizdym punkeie wewnetrz-
nym takiego przedziatu. Przy badaniu funkeyj tego rodzaju moze nas
interesowaé chyba tylko zachowanie si¢ ich w otoczenin kogedw tego
przedzialu stalosci; w razie potrzeby przeprowadza sig to badanie bezpo-
srednio, bez pomocy rachunku rézniczkowego, albowiem zwykle w tych
punktach koficowych funkeja jest nierézniczkowalna. W kaidym punkeie
takiego przedzialu stalo$ci mamy do czynienia z extremum niewdasciwem
(por. § 145, przyklad 2).

§ 160. Teoretyczne i praktyczne przyklady na extrema.

1) Funkeje logz i « wzrastajg monotonicznie: zbadaé, ezy ich iloraz
zachowuje sig tak samo. Kwestje t¢ rozstrzygniemy przez zbadanie, czy
funkcja:

__logx
T

posiada extrema. Ta funkeja jest okreslona tylko dla dodatnich x, & zatem
niema potrzeby zajmowania si¢ osobliwym punktem x==0. Obliczamy
pierwsza pochodng:
1
\ x-;—-l-logx_l__logx
y = xt =8l b

¥y =0, gdy 1 —logz =0 czyli logr=1 a stad z=c.
Dla tej wartodci obliczamy:

x%. (—%) —(1—logx)-2x

.ylt=

x4

‘Dla x=¢ odpada druga czesé licznika i zostaje:
" 1

Y= — pr <0

a zatem badana funkeja posiada jedno maximum, a mianowicie w punkecie
x ==¢. Jest to zarazem vajwigksza wartosé, albowiem przed tym punktem
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funkeja wzrasta, a poza nim maleje (bo ' >0 dla 2 <e a 4y’ <0 dla
& > ¢). Zatem ta fupkeja nie jest monotoniczna.
2) Wykazaé, ze nieréwnosé:

e=1+4x

zachodzr dla wszystkich x (3 wige takze dla ujemnych ).
Badamy w tym celu extrema funkeji:

y=¢—1—x
y=¢ —1
¥y =0, gdy =1t j dla x=0.
Poniewaz:
n=ex. yu(o):1>0

przeto w punkecie ¥ =0 funkeja posiada minimum.

Jest to jednak zarazem warto$§é najmniejsza, jak to wyunika z naste-
pujacego prostego rozumowania.

Przed punktem x =0, a mianowicie dla wszystkich ujemnych =z,
jest ¢f < 1, a wige ¥ = ¢ — | << 0, a to znaczy, ze funkeja y jest stale
malejaca przed xz = 0.

Dla x>0 jest &> 1, a wigc y'=¢"-—12>0., a to znaczy, e
funkeja y jest stale rosngea poza punktem x=10. A wige istotnie w punk-
cie # =0 osiaga funkcja warto$é najmniejsza.

Najmniejszg wartoscig funkeji y jest wiec:

y(0)=e —1 —-0=0
A zatem jest zawsze:

y=0
czyli:
e&—1—a2=0
a wiec:
=14 c. b d o

3) Wzér na wychylenie w drganiach zanikajaeych fa postaé:
{r) y=be sin(cx + d)

przyczem a>> 0, a ¢ == 0. Funkcja ta ma nieskoficzenie wiele maximow
i miniméw. Dekrementem logarytmicznym D takich drgan pazywamy
naturalny logarytm z ilorazu dwéch- sasiednich maksymalnych wychyleh.
Chcemy obliczyé wartosé tego dekrementu.

Juz w § 86 obliczyliémy pierwiastki pierwszej pochodnej tej funkeji,
a mianowicie otrzymalismy:

Sk
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gdzie n=0, 1, 2,...; T=gcz oznacza okres kaidego drgania a

arctgg —d

Ly =
0 c

W tych punktach mogs leze¢ extrema. Celem stwierdzenia, gdzie leis
maxima a gdzie minima, tworzymy drugs pochodng. Otéz:
Yy =be*(ccos(cx 4 d) — asin(cx + d))
Yy’ = —abe ™ (ccos(cx -+ d) — asin(cz -+ d)) }-
+ be™**(— e*sin(cx 4 d) — accos(cx - d))
Dla pierwiastkéw: & = x, pierwszej pochodnej spelnia sie réwnanie:

ccos (cx, 4 d) = asin (cx, + d)

Y’ (x,) = be™™*a(— c*sin (cx, + d) — a¥sin (cz, - d))
Y’ (x,) = — b(a® -} ¢®) e~*“rsin(cx, + d)

a wige:

Poniewaz:
¢
cx,,+d=arctg‘-l- -+ nz

nie staje si¢ réwne zeru ani réwne nn dla zadnego catkowitego », przeto
we wezystkich punktach x, mamy istotnie extrema. Jezeli dla jakiegos
n=p jest y”(x,) <O, to funkeja posiada tam maximum, a wtedy na-

stgpny pierwiastek x,,, =2z, 4 % daje minimum; jezeli bowiem sin (cz, 4 d)

Jest dodatnie, to sin(c2,,, + d) = sin (cz, -} d -+ ®) jest ujemne 1 naodwrét,.
a wige y''(x,4,) > 0. A wige po maximum nastgpuje zawsze minimum-
i odwrotnie. Dwa sgsiednie maxima maja zatem odcigte xz, i x,,,,

réinigce sig o 2.2, Maksymalne wychylenia sasiednie sg wige: w(x,)
Q F, y VLA W,

i y(x,49), 1 Wynosza:
Y = y(x,) = be *rsin(cx, + d)
Ys = Y (Zp4q) == be™ st 8in(c2,yy -+ d) = be~or="2 gin (cx, + 27+ d)
= be~*~Tsin(cx, + d)

Wobec tego:
Yiiys=eT
a

D=1 ,?ﬂ= T
(161) ogyz a

Widzimy stad, ze dla drgania zanikajgcego, okreslonego wzorem (r), nie-
tylko okres drgania jest liczbg stals, lecz takze iloraz dwdch sasiednich
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maksymaloych wychylen, a zatem i dekrement logarytmiczny jest liczbs
2n

stals, a mianowicie réwna sig iloczynowi z okresu drgania: 7 =—-
c

i z liezby a, charakteryzujgcej szybkoéé zanikanpia drgas.

Wyznaczajae dodwiadezalnie okres drgan 7' i dekrement logaryt-
miczny (przez zmierzenie maksymalnych odchyled w dwéch bezpodrednio
po sobie nastepujscych drganiach), mozemy zatem wyzoaczyé stals a,
wystgpujaca w czynniku wykladoiczym e, od ktérej zalezy stopien
tlumienia tych drgan.

4) Dla funkeji, ktéra jest ilorazem dwoch funkeyj:

i L5
T 9@
mozna znacznie uproéci¢ badanie extreméw w punktach, w ktérych mia-
nownik jest rézny od zera

I tak tworzymy najpierw pierwszs pochodna:

. _9f' =1y

-

Poniewaz mianownik tego wyrazenia jest zawsze liczbg dodatnia, gdy g-
jest rézne od zera, przeto wystarczy zbadaé pierwiastki réwnania:

(162) 9f' ' —fgd =20

Dla tych z, ktére spelnirjg to réwnanie, nalezy zbadaé znak -drugiej
pochodnej:

y

= _92(f"y + glfl e /vg/ - fg”) e 2ggl(gfl L fgl)
= p
Dla pierwiastkéw réwnania (152) odpada druga czesé licznika.
Poniewaz zaé g*® i g¢ sg zawsze dodatnie przy naszem zalozemiu,
przeto wystarczy zbadaé znak wyraienia, zawartego w pierwszym nawia-
sie, t. j. znak wyrazenia:
(153) w=f“g‘—fg“
Nie trzeba wigc "obliczaé calej drugiej pochodnej, przez co unika sig nieraz
bardzo rozwleklych rachunkéw.
Tak np. chcemy znaleié punkty, w ktérych funkecja:
V=31 s3z+2
posiada extrema. Tworzymy:

gf' —fg' =243z +x’)(—3+23:)-—(2—3:::—[—:::')(3—{—21:):62:’—12:0

Stad:
x, =V§1 x2=_V§

y
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Obliczamy wyrazenie:
w=f'g—f¢'=22+43x+42%) — (2~3x-}2)2=122
Poniewaz: :
w(—y§)=-—12V§ <0
przeto w punkeie x, = |/2 posiada badana funkeja minimum, a w punkcie
2, = — /2 maximum.
Co sig tyczy pominigtych w tej dyskusji pierwiastkéw mianownika,
ktére majs wartodei:
Xy = — l, Ty = — 2

to funkeja jest w tych punktach pieokreslona, a jej wartosé¢ dazy do
~+ oo lub do — oo, & wige nie moie byé mowy o extremum.

Liatwo stwierdzié, e w punktach, w ktérych 3’ =0 i y” =0, znak
trzeciej pochodnej jest taki sam, jak znak wyrazenia:

d d L o e »
;lT“;: (f?dx fg)=(flng_fg,,,)+(f g —fg)

b) Z prostokatnego arkusza tektury o bokach a==80 cm, b=>50 em
checemy zrobié otwarte pudelko w formie prostopadloscianu bez dna gér-
nego, wycinajge przy wierzchol-
kach danego prostokata réwne
kwadraty (fig. 127).

Jak naleiy obraé¢ bok tego wy-
b-2x) b  cigcia, aby objetoé pudelka byla
mozliwie najwigksza?

X Objetosé tego pudelka wyra-
a-2x X Zamy wzorem:
a 5 V=(a — 22)(b — 2x)x
Fig. 121. a wige dla szczegélowyeh, poda-

nych powyzej wartosci, jest
Vi=4x%— 26023 - 4000 x
Tworzymy:
V' =1222% —520x 4 4000 =0

Pierwiastkami tej pochodnej sg:
xl _ 10, x’ == 33%‘

‘Wartosé x, jest w naszem zagadnieniu nieprzydatna, poniewaz bok wy-
cigtego kwadratu musi byé mniejszy od polowy boku b=50, t.j. mniej-
szy od 25.
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Pozostaje zatem do zbadapia tylko pierwsza wartodd: z, = 10
Tworzymy: ;
V' (x) = 242 — 520
V7(10) = 24-10 — 520 = — 280 < O

Poniewaz druga pochodna jest ujemua, przeto dla =10 mamy maximum.
Nalezy jeszcze zbadaé, czy to maximum jest zarazem najwigkszg
wartosciy w naszem zagadnieniu. Otéz w naszem zagadnieniu moze x

przyjmowaé tylko wartodei z przedzialu (0, g] czyh (0.25), o ile b jest

mniejszym (a przynajmniej nie wigkszym) bokiem prostokata, albowiem
tylko wtedy objetos¢ ma wartodé dodatnia. Wewnatrz tego przedzialu:
(0,26) istnieje tylko jedno maximum; dla z=10. Objetos¢ ma dla tego =
wartosé V(10) = 4000 — 26000 + 40000 = 18000. Na koncach przedzialu
jest V(0)=01 V(20)=0, a wigc te wartodci s3 mniejsze od V(10)
zatem x = 10 daie istotnie najwiekszg wartodé objetosei.

6) Mamy podang iloéé materjalu, z ktérego nalezy sporzadzié zbiornik
otwarty w formie walca kolowego bez dna gérnego. Jak nalezy obraé
wymiary tego walca, aby uzyskaé maximum objetosei?

Powierzehnia P tego walca ma wartoéé stala (dang). Wyrazamy ja
wzorem:

P=rin+4 2rnw
Stad:
oy - P—rin
2rn

Funkcjg, ktérej maximum szukamy, jest:

P—rin Pr — r3n
i — . =
V=raw=rn T 3
Stad:
, P— 3rin
> e e
V"=—37‘1‘¢

Miejscami zerowemi pierwszej pochodnej sj:

r,=+l/3£;l 1oy = — 3_];

Ujemna wartoéé r, nie ma znaczenia dla naszego zagadnienia, a dla 7, jest:

V"(r;):-—.—-3n|/£ <0
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a wige mamy do czynienia z marimum. Aby rozstrzygngé, czy jest to
zarazem najwigksza wartodé, bierzemy pod uwage dla zmiennej piezalez-
nej r tylko przedzial niewlasciwy (0, 4 oo), albowiem ujemne r nie majg
znaczenia w tem zagadoieniu.

Poniewaz w tym przedziale niems zadnych innych extreméw,
a funkeja warasta monotonicznie przed punktem r, a maleje poza nim,
przeto wezystkie inne wartodci funkeji z calego tego niewlasciwego prze-
dzialu ss mniejsze od V(r,), a wigc w punkeie » = r, mamy najwiekszg
wartoéé objetosei. (Dopiero dla ujemnych, odpowiednio dalekich punk-
tow r, otrzymujemy wigksze wartodci V). katwo stwierdzié, ze dla tej
wartodci r, takie wysokoéé ma te samg wartosé:

e =
_ﬁw__P——r?n____ A e T 5 =l/£
s TAT 9 p.:’z B Z 3n
3n 3n
a wigce:
w=r,

Zadany walec ma zatem postaé, przedstawiong na fig. 128. W labora-
torjach uzywa sig czgsto naczyh takiej

postaci.
Niechaj czytelnik rozwig2e analo-

giczne zagadnienie dla walea zamknig-
tego! Otrzyma sig walec réwnoboczny.
W podobny sposéb rozwigzuje sig
______ —=--t————____ | bardziej skomplikowane zagadnienia,
2 . r____~~ op. dla gbiornikéw ropy w formie
walca, nakrytego odcinkiem kuli,
Fig. 128, dla ktérego sg podane jeszcze pewne

dodatkowe warunki.

7) Pszczoly budujg z wosku komérki w postaci graniastosiupa
szeéciobocznego o podstawie foremnej, w ktérym trzy naroza ss Scigte
a nakrywka sklada si¢ z trzech rombéw (por. fig. 129a i b). Dany jest
bok a podstawy i wysokos¢ w. Jakie odcinki x nalezy odeigé na kra-
wedziach bocznych, aby uzyskaé minimum powierzchni takiej bryly?

Latwo stwierdzié, ze objeto§é tej bryly réwna sig objetosei pier-
wotnego graniastoslupa. Chodzi tu o to, by uzy¢ mozliwie najmniej wosku
na budowe takiej komérki.

Powierzehnia sklada sig z doa o polu §a?)/3, z szesciu trapezéw
o bokach réwnolegtyeh w i w—=x, a o wysokosci a (zatem suma ich

n?
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Fig. 129a. Fig. 129b.

w4+ w—zx

pél wynosi 6. 5

ca=0aw—3azx)t z trzech rombhéw o prze-
katnych:
d=al3, d=2)a'F2—§ar=2)iaF 2*

Suma pél tych trzech rombéw wynosi zatem:
3.d“2d'=3al/§l/.ga-+x-
Calkowita powierzchnia tej bryly ma wige wielkoéé:

P==3a'/3 4 6aw — 3ax + 3al3)xr F }a?

Jedyng wielkoscia zmienns, o ktérg chodzi w tem zagadnieniu, jest z.
Szukamy minimum tej funkeji. Tworzymy:

P81 3Bt
SLD LT

Latwo oblicza sig dodatni pierwiastek tej pochodnej, a mianowicie:
Z ==

V8

Poniewaz druga pochodna;

jest stale dodatoia, przeto w badanym punkcie mamy minimum. Nietrudna
stwierdzié, Ze jest to zarazem wartoéé pajmniejeza.
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Rozwarty kat &, wystopujacy w rombach, oblicza si¢ ze zwigzku:
. o Qe W Gl
sin 5 = §V3:Va‘—{—x§ = §V3: a*+4 g =V§
W tablicach znajdujemy stad:
e = 109°28

Uwaga. Ten kat nadaje si¢ dobrze do pomiaru na komdérce. Wykonywano
liczne pomiary i najpierw stwierdzono bardzo dobrg zgodnodé wynikéw pomiaréw
z ta warto$cia a, przy ktorej powierzchnia osiaga najmniejsza wartosé. Te dawniejsze
pomiary dawaly nawet dokladnie 109°28’; jednakie w nowszych czasach powtérzono
pomiary na kilku tysigcach komodrek i otrzymano przecigtng wartosé 107°!).

8) Wiedzac o tem, ze koszty transportu prgdu elektrycznego o ma-
ksymalnem natgieniu [ kablem o stalej dlugodci, a o przekroju s, wyra-
Zamy wzorem:

I3
k=a—;+bs+c

(por. str. 4 wzér k), obliczyé ,przekréj gospodarczo najkorzystniejszy“,
t. j. taki przekréj, dla ktérego koszty ss najmmiejsze.

Otrzymujemy:
dk al?
‘d_.;=— = +b=0
a stad:

31=Il/;é’ 3’=‘—Il/b“;

Druga wartosé, ujemna, nie ma znaczenia w naszem zagadnieniu, a dia
pierwszej otrzymujemy:

b} 2
Z—sl:=—2%1—>0 dla s=g,

\91=1V§

otrzymalidmy minimum kosztow.

Pozostawiamy czytelnikowi stwierdzenie, #e jest to gzarazem naj-
moiejsza warto§¢ w przedziale niewlasciwym (0, 4 oo) dla s (Wykres
tej funkeji otrzymuje sie z latwoécig, dodajac do rzednych hiperboli réw-

2
nobocznej y = % rzedoe proste) y =bs -+ c). Otrzymany wynik wypo-

A wiec dla przekroju:

B H. Vogt. Geometrie und Okonomse der Bienenzellen, Breslau, 1911; c}to--
wane wedlug podrecznika p. t. J. Salpeter. Etnfihrung tn die hohere Mathematik.
Jena, 1913, str. 114.
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wiada si¢ w elektrotechnice przy pomocy nastepujacego twierdzenia:
przekré) gospodarczo najkorzystniejszy jest proporcjonalny do pradu naj-
wigkszego obcigzenia. Obliczmy jeszeze te minimalne koszty:

k(g,)::a;%+uy§+c=1m+zva_b+c

Stad widaé, ze przy najmniejszych kosztach przesylania pradu ta czeéé
kosztéw, ktéra jest proporcjonalna do przekroju (t. j. b-s), musi byé
réwna tej czedci kosztow, ktéra jest odwrotnie proporcjonalna do prze-
1 —
kroju (t. j- ‘%) i wynosi I ab.
9) Natgzenie I prgdu elektrycznego przy stalem napigciv ¢ wyraza
8i¢ wzorem:

~

=i

gdzie R oznacza calkowity opér. Nazwijmy opér wewnetrzny literg »
a zewngtrzny liters x, to:
e

=r+a:

Przy jokim oporze zewnetrznym osiggamy najwiekszg wydajnosé (dzielnosé)
pradu w obwodzie zewngtrznym ?
Wydajnosé t¢ wyrazamy wzorem:

L=z-D

1

czyli:
ez

=T+

Chodzi pam o maximum tej funkeji. Mamy tu do czynienia z ilorazem
dwéch funkoyj, mozemy zatem uzyé uproszezen, oméwionych w przy-
kladzie 4. I tak tworzymy pajpierw réwnanie:

gf’-—-fg=(r+x)’-e’—e’m-?(r-}—a:)=0

Jednym pierwiastkiem tego réwnania jest z = —r. jednakie ujemna
wartoéé nie ma znaczenia dla naszego zagadnienia, opér jest bowiem
zaweze liczbg dodatnis. Zakladamy wige z &= — r i upraszezamy réw-
panie przez r -} x. Otrzymujemy zatem:

(r+ z)et — 2e?2 =0

L

a stad’

xl=r

jako jedyns liczbe, dla ktérej moze zachodzi¢ extremum.
Rachunek rotniczkowy | calkowy. 29
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Zamiast drugiej pochodnej tworzymy teraz — w my$l rozwazan
przykladu 4 — wyrazenie:

w=['g—f3"=0-(r+a) —2-2=— 2z
wir)= — 2e2r <0

zatem dla x =7 wydajnoéé L osiaga maximum.

Nie trudno jest zbadaé, ze jest to zarazem najwigksza wartoéé.

Doszli$my zatem do wyniku, bardzo waznego w elektrotechnice,
ze najwigkszg wydajnosé pradu osigga sig wtedy, gdy opér zewugtrzny
jest réwiy oporowl wewagtrznemu.

10) Mamy dwa #r6édla ciepla (lub éwiatla), lezgce w odleglosei a,
o réznem nateieniu, np. natgzenie drugiego Zrédla jest n razy wigksze od
pierwszego. Zbadaé, ktéry punkt prostej, laczacej te dwa Zrodla, otrzy-
muje najmniej ciepla (lub §wiatla).

Jezeli pazwiemy liters k ilodé ciepla, ktérg otrzymuje punkt odlegly
o jednostke od pierwszego #rédla, to punkt, leigcy w odleglosei x, otrzy-

nk i

@—ap od drugiego.

Razem wige otrzymuje ten punkt ilo$¢ ciepla, wyrazong wzorem

muje -:_—‘ jednostek ciepla od pierwszego irddla, a
o

k nk
V=t a—

Chodzi nam o znalezienie minimum tej fuokeji. Obliczamy:

el 2k 2nk
y = =) (@ — x)
(6T 6nk
V=t a—ap
. : 2 2k 2nk o St I e
Pierwiastkiem rzeczywistym réwopania — —5 + T j =

P s— Ponlewaz w przedzlale' 0 < x<a jest stale ¥y > 0, przeto

1+ Vn

dla wartosci z, mamy minimum ciepla (lub swiatla) Latwo stwierdzié,

ze jest to zarazem pajmniejsza wartosc

11) Celem zmierzenia wysokosct £A (por. fig. 130) mirerzy sig od-
cinek DE i kat wzniesiema x wierzcholka 4. Uzyto do pomiaru kata
takiego przyrzadu, w ktorym blad pomiaru oie przekracza kata .35
Jak daleko nalezy sig ustawi¢ z przyrzadem mierniczym, aby blad w po-
miarze wysokosci byl jak najmniejszy?
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Zamiast tego wystarczy zbadaé, pod jakim katem wzniesienia 2z
salezy mierzyé tq wysokoé¢, aby jg najdokladniej zmierzyé. Jeszeli za-
miast kgta & odezytamy kgt 25, to za-
miast prawdziwej wysokoéci EA otrzy- -
mamy EC, przyczem blad wynosi d = CA.
Chodzi nam o to, aby & bylo minimum.
Staramy sig wyrazié to 4 jako funkejg
zmiennej z. W tym celn wykreslamy
ABLDC i obliczamy

X BAC=x+bBA=AD-sinb=
w .
= +sin b, d = BA:cos X (BAC)

Aa. wige:
___ wsinb
"~ sin z cos (x - b)

Fig. 130.

Zamiast obliczaé minimum tej funkeji mozemy obliczyé maximum od-
wrotnodei tej funkeji (por. uwage na str. 428), t. j. mazimum funkeji:

__1. 8in 2 cos (z -} b)
s w0 8in b

przyczem rachunki bedg prostsze, a mianowicie:

cos z ¢os (2 - b) —sinz sin (x4 b) cos(2a: 4 b)
wein b w sin b

y’

Pierwiastkiem réwnania ' = 0 jest 2zl -+ 5=190° a wigc
z, = 45° — 3b = 46° — §

Inne pierwiastki: 2, = — x, i ich perjodyczne powtérzenia co 360° n:
wchodzg w gre przy tem zagadoieniu, w ktérem x musi byé katem do-
datnim, mniejszym od 90°, t. j. 0 <<z << 90°. Zalozylismy, ze &> 0. Dla
— 2sin (22 + b)

wsin b

wartodci z, druga pochodna y”’ = ma warto$é ujemng:

i = -
Y (z'):;sin 78 zatem y osigga dla z; maximum. Mozna okazaé, ze
jest to najwigksza wartosé z calego badanego przedzialu (0, 90°). Fucokeja
l—=d jest dodatnia w otoczeniu punktu z,. Wobec tego J osizga mini-

mum a zarazem najmniejsza wartodé dla kata z, = 45° — }', bliskiego
456° a w praktyce, uwzgledniajse blad przyrzadu mierniczego, dla 46°.
Wtedy DA jest prawie réwne AE. Naleiy sig zatem ustawié z przy-

2g%
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rzgdem mierniczym w odleglosei réwaej

w przyblizenin szukanej wyso-

koéci. Podobne rozumowanie przeprowadza sie dla ujemnych b,

A
-
a
(cl) P
2 2
(C:)

Fig. 131.

12) Prosta p oddziela dwa
oérodki, w ktérych swiatlo po-
rusza 81¢ z réznemi predko-
sciami ¢, i ¢, w kaidym
z tych odérodkéw po linji pro-
stej. W jednym oérodku znaj-
duje si¢ punkt A, w drugim
zaé B (por. fig. 131). Ktérg
drogs (lamans) musi przebiegad
promies dwiatla z 4 do B, aby
czas przebieganmia tej drogi byl
najkritszy ?

Oznaczmy liters ¢ odleglosé rzutéw tych punktéw na prosts p,
a literami a i b ich odlegloéci od prostej p. Punkt O, w ktérym pro-
miefi przecina prosts p, jest odlegly o x od rzutu punktu 4. Ozas po-

trzebny na przebycie drogi 40 jest: ¢, = ‘_4(_:,_(_) = —

Vo' 2 | s drogi 05

G

0_B=Zb’+(c—x)’

Szakamy minimum funkeji:
/ 3 i
y=tipn=t2t® | Vot l—zp
6 I
Stad: :
y 2z 2(c—x)-(— 1)

Z warunku y’ = 0 otrzymujemy:

c—X

B T TN [ T

otz PPre—ar

czyli: .

=66

sina@:sin f=¢, :¢,

K3t @ nazywamy kptem padania a § katem zalamania.

Stosunek sinusa kata padania do sinusa kata zalamapia jest zatemr
staly, a mianowicie réwna sig stosunkowi pregdkosci swiatla w obu oérod-
kach, zwanemu spélezynnikiem zalamania §wiatla. Pozostaje jeszeze tylko
do sprawdszenia, czy wtedy istotnie czas przebycia tej drogi jest najkrét-
szy, t. j. czy funkcja y przybiera wtedy minimum i czy to minimum

jest zarazem najmuniejszg wartoscis. Nietrudno obliczyé, Ze:
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a’ bt

P T R (TP

a wige druga pochodna ma zawsze wartos¢ dodatnlg. Wobee tego istot-
nie w tym przypadku mamy do czynienia z minimum. Pomijamy tu ba-
danie, prowadzsce do wyniku, Ze to jest zarazem najmniejsza wartoéé.

To prawo zalamania (Snelliusa) odnosi si¢ do wszystkich ruchéw
prostolinjowyeb, odbywajacych sig z réznemi stalemi predkosciami w dwéeb
osrodkach.

13) W jaki sposéb naleiy z kloca walcowego o przekroju kolowym
wycigé belkg prostokstns, aby ozyskaé: a) najwigkszg objetodé, b) naj-
wigkszg wytrzymalosé na zlamanie, ¢) mozliwie najwigkszy moment bez-
wladnodei przekroju wzgledem osi, sczacej érodki dwéeh przeciwleglych
bokéw tego prostokata?

Nazwijmy boki przekroju prostokstnego literami z i y.

Objetosé jest wtedy najwigksza, gdy pole:

P==z-y
tego prostokata jest najwigksze.
Wytrzymaloéé wyraza sig wzorem: 8 X
_zy |
=5 -
2 moment bezwladnosei:
x ’
B = —1-92- Fig. 132.

‘Wyrazamy y przez zmienng x i stals » (fig. 132) i otrzymujemy:

P=zlart — zt
__x(art — %)
= e

o —ap
B== i =

a) Extremum pola znajdujemy, tworzac:

— 2x 4r2 — x% — 2t 4r2 — 222
'_I/ i__ r? . — - e _—
il it 2Vars — ot Virs —o8 Vars — o

Kladziemy P’ =0 i otrzymujemy: 47 — 22! =0 a stad:

rz=rl2

Wartoéé ujemng odrzucamy, poniewaz w naszem zagadnieniu nie ma ouns,
* zpaczenia. W tym punkcie moze byé extremum.
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Aby rozstrzygnad, czy naprawdg jest tam extremum i jakie, tworzymys

—_2x (&
P Vird — 2. (—42) —(arr — 2% . Jart —2®  — 12992 4 22
yve g = “@ri—ay
Dla z == r}/2 przyjmuje ta druga pochodna wartos¢:
; —12r3)2 4 203.2)2
P’(rVE)— (2’,'11;, __4<0

a wige dla tej wartosci pole ma maximum.

Osobnego badania wymaga punkt x = 2r, w ktérym pochodna P~
nie istnieje. Widocznem jest jednak, ze w tym przypadku pole redukuje
sig do zera, albowiem wtedy bok y = 0. Zatem i ten przypadek nie ma
znaczenia dla naszego zagadnienia. Otrzymaliémy zatem maximum pola

dla z=r}2. Wiedy:
y =V =25 =3

Y=<

a wige:

Zatem prostokatem o pajwigkszem polu jest w tym wypadku kwadrat,

wpisany w to kolo.
b) Celem wyznaczenia prostokata o najwigkszej wytrzymaloci na

zlamanie tworzymy:
W= —é(‘w — 3%

Kladziemy W’'=0, to x = -f/—;; (znowu zatrzymujemy tylko dodatni pier-

wiastek). Tworzymy:

n_l. b o
W_E-(—B:c)_ z
a wiec:
2r 2r
W"(_ oo g
=<

2r X .
a zatem dla z = rg mamy maximum wytrzymalodei.

Wtedy y=2ryg = z)/2, a zatem boki prostoksta nie sq réwne,

lecz pozostaja do siebie w stosunku: y:x=J)2
¢) W podobny sposéb moze czytelnik stwierdzié, ze maximum mo-

mentu bezwladnosci otrzymamy, gdy:

y:z=|3
Pozostawia sig czytelnikom szczegélowe badanie, czy w tych wszystkich.
przypadkach mamy do czyuienia z najwigkszemi wartodciami funkeyj.
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§ 161. 0 metodzie najmniejszych kwadratéw i o rozmaitych §rednich.

Wykonujae kilkakrotnie pomiar. jakiejs wielkosei, otrzymuje sig
zwykle wskutek nieuniknionych bledéw obserwacji kilka réznych pao-
gol liczb

a,.d-,.a,,...a,,

W teorji bleddw uwaza sig za najodpowiedniejszg taks wartosé z, przy-
pisang tej mierzone) wielkodel, dla ktérej suma kwadratéw odchylen
(czyli bledéw): * — a,, x — a;,...x — a, ma wartodé najmniejszg. Aby
t¢ wartos¢ x wyznaczyé, nalezy zatem obliczyé, dla ktérej wartoéci x
wyrazenie:

S(@)=(x— o, + (x—a) + ... + (x — o,
ma wartod¢ najmniejszg. W tym celu tworzymy pochodna:
S#) =2z —a)+2z—a)+..+2x—a,)

Rozwigzujemy réwnanie S' =0 i otrzymujemy:

(154) x=ai+a!-:-"'_i-al=s‘
czyli dredniq arytmetyczng wezystkich wartodei, otrzymanych z pomiaréw.
Aby rozstrzygnaé, z jakiego rodzaju extremum mamy tu do czynienia,
tworzymy drugs pochodng: =

S'@)=2+24...+2=2n

Poniewaz zawsze jest 2n > 0, przeto S” > 0, a wige mamy tu do czy-
nienia z minimum. Jest to zarazem najmniejsza wartodé, jak to wynika
z tego, e obrazem funkeji S(z) jest parabola o réwnaniu:

S(@) = nat — 2z, + &+ ... + )+ (@ + al ... + o2)

a wige o dodatnim spélezynniku przy z%. Jeszcze prosciej wynika to
z tego, ze pierwsza pochodna:

S(x)=2nx — 2(a;, + a5, + ... + a,)

przedstawia linje prosts o dodatoim spélezynniku kierunkowym 2n. Przed
punktem zerowym x = s, ma ta pochodna wartoici ujemne a poza nim
dodatnie, a zatem pierwotna funkeja S(z) maleje stale przed tym punk-
tem a wzrasta stale poza nim, to zasé dowodzi, 26 w punkcie x =3,
mamy najmniejszag wartodé funkeji.

Wartoéé tej sumy dla x =3, sluzy za miare¢ dokladnosci pomia-
réw: im wigksza jest ta suma, tem bardziej rozprészone sg liczby a,, a,, ... a,.
Srednia arytmetyczoa kilku liczb ma wige te wlasnoéé, ze suma kwa-
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dratéw odchylen tych liczb od tej $redniej jest mniejsza anizeli suma
kwadratéw odchylen tych liczb od dowolnej innej liczby. Stad pochodzi
tak czeste uzywanie sredniej arytmetycznej przy pomiarach.

Zasade, polegajaca na tem, aby sume¢ kwadratéw bledéw uczyni¢
minimum, nazywamy metodq najmniejszych kwadratéw. Metody tej uzywa
si¢ takie w rozmaitych, bardziej skomplikowanyeh przypadkach; powré-
cimy do niej po omdéwieniu extreméw funkeyj dwéch i wigeej zmiennych
(§ 158). Teorja bledéw, uiywana powszechnie w miernictwie, jest oparta
wladnie na metodzie najmniejszych kwadratéw.

Uwagi o rozmaitych Srednich.

Précz s$redniej arytmetycznej uzywa si¢ w rozmaitych badaniach,
np. w statystyce, takie rozmaitych innych S$rednich, jak éreduiej geo-
metrycznej, harmonicznej i medjany.

Te rozmaite srednie moina wyprowadzié droga® podobng .do tej,
ktéra nas doprowadzila do sredniej arytmetyczoej.

a) I tak zazgdajmy, aby suma kwadratéw odchylen logarytmdw kilku
liczb ‘dodatnich od logarytmu liczby z byla minimum, t. j. zbadajmy, dla
ktérej wartosci z suma:

S, = (log x — log a,)* - (logz — log a3)* + ... 4 (log x — loga,)®

przybiera warto$¢ najmniejszg. W tym celu tworzymy:
i
S; =2(logz — loga,) - —1_1-: -+ 2(log x —log a,) - é +...4+2(logx — loga,,)-;:

Kladae S; =0, otrzymujemy:

nlog x = loga, 4 logay + ... 4 loga,
a stad:

(155) z=V|a,-0,-...ca,=35,
Otrzymalidmy zatem Srednig geometryczng liczb a,,ay,...a,. Czytelnik
stwierdzi z latwoscia, ze dla tej wartodei x jest Sy > 0, a wige, ze mamy
tu do czynienia z minimum.

b) Zazadajmy, aby suma kwadratéw odchylen odwrotnosci kilku
liczb od odwrotnodei liczby z byla minimum, t. j. zbadajmy, dla jakiej
wartoscl & suma:

1 T 1 1y 1 1\?
el P =gbt iy
przybiera wartoéé najmniejsza. Tworzymy pochodng:

ma- Sl d) T2

a, a2 %55 Oy
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Kladge S; =0, otrzymujemy:

czyli:
(156) E

=s,,

1 1 1
aTatotg

Liczbe, okreélong tym wzorem, nazywamy érednia harmoniczna n liczb
ay,a,,...a,. Nietrudno stwierdzié, ze dla tej wartodei z jest S; >0,
a wiec, ze mamy tu do czynienia z minimum.
Te trzy érednie: s,, s, i's, nie ss bynajmniej w ogéloym przy-
padku réwne, lecz zachodzg pomigdzy niemi nastgpujace nieréwnodei:
8a =8, ==

(Dowéd znajdzie czytelnik np. w zbiorze zadan W. Nikliborca
i H. Steinhausa p. t. Crwiczenia z rachunku rééniczkowego, str. 3—4,
98 —99).

Moznaby tworzyé $rednie, oparte na rozmaitych innych zasadach.
Mozna np. igdaé, aby suma czwartych potgg odchylen byla minimum.
- Wtedy jednak rachunki bylyby bardzo skomplikowane: juz samo obli-
czenie tej drednie] wymagaloby rozwigzania réwnania trzeciego stopnia,
jak to czytelnik latwo moze stwierdzié. Natomiast dos¢ rozpowszechnions
jest zwlaszcza w statystyce srednia, wynikajgca z zadania, aby suma
bezwzglednych wartosci bledéw byla minimum, t. j. aby suma:

S=lr—a|t+|lr—a|+.. +|z - al

przybierala wartosé mozliwie najmniejszg. Tutaj juz mie mozemy si¢ po-
slugiwaé rachunkiem rézniczkowym, albowiem funkeje |z —al| sg —
jak wiadomo — nieréiniczkowalne w punktach x==a (por. str. 231,
§ 67, przyklad 2), a jak sig okaze, wlasnie zachowanie sig funkeji w tych
puoktach odgrywa tu zasadvicza rolg. Natomiast nietrudno jest zbadaé
zapomocy bezposredniego rozumowania, dla jakich wartosci z suma S,
przybiera wartosé- najmniejsza. I tak uporzadkujmy dane liezby wedlug
ich wielkodel tak, ze:

ﬂ|<a2 <a,<...<a,,

Otrzymamy tu wyniki zasadniczo odmienne, zaleznie od tego, czy # jest
liczba parzysts, czy tei nieparzysts.

Jeieli n jest liczbs nieparzysts, np. n=2p 41, to najmniejszg
wartos¢ sumy S, otrzymujemy, obierajge za x Srodkows wartosé z tego
szeregu, a mianowicie x = a,,,. Nie bedziemy tu przeprowadzali szcze-
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gélowego dowodu, poprzestajsc na wykazamu tego twierdzenia dla n=25.
Twierdzimy, ze wtedy dla z == a, suma.

S,=|x—a,|+|a:—a,|—|—|.’l;—a,|+|x—a.|+|r-—a,|

ma warto$¢ najmniejszg. Otéz wtedy |z — ay| =0, a pozostala suma
réwna sig dlugosci sumy odeinkéw (por. fig. 133)

AC+ BC + CD + CE = AE + BD

bez uwzglednienia znakéw tych odcinkéw. Gdybysmy zas obrali z gdzie-
kolwiek poza puoktem z =a,, op. w punkeie X’, to trzebaby powigk-
szy¢é sume AE -f- BD je-

(_) 4 ? xl g P E szcze o odeinek X'C. A wige
4 a, a, S 8, &, a, istotnie dla £ —=a ma §,
Fig. 133. najmniejszg wartosé.

Jezeli n jest liczba pa-
rzysts, np. n = 2p, to kaida liczba, palezagca do érodkowego przedzialu
zamknigtego: <(a,, @,y, >, daje minimum sumy S§,. Np. dla n =4 (por.
fig. 134) kaida liczba z przedzialu <Ca,,a;>, t. j. 2z odcinka BC, spra-
wia, 4e suma:

S;=|x—a|+|z— )+ |z — a;| + |z — a,

ma wartodé réowng dlugodci sumy odcinkéw 4D -- BC. Np. dla punktu X
otrzymujemy:

S, = AX + BX + CX + DX = AD + BC

(przyczem nie uwzglednia si¢ znakéw odcinkéw). Gdybyémy zas obrali z
gdziekolwiek poza odcinkiem BC, np. w punkcie X', to trzebaby do tej
sumy dodaé jeszcze odcinek X'C.

Tq liczbe z, 4cisle oznaczong dla n nieparzystego, a weigts dowol-
nie z érodkowego odeinka

14
P A BXC X D dla » parzystego, nazywa-
2, 4a, a, a, my w statystyce medjang
Fig. 134, szeregu liczb q,,ay, ... a,.

Ten rodzaj éredniej ma
w matematyce podrzedne znaczesie, charakteryzuje ona bowiem tylko
uporzgdkowanie danego zbioru liczb a nie uwydatnia przecigtnej wielko-
4ci tych wszystkich liczh.

§ 162. Extrema funkeyj, podanych w formie uwiklanej.

Jezeli funkeja jest podana w formie uwiklanej, to zwykle mozemy
wykryé jej extrema przez badanie pochodnych, nie uciekajac sig do
przedstawiania tej funkcji w formie wyraZoej.
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I tak, majac podang funkeje y zmiennej z w formie:
(a) flz,y)==0
tworzymy pochodng:

; Iz y)
(rp==rs
i 1=, y)
1 badamy miejsca zerowe tej pochodnej. W tym celu kladziemy:
(b) lz,y)=0
i rozwigzujemy uklad réwman (a) i (b). Otrzymawszy pierwiastki (z,,y,),
(%4, ¥s) ..., sprawdzamy przedewszystkiem, czy w tych punktach nie jest

przypadkiem takze mianownik: f,(z,y) réwny zeru.

Takie wyjatkowe pary wartoéei (z,y), zwane punktami osobliwemi
(por. § 116), wymagajg specjalnego badania, ktérem si¢ na tem miejscu
nie bgdziemy zajmowali. Jeteli mianownik nie jest zerem dla danej pary
wartoéei, np. dla (z,,y,), to tworzymy drugs pochodng (por. str. 367,

or 93):
e Ta 265y 1,4
y"(.’v)=— -v'f w

i badamy jej znak dla wartodei (x,,y,). Otéz dla tej pary liczb jest
¥y’ =0 a wige y” redukuje sig do:

i) = — T ® )

g e, 5@, 91)
Chodzi nam o znak tej pochodnej. Widzimy, ze do tego nie trzeba two-
rzyé calej pochodnej y”, lecz wystarczy obliczyé /., i £, i zbadaé ich znaki.

Jezeli /,, 1 /, majs dla (z,,y,) znaki jednakowe, to y” < 0, a wiec
funkeja y przybiera dla x = x, maximum: y =y,; jezeli majs znaki
przeciwue, to y* > 0, a wige y przybiera dla x = z; minimum: y =y,;
jezeli zas y” =0, to trzeba badaé wyisze pochodne. A wigc extrema
wizgledem osi z-6w w punktach nieosobliwyech bada sig w nastgpujsey
sposéb.

Rozwigzujemy ukéad réwman: f=0 i f, =0 i kazdq pare pierwiast-
kow wstawiamy w f, i 0 fu; o ile f,F0,to, gdy f.. i f, majg 2naki jed-
nakowe, mamy mazimum, gdy 2a$ znaki sa przeciwne, to mamy wmini-
mum. Przypadek za$ f,. =0 cayli y’' =0 wymaga dalszego badania. ¢

Jezeli w réwoaniu (a) uwazamy y za zmienns biezaleing a x za
jej funkcje, to mozemy badaé extrema tej funkeji z(y) czyli extrema
wzgledem os1 y-éw.

Poniewaz pochodoa tej funkeji x(y) wyraia sig wzorem:

__ 5=y
s f=z, y)
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przeto nalezy teraz polozyé:

(¢) iz y) =0

i rozwiszad uklad réwnan (a)i(c). Otrzymamy jakie§ pary pierwiastkéw:

'(zllyl)l (fzv g!’v“- i
Sprawdzamy, czy w tych punktach nie jest zerem mianownik, t.j.

[z, y), a wrazie, gdyby tak bylo, wylaczamy te punkty osobliwe z na-

szych rozwazad. Dla pozostalych punktéw, np. dla (%,,7,), badamy znak

drugiej pochodnej. Xiatwo okazaé, ze:

ot 2o A fuz?

x(y) = i
a wige wobec x'(%,, ) =0 mamy:
' =_fyy('i1v.gl)
Y= )

A wige extrema wzgledem osi y-6w w punktach pieosobliwych bada sig
w pastgpujacy sposéb. Rozwigzujemy uktad réwnan: f=0 i f,= 0 i kazdg
parg pierwiastkéw wstawiamy w [, ¢ w [, ,; jezeli dla (2y,9,) funkeje f,,
i f. majq znaki jednakowe, to x” << 0, a wiec funkcja z(y) przybiera dia
y=1%, maximum réwne x =3Iy, jezeli f, i f, majq 2naki przeciwne, to
x>0, a wigc funkeja xz(y) przybiera dla y =g, minimum: xr = &;
Jezeli za$ [, =0, to i x” =0 i wtedy nalegy zbadaé dalsze pochodne.

Przyklad. Zbadaé, ktére punkty linji, przedstawionej w formie uwi
klanej réwnaniem:

Bat 4+ 122y + Ty2 —10=0

majg najwigksze,’a ktére najmniejsze odcigte 1 rzedne.

Chodzi tu o extrema wzgledem osi y-6w 1 z-Ow.

Tworzymy:

fi=162 - 12y
f, =12z 4 lay

Jedyng pars liczb, spelniajacych dwa réwnania f, =0 i f, = 0, jest z =0,
y =0. Ten punkt vie palezy jednak do danej linji krzywej, nie speloia
bowiem jej réwnania. A zatem badana linja onie ma zadnych punktéw
osobliwych.

Zbadajmy najpierw extrema wzgledem osi z-6w

Z réwnania danej linji i z réwnania:

< fi=16x + 12y =0
2najdujemy: y = — 42 a nastgpnie:
8z — 482 7.L02' —10=0
pxt=1

zy=-+4%, ry=—3%
n=—2 yu=-+2
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Dla tych par wartosci jest:

fy(f1|y1)=12-g—28=_ 10
[ @y, ) = — 12§ + 28 =+ 10

Dla wyznaczenia zoaku y’ potrzebna jest jeszeze druga pochodpa:
Tu=16

Poniewas f,, i f,(2,,y,) majg zoaki przeciwoe, przeto y’(z,) > 0, a wige
w punkecie z, = § przybiera funkecja minimum, réwne y, =— — 2. Ponie~
wad [, 1 f,(%;,y;) majg zoaki réwne; przeto dla &, = — § mamy maxi-
moum, wynoszgce y, == -} 2.

Extrema wagledem osi y-6w znajdziemy, kladac:

f,=12z414y=0
y=—4$z

Podstawiamy to w dane réwnanie, rozwigzujemy je i otrzymujemy:

&9;=+V§, ?lz—yrf
zﬁ‘:_ﬁv 58=+V1—-',§

(&, 9)=16-F —12) = 4% >0

fx(js,gs)= — \7% <0
Poniewaz [, = 14 i
[:(%,,9,) maja zoaki Y
jednakowe, przeto w :
punkcie (#,7,) mamy
maximum odcigtej; po-
piewas zas f,, i f(%, 7,)
majs zoaki przeciwne,
przeto w punkecie (Z,, ;)
mamy minimum (od-
cigtej). Na fig. 135 jest
przedstawiona badana
linja. Jest to elipsa o
osiach nieréwnoleglych
do osi spblrzednych.
Punkt 4 ma najmoiej-
szg rzedng a punkt B
najwigkszg; punkt C ma
najwigkszq odcigts a
punkt D pajmniejsza.
Styczne w tych punktach sa oczywidcie réwnolegle do osi.

Tworzymy:

Fig. 13b.
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Niechaj czytelnik zbada dla éwiczenia extrema linij, przedstawios
nych réwnaniami:
a) (2t y¥)® — a¥(x* — y?) =0 (lemniskata)
(lidé Descartesa; por. § 19,

b x3 8 — 3a. =0
At wd przyklad a, fig. 47)

§ 153. Badanie extremoéw fankeyj, podanych w formie parametrowej.

Chac znale¢ extrema funkeji y = f(z), podanej w formie parametrowej:

= p(?)
(p) ¢
y=v()
obliczamy w znany sposéb pierwsza pochodns:
dy _ ¥’
dz ~ 9(?)

Wylaczamy na razie z rozwazania punkty, w ktérych mianownik staje
sig zerem i badamy pierwiastki réwnania:

Y(t)=0
Dla tych pierwiastkéw nalezy zbadaé znak drugiej pochodnej:
d'y _ @Oy () — "))
dzt par
(por. wzér. (61) z § 95, str. 301). Dla wartosei ¢, dla ktérych ¢ (f)=20.
pozostaje:

)

@'(t)- 9"(2) AU
vor N g
Poniewaz mianownik jest stale dodatni, przeto o znaku drugiej pochod-
nej decyduje znak funkeji: 9'(t).
I tak: jezeli ¥'(t) <0, to funkeja y = f(x) posiada w badanym
punkcie maximum; jezeli ¥"”(f) > 0, to mamy do czynienia z mxmmum,
a przypadek 9”(f)=0 wymaga zbadania wyzszych pochodnych. “Tak

np. z wzoru (63), na str. 302 widaé, e wtedy trzecia pochodna o ™

dukuje sig do (1(2 i trzeba zbadaé znak tego wyrazenia i podobaoie po-

stgpuje sig dalej.

W ten sposéb bada si¢ extrema danej funkeji wzgledem osi z-6w.
Aby zbadaé zachowanie sig funkeji w punktach, w ktérych mianownik:
@'(t) = 0, najdogodniej jest zajaé sig funkejs odwrotng wzgledem funkeji
y = f(x), nazwijmy jg z = F(y).
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Wzory (p) mozemy uwaza¢ takie za parametrowe przedstawienie
tej funkeji odwrotnej. Cheac znalei¢ jej extrema, czyli extrema wzglgdem
08i y-6w, tworzymy:

dz _ ¢'()

dy ()
i obliczamy pierwiastki réwnania @'(t) = O, zakladajac, ze teraz ¢'(f) nie
jest réowne zeru. Nastgpnie — podobnie jak w poprzednim przypadkun —
badamy znak wyrazenia @”(t) dla tych wartodci ¢, ktére spelniajg réw-
panie @'(f) = 0. Jezeli sig okaze, ze @”(¢f) < 0, to funkeja x = F(y) po-
siada maximum (wzgledem osi ¥); dla @"(f) > 0 mamy minimum, a przy-
padek @’'(t)= 0 wymaga badania dalszych pochodnych.

Pozostajg jeszcze do zbadania te wyjatkowe punkty, w ktérych jest
rowpoczesnie @'(f)=0 i p'(t)=0. Te punkty wazywamy osobliwemi
punktami funkeji (lub linji, przedstawiajacej te funkeje); wymagaja one
osobuego badania; pochodna jest w tych punktach nieokresélona.

Przyklad. Zbadaé extrema wzgledem obu osi funkeji, przedstawio-
nej wzorami:

z =4(2 810 ¢t — sin 2¢) = ¢(¢)
y=4(2cost — cos 2¢) = w(t)
Celem zbadania extreméw wzgledem osi z, tworzymy:

P(t)= — 4(2sint — 2 sin 2¢) o
Stad:

ginf—sn2¢t =2sint cos !

Réwnanie to spelnia sig dla dwdch szeregéw kgtéw, a mianowicie:
1° dla sin¢t =0, czyli dla t =0, 4+ =, + 2z, + 37,... + an, .

R cost=—; e l=j;%,j;%+2n,.. j;%-{-?nn,“."..
Sposrod tych wartosci osobnego badama wymagaja wartosci.
0, +2n, .. +2n7, ..,
pouiewaz dla tych wartoser takie @'(¢) = 0, albowiem
@'(t) =4(2cost — 2cos 2¢)

Wylaezywszy narazie te wartoéer. zbadajmy dla pozostalych war-
tosei pierwszego szeregu znak drugiej pochodnej:

Y (t)= — 4(2cost — 4 cos 2¢)
Otrzymujemy
V= — 42 (— ) —4-1)=+24>0
a wige dla ¢ = n mamy mmimum. Podobnie dla t = — &, 37, — 3m,...3

jednakie te dalsze warto$ei nie daja zadnych nowycb punktéw badanej
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linji. Wazystkie bowiem punkty tej linji otrzymamy, gdy ¢ przebiega
od 0 do 27; przy dalszem zas wzrastanin (lub maleniu) ¢ zaréwno z jak
1 y przebiegajs te same wartoser, a wige punkt (r,y) przebiega po raz
drugi, trzeci i t. d. t¢ sams linjg. Dla ¢t = 7 otrzymujemy z =4(2-0 —
—0)=0,y=4(2-(—1)—1)=— 12, a wigc w punkcio A(0, — 12)
ma funkeja minimum (por. fig. 136). Ten sam punkt dostajemy dla
t=—=n, +3n, —3a,...

£
Fig. 136.

Zbadajmy teraz drugi szereg wartodei ¢. I tak:
,Qp”(%)_—=—4(2-cos%—4cosg§z)=—4(2-%—4-(— %)) =—12<0
Dla ¢t = g mamy wiec mazimum.

Poniewas cos (2n — g) = cos 1:-; a cos 2. (2n —7—;) = cos 232, przeto

to sama wartodé — 12 przyjmuje ¢”'(f) dla t=2n — g Mamy wige
dwa mazima: dla t=% i {=2n— g Dalszych wartoéci drugiego sze-

regu nie trzeba juz badaé, poniewaz dla pich powtarzajg sig jui perjo~
dycznie wartoder funkeyj z i .



465

Te maxima lezg w punktach o spélrzednych:

a:._.4(2sm-——sln ——)—4(2'_ = —)=2V§ I B(2V§,6)

y=4@- 4+ =6 I

a‘=4(2sin (I2n—- g)_ sin2 (2:: ~3))=

iy

w—3)8 } C(—2V3, 6)

2
y=26

Badajse w podobny sposéb extrema wzgledem osi y-6w, otrzymujemy:

@'(t) =4(2cost — 2c082¢) =0

a stad:
cost=1 lub cost=—}
Z warunku cos? =1 otrzymujemy wartodci:
t=0, + 2=xn...
w ktérych takie réwnoczesnie y'(f) =0, a ktére zbadamy zaraz oscbno.
Z warunku zag cost= — § otrzymujemy = §n, ¢ =21 — §n i katy

powigkszone o 2nm, ktére jednak nie wchodzs tu w gre wskutek perjo-
dycznodei funkeyj @(¢) i (). Badajse w tych punktach @(#), przeko-
namy sig z latwoécia, 2e dla ¢ = §n mamy maximum wzgledem osi y-6w
a dla t=2n — §n minimum. Spélrzedoe x i y tych punktdéw s3, jak
latwo wyrachowaé, E(6 V3,0)i F(—6)3,0).

Pozostaje jeszcze do zbadania osobliwy punkt, w ktérym ¢ =10
(a zarazem t = + 27, + 4n,...). Spélrzgdnemi tego punktu sg:

—4.(2-0—-0)=0
;=:-((22- (1)— ?))=4 DO4)
Gdy ¢ wzrosnie o dodatnig liczbg €, to x wzrodnie od zera do wartofei:
z==4(28ine — 8in 2¢e) = 8sine(l — cose) >0
a y wzrodnie od wartoci 4 do wartodei:
y=4(2cose — cos2¢)=4(2cose — 2cose+ 1)=4-}8cose(l —cose) >4
Gdy t zmaleje o & to x zmaleje od zera do:
x = 8sin(— &)(1 — cos(— &)) = — 8sing(l — cose) <O
a y wzrofnie od 4 do wartodei:
y =4+ 8cos(— ¢&)(1 —cos(—eg) =414 —|— 8cose(l — cose) >4

To zaé §wiadczy, 26 w punkeie D(0,4) mamy minimum.
Rachaonek rézniczkowy | calkowy. 30
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Obrazem badanej funkeji (a raczej ukladu dwéch funkeyj) jest linja,
przedstawiona na fig. 136, zwana kardioidg.

Jest to specjalny przypadek epicykloidy: powstaje ona przez tocze-
nie si¢ kola po kole o réwnym promieniu. Kazdy punkt na obwodzie
toczacego sig kola zakresla taks kardioide (por. § 19, przyklad e, na
str. 19—80). W npaszym przykladzie promienie tych ké! sa réwne 4.

Ustep IL
EXTREMA FUNKCYJ DWOCH I WIECEJ ZMIENNYCH.

§ 1564. Definicja extrem6w funkeji dwéeh zmiennych i konieczne
warunki istnienia extremoéw.

Bedziemy si¢ tu zajmowali podobnie jak w poprzednich ustgpach
extremami wzgledem odpowiednio bliskiego otoczenia punktu. Funkeja
dwéch zmiennyeh y = f(x,y) ma w punkcie x =a, y =05 maximum,
to znaczy, Ze istnieje takie otoczenie punktu (a,b), w ktérem wszystkie
wartodci funkeji sg mniejsze od f(a,b). Arytmetycznie mozna te definicje
sformulowaé w nastepujagcy sposéb.

‘Jezeli istnieje taka dodatnia liczba d, ze dla wszystkich przyrostéw
h, k zmiennych niezaleznych, ktére spelniaja warunki k) < 4, |k] <4,
przyrost funkeji spelnia nieréwnosé:

(1567) fla+hb+ k) — fla, ) <O
to funkecja posiada w punkcie (a,d) mazimum, jezeli zas:
f(@ kb4 k) — (g, b) >0

to funkecja posiada w punkcie minimum.

Jezeli natomiast w kazdem otoczeniu punktu (a, b) istniejg takie
punkty, dla ktérych przyrost funkeji jest dodatoi i takie punkty, dla
ktérych ten przyrost jest ujemny, to w punkeie (a,b) niema extremum.

Geometrycznym obrazem funkeji dwéch zmiennych jest jakas po-
wierzchnia, a maxima 1 minima sa to jej puokty najwyzsze i najnizsze
w poréwnaniu do odpowiednio dobranego otoczenia.

Nie bedziemy sig tu zajmowali takiemi, wyjatkowemi w prak-
tycznych zastosowaniach, punktami, w ktérych funkecja nie posiada
pochodnych; takie punkty wymagaja bezpoéredniego badania, opartego
wprost na definicji extremoéw.

Bgdziemy zatem w calym tym ustepie zakladali, ze badana funkeja
Jest ciagla, a ponadto, ze posiada pochodne czgstkowe pierwszego i dru-
giego rzgdu, ciagle w tym obszarze, w ktérym ja-badamy. Przy tem zalo-



467

zeniu bardzo latwo jest podaé komieczne warunki istnienia extremum
w jakimé punkeie. I tak, jezeli wartosé f(a,b) ma byé najwickszq sposréd
wszystkich wogéle wartosei tej funkeji z otoczenia punktu (a, &), to musi
byé ona oczywiscie takie najwieksza sposréd wszystkich wartoéei, ktére
otrzymamy przez zmiang jednej tylko zmiennej x, przy zachowaniu stalej
wartodcei y = b drugiej zmiennej. A wiec pochodoa tej funkeji wzglgdem
zmiennej x musi by¢ zerem, t. j. dla puoktu (a, ) musi si¢ speloiad
warunek:

of(=, y)

dx % 0

Geometrycznie znaczy to, Ze linja, otrzymana przez przekrsj badanej
powierzchni plaszezyzua, przechodzges przez punkt (a, b, f(a, b)) a réwno-
legls do plaszezyzny pionowej ZX, musi posiadaé w tym punkeie styczng
réwnolegly do plaszeczyzny poziomej. Podobnie ma sig rzeez dla minimum.
Jezeli za§ ustalimy x = a, a zmieniamy tylko y, to musi byé:

ZASIN)
Iy

A zatem takie dla przekroju plaszczyzng réwnolegly do plaszczyzny boez-
nej YZ styczna jest réwnolegla do plaszeczyzny poziomej.

Otrzymaliémy zatem pastepujace konieczne waruoki istnienia extre-
mum dla funkeyj rézniczkowalnych.

Eztrema rézniczkowalnej funkcji dwich emiennych moga istnie¢ tylko
w tych punktach, w ktdrych obydwze czastkowe pochodne: f.(x,y) i f,(z, y)
8q réwne zeru.

Z definicji pochodnej w dowolnym kierunku (por. § 109) wynika,
ze wtedy takze pochodna w dowolnym kierunku jest réwna zeru.

Pierwszym wige krokiem przy badanin extreméw funkeji dwéch
zmiennych jest rozwigzanie ukladu réwpan:

!M&w=0
Wz, y)=0

Jezeli punkty (a;, b;), (s, by),... spelniajs te obydwa réwnania. to w nich
mogs, lecz nie musza, istnie¢ extrema.

Plaszczyzna styczoa do powierzchmi (por. § 104, str. 326) w tycb
punktach jest réwnolegla do plaszezyzny poziomej lub nakrywa si¢ z nis,
ogblnie: jest prostopadla do osi 2.

Przyklad. Dla funkeji:

:=2x*—xy—3x-+4y* —8y-+3

=0

(158)

extremum moze istnieé tylko dla tych wartosei x i y, ktére spelniajg
nastgpujacy uklad réwnah o dwéeh niewiadomyeh:
30*
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oz
oz
3y = %+ 2y—8=0

Jedyng para liezb, spelniajacych te obydwa réwnania, jest: x=2, y=56.
Chege rozstrzygnaé, czy funkeja posiada w tym punkeie extremum i jakiego
rodzaju jest to extremum, nalezy zbadad znak przyrostu:

Af = f(a+h, b+ k) — f(a, b)
t. j. w naszym przypadku znak réinicy;

Af =F(@+ h, 5+ F) — F(2,5)
Badanie to moZna przeprowadzié bezpoérednio, a mianowicie:
Af=2(2 4B — @+ KO+ #) — 8@+ h) + (6 + k)* — 86 + k) 4

+3—{2.22—2.5—8.245*—8.5+ 8]
ezyli:
Af =2h2 — hk -+ k*

Dla zbadania zachowania sig tego tréjmianu najprosciej jest sprowadzié

go do formy kanonicznej, uzupelniajge dwa poczatkowe wyrazy do zupel-
nego kwadratu. Otrzymamy w ten sposb:

ap A= .cg: + Tkt

Z tej formy widaé, Zze przyrost Af ma stale wartod¢ dodainig, dla wszyst—
kich wogéle przyrostéw ki k zmiennych niezaleinych, wylgezajac cczy-
widcie badany pukt (2, 5), dla ktérego h'=0 i réwnovzesnie k=0,
a wiee przyrost ma wartosé zero.
A wige jest stale:
Af>0

a to dowodzi, ze funkecja posiada w badanym punkeie minimum (w tym
przypadku jest to nietylko minimum, lecz wogdle najmniejsza wartoéé
funkeji, poniewaz nie trzeba bylo wecale ograniczaé przyrostéw % i k
zmiennych niezaleznych).

§ 1566. Dostateczne warunki istnienia extreméw funkeyj dwéch
zmiennych.

Taki bezpodredoi sposéb badania znaku prayrostu funkeji jest czgsto
bardzo ucigzliwy i skomplikowany. Okazemy jednakie, ze mozna znalezé
pewne dogodne warunki dostateczne na istnienie lub nieistpienie extreméw.
Oprzemy sig na rozwinigeiu badanej funkeji ma wzér Taylora w oto-
ozeniu tego punktu (a,b), w ktérym pierwsze czastkowe pochodne ss
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réwne zern. Zajmijmy sig tu tylko tym przypadkiem, w ktérym nije
wazysikie drugie czgstkowe pochodne sy réwne zeru dla x=—gq, y=>b
{Gdyby za$ wszystkie byly zerami, to przeprowadziliby§my badanie bez-
posrednio, tak jak w powyzszym przykladzie).

Zatrzymajmy sig w rozwinigciu Taylora na drugiej rézniezce
(por. wzér (149) z § 143). Otrzymamy:

Af=df(a,b)+ g‘r[d’f];:ﬁgr;

Poniewaz w punkeie (a, b) jost gg =0 % = 0, przeto:
__3f(a, b) f(a, b)),
df(a,b) = e h 4 3y k=0
Pozostaje wige nastgpujacy wzér na przyrost funkeji:
Af = }[8° Jemsign
y=b+3k

Nalety zatem zbadaé znak drugiej réiniczki w otoczeniu punktu (a, b).
Druga rézniczka przedstawia sig, jak wiadomo (por. § 115, wzér (87)),
wzorem:

(47 )y gn = Fu@ o O, b+ SBh2 427 (a+ Fhy b+ Dbk +
+ Fyla+ Ok b+ SRk

Celem zbadauvia znaku tego wyraZenia postgpujemy drogs, wskazang przez
poprzedoi przyklad, a mianowicie sprowadzamy to wyrazenie do formy
kanonicznej. Aby to uzyskaé, zalézmy najpierw, ze wartodé f,.(a,b) jest
rézna od zera, ma wige jaki§ znak: - lub —. Péiniej zbadamy takze
przypadek f,,(a,b) =0. Wskutek ciggloéci funkeji 7,.(x,y) mozna znalezé
takie otoczenie punktu (a,b), ze takie wartosei f.(a -+ Ok, b + 9%) beds
rézne od zera i bgds mialy ten sam znak, co f,.(a,b). To znaczy, mozna
znalezé takie 4, ge dla |h]| << 4 i |k| < J bedzie f.(a-+ 9k b+ 3k)
rézne od zera, Wobec tego moZna praws strong wzorn (I) podeielié
i pomnozyé¢ przez spélezynnik przy h? i otrzymamy w ten sposéb (opu-
szczajge narazie wartodei zmiennych a -+ 9k, b4 Gk):

ok +2fu fo kb + fi £ B
fe

(I

df =

czyli:

Bf = (fuch + 1o k) —;— ([ oy — 1)K

Poniewaz badamy tylko ofoczenie punktu (e,b), & nie sam punkt (a,b),
przeto h i k nie mogg byé réwnocze$nie zerami.
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Znak prawej strony zalezy tylko od znakéw wyrazeh f, i D=
= fu [, — fy W otoczeniu punktu (a,bd), albowiem pozostale wyrazenia:

(fech - fo k® & &3
sy stale nieujemne.

WidzieliSmy juz, ze dla odpowiednio malyeh ki k znak £, w oto-
czeniu punktu (a,b) jest taki sam, jak znak f£,.(a,b) w samym punkcie
(a,b). Podobnie ma sig rzecz ze znakami pochodnych £, i £, a zatem
takze ze znakiem wyrazenia D= f, f,, — 2 w otoczeniu (a, ), o ile tylko
to wyrazenie nie jest zerem w puakecie (a, b).

Okazemy, ze w tych przypadkach, w ktérych D nie jest réwne
zeru w punkcie (a, b), mozoa w bardzo prosty sposéb rozstrzygnaé kwestje
znaku badanego przyrostan.

a) I tak, jezeli D(a,b)>0,to i D(a + %k b+ 9k)> 0 dla odpo-
wiednio malyeh 2 i & wskutek cigglodei tej funkeji, a wige licznik we
wzorze na d?f jest dodatni. Jezeli préez tego takie £ (a,b)>0, to i mia-
nownik f.(a + &k b+ 3k) > 0, a wiee d*f ma tylko wartodei dodatnie
w otoczeniu punktu (@, b). To za$ dowodzi, ze badana funkeja ma w pun-
cie (a, b) minimum.

b) Jezeli D(a,b) > 0 a f,.(a,b) <<O, to d*f << 0 w otoczeniu punktu
(a,b), a to znaczy, ze funkcja ma w tyin punkecie mazximum.

W obydwu oméwionych dotychezas przypadkach, t. . gdy D(a, b)> 0,
nie moze byé zerem f,,(a,bd), albowiem wtedy wyrazenie D redukowa-
loby si¢ do liczby niedodatniej: D = — f}.

c) Jezeli D(a,6) <0, to trzeba juz rozrézuiaé przypadki f,.(a,b)5=0
i fu(a,b) = 0. Zaldzmy najpierw f,,(a, b) F= 0. Wtedy w kazdem (chociazby
najblizszem) otoczenin punktu (a,b) istnieja takie punkty, dla ktérych
przyrost Af jest dodatni i takie, dla ktérych 4f << 0. Tak np. dla £t =0

a h==0, licznik jest dodatni w otoczeniu (a,b), a dla k40 i h= —k%

licznik jest ujemny, mianownik za$ zachowuje staly znak, poniewaz
fu(a,8) 40 a f(a- &h b+ Gk) dla odpowiednio malych k,k zacho-
wuje ten sam zpak, co f.(a,b). A wige, gdy D(a,b) <0, a f.(a,b)50,
to w punkeie (a,b) niema extremum.

Okazemy, ze niema extremum takze, gdy f.(a,6) =0 a wyrazenie
D(a,b) <0 i

I tak, gdyby bylo / (a,b) =0 lecz f,(a,b) = 0, to uzylibyémy do
dowodu formy kanonicznej:

__ ok + L)+ By — W
- For

i doszlibyémy oczywiscie do tego samego wyniku, co poprzednio.

a:*f




41

Wreszeie, jezeli réwnoczesnie jest fu(a,b)=0 4 f,(a, b) =0,
a D(a,b) <O, to musi byé 7£,(a,)3F=0. W tym przypadku o znaku
drugiej rézniczki decyduje znak wyrazu érodkowego:

2f,(a + Oh, b+ Ok)hk

w otoczeniu punktu (a,b) lub wprost w samym pankeie {a,d), t. j. znak
wyrazenia:
2f(a,b) hk

Widocznem za$ jest, Ze to wyrazenie moze przyjmowaé zaréwno dodatnie
jak i ujemne wartoéei dla dowolnie malych b i % (np. gdy ustalimy %
a za h podstawimy raz wartos¢ dodatnia a drugi raz ujomns, to to wy-
ratenie zmieni znak).

Wogéle wige, gdy D(a,b) < 0, to w punkcxe (a,b) niema extremum,
bez wzgledu na to, ezy ktérad z pochodnych7,,(a, b), £, (a, b) jest zerem,
czy tez nie.

W otoczeniu takich punktéw, w ktérych f,=0, f,=0 i D <0,
powierzchnia ma ksztalt siod?a. Takim jest np. punkt O na fig. 25 (str. 45):
wystgpuje tam jeden przekréj 4 OB, majacy minimum wzgledem osi z-6w,
w zwigzku z warnnkiem f,=0, a drugi COD, majscy maximum wzgle-
dem osi y-6w, w zwigzku z warunkiem f,=0.

d) Pozostaje nierozstrzygnigty przypadek, gdy D(a, )= 0.

Nie bedziemy tu przeprowadzali dosé trudnej w tym praypadku
dyskusji, a wykazemy tylko zapomocg odpowiednio dobranych przykla-
déw, ze wtedy w badanym punkeie moze istnie¢ lub nie istnieé extre-
mum, Z tego powodu nazywamy ten przypadek: przypadkiem wqipliwym.
O ile zechcemy w takim przypadku zbadadé extrems, to badamy wprost
przyrost Af bez pomocy wzoru Taylora.

Wyrazenie:

(159) D=fnfyy""fzv

ktére odgrywa decydujaca role w calej tej dyskusji, nazywamy wyréz—
nikiem formy kwadratowe;:

fat® +2f hk 4 [, k2
Wyniki, do ktérych doszliémy w tej dyskusji, ujmujemy w nastgpujgce
twierdzenie.

Jeseli w punkcie, dla ktérego =0 & f,=0, wyréinik D >0, to
funkcja posiada w tym punkcie extremum i to maximum, jezeli w tym
punkcie f. <0, a minimum, jeieli f..>> 0; jezeli wyréznik D <O, to
funkcja nie posiada w tym punkcie extremum; jezeli D =0, lo mamy do
ceynienia z praypadkiem wgtplivym, kibry wymaga osobnej dyskusji.
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§ 166. Przyklady na badanie extreméw funkeji dwéch zmienyeh,

Przykiady. 1) Zobaczymy najpierw, jak prosto przedstawia sig dy-
skusja w przykladzie:

2=2x'—2xy—3x+y*—8y+3

ktdry roztrzasalismy powyzej zapomocs bezposreduiego badania przyrostu.
Z warunkdw:

af_ —— -
-——-0—4.’1?—-31 3
of W= =

otrzymalismy:
z2=2, y=>0
Dla tych wartosci badamy znak wyréznika:
D=f.f,—fa=4:2—(—1p=1

Poniewaz D > 0, a f,=4>0, przeto w punkecie £ =2, y =5 funkcja
posiada minimum.
2) Zbadaé extrema funkeji:

2=zt -} yt — 228 -4y — 2y
Potrzebne nam ‘'bedg do dyskusji pochodne:

dz tz

a3 ——4x+4y = 1222 —4

dx dxt dtz

9z a2 92y
_— = 8 — e N — 2 2 __ 4

3y 48+ 42 — 4y P 12y

Spélrzedoe punktéw, w ktérych mogs byé extrema, obliczamy z ukladu
réwnan:

fi=4x3—4x+4 4y=0

f,=4y*+4x—4y=0
Stad otrzymujemy: x®= — y3, = —- y, & wige pierwsze réwnanie daje
po podstawieniu:

4x'—4zx—4x=0
3t —2x=0
Pierwiastkami tego réwnania sg:
z, =0, x,=+y§, 2y =—)2

a wiec:

=0, ?lz—y?"’- !/s=+V§



473

Dla tych 3 par liczb moga byé extrema. Aby rozstrzygnaé, czy sg istot-
nie, tworzymy wyrdznik:
D= (122% — 4)(124® — 4) — 16

a) Podstawmy tu najpierw x =, y =y, to:
D=(12:-2 —4)(12-2 — 4) — 16 = 400 — 16 = 384

a wige D>0. Dla punkta (z,y,) jest wiec z pewnodcis extremum,
O rodzaju tego extremum decyduje znak f.,(z;, ¥s), t. j. znak wyrazenia:

1224 —4=12.2—4=20

Poniewas f,.(x3,y,) > 0, przeto w tym punkecie jest minimum.

b) Dla (z4,y,) otrzymamy te.same wartodei D i f,,, a wige i w tym
pnnkeie jest minimum.

¢) Dla (z,y,) otrzymamy:

D= (—4)(—4)—16=0

Jest to wigu przypadek watpliwy. Zbadajmy bezpodrednio przyrost Af
danej funkeji, t. j.:

Af = he 4kt — 2R? - bhk — 2h3 = hA 4~ ks — 2(h — k)

Nalezy zbadaé, czy to wyrazenie jest stale dodatnie, czy ujemne, czy tez
moze przybieraé zaréwno wartodei dodatnie jak i wjemre. Widzimy, ze
op. dla b=k jest Af = h* 4 k* >0, natomiast dla k=0 a 0<<h<<)/2
jest Af==ht— 2h2=h3(h*—2)<<0. A wigc Af moie byé w otoczeniu
punktu (x,,y,) dodatnie i ujemne, zaleznie od doboru 4 i %, a to dowo-
dzi, Ze w tym punkcie niema ani maximum ani minimum.

3)
e=uzx'+y
2, =428 Ze —RliZocARs]
2,=0
z,=4y3 2, =12y

Jedynym punktem, dla ktérego pochodne z, i 2z, sy zerami, jest: , =0,
¥ =0. W tym punkecie:
D=12.0%.12.02—0*=0
a wige jest to przypadek watpliwy.
Badamy bezposrednio przyrost:
Az =2(0+h, 0+ k) — 2(0, 0) = h* 4 k*
Poniewaz stale Az > 0, przeto w punkcie (0,0) funkeja posiada mininvum.

Z przykladéw 2) i 3) widzimy, ze w przypadku watpliwym, t. j.
gdy D =0, moze nie istnie¢ extremum a moze takze istnie¢ extremum.
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W nastgpnym przykladzie zobaczymy, ze dla D=0 moze istnieé
takze t. zw. extremum niewlasciwe; jest to taki punkt, dla ktérego 4 /=0
(minimum niewladciwe) lub 4f = ( (mazimum niewlaciwe).

Dzieje sig to wtedy, gdy w najblizszem otoczeniu punktu (a,b)
wartodei funkcji mogg byé takze rdwne wartodei funkeji w punkeie (a, b).
Geometrycznym przykladem takiego niewladciwego extremum jest walec
kolowy, ktérego tworzaca lezy na plaszezyZnie poziomej. Kazdy punkt
tej tworzacej przedstawia minimum niewlasciwe, gdy caly walec lezy
nad plaszezyzng poziomsy, a maximum niewladciwe, gdy caly walec lezy
pod ts plaszczyzaog.

Podobny przyklad mozna zbudowaé, obracajac kolo osi Z jakgkol-
wiek linjg, ktéra posiada extremum w punkeie, nie lezacym na osi Z.
Kolo, zakreslone przez ten punkt, w ktérym ta linja ma extremum, sklada
sig z samych punktéw, w ktérych istnieje extremum niewladciwe.

Jak sig wykrywa arytmetycznie takie extrema niewlaéciwe, zoba-
czymy z nastgpujgcego przykladu.

4) Zbadaé extrema funkeji:

> =@+ y»

utaj:
2, =2(x+y) rae s5==2
2,=2(x+y) 3, =2

Kladge 2,=0 i 2,=0, otrzymamy: y=—x. Kazdy wige punkt prostej

== — z na plaszezyznie poziomej moze byé extremum. Celem rozstrzyg-
nigeia tworzymy:

D=2.2—-21=0
a wigec mamy tu do czynienia z przypadkiem watpliwym. Wezmy pod
uwage ktérykolwiek z punktéw, w ktérym moze byé extremum, op.
punkt z, =1, y, = — 1.
Dla tego punktu otrzymujemy:

Af=fQ1+h—14+k—F1,—1)=1+h— 1+ k(1 —1)=(h+k}

Otéz ten przyrost jest dodatni lub réwna sig zeru (op. dla b= — k), zatem:
Af=0
To dowodzi, ze w tym punkcie jest minimum niewtasciwe.
Istotnie dla wszystkich punktéw prostej y = — = badana funkcja

ma wartoéé: 0, a dla wszystkich innych punktéw ma wartoéci wigksze.
5) ZnaleZé na plaszezyinie tréjkata taki punkt, aby suma kwadra-

téw jego odleglosei od wierzcholkéw tego tréjkata byla minimum.
Oznaczmy spélrzedne wierzcholkéw tego tréjkata, odniesionych do

dowolnych osi, lezgeych na jego plaszczyinie: A(ay,b,), B(as, &), C(as, bs),
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a ich odleglodei od dowolnego punktu P(x,y) na tej plaszczyznie niechaj
bedg d;, dy, d;. Zgdamy, aby suma:
di + d; + di

byla minimum. Trzeba wige znalez¢ minimum fuokeji:

fay)=(@ — a)*+(y — 6,)+ (x — a)* + (y — b)) +
+ iz — a)® - (y — b))
Koniecznym warunkiem istnienia minimum jest spelnienie sie réwnan:

;—i:?(x—a.)-i- 2(x —ay) + 2(x — a,) =0

d
L =2 = b2 B+ 20 b =0

Stad otrzymujemy:
wed LT OO = o b e by

3 g 3
a wigce Srodek cigzkosci tego tréjkata.
Aby rozstrzygngé, czy to jest mimmum, tworzymy:

f}x=2+2+2=61 f,,=6, fxy=0
Stad:
D=6.6—-02=<36>0

a wigc istotnie drodek cigikodei tréjkata ma tg wlasnosé, ze suma kwa-
dratéw jego odleglodci od wierzcholkdw tréjkata jest minimum.
Nietrudoo jest zbadaé, ze jest to zarazem wartos¢ najmniejsza.

§ 167. Extrema funkeyj trzech 1 wiecej zmiennych.

Extrema funkeyj trzech i wigeej zmiennych bada si¢ w podobny
sposéb, jak dla funkeyj dwéch zmiennyeh. I tak dla funkeji:

A= D s )
mazimum wlasciwe istnieje dla:
O T —— O == O
wtedy i tylko wtedy, gdy przyrost:
Af=fla, + hy, ag + hgy.ey 0, + b)) — flay, agy...,a,) <O
dla odpowiednio malych przyrostéw:
hi, k... 5,
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a minimum wlasciwe, gdy:
Af>0
Konieczne warunki istnienia extremum dla funkcji rézniézkowalnej majg
postaé:
af af _ &
(160) 55;=0, éz——o,...,%‘—o
Z tego ukladu n réwnah oblicza sig uklady wartodei: (a,, ay,...,a,),
(b1, byy...y0,) i t. d, w ktérych mogs lecz nie musza istnieé extrema.
Uzywajac rozwinigeia Taylora, sprowadzamy dalsze badanie do
badania znaku drugiej rézniczki, albowiem dla tych liczb, dla ktérych
pierwsze czastkowe pocliodne sg zerami, rozwinigeie Taylora redo-
kuje sig do:
Af =4 [d*f].
F= i@ oaign
Xm0, tOh,
Zamiast badaé tg rézniczke w otoczeniu wartodei (ay, ay,...,a,), Wystarczy
w ogélnodci zbadaé jej znak dla samych wartodei (ay,a,,...,a,), & wige
zbadaé znak wyrazenia:

af(a1; 84+, ) = Fr bl A 2L li by + Fanhi 4 LB + 2finbibs + ...

dla odpowiednio malych przyrostéw k,, hy...4,.

Do tego celu moznaby wyprowadzié¢ rozmaite kryterja, oparte na
badaniu znakéw wyréznikéw, sa one jednak tak skomplikowane, ze nie
bedziemy sig tutaj niemi zajmowali. W konkretnych przykliadach be-
dziemy sig starali zbadaé znak tej rézniczki bezposrednio.

§ 168. Zastosowanie extreméw funkeyj dwéch i wigce] zmiennych
w teorji wyréwnania bledéw I w statystyce.

Dla kilku wartosci zmiennej niezaleznej z:

\
Zyy Xgy Xy e -y T

pomierzono odpowiednie wartosci zmiennej zaleinej y i znaleziono:

¥ Y2y Yayeee1 Ya

Przedstawmy graficznie te pary liczb, naleigeych do siebie, punktami
plaszezyzny.

Wskutek nieuniknionych bledéw spostrzezen s te punkty zwykle
doéé pieregularnie rozsiane po plaszezyznie (zob. np. fig. 187). Zaléimy,
Ze wiemy lub mamy jakie§ powody do przypuszczenia, e prawdziwe
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wartodci x,y 83 ze sobg zwigzane linjowo, to Znaczy zapomocs wzorus

y=axr-+b
lub w geometrycznej interpretacji, ze te punkty powinny lezeé na jakiejs
jednej linji prostej. Chodzi ( )
nam o wyrdwnanie tego sze- \Y : : Znida
regu punktéw zapomocy jed- :
nej linji prostej w tym sensie,
aby suma kwadratéw odchy-
lefi tych punktéw od tej
nieznanej narazie prostej byla
mozliwie najmniejsza. Od- (%) (%) p)
chylenia biersmy w kierunkn g 4 4
X4r 4)
réwnoleglym do osi Y. Ozna- Tt d/‘j; (Eak -
czajge te odchylenia literami: &
zajac te odchylenia literami 5)

6,,04...,8,, Fig. 137.

otrzymujemy na sumg kwadratéw tych odchylen wzér:

fab)=08+ &+ 8&+...4+ &=

= (5 —ax; — ) + (43 — axy — b 4~ ...+ (y, — az, — )3
albowiem odchylenie np. 4, jest réinica migdzy zoaleziong z pomiaru
wartoécig ¥, a rzedng prostej y =ax -}-b w punkcie x,, ktéra ma war-
todé ax; 4 b. Nalezy wyznaczyé liczby a i b, charakteryzujace polozenie
tej nieznanej prostej. Zmiennemi niezaleznemi s wige w tem zagagad-
nieniu parametry a i b. Zachodzi pytanie, jak je naleiy obraé, aby wyra-
zenie f(a, ) bylo minimum.

W tym celu trzeba rozwigzaé uklad dwéch réwnan:

2y~ 0z, — b) - (— ) + 208 — azy — b)- (— 2y) ... -
+ 2y, —ax, — b))+ (—x,)=0
Y 90 — am, — )+ (— 1) 20y — a2y — by) - (— D 4.+
+2(yu_axu_b)'(_ 1)=0

Po uporzgdkowaniu otrzymujemy:

2.9 F 2y oo F oty — (B F 3. F 22— by F 2y A2 =0
nitwt..+v.—al@ +24...4x,) —nb=0

Uzywajac na sumg skréconego zpaku 2, moiemy te réwnania napisaé
w postaci:
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l 2x?+ b Zx, Zx.m

f=}

I a21i+b”=2:yl

d =]

Uwaga. W podrecanikach, poswigeonyeh teorji wyréwnania bledow
uzywa sig czesto skrécen:

2-’1‘»’?=[1‘, x}, i‘x,y,=[x,y],

im} f=)

(161)

it p. Wzory (161) nazywamy réwnaniami normalnemi dla tego zagadnienia,
Jako ich rozwiszania otrzymujemy liczby:

Zon-Ze 3 Ju S Jau e

a— i=1 {==) = f=] (=1 {=]

" 3 (zx:) zf—\z@\

t=1 Yiml Y itm]

Uzywajac wyznaeznikéw, mozemy te wzory napisaé w postaci:

2x,y; S, | 22} S22y,
gl e | 2= 2y,

(162) *=T13x 3z, b =sa L]
|2z, = 122, »

Aby zbadaéd, czy dla tych wartosci zachodzi istotnie minimum, obliczamy
wyréznik. Poniewaz:
foo=2x24+22+...4+22), fu=2424.. +2=2n
foo =2(zy + 2y + ...+ @)
przeto wyrdéznik ma wartosé:
D=dn@i+2+...+ ) — 4@ +2+... + )
czyli:
D=4z —x)* 4+ (&, — ) + ... + (&, —2) 4 (2 — %) ...+
+ (Tuos — 2.7}

a wigc ma zawsze wartos¢ dodatnig. To zas dowodzi, ze dla znalezionych
warto$ei @, b mamy do czynienia z minimum.

Dzielse obie strony drugiego réwnania normalnego przez n, otrzy-
mujemy:

Hhttt. g _ 5 —{--x,-l—...—}—x,,-{_ -
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Liczby:

7

=yl+yl+"-+y_n’ §=$l+$|+---+$,.

n

83 spélrzednemi érodka cigzkodci badanego ukladu punktéw. Drugie réw-
nanie normalne przyjmuje zatem postaé:

1=af+b

a to dowodzi, ¢e znaleziona prosta, wyréwnywujgea badany uklad punk-
tow, przechodzi przez srodek cigzkodei S(§,7) tego ukladu. Wskazanem
jest dla uproszezenia rachunkéw przyjgé ten érodek cigikosei za nowy
poczgtek ukladu spélrzednych. W tym celu trzeba wykonaé przesunigcie
o (§,m) i wprowadzié¢ nowe spélrzegdne X, ¥ zapomoecs réwnan:

z=£E+4+ X
y=n1+Y

Trzeba wige 2z danych liczb z, i y, obliczyé ich érednie ‘arytmetyczne

(§,n) i wprowadzié w rachunek odrazu zamiast z, i y, liczby:
A=m— ey ot
Y=y, —1n

Przeprowadzajac caly rachunek w tych nowych spélrzgdnych, otrzymu-
jemy na a i b takie same wzory, jak poprzednio, tylko wszedzie za-
miast malych liter z,, v, wystgpuja X, Y,. Teraz jednak mozna te wzory
zoacznie uproseié. T tak:

2X,=x,+x,+...-|—x,,—-—n§=

=z, 4z +... 42— (@ +txt+...Fx)=0

a taksamo:
Sr=o

{1}

Podstawiamy te wartoei we wzory na a, b (po zastgpieniu w nich wszyst-
kich z, i y, przez X, Y) i otrzymujemy:

nZX,Y,—O-O
- =1

n -ZX,‘ — 02

{=1

a b=0

a
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czyli:

XIYI
(163) a=11___

S

=]

Szukana prosta Y ==aX przechodzi zatem teraz przez poczatek ukladu,
ktéry obralismy w érodka cigzkosei badanego ukladu punktéw i ma
spadek wyrazony wzorem (163). Te linjo prosts, sluzgcg do wyréwnania
szeregu punktéw wedlug powyiszej zasady, nazywamy prostq regresji
zmiennej y wzgledem zmiennej z a jej spadek: a nazywamy spdlczynni-
kiem regresji zmieonej y wizgledem zmiennej x. Pojgeia te sg bardzo
wazne w statystyce matematyczne).

Badany szereg punktéw mozna wyréwnaé takie przy pomocy innej
linji prostej, zydajac, aby suma odchylen danych punktéw od tej nowej
prostej byla minimum, przyczem jednak odchylenia bedziemy teraz mie-
rzyli nie w kierunku
réwnoleglym do osi
y-6w, lecz w kierunkn
réwooleglym do osi
z-6w, jak na fig. 138,
Dogodnie jest przyjaé
réwnanie tej nowej pro-
stej w postaci:

r=ay+§

Parametry e i § wy-

gnacza sig droga po-

Fig. 138. . dobng, jak w poprzed-
nim przypadku i otrzy-

muje si¢g wzory podobne, z ta tylko réznics, ze palezy wszgdzie pomie-

niaé¢ x z y. Otrzymamy w ten sposéb druga prosta regresji o réwnaniu:

X=aY
przyczem jej spadek a (w odoiesieniu do osi Y) wyraza sig wzorem:

(164) So et

- zn'yl,
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Tg liczbg nazywamy spdlezynnikiem regresji zmienvej x wzgledem zmien-
nej y. Na fig 138 sy przedstawione obydwie proste regresji, ktére sie
w ogblnoéel me nakrywajs.

Sredoia geometryczng z obu spdélezyonikdw regresji, opatrzong zna-
kiem takim samym, jak a 1 e (ktére maja, jak widaé z wzoréw (163)
1 (164), te same znaki), nazywamy spdlczynnikiem korelacji. Ten spélezyn-
ok ma wige wartobé.

(165) R

V3w

fu=] i=}

{ub krétko r =}aa- sign a, przyczem sing a = -+ 1, gdy a jest dodat-
nie, a ehngae = — 1, gdy a jest ujemoe lub réwne zeru.
Wartoder tego spélezynnika sg zawsze zawarte w przedziale <—1,
4+ 1>t
—iIsr=+1

Wynika to z nastgpujascego ogélnego wzoru, zwapego identycznodcia L a-
grangefa:

(@+dad+ ..+a)B+8+... +8) —(ab + ab, + ... + 0,b)° =
= (6,0 — ay0,)" + (a0, — 0;8,)' + .. + (2., 0, — a,b,_ 2 =0

Najwigkszs bezwzgledns wartoéd, t j. 1, przyjmuje r tylko wtedy, gdy

a=£, to zoaczy wtedy, gdy obydwie proste regresje majg réwnapia:

Y=0aX, X=qaY= éY czyli Y ==aX. a wigec gdy sie te dwie proste

regresji nakrywayq. Wtedy moéwimy, ze migdzy zmiennemi z 1 y zacho-
dz) najéciélejsza korelacja. Najmunrejszg wartodé bezwzgledos, t j. wartodé

0, przyjmuje r tylko wtedy, gdy a =20, . j. gdyZX, Y,=0 a wtedy
foe]

i @ =0. Proste regresji sg wtedy do sicbie prostopadle a mijanowicie

jedna jest réwnolegla do osi z-6w, a druga do os1 y-6w. Méwimy. ze

w tym wypadku zmiesne z 1 y 83 bez korelacji. Wartosei r uzywa sig

w statystyce bardzo czesto do mierzenia stopnia korelacsi.

Czytelnika, interesujgcego sig statystyka matematyczng, odsylamy do
obsgernej literatury specjalnej, z ktérej wymieniamy tu: nastgpujace bar-
dzo rozpowszechnione podreczniki: C. V. L. Charlier. Vorlesungen tiber
die Grundzige der mathematischen Siatlistik. (Lund-Hamburg 1920 r.);
Rachunek rofniczkowy i catkowy. 31
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G. Udny Yule: Wsigp do statystyki (przelozyl z ang. Z. Limanowski,
Warszawa 1921 r.); G. Darmois: Statistiqgue mathématique (Paris 1928),

Przy wyréwnywaniu szeregu spostrzezen zapomocs linji prostej moz-
naby si¢ takze oprze¢ na rozmaitych innych zasadach, np. moznaby is-
dad, aby suma kwadratéw odleglosci mierzonych prostopadle do szukanej
prostej byla minimum; wtedy otrzymalibyémy prostg odmienng od obydwu
prostych regresji. Taka prosta wyréwnawcza nie znalazla jednak zasto-
sowania ani w teorji wyréwnania bledéw ani w statystyce, totez nie
bedziemy sig‘tutaj zajmowali jej wyznaczaniem.

W podobny sposéb rozwigznje sig nastgpujgce zagadnienie z teorji
bledéw. Zmierzono szereg tréjek wartosei (z,, ¥, ,2,), (g, Ys» 22), - - - (Zns Yy Z0)-
Zmienne z,y,z powinny spelniaé nastgpujace réwnanie o dwéch para-
metrach a i &:

ar+ by +2=0

Jezeli jednak wstawiamy za z,y,z znalezione wartosci, to otrzymamy
zamiast 0 pewne liczby 6,,d,...d,, zwauve bledami.
Jak nalezy obraé¢ a,b, aby suma kwadratéow bledéw byla minimum ?
Pozostawiamy czytelnikowi szczegélowe wykonanie rachunkéw, po-
dajemy zaé tylko gotowe wyniki:

° 2xy, Sz, Sxz, Sxd
5 E Zyi  Zyz N3y Sy,
(158) S e S S zx,y,l
S2xy. i Sxy 2y}

otrzymane z odpowieduich réwnai normalnych.

Do wyréwnania szeregu spostrzezenh mozna uzywaé nietylko linjo-
wych zwigzkéw, a wige linij prostych w przypadku dwéch zmiennych
pomiarowych, lecz takie rozmaitych linij krzywych. Tak op. w dosé
prosty sposéb przedstawia si¢ wyréwnanie zapomocsg parabol rozmaitych
‘stopni. Zakladamy wtedy, ze miedzy zmienna y a x zachodzi zwigzek:

Yy=a,+ g, x+ a; 22+ ... + a,2*

Wykonano m pomiaréw par (z,y). Staramy sig wyznaczyé parametry
Gy, 4,,ag,...a, tak, aby suma kwadratéw odchylen J, postaci:

=y —a,—ax,— a0 — ... —aaf (t=12..m)
byla minimum. Jest to zagadnienie z extreméw 7z -1 zmiennych:

Gg, Gy, Bg, ... a,. Oblicza si¢ pochodne czastkowe sumyZd? i otrzymuje
=1

5i¢ # -1 réwnah normalnych w -postaci:
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a‘,21 +a,j’x,+m2m'x?+---+anjﬂ=j'¥f

(=} (=] =1 {1 =]

(167) 2x1+a,2x’+a,2x’+ .+ a,,Zx"‘“ —-—z:c,y,

{=] =1 i=1 =] {=}

2 2‘x~+a, 2x~+*+a, 2‘xﬂ+’+ +a, Zx*" Zz,y,_

{=1 {=1 l=1 {=) i=1

Szersze rozwinigeie tej metody i innych podobnych metod wraz z pray-
kladami liczbowemi znalezé moze czytelnik w podreczniku: C. Runge
und K. Konig. Numerisches Rechnen (Berlin, Springer, r. 1924).

W statystyeznych zastosowaniach prowadzi ta metoda do uizywania
zamiast prostych regresji rozmaitych parabol regresji. Blizsze szczegély
o tej metodzie jak i wogéble o teorji korelacji moze czytelnik znalezé
w podreczniku p. t. A. Tschuprow. Grundbegrife und Grundprobleme
der Korrelationstheorie (Lipsk 1925).

W jedoym z dalszych rozdzialéw (w II Tomie) zajmiemy sig wy-
znaczaniem spélezynnikéw t. zw. wielomianéw trygonometrycznych, t. j.
funkeyj postaci:

y= %’—{-alcosz-}-b, sinz-+4a,co822x+ b, 8i0 2z 4 ...} a,cosnz 4 b,sinnz

tak, aby suma kwadratéw bledéw byla minimum. Zagadnienie to jest
bardzo wazne przy badaniu zjawisk perjodyeczoych.

Ustep IIL

EXTREMA Z WARUNKAMI POBOCZNEMI.

§ 1569. Sformulowanie zagadniefi o extremach z warunkam?
pobocznemi.

Wiele zagadnief, dotyezacych badania extreméw, formuluje sig
w ten sposéb, Zze szukamy extreméw jakiej§ funkeji kilku zmiennych,
ktére jednak nie sy niezaleine, lecz muszg speluiaé jeszeze jakies dodat-
kowe warunki, zwane warukami pobocznemi.

a) Tak np. malo interesujacem zagadnieniem jest zbadanie extre-
méw funkeji:

z=2xy

albowiem odrazu jest widocznem, e ta funkeja nie posiada extremow -—
o ile z,y sy zmiennemi niezaleznemi. Zwigzek z= ry moiemy inter-
pretowaé op. jako wzér na pole prostokata o bokach z i y. Otdz to pole
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wzrasta nieograniczenie, gdy x i y rosng a wige widocznie niema tu ma-
ximum. Gdybysmy zas rozwazali tylko dodatnie wartoéei z, y, to minimum
pola wynosiloby zero.

Jeteli jednak zazadamy dodatkowo, aby ten prostokat posiadal zgéry
podany obwéd, np. 100 m, to zmieone x i y nie bylyby juz niezalezne,
lecz musialyby spelnia¢ dodatkowy warunek:

czyli
oz, y)=2z 42y — 100=0

b) Podobuie dla objetodci walca o zmiennej wysokodci y i zmien-
oym promieniu podstawy z piema maximum a minimum jest réwne zeru
(o ile sig ograniczamy do dodatnich z, y). A wige badanie extreméw funkejiz

V=az'ny

nie przedstawia niczego interesujgcego. Natomiast wainem i interesujscem
jest zagadnienie, dla jakich x,y przyjmuje ta objetosé wartoéé najwiek-
szg, gdy podana jest zgéry wielkosé powierzchni P, Wtedy zmienne z,y
nie sy jui niezalezve, lecz sa zwigzane warunkiem pobocznym.

¢x, y)=2z%n+4 2n2y — P=0

¢) Odleglos¢ dowoluego punktu P(x,y) od pocastku ukladu wyra-
Zamy wzorem:

a=)FFp

Ta funkcja nie posiada maximum, a minimum wystgpuje w punkcie
0(0,0) i wynosi d = 0. Zagadnienie to staje sig trudniejszem a zarazem
wazZniejszem, gdy oa zmienne r,y naloiymy dodatkowy, poboczny wa-
runek, np. aby punkt P lezal na jakiej§ linji krzywej o réwnania
Pz, y)=0.

Ogélnie takie zagadnienie w odniesieniu do funkeji dwéch zmien-
nych ma pastepujace postaé.

Zbadaé extrema funkeji:

z = f(x,y)

przyczem zimieane x,y 8§ zwigzane warunkiem pobocznym:
px,y)=0

Uwaga. Istota tego zagadnienia wystepuje nadzwyczaj jasno w nastepujgCej geo-
metrycznej interpretacji. Sporzgdzamy warstwicowy plan czyli mape powierzchni o row--
naniu 2 = f{(x,y). Na tej mapie rysujemy jakss ciezke w postaci linji o réwnaniu
@z, y) =0. Chodzi o wyznsczenie tych punktéw, w ktérych dciezka osigge najwyz-
#zs (lub najniiszg) warstwice. Jeteli zaréwno warstwice jak i écieika sg linjami regu-
larnemi, bez ostrz i innych punktéw osobliwych, to jasnem jest, Ze w-takich punktach °
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najwyzsaych (lub najnizezych) éciezki musi byé ona styczna do warstwicy, przecho-
dzgcej przez taki punkt (nie moze jej przecinaé, weszlaby bowiem na nastepne, wyz-
sze lub niZsze warstwice). Z tego warunku mozna wyprowadzié warunek (168) z na-
stepujgcego paragrafu, sluigcy do wyznaczania extreméw z warunkiem pobocznym:
trzeba tylko wyrazié zapomocs wzoru, e styczna do warstwicy w takim punkecie ma
ten sam spadek, co styczna do éciezki. Taks metode badania extremdéw z warunkami
pobocznemi podal prof. H. Steinhaus.

Dla funkeyj trzech zmiennych mozna sformulowaé dwa zagadnienia
tego rodzaju, a mianowicie: chcemy wyznaczyé extrema funkeji:

u=f(x,y,2)
gdy trzy zmienne z,y, z spelniajy jeden warunek poboczny:
?(z,9,2)=0

albotez nakladamy na te 3 zmienne dwa warunki poboczne:

o, v,2)=0
'p(x1 y] z) = 0

Zagadnienia takie spotykamy bardzo czesto w geometrji.

Cheemy np. wyznaczyé osie elipsy przekroju elipsoidy dowolns
dang plaszezyzna, przechodzacs przez jej drodek. Otéz dlugoéé kazdej
osi przekroju jest to najkrétsza i najdluisza odlegloéé pewnyeh punktéw
na powierzehni elipsoidy od jej érodka. Przyjmijmy poczatek ukladu
w érodku badanej elipsoidy. Funkcjs, ktérej extrema chcemy zbadaé,
jest odlegloéé punktu P(z,y,2) od poczgtku uklady, t. j.

d =" F y* ¢
Zmienne z,y,z nie 83 tu jednak dowolne, lecz ss zwigzane Dpastepuja-
cemi dwoma warunkami pobocznemi:
1° badany punkt ma lezeé¢ na powierzchni elipsoidy, a wigc jego
spélrzedne muszg speloiaé réwnanie:
oyt 2 2
Gt o, S
20 badany punkt ma leie¢ na pewnej zgéry podanej plaszezyZuoie,
przechodzacej przez érodek elipsoidy. Réwoanie ogdloe takiej plaszczyzny
ma postaé:
mz -+ ny+pz=0
a wigc spélrzedne punktu P(z,y,z) muszg spelniaé takie to drugie réw-
aanie. Najogdlniejsze zagadnienie tego typu otrzymujemy, szukajac ex-
treméw funkeji n zmiennych, ktére spelniaja p jakiché warunkéw po-
bocznych (przyczem musi byé p <n).
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§ 160. Extrema funkeji dwéch zmiennych z jednym warunkiery
pobocznym. v

Za2jmiemy sig najpierw szukaniem extreméw funkeji dwoch zmiennych:
g =Mz
z jedoym warunkiem poboczoym:
Pl y) =0

Drugie rownanio okresla y jako funkeje zmiennej x w postaci uwikls-
nej. O ile potrafimy te funkcje w dosé prosty sposéb wyznaczyé w for-
mie wyraznej z te) formy uwiklanej i otrzymamy np. y = g(x), to cale
zagadnienie mozemy sprowadzié do badania zwyczajoych extreméw funk-
cji jednej zmiennej:

z=f(xag(z))
W przypadkach zawilszych dogodniej jest jednak postgpowaé inng drogs.

I tak, utwérzmy pochodng calkowits funkeji z wedlug zmiennej x, pa-
migtajac jednak o tem, ze takze y jest funkejs zmiennej z. Otrzymamy wige:.

d d
C=ft £
ax oz

Koniecznym warunkiem istnienia extreméw jest, aby ta pochodna byla
réwna zeru, t. j.

d
fotf,72=0

Tworzymy ponadto calkowitg pochodna funkeji ¢(2, y) wedlug zmiennej z,
a mianowicie:

d
P+ 9 5.=0

Z tych dwéch réwnaf eliminujemy g i otrzymujemy warunek:
o.f,—o,[.=0
lub w formie wyznacznika:
(168) L bl—o
- ¢l

Ten warunek w polaczeniu z réwnaniem @(z,y) =0 tworzy uklad dwéck
réwnan, z ktérego obliczamy wartodei (x,,y,), (£, ¥s)..., dla ktérych moze
istnieé extremum.
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- . . . - \"

fe konieczne warunki istnienia extreméw mozna jednak przedsta-

wié takze w innej, bardzo dogodnej, symetrycznej formie, uzywajac me-

tody, zwanej metodq czynnika dowolnego, wprowadzonej przez Lagran ge'a.
Chodzi pam o wyeliminowanie y’ z ukladu réwnan:

[.+14y =0
¢x+(py '_—_Ol'l

W tym celu mnozymy obie strony drugiego réwonania przez dowolny
czynoik 4 i dodajemy do siebie obydwa réwnania stronamf:

(/e - l(p,) =i (fy st '?'(py)y’ =0

Obieramy teraz 4 tak, aby odpadlo y'.

W tym celu trzeba polozyé: f,-+ 4@, =0, a wtedy zostanie f, 4
+ Ap,=0.

Mamy teraz trzy warunki na obliczenie trzech niewiadomyeh z, y
i 4 a mianowicie:

fet 29, =0
(168 a) f,+4ip,=0
o(z,y) =0

Do tego samego wyniku doszlibyémy, szukajac extreméw nastgpujace)
funkeji pomocniczej:

(169) F=f+1p

gdybysémy uwazali i y za zmienne niezalezne a 4 za liczbg stals. Wtedy
bowiem trzeba utworzyé¢:

oF

a——:f‘-{-ﬂ(p‘_—:o
X

oF

oy f+ 4o,

Otrzymujo sig zatem te same warunki, do ktérych doszliémy poprzednio.
Doszlismy wige do nastepujacej bardzo praktycznej reguly szukania ex-
treméw z warunkiem pobocznym.

Aby 2znaleié extrema funkeji z=f(z,y), gdy =2mienne niezalezne sq
zwigzane warunkiem pobocinym @(x, y) = 0, tworzymy funkcje pomocm'czqi
F—=/[-+4 Ap i obliccamy jej extrema tak, jak gdyby x 1y byly amiennemi
niezalesnemi : z trzech réwnar (168a) obliczamy te wartosci x, y, 4, dla kti-
rych moze 2achodzié extremum.
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Aby rozstrzyguaé, czy w zualezionych w ten sposéb punktach na-
prawdg mamy do czynienia z extremum i jakiego rodzaju jest to extre-
mum, nalezaloby zbadaé znak drugiej rézniczki: d?f. Poniewaz jednak x
i y sa od siebie zaleine, przeto do obliczania tej rézniczki trzebaby uzyé
skomplikowanego wzoru (por. § 115, wzér (90)):

d d
2 _/_ Ay e
& =554z + 5. dy )f+a a4 o d
zamiast prostego wzoru (por. § 115, wzér (88)):
P d @
8 aet £
dsf (azdz—i— aydy) /

albowiem drugie rézniczki diz i d% nie s3 wtedy zerami.
Unikniemy jednak tej niedogodnodei, uzywajge funkeji pomocai-
cze) F. Poniewaz ¢ =0, to F=f-4 Ap=f a wigc takze:

d¥f = d:F

Zamiast drugiej rézniczki funkeji f wystarczy wige obliczyé drugs roéz-
niczke funkeji pomocniczej #. Otrzymujemy ja z nastgpujgcego rachunku:

d*F = df + Ad*p = [ dxt 4 2f,dxdy + [,dy® + f.d*z + f,d*y +
+ Ap.da® + A2¢,dzdy 4 2¢,dy® + Ap.d*x + Ao, dPy
czyli:
BF = (. + Ap)dx + 2(f, + A@y)dxdy -+ (f, + A, dy? |
+ (e + Ap)dlz 4 (f, + 1) d'y

Ze spelniania si¢ réwnan (168a) wynika jednak, ze koficowe wyrazy od-
padaja, gdy za x,y, 4 bierzemy te warto$ci, w ktérych moga istnie¢ ex-
trema i zostaje ostatecznie:

d*F = (f4 19).dx* 4+ 2(f + Ap), dxdy 4 (f+ 19),dy*
lub krétko:
) gy

Widzimy stad, Ze w tej drugiej rézniczce funkeji pomocuiczej F' oie
trzeba juz uwzgledniaé tego, e x i y sg zmienvemi zalezoemi, nie trzeba
wigc wypisywaé wyrazéw, zawierajageych diz i d®y; spélezyuniki przy
diz i dy s3 tu bowiem zerami, gdy wstawiamy w d3F te wartosei
x,y, 4, dla ktérych moze istnie¢ extremum. Ta uwaga upraszcza zwykle
znacznie dyskusje.



489

§161. Extrema fankeyj trzech zmiennych z warunkami pobocznemi.

Zupelnie podobnie postgpuje sie, gdy chodzi o badanie extreméw
funkeji trzech zmiennych:

u = f(x, y, 2)

2 warunkiem poboczoym :

Q@ y,2)=0

Tworzy sig funkeje pomocniczg:
F=f+4¢

i oblicza sig jej extrema tak, jakgdyby =z,y,z byly zmiepnemi-niezalez-
nemi. Otrzymuje sig w ten sposéb uklad 4 réwnan:

E =0 "= " =0 4N cog=10

i 2 tego ukladu wyznacza sig te cawérki wartosci z, y, 2, 4, dla ktérych
mogg istnie¢ extrema. Prosty dowéd tego twierdzenia pozostawiamy
czytelnikowi.

W przypadku jeszeze ogéluiejszym, gdy chodzi o extrema funkeji:

u=f(z,y.2)
z dwoma warunkami pobocznemi:

(P(.Z', Y, 2) =0
Y(z,y,2)=0

uzywa si¢ dwéch czynnikéw dowolnych: 4 i u. Tworzy sig funkejg po-
mocniczg:

(1) F=f+1p+uv

i oblicza sig jej extrema tak, jakgdyby x,y,z byly zmiennemi nieza-
leznemi.

Dowdd. Jeszeli warunki poboczne dadzg sig rozwigzaé ze wzgledu
na y i z, to istoieja dwie funkeje y==g(z) i 2= h(x), podane zapomocs
tych warunkéw w postaci uwiklanej (por. § 119 o istnieniu takich funk-
cyj uwiklanych i o ich pochodnych).

Wobec tego u mozemy wtedy uwazaé za funkeje zlozong jednej
zmiennej x, a mianowicie:

u == f(x, g(x), h(x))
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Teraz juz chodzi o znalezienie extreméw funkeji jednej zmiennej, a wiec
tworzymy (por. § 107, wzér (76), na str. 333):

du ] e
a—x=f:+f,'g +f1'k =10

Podobnie z warunkéw pobocznych otrzymujemy dwa dalsze réwnania:

¢x+¢yg’+q)zh,=0!"?'
wx+¢yg,+w:h'=0"”'

Z tych trzech réwnan mozemy wyeliminowaé ¢’ i &' w nastgpujacy spo-
80b (metodg-Lagrange’a). Mnoiymy drugie réwnanie przez czynnik 2
a trzecie przez u 1 dodajemy uklad tych trzech réwnanh stronami. Otrzy-
mujemy:

e + 29+ nv) +(, + 49, + )y + (i + 29, + py )k’ =Q
Dowolne czynniki 4 i p dobieramy tak, aby odpadly wyraienia, zawie-
rajace ¢’ 1 k', a wige kladziemy:

L+2e,+uy,=0
i + A(P, + hy, = 0

Z tych dwoch réwpan mozna obliczyé 2 i g, o ile jakobjan: ‘(P, w’l

jest rézny od zera (por. § 119). Te obliczone wartodci moznaby wstawié
w pozostale rownanie f, + A¢, +uw, =0 i otrzymalibyémy w ten spo-
86b jedno réwnanie na wyznaczenie zmieonych x, y, 2. Lgezae je z dwoma
réownapiami @ =0 i ¥ =0, otrzymalibysmy uklad 3 réwnafh, wystarcza-
jacy do wyznaczenia trzech zmiennych x,y, 2. Latwiej jest jednak zwykle
zatrzymaé parazie te czynniki 4 i u i rozwigzywaé nastgpujacy ukilad,
zlozony z b réwnah o D piewiadomych z,y, 2, 4, u:

fitde.+uyp, =0
L+, +pw,=0
fitie. +pyp.=0
p=0
=20
Trzy poczgtkowe réwnania tego ukladu utrzymuje sip takie odrazu, szu-
kajac extreméw funkcji pomocnicze):

F=[+4 g+ py
przyczem Z,y,z uwaia slg za zmienne niezalezne a 4 1 u za czynniki state.
W podobny sposéb postepuje si¢ w ogélniejszych przypadkach ba-
dania extremdéw z warunkami poboczoemi.
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§ 162. Przyklady na extrema z warunkami poboczneml,

Metoda czynnikéw dowolaych okazuje sie bardzo pozyteczng przy
rozwigzywaniu skomplikowanych zagadnien; npatomiast dla prostych za-
gadnien (jak np. dla zagadnien, podanych w § 159 pod a) i b)) docho-
dzi si¢ najszybciej do celu odrazu przez rozwiklanie warunku pobocz-
nego wedlug jednej zmiennej 1 sprowadzenie calego zagadnienia do szu-
kania zwyczajoych extroméw bez warunkéw pobocznych. W przykladach
podanych ponizej metoda czynnika dowolnego okazuje sig praktyczna.

1) Znalezé osie gléwne elipsy, podanej réwpaniem:

(p) P, y) =5z + 4zy -+ 2y*— 36 =0

Poléwki osi s3 wyznaczone przez najwigksza i najmniejsza odleglosé
érodka elipsy od punktéw, letscych na jej obwodzie.

Odleglosé dowolnego punktu P(z,y) od poczatku ukladu wyrazamy
wzorem d==}z® |- y*. Chodzi nam wige o extrema tego wyrazenia. Za-
miast tego mozna badaé extrema wyraienia d?, albowiem, gdy d osiaga
extremum, to i d% osigga extremum i to tego samego rodzaju, poniewas
d ma gzawsze wartoé dodatnig.

. Bedziemy wige badali extrema funkeji:

c=d'=a'}y*
z warunkiem pobocznym (p). W tym celu tworzymy:
F=2z"+4 y*+ A(52? + 4ay 2y — 36)

i pochodue czgstkowe tej funkeji przyréwnujemy do zera:

g=2z+ 10z +44y=0
3-5:21/—}- diz 4+ 44y =0

Moinaby z tych réwonah wyeliminowaé 4 i otrzymaé jedno réwnavie
o dwéch zmiennych z,y. Zestawiajgc je z warunkiem pobocznym (p),
otrzymalibyémy pary liczb z,y, dla ktérych moze isthieé extremum. Pros-
ciej jednak przedstawi sig rachunek, gdy rozpoczniemy od obliczenia 4.
I tak mozemy napisaé dwa ostatnie réwnania w postaci:

8 (1 4+5)z=—24y
(r)
2lx=—(1424)y
Stad odraza eliminujemy x i y i otrzymujemy:

(1 4+62)(1+24)=4a4*
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czyli:
6424+ 74+1=0
a stad:
A =—1, =2
Podstawiamy wartoé¢ 4, = — 1 w réwnania (r), to otrzymamy z obydwa
réwnal:
y= - 2z
a pédstawiajs;c to w réwnanie (p), otrzymamy po latwych rdchunkach:
6 12
o= =—
1 Vb— % VE
6 12
e V_Er Ya = + ﬁ
Dla tych wartodci jest df = %6 o -1—2—4 = i?To = 36, a wiec d; == 6. Pod-

stawiajac znowu A, = — -é, otrzymnjemy 3z (r):
xr =2y

a nastgpnie z réwnania (p):

za=2V§' .'/:=V§
z‘=—2V§, y4=—V§

Dla tych wartodei jest df = ‘% + 56= 6 a wige d; = J/6. Widoczoem
jest odrazu, Ze d;, jest maximum, a wige jest to poléwka osi wielkiej,
a d, minimum, t. j. poléwka osi malej. Wartosci (z,,y,), (2,,y,) 83 spél-
rz¢doemi koneéw osi wielkiej, a (xg,y;), (%, y,) Eoncdw osi malej.

Mozna bylo jednak odrazu, zgéry, bez obliczania d, i d,, rozstrzyg-
ngé, ze dla 4, zachodzi maximum a dla 4, minimum. W tym celu trzeba
zbadaé drugs rézniczke pomocniczej funkeji F=f-4 A¢. Badanie to
przeprowadziliémy juz w § 115 (przyklad).

Dla 4, =—1 otrzymalismy: d'F= —2(2dx+dy)’=0
adla 4,=—} . AF = §(dx — 2dy)* =0
Przy dowolnych dz i dy te drugie réioiczki mogy przyjmowa;ﬁ takze

warto§é zero. Jednakze w naszem zagadoieniu dy i dx nie sg dowolne,
lecz z warunka pobocznego otrzymujemy:

dy @ __ 10x4-4y  bx42y
dz @, 4z - 4y 2z + 2y
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8 wiee:

5x 42y
Ay == 1y

6 12 : .
Dla z, = ﬁ' ¥ = — |7§ otrzymujemy zatem:

50 _ 34
b 1o, 1

B s
a wige:
d'F'=—2(’d:u+§dz)’=—-2-iildz'=—lgldz'<0

Wtedy takse przyrost Af jest ujemny w otoczeniu badanego punktu,
a zatem w punkeie (z;,y;) mamy mazimum, a tak samo, jak sig oka-
zuje, w punkeie (zy, y,).

Dla (z,,y,) otrzymujemy:

dy _ _10/g+20g _
e sr+2p

dy = — 2dzx

a wige:
wobeo czego:
' F = §(dz 4 4dx)' = 4 28dx* > 0

A zatem w punktach (zy,y,) i (z,,y,) mamy minimum.
Uwaga. Do tego samego mozna dojéé, uwazajac z za funkejo zlo-
tons jedoej zmiennej, t. j.

z=z' 4 y(z)®

Tworzymy pierwsza i drugs pochodung zupelng a mianowicie:

dz x
iz 2z 4 2yy
arz _ 2 Z
aa=2+2y"+2yy
. =g : 4 iy . ! dsz
Obliczamy y’ i y” 2 uwiklanej formy (p) i podstawiamy nastepnie w I8

wartoéei (2, ¥) (Zz, ¥ah (X5, ¥) (€4, 9,). Po latwyeh przerébkach otrzy-
mujemy:
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s
dz? = — 20
L1y Y
d'z
dz? =428>0
L3, Ys
2) Znalezé extrema funkeji:
u=2x"y"2"

{m, n,p, liczby dodatnie), przyczem zmienne niezalezne sy ze sobg zwig-
zane zapomocg warunku pobocznego:

z+y+z2—a=0
‘a x,Y,2 przyjmujg tylko wartosei dodatnie.
Specjalnym przypadkiem tego zagadnienia jest np.: znalezé 3 liczby
o stalej sumie o tak, aby ich iloczyn z-y-2z mial mozliwie najwigkszs
warto§é.
Obliczamy extrema pomocniczej funkeji:
F=f4ip=z"y"2+Ax+y+2—a)
W tym celu kladziemy trzy pochodne czastkowe réwne zeru:
F.=max"'y"2?+4=0
F,=nzx"y" ' +4=0
F.=pxry'2s'4+ 4=0

Stad:
ma Yt = nay ' = px”y P 2yt
a wigc:
AT R
z "y 2

Stosujac tu twierdzenie sumowe o proporcjach, otrzymujemy:

m_n_p _ m4nt+p m+tntp

z y =z xty+z a
a wiec:
am

Tmtntop

x

] an

I =mtntp

s O
m 4 n-+p
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Dla tych wartoéci moze zachodzié extremum. Aby rozstrzygnaé, czy tak
jest istotnie, trzeba obliczyé dla tych wartoéei drugg réiniczke d*f funks
¢ji f lub, co na jedno wyjdzie, d3F. Po wykonaniu odpowiednich rachua-
kéw otrzymuje sig: ;

L

n
#F= — (Gaat+ Sy 4 B aat)-amye

a wige jest: d?F <0 dla wezystkich dodatnich z,y,2, m,n,p. A wige:
i d*f <0 a to dowodzi, 2e przyrost Af < 0 w otoczeniu badanego pun-
ktu, 2 wige w tym punkeie funkeja posiada mazimum.

W specjalnym preypadku, gdy m = n=p =1, otrzymujemy:

=N = %. Wartosé bs;danej funkeji dla tych wartodei, t. j.
a a a a\* . o g :
f(g, 3 §) = (3—) , Nie moze byé zatem mniejsza od wartodei f(z, y, 2) =
i
= xyz przy iadnej tréjce liczb dodatnich. Zatem:
a\t
-
czyli:
z+y+z_ S —
T = Jzyz

To znaczy, ze érednia arytmetyczoa trzeeh liczb dodatnich jest zawsze
wigksza a conajwyzej réwna ich éredniej geometrycznej. Jest to specjalny
przypadek ogélnego twierdzenia, przytoczonego na str. 457.

3) Dana jest jakas powierzchnia o réwnaniu:

@(x,y,2) =0

i puokt P(l,m, n), nie leigey na tej powierzchni. Znaleié na danej po-
wierzchni punkty, lezgce npajblizej P i najdalej od P. Odleglosé danego
punktu od kaidego punktu, lezacego na powierzchni, wyrazamy wzorem:

-

d=Vz ="+ ly —mp + (e — n)?

Chodzi nam o extrema tej funkeji d lub — co na jedno wyjdzie (ponie~
~waz d > 0) — o extrema funkeji 42, t. j. funkeji:

flz,g,2)=@—)"+(y—mp?+(ce—np

z warunkiem poboeznym @(z, y,2) = 0.
Tworzymy pochodne czgstkowe funkeji pomoeniezej:

Fe=ftip=@—0+@y—mr+e—n)P+19(y2)
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i przyréwnujemy je do zera:
F,=2xz—0)+429,=0
F,=2(y —m)+4g,=0
- F,=2(z—n)4 19,=0
Eliminujemy z tych 3 réwnan 4 i otrzymujemy:

z—1l y—m z-—n

. @y P

W geometrji rézniczkowej dowodz1 sig, ze te dwa réwnania s3 réwoa-
piami linji prostej normainey do powierzchoi (t. j. prostopadlej do plasz-
czyzny stycznej).

Stad wniosek: punkty opajblizsze punktu P ) pajdalsze lezy na tej
normalnej do powierzchni, ktéra przechodz1 przez punkt P. Aby te pun-
kty znalezé, nalezy obliczyé spélrzedne punktow przecigcia tej normalnej
2 dang powierzchnig.

4) Zualez¢ osie elipsy, otrzymane) przez przecigcie elipsoidy o row-
napiu :

z9 y? 22

‘P(x,%z)=;,+ X 4+ - —1=

zapomocy dowolaie podanej plaszczyzny, przechodzgcej przez érodek tej
elipsoidy. Rownanie takiej plaszczyzny ma postaé

vz y,2)=mzx 4+ ny +pz=20

Przecioa ona elipsoidg wzdluz jakiejs elipsy.

Najwigksza i najmoiejsza odleglo§é érodka elipsy od punktéw, le-
zacych pa jej obwodzie, daja poléwke om wielkiej 1 malej. Srodek jej
lezy w poozatku ukladu, a zatem odleglos¢ dowolnego punktu (z,y, z) od
érodka elipsy wyraia sig wzorem:

d =y_,_.s + 2
Zamiast szukaé extreméw tej funkeji dodatniej, wystarczy zbadaé extrema
funkeji d? czyh:
Mz, y,2) =2+ y* + 2*

Zmienne z, y,z nie 83 tu niezalezoe, lecz sg zwigzane dwoma warunkamt
pobocznemi ¢ =01 v = 0.

Zagadnienie to rozwigzujemy metodg czynnikéw dowolnych w ten
sposdb, se szukamy extremdéw pomocniczej funkeji:

F=f+Aip+py

awaZajac w niej z,y, z za zmieune niezalezne. Tworzymy zatem:
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oF
5 =27 +z—+ 1=0
(4) 537-—2 +'7- +ﬂm"‘
=24 2% L pn=0
Stad:
o s
R,
T
y_. nm
Ly R
2+
un
2=
24
2+

Te wartodei podstawiamy w réwnanie ¢ =0 i otrzymujemy:

ni® um? un®

= =0
21 22 22
o +35 2+F 243
czyli:
atl® b3m? cin?
i srateratara=?

Z tego réwnania drugiego stopnia w 4 mozna otrzymaé dwie wartodei 4,
i 45, & nastgpnie przy pomocy tych wartodci i warunku @ =0 mozna
obliczyé dalsze niewiadome: u,z,y, 2.

Jeseli jednak chodzi tylko o wielkosei pdlosi badanej elipsy, to
mozemy je otrzymaé bezposrednio w nastgpujacy sposéb. Mnozymy obie
strony réwnah (A) odpowiednio przez z,y i z i dodajemy je stronami.

Otrzymamy :

2(:c’+y’+z’)+2l( +b’+ )+p(lz+my+nz)=0
Ale
2yt =at E_I_y_’_l_z_":l lz 4+ my4nz=0 -
¥ at b1 ' o2 7
a wigc:
20 +24=0

a stad:
dd= — 4

Rachunek réiniczkowy i calkowy. 32



498

Dla wartofei 4, i 4, otrzymujemy zatem:

=)= i d,= v—-—l,
Jedna 2 tych wielkosci odpowiada maximum a druoga minimum.

Znak: — pod pierwiastkiem znosi sig ze znakiem liczb 4, i 4,,
ktére, o ile sy rzeczywiste, moga byé tylko ujemne, jak to jest widoczne
z réwnania (B), w ktérem précz A4 wszystkie wielkodci s3 dodatnie. Nie
bedziemy tu jednak wchodzili w dalsze szczegély dyskusji.

Uwaga. Podajemy tu tytuly kilkunastu zbioréw sadasd i podrgcznikéw, obfitus
jscych w éwiczenia praktyczne zaréwno na extrema rozmeitego rodzaju jak i na inne
dzialy analizy wyzszej.

D6lp-Netto. Zarys rachunku rdiniczkowsgo ¢ calkowego oraz sbidr zadan roz-
wigzanych, (przel. L. Wolfke, Warszawa 1922).

Cz. Rudzitski. Zbidr éwiczen § zadan z rachunku rézniczkowego ¢ calkowsgo,
(skrypt, czesé I, wyd. 2, Warszawa 1928).

M. E. Brahy. Cwiczenia metodyczne £ rachunku réiniczkowego, przel. M. i J.
Krassowscy, Warszawa 1917).

F. Dingeldey. Sammlung von Aufgaben zur A dung der Differential-
und Integralrechnung, (2 czebici, 3 wyd. Lipsk 1923, 1930).

R. Rothe. Hohere Mathematsk, (t. 1, 2, 4, Lipsk 1927 1929, 19883).
A. Fuhrmaan. Adnwendung der Differentialrachnung, (6 toméw, Berlin
1899—1900).

L. A. Sohncke. Sammilung von Aufgaben aus der Differentsal- und Integral-
rechnung, (czesé I, wyd. 6 Jena 1905)

0. 8chlémilch. UDbungsbuch zum Studium der Aoherem Amalysis, (4 i b wyd.
Lipsk 1904—1907).

D. Leib. Applications du calcul différentsel et sntégral, (przekl. z angielskiego
A. S8allin, ParyZ 1930).

G. Fubini-G. Vivan'ti. Bserciss di analisa matematica, (Torino, 1920) i pod-
recznik tych samych autoréw p. t. Lezioni di analisa matematica, (b wyd. Tovino 1926).

G. H. Hardy. Kurs analizy, (przekl. z angielskiego, 2 wyd Warszawa 1980).

P. Dziwinski. Wyklady matematyks, (2 tomy, Lwow 1903, 1908).

L. Kiepert - M. Stegemann. Grundriss der Differential- und Integralrech-
nung, (2 tomy, 14 wyd. 1921, 1923).

L Zoretti. Legons de mathématiques générales, (Paryi 1914).

G. Hambert. Coirs d’analyse, (2 tomy, Paryz 1903, 1904).

P. Montel - E. Vessiot. Cours de mathématiques géncrales, (2 tomy, Pa-
ryd 1830).

§ 163. Uogélnienie zagadnien o extremach.

We wszystkich naszych rozwasaniach, dotyczgeych extreméw, szu-
kaliémy pewnych liceb, dla ktérych dane fuskeje przybieraly najmmiej-
sze lub najwigksze wartodcl. Ogélniejszem zadaniem jest szukanie takich
[unkeyj, dla ktérych inne, zalezne od nich wyrazenia, przybieraja wartoéei
najwigksze lub najmniejsze. Tak np. wefmy pod uwagg dwa punkty 4
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1' B, lezagce w roinych poziomach nad powierzchnig ziemi, lecz nie
oa tym samym pionie (fig. 139). Puokt materjainy ma spadaé od - A
do B, poruszajac si¢ po jakiejs sztywnej podstawie, np. po powierzehni
o przekroju p lub s lub ¢ i t. p. Zachodzi pytanie, jaka powinna byé
linja, po ktérej punkt spada od 4
do B, aby czas tego ruchu byl naj-
krétszy. Waszystkie mozliwe drogi
tego puoktu wyrazamy zapomocs
rozmaitych fuokeyj. Chodzi o to,
jaka funkcje uoalezy obral, aby
czas byl najkrétszy. Mogloby sig
zdawaé, e taks linjg o oajkrét-
szym czasie, czyli ,brachistochro-
ng¥, jest linja prosta p, lgczaca te Fig. 139.
punkty. Sciélejsze jednak badanie
prowadzi do nieoczekiwanego wnoiosku, se taka brachistocbrong jest luk,
eykloidy. Zagadnienia podobnego typu spotykamy bardzo czgsto w fizyce
w geodezji i w ionych oaukach. Tak np. majac dane dwa punkty A i B
na elipsoidzie obrotowej (nie leigce na tym samym poludniku ani na
tym samym réwuolezniku), chcemy znalesé najkrétsza droge, lezaca na
powierzehni tej elipsoidy, a lgczacsa te dwa punkty. Rozmaite drogi sg
okreélgue rozmaitemi funkejami; chodzi zad o wybranie takich funkeyj,
aby dlugoéé luku od 4 do B linji, okreslonej temi funkcjami, byla mi-
oimum. Linje, spelniajgcg ten warunek, nazywamy ,linjg geodezyjog®
Te zagaduienia, polegajace na szukaniu funkeyj, dla ktérych pewne
wyraZenia, zaletne od tych funkeyj, osiagajs extrema, tworzs osobny
dzial analizy wyiszej, zwany rachankiem warjacyjnym. W jedoym z dal-
szych rozdzialéw (w II Tomie) oméwimy kilka najprostszych zagadnien
2 tego dzialu.

32*



ROZDZIAL XI1V.
O granicach wyrazen nieokreslonych.

§ 164, O rozmaitych rodzajach wyrazen nieokresionych.

Bardzo czgsto zachodzi potrzeba obliczenia granicy ilorazu:

7(x)
9(z)

w ktérym licznik i mianownik dazs réwnoczeénie do zera.

Jakkolwiek wtedy nie mozna stosowaé twierdzenia o ilorazie gra-
nic, albowiem otrzymalibydmy wyrazenie nieokreslone §, to jednak taki
iloraz moze dgiyé do Scisle okreslone; wladciwej lub niewlasciwej gra-
nicy. Liczne- przyklady na to spotykaliZmy juz np. przy obliczaniu po-
chodonych rozmaitych funkeyj wprost z definicji. Gravica ta moze wiec
istnieé.

Niektérzy autorowie nazywajs jg ,prawdziwg wartodcig funkeji®
w badanem miejscu, inni znowu ,niewlasciwg wartodcig; tutaj bedziemy
uzywali nazwy ,granica, do ktérej daty wyrazenie nieokreslone® lub
krétko: ,granica wyrazevia nieokredlonego“. Cheac obliczyé taks gra-
nicg, musimy zrezygnowaéd z bezposredniego stosowania twierdzenia o ilo-
razie granic i uzywaé jakich§ innych sposobéw, jak to czynifidmy op.
przy obliczaniu pochodnych. Otéz okaze sig, Ze rachunek résniczkowy
dostarcza w wielu przypadkach bardzo dogodaych i szybkich metod do
obliczania takich grapic. Podobnie ma si¢ rzecz z wyrazeniami nieokre-

Slonemi postaci: z, t. j, gdy licznik i mianownik dazg do oieskoficzo-

nodci. Takie wyrazenia spotykamy np. przy wyznaczaniu asymptot linji
krzywej i przy poréwnywaniu stopnia wzrastania dwéch funkeyj, daza-
cych do nieskohczonodei.

Okazemy, 2e takie granice takxch wyrateii mozoa bardzo czgsto
wyznaczyé przy pomocy rachunku rézniczkowego.

To samo odnosi sig do wyrazehi nieokreslonyeh postaci: 0. oo,
p0 — 00, o0% 0° 1% ktére spotykamy w rozmaitych dzialach analizy
i geometrji.
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Tak np. badalismy granice wyrazenia (l -I—i)', gdy 2 daty do

nieskonczonosei: tu zasada dazy do 1| a wykladnik do pieskoficzonodei,
wiemy zaé, ze granicy tego wyragenia nie jest bynajmuiej 1, lecz e,

§ 165. Regula Hospitala.

Zajmiemy si¢ pajpierw wyrazeniami nieokreslonemi postaci §,
8 mianowicie badaniem granicy ilorazu dwéeh funkeyj f(z) i g(x), gdy
obie te funkcje daza do zera. Bedziemy tu rozwazali tylko takie funkeje,
ktére sg ciggle w badanym punkcie z =a. Wtedy:

lim f(z) = f(a), limg(x)=yg(a)
a wige:
fa)=01i ga)=0

Zalétmy ponadto, Ze istnieje takie otoczenie punktu a, w ktérem f(x)
i g(x) posiadajg pochodne f'(z), ¢'(x), nie stajsce sig nigdzie w tem oto-
ozeniu réwnoczednie zerami i e istnieje granica ilorazu f(z):g'(x). (Nie
zakladamy za$ istnienia pochodnych w samym puskcie z = a).
Wykaiemy, e przy tych zaloieniach granmica ilorazn f(x):g(x) .
istnieje i ze

. @) .. (=)
@ ) T AR

To twierdzenie nazywamy reguls Hospitala?).

Dowdd opiera sig na twierdzeniu Cauchy’ego o wartodci éredniej
(por. § 102). Wskutek uczynionych zalozen spelniajs sie — jak latwo
stwierdzi¢ — wszystkie warunki twierdzenia Cauchy'ego w jakims
przedziale, otaczajgcym punkt a, a wige dla wszystkich odpowiednio ma-~
lych A zachodzi réwnosé:

fla+k) —f@) _ flat9h '
Jath —9@ — 7+ k) e

Poniewat f(a) = g(a) = 0, praeto wzér ten redukuje sig do:

fla+h) __ a4 3h)
©) @tk gatIn

1) Czytaj ,Opitala®. Te regule, przypisywang markizowi de 'Hospital, wykryl
Jan Bernoulli (Zy} w latach 1667—1748).
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Oznaczmy a -+ h liters x. Wedlug zaloienia istnieje granica:

@ fadh)
L T 7 5 e

Wobec tego istnieje ¢akie granica wyrazenia f'(a -+ &h):g'(e + 4) i ma
tg samg wartosé 4, albowiem $A przebiega tylko czeié zasobu wartode:
zmiennej h (poniewaz jest 0 << <C1). Prawa strona wzoru (c) posiada
wige granicg A, a zatem i lewa strona musi posiadad tg samg granice,
a to znaczy, Ze:

flat+h)__
11_1:; gla+ k) B
ezyli, ze: @ _ s
il-.. 9@ sl-u g(=) Gabiet o

; Uwaga. Mozie si¢ jednak zdarzyé, Ze f’(a -} b} :g'(a-} B) czyli f/(2): 9'(x) nie
daty do Zadnej granicy (wlasciwej ani niewladciwej) a pomimoto & moze przebiegaé
takie wartoéci, Ze: f'(a 4 9h):g'(a{ 34h), a zatem i f(x):g(x) dazy do granicy.
A wige, pomimo ze iloraz f/(z):g’(x) nie dazy do granicy, iloraz f(x): g(z) moze
dazyé do granicy. Wtedy oczywiscie stosowanie reguly Hospitala nie prowadzi do celu.

Reguée Hospitala wyrazamy zatem zapomocs nastgpujgcego twier-
dzenia. Jezeli dwie funkcje, ciagle w punkcie x = a, posiadajg w oto-
czeniu tego punktu pochodne, nie stajace sig w tem otoczeniu réwno-
czednie zerami, jezeli iloraz tych pochodnych posiada granice, gdy =
dazy do a i jeseli dane funkcje daiq do zera, to granica ilorazu tych
funkcyj réwna sig granicy ilorazu ich pochodnych (por. wzér 171).

Regula Hospitala odnosi si¢ zaréwno do obustronnej granicy, jak
i do jednostronnych granic, t. j. gdy x dazy tylko z jednej strony do a.
Stosuje si¢ ona‘tez do przypadku, gdy iloraz f'(x):g'(x) posiada niewlas- -
ciwg granicg - oo lub — co. Wtedy bowiem odwrotny iloraz: ¢'(z): f'(z)
dgqiy do zera i cale poprzednie rozumowanie mozna zastosowaé do ilo-
razu: g(x):f(x). Otrzymamy zatem w tym przypadku:

, e g() < =
¥ el 2k S 2
: ..'.':f(x) it e i
a wige iloraz f(x):g(x) moze dazyé do 4 oo lub — oo. Nietrudno oka-
zaé, 20 znak bedzie tu taki sam, jak dla niewlasciwej granicy ilorazu
f(z):9'(x)- :
= Istotnie, jezeli f’(x):g'(x) = -}-o, to ten iloraz jest stale dodatni w pewnem
otoczenia punktu @, @ zatem i jloraz ¢'(x): f'(x) jesh stale dodatni w tem otoczeniuy
a stad na podstawio wzoru:
y(a+ B) _ g(a+9h)
e+ m "~ Flaton
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wynika, Ze takZe iloraz g{(): flx) jest w tem otoczeniu stalo dodatni, a wige takze
flz): g(x) jest stale dodatni.

A wige takie | w tym wypadku znajduje zastosowanie wzér (171).
Przykiady.
Zbadaé: 1)
.zt — 1
lim -
) T —

Jest to wyrazenie typu §, albowiem licznik i mianownik 83 funke
cjami ciaglemi i stajs sig zerami dla x = 1. Latwo stwierdzié, ze wszyst-
kie zalozenia reguly Hospitala sgq tu apelnione, zatem:

8t
12—y X — l PR l
5 a7 1
) El-‘ﬂl — 2 ,‘_.T — 2% log,2 log,2

3) im 207 — im 2%

20 x =0 l
4) - lim Eaie)

e s==D x?®

Doraz pierwszych pochodnyech ma w tym przykladzie postaé: ;— =
a wige nie dagy do 2adnej granicy, gdy x obustronnie daiy do zera. Na-

tomiast, gdy x dazy prawostronnie do zera, to 2—‘:; —> 4 oo, a gdy z dazy

e]
lewostronnie do zera, to -— — — oo. Wobec ‘tego:

2z
. € —1 e
hm s =lim g— =400
0<z—0 % 0<s >0 & L
. & —1 i
lim = lim 5= = —00
o>x—e0 T 0>2—0& L

§ 166. Wielokrotne stosowanie reguly Hospitala.

Gdyby siq okazalo, ze takie iloraz f'(r):g'(x) przedstawia sig
w nieokreslonej postaci § przy z daigcem do a, to granicg tego iloraza
mozemy badaé znowu w ten sam sposéb, t. j. badaé:
f(z)

lim ——
,l.?: g"(x)
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Mozna jednak jeszeze przed utworzeniem drugiej pochodnej staraé sig
o uproszczenie ilorazu f'(x):g¢'(x). Dopiero, gdy po uproszczeniu otrzy-
mujemy nadal wyrazenie nieokreslone, stosujemy powtérnie regule Ho-
spitala.
Przyktady.
1) Zbadaé:
lim "% _ 4
£+0 T—8lD 2

Dla =0 licznik i mianownik 83 réwne 0, a wigc jesi to wyrazenie
nieokredlone postaci §.
Stosujac regule Hospitala, otrzymujemy:

Pl

5 costz
A=lm ——F—
20l — CcOB X

Iloraz pochodnyech ma wige znown postaé § dla x— 0. Moznaby tu juz
bezpoérednio zbadaé te granice zapomocs przeksztalcen trygonometrycz-
nych, szybciej jednak dochodzi si¢ do celu, stosujac powtérnie regule
Hospitala. Otrzymuje sig:

— 2cos*xsinz

z—0 8ln T

Tutaj wystarczy uproscié badany iloraz przez sin . Otrzymamy w ten
8poséb:

A=lim —2ces3x=—2

r=0
2) Zbadad, w jakim stopniu dgzy do zera réimica:
Sinz —
W tym celu trzeba utworzyé¢ iloraz:
sinz —x
o

i zbadaé, dla jakiego wykladnika m ten iloraz dazy do skonczonej, réi-

nej od zera granicy, gdy x daiy do zera. Latwo si¢ mozna przekonaé,

t2e dla m=11 m =2 iloraz ten djzy do zera. Zbadajmy natomiast:
lim sinz — =z cosx—1 —8inx —cosx

'—_=li —=lim -———_—lim_"_-___ ———

20 x =0 38 x>0 6z z—0

[~ 1

To dowodzi, ze réinica sin x — x dazy do zera w 3-cim stopniu.
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.3) Na stycznej do kola w punkcie 4 (fig. 140) odcinamy AC réwne
Jukowi AHE, nalezgcemu do kata L AOB=1x. Laczymy C z B i prze- :
dluzamy CB do prze-
cigcia sig z prostg 40
w punkcie E.

Do jakiego polo-
zenia dazy punkt Z,
gdy kgt = dazy do
zera?

Wyrssamy  kat
w mierze lukowej, to
luk AB = rz. Chodzi
nam o granicg, do ja-
kiej dszy odleglodé
d = AE. Z proporcji:

AE:DE— AC: DB Fig. 140.
czyli:
d:(@d—r-4reosx)=rx:rsinz
otrzymujemy

TCOBY — 2

d
- == 5
r sinz—z

Granicg tego wyrazenia obliczamy przez zastosowanie reguly Hospi-
tala, a mianowicie:

X COBX — X . cosx —axsinx—1 . —2slnz—2xc082
— |1m = hm ~ e
>0 BID T — X =0 cosx — 1 r—0 —s8inzx
. =——3cosz+zsinzx
== llm + =13
=0 — CO8 2

Otrzymalismy wige: lim §= 3 czyli:
2-+0

lim d =3r = AE’
=0
Uwaga. Wynik ten znajduje zastosowanie w praktyce do przyblizonego wypro-

stowywania lukéw kota. Poniewaz @ dgzy do 3r, przeto dla malych katéw mozna
wziaé w przyblizeniu d = 3r. Chegc wige wyprostowaé tuk 4B na fig. 140, obieramy
E’ w odlegloéci 37 na przedluzeniu érednicy AF, lgczymy E' z B i przedluzamy od-
cinek E’B do przecigeia sig z styczng AC, t. j. do punktu €’. Dlugoéé odcinka AC’
tej stycznej jest w przyblizoniu réwna dlugosci luku AB. To przyblizenie jest bardzo
dobre, nawet dla dosé wielkich kgtow. Tak np. dla 2 = 10° luk ma dlugoéé r - arc 10° =
=r.0174533. Natomiast odcinek AC’, obliczony z proporcji 4E': DE’' = AC*: DB,
wa dlugosé:
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, . 9risinl0 L, —

Uzyskalismy zatem zgodnosé do & miejsc dziesigtnych, blad nie przekracza 0°0000%
promienia

§ 167. Regula Hospitala dla ac, dgZgcego do oo

Okazemy, ie regula Bospitala stosuje sig takie do przypadku,
gdy x daiy do 4 oo lub do —oo. Tak np. dla x—> +4 co ma ona
posta¢ nastepujaca.

Jezeli funkcje ciggle f(x) i g(x) dazq do zera, gdy = dgzy do + oo, to:

. f(z) . [(=x)
lim- 0% gt
(172) oteof(Z)  imind (@)

o ile ta druga granica istnieje t o ile f'(z) i g'(z) pray =z, dazqcem do
+ oo, & j. dla z > L, istnmieja i nie stajq si¢ poczgwszy od z = L réw-
noczesnte zerami.

Dowdd. Polézmy z = ;—, to badanie granicy wyrazenia f(z) ' g(x)
sprowadza si¢ do przypadku, dowiedzionego w poprzednim paragrafie. | tak:

TR ) SR o f(_:}) f( ) f’(‘)
_ng(x) “""9(}) """'g'[,'_').:_,! — G)

. - @) _ i I
i 5 .lj.Tug(z} .l_l.?mg'(z)

czyli:

Ta sama regula odnosi sig do przypadku, gdy x— — oo.

Praykiad.
e 4 —4 1
tog (1 +3) ufihl) = i+
lim-————%izlim o i lim 4-4-=4
2~r 400 400 o & o | 20 -
log(l-{—;) 1.(1+x) 5 L+

§ 168. Regula Hospitala dla wyrazen nieokres§lonych typu :.—i’

Bardzo czesto spotykamy wyrazenia nieokreslone typu z Chodzt

nam o zbadanie granicy:

tim /%)

e g(2)
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gdy
limf(z)=o00 1 limg(x)==00
przyczem znak symbolu oo moze byé dowolny.
Okazemy, e takze w tym przypadku stosuje sig regula Hospitala -
a mianowicie, Ze takze w tym przypadku jest:

iy 2 e g
s»a §(x)  z2-a g'(x)
Dowdd.
Dla pochodnych f’(x) i 4'(x) trzeba tu uczynié te same zalozenia
ktéredmy czynili przy pierwszej regule Hospitala, t j, ze obydwie
istoiejg w otoczeniu punktu z=a,

te nie staja sig réwnoczesnie ze- Y

rami w odpowiednio bliskiem oto-

czeniu punktu z =a i Ze istoieje 2 x 3 X X
granica wyrazenia f'(x): g¢'(x), —¢ 2e :
nazwijmy ja 4. Aby mozoa za- OI Fig. 141

stosowaé twierdzenie Cauchy’ego

o wartodci éredniej, obieramy dwa punkty =z i x, z tej samej strony
punktu a, tak np. jak na fig. 141. W przedziale <z, x,>> sa spelnione
warunki twierdzenia Cauch y’ego, a wige:

fz) — flz) _ ()
9(z) — glxzs) ¢’ (§)

o

gdzie £ jest jaka$ wartoscig posredniy z przedzialu <z, z,>. -

" Poniewai f(x) i g(x) wzrastajs nieograniczenie, gdy x zbliza sig do a,
przeto beds one réine od zera, gdy kofice tego przedzialu <<ux, z,>
beds dosé bliskie punktu a. Wobec tego moiemy podzielié¢ licznik i mia~
nownik przez f(x)i g(x), wylaczajsc te funkcje przed nawias. Otrzymamy
zatem: .

_ f=)
f@ " f@ _1'®)
9@) [ _ 9@~ 76

- 9(=)

a stads
| | 9=
S f@ _ (6 9(=)
9@ g ; _ fiz)
f(z)

Zatrzymajmy teraz punkt x, iako punkt staly. Gdy =z daiy do a; to
wedlug zalozenia f'(x):g'(x) a wigc i f'(§):g'(§) dasy do 4; g(x,):g(z)
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dazy do zera, bo g(x) wzrasta nieograniczenie; tak samo f(x,): f(x) dazy
do zera i otrzymujemy:
N G T A C))
,lrl_?.]. glxz) P_T. g (x)
Dowiedlismy zatem prawdziwosci nastgpujscego twierdzenia:
Jezeli funkcje f(x) i g(z) dazqg do nieskonczonosci, gdy x dazy do a
t jezeli istnieje granica wyragema f'(z):g’'(z), to f(z):g(r) daty do tej
samej granicy, o ile f'(x) i ¢’(x) spelniajg te same dodatkowe zaloienie,
ktéresmy oméwili przy regule Hospitala. Twierdzenie to stosuje sig
takie, gdy # — 4 oo lub £ > — co. Dowodzi sig tego tak samo, jak
dla wyrazefi typu § (por. § 167).
Przyklady.
1) Zbadaé:

log x
- &
ocz—0 CIg X

Jest to wyrazenie nieckreélone typu g. albowiem:
lim logz = — lim ctgz =
0(?:1—.10 ogx °°’ 0(1.:5100 gz + -
Stosujae regule Hospitala, otraymujemy:
L
0<s»0ClE T oczs0__ 1
sintx

Tutaj znowu mamy wyrazenie nieokreslone typu ;—‘: i gdybyémy dalej

rézniczkowali, to ta nieokreslonos¢ utrzymywalaby si¢ ciagle. Jednakze
przed rézniczkowaniem upraszczamy to wyrazenie a mianowicie wyko-
nujemy dzielenie ulamkéw 1 otrzymujemy:

log 2 . —esintx
BT atim- = 2
0<s—»0 CIZ X ocx—o x

a to juz jest wyrazeniem nieokreslonem typu §. Stosujac powtérnie re-
gule Hospitala, otrzymamy juz wyrazenie okreflone, a mianowicie:
logz i — 2sinzcosx

) im =llm ——— — =0 s
0<x»0CZ L o<s0 1

2) Wykazaé, ze funkcfa wykladnicza y = ¢ wzrasta szybciej anizeli
Jakakolwiek dodatnia potega x°, gdy x dazy do +- oo, to znaczy, ze:
lim & =0
Z=r400
przy dowolnie wielkiem dodatniem .
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Otéz:
x . 1
lim — = 1 -
x—» 403 6' :-Pfeo e 0
' 2z
lim =— = lim &= = | Z =0
X400 5= 400 € 8-:[-1100 e
2 1
I M T g e e
x =400 r+4o0 €° 2> 00 €
i ogéloie:
1
lim —-.—_lim;—' =0

Dla dowolnego, calkowitego dodatniego wykladnika n powyzsze twier-
dzenie jest zatem prawdziwe. Jezeliby za§ wykladnik nie byl catkowity,
to bylby mniejszy od jakiejs liczby calkowitej /. Wtedy przez. l-krotne
stosowanie reguly Hospitala otrzymalibyémy:

tim % — i M= 1)(r—2)...(n— 14 )2
‘_’Me‘ 2 =p 400 62

Poniewaz n <, przeto 2"~ = ’-'_,—1_—‘- dazy do zera. Mianownik zaé e* daty

do 4-oco, a zatem cale wyrazenie dazy do zera

Uwnga. Opierajgc si¢ na tem twierdzeniu, nietrudno jest okazaé, ze y = e* jest
funkejs przestepns, t. j., ie nie spelnia ¢adnego réwnanias algebraicznego., to znaczy
rownania postaci:

“’o(-’t)+W.(¢)!/+W|f¢)!’+---+w-(x)y" =0

(por. str. 93, wzdr b), przyczem wi(x) s§ wielomianami. Dowéd moze czytelnik zna-
lezé w znakomitej ksigice G. Kowalewskiego, p. t. Die klassischen Problems der
dnalysis des Unendlichen (Lipsk, 2 wyd. 1921 r. str. 111—112),

3) Wykazaé, te y = logx daty do nieskoficzonodei przy wzrastaniu
x powolniej anizeli jakakolwiek dodatnia potgga zmiennej z (chociazby
jej wykladoik byt bardzo mals liczba dodatnis).
Chodzi tu o zbadanie granicy wyrazenia logz : z*, gdzie & > O.
Otéi:
1

. 4 ] L
lim log 2 = lim x_‘ = lim — =20
ttoo XL e too & r—>o0 & IS

To zaé dowodzi, ze 2* dazy do nieskohczonofei w wyzszym stopniu, ani-
teli logz. A wige stopnia zdazania logarytmu do --co nie moina wy-
razié zadng liczbg a.

4) Nie zawsze jednak regula Hospitala prowadzi do celu.



510

N

Tak op. chcemy zbadaé: lim k ?
x—> 00

pitala prowadzi do wyrazenia nieokreslonego tego samego typu, a mia-

nowicie:

. Zastosowanie reguly Hos-

lim N
z—> 400 - A rv-b+oo2 yxl ) x4 /28 — a’

 GdybySmy zaé powtérnie zastosowali regul¢ Hospitala, otrzymali-

Vo —a

bysmy spowrotem wyrazenie iy e To nie dowodzi bynajmiej, ja-

koby to wyrazenie nie zdazalo wogdle do zadnej granicy. Przeciwnie,
w bardzo prosty sposéb otrzymujemy bez uzycia reguly Héspitala:

.'I'.'

lim — =1
X 40 2—> 400

Gdy x> — oo, to biorge pod uwage tylko ujemne z, otrzymujemy:

Yzt —at yx: e at

%2 —Va ey x?
& wige granicy jest wtedy — 1.
Jezeli iloraz dwéch funkeyj dazy do 1, gdy = dasy do dodatniej

nieskoficzonodei, to méwimy, ze jedva funkeja dazy asymplotycenie do
drugiej. A wige, gdy:

flz) _
‘111?0 g(z)

to f(x) dazy asymptotycznie do g(z). Tak wige funkeja f(x) =)z* — a?
dazy asymptotyczoie do funkeji g(x) = .

Gdybyémy przy wielkich dodatnich wartodciach x wzigli zamiast
funkeji f(x) funkeje g(x), to popelnilibyémy blad bezwzgledny:

f(z) — g(x) = fi()

Ten blad bezwzgledny moze nawet dazyé do nieskoficzonodei, lecz blad
wzgledny, t. j. stosunek bledu bezwzglednego do samej funkeji f(z), daty
do zera, albowiem:

i [(®) —9(2) __ ( 9@ _

lim ———2— = lim =1—1=0

o 1) o\ (@)

Mozemy wige g(x) uwazaé za przyblizenie funkeji f(z) dla wielkich .
Stopiefi tego przyblizenia mozemy zwigkszaé, znajdujse dls bledu f(x)

=]
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snowu jakied asymptotyczne przedstawienie g,(x), t. j. taks funkeje g, (),
aby £, (x): g\ (x) - 1.
Oznaczajgc blad f,(x) — g,(x) przez f,(z), otrzymamy:

f@)=yg(x)+ g (x) + /(@)
Rozwinigeie to mozemy posuwaé dalej, a nawet mozemy otrzymaé nie-
skoficzony szereg:

9(x) 4 9,(x) + ga() 4 ...
Czasem ten szereg jest zbiezny i przedstawia dokladnie funkcje f(z).

Tak np. otrzymujemy zspomocy dwumiennego szeregn Newtona (por. § 140)
nastepujgce rozwinigcie, zbietne dla « > a > 0:

o - (2] e~ 5 - (5

3 ktérego otrzymujemy ciag kolejnych, bardzo dogodnych asymptotycznyeh przyblizesd
funkcji fz'— a® dla wielkich 2, 8 mianowicie:

e R o S i
: 2z’ 2x Bat'

Czasem jednak otrzymuje sig w ten sposéb szereg rozbieiny a mimo
to jego poczatkowe sumy czesciowe mogs byd bardzo pozyteczne przy
aproksymowaniu funkeji.

Taki rozbiezny szereg, zbudowany z kolejnych asymptotycznych
przyblizen funkeji f(x), nazywamy szeregiem asymptotycznym tej funkeji.

Rozmaite uwagi o szeregach asymptotycznych znajdzie czytelnik
w Analizie W. Sierpiniskiego (Tom I, Czeéé LII i IV, str. 196 i nast.)
Obszerny rozdzial poéwigecono tym szeregom w podrgczniku E. T. Whit-
takera i G. M. Watsona, p. t. 4 course of modern Analysis (3 wya.
Cambridge, 1920),

§ 169. Wyrazenia nieokresSlone typu 0: oo,
Wyrazenie nieokreélone postact 0-co sprowadza si¢ do wyrateh

o0 . e
postac: § lub o5 & mianowicie, gdy f(z)—> 0 a g(x) - oo, to:

lim f(z) - g(x) = llm f(;l'-') - limg(—fl
g g(x) fx)

Do tych zaé wyrazen postaci § lub g stosujemy poprzednio poznane

twierdzenia.
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Przyklady.
1

1) limalogz =lim kg = lim - = lim(—2)=0
0<z~>0 0Lx—+0 _1_ 04z—>0 _—_{ 0<z=—0
z

x3

Wynik ten moglibyémy wypowiedzieé w postaci nastgpujgcego twierdze-
nia: gdy x dasy do zera (prawostronnie), to logx daty do nieskoficzo-
nosci powolniej anizeli z~%. Niechaj czytelnik okaze, ie logx dazy dla
0 <<z ->»0 do — co powolniej anizeli ™, gdy a jest dowolnie mals
liczbg dodatnis.

2) Zbadaé granicg wyrazenia:

y=zl/a—1)

gdzie a jest dowolng liczbg dodatnia, gdy # — + co.
Jest to wyraZenie nieokreslone typu: co.0.

tim 23 — 1) = lim Va—1

x—»-4-00 x~»-}00

8-

Teraz juz mamy wyrazenie typu §, a wigc mozemy stosowad regule
Hospitala Otrzymamy:
L} =
- a* log,a- -—,l :
- . z vy el
lim z(Va = 1) = lim —————— = lima*log,a = log.a
x—>4oo 2400 — 1 x—-}o0

22
Wiemy (por. str. 114, przyklad d), ze cisg Ja dazy do 1; 2 udowodnio-
nego za$ twierdzenia wynika, Ze cigg:

n(h— l) dazy do log.a

Moinaby wobec tego uiyé ciggu n(V;— 1) do definicji logarytmu bpa-
turalnego, a mianowicie:

log.a = lim n(V; —1)

3) Wykazad, ze spélrzedne x,y epicykloidy (por. § 19, str. 80):
R+ a
a

& = (R -} a)cost — acos ¢
®
R+ a,

y = (R -+ a)sint — asin
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daza do wartosci:

®) & = R(cos$ 4 tsint)

§ = R(sint — tcost)

gdy promien toczgcego sig kola dgiy do nieskonczonodel
Réwnania “epicykloidy mozna napisaé w postaci:

x=Rcost——a(cos (g + l)t—cost)
y = Rsint -—a(sin (2 + l)t — sint)
Gdy a— + oo, to wyrazenie:
fla) = a(cos (% -+ 1) t — cos t)

przlyjmuje posta¢ wyraZenia nieokredlonego oco.0. Otéi:

cos(l—z-}-l)t—cost —sin(§-+ l)t-_fzt
. z 3 a a
lim f{a) = lim i = lim ] ==
@ -4 00 a-s00 = a—-»00 i, i
a at

=lim—Rtein{g + i)t:-Rtsint

a-+o0 \
Zatem:
£ =I|limx == Rcost -4 Ritsint — R(cos 4 ¢sint)
Podobnie wyprowadza sig wzér na 2.

Lioje, ktérej réwnania majg postaé wzordw (b), nazywamy rozwi-
jajgcea kola czyli ewolwentq kofa. Moiemy ja otrzymaé przez ptoczenie
sig¥ bez élizgania linji prostej (stycznej do kola) po kole o promieniu R.
Zobaczymy pdZniej, ze mozna ja takie uwazaé za linje, zakreslons przez
koniec wyprezonej nitki, nawinigte) na kolo, gdy jg odwijamy =z kola;
stgd tez pochodzi mazwa: ,rozwijajaca.

§ 170. Wyrazenia nieokre§lone typu co — oo,
Takie wyrazenia nieokreslone postaci oo — co sprowadza sig latwo
. oo
do wyrazefi postaci § lub =,

I tak:

1
) — o) = @) 90 (05 — 705

Rachunek réiniczkowy | calkowy. 23
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Jezeli f(x) i g(x) daza do nieskoficzonosei, to to wyrazenie ma postad
co-0. Stad:
1 1

: (173) f(z) —g(2)= QF)———-I_ f()

f(x)g(x)
a to wyrazenie ma postaé¢ §.

Zwykle jednak obchodzimy si¢ bez tej przerébki i uzyskujemy
prostsze formy badanego wyratenia wprost przez sprowadzenie obu funk-
eyj flx) i g(x) do wepélnego mianownika lub przez inne przeksztalcenia.

Przyklady. 1) Zbadaé:

; x 1 : x
A=tinfe o ol RO S5~
<
Przeksztalcenia tego dokonaliémy na podstawie wzora (173) i otrzymaliémy
wyrazenie postaci §. Zanim rozpoczniemy réiniczkowanie, upraszczamy
to wyrazenie I otrzymujemy:
. xlogxr—x+41
A_slgl:l (x — logx

Otéz do tej postaci dochodzi sig odrazu z pierwotnej formy, sprowadza-
~ jac ulamki do wspélnego mianownika.
Stosujge tu regule¢ Hospitala, otrzymujemy:

1 *
logw—l—x-; —1

. : zlog x ! logz 4 1
=1 =lim ———2—— =lm ——2>
- e logw—l—-x:l po zlogzx + x — 1 A logz + 141
ezyli:
A=}

2) Obliczyé: ‘
B=lim :—’ — ctg’x)

-0
Przez sprowadzanie do wspélnego mianownika otrzymujemy wyrazenie:

. sin?x — a%costx
B=Iim —
£—0 x*sin’x

typu §. Przez kilkakrotne zastosowanie reguly Hospitala otrzymamy
po doéé rozwleklych rachunkach: B =§.
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3) Obliczyé:
lim (Jz'—a® —x)
2 =>4
Stosowanie wzoru (173) i reguly Hospitala doprowadza tu do doéé
skomplikowanyeh rachunkéw. Natomiast szybko dochodzi sig do celu
przez zastosowanie nastgpujacego przeksztalcenia, uzywanego czesto przy
wyrazeniach, zawierajacych pierwiastki: mnozymy dang réznicg i dzie-
limy jg przez sume Vzr —ai 4 2.
W ten sposéb otrzymujemy, ograniczajge sig do x wigkszych od |af:
im. (5 — o =) = lim e
=400 x-—>400 yx’ —at + 2

S

§ 171. Wyrazenla nieokreslone postacl oo 0°, 1«

Chcemy obliczyé granice A wyrazenia:
F(x) = f(zy®
przy = daigcem do a, przyczem zakladamy, ze f(x) ma tylko dodatnie
wartoéci w jakiems otoczeniu punktu a.

Jezeli f(x) —>» oo, a g(x) > 0, to mamy wyrazenie unieokreslone
postaci 00 jezeli f(x) >0 i g(x) —> 0, to mamy wyrazenie nieokreslone
postaci 0% jezeli f(x) — 1, a g(x) —> oo, to mamy wyrazenie nieokreslone
postaci 1%

We wszystkich tych przypadkach badamy zamiast granicy A wy-
ratenia f(x)f") najpierw granice B logarytmu tego wyrazenia, t. j. gra-
nicg funkeji:

log Fik) = g(x) + log f ()
Teraz mamy juz do czynienia we wszystkich trzech prazypadkach z wy-
rateniem nieokreélonem postaci 0.o00, z ktérem postgpujemy w gposdb
poznany w § 169. :

Jezeli otrzymamy w ten sposéb skonczong granicg B, to:

{a) lim log F(z)= B

r—sa

Poniewaz logarytm jest funkejs ciagla, to mozna znak lim przestawié

E—>a

ze znakiem logarytmu i otrzymujemy:

(a") log (lim #(x)) = B
a stad:
{b) 4 =lim F(x)=¢"

—a

33*



516

GdybySmy otrzymali na B granicg niewlasciwg — oo, to z wzoru (a')
wnioskowaliby$my, ze wtedy lim F(z) =0, gdybydmy zaé na B otrzy-
mali 4 co, to z wzoru (2') wynikaloby, ze lim F(z) = - co.

Jezeli wyrazeniu ¢ nadamy zonaczenie 0, a wyrazenin e+ zna-
czenie - oo, to wzér (b) obejmuje wszystkie przypadki.

A wige przy szukaniu granicy A wyrazefi nieokreslonych postaci
oo% 0° 1* postepujemy w nastgpujscy sposéb: obliczamy granice B loga-
rytmu danego wyrazenia; potegujgc zasaay e przez znaleziona granice B,
otrzymujemy gadang granicg A,

Przykiady.

1) ZnaleZé granice ciagu a, = V% Obliczamy w tym cels ogél-

niej granice funkeji:

d 1 ; -
lim —=limz *= 4
z+40 f X x—>400

Jest to wyrazenie typu oo® Zamiast tego obliczamy najpierw:

-3 - A
B =limlogz “= lim (——2 Iogx\ = lim M
L—» 400 2400\ X ] £ oo X
. oo T ] - .
Teraz juz mamy typ o & Wige stosujemy regule Hospitala i otrzy-

mujemy:
Wobec tego:

A wige te samg granicg otrzymamy, gdy x dazy do - oo, przebiegajge
tylko liczby calkowite. To dowodzi, ze:

2) Obliczyé:

A = lim z%Hou=
0x—0

Jest to wyrazenie typu 0° Logarytmujemy i otrzymujemy:

. 3logx z
# o<i§o 24+ logz  oceo 1
z

=3
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a wige:
A4 =¢e"
3) Obliczyé granice:
A = lim (tg x)"**

l—’%

Gdy x dazy do 3, to tgx dazy do 1, a tg2x do oo, zatem mamy tu
do czynienia z wyrazeniem nieokreslonem postaci 1%
Obliczmy najpierw granice logarytmu badanego wyrazenia, t. j.:

B=Ilim(tg2z - logtgx) = lim il
:—r!“ z-of ctg2x
Teraz juz mamy wyrazenie typu g Zatem:
el
2
B=lim 8% 9% lim(—~sn2x)=—1
8int 2z §
Wiec:
A=¢l=—
e

Niechaj czytelnik dla wprawy stwierdzi prawdziwosé nastgpujacych wzordw:

olim =1 (typ: 09; lim(1 4} z)§= e (typ: oo%;
x>0 T—p00
fim (1 X %): e (yp:17;  lim l/“' ‘; ¥ —Vab yp: 19).

=00

§ 172. Uwagl o stosowalno$el reguly Hospitala.

Jakkolwiek regula Hospitala okazuje sig nadzwyczaj poiyteczng
przy obliczaniu granic wyrazefi nieokreslonych, to jednak nie zawsze jest
ona dogodna a czasem nawet wcale nie prowadzi do celu. WidzieliSmy
to w przykladach: 4 z § 168 i 3 z § 170; wtedy dogodniej jest uzywaé
innych przeksztalcen.

Istniejs ponadto i takie przyklady, do ktérych pie mozna stosowaé
reguly Hospitala ze wzgledéw zasadniczych, t. j. dlatego, ze nie spel-
niajg sig zalozenia, potrzebne do jej stosowalnosci.

Przyklady.

1) Tak op. sprébujmy zastosowaé te regule do wyznaczenia granicy:

lim £ 8in

=
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1lorazem pochodnyech jest tu: 1 -~ cosz. To wyrazenie nie dgy do 2adwej
granicy, gdy « — oo, poniewai cosz oscyluje nieskoficzenie wiele razy
pomigdzy — 1 a - 1. Bylibydmy wige sklonni mniemaé, Ze i pierwotne
-wyrazenie nie dady do granicy. Tymeczasem:

tim T80 gy [y - S22
x—>0a x x—o0 \ x

8in x)

Gdy x> oo, to g‘%f—)O, albowiem bezwzgledna wartodé licznika nie

przekracza stalej liczby 1 a mianownik dazy do oco. A wige:

. x—sBinx
hm —— 8 =1
x—>00 x

Tutaj nie mozna bylo stosowaé reguly. Hospitala, poniewaz nie spelnia
sig zalozenie, ze ma istnie granica wyrazenia f'(z):¢'(z). Zwrdciliémy
na to wyrazoie uwage juz na str. 502 w § 160 w uwadze.

2) Podobnie ma sig rzecz z granicg:

e |
x®8in —
z

=0 fin x

przyczem licznikowi dajemy dla x==0 wartoé¢ 0.
Ilorazem pochodnych jest tu:

i 1
2 x 8ln — — €08 —
T z

cosx

Ten iloraz nie dszy do zaduej granicy, gdy = dazy do zera, albowiemr
licznik oscyluje wtedy nieskoficzenie wiele razy migdzy — 1 a -1

(wskutek obecnosci dodajuika — cos %:) Nie spelnia si¢ wigc zaloZenie

potrzebne do stosowalnoéci reguly Hospitala. Natomiast okazemy inna
drogs w nastopnym paragrafie, e badane wyrazenie posiada granicg 0,
gdy x dazy do zera.

-

§ 173. Uproszczona regula Hospitala.

Przy dowodzie reguly Hospitala nie czynilidmy zadnego zaloze-
nia o pochodnych w samym puokeie x = a, dla ktérego badamy granicq.
Jezeli te pochodne istniejg w punkcie x==a, 8 pochodna mianownika
jest w tym punkcie réina od zera, to mozna obliczyé granicg przy po-
mocy prostszej reguly, ktérs nazwiemy wuproszczona reguleq Hospitala.

Wtedy mianowicie granica ilorazu réwna sig wprost ilorazowi pochocdnych
w miejscu & = a.
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Dowdéd. Zaioienia 88

5 lim flx) = fla) =0, limg(x)=g¢(a)=0
a ponadto istniejs f'(a) i ¢'(a) a ¢'(a) 0.

Jezeli np. g'(a) > O, to funkecja g(x) jest rosngea w punkeie x=a
{por. § 101, 6) a wigc istnieje takie otoczenie punktu a, w ktérem g(x)
nie staje sig juz zerem. Weimyz punkty x = a - h z tego otoczenia, to
gla- h)F 0, a wige dla tych punktéw mozemy utworzyé iloraz:

fz) _ fla+h) _ fla+h) — fla)
g(x) gla+h)  gla+h)—g(a)
Poniewaz f(a)==g(a)=0, przeto przez odjecie f(a) w liczoiku i g(a)
w mianowniku nie zmienila si¢g wartosé tego ulamka. Cheae zbadaé gra-
nicg tego wyrazenia, gdy x — a czyli gdy 2 — 0, podzielimy przedtem
licznik i miapownik prawej strony przez h. Otrzymamy zatem:

fla+ k) — f(a)

R 7  f"(a)

1 —_— =l p— . b- d. .

vag@  nmgath—g@  g@ = %°
3 ,

Zupeloie tak samo rozumuje sig, gdy ¢'(a) < 0.

Udowodnilismy zatem prawdziwodé nastepujacej uproszezonej reguly
Hospitala. ‘

Jezeli dwie funkcje f(z), g(z) przyjmujq w punkcie a wartodé 0 i jezels
istniejq ich pierwsze pochodne w tym punkcie, a pochodna g'(a) jest réina
od zera, to granica ilorazu tych funkcyj réwna si¢ ilorazowi ich pochod-
nych w tym punkcie, a mianowicie:

. flz) _ [(a)
S g~ 7@
Uzywajae wzoru Taylora, mozna rozszerzyé te regule takie na wyzsze
pochodne, wrazie gdy f(a)=0 i g'(a) =0.

Jakkolwiek ta regula jest prostsza i wymaga prostszych zalozen,
anizeli nieuproszczona regula Hospitala, to jednak zakres jej stoso-
walnodci jest dod¢ ograniczony (np. pie obejmuje ona przypadkéw, gdy
& — 4 oo lub z - — oo0) i prowadzi ona zwykle do rachunkéw bardziej
skomplikowanych, zwlaszeza gdy w gre wchodzg wyisze pochodne: trzeba
je bowiem zawsze dokladnie wyliczaé, nie upraszczajac licznika z mia-
vownikiem. Pomimo to moze byé ona w niektérych przypadkach pray-
datniejszg, anizeli pierwotna reguta.
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Tak np. zagadnienie 2) z poprzedniego paragrafu, ktéreg(; nie mozna
bylo rozwigzaé przy pomocy nieuproszczonej regaly Hospitala, mo-
zemy teraz latwo rozwigzaé. I tak chcemy znalezé: .

1
z%81n —

lim —
z—0 8l0XT

Obliczamy pochodng licznika w punkcie 2 =0. Rachunek ten wykona-
lismy juz w § 92 i otrzymalidmy na te pochodng wartodé: f'(0) = 0.
Pochodna mianownika ma w punkcie z =0 wartoé¢ ¢'(0)=rcos0 =1,
a zatem wedlug wzoru (174) otrzymujemy:




ROZDZIAL XV.

Zastosowanie rachunku rézhiczkowego do krzywych
ptaskich.

§ 174. Réwnania stycznej i normalnej. Cosinusy kierunkowe.

Poznaliémy juz w poprzednich rozdzialach niektére najprostsze a za-
razem najbardziej zasadnicze zastosowania rachunku réiviczkowego do
geometrji linij plaskich. I tak juz przy wprowadzeniu definicji. pochodnej
poznaliémy &cisly zwigzek pochodoej ze siycenq (por. § 64); widzieliémy
mianowicie, ze spadek stycznej, nieprostopadlej do osi z-6w, jest réwny
wartoéci pochodnej w badanym punkeie (por. § 64, wzér 4). Na tej pod-
stawie mogliémy podad réwnanie stycznej i normalnej w kaidym punk-
cie, w ktérym istnieje pochodna (por. § 64, wzory D i 6). Przy pomoey
pochodnej wyprowadzilismy wzory na rozmaite odcinki. majgce zastoso-
wanie przy dyskusji i konstrukeji linij krzywyech, a mianowicie wzory
na: odcinek stycznej, normalnej, podstycznej i podnormalnej (por. § 64,
wzory T—10). Ze znaku pierwszej pochodnej wnioskowaliSmy o wzno-
szeniu si¢ i opadaniu linij (por. § 101, 3—17). Wreszcie przy pomocy po-
chodnych badalisSmy najiwyzsze i najnizsze punkty linij (§ 144 i nast).
W tym rozdziale oméwimy szereg dalszych zastosowan rachunku réinicz-
kowego do badania rozmaitych innych wlasnosci linij krzywych, jak np.
wypukiosei i wkleslosel, krzywizay 1 t. p.- Te wszystkie zastosowania
avalizy wyzszej do géometrji tworzg osobny dzial matematyki, zwany
geometrja rézniczkowa.

Rozwazania nasze rozpoczniemy od dokladniejszego oméwienia stycz-
nej, normalnej i ich zastosowan.

Réwnanie linij podajemy albo w formie wyraznej:

y = f(x)

albo w formie parametrowej:

z=g(t), y=1p)
albo w formie uwiklapej: >

flx,y) =0
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Rzadziej uzywa si¢ formy biegunowej:

r = f(p)

Tq forme bedziemy uwaiali za specjalny przypadek formy parametrowej,
a mianowicie, korzystajac z wzordw na zamiane spélrzednych bieguno-
wych na prostokatue: x = rcosg, y = rsin p, napiszemy:

x=[f(p)cosp, y=/[f(p)sing

a to jest widocznie parametrowem przedstawieniem danej linji.
Spadek stycznej wyrazamy wgorem:

’

tga = f'(x)=y'(x)
dla formy wyraznej. Stad otrzymujemy dla formy parametrowej:
P -
wrazie, gdy ¢'(¢) 0. Gdyby za$ bylo @'(t)=0, lecz ¥'(#)5F0, to
uwazalibysmy x za funkeje y, a wtedy spadek badanej linji wzgledem osi
y-0w wyrazalby si¢ wzorem:
@'t
V()
Punkty zas, w ktérych jest réwnoczesnie ¢'(t)=0 i y¢'(t)=0, nazy-
wamy pusktami osobliwemi. Narazie wylaczymy je z naszych rozwazan.
Dla formy uwiklanej jest:

tgf =

felz,y)
5z y)

wrazie, gdy f,(xy)=F 0. Jezeli zas jest f,(x,y)==0, lecz f.(z,%) 0, to
uwazamy « za funkeje y, a wtedy spadek badapej linji wzgledem osi
y-6w wyraza sig wzorem:

tga = —

_ Gz y)
tgh = fiz, y)

Punkty, w ktérych jest réwnoczesnie f (x,y)=0 i f.(z,y)=0, nazy-
wamy punktami osobliwemi. Temi punktami zajmiemy sig péiniej w osob-
nym ustgpie, narazie zad§ wylaczamy je z naszych rozwazan.

Obok spadku, t. j. tangensa kata nachylenia stycznej, uiywa sig
czgsto t. zw. cosinuséw kierunkowych, to znaczy cosinusdw kata a, jaki
tworzy styczna z osig z-6w i kata §, jaki tworzy styczoa z osig y-6w
Jest to dogodnem dlatego, ze nawet dla e =90° lub g =90° nie staje
sig cosinus nieskoficzonodcig (W przeciwienstwie do tangensa).

Poniewai:

cosa_—-_—l——— a cosf=cos(90° — @) =sing = ‘ga

+ V14 tg% + T+
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przeto z powyiszych wzordw latwo jest otrzymaé cosinusy kierunkowe,
(Jezeli rozwatamy katy a tylko w granicach od 0° do 1809, to dla kg-
téw ostrych nalezy braé przed pierwiastkiem znak -, a dla rozwar-
tych —, jednakze ten sam zoak w obu wzorach). I tak:
(175) cosa:—mlz, cosﬂ:———g:::
+ V1 +o2 +Vi+y7

Dla parametrowego przedstawienia otrzymujemy w ten sposéb. syme-
tryczne wzory:

¢ eabier e
+ V'@ + vy + Vo't + o'
Jezeli dla pierwiastka przyjmujemy znak -, to to znaczy, ze za dodatni
kierunek stycznej uwazamy ten, dla ktérego cose ma ten sam znak, co
@'(t). 8 sina ten sam znak, co ¢'(f). Jezeliby ten kierunek stycznej byl
2z jakichkolwiek wzgledéw niedogodny, to przyjmujemy dla pierwiastka
znak: —, a przez to odwréci sig kierunek stycznej (obrdci sig o 180°
w plaszczyZnie XY).

Podobne wzory mozna wypisaé dla formy uwiklanej.

Majge wzory na spadek stycznej przy rozmaitych sposobach przed-
stawiania linji, mozemy jui z latwodcia otrzymaé réwnania stycznej dla
tych rozmaitych sposob6éw. Niechaj spélrzgdunemi punktu stycznoéei beds
2, y;. Dla formy wyraznej otrzymujemy réwnanie stycznej w znanej uam
juz postaci:

(®) Yy— % =y (2 )(x —x,)

(176) cosa =

w tej formie mieszczg sig jednak tylko styczne nieprostopadle do osi z-6w.
Dla formy parametrowej niechaj ¢, bedzie tg wartodcig parametru,
dla ktérej x =z, y =y, to réwnanie stycznej ma postaé:

o ile ¢'(f,)F0. Stad otrzymujemy réwnowaine z tem rdwnanic stycanej:

(177 (® —2)9'(h) — (y —0)e'(t) =0

Gdyby zaé bylo @'(t,) =0 lecz y'(,)F 0, to, uwazajge = za funkejg y,
otrzymalibydmy réwnanie stycznej w postaci:
o' (t)
X —2y =
YY)
Po uwolnieniu od mianownika otrzymujemy to samo réwnanie, co po-
przednio.

(y — %)
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Stad widzimy, ze réwnanie (177) zawiera w sobie zaréwno styczne
nieprostopadle do osi x-6w jak i styczne prostopadle.

O ile ¢'(¢,) ani y’'(¢,) nie jest réwne zeru, to moiemy napisaé réw-
nanie (177) w nastepujgcej, symetrycznej i latwej do zapamigtania postaci:

T—& _Yy— 4
PLpthl - i)

(178)

Postgpujac w podobny sposéb dla formy uwikéanej, otrzymujemy réwna-
nie slycznej w npastepujacej postaci;

(179) (=~ 1), 1)+ (¥ — )y 92) = O J

Ta forma jest, podobnie jak forma (177), ogélna, to znaczy ujmuje wszystkie
przypadki: zaréwno styczne nieprostopadle do osi jak i prostopadie

Z tych réwoan przechodzimy do réwnan normalnej, zastgpujge spa-
dek styczpnej jego odwrotnoscig ze znakiem przeciwnym. W ten sposéb
otrzymujemy rdéwnanie normalnej

dla formy wyrazne;j:

6) y—m=—ﬂ%@—%)

dla formy parametrowej:

(180) (x — z)@'(h) + (y — ¥ )9’ (4) =0

dla formy uwiklaoej:

(181) (x — 2)f(®xn9) — (y — )iz, 9) =0

Uwags. 1. Jezeli na stycznej S (fig. 142) ustalimy jakié kierunek jako dodatni
{np. przez obranie znaku pierwiastka we
wzorach 176), to dla normalnej N przyjmuje
si¢ jako dodatni ten kierunek, ktory jest
odchylony od dodatniego kierunku S o kst
90° liczony w tym samym kierunku od S,
w jakim dodatni kierunek osi Y jest od-
chylony od dodatniego kierunku osi X,
a wiec np. na fig. 142 w kierunku prze-

‘\ X ciwnym do biegu wekazdwki zegarowej.
\ » Chodzi tu o to, aby kgty CYOX i JINPS
+ + + +
0 Fig- 149 przechodzily na siebie przez wykonanie
obrotu i przesunigeia w plaszczyZnie XY,

2. Styczng pojmowaliémy dotychezas jako graniczne polozenie siecznej. Moina
J9 jednak okreslié takie inaczej, a mianowicie biorac pod uwsge odlegloéé punktéw
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linji krzywej od prostych, przechodzacych przez jeden jej punkt (x,, y,). WeZzmy jakg-
kolwiek taks prostg p,; gdy si¢ posuwamy po linji krzywej z obu stron ku punktowi
(2, ¥,), to odlegtodé tego punktu od prostej p, dgzy oczywisicie do zera. Jedeli jednak
istnieje taka prosta p, dia ktorej ta odlegloéé dazy do zera w stopnin wyzZszym ani-
zoli piorwszy, to te prosty nazwiemy styczng w punkeie (x,y,). Jezeli np. funkcja
y = f(x) jest rozwijalna na wzér Taylora, to latwo okazaé, Ze prosta o Zgdanej
wlasnoéei ma wiadnie réwnanie y —y, = y'(m){x — «,), a wigc jest styezng takie
w pierwotnem znaczeniu. Z rozwazan § 129 wynika to bezpoérednio.

W nastgpoych paragrafach podamy niektére zastosowania pozna-

nych tu wzoréw.
§ 176. Krzywa spodkéw.

Weimy pod uwage zbiér wszystkich stycznych dowolnej linji krzy-
wej o réwnaniu:
(a) Fz,y)=0
Z dowolnego punktu, np. ¢ poczatku ukladu, wykreslamy prostopadle do
tych wszystkich stycznych (fig. 143). Punkty przecigcia sig tych prosto-
padlych z odpowiedniemi stycznemi LY
ezyli spodki tych prostopadlych, le-
Z3ce na stycznych, tworzg nowsg
liojo, zwang kraywq spodkdw.

Cheemy zbudowaé réwopanie
miejsca geometrycznego tych punk-
téw. Punkty przecigeia sig P(§, 7)
prostopadlych ze stycznemi muszg

spelniaé nastgpujace warunki. D
Kazdy taki punkt lezy na ' X
‘_10 -

stycznej, a wige spelnia rownanie;
() E—x)F.+(n—yp¥F,=0
Ponadto kazdy taki punkt lezy na prostopadlej OP do odpowiedniej

stycznej, musi wige spelniaé réwnanie tej prostopadlej, przechodzacej
przez O, t. j.:

Fig. 143.

ff _al§
Spadek
bR
o=—c=+¢
a zatem: '
(c) nF,=¢F,

Musza sig wige spelniaé warunki (a), (b) i (¢). Z tych trzech warunkéw
eliminujemy zmieone x i y i otrzymujemy zwigzek pomigdzy pozostalemi
zmieonemi £, 7, t. j. jakied réwnanie:

G =0

Ta jest wladnie réwnanie kriywej spodkéw.
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Tak np. dla hiperboli réwnobocznej:
% — y‘ — al = 0
warunki (b) i (¢) przyjmujs postaé:
(§ — )2z —(n—y)2y =0 . fr—ny=at—yi=a?
czyli
n-2z=—§2y nz+ 8§y =0

Stad oblicza sig # i y i wstawia si¢ je w réwnanie hiperboli; po uporzad-
kowaniu otrzymamy:

€+ =a' ' —n)

Jest to linja 4-go stopnia, zwana lemniskatq. Zatem dla hiperboli réwno-
bocznej krzywa spodkéw ze wzgledu na poczatek ukladu jest lemniskats.
Jeieli wykreslamy prostopadle pie z poczgtku ukladu, lecz z dowolnego
punktu P(l, m), to trzeba tylko zastapi¢ trzeci warunek (¢) warunkiem:
{c') (n—m)F, = (§—)F,
Okazuje si¢ np., ¢ krzywg spodkéw dla kola:

x = qacost

y = asint

ze wzgledu na punkt P(0, a), lezacy na obwodzie tego kola, jest linja,
zwana kardioida, por. § 153, fig. 136).

§ 176. Krzywe réwnolegle do danej krzywej.

Jezeli na kaidej normalnej do danej krzywej odetniemy w obydwie
strony od jej przecigeia sig z tg linjg réwne odciuki d, to konce tych
odcinkéw utworzag w ogdlnoéci dwie nowe krzywe, zwane krzywemi réw-
noleglemi do danej linji.

Chodzi o wyznaczenie réwnat tych linij réwnolegtych.
Niechaj krzywa K bedzie podana w formie parametrowej:

Z=o(t)y F=y()
Spélrzegdne punktu P (6g. 144), lezacego na normalnej w odstepie d,

znajdziemy z warunkéw, ze rzuty odeinka AP na osie sy réwne rdzni-
com spélrzednych punktéw koncowyeh tego odcinka, a mianowicie:

deosy=x — 2%, dcosd=—y— ¥
przyczem y jest katem normaluej z osig x a J z osig .
Pouniewai: $=90° —a, 6=90°—9y a 9=90°4} e, przeto:
o — Z=d-co8(90°+ a)=d-cos(180° — ) = — d -.cosf
y—g=d-co8(90° —y) =d-cos(—a)=4d-cosa
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Fig. 144

A wige:

x=q({)—d-cosf

y =y(t)+ d - cosle
Podstawiamy tu za dostawy kierunkowe wartosci z wzoréw (176), raz’
ge znakami -+ a drugi raz (dla drugiej czg¢sci normalnej) ze znakami —
i otrzymujemy pastepujgce wzory na dwie krzywe, réwnolegle do krzy-
wej] E=g(f) | §=y(t):

d-y'(t) d-y'(f)

= ) — e — = t g e e}

= - aree | T et ver
(182) d-9'() d-¢'(t)

=yt —_— =ygl)— —m
y=vO0 it | T T o r v

Szezegblowy przyklad, a mianowicie linje réwnolegle do elipsy, oméwimy
pbtniej, w § 189 (przyklad 9).

§ 177, Réwnanie rézniczkowe gromady linlj.

Réwnanie:
y=cxt

przedstawia gromade parabol, jeieli stalej ¢ dajemy rozmaite wartoéeis
Te staly ¢ mozna usungé przy pomocy spadku stycznej: '

¥y =2c2



528

Z tych bowiem dwéch réwnan moina wyeliminowaé c. Np. obliczamy ¢
z pierwszego réwpania: ¢ =y :2? i wstawiamy w drugie, to:
L 2yx _ 2y

y LR
x? x

To nowe rownanie nie zawiera juz stalej c, zawiera natomiast pochodng y'.
Takie réwnanie, zachodzgce pomiedzy x,y i ', nazywamy — jak jui
wiemy z § 87 — rdwnaniem rééniczkowem. To réwnanie réiniczkowe za-
stepuje réwnanie tej gromady w tem znaczeniu, zo bedzie mozna — jak
zobaczymy w Il-gim tomie — przy pomocy danego réwnania réiniczko-
wego wyznaczy¢ gromade linij, naleigcs do niego.

Zawiera ono pewns wlasnos¢ charakterystyczna, wspdlng wszystkim

linjom te) gromady. Tak np. w naszym przykladzie mozna to réwnanie
rézniczkowe napisaé w postaci:

x

__7=Pa=""'

Yy

a to znaczy, Ze podstyczna (por. § 64, wzér T) w kaidym punkcie kaz-
dej takiej paraboli réwna si¢ polowie odcietej tego punktu (por. przy-
klady (b) i (c) z § 64).

Podobnie dla gromady hiperbol réwnobocznych:

[

z
znajdujemy réwnanie rézniczkowe:

2

¥
z

(albowiem gy = — o 8 c=zy)
Ogolnie zbiér wszystkich linij, ktérych spélrze¢dne spelniaja rownanie:
F(z,y,c)=0
nazywamy gromadq jednoparametrowa livij.
Réwnanie réiniczkowe tej gromady otrzymuje sig, eliminujgc para-
metr ¢ z réwnania tej gromady i z réwnania:

Fzy,0+y Fzy=0
ktére wynika z wzoru y = —% na pochodng funkeji uwiklanej.
Wynikiem tej eliminacji je;t—- w ogélnosci — zwiazek:
f,y,y)=0

zZwany réwnaniem réiniczkowem pierwszego rzedu.
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Uwaga. Jednoparametrows gromade linij moZemy interpretowaé jako gromade
warstwic powierzchni:

Fla,y,2)=0

otrzymanych przez przekroje zapomocs plaszezyzn 2 =-¢, réwnoleglych do plasz-
czyzny XY.

Wezmy pod uwage gromadg kél o stalym promienin, np. r = 4:
(a) @—pP+(y—q*—16=0

To réwnanie przedstawia dwuparametrowq gromadg linij, poniewdi wy-
stepuja tu dwa niezaleine od siebie parametry p i g¢.

Takie w tym przypadku mozemy zastgpié to réwnanie takiem réw-
oapiem, w ktérem nie wystgpujg zadne stale dowolne, natomiast wyste-
puja pierwsza i druga pochodna funkeji y.

Tworzymy w tym celu catkowitq pochodng (por. § 107) tego réwna-
nia t. j.

2z —p)+2y—9y =0
ezyli:
{b) (x—p)+y —qy =0
Z tego réwnania tworzymy zoowu calkowitg pochodng 1 otrzymujemy:

{e) 14+ —9y" +y*=0.

Z réwnah (), (b), (c) eliminujemy z — p i y — ¢ i otrzymujemy po la-
twych rachunkach:

(1 +y*pP=16y"*
Teakie réwoanie rézniczkowe nazywamy réwnaniem roézniczkowem dru-

grego rzedu, albowiem zawiera ono druga pochodng. Ogélng postacig réw-
pama rézniczkowego drugiego rzedu jest:

flz gy, y")=0

To réwnanie podaje réwniei pewns wlasnoéé wspdlng calej gromadzie
linij, wlasnoéé ta dotyczy jednak uie stycznosci, lecz — jak pézniej zoba-
czymy — krzywizny.

W podobny sposéb mozoa dla n-parametrowej gromady linij:

F(-'-I-'n!/- CI:CZ""ca)_':O

utworzyé jej réwuavie rdzniczkowe n-tego rzedu, mie zawierajace stalych
€36 ... C, & Mianowicie:

flz,9.9,y,...4") =0

Rozwazaniami temi zajmiemy sig dokladniej w LI-gim tomie.
Racbunek rotniczkowy i calkowy. B4
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§ 178. Trajektorje gromady linij.

W wielu zagadnieniach fizyki i techniki trzeba do danej gromady
lioij dobraé¢ drugg gromadg taka, aby kaida linja drugiej gromady prze-
cinala kazds linje pierwszej gromady pod katem prostym, to znaczy, aby
ich styczne w kazdym punkeie tworzyly z sobg kat prosty. Kazds linje,
ktora przecina wszystkie linje jakiejs gromady pod katem prostym, ra-
zywamy trajekiorjq ortogonalng tej gromady. Chodzi wige o wyznaczenie
wszystkich ortogonalnych trajektoryj dabej gromady linij. Wybierajac
z kazdej gromady szereg linij w pewnych odst¢pach, otrzymujemy na
plaszezyZuie ortogonalng siatke linij.

Takie siatki s potrzebne np. w kartografji, w terenoznawstwie
(linje najwigkszego spadu), w hydrodynamice, w przewodnictwie cieplnem
(izotermy), przy badaniu pola magnetycznego.

Otéz okazemy, ze bardzo latwo jest otrzymaé réwnanie rézniczkowe
gromady trajektoryj, gdy podane jest zwyczajne réwnanie jakiejs gro-
mady. I tak niechaj:

(A) F(xx Y, ¢) = 0

bedzie ré6wnaniem danej growady linij. Spadek kaidej z tych linij wy-
razamy wzorem:

o Bz g0

S AEYXY

a zatem spadek linij prostopadlych wyrazamy wzorem:

oo Fl=zy 0
(B) Y- + m’ v, C)

Z réwnan (A) i (B) nalezy wyeliminowad stalg c. W ten sposéb otrzyma
sig zwigzek:

9=y y)=0

ktéry jest réwnaniem réiniczkowem szukanej gromady.

Przyklad. Wyznaczyé gromade ortogoualnych trajektoryj dla krzy-
wych (fig. 145) o réwnaniu:

Y= ae*
Stad: y, —ae*, a zatem dla trajektoryj spadek jest: y' = -—G—L-.. Wata.

wiamy tu a z pierwszego réwnania i otrzymujemy.
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Zatem réwnaniem rézniczkowem gromady frajektoryj jest:

oty
czyli:
29y’ =—2

To réwnanie rézniczkowe mozemy z latwodcig rozwiszaé, albowiem 2yy’
Jjest pochodng funkeji y3, 8 — 2 jest pochodng funkeji — 2z lab najogél-
niej: — 22 -} ¢. Wige rozwigzaniem tego réwnania rézniczkowego jest
jednoparametrowa gromada funkeyj:

yPr=—2z-4c

Jest to réwnanie parabol, polozonych tak, jak na fig. 145.
Bardzo interesujgca jest gromada linij drugiego stopnia, okreélona
réwnanjem (por. fig. 146):

(c — ez 4 cy® = ¢(c — &%)

Liczba e* jest tu obrana
stale a parametr ¢ moze
przebiegaé wszystkie licz-
by nieujemne, a wige
¢ =0; dla ujemnych war-
todci ¢ #adna para (z,y)
nie spelnia tego ré6wnania.
Dla wartoci ¢="0 do-
stajemy x*==0 czyli .o
y-6w; dla c=e? otrzy-
mujemy y* =0 a wige od
z-6w; dla ¢ > e® otrzy-
mujemy elipsy a dla 0 <
<< ¢ < e hiperbole. Przez
kaizdy punkt plaszczyzny,
z wyjatkiem punktéw
Fy(e,0) i Fy(— e,0), prze-
chodzs dwie linje, nale-
.23ce do badanej gromady,
albowiem jest to réwnanie
drugiego stopnia w zmien-
nej ¢, posiadajace dwa rze- Fig. 14b.

czywiste rozwigzania ¢, i ¢,,

ktore sy réwne tylko dla z = 4-¢, y = 0. Przez punkty #;, F; przecho-
dzi zatem tylko jedoa linja, naleigca do danej gromady, a mianowicie
ab .z-6w (dla ¢ = e?).

84*
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Otéz latwo mozna stwierdzié, ze réwnanie rézniczkowe ortogonalnyeh
trajektoryj tej gromady jest identyczne z réwnaniem rézniczkowem tej
gromady. Polega to na tem, ze dana gromada rozpada sig na dwie czg-
gci: jedna, dla ktérej ¢ = ¢?, zawiera same elipsy i 0§ x-6w, druga zaé,

Fig. 146.

dla ktorej 0 = ¢ << ¢?, zawiera same hiperbole i 0§ y-6w. Otét wszystkie
linje, nalezace do pierwszej czedci, przecinaja pod katem prostym wszyst-
kie linje, nalezace do drugiej czeéci. Wszystkie te elipsy i hiperbole majg
wsp6lne ogniska ¥, i F,. Moiemy bowiem w przypadku ¢ > ¢? t. j. dla
elips, polozyé ¢ —e? =b% i c=a® a wtedy a® — b¥ = €3 jest kwadratem
polowy odleglodci ogniska od érodka; dla 0 <<e <Ce?, t. j. dla hiperbol,
mozemy polozyé b* =e® —¢, al=1c a wige a®-}- b* =¢?, a to jest zno-
wuz dla biperboli kwadrat polowy odleglosci ogniska od srodka.

Tg cals gromadg nazywamy wobec tego gromads spdlogniskowyck
linij drugiego stopnia.

Tej gromady linij uzyto do wprowadzenia t. zw. spdlrz¢dnych eliptycznych na
plaszezyZnie. Przy uzyciu zwyklych spélrzednych prostokatnych x,# mozemy sobie
wyobrazié, zZe cala plaszczyzna zostala podzielona na kratki prostokstne zapomocs li-
nij prostych réwnoleglych do osi spdlrzednych: x =¢, i y=c,.

Bpéirzedne prostokgtne dowolnego punktu s3 zatem wyznaczone przez wybranie:
% tych dwoch gromad linij prostych odpowiednich linij: x=¢, i y=¢, Podobnie
spblrzedne biegunowe sg zwigzane z podzialem plaszczyzny zapomocs peku prostych
@ =c¢, i gromady ké! spolérodkowych r = ¢, na krzywolinjows czworoksty ,prosto-
kgtne"; podanie spélrzednych: r, ¢ jest réwnowaine z wybraniem z tych dwodch gro-
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mad jednej prostej ¢ = ¢, i jednego ‘kola r =<¢,. Otéz podobnie moina wyznaczyé
kazdy punkt plaszezyzny, uwaiajgc go za punkt przecigeia sie jednej elipsy i jednej
hiperboli. W tym celu napiszmy gromade elips w postaci:z

] 2
3t 7= =1 ot 2

B 0§ x-6w w postaci y =20 (dla 4= e?).
Gromade hiperbol napiszmy w postaci:
as yl

=1
v e—p

preyezem 0 pu < o2 2 o8 y-6w w postaci x =0 (dla g = 0).

: Podsajgc dwie liczby nieujemne: 4, #, z ktérych pierwsza spelnia warunek 4 = e,
a druga 0 =< u < ¢!, mamy wyznaczone écifle 4 lub 2 punkty plaszczyzny, a miano-
wicie 4 punkty przecigcia sie odpowiedniej elipsy (lub osi z-6w) z hiperbolg (lub osig
y-6w). Ograniczajsc si¢ do jednej éwiartki plaszczyzny, mamy przez podanie 4,y wy-
znaczony zupelnie dokladnie jeden punkt. Otéz te liczby 4 i # nazywamy spélrzed-
nemi eliptycenems dznego punktu. Przejicie od spdlrzednych prostokstnych do elip-
tycznych uskutecznia sig, jak latwo okazaé, zapomocg dodé prostych wzordw:

zi == .l_l‘
(183) g
P Bl - Yol

a8t
“Te spéirzedne eliptyczne znasjdujg zastosowanie w rozmaitych zagadnieniach z fizyki
matematyeznej.

Rozwigzanie réwnabia rézniczkowego gromady trajektoryj jest w ogdl-
nosci nielatwe, W rozdzialach, poswigconych specjalnie réwnaniom réinicz-
kowym (w II-gim tomie), podamy azereg ogélnych metod rozwigzywa-
oia takich réwnan.

Tutaj zajmiemy si¢ jeszcze trajektorjami ogélniejszemi, a mianowi-
cie uko$nemi, t.'j. przecinajgcemi dang gromade pod ksgtem w, réinym
od 90°. Za kst linji 7 z dang linja K uwaizamy kat, powstajacy przez
obrét stycznej do K w tym kierunku, w ktérym trzeba obrécié dodatnig
czgsé osi xz-6w o 90° aby sig nakryla
z dodatnig czeécia osi y-6w. Jezeli spa- \Y
dek linji K, nalezgcej do danej gro-
mady, ma w jakimé punkcie wartoéé
Y., to spadek y’ trajektorji T, nachy-
lonej pod katem w do K (por. fig. 147),

wyrazimy wzorem:

y=tga' =tgla+w)= 0!

_ wottge  yttgo
T l—tgatgw 1l —gitgw

(194)

Wobec tego réwnanie rézniczkowe gromady ukodnych trajektoryj otrzy-
mamy przez eliminacjg parametru ¢ z réwnafi (np w formie wyraznej):
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Y= f(-‘!?, €)

@0 tige

Y T 1o

Przykiad. Dla peku prostych:
y=ax

gromadg ortogonalnych trajektoryj jest, jak wiadomo, gromada kél spéi-
Srodkowych o érodku w wierzcholku tego peku. Poszukajmy gromady
trajektoryj ukosnych, przecinajacych ten pek prostych pod katem w == 90°,
Tutaj: y, = a, a zatem dla trajektoryj jest:

,__ attgw

y_l—atgw

7 pierwszego réwnania obliczamy: a=i—; wstawiwszy to w drugie réw-

nanie, otrzymamy nastgpujace réwnanie rézniczkowe gromady uko$nyeh
trajektoryj:

ay % +tgow

dz y

To réwnanie rézniczkowe mozna rozwigzaé w dosé prosty sposéh, wpro-

wadzajac zamiast spélrzgdoych prostokatnych spélrzedne biegunowe, t. j.
kladac:

z=r(p)cosp, y=r(p)sing
W ten sposéb otrzymujemy:

r(p)sing 4 r(pjcosp __ tgp-tgw
r(@)cosp —r(p)sing  l—tgoptgw

Stad zas:
] =ectgw

r(p)
Kat w jest liczbg stals, zatem i ctg w = b jest liczbg stala. Chodzi nam

wige o razwigzanie réwnania rézniczkowego:
() __,
r(p)

Jest to znane nam z § 87 réwnanie rézniczkowe funkeyj wykladniczych
(por. wzér (46) na str. 279). Widzieliémy juz, ze gromada funkeyj:

r = ce’¥

speinia to réwnanie rézniczkowe przy dowolnem c.
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Otrzymalismy w ten sposéb gromadg ukoénych trajektoryj peku
linij prostych, przedstawiong zapomocs spélrzednych biegunowych.
Te linje nazywamy spiralnemi logarytmicznemi (por. fig. 156 w § 185)-

§ 179. Wypuklo$é 1 wkleslo§é Iukow linji krzywej.

Jezeli linja krzywa jest podana zapomoca rownania y = f(z), to,
jak widzielismy (w § 101), ze znaku pierwszej pochodnej: f’(x) mozna
wnioskowaé o wznoszeniu si¢ lub opadanin tej linji. Podobne uslugi od-
daje znak drugiej pochodnej: f”{x) przy badaniu wypuktodei 1 wkigstosce.
Intuicyjone pojecie wypuklosci ujmiemy w forme matematyczng. Tak np.

luk AB linji ! na fig. 148 jest zwrécony wypukloscia w kierunku do-
datnie) osi y-6w; zamias tego Y
powiemy krotko, ze ten luk p D
Jjest wypukéy ). Kazdy punkt
P tego luku lezy powyzej
odpowiedniego punktu P’ cig- =
ciwy, ktéralaczy dwa punkty
C i D tego luku, lezgee po
przeciwnych stronach punktu
P. Wystarczy zawsze braé —
pod uwage puokty C i D, a . i = oo X b
naleigce do takich odcigtych Fig. 148
x, 12, dla ktérych odcigta
punktu P jest ich srednig arytmetyczng. To prowadzi nas do nastepuja-
cej definicji funkeji (lub linji) wypuklej w przedziale (a, 6).

Funkcje f(x), a wiec © linje o rownaniu y = f(x), nazywamy wy-
pukla w przedziale (a, b), jezeli dla kazdej pary punkidw x, 1 x3 z tego
preedziatu spelnia si¢ nierdwnosc:

(185) f(x- -|2- zs) S [l@) }'{ﬂx’)

=

(tutaj f( 13 % ) jest. oczywidcie rzedng punktu P, lezacego na krzywej,

(;)-I—f( o) .

a sérednia arytmetyczna jest rzedng punktu P’, lezacego na

cieciwie), .
W podobny sposéb charakteryzujemy wklestosé (zwrécong w dodat-
oim kierunku osi y-6w) nieréwnoscia:

(186) f(xz ';'xl)<ﬂxl):§f(‘r:}

') W nowszych pracach z teorji funkeyj uzywa sie wreez przeciwnej definicji wypu-
klodci, t. j. za wypukly uwaza sie tuk, zwrécony wypukloscia w kiernnku ujemnych y-6%.
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t. j. rzgdna w punkcie érodkowym kazdego odeinka <Tzy,a,>> z prze-
dzialu (g, b) jest mniejsza od $redniej arytmetycznej rz¢gdnych w punktach
skrajnych.

Okazemy, Ze, jezeli druga pochodna f"(x) jest w calym przedziale
(a, b) ujemna, to linja jest w tym przedziale wypukta (t. j. zwrécona wy-
pukloscia w dodatnig strong osi y-6w)

Dowéd. Obierzmy dwa dowolne punkty @, i z, z przedzialu (a, b),
przyczem np. x; > z,. Odlegloéé ich nazwijmy: @, — 2, = 2k, to f(z,). =

= f(x, -+ 2h), f(x—'—_g—fl) = f(x, + h), a h jost liczby dodatniq.
Chcemy dowiedé nieréwnosei (185) czyli nieréwnosei:

fle) & flz 4 20 =B+ B

Licznik mozemy oapisaé takze w postaci:

L(k) = flx, + 2k) — flz, 4 k) — [F(2, + k) — f(2,)]
Na mocy twierdzenia o wartodci §redniej otrzymujemy:
L(k)y=hf'(x, + h+ Oh) — hf'(x, + & k) =h[f'(x, 4+ h 4
+ 3h) — f'(z, + S b))
Poniewaz wedlug zaloZenia jest stale /"'(x) < 0, przeto pierwsza pochodna

jest funkejg monotonicznie malejaca w calym przedziale (a,5). Wobeo
tego jest:

(n)

F@ A k4 3h) < fla + Sb)

albowiem
2, Fh+ > x4+ Sk
wskutek :
o< d <t
Zatem:
L(h) <0

A wige nier6wnoséé (n) czyli (185) spelnia si¢ dla kaidej pary punktéw
@y 1| x, z przedzialu (e, b).

Zupelnie podobnie dowodzi sig, ze, gdy f"(z) > 0 w calym prze-
dziale (a,b), to linja jest w tym przedziale wkiesta.

Jezeli druga pochodna jest ujemna w jakims punkcie a, t. j. jezeli
f"(a) < 0,a wiemy ponadto, Ze jest ciggla w tym punkeie, to istnieje ta-
kie otoczenie punktu a, np. <<a — 4, a4 d>, w ktérem ta pochodna
zachowuje swéj znak, a wige wtedy w tem otoczeniu linja jest wypukia.
W tym wypadku méwi sig takze krétko, Ze linja jest wypukéa w punkcie a.

Uwaga. Gdybysmy jednak nie zaloiyli ctaglosci funkeji f*/(x), to moglaby sie

ona stawaé¢ w najblizszem otoczeniu punktu @ ujemng lub zerem i wtedy mogloby nie
istnie¢ tekie otoczemie, w ktérem si¢ speinia definicja wypuklosei.
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W podobny sposéb okresla sig wklgslosé w punkcie.

W otoczeniu punktu, w ktérym linja jest wypukia, lezy ona calkowi-
¢ie po jednej stromie swej stycenej, nalezacej do tego punkiu, a mianowi-
cie rz¢dne wazystkich jej punktéw z tego otoczenia s3 mniejsze od od-
powiednich rzgdnych styczoej.

Dowdd. Zskladamy, ze druga pochodna jest ciggla w tym punkcie
r==a i ma w vim warto$é ujemng. Twierdzimy, e istnieje takie oto-
czenie tego punktu, w ktérem kazda rzedna y linji krzywej jest muiej-
sza od odpowiedniej rzednej # linji stycznej. W celu dowodu rozwijamy
funkeje y = f(z) w otoczeniu punktu 2 =a na wzér Taylora, zatrzy.
mujac si¢ w nim na drugiej pochodnej, a wige:

2
y=1la+ b= (@) + hf'@) + g, f(a+ 9

Réwoanie stycznej, przechodzacej przez punkt 2 = a, y = f(a), ma postaé:

g=17Fla)+f(a)h
Stad:

v —9="7"+0n)

Wedlug zalozenia jest f"(a) << O a f(x) jest funkejg ciagls w punkeie a.
Wobec tego istnieje takie otoczenie punktu a, w ktérem takze f'(a -
-+ 8k) < 0. W tem otoczeniu jest wige stale:

y—3<0
czyli:
y<y c. b d o

Takie samo twierdzenie odnosi si¢ do punktéw wklesfodei.

Uwaga. W niektérych podrecznikach przyjeto tg wlasnodé linji za definicje wy-
puklodci (i wkigsloéei), 8 mianowicie nazywa sig¢ linj¢ wypukis (lub wklesla) w jakimé
punkecie, jezeli istnieje takie jego otoczenie, w ktérem linja lezy calkowicie po jednej
stronie swej stycznej. Takie pojmowanie wypuklodei i wkleslodei nie zgadza sie jed-
nak z intuicyjnem pojeciem wypuklosei i wkleslosei.

Mozna bowiem zbudowaé taka linje, leigca catkowicie po jednej stronie swey
etycznej, ktora posiada nieskonczenie wiele zanikajacych oscylacyj w otoczeniu bada-
nego punktu (podobnie jak na fig. 123 z § 145; trzebaby tam tylko ograniczyé osey-
lacje od dotu nie osia x-6w lecz jakg$ linjg wklesla w punkcie 0), a wigc zmienia
w otoczeniu tego punktu nieskoniczenie wiele razy wypuklodé na wklestodé 1 odwrot-
nie. Takiego za§ punktu nie nazwiemy punktem wypuklodei ani wklesloei w intnis
cyjnem, potocznem pojmowaniu tej wlasnofci. Przy naszej definleji wypuklodci udo-
wodniona wlasnosé jest tylko koniecznym lecz niedostatecznym warunkiem wypuklodci
linji w punkeie.
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Oméwilismy dotychezas przypadki, gdy /() > 01i f”(a) < 0. W na-
stgpnym paragrafie oméwimy przypadek f”(a) = 0.

Osobnego zas badania wymagaja te punkty, w ktérych druga po-
chodna nie istnieje lub istnicje, lecz nie jest funkejs ciagls. Badanie to
vajdogodniej jest oprzeé wprost na definieji wypuklodei i wkleslosei.

§ 180. Punkty przegiecia.

Punkt linji krzywej nazywamy punktem przegiecia, jezeli krzywa
przecina w tym punkcie styczna, nalezagcs do niego, to znaczy, ze (w oto-
czeniu tego punktu) przed tym punktem linja lezy po jednej stronie stycz-
nej a za nim po drugiej. Takim jest np. na fig, 124 z § 146 punkt A.

Weimy pod uwage linje o réwnaniu y = f(x). Jezeli druga po-
chodna jest ciagla w badanym punkecie x==a, to punkt przegigcia moie
istnie¢ tylko wtedy, gdy:

f(a)=0

Gdyby bowiem bylo f“(a) >0 lub f"(a) <0, to linja lezalaby w oto-
czeniu tego punktu calkowicie po jednej stronie swej stycznej, jak to
widzielismy w poprzednim paragrafie. Stad wynikaja nastepujgce koniecene
warunki istnienia punktu przegiecia.

Linja o réwnaniu y = f(x) moze posiadaé punkty przegiccia tylko
dla tych wartodci x, dla ktérych druga pochodna jest réwna zeru albo jest
funkcjq nieciaglq albo nie istnieje.

Chege wige wykryé punkty przegigela, trzeba przedewszystkiem
wyzoaczyé pierwiastki réwoania:

(187) f(z)=0

a pastgpnie punkty, w ktorych druga pochodna jest nieciggla lub nie-
istoieje. W tych punktach moga —lecz nie muszg — istnieé punkty
przegigceia. .

Chege wykryé dostateczne warunki na to, aby punkt x =a byl
punktem przegigcia, zajmiemy sie pajpierw przypadkiem, gdy funkcja
posiada w badanym puukcie pochodne wszystkich rzedéw, przyczem nie
wszystkie sa zerami. Zbadajmy zachowanie sig funkeji w otoczeniu pun-
ktu x = a, spelniajgcego warunek f”“(a)=0. W ten sposéb uzupelnimy
zarazem luke, ktdra pozostawiliémy przy dyskusji w poprzednim para-
grafie. Chodzi nam o poréwnanie rzednych danej linji z rzgdnemi styca-
nej, nalezgcej do punktu a. W tym celu rozwijamy f(x) na wzér Tay-
lora w otoczeniu tego punktu, zatrzymujac w uim trzecig pochodng
a wianowicie:

h? h?
y=1Ffla+h)={f(a)+ hf'(a) + 3 '(a) + ﬁf”'(a -+ 34)
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Réwnanie stycznej w punkcie e ma postad:
§="{F(a)+ hf'(a)

Poniewaz w badanym punkcie jest f”’(a) =0, przeto réinice rzednych
badanej linji i stycznej, nalezacych do tej samej odcigtej, mozemy przed-
stawié wzorem:
h' 1z
y—7=75,"(a+ k)

Jezeli f"”’(a) > 0, to wskutek ciaglosci funkeji f’(z) istnieje takie oto-
czenie punktu a, w ktérem f’%z) zachowuje ten sam znak, a wigc w tem
otoczeniu jest takie f"'‘(a -+ Jh) > 0. A wigec w tem otoczeniu jest y < 7
dla ujemoych h, a y > 7 dla dodatnich . Punkty linji krzywej leig
wige przed punktem a poniiej stycznej a poza tym punktem powyzej,
czyli punkt o jest wtedy punktem przegigcia. Podobnie ma si¢ rzecz,
gdy f"'(a) < 0. Jezeli zas oprécz f"(a)=10 jest takze f'’'(a) =0, lecz
f®a) §= 0, to posuwary si¢ w rozwinigeiu Taylora dalej i otrzymujemy:

he
y—g=73; 7+ %h)

Stad wnioskujemy podobnie jak w § 179, ze linja jest wtedy w bada-
nym punkecie wypukla, gdy f¥(a) <0, a wklesla, gdy /¥ (a) > 0, a wige
punkt a nie jest wtedy punktem przogigeia. Jeseli takze f¥(a) =0, to
posuwamy sig do dalszych pochodnych i jezeli pterwsza nieznikajgea po-
chodna ma rzad nieparzysty, to punkt a jest punktem przegiecia, a je-
zeli ma rzad parzysty, to w punkcie a mamy wypuklo§é lub wkleslodé,
a nie puokt przegigcia. Stad otrzymujemy nastgpujace twierdzenie, za-
wierajace dostatecene warunki na to, aby punkt r—=a byl punktem
przegigeia (gdy f(z) posiada wszystkie pochodne, przyczem nie wszyst-
kie sg zerami).

Jezeli w jakims$ punkcie druga a ewentualnie i dalsze pochodne aé do
(n-1)-szej wlqcznie réwnajq si¢ zeru, a n-ta pochodna jest réina od zera, to
badany punkt jest punktem przegiccia, gdy n jest licebg nieparzystq; jezeli
2a8 n jest liczbq parzysta, to w badanym punkcie linja jest wypukia lub
wklegsta zaleznie od tego, czy ta n-ta pochodna jest liczbg ujemnq czy tez
dodatnia.

Punkty, ‘w ktéryeh f“(a) =0, f"(a) =0,... f#"(a) =0, ale
F¥)a)= 0, nazywamy puoktami wundulacyjnemi. Charakteryzujs sig one
na oko tem, ze linja krzywa jest w otoczeniu tych punktéw silnie
splaszczona.

Osobnego badania wymagaja te puokty, w ktérych pochodne nie
istniejy lub sg nieciaggle lub sy wszystkie zerami. Wtedy opieramy. dya-
kusje wprost na definicji punktu przegigeia.
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Z tych wszystkich rozwazah widzimy, 2e badanie punktéw prze-
gigeia odbywa sig podobnie, jak badanie extreméw, jednakie nie samej
funkeji, lecz jej pierwszej pochodnej,

Zwracamy uwagg jeszcze na jeden szczegél, w ktérym czegsto bla-
dza poczatkujsey, a mianowicie, e w punktach przegigeia pierwsza po-
chodna weale nie musi byé réwna zeru (jak na fig. 124), lecz moze
mieé wartodé dodatnig, ujemng a nawet moze nie istnieé, jak np. w ta
kich punktach przegigcia, w ktérych styczna jest prostopadla do osi z-6w.

Przyklady. 1) Zbadaé wkleslodé, wypuklodé i punkty przegigcia
linji, okreélonej réwnaniem:

y=ux*— 22— 182 — 3x— 5

Rozpoczniemy badanie od wykrycia punktéw przegigcia.
Ta funkcja posiada pochodne ciggle wszystkich rzedéw. Wystarczy
wige zbadaé te punkty, w ktérych druga pochodua jest réwna zeru.

Ot6z:
'—._—4a:‘—6x’—24x— 3
y'=12z* — 122 — 24 =0
czyli:
28— —2=0
a stad:

=2 xy=-—1
Dla tych wartosci badamy znaki trzeciej pochoduej:

y'=24x — 12
Otéz

y"'(2)=36 >0, azatemdlaz, =2 badanalinja ma punkt przegigcia
y(—1)=—38<0, , » ,&;=—1
Drugs pochodng mozemy przedstawié w postaci:

y'=12(z—2)xz+1)

Stad widaé, 2e przybiera ona wartodei ujemne dla — 1 <<z < 2, a poza
tym przedzialem wartodci dodatnie. A zatem badana linja jest zwrécona
wypuklodciag w kierunku dodatniej osi y-6w w przedziale (— 1,2) a poza
tym przedzialem jest zwrdcona wkleslodcis do gory. Punkty przegigeia
oddzielaja miejsca wypuklodei od miejsc wklgslogei. (Niechaj czytelnik
sporzadzi wykres tej funkeji, uzywajac na osi y-6w jednostki 10 razy
muiejszej anizeli na osi z-6w)!

-2) Wyznaczyé punkty przegigeia krzywej Gaussa, t. j. linji o réw-
naniu :

n n 4 ] n

y=gae™
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Posiada ona wszystkie pochodne ciagle. Punktami przegigeia mogs wige
by¢ tylko te punkty, dla ktéryeh y” = 0.
Otéz:

y' = —2azxe™®, y'=—2ac* 4 dazxte®
Réwnanie:

ac™(4xt —2)=0
spelnia sig tylko dla

ix———!—
.

, t. j. znak wyrazenia:

il
I—V§

Dla tych punktéw badamy zoak 3™

y'=—2arxe ™42t —2) 4 ae ”-8x

Otéz przy dodatniem a jest:

1 =1 1
e | = 8.—>0
B> 25>

Ill—l 2.5 “!I'. .—l
Yy (—W)_ae 8 —-——V§ <0

a‘wige w punktach o odeigtych z,,x, mamy istotnie punkty przegiecia.
Latwo stwierdzié, ze przy dodatniem a linja jest wypukla pomigdzy
@, i =, a wklesla poza przedzialem <z,,x,>.

3) Prawo Robertsona (por. § 90) jest okreslone réwnaniem réz-
niczkowem:

dy
ﬁ=by(9—¥)

Dla jakiej wartodci funkeja y = f(f) ma punkt przegigcia?
Trzeba wyzoaczydé pierwiastki drugiej pochodnej, t. j. pierwiastki
réwnania
b
Y —lblg —y)— byl Y =0
Otrzymujemy trzy wartosci y a mianowicie z pierwszego czyonika y, =g
a z drugiego y, =0 i y, = g. Wartosel y, i y, nie odpowiadajg punktom
przegigeia, albowiem — jak widzielismy w § 90 — funkcja y nie osigga
tych wartodei dla zadnego skoficzonego ¢ (a tylko dgzy do 0, gdy ¢ - — oo,
a dazy do g, gdy ¢ — oo). Natomiast wartodé y, = } g osigga funkcja dla
pewnego ¢ = T. Latwo sig przekonaé, ze y'"(T)= — }b%g* << 0, a wige
istotnie dla' y, = g mamy punkt przegigcia: przed tym punktem jest
do géry zwrécona wklegslodé a za nim wypuklosé (por. fig. 89 z § 90).
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4) Sinusoida o réwnaniu:
y=sinx

ma punkty przegiecia dla tych x, dla ktérych:

y'=—sinz=0
t j dla =0, +xn F 2x,... ogblnie dla z = nx.
W tych bowiem punktach jest: y = — cos x50, p mianowicie
dla z = nn otrzymujemy y’'(nn) = — cos nH = — (— 1)*.'
b) Zbadaé, czy linja okreslona réwnaniem:
y=(x—30+2

posiada punkty przegigcia. Otrzymujemy kolejno: y = 4(x — 3)3, y"”" =
= 12(x — 3)3%. Jedynym pierwiastkiem dragiej pochodnej jest z = 3.

Trzecia pochodna: y'’ == 24(x — 3) jest réwna zeru dla z=3
a czwarta pochodna y") = 24. jest stale dodatnia. To dowodzi, Ze linja
jest wszedzie wklesta (wklesloscia zwréoona w dodatnig strong osi y-6w),
a wige i w punkcie x =3 mamy wkleslodé. Nie jest to zatem punkt
przegigeia, lecz punkt undulacyjny: cala linja lezy po jednej stronie stycz-
nej, nalezacej do tego punktu.

6) Zbadaé punkty przegiecia linji o réwnaniu:’

L]

y=Vz—2f+382z—1
Tutaj:

vy =§z—2t 43
r 10‘
y'= 159{1 — 2)_i = —
9fz—2
Ta druga pochodna nie staje sig réwng zeru dla zadnego skoficzonego «.
Nie nalezy stad jednak wnosié, 2o badana linja nie posiada punktéw prze-
gigcia. Trzeba bowiem jeszcze zbadaé bezpodrednio te punkty, w ktérych
y" nie istnieje. Otéz takim punktem jest widocznie x = 2. Styczoa w tym
punkeie istnieje i ma spadek y'(2) = 3. Poniewaz y(2) =5, przeto réw-
nanie stycznej w punkecie =2 ma postaé:

g—5=3(x—2)
czyli:

=38z —1
Réznica pomigdzy rzedna linji krzywej a rzedna tej stycznej przedstawia
sig wzorem:

3

y—9=/E=2
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Obierzmy jakgkolwiek dodatnig liczbg 4, to dla odeigtych wigkszych od
z2=2 czyli dla =2+ J otrzymamy:

3
y—g=5>0
Dla odcigtych x =2 — 4 mniejszych od £ =2 otrzymujemy:

3
—g=—)<0
A wige badana linja krzywa leiy przed punktem stycznosci 2 ==2 po-
nizej stycznej a poza tym punktem powyzej. Stad wynika, 26 w 2 =2
jest punkt przegiecia.
7) Van der Waals podal nastgpujacy zwiszek migdzy preznodcig p,
temperatara bezwzglgdng 7' i objgtoscia wlasciwg v vial plynnych:

a RT
Pt s

Wartos¢ o =2> jest w tym wzorze granicang wartoscig, do ktérej dazy
objetosé jednostki masy, gdy p daiy do nieskonczopodei. Zaklada sig za-
tem, ze v > b. Obierajac stalg temperaturg T, otrzymamy izoterme. Zba-
daé, ktora izoterma posiada punkt przegigcia o stycasej réwnoleglej do
osi odcigtych. Tworzymy w tym celu:

,=2_a = RT

P v' (v — )3
- 2RT
p v + P

Dla puoktu przegigeia o Zgdanej wlasnosci ma byéd p” =p' =0 czyli:
2v—~b RT 3(v—b)*
—— e g —————————

v? a vt
Stad wynika:
20 =3(p —b)
czyli:
v=3b
Wtedy:
RT 2.4 8
@ 216 27b
A wiec:
8a
T=3us

Ta temperatura jest to znana z fizyki femperatura krytyczna 2); odpo-
wiadajacy jej izoterme nazywamy izotermg krytyczns, a apélrzedne (v, p)
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jej punktu przegiecia: v, = 3b, p, =-,F“—,0—, nazywamy objetodcig krytyczng
&
1 cisnieniem krytyczoem.
WprowadZmy we wzér Van der Waals’a zamiast v,p, T t. zw.

4 v P T ‘
zredukowane zmienne: x = —, y= ", 2 = —; otrzymamy nastgpujgcy

iR}

Uy Pa 1,
wzoér, wspélny dla wszystkich cial plynnych:

3 Bz
y=—m Tt g1
Ten wzér jest bardzo dogodny do rozmaitych dyskusyji wykreséw. Tak
np, badajac tu y' i y” przy stalem 2, mozna okazaé, ze te izotermy dla
temperatur wyzszych od T, nie posiadajg extreméw a dla nizszych tem-
peratur istnieje zawsze jedno maximum i jedno minimum.

Uwaga. Szezegolows dyskusje i wykresy tych linij mozna znalezéd w podrecz-
niku E. Vessiot'a i P. Montel'a p. t. Cours de mathématiques générales. (4 wyd. .
Paris 1930. Tom I, ste. 221 i nast.).

Szczegilowe oméwienie prawa Van der Waale'a ze stanowiska fizykalnego
znajduje si¢ w Il tomie podrecznika A. Witkowskiego p. t. Zasady fizyks

8) Zbada¢ punkty przegigeia cykloidy skréconej (por. § 19d):
Réwnapia jej w formie parametrowej majs postaé:
T=at— bsin
y=a—bcost
przyczem 0 < b < a.

; : dy d'y . dby
Do obliczenia pochodnych iz dzt gz 0 potrzebne pochodne:
z,=a — hcos! y, = b sin ¢
x, = bsint yr = bcost
x; = becost yr = — bsint

Wedlug wzoru (61) z § 95 jest:

dy _ xwyi —=x'y, (a—bcost)beost — bsins bsint
dz? x, .- (a — b cos t)?
d®y  abcost — b3
dav — (a — hcos t)s

Ta pochodna istnieje dla wszystkich ¢, albowiem mianownik nie moze

sig sta¢ zerem (wskutek zalozenia: b < a). Zerowe miejsca tej drugiej
pochodnej otrzymujemy z warunku:

abcost — b2 =0
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czyli:

008t=2
a

To réwnanie ma dwa plerwiastki ¢, i f,, zawarte w przedzialach:
0<t, <m n<ty<<2m a précz tego nieskonczenie wiele pierwiastkéw
postaci ¢, 4 2nn i 4 - 2nm. Poniewaz dla innych pierwiastkéw war-
tosci y powtarzajs sig perjodycznie, przeto wystarczy zbadaé ¢, i ¢,.
Na trzecig pochodng funkeji, podanej w formie parametrowej, mamy wzér
(por. § 95 wzér (63)):

"g L] e
Qg — xy (Tiyy — 21" Y — 3 (xryy — 24 yy)
dzt xd

Dla ¢, i ¢, odpada druga czedé licznika i zostaje:

: d‘yz — absint
dz® . (a—bcost)

——

Dla t:z_t, jest ooat,,=£ a sint,:-}-l/l*—:—.. poniewaz 0 <t <.

2
Dla t =1#; jest cos t,=;zb- a sin fy = — 1-——2—5, poniewaz <t << 2.

Otrzymujemy zatem dla ¢=#;:

= — <<0
palls &
adla t=1:
+ab|/1_'ﬂ:
dy a ~0

A wige dla t=1 } { =¢, otrzymujemy punkty przegiecia. Przy wara-
staniu parametru o 2nm powtarzaja sig perjodycznie te same wartosei y
a wige otrzymamy nieskohczenie wiele punktéw przegigeia, a miano-
wicie dla:
t=¢t +2nn } =
RSN o n=0,+1,42,...

Moina stwierdzié, ze ani cykloida wydluzona ani cykloida zwyezajna nie
posiadajs zadnych punktéw przegiecia.

Rachunek réZniczkowy i catkowy, 25
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§ 181, O sfycznoSel rozmaityeh rz¢déw.

Jui przy geometrycznej interpretacji wzorn Taylora (por. § 129)
méwilidmy o stycznosei rozmaitych rzedéw.
Méwimy, ze dwie linje o réwnaniach y = f(x) i 7=g(x) majg
w jakimé punkcie x=a stycznosé rzedu k, jezeli w tym punkecie sg
spelnione nastgpujace warunki:
flo) = y(a)
f(@)=g'a
f"(a)— "(a)
f“’ (@) = g™(a)
**(a) 5= g**a)
W tym wige punkcie, wspélnym obu linjom, kolejone pochodne, az do
&-tej. pochodnej wlacznie, sq réwne a (k- 1)-sze pochodne réine.
Zal6imy, ze wszystkie pochodne, wystgpujagce w dalszych rozwaza-
niach tego paragrafu, ss ciggle w badanym punkeie.
Jezeli dwie linjemaja w punkcie x = a stycznoéé reedu k, to réznica odpowia-
dajacych sobie rz¢dnych obu linij dasy do zera w stopniv k-1, gdy x dasy do a..
Dowdd. Rozwijamy réznice f(@) — g(x) tych rzednych na wzér Taylora, zatrzy-

mujac si¢ w rozwinieciu na (k-}-1)-szych pochodnych. Oznaczmy réznice * —a liters b,
to rozwiniecio przyjmie postaé:

1(@)— (@)= (@) = o(0)+Mf (@) —5/ () -+ty () = 97/ (@N) -y (1) —9PYa)) -
+ Gy (M@ + 8 — g0 (a -+ 9,4)

Na podstawie warunkéw (188) redukuie si¢ ten wzor pa:

(188)

M = (f*END (a4 FB) — gD (a - &, h)]

(k+ l)'
Z tego wzoru widad, ze rofnica y — y dazy do zera w stopniu k -+ 1 (por. § 42), gdy h
dazy do-zera, czyli gdy x dazy do s, albowiem:
lim ¥ =¥ _ [EH(@) — g4+D(a)
&—0 AL T (k4 1!

Ta granica ma wartoSé 4 rézna od zera, poniewaz wedlug ostatniego z warunkéw (188)
pochodne rzedu k41 sa rézne od siebie w punkeis a.

=A4+0

Zastosujmy to pojecie stycznosei rozmaitych rzedéw najpierw do
stycznosci dowolnej linji o réwnaniu y=f() z linjs prostqy F=mx+n.
Jasnem jest, ze linja prosta styczna ma z badana linjg stycznoéé rzedu
pierwszego w tych wszystkich punktach, w ktérych f”(x) 3= 0. Wtedy
bowiem y=§=f(a), ¥y =7 =/(a), a '’ =0 a wigc jest réine od
y'' = f"(a). Natomiast w punktach przegigcia ma linja prosta styczna
z badang linjs stycznodé rzedu 2-go lub 4-go, wogdle parzystego rzedu.
W punktach undulacyjnych prosta styczna ma z dang krzywa stycznodé
rzgdu 3-go, 5-go, wogble nieparzystego, nie mniejszego od 3. Wynika to
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stad, ze dla linji prostej: 7 = max + n wszystkie pochodne, poczawszy od
drugiej, sg zerami dla wszystkich z, a dla badanej linji ciag kilku
kolejnyeh pochodnych, od drugiej poczawszy, staje si¢ zerem w punktach
przegigeia 1 w punktach undulacyjnyech.

Z tych rozwazan widzimy, ze linja prosta ma z linjs kraywa w ogél-
nodci stycznoéé rzedu pierwszego a tylko w niektérych wyjatkowych
punktach moze byé stycznosé rzedu wyiszego. Wynika to takze stad, ze
w réwnaniu linji prostej wystepujg dwie stale: m, n, a wigc mozna je
zawsze dobraé tak, Ze spelnig sig dwa sposréd warunkéw (188) a tylko
w wyjatkowych wypadkach beds spelnione takze dalsze warunki (188).

Chese uzyskaé w dowolnym punkeie linji krzy wej stycznosé rzgdu 2-go,
nalezy braé, zamiast prostej stycznej, jakas linje krzyws o 3 stalych dowol-
nych, np. parabole: y=ax? +bx ¢ lu’ kolo: (x—p)?+ (y—q)* —r?*=0.

O wyznaczaniu parabol rozmaitych stopni, majacych w danym
punkeie linji y = f(z) stycznodé rozmaitych rzedéw z tg linja, méwilismy
w § 129. Okazalo sig, ze wielomian Taylora n-tego stopnia daje wlasnie
parabole, ktéra ma z dang krzywsa stycznosé rzedu n-tego.

W nastgpnym paragrafie zajmiemy si¢ wyznaczeniem kola, ktére
ma z dang linja stycznoéé conajmniej 2-go rzedu.

§ 182. Kolo krzywiznowe czyli koo $ci§le styczne.

Wezmy pod uwage dowolny punkt linji krzywej o réwoaniu y = f(z),
w ktérym istnieja pochodne y' i y” a pochodna y” jest rézna od zera,
‘W takim punkcie A istnieje
caly pek kél stycznych do
danej krzywej, t. j. majacych
z tg krzywa [ wspding sty-
czng 5. Ich érodki lezg na
prostej n, normalnej do krzy-
wej (por. fig. 149). Kazdego
z tych kél mozna uzyé do
aproksymacji danej krzywej
w otoczeniu punktu A. Ist-
nieje jednak jedno kolo
styczne, ktére najlepiej apro-
ksymuje dang krzgywa, a mia-
nowicie kolo, majgce z tg linja
atycznodé conajmniej drugiego
rzedu.

Wtedy bowiem rézni- Fig. 149.
ca rzednyeh y danej linji
i rzedoych 7 kola dazy do zera conajmniej w drugim stopniu.

35%



548

Aby kolo: :
(x—pP+(@—qf—e*=0
mialo z linjg:
y=flx)

stycznobé rzedu conajmniej drugiego, muszy sig spelniaé trzy nastgpujgce
warunki :

(w) y=9, ¥y=49, ¥y’ =g"

Poniewaz w rowpaniu kola wystepuja trzy stale dowolne: p, ¢, @, przeto
widocznem jest, ge to zagadnienie moze byé rozwigzalne. Zamiast obliczad
g, § i ¥’ wyrainie, otrzymamy je w formie uwiklanej, tworzge calko-
wite pochodne lewej strony réwnania kola wedlug emiennej . Otrzymamy:

2@—p+20—9 7=0
2297+ 2(5 — )" =0

Uwzgledniajge warunki (w), otrzymamy uklad 3 réwnan:

(x—p)+(y—g2—e*=0
(z) z—p+y—9)y =0
1+ +(y—q@y' =0

Stad obliczamy kolejno:

SR i
y q yti
1 -1’3
t—p=—W—Qy=y —;,,y—
Ly (1 + y2e
P Eonl el 7| m—\ T )
o= (T atyn="1
a stad:
(189) p=z—y 1t
y
| A8
(190) q=y+_‘§}/_
14y
(191) S e
&

Otrzymalismy zatem spélrzedne: p, ¢ érodka i promien ¢ kola,
ktére ma z dang krzyws stycznosé conajmniej 2-go rzedu. Takie kelo
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nazywamy kolem Scisle stycenem lub kolem krzywiznowem; jego érodek S
nazywamy S$rodkiem krzywizny danej krzywej w badanym punkecie 4,
a jego promien promieniem krzywizny. Widzimy, ze istotnem zalozeniem
dla istnienia kola krzywiznowego jest, aby pochodna y* byla w danym
punkcie réina od zera. W punktach przegigeia i w punktach undulacyj-
nych niema kola krzywiznowego, natomiast w tych puoktach istnieje —
jak widzieliémy — linja prosta, majaca styczno$é rzedu conajmniej dru-
giego, a mianowicie prosta styczna. W tych zatem wyjatkowych punktach
linja prosta aproksymuje dang linje lepiej, anizeli jakiekolwiek kolo.

Uwaga. Gdy punkt, posuwajge si¢ po linji krzywej, dazy do punktu przegigcia
to promieh krzywizny dgzy do niewlalciwej granicy o; podobnie zachowujg sig spél-
rz¢dne érodka krzywizny.

Powyisze wzory, a szczegolnie wzoér (191), sg nadzwyczaj wazne
w geometrji réiniczkowej, totez nalezy je zapamigtaé.

Do wzoréw (189), (190) 1 (191) mozna dojs¢ takze zapomocs in-
aych rozwazan, pie opierajac si¢ pa pojeciu stycznosdci wyzezego rzedu.
Zalézmy, ze pochodne f'(z) i f”(x) istniejg 1 sy ciggle nietylko w punk-
cie A o odcigtej x =x,, lecz takie w jego otoczenin 1 ze [(x,) jest
rézne od zera. Weimy dowolne dwa punkty B i C z otoczenia punktu 4,
o odecigtych x =z, i * = x;. Przez trzy punkty 4, B, C jest, jak wia-
domo, zawsze wyznaczone kolo, o ile one nie leig na linji prostej: w na-
szym przypadku linja jest w otoczeniu punktu A stale wklesla lub stale
wypukla, a wigc zawsze redni punkt lezy ponizej lub powyzej cigeiwy,
1aczacej dwa skrajoe punkty. Poniewasz te trzy punkty linji krzywej lezs
na kole, przeto spelniajg si¢ trzy réwnania:

F@)=(z —p)+(yy —q)*—0*=0
{a) Flay) = (2, — p)* + (9. — 9 —¢* =0

F(z,) = (2, — p)* + (ys —9)* — 0" =0
Stosujae do funkeji F(r) twierdzenie Rollego dla przedzialéw <z, x,>
i <xy, x>, Otrzymuojemy:
{b) F' &) =0 ! F'(&)=0
prayezem §, leiy wewngtrz przedzialu <2,,x,>, a §; wewnatrz <z, 2, >.
Do funkeji F'(x) stosujemy takze twierdzenie Rollego i otrzymujemy:
{c) F (&) =0

przyczem §&, leiy wewunatrz przedzialu <(§,&,>. Niechaj teraz punkty
A, B, C dgi3 do pakrycia sig. Otéz jezeli zy —> 2z, 1 &3 > x,, to takie
&L —oa,, &2 i §— 2, a kolo, przechodzaee przez 4, B, C, zmienia
sig, datzge do pewnego graniczmego kola, ktére ma z dang linjg krzywa
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juz tylko jeden punkt wspélny, a mianowicie = x,. Trzy w~arunki (a}
zmieniajy sig wtedy na jeden warunek: -

F(x,)=0

dwa warunki (b) zmieniajs sig na jeden warunek:
F'(z,)=0

a warunek (c¢) przechodzi na:
2z, =10

Te trzy warunki majs t¢ sams postaé, co warunki (z) na str. 548, a za-
tem otrzymamy z pich te same wzory (189), (190) i (191) dla punktu
z = z,. Okazalo si¢ wige, ze kolo krzywiznowe jest gramicenem kolem
zbioru kél, przechodzgeych przez 3 punkty linji krzywej, gdy te punkty
daza do nakrycia sie.

Do tych wzoréw mozoa dojéé takie w trzeci, dodé pounczajgey spo-
86b. Weimy pod uwage normalng w punkcie A o odcigtej x, i normalng
LAY w jakims punkci'e B o od-

cietej z, - h, wzietej z oto-

czenia x, (fig. 160). O ile

linja jest np. wypukla w A

1 w tem otoczeniu, to te nor-

maloe przecinaja sig w jakimé

punkcie S,. Gdy zblizamy
puokt B do punktu 4, to
normalna przecina normalng
punktu 4 w coraz to dal-
szych punktach &, S, ...
X  0t6z mozna nietrudno oka-
zaé, ze te punkty przecigcia.
Fig. 160. nie dazg do nieskonczonodci,
jakby to sie moglo zdawaé
na pierwszy rzut oka, lecz dazs do pewnego granicznego punktu S. Na
spélrzedne: p, g tego granicznego punktu otrzymuje si¢ wladnie wzory
(189) i (190), a zatem ten punkt jest érodkiem kola krzywiznowego. Po-
zostawiamy czytelnikowi dla éwiczenia wykonanie tych nietrudnych ra-
chunkéw.

Kolo krzywiznowe ma stycznodé rzedu conajmniej drugiego; tylko
w pewnych wyjatkowyeh punktach moze sig zdarzyé, Ze styczno$é jest
wyzszego rzedu anizeli 2; temi wyjatkowemi punktami zajmiemy sig nie-
bawem. Mogs one wystapié tylko wtedy, gdy opréez y=3,y' =¥,y ' =7~
zachodzi takie réwnoéé wyiszych pochodnych., Zaldzmy wiec, Ze mamy

—

)

L ettt -




651

do‘czynienia z takim punktem, w ktérym juiz trzecie pochodne danej
linji 1 kola sg rézne od siebie. Okazemy, ze w takich zwyczajoych pun-
ktach kolo krzywiznowe przenika dang linje (por. fig. 149), podobnie jak
prosta styezna przenika dang linjg w wyjatkowych punktach, a mianowi-
eie w punktach przegigeia, to znaczy, e w otoczeniu wspdlnego punktu
dwie czesci tuku kola, schodzgce sig w tym punkeie, lezg po przeciwnych
stronach tej linji.

Otéz wynika to odrazu z nastgpujacego ogdlniejszego twierdzenia:
jezeli dwie linje maja w jakims punkcie stycznosé rzedu parzystego, to te
dwie linje preenikaja sig w punkcie stycznosci; jezeli za$ majq stycenodt
rzedu nieparzystégo, to w otaczeniu punktu stycznosci jednu linja lezy calko-
wicie po jednej stronie-drugiej linji.

Dowéd wynika odrazu z wzoru (I) z § 181. Jezeli bowiem stycznosé
jest rzedu parzystego k, to & - 1 jest liczbs nieparzysts, a wiec réznica
y — 7 zmienia znak, gdy przechodzimy od ujemnych 2 do dodatnich.
(Wyrazenie zawarte w klamrze jest réine od zera dla h=0, zatem
wskutek ecigglosei zachowuje stale pewien znak dla ody vwiednio ma-
lych k). To zad dowodzi, e, jezeli przed punktem styeznosei jedna
krzywa leiy powyzej drugiej, to poza punktem stycznosdci leiy ona po-
nizej drugiej. Podobnie dowodzi si¢ drugiej ezedci powyzszego twierdzenia.

Punkty, w ktérych kolo krzywiznowe ma stycznosé rzedu niepa-
rzystego, wyzszego od 2, nazywamy wierzchotkami linji krzywej. Aby
wykryé te wierzcholki, nalezy do warunkéw stycznosci 2-go rzedu dols-
czyé jeszeze czwarty warunek gy’ ="’

Z réwnania kola otrzymujemy na trzecig pochodng 7

4glyfl+ 2ylyl'+2(g __q) glll ==O

Z warunkéw stycznosci rzedu eonajmniej 3-go wynika, ze za §, 7,7, 7
mozna tu podstawi¢ y,v,y",y'"'. Podstawiamy nastgpnie za y — ¢ wartosé
z wzoru (190) i otrzymujemy po uporzgdkowaniu:

zwigzek:

(192) 3y' 'yt —(1+yh) -y =

To réwnanie sluzy do wyznaczenia wierzcholkow linji krzywej. Po rozwig-
zaniu tego rdéwnania valezy jeszeze przeprowadzié dyskusje, jakiego rzgdu
stycznosé wystgpuje. Dla kola spelnia sig to réwnanie identyecznie, to
znaczy dla wszystkich jego punktéw. A wige kolo ma te wlasnosé, ze
kazdy jego punkt jest wierzcholkiem. Udowodniono, Ze zadna inna linja
nie ma tej wlasnodci.

Uwaga. Do tego samego réwnania (192) dochodzimy, tworzge warunek konieczny
ny istnienie extremum promienia krzywizny (w purnktach regularnych i przy ¥’ = 0).
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A mianowicie ten warunek ma postaé:

do

dzo

Rozniczkujemy wzor (191) i otrzymujemy po uporzadkowaniu i uproszczeniu réwna-
nie (192). W tych punktach zatem mogs (lecz nie musza) istnie¢ extrema promienia
krzywizny.

Aproksymacja linji zapomocs kola écisle stycznego oddaje bardzo
wazne uslugi przy ocenianiu stopnia zakrzywiania sig tej linji czyli przy
mierzeniu jej krzywizny. Stad tez pochodzi nazwa: ,kolo krzywiznowe®.
Zwiazek tego kola z miarg krzywizny pozoamy w nastepnym paragrafie.

§ 183. Krzywizna linij pXaskich.

Nadzwyczaj waznem zagadnieniem, zaréwno w geometrji jak i w za-
stosowaniach matematyki, jest poréwnywanie rozmaitych linij pod wzgledem
ich stopnia zakrzywienia. Wiadomo np., jak waing rolg gra w zagadnieniach
mechaniki krzywizna tora. Wprowadzenie odpowiedniej miary, sluzacej
do mierzenia stopnia zakrzywienia, oprzemy na nastgpujqcych intuicyjnych
rozwazaniach. O dwoéch lukach takich, jak luki AB i 4B na fig. 161,
méwimy w potocznem #yciu, Ze drugi jest silniej zakrzywiony anize-
1Y li pierwszy, élbm?viem
przy posuwaniu si¢ po
linji ¢ od 4’ do B
kierunek zmienia B8ig
szybeiej, anizeli przy
posuwaniu si¢ po linji /
od 4 do B.

Tazmianva kierunku
uwydatoia sie w tem,

zestyczne w kofcowyeh
Fig. 161. punktach tych lukéw

tworzg z sobg jakié
kat: da lub Aa’. Otéz szybkoé¢ zmiany kata a przy posuwauiu sig
.wzdluz luku obrano za miarg stopnia krzywizny. Te szybkosé otrzymamy,
dzielsc 4¢_przyrost 4a kata stycznej z osig x-6w przez droge AB, . ). przez
lnk 4B i przechodzae do granicy, gdy punkt B dazy do 4. (Gdybysmy
zamiast granicy tego stosunku brali pod uwagg wprost ten stosunek, to
otrzymaliby$my przecigtng miarg krzywizny ; ; ta taka miara przecigtna zmienia-
laby sie w ogélnodci zaleinie od drogi AZ, por. podobne rozwazania
z § 62, dotyczgce przecigtnej i prawdziwej szybkoécx wzrastania funkcji
iz § 66, dotyczace przecigtnej i prawdziwej predkosei ruchu).
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Zamiast tego jednak weZmiemy granice stosunku de do cigeiwy AB:

. da
(193) g=lim 2%

Uwaga. Qkatemy pdiniej (w. Il-gim tomie), ze stosunek dlugosei luku do cie-
ciwy dszy do 1, a wige:
Aa IB Aa

I — im lim 3
= lip —= = e —— =2 — .
O s A8 aps AB 48 1m_04B

t. j., 2e mozna rozwalaé granice stosunku przyrostu ksta do przyrostu lukuv i dojdzie
si¢ do tej samej liezby 9.

Bezwzgledns wartodé liczby g, okredlonej w ten sposéb, nazywamy
miarq krzywizny danej linji w punkcie 4 lub krétko krzywizng tej linji
w badanym punkeie.

Kraywiona jest to zatem bezwzgledna wartosé granicy, do ktérej dqzy
slosunek kqta, zawartego migdzy styceng w danym punkeie a styczna w do-
wolnym punkcie z otoczenia tego punklu, do cieciwy, lgezacej te punkty, gdy
déugosé tej cieciwy dazy do zera. Oznaczmy krétko krzywizne, t. j. |g|, literg k.

Wyprowadzimy wzér na krzywizng linji o réwnanin y = f(z), w kté-
rem [f(x) posiada pierwszy i drugg pochodns. Przedewszystkiem zamiast
AB — 0 moiemy bra¢ 4z — O, albowiem, gdy 4z — 0, to takie 4y — 0
(funkejs f(z) jest bowiem ciagla!) a wigc i cieciwa AB== }Az? I 4y*
dazy do zera. Odwrotnie, gdy AB daiy do zera, to Adx musi tez dazyé
do zera. Otrzymujemy zatem zamiast (193) nastgpujacy wzor:

da da

; da : Az dx
9= lim — T = -hm ——— = e —
el P VLR dy £+
+Vy 1+ ZE‘)

Kat stycznej z osia z-6w wyrazamy wzorem tge =y’ czyli:

a =arctgy’

a stad:
d_HE e yn
de =~ 14y?
A wige:
(194 i [
; (142

Z tego wzoru na krzywizng widzimy, poréwnujsc go z wzorem (191),
2e krzywizna jest réwna odwrotnosci promienia krzywizny:
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(195)

*
Il

| -

Wzér (194) mozna jednak stosowaé takze do tych punktéw, dla ktérych o
dazy do nieskonczonoéel, t. j. dla punktéw, w ktérych y”’ =10. W tych

punktach krzywizna ma wartosé¢ 0. O ile uiywamy skrécenia 5—0 =0,

to mozemy takie wzér (195) utrzymaé dla tych wyjgtkowyeh punktéw.
Sg to punkty przegigeia i punkiy undulacyjne.

Dla kazdego punktu linji prostej: y=ax -} b jest ¥’ =a, a wige
y' =0, a zatem linja prosta ma w kazdym punkecie krzywizng zero.
Nasza definicja jest tu zatem w zupelnej zgodzie z intuicjs. Inne za$ linje
krzywe regularne majy krzywizne réwng zeru tylko w punktach prze-
gigeia i w punktach undulacyjoych.

Gdybyémy cheieli badaé krzywizng w takich punktach, w ktéryeb
styczna jest prostopadla do osi x-6w, to oczywiscie nie mozna do tego
uiywaé wzorn (194), w ktérym wystepuje y’ i y”. Wtedy jednak meo-
femy zastosowad to samo rozumowanie do funkeji odwrotnej z= p(y)
i otrzymamy:

Podstawiajac we wzér (194) za ¥’ i y” wzory na pochodne funkeyj, przed-
stawionych w formie parametrowej lub uwiklanej (por. §§ 95, 116 i 117),
otrzymuje si¢ nastgpujace dalsze wzory na krzywizog:

£ 0 B [ M S
( ) (w” + w’l)h
dla formy parametrowej,

w3 = 2slily 1 i)
£ b o FuB3 =2 ity fy
8k RN

dla formy uwiklanej.

Jezeli mamy podane réwnanie linji w spdlrzednych biegunowyeb,

ktore sa, jak wiemy,” specjalnym przypadkiem formy parametrowej, to
otrzymujemy na krzywizng wzér:

) 20—
(194 4d) k= I

(por. § 95, przyklad 4).
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§ 184. Ewoluta,

Do kazdego punktu linji krzywej, w ktérym f"(x) nie jest rowne
zeru, nalezy jakié érodek krzywizny, lezscy na normalnej, wykreslonej
w tym punkeie (fig. 162). Miej-
sce geometryczne érodkéw krzy-
wizny, nalezgeych do wszyst-
kich punktéw danej linji krzy-
wej, nazywamy ewolutq lub ro-
2winigtg tej krzywej. Jezeli za-
tem we wzorach (189) i (190)
naspélrzedne srodka krzywizny
pojmujemy p i ¢ jako zmien-
ne,np. p =2, ¢ =7, 87 jako —d
parametr, to réwnania: 0

Fig. 162,
z=a, — (&) ~LLEL = play
(196)
§=ylam)+ ‘—-ja%i = G(z)

dajg parametrowe przedstawienie ewoluty linji y(x,). Przez eliminacjg pa-
rametru z; z tych dwdéch réwnah mozna otrzymaé réwnanie ewoluty
w formie uwiklaoej: ¢p( , ) =0. Dla kola redukuje si¢ ewoluta do Jed
nego punktu, mianowicie do srodka tego kola.

Obliczmy spadek stycznej do ewoluty p(x,7) =0, & j.:

dg _ G'(z.)=[y, _|_y"-2y'y" (1+y")1/"']

dz ~ F'(z,) y"
: [1 Y 4¥y +y-2yyr—( 4 y”)y'y"‘]
4 yu'
czyli po uporzadkowaniu:
dy l
dz y

A wige spadek styczoej do ewoluty réwna sig¢ spadkowi normalnej danej
krzywej. Poniewaz za$ styczna do ewoluty przechodzi ponadto przez jeden
puokt normalnej, a mianowicie przez srodek krzywizny, leiacy na nor-
malnej, przeto: normalnd danej krzywej jest styczna do ewoluty.

Weimy pod uwage gromade wszystkich stycznych do ewoluty %.
Dana linja ! przecina te wszystkie styczne pod katem prostym, jest zatem
trajektorjq ortogonalng (por. § 178) gromady stycznyech do ewoluty.

Kazdg ortogonalng trajektorje wszystkich stycznych do dowolnej
linji krzywej nazywamy ewolwentq czyli rozwijajqcq tej linji krzywej.
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W

Te nazwy i zwigzang z tem konstrukcje ewolwenty wyjadnimy péz-

niej, gdy bedziemy si¢ zajmowali geometrycznemi zastosowaniami rachunku
catkowego (w II-gim tomie).

§ 185. Przyklady na wyznaeczenie kola krzywiznowego,
wierzcholkéw i ewoluty.

1) Wyznaczyé kolo krzywiznowe, wierzcholki i ewolutg paraboli:
y=at
Do wzoréw (189)—(192) sa potrzebne kolejne pochodne:
y = 2z slylia= 20 yla=—i0)

Otrzymujemy zatem nastgpujace wzory na spolrzedne érodka krzywizny
i na promien krzywizny:

p=x — 2x(l;|-4i’)= — 4
g=uz*+4 l+24x2 =} + 3z
_ (1 A 4a%h
9""——'-2—

Tak np. w punkcie x =1 jest:

Si(— 4,38, @="5=§/5~559
Roéwnanie (192), sluzace do wyznaczania wierzcholkéw, redukuje si¢ do:
3-2x.4=0
astgd: 2=0, a wigc i y=0.
Jedyoym wierzcholkiem jest punkt W(0,0), t j. poeczatek ukladu.

%
Promien krzywizny w wierzcholku ma wartodé p=(-l—%)—)—, tje=4

a érodek krzywizny dla wierzeholka ma spélrzedoe §(0, §) (por. fig. 153).

Kola krzywiznowe o srodkach S i S, nadajs sig bardzo dobrze do prey-
blizonej konstrukcji dosé¢ wielkich lukéw paraboli.

Réwnania ewoluty paraboli majs w formie parametrowej postaé:
zT=—4xn
y=13-13%
Stad eliminujemy x,, a mianowicie z drogiego réwnania otrzymujemy:

_y—%
A=1=12
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Fig. 158.

a wstawiajae to w pierwsze réwnanie, otrzymujemy réwnanie ewoluty

paraboli w postaci:
e y—&)‘
V= 16( 3

Jest to t.zw. parabola pélkubiczna czyli parabola Neila (najprostszg po-
stacig réwnania takiej paraboli Neila jest y® = Ax?).

2) Wyzpaczyé ewolutg i promied krzywizny elipsy, danej w formie
uwiklanej:

5222 -} ady® — atht =0

Obliczamy najpierw y* i y”. Otéz:

L 2 btz
e Aol TR
Stad:
b
c a’yb’ b’xa’y' yb? L zb? Ty
y - acyz— o= aty?
czyli: '
2 athiyt + bixt  bMayr-brat)  Batht be
ey T T ay T ey Ty

Te wartoéei podstawiamy we wzory (189)—(191). Po redukaji otrzymamy:

(a® — b?)x? = (a® —bY)y® (aty® - bt at)h

(W) IS e o= Ml prYY
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Uzywajge znanego skrécenia: a® — b?=—¢l, otrzymamy na spolrzedne

18 8 Tyt
frodka krzywizny S 6—:‘—, — ibyT)-
Réwnania ewoluty elipsy maja wige w parametrowej formie postac:
et ey (z)
7 - =t 1)
at b8

s\ be\'h
one réwnanie elipsy; 1 tak x, = (%r) tp(zy) = (— e_’g) wstawiamy

w réwnanie elipsy 1 otrzymujemy:

Ys 7\
bt (a‘x) + at (%q) = a?b®

e2

RIS

Jest to réwnanie ewoluty elipsy, podane w formie uwiklanej. Linja ta
posiada cztery ostrza (na osiach X i Y) (por. fig. 154).

Promienie krzywizny, nalezace do wierzcholkéw elipsy, mozna otrzy-
maé przy pomocy bardzo prostej konstrukeji. I tak dla wierzcholka

czyli:
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A(a, 0) otrzymujemy z wzoru (w):

_@ap

B 77 T
Podobnie dla wierzcholka B(0,3) otrzymuje sig:
aB
0p = %
Napiszmy te wzory w formie proporeyj:
0s:b=0b:a
ogia=a:.b
Stad wynika nastgpujaca konstrukeja: do prostej AB wykreslamy pro-
stopadle w punktach B i A az do przecigeia si¢ z osiami spélrzednych

w punktach C i D. Stosujae do tréjkatéw prostokgtnyeh ABC i BAD
twierdzenie o dredniej geometrycznej, otrzymujemy:

0C=104 OD=¢p

W ten sposéb otrzymujemy catery kola krzywiznowe, bardzo dogodne do
aproksymacji elipsy w otoczeniu wierzcholkéw.

3) Dla cykloidy o réwnaniach:

x = a(t — sin{)
y == a(l — cost)

wyznaczyé promiefi krzywizny i ewolute (por. § 19, fig. 46).

Tutaj:
2sin t005£
dy __ asint 2 2—ct ¢
dx = a(l —cost) 1 %73
2sin?
2

dty Loy SSiEl ool S =3
e =k e — -
oz TR AU AR A . e e

Z 2 dt 2 2

Promien krzywizny ma wartosé (por. wzér 194b):

A R [at(1 — cosf)® 4 a®sinst]s
€y —a"y’| — |a(l — cost)-acost — asint - asini|

() =
Po redukeji otrzymujemy stad:
9 =

4asin%l
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Ten wynik prowadzi do bardzo prostej konstrukeji promienia krzywizny
(por. fig. 1565). Obliczmy odcinek 4 B = n normalnej od punktu 4 eykloidy
do osi z-6w. Wedlug wzoru (10) z § 64 jest:

"=Iyl‘/l + (%)‘

n=all -—cost|lfl +ctg2£2
¢ ¢

a wige:

= 2a sin?® 3 I/cosec’§
2asiuti
2_!2_ =l
—— I' ?l———-l usln-2—|
lsm él s

A wige widzimy, ze:
0=2n=2.4B

To znaczy: promien krzywizny w dowolnym punkeie cykloidy jest réwny
podwéjnemu odeinkowi normalnej.

Fig. 156.

Na fig. 1565 uwidoczniono takze konstrukeje stycznej i normalnej w dowolnym
pankeie cykloidy. Wiemy (z § 81, przyklad 4), ze normalna cykloidy w punkcie 4
przecina o8 -6w w tym punkecie, w ktorym kolo, toczace si¢ po osi x-ow, styka sig¢
z t3 osig w momencie, gdy badany staly punkt tego kola przechodzi wlasnie przez 4.
Trzeba zatem wykreSli¢ przez punkt A kolo o promieniu @, styczne do osi x-6w. (Te
konstrukcje najprosciej wykonuje sie¢ przy pomocy t. zw. metody przesuniecia réwno-
leglego. Rysujemy kolo o promieniu @, styczne do osi x-6w w dowolnym punkcie,
np. w poczgtku ukladu 0. Z danego punktu 4 wykreflamy A4A4’||0X. Punkt A’, od-
powiadajgey punktowi 4, laczymy z érodkiem C’' tego kola a nastepnie przez punkt 4
wykreslamy AC|[A’C’ i odcinamy A4C = A’C’ Punkt C, znaleziony w ten sposobs
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jest érodkiem szukanego kola). Prosta AB, laczaca punkt 4 z punktem stycznosci B
tego kola, jest normalng cykloidy, naleiacy do 4, 2 ADL AB jest styczng.

o
e

Wstawiajae wartodei y' 1 ¥ we wzory na spdlrzedue érodka krz}-
wizny, otrzymujemy jako parametrowe réwnania ewoluty cykloidy:

x = a(t 4 sint)
y = — a(l — cosi)
Jest to znowu cykloida, przystajagca do pierwotnej cykloidy, lecz przes .

sunigta.
Jezeli bowiem zmienimy parametr ¢ na t=¢— 7, to:
z = a(t+4 n — sinz)
y=—a(l 4 cos7)
a wige:
z—an=a(t — sin7)
¥+ 2a = a(l — cosz)

a to jest cykloida przystajgca do pierwotnej, lecz przesunigta wagledem
niej o an w kierunku osi z-6w, a 0 — 2a w kierunku osi y-6w (por.
fig. 155).
4) Wyznaczyé promief krzywizny i ewolute spiralnej logarytmicznej.
Jest to linja, ktérej réwnanie wyraza si¢ w spélrzedoych bieguno-
wyeh w postaci (por. tez § 178):

r = ae?
Weimy a > 0. Do obliczenia promienia krzywizny uzyjemy tu-wzoru

(194d), a mianowicie:

P (r* F reyn
== s 427 —re"]

Wastawiamy tu:
v = abet?, 71’ =abie’?

Po uproszezeniu otrzymamy:
g=ae°9’-l/l—}-b’=r-v1+b' ‘
Stad wynika bardzo prosta konstrukeja promienia krzywizoy w dowol-
oym punkeie spiralnej logarytmicznej (por. fig. 156). Obliczmy najpierw
kat a, zawarty migdzy promieniem r = 04 a normalng w punkcie A.
Widzimy z figury, ze @ =@ — y. Kat y, jako kat normalnej z osia

. 1 4 !
z-6w, oblicza sig z wzoru: tgy = — ¥ Pochodng za§ y' otrzymujemy
z parametrowego przedstawienia:

z =r(p)cosp [ ,__r'sing -+ recosgp
y=r(p)sing | ¥ = Feosp — raing

Rachunek rézniczkowy i catkowy.

-
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Fig. 166.
Te wartod¢ podstawiamy we wzlr:
5o+
tga=1g(p —7) = L L = Y
1t+tgotgy l—l—tg(p
y.f
Po wykonaniu rachunkéw otrzymamy:
rl
tga = "—.
Dla spiralnej logarytmicznej jest:
_abe? 5
tga — T e

Uwaga. Stad wynika, ie kat «, a wige i kat d, jest staly: to zoa-
czy, ze spiralna logarytmiczna przecina wszystkie promienie, wychodzace
z bieguna O, pod stafym kategm 6.

Wobec tego:

V1TFor= )1 Ftgla=

a wige promiefi krzywizny mozemy wyrazié zapomocs wzoru:

cosa

r

@ = Cosa

Stad juz widoczna jest konstrukcja promienia krzywizny: wykreslamy
prostopadla do promienia OA, przechodzgcg przez biegun O; jej punkt
przecigeia S z normalng jest rodkiem krzywizny, a SA =g.
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Stad mozemy latwo wyprowadzié biegunowe réwnanie ewoluty, nio
uzywajac ogdlnych wzoréw (189) i (190) na érodek krzywizny, I tak
spélrzednemi biegunowemi 4rodka krzywizny sa:

n=rtga—ae'¥b i zp,:%-{-(p

a gatem:

r, = abeb (75
To jest réwnanie ewoluty w spélrzedoych biegunowych. Jest to znowu
spiralna logarytmiczna, réznigea sig od pierwotne;j tylko spélezynnikiem
1 fazg. Dlab=1 otrzymujemy tg samg spiralng, tylko faza Jjest przesu-
nigta o }ax.

§ 186. O punktach osobliwych.

Réwnanie linji na plaszezyzoie podajemy zwykle w jednej z trzech
nastgpujgeych form:

a) w formie wyraZnej, t. j. y = F(x),

b)) i uwiklanej, t. j. f(z,y) =0,

(G e parametrowej, t. j. x = @(¢), y = (¢

Przy zastosowaniach rachunku rézniczkowego do badania tych linij
trzeba oczywiécie zakladaé, ie funkeje F(z), f(z,y), @(f), w(t) sa w bada-
nych punktach jednoczesnie ciagle i rézniczkowalne. Zakladalismy nawet,
e posiadaja one pochodne ciggle wezystkich rzgdéw. Zdawadby si¢ moglo,
ze zbiory pusnktéw: (L), okreslone réwnaniami, spelniajgcemi te wezystkie
warunki, 8g zupelnie regularnemi linjami. Tak jest istotnie dla formy
wyrainej y = F(x). Inaczej sig jednak rzecz przedstawia dla dwéch po
zostalych sposobéw podawania réwoafh linij krzywych. Przy tyeh przed-
stawieniach mogs istnieé osobliwosei, chociaz funkcje f(z, y), @(f), ¥(t)
sy zupelnie regularne. I tak wiemy z nauki o funkejach uwiklanych, ze,
jezeli obydwie czastkowe pochodne f.(z,y) i /,(z, y) istniejs, lecz 85 réwne
zern w jakimd punkecie, speluiajacym réwoanie f(z,y)=0, to przez ten
punkt nie musi przechodzié¢ jedna &ciéle ozbaczona linja (moze nie prze-
chodzié 2adaa linja, moze przechodzié jedna, ale mogs tez przechodzié dwie
lub wiecej galezi).

Jezeli f, i f, nie 85 obydwie réwnoczesnie zerami, to istnieje jedna
tylko linja, przechodzaca przez badany punkt, a wzér:

dy le R
i el

podaje spadek stycznej w tym punkcie. Dla punktéw zad, w ktérych jest

fix,y) =0 i f(x,y)=0, wzér teo staje si¢ nieozpaczonym
36+
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Podobnie w przedstawieniu parametrowem spadek stycznej wyrazi-
lismy. wzorem:
dy __ y'(H)

dx Q'(t)
Tu znowu otrzymujemy nieoznaczonosé dla tych wartosei ¢, dla ktérych
spelniajg sig réwnoczesnie réwnania:_
o'(t)=0 1 () =0
Gdyby tylko sam mianownik byl réwny zeru, to rozwazalibysmy funkejg
dz
dy
niu sig linji krzywej nie byloby wtedy niczego szczegélnego. Wyjatkowy
sposéb zachowania sig moze wystgpi¢ tylko w tych punktach, w ktéryeh
réwnoczesnie obydwie pochodne £, i f, lub ¢'(¢) i ¢'(f) s3 rowoe zeru.
Zajmiemy sig tu tylko dyskusjg formy uwiklanej. Punkty (z,y),
ktérych spélrzedoe spelniajy trzy warooki:

odwrotng i otrzymaliby$my dla niej spadek -~ =0, a wigc w zachowa-

(197) _ f(x, !/)=0, fx(a’ay)=0‘ /;(xv .’/)=0

nazywamy punktami osobliwemi dla zbioru punktéw (L), przedstawionego
réwnaniem

) flz,y) =0

Uwaga. Ta ,0s0bliwosé” polega na tem, ze zwykle wzory staja si¢ tu nieprzy-
datne, jest to wige osobliwodé arytmetycznej natury, pod wzgledem zasé geometrycz-
nym taki punkt moze by¢ nawet zupelnie regularnym punktem badanej linji. Tak sie
daieje jednak tylko w wyjatkowych przypadkach; zwykle ta ,arytmetyczna osobliwosé"
pocigga za soba, jak to wnet zobaczymy, takie geometryczne osobliwosci.

Poniewaz mamy tu trzy réwnania o dwéch niewiadomych, przeto
tylko w wyjatkowych przypadkach zdarza sig, Ze te rownania sg réwno-
cze$nie spelnione. Jest to t. zw. problem nadmiernie wyznaczony.

Badanie puuktéw osobliwych naleiy wiec rozpoczaé od rozwigzania
ukladu dwéch réwnan: f,=0, f,=0 i stwierdzenia, czy otrzymane pary
warto$ei x =a, y==>0 i t. p. spelniajg takie réwnanie f(r,y) =0, t. j-
czy te punkty naleza do badanego zbioru punktéw. Jezeli w takim pun-
kcie osobliwym nie wszystkie pochodne drugiego rzedu sa zerami, to ten
punkt nazywamy punktem osobliwym podwdijnym.

Jezeli wszystkie pochodne drugiego rzedu s3 zerami, lecz nie wszyst-
kie trzecie pochodne s3 zerami, to puokt nazywamy punktem osobliwym
potréjnym i w ten sposdb definjuje si¢ ogdlnie punkty osobliwe wielo-
krotne, np. r-krotne.

Omdwimy tutaj tylko punkty podwéjne, metoda bowiem badania
punktéw potréjnyeh i innych nie rézni si¢ zasadniczo od metody bada-
pia punkiéw podwéjnych.



565

Cheae badaé w otoczenin punktu podwéjnego (a, b) postaé utworu
geometrycznego (L), zlozonego z wazystkich punktéw, spelniajacych réw-
nanie f(z,y) =0, rozwijamy badans fuokeje f(x,y) na wzér Taylora
w otoczeniu tego punktu. Poniewaz f(a,b) =0, f.(a,b) =0 i f,(a, b)=0,
przeto wzér Taylora przyjmuje postaé:

N(z.y)="1hl@—a)* [a(ab)+2(x — a)(y — b) f(a.b) 4 (y — 6)*/,(a,b)) + B,

Gdy punkt (z,y) dazy do (a,b), to wyraz dopelniajacy By dazy tu do
zera w stopniu wyzszym anizeli kwadrat odleglosci tych punktéw, t. j.
w stopniu wyzszym anizeli d'= (x — a)® 4 (y — b)*. Bierzemy pod
uwage tylko takie punkty (z,y), ktére nalezs do zbiora (L), a zatem
spelniajg rowonanie f(z,y)=0.

Wobec tego:

f(z, y) =4[@ — a)*fula, b) + 2(x —a) (y — b) [, (a,b) +
+ (y — 8 fpla, b)) + By =0

Nalesy zbadaé, czy istniejg jakie funkecje ciagle y = @(x) lub z = y(y),
spelniajgce to réwname. Badanie to, uzupelniajace teorjg funkeji uwikla-
nych (por. § 116), wymaga doéé¢ subtelnych i zawilych rozwagan. Nie be-
dziemy tn przeprowadzaé¢ tych dowodzefi, a ograniczymy sig do podania
ostateczoych rezultatéw. Otéz okazuje sig, ze o istoieniu linij, ktérych
réwopania spelniajs warunek (A), rozstrzyga z reguly nastgpujace réwna-
ote drugiego stopnia:

(198) (x —a)’fla,b) + 2(z —a) (y — b)/(a. b) + (y — b)*f,(a, 6) = O

a tylko w zupelnie wyjatkowych wypadkach trzeba siggnaé takie do
wyrazu dopelniajacego R,. Z dyskusji wynikajs nastgpujace przypadki.
a) Jezeli wyréznik:

D(a, b) = fu(a, b)+ fyy(av b) — 3("» 6)

(A)

réwnania (198) ma wartoéé ujemnqg, to istniejg w otoczeniu punktu oso-
bliwego (a,b) dwie funkcje ciagle y —b=g(x) i y — b=@,(x) lub
z—a=uyly)i c—a=u,(y) lub y —b=90(®) i z—a=1u(y), spel-
niajace dane réwnanie flx,y)=0.

Ich obrazy geometryczne nazywamy dwiema galgziami linji, okres-
lonej przez to réwnanie. Z réwnania (198) otrzymujemy wtedy dwie
linje proste rézne, ktére nazywamy stycznemi do obu galezi badanej linji;
kazda z tych linij jest bowiem granicznem polozeniem siecznej, przecho-
dzacej przez punkt (a,b) i punkt (a 4 k. b+ %), lezacy na odpowiednie]
galezi. Taki punkt osobliwy o dwéch réznych stycznych nazywamy wg-
ztém linji krzywej (por. np. punkt O na fig. 47, str. 77 lub punkty £, P,
na fig. 49, str. 79).
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b) Jezeli D> 0, to w otoczeniu punktu osobliwego (a,b) niemsa
gadnych punktéw, spelniajgeych réwnanie f(z,y) =0 (jakkolwiek gam
punkt (a, b) spelnia to réwnanie). Taki punkt osobliwy nazywamy pun-
ktem odosobnionym lub izolowanym.

c) Jezeli D =0, to potrzebna jest dalsza dyskusja. Najezgéciej jednak
mamy wtedy dwie stykajace sig.z soby galezie, lezgce z tej samej strony
punktu osobliwego lecz po przeciwnych stronach wspdlnej styczvej, jak
op. w punktach cykloidy, lezscych na osi z-6w (por. fig. 165, punkty
0, P) lub w ostrzach, wystgpujacyeh w ewolucie paraboli i elipsy (por.
fig. 1563 i 1564). Takie punkty nazywamy punktami zwrotu. Moga jednak
sachodzié takie rozmaite inne przypadki, jak np. ostrza inunego rodzaju,
mogsy sig z sobg schodzié dwa ostrza z obu stron, moze wystepowaé punkt
izolowany i t. d. W nastgpnym paragrafie podamy przyklady na te roz-
maite mozliwodci.

Wyuoiki te mozna strescié w nastgpujgcem twierdzeniu.

O ile istniejq punkty osobliwe utworu geometrycznego, przedstawionego
(regularnem) rdwnaniem f(x,y) =0, to olrzymujemy je przez rozwigzanie
ukéadu trzech réwnan:

f(z,y)= 0, l(x,y) = 0, f;(&'-', y)= 0
Jezeli dla punktu (a,b), spelniajgcego uklad tych trzech réwnan, wyréinik:
D(a, b) = fux(@, b) - £ (@, b) — 13 (@, ) >

ma warlosé ujemnq, to badany punkt jest podwdljnym punktem wezlo-
wym; jezeli D> 0, to badany punkt jest punktem izolowanym; jeieli
D=0, to potrzebne jest dalsze badanie.

W tym ostatnim przypadku pajezeéciej wystgpuje punkt zwrotu.

Badanie punktéw osobliwych ma, jak widzimy, wiele wspdlnego
z badaniem extreméw funkcyj dwéch zmiennych. Analogje- te nie &g
przypadkowe, lecz siggaja bardzo gleboko w istotg rzeczy. [ tak wiemy,
se podanie funkeji w formie uwiklanej jest réwnowazne z podaniem
przekroju powierzchni:

z-—'——:f(x,!/)

zapomoca plaszezyzny poziomej (XY), t. j. dla 2 =0. Wedmy pod awage
powierzchnig zupelnie regularna, bez zadnych uskokéw; ostrz lub punktow
osobliwych. Wtedy fuukcja dwéch zmiennych f(x,y) jest ciagla i posiada
ciggle pochodne wszelkich rzedéw. Wykazemy, ze pomimoto przekroje
tej powierzehni mogs posiadaé rozmaite osobliwosci. Warunki f, =0
i f,=0, z ktérych sig oblicza spélrzedne: (a,b) i t. d. punktéw osobli-
wyech, 83 nam dobrze znane jako konieczne warunki istnienia extreméw
funkeji 2 == f(z,y). W tych punktach plaszczyzna styczna do tej powierz-
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chni jest prostopadla do osi (Z), a wigc albo jest réwnolegla do plasz-
czyzny poziomej (XY) albo wprost nakrywa sig z ta plaszezyzona. Jezeli
punkty (a.b) s3 osobliwe dla linji f(x,y) =0, to lezs one na tej linji,
s zatem dla tych punktéw jest 2= 0 a wigc leza one zarazem na plasz-
czyznte poziomej (XY).

Ta plaszczyzna pozioma jest zatem styczng do powierzchni 2 = f(z, y)
w punktach (a,b).

Z dyskusji extreméw wiemy, ze w otoczeniu takiego punktu po-
wierzchnia moze przebiegaé w rozmaity sposéb, o ezem sig przekonujemy
zapomocy badania znaku wyréznika D(a.b) w badanym punkeie.

I tak wiemy, ze, jeseli wyréznik ma wartosé dodatnig, to powierze
chnia ma w danym punkeie mazimum lub minimum, a wige lezy w oto-
czemo tego punktu calkowicie po jednej stronie swej plaszezyzny stycz-
nej, nie przecina jej zatem nigdzie w odpowiednio bliskiem otoczeniu
punktu styecznodei: (a,b). Krzywa przekroju powierzchni zapomocs tej
plaszezyzny (XY) redukuje si¢ zatem w tem otoczeniu do jedoego odo-
sobnionego punktu. Poza tym za$ puuktem, w odpowiedniej od niego od-
leglosel, mogs 1stnieé¢ rozmaite galgzie przekroju f(z,y) = O, nie reduku-
jace sig do punktu.

Taks konfiguracje mozemy sobie wyobrazié bardzo prosto, biorge
pod uwage pasmo gorskie o kopulastych wierzehotkach (maximach) roz-
maite] wysokoéei. Plaszczyzna pozioma, styczoa do jednego z niizszych
wierzcholkdéw, przecina 1nne, wyisze czesci tego pasma w przekrojach, -
pie redukujgcych sig do punktu. Do caloksztaltu tej warstwicy nalezs
jednak metylko te przekroje, lecz takze odosobniony punkt (a, b), szczys
owego nizszego wierzcholka.

Jezeli wyréznik ma wartodé wujemnag, to powierzchnia nie ma w ba-
dapym punkecie extremum, lecz t. zw. punkt siodfowy. Nie bedziemy tu
przeprowadzali szczegélowej dyskusji, jednakze widocznem jest z pogladu,
Ze plaszezyzna pozioma, styczna do powierzchni w takim punkcie, prze-
cina jg w dwdch przecinajacyeh sig galgziach. Jezeli to jest np. siodlo
(przelecz) migdzy dwoma kopulastemi wierzcholkami, to przekréj poziomy,
przechodzgcy przez punkt siodlowy, ma ksztalt ésemki. W siodle para-
bolicznem (np. w -punkcie O na fig. 25, str. 4b) otrzymujemy jako prze-
kréj dwie linje proste, tworzace z sobg kat rézny od zera. W kazdym
razie mamy wtedy do czynienia w przekroju z wezéem.

Jezeli wreszcie wyréznik ma w badanym punkecie wartodé zero, to
powierzchnia moze tam posiadaé extremum wlasciwe lub niewladciwe
lub weale nie posiada extremum. Wobec tego i przekroje w tym pozio-
mie mogs mied rozmaite postacie. Taki punkt (bez extremum) otrzymamy
np, biorge pod uwage grzbiet, ktérego linja grzbietowa posiada punkt
przegigeia o stycznej poziomej; tak bedzie np., gdy linja grzbietowa ma
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postaé” paraboli ‘trzeciego stopnia o réwnaniu z2=2x%, a po tej paraboli
posuwamy parabole drugiego stopnia o réwnaniu z= — y? tak, by jej
wierzcholek lezal zawsze na paraboli z ==2% a jej plaszczyzna_aby byla
réwnolegla do (ZY). Okazemy zapomocs przykladéw, ze wtedy przekréj
poziomy plaszezyzng (XY) posiada punkt zwrotu w punkcie stycznosei.

Widzimy stad, ze w warstwicach powierzchoi regularnych mogs
wystgpowaé te wszystkie osobliwosei, ktéresmy poprzedoio oméwili, t. j.
wezly, punkty odosobnione i punkty zwrotu. Punkty te mogs jednak
wystgpowaé w warstwicach poziomych tylko w tych punktach regular-
nych powierzchni, w ktérych plaszezyzna styczna ma kierunek poziomy.
Uwagi te znajduja zastosowanie w nauce o lerenie, przy przedstawianin
rzezby terenu zapomocs warstwic i przy odezytywaniu ksztaltu powierz-
chni z mapy warstwicowej.

§ 187. Przyklady punktéw osobliwych.
1) Wyznaczyé punkty osobliwe linji, podanej réwuaniem:

flx.y) =2+ y* — Bazy =0
Tworzymy
fi=38x—3ay =0
[,=3y*— 3az=0
Te dwa réwnania posiadajs jako jedyne rozwigzania rzeczywiste: 4(0,0)
i B(a,a). Punkt A4(0,0) spelnia takze pierwsze réwnavie: f(z,y)=0
a wige jest puoktem osobliwym; punkt B uie spelnia réwoania f(x, y)=0,
a wigc nie nalezy do badanej linji.
Aby zbadaé rodzaj punktu osobliwego 4, tworzymy wyrédinik. Po-
niewaz f,, =6z, f, = — 3a, f,,= 6y, przeto ~yrozoik ma postaé:
D(z,y) = 36xy — 9a®
Dla punktu 4(0, 0) jest:
D(0,0)=—9a*< 0
a zatemh fo jest punkt wezlowy (por. fig. 1567).
Styczne w tym punkcie wezlowym obliczymy z warunku:
(& - 07£.(0,0) + 2(z — 0) (y — 0)/5(0, 00+ (y — 0)*/,(0,0) =0
a wige w naszym przypadku:
—3a.2xy=0

Stad otrzymamy y==0 i 2 =0 czyli osie spélrzgdnych. Jest to znana
pam juz linja (por. str. 77, fig. 47), zwana lisciem Descartesa
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2) Zbadaé¢ punkty \Y
osobliwe linji o réwna- \
niu-

fle,y)=2by* 4
+ 42t —13=0
Obliczamy:
fi=8z—3z|f,=8-6x
f,=50y f0=0
| £,,=50
Z warunkéw:
8z — 322 =0
50y =0

otrzymujemy dwie pa-
ry rozwigzah: A(0,0) i

B(§.0).
Tylko pierwsza pa-
ra apelnia dane réwoa- Fig 157

nie f(z,y)=0, a zatem
tylko punkt A(0,0) jest punktem osobliwym. Wyréznik ma postaé:

D=(8 — 6z)-50 — 02
\Y

a wiec:
D(0,0)=400 >0

To dowodzi, ze punkt 4
(fig. 168) jest punktem
izolowanym Odraza sta-
ple 8@ to widoeznem,
gdy rozwiklamy réwnanie
f(z,y) = 0. Otrzymamy
dwie funkcje

y=§.rl/x—4

= |
s
w

Ot6z widaé, ze dla z, za-
wartych pomigdzy 0 a 4,
niema rzeczywistych war-
tosci y, a dopiero od xr =4 rozpoczyna si¢ linja, lezaca symetrycz-
nie po obu stronach osi z-6w. Latwo stwierdzié, ze dla x =5} mamy
punkty przegigcia dla obydwu funkeyj .
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i7
3) Wykazaé, ze warstwica powierzchni:

2= —y® 4 2}

(opisanej na str. 568), nalezgea do wysokosci 2z = 0, posiada w poczatku
ukliadu punkt zwrotu.

Linja przekroju plaszezyzog z = 0 ma réwnanie:
Yy =—y+2=0
Pochodne czastkowe sg:
5. =132 [ =6x
i=—2y | /5=0
r— — ¥
Jedynym punktem osobliwym jest A(0, 0), spelnia on bowiem trzy réw-
nania f(z,y) =0, f,=0 i f, = 0. Wyréznik wa dla tego punktu wartosé:
D(0,0)=6-0-(—2)—0*=0
Istnieje wige w tym punkcie A(0,0) jedna rzeczywista styczna zwana
Y podwéjng, majaca, jak si¢ latwo prze-

konaé, spadek a = 0, to zpaczy, ze jest
to 08 z-Ow.

/

Cheac zbadaé rodzaj tego puoktu
osobliwego, rozwiklujemy dane réwna-
nie 1 otrzymujemy dwie funkcje:

y=+y‘x-,1 .'/=_V3;"

Widocznem jest, ze dla ujemoych z
piema zadnych punktéw badanej krzy-
wej, natomiast dla kaidego dodatniego =
otrzymujemy dwa punkty, lezace syme-
trycznie wzgledem os z-6w. Linje te
przedstawiono na fig. 159; jest to znaoa
nam juz parabola Neila (por § 185,
przyklad 1)
Polecamy czytelnikowi sporzadze-
nie planu warstwicowego powierzchoi:
Fig. 169. 2= — y? 4 z% obierajac kolejno z =
=1,234,. .. iz=—1,—2 == Bl Ay
{Moina okazaé, ze wszystkie warstwice dla z >0 maja punkty prze-
giecia na osi y-6w).
Yatwo mozna okazaé, ze linja o réwnaniu:

yitecx?— 28 =0
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ma w puokeie A(0,0) punkt osobliwy, a mianowicie wezet, gdy ¢<<0
punkt zwrotu, gdy ¢ =0, a punkt odosobniony, gdy ¢ > 0.
4) Linja o réwnaniu:

(y— 2% — a5 =0 v
ma w punkcie A(0,0) ostrze
tego rodzaju, Ze leizy — po-
dobnie jak parabola Neila — ~
po jednej stronie osi y-6w
a obydwie galezie krzywej sty-
kajg sig z osig z-6w, lecz leis
po tej samej stronie tej osi.
Taki punkt nazywamy dziébem
(por. fig. 160a). Pozostawiamy
czytelnikowi. stwierdzenie, ze
wyréznik ma w tym punkecie
osobliwym wartoéé O. J

b) Na fig. 160b) i ¢) przed-
stawione sg linje o réwnaniach:

(y—2%(y+429=0 i @Hy—z)(y—}at)=0

Fig. 1604a).

AY
\Y
A
: A X
Fig. 160 b). Fig. 160 ¢).

(sa to iloczyny réwnah dwéch parabol). Punkt A(0, 0) jest dla nich pun-
ktem osobliwym podwdjnym, w ktérym D =10; o8 z-dw jest styczng
podwéjng, a obydwie galezie rozciagajs si¢ po obydwu stronach tego
punktu podwéjnego (taki puokt mozna uwazaé za polgczenie dwéch pun-
ktéw zwrotu wzglednie dwéch dziébéw, lecz nie za wezell).

6) Zbadajmy osobliwy punkt linji o réwnaniu:

¥+ 28 — 25 =0
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Tutaj:
\ [:=4x% — DHaxs fo=122% — 20
f,=2y fo=0
fy=2

Jedynym punktem osobliwym jest, jak latwo stwierdzié, 4(0,0). Wy-
rétnik ma w tym punkcie wartodé:

D(0,0)=0.2 —0*=0

Z danego réwnania otrzymujemy:

y==4zfz—1 i y=—2fz—1

Stad widaé, ze punkt 4(0,0) jest izolowany, albowiem dla 0 <z <!
otrzymujemy y urojone, a zatem w otoczeniu puoktu 4 az do r =1
niema zadoych puanktéw, valezscyeb do badanej krzywej. Od z=1°
mamy juz dia kaidego x dwa, symetryczoie lezace punkty badane)
krzywe;j.

T) Dla linji, przedstawionej réwnaniem:

e, y)=2z¢ — 22y 4 y* 4yt =0

punkt A(0,0) jest puoktem osobliwym. W tym puokcie znikajs jednak
nietylko pierwsze, lecz takie drugie pochodne, jak to widaé¢ z wzorow:

AY [, =4z — 4zxy
f,=— 228 - By8 + 4y
fo=122° — 4y
fo=—42
X [n="6y+ 12y
A Obliczamy zatem trzecie pochodune:
foe =28z, [y = —4, [ =0,
fow =6 + 24y
Dla z =0 i y =0 otrzymujemy:
fm=0v fuy= p=d 4\ f1n=07 fyy)=6
Fig. 161.

Nie wazystkie trzecie pochodne sg ze-
rami, a zatem punkt 4(0.0) jest punktem potrdjnym. Styczne, ovalezace
do tego punktu, wyznacza gi¢ z wyrazoéw trzeciego stopnla W rozwi-
nigciu Taylora, a mianowicie z réwnama:

(# — ) fux+B(x — @ (§ — b) [y + 3(x — @) (y — 0)* Fi +
+(y—‘ b)‘ﬂyy=0
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\'4 nagzym przykladzie otrzymujemy:

~ 1222y 4+ 643=0
a stad:

y=0, y=2z/2, y=— 22

Mamy wige trzy styczne rzeczywiste, przechodzace przez punkt osobliwy
4(0,0). Badana linja ma w punkcie 4(0,0) potréjny wezel (por. fig. 161).

§ 188. O linjach obwiednich ).

Zajmiemy si¢ to gromadami linij, okreslonemi zapomocs réwnan
postaci:
flz,9.¢)=0

przyczem funkcja f(z,y,¢) jest dla x.y,c, zawartyeh w pewnym tréjwy-
miarowym obszarze, ciggla i rézniczkowalna. Do kazdej wartosei B
z tego obszaru oalezy
jedna krzywa z tej gro-
mady, podana w for-
mie uwiklanej:

f(‘zv ¥:6)=0.

Zdarza sig ezasem,
26 wszystkie linje ta-
kiej gromady s3 stycz-
ve do pewnych linij
a czasem nawet do jed-
nej linji, jak to zoba-
czymy z nastgpujacych
przyktadéw.

1) Réwnanie:

(@ — e t+y—er=1
przedstawia  gromadg Fig. 162.

kél o promieniu 1,

ktérych srodki S(c, ¢) lezs na jednej linji prostej, a mianowicie na pro-
stej y =z (por. fig. 162). Widzimy z rysunku, ze te wszystkie kola sa-
styczne do dwéch linij prostych [, i ;. Méwimy, ze ta gromada kél
posiada dwie obwiednie a miapowicie proste {, 1 /,.

) Niektérzy autorowie odmieniajg rzeczownik: ,obwiednia® wedlug deklinacji
rzeczownikowej; poczucie jezykowe dyktuje ‘nam jednak, Ze mamy tu do czynienia
z rzeczownikiem, ktéry nalezy odmieniaé wedlug deklinacji przymiotnikowej, tak sa-
mo, jak: spiralna, prosta, prostopadla, pochodna i t. p.
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2) Wezmy pod uwage zbiér elips spélérodkowych, ktérych suma
poléwek osi jest liczba stalq, np,

a+b=10
Réwnanie tej gromady jest:
(10 — a)¥ 2% - a’y* — a3(10 — a)* =0

prryeczem 0 < a <710. Jezeli jeszcze dolaczymy krarce przedzialu
<0,10>, to dla a=10 otrzymujemy =20, a to jest réwnanie osi
y-6w; dla a =10 otrzymujemy o8 x-6w, t. j. y = 0.

Y

Fig. 163.

Jest to zatem tez jednoparametrowa gromada linij. Na fig. 163
przedstawiono kilka elips, nalezacych do tej gromady. Spostrzegamy
z rysunku, ze te wszystkie elipsy (a takie of z-6w i y-6w) sy styczne
do jednej linji ! o czterech ostrzach. Ta linja jest wige obwiedniq tej
gromady elips i prostych.

3) Wiele przykladéw obwiednich spotykamy w fizyce a szczegdl-
niej w ruchu falowym; tak np. czolo fali plaskiej, odbitej i zalamanej.
jest obwiednig gromady kul — a w przekroju kél — o rozmaitych pro-
mieniach; w optyce geometrycznej gromada promieni odbitych od jakiejs
powierzchni krzywej posiada czesto obwiednia, zwang katakaustykq
a gromada promieni zalamanych obwiednia, zwaung diakaustykq. Wogdle
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przy zjawiskach, w ktérych wystepuje nieskonczona gromada jakiché
linij lub powierzchni, zbiorowy efekt zjawiska jest zwykle scisle zwigzany
z obwiednig — o ile taka obwiednia istnieje.

Kazda linja jest obwiednig gromady swoich stycznych. Ewoluta
jest obwiednig ‘gromady normalnych do danej krzywej (na podstawie
twierdzenia udowodnionego w § 184).

4) Nie nalezy jednak sadzié, aby kazda jednoparametrowa gromada
linij posiadala obwiednig: tak np. gromada prostych réwnoleglych, para-
bol réwunoleglych (przystajacych), gromada ké! spolsrodkowych o réznych
promieniach nie posiadajag wecale obwiedniej.

Po tych objadnieniach jasng begdzie nastgpujaca definicja:

obwiedniq gromady linij nazywamy linje styceng do wszystkich linij,
nalezqcych do tej gromady, przyczem kaidy punkt obwiedniej jest jej
punktem stycznoici z jakas linja z tej gromady. 3

Aby wykryé obwiednia jednoparametrowej gromady linij, danej
réwnaniem

) f(Z,9,¢)=0

uzyjemy nastgpujacego rozumowania. Jezeli istnieje obwiednia I, to spél-
rzgdoe z,y kaidego jej puunktu muszg przedewszystkiem spelniaé réw-
panie (I}, albowiem kazdy punkt obwiedniej nalezy do jakiejs linji z tej
gromady. Kazdej linji z danej gromady, a zatem kaidej wartodei ¢, od-
powiadajg jakies wartosci (z,y) spélrzedoych punktu, lezgcego na ob-
wiedniej, a wige x 1y sy funkcjami parametru c:

z=@(), y=1uwl()

Zaldimy, ze s to funkeje rézniczkowalne.

Spadek w kazdym punkcie obwiedniej musi byé réwny spadkowi
odpowiedniej linji z gromady w punkcie stycznosci.

Musi byé zatem:

V) _ @y,
P'(¢) f,(x.y,¢)

ezyli:
(1) @y 0)- @' () + Lz y,0)- w'(e) =0

: To jest drugi waruoek, ktéry musza spelniaé funkcje plc) i ¢(c)
(pierwszym jest: f(g(c), w(c),¢) = 0). Warunek ten zastapimy ionym,
prostezym. Utwérzmy mianowicie catkowits pochodng, funkeji f(z, y, ¢),
uwazajac 2 i y za funkcje zmieunej ¢. Otrzymamy:

of dz afdy  of
sde ¥ oyde T e 0



5176

Wskutek warunku (II) odpadaja tu jednak dwa poczatkowe wy-
Tazy 1 pozostaje:

(I J@myo_
de
Stad wynika nastgpujsce twierdzenie:
Jezeli gromada linij posiada obwiednia, to spolrzedne kazdego punktu
tej obwiedniej muszq spelniaé nastepujace dwa warunki:

(199) AT ﬂﬂ‘%cy—”) =20

Aby wigc znalezé obwiednia, nalezy z tych dwdeh réwnan obliezyé x
1y jako funkcje parametru ¢; wiedy uzyskuje si¢ odrazu parametrowe
przedstawienie obwiedniej:

z=g@(c), y =1(c)

Albo tez trzeba wyeliminowaé z tych dwéeh réwnan (199) parametr e,
obliczajac np. ¢ z jednego réwnania jako fuokeje x i y i wstawiajae to
w drugie réwnanie. W ten sposéb otrzyma sig réwnanie obwiedniej
w formie uwiklane;j:

D(z,y) =0

Warunki (199) sa tylko konieczne dla istnienia obwieduniej, leez
bynajmnuiej nie dostateczne. Moze sie bowiem zdarzyé, ie te dwa réwna-
nia nie okreslajg z i y jako funkeyj zmiennej ¢; wiemy bowiem z roz-
wazania uklade dwodch réwnan o trzech zmiennych, ze nie zawsze istniejs
funkeje uwiklane, spelniajace dwa dane réwnapia (por. § 119). Tak
samo eliminacja parametru nie zawsze jest mozliwa: tak np. na pewno
nie bedzie ta eliminacja‘ mozliwg, jezeli parametr ¢ wystgpuje w row-
naniu f(x,y,¢) =0 tylko w pierwszym stopniu, albowiem wtedy drugie
f (=, y, ¢)
o

réwnanie = 0 pic zawiera wecale tego parametru. Czasem za$

otrzymamy dwie funkeje x=@(c) i y ==w(c), okreslajsce jakas linje,
lecz nie styezna do danej gromady. Tak bedzie np, gdy kazda linja
z danej gromady posiada jaki§ punkt osobliwy. Dla kazdego punktu
osobliwego spelniaja sig, jak wiemy (§ 186), warunki: /,(x,y,¢)=0
i f,(x,y,¢)=0, a wigc warunek (I[) bedzie spelniony, a co zatem idzie,
takie warunek (II[). Warunek za§ (I) jest spelniony, bo punkty oso-
bliwe leza na linjach, nalezacych do gromady. Widzimy wige, ze linja,
zlozona z osobliwych punktéw linij, nalezaeych do badanej gromady,
spefuia takze obydwa warunki (199).
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Nie bedziemy sig tutaj zajmowali badaniem warunkéw dostatecz-
nych na to, aby istniala obwiednia, a tylko zapomocs przykladéw szcze-
gélowych wyjaénimy te rozmaite przypadki.

(Szezegolows dyskusje moze czytelnik znalefé w podrgezniku H.
von Mangoldta, p. t. Einfiihrung in die hihere Mathematik, Tom IL,
wyd. 3. Lipsk 1931 r., str. 4566—470).

W praktyce najprodciej bedzie postepowaé w nastepujacy sposéb:
wyznaczyt — o ile istniejg — funkcje z=g(c) 1 y=(c), spelniajace
obydwa warunki (199), a nastepnie sprawdzié, czy spadek znalezionej
linji jest réwny spadkowi tej linji z gromady f(x,y,¢) =0, ktéra od-
powiada tej samej wartosci parametru ¢, to znaczy, czy zachodzi réwnosé:

WO _ _ 19 ¥} )
G2 CIORTON)

Te linje, dla ktérych te spadki sg réwne, s3 napewno obwiedniemi.

§ 189. Przyklady na badanie obwiednich.

1) Zbadajmy obwiednig gromady ké! (por. fig. 162), danych réw-
naniem:

f(x,y,0) = (x—c)’-{-(y—-c)’—- =10
W poprzednim paragrafie podalimy te obwiednia bez dowodu.
Obliczmy:
9.9

% — 2@ —¢)—2(y —¢)=0

o stad:
y=—x+4+2¢

Wetawiamy to w pierwaze réwnanie i otrzymujemy:

@—cPF(—2z4+e—1=0 czyli 2(z—c)=

a stad:
1
i fl i
Wobec tego: ) ()
FI 1 y=¢74—y—§

Otrzymaliémy parametrowe przedstawienie dwéch linij. Sg to linje proste:

y=z—)F. ) i y=2+VF....0)

jak sig Iatwo przekonaé, eliminujsc c. Aby zbadaé, czy to s istotnie
obwiednie, obliczamy spadki:

Rachunek réiniczkowy i calkowy. 87
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i podobnie dla linji {l,). Poniewas spadki sg réwne w odpowiednich
punktach przy kaidem ¢, przeto proste-(},) i () ss istotnie obwiedniemi
danej gromady.

2) Fala plaska, ktérej czolem jest (w przekroju) odcinek 04, nachy-
lony pod katem a do osi z-6w (fig. 164), odbija sig od osi OX. Znalezé

AY

Fig. 164,

czolo fali odbitej w chwili, gdy fala padajaca posungla sig o odcinek
d=AB. Kaidy punkt odcinka OB zostaje pobudzony do drgan przez
fale padajacg w innym czasie, a wigc wysyla fale kuliste o rozmaitych
promieniach . I tak punkt O, najwczesnie; pobudzony do drgania, wy-
tworzy w tym czasie fale kulisty o promienin OE = AB; dowolny za$
punkt D, lezgey na osi x-6w w odstgpie ¢ = OD, wytworzy falg o pro-
mieniu: r = DF = BC = AB— AC= AB— GD =d — ¢ sin a. Czolo

fali odbitej jest obwiednis gromady kul — a w przekroju gromady kél —
o réwpaniu:

(z—c)P+y>?—(d—csina)2=0

Tutaj d i @ sa liczbami stalemi a zmienia sig¢ tylko parametr ¢. Obli-
czamy czastkowsg pochodng wedlug ¢ i otrzymujemy:

—2(x—c¢)+ 2(d —csina) sine =0

Eliminujemy z tych dwéeh réwnah ¢ i otrzymujemy po latwych prze-
rébkach:
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y=—axtga -+

cos

i y=atge —

cos a

Pierwsza prosta jest wilasnie réwnaniem (przekroju) czola fali odbitej.
Widzimy, 2e tworzy ona z osig z-6w kat 180° — a, skad juzi latwo wy-
nika, ze kat padania jest réwny katowi odbicia.

Druga prosta, symetryczna do pierwszej wzgledem osi x-6w, a wigc
réwnolegla do OA, jest obwiednig dla dolnych poléwek tyeh kél. Przed-
stawia ona czolo fali, ktéraby si¢ rozwinela pod osig z-6w, gdyby sig
ten ruch falowy még! tam rozwingé z ts samg predkoscig. Gdyby zas
predkosé ruchu falowego pod osig x-6w byla inva, to otrzymalibysmy
pod osig gromadg¢ kél o innych promieniach, a ich obwiednia bylaby
czolem (w przekroju) fali zalamanej. Aby znaleZé t¢ obwiednig, nalezaloby
w réwnaniu gromady kél zmniejszyé lub powigkszyé proporcjonalnie
wszystkie promienie, a wigc zamiast » =d — ¢ sin a nalezaloby podsta.

wi¢ w to réwnanie r, =%(d — c¢sina). Po wykonaoiu rachunkéw otrzy-
malibyémy jako obwiednig fali zalamanej linj¢ prost o réwnaniu:

sing d

¥ =Vn' — sin’ax V3 —sinta

Kladace spélezynnik kierunkowy tej prostej ‘ﬁ_gt = tg 8, oblicza-
n

— 8inta
my stad z latwoscia, ze sina :sinf==n. Jest to znane prawo zalamania.
3) Dla gromady elips:

(10 — a)? 2% + a? y* — a*(10 — a)? =0
opisanej w poprzednim paragrafie, obliczymy obwiednia, dolaczajac do
tego réwnania warunek f, =0, t. ).

— 2(10 — a) x* 4 2ay* — 2a(10 — a)? + 2a%(10 — a) =0

Z tych dwoéch réwnan nietrudoo obliczy¢:
a® __ (10 —a)®

f i R
=10 Y 10

Stad otrzymuje sig odrazu parametrowe przedstawienie obwiedoiej. Mozna
jednak latwo wyeliminowaé parametr a 1 otrzymaé¢ réwnanie tej linji
w formie uwiklanej, a mianowicie:

I’a +ya= 10§

Linja ta, zwana asteroidg, nalezy do hipocykloid.
37*
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Pozostawiamy czytelnikowi stwierdzenie, w sposéb oméwiony w pierw-
szym przykladzie, ze ta linja jest istotnie obwiednis badanej gromady.

4) Z punktu O (fig. 165) mozna wyrzuecaé pociski we wszystkich
kierunkach i pod rozmaitemi katami. Jeseli predkoé¢ poczatkowa jest
stala: v, to wszystkie te pociski nie przekraczaja pewnej granicznej po-
wierzchni, zwanej powierzchniq bezpieczenstwa. Wskutek symetrji bedzie

Y

7 0 o

Fig. 16b.

to jakaé powierzchoia obrotowa, wystarczy zatem zoaleZé jej przekrd)
pionowy. Chcemy znaleié te powierzchoig, nie uwzgledniajac oporu po-
wietrza ani ruchu obrotowego ziemi. Wtedy droga kazdego pocisku
jest — jak wiadomo — parabola, ktérej przedstawienie parametrowe ma
postaé :

xr=uvtcosa

y= — —gt'-{— vl sina
Stad otrzymujemy forme wyrazoa:

x?
E=omte @ — S5 A2
y & 2 vt costa
Oznaczmy tga = ¢, to:

(1 . :
y—¢x+§x( ,,_,H)=0

Zmienoym parametrem jest tu c. Aby otrzymaé obwiednis, tworzymy
pochodng czgstkows wedlug ¢ i otrzymujemy:

—:c-}-é%x‘-i’c:O

Pierwszym pierwiastkiem tego réwnania jest =0 a wtedy i y=0.
Pierwszem rozwiszaniem tego ukladu véwnan jest wige jeden punkt,
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a mianowicie poczgtek ukladu. Jest to wprawdzie punkt bardzo wainy
dla tej gromady parabol, a mianowicie wszystkie parabole tej gromady
przechodza przez ten puakt, nie jest to jednak- cbwiednia. Mamy tu wige
pierwszy przyklad na to, ze warunki (199) wyznaczaja nietylko ob-
wiednig, lecz takze inne linje lub punkty, waine dla zbadania danej gro-
mady. Wylaczywszy to rozwigzanie: z = 0, otrzymujemy:
—1 +-3§ we=10

czyli:

o?

= —
9z

a wstawiwszy to w pierwsze rdwnanie, otrzymamy po uporzgdkowaniu:
A R
Vy=="39n* + 2¢g

Jest to parabola obwiednia calej gromady. Przez obrét tej paraboli w prze-
strzeni okolo ost y-6w otrzymujemy paraboloidg obrotows (por. str. 43—44).
Ta paraboloida jest zatem szukana powierzchnia bezpieczenstwa, oddzie-
lajaca te punkty przestrzeni, ktdre s3 osiagalne z punktu O pociskami
o stalej predkosdei poczatkowej v, od punktéw nieosiggalnych.

5) Dla gromady linij o réwnaniu:

22t ey —1 —¢c=0
pochodng czgstkows jest:

y2—1=0
a stad:
Y= + 1 =¥ Y= — 1
Z pierwszego réwnoania otrzymujemy dla tych wartosei:
224c—1—c=0 czyi 22=1, awigc z=+4+1 z=—1

‘Otrzymalismy wige, jako rozwigzanie tego ukladu réwnan, tylko catery
punkty:

A(+4- 1, + 1)1 B(+ 1, — 1); Cl(— l) + lJa D(_ s 1)
Badana gromada linij nie posiada wige obwiedniej. Natomiast wszystkie
linje tej gromady przechodzg przez cztery stale punkty. Taks gromade
nazywamy pekiem linij, a te stale punkty wierzchotkami tego peku.

W tym przypadku jest to — jak czytelnik latwo stwierdzi — pek
elips. Odrazu z formy réwnania gromady linij mozna poznaé, czy mamy
do czynienia z pgkiem. Rdwnanie peku tem si¢ bowiem charakteryzuje,
Ze parametr ¢ wystgpuje tylko w pierwszym stopniu, a wige to réwnanie
Jma postaé:

f(®y,¢)=g(@,y) +c- h(x,y) =0
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Stad:
of = =
i hiz, ) =0

Podstawiwszy to w pierwsze réwnanie, otrzymamy:
9z, y) =10
Otéz jasnem jest, ze z dwoch réwnan o dwéch niewiadomych:
hiz,y)=0 1 g(z,y)=0
otrzymamy naogél szereg oddzielnych par pierwiastkéw:

: (all bl)} (ai) b!):-"’(a.) bn)
& nie funkeje.

Przez te punkty przechodzs wszystkie linje davej gromady, ss to
zatem wierzcholki danego peku.
6) Dia gromady linij, okreslonej réwnaniem:
f(nyd=y'—y'+(x—cp =
pochodna czastkowa wedlug ¢ ma posta¢:
of

a=—2(x—¢)=0

de
Stad:
T=0¢

Podstawiamy to w pierwsze réwnanie i otrzymujemy:

S

DHD
RIS
)

Fig. 166.

3’5‘0
ed

—

¥y —yt=0
a stad:
y=0 y=+41 i y=—1
Mamy zatem parametrowe przedstawienie trzech linij:
== X=C r=¢
!
ORI TR (5

y=0
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Dane réwnanie przedstawia — jak nietrudno stwierdzié — gromade linij
krzywych, majgcych postaé ésemek (por. fig. 166). Linje L, il s3 wi-
docznie obwiednemi tej gromady, natomiast linja !, nie jest obwiednis,
lecz miejscem geometrycznem wszystkich punktéw osobliwych, wystgpu-
Jacych w poszezegéloyceh linjach badanej gromady.

1) Moze si¢ zdarzyé, ze réwnania f(x,y,¢)=0 i f.=0 tworzg
uklad sprzeczny, a wige nie posiadajg zadnych wspélnyeb rozwigzan.

Tak np. dla gromady ké! spélérodkowych;

2} y?—c=0
otrzymujemy a—f ==—1, a to nigdy nie jest réwne zeru.
8) Gromada krzywych, okreslonych réwnaniem:
y—(x—ep=0

przedstawia zbior parabol trzeciego stopnia, przystajacych i réwmle.gl'ycb
(por. fig. 167). Celem znalezienia obwiedniej tworzymy pochodng wedlug ¢:

Jz—c)2=0
a stad otrzymujemy: :
z=c¢, y=0
Y

/)
// |

Fig. 167.

O

Te dwa réwnania razem dajg parametrowe przedstawienie osi z-6w. Jest
ona istotnie obwieduia, albowiem kaida parabola 3-go stopnia z danej
gromady posiada na osi r-6w punkt przegigcia o stycznej, majacej spa-
dek 0. Ten przyklad obwiedniej jest pouczajscy z dwdch wzgledéw: po
pierwsze widzimy, ze kazda krzywa gromady moze przenikaé obwiednis,
a po drugie, ze obwiednia moze istnieé, chociai krzywe danej gromady
wcale sig z sobg nie przecinaja.
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9) Wyznaczyé obwiedmie gromady ké! o promieniu d., ktérye'h
$rodki leza na.dapej krzywej. Tak np. na fig. 168 sy przedstawione dwie
takie obwiednie dla elipsy.

Jezeli krzywa jest dana zapomocs prrzedstawienia parametrowego:

z=9(f) y=v®
to gromada kél o stalym promieniu &, ktérych érodki lezq na tej krzy-
wej, ma réwoanie:

@— @O +(y — () —d*=0
Zmisopym parametrem jest tu f. Aby otrzymaé obwiednis, tworzymy
pochodng lewej strony wedlug ¢ i kiadziemy jg réwng zeru.

— 2z — @) 9’ () — 2(y — w@E) W' (t) =0
\Y

Fig. 168.

Z tych dwéeh réwnaf obliczamy z — P(t) i y— () i otrzymujemy:

AU dy'(t)
e (t r— 4 ) — oo L
e e 21 ) 3 A 10 l
Y=Y 40 V=20t e+ w'(2)?

To sa réwnania tych obwiednich, przedstawione w formie parame-
trowej. WidzieliSmy, ze te same krzywe otrzymaliSmy, szukajac krzy-
wych réwnoleglych do danej linji (por. § 176, wzory (182)).

Mamy tu wige nowg, rowoowaing z dawniejsza, definicje krzywych
réwuooleglych do danej krzywej. Jeszcze inng definicje otrzymuje sig na
podstawie unastgpujacego twierdzenia.
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Obwiednia gromady prostych réwooleglych do wszystkich styez-
nych danej linji, a lezacych w stalym odstgpie d od nich, tworzy dwie
linje réwnolegle do danej linji. Dowéd tego twierdzenia pozostawiamy
czytelnikowi jako éwiczenie.

Jeteli dang linjg jest linja prosta, to wszystkie te konstrukeje pro-
wadzg oczywiécie do prostych rowuoleglych. Dla kola linjami réwno-
leglemi ss kola spélérodkowe, z ktérych jedno (wewnetrzne) moze sig
gredukowaé do puoktu. Dla elipsy otrzymujemy juz wynik niespodzie-
wanle skomplikowany. Biorac mianowicie rownanie elipsy w formie pa-

rametrowej: '
z=acost, y=bsant

otrzymujemy z powyiszych wrzoréw na krzywe réwnolegle do elipsy doéé
skomplikowane wzory.

bdecost
T=acost + ——
Yaiein?t 4 b3 coslt
adsint

y=beint 4

Va' sind¢ - b2 cos?t

przyczem gérne zoaki nalezs do jednej krzywej réwnoleglej, a dolne do
drugiej. Eliminacja parametru ¢ doprowadza tu do réwnania 8-go stopnia.

oIS

a) b) ¢)
d) e)

Fig. 169.

Krzywa zewogtrzoa ma zawsze postaé owalog, natomiast krzywa wew-
oetrzna moze posiadaé doéé skomplikowana postaé, zaleinie od wielkosei d
W poréwuaniu z osiami elipsy: moze ona posiada¢ cztery punkty zwrotu
i dwa wezly. Tak op. moie ona mied formy, uwidocznione na schema-
tycznych figurach 169 a), b), c), d), e). Linje te wystgpuja w nastgpuja-
cem zagadnieniu wykredlnem.

Checemy przedstawié na rysunku plaskim obrecz (czyli: ,torus“)
o przekroju kolowym, jezeli ta obrgcz (t. j. jej kolo osiowe) jest nachy-
lona do plaszezyzay rysunku pod katem réznym od 0° i od 90°. k

Obrgez taka powstaje, gdy kolo k, lezace na plaszezyznie prosto-
padlej do plaszczyzoy drugiego kola k, (osiowego), posuwa sie tak, ze
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jego érodek lezy zawsze na k,. Obrgcz taks mozemy te:-pojmowaé jako
obwiednig kul o stalym promiemu, ktérych érodki lezs na kole, zwanem.
osig tej obrgezy. Na rysunku przedstawi sig ta o8 jako elipsa, kazda zas
kula jako kolo o stalym promieniu, a o §rodku na tej elipsie. Kontur
rysunku tworzyé wige beds dwie krzywe réwnolegle do tej elipsy. Otéz za-
leznie od polozenia tej obrgezy i od jej ,grubosci* mozemy otrzymaé na
kontur wewngtrzny wszystkie rodzaje linij réwnoleglych do elipsy, przed-
stawione na fig. 169; widoczne beds zwykle tylko te czeéci, ktére ozna-
czono na rysunku linjg grubszy, nieprzerywans.

10) Jezeli promienie réwnolegle lub wychodzace z jakiegos punktu S,
padajg na zwierciadlo krzywe, to po odbiciu si¢ od tego zwierciadla
wedlug praw optyki tworzs one gromadg linij prostych, ktére w ogél-
nosci nie schodzg sig w jednym punkeie ani nie sg do siebie réwno-
legle. Jezeli istnieje obwiednia tych
promieni odbitych, to nazywamy ja
katakaustykq. Xatwo mozpa znalezé
dla zwierciadla walcowego prze-
kroj takiej katakaustyki plaszczyz-
ng réwnolegly do promieni padajs-
cych, wzglednie plaszczyzng, prze-
chodzgcs przez S. Zajmiemy sig
tu tylko tym pierwszym, prostszym
przypadkiem.

)

Dana jest krzywa przekroju
zwierciadla walcowego (por.fig. 170)
o réwnaniu:

f&m=0

Na to zwierciadlo pada wigzka promieni réwnoleglych do osi Y, a wige
réwnanie kazdego promienia padajacego ma postaé:

Fig. 170.

z=t
Chcemy znalezé réwnanie promienia odbitego. Kat @ normalnej do zwier-
ciadla w dowolnym punkcie z osiy z-6w ma spadek:

1
7 (&)
Promieni odbity tworzy z osis z-6w kat y =2a —90° (por. fig. 170),
a wige:

tga = —

1 — o
27
Réwnanie kazdego promienia adbitego ma wige postaé:

tgy = —ectg2a = —

v—')=—l—z;f—""(z—§J
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czyli:
(@ — E)Y — 1) + 29/ (y — 1) = 0 = F(,y,£)

Uwazajmy § za zmienny parametr, to 7 jest funkejs &, a zatem mamy
tu jednoparametrows gromadg promieni.

Obwiednig znajdziemy, dolaczajac do tego réwnania warunek:

IF
%= 0= —(@— 297" + 29" (y — 1) — 29'¥=0

Z tych dwéch réwnah latwo jest obliczyé o — £ i y — 7 i ofrzymuje elge

Fig. 171.

Jest to parametrowe przedstawienie katakaustyki, albowiem 7 jest fankejs
zmiennej £ ktéra jest parametrem dla tego przedstawienia.
Tak op. dla zwierciadla walcowego o przekroju kolowym, dahym
zapomocs réwuoafh:
E=acost, n=asint

otrzymamy dla promieni réwnoleglych do osi y-6w katakaustyke:
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x=%(3cost+cos3i)

y=%—(38int+8in3t)
Jest to epicykloida (por. fig. 171), powstajaca przez toczenie sig kola
o promieniu% po kole o promieniu %. Gdyby za$ promienie wychodzily

z jednego punktu A na obwodzie kola, to jako katakaustyke otrzymali-
bysmy kardioidg (por. § 153, fig. 136),

Podobnie wyznacza sig diakaustyke, t. j. obwiednig promieni zala-
manych. Okazuje si¢ np., ze juz w pajprostszym przypadku, gdy pro-
mienie, wychodzace z jednego punktu, zalamujs sig na linji prostej, otrzy-
mujemy jako diakaustyke linjg dosé skomplikowans, a mianowicie ewo-
lute elipsy (por. § 185, fig. 154).

Dalsze wiadomos$ci o katakaustykach i diakauvstykach moze czy-
telnik znalezé w ksigzce G. Lorii (cytowanej juz w § 19 na str. 81).

§ 190. Asymptoty.

Dla calkowitego scharakteryzowania przebiegu linji krzywej, o ile
sig ona rozciaga w nieskoficzono$é, waznem jest zbadanie, jak sig ta linja
zachownje, gdy jej punkty oddalajy si¢ do nieskonczonosci, t. j. gdy ich
odleglosé od poczatku ukladu wazrasta nieograniczenie. Zdarza sig bardzo
czesto, ze linja wyprostowuje si¢ wtedy poniekad w ten sposéb, ze punkty
jej dazgq do puoktéw jakiejs prostej (jak np. w hiperboli). Jezeli istnieje
taka linja prosta, ze odleglosé punktu, lezacego na krzywej, od tej linji
prostej dazy do zera, gdy punkt na krzywej dady do wieskonceonosci, to
te prostq nazywamy asympiotq badanej lingi.

Punkt moze dazyé po linji krzywej w nieskoficzonoéé albo w ten
sposéb, ze y dazy do nieskoificzonosei, gdy x dazy do liczby skonczone)
z jednej lub z drugiej strony, albo = dazy do nieskoficzonosei, gdy y dazy
do skoniczonej liczby, albo wreszeie réwnoczesnie > oc i y —> oo,

Réwnanie linji prostej przedstawia sig¢ w postaci y == ax -} b, o ile
nie jest ona prostopadla do osi x-6w lub w postact z = ¢, gdy jest pro-
stopadla do osi z-6w. Te dwa przypadki trzeba zbadad osobno.

A) I tak koniecznym i dostatecznym warunkiem na to, by prosta
o réwnaniu x ==c¢ byla asymptots linji o réwnaniu y= f(x), jest, aby:

lim f(z) = oo
Wtedy istotnie odleglodé AP=d =a — c (por. fig. 172) daiy do zera,
a réwnoezesnie puokt P oddala si¢ do nieskoficzonosel Moze sig przytem
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zdarzyé, ze x = c jest asymptots zaréwno dla prawej jak i dla lewsj
galezi linji krzywej (jak na fig. 172), przyczem y — 4 oo zaréwno dla
c<zx—>c jak i dlac=>z— ¢ (np. dla 1Y

© 1 '
y= @ =3 przy x— 3) albo y— -+ oo,
gdy z dazy do ¢ z prawej strony a
y—> — oo, gdy x dazy do ¢ z lewej

strony (np. dla y = przy x — 3),

z—3
a moze byé takze tak, ze linja x==c¢
jest tylko jednostronng asymptots, jak
np. prosta x — 0 dla linji, okredlonej }
réwnapiem y==Ilogz lub dla linji o réw- __J c X

1 O (L r % P
naniv y=¢*. W tym ostatnim przy-
kladzie y - + oo, gdy 0 <z — 0,

a y—0, gdy 0>x—0 (por. fig. 173). Fig. 172.
Aby wige wykryé asymptoty prostopadle do osi z-6w, trzeba wy-

AY

Fig- 178.

znaczyé wezystkie skorczone wartosci zmiennej z, dla ktérych y daiy do
nieskofnczonodei. b
Przyklad. Wykryé asymptoty prostopadle do osi- z-6w dla Lnji
o réwnaniu:
xy—2x—9y+5=0
li:
5 _22z—5b
5 S

Tutaj rzedna y daty do oo tylko wtedy, gdy z—>-+ 3 lub gdy x—)TS.
Proste o réwnaniach z =23 i x=— 3 s wigc asymptotami. Zbadajmy
dokladnie polozenie badanej linji wzgledem tych asymptot. Gdy x dazy
do 3 3 prawej strony, to y pozostaje stale dodatnie i dazy do - oo.
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Gdy zad x dazy do 3 z lewej strony, to poczawszy od x = § jest y stale
ujemne i dazy do — oo (por. fig. 174). Gdy x dazy do — 3 z prawej
strony, to y—» - oo,
a wreszcie, gdy x dazy
do — 3 z lewej strony,

& to y — — oo. Badana
L linja ma wigc przebieg
A o X podany na fig. 174,

¥

Podobnie zachowu-
Jja sig wzgledem swych
asymptot linje o réwna-
niach y=tgzx i y=
= cigz; dla tych linij
Fig. 174. i1stnieje  nieskonczenie

wiele asymptot.
Poleca sig czytelnikowi dla nabycia wprawy znalezienie asymptot pro-
stopadlych do osi z-6w dla cisoidy, t. ). linji o r6wnaniu: 23+ zyt—2ay?=0

a—x
a-fx

Podobng droga moznaby wykrywaé asymptoty réwnolegle do osi z-6w,
jednakze takie asymptoty mieszcza sig juz w ogélniejszej formie y=azx + b,
ktérej dyskusje przeprowadzimy obecnie.

B) Zal6imy, ze istoieje taka linja prosta, nie prostopadla do osi
z-6w, a wigc o réwonaniu y = ax -+ b, ktérej odleglosé¢ od punktu, leis-
cego na krzywej y = f(x), dazy do zera, gdy x dazy do -}- oo lub — co.
Zobaczymy, jakie warunki muszs wtedy spelniaé¢ spélezynniki a i b tej
prostej.

Odleglosé punktu od prostej wyraza si¢ — jak wiadomo — wzorem.

i dla strofoidy, t. j. linji o réwoanin: y?=2?

(4) P 8 el
V14 a®
Poniewaz jednak a = tga, gdzie a jest katem tej prostej z osig x-6w-
1 :
0= 2y — 2y = °
przeto 1 ~+a =J1 +tgla = [/secta = [cosa|’ A wige:

d=|(y — az — b)cosa|
Kat a jest w my$l zalozenia réiny od 90° wigc cosa =0, a zatem &
dazy do zera wtedy i tylko wtedy, gdy:

lim(y —ax — b)=0

£ =00

Tutaj z,y s spélrzgdnemi punktu, lezacego w ogélnodei poza dans linja
prosts, a mianowicie na badanej linji y = f(z).
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Musi sig wige spelniaé warunek:
®)  lim (@) —az—b)=0
Réznica f(z) — az — b= g(z) jest wige taks funkcjs zmiennej z, ktéra
dazy do zera, gdy x daiy do co. Wobec tego:
f@) _, b _ et

x 4 x

dazy takie do zera, a stad wynika, ze:

im 7@ _
(200) 31:1 o e
Z warunku zad (B) otrzymujemy:
(201) lim (f(z) — az)=b

Jezeli wige prosta o réwnaniu y =— ax - b jest asymptots linji o réwna-
niu y = f(x), to a i b tej prostej musza spelniaé warunki (200) i (201).
Odwrotnie: jezeli istniejg liczby a 1 b, spelniajace warunki (200) i (201),
to odleglodé prostej o réwnaniu y = ax -+ & od punktu na linji y = /()
dazy do zera, gdy x — oo, jak to wynika z wzoréw (B) i (A), a wige
prosta jest asymptots.

Wzory (200) i (201) podaja wige warunki konieczne i dostateczne
dla istnienia asymptoty nieréwnoleglej do osi y-6w. '

Przy wyznaczaniu takiej asymptoty nalezy najpierw obliczyé a
z wzoru (200), a przy pomocy znalezionego a nalezy obliczyé b wedlug
wzoru (201).

Przyklady. 1) Znalezé asymptote nierdwnolegls do osi y-6w dla
linji, om6éwionej w poprzednim przykladzie (por. fig. 174):

22 —5
e

Otébi:
9 __

[&|on

f(x)

x

& |
©

xt —
Stad:

a=ln? =0
z—s00 &

b =lim (y — az)=lim {2—3—_—::5-——0-.'3) =0

2—»00 :—-’o?\x"—‘ 9
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A wige asymptots jest prosta o réwnaniu: y =0sz -0 czyli 0§ z-6w:
y=0.

2) Wyznaczyé wszystkie asymptoty linji, ktérej réwpanie jest po-
dane w formie uwiklanej:

28—y - T=0

Szukamy najpierw asymptot réwnoleglych do osi y-6w. Z danego row-

nania wynika:
Y= _____L

y= -i-2|/w+7 b y=~— l/

Mamy wige dwie linje, lezace symetrycznie wzglgdem ost z-6w, a zatem
wystarczy zbadaé jedng z nich, np.

a zatem:

popny
x

b3

y=
Ta fuokcja jest okreélona nie dla wszystkich x, lecz tylko w przedzia

3
%ach (— oo, — J/7) i (0, + o).

Szukamy najpierw asymptot réwnoleglych do osi y-6w. Widoczoem
jest, Zze y.—> -} oo, gdy = zdgza do zera z prawej strony, z lewej zad
strony zera niema punktéw badanej linji. O y-6w jest wige asymptots
(jednostronng).

Inne asymptoty otrzymamy z warunkéw (200) i (201), przyczem
jednak trzeba osobno badaé przypadek, gdy & — - oo a osobuo, gdy

x—> —oo, I tak:
Wt i)+l

fim Z --hm = Hm --lun 1=—l-=a,
x-r4ooll  x->foo x 2= 00 xt x-»+co2 3 2
1 1
— x2+_.
im L anli .?t el 8§ -
oot s 50 o i | SN Bt i

Uwaga. Przy takich rachunkach, w ktérych chcemy weiggngé pod pierwiastek
jakas liczbe, trzeba dobrze uwaiaé na to, czy otrzyma ei¢ wynik dodatni czy tes
ujemny i znak ten musi wystypié wyrainie przed pierwiastkiem, albowiem sam pier-
wisstek pojmujemy zawsze jako liczbg dodatnig. Tak np. przy zdgZanin & do —
wystarczy braé ped uwage ujemns.wartoSci &, a wige zamiast # moZna napisaé — = Z’H

s nie Ja'.
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O ile wigc istniejg as&mptoty o tych spadkach a, i a;, to muszs
mie¢ réwnania:

y=3z4+b 1 y=—3tzx4b

Do obliczenia & i by uiywamy wzoru (201). Otéz

x4 1 — ot
2 . e s
Jim(3Va* + 2 — ga) = glim 0 T el
xt _'_1 —

llm(&y_’-}.l +§x)—§llm Vx’-l--l——-x_():b'

A wigc asymptotami nieréwnoleglemi do osi y-6w s3:
) . y=kr i y=—ix
Dla drugiej funkcji: -
—3le+ 1

nie trzeba juz powtarzaé rozumowai, lecz wystarczy znaleZé symetryczne
odbicie calej figury w osi z-6w. Otrzymamy w ten sposdb linje, przed-
stawiong na fig. 1756. Widzimy, ze asymptota y ==z jest z jednej strony

\

Y.

Fig. 175.

asymptota dla prawej czesci dodatniej galezi, z drugiej zas dla lewej czq-
éci ujemnej galezi. Podobnie y = — §z jest asymptots lewej czedci dodat-
niej galezi i prawej czgéci ujemnej galezi.

Dyskusja, ktéradmy tutaj przeprowadlel jest doéé ucigliva 1 wy-
maga wielkiej uwagi. Szybeiej dochodzi si¢ do celu dla wezystkich linij
algebraicenych (por. § 24 A) przy pomocy nastgpujgcej metody, ktdrej
pie bedziemy tu blizej uzasadniali.

Rachunek rotniczkowy i catkowy. 38
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Dzielimy cale réwnanie przez x w potedze, réwnej najwyzszemu

stopniowi wyrazéw tego réwnania; a wigc w naszym przykladzie przez
23, Otrzymamy:

St p e
1 4(x)+x,_0
Gdy z—> a0, to ¥ —> a, 1 zostaje:
z
1%40':0

a stad: @y =+ §, aq; =— . ;
Celem obliczenia b, i b, wstawia sig w dane réwnanmie raz y =
=a,x+ b, a drugi raz y =a,x -} b.
W ten sposéb np. dla a, = -} § otrzymamy:
2! —4x(fx 4024+ 1=0
czyli:
—4x% —4zxb*+7=0
Dzielimy cale réwnanie przez potgge o jeden nizszg anizeli poprzednio
1 otrzymujemy :
b3 e 0

—4b —14 =
Gdy z—> oo, to b—> b,, | otrzymujemy pa wyznaczenie b, réwnanie:
—4b, =0
Stad: b, = 0. Podobnie obliczy sig b, =0, a wige asymptotami sg:
 y=idz i y=—{a

jak to znalezliémy poprzednio bezposrednio.
Niechaj czytelnik wyznaczy tg drogs asymptoty linij:

28— xy?*—H(x?4-y*)=0 (Odpowiedi: x=—05, y=2—b5, y=—=x4-0)
B9y Bo—10y+T=0( ,  y=}s+§, y=—}4r—4)

3) Zbadaé asymptoty liécia Descartes’a (por. § 19, fig. 47 i § 187,
przyklad 1), uiywajge parametrowej formy:

3kt 3kt?
sl T LSRR e B

Zbadajmy pajpierw asymptoty réwnolegle do osi y-6w. Trzeba wige zba-
daé, czy istniejg takie skoniczone z, dla ktérych y — oo. Oté y dq.iy do
+ oo lgb do — oo tylko wtedy, gdy mianownik dazy do zers, t. ). gdy
t—» — 1 ze ‘strony prawej lub lewej. Wtedy jednak takie x dazy do
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— oo lub do -+ co. Niema wige takich skonczonych z, dla ktérych
¥ —> + oo, a zatem niema asymptot réwnoleglych do osi y-6w.
By zbadaé inne asymptoty, tworzymy:

y

ImZ =limt=—1=a
x>0 L £—p—1]
A wige, o ile istnieje asymptota, to musi mieé spadek @ = — 1, a zatem
jej réwnanie musi mieé postad: y = —x 4. b.
Wartodé & obliczamy wedlug wzoru (201), & mianowicie:
3kt 3kt \ .. Bk(t*4-0)
Jim(y +2) = lim 5 T L SN
Stad otrzymujemy np. przy pomocy reguly Hospitala:
lim(y—|—x)=lmW=-—-k=b
x—00 ta—) ots

Zatem asymptota 1stoieje i ma réwnanie:
y=—zxz—=5k

Asymptota ta jest uwidoczniona na fig. 47, na str. 77
4) Lipnja o réwnaniu:
& = G

posiada iong asymptotg, gdy x—» oo a inng, gdy x—>— oo Otrzy-
muje sig, jak nietrudno sprawdzié:

y=-+4z i = -2

Linja leiy calkowicie po dodatniej stronie osi x-6w, pod asymptotaml
(pojmowanemi jako pélproste, wychodzace z ich punktu przecigeia sig,
t. j. z poezatku ukladu).

§ 191. Zwigzek asymptoty z styczng.

Twierdzenie: jeseli styczma dasy do jakiej$ prostej granmicznej, gdy
punkt oddala si¢ po linji krzywe} nieograniczenie od poczqtlu ukéadu, to
ta graniczna prosta jest asymptota.

Uwaga. Méwimy, ze prosta o réwnaniu: y=fi(a + f,(t) dg2y do prostej
y=ax b przy ¢t dgiacem do {, gdy ‘hm‘ f(tHy=ga i _I_i‘mkf,(t) == oh
— 4 3

Dowéd. Weimy pod uwage najpierw takie linje, ktére nie majg
asymptot réwnoleglych do osi y-6w.
- 38*



596

Réwnanie stycznej ma wtedy post&é:

: ¥y — 4 =4z —2a)
czyli:

Yy=4HZ =+ — =)
Jest to zatem prosta o spadku a(z;) = y;, odcinajgea na osi y-6w
odcinek b(z,) =y, — z,4;.
Zakladamy, e ta stycena dazy do jakiegos granicznego polozenia,
gdy x; — oo, to znaczy, Ze istniejg granice:

lim a(2,) =lim y; = a,

Jim ) =Jim 0, — .4 =

Graniczna prosta ma zatem réwnanie: y = a,x -}~ b,.

Twierdzimy, ze ta prosta jest asymptots.

Obliczmy dla asymptoty spadek a i odcinek » wedlug znanych
wzoréw. Otéz:

a=lim 2
5 o0 Ty

Poniewaz wraz z x, réwnaczednie i y, daiy do nieskohiczonoédei (wyklu-
czylidmy bowiem narazie asymptoty prostopadle do osi z-6w), przeto mamy

to wyrazenie oieokreslone postaci g Na mocy reguly Hospitala otrzy-

mujemy:
a=lim ¥ =g,

£, —>00

poniewaz wedlug zaloienia istnieje lim y; i jest réwny a,.

Padobnoie:
Z‘ —_a x‘ y; _.—.y_‘-
1 . % ; zi " .
b =lim (y; —az,)==lim i = lim — = lim (y, — z,¥;) = b,
5? @

A wige asymptota istnieje i ma réwnanie:
y=a,x+ b
Dla asymptoty z == ¢, réwnoleglej do osi y-6w, mamy lim y = co. Spa-

dek stycznej do takiej galezi krzywej moze dgiyé tylko do oo, gdy
x—>c, a poniewaz odcigta punktu styeznodci dazy do ¢, przeto styczna
dazy do prostej] x=c¢c A wige i w tym przypadku styczoa dazy do
asymptoty. Nie valezy jednak sadzié, Ze kaida asymptota jest granicznem
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poloteniem styeznej (czyli jak niekiedy méwis ,styczng w nieskohiezo-
nodei“). Asymptota moze bowiem istnie¢, chociaz styczna nie dazy do
2adnej granicznej prostej. Tak np. dla krzywej (fig. 176) o réwnaniu:

cos x

x

o8 z-6w jest asymptotg, bo odlegloé¢ punktéw tej krzywej od tej osi daiy
L

Fig. 176

do zera, gdy x — -} oo lub gdy x — — co. Ta odleglodcig jest tu mia-

nowicie rzedoa: y, a lim 2% — 0 jako iloraz ograniczonej funkeji

flx) =cos z 1 nieograniczonej funkeji g(x) = x.
Wykazemy natomiast, ze styczna nie dazy tu do Zadoego granicz-
nego polozenia. I tak réwnanie stycznej ma postaé:

¥y — ) =nx—z)

czyli: :
_ ez _ — 8N :t:,2 — Cco8 T, B e 2]
T} s

Zbadajmy styezne w punktach, w ktérych dana linja przecina dodatnig

3 .
of z-6w, t. j. w punktach %. -—;, ogolnie; (2n 4 l)g.
Dla m=g otrzymujemy:

0= l(x—?—t}
o _—E 2

2
Ta styczna przecina of y-6w w punkcie 2 =0, y =1 (por. fig. 176).

Dla z = 3—27} otrzymujemy
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Ta styczna przecina of y-6w w punkcie x =0, y=— 1. Wszystkie
e
styczne w punktach o odeigtych: x = (22 | l)g przechodzg albo przez

punkt A(0,+ 1) albo przez puokt B(0, — 1); przez kaidy z tych pun-
ktéw przechodzi nieskonczenie wiele takich styeznych.

Stad widzimy, ze styczna nie dyzy do zadpego granicznego polo-
zenia, albowiem jej odcinek b na osi y-6w oscyluje ustawicznie pomig-
dzy —1 a + 1. .

Nie nalezy zatem ideutyfikowad asymptoty z granicznem polozeniem
stycznej. Definicja asymptoty, jako granicznego polozenia stycznej, jest

bowiem zaciasna, nie obejmuje wszystkich przypadkéw, podpadajseych
pod pierwotng definicje.

§ 192, Zwiazek asymptot z asymptotycznem zdazaniem dwéch
funkcyj do siebie.

W § 168 oméwilismy asymptotyczne zdazanie jednej funkeji do
drugiej, a mianowicie, jezeli
lim (%) =5
x—00 g(x)
to méwimy, e f(z) dazy asymptolycznie do g(x) i odwrotnie. Jezeli linja

y = f(z) posiada asymptote y = az 4 b, to f(z) daty asymptotycznie
do az -4- b, albowiem:

f(x)
: f(x) . x a
Jim ——=lim — =—-=1
:—pnt:oax‘}—b x—fooa+£ a

Jednakie pietylko ta prosta g(z) =ax - b daty asymptotycznie do f(z),
lecz takze kazda inna réwnolegla do niej prosta, np. ax - 2b, a takie
rozmaite inne linje, np. g(x) = az |- V=.

Dla asymptoty zachodzi zatem co$ wigcej, anizeli zdazanie asympto-
tyczne, a mianowicie nietylko blad wzgledny dazy do zera, gdy zasta-
pimy f(x) funkcja g(2), t. j. nietylko:

lim f®) = 9@ _ tim ({'(1)_1) =0
=300 9(.”) X=»>00 g(.’ﬂ)

lecz takze blad bezwzgledny daty do zera. Jezeli bowiem prosta g(z)==
=ax 4 b jest asymptota, to:

lim (f(x) — g(#)) = lim (f(z) — az — b)=0
w myél wzoru (B) na str. 591.
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O takich dwéch funkejach, ktérych blad bezwzgledny dgty do zera,
gdy z dazy do oo, méwimy, 2e sg sobie asympiotycznie réwne.

Uwaga. Niektorzy autorowie hazywajg asymptotycznie réwnemi funkcjami dwie
funkcje, ktore dgzg do siebie asymptotycznie, bez wzgledu na to, czy blad bezwzgledny
f(@)— g(x) dazy takze do zera, czy tez nie. Odrdznienié tych dwéeb przypadkéw
moze byé jednak pozytecznem.

W ten sposéb mozna wprowadzi¢ opréez asymptot prostolinjowych
takze rozmaite asymptoty krzywolinjowe, np. paraboliczne. Jezeli sig miano-
wicie dla danej funkeji f(«) zonajdzie taka parabola g(x)=ax?+ bx-|-c, e

lim (f(z) — g(x)) =0
to tg parabole nazwiemy paraboliczng asymptots danej funkeji. Tak np.

2t — 22" 4z-+5
—3

x

dla funkeji: f(z) = paraboliczng asymptots jest g(x)==

=a'4 x4 1, albowiem f(z)=z'+2z+T+ .2—2_63, a wige lim (f(x)—g(x))==0.

Te dwie funkcje sg zatem asymptotycznie réwne, Dla wielkich z mozna
zastapi¢ jedns funkecje drugs.




ROZDZIAL XVI.
Wzory interpolacyine i metody przyblizonego rozwig-
zywania rownan.
Ustep L
WZORY INTERPOLACYJNE.

§ 193. Ogéine zagadnienie interpolacji.

OgdSlne zagadnienie interpolacji mozna sformulowaé w nastgpujscy
poséb. Dla skonczonego ciggu wartoSci zmiennej niezaleznej:

Ty Ly, Tgy Ty -+ Ly
znamy odpowiadajsce im wartosci zmiennej zaleznej:
Yor Y1 Y20 Y35 :-+ Yn

Chcemy zbudowaé jakakolwiek funkcje y = I(z), okreslong bgdito dia
wezystkich x, badZto tylko dla skonczonego przedzialu, zawierajacego

y>=

.XO X‘ Xz OI x; x4 Xn

Fig. 177.
wszystkie dane wartodei z, ktéraby przyjmowala juito &ciéle te dane
wartodci y,, juito wartoei, nieznacznie tylko od pich odbiegajgce.
Zagadnienie to mozemy przedstawié w nastgpujacej geometrycznej
postaci. Dany jest na plaszezyznie skonczony zbiér oddzielnych punktéw
Ay (x0, #o)y Ay(Xyy Y1)yer. An(Z4y y,) (por. fig. 177). Cheemy znalezé linje,
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ktéra bgdito przechodzi dokladnie przez te wszystkie punkty, jak ap.
linja K na fig. 177, badéto przewija sig pomigdzy temi punktami, od-
chylajge sig nieznacznie od nich wezystkich, jak np linja L na fig. 177,
= Kazda taks fuokeje I(x) nazywamy wzorem interpolacyjnym dla
danego zbioru par liczb. Znalazlszy jakis wzor interpolacyjny, mozemy
obliczaé wartosei y takze dla tych posredoich wartosei x, dla ktérych
zgéry nie sg podane zadne wartosci, czyli mozemy pomiedzy dave war-
tosel Yo, ¥y, ¥y, .. wStawiaé nowe wartosel, zgodne z wzorem [(x). Takie
wstawianie nowych wartosci migdzy wyrazy jakiegos ciggu, wykonywane
na podstawie przyjetego wzoru interpolacyjnego, nazywamy interpdlacig
tego ciaggu. Jezeli funkeja [(x) jest okreslona takze poza najmniejszym
przedzialem, zawierajacym wszystkie dane z, to mozemy obliczac¢ takze
wartosei y dla wartodei x, lezgcych poza tym przedzialem: takie poste-
powanie nazywamy extrapolacjq danego ciggu wartosel y,, ¥, Y- .--

Uwaga. Problem interpolacji uogélniono takze na nieskonczone ciggi par war
todei (x, y) tutaj jednak nie bedziemy si¢ tem ogodlniejszem zagadnieniem zajmowali,
ze wzgledu na mniejsze jego znaczenie dla celéw matematyki stosowanej.

“ Zagadnienia interpolacji ss nadzwyczaj doniosle we wszystkich
naukach, opartych na spostrzezeniach pomiarowych. Jezeli bowiem otrzy-
mamy z pomiaréw skonczona liczbg par wartosei dwéch, zwigzanyeb ze
sobs zmiennych, to checemy zwykle zbiér tyeh par ujaé w jakié wzér
ogblny, pozwalajgcy obliczyé wartosei zmienne) zaleinej takie dla tyeb
wartosei zmiennej niezaleznej, dla ktérych nie wykonano pomiaréw
Czasem jest zgéry podana ogdlna postaé takiego wzoru, na podstawie
jakiejs zgéry przyjetej bipotezy, a trzeba tylko ten wzér dostosowac
do konkretnego, szczegélowego przypadku, przez obliczenie stalych spél-
czynnikéw lub innyeh ogélniejszych- parametréw, wystopujacych w przy-
jetym wzorze ogélnym. Tak sig postepuje np. w astronomj przy wy-
znaczaniu drég komet, o ktérych na mocy praw mechaniki cial niebie-
skich zakladamy, ze sg linjami drugiego stopnia. Czasem chcemy wy-
prébowaé, ktéra z réznych dopuszczalnych hipotez najlepiej si¢ zgadza
2 wynikami dodwiadcezen. Czasem zsowu chodzi nam tylko o wygodne
rachunkowe ujecie calej serji spostrzezer, bez pretensji do stawiania
jakiejs ogdlnej hipotezy. Tak postgpuje sig np. cz¢sto w zagadnieniach
techniki, budujac t. zw. empiryczoe wzory. Wreszcie interpolacja odgrywa
bardzo wazng rolg przy tabelarycznem przedstawieniu funkeji- wartosei
funkeji po§rednie, nie zawarte w tablicy, oblicza sig przy pomocy wzo-
réw interpolacyjnyeh, zbudowanych w najprostszym przypadku dla dwéch
sasiednich par (2,,#,) i (x3,,) z tablicy (ap. w logarytmach do 7 eyfr).
Czasem trzeba uzywaé trzech par {z;,3), (s %2), (%3, ¥s) (np. w loga-
rytmach 10 cyfrowych) a ogélnie bierze sig pod uwage n par kolejnych
z tablicy i buduje sig ogélny wzér interpolacyjny.
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Tak postawione zagadnienie interpolacji jest jeszcze pod wieloma
wzgledami nieoznaczone. I tak przedewszystkiem trzeba odréznié te me-
tody interpolacji, w ktérych zadamy, aby zbudowana funkeja przybrala
écisle zgdane wartodei, od tych metod, w ktérych poprzestajemy na funk-
cjach, odchylajscych sig nieznacznie od danych wartosci. Ty drugs grups
zagadnieq zajmowaliémy sig juz nieco w rozdziale poswieconym extremom
(por. § 151 i § 158). W tym rozdziale zajmiemy sig dokladniej tylko
pierwszg grupg metod, t. j. fupkejami, przybierajscemi écisle podane
wartosel. Jednak i przy tem ograniczeniu zagadnienie jest jeszeze nie-
oznaczone, dopuszeza nieskoniczenie wiele rozmaitych rozwigzan. Jest to
np. jasnem w geometrycznem sformulowaniu zagadnienia interpolacji.
Widaé mianowicie z fig. 177, e przez n danych punktéw mozna prze-
prowadzié nieskodczenie wiele linij krzywych, a wigc istnieje nieskori-
czenie wiele funkeyj, spelniajscych zadane warunki. Sposréd tej mno-
gosci funkeyj nalezy zatem wybraé pewne kategorje, badéto szezegélnie
proste, badito szczegélnie dobrze sig nadajace do ujecia badanego zjawi-
ska we wzér matematyczny. Najbardziej rozpowszechnione i najlepiej
opracowane ss dwie metody: jedna z nich, zwana interpolacja parabo-
liczng, polega na uzyciu parabol rozmaityeh stopni, czyli wielomianéw jako
wzordéw ioterpolacyjnych: I(z)= a, + a, z + a, 2 + ... + a, 2™, druga
cad, interpolacja trygonometryczna, polega na uzyciu funkeji, zwanej wie-
lomianem trygonometrycznym, przedstawiajacej sume drgar harmonicz-
nych prostych:

I(z) = $a, + a, cosx + b, sinx + ay co8 2z 4 b, sin 2x -+ ...
-+ a, cosnx +-b, sinnx

Ta druga metoda nadaje si¢ szczegdlpie dobrze do przedstawiania zja-
wisk perjodycznych. Obydwie te metody nadajs si¢ zaré6wno do inter-
polacji jak i do extrapolacji, albowiem obydwie te funkeje sg okreslone
dla wszystkich x, takze z poza przedzialu, w ktérym si¢ mieszcza z,,
Z,,...x,. W tym rozdziale zajmiemy sig tylko interpolacjs paraboliczng
a interpolacje trygonometryczng oméwimy w drugim tomie, w zwigzku
£ rozwijaniem funkeyj na nieskoriczone szeregi trygonometryczne.

Ale pawet przy ograniczeniu si¢ do jedoej z tych metod, w naszym
przypadku do interpolacji parabolicznej, zagadnienie jest jeszcze nieozna-
czone, dopbki nie ograniczymy stopnia paraboli (wielomiapu).

Tak np. przez dwa dane punkty mozna zawsze przeprowadzié
badzto linje prosts (ktéra moglibydmy uwazaé za parabolg 1-go stopnia),
badzto parabolg 2-go stopoia, 3-go stopnia i t. p.; przez trzy punkty
mozna zawsze wykresli¢ parabolg stopnia nie wigkszego jak 2 (tj. zwy-
czajng parabole lub linje prosts, o ile te trzy punkty leig na jednfaj
linji prostej) lub parabol§ stopoia 3-go lub 4-go i t. p. Zagadnienie stanie
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sig jedoak zupelnie dokladnie ocznaczonem, jezeli zazadamy paraboli
mozliwie najniZszego stopnia, przechodzgcej przez # -1 danych punktéw
(Z0s Yo) (@1, 1), (%2, 93) ... (%4, ¥,) czyli wielomianu mozliwie bajnizszego
stopnia, przybierajgcego -dla 7 4- 1 danych ‘wartosei =, podane zgéry
wartosci ¥.

I tak w nastgpoych paragrafach zbudujemy taki wielomian stopnia
conajwyzej n-tego, ktéry spelnia zadane warunki. Ma on wige postaé:

I(x)=ay+ a,x - a;2% +-.... +a,2"

zawiera zatem n - 1 spélezynnikéw, z ktérych niektére moga byé ze-
rami, zaleznie od szczegdlowych wartodei (z,, y,). Istnieje nieskonhczenie
wiele wielomianéw wyzszego stopnia. ktére spelniaja zadane warunki;
takim jest np. kaidy wielomian postaci: I, (x) -+ (x — z,)(® — ;) .. ..
(x — w,)- W(x), gdzie W(x) jest zupelnie dowolnym wielomianem. Jed-
nakie précz I,(z) niema zadoego innego wielomiaou stopnia conajwyzej
n-tego, ktéryby spelnial 2gdane warunki. Gdyby bowiem istnial drugi
taki wielomian:

K (x)=1b, + bz 4 by’ +.... + b, 2"

przyczem niektére b moga byé takze zerami, to wielomiany I,(x)i K,(x)
bylyby sobie réwne dla n -4 1 wartodci x,, 2,2, ....%,. Wiemy zas
z § 22, ze takié dwa wielomiany stopnia n-tego lub niiszego muszg byc
tozsamosciowo réwne czyli identyczne, a wige musi byé:

bn=ao, bl = a4, b’ = Qg,.... b,'_—.-a,'

Zagadnienie nasze jest wige jednoznacznie rozwigzalne, o ile wogéle
posiada rozwigzanie. Ze zaé rozwiszanie istoieje, to okazemy przez fak-
tyczog kounstrukeje takiego wielomianu.

Uwaga. Czytelnik, obeznany z zastosowaniem wyznacznikéw do rozwigzywania
ukladéw réwnan linjowych, znajdzie z latwoscig odrazu rozwigzanie tego zagadnienia
w nastepujacy sposéb. Z zgdanych warunkéw wynika nastepujgcy uklad n+1 réw-
nan linjowychb na wyznaczenie niewiadomych @y, @,,....04:

@+ ;20 +- 6,75+ ...+ 8,25 =1y,
ap+ 6,7, + a, 71 +... F 6,7 =

ao+a| u+ai + +dn.z:=yn

Sted otrzymuje si¢ 8,,8,.,. .., a, w sposéb jednoznaczny jako ilorazy wyznacznikow, np..
Yo' Ty G X, 1 2, 43...23
o R R BEA] 1 2, 2§...27
BT kA o R e L
y’l Iﬂ x“l"'x: I l z’l z’l"‘fﬂ
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W teorji wyznacznikéw okazuje sie, Ze wyznacznik, przez ktéry tu dzielimy, jest
zawsze rozny od zera (poniewsi &,, &,, &, ... T, ba liczbami réznemi od siebie). Zatem
wezyetkie spolezynniki a,, 6, @,,..8, sa skonczone i oznaczone (mogg zah byé zerami,
o ile ktéry§ z wyznacznikdw, zawartych w dzielnych, jest zerem). W ten sposéb otrzy-
muje si¢ odrazu Zadany wielomian w sposéb jednoznaczny, jednakie forma tych spol-
czynnikow jest bardzo niedogodna do rachunku. By tego unikngé, podano dls tego
wielomianu rozmaite inne dogodne formy.

Wzory interpolacyjne znajdujg zastosowanie takze do aproksymacji
funkceyj. Jezeli mamy do czynienia z jakad skomplikowans funkeja, kt6-
rej wzor jest bgdito nieznany (np. w rozmaitych diagramach, otrzyma-
nych przy pomocy przyrzgdéw samopiszacych), bgditez znany, lecz bar-
dzo skomplikowany lub nieprzydatny do szczegélowych rachunkéw, to
staramy si¢ zastapi¢ te funkcje jakad prostszg funkejs. Za taks przybh-
20ng funkecje mozoa braé¢ np. wielomian interpolacyjny, ktéry sie zgadza
z dans funkeja w n punktach. Bardzo waznem zagadnieniem przy uzy-
waniu takiej aproksymacji jest ocena bledu, popelnionego przez zastapie-
nie danej funkecji prostsza funkejs.

§ 194. Wzér interpolacyjny Lagrange’a.

Chodzi nam o zbudowanie wielomianu mozliwie najnizszego stopnia,
ktéryby dla » 4 1 réznych wartodei:

Ty Tyy By g - Lo
przybieral dane wartosci:
Y01 Y11 Y2>---Ya

Wielomian ten zlozymy z takich dodajnikéw, z ktérych kaidy z osobna
przyjmuje jedng z zgdanych wartosei, np. y, dla x = z,, a staje sig zerem
dla pozostalych wartosci & = %y, 2, ... Zs_yy Zagr-- - Ta-

Najprostszym wielomianem, spefmajagcym teo drugi warunek, jest:

(. — ) (@ —2y) 0o (X — Zpy) * (B — Zag) -+ .-+ (& — ZW)

Dla z =z, to wyrazenie nie jest juz réwne zeru, lecz przyjmuje wartosé:
(e — Zo) * (T — Zy) 2 eear (Tp — Tar) * (Xa — Taa) -+ (Te — Z)

Tloraz tych dwéch iloczynéw przyjmuje zatem dla x = x, wartosé¢ 1
a dla pozostalych danyeh z wartoéé zero. Mnozac otrzymany iloraz przez y.
otrzymamy Wwyrazenie:

(X — Z2)(x — 2 WX — 2y).. (2 — Z2p_y)(x ——:a:,,“) ve(x— )
(@ — 2 ) (@x — ) (@p — Zy) o (Th — Tamt) (Te — Zagn) .- (B — z,)

.y.
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To wyra.i?nie redukuje sig do y, dla 2=, a dlia pozostalych danych 2
ma wartosé zero. Tworzymy sumg¢ n - 1 podobnie zbudowanych- dodaj-
nikéw, a mianowicie:

(¢ —z)(@ — 25)...(x — z,)
(T = 21 ) (T — 24).. .(Ty — 2,)
T —z)(x — 25)...(x — z,)
(@y — x4)(2y — 9:2)---(-"31 _xn)‘!lr+“«-°+
(2 — zp)(®z —2y) .o l2— 2,,)

(@ — o) (X —2y) .. (T = Tpy) ™"

L(x) =

Yo +

(202) ¥

+

To wyrasenie jest wielomianem (mianowniki ss bowiem liczbami stalemi
dla danych z,, z,...z,) stopnia co najwyzej n: dla szczegblowych danych
moze sig stopief tego wielomianu obnizyé. Wiemy za$ z poprzedniego
paragrafu, ze istnieje tylko jeden taki wielomian dla n - 1 danych wa-
runkdéw, jest to zatem 6w jedyny wielomian interpolacyjny najnizszego
stopnia. Tg¢ forme¢ wielomianu interpolacyjnego nazywamy wzorem inter-
polacyjnym Lagrangeéa.

Przyklad. Wyznaczyé parabole mozliwie najnizszego stopnia, prze-
chodzgca przez punkty:

A (— 1, 1), A(1,2), 4,3, — 1) 4,(6,4)
Podstawiamy te wartodci we wzér Lagrunge'a ' otrzymujemy:
(z — 1)z -- 3)(= — 6) . (z+1)(2—3)(w’—6).2+
(-1—1)(—1—=3)(—1—6) 1 4 1)(1 — 3)(1 — 6)

; (x+1)(z—l)(z—6).(_ l)_'_.(:t:-{—l)(a!:—l)(.z:—.‘.’»)‘q'
T B+N3—-1)(3—86) T (64 1)(6 —1)(6 — 3)

1+

L(z) =

Po wykonaniu latwych rachunkéw otrzymamy:
L(r) = g}y (342% — 207 2% - 71z 4- 522)

Parabola 3-go stopnia o tem réwnaniu przechodzi przez 4 dane punkty.
Nie istnieje zaé parabola nizszego stopnia, ktéraby przechodzila przez te
punkty.

Wzér Lagrange'a rozwigzuje wprawdzie w zupelnodei zagadnie-
nie interpolacji parabolicznej, jednakze rachunki sa tu dosé ucigzliwe
a zwlaszeza dla wigkszej iloci punktéw. Dlatego tez uiywa sie w prak-
tyce takie rozmaitych innych postaci tego wielomianu, nadajacych sig
lepiej do przejrzystego wykonania obliczen a ponadto wykazujacych roz-
maite ciekawe zwigzki teoretyczne. Takim jest np. wzér interpolacyjny
Newtona, ktérym si¢ zajmiemy w pastepnych paragrafach.
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§ 1956, Wzér interpolacyjny Newtona dla réwnych odstepéw
zmiennej niezaleznej.

Wiemy, ze wielomian interpolacyjny mozliwie najnizszego stopnia
przyjmujgey n+ 1 danych wartodci y,,¥; ...y, dla £ =x,,2,...2,, ma
postaé ogdlna:

I(z) =a,+ g, 2+ ayat ...+ a, 2
Zasadniczg mysly w ivterpolacyjonym wzorze Newtona jest uporzadko-

wanie tego wielomianu pie wedlug kolejnych poteg zmiennej z, lecz
wedlug kolejuych iloczynéw postaci:

T — 2, (X— x,)(x—x),
(% == 20) (2 — 2,)(® — Zy), .. (& — T) (@ — ;) (X — 23)...(% — Z,_y)
stopni: 1,2, 3,...,n, to znaczy przedstawienie tego wielomianu w postaci:

S I@) = co + &1(x — @) + 6 (@ — @)& — 2) ... +

~+ (X — ) (X — 2,)... (2 — 2,_4)
Jegeli ten wielomian ma przyjmowad wartosci ¥, ¥y, ¥y ... Y,, to otrzymu-
jemy n -1 warunkéw na wyznaczenie stalych ¢, ¢,...c,. Omdéwimy

najpierw prostszy, a w praktyce najwazniejszy przypadek, gdy odstepy
wartodci zmiennej niezaleznej s3 réwne, to zoaczy, gdy:

x,-~x,=x,—~x,=...=x,,—-:c,,_,=Ax

Spélezynniki ¢y, ¢y ¢5...c, Wyznaczymy metods podobng do tej, ktérejy
uzywaliémy do wyzoaczania spélezynnikow wielomianu we wzorze Tay-
lora lub Maclaurina (por..§ 96). Utworzymy mianowicie dla funkeji
I(x) kolejne ilorazy rdznicowe (przy budowie za§ wzoru Maclaurina,
tworzylismy kolejne pochodne), okreslone wzorami:

Al(z) x4 4z)— I()

A5 1= Az
Al(z +-4x)  Al(x)
A(x) ax dr  Al(x + Ax) — 41(x)
Y Ax - Ax?

i w ten sam sposéb ogilnie. Af(x) = f(x + Ax) — f(x) nazywamy pierwsza
résnica funkeji f(x), odniesions do poczatkowej wartosei z; 4f(z)=
= Af(x -+ Ax) — Af(x) nazywamy drugq rdznica a ogblnie:
& f(x) = A flx + Az) — &~ f(x)
nazywamy r-tq réénicq funkcji f(x), odniesiong do poczatkowej wartosci .
Przy tworzeniu tych ilorazéw réznicowych opieramy sig na naste-

pujaeyeh prostych twierdzeniach (analogicznych do odpowiednich twier-
dzet o pochodnyeh):
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Ac

d(f(z) + gx) _ 4f(x) |, Ag(x)
ax Az ol Adx
() BTl oo I

ktére czytelnik sprawdzi bez trudnosci, tudziez na twierdzeniv o two-
rzeniu ilorazu réznicowego iloczynéw postaci:

(7)) = (2 — ) (@ — z) (. — &) ... (T — Zy)
Okazemy mianowicie, e stosuje sig tu nastgpujacy wazér, podobny do
wzoru na pochodng potegi:

Aw, x)_r (
A:C— =rw.; Z)

1v)

t. j., 26 przy tworzeviu ilorazu réznicowego dla takiego iloczyno odpada
czyonik kohcowy x — z,_, a przybywa staly czyonik ».
Dowdd.
Av(2)=(z+ dx — z )z + bz — x,)...(x + Ax — 2, ;) —
— (. — Zp){x — 2,) ... (@ — 2, y)
T =(x 4 Az — ) (x — x,) ... (T — Trg) —
— (& — X)X — 2) o (T = Zo)
=@+ dr —z, —x 4 2.) [z — &) (x — &) .. (x — x,4))
= (X, — Zo)w,_,(Z) =71+ A2 w, (x)

a stad:

Aw,
ji@ = rw,_,(x) c. b d o

Uderzajaca jest analogja tyeh wzoréw (I)—(IV) do odpowiednich wzoréw
rachunku rézoiczkowego. Uzywajac tych wzoréw, tworzymy bez trudnosei
kolejne ilorazy réinicowe badanego wielomianu (a).

1 tak:
U@ _ 1ot 2-ae—z)+3a@—a) @—a)+ .+
-+ ne, (x — x,) @ —z)...(2 — Zp_3)
A;I_éf)= 1-2¢, +2:3¢ (@—=,) + 3-4(x—x) (x— ) +...+
+n(”" l)cn(x_xo) (x—xl)"'(x_xn-s)
A‘f(x)=n,c

Ax" i
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Kladae w tych wzorach x = z,, otrzymamy odrazu wzory na wszystkie
szukaoe spélezynniki, a mianowicie:

Al(z,) 1 A (=) 1 4" 1(x,)

il L e i e L

A wige kazdy wielomian n-tego stopnia mozna przedstawié ZApomocs,
Jjego kolejnych réinic, odniesionych do tej samej poczatkowej wartoéei
x = x,, & mianowicie:
_ o 3
M) = I(z) +(z — ) 30  E Tl o) Bl |
, (2—=,) (a:—-x, el —x,)  AMU(7)
Ris nl az

Spostrzegamy tu wielka analogje z wzorem Taylora dla wielomianu.
Moina nawet okazaé, ze ten wzér wprost przechodzi w wzér Taylora,
gdy Az daiy do zera

Jezeli sy podane zgéry wartosci

L(xo) = yo 1(x)) = 9, L(@3) = s, ... [(Za) = 9,
to tem samem sy podane wszystkie pierwsze rézpice:
Al(@o))=y,— yo=14y,, M=) =y2— 9:=4y,, . 8L (Z0)) =Y —Yn-1=8Y,_1,
wazystkle drugie réznice:

Atl(xz,) = A1(z,) — BI(x,) = Ay, — Ay, = Ay,

i podobnie wszystkie dalsze réznice.
Wobec tego nasz wzér przyjmuje postaé:

A n o S— A’!
lw) = o+ (& — o) e + E=BNEZ BN T |
.-l-. (.’L‘ . xo) (x = 37]) .(x ‘—xn—l) A'!/o

n! Ax”

Uwidoczniwszy za$ tu to, ze wartodci z,, &, &y,...&, majg réwne
odstepy 4dx, otrzymujemy ostatecznie:

xr—xz, 4y, (x — x,) (x — 2z, — Az) A%y,

(203)

(X — &) (X — g — AZ)...(x — 2, — (0 — 1) dx) A"y,
nl Az

+

Te postaé wielomianu interpolacyjnego nazywamy wzorem interpolacyjnym
Newtona dla réwnych odstepéw zmiennej niezaleinej.
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Mozna takie bezpofrednio stwierdzié, ze wielomian Newtona przyjmuje dls
kazdego # = & zadang wartodé I(&m)=yn. W tym celu wyraza si¢ Ym zapomocs
kolejnych réznic nastepujaeym wzorem:

Yn="Yo+ (';') 4y, + (’;)d'yo + ...+(”) 4y,

i
m

czyli w latwo zrozumialej symbolicznej formie:
In=(1+4)"y,
Ten wzér jest prawdziwy dla poczgtkowych m=1,2, jak to widaé odrazn
z definicji réznic. A mianowicie:
N=Y%=4Y a stad % =y+4y,=(1+4)y,.
8y, — Ayo=148%y, a siad dy,=A4y,+A4%,;
poniewaz zas

8y, =ys — w1,
przeto

Yo =+ Ayo+ A%y = yo + Ayo+ Ayy + A%y, =y + 2 By, + A%y, = (14 4)2y,

Prawdziwos¢ tego wzoru w przypadku ogdélnym udowadnia si¢ przez indukeje: z »
na r 4 1. Pomijamy tu ten doéé prosty dowéd.

Ot6z, jezeli we wzorze Newtona (203) podstawimy x =z (E< 1), to wyrazy,
zawierajgce roznice wyzsze od A*y,, odpadng i zostanie:

I(z,) =y, + T—2o Ay | (B—20) (B— 7, —4z) 41y,

T 4z o1 Azt Tt
+ (22 — 7o) (@2 — 7o — Az).. . (s — 2, — (k— 1) Az) By, -
k! Azt

keAz k-dz.(k—1).Ax b '
=%t iag 0t —giam At t

k-Az-(k—1)Az-...1-4

z
klAx* 49,

<+

k k k
I(z) = yo+ (1) 4y, + (2) A2y, +...+ (k) 4y,

A zatem istotnie: /(%) =y, a wiec wielomian I(z) przyjmuje Zgdane wartoSci dla
danych z.

Budowa wzoru Newtona ma tg dogodnodé, ze przy dobieraniu
dalszych wartodei (%41, Ynp1)s (Tutss Yasz)-.- Die trzeba zmieniaé poprzednich
wyrazéw, lecz dopisuje sig tylko dalsze dodajniki. Natomiast we wzorze
Lagrangea dolgczenie kazdej nowej pary wartodci (2,41, ¥41) Zmienia
wazystkie dodajoiki tego wzoru. _

Dalszg bardzo waing zaleta wzoru Newtona jest nadzwyczaj
przejrzysty schemat rachunkowy, ktérym sig poslugujemy przy cbliczaniu
Rachanek réiniczkowy i calkowy. 39
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stalych spélezynnikéw Ay, 4ty,,...4%,. wystepujgeych w tym wzorze.
Wypisuje si¢ mianowicie obok wartosei zmien nej niezaleinej, odpowiadajgce
1m wartosei zmiennej zaleznej, w nastgpnej

Zo Yo . S=nn g TRE=TH .
% v A% kolumnie wypisuje sig pierwsze réznice

1 Ay, o - iod o e LA pF e ;
=y 4y, i A3y, pomigdzy odpowiednig odjemna i odjemni-
; yz Ay, 9 : - kiem, w nastgpnej kolumnie w ten sam
e A*: Asy,,_a.""A Yo sposéb drugie réznice it. d. az do n-tej
2,y A¥n Yn-2 réznicy.

Tak np. chcae zbudowaé wielomian
mozliwie najniZszego stopnia, ktéry dla =0, 1, 2, 3, 4 przyjmuje war-
tosci: y=10,9, 12, 43, 150, tworzymy nastgpujgcy schemat:

x y Ay Ay 4%y Aty
02_]

g == &

2 12 331 28 " 24
3 43 107 6

4 150

Przy pemocy liczb, znajdujseych si¢ w pierwszym wierszu ukosnym,
zstgpujacym, tworzymy odrazu wielomian interpolacyjny:

e =104 2= g2 g

+x(x—-- 13)!(x—2).24+.r(z'— l)(x4!—2)(x—3) .94

czyli:
I(x)=10 —z 4 2z(z — 1)+ 4zx(xz— 1) (z — 2) + x(x— 1) (x —2) (x—3)
lub:
[#)=10 — 2+ 2* — 2234 2*
Wzor Newtona mozna napisaé w pewnej jeszeze dogodniejszej formie,

T—Xy x—x—Adz _ x—z,—24x
kladac I =% Wtedy 1o 1, v

it d.i otrzymujemy :

(204) I(e) =Lz, + 2+ A2) =yo+2dyo+ (5] Brwa o 4 () 2

=z—2

Ten wzér nadaje si¢ bardzo dobrze do rachunku maszynowego, zwlaszcza
gdy wprowadzimy odpowiednie nawiasy:

Hxy +2-47) = y, +
+ (45— %(1 ~—z)(d’yo-— %(2-@(... (4190 — %(n——l—z)A"yo)...)))

Rachunek trzeba wtedy rozpoczaé od srodkowego nawiasu.
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$ 196. Zastosowanie wzoru Newtona do postepéw arytmetyeznych
wyZszych rz¢dow i do interpolacji tablic.

Cigg liczb:

Ay, 0y, 83,...0,,...

nazywamy postgpem arytmetycznym pierwszego rzedu, jezeli wszystkie
wyrazy ciggu jego pierwszych roznic sa stale t. j. jezeli:

day,=14a, =...=d4a,=... =d

Znane 8y z elementarnej matematyki- wezory na wyraz ogéloy | n-ta
sum@ czgiciows szeregu arytmetycznego, a mianowicie:

0, = a, -+ nd, S,:ﬂ—;l(ao—l-a,):(n—l— 1)a, -+

nin—+1)
B A d

Jezeli pierwsze rézinice nie sg stale, lecz dopiero drugie, t. j. jezeli:
oy =4%=... =, =...=¢

to dany ciag nazywamy postgpem arytmetycznym 2-go rzedu. Np. takim
jest ciag kwadratéw kolejoych liczb naturalnych:

12, 22 3% 49 B, ...
albowiem:
4a=3, b5, 1, 9,...

Ma= 2 -2 2..

Ogdlnie postep arytmetyczny jest rzedu r, jezeli wszystkie réznice rzedu r
84 sobie réwune, a réinice rzedu r — | jeszcze nie s réwne. Przy po-
mocy wzoru interpolacyjoego Newtona mozba podaé odrazu dla kaz-
dego postgpu arytmetycznego dowolnego rzedu » wzory na wyraz ogélny
a, 1 va sume czeéciowy S,, wyraiajace a, i S, przy pomocy wskaznika n,
wyrazu poczgtkowego a, i kolejnych réznic.

Zagadnienie bowiem znalezienia wzoru na @, moiemy sformulowad
w npastgpujgey sposéb: dla xr=n=20,1,2,... dane s3 wartodci y=
= ay,8,,04,...; chcemy wyznaczyé wielomian I(n) mozliwie pajniiszego
stopuia w zmienoej n, ktéry przyjmuje te wszystkie wartosci Mogloby sig
zdawaé, ze to zagadnienie jest nierozwiazalne, poniewaz zadamy spelnienia
sig nieskonczenie wielu warunkéw. Okazemy jedoak, ze w tym wypadkn
to zagadunienie jest rozwigzalne. W kazdym bowiem razie potrafimy zna-
les¢ przy dowolnem k> r taki wielomian k-tego stopnia, ktéry dla

n=0;1,2, ...k przyjmuje k& 4 1 wartodci @, a,,...a,. Jest to wielomian
. . n—20
(204), w ktérym polozono n==Fk, x=mn a wige 2= n_]_ =n.

89*
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Mamy:
T08) = o, + mlgy - ( )A’ao +.. +( )A’ao (r:-—l) A¥g, ... +
+a (;: ) Aa,
Wobec tego, 2e Aa,=rc, mamy 4"a, = APg,=...=4'a, = 0. Za-

tem Zadany wielomian redukuje sig do pastepujgcego wielomianu r-tego
stopnis, niezaleznie od tego, jakie obierzemy k:

(W) I(n)—ao-l—nfmo—l—( )A’ao—{- +( )d’a,

Przybiera on dla wszystkich # =0, 1,2,... #adane wartosci a,, a,0;,..-
Ogélnie wiee I(n)= a,, a zatem:

(205) RS s diel, T (;) Mgy + ... +(':‘) Aa,

Otrzymalismy w ten sposéb wzér pa wyraz ogélny postgpu arytmetycz-
nego dowolnego rzedu r.

Réwnie latwo wyprowadza si¢ wzér na a-ts sume czgéciows Po-
nlewasz:

8, =0 7
S, =a, 48, =q,
Sy =a,+ a, 48, =a,
Sy =a,+ a; + a4 przeto .

8, =+ oy a5+ 9

Sﬂ=a0+al +""+' Apq ASn—!=an

Pierwsze réznice ciagu: Sy, 8;.S;,-.. S, ... tworza ciag: ag, Gy, Gg ... Gyy.nus
ktéry jest wedlug zalozenia postgpem arytmetycznym r-tego rzedu. A za-
tem sam ciag sum czedciowych jest postepem arytmetyczoym (r - 1)-go
rz¢du. Wobec tego wzér na wyraz ogélny ciagu sum ma (wedlug wzoru
(205)) postaé: -

Sn=So+”'ASa+( )A’So"l‘( )4 S+ - +(
czyli:

Lyens

(206) S,,=nao+()da +()A'~'ao+ +(+1)A’ao
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Tak np. dla a, = 12, a, = 22 g, = 3%, . a,_, =nt jest

o n(n — 1) nn—1)(n — 2
(207) §,=n + 5 ‘34 4 f);(n )-2=%(n+l)(2"n+1)

Weimy teraz pod uwage ciag trzecich poteg kolejnych liczb naturalnych:

18,28 383 48 H3 63, .
ezyli
1, 8, 27, 64, 125, - 216,..
Aa....7_, 19, 317, 61, 91,...
d%a...12, 18, 24, 30,..
4'%a...6, 6, 6,..

Jest to postep arytmetyczny trzeciego rzedu, a zatem:

(208) S,,=n-1—}-(;)-7-}-(;)-12—{—(:)-6

Interpolacja rozmaitych tablic polega wlasnie na tem, ze kolejne liezby,
zawarte w tej tablicy, mozoa uwazaé w przyblizenin za wyrazy postgpu
arytmetycznego odpowiednio wysokiego rzedu. Wielomian, przedstawia-
jacy wyraz ogdlny tego szeregu, nadaje si¢ bardzo dobrze do interpolacji
takiej tablicy.

Tak op. z zalgezonych tu urywkéw tablic logarytmicznyeh 5-, 7-
i 10-cyfrowych widzimy, ie logarytmy 5- i 7-cyfrowe kilku sgsiednich
liczb mozemy uwazaé w przyblizeniu za wyrazy postgpu arytmetycznego
1-go rzedu, a 10-cyfrowe za wyrazy post. arytm. 2-go rzedu.

z  log,,x Alogy,x z logi,z  4dlog,,x
1000 3:0002(; 0:00043 10000 4'-0000000 00000434
1001 3_300 000044 10001 4_0000434» 00000435
1002 3_ 0087 0-00043 10002 4'0000869 0-0000434
1003 3100130 0-00043 10003 4_8001303 0-0000434
1004 300173 000044 10004 4'0301737 00000434
1006 3'002(1;7 0-00043 10005 4.0032;’(7)1 00000434
1006 3:00260 000043 10006 4:0002605 00000434
1007 3-00303 10007 40003039

z log;ox dlogox Alog,
10000 470000000000
00000434273 .
10001 40000434273 — 0-0000000044
0-0000434229 00000000043
10002 40000868502 . N
00000434186 00000000043
10003 4:0001302688 . L
0-0000434143 0-000000004 &
10004 4:0001736831 . - :
00000434099 0-000000004&
10006 40002170930 6060434056 i
— 0:0000000042

10006  4°0002604985  (.0000434014
10007 4°0003038998
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otad jasoem jest, ze do interpolacji tablic b- i 7-cyfrowych wystarezy
wielomian 1-go stopnia: E

I(z) = g0 + (@ — @)
czyli interpolacja proporcjonalna, prostolinjowa. Natomiast przy tablicach.
10-cyfrowych trzeba uzyé¢ wielomianu interpolacyjnego 2-go stopnia:

by, | (x—x,)(x —zy — Ax) Ay,

3(1’.’=yo+(x—xo)z"} - 91 Ax?

Poniewaz tu zawsze jest dx = 1, przeto te wzory upraszczajg s1@ w prak-
tyce znacznie.
Potrzebne ss nieraz w praktyce tablice, ktére tworzg dla kilku sg-
giednich liczb w przyblizenin postgp arytmetyczny jeszcze wyzszego rzedu
Tak jest np. w zalgczonej czesci tablicy, podajacej tuki s(@) potudnika
ziemskiego, siggajace od rownika do szerokodei geograficznej ¢ w odste-

A O T [Ty o e et R
47° | 5207347084 m | |1 184360 m

03 fi ‘ . w
o | oomnsey” | wi2sss | (BT - 009m | ggmp,
oo | Sbaptsazry | |- 111228388, | sagm | T OI0w | _o02e,
“o1o | neses0t-des | | TMERTIZL | gang " = OB b g0,

. ZEOT426., | yao61941,, | oot | = 0150, | ooy
52° | 5763465367, |\ ica o0 119079, | gy 7 |~ 002
630 | 3874764387, | | jocqeon | 18908, | g gq " A
540 | 59BE0BIS ., | il | 18TI2,
b5° | 6097362955 ,

pach jednostopoiowych. W tej tabelce dopiero czwarte réinice sg w przy-
blizeniu stale, a wigc naleiy uiywaé dla mej wzoru Newtona do 4-ef
r6znicy wlyeznie. W osobnym paragrafie zajmiemy sig ocenianiem blgdu,
ktéry popelniamy przy takiej 1aterpolacji tablic.

Uwwaga. Oprécz wzoru interpolacyjnego Newtona bardzo rozpowszechnione sg
takze inne wzory, zbudowane z innych réznic; tak np. wzory Stirlinga i Bossola.
polegaja na uzywaniu, zawiast pierwszego zstepujacego wiorsza w schemacio réznic

innych ciggow réznic a mianowicio
Ty Y2 i i i § '
z wiersza poziomego i sredntch aryt-

Tl 49y ay_, metyeznych z dwoch cingow réinicy,
d_!,:__'l A!_q_? otaczajycych ton wiersz poriomy.

Zo EL lA dz?/:l F"‘;"‘" Ay, Dape wartoéci numeruje  sig
x, Il‘/x __ﬂ_ ld,% 4 y—'l' Id-_'— w tym celu znaczkami dodatniemi
- 4y, —_ sy it e ujemnemi, jak to uwidoczniono

Ty Y 4%y, ° w dolaczonym schemacio Tak np.
- 4y, wzor Bessela jest zbudowany z réz
3 Y nic dy,, 4%y_y,..- i z §rednich aryt.

3 o 4
metycznych y°-;y‘, 4 y'l2+ A'y"’. A‘y_g—;-d‘y-,'” jak to zaznaczono w schemacie

przez podkresienia.
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Ma on postaé: .
—1 Aty_ As TP
1(¢)="-;yl +o-.dy,+v’2! T.'A Y l+ yo+v(us! i)d'y...‘-*-

2
209
e (2 —1) (00— 1) Aly—2 B4y ,
+ 4! 2 L
przyczem
n=l—}=x4_xm° —§

Wazor zaé Stirlinga otrzymuje sie z réznic y,, 42y—1, 4*y—2,... i z érednich
arytmetycznych:
Ay, +4ys Ay-2-4 4%
2 ¢ 2 e

jak to zaznaczono w schemacie przez podkreSlenie linjg przerywana.
Przy uzyeciu tych rézinic wzdr interpolacyjny przyjmie postaé:

Ay, + 4 Yz — 1% Ay, 4 A%y
I(x)=y°+z———y ';- y"+g—!a-y—1-1-z(z 3 i z-‘ie- % e
(210) 21(2% — 13)

T Aty o+ ...

+
x — =z,
przyczem 2 — —E‘T—
Szezegilowe omowienie tych metod i dowody powyzszych wzoréw znalezé mozna
w cytowanych juz podrecznikach (por. str. 483 i 22) Runge'go-Koniga i Whit-
takera-Robinsona.

§ 197 Wzér interpolacyjny Newtona dla dowolnych odstepéw
zmiennej niezaleznej.

Chcemy przedstawié wielomian interpolacyjny w postaci:

l@)=c) + o(x — %) + &(x — Zo)(x — %) + ... +

+ cu(x — 2N (X — 7). (X — Xay)

przyczem odstepy &, — z,, &y — &y, ... %, — T, bierzemy jui niekoniecz-
nie rowne, lecz dowolne. Spélezynniki ¢g, ¢y, ¢y, ... ¢, mozna wyznaczyéd
podobng metodg, jak dla réwnych odstgpéw. Nie bedziemy tu przepro-
wadzali szczegélowo calego dowodu, ograniczajgc si¢ do bezposredniego
wyznaczenia kilku poczatkowych spdlezynnikdw.

[ tak dla x = x, ma byé I(x,) = y,. Kladgc za8 we wzorze x = wx,,
otrzymamy I(x,) = ¢,, albowiem wszystkie dalsze wyrazy odpadaja. Wo-
bec tego jest ¢, = y,. Celem wyznaczenia drugiego spélezyonika kladziemy
x =x,; wiedy zostasie I(x,) =y, ==c¢, + ¢,(; — x,) a reszta odpada.
Stad, uwzgledniajac, ze ¢y = y,, otrzymujemy:

¥

ot
6 = ;__‘;:‘;:—: = 0(%1+ %) .
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Symbolem d(y,, y,) oznaczylismy iloraz réénicowy dla liczb y, i y,. Ogdél-
nie oznaczamy:

Yirr — Y

O(Yipr ) =
i1y Ji A —

Abyl wyznaczyé c;, kladziemy w ogélnym wzorze z ==a;: ma by¢
H@) =, a wige:

Yy = Yo + (23 — 22)) 0y, 4,) + cy(xy — Z,) (23 — x,)
Stad:

Yo — Yo — (T3 — ;) (%, %) =ys — 9 — Yo — (X5 — 2,) 61y, 75)
(®y — xo) (23 — 7,) (X, — x)(2y — )

C,—':

To zas latwo mozna przeksztaleié pa:

s ___ 6(.%7?/1) = 6(3/1,%1)
Ty — Lo

Ten iloraz nazywamy ilorazem réznicowym drugiego rzedu i oznaczamy
go krétko symbolem d%(y,, y,, #,). Ogolnie zas okreslamy:

6(yl+2’ y:-}-l) e d(ylj-l »_.1{1_)
Lipg — I,

O Wpay Y1, ¥)) =
Wobec tego spélezynnik ¢; ma wartosé

Cy = 62(311’ Y13 Yo)

Podobnie wprowadza si¢ ogélne ilorazy réinicowe r-tego rzedu zapomocs
wzoréw zwrotnych:

y‘,(yl+r1 Yigr—ayen- .’/1+1) T 651(!/{-9—1» Yigr—gy ++- 9:)
xH-r — )

O (Yi4r Yigrats - Y1) =

Otéz mozna udowodnié, ze ogélny spélezynnik ¢, wyraza si¢ wzorem:

c, = 6’(3/" Yrerr oo Y1n 3/0)

Podstawiajac te wartosci w I(x), otrzymujemy nastepujacy wielomian in-
terpolacyjny Newtona dla dowolnych odstepéw zmiennej niezaleinej:

I(x)=.z/o+(x_¢o)d(yn?/o)+(x_xo)(x_ Z,) 0% (Ya 25 Yo)+ -+

211
( l ) —*—(x—xo)(x——xl)...(ar-.'r,,_,) 6n(!/nayn—11-"ylvy0)

Rachunki szczegélowe wykonuje si¢ przy pomocy tego wzoru podobnie,
jak w szezegélowym przypadku rdwnych odstepdw &, a mianowicie uzywa
sig nastgpujacego schematu:
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Ls Yo
0(%;, %)
Zy Y 4 . 0%y, Y1, Yo) :
. ¥ (¥s, 1) Whi, mine) d (."/s;%:!/n?/o)
0(¥y, Us) . N : 6"{_!;,,,3(,__1, Y1 Yo)
Iy Ys : o 3 )
{ ¥ Yns yn—hyn—2
s d(ymyn-l)
Iﬂ yn

Zastosujmy to do szczegélowego przykladu, ktéry rozwigzaliémy po-
przednio (w § 194) przy pomocy wzoru Lagrangea. Ukladamy na-

stepujacy schemat rachunkowy:
z y 68 8 T-ak op. liczbe 4§ = 8%(,, %,,2,) otrzymano, dzielge réz-
11 nicg dwéch sgsiednich liczb: § — (— §) przez réznice
N\ Z; — x,, t. j. przez 6 — 1. Przy pomoey liczb, znajdu-

2 i -3 jacych sig w pierwszym ukosnym wierszu zstgpujgcym,
B _%\ LT tworzy sig zgdany wielomian wedlug wzoru (211). Otrzy-
é_& mujemy:
2 4§ @) =14@+1)-3+ @+ D — - (— p+

(2 + D@ — 1)(z—3)- {5

Po uporzadkowaniu otrzymujemy oczywiscie wielomian identyezny z-wie-
lomianem Lagrange’a: L(x), ktérysmy zbudowali z tych samych da-
nych, a mianowicie: .

I(x) = 3}5(342® — 2072t 4 Tlx -} 522)

§ 198. Aproksymacja przy pomocy wzoréw interpolaeyjnych.
Obliczenie reszty.

Wspomnieliémy juz, ze wzordéw interpolacyjnych uiywamy czgsto
do aproksymacji rozmaitych funkeyj, ktére nie s3 wielomianami,

Jezeli funkeja f(x) przyjmuje dla:

xo, xl’x’,l.lhr'
wartodci:
f(xo)j f(xl )y f(xﬂ) e f(xn)

to mozemy uzyé jako aproksymacji wielomianu I(x), ktéry przyjmuje
te same wartoéei w danych n 4 1 puoktach. Réznice: f(@)— I(x)= R,,,(z)

vazywamy resztq danego wzoru iuterpolacyjoego dla danej funkeji f(z).
Ta rézuica jest rowna zeru na n -~ 1 miejscach z,, z, ... =,. Przedstawmy

ja w postaci:
flz) — I(z) = (x — z)(x — &) ... (2 — x,) + S(x)

Obierzmy jakas stala wartosé z.
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Zbadajmy nastgpujges funkcje zmiennej 2:
F(2) = fla) — I(2) — (2 — %) (¢ — Z1) ... (2 — %) S()

Ta funkcja jest réwna zeru dla z -2 wartosci: 2=, %o, &1, ... Xy '

Zalétmy, e tunkeja f(2) posiada (n -+ 1)-sza pochodog w jakimé
przedziale (a, b), zawierajacym te wszystkio punkty. Wtedy mozemy do
F(2) zastosowad (n - 1)-krotnie twierdzenie Rollego o wartoei gred-
niej. W ten sposéb dochodzimy do wniosku, ze

Fe() =0

dla jakiejs wartodci £ = przedzialu (a,b), Poniewai pochodna wielo-
misnu I(x), ktérego stopieh wmie przekracza =, jest zerem, przeto:

Feig) = fos(E) — 0 — (n + 1)1S(x) = 0
stad:
A= e
T (1)
A wiec na resztg R,.,(x) = f(x) — l(z) otrzymujemy ostatecznie naste-
pujacy wzor:

S(x)

212) l Rop(z) = (x—x) (2 — x)...(x — x,) F0(E)

I N (n+4 1)!
Wzér ten odnosi sig oczywiscie do wezystkich form wzoru 1nterpolacyj-
nego stopnia = », a wige zaré6wono do wzoru Lagrange'a jak i do
wzoru Newtonoa,
Mozemy wige przedstawié kazda funkcje, posiadajacg (n 4 1)-szs
pochodng w badanym przedziale, w postaci: .

e A (.z—.x,](x—zlj...(:v;
fla) =I(w) + =

n) Fo0(E)
’

Przykéad. Ocenié blad, jaki popelniamy, uzywajac interpolacji pro-
porcjonalnej (prostolinjowej) w tablicach logarytmicznych, zawierajscych
logarytmy wszystkich liczb catkowitych od 1000 do 10000 w odstgpach 1.

Interpolacja proporcjonalna polega na zastosowaniu wzoru interpo-
lacyjuego Newtona, przy ograniczeniu sig do dwéch wyrazow; luk
logarytmiki od xy =a do x, =a + 1 (przyczem a = 1000) zastgpujemy
prosta, przechodzaca przez dwa punkty linji o réwnaniu y = log,,.

Uzywamy wige wzoru (z reszts):

(# — x) ( —

x} 4]
) gy

@) =0+ (e — 20) 2 +
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ezyli:

Alog,oa x — a){x —a— 1) log,,e
log,ox == logyea + (x — a) f") _ 4 ). gglzo

.. . 1
albowiem drugs pochodng funkecji: log,,z jest —‘;zlog,oe.

Przy interpolacji tablicy logarytmicznej chodzi zawsze o obliczenie
logarytmu dla liczby x, zawartej miedzy dwiema kolejonemi liczbami cal-
kowitemi: a i1 a -} 1, znajdujscemi si¢ w tej tablicy. Dwa poczatkowe
wyrazy tego wzoru podaja uzywany zwykle sposéb interpolacji a mia-
nowicie: do logarytmu liczby muiejszej dodaje sig iloczyn 2z réinicy ta-
blicowej Alog,,a = log,o(a 1) — log,sa 1 przyrostu = — a.

Trzeci wyraz naszego wzoru podaje blad, popelniany przy takiej
»prostolinjowej“ interpolacji. Chcemy ocenié wartodé tego bledu. Otéz &
jest zawarte migdzy a i a1, a wige w kazdym razie jest: £ > 1000.
Wobee tego:

—(x —a)(x —a—1)log,e l(x — a)la — x4 1)} log,ee
i) = | e 5 “joe

Wiadomo, ze log,,e=043429 ... a wiec log,,e<C}. Iloczyn (xr —a)(a — x4 1)
mozna przedstawi¢ w postaci:

@—a—3+diet+i—r+h=0G+@—ae—})-G —(lr—a—}))=

=i~ (r—a—)

Ale —} <zx—a—} <44, poniewai 0 <2 —a<1 A wiec
0<(xr—a—3) <<} Wobec tego 0 < (x—ajla—x+ 1)<}, zatem:

[ By (2)] < 5t << 107

Blad nie przekracza jednostki na 7-mem wmiejscu po kropce. A wigc ten
blad nic daje si¢ odczuwac¢ w tablicach 4, D, 6 1 7T-cyfrowych. Natomiast
okazuje sig, ze w tablicach 10-cyfrowych blgd moze wplywaé na ostat-
nie migjsca Wobec tego uzywa si¢ w takich tablicach interpolacji para-
bolicznej, to enaczy wzoru:

% (= ) (x — 2,) A%y,

() =y, + (2 — @) = 21 Ax?

Pozostawiamy czytelnikowi wykazanie, 2c reszta Ry(x) nie wplywa wtedy
na koncowe cyfry w tablicach 10-cyfrowych, zawierajacych logarytmy
wszystkich liczb naturalnych od 10.000 do 100.000

W rozdziale, poswigconym wzorowi Taylora, widzielismy, 2o wie-
lomian Taylora daje takie aproksymacje funkeji (por. § 129). Porow-
nujge ten rodzaj aproksymacji z aproksymacja przy pomocy wielomianu
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interpolacyjnego, widzimy, ze wielomian Taylora zgadzal sig z dang
funkcja tylko w jednym punkeie, ale zgodnosé ta 1stniala zaréwno pod °
wzglgdem rzqdnej, jak i kierunku stycznej, krzywizoy, wogﬁle byla to
stycznosé n-tego rzedu; stad wynikala bardzo dobra aproksymacja w oto-
czeniu tego jedoego punktu. Natomiast wielomian interpolacyjny zgadza
s8ig z dang funkcja w n-punktach, ale zgodnosd wystgpuje tylko pod
wzglgdem réwnosci rzgdnych: kierunek zas linji, przedstawiajgcej ten
wielomian interpolacyjny, moze byé w kazdym punkcie wspéloym zupelnie
odmiennym od kierunku linji, przedstawiajacej dang funkeje. Otéz uogél-
piono zagadoienie interpolacji w tym kierunku, ze znaleziono wielomian,
zgadzajacy sig z dang funkcja w n punktach, nietylko pod wzgledem
wielkodci rzednych, lecz takze pod wzgledem wartosci Jjednej lub wigcej
pochodnych. Taki wielomian lyczy w sobie zalety obu rodzajéw aproksy-
wacji. (Zob. np. A. Lomnicki. Uogdlnienie wzoru interpolacyjnego Lagran-
ge'a. Rozprawy Wydz. m. przyr. Akad. Um. Krakéw, 1920 r. Serja A
t. 60, str. 173—9; Bull. Int Acad. Krakéw, 1920, A. 109—111).

Ustep IL
METODY PRZYBLIZONEGO ROZWIAZYWANIA ROWNAN.

§ 199. Uwagi o metodach graficznych i tabelarycznych

Zoamy z algebry elementarnej wzory, sluzgce do rozwiszywania
réwnah 1-go i 2-go stopnia. Podobne wzory wyprowadza sig w algebrze
wyzszej takze dla réwnaf algebraicznych 3-go 1 4-go stopnia. Natomiast
dla ogdlnych réwnan algebraicznych stopnia 5 1 wyzszych stopni, ¢. j.
dla réwnan formy: ¢, + @,z +a,2' . . 4 0,2" =0, przy n =5, uie
mamy takiego wzoru, ktéryby wyrazal pierwiastki rownapia zapomocs
jego spdlczynnikéw, przy uiyciu skonczonej liczby czterech dzialach aryt-
metycznych i wyciagania pierwiastkéw réinych stopni. Nie istniejg tez
takie wzory dla rozmaitych réwnan przestepnych, jak np.

sinr —03x =0
logigx —x4+3=0
tgxr —x=0

Takie zas réwnania wystepuja bardzo czesto w matematyce stosowanej.
Jakkolwiek czesto nie potrafimy znaleZé pierwiastkow takiego réwnania,
to jednak mozna zwykle w dodé prosty sposéb otrzymaé przyblizone war-
todci pierwiastkéw, z dokladnodcia kilku miejsec dziesietnych a czasem
mozemy nawet dowolnie zaciesniaé graniee, miedzy ktéremi lezy szukany
pierwiastek. Dla celéw praktycznych wystarczy zwykle znajomosé kilku
poczgtkowych cyfr pierwiastka.
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Jednym 2 bardzo rozpowszechnionych sposobéw przyblizonego roz-
‘wigzywania réwnania:
flx)=0

jest sporzadzenie wykresu funkeji y = f(x). Odeigte punktéw, w ktéryeh.
ten wykres przecina o§ x-6w, sy pierwiastkami zadanego réwnania. Spo-
wodu pieuniknionej niedokladnodei rysunku otrzymuje sie w ten sposéb
zwykle dosé grube przyblizenie. Cheae zwigkszyé stopien przyblizenia
mozna narysowaé w powigkszonej skali te czedci rysunku, w ktérych
lezs punkty przecigcia sig badanej linji z osig z-6w.

Zadanie to mozna sobie czg¢sto ulatwié, sporzadzajac zamiast wy-
kresu funkeji y = f(x) dwa prostsze wykresy funkeyj: fi(z) i f3(),
otrzymanych przez rozloienie danej funkeji na odpowiednio dobrane do-
dajniki:

y = f(z) = fi(z) — fp()
Wtedy pierwiastki réwnania f(x)=0 otrzymamy ze zwiszku f,(z) —
— fi(@) =0, czyli:
fi(x) = f3(x)
Przedstawiwszy nasze zagadnienie w tej postaci, nie szukamy juz punk-
téw przecigeia sig z osig z-6w, lecz odcigtyeh punktéw przecigeia sig
dwéeh linij: , = £, (x) 1 y;3 = f,(x) ze soba.
Tak op. w celu graficznego rozwiszania réwnania:

(A) logyor—2+3=0

: \Y
piszemy: »
) , B
og et =z —'3
Pierwiastkamitegoréw- . X
X4

nania sy odeigte tych o}
punktéw, w ktorych sig
przecina logarytmika
o-réwnaniu: y, =log,,z
z linjg prosts o rowna-
niu: yg ==z — 3 (por.
fig. 1178). Juz z tego
pobieznego szkicu wi-
dzimy, ze badane réw- _3 A
nanie przestgpne posia- o Fig. 178.

da dwa pierwiastki, od-

powiadajsce punktom przecigcia sig 4 i B, ktérych odcigte sg zawarte
w przedziadach (0,1) i (3,4). Mozemy wige za pierwsze przyblizenia szu-
kanych pierwiastkéw uwazaé:

x!=0'..., xg=3',,,
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Graficzoa metoda rozwigzywania réwnah staje sig.jednak bardzo
mozolng, gdy nam chodzi o znaczniejsza dokladnosé; op. jezeli checemy
mieé¢ 5 cyfr po kropce dokladnych w powyzszym przykladzie, to trzeha
przerysowaé czesci rysunku okolo punktéw A4 i B osobnp w powigkszo-
nej skali, a jezeli i to nie wystarezy, to trzeba bedzie z tego nowego
rysunku znowu wydzieli¢ odpowiednie czgéci i narysowaé je powtérnie
w jeszeze wigkszej skali.

Z tego powodu poslugujemy sig zwykle metods graficzng tylko do
pierwszej orjentacji, jak sg rozmieszczone pierwiastki réwnania, a doklad-
niejsze przyblizenia uzysknjemy przy pomocy rozmaitych metod rachun-
kowych.

Uwaga. Bardzo rozpowszechnione sg tabelaryezno-graficzne metody przyblizo-
nego rozwigzywania réwnan, przy pomocy metod #noemografjs (por. § 14). Metody te
sy zwlaszcza wtedy pozyteczne, gdy nam chodzi o ujecie w jeden wykres calego zbioru
réwnah o zmiennych parametrach, np. wszystkich réwnaf postaci 2* 4 pxr+-q=0
lub &'+ pz+ ¢ =0. W podrecznikach nomografji mozna znalezé szczegdlowe rozwi-
nigeie tych metod.

Podobne ustugi oddaje tabelaryczne unjgcie funkeji. Wyjadnimy ten
sposéb odrazu na szczegblowym przykladzie. Chcemy znaleié rzeczywiste
pierwiastki rownania:

B) y=x—4xr—2=0
przynajmniej w przyblizeniu.

Sporzadzamy nastgpujacy tabelke:

05 i T —2|—1 0 1
y=—233 —2|+1|—2 —5

N8
+22 -} 229
Dla dalszych x niema potrzeby sporzadzania tabelki, albowiem y stale
maleje dla x < — 3 a stale roénie dla x > 3, a wigce nie przechodzi juz
przez zero poza przedzialem (— 3, + 3). Znaki foukeji y na kofeach
przedzialow (— 2, — 1), (— 1, 0), (1, 2) sa rézne. Pouiewaz zaé y jest
ciaglg funkeja, przeto na mocy znanego (z § DD) twisrdzenia przyjmuje
przynajmniej raz w kazdym z tych przedzialéw wartos¢ zero, a wige
w kasdym z tych trzech przedzialéw lezy przynajniniej jeden pierwiastek
danego réwnania.

Przekonamy si¢ z latwoscis, ze w kazdym z tych przedzialéw lezy

tylko jeden pierwiastek. I tak zbadajmy znak pochodnej:

y =5x*— 4

Odrazu jest widocznem, ze w przedzialach (— 2, — 1) i (1, 2) jest stale
z¢>1 a wige y’™> 5.1 — 4> 0; to zas dowodzi, ¢ w tych przedzia-
lach funkcja y wzrasta monotonicznie od ujemnych wartosei —261 —D e
do dodatnich wartosei 4+ 1 i 4 22, a zatem posiada w kazdym z tych
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przedzialéw tylko jeden pierwiastek. W przedziale (— 1, 0) funkeja juz
nie jest monotoniczna, lecz najpierw wzrasta od wartosei 4 1 do maxi-
4 4

mum, .réwnego yy = ¥ Vg — 2=10217..., ktére osiaga dla x= — V%,
a nastgpnie maleje od y, do — 2. Stad jest widocznem, ze takze i w tym
przedziale funkecja tylko raz przechodzi przez wartosé zero; nastgpne
extremum a mianowicie minimum, lezy bowiem dopiero w punkecie x =

—-{—ﬁ a wige poza przedzialem (— 1, 3
Na podstawie tych rozwazan w1dz1my, ze to rownanie posiada tylko

trzy pierwiastki rzeczywiste. Znamy tez pierwsza cyfre kazdego z tych
pierwiastkow, a mianowicie:

Pr— — = =S (T

Chege bardziej zaciesnié przedzialy, w ktérych lezy te pierwiastki i wy-
liczy¢ wigcej eyfr, moznaby zaggszczaé tablice w tych przedzialach, obli-
czajge np. przy xy wartosci y takie dla x =11, 1’2, 13, 1'6...1'9.

Po wykonaniu tych do8¢ mozolnych rachunkéw pokazaloby sig, ze
pierwiastek x; lezy w przedziale (16, 1'6) a wigc z; = 1'b...

Postepujge w ten sposéb mozolnie lecz systematyeznie dalej, mogli-
byémy wyliczyé dowolng liczbe cyfr po kropce dokladnie.
¢ Uwage. Gdybysmy poprzestali przy kazdym dalszym krokn na polowieniu prze-
dziglu, to moznaby w prosty sposdb otrzymad rozwiniecie dwdjkowe tego plerwmstka x,
zamiast rozwiniecia dziestatkowego.

W nastgpnych paragrafach poznamy rozmaite inne, bardzo dogodne
i szybko prowadzace do celu metody rachuuvkowe przyblizonego rozwig-
zywania réwoan.

§ 200. Regula falsi.

Ograniczmy si¢ do przedzialéw, w ktérych funkcja f(x) jest cigglq
1 rézniczkowalna dwukrotnie.

Przyjmijmy, ze pierwiastki réwnania f(x) ="0 zostaly juz w jaki-
kolwiek sposéb (graficzny, tabelaryczny lub iony) pooddzielane. To zoaczy,
2o znalefliémy takie przedzialy <a,, b,>, <ay, b,>, <ds,b05>,..,, 20
w kaidym z nich lezy tylko jeden pierwiastek badanego réwnania.

Na kohicach kazdego z tych przedzialéw wartosci funkeji maja znaki
przeciwne. Najprostszg mysls, nasuwajacg si¢ przy szukaniu odpowied-
nich przyblizen pierwiastka x, lezacego w takim przedziale <Ca, 6>, jest
zastgpienie funkcji f(z)-jaka$ inng, prostszg funkejs, aproksymujacq dang
funkeje. Pierwiastek tej prostszej funkeji moze byé dogodnem przybli-
geniem szukanego pierwiastka.

Otéz w pierwszym rzedzie nasuwa sig tu zastapienie luku 4B
(Bg. 179) cigciwg, laczacy konce tego luku. Odeigty 7 punktu, w ktérym



624

& cigeiwa przecina of z-0w, uwazamy za przyblizons wartodé szukanego
R . pierwiastka x. Ra-
chunkowo przedsta-
wia sig ta metoda
W 8poséb nastepujg-
cy. Réwnanie prostej,
przechodzgcej przez

punkty  A(xz,, 7,),
B(z,, ,), jest:

0
Y — Y=
" gl———yo (z — z,)
Y| Fig. 179. *, — %o

Jej punkt przecigeia z osig x-6w ma spélrzedne (%, 0); odciets Z oblicza
sig z roOwnania:
1%
0—y,=—""—"""2(2—
s )
a mianowicie:

Z . xy — X,
213 =Xy — Yo —
(213) 0 yoy’_yo

Ten sposéb obliczania przyblizonej wartoéei pierwiastka nazywa sig: regula
falsi (t. ). regula, polegajaca na falszywem zalozeniu, a mianowicie na
zastgpieniu luku cig-

B ciwg). Z figury wi-

dzimy, Ze przedzial,
w ktérym lezy szu-
kany pierwiastek,
zaciesnil sig rzeczy-
wiécie do mniejszego
przedzialu <&, b>,
a wigc dolny jego
kraniec daje lepsze
przyblizenie  anizeli
a. Jezeli zaé tuk AB
jest zwrbécony wy-
A Fig. 180. pukloscia ku gérze,

jak pa fig. 180 to

pierwiastek lezy w przedziale <a, £>, ktérego gérny kraniec daje
lepsze przyblizenie anizeli b. Przeciwnie ma sig rzecz, gdy wartoéé y,
jest dodatnia (niechaj czytelnik sporzgdzi odpowiednie figury!). Przy tem

1Y
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rozumowaniu zakladamy, ze w calym przedziale <a,b> funkeja jest
monotoniczna a druga pochodna (od ktérej zalezy, jak wiemy, wypuklosd)
ma stale ten sam znak, a wige, Ze w tym przedziale niema ani extreméw
ani punktéw przegigeia. Gdyby zaé wystgpowaly takie wyjatkowe puokty,
to trzebaby najpierw zaciedni¢ w jakikolwiek sposéb przedzial <Ca,b>
tak, aby speluial zadane warunki.

Zastosujmy tg regule do réwoania;

(A) y=logj,z—x+4+3=0

Widzieliémy, 3o jeden pierwiastek jest zawarty w przedziale <3,4>.
Na koficach tego przedzialu ma y wartosei:

Yo=10g,,83=0477... i y,=log,4—4+83=0602...—1=—0-398...
Stosujge wzér (213), otrzymujemy:

1 0477
— 0398 —oaTT. 3 T g™

Szukany pierwiastek leiy, jak latwo stwierdzié, w przedziale (%, b).

Dla drugiego pierwiastka, zawartego w przedziale (0, 1), trzeba naj-
pierw ten przedzial w jaki§ inny sposéb nieco zacieénié, poniewaz dla .
kofica tego przedzialu funkeja y nie jest cisgla. Z prostych rozwazanh
wynika, Ze wystarczy w tym przypadku ograniczyé sig do przedzialu
(o5 1) lub pawet (y4lyg, Thy) 1 dopiero do tego przedzialu zastosowad
naszg regule.

T¢ metode mozna nawigzaé do wzoru interpolacyjoego Newtona,
Zastgpienie tuku AB cigciws, przechodzacs przez dwa punkty tego luku,
jest bowiem réwnowazne z zastgpiepiem funkeji f(x) wielomianem inter-
pelacyjuym pierwszego stopnia, a mianowicie:

|
3=yo+(z‘—1'o)d—y;

F=3—0471... 365

cazyli:
h—¥%
% — &,

y=y,+ (& — =)

Stad wynika oczywidcie znowu wzér (213), a wige regula falsh

Umwagas. Nasuwa si¢ mysl, ze dokledniejsze przyblizenie uzyskamy, uiywajge
wielomianu interpolacyjnego wyzszego stopnia, np. nastepujgcego wielomianu New
tona dla dowolnych odstepéw (por. § 197, wzér 211):

¥ = Yo (& — 2,) $(y,, Yo} + (& — 20)(@ — %,) 63(¥4, ¥y, %)
Trzebaby jeszeze tylko obliczyé f(x) dla jakiejs dowolnej trzeciej wartofci Zy, np. dla

éredniej arytmetycznej x’=z.-;z,. Istotnie w ten sposéb uzyskaloby sig lepsze
wyniki, jednakze droga ta jest do&é skomplikowans, albowiem do obliczenis & trze-
baby wtedy rozwigzaé réwnanie 2:go stopniaty==0.
Rachonek rézniczkowy i calkowy.

40



626

Moznaby takZe uzyé t. zw. interpolacji odwrotnej, polegajgcej na tem, Ze wy-
raza sie @ jako funkeje zmiennej y i buduje sig wielomian (dla nieréwnych odstepéw):

%=, + (y — ¥,) 6{z, o)+ (@ — ¥y — ) 8@y, @, 2g) +-+0
Kladge tu y = 0, otrzymujemy odrazu gotowy wzér na przybliZong wartoéé pierwiastka:
T =, — ¥, 6(@,, @) T Yo ¥; 62(T5, %y, Ty) — Yo Y1 ¥ 8 (z,, 2, 2, Tp) .. -

Dwa poczatkowe wyrazy tego wzoru zawierajs wiabnie regule ,falsi’. Dobiersjge
dalsze wyrazy, uzyskujemy coraz wigkszg dokladnoéé. Przy tem postgpowaniu trzeba
dla kilku wartofci  obliczyé y a nastgpnie uZyé schematu z § 397 str. 617, tylko

z przemienionemi literami z i y.
Jednakse i ta wetoda jest doéé ucigiliwa w poréwnaniu z inng metods, ogdlng

i nadzwyczaj plodna takZe w innych dzialach matematyki, a misnowicie z metods
uzyskiwania kolejnych przyblizen zapomoca steracyj, ktérg sie obecnie zajmiemy.

Stosowanie reguly ,falsi“ nie zawsze prowadzi do tak dobrych wy-
nikéw, jak w podanym powyzej przykladzie. Okazemy natomiast, ze kilka-
krotne jej zastosowanie, czyli t. zw. ,iterowanie“ tego postgpowania,
prowadzi zazwyczaj do corazto lepszych wynikéw.

Zalézmy, ze luk AB jest w calym przedziale <Ca,b> zwrécony
wypuklodcia w te sama strong. Mogg wtedy zachodzié 4 przypadki: albo
rzgdna poczatkowego punktu o jest ujemna a wypuklodé jest zwrécona
na dél, a wige y' > 0, jak na fig. 179, lub do géry, jak na fig. 180,
albo rzedna punktu ¢ jest dodatnia a wypoklodé jest zwrécona do géry
lub na dél.

Jezeli y, << 0 a y”* <<0 w calym przedziale, jak na fig. 180, to rz¢dna 2
punktu B, o odcigtej £ ma taki sam znak, jak rzedna y, punktu B.

Jezeli zastosujemy powtérnie regule ,falsi* do luku 4B, to otrzy-
mamy przyblizenie: ¥ widocznie lepsze anizeli #; a wige wtedy zatrzy-
muje sig punkt A. Tak samo ma sig rzecz, gdy y, > 0 i y” > 0. Jezeli
za8 Yo < 0 a y” > 0, jak na fig. 179, to rzedna 7 punkta 4, o odcigtej
Z ma taki sam znak, jak rzedna y, punktu 4. Wtedy przez zastosowa-
nie reguly ,falsi* do luku 4,B otrzymamy przyblizenie ¥ lepsze ani-
seli Z, a wige zatrzymuje sig punkt B.

Stad ogéloa regula: cheqe uzyskaé lepsze prayblizenie amizeli &, nalezy
zatrzymaé ten koniec prezedziatu, dla kibrego y ma ten sam znak, co y”,
a zmieniaé drugi punkt.

Wartosé, dajgea lepsze przyblizenie anizeli , znajdujemy wige
z Wzoru;

Z—z,

9—%Y%

jezeli w punkcie o odeigtej @ =, jest y,<<0 i y” < 0 lub Yo >0
y' >0

(&) §=$° “'—'yo
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Jezeli zaé w punkeie a =, rzedna ma znak przeciwny aniseli y”,
to lepszg wartodé przyblizong znajdujemy z wzoru:

(b) g et
n—g

Powtarzajae operacje, zawarte we wzorze (a) w pierwezym preypadku,
a we wzorze (b) w drugim, otrzymujemy corazto lepsze przyblizenia bada-
nego pierwiastka. Mozna wige zbudowad ciag kolejnych, coraz lepszyeh
przyblizen, przez powtarzanie czyli iterowanie tego samego procesu. W § 202
zajmiemy si@ og6lng metods iteracji dla przyblizonego rozwigzywanis
réwnan.

W rachunkach praktyczoych dogodnie jest czasem przysuwaéd takze
drugs granicg przedzialu odpowiednio — uwazajae jednak przy tem va to,
aby rzedna dla tej drugiej granicy nie zmieniala znaku.

Przyklady. 1) Dla réwnania (4) (str. 625) trzeba bedzie uzyé wzoru
{b), poniewaz:

Yo=10g,,3>0 8 y' == 5l
Obliczamy zatem:

7(3'55) = log,e 305 — 365 + 3 = 0-000 2284

Wstawiamy wartoéei £ =355 i § we wzbr (b), to po wykonaniv pros-
tych rachunkéw otrzymamy:
z = 3550286

Okaie sie, ze ta wartosé ma juz b cyfr po kropee zgodnyeb z praw-
dziws wartoécia badanego pierwiastka. Gdybysmy cheieli uzyskaé jeszcze
wigksza dokladnoéé, nalezaloby dalej operowaé tym samym wzorem (b),
zmieniajac w nim tylko £ 1 g na ZiYy

2) Wiemy, e réwnanie:

y—a2 —4z—2=0

posiada w przedziale (1,2) jeden pierwiastek. Xatwo stwierdzié, ze jest
to przypadek, przedstawiony na fig. 179. Przy pomocy wzoru (213) otrzy-
mujemy ta:

2—1

_m.(_6)=1+§,=1-9

=0l

Delszy rachunek oalezaloby przeprowadzié dla przedzialu (12, 2).
Mozoa sig jednak ograniczyé do przedzialu (1-2, 1'6) i wtedy otrzyma

sig przy pomocy wzora (b): # =147. Zoowu przysuwamy gorng granica

i operujac przedzialem (147, 1'62), otrzymujemy T = 15184,
i



-

628

§ 201. Regula Newtona do przybliZonego rozwiazywania réwnafi.

Zakladamy tutaj, tak samo jak w poprzednim paragrafie, ze funkecja
y = f(x) jest dwukrotnie rézniczkowaloa w calym przedziale i ze f’ ani
/" nie 83 w tym przedziale nigdzie réwne zeru.

Regula falsi polega na zastgpieniu luku cigciwg. Zastgpujac zas dang
krzyws y = f(x) stycang,
wykreslons z jednego kofi-
ca luku,otrzymujemy dru-
ga metodg przyblizonego
rozwigzywania  réwoah,
zwang requlq Newtona
(por. fig. 181 i 182).

Odciety # punkta,

X> w ktérym styczna, wy-

kreslona z kofica luku AB,

25 przecina o z-6w, uwaa-

“"x<o, fx))0 my za przyblizong wartodé

A Fig. 181. szukanego pierwiastka z.

Rachunkowo przed-

stawia sig ta metoda w nastgpujacy sposéb. Réwnanie stycznej, przecho-
dzgeej przez punkt A (fig. 182), ma postaé:

\Y : /

e e e 47 e e e B8

) Bl
T
i~
|| 24

y — F(Z) = [ (%) (@ — x,)

Jej punkt przecigecia z osig z-6w ma spélrzgdne (Z,0); odcigts & oblicza
8i¢g z réwnania:

0 — flzg)=F'(zo)(® — )

a mianowicie:

4

f(zo)
z= 'y — ————
(214) Z, F )

Ten sposéb obliczania przy-
blizonej wartodci pier--
wiastka nazywamy regulq.
A Fig. 182. Newtona.

Niechaj rzedna, nale-
taca do odeigtej x,, bedzie ujemna a luk niechaj bedzie zwrécony
wypuklodcig do géry. Widzimy z figury 182, ze przedzial <& x,>,
w ktérym lesy szukany pierwiastek, jest rzeczywiécie muiejszy od pier-
wotnego przedziala <<z, ;>>, a wige doloy jego koniec daje lepsze
przyblizenie szukanego pierwiastka, anizeli z,.

¥<o, ffn<o
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Jezeli zas luk jest zwrécony wklesloscia do géry, to styczna nalezy
wykredla¢ z punktu B i wtedy regula Newtona przyjmuje postaé:

[(z,)
iy

(214 a) =1 —

Pierwiastek lezy wtedy w przedziale <x,, 2>.

Jezeli rzedna punktu x, jest dodatnia a wkleslosé jest zwrécona do
gory, to uzywa sig stycznej w punkcie 4, jezeli zaé wklgslosé jest zwré-
cona pa dél, to uiywa sig stycznej w punkcie B.

Fakty te, spostrzezone na figurach, udowodnimy, opierajsc si¢ na

wzorze Taylora. Zastgpienie luku AB styczna jest mianowicie réwno-
wazne z zastgpieniem funkeji f(z) poczatkowemi wyrazami rozwinigeia
Taylora, a mianowicie:
y = f(xo) -+ (& — ) f" (%)
Stad bowiem, kladge y = 0, otrzymujemy requé¢c Newtona.
Dokladny wzér.Taylora dla funkeji f(x) ma postaé:

fl@) = flag) + (@ — z) @) + 20 gy

przyczem § lezy w przedziale (x,,z). Jezeli z jest pierwiastkiem réw-
pania f(z) = 0, to otrzymujemy stad:
e J@) =) )
e ) 2 [f(=)
Zalézmy, ze w punkecie z, rzedoa §(z;) ma taki sam znak, jak f"'(2)
w calym przedziale (jak np. fig. 182), a > z,.
Uwzgledmajge wzér (214), otrzymujemy:
(E—=)* f7(§)

. o e i)
f(zo)
i
Zatem:
v — & (z—z0 ()
T — x, = 2 flz,)

Prawa strona ma wskutek zalozenia wartodé dodatnia, a wiee 2 — £ ma
taki sam znak, jak £ — z,, 8 mianowicie zoak sumy: T—FFE— 2z, ==
=1z — z,, to znaczy znak dodatni. A wigc Z lety migdzy z, a =z, czyli
daje lepsze przyblizenie anizeli z,.

Jezeli wige prowadzimy styczng z tego punktu, w ktérym rzgdna
wa taki sam znak, jak f”(z), to uzyskujemy lepsze przyblizenie anizeli
odcigta tego puanktu.
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Jezeli to postgpowanie powtarzamy, to znaki utrzymujs sig zawsze
te same, a wige uzyskujemy przez to ilerowanie ciag kolejnyeb,-corazto
lepszych aproksymacyj. Co wigcej, ten cigg dgsy 6cisle do szukanego
pierwiastka. Jezeli bowiem oznaczymy n-ta wartodé przyblizons, otrzy-
mapa przez n-krotne zastosowanie tego procesu, liters z,, to wzér Ne w-
tona przyjmie postaé:

ACR))
F(@a)
Ciag {z,} jest monotoniczny i ograniczony (wartodcis pierwiastka z) a zatem
zbieiny. Przechodzgc do granicy, otrzymamy:

z" = 1‘.._1 —

e
a stad:
flg)=0

A zatem granica g ciggu {z,} jest szukanym pierwiastkiem x = g danego
réwnania f(z) = 0.

Uwaga. Jezelibyémy nawet rachunek rozpoczeli od nieodpowiedniego punktu.
np. od punktu A na fig. 181, to juz w nastepnym kroku bedziemy mieli do czynienia
z odpowiednim punktem, o rzednej dodatniej i f’/ >0 (por. linje kropkowane na
fig. 181).

Przyklady. 1) Zastosujmy regul¢ Newtona do prerwiastka réwnania:

(A) y=log,z—2-+3
- - £ Iog,, €
z przedzialu (3,4). Potrzebne jest y' = S 1. Dla =3 otrzymu-
jemy y’'(3) = — 0-85524. Zatem przez iterowanie wzoru (214) otrzymujemy:
=3+ §4E4§ =355
s 355 _ Y39 _ 5or00n
:f = 36H y’(3f)b)_35502
z = 35502602

Tu jui wszystkie zatrzymane miejsca 83 dokladoe.
2) Stosujac metodg Newtona do aproksymacji pierwiastka réwnania:

f(x)=2f —42—2=0

zawartego w przedziale (1,2), otrzymuojemy:

s 2 _o_22_ .
1_2-—772—)._.. 76_.171
B f(l'?ll_ ;
f:—171—f——,(1_71)—15f)82

z, = 1’51852
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3) Przekonujemy si¢ z latwoscis, np. drogs graficzna, ze dla réwuania:

-

sinz =032z
jedoym pierwiastkiem jest z — 0, drugi lezy migdzy }n a 7, a trzeci mie-
dzy —n a —}7n Dla pierwiastka z przedzialu <4 n, > otrzymuje sig:
fim) 0942
- Ch A ) .
7 & 31 i3 24154
Nastpne przyblizenia sa: 2:3585, 2:3568, 2:35653, 2:356440. Ostatnie ma
6 eyfr po kropce dziesigtnej dokladnych.

B=nrnt

Uswaga. Metod¢ New tona mozna uogélnié podobnie jak regule .falsi® albo
przez zatrzymanie dalszych wyrazéw we wzorze Taylora, albo tei przez rozwiniecie
funkeji odwrotnej do y = f(x), t. j. 2 =@(y), w otoczeniu ¥ = y,, a mianowicie:

2= W)+ — W W) + LI g () ..

Stosujae tu znane wzory na pochodne funkeji odwrotnej, otrzymujemy:

1 y— v [ (=)
A=t — Yo)- - o
0 + (y yo) fl (xg) 2! f) (xo)’ +
Kladge tu y = 0, otrzymujemy odrazu rozwinigeie pierwiastka w postacs

== &o) = VAEA) f”[zol_l_
R =Sl (o) IR T e DRI

r=x

Rachupki sg jednak przy tych metodach tak mozolne, ze ‘korzystniejszs okazuje sie
metoda steracji.

§ 202. Przyblizone rozwiazywanie réwnahi zapomoca ogélnej
metody iteraeji.

Zaréwno kilkakrotne stosowanie reguly ,falsi“ jak i reguly New-
tona sg specjalnemi przypadkami ogéloiejszej metody, dajacej odraza
cigg przyblizen zbiezny do pierwiastka.

Aby te metode zastosowaé do réwnania f(z) =0, przedstawimy je
w postaci f(z)=2z — @(z) == 0. Wtedy réwnanie f(x) =0 przechodzi na:

r = @(z)
Nazwijmy ¢@(z) = 2.
Ograniczymy si¢ do takiego przedzialu, otaczajacego szukany pier-
wiastek, w ktérymr pierwsza pochodna @(z) albo jest mniejsza co do
bezwzglednej wartodci od liezby 4, spelniajgcej warunki 0 <<k <1, t.j.:

() (@) <k <1
albo jest stale |¢’(z)] > 1. W tym drugim przypadku odwrotna funkeja

. 2 1 2
2 = y(z) spelnia zwykle warunek (a), albowiem @’(2)= 7@ a wiec,
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gdy w pewnym przedziale jest stale |@'(z)]> 1, to |y’'(2)] < 1, zatem
zwykle spelnia sig wtedy takze warunek Jw(2)] < k<l

Udowodnimy, ze, jezeli przy zatozeniu (a) z, jest przyblizonem roz-
wiqzaniem réwnania f(x) =0 czyli réwnania z = @(x), to wartosci T, =
= @(z,), 23 =@ (x),...,2, = @(x,,)... 3g corazto lepszemi warto§ciami
prayblizonems, a wch granicq jest szukany perwiastek réwnania.

Dowéd. Utwérzmy roéznice pomiedzy pierwiastkiem z a drugiem
przyblhizeniem z,:

T — 2, = @) — p(a,)

Na mocy twierdzenia o wartodci sredniej otrzymujemy stad:

T— 1z, = (2 — x,)0'(§) a<€E<z lub z>E&E>a,.
Poniewaz zas |@'(z)] < k w calym badanym przedziale, przeto:

Iz —m| <l|z— x| k
Podobnie:
|z = 2| < |z — 23] - k < & — ,] - k2
a ogolnie:
lz —z,| <]z — =) &

Gdy n—>00, to k" >0 a wige i |z — z,|] >0 a stad wynika, ze:

lim z, ==z c. b d o

=00

Metoda ta prowadzi pieraz bardzo szybko do daleko idacych przyblizen.
Caly rachunek przy tej metodzie polega na podstawianiu znalezionej war-
tosci kazdym razem znowu w prawg strong rOwpapia z = @(x)

Przykiad. Réwnanie:

tgz—az=0

posiada précz pierwiastka z = 0 nieskonczony cigg pierwiastkéw w prze-
dzialach (n, %), (27, %),....(n®, n7 4 §),..., jak sig latwo moina prze-
konaé¢ nawet z pobieznego wykresu.

To rownanie ma wprawdzie postaé z = @(z), a mianowicie:

.’17=th

lecz pochodnk tunkeji @(z) = tgz, t. j. c_ols— jest stale wieksza od 1.

Natomiast dane réwnanie mozna napisaé takze w postaci:
z=arctgr +mn

Pochodna prawej strony wynosi L i jest stale mniejsza od jakiejs

1 4=

liczby k, mniejszej od 1, gdy wylaezymy znany nam juz pierwiastek z = 0.
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Poszukajmy pierwiastka, lezacego w poblizu z, =% = 2b 7.
Wiedy trzeba polozyé m = 2, a wiec uzyé wzoru:

rz=arectgx + 2n
Stad otrzymujemy kolejno:

z, = 17804, 7, = 1127, z, = 1-12628, x, = 71252521, z, = 1-72525184...

Tuta) ¥'(x) ma w poblizu % wartodé okolo gy, zatem k=~ gy, a wige
blad maleje w tym stosunku przy kaidym nastgpnym kroku.

Uwaga. Wielokrotne stosowanie metody Newtona jest specjalnym przypad-
kiem metody iteracji, albowiem rownanie f(z)= 0 mozna napisaé takze w postaci:

[
T=xr— F—
I @)
Podobnie i regula falsi, stosowana wielokrotnie, jest specjalnytc yprzypadkiem metody
iteracji, albowiem rownanie f(z) =0 woZna napiseé.w postaci:

> e,

& fla) —y,
hole —z,)
flzi — yo

TET,

(istotnie z tego wzoru otrzymuje sie * — x, = —
czyli fla) = 0) . ;

Rozmaite inne metody przybliZonego rozwiszywania rownahn mozna znaleié
w cytowanych juz kilkakrotnie podrecznikach Rungego-Koniga i Whitta-
kera-Roblnsoona

czyli Hx) — 9o = — Yo,
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logarytm naturalny 272, 404 i nast., 512,
= zwyczajny 272, 273, £10.
logarytmiczna pochodna 274.
Loria 81, 588.
Luckey 57.

Latcuchowa linja 292.
lafcuchowa regula w rach. rézn. 260, 331
lafcuchowe dzielenie 151, 311.

- ulamki 144 | nast.
Yomnicki 39, 620.

Machina szereg na liczbe n 418,
Maclaurina wzor 307, 388.
Mangoldt 5717.
maximum (zob. tez extremum) funkeji
1 zwlennej 427; f. 2 zmiennych 466;
lokalne 426; niewlasciwe 429, 474.
medjana 468.
metoda Euklidesa dzielenia lahc. 151, 311.
& iteracji 631, 633.
o najmniejszych kwadratéow 456.
. nieznaczonych spolezynnikéw 419.
miara krzywizny 552, 553.
» Jukowa 8.
miejsce zerowe funkcji 7.
- » wielomianu 86.
minimum (zob. tez extremum) funkeji
| zinjennej 487; funkcji € zmiennych
466, lokalne 426; niewlasciwe 429, 474.
Mitscherlich 286.
Monte! 498, 544.

Na%wiqksza i najmniejsza wartosé funkeji
04, 426.
Neila parabola 6567, 570,
Neper 273.
Netto-Dolp 498.
Newton 228
Newtona regula preybliz. rozw. réwnan 628,
szereg D1i.
wielomian 609.
wzér dwumienny 106, 127.
- » interpolacyjny 608, 616.
niecigglodé 191 i past.
anieokreélone wyrazenia 135, 136, 138, 184,
500 i nast.
niewladciwa granica ciggu 129 i nast.
" " funkcji 178 i nast.
o wartosé - 3
niewymierna liczba 12,
" funkcja 84, 92 i nast.
Niklibore 128, 4567.
nomografja 54, 622.

"

n

nomogram D4,
normalng do krzywej 221.

» » powierzchni 496.
normalne réwnanie 478, 482.

Obraz graficzny 23, 24, 39
obrecz 585.

obrét osi ukladu spélrzednych 29.
obszar otwarty 17; spéjny, wypukly, dow-

knigty 18.

d'Ocagne b7.

odbicie w kole 366.

odcieta 24, 38.

odosobniony punkt 566.
odwracanie ukiadu funkeyj 369.
odwzorowanie 365, 366, 373, 374.
ortogonalna siatka linij b30.
ortogonalne trajektorje 530, 656.
.08 biegunowa 38.

» odcietych, rzednych 23, 24, 38.

Papier biegunowy 36; logarytmiczny 51.
parabola 8b: 3-go stopnia 85; n-tego
stopnia 86, 223,
» Neila 557, 670.
o regresji 483.
paraboloida eliptyczna 44: biperboliczna
45; obrotowa 44, b81.
parametrowe przedstawienie funkeyj 72
i nast., 378 i nast.
pas funkeyjny 47.
pek linij 681,
perjod funkcji 83.
Eerjodyczne funkcje 13, 83.
erron 1563.
Peters 21.
7 (szereg nieskonczony) €17, 418.
pierwiastek arytmet., jednoznacznoéé 18.
o » obliczanie 416—416-
- rownsnia 7, 86.
o wielokrotny 87, 309.
pierwiastkowy czynuik 87.
Pirani 47.
plan warstwicowy b7, 68.
Pliickera konoida 197,
plaszczyzna, rownanie 37, 38.
. styczna do powierzchni 326,
337, 339, 340,
pochodna catkowita 321; definicja 216;
funkeyj cyklometrycznych 265 i nast.;
f. hiperbolicznych 290; f. odwrotnej 262
i nast, 302 i nast.; f. przedstawionoj
w formie parametrowej 256 i nast., 801,
302; f. trygonometrycznych 259 i nast.;
f. uwiklanej 85b, 357; f. wykladniczej
270 i nast.; f. y=a 240: f. zlozonej
249 i nast., 303; iloczynu 243 —244, 299,
ilorazu 246—247; lewostronna, prawo-
stronna 216, 231, 294; logarytmiczna
274; logarytmu 271—272; niewlaéciwa
216; potegi 246, 247—248, 256—266,
275; stalej 240; sumy i réznicy 241 —242,
298; wielomianu 246.



pochodna druga, trzecia n-ta 295 i nast.
pochodna czgstkowa, definicja 321; dru-
iego rzedu 344; funkeyj uwiklanych
gGO, 361, 364, 370, 381, 382; f. zlozo-
nej 333, 341; mieszana 843, 346; w do-

wolnym kierunku 336 —337.
podnormalna 221, 521,
podstyczna 221, 521,
podzial zloty 148.

Pogorzelski 89.
populacja 20.
postepy arytmetyczne 611 i nast.
potega o wykladniku niewymiernym 108.
powierzchnia bezpieczenstwa 580.
> walecowa 46, 328.
powinowactwo (affinizm) 366.
prawdziwa wartosé funkeji 500.
prawie wazystkie 102.
prawo najlepszego przyblizenia 160.

” wzragtania organicznego 283 i nast.
predkosé 1, 226—228; katowa 263, 306.
procent skiadany 280 —282.
promiefi krzywizny 549.

o wodzgcy 34.
proporcjonalno$é odwrotna 89: prosta 84.
prosta regresji 480. -
przedstawienie graficzne funkeyj 23, 39.

7 tabelaryczne 18.
przedziat otwarty 8, staloei 71, 430; wia-
_ Aciwy i niewladciwy 8, zamknigty 8.
przekrsj Dedekinda 98.
przeksztalcenie rzutowe 366.
» zap. promieni odwrotnych
(inwersja) 366.

przestgpne funkeje 956—96.

o réwnania 620.
przestepnodé funkeji wykladniczej 509.
przesuniecie 27, 28, 365.
przyblizooe metody rozw.réwn. 620 i nast.

= wyprostowanie luku kola 503.
przyporzgdkowanie 12.
przyrost funkcji 187, 233, 326.
przyépieszenie 1, 228.
punkt izolowany 566, 569.

»n katowy 294.

odosobniony 566.
osobliwy 356, 469, 463; 522, 664.
podwéjny b64
potréjny 564, b72.
przegiecia 432, bi8.
siodlowy 471, b67
undulacyjny 639.
wezlowy 065, 668.
wielokrotny 064
zwrotu 566.

3 33 3 39 2 9w 3 3

Rachunek calkowy bb6; rézniczkowy 817,
235; warjacyjny 499.

radukt ulamka lahcuchowego 146.
S poboczny 153.

reyresja 480,

regula falsi 623 i nast.

regula Hospitala 501 i nast.

637

regula Newtona 628 i nast.
reszta wzoru interpolacyjnego 618.

- »  Taylora 38b; Cauchy’ego,

Lagrange’a, Schlémileha 390.
Robertsona prawo 541.
Robinson 22, 615, 633.
Rollego twierdzenie 313, 549.
Rothe 207, 498.
rozwijajaca (ewolwenta) 513, bb5.
rozwinigcia funkeyj 395—419.
rozwinigta (ewoluta) 555.
réwnania normalne 478, 483.
réwnanie algebraiczne 273, 309, 509.

. tinji 24.
normalnej 221, 524.
plaszczyzny 38, 39—42.
» stycznej 339.

przestepne 620.
rézniczkowe 278, 279, 283, 284,
286, 298, 304, 305, 527—5380.
» stycznej 220, 523 —524.
rownolegle krzywe 526 i nast.
réwnosci symboliczne 133, 134, 136, 609.
réznice pierwsza, druga, r-ta 606,
rézniczka 234.

33 3 23

o czastkowa 324.
o zupelna 324 i nast.
0 wyzszego rzedu 295 i nast.

o zupelna wyz. rzedu 360 i nast,
rézniczkowa geometrja 521.
rézniczkowanie graficzne 22b i nast.

& numeryczne 238.
ruch jednostajny 212;jednostsjnie przyépie-
szony, opozniony 229; niejedn. przyép.,
opozniony 229; krzywolinjowy 229.
Rudzinski 488.
Runge 47, 483, 615, 633.
Ruziewicz 201.
rzedna 24, 38
rzut cechowany 57, 58.
» ukofny réwnolegly 39.

Sallin 498.
Salpeter 498.
Schlémilch 390, 498.
Schwerdt 57.
Sierpinski 163, 166, 207, 511.
signum 11.
siodfowy punkt 471, 567.
skala funkcyjna 47 i nast.
skok 193.
Snelliusa prawo 463.
Sohncke 498.
spadek 84. 210 i nast.

o stycznej 220, 522.
spiralna Archimedesa 36.

o logarytmiczna 535.
spodkéw krzywa 525.
8polezynnik kierunkowy 211.

5 korelacji 481.

» regresji 480, 481.

X zalamania Swiatla 452.
spélogniskowe linje 2-go stopmia 632.
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spélrzedne biegunowe na pl. 33—34.
® - w przestrzeni 881,
3 dwubiegunowe 37.
o eliptyczne 37, 369, 532.
spdlrzedne krzywolinjowe 368.
» prostokatne na pl. 23.

@ » s przestrzeni 37.
frednia arytmetyczna 46& 496; geome-
tryczna 466, 495; harmoniczna 457
Srodek ciezkosci 476, 479 ; krzywizny 549;

symetrji 28.
&rubowsa linja 363, 377,
- powierzchnia 63, 64.
Steckel 128.
Stegemann 498.
Steinhaus 128, 457, 485.
Stirlinga wzor interpolacyjny 614 —616.
stopien korelacji 481
»  2d3zania funkcji do zera 165.
stozek kolowy 43.
strofoida 690.
styczna (plaszczyzna) 326, 337, 339, 340
»  (prosta) 220 i nast., 521 i nast.
stycznodé wyiszego rzedu 386, 546 i nast
suma szeregu nieskoniczonego 140.
szereg asymptotyczny 511,
I geometryczny 141.
Leibniza 417.
Machina 418.
Maclaurina 393.
Newtona 414.
pieskosczony 139.
rozbiezny 140.
Taylora 892.
»  zbiezny 140.
szerokod$é geograficzna 379.
szybkoéé warastania funkeji 209, 211215,
220,

3 3 3 3 33 3

Tabelaryczne przedstawienie funkcji 18
i nagt.
tablice wartosci funkeyj 18—23.
_Technik* 20.
torus 58b.
trajektorje ortogonaine 530.
0 ukofne 533.

Uklad lewej, prawe) reki 38.
5 rownan linjowych 603.
,  8polrzednych 23, 33, 37.

ukofne teajektorje 533.

wlamek lancuchowy 144 i nast.

andulacyjny punkt 539.

Van der Waals 543.
Vessiot 498, 044.

Vivanti 498.
Viak-Vega 21.
Vogt 448.

’

Warjacyjny rachunek 499.
warstwice 58, 484, 529.

warto¢ bezwzgledna 10.
= iloczynu nieskonczonego 143.
» szeregu nieskofczonego 140.
wartod¢ ulamka lahe. niesk. 145,
Watson b11.
Weierstrass 232.
wektor 229.
wezel linji krzywej 565, b67.
Whittaker 33, 611, 615, 633.
wielkosci skalarne 229.
wielomian 86.
m interpolacyjny 602.
a Newtona 609.
5 Taylora 385.
wierzcholki linji 561.
» peku linij 581,
Witkowski 544.
wkleslosé 535.
wykres funkcji 1 zmiennej 23 i nast
2 zmiennych 39 i nast.
odwrotnej 71.

L] L]
n ”
" » zlozonej 32.
wymierna funkcja 84, 86, 89.
: liczba 12.
wypuklosé 535.
wyraz dopelniajacy wzoru Taylora (zob.
reszta) 385, 390.
wyrazenia nieokredlone 600 1 nast
wyrownanie szeregu punktéow 477 i nast
wyréznik formy kwadratowej 471.
wysokoéé 38.
Wysocki 4.
wysuwka logarytmiczna b60.
wyznacznik 603.
b fnnkeyjny (Jacobi'ego) 862, 370.
wzor Eulera 333
» interpolacyjny zob. interpol. wzor.
~» Lagrange'a (dla wart. éredniej) 317.
. Leibniza na n-t3 poch. ilocz. 299.
.~ Maclaurina 307, 388, 390, 394, 398,
400, 405, 412. 416, 424.
. Taylora 308, 384, 391, 423 —424.
wzrastanie organiczne 280—287,

Yule 482.

Zagadnienie interpolacji 600.
zakres istnienia funkeji 13, 26.
. warto$ci 8.
zaséb wartosci ciggu 100.
zbiezny cigg 102.
zbiér 13, 15, 97 i nast.
» nieograniczony 97.
. ograniczony 97 98.
Zimmerman 22.
zmiana jednostki 29.
zmienna zalezna i niezaleina 7.
Zoretti 498.
zwrotu punkt 566.

Zylinski 201.
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A

Spis wazniejszych, dostrzezonych omytek

i brakow.

3 wiersz 13 od dolu zamiast 06931 ma byé 06931

13

20
28
39

n

41
41
50
74
80
83
81

88
99
108

n
110
118

119

n
128

n

n

n

”n

6

10
L

n

» po slowie: funkeje dodaé: (por. str. 61—62,
przyklad b)

5 , gory zamiast 1909 ma byé 1933, wyd. 2

dolu - | grn RS S
3 »  podreczniku ma byé podrgeznikach

na koficu ostatniego wiersza dopisaé: (Warszawa, 1928); F. Leja.

wiersz

n

3 3 35 3

b ]

Geometrja analityczna i poczqtki geometrji véi-
niczkowej (Warszawa, 1934).

2 od dolu skresli¢ stowo: najogélniejszego

13

n

”

n

n

3 9 3

3

géry po slowie: Lipsk dodaé: 1915
dotu % Lwéw 1911
géry zamiast y ma byé =
n n r ., ,t
n po stowie: wige dodaé tgz
n 2amiast dwukrotnym ma byé wielokrotnym
n Opuscié stowa: rétoych lub réwaych
» 2amiast réwnania stopnia r ma byé réwnanie
stopoia co najwyzej n
zamiast dla » ma byé dla =

n
dolu B G ee 31‘+‘8t

& » jakie zpnaczenie ma ma byé co znaczy
= » znaczenie ma byé , co znaczy
. » znaczkn , | wskainiku

gory » jest ona mniejsza ma hyé wmoina jg

uczynié mniejszg
2 zamiast ||a,] — gll ma byé |la,] —l9ll
" R takse » o takie
= ) <0 non <E

n ) e* n »n
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Str. 133 wiersz 15 od dolu zamiast wyrazéw ma byé granic

n 13 n 2 n n n % n [ g %
140 8 5 » 08 kofcu wiersza po O dopisaé kilka kropek ..
142 1 , o, eamiast lLimg(k) ma byé lim s(k)
k—+o0
» 143 5, Ti2, n Pa P n n Pa7P
PSR L RS e Y ,, 00042 | | — 00042
n n n 2 5 o n szereg n o cClag
» 162 75 » v n n
PR o7 At S50 i) Sl 7 przez zastosowanie wma byé préba
zastosowania
o T - 5 , » zamiast wypadnie ma hyé daje
1 |
n 17% n 3 » n n (—2+ l) » n (1 - m)
n 180 , 12 , géry , punkt » n poczatek w
gt s ST [ Y . a<<l ot ol e d
a 197 4 , dolu n T4yt , g, 2y
o Tt n 11 5, po stowic: réwnoczednie dodaé: okolo osi 2z
B lefe) et 1 , goéry zamiast koniecznym ma -byé istotnym
» 216 , 17, , n y =7 () n o ¥=F(=
» 218 , 14 . | po stowach: pochodna jest dodaé:  jak la-
two stwierdzid,
R L 5 5 , dolu zemiast z— 0 ma byé h— 0
n 248 9 , gory o, sl n n —#
5~ 2ol ., 1S »  wprowadzi¢ ma byé wyprowadzié
s 266 14116, ‘dolu r npochodna mie istnieje dla% ma byé:
wzor oa poebodng bie stosuje sig do
s 212 , 14 , gbry po y=log,(— x) dodaé: dla x <0

n 218 4 , dolu po séowie: algebraicznego dodaé: (t. j. réw-
nania @, + a,x + a,2* +...4 a, 2" = 0)
o spbélezynnikach calkowitych.

zamiast loga ma byé log,a

, 278

| B s
» 284 , 9 , gory n boc 5 o bee
=5 o] et 1 , dolu s 1, wyraione w formie parametrowej
ma byé: 1; w formie parametrowej wyrazamy
to kolo zapomoca réwnan §=cos?, 7n=sin{
n 299 6 , gbry oa koficu wzoru ma byé uo™ zamiast ue
A )L R 8 » o zamiastr(r—1)(r—2). mabyé ()r(r—1)(r—2)..
S = e = s rr—=1)r—2). 4 , Prir—1)r-2).
n 3471, 18, , » (89) » » (86)
s 314 , 11 , , poo=0 dodaé: jak latwo si¢ mozna prze-

konaé przez bezposrednie obliczenie z defi-
nicji pochodnej.
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Str. 383 wiersz 2 od gory przekrefli¢ stowa: ,w skonczonej formie“
384 2 , dolu po R,(x,a) opuscic kropi
0802 L 7 n gory zamiast ,ciggle® ma byé: w punkeieai w jego
ptoczeniu
3 , 10 , , zamiast R,(x) ma byé. R,(x,)
380, . 9 , dolu » §1260 , , 8§ 136
426 zamiast 15 1 14 wiersza od dolu ma byé: Jezeh wartodé funkeji
w jakims punkcie jest najwigkszg wsréd wartosci z odpowiednio
zaciesnionego, lecz obustronnego otoczenia tego punktn, to te
warto$¢ nazywamy mazxi- o
» 426 wiersz 4 od dolu po stowach: ,na fig. 118% dodaé: w prze-
dziale <lc¢, d>

s 436 171  gory opudcié slowo ,monotonicznie

n 437 n 3 n n n n ”zaé“

» 449 , 15 | zamast: wydajnosé ma byé: moc
] 450 n 518 n n n n n n n
A 7 , dolu = by o e

a 489

10 , , opuscié (171)







Katowice, Warszawska 26 - Telefon 316-03 - P. K. 0. H1l-5320

poleca wydawnictwa:

Domanska LEGENDY Z ZYCIA SWIETYCH
Floxczyk TRYGONOMETRIA

Gillowa Z POL I LAK
Gillowa WIAZANKA ZYCZEN
zbiér powinszowan
Gillowa NAOPAK W KRAJU
Gillowa KUMA BIADA

Grabkinska dr LET US TRY

podrecznik jezyka angielsk. I rok naucz.
Eomnicki A. RACHUNEK ROZNICZKOWY
I CALKOWY Tom I Czeé¢ 1
Lomnicki A. RACHUNEK ROZNICZKOWY
I CALKOWY Tom I Czes¢ I
Pajewski inz. LAKIERNICTWO
Szymanowska ZWYCIESTWO
powiesé
Zakrzewska ZASYPANA SZTOLNIA
ksigzka zaiw. przez M. O. jako lekt. szk.

wydawnictwa muzyczne:

DZIECINNY POKOIK fox-trott

1 ZNOW NADESZEA JESIEN tango

KAZDY TANCZY TAK JAK UMIE walc
ZAWIANY SWIAT walc

KSIAZE Z BAJKI tango

MASZ W SOBIE COS tango

NA NOWEJ DRODZE piosenka repatriantéw
PAWIE PIORA wigzanka krakowska

TWE LZY tango

Do nabycia we wszystkich ksiegarniach
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Druk: Drukarnia Diecezjalna w Opolu » R14314
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