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Powierzchnia trapezu jest j (XA-Yy) z sin «, zatem

Fix, y, 2 a) =% (x-\) 2 g, = 2=y 7

A<= 0'5°= 0'00873, AF(X, vy, z, J= yzsina (Ax -j- Ay)
+ ] (Xj-y)sina Az + j (x+ y)zcosaAx,
AF{120, 80, 100, 60°) = J . 100.0 866.2 .0901

+ { .200 .0-866.0-01 + y .200.100.05.0°00873 = 454 m2

XXIII.

Znaczenie pochodnej.

Znaczenie pochodnej poznamy w nastepujgcych zagadnie-
niach :

1) Funkcya f(x) wyraza rzedng y punktu odpowiadajac
odcietej X w uktadzie prostokatnym, czyli y = f(x) jest réwna-
niem linii; co wyraza pochodna f (x)?

Aby na to pytanie odpowiedzie¢, wezmy pod uwage obraz
funkcyi BCE na fig. 21. Mamy tu OA = x, AC = y = f(x),

AD=Ax, EF=Ay,
1/ DE=y+ Ay=f(x + Ax).
"E Widzimy dalej na figurze, ze
Af(x)="f(x-\-Ax)—f(x)=Ay.
Oznaczywszy kat, jaki tworzy
sieczna CE z osig odcietych
przez o, mamy

Gdy AXx maleje, punkt E zbliza

sie do punktu C a sieczna zbliza

sie coraz bardziej do stycznej w punkcie C poprowadzonej.

Oznaczywszy przez %kat, jaki tworzy styczna w punkcie C po-
6
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prowadzona z osig odcietych, mamy w granicy dla z\x nieskon-
czenie matego

aa-/w--9g--*

Tg t nazywa sie statg kierunkowg stycznej. Zatem, jezelif(x)
wyraza rzadng w pewnym punkcie linii, natenczas pochodna f *(x)
wyraza stalg kierunkowg stycznej w tymze punkcie do linii po-
prowadzone;j.

Gdy funkcya jest uwiktana, wtenczas na zasadzie réwnania

d =1t9T
stosunek rozniczkowy wyznacza statg kierunkowa w danym punk-
cie linii i utatwia wyprowadzenie rdéwnania tejze stycznej. Wyja-
$niajg nam to blizej nastepujgce przykiady:
«) Wyprowadzi¢ rownanie stycznej w punkcie [id, yj linii
ax2-f-/ly2— 1 poprowadzonej.
Poniewaz punkt [a”yj] znajduje sie na linii, wiec jego
wspotrzedne spetniaja réwnanie
<N2+ i.
Rézniczkujgc réwnanie ax2-\-fiy2= 1, mamy
2 ax dx-j-2fiydy = 0,
dy _ ax
dx ly
Stata kierunkowa stycznej w punkcie [XU yj poprowadzonej

jest zatem
ax,

Pyt’
a szukane rownanie stycznej bedzie:
U<, i
y- y'=-mjjtdr-*")
ktére po przeksztalceniu przyjmuje ksztatt
«VtX + Pyty = | (dla elipsy lub hiperboli).
Jezeli réwnanie linii jest y2= 2px, natenczas
2ydy = 2pdx,

dy _ p
dx y
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a réwnanie stycznej y—yl= — (x —xJ) w punkcie [xxyXx] po
przeksztatceniu i uwzglednieniul, ze y12= 2pxlt przyjmuje ksztatt
yxy —p (xx-f x) (dla paraboli).

ft) Wyznaczy¢ kat, jaki tworzg linie y=f(x) i y —g(x)
w punkcie przeciecia sie (Xu yX.

Kat, jaki tworza dwie linie przecinajgce sie, wyraza sie
zapomocg kata 7, jaki tworzg styczne do obu linii w punkcie ich
przeciecia sie (XX yX poprowadzone. Poniewaz state kierunkowe
tychze stycznych sg f(X X, g'(xX), przeto

o 90 —F(x3

g L+ f(xi)g'(xi)
Jezeli réwnania linii sg: F(x,y) — O G(x,y) = 0 i jezeli
stosunek roézniczkowy ~ z pierwszego réwnania wypada

(P(x, y), z drugiego ¥>(X, y), natenczas state kierunkowe stycz-
nych w punkcie (XXyX) sa <p(x y®, y{xx yx), za$

tgl = V(xi,yi) —<pixyy .
I+ <pOxyXy(XxyX

Np. Linie, ktérych réwnania sg x2+ y2= 13 y2= -4- X,
czyli 'y = | 13 -- x2—f(x), y= ~V x—g(x), przecinajg sie

w punkcie (2, 3). Poniewaz f'(x) —

VI3-
g’(x) = IY2) = —-f-»7~(2) = , przeto
3 i
413 17
.55 8

Piszagc réwnania powyzszych linii w ksztakcie
X+y2—13=10 y2 T *=0
i rozniczkujac, otrzymujemy z pierwszego
2ulkt 2ydy— 0, §o0  y = ),

z drugiego: 2ycly % 3(( g(?/ - 49; (X, y); skad
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wypada: D (2, 3) = - 12 - Y2, 3)= ? zgodnie z po*
przedzajgcem.
2) Funkcya f(X) wyraza powierzchnie F zawartag w pier

szej Cwiartce miedzy osiami wspotrzednych, rzedna odpowiadaja-
ca odcietej X i linia. Co wyraza pochodna f(x)?
Wezmy pod uwage fig. 22, na ktorej
OA — x, powierzchnia BOACB —
F=f(x), AD= /\x, pow. ADECA —
AF, pow. BODEB = F+ AF =
f(x + zIX). Mamy zatem
At(x) = f(x + Ax) —f(x) = AF.
Lecz AF— Ax. GH, gdzie
AC<C GH<|DE, co uwzgledniwszy

otrzymamy Ax - — GH.
zjx

Jezeli Ax maleje, punkt E a zatem i punkt H zbliza sie do

punktu C. W granicy dla Ax nieskonczenie matego
dx =)= o« ¢

to znaczy: pochodna f'(x) wyraza rzadng, odpowiadajacg odcietej
X, zamykajgca powierzchnia.

3) Funkcya f(x) wyraza objeto$¢ / bryly zawartej mie
ptaszczyzng YOZ, powierzchnig bryly i ptaszczyzng ABC bedacq
w odlegtoéci X od ptaszczyzny YOZ (fig. 23). Co wyraza po-

chodna f(x)?
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Jezeli OA — X, ob-
jetosé bryty ABCODE
= y=1(x), natenczas
gdy X wzro$nie o
AA' — AX, objetosc
bryly powiekszy sie o
ABCAB'C' = AT
Bedzie zatem
T+AT=f(x+AXx),

Af(x) = f(x + Ax) —1(x)
= AT
Lecz objetos¢ A T
otrzymamy, mnozac
Zt X przez przekroj
FGH wiekszy od ABC a mniejszy od A'B'C', czyli
z T= z* . FGH.
To uwzgledniwszy, bedziemy mieé
Ajpc)= A7 = FGK
AX AX
Gdy Ax maleje, przekréj A'B'C a zatem i przekréj FGH
zbliza sie do przekroju ABC. W granicy dla AX nieskonczenie
matego wypada

df(](l::)_ 55 g; __ABC,
to znaczy: pochodna f'(x) wyraza przekrdj bryly réwnolegly do
ptaszczyzny YOZ bedacy od niej w odlegtosci x,
4) Funkcya f(t) wyraza droge S, jaka punkt poruszaja

sie odbyl w czasie t. Co wyraza pochodna f'(1)?
Jezeli (fig. 24) AB—s—f(t)
oznacza droge, jaka punkt odbyt
w czasie t, BC= As droge odbytg

w czasie At, natenczas

s+ As —f(t + At),
AM =f(t+At) -f(t) = As.
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Punkt porusza sie wog6le ruchem zmiennym, to znaczy, ze
jezeli ma w punkcie B pewng predko$¢ v, to w punkcie C ma
inng, wiekszg lub mniejsza. Droge AS mozemy jednak wyrazic,
uwazajac ruch na drodze BC jako jednostajny, zapomocgq iloczy-
nu czasu At przez jaka$ predkos$¢ posrednig ta, taka n. p. jaka
jest w punkcie D. Bedzie wiec As = At - vlt

Af(t) _ As =
At At VI

Gdy At maleje, punkt C a zatem i punkt D zbliza sie do
punktu B a warto$¢ predkosci c, zbliza sie do wartosci v, jaka
jest w punkcie B. W granicy dla At nieskonczenie matego wy-

pada

moy

to znaczy: jezeli f(t) wyraza droge przebyta w czasie t, naten-
czas pochodna f ’(t) wyraza predkoSC koricowa po czasie t.

Gdy ruch jest jednostajny t. j. gdy s = ct, predko$¢ jest

iloscig stata, bo -js-:C;
. oyf2 (8
gdy s = ct -J- -y-wtenczas -tt = v = C + Vi

5) Funkcya f(t) wyraza predko$¢ koncowg v punktu
czasie t; co wyraza pochodna f ’(t)?

Jezeli po czasie + punkt znajduje sie w punkcie B (fig. 24)
i ma predkos¢ koncowa v = f(t), natenczas po czasie t+ At
bedzie sie znajdowat w punkcie C i bedzie mie¢ predkos¢ kon-
cowg wiekszg o Av- Mamy wiec: v + Av = f(t + A1),

AM = f(t + AO - f(t) = Av.

Gdyby ruch byt jednostajnie zmienny, byloby Av propor-
cyonalne do przyspieszenia Yy, jakie jest w punkcie B. Lecz ruch
jest wogole niejednostajnie zmienny, to znaczy, ze inne jest
przys$pieszenie w punkcie B a inne w punkcie C. Uwazajac je-
dnak ruch w czasie At jako jednostajnie zmienny, mozna Av
wyrazi¢ jako iloczyn czasu At przez przy$pieszenie posrednie
yl takie n. p. jakie jest w punkcie D. Jest zatem Av = At -ja,
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Af(t) _ Av
At At
Gdy At maleje, punkt C a zatem i punkt D zbliza sie do
punktu B a warto$¢ przyspieszenia Y\ zbliza sie do wartosci
7, jaka jest w punkcie B. W granicy dla AX nieskonczenie
matego wypada

lit = 0
o znaczy : gdy f(t) wyraza predko$¢ koricowg po czasie t, po-
chodna f ’(t) wyraza przy$pieszenie po tymze czasie.

Gdy ruch jest jednostajnie zmienny, przyspieszenie jest ilo-

deEQ) _ ..
df - f(t)

dv
Scig stata. N p. gdy v— c+ Wi, wtenczas ,, — 7.

6) Funkcya f(r) wyraza prz
L, jaka wykonuje sita skierowana do
punktu A (fig. 25), przy przesunieciu
punktu materyalnego B do odlegto-
$ci r od punktu A. Co wyraza po-
chodna f (r). ?

Jezeli AB = r, BC = Ar, natenczas praca wykonana
przy przeprowadzeniu punktu materyalnego do punktu B jest
L = f(r), za$ przy przeprowadzeniu do punktu C jest L-\- AL
— f(r + AO> wypada

AfO) = f(r + AO - f(r) = AL.

Gdyby sita na catej drodze Ar byla taka sama P, jak
w punkcie B, natenczas praca AL databy sie wyrazi¢ jako ilo-
czyn sity P przez droge Ar. Lecz wogéle sita sie zmienia, in-
na jest w punkcie B a inna w punkcie C. Uwazajac jednak, ze
sita na drodze Ar sie nie zmienia, mozemy prace AL wyrazi¢
jako iloczyn drogi Ar przez jaka$ posrednig site Pl takg n. p.
jaka dziata w punkcie D. Bedzie wiec AL = Ar . P\

Af(r) AL _ p
Ar Ar I



Gdy Ar maleje, punkt C a zatem i punkt D zbliza sie¢ do
punktu B a warto$¢ sity P1 zbliza sie do wartosci sity P dzia-
fajacej w punkcie B. W granicy dla Ar nieskonczenie matego
wypada

M =)= d =
dr J[J dr

to znaczy: jezeli f(r) wyraza pracg w odlegtosci r, natenczas po-
chodna f ’(r) wyraza silg dziatajaca w tejze odlegtosci.

o A
Jezeli L o natenczas P aF ri(

7) Funkcya f(t) wyraza ilo$¢ ciepta Q, jaka posiada ci
o ciezarze 1 przy temperaturze t; co wyraza pochodna f'(t)l

Aby temperature ciata podnies¢ o At stopni, trzeba do-
da¢ AQ Kkaloryi ciepta. Bedzie zatem

Q+ AQ = f(t + z1i),
Af(t) = f(t + At) - f(t) = z0Q.

Gdyby ciepto wiasciwe byto takie samo C przy temperatu-
rze t jak i przy temperaturze t + At, natenczas ZQ byloby
réwne iloczynowi At stopni przez ciepto wiasciwe. Lecz wogé-
le ciepto witasciwe sie zmienia razem z temperatura. Przyjmujac,
ze przy podwyzszeniu temperatury o At stopni ciepto wiasciwe
sie nie zmienito, mozemy ZQ wyrazi¢ jako iloczyn At przez
ciepto wiasciwe cx posrednie miedzy cieptem wiasciwem przy
temperaturze t a temperaturze t + At. Mamy wiec

AQ= At .fi
AM = A? =r
At A q'

Gdy At maleje, ciepto wiasciwe cl zblizg sie do ciepta
wiasciwego C, jakie jest przy temperaturze t. W granicy dla
At nieskonczenie matego wypada

df(ty _ fm = dQ =
dt — 1{) dt

to znaczy: pochodna f'(t) wyraza w tym przypadku ciepto wila-
Sciwe ciata przy temperaturze t°.
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XXIV.
Znaczenie rozniczki funkceyi.

RoOzniczka funkcyi wyraza nieskoriczenie maty przyrost tej
ilosci, co funkcya ; n. p. jezeli funkcya wyraza powierzchnig, to
jej rézniczka wyraza nieskonczenie matg cze$é¢ powierzchni, je-
zeli funkcya wyraza prace, to jej rozniczka wyraza nieskoncze-
nie malg prace i t p. Rozniczke czesto nazywa sie elementem ;
mowi sie: element powierzchni, element drogi i t p.

XXV.

Maximum lub minimum funkcyi.

Jezeli linia BDEC przedstawia

D n,, obraz funkcyif(x), lub réwna-

nia F(x, y) = 0, natenczas tak

pochodna f\x) jak stosunek

rozniczkowy wyraza stalg

@ kierunkowg stycznej popro-

wadzonej w punkcie odpowia-

dajacym zmiennej Na fig.

26. widzimy, ze linia sie¢ wznosi

od B do D, potem zniza sie¢ od D do E, wznosi sie od E do C.

Punkta D, E sg punktami zwrotu, w punkcie D jest maximum,

w punkcie E minimum funkcyi. Styczne w punktach zwrotu D

i E poprowadzone sg réwnolegte do osi odcietych, a wiec ich
state kierunkowe sg réwne zeru.

Z tego powodu, jezeli oznaczymy OD'=xu OE'—x2, musza

by¢ spetnione réwnania: f(x ) —0 if(x>,) = 0. Jezeli funkcya jest

uwikfana, natenczas -JX jest wogéle funkcyg zmiennych X iy,

to znaczy: * = <P(X, y), a gdy punkt [xu yf\ jest punktem
zwrotu, musi by¢ spetnione réwnanie: ?(xL yj = 0.
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Ogolnie: funkcya osigga maximum lub minimum dla takich

wartosci zmiennej x, dla ktorych jest
f(x)=0, lub -8 = 0.

Przykiady.

1) Funkcya 3x2—8x+5 osiega maximum lub minimum dla
x=ly, bo dla tej wartoéci pochodna ~®\3Xx-—8x+5]=2 (3jc—4)
jest réwng 0. Na obrazie funkcyi (fig. 6) widzimy, ze jest mini-
mum. Wspotrzedne punktu zwrotu sa [ly , — y].

2) Funkcya sinx osiega maximum lub minimum dla

= —y,—~ ,—-y it d, bo dlatych wartosci pochodna
dzi)n(x =C0S X jest rédwng 0. WspoOtrzedne punktéw zwrotu sg
[if.ii], [i —ei i],...10td (fig i3).
3) Funkcya )}-)gP__Il osiega maximum lub minimum dla
X = — 0'6058, bo dla tej wartosci pochodna
_d(i(_ xa-1 ==y (4x3+ 3x~+ 2x + O

jest réwng 0. Na obrazie funkcyi (fig. 9) widzimy, ze jest mini-
mum. Wspotrzedne punktu zwrotu sg [— 0 6058, 0°1347J.
4) Funkcya uwiktana y w réwnaniu

3 (x— 1) —4j/+ 5 e4(;c-i)T3y = 0

osiega maximum lub minimum dla x P138, bo dla tej war-
5

L ) 4 (X- )t 3y
tosci stosunek rézniczkowy (?3(/ —3 4G + 3y]2- 100. €

4 [4(x-1) t 3yft 75 e4x-i)*3y
jest réwny zeru. Na figurze 17. widzimy, ze jest minimum.
Wspditrzedne punktu zwrotu sa [1'138, 2.455].

5) Wezmy pod uwage réwnania elipsy, hiperboli i paraboli:
Mamy dla elipsy

i i! ; I b"'X_ b_ —
I(L ,Ib2 ! %( - a2y ~~ a'  \Wa2- x2-
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dla hiperboli
S Lo &
d & »odx ~ cliy a Vx2-f12°
dla paraboli
o - ty p f p
y*=2Px> w = y = -v 2 -

Widzimy z tego, ze tylko w elipsie jest maximum Ilub
minimum ito dla X = 0. Wspotrzedne punktéw zwrotu sg [0, b\
[o, - b\

Ani hiperbola, ani parabola nie posiadajg punktu rzeczy-
wistego, w ktérymby byto maximum lub minimum.

(Punkt rzeczywisty jest wtenczas, jezeli jego wspodtrzedne
sg rzeczywiste i skoriczone).

Wiedzac, kiedy funkcya osiega maximum lub minimum,
mozemy pozna¢ obszary, w ktérych rosnie lub maleje.

Wogdle twierdzenia odnoszgce sie do funkcyi wyprowadza-
my dla tych obszaréw, w ktérych funkcye rosng lub maleja.
Gdyby zachodzita potrzeba, musiatoby sie szczegétowo rozwa-
za¢, jak sie funkcye zachowujg wtenczas, gdy osiegaja maxi-
mum lub minimum.

XXVI.
Pochodne i rézniczki wyzszych rzedow.

Z funkcyi pierwotnej f(x) otrzymamy pochodng f'(x) za-
pomocg dziatania

d‘i'( f(x) = limf(x+A*- f(x) = f(x).

Podobnie postepujgc otrzymamy

i FOC+ A=)

d
f(x
dx F(x) AX=0 AX

Jx r(x) = /"™ 1 d-



Pochodne f"(x), sg pochodnemi 2¢0, 3K,,. rzedu.
Oznacza sie to takze tak:

_ A df(x) d2(x)
J ' dx dx dx2

0GR
mowi sie zas: f"(x) jest druga pochodng funkcyi f(x),
/(%) , trzecig . . it d
Analogicznie: pochodna/ '(#) nazywa sie pierwszg pochodng
funkeyi f(x).
Rézniczki df(x), d&(x), dF(x)... nazywajg sie rézniczkami
pierwszego, drugiego, trzeciego... rzedu.
Z réwnan poprzednich wynikajg nastepujace :
df(x) — f{x) dx, dZ(x) —f"(x) dx2 d3(x) = f’’(x) dx3...i t d.

Przyktady :
1) Jezeli f(x) - =%, natenczas
dx5 d2x5 3 d3x>
dx = 54> ge2 0 DX gy - 80X2.

dx5= 5x4dx, d2x5= 20x3dx2 dX5==60x2dx3 ..

2) Jezeli f(x) — cosx, natenczas
dcosx _ . d2cosx d3cos x .
ax - —Sinx, dx2 - CoSX, W k—e— sinX ..
dcosx — — sinx dx, d2cos x cosxdx2 d3cosx = sinxdx3..
3) Jezeli s = f(t), to znaczy, jezeli droga jest funk
czasu (XXIII, 4), wtedy
ds

= f(t) — t jest predkoscig koncowa, a

44- = f7@t) = — y jest przyspieszeniem (XXIII, 5).
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XXVIL.
Przejscie od funkcyi pochodnej do pierwotnej.

Z przyktadéw w XXIIl. przytoczonych dowiadujemy sie, ja-
kie zadania mozemy rozwigza¢, umiejac wyznaczy¢ pochodna,
jak réwniez jakiebySmy potrafili rozwigza¢, gdybySmy mogli
wyznaczy¢ funkcye pierwotng, znajac jej pochodng. To tez umie-
jetno$¢ wyznaczania funkcyi pierwotnej, czyli przejscie od fun-
kcyi pochodnej do pierwotnej jest rzeczg wielkiej doniostosci
i tern sie obecnie zajmiemy.

Ze f(x) jest funkcya pierwotna pochodnej f(x), napiszmy
na razie symbolicznie

[(*) = pierw f(x).

Poniewaz jednak tak funkcya f(x), jak [f(X) -j- C], gdzie
C jest iloscig stalg (ze wzgledu na X) ma te sama pochodng
f'(x), przeto najogélniejszym ksztattem funkcyi pierwotnej jest:
f(x) -j- C, co sie pisze

f{x) + C = pierw f\x).

Z tego poznajemy, ze takich funkcyi, ktére majg te samg
pochodng, jest nieskoriczenie wiele, wszystkie jednak réznig sie
miedzy sobg tylko iloscig statg. Jaka jest ilos¢ stata, zalezy od
rodzaju zagadnienia. Rzecz sie ma podobnie, jak przy rozwia-
zaniu rownania x2 — 4 — 0, gdzie tak -j- 2, jak — 2 jest
pierwiastkiem réwnania; ktéry za$ nalezy wzig¢, zalezy od ro-
dzaju zadania.

XXV,
Znaczenie ilosci statej C.

Znaczenie ilosci statej C pojmiemy najlepiej, gdy ja na
paru przykifadach wyznaczymy.

1) Przez punkt [xx y{\ przechodzi linia majaca te wtasnosc,
ze stata kierunkowa stycznej w punkcie \xt y, | do linii popro-
wadzonej jest funkcyg / '@m Jakie jest réwnanie linii?



Wedtug (XXIII, 1) szukane roéwnanie jest
y — pierw f\x) = f(x) + C.
llos¢ stalg znajdziemy z warunku, ze linia ma przechodzi¢
przez punkt [xX yX\ Bedzie wiec
yi = f(x\) + c,
skad wypada C — yx — zatem
y = /(*) + X —f{x])
jest szukanem réwnaniem.

Jak z tego widzimy, takich linii, w ktérych styczne popro-
wadzone w punktach odpowiadajgcych tej samej odcietej X two-
rzg z osig odcietych rowne katy, jest nieskonczenie wiele. 1los¢
statg C indywidualizuje jedne z tych linii.

2) Dane jest réwnanie linii: y = f’(x), jaka jest powierz-
chnia F zamknieta miedzy osig odcietych, rzednemi odpowiadaja-
cemi odcietym a i x w pierwszej C¢wiartce i dang linig, jezeli
wiemy, ze dla X — @, powierzchnia ma warto$¢ Fx?

Niech (fig. 27) BLC przedstawia linie y = / ’(*), niech be-
dzie OK — a, OA = x, AC = vy, natenczas wedlug XXIllI,

2) powierzchnia BOACB = F da sie
wyrazi¢ zapomocg réwnania
F—pierw f'(x) = f(x) + C.
Poniewaz dla x = a, F = FIt przeto
Fi = f(o) + C, skad wypada
C— Fx—f(a), aszukana powierzchnia
jest: F =f(x) + Fx—}(a).
Najczesciej odcieta a tak sie do-
biera, aby bylo Fx — 0, wtenczas jest C= —f(a), F —f(x) —f{a).
llo$¢ stata zalezy tu od tego, od jakiej odcietej a zaczy-
namy liczy¢ powierzchnie.

Gdybysmy nie wiedzieli, jakg warto$¢ ma powierzchnia dla
pewnej odcietej, nie moglismy ilosci stalej C wyznaczy¢ i zada-
nie nie byloby rozwigzane.

Podobnie sie wyznacza ilos¢ stalg C w innych zagadnie-
niach a wyznaczajac jg, poznaje sie jej znaczenie.
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XXIX.

Pojecie caiki.

Inne przejscie od funkcyi pochodnej do funkcyi pierwo-
tnej zrozumiemy na nastepujacym przykiadzie.
Funkcya/(.v) = F wy-
raza powierzchnie OACB,
gdzie AC =y — f(x)
(XXIIl, 2). Rozchodzi sie
nam o obliczenie powierz-
chni F, = KMNL.
G KKk* Oznaczywszy OK — a,
?19.0s. OM = b’ inany
KMNL = OMNB — OKLB.
Lecz OMNB = f(b), OKLB —/(a), zatem wypada
F2= f(b) —f(a).
Te powierzchnie mozemy takze w inny sposob wyrazic.
Aby to uskuteczni¢, podzielmy ja na wazkie paski
KDD'L, DEE'D\... GMNG’ o podstawie AX.
Oznaczywszy OD — xI} OE = x2t.. OG = xn i baczac
na to, ze KL = f’@), DD’ —1f’(xX) .. GG’= f’(xn), otrzymamy
powierzchnie KMNL jako granice, do ktoérej sie zbliza suma
paskéw X=Xn
f(a)Ax+ f{xDAx+ f(x2QAx -f - Af(xnAx= 2f(x)AX
X—a
dla Ax nieskonczenie malejgcego.
Poniewaz Xxn zbliza sie do b, gdy AX maleje do 0, wypada
Po — lim —f'(x)Ax = —f(x) dx.
Ax = 0 X=a X=a

Uzywajac na wyrazenie sumy symbolu f zamiast Al, mo.

zerny napisac: b

F2= 1f\x) dx, lub krétko FZ= /f(x) dx.
x="a a



Widzimy z tego, Zze powierzchnia od v = a do x = b roé-
wna sie sumie rézniczek powierzchni od X = a do # = b, co
uogélniajagc pojmujemy, iz funkcya pierwotna w obszarze od
X = ado # = b réwna sie sumie jej roézniczek w tymze sa-
mym obszarze.

Wyrazenie f(x) dx nazywa sie catkg okre$long funkcyif(x)
a
w granicach od x — a do x = b.

Poniewaz F., mozna wyrazi¢ E/)v dwojaki sposob :

F, —f(b) —f(a), i F2= If(x) dx, przeto jest:

a

b

j () dx —f(b) —f(a).

J

a
b

Jest takze przyjete znakowanie: f(b) —f(a) = if(x). Wobec

a

tego mozna napisac i;‘(x) dx = jbf{x).

a a
To réwnanie podaje nam zwigzek zachodzacy miedzy catkag

okreslong a funkcya pierwotng, czyli uczy nas, w jaki sposob
catke okreslong mozna wyrazi¢ zapomoca funkcyi pierwotnej.
X

Jezeli b= x, natenczas (f'(x) dx=f(x)—f(a); gdzie f(a)
a
jest iloscig statg i zalezy od tego, od ktorej wartosci X zaczy-

namy dodawaé rozniczki.
Oznaczywszy f(a) — — C, mozemy napisac:

/1°(*) dx =f(x) + C.
a
PoznalisSmy na przyktadach, ze jezelif'(x) —y jest réwna-
niem linii, natenczas na wyrazenie powierzchni mamy dwa wzory:
pierw f(x) w obszarze od x = a do X, ij/,(X)dx,

a
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co uogodlniajac poznajemy, ze dla pochodnej f'(x) wypada funkcya
pierwotna, ktéra sie da napisac :

pierw f ’(X) w obszarze od x= ado X,
X

lub j f’(x) dx.
a
Z tego powodu dla jednolitosci znakowania pisze sie:

pierwf ’(x) = jf(x) dx =f(x) + C;
czyta sie za$ : funkcyg pierwotng pochodnej f\x) jest catka :
jf(x) dx

Symbol j oznaczajacy sume nazywa sie catkg, a wzor

Jf(x)dx=/(x) + C

wyraza, ze funkcya pierwotna jest sumg roézniczek funkcyi.

Symbol J tern sie rézni od symbolu pierw, ze gdy ten
ostatni nic nie okresla, tylko wypowiada, iz trzeba znalez¢ funkcye
pierwotng pochodnej/~), symbol j wyraza, w jaki sposéb funk-
cyi pierwotnej nalezy szukaé; mianowicie okresla, ze trzeba
znalezé sume rozniczek. Z tego powodu symbol j wyraza dzia-
tanie, ktore sie nazywa catkowaniem, a rachunek, zapomoca
ktorego wyznacza sie funkcye pierwotne czyli catki funkcyi uwa-
zanych za pochodne, nazywa sie rachunkiem catkowym.

Funkcye pierwotng czyli catke wystarczy wyznaczy¢ bez
wzgledu na ilo$¢ statg C, albowiem te ostatnia odpowiednio
do rodzaju zagadnienia trzeba osobno wyznaczy¢.

Przy catkach okreslonych obojetng jest rzeczg, czy wpro-
wadzimy ilo$¢ stala, czy nie, jak to poznamy w dalszym ciggu.

Jezeli /(x)= jf’(x) dx,
natenczas bedziemy oznaczaé

/(a) = j f'(x) dx, lub krétko f(a) = J f'(x) dx,
X=a a
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podobniez

f(b) = J f(x) dx.
b
I\gozemy tedy napisac:

jf(x) dx =f(b) — f(a) = j f'(x) dx — jf(x) dx.

a b a
Gdyby$my zamiast réwnania f(x) — f/'(x)dx uzyli ré-
wnania f(x) — f’(x) dx + C, otrzymalibysmy :

f{a) =Jf(x) dx + C, f(b) = jf’(x) dx + C,
a b
b

j f(x)dx—f(b)—f(a) = If(x) dx —j f'(x) dx
a b a

t.j. to samo, co przedtem. Mozna to takze w ten sposob wyrazic:
b b

I f(x)= I LIM + CJ| (str. 64).
a a

XXX.

Wpilyw dziatan d i f.

Chcac okazaé wplyw, jaki wywierajg dziatania d i /
po sobie wykonane, wezmy pod uwage rownania :
df(® = f(x) dx (XVII),
f(x) = jf'(x)dx (XXIX).
Jezeli obie strony pierwszego réwnania zcatkujemy, otrzy-
mamy, nie uwzgledniajac ilosci statej catkowania, réwnanie :

jaf(x) = jf(x)dx =f(x),
czyli: \df(x) = f(x).

Jezeli obie strony drugiego réwnania zrozniczkujemy, be-
dziemy mieé¢ réwnanie :
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df(x) = rfJf(x) dx = f(x) dx,
I
czyli: djf(x) dx = [/ (xj dx.
Widzimy z tego, ze dziatania d i / kolejno po sobie wyko-
nane znoszg sie, bez wzgledu na porzadek, w jakim nastepujg
po sobie.

XXXI.

Catki niektorych funkceyi.

Uwzgledniwszy wzory wymienione w XIX, otrzymamy na-
stepujace catki, z tg uwaga, ze do kazdej z nich nalezy pewna
ilos¢ stata C, ktérej me piszemy.

L
1) fxndx — (XV, 1),
n+ x
2) faxdx — labe |
ISha na
Ighx
3) ||T\“(’I = = Inx,
IShe

4)  COs X dx — sin X,

5) fsinx dx — — cos X,
dx
@ 1 = tgX*
f dx .
15 - Ctox
dx .
8 ' VT X arc sin x - arc Cos X,
i arc tgx = — arc c/
9 /r gx = g

We wzorach powyzszych brakuje jeszcze catek niektorych
funkcyi elementarnych. Chcac je otrzyma¢ musimy poznaé nie-
ktére ogolniejsze zasady catlkowania, polegajgce przewaznie na
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zastosowaniu rownan 14) — 18) w XIX. przytoczonych. Catkujac
bowiem obie strony tychze réwnan, otrzymamy:
10) Jezeli a jest iloscig statg, natenczas
jaf(x) dx = aJf’(x) dx,

albowiem faf'(x) dx — af(x) — aj.f(x) dx.
N. p. [65xsdx—5jx3dx= ~ xi.

11) f\f'(x) dx+ <P dx]— jf'(x)dx-\- j cp'(x) dx,
albowiem lewa strona réwnania réwna sie f(x) + @(X).
N. p. j(@x2dx + bcos x dx) = a ix2dxJpb Icos x dx

as b sin x.

12) f(x). @(x)= fe(x)f(x) dx + jf(x) <F(x) dx.
N.p.a)xInx=[/nxdxJrdxd[Inx] = flnxdxJrjdx —
j Inx dx-\- X, skad wypada: fInx dx = x Inx —x —Xx(Inx —\).
ft) x arcsinx = f arcsinx dx -j- / x d [arc sin X]
= /[ arcsinx dx -f f'-y==-

y) xarc tgx = farctgx dx + fxd [arc tgX]

xdx
= farctgx dx + fy, oo

9 XV'l —x2= /V 1—xTdx 4-/ Xd [VI — ~2L

X2dx
IV I—x2dx- \J1 —x2 Vi1i-Xx2dx f-y=
(19 dx
+/ ~fw li —%
= 2fV1—x2dx — arcsin x, skad wypada:
IVi—X20x = ~ X V1I—@ + -w arcs'nx-
iy T FROgdx _ FH(x) P9k
cp(x) J X J WXV
N d[e & d\ x" ex dx &M Lo
* p Zn — B n 2«

ex dx ex dx
— «+1



skad wypada wzor redukcyjny

fexdx 1 )exdx eX
J/X77+1 =+ Xn Nxn
1)/ [f con = j d;(:) <p'x) dx, gdzie u = @ (x), lub
f\<p(x) = cf(x) dx.
- 1 m ™ *
npvrn~?=o0-x4=1/s ][4 s » dx
xdx
yeu 2/—2x)dx= —  gdzie 1 YA+
lub tez
j c/[l—17 X*2'Ix 1 *“ *7 dx
xdx
=/t 0—X2 —t (-2x)dx= — fY T

15) Czasem przy wyznaczaniu catki f F(x) dx korzystnie
jest uzy¢ podstawienia: X = w(y). Wtenczas dx = y>'(y) dy, a
I'F(x) dx = jF [v ()] w'(y) dy.
Przyktady, a) Chcac wyznaczyé catke jf t\/}(!d.xx.i:’ podsta-
wiamy: X — siny. Wskutek tego wypada: dx = cosy dy,
Vi1—x = VI—simy — cosy, i otrzymamy
IViise = cosy = fsinydy= —esy
- —vth x
/O Uzywszy tego samego podstawienia, co w poprzedzajg-

cym przykiadzie, otrzymamy

1 + cos 2y dy i

iV1—Xledx = Ilcosy dy — 'dy

v e lcosyuy = Y P
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Leczy = arcsinx, sin2y = 2siny cosy — 2 x\[\ -f-x2 zatem
1
l—jRdx= garcsinx + 2#V 1—j2

zgodnie z wzorem w przyktadzie 12) otrzymanym.

dx

NV a2- i 117 3-12

Podstawiajac o = gy, (),:
rdx mr dy
| Va2x2 JVI—y2
16) Czasem przy wyznaczaniu catki f F(x) dx korzystnie
jest podstawi¢: cp(x) =y . Wtenczas jc= Y>(y), dx = y>(y) dy, a

fFE(x) dx = fHy>(Y)\ y¥(y)'dy.
dx

N. p. a) Chcac wyznaczy¢ catke 1X+ XZ, podstawiamy:

= vy, bedziemy mieé

. . X
arc sin 'y = arc sin

1+ X2=y. Wtenczas Xdx — jI dy, a

W tym przypadku postepuje sie prosciej w ten sposob

*(X) — Yy, Bx)dx — dy, dx ’{/J’{fk)

IAX) & = dy= jf(y) dy, gdzie fly

Podstawiwszy c0SX = vy, wypada: — sinx dx = dy,
ftgx dx — — — — Iny — —In cos x.

r _ Jcos. X dx
y) oty x dx = f=d

Podstawiwszy sin X = Yy, wypada: cos X dx = dy,

ctgx dx — "y — Iny — Insin x.
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17) Wyznaczenie calek funkcyi cyklometrycznych:
a) Wedtug przykt. 12), fi)

larcsin x dx = x arcsin x — .
Lecz wedtug przykt. 15), a)

= - zatem

jarcsinx dx = xarcsinx + V 1-*2e

/O Poniewaz arc COSX — — arc s/a jec (111), przeto
Jarccosx dx = f(~ — arcsinxj dx
VI C/X - - _ 71X . *
iy j arcsin dx = arcsin x — \J I-x

71

T
y) Wedtug przykt. 12), vy)

arcsinx)_ -X2 — x arccosx — V i-~.

jarctgxdx — x arctgx — T+&'
Lecz wedtug przykt. 16), «)
J =, (t-f X2, zatem
tarctgx dx — xarctgx — ~1In (1 + Xx2.
d) Poniewaz arcctgx — ? — arc tg x (lll), przeto
arc ctgx = f(j* — arc tg xj dx = j~dx —J arc tg x dx

71X

x arctgx-\- 4- In (1-f xa)

X (j —arc*gx) + vy In@@+ X2

— xarcctgx + -i-In(1-fxr).
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XXXII.

Znaczenie caiki.
Z przyktadow w XXIIlI przytoczonych mozna poznaé, jakie
jest znaczenie catki i jakie mozna rozwigzywaé zagadnienia, gdy

sie umie zcatkowa¢ dang funkcye. Blizej to zrozumiemy prze-
chodzac poszczeg6lne przykiady.

1) Zadanie ogdlna jest wyrazone i rozwigzane w XXVIII, 1).
Dla objasnienia dodamy kilka szczegotowych przyktadow :

u) Jakie jest réwnanie linii przechodzacej przez punkt
(1, 5), jezeli tgi = & = A-J

V X

f 2dx d

.. Xx+C= + C=3Vj+C.
>=jv]j+c=2

Lecz 5= 3 -|- C, stad: C= 2, zatem szukane réwnanie
3

jest:y = 3V Xt -f 2.
fi) Jakie jest roéwnanie linii przechodzacej przez —punkt
A, 3), jezeli tgi = & = %%

2y dy = 15x2dx,
2y dy = J15x2dx,
y2= 5x3+ C.

Lecz9 = 5 + C, stad: C = 4, zatem szukane rdéwnanie
jest: y2 = 5x3+ 4.

7) Jakie jest rownanie linii przechodzacej przez punkt

(xi» Vi). jezeli tgr = w*.= a (ilo$¢ stata)?

dy - adx,
Jdy = ajdx,
y — ax + C,

Lecz yx = axx+ C, zatem
y —yl — a(x — xb (linia prosta).



73

€ Jakie jJest réwnanie linii przechodzacej przez punkt

(0, b, jezeli tgr = -1 ;rI;
dxy dy — -- bxdx,
ally dy — — b2jx dx,
azy2= — b2+ C.
Lecz a2b2 — C, zatem szukane réwnanie jest
azy2 — — b2 + a262 (elipsa),
f) Jakie jest rownanie linii przechodzgcej przez punkt
&, 0), jezeli tg, =% = pE t
a¥y dy = b dx, cPjydy — b2fx dx,
dy2 = bx2+ C, 0= erb2+ C, C= — azb2

Zatem bX2— azy2 = a262jest szukanem réwnaniem (hiperbola).
O Jakie jest réwnanie linii przechodzacej przez punkt (0, 0),

jezeli tg,= P9
ydy = pil*,
fydy = p Jdx,
yl — 2px + C.

Lecz C = 0, zatem szukane réwnanie jest
32 — 2px (parabola).
2) Zadanie ogdlne jest wyrazone i rozwigzane w XXVIII;
dodajemy kilka szczegétowych przyktadow.
d)y = 2x. Fig. 29. 0A = x, AC—y =
F=f2xdx + C= x2+ C.
Dla x = 0, jest F — 0, zatem C= 0.
F=x2
fi)y — 2x + 1 Fig. 30. O# = X,
AC =y = 2x+ 1
F=J2x + 1)dx+ C= x2+ x + C.
Dla x — 0, jest F— 0, zatem C — 0.
F= x2-f x.
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y) y — 2x— 3. Fig. 31. OA —X,
0D = 15 DA = x — 15
AC=y — 2x —3.
F=J2x—3)dx-\- C= x2—3x A- C.
Dla x = 1*5 jest F— Q
O= 225 — 4'5+ C, stad C= 2'25.
F = X2— 3x -j- 2-25.

6) y*= 2px. Fig. 32. OA= <
AC=y=
F—jydx + C= j\2px .dx+ C

3

V2?2?2IA* + C=V L 2£!'+ ¢
0

= ~x\/2" + C
Dla # = 0, jest F= 0, zatem C = 0.
F—™x\j2px = gy

To réwnanie wyraza kwadrature
paraboli.

t) Obliczy¢ powierzchnie elipsy,
ktérej réownanie jest = L

F= jydx + C

Poniewaz y = 61 1 - + C, przeto

hoor1r- o f ®FC

b

da + c

- ab1A|'> - £

- inN + .
M1 - 1r 4+ parcsin c

(XXXI, 15, /).
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Lecz dlax Q jest F—Q C Q zatem

i x2 i
F—a *P 2 2 arc sina
Gdy x = a, wypada na czwartg czes¢ powierzchni elipsy
wyrazenie:
ab .1y Larcsin 1= ab.y .-ny - am,

a stad na powierzchnie catej elipsy l; wzor:

F = abn
e
3) Funkcya f(X) wyraza powierzchnie przekroju bryly p

stopadtego do osi odcietych, w odlegtosci x od poczatku wspot-
rzednych. Obliczy¢ objetos¢ bryty.

Wedtug XXIII, 3)

T= [f(x)dx + C.

Chcac obliczy¢ ilos¢ statg C, musimy znac¢ objeto$¢ bryty
dla pewnej odcietej. Zwykle bierze sie taka odcietg X — a, dla
ktorej objetos¢ 7 = 0. Mamy wtenczas

0- jfx)dx + C, C = - jf(x) dx,
a a

wskutek czego wypada
Y = Jf(x) dx — jf(x) dx.
a

W ksztalcie catki okreslonej réwnanie

Im dx
a

przedstawia to samo, co poprzedni wzor.

Przyktady: «) Obliczy¢ objeto$¢ ostrostupa a) catego >T
b) $cietego /j.

Niech podstawa F ostrostupa spoczywa na ptaszczyznie
YOZ, o$ odcietych niech przechodzi przez wierzchotek ostro-
stupa a wiec wzdluz jego wysokosci. Podzieliwszy ostrostup
ptaszczyznami réwnolegtemi do podstawy na warstwy o grubo-
$ci dx, otrzymamy
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: h
. I
yr — j bax, . fbdx,
0 0
gdzie b oznacza powierzchnie przekroju w odlegtosci x od pod-
stawy, H wysoko$¢ catego, a h wysoko$¢ Scietego ostrostupa.

Lecz b:F = (H — x)2:H\ skad wypada
F
b= T (h - X)2, zatem

jodx— ,, (H- x-dx= 2 (H2- 2Hx + X3 dx
= jp (Hx Hxl
Uwzgledniwszy to, otrzymamy
F / AN FH
3 H*+V
ye = Hh Hh24-y P Y W

Gdy / oznacza podstawe mniejszg ostrostupa Scietego,

mamy

f:F— (H —h)2:H2
(H-h):H= 1

H~ 1 ir
co uwzgledniwszy, otrzymamy

Podobnie mozna postgpi¢ przy obliczeniu objetosci stozka
prostego.

/O Linia y — F(x) obraca sie okoto osi

odcietych. Zna-
lez¢ objetos¢ / powstatej bryly obrotowej od X

a do Xx.
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r=njy*dx = Jil(a2x2+ 2abx + b-)dx
@] 0

= + obx2-f 62%) = -*{dix*Jr3abxlJi 36)

=™ [(«-+ 6> + + 6)6 + 62].

jJ Kolo, ktérego rownanie wierzchotkowe jest
y2 — 2rx — x2 obraca sie okoto osi odcietych.
Obliczy¢ objetos¢ kloca sferycznego Vv, odcinka kuli uj

objetos¢ kuli X
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Jezeli OA = a OB= b,

= {b—aTi[(a+ byr—\(a2+ ab-j-b%
Gdy o = 0, mamy
x= bnlor — ¥ = bngr—-= ;
gdy o = 0, b= 2r, wypada
y — 4r2n(r — = ART1:i 7L
S) Elipsa, ktdérej réwnanie jest: ~ + p — 1> obraca sie

okoto osi odcietych ; obliczy¢ objetos¢ powstatej bryly (elipso-

idu obrotowego).

y = njyidx = b2nJ o — &)dx = b2*/(x —
6

o o
= b2n(a — = —3-; zatem
4ab2n
\% 3
4) Funkcya f(t) wyraza predko$¢ korcowg punktu po

sie +; jaka jest droga s przebyta w czasie t?
Wedtug XXIII, 4)
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v=" = f(I< Stad
s= ff(t)dt + C.

Poniewaz dla t = O, jest s = 0. zatem: C = — Jf(t)dt, a
@]

s = jf(t)dt - JF(D)dt.

0
Przykfady : @) Przy ruchu jednostajnym
f(t) = c (jest iloscig statg),
s=Jcdt+ C= ct+ C
Lecz dla t= 0, jest s= Q C — Q zatem
s == ct.
P) Przy ruchu jednostajnie zmiennym
f(t) — ¢ yf, gdzie y oznacza przyspieszenie.
s=/(c + yHh<tf + C = ct-f 7-J-fC.
Leczdla f= 0, jest s= Q C— Q zatem
s—ct-f yyt2

Gdy c¢c= Q wypada: s —j yt2

5) Funkcya f(t) wyraza przyspieszenie ruchu po czasie
jaka jest predkos¢ koncowa v po tymze czasie ?

Wedtug XXIII, 5)

Y = — f(t), zatem

v = Jf(t)dt + C.
Jezeli dla t — tO jest v = t9, natenczas

C= vo- jf(t)dt.

to
N. p. przy ruchu jednostajnie przyspieszonym y jest ilo-
4cig stalg. Mamy wtenczas
v — fydt + C = yt--C
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Jezeli dla t= 0, jest v = ¢ natenczas: C = ¢, a

V= ¢+ yt
gdy ¢ — 0, wypada: v — Vt.
6) Na punkt materyalny B bedacy w odlegtosci AB -

(fig. 25) od punktu A dziata sita f(r) skierowana do punktu A.
Jakg prace wykona ta sita, jezeli przesunie punkt materyalny B
z odlegtosci rOdo r, i jezeli rO> r ?

Wedtug XXIII, 6)

77 « f(0> zatem

r
L =ff(r)dr.
0

Jezeli w punkcie A znajduje sie masa m, w punkcie B
masa mu natenczas te punkta przyciggajg sie wedtug prawa

Newtona z sitg: f(r) — — Woéwczas
r r
_ = mm —
L—| ~fT dr mm o =—=mm o
(0] » to
m mi miti _ Vv
r o — ™V — W),
gdzie oznaczylismy: V = VO— — mGdy r0— o0, wy-
pada: L = mlV.
Whyrazenie: V — ™ nazywa sie potencyatem i wyraza pra-

ce, jakg wykonuje masa m, gdy jednostke masy z odlegtosci
nieskonczenie wielkiej przeniesie do odlegtosci r. Réwnanie
L= mx(V— V) wyraza, ze praca w tym przypadku jest pro-
porcyonalna do roznicy potencyatéw; gdy mx = 1, praca ro-
wna sie roznicy potencyatow.

7) Funkcya f(t) wyraza ciepto wilasciwe ciata; jakiej |
trzeba ilosci ciepta Q, aby jednostke masy tego ciata ogrzaé

od temperatury P do P, jezeli / 7> f0?
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Wedtug XXIII, 7)
= 8 = f(t), zatem

t
Q = 1/(0 dt.

c

N. p. Jezeli ¢ = co - at -j- bt2 natenczas

t t
Q — f{co+ ot + bt)di— j + 2 Py
to 10

= Ot—1tw) + 1 ({t2— 10 + y(/3~ *)

— (t—1t0) [0+ 2{t + to)+ 3(t~+ tOt+ /D).

XXXIII.

Zastosowanie rachunku catkowego.
Inne zastosowanie rachunku catkowego poznamy przy roz-
wigzywaniu nastepujacych zagadnien:
1) Dane jest réwnanie linii: y — f(x), obliczy¢ dtugosé
luku od X = a do x = b
Wedtug fig. 36.
CE2= Aoc2 + A)2

(Ay\2
VA xJ

CE = 1f

Gdy Ax maleje, punkt E
zbliza sie do punktu C, a cieciwa CE coraz bardziej zbliza sie
do tuku CE. Dla AXx nieskonczenie matego CE przechodzi
W nieskonczenie maty element tuku ds, a Ay w dy. Mamy wiec

ds — dx J 1+ (I)Z

Poniewaz szukany fuk s jest sumg elementéw tuku, przeto
to
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dy \2

ax dx.

Przyktad: Obliczy¢ ¢wieré obwodu kota wyrazonego ro-
wnaniem: X2 -j- y2= r2
Po zrozniczkowaniu ostatniego réwnania otrzymamy

2x clx 2dy = 0; -% = - i

y
dy\2 X2 x- +y-
1 dx, LY v ya& - x> Zatem
s = V\rla7\ w °° /vlfarc sin )F( — n;
0
Caty obwod kota jest 4s = 2rn.
2) Linia y = /(*) obraca sie okoto osi odcietych; oblic

powstatg powierzchnie obrotowg P od X — a do x — h.
Element tuku wskutek obrotu opisze pasek ksztattu obreczy

o diugosci 2yn a o szeroko$ci ds. Powierzchnia takiego paska

jest 2ynds — 2nf(x) | 1 -j- (*~)2 dx. Poniewaz zgdana powierz-

chnia obrotowa P jest sumg takich paskéw, przeto
b b

p=2nfyds = 2nJf(x) /1 + (d-f . dx
a a '

Przyktady : a) Obliczy¢ powierzchnie boczng stozka
obrotowego od a — 0 do X, jezeli réwnanie tworzacej jest

y — ax (fig. 33).

Rozwigzanie: dy = adx, g){ —a 1A (lg))/(;z 1+ a2

P - 2njax \Jiya?. dx - a7tx2\/i y&-
(o]

/) Obliczy¢ powierzchnie boczng stozka obrotowego
Scietego od X — 0O do X, jezeli rdwnanie tworzacej jest
y— ax 4- b (fig 34).
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RewWo=a>1+(W = 1+ &

P=2nf(ax + i« . dx — nx(ax -j- 2b) \Jf+a-
o

y) Obliczy¢ powierzchnig pasa sferycznego p, czaszy sfe-

rycznej pl i powierzchnie kuli P powstatej przez obrot kota
y- = 2rx — Xl okoto osi odcietych (fig. 35).

Rozw: 2ydy = 2rdx — 2xdx, -J- — r - »
1+ ([?;(\)2 VB (r—ap2 yds = rdx,
b b b
p — 2njyds — 2nrfdx = 2nr\x — 2nr{b — a).
a - a a
Gdy a — 0, mamy powierzchnie czaszy
Pi = 2rrbr,
gdy a— 0, b — 2r, mamy powierzchnie kuli
P = 4ar\

3) Wyprowadzi¢ zwigzek zachodzacy miedzy pracag a ener-
gia kinetyczna.

Jezeli punkt materyalny o masie m zrobit droge s — s0,
natenczas sita nan dziatajgca wykonata prace

L= fmyds=jm ~ ds= mf" ds (XXVI, 3).

sO So So

d2s ds

42 dt dt — zatem
Sy So So

Poniewaz dt wyraza predko$¢ v, przeto jezeli v0 wyraza
predko$¢ nabyta po przebyciu drogi SO a v predko$¢ po prze-

byciu drogi S, mozna napisac
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Mamy przeto

mu2 mvQ@
2 2
2
nazywa sie energig kinetyczng masy /2 Ostatnie ro-

whanie wyraza, ze zmiana energii kinetycznej masy m na drodze
s — s0 rowna sie pracy wykonanej na tejze drodze.

4) Wyprowadzi¢ prawo ruchu punktu materyalnego, wy-
chylonego z pierwotnego potozenia, jezeli sita usitlujgca go do-
prowadzi¢ do pierwotnego potozenia jest proporcyonalna do
wychylenia.

Jezeli OA = a (fig. 37) ozna-

A cza najwieksze wychylenie (amplitu-

de), OM = x wychylenie liczone od

punktu O do M, natenczas sita p skie-

rowana ot punktu M do O usitujaca

punkt maferyalny sprowadzi¢ do pun-

ktu O da sie wyrazi¢ zapomoca ré-

wnania: p = — kx, gdzie K jest liczbg stalg. Znak — wyraza, ze

sita dziata w przeciwnym kierunku a nie w tym, w ktdrym liczy-

my X Jezeli m oznacza mase punktu materyalnego, natenczas
mozna napisaé

p = my —m%]c))(——kx.
Z tego réwnania wynika nastepujgce
m dx = — kxdx.

W poprzedzajacym przyktadzie okazalismy, ze

co wstawiwszy do przedostatniego réwnania otrzymamy
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Po wykonaniu catkowania na obu stronach réwnania

wypada

ldx\2 _ *
m kx* + C.

Zwazywszy, ze %i( i ze dla x = a jest predkos¢

koncowa Vv — 0, otrzymamy: C — ka2

mv- = k{a2 — x2, w= |/| |a2—x2, czyli

dx ilk n2—v2.
dt

Z tego réwnania wypada

dx a i/ A
V@2— > = | m at’
a2
a po zcatkowaniu obu stron wyniknie
arc stn = = tj X C.
Lecz dlat — 0, jest x o, zatem i C = o.
Mamy wiec

X K
arc sm - = }'j-

I = s/t CM2 + 2nn],
x = @sin ¥~ (t + 2/zrtj"™),
gdzie n wyraza liczbe calkowita dodatnia.
Ostatnie réownanie okazuje, ze ruch jest okresowy, gdyz
w czasach i, t -J- 2¢j t + 4ji)/j ... stan ruchu uwazane-

go punktu jest jednakowy.
Taki ruch nazywa sie drgajacy prosty czyli harmoniczny.

Czas 2nj-- = T nazywa sie okresem lub czasem drgania.

Ten rodzaj ruchu wystepuje takze przy wahadle matema-

tycznem wychylonem o maly kat (mniejszy od 2°). Albowiem
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jezeli | oznacza dtugo$¢ wahadta, g przyspieszenie sity ciezkosci,
natenczas sita usitlujgca sprowadzi¢ wahadio do pierwotnego

potozenia jest: — ~f-- W tym przypadku sita jest proporcyo-

nalna do wychylenia X, a k — .

I .
K 8 co podstawiwszy

. . m .
do réwnania T — 2n T' Otrzymamy na czas petnego wahnie-

Z ostatniego réwnania wynika: m

nia wyrazenie : T = 2n] / a na czas wahnienia wzér
T A

X

- Objasnienie.

Jezeli fig. 38. przedstawia
wahadto matematyczne o diugo-
sci OC = CM= I, wychylone
0 a. natenczas widzimy na
figurze, ze sktadowa KM cieza-
ru wahadla usituje sprowadzi¢
punkt M do O.

Lecz KM : PM — ML : CM, czyli
N KM : PM = mg : |, skad wypada
km = M. M9
Gdy 3Ca <j 2°, mozna przyja¢ z popetnieniem matego
mgx

t

btedu, ze PM = OM — x, wskutek czego staje sie KM =
co do bezwzglednej wartosci. Uwzgledniajgc kierunek dziatania
tej sity do kierunku liczenia wychylenia X, otrzymamy —
na wyrazenie sity usitujgcej doprowadzi¢ wahadto do pierwo-
tnego potozenia.

5) Wyznaczenie potozenia $rodka ciezkosci ciata.

Jezeli pu p> pi .. . oznaczajg ciezary punktéw materyalnych
uktadu statego, au a,, a, . . .ich odlegtosci od pewnej ptaszczyzny,

P= Pi + P+ Pz + «e.ciezar catego ukfadu, a odlegtosc¢ jego
Srodka ciezkosci od tejze ptaszczyzny, natenczas jest réwnanie
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aP = axpx + ap., -f a3ps + .. = Sap.
Zapomocg tego rdéwnania mozna wyznaczy¢ potozenie
Srodka ciezkosci ciata, bo

P P+ QP+ 2. ap
P ~ P~
A Objasnienie.

Jezeli w punktach A, B
(fig. 39) dziatajg sity réwno-
B legte qu g2 natenczas mozna
je zastgpi¢ wypadkowa (qlJrq2
przytozong w punkcie C, by-
leby byt spetniony warunek
AC .gl = BC .
Punkta A, B, C naleza do uktadu statego i lezg na linii
prostej. Punkt C nazywa sie $rodkiem sit réwnolegtych qu g2
Niech ¢, — Aa', d, = BB', b= CC’ oznaczajg odle-
gtosci punktéw A, B, C od ptaszczyzny, ktérej rzutem jest A'B'.
Mozna okazal, ze
digx+ d,g, = b(gx + <)
Albowiem jest
digx + d2g2 — AA’ - <h + BB' . g2
= (AD + AD)gx-f (B'E - BE)g2
= (b + AD)gx+ (b - BE)Q2
= b(gx+ ¢qj) + AD ox— BE . q.
Lez AD:BE = AC:BC, AD = AL.BE

BC
AC.a .BE  BC.q2 BE
< = BC BC BE . &%

AD qu— BE.g2— 0, zatem

AD

dxgx -f dsgs = b(gx + 2.
Gdy przyjmiemy site trzecig g3 réwnolegta do poprzednich,
przytozong w odlegtosci d6 od ptaszczyzny, natenczas wediug

poprzedniego
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b + Qi)+ d3g3= bv{gx + 02 4- g9,
gdzie by oznacza odlegto$¢ $rodka sit réwnolegtych (gx + Q2
i q3 od ptaszczyzny.
Wstawiwszy do ostatniego réwnania warto$¢ na b (gqx + g2,
otrzymamy
diQi + dtgz *+ dsq3 = 6, (fly + o + Qi)
W ten sposéb to twierdzenie mozna rozszerzy¢ na dowol-
ng liczbe sit rownolegtych dziatajgcych na ukiad staty punktow.
Przyktady, a) Obliczy¢ odlegtos¢ srodka ciezkosci powierz-
chni f figury ptaskiej, jednorodnej od pewnej ptaszczyzny.
Jezeli fi wyraza ciezar jednostki powierzchni, df element
powierzchni, a; jego odlegto$¢ od ptaszczyzny, a odlegto$¢ Sro-
dka ciezkosci od tejze ptaszczyzny, natenczas

gdzie catkowanie odnosi sie do wszystkich elementéw figury.

p) Obliczy¢ odlegtoé¢ srodka ciezkosci ostrostupa jedno-
rodnego od podstawy.

Niech H oznacza wysoko$¢, F powierzchnie podstawy,
li ciezar wiasciwy ostrostupa, natenczas —p - wyraza jego cie-
zar. Podzielimy go na warstwy rownolegte do podstawy o gru-
bosci dx. Natenczas ciezar warstwy w odlegtoéci X od podstawy
i o przekroju/jest ufdx.

Lecz/: F= (H—Xx)2:HIl, stad/ = = FH1~jjf’

fifdx = u F{l _Xv dx, zatem odlegto$é srodka ciezkosci wynosi
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-Agft_ 2/ i *4\ _ oH(@L _ 2 . 1\ _ «
H {2 3H ' 4HY °n \Z- 3 ' 4 4’

6) Obliczenie momentu bezwtadnosci.

Jezeli m oznacza mase punktu materyalnego, r jego odle-
gto$¢ od osi obrotu, natenczas mr2 nazywa sie momentem bez-
wtadnosci tegoz punktu wzgledem osi obrotu.

Suma momentow bezwiadnosci poszczegdlnych punktéw
materyalnych ukfadu stalego nazywa sie momentem bezwia-
dnosci uktadu wzgledem osi obrotu i oznacza sie gtoska T.

Jest wiec: T = mr2

Przyklady. «) Obliczy¢ T odcinka materyalnego (preta)
jednorodnego o dtugosci /, jezeli o$ obrotu znajduje sie w je-
dnym z jego punktéw koricowych i jest dofi prostopadia.

Jezeli M oznacza mase jednostki dtugosci preta, natenczas
fidx jest masg elementu dx bedacego w odlegtosci jc od osi
obrotu, a x2f*dx jego momentem bezwtadnosci. Witedy

T = jjux2dx = &°m
0
Oznaczywszy mase preta przez M, mamy: M — fil, a
T— = n

3
Gdy 0$ obrotu jest w Srodku preta, natenczas

2 2/t/3 M 12 T
TO —2lux2dx = s 12 4
0

fi) Obliczy¢ T linii kolowej materyalnej (pierscienia) je-
dnorodnej, jezeli 0§ obrotu jest prostopadta do ptaszczyzny
kota i jezeli przechodzi przez jego $rodek.

Jezeli (fig. 40) g oznacza promien ko-
fa, natenczas tuk kota odpowiadajgcego
rézniczce kata dp jest qd(p (stosownie

do proporcyi: AB :dp = q: 1),

element masy jest /agdy, a
u
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2t 2n

T=1f «.Qdy — [ig3dgp = 2jtg3hi = Mg']
) 0

gdzie M = 2nqfi oznacza mase pierscienia (U ma takie samo

znaczenie, jak w poprzednim przykiadzie).

A Gdy osig obrotu jest Srednica
AB (fig. 41.) i gdy < oznacza Kat,
jaki tworzy promien kota poprowa-,
dzony do uwazanego elementu C
masy ,ug & z osig obrotu, natenczas
odlegtos¢ tegoz elementu masy od

osi obrotu jest osiny, a

B n
Fig. 41. Tg= 21g*“sin2y ugdy
0
n
on < sin2y dy — 2ng3)t — B 4y
0 0
71 71

y) Obliczy¢ T kota materyalnego (krazka) jednorodnego,
jezeli o$ obrotu znajduje sie w Srodku kota i jest prostopadta do
jego ptaszczyzny.

Niech /( oznacza mase jednostki powierzchni. Podzieliwszy
krazek na pierscienie o szerokosci do, mozemy wyrazi¢é mase
pierscienia o promieniu g przez 2ugdg/u, a jego moment bez-
wiadnosci wedtug poprzedzajacego przyktadu bedzie

2n@dg,«02,  za$
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g g
T= [2ngdofig2 — 2nfifg3dg = 7 Mzgz,

O 0
gdzie M oznacza mase krazka.
Jezeli osig obrotu jest $rednica, natenczas

<9 Obliczy¢ T dla powtoki (skorupy) kulistej jednorodnej,
nieskonczenie cienkiej, obracajgcej sie okoto Srednicy.

Powtoke kulista mozna podzieli¢c na pierscienie kotowe
ptaszczyznami prostopadiemi do $rednicy. Jezeli fi ma takie
znaczenie, jak w poprzedzajacym przyktadzie, natenczas dtugosc
pierscienia o promieniu gsincp (fig. 41) jest 2rtosin @ jego ma-
sa 2ngsin@odgu, a wedtug przykt. fi) jego moment bezwia-
dnosci jest: 2nsin @o dp uo2siticp — 2+¢/(04sin3pdyp; zatem

T — 2nfio4[sin3qdp.
0

Lecz sin 3p = sin gcos Ap -f cos @sin 4p

= sin@ — 2sin2@ -j- 2cos @sin @Qcos @
— sin@ — 2sin3@ + 2sin @ — sin2q) = 3sin @ — 4sin3@
skad wypada: 4sin3@ = 3sin @ — sin 3p, przeto

71

T — 2nfi 04 A- (3sin @ — sin 3p) dp

0
n
— -l g~j @Bsintpdp —y sin 3pd3gh
0
i
JZ”QS/Q — gcos @ H(-:-(-)--SS%\ 136
= y QoA = 2

gdzie M =4 g2nfi oznacza mase powloki.
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e) Obliczy¢ T kuli jednorodnej, jezeli o$ obrotu przechodzi
przez Srodek kuli.

Niech « oznacza mase jednostki objetosci (gestosc).

Podzieliwszy kule na powioki (skorupy) wspolsrodkowe o
grubosci dg, mamy na mase powloki o promieniu g wyrazenie
4gh dgfi, a jej moment bezwladnosci wedtug poprzedzajacego
przyktadu wynosi

j m402Tidgfi . g2; zatem
0 g

T mozna obliczy¢ na drugi sposéb podzieliwszy kule
ptaszczyznami réwnolegtemi do osi obrotu na krazki o grubosci
dx. Krazek, ktdéry jest w odlegtosci x od $rodka kuli, ma promien

V(jezeli nafig. 41. OD=x, to DC= \Jg2—x2,
mase (92— oQndxfi, a jego moment bezwtadnosci wedtug
przykt. y) wynosi:

j (@2—xD)ndxfi (02—.r), — (02 —a-)2dx; zatem

zgodnie z poprzedzajgcem.

7) Obliczenie poteneyatu.

Jezeli mu m,, m,,.. oznaczajg masy punktow materyalnych
uktadu statego, rl r2 rlu.. ich odlegtoéci od pewnego punktu,
w ktorym jest jednostka masy, natenczas suma

" M (XXXl 6)
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wyraza potencyat uktadu wzgledem owego punktu i oznacza sie
gtoskg V.

Przyktady, a) Obliczy¢ potencyat powloki (skorupy) kulistej
jednorodnej, nieskonczenie cienkiej wzgledem punktu zewnatrz
kuli potozonego.

Fig. 42. przed-
stawia przekrgj
kuli o promieniu
e, ktdrej Srodek

n znajduje  sie
w punkcie C. Kia-
dagc AC —r,
AB, = u,
ACB — o

oznaczmy mase
jednostki powierzchni powitoki przez « i podzielmy powioke
na pierscienie nieskonczenie cienkie ptaszczyznami prostépadiemi
do AC. Jezeli ds wyraza element tuku (dtugo$ci) pierscienia, to
poniewaz szeroko$¢ pierscienia jest ei<p (fig. 40), element po-
wierzchni czastki pierscienia jest € 'pls, masa czastki pedcpds,
a jej potencyat wzgledem punktu A wynosi *-9 — e zatem po-
tencyat catego pierscienia po uwzglednieniu, ze pierscien ma
obwéd 2. BDn = 2(>sinn, jest
2.BD.Ti . 2osin(n I"gsincp
pigdcpds figdcp L uoda i

S =
u ! -u h
0 0

= £?jV .2,esl,y=2w .J la fi.
Lecz z tréjkata ABC wynika: u2 = ¢: -j- r2 — 2rgcoscp,
skad po zrdzniczkowaniu otrzymujemy: 2udu — 2rgsin Qdp.

q sin 3 da c dg uwzgledniwszy, otrzymamy na potencyat
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pierscienia wyrazenie: Dodajac potencyatly poszczego6l-
nych pierscieni poczawszy Od najblizszego, ktdéry jest w punkcie
E w odlegtoéci r — ¢ od punktu A, az do najdalszego, ktéry
jest w punkcie ZZ w odlegtosci r 4~ Qod punktu A, otrzymamy

na potencyat V powtoki kulistej wyrazenie

. r+ 6 r+ Q
2n||1;)[0I _ 2nuot _ 4jiuvol M
—FJWU=E = jU= Ty r”
r—aq r—q

gdzie M — 4nue9 wyraza mase powloki kulistej.

Widzimy z tego, ze potencyat powiloki kulistej wzgledem
punktu zewngtrz potozonego jest taki, jak gdyby cala jej masa
byta skupiona w $rodku kuli.

/J) Obliczy¢ potencyat kuli jednorodnej wzgledem punktu
zewnatrz niej potozonego.

Niech U oznacza mase jednostki objetosci (gestos¢). Po-
dzielmy kule na powtoki nieskoniczenie cienkie wspotsrodkowe
0 grubosci dg. Masa powitoki o promieniu g wynosi 4Q'nudQ,
a wedlug poprzedzajgcego przykladu jej potencyat wzgledem
punktu bedacego w odlegtosci r od Srodka kuli i zewnatrz kuli

potozonego b e d zie ~ <« Dodawszy potencyaly poszczeg6l-

nych powilok, otrzymamy na potencyat kuli o promieniu R wyra-
zenie

V=~ [sW =~ [ f

o 0
__ARi M
37 re

gdzie M — 43 nR:ifi wyraza mase kuli.

Tu réwniez widzimy, ze potencyat kuli wzgledem punktu
zewnatrz niej potozonego jest taki, jak gdyby cala masa kuli
byla skupiona w jej $rodku.
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8) Obliczenie przyciaggania.

Punkt materyalny o masie m przycigga drugi o masie 1,
bedacy oden w odlegtosci r, wedlug prawa Newtona sitg
— gdzie znak-wyraza, iz przyciaganie odbywa sie w prze-
ciwnym kierunku od tego, w ktérym r liczymy. Przyciaganie
ukfadu statego wywarte na punkt o masie | wyraza sie zapomo-
cg sumy

ni\ "h ni3 v ni

r{- rp r2 v “oor-’
w ktérej zachodzace ilosci majg takie znaczenie, jak na pocza-
tku ustepu 7).

Przyktady. «) Obliczy¢ przycigganie powloki (skorupy)
kulistej jednorodnej, nieskonczenie cienkiej, wywarte na punlo
zewnatrz kuli potozony.

Postepujac tak, jek w przykladzie d) ustepu 7) i majac
na uwadze fig. 42. otrzymamy — jaf0 Wyrazenie na

przycigganie elementu czastki pierscienia w punkcie B na punkt

A. Przycigganie to mozna roztozy¢ na dwa sktadowe: jedno
dziatajace w kierunku .4C, drugie prostopadie do tegoz kierun-

ku. Przyciggania sktadowe czgstek pierscienia prostopadie do
AC znosza sie nawzajem, gdyz dla kazdego punktu pierscienia
znajdzie sie drugi w tej samej odlegtosci, lecz w kierunku
wprost przeciwnym od prostej AC potozony. Te zatem skiado-
we przyciggania nie wchodzg w rachube, rozchodzi sie tylko
o sktadowe przyciggania dziatajagce w kierunku AC.

Skladowe przyciaganie czastki B w kierunku AC jest

I<Q Pds DAr. H(pds AD
u- Ut u
. I
/e?ryds (AC _ CD 'Qdpds (r — Qcos <)
zatem przycigganie calego pierscienia wynosi
2ngsin

fQdp(r- gooscp)/ , _ _ 2.ipgl(r- ocos @) sin P dp
J w3
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Lecz z réwnania: ir = rl1+ ¢ — 2reCose wypada

qoosg "o g_?_%i r qgCosg g\
Qi @ du
u r

co uwzgledniwszy otrzymamy na przycigganie calego pierscienia
wyrazenie
njQ(r2—f-+ u du n/je f,,  xdu
r2 u r’
Dodajgc przyciggania wszystkich pierscieni, otrzymamy na
przycigganie f catej powtoki kulistej wyrazenie

4 r\-q
70 e
> [(-m'-e) /4 + /]
r—9 r~9
r-[Q r-\ -f y
-9 1- y G r- r-
r-Q r~ Q

Widzimy z tego, ze przycigganie, jakie wywiera powitoka
kulista na punkt zewnatrz kuli potozony jest takie, jak gdyby
cata jej masa byla skupiong w $rodku kuli,

Poniewaz v d M = — — > przeto
dr dr r r
dv=p
dr

/S Obliczy¢ przycigganie kuli jednorodnej wywarte na punkt
zewnatrz niej potozony.

Postepujac tak jak w przykt. (1) ust. 7), otrzymamy
------ m— -f—" jako wyrazenie na przycigganie powloki nieskon-
czenie cienkiej, ktdrej czastki znajdujg sie w odlegtosci g od
Srodka kuli. Dodajgc przyciagania poszczeg6lnych powiok,
otrzymujemy na przycigganie P catej kuli wyrazenie

R

n[ir’e_Ch: _ f‘r _R:s |1\:4.
|
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Widoczna, ze o przycigganiu calej kuli mozemy to samo
powiedzie¢, cosmy udowodnili o przycigganiu powloki w poprze-
dzajacym przykiadzie.

9) Obliczy¢ cisnienienie hydrostatyczne wywarte na po-
wierzchnie figury pfaskiej zanurzonej w cieczy.

Jezeli powierzchnia danej figury jest /, ciezar wiasciwy
cieczy s, natenczas ciSnienie cieczy wywarte na element figury
df bedacy w odlegtosci x od powierzchni wolnej jest sxdf
a cisnienie wywarte na powierzchnie catej figury jest

P — isxdf — s Ixdf,

gdzie catkowanie trzeba wykona¢ na elementa powierzchni ca-
fej figury. Lecz wedtug przykt 5) a)
jxdf = a.f,
gdzie a oznacza odlegtos¢ Srodka ciezkosci danej figury od po-
wierzchni wolnej. Mamy zatem
P = afs,
to znaczy: Cisnienie cieczy wywarte na powierzchnie figury
plaskiej zanurzonej w cieczy réwna sie ciezarowi stupa cieczy,
ktérego podstawa jest powierzchnia figury a wysokoscig odle-
gtos¢ srodka ciezkosci cieczy od powierzchni wolnej.
10) Wyprowadzi¢ prawo zmiany cisnienia atmosferycznego
W miare wznoszenia si¢ nad poziom morza.
Jezeli w naczyniu ciecz wznosi sie nad dnem do wysokosci
li, natenczas ci$nienie wywarte na jednostke powierzchni bedacej
w odlegtosci X od dna wynosi
p = s (h — i),
gdzie s oznacza ciezar wilasciwy cieczy. Roézniczkujac ostatnie
rownanie otrzymamy na zmiane cisnienia przy zmianie odle-
gtosci wyrazenie
dp — — sdx.
Podobnie rzecz sie ma z cisnieniem atmosferycznem z tg
roznica, ze s sie zmienia, gdyz powietrze jest gazem.
12
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Wedtug prawa Mariotta S — kp, gdzie k jest iloscig stala,
co wstawiwszy w poprzednie réwnanie otrzymamy

dp — — kpdx,
Py,
P
a po zcalkowaniu ostatniego réwnania wypada
Inp — — kx + C

Jezeli dla x = xO0 jest p — pb, natenczas
C = Inp0 + kxo,
Inp = — kx + /«p0 r kxQ
k(x — x0 = InPo — Inp,
k(x — x0) = Inp0 — Inp; zatem

x —x0=\ (Inpo - Inp).
Poniewaz x0) x oznaczaja wysokosci liczone od poziomu
morza, p0, p odpowiedne ci$nienia powietrza, przeto wedtug tego
w'zoru mozna obliczy¢ wysokos$¢ gory, jezeli sie zna ilos¢ stalg

L i ciSnienie barometryczne u podnéza i na wierzchotku gory.

Poniewaz Inp — InpO0 In o K(x0-x 1), przeto
0.
k 00— kx, kXo
£ 1]
o &m
llosci po, e Kk, x0 sg dodatnie, e = 2718 . 7> 1, zatem
1, < L

ko .
Oznaczywszy: pOe a — — g, otrzymamy

P= a.q
Dlax — 0, 1,2 3, ... wypada
p = a ag, ag\ aq\...
Postep geometryczny: a, ag, ag2 . . . jest malejacy, bo q << 1

Widzimy zatem, ze ciSnienie powielrza maleje wedlug po-
stepu geometrycznego, gdy wysoko$¢ nad poziomem morza
wzrasta wedlug postepu arytmetrycznego.
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XXXIV.

Zastosowanie rachunku rézniczkowego
do rozwijania funkcyi na szeregi.

Zapomocg rozniczkowania mozna zamieni¢ funkcye na
szereg nieskonczony ksztattu

00+ 0o, X + a,X2+ a3x3 + e o

jak to poznamy na nastepnych przykiadach.

1) Funkcye e rozwinaé na szereg.

X k
Niech bedzie e — a0-f alx + a,x2+ ....-{~a X + eeeij

rozchodzi sie o obliczenie wspétczynnikéw a0, au a2 . ..
Gdy x = 0, wypada: € = 1 = a0 Chcac wyznaczy¢ inne
wspotczynniki, rézniczkujemy rownanie

X
e — a0+ axx -f a2x2+ . ..; otrzymamy

X k—
c — at + 2a&Xx + 3atx- -f ...+ kakx +

Z poréwnania wspdtczynnikdw obu réwnan wypada

= a= 1,
Za, — au
3a, = a2
k& = 3y
Mnozac obie strony réwnan otrzymamy
ak 1.2.3.... k=1 skad wypada
I 1

ak 1.2.3 ...k kr

Zatem szukany szereg jest

X : X | X , X3 . X4
L L I 7 TR TR T

Wedtug XIll, 1) szereg ten jest zbiezny.



100

2) Rozwing¢ na szereg COSX i Sinx.

Niech bedzie
A
cosXx — a0 + adx + a*2+ a)*3+ oot oaX +
k
sinx — b0 + bxx -f 62x2 -f- b6x3 -f baxi - bl%( +...

Dla X — 0 wypada: cos 0 = 1= a0, sin 0 = 0 — h0.
Roézniczkujac powyzsze réwnania, otrzymamy

sinx — — al — 2>x — 3&,x2— 4a4x3— ... —ka"x — ..,

k-1
€0sX = b, -f 2btx + 3b.tx2+ 4b4x3-f .. kbkx + ...

Z poréwnania wspoétczynnikéw wynika
«i = —b0= 0, by= ad= 1,

k—
Kb — &y
kA Db =a, b k
v o1 )7Artl A A Art 1
ka b , a Ar-1
A—1 k
k
bk
KAEDa, = —b 3y Art 1
o = A-l b _ A-l
WAL Ar(A+l) Al A(lc+l)
Z tych wzoréw wypada, ze: = al= ...= a =
i réwniez b, = b4— b6— .. . = b* = 0, (poniewaz
b0 — ai = 0); to znaczy, ze w rozwinieciu COSX znajdujg sie

tylko potegi parzyste a w rozwinieciu sinx tylko potegi nie-
parzyste.
Podstawiajagc za k liczby: 1, 3, 5, ,.. (2k — 1), otrzy-

mamy
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1.2 1.2
ao
~371°
_ 2k-2
Ok = T (2k—1) 2k
Z czego wynika
k 1

: (-D
V2x = A— AN e 1:2.8...(2k-\)2k (2K)\
Podobniez podstawiajac za k liczby: 2, 4, 6,... 2k, otrzy-
mamy

u— A_ — 1
2.3 2.3
b= - 2%
2k-1
2/rH At 2+ 1)
Z czego wypada
ot @ -hiyt
Uwzgledniwszy otrzymane wartosci wspotczynnikéw, mamy
k 2k
_ X2 . X4 __ X8 -1 X
Cosx =1 1w 6l -1 (G 1
8 8 k 2a11
. , i (~0 X
SInx 3 1Bl 71-T-I- ((th_j_i)j +

Wedtug XIl, 3) oba szeregi sg zbiezne.
Podstawiajagc w ostatnich réwnaniach zamiast x raz ix
drugi raz — ix, gdzie i2— — 1, otrzymamy
IX , X x2 X3 , x4 . /x5

e ~ 1+ T ~T—"3 "4l % 57 m*°f

iX X2 . X3 . x4 /x5
1 V. 3i "4 — TT
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Z tych réwnan tatwo wyprowadzi¢ nastepujace

IX -1 X
e + € . X2 . X*
1 21 1 47 ~~61 oo T COSX
IX -1 X . . .
e m-e X ixH . ix6 .
a ] Hi s = isinx,
e = COSX + /sinx,
—iX o
e = C0sSX — isinx.
XXXV.

Zastosowanie rachunku catkowego do rozwijania
funkcyi na szeregi.

Rozwijajac potegi dwumianu wedtug wzoru binomialnego
i catkujgc otrzymane roéwnania, mozemy niektére funkcye roz-
wing¢ na szeregi, jak to poznamy na kilku przyktadach.

Wezmy pod uwage nastepujgce szeregi powstate z rozwi-
niecia zapomocg wzoru binomialnego:

X2 1.3 1.3.5
D yvixpy Iy 2.4 t2a4s
1.3 . (2*- 3 (k- 1 2k
+ Lk —2%x X
I

2 1+ X}r: 1- X2+ Xi- X6-j- .+ (-1)kx2k+

3t I X = 1- x+ x2- x3+ x4- . .+ (-i)V +

ibiezne dla — 1 < x < 1
Catkujac réwnanie 1), otrzymamy
rodx o,V L 1:3 xs g 1.3.5 X
J "\\"x- r 2 .3 ' 2.4 mT + 2T476 - «
2&ki 1
.3...(2|( - i

2.4 ... 2 ©~2kt .t
Wedtug XII, 2) ten szereg jest zbiezny dla x< 1
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dx .

Lecz = arc sin x, zatem
VI-*2
* 1.3.5

. X? 1 =3 . X
llos¢ stata catkowania odpada, bo dla X = 0 jest
arc sinx = 0.
Catkujac rownanie 2) otrzymamy
&k +1

i_dx X i # ‘
TTE = * i &y X+ o (L) %Kil 1.
wedtug XIl, 3) ten szereg jest zbiezny dla — 1 << X << 1.
dx
Lecz /'HT* arc tg x, przeto

arctg x — X )3" , 5 X7
llos¢ stata catkowania odpada, bo dla x = 0 jest
arc tg x — 0.
Catkujac réwnanie 3) otrzymamy
A1 A
_ X2, X3 4w (-0
J1%% = ‘2 + 3 i+ k
1

wedtug XIl, 3) ten szereg jest zbiezny dla 0 < re <

Lecz Jy+k~ f~TTx~ ~ (I + x)<zatem

X)—* — % g4 H

Infl +
llos¢ stata catkowania odpada, bo dla r= 0 jest
n(L+ x) = 0.

Ostatniego wzoru moznaby uzy¢ do obliczenia logarytmow
naturalnych liczb, lecz w stosownem przeksztatceniu n. p.

n2= In(15+ 0% = In15 (I +

= In15+ In{\ + 3).

nN3= M2+ )= /20 + -U

— 2+ /]l + jJ itp
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Obliczenie liczby n.

Wzoréw:

2) arcsin x. — X 701 277 T + 2.

mozna uzy¢ do obliczenia liczby n, albowiem dla x = 1

arc tg 1 1+3 .. ...

jest szeregiem zbieznym wedtug XII, 3), réwniez dla x

arc siny = =Yy t o539 2.4 «5.2°

. 1.3.5 1
1 27476 '"777 1 ee

jest szeregiem zbieznym wedtug XIl, 2).

o _ 7 +
Wzor: T = 1 3 5
nie jest jednak dogodny do obliczenia, bo Szereg w nim jest

bardzo powoli zbiezny, wzor

, 1 1 , 1.3 1
6 2 12 3.2912.4 5.%1

jest dogodniejszy. Wykonawszy rachunek do dziewigciu miejsc

dziesietnych olrzymamy



. = 0500 000
20 833
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1

105

skad wypada: n == 3 141 592 614 z doktadnosciag do siedmiu

miejsc dziesietnych.

13



Alfabetyczny rejestr rzeczy.

Liczba oznacza stronice, Skrocenia: ,,p. = patrz//?. = funk-
cya, cal. — catka, pocli. — pochodna, r0z. = rdzniczka".

Amplituda 84.

arc cosx 4, 5,67, poch.36, roz. 42, cal. 71.

arc ctgx 4, 5 67, poch.36, roz 42, cal. 71.

arc sinx 4 —6, 67,poch.34,r6z.42,cal. 7), jako szereg 103.
arc tgx 4-6, 67,poch.35,r6z.42,cal. 71, jako szereg 103.
Atmosferyczne cisnienie p. ci$nienie atmosferyczne.

Bezwtadnos$ci moment p. moment bezwtadnosci.

Binomialny wzo6r p. wzo6r binomialny.

Biad 1, 22, 23, 40, 41, 80, funkcyi 45 — 49.

Bryla 52, 75, obrotowa 76, 78, jej objeto$¢, powierzchnia p.
objetos$¢, powierzchnia.

Catka 63 — 65, 72, okreslona 64, 65, 75, cat. funkcyi 67— 71,
jeJ znaczenie p. znaczenie cafki.

Catkowanie 65, 68 — 71, 85, 88, 98, 102, 103.

Ciagtos¢ funkcyi 13 — 16, uwiktanej 19, 20.

Ciepto witasciwe 56, 80.

Ciezar 86, 88, 97.

Cisnienie atmosferyczne 97, 98, hydrostatyczne 97.

cosx 3, poch. 38, roz. 42, cat. 67, jako szereg 100, 101.

ctgx 3, poch. 39, réz. 42, cat. 70.

Cyklometryczna funkcya p. fn. cyklometryczna.

Czas drgania 85.

Czas wahnienia 86.

Czasza sferyczna — czasza kulista 83.
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Drgajacy ruch p. ruch drgajacy.
Drgania okres p. okres drgania.

Droga 53, 54, 78.

Dwumianu potega p. potega dwumianu.

Element 57, 81, 82, 88 — 90, 93, 95, 97.

Elementarna funkcya p. fn. elementarna.

Elipsa 50, 58, 59, jej powierzchnia 74, 75, do niej styczna p.
styczna do elipsy.

Elipsoid obrotowy 78.

Energia kinetyczna 83, 84.

eX jako szereg 99.
e p. zasada logarytméw naturalnych.

Funkcya 2 — 4, 6 — 20, 39 — 45, 49, 50, 52 — 61, 63 — 65,
67, 71, 72, 75, 78 — 80, 99, 102; cyklometryczna 4 — 6,
poch. 34 — 36, roz. 42, cal. 68, 71 ; elementarna 4 — 6, poch.
30 — 36, 38, 39, roz. 42, cal 67, 68, 70, 71 ; goniometrycz-
na 3, poch. 33, 34, 38, 39, réz. 42, cal. 67, 70; logarytmicz-
na 3, poch. 32, réz. 42, cal. 68; pierwotna 30, 61, 63 — 65;
pochodna p. pochodna; potegowa 3, poch. 31, réz. 42,
cal. 67; uwiktana 17 — 20, 44, 45, 58; wyktadnicza 3,
poch. 31, réz. 42, cal. 67; wyrazna 17 — 19.

Funkcyi ciggtos¢ p. ciggtos¢ funkceyi.

Funkcyi granica p. granica funkcyi.

Funkcyi maximum, minimum p. maximum, minimum funkcyi.

Funkcyi obraz p. obraz funkcyi.

Funkcyi pochodnej znaczenie p. znaczenie pochodnej.

Funkeyi roznica p. réznica funkcyi.

Funkcyi rozniczka p. rozniczka funkcyi.

Granica 30, 63, 64, funkcyi 11 — 13.

Harmoniczny ruch p. ruch harmoniczny.
Hiperbola 50, 58, 59, 73, do niej styczna p. styczna do hiperboli.
Hydrostatyczne cisnienie p. cisnienie hydrostatyczne.

llos¢ 2, 6, 11, 14, 17 -24, 40, 80, nieskonczenie malejgca, 40,
41, nieskoniczenie mata 40, stata 2, 3, 30, 31, 35, 42, 44,
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54, 55, 68, 72, 98, stata catkowania 61, 62, 64 — 67, 75,
103, zmienna 2, 3, 17, 18, zmienna zalezna 3 (nadto p.
funkcya), zmienna niezalezna p. zmienna.

llosci statej pochodna p. pochodna ilosci stafej.

Kinetyczna energia p. energia kinetyczna.
Kloc sferyczny — warstwa kuli 77 (objetosc).
Koto 77, jego obwdd 82.

Kula, jej objetos¢ 77, 78, powierzchnia 83.
Kwadratura paraboli 74.

Liczba 1, 2, 12, 13, 17, 20 — 23, 26, 27, 46, 47, 84, 103.

Liczba e 2, jako szereg 25, 29.

Liczba n 2, jako szereg 104, jej obliczenie 105.

lim — limes — granica 11 — 14, 16, 19 — 21, 25, 27, 29 — 40,
59, 63.

Linia 7, 15, 18, 20, 49 —52, 57, 61, 62, 72, 73, 81, 82, ciagta
7, prosta 72, przerwana 15, przerywana 7, jej réwnanie
p. réwnanie linii.

In = logarytm naturalny 32.

In 1 f- X) 103 (jako szereg).

logarytmiczna funkcya p. fn. logarytmiczna.

tuk 3 — 5, jego diugos¢ 81, 82,

Masa 80, 83, 84, 89 — 96.

Materyalny punkt p. punkt materyalny.

Maximum funkcyi 57 — 59.

Minimum funkcyi 57 — 59.

Moment bezwladnosci 89 — 92, krazka 90, 91, kuli 92, pier-
Scienia 89, powtoki kulistej 91, preta 89.

Newtona prawo p. prawo Newtona.

Nieskonczenie malejaca, mata ilos¢ p. ilos¢ nieskonczenie ma-
lejgca, mata.

Niezalezna zmienna p. zmienna niezalezna.

Objetos¢ 52, 53, 75, bryty obrotowej 76, 77, elipsoidu obroto-
wego 78, kuli, kloca sferycznego, odcinka kuli 77, 78,
ostrostupa 75, 76.
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Obraz funkcyi 6 — 10, uwiklanej 18.

Obrotowa bryta p. bryta obrotowa.

Obrotowa powierzchnia p. powierzchnia obrotowa.

Obrotowy elipsoid p. elipsoid obrotowy.

Obrotowy stozek, jego objetos¢ 76, 77, jego powierzchnia
boczna 82, 83.

Odosobniony punkt p. punkt odosobniony.

Okres drgania 85.

O$ odcietych 10, 49, 57, 62, 75— 78, 82, 83, obrotu 89 92,
wspotrzednych 52.

Parabola 51, 58, 59, 73, 74, jej kwadratura p. kwadratura para-
boli, do niej styczna p. styczna do paraboli.

Pas sferyczny 83.

Pierwotna funkcya p. funkcya pierwotna.

Pochodna 49, 50, 52 — 56, 58, 61, 63, 65; czastkowa 43;
funkcyi: cyklometrycznej 34 — 36, goniometrycznej 33,
34, 38, 39; logarytmicznej 32, potegowej 31, wyktadniczej
31; funkcyi funkcyi 37,38; iloczynu funkcyi 36, 37; ilorazu
funkcyi 37; ilosci statej 30, 31; sumy funkcyi 36; jej zna-
czenie p. znaczenie pochodnej.

Postep arytmetyczny 98, geometryczny 22, 98.

Potencyat 80, kuli 94, powioki kulistej 93, 94.

Potega dwumianu 26 — 30, 102.

Powierzchnia 52, 62 —64, czaszy sferycznej, pasa sferycznego,
kuli 83, elipsy 74, 75, obrotowa 82, paraboli p. kwadra-
tura paraboli, stozka 82, 83.

Praca 55, 56, 80, 83.

Prawo (przyciggania) Newtona 80, 95.

Predko$¢ 54, 55, 60, 78, 79, 85.

Przekroj 53, 75 -- 77.

Przerwa funkcyi 15, 16, 20.

Przycigganie 95, kuli 96, powioki kulistej 95, 96.

Przyspieszenie 54, 55, 60, 79.

Punkt 6, 7— 11, 14-16, 18—20, 33, 49—59, 61, 62, 84 —89,
materyalny 55, 80, 89, odosobniony 8, 9, zwrotu*) 57— 59.

* Ten termin przy nauce szkolnej jest niezbedny. Ocenienie bowiem,
czy punkt jest najwyzszy czy najnizszy, pociagnetoby za soba wprowadzenie
znaczenia drugiej pochodnej, a to znow powigkszytoby znacznie materyat
nauki. Nazwa .punkt zwrotu® wydata mi si¢ najodpowiedniejsza. Punkt
podwojny o tej nazwie moze mie¢ termin: ,,punki podwojny zwrotu“. Przyp. aut.
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Rachunek catkowy p. catkowanie, jego zastosowanie 72 — 98,

102 — 105.

Rachunek rdzniczkowy p. rozniczkowanie, jego zastosowanie
45 — 59

Reszta szeregu 21.

Rozwijanie funkcyi na szereg 99 — 103.

Roéwnanie linii 18, 72, 73, jego wyprowadzenie 72, 73.

Rdéznica zmiennej niezaleznej 39; funkcyi 39, 45, jej znaczenie
p. znaczenie roznicy funkcyi.

Ro6zniczka 40 — 45, 57, 59, 60, 64, 65, 89, funkcyi 40 —42, 57,
funkcyi dwu lub kilku zmiennych 43, 44, funkcyi uwikia-
nej 44, 45, wyzszego rzedu 59, 60, zmiennej niezaleznej
40, 41, jej znaczenie p. znaczenie rozniczki funkcyi.

Ro6zniczkowanie 41, 82, 93, 99, 100, nadto p. pochodna.

Ruch 54, 55, 79, drgajacy 85, harmoniczny 85, okresowy 85.

Sita 55, 56, 80, 84, 86 — 88, Srodek sit 87.

siux 3, obraz 10, poch. 33, roz. 42, cal. 67, szereg 100, 101.

Srodek ciezkosSci ostrostupa 88, powierzchni figury ptaskiej 88.

Srodek sit réwnolegtych 87.

Stata ilo$¢ p. ilo$¢ stata.

Stata kierunkowa 50.

Stosunek rdzniczkowy 41, 45, 50, 51, 57, 58, funkcyi uwikt. 45,

Styczna 49, do elipsy, hiperboli 50, do paraboli 51.

Szereg nieskoniczony 21, 22, punktéw 6, zbiezny 23 — 30,
102 — 104, jego suma 21, 22, jego suma k pierwszych
wyrazow 21.

Temperatura 56, 80.
tgx 3, poch. 33, 34, roz. 42, cat. 70.

Uwiktana funkcya p. fn. uwiktana.
Uzupeknienie szeregu 21.

Warstwa 75, 88, kuli = Kkloc sferyczny 77.

Warto$¢ funkcyi 2, 3, 11, 12, 14, 15, 19, 20, 39, 45,
Wielkos¢ 2.

Wychylenie 84.

Wyraz szeregu 21.

Wyrazna funkcya p. funkcya wyrazna.

Wzér binomialny 14, 102, nadto p. potega dwumianu.



Zalezna ilo$¢ p. ilo$¢ zmienna zalezna, jakotez p. funkcya.

Zasada logarytméw naturalnych 25, 29.

Zmienna 2, 3, 43, 44, niezalezna (ilos¢) 3, 13 — 15, 17— 19,
39 — 41, zalezna p. zalezna ilo$¢; nadto p. ilos¢ zmienna.

Znaczenie, catki 72—81, ilosci statej catkowania 61, 62, pochod-
nej 49 —59, rdznicy funkcyi 45— 49, rézniczki funkcyi 57.

Znamie zbiezno$ci szeregu 23, 24.

Zwrotu punkt p. punkt zwrotu.



Wskazowki przy nauce:

a) wgimnazyach :

Przerobié: rozdziat I, Il, niektére przyktady z roz. IV,
rozdziaty V—VII, X—XIIl, z roz. XIV przyktady 1) 2), z roz.
XV przyktad 1) i cze$¢ «) z przykhl. 2), rozdziaty XVII, XVIII,
z rozdz. XIX przyktady 1), 2), 14), 15), rozdziaty XXHI i XXIV,
z rozdz. XXV przyktady 1) i 5), rozdzialy XXVI— XXX, z rozdz.
XXXI przykiady 1), 10), 11), z rozdz. XXXII przykiady 1), 2)
Z opuszczeniem ustepu e€), 3) — 7), z rozdz. XXXIIl z przyktadu
1) rzecz og6lng, przykiad 2).

Wymieniony materyat naukowy jest zawarty na 55 stronicach
rozprawy, lecz czas potrzebny do jego przerobienia wynosi
zaledwie pigtg cze$¢ czasu potrzebnego do przerobienia calej
rozprawy.

W miare czasu moznaby przerobié: rozdziaty XX, XXI,
z rozdz. XXII przykiady 1), 3) — 5), z rozdz. XXXIII przykiady
3), 5), 6 a fi), 9), co jest zawarte na 9 stronicach.

b) w szkotach realnych:

Przerabia¢ po porzadku materyat catej rozprawy. W braku
czasu mozna opusci¢ : niektére przyklady z rozdziatu 1V, roz-
dziaty VIII, X, niektére przyklady z rozdziatow XIV — XVI,
XIX, XXI, XXV, XXXI — XXXIII, rozdziaty XXXIV— XXXVI;
a mimo to cze$¢ przerobiona stanowi¢ bedzie organiczng catos¢.
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Omyiki.

wiersz 12. z géry zamiast ,0.37° ma by¢ ,,0-37.

12. od dotu , innymi’ innemi".
[ . w21t e

15. z gory , i Peszzymie’ plaszczyzrie’”
13. od dotu w 3X2—8X+ 5, ,X"-3x + 2.

- I [
Li7. W W > ”3 % tt "o
9 lll 1([
T« oy yy ”T o yy tt ”T -L
7. v v) 1% 7 ‘]I ! ™ ty u+' /I\« '
6‘ 1% 1% 1% ,,CD“ W "CG]],
6' W W ty ,,DC“ ¥y tt ,,DHU

,7.114. z géry po ,miare“ i ,b* , , przecinek.

6. oddotu mabyc: \F(K)=-2+ 1+ 4.+ ..« ~

14. . . zamiast ,,w koncu"™ ma by¢ ,,wkoncu™.
— L(fig- 6.)* opuscic.
z goéry zamiast ,2“ ma by¢ .-
» ma byé »F (x, y)\
, Po ,,0“ ma by¢ przecinek
od dotu zamiast ,,s- 0.- maby¢c ,,_ ..

yy y w yy ‘; yy y yy ..
1 z géry W FEE woow T
u W R wooow >« 5 -
» vy WA w tt W
oddotu Y, ak+l Y LK+ U
w W > u woow w\ d
z gory  ma byt —1< « < 1%
W 0% ” S (X, 1)
n
” w tt w [« (* + 1) 1
s s SN (X + o dY

. od do+u ma by¢ znak ,, |“ przed znakiem
zamiast ,[da~bx]Juma by¢ ,,d[a~bx\*

~N o N Eoosnpo.bw_opo.@pos:of’ &

y ty
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Str. 39. wiersz 8. oddotu zamiast ,,innymi"* maby¢ ,,innemi“.

41. 4. 7 gory - . . e
13. ma by¢ ,,df(x) = f ’(x) dx*
, 47. 10. z gory ,, ., . Af(X) .
3| 2
8. oddotu zamiast ,,1328“ ma by¢ ,,1328“.
48. 12. z gbry ma by¢ Ba = X COS
50. 1. » PO Lodieych" wstawié ,(z codnim kierunkieny™
n > 5. oddotuistr. 51. w. 2. z géry zamiast ,ksztattll
ma by¢ ,,postac”.
58. 5. z goéry ma by¢ ,Funkcya X2 — 3x + 2.
d [13
o 6 u e AT X2-3x+2 2x-3%
7 62. 7 4. oddotu zamiast ,,nogismd ma by¢ odibgny
» 65. 1 14 przed ,,symbol" potozy¢ ,to“.
T T 1 13 zamiast ,, “ ma bzXé
67 11. z gor bye "™
T b6/ 1 - Z gory ma byc ., .4
w 68. 17 6. oddotu zamiast ,, | 1—X mabg,, /| dx _
7 70. 7 ey y ma byé ,,1F (M) dxu.
7 71 T 9. z gory zamiast ,,arcsinxILmaby¢ ,xarcsinx“.
7 7. 7 6.o0ddolu ma by¢ ~ja-x+ 3abx + 3 m
4
y 78 7 8 zgory i »wr(F-a) | {m a2
. tif2« nt«
7 8L y 5 zamiast 72~ ma byc 7 2
n ) y 9 oddotu ma by¢ ci:- “.
7 82y 7.z gory zamiast 7 ma by¢ r-
Vi 90. W 11. oddoti ,2V1 . » V2,"“o
7 9l y 12.zgory 1 i e
7T 7 y 4 oddotu H»a3<r« ,,, ,rf|3r |«
T T 3. g
y A \\’7 2 2

\
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Str. 93. wiersz 13. z gory zamiast ,,AB,* maby¢ ,,AB*“
» 96 vy 1| 2 " n ,,COS 0“ " w o COS %u.
H H H 2 H H H /U2 “ H vy W kﬂ“

H H H 3' H ma byé gSInCpChp
6 zamiast .da” ma by¢ * du*,
woow S U Yo g
H 10 " H H H + Q“°
H H H s. od dotu H »d<p* H H ”» do
i
100. ., 10. ma byé L ax = K
ioi. " 4, i, zamiast ,w ostatnich réwnaniachZl
ma by¢ ,we wzorze: e*=l+y + ~j+y + ..
,, 104, " 4. z gory zamiast , >§/4—§('>“ ma by¢ , >§5—>}1“'
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Wiadomosci szkolne

i.
a) Zmiany w gronie nauczycielskiem:

/Przybyli:

Kaniak Jézef, zastepca nauczyciela w c. k. gimnazyum w Wa-
dowicach, przeniesiony w tym samym charakterze do tu-
tejszego zakiadu rozp. c. k R S. K z 21. czerwca 1910
1 32283.

. Lucki Aleksander, dr. fil., zastepca nauczyciela w c. k. gim-
nazyum $w. Jacka w Krakowie, mianowany rzeczywistym
nauczycielem w tutejszym zaktadzie rozp. c. k R S. K
z 21. czerwca 1910 1 25469.

. Kaniowski Tadeusz, zastepca nauczyciela w filii ¢. k. gim-
nazyum w Stryju, mianowany rzeczywistym nauczycielem
w tutejszym zaktadzie rozp. c. k. R S. K z 22. lipca 1910
1 38955.

Sykutowski Franciszek, kandydat stanu nauczycielskiego,
mianowany zastepca nauczyciela w tutejszym zakladzie
rozp. c. k. R S. K z 31. stycznia 1911 1 50031.

Ubyli:

Wisniowski Jozef, rzeczywisty nauczyciel, przeniesiony w tym
samym charakterze do c¢. k. gimnazyum $w. Anny w Kra-
kowie rozp. c. k. R S. K z 22. czerwca 1910 1 28637.

. Jurkowski Btazej, dr. fil., profesor, przeniesiony w tym sa-
mym charakterze do c. k. Il. szkoly realnej we Lwowie
rozp. ¢. kk R S. K z 22. lipca 1910 1 31334.

. Wilk Stanistaw, zastepca nauczyciela, przeniesiony w tym
samym charakterze do c¢. k. gimnazyum IV. we Lwowie
rozp. ¢. k. R S. K z 1 grudnia 1910 1 73872.



b) Grono nauczycielskie
z kohncem roku szkolnego 191011.

Dyrektor:

Ralski Jan, dr. fil. w VI. r., delegat c. k. Rady szkolnej krajowej
do Wydziatlu szkoty przemystowej uzupetniajgcej, uczyt
matematyki w kl. V; tygodniowo godzin 4.

Nauczyciele:

1 Drozd Hieronim, profesor, przydzielony do stuzby w c. k
szkole realnej w Tarnowie (rozp. ¢. k. R S. Kz 15. lipca
1910 1 37600).

2. Fedorowicz Stanistaw, ksigdz, egz. zastepca nauczyciela,
zawiadowca biblioteki ruskiej dla ucznidéw, uczyt religii gr.
kat. w kl. 1—VII; tygodniowo godzin 7.

3. Filimowski Stanistaw, profesor, zawiadowca biblioteki
niemieckiej dla uczniéw, uczyt jezyka niemieckiego w Kl
I, V, VI, VII; tygodniowo godzin 16.

4. Gartner Franciszek, profesor w VIII r., gospodarz klasy
Il, zawiadowca gabinetu historyi naturalnej, uczyt matema-
tyki w kl. I—IIl. historyi naturalnej w Kkl. I, 1I, V—VII;
tygodniowo godzin 19.

5. Gonet Michat, profesor w VIII r., gospodarz Kkl. V, zawia-
dowca zbioru geograficzno - historycznego, biblioteki nau-
czycielskiej i podrecznikéw szkolnych dla ubogich ucznidéw
uczyt historyi w kl. IV—VII, geografii w kl. IV—VI; tygo-
dniowo godzin 15.

6. Kaniak Jozef, zastepca nauczyciela, zawiadowca gabinetu
rysunkow odrecznych, uczyt rysunkéw odrecznych w kl.
I—VII, kaligrafii w kl. I; tygodniowo godzin 24.

7. Kaniowski Tadeusz, rzeczywisty nauczyciel, gospodarz
kl. VI, zawiadowca biblioteki polskiej dla uczniéw, uczyt
jezyka polskiego w Kkl. 1, VI, VII, historyi w kl. I; tygo-
dniowo godzin 12.

8. Komeza Stanistaw, zastepca nauczyciela, gospodarz kl. lli,
uczyt jezyka polskiego w kl. 11—V, historyi w kl. 1I, 1II;
tygodniowo godzin 18.



9. Konieczny Wtadystaw, rzeczywisty nauczyciel, gospodarz
kl. 1, uczyt jezyka niemieckiego w kl. I, lI, IV; tygodnio-
wo godzin 15.

10. Litwin Walenty, ksigdz, profesor w VII r., uczyt religii
rzym. kat. w kl. I—VII; tygodniowo godzin 14.

1. tucki Aleksander, dr. fil., rzeczywisty nauczyciel, na urlopie
(rozp. ¢. k. R S. K z 14. lipca 1910 1 37240).

12. Ostrowski Wiktor, profesor, gospodarz kl. IV, zawiadowca
biblioteki francuskiej dla ucznidw, uczyt jezyka francuskiego
w Kkl II—VII; tygodniowo godzin 16.

13. Otremba Gustaw, profesor, na urlopie (rozp. c. k. R. S.

z 6. czerwca 1910 1 23470 i z 15. stycznia 1911 1 72b/IV)

14. Rozmuski Tadeusz, profesor, zawiadowca gabinetu che-
micznego, uczyt geografii w kl. 1—IIl, chemii w Kl. IV—VI,
kierowat pracownig chemiczng uczniéw kl. V—VII; tygo-
dniowo godzin 17.

15. Steczko Jozef, profesor, gospodarz kl. M, zawiadowca ga-
binetu fizycznego, uczyt matematyki w kl. VI, VII, fizyki
w KI. VI, VII; tygodniowo godzin 17.

16. Sykutowski Franciszek, egz. z gimnastyki zastepca nau-
czyciela, uczyt matematyki w Kkl. IV, fizyki w Kkl 1, 1V,
gimnastyki w kl. 1—VII; tygodniowo godzin 23.

17. Tenczarowski Tadeusz, egz. zastepca nauczyciela, zawia-
dowca gabinetu geometrycznego, uczyt w pierwszem pét-

roczu: matematyki w kl. IV, VI, geometryi w kl. 1I—VIl;
tygodniowo godzin 22; — w drugiem po6troczu geometryi
w Kkl II—VII; tygodniowo godzin 14, (majac znizenie ty-

godniowej liczby godzin nauki na mocy rozp. c. kK. R. S. K
z 24. grudnia 1910 1 78101).

Nadto uczyt w pierwszem potroczu:

Stanistaw Wilk, egz. zastepca nauczyciela gimnastyki w K,
I—VII; tygodniowo godzin 14.

c) Nauczyciel pomocniczy:

Seidenwerg Izydor, uczyt religii mojzeszowej w kl. 1—VII;
tygodniowo godzin 7.



d) Nauczyciele przedmiotéw wzglednie obowigzkowych
i nadobowigzkowych:

Ks. Fedorowicz Stanistaw, uczyl jezyka ruskiego w dwoch
oddziatach; tygodniowo godzin 4.

Wilusz Adam, rzeczywisty nauczyciel c. k. gimnazyum w Ja-
rostawiu, uczyt Spiewu w dwdéch oddziatach ; tygodniowo
godzin 4.



Plan uaukowy.

Na miejsce planu z roku 1900 wszedt w zycie na podstawie
rozp. c. k. R S. K.z 20. lipca 1909 1 37271 za zezwoleniem
c. k M W. i O. z 6. lipca 1909 1 24339 nowy plan naukowy
z takiemi zmianami, ktére byly niezbedne, aby przejscie z jednego
planu do drugiego odbyto sie stopniowo bez uszczerbku dla
nauki.

Tematy do wypracowan pismiennych
dla klas wyzszych.

Tematy polskie.

Klasa V.

Szkolnictwo w Polsce za Piastow, (szk.)

Znaczenie Grunwaldu w dziejach Polski, (dom.)

Rey ojcem jezyka i literatury polsk. (szk.)

,»Kto bohaterdw nie wielbi ojczystych, Sypcie mu w oczy
i pogardy"™ Wezyk, (dom.)

Budowa ,,Odprawy postow greckich™ J. Kochan, (szk.)
Rozw¢j bolesci w trenach, (szk.)

Mitos¢ ojczyzny w Kazaniach sejmowych Skargi, (dom.)
Cechy sielanki konwencyonalnej. (szk.)

Korzysci zabaw na wolnem powietrzu, (dom.)

Kmicic a Jacek Soplica na podstawie lektury prywatnej,

Zwira

©oOND U3 WD

[y
©

(dom.)
Klasa VI.

1 Wspomnienia starego konia, (dom.)

2. Elegia Karpinskiego ,,Powr6t z Warszawy na wies* je

przyczynek do charakterystyki poety, (szk.)



3. Fircyk a Szarmancki w komedyi polskiej XVIII wieku,
(dom.)

4. Pobyt Eneasza w podziemiu, (szk.)

5. Wykaza¢ zasadnicze i charakterystyczne znamiona tra-
gedyi pseudoklasycznej na ,,Barbarze RadziwiHownie" Felinskiego,
(szkol.)

6. Do wyboru:

a) Znaczenie unii Litwy z Polska.

b) Czego domaga sie Brodzinski od poetéw polskich,
aby ich utwory byly odbiciem ducha narodowego. (Na
podstawie rozprawy ,,0 klasycznosci i romantycznosci®).

¢) Charakterystyka poréwnawcza obu bohateréow Rze-

wuskiego powiesci p. t. ,,Listopadll, (dom.)

7. Objasni¢ i rozwing¢ zasadnicze mysli w ,,0Odzie do
miodosci™, (szkol.)

8. do wyboru :

a) Milodos¢ poety na podstawie IV. czesci Dziadow.

b) Rozwing¢ i uzasadni¢ mysl, zawartg w dwuwierszu

Mickiewicza:
»~Pienigdzmi drudzy cie wzbogacg.
Madros¢ sam z siebie wlasng musisz doby¢ pracg"—

c) Almansor a Konrad Wallenrod, (dom.)

9. Charakterystyka tragedyi starozytnej, (szkol.)

10. Towarzystwo Przyjaciot Nauk w Warszawie i jego spo-
s6b stuzenia sprawie publicznej, (szkol.)

Klasa VII.

1. Rozwing¢ mysl Naruszewicza:
~Wasz to obyczaj: ciern w zycia przeciggu
Ktas¢ im na glowy, kwiat az na posagu', (dom.)

2. Wyjasni¢ stowa, napisane przez wieznia w Ill. czesci
»Dziaddw" na S$cianie wieziennej:
»Gustavus obiit, hic natus est Conadus™. (szkol.)

3. Znaczenie maszyn w zyciu cywilizacyjnem i spotecznem
w wieku naszym, (dom.)

4. Obraz stepu ukrainskiego. (Na podstawie ,,Maryi'" Mal-
czewskiego.) (szk.)

5. Jak sie spetnia w zyciu Balladyny zilorzeczenie Goplany



rzucone jej w twarz w chwili zabicia siostry: ,,Reka zbrodni
dalej cie zaprowadzi; natura zbrodnig pogwatcona, msci¢ sie
bedzie", (szkol.)
6. Do wyboru :
a) Stosunki wewnetrzne Polski za czaséw Kazimierza
Jagiellonczyka.
b) Mowa na cze$¢ Tadeusza Kosciuszki.
c) Typy polskie w komedyach Fredry, (dom.)
7. O przyczynach, ktore literaturze narodowej po r. 1830.
odmienny nadaly charakter, (szkol.)
8. Do wyboru ;
a) Wplyw towianizmu na literature polska.
b) Geneza i znaczenie ,,Psalméw Przysztosci'" Krasinski.
c) Krasinskiego ,,Przedswit™ a Kajsiewicza ,,Kazanie o po-
kucie" pod wzgledem mysli gtéwnej i zamiaru poetéw, (dom.)
9. Charakterystyka Mohorta na tle éwczesnych stosunkéw
obyczajowych i politycznych, (szk.)

Tematy niemieckie.

Klasa V.

1 Des Kaisers neue Kleider. Erzahlung nach Andersens
gleichnamigem Marchen. (szk.)

2. Die edle Tat des Grafen von Habsburg. Nach Schillers
Gedicht ,,Der Graf von Habsburg'. — (dom.)

3. Das klagende Lied. (Nach der Schullektiire.) — (szk.)

4. Moros auf dem Riickwege nach Syrakus. Nach Schillers
Gedicht ,,Die Burgschaft™. — (dom.)

5. Theodor Korners Leben und Tod. (Nach der Schul-
lektiire.) — (szk.)

6. Inhaltsangabe der Ballade von L. Uhland ,,Der Schenk
von Limburg,,. - (dom.)

7. Die Tellsage. (Nach der Schullektiire) — (szk.)

8. Gedankengang in Schillers Ballade ,,.Der Taucher (dom.)

9. Andreas Hofers Tod. (Nach der Schullektiire.) - (szk.)

10. Goethes ,,Ballade vom vertriebenen und zuriickkehren-
den Grafen™ (Inhaltsangabe.) — (dom.)

11. Das Wasser der Jugend. (Nach Baumbachs gleichna-
migem Marchen) — szk.



12. Schillers Jugend. (Nach der Schullektiire) — (dom.)
13. Die Sage von Konig Oedipiius. — (szk.)
14. Die Bedeutung der Eisenbahnen. — (dom.)

Klasa VI.

1. Wie habe ich die Ferien zugebracht. In Briefform. (dom.)

2. Die Gralsage. (Nach der Schullektiire). — (szk.)

3. Gang der Handlung im ersten Aufzuge des Lustspiels
von Lessing ,,Minna yon Barnhelm®. — (dom.)

4. Gedankengang in Schillers ,,Kampf mit dem Drachen szk.

5. Die Vorgeschichte des Majors Tellheim. Nach Lessings
»-Minna von Barnhelml — (dom.)

6. Inhaltsangabe der Ballade von L. Uhland ,Das Gliick

von Edenhall* — (szk.)
7. Hiions Abenteuer in Bagdad. Nach Wielands ,,Oberon"
— (dom.)

8. Die Sage von Lohengrin. (Nach der Schullektiire) — (szk.)

9. Die Macht des Gesanges in Uhlands Ballade ,,Bertran
de Born“. — (dom.)

10. Die Faustage. (Nach der Schullektiire.) — (szk.)

Klasa VII.

1 Gang der Handlung im ersten Aufzuge von. Schillers
,»Die Piccolomini,” — (dom.)

2. Goethes Balladen ,,Der Erlkonig"” und ,Der Fischer™.
(Ein Vergleich.) — (szk.)

3. Uber den Zweck der Studien. (dom.)

4. Gedankengang in Schillers ,,Das verschleierte Bild zu
Sais. — (szk.)

5. Gang der Handlung im ersten Aufzuge von Schillers
»Wallensteins Tod“. — (dom.)

6. Inhaltsangabe der Ballade von Biirger ,Lenore". — szk.

7. Gedankengang in Schillers ,,Das Lied von der Giocke".
— (dom.)

8. Eine Ubersetzung aus dem Polnischcn. — (szk.)

9. Heines Gedicht ,,Belsazar'. (Gedankengang). — (dom.)



TR W e

Tematy francuskie.

Klasa V.

Angles et triangles. - (szk.)

Une visite a la menagerie. — (dom.)

Compte rendu de la nouvelle: Le siege de Berlin (szk.)
Comment s’oriente-1 -on &la gare (sujet d’ une leltre

a un Jeune ami). — (dom.)

5.
6.
7.
8.
9.

10.
11.
12.
13.
14.

Les changements de temperature dans notre climat (szk.)
Exercice de grammaire. — (dom.)

Les gens de la ternie. (D’aprfs le tableau mural). (szk.)
L’eclairage. -- (szk.)

Chez ZTepicier. Dialogue. — (dom).

Lettre de condoleance h cause de la mort du pere. szk.
Expedition d’une lettre. — (dom.)

Sujet de la fable: Le chene et le roseau. — (szk.)

La photographie. - (dom.

La construetion d’une maison (d’apres le tableau mu-

ral. — (szk.)

©CONO WD

Klasa VI.

Une traduction. - (szk.)

Comment j’ai passe mes vacances. — (dom.)

Les metiers et les artisans a Jarostaw. — (szk.)

L’ humanisme et le College de Erance, — (dom.)
Description du cheval. — (szk.)

La marmite de Papin. — (‘dom.)

Description du tableau mural: ,La foret* — (szk.)

La vie de salon au 18. siecle. (D’apres la lecture.) (szk.)
Le touriste dans les montagnes (D’apres le tableau

mural. — (dom.)

10.
11.

Les souvenirs polonais a Paris. — (szk.)
Une journee passee avec un ami. (En forme de lettre.)

— (dom.)

12.
13.
14.

Description de la bicyclette. — (szk.)
Les causes de la Revolution francaise. — (dom.)
Origine de la Marseillaise. — (szk.)



Klasa VII.

Une traduction. — (szk.)

L’¢volution du roman au 19 siécle, — (dom.)
Organisation de Tarmee — (szk.)

Les moyens de locomotion. - (dom.)

Un theoréme géomctrigue. — (szk.)

Les ecoles et Tinstruction publique en France — (dom.)
Les Parnassiens. — (szk.)

Lettre. (Choix de la profession) — (szk.)

Les emigres polonais en France. — (dom.)

La description du telegraphe. — (szk.)

Les ecrivains realistes et naturalistes. — (dom.)
Le Louvre. — (szk.)

FBoo~Nooswne

[y
N

V.
Egzamin dojrzatosci.

PiSmienny egzamin dojrzatosci odbyt sie w dniach od
29. maja do 1. czerwca.

Tematy do piSmiennego egzaminu dojrzatosci byly naste-
pujace :

Z jezyka polskiego:

1. Wplyw Francyi na dzieje spoteczenstw i literature polskg
w XVII wieku.

2. Koleje jako czynnik cywilizacyjny.

3. Znaczenie goér w przyrodzie.

Z jezyka niemieckiego:

Przettémaczy¢ na jezyk niemiecki czes¢ ustepu L IV pod
tytutem: ,,Piora stalowel z ,,Czytan polskich dla klasy pierwszej
szkét srednich Dra Maryana Reitera™ od wiersza 12. z gory na
stronicy 100. do wiersza 8. z g6ry na stronicy 101

Z jezyka francuskiego:

Przettémaczy¢ na jezyk polski cze$¢ ustepu 79. pod tytu-
tem : ,Le Pantheon™ z podrecznika szkolnego pod tytutem : ,La
France (seconde partie) Dra Weckowskiego i Szaroty' od wiersza
6. z gory na stronicy 214. do wiersza 3. z gory na stronicy 215.



Z geometryi wykresinej:

1. Dane sg dwie proste wichrowate i ptaszczyzna nachylona
do obu rzutni; wyznaczy¢ prostg, ktora przecinajac obie
proste dane, jest zarazem prostopadta do danej ptaszczyzny.

2. Wykresli¢ rzuty stozka obrotowego, gdy dane sa: rzuty jego
wierzchotka ,,W*, élady ptaszczyzny ,,P*jego podstawy, oraz
kat nachylenia tworzgcych do ptaszczyzny podstawy.

3. Dane: prosta i dwa punkty ,,A“ i ,,B“ Przesung¢ przez
punkt , A plaszczyzny, ktoéreby od punktu ,,B* mialy dang
odlegtos¢ ,,d*“, za$ do prostej ,,/“ byly réwnolegte.

Egzamin ustny odbyt sie w dniach od 19. do 21. czerwca

pod przewodnictwem p. Kaspra Brzostowicza, dyrektora c. k.

szkoly realnej w Kros$nie, jako delegata c. k. Rady szkolnej

krajowej.
Do egzaminudojrzatosci zgtosito ste 20 uczniéw publicznych.

Z tych otrzymato

Swiadectwo dojrzatosci z odznaczeniem . . 4
Swiadectwo dojrzatosScCi......ccccvvveevciiiiinninnnnn, 15
reprobowano na pot roczu ..., 1
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V.

Zbiory naukowe.
1. Biblioteka nauczycielska.

Zakupiono:

Dziwinski. Wyktady matematyki. Kurs I. Tom 2gi. — Ernst.
Budowa S$wiata. — Sienkiewicz. Wiry. — Chotodecki. Ksiega
pamigtkowa gimnazyum 1ll. we Lwowie. — 18 stereoskopow
i 50 fotografii z Tatr. — Fotografie komety Halleya. — Jahrbuch
des hdéheren Unterrichtswesens in Oesterreich. — Szematyzm
Galicyi. — Hoborski i Wilk. Zasadnicze pojecia rachunku roz-
niczkowego i catkowego.

Prenumerowano czasopisma:

Biblioteka warszawska. — Kosmos. — Kwartalnik histo-
ryczny. — Pamietnik literacki. — Poradnik jezykowy. — Prze-
glad historyczny. — Ruch. — Wszechswiat. — Geographische
Zeitschrift. — Das literarische Echo. — Vierteljahrschrift fur
kérperliche Erziehung. — Verordnungsblatt fur d. Dienstbereich
des k. k. Minist. f. K u. U

W darze otrzymano wydawnictwa c. k. Akademii Umigje-
tnosci w Krakowie, c. k. Rady szk. kraj. i Wydzialu krajowego.

Biblioteka liczy 1113 pozycyi.

2. Biblioteka uczniéw.
Zakupiono:

Przyborowski. Grom Maciejowicki. — Przyborowski. Adju-
tant naczelnego wodza. — Kraszewski. Kordecki. — Demolder-
Mortkowiczowa. Serce ubogich. — Mortkowiczowa. Stacho. —
Gasiorowski. Huragan. — Sieroszewski. Zamorski dyabet. —
Sieroszewski. Ze $wiata. — Za wolno$¢. — Eward. Ciche
jezioro. — Gatezowska. Wnuki. — Uminski. Bohater z pod
Spionskopu.

Otrzymano w darze: Misye katolickie za r. 1910.
Stan biblioteki wynosi:
ksigzek polskich pozycyi 605,

. niemieckich , 367,
. ruskich " 38,
francuskich . 13,

L1

podrecznikow szkolnych 145,
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3. Gabinet fizykalny.

Zakupiono:
Statyw do skioptikonu. —Przyrzad do okazania zatamania
sie Swiatta w cieczy.

Stan gabinetu:

I. Mechanika ciat statych pozycyi . . . . 32
1. . cieczy . . . . 22
1. . gazow . . . . 22
IV. Nauka o gtosie ” . . . 21
V. ,, 0 Swietle . . . : 66
v, o cieple . . . . 30
vil. o elektrycznosci o . . . 134
VIII. Astronomia o . . . 6
IX. Narzedzia i przybory - . . . 36

4. Gabinet historyi naturalnej.

Zakupiono:
Model ucha ludzkiego. — Tauber. 7 tablic $ciennych z bak-

teryami i wymoczkami. — Niemann - Sternstein. 6 tablic Scien-
nych do anatomii roslin.

Stan gabinetu:
a) z dziatlu zoologii i anatomii:
Zwierzat wypchanych okazéw . . 332
w tern dar Wielm. Pana Edwarda Mlcewsklego z Tuczemp
w ilosci 308 okazow.

Preparatéw suchych . . . . . . 18
Preparatow w formalinie i spirytusie . . . 77

w tern zbidr ryb krajowych zebranych staraniem zawia-
dowcy gabinetu.

Modeli zoologicznych . . . . . 12

Szkieletéw . . . . . . . 5

Tablic $ciennych . : . . : . 161

Pudetka z owadami . . : : . . 4
b) z dzialu botaniki

Modeli botanicznych . . . . . . 33

Tablic sciennych . . . . . .167

Zielnik z 300 roslin
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c) z dziatu mineralogii i geologii:

Zbior 240 mineratow 1
" 150 skat 1
’ 100 skamielin . . . . . 1

Modeli i przyrzadéw pomocn. . . : . 120

Tablic sciennych . . . . : . 18

Mikroskop . . . . . 1

Preparatow mlkroskopowych . . . . 93

Siekiera kamienna . . . . . . 1

5. Gabinet chemii.
Stan gabinetu:
Przyrzadow . . : : pozycyi 27
Utensyliow drewnlanych ’y 12
" metalowych . 36
" porcelanowych Y 8
" szklanych v 33
. innych (rogow., asbest. i t. p 7

6. Gabinet geometryi.

Zakupiono :

Graniastostup prosty, tréjboczny, z drzewa, skladajacy sie
z trzech czesci. — Dwa trojsciany symetryczne. — Dwa trdj-
Sciany wzajemnie biegunowe. — Dwie plaszczyzny prostopadie
do trzeciej. Prosta prostopadia do ptaszczyzny. — Graniastostup
ukosny, przeciety prostopadle do krawedzi. — Dwie siatki po-
bocznie ostrostupéw. — Plaszczyzna z prostg do niej prosto-
padtg i trzy rzutnie. — Rzuty dwu prostych wichrowatych na
jedne ptaszczyzne.— Plaszczyzna obracajgca sie okoto prostej. —
Trzy modele do kolineacyi $rodkowej. — Model do okazania
ktadu ptaszczyzny. —Trzy cyrkle drewniane. - Pudetko z cyrklami.

Stan gabinetu:

Modeli do nauki planimetryi . . . : 12
, = Stereometryi . . 72

" ., » 0 punkcie, prostej |p’raszczyzn|e . 22

v ., = » przekrojach bryt 6

» . » . przenikaniu bryt 19

W R . Cieniach . . . . 14
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Przyrzad projekcyjny z zelaza na podstawce . 1
Dziel z wzorami toméw . . . . . 7
Przyboréw do rysowania . : : : . 40

7. Gabinet rysunkéw odrecznych.

Zakupiono:

2 modele z drzewa — Model jabtka. — Pudetko z drewnia-
nymi modelami. — Czara z Wysokiem uchem. — 7 naczyn
Schliemanowskich. — Czara staro - amerykanka. — Naczynie
rzymskie. — Naczynie z glazurg. — 4 modele geometryczne
z drutu mosieznego.

Stan gabinetu:

Modeli do nauki perspektywy . . . . 4
,» drewnianych 40
»  gipsowych, glinianych . . . . 242
»  Szklanych . . . . . . 21
»  metalowych . . . . . 34
Rozmaitych przedmiotéw z natury . . . 102
Dziet z worami, ksigzek . . . . . 45
Pudetko z modelami drewnianymi e 1

8. Zbior geograficzno-historyczny.

Zaku piono:

Mape : ,,Wirtschaftsgeographie* Isbahr’a. Mape Galicyi
Spetta.
Stan zbioru:

Map zwyktych . : . . : . . 67
. reliefowych . . : . . . 2
Globuséw . . 2
Obrazéw geograflcznych etnograflcznych . . 93

. historycznych . . . . .150
Atlasy 2
Model termlnologlczny . . 1
Obrazy Hirta do geografii i etnografjl tomow 5

Obrazéw do stereoskopu . . . . . 22
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9. Zbior Srodkow dona uki $piewu.

Stan zbioru:

Fisharmonia . . . . . . . 1

Spiewnikéow . : . : . : . 16

Mszy koscielnych . : : . . . 8
VI.

Kronika zaktadu.

Rok szkolny rozpoczagt sie dnia 3. wrzesnia uroczystenl
nabozenstwem.

Dnia 9. wrzesnia i 19. listopada Zakiad brat udziat w uro-
czystem nabozenstwie za spok6j duszu $. p. Cesarzowej Elzbiety
a 28. czerwca za spokoj duszy $. p. Cesarza Ferdynanda 1

Dnia 4. pazdziernika obchodzit Zaktad Imieniny Najjasniej-
szego Pana uroczystem nabozenstwem.

Dnia 25. pazdziernika obchodzit Zaktad uroczysto$¢ Patrona
szkolnego $w. Jana Kantego.

Dnia 31. stycznia odbyt sie uroczysty poranek ku czci
Adama Mickiewicza.

Od 8. do 17. lutego lustrowat Zaktad c. k. krajowy Inspektor
szk6t Radca Dworu Jan Franke.

Dnia 15. lutego lustrowat nauke rysunkéw odrecznych
c. k. krajowy Inspektor szkét Antoni Stefanowicz.

W ciggu roku uczniowie wyznania katolickiego przystepo-
wali trzykrotnie do spowiedzi i komunii $w.; przed spowiedzig
wielkanocng odbyty sie rekolekcye ucznidw obrzadku rzymsko-
katolickiego pod przewodnictwem Wielebnego ksiedza Mieczysta-
wa Lisinskiego, katechety gimnazyalnego, za$ rekolekcye obrzadku
grecko - katolickiego pod przewodnictwem ksiedza Kkatechety
tego obrzadku.

Dnia 7. czerwca hospitowat nauke religii rz. kat. komisarz
biskupi ks. Feliks Swierzynski Dziekan i Proboszcz w Grodzisku.

Od 5. do 12. kwietnia profesor Wiktor Ostrowski i nau-
czyciele Tadeusz Kaniowski i Wiadystaw Konieczny brali udziat
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w kursie uzupetniajgcym z zakresu nauk humanistycznych dla
nauczycieli szko6t $rednich w c¢. k  Uniwersytecie Jagielloriskim
w Krakowie w mysl, rozp. c. k. Ministerstwa W. i O. z 23. lu-
tego 1911 1 2182. irozp. c. k R S. K z8. marca 1911 1 4291/IV.
Dnia 31. stycznia zakonczono pierwsze, a dnia 30 czerwca
drugie pétrocze.
VII.

Wazniejsze rozporzadzenia wiadz szkolnych.

Piezydyum c. k. Rady szkolnej krajowej rozp. z 30. sierpnia
1910 1 366 przypomina Dyrekcyi zakladu Sciste przestrzeganie
przepisbw w sprawie prawidtowego zachowania sie uczniow
w szkole i poza szkoia.

C. k. Rada szkolna krajowa rozp. z 19. czerwca 1910
1 32555 podaje do wiadomosci rozp. c¢. k. Ministerstwa W. i O.
z 8. maja 1910 1 19817 w sprawie fizycznego wychowania mto-
dziezy w szkotach S$rednich.

Prez. c. k. Rady szk. kr. rozp. z 9. grudnia 1910 1 512
poleca Dyrekcyi przypomniec jak najenergiczniej uczniom obowig-
zujacy przepis, ktory zakazuje uczniom brania udziatlu wjakichkol-
wiek publicznych wystepach i manifestacyach.

C. k. Rada szk. kr. rozp. z 8 grudnia 1910 1 72581 nor-
muje liczbe wypracowan pisemnych w drugim jezyku krajowym.

C. k Rada szk. kr. rozp. z 6. lutego 1911 1 1469, IV po-
daje do wiadomosci, kiedy uczniowie klasy VII traca uwolnienie
od optaty szkolnej za drugie pétrocze.

Prez. c¢. k. Rady szk. kr. rozp. z 15. Ilutego 1911 1 429
poleca Dyrekcyi przypomnie¢ uczniom, ze na zasadzie § 26.
przepisow szkolnych nie wolno im naleze¢ do zadnych towa-
rzystw, nawet sportowych.

C, k. Rada szk. kr. rozp. z 30. stycznia 1911 1 595/IV
poleca obchodzenie wszelkich uroczystosci szkolnych tylko
w czasie od nauki wolnym.

C. k Rada szk. kr. rozp. z 4. marca 1911 1 3838/iV przy-
pomina Dyrekcyi obowigzek $cistego przestrzegania, by ucznio-
wie nie brali udzialu w balach i zabawach publicznych.

C. k. Rada szk. kr. rozp. z 8 marca 1811 1 4091/IV
podaje do wiadomosci, ze wedtug rozp. c¢. k. Ministerstwa W. i O.
z 22. lutego 1911 1 35613 1910 przedstawienia kinematogra-
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ficzne nalezy zalicza¢ do przedstawiern publicznych a tern samem
stosowa¢ do nich przepisy szkolne.

C. k Rada szk. kr. rozp. z 7. kwietnia 1911 1 6520/1V
podaje do wiadomosci rozp. c. k. Ministerstwa W. i O. z 30.
marca 1911 1 8661 normujgce ferye gtdwne i Swigteczne w szko-
fach $rednich.

Prez. c. k. Rady. szk. kr. rozp. z 16. maja 1911 1 184
poleca Dyrekcyi, by jak najsurowiej zakazala uczniom brania
jakiegokolwiek udziatu w akcyi wyborczej.

VIII.
Cwiczenia fizyczne miodziezy.

Nauczyciele: Gartner, Gonet, Kaniak, Komeza, Ostrowski,
Sykutowski, Steczko, Tenczarowski i Wilk urzadzali wycieczki
z uczniami czyto piesze, czy na rowerach. O ile byto mozliwem'
to potaczone byly z réznemi zabawami i grami.

Nauczyciele gimnastyki Sykutowski i Wilk w czasie po-
godnym, w godzinach przeznaczonych na nauke gimnastyki,
urzadzali z odpowiedniemi klasami juzto zabawy i gry w ogro-
dzie ,,Sokofa" juz tez wycieczki za miasto. W ten sposob Kkl
od I do VI mialy po 25, kl. VII. 17 zabaw. Wszysczy uczniowie
uczeszczajgcy na gimnastyke, brali wtenczas obowigzkowo udziat
w zabawie, mianowicie z kl. 1. 32, 1. 39, Hl. 27, IV. 19, V. 21,
VI. 22, VII. 19 uczniéw. Ogoétem bylo 167 zabaw.

Przerwy na pauzach spedzali uczniowie na podworzu
szkolnem na zabawach wolnych z przyrzgdami pod przewod-
nictwem profesora Gartnera wedtug programu przezen utozonego.

W dniu 29. pazdziernika 1910 r. uczniowie klas VI. i VIL.
w liczbie 38 zrobili wycieczke kolejg do cukrowni w Przewor-
sku pod przewodnictwem prof. Gartnera, w towarzystwie prof.:
Kaniaka, Komezy i Tenczarowskiego. Tam podzielono ich na 3
grupy, a inzynierowie oprowadzali ich po niej, objasniajgc im
jak najdokiadniej nie tylko wszelkie urzgdzenia fabryczne, lecz
takze sposob wyrabiania i rafinowania cukru, poczgwszy od
pierwszego stadyum, az do pakowania catkiem gotowego cukru.

W chwilach wolnych od nauki szkolnej pracowali ucznio-
wie pod przewodnictwem prof. Gartnera w ogrodzie botanicz-
nym, istniejgcym od trzech lat w parku miejskim.
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Obraz wycieczek przedstawia nastepujaca tabelka:

ilos§¢ uczniow Prowadzacy nau-
L Wyecieczka do z klas czyciel
1 piesza W adotow 50, VvV, VI, VII Sykutow ski
2 7 Muniny 18, Vv 7
3 Pawtosiow a 15, VI
4 7 Przemys$la 4, V 7
5 it Chiopic 19, VI Steczko, Tenczarowski,
6 na rowerach Olchowy 8, z ré6znych kl. Gonet, Ostrowski, Ko-

meza.

Oprocz wyzej wymienionych wycieczek odbyli prof. Gonet,
Komeza, Ostrowski, Sykutowski i Tenczarowski w towarzystwie
5—10 uczniéw kilka mniejszych wycieczek na rowerach w oko-
lice Jarostawia.

IX
Zajecia uczniow poza naukag szkolna.

Poza nauka szkolng uczniowie brali udziat w Czytelni
uczniéw, pracowni mechanicznej i introligatorni.

Czytelnig uczniow kierowat prof, Ostrowski, pracownig
mechaniczng prof. Ks. Litwin, introligatornig prof. Gartner.

Czytelnia ucznidéw otwarta byla w soboty od godz. 5—7.
Sprawami Czytelni kierowat Wydziat ztozony z 6 ucznidw Kklas
najwyzszych z prof. Ostrowskim na czele.

Liczba cztonkéw wynosita 51.

Urzadzano 21 zebran, podczas ktérych wyglaszano naste-
pujace referaty:

1) O jezyku polskim.

2) O Powstaniu Listopadowem.

3) O Adamie Mickiewiczu.

Prenumerowano nastepujgce pisma :

1) Tygodnik Illustrowany.

2) Nasz kraj.

3) Znicz.

4) tan Miodziezy.

5) Smigus.

Dnia 31. stycznia 1911 r. urzadzita Czytelnia poranek ku
czci Adama Mickiewicza, w ktérego program wchodzity dekla-
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macye utworOw wieszcza, poprzedzane objasnieniami uczniow
i profesoréw. W przerwach $piewat chér.

W tym roku poczyniono starania celem zatozenia wiasnej
bibloteki, narazie zebrano 10 dziet.

W pracowni mechanicznej pracowato w $rode i sobote
popotudniu ogdtem 18. uczniéw, a mianowicie: z kl. I 3, Il. 7,
m 4, V. 4

Uczniowie wykonywali przedmioty nastepujace :

a) w zakresie stolarstwa i tokarstwa : ramy, sanki, todke,
miotki drewniane, stotki pod kwiaty, oszczepy.

b) w zakresie $lusarstwa: toczono groty do o0szczepow,
poszczegblne czesci sktadowe rower6w, oraz robiono ostrza do
scyzorykow.

Zrobiono kilka modeli do geometryi z drutu mosieznego
i blachy, oraz kilka przyrzadow fizykalnych.

Nadto wykonywali uczniowie ro6zne naprawy dla siebie jak :
roweréw, sanek, oszczepdéw, scyzorykéw, tyzew, nozdéw, klatek.

Do introligatorni uczeszczali uczniowie w poniedziatki i
czwartki, pozniej we wtorki i pigtki od godziny 3—7 wieczorem.
Wszystkich uczniéw uczeszczato 35 z kl. 11, i V, przewaznie
jednak z kl. Il. i 11 Przecietnie pracowato po 10 ucznidéw. Opra-
wiali ksigzki szkolne, wiasne i zaktadowe, nadto atlasy, fotografie,
robili i naprawiali modele do nauki mineralogii. Réwnoczesnie
odbywaty sie ¢wiczenia zootomiczne. Uczniowie robili preparaty
i wypychali okazy zoologiczne.

W zaktadzie istnieje trzeci rok Kasa Oszczednos$ci uczniow
zatozona staraniem prof. Gartnera i zostajaca pod jego zarzg-
dem. Rozwija sie pomysinie. Do kasy skiadato 115 uczniow.
Najnizsza wkladka wynosita 2 h. Niektérzy uczniowie usktadali
sobie w ten sposob do$¢ znaczne kwoty, dochodzace niekiedy
do kilkudziesieciu koron. Pienigdze skiadane umieszcza sie na
ksigzeczce Kasy oszczednosci miasta Jarostawia p. t ,,Ucznio-
wie Szkoly realnejl dwa razy na miesigc tj. 14 i 30. kazdego
miesiace.

Ogodlna kwota, ztozona tego roku, przekroczyta sume 350 K
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X.
Pomoc dla ubogich ucznidéw.

Dochod.
K h
Pozostato$¢ kasowa z r. s. 1909/10 136-90
Dar Swiet. Rady miasta Jarostawia 100 —
“  Woydziatu powiat, w Jarostawiu 50" —
# Szan. Gminy wyzn. izrael. w Jarostawiu 35 —
Dyrektora Dra Jana Ralskiego 30—
Profesorow egzaminujgcych 3-18
T N N 10—
Od prof. Gartnera rabat od zeszytow 38-30
Datki przy wpisach . . 115-62
)  profesorow i uczniow po egzortach rz. kat. . 13-54
Razem 532'64
Rozchod.
Za ubrania dla uczniéw 63'—
, lekarstwa 28-84
» ksigzki i oprawe . 214-18
Razem 30602
Bilans.
Dochod . . 532'64 K
Rozchod 306'02
Pozostatos¢ . 22662 K

t. j. Pozostato$¢ wynosi dwiesScie dwadzieScia sze$¢ koron 62 h.
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Statystyka.

1. Liczba ucznidw. ! v
Z koricem r. s. 1909 10 30 28
Na poczatku r. s. 1910 11 39 40
W ciggu roku szkolnego wstapito — 2
W Ogéle przyjeto . . . . 39 42
z innych zaktadéw z promocya . 37 12
« « repetentéw . - 1
z tutejszego zaktadu z promocya — 26
« « repetentow 2 3
W ciagu roku szkolnego wystap to 8 2
Liczba uczniéw z korficem s. 1910 11 31 40
publicznych 31 40
prywatnych
Razem . 31 40
2. Miejsce urodzenia.
Miasto Jarostaw 9 10
Powiaty okoliczne (Jarostaw, Ciesza-
néw, PrzeworskJ 12
Galicya z W. Ks. Krak. 15 17
Austrya d o In a
W @ g 1Y i 1
1
Razem . 31 40
3. Jezyk ojczysty.
P olski 28 38
R uski 1
N iem iecki 1
Razem . 31 40
4. Wyznania religijne.
Rzym sko-katolickie 27 31
Greko-katolickie 3 5
Ew angielickie 2
Mojzeszowe |, 1 2
Razem . 31 40
5. Wiek ucznidw.
Lirodzonych w r. 1900 6
« 1899 9 3
« 1898 10
« 1597 6 17
« 1896 5
« 1895 6
« 1894
« 1894
K3 1892
« 1891
« 1890
« 1899

Razem . 31 40

30i
51

21

2si
28

29

28"

28"

17i

|28i

19"

19"

19

19"

NGO N s

A S
vV oVLE Vi
23 28 24
22 25 21
1
22 25 22
2 1 1
1
17 18 20
2 61 1
2 1 1
20 24" 21
20 24 21
_ -
20 25 21
7 12 8
4 4 3
10
20 24 21
20 21" 18
— 2
— 1
20> 24" 21
13 1d 10
1 2 3
— 1
10 8
20 24i 21
1 2
8 2 2
5 6 3
4 7 7
2 5 2
2 5
o 2
20 2421

32

Razen

181
199

203"
59"

120
20"
20

183"

183

186

63

36
80"

183"

165"
16

183"

120"
22

38

183"

12
21
28
21
22
21
16
18



M ie jscow ych

Zamiejscowych

a) Z

6. Wedtug
rodzicow.

miejsca pobytu

7. Klasyfikacya.

koncem r. s. 1910 11
Chlubnie

Uzdolnionych

uzdolnionych
Nieuzdolnionych

Do egz. popr. przypuszczony

Razem

Uzupetnienie rok

1910/11

klasyfikacyi za

szkolny
Do
Z d a to
Zie

egzaminu

poprawczego

zdato

Ostateczny wynik za r. s. 1910/11
Chlubnie uzdolnionych
Uzdolnionych e
Nieuzdolnionych

Razem

K L
ooy 1iv
17 19 12i 14
14 21 186 5
31 40 28" 19i
1 1 4
18 22 141 13
4 5 5 u
8 12 5 5
31 40 28i 19

1 3 7 8
1 3 7 8
4 —_—

25 17 18 2

5 7 3
30 28 2 27

8 Optaty.

Opftate szkolng ztozyto

w 1 potroczu ucz. publ. 77. pryw. 1

»

2. "
Byto uwolnionych

69 1

13

20

1

20

17

23

s A
Tvi VI
17 14
7i07
241 21
1 2
10 18
8 1
5 —
24 24
5 2
4 2
1 -
— 2
21 21
6 1
27" 24

w 1 potroczu od calej optaly 118 ucz. publ.

2
Optata szkolna wynosita
w 1 potroczu 2340 K
2. . 2100 .,
Razem 4440 K

Taksy wstepne wynosity
Datki na $rodki naukowe

2

Taksy na duplikaty $wiadectw 12 ,, -

Razem

69
281 K 40 h.
412 n T n
705 K 40 h.

Razem

106"
772

106"
32"
36

183-

42
39

141
32"

180"
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9. Przedmioty obowigzkowe i wzglednie obowigzkowe.

Na ¢wiczenia w pracowni chemicznej uczeszczato 17 uczniow.

Na nauke $piewu uczeszczato 51 ucznidw.

Na nauke jezyka ruskiego jako przedmiotu wzglednie obo-
wigzkowego uczeczczato 18 uczniow.

10. Stypendya.

Stypendya pobierato 3 uczniow.
Ogodlna kwota stypendyéw wynosi 315 K






spis

XI1.
Uczniow

Z KONCEM ROKU SZKOLNEGO 1910 11

Uczniowie chlubnie uzdolnieni oznaczeni sg tlustemi czcionkami.

Albinski Tadeusz
Bartég Edmund
Cyran Jozef

Dub Jan

Duda Franciszek
Duda Teodor
Ekert Karol
Estkowski Stanistaw
Gall Aleksander
Gondek Wiadystaw
Gostawski Maryan
Gurgul Wincenty
Kosinski Kazimierz
Kowalski Leon
Kozacki Tadeusz
Kozacki Stanistaw

Baranski Jozef
Bochno Teodor
Chomicki Wiadystaw
Czastka Stanistaw
Feherpatakv Eugeniusz
Fiisowski Stanistaw
Fussteig Szymon
Gajewski Eugeniusz
Gorczynski Stanistaw
Guzik Franciszek

Heil Wilhelm

Hrycak Wiadystaw
Klein Oskar
Koczyrkiewicz Eugeniusz

Klasa I.

Kranz Mojzesz
Macierzanka Stanistaw
Milli Wtodzimierz
Pielichowski Michat
Schwarz Fryderyk
Sieminowicz Aleksander
Stanoszek Emilian
Svoboda Teodor
Trybutowski Karol
Welz Wiadystaw
Wilczynski Jozef
Witkowski Eugeniusz
Wozniakowski Mieczystaw
Wrazy Leon

Zak Jan

Klasa Il.

Maczynski Egeniusz
Michalski zZdzistaw
Mieszczyk Karol
Milli Zygmunt
Muck Henryk
Myczkowski Adam
Nizinski Stanistaw
Ostrihansky Ludwik
Pietruszka Zygmunt
Rech Stanistaw
Sommer Bolestaw
Stankowski Stanistaw
Starek Jozef
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Krasninski Fryderyk
Krzeczkowski Jozef
Leib Teodor

tojak Mieczystaw
Malles Eliasz
Markowski Waleryan

Darowski Jerzy
Denasiewicz Kazimierz
Durkalec Wilhelm
Harassek Adam
Haszczyc Orestes
Hatata Anatol

Hatata Roman
llkowski Stanistaw
Katamarz Roman
Kapuscinski Wiadystaw
Kondro Jan

Kratz Joachim

Krél Antoni

Kulczycki Eugeniusz
Kurzweil Samuel

Bojakowski Michat
Eilberg Izrael
Hartfelder Jan
Kaucki Stanistaw
Kling Henryk

Komarnicki Bolestaw (pryw.)

Kowalski Wiadystaw
Maksymowicz Seweryn
Mizgalewicz Julian
Narcyzenfeld Eisik

Bikowski Ludwik
Brathspiess Gabryel
Donenhirsch Abraham
Lorenz Maryan
Metzger lzak
Michalski Jan
Mikulski Jan

Stolarczyk Egeniusz
Szwec Stefan

Wardecki Feliks
Wiszniewski Roman
Wojcicki Roman
Zawisza Emilian

Klasa-III.

Latocha Stanistaw
Rembisz Jan

Rokosz Jan
Rosenberg Leiser
Sanak Mieczystaw
Sozanski Nikodem
Slélzer Emanuel
Szczekot Augustyn
Szumski Zenon
Wierzbicki Eugeniusz
Wochanka Wilhelm
Zawadil Wilhelm
Zawitkowski Stanistaw
Sarzynska Adela (pryw.)

Klasa IV.

Niemczyk Franciszek
Pastuch Leon

Piela Stanistaw
Powolny Wiadystaw
Raab lzydor

Riibner Filip

Sandig Maurycy
Sobolewski Karol
Ways Tadeusz
Wondraczek Maryan

Klasa V.

Pastuch Jan
Petzelt Jan

Piela Bronistaw
Plaskowski Maryan
Rosenbaum lzak
Sonnenblick Perez

Wiatr Wiadystaw



Naspinski Jan
Nowakowski Ludwik
Nowotarski Jan
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Wnek Jan
Wolier Kopel
Zielinski Adolf

Klasa VI.

Baczynski Tadeusz
Balaban Alfred
Chmielowski Czestaw
Dobrzanski Ziemowit
Galotta Jozef
Gwizda Zygmunt
Klang Natan

Kohler Rudolf

Lipper Adolf

towicki Edmund
Menkes Teodor
Morawiecki Adolf

Mryczko Adam
Miihlbauer Jozef
Miihlbauer Rudolf
Podhorecki Michat
Ringel lzydor

Ringel Maurycy
Schreckinger Joachim
Starek Jan

Szkolnicki Aleksander
Turnheim Saul
Wiszniewski Edward
Wrazej Eugeniusz

Klasa VII.

Balaban Zygmunt
Bilinski Teofil
Gerstenfeld Abraham
Grirner Maurycy
Hand Maryan
Karczmarski Stanistaw
Knispel Benzion
Knispel Mojzesz
Kwiecinski Bolestaw
Loegler Wiadystaw
Madey Antoni

W Jarostawiu, dnia 30.

Montag Hersch
Ptoskon Karol
Schneebaunr Jézef
Skalij Stanistaw
Sobolewski Zygmunt
Stawarski Jozef
Wasner Abraham
Wikarski Leon
Wilk Zdzistaw
Zawadowski Stefan

czerwca 1911.

Dr. Jan Ralski

dyrektor.



Wykaz ksigzek szkolnych,
ktore w tutejszym zakladzie bedg uzywane
w roku szkolnym 1910/11.

‘KLASA 1

Religia. Ks. Slésarz, Katechizm religii Katolickiej. Wyd. 3.
Lwéw 1908. Opr. 1 K
Serednyj Katechizm chrystyjansko-katot. religii, odobreny;j
austryjsk. Epyskopatom. Lwiw 1906. Opr. 80 h.

Jezyk polski. Konarski, Zwiezta gramatyka jezyka polskiego.
Lwow 1902. Opr. 50 hal. — Dr. Maryan Reiter, Czytania
polskie dla I. klasy z illustracyami. Lwéw 1910. Opr. 3.

Jezyk niemiecki. German, Petelenz, Gayczak, Cwiczenia nie-
mieckie dla I. klasy. Wyd. 7. Lwéw 1910. Opr. 2 K 40 h.

Geografia. Benoni i Tatomir, Krétki rys geografii, opra¢. Wierz-
bicki. Wyd. 9. Lwow 1908. Opr. 1 Kor.

Historya powszechna. B. Gebert i G. Gebertowa, Opowiadania
z dziejow ojczystych, Lwoéw 1910. Opr. 2 K 20 h.

Matematyka. Ignacy Kranz. Arytmetyka na klase |. Krakéw
1911. Opr. 1 K 50 h. — Ignacy Kranz. Geometrya pogla-
dowa na ki. I. Opr, 1 K 20 h.

Historya naturalna. Nusbaum - Wisniowski, Wiadomosci z zo-
ologii dla nizszych klas szkét srednich. Wyd. 3. Lwow
1910. Opr. 3 K 60 h. — Rostafinski, Botanika szkolna na
klasy nizsze. Wyd. 6. Krakéw 1907. Opr. 2 K 60.

KLASA Il

Religia. Jak w kI 1.

Jezyk polski. Matecki, Gramatyka jezyka polskiego szkolna.
Wyd. 9. i 10. Lwéw 1906. Opr. 2 K 40 h. — Reiter, Czy-
tania polskie dla II. klasy (w druku).

Jezyk niemiecki. German i Petelenz, Cwiczenia niemieckie
dla Il. klasy. Wyd. 5. Lwow 1907. Opr. 2 K 20 h.

Geografia. Siwek, Geografia dla II. i Il klasy (w druku).
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Historya powszechna. Dr. Kazimierz Krotoski, Opowiadania
z dziejdow monarchii austr. weg. w zwigzku z historya
powszechng. Lwow 1910. Opr. 2 K 50 h.

Matematyka. Ignacy Kranz, Arytmetyka na klase Il. Krakéw
1910. Opr. 1 K 50 h.

Historya naturalna. Rostafinski, Botanika szkolna dla klas
nizszych. Wyd. 6. Krakéw 1907. Opr. 2 K 60 hal. —
Nusbaum - Wisniowski, Wiadomosci z zoologii dla nizszych
klas szkét srednich. Wyd. 3. Lwéw 1910. Opr. 3 K 60 h.

Geometrya i rysunki geometryczne. Ign. Kranz. Geometrya
pogladowa, na nizsze klasy szko6t Srednich. Cze$é I Kra-
kéw 1911. Opr. 1 K40 h.

KLASA L.
Religia. Ks. Jougan, Liturgika. Wyd. 1—3. Lwéw 1906. Opr.
1 K 40 h. — Ks. Dabrowski, Historya biblijna zakonu

starego. Wyd. 5. Lwow 1911. Opr. 1 K 70 h.

Liturgika, wyd. 3. Toroniskoho. Lwiw 1905. Opr. 1K 60 h.
W poétroczu 11.: Toronskyj. Istorya biblijna staroho zawita.
Lwiw 1911.

Jezyk poski. Matecki, Gramatyka jezyka polskiego szkolna.
Wyd. 9. i 10. Lwéw 1905. Opr. 2 K 40 h. — Czubek-
Zawilinski. Wypisy polskie dla Ill. klasy. Lwow 1904.
Wyd. 2. Opr. 2 K

Jezyk niemiecki. German i Petelenz, Cwiczenia niemieckie
dla klasy Ill. Wyd. 4. Lwdéw 1907, wyczerpane ; przygoto-
wuje sie wyd. 5 zmienione. — Jahner. Deutsche Gram-
matik, Wyd. 3. Lwow 1907. Opr. 2 K 20 h.

Jezyk francuski. Dr. St. Weckowski, Ksigzka do nauki jezyka

francuskiego dla klasy Ill. szkoty realnej. Lwoéw 1908.
Opr. 1 K 80 h.
Geografia. Baranowski i Dziedzieki, Geografia powszechna

opra¢. Dr. Bug. Romer, wyczerpane.

Historya. Dr. Kazimierz Krotoski, Opowiadania z dziejow mo-
narchii austr. - weg. w zwigzku z historyg powszechna.
Lwow 1910. Opr. 2 K 50 h. — Zipper, Opowiadania
z mitologii Grekéw i Rzymian. Lwow 1897. Opr. 2 K 40 h.

Matematyka. Ignacy Kranz, Arytmetyka dla klasy Ill. Krakéw
1910. Opr. 1 K 80 h.
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Fizyka. Kawecki i Tomaszewski, Fizyka dla nizszych klas szkét
Srednich. Wyd. 6. Krakéw 1910. Opr. 2 K

Geometrya 1 rysunki geometryczne. Kranz Ignacy, Geome-
trya pogladowa. Czes¢ Il. Krakéw 1908. Opr. 2 K

KLASA IV.

Religia. Ks. Dabrowski. Historya biblijna zakonu nowego.
Wyd. 1-3. Stanistawéw 1902. Opr. 1 K 80 h.
Toronskyj : Istorya biblijna nowoho zawita, wydanie Il
Lwiw 1911. Opr. 1 K 60 h.

Jezyk polski. Malecki, Gramatyka jezyka polskiego szkolna.
Wyd. 9. i 10. Lwdéw 1905. Opr, 2 K 40 h. — Préchnicki,
Wzory poezyi i prozy. Wyd. 2. i 3. Lwow 1906. Opr. 3 K

Jezyk niemiecki. German-Petelenz-Gayczak. Cwiczenia niemie-
ckie dla IV. klasy. Wyd. 4. Lwéw 1910.0pr. 3 K.-Jahner,
Deutsche Grammatik. Wyd. 3. Lwow 1907. Opr. 2 K 20 h.

Jezyk francuski. Dr. Stanistaw Weckowski, Ksigzka do nauki
jezyka francuskiego dla IV. klasy szkoty realnej. Lwoéw
1910. Opr. 2 K 80 h.

Geografia. Benoni - Majerski, Geografia austr. - wegierskiej mo-
narchii. Wyd. 5 zmienione i przerobione przez Bolestawa
Baranowskiego. Lwoéw 1907. Opr. 1 K 20 h.

Historya. Zakrzewski. Historya powszechna. Cze$¢ 1. Wyd.
1—3. Krakéw 1902. Opr. 2 K 40 h.

Matematyka. Dziwinski, Podrecznik arytmetyki i algebry dla
klas wyzszych. Wyd. 4. Lwéw 1910. Opr. 4 K 50 h.
Fizyka. Kawecki i Tomaszewski. Fizyka dla nizszych klas szkot

Srednich. Wyd. 6. Krakéw 1910. Opr. 2 K

Chemia. Duchowicz-Wisniowski. Wiadomosci z chemii i mine-
ralogii dla klas nizszych (w druku).

Geometrya i rysunki geometryczne. Przygotowujg sie dwa
nowe podreczniki geometryi dla klasy IV. i V.

KLASA V.
Religia: Ks. Dr. Maciej Sieniatycki, Ogolna katolicka dogma-
tyka. Lwow 1906, Opr. 2 K
W I pétroczu: A Toronskij: Chrystyansko-katot. dogma-
toka fundamentalna i apologetyka dla klas wyzszych. Wy-
danie Il. Lwiw 1906. Opr. 2 K
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W Il. po6troczu: A, Toronskij: Chryst.-katot. dogmatyka
czastna. Wydanie Il Lwiw 1906.

Jezyk polski: Tarnowski i Bobin, Wypisy polskie dla szkot
realnych i seminaryéw nauczycielskich. Tom 1. Wyd, 1—3
Lwow 1905. Opr. 3 K
Zathey. Antologia rzymska. Lwow 1898. Opr. 3. K

Jezyk niemiecki: Ippoldt und Stylo, Deutsches Lesebuch fur
die oberen Klassen der galizischen Mittelschulen 1. Teil
V Klasse. Wyd. 2. Lwéw 1907. 4. K

Jezyk francuski: Dr. Stanistaw Weckowski. Ksigzka do nauki
jezyka francuskiego dla klasy V. Lwow 1910. 3 K 20 h.

Historya: Zakrzewski, Historya powszechna. Cze$¢ 11 Wyd. 3
i 4. Krakéw 1906. Opr. 2 K 40 h.

Matematyka: Dziwinski, Podrecznik arytmetyki i algebry dla
klas wyzszych. Wyd. 4. Lwow 1910. Opr. 4 K 50 h.
Kranz. Logarytmy. Krakéw 1900. 1 K 20 h.

Historya naturalna : Rostafinski, Botanika szkolna dla klas
wyzszych. Wyd. 2. Krakéw 1901. 3. K

Chemia : Brunner i ToHloczko, Chemia nieorganiczna. Krakow
1908. Wyd. IlIl. 3 K 60 h.

Geometrya i rysunki geometyczne: Mocnik-Maryniak, Geo-
metrya dla klas wyzszych. Opr. 4 K-
tazarski, Zasady geometryi wykresinei (z atlasem). Wyd.
Il. Lwow 1901. 3 K 40.

KLASA VL

Religia: Ks. Szczeklik, Etyka katolicka. Wyd. 3. i 4. Tarndw
1908. Opr. 2 K
Dr. Dorozynskyj: Etyka. Lwiw 1904 2 K

Jezyk polski: Tarnowski i Bobin, Wypisy polskie dla szkot
realnych i seminaryéw nauczycielskich. Tom 1. Wyd. 3.
Lwéw 1905. Opr. 3. K
Tarnowski i Bobin, Wypisy polskie dla szkét realnych
i seminary6éw nauczycielskich. Tom 1l. Wyd. 1—2. Lwoéw
1900 Opr. 3 K
Zathey. Antologia grecka. Lwow 1894. Opr. 4 K
Zathey. Antologia rzymska. Lwow 1898. Opr. 3 K

Jezyk niemiecki: Ippoldt u. Stylo. Deutsches Lesebuch fur die
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oberen Klassen der galiz. Mittelschulen. Il Teil VII. Klasse
Lwow 1907. Wyczerpane. 4 K
Przygotowuje sie nowe wydanie.

Lektura szkolna obowigzkowa. Goethe: ,Eginont" Wydanie Tow. naucz,

szké6t wyzszych. — Lwoéw. Cena 50 h.

Jezyk francuski : Dr. Stanistaw Weckowski 1 Dr. J. Szarota
La France, Lwéw 1910. Opr. 3 K 50 h.

Historya : Zakrzewski, Historya powszechna. Czes¢ IIl. Wyd.
2. skrocone. Krakow 1903. Opr. 2 K 80 h.

Matematyka: Dziwinski, Podrecznik arytmetyki i algebry dla
klas wyzszych. Wyd. 3. Lwoéw 1906. Opr. 4 K
Kranz, Logarytmy. Krakéw 1900. Opr. 1 K 20 h.
Kranz, Trygonometrya kulista w zdaniach. Wyd. 1 i 2
Krakéw 1906. 30 h.

Historya naturalna: Dr. Jézef Nusbaum . Zoologia dla klas
wyzszych szkét Srednich. Lwow 1909 3 K 60 h.

Chemia: Duchowicz-Bolland, Chemia organiczna. Lwoéw 1906
2 K 50 h.

Fizyka: Kawecki i Tomaszewski, Fizyka dla wyzszych klas szkét
Srednich. Krakéw 1906. Opr. 3 K 40 h.

Geometrya i rysunki geometryczne: Jak w kl. V.

KLASA VIl

Religia: Ks. Walenty Gadowski, Zarys historyi kosciota kato-
lickiego. Wyd. 3. Krakéw 1911. Opr. 3 K
Wapler-Stefanowycz: Istorya chrystyansko-kat. cerkwy.Lwiw
1903. 2 K

Jezyk polski: Tarnowski i Bobin. Wypisy polskie. Czes¢ Il
Wyd. 1—2. Lwoéw 1900. Opr. 3 K
Zathey, Antologia grecka, Lwow 1894 Opr. 4 K
Zathey, Antologia rzymska. Lwéw 1897. Opr. 3 K

Jezyk niemiecki: Ippoldt u. Stylo, Deutsches Lesebuch fiir die
oberen Klassen der. galiz. Mittelschulen Il Teil VII. Klasse
Lwéw 1907. Opr. 4 K
Ippoldt, Deutsches Lesebuch fur die oberen Klassen der
galiz. Mittelschulen IV Teil VIII. Klasse. Opr. 4 K

Lektura szkolna obowigzkowa, Schiller: ,Maria Stuart®" Wydanie Grae-

sera. — Cena 60 h.

Jezyk francuski: Dr. St. Weckowski i Dr. J. Szarota. La
France. Opr. 4 K
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Historya: Zakrzewski, Historya powszechna. Czes¢ I1l. Wyd.
2. skrocone. Krakéw 1903. Opr. 2 K 80 h.
Lewicki Zarys dziejow Polski i krajow ruskich z nig po-
faczonych. Wyd. 1--3. Krakéw 1901. Opr. 2 K
Giabinski-Finkel, Historya i statystyka austryacko-wegier-
skiej monarchii. Wyd. 3. (w druku).

Matematyka: Dziwinski, Zasady algebry. Wyd. 2. Lwow 1898.
Opr. 3 K 60 h.
Kranz, Logarytmy, Krakéow 1900. Opr. 1 K 20 h.

Historya naturalna:tomnicki, Mineralogia i geologia. Wyd 5.
Lwow 1909. 1 K 60 h.

Fizyka, Kawecki i Tomaszewski, Fizyka dla wyzszych Kklas
szko6t srednich. Wyd. 3. i 4. Krakéw 1906. Opr. 3 K 40 h.

Geometrya i rysunki geometryczne: Jak w kl. V.

Podreczniki dla nauki religii mojz.: Z Kammerling, Wiara
i ustawa, nauka o wierze i powinno$ciach izraelickich.
Lwow 1906,

S. Spitzer, Modly lzraelitow, Krakow 1907,
S. Spitzer, Historya biblijna oraz zasady wiary i moral-
nosci, Krakow 1907.

Podreczniki dla nauki jezyka ruskiego :

KLASA L

Bohdan Lepki: Czytanka Ruska 1904.

Kokorudz-Konarski: Gramatyka ruska dla Polakéw. Lwéw 1900.
KLASA IV

tuczakowski: Wzory poezyi i prozy, wyd. 2. Lwéw 1909.

Kokurudz - Konarski: Gramatyka ruska.
KLASA V.

W I. Podreczniki jak w klasie V.

W Il. Barwinski: Wybir z narodnoi literatury ukrainsko - ruskoi

dla seminaryj uczytelskych. Lwiw 1910.

KLASA VL

Barwinski: Wybir z narodnoi literatury jak w Il. pétroczu kl. V.






