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Uwagi ogolne.

Matematyka jako nauka, ktéra rozumuje Scisle i wnioski
wynikajgce z rozumowania jasno wyraza, uzywa za podstawe
rozumowania liczb dajacych sie jasno okresli¢ iuwaza za uzyte-
czne tylko takie wnioski, ktére mozna wyrazi¢ w liczbach dajacych
sie rdwniez jasno okreslic. Aby liczba data sie jasno okreslic,
musi by¢ skonczona t. j. musi mie¢ warto$¢ skonczong. Liczba
skonczona moze by¢ doktadna lub przyblizona. N. p. liczby:

0, 1, —2 5 — 307; — f> 08, — 5'46 sa dokiadne,
liczby :

0. 37 = 0-373737..., N2 = 1-41421356..,
sg przyblizone.

Z liczb przyblizonych tylko takie mogg by¢ jasno okres$lone
i tylko takie majg zastosowanie w matematyce, ktére dadza sie
wyrazi¢ zapomocg liczb dokfadnych z tak matym biedem, jak
sie nam podoba-innymi stowy- z dokfadnoscig zalezng od nas.

N. p. piszagc 037 = 0"3737, 12 = 14142, popetia-
my bigd mniejszy niz 00001, piszac 037 — 07373737,
) 2 = 1*414214 popetniamy btad mniejszy, niz 0'000001 it. d.;
liczby 037, \2 mozemy wyrazi¢ tak dokladnie, jak sie nam
podoba.

Przy niektérych liczbach przyblizonych mozemy podac
catkiem dokladnie granice, do ktorej sie zblizamy, jezeli je
coraz doktadniej wyrazamy; przy innych mozemy podac granice
tylko w sposéb przyblizony. N. p. piszac 0*37 — 0"3737,
037 = 0"373737 it d. zblizamy sie coraz bardziej do liczby-f*-J

gdy wyrazamy \2 coraz dokladniej, zblizamy sie do granicy,



ktore] nie mozemy catkiem doktadnie podaé, ale o ktorej wiemy,
ze sie znajduje

miedzy 14142 a 14143,

miedzy 1*414213 a 1-414214 i t. d.

Liczby moga by¢ szczegdlne lub ogodlne.

Liczby szczegdlne wyrazamy zapomocg cyfr n. p. 5, — 7,
j' — j 7 064 ; liczby ogblne zapomocg glosek n. p. a, b, ¢
X, Y, a p, n.

Wyrazajac liczbe zapomocg glosek, przyjmujemy, ze ma ona
pewng szczegblng warto$¢ n. p. e — 271828., n = 3*14159,,
lub tez, ze moze przybiera¢ rozne wartosci, czyli ze sie moze
zmieniaC. Pierwsze liczby nazywamy statemi, drugie zmiennemu

W ogdle gtoska moze wyraza¢ wielko$¢ czyli ilos¢ wszel-
kiego rodzaju n. p. liczbe, diugos¢, czas, site it p; jakoz
w tern znaczeniu bedziemy w przysztosci uzywac gtosek.

Pojecie funkcyi.

Wyrazenie, w ktérem sie znajduje jaka$ ilos¢, nazywa sie
jej funkcya. N. p. wyrazenie 3 x2— 8 x + 5 jest funkcyg ilosci x,
wyrazenie 3.42 — 84 + 5 takg samg funkcya liczby 4. Pisze
sie to w ten sposob :

3x2- 8x + 5 =f(x),

342- 84 + 5= /(4),
lub

f(x) -3x2— 8x + 5

/(4) = 342— 84 + 5.

Czyta sie za$: f(x) jest funkcya ilosci.x, /(4) jest funkcya
liczby 4. Oczywista, ze funkcya f(x) zalezy od ilosci x, funkcya
/(4) od liczby 4.

W ogole, gdy ilo$¢ sie zmienia, to jej funkcya f(x) przybiera
rézne wartosci a zatem zmienia sie rowniez. N.
f(x) = 3x2—8x + 5 dlax= 0, 12 3 — 1
przybiera wartosci /(O) = 5, /(I) =0, /(2) = 1 /(3) — 8§,
f(~Vv= 16 /(—2) = 33 /(—3) = 56

Jak na powyzszym przyktadziewidzimy, ilosci X i f(x)
zmieniajg sie, czyli sg ilosciami zmiennemi z tg roznica, ze ilosci x
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nadajemy dowolne warto$ci a na f(x) wypadajg wartosci pewne.
Z tego powodu iloS¢ x nazywa sie zmienng niezalezng a f(x)
zmienng zalezna.

Na wyrazenie funkcyi uzywamy glosek : /, F, 9 yi t p.
Np. f(x) = xn, F(r) —j r3, y(x) — ax, y(x) — sinx,

Na blizszg uwage zastuguje przypadek, kiedy funkcya F(x)
nie zmienia swej wartosci C, jakkolwiek x sie zmienia, czyli
kiedy funkcya F(x) jest od x niezalezna.

Wtenczas funkcya F(x) jest iloscig statg (ze wzgledu na x)
i pisze sie:

Fx) = C.

Funkcye elementarne.

Najprostszemi funkcyami sg : funkcya od x niezalezna a,
funkcya potegowa xm wyktadnicza ax, logarytmiczna lgt,x, funkcye
goniometryczne cosx, sinx, tgx, cigx, i nadto tak zwane
funkcye cyklometryczne, ktore nizej poznamy. Sg to funkcyee
elementarne.

W funkcyach goniometrycznych bedziemy wyrazaé¢ zmienng
X nie zapomocg kata, lecz zapomocg tuku kota o promieniu 1,
odpowiadajgcego katowi stésownie do proporcyi.

X :2ji. — a°:360° (fig. 1), skad wypada
2na na
360 180

Wedtug tego mozna n. p. napisac:
cos60° = cos~— cos(1'0472),

sin 30° = sin~ — sin (0'5236),
tg45° - tg*=  (07854),
Piod ctg90° = ctgff-— ctg (T5708).



Jezeli x jest dostawg (cosinus) tuku

AC (fig. 2.) kota o promieniu 1, naten-

czas naodwrot tuk AC jest tukiem, kto-

rego dostawa (cos) jest rowna x. Pisze

sietokrétko: AC = arc cosx, (czyta

sigarcus cosinus x). Arc jest poczatkiem

stowa tacinskiego arcus, co znaczy tuk.

Podobniez arcsin x oznacza tuk (kota

0 promieniu 1), ktérego wstawa (sinus)

) jest réwna x, arctg x oznacza +tuk,

Fi3. ktérego styczna (tangens) jest row-

na X, arcctg x tuk, ktérego dotyczna (cotangens) jest réwna X.

Funkcye arccosx, arcsinx, arctg x, arc ctg X nazywajg sie
funkcyami cyklometrycznemi.

Jezeli x — cos AC, to takze x = cos (AC -\-2njr), gdzie

n oznacza jakakolwiek liczbe catkowitg dodatnig lub ujemna.

Jest przeto ogdlnie

AC + 2nn = arccos X,
z czego poznajemy, ze takich tukdéw, ktorych dostawa (cos)

jest rowna x, jest nieskonczenie wiele. Celem ustrzezenia sie
wieloznacznosci przyjmuje sie najmniejszy tuk w obszarze od 0
do 2ji, ktéry spetnia warunek AC — arc cos X.

N. p. cos%! = cos120° —

4
cos;é]r — Cos 240°

oS cos480° = — it d
t. j. dla dostawy-----wypadajg tuki A tod
Bierzemy najmniejszy tuk i piszemy o
arccosj; by = 3
Podobniez arc cos v) ~ \;‘
arcsin(j) = arcsin (- 1) = \I/n

arctg (1) arc tg (—1) = .el’_n,



arcctg (1) = arcctg(-\) = —-
Na fig. 2. widzimy, ze

Xx = cosAC = sin BC,
skad wypada

AC = arccos X, BC — arcsin x.
AC -f- BC = arccos x + arcsin x.

Lecz AC BC = -=* zatem
arccosx -f- arcsin x —
To samo otrzymamy z réwnan
X — cosAC — sin & —AC 7,
albowiem z nich wypada, ze
AC = arc COS X, T ‘AT\C — arcsin x.
Z fig. 3. poznajemy, ze

X = tgAC = dgBC,
skad wypada
AC — arc tgx, BC = arcctg x,
AC + BC = -~-=arcfgx+ arcctgx.

To samo otrzymuje sie z réwnan

X = tgAC = cfy — ACy
bo z nich wyptywa AC — crctgx, --—- #AC = orcctg x.
C Wezmy tuki 4C, AE réwne co do bez-

wzglednej wartosci  (fig. 4) w kole o pro-
mieniu 1 Przy ich mierzeniu kierujemy sie
tg samg zasada, co przy mierzeniu katow
A t. j. przyjmujemy, ze katom dodatnim
odpowiadajg tuki dodatnie,/_‘Jéqtom ujemnym
ujemne. Wedtug tego tuk AC uwaza sie za
dodatni, fuk AE za ujemny. Jest wiec

AE — — AC,



Jezeli DC = x, to DE = — x, zatem
AE = arcsinx, AE — arcsin (—x).
Podstawiwszy to w rownanie AE = — AC, otrzymamy
arc sin (— x) = — arcsinx.
Podobnie rzecz sie ma z arctgx. (fig. 5) Jest bowiem
= — AC.
Jezeli AD — x, to AF = — X,
AC = arctgx, AE= arctg (—x),
apo podstawieniu w réwnanie AE ——AC
A. wypada
arctg (—x) — — arctg x.

Obraz funkcyi.

Uwazajmy ilosci x, f(x) jako wspétrzedne punktu na ptasz-
czyznie w ukladzie prostokatnym. Kreslac punkta odpowiadajgce
kazdej parze ilosci w miare jak sie x zmienia, otrzymamy szereg

punktéw tworzacych
pewng linie, ktora jest
obrazem geometrycz-
nymfunkcyif(x)Np.gdy
f(x) — 3x2—8*+ 5,
wspbtrzedne punktéw
sg [0,/(0)1, [1,/(1)1
[-1, /(-1] i t d
Poniewaz / (O) — 2,
I()=0./(ly) = —

/dt) = - 7
1(2) = 0,/(3) -2
/(4)=6,/(—)= 6
i t d, przeto wspot-
rzedne punktow sg
[0,2], [1,0],

(e - 11, 2.0l



[3, 2], [4, 6], [—1 6] it d. Kredlagc te punkta, otrzymamy linie
przedstawiong na fig. 6.

Obrazem funkcyi
moze byc¢ linia ciagta,
przerywana, skladaja-
ca sie z osobnych
punktéw,  kawatkéw
i t p. odpowiednio
do ksztattu funkceyi, jak
to mozna widzie¢ na
dalszych figurach.

Fig. 7. jest obrazem

funkeyi /(*) = — -
Wspotrzedne punktow sg:
[o5i7 447 1°r]

[M 21,0047 2]

[4°3]m[4 5]
[I-ro- 101, [24"-10],
e 2751 r -4l

[2¢+"~-3], [2y" -2].
B - U g ~2*

[5-41- [6,-47"

[_2 »-51, [_ 4] ’
[-2, 4. [-3, -41
it d

Fig. 8. jest obrazem funkcyi

f{x) = (x—2)2
Wspétrzedne punktéow sa: [o, 4] > [y’ 4] "[L 1, [ly’ 4],
[1f9], [2f9], [2]-4], [3 il, [3f |1, [4.4]" [5.4]"
(- 1 4]ita



(V. 5).

Fig. 9. jest obra-
zem funkcyi

Wspotrzedne punktow
sg: [Q02], [03 03
[0-5 041, [0-9, 048],
[1,1],[1-1,2-2],[1-2,1-51,
[1-3, 1-8], [1-5 2]
[1-8, 44], [2, 6-2].,.
[-04,0-2], [-0-2,0-21,
[-0-6, 0-1] [-1,0-21,
“ [-1-5, 071, [-2, 2-2],
[—25 561 i t d

punktu, okazemy pozniej

Fig. 10. jest obrazem
funkcyi
t(x) = (x-\)\ x~ 2
WspoOtrzedne punktéw sg :
[1,01, [2,01. [2*3,+0*7],
[2-5+1-1], [2-7,+1*4], [3,+2],
[4,+420, [516-9], [6,+10]
i t d Punkt [1 O jest
odosobniony.

Fig. 11. jest obrazem
funkeyi

Y f(x) = (x-\)(x-2) fx -3.
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Wspébtrzedne punktéw s3:
[1, 04, [2, O], [3, O], [33, + 15],
[3-5 +27], [4,+6] i t d.

Punkta [1 0], [2, O] sg odo-
sobnione.

Fig. 12. jest obrazem funkcyi f(x) = ex 2'

Fig

Wspotrzedne punktow
sa: [0, 0-6,], [1, 041,
[1-5,0-11, [2, O, L2,coal,
[2*5, 7*4], [3, 2-71,
U, 1*7], [5,1-41, [6,1-3],
[7, 1-2], [10, 1-1],
[-1,07], [-2-5,0-81,
[—5 09 it d Ze
[2, 01, [2, co] Sg wspot-
rzednemi, okazemy
"T p6zniej (V, 1)
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Fig. 13. jest obrazem funkcyi:
f(x) = sinx.

Wspotrzedne punktéw sg: [0'1, O*1], [0*2, 0*2], [03, 0*3],
[0*5= ~0*5], [07,0*6], [08= 0*7], [0*9, 0*8],
[10=J, 0%, [1*2, 0*9], [1-6=J, 1], [2, 09, [2*2, 0*8]
[24= 3jt, 0-?] [26="» 0*5], [2*8, 0*3], [2*9, 0*2], [30,0*1],
[3<1 = 7, 0], nadto te same wspoirzedne ze znakiem —it. d.
Funkcye sinx mozna takze wykreslic w ten sposéb: w poczatku

wspotrzednych zakre$la sie koto o promieniu 1, dzieli sie je na
n. p. 16 réwnych czesci AB= BC= CD= DE=....,

wtenczas B F = sin . CD —sin 28—>DC = sin3sl> OE:sin’\Sn....

Odcinajgc na osi odcietych w odlegtosci . s USL) ifSS LR
powyzsze rzedne, bedziemy”~miec™obraz funkcyi.

f(x)=2 + lantg”™=r
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Wspotrzedne punktéw sg [O 1*5], [05, 1*3], [07, 1*2],
[0-9, 1*1], [1*1, 2-9], [1*5, 27], [2, 2*5), [3, 23], [6, 22, [-1, 17],
[3, 18] i t. d Pozniej okazemy, ze [1, 1], [1, 3] sg takze
wspotrzednemi. (VI, 6).

V.

Granica funkcyl.

Jezeli warto$¢ funkcyi f(x) w miare gdy zmiennej nadajemy
wartosci od a do b zbliza sie coraz bardziej do pewnej ilosci c,
natenczas mowimy, ze funkcya w obszarze od a do b dazy do
granicy c. Pisze sie to symbolicznie : Iirrt} f(x) — c¢. Lim

X=

jest poczatkiem stowa facinskiego limes, co znaczy granica.
Czyta sie za$: funkcya f(x) dazy do granicy c, gdy « zbliza
sie do b. Czy x zbliza si¢ do b od wartosci mniejszych od b,
czy wiekszych od b wynika w poszczegélnych przypadkach od
rodzaju zagadnienia i uwazamy to jako znane, chociaz tego nie
piszemy w znakowaniu symbolicznem.
i

N. p. 1) Funkcya f(x) —e (str. 9) dla wartosci # od
0 do 2 przybiera wartosci /(0) = 06, /(l1) = 04, /(I*5) = 0,
/(1'8) = 0*01, wartosci coraz blizsze 0, zatem dazy do 0, co sie pisze

I;(nl 2e 2= 0.

Lecz ta sama funkcya dla wartosci & od 4 do 2 przybiera
wartosci/(4)=17,/(3)=27,/(2'5)=7,4,/(2'3)=28'0./(2'2)=148"4,
/(2'1)=22026, wartosci rosngce bez konca, co sie pisze

|
. x — 2
lim 2e — oo.
X =

Jak sie szuka granicy funkcyi, zobaczymy ponizej. Poniewaz
najtatwiej znalez¢ warto$¢ funkcyi, jezeli zmienna niezalezna
maleje do O lub rosnie do oo, przeto do tego przypadku spro-

wadzamy {(azdy inny. N. p. Chcac znalezé warto$¢ funkcyi

X —2
f(x) —e dla x — 2 w przypadku, gdy x zbliza sie do 2 od
wartosci mniejszej, podstawiamy x — 2 — § gdzie S oznacza



fi 1
liczbe dodatnig. Otrzymamy f(x)=f(2 —6)=e~ = —

e&
Poniewaz 6 zbliza sie do zera, gdy x zbliza sie do 2, przeto

lim f(x)= limf(2-6)=1Ilim x =~V =7/~ = 7
X= 2 6=0 G=0 ~ e'd e
Chcac znalez¢ warto$¢ tejze funkcyi dla x=2 w przypadku,
gdy wartos¢ x zbliza sie do 2 od wartosci wiekszej, podstawiamy
X — 2 + (B gdzie 6 oznacza liczbe dodatnig. *
Otrzymamy f(x) = f(2+ 6) = e”
Poniewaz $zbliza sie do O, gdy X zbliia sie do 2, przeto

limf (x) = limf(2-A6) = lim eA eO = gO— 00
X=2 (5=0 &0
zgodnie z poprzedzajgcem. i
Widzimy z tego, ze funkcya ex ~ 2
ma dwie wartosci 0 i oo dla x—2. \

2) Do jakiej granicy dazy funkcya f(x) = & — 2, jezeli
x ro$nie bez konca ?

. ..y O 0
limf(x)=lime —e =& —1

X = co X = 00

zgodnie z tern, cosmy podali na str. 9, gdzie widzimy, zef(2'5)=74,
m = 2-I,f(4)=n, f(5)= 14 f(6)=V3, f(7)=V2, f(i0)=VU
3) Do jakiej granicy dazy funkcya

F(V=I1+\ + "2+ ee+Jk = 20-Jk)’
jezeli k jest liczbg catkowita dodatnig, rosngcg bez konca ?

im PO = lm o ok)l= 2(1- A4 ) = 2(1--L)
=2(1- 0)= 2,
co tez mozna pozna¢ z przebiegu wartosci funkcyi F(k), n. p.

F(20)=2(1-7). F(30)=2(1-*0)*F(100)=2 (I-g



4) Do jakiej granicy dazy funkcya

m—k
WK = T+Tx’
jezeli k jest liczbg catkowita dodatnig, rosnacg bez konca ?
m
Poniewaz rzeto
ke Voo, ’ p
e 1 0—1
limw(k)— lim Yt lrox = .

=cc  Ar=zool+y 1
5) Do jakiej granicy dazy funkcya

i\ 161
dla = 17 /W -5 5=1
Podstawiajgc x = 1— <&§ otrzymamy
limf(x) = limf(l—d)=lim A f’d
=1 <50 <50
lim 1—2&+ 28—+ = 1
50

Podstawiajgc za§ x — 1+ <4 otrzymamy

I|mf(x) — ||mf(1-J<5 fin LI+~ 15—1
&0 &0 5

lim 1+2(5+2(52+<53+@' =1
<50

Zatem f(\)— 1
Do tego samego wyniku dochodzimy, pamietajac, ze

S\(xi+ X+ x*+x+\).

VI.

Ciggtos¢ funkcyi.
O ciggtosci mozna mowi¢ tylko przy takich funkcyach,
w ktérych zmienna niezalezna moze mie¢ wszelkie mozliwe
wartosci. Sa bowiem funkcye, w ktérych zmienna niezalezna
podlega pewnemu ograniczeniu n. p. moze by¢ tylko liczba
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catkowitg dodatnig, jak to ma miejsce przy wzorze binomialnym

(I+x) —1+ () (jfc-l) x tooex
gdzie wspotczynnik wyrazu ks° jest funkcya liczby catkowitej k
. n(n-~1)..(h—k+2)

Ak>=1t"i 12k Um

Jezeli zmienna niezalezna jest poddana pewnemu ogra-
niczeniu, jest to zawsze wyraZznie zaznaczone, jezeli nie ma
zadnego zastrzezenia, natenczas przyjmuje sie, ze zmienna nie-
zalezna moze przyjmowaé wszelkie mozliwe wartosci.

W dalszym ciggu ograniczymy sie na rozwazaniu ilosci
rzeczywistych i skonczonych, zatem we funkcyi bedziemy zmien-
nej niezaleznej przypisywa¢ wartosSci rzeczywiste i skonczone
i takie wartosci funkcyi bedziemy uwazaC za uzyteczne, ktore
bedg ilosciami rzeczywistemi i skoficzonemi ; jednem stowem
bedziemy rozwaza¢ funkcye w obszarach, w ktérych majg
warto$ci rzeczywiste i skonczone.

Funkcya f(x) jest ciggta dla pewnej wartosci zmiennej
niezaleznej a, jezeli wartosci, jakie przybierze funkcya dla war-
tosci zmiennej niezaleznej bardzo mato rdéznigcych sie od a
mianowicie dla a-d i a-\-0, gdzie 6 wyraza bardzo matg ilosc,
bardzo mato sie roznig od f(a) i to tern mniej, im ¢ jest
mniejsze, czyli jezeli limf(a—d)= limf(a-\-d)—f(a).

6= o0 & o

Co do ilosci a, f(a), f(a—9), f(a-\-d) przyjmujemy, ze sg
rzeczywiste i skonczone.

Geometrycznie znaczy to : jezeli funkcyaf(x) jest ciggta dla
X—a, to w jej obrazie punkta

[a-d, f(a—0)\, [a f(a)\, [a--0, f(a+d)}
sg rzeczywiste bardzo blizko siebie potozone i to tern blizej,
im $jest mniejsze (fig 15).

Jezeli funkcya f(x) jest ciggla dla wszystkich wartosci
zmiennej niezaleznej od x—a do x—Db, natenczas jest ciggtg
w obszarze od /(a) do f(b).

Geometrycznie znaczy to: jezeli funkcya f(x) jest ciggtg
w obszarze od j(a) do f(b), natenczas w jej obrazie wszystkie
punkta od [a, f(a)\ do [b, j(b)\ tworzg linie nieprzerwang (fig. 15).
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Jezeli nie wszystkie wartosci funkcyi f(a), f(a—38), /ifa+<5l,
sg skonczone, rzeczywiste i bardzo mato rdéznigce sie od siebie
i to tem mniej, im $§jest mniejsze, wtenczas funkcya dla x = a
nie jest ciagty, lecz doznaje przerwy.

Geometrycznie znaczy to, ze w obrazie funkcyi linia w punkcie

f(a)\ jest przerwana, czyli robi skok (fig. 16).

1 3 | & a’
4
K
iy
B e 5
'xisi is S
6i DA c B X u DA C
Fi9.I5 Fig. 16

Objasnienie geometryczne.

Jezeli (fig. 15) BD’A'CE’ jest obrazem funkcyi f(x),0A—a,
DA—AC—d, natenczas AA=f(a), DD’=f(aS), CC=/(a-\-S).
Gdy 6 maleje, punkta C’i D' zblizajg sie ustawicznie do punktu”’,
az w koncu dla $—0 nan padng. W punkcie [a,f(a)] linia jest
ciggta; réwniez w punktach az do [OE—b, EE'=f(b<]
Widzimy, ze linia jest cigglta od punktu A’ do E’

Jezeli (fig. 16), BD’A'A'C’ jest obrazem funkcyi f(x),
OA=a, DA—AC=<5 DU=f(a-b), CC’=/(a + ¢), f(a) ma
dwie wartosci AA i AA” rézne od siebie. Gdy Smaleje, punkt
D’ zbliza sie do punktu A’, punkt C’ do punktu A”. Dla & 0
punkt D' padnie na punkt A\ punkt C’ na punkt A”. Linia
w punkcie [a,f(a)\ jest przerwana i czyni skok.

Przyktady.

1) Funkcya f(x) —3a2—8# + 5 (fig. 6.) jest ciggta dla wszyst

kich wartosci skonczonych zmiennej niezaleznej.
Dowo6d. Poniewaz f(x + €= 3(x + —8(XA-d)-f5
= 3x*—8x+ 5+ (6X—8) 5+ 3d\
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przeto limf(x-\-d)=lim [3x2—8jc+ 5+ (6jc—8) G+ 3 G =fF(x),
G=o0 ©6=0

odobniez limf(x—d)=Ilim [3j2—8jc+ 5—(6jc—B8)(5 + 3 &*]=/ (X).
p 5:0( )5;0[ (6ic—3)( 1=/ (%)

2) Funkcya f(x)= (fig. 7.) dla x = 2 doznaje przerwy,
bof(2 = 5-= oo-

Z tego samego powodu funkcya (% 8) dla
x = 2 doznaje przerwy.

3) Funkeye y — j (fig. 9 i sinx (fig. 13) sa ciagle
dla wszelkich skonczonych wartosci x.

4) Funkcya f(x) —(x —\) jlac—2 (fig. 10) dla x~1,ix=2
doznaje przerwy, bo tak/fl—6=—<%&j/—E2, /(I1+<5)=&J)<5—2
jak f(2 — 9= @4 — §|/— & majg wartosci urojone.

Z tego samego powodu funkcya (x—I) (x—2) |/*"c—3 (fig. 11)

doznaje przerwy dla x— 1, x—2 i je= 3.
1

2
5) Funkcya f(x) = e — doznaje przerwy dla x= 2, bo

Ilmof(2—d)— 0, I|mf(2+ d)= 00 (fig. 12) (V, 1).
0=

6) Funkcya/(+F=2+“ arctg ! +fig. 14) dlaje= 1 doznaje
przerwy, bo
limf ( 1—b)—im 2+ arc % —I|m 2--arc tg-*
G Eg T (-1) & g

2 _j 7f=2 arc tgoo —2— ‘]nL E; 2 1=1,
zas$ -
limf(\-\-d)—im 2+-| arc (& nr 2+1=3.

(5=0 &= 0

Na przedstawionych obrazach wymienionych funkcyi wi-
doczng jest rzecza, jak linia robi skok w punktach odpowiadg-
dajacych przerwom funkcyi.
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VII.

Funkcya uwiktana.
Wyrazenie, w ktégem sie znajdujg dwie ilosci X, y, jest ich

funkcya. N. p. 7y5f2 J/x—1 jest funkcyg ilosci x,y. Pisze si¢ to:
3
7y5+ 2 jIx—I= F(x,y).

Jak widzimy, funkcya F(x,y) zalezy od ilosci x iy.
3
Podobniez F(3, 4—7.45+ 2| 3—1 jest funkcya liczb 3, 4;
F(ab)= 7.0°+ 2 j/a —1 jest funkcya ilosci a, b.

Biorac pod uwage réwnanie F(x,y) = 0 widzimy, ze tak
ilo$¢ x zalezy od ilosci y, jak y od x, czyli ze x jest funkcya
ilosci y i naodwrdt y jest funkcyg ilosci x.

Funkcya, jaka jest jedna ilos¢ wzgledem drugiej w réwnaniu
F{x,y)=0 nazywa si¢ funkcyg uwiklang. Gdybysmy to réwnanie
rozwigzali ze wzgledu na jedng iloS¢, otrzymalibySmy funkcye
wyrazng drugiej ilosci. N. p. A rownaniu

Ty5+ 2 jx —1=0
y jest funkcya uwikfang ilosci x, a x jest funkcya uwiklang
ilosci y. Rozwigzawszy to réwnanie otrzymamy

t. j. y jako funkcye wyrazng f(x) ilosci x i
X=(-1Z1)*=,, W

t. j. X jako funkcye wyrazng ilosci .

Jezeli ilosci x, y sg zmienne, to jezeli jedng z nich przyj-
miemy jako zmienng niezalezng, druga jest zmienng zalezng.
N p. w rownaniu y —f(x) ilos¢ x jest zmienng niezalezng, za$

w rownaniu x —cp{y) ilos¢ y jest zmienng niezalezna.
2



Bardzo czesto funkcya uwikiana jest tego rodzaju, ze sie
zadna zmienna nie da przedstawi¢ jako funkcya wyrazna drugiej. N p.

(x—1) +3y _

3(x—1)—4y + 5e 0.

VIl

Obraz funkcyi uwiktanej.

Uwazajgc ilo$¢ x jako zmienng niezalezng, otrzymamy y
jako jej funkcye.

Kreslac linie wyrazong przez réwnanie F(x,y, = 0, otrzy-
mamy geometryczny obraz ilosci y uwazanej jako funkcye
zmiennej niezaleznej x. Fig. 17. przedstawia nam linie

5
4(x-1
3 (1) —dy £-56 XN

Wspotrzedne punktéw linii sg : 10,—03), (0*4—02],
[0-8,-0-1], [1,01 [-0-5,-0-5], [-1,-07], [—2,—13], [-3,-21,
[-4,-27], [-4,7-4], [-3,6-2], [-2,51, [-1,3-8], [0-5,3-3], |0,2'9],
[04, 2-6], [0-82-5], [L2-461, [15,25], [2,27], [2-52-9], [3,3 2]
[4,3-8], [6,4-5], [655-2], [75%9] it d.



IX.

Ciagtos¢ funkcyi uwiktanej.

To cosSmy mowili o ciggtosci funkcyi wyraznej, odnosi

sie takze do funkcyi uwikfanej. Chcagc zbadaé, czy w réwnaniu

= ®ilos¢ y uwazana jako funkcya zmiennej niezaleznej

x jest ciggta dla x —a, postepujemy w nastepujagcy sposéb :

Szukamy iloSci y = b takiej, aby bylo spetnione réwnanie

F(a,b)=0. Wtenczas wiemy, ze dla wartosci x = a, wartos¢
funkcyi jest y —b.

Szukamy nastepnie wartosci funkcyi dla Jt=a—dix=a-f4§
gdzie $ oznacza ilos¢ dodatnig. Niech niemi bedgy = bh—e
i y= b-j-e’, to znaczy, niech b—s i b+ e spelniajg rownania

F@—d b—e= 0 i Fa+ Sb+ e)=0.

Jezeli dla $malejgcego do 0 takze e i € malejg do O,

t. j. jezeli jest spetniony warunek
IimF@—§b—e = F(a b)= 0,
&0
IimF(a+ d b+ €)= F(a, b)= 0,
i O( )= F(a, b)

natenczas funkcya y jest ciagtg dla x = a. Geometrycznie znaczy
to, ze okoto punktu (n, b) znajdujg sie punkta bardzo blizko
potozone [a—fib—«] i [a+ b+ «] ito tern blizej, im &
jest mniejsze. Jezeli powyzszy warunek nie jest spetniony, funkcya
doznaje przerwy, co geometrycznie znaczy, ze linia w punkcie
La b] jest przerwana. 5

Przyktad. F(x,y)=3 (x—1)—4y+5.e4" "~ + Zbadac,
czy gdy F (x,y) —0, funkcya y jest ciaggta dla je=1.

Szukamy wartosci funkcyi y dla x = 1, to znaczy szukamy
wartosci y spetniajgcej rownanie /r(l,y) = 0. Podstawiajac

X—I| — § otrzymamy 5
F(l—d,y)= —3d -4y + 5. ~4df3y =0 czli
- 3%5- 4y + Y —mmmmmmmn 0.
e +40-3y

Widzimy tu, ze dla $= 0, y —0 réwnanie to jest spetnione, bo
o+ -T- - A = A =0

e -0 e »



Mamy zatem F (1,0) =0, czyli wiemy, ze dla x= 1
funkcya ma wartos¢y = 0.
WezZmy teraz pod uwage ilosci 1—&0—espetniajgce rownanie
5

F{1—% 0-c) = —36+ 4e-f5.e“40 3£ = 0,

lub — 3 &+ 4¢ - 1------ =0
45+ 3e
e

Gdy 6 maleje do 0O, to e rébwniez maleje do O, jezeli
powyzsze réwnanie ma by¢ spetnione; zatem ilosci 1—<% 0—e
zblizajg sie do liczb 1,0 i mamy

IIimF(1—§0—e= F (L 0= 0.
&0

WezZzmy nastepnie pod uwage ilosci 1-j- § 0-j-e” spetniajace

rownanie 5
F(l+d, 0+f)= 3d-4e’+ 5.e 45+ 3¢’ = o

Jezeli ™ maleje do 0, to e’ nie moze male¢ do O, boby byto

S

5. eo_: 5.@: oo = 0,

co jest sprzecznem. W tym przypadku € zbliza sie do takiej
ilosci, ktora spetnia réwnanie 5

3 '
F(lI, 0+ &)= —4c’+5.C =0.
Rachunkiem znajduje sie, ze € = 2%6.
Widzimy zatem, ze

limF(\-\-d, 0+ e)— F(l, 2°46)= 0., z czego wynika, ze
&= 0

funkcya y dla x — 1 doznaje przerwy.

Na fig. 17. widzimy, ze linia w punkcie [1, O] jest przerwana.

Z ksztattu linii na fig. 17. fatwo poznaé, ze jestto ta sama
linia, co na fig. 12, tylko odniesiona do innego ukfadu wspot-
rzednych.

Twierdzenia, jakie ponizej wyprowadzimy dla funkcyi,
bedg sie odnosi¢ do takich obszaréw, w ktorych rozwazane
funkcye sg ciggle.
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X.

Szereg nieskonczony.

Szereg, ktorego liczba wyrazéw nie jest ograniczona,
lecz rosnie bez konca, nazywa sie nieskoriczonym.

Npl+t y +~+y +y + e

Wyrazy szeregu nieskoriczonego bedziemy oznacza¢ gtoskami

aP> «» as>ee e ak, ak+\ ¢ f
gdzie A oznacza liczbe catkowitg dodatnia.

Oznaczywszy
5=« + + ... + ak f-akf
Sk — + ..+ ak,

Rk = ak+l + ak+2+ -"
mamy
S= Sk+ Rk.
S nazywa sie sumg szeregu nieskoriczonego, Sk suma k pierwszych
wyrazow, Rk resztg czyli uzupetnieniem szeregu po wyrazie ki'm .
Jezeli k rosnie bez konca, to Sk dazy do 5 a Rk maleje
do 0. Mozna przeto napisa¢
lim Sk = S, lim Rk — 0.
k= c0 k= o
W dalszym ciggu bedziemy mowi¢ o szeregach, ktérych
wyrazy au a2 a3... sg iloSciami dodatniemi i skorczonemi.
Szeregu nieskonczonego nie mozemy wyrazi¢ inaczej,
tylko w sposob przyblizony. Jezeli jednak taki szereg ma miec
zastosowanie w matematyce, jako jasno okreslony, musi sie daé
suma jego wyrazi¢ zapomocg ilosci skorczonej z takg dokia-
dnoscia, jak sie nam podoba.
To moze by¢ spetnione w dwojaki sposéb ; albo suma Sk
tem bardziej zbliza sie do pewnej iloSci skonczonej, im k jest
liczbg wieksza, albo tez szereg jest tego rodzaju, ze od pewnego
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k poczawszy reszta Rk moze sie sta¢ mniejszag od dowolnie
matej ilosci e, podczas gdy Sk ma warto$¢ skonczong. N. p.
1) Szereg nieskonczony

1+ y+ + 7/ + eee=2

albowiem suma pierwszych k wyrazéw dazy do granicy 2,
gdy k rosnie bez konca (V, 3)
Ogo6lnie: postep geometryczny nieskonczony
5= a+ ag-f-ag2\-...=
jezeli 0 <C g <C 1 Albowiem
k k a aQA-ts
< — OEF=yzj —ANC Shirs 1.4 1-q
gdzie s jest liczbg catkowita, dodatnia.
Poniewaz q <C 1, przeto
kfs k £+s k
q<gq, i__ < g
1-9 1-9
to znaczy: biorgc sume k-\-s pierwszych wyrazéw, popetniamy
btagd mniejszy, niz biorgc sume k pierwszych wyrazéw postepu.
Gdy k rosnie bez konca, q maleje do 0 a Sk dazy do granicy

2) W szeregu nieskoriczonym

5=1+y + AN + A+ T+ *-

S9= 27182788, R, < 0-0000031,

S10= 271828153, R10< 000000031,

Su = 271828180, Rn < 000000003
it.d. Rk moze sie sta¢ mniejsze od dowolnie matej liczby.
21=1.2, 31=1.2.3, ... n!= 123....(h—1).n)

W obu przypadkach mozemy szereg wyrazi¢ z dowolng
doktadnoscia; albowiem w pierwszym przypadku znamy granice,
do ktorej Sk dazy, gdy k rosnie bez konca, w drugim mozemy
k tak dobra¢, ze gdy wezmiemy Sk zamiast S, popetnimy
btad tak maty, jak sie nam podoba, n. p. w ostatnim przykiadzie



23

bioragc Sg zamiast S popetnimy bigd mniejszy, niz 00000031,
biorgc S10 popeinimy biad mniejszy, niz 0'00000031 i t d

Szereg nieskonczony, ktory sie da wyrazi¢ zapomoca ilosci
skonczonych z dowolng doktadnoscig, nazywa sie zbiezny.

XI.

Dwa znamiona zbieznosSci szeregu.

W szeregu zbieznym muszg wyrazy od pewnego miejsca
poczawszy male¢. Gdyby bowiem nie malaty, nie mogtaby suma
nieskonczenie wielu takich wyrazéw staé sie mniejszag od do-
wolnie matej ilosci.

Ten warunek jest konieczny, ale nie wystarczajacy.
N. p. szereg 1+ y + y + \ + eee nie jest zbiezny,
chociaz jest malejacy.

Pierwsze znamie zbieznos$ci szeregu.
Gdy w szeregu nieskoriczonym
ai+ a2+ a3+ eee + ak + akil

iloraz b < b, gdzie 0 <C b <C 1, jakkolwiek k rosnie bez

konca, to szereg jest zbiezny.
Albowiem z nieréwnosci

Ikfi At 2 kt 3
< b 1 < b, n <b,
a,. At 1 At 2

wynikajg nastepujace

8at1< b'ak- °kt2 < b'akfv  °ky3 A beaky2'
Z tych za$ przez mnozenie otrzymamy

akil ~ b-ak' akf2 ~ b*ak> akt3 b3 2y,
Dodawszy te nieréwnosci, mamy

Rk = aky\+ akf2 +e¢e¢e< ak (b + b2+ b3 + )
czyli, poniewaz 0 <Ch < 1

re <V 1y, &X1)
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Poniewaz szereg jest malejacy, mozna k tak dobraé, iz

ak’ a zatem Rk stanie sie mniejsze od dowolnie malej
iloSci e a poniewaz suma pierwszych k wyrazéw szeregu jest
iloscig skoniczona, gdyz mamy do czynienia z szeregiem, ktérego
wyrazy sg iloSciami skonczonemi, przeto szereg jest zbiezny.

Drugie znamie zbieznos$ci szeregu.

Dotychczas moéwiliSmy o szeregach, ktérych wyrazy sg
dodatnie, teraz weZzmiemy pod uwaga szereg nieskoriczony malejacy,
ktérego wyrazy od pewnego miejsca poczagwszy zmieniajg kolejno
znaki. Taki szereg jest zbiezny.

Aby to udowodni¢, wezmy pod uwage szereg nieskornczony,
w ktérym reszta

Rc = ak\1— akf2+ aky3 — eee
i ak+\ > aki2> aky3> e
Reszte R* mozemy napisaé
Rk = (ak+] — ak+2)+ (ak+3 ~ ak+4)-+ eee
lub Rk = ak+r- [{akdr2 —ak+z) + (aA+d — ak+b) +eeee]

Poniewaz dwumiany w nawiasach bedace sa dodatnie,

przeto

ak+1”™ Rk > ak+l ~— ak+2-
Lecz wyrazy malejg bez konca, zatem mozna k tak dobraé, ze
ak ™~ a wiec i Rk stang sie mniejsze od dowolnie matej
ilosci e

Jezeli szereg majacy wyrazy dodatnie jest zbiezny, to
rowniez szereg roznigcy sie od poprzedzajgcego tylko tern,
ze niektére wyrazy majg znaki ujemne, jest zbiezny. Tern
bardziej bowiem jest wtenczas spetniony warunek zbieznosci.

Gdyby wszystkie wyrazy miaty zmienione znaki, toby caly
drugi szereg réznit sie tylko znakiem od pierwszego.
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XIlL.

Zastosowanie znamion zbiezno$ci szeregu.
k

1) Szereg 1+ y + yr TT TT "pr o=
jest zbiezny dla wszelkich warto$ci skoriczonych x tak dodatnich
jak ujemnych.

Dowo6d. Gdy x jest dodatnie, natenczas poniewaz

a ArH X

a T
. K\ 1 . . -~
dla k > x bedzie << 1, jakkolwiek k rosnie bez

konca, gdyz limy = 0. Szereg jest zbiezny na mocy pierwszego
znamienia. k~

Gdy x jest ujemne, szereg
Ak vk
i -1+ 20 3t *

poczawszy od k > x jest malejacy, a zatem jest zbiezny na
mocy drugiego znamienia.
Dla x = 1 szereg pierwszy przechodzi na
1+ — + — 4+ — + — +
Warto$¢ tego szeregu jest 2718281828459..., oznacza sie
gtoskg e i jest zasadg logarytmoéw naturalnych.

, .1 *8 13 X5 135 *7 .

2) Szereg * + 2’3 + 2 4*5 2 4 6*7 .

13...2A-3)2A m). N +1+
[ 24 .. 2k-2) 2k 2A+

jest zbiezny dla — 1<<x < 1 na zasadzie pierwszego znamienia,

. akf 1 &ZA— D2 . c
albowiem — = Dk(2k+l) xiest’ mnielsze od’" mimo ze
k ro$nie bez konca, gdyz

A riL , I *
wz — A 29 2

Ar= B ak k—a 2. (2+ M)
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3) Szeregi M+ <N + o<
X3 k* '
3! 51 S quzzlL JII)En

dla wszelkich skonczonych wartosci x ;

szeregi : 1 — x4 A—X6
X5 oL k 2k+\
X ~ 3 Y ~ 7 = + ( DI
dla 1< x< 1;
szeregi © 1 —x + ©—— X3+ xa— . .
X5
X 5 LT+ 5 6
dla 0e<x< 11
o lotes . 1
jakotez szeregi: 5 _} 4+ T - 4 4+ T
1 i
9

1“ i + + —y + u
sg zbiezne na mocy drugiego znamienia
4) Jezeli m jest liczbg ujemng lub utamkowa, to rozwinieci
potegi

@+ xf =1+ (T) A+ (?)*+ ..+ (?)/+
jest szeregiem nieskoniczonym. Szereg ten jest zbiezny, gdy
- 1< x< 1

Aby to okaza¢, weZzmy najpierw pod uwage przypadek,
kieﬂy 8 << X << 1, a m jest liczbg dodatnig. Jest wtenczas

a m—k\\ k-m-1 mtl
___ = ___ *E Pt x=~ 1 \)x-
Gdy k> m+ 1 natenczas 1 > p> 1— > 0,
zatem i " — x > 0. Poniewaz za$ (I — -"pj < 1
zatem i M —"pj X | ; to znaczy, ze od wyrazu ak,
gdy k > m + 1 rozpoczyna szereg maleé.
Gdy 0 < x< 1lamjest uemne, t j: gdy m = — m\

gdzie m' jest liczbg dodatnig, rozrézniamy dwa przypadki
ti < liti> 1
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W przypadku, gdy m' < 1, jest

kim:—I . o1 .
m£ =1 '{' m £ ( ‘- nr ) < l.
k 'km' 2 . . . .
zatem — X < 1;to znaczy, ze szereg jest malejacy

od poczatku.
Gdy m' >> |, mozna znalezé k tak wielkie, iz bedzie

spetniony warunek
[kt i k+m'- 1
a
Jezeli bowiem weZmiemy pod uwage liczbe kt spetniajgca rownanie
(i + * 1 ajestwia~ — .y natenczas dla
kazdej liczby k"> KkYjest spetniona nierowno$¢ "1 + m'k- 1j x<C1
i to tern bardziej, im k jest wieksze.
Widzimy zatem, ze w kazdym przypadku, gdy 0 -< x <C 1,
szereg
0+ " = |+ "DF+ (M)
od pewnego miejsca jest malejacy, a wyrazy zmieniajg kolejno
znaki; jest zatem zbiezny wedtug drugiego znamienia zbieznosci.
Gdy x jest ujemne, mniejsze od 1, natenczas szereg po-
wyzszy przechodzi na

0 -r =1i-(2)*+(7)**-...+ (-0° (7) ™™ + ..,
. £+1 m-k 11 m+ 1\
gdzie 1— u )X

ktéry tern sie rozni od poprzedniego, ze od pewnego miejsca
poczawszy wyrazy jego malejg, zachowujac jednakowe znaki.

Poniewaz jednak XA 1<! 1, mimo to, ze k ro$nie bez konca, gdyz
fim S5 @y (i) x= (Mg

= (1—0) x = X,
przeto szereg jest zbiezny na mocy pierwszego znamienia zbieznosci,
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UdowodniliSmy wiec, ze rozwinigcie potegi (1 + Xx)m
jest szeregiem zbieznym, gdy — 1< x < 1
Przyktady.

a) @+ x) 3= 1 — 033B3a+ 0222 x2— 0*173 :
+ 0*144 x4 — 0-125 x5 +
wyrazy malejg od poczatku, zngki kolejno sie zmieniaja.

P@- x 3= 1+ 0333 X + 0222 xx O~
+ 0144 + 0-125 x5+

7@+*)“5= 1—5x+ 15x2— 35x3+ 70x4 —126x5
+ 210#®-330x7 + 495x8—715x9+

Gdy x = 0"99, wyrazy zaczynajg male¢ od wyrazu 397,

3.397

albowiem m' = 5 = 396, 1~ 396) *® "9

Z06

398 099 < 1it d

4
= (*+ 397
3397
d) (1—x)'_5=1 + 5x + 15x2+ 35x3+ 70x4+ 126x5

+ 210x6 + 330x7 + 495x8 + 715x9 +

« (1 - jdj3= 1+ 00667x — 01111 22 + 0-0494 x3
— 0-0288x4 + 00192x5— 0-0139x6+ ...,
wyrazy zaczynajg zmieniaC znak, gdy k > -y+ 1t j. poczawszy
od drugiego wyrazu.

O@—x) 3= 1—00667x — 0-1111 x2 0-0494 x3
— 00284 joA — 0-0192 jc&5 — 0-0139x6 — . . .,
wyrazy od drugiego poczawszy majg jednakowe znaki.
16

) A+ x) 3= 1+ 53333x + 11'6556x2 -f 12'8395 *3
+ 7-4897 x4 + 1-9973x5 + 0 1110 x6— 00106 x7 + 00022 x8
— 0-0006 x9 + 0-0002x10— ... ,
wyrazy zaczynajg zmieniaC znak, gdy k ;>j + 1t j. od siéd-
mego wyrazu.
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0) 1—x) 3= 1— 53333 X 4 11-5556 *2— 12*8395 x3
4- 7-4897 - 19973 + 0-1110 *6+ 0-0106 x7 4' 0'0022 x8

+ 0-0006 x9 + 0-0002 x 10 +
wyrazy od siédmego poczawszy majg znaki jednakowe.

i) Szereg
an
. « , (1- (1- -2
(i+*)X={+ f+ 1(11.2)() 1 l(11).()2.(13. A
A il (|-in - a—a—x

jest zbiezny dla — 1+ x + 1 Gdy x maleje do 0, szereg dazy do
im \A-x) = 1+ Y 4" 21 “P" 3l 4 41 4" o 0o >

co jest rowne 2718281828459 .. .= e (XIl, 2).
Np 1+ 0-1)0=2+ 045+ 012 + 0021 4 000252
4- 0-000210 4- 0000012 = 2-593742,

(1 4- 0001) A 2 + 0-4995 4 0166167 + 0041417
+ 0-008250 4- 0-0013684- 0000194 + 07000024 4- 0000003

= 2716923,
1000000

(1 4- 0000001) = 2+ 05 4- 0-166666 + 0041666

+ 0-008333 + 0001389+ 0000198 + 0-000025 + 0-000003
= 2718280

@ — 0-)1°= 2+ 055 + 022 + 0-0715 + 002002
4- 0-005005 + 0001144 + 0000243 4- 0000049 + 0-000009
+ 0-000002 = 2-867972,

(1—0001) Wm®»= 2 + 05005 + 0-167167 + 0041917
+ 008417 + 0001410 + 07000203 + 0000026 + 0'000003
= 2-719643,
-1000000
(1 — 0-000001) = 2 + 0500001 + 0766667
4 0-041667 + 0-008333 + 0001389 + 0000198 + 0'000025
+ 0-000003 = 2-718283.



Ogdlnie: Poniewaz
((( + *)“ e [O (1 + )E]Il e eII(I + DII.

przeto szereg
n-3
( a + a 7 a Xs +

jest zbiezny, gdy — a < x C a

Xl
Pojecie funkcyi pochodnej.

Funkcya f(x) ma pewng warto$¢. Jezeli x wzro$nie o $§
czyli jezeli bedzie mie¢ warto$¢ x + <§ funkcya bedzie miec
warto$¢ f(x + <9 a jej przyrost bedzie f(x + 4§ — f{x). Gdy
S maleje do zera, stosunek

f(x + @ — f(x)

dazy do pewnej granicy, ktora sie nazywa funkcya pochodng

lub krotko pochodng funkcyi f(x). Funkcya za$f(x) jest pierwotng

wzgledem swojej pochodnej. Znakiem pochodnej jestf (x) lub
Pisze sie

f = -jz/ = |lim f -f
(x) J {x) S (x + %) (x)

a czyta sie: f(x) — f{x) jest pochodng funkcyi f(x) co do
zmiennej #.
Symbol oznacza dziatanie dokfadnie okreslone; co nas

naprowadzito do uzywania tego symbolu, zobaczymy pozniej (XVIII).

XIV.

Pochodne niektérych funkcyi elementarnych.

1) Pochodna ilosci statej.
Jezeli f(x) = a, gdzie a jest iloscia od o niezalezna,
natenczas /(x + §= a f{x-\- §—f(x) — a —a—0_
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a zatem /(N +" f(x)__ jakkolwiek € maleje.

Jest przeto d r

dx LI u*
t. j. pochodna ilosci statej jest réwna zeru.

2) Pochodna potegi x™.

Poniewaz 6 maleje do zera, wiec jest mniejsze od X, szereg
x+ dn= [+ (") xn~ld+ (,B) xn~2d*+ ... jest
zbiezny (XIlI, 4).

Mozna napisa¢ (x + dn= xn + nxn~ld -~ Md2
To uwzgledniwszy otrzymamy

d n . xn + nX11d+ Md'-xn
dx lim ------ - — q
©=0
=lim nxn~X+ Md nx™ !
6=0
L n-1
Mamy zatem wzor : n x
3) Pochodna funkcyi wyktadniczej a"
x-\-d X d
= tm o0 lim aX &1
dx &0 d d=o d -

Ktadgca—1 = g i baczac, ze gdy d— O, to takze g— 0,
otrzymamy

= lima . P.
dx 6= 0, d
N

g wynika a = 1+ g,
dlgba: Igb(1+ p),

p . 0
Z rownania a — 1=

Igh(\+ P) P
dlga i Igh 11+ /¥
P b JL ISba

d

AlIT+P
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Lecz wedtug XIl, 4, i)

g
lim |/ + lim 1+fi)r = e= 271828 ....
P- ,u=0
zatem
d . ISha x 18ba
a = |im a a .
dx . fi—O 9___ I8he
tgb| 1+/*
Gdy b = e, wtenczas
o a.lga
dx . 1g a

€
Ige a jest logarytmem naturalnym liczby a. Na przyszto$¢ logarytm
naturalny bedziemy krotko oznaczaé przez In
Mamy wiec wzory:

X :
e = e. (gdyz Ine = 1)
4) Pochodna funkcyi logarytmicznej Igb x.

Igb(x+ d)-lgbX
- - lim T
dX |8bX S= o 6
X+ S r <)

= lim !99__r_2<____: hm lgb |1JEi X
=0 d 60 x 0

X

Kladac 6= g i baczac, ze gdy 6 — 0, to takze g = 0,

a uwzgledniwszy przytem XIl, 4, Q. otrzymamy

P
da lgb* = IBM_+g)  lghJ/1HP lg/,e
dx '9 = ggnb---bl'lg(T----—ixg6-81-)z---
Gdy b — e, wypada
dr 1
by o= R
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5) Pochodna funkcyi sin x.

d sin(xf-d—sinx

q sinx = hm-=--- e .
X &0 b
Stosujac wzér
sin (p—siny>= 2 cos sin B0
otrzymamy )
2Cos (jct -Tasrn(-)
<L oginx  =lim
dx &0
Kladagc - = £ i baczac, ze gdy &= 0, to takze £= 0, mamy
; — i sine
dx SinX 6Izlrct)wcos(x+ e e

Chcac wyznaczy¢ granice, do ktorej
dazy iloraz —~> gdy e maleje do O,
wezmy pod uwage fig. 18., na ktorej
OA= 1 AB—z OC=cose, BC=sing
AD — tge. Widzimy, ze
BC < AB< AD
czyli sine << e <itge.
Z tego wypada >7
. . sine
a po pomnozeniu przez sine 1> > cose
Jezeli tuk e maleje, natenczas punkt C zbliza sie do punktu
A, to znaczy cose dazy do 1. Mamy zatem
. sine
lim 1
£=o0

Poniewaz limcos(x €)= cosx, przeto wypada
:- 0

gx Sinx — cosx.
6) Pochodna funkcyi tgx.
d
dxX L J J=o 0



_sin(x-fQ sinx
Lecz tg(x 6 —tgx — o (x-fQ  cosx

sin (XA-6) cosx—eo0s (#+<?) sinx __ sind
cos (X -j- §cosx cos (X + Hcosx
nsin §
przeto Jx[tgx] -Um Qasx 6

Uwzgledniwszy to, coSmy w poprzednim ustepie mowili,

otrzymamy
d ta x 1
dx . g (0057,

7) Pochodna funkcyi arc sin x.

d0>|<_ arc sin x g;m 0arc sin (x +(j & — arcsinx
Lecz wedtug fig. 19., na ktérej OA= 1,
BC=x, AC=vy, EF= 6 CE= ¢
jest arcsinx = v, X = siny,
arc sin (xJré) =y +e, x+<5=s/n (y+e),
arcsin(x -\- d) — arcsinx= ¢
Fu>49. &—sin(y + ) — siny.

Z ostatnich réwnann wypada zarazem, ze jezeli (5=0, na-
tenczas e = 0. Uwzgledniwszy wartosci na e i d, otrzymamy

d . e - L
gx aresinx. -lim- o {y + & —siny T8 sin {y -f- e —siny
e
1 1 _ 1

cosy |/i - sin% j 1—x2
Mamy zatem wzor:

d .
- arcsin x
dx I 1
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8) Pochodna funkcyi arc tg x.
o arc tg x Ii_m arctg (x+ d)—arc tg x

6=-0

Lecz wedtug fig. 20., na ktérej A0O=1,
AB= x, AC= y, BD= d CE=e,
jest arctgx = v, X = tgy,
arctg(x+S)=yA-e, x+d=tg{y-\-e),

arctg(x+ 3) — arctgx = s,

&= tg (y+ ) —1tgy.

Z ostatnich réwnan wynika, ze
gdy 3= 0, natenczas e= 0. Uwzgle-
dniwszy wartosci naei 3, otrzymamy

im — J-Ar—-—- -—
=ntMy*®—4w

arctgx1 = lim

dx e= 0 tg(VEAe"'—"@y !

cosyy — {+ig% i+ x2-
Mamy zatem wzér:

arc tg x 1
g 1+x2

dx

XV.
Pochodne funkcyi ztozonych.

1 Jezeli funkcye /(X) pomnozymy przez stalg (czyli niez:
lezng od x) ilos¢ a, to jej pochodna zostaje pomnozona przez tg
ilosé. Albowiem

& +

Il = limeA*T*\=2M = ,

dx Lyw] 6=0
Mamy zatem wzor:

[- [«/<*>] =



d n' n n-1
ax = a Je % —anx

dx
d X«Hn i . d + | —
dx Uik J nfi dx [x«t,| = xn.
2) Pochodna sumy funkcyi réwna sie sumie pochodnych tyck
funkcyi. Albowiem
d;(x\)(w + yW]:6:0 LMt a) + y(*+/> - mi
= lim fOx + S%_/(X,)\ ' Cpéx+ S —<K f(x) + D'(x).
<50

Mamy zatem wzor:
s N+*)]=¢ /w+S"m
N. p.

9 g 3% 24— Byl 2 s 22

fi) Poniewaz arccosx —-y —arc sinx (lll), przeto

arc cos x d arc sin x
dx dx ~)I(-x*
y) Poniewaz arcctgx — -—arctgx, (lll), przeto
d arc ctg x d rct
dx g dx Arctex 1+ x5

3) Pochodna iloczynu dwdch funkceyi.
lim f(x+ D cx+ 9 -/(x). <X

dd; f(x).cp(x)

lIm f(x+S). PO-(-3) —/(x). P(x+3)+F{x) P(x+<3)—F(X). y(X)
3=0

= limrh+ o/(*+ &-M tk+ A zrW
3-0

= PR f(x) + f(x). PX.
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Mamy wiec wzor:

Jx[/w. *wl = g(x). ~ ax) +
AL N b M o+x sl
nx" " sinx + X" cos x.

4) Pochodna ilorazu dwoch funkcyi.
d [[(*) —jim &+ 9 f(x)
B Vi) I Efeors) g0
fx+ J9(x) —f(x) g x+ O

i=0 & S(x + 9 g(x)
i FOerd)g (%) ~F(X)g(x) —F () glx + 9§ + F(x) g (9
50 6g(x + 99(x)
o 1 V(g + o) ~(x)
&M gx + #)g0) 9°)

gx + 9 —dg(X)  -g™)-/(*) —I(*)= g'(X).
f(x). 1 g(*) ()[g (*)](2) 9'(x)

Mamy wiec wzor:

d 7(x) 1 . .
dx g(x) [Em(*)]5 g («) H’th - f(x) d> 3 @Ik
sin x 1| Al
NP XM ~xm| dx!
1 /' m . COSX  msinX
xam X cosx WA teRer St T

XVI.

Pochodna funkcyi funkcyi.

4 <001~ gof[<p(x F o =0



Podstawiwszy p(X) — u, otrzymamy B(X «+ = u-j-t.
Z tego rownania wynika, ze gdy <5=0, to takze e— 0. Uwzgle-
dniwszy, ze x 4- d — P{X) — e mozna napisaé
-— [P ] —lim f(u + B—(u) = lim /(P + 8 —/(°).
ax (5-0, e=0 6 (5=0,£=0 e

_im fU+ © —/(u) <p{x+d)—pK)
<50 £=0
=/"(«) P(x).

Mamy wiec wzor:

ddx fl<p(¥)] dlcPx)\ fI<p(¥)] . ¥

TRijTfW \- RfwW'
N. p.

. d
D bx d[a-\-bxg E@* PX35. 4 [a-f-bx2

—3{a bx322bx—6bx(a bx22
Lub tez podstawiwszy a+ bx2= uy,

Slovexaa Jua - @+ 6xa=3 wabx
6bu2x 6bx(a-f~bx32
. d .
N J—
2) N [sin (@a—bX)] [da—bx] sin (a bx)]-r * {a b x|
= cos(@a—bx). (—b) = — bcos (a — bx).
Lub tez podstawiwszy a - bx = u
d‘i—[sin (a—bx)\ —  [sinu\. (@a—bx) = cosu. (—D)
— — bcosu= — b cos(a bx).
d
3) J~tcosx\ gy [f ]|\/| t -*)]

= cos(™-xj. (—1 — — sin X.
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yiv [CM:L[“ (y-"T,IE':r-_,\:l (t-*)]Tx(lnl

- (-o=- ZX

cos4 s ( M

d
8>Hiyi:?]-E[<,A *]: d[ 1—x:
= A1) 2 (=)= —X (19 2

(1—X92 1—x*

XVII.
Pojecie rozniczki.

Dla warto$ci zmiennej niezaleznej x funkcya ma warto$¢
/(x), dla wartosci x+ d funkcya ma warto$¢ /(x + <5, to zna-
czy: jezeli zmienna niezalezna powiekszy sie o <§ funkcya po-
wiekszy sie o /(x + § —/(x), czyli jezeli S jest przyrostem
zmiennej niezaleznej, to f(x -j- 6) —/(x) jest przyrostem funkcyi.
Na przysztos¢ jako znak przyrostu bedziemy uwaza¢ symbol A,
wiec A x bedzie oznacza¢ przyrost zmiennej X, oznaczony po-
przednio przez $a Af{x) bedzie oznacza¢ przyrost funkcyi
/(x), oznaczony poprzednio przezf(x + 6)—/(x); innymi stowy
AXx bedzie oznaczaC roznicg zmiennej niezaleznej x a Af{x)
odpowiedng réznica funkcyi f(x). Jest tedy

f(x+Ax) —f(x) = Af(x),
(yy = lim = um Af(Xx)
" Cax=0 AX Ax 0 AX
t. j. pochodna jestto granica, do ktorej dazy stosunek roznicy
czyli przyrostu funkcyi do réznicy czyli przyrostu zmiennej nieza-
leznej, gdy roznica czyli przyrost zmiennej niezaleznej maleje do 0.



Na wyrazenie, ze przyrost czyli roznica Ax maleje do O,
jakkolwiek jest iloscig rozng od 0, uzywamy symbolu dx, po-
dobnie na wyrazenie granicy, do ktérej dazy Af(x), gdy A x
maleje do 0, uzywamy symbolu df(x).

Wedlug tego mozna napisaé

- im Af(X) _ df(X .
f(x) AI)l(n;0 A x dx

llosci dx, df(x) sg nieskonczenie malejace i nazywajg sie
rézniczkami, dx jest rozniczkg zmiennej niezaleznej, df(x) ro-
zniczkg funkceyi f(x). Mowi sie takze, ze rozniczki sg ilosciami
nieskonczenie matemi, jakkolwiek pod tg nazwa rozumie sie
iloSci nieskonczenie malejace.

XVIIL.
Zwigzek miedzy rdzniczkg funkcyi a pochodna.

Dotychczas rézniczki dx, df(x) nie wystepowaty samodziel-

nie, lecz tylko w granicy stosunku —, dia A x malejacego

do 0. Aby pozna¢ zwigzek miedzy rdzniczkami uwazanemi sa-

modzielnie, wezmy pod uwage rownanie f(x) = lim —J' m>

AXx=0
Ag L=m +

gdzie e jest iloscia dazaca do O, gdy Ax maleje do O.

z ktorego wynika

Z tego réwnania wypada nastepujace:
A f(x) =f(x}. Ax + e Ax.

Piszac Af(x) — f’(x).Ax popetniamy biad e.Ax, ktory
mozemy zrobié tak maty, jak sie nam podoba, gdy Ax we-
Zmiemy odpowiednio mate.

N. p. Gdy f(x) = 3 x2—5ac+ 1, wtenczas f(x) = 6x —5,

Al(x) — (6x—5). Ax + e AX.
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Dla x = 2, zJx = 01 jest
1(2) = 3, I(2M) = 373. /(2 = 7,

ZII(2) = I2M) —/(2) - 073 = 70M + « OM
skad wynika ¢ = 0-3.

Gdy Z]x = 0-01, jest /(2 01) = 3-0703,

Z1/(2) = /(2-01) —/(2) = 0-0703 = 7.001 + ~ 0.01,
skad wypada — 0°03.

Gdy 2'X = 0-001, jest/(2‘001) = 3007003,

Af{2) = /(2-001) —/(2) = 0-007003 — 7.0°001 + <« 0-001,
skad wynika € = 0003 i t. d.

Gdy Z}x maleje do Q t. j. gdy /\x zamienia sie na ro-
zniczke dx, btad réwniez maleje do O i mozemy napisac:
df(u) =f(u) du.
to znaczy: rozniczka funkcyi réwna sig iloczynowi pochodnejprzez

rézniczka zmiennej niezaleznej.

Pamietajgc, ze dx jest iloscig nieskonczenie malejaca je-
dnak rézng od 0, mozemy podzieli¢ obie strony ostatniego
réwnania przez dx i otrzymamy

df(x)

dx
z czego poznajemy, ze pochodna jest stosunkiem rozniczki funk-
cyi do rozniczki zmiennej niezaleznej, czyli jest stosunkiem roz-
niczkowym. Zarazem mamy tu wyttdmaczenie, dlaczego dla wy-
razenia dziatania stuzgcego do wyznaczenia pochodnej uzywamy

symbolu (Xt).

Réwnanie df(x) — f(x)dx okazuje, ze znajac pochodna,
znamy rézniczke funkcyi i naodwro6t; z tego powodu wyznacza-
nie pochodnych wchodzi w zakres rachunku rézniczkowego a sym-
bole d, -f- wyrazajg dziatanie zwane rozniczkowaniem.
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XIX.
Wzory wyrazajace roézniczki funkceyi.

Uwzgledniwszy wzory wyrazajgce pochodne, wyprowadzone
w XIV, XV i XVI otrzymamy nastepujgce wzory wyrazajgce
rozniczki funkcyi:

1) da — 0, gdzie a jest iloScig statg (od x niezalezng),

2) dxn= nxn 1dx,

3 da — a. Inadx,

4) dex — ex. dx,

5) dlax =

6) dsinx — cosxdx,

1) dcosx — “ sinxdx,
ty dtSx = Toh>
d
0) dectgx = sinXZX,
10) d arc sin o
in X
Y
dx
ju darccosx — — "/ . *
i-*>
12) darc tgx =
13; darc ctgx = —yyp-,

14; [a/(Oc;j = adf(x) = afi(x) dx, gdzie a jest iloscig statg,
15; d[f(x) + ,g(xj] = df(x)Ar dg(x) —f(k)dx + g'(x)dx,
16) d[f(x). g()\ = g(x)dj(x) + f(x)dg(x)
= g(x)f(x)dx + f(x)g"'(x)dx,
171 _g(x)df(x) —f(x)dg (x)
J\(x)i [g(x)f
= g(x)f (xX)dx —f(x)g\x)dx
[9(x)Y



43

18j df[cp(x)] = -~f(u)dcf(x) =f(u)rp'(x)dx, gdzie u= f(x),

lub df[f(x)\ = fW?2)]- j= <p(x)dx
Adjk)fler()]- W dxt

XX.

Rézniczka funkcyi dwu zmiennych.

Jezeli F(x, y) jest funkcya zmiennych Xx,y, natenczas gdy
te zmienne wzrosng 0 AX, Ay, przyrost funkcyi bedzie
ZfjF(x y) = F(x+ Ax, y+ Ay) — F(X,y). N p. jezeli
F(x, y) — 3x2+ 2xy + y2 x= 2,y = 3 natenczas

F@2 3)= 322+ 223+ 32— 12+ 12+ 9= 33

Gdy A x — 001, Ay — 002, tedy

F(201, 3-02; = 32012+ 22*01. 3*02 + 3*022= 33*3811,
A F(2, 3) = F(2'01 302) —F(2, 3) =33*3811 — 33 = (*3811,

Réwnanie wyrazajace przyrost funkcyi mozna przerobié
w sposéb nastepujacy :

2 F(XY)= Fger 2j y+Ay) -- F(X,y-fAY)+ F(X,y+ ay)
- = N =
15 - FU£tMy+M =AX

F(x, y+Ay)—F{xy)
Av
Gdy Ax i Ay nieskonczenie malejg, roznica AF (X, y)
przechodzi na rozniczke

Ay.

dF(x, y) = 4, - dx. dF((;; Y dy.
dFS; ) ) ng; y) nazywajg sie pochodnemi czgstkowemi
co do zmiennych x wzglednie y i oznaczajg sie symbolami
3F(x.y) ZFU.y)ub krotko

dx Dy D* Dy



Mamy wiec wzoér
dFE{x, y)= ~ _1z) dx+ DFXy) dy = ~» dx + — dy.
D:1 D* Dy

To twierdzenie mozna rozszerzy¢ na funkcye o wiekszej
ilosci zmiennych n. p. na F(x, y, z..). Wtenczas

dF(x,y,z..)= — dx -f — dy -f — dz +
(X, y,z.) Ox 5 y -5
Poniewaz wedtug XVIII
F(x+ axy+ Ay — y+ 2Jy) — AF{x,y + Ay)

DF . |
- + A X

Fx, y+ Zly) —F(x, y) = A F(x, y) = D—ylAy + h- Ay,

gdzie ej, e2 sg ilosciami dazacemi do 0, gdy AX, AY nieskon-
czenie malejg, przeto mozna napisa¢
AF(X,y) — — *Ax+ — cAy+ e Ax+ 2Ay-
(0),4 Dy
W ostatnim przykitadzie mamy

Zr = 6*+ 2y=<r(X,y), ~ = 2Xx+ 2y = y(X V),
Dac Dy

F (201, 3-02; —F (2,302)= A F(2 302j= (2,3). 001 + e,. 001,
F(2 302 —F(2,3) = AF (2 3) = v(2,3.002 m e 002,
Lecz AF(2, 3'02)= 04807, AF (2, 3) = 02004,
cp2, 3) = 18,y (2, 3) = 10, zatem 04807 = 048 + et. 001,
022004 = 02 + «2 002, skad wypada = 007, € = 002.
AF{2 3) = @(2 3). 001 + y(2 3). 002 + ev 001 + «2 002
= 048 + 0*20 + 00007 + 00004 = 03811 zgodnie z po-
przedniem.

XXI.
Ro6zniczka funkcyi uwiktanej.

Jezeli zmienne X, y sa w takiej od siebie zaleznosci, ze
F(x.y) = 0, t j, ze funkcya F(x, y) jest iloscig stata, naten-
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czas rozniczka funkcyi d F{x,y) = Oiwedtug XX wypada réwnanie
0= 2F o -)---?--de.’
DX Dy
Z tego réwnania mozna obliczy¢ rdzniczke funkcyi uwi-
ktanej i stosunek rézniczkowy

DF DF
dy = JR— _I_D_jf__. ai:’ dy = ____Ri(_
DF DF
by Dy
N p. F(x)y) = ZR -j- 26 xy + cy2= 0.
DF 2ax + 26y, — 26» + 2cy,
Dx Dy
cfy 26oc -f 2cy 6ac -f- cy bx + cy dx
2ax + 2by~ ax + 6y’ ax + by
XX

Znaczenie roznicy funkcyi.

Funkcye /(x), F(x,y) majg pewne wartosci. Gdy ilosci X,
y wezmiemy z bledami Ax, Ay, natenczas wartosci funkcyi
stang sie f{x + Ax), F(x + ZI*, y + Ay) a bledy funkcyi
bedg f(x + Ax) —/(*) = Af(x), F(x -f zI*, y + ZW
— ~oy) = ZIF(x)y). Lecz zl/fo) = IW Z* + eZ*,
P om

ZlFfoy,) = ~ AX'\"Ey"Zly + %Z x + e2Ay, zatem ro-

1
VmanAT{x)=f(x)AXi AF (x,y)=— Z* js Ay, mozna uzy¢
y

do obliczenia btedu funkcyi. Wyrazy opuszczone e Ax, elAx,
e2- Ay nie majg znaczenia, bo sie przyczyniajg do bledu na
dalszych miejscach dziesietnych, na czem nam nie zalezy, skoro
wiemy, ze popetniamy btad na blizszem miejscu dziesietnem.



Przyktady: 1) Bok szeScianu zmierzono na 5 m\ jaki jest
btad przy obliczeniu objetosci tego szeScianu, jezeli pomiar diu-
gosci boku jest doktadny a) do 001 m, p) do 0001 m ?

Objetos¢ szeScianu — x3 — f(x), f(x) = 3 x\
Af(x) = 3x2 Ax.

Btad wynosi a) AA5) = /’5). 001 = 750%01 = 0*75 m\
p) 5 = /(). 0001 = 0-075 m\

Btad w zwykly sposob obliczony jest

a) /(5-01) —/(5) = 12575 — 125 = Q75 tn3
/(5 —001) — /m(5) = (125 — 0-75) - 125 = — 075 m3
z doktadnoscig do dwdch miejsc dziesietnych.

p) /(5-001) —/(5) = 125-075 — 125 = 0'075 m3
/(5 —0-001) —/(5) = (125 — 0075) — 125 = — 0'075 m3
z doktadnos$cig do trzech miejsc dziesietnych.

Widzimy tu zgodno$¢ z poprzedniem obliczeniem.

2) Jaki jest biad przy obliczeniu cosx, sinx, dla katov
30° i 60° jezeli pomiar kata jest doktadny do 0'5°?

Poniewaz ~ [cosx] =—sinX, [sin X] = cosx, mamy

wzory do obliczenia btedow
AcosXx — —sinx. A X, Asinx = cos x. AX.

Podstawiajgc wartosci za X, Ax i baczac, ze katowi 0"5°
odpowiada w kole o promieniu 1 tuk 0*00873, mamy

Zl cos 30° = —sin 30°.05°= — 0-5.0°00873 = —0-0044,
A ocos 60° = —sin 60°.050= — 0-866.0-00873 = —0'0076,
A sin 30° = cos 30°. 0-5°= 0-866.0-00873 = 0-0076,
Zksin 60° = cos 60°.0-5°= * (0-5.0'00873 = 0'0044.

3) Obliczy¢ btad kwadratu liczby 5"948...

Kwadrat liczby = x2—f(x), f\x) = 2x, Af(x) = 2x. Ax.

W naszym przypadku x = 5948, Ax = ("001, zatem biad
Z1/(5"948) = H896.0-001 = 0-012.
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Podobnie sie oblicza btad szeScianu tej samej liczby.
3x2 Af{x) = 3x2 Ax,
3.62 0-001 = 0*11

f(x) = x2 f{x)
Z1/(5-948)

4) Obliczy¢ btad pierwiastka kwadratowego liczby 4-756...
1

2/ X

Pierwiastek liczby = Jx = f(x), f'(X)

A*
iix

AF{X)

0-001 = = 0-0002.

2J/(4'756)
2. 14-756

Podobnie sie oblicza btgd pierwiastka szesciennego tej sa-

mej liczby.
)= U, f(x) = 3°  Afxy L
3) x2 3y
A £{4-756) Yoo L, QM oo

3)/ 4-7502
5) Obliczy¢ btad iloczynu liczb 6'345.., 1328..

Stosujemy wzor: AF(X, y) = ™ AXx + ™ Ay-
X y

Mamy F(x,y) = xy, — =Y, b_y =

AF{x)y) = yAx + XAYy.
Lecz X= 6345, y = 1328, Ax = 0-001, Ay — 0*01,
zatem A" (6-345, 13-28) = 13-28.0-001 + 6-345.001
= (0*013 + 0-063 = 0-076.

Podobnie sie oblicza bfad ilorazu liczb 6"345... 13"28,,.



Biorac pod uwage przypadek najniekorzystniejszy, kiedy
sie bledy dodajg, otrzymamy
yAX + XAy 0-076
y2 13*

6) Przeciwprostokatnia trojkata prostokatnego wynosi
32044 m, jeden kat 30°, z jakim btedem obliczymy przyprosto-
katnie przeciwlegty katowi, jezeli dtugo$¢ zmierzono z dokfa-
dnoscig 0'01L m a kat z dokfadnoscig 0'5°?

Dlugos¢ szukanej przyprostokatni jest # sina, zatem

F(X, a)— Xsin.. - — sina, §F = X 0Ba,

A F(x,a = sina AX Xxosa A«
Podstawiwszy &= 32044m, a — 30°, Ax = 001 m,
A a= 0%°= 000873, otrzymamy
Z] F (320-14, 30) = 0-5.001 + 320’14. 0'866. 0-00873 = 24 m.
7) Bok rombu wynosi 50 m, kat 60°, z jakim bledem obli-
czymy powierzchnie rombu, jezeli jest taka sama dokladnos$é
pomiaru, jak w poprzedzajagcym przykfadzie ?
Powierzchnia rombu jest x2 sin a, zatem

F(x, Q) — x2sina, — — 2xsSina — = X2C0Ss a
(%, ) 3 = &

A F((Xxa = 2X'sina AXx+ x2cosa A a-
A F (50, 60) = 2.50. 0.866. 001 + 502 0%. 0'00873 = IP8m2.
8) Boki réwnolegte trapezu sg 120 m, 80 m, bok nieréwno-
legly 100 m, jeden kat 60°, z jakim btedem obliczymy powierz-
chnie, jezeli jest taka doktadno$¢ pomiaru, jak w poprzedzaja-
cym przyktadzie ?



Wiadomosci szkolne

.
a) Zmiany w gronie nauczycielskiem:

Przybyli:

1 Konieczny Wtadystaw, zastepca nauczyciela w c. k. IV.
gimnazyum w Krakowie, mianowany rzeczywistym nauczy-
cielem w tutejszym zaktadzie rozp. c. k. R. S. K z 5. sierpnia
1909 1 33297.

2. Jakubowski Bolestaw, zastepca nauczyciela, mianowany
rozp. ¢. k R S. K z 10. pazdziernika 1909 1 34077.

3. Tenczarowski Tadeusz, zastepca nauczyciela, mianowany
rozp. ¢. k. R S. K z 14. pazdziernika 1909 1 35473.

Ubyli:

1 Chmiel Jozef, zastepca nauczyciela, uwolniony od petnienia
obowigzkéw rozp. c. k. R. S. K z 15, lipca 1909 1.31004.

2. Jakubowski Bolestaw, zastepca nauczyciela, przeniesiony
w tym samym charakterze do c. k. | szkoty realnej we
Lwowie rozp. ¢. k. R S. K z 2. lutego 1910 1 6624.

b) Grono nauczycielskie

z koricem roku szkolnego 1909/10.

Dyrektor:

Ralski Jan, dr. fil., VI rangi, delegat c. k. Rady szkolnej krajowej;
do wydzialu szkoty przemystowej uzupetniajacej, uczyt
matematyki w Kkl. VII; tygodniowo godzin 5.



Nauczyciele :

1 Drozd Hieronim, profesor, od 18. pazdziernika 1909 na
urlopie.

2. Fedorowicz Stanistaw, ksigdz, egz. zastepca nauczyciela,
zawiadowca biblioteki ruskiej dla uczniéw, uczyt religii
gr. kat. w kl. 1 — VII; tygodniowo godzin 7.

3. Filimowski Stanistaw, profesor, zawiadowca biblioteki
niemieckiej dla ucznidéw, uczyt jezyka niemieckiego w Kl. I,
V — VII; tygodniowo godzin 16.

4. Gartner Franciszek, profesor, gospodarz kl. I, zawiadowca
gabinetu historyi naturalnej, uczyt matematyki w kl. 1—III.
historyi naturalnej wKl. I, Il, V—VII; tygodniowo godzin 19.

5. Gonet Michat, profesor WVIII. rangi, gospodarz kl. VII,
zawiadowca zbioru geograficzno-historycznego, biblioteki
nauczycielskiej i podrecznikéw szkolnych dla ubogich
uczniéw, uczyt historyi w kl. IV — VII, geografii w kI,
IV, V; tygodniowo godzin 15,

6. Jurkowski Btazej, dr. fil., profesor, gospodarz kl. VI, uczyt
jezyka polskiego w kl. IV — VIl ; tygodniowo godzin 14.

7. Komeza Stanistaw, zastepca nauczyciela, gospodarz Kl. I,
zawiadowca biblioteki polskiej dla ucznidéw, uczyt jezyka

polskiego w kl. 1—IIlI, historyi w kl. I — Il ; tygodniowo
godzin 16.

8. Konieczny Wiadystaw, rzeczywisty nauczyciel, gospodarz
kl. IV, uczyt jezyka niemieckiegowkl.il — IV; tygodniowo
godzin 15.

9. Litwin Walenty, ksigdz, profesor, uczyt religii rzym. kat.
w kl. I—VII; tygodniowo godzin 14.

10. Ostrowski Wiktor, profesor, gospodarz Kl. Ill, zawiadowca
biblioteki francuskiej dla ucznidéw, uczyt jezyka francuskiego
w kl. I1I—VII; tygodniowo godzin 16.

11 Otremba Gustaw, profesor, zawiadowca gabinetu rysunkow
odrecznych, uczyt rysunkéw odrecznych w kl. I. — VII;
tygodniowo godzin 22.

12. Rozmuski Tadeusz, profesor, zawiadowca gabinetu che-
micznego, uczyt geografii w kl. I—Ill, chemii wkl. IV—WVI,
kierowat pracownig chemiczng ucznidow kl. V—WVII;
tygodniowo godzin 17.
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13. Steczko Jozef, profesor, zawiadowca gabinetu fizycznego,
uczyt matematyki w ki. VI, fizyki w Kkl. 1, 1V, VI, VII ;
tygodniowo godzin 17.

14. Tenczarowski Tadeusz, zastepca nauczyciela, gospodarz
kl. V, zawiadowca gabinetu rysunkéw geometrycznych,
uczyt matematyki w kl. 1V, V, geometryi w kl. Il — VII,
kaligrafii w Kl. I; tygodniowo godzin 24.

15. Wisniowski Jdzef, rzeczywisty nauczyciel, przydzielony do
stuzby w c. k. gimnazyum IV. w Krakowie.

Nadto uczyli w 1 potroczu :

1 Jakubowski Bolestaw, zastepca nauczyciela, gospodarz
kl. 11, zawiadowca biblioteki polskiej dla uczniéw, uczyt
jezyka polskiego w kl. | — 1lI, historyi w KI. I —IlI,
kaligrafii w kl. I, tygodniowo godzin 18.

2. Tenczarowski Tadeusz, zastepca nauczyciela, gospodarz
kl. V. zawiadowca gabinetu rysunkéw geometrycznych,
uczyt matematyki w Kkl. IV, V, geometryi w kl. 1l — VII;
tygodniowo godzin 22.

C) Zastepca nauczyciela gimnastyki:
Stanistaw Wilk, egz., uczyt gimnastyki w kl. I—VII; tygodniowo
godzin 14.
d) Nauczyciel pomocniczy:
Seidenwerg lzydor, uczyt religii mojzeszowej w kl. 1 — VII;

tygodniowo godzin 7.

e) Nauczyciel przedmiotu wzglednie obowigzkowego:

Ks. Fedorowicz Stanistaw, uczyt jezyka ruskiego w dwoch
oddziatach; tygodniowo godzin 4.



Il.
Plan naukowy.

Na miejsce planu z roku 1900 wszedt w zycie na podstawie
rozp. c. k. R S. K z 20. lipca 1909 1 37271 za zezwoleniem
c. k M W. i O. z6. lipca 1909 1 24339 nowy plan naukowy
z takiemi zmianami, ktdre byty niezbedne, aby przejscie z jednego
planu do drugiego odbyto sie stopniowo bez uszczerbku dla
nauki.

Tematy do wypracowan pismiennych

dla klas wyzszych.

Tematy polskie.

Klasa V. 1 Poranek jesienny. Opis. (dom.) 2. Mowa Ne-
stora. (Wedtug lliady I. ks., szk.) 3. Stan oSwiaty w Polsce za
Piastow, (dom.) 4. Jakiemu stanowi powinien sie oddawac
przedewszystkiem miody Polak? (Wedlug ,,Zywota poczciwego
cztowiekall Reja, szk.) 5. Modrzewski a Orzechowski jako pisa-
rze polityczni. (Charakterystyka poréwnawcza) dom. 6. Ideat
dworzaning polskiego. (Wedtug t. Gdrnickiego), szk. 7. Obrona
Zbaraza. (Na podstawie ,,Ogniem i mieczem" Sienkiewicza) dom.
8. Uczen a rolnik. (Poréwnanie) dom. 9. Jakie wady obywateli
gubig panstwa? (Na podstawie ,,Odprawy postow greckich"
Jana Kochanowskiego), szk. 10. Jakie zjawiska przyrody zwia-
stujg nam schytek zimy? (Opis), dom. 11. Znaczenie Jana
Kochanowskiego w literaturze polskiej, szk. 12. Skrzetuski jako
rycerz i obywatel. (Na podstawie ,,Ogniem i mieczem" Sienkie-
wicza) dom. 13. Motywy swojskie w Sielankach Szymonowicza,
(Na poostawie lektury szkolnej), szk.

*) Plan nauki dla galicyjskich szkét realnych do nabycia w Ekonomacie
C. k Namiestnictwa za cene 20 hal.
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Klasa VI. 1, Zotierz polski w obozie i boju. (Na podsta-
wie ,,Pamietnikow" Paska) dom. 2. Zastugi Konarskiego okoto
szkolnictwa i literatury polskiej, szk. 3. Rozwdj satyry w litera-
turze polskiej az do Krasickiego wigcznie, dom. 4. Znaczenie
Krasickiego w literaturze polskiej, szk. 5. Jakie wady wytyka
Naruszewicz spoteczenstwu polskiemu w satyrze ,,Chudy literat",
dom. 6. Skrzetuski w ,,Ogniem i mieczem" a Kmicic w ,,Poto-
pie" Sienkiewicza. (Charakterystyka porownawcza), szk. 7. Wptyw
Francy! na o$wiate i literature polska w epoce Stanistawa
Augusta, dom. 8. Alluzye polityczne w komedyi ,,Powrét posta™
Niemcewicza, szk. 9. Stopniowy rozwdj i dojrzewanie pojec
politycznych w Polsce w ciggu XVIII. w. dom. 10. Stanowisko
i znaczenie Woronicza w literaturze polskiej, szk. 11 Wezet
dramatyczny w ,,Barbarze Radziwittdwnie" A. Felinskiego, dom.
12. Jakie stanowisko zajmuje Fr. Morawski w czasie walki kla-
sykéw z romantykami ? szk. 13. Czem rozni sie ,,Wiestaw"
Brodzinskiego od sielanek jego poprzednikéw? dom.

Klasa VII. 1 Wykaza¢ na przyktadach z historyi lub zy-
cia prawde zawartg w przystowiu: Kowal fortuny nie kuje, sobie
ja, kto chce, zbuduje. (A. M. Fredro) dom. 2. Gustaw a Konrad
w ,,Dziadach™ Mickiewicza szk. 3. Pierwiastek liryczny w ,,Panu
Tadeuszu" A Mickiewicza dom. 4. Cze$nik w ,,Zemscie" Fredry
(Charakterystyka) szk. 5. Znamienne cechy bohateréw bajro-
nicznych w ,,Maryi" Malczewskiego i ,Janie Bieleckim" Stowac-
kiego, dom. 6. Jacek Soplita w ,Panu Tadeuszu" a Kmicic
w ,,Potopie" Sienkiewicza (Poréwnanie) szk. 7. Idea ,,Kordyana"
Stowackiego a ,Konrada Wallenroda"” Mickiewicza, dom.
8. Rozwing¢ i uzasadni¢ mysl zawartg w przystowiu: ,,Dobrym
szkodzi, kto ztym odpuszcza” (Al. Maks Fredro) dom. 9. Nick
w ,Maryi Stuart" Stowackiego (Charakterystyka) szkol. 10. Elsi-
noe w ,lIrydionie" Krasinskiego. (Charakterystyka) dom. 11 Tra-
giczno$¢ Henryka w ,Nieboskiej komedyi" Krasinskiego. (Na
podstawie lektury domowej) szk.

Tematy niemieckie.

Klasa V. 1 Kurzer Inhalt und Sinn des Marchens von
Andersen ,,.Des Kaisers neue Kleider" dom. 2. Tellsage (Nach
der Schullekture) szk. 3. Die edle Tat des Grafen von Habsburg
fNach Schillers Gedicht ,Der Graf von Habsburg™) dom. 4.



Theodor Kdrners Leben und Tod. (Auf Grund der Schullekture)l
szk. 5. Moros auf seinem Ruckwege nach Syrakus. (Nach
Schillers Gedicht ,,Die Burgschaft") dom. Die Sage von Odipus
szk. 7, Das Reisen sonst und jetzt dom. 8. Schilderung der
Theatervorstellung im Schillerschen Gedichte ,,Die Kraniche des
Ibykus“ dom. 9. Die Sage von Tantalos szk. 10. inhalt und
Sinn des Marchens von R Baumbach ,,Das Wasser der Jugend"
dom. 11. Goethes Jugend szk. 12. Meine diesjahrigen Ostern.
(In Briefform) dom. 13. Gedankengang in Geibels Gedichte
»Aus dem Walde“ szk. 14. Inhalt der Ballade von Schiller
,Der Taucher" dom.
Klasa VI. 1 Wie habe ich meine Ferien zugebracht?
(In Briefform) dom. 2. Gang der Handlung im ersten Aufzuge
von Goethes ,,Egmont* szk. 3. Hochmut kommt vor dem Fali
(Nach Uhlands Ballade ,Das Gluck von Edenhall“) dom.
4. Grundgedanke der Schillerschen Ballade ,,Der Kampf mit dem
Drachen® szk. 5. Die Freuden des Winters dom. 6. Die Ver-
kehrsmittel der Neuzent dom. 7. Huons Abenteuer in Bagdad
(Nach Wielands ,,Oberon™) szk. 8. Die Macht des Gesanges in
Uhlands Ballade ,Bertran de Born™ dom. 9. Die Faustsage szk_
10. Die Handlung im V. Akte von Goethes ,,Egmont” dom.
Klasa VII. 1L Die Entstehung des Nibelungenliedes szk.
2. Inhalt und Sinn des Gedichtes von Schiller ,,Das verschlei-
*erte Bild zu Sais* dom. 3. Die antiken Motive in Schillers
Drama ,,Die Braut von Messina" szk. 4. Lessing ais Reformator
der deutschen Litteratur dom. 5. Inhalt und Grundgedanke des
Goetheschen Gedichtes ,,Der Zauberlehrling” szk. 6. Uber den
Zweck der Studien dom. 7. ,Der Schatzgraber von Goethe
(Inhalt und Grundgedanke) szk. 8. Der Hohepunkt der Handlung
in Schillers Trauerspiel ,Maria Stuart” dom. 9. Inhaltsangabe
des Gedichtes von H. Heine ,,Balsazer" szk.

T ematy francuskie.

Klasa V. 1 Lettre sur les divertissements en hiver. dom..
2. Sujet de la comedie: ,La joie fait peur". szk. 3. Les admi-
nistrations et les services publics a Jarostaw, dom. 4. Description
du tableau rnural ,La grande ville". szk. 5. Le heros de la nou-
velle: ,,Comment on dayient beau”. dom. 6. Traduction du po-
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lonais. szk. 7. Demande d’admission t ZTinternat des elCves
pauvres. dom. 8. Les fétes catholigues de Tannee. szk.

Klasa VI. 1 Les grands ecrivains franeais au 18 siecle.
dom. 2. Les batiments publics t Paris d’apre; le tableau mural
»Paris“. szk. 3. Lettre &un jeune ami sur Tart d’apprendre la
leeon. dom. 4. Mazepa — d’apre$ la lecture de ,,Charles XI1“.
szk. 5. Une excursion en bicyclette avec un ami —en forme de
lettre. dom. 6. Traduction du polonais. szk. 7. Description de la
gare lors du depart des trains. dom. 8. Les emplettes de I’eleve —
en forme d’un dialogue avec le marchand, szk.

Klasa VII. 1 Les pouvoirs legislatifs en Autriche. dom.
2. Les fables du moyen age et Chantecler. szk. 3. La ligue du
secours industriel en Galicie. dom. 4. L’alcool et le tabac au
point de vue de Thygiene. szk. 5. La bataille de Grunwald, dom.
6. Application pratigue de la trigonometrie. szk.

(\YA
Egzamin dojrzatosci.

PiSmienny egzamin dojrzatosci odbyt sie w dniach od
23. do 26. maja.
Tematy do piSmiennego egzaminu dojrzatosci byly naste-
pujace:
Z jezyka polskiego:
1 O ile regulacya rzek przyczynia sie do podniesienia rolnictwa
i przemystu krajowego?
2. Porowna¢ czasy panowania Stanistawa Augusta z czasami
Ksiestwa Warszawskiego w zyciu politycznem i literaturze.
3. Lud wiejski w ,,Weselull Wyspianskiego (charakterystyka).
(Uw. ,,Weselel czytano w szkole).
Z jezyka niemieckiego:

Jerzy Stephenson.

Jerzy Stephenson urodzit sie 9. stycznia 1781 jako syn
ubogich, lecz uczciwych i pracowitych rodzicow. Ojciec jego byt
palaczem przy maszynie parowej w kopalni wegla obok New-
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castle i zarabiat zaledwie na skromne utrzymanie rodziny. Nie
mogac uczeszczac do szkoty musiat maty Jerzy nosi¢ oicu jedze-
nie a w domu pilnowa¢ miodsze rodzenstwo. Najwiekszem pra-
gnieniem jego byto, by mogt podobnie jak jego ojciec pracowac
przy maszynie parowej. Lecz dopiero w 14 roku zycia zostat
pomocnikiem ojca. Wkrotce byt tak obeznany z maszyng, ze
znat doktadnie konstrukcye jej wewnatrz i zewnatrz. Przytem
poczat z gliny modelowa¢ rézne maszyny, a mianowicie takie,
ktére mu opisano. Gdy sie dowiedziat, ze te wszystkie cudowne
maszyny Jamesa Watta i Boultona opisane sg w ksigzkach, gte-
boko byt przygnebiony, ze nie umie czyta¢. Natychmiast zaczat
uczeszczac do sasiedniej szkoty wieczornej i z zelazng wytrwato-
Scig poswiecat kazdg chwile wolng nauce. Pracodawcy cenili
w nim nadzwyczajng zdolno$¢ i niezmordowang pilno$¢ a ma-
jac 20 lat zastynat on juz w catej okolicy jako miody wynalazca
wprowadzajac niektére ulepszenia do maszyn. W roku 1813 ba-
dajgc maszyny, przeznaczone do przewozu wegli, wypracowat
plan ,maszyny do podrézy" —tak bowiem nazwat on woéwczas
maszyne zmieniajacg miejsce. Lord Ravensworth, wiasciciel ko-
palni wegli, zbadawszy plan Stephensona, polecit mu na swdj
koszt zbudowa¢ lokomotywe. Wielu nazywato go dlatego sza-
lericem, Zze wyrzuca pienigdze na taki niepewny cel. Stephenson
jednak szczesliwie wybudowat swojg lokomotywe, zwang Mylord,
ktora mogta uciggng¢ 80 ton ciezaru z szybkoscig 4 mil angiel-
skich na godzing. To byla pierwsza préba, przyczem genialny
Stephenson zaraz zauwazyt, jakie ma poczyni¢ zmiany i udo-
skonalenia w swojej maszynie, aby jej da¢ wieksza site i szyb-
ko$¢. Wkrdtce tez zbudowat druga lokomotyws, ktéra juz za-
wierata podstawe do wszystkiego, czego p6zniej dokonano na
polu budowy maszyn. W roku 1825 zatozyt Stephenson fabryke
maszyn w Newcastle, a juz w nastepnym roku zbudowano we-
dtug jego wskazowek pierwszg linie kolei zelaznej dla ruchu oso-
bowego miedzy miastami Stockton i Darlington. Roéwniez bu-
dowa kolei z Liverpolu do Manchester przeprowadzong zostata
pod kierunkiem Stephensona w r. 1829, a otwarcie tej linii byto
niejako narodowg uroczystoscia'i zupetnym tryumfem zastug Ste-
phensona. Powszechnie podziwiano szybko$¢ maszyny, dzieto
jego syna Roberta, robigcej 24 mile angielskie na godzine. Po-
konanie ogromnych przeszkoéd terenu przy budowie tej linii



rozstrzygneto o powodzeniu kolei zelaznej nietylko w Anglii,
lecz takze we wszystkich krajach. Mimo zaszczytow i majatku
pozostat Stephenson do konca zycia skromnym i niestrudzenie
czynnym cziowiekiem. Umart 12. sierpnia 1848. (Wediug A W.
Grubego. Wypisy niemieckie na kl. \V.).

Z jezyka francuskiego:

Notions de gestion commerciale et industrielle.

Il ya dans toute exploitation industrielle et commerciale,
deux ¢lements a considerer: la partie technigue et la partie ad-
ministrative; chacune d’elles exige des aplitudes particulieres.
Certaines personnes possedent toutes les gualités du fabricant,
de Tacheteur ou du vendeur, mais le sens administratif leur fait
completement defaut: elles reussissent rarement. Quand les cir-
constances nous elevent a la dignite de chef de maison, sa-
chons assez nous connaitre pour decider si nous pouvons, seul,
affronter la lutte. Dans le cas contraire, n’hésitons pas a nous
entourer de collaborateurs possedant les gualites qui nous font
defaut.

D’abord, il faut determiner avec soin le chiffre et la com-
position du Capital, estimer sans aucune complaisance les choses
qui representent Tapport initial et suivre minutieusement les fluctua-
tions de leur valeur. Ou ne fera etat des plus values qu’ apres
realisation; les moins-values, au contraire, seront contrebalan-
cées par des réserves. Le montant du Capital sera axactement
proportionn¢ au chiffre d’affaires. Excessif, il devient encombrant
et ne peut etre convenablement remunere. Insuffisant, c’est la
gene; il faut alors recourir au credit, element delicat et instable.
Si I'on emprunte a autrui le Capital primitif, on stipulera un long
delai de remboursement afin de ne pas etre expose a une re-
clamation imprevue qui pourrait faire crouler toute Taffaire.

Le credit revet deux formes principales. Tantét les four-
nisseurs nous confient des marchandises payables a long terme;
tantét un banquier nous escompte le papier fourni sur les ache-
teurs en contre-valeur de nos ventes, et nous fait parfois, en
outre, des avances pures et simples en especes.

Cette ressource est tres precieuse; beaucoup de commer-
gants et d’industriels Iui doivent leur fortung, car ils peuvent



10

ainsi renouveler trois et guatre fois dans le meme espace de
temps les operations qu’ils n’auraient faites qu’ une fois avec
leurs seuls moyens et, par suite, quadrupler leur benefice.

Mais ses inconvenients sont nombreux. La faillite possible
du creancier, les changement de ses dispositions a notre egard.
parfois sans cause apparente, nous exposent a de graves dan-
gers. Rien n’est plus fragile que le credit; rien n’exige plus de
circonspection de la part d’un commereant. Un train de maison

in peu elendu, des depenses personnelles excessives d’appa-
rence: il n’en faut souvent pas d’avantage pour entamer la re-
putation d’une personne et nuire a son credit. (Z ksigzki: Gabriel
Faure ,Elements de commerce et de comptabilite” str. 511—513).

Z geometryi wykresinej:
1 Dane dwie ptaszczyzny P i E i prosta /. Znalez¢ na prostej
/ punkty réwno oddalone od ptaszczyzn P i E.
2. Dany ostrostup czworoscienny, umiarowy i prosty i prosta 1
Znalez¢ cien tej prostej na ostrostup.
3. Wykresli¢ kule styczng d6 danej kuli w punkcie tejze kuli
i styczng do ptaszczyzny poziomej rzutow.
Egzamin ustny odbyt sie w dniach od 13. do 15. czerwca
pod przewodnictwem p. Artura Passendorfera, dyrektora c. k.
Szkoty realnej w Tarnopolu, jako delegata c. k. Rady szkolnej
krajowej.
Do egzaminu dojrzatosci zgtosito sie 21 uczniéw publiczr
nych. Z tych otrzymato

Swiadectwo dojrzatosci z odznaczeniem . 3
Swiadectwo dojrzatosci . . . . . 18
Razem 21
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V.
Zbiory naukowe.

1 Biblioteka nauczycielska.

Zakupiono:
Smolik-Heller. Elemente der darstellenden Geometrie. —
Opienski. Chopin. — Szematyzm Galicyi. — Kopia. Spis na-

uczycieli szkot Srednich w Galicyi. — Chanderys. Kompletny
skorowidz miejscowosci w Galicyi i Bukowinie. — Jahrbuch des
héheren Unterrichtswesens in Oesterreich. — 108 fotografii

z 4 stereoskopami.

Prenumerowano czasopisma:

Biblioteka warszawska. — Kosmos. — Kwartalnik histo-
ryczny. — Pamietnik literacki. — Poradnik jezykowy. — Prze-
glad historyczny. — Ruch. — Wszechswiat. — Geographische
Zeitschrift. — Vierteljahrschrift fur kérperliche Erziehung. —
Zeitschrift fur d. Realschulwesen. — Zeitschrift fur physik. u.
chem. Unterricht. — Zeitschrift fur d. Zeichen- u. Kunstunter-
richt. — Verordnungsblatt fur d. Dienstbericht des k. k. Minist.
. Ku U

W darze otrzymano wydawnictwa c. k. Akademii Umiejet-
nosci w Krakowie, c¢. k. Rady szk. kraj. i Wydziatlu krajowego.

Biblioteka liczy 1070 pozycyi.

2. Biblioteka uczniéw.

Zakupiono: )

German i Petelenz. Cwiczenia niemieckie. — Weckowski.
Ksiazka do nauki jezyka francuskiego. — Ks. Sieniatycki. Og6lna
katolicka dogmatyka. — Tarnowski-Bobin. Wypisy polskie. —

Bolland. Zarys chemii organicznej. — Amborski. Wypisy fran-
cuskie. — Kius. Stownik polsko-niemiecki. Encyklopedya Macierzy
Polskiej.

Otrzymano w darze: Misye katolickie za r. 1909.

Stan biblioteki wynosi:
ksigzek polskich pozycyi 644

" niemieckich 367
" ruskich " 88
" francuskich ,, 13

podrecznikéw szkolnych 145



3. Gabinet fizykalny.

Zakupiono :

Chronoskop. — Dyament do rzniecia szkia.

Stan gabinetu:

. Mechanika ciat statych pozycyi . . . 32
1. ” cieczy ” . 22
1. ” gazéw ” . . . 22
IV. Nauka o gtosie " . . 21
V. ., ., Swietle ” . . . 65
vI. ,» cieple " . . . 30
VII. ,, ,, etrycznosci ” . . . 134
VIII. Astronomia " . . ) 6
IX. Narzedzia i przybory " . . . 35

4. Gabinet historyi naturalnej.

Zakupiono:
Przeobrazenie mniszki.
Stan gabinetu:
a) z dziatu zoologii i anatomii:
Zwierzat wypchanych okazow . . 332
w tern dar Wielm. Pana Edwarda Mlcewsklego z Tuczemp
w ilosci 308 okazow.

Preparatdw suchych : : : . 18
Preparatow w formalinie i splrytu5|e e 77
w tern zbidr ryb krajowych zebranych staraniem zawiadow-
cy gabinetu.
Modeli zoologicznych . . . . . 12
Szkieletow . . . . . . . 5
Tablic Sciennych . . . . . . 161
Pudetka z owadami . : . . . 4
b) z dziatu botaniki:
Modeli botanicznych . . . . . 33
Tablic Sciennych . : : . : : 161
Zielnik z 300 roslin . . . : 1
) z dziatu mineralogii i geologu
Zbiér 240 mineratéw . . . . . 1
., 150 skat . . . . . . 1

» 100 skamelin. . . . . . 1



14

necya.

Modeli i przyrzadow pomocn.
Tablic $ciennych

Mikroskop

Preparatow mlkroskopowych
Siekiera kamienna .

5. Gabinet chemii.

Zakupiono:
Podstawki na eprawetki. — Miotek. — Obcegi.
Stan gabinetu:
Przyrzadow. . . . . pozycyi
Utensyliéw drewnlanych L "
" metalowych . . ) . "
” porcelanowych . . . "
" szklanych . ) "
” innych (regow. asbest i t p.). ”

6. Gabinet geometryi.

Zakupiono:

Cyrkiel. — Dwie linie 15 m. diugie, drewniane.
Przybory do rysowania sztuk

Modele z wzorami tomoéw

Dzieta z wzorami toméw

7. Gabinet rysunkéw odrecznych.
Zakupiono :

120
18

93

27
12
36

33

42
88

8 modeli owocéw, — 2 modele naczyn. — Hetm zandarmski*

zmienna. —

Stan gabinetu:
Modeli do nauki perspektywy
»  drewnianych
»  gipsowych, glinianych
" szklanych .
" metalowych .
Rozmaitych przedmlotow z natury
Dziet z wzorami, ksigzek .

Szal japoriski. — Dudek. — 3 motyle. — 132 reprodukcyi obra-
z6w. — Z stawnych miejsc sztuki:
— Z monografii mistrzéw : Millet i Rousseau. — Rama

Kairo, Krakéw, Paryz, We-

39
232
21
30
102
45



8. Zbidr geograficzno-historyczny.

Zakupiono:

9 obrazéw typowych ze wschodniej Europy. — Gerasch.
3 obrazy geograficzne.

Stan zbioru:
Map zwyktych . . . . . . 65
., reliefowych . . ) . . 2
Globusow : : 2
Obrazoéw geograflcznych etnograflcznych . . 93
" historycznych . . . . . 150
Atlasy . : . : : . : : 2
Model termlnologlczny . 1
Obrazy Hirta do geografii i etnografu tomow . 5
Obrazéw do stereoskopu . : : : : 22

9. Zbidér srodkow do nauki $piewu.

Stan zbioru:
Fisharmonia
Spiewnikow
Mszy koscielnych

n's

V1.

Kronika zaktadu.

Rok szkolny rozpoczat sie dnia 3. wrze$nia uroczystem
nabozenstwem.

Dnia 9. wrze$nia i 19. listopada Zaktad brat udziat w uro-
czystem nabozenstwie za spokdj duszy $. p. Cesarzowej Elzbiety
a 27. czerwca za spokdj duszy $. p. Cesarza Ferdynanda I.

Dnia 4. pazdziernika obchodzit Zaktad Imieniny Najjasniej-
szego Pana uroczystem nabozenstwem.

Dnia 27. pazdziernika obchodzit Zakfad uroczysto$¢ Patrona
szkolnego $w. Jana Kantego.

Dnia 11. kwietnia hospitowat nauke religii rz. kat. komisarz
biskupi Przewielebny ks. Feliks Swierzynski Dziekan i Proboszcz
w Grodzisku.
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W ciggu roku uczniowie wyznania katolickiego przyste-
powali trzykrotnie do spowiedzi i komunii $w.; przed spowiedzig
wielkanocng odprawili rekolekcye wspdlne pod przewodnictwem
X. X. katechetow obu obrzadkow.

Dnia 30. stycznia zakoriczono pierwsze pétrocze a dnia
30. czerwca rok szkolny.

VILI.

Wazniejsze rozporzadzenia wiadz szkolnych.

C. k. Rada szkolna krajowa rozp. z 20. lipca 1909 1 37271
wprowadza nowy plan nauki i rozktad godzin dla szkét realnych
w Galicyi z poczatkiem roku szkolnego 1909/10.

C. k. Rada szk. kr. rozp. z4. marca 19101. 13213 ustanawia
liczbe wypracowan pismiennych w jezyku wyktadowym w szko-
tach realnych.

C. k. Rada szk. kr. rozp. z 20. kwietnia 1910 1 23719
przypomina zakaz wydany uczniom szkot srednich co do kwes-
towania, sprzedazy kokardek, dziennikéw i t. p.

C. k. Rada szk. kr. rozp. z 9. maja 1910 1 26725 podaje
do wiadomosci rozp. ¢. k. Ministerstwa W. i O. z 18. kwietnia
1910 1 16500 normujace ferye w szkotach Srednich.

C. k. Ministerstwo W. i O. rozp. z 10. kwietnia 19101. 1112
podaje do wiadomos$ci ulatwienia przy przejsciu wychowankow
wojskowych do cywilnych szkét Srednich.

VIIL.

Cwiczenia fizyczne miodziezy.

Tegoroczna pogoda sprzyjata urzgdzaniu wycieczek i zabaw
na wolnem powietrzu z uczniami. To tez zaden rok szkolny nie
obfitowat w takg ilos¢ wycieczek i zabaw szkolnych jak tego-
roczny. Nauczyciele: Gartner, Gonet, Komeza, Ostrowski, Ten-
czarowski chetnie urzadzali wycieczki z uczniami czyto piesze,
czy na rowerach. O ile bylo mozliwem, wycieczki te potgczone
byty z réznemi zabawami i grami.

Nauczyciel gimnastyki w czasie pogodnym w godzinach
przeznaczonych na nauke gimnastyki urzadzat z odpowiednig
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klasg zabawy i gry w ogrodzie ,,Sokota“. Wskutek tego ki. od 1
do VI miaty po 14, kl. VIl 9 zabaw. Wszyscy uczniowie uczesz-
czajagcy na gimnastyke brali wtenczas obowigzkowo udziat
w zabawie, mianowicie z kl. I, 28; I, 28; Ill, 20; IV, 25; V, 22;
VI, 22; VII, 24 ucznibw. Ogotem byto 93 zabaw.

Przerwy na pauzach spedzali uczniowie na podworzu szkol*
nem na zabawach wolnych lub z przyrzagdami pod kierownictwem
profesora Gartnera wedlug programu przezen utozonego.
W dniach 31. paZdziernika, 1 i 2. listopada jako wolnych od
nauki szkolnej, uczniowie klas VI i VII w liczbie 39 zrobili
wycieczke do Krakowa i Wieliczki pod kierownictwem prof.
Gartnera. Nadto pod przewodnictwem tegoz profesora uczniowie
klas 1ill w godzinach popotudniowych pracowali okoto ogrédka
botanicznego urzadzonego w celach szkolnych w parku miej-
skim przez Swiet. Magistrat miasta Jarostawia.

Dnia 26. czerwca uczniowie w liczbie 60 pod kierowni-
ctwem nauczyciela gimnastyki Wilka brali udziat w biegu rozsta-
wnym pomiedzy Lwowem a Krakowem urzgdzonym przez Towa-
rzystwo Zabaw ruchowych we Lwowie.

Obraz wycieczek przedstawia nastepujgca tabelka :

: ilos¢ uczniow Prowadzacy nau-
L Wycieczka do z klas czyciel
1 piesza Kidatowic 70, 1, 1, V Gartner
2 " 45, 1, 11, V "
3 w Rozwienicy 80, I, Il IV-VI
4 1 Pawtosiowa 25, 1, 1
5 " Starego Sanu 15, I, 1l
6 n Cieszacina W. 55 I, Il, V
7 W wadotow 15, V 5
8 na rowerach Olchowej 10z réznych kl. Gonet
9 Radymna 12 N Y
10 Woli Ryszkowej 10 Komeza
n n Olchowej 6, Vil Tenczarowski
12 D 10, z r6znych kl. Gonet, Ostrowski
13 Zarzecza 15 Gonet, Komeza, Ostrow-

ski, Tenczarowski

2



IX.

Zajecia uczniow poza naukg szkolna.

Poza naukg szkolng uczniowie brali udziat w Czytelni
Ucznidéw, pracowni mechanicznej i introligatorni.

Czytelnia uczniéw kierowat prof. Ostrowski, pracownia
mechaniczng prof. Ks. Litwin, introligatornig prof. Gartner.

Czytelnia uczniéw otwarta byla w zimie dwa razy tygo-
dniowo, wérode i sobote od godziny 5. do 7., w lecie za$ tylko
w sobote. Sprawami czytelni kierowal wydziat ztozony z szesciu
uczniéw klas najwyzszych z profesorem Ostrowskim na czele.

Liczba cztonkéw wynosita 61.

Urzadzono 22 zebran, podczas ktérych wygtoszono naste-
pujace referaty:

1) O wychowaniu narodowem.

2) Postacie ludowe w beletrystyce.

3) Polska a chwila obecna.

4) O zacmieniach storica i ksiezyca. (Z demonstracyami).

5) Zycie i czyny T. Kosciuszki.

6) Dobry ton.

7) Miodo$¢ Mickiewicza.

8) Jak zy¢, aby by¢ zdrowym.

9) ,,Quo Vadis* Sienkiewicza.

10) O powstaniu listopadowem.

11) O powstaniu styczniowem.

12) O mowie polskiej.

Précz tego w czasie zebran uczniowie wygtaszali celniejsze
utwory poetéw polskich lub produkowata sie orkiestra smycz-
kowa i mandolinistow. Czytano w czasie zebran lub wypozyczano
nastepujgce czasopisma:

1) Tygodnik Illustrowany.

2) Znicz.

3) tan miodziezy.

4) Nasz Kraj.

5) Smigus.

W pracowni mechanicznej pracowato w $rode i sobote
po potudniu ogdétem 21 ucznibw a mianowicie: z ki. | 5, I 5(
4, Iv4, M 3.



Uczniowie wykonywali przedmioty nastepujace:

a) w zakresie stolarstwa i tokarstwa : potki na ksigzki,
stotki, ramy, pudetka na farby, sanki, tddke, miotki drewniane,
stoliki pod kwiaty, pulpity pod nuty, oszczepy.

b) w zakresie $lusarstwa : toczono groty do o0szczepow,
poszczegolne czesci sktadowe do rowerdw, oraz robiono ostrza
do scyzorykow.

Jeden uczen pracuje nad skonstruowaniem aparatu fotogra-
ficznego, jeden robi cewke indukcyjng. Zrobiono kilka modeli
do geometryi wykreslnej z drutu mosieznego i blachy, szeScian
z drzewa skfadany z czesci dla okazania dwumianu do szes-
cianu i model teodolitu.

Nadto wykonywali uczniowie rézne naprawy dla siebie jak
rowerow, sanek, o0szczepow, scyzorykow, tyzew, nozow, klatki.

Do introligatorni uczeszczali uczniowie w czasie wolnym
od nauki szkolnej dwa razy tygodniowo, t. j. w poniedziatki
i czwartki, pracujgc od godziny 3 — 7 wieczorem. Wszystkich
uczniéw uczeszczato 25 z kl. Il —V, przewaznie jednak z klasy
Il i N Przecietnie pracowato po 11 uczniow. Oprawiali ksigzki
szkolne wilasne i zakfadowe, nadto atlasy, fotografie, robili
pudetka i inne rzeczy. RéOwnoczesnie odbywaty sie ¢wiczenia
zootomiczne. Uczniowie robili preparaty i wypychali Okazy zoo-
logiczne.

W celu zachecenia ucznidbw do oszczednosci zatozono
staraniem prof. Franciszka Gartnera szkolng Kase o0szczednosci,
ktéra istnieje drugi rok pod jego zarzadem i pomysinie sie
rozwija. Z ogolnej liczby 180 uczniow skiadato do Kasy 85.
Najnizsza wktadka wynosita 2 h. Niektorzy uczniowie usktadali
w ten sposob do$¢ znaczne kwoty dochodzace niekiedy do
kilkunastu koron. Pienigdze sktadane umieszcza sie na ksigzeczce
Kasy oszczednosci miasta Jarostawia p. t. ,Uczniowie Szkoty
realnej¥ dwa razy na miesigc t j. 14. i 30. kazdego miesigca.

Ogdlna kwota ztozona tego roku przekroczyta sume 240 kor.
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Pomoc dla ubogich uczniéw.

Dochéd.
Pozostatos¢ kasowa z r. s. 1908/9
Dar Swiet. Rady miasta Jarostawia
” » Wydz. powiat, w Jarostawiu
» Szan. Gminy wyzn. izrael. w Jarostawiu
., Profesoréw egzaminujgcych
Od prof. Gartnera rabat od zeszyt()w
Datki przy wplsach
» profesoréw i uczniéw po egzortach rz. kat.

Razem
Rozchéd.
Za ubrania dla uczniéw
,,» lekarstwa
,» Kksiazki i oprawe
.» przybory rysunkowe
Razem
Bilans.
Dochéd . . . 484-27 K
Rozchad 34737 ,,
Pozostatos¢ . 136"90 K

K h.
11971
100.—

50*—

3H*—

6'40

36—
110 80

26 36

48427

85 —
67-20
187-38
779

34737

t. j. Pozostatos¢ wynosi sto trzydzieSci sze$¢ koron 90 h. Nadto
na rzecz ubogich uczniéw znajduje sie ksigzeczka jarostawskiej

Kasy Oszczednosci Nr. 4741 z wkiadkg 147 K

Dyrekcya w imieniu ubogiej miodziezy tutejszego Zaktadu
sktada na tem miejscu wszystkim Ofiarodawcom i Dobroczyn-

com najserdeczniejsze podziekowanie.



1. Liczba uczniow.
Z koncem r. s. 1908/9

Na poczatku r. s. 1909/10 .

W ciggu roku szkolnego wstgpito

W ogole przyjeto

z innych zakfadow z promocyq
repetentow

» »

z tutejszego zaktadu z promocya .
repetentéw

»

XI.
Statystyka.

W C|agu roku szkolnego wystapito .
Liczba uczniéw z koncem r. s. 1909/10

publicznych
prywatnych....

2. Miejsce urodzenia.

Miasto Jarostaw ........ccccceovevercnicnnnnnns
Powiaty okoliczne (Jarostaw, Cieszg-

néw, Przeworsk

Galicya z W. Ks. Krak.

)

Austrya d 01N a e,

Morawy
W egry ..

ROSY A it

4. Wyznanie religijne.

Rzymsko-katolickie
Orecko-katolickie
Ewangielickie
Mojzeszowe

5. Wiek uczniow.

Urodzonych w r.

1899
1898
1897
1896
1895
1894
1893
1892
1891
1890
1889
1888

Razem

K L AS A

mn v

10 18

~N = —

21 27

||w<>>w|
| ~roowl |

N )
w|||mmmmw|||

21 127

N =
~NORWh

| Rr~NOoO1oo RN

N
~
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VIl Razem
20 195’
24 200
— 1
24 201
— 4
— 2
23 136
1 22
— 20
24 181
24 180
1
12 75
2 31
7 69
- 1
1 1
— 1
2 2
24 180
23 163’
1 16
- 1
24 180
9 99
2 20
1 5
12 56
24 180
— 3
— 10
— 23
— 20
— 23
— 20
4 23
9 29
5 15
4 u
— 1‘
2 2
24 180
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K L A S A

6. Wedtug miejsca pobytu I 1 i v v VI | VIl'Razem

rodzicow.
M iejSCOW YCh o 20 21 14 19 16 16 17 123
ZamiejSCOWYCh oo 9 7 7 8 7 1 7 57

Razem . 30 28 21 27 23 27" 24 180

7. Klasyfikacya.

a) Z koncem roku szk. 1909/10
Chlubnie uzdolnionych . - 4 - 1 - 2 7

Uzdolnionych....cccooeivivivciiiiiecnnns 4 14 11 14 13 17 19 102
Nieuzdolnionych . . . . 5 7 3 5 3 5 1 2
Do egz. popr. przypuszczon n 3 7 8 6 5 2 42
Razem 30 28 21 27 23 27" 24 180
b) Uzupetnienie klasyfikacyi za rok
szkolny 1908/9
Do egzaminu popr. przypuszczono . 6 5 10 6 6 9 - 42
Zdato . 6 5 9 6 6 8 - 40
Nie 2dato i - - 1 - - 1 — 2
Ostateczny wynik za r. s. 1908/9
Chlubnie uzdolnionych . 3 _ = — 1 — 4
Uzdolnionych.....cccoviiiiiieiiciice, 23 22 23 26 21 22 19 156
Nieuzdolnionych . . . . 8 5 4 T 5 5 1 3k

Razem . 34 27 27 33 26 28 20 195

8. Opfaty.

Opfate szkolng ztozyto
w 1 potroczu 66 ucz. publ. 1 pryw.
» 2. . 66 . . 1

Byto uwolnionych
w 1 potroczu od catej optaty 126 ucz. publ.
2 117

Opfata szkolna wynosita
w 1 pdtroczu 2010 K

2. " 2010 ,,

Razem 4020 K
Taksy wstepne wynosity 184K. 80 h.
Datki na $rodki naukowe 402, —,,

Taksy za duplikaty $wiadectw 20,, —,,
Razem 606 K. 80 h.
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9. Przedmioty nadobowigzkowe wzglednie obowigzkowe.

Na ¢wiczenia w pracowni chemicznej uczeszczato 20 uczniow.
Na nauke jezyka ruskiego jako przedmiotu wzglednie obo-
wigzkowego uczeszczato 14 uczniow.

10. Stypendya.

Stypendya pobierato 3 ucznidw.
Ogolna kwota stypendyéw wynosi 470 K



Spis ucznidw
z koncem roku szk. 1909/10.

Uczniowie chlubnie uzdolnieni oznaczeni sg ttustemi czcionkami.

Chomicki Wiodzimierz
Czastka Stanistaw
Fussteig Szymon
Gajewski Eugeniusz
Gorczynski Stanistaw
Heil Wilhelm

Karpel Milan

Klein Oskar
Koczyrkiewicz Eugeniusz
Krasninski Fryderyk
Ludwiczek Rudolf

Males Eliasz

Markowski Waleryan
Mazurkiewicz Franciszek
Michalski Zdzistaw

Baranski Jozef
Berner Saul
Denasiewicz Kazimierz
Durkalec Wilhelm
Gacek Franciszek
Gehler Leiser
Harassek Adam
Haszczyc Orestes
Hatata Roman
Hofbauer Bronistaw
Jaworski Jozef
Kapuscinski Wiadystaw
Kondro Jan

Kratz Joachim

Klasa 1.

Mieszczyk Karol
Milli Zygmunt
Myczkowski Adam
Nizinski Stanistaw
Ostrihansky Ludwik
Pietruszka Zygmunt
Rech Stanistaw
Schreckinger Rachmiel
Starek Jozef
Stolarczyk Stanistaw
Szwec Stefan
Tomczyszyn Jozef
Wagner Adam
Wiszniewski Roman
Wrazej Leon

Klasa Il

Krol Antoni
Kulczycki Eugeniusz
Kurzweil Samuel
Latocha Stanistaw
Oleksinski Feliks
Rokosz Jan
Rozenberg Leiser
Sanak Mieczystaw
Schmalzbach Wilhelm
Stolarczyk Eugeniusz
Stélzer Emanuel
Szczekot Augustyn
Szumski Zenon
Wikarski Tadeusz



Bojakowski Michat
Darowski Jerzy
Eilberg lzrael
Hartfelder Jan
Hatata Anatol

Kaucki Stanistaw
KJling Henryk
Kowalski Wiadystaw
Kurzweil Henryk
Maksymowicz Seweryn
Mizgalewicz Julian

Bikowski Ludwik
Brathspiess Gabryel .
Donenhirsch Abraham
Dygat Adam

Janz Antoni

Komenda Jozef
Lorenz Maryan
Metzger lzaak
Michalski Jan
Mikulski Jan
Narcysenfeld Eisik
Naspinski Jan
Niemczycki Franciszek
Niemczyk Adam

Baczynski Tadeusz
Bataban Alfred
Dobrzanski Ziemowit
Galotta Jozef

Gwizda Zygmunt
Klang Natan
Kostorkiewicz Andrzej
Lipper Adolf

towicki Edmund

Machnowski Wiodzimierz

Menkes Teodor
Mryczko Adam

Klasa Il

Pastuch Leon

Piela Stanistaw

Raab lzydor

Sandig Maurycy
Sobolewski Karol
Stieber Leiser

Ways Tadeusz
Wierzbicki Eugeniusz
Wondraczek Maryan
Rubner Filip

V.

Niezabitowski Czestaw
Nowotarski Jan
Pastuch Jan
Podrouzek Joézef
Powolny Wiadystaw
Rosenbaum 1zaak
Schwarz Edward
Sonnenblick Perec
Wiatr Wiadystaw
Whnek Jan

Wolier Kopel
Wrazej Wiadystaw
Zielinski Wolf

\%

Miihlbauer Jozef
Miihlbauer Rudolf
Piela Bronistaw
Podhorecki Michat
Ringel Izydor
Ringel Maurycy
Sikora Feliks
Starek Jan

Stec Aleksander
Tumidajski Wiktor
Turnheim Saul

25
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Bataban Zygmunt
Bilinski Teofil
Gerstenfeld Abraham
Hand Maryan

Karczmarski Stanistaw

Knispel Benzion
Knispel Mojzesz
Kohler Rudolf
Kwiecinski Bolestaw
Loegler Wiadystaw
Madey Antoni

Manowarda Mieczystaw

Montag Hersch
Morawiecki Adolf

Aptilion Abraham
Dzutynski Roman
Freifeld Joachim
Friedmatin Jozef
Gisges Wincenty
Graber Chaim
Herman Julian
Herman Wiadystaw
Holzberger Henryk
Krieger Natan

Lind Bernard
Markowski Tadeusz

V1.

Moses Naftali

Ptoskon Karol
Schneebaum Jozef
Schreckinger Joachim
Skalij Stanistaw
Skopat Franciszek (pryw.)
Sobolewski Zygmunt
Szkolnicki Aleksander
Wasner Abraham
Wikarski Leon

Wilk Zdzistaw
Wiszniewski Edward
Wrazej Eugeniusz
Zawadowski Stefan

Klasa ViII.

NoskieWicz Tadeusz
Nowakowski Jozef
Salpeter Markus
Schimel Schlojme
Schlager Zygmunt
Schneeweis Izak
Schwarz Henryk
Sikora Pawet
Stawarski Jozef
Stybel Jan
Troskiewicz Jan
Weisstein Ignacy



Zakres wymagan przy egzaminie wstepnym
do szkot Srednich.

(Rozp. c. k. R S. K z dnia 26. kwietnia 1880 1 6995.)

a) Z religii nalezy wymaga¢ wiadomosci, ktérych z tera-
Zniejszego rozktadu nauki nabyé powinien uczen w pierwszych
czterech latach obowigzkowej nauki szkolnej w szkolach czte-
roklasowych.

b) z jezyka wykfadowego: czytanie ptynne i wyraziste, ob-
jasnianie odczytanych ustepéw pod wzgledem tresci i zwigzku
mysli; opowiadanie treSci wiekszymi ustepami; znajomos$¢ czesci
mowy; odmiana imion i czasownikow; znajomo$¢ zdania poje-
dynczego, rozszerzonego i rozbiér jego czesci sktadowych pod
wzgledem skiadni zgody i rzadu; poprawne napisanie dyktatu
z zakresu poje¢ znanych uczniom, z uwzglednieniem gtéwnych
zasad interpunkcyi;

€) z jezyka niemieckiego: czytanie plynne i zrozumiate;
znajomos$¢ odmiany rodzajnikéw, rzeczownikéw i przymiotnikéw
i zaimkéw -(osobistych, dzierzawczych, wskazujacych i wzgle-
dnych); odmiana stow positkowych i czasownikéw stabych we
wszystkich formach strony czynnej i biernej, tudziez odmiana
najzwyklejszych czasownikéw mocnych; zaséb wyrazéw z zakresu
poje¢ uczniom znanych; poprawne napisanie fatwego dyktatu,
ktorego tre$¢ przed podyktowaniem poda sie uczniom w jezyku
wyktadowym;

d) z rachunkow: pisanie liczb do miliona wiacznie; bie-
gtos¢ w czterech dziataniach liczbami catkowitemi; pewnosé
w tabliczce mnozenia; znajomos¢ miar metrycznych.

Do sali, gdzie sie odbywa egzamin, nie majg wstepu obce
osoby.

Niedostateczny postep w jednym przedmiocie egzaminu
usuwa ucznia na caty rok od przyjecia go w jakiejkolwiek
szkole Sredniej.



Warunki przyjecia uczniéw z gimnazyum
do szkoty realnej.

(Rozp. ¢. k. R S. K z dnia 16. maja 1888. 1 2774.).

A) Uczen gimnazyalny, ubiegajacy sie o przyjecie do |
lub wyzszej klasy realnej, moze by¢ uwolniony od egzaminu
wstepnego: 1 z religii, 2. z jezyka polskiego, 3. niemieckiego,
4. z historyi powszechnej, 5. z historyi naturalnej i 6. z fizyki,
jezeli w Swiadectwie gimnazyalnem za ostatnie pdtrocze, poprze-
dzajace bezpos$rednio odnosng klase realng, oprocz ogolnego
stopnia dobrego (t. j. celujgcego albo pierwszego), otrzymat
z wymaganego dla tej klasy przedmiot® i odnosnego materyatu
nauki przynajmniej ,dostatecznie” bez ostabiajgcego dodatku.
Z reszty przedmiotow t. j. 1 matematyki, 2. chemii, 3. geogra-
fii, 4. rysunkéw i 5. jezyka francuskiego nalezy egzamin wste-
pny odbywaé z wszelka Scistoscia, by w interesie szkot realnych
nie dopuszcza¢ do tych zaktaddéw uczniéw nieudolnych.

B) Co do ucznidw, ktérzy w gimnazyum tylko wskutek
niedostatecznych cenzur z jezykéw ktasycznych otrzymali ogol-
ny stopien drugi, zastrzega sobie Rada szkolna krajowa wedtug
okoliczno$ci rozstrzyga¢ w poszczego6lnych wypadkach, czy ta-
kiego ucznia przypusci¢c do egzaminu wstepnego do nastepnej
klasy realnej, przyznajac mu zreszta powyzej wskazane ulgi.

W Jarostawiu dnia 30. czerwca 1910.

Dr. Jan Ralski
C. k. dyrektor.



