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Pojecia wstepne.

Liczby bezwzgledne. Liczeniem jednostek jednorodnych
lub ich czastek dowolnych dochodzimy do wyniku, ktéry nazy-
wamy liczbg. Dziatanie liczenia jednostek odbywacé¢ sie moze albo
na ilosciach oddzielnych, w ktérym to wypadku otrzymany wynik
bedzie liczbg catkowita, albo na ilosciach ciagtych skutkiem po-
miaru takowych przez innag ilos¢ z niemi jednorodna, a przyjeta
za jednostke, gdzie znowu wynikiem liczenia moze by¢ liczba
catkowita, utamkowa albo niewymierna. Mamy wiec trzy rodzaje
liczb droga liczenia wzglednie pomiaru otrzymanych: liczby cat-
kowite, utamkowe i niewymierne. Ich wspélnym znamieniem jest
to, ze wyrazaja wylgcznie mnogos$¢ jednostek bez wzgledu na
ich jako$¢ co do rodzaju lub formy, nazywajg sie przeto liczbami
bezwzglednemi (absolute Zahlen). Znakiem symbolicznym liczby
bezwzglednej sa znaki pisarskie uzmystawiajgce pewna szczegdélng
mnogos$¢ jednostek, zwang liczbg szczegdlng, jakiemi sa przyjete
cyfry arabskie w swoich zestawieniach, albo uzmystawiajgce do-
wolna mnogos$¢ jednostek, zwang liczbg ogélna, jakiemi sg litery
alfabetéw n. p. a=a.1l. Brakjednostek oznaczamy Symbolem zero O,
a niezliczong mnogo$¢ symbolem nieskonczonosci go. Liczby bez-
wzgledne rozszerzaja sie przeto od 0 do oo w ciggltym nieprzer-
wanym zwigzku, ktéry sie da uzmystowié¢ prosta wychodzaca
z pewnego punktu poczatkowego (punktu zerowego), a dazaca

do nieskonczonosci
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na ktérej odcinek anystawia bezwzgledng jednostke. Linie
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takowa, zowiemy linig liczbowg. Posiada ona te wiasnos$¢, ze
kazdej liczbie bezwzglednej odpowiada na linii liczbowej pnnkt
a odwrotnie kazdemu punktowi na niej pewna szczegdélna liczba.

Liczby obrotowe. Jezeli nad dziataniem liczenia blizej
sie zastanowimy, to zauwazymy, ze ta czynno$¢ zasadnicza, na
podstawie ktérej tworzg sie liczby bezwzgledne, polega na tem,
ze do jednej jednostki dotgcza sie druga, do tej Znowu trzecia
i t. d., tym sposobem postepuje sie faktycznie od jednej jednostki
do drugiej, czyli wykonuje czynno$¢, ktéra zmystowo pojeta, zowie
sie ruchem postepowym. W pojeciu liczenia tkwi przeto pojecie
ruchu. Nic tez dziwnego, jezeli w dziataniach liczbami bezwzgle-
dnemi, ktére sg wynikami liczenia, inny ruch oprécz postepowego na
jaw wystepuje i wprowadzenia swojego w zakres matematycznych
poszukiwan koniecznie sie domaga. Zasadniczym ruchem, ktéry
obok postepowego najwazniejszg w przyrodzie odgrywa role, i
ktéiy wraz z nim na wszelkie ruchy sie skitada, jest ruch obro-
towy. Polega on na tem, ze prosta wychodzaca z pewnego
punktu O przyjetego za punkt poczatkowy na okoto tego punktu
sie obraca pozostajgc w ciagir ruchu w jednej ptaszczyznie przez
nig przesunietej, zwanej plaszczyzng obrotu. Punkta prostej ru-

i chomej OX, jak 1, 2...
Fig. 1 ) o
na fig. 1 opisujg wsku-
T tek obrotu kota wspoét-
Srodkowe, a prosta zaj-
muje wszelkiemozliwe
potozenia, ktére z pun-
ktu poczatkowego O
na ptaszczyznie obrotu
wyprowadzi¢ sie dadzg.
Podobnie jak kazdemu
punktowi A na nieru-
chomej linii liczbowej
odpowiada pewna licz-
ba bezwzgledna, wy-
padajaca jako wynik
pomiaru odcinka OA przyjeta jednostkg, taksamo odpowiadac
bedzie kazdemu punktowi na dowolnem potozeniu linii ru-
chomej jaka$ liczba innego odzaju, ktéra nazwiemy liczba
obrotowa (Drehungszaht.) Musi ona uwydatnia¢ obok mnogosci
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jednostek nagromadzonych na ostatnim potozeniu linii ruchomej,
takze wielko$¢ obrotu, jaki linia ruchoma wykonata, zanim z po-
tozenia poczatkowego przeszia w potozenie koncowe. Znak symbo-
liczny liczby obrotowej skiada¢ sie musi przeto z dwéch znakéw,
z ktérych jeden przedstawia liczbe bezwzgledng, drugi wielkosé
obrotu. Wielko$¢ obrotu bedzie uwydatnionag, jezeli przyjmiemy
pewien obroét za jednostke i zliczymy, ile takich obrotéw lub ich
czesci prosta w istocie wykonata, zanim rozwazane potozenie
zajeta. Za zwyczaj przyjmuje sie za jednostke obrotu 360tg czes$¢
obrotu peitnego, nazywajac ja stopniem. Liczba bezwzgledna a
i liczba stopni a bedg wiec czesciami skladowemi kazdej liczby
obrotowej.

Na oznaczenie liczby obrotowej najstosowniejszym jest sym-
bol podany i uzywany przez profesora Dra Zmurke w postaci
eta (czyt. a z obrotem a), ktéra najdobitniej mys$l uwydatnia, a
dla swej prostej formy do wszelkich dziatan arytmetycznych naj-
lepiej sie nadaje. Symbol a« zostat juz w skutek prac naszego
znakomitego profesora powszechnie w Kraju przyjety, i zyska nie-
zawodnie wkrdétce i za granicag nalezne mu prawo obywatelstwa
w dziedzinie nauk matematycznych.

Wedle tego symbolu przedstawiajg sie szczegélne liczby
obrotowe w postaci:

o 20 B .. . a0
145 5 B - - - 35
Im ~90 - - - aw
1]l80 80 018 aig0
0 % B aZl
130 2360 °360 B )
150 500 /500 .« e - axo

Oznaczanie wielkosci obrotu przez stopnie, jakkolwiek po-
tozenie koricowe prostej ruchomej doktadnie oznacza, ma atoli
te niedogodnos$é, ze wprowadza jednostke .dowolng, ktéra z je-
dnostka przyjeta dla ruchu postepowego czyli z jednostka liczb
bezwzglednych w zadnym nie pozostaje zwigzku. Celem usuniecia
tej réznorodnosci przyjmuje sie takze za jednostke obrotu, taki
obrét, dla ktérego luk réwna sie promieniowi. Stosunek tuku
do promienia, ktéry go zakres$la czyli, luk zakreslony promieniem
jednostki przyjetej, zmierzony ta sama jednostkg, da tedy bez-
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wzgledny liczbe, ktéra bedzie miare, wielko$ci wykonanego obrotu.
Liczba ta rosnie z wielkoscig obrotu w granicach od 0 do oo.
Przy takiem zalozeniu zawiera symbol ogélnej liczby obrotowej
aa dwie liczby bezwzgledne, ktére obie moga sie zmieniaé w gra-
nicach od 0 do oo. Liczba a zowie sie modulem, liczba a argu-
mentem liczby obrotowej. Uzmystowienie pewnej liczby obroto-
wej aa n. p. 52 wymaga przyjecia tylko jednej jednostki, Kktorg
nalezy odcia¢é na prostej 0 X wjej poczatkowem potozeniu a (5)
razy a na kole promieniem tejze jednostki 01 zakreslonym od
punktu 1 a (2) razy. Tym sposobem otrzymamy koncowe poto-
zenie OA prostej ruchomej, na ktérej pnnkt A w oddaleniu a (5)
jednostek odpowiada¢ bedzie danej liczbie obrotowej. Kazdej
liczbie obrotowej odpowiada wedle tego pewien punkt na pta-
szczyznie obrotu, ktéra sie tez zowie ptaszczyznag liczbowa. Obo-
jetna bedzie przytem rzecza, czy wpierw na poczatkowem poto-
zeniu prostej O X odetniemy a jednostek, a nastepnie otrzymany
odcinek OA obrécimy, o a jednostek czy przeciwnie najpierw pro-
sta z jej pierwotnego potozenia o a jednostek obrécimy a naste-
pnie na tern potozeniu a jednostek odetniemy. W kazdym razie
dojdziemy do tego samego punktu na ptaszczyznie liczbowej, od-
powiadajacego danej liczbie obrotowej. Wedle tego bedzie:

aa= (1+ 1-f-1-f- . . . + Da=(o)1+ 1]+ ...+, =["(((«i)i)i)i"]l
jako tez:
aa— la -}-la -j-la -j- e*=-j-Ta==U.la

Wzory te uwydatniajg prawo, wedle ktérego liczba obrotowa
z bezwzglednej jednostki powstaje i uwidoczniajg zarazem zwiazek
zachodzacy miedzy liczbami bezwzglednemi czyli postepowemi a
liczbami obrotowemi. Symbol la wyobrazajacy jednostke obrotowa,
przez ktéra liczbe bezwzgledng a pomnozyé potrzeba, aby liczbe
obrotowa aa otrzymadé, zastepuje tu czynnos$¢ obrotu i nazywa
sie takze czynnikiem obrotu (Drehungsfactor).

Z pojecia liczb obrotowych wyplywajg nastepujace witasnosci:

Liczby obrotowe sa réwne, jezeli maja réwne liczby bez-
wzgledne czyli moduly i réwne znaki obrotu czyli argumenta,
prowadzga bowiem tg sama drogg do tego samego punktu na pta-
szczyznie liczbowej. Jezeli przeto a= b i a= (I tedy bedzie takze
aa=&3 i odwrotnie.

Symbol aa wyobraza dla niezmiennego a liczby tego samego
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argumentu la, 2a,Ba,..., Na, .. przedstawiajgce punkta umieszczone
najednem potozeniu prostej ruchomej, a dla niezmiennego a liczby
tego samego modutu jak a0, al7 a2, . . aK, . . cechujace znoéw
punkta umieszczone na kole promieniem a zakres$lonem.
Dla a= 0 bedzie

da—oOtla - 0.la =0a =0,
dla a= oo bedzie znowu :

aa= ala= la— Ca= QO
Natomiast bedzie liczba obrotowa aa dla a =0 w postaci a0”=a
wskazywaé¢ na liczby pierwotnego potozenia prostej 0X, a dla
«=00 w postaci a& na wynik nieokreslony czyli watpliwy
punkt kota promieniem a zakreslonego a dla zmiennego a na
dowolny ale nieokreslony punkt piaszczyzny liczbowej.

tatwo zrozumiate beda wreszcie wzory:
eta -j-6a ~La~T"]a
(aa )0 =aatp
nao. =(na)a =(a»)a
aa jal
n \nb5*

podajace wyniki na wypadek, jezeli bgdZz to sam modut badz,
sam argument sie powieksza.

Liczby kierunkowe. Wskutek obrotu linii liczbo-
wej okoto jej punktu poczatkowego zajmuje prosta ruchoma,
jak to juz podnosiliSmy, wszelkie mozliwe potozenia z punktu
O wyprowadzi¢ sie dajgce. Te szczegélne potozenia prostej ru-
chomej nazywaja sie kierunkami. Prosta przejdzie wiec wskutek
obrotu wszelkie kierunki mozliwe na ptaszczyznie liczbowej a
wykonawszy peiny obrét wréci do pierwotnego potozenia, zkad
w dalszym obrocie znowu po kolei wszelkie przechodzi¢ bedzie
kierunki i t. d. Jezeli liczba bezwzgledna Nn wyrazajgca stosunek
poétkola do jego promienia, bedzie miarg obrotu péipeinego, tedy
liczba 2rrt bedzie wyobrazaé¢ r petnych obrotéw, gdzie r ozna-
cza dowolng liczbe catlkowitg. Z dowolnego Kkierunku wy-
chodzac powraca do niego prosta wykonawszy obrét okreslony
liczbg 2m. Z czego wynika, ze liézby obrotowe, ktérych argu-
mentu o 2nt sie réznig, do punktéw na tym samym kierunku umie-
szczonych prowadza. Z tego powodu nazywamy liczby obrotowe,
ktére majg réwne moduty, a ktérych argumentu o catkowitg liczbe
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peinych obrotéw sie réznig liczbami réwnowaznemi (aequivalente
Zahlen). Mozna je zastgpi¢ jednym symbolem , ktéryby uwyda-
tnial obok mnogosci jednostek jeszcze tylko kierunek, na ktérym
sie je umieszcza, bez wzgledu atoli na ilo$¢ mozliwych peinych
obrotéw. W tem znaczeniu nazywamy liczby obrotowe, liczbami
kierunkowemi (Richtungs Zahlen). Wyobrazajg one liczby bez-
wzgledne, umieszczone na pewnym kierunku wyprowadzonym
z punktu zerowego.

Wedle tego potozymy:
* «Ja— U 17

gdzie pod a rozumiemy zboczenie kierunku wzgledem Kierunku
pierwotnego mniejsze od 2&= Symbol liczby kierunkowej aa czy-
tamy tedy: a ze zboczeniem a, a jednostke kierunkowag la nazy-
wamy dla czynnikiem kierunkowym (Richtungsfactor), ktéry
takze innym znakiem moégitby by¢ zastgpiony i dla szczegélnych
kierunkoéw faktycznie sie zastepuje.

Liczby dodatnie i ujemne. Kazdemu kierunkowi na
ptaszczyznie liczbowej odpowiada inny kierunek wprost mu prze-
ciwny, ktéry sie otrzymuje, jezeli prostg obrécimy zjej potozenia
o nieparzystg ilos¢ potobrotéw. Kierunek taki lezy z pierwotnym
w jednej prostej a wypada z przediuzenia kierunku danego po za
jego punkt poczatkowy. Nazywa sie tez Kkierunkiem ujemnym
wzgledem kierunku pierwotnego, ktéry w tym wypadku dodatnim
nazywamy. Jako znak kierunku uwazanego za dodatni, przyjmuje
sie powszechnie znak za$ dla kierunku ujemnego znak —.

Wedle tego bedzie dla r=0, 1, 2, 3 ... it d

1laj-2rt= la= -j-la
la-j-(2r-]-Dit=la-pic=—la

W szczegdblnosci nazywa sie kierunek gtéwny O X, ktérego
zboczenie jest 0, kierunkiem pierwszorzednym i to dodatnim a Kie-
runek jemu przeciwny O X’ kierunkiem pierwszorzednym ujemnym.
Liczby tych kierunkéw zowig sie takze liczbami pierwszorze-
dnemi dodatniemi albo ujemnemi, i oznaczaja sie zwykle liczbami
bezwzglednemi z dotgczonym znakiem -f- albo — z opuszczeniem
odpowiednego znaku zboczenia. Przy liczbach dodatnich opu-
szcza sie nawet znak -(-.Otrzymamy przeto symbole réwnowazne:

[2rit= 10=1}2=1
I(2r+1)ic=1ji:=1180= —1
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ub=a.l0=u.-|-1=-f-a=a tK=—a\n—a.—i——a
Liczby umieszczone na kierunku prostopadtym do kierunku gtéw-
nego nazywaja sie liczbami drugorzednemu Ich symbole bede.
jezeli argument */2ecprzez q oznaczymy, nastepujace:
lg-f2re=1q =-j-t
1g-(- 2rf-Dre=Ig-)-TC=— Iq = —Ii
Ug-{-2rit==Uq =U.lq = -j—=XX

uqg+(2r-t-l)ic=Uqg-|-it=—0q= —a.lg = —ai
Czynnik kierunkowy Ig oznaczony litera 1 nazywa sie' jednostka
drugorzedna.

Argumenta dodatnie i ujemne. Podobnie jak na kazdej
linii prostej mozliwe sg dwa Kkierunki ruchu postepowego sobie
wprost przeciwne, podobnie mozliwe sa na ptaszczyznie dwa kie-
runku obrotu, ktére odrézni¢ wypada. Nazywa sie powszechnie
kierunek, w ktérym obraca sie wskazéwka na zegarze kierunkiem
dodatnim i oznacza znakiem -j- a kierunek jemu przeciwny Kie-
runkiem ujemnym i oznacza znakiem — . W obec tego wyobra-
za¢ bedzie symbol «-)-« liczbe obrotowa powstatg przez obrét a
jednostek pierwszorzednych o a jednostek katowych w kierunku
obrotu wskazéwki na zegarze, zas a—a liczbe obrotowg powstalg
przez ten sam obrét, ale w kierunku przeciwnym. Liczby Kkie-

Fig- 2 runkowe a« i a—a przedstawiaja, jak fig. 2
uwydatnia, punkta symetrycznie utozone
wzgledem kierunku gtéwnego i nazywaja sie
liczbami sprzezonemi (conjugirte Zahlen).

O  Jasng jest rzecza, ze catkowita ilosé obro-

tow wykonanych peinych w kierunku uje-

mnym takze nie wpltywa na ostateczny wy-

nik, z czego wnosimy, ze liczby obrotowe

w postaci aa—Jric sa .dla catkowitego r réwnowazne z symbolem
tta-pSrit-

Dziatania liczbami obrotowemi i kierunkowemi.
Dodawnanie i odcigganie.
Dodawanie. Pojecia dziatan liczbami bezwzglednemi muszg
by¢ rozszerzone w kierunku poje¢ liczb obrotowych. Do liczby

obrotowej dodac¢ liczbe znaczy do a jednostek umieszczo-
2
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Jtytdi na kierunku oznaczonym argumentem a dotaczy¢ b jedno-
stek w tym Kkierunku t j. pod tem zboczeniem wzgledem Kie-
runku gtéwnego jak argument 3 drugiej liczby wskazuje. Liczby
obrotowe dodajag sie przeto, jezeli je zich znakami kierowniczemi
obok siebie umiescimy:

ax — = 0.1a -j-Alfi

Wynikiem dodawania bedzie liczba kierunkowa Ry = R.lep
Zwana sumg albo wypadkowa. Nie trudno jej wazno$é¢ rysunkiem

i przedstawi¢. Odetnijmy bowiem na
Fig. 3.

B kierunku oznaczonym argumentem a od

punktu poczatkowego O a jednostek,

wykreslmy nastepnie z punktu konco-

wego A prosta AB nachylong do kie-

runku gtéwnego pod katem oznaczo-

nym argumentem @ i odetnijmy na

niej b jednostek a dojdziemy do punktu

B, ktéry potaczony z punktem O, da

nam wypadkowg OB=Z2 ze zboczeniem XOB=cp czyli liczbe R'p

Dla wiekszej liczby dodajnikéw otrzymamy podobnie liczbe
kierunkowa jako sume, tak ze:

S oA R 17}

Porzadek dodajnikéw nie wptywa na waznos$¢ sumy. Wielo-
mian a« -j~cy “f' ee—{Wp wyobraza bowiem wedle pojecia doda-
wania pasmo tamane OABCDEM (fig. 8), dla ktérego OM bedzie
wypadkowag. Jezeli w tym wielomianie opuscimy ktérykolwiek
dodajnik n. p. ey w tym celu, aby go na koncu dotaczyé¢, tedy
nadajemy czionom po nim nastepujacym ds —§—. . . §— poto-
zenie BD’E’'M' réwnolegte do pier-
wotnego CDEM, wskutek czego

Fig. 4.

Cc punkt koncowy M zajmie poto-
zenie M’, gdzie MAIjjrBC, a wiec
dodajnik Gyumieszczony na koncu
wielomianu prowadzi do tego
samego punktu M plaszczyzny
liczcbowej. Jezeli ale ktérykol-
wiek czton wielomianu wolno na

X koncu umiesci¢ bez wpltywu na
wynik, to mozna tem samem



cztony wielomianu dowolnie przestawiaé, a suma pozostaje
niezmienna,*) Otrzymamy przeto zréwnania réwnowazne:

daA I\ -C(=aa-\-0(-\-b$—bs\-aaA-<e=b$-\-c-f-\-aa— —Jea)y2p=

= Grj-bBtac
ktére nietrudno rysunkiem uzmystowié.
Jezeli liczby kierunkowe maje, jednakowe zboczenie, tedy

ich suma bedzie miata to samo zboczenie; jej liczba bezwzgledna
bedzie réwna sumie z liczb bezwzglednych poszczegélnych do-
dajnikéw.

da —Jba G =[x4&}+ a =Sa.

Odcieganie. Od liczby a« odciagne¢ liczbe znaczy
do a jednostek na kierunku oznaczonym argumenten a dotaczy¢
&ednostek ale w przeciwnym Kierunku, jak to argument ji drugiej
liczby wskazuje. Liczby obrotowe odciagaja sie przeto, jezeli
ujemnag z jej wlasnym argumentem a odjemnik z argumentem o «
powiekszonym do siebie dodamy.

Wynikiem odciggania dwoéch liczb obrotowych bedzie liczba
kierunkowa zwana ich réznica. Otrzymamy tedy:

da — =da -j-hir-]-p=u.l<x -j— lit-]-|5=rcp.

Odciagganie liczb obrotowych sprowadza sie przeto do do-
dawania i odwrotnie. Na figurze 5. przedstawiong jest liczba r®
jako roznica liczb dai &3 czyli jako suma liczb i fci+P
w spos6b przy dodawaniu objasniony.

W wielomianie, w ktérym cztony potaczone sg za pomoca
znakéw dodawania i odciggania, mozna znaki dowolnych cztonéw
zamieni¢ na przeciwne, jezeli ich argumenta odpowiedne o U po-
wiekszymy.

da —bfi -f-Cy —da }+  p— Crcjy
Fig. 5. Znaki odciggania moga wiec
wszystkie by¢ zamienione na znaki
dodawania.

Jezeli ujemna i odjemnik
majg réwne zboczenie, tedy ich
réznica bedzie miata wspodlny lub
przeciwny Kierunek zaleznie od

tego, czy liczba bezwzgledna ujemnej bedzie wiekszg lub mniej-

*) Zmurko. Wyktad matematyki. Tom 1. str. 33.
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szg od liczby bezwzglednej odjemnika. Otrzymamy bowiem:
aa—ba=(a— bja—ra
gdy <U>6, za$
aa— 6a=flta-j-6it-)-a—btc-\-a—On a--(b ¢t)rc-|-oi=t"it-]-a=—
jezeli a<M.
Dla a=b otrzymamy:
aa— ba= aa-"aa = 0a=0.

Jezeli
aa ~\~bfj -j-cy =Z2p
tedy takze
a-j-bp o—0@= ip-—-g
przeto

a4~ = fip— g

Jezeli wiec w zréwnaniu przeniesiemy liczbe obrotowa, na strone
przeciwna, musimy jej znak dodawania zamieni¢ na znak odcia-
gania i odwrotnie.

Uwagi nad dodawaniem i odcigganiem liczb obroto-
wych. W czynnosci dodawania i odciggania liczb obrotowych \iwzgle-
dnia sie wedle pojecia tychze dziatan oprécz wartosci bezwzgle-
dnej poszczegdblnych liczb jeszcze tylko kierunek, na ktérym je
umiesci¢ wypada, bez wzgledu atoli na mozliwag ilo$¢ peilnych
obrotéw w ktérakolwiek strone wykonanych. Wskutek tego jest
takze wypadkowa tych dziatan tylko co do swej liczby bezwzgle-
dnej i kierunku dokiadnie oznaczong. Jest ona wiec liczbg kie-
runkowa o pewnym zboczeniu @ w postaci Rp zastepujacej réwno-
wazne liczby obrotowe w postaci Rp+3r, gdzie r wyobraza
dowolna liczbe catkowita.

Dodawanie i odcigganie liczb obrotowych jest przeto tylko
dodawaniem i odcigganiem liczb kierunkowych, mozna wiec w po-
jedynczych cztonach sumy lub réznicy argumenta o 2r& powie-
kszy¢ lub pomniejszy¢ bez wpltywu na waznos$¢ wyniku. Tym spo-
sobem moga by¢ w cztonach wielomianu ujemne argumenta zamie-
nione na dodatnie, a dodatnie wieksze od 2k na argumenta mniej-
sze od 2t cechujgce witasciwe zboczenie wzgledem kierunku gtéw-
nego. Wedle tego bedzie:

7360- F ~810=="3Q0_| ~2,360+90—"0_| "B0==-"P
~M80  ~210= 7360+ t20  ~180+80= ~120_1 ~30=::
N 3 2 —330= 3—3mot ~N—330+3G0=="0_! ™M»0==""-



— 13

Wzory te dadza sie z tatwoscig wykresli¢, mozna wiec
icli wypadkowa droga rysunku otrzymac.

Liczebne oznaczenie sumy z dwdcli lub wiecej liczb o roé-
znym kierunku bedzie przedmiotem jednego z dalszych ustepéw.

Dodawanie i odcigganie liczb algebraicznych sprowadza sie
do tychze dziatan liczbami kierunkowemi o tem samem zboczeniu.
Otrzymamy tedy:

(+ @)+ (+/>)=u2rTC+brrit= (U-— —Hu-j-6)
(<) rHH— &=«2nr+6(2r-]-l)it=a2nt—&2nr=+(n—h)
(— <*)-f-(-J3-6)=a(2r-}-)ifj- tericz=a(2r-(-)n— n(2r-f-)n=— (a— 6)
(—u)+ (— &)=®(2r-(-l)it-)-h(2r-pl)ic— (h-j-&)(2r-pl)r:=— (a-j-n)
(+0)— (+&)=u2rit— &2nt=(a— &)2rii=+(c(—H
(-(-a)— (— I9)=ci2mc— &2r-p)n:=u2ni+&2n t=+(u +/»

(—a)— (Nj-6)=(Z@2r)“Dit— &rit=02r-]-hir-j-&2r-)-1)ir=— (Zj-i)

(— a)— (— &)=a2(r+)n— &2r+l)ir=(a—i)2r+1)it=— {a—Db)

Rozktadanie liczby kierunkowej. Liczbie kierunkowej

Fig. 6. aa odpowiada na ptaszczyznie liczbo-

wej pewien punkt M. Do tego punktu

prowadza z punktu poczatkowego O

rozliczne pasma tamane, ktérym odpo-

wiadaja rézne wielomiany ztozone z

liczb kierunkowych. Takie wielomiany

dajg te sama wypadkowa i nazywajag

sie z tego powodu wielomiany réwno-

wazne. Mozna wiec liczbe kierunkowa w rozmaity sposéb przed-

stawi¢ jako sume dwodch lub wiecej liczb kierunkowych zwanych

sktadowemi (Componenten). Te czynno$¢ nazywamy rozkiadaniem
liczby kierunkowej na skiadowe.

Najprostszym bedzie rozklad liczby na dwie sktadowe, z kté6-
rych jedna wpadnie w Kierunek pierwszorzedny, druga w Kkieru-
nek don prostopadty czyli drugorzedny (fig. 6).

Otrzymamy tedy:

ra= *0+2/q = *0+ 2%=+ *+ 2+ dla 0 < a <

ra=Xk+yq=*18+ 290=-XAryi dla Y2u< a< n

ra=X« +y3q=*180+ 2270= -X -yi1 dla ~< a < ¢2u

ra=*0+?/8q =*0+ 2270= + * 2/ dla 88h < a< 2 %

Ogolnie wiec dostaniemy: ra ==xA-y.I



gdzie Xy moge, by¢ liczbami dodatniemi albo ujemnemi, zaleznie
od zboczenia &

Liczba kierunkowa da sie przeto przedstawi¢ w postaci
dwumianu s—§yi ktéry sie nazywa dwucztonem. Dla £c=0 spro-
wadza sie on do liczby drugorzednej y,i za$ dla y—0 do pierwszo
rzednej X.

llosci r, X, y, tworze dla pewnego zboczenia & sze$¢ sto-
sunkéw statych, nazwanych funkcyami goniometrycznemi.

Nastepujace wzory uwidoczniajg ich symbole i zwiazki mie-

dzy niemi zachodzace:

—— Ccos a rL:: sin
: i r.r 1
r r:r i r LA
X X:r cos a y ¥ sin a
r sin a X:r cos a
V_ ki e X _ )
X X:r cos a y y:r sin a

Mierzac cztony pasma tamanego ra —X~j-.y po kolei przez
r, X, potrzymamy zréwnania:
la =cosa-j-6sina

(sec act = I-f-i.tanga

(cosec a)a =cota-|-t.l
podajace sposoby wykreslania funkeyi goniometrycznych poszcze-
golnych katéw dla przyjetej jednostki. Za-
kresliwszy bowiem tuk promieniem jednostki
OA=0M=0B=1 (fig 7) otrzymamy dla
kata XO S=a:

M P=sin .5 OP =icosa, AT = tang. G

Fig. 7.

OT = secs BS = cota, OS = cosec &
jako tez trzy zréwnania:
coc &s-)~sin-2a= 1
1-}- tang26= sec &5
cot2a-pl= cosec s
uwydatniajgce dalsze zwigzki miedzy funkcyami goniometrycznemi.
Ze wzgledu ze:
la = cos a-]-i.sina
otrzymamy:
ra =*r.1* = rcosa-f-$. rsina
wzér, z ktoérego sktadowe likzby kierunkowej obliczyé mozna.
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Liczba kierunkowa opatrzona zboczeniem ujemnem, da sie
takze roztozyé¢ na dwie skltadowe, pierwszo-
rzedna, i drugorzedna; skitadowa pierwszorze-
dna OP bedzie tego samego kierunku, co dla
liczby z dodatniem zboczeniem, drugorzedna
za$ M’'P kierunku przeciwnego. Otrzymamy

Fig. 8.

przeto:
l—a= cos (— sin(— a)
czyli l—a=cosa — *sina
a wiec
r—a—r.l—a= rcosa—i.rsina

Znajomos$¢ funkcyi goniometrycznycb dla poszczegdluionych
zboczen dozwala przeto kazda liczbe kierunkowg zamieni¢ na

dwuczton.
Przyktady:
200= 2 cos60-j-i.2sin60=*2.142-f-1,2.12\B &=1—{i. yB

2 _ @= 2cos60 —i.2sin60= 1—1 yl)

Kéwnym liczbom kierunkowym odpowiadajg réwne dwuczto-
ny. Dwucztony sa réwne, jezeli liczby pierwszorzedne réwnajg
sie pierwszorzednym, drugorzedne drugorzednym, prowadzag
bowiem do tego samego punktu ptaszczyzny liczbowej.

Z zréwnania warunkowego:

a-\-b.i“c-\~d. i
otrzymamy wiec dwa zréwnania:
a—»b, c—d.

Kazdemu dwucztonowi a-\-b.i odpowiada tylko jedna liczba
kierunkowa ey ktérej liczbe bezwzgledng r i zbozenie @ licze-
bnie z tatwoscia oznaczy¢ mozemy, otrzymamy bowiem:

a-\-bi—rp = rcos9-f- I.rsin 9

z czego wypada: r.cos9 =-a r.sin9=6 przeto

ra= a?-j~ba tang 9 — b:a
czyli r YcYAdd 9 == arc(tang= b:a)
Bedziemy mieli przeto:

a-\-b.i= ( K a r ¢ {tang — ab)

Przykitad:
3-j-t."4= (V~9-}16) arc ftaug — */») —5p ~553° 7 18
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3— i4 = 5arc(tang= —Vs)="—cp=5—53°7 48"
gdyz dla tang g 43 otrzymamy:

log tang cp=log- 4—1log 6=0"'1249387=1og tang53°7’ 48~
wiec c¢cp=53°7'48"

Przy pomocy zamiany liczb] kierunkowych na dwucztony i
odwrotnie, mozemy oznaezy¢ liczebny warto$s¢ sumy z dwoéch lub
wiecej liczb kierunkowych.

Otrzymamy bowiem:

oa -j- bp -)-cy = acos &—3H. asin a6 cos $-\-i.bsinp -j- ccosy -(-
-j-ic.siny=a cos a-\b cos @-j-c cosy-j-i. (a sin a-f-6 sinp -j-c siny)=

~P~\~ *2 = (V/p2f“2ai'c (tang= "/p)

gdzie
.p=a cos a-j-6 cos p~|-ccos y
g=a sin a-f- 6sin p-f- csiny
Przyktad:
59042454 - 490-(- 3120= (5 cos 30°— 2 cos45°-}- 3 cos 120°)-f-
-ft [5sin30°+ 2sin45°+ 4+ 3sin120)=Va (5 K3+ 2 3) +

+ tV2(5+ 2K2 + 8+ 3K3)=4-244.+t.10-512=(1P 334.)G3048.9"

Mnozenie i dzielenie.

Mnozenie. Liczbe obrotowag a<* pomnozy¢é przez 6s, znaczy
z liczby aa utworzy¢ wynik w ten sposéb, w jaki druga liczba
bp z bezwzglednej jednostki powstata.

Przypusémy, ze liczba bezwzgledna b jest liczbg catkowita,
tedy otrzymamy liczbe obrotowa bp, jezeli jednostke b razy do
siebe dodamy a sume o kat oznaczony argumentem p obrécimy.
Musimy przeto celem otrzymania iloczynu aaxbp wedle pojecia
mnozenia takze liczbe aa dodaé¢ do siebie b razy, a wynik o kat
p obréci¢é. Otrzymamy wiec:

da<lp=(da-3-da— . =j-da =[0.aa +
Ale wedle pojecia liczb obrotowych bedzie:
baa —(ba)a =(ab)a
przeto takze
aa xbp =[(a6)a]lp ==(ad)«+p

Przypusémy ale, ze liczba bezwzgledna b jest liczbg utam-

kowa —, tedy otrzymamy liczbe obrotowa: bp = j —j0 jezeli wedle
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pojecia liczb utamkowych jednostke na N czesci podzielimy, na-
stepnie M takich czesci do siebie dodamy, a sume o kat J obroé-

cimy, czyli:
= {— ={1+1+ ...+ -
n {(n }p {(w in1 ll’%:p
Wedle tego otrzymamy:
aax b a=«a =l2sL+2!L+ . .. =
(n n n J
= 1I-I +1-1 + ... +1-1 { = jlm. 1-1 =
l«]a |«la \n\a 1g Ha )p
JI = la. - =]lail
n |aJJ «latP 1 JatP

Jezeli wreszcie b jest liczbg niewymierna, tedy zwazywszy,
ze liczba niewymierna jakkolwiek niezupetnie, ale zawsze z wszel-
ka zadana doktadnoscia da sie przedstawi¢ w postaci utamka, spro-
wadzimy ten wypadek do pierwotnego. Otrzymamy wiec ogoélny
wzér wazny dla wszelkich liczb obrotowych w postaci:

aax & ={db)a+ p
ktéry orzeka:
Liczby obrotowe mnoza sie, jezeli iloczynowi z ich liczb
Fig. 9. bezwzglednych nadamy obrét réwny sumie
z obrotéw poszczegélnych czynnikoéw.

Na figurze 9. uzmystowione jest mno-
zenie dwoéch liczb obrotowych a« i 6pi ich
iloczynu (a&a-f-p, gdzie 01= 1,0a =0,06=6,
OR=0P=0a.06:01=a6.

Ze wzgledu, ze dla liczb bezwzgled-
nych prawdziwe sg zréwnania:
a.b=b.a, a+p=jl+a

wynika takze dla liczb obrotowych zdanie:
Porzadek czynnikéw nie wpitywa na waznos$¢ iloczynu.
Prawo to rozcigga sie na dowolng ilo$¢ czynnikéw, dla kté
rych otrzymamy réwniez

aa- Jpe=Cf... —(abc.. a+p-t-y+ eee

Mnozenie liczb obrotowych zawiera w sobie dwie czynnosci,

mnozenie ich liczb bezwzglednych czyli modutéw, i dodawanie
3
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obrotéw czyli argumentéw. Wynik bedzie przeto nie tylko co
do swej liczby bezwzglednej i kierunku, ale takze pod wzgledem
mozliwych peinych obrotéw dokitadnie okreslony; jest wiec liczba
obrotowa w wiasciwem tego stowa .znaczeniu.
Przyktady: a0ObK=[«h]- ; aalzrit=aa-f2ra ; «a.0=0« ==0;
Ctae @ = (aa)2a=[dZ2a ; I . Itl =l<p-]-4'j 2rit.I2sit=12(r-(-s)it
I<p-]-7c.I'|-F-2it=l<p-|-<Ji-]-3it,  la-]-it.la-]-it=12a-]-2!t; lit . lit = 12it
litlit = lit; 5it.4t =(20)7it; 7n.2it =[d4]3it.
2 n t V T2 y y
Mnozenie liczb kierunkowych bedzie tylko szczegélnym
wypadkiem mnozenia liczb obrotowych, poniewaz wszelkie liczby
kierunkowe na obrotowe zamieni¢ sie dadzg. Wyraziwszy zbo-
czenia w stopniach katowych miedzy granicami 0 i 360°, otrzy-
mamy na iloczyn liczbe kierunkowa, ktérej argument o r.360°
zmiejszony by¢é moze n. p.
MAQ *1520—"60 ' NAO==(a")220= — (afyH)
a2i0 ' ~0D=="a"540==(a~I80= (a"
W szczegélnosci otrzymamy:
i.i=19.190==1i80:="
i.( i)=1g.1270=="360= -} |
( i)e(—i)= 1270. 1270=="B40== 1
i.(-£11= 190=70= ~90= ~
*e( H= 790 *N180=="270== 1
Liczby drugorzedne pomnozone przez drugorzedne dajg ilo-

czyn pierwszorzedny, pomnozone przez pierwszorzedne pozostaja
drugorzedne.

Prawidta mnozenia liczb algebraicznych wyptywaja
oczywiscie takze z prawidel poprzedzajgcych. Otrzymamy tedy:
@1 =(F2)=<Xa.b 9=-—ab

(-j-0). (—b)=a0.bK =(a&)it — —ab

(—a). (+&)=eeT. O=(ab)K ——ab

(—a). (—6)=ait . 6it =(ab)2u —-\-ah
uwydatniajagce prawidto, ze liczby algebraiczne ojednakowych zna-
kach daja iloczyn dodatni, o réznych znakach za$ iloczyn ujemny.

Mnozenie wielomianow.
Z pojecia mnozenia liczb obrotowych, wyptywaja dalej pra-



widia mnozenia wielomianéw ztozonych z liczb obrotowych, przez
liczbe obrotowa lub inny wielomian. Beda one zgodne z odpo-
wiedniemi prawidtami dla liczb bezwzglednych. Otrzymamy wiec
n. p.

(ha —fep ) .cr =(ac)ot+Y+ (&C)p+T

(Ba 4 bp) -G Idj) = Mo ptyHadafs5+ Je
W zastosowaniu tych prawidet do dwuczionéw otrzymamy:

(a-\-b. 1) @—bi)—a2\-b2
(a-j-6 . 1) (c-\-d. i)=(ac— Id)-j- i (ad-\-bc)

Dzielenie. Liczbe obrotowa aa podzieli¢ przez liczbe kp
znaczy znalezé taka liczbe, ktora by przez dzielnik bp pomnozona,
data dzielng aa Oznaczywszy niewiadomy iloraz przez Xp otrzy-
mamy:

fp .bp =aa czyli (bx)-f-j~p=aa
a z tad wedle pojecia réwnych liczb obrotowych dwa zréwnania:

bx=a @§-p=0cC
kto h d a
z ktérych wypada:
Yy yp X = b
przeto bedzie: aa :bp =
Liczby obrotowe dzielg sie, jezeli ilorazowi 2z liczb bez-

wzglednych nadamy obrét réwny réznicy z obrotéw dzielnej i
dzielnika.

Wynik bedzie wiec nowg liczba obrotowa, okres$lajaca do-
ktadnie swag liczbe bezwzgledng, kierunek i wielko$¢ dokonanego

obrotu.
Ze wzgledu, ze na podstawie prawidet mnozenia bedzie:

otrzymamy w poréwnaniu z powyzszem zréwnaniem wzor:
aa bp =aa .

Dzielenie liczb obrotowych odpowiada przeto mnozeniu przez
dzielnik odwrécony i z ujemnym argumentem wziety. Tym spo-
sobem sprowadza sie dzielenie do mnozenia i odwrotnie.

Przyktady:

13 =aa—p=aa el—p; aa :ap = la—p
s la ®a :aa = 10
Dla liczb kierunkowych otrzymamy:
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Ja: 6a =aa+2rn :2*3+2sit== !_54 B Jit
— r—s)i

bJa—p+2k‘.it: %ﬁ])a—
®120: 790 — ~30 5 ~180 <90 — 90
W szczegélnosci dostaniemy:
i:i=190:190= 10=-]-1
i: —ji=190:1270=1—80= 1
I": (-f~1)==190 *
*e( 1)= N0OeNM8=~*—9 0 7
wzory uwydatniajgce ilorazy z liczb pierwszo- i drugorzednych.

W zastosowaniu prawidet dzielenia do liczb algebraicznych
otrzymamy:

(+«,:(+»)-«.A-{r},-+jr

<+«):(-H)=«.:6»={r}_, ,--r

( a):(—b)—ai8:"iBo— jo—
wzory wypowiadajgce, ze iloraz z liczb réwnooznaczonycli bedzie
dodatni, z réznooznaezonych ujemny.
Prawidta dzielenia wielomianéw ztozonych z liczb obroto-
wych, wyprowadzajg sie z prawidet mnozenia i sg te same, jak
przy liczbach bezwzglednych, wiec:

(a«-f6p)icT=={"}ta_ T-f{"~ _T

[(ttc)a-f-y—-(&ejp-j-y-1-(<ld)a Sl:(«a 4= )—CQ +
_(ac)q+T+(bc)p+T
(a$a+ S}(6cZ)p-f-8
_(ad)at r+(bd)e,+a
" o]
Poniewaz dwucziony a w ogélnosci wszelkie wielomiany
z liczb kierunkowych ztozone na liczby kierunkowe jako jedno-

miany zamieni¢ sie dajg, przeto mozna dziatania wielomianami
sprowadzi¢ na dziatania jednomianami.



Przykiad:
(a+i.i):(c+d.i)= D NMe+ <L, C
*m
- ~ 2+ 62 bc—ad.
y \ C¢2f73arcltang=H —arc Jtag VN 24 g 2farcitan? =9+ bdl

(a-"™-b.i): (@a—h. =3~ /a2+ tahrc kng="1 :| | /*“ S+L*]l-arc Jtang= j |

= f’j aro |tang=b—|— Iis’?

Potegowanie i pierwiastkowanie.

Potegowanie. Liczbe obrotowy aa potegowac przez liczbe
catkowitg N, znaczy liczbe obrotowag aatyle razy do siebie dodag,
ile wyktadnik potegowy jednostek w sobie zawiera. Otrzymamy
przeto:

(@ )n= aa.aaaa... aa
Ale wedle prawidel mnozenia bedzie:

da .da. .da ... da — (a.d.d. ...d)na — («n)<
przeto otrzymamy:
{da )n = {dn)na
Liczba obrotowa poteguje sie wiec przez liczbe catkowitg,
jezeli jej liczbe bezwzgledng do zadanej potegi podniesiemy,
argument za$ przez wyktadnik potegowy pomnozymy.

Fig. 10. W czynnosci potegowania liczby obro-
towej zawarte sg przeto dwa dziatania: po-
tegowanie jej liczby bezwzglednej i mnoze-
nie argumentu. Wynikiem potegowania bedzie
przeto nowa liczba obrotowa, okreslona do-
ktadnie co do swej liczby bezwzglednej i
wielkosci obrotu. Na figurze 10. uzmysto-

wione jest potegowanie liczby obrotoyrej przez wykiadnik 3 i
uwidoczniony wynik (@a)s=[«33% =
Przyktady:
@™M)n= Inf; (In)n=Incj (l2rr = l2iir
Q)= 15,22 5+=4nr ;@pP)F83F
(1—8n =1 —nj ; (a— =(an —npj (3—®)2=9 —g?
Pierwiastkowanie. Liczbe obrotowa aa pierwiastkowac
przez liczbe catkowitg N znaczy, znalezé¢ taka liczbe, ktéraby do
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rctej potegi podniesiona data liczbe obrotowa aa.
Oznaczmy niewiadomy pierwiastek przez Xy natenczas bedzie:
@p)u = at przeto (XN)nP= aa
Na podstawie okreslenia réwnych liczb obrotowych otrzy-
mamy dwa zréwnania:
Xa = a; = z ktoérych wypada
n
X= Y-a przeto bedzie
n n
Vaa =(J/0”)_«-
n

Liczba obrotowa pierwiastkuje sie wiec przez liczbe catko-
wity, jezeli z jej liczby bezwzglednej wyciggniemy zadany pier-
wiastek, argument za$ przez wykiadnik pierwiastkowy podzielimy.

Pierwiastkowanie liczb obrotowych sklada sie przeto z dwéch
czynnosci: z pierwiastkowania ich liczb bezwzglednych i dzielenia
argumentéw przez wyktadnik pierwiastkowy. Wynikiem dziatania
bedzie takze liczba obrotowa w witasciwem stowa znaczeniu.

Przyktady:
n n
Nia = la ; |™M2rre=121t; VWa = la ; i- —1k
V 82t— 22X
TT
n n n
\ri— = 1—if; |lra—ag —(Va)—p; V"9—ic=3—n
n n 3

Majac pewna liczbe obrotowa aa potegowaé przez m a na-
stepnie pierwiastkowaé¢ przez n, mozemy te dziatania w dowol-
nym wykonaé¢ porzadku, bez wpiywu na ostateczny wynik. Otrzy-
mamy bowiem:

n n n
V (ha )m— ]/"(am)ma = (VUin)ma
n
w drugim za$ wypadku:
n n n
(Vaa)m=] (Vv ax.JIm=(Vam)ma

przeto bedzie:



n n
K(Oa )m= (K«b6T)m
Wynikiem potaczonych dziatan potegowania i pierwiastko-
wania liczby obrotowej aa przez wyktadniki catkowite m in be-
dzie nowa liczba obrotowa, ktérej liczba bezwzgledna bedzie wy-
nikiem z potegowania i pierwiastkowania liczby bezwzglednej a,
a wielko$¢ obrotu czyli argument, wynikiem mnozenia i dzielenia
argumentu a danej liczby obrotowej przez wyktadniki m i n. Zwa-
zywszy atoli, ze dla liczb bezwzglednych

n
n n m m
Ya™ ={Va )m=an= ]/a
a nmc m n
n n nm m
otrzymamy symbole réwnoznaczne:
n
n n n ® m
(Vaa )m=V (aa)m=(]J/ain)ma_=(an)ma = (j/a)a.n
n n m

na podstawie ktérych potaczone dziatania potegowania i pierwiast-
kowania przez wyktadniki catkowite na jedno z tych dziatan przez
wyktadniki utamkowe sprowadzi¢ sie dadza.

Potegowac¢ liczbe obrotowg przez wyktadnik utamkowy, zna-
czy wedle tego potegowaé ja przez licznik, a wynik pierwiastko-
wac¢ przez mianownik; pierwiastkowac liczbe obrotowag przez wy-
kitadnik utamkowy znaczy za$ pierwiastkowaé¢ ja przez licznik
a wynik potegowaé¢ przez mianownik. Prawidla potegowania i
pierwiastkowania liczb obrotowych przez wyktadniki catkowite
stosujg sie przeto takze do wyktadnikéw utamkowych, a tem
samem do niewymiernych, a wiec:

n n

m m m m
\Cla)n == ($n )m Q J]/"Ca := (V™® ) a:n
n m

Whniosek: Wynik nie zmienia sie, jezeli tak wyktadnik pier-
wiastkowy jak potegowy przez te samag liczbe pomnozymy, moze-
my tedy wykladnik utamkowy w najprostszej przedstawi¢ postaci.

Przyktady: Vaa = («« )2 — (a* )a —{Va)a
3 ¥
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VU =(uy =1L ; Van =(K o)«
2 2

{kay =(Kaa2a ; ((la)n= la
3 n
ib (@)
(la)n= b ;(ca)°=1lo jvot = (°°)a
n
Potega z wyktadnikiem ujemnym réwna sie jednostce po-
dzielonej przez te sarng, potege z wykiadnikiem dodatnim. Przeto

bedzie:
- 1 1
(«<a j " — (aa), (alhna

Ale na podstawie prawidet dzielenia otrzymamy:

[an ]na {an j_na ~ )—na
wiec (aa =(a-*)-t™M
Potegowanie liczb obrotowych przez wyktadniki ujemne od-
bywa sie wiec na tej samej zasadzie, co przez wykiadniki do-
datnie.
Przykitady: ,N
n= Inf; Ki? —(I<?) — 1 2?2 (i'pj'n==1—nf

Potegi czynnika obrotowego.

Na podstawie prawidet potegowania mozna kazdy czynnik
obrotowy n. p. I przedstawi¢ jako potege innego czynnika obro-
towego n. p. la. Otrzymamy bowiem

‘a
Itp=la.t =(u) (1a)?
Tym sposobem mozemy wszystkie czynniki obrotu wyrazi¢ w po-
tegach jednego symbolu.

Oznaczmy n. p. symbol In czyt. 1 z obrotem 1, t. j. jedno-
stke obrécone z pierwotnego potozenia o ket, ktérego tuk réwna

180 i
sie promieniowi czyli o- < 57,2950 stopni ketowych, przez ]
natenczas otrzymamy szereg potegowy:

3 >3n>3n»3 >3 »3 >jf >3 jaK
zastepujacy szereg czynnikéw obrotowych w postaci:
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lo >1lj_>lg_>1j_j 1 ; ™/2) 1?) ) 12rit
n n 2

Zarazem widoczna, ze potegi symbolu j o wykladnikach mniej-
szych réwnych lub wiekszych od jednostki, przedstawiajg, obroty
mniejsze réwne lub wieksze od jednostki obrotu czyli od 57.29%59
stopni. Ogdlna liczba obrotowa dp = a . Lf przedstawi sie w postaci
a.jf-

Jezelibysmy jako symbol zasadniczy czynnikéw obrotowych
przyjeli Iqg = 19 oznaczajac go przez 1, natenczas oczywiscie sze-
reg potegowy:

zastepowatby szereg czynnikéw obrotowych:
1qg, lic, In, lit, lit, lit, 13it, lzit, Irir, Irit
2n n T T T Y

Symbol iIm— Imit przedstawia obroty mniejsze, réwne lub wieksze
~2..
od ¢éwier¢ obrotu petnego, jezeli wyktadnik m jest mniejszy réwny
lub wiekszy od jednostki. Symbolem liczby obrotowej ap bedzie
a.izp
Przyjawszy dla czynnika obrotowego lit symbol — 1, otrzy-
mamy znowu szereg potegowy:

(-D°, (-D*i (-1/% (-1)"i (-D)1i (-1)*, (-1)2, (~Dr
zastepujacy symbole czynnikéw obrotowych.:
1qg, lit, lit, 3iti lit, I3t , l2it, Irit
1 "2 ~T a'
Obroty mniejsze rowne lub wieksze od 7t przedstawiaja sie potega
[— IIni gdy r jest mniejsze rowne lub wieksze od jednostki.

Liczba obrotowa &p przedstawia sie wedle tego w postaci
symbolu a. lp — a. [— 1]? '«

Pierwiastki z liczb kierunkowych.

Potegowanie i pierwiastkowanie liczb kierunkowych spro-
wadza sie wedle okreslenia tychze liczb do powyzszych dziatan
liczbami obrotowemi. Ze wzgledu atoli, ze symbol liczby kierun-
kowej zastepuje symbole nieskonczone wielu liczb obrotowych
w postaci «p4-2rit dla r= 0, 1, 2,... bez konhca, przeto beda
potegi i pierwiastki liczb kierunkowych takze wieloznaczne. Otrzy-
mamy wiec:

4
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(ety J n — (tt<p-{-2itt)n — (®ny)n("+2rit)
u n n
IMa-f — V®'f+2rn==(" 2m:
n

Jezeli wykiadnik wjest liczbag catkowita, tedy [a» ]n[cp -j-2ra]—
= [an ]Jne+2nric=[an]nlp, przeto nta potega liczby kierunkowej be-
dzie miata tylko jedng warto$¢ ze wzgledu na swa liczbe bez-
wzglednag i kierunek. Inaczej za$ przedstawia sie w tym wypadku

nty pierwiastek, ktéorego wynik uwidocznia wzor:
n n
2rit
n
wskazuje on bowiem w obec réznych mozliwych wartosci na r
takze na rézne kierunki. Zvrazywszy atoli ze:

a-1-2m a r
— e = —i-Z-—=1
n n _n
dojdziemy do przekonania, ze tylko dla r n rézne beda kie-

runki wyniku, gdyz dla = s.«-j-< gdzie s jest dowolng liczba
catkowitg a t w granicach od 0 do n, otrzymamy
at2nx= « 2NM+t] M= o+ 2N +21f
n n 1 n n x n

Argument g-+~"r7l wskazuje przeto pomimo nieskonczenie wielu

wartosci za r mozliwych tylko na n réznych kierunkéw, ktére
wypadng, jezeli za r n po sobie nastepujacych wartosci 0, 1, 2
...n—1 wstawimy; ich zboczenia beda tedy;

a_a+ 2c_a-f4in_ _ a-)2(n—Itt

n n ' n " n
gdzie a 2 4.

Z powyzszych rozumowan wyptywa tedy nastepujacy wnio-
sek:

Liczba obrotowa ma tylko jeden nty pierwiastek. Liczba
kierunkowa ma ich tyle, ile wykiadnik pierwiastkowy jednostek
w sobie zawiera. Wszystkie pierwiastki w liczbie N majag te
sama liczbe bezwzgledna a réznig sie tylko co do kierunku;
réznica miedzy zboczeniami dwoéch po sobie nastepujacych kie-

runkéw wynosi — jednostek bezwzglednych czyli stopni.

Wedle tego prawidia ma n. p.

430 dwie wartosci: a0= 215 al= 21%
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,r=Y 1180 czteiT wartosci: x0= 145 a5,=1Is5 x2= 125, tf3= 13I5
Pierwiastkowanie symbolu 1< odpowiada w geometryi dzie-
leniu luku jednostke, zakreslonego na réwne czesci.

Potegi czynnika kierunkowego.

Symbole czynnikéw obrotowych: j, i,— 1 moge by¢ takze
zastosowane do liczb kierunkowych. W takim razie bede ale
symbole, odpowiadajace liczbom obrotowym, ktérych argumenta
o 2rn sie réznie, rownowazne. Otrzymamy tedy:

jo. — jfat2ju _ ~Na+2ric_ j_
ja+iz —ja+Sn — j<r+(2r+)ii _ -
im— ™+ A +4r _ A_ Int
{m+2 _ jm+6_ jm+4r+2 __ -—-pm_

~2~

(— 13 =(—N"+2=(— ljs+2r= + l.«
(— I)s+l==(_1)s+3= (— ljs+2r+1= Is7T
Najdawniej wszedt w uzywanie symbol ujemnej jednostki
pierwszorzednej jako réznica miedzy 0 a 1 czyli 0 — 1 w postaci
— 1, ktéra odpowiada liczbie kierunkowej 1180. Wszelkie czynniki
kierownicze dadza sie przedstawi¢ w potegach tego symbolu.
W szczegdblnosci otrzymamy:

(—1;°=(— 1)2= (— v 2i= io=+ 1
(— 1)3= (— 1)9= (— 1)2r+1= | so= — i
Parzyste potegi jednostki ujemnej daje na wynik jednostke
dodatnig, nieparzyste za$ jednostke ujemna. Bedzie wiec:
a.(—1lIly2r=a. + 1— -f-a ; a(-—1lj2r+!'= a.— 1= —a
Poniewaz 72= (190 2= 1180= —1 przeto otrzymamy:
t=19=]/H i a wskutek tego — j= 120— — Y ~-\.
Jednostka drugorzedna jest wiec drugim pierwiastkiem z jednostki
ujemnej pierwszorzednej. Pierwiastek ten nazwano jednostka
urojong (imaginiire Einheit), z powodu, ze mu zadna z liczb
pierwszorzednych zwanych rzeczywistemi nie odpowiada.

Liczby drugorzedne nazywaja sie wedle tego liczbami uro-
jonemi i oznaczajg sie symbolami:



floo=a-190: WA 1 civY—1
oZ0—a. 12 ®m i—a.i—a¥Y—1
|:|g_ 11. Na figl 11. przed-
.]r stawia prosta X X' sze-

reg liczb rzeczywistych
+ a, a prosta YY' sze-
reg liczb wurojonych

tayY NI,
0 Potegi jednostki
+tt -a X urojonej czyli drugo-

rzednej odpowiadaja,
potegom czynnika kie-
runkowego 190.

re W szczego6lnosci
otrzymamy:
Sidr=10= -] - ; 10=+K -1

t2=t6=t4r+2=liso=—1 ; t3F=t7=t4r+3= —t=12Z0—Y —i
Potegi parzyste jednostki urojonej sa rzeczywiste, potegi nie-
parzyste sa urojone.

Dwucztony sktadajg sie z liczby rzeczywistej i urojonej i
nazywaja sie tez dwumianami w czesci urojonymi. Wszelki wielo-
mian, ztozony zliczb kieninkowych, da sie sprowadzi¢ ostatecznie
do dwumianu w czesci urojonego.

Pierwiastki z liczb algebraicznych.

Wieloznacznos$¢ pierwiastkéw z liczb algebraicznych rzeczy-
wistych, urojonych i dwucztonéw polega na wieloznacznosci pier-
wiastkéw z liczb kierunkowych i znajduje w nich swe uzasadnienie.
Liczby bezwzgledne majg zawsze tylko jeden pierwiastek, liczby
znakiem kierunku opatrzone czyli algebraiczne maja ich tyle, ile
wyktadnik pierwiastkowy jednostek w sobie zawiera. W prawi-
dle tern zawarte jest rozwigzywanie czystych zréwnan wyzszego
stopnia czyli zréwnan dwuimiennych.

Zréwnanie =-]-a ma n pierwiastkéw w postaci ogoélnej:
n n n n Irit
X=Y«mc= (YaINTK—Y~a-cos— -J-iYaesn YT
n
z ktérej dla r—0, 1, 2,.. . Nn— 1 otrzymamy:
n n n n n

a'o—(Vrado=_¥K« J Xi= (|/ay)2jt=1l/acos —Y *K «sn—



n

Pierwiastki XmM i Xa—m sa parami sprzezone, gdyz

n n
( —m)x= (]/*d) 2nit
n n
Przyktady:
1) X =-+-1 ] 12r:i= IrTi 7 ~0=0=:~f-" 5

3 3
2 azx+1 ;x:K+I=Ki2‘=1’\3 Ix0=10= + i

*1=127¢=c0s’1200-fi sin 120°= — |-J-iy$
3 ~2~
32= 141G cos 240°4-i sin240°=—1 _ i. VS
3 2 2
3) x4=+1 ; x=V+I=VINiz=hji ; ao=1lo= + 1
2
a?,=1"=j/Hi ; o©2=1j=—1 ; x31lsk= —V—1
2 2
Zréwnanie an = — a ma N pierwiastkbw w ogélnej postaci:
n n

X—Va(2i{k= (V a)(2r+ 7t =

= ya -cosfol+ 1) T+ tKa. sin (2r+l)7t
n n

z ktoérej dla r=0, 1, 2... m— 1 otrzymamy:

n T n_ U
x0=(Ya)l=Va .c’s-+iKa.sin-
n
n *o_ 3 n_ 3
®i= N )s*=KooxsV + «KaesinT
n
2«—1Jc _ @2n—
An—1= (V"aJ(2n—lit= V a. cos —4iy a sin

Pierwiastki Xm i sen—m—1 sg parami sprzezone, gdyz
n n

(Va)(2(n-m—1)+1) it — fYa)—2m—j>
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Przyktady:
1) X2= —1 ; X=V —I1= U~I[3r+ lic~I[2r + IJrc
*
ffo=1 u= -fv~™1 ;a:1:|3n:_v_1
3 ___ 3
2 X3= —1 j X=Y — I==K I[2r+I]it==1[2r+I]n
a, T x, \"3 a—-
ad= 1,==cos3+ isin3— x~r-j~V —1
3
Xi 1 = 1
71 .. w1 yr .,
a2=1_, = ¢os3— «smg — -g——V—1
3 4_ _ 4
3) X — 1 IX=yr— 1=="|/I[2r-1] it— 1 [2r -}- I]n
4
Ti n \Y2—j . 2
ao= U = cos£-j- ising —*2 f~* e“8§T
4
3t 3t yiT Fo—~
a\ = 13* = cos-47-fisin~£= —y -+ i —
4
3tc 3 \"N2~ 172
a2=1-3[t=cos 3— 1 sin®-= —-3-
4
T Tc_yir___=j2~
8= 1_nrn—cos4—isin3 — -y - a
Zréwnanie = a -)- by —1ma n pierwiastkbw w ogdlnej
postaci:
n n

X 1/« -f- & i=y/{Vaz2j~b2 arc [tang =ii] +2rrc =
n

= [j/ya*-fb2]l_[arc (tang =-"-)+ 2r u] _ ='®jL[ip+2ric] =

. cp-f2r7c .
iilcos — - \-i k. sin —3--

gdzie R-y/ya2f-2. @g— arc|tang =
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Szczegblne postacie pierwiastkéw beda:

a0==i??=iicos ~ 'r iR . sin
u * n n

n
cpl-27i: . Cp4-271
a\=77<f>42it = B OXBi-!-—[-ii?, sin— —
n
cp2(?1I—l)ec. . . cp4-2(w— D
Pi (/h)— f- 1.B sin .p' ( i ) —

Ty §= Tiz42[n=1]- =B cosii—
1

Pierwiastki Xm i Xn—m sg sprzezone wzgledem kierunku ozna-

czonego zboczeniem —, gdyz
Bf-j 2[n—mili:= TI'>2m~= Bf .1—2m
n n n
Przyktady:
1) *8&=3+4]|/—1 ; X—YN\-"V ~1=p /5?242rit= [V 5 7<p+21T
8

4
to= arc [tang = —]=arc 53° 7' 48-4"

(V5 )?= Vb cos 26°33'54 «2” + i +5 sin2G°33°54.2"=
= 2+\T=i
«-i=(V5)9+K= — V6Cc0s 26°33'54« 2”7 — i \(b sin26°33'54-2'==

T * = —2—\r=i

ir0=

3 3 3
2) c3=3 -)-4K —i i *= KFF4i=K57;=/K57T+2nc
3

BD=( \MJoh = v5cos17°42'36 «l"+ i yl§ sin 17°42'36.1"
..+0-52017.\r=1

3 =1-62897.

*i=(+5 )L+120=— +5c0s 42°17'23-9”+ 2z +5 sin42°17'23.9"=

3 = — 1m26495+1 <1506 +=T
2= ( V5 )i.—120=— A5 cos 77° 42’36 «1” _ i +5 sin 77°42'36 «1"=
= —0-363984 — 1 «6708 . +

8 =
3) a4=3+4K=1 5 *= K3+4T=V5++ ;= [V%]?2+2™
a
00=(+5 + = +5.cos 13° 16£57 «1“+ i y |I.sin 13°16'57 =1“=
T = 1e45534. + 0 34356 .+=T

jd= (V5 ) p_| 90=*(vH)? ——0+34356. + 1 45534.



4'U . - J yi) = —1-45534. — 034356 \f~1
~(Vbh I11Sn ~ (Vv 5V J
£3= (jr6)? Q@ —1(~5” = 0.34356. — 1-45534/=1:
T ~yu T

Potegi utamkowe liczb kierunkowych i algebra-
icznych. Przy potaczonem dziataniu potegowania i pierwiastko-
wania liczb obrotowych jest rzecza dla wyniku obojetng, w jakim
porzadku wskazane dziatania zostang wykonane. Wyktadniki
potegowe i pierwiastkowe moga by¢ przez dowolng liczbe po-
mnozone lub podzielone, co przy dziataniu liczbami obrotowemi
na wynik wecale nie wpitywa. Prawidia te dadza sie takze za-
stosowa¢ do liczb kierunkowych i algebraicznych; nalezy ale
w ciggu dziatan ciggle mie¢ na uwadze wieloznacznos$¢ tych liczb
ze wzgledu na argument. Potrzeba tedy przed wykonaniem wska-
zanych dziatan przedstawié¢ te liczby w postaci liczb obrotowych,
z uwzglednieniem mozliwych peinych obrotéw, wiec nada¢ im ich
wilasciwe znaczenie, a tedy prawidia wazne dla liczb obrotowych
zatrzymujg swa waznos$¢ takze dla liczb algebraicznych.

Wszelkie liczby kierunkowe i algebraiczne sprowadzajag sie
ostatecznie do postaci liczby obrotowej aa\2rn, dla ktérej otrzy-

mamy:
n n n
V (ao+2rjr)m = [Vaat 2xrjm= [Va™]mté+2rit) jako tez
n
np np n
2r,)mP == [V ttmp/mp(a-]-2rji) = /\"an] m(a;j- 2m)
p n
wzory, z ktérych dla r=0, 1... n— 1 poszczegd6lne pierwiastki
sie otrzymaja.
Przyktady:
2 3 3
1) [—1]T = (K=1)2 = (/lI(2r+Di)2 = 122r+l)«
3
ma trzy wartosci:
" 2u . .. 2N i, Vv3 ..,
% = cosT -f i sinT =—.1+ -V K _i, 10=+1
3 J
2n .. 2n i V3 ,, —
1-2,= cosT _ *sinT = - i — — K -1
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2) <—Ip = K(—1)*= K>(I@2r+1>)2= 12@2r+ I)n= 1 (2r+)*
ma trzy wartosci:
e i ys
1T“ cos g is'n"g-?= 2\ 2~V —1>Ir 1
-
n .. T 1

1 * = cos esnr j *bv = i

3
te same, ktére odpowiadajg symbolowi \"—1.

3) V(— V—2— K ( Irc+Snt)2—1 (13je+ 13ic-}-4nc
2 2 3

— 17+ 2(2r+1)7: ma trzy wartosci:
3

i« = —1 i"o= y+'"rt -K—i ; l—o"—2 LAV

Uwaga: W niniejszym rozdziale wyprowadziliSmy prawidta potegowania
i pierwiastkowania liczb obrotowych, a na tej podstawie takze liczb kierunko-
wych i dwucztonéw przez wyktadniki pierwszorzedne i wyjasnili ich znaczenie.
W jaki sposéb dadza sie,rozszerzy¢ powyzsze dziatania do wyktadnikéw, ktéreby
byty takze liczbami obrotowemi, kierunkowemi lub dwucztonami, zastanowimy,
sie w pézniejszych ustepach. Na tem miejscu mozemy tylko doda¢, ze nie uprze-
dzajac wynikéw i ich znaczenia, mozemy symbolike poteg i pierwiastkéw i dzia-
tan takowemi przyjeta dla liczb bezwzglednych, zastosowaé takze do liczb obro-
towych.

Logarytmowanie.

Logarytmowacd¢ liczbe obrotowa, a« dla danej zasady b,
znaczy: znalez¢ taka liczbe, zwana logarytmem, przez ktéraby dana
zasada potegowana data na wynik liczbe obrotowg «a. Aby taka
liczbe znalezé, potrzeba by wpierw przedstawi¢ liczbe aa w po-
staci symbolu potegowego liczby b, a ze a« — a. 1« nalezatoby
tedy z uwagi, ze liczba bezwzgledna a w formie potegi innej
liczby bezwzglednej b przedstawi¢ sie daje, szukaé tylko sposo-
béw przedstawienia czynnika obrotowego la w zadanej postaci.
W tym celu zastanéwmy sie nad znanym juz wzorem:

la = jl «
1n

wedle ktérego dowolny czynnik obrotowy la w formie potegi
5
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innego czynnika obrotowego lgp przedstawi¢ mozna.
Przypusémy mianowicie, ze wyktadnik n jest liczbg catko-
wita, zdazajagca do nieskonczonosci, tedy zbliza sie czynnik obro-

towy la~do czynnika 10, wyobraza przeto punkt zdgzajacy po
n

tuku, zakreslonym z punktu poczatkowego O promieniem = 1, do
konca jednostki pierwszorzednej 10, przeto potozony nieskoncze-
nie blisko niego w kierunku prostopadtym do kierunku gtéwnego.
Punktowi temu odpgowiada takze dwumian:
-
1+ 1« = 14 T «190= 1+ T <{

wskutek czego bedzie dla nieskonczenie wielkiego N

@xX
Oznaczmy nieskonczenie mai?- liczbe drugorzedng— przez —

przeto N= p.ai natenczas otrzymamy:

1]i.a , 1 p lai
i*H 1+ = ja+ ->

Zastosowujac do ptej potegi dwumianu wzér Newtona, otrzy-
mamy:

11R
1+ +{I}*7+ +{S}°7+--+|?)' pr +e"

a ze dla nieskonczenie wielkiej liczby p, jakiegokolwiek bytaby
kierunku, bedzie:
(P1 1 p(p— 1) (fr—2) ee=(p~r~t~1) | = r . 1 =i
(r)"pr 1.2 N § pr r! pr r!

przeto dostaniemy:

= 1+ ~ + 21+ 317 bez konca.

Suma otrzymanego szeregu nieskonczonego ma warto$s¢ niewy-
mierng € — 2-718.281828459..., ktdéra jest zasadg naturalnych
logarytméw i oznacza sie zwykle literg e

Wedle tego bedzie:

( .1 1,1. )*i
la = U + 1]+ 21+ 31+ --J —eA
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Tym sposobem przedstawiony zostata jednostka obrotowa w po-
staci potegi zasady bezwzglednej e przez wykiadnik drugorzedny.
Bezwzgledna warto$¢ wyktadnika réwna sie argumentowi danego
czynnika obrotowego. Oznaczmy

elog A = lognatA = log A, natenczas otrzymamy wzoér:
log 1« = a.i.= aV —i
Logarytm naturalny czynnika obrotowego réwna sie jego argu-
mentowi pomnozonemu przez jednostke drugorzedny.
W szczegé6lnosci otrzymamy dla réznych czynnikéw obroto-
wych ich symbole potegowe i logarytmy naturalne w postaciach:

li = jJ = i ; Icgj = i
. ) ) 7.
Ig =i=e 2 log | 1
lit = .y 7 eiti log (~-1)=7t.i
12it _ r+i) =e2*i IOg 12it= 2n.i
l2rit = 8o == e2riti log I2ric= 2m .i
j_p= P P== ¢ logi—p= — cpi
1-5= 4 1= i leg l—i= —i
= j. 2rit— e--2rit .i log 1—2rir — — 2nt.i

Na podstawie powyzszych wzoréw mozemy kazdy liczbe
obrotowy przedstawi¢ w postaci potegi liczby e Otrzymamy
bowiem dla liczby obrotowej aa — a.la, ze wzgledu ze

a= eloga ; la = e*l
wzor: da = aela = eloga.eai= eloga+ ai przeto
logaa= loga-j-a.i= loga-j- aVv'—1

Logarytm naturalny liczby obrotowej jest wiec dwucztonem,
ktérego liczba pierwszorzedna réwna sie logarytmowi naturalnemu
jej liczby”~bezwzglednej a drugorzedna jej argumentowi.

Kazdemu dwucztonowi odpowiada pewna liczba kierunkowa
w postaci Rtp +2ra, logarytmem naturalnym liczby obrotowej
bedzie wiec ostatecznie liczba kierunkowa. Otrzymamy miano-
wicie, kladac:

logaa — logz— a.i= Rp+2rit

na oznaczenie liczby bezwzglednej R i zboczenia @ wzory:

R2==(loga)a-f a2 ; tang @ czyli

R = V>ga)2K 5 9= arc{ tans = Fogal
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przeto na oznaczenie logarytmu naturalnego liczby a« w postaci

liczby kierunkowej wzér:

log da = [ (loga)2-j-ad acctang— + 2Tt ==R,,
log a Y

Dla liczby obrotowej z ujemnym argumentem otrzymamy

podobnie:
a—a= a.l_« = el’ga. e—ai = eloga—ai przeto:
loga—a= loga—a.i= loga— aV~~I
czyli log aa = [j/jjoga)2-f- adjarctang
llog a

Logarytmy naturalne j sprzezonychjliczb obrotowych aai a—a sa
sprzezone liczby kierunkowe w postaci Rp i R —tp, albo w postaci
dwucztonéw «Fi.y i as— i.y.

Znajomos$¢ logarytmoéw naturalnych liczb bezwzglednych do-
zwala wiec oznaczy¢ logarytmy naturalne wszelkich liczb obro-
towych.

Jezeli jako zasade ukitadu logarytmicznego przyjelibysmy

na miejsce e inng liczbe n. p. b, gdzie

b— elogb a przeto e= Wogb natenczas otrzymalibysmy:
log a
a—enga = |&logb loga frlogb przeto
I>log« = loga. !
log b
Staty czynnik”i-~ , przez ktéry logarytm naturalny pewnej Lczby

pomnozy¢ nalezy, aby tej logarytm dla innej zasady b otrzymadg,
nazywamy zamiannikiem logarytméw. Oznaczywszy go literg M,
otrzymamy:

bloga= M. log a przeto takze:

Mogaa= M loga* = M (loga-f-ai) = MOga-j- Ma. i
M |v'(loggs Gf arc tang log 4 2rre

Dla logarytmoéw zwyklych czyli briggowskich, ktérych zasada
jest liczba 10, mamy zamiennik

M = j—jqg= I0loge=Loge= 0-43429448..

przeto otrzymamy na oznaczenie logarytmu zwykilego liczby obro-
towej aa wzor:



Log & = Log a-|- 0 +43429448.ai czyli
Log aa= jK(Log af + (M.a)2 jare tangd K - +8nc =M . R~gne

Przyktady logarytméw zwyktych:

\N) Log2* = Log2+ Mn.:= 03010300+1-3643763.1 =
1 -G6{2%77953Ls Y
2) Log2—n=Log 2— Mn.i= 0-3010300 — 1-3643763 1=
— 1-86110 77%8s 2y U

3) Log Ire=Mn.i=1-364376.1=1-364376

4) Log = . ——1-364376.i= 1.364376270°

5 Log Ilg =7,Mn.i=0-682188t= 0-68218890°

6) Log I_g= -7 8Mn.i= -0-682188 i = 0.682188270C°

1) Log 10R= Log 10+ 7, Mn.t= 1+ 0454792 i=
3 1-09866,4°,,'» 0 5*

8) Log 10--it=Log 10—7sM .§ = 1-09856—24°27.28-05"
8

Z logarytméw zwykitych mozemy otrzymaé logarytmy natu-
ralne, jezeli otrzymane logarytmy przez zamiennik:
M =0-4342945 podzielimy czyli przez 2-3025851 pomnozymy.
Wykreslenie logarytmoéw. Logarytmy naturalne liczb
obrotowych mozna takze otrzymaé¢ metodg graficzng. Zajmiemy
sie najpierw wykresleniem logarytméw liczb bezwzglednych.

Z zréwnania:

otrzymamy:
a
i+
Potézmy pa-= przeto (X = tedy otrzymamy:
_ n\cr
= H M3 £
1+ -i1+fil+ Ly =4 (F¥ar 1 =

Z powodu, ze p jest liczbg nieskonczenie wielkag, bedzie

nig takze n, a przeto:

= — . Wskutek tego bedzie:

ea==1+ T1+ 21+ 3T+- — A
Na podstawie tego wzoru mozemy dla kazdego przyjetego
wyktadnika a otrzymac¢ potege ea czyli liczbe A, ktérej logaryt-
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mem naturalnym bedzie wiasnie przyjety wykiadnik. Przypusémy
ze'mamy obliczone wszelkie potegi liczby e, tedy moglibysmy,
przyjawszy pewna diugos¢ zajednostke, poodcinaé¢é na osi 0 X roz-
Fig. 12 maite wartosci a od 0 do co a
na prostopadtych do tejze osi
w koncu odcinka a wyprowadzo-
nych odpowiedne potegi ea = A.
Tym sposobem otrzymaliby$my
na ptaszczyznie XOY rozmaite
punkta, ktére z sobag po kolei
potaczone, dalyby krzywe uzmy-
stawiajgca zmiane liczby A za-
wisle od jej logarytmu natural-
nego a. Krzywe taka nazywamy
krzywa logarytmiczng albo loga-
rytmika, awzor y = e s bedzie jej
réwnaniem. Jezeli dx bedzie nieskonczenie matym przyrostem loga-
rytmu, tedy liczba y zmieni sie o ilo$¢ nieskonczenie mata dy,
przyczem y -\ -d y czyli dy=ex+ix—ex .=ex (edx—1)
Ale . dx ( (dx)2 ( (da)3
"IM 2 3!
a po opuszczeniu nieskoniczenie matych ilosci wyzszego rzedu bedzie
edx= 1]-dx, przeto dy=ex.dx
Jezeli T oznacza kat nachylenia, ktory tworzy styczna wja-
kimkolwiek punkcie logarytmiki z dodatnim kierunkiem osi OX, to
dy
tan8 = N = ¢éx =Y.
Jezeli wiec z pewnego punktu A krzywej wykreslimy prosto-
padta do osi pierwszorzednej ¥ = AO, a od jej spodka O ode-
tniemy na osi X jednostke — 00, to prosta AC bedzie styczng
w punkcie A. Na tej wilasnosci opieramy przyblizong konstrukcye
krzywej logarytmicznej. W tym celu odcinamy na osi 0X po
obu stronach punktu poczatkowego Kkilkakrotnie przyjeta jednostke
podzielong na dostateczng ilo$¢ réwnych czgstek i wykreslamy
w pnnktach podziatu szereg prostopadtych do osi 0X. Przy-
jawszy tedy na osi Y punkt A tak, zeby 0A =1, igczymy go
z punktem C w oddaleniu 0C =1, a otrzymamy styczng AC,
ktéra przetnie najblizszg prostopadta w punkcie A’, przyczem AA’
bedzie elementem zgadanej krzywej.



taczac dalej A’ zpunktem C’ w odlegtosci = 1 od spodka prosto-

padtej A’ O’, otrzymamy miedzy nastepnemi prostopadiemi nowy

element krzywej A’A” i t. d. po obu stronach punktu A. Tym

sposobem otrzymamy krzywag logarytmiczng tein doktadniej-

szg, czem drobniejsze beda czesci przyjetej jednostki. Krzywa

przecinajac 08§ Y w oddaleniu = 1 od O, zbliza sie asympto-

tycznie do ujemnego kierunku osi OX. Rzedna punktu logaryt-

miki wyobraza¢ bedzie liczbe, a odpowiedni odcinek OX jej

logarytm. Mozna wiec za pomoca logarytmiki dla danej liczby

bezwzglednej znalez¢ graficznie logarytm lub odwrotnie do danego

logarytmu odpowiednig liczbe.

Otrzymana krzywa moze takze postuzy¢ do graficznego ozna-

czenia logarytmu liczby obrotowej. Poniewaz
log ad == log a -j- a.li R? przeto

wyobrazaé¢ bedzie punkt, w ktérym sie przecinajg dwie proste,

Fio. jg jedna réwnolegta do osi

Y w oddaleniu = loga,

druga réwnolegta do

osi OX w oddaleniu

= a, logarytm danej

liczby eta Majac prze-

to na fig. 13. punkt

M odpowiadajacy licz-

bie obrotowej <Xa za-

kreslamy promieniem

OM=a Iluk przecina-

jacy o$ OY w punkcie

A, roéwnolegta do osi

O X przez A wypro-

wadzona przetnie Krzy-

we logarytmicznag

w punkcie A0, gdzie AOA’'=a, odcinek zasOA’=loga. Jezeli na-

stepnie na osi OY odetniemy OL =a tj. dlugos¢ luku zakreslonego

prom. =1 a zawartego miedzy ramionami kata AOM i poprowa-

dzimy LR JOX, tedy wyobraza¢ bedzie punkt R liczbe log aa

Jezeli liczby obrotowe aa, ag majag ten sam modut = &g

tedy ich logarytmy maja ten sam czion pierwszorzedny = loga.

Liczby obrotowe, przedstawiajace punkta lezgce na kole zakreslo-

nem z O promieniem = a (fig. 13), maja wiec logarytmy przed-
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stawiajg.ee punkta, posuwajgce sie po prostej réwnolegtej do OY
w oddaleniu = log a Kazdemy kotu, jako miejscu liczb aa od-
powiada przeto prosta JOY jako miejsce ich logarytméw. Koln
zakreslonemu promieniem = 1 odpowiada sama o$ OY, dla kot
0 promieniach 1 lezg proste po dodatniej stronie osi OX, dla
kél o promieniach 1 po ujemnej. Punktowi O odpowiada pro-
sta JOY w oddaleniu = — go
Fig. 14. Jezeli liczby obro-
towe maja jednakowy
argument a, tedy ich
logarytmy maja jedna-
kowy czton drugorze-
dny. Liczby obrotoAve
przedstawiajace
punkta lezgce na pro-
stej OA (fig. 14) po
wykonanym obrocie a,
maja przeto za loga-
rytmy liczby kierun-
kowe przedstawiajgce punkta lezgce na prostej JOX w oddaleniu
OL=a, Kazdemu potozeniu prostej ruchomej OA, jako miejscu
liczb aa odpowiada prosta | OX jako miejsce ich logarytmoéw.
Prostej OX =z obrotem 0 odpowiada 0o$ X 'X’', prostej OY [po
obrocie = '/2n\ prosta P’P |X 'X w oddaleniu OP = ¥2n itd. Pro-
stym z ujemnym obrotem odpowiadajga proste J O X, przecinajgce
ujemng strone osi OY.

Uwagi powyzej przytoczone dotycza logarytméw liczb obro-
towych dla dowolnej zasady bezwzglednej b. Nalezy bowiem wedle
wzoru log aa= Mlogaa= M.Ry, logarytm naturalny liczby po-
mnozy¢ przez odpowiedni zamiennik M = Moge = 1:logh, aby
otrzymac¢ logarytm dla danej zasady. Liczba M wyrazajaca od-
wrotng wartos¢ logarytmu naturalnego nowej zasady, jest dla za-
sady bezwzglednej b zawsze liczbg pierwszorzedna i to dodatnig,
jezeli b j> 1, a ujemng dla b 1.

Logarytm liczby obrotowej, dla zasady b 1, bedzie wiec
liczbg tego samego kierunku, co jej logarytm naturalny, zas dla
b 1 kierunku przeciwnego.

Logarytmy liczb kierunkowych. Liczba kierunkowar<p,
uwydatniajagca wedle swego pojecia tylko Kkierunek liczby bez-
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wzglednej r, zastepuje wszelkie liczby obrotowe w postaci:

r<ftkn=r. Itpt2kit dla k= 0, 1, 2... bez konca.
Zwazywszy atoli, ze
1 2+ 2rn=e(<?+2rjt)i ; »Pp+ 2rit"=elogr + (ot 2rit)i

otrzymamy: logrip = log rKpr2tk= log r_j_[op+ 2rrc].

Kazda liczba kierunkowa ma przeto nieskonczenie wiele logaryt-
moéw odpowiadajacych tej samej zasadzie bezwzglednej; wszystkie
sg dwucztonami, ktére majg jednakowy czton pierwszorzedny réwny
logarytmowi jej liczby bezwzgednej czyli modutu r a rézne cziony
drugorzedne réwne jej mozliwym argumentom, a przeto réznigce sie
miedzy soba o wielokrotnos$¢ liczby 2n wzglednie 2Mrc. Na ozna-
czenie logarytmoéw naturalnych liczb pierwszorzednych, majacych
zboczenie 0° lub 180°, drugorzednych o zboczeniu 90° albo 270°

i w ogodle liczb dowolnego kierunku, oznaczonego zboczeniem— ——
otrzymamy wiec ogélne wzory:
log rO— log ?2kjr= logr+ 2Jeni
logriso= loSr(2k+)*= log rx [2k-j-IIn.i
logr0 = logr'« +2fejt = logr+ /2 [1+ 4fc]n.i
5, —

log»w = I°’E£rK+2kB= logr+ Vj@Bz* 4k)n.i

log¥360.=10gr2it+2kn = loS rJr2Znfitnk)n.i
n n

Przy uzyciu logarytméw briggowskich nalezy oczywiscie cziony
drugorzedne przez zamiennik M = 0 «43429448 pomnozy¢. Otrzy-
mamy tedy n. p.

Log 2180=Log2 + (2ft+I)Mn.t=0-8010300 + (2ft+1)I1- 3643763.i
Log 260= Log 2 + 1/3(1+64) Mn.i=0-3010300 -f (1+64)0-454792.;

Na podstawie powyzszych prawidet logarytmowania liczb
kierunkowych mozemy oznaczy¢ logarytmy dwuczionéw i wszel-
kich liczb algebraicznych, zamieniajac takowe wprzéd na liczby
kierunkowe. Wedle tego beda miaty logarytmy tych liczb takze
nieskonczenie wiele wartosci dwucztonowych.

Logarytmy liczb dodatnich pierwszorzednych maja wedle
wzoru log(-j-a) = loga+2m = loga+ 2?nyi jedne warto$é
rzeczywista =lo g «, a nieskonczenie wiele wartosci dwucztono-
wych parami sprzezonych w postaci:

loga-f-2nV~HI 5 loga— y —I
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loga-j- 4wyr—i ; loga— 44 V~-"I
loga-j- 6eY —J ; loga— 6n-y—1
loga-]-2knY —i j loga — 2kn Y—i
Logarytmy liczb ujemnych pierwszorzednych maja wedle
wzoru:
log (— @)= log a-t(2r+l)ic = log ax_(2r-j- Dicp/Zi

wszystkie wartosci dwucztonowe, parami sprzezone w postaci:

loga-j- ny —1 ; loga— ny —lI

loga-j- 3n\/HI ; loga— 34dY~I

log a-}- . log a— hnY~-1-

log a-]- Q&)Y — ; loga— (R&fFDOuvV —1

Logarytmy liczb urojonych czyli drugorzednych sa dwuczto-
nami w postaci:

log (-f-ay —i) = logaT+2 = loga-j~*2(@1 4i'Tz)nY—i

log (—a,y~"i) — log a3n —loga-}- /23 + 4r)nyY —1
2_+2r™

2r

Wedle tego odpowiadajg logarytmom liczb drugorzednych do-
datnich wartosci:

log ¢4 U2T\T=I ; loga— 33rcy —I

loga.+ 627T\"=T ; loga— 72y —i

loga-]-99 71V —1 ; log« — 127

log a -j- 72 (4k-]-n y*HI ; log a — 1 g(4k-j-3)7c\/™ 1
natomiast logarytmom liczb drugorzednych ujemnych nastepujace:

loga-f % ey~—i ; loga- *,nY~1

loga-j- 72u ; log a - 52 \"N=T

loga-f u/2m i loga- 92«

loga— 12 (4c3)ecy”™Zi ; loga— V2U4AN)ecy —i

Logarytmy dwucztonéw okres$lone sg zréwnaniem:
log (« -f-6~"H i)=logE f +2i-7t=log E-f-(9+2r7c)\6 —1 =
=log ba2ft2+ (juc tang —+2)ir)\T=1

maja przeto oprécz wartosci u-\-<pY ~| niekonczenie wiele war-
tosci dwucztonowych w postaci:

u-)- epj—2w)y —1 ; u-|- (p— 2rc) \r -i
u-l- @€c4nY~1 ; U-j- (@E—4wWV —1
u-j- (<p+6jt)v=I1 ; w-j- (9—6©\/Ii

u-j- (cp-f-2k7i)v~=l  ; U-j- @— Ykn)y~"i
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b
gdzie M=Vr«2|+2 @= arc tang - a liwyobraza dowolng

liczbe catkowita.
Dwucztony sprzezone maja logarytmy takze parami sprzezone.

Przyktady logarytméw briggowskich liczb dodatnich, uje-
mnych i dwucztonéw.

Log (+1)=2rMuV'~=i=+2782875.rVL=T

Log (—1)=(2r+1)M «=+ 1-364376 . (2r +

Log (-]~2)=0-3010300 + 2-782875.r \r~1

Log (— 2)=0-3010300+1-364376 (2r+1) }f-1i

Log (3-(-4V —Il)=L og b5arctangd/s =

= Log 5-j-M(arc tang 4/3 + 2ru)\L77i =

= 0-6989700 + (0-38335 + 2-782875 r)\L=I

Log (3— 4\LZTi)=0-6989700— (0-38335+2-782875\TZI
O znaczenie liczby odpowiadajgcej danemu logarytmowi.

Jezeli dang jest liczba obrotowa P jako logarytm naturalny
szukanej liczby natenczas otrzymamy celem oznaczenia liczby
bezwzglednej a i argumentu a nastepujgce zréwnanie:

log=1log a-f- ot\TZTi= r<f = r cos @-j- sin \' J.I
z ktérego wypada:
loga—rcos @ ; a= rsing przeto
ua (C *IXsin @
Jezeliby za$ liczba obrotowa rp byla logarytmem briggowskim
szukanej liczby aa, tedy mielibysmy:
Log aa =Loga Ma.i=np = rcoso-]-irsinfp a przeto:

Loga= rcosom, ; Ma—rsing czyli:
rsin
a= 10 a= ®
M

Z objasnienia powyzszego widoczna zarazem, jak postgpi¢ nalezy,
jezeli danym bedzie dwuczion «-]-» ~71, jako logarytm szuka-
nej liczby aj. = p-\-qyLZi.

Niech bedzie n. p. dwuczion 3-j-4\/7Z1 logarytmem brig-

gowskim szukanej liczby aa —p-\~qV'—I, natenczas otrzymamy:
Log (p-)-qy _i) = Log = Log a-j- Ma\LHT = 3-}-4 \f—i
przeto Loga= 3

a M 0-43429448 9 21034
czyli a= 103= 1000 ; a= arc (527°42’48-96")

p= acosa= — 977-096
a ztad:

g—asina = 212-798



z czego wypada:
3-f 4 Vv— Log (— 977-096 + 212-798"1).

Logarytmy, potegi i pierwiastki w najogdlniejszem znaczeniu.
Logarytm liczby aadla zasady b$ Wszelka liczba obro-
towa da sie wedle poprzedzajgcego rozdziatu przedstawi¢ w for-
mie potegi dwuczitonowej liczby bezwzglednej e czyli w formie
ilosci wyktadniczej
eloga-fai_ bry - aa
gdzie ry nazywa sie logarytmem naturalnym, aa odpowiednia liczba.
Wedle tego wzoru mozna kazdag liczbe obrotowag aa przedstawié
w postaci potegowej innej liczby obrotowej 6fi. Jezeli bowiem:
6p=eloeb+ Pi; tedy e=(6p)|ogbl+ pi a przeto:
logb + pi
aa = gtoga+ “1= (b p)loga - ai
z czego wypada na oznaczenie logarytmu liczby aa dla zasady
6p wzor:
loga-j-a.z logaa
"log-6-}- p.z — log 63
Logarytm liczby obrotowej aa dla zasady, ktéra jest nowa liczbag
obrotowg, réwna sie ilorazowi z logarytmu naturalnego liczby

log aa

przez logarytm naturalny zasady. Stosunek ten da sie wyrazié
w postaci liczby kierunkowej, jest bowiem ilorazem dwéch liczb
kierunkowych. Otrzymamy mianowicie:

i Pi m
! P|ogda = —1-
n |o-
logal2j-a .
v\ -[log6]2+ p arc tang- log arc tang»Iogb
Jezeli tang p tang v ‘]I—
loga Togé
tan tang v alog &—=[Btoga
tedy tang (p—Vv)= 9 P ¢ 9 [Btog przeto

1-j-tangp.tang v logalog6-j-a[3

mrc t 3'096;@_ B1oga  \skutek tego bedzie:

9 angﬁg--- lfcsslfhi wskutek tego begdzie:
log aa = \ \/(log <</+«. arc tang 109 b - plog a
\ (logf)2-1{B: log a log -j- afl

albo w postaci dwucztonowsgj.:
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logalog b-j-ap oclogh- -pioga _

(loP )2+ [3~+ qlogbj -f B V“-i=p+qV—1
Logarytm liczby aa dla zasady &B jest wiec w ogdélnosci liczby
kierunkowa, ktéra w szczegélnych wypadkach staje sie pierwszo-

1 logNfa

albo drugorzedna.
Jezeli mianowicie:
alogb = ploga czyli loga:log6 = a:B tedy bedzie:
~Plog «a ="kjt liczbg pierwszorzedna;

jezeli za$ log a log b— — o tedy bedzie &Plogaa = ?'icT liczba
drugorzedna. a

Logarytm liczby aa dla zasady bfi, bedzie wiec liczbg pierwszo-
rzedna, jezeli stosunek miedzy logarytmami modutéw tyclize liczb
réwna sie stosunkowi miedzy ich argumentami, za$ liczbg drugo-
rzedng, jezeli iloczyn z logarytméw ich modutéw réwna sie uje-
mnemu iloczynowi z ich argumentow.

Z dalszego roztrzgsania powyzszych zréwnan otrzymamy
wzory uwydatniajace zwigzek miedzy poszczegélnymi rodzajami
liczb obrotowych i zasad a odpowiednimi logarytmami.

Miedzy innemi otrzymamy n. p. zréwnania:

loga ~
19 K(loga)2~+a.3 -
1) Og da = P PV-1:1( gF) aro tang loga
log a V [log-a.]5
2) Tlog dx logb log bK -1 = log b arotang' |oq 5
alogh
3 *log lo [log&]2f-pa [log 6laf-p!K -1 =
log b
K(log 6)2+ p 2prc ta ~ f
log aloghb plog a
6P i =
4 log = (log6)2+ p2 mlogh)3+ ps¥ ' =
log a 9
K (log b)2-f- psi-arc tang- I;)g b
; a o
5) 1904 4 — ]

z ktérych wyptywajg nastepujace zdania:

Logarytmy liczby obrotowej aa dla jakiegokolwiek czynnika
obrotowego, jako zasady, sa liczbami tego samego Kkierunku, nie-
zawistego od argumentu czynnika obrotowego. Kierunek ten jest
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prostopadtym do kierunku, jaki majg logarytmy tejze liczby
dla zasad bezwzglednych. (Wzér 1, 2)

Logarytmy wszelkich czynnikéw obrotowych sg dla pewnej
liczby obrotowej I, jako zasady, liczbami tego samego kierunku,
niezawistego od czynnikéw obrotowych. Kierunek ten jest prosto-
padtym do kierunku, jaki maja logarytmy wszelkich liczb bez-
wzglednych, dla tejze zasady. (Wzér 3 i 4).

Logarytmy czynnikéw obrotowych dla zasad, ktére sa row-
niez czynnikami obrotu, sa liczbami bezwzglednemi, wyraza-
jacemi stosunek miedzy argumentami liczby i zasady. (Wzér 5).
Précz tego patrz: Potegi czynnika obrotowego str. 24.

Potegowanie liczby bp przez wyktadnik Ko Potego-
wacé liczbe bp przez wyktadnik rp znaczyloby: znalezé liczbe,
ktorej logarytm dla zasady bp réwnatby sie liczbie K@ Oznaczmy
szukang liczbe przez aa, natenczas otrzymamy:

~Plog eta — Ty czyli (bp )r'f= aa
Poniewaz atoli na podstawie prawidet w logarytmowaniu (str. 34)
wytozonych
bp — elogb-|-pi przeto otrzymamy:
aa— (boy o= (elosb+ bi)r&e czyli
w zastosowaniu wiasnosci symboléw potegowych, okreslonych wzo-
rami (Am)n = Amn> do powyzszej potegi nastepujace zréwnanie:
oa =(£>g )rp= e(lagb + pi).
Oznaczenie szukanej liczby a« polega przeto na obliczeniu
ilosci wyktadniczej
<Ip(logb+ pi)= eu+iv =aa gdzie uUu+ i.v~r? . (log& -f pi)
Zwazywszy, ze wedle prawidet rozkiadania liczb kierunkowych
(str. 14) bedzie:
r-p == rcosm-j- 1rsin o
otrzymamy, wykonujac wskazane dziatania:
P (log b-j- p.i) = (rcos @-ti.r sing) . (logi -j- i. p)=
=r[(cos cplog&— psin cp)4-i. (p cos cp-|- sincplog&)] =

Jcos P ] b SLE

e 100 e Feeee to:
T ilog T4 1 IO% s —g(:eosep przeto

blaxsf

®j-i.v— Ilof z czego wypada:

(psina * “199 e_goqfi
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rcos P fol' sm ¢
ool iV PE gTrpws Y
DT cos p
a o = a,Ssintp; a=n=log(&rsm<p#gifcoscp)

Zréwnanie okreslajace wynik potegowania liczby bp przez wy-
ktadnik r<, bedzie miato ostatecznie ksztatt:

n » (6rcos't)
©g)rv = (CP1sm9j (r sin plog b -j- rp cos q)
zastepujacy pewna liczbe obrotowa. aa

Liczba ta zajmie miedzy innymi Kkierunek piewszorzedny,
gdy w ogélnosci:

r sin glog b-|- rjj cos = 2krc

przy calkowitem Kk, albo gdy r sin @log b= — rjt cos @@ co pro-
wadzi do warunku:

tang @ log b czgli @= arc tang i-ggi
(Poréwnaj z wzorami 3 i 4 na stronie 45.)
Przyktady:
(Ip )1 wmp'{gcosq) (h p> I/?BrSin?quCOS ®
(i«)" = N ; (i) = 4 - o = t
o i 2 jIKm1—1 i ~ —iy: 5 1—n
' e lcosa - (/yen
(la)ri= ~» v (1, )-ri=me- ; (&K = & ; (6o)NM=jr

Pierwiastkowanie liczby obrotowej fp przez wyktadnik rp
sprowadza sie do potegownia tejze liczby przez wykladnik od-

wrocony . Otrzymamy przeto na podstawie wzoru

o
dla potegowania:
rf (~)-<p Ir ) ) o
nr-= (6p)r H kl’\cosngsmqﬂqcog;p_ sin”™ i0g Jj

wzor podajacy rozwigzanie wszelkich tego rodzaju zagadnien.
Przyktady:
lep i i
VIJ = (ePsinf)pcos9 : KIT = e« 7 VU =~
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Ki= Ke* ;o Vj=e ; Ki=i-i ;o K*= 1-*

Ogoélne wzory powyzej otrzymane dadza sie z korzyscig za-
stosowa¢ do dziatan dwucztonami.
Niech bedzie:
<J-j-&K—I=BjJ +2nt J U-\-vy.—I=Aa+'2te
tedy otrzymamy na oznaczenie logarytmu liczby
(u-f-oK 1) dla zasady (a-(- bK —1) wzér nastepujacy:
(a+bVv/i)log {u-\-vy~i) = BCz*2klog Aa+2te=
logAlogB-j-(a+2t7c) (p+2kn) . (a+2tr:)logB— (j3+2k7t)logA___
” (log)B2-)- (™ +2k%)i n Tog B)al (T 2kT
w ktérym

|
=

A = K«Afu* ; B = KaT” i9=arctan&— ; a= arc tang—

Wzdér ten wskazuje na nieskonczenie wiele wartosci, jakie
logarytm dwucztonu dla zazady dwucztonowej mie¢ moze. Po-
szczegllne wartosci tego wyrazu otrzymamy, jezeli w nim za 2&it
podstawimy liczby catkowite 0, 1, 2... w wszelkich mozliwych
potaczeniach.

Potega dwuczionu a-\-by _1 przy wyktadniku dwu-
cztonowym c-j- d K —1 oznaczona bedzie znowu wzorem:

(a+ &K=1l)ctdv;zi = (BP+2KkT +dy-1=

- -8, k?t}Jo(P: 2k7t)+log Bd

Bc cos[c(™+2ku)-|-logBd ] B c sin[c(p+2k7i)-j-logB<l ] r___
gd (p+ 2Kn) | y B+ 2 ! 1
z ktorego dla k=0, 1, 2 ... poszczegblne wartosci potegi otrzy-

maé¢ mozna.
Symbol (a-j- by —I)0+dV~i ma wiec takze nieskonczenie wiele
wartosci dwucztonowych, ktérych cziony pierwszo- i drugorzedne
zawisty atoli od jednej tylko zmiennej liczby catkowitej lc
Wstawiwszy k= 0, otrzymamy pierwszg warto$¢ powyzszej
potegi w ksztatcie:
Bc cos (c p-j- dlog B) Bcsin(cp-j-dlogB) r___

x0— T + KP ~v -1
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Przykiady pomniejsze:

1) (cos a-j- sina.y —I)V~i — fta+ 2kit)l = e—(a+ 2kit)
wszystkie wartosci sg tu pierwszorzedne, j'ako to:
1 1 1
6 © ee+2T 5 ga+dit 1 tod
. [ic(i+4k)|yr=i 1
P (v-Uv=E=_0 jleic [1+ 4K]
I 1
3) DV ==pit 2 201 = engi 2K
4) (+1)V_i= (1% 2kit)i = 9+2dr

5) (+a)V-i = oHT Los (log 0)-f- V —1 . e2kjt gin ~og @)

Przy obrachowaniu szczegélnem tego rodzaju zagadnienn za pomocg tablic
briggowskich, nalezy we wzorach log A zastgpi¢ przez 2 3025851 Log A, a luki
wyrazi¢ w stopniach.

Wszystkie dziatania liczbami obrotowemi prowadze, ostate-
cznie do pewnej nowej liczby obrotowej, ktéra jest przez dane
elementa co do swej liczby bezwzglednej i kierunku jednoznacznie
okreslong. Wynik dziatan wskazuje przeto zawsze na jeden tylko
punkt plaszczyzny liczbowej, do ktdrego za pomoca ruchu po-
stepowego i obrotowego ze statlego punktu przyjetego wedle wska-
zanych dziatan doj$s¢ mozna. Wskutek dziatan liczbami algebra-
icznemi albo $cisle kierunkowemi, otrzymujemy zas$ wyniki wielo-
znaczne, réznigce sie pomiedzy sobga co do wartosci bezwzglednej,
albo kierunku albo wreszcie nawet co do wartosci i kierunku.
Wzory wypadkowe wyobrazajg w tym razie skonczona albo
nieskonczong ilo$¢ punktéw na plaszczyznie liczbowej rozmaicie
ugrupowanych. Wieloznaczno$¢ wynikéw znajduje swe uzasadnie-
nie w wieloznacznosci samych liczb kierunkowych pod wzgledem
czynnosci obrotu i pojawia sie tez w tych dziataniach, ktére oprécz
kierunku, takze wielko$¢ obrotu uwzgledniajg. Zastepujac w da-
nem zagadnieniu liczby algebraiczne obrotowemi, otrzymamy jako
wynik dziatan liczbe Rp, w ktérej liczby bezwzgledne R i @
beda w ogélnosci zawiste od jednej albo wiecej liczb, zmienia-
jacych sie w statych odstepach 2n, jakiemi sg n. p. liczby X+ 2tn,
fi+2kn, cpdazsir. Przyjmijmy, ze wynik zawist od jednej tylko
liczby zmiennej tji, uwazajac na razie inne, jezeliby w wyniku sie
znajdywaty, za state, i pozwdlmy jej zmien.a¢ sie bez przerwy

w granicach od 0 do go, tedy wywota ona ciagla zmiane liczb
1
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R i @@ a zmianie tej odpowiada¢ bedzie na ptaszczyznie liczbowej
pewna Kkrzywa spiralna, t. j. krzywa wijgca sie nieustannie okoto
punktu zerowego w coraz to wiekszych lub mniejszych odstepach,
zaleznie od zwiazku, jaki wedle otrzymanego symbolu Rp za-
chodzi miedzy liczbami R i @ Otéz na takiej linii spiralnej znaj-
dowa¢ sie beda takze punkta, odpowiadajace liczbie Rtp, dla tych
wartosciliczby > ktére o wielokrotno$¢ liczby 2n sie réznig. Punkta
moga by¢ wszystkie oddzielne albo niektére wspélne i wypadaja
one jako punkta przecie¢ linij spiralnych, ktérych szczegélnymi
gatunkami sg takze kota i linie proste.

W dotychczasowych poszukiwaniach trzymalismy sie zasady,
ze moduty i argumenta danych liczb obrotowych, sa liczbami
bezwzglednemi. Ta wiasnos$¢ zasadnicza liczb obrotowych lezata
juz bowiem w ich okresleniu. Nie trudno atoli wykazaé, ze sym-
bol, w ktérymby modut i argument byty liczbami obrotowemi,
ostatecznie takze tylko pewnej liczbie obrotowej o bezwzglednym
module i argumencie odpowiada. Zastosowujac bowiem do takiego
symbolu ztozonego wzbér:

aa= a.la — a.e" otrzymamy:

Yr<f) ~h e<1(rt)=~P eei'rf = h (e-rsi“'P)rasp —

= — L = (— |l — =&]j
bﬂ’i,,ran;}mp [\/S'nP}IP-f-rcosp T
gdzie & i ™ sg liczbami bezwzglednemi.
Przyktady:

fla+ ces1l ~ e
% ==(li)tl<l]= {7 } =*-7"(a” =1t L 5 (a“)i = ie)a

Funkcye goniometryozne.

Prawidta dziatan czynnikami obrotowymi moga by¢ z ko-
rzyscig uzyte do wyprowadzania zwigzkéw, zachodzacych miedzy
funkcyami goniometrycznemi rozmaitych katéow.

Poniewaz funkcye seca i coseca sg wartosciami odwrdéco-
nemi a tanga i cotanga stosunkami funkcyi cos a i sina, przeto
zajmiemy sie tu tylko wzorami, dotyczacymi tychze ostatnich
dwoéch funkceyj.

Za posrednictwem znanych zréwnac:



— 51

la = cosa-(-Isina , l—a= cosa— i sina
znajdziemy na podstawie prawidet mnozenia:
la.1—a= 10=1=[cos a-j- i.sina] [cos a —i.sina]=cos2a-|-sin 2a
z czego wypada: cos2a-j- sin2a= 1

wzoér zasadniczy goniometryi, wyprowadzany zwykle na podstawie
twierdzenia Pytagoresa. Patrz str. 14 fig. 7,

Z wzoru tego widoczna, ze funkcye cosinus i sinus sag za-
zwyczaj utamkami wiasciwymi z granicami 0 i 1.

Z iloczynu dowolnych dwéch czynnikéw obroto-
wych, okres$lonego zréwnaniem: la+p = la .Ip znajdziemy:

cos (a-j- 8) -j- isin(a-j- §)=( cos a -f- isin a) (cos p -f- isin §)=

=[cos a cos p— sin asin p] -f- i [sin a cos p-(- cos a sin p]

z czego wypadajg, na podstawie wiasnosci dwoéch réwnych dwu-
cztonébw wzory:

cos(a-}-p)= cosacos p— sinasinp

sin (a-j- p) = sinacos p-f- cos asinp
dozwalajace z funkcyj pojedynczych katéw wyznaczy¢ funk-
cye ich sumy.

Ze zrownania la—p= la. 1—p dostaniemy tym samym spo-
spobem dla funkcyj réznicy dwéch katéw wzory:

cos (a— p) = cosacos p-f-sinasinp

sin(a— p) = sinacosp— cos asinp
Zréwnanie la-fp-py-i-.. .+v = la.lp. 17 . . . Iv prowadzi ogélnie
do wzoréw wyrazajacych funkcye sumy ilukolwiek katéw przez
funkcye pojedynczych katéow.

W szczegdblnosci otrzymamy dla trzech katéw a, p,y, z zrow-
nania la-f-p+y = la. Ip. 17, po wprowadzeniu dwucztonéw, naste-
pujace zréwnanie:
cos(a-f-p-j-y)-)-zsin(a-f-p-}-y)=(cosa-| -tsina) (cosp-f-fsinp) (cosy-J-zsiny)
=(cos a cos pcosy— sinasinpcosy— sinacospsiny— cosasinpsiny) -)-
-l-i(sinacospcosy-)-cosasinpcosy-j-cosacospsiny — sinasinpsiny)
ktére prowadzi do wzoréw:

cos (a-j- p-f-y)= cosacospcosy— sinasinpcosy—

— sinacos psiny — cos asinpsiny,
sin (——p-f- y)=sin acospcosy cosasinpcosy -|-
-]- cos acos psiny— sinasin psiny.

Na podstawie prawidet potegowania czynnikéw obrotowych

dadza sie wyprowadzi¢ z tatwoscia wzory stuzgace do obliczenia



funkcyj wielokrotnosci pewnego kata z fnnkcyj kata samego.

Otrzymamy mianowicie z zréwnania (I<p )2= | 2? nastepujgce:

€0s29-j-zsin29=(cos(y-j-ising92=(cos2@— sin2cp)-]-i.2 sin(pcoscp
z ktérego wyptywaja dwa wzory:
cos 20 — cos 29— sin 2P sin29 = 2sin9 cos9

na podstawie ktérych obliczy¢é mozemy funkcye kata podwdj-
nego, znajac funkcye kata pojedynczego.

Ogo6lnie dostaniemy na mocy zréwnania (laJn = Ina wzorr
znany pod nazwa wzoru Moivre'a w postaci:

(cos @-\-isina)n = cos M -j- isinmc

Po rozwinieciu ntej potegi dwumianu cosa-j-isina dostaniemy
z niego zréwnanie:

n .
cosn—1 @@l sin @y

cos N@-f- isinN@= cos« a -j- 1

—2 ap sin2a cosn—ra@v sini' a-(-... =

= £>jnj *r cosn~ rasinr a
z ktérego wypadajg dwa wzory:

cosna = cosn a— |2 |cosu-2asin2a-j-..-j-(-1)r J2}.Jcos'i-2rsin2ra-]|-..
sin maac cosn—1lasin a cosn—3sin3a §—... |

-j-(—Dr J2,.~_i jcosn —2r—1sin 2r+1 a-j- ..

stuzace do obliczenia funkcyj wkrotnego kata, jezeli znane sa
takiez funkcye dla kata pojedynczego.

Obydwa wzory zatrzymuja oczywiscie swag waznosé, jezeli
« jest dowolng liczbg utamkowa, przedstawig sie atoli w tym wy-
padku w postaci szeregu nieskornczonego.

Ze zréwnania

I 2ritta=eos 2r7t+“) + isin (2rre+ a) = I2melta =

= (12iYr (cos octisina) = cos a + isina

otrzymamy wzory:
1) cos 2nt+a)=cos @ ; sin 2rrt+a)=i s'na
wyrazajace zwiazki miedzy funkcyami katéw a i 27-jt+a, kto-
rych réznica lub suma réwna sie catkowitej ilosci peilnych obrotéw.

Podobnie znajdziemy na podstawie zréwnania:

I(2r-(-l)itzta =cos [(27'-j-D)7t+a] -j-isin [(2r-j-1)it + a] =
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=1(2r+l)it e1+a= — l.(cosa+ Iisina)= — cos alf i sina
nastepujece relacye:
2) cos [(2r-j- Du+a]= —cosa , sin [(2¥-j-1)t+ a] = + sina,
wyrazajace zwiagzki miedzy funkcyami katéw: « i (2r-]-1) t+ aj
ktérych réznica lub suma réwna sie nieparzystej ilosci pétobrotéow,
czyli réwnowazna jest katowi poipetnemu.
Kazda funkcya jednego z takich katéw, réwna sie bezwzgle-
dnie biorac, tej samej funkcyi drugiego kata.
W szczegblnosci otrzymamy dla r= 0 , oc=y:
cos (a-j-y)=—cosy ; sin (tt-f-y) = — siny
cos (u—y) —cosy ; sin(c—y)= s'n..

Oznaczywszy wreszcie-g-=q dostaniemy z zréwnania:

1(2r-fl)gz<p = cos [(2rrc-f-1) g + o -f- | msin [(2r-j-1)g + o=
= I(2r+l)g =P = 12rg.lq . 1+ W= (12g)r .i. (cos @+ i sincp)=

—(—Dr (+ sin p-]-i cos cp)=Ip(*-Dr sin @-j- i (—1)r cos @
nastepujace wzory:
cos [(2r-]- Dg + 9]1= qr(—Dr sincp,
sin [(2r-j- Dg + I= (— 1)r cos @
wyznaczajace znowu zwigzek miedzy funkcyami katéw, ktérych
suma lub réznica réwna sie nieparzystej ilosci ¢Ewieréobrotow
czyli jest réwnowazng katowi prostemu, wzglednie prostowypu-
klemu. Kazda funkcya jednego z takich katéw réwna sie bez-
wzglednie bioragc kofunkcyi drugiego.

W szczegélnosci otrzymamy dla r—O0 lub 1, cp=Y relacye:
cos (g4vy) = —siny 5 sin(g-j-y)=cosy

3)

cos (—Y)=siny ; sin(g—y) = cosy
cos (3g-j-y)= siny ; sin(3qy)= —cosy
cos 3g—y)= —siny ; sin(3g— y)=— cosy

Mozemy wiec na podstawie ostatnich wzoréw funkcye wszel-
kich katéw sprowadzi¢ do funkcyj katéw mniejszych od

Chcac przeto otrzymaé tablice funkcyj goniometryczrych
poszczegdlnych katéw, potrzebaby je obliczy¢ tylko dla katéw

miedzy granicami O i

Zwazywszy, ze dla nalezycie matego kata d @ bedzie:
sindp= dp, cosdp= 1

moglibySmy przy pomocy wzoréw otrzymanych na funkcye sumy
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dwoch katow lub wielokrotnosci pojedynczego kata, postepowac
w rachunku do katéw coraz wiekszych i obliczy¢é tym sposobem
wartosci ich funkcyj z wszelka zadana dokiadnoscig. Postepo-
wanie to dosy¢ zmudne, da sie atoli zastapi¢ rachunkiem bez-

posrednim.
Wiadomo, ze czynnik obrotowy 18 odpowiada potedze liczby
e przez wyktadnik drugorzedny 5 Rozwingwszy te potege

w szereg wyktadniczy wedle wzoru:

.a a2 a3
=1+ 1T +21 + 37+eee

t . 8i 83i3
otrzymamy: U =ze« = 1|+ Fib i P
to: 8-j-isins B4 6 1
przeto: cos 8 -j- 1 sin Alv pl+ eee} 4
tt_ 82 85 8*
(e 31+ 51 71+
z czego wypadaja wzory:
** 82 -84 b ., . 83 .85
cos8=1 AR & 6!+ 'm; sin8 == 3j ol

uwydatniajace zwigzki miedzy funkcyami goniometrycz-
nemi kata a jego lukiem.

Wzory te podaja mozno$¢ obliczenia funkcyj goniometrycz-
nych dowolnego luku z wszelka zadana doktadnoscia.

Dla luku ujemnego 8= —9 bedzie:

n2 nd qb
cos (-9)= 1- 6] + eee=0QP
sin(—9)= — K — gi+fj-fj + eeel=— sin9.

Wystawiajac w wzorach cos 8 i sin 8 zamiast 8 liczbe drugorzedng

_ d6 (A 4- p—

W -1 otrzymamy: cos”~y~~I-f fo—

(3 tb di
sin(4»V*=D = 4 + 3l+ 11+ A+~ VT
z ktérych wyptywa, ze dostawa (cosinus) liczby drugorzednej jest
zawsze pierwszorzedna, wstawa (cosinus) za$ czystg liczba drugo-
rzedng dowolnej wielkosci.
Funkcye luku nazwane zostaly wedle Riccati’ego
hiperbolicznemi funkcyami luku 4» a wszczegélnosci nazywa sie
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cos ({ly™ZTl) hiperboliczng dostawe, za$ — isin hiperboliczng

wstawg tuku B i oznacza symbolami cos hip gji sin hip t
Moznaby wedle powyzszych ogdélnych wzoréw obliczy¢ takze,

funkeye cos i sin dwucztonéw tpjV —1. Otrzymalibysmy tedy:

n _ ?2+7N)2. (9 i 9 i<d6 1
cos (9+ " V —1)=1- ( +2!)T( + il 9+ iK

41 6!
-f-in A
sin(cp+ [VA=T )= (9 + (*"3!”*)* (Cp;' s 6 t7‘!"”d7
czyli po rozwinieciu wskazanych poteg wedle wzoru Newtona
w postaci:
cos (9-f-gVv=I)= M-f-N V"=
sin(@+''V —1)==P + Q V~=|
gdzie M ==cos 9 .cos @y —I) 7 N = sin9sin@y _i) y~~T
P— sin9 cos jy _i) , Q = — cos9sin(d»V —I) y~—i
Funkeye cos i sin dwuczitonéw sa wedle tego albo obie

dwucztonami albo jedna liczbg pierwszorzedna, druga czysto drugo-
rzednag. Obie nie moga by¢ réwnoczesnie liczbami drugorzednemi

Zastosowanie liczb kierunkowych w geometryi pfaskie;j.

Dziatania dodawania i odciggania liczb kierunkowych od-
powiadaja, jak wiadomo, tworzeniu pasm tamanych czyli wielo-
katéw na ptaszczyznie liczbowej. Wiasnosciom liczb kierunko-
wych, na tychze dziataniach opartym, muszg przeto odpowiadacd
wilasnosci figur geometrycznych. Widoczna ztagd mozliwosé¢ zasto-
sowania teoryi liczb kierunkowych do trygonometryi
i poligonometryi.

Fig. 15. Niech bedzie danym dowolny
trojkat ABC (fig. 15) o bokach abc
B i katach cepy. Przyjmijmy jeden

z jego wierzchotkéw n. p. C za
punkt wyjscia a bok CA za kie-
runek gtéwny, tedy otrzymamy
na oznaczenie potozenia punktu
B nastepujace zréwnanie:

al ~ ~o“t~-CJg0—a
Roztozywszy liczby kierunkowe na dwucztony, dostaniemy:

acosy-j-a siny = b-j- ccos (180 — a) -f-esin (180— a)y —1
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czyli: acosy-]-asiny — 6— ccos -f-csina \OZIT
z czego wypadaja dwa wzory:

acosy= 6—ccos a ; asiny= csina
Pierwszy wzér wypowiada zdanie: ze jeden bok tréjkata b réwna
sie sumie rzutéw dwoéch innych bokéw, drugi zas, ze boki tréj-
kata sg proporcyonalne do sinuséw przeciwlegtych katéw.

Jezeli obie strony ostatnich 2 zréwnan podniesiemy do dru-
giej potegi i dodamy, otrzymamy:

aa= ta-(- c2—2bc.cos a
wzoér wypowiadajacy twierdzenie Carnota, ze kwadrat kazdego
boku réwna sie sumie kwadratéw dwoéch innych bokéw mniej po-
dwéjnemu iloczynowi ztychze boké4w pomnozonemu przez cosinus
kata miedzy nimi zawartego.

Niech *bedzie w ogo6lnosci danym wielokat zamkniety
ABCDEP.. P, ktérego boki oznaczmy po kolei przez abcdef..p.
Przyjmijmy wierzchotek A miedzy bokami a i p za punkt poczat-
kowy, a dowolng prosta przez niego przechodzacg za kierunek
gtéwny. Oznaczmy nachylenia bokéw do kierunku gtéwnego przez
a~ytedy otrzymamy:

«a -j- -j- O B8 -(-...= P\ przeto
p cos = acos a-j- bcos @-)- ccosy -f- dcos5 -{- ..
psin = asina -j- bsin fj-f- csiny -j- dsin 5-f-...
Podnoszac te zréwnania do kwadratu i dodajac je nastepnie,
otrzymamy:
j?2= « 24-6afec2{t2{—. ..-f-2 ab cos (a—(3)-}
-f~2ac cos (a—y) -f-... -f- 2bc cos B3—y)-f~...
czyli, jezeli katy zawarte miedzy bokami po sobie nastepujacymi
oznaczymy przez [ab], [ac], [ad]... \bd]... otrzymamy wzdr naste-
pujacy : pl— a2-]- bl-f~c2-j- d2-)-... —
— 2 [abcos (ab) -J-ac cos [a\— ... §—6c cos [&d-}-==.]
ktéry wypowiada zdanie Carnota, zastosowane do wielokatéw, ze
kwadrat kazdego boku wielokata réwna sie sumie kwadratow
wszystkich innych bokdédw mniej sumie z podwdjnych iloczynéw
co dwéch z tychze bokédw, pomnozonych przez cosinus kata mie-
dzy niemi zawartego.

Wyprowadzone tu wzory wypowiadaja zasadnicze zdania
trygonometryi i poligonometryi plaskiej, na podstawie ktérych
wykonuje sie rozwigzywanie tréjkatéw i wielokatéw i wyprowadza
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twierdzenia geometryi ptaskiej.

Zastanéwmy sie teraz nad uzyciem liczb kierunkowych
w geometryi analitycznej.

Dowolny punkt M na ptaszczyZznie oznaczyé mozemy przy
danym punkcie poczatkowym i przyjetym kierunku gtéwnym 1)
za pomoca symbolu liczby kierunkowej r¢2) za pomocag dwu-
cztonu cc-)-y®0 albo wreszcie 3) za pomoca dwuczionu gdzie
y wyobraza znane nachylenie osi wspétrzednych.

Liczby wchodzace w skiad tych symboléw, zowiag sie wspoirze-
dnemi punktu, a to pierwsze r i P biegunowemi, drugie iy
prostokgntemi, | i ® ukosnokagtnemi.

Przy pomocy dziatan liczbami kierunkowemi wynajdziemy
z tatwoscia zwigzek zachodzacy miedzy owymi trzema rodzajami
wsp6trzednych.

Otrzymamy mianowicie zréwnanie:

= czyli:
rcos P{- rsin @Y~—i - X~\-yV —1==?-f-y cosy-f- siny \"~i
z ktérych wypadaja wzory:

r cos @= @=="?-j- jcosy rsinp= y —ysiny
dozwalajgce jeden rodzaj wspoéirzednych przez drugi oznaczyé.
Fig. 16. Ze zmiang punktu poczat-

kowego i kierunku gtéwnego otrzy-
mamy dla punktu dowolnego M
inne wspo6irzedne, ktére z pier-
wotnych oznaczy¢ sie dadza i od-
wrotnie, skoro zmiana powyzsza

M

jest Scisle okres$lona.

Niech bedzie O (fig. 16) pier-
wotnym punktem poczatkowym,
prosta O X kierunkiem gtéwnym.
Wspoétrzedne punktu dowolnego M
wzgledem tego uktadu, beda tedy

OM=r XOM=cp, albo
MP=y OP=ce, albo wreszcie
MQ=y 0Q=5.
Obierzmy teraz nowy punkt poczatkowy O’, oznaczony sym-
bolami réwnowaznymi:
(r°) fo—xo+ 20V — 1— fo+ (Qr

gdzie 00'=r0, XOO’=cp0, O'PO=y0 , OPO=:cO ; O'Q0= \
8
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OQO0= 720, a przyjmijmy prosty O X’ nachylony do pierwotnego
kierunku gtéwnego pod katem a jako nowa o$ pierwszorzedna,
tedy otrzymamy, oznaczajac wspo6irzedne punktu M wzgledem
nowego uktadu odpowiedniemi literami kreskowanemi, nastepujace
zréwnania, okreslajace drogi, jakiemi do punktu M doj$¢ mozna:
-WTo+r«+ f,"®+yV 2 ri="o+yoK=Il+a« + [/90+a =
= 6+ % — N0+ (tjo)f + £«

Roztozywszy liczby kierunkowe w tych wzorach zawarte na
dwucztony i zréwnawszy czlony pierwszorzedne z pierwszorze-
dnymi a drugorzedne z drugorzednymi, otrzymamy dwa szeregi
zréwnan:
rcosf=4+,0cos<f0-j-t,,cos(a-f-q3) —x = X O-\-afcosa— y’sin«—$ +m TJcosy =

= 60+ ~ocosy+ 1’'cosaj+ yjcos(@a+ y).
rsin9 —r0sin %-\-r sin (a-]-9’)—y—YyO0-j- cgsina-j- y' cosa= \fsiny=
= YDsiny-f£’'sina-f 73 sin (a-f-y),
ktére zawierajg w sobie mozliwe wzory transformacyi wspétrze-
dnych. Mozna przy ich pomocy oznaczy¢ wedle potrzeby ktéra-
kolwiek z grup wspoéirzednych, gdy inna grupa odniesiona do
oznaczonego punktu wyjscia i pewnego kierunku gitéwnego jest
wiadoma.

Jezeli przy zmianie wspétrzednych zatrzymujemy ten sam
punkt poczatkowy albo ten sam kierunek gtéwny, musimy w po-
wyzszych wzorach wstawicé

»o=ad=20="0="0=0 wzglednie a=0,
albo przy tem zatlozeniu odpowiedne wzory transformacyi nie-
zawisle, jak powyzej, wyprowadzic.

Liczby kierunkowe dadza sie takze z korzyscig uzy¢ do
wyszukiwania miejsc geometrycznych punktéw, odpowiadajgcych
pewnemu warunkowi, czyli do wyprowadzenia zréwnan linij krzy-
wych. Jezeli bowiem podany jest pewien sposéb dojscia do punktu
X-\-y V —1 na ptaszczyznie, tedy mozemy korzystajac z tego wa-
runku, otrzymacé¢ na oznaczenie tegoz punktu dwuczton f(a, 6,.qo4—
-}-iF(a, b... 9), gdzie ab sailosci state a9 ilo$cig zmienng. Otrzy
mamy tedy dwa zréwnania:

x=f(a,b...9) y = F(ab...y)
z ktérych po wyrugowaniu zmiennej 9 otrzymamy zréwnanie szu-
kanej linii krzywej w postaci:

I(*y)=o.



Przyktady: *)

1) Wyprowadzi¢ zréwnanie linii, ktérej punkta od pewnego
statego punktu a-\-b\T—1 sg réwno oddalone.

Oznaczmy state oddalenie przez r, tedy otrzymamy celem
wyznaczenia dowolnego punktu szukanej krzywej zréwnanie réwno-
wazne: X\yvrA—1 — V'—1-j- rf
gdzie @ wyobraza ilo$¢ zmienny. Z rozkitadu powyzszego zréw-
nania dostaniemy:

f£c=a-j-rcos<p , Y=DbA-rsin@
a po wyrugowaniu zmiennej @ zréwnanie:
(x—a)2\-(y— b)2=rs
jako analityczne zréwnanie linii kotowej.

Gdyby w powyzszem zagadnieniu byto @iloscig stata, a r

zmienna, tedy otrzymaliby$émy po wyrugowaniu zmiennej r
(y—b)=(x—a) tang @

zréwnanie linii prostej, wychodzacej z punktu aA-b V —1 a nachy-

lonej pod katem @ do kierunku gtéwnego.

2) Wyprowadzi¢ zréwnanie linii, ktérej punkta od danej
prostej i statego punktu sg réwno oddalone.

Oznaczmy oddalenie statego punktu F od danej prostej przez
p i przyjmijmy punkt poczatkowy w $rodku tegoz oddalenia a
prostopadta do danej prostej za o$ pierwszorzedna, tedy otrzymamy
na oznaczenie dowolnego punktu szukanej linii zréwnanie:

X+yM=i=i+ {x+7i

gdzie @jest iloscia zmienna. Z rozktadu zréwnan dostaniemy:

* = j~Ha+ f}COSTS)Q\ ysin T

a po wyrugowaniu zmiennefp 3 /\
. + K f
czyli po uproszczeniu: y2=2px
zréwnanie szukanej krzywej, zwanej parabola.
3) Wyprowadzi¢ zréwnanie linii, w ktérej suma oddalen

kazdego z jej punktéw od dwéch statych punktéw réwng sie sta-

tej diugosci.

*)  Zmurko. Wyklad matematyki. Tom Il. str. 87.



Niech bedzie 2a owa stata diugoscia. Przyjmijmy prostg
tgczacg dane punkta za o$ pierwszorzedng a $rodek ich odlegtosci
rownej 2e za punkt poczatkowy, tedy otazymamy na oznaczenie
dowolnego punktu szukanej krzywej zréwnania réwnowazne:

X-j-yV~=T = e-[- 0 —— e-)- 1ty
gdzie i t) sg ilosci zmienne.

Z rozkiadu tych zréwnan otrzymamy po wyrugowaniu zmien-
nych @i ¢ dwa zréwnania:

(c—e)2|3e= r*“ , (“cle)aj-?2=r .2
z ktérych na podstawie warunku r-j-r’= 2a dostaniemy:

V (c—e)2f-2/13+ V (x+ef-\-y2= 2x

a po uproszczeniu
(@2— eAx2+ a2y2= aa(a2— eq)
jako zréwnanie szukanej krzywej, zwanej elipsa.

Zuzytkowujac wartosci otrzymane na r i r\ znajdziemy z
tatwoscig zréwnania linij krzywych, w ktérych réznica, iloczyn lub
iloraz z oddalen kazdego punktu od dwéch statych punktéw réwna
sie danej wielkosci.

4) Wyprowadzi¢ zréwnanie linii krzywej, ktérg opisuje
punkt stale potgezony z kotem, jezeli takowe toczy sie po linii
prostej.

Niech bedzie r promieniem kota toczacego sie, a oddale-
niem punktu danego A od $rodka kota O. Przyjmijmy danag pro-
sta za o0$ pierwszorzednag a punkt stycznosci kota z prosta,
w chwili, gdy promien OA jest do niej prostopadly, za punkt
poczatkowy, tedy otrzymamy na oznaczenie dowolnego punktu
M szukanej krzywej zréwnanie:

X+ yV~-i= »e2+ L =T+ fis"_ip
z ktérego wypada: 2
X—r.y—asine ,; Yy —r— acoscp

gdzie @ wyobraza zmienna odpowiadajgca wielkosci obrotu.
Z ostatnich dwéch zréwnan otrzymamy po wyrugowaniu
zmiennej @ zréwnanie:
r—y ,
X—r.arccos—— YaZ _(r__y)2
jako zréwnanie szukanej krzywej, zwanej cykloidg zwyczajng dla
a=r, wydiuzong dla a r, a skrécong dla a r.



Kronika i1 statystyka zaktadu.

i.
GRONO NAUCZYCIELI
z koncem roku szkolnego.
A. Dla nauki obowigzkowej.

L . . . o C
L.p. Imig i naz_vwsko Stopien stuzbowy Ktory{ch przedmio- S
nauczyciela tow uczyt =]
(o2}
1 Andrzej May dyrektor fizyki w kl. VL. 4
2 Ksigdz profesor, katecheta religii we wszystkich , ,
Franciszek Wojnar rz. kat. klasach
profesor, zawiadow- rysunkow odrecz-
13 Jo6zef Dziewonski  ca gabinetu dorysun- nych w k:(' I!V' fV 18
1 kéw odrecznych VI, VI, kaligrafii
: w11
profesor, zawiadow- .
ca biblioteki dla na- Jjezyka polskiego
4 Romuald Bobin uczycieli i ksiego- w kl. I, IV, V, VI 15

zbioru dla miodziezy, i VIL
gospodarz kl. VI.

Bogdan Hoff,
cztonek nadzwyczajny c. k profesor, zawiadowca chemii w kl. 1V, V,
5 ,_;‘_\kademlltlim,lel,\*NI(hrakovl\éle. gabinetu chemicz- VI, VII, historyi na- 17
ow. nauk Scistych w Pa- - .
ry2u, lekarzy i agronomicz- nego turalnej wkl. I i Il
nego w Krakowie.

profesor, zawiadowca matematyki w KI. 11
m6 Kazimierz Bryk gabinetu fizykalnego ™ A
gospodarz Kkl. V. Vi VI, fizyki wVII.

17

jezyka polskiego
wkl. I'i I, historyi
naturalnej w V, VI 17
i VII, geografii w Il.

profesor, zawiadowca

7 Jedrzej Panek gabinetu przyrodni-
czego



L.p

10

11

12

13

14

Imie i nazwisko
nauczyciela

Placyd Dziwinski,
Dr. filozofii

Edmund Grzebski

Robert Rischka

Mieczystaw Zaleski

Aleksander
Truszkowski

Franciszek
Dziurzynski

Franciszek Janelli,

examin. kandydat stanu
naucz.
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ktorych przedmio- 1/l
tow uczyt H &

profesor, zawiadowca Matematyki w Kl. 111

- _ i VI, geometryi wy-
gabinetu do rysun kreslnej w Kkl. V. i 19

kow geometrycz-  rysunkéw geome-
nych, gosp. Kkl. Ill. trycznych w I i Il

Stopien stuzbowy

rysunkéw geome-
trycznych w Kl. 11. i
1V, geometryi -
profesor, kres’,lr?ej w V>I/ ivzlyll, 20
gospodarz Kl. IV. matematyki w kI 1V
i rysunkéw odrecz-
nych w I11.

jezyka niemieckiego

nauczyciel, w KL I, 1V i VI,

gospodarz kl. VII. historyi i geografii
w 1.

. jezyka niemieckieg >
nauczyciel, WKLIL ViVl 19
gospodarz Kl. 1I. historyi w 11 i VI.

examin. zastepca _h{;ﬁ)ryi w k:;_ IV’I\Y
. i , geografii w IV,
nauczyciela, gospo- v, Vlgi \g/“’ jezyka 19

darz KkI. I. niemieckiego w K. 1.
matematyki w kl. 1,
examinowany za- fizyki w 11 1V, geo- 17
stepca nauczyciela grafii w II" ‘T?Ii“graf"
wlill

aplikant, asystent
do rysunkéw odrecz-
nych

rysunkéw odrecz-
nych w kl. Il

4

B. Dla nauki nadobowigzkowej.

1 Hoff Bogdan j. w. prowadzit éwiczenia w laboratoryum che’

AR o

miczném.
Dr. Dziwinski Plaoyd j. w. uczyt jezyka francuskiego.
Rischka Robert j. w.
Zaleski Mieczystaw j. w.
Truszkowski Aleksander j. w.
Ks. Wisniewski Roscistaw uczyt religii gr. kat.
Janelli Franciszek j. w. uczyt gimnastyki.

uczyli historyi
kraju rodzinnego.



— 63 —

8. Przysieoki Antoni uczyt $piewu.
9. Sawertal Wactaw uczyt muzyki.
10. Fomeranz Abraham Ber uczyt religii mojzeszowoj.

Zmiany w skfadzie grona nauczycieli

w ciggu roku szkolnego 1882.

1. Zastepca nauczyciela J6zef Jaworski rozp. Wys. Rady szk. kraj.
z dnia 17. lipca 1881 1 196/pr. zostat uwolniony od obowigz-
koéw stuzbowych.

2. Wys. Rada szk. kraj. rozp. z d. 26. lipca 1881 1 6135 poru-
cza nauke religii dla uczniéw obrzadku gr. kat. ks. Roscista-
wowi Wisniewskiemu.

3. Wys. Rada szk. kraj. rozp. z d. 19. wrzesnia 1881 1 7704
przeznacza exam. kandydata i aplikanta tut. zaktadu Franciszka
Janellego na asystenta przy nauce rysunkéw odrecznych.

4. Wys. Prezyd. c. k. Rady szk. kraj. rozp. zd. 27. sierpnia 1881
1 219 przeniosto Marcelego Turkawskiego z IV. gimnazyum
we Lwowie w charakterze zastepcy naucz, do tutejszego za-
ktadu. Gdy tenze jednak z t6j posady zrezygnowat, przenio-
sta Wys. Rada szk. kraj. rozp. z d. 8. pazdziernika 1881
1 9975 exam. zastepce naucz. Aleksandra Truszkowskiego z
gimnazyum rzeszowskiego do tut. zaktadu, ktéry z dniem 5. li-
stopada objat obowigzki nauczycielskie.

5. Zastepca naucz. Leopold Czerny rozp. Wys. c. k. Rady szk.
kraj. z d. 14. wrzesnia 1881 1 9070 przeniesiony Zostal do
c. k. gimnazyum w Sanoku.

.
ROZKLAD NAUK.

Nauka przedmiotéw obowigzkowych odbywa sie podiug do-
tychczas obowigzujacego planu lekcyjnego dla szkét realnych,
wprowadzonego rozp. Wys. c. k. Rady szk. kraj. zd. 22. sierpnia
1872 1 5917. Plan ten w mys$l reskryptu Wys. c. k. Minister-
stwa wyzn. i osw. z dnia 19. Marca 1881 1 11874 pozostanie
w mocy az do dalszego zarzadzenia.
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Przedmioty nauki nadobowigzkowej.

1. Historya kraju rodzinnego w 4 oddziatach po 1 godzinie tygo-
dniowo. W nauce tej brali udziat wszyscy uczniowie klasy IlII,
1V, VI i VII

2. Jezyk francuski w 3 oddziatach po 2 godziny tygodniowo, na
podstawie Gramatyki i Wypiséw J. Amborskiego. W nauce
t6j brato udzial 78 uczniéw.

3. Gimnastyka w 3 oddziatach po 2 godziny tygodniowo. Na te
nauke uczeszczato 74 ucznidw.

4. Nauka $piewu w 2 oddziatach po 2 godziny tygodniowo. W na-
uce t6j brato udziat 38 ucznidw.

5. Nauka muzyki w 3 oddziatach po 2 godz. tygodniowo. W na-
uce t6j brato udziat 38 uczniow.

6. W ¢wiczeniach w laboratoryum chemicznem brali udziat wszyscy
uczniowie klasy VII w partyach.

Wykaz ksigzek szkolnych na rok 1883.

Eeligia. w kI. I Katechizm Deharbe’a w tlom. Likowskiego;
w Kkl. Il Dzieje starego zakonu ks. Dabrowskiego; w Kl.
Il Dzieje nowego zakonu ks. Dabrowskiego; w kl. IV
Liturgika ks. Jachimowskiego; w kl. V Wappler-Swister-
ski, Nauka katolicka; w kl. VI Etyka Dra Martina w ttom.
ks. Soleckiego; w kl. VIl Historya koscielna Robitscha
w ttom. Jachimowskiego.

Jezyk polski. A) Gramatyka w kl. 1— 1V Mateckiego. B) Wypisy
w kl. I tom. I, wlIl tom Il, w IIl tom IIl, w IV tom IV
dla nizszych klas. W kl. V Mecherzynskiego tom Il. wyd.
2; w VI Mecherzynskiego tom I, w VII Mecherzynskiego
tom I i Il (wyd. 2))

Jezyk niemiecki. A) Gramatyka w kl. 1—IV Janoty. B) Wypisy
w kl. I i Il Janoty cze$¢ I, w IlIl Hamerskiego tom | wyd.
2., w IV Hamerskiego tom IlI, w V Jandaurka tom | wyd.
2; w VI Jandaurka tom 11l; w VIl Egger, Deutches Lehr-
und Lesebuch Ausg. furRealschulen tom I.

Geografia. w kI. 1 Benoniego i Tatomira; w KkI. II, I1l, V i VI

Kluna w opracowaniu Starkla (wyd. 2); w IV i VII Staty-
styka Szaraniewicza.

Historya. W kl. Il Dzieje starozytne Weltera-Sawczynskiego;
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mv kl. 11l Dzieje S$redniowieczne Weltera-Sawczynskiego;
w kl. 1Y Dzieje nowozytne Weltera-Sawczynskiego; w Kkl.
Y, YI i YII Dzieje powszechne Gindelego — Markiewicza
tom I, Il i Il

Matematyka. w kI. I, 11 i 111 Arytmetyka Bsiczalskiego; w 1V

Mocnik-Stanecki, Arytmetyka; w Y, VI i VII Arytmetyka
i Geometrya Mocnika - Staneekiego. Logarytmy.

Fizyka. W KkI. 11l i 1Y Kunzeka- Staneekiego albo Rodeekiego;
w VI i VII Chlebowskiego.

Eistorya naturalna, w klI. I Nowickiego Zoologia, w Il Kleska
Mineralogia i Hiickla Botanika; w V Nowickiego Zoologia
dla wyzszych klas; w VI Billa Botanika; w VIl Mineralo-
gia i Geologia tomnickiego.

Chemia. W kI. IV — VIl Rosco’ego w ttom. Sokotowskiego i Na-
wratila.

Geometrya. W kl. I— 1V Mocnika w opracowaniu Baczalskiego;
w IV—VI Geometrya wykreslna Wierzbickiego; w VII
Wolna perspektywa Maszkowskiego.

[1.
TEMATA
do prac pismiennych.

a) W jezyku polskim w klasie Y.

1. Jak korzystalem z wakacyj.

2. Przechadzka w péznéj jesieni.

3. Skutki kiamstwa.

4. Warto$¢ zdrowia.

5. Osnowa pierwsz¢j ksiegi ,Pana Tadeusza."

6. ,Der Weinstock" (tlumaczenie z niemieckiego).
7. Charakterystyka Gerwazego z ,Pana Tadeusza."
8. Opisanie puszcz litewskich.

9. Stalty — uparty.

10. Polowanie na niedzwiedzia.

11. Obraz prézniaka.

12. Wychowanie u Spartan.

13. Zycie i rzeka.

14. Charakterystyka Litawora.



15.
16.
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10.

11.
12.
13.
14.

15.
16.
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10.

Fatszywy wstyd.
Osnowa ,,Grazyny."

W klasie VI.

Wiadomosci najwiekszym bogactwem.

Skutki zaprowadzenia chrzescijanstwa w Polsce.

Cztowiek grzeczny i grubian.

Osnowa ostatniego trenu J. Kochanowskiego.

Rej i Kochanowski. Charakterystyka poréwnawcza.
Znaczenie sztuki drukarskiej.

Poczatek 16j ksiegi ,,Hermana i Doroty" Goethego, (ttuma-
czenie).

Mowa Antenora na Radzie trojanskiej.

»Ten pan zdaniem mojém,

Kto przestat na swojém." J. Kochanowski.

Antenor i Aleksander. Charakterystyka poréwnawcza na pod-
stawie ,,Odprawa postéw greckich" J. Kochanowskiego.
Dlaczego uczymy sie obcych jezykow?

Tok mysli kazania ks. Piotra Skargi: ,,O mitosci ojczyzny."
Podziat Polski przez Bolestawa Krzywoustego i jego skutki.
.Historye sa nauka zywota, jako obrazy albo $wiece spra-
wom ludzkim w umysle $wiecac." M. Bielski.

Plotki — obmowa — oszczerstwo.

Jakich przymiotéw wymaga Goérnicki od ,Dworzanina?"

W klasie VII.
Pozytek w niedostatku spedzonej miodosci.
Co wplyneto na podniesienie oswiaty i pismiennictwa polskie-
go w 18 wieku?

. Tres¢ i cEharakterystyka gtéwnych os6b komedyi Fr. Boho-

molca p. t. ,Ubogi pokorny."

Osnowa elegii Fr. Karpinskiego p. t. Powrét z Warszawy na
wies.

Charakterystyka Jul. U. Niemcewicza.

O ile geograficzne potozenie wptywa na rozwdj panstw.
Monolog Wallensteina (tlumaczenie z Szylera).

.,Kropla ztobi kamien."

Osnowa sielanki K. Brodzinskiego p. t. Wiestaw.

Znaczenie machiny parowej dla handlu i przemystu.
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Cze$nik i Rejent z ,Zemsty" Al. hr. Fredry.
.Swieé sie, $wieé¢ sie wieku miody,

Snie na kwiatach, $nie moéj zioty,

Ideale wiary, cnoty

I mitosci i swobody." (B. Zaleski.)

B W jezyku niemieckim w klasie Y.

. Zeus und das Schaf. Nacherzahlung mit Yermeidung der di-

recten Rede.

Der Mohr und der Weisse. Umbildung.

Inhaltsangabe und Grundgedanke des Gedichtes ,der Sanger."
Die Jugend des Cyrus. Ubersetzung.

Der Winter. Eine Beschreibung.

Oedipus und die Sphinx. Nacherzahlung.

Das Schwert des Damokles. Erzahlung.

Was liefert uns das Thierreich zur Kleidung?

Die Schlacht bei Marathon.

Schilderung des Krénungsmahles zu Aachen. Nach Schiller.
Die Sage von Arion.

Die Erzahlung des Sangers in Schillers ,,Graf v. Habsburg."
Uber den Nutzen des Feuers.

Der Reiter und der Bodensee. Nacherzahlung.

Der Fruhling. Eine Beschreibung.

Der Schenk von Limburg. Inhaltsangabe.

Die Tuchlauben in Krakau. Ubersetzung.

a) Die Zerstorung Karthagos.

b) Die Erzahlung des Tauchers. Nach Schiller.
Rodrigos Zweikampf mit Don Gormaz.

Wabhrheitsliebe. Ubersetzung.

W klasie YI.

Die segensreichen Folgen des Ackerbaues. (Nach Schillers
Rathsel von dem Pfluge).
Erklarung des Schiller'schen Rathsels vom Blitz.

. Alarichs Tod und Bestattung.

Uber die verschiedene Art der Beleuchtung menschlicher
W ohnungen.

Erlauternde Inhaltsangabe der ,Kreuzschau" von Chamisso.
Die Treue ais Triebfeder der Handlung im Nibelungenliede.
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7. Die Sage von dem Glockengusse zu Breslau.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

Deutschland im Kampfe mit den Magyaren.

Welche Hindernisse Lat Moros zu liberwinden, bevor er Sy-

rakus erreicht?

Hermanns erste Zusammenkunft mit Dorothea.

a) Welchen Umstanden yerdankt Oesterreich seine Erhebung
zum Herzogthume ?

b) Das Bezitzthum des Wirtes in Goethes ,Hermann und
Dorothea."

Mickiewicz in Weimar. Ubersetzung.

Rudolf yon Habsburg und Ottokar von Bohmen.

~Tages Arbeit, Abends Gaste,

saure Wochen, frohe Feste

sei dein Kkiinftig Zauberwort." Goethe.

Inhaltsangabe des VI. Gesanges aus Goethes ,Hermann und

Dorothea."

Beschreibung eines Glockengusses.

a) Wie gelang es Maximilian die seit 1379 getheilten oester-
reichischen Lander wieder zu yereinigen?

b) Welche Rolle spielt der Ring in Lessings ,Minna von
Barnhelm?"

Anna yon Oesterreich. Ubersetzung.

W klasie YII.

1. Welche Dienste leistet die Pflanzenwelt der Menschheit?

Hagens Lebenstreue im Nibelungenliede.

Uber den walkiirencharakter der Brunhild im Nibelungen-
liede.

Hektors Abschied von Andromache. Inhaltsangabe, auf Grund
der ,llias," Gesang VI.

Klopstocks Bedeutung fiir die deutsche Literatur.

6. Winter imd Nacht. Eine Parallele.

7. Schilderung des Kampfes zwischen Hiion und Amory nach

Wielands ,,Oberon."

Dnrch welche Redekiinste sucht die Grafin Terzky (in Schil-
ler® ,,Wallensteins Tod") den Wallenstein zum Abfall vom
Kaiser zu bewegen?

Charakteristik des Obersten Wrangel. (Schillers ,Wallen-
steins Tod).”



10. Wie wurden die Morder des Ibykus entdeckt?

11. Die letzten Augenblicke des Kasimir Brodzinski.
12. Yerdienste des Cardinals Richelieu um Frankreich.
IB. Das Schicksal in der modernen Tragddie.

14. Die Steinkoble — ein Edelstein.
15— 18. Ubersetzung aus dem Polniseben und 4 Extemporalia.

v,

TE¥1LATA
<o piSmiennego egzaminu dojrzatosci.

Z jezyka polskiego.
Jakie korzysci odnosimy z nauki geografii?

Z jezyka niemieckiego.
a) Wypisy polskie dla klasy Il. str. 94. (Cesarz Otto Ill. gosciem
u Bolestawa) 33. w.
b) Egger, Lesebuch fur Realschulen str. 262. (Schillers Persén-
lichkeit). Wiersz 83— 116.

Z matematyki

13(2X + 320)

1. 2X + 14

2. Z danych bokéw tréjkata: a=1420m, &=1540m) c=1630>n,
obliczy¢ diugos$é¢ prostéj, potowigcéj kat A.

3. Dtug 15000 zir. ma byé umorzonym w przeciggu lat 12 przez
sptacanie réwnych rat pétrocznych. Jak wielka bedzie rata,
jezeli kazdorazowa pozostato$s¢ 5°/0 dochodu ma czynic¢?

4. Jak wielkim jest kat srodkowy dla odcinka kuli, jezeli zupetna
powierzchnia tego odcinka réwna sie powierzchni najwie-

kszego kota tejze kuli?

Z geometryi wykresinej.
1. Wynale$¢ wilasciwg wielkos$¢ patacu dachu, wystawionego na
kwadratowej podstawie o przyjetej wysokosci.
2. Z punktu A lezacego zewnatrz prostej | wykreslic prostg m
tak, azeby tworzyta z prostg | kat 60°.
3. Wynale$¢ odstep dwoédch réwnolegtych plaszczyzn (przedsta-
wionych perspektywicznie).
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y.
ZBIORY NAUKOWE.

[. Biblioteka.

zawiadowca Romuald. Bobin.

a) Biblioteka dla nauczycieli pomnozyta sie w biezacym
roku o 6 dziet w 7 tomach; liczy zatem 677 dziet w 907 tomach,
oprécz programoéw, ktérych liczba doszta do 700.

Kupiono ze srodkéw naukowych: Dr. Fliedner, Lelirbuch
der Physik. Smolik, Elemente der darstellenden Geometrie.
Vollstandiges Ortschaften-Yerzeichniss der im Reichsrathe ver-
tretenen Lander. Stejskal, Dictierbuch f. d. ortogr. Unterricht.
Encyklopedya wychowawcza (dokoriczenie tomu I. i 6 zeszyt. ligo).

Dary: Wys. Ministeryum Wyzn. i OSw. nadsyla dla tutej-
szego zaktadu od 1. Stycznia b. r. ,Oesterr. botan. Zeitschrift."
C. k. Akademia Umigjetnosci w Krakowie, Sprawozdanie Komisyi....
w sprawie reformy szkét $rednich.

Czasopisma: 1) Yerordnungsblatt des Minist. f. Cultus u.
Unterricht. 2) Biblioteka Warszawska. 3) Szkota. 4) Zeitschrift
fur Schulgeographie. 5) Zeitschrift f. d. Realsehulwesen. 6) Zeit-
schrift f. math. u. naturwissenschaftl. Unterricht. 7) Der Natur-
historiker. 8) Biblioteka uniwersalna.

by Czytelnia dla mlodziezy liczy ogétem 796 ksigzek
w jezyku polskim i niemieckim.

W biezagcym roku przybyty nastepujace dzieta: W éjcicki,
Biblioteczka dziadunia, Pokdj dziadunia. Biart, Podréz mimowolna.
Bernatowicz, Pojata. Czajkowski, Hetman Ukrainy. Niem-
cewicz, Pamietniki czaséw moich. Witowicz. Opis obyczajow
i zwyczajéw za Augusta Ill. Jaccoliot, Tajemnice Afryki.
Ks. Gondek, Wspomnienia z pielgrzymki po ziemi $w. Tar-
czynski, Rozbiér Dziaddéw; Mojmir. Tissandier, Meczennicy
w imie nauki. Darami wzbogacona zostata biblioteka niemie-
cka o 17 dziet

Ksigzki wypozyczano uczniom do domu od potowy Wrzesnia
do potowy Czerwca 2 razy w tygodniu, mianowicie: w Sobote
po nauce szkolnéj uczniom klas nizszych; uczniom klasy V, VI
i YII w Niedziele po nabozenstwie.
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W ciggu roku wydano ksigzek polskich:

W klasie |I. 29 uczniom 279 ksiazek
1. 30 320
1. 25 233
v. 29 288
V. 25 302
Yi. 23 290
vii. 17, 151

Ogoétem wypozyczono 178 uczniom 1863 ksigzek.

Ksigzek niemieckich wydano w ciggu roku:

W klasie 1. 0 uczniom 0 ksigzek
- 16 54
1. 19 134
1vV. 22 127
V. 19 , 99
V1. 14 69
VI1I. 10 47

Eazem 100 uczniom 570 ksigzek,

c¢) Biblioteka dla ubogich ucznidw liczy 332 ksiazek,
ktére wypozycza na caty rok; w tdj liczbie jednak wiele nieuzywa-
nych obecnie w zaktadzie.

2. Zbidr geograficzny.

zawiadowca Mieczystaw Zaleski.
Z koncem roku szkolnego 1881 byto:

1. Globéw i przyrzadéw . . . 6
2. Map $ciennych . . . . 64
3. Atlasow . . . . . 7
4. Obrazéw . . . . . 49

W ciggu roku 1882 przybyto:

Obrazéw Langla do historyi 4 (Tum kolonski, Tum
Sw. Szczepana, Louyre i Zamek w Heidelbergu).
Z koncem roku szkolnego 1882 byto zatém:
1. Globéw i przyrzadéw . . . 6
2. Map s$ciennych . . . . 64
3. Atlasow . . . . . 7
4. Obrazéw . . . . . 53
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3. Gabinet fizykalny.

Zawiadowca Kazimierz Bryk.

Z koricem roku 1881 byto précz chemikaliéw i utensyliéw
przyrzadéw i narzedzi 184 zapisanych do inwentarza, oprécz tego
tokarnia i warstat stolarski z przyborami. Zapisana w tym roku
machina magneto - elektryczna systemu Krottingera jeszcze nie

nadeszia.
4. Gabinet chemiczny.

zawiadowca Bogdan Hoff.

Z koncem roku 1881 posiadat gabinet ten kuchnie chemi-
czng i destylarnie tudziez 103 przyrzaddéw i przyboréw zapisanych
do inwentarza, oproécz 129 okazéw réznych przetworéw chemi-
cznych. W roku biezagcym ograniczono wydatki do zakupna po-
trzebnych chemikaliéw.

5. Gabinet historyi naturalnej.

Zawiadowca Jedrzej Panek.
Z koncém roku 1881 posiadat ten gabinet 1447 sztuk za-

pisanych do inwentarza. Zapisane modele roslin z masy papie-
rowej i czaszki niektérych zwierzat ssacych dotad nie nadeszty.

6. Gabinet rysunkow odrecznych.

zawiadowca JOzef Dziewonski.

Z koncem roku 1881 liczyt ten gabinet 179 sztuk zapisa-
nych do inwentarza.

W roku 1882 zakupiono: Storck, Zeichenvorlagen i Sym-

metrische Elementarformen.

7. Gabinet geometryi wykreSinej i rysunkdéw geometr.

Zzawiadowca Dr. Placyd Dziwinski.
Z koncem roku szkolnego 1881 byto:

1. Modeli naukowych drewnianych i drutowych . . 63

2. Wzoréw rysunkowych . . . . . numeréw 17

3. Przyboréw rysunkowych i mierniczych. . . . 22
Zakupiono w ciggu roku 1882:

1. Hauser, Saulenordnungen, Tafel I —I1V, 8 arkuszy.

2. Tehlig, Maschinentheile.
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3. Riewel et Schmidt, Bautechnische Vorlageblatter.
4. Farbeukreis nach Briicke — na 20 tablicach.

Nadto nabyto dla gabinetu zbiér farb przy naktadaniu w szkole
uzywanych i zatrzymano niektére prace rysunkowe i modele przez
uczniéw wykonane.

8. Zbior numizmatow,

zatozony przez dyrektora zakiadu w roku 1880, liczy obecnie:
monet miedzianych 180
» srébrnych 45.

V1.
Kronika zaktadu.

Rok szkolny 1881 —82 rozpoczal sie jak zwykle 1. Wrze-
$nia uroczystem nabozenstwem. Wpisy uczniéw do zaktadu od-
bywaty sie w ostatnich trzech dniach Sierpnia. Examin wstepny
uczniéw zapisanych do |. klasy odbyt sie w dniach 1, 2 i 3 Wrze-
$nia. Do |. klasy zapisato sie 40 uczniéw, z tych reprobowano 4
a przyjeto 36.

Dzien 4. Pazdziernika jako dzien Imienin Najjasniejszego
Pana obchodzit zaktad uroczystém nabozenstwem', ods$piewaniem
hymnu i feryami szkolnymi.

Od 1. Wrzesnia do 10 Pazdziernika zastepowat aplikant i
asystent Janelli przebywajacego w Wiedniu za urlopem profesora
Joézefa Dziewonskiego. Przez staly rozkiad nauki pomiedzy czion-
kéw grona odbywato sie za$ zastepstwo nowdj sity przeznaczonej
do tutejszego zakiadu od 1. Wrzesnia do 5. listopada, tudziez
chorego nauczyciela Bischki w ciggu Stycznia. Pomimo tych za-
stepstw nauka odbywata sie bez przerwy prawidiowo.

Pierwsze pétrocze zakonczono 29. Stycznia, drugie pdétrocze
rozpoczeto 3 Lutego.

Dnia 19. Kwietnia raczyt J. E. Pan namiestnik hr. Alfred
Potocki podczas pobytu swego w Jarostawiu zwiedzi¢ tutejszy
zaktad, gdzie zabawiwszy czas diuzszy, byt obecny na nauce
fizyki w kl. Il1l. i rysunkéw odrecznych w ki. VII, tudziez zwie-
dzit zbiory naukowe i zbadal starannie potrzeby szkotly i zabu-
dowania szkolnego.

Pisemna cze$¢ examinu dojrzatosci odbyta sie od 22. do 26,
10
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Maja, ustna za$ pod przewodnictwem czlonka Rady szkolnej kra-
jowej Wgo Pana Marcelego Studziniskiego od i. do 3. Czerweca,

Pomimo panujacej w Jarostawiu od Kwietnia ospy, stan
zdrowia w tutejszym zaktadzie byt pomysiny, gdyz w ciggu trzech
miesiecy tylko trzech uczniéw na ospe zachorowato i takowag
szczes$liwie przebylo. Nauka odbywata sie wiec bez przerwy a
rok szkolny zakonczono jak zwykle 30. Czerwca uroczystem na-
bozenstwem.

Mtodziez szkolna przystgpita w ciagu roku szkolnego trzy
razy do $S. Sakramentéw Pokuty i Oftarza i odprawiata w wiel-
kim tygodniu rekolekcye wielkanocne.

VII.
Wazniejsze rozporzadzenia wiadz szkolnych
z roku 1881— 82.

1. Wys. Rada szk. kraj. okoélnikiem z dnia 24. lipca 1881 1 5252
zalicza w poczet ksigzek dozwolonych do uzytku w klasach
nizszych szkét s$rednich ksigzke p. t. ,Historya biblijna i t. d.
utozyt ks. T. Dabrowski. Stanistawéw 1881.

2. J. E. Pan Minister Wyzn. i Osw. postanowit reskryptem z d.
26. pazdziernika 1881 1 16464, aby do dni feryalnych nalezat
takze dzien zaduszny.

3. Wys. c. k. Rada szk. kraj. rozp. z d. 15. pazdz. 1881 1 8242
zalicza w poczet ksigzek dozwolonych do uzytku szkolnego
ksigzke: ,Perspektywa linijna, napisali Mieczystaw tazarski i
Michat Rebacz, czes¢ I. Lwoéw 1881.¢

4. Wys. c. k. Rada szk. kraj. rozp. z d. 14. pazdz. 1881. 1 9703
przyznaje prof. Dr. Placydowi Dziwinnskiemu pierwszy dodatek
kwinkwenalny.

5. Wys. c. k. Rada szk. kraj. okdélnikiem z d. 24. pazdz. 1881
1. 2600 wudziela aprobaty ksigzce: ,Nauka stenografii, utozyt
Roman Polinski, Lwéw 1878.“

6. Wys. c. k. Rada szk. kraj rozp. z d. 25. pazdz. 1881 1 10690
zatwierdza Edmunda Grzebskiego w zawodzie nauczycielskim
i nadaje mu tytut c. k. profesora.

7. Wys. c. k. Rada szk. kraj. okdlnikiem z d. 13. grudnia 1881
1 11130 zaleca ksiazke p. t. ,Péinocny wschéd Europy i
hydrografia Polski® W . Pola do bibliotek szkét $rednich.
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8. Wys. c. k. Rada szk. kraj. okélnikiem z d. 13. grudnia 1881
1 12706 okres$la na podstawie orzeczenia minister., jak ma by¢
obliczone triennium stuzby w zawodzie nauczycielskim.

9. Wys. c. k. Rada szk. kraj. z d. 18. kwietnia 1882 1 13530
poleca czasopismo ,Przewodnik gimnastyczny pod redakcya
Dr. Tad. Zulinskiego“ do bibliotek szkét $rednich.

10. Wys. c. k. Rada szk. kraj. okélnikiem z d. 13. czerwca 1882
1. 1420 wyjasnia dawniejsze rozp. minist. dotyczace klasyfika-
cyj semestralnych.

11. Wys. c. k. Rada szk. kraj. okélnikiem z d. 22. czerwca 1882
1 6092 zawiadamia o rozp. minist. Wyzn. i Osw. z d. 13. maja
1881 1 6009 i 1. maja 1882 1 6350 moca ktérych tylko exa-
minowani kandydaci stanu naucz, moga by¢ przypuszczeni do
praktyki szkolnej jako bezptatni aplikanci.

VIII.
STATYSTYKA ZAKLADU.

Uczniow Wypadek klasyfikacyi

publiczn. z koncem roku szkolnego
S o
s §5 8y _ ¢
o ef :2 s § 238 &
X § 2 5§ § 5§ £oo $
PNz osS B8 § ggR
= g & &~ g & z8 2
| 40 36 2 23 1 2 8 —
| 31 30 3 17 2 5 3 —
11 24 23 2 14 2 — 5 —
1Y 30 29 2 12 3 8 —
Y 26 20 1 7 1 8 —
YI. 23 22 3 12 2 1 4 —
VII. 17 17 4 6 4 — 3 —
Razem 191 177 17 91 15 15 39 —

Pomiedzy uczniami wymienionymi byt 1 prywatysta w Il Kkl.
ktéry otrzymat 1. stopien, dwoéch prywatystéow w 1Y. kl., z kto-



— 76

rych jeden otrzymat drugi stopien, jeden przeznaczony do exa-
minu poprawczego z jednego przedmiotu po feryaeh.

Wykaz uczniow

b) Wedtug wyznania:

a) Wedtug narodowosci: rzymsko-katolickich 120
Polakéw . . 169 grecko " 8
Rusinéw. . . 8 ewangelickich 1

starozakonnych . 48

e) Wedtug miejscowosci, gdzie rodzice przebywaja.
Z miasta Jarostawia 101, z powiatu Jaroskawskiego 25,
z przylegtych powiatéw 27, z odleglejszych powiatéw 21

d) Wiek uczniéw klasy najnizszej i najwyzszej.

W 1. kl. lat 10 majacych 3 W VII. kl. lat 17 majacych 3
U /4 2 77 18 7l 1
12 4 13 7 19 K4 5
13 /4 6 77 20 7l 3
14 7 8 7 21 7 3
15 /4 3 7l 22 7l 1
16 77 1 » 23 /4 1
e) Czesne, fundusze zbioréw naukowych i stypendya:
W 1. p6troczu ptacito calag optate 108 ucznidw
potowe optaty 1 uczen
W Il " » calg optate 8S uczniéw
potowe optaty 1 uczen.
Czesne zatem wynosito w catym roku . 1351 ztr. — ct.
Taksy wstepne wynosity . .V 96 m, 60
Datki na zbiory naukowe wynosity w catym roku 191 , —
Za duplikaty swiadectw . . . 12 ., —
Razem 299 zir 60 ct.

f) Stypendya pobierato 5 uczniéw, takowe wynosity 570

g) Bursa imienia Kopernika.

Zaktad ten humanitarny oddat w biezacym roku jak w po-
przednich znakomite szkole realnéj ustugi. Nietylko bowiem utrzy-
mywat swoim kosztem i staraniem na 18 umieszczonych tam wy-
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chowankéw 14 ucznidéw tej szkoty — lecz udzielat takze i po
za zakiadem wsparcia w pozywieniu, odziezy, ksigzkach i w go-
towce (na optate szkolng). Prezesem Bursy jest od poczatku jdj
istnienia JW. Stefan hr. Zamojski. W skiad wydziatlu wchodza
z grona nauczycieli szkoty realnej: Dyr. A. May, Prof: Bobin,
Dziewonski, Dziwinski, ks. Wojnar, ostatni jako gospodarz i mo-
ralny kierownik zaktadu. — Précz nich nalezg do wydziatu:
PP. Dimmel, adjunkt c. k. Starostwa, (jako dyrektor); Dr. "Wia-
dystaw Grabowski, koncypient adwokacki; Eugeniusz Grabowski,
adjunkt c. k. Sadu powiatowego; Karol Bartoszewski, c. k. no-
taryusz i burmistrz miasta; Antoni Koscinski, nauczyciel szkoly
tudowéj; Dr. Adolf Dietzius, lekarz; Konstanty Bubella, pryw.
przedsiebiorca; Gustaw Adolf Weiss, obywatel miasta.

1X.

KLASYF1KACYA UCZNIOW
za drugie poétrocze.

(Kozstawionem pismem wydrukowani otrzymali stopien pierwszy
Z odznaczeniem),

Klasa |I. 18. Alszer Wiktor.
19. Zgoérlakiewicz Wiadystaw.

1. Eydel Michat.
i 20. Schaefer lzrael.
2. Bleicher Abraham. i .
i 21. Terlecki Witodzimierz.
3. Brodowicz Wiadystaw. .
i i 22. Blatt Leib.
4. Nowakowski Franciszek. ) i
. 23. Gembarowicz Julian.
5. Jekiel Wactaw. . i
. | 24. Eeibach Joachim.
6. Chodaniewicz Jo6zef. . )
i i 25. Zebrowski Tadeusz.
7. Witkowski Wiadystaw. .
L Do examinu poprawczego prze-
8. Kwiecinski Walery. B .
. znaczono 8, drugi stopien otrzy-
9. Brzozowski Zenon. N o
i mat 1, trzeci stopien 2.
10. Bilger Adolf.
11. Haiisner Adolf.
) Klasa Il.
12. Allerliand Henryk.
13. Miihlbauer Mojzesz. 1. Seligmann Jé6zef.
14. Juer Fryderyk. 2. Banach Antoni.
15. Goldsctimidt Henryk. 3. Korasiewicz Antoni.
16. Koch Alexander. 4. Adamski Jan.
17. Mroczynski Jozef. 5. Stepkiewicz Walenty.



78 —

6. towczynski Franciszek. Klasa V.
7. Miko$ Karol. i
3 A 1. Hatadej Jan.
8. Cybulski Ludwik. ) i
X i . 2. Mozdyniewicz Adam.
9. Cichocki Otinar.
A 3. Krug lzrael.
10. Rohatsky Julian. B
o 4. Barb Mojzesz.
11. Reiclimann Samuel. B
5. Schmalzbach Mojzesz.
12. Szantruczek Roman.
. . 6 Dornfeld Hersch.
13. Wojakowski Wiadystaw.
A 7. Wyscher Hersch.
14. Goldschmidt Berko. o
B 8. Engel Kazimierz.
15. Opolski Wiadystaw. .
9. Blumenfeld Mojzesz.

16. Freiheiter Mai*kus.
17. Rappaport Ozyasz.
18. Grossfeld Joézef.
19. Zangen Boruch.

Brandmann lzaak.

PR
= o

Weg Salomon.
Koderewko Bazyli.
Brosch Karol.

o Kinda Pawet.
ryach przeznaczono 3, stopienl

. o . Do examinu poprawczego prze-
drugi otrzymato 2, stopien trzeci, . i
. ] znaczono 8, stopien drugi otrzy-
5, wystgpito dwdch.

mato 3, stopien trzeci 4, wy-

=R
w N

Do examinu poprawczego po fe-

Klasa IIlI. stapit 1.
1. Sroka Jo6zef. Klasa V.
2. Gruntowicz Francis z.
3. Uhryn Bazyli. 1. Blatt Henryk.
4. Wronowski Andrzej. 2. Bienkowski Kazimierz.
5. Siisseles Leon. 3. Rudenski Karol.
6. Margulies Wilhelm. 4. Sobolewski Zygmunt.
7. Skrzyszowski Witadystaw. 5. Stawarski Antoni.
8. Knopf Karol. 6. Osostowicz Wilodzimierz.
9. Milli Karol. 7. Rosiner .Joachim.
10. Bieicher lzrael. 8. Milli .Antoni.
11. Blumenfeld Maurycy. Do examinu poprawczego prze-
12. Griiuer Joézef. znaczono 8, stopien drugi otrzy-
13. Sym Alexander. mat 1, stopien trzeci 3, wystg-
14. Kucharski Michat. pito 6.
15. Mach Witold.

Klasa VI.

16. Lachs Dawid.
Do examinu poprawczego prze- 1. Bochniak Jan.
znaczono 5, stopien drugi otrzy- 2. L aub Gedeon.

mato 2, wystgpit 1. 3. Zaremba Bolestaw.
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4. Andruszewicz Bolestaw. Klasa Vtl.

5. Runge Romuald.

6. Niewiadomski Jakob. 1 Birsztejn Czestaw.

7. Peczek Karol. 2. Step han Jé6zef.

8. Niewiadomski Zygmunt. 8. Trnka Teodor.

9. Zielinski Antoni. 4. Grryziecki Joézef.

10. Skierecki Stefan. 5. Opolski Jézef.

11. Spanier Maurycy 6. Rosinkiewicz Kazimierz.

12. Zebrowski Michat. 7. Wronski Karol.

18. Hofstatter Alexander. 8. Kornmann Samuel.

14. Jastrzebski Kazimierz 9. Dobrowolski Witodzimierz.
10. Jackowski Joézef.

15. Przedrzymirski Alexander.
Do exaininu poprawczego prze- Do examinu poprawczego prze-
znaczono 4, dwéch otrzymato sto- znaczono 3, stopien drugi otrzy-

pienn drugi, 1 stopien trzeci, wy- mato 4.
stgpit 1.
WYNIK
examinu dojrzatosci.
Zgtosito sie do examinu uczniéw publicznych . . 17
externista . . 1

Uznano za dojrzatego z odznaczeniem

” ,» dojrzatych . 8
Przeznaczono do powtérnego exam. z 1 przedmiotu po
feryach 7
Reprobowano na pét roku 1(ext
, nha rok . . . . . . 1
Razem 18

Swiadectwo dojrzatosci otrzymali:

Birsztejn Czestaw (z odznaczeniem).

Dobrowolski Witodzimierz. Rosinkiewicz Kazimierz.
Gryziecki Joézef. Stephan Jozef.
Kornmann Samuel. Trnka Teodor.

Opolski Jo6zef. Wronski Karol.



X.
Do wiadomosci rodzicéw i opiekunow.

Rok szkolny 1883 rozpocznie sie 1. Wrzeénia 1882 r.

Wpisy uczniow odbywaé sie beda 29, 30, i 31 Sierpnia.
Pdézniejsze zgtoszenie sie do zapisu tylko w razie waznych powo-
déw uwzglednione by¢ moze.

Bez obecnosci rodzicéw lub opiekunéw zaden uczen przy-
jety nie bedzie.

Uczniowie nowo wstepujacy maja sie wykazaé¢ Swiadectwem
szkolném tego zaktadu, gdzie dotychczas pobierali nauki, i me-
tryka chrztu i ztozy¢ przytém wpisowe w kwocie 2 zir. 10 ct.
i 1 zlr, na Srodki naukowe.

Wszyscy uczniowie ptacacy szkolne majag je ztozy¢ ile mo-
znosci przy wpisie lub w przeciggu miesigca Wrze$nia, w prze-
ciwnym razie na mocy rozporzadzenia Wys. Rady szk. Kkraj.
z koncem Wrzesnia bezwzglednie z zakladu zostaliby wydaleni.

Poniewaz nie wolno uczniom szkét Srednich mieszkaé¢ gdzie-
indziej, jak tylko tam, gdzie Dyrekcya pozwoli, przeto zechca
sie rodzice i opiekuni porozumie¢ z Dyrekcya, czyli miejsce,
gdzie synéw lub pupiléw swoich umiesci¢ zamierzajg, nie na-
lezy do zabronionych.

Roéwniez co do wyboru korepetytoréw nalezy zasiegngé rady
Dyrekcyi.

Rodzice i opiekuni zechca przy wpisie oswiadczy¢ Dyrekceyi,
czy sobie zycza, by ich synowie Ilub pupile pobierali nauke
w przedmiotach nadobowigzkowych. Kto nauke te rozpocznie,
nie wolno mu joéj przerwan bez zezwolenia Dyrekcyi.

Czeste porozumiewanie sie rodzicéw i opiekunéw i nadzoru
domowego ze szkotg jest rzeczg nader pozgadang. Dyrektor i pro-
fesorowie chetnie udzielajg rodzicom, opiekunom i nadzorcom
domowym wiadomosci o postepie w naukach i prowadzeniu sie
uczniéw w godzinach wolnych od nauki.

Examina wstepne do 1. klasy odbeda sie zaraz w dniach
wpisu popotudniu t. j. dnia 29, 30, i 31. Sierpnia.

Andrzej May,
c. k. dyrektor.



