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Nazywajac «, 8, y katy wewngtrzne jakiegokolwiek troj-
kata, mozemy wlasno$é tych katow przedstawié w formie:
a B4 y=180°

Liczby, oznaczone literami, nazywamy liczbami ogdl-
nemi, a nauke o nich arytmetyka ogdlna.

Poniewa# liczba ogdlna wyraza dowolng ilosé jednostek
lub czesci jednostki, przeto mozna ja zastapié¢ albo inng liczbg
ogolng albo teZ liczba szczegolng; zastgpienie takie nazywamy
podstawieniem.

. b. i )
\V wyrazeniu np. Aa—c podstawiajac m zamiast ¢, otrzy-

mamy: o podobnie w 4 A g przyjmujac a =6
P el b b b :
6 35 _ 6—3b 25
10510 5 A TH0

Arytmetyka ogdlna ma te wyZszosé nad arytmetyks szcze-
g6lna, Zze prawo, wyprowadzone ogoéinie, obejmuje wszysthkie
liczby i Ze wyraZa prawde matematyczna krétko i przejrzyscie.

b=10, ¢=39D, otrzymamy: =025,

§ 2

Liczby ujemne.

Jezeli odejmiemy np. 5 m od 8 m, otrzymamy réznice
3 m (8—bH=3); odejmujac zas 8 m od 8 m, otrzymamy ro-
Znice zero (8 —8=0). Gdybysmy od B m mieli odjaé¢ 8 m, to
mozemy od b m odjaé tylko b m, a pozostana do odjecia jeszcze
3 m, ktore w odjemnej nie maja pokrycia. Zaznaczamy to pi-
szac: D —8=5—H—3=0—3=—3 (po opuszczeniu zera).

Dla przedstawienia takich réZnic, w ktdrych odjemnik jest
wiekszy anizeli odjemna, wprowadzamy nowe liczby, takie jak
np. —3, i nazywamy je liczbami ujemnemi. W przeciw-
stawieniu do tego nazywaé bedziemy rdznice, ktérych odje-
mnik jest mniejszy od odjemnej, np.: 8 —5=3+45—H5=34
+0=0-}3=-+3, liczbami dodatniemi.

Znaki -+ (wigcej) i — (mniej), stojgce przy liczbach do-
datnich i ujemnych, nazywamy znakami algebraicznymi
tych liczb.
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Liczby dodatnie i ujemne nazywamy liczbami wzgle-
dnemi albo algebraicznemi, a nauke o nich algebra.

Wartos§é liczby, bez wzgledu na jej znak algebraiczny,
nazywamy wartoscig bezwzgledng tej liczby. Tak np.5i 8
sa wartosciami bezwzglednemi liczb algebraicznych: 45 i —8.

Liczby, majace rowne wartosci bezwzgledne, a réznigce
sig tylko znakami, jak np. 44 i —4 albo ¢ i —¢, nazy-
wamy liczbami wprost przeciwnemi.

Jezeli przy odejmowaniu dwu liczb, np. 7 —Db, pozosta-
wimy odjemng niezmieniong, a odjemnik bedziemy powigkszali,
to otrzymywac bedziemy coraz to mniejsze reszty: 1 —5H=2,
1—6=1, 1T—7=0, 1T—8=—1, 1—9=—2, 7T—10=—3,
i t. d.; zero jest zatem mniejsze od 1, —1 mniejsze od zera,
—2 wigksze od — 3, a mniejsze od — 1.

Liczba ujemna jest mniejsza od zera; z dwu
zas$ liczb ujemnych ta jest wieksza, ktorej wartosé
bezwzgledna jest mniejsza.

Znaki algebraiczne: 4 i —, kiérymi zaopatrzone sg liczby,
oznaczaja przeciwienstwo, jakie zachodzi miedzy temi liczbami.

Np. +5 m moze oznacza¢ 5 m, mierzonych od pewnego
miejsca na prawo albo w gore, zas —b m te samg ilos¢ me-
trow, ale mierzonych na lewo albo w dél. Podobnie 75 K
oznacza¢ moze 75 K dochodu, zysku lub majatku, podczas
gdy — 75 K wyrazaé bedzie 75 K rozchodu, straty lub diugu.
W podobny sposdéb oznacza si¢ czas po pewnej epoce i czas
przed ta epoka, stopnie ciepta i zimna i t. d.

Obrazowo przedstawié¢ mozemy liczby dodatnie i ujemne
w sposob nastepujgcy:

Jezeli na prostej xy odmierzymy od dowolnego punktu O

R P N M B ] A C D B F

Y LSRN kg IR 23 —é 24 QIR Fh % fe CIRR RS e X 2
dwa rowne odcinki: OA=lcecm, OB=1 cm, polozone po obu
stronach tego punktu, to dla wyraZenia, Ze jeden z nich leiy
po prawej, drugi zas po lewej sironie punktu O, znaczymy
pierwszy -1 cm, drugi — 1 cm.

Jezell z punktu O posuniemy si¢ na prawo do punktow:

1*
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A, C, D, E,..., oddalonych od punktu O o 1, 2, 3, 4,... em,
otrzymamy odcinki: 04, OC, OD, OFE,.., przedstawiajace liczby
dodatnie: 1, +2, +3, +4,...; jezeli zas§ z tego samego
punktu O posuniemy sig o 1, 2, 3, 4,... cm na lewo, otrzy-
mamy odcinki: OB, OM, ON, OP,..., ktére beda przedstawiaé
liczby ujemne: —1, —2, — 3, —4,... :

Jednostke -}-1, zapomoca ktérej mierzymy odcinki, poto-
Zone po prawej stronie punktu O, nazywamy jednostkg do-
datnia, jednostke zas — 1, sluzaca do mierzenia odcinkéw,
poloZonych po przeciwnej stronie punku O, nazywamy jedno-
stka ujemna.

Liczby dodatnie sg to liczby, utworzone z je-
dnostek dodatnich; liczby zas ujemne s3 to liczby,
utworzone w ten sam sposéb z jednostek ujemnych.

Jezeli, wychodzac z punktu O, posuniemy si¢ na prawo
np. 0 3 em t. j. do D, a stad w tym samym kierunku, co po-
przednio (a wiec na prawo), o 2 cm, to, znajdujac sie w punkcie
F, jestesmy oddaleni od p. O o 5 ¢cm na prawo, co zaznaczamy:
+3-F2=-4b. W ten sam sposéb odczytamy na rysunku, Ze
— 3 —2=—25. Jezeli natomiast posuniemy si¢ od p. O o 5 cm
na prawo t. j. do F, a stad nalewo o 7 cm, to znajdziemy sie
w punkcie M, oddaleni od O o 2 cm na lewo czyli, Zze 55—
- T=—2. Podobnie —b-}71=-2.

Na rysunku odczytaé latwo, Ze np. +5—5=0 albo ogol-
nie +a—a=0, t. z. Dwie liczhy wprost przeciwne
Znosza sie.

S 3.
Dodawanie i odejmowanie liczb algebraicznych.

1. Dodawanie. Dodaé do siebie dwie liczby, np. 4+5
i 43, znaczy wynalezé taka liczbe, ktéraby zawierata w sobie
tyle i takich jednostek, ile i jakie tamte dwie zawieraja. Taka
liczba bedzie +5-+3 czyli |-8. Postepowanie to wyrazamy
w ten sposob, Ze ujmujemy kazdy skladnik w nawias ( ) dla
oznaczenia, Ze znak algebraiczny nalezy do liczby, a miedzy
nawiasami piszemy znak dodawania.

A zatem: (+5)4(438)=-45+3=-18. Podobnie znaj-

dziemy:
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(=94 (—=38)=—H—3=—38,
(+8) - (—8)=—4b—3=-1,
(—8)+(+3)=—b6F+3=—2.
Ogoélnie mozemy napisac:
(+a)+(+b)=+a~+b,
(—a)4~(—b)=—0a--b,
(+a)+(—b) =—+a—b,
(= )4 (Hb)=—a-+b.

Majac wyznaczyé sume kilku liezb. np. +a, — b, +¢, do-
dajemy do siebie naprzod dwie: (+a)4-(—b)=-+a—>b, a do
otrzymanej sumy trzecig liczbe: (4+a—b)4-(+c)=-+a—b--c;
a zatem: (-+a)+(—b)+(+o¢)=-4a — b-+c

Liczby algebraiczne dodaje sig dosiebie
w ten sposéb, Ze sig¢ je stawia obok siebie z ich
znakami.

2. Odejmowanie Odjaé od liczby np. (+5) druga np.
(+2) znaczy wynaleié trzecig liczbg, ktéraby, dodana do dru-
giej, dala pierwsza jako sume. Taka liczbg jest tu (- 3), gdyz
(+2)4+(+3)=-+Db5. A zatem: (45)— (+2)=-43. Do tego sa-
mego wyniku mozemy takze dojsé zapomocg dodawania. JeZeli
bowiem do (+45) dodamy (—2), otrzymamy: (4 5)4-(—2)=
=—+4+5—2=+43.

Z tego wynika, ze:

(+5) ~ (-2 =(-8)+-(—2) = b—2="13.

Podobnie wyprowadzimy, zZe:

(+5)— (—D=(+5)+(+2)=—+b+f2=47,
(=B)—(F Q) =(—8)+- (= =-—5—2= 1.
(—B)=(—2)=(—b)F+(F2)=—b+2=—3.

Ogdlnie:

(+a)— (b =(Fa)+(—b)=+a—",
(+a)— (=) =)+ (4b)=+a+b,
(—a) —(Hb)=(—a)+(—b=—a—b,
(— @) — (—b)=(—a)+(--b)=—a-tb.
Liczby algebraiczne odejmuje sig¢ od siebie,
ze obok odjemnej z tym samym znakiem umieszcza
sie odjemnik ze znakiem przeciwnym.
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Majac wyznaczyé réinice kilku liczb, np. +a, 4+ b, —e¢,
odejmuje si¢ od siebie naprzéd dwie liczby, a od tej réinicy
trzecig: (+-a) —(+-b) = (+-a) +{=b)=4a—b, (+a—b)—
—(—)=(Fa—b)+(+o=+a—bi}c

A zatem:

(+&)—(b)—(— ) =Fa—b+e

Zadania.
™, (+25) - (-42)="? 2. (— 85)4(—21)="?
3. (—50)F-(F-34)=" 4. (--471)+4(—163)="?

B (H80) (204 (— 4=
=6 (—49) - (— 1) (— 60) =7
U 208012 =
8. () +(— P+ p=
O (+073) - (— 12) (- 003) +- (- 05) -+ (— 769) =
0. (— 05)(— P+ (429 —
/11, (4-102)4-(—0479) - (—62)=7?
T2 (-84 (- T4) -+ (— 39+ (+-59) -+ (— 24 =?
13. Obliczyé sume liczb:
14, Obllczyc sumq llczb
a) +a, —b, —c; b)——a —b, +c¢, —d, przyjmujae:
a) a=2>5, b_—4 c=—24 ba=—1, b=+43,

S C:—i—%, d:*‘Ob

15, (£b)—(—10)=? 6, (7)) —(F14)=1
19 (— 5 — (—FH="? 18. (—985) — (--07)=?
@9, (—12p—(—115)=? (20, (+719—(—3p =7

21. a) (4-8503) — (—495)="? 'b) (—426) — (—8692)="7
B3, (+10)(—12)— (4-5)— (— 18) — (8 =2
23. (4 353)— (4-412)+ (- 84) — (— 830)="?
240 (— 217) 4 (— 1'76) — (— 8:062) — (-506) ="
25, (— 1389) -+ (— 939 — (+ 8p) -+ (— 2 =?
26. (+ i)+ (— 124) — (— 94) (-89 =?
2% (+a)(—b)— (—c)="? Sprawdzié wynik, przyjmujae:
ar=2 Ho=a1F =il
28 (+2) — (— )+ (—2) — (—u)="? Sprawdzi¢ wynik,
podstawiajgc: =14, y=2%, 2=1, u=3%



29. lle zaoszezedzi z rocznego dochodu 5320 K ten, kto
wydaje 41256 K roecznie? (Zapomoca dodawania i odejmowania).

30. Panstwo zachodnio-rzymskie upadlo w 1229 lat po
zaloZzeniu panstwa rzymskiego. Kiedy to nastapilo, jeZeli pan-
stwo rzymskie zatozono w roku 753 przed Chrystusem?

31. Kupiec zyskal na jednym towarze 4536 K, na drugim
stracit 14535 K, a na trzecim zyskal 2054 K. Ile K zyskal na
tych trzech towarach?

32. O godzinie 2. po poludniu wskazywat termometr 8 sto-
pni ciepla, a do godziny 8. wieczor spadl o 14 stopni. Jaka
temperature pokazuje o godzinie 8. wieczdr?

t 33. Termometr wskazywal rano 7° zimna, w potudnie
20 ciepla, a wieczorem 4° zimna. Obliczyé srednig tych -trzech
temperatur. -

. 34. Balon wzniost si¢ do wysokosci 550 m, potem opad?l
o 3065 m, a nastgpnie podnids! si¢ o 200 m. a) W jakiej wyso-
kosci znajduje sie balon? 6) ile m przebyt?

35/ Miejscowosé A lezy o 136 m wyzej, anizeli B, B 0 25 m
wyzej, anizeli C, C za$ o 87 m nizej, niz D. O ile m wyZej po-
toZona jest miejscowosé A, anizeli D?

§ 4.
Potega, wspotczynnik, redukcya.

\:1. Jezeli w iloczynie pojawia sie jeden i ten sam czynnik
np. 4 razy: a.a.a.a, natenczas piszemy go tylko raz, a obok
niego u gory umieszczamy z prawej strony liczbe, ktora wska-
zuje, ile razy ten czynnik pojawia sie¢ w iloczynie. Zamiast
wiec pisad: @.a.a.a, piszemy a* i wyraZenie to a* nazywamy
potega.

Liczbe a, wystepujacg w iloczynie jako czynnik, nazywa-
my zasada potegowa; liczbe zas 4, ktéra wyraza, ile razy
zasada potegowa pojawia sie jako czynnik, wykladunikiem
potegowym. Potege at czytamy: »a do czwartej (potegi)«.

Pierwsza potega liczby np. @ jest sama ta liczba t.j. a!=a,
wykladnika 1 nie pisze sie, tylko sie¢ go domysla. Druga po-
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tege liczby a t. j. a® nazywamy kwadratem, trzecig t. j. a8
szesScianem liczby a.

2. Jezeli w sumie dwu lub wiecej liczb pojawia sig¢ jeden
i ten sam skladnik np. 4 razy: a+4-a-|+a-a, natenczas pi-
szemy go tylko raz, a przed nim kladziemy liczbe, ktéra wska-
zuje, ile razy ten skladnik pojawia si¢ w sumie. Np. zamiast
a—+a-+ta-+a piszemy 4a, b*b*=25% podnbnic (—c?)+
4 (— )+ (— ¢?)=3(—c? albo — 3¢? rozumiejac, %e znak —
odnosi si¢ do liczby c2

Liczbe, wystepujaca jako skladnik, nazywamy liczba
gléowna, liczbe zas, wyrazajaca, ile razy liczba gléwna wy-
stepuje jako skladnik, wspdlczynnikiem liczby glownej.
Np. a, b¥, —c? sa liczbami gléownemi wyrazen: 4a, 2b% — 3¢?
zasg 4, 2, 3 wspoélczynnikami liczb: a, b3, —c2

Wspélezynnikiem moze byé takie i liczba ogodlna, np.
ma=a-t+a+atait...... (m razy).

WyrazZenia, majace te sama liczbe gtowng, a rdézniace sig
miedzy sobg tylko wspdlezynnikami, nazywamy podobnemi
albo réwnoimiennemi. Np. 2a% i 5a® albo ma?, —na® sa
wyrazeniami podobnemi; wyraZenia za§ —4a i Ta* albo ma®
i ma* sa r6znoimiennemi.

3. Majac kilka wyrazen podobnych dodaé do siebie lub
od siebie odjaé, mozemy sume lub réZnice wyrazic¢ jedna liczba
czyli wyraZenia te zredukowac albo zebrad. Np.

+bda)+H2a)=+5bda+2a=+a+ta+ta+tata fafa=

=—i—7a,
(—b5a)—~(+2a)=—>da—2a=—a—a—a—a—a —a—a=
=-—1a,
(—b5a)+(+2a)=—ba+2a=—a—a—a—a—a tata=
=—ag—a—a=——3a,
(+5a)—(+2a)=+ba—2a=-+a+ta+a+tata —a—a=
=+a+t+ata=-+3a.
A zatem:
+ba+2a=-+"7a,
—bHa—2a=—"a,
+5a—2a=-43a,

—ba+2a=—3a.
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Liczby podobne, o tych samych znakach, tak
sie redukuje, ze przed liczba gléwna umieszcza
si¢ sume wspoOlczynnikdw, a wynik zaopatruje
znakiem wspdlnym.

Liczby podobne, o ré6Znych znakach, tak sie re-
dukuje, Ze przed liczba gtdwnag umieszcza sie ro-
Znice, uzyskang przez odjecie wspotezynnika mniej-
szego od wiekszego, a wynik zaopatruje znakiem
liczby bezwzglgdnie wiqkszej.$ '

Zadania.

1. Zredukowad nastgpujgce wyrazenia:

?17 +T7a*+43 a2 @) —4m—3m,
¢) 4-20p0 — 1282, d) — 132+ 10,
(@ 0ba—+1da, (/P --28a%— ta?

g) e+2x+3x+ 4, h) ta4+3%a+3ata,
~+t12b—5Hb-+2b—90,
Y —2¢24-25¢2—03c2— 005 ¢2.
2. Zredukowac¢ i obliczyé wartosé liczebna nastepuja-
cych wyrazen:

“&) 10a+bda-+4a, przyjmujac a=1;
Hd}a®+3Lar+La? » o =54
~eRTb+3b-—4b, » b=05b;
.@—0'563+563——{—903, » c=1;
BN+ 24m? — 64m? 426 m?, » m=14.

V3. (-+:3a)4-(—Ta)4(+Da)=?
VA (272 + (43522 |- (— 637 =?
“Br(— 3 b))+ (— §O) - (43 b)="
6. (-+22) — (+x)=?
7. (—ba)—(+4a)="?
8. (+7a%—(—9a¥)=7?
9. (—3a%—(—8a®)="?
\l(_y (+3m)+(—DHm) —(—4m)="7? (préba, przyjmujac
m=2D).
M. (—da)H(—220)— (o) (H-92)=?
IR (+14¢®) - (+26¢2) — (—1DHc? — (+53c*)=7? (pré-
ba, c==3}).



13. (—2%a%—(+140a% —(—10a?) (|63 a®)="?

14, (—1la)4+(— 9b)4(+5b)+(+20a)="?

W8/ (42 *) — (4 8a?) + (— 6 a*) - (+4a?)="? (préba,
podstawiajac &= 2).

16, (4+-27a%)—(+1-3b%) — (+15a9)-(+-25b) —(+3a?)+
F(-6by=?

17. (+3@) + (+-6y) — (— 6x) + (+ 4y — (— 6p) 1
—+ (4 4ax)="? (préba, przyjmujac x=1, y=2).

A8./(}- 13 @)+ (— 58b) — (—16b) + (- 14¢) — (+-3§a) —
—(—6¢)="?

19/ (— 3a% - (+ba?) — (—3a) — (— 4a®) + (+8a) —
—(—6a?)="? (proba, przyjmujac a =§).

20, (—53a?) + (+ 752 4 (—3be) —(— 1054 +

= 4 (—686?) — (48 ¢?) =7 (préba, przyjmujac b =a,
(0= 1))} ;

§ b.
Mnozenie liczb algebraicznych.

#. Mnozac liczbe np. 3 przez 4, otrzymamy iloczyn 12.
Do tego iloczynu dochodzimy w ten sposéb, Ze mnoZng 3 sta-
wiamy 4 razy jako skladnik:

12=3-+}+3-+343;
a poniewaz mnoznik 4 jest suma czterech jednostek:
4=14+1+41-41,

przeto moZemy powiedzied, Ze iloczyn 12 powstal z mnoznej
3 w taki sam sposob, w jaki powstal mnozinik 4 z jednostki.

Mnozyé zatem jedng liczbe przez druga znaczy
utworzyé z mnoznej nowsa liczbe w ten sam spo-
80b, w jaki mnoznik powstal z jednostki.

Majac mnozyé np. (- 3) przez (—4), zauwaZzmy, ze mno-
znik (—4) powstat z jednostki dodatniej (+1) w ten sposéb,
zeSmy ja zastapili przez (—1), tj. ~1—1—1—1= —4. Two-
rzgc iloczyn w taki sam sposéb z mnoznej (- 3), t. j. zastgpu-
jac (-+3) przez (— 3), otrzymamy:

—3—3—3—3=—12

A zatem (--3)(— 4)=—12. W ten sam sposéb wyprowadzimy, Ze:
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(=38 (+H=—12,
(+3) (+H=-+12,
(—3) (—4)=-}12.

Dwie liczby algebraiczne mnozy si¢, mnoZac
ich wartosci bezwzgledne i zaopatrujgc otrzyma-
ny iloczyn znakiem dodatnim, jezeli mnoZna i mno-
znik maja te same znaki, znakiem za$ ujemnym,
jezeli majg znaki przeciwne.

2. Iloczyn liczb bezwglednych ogélnych np. b7 a® albo
liczby szczegélnej i ogolnej np. b, a’ zaznacza sig w ten spo-
sOb, ze sie umieszcza czynniki jeden obok drugiego bez Za-
dnego znaku w alfabetycznym porzadku liter, liczbg zas szcze-
golng przed liczba ogodlna. lloczynem wiec liczb b2, x® jest b2a?,
liczb zag b, a? jest Habd.

Poniewaz n.a = na, przeto i naodwrot na =n.a. Uwa-
zajac a za liczbe gldwna, n za jej wspdlczynnik, mozemy po-
wiedzieé:

WyraZenie, utworzone ze wspoétczynnika i li-
czby glownej, jest iloczynem tych dwu liczb.

« Rozumujac podobnie jak przy liczbach szczegdlnych, znaj-
dziemy: (+a) (+b)=-+-ab, (— a) (—b)=+-ab,
(+a) (=b)=—ab, (—a) (-b)= —ab.

3. Mnozyé przez siebie mozna wlasciwie tylko dwie
liczby. JeZeli wiec wypadnie mnozyé przez siebie kilka liczb
np. a, b, ¢, to tworzymy naprzdd iloczyn dwu liczb np. ab,
a nastepnie iloczyn tej nowej liczby i liczby trzecie). A zatem:

a.b.c=(ab)c. .

PoniewaZ wartosé iloczynu nie zalezy od porzadku jego
czynnikow ), przeto a.b.c=(ab)c=(ac)h = (bc)a=ua(bc) i t. d.
Bioragc pod uwage (ab)c=(ac)b=(bc)a, widzimy, ze:

[loczyn mnozy sig przez liczbe, mnozac przez
nig ktérykolwiek z jego czynnikéw — i to w do-
wolnym porzadku.

Podobnie a(bc)=(ab)c=(ac)b, t. z.:

Liczbe mnozy sig przez iloczyn, mnozac ja

) Zob. Czesé 1. str. 29. ust. 3.
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przez jeden czynnik, a otrzymany iloczyn przez
drugi czynnik — i to w dowolnym porzadku.

Poniewaz np. 3a=3.a, 5b*=05.b% przeto 3a.5b2=
={Ba)blb>=(1ba)b?2=1H6a b?; a zatem: 3a.Hb2=1Hba b2

Liczby, zawierajace w sobie wspodtczynniki i liczby gto-
wne, mnozymy przez siebie w ten sposdb, Ze obok iloczynu,
utworzonego z ich wspdleczynnikow, umieszczamy z prawej
strony liczby glowne w alfabetycznym porzadku.

4. Sprowadzajac mnozZenie kilku liczb algebraicznyeh do
mnozenia dwu takich liczb, otrzymamy:

(-+a) (4b) (-+o)=(+abd) (+c)=—Fabec,
(4-a) (—b) (—=(—ab) (—o=4abe,
(—a) (—b) (—c)=(Fab) (—c)=—abc
Iloczyn kilku liczb algebraicznych jest doda-
tni, jezeli czynniki sg dodatnie lub jeZeli ilosé
czynnikow ujemnych jest parzysta; ujemny zas, je-
zeli ilosé czynnikow ujemnych jest nieparzysta.
5. lloczyn liczb ogélnych mozna przedstawié w prostszej
formie, jeZeli czynniki sa potegami tej samej zasady. Np.
at.ad=a.a.a.a.a0.a.a=a’=a'*"8 t z

—_— —_— —

Iloczyn poteg o tej samej zasadzie jest potega
o zasadzie tej samej, a o wyktadniku, r6wnym su-
mie wykladnikéw podanyeh czynnikow.

Zadania.

Yo (F12) (4-8)=? 2. (+4p(—4="?

3. —TR)(+6)="? 4. (—2%) (—13)=?
B, (+5a)(—2b)=? R8¢ (—8b) (+15¢)="2
L (—Em) (—gm)=? 8/ (F05a) (44b)="?
9. (+Ta)(—4a2)=" 10. (—6b%) (0042 ="?

(AL (—12ct@)(— 1509 =7  12. (4-3§ab?) (—02c*w?)=?
43, (—ab®e?)(+-2a%b a?) =7 14, (—24a2b%)(—04ab?)="
156. (+2a)2=(+2a)(H2a)="?

16. a) (—Db22=27 p) (—La2byr="

TP (7) (4 (1) =? 18, (49) (+3) (—B)="
19. (—4)(-3)(— 6)="? 20, (—4)(4-3)(— 2)(—1)=?
21, (—9)(—1D(—2)(H 3 (—H=?
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2. (—§(-P(—H=? 28 (—1p 2P (—p="
24. (4-24) (—33) (- 14)="2 25. (— 0:25) (— 0-4) (I 3:2)=?
26. (—H(—1{)(—TN=? 27. (+4a)(-+9b)(+2c)="?
28. (—ba?d)(+3a)(—2ad)="?
29, (-+64a2b) (—0Db2x) (—12aw?) ="
30. (— a*y?) (-246*y®) (+-8aby)="
31, (+3m) (—9In) (—03p3)=7?
32/ (—4aty2®) (—baxy’s) (— liady?e?) ="
83. (+-baf’—=(+5a) (+5a) (+ba)=?
34. a) (—3b2)="? b) (—1izxy2p="
35. (+-3) (+§) (— 1) (— 2p) =?
(86.) (4-2a%b) (—La2b?) (—3ab’) (+08)="7
37. (—22y?) (—0ba2x)(+6cy’) (—4La’cx)="?
38. (4-5) (— ) (—2)+-(—5) (+3) (+-2)=?
39. (— )(+08)(— 5§ — (2) (— P (—2p) =?
/40, (+12a2b3%)(— $a3b?) - (— Ta®b)(+2atb)="?
MU (—8a2bed)(—0bab2c)— (14 ab2c?)(—06a%be?)=?
2. (—Bhaty)(— f5aty") (—Bam) — (—18ara) (+ Swtyh=?
43. Obliczy¢ warto§é liczebna iloczynu:
a) (+5a2b)(+2ad?), jereli a=2, b=—2;
b)) 23 ax®) (—3ax?), » = —1;
¢) (—3a2c)(—28%), » a=-41,b=—2,c=-44;
d) (+2a%b% (— ab)(+5a3d?), jezelia=-+1,b=—1;
e) (—106)(4+03a2b)(—09ab?®, » a=—2,b=-1.

$ 6.

Dzielenie liczb algebraicznych.

1. Dzielié¢ jakas liczbe (np. - 15) przez druga (np. -+ 5) zna-
czy wynalezé liczbg trzecia, ktéraby, pomnozona przez te druga,
dala na iloczyn pierwsza. Taka liczbg jest tu |3, poniewaz
(4+3) (+6)= 15.

A zatem: (4-15): (+5)=-+3. Podobnie znajdziemy:

(+15): (—B)=—3,
(— 16): (4-B)=—3,
(— 15): (—Dd)=-3.

Liczby algebraiczne dzieli sie przez siebie,

dzielac ich wartosci bezwzgledne i zaopatrujac
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iloraz znakiem dodatnim, jezeli dzielna i dzielnik
maja znaki te same; znakiem zas ujemnym, jezeli
dzielna i dzielnik maja znaki przeciwne.

Iloraz dwu liczb ogélnych bezwzglednych przedstawia sig
w postaci ulamka, ktérego licznikiem jest dzielna a mianowni-

kiem dzielnik. Np. a:b=1.
Stosujac wyprowadzone powyzej prawo do liczb ogélnych,
otrzymamy:

+a:t)=+7,  Fa:(—b=—F,
(—a):(Fh=—5, (o) i=—b=13.

2. Z pojecia dzielenia wynika, ze:

1% a:a=1.

Liczba, podzielona przez siebie sama, daje ilo-
raz 1.

2% a:1=aqa.
Liczba, podzielona przez jednostke, nie zmienia sie.
3% 0:a=0.

Zero, podzielone przez liczbe, r6Zna od zera,
daje iloraz zero.

4% (a.b):b=q.

Dzielgc iloczyn dwu liczb przez jedna z nich,
otrzymujemy druga w ilorazie.

bY) Jezeli podzielimy np. 21 przez 7, a nastgpnie pomno-
zymy uzyskany iloraz przez 7, otrzymamy pierwotna liczbe
21 t . (21:7).1=21; ogolnie (¢:b)b=a. Poniewaz podiug
4% (a.b):b==a, przeto

a=(a.b):b=(a:b)b.

Liczba sie¢ nie zmieni, jezeli ja przez druga
liczbe pomnozymy i podzielimy — i to w dowol-
nym porzagdku

6°) Jezeli podzielimy np. 72 przez 3, otrzymamy iloraz 24.
Wyrazajac dzielng 72 jako iloczyn dwu czynnikéw np. 12.6
1 dzielac jeden z czynnikéow tego iloczynu przez dzielnik 3,
drugi za$ pozostawiajgc niezmieniony, otrzymamy: 72:3 =
—(12.6):3=4.6=24 albo 72:3=(12.6):3=12.2=24.



Ogoélnie (a.b):c=(a:c)b=a(b:c).

Iloczyn dwu (lub kilku) liczb dzielimy przez
pewng liczbe w ten sposo6b, ze dzielimy przez tg
liczbe tylko jeden z czynnikow.

79) Jezeli podzielimy np. 48 przez 12, otrzymamy iloraz 4.
Do tegn samego wyniku dojdziemy, jezeli 48 podzielimy przez
jeden czynnik dzielnika a otrzymany iloraz przez czynnik
drugi t. j. 48:12—=(48:8):4=16:4=4 albo 48:12—=(48:4):3=
=12:3=4.

A zatem:

a:(b.c)=(a:b):c=(a:c):b.

Liczbe dzielimy przez iloczyn, dzielgc ja przez
jeden czynnik, a otrzymany iloraz przez drugi czyn-
nik — i to w dowolnym porzadku.

Na podstawie prawd 6°) i 7% wykonywamy dzielenie wy-
razen algebraicznych, gdy dzielna i dzielnik zawieraja w sobie
liczby szczegodlne i ogdlne. Np. 35a3b'7—(35'7)a3b-—5a3b'
120°:3b3=(1202:3): 03 ={(12:3) a®: b * =4a?: b-"—4ls, :
Liczby,zawierajgce w sobie wspolczynniki i liczby
ogolne, dzielimy przez siebie w ten sposoéb, Ze ilo-
raz, uzyskany przez podzielenie wspolczynnika
dzielnej przez wspdtczynnik dzielnika, stawiamy
jako wspdltczynnik ilorazu liczb gtéwnych.

3. Jezeli liczby ogodlne sa potegami tej samej zasady, to
ich iloraz mozna przedstawié w prostszej formie. Np.
a’:ra*=a?® bo a?.a*=ad; a poniewa’s 3=05— 2, przeto:

ab: a? —a3—= a5—2‘

Podobnie a*b3:a2b=aqa?b2=qa2 25371,

Iloraz poteg o tej samej zasadzie jest potega,
ktorej zasada jest wspdélna zasada dzielnej i dziel-
nika, wyktadnikiem za$ réznica, uzyskaana przez od-
jecie wykladnika dzielnika od wyktadnika dzielnej.

Zadania.

2. (415): (25)="?
4, (—4):(—14)="?

1. (4-54): (49)
3. (—24): (—8)
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(—{—18) (—24)=2? 6. (-27): (—9)—=7

~36): (d-12)="2 8. (— 68): (4 04)=

0 B et | AT s i

(1 (—2p): (4D =2  12. (+225):(—§=7
ﬂ\(——élx) (+4)="? M. (-}-8ab):(—2a)="?

. (—bca?):(—ea)="? ™, (+8a”):(+6at)=2
17. (—-15a2b%: (4 3aby) =7
I8 (+9ab2ctx): (—2Tab2e)="?
19. (—28m™n?): (4 Tm2nd =2
20. (—06x5g5): (— 22atys) —"?
. (F3atb2c?): (—12a2¢)="?
(—171205{1;73/5):(—15(;39053,/5):?
83} (F 1] (- 13)=?
2{ (—18a®b?) (4-2ab%)]:(— B6atb®)="
25, [(+:25): (+4)] (- 05)=?
+36. [(— ;way) (F2 ) (- 3eyh)="?
27. (1 18%): (—24) : (—15)=7
+28, [(—020(&"’b* ¢):(—3abed)]:(—04a)="?
29. [(H096a7b®) (—2c5d®)): [(—6a®) (—b3c3dy)|="?
30. [(—|—-12a3w‘°y?)(—-5a2 H : [(— 06 ¢t x?z? (+10u) =
31. (—4): (-+02)—(4-0D5) : (—0:2) - (— 425) : (— 2) =?
32 (E ) ) (B Bt
+33. (—32x%):(+8a) +(+10w ): (—Dat) |
+(— 122 : (—2)="?
34, (—dadat): (+3aa’) - (dparbia):(—-4b)+
b (—24a)(—bax)="?
+35. (+32ab2c): (-F4a*b)+(+27abbct): (—9adbded) —
—(—3ab)(—2ac)="
36. (— 2a%¢?) (—ab?) —(F-8ab8¢?: (4 datbbc)—
— (1 a®b4) : (—2a%b?)=7?
37. Obliczyé wartosé ilorazu:
«) (-+45a?) : (4 9a?), podstawiajac a = 2;
b) (—0batd):(— } a?), podstawiajac a=-12, b= —3;
¢) (--12a*b?): (-4 a2b), przyjmujge a =41, b=—1;
d) (+18a2x?y?) : (—6axy?), przyjmujac y=x;
e) (—13adxby™): (— 02adx?y?), podstawiajac a=-1,
w:+2, y:——l.



ROZDZIAL II

Wielomiany.

§ 1.

Okreslenia. Porzadkowanie wielomianow.

Dodajac do siebie kilka liczb algebraicznych, np.
(—2 a9+ (+3a?)+(—da)+(—3)
otrzymamy sume: —2a®-3a%?—4a—3. Sume te nazywamy
wielomianem, a jego skladniki: —2a3 +3a? —4a, —3, wy-
razami wielomianu. Znaku dodatniego pierwszego wyrazu wie-
lomianu nie pisze sie.

Naodwrét: —2a%+3a?—4a—3=(—2a% -+ (4 3a?) 4+
+(—4a)+(—3), t. z.: Wielomian wyrazi¢ mozemy w postaci
sumy, ktérej sktadnikami sg wyrazy tego wielomianu.

Jezeli wielomian sklada si¢ z dwu wyrazéw, np. ba? —6a,
nazywamy go dwumianem, jezeli z trzech wyrazéw, np.
4¢3 —22xy-+by? trojmianem, jezeli z czterech, czworo-
mianem i t. d.

Kazda liczba algebraiczna, np. —2 a3 |-3a%b, —5 g, na-

zywa si¢ jednomianem,

W jednomianie, np. — 2 a® wystepuje znak algebraiczny
(—), wspolczynnik (2), zasada potegowa (@) i wykladnik (3). Je-
zeli wyrazenie, np. ba® nie jest zaopatrzone znakiem, domy-
slamy sie znaku -, jeZeli nie posiada wspdlczynnika, jak np.
a?, domyslamy sie jednostki (1a?), a jezeli nie ma wykladnika,
jak np. @, domyslamy sie rowniez jednostki (a!). Tak wigc »ac
jest jednomianem.

Wielomiany, sktadajace sie z poteg tej samej zasady, »po-
rzadkujemyc, t. z. piszemy ich wyrazy obok siebie tak, aby
wykladniki zasady byly coraz mniejsze albo coraz wieksze.
W pierwszym razie wielomian jest uporzadkowany malejaco,
up. 3a*—2a?+7a-+D5, w drugim rosnaco, np. b 3x?—
— 4zt — Tt

Wielomiany, ktérych wyrazy ss potegami dwu lub wigcej
zasad, porzadkujemy podlug jednej zasady; np. wielomian

2
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2a3y*— 3x’y —4xy’ jest uporzadkowany malejgco podtug za-
sady .

Majac na wielomianach wykonaé jakiekolwiek dzialanie,
nalezy ujaé je w nawias, uporzadkowaé i wyrazy podobne
w kazdym wielomianie zredukowad.

Zadania.

1. Uporzadkowac podlug poteg malejacych wielomiany:
@) 2at*—3a—T+42a?—3a?
b) b-+4b5—b4+43b21 b,
¢) 02¢—3Hc¢341—45H¢
d) 0|22t — bt —at| x?
o y—4y'+ 4y +19"
f) 3328+ 2bH2—bi |24

(2. Uporzadkowaé¢ podlug poteg rosngcych wielomiany:
@) 4a+5—2a’+3a?
b) —2b*—3b624+4b—5-}2b%,
0))—3a6— 22 —Hat 42,
d) 3c—2c¢34-2¢5— T} c?
) Oly’ — 1294249y —6y",
f) —4Hmd — 4L m*-2mt -} | mb.

3. Zredukowaé wyrazy wielomianow:

@) Tx++3a—4x—Ha-|3a,
b) —ba2t3xt2x— 4127
¢) 24a—+0ba*—4a—Ha?
d) 6a—3b-+4c—3La—9dc—24b,
\e) ab —1-+-4ab>—3a*b+47—Dab?
et~y +da?y’ — 32y’ 222 — 3L iy
4. Obliczyé wartosé liczebng wielomiandw:

a) a*-+2a8—3a*+a—1, przyjmujsgec a=1,

b) 262 —562+Tb— 10, » b=2,
0)-at—ad+ta*— a1, » a=—1,

d) 3a*—4a2b46ab>— 105% » a=2, b=_—2,
e) ax:*+ax—a, » =16, x=1,

f) cd—cty+cty*c?y3 jezeli c=—2, y=-- 0b.




§ 2
Dodawanie i odejmowanie wielomianéw.

1. Dodawanie.

a) Poniewaz wielomian, np. a-4b—¢, jest suma alge-
braiczng wyrazéw, z ktorych sie sklada, przeto a-}b—c=
=(+a)+ (4b) +(—¢); majac przeto dodaé¢ do wielomianu
a-+b—c liczbe np. —n, otrzymamy:

(@b — )+ (— m) = (4 0)+ (+-5) - (— &) - (— m) =

=-t+at+b—c—m.

Do wielomianu dodaje sig liczbe, dopisujac ja
do wyrazow wielomianu.

b) Podobnie, majac do liczby np. --m dodaé wielomian
a—b-c¢, znajdziemy:

(=m)+-(a—b+o)=(—m)+(+a)+(—b)+(+0o)=
=—m—+a —b-+c.

Do liczby dodaje sie wielomian, dopisujac do
niej wyrazy wielomianu.

¢) Jezeli do wielomianu, np. & — b—--¢, mamy dodaé drugi
wielomian, np. m—-p-—r, to postepujac jak poprzednio, otrzy-
mamy:
(@—b+0) + tn-p—1) = (+0) = (=) + (+0) + (+m) +

+ (P (—r)=+a—bfotmtp—r.

Wielomiany dodaje sie do siebie, piszac ich
wyrazy obok siebie.

2. Odejmowanie.

Postepujac podobnie jak przy dodawaniu, znajdziemy:

a)  (@—b+0)—(— m)=(4a)+(—b) (4 0)—(—m)=
=+a—b+4c|+m.
Od wielomianu odejmuje sieg liczbe, dopisujac
ja do wielomianu ze znakiem przeciwnym.
b) m—(a—b+c)=m— [(+a)+(— b)+(+ I}
Poniewaz od liczby odejmuje sie sume kilku liczb w ten
sposéb, Ze sig od niej odejmuje naprzdéd jeden skladnik:
m — (- a)=m — a, od tej réZnicy nastepny skladnik: (m — a)—
rEs



—(—b=m—a-}bit d, a wigc:(m—a—-+b)—(+c)=m—
—a-+b—c, przeto:
m—(@—b+4ec)=m—a-t+b—ec

Wielomian odejmuje sig od liczby, piszac obok
niej wyrazy wielomianu ze znakami przeciwnymi.
¢) (a—b+e)—m+p—r=@—bt+ec)—m—p+tr=

=a—b+tc—m-—p-4r

Wielomiany odejmujemy, dopisujac do odjemnej
wyrazy odjemnika ze znakami przeciwnymi.

3. Jeieli w sumie lub réznicy znajduja sie wyrazy po-
dobne, nalezy je zredukowaé.

Aby otrzymaé wynik juz zredukowany, najdogodniej jest
podpisywaé wielomiany jeden pod drugim tak, aby wyrazy po-
dobne znajdowaly sie pod soba, a potem dopiero wykonywad
dzialanie. Np.

a) (@a®—3atb?+5a2b%) | (4atb2— Ta?b*b%)=
a®*—3atb?}+bHa®b?
+4atb?—Ta3b®b>
a’*+ a*b*—2a3b3--bo
by Ga+t+2ax-—3ax?—baxt) —(—4a+Tax+3ax:—
—bax®)=
bat2ax—3ax’—bax’
—4a+Tar+3ax—>dax?
+ = =+

2 9a—bax—6ax

4. Jezeli np. do b dodaé mamy dwumian (¢c—d), a otrzy-
mang sume odjaé np. od @, to zaznaczamy to: a—[b—+(c — d)}.
Podobne znaczenie ma wyrazenie np. a-{b—[c—(d—e)]}.

Naodwrot: jezeli wyraZenia, w ktorych przychodza na-
wiasy, chcemy przedstawi¢ w prostszej postaci, uwalniamy je
od nawias6w, wykonywajac kolejno dzialania, tymi nawiasami
wskazane. Np.

a—b+(c—d)}=a—b+c—dl=a—b—cHd.
Podobnie: a4-{b—[c—(d—e)}=a-+{b —[c —d-e]}=
=a}+{b—ct+d—ey=atb—ci|d—e ‘
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13.

14.
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- 16.
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18.

19.

~20.

- 21.
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23.
24.
25.
26.

28.

Ry 0| = Y

Zadania.

2a+4(—b+c—d)="? 2. 8—{—(4~|—
2a—{—%b+4c)—|— ~-3a)="? 4. a2+3a)+(— 2a%)=
 (F6aiy)+(— 2ty + @)=

. (120364 (Ta-+14b)=?
(Ta*+19ab—5b2) 4 (a*—8ab-4-b2)="?
(@*+2a+a+1)+(a>—2a— 3)="?
Ba+T6)+0Ba—4b)+(2a—b)="? (sprawdzié, pod-
stawiajac a =4, b= —1). :
6a2+bdbax+04a?)4(—a?—3ax-+a?)+

+ (1o —ax—2x%)="?

(43¢3+12¢24-9¢ —5)4 4¢c — 122495 %)+
—|—(15—2 c+5Hc)="?

. (a4+b4c)F(a —b—c)F(—a-t-b—c)4
—H—a—b—l—C):?

3a 4 [2a-+4(4a + 2b)]=? (sprawdzié, podstawiajac
a— =)
(Ber+3¢)+[—6c+ (—bHc + 4¢?)] = ? (sprawdzid,
podshawiajqc c=—1)
(ba-t[Ta+t(Bb—4a))4[4b—2a)—bj==?
(Ba:—4ax)+ Bax?+a?)+ [(Da*+3a) + 4ax] =7
(Ba—dmyty)+ (2o — 657+
+[—4oy+QBa— 2y} ="
408G+ lpat-Ga? —11a9)+3gal+

- (2as—3pat) =7

(3a® —fyoy) +-Goy+ (2 — ") + Gy +iay))=?
200 —(4a —2b)="

(—9%a))—(—2a2+6a)=? (a=—2).

152+ 3y*)— (da* —2¢%) =7 (=1, y= —2).
Ba®—2a*+t-a)—(2a*—3a*—4da)="

(6% —Byy-44e)—(—Tw—2y+242)—?
(64a—DbLab-+3Lb)—(44a — 33 ab-53b)="?
(ax—3ax?+Tax?)—Bax+Hax*—3ax? |
+Rax+-3ax-—DHax?)="?

7. Bmrt4Tm2n2—2)+4 (b—2m?n? —m?) —

—(—3mt+4m2nt+t5)="?
(—6xt—Tax?—2a%x+4 30—
—(—2x*—Ddax?—2a%x) —(—Da3-F 2% ="?
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29. [(4a+2b)—2a)—[Pa—Ba— b)]=?
30. a—[Ba’44a+1)—Ba+2a>—4) =7
31. a®—{(a®—2a%—[a*—(2a® —ad)}} ="
32, (x*—2x>4-x) — {(92*—2x)— (—3x)—
—[2a% —(4x*—Da))="
33. (10m—+4n)—{9n—|Tm —OBm—10n)]} ="
34. 50a® —{40a -—[30a3— (200 — 10 ¢?)]}="?
35. 4z —{[(a—-ox)+Ba+Tw)}—(B8a—3x))="
36. (c*+Tc2—8¢c) —{Tc*—(9c2— )] —[(6c*—2¢?)
+(4c®—2c2+6¢))j="?
37. Ba*—ab+4-b*)—1{(2a>—3b)—|(a*+ab)—
—(2a'+-2ab)}=?
38. (by* —3y-7)--{(— Byt — by 1-3) — @y*—9y-+ 4=
39. Obliczyé x4y -2z podstawiajac: x=3b*-} Tb2¢2—2,
y=>b+—2b2c*45, 2=—38bt—4b%c2}3.
40. Jezeli A=18x —43y 842 B=—Tx-}+30y-}15¢,
jaka wartosé¢ ma 4A—B?
41. Tréjmian 3a®+2a*-+Da jest sumng dwu skladnikdw,
z ktorych jeden jest a®--3a®—8a; obliczyé drugi skladnik.
42. Znalezé wielomian, ktéry z wielomianem 7a*-}+5Hab?—
—40a2b®* —3ab*+ 15 tworzy sume Ha*|-3a2b3— 305,
43. Znalezé odjemnik, majgc podang odjemng bat — 32+
+32—2 i réznice Txt—|-3a2-b.
44. Znalezé odjemna, znajac odjemnik 4x3y?—bHaxyt|
+2xy* —y® i roznice — 3Py Dy’ 2yt 2y°
45. O0d sumy tréjmiandw: «®—3ax*—1 i x®—3x>—3
odjaé sume czworomianéw: a®3x’4-3x4-1 i o —3x*-
“+3x—1.
46. Od roznicy wielomianéw: —ax*-}3ax’—4ax-|8a?
1 Da? -+ 3x2+ 4ax— 3 odjaé roznice trojmiandw: 2?4
+b5ax—Ta?i —8x2—Tax+9a
47. Od tréjmianu da?b—3a b2 7b* odjaé 2a®-+4a2b—
—ab’+b4 a od réznicy tych dwu wielomianéw wielomian
b*—302+4ab2—3a?b.
48. Obliczyé wyraZenia:
@) A (B - C+ D), b) A—(B+0— D),
¢) (4+B)—(C+D),  d) (4—B)—(C—D)
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przyjmujac: A=3a*— 2axy—vy®, B=—at+4dxy+ 3y
C=2z*—baxy—y. D=4a*+|bay—3y

§ 3.

Mnozenie wielomianow.

1. Mnozyé wielomian, np. a-+b—¢, przez jednomian,
np. (— 3), znaczy utworzyé¢ iloczyn z mnozne] w taki sposob,
w jaki mnoznik powstal z jednostki dodatniej. Biorgc zamiast
41 jednostke ze znakiem przeciwnym t j. —1 i piszac ja
obok siebie 3 razy, otrzymamy: —1—1—1=— 3. Postepujac
podobnie z mnozng a-b—c¢, uzyskamy iloczyn

=—a—bt+c—a—btc—a—btc=
=—ag—a—a—b—b—b-tct+ctc=
=—3a—3b-}3c

W podobny sposéb znajdziemy: (@b —c)ym =
=am-+bm—cm.

Wielomian mnozy sie¢ przez jednomian, mno-
23¢ kazdy wyraz wielomianu przez jednomian
i piszagc otrzymane iloczyny (iloczyny czesciowe)
obok siebie z ich znakami.

2. Jezeli mamy pomnozy¢ wielomian, np. a —b--c, przez
drugi wielomian, np. m —#. oznaczmy  —n przez 4 a otrzy-

mamy: (@ —b-4¢)(m—n)=(a—b+c)d=ad—bA+cAd=

=Ada— Ab+Ac=(m—nja—(m—n)b+t+(m —n)c=
=(am—an)—(bm—bn)4(cm— cn)=
=am—an—bm-+t+bn-tcm—cn.

Wielomian mnozy sie¢ przez wielomian, mno-
%23c¢ kazdy wyraz jednego wielomianu kolejno przez
kazdy wyraz drugiego i piszgc czesSciowe iloczyny
obok siebie z ich znakami.

W praktycznem zastosowaniu porzadkujemy zwykle tak
mnozna jak i mnoznik podlug poteg tej samej zasady, cze-
sciowe zas iloczyny podpisujemy tak, aby wyrazy podobne
znalazly si¢ pod soba. Np.
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(Bat—-4at+5a+1)(2a*—3a-+5)=
6a’— 8at+10a%-} 2a?
— 9a*412a*—15a*— 3a
15a%—20a2}25a-15
6a5—17a4-+37a® —33a?+22a-1-5.
3. JeZeli pomnozymy sume¢ dwu liczb, np. a4 b, przez ich
roznice, t. j. @ — b, otrzymamy:
(@+b)(a—Db) —aH—ab—-ab——lﬂ—a”—b2
A zatem:

a+b) (a—b)=a*—b2
Iloczyn sumy dwu liezb i ich r6znicy réwna
sieg roZnicy kwadratéow tych liczb.
Naodwrét a?2—b2=(a | b)(a — b).
Réznica kwadratow dwu liczb rowna sie su-
mie tych liczb, mnozonej przez ich réznice.

Zadania.
1. (@ —b+c¢)3="? 2. Cm—4n)§="?
3. Qx}-4y—523a=? 4. 2adb—3ac+t+4bc)abc="?
b. B+2xt ¥ =" 6. 0ba—002a2-Fa’ba®="
7. (3a+5b)(+3ab)=? 8. baxly—6ay®)(—2axd)="?
9. (——3(1)(5:1:—4;1/‘)—" 10. (+9a)(4a—6b)="?
11. Ba—5b-+T7)(— =4
12, ( —|—6ay2)(5—|—4a—3a2)=?
13. (—2a’bt-}2a2b5—}ash)(—12a5bh5) ="
14. (062 — 10924 0012%) (1D’ y22?)="?
15. (a*—1}a*+3ba—1)(—aH)="?
16. a+T7(a—b)="? 17, b2—DH(a?+b2—c¥)="?
18. (a2—bax)— (a®?—b)x="?
19. 244 (a?—2a+41)2at="?
20. 3ax(bab—4axt+2ay)+(12a2cx—6a’cy)="
—21. 6a2—52%) (— 2wy?2t) | Byt (dawtz—328)="?
—-22, (—3x)(b—Tx+6a) —(—9x* —4x*+a)200="?
-23. (4a—3b+42¢)a+(2a —3b—3¢c)b—(DBa+6b—c)c=?
24. Cay+9a?y)(—2x)+[4x—%ax)ayla*br="?
25. [(Qa+b)x*+(a —Db)ax)alx? —(a2bxt—atax®—
—adbxd)=1?
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Gx+-8y) bax+-Ty)="?

2% (4a-+3b)(Ta—3b)="?

28.
29.
- 30.

(4x—3y) B+ 10y)="?
(3a2+ba)(dat+Ta)="?
(Tat4-2b% (202 — 302 ="

3Bz} b4 6a%)(b—2x)="?
32..(4—b1+5b1)(202—Hb—3)="

~33.

34
35.
36.
37.

N88.- (

4-+6x*—x)22x?—3—bHw)="?
(@®—4b*+3ab?-—2a2b)(a®2—2ab-+|3b)="?
9a—5b)(a+2b—3)4+(—38a+b+3)(Ba—5bb)=?
@ —y+Dy+1)-@+y—H@—D=?
(a®>+3—2a)834+a)—Ba*+2a—4)2—a)="?
(1202 —6a—4)(4a4-2a-1- 1)
+(Ba24-3a+1)2a:—a—1)="?

'489 (6wt — - 42%) Qa5 — Dy — B2%) —

40.
W
42.
43.
44,
45. (
—46.
—47.
48.
49.
—50.

51.

52.

— (@ —y*+2f) @yt —et) =7

Br4y) Bx—4y)="?

(2a?—ba)2a*+ba)="?

(x+a)(x—a)+a?=?

W—W+%@~m=?

Ba*—4c¢?) (3a2+4c%)}(16c*—bHay)=?

(@ w—{—b2 ) a?x—bry?) — (ate® — 2biyd) =2

2ey(aad by’ —(aad by aw—by?)=?

Ba+3b)(Ta+-bb)Ba-4b)="?

@41) (@+2) @—3) =7

(a—1(a41)(a2+1)=?

Bx+5)C2x—3)(x—1)—(@+1)(@-—-2)(x—3)="?

Sprawdzié zadanie:

a) 10. i 11, podstawiajge a =—2, b=25;

b) 117, przyjmujac a=1, b=2, ¢=3;

¢) 19, przyjmujagc a =—1.

Sprawdzié¢ iloczyny nastepujacych czynnikéw:

a) 2a*+ a*—2a—1)(3a?-}-a—4), podstawiajac a=2,

b) (mP 4 m: 4 m-+1) (m—-1), jezeli m=—2,

¢) (a2—3ab-4b?)(a’+3ab—0b?), jeieli a=1, b=3,

d) (a*—3a2b-}+-5ab?—Tb3(a?—Tb3}-5a b — 3 a2b),
przyjmujac a=—1, b=-1,
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e) (4a-b)(2a —b)(5a-+3b), przyjmujac a= — 0D,
b=+ 01,

f) 4a*(a—1)(2a-+1)(1 —a), przyjmujac a=1%,

g) 2a—1)2a-+1)(4a®+ 1), przyjmujac a —=—2.

$ 4
Dzielenie wielomianow.
1. Dzielge iloczyn Jdwu liczb, np. 5.8 =40, przez jeden
z czynnikdow, otrzymujemy na iloraz drugi czynnik, 40:5=8.
Podobnie majac (@ —b-|¢).m=am —bm -+ cm, otrzymamy:
! bm
(@am —bm—t+cm) - m=a—b-}c Poniewaz a:%, b=—,
"W m
cm am bm |, cm
= t ie o) = o — L
c e przeto (am —bwm--cm):m 24 %
Wielomian dzieli sie przez jednomian, dzielgec
kazdy wyraz wielomianu przez jednomian.

Wyznaczajac z dzielenia:

am  bm cm

(am —bmt-cm): m—="— — —-L — dzielng, otrzymamy:
( +cm) e Lo T 3 ymamy
am  bm , cm)\ .
am —bm—cm=m Sy —— 4 — b—1n (@ — b -~ ¢);~ podo-
\'m m m 7 ‘
bnie znajdziemy:
2" 6

2ot —Gatbat=207 (57, — 57, + g, )=20%(@ —3at-4)

—3a®  9a2l 12ab?
gy 3 2h =" 3 3 e > 3 R T e et
3a*+9a%b--12ab2=—3a 3a+ 30 3a)_

—=—3a(at—3ab44b%, t. z

Jezeli wszystkie wyrazy wielomianu zawie-
rajg w sobie ten sam czynnik, wowezas »wytacza
sie« go przed nawias.

Wylaczanie to polega na tem, Ze wspolny czynnik umie-
szcza sie przed nawiasem, a w nawiasie ilorazy, otrzymywane
z dzielenia wyrazéow wielomianu przez wylaczony czynnik. Je-
Zeli ten czynnik ma znak dodatni, wyrazy, stojace w nawia-
sie, zatrzymuja swoje pierwotne znaki; jezeli zas znak uje-
mny, otrzymuja znaki przeciwne.
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2. Aby pokazaé, jak si¢ dzieli wielomian przez wielomian,
utwdérzmy iloczyn nastepujacych wielomiandéw:

(2a*—3a*—4a—+5)(a*—2a+6)=

2a5—3a*— 4a*+ Ha? . . . 1. czesciowy iloczyn
—4at+ 6a*+4 8a2—10a e » »
12 —1842 —24a+4-30 . . . 3. » »

205 —Taé|14a°— Ba®—34a | 30.

Jezeli iloczyn tych dwu wielomianéw podzielimy przez
jeden z nich, powinni$my otrzymadé na iloraz drugi wielomian.

A zatem:

(2a’—Ta*+}+14a®>—bHa?—34a+430): (2a®*—B3a2—4a-}5) =
=a’—2a-}6.

Do ilorazu a®—2a-6 dojs¢ mozemy w sposéb naste-
pujacy:

Jezeli tak dzielna jak i dzielnik sg uporzadkowane podiug
poteg malejacych albo rosnacych zasady a, to pierwszy wyraz
-dzielnej (2a° jest iloczynem pierwszego wyrazu dzielnika
(2a® 1 pierwszego wyrazu ilorazu (a?). Dzielagc przeto pierw-
szy wyraz dzielnej przez pierwszy wyraz dzielnika, otrzymamy
plerwszy -wyraz ilorazu. JeZeli dzielnik pomnoZymy przez
pierwszy wyraz ilorazu, otrzymamy 2a°— 3a*—4a®-{ba?
t. j. 1.szy czesciowy iloczyn, ktéry odjety od dzielnej, pozo-
stawia reszte:

—4a*+18a2—10a2—34a+ 30.

Poniewaz ta reszta jest uporzadkowana podobnie jak
dzielna i dzielnik, przeto pierwszy jej wyraz jest pierwszym
wyrazem 2-go czesciowego iloczynu, ktory powstal z pomno-
zenia 1. wyrazu mnoznej (tu dzielnika) przez drugi wyraz
mnoznika (tu ilorazu). Dzielac zatem 1. wyraz tej reszty przez
1. wyraz dzielnika, wyznaczymy drugi wyraz ilorazu, ktory
pomnozony przez dzielnik, utworzy 2-gi czesciowy iloczyn
—4at+6a*} 8a® — 10a. Ten, odjety od powyiszej reszty,
pozostawi nowa reszte, z ktora postapié nalezy tak, jak z po-
przednig.

Wzér dziatania jest nastepujacy:
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(2a*—Tat+14a%— ba*—34a 30):(2a°—3a2—~4a-}5)=
2a5—3at— 4a%+ Ha? =a:—2a-}+6
—4a4418a%—10a®*—34a-}+ 30
—4at+ 6a*+ 8a*—10a
+ - -+
1203 —18a2—24a+}30
120%—18a*>—24a-}30
e S

Aby podzieli¢ wielomian przez wielomian, porzgdkujemy
tak dzielng jak i dzielnik podlug poteg tej samej zasady i dzie-
limy pierwszy wyraz dzielnej przez pierwszy wyraz dzielnika.
llorazem mnozymy dzieinik, a otrzymany iloczyn odejmujemy
od dzielnej. Nastepnie dzielimy 1. wyraz reszty przez 1. wy-
raz dzielnika; otrzymanym ilorazem mnoZymy dzielnik a ilo-
czyn odejmujemy od reszty. Z nows reszta postgpujemy podo-
bnie, jak z poprzednig.

Reszty, powstale] przez odejmowanie 1-go czesciowego ~
iloczynu od dzielnej, nie pisze si¢ zwykle calej, ale tylko tyle
wyrazéw, ile ich posiada dzielnik; pozostale zas wyrazy dopi-

suje sig do nastepnych reszt w miare tworzenia dalszych cze-
$ci ilorazu.

A zatem:
(2a°*—Ta*+-14a%— Ha®—34a-30):(2a° —3a®—4a-}b)=
2a5—3at— 4a3} Ha? =a*—2a-+}6

—4a*+18a*—10a®—34a

—40t+ 6a%+ 8a2—10a

+ - - 4
120 —18a%— 24 a0+ 30
1243 —18a2— 240+ 30
e ._l_ _l_ A

Jezeli dzielna i dzielnik zawieraja w sobie potegi réinych
zasad, to porzadkuje sie tak oba wielomiany jak 1 reszty, otrzy-
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mywane z kazdorazowego odejmowania, podlug poteg jednej
z tych zasad. Np.
(6at—a’b—13a2b?-+10ab®*—20b%):(3a*+4ab—20%)=
6af+-8a’b—4a?b? =2a®—3ab{b?
- - 4+
—9a%— 9a®b®24-10qab®
—9a%b—12a2b2{ 6ab?
+ o+ =
3ab?-{-4ab’® - 2b¢
3a%b*-+4ab®—-2b*
e -

Jezeli dzielnik nie miesci sie bez reszty w dzielnej np.
(@*+20%:(a+b)=a*—ab-+}0b?
a®4-a?b

—a?b -+ 258
—a?b— ab?
S e
ab?t2p3
abi-| b3

b3 (reszta),
to podobnie jak przy liczbach szczegélnych, np. 30 : 7T=4-4 2,
tak 1 tu przedstawiamy iloraz w postaci liczby calkowitej
i wlamka:

3) - —_—2 s ! b3
(@*+20%:(a+b=a*—ab-+|b REE S
3. Poniewaz (a-b)(a —b)=a?—b? przeto:
(a2—b¥):(a+b)=a—0b i (a®—b2):(a--b)=a-+}b.
Réznica kwadratéw dwu wyrazow, podzielona
przez ich sumg (réznicg), daje na iloraz réinice (sume)
tych dwu wyrazow.

Zadania.
1. 12a*—1602-8): (44 ="?
2. (16¢3F8¢c—4):(—4)="
3. (@ax—baxtcw):x="?
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Bat4-122 —242): (— 2% =="?
(—15am—+410bcm —Ddmzx): (—dm)=1?

. (B2ax?y— 16wy dy="?

(23 a’b>+-45a2b%):3a%b2="?

 (— 38" —24m b5 (—Dm3b%) =7
. (@*b2c?—6arc®t+}atch):(—0ba?c?)="?

(24 a’btx*— 16 a%b2x®) : Baba?="

. (—21 3t -63¢*md—126 ¢Bmb—84 cSm7): (4 3 cPm4)=?
. [(30a?betd —20ab’cd?):(—bab):2cd="?
[Ta"—21a%b(a—b)—Ta*b?]:(—Tat)y="?

. {2a%[6a?—(5a®—4a)]}:2a*="?

15.
16.
17,

[(Bat4-2a%)bx —b2(10a: —6at+ab)]:Da?2="?
(4@ —3y) (4@ +3y)— 8(2a? | 62 3y? ="
W  nastepujacych wielomianach wylaczyé wspélny

czynnik przed nawias:

29,
30.

a) a*+2a, b) —2b2--28b,

¢) —3m?—6m, d) a®b®+DHa%b?

e) —gatxwiz4-3a’s, f) $ab2c®—23a%bc?,
g) 2ab-—4a2b2+8b3,

h) 12a%b®8a*b®4-4ad b,

i) Tab2c—21a2bdc2|014ab3c?,

K) @lat-b)4-y(at0)

D) altm—mn)—b(m—mn),

m) a@—+y)—b@+y +clety.

. (@®4-3a2b+3ab?tb¥:(atb)="?
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.

Qe — 12 y+4y*):Bx—2¢y) ="?

(@ tax?—20—8):(x—2)="7?
(4a?—16a2+Ta-+20):(2a —DH)="?
(@226 —1-2): (- 3)="?
(a®—02a2+408pa—+03):(«403)=7%
Bar+-bdbax+t a4+ 3)i(xt+1)="?
6—Ty+4y*—y’):2C—y)="?
(at—2a202+ b4 (a®+2ab b)) ="
(20631924 12¢+ 32): (4 ¢ — T o 8) ="
(dad4-26 ! — 562 — 232 12 | 22):
(@t bae—11)=7

(10 —31lzx+a® — 224 T22): (0 — 3| o) =?
(6azbi-l-3abi-5ash-t bst3ah:(2ab-F3artb)=2
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31. 42a3x+19a a3 —2x*—50a2x®— Ta%):
@ Tat—Tax)="?
32. (at— a®*b*4-05ab*— 025612 : (a2 — ab*+0Hb%) ="
33. {(a®}-4atb—4ab2—16b3%):(a2-}-2b)]: (a}4b)="?
34. [(@s+3at —da? —ax+1): (@220 —1)): (@2 —1)="?
36. (a*F1):(a+1)=
36. 1 —a%:1—a)="
37. (a8 — a8 : (a*+-2ax+2axr+a¥) ="
38. (@f4ax*—ax— 1): (@t axf1)="
39, @ttt —adtatt1): (2t a41)=?
40. Znalezé iloraz i reszte z dzielenia nastgpujacych wie-
lomianow:
(a2—2b2) (@a—b)y="?
(@ +ay+y*): (x+gy ="
(3a2+2ab+6b2) Ba+2b)="?
d) (a®+0b8):(a*+b%)=7?
e) (20m4—51:1:3—9w‘-’+32w):(4:1:“—7:1;——8):
41.
42, (x —y) (w—u)—?
43. 9t —4yY: (Ba2H-2y%)="?

@ —g?): @ty =?
(
(
44. Blm*—49n'): (9m? —Tn?)="?
(m
(

2

45. m2a®—n2b?): (ma-+nb)=?

46. (ax2—b2y?):(ax—by)="?.

47. [(a*r2—b*s?) : (atr+b28)] 4 (a2r}+b2s)

48. [(bta?—cty?): (b2x — cz:t/)]—(b“’w—czy)—?

ROZDZIAL 1IL

Podnoszenie liczb do kwadratu i wycigganie pier-
wiastka kwadratowego z liczb.

§ 1.
Podnoszenie liczb do kwadratu.

1. Poniewaz x*=wa.x, przeto takie -

(aFbr=(a-+b)(a+b=a*+tab+tab+b>=a*+2ab-b



Podobnie:
(@ —bi=(a—b)la—b)y=a’—ab—ab-}+b>=a*—2a b+ b2
A zatem: (atb))=a?+2a b} b2

Dwumian podnosi sie do kwadratu, tworzagc kwa-
drat pierwszego wyrazu, podwdjny iloczyn obu wyra-
z6w i kwadrat drugiego wyrazu i dodajgc do siebie te
trzy wyrazenia.

2. Na podstawie tego prawa znajdziemy:
34*=(3014)*=302+}2.30.4442 albo

34— 342 —=
302=900  albotez, po opu- 32=9
2.30.4=240 szczeniu zera 2 324!
42— 16 w dziesigtkach: 42— 16
1156 1156

Jeieli liczba jest wiecej niz dwucyfrowa, np. 749, to wy-
razajac ja jako sume dwu skladnikéw, z ktérych jeden jest
cyfra jednostek, otrzymamy: 749*=(740--9)2="1740242.740.9-}
~-92; a poniewaz 7402 = (700 | 40)2 == 7002 - 2.700 . 40 -}- 402,
przeto 749*=700%-4-2.700.40-}40*4-2.740.9 -} 92 czyli

7492 = 7492 —
7002 = 490000 albo, po opu- 72 =49
2.700.40= 56000 szczeniu zer 2.7.4= 56
402= 1600 w setkach 1 dzie- 42— 16
2.740.9= 13320 sigtkach: 2.74.9= 1332
92 — 81 E= 81
561001 561001

Liczbe szczegdlng podnosimy do kwadratu, two-
rzac kwadrat najwyZszej cyfry, z kazdej zas nastepnej
cyfry dwie czedci, a mianowicie: podwoéjny iloczyn po-
przedzajgcej liczby (nie cyfry!) przez te cyfre i kwa-
drat tej cyfry. Tak otrzymane liczby podpisujemy pod
soba, wysuwajac kazda nastepna o jedno miejsce ku
prawej stronie i dodajemy.

3. Poniewaz (2\)2=0.£.L.l=6.t2, przeto:

M@ AR S s

Ulamek .tak sie podnosi do kwadratu, Ze sig tak

licznik jak i mianownik podnosi do kwadratu.
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Aby wyprowadzié, jak sie podnosi do kwadratu liczbe
dziesigtng, np. 423, napiszmy ja w ksztalcie ulamka zwyczaj-

nego, a otrzymamy:

49232 =(438)? — ;4335 — 118020 — 17-8929,

Podobnie znajdziemy: 0:0352=0-001225.

Liczbe dziesietnag podnosi sig do kwadratu
tak, jak liczbe catkowita, bez wzgledu na kropke
dziesietna, a dopiero w otrzymanym wyniku od-
dziela sie dwa razy tyle miejsc na dziesietne, ile

ich byto w liczbie dziesigtne].

Zadania.

1. (atc)2="? 2. (x—y)r="? 3. Ba-t-2b)2="
4. 4m—>5n2="? b, (ax+by)?=? 6. (mx—ny)*="?
7. (—Hba+2b2="? 8: (—d4x—Ty)=?
V9= (2a2b-+-3ab?r=? 0 (Tatar—9a’a?)t="
11, Bxry?—2x222)2=7? 12, (—3a2b3}6a2b22="?
13. Gabx+9adby)2="? 14. (—4a’bm®*—3adb2m)="?

el (12 02023410 a8b2 22 ="
16. (ab?x® —atbx)?="?

Podniesé do kwadratu nastepujace liczby:

17. a) 38, b) 41, ¢) 63,
18. a) 23, b) 75, ¢) 49,
19. @) 318, b) 479, ¢) B3,
20. a) 283, b) 504, ¢) 850,
21. a) 1346, b) 3178, ¢) 4731,
22. ) 4153, b) 2035, ¢) 9008,

23. a) 234156,  b) 32041,  ¢) 42500,
24, a) 80113,  b) 70024,  ¢) 60003,

2b6. a) 4, b) $1, c) 13
26. a) %%%1 b) %’E‘S‘a C) %10'%* ;
27. a) 21, b) 33. ¢) 10%,
28. a) 663, b) 333, c) 90§,
29. a) 13, b) 027, o) 152,
30. a) 0:526, b) 0403, ¢) 1307,

31. a) 00321, b) 15315,  ¢) 91105,

d) 96.

d) 88.

o) 847.
d) 609.
d) 8163.
d) 3060.
d) 50601.
d) 92008.
d) 1.

d) 4§83
d) 50%.
d) 1014.
d) 6-23.
d) 1506.
d) 0-000271.

32. Bok kwadratu wynosi: a) 375 m, b) 0:672 m, c) 3542 m;

obliczyé jego pole.
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33. Pole kwadratu jest rowne sumie p6l dwu kwadra-
tow, ktéorych boki wynosza: 415 dm i 5025 dm. Obliczyé
to pole.

34. Majac podane boki dwu kwadratéw: 54:6 dm i 36'6 dm,
obliczyé pole trzeciego kwadratu, ktore jest rdznica pol po-
danych kwadratow.

8 2.
Wycigganie pierwiastka kwadratowego Z liczb.

1. Podnoszac liczbe np. 7 do kwadratu, otrzymujemy 49,
t. j. 12=49.

Naodwrét, gdyBys’;my checieli wyznaczyé liczbe, ktoraby,
podniesiona do kwadratu, dala liczbe podana np. 144, to wy-
znaczenie takiej liczby nazywamy wyciaganiem pierwia-
stka kwadratowego z liczby 144. Dzialanie to oznaczamy:
V144 =12, czytajac: »drugi pierwiastek z liczby 144«
Liczba 144 nazywa sie liczba pierwiastkowana, 12 pier-
wiastkiem kwadratowym liczby 144, znak zas v zna-
kiem pierwiastkowym; powstal on z litery r, zaczynajacej wy-
raz »radix« = »pierwiastekc.

Wyciggaé pierwiastek kwadratowy z danej
liczby znaczy wynalezé taka liczbe, ktéra, podnie-
siona do kwadratu, daje liczbe podana.

2. Aby wyprowadzié, jak si¢ wyciaga pierwiastek kwa-
dratowy z liczby danej, utwérzmy kwadrat liczby np. 76.

762= (70} 6)2 = Dzielagc liczbe 5776, zaczynajac od
_—TOZT 4900 prawej strony, na grupy dwucyfrowe,
270.6— 840 otrzymamy tyle grup, ile cyfr ma podana
' 62: 36 liczba, przyczem pierwsza grupa — liczo-
A na od strony lewej — moze byé dwucy-

frows, jak w powyZszym przykladzie 57|76
lub jednocyfrowa, jak np. 262=26|25. Poniewaz kwadrat dzie-
siatki (7) ma po prawej stronie dwa zera (4900), przeto jest on
zawarty w pierwszej grupie; aby wiec wyznaczyé cyfre dzie-
sigtek, szukamy liczby, ktéraby, podniesiona do kwadratu, data
liczbe tej grupy t.j. 57 albo liczbe nieco mniejsza od 57. Taka
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liczba jest 7, bo 7:=49. Odejmujac 49 od 57 i dopisujac do
reszty druga grupe, otrzymamy 876.

Wzor dzialania W liczbie 876 zawarty jest podwdjny
V57 16 =16 iloczyn dziesiatek przez jednostki i kwa-
78 49 drat jednostek; dzielac wiec 876 przez
87 6:140 podwojny itloczyn dziesigtek: 2.70 — 140

czyli 876:140 albo 876:14, otrzymamy
876:14 na iloraz 6 jednostek. JeZeli utworzymy
146.6... 876 czesci skladowe kwadratu, pochodzace od
R cyfry jednostek, a mianowicie 2.70.6 62—
=(2.704-6).6 =146. 6, zobaczymy, Ze su-
me ich otrzymaé moZna w ten sposob, ze sie do dzielnika 14
dopisuje cyfre jednostek (6) i tak powstals liczbe mnoiy przez

te cyfre. lloczyn odjety od 876 da reszte zero.
Podobnie postepujemy przy liczbach, ktore sie skladaja

z wigcej anizeli dwu grup. Np.

V11 90 25=345 albo \/11/90 25=345

2T 9 Y
290:6 290:64. 4
64.4.. 256 256
3425 : 68  3425:685.5
685.5..  342b 3425

Aby wyciggnaé pierwiastek kwadratowy z li-
czby, dzielimy jag od prawej strony na grupy dwu-
cyfrowe. Nastepnie wyznaczamy taka liczbe, kto-
rej kwadrat rowna sie liczbie 1-ej grupy lub jest
od niej nieco mniejszy. Jestto pierwsza cyfra pier-
wiastka. Kwadrat tej Ifczby odejmujemy od liczby
l-ej grupy. Do reszty dopisujemy nastepna grupe,
w niej oddzielamy najnizsza cyfre, a pozostatg li-
czbe dzielimy przez podwoéjna znaleziong cyfre pier-
wiasthka. Otrzymana na iloraz liczba calkowita jest
druga cyfra pierwiastka. Druga cyfre pierwiastka
dopisujemy do dzielnika, mnozymy tak utworzonga
liczbe przez te sama cyfre a iloczyn odejmujemy

3:#
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od powyiszej liczby. Do reszty dopisujemy naste-
pna grupe i dzielgc ja, po odkredleniu najnizszej
cyfry, przez podwdjng liczbe, utworzona z wyzna-
czonych cyfr pierwiastka, postepujemy dalej w po-
dobny sposdb, co poprzednio.

3. Poniewaz liczbe dziesietng podnosi sie do kwadratu
tak, jak liczbe calkowits, przeto i nawzajem: z liczby dziesie-
tnej tak sie wycigga pierwiastek kwadratowy, jak z liczby cat-
kowitej. Wszelako dzielac ja na grupy dwucyfrowe, nalezy po-
V45 42 76 =614 dzial ten zaczynaé od znaku dziesietnego

36 i i86 ku lewej stronie w czesci catkowitej,
a ku prawej w czesci dziesietnej. Braku-

942:127.17 ; S o :

jace miejsca mozZna uzupelnié zerami, ale
889 tylko przy liczbie dziesigtnej zupetlnej.
5376 1344 .4 Jezeli przy wycigganiu pierwiastka
5376 kwadratowego pozostaje reszta, wowczas

= liczba pierwiastkowana nie jest zupetlnym
kwadratem liczby catkowitej lub ulamka skonczonego. W tym
przypadku oblicza sie piertwiastek na pewna ilo§¢ miejsc dzie-

sigtnych. Np.
V258 =\/2]58 00 00=1606...
1

158:26.6
156
©200:32
20000 : 3206 . 6
19236
764

4. Jezeli mamy wyznaczyé drugi pierwiastek z ulamka ZWY-
czajnego np. \/ to nim bedzie ?, gdyz (5)
(o}

\/25_V2 5
wat b=\/25, 8=\/64, przeto Vea=\es " 8

Podobnie: \/1-— \/16 \/16 _—_11.

3

g4 @ ponie-
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Ulamek zwyczajny pierwiastkuje sig, pierwia-
stkujac jego licznik i mianownik.
Jezeli mianownik ulamka nie jest zupelnym kwadratem

liczby catkowitej, np. \/g, wowezas doprowadzamy ulamek

przed rozpoczeciem rachunku, przez pomnozenie licznika i mia-
nownika przez te sama liczbe, do takiej formy, aby jego mia-
nownik byl druga potega liczby calkowitej. A zatem:

B\ /667 /30 v30 \/ \/ ,55
VE— 6—6— % . Podobnie Qe \

/55.6_ 330_\/330
436~ Y144~ 12 °

Zadania.
4169 =2? ¥ 2, \/184="? 3. V841 =7
4. \V1225="* 5. V1521 =7 6. \/6084="
7.V16129=? 8, \11881=? 9.\ 39601="?
10. /207936 =2?x11. 173056 =27 12. /348100 =71

18. V476100 =7 14, V4726276 =7
15. \/19201924 =" : 16. V4124961 =2
17. V3825936 =7 18. V4318084 ="
19. \/ 31843449 =" x 20, \/ 76825225 =7
X21, \/[13-69=" 22, sz?
x 23, \/3370896 =7 24, \/7317025 =2
25. /02209 =2 xX'26. V0013639 ="
>x29. \/ 000056644 =2 X 28, /001 ="?
X 29, V00001 =2 X380, V0000001 =2
31. Obliczyé na trzy miejsca dziesigtne: ~a) y96=2?
X b) V101 =2 ¢) VT65=" d) \ 0056 =7
o \2= nVii=r  9ya=
k) V3=1 ) Vb=7 k) V1T=?

5 fdod \/gffz? 38. Vg;g 3% \/16251
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49. Pole kwadratu wynosi 42025 m; obliczyé jego bok.

— 50. Przyprostokatnia tréjkata prostokatnego = 350 dm,
przeciwprostokatnia 370 dm; obliczyé druga przyprostokatnie.

- b1. Jak dluga powinna byé drabina, siegajaca do muru
742 m wysokiego, jeZeli jej odstep od muru wynosi na pozio-
mie 368 m?

52. Jak dtugi musi byé bok kwadratu, aby jego pole bylo
tak wielkie, jak pola dwu kwadratéow, ktérych boki wynosza
307 m i 49 m?

53. Obliczyé wysokosé trojkata réwnobocznego, ktérego
bok ma 09 m dlugodci.

ROZDZIAL 1V.
Utamki algebraiczne?).
§ 1.
Okreslenie utamka. Rozkladanie liczb na czynniki pierwsze.
1. Jezeli jednostke, np. jeden metr, podzielimy na b ro-

1 ! :
wnych czgsei, to jedng taka czesé oznaczamy b’ dwie takie

sl el )
Wyrazenie

b

Al . Yol o
czescl b a takich czesei nazywamy utame-

b

1) W rozdziale tym nalezy przypomnieé¢ uczniom rzecz, przerobiona
w Ozesci I. Rozdz. XI.
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kiem ogélnym i czytamy »a z mianownikiem b« albo
»a b-tyche.

Utamek %— oznacza, ze. jednostke, np. metr?), podzielono

na b rownych czesci i wzieto a takich czesci; iloraz zas a:b wy-
raZza, z¢ @ metrow podzieli¢ nalezy na b rownych czesci i wziad
jedna taks czesé. Poniewaz kazda b-ta czesé metra jest a razy

mniejsza niz kazda b-ta czes¢ a metréow, przeto % metra

s , ; a
oznacza to samo, co b-ta czesé a metrdw czyli, Ze o

a
b

Z tego powodu mozna kaide wskazane dzielenie jakich-
kolwiek dwu liczb, czyto jednomianéw, czy tez wielomianow,
uwazaé za ulamek. Utamek taki nazywa sie ulamkiem

3 L
algebraicznym. Ulamki np. 21 ??b’ a22_|cfb» Z—_,_z

=a:b i nawzajem a:b=

1t d.

s3 ulamkami algebraicznymi.

Jezeli w ulamku Z jest a<b, to ulamek nazywa sie
wlasciwym, jezeli a > b, ulamek jest niewtasciwy, a je-
Zeli a=1b albo @ =m .b (licznik jest wielokrotnodcia miano-
wnika), utamek nazywa si¢ pozornym.

2. Liczby ogélne takie, jak np. a, a-}b, a2—b i t. d,,
ktére sa podzielne tylko przez siebie i przez jednostke, nazy-
wamy liczbami pierwszemi, kaida zas inna liczba, jak
np. 2a, ma, a? Ha?b? itd., nazywa sie liczbag zloZona.

Liczbe zlozona mozna rozlozyé¢ na czynniki pierw-
sze; np. at=a.a, 3ab?=3.a.b.b,

350a%b*x=2.5.5.7T.a.a.a.b.b.x.

Jednomian rozklada si¢ na czynniki pierwsze, piszac obok
czynnikéw wspolezynnika kazda litere tyle razy jako czynmik,
ile jednostek ma wykladnik.

W jaki sposéb rozklada si¢ wielomian na czynniki pierw-
sze, nie mozna podaé ogdlnych prawidel; w nastepujgcych
jednak trzech przypadkach postepuje sie w ten sposob:

1) Objasni¢ rysunkiem!



— ) T

1%) Jezeli w wielomianie znajduje si¢ wspdlny czynnik,
wylacza sig go przed nawias. Np.
2ax—ab=a(2x—0b), 200t — 16} 1202 =
=4x*(bat—4x+3)=2.2.x.x(bx*— 41 3).
2°) Jezeli wyraZenie jest trgjmianem ksztaltu a®-2ab--b?
albo a?—2ab-}b% wowczas sktada sie¢ z dwu réownych czyn-
nikéw (@ —-+b)(a-b) albo (a—b)(a—b). Np.
9a’++12ab44b62=(3Ba-+2b)(3a-20),
250 —40xy 16 y?=0Bax—4y) Gx—4y).
3% Jezeli wyrazenie jest dwumianem ksztaltu a®—b?
woéwezas jest iloczynem sumy i réZnicy liczb a i b. Np.
9’ —16y’=(3x)*— (4y)2=Bx+4y) By—4y).
3. Najmniejsza wspdlng wielokrotno§é liczb ogdlnych
i wyrazen algebraicznych znajduje sie¢ w ten sam sposoéb,
w jaki dla liczb szczegélnych.

Zadania.

1. Roztoiyé na czynniki pierwsze nastgpujace jednomiany:
a) 18ab, b) 36 a2, ¢) 76 a®, d) 66 ab?
e) D2a?y?, ) 48a2b8, g) 10a%b?, h) 120028 y*.
2. Rozlozyé na czynniki pierwsze wielomiany:

a) 30a—170b, b) 18ab-—1b5ac,
9c?+24cu, d) 18a*—48ab,
e) 2ot —4 x| 62, ) 18+12a —6a?

g) Dby —15x*y* 26y, h) axy’+baly—cx’y?
7) atb?m® — a®b?m?— athdm?,

< k) a*+2a-1, <) e*—2x+1,
—m) 2y -F4yz+222 —tn) 6a*— 12216,
x0) 9a*+12a -4, <p) b2— 10525,
() 2a2—12ab-}-1802, s) 4a—90b2
) Qa2 —1, u) 20 a® — 16 b2,
(Lv) 6@ —DBdy?, ) 90a2—160b?,
x) 12a3b® — 48 a bS, y) 24ctax?— D42t

3. Znalezé najmniejsza wspélna wielokrotno$é jednomia-
néw: -

@) aidb, b) 2a i 40,

c) a® i b, d) 3a® i 6b%



e) 6z%y i 8zy?, f)a bic

g) a, 2a’i 3ab, h) a® 6a?b i 3a3b,

i) 6azxy, 10ax?y i Day? k) c, 3c? 6¢®i 12¢4
) a, 2a2, b2 4a® i 6b3

m) 8az’y, 10azy? i 16a222y®

4. Znaleié najmniejsza wspdlng wielokrotnosé wielo-

miandow:

a) a+biat42ab4-0b2 b)zrx—yi2—2xyty?
¢) ct+a ict—a? d) m—mn i m2—n?,
e)z+2ix—2 fla+1,a—1ia*—1,
g) m—+n, m—n i m®—n?

h) 2241, 22—1 i 4a2--1,
7) a+38, 5(a—38) i 20 (a?—9),
k) 2a-+4, 3a—6 1 6a2—24,
a+1,a—11ia+2

m) ba—Db, 4a—8 i20a - 20.

§ 2
Upraszczanie utamkoéow i sprowadzanie ich do wspolnego
mianownika.

Z okreslenia ulamka wynika, ze np. 3 i § przedstawiajg
te same wartosci czyli, Ze §=§=2-2; naodwrét §=3=2:2
2

g:2°

Ogélnie: deyiyl T 0 n
B b b.m’ b bim’

t. z. (Wyraz to prawo stowamil).
3a_3a.5b% - 16abd?
4b 4b.5b2 2053 °
12a2b63 _ 12a2b%:4a% 303
20a5¢?” 20a’c?:4a? badc?’
5 a—b_(a—b).(a+b) __ a®—be
at+b (a+0b).(a+b)  (a+b)’
at—b*  (a*—b¥:(a—b) a-d
—2ab+b2 (a—bl:(a—b) a—b’
Dzielenie licznika i mianownika danego ulamka przez te
samg liczbe nazywamy upraszczaniem, mnoZenie zas roz-
szerzaniem ulamka.

Np. a)

b)

d)
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b
Pma’ mia?’
mianownika, wyznaczamy najmniejszg wspdlng wielokrotnosé ich

Aby ulamki, np. — sprowadzié¢ do wspdlnego

. Yy T a . .
mianownikéw (m?x?). Jezeli w utamku s polozymy mianownik

m?x® zamiast m, powiekszamy mianownik danego ulamka tyle
razy, ile razy m miesci sig w m2x?; aby wigc wartosé ulamka sie
nie zmienifa, nalezy i licznik m a? razy powiekszyé. W ten spo-

IR 2 a _amx? b bma
y V' mT mia?’ max mix?
Zadania.

4) Uproscié nastepujace utamki:

L abt g ol g, 1badba?
=BT = 6as " 40bcad’
4 30a@bc 5 (@ t+06P—(a—bp
VASEa O cR: P 2ab
6 a?b—2ab? 7 2a-1b
T oat—4ab?’ " 4a*+4-4ab-b%
8 Se—uy 9 4a*—9y?
" Qw:—6xyty? ' (2:1:—{—3::)_2'
14-a? a*—6a-9
10. ey 11. g
12 a3 25 LT 13 1228y 622yt
T a?—2ab--b? " Bwtytf-4dadyd
2¢(e—y) a®’4ab—ac
Yo 10c3m (x* — y?) 15 abl-b2—bc

B) Sprowadzi¢ do wspdlnego
utamki:

mianownika nastepujace

a ¢ b (haarin 13
16' a)b, d’ d, b) 5’ 53 Z
g 5ab 2a. B) 72{1: _33/7
led’ To’ " ba? 15a%b’
18. a) a—[—bc‘ bm—a,; B) b_—|7_c’ a—{—b.
m ¢ Y
2 3 5) a b ¢ 1
19- ’a, 2“(1’2, 6a3- 20. 77", h, ) m—”



21, 2x  3y° Swy. a9 & y z
ba?’ 15b%" a2b? 9a?b’ 6ab? 3act
SR el i b o
"2 3x2 4wty bay
24. a_—f—_b, a——l;l 25. 2a2—0b 2a2—{—b.
a—b’ a+b a+426* a—2b%
: 1 1 1
e e g
27. a, b2 ab
x+a' x*+2axta?
a a*c
o z—c¢' ax*—2cx+c*
29. 3 1 20— 4

1—22" 1422 1—4ax?
a-2b a—2b
% a—2b’ 2, a-+26 :
31. 14 1 144 39, 1-|—a’ 2 1—|—ai

1—a’ 1—2 ° 1—a a®

§ 3.

Dodawanie i odejmowanie utamkow.

54-2
9
utamki o jakichkolwiek licznikach i jakichkolwiek réwnych

mianownikach, przeto mozemy napisaé:

1. Poniewaz np. 34—%: i sposobem tym dodajemy

a+c

b+b ;

2 Yoy "'_E___‘L__E
Podobnie takze: == b

t. z. (WyraZz prawo stowami!).

2. Wyrazenie, zloZone z czesci calkowitej i ulamka, jak
np. a—I—%, lub a,—lc), nazywamy liczba mieszana. Aby

takie dwie liczby dodaé lub odjaé, musimy je sprowadzié do
takiej postaci, aby byly utamkami o tych samych mianowni-
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kach. A poniewaZ liczba a si¢ nie zmieni, jeZeli ja przez te
samg liczbe ¢ pomnoiymy i podzielimy, przeto:

= Ueten'e 256}

a—|—— 7__3 e

podobnie: g b_ac b_ac—b
C c ¢ c

Przy liczbach szczegdlnych wyrazamy liczbg mieszang
w ten sposdb, Zze ulamek stawiamy obok liczby catkowitej bez
znaku, np. 23 znaczy 2-4-3; przy liczbach za§ ogélnych znak
—+ lub — wyraznie zaznaczyé potrzeba, gdyz postawienie utamka
obok liczby calkowitej bez znaku oznacza mnozenie tych dwu

. b
liczb, np. a—=a.—.
¢ ¢

3. Aby dodaé lub odjaé¢ ulamki o réZznych mianownikach,
nalezy je sprowadzi¢ do wspolnego mianownika, np.

a b _an  bm an—|—bm a b _an—bm
— = -+ tak samo — ——=—-——.
m'n mn ' mn  mn m n mn
Zadania.
a-+b , a—b a+b . 2a—30b
1' T‘—? . e =1
¢ ¢ m ! m
2a  ba | 4a a—l—b—|—c . a—b  a—c
—_— P — 7:? a; ] =‘)
Al SR i et AT T
a'*t+a-t1  3a*—4a0—5  a?2—6a-}+9
i SATEAR b i B =
6 (x-+2)? (m—z i (®+2) (@—2) Zin
Y BTN, Tz
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: 3 alf 3 NIRRT
8 5w—2a_|__2w—4a;11a—3w_?
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oty—¢ ofy—z afy—2
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11.
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§ 4.
Mnozenie ulamkow.

1. Jezeli przy mnoZeniu ulamka przez liczbe catkowits,
np. {TX3=%, oznaczymy liczby szczegélne liczbami ogél-
nemi, otrzymamy:

a _a.c
Sl
t. 2. (Wyrazié prawo stowamil)
Jezeli mianownik ulamka jest podzielny przez licznik, np.
71 X 8, wowezas 5 X 3=_5 . Ogolnie wyrazamy ten sposéb
postepowania:

B e
b aiabaic:
t. z. (Wyrazié prawo slowami)
2. Podobnie, stosujgc znaki ogélne przy mnoZeniu liczby
catkowitej przez utamek, np. 4 X § =1 7 8 otrzymamy:

b a.b
@ —=—-——,
c c
t. z. (Wyrazié prawo stowami!)
3. Spos6b mnozenia dwu ulamkéw przez siebie, np. § X =
=31, wyrazimy w liczbach ogélnych:

ac_a.c
hyd- b d

t. z. (Prawo wyrazié stowami!)
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Jezeli iloczyn dwu utamkow réwna sig jednostce, np. :. % =

=Z—Z=1, to jeden z nich jest odwrotnoscia drugiego. Ula-

mek wiec Z jest odwrotnosciag ulamka % i naodwrot.

Jezeli liczba calkowita i mianownik ulamka, albotez li-
cznik jednego ulamka i mianownik drugiego, maja wspdlny
podzielnik, wéwczas nalezy te dwie liczby przed wykonaniem
mnoZenia podzieli¢ przez ten wspélny podzielnik, a rachunek
przez to znacznie sie uprosci. Np.

Ba .. 8a, Bab 3a* 8» _ 1 8br_
20 58" = p W en SIGBNGATe - 100 o0
1 4b  4b
~5'3¢ 1bc

4. Liczby mieszane zamienia si¢ przed wykonaniem mno-
Zzenia na ulamek albotez mnozy sie je jako dwumiany. Np.
b e & O LS. m_acm—{—bm
VT S ¢
albo (a—{—é)m:afn—}—gy—n:w.

B) (a+ ( n ac+b mp—i—n (ac+-b) (mp--n)

_acmp—|—bmp+acn+bn
cp :

Zadania.

1. a) g%.baz? b) 0—52 6r2=2? ¢ %.2'5(1:5::?

2
2. 3a > 25 b?

a) ?.5aw°=? b) 3605y 04qc?="?

4ab? 6Hm?p
0 gpoes-- 10bwa’=? d) ool 14ath pt=1
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- 31.

§ b.

Dzielenie ulamkow.

1. Stosujac prawo, podlug ktorego dzieli sig ulamek przez
liczbe catkowita, , do liczb ogdlnych, otrzymamy:

a a
to=p,
t. 2. (Wyrazié prawo stowamil)
Jezeli licznik ulamka jest podzielny przez liczbe catko-
witg, np. 12:4, woweczas %:4:%; ogolnie:
a a:c
S0,

t. z. (Wyrazié prawo stowami!)

.

2. Prawo dzielenia liczby calkowitej przez ulamek, np.
5:4 =5 X &, wyrazimy ogdlnie:

. ——=a.
c

k)

S S

t. zz. (Wyrazié prawo slowamil)

3. Sposob postepowania przy dzieleniu dwu ulamkéw

przez siebie, np. $:8=38 X I, wyrazimy:
a.c a d
b'd” b e’

t. z. (Wyrazié prawo stowamil)

Jezeli licznik dzielnej jest podzielny przez licznik dziel-
nika, a mianownik dzielnej przez mianownik dzielnika, np.
$8:§, wowoczas §f:§=153: a zatem ogélnie:

a CHES 0
‘AT b:d
t. z. (Wyrazié prawo stowami!)

4%
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4. Liczby mieszane zamienia si¢ przed wykonaniem dzie-
lenia na ulamki; jezeli jednak dzielna jest podzielna przez
dzielnik, mozZna je dzieli¢ jako wielomiany.

ac+b PSS
Np. a) (a+ ——;_— :mz—}qin ;
bd4+c__ ad
b+d)_ d ~bd+¢
.(a.-—b\:(m—{—p\, ac—b mrt+p_ (ac—b)r
\ G, r/ C r M1+p

) (b S )iz ar

(=) (042 =a2.
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ROZDZIAL V.
Liczby niedokladne.

§ 1.
Okreslenie liczb niedoktadnych.

Bardzo czesto otrzymujemy z rachunku liczby, ktorych
miejsca najnizsze nie maja znaczenia w praktycznem zastoso-
waniu. Np. JeZeli za 100 kg towaru placi sig 84574 K, to za
1 kg nalezy zaplacié 84574 K. Poniewaz ani 7 tysiecznych
ani 4 dziesigciotysigcznych korony nie mozna zaplacié moneta,
przeto dwie ostatnie cyfry tej liczby nie maja praktycznego
znaczenia i méwimy, Ze cena 1 kg wynosi 845 K.

Cena ta jest niedokladna, a niedok!adnosé wynosi 84574 K—
—84b5 K =00074 K. Poniewaz 00074 <~ 0-01, przeto, biorac
846 K zamiast 845674 K, popelniamy blad, mniejszy niz 001 K.

Liczbe 845 K, ktéra przedstawia ceng¢ 1 kg niezupelnie
dokladnie, lecz tylko w przyblizeniu, nazywamy liczba niezu-



pelna albo wartosciag przybliZzong (przybliZzeniem) liczby
84574 K.

Gdybysmy zamiast 84574 K wzieli 846 K, wzielibysmy
za wiele, popelniajac blad 846 K — 84574 K=0-0026 K, mniej-
szy od 0-01 K. Blad pierwszy 00074 K jest wigkszy od 0-:005 K
t.j. od polowy setnej czesci korony (0006 =0-01:2), drugi zas
00026 K jest mniejszy od 0005 K: wartosé wiec przybliZzona
846 K jest blizsza liczby pierwotnej 84574 K, anizeli wartosé
przyblizona 845 K.

Podobnie zbliza sie przybliZzenie np. 725 wigcej do warto-
$ci liczby 7-25613, anizeli przybliZzenie 7-26, albowiem 00013 < 0-005.

Z tego widzimy, Ze jeZeli pierwsza z opuszczonych cyir
liczby podanej jest b lub wieksza od b, naleZy ostatnig z cyfr
zatrzymanych na wartosé przyblizong powiekszyé o jednostke,
czyli nalezy wziaé tak zwana poprawke; W przeciwnym ra-
zie pozostawia sie ostatnig cyfre niezmieniona.

Podobnie, jak liczby dziesigtne, mozemy i liczby calkowite
wyraza¢ w przyblizeniu. Np. wartosci przyblizone liczb: 48 321
i b7684, wyrazone w setkach, s3: 48300 i 57700.

Zadania.

1. Wyrazié w przyblizeniu nastepujace liczby:

a) 0213, 1-4563, 316 do 1 dziesietnej;
b) 34132, 025631, 17-4152 do 2 dziesiet.;
c) 020914, 319255, 765128 do 3 dziesiet.;
d) 0342, 1-4556, 3-4756 w dziesiatych;
e) 1:2432, 06547, 76179 w setnych;

f) 531204, 7-04356, 0-16789 w tysiecznych;
g) 384561, 4 375, 534 892 w dziesigtkach;
h) 62540, 13489, 67 984:532 w setkach;

i) 1964215, 21748924, 31245121 w milionach.
2. Mila austryacka ma 7685936 km; wyrazi¢ ja: @) w me-
trach, b) w decymetrach (w catkowitych).
3. Stopa austryacka ma 0:316081 m; wyrazié ja: a) w cm,
b) w mm. (na 2 m. dz.).
4. Metr ma 3655 stop polskich; wyrazi¢c go w calach (na
2 m. dz.; stopa=12 cali).
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5. 697425 K wyrazié: a)-w tysiacach, b) w dziesigtkach.

6. Lokieé polski ma 595D mm; wyrazié¢ go: a) w dm,
b) w cm. (1 m. dz.).

7. Mérg krakowski ma 59943 a; wyrazié go: a) w m?
b) w ha (1 m. dz.).

8. Korzec lwowski ma 123':003 litrow; wyrazié go w hl.

9. Funt litewski ma 374'658 gramdéw; wyrazié go w hg.

10. Ludnosé Galicyi wynosila w 1900 roku 7315939 os6b;
wyrazi¢ tg ludnosé w tysigcach.

11. lle milionéw kilometrow kwadratowych ma w przy-
blizeniu: a) Azya (44183382 km?), b) Europa (9690843 km?),
¢) Afryka (29817042 km?), d) Ameryka (39295060 km?), ) Au-
stralia (8955231 km?), f) kraje podbiegunowe (4486564 km?),
a ile cala powierzchnia ziemi?

12. Krakéw ma obecnie 44973 mezezyzn a 46350 kobiet;
ile setek: a) mezczyzn, b) kobiet ma Krakow ?

13. Ile tysiecy: a) Polakéw (120631 oséb), b) Rusinow
(15159 oséb), ¢) Niemcow (20409 oséb) ma w przybliZeniu
Lwow ?

14. lle dziesigtek tysigcy ludno$ci ma w przyblizeniu:
a) Galicya (7317023 oséb), b) Lwow (159 877 osob), ¢) Krakow
(91323 osdb)?

§ 2.

Dodawanie i odejmowanie iiczb niedokladnych.

Liczby niedokladne, zawierajace te sama ilosé cyfr dzie-
sigtnych, dodaje sie i odejmuje tak, jak liczby dokladne. Jezeli
zad liczby niedokladne nie zawieraja tej samej ilosci cyfr, na-
lezy je wprzod skrocié tak, aby kazda z nich zawierala te samg
ilosé cyfr.

Np. a) 42739...-+0531...4 54926 =

=4'274 40531 -} 544 9263 = 19468,
b) 27-912... — 1836452 = 27912 — 18:3656 = 9-547.

Zadania.

1. 0:923...4361...4-27426... 1461 ... =?
2. 6326...—10257... — 254...=?
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546 +12:173... — 9327+ 042., . =7
27240821 L 1BAL2T s frecifl == ?

54174 —0293 =7

7312425 - 692 389-1-8 149956 =? (w tysiacach).
1642598473 — 41592768 =2 (w milionach).

Oliczyé sume: &+ %+ 8-F+% (w 3 m. dzies.).
Obliczy¢ réinice: a) fo—o%, 0) ¥ — o4, ¢ Ty — 13w
w liczbach dziesietnych (na 4 m. dz.).

10. Obliczyé sume: 247 kg4 3:8496 kg{-4'7249... kg-}-
+12:634... kg w dg (w calkowitych).

11. Lokieé torunski ma 5695 mm, lwowski 593:93 mm;
obliczyé réznice tych dwu miar w cm (w catkowitych).

12. Korzec krakowski ma 120:084 |, gdanski 51:693 1; obli-
czyé réznice obu miar w del (w catkowitych).

13. Ile setek tysigcy mieszkancéow wiecej ma Rosya
(130 850236 o0sob) anizeli Japonia (46450911 o0sdb)?

14. Jezyka polskiego uzywa w zyciu codziennem w Gali-
cyi 3989538 0sob, ruskiego 3084212 os6b, niemieckiego 201 846
os0b. lle tysigcy wiecej os6b moéwi po polsku anizeli po rusku
i po niemiecku?

e X

§ 3.
Mnozenie skrocone.
4) Liczby dokladne.

1. Jezeli np. metr sukna kosztuje 1245 K, to za 35679 m
trzeba zaplacié¢ 4456850 K czyli w przyblizeniu 44559 K.

Mnozac 12-45.35'79, wyznaczamy niepotrzebnie
112105 czesci dziesigciotysieczne

8715 iloczynu, ktore sig opuszcza,

6225 1 czesci tysieczne, z kidrych

3735 bierze sie tylko poprawke.

Aby juz w czesciowych ilo-
czynach opuszczaé te cze-
fci, ktore w iloczynie nie sa potrzebne, stosuje sie tak zwane
mnozenie skrécone.

Poniewaz w przykladzie podanym najnizsza cyfra ilo-
czynu ma wyrazaé setne, przeto mnozenie przez cyfre 9 nalezy
zaczac¢ od cyfry jednostek mnoznej (2); setne bowiem pomno-

4455865
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Zone przez jednostki daja na iloczyn setne (0-01.1=001). Po-
niewaZ jednak 4 dziesiate mnoZnej i 9 setnych mnoZnika daja
na iloczyn 36 tysiecznych czyli w przyblizeniu 4 setne, przeto
te 4 setne, jako t. z. »poprawkec«, naleiy dodaé do powyz-
szych 18 setnych.

Podobnie zaczniemy mnoZenie przez cyfre dziesiatych (7)
mnoznika od cyfry dziesigtych (4) mnoznej — gdyz 01.01=
=001 — a z iloczynu, otrzymanego z pomnoZenia b-ciu setnych
mnozpej przez 7 dziesigtych mnoZnika, wezmiemy poprawke 4.
Z tego samego powodu zaczniemy mnozenie przez cyfre je-
dnostek (5) mnoznika od cyfry dziesiatych (5) mnoZnej, a mno-
zenie dziesigtek mnoznika (3) od setnych mnoznej (0).

Aby ten rachunek najdogodniej przeprowadzié, umie-
szczamy cyfry mnoznika pod cyframi mnoznej tak, aby ilo-
czyny cyfr, pod soba stojacych, byty setnemi. Nastapi to wten-
czas, jezeli jednostki mnoznika umiescimy pod ta cyfra mno-
znej, ktéora ma zajmowacé najnizsze miejsce w iloczynie, inne zas
cyfry w odwrotnym porzadku t. j. tak, aby cyfry jednostek
rzedu wyzszego staly po prawej, a rzedu niZszego po lewej
stronie jednostek mnoznika.

Podpisawszy w ten sposéb mnoznik pod mnoZng, zaczy-
namy mnozenie od cyfr pod soba stojacych, przechodzac ko-
lejno do coraz to wyzZszych cyfr mnoZnej; czesciowe zas ilo-
czyny umieszczamy pod sobg tak, aby cyfry najnizszych jedno-
stek znajdowaly sie w jednym rzedzie pionowym.

Jezeli mnoZnik, umieszczony pod mnozng w sposob po-
wyzej wskazany, ma z prawej lub lewej strony wiecej cyfr
anizeli mnozna, to wypelnia sie puste miejsca mnoznej zerami.

Postepujac w ten sposo6b, otrzymamy:

12-45 X 3619 =
12450
9753 Mowimy:
37350 3X0=0,3xb5=15,1i 1. d.
6225 DX 0=0 (poprawka), b X =25, 1 t. d.
872 TX5H=23b, 4 popr; TX4=28-4-4=32 it d.
112 9X4=36, 4 popr.; IX2=18-4+4=22 i t. d.

44559
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2. Podobnie mnozymy przez siebie liczby catkowite, jeZeli
na iloczyn checemy otrzymacé tylko poczatkowe wyisze jedno-
stki. Np. Chcac wyrazié iloczyn liczb: 2431 i 2564 w setkach,
otrzymamy: 2431 X 2564 = 2431

452

4862
1216
917

6175 setek.

B) Liczby niedoktadne.

Majac wyznaczyé iloczyn dwu liczb niedokiadnych, np.
239.... 1 6248...., weimy za mnoznik raz jeden czynnik,
drugi raz drugi czynnik: a) 2:39.. X 6:248.., b) 6:248... X 2:39...

Poniewa? iloczyn cyfry, stojacej na najwyZzszem miejscu
w mnozniku i cyfry, zajmujacej najnizsze miejsce w mnoznej,
wyraza w a) setne, w b) tysieczne, przeto iloczyn liczb niedo-
kiadnych mozna wyznaczyé w a) na dwa, w b) na trzy miej-
sca dziesietne. A zatem:

@) 239....X 6:248... b) 6:248... X 2:39...
239.... 6248 ..
84 26 ...932
1434 12496
48 1874
9 562
2 °
1493 ?
14932

W iloczynie 1493 jest z powodu 1-go czesciowego ilo-
czynu tylko cyfra setnych niepewna, w iloczynie zas 14'932
jest nietylko cyfra tysigcznych niepewna, ale nadto niewiadomo,
czy, z powodu niemozliwo$ci utworzenia 4-go i H-go czedcio-
wego iloczynu, nie odnosi sie ta niepewnos$é i do miejsc set-
nych i dziesiatych.

Z tego powodu bierzemy przy mnozeniu liczb niedokta-
dnych liczbe dokladniejsza za mnoZnik, w otrzymanym zas
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iloczynie opuszczamy cyfre, stojaca na najnizszem miejscu, jako
niepewns, biorac z niej poprawke; a zatem:
2:39...X6:248...—=14:93 =149. ..

Przyklady:
19 2:504...X 82:1274. .. 20)  0-83054... 57-326...
472123 62375
7512 415270
501 58138
25 2492
5 166
il 50
8044 = 804. .. 476116 =47-612. ..
30) 4:9627... 01482 49) 2735...X 063
2841 636 36
496217 16410
19851 821
3970 164
99 8
073547 = 0-7355... 1

17404=17-40...

Zadania.

1. Obliczyé iloczyny:

a) 3175634 X 8 (2 miejs. dzies.),

b) 09437 X 70 (3 miejs. dzies.),

c) 12:0421 X 500 (w calkowitych),

d) 26:289 X 09 (2 miejs. dzies.),

e) 4002178 X 0-07 (3 miejs. dzies.),

f) 02375 X 1253 (2 miejs. dzies.),

g) 16:715694 X 274168 (1 miejs. dzies.),
_HF 90356 X 875 (3 miejs. dzies.),

7) 314729 X 106735 (2 miejs. dzies.),

k) 090342 X 13264 (1 miejs. dzies.),

) 3178 XX 0-4951 X 6:372 (2 miejs. dzies.),

4-782 X 1975 X 09145 (3 miejs. dzies.),
n) 91:0324 X 5679 X 017345 (4 miejs. dzies.),
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78:345 X 587 4432001 X 13'4=7 (2 miejs. dzies.).

. 13045 X 1216 43054 ) 2:045 =7 (3 miejs. dzies.).
120-1324 X 1584 — 34712 X 24:3156 =7 (2 miejs. dzies.).
63:0254 X 131425 — 143501 XX 8:89 =7 (3 miejs. dzies.).
a) 239 X 435 =7 (w dziesiagtkach),

oo E N

R b) 3102 X 317=2? (w setkach),

c) 314257 X 1632="7 (w tysigcach),
d) 431506 X 21753 =7 (w milionach).
7. a) 0015 X271 =2 (4 miejs. dzies.),
b) 13 X 05162=2 (3 miejs. dzies.),
¢) 16472 X 25356 =7 (3 miejs. dzies.),
d) 2032 X 76 =7 (4 miejs. dzies.),
’Q e) 5117 X 1214056 =? (3 miejs. dzies.). >
Lm 8. /a2 A3 == i UB2A DN =
7 c) 327X 4293...=7? d) 000732... X 166 =7
e) 927 13:263...=7? f) 13 X662...=?
g) 324 % 0:92614... % 0237...="?
h) T13... X T13... X 713...=7?
7) 4389 X 1764...X 136...=?
9. Sto metrow sukna kosztuje 565679 K; ile sie zaplaci
za 1320 m? (2 miejs. dzies.)

10. Ile zaplacié¢ trzeba za 4128 ha pola, jezeli za ha placi
sig 32536 K? (2 miejs. dzies.).

11. Metr ma 31637496 stop; ile stop ma: a) 20548 m,
b) 345 m, ¢) 2612 m? (3 miejs. dzies.).

12. Mérg ma HT5H4642 a; ile a ma 75246458 morgdw?
(3 miejs. dzies.).

13. Srednia odleglosé ksigzyca od ziemi wynosi 60-2778
promieni ziemskich; ile to jest km, jeZzeli promien ziemi ma
6377-399 km? (2 miejs. dzies.).

14. Promien ziemi wynosi 6377399 km: ile km ma $re-
dnica sfonca, ktora jest 10872 razy wieksza niz Srednica zie-
mi? (2 miejs. dzies.).

15. Stopien réownika ma 15 mil geoge. a mila geogr.
74204 km. Obliczyé dlugos$é rownika: a) w metrach, ) w km.

(16. Rownik ziemski wynosi 5400 mil geogr. Ile to jest
km, jéZeli mila geogr.— 74204 km? (w catkowitych).
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17. Kupiono 56342 kg kawy po 367 K i 26472 kg her-
baty po 13:35 K; o ile K wigcej zaplacono za herbate aniZeli
za kawe? (2 miejs. dzies.).

18. Bok kwadratu wynosi 125042 m; obliczyé jego pole
(3 miejs. dzies.).

19. Promien kola=15'4632 m; obliczyé: a) obwdéd, b) pole
tego kola (3 miejs. dzies.).

20. Podstawa prostokgta wynosi 63266 m, wysokosé
21:405 _m; obliczyé pole tego prostokata (1 miejs. dzies.)

(21,)Obllczyc pole trdjkata, ktérego podstawa wynosi
5764 m a wysokosé 10459 m (3miejs. dzies.).

§ 4.

Dzielenie skrécone.

4) Liczby dokladne. Jezeli, majac dzielié przez siebie
dwie liczby, np. 249387 przez 921652, chcemy otrzymaé w ilo-
razie tylko pewng ilosé poczatkowych cyfr, to sposéb oblicze-
nia takiego ilorazu przybliZonego nazywamy dzieleniem
skréconem.

Aby obliczyé iloraz powyzszych dwu liczb, np. na 3 miejsca
dziesietne, wyznaczamy naprzod, z ilu cyfr sktadac sie bedzie
przyblizony iloraz. Poniewaz z podzielenia czesci catkowitych
przez siebie, (24:9=2), otrzymamy jedng cyfr¢ w ilorazie,
a miejsc dziesigtnych ma byé trzy, przeto iloraz przybliZony
bedzie 4-ro cyfrowy.

Do wyznaczenia czterech cyfr ilorazu potrzeba tylko 4-ech
najwyzszych cyfr dzielnika i tyle cyfr dzielnej, aby w liczbie,
utworzonej z tych cyfr, miescil sie skrécony dzielnik. Z tega
powodu odkreslamy tak w dzielnej jak i w dzielniku reszte

24938,71:921652=2  niepotrzebnych cyir; dzielac zas 24938

18 433 przez 9216, otrzymamy pierwsza cyfre
- 6505:9216=1 ilorazu (2). Cyfra ta mnozymy dzielnik,
6451 do iloczynu dodajemy poprawke (1),

54:921=0 uzyskang z pomnozenia tej cyfry przez
54:92=5H najwyzszg z opuszczonych cyfr dziel-
46 nika (d) 1 odejmujemy od dzielnej. Na-

8 stepnie odkreslamy najniZsza cyfre
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dzielnika, przez pozostala liczbg (921) dzielimy reszte 6505
a z wyznaczong druga cyfrg ilorazu postepujemy podobnie,
jak z poprzednia. Postepowanie to stosujemy dopdty, dopoki
nie wykreslimy wszystkich cyfr dzielnika.

Wzér. dzialania jest nastepujacy:

249387:9 2 1 652=2705
6 505
- b4
8

Jezeli dzielnikiem jest ulamek dziesietny, np. 12-31425:
:007514 (2 miejs. dzies.), to chcagec wyznaczyé ilosé cyfr catko-
witych ilorazu, mnozymy dzielng i dzielnik przez taka jednostke
wyzszego rzedu (tu przez 100), aby czesé catkowita dzielnika
posiadata przynajmniej jedng cyfre znaczaca; a zatem 1231425 :
:1614. Z tych dwu liczb latwo odeczytaé, Ze iloraz skladaé sie
bedzie z trzech cyfr catkowitych.

Gdyby czesé catkowita dzielnika nie miescita si¢ w pierw-
szej cyfrze dzielnej lub w liczbie, utworzonej z jej poczatko-
wych cyfr, np. 3:42795:61:235 (4 miejs. dzies.), woéwczas nalezy
zostawi¢ w dzielniku tyle cyfr, ile cyfr znaczacych ma mieé
iloraz. W powyZszym przykladzie otrzymamy zero calkowitych
1 zero dziesiatych; skrocone wiec dzielenie nalezy wykonaé
na 3 miejsca, t. j.:

342795 :61° 2,3 = 0-0559
365
59
4

2. Cheae otrzymadé iloraz przyblizony liczb catkowitych,
t. z. iloraz, wyraZzony zapomoca poczatkowych wyzszych jednostek,
postepujemy podobnie, jak przy dzieleniu liczb dziesietnych.

Np. Aby wyrazié iloraz liczb: 17042724 i 324 w tysigcach,
zauwazmy, ze dzielac te dwie liczby przez siebie, otrzymali-
bysmy iloraz pigciocyfrowy. Poniewaz z tych b-ciu cyfr chcemy
wyznaczyé tylko dwie najwyZsze, przeto skrocone dzielenie
nalezy wykona¢ na dwa miejsca. A zatem:

17042724 : 324 =052 tysiace.

8

_———

2
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B) Liczby niedokladne. Aby wyznaczyé iloraz dwu
liczb, z ktorych jedna albo: obie 83 liczbami niedoktadnemi,
wykonywamy skrdécone dzielenie na tyle miejsc, ile ich wyzna-
czyé pozwala liczba mniej dokladna. Np.

@) 91483...:16:24 ... b) 27:0:326... =270 : 3:26...
91483:16°24="5633... 2700:3 2 6 =828...
1028 92

b4 27
B 1

) 14:82...:6248 d) 8364...:112

1482:6:248=237... 8364:11-20=07468...
232 524
85 76
2. 9
0

W zadaniu @) mozna wyznaczyé cztery, w b) trzy cyfry
ilorazu, poniewaz liczba mniej doktadna sktada si¢ w a) z 4-ch,
w b) z 3-ch cyfr; w ¢) jest iloraz 3 cyfrowy, gdyz w 4-ro cy-
frowej dzielnej miesci sie tylko liczba, utworzona z najwyz-
szych 3 cyfr dzielnika; w d) nalesy dzielnik uzupeini¢ zerem,
poniewaz z 4-ro cyfrowej dzielnej moZna wyznaczyé 4 cyfry
dziesigtne ilorazu.

R Zadania.

(1. Obliceyé ilarazy:
a) 715:326 (2 m. dzies.),
b) 24-845:9-21456 (3 m. dzies.),
) 424387 :561 (3 m. dzies.),
< ] @ 642 :7:315 (2 m. dzies.),
=77 %) 5843271 :5073 (4 m. dzies.),
) 7:10479 (4 m. dzies.),
1-20-7842 : 0564 (3 m. dzies.),
%) 008937 :0:0059 (2 m. dzies.),
(D) 10629 : 024148 (3 m. dzies.),
k) 0562 :3:81 (4 m. dzies.),



— [[]1-2374: 512463 (5 m. duies),
— m) 0006154 : 87125 (b m. .dzies.).

2. Wyznaczy¢ ilorazy liczb:
a) 41235:201 w dziesiatkach,
b) 6342509:4325 w setkach,
c) 501 832746:6 142 w tysigcach,
d) 21004563 201:3015 w milionach.
8. a) 064:2:36 (b m. dzies.), b) 7-2:843b (3 m. dzies.),
¢) 12:74:076 (3 m. dzies.), d) 6:423:2:672 (4 m. dzies),
e) 24'64:0:632 (b m. dzies.), f) 0:623:8412 (5 m. dzies).
4. Ulamki £ i f zamieni¢ na dziesigtne i podzielié
pierwszy przez drugi na 4 miejsca dziesigtne.
5. a) 7421...:5109...=7? b) 04323...:627...=7?
¢) 470...:314159...=9? d) 045:3-87...=
e) 0003631...:124="? f) 007349.. 14 =7
6. Ea 2439 m sukna gapiacono 16024 K; po ezemu pla-
eone metr? (2 m. dries.)
7. Za 5376 kg towaru zaplacono 2742 K; ile K ptacono
za 1 kg? (2 m. dzies.).
8. Wyrazié 3545 mil w km, wiedzac, ze 1 km = 0131823
mili (3 m. dzies.). '
9. Ile kg uczyni 6456 funtow, jezeli kg =178552 funta?
(4 m. dzies.).

10. W korondwce znajduje sig 4175 g czystego srebra;
ile korondwek otrzyma si¢ z kilograma srebra? (1 m. dzies.).

11. Ile dukatéw wazy 25 dkg, jezeli waga jednego du-
kata wynosi 349 g? (w liczbach catkowitych).

12. 7Z kg zlota wybija si¢ 164 dwudziestokoronowek; ile
graméw zlota znajduje sig w 20-korondwce? (3 m. dzies.).

13. W roku 1900 miata monarchia austryacko-wegierska
47118 167 mieszkancow na przestrzeni 67591200 ha; ile mie-
szkanicow przypada srednio na 1 ha? (w liczbach catkowitych).

14. Galicya ma 78493 km? powierzchni i 7317023 mie-
szkancow, Slagsk 5147 km?i 680422 mieszkancow, Czechy 51948
km? i 6318697 mieszkancow, Bukowina 10442 km? i 730195
mieszkancow. Ille mieszkancéw przypada sdrednio w kazdym
kraju na 1 km?? (1 m. dzies.).
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15. W monarchii austryacko-wegierskiej, majacej 675912
km2, bylo w 1900 roku 11301481 Niemcoéw, 5955230 Czechdow,
4259160 Polakéw, 3750350 Rusinéw. Ile mieszkancéw kazdej
z tych czterech narodowosci przypada srednio na 1 km?? (1 m.
dzies.),

),

— Z16. Pole prostokata ma 357 m?, szerokosé 0875 m; obli-
czyé dlugosé prostokata. (2 m. dzies.).

17. Podstawa trdjkata wynosi 649 m, pole 15956 m?;
obliczyé wysokosé tréjkata. (3 m. dzies.).

18. Obwéd kola wynosi 176954 m; obliczyé promien.
(r=2314159; 2 m. dzies.).

19. Pole umiarowego szescioboku ma 63459725 m? bok
15425 m; obliczy¢ odleglo$é¢ boku szescioboku od jego srodka.
(2 m. dzies.).

20. Pole trapezu wynosi 1405624 m? a dwa jego boki
rownoleglte: 12456 m i 34244 m. Obliczyé wysokosé trapezu.
(2 m. dzies.).



ROZDZIAL VI

Rownania stopnia pierwszego z jedna niewiadoma.

§ 1.
OKkreslenia.

Dwa réwne sobie wyrazenia algebraiczne, np. a0 i b+a
albo -3 i D (jezeli przez & rozumiemy 2), polaczone zna-
kiem rownosci: a-+b=>b-+}a albo 43 =5, nazywamy réwna-
niem.

Woyrazenie, stojace po lewej stronie znaku rownosei, na-
zywamy strona lewsa albo pierwsza, po prawej stronie
prawag albo druga stronag rdwnania; skladniki obu stron
rownania nazywamy wyrazami rownania.

Jezeli w rownaniu np. (@+42) (@ —2)=x?—4 podsta-
wimy za @ dowolna liczbe, np. #=1, kazda jego strona przed-
stawi wartos¢ —3; za podstawieniem =1}, przedstawi war-
tosé¢ — L5 it d. czyli: przy jakiejkolwiek wartosci, podstawio-
nej za , obie strony réwnania beda sobie rowne.

Roéwnanie, ktérego obie strony sa sobie rowne przy ja-
kiejkolwiek wartosci, podstawionej za liczbe ogélna, nazywamy
rownaniem tozsamosciowem, identycznem albo takie
réwnosdcia.

Takiemi rownaniami identycznemi, zwanemi zwykle wzo-
rami, wyrazamy ogé6lne wlasnosei liczb, np. a.6=25b.a albo
at+b+c=a-+tc+b, znaczymy sposoby dzialah matematy-
cznych np. (a+b)c=ac+bc albo (a4 b2=0a?+42ab-4b*
1 wypowiadamy prawdy matematyczne, np. powierzchnia kwa
dratu jest druga potega jego boku: p=a? i t. d.

0')(
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W réwnaniu np. x+3=>5 albo a?=236 obie strony sa
sobie réwne tylko pod pewnym warunkiem, a mianowicie,
jezeli przez x rozumiemy 2, a przez a liczbg 6 lub — 6; dla-
tego rownania takie nazywamy warunkowemi albo krotko
rownaniami.

Réwnanie warunkowe jest to takie réwnanie, ktérego obie
strony sg sobie rowne tylko dla pewnej (pewnych) wartosci,
podstawionej (podstawionych) za liczbe ogélna.

Wartosé, ktéra podstawiona za niewiadoma czyni obie
strony réwnania sobie réwne, czyli ktéora sprawdza réwna-
nie, nazywamy pierwiastkiem réwnania.

Wyznaczenie pierwiastkow rownania nazywamy roz wia-
zaniem rownania, a wykazanie, ze pewna liczba jest pier-
wiastkiem rownania, sprawdzeniem réwnania.

W réwnaniu wystepujg ilosci wiadome, ktdre znaczymy
liczbami szczegoélnemi lub poczatkowemi literami alfabetu, np.
a, b, c., i liczby niewiadome, ktére oznaczamy koncowemi lite-
rami alfabetu, np. «, ¥, #,...

Co do ilosci niewiadomych sa rownania:

19 o0 jednej niewiadomej, np. 4x-}+7=5, 2¢+5b—=
=3x—2, x*+3x=10;

29 0 dwu niewiadomych, np. 3x—by=17, ax®*—
—bx+tcy=d;

3% o wigcej niewiadomych, np. -}y 2= 13,
2a—3y—+42+-D5u=20 it d.

W réwnaniu np. 2&¢+3=9 — 42 wystgpuje niewiadoma
w pierwszej potedze, w rownaniu y?--ay—=>b w potedze 1-ej
i 2-ej, a w réwnaniu 2xy?4 x?y*=30 wystepuje pierwszy
wyraz potedze 3-ej, drugi w D-ej.

Najwyzsza potege niewiadomej, a jeieli ich jest wiecej,
najwieksza sume wykladnikow poteg, wystepujacych w jednym
wyrazie, nazywamy stopniem réwnania.

Co do stopnia rozrdZniamy réwnania stopnia
pierwszego, drugiego, trzeciego itd.

Np. réwnania:

19 2a24-3=05, 4o — Ty =11 sa stopnia pierwszego;
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29 x*— 3w =4, 2x+xy—="> stopnia drugiego:
39 a3+ 2x245x=36, x?y-+t+y*+ax—1=0 stopnia
trzeciego.

8 2.
Przeksztalcanie rownan.

Przeksztalcié rOwnanie znaczy zamienié je na
inne o tym samym pierwiastku

Przeksztalcanie rdwnan polega na nastepujacych prawdach:

19} Jezeli do obu stron rownania np. 42 —6=2x-|4,
majacego pierwiastek b, dodamy dowolng liczbe, np. 10, otrzy-
mamy réwnanie: 4 — 64 10=2x-+4 -+ 10 czyli 4| 4=
=2z 14, ktdrego pierwiastkiem jest takze 5.

Gdybysmy od obu stron réwnania 4x—6=2x-4 odjeli
te samg liczbe, np. 25, otrzymalibySmy réwnanie 4x-—8b=
=2x-}1H, o tym samym pierwiastku b.

Pierwiastek réwnania nie zmieni sig, jezeli
do obu stron réwnania dodamy lub od obu jego

Jstron odejmiemy t¢ samg liczbe.

Dodajac do obu stron réwnania np. 4z —6=2x-4
liczbe 6 lub odejmujac od obu jego stron np. 2, otrzymamy:
de=2x-+|446, dx—6—2x=4

Kazdy wyraz ré6wnania mozna przeniesé z je-
dnej strony na druga z przeciwnym znakiem.

Jezeli w rownaniu np. 2ax+b=x-}+b-|c przeniesiemy
b na strone prawa, otrzymamy 2x=x-+b+4c—b czyli 2=
=x-¢ t z

JeZzeli po obu stronach réownania znajduje sie
ta sama liczba, zaopatrzona tym samym znakiem,
mozna ja w obu stronach réwnania opusdecié

29) Jezeli obie strony réownania np. %:14, majacego
pierwiastek 6, pomnoZymy przez 3, otrzymamy: 7Tx=42; jezeli

zas podzielimy podane réwnanie przez 7, otrzymamy: 3=2.

Poniewaz te trzy rownania majg ten sam pierwiastek 6, przeto:
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Pierwiastek rownania nie zmieni sie, jezeli
obie strony rownania pomnozymy albo podzielimy
przez te sama liczbe (réZng od zera)

Zapomocg mnozenia obu stron rdwnania przez te sama
liczbe uwalniamy réwnanie od ulamkoéw. Np. MnoZac réwna-
nie ‘1’_9_'3;:1_]_‘; przez najmn. wsp. wielokrotnosé miano-
wnikéw (24), otrzymamy: 122 —6x—4x=24-43x. Do tego
samego wyniku dochodzimy takZe w ten sposdb, Ze wyrazy
rownania sprowadzamy do wspélnego mianownika a nastepnie
mnozymy réwnanie przez ten mianownik. A zatem:

—1%%9—3—4@:2;1;3%, 120 — 6 —4=24 | 3.

Podobnie, mnozac obie strony réwnania przez — 1, mo-
Zemy w rownaniu zmienié znaki wszystkich wyrazdw na prze-
ciwne. Np. Zamiast rownania —32-+b=—7T moZemy napi-
saé: 3x—b=T.

Zapomoca dzielenia obu stron réwnania przez te sama
liczbeg uwalniamy niewiadomy wyraz rownania od wspolezyn-
nika 1 wyrazamy rownanie liczbami mniejszemi. Np. Dzie-
lac réwnanie: a) (m—+n)x=c przez m-+mn, b) 3x416=6x
przez 3, otrzymamy: a) w:ﬁ;;ﬂ b) x+5=2c.

39) JeZeli obie strony réwnania np. \\w—1=3 podnie-
siemy do potegi drugiej, otrzymamy rownanie x —1=9
o tym samym pierwiastku 10, co poprzednie. Podobnie otrzy-

8
mamy z \22¢=4 réwnanie 20¢=64 o tym samym pierwia-
stku 32.

Pierwiastek réwnania nie zmieni sieg, jezeli
obie strony réwnania podniesiemy do tej samej
potegi.
\ Na podstawie tej prawdy uwalniamy niewiadomg, sto-
jaca pod znakiem pierwiastkowym, od tego znaku; naleZy tylko
poprzednio nadad taki ksztaltt rownaniu, aby pierwiastek znaj-
dowal si¢ sam na jednej stronie réwnania. Np.

T4 \Vix? 122 —31=22, Vix*12x—31=2x—1,
424120 —31=4x* — 28149
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49) Jezeli z obu stron réwnania np. 4@x*=100 wyciagnie-
my drugi pierwiastek, otrzymamy réwnanie 2@ =10, ktére ma
ten sam pierwiastek D, co poprzednie rdwnanie.

Pierwiastek réwnania nie zmieni sie, jezeli
z obu stron r6wnania wyciggniemy ten sam pier-
wiastek.

Zapomoca pierwiastkowania uwalniamy niewiadoma od

wykladnika potegowego. Np. 2=64, x=\/64, x==8.

£l

Porzadkowanie i rozwigzywanie rownan.

Najprostszy ksztalt rOwnania stopnia pierwszego o jednej
niewiadomej jest: ax=»b, gdzie @ i b s liczbami znanemi.

Sprowadzanie réwnania do tego ksztaltu nazywamy po-
rzadkowaniem réwnania.

Chcae uporzadkowaé rownanie, nalezy niewiadoma uwol-
nié: 1°) od nawiaséw, wykonujac wskazane nawiasami dzia-
lanie; 2% od ulamkéw, mnozac obie strony przez najmn. wspélng
wielokrotnosé mianownikéw; 3° od pierwiastkéw, podnoszac
obie strony rownania do tej samej potegi; 4°) przenies¢ wyrazy
niewiadome na jedna a wiadome na drugs strone rownania
i zredukowaé wyrazy podobne.

JeZeli rownanie ma juz ksztalt aax=2»b, to rozwigzujemy
je, dzielagc obie jego strony przez wspélczynnik niewiadomej,

b . ’ ST
przez co otrzymamy == jako ogoina postaé¢ pierwiastka.

Zadania.
4 w14 =21 2, x—12=F6. 3. 16— =12
.4=0—a. 5. x| 3=44 Z6. x—3 =061

7. 3x|T=16. 8. bae—T=8. 9.3 —4a=1
10. 20=2x-}16. 11. 3x}06=186. 12. 2y —04=>.

18. 52— 7=382+}1. 14. 012+ 009 = 0112 — 001.
15. y—8-4-2y—4=14 “16. 52+ 27— 621 =42} 30.

17. 122 —9—82-+1=0. 18. 01y-}34—2Hy—4—26y.
19. 2252 —37=080—12—105a.
"20. V¥ —Ay=y*+y—25/21. 322 2+42=5--322
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22.

- 24.
—~ 26.
28.

30.
31.
32,
. 33,
— 34.
35.
— 36.
— 38.
—39,
10.
42,
44,
45.
— 46,
47,
— 48,
49.
50.
51.
52.
~ 53.
54.
55.
~(56.
57.
~— 58.
59.
60.
61.
62.
63.

64

e O e

2ar+3a=3ax—2a. 23. bay—2ab=4ab+43ay.
2az—a-—-ct=azta—c 25. b}+3rx—2a=x—0.
2ay—a=2a—y. —27. axz=c—bu.
a-t+br=b+ax. ~— 29 azt+b:=a’—bx.

@+1)+@—2)+@oto=18
(20—x)—O—or)=ov— (20— 4xz).

z2— (83— 22)=(—1)—8.
By-—5)+411=2y—(9—8y).
9-4(4x—0b)—(53—4x)=6z-|16.
z—{2—H(z—3)}=z—2.
204-{23 —(11 —¢)}=38.  37. 28— (T—a)=09.
38— (2 (4— (5] =6.

103 —{(2x+ 005) — (x — 1-2) 4} = 1:05.
341)=2-F1. 41. 32-2(22—1)==19.
by —H(2y —bH)=28.48. 252z —1)+2=5(22z+19).
5(18—x)—8x=9-40buz.
y+2C8By—4)=4—17y.

21 —25(042402)=22—8.

10(Tz+9) —624+T7)124-9=3=.
(#z—3)—bH(B2z—2)=3(22—1).

22(z+1)+3(x— 1)=5(-+9).
y+{3y—2)—b5}=3y—1.
(x—b)—{4(zx—1)—38)=>b(@x—4)
2{22—a)—x)—z=x—16.
8(x—01)—{10(32—002) —5(3z-}-002) — 8z} =0b.
2{6(Bx+4)+3}4+3="79.
y—[By—4{2By—8+5}]=0.
2z—32z—3{22—3(2x—3)}]=1.

@+ T)(x — 3)=(x — b) (x — 1b).
y—y—1y—2)=1
(+2)(z—2)=a2+t242.

(e+4) (842 —6=(12)(z+T).
(x—4)(x—D5)+2z=(x—D) (& —3)-10.
022x—11)124012)=(012x—02) (022} 11'5).
(z+1)(z—2)+2Bzx—4)=2z22z—b).
3x—32Bx+b)+156=4—-Yzt1)(z—1).
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/60 (Bz+1) +(4x+3)z——25xz

88.

91.

94.

96.

98.

100.

101.

6. z+32—=a(z+4)+(2—=z)3=20.
6(.
68.

— 69.
71.
73.

—74.
75.
76.
71,
78.
79.
80.
81.

- 82.

~ 83,
84.
85.
86.

Z 87.

(@~-bH)2—(4 —z)2=21x.
222 —-29=52zx—12—23z+41)2
(x+1):6=x:b. 70. (200—T7):(146x)=3:4
62z—1):2=(82-43):7.772. (x+1):(x—1)=(xH3):.
(z42):e=@+1): (z—2).
(4z45): (22--3)= (22— 3): (7).
2a —(@—b)=a.
Br+2b—Ba—b)=2u=.
(ax—2a)t(az+bxr)=bxz.
a@—b)—bxz—a)}+2b=2a.
3a—x)+ba=3c-+bH(ctx).
4Ba—22=2c-—H(z—2¢).
at(a—ax)-Labr=>b2(x—Db).
(a+=z)(da+32)=(a—x)(2a—3zx).
(a+z)24(a —x)2 =222t 4ax
(x——3a)2—(a:-—2a)2—15a
@+a):3=@—a):1.
(a—xz):(x—b)=a:b.
Qa—x):(b+a)=2z:(0b—2).

Sta=12. 8. %:i’. 90. ‘?’;-”+7=16.
1="2_5  92.5=34f 9%..-Z-2
bx—zsz%‘ 95 ;_4-;4-:—26
U
¥+2§=7ﬁ. 99 5ﬁy—385_‘=3§
e

2x 3x Tz



- 102.
— 104.
106.

— 108.

~110.

112.

— 114.

115.

116.

118.

119,
120.
121.
122,
123.
124.
125, ©
126.
127.

128.
129.

— 14—
Th KT RS T e it e
21y -—20=31y—24. 105 7%2—5%:3%24_3%_

7 3 e 1 ;
P Rt T 107. +1+ =35 _
fla= (=8 16 ;
e et T Tl T 109-5_4y+3y*5§%' '

3z S, 3(—x)
1(5—1)=9 11727 %=y

—3(x—DH o 11—2

3y

dby—¢+2—V=2@y+1)
3(4z—|~5)+102?‘,43‘:6z—|-4(2z+5).
2241 Tz45H 4y—5  by-+2

S Ee 17, —S— -2 S =y.
atl 3Tz ), T-3c
"f O S '

99:—5 9z —1

7"‘ i
X x—4 :E—
2,_|__3~——47— =41
2g—1 . 2—3 3BxH7

BELE VIR SR N
Dx—6 23:—1_1:—1_0

i 5 0= T
#43  5z—33 48—z 2z—17
”12"‘ 36 Y oA D
3(28—2) 7x—|-9

5=
9 +z 4242 a:—6 =

?2(5!I+1 —3(4y+5)=10By—1)— By +2).
F@dz+4+1)—4 (Bo+ Dl=te

31 (o435 =13 0Bz+53).
$3(Tz—3H)—1(Bz—2)=0.



130.
i3i.
132.
133.
134.
136.
138.

139.

140.
142, °
144.

145.

147

149.

DER ST

x z—2 z—12 32—=
A s R 2 e et
2(x-1-4 1022+5) . .. x--3
) _10@x+0) 5o 528

(o= 3+ (543 == +3)
4z—5 (x+05 223\ 5(9:-4—01).

6 TRy 3 e 12
o gde 08 ST 1 S
ng—x"‘r?. 135.;_"3——%———5%
3 , b 4 4 1 , 1—4z 38—0
St et s e = i 1.
4ty 44—y 1
4y oy T4
TR G o 1 OO
r 10 T D
T b=c 141. o — 7 =c.
a b
oy 3y z_ 4.1
- = a+1' 143 x-—l—a_l-{—a
at+blx =«
@fn_Et0e =,
2 S
a—2—~b—=a—{—b. 146. @ b L a-+b
z x
2 2
5(1_3__-(« ) _148'a—}—z T
x ax a
z @ a—z_z+b
a+6—a+b. 150. itz
& —a _xz—b el 28 o) v
T g— L 1R, T 9=
az—b? alb—z) | b?
Ll A ST AR A S

2¢—a b—2z a*+b?
b 5 iy A




155.

== ABG;

— 157.

173.

~— 175.

o
IS
-1

179.

— 181,

M e
(e (20 b?
b beTa az
blahs o) PSR Ul K07
ax DA D
btc, atec _atb_2
bcx v acw abx ¢’
£ 16, 2 G0, 1= L
"_IT 9. .15—1—2 1 .x—__—l
7 c+b 3a—1
coppa=L 162 o =3 163 .57 =1}
AP Pt 15 T8 g
: o=l 165, t =
 Fa el bey S LR gel e AFD DU EdRd 4
3{20—(1T—5a) 2 e4+27 3(aF2)" 3
.( 3“’) 116(1 — )_(9—‘5:—)2.
593 Sz 1
o = 3 A
" 2(x— l) 3(x—1) Ty 3(a: 7)+6 2Ax—17)
I—{—‘i | H.‘/_I_Q 179 éx—l——l_bi—'—?_
'x——l—r3 3z—38" T z4+2 22347 3
3% N rw by r—4 x-—1
Y e s AR MY S AT
22—1_ 6(x—2) 176 z—T7 ~x46
A Bt S _|_—
8z —3 Baf4 i 4
e e e 178, Syt
S5z41  x—9 x 22 il
PR = = e MRS it - ey ke
3 Bns b 74
z—1 z+1 221
g3y 12 e U3 0,

183.

4r—3 2(22—5H)
2z+1" (2z4-1)




=14 185. ba?:f»'
e b e T 187t b,
188, L2y 189 —fo4 - fo—2
e S B = a2_“h.
o TS B g e BT Oy FD g
194 Q% 4 cz a?—tct

S ade Ta—o ai—ct

AT S = 4da
190. a,---i: d+x az-—ﬁ.

zt+a s—a —b2
D8 =4 Y- 0
lJ().z b i e
a 773_’_ y—f—a (L
137.?/ —— -—a+y 5 =0

(x+a)  b(z+a)
198, ¢ S + 70 e =2(a-+b).

el e SR N Sl m L Tk Y

"y+2a ' y—3a" 7 " atz z2—3a
201. V2z=21). *— 202, 8\/z=4. 203, \lzJ-9=5.
— 204, Vo—3=2. 205, \bz —4=6.
— 206, 6\r4=18. 207. 3Vay+1=5H.

) Wyrazenie, np. V3, V22 i t. d, w ktérem liczba pierwiastko-
wana nie jest zupelnym kwadratem liczby calkowitej lub ulamka skon-
czonego, nazywamy niewymiernem, a rownanie, zawierajace niewia-
doma w wyraeniu niewymiernem, np. V2x=2, réwnaniem niew y-
miernem.

Pierwiastek réwnania niewymiernego spelnia réwnanie tylko pod
pewnymi warunkami. Np. Pierwiastkiem réwnania V2x=—2 jest 2. Spraw-
dzajac to rownanie, otrzymamy: V2.2 =V é=1 2, gdyz(-+2)2=4i (—2)*=4.
Z tego widzimy, ze wyznaczony pierwiastek spelnia réwnanie tylko wten-
czas, jezeli wyrazenie niewymierne \ 2x zaopatrzymy znakiem --; przy

uzyciu drugiego znaku, warto$é 2 juz nie spelnia réwnania.
-
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- 210, iz—20—3=3. — 211. VizF1=2Vz |4
212, \9y—2—\8y-+1=0.

218. V2471 —TVe—17=0.
Ve—1 2
Vea?
216, Ve FBs 12 =012
217. Vo — 22+ 9=z} 1.
M8, Vo' -2z 17— o—3.
219, 2”:Z+\/4x2—ig'
221, \lz+9a*—b5a=0. 222, \z4ab=a-b.
223, a=b+\Voe—2ab. | — 224, z=\z? — a>-}+b.

—208. 1. 209. 14+V3z—2=2

214. 215. \Vr';r,T_FQ_—_—Q—x.

220, Vz—3a’=a.

225. f/ﬁ:3:3. — 226. \8/5},1‘2—320.
- 227, f/x’-|-1=3. 228, cm~":2a.
229, 4\br—8=3\9oF 1 |

230. \7x—}—3ab(a—f—b)—}—b3=a—{—b.

Odpowiedzi.

1. 13. 2. 18. 5 4. 1.

5. 33 6. 1. 7. 3. 8. 3.

9. 05. 10. 2. 11. 6. 12. 2:17.
13. 7. 14. 10. 15. 7. 16. b.
17. 2. 18. 3. 11911 20. 5.
21. 3. 22. 5, 23. 3b. 24. 2.
25. a—b. 26. a Bl Aol

a-+b

29. a—0b. 30. 3. 31, 1. 32. —3
33. 3. 34. —08. 35. 3. 36. 6
37. 6., 38. 4. 39. 4. 40. 2




41.
45.
49.
53.
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57,
60.
63.
67.
71.
5.

9.

=1

83.

87.

91.

95.

99.
103.
107.
111.
115.
119.
123.
127.
131.
135.
139.
143.

147.

151.
155.
159.
163.
167.

a —C.

42,
46.
50.
o4.
58.
61.
64.
68.
72.
76,

80.

84.

88.

92,

96.
100.
104.
108.
112.
116.
120.
124.
128.
132.
136.
140.
144.

148.

152.
156.
160.

164.
168.
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47.
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85.
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101.
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117.
121.
125.
129.
133.
137.
141.
145.

149.
153, %
157.
161.

165.
169.

44.
48.
52.
56.

66.
70.
4.
78.

86.

90.

94.

98.
102.
106.
110.
114.
118.
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126.
130.
134.
138.
142.
146.
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154.

158.
162.
166.
170.
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175. 5. 176. 9. 177. 2. 178. 10,

179. L. 180. —4  181. 2. 182. 1.

183. 1. 184. “;b 185. ‘i‘b:bg. 186. b.

187. —(a--b). 188, ~g. 189. a* — bz  190. a? — b2
AL 9

191, a5, 102 22 19, c:—clt—bb' 194. 1.

195. 1. 196. “T% 197. —24. 198. a—2.

199. 2a. 200, —°%. 201 2 202. 1

203. 16.  204. 7. 205. 8. 206. 5

207. 4. 208. 5. 209. 1. 210. 8.

211. 5. 212. 3. 213. 42.  214. b.

215. 4. 216. 8. 217. 2. 218, 2

219. 4. 220. 4a>.  221. 16a% 222 (a—b)"
2

223. ar 4 224. “ 0% 225 15 226. 5

227. 8. 928, 9a%.  220. 1. 230. .

§ 4.

Ukladanie zadan w rownania.

Przyktad 1. Wyznaczyé liczbe, ktorej czterokrotnosé, po-
mniejszona o 15, jest réwna 2.

Jezeli szukana liczbe nazwiemy @, to jej 4 krotnoéé be-
dzie 4x; wyrazajac, Ze ta 4 krotnos$é, pomniejszona o 15, jest
rowna 25, otrzymamy: 4« — 15=25; stad z=10.

Aby dane zadanie ulozyé w réwnanie, nalezy oznaczyd
liczbe szukang np. przez =z i wykonaé na niej wskazane w za-
daniu dzialania; w ten sposéb ofrzyma sie dwa wyraZenia,
ktdére, podlug warunkéw zadania, polaczone znakiem réwnosci,
utworza rownanie.

Po rozwigzaniu uloZonego réwnania naleZzy sprawdzid,
czy odpowiedz na pytanie, postawione w zadaniu, sprawdza to
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zadanie (nie rownanie!). A zatem: 4 krotnosciag 10-u jest 40,
40 pomniejszone o 15 jest rowne 2b.

Przyktad 2. JeZeli pewna liczbe pomnoze przez 2, do
iloczynu dodam 3, sume podzielg przez 5, a od ilorazu odejme
2, otrzymam reszte 1. Co to za liczba?

Niewiadoma z, iloczyn 2z, suma 22z-}3, iloraz 21;—5‘
2 g 2 ;
reszta "—zglj———? rowna 1, tj. i+5—2=1; stad 2==~6.

5

Sprawdzié¢ zadanie!

Przyktad 3. Ktos zapytany, ile ma lat, odpowiada: za
14 lat bede mial dwa razy tyle lat, ile ich miatem przed 18
laty. Ile lat ma ta osoba?

Obecnie ma osoba « lat, za 14 lat bedzie miala x-|-14
lat a przed 18 laty miala 22— 18 lat; poniewaz w14 jest
2 razy tak wielkie, jak @ — 18, przeto @ 14=2(x — 18): stad
x=>50. Sprawdzié zadanie!

Bardzo czesto jest tak zadanie uloZone, Ze niewiadomej,
zawarte] w pytaniu, wprost obliczyé nie moZna albotez obli-
czenie to byloby zbyt zawile. W takim przypadku naleZy sie
zastanowié, ktdra ilosé, zachodzaca w zadaniu, najkorzystniej
obracé za niewiadoma, aby co do niej utoZzyé zadanie w réwnanie.

Przyklad 4. Mianownik pewnego ulamka jest o 3 wie-
kszy niz jego licznik. JeZeli tak do licznika jak i do miano-
wnika dodamy po 6, ulamek przedstawi wartosé¢ 1§. Co to za
utamek ? :

Przyjmujac licznik szukanego utamka za niewiadomsg,
otrzymamy: licznik @, mianownik -} 3, szukany utamek 5%
Po dodaniu 6 do licznika i do mianownika dostaniemy ulamek
(ﬁ-g)—%_—s, ktory = 1§ ezyli @%_56—_{_6: 1§ © =4. Ulamek
szukany jest przeto 4. Sprawdzié¢ zadanie!

Przyktad 5. Za 560 K kupiono 100 m sukna w dwu ga-
tunkach: po 8 K i 5 K za metr. Ile bylo metrow sukna kazdego
gatunku?

Jednego gatunku bylo 2 metrow, drugiego 100 —a. Za
1-szy gatunek zaplacono 8 x K, za drugi (100—x)d K a za

6
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oba gatunki 84 (100 —x)5 K; jest przeto 82— (100 —x)b=
=560; = 20. i

Odpowiedz: 20 m po 8 K a 80 m po 5 K.

Sprawdzi¢ zadanie!

Przyktad 6. Jaki kapital, wypozyczony na 5%/, urdst z do-
chodem za 6 lat do sumy 4420 K?

Kapital 2, dochoéd 1006, kapitat wraz z dochodem ma
a3 : x.5.6
wartosé 4420 K t. j. x4 107_4420 x=3400 K.

Sprawdzic¢ zadanie!

Prayklad 7. Kupiec zakupil towaru za 9600 K, platnych
po 2 mies. 15 dniach; ile zaplaci gotowka, jezeli mu przyznano
3% ¢/, eskontu!)?

9600.3% .24 . 9600.3%.2

Gotdwlka a, eskont = de , zatem w—|——100.3%2
=9600; x=9530 K.

Przyktad 8. lle litrow wina po 172 K zmieszad trzeba
z 30 1 po 196 K, aby otrzymad litr po 1-8 K?

Mieszajac oba gatunki wina, otrzyma sie x-}30 | wina
fredniego gatunku, ktdre kosztowaé powinno tyle, ile koszto-
waly oba gatunki zmieszane, a zatem: (x-30)18=172¢-
-+ 30.196; =60 L

Prayklad 9. lle gramow czystego srebra trzeba stopic
z 264 g srebra proby 750, aby otrzymad srebro proby 850%)?

W 1000 g srebra proby 750 jest 760 g czystego srebra,
w 1 g tego stopu jest 0-70 g srebra, a w 264 g jest 264.0'75 g
srebra. Jezeli stopimy @« g czystego srebra z 264 g srebra proby
750, to stop proby 850 bedzie wazyl x-|264 g i zawieral
(®-}-264)0-85 g srebra; a poniewaz stop ma w sobie tyle sre-
bra, ile zawieraly jego sktadniki przed stopieniem, przeto:

@ 264,075 = (w1 264) 085; =176 g.

Przyklad 10. Za poslancem pieszym, przebywajacym 3:5 km
w godzinie, wystano w 8 godzin pdiniej konnego postanca,

1) Zob. Czesc L str. 161. B.
2) Zob. Czesé I. str. b4. 1).
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ktory przebywa w godzinie 91 km. Za ile godzin dopedzi
jezdziec poslanca pieszego?

Jezdziec jest w drodze @ godzin, pieszy @-+8 godzin;
droga, przebyta przez pierwszego, wynosi 91x km, a przez
drugiego (@ 8)3D km; zatem 9le= (x4 8)35; =5 godzin.

Przyklad 11. Jeden robotnik podejmuje si¢ wykonadé pe-
wng prace w 3 miesigcach, drugi w 5 miesigcach. W ilu mie-
sigcach wykonaja te prace obaj robotnicy razem?

Jezeli obaj robotnicy ukoncza te prace po a miesigcach,

. ’ 1 :
to w jednym miesiacu wykonaja a-ta czesé (m) caltej roboty.
A poniewa? jeden robotnik, pracujac sam, wykona w miesigcu

3-cig czeséé, drugi zas D-ta czgsé calej roboty, przeto obaj wy-

; It : 1 ki ool
konaja razem g Tg catej roboty, co S A zatem: ks i

— 17 1
=1 mies.
Zadania.

1. Znalezé liczbe, ktéra powiekszona o 12 daje su-

me 30. 18.
2. Jaka liczbe trzeba pomniejszyé o 25, aby otrzymad
1257 37°b.
3. Jejeli od 48 odejme¢ pewnj liczbe, otrzymam 14 Jaka
to liczba? 2,
4. Gdy pewng liczbg pomnozZe przez 5 i do iloczynu do-
dam 2, otrzymam 3. Co to za liczba? 0-2.

5. Gdy pewng liczbe pomnoZzg¢ raz przez 3, drugi raz
przez 5, to suma tych iloczynéw bedzie 16. Wyznaczyé te

liczbe. 2.
6. Znaleié liczbe, ktérej czwarta cze$é, odjeta od 12,
daje reszte 5. 28.
7. Jezeli od pewnej liczby odejme jej # czesci, otrzymam
18. Co to za liczba? 30.
8. Wyznaczyé liczbe, ktéra podzielona przez 7 daje ilo-
raz 3 a reszte 4. 25.
9. Przez jaka liczbe trzeba podzielié 74, aby otrzymaé
iloraz 8 a reszte 2°? O
10. Polowa i trzecia czesé pewnej liczby daja sume HO0.
Co to za liczba? 60.

6*
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11. Jezeli do pewnej liczby dodam jej polowe, nastepnie
jej 3-ciag i 4-ta czesé, otrzymam 100. Co to za liczba? 48.
12. Gdy pewng liczbe pomnoig¢ przez 15, do iloczynu
dodam 20, sume podziele przez 4 a od ilorazu odejme 14,
otrzymam trzy razy tak wielka liczbe. Obliczyé te liczbe. 12
13. Gdybym miat jeszcze 2 razy tyle koran, ile ich mam,
a nadto jeszcze 40 K, miatbym 5 razy tyle K, ile ich posiadam.
Ile mam K? 20.
14. Do jakiej liczby trzeba raz dodaé 4, drugi raz odjaé 4,
aby w ten sposoéb powstale liczby tworzyly stosunek 3:2°? 20.
15. Jaka liczbe trzeba raz dodaé do 32, drugi raz odjaé

od 32, aby te nowe liczby tworzyly stosunek 5:3? 8.
16. Gdy do licznika i do mianownika ulamka § dodam
pewna liczbe, otrzymam § Co to za liczba? 3.
17. Jakg liczbe trzeba odjaé od licznika i od mianownika
utamka 44, aby otrzymaé £ ? b.
18. Jaka liczbe trzeba odjac¢ od licznika, a dodaé do mia-
nownika utamka 8, aby otrzymaé }? 8.
19. Gdy pewien ulamek powieksze o 4, otrzymam liczbe
64 razy tak wielka, jak ten utamek. Co to za utamek? 3.
20. Jaki utamek trzeba odjaé od 2, aby otrzymad liczbe
12 razy tak wielks, jak ten ulamek? 5.

21. Jezeli pewng liczbe pomniejszg o 3§, to piata czesé
roznicy bedzie réowna osmej czesci tej liczby. Wyznaczyé te

liczbe. 10.
22, Znaleié liczbe, ktorej pieciokrotna wartosé, powig-
kszona o D, jest o 7 mniejsza od jej 7-krotne] wartosci. 6.
283. Wyznaczyé liczbe, ktorej trzecia czesé jest o 8 wie-
ksza od jej siodmej czesei. 42.
— 24. Suma 3-ej i 5-ej czesci pewnej liczby jest o 2 mniej-
sza niz suma jej polowy i 6-ej czesci. Co to za liczba? 15.

25. Gdy pewna liczbe powieksze o 7, to dsma czesé tej
sumy bedzie o 1 wigksza aniZeli szdsta czesé tej liczby, po-
mniejszonej o 7. Co to za liczba? 25,

26. Gdy pewng liczbg pomniejsze o 3, otrzymang rdznice
podziele przez 4, a do ilorazu dodam 17, otrzymam liczbe o 3
mniejszg od trzykrotnej liczby szukanej. Jaka to liczba? i
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27. Liczba dwucyfrowa ma na miejscu jednostek cyfre 5.
Jezeli przestawie te cyfre z cyfra dziesigtek, otrzymam nowsa
liczbe, ktora jest 14 razy tak wielka, jak dana liczba. Wyzna-
czy¢ te liczbe. (Jeieli x jest cyfra dziesigtek, to 13 (102 —-5)=
=080-+}x; x=4). 45.

28. Liczba dwucyfrowa ma na miejscu dziesiatek cyfrg 2;
jezeli zmienimy miejsca tych dwu cyfr, otrzymamy liczbe, ktéra
z dang tworzy stosunek 7:4. Co to za liczba? 24.

29. Liczba dwucyfrowa ma dwa razy tyle dziesiatek, co
jednostek. Jezeli cyfry tej liczby przestawimy, otrzymamy liczbe
o 36 mniejsza aniZeli liczba podana. Wyznaczyc te liczbe. 84.

30. Uczen zapytany, ile ma lat, odpowiedzial: »Po 10 la-
tach bede mial dwa razy tyle lat, ile ich miatem przed 4 latyc.

lie lat ma uczen? 18.
31. Ojciec ma 52 lat, syn 20; przed ilu laty byl ojciec
D razy starszy od syna? 12.
32. Ojciec ma 40 lat, starszy syn 16, mlodszy 3; po ilu
latach beda mieli obaj synowie tyle lat, co ojciec? 21.
33. A ma 52 lat, B 22, C 16; przed ilu laty miat A dwa
razy tyle lat, co B i C razem? 8.

34. Ojciec ma 50 lal, najstarszy z jego trzech synéw 20.
Przed ilu laty byt wiek ojca dwa razy wigkszy od sumy lat
jego synow, jezeli rdznica ich wieku wynosi 5 lat? 8.

85. W dwu pokojach znajduje sie¢ réwna ‘ilosé o0s6b.
Gdyby z jednego pokoju przeszty 4 osoby do drugiego, to
w drugim pokoju byloby 2 razy tyle oséb, co w pierwszym.
lle os6b jest w kazdym pokoju? 12.

36. W towarzystwie bylo dwa razy tylu mezeczyzn, co
kobiet; po odejsciu szesciu mezczyzn i szesciu kobiet, pozostato
jeszcze 3 razy tylu mezZczyzn, co kobiet. Ilu mezezyzn i ile ko-
biet bylo na poczatku? 24 1 12.

37. Sume 960 K rozdzielié migdzy 3 osoby tak, aby pierw-
sza otrzymala 3 razy a druga 2 razy tyle, co trzecia. lle K
otrzyma kazda z nich? 480, 320 i 160.

38. Ojciec pozostawil trzem synom 90000 K, ktéremi
maja si¢ podzieli¢ w ten sposéb, aby kazdy mlodszy syn
otrzymal o 800 K wiecej niZz starszy. Ille K otrzyma kazdy
z nich? x=29200 (najstarszy)
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39. W pewnej klasie otrzymala ésma czgsé ucznidw sto-
pien celujacy, § stopieni pierwszy, a 6-u uczniow stopien drugi.
Jaki byl wynik klasyfikacyi? Stopien celuj. 6, pierwszy 36.

— 40. Uczen zapytany, ilu uczniéw jest w jego klasie, odpo- Y
wiedzial: »Polowa liezby moich kolegéw jest o 8 wigksza niz

suma 6-¢j i 9-e] czesci liczby kolegéwe. Ilu ucznidw jest w tej
klasie ? 3
— 41. Jezeli w pewnej klasie umieszcze po pieciu uczniow
w jednej lawce, braknie mi dla czterech miejsca; jezeli ich zas
umieszcze po szesciu, bedzie siedzialo w jednej lawce tylko
czterech. Ilu uczniow liczy ta klasa? Lawek 6, uczniow 34.
42. Handlarz zboZa kupit za trzecia czesé pieniedzy, ktore
mial przy sobie, pszenicy, za czwarta czesé jeczmienia, za piata
czesé Zyta, a za 130 K owsa. lle K zaplacil za kazdy gatunek
zboza? 200, 150 i 120.
43. W jednym dniu zjadlem potowg jablek, ktére miatem
i pot jablka, w drugim polowe reszty i pél jabtka, a gdym >/
trzeciego dnia zjad! polowe nowej reszty i pot jablka, zostalo f)
mi tylko jedno jablko. Ile jablek miatem ? 15.
44. 7 pieniedzy, ktore miatem przy sobie, wydatem naprzéd
potowe, nastepnie 5-ta czesé reszty, a potem 3 tego, co mi zo-
stalo. Ile pienigdzy mialem, jezeli mam jewzcze 10 K? 100 K.
45. Po skonczonym 6-tym roku zycia uczeszczalem przez
12-tg czesé lat mego wieku do szkoly ludowej, przez % do
gimnazyum; 15-t3 czesé lat poswiecilem studyom uniwersy-
teckim a 30-t3 praktyce zawodowej. lie mam lat, jezeli po pra-
ktyce pelnig obowiazki stuzbowe 35 lat? 60.
46. Do pasterza, pasacego pewna ilosé owiec, rzekl prze-
chodzieri: »Daj mi polowe swoich stu owiec«. Na to pasterz:
»Gdybym mial jeszcze tyle owiec, ile ich mam, i do tego po-
fowe i czwarta czesé tego, co mam i gdybym ciebie za owce po-
liczyt, miatbym dopiero sto owiecc. Ille owiec past pasterz?  36.
"\ 47. Zacny Pitagorasie! ty muz ulubiencze,
.~ Co ksztalcisz i odwiecasz umysty mlodziencze,
Ilu tez uczniéw muzom w twym domu si¢ chowa?
Powiem ci Polikracie: Patrz, oto polowa
Wazniosta matematyka éwiczy umyst mlody,
Czesé czwarta pragnie wniknaé w tajniki prLyrody\
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Siodma czes$é uczy sie milczec; dolicz trzy kobiety,
Tylu ja ucznidw wiode do laurowej mety. 28.

48. Liczbe 50 podzielié na takie dwie czedci, aby jedna
byla o 6 wieksza anizeli druga. 28 i 22,
49. Liczbe 90 rozlozyé na takie dwie czesci, aby podwdjna
czesé pierwsza byla polows czesci drugiej. 18 1 72.
50. Podzielié 100 na dwie czesci w stosunku 2:3. 40 i 60.
51. Migdzy dwie osoby rozdzielono 505 K tak, Ze jedna
otrzymata o 250 K wiecej niz druga. Ile K otrzymala kazda

z nich? 265 i1 240.
52. Ojciec i syn maja razem 60 lat. Ile lat ma ojciec a ile
syn, jeZeli ojciec jest D razy starszy od syna? 50 i 10.

53. W ogrodzie chowaja sie¢ kroliki i bazanty. Ile jest
krolikéow a ile baZantdw, jezeli majg razem 36 giéw a 100
nog? 14 1 22.

54. Osoby A i B maja razem 450 K. Gdyby osoba A dala
osobie B 13 K, miataby jeszcze 2 razy tyle K, co B. Ile koron
ma kazda z tych dwu oséb? 313 i 137.

55. W dwu kieszeniach mam 444 K. Gdybym przetozyt
z jednej kieszeni do drugiej 37 h, mialbym w drugiej 3 razy
tyle koron, ile w pierwszej. Ille koron mam w kazdej kie-
szeni ? 1-48 i 2:96.

6. Za kazde wypracowanie bez pomylek otrzymywal
uczenh od rodzicow korone, a za kazde z pomylkami zwracal
im 10 h. Po 12-tem zadaniu pozostalo uczniowi z otrzyma-
nych nagréd 32 K. lle bylo zadan bez pomylek, a ile z po-
mytkami? 41 8.

57. Licznik i mianownik ulamka wynoszg razem 16. Je-
zeli licznik powiekszymy, a mianownik pomniejszymy o 2, otrzy-
mamy odwrotno$é tego utamka. Co to za ulamek? %

58. Suma cyfr liczby dwucyfrowej wynosi 8. Jezeli cyfry
tej liczby przestawimy, otrzymamy liczbe o 10 wiekszg ni%
podwéjna liczba podana. Obliczyé te liczbe.

Jezeli a jest cyfra jednostek, otrzymamy: 2[(8 — )10+ ]+~
+10=10 }- (8 — @); ==6; liczba = 26. '
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. W towarzystwie 20-tu oséb, zloZonem z meZczyzn

i kobiet, zebrano skladke 149 K; kazdy meZczyzna dawal po
8 K, kobieta po 7 K. Ilu mezczyzn i ile kobiet bylo w tem
towarzystwie ? 9i11.°
60. Mam 14 K 20 h; miedzy niemi 2 razy tyle 10-ha-
lerzowek, co dwuhalerzowek a 3 razy tyle 20-halerzowek, co
10-halerzowek. lle mam dwu., dziesiecio- i dwudziesto hale-
rzowek ? 10, 20 i 60.
61. Za 400 K kupiono dwojakiego gatunku sukna: po

8 K i 74 K za metr. Ile kupiono metréw kazdego gatunku,
jezeli tanszego wzieto o 12 m wiecej niz drozszego? 201 32.
62. Kupiec sprowadzil za 432 K 50 kg herbaty w dwu
gatunkach: po 10 K i 8 K za kg. Ile bylo kg kaidego ga-
tunku? 16 1 34.
63. Handlarz mial gesi i owiec razem 100 sztuk. Wy-
mieniwszy gesi za owce, a mianowicie kazde 32 gesi za 3 owce,
mial 42 owce. Ile gesi i owiec mial przed wymiana? 641 36.

64. Jaka kwote umiescié¢ nalezy na procencie pojedyn-
czym 5%/, aby po 2 latach otrzymac z odsetkami 1320 K? 1200 K.
65. Jaki kapital, oddany na 41°,, urosnie z odsetkami po

3 latach i 4 miesigcach do 828 K? 720 K.
66. Jaki kapital, oddany na 4}9,, przyniesie te same od-
setki, co 2700 K na 4°/,? 2400 K.

67. Dwa rowne kapitaly przyniosty po 5 latach 9000 K
odsetek. Co to za kapitaly, jeZeli jeden z nich byl oddany na

3%°/y, drugi na 4%,? 24 000 K.
68. Na ile ¢/, oddano kapitat 6000 K, jezeli po 3 latach
przyniést 900 K odsetek ? 5.
69. Na ile 9, oddano kapital 3320 K, jezeli wraz z od-
setkami za b lat urést do sumy 3984 K? 4.

70. Kapitaly 2800 K i 3600 K przyniosty po 6 latach
1404 K odsetek. Jezeli drugi kapital byl oddany na 3¢/, na
ile 9/, oddano pierwszy? 4},

71. Ktos wypozyczyt 3200 K na 4¢/,, 2800 K na 5/,
i 4000 K na 44°/,. Na ile o/, musialby wypozyczyé te trzy ka-
pitaty, aby miec¢ te same roczne odsetki? 4:48.
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72. Na ile %/, trzeba oddaé¢ kapitat, aby z odsetkﬂ po
20 latach sie podwoil? D.

7?3. Po jakim czasie przyniesie kapital 3000 K, umie-

szczony na 339/, 1120 K odsetek? 10 lat.
74. W ilu latach przyniesie kapitat. oddany na 5%, te
same odsetki, co po 8% latach na 41%,? (k%

?5. Wypozyczono 6000 K na 31°/,, a w 3 lata péiniej
7000 K na 5%, Po ilu latach zréwnaja sie odsetki tych dwu
kapitalow ? 43,

76. Kapital 7000 K przyniés! po pewnym czasie 3920 K
odsetek. Przez polowe tego czasu pozostawal ten kapital na
procencie 5°/,, przez trzeciag czesé na 41°/, a przez reszte czasu

na 4°,. Jak dlugo procentowal sie ten kapital? 12 lat.
77. Jeieli pewng liczbg pomniejsze o 24, to reszta bedzie -
700/, tej liczby. Co to za liczba? 80.
8. Gdy 7%, pewnej liczby powieksze o 36, otrzymam
120/, tej liczby. Co to za liczba? 720.
79. Sprzedano towar za 483 K z zyskiem 15¢/,. Obliczyé
ceng zakupna tego towaru. 420 K.
80. Kupiec sprzedal towar za 1020 K, ze strata 61°/,.
Obliczyé cene zakupna towaru. 1088 K.

81. Kupiec sprowadzit towaru za 1248 K z terminem 10-o0
miesigcznym. lle zaplaci gotowka, liczac 6°/, rabatu??! 11856 K.
82. Dlug, platny po 4 latach, splacono gotowks 1600 K,
po straceniu 288 K eskontu. Ile o/, wynosil eskont??) 431,
83. Dtug 2562 K, platny po 1} roku, umorzylem suma
2400 K. lle 9/, wynosit eskont? 41
84. Po jakim czasie mial byé splacony dlug 2915 K,
umorzony sumg 2650 K, przy 6°/, eskoncie? 1 rok 8 mies.
85. Po jakim czasie miala byé splacona suma 7320 K,
jezeli 4°/, eskont wynosil 120 K? 5 mies.
86. Za pobrane towary zaplaci! kupiec 62592 K. lle °/,

policzono mu eskontu, jezeli po 6 miesigcach mial zaplacié
640 K? 4-4

1) Zob. Czesé 1. str. 141. 2).
2) Zob. Czes¢ 1. Rozdz. XVIL
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87. Od jakiej kwoty potracono za 2 miesiace przy 43°/,-ym

rocznym eskoncie 285 K? 3600 K.
88. Weksel na 360 K, platny po 4 miesigcach, splacitem
gotowka 345 K. Ile °/, wynosil eskont? 123,

89. Dlug, platny 31. grudnia, splacilem z koncem lutego
tego samego roku suma 4440 K, z potraceniem 5%, eskontu.
Obliczyé ten dlug. 4625 K.

—  90. Kupiec zmieszal dwa gatunki wina: po 80 K i 96 K
za hl. lle ma wzigé hl jednego a ile drugiego gatunku, aby

otrzymac¢ 16 hl po 84 K za hl? 12 i 4.
@d}, 91. lle kg kawy po 24 K za kg trzeba zmieszaé z 30 kg
po 28 K, aby otrzymaé kaweg po 25 K za kg? 90.
~ 92. lle wody trzeba dolaé¢ dofhl octu, ktéry kosztuje
56 K, aby cene litra znizyé o 6 h? (cena wody=0) 12 1.

¥ . 93, Zmieszano 3% kg herbaty po cenie 84 K z 24 kg
herbaty posledniejszego gatunku i otrzymano herbate po cenie

6 K. W jakiej cenie byl gatunek posledniejszy ? 264 K.
94, Stopiono 21 g zlota proby 920 z 2 g miedzi; obliczyé
probe aliazu. 840.

95. Ile g miedzi trzeba stopié z 70 g zlota prdéby 920
i 75 g zlota proby 840, aby otrzymad zloto proby 7507 26.
96. lle g miedzi dodaé trzeba do 150 g zlota proby 800,

aby otrzymadé zloto préby 7507 10.
97. lle ztota proby 900 i miedzi trzeba stopié, aby otrzy-
maé¢ 360 g ztota proby 550°? 220 g i 140 g.
98. lle czystego zlota trzeba stopié z 05 kg zlota proby
745, aby otrzymaé ztoto proby 8007 1375 g.
99. Zlotnik chce zrobié srebrny krzyZ proby 750, wazacy
1-2 kg. Ile ma doda¢ miedzi do srebra préby 800°? 5 g.

100. Za postaricem, idagcym 48 km dziennie, wyslano dwa
dni pézniej drugiego; ile km dziennie musi i$¢ drugi poslaniec,
aby pierwszego w 8 dniach dopedzit? 60.

101. Postanca, ktory juz uszed! 13 km, ma dopedzié drugi
w 9 godzinach. Ile km w godzinie musi przebyd, jezeli pierw-
szy robi w tym czasie b km? 64.
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102. Z dworca kolejowego wychodza réwnoczesnie dwa
pociagi w kierunkach przeciwnych; pierwszy jedzie z pred-
koscig 42 km, drugi 325 km na godzine. Po jakim czasie prze-
beda oba pociggi 298 km? 4 godz.

103. Ze stacyi A do stacyi B jedzie pociag kolei Zelaznej
4} godzin; gdyby predkosé zwiekszyl o 9% km na godzine,
przebylby te droge w 3} godzinach. Obliczy¢ predkosé pociagu
1 odlegtosé stacyi od siebie. 28 km i 126 km.

104. Z dwu miejsc, oddalonych od siebie o 60 km, wy-
chodza rodwnoczesnie naprzeciw siebie dwaj postancy; pierwszy
przebylby cata droge w 12, drugi w 15 godzinach. Po ilu go-
dzinach sie zejdg? 63,

105. Z miejsca A dazy poslaniec przez miejsce B ki C
po torze prostym z predkoscia 100 m na minute. Réwnocze-
$nie wychodzi z B ku C drugi poslaniec, przebywajac 48 km

w godzinie. Kiedy spotkaja sig w C, jezeli odleglos¢ AB wy-
nosi 24 km? Po 2 godz.

106. Dwa ciala, oddalone od siebie o 444 km, daza ku
sobie po prostej i spotykaja sie po 80 sekundach. Ile km prze-
byto kazde z nich, jezeli pierwsze przebywa w sekundzie 45 m
wiecej niz drugie? 24 1 2:04.

107. Z dwu miejs¢ A i B, oddalonych od siebie o 15 km,
wyruszaja rownoczesnie naprzeciw siebie dwa ciala; jedno
z nich przebywa w minucie 260 m, drugie 240 m. Kiedy i gdzie
sig spotkaja? Po } godz. w odleglosei 78 km od A.

108. O godzinie 5-tej min. 55 wystano goneca, ktéry robi
113 km w godzinie, a za nim o godzinie 7} drugiego, ktory
przebywa 15 km w godzinie. Kiedy go dogoni? 4 godz.

109. Z dwu miejsc, oddalonych od siebie o 9 km, wycho-
dza rownoczesnie naprzeciw siebie dwa ciala, z ktorych jedno
przebywa w minucie 8 m wigcej niz drugie. Ile m przebywa
w minucie kaZde z nich, jeZzeli po godzinie wynosi ich odle-
glosé 300 m? 685 i 76D.

110. W jakim czasie ukoncza dwaj robotnicy pewna ro-

bote, jezeli jeden z nich ukonczylby ja w 10, drugi w 15 go-

dzinach? 6 godz.
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111. Jeden robotnik ukonczylby pewna robote w 12 go-
dzinach, a pracujac z drugim, w 4 godzinach. W jakim czasie
ukonczytby drugi robotnik te robote? 6 godz.

112, Osoba A spozylaby pewna Zywnosé w 2% miesigcach,
B w 2 miesigcach. Na jaki czas wystarczy ta zywnosé dla obu
0sob ? 1} mies.

113. Staw ma trzy rury do odptywu wody. Pierwsza rura
wyprdzni¢ mozina staw w 4 godzinach, druga w 12, a trzecia
w 24 godzinach. W ilu godzinach wyprozni sie staw po otwo-
rzeniu trzech rur? 22,

114. Zbiornik mozna wyprdéznié jedng rura w godzinie,
a napetnié¢ go drugag w 48 minutach. W jakim czasie napetni
sie¢ zbiornik, gdy obie rury otworzymy ? 4 godz.

115. Jedng rura napeini sig zbiornik woda w 14 godzi-
nach, druga w 21 godzinach a trzecia w 28 godz. W jakim
czasie napelni sie ten zbiornik woda, jezeli otworzymy: «)
13 1 2-4 rure, b) 1-3 i 3-3, ¢) 2.9 i 3-3, d) wszystkie 3 rury
razem? a) 8%, b) 9%, ¢) 12, d) 65 godz.

116. Katy ostre trojkata prostokatnego tworza stosunek

2:1. Obliczyé te katy. 200 1 70°.
117. Obliczyé katy ostre tréjkata prostokgtnego, ktérych
réznica wynosi 31° 600 30" i 29° 30"

118. Jeden z dwu katéw wewngtrznych tréjkata, ktore
lezg naprzeciw kata zewnetrzneégo 135°15’, jest dwa razy tak
wielki, jak drugi. Obliczyé katy tréjkata. 45057, 900107, 44045’

119. Obliczyé kat trojkata, ktory jest dwa razy tak wielki,
jak suma dwu innych katow. 120°.

120. Jeden kat trojkata ma 24° a drugi jest 3 razy tak
wielki, jak trzeci. Obliczyé 3-ci kat trdjkata. 390,

121. Jeden kat trojkata jest 2 razy wiekszy od drugiego,
a 0o 20° mniejszy od trzeciego. Obliczyé ten kat. 64°.

122. Jedna przyprostokatnia tréjkata prostokatnego wynosi
6 dm, druga zas jest o 2 dm krotsza od przeciwprostokatni.
Obliczyé drugg przyprostokatnie. 8 dm.

123. Obwdd prostokata ma 28 m, dwa za$ jego przylegle
boki tworza stosunek 2:5. Obliczyé te boki. 4 mil0 m.
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124. Podstawa prostokata wynosi 14 m. JezZeli tak pod
stawe jak i wysokosé powieksze o 6 m, to powigksze pole tego
prostokata o 180 m2 Obliczyé wysokosé. 10 m.

125. Obwod tréjkata prostokatnego wynosi 120 m, jedna
przyprostokatnia 40 m. Obliczyé boki tréjkata. 30, 40, 50 m.

126. Wyznaczyé taki kwadrat, ktérego pole powiekszy
sie 0 56 dm?, jezeli kaidy z jego bokéw przedtuiymy o 4
dm. Bok =5 m.

127. Obliczyé bok kwadratu, ktérego pole zmniejszy sie
o 180 dm?, jeZeli jego obwdéd zmniejszymy o 24 dm. - 18 dm.

128, Jezeli krawedi szescianu powigkszymy o 5 dm, to
jego powierzchnie powiekszymy o 1060 dm? Obliczyé¢ krawedz
szescianu. 15 dm.

ROZDZIAL VIL

Rownania stopnia pierwszego z wielu niewia-
domemi.

SR
Réwnania nieoznaczone i oznaczone.

1. Jezeli w réwnaniu stopnia pierwszego o dwu niewia-
domych np. 2+ 3y="1 podstawimy =1, otrzymamy y=3§.
Obie te wartosci sprawdzaja dane réwnanie, s3 wiec jego pier-
wiastkami. Podstawiajgc =2, otrzymamy y=1; podobnie dla
x=—1% jest y=4§ i t. d. Kazda para wartosci, uzyskanych
w ten sposéb na niewiadome, sprawdza podane réwnanie.

Poniewaz na jedng z tych niewiadomych mozemy pod-
stawiaé nieskonczenie wielks iloé¢é wartosci i do kazdej z tych
wartosci nalezy pewna, oznaczona wartos¢ na druga niewia-
domg, przeto rOwnanie takie ma nieskonczenie wielka ilosé par
pierwiastkow.

Rownanie, ktorego ilosé pierwiastkow jest nieoznaczona

(gdyz ich jest nieskoniczenie wielka ilosé), nazywamy réwna-
niem nieoznaczonem.
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2. Jezeli mamy dwa réwnania 1l-go stopnia o dwu nie-
wiadomych np. 4x+3y=11 i 20} 3y=17 to odejmujae
2-gie rownanie od 1-go, otrzymamy 2ax—=4, a z tego x=2.
Podstawiajagc wartos¢ na & w ktérekolwiek z podanych dwu
rownan, znajdziemy y=1. Wartosci =2 i y=1 sprawdzaja
oba réwnania, s3 wigc ich pierwiastkami; kazda inna para war-
tosci, przyjeta za niewiadome, nie sprawdzi podanych réwnan.

Dwa réwnania stopnia 1l-go o dwu niewiadomych, ktére
posiadaja tylko jedna pare pierwiastkow, nazywamy réwna-
niami oznaczonemi i méwimy o nich, Ze tworza uklad
réownan.

Jezeli wezmiemy pod uwage dwa réwnania np. 2+ 3y="1
i 4o+ 6y=14, to widzimy, ze drugie réwnanie powstalo z pier-
wszego przez pomnozenie obu jego stron przez 2 i ze kazde
z nieskonczenie wielu rozwigzan 1-go réwnania sprawdza 2-gie
ré6wnanie. Takie wiec dwa rownania nie tworza uktadu rownan.

Podobnie réwnania np. 2&+3y="7 i 2x¢+43y=29, wy-
razajace sprzecznosé, a mianowicie, Ze to samo wyrazenie
23y raz ma warto$é 7, drugi raz 9, nie tworzg ukladu
rownan.

A zatem: Dwa réwnania stopnia 1-go o dwu niewiado-
mych tworza uklad réownan, jezeli 1°) jedno z nich nie jest
wielokrotnoscia drugiego, 2°) nie sa ze soba sprzeczne.

Zajmowa¢é sie bedziemy ukladem réownan o dwu i trzech
niewiadomyech.

§ 2.
Rozwigzywanie rownan stopnia l-go z wielu niewiadomemi.

A) Aby rozwiagzaé dwa rdwnania z dwiema niewiado-
memi, nalezy je tak przeksztalcié, aby z nich otrzymadé jedno
rownanie z jedng niewiadoma. Takie postgpowanie nazywamy
rugowaniem niewiadomej z podanych réwnan. Poznamy
trzy sposoby rugowania.

1. Metoda poréwnania.

Majac uklad rownan np. 3x—4y=10 i 224 5y=22,
przeniesmy wyrazy, zawierajgce np. niewiadoma gy, na prawe
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strony réwnan i uwolnijmy niewiadomg x od wspolczynnikéw,
a otrzymamy:
e 10—[; 4y ; w=22 ; by.

Skoro & wyraza w obu réwnaniach te samg liczbe, przeto
prawe strony tych roéwnan przedstawiajag te same wartosci t. j.
104y 22 —bHy

B sl

otrzymalismy przeto z dwu rownan jedno,

ktéorego niewiadoma y=2. Podstawiajac t¢ wartos¢ do ktdre-
gokolwiek z dwu podanych réwnan, dostaniemy a=—~6.

Wartosci: =6, y—2 sprawdzaja podany uklad réwnan,
3.6—4.2=101 2.6-}-5.2=22), s3 wigc ich pierwiastkami.

Ten sposdb rugowania niewiadomej nazywamy metodga
porownania. Metoda ta polega na tem, Ze z obu réwnan
wyznaczamy wartosci na jedna i te samg niewiadomg i lgczymy
ze soba te dwie wartoSei znakiem rownania, przez co otrzy-
mujemy jedno rownanie z jedng niewiadoms. Podstawiajac na-
stepnie pierwiastek tego réwnania do ktdregokolwiek z poda-
nych dwu réwnan, obliczamy 2-gg niewiadoma.

2. Metoda podstawienia.

Majac podany uktad dwu réwnan np.3x—4y=10i 2

4
—+by=22, wyznaczmy np. & z pierwszego rownania: &= il : 4

o

Poniewaz a« przedstawia w obu rownaniach te samg liczbe,
przeto jego wartos§¢ musi sprawdzaé i drugie rownanie; otrzy-

104y
3

mamy przeto 2. +5y=22, a stad y=2. Wartosé ta,

podstawiona do ktéregokolwiek z podanych rownan, pozwoli
obliczyé drugg niewiadoms.

Ten sposéb rugowania niewiadomej nazywamy metoda
podstawienia. Polega ona na tem, Ze z jednego z podanych
réwnan wyznaczamy warto§¢ na ktorgkolwiek niewiadomg
i wartosé te podstawiamy do drugiego réwnania.

3. Metoda ré6wnych wspotczynnikow.

Majac podane dwa réwnania, np. 3x—4y=10 i 2x-|
+ 5y =22, przeksztalémy je tak, aby wspolczynniki np. przy y
byly w obu réwnaniach te same. W tym celu pomndézmy 1-sze
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rownanie przez b, 2-gie przez 4, a otrzymamy: 152 — 20y =50,
8x+20y==88. Dodajgc do siebie te dwa rownania, dosta-
niemy: 232 —=138; x==©6.

Podstawiajac wartosé¢ za « do jednego z podanych ro-
wnan, obliczymy: y=2.

Niewiadomg y moZemy takze obliczyé podobnie jak a,

6x— B8y=20 jezeli 1-sze réwnanie pomno-
= S - Zymy przez 2, drugie przez 3
6w+ 15y =166 i te dwa rownania od siebie
23 y =46 odejmiemy.
==

Ten sposéb rugowania niewiadomej nazywamy metoda
rownych wspolczynnikéw. Metoda ta polega na tem, zZe
kazde z réwnan mnoZzymy kolejno przez wspoéleczynnik rugo-
wanej niewiadomej drugiego rownania 1 tak przeksztalcone
rownania dodajemy do siebie lub od siebie odejmujemy we-
ditug tego, czy wspdlezynniki rOwne maja znaki przeciwne czy
te same.

Jezeli wspolezynniki rugowanej niewiadomej maja wspéiny
podzielnik, wowczas mnozymy dane réwnania przez liczby nie-
wspdtmierne, uzyskane z dzielenia tych wspoélczynnikéw przez
ich najw. wsp. podzielnik. Np.

16+ 16y= 47/12|3 16w+ 15y= 47|25|5
12¢— 26y=—1|16 4 1220 — 25y=—1.15 3
48x+ 4by=141 80x | 1Hy=235
48— 100y —=—4 36— THhy=-—-3
i 75 1162 =232; =2

145y =145; y=1.
Kazdg z tych trzech metod stosujemy do réwnaf upo-
rzagdkowanych. S3 jednak réwnania, np.

3 8
w+y—3
1L 4
@S R

ktorych porzgdkowanie byloby zbyteczne, a nawet szkodliwe,
gdyz otrzymalibysmy takie dwa réwnania, ktérychbysmy roz-
wigzaé nie umieli.




W tym przypadku rugujemy niewiadome trzecia metoda
bez poprzedniego uporzagdkowania.

S8 | 3

8 &
v} g M AP
x y . @ ¥
SIS 15 |, 40 &
Y 1+ @ Y
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x ¥y ® Yy
5k i
b ey
@ Y
3 4

B) Jezeli mamy podany uktad 3 réwnan z trzema nie-
wiadomemi, np. ;
2x—3y-t+42=4,
3zt y —bHz=6,
de— 2y 32=11,
to stosujac jedng z trzech metod rugowania, sprowadzamy te
3 rownania do 2 réwnan z 2- niewiadomemi a nastepnie te
2 réwnania do jednego z jedng niewiadomas.
1. metoda. Jezeli z podanych réwnan wyznaczymy jedng
niewiadoma, np.
.w=4—f—3g——4z, m=6_?/3+ff’ w:11—|—2i/—3z
1 zrownamy np. wyraZenie pierwsze z wyrazeniem drugiem
a to z trzeciem, otrzymamy dwa rédwnania:

41-3y—4z 6—y-|52
B = 3 oy

, ozyli: y—22=0,

2
6—y+5bz 1142y—3¢z oy

ktore rozwizgzaé umiemy. Z nich znajdziemy: z=1, y—=2 a po
podstawieniu tych wartosci w ktérekolwiek z danych réwnan
otrzymamy: x=—3.



98

2 meloda. Wyznaczajagc wartos¢ np. na y z 2-go réwna-
nia: y=6-—32z-452 i podstawiajac ja do innych dwu réwnaf,
dostaniemy réwnania:

22— 3(6—32-4Db2)+42=4, r— z2=2,
4x—2(6—3x-}-52)-}-32=11, 10z — 72=23,
z ktérych obliczymy: #=3, z=1 a z wyraZenia na y znaj-
dziemy: y==2.

czyli:

3 meloda. Aby wyrugowaé bnp. z, zastosujmy metode
ré6wnych wspoleczynnikéw np. do 1-go i 2-go rownania a na-
stépnie do 1-go i 3-go a otrzymamy:

22—3y+{-42=4, | 3 22— 3y+4z2=4, | 2
3z+ y —52=06, 2 4x—2y+32=11,
6r—9y—+122=12, 4x—6y-}-82=3§,

+ — - +
6r+2y—102=12 4r—2y-+32=11
11y —222=0, y—22=0 4y —Dbz=3.
Z ostatnich dwu réwnan: y —2z2=0 1 4y —52=3 znaj-

dziemy: y=2, 2=1 a z ktéregokolwiek z 3 danych réwnan
obliczymy z=3.

Zadania.

1. 22} 3y=36, 2. bz —2y=3,
z=3y. y=2z.

3. 3z-}-6y=>52, 4. z+5y=25,
zr=y-14 z=3y-41L

3. 2x—[—3y=5, 6. :v—|-2y=4,
y=1ux—>. x-+y=3.

7. 3x—Ty=5, 8. by —Tex=4,
xr—y=3. 22 —y=1.

9. zf-4y=14, 10. 7y —62x=10,
3zty=09. y—+2x=10.

11. 24 y=18, 12, y—a=1,
x—y=2 Yy—2x=-—3.

13. 24-2y=2, 14. Tz —2y =12,
x—y=0b. 3z+2y=8.

15. 2a4y=3, 16. 92y =4,
4x--5y=12. 3z 10y=6.



17.

19.

21.

23.

26.

27.

29.

31.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

43.

1524-8y=T, 18. 324-4y=4,
br{|2y=2. 122 —6y=">.
16z — 9y =162, 20. 10z}y=38,

122 —5y=>50. 24026y =31.
6x+b5y=29, 22. bx{-6y =176,
3rx|Ty=19. 6x—by—=18.
10z —Ty=1, 24, 8z+Ty=23,
T2 —5y=0. 1le—10y=12.
Sr—Ty=12, 26. 42} H5y=12,
25228y -}-3=0. 22 —3y==38.
9x+4-8y=25H, - 28. 06— 1H5y=03,
20 9y=2 1324 0by=44.
122+0by=071, 30. 272426y =88,
16zt+2y=12. 09222y =44

3x—2)=2(y-+1), 32.3x—3y)—2By—1)=0,
4(x41)4-3(y—4)=14. 4(x—3y)+338y— 1)=0.
5 — 29)— (6—g)+24=0,

1122+ 3y)+ (22 —g) = 200.

To-+3{y —2(@+1}=10,

z—2{by—3x—8)}=2.

ay—(z—+3) (y — 3)=15,

2(x—5)+3@y+41)=22

3br—24(y+2)+24=0,

2y —bH5=DbH(x—2b)

x:y=4:3,

(#—06):(y—8)=2:1.

2(@+08):(y—0H)=bH:1,

(—14):(y-+1)=4:b.

(xt+y) :(y—o)=17:1,

(@+y):(1—gy)=17:3.

@+1): (@—2)=(g+1): (y—3),

@—1): @4+ )=@—1): y+2)

r-t+y=2=2a, 42, x—y=4a,
y=>ba—2ux. r=2(a+¥y)
Tz—2y=a, 44. 92+2y=>ba,

y=2z-+a. 2e=y-}+4a.
7#



45.
47.
49.
51.
53.

55.

57.

59.

61.

63.

100

bz—-2y=5a—2b,
3z+4y=3a-4b.
z-}y=2a,
Tz—y=2(Ba-40b)
zt+y=2a,
x—y=2b.
ax+by==2ab,
ar—by=0.
r—y=2"0,
az—by=a*}-b>
aztby=a* b,

46.

48.

50.

54.

56.

axz—a)—2b(y—b)=0.

T i)
6+ 3 6

58.

60.

62.

64.

3

2z+3y=4a-+90,
br—6y=2(0Ba—9b)

2¢—y=0a(2b—oc).
z+y=3(a+b),
r—y=a—>b.

. ztay=a?
x—by=0b2

ar—by=a®-|b?
brtay=a?4 b2
ax—(a-+byf+ab=0,
br+t(a—b)y=a
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97. x+y=T, 98. x—y=1,
x-}-2=10, rt+z=4,
y-+2=13. r—y=1 :

99, x+y=17, 100. 2yt 32=4%,
y-+2=38, 3z—y=1},

22 —x=1. 2y—2=1}

101. 2ty +2=14, 102. 20+ y+2=T,
x+y—2=10, x+2y+2=S38,
x—y-+2=86. x+y-+22=09.

103. x4y =5z, 104, 4x-}3y—bHz=T,
y+z2=9-+tuw, box—4y-+22=3,
ztax=T7-4y. 3x+2y-—42=3.

105. 022413y} 042=20,
06x+07y+4022=13,
08x+409y+2=28.

106. x:y=3:2, 107, (x+y):2=2:1,
y:2=1:3, (w+2):y=117:4,
xcty-tez=22 x—+y-+2=126.

108.Y) w:y:2=2:3:4, 109.Y) x:y:2=6:4:3,

dbae+2y=52—8. 4x-+3y+4z=4
e T DN S g

110. 4—}—7—1—5_8, 111. 3ty Tg="5%
LN, ke ] oo
g tgT3=16 2 Tgt5=5
@, 2 2
7+ 7y_3=1 20—y-t+2=14
x+1 -ty

112. o my e 113. = 6,
?/+2_____1 o 4
z++1 : y—4
i = yt2_o
x+1 x—3

1) Zamiast proporeyi w:y:g=a:b:¢ mozemy napisac: x:y=a:b
iy:e=b:ec
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114. 3 —}——5 =4 115. L —— 3 = R
241  e—1 42 y—z
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Odpowiedzi.
1. =12, y=4. 28 2="33%y—=16
3. 2=9, y=b>b. 4. x=10, y=3.
5. =4, y=——1. 6. =2 y=.
(vaz=4, y=1t. 8, x=3, y=>5.
9, z=2, y=3. 10. =3, y=4
11.-2=10, y=8. 12, z—=4, y=>5.
13. 2=1, y=0b. 14, =2, y=1.
15 x—l— =2 16 x—1~ £l
Lr=g, Y=2. FB=g, Y=g
17. =02, y—05. 18. a=>, y=1.
19. «=5, y=2. 20, =015, y=0b.
21. 2=4, y=1. 22, z=38, y==©6.
23. z=06, y="1. 24. z=2, y=1.
25. =1, y=—1. 26, x=2%, y=04.
27. 2=01, y=02. 28, z=3, y=1.

29. =05, y=02. 30, z=22 y=1-1.



31. x=4, y=2. B2y =L y:;
33. z=3, y=4. ' 34, =10, y=2.
85. 2=1,y=5. _## 36. x—24, y—25.
37. 2=20, y=15" 38. x=42, y=25.
2 3
39. x=3,y=4. 40. x:b,y:7.
41. z=3a, y=—a. 42, x=6a, y=20.
43. z=a, y=3a. 44. z=a, y=—2a.
45. z=a, y=0". 46. z=2a, y=30.

47. r=a—+b, y=a—b. 48. r=ab, y=ac.
49. r=a-+4b, y=a—0b. 50. r=2a-b, y=a-+2b.

51. z=b, y=a. 52. z=ab, y=a—0>.
53. r=a-}b, y=a—0. 54. r=a-+b, y=a—>b.
55. z=a, y=0. 56. z=a, y=a.

57. =18, y=2. 58. =12, y=10.
59. x=1b, y =6. 60. =15, y=2_8.

61. z—=24, y=23b. 62. x=4, y=3.

63. =17, y=09. 64, =15, y=148.
65. v=12, y=2_8. 66. =5, y="1.

67. =16, y=15. 68. x=3, y=2

69. x=1, y—2. O z=% @}:4.

(1s p==1.9y—73. 2 == 10 g =N

3. x=5, y=3. 4. =10, y=01.
5. =2, y=3. 76. x:é, yzi.

[t — 3% —p 8. z=4, y=3.

9. =12, y=0bH. 80, v=9, y=2_8.

81. z=3, y:é 82. x:?, y=1%.
83. 2=0bH, y=1. 84, z=3, y=6.

85. z=2a, y=a-+b. 86. z=a, y=0.

87. r=a, y=0». 88.:0:?,?/—2.

_e+1 b1 a+1  b41
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91. T=_— y—a—|—b'

SIn— 1, 3p=—"Tu
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1 1
93. ey 94. z=1—a, y=1—0.
95. x=b, y=a 96. x=2a, y=20.
97. =2, y=5H, 2=8 98. ‘v =2 jy==1, 2 =2!
99. £=5, y=2, 2=6 100. =1}, y:%, z:?;'
101. =8, y=4, z2=2. 102. =1, y=2, z2=3.
103. =6, y=1, 2=28. 104, x=3, y=>5, z=4.
105, =5, y=10, z=15. 106. x=6, y=4, z=12.
107. =60, y=24, z=42. 108. x=4, y=06, z=38.
1 1 i1
109. =g Y=g, 2=y- 110, =12, y=14, z2=15.
111, 2=6, g=88=10.. | 112, ,2—b,#=22=93;
113. =10, y=2_8, z=6. 114, =17, y=11, 2=13.
1 1 1
115, =4, y=4, z=2. 116. =, Y=g, 85"
117. w_2, y=3, Z=4.
be ac ab
118. @ m 4—0/—{—0, _a.—l—b
§ 3.

Uktadanie zadan w rownania.

Przy ukladaniu zadan w rownania o kilku niewiadomych
postepujemy w podobny sposéb, co przy ukladaniu zadan w ré-
wnania o jednej niewiadomej. Z warunkéw, podanych w za-
daniu, nalezy ulozyé tyle rownan, ile jest niewiadomych, ré-
wnania te rozwigzaé, a nastepnie sprawdzié, czy odpowiedZ
czyni zadosé wszystkim warunkom zadania.

Przyklad 1. Suma dwu liczb wynosi 15, podwdjna ich
roznica 10. Jakie to liczby?

Jezeli jedng liczba jest «, drugs y, to:
i 2(@—y)=10; =10, y=>.

Sprawdzenie. Suma obu liczb wynosi: 10-}-5 czyli 15,
réznica =5, a podwdjna roznica 10.

Zadania o dwu niewiadomych dadza sie czesto przez od-
powiednie ustawienie rozwigzac¢ jako zadania z jedna niewia-
doma. -

x+y=15
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Jezeli w powyZszym przykladzie jest x jedna liczba, to
druga jest 15 — @, a z drugiego warunku zadania otrzymamy:
(15—a)2=10; =10.

Przyktad 2. Ojciec, zapytany o wiek dwojga dzieci, odpo-
wiedzial: »Przed dwoma laty mialo starsze dziecko dwa razy
tyle lat, co mlodsze, a po dwu latach bedzie wiek jednego
dziecka tworzy! z wiekiem drugiego stosunek 4:3«. lle lat ma
jedno, a ile drugie dziecko?

a) Jeieli starsze ma obecnie x lat a mlodsze y, to przed
dwoma laty mialy te dzieci: € —2 i y—2 lat; Ze zas wiek
jednego byl dwa razy wigkszy niz drugiego, przeto: & —2—=
—2(y —2). Podobnie znajdziemy stosunek wieku tych dzieci
po dwu latach: (#x42):(y+2)=4:3. Z tych dwu réwnan
otrzymamy: =206, y=4.

b) Jezeli przed dwoma laty miato mltodsze dziecko « lat,
to starsze mialo wtenczas 2« lat. Dzisiaj maja: -2 i 242
lat, a po dwu latach beda miaty: x4 i 22-}-4 lat. Mamy
zatem: (2w4):(x+4)=4:3; x=2. Mlodsze dziecko mialo
przed dwoma laty 2 lata, starsze dwa razy tyle t. j. 4 lata;
dzi§ ma miodsze 4 lata, starsze 6 lat.

Prezyktad 3. Jezeli do licznika i do mianownika pewnego
ulamka dodamy 7, otrzymamy &, jeZeli zas od licznika i od
mianownika odejmiemy 11, otrzymamy 4. Co to za ulamek?

Niech licznik szukanego ulamka bedzie x, mianownik g,
to: 21,71:2 i ;:H:%, =13, y=23; ulamek :;—g

Sprawdzi¢ zadanie!

Przyklad 4. Za 7 kg towaru gorszego gatunku i1 11 kg
gatunku lepszego zaptacitem 44 K. Gdybym byl wzial 11 kg gor-
szego gatunku a 7 kg lepszego, bylbym zaplacit za gorszy ga-
tunek o 6 K wigcej niz za lepszy. Po ile K placilem za kg
kazdego z tych dwu gatunkow?

Jezeli szukane ceny naznaczymy « i g, otrzymamy: Ta—-
+11y=44 i 1lxa=Ty+6; =22 K, y=26 K. Sprawdzié
zadanie!

Przyklad 5. Dwa kapitaly, wynoszace razem 7000 K, uro-
sty wraz z odsetkami do 8040 K. Jakie to byly kapitaty, jezeli
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jeden z nich pozostawal na 5°, przez 4 lata, drugi na 49/,
przez 3 lata?

Jezeli jeden kapital jest @ a drugi y, to x—y="7000.
x.4.5 . 9y.4.3

Odsetki od tych kapitaldw wynosza: 100 ' 100

, kapitaty

zas z odsetkami: :1;—}—2—1%?; i y—]—%g, a Ze suma tych dwu
wyrazen wynosi 8040 K, przeto:
o202 4 o 1 120 5040
100 100 ;

Z tych dwu réwnan otrzymamy: & =2500 K, y=4500 K.

@) Sprawdzié zadanie, b) rozwigzac je przy pomocy jednej
niewiadomej!

Przyklad 6. Ztotnik ma dwa gatunki srebra. Jezeli b g
pierwszego gatunku stopi z 8 g drugiego, otrzyma srebro préby
820; jezeli zas stopi 3 g pierwszego z 10 g drugiego, otrzyma
srebro préby 860. Obliczy¢ prébe srebra obu gatunkéw.

JeZeli zawartosé czystego srebra w 1-ym gatunku wynosi
« gramow a w drugim y gramdéw, to oba gatunki srebra za-
wieraja Dax -8y gramdéw czystego srebra; a ze stop ma 13 gra-
moéw proby 820 czyli 13.0820') g czystego srebra, przeto
b+ 8y=13.082. Podobnie otrzymamy dla drugiego aliaZu:
3x-}+10y=13.086, a z obu tych réwnan obliczymy: 2 =066,
y=092. Zlotnik ma przeto srebro préby 660 i 920.

Przyktad 7. Woda, doplywajac dwiema rurami, napelni pe-
wien zbiornik w 4 godzinach. W jakim czasie napelni woda ten
zbiornik kazda rura z osobna, jezeli w b godzinach doplywa
jedng rura tyle wody do zbiornika, ile druga w 3 godzinach?

Jedna rura napelni zbiornik woda w x godz., druga w ¥
godz.; w godzinie wypelni pierwsza rura x-ta czesé zbiornika,

o | vy ¥ ; 3
druga y-ta czesé, obie m—}—; zbiornika. Poniewa# obie rury,

: i A 1
razem otwarte, wypelnia w godzinie - zbiornika, przeto: ;/+

—|—y=4, a poniewaz ilosei wody, dostarczonej w godzinie

) W 1000 g jest czystego srebra 820 g, w 1 g... 0820 g.
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przez te 2 rury, tworza stosunek :); czyli 3:5, zatem: -L!ll:
i e L 1 102 ) S
—3 5 5 t i 216 3 e i E——
Otrzymujemy wige 2 rownania a:+y b 7 0,

z ktorych obliczymy: ¢ =10§ godz. y =62 godz.

Przyktad 8. 7 dwu miejsc, oddalonych od siebie o 45 km,
wyszli rownoczesnie dwaj postancy w tym samym’ kierunku.
Ile km przebywal kazdy z nich w godzinie, jezeli spotkali sie
po 18 godzinach, a drogi, przebyte przez nich w kazdej go-
dzinie, tworzyly stosunek 9:47?

Jezeli jeden postaniec przebywal w godzinie @ km, drugi
y km, to 18— 18y=45 i w:y=9:4. Z tych dwu réwnan
znajdziemy: ®=4D km, y=2 km.

Prazyktad 9. Jeden bok trojkata, ktéorego obwdd wynosi
48 dm, jest 0 b dm mniejszy od drugiego a o 7 dm od trze-
ciego. Obliczyé boki trojkata.

Jezeli najmniejszy bok ma @ dm, drugi y dm, trzeci z dm,
to: x4+-b=y o+ T=2x+y-+2=48; =12dm, y=17 dm,
2=19 dm.

Zadania.

1. Suma dwu liczb wynosi 56. Jakie to sg liczby, jeieli

jedna z nich jest trzy razy wieksza niz druga? 14 i 42.
2. Znalezé dwie liczby, ktérych suma réowna si¢ 100
a roznica 30. 65 i 35.
3. Polowa sumy dwu liczb wynosi 14 a podwdjna ich
roznica 12. Jakie to liczby? 171 11.
4, Dwie liczby, rdzniagce si¢ miedzy soba o 8, tworza
stosunek 3:4. Jakie to liczby? 24 1 32.

5. Dwie liczby tworza stosunek 4:5; jezeli zas kaids
z nich powiekszymy o 8, utworza stosunek 5:6. Znaleié te
liczby. 32 1 40.

6. Dwie liczby tworza stosunek 4 :5. Jezeli do mniejszej
dodam 12 a od wiekszej odejme 12, otrzymam stosunek od-
wrotny. Jakie to liczby? 48 i 60.

7. Jezeli do b dodam jedng liczbe a do 8 druga, otrzy-
mam dwie sumy, ktore tworza stosunek 2:3; jezeli zas pierw-
sza liezbe odejmg¢ od D a druga od 8, to réinice utworza sto-
sunek 1:2. Jakie to liczby? 314
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8. Jedna liczba jest o 10 mniejsza aniZeli potrojna druga,
suma za$ tych dwu liczb tworzy z ich rdéznica stosunek 11:3.

Jakie to liczby? 14 i 8.
9. Znalezé dwie liczby, ktérych suma i iloraz wyno-
sz3 po 9. 81 i 09.

10. Jezeli pewna liczbe powiekszymy o 5, otrzymamy po-
towe drugiej liczby; jeieli zaé druga zwiekszymy o 10, otrzy-
mamy 4-krotnoéé pierwszej. Co to za liczby? 10 i 30.

11. Jezeli pewna liczbe podzielg przez 6 i do ilorazu do-
dam druga liczbe, otrzymam sume 15; jezeli zas pierwsza liczbe
podziele przez 14 a druga przez 2, otrzymam jako sume ilo-
raz6w liczbg o jednostke mniejsza anizZeli druga liczba. Jakie
to sa liczby? 42 i 8.

12. Pewna liczba jest 3 razy tak wielka, jak D-ta czesé
drugiej, druga zas jest o b mhiejsza anizeli podwéjna pierwsza.
Znalezé te liczby. 15 i 25.

13. JeZeli jedna liczbg podziele przez druga, otrzymam
Jiloraz D i reszte H; jezeli zas podziele pierwszg z nich, zwie-
kszong o 9, przez druga, zwigkszong o jednostke, otrzymam ilo-
raz 6. Jakie to liczby? 45 1 8.

14. Dwie liczby rézniag si¢ miedzy soba o 1. Jezeli wie-
ksza z nich podzielg przez b a mniejszg przez 6, otrzymam
ilorazy, réZnigce si¢ miedzy sobg o 1. Jakie to liczby? 251 24.

15. Suma dwu liczb wynosi 66; jezeli wigksza z nich po-
dzielimy przez mniejszg, otrzymamy iloraz 8 i reszte 3. Jakie
to liczby? 59 i T.

16. Liczbe 87 rozlozyé na takie dwa skladniki, aby wie-
kszy z nich, podzielony przez mniejszy, dat iloraz 3 i reszte 3.

66 i 21.

17. Liczbe 52 rozlozyé na takie dwa skladniki, aby 5-ta
czesé jednego sktadnika byta rowna 8-ej czesci drugiego. 201 32.

18. Mianownik pewnego ulamka jest o 17 wigkszy ani-
zeli licznik; jezeli do licznika i do mianownika dodamy po
14, otrzymamy ulamek }. Jaki to ulamek? 25

19. Jezeli od licznika pewnego utamka odejme 1, otrzy-
mam ¢, jezeli zas do jego mianownika dodam 1, otrzymam 4.
Jaki to ulamek? 5

20. Jezeli do licznika pewnego ulamka dodam 1, otrzy-
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mam 4%, jezeli zas do mianownika dodam 1, otrzymam 4.
Jaki to ulamek? g

21. Powiekszajac tak licznik jak i mianownik pewnego
utamka o D, otrzymam §, pomniejszajac zas je kolejno o 3,
otrzymam 4. Jaki to ulamek? §

22, Jezeli licznik pewnego ulamka pomnoZe przez 2 a do
mianownika dodam 2, otrzymam }; jezeli zas§ mianownik tego
ulamka pomnoZe przez 2 a do licznika dodam 2, otrzymam }.
Jaki to utamek? -

23. Suma cyfr liczby dwucyfrowej wynosi 9; jezeli od
tej liczby odejme liczbe te sama, odwrotnie napisana, ottzymam
4b. Jaka to liczba? w+y=9, 10yt o) —(10x-}y)=45. 72

24. Jezeli do liczby dwucyfrowej dodamy 4 krotnosé jej
jednostek, otrzymamy 70; jezeli za$ od niej odejmiemy 36, otrzy-
mamy liczbg pierwotna, odwrotnie napisang. Jaka to liczba? 62.

25. Przed 7 laty byla jedna osoba 4 razy starsza niz
druga, a po 7 latach bedzie od niej tylko 2 razy starsza. lle
lat ma kazda z tych dwu 0s86b? 351 14.

26. Osoba A ma dzisiaj 3 razy tyle lat, co B,.a po 10
latach bedzie miala tylko 2 razy tyle lat, co B. lle lat ma
osoba A, a ile B? 30 i 10.

27. Przed 3 laty tworzyly lata dwu chlopeéw stosunek
3:4, a przed rokiem stosunek 4:5. lle lat ma kaZdy chlopiec?

91 11

28. Dwaj bracia maja razem 42 lat. lle lat ma kazdy
z nich, jezeli przed 10 laty by! jeden z nich 10 razy starszy
od drugiego? 30 i 12

29. Ojciec ma 2 razy tyle lat, co jego dwaj synowie.
Przed 2 laty mial ojciec 4 razy tyle lat, co starszy syn, a przed
4 laty 6 razy tyle, co mlodszy. Ile lat ma ojciec, a ile kazdy syn?

I-szy syn x lat, 2-gi y lat, ojciec 2(x--y) lat. 58, 16 i 13.

30. Dziewczynka zapytana, ile ma rodzenstwa, odpo-
wiada: »Mam tylu braci, ile sidstr«; brat jej zas dodaje: »A ja
mam dwa razy tyle sidstr, co braci«. Ilu chlopcéw i ile dziewczat
bylo w tej rodzinie? 314

31. Dwie osoby majg razem 2560 K; gdyby jedna z nich
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data drugiej 20 K, mialyby réwng ilosé¢ koron. Ile K ma ka-
zda z nich? 150 i 100.
32. A rzek! do B: »Daj mi 4 K, a bede miat tyle K, co ty;
B na to: »Daj mi b5 K, a bede miat 2 razy tyle K, co ty«
Ile K mial A, a ile B? 23 i 31.
33. A rzekl do B: »Gdybys mi dat § swoich pienigdzy,
mialbym 100 K«; B na to: »A jabym miat 100 K, gdybys mi
dal tylko potowe swoich pieniedzy«. Ile K mial A, a ile B?
40 i 80.
34. Przekupka sprzedala kope jablek dwojakiego gatunku
za 2 K 14 h; za jeden gatunek brata po 3 h, a za drugi po
4 h za sztuke. Ile sprzedala jablek tanszych, a ile droZszych?
26 i 34.
35. Kupiec sprzedal 8 m tanszego sukna i 12 m droz-
szego za 1232 K, drugim razem sprzedal 8 m drozszego i 12
m tanszego za 1168 K. Po ile K sprzedawal metr kazdego
gatunku ? 52 1 68.
36. Kupitem 5 1 wina w dwu gatunkach: jedno po 15 K,
drugie po 22 K za litr i zaplacilem za nie 932 K. lle kupilem
litréw wina kazdego gatunku? 24 1 26.
37. Za 8 kg kawy i 15 kg cukru zaplacitem 332 K, a za
5 kg kawy i 9 kg cukru tego samego gatunku 2045 K. Po
ile placitem kawe, a po ile cukier? 260 K i 08 K za kg.
38. Dalem sluzgcemu 446 K, aby kupit 4 kg cukrui 9 kg
kawy; on jednak kupi?! 9 kg cukru i 4 kg kawy i przynidst
reszte 19 K. Po ile placil cukier, a po ile kawe?
08 Ki46 K za kg.
39. Na podworzu jest dwa razy tyle kur, co w kojcu;
gdyby 5 kur wyszlo z kojca, bytoby na podwérzu 3 razy tyle
kur, co w kojecu. lle kur jest w kojcu, a ile na podwdrzu?
20 i 40.
40. W dwu pokojach znajduje sie 30 oséb. Gdyby 6 osdb
przeszlo z jednego pokoju do drugiego, byloby w drugim 2
razy tyle oséb, co w pierwszym. Ile 0séb jest w kazdym po-
koju? - 16 1 14.
41. W towarzystwie, liczagcem 88 o0s6b, tworzyla liczba
mezZczyzn z liczba kobiet stosunek 5:6. Ilu bylo mezezyzn,
-a ile kobiet? 40 i 48.
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42. W dwu klasach bylo z poczatkiem roku szkolnego
80 uczniow. Gdy w ciggu roku przybyto do jednej klasy 2
ucznidow, a z drugiej wystapito 10, byla liczba uczniéw w obu
klasach ta sama. Ilu uczniéw bylo w kaZdej klasie na poczatku
roku szkolnego? 34 i 46.
43. W ogrodzie byly jabtonie i sliwy: sliw 46 wiecej, niz
jabloni. W zimie zmarzto 7 jabloni i 4-ta czesé sliw, wskutek
czego pozostalo tylko 80 drzew. Ile jabtoni, a ile sliw bylo
przed zima? 30 i 76.
44. W 6 dniach zarobilo 10 meZczyzn i tyle kobiet 252 K;
innym razem zarobilo 4 mezZczyzn i 8 kobiet w 5 dniach 118 K.
Jaki byl dzienny zarobek mezczyzny, a jaki kobiety?
26 Ki 17 K.
45. Dwaj robotnicy otrzymali za 10 dni pracy 110 K.
Jaki by! dzienny zarobek kaZdego z nich, jeZeli jeden zarabial
w D dniach tyle, ile drugi w 6 dniach?
10410y =110; bx=6y. 6 K i 5 K.
46. Kupiec ma dwie beczki wina. Gdyby z pierwszej odlat
401 a z drugiej 80 1, pozostalaby w obu beczkach réwna ilosé
wina; gdyby zas odlal z pierwszej beczki 80 I a z drugiej 40 ],
zostatoby w drugiej 2 razy tyle wina, co w pierwszej. Ile I
wina jest w kazdej beczce? 160 i 200.

47. Dwa kapitaly, wynoszace razem 6000 K, przyniosty
w roku 275 K odsetek. Jakie to byty kapitaly, jezeli jeden z nich
byl oddany na 4°/, a drugi na 5%,? 2500 K i 3500 K.

48. Dwa kapitaty, z ktorych jeden byt o 1020 K wiekszy
od drugiego, przyniosty w roku réwne odsetki. Jakie to byly
kapitaly, jezeli wiekszy z nich pozostawal na 319/, a mniejszy
na 5°/,°? 3400 K i 2380 K™

49. Osoba A umiescila swdj kapital na 49/, osoba zas B,
majaca 240 K mniej anizeli A, na 5°/,. Ile K posiada osoba A
aile osoba B, jeZeli roczne odsetki obu kapitaléw sa sobie
yowne ? 1200 K i 960 K.
00. Pewna osoba wlozyla w dwa przedsiebiorstwa 70000 K
1 zarGWjla na jednem z nich 449/, na drugiem 5§°/,. Ile K wlo-
zyla ta osoba w jedno, a ile w drugie przedsigbiorstwo, jeZeli

8
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zysk z pierwszego przedsigbiorstwa byl o 150 K wigkszy ani-
zeli z drugiego? 40000 K i 30000 K.
51. Dwie osoby A i B majg razem 6650 K. Gdyby osoba
A miala 300 K mniej, a B 300 K wiecej, anizeli posiadaja, to
majatek osoby B bytby 90-tym ¢/, majatku osoby A. lle K po-
siada kazda z tych dwu oséb? A 3800 K, B 2850 K.
82. Gdyby osoba A wydala ze swoich pieniedzy 12¢/,, mia-
taby o 100 K mniej niz B; gdyby za$§ A doloiyta do tego, co
ma, 159/, swoich pieniedzy, miataby o 440 K wiecej niZz B.
Ile K ma A a ile B? 2000 K i 1860 K.
53. Oddajac 1000 K na a°, a 1200 K na y°/,, otrzymam_
100 K rocznych odsetek; oddajac zas pierwsza sume na y°/,
a druga na %, otrzymam 98 K rocznych odsetek. Obliczyé
te procenta. x=4%,, y=>5
54. Roczne odsetki pewnego kapitalu wynosza 126 K;
gdyby procent podwyzszono o 4, wynosilyby roczne odsetki
21 K wiegcej. Obliczyé kapital i procent. 4200 K 1 39%,.
55. Kapital, oddany na 59/,, wzrdést po pewnym czasie do
750 K; ten sam kapital, oddany na 6°/,, wzréstby w tym samym
czasie do sumy 800 K. Obli¢czyé kapitat i czas. 500 K i 10 lat.

56. Jezeli zmieszam 3 | wina jednego gatunku z 7 1
wina drugiego gatunku, otrzymam wino po 4 K za litr; jezeli
za$ zmieszam 7 | pierwszego wina z 3 | drugiego, wypadnie
litr po 48 K. Ile K kosztuje litr wina kazdego gatunku? 54 i 34.

57. Kupiec ma dwa gatunki herbaty: po 15 K i po 1756 K
za kg; ile kg ma wziaé z kazdego gatunku, aby otrzymadé 20 kg
po 16 K~ 12 i 8.

58. Mamy dwa gatunki wina: po 80 K i po 96 K za hl
Ile hi trzeba wziaé z kazdego gatunku, aby otrzymadé 10 hl po
84 K? 75 1 25.

59. W jakim stosunku trzeba zmieszaé spirytus 50-cio
1 10-cio procentowy, aby otrzymad 40 | spirytusu 64-ro procento-
wego ? 1211 28 L
—  60. JeZeli zmieszam 2 | lepszego wina z D | gorszego,
otrzymam wino po 2} K za litr; jezeli zas zmieszam 4 | le-
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pszego z 3 | gorszego, otrzymam wino po 3 K za litr. Obliczyé
cene litra obu gatunkéw wina. 37 Ki?2 K
61. Woda morska zawiera w sobie 5/, soli. lle kg wody
morskiej nalezy zmiesza¢ z czysta woda, aby otrzymac¢ 120 kg
wody, zawierajacej 2¢/, soli? 48.
62. Mam zloto préby 820 i proby 950. Po ile g musze
wzigé z kaidego gatunku zlota, aby otrzymaé 117 g zlota
proby 8707 72 i 4b.
63. Ze zlota proby 650 i proby 900 ma zlotnik otrzymad
10 kg ztota proby 800; ile kg ma wziaé z obu gatunkéw? 41 6.
64. Zlotnik ma zrobié srebrny serwis, wazgcy 6 kg, proby

150; posiada jednak tylko srebro proby 840 i 540. Ile kg ma

wziqé z kazdego srebra? 4% i 14,
65. Ile potrzeba stopi¢ czystego srebra i srebra proby 800,
aby otrzymac¢ 83 kg srebra préby 9207 51 kg i 31 kg.

66. Glos, rozchodzac si¢ w kierunku wiatru, przeby?

336 m w sekundzie, idac za$ naprzeciw wiatru, 330 m w se-
kundzie. Obliczyé chyzosé glosu i wiatru. 333 m i 3 m.
67. Z dwu postaricow, wychodzacych réwnoczesnie z je-
dnego miejsca w przeciwnych kierunkach, jeden przebywa
dziennie 0 5 km wigcej anizeli drugi. Jaka droge przebywa
dziennie kaZdy z nich, jeZeli po 8 dniach s3 od siebie odda-
leni 0 680 km? 45 km 1 40 km.
68. Jedno cialo przebywa w 5 godzinach 20 km wigcej
anizeli drugie. Jaka droge przebywa kaZde z nich w godzinie,
jezeli ich predkosci tworza stosunek 3:2? 12 km i 8 km.
69. Dwa ciala wychodza réwnoczesnie z jednego miejsca,
poruszajagc sie ruchem jednostajnym. Gdyby szty w tym samym
kierunku, bylyby oddalone od siebie po 10 sekundach o 10 m;
gdyby za$ poruszaly sie w przeciwnych kierunkach, wynosi-
taby ich odleglo$é po tym samym czasie 60 m. Z jaka predko-
Sciag poruszaja sie te ciala? 3F m i 2& m.
70. Z dwoch dworcéw kolei Zelaznej, oddalonych od sie-

bie o 120 km, wyjeidZaja rownoczesnie dwa pociggi W tym
samym kierunku i po 4} godzinach jeden dopedza drugi.
Gdyby te pociagi zdazaly naprzeciw siebie, spotkalyby sie juz
8*
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po godzinie i 20 minutach. Z jaka predkoscia jada te po-
ciagi? 58% km i 313 km w godzinie.

71. Dwa pociagi kolei Zelaznej, oddalone od siebie 0 108 km,
spotykaja sig, pedzac ku sobie, po 40 minutach. Gdyby jeden
pociagg wyszedl ze stacyl o 10 minut weczesniej anizeli drugi,
spotkatby go po 4b minutach. Ile km przebywa kazdy z tych
pociggédw w minucie ? Kazdy po 180 km.

72. 7 dwu miast, oddalonych od siebie o 54 km, wycho-
dza naprzeciw siebie dwaj podrézni. Gdyby jeden z nich wy-
szed? o 3 godziny weczesdniej niz drugi, spotkalby go po 10 go-
dzinach; gdyby za$ wyszed! o 3 godziny pdzniej niz drugi,
spotkalby go po 8 godzinach. Ile km przebywa kazdy z nich
w godzinie ? 41 2.

73. W dwu beczkach jest 301 1| wina; jezeli z jednej
wezme 6-ta czesé jej zawartosci a z drugiej 3-cia czesé, pozo-
stanie w obu beczkach réwna ilosé wina. Ile 1 wina jest w ka-
zdej beczce? 156 1 195.

74. Staw o pojemnosci 26000 m?® moZe byc napelniony
woda dwoma spustami. Jezeli jednym spustem doplywa woda
przez 4 godziny a drugim przez 6 godzin, napelni si¢ staw
woda po brzegi; jezeli zas doplywa woda jednym spustem
przez kwadrans a drugim przez 2 godziny, bedzie tylko 4-ta
czesé stawu napelniona woda. Ile m® wody doplywa w godzi-
nie kazdym spustem ? 2000 i 3000.

75. Do zbiornika, o pojemnosci 450 m3, moze doptywad
woda dwiema rurami. JeZeli pierwsza rurg doplywad bedzie
woda przez 3 minuty a drugg przez minute, bedzie w zbior-
niku 40 m® wody; jezeli zas pierwsza rura bedzie otwarta
przez minute a druga przez 7 minut, bedzie w zbiorniku 60 m?
wody. Ille m3 wody doplywa w minucie kazda rurg i w jakim
czasie napelni sig caty zbiornik, jezeli obie rury beda otwarte?

11 m?® i 7 m3 25 minut.

76. Dwaj murarze maja wystawié¢ mur. Pracujac razem,
potrzebowaliby do tego 12 dni; jezeli za$ jeden z nich robié
bedzie przez 2 a drugi przez 3 dni, wystawia tylko 5-ta
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czesé muru. W ilu dniach wystawitby ten mur kazdy murarz
z osobna? 20 i 30.

77. Dwaj robotnicy wykonaliby pewng robote w 8%
dniach. Po dwu dniach pracy odszed! jeden robotnik, a po na-
stepnych dwu dniach drugi; obaj wykonali trzecia czesé roboty.
W ilu dniach ukoriczylby cals robote kazdy z tych dwu robo-
tnikow ? 15 i 20.

78. Dwie rury napelnia wodg pewien zbiornik w 24 mi-
nutach; to samo nastapi, jeZeli jedna z nich doplywadé bedzie
woda przez 20 minut a druga przez 27 minut. W jakim czasie wy-
petnitaby zbiornik wodg kazda rura z osobna? 42 min. i 56 min.

79. A i B maja ukonczyé pewna robote w 15 dnjach.
Po 8 dniach pracy odchodzi B, wskutek czego potrzebuje A
jeszcze 12 dni do wykoficzenia tej roboty. W ilu dniach zro-
bitby te robote A, a w ilu B? 255 1 36.

80. Wysokosé trojkata dzieli podstawe 183 dm diuga na
dwa odcinki, réZniace si¢ migdzy soba o 57 dm. Jakie to s3
odcinki? 120 dm i 63 dm.

81. Jeden kat tréjkata wynosi 61°27/34", réznica za$ dwu
innych katow 34°24’50”. Obliczyé te katy. 76°28'38" i 42°3'48"",
82. Kat zewnegtrzny trojkata wynosi 103935’ réZnica zas
dwu katow wewnetrznych, temu katowi przeciwlegtych, 9%’
Obliczyé katy trojkata. 47°1%', 56920’ i 76°25"
83. Obwdd trojkata rownoramiennego wynosi 27 dm,
podstawa zas jest o 6 dm krotsza od ramienia. Obliczyé boki
trojkata. 11 dm i 5 dm.
84. Jeden bok prostokata jest 2 razy tak wielki, jak bok
przylegly, obwdod zas ma 30 dm diugosci. Obliczyé boki tego
prostokata. 5 dm i 10 dm.
85. Obwod prostokata wynosi 16 m; jeZeli podstawe pro-
stokata podwoimy a wysokosé potroimy, zwiekszymy jego obwod
0 22 m. Obliczyé boki prostokata. 3mibm.
86. Jeden bok prostokata wynosi 4 dm, suma za$ dru-
giego boku i przekatni 8 dm. Obliczyé drugi bok i prze-
katnie. 3 dm i 5 dm.
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87. Jeden odcinek jest o decymetr dluzszy aniZeli drugi;
kwadrat za$, nakreslony na pierwszym odcinku, jest o 27 dm?
wiekszy anizeli kwadrat, nakreslony na drugim odcinku. Wy-
znaczy¢ te odcinki. 14 dm i 13 dm.

88. Wyznaczyé takie trzy liczby, aby suma 1-ej i 2-ej wy-
nosita 12, drugiej i trzeciej 6 a pierwszej i trzeciej 10. 8,412
89. Wyznaczyé takie trzy liczby, aby suma dwu, dodana do
podwdjnej trzeciej, data kolejno liczby: 50, 60 i 70. 25,151 5.
90. Liczbe 257 rozloiyé na takie trzy skladniki, aby je-

den z nich, powiekszony o 3, rownal si¢ potrdjnemu dru-
giemu i zarazem byl rowny trzeciej czesci trzeciego skla-
dnika. b7, 20 i 180.
91. Suma trzech liczb wynosi 80. Jezeli jednag z nich po-
dzielg przez drugg, a nastqpnié drugg przez trzecig, otrzymam
w obu razach iloraz 3 i reszte 3. Co to za liczby? 57,6181 5.
92. Liczbe 96 rozlozyé na takie trzy skladniki, aby jeden

z nich, podzielony przez drugi, dal iloraz 2 a reszte 3 i aby
drugi, podzielony przez 3, dal iloraz 4 a reszte b. 61,291 6.
93. Suma trzech liczb wynosi 92. JeZeli jedna z nich po-
dziele przez druga, otrzymam iloraz 5 i reszte 3; jezeli zas
trzecia podzielg przez drugs, otrzymam ten sam iloraz, co
poprzednio i reszteg 1. Co to za liczby? 43, 8 i 41.
94. Trzy liczby tworzg stosunek 1:2:3; jeZeli sume tych
liczb podziele przez 4, otrzymam iloraz 21. Jakie to liczby?
14, 28 i 42.

95. Suma cyfr liczby 3 cyfrowej wynosi 10, suma zas
cyfr setek i dziesigtek jest o 4 wigksza niZ cyfra jednostek.
Jezeli od tej liczby odejme 198, nastepstwo cyfr sie odwrdci.
Jaka to liczba? 523.
96. Trzy osoby rozdzielity miedzy siebie 315 K w ten
sposob, Ze osoba trzecia wziela 5 razy tyle, co pierwsza, a 2
razy tyle, co pierwsza i druga razem. Ile K otrzymala kazda
osoba ? 42, 63 1 210.
97. Trzej wspolnicy wilozyli w przedsiebiorstwo 6000 K.
Jeden z nich wlozyt 3 razy tyle, co drugi, trzeci zas polowe
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tego, co pierwszy i drugi. lle K wlozy! w to przedsigbiorstwo
kazdy z nich? 3000, 1000 i 2000.

98. Ojciec jest o b lat starszy od matki, matka o 25 lat
starsza od syna, wszyscy za$ troje maja razem 91 lat. Ile lat
ma ojciec, ile matka a ile syn? 42, 37 i 12.

99. Miedzy 3 osoby rozdzielono pewna kwote w ten spo-
s6b, Zze osoba B otrzymala o 20 K mniej niz A, a o 20 K
wigcej niz C; cata kwota byla o 100 K wigksza od-tej, ktora
otrzymata osoba A. Ile K otrzymata kazda osoba? 80, 60 i 40.

100. Trzy kapitaly, wynoszace razem 20000 K, przyniosly

730 K rocznych odsetek. Jeden z nich by! oddany na 3%,, drugi

na 33%, a trzeci na 4°/,. Odsetki drugiego kapitalu byty o 90 K
wiegksze niZz pierwszego. Obliczyé te kapitaly.

4000 K, 6000 K i 10000 K.

101. Zbiornik mozna napelnié trzema rurami: pierwszg

i druga w 12 minutach, druga i trzecia w 4 minutach a trze-

cig i pierwszg w 4% minutach. W ilu minutach napelni zbior-

nik kazda rura z osobna? 30, 20 i 5.

102. Do uporzadkowania ogrodu zglosilo sig trzech ogro-

dnikéw. A i B uporzadkowaliby go w 12 dniach, A i C w 15

dniach, za§ B i C w 20 dniach. W ilu dniach uporzadkowalby

ten ogrod kazdy ogrodnik z osobna? 20, 30 i 60.

103. Trzej robotnicy A, B i C wykonaliby pewna robote
w 3 dniach, A i B w 4 dniach, B i C w 5 dniach. W ilu

dniach ukonczylby te robote kazdy z nich? 7H, 8% 1 12,
104. Katy tréjkata tworza stosunek 3:4:5. Obliczyé te
katy. 459 600 i 75H°,

105. Jeden kat trojkata jest o 10° mniejszy od drugiego,

a ten o 7% wiekszy niz trzeci. Co to za katy?
55040/, 65°40’ i 58°40".
106. Suma pierwszego i drugiego boku tréjkata wynosi
12 dm, drugiego i trzeciego 15 dm, trzeciego i pierwszego 17
dm. Obliczyé te boki. 7 dm, 5 dm i 10 dm.
107. Najkrotszy bok trdjkata jest o 20 dm mniejszy od
drugiego a o 30 dm od trzeciego; obwdd zas tréjkata wynosi
130 dm. Obliczyé boki tréjkata. 26 dm, 45 dm i 60 din.



— 120 —

ROZDZIAL VIIL

Podnoszenie liczb do szescianu i wycigganie
szesciennego pierwiastka z liczb.

§ 1.

Podnoszenie liczb do szescianu.

1. Poniewaz a®=uw?.2, przeto takie
(abP=(atb)*(a+b)=(a*+2ab-4b%) (a+b)=
=0a’+3a2b-}3ab®4-b?
podobnie: (a — b =(a—0b)*(a —b)=(a?—2ab-b?)(a —b)=
=a*—3a2b+3ab2—05
Zestawiajagc te dwa wzory, otrzymamy:
(atb)P=a?£3ab+3ab2+bs )
Sze$cian dwumianu sktada sie: 1°) z szedcianu
pierwszego wyrazu; 2° z potrojnego iloczynu kwa-
dratu pierwszego wyrazu przez drugi wyraz;
3% z potrdjnego iloczynu pierwszego wyrazu przez
kwadrat wyrazu drugiego i 4° z sze§cianu wyrazu
drugiego.
2. Na podstawie tego prawa znajdziemy: 263=(204-6)3=
=20°-+}3.202.6-}3.20.62--63 albo:

268 = albotez, po o=
203 — 8 000 opuszczeniu 23§
3.202.6="7200 zera 83928 50 =
3.20.62=2160 w dziesigtkach: 3.2.62=216
63= 216 63= 216
17576 e 7516

Jezeli liczba jest wiecej niz dwucyfrowa np. 421, to wyra-
zajac ja jako sume dwu skladnikow, z ktorych jeden jest cyfra
jednostek; otrzymamy: 421°9=(420--1)8 —=420313.4202.1-}
-+ 3.420.1?24 13; a poniewai 4203 = (400 4 20)? = 4003 4-
—+-3.4002.20 4 3.400. 202 - 203, przeto
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4218 = albo, 4218 =
4003= 64000000 po opuszcze- 4° =64
3.400%.20= 9600000 niu zer 3.42.2 = 96
3.400.202= 480000 w setkach 3.4.2®@ = 48
205 =— 8000 i dzie- A 8
3.4202.1= 529 200 siathach: 3.422.1= bH292
3.420.12= 1260 3.42.1°= 126
18—= 1 L= 1
74618 461 74618461

Szescian liczby szczegdlnej obliczamy, two-
rzac szescian najwyzsze] cyfry, z kazdej zas na-
stepnej cyfry 3 czeséci, a mianowicie: 1° potrdjny
iloczyn kwadratu poprzedzajacej liczby (nie cy-
fry!) przez t¢ cyfre, 2° potrdjny iloczyn poprzedza-
jacej liczby przez kwadrat tej cyfry i 3% szescian
tej cyfry. Tak otrzymane czgsci sktadowe podpi-
sujemy pod soba, wysuwajac kazda nastepna o je-
dno miejsce ku prawej stronie i dodajemy.
aN o aa a.a.a a
b) bbb 5.5.5 by PN

Utamek tak sie¢ podnosi do szescianu, Ze sig
tak licznik jak i mianownik podnosi do szescianu.

Jezeli mamy podniesé do szescianu liczbe dziesietna, np.
523 to piszac ja w ksztalcie ulamka zwyczajnego, ofrzymamy:
52\% 523 140608
10/ 71000 1000

Liczbe dziesigtng podnosi sig do szescianu
tak jak liczbe calkowitg, bez wzgledu na kropke
dziesigetng, a w otrzymanym wyniku oddziela sig
trzy razy tyle miejsc na dziesietne, ile ich bylo
w liczbie dziesigtne]j.

3. Poniewaz (

598 — ( — 140608,

Zadania.
1. (a%-cpp="? 2. (c—ypP=" 3. @Qa+-0b)3="?
4. (b—4cE=? b.Ba-t2bPF=? 6. (dx—3y)>="?
7. (—2a-+43b)p=" 8. (—3a—bbpE="?
9. (ax+byr="? 10. (cx —dyt="?



11. (ab2x+a?bx)®="?
13. 4atx®—5Ha2x®3=? 14. (—bHa®b2x+|3a?bia)i="
15, (—a2bix®—adb3x®) ="

16. Obliczyé szesciany liczb: 1, 2, 3,

tac je!

122

12. (3atb+2ab2)p="

12 i zapamie-

Podniesé do szescianu nastepujace liczby:

17. a) 27,
18. a) 35,
19. a) 127,
20. a) 138,
21. a) 103,
22, a) 1243,
23. a) 4101,

24. g) =

a) 'éa

: 11

20. a) 95"
111

) 215"

a) 13,

a) 1%,

a) 32,

a) 015,

a) 0012,

a) 543,

a) 4:06,

a) 3245,

a) 2:042,

a) 05123,

26. a

21.
28.
29,
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

37.
20-3 dm.

38.

b) 48,
b) b4,
b) 241,
b) 233,
b) 250,
b) 3215,
b) 1023,
5
6’

13
b) ﬁ)

253
b) 131
b) 34,
b) 10%,
b) b1,
b) 0:69,
b) 0:034,
b) 124,
b) 705,
b) 6321,
b) 5003,

b)

)
b) 003124, ¢) 002021, d)
Obliczyé objetosé szescianu, ktérego krawedZ wynosi

c) 61,
¢) 10,
¢) b42
c) 329,
¢) 500,
c) 112,
c¢) 2003,
3
¢) 8’
T
;) 200
264°
0) 5%,
©) 2181,
¢) 16,
¢) 071,
¢) 0065,
¢) 366,
¢) 0317,
¢) 1415,
¢) 2-401,

d) 85.
d) 90.
d) 158.
d) 483.
d) 809.
d) 6221.
d) 3100.
d) Z'
21

d) 91"
d) ::319

© 607
d) 65.
d) 90%.
d) 99.
d) 0:82.
d) 0:089.
d) T46.
d) 0-408.
d) 2157,
d) 3205,
0-00h02.

Objetos¢ szescianu jest suma objetosci dwu innych

szeScianOw o krawedziach 154 dm i 104 dm. Znalezé te

objetosc.

L

39. Szescian o krawedzi 21’5 e¢m obcieto tak, Ze krawe-
dzie wynosza tylko po 145 cm; o ile zmniejszyla sie objetosé

szescianu ?
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40. Promient kuli ma 213 m dlugosci; jak wielka jest jej
objetosé?

§ 2.

Wyciaganie pierwiastka szesciennego z liczb.

1. Podnoszac np. 12 do potegi trzeciej, otrzymujemy 1728,
t. j. 128=1728.

Naodwrét, gdybySmy mieli wyznaczyé liczbe, ktéraby, pod-
niesiona do trzeciej potegi, dala 1728, to wyznaczenie takiej
liczby nazywamy wyciaganiem pierwiastka trzeciego
albo pierwiastka szedciennego z liczby 1728. Dzialanie

3
to oznaczamy: {1728 =12.

Wyciagacé szeScienny pierwiastek z podanej
liczby znaczy wynalezé takag liczbe, ktérej sze-
§cian jest rOwny liczbie podanej.

2. Aby wyprowadzié, jak si¢ wyciaga 3-ci pierwiastek
z liczby, utwoérzmy szescian np. liczby 47.

AT8— (401 T)* = Dzielge licsz.103 823, po-
czgwszy od prawe]j strony, na

403 = 64000
3.402.7 33 33600 grupy trzycyfrowe, otrzymamy
3.40 .72 — 5 880 tyle grup, ile cyfr miala zasada
. .73 | g43 Potegowa (47), przyczem pierw-
~ .~ sza grupa, liczona od lewej stro-

103 823

ny, moze byé¢ trzycyfrowa, jak
w powyZszym przykladzie 103 823 albo dwu- albotez jedno-
cyfrowa, jak np. 243=13 824, 128=1 728.

Poniewa? szescian

3
V103823 =401 dziesiatki (4) ma po
40%.... 64000 prawej stronie 3 zera
39823:8.402=4800 (64000), przeto jest on
D 4020 T 0 33600 I zawarly W pierwszej
3.40.72. ... b 880 + grupie: aby wiec wy-
055 4! 343 I znaczy¢ cyfre dziesiatek,

- szukamy liczby, ktéraby
podniesiona do szescianu data liczbe tej grupy t. j. 103 albo
liczbg nieco mniejsza od 103. Taka liczba jest 4, bo 4°=064.
Odejmujac 64 od 103 i dopisujac do reszty druga grupe albo,
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ze wizgledu na to, %e 4 oznacza dziesigtki, 64000 od podanej
liczby 103823, otrzymamy 39 823.

W liczbie 39823 jest zawarty: 19 potrdjny iloczyn kwa-
dratu dziesigtek przez jednostki, 2°) potréjny iloczyn dziesia-
tek przez kwadrat jednostek i 3% szescian jednostek; dzielac
wiec 39823 przez 3.40% czyli 39823: 4800 albo 398-23: 48,
otrzymamy na iloraz 7 jednostek. Jezeli utworzymy czesci skla-
dowe szescianu, pochodzace od cyfry jednostek, a mianowicie:
3.402.7-1-3.40.72 7% czyli: 3360015880+ 343 i odejmiemy
sume tych 3 liczb od 39823, otrzymamy reszte zero.

Opuszczajac przy dziesiatce (4) zera, otrzymamy wzor dzia-

lania: (AP z ktérego odezytujemy:
V103823 =417 Aby po wyznaczeniu cyfry
447 04 dziesigtek znalezé cyfre jedno-
398.23:3.42—=48 stek, odkresla si¢ w reszcie 39 823
3 A A e I dwie najnizsze cyfry a pozostaly
3.4.7¢. ... H8S . liczbe 398 dzieli przez potrdjny
78 343 | kwadrat cyfry dziesiatek (3.42=

= =48). Nastepnie tworzy sie czg-
sci skladowe szescianu, pochodzace od cyfry jednostek, podpi-
suje si¢ je pod soba, wystepujac o jedno miejsce na prawo,
i odejmuje sume tych skladnikéw od 39823.
Podobnie postepujemy przy liczbach, ktore sie skladaja
z wigcej niz dwu grup, np.

SCEASM . V1.
V421608549 = 349
3%.... 21

155 08:3. 3% — 27
3.32.4.... 108 l
3.3.42,... 144 s
43, ... 64 l
3204549 :3 . 342 = 3468
8. 34% 9wl 812127 |
B aity S s 8262 g=
0 3481 ¥; 729 |
przyczem naleZy nadmienié, Ze przy wyznaczaniu 3-ej, 4-tej
itd. cyfry pierwiastka dzielimy reszte, po odkresleniu dwu naj-
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nizszych cyfr, przez potréjny kwadrat liczby, utworzonej z wy-
znaczonych cyfr pierwiastka.

Aby wyciagnaé szescienny pierwiastek z li
czby, dzielimy ja od prawej strony na grupy trzy-
cyfrowe. Nastepnie wyznaczamy takg liczbe, kté-
rej szescian rowna sie liczbie 1-ej grupy (liczonej
od lewej strony) lub jest od niej nieco mniejszy;
jestto pierwsza cyfra pierwiastka. Szescian tej li-
czby odejmujemy od liczby 1-ej grupy, do reszty
dopisujemy nastepng grupe, oddzielamy dwie naj-
nizsze cyfry, a pozostala liczbe dzielimy przez po-
trojny kwadrat wyznaczonej cyfry pierwiastka. Li-
czbacatkowita ilorazu jest nastepng cyfra pierwia-
stka. Utworzywszy czesci sktadowe szescianu, po-
chodzace od 2-ej cyfry pierwiastka, podpisujemy
je pod sobg, wystepujac o jedno miejsce na prawo,
sume zas$ tych sktadnikéw odejmujemy od powyz-
szej liczby. Do reszty dopisujemy nastepng grupe,
odkreslamy dwie najnizsze cyfry i dzielagc pozo-
stalg liczbe przez potréjny kwadrat liczby, utwo-
rzonej z wyznaczonych cyfr pierwiastka, postepu-
jemy dalej podobnie jak poprzednio.

3. Poniewaz liczbe dziesietng podnosi sie do szescianu
tak jak liczbe calkowita, przeto i nawzajem: z liczby dziesig-
tnej tak sie wyciaga 3-ci pierwiastek jak z liczby catkowitej.
Wszelako, dzielac ja na grupy 3-cyfrowe, naleiy podzial ten
zaczynaé od znaku dziesigtnego i isé ku lewej stronie w czeg-
$ci catkowitej, a ku prawej w czesci dziesietnej.

3
Np. V8 365 427 =203
28, ... 8
365:3.2:—12
Setzanliae . 40 - >
39 0.0
0s.... 0
365427 : 3.202=1200
3.202.3.... 3600 |
3.20.32.... 540 .

B o |
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Jezeli przy wyciaganiu szesciennego pierwiastka pozostaje
reszta, woweczas liczba pierwiastkowana nie jest zupelnym
szedcianem liczby calkowitej lub utamka skonczonego. W tym
przypadku oblicza sig 3-ci pierwiastek na pewna ilo§é miejsc
dziesigtnych. Np.

Vo — 107000000 — 215
D5 48
1 2000:3.22=12
3 oty SER IR OF |
5 2]l | Pl B 6 1
2 R
7189000 :3.212=1323
SEOLARY T i aaih |
3.21.5%. ... 1675 e
B3T3 125 |
61625

4. Jeteli mamy wyznaczyé 3-ci pierwiastek z ulamka
i
ZWyczajnego np. \,/ﬁ;), to bedzie nim ulamek 5

A\: 64 : 8% _
gdyz ( ) =qop; a te 4= \/64 5_\/125 przeto \/ 1o
S
:V 2 . Podobnie: \\ \/34?_\/343 = = l? ;
DL 125 5 5
V120 V125

Z vtamhka zwyczajnego tak sig wyciaga pier-
wiastek szescienny, Ze wyciggamy go tak z liczni-
ka jak 1 z mianownika.

Jezeli mianownik ulamka nie jest zupelnym szescianem
liczby catkowitej np. V2, wéweczas przed rozpoczeciem rachun-
ku sprowadzamy ulamek do takiej formy, aby jego mianownik
byl szescianem liczby calkowitej albotez zamieniamy go na
ulamek dziesietny.

A zatem:
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fs_lis_s0_ g,
97
3
albo: \'/ 2 — \ 06661666667 = 0873,
Zadania
3 8
\ 12167 =2 3. \/79507 =?

1. 6859 =7

4. \ 140608 —?

7. \/884736 — 9

9. \/54459939 — ?
11, \ 763551944 —?
13. 731432701 —*
\/A81890504 = ?

15.

17. Vo001 —?  18. \002i=? 19 vo 000008 —?
20. \7061@:? 21. %-000125—? 22. \/79-507=?
23, 0042875 =7 24. \636*696’—7 25. \/609:800192—
@3. \20-082312§7_5=? 27. \‘/1906-624—_—?

28, V2-’A49456192.= 29, 15419656169 =

30. \/2217?)*: 31. ‘\;‘72"“{‘937:? 32 \/%%H:‘P

38. Vil =? 84 \pilfgls=? 85. VIgRRt=?

36. V3 =?  37.a) \9335=?  b) VejEE="
38. a) \3/35=? b) \:187'579=? ¢) \0-8037="? (2 m. dz)
39. @) VI00=%, b V072=% o \00IZ5=13 m. dz)
40. o) Vi=?  b) \i=? PRYAEC
41. a) CI%:?, b) \73%:?, c) \/37§=? (3 m. dz,

3. gt
5. /421875 =1

6. \/389017 =?
8. Cm—v

10. V42o@‘519

12, \/W:?

14. \3/22’3@8573’-_—?

3_7
16. /788889024 = ‘?
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42, Obliczyé krawedz szedcianu, ktérego objetosé¢ wynosi
29791 m3.

43. Jaka krawedz musi mieé szesScian, aby jego objetosé
byla tak wielka, jak objetosé dwu szescian6w o krawedziach
15 dm i 26 dm? (2 m. dzies.).

ROZDZIAL IX.
Roéwnania dwumienne stopnia drugiego i trzeciego.

Réwnanie, np. 22?—172=0, w ktérem oprdcz wyrazu,
zawierajgcego kwadrat niewiadomej, wystepuje tylko wyraz
wiadomy, nazywamy rownaniem k wadratowem dwumien-
nem. Podobnie nazywamy rdwnanie, np. 4a3=500, ktére
sktada sig z wyrazu, zawierajacego szescian niewiadomej, i wy-
razu wiadomego, réwnaniem dwumiennem trzeciego
stopnia.

Przenoszac w roéwnaniu 222—72=0 wyraz wiadomy
na druga strong i dzielagc obie strony przez wspoélczynnik nie-
wiadomej, otrzymamy: ax2=36; stad x==\36 czyli =16,
gdyz (+6)2=36.

Podobnie obliczamy niewiadomg réwnania 3-go stopnia:
422=500, »*=12b; x=>.

Zadania.
1. x2—9=40. 2. (x+4) (x—4)=48.
3. 22 0H5=13. 4, 121 : @® —441.
D S —n" 6. Ta?2— 105903 =0.
et e T R el
> o417 @—1 xt+a btz
9. v:—sm2 26_~7 10. 2\Hx?+ 16 =3\Ta2—12

a’Z
11. T_2 3=‘)—|—2 ab. 12 4—|—2ab=a2—|—b2.
13. 42 02=5b2—4a2. 14. 3(x®+a®)="Ta
15. 83a:x=x:3b. } 16. a:\/aﬂ——(%w)%
Gty by V3. 118 Gpe
19. a=4=x m2 20, c=6ma2
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21. x?—129=0. 22, 5x*— 626 =0.

23. 2T a8 =38. 24. 3at=14y.

25, x*|-3a2b+b*=a3}3ab2

26. 8x*—3ab—3abi=a’4bs

27. v=4%=uxd 28. v=2mwuaxs

29. v=4=V3as 30. v=4,;V 222

31. Wyznaczyd liczbg, ktérej kwadrat wynosi 2:25.  +15.
32. Znalezé liczbe, ktora, pomnoZona przez swg czwarts

czgsé, da iloczyn 156:25. +25.
33. Jezeli 81 podzielg przez pewna liczbg, otrzymam na
iloraz te samg liczbe. Jaka to liczba? 4t ),

34. Jezeli pewng liczbe powigksze o jej odwrotnosé, otrzy-
mam t¢ samg liczbg pomnozong przez 10. Jaka to liczba? 1.
35. Gdy pomnozg trzeciz czesé pewnej liczby przez jej
polowe, otrzymam 24. Co to za liczba? £12.
36. Kupilem pewna ilo§¢é jablek, placac za kaide tyle
halerzy, ile ich kupilem. Ile jablek kupitem, jezelim zaplacit
169 K? 13.
37. W towarzystwie, zloZzonem z 2 razy tylu meZczyzn
co kobiet, zebrano skladke 500 K. Kazdy mezczyzna dal po
tyle K, ilu bylo mezczyzn, a kaida kobieta po tyle K, ile bylo
kobiet. llu meZczyzn i ile kobiet bylo w tem towarzystwie?
20 i 10.
38. Jezeli jeden bok kwadratu powiekszymy o 3 m,
a drugi pomniejszymy o 3 m, otrzymamy prostokat o powierzchni

27 m2 Jak wielki jest bok kwadratu? 6 m.
39. Pole kwadratu ma 288 cm?; ile cm ma przekatnia tego
kwadratu ? 24.

40. Podstawa prostokata wynosi 54 dm, wysokosé 24 dm;
obliczyé bok kwadratu, ktéory ma z tym prostokatem réwne
pole. 36 dm.

41. Kwadrat o powierzchni 128 m? zamienié na prostokat,
ktorego podstawa jest 2 razy tak dluga jak wysokosé. Obliczyé
boki tego prostokata. 8 mi 16 m.

42, Powierzchnia szescianu wynosi 16224 m?; obliczyé
jego krawedz. 52 dm.

43. Powierzchnia kola wynosi 785 cm?; obliczyé promien
(r=2314). 5 cm.

9
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44. Obliczyé promien walca rownobocznego, ktérego po-

wierzchnia wynosi 38161 dm? (= =23514). 45 dm.
45. Powierzchnia stozka réwnobocznego wynosi 542592 m?;
obliczy¢ promien podstawy (xm=2314). 24 m.
46. Powierzchnia kuli wynosi 2826 cm?; obliczyé pro-
mien (x=314). 1’5 cm.
47. Obliczyé wysokosé trojkata rownobocznego, ktérego
bok =a. $aV 3.
48, Wysokosé trojkata rownobocznego jest ¢; znalezd
bok. zcV3.
49, Czwarta cze$é objetosci szescianu wynosi 432 m3;
obliczy¢ krawedz szescianu. 12 m.

50. Jak wielka jest krawedz szedcianu, ktéry ma te sama
objetosé, co walcowate naczynie o podstawie 200 cm? a wy-

sokosci 4 em? 1 dm.
b1. Objetosé walca réwnobocznego ma 1696 m3; obli-
czy¢ promien walca (z=2314) 3 m.
52. Znalezé promien stoika rownobocznego, ktérego obje-
tosé wynosi 6111:225 dm? (m=1314, \/ 3=173). 15 dm.
53. Obliczyé promien kuli, ktérej objetosé wynosi 011304 m3
(m=2314). 03 m.
ROZDZIAL X.

Reguta trzech zlozona.

Jezeli mamy podane po dwie liczby dwu lub wiecej ga-
tunkow liczb od siebie zaleznych, a tylko jedna liczbe gatunku
trzeciego lub nastepnego, to sposéb obliczania drugiej liczby
tego gatunku nazywamy regulg trzech zloZona.

Zadania z reguly trzech zloZonej moZna rozwigzywad za-
pomocs wnioskowania, jak to okaZemy na nastepujacych przy-
ktadach:

Przyklad 1. Do wykopania rowu potrzebowalo 12 robo-
tnikow, pracujac po 10 godzin dziennie, 24 dni; w ilu dniach
wykonaloby te sama robote 15 robotnikéw, przy 12 godzinnej
dziennej pracy?



— 131 —

Zatozenie: 12 robot. 10 godz. 24 dni

Pytanie: 15 » 12 » x »

Rozwiaz.: 12 rob. po 10 godz. dzien. ... 24 dni,
50 opeallns o o) » oot 24981 265y
150 T » S » ...24.12.10»
Jat 5 o ey < B ) » 24{!25 to
1HF S SUDIRI2ES &) » ...2412.10 —16 dni

15.12
Powyiszy sposob pisania upraszcza sie zwykle w ten

sposob, Ze si¢ pisze w liczniku liczbe gatunku, ktérego nie-
wiadomej szukamy i te liczby, przez ktére mamy ja mnozyd,
w mianowniku za$ liczby, przez ktére ja dzielimy. A zatem:

12 rob. po 10 godz. 3

110 o)) » 10 » dni

il st vl wia b _—_w_:ls_
T N s 16.12

{IBRTL S L2

Prazyktad 2. Kamiefi mlyfiski, majgecy 11 m $rednicy
a § m grubosci, wazy 875 kg; ile kg wazy kamienh z tego sa-
mego materyalu, majacy 14 m srednicy a £ m grubosci?

ZaloZenie:
Pytanie:

»

m srednicy £ m grubosel 875 kg

» » » € »

Rozwiaz.: »
»
»
»
»
»
»

»

o I SO o = = i o | e o

»

»
»
n
»

.3

kg
6
5 = 7566.

_ 815.4.6.6
PR 17, 7

B B b e O ol oot oo | o

» »

Przyktad 3. W 15 piecach spalono przez 36 dni 10 m3
drzewa sosnowego; ile m3 drzewa brzozowego potrzeba do
20-tu takich piecow na 54 dni, jeZeli 2 m3 drzewa brzozowego
daja tyle ciepla, ile 3 m3 drzewa sosnowego?

O#
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Zaloienie: 15 piecéw 36 dni 10 m3 drzewa sosnowego
Pytanie: 20 » D4R Skl » brzozow.

Obliczmy, ile m? drzewa sosnowego potrzeba do 20-u.
piecéw na b4 dni.

15 piecéw na 36 dni

1 » » 36 » l ms

1 » DI RS wzwzgo_

20 » )t ) 15. 36

20 » » 54 »
Jezeli 3 m?® drzewa sos. daja tyle ciepta, ile 2 m? brzozowego,
to 1 » » » da » » » §» »
a 20 » » » dadza » » » %.20=13ym?3brz.

Przyklad 4. Zaloge 4000 ludzi zaopatrzono w zywnosé
na 1% roku tak, aby dzienna porcya Zolnierza wynosila 1-75 kg.
Po 9 miesigcach wzmocniono te zatoge 500 ludzmi; ile ma
wynosié¢ dzienna porcya Zolnierza, aby Zywnosé ta wystarczyla
na dalszych 10 miesigcy ?

Poniewaz pozostala po 9-u miesigcach Zywnos$é wystar-
czylaby dla 4000 ludzi na dalszych 9 miesigcy, jezeliby dzienna
porcya wynosila 1'75 kg, przeto trzeba obliczyé, ile bedzie wy-
nosita dzienna porcya, jezeli ta sama Zywnosé ma wystarczyé
dla 4500 ludzi na 10 miesigey.

Zatozenie: Dla 4000 osob na 9 mies. po 175 kg
Pytanie: » 4500 » »10 » » 2 »

Rozwiazanie: 4000 oséb 9 m
1= S e | kg
| SEEE R ) m:w@_g:14
4500 » 1 » 4500.10
4500 » 10 »
Zadania.

1. Dwunastu ludzi zarobito w 3 dniach 90 K; ile zarobi

16 ludzi w 5 dniach? 200 K.
[-2.)8zesciu robotnikéw zarobito w 5 dniach 656 K; ilu
robotnikom trzeba zaplaci¢ 130 K za 12 dni? 5.

-

ay
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3. Dwadziescia oséb zjadlo w 18 dniach za 276 K
miesa; ile bedzie kosztowalo mieso dla 35 osob za 21 dnj,

jezeli cene migsa podniesiono o 20/? 57477 K.
4. Dwoma plugami zorano w 8 dniach 6 ha pola; w ja-
kim czasie zorze sig trzema plugami 135 ha? 12 dni

5. Za przewo6z 10 q towaru na odlegtosé 96 km zapla-
cono 48 K; jaki cieZar przewieié mozna za 108 K na odle-
glosé 54 km? 40 q.

6. Woznica przewiozt 45 q towaru na odlegtosé 66 km
za 88 K; ile K otrzyma za przewoz 50 q na odlegtosé 54 km,
jezeli z powodu lepszej drogi znizy! cene przewozu o 5°/,?  T6.

7. Przewéz 30 beczek wina na odlegtosé 20 km koszto-
wal 50 K; ile K trzeba zaplacié za przewodz 25 beczek wina
na odlegtoéé 36 km, jezeli z powodu gorszej drogi podwyz-
8Z0no cene przewozu o trzecig czesé pierwotnej ceny? 100.

/8."Szesciu tkaczy wyrabia w 8% tygodniach 1377 m pl6-
tna; “ile m plétna wyrobi 15 tkaczy w 3 tygodniach? 1215

9. Z 156 kg przedzy wyrobiono sztuke pidétna, 60 m
dluga a 1’5 m szeroka; ile m ptdtna, 120 m szerokiego, wyrobi
sig z 182 kg przedzy? 84.

: /:Iug'Za 154 m sukna, 1} m szerokiego, zaplacono 2325 K;
ile K naleiy zaplacié¢ za 31 m tego samego sukna, 1§ m sze-

roklego‘? 63.
ek, Im Na opal! do D piecow spotrzebowano drzewa w 2%
‘mleSIqUach za 8604 K; ile bedzie kosztowalo drzewo do 8 pie-
¢Ow na 4 miesigce? 22164 K.

12. Dziesieé plomieni gazowych zuiywa w 8 godzinach
1} m3 gazu; ile m® gazu zuzyje 12 plomieni gazowych w 10
godzinach ? 225 m3.
13. Maszyna, o sile b koni, podniesie w 5 sekundach
1560 kg na wysokosé 1 m; ile kg podniesie na te samag wy-
sokos$é maszyna, o sile 7 koni, w 12 sekundach? 52416.
14. Pompa parowa, o sile 20 koni, podnosi w pewnym
czasie 945 m3 wody na wysokosé 189 m; do jakiej wysokosei
podniesie pompa, o sile 18 koni, 729 m? wody w czasie trzy
razy dluiszym? 6615 m.
15. Pewien zapas Zywnosci wystarczy dla 4800 ludzi na
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30 dni, liczac po 7} kg tygodniowo na osobe. Po ile kg wy-
dzielaé trzeba tygodniowo na osobe, aby ten sam zapas wystar-
czy! dla 3000 ludzi na 45 dni? 8.
16. Chodnik ma byé wylozony 4800 plytami kamiennemi,

0:3 m diugiemi a 021 m szerokiemi. Poniewaz takich plyt nie
dostano, wzigto plyty 036 m dlugie, 024 m szerokie. Ile ich
potrzeba? 3500.
75 LI_’ZQNa chodnik 250 m dlugi, 3 m szeroki, potrzeba 13500
kamiennych kostek. Jak dlugi chodnik, szeroki na 4 m, moZna
ulozyé z 16200 takich kostek? 225 m.
18. Dla 300 owiec potrzeba na 9 miesigcy 960 kg siana;

ile kg siana trzeba przygotowaé na T4 miesigcy, po dokupieniu
180 owiec? 1 280.
19. Kolo, majace 23 m w obwodzie, przebieglo w 4} go-
dzinach 55 km. W jakim czasie przebiegloby kolo, majace 3 m
w obwodzie, droge 210 km, jeZeli kolo to robi 5 obrotéw w tym
czasie, w ktorym pierwsze robi 2 obroty? 63 godz.
20. Pociggiem kolei Zelaznej przejechalem w 20 dniach
5600 km, jadac po 12 godzin dziennie. Po ile godzin dziennie
musiatbym jechad pociagiem, ktory przebywa 40 km w tym
czasie, w ktorym pierwszy robi 3b km, aby w 16 dniach prze-
byé 4480 km? 103.
21. Podrozny, idac po 10 godzin dziennie, przebyl w 15
dniach 600 km. Ile km przeszedtby w 45 dniach, idac po 8 go-
dzin dziennie, gdyby predkosé zmniejszyt o polowe? 720.
22. Jeden robotnik zarabia w 20 dniach, pracujac po 10
godzin dziennie, 56 K; ile K zarobi drugi robotnik w 27 dniach,
pracujgc po 12% godzin dziennie, jezeli zarabia 4 K w tym
czasie, w ktérym pierwszy zarabia 35 K? 108.
23. Kapital 2500 K przynosi po 3% latach 350 K odsetek;

ile odsetek przyniesie kapital 4200 K, na tym samym procen-
cie, po 43 latach? 798 K.
‘221‘1 Odsetki od 2900 K za dwa lata wynoszg 232 K; jaki
kapitat przyniesie na tym samym procencie po 1} roku 1244 K
odsetek ? , 2080 K.
2b. Jezeli 540 K przynosza po 8 miesigcach 18 K odse-

tek, w jakim czasie przyniesie kapital 810 K, oddany na ten
sam procent, 20:26 K odsetek? 6 mies.
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26. Kapital 4620 K, oddany na 5°/,, przyniést po pewnym
czasie 924 K odsetek; na ile °/, oddaé trzeba 1200 K, aby
w tym samym czasie uzyskaé 180 K odsetek? 3%.

27, Jaki kapital, oddany na 5}1°,, przyniesie po 93 latach
ten sam dochdd, co 12441 K po 8 latach na 23°%,? 5104 K.

28. W jakim czasie przyniesie kapital 2000 K, oddany na
50/0, tyle odsetek, co 25000 K na 6°, po 6 miesigcach? 74 lat.

129! Na ile v/, oddano 4500 K, jezeli po b latach pr_zymosiy
te same odsetki, co 2500 K po 8 latach na 69/,? 5%.

30. Pewien kapital, oddany na 4°/;, przyniést po 1} roku

300 K odsetek. Ile odsetek przyniesie ten kapitat po 2% latach,
jezeli si¢ go odda na 33°, M0 408% K.
31. Trzydziestu robotm[’w pracujgc przez 6 dni, po 10
godzin dziennie, wyrobito 375 sztuk pewnego przedmiotu; w ilu
dniach wyrobi 12 robotnikéw, pracujac po 8 godzin dziennie,
1000 sztuk tego przedmiotu? 50.
32. Za 20 plomieni gazowych, ktére sig pality przez 300

dni po 6 godzin dziennie, zaplacono 1350 K; ile K zaplaci sie
za 30 plomieni, ktore sie pality przez 240 dni po 4 godziny
dziennie ? 1080.
183. Do wystawienia muru 35 m diugiego, 12 m wyso-
kiego;”8 dm grubego, potrzeba 88000 cegiel. Ile cegiet po-
trzeba na wystawienie muru 28 m dlugiego, 15 m wysokiego
a 1 m grubego? 110 000-
34. Z 13ki 512 m dlugiej, 72 m szerokiej, zebrano 10 wo-

z0w siana po 9 centnaréw; ile wozéw siana po 10 centnaréw
mozna zebraé z taki 320 m dlugiej a 192 m szerokiej? 15.
35. Na oswietlenie 21 sal, po b lamp w kazdej, wyszlo

w 33 dniach 66 kg nafty. Na ile dni wystarczy 252 kg nafty
do 27 sal, po 7 lamp w kazdej? 70.
36. Oswietlenie szescioma lampami naftowemi, palagcemi

sie przez 35 wieczordw po 3} godzin, kosztuje 15 koron. Ile
lamp wypali nafty za 30 K, przez 56 wieczoréw, po 3% go-
dzin? 1.
37. Najeto 32 robotnikéw, aby pracujac po 10 godzin
dziennie, usypali wat w 18 dniach. Po 2 dniach zaZadano, aby
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wal byl gotowy w terminie 10-dniowym i w tym celu donajeto
16 robotnikow. Ile godzin dziennie musza pracowad!)? 13}

38. Osmiu robotnikéw -wykonaloby pewna robote w 30
dniach, gdyby pracowali dziennie po 9 godzin. Po 5 dniach
zachorowalo 2 robotnikow, a pozostali pracowali po 10 godzin
dziennie; w jakim czasie wykonano te robotg? 35 dni.

39. Okret, majacy 240 ludzi, zaopatrzono w Zywnosé na
60 dni, liczac na osobg po 14 kg dziennie. Po 10 dniach ubylo
na okrecie 40 ludzi, a kazdy z pozostalych otrzymywal po
1} kg dziennej Zywnosci. Na ile dni wystarczyla cata zy-
wnosé ? 664.

40. W cegielni wyrobito 30 robotnic, pracujac przez 27
dni, po 9 godzin dziennie, 20169 cegiel. lle cegiet wyrobi 24
robotnikéw w 30 dniach, pracujac po 11 godzin dziennie, jezeli
kazdy robotnik wyrabia 5 cegiel w tym czasie, w ktérym ro-
botnica wyrabia 3 cegty? 36 520.

41, Dziewigciu meiczyzn, pracujac dziennie po 10§ godzin,
ukoniczy pewnag robote w 16 dniach. lle kobiet, pracujzc po
9 godzin dziennie, ukonczy te sama robote¢ w 11-2 dniach,
jezeli stosunek sily roboczej mezczyzny i kobiety rowna sieg
1:57 21

ROZDZIAL XL
Rachunek procentu skladanego.

Oddajac np. 5000 K na 4°/,, uzyskam za rok 200 K od-
setek. Jezeli tych odsetek nie odbieram, ale je wraz z kapita-
fem pozostawiam na procencie przez rok nastepny, to od 5200 K
uzyskam po roku 208 K odsetek. Przez 3-ci rok procentowad
sig bedzie suma 5408 K i ta przyniesie po uplywie 3-go roku
216:32 K odsetek. Kapital wiec 5000 K przybierze po roku
wartosé 5200 K, po 2 latach 5408 K a po 3 latach 562432 K.

Y 32 robotnikow, pracujac po 10 godzin dziennie, usypalo w 2 dniach
9-ta cze$¢ walu; po ile godzin dziennie musi pracowaé 48 robotnikow

przez 8 dni, aby usypac¢ reszte (g) walu ?
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Jezeli odsetki od kapitalu, przypadajgce za pewien okres
czasu, doliczamy po uplywie tego czasu do kapitalu i w na-
stgpnym okresie procentujemy je razem z kapitalem, to mo-
wimy, Ze kapital pozostaje na procencie sktadanym.

Doliczanie odsetek do kapitalu nazywamy kapitaliza-
cya odsetek. Kapitalizacya moZe byé roczna, pdtroczna, kwar-
talna 1 t. d., wedtug tego, czy doliczanie odsetek do kapitalu
nastepuje po roku, czy po pot roku, kwartale i t. d. Jezeli
w zadaniu nie jest wyraznie podane, jaka to kapitalizacya,
nalezy rozumiec¢ kapitalizacye roczna.

Kapital np. 5000 K, oddany na procent skladany, nazy-
wamy kapitaltem poczathkowym albo gotowka, wartosé
za$ jego 562432 K po uptywie pewnej ilosci okreséw czasu
(3 lata) wartosciag koficowa kapitatu 5000 K.

Z powyzszego przykladu widzimy, Ze cheac obliczyé war-
tosé koncowa podanego kapitalu, obliczamy jego odsetki za
pierwszy rok, te dodajemy do kapitatu i od tak otrzymanej sumy
obliczamy odsetki za drugi rok i t. d. Odjagwszy gotowke od
jej wartosci koncowej, otrzymamy odsetki skladane za czas
podany.

Obliczmy jeszcze jako przyklad wartosé koncowa kapitalu
5000 K, umieszczonego na procencie sktadanym 4°/,, po 2 latach
przy kapitalizacyi polroczne;j.

Skoro za rok liczy sie 4°/,, to za pdl roku wyniesie pro-
cent 29/, natomiast okresow kapitalizacyi bedzie cztery. Kapitat
5000 K urosnie po pot roku do sumy K,=5000- 8000-2=5100K.
Odsetki za drugie podlrocze wyniosa 5_1]0020;2 K =102 K; kapital
wigc 5000 K bedzie mial po dwu pdiroczach wartosé K, =
=5100 4 102=5202 K. Podobnie K; =5202-4104:04=5306-04 K,

. K,=530604-{106-12=5412"16 K.

Zadania.

1. Oddano 4000 K na procent skladany 3°,. Jaka suma
utworzy sie z tego po 2 latach? 42436 K.
2. Do jakiej sumy urosnie kapital 6250 K, umieszczony
na procencie skladanym 4°/, po 3 latach? 70304 K.
3. Jakg warto$é bedzie mial kapitat 7400 K, umieszczony
na procencie sktadanym 2i°/, po 2 latach? 177463 K.
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4. Kapital 2000 K oddano na 3}°/, skladany; jaka suma
utworzy sie z tego po 3 latach? 221744 K.
= @Oddano 8198 K na procent sktadany 5%/; jaka war-
tosé¢ bedzie mial ten kapital po 4 latach? 99647 K.

6. O ile sie powiekszy kapital 5200 K po 3 latach, je-
zeli go oddamy na procent skladany 44°/,? 73406 K.
7. Do jakiej wartosci wzrosnie po 4-ech latach kapital
5500 K na procencie pojedynczym 6%, a do jakiej na tym
samym procencie sktadanym ? 6820 K 1 694363 K.
8. O ile sg wigksze odsetki skladane niZz odsetki proste
kapitalu 10200 K, umieszczonego na 5°/, przez 3 lata? 7718 K.

9. Las, majacy 46000 m? drzewa, powigksza si¢ coro-

cznie o 34°/,; ile m? drzewa bedzie miat ten las po 4 latach?
‘ 5223985 m?.

69) Do jakiej wartosci wzrosnie po 2 latach kapitat
1000 K, oddany na procent skladany 4¢/,, przy kapitalizacyi
poltrocznej? 108243 K.
11. Ktos wlozy! przed 1} rokiem 1200 K do kasy oszcze-
dnosci na 5%,. Ile otrzyma dzisiaj, jezeli kasa procentuje wktadki
poélrocznie ? 129227 K.

12. Ktos pozyczyt 8000 K na procent skladany 5°, i wlo-
zyt je w przedsigbiorstwo, przynoszace 649/, skiadany; ile zy-
skal po 4 latach? 56768 K.

13. Ktos sprzedat realno$é za 75500 K, za ktéra mu da-
wano przed dwoma laty 70000 K. Ile zyskal lub stracil, jezeli
przed dwoma laty mégt umiescié ten kapital na procencie skla-
danym 49/, ? Stracil 212 K.

14. Co korzystniej, czy wziaé dzisiaj 6240 K, czy po 4
latach 6887'8 K, liczac procent sktadany 24°,? Wszystko jedno.

15. Ile si¢ zaoszczedzi przez 2 lata, skladajac w kasie
oszczgdnosci na poczatku kaidego poélrocza po 400 K na pro-
cent skladany 49/, (kapitalizacya polroczna)? 168161 K.

‘il_ﬁ'“(r) Do jakiej sumy wzrosnie po 2 latach i 4 miesig-

1) Obliczyé warto$é koficowa kapitalu 3200 K po 2 latach a naste-
pnie odsetki proste tej wartosci za 4 miesiace.
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cach kapital 3200 K, oddany na procent skladany 3%°/, ?
346791 K.
17. Jakie odsetki przyniesie po 3 latach i 3 miesigcach
kapital 10000 K, oddany na procent sktadany 41%/,? 154004 K.
18. Kapital 2200 K oddalem na procent skladany 4:8%,;
ile odsetek otrzymam po roku i 8 miesigcach, jeZeli procenta
dolicza sie do kapitalu co pdt roku? 18113 K.

g

ROZDZIAL XIL
Rachunek spotki.

A) Rachunek spétki prosty.

Przyktad 1. Trzej kupey zawiazali spolke handlowa z na-
stepujacemi wkladkami: A dat 9000 K, B 12000 K a C 14000 K.
Przy koncu roku wynosit zysk 2100 K; ile K zysku otrzyma

kazdy?
Rozwiazanie:
35000 K przynosi czystego zysku 2100 K
1 2100
» N » » 3——5 0 O O »
2100
9000 » » » » W.QOOO K,
podobnie:
1'2 000 » » » » %%% 12000 K,
14000 » » » » 32510%) 14000 K.

Z tego widzimy, ze zysk kazdego z tych 3-ch kupcow
obliczymy, dzielge caly zysk przez sume whktadek, a otrzymany
iloraz mnozac przez odpowiedniag wktadke.

Rachunek, zapomoca ktérego dzieli sie podanag liczbe na
czesci, pozostajace z innemi danemi liczbami w pewnym sto-
sunku, nazywamy rachunkiem (regula) spdtki (podzialu)
prostym.
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Liczba, np. 2100 K, ktérg si¢ ma podzielié na czesdci, na-
zywa si¢ sumg, liczby zas, np. 9000 K, 12000 K, 14000 K,
wyrazajace, w jakim stosunku ma by¢ podzial sumy dokonany,
liczbami stosunkowemi, a wyniki, otrzymane z podziatu,
udziatami.

Udzialy oblicza sie, dzielac sume, przezna-
czong do podzialu, przez sume liczb stosunko-
wych | mnoZac otrzymany iloraz przez te liczby.

Przed wykonaniem rachunku nalezy liczby stosunkowe
uproscié, dzielagc je przez najw. wsp. podzielnik, a jezeli sa
ulamki, sprowadzié¢ je do wspolnego mianownika i za liczby
stosunkowe wzigé tylko liczniki.

Dla jasnego przegladu przeprowadza sig rachunek w spo-
s0b nastepujacy:

A 9000 | 9 60.9 =540 K
B 12000 12 60.12=1720 K
C 14000 14 - 60.14=840 K

2100 : 35 =60 - 2100 K.

Przyklad 2. Podzielié 690 K na trzy czesci w stosunku:
1:5:3

Sprowadzajac liczby stosunkowe do wspdlnego miano-
whnika, otrzymamy £5: % : & albo 6:8:9; mamy zatem podzie-
li¢ 690 K na 648-4+9=23 rownych czesci i wzigé takich
czesci 6, 81 9. A zatem:

3} & |6 30.6=—=180 K
2| & |8 30.8—=240 K
21 &9 30.9=270 K

690:23 =130 690 K.

Przykiad 3. Strate na pewnem przedsiebiorstwie rozdzie-
lono miedzy 4 osoby tak, Ze na osobg A przypadla §, na B 1,
na C } a na D reszta straty w kwocie 250 K. Ile K stracila
kazda z tych 3 os6b?

Poniewaz §-4-{-4-§="5t3£2—=14, przeto reszty jest fy
i ta wynosi 250 K; cala wigc strata=12 X 2560=3000 K.

Postepujac podobnie, jak w przyktadzie 2-im, znajdziemy
straty dla tych 4-ch oséb: 1500 K, 750 K, 500 K i 250 K.

Przyklad 4. Trzy gminy maja sie przyczyni¢ do naprawy
drogi suma 1680 K, rozdzielonag w stosunku odwrotnym do
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odleglosci tych gmin od miejsca naprawy. Jezeli gmina A od-
dalona jest 0 4500 m, B o 2} km, C o 3% km od tego miejsca,
ile K ma zloZzyé kazda z tych 3 gmin?

PoniewaZ udzialy s odwrotnie proporcyonalne do liczb:
4%, 24, 3%, czyli wprost proporcyonalne do: %, ¢, 4% albo po
uproszezeniu do: 5, 9, 6, przeto 1680 K nalezy podzielié w sto-
sunku 5:9:6. A 420, B 756, C 504.

B) Rachunek sp6tki zlozZzony.

Jezeli pewna suma ma byé podzielona na czesci, ktore
zalezg od wiecej niz jednego gatunku liczb stosunkowych, to
sposob obliczania udzialéw nazywamy rachunkiem spélki
zlozonym.

Kazde zadanie na regule spdlki zlozong mozZna sprowa-
dzié do zadania na regule spétki prosts.

Przyktad 5. Trzy osoby zarobily na pewnem przedsigbior-
stwie 2300 K. Osoba A nalezala do tej spolki przez 8 miesiecy
z wkladka 2000 K, B przez 6 mies. z wkladka 4000 K, C przez
- 5 mies. z wkladka 8000 K. Jak podzielg si¢ zyskiem?

Wtozyé w przedsigbiorstwo 2000 K na 8 mies. jestto to
samo, wéréd réwnych zreszta warunkéw, co wlozyc 8.2000 K=
=16000 K na miesigc; podobnie 4000 K na 6 mies. czyni to
samo, co 24000 K na 1 mies. i 8000 K na b mies.=40000 K
na 1 mies.

A zatem:
A 2000%X8 | 16 | 2 230.2= 460 K,
B 4000X6 24 3 230.3= 690 K,
C 8000X5 40 | b 230.5=1150 K,
2300 : 10 =230 2300 K.
Zadania.

1. Dwaj handlarze zarobili na zbozu 108 K. Jak sie po-
dziela zyskiem, jeZeli jeden dat na zakupno zboza 420 K,
drugi 390 K? 56 K i 52 K.

2. Do pewnego przedsigbiorstwa wlozyla osoba A 2800 K,
B 3600 K, C 4000 K. Spotka przyniosta 1300 K zysku; ile
K przypada na kazda osobg? 350, 450 i 500.

(3. Trzy osoby kupily los, ktérego czysta wygrana wyno-
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sita 2000 K. Ile K wygrata kaida osoba, jezeli jedna dala na
kupno losu 60 K, druga 55 K, a trzecia 45 K? 750, 6875 1 562'5.

4. Powietrze atmosferyczne sklada sie¢ z 20'9 czesci tlenu
i 191 czesci azotu. Ile tych skladnikéw zawiera w sobie 85 m?
powietrza ? 17765 m3 i 67235 m3,
5. Bezwodnik weglowy sklada sig co do wagi z 12 czesel
wegla i 32 czesci tlenu. Ile g tych dwu pierwiastkow jest
w 220 g bezwodnika weglowego? 60 i 160.
6. Korondwka wazy b g a wybija sie ja ze srebra proby 835;
ile g czystego srebra a ile miedzi jest w koronéwce ? 41751 0-825.

7. Liczbe 162 roztozyé na dwie czedci wstosunku 4:5. 72190.

8. Liczbe 4212 rozlozy¢ na dwa skladniki w stosunku 4:9.
1296 1 2916.

9. Rozdzieli¢ 252 K miedzy 3 osoby w stosunku §:4:%.

- 63 K, 8¢ K i 105 K.

10. Liczbe 99 rozlozyé na 3 czesci, ktéreby tworzyly sto-
sunek 1:1}%:2. 22, 33 1 44.
? : Suma trzech kapitatdw, oddanych na ten sam procent,
wynost 7500 K. Jakie to s3 kapitaly, jezeli ich odsetki za ten
sam czas tworzg stosunek 4:5:6? 2000 K, 2500 K, 3000 K.

S l?) Kupiec chce zmieszaé¢ 3 gatunki kawy w stosunku
5:6:1" lle kg ma wziaé¢ z kaZdego gatunku, aby otrzymadé
L_49H kg mieszaniny? 13-75, 166 i 19:25.

13. Z 1 kg stopu, zloZzonego z 95 czesci miedzi, 4 czesei
cyny i 1 czesci cynku, wybija sig 600 sztuk jednohalerzéwek.
Ile kg kazdego z tych trzech skladnikéw naleiy stopié, aby
wybié 3000 jednohalerzowek? (Do wybicia 3000 jednohal. trzeba
5 kg stopu). 415, 02, 0-:05.

14. Kwas siarkowy sklada si¢ (co do wagi) z 1 czegsci
wodoru, 16 czesci siarki i 32 czesdei tlenu. lle g tych skladni-
kéw znajduje sie w 10 kg kwasu siarkowego (w catkowitych)?

204, 3265 i 6531.

15. Koszta podrozy trzech oséb dorostych i czworga dzieci
wynosily 85 K. lle K przypada na osobe dorosts, a ile na
dziecko, jeZeli osoba dorosta placita 2 razy tyle K, co dziecko?

17 i 8D.

16. Czterej spdlnicy stracili na przedsigbiorstwie 780 K.
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Spélnik A wilozyl! w to przedsigbiorstwo 300 K, B 360 K,
C 420 K a D 480 K. lle K stracil! kazdy z nich?

150, 180, 210 i 240.

17} Czterej wierzyciele maja sig podzieli¢ masg upadlosci

kupca:"wynoszch 8621 K. Ile K otrzyma kaidy z nich, jezeli

wierzyciel A poZyczyl kupcowi 3000 K, B 3200, C 1200 K,

D 2800 K, E 4600 K? 17475, 1864, 699, 1631 i 26795.

18.: Sume 840 K rozdzielono miedzy 3 osoby tak, ze jedna

z nich otrzymala polowe, druga trzeciag czesé a trzecia reszte

tej sumy. Ille K otrzymala kazda z nich? 420, 280 i 140.
19. Ile K rozdzielono miedzy 4 osoby, jezeli osoba A
otrzymata %, B §, C 1 a D reszte w kwocie 50 K? 240.

20. Trzy gminy stawiajag most kosztem 6500 K, ktore
maja byé rozloZzone na te gminy w stosunku odwrotnym ich
odlegtosci od mostu. Ile K ma zapltacié kazda gmina, jezeli te
odlegltosci tworza stosunek 2:3:4°? 3000, 2000 i 1500.

21. W pewne przedsigbiorstwo wlozyta osoba A 2400 K,
B 3600 K, C 6000 K. Jak si¢ podzielg zyskiem 1500 K, jezeli
osoba A ma oprécz udziatu otrzymaé 163°/, catego zysku?
(Reszte, uzyskang po odjeciu 16 %9/, calego *zysku, podzielié
w stosunku wkladek). 500 K, 375 K i 625 K.

22. Miedzy A i B rozdzielic 800 K w ten sposdb, aby
osoba A ofrzymata 3} razy tyle, co B i nadto 80 K. Ile K
otrzyma A, a ile B? 640 1 160.

23. Suma 31500 K ma byé rozdzielona miedzy 3 spadko-
biercow w ten sposéb, aby jeden z nich otrzymal 2 razy tyle
K, co drugi, ten zas 3 razy tyle K, co trzeci. lle K otrzyma
kazdy z nich? Trzeci 3150.

24. A wklada w pewne przedsigbiorstwo kwote 2 razy
wieksza niz B, B 2 razy wigkszg niz C, C 2 razy wigksza niz
D. Jezeli wszyscy 4-ej wloiyli razem 4800 K, ile K wtozyl
kazdy z nich i jak sie podzielg zyskiem 1470 K?

Wkladka osoby D=320 K, zysk=98 K.

,/mpltal 15300 K rozdzielié miedzy 3 osoby tak, aby
//c-)soM otrzymata 80°/, a C 75°/, udzialu osoby B. Ile K

otrzyma kazda z nich? 4800, 6000 i 4500.
26. Miedzy 4 osoby rozdzieli¢ 1563 K tak, aby kazda na-
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stepna osoba otrzymata o 1 K wiecej, niZ podwdjny udzia?
osoby poprzedzajace;. 10, 21, 41 1 81.

"
27. Osoba A wlozyla w przedsigbiorstwo 18000 K na
3 mies, B 15000 K na 2 mies. Jak si¢ podzielg zyskiem 840 K?
: 540 K i 300 K.
LZSZ W pewnem przedsiebiorstwie miala osoba A 8200 K
przez b miesigcy, B 10500 K przez 4 mies, C 12000 K przez
3 mies. Ile K otrzyma kazdy spélnik z zysku 4522 K?
{ 1558, 1596 i 1368.
{' 29. TrzeJ spélnicy stracili na przedsigbiorstwie 486 K.
JeieT""eden z nich mial w tem przedsigbiorstwie 600 K przez
8 mies., drugi 800 K przez 7} mies. a trzeci 900 K- przez 6 mies,
ile K stracit kazdy z nich? 144, 180 i 162.
N 30 TPrzy naprawie drogi pracowalo ze wsi A b robotni-
kéw przez 6 dni, ze wsi B 4 robotnikéw przez 9 dni, ze wsi
C 3 robotnikéw przez 10 dni. JeZeli za naprawe drogi zapla-
cono 288 K, ile K otrzymali robotnicy kaidej wsi, a ile jeden
robotnik ? 90, 108 i 90; 3.
31. Trzej gospodarze wynajeli pastwisko za 256 K; go-
spodarz A wypasal 20 sztuk bydla przez 3} mies, B 30 sztuk
przez 3 mies., C 24 sztuk przez 4 mies. Ile K ma zaplacié
kazdy z nich? 70, 90 1 96.
x~82. Czterem gminom wyplacono za roboty 1225 K. Ile
K otrzymala kazda gmina, jezeli jedna dostarczyla 30 ludzi
przez 24 dni, druga 24 ludzi przez 36 dni, trzecia 26 ludzi
przez 30 dni, a czwarta 18 ludzi przez 32 dni?
300, 360, 325 i 240.
X 33v Gmina A zywila 750 Zolnierzy przez 3 dni, B 900
zotnierzy przez 4 dni, C 600 Zolnierzy przez 2 dni a D 10560
zolnierzy przez D dni. Jezeli zarzad wojskowy wyplacit dla
tych 4-ch gmin 5576 K, ile K otrzyma kazda gmina?
1020, 1632, 544 i 2380.
34. Osoba A wlozyla w przedsigbiorstwo 1200 K, B 4000 K;
po 3 miesigcach doloiyl pierwszy spélnik 800 K, a po pok
roku drugi 1500 K. Jak sie pedziela po roku zyskiem, wyno-
szacym 6565 K? 180 K 1 475 K.
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35. Osoba A rozpoczela pewien interes z wkladka 12000 K;
po 2 miesigcach przystapita do tego interesu osoba B z wkladka
10000 K a po dalszych 4 mies. C z wkiadka 6000 K, a znowu
po 3 mies. D z wkladka 4000 K. Po roku rozdzielono zysk
4380 K; ile K otrzymal kazdy spdlnik ? 2160, 1500, 540ji 180.

- { 3b/ Trzy kapitaly, oddane w tym samym czasie na ten
sam procent przyniosty 764 K odsetek. Kapital 420 K procen-
towal sig przez 1} roku, 600 K przez 1} roku a 240 K-przez
2 lata. Jakie odsetki przyniost kazdy z tych kapitaléw 1 na ile
°/, byly oddane? 262 K, 32 K i 192 K; 49/,

X 37. Zapis 3600 K ma byé rozdzielony miedzy trzech stu-
zacych w stosunku ich wieku i lat stuzby. JezZeli stuzgcy
maja: 44, 40 1 36 lat a stuzyli: 15, 12 i 10 lat, ile K ofrzyma
kazdy z nich? 1584, 1152, 864.

38. Wtaseiciel fabryki przeznaczy! dla trzech swoich urze-
dnikow 2400 K wynagrodzenia, kitére ma byé rozdzielone
w stosunku pobieranych plac i lat sluzby. Jezeli urzednik
A stuzy 5 lat i pobiera 6000 K ptacy, B 6 lat z ptaca 4000 K,
C zas stuzy 9 lat i pobiera 2000 K ptacy, ile K wynagrodzenia
otrzyma kazdy z nich? 1000, 800 i 600.

39. Za trzy sztuki sukna tego samego gatunku zaplacit
kupiec 902 K. Jezeli sztuki te majg: 42 m, 36 m i 30 m diu-
gosci a: 1'2 m, 15 m i 1'8 m szerokosci, ile K kosztuje kazida

sataka? g 287, 3075 i 3075.

,«(40/ Ma byé zbudowany most kosztem 3-ch gmin, ktére
4'sig na to majg zlozyé w prostym stosunku liczby domow,
[ a w odwrotnym stosunku odleglosci od mostu. Jezeli gminy
} te, oddalone od mostu o: 2 km, b km i 6 km, maja: 540, 650
‘i 900 doméw, ile K ma zaplacié kaida z tych gmin, jezeli
T,lfoszta budowy mostu obliczono na 5500 K? 2700, 1300 i 1500.

ROZDZIAL XHI.

Rachunek mieszaniny.

Przyklad 1. Do 36 kg kawy po 34 K za kg dosypano
15 kg kawy po 26 K za kg; ile K kosztuje kg tej mieszaniny ?

10
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Rozwigzanie:

35 kg po 34 K kosztuje . . . . 119 K
15 » » 26 » » I S A 1)
50 » mieszaniny » duans sl =T Ay
1 » » » B 7SR s D16 30

Wartosé jednostki mieszaniny znajdujemy,
jezeli sume iloczyndéw ilosci materyaléw i ich
ceny dzielimy przez sume¢ i1lodci tych materyalow. .

Przyktad 2. Kupiec ma dwa gatunki wina: litr po 75 h
i po 94 h. Ille 1 ma wziaé tanszego, a ile droZzszego wina, aby
otrzyma¢ mieszaning w cenie 85 h za litr?

Rozwiazanie. Sprzedajac tafisze wino po 85 h, zyskalby ku-
piec na litrze 85 h — 75 h=10 h; sprzedajac zas droZsze po 85 h,
stracitby na litrze 94 h-—85 h—=9 h. Gdyby tanszego wina
sprzedal 91 a drozszego 101, zysk: 10 h.9=90 h wyréwnalby
strate: 9 h.10=90 h. Kupiec ma zatem zmieszaé¢ 9 | tanszego
wina z 10 1 droZszego, aby litr mieszaniny mia! wartosé 85 h.

Préba: 91 po 7 h..= 675"h
10 » » 94 » .. = 940 »
19 » mieszaniny = 1615 h
1» » = 1615 h:19—=285 h.

Rachunek ten przeprowadzamy zwykle w ten sposob, Ze

liczby, odnoszace sie do gatunkow, kildére maja byé ze soba

5 zmieszane, wypisujemy pod soba, a liczbe ére-

5ogs 10 dniego gatunku po lewej stronie pomiedzy
dwiema poprzedniemi.

RéZznica miedzy wartosciag lepszego a Sre-
dniego gatunku wskazuje ilosé gatunku poéle-
dniejszego, roZnica zas miedzy wartoscia srednie-
g0 a posledniejszego gatunku wskazuje ilosé ga-
tunku lepszego.

Rachunek, ktéry podaje sposéb obliczania wartosci pewnej
mieszaniny, albo sposéb wyznaczania stosunku, w jakim na-
lezy zmieszaé dwa lub wiecej gatunkéw rozmaitej jakosci, aby
uzyskaé¢ mieszanine, polgczenie chemiczne albotez stop, nazy-
wamy rachunkiem mieszaniny.
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Przyklad 3. Ile hl spirytusu po 100 K i ile hl po 72 K
trzeba ze sobg zmieszaé, aby otrzymadé 56 hl po 88 K za hl?
Dzielge 56 hl na 2 czesci w stosunku 4:3,
100 | 16 4 otrzymamy: 56 hl:7=28 hl; 8 hl.4=232 hl,
8 721123 8 hl.3=24 hl. Nale#y przeto zmieszaé 32 hi
tanszego spirytusu z 24 hl drozZszego.
Wzoér dzialania jest nastepujacy:

100 | 16 | 4 8 hl.4=232 hl
72 12 |3 8 hl.3=24 hl
56 hl:7=28 hl 56 hl

Przyktad 4. Kupiec ma dwa gatunki pszenicy: po 134 K
i po 124 K za hl. Ile hl pszenicy posledniejszego gatunku ma
zmieszaé z 78 hl lepszego gatunku, aby otrzymaé pszenice po
128 K za hl?
134041 2———178 hl
128 124 | 06 [3——— &>
x:78=38:2; x=117 hl
Préba: 78 hl po 13-4 K=104562 K,
117 » » 124 » =14H08 »
195 » mieszaniny=24960 »
L) » = 128 »
Przyktad 5. Kupiec ma 3 gatunki wina: po 56 h, 62 h
i 710 h za 1. W jakim stosunku ma zmieszac te 3 gatunki wina,
aby otrzymadé wino po 65 h za 1?
Gdybysmy mieszali 1-e wino z 3-em,

—22 2 5 wzielibysmy 5 | pierwszego a 9 1 trze-
| | ciego, mieszajac za$ 2-e wino z 3-em,
|'65 J} wziglibySmy 5 1 drugiego a 3 1 trze-

—10 0 g ciego. Mieszanina skladaé sie bedzie

przeto z 5 1 najtanszego, z 5 litr6w sredniego i z 12 ] najdroz-
§Zeg0 wina.

Zadania.
1. Do 5 hl wina po 120 K za hl dolalem 3 hl wina po
80 K za hl; ile K kosztuje hl tej mieszaniny? 105.
2. Kupiec zmiesza? 6 hl wina po 72 K z 7 hi po 84 K
i 2 hl po 90 Kj; ile K kosztuje litr tej mieszaniny? 0-8.

10+
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3. Do 45 | spirytusu 809,-ego dolalem 30 | spirytusu
50%,-go 1 10 1 wody; ilu procentowa bedzie ta mieszanina?
L 60°/,-owa.
(4,Zmieszano 3% kg herbaty po 84 K z 2% kg herbaty
posledniejszego gatunku i otrzymano herbate po 6 K za kg.
W jakiej cenie byl gatunek posledniejszy? (Od wartosci her-
baty po 8'4 K odjagé wartosé herbaty sredniego gatunku).  2'64.
5. Zmieszano trzy gatunki oliwy: 2} kg po 24 K, 31 kg
po 38 K i 4l kg po 26 K za kg; ile kosztuje 15 kg tej mie-
szaniny ? ; 441 K.
6. Stopiono b kg srebra préby 750 z 4 kg srebra proby
850 i dodano 1 kg miedzi. Jakiej proby srebro otrzymano ? 715.
Y. W jakim stosunku trzeba zmieszaé wino po 72 hi 95 h
za litr, aby otrzymaé wino po 80 h za litr? 15:8.
8. Z dwu gatunkéw kawy: po B2 K i po 47 K za kg
ma byc¢ utworzony gatunek posredni po 49 K za kg; w jakim
stosunku zmieszaé naleiy te dwa gatunki? 2:3.
9. Kupiec ma dostarczyé 24 kg herbaty po 104 K; ma
jednak tylko herbate po 12 K i po 9 K za kg. lle kg ma wziaé
z obu gatunkow? 112 i 128
10. Z dwu gatunkéw srebra préoby 760 i 680 ma byé
utworzony 1 kg srebra proby 800. Ile graméw trzeba wzigé

z kazdego gatunku? 5 1 25.
11. Ile kg cazystego srebra, a ile miedzi znajduje sie
w b kg srebra proby 825? 4125 1 0-875.

12. lle spirytusu 80¢/,-ego mam dola¢ da spirytusu
60°/,-ego, aby otrzymacé 8 | spirytusu 76¢/,-ego? 6411161
+1. Kupiec ma dostarczyé 500 kg kawy po cenie 45 K
za kg; ma jednak tylko kawe po 485 K i po 4 K. W jakim
stosunku ma zmieszaé te dwa gatunki? 2941 kg i 2059 kg.
@ Ze srebra proby 950 i proby 750 chcemy otrzymad

5 kg srebra proby 900. lle kg trzeba wziaé z kazdego gatunku?
© 376 i 126

15. lle litréw wody trzeba dola¢ do 5 1 octu po 32 h za

litr, aby otrzymad ocet po 20 h za litr (cena wody=0)? 3.
Qf‘i}lle 1 wody trzeba dola¢ do 6 hl spirytusu 85%,-go,
aby ofrzymacé spirytus 60°,-owy? 250.
17. W jakim stosunku trzeba zmieszaé¢ 3 gatunki spiry-
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tusu po: 90 K, 96 K i 104 K za hl, aby otrzymaé spirytus po
95 K za hl? 3:3:2.
I8., W jakim stosunku trzeba zmieszaé spirytus 569/,
60°/, 1749/, aby otrzymad 24 | spirytusu 700/,-ego ? 3131118 L
19. 7 trzech gatunkéw rodzynkéw po: 144 K, 1112 K
i 0096 K za kg chce kupiec uzyskaé 20 kg po 12 K. Ile kg
ma wziaé z kazdego gatunku? 8, 61 6.
20. Zlotnik ma zloto préby: 750, 800 i 900; ile g ma wziagé

z kazdego gatunku, aby otrzymadé 150 g srebra préby 8507
30, 30 i 90.
21. W jakim stosunku ma zmieszaé kupiec trzy gatunki
herbaty po: 96 K, 1056 K 1 128 K za kg, aby otrzymac 34 kg
herbaty po 1162 K za kg? 8 kg, 8 kg i 18 kg.

ROZDZIAL XIV.

Rachunek lancuchowy.

Prayktad 1. lle Frs trzeba zaplaci¢ za 320 R, jezeli
100 R=256 K, 112 K=10 M a 80 M=105 Frs?

Aby obliczyé niewiadomsa, wypiszmy liczby tak, aby dwie
tego samego gatunku znalazty si¢ pod soba:

x Frs — 320 R

100 » —256 K
112 » —10 M
80 » —105 Frs

i wnioskujmy w sposéb nastepujacy:

-
Za 80 M ptaci sie 105 Frs
e LR » 105 s
80
» 10 » eczyli 112 K » 102610 X
za N » 105-10 5
80.11°2
» 256 K czyli 100 R » 106-10.256 K
80.11°2
zZa SIS 105-10-256 »
80-11'2-100
> 320 » » 105-10-256-320 PFpg,

" 80-11'2.100
Jezeli podane liczby umiescimy po obu stronach kreski

pionowej w tym samym porzadku, co poprzednio, zobaczymy,
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« Frs | 320 R %o katdy nastepny wiersz zaczyna sig
liczba tego samego miana, ktore ma liczba,

09+ | 256 K" [t e Al P

112 K 10 M oncezg rsz poprzedni; cale zas ze-

80 M | 105 Fre stawienie tych liczb zaml'{niqte .jest liczba

tego samego gatunku, ktérym sie¢ zaczyna.
Iloczyn liczb, umieszczonych po prawej stronie kreski, podzie-
lony przez iloczyn liczb znanych, znajdujacych si¢ po stronie
lewej, przedstawia wartos¢ niewiadomej. @ =960 Frs.

Rachunek, zapomoca ktorego obliczamy niewiadoma, zwig-
zang z danym warunkiem (320 R) zapomoca kilku réwnoseci
(100 R=256 K, 112 K=10 M, 80 M =105 Frs), laczacych sie
miedzy soba jakby ogniwa lancucha, nazywamy rachunkiem
(regula) lafnicuchowym (anncuchows).

Aby wigc rozwigza¢ zadanie zapomoca rachunku tancu-
chowego, kladziemy po lewej stronie kreski pionowej niewia-
doma a po prawej dang wielkosé réwnej wartosci. Kazdy na-
stepny wiersz zaczynamy liczba tego samego gatunku, na kto-
rym skonczyliSmy wiersz poprzedni, cale zas zestawienie liczb
zamykamy liczba tego miana, co niewiadoma. Iloczyn liczb,
umieszczonych po prawej stronie kreski, podzielony przez iloczyn
liczb, znajdujacych sie po lewej stronie, da wartos¢ niewiadomej.

Poniewaz liczby, stojagce po obu stronach kreski, sg czyn-
nikami licznika i mianownika, przeto mozna je uproscié¢; mia-
nowniki zag utamkdéw, znajdujgcych si¢ po jednej stronie, mozna
przenies¢ jako czynniki na strone przeciwna.

Przyktad 2. Ile kg chleba moZna upiec z 5% hl zZyta,
jezeli 1 hl zyta wazy 70 kg, jezeli z b kg zyta otrzymuje sig
4 kg maki a z 3 kg maki wypieka si¢ 4 kg chleba?

« kg chleba | b} hl Zyta czyli: @ | 11
2

1 hl zZyta 70 kg 1170

5 kg » 4 kg maki Dl 4

3 kg maki | 4 kg chleba 3.4

Zadania.

1. Ile Frs otrzyma sie za 38 dukatéw, jezeli za dukata
placi sig 11'3 K, a 95 K=100 Frs? 452.
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fe km ma mila austryacka, jeZeli 1 mila=4000 saZni,

1 s3zefi==6 stép, a 1 m =316 stop? 7-b9-
3. lle lokei polskich pewnej materyi otrzyma si¢ za

30 rubli (R), jezeli za 1 m tej materyi placono 15 Frs, 1 R=
—4 Frs, a lokie¢ polski=0H76 m? 139.

4. lle K kosztujg szyny na 1 km kolei Zelaznej, jezeli
kazda szyna ma b m dlugosci i 1255 kg wagi, jezeli za 100 kg
szyn placi si¢ 28 Frs, a 100 Frs=95 K? 66766.

5. Sztaba zlota wazy 819 funtéw po 500 g; ile funtow
rosyjskich wazZy ta sztaba, jezeli funt rosyjski ma 4095 g? 10.
6. Cena kawy w Hamburgu wynosila 913 M za 100 fun-

tow (50 kg); ile K kosztuje kg kawy, jeieli za 60 M placi sig
05 K? 215.
7. lle pudéw rosyjskich ma 55625 centnaréw angielslkich,

jeZeli centnar ang.=—008 kg, a 1638 kg—1 pudowi? 1724
) 8) Ile ha Iaki dostanie si¢ za 9 ha roli, jeZeli 5 ha roli—=
—9ha lasu, 8 ha lasu—23 ha 13ki? 6-075.

9. Ile m plétna mozna dosta¢ za 16§ m materyi jedwa-

bnej, ktérej 13 m ma t¢ sama cene, co 1} m sukna, a 1 m
sukna kosztuje tyle, ile 21 m pl6tna? 63.
T10. lle kosztuje sztaba ztota préby 780, ktéra waiy 4 kg,
jezeli za kg czystego srebra placi sie 180 K, a 16 kg srebra—=
=1 kg zlota? 87048 K.

11. Za czaséw Karola Wielkiego nie wart byl tlusty woét
wiecej niz b szelagéw, ktérych 22 wybijano z funta czystego
srebra, majgcego teraz wartosé 90 K. Ille K wart byl podow-
czas wot? 2045 K.

12. lle kosztuje kg palonej kawy, jezeli po upaleniu kazde
10 kg surowej kawy wazy 84 kg, a kg surowej kawy kosztuje
42 K? 5 K.

13. Jaka wartosé ma 500 chinskich Ta&low w koronach,
jezeli za 15 Frs otrzymuje si¢ 2 Taéle, a 100 Frs =95 K?

35626 K.

14. lle ryz papieru zapisze urzednik w 10 latach, jeZeli
rocznie pracuje przez 300 dni po 6 godzin dziennie, a w 5 go-
dzinach zapisuje 2 arkusze? b1

15. Za moérg roli zaplacono 500 K. Jaks wartosé w fun-
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tach szterl. mialoby w Anglii 10 ha takiej roli, jezeli 1 ha=
174 morga, 1 funt szterling =20 K? 435.
C16. Korzec pszenicy wazy 171 funtéow wiedenskich. Ile

K trzeba zaplacié za 50 hl tej pszenicy, jezeli 1 hl =082 korca
a 190 funtéw wiedenskich kosztuje 26 K? 9594.
17. lle rubli kosztuje pud srebra w Rosyi, jezeli za funt
placi sig 90 R, 100 R=206 K, a 1 pud=40 funtéw? 1406}
18. lie dukatéw otrzymam za 565 liréw, jezeli 100 li-

réow =280 K, a dukat=11-3 K? 40.
19. Kupiec zaplacit 115 K za 150 kg towaru; po ile be-

dzie sprzedawatl kg, jezeli ma zarobié¢ na tym towarze 200/, ?
092 K.

20. Ile K kosztuje 100 arkuszy papieru, ktérego bela kosz-

tuje 200 Frs, a clo, koszta przewozu i zysk wynosza 100/, ceny
kupna (1 bela=10000 arkuszy, 95 K=100 Frs)? 2:09.
@. Za b kg towaru zaplacitem 300 Frs. Po ile K trzeba
sprzedawaé funt wiedenski, jezeli sie ma zarobié na tym to-
warze 129/, (1 funt wied.=056 kg, 100 Frs=95 K)? 357b.

ROZDZIAL XV.
Rachunek terminu sredniego.

Bardzo czesto zdarza sie, Ze dlug,-rozlozony na raty, pla-
tne w réznych czasach czyli terminach, umarza sie za zgoda
wierzyciela i dtuznika naraz. Czas, w ktdrym splaca sie diug
jednorazowo, musi byé tak dobrany, aby ani dtuznik ani wie-
rzyciel nie poniesli uszczerbku w odsetkach. Czas ten  nazy-
wamy terminem $rednim, a sposob obliczania tego ter-
minu rachunkiem terminu sredniego.

Przyklad 1. Dhuznik ma splaci¢ 1200 K w 3 réwnych po
sobie nastepujacych rocznych ratach. Kiedy moze splacié caly
dtug naraz?

Poniewaz pierwsza rate (400 K) zwraca dluznik wierzy-
cielowi po roku, przeto za rok ten moZe pobrac¢ od tej kwoty od-
setki alboteZ w inny sposéb moze mieé z niej pewien zysk.
Podobnie korzysta dtuznik z drugiej raty przez 2 lata, z trze-
ciej przez trzy lata, czyli razem korzysta z kwoty 400 K przez
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1424 3=6 lat. Te same odsetki, co od 400 K po 6 latach,
mozna mieé od kwoty 3 razy wigkszej tj. od 1200 K za czas
3 razy krotszy tj. za 2 lata, czyli zamiast oddawaé po 400 K
w naznaczonych terminach, moZe splaci¢ caty dlug po 2=

e l—i_—iﬁ latach.

7 powodu splaty weczesniejsze) nie ponosi i wierzyciel
zadnej straty, bo ile traci odsetek, otrzymujac ostatnig rate
o rok weczesniej, tyle odsetelk zyskuje, otrzymujac pierwsza rate
o rok podiniej.

Jezeli raty, ptatne w réznych terminach, sg so-
bie rowne, znajdujemy termin sredni, dzielgc su-
me tych termindw przez ich ilosé

Przyktad 2. Dlug 1800 K ma byé splacony w 4 ratach:
800 K po 2 miesigcach, 700 K po 3 mies, 300 K po 5 mies.
Kiedy mozna splacié caly diug naraz?

Dtuznik, ptacac dlug ratami, korzysta z odsetek od:

800 K za 2 mies. czyli od 800 K X 2=1600 K za 1 mies,
700 » » 3  » » » 700 KX3=2100 » » 1 »
300 » » B » » » 300 KXbH=1500 » » 1 »

razem: korzysta z odsetek od 5200 K za 1 mies.

Kwote 1800 K moze diuznik zatrzymaé u siebie dopéty,
dopoki nie przyniesie mu tych samych odsetek, co 5200 K za 1
miesigc. A poniewaz tem diuZej musi sie kapital procentowad,
im jest mniejszy, przeto, ile razy dlug 1800 K mniejszy jest
od sumy 5200 K, przez tyle miesigcy moze diuznik dlugu nie
splacacé. Dzielgc przeto 5200 KX przez 1800 K, otrzymamy 2§
mies. jako termin s$redni. Dluznik splaci zatem diug 1800 K
po 28 miesigcach.

Jezeli raty, platne w ré6Znych terminach, sg ro-
zne, obliczamy termin $redni, mnozac kazda rate
przez odpowiedni termin i dzielgc sume tych ilo-
CZynow przez sume rat.

Jezeli liczby, wyrazajace poszczegolne raty, majag wspoélny
podzielnik, nalezy je przed wykonaniem mnozenia uproscic.

Przyktad 3. Mam zaptacié¢ 300 K po 2 miesigcach, 500 K
po 4 mies. i 600 K po 8 mies.,, a zaplacitem na rachunek tych
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nalezytosci 200 K zaraz, 300 K po 2 mies. i 400 K po 5 mies.
Kiedy mam zaplacié¢ reszte?
Mam zaplacic: Zaplacilem:

300 K po 2, czyli 600K po

s|200KpoOmies\.. 0K

1
500 » » 4 » 2000» » 1 ‘ 300 » » 2 » .. 600 »
600 » » 8 » 4800» » 1 400 » » b » ...2000 »
1400 K dlugu 7400 K po 1 | 900 K 2600 K
900 » splaty 2600» » 1 |
500 » dtugu 4800 » » 1 |

4800 : 500 =93} mies.

Raty, ktore mialy byé splacone w umowionych terminach
przynoszg tyle odsetek, ile 7400 K za 1 mies.; odsetki za$ od
rat splaconych s3 rowne odsetkom od 2600 K za 1 mies. Aby
wiec zadna strona nie poniosla uszczerbku w odsetkach, mu-
sze reszte 500 K splacié w takim terminie, aby odsetki od tej
reszty byly rowne odsetkom 7400 K—2600 K=4800 K za 1
mies. Wyznaczajac zatem, ile razy 500 K miesci sie w 4800 K,
otrzymam termin sredni. Poniewaz 4 800:500 =98, przeto reszte
dlugu mam zaplaci¢ po 9 mies. 18 dniach.

Zadania.

1. Dlug 3600 K mam splacié kwartalnie rownemi ratami
po 600 K; kiedy moge zaplacié¢ caty dtug naraz? Po 104 mies.
2. Kto$s ma zaplacié trzy rowne kwoty: jedng po 3 mies.,
drugg po b mies., a trzecia po 8 mies. Kiedy mozZe splacié calg
sume naraz.? Po 5} mies.
3. Dlug 20000 K mam splaci¢ réwnemi ratami w ter-
minach nastepujacych: 1. marca, 16. kwietnia i 1. lipca tego sa-
mego roku. Kiedy mégtbym caly dlug naraz zaplacié? 23. maja.
4. Kapitat 2600 K ma byé sptacony w 4 réwnych po
sobie nastepujacych ratach w ten sposob, Ze pierwsza rata
przypada po 3 miesigcach. W jakim terminie moze nastapié

wyplata calego kapitatu? Po 1} mies.
5. Mamy zaplaci¢ 400 K po 4 mies, a 600 K po 6 mies.
Kiedy mozemy zaplaci¢ cala -sume naraz? Po 5% mies.

6. Kupiec bierze towar za 1600 K pod warunkiem, ze
600 K zaplaci zaraz, a 1000 K po 6 miesigcach. Kiedy moze
zaplaci¢ calg nalezytos¢ naraz? Po 3% mies.

e
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7. Ktos ma splacic 3000 K w 3 ratach: 1200 K po
3 mies, 1000 K po 4 mies, a reszte po 6 mies. Kiedy splaci
cala kwote naraz? Po 4% mies.
~&.;Dtuznik ma zaplaci¢ 18000 K zaraz, 15000 K po 2
Jatach, 12000 K po 3% latach, 9000 K po 42 latach a 6000 K po
b latach. Kiedy moglby umorzy¢ caly dtug naraz?  Po 2§ latach.
9. Dlug 5400 K ma byé splacony w nastepujgcych ra-
tach: 800' K po 8 mies, 1000 K po roku i 1 mies, 1200 K po
roku i 8 mies, 1600 K po 2 latach a reszta po 2 latach i 2
miesigcach. Kiedy mozna splaci¢ caly ditug naraz?
Po roku i 7 mies.
10. Z pieciu kapitatéw: 7200 K, 6000 K, 4800 K, 3600 K
1 2400 K miat by¢é ostatni splacony z koncem roku 1904, a kazdy
poprzedzajacy o 2 miesigce wcezesniej niz nastgpujacy. Znalezd
$redni termin. 31. lipca 1904.
11. Kto$ wypozyczyl na rok nastepujace kwoty: dnia
1. marca 300 K na 4%, 1. czerwca 400 K na 5%, a 16. sierpnia
600 K na 41%,. W ktérym dniu nastepnego roku moégtby odsetki
od tych trzech kwot naraz zaplacié? (Obliczyé odsetki za rok
i liczyé splaty od dnia wypoZyczenia pierwszej kwoty t. j. od
1. marca). 16 czerwca (154 mies.).
12. Kapital 6000 K ma byé splacony wraz z rocznymi
odsetkami po 4°/, dnia 1. kwietnia, kapitat 8000 K wraz z ro-
cznymi odsetkami po 4}°, dnia 1. lipca, kapital za§ 10000 K
wraz z dwuletnimi odsetkami po 2%4¢/, dnia 1. wrzesnia tego
samego roku. Ktoérego dnia moznaby zwrdcié te 3 kapitaly
z odsetkami naraz? 1. wrzesnia 1904 (20 mies.).
13. Mam zaplaci¢ 200 K po 2 mies, 250 K po 4 mies,
350 K po 6 mies. i 200 K po 10 miesigcach. Zaplacitem 150 K
gotowka, 2500 K po 3 mies. i 350 K po D mies. Kiedy mam
zaplacié reszte? . Po 12 mies.
\14 Dlug 1800 K miat splacié¢ dfuznik w trzech terminach:
600 Ko po 3 mies, 400 K po 4 mies, a resztg po 6 mies. Za
zgoda wierzyciela zwrdcit 868 K po 2 mies., 200 K po 3 mies,,
a 400 K po 4 mies. Kiedg-ma-zwrocié resztg? Po 11} mies.
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