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ROZDZIAŁ V I i)

STATYKA CIAŁA SZTYWNEGO

I. Ciało swobodne

§ 1. Ciało sztywne. Ciało materialne, które mimo działania sił 
nie doznaje żadnych odkształceń (t. j. w którym odległości wzajemne 
punktów ciała nie ulegają zmianie), nazywamy ciałem sztywnym.

Ciał sztywnych w przyrodzie nie spotykamy, ponieważ każde ciało mniej 
lub więcej odkształca się pod wpływem działania sił. Jeżeli jednak jakieś ciało 
doznaje niewielkich tylko odkształceń pod wpływem sił nie przekraczających 
pewnej granicy, możemy za model takiego ciała przyjąć ciało sztywne i wnioski, 
jakie wyprowadzimy, będą w przybliżeniu zgadzały się z doświadczeniem (o ile 
siły są nieduże). Stąd pochodzi wielkie znaczenie teorii ciała sztywnego dla 
zastosowań praktycznych.

Zajmiemy się po kolei statyką, kinematyką i dynamiką ciała 
sztywnego.

Oprócz brył materialnych sztywnych spotkamy się w teorii 
ciała sztywnego z powierzchniami i liniami materialnymi sztywnymi 
(str. 171) jako modelami ciał, w których jeden lub dwa wymiary 
są małe w porównaniu z pozostałymi. Przykładami ciał takich są 
płyty, pręty, druty i t .p .

(
U k ła d y  sz ty w n e  pufuktów  m a te r ia ln y ch . Często okazuje 

się korzystnym uważać ciało sztywne za zbiór (układ) 'wielkiej liczby 
punktów materialnych. Zakładamy wówczas, że punkty materialne 
działają na siebie z pewnymi siłami, które sprawiają, że układ pun­
któw jest sztywny, t. j. że wzajemne odległości jego punktów nie 
ulegają zmianie. Siły te nazywamy siłami wewnętrznymi.

x) Do zrozumienia tego rozdziału wystarczają wiadomości zawarte w roz­
działach I i III (od str. 70 do 76) oraz twierdzenia o środku ciężkości z rozdziału IV, 
zawarte w §§ 1, 2. 6, 7 i 8.
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O siłach wewnętrznych zakładamy, że stosuje się do nich 
prawo akcji i reakcji Newtona (str. 74), t. zn. że dwa punkty 
działają na siebie z siłami równymi co do wielkości i wprost prze­
ciwnie skierowanymi wzdłuż prostej łączącej te punkty.

Oprócz sił wewnętrznych działać mogą na punkty układu inne 
jeszcze siły, które nazywamy siłami zewnętrznymi.

Jeżeli więc ciało sztywne uważamy za układ sztywny punktów' 
materialnych, to siły działające na ciało sżtywne są siłami zewnętrz­
nymi, działającymi na punkty układu.

Można mieć wątpliwość, czy dopuszczalną jest rzeczą uważać ciało sztywne 
za układ punktów materialnych. Założenie to możemy jednak usprawiedliwić 
w ten sposób, że dzieląc ciało sztywne na bardzo wiele drobnych części i zastę­
pując każdą z nich punktem 'materialnym o tej samej masie, otrzymamy układ 
sztywny punktów materialnych, przedstawiający dane ciało ze znacznym przy­
bliżeniem.

Jakkolwiek więc założenie, że ciało sztywne jest zbiorem punktów 
materialnych, nie jest poprawne, będziemy się nim posługiwali, ponieważ 
upraszcza ono rozumowania i prowadzi do wyników zadowalających. Właściwie 
jednak należy teorię ciała sztywnego i teorię sztywnych układów punktów ma­
terialnych traktować odrębnie.

§ 2 .  Siła. P u n k t za cz e p ie n ia  siły . W  teorii ciała sztywnego 
przyjmujemy, że punkt zaczepienia (początek) siły, działającej na ciało 

sztywne, może do ciała należeć lub nie; w tym 
ostatnim przypadku zakładamy jednak, że 
punkt zaczepienia jest sztywnie z ciałem zwią­
zany (wyobrażamy sobie np., że punkt za­
czepienia jest połączony . z ciałem przy po­
mocy sztywnych prętów bez masy). Działanie 

siły będzie więc wówczas takie, jak gdyby punkt zaczepienia do 
ciała należał.

M o m e n t  w z g l ę d e m  p u n k t u .  Jeżeli siła P  zaczepiona 
jest w punkcie A  o współrzędnych x,y ,z , to moment siły względem 
punktu O o współrzędnych x0,y0,z0 ma na osie układu rzuty 
(str. 17, (I)):
(1) M x =  P H(z —z0) —P z(y —y0), M„ =  P t(x —x0) —P x(z—!>o),

M z= P x(y —2/0) —P,,{x—xo).
W szczególności, gdy 0  jest początkiem układu, t. j. gdy 

x0= y 0= z 0—0, dostajemy:
(2) M x= P uz —P zy , M g= P zx - P xz, M z — P xy —P yx.
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Z określenia momentu (str. 17) wynika, że

(3) ' \tt\=\p\h,

gdzie h oznacza odległość punktu O od położenia siły P  (t. j. od 
prostej, na której leży P); odległość tę nazywamy ramieniem siły P  
względem punktu O.

M om ent s iły  P  w zg lęd em  osi l otrzymamy, obierając do­
wolny punkt 0  na l i tworząc następnie rzut na oś l momentu siły P  
względem O (str. 18).

Jeżeli na prostej l dany jest zwrot, to moment siły P wzglę­
dem osi l określony będzie przez podanie jego współrzędnej wzglę­
dem tej osi. Współrzędną tą nazywamy również (jeżeli nie ma obawy 
pomyłki) momentem siły P względem osi l.

Jeżeli oś l przechodzi przez punkt O(x0,y0,z0) i tworzy z osiami 
układu współrzędnych kąty a,/?,y, to oznaczając przez M  moment 
siły P względem 0, zaś przez M t moment względem osi l, dostaniemy

(1) M ,= M X cos a+M y  cos fi+ M z cos y

czyli na mocy (1)

(5) M ,= P x[(y —y0) cos y — (z —zo) cos /?]+
+  P ff[(z — zo) cos a — (x —Xo) cos y] +  P z[(x—x0) cos fi—(y—yo) cos a],

W  szczególności, gdy punkt 0 , przez który przechodzi oś l, 
jest początkiem układu współrzędnych, t. j. gdy x0= y 0= z 0=  0, 
otrzymamy

(6) M ,=  P x[y cos y - z  cos |S] +
4- P u [z cos a —x  cos y] +  P z O  cos /3 — y cos a].

Rzuty Mx,M y,M z we wzorach (1) i (4) są momentami siły P 
względem osi równoległych do osi x,y , z i przechodzących przez O, 
zaś we wzorach (2) względem osi x,y ,z .

Jeżeli przez d oznaczymy odległość osi l 
od siły P  (ściślej: od położenia siły P, t. j. 
prostej na której P  leży), zaś przez a kąt mię­
dzy l a P, otrzymamy (str. 18, wzór (III))
(7) \M/\— |P| d sin a.

Jeżeli w szczególności P  )J, czyli a=n\2, to 
¡iłf,| =  |P| d.(8)
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Znak momentu M t otrzymujemy z reguły następującej:
M/> 0, jeżeli siła P  stara się obrócić ciało około osi l w kie­

runku przeciwnym ruchowi wskazówek zegarka (względem człowieka 
mającego stopy w dowolnym punkcie O osi l, głowę zaś zwróconą 
w kierunku osi l)-, w przeciwnym razie

Przy pomocy powyższej reguły i wzoru (7) możemy wyzna­
czyć Mi, znając |P|, d i a.

Jeżeli siła P  i punkt O leżą w pewnej 
płaszczyźnie TI (rys. 1), to moment M  siły P  

• względem O jest prostopadły do płaszczyzny FI.
\ "7 Zatem M  równa się wtedy momentowi siły P

o y  względem osi l, prostopadłej do /7 i przecho- 
—j------' dzącej przez O:

L \m \ =  \m ,\.

Jeżeli badamy np. układ sił leżących w płaszczyźnie xy, wów­
czas przyjmując, że O leży również w xy, mamy Mx= 0 i MH—0. 
Moment względem osi równoległej do z, t. j. M z, nazywamy wówczas 
krótko momentem względem O i oznaczamy wprost przez M. Zatem

(8) M = P x(y —y0) - P „ ( x  —xo) lub M = P xy —P„x.

Przypuśćmy np., że wykreśliliśmy osie x,y  
jak na rysunku 2. Należy zatem przyjąć oś z 
skierowaną pionowo w dół. Jeżeli więc chcemy 
'wyznaczyć moment siły P  względem jakiegoś 1 
punktu O, to należy pamiętać, że M > 0 , gdy 
siła stara się obrócić kartkę papieru około O 
w kierunku wskazówek zegarka (t. j. tak jak 
na rys. 2); w przeciwnym razie będzie M <0, 
jak dla siły Q.

Mając dane ramię h, możemy więc ze wzoru (3) otrzymać M, 
wyznaczając znak w sposób wyżej podany.

R ó w n o w a g a  sił. Jeżeli ciało sztywne jest w spoczynku to 
mówimy, że jest w równowadze. O siłach zaś działających na ciało 
sztywne, pozostające w równowadze mówimy, że się równoważą, (są 
w równowadze) lub że się znoszą.

Statyka zajmuje się badaniem warunków, jakim muszą czynić 
zadość siły, będące w równowadze.
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Należy zwrócić uwagę na różnicę, jaka zachodzi między równowagą ciała 
a równowagą sił. Ciało jest w równowadze wtedy i tylko wtedy, gdy jest w spo­
czynku. Jeżeli ciało jest w równowadze, to i układ sił, działających na nie, jest 
w równowadze. Na odwrót jednak, jeżeli układ sił działających na ciało jest 
w równowadze, to nie wynika stąd jeszcze, by ciało musiało być w równowadze, 
ponieważ może się ono np. poruszać ruchem jednostajnym postępowym.

Warunki równowagi sił wyprowadzimy na razie niezależnie od 
zasad dynamiki, zakładając pewne hipotezy dość oczywiste. Oka­
żemy później (w rozdz. IX ), że warunki równowagi wynikają z t. zw. 
zasady prac przygotowanych.

§ 3. Hipotezy równowagi sil. Aby wyprowadzić warunki 
równowagi ciała sztywnego, przyjmiemy hipotezy następujące:

I. Do układu sil, działających na ciało sztywne znajdujące się w rów­
nowadze, możemy bez zachwiania równowagi dołożyć (lub z układu usunąć):

a) dwie siły równe co do wielkości, 
i działające wzdłuż tej samej prostej, lecz 
wprost przeciwnie skierowane;

b) kilka sił o wspólnym punkcie za­
czepienia, których suma jest zerem.

II. Siły zerowe równoważą się; innymi słowy: jeżeli na ciało 
sztywne nie działają żadne siły, to ciało może pozostawać w równowadze.

Hipotezy powyższe można sprawdzić doświadczalnie. W ypro­
wadzimy z nich warunki konieczne i wystarczające dla równowagi 
sił. Na razie zajmiemy się pewnymi wnioskami, wypływającymi 
z przyjętych hipotez.

§ 4. Przekształcanie układów sił. Opierając się na okreś­
leniu przekształceń elementarnych (str. 29), możemy hipotezę I wy- 
powiedzić ja k ,następuje:

1'. Jeżeli ciało sztywne jest w równowadze, to bez zachwiania 
równowagi możemy wykonać na układzie sił działających dowolne 
przekształcenia elementarne.

Z m ia n a  p u n k tu  z a c z e p ie n ia  siły . Z twierdzenia 1), str.29, 
wynika, że

1° punkt zaczepienia siły możemy obrać gdziekolwiek na prostej 
jej działania.

W  przypadku równowagi działanie siły będzie więc określone, 
jeżeli podamy jej wielkość, kierunek, zwrot i położenie, zaś punkt 
zaczepienia siły jest rzeczą obojętną. Na mocy tw. ze str. 18.
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wnosimy stąd, że działanie siły P  będzie wyznaczone, jeżeli podamy 
jej rzuty i rzuty jej momentu M  względem dowolnego punktu. Ezuty:

(1) P x ,P y, P „  Mx,M y,M z

określają więc działanie siły na ciało sztywne. Zauważmy, że ponie­
waż M_LP, więc iloczyn skalarowy M P  jest zerem czyli

(2) MxP x+ M HP y+ M zPz= 0 .

Na ogół więc pięć spośród liczb (1) wystarcza do określenia 
siły; szóstą możemy otrzymać z równania (2).

P r a w o  sk ładan ia  i r o z k ła d a n ia  sił. Z twierdzeń 2) i 3), 
str. 29, wnosimy, że:

2° kilka sił, zaczepiony eh w jednym punkcie, możemy 
zastąpię ich sumą, zaczepioną w tym samym punkcie.

3° każdą sity możemy zastąpić kilkoma siłami 
o tym samym początku co siła dana i o sumie rów­
nej sile danej.

Twierdzenia powyższe noszą nazwę prawa skła­
dania i rozkładania sił.

U k ła d y  ró w n o w a ż n e .  Z hipotezyI itw .3, str.31, wnosimy, że:
4° układ sił działających na ciało sztywne możemy zastąpić przez 

dowolny inny układ równoważny.

Innymi słowy: układy sił równoważne działają na ciało sztywne 
jednakowo; stąd znaczenie pojęcia równoważności układów. W twier­
dzeniu 4° zawarte są, jak łatwo widzieć, twierdzenia 1°, 2° i 3°.

Jak wiemy, dwa układy sił są równoważne, jeżeli mają równe 
sumy i równe momenty ogólne względem jednego punktu (str. 22). 
Na mocy tw. 4° działanie układu sił na ciało sztywne będzie więc 
określone, jeżeli podamy sumę R i moment ogólny M  układu sił 
względem dowolnego punktu.

Niechaj na ciało sztywne działają siły P\i R%i ••• zaczepione 
w punktach A 1,A 2,... o współrzędnych x1,y1,z1, x2,y2, z2, ... Ozna­
czając przez R  sumę, a przez M moment ogólny względem początku 
układu, otrzymamy ze wzoru (2), str. 236,

(3) Rx =  Z P ix, Ry =  l P i u, Rz = l P iz

Mx= 2 (Pia*i-P izyi), My= 2 (pitXi- p ixz^ Mz=Z(Pixy~Piy^i)-
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Działanie układu sił określone jest zatem przy pomocy sześciu 
liczb Rx, R„, Rz, Mx, Min Mz.

Parametrem układu (str. 21) jest K = R M  czyli
(4) K  — RXM X+ RuM y +  RZM Z.

P ara  sił. Układ złożony z dwóch sił równych co do wielkości, 
równoległych, lecz przeciwnie skierowanych nazywamy parą sil 
(str. 23). Moment pary nie zależy od wyboru punktu, względem 
którego moment wyznaczamy (str. 23). Ponieważ suma sił pary 
jest zerem, więc dwie pary są równoważne, jeżeli mają równe m o­
menty. Zatem działanie pary sił na ciało sztywne jest określone 
przez podanie jej momentu.

Para sił stara się ciało obróćió. Działanie pary nie ulegnie 
zmianie, jeżeli dowolnie ją przesuniemy i skrę­
cimy w jej płaszczyźnie (nie zmieniając zwrotu 
momentu). Parę możemy również dowolnie 
przesuwać w przestrzeni, byleby tylko w każ­
dym położeniu pozostawała w płaszczyźnie rów­
noległej i zwroty momentu były zgodne.

Para o momencie równym zeru równoważna jest wektorowi 
zerowemu. Parę taką nazywamy także parą zerową.

R e d u k c j a  u k ład u  sił. Twierdzenia dotyczące redukcji ukła­
dów § 16, str. 24, pozwalają wyznaczyć najprostszy układ sił równo­
ważny danemu (t. j. najprostszy układ sił, przez który możemy 
zastąpić układ dany). W  szczególności, twierdzenie o redukcji mo­
żemy wypowiedzieć jak następuje:

Każdy układ sil działających na ciało sztywne możemy zastąpić:
a) bądź przez jedną siłę równą sumie układu, zaczepioną w do­

wolnym punkcie O i parę sił o momencie równym momentowi układu 
względem O,

b) bądź przez dwie siły, z których jedna zaczepiona jest w do­
wolnie obranym punkcie.

W  podobny sposób można wypowiedzieć twierdzenia podane 
na str. 25 i 26.

Niechaj na ciało sztywne działa siła P  o początku w punkcie A. 
Obierzmy dowolny punkt O. Z twierdzenia o redukcji wynika (je­
żeli za układ przyjmiemy siłę P), że siłę P  możemy zastąpić przez 
siłę jej równą, zaczepioną w O, i przez parę sił o momencie równym 
momentowi siły P względem O.
S. Banach. Mechaniku. 16
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U kład  p łask i  sił. Jeżeli siły układu leżą w jednej płaszczyź­
nie, to układ ich nazywamy układem płaskim. Na mocy tw. 3, str. 26, 
układ płaski sił bądź ma wypadkową, bądź jest równoważny parze sił.

Z tabelki, podanej na str. 26 widzimy, że układ płasld ma wy­
padkową, gdy suma sił układu jest różna od zera lub gdy zarówno 
suma jak moment ogólny są równe zeru; jeżeli zaś suma jest zerem, 
a moment ogólny różny od zera, to układ jest równoważny parze.

Niechaj w płaszczyźnie xy dany będzie układ płaski sił P j,P 2, ..., 
zaczepionych w punktach A VA 2, ... o współrzędnych xv yv x2,y 2,...

Ezuty sił T\z na oś 0 są zei’ami, jak również współrzędne z; pun­
któw Aj. Zatem, oznaczając przez R sumę sił, a przez M moment 
ogólny względem początku układu, otrzymujemy ze wzorów (3), str. 240:

0, Mx= 0 , M „=  0.
Działanie więc układu płaskiego sił wyznaczone jest przez trzy 

liczby: Rx, Ry i M z.
Ze wzorów (3), str. 240, otrzymujemy też (pisząc M  zamiast M z):

(5) Rx = Z P ix, Ry =  Z P iy, M =  £ (P ixy i~ P iiixi).

U kła d  r ó w n o l e g ł y  sił. Z tw. 4,' str. 26, wynika, że układ 
równoległy sił ma wypadkoioą albo jest równoważny parze sił.

Niech siły równoległe P1,P 2, ... mają początki w punktach 
A i,A 2, ... o współrzędnych x1,y1,z1, x 2,y 2,z2, ... Załóżmy, że suma 
sił R jest różna od zera. Zatem dany układ ma wypadkową.

Obierzmy zwrot dowolnej siły układu, np. 
zwrot siły Px, za dodatni. Oznaczmy dla i = 1,2,... 
przez P, liczbę, której bezwzględna wartość 
równa się |P,j, zaś znak jest dodatni lub ujemny, 
zależnie od tego, czy P, ma zwrot dodatni (t. j. 
zgodny ze zwrotem siły ł\) czy nie. Podobnie 
określamy R. Mamy R = E P ,.

Na str. 23 dowiedliśmy, że wypadkowa R 
przechodzi przez pewien punkt O, zwany środkiem sił. Współrzędne 
xoi Uoi zo środka sił otrzymamy ze wzoru (4), str. 28, kładąc <x;-=P,-:
(6) x0=EPiXi/R, y0 =2J P ,y  i ¡R, z0=£PiZ il R.

Jeżeli siły obrócimy około ich pupktów zaczepienia o ten sam 
kąt tak, że pozostaną nadal równoległe (jak np. wektory kreskowane 
na rysunku), to środek sił nie ulegnie zmianie. Wynika to ze wzo­
rów (6), gdyż współrzędne x0, ?/„, z0 'zależą tylko od P,, x,-, y, i zt, 
a nie zależą od kierunku sił. Nowa wypadkowa będzie więc również 
przechodziła przez O.
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Jeżeli punkty zaczepienia sił leżą w jednej płaszczyźnie (lub 
na jednej prostej), to środek sił leży również na tej płaszczyźnie 
(lub na tej prostej).

Zakładając bowiem, że punkty zaczepienia leżą na płaszczyź­
nie n  i obierając tę płaszczyznę za płaszczyznę xy, otrzymamy 
1̂= 2'2— . . .  =  0 ; ze wzorów (6) dostaniemy więc z0— 0 , co oznacza, 

że środek sił leży w płaszczyźnie /7.
Podobnie, jeżeli punkty zaczepienia leżą na jednej prostej l, 

to obierając ją za oś x, mamy y1 — y2=  ... =  0 i zx=  z2— ... =  0, więc 
na mocy (6) y0= 0  i 2„ = 0 ; zatem środek sił leży na prostej l.

Mech na punkty materialne o masach mv m2, ... działają siły 
P VP 2,... równoległe, zgodnie skierowane i proporcjonalne co do 
wielkości do mas poszczególnych punktów. Kładąc P ^ P J ,  P^=|-P*|v> 
otrzymujemy:

(7) P 1 =  km1, P 2 =  km2,... P  =  P 1-\-P 2 +  ...=km ,

gdzie k jest współczynnikiem proporcjonalności, zaś m = w 1+ m 2+ ... 
Ze wzorów (6) i (7) dostaniemy po podstawieniu:

x0=Hm,iXi/m, y0=Zm,yi/m, z0=Zm,iZi ¡m.

Porównując te równości ze wzorami (I), str. 154, widzimy, że 
środek sił jest środkiem masy danego układu punktów materialnych.

A więc: środek masy układu punktów materialnych jest środkiem 
działających na te punkty sił, zgodnie skierowanych, równoległych, 
i proporcjonalnych co do wielkości do mas tych punktów.

Siły  c iężkośc i .  Mech ciało sztywme znajduje się w polu siły 
ciężkości. Uważając ciało za układ punktów materialnych o ma­
sach m „m 2, ..., możemy przyjąó, że ciężary poszczególnych punk­
tów są siłami równoległymi, skierowanymi zgodnie (pionowo w dół). 
Ciężary mają zatem wypadkową.

Wielkości ciężarów poszczególnych punktów 
wynoszą Ql= m 1g, Q2= m 2g, ... (gdzie g oznacza przy­
śpieszenie ziemskie). Zatem wielkości ciężarów są 
proporcjonalne do mas punktów. Na mocy więc 
poprzedniego twierdzenia, środkiem sił ciężkości jest 
środek masy ciała. Wielkość wypadkowej jest

Q =m 1g + m 2g + ...  =  (m1+ m 2+ ...)g = m g , 

gdzie m oznacza masę ciała.
16*
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A  więc: wypadkowa sił ciężkości przechodzi w każdym położeniu 
ciała przez środek ciężkości ciała. Ciężar ciała (t. j. wypadkowa sił 
ciężkości, działających na poszczególne jego punkty) wynosi

(8) Q=m g,

gdzie m oznacza masę ciała, a g przyśpieszenie ziemskie.
Opierając się na powyższym twierdzeniu możemy działanie siły 

ciężkości zastąpić jedną siłą, zaczepioną w środku ciężkości ciała.

U k ł a d y  par. Układ złożony z kilku par ma sumę zero. Z ta­
belki na str. 26 wynika, że układ taki równoważny jest parze lub 
wektorowi zerowemu (t. j. parze zerowej). Miech MVM 2, ... ozna­
czają momenty poszczególnych par. Wówczas moment ogólny bę­
dzie M = M v\-M2-\-... Z twierdzenia o redukcji (str. 24) otrzymu­
jemy więc twierdzenie następujące:

Układ złożony z kilku par równoważny jest jednej parze o mo­
mencie równym momentowi ogółnemu układu.

Zauważmy, że para sił (o momencie różnym od zera) nie może 
być równoważna jednej sile. Ze względu bowiem na to, że suma 
sił pary jest zerem, siła ta musiałaby być zerem, a jej moment różny 
od zera, co jest niemożliwe.

P r z y k ła d  1. W  środkach boków wielokąta płaskiego A\,A2,..., A„ 
zaczepione są siły P i,P 2, ...,P„, leżące w płaszczyźnie wielokąta, two-

rzące z jego bokami A 1A 2, A yA2, ..., A„A1 
kąt <p, skierowane na zewnątrz i proporcjo­
nalne co do wielkości do boków wielokąta.

Łatwo zauważyć, że suma sił jest zerem. 
Tworząc bowiem sumę Pi +  P2-f  +  
otrzymamy wielokąt podobny do danego, 
lecz skręcony względem niego o kąt cp. ' 

Układ sił jest więc równoważny parze 
albo zeru.

Obierzmy dowolny układ współrzędnych 0 (x ,y )  i oznaczmy 
przez x1y1, x2y2, ... współrzędne punktów A VA 2, ... Punkt zaczepienia 
siły P2 ma współrzędne (x1-\-x2)/2, (y1+ y i )l2. Zatem moment siły Pj 
względem O wynosi ((8), str. 238)

M i =  Plx(yl +  y2) / 2 - P lg(xi +  x2)/2.(9)
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Według założenia jest

(10) |Pi| =  M ,

gdzie d1—A lA 2, zaś A jest współczynnikiem proporcjonalności. Jeżeli 
A XA 2 tworzy z osią x  kąt a, to siła Px tworzy z osią x  kąt a-\-cp. 
Zatem:

Pix=  |-Pi| cos (a + 99), P iff =  |Pi|sin(a+<p).

iTa mocy więc (10) jest P\x— A dt [cos a cos cp — sin a sin <p\ Lecz 
d1cosa =  xt—xx i dxsma =  y2—yx, więc

Pi.v =  A[(a?2—*1 ) cos <p-(y2-  yx) sin95].
Podobnie

P\„ =  m.Vi ~Vi) c°s <P +  (*a —*1 ) sin 9>]- 
Wstawiając w (9), otrzymamy

(11) -^1= ^ [ 2(3̂ —y2xl) cos (p-\-(y\-\-x\—y\—x )̂ sin <p].

Kładąc OAx= r x, OA2= r 2, ... i oznaczając przez px,p2,... pola 
trójkątów OAxA 2, OA2A3, dostaniemy r\=x\+y\, ...»
Pi~\{y-Lx 2 — yzx\) i t. d. Zatem na mocy (11)

(12) M1 =  '¡h[&px cos <p+(r\— r\) sin <p\

Podobne wyrażenia otrzymamy na momenty pozostałych sił. 
Ogólny moment sił względem O wynosi M = M 1-\-M2-\-... Więc 

w myśl (12)

M  = 4  A[4(Pi+P2+  ••• +Pu) cos <p+{r\ —r\ - f  r\—r\ +  ... r\ —r\) sin cp']. 

Ponieważ p =  p i+ p H -...-fp „ jest polem wielokąta A iA 2...A „,
więc

(13) M = 2kp  cos cp.

Moment ogólny jest zatem proporcjonalny do pola wielokąta 
i do cosinusa kąta cp.

W  szczególności, gdy siły są prostopadłe do boków wielokąta, 
to <p=nl2 i cos <p — 0, skąd .na mocy (13) M = 0 ,  czyli siły tworzą 
układ równoważny zeru.

Gdy zaś siły są skierowane wzdłuż boków (t. j. gdy <p=0), 
mamy na mocy (13) M —2Xp, więc moment jest wówczas propor­
cjonalny do pola wielokąta.
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P r z y k ła d  2. W  punktach M(a,0,0), B(0,b,0) i 0 ( 0 ,0,c) na 
osiach układu współrzędnych (x,y,z) zaczepione są siły Pv P2 i P3, 
równoległe do osi układu, równe co do wiel­
kości i mające zwroty jak na rysunku.
Jaki zachodzi związek między współrzędnymi 
a, b i c, jeżeli układ sił ma wypadkową?

Połóżmy P=|P1|=|P2I=|P3|. Suma sił R 
ma zatem rzuty
(14) Rx— —P, RH= P ,  RZ= P .

Obliczmy moment ogólny M  względem O. Moment sił P 1 i P3 
względem osi x  jest zerem; moment siły P2 względem osi x  wynosi —Pb 
Zatem M x=  —Pb\ podobnie My—Pc i M z——Pa. Parametr układu 
wynosi K —R M —RXMX-f-RyM„ +  RzM z, więc

K = P 2(b + c —a).

Jeżeli układ ma wypadkową, to K = 0  '(str. 26). Zatem

(15) b-\-c—a = 0 .

Równanie (15) stanowi warunek d o s t a t e c z n y  i, jak łatwo 
widać z tabelki na str. 26, również warunek k o n ie c z n y  na to, by 
układ miał wypadkową, gdyż P=t=0.

Za punkt zaczepienia wypadkowej możemy przyjąć punkt 
D (x ,y ,z ), względem którego moment ogólny jest zerem.

Oznaczmy przez M' moment ogólny względem D. Mamy:

M'x=  —P z —P (b —y), M'y =  —Px-\-P(c—z), M'z= - P ( a —x)-\-Py.

Zakładając, że moment względem T) jest zerem, dostaniemy:

y —z= b , xĄ -z= c, x-\-y =  a.

Z uwagi na (15) równania te są od siebie zależne. Dwa z nich 
są równaniami prostej, na której leży wypadkowa. Kładąc np. z = 0, 
otrzymamy x —c i y = b .  A  więc za punkt zaczepienia wypadkowej 
możemy przyjąć punkt D(c,b, 0).

P r z y k ła d  li. W  punktach A  i B zaczepione są siły równo­
ległe P  i Q, przyczem P+Q=j=0. Wyznaczyć środek sił.

Środek sił leży na prostej A B  (str. 243). Obierzmy ją za oś x, 
przyjmując punkt A za początek osi x i nadając jej zwrot taki, 
bypunkt B leżał na jej części dodatniej. Połóżmy P=|P| i oznaczmy
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przez Q liczbę, której wartość bezwzględna równa się \Q\, znak zaś 
jest +  lub — zależnie od tego, czy Q ma zwrot zgodny z siłą P, 
czy przeciwny. Kładąc AB =  d i oznaczając przez x0 współrzędną 
środka siłO, dostaniemy ze wzoru (6), str. 242,

,ru =  Qd i R, gdzie R=P-\-Q.

Jeżeli siły P  i Q mają zwroty zgodne, to Q > 0, a zatem 0<Q/B<1, 
skąd 0< x 0<d. Środek sił znajduje się 
wówczas między punktami A i B.

Jeżeli zaś siły P  i Q mają zwroty 
przeciwne i np. |P|<|Q|, to (,)<() i R < 0, 
skąd ,r0>(). Ponadto \R\<\Q\, zatem x0>d.
Środek sił leży więc wówczas poza punk­
tem B.

Łatwo sprawdzić, że w obu przypad­
kach jest AOfBO=\Q\/' \P\.

A więc: środek dwóch sił równoległych (o sumie =#0) znajduje 
się na prostej łączącej punkty zaczepienia tych sił.

Jeżeli siły skierowane są zgodnie, to środek ich leży między pun­
ktami zaczepienia, w przeciwnym razie leży on poza punktem zacze­
pienia tej siły, której wartość bezwzględna jest większa.

Odległości środka sił od punktów zaczepienia są w stosunku od­
wrotnie proporcjonalnym do wielkości tych sił.

P rz y k ła d  4. Na pręt sztywny AB  działają siły PVP2,... o po­
czątkach w A l,A 2,... oraz siły Qi,Qz, ... o początkach w BV B2,... 
Wszystkie siły są do siebie równoległej prostopadłe do pręta, przy- 
czem siły Pv P2, ... mają zwrot przeciwny niż siły Q1,Q2,...

Niechaj R = P l+ P 2- f ...+QXA-Qi+... Oznaczmy przez P ltP 2, ... 
i Qi,Qi,... bezwzględne wartości sił, przez a,,a2, ... i bv b2,„ ,  odpo­
wiednio długości odcinków A A 1,A A 2,... i A Bx, A B2. ... Przyjmijmy 
zwrot sil Pj, P2, ... za dodatni. Połóżmy
(10) P = P t+ P 2+ ...

Oczywiście |R|=|Pj. Gdy P > 0 ,  suma R ma zwrot zgodny 
z siłami P,, P2, ... Gdy zaś P < 0 ,  to R ma zwrot zgodny z siłami 
Q\i

Obliczmy moment ogólny M sił względem A. Oznaczając przez 
M\,Mi,... i M\,M'i,... momenty sił P,, P2, ... i QltQ2, ... względem A, 
mamy (według umowy co do znaku momentu, przyjętej na str. 238):

M1= P l av M2=  P2a2, . . . ,  M1— —Q1b1, M2 =  Q2b2, ...
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Zatem

(17) M = P 1ai +  P 2a2-\-... — Q\b1 Q%b2 •••

Załóżmy, że S = 0 .  Układ sił równoważny jest wówczas parze 
o momencie M  według wzoru (17).

Gdy J i> 0 , to para będzie starała się 
obrócić pręt w kierunku wskazówek zegara, 
gdy zaś M < 0  — w kierunku przeciwnym. 
Gdy wreszcie M —0, układ równoważny 
będzie zeru.

Załóżmy teraz, że /i4=0. Układ ma zatem 
wypadkową.

Niechaj O będzie początkiem wypadkowej R, znajdującym się 
na prostej AB. Połóżmy d = ± A O ,  przyjmując znak + ,  gdy punkt 0 
jest po tej samej stronie punktu A, co początki sił, zaś znak — 
w przypadku przeciwnym. Jak łatwo sprawdzić, moment wypadko­
wej względem O wynosi przy tym znakowaniu Rd. Ponieważ 
moment wypadkowej równa się momentowi ogólnemu, więc dosta­
niemy z (17)

d =  ̂  (P1a1-\-P2ai ~\-... — Qibx — Q2b2—..-).

§ 5. Warunki równowagi sił. Udowodnimy teraz następujące

T w ierd zen ie  I .  Na to, by układ sił działających na ciało szty­
wne był w równowadze, potrzeba i wystarcza, by suma sił i moment 
ogólny były zerem, czyli by układ sił był równoważny zeru.

D o w ód .  Udowodnimy najpierw, że warunek jest kon ieczny .  
Przyjmijmy, że ciało sztywne jest układem sztywnym punktów ma­
terialnych A v A 2,... i że jest w równowadze pod działaniem danego 
układu sił. Weźmy pod uwagę dowolny punkt A,-. Oznaczmy przez P, 
sumę sił zewnętrznych, a przez W, sumę sił wewnętrznych, zacze­
pionych w Ai. Ponieważ punkt A-, jest w równowadze (gdyż cały 
układ sztywny jest w równowadze), więc P, +  łF, =  0. Zatem

( i )  Z(F,+W,)=o,

gdzie suma 27 rozciągnięta jest na wszystkie punkty A, danego układu 
sztywnego.
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Z prawa akcji i reakcji wynika, że suma sił, z jakimi działają 
na siebie dwa punkty, jest zerem. Ponieważ wszystkie siły we­
wnętrzne możemy ułożyć w pary, z jakimi działają na siebie dwa 
punkty, więc suma sił wewnętrznych jest zerem czyli ¿TF,= 0, 
skąd na mocy (1)

(2) ¿ P ,=  0.

Wynika stąd, że suma sił zewnętrznych, t. j. sił działających 
na ciało sztywne w równowadze, jest zerem.

Obierzmy teraz dowolny punkt O. Ponieważ siły P, i W, 
mają wspólny początek A¡, a ponadto P ,+ PF,= 0, więc (str. 17) 
Mom0 P, +  Momo W¡ =  0, skąd

(3) ¿'(Momo P¡ 4- Momo 1F,) =  0.

Moment ogólny sił wewnętrznych, z jakimi dwa punkty dzia­
łają na siebie, jest — jak łatwo stwierdzić — zerem. Zatem moment 
ogólny wszystkich sił wewnętrznych jest zerem, czyli IM om oF , =  0, 
skąd na mocy (3)

(4) ¿M om o P; =  0.

Dowiedliśmy więc, że zarówno suma jak i moment ogólny sił 
działających na ciało sztywne jest zerem. Konieczność warunku jest 
tym samym udowodniona.

Załóżmy teraz, że dany układ sił jest równoważny zeru. Po­
nieważ układ równoważny zeru jest równoważny sile zerowej, więc 
na mocy hipotezy II (str. 239) jest on w równowadze. Warunek 
jest więc zarazem w ystarcza jącym ,  c. b. d. d.

Z tw. I wynika, że jeżeli układ sił działających na ciało sztywne 
nie jest równoważny zeru, to ciało nie może być w równowadze. 
W szczególności nie może więc pozostawać w równowadze ciało 
sztywne pod działaniem układu sił złożonego

bądź z jednej siły różnej od zera,
bądź z jednej pary sił o momencie różnym od zera,
bądź z jednej siły różnej od zera i jednej pary o momencie 

różnym od zera.
Jak wiemy (str. 23), układ sił jest równoważny zeru, jeżeli mo­

menty ogólne względem trzech punktów nie leżących na jednej pro­
stej są zerami. Opierając się na tw. I, otrzymujemy stąd następujące
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T w ierd zen ie I I .  Na to, aby układ sił działających na ciało 
sztywne był w równowadze, potrzeba i wystarcza, by momenty układu 
względem trzech punktów nie leżących na jednej prostej były równe zeru.

W zastosowaniach korzystamy często z następującego twier­
dzenia :

T w ierd zen ie I I I .  Jeżeli układ złożony z trzech sił jest w równo­
wadze, to siły te leżą w jednej płaszczyźnie i bądź są równoległe, bądź 
ich przedłużenia przecinają się w jednym punkcie.

Tw. III wynika z twierdzenia rozdz. I, § 14 (str. 23), w któ­
rego dowodzie wykazano, że wektory leżą w jednej płaszczyźnie.

Postaó  ana l i tyczna  warunków równowagi.  Obierzmy 
dowolny układ współrzędnych 0(x,y,z). Niechaj na ciało sztywne 
działają siły Pi, Pz, -  zaczepione w punktach AX,A 2, ... o współ­
rzędnych x1,y1,z1, x2,y2,z2,... Oznaczmy przez R sumę, a przez M 
moment ogólny układu względem O. Namocy tw. I (str. 248) równania:

(5) R = 0 ,  M =  0

stanowią warunek konieczny i wystarczający równowagi. Tworząc 
rzuty na osie układu, otrzymujemy z (5) i ze wzorów (3), str. 240:

(I) ZPix=  0, Z P i =  0, ZPit =  o,
(II) Z (P iuZi— Pizyi) =  0, Z (Pi z Pir ) =  0, Z iP ijii— P i^ i )^ 0.

Równania (1) noszą nazwę warunku rzutów, a równania (II) 
warunku momentu.

Równania (I) i (II) są postacią analityczną warunków równo­
wagi układu sił. Z równań tych możemy na ogół wyznaczyć sześć 
niewiadomych.

Układ  płaski  sił. Warunki równowagi stosują się oczywiście 
także do układu płaskiego sił.

Niech siły leżą w płaszczyźnie xy. Z uwagi na to, że Pi = 0  
i g, =  0, warunki równowagi (I) i (II) przyjmą postać:

(I') Z P ix= 0, Z P iu= 0,

( I I ')  Z ( p ixy i — P i ux i ) = ° -

W przypadku układu płaskiego otrzymujemy więc trzy rów­
nania. Możemy z nich na ogół wyznaczyć trzy niewiadome.
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P rzy k ła d  1. Kula ciężka jest w równowadze pod działaniem 
trzech sił (rys. 1): ciężaru Q (zaczepionego w środku kuli O), siły 
poziomej P (zaczepionej w punkcie A, położonym na powierzchni 
kuli w końcu średnicy pionowej) i siły R (zaczepionej w punk­

cie B, położonym na powierzchni kułi w końcu 
średnicy poziomej). Dany jest ciężar Q. W y­
znaczyć siły P  i R.

Siły P, Q i R są w równowadze, więc na 
mocy tw. III leżą w jednej płaszczyźnie i kie­
runki ich przecinają się w jednym punkcie, któ­
rym jest punkt A. Siła R ma więc kierunek pro­

stej BA , która tworzy z poziomem kąt 45°. Ponieważ Q-\-P+R=  0, 
więc znając siłę Q i kierunki sił P  i R, możemy utworzyć trójkąt 
sił (rys. 2). Z trójkąta tego otrzymujemy:

P = Q , R=Q/cos 45°=|/2Q,

2 .

gdzie P, Q i K oznaczają wartości bezwzględne sil.

P rzy k ła d  fi. W wierzchołkach kwadratu ABCD  o boku a 
zaczepione są cztery siły P\i R& Pa leżące w płaszczyźnie kwa­
dratu i tworzące z jego bokami kąty a!,a2,a3,a4 
(rys. 3). Podać warunki równowagi.

Oznaczmy przez R\i P «  p „  R* bezwzględne 
wartości sił. Obierzmy osie x i y wzdłuż boków 
kwadratu. Tworząc rzuty sił na osie x i y, do­
staniemy w przypadku równowagi (przy zwro­
tach sił jak na rys. 3):
(6) Pl cos ax — P2 cos a2 —-P3 cos a3 -f  P4 cos a4=  0,
(7) Px sin a4 -f P2 sin a2 — P3 sin a3 —P4 sin a4=  0.

Oznaczając przez rx, r2, r3, r4 ramiona sił względem wierzchołka D,
otrzymamy:

rx= a cosaj, r2— \'2, a sin (a2-)-45°), r3= asin a3.
Ponadto r4=  0. Ponieważ w przypadku równowagi moment 

ogólny względem D jest zerem, więc (przyjmując znak momentu 
podług reguły podanej na str. 238) dostaniemy po podzieleniu przez a

(8) Pxcosax— P2 (/2 sin (a2 +  45°)-fP3 sina3=  0.

Równania (6), (7) i (8) stanowią warunek równowagi konieczny 
i wystarczający.
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P rzyk lm lli. Na pręt AB, leżący w płaszczyźnie poziomej xy, 
działają siły P\,Pi,...,P,„ leżące w tejże płaszczyźnie i zaczepione 
w punktach A\,A-i,...,A„. Podać warunki, jakim muszą czynić zadość 
siły, aby pręt był w równowadze w każdym położeniu na płasz­
czyźnie xy przy założeniu, że siły nie zmieniają swych wielkości, 
kierunków, zwrotów ani punktów zaczepienia (na pręcie).

Weźmy pod uwagę dowolne położenie pręta AB  
w płaszczyźnie xy. Oznaczmy przez x0,y0 współ­
rzędne punktu A, przez x1,y1, x2,yv x„,y„ 
współrzędne punktów A v A2, ... i przez a kąt, 
jaki pręt AB  tworzy z osią aj-ów. Połóżmy:

(9) xi—xQ-\-dicosa, yi= y 0+d isina dla » = 1,2,...,w. 

Z warunków równowagi (I') i (II'), str. 250, otrzymujemy:

(10) Z P ix= 0, ZPiy= o,

(11) Z(Pixyi — P i^ i) —Z[Pix(y<> +  di sin a) —PiH(x0 +  di cos a)] =  0. 

Warunek (11) możemy napisać w postaci

(12) VoZPix — x0Z P iu +  sin aZPixdi— cosaZP^d^O , 

skąd na* mocy (10)

(13) sina Z P ixdi- ■co8aZPiudi =  0.

Ponieważ związek (13) ma zachodzić dla każdego kąta a, więc 
dla a=?t/2, a następnie dla a =  0 dostajemy:

(14) 2 P i A = o, ZPigd i= 0.

Eównania (10) i (14) są war linkami koniecznymi i dostatecz­
nymi na to, aby pręt był w równowadze w każdym swym położeniu 
na płaszczyźnie.

Jeżeli bowiem zachodzą warunki (10) i (14), to łatwo widzieć, 
że zachodzi też warunek (13), a zatem na mocy (10) również i wa­
runki (12) i (11).

Warunki zaś (10) i (11) są, jak widzieliśmy, konieczne i wy­
starczające dla równowagi na mocy (I') i (II').
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§ 6. Orafostatyka. Wielobok sznurowy. Zadania, z ja­
kimi spotykamy się w statyce, prowadzą często do długich i żmud­
nych rachunków. Istnieją jednak metody graficzne (t. j. rysunkowe), 
pozwalające otrzymać w wielu przypadkach rozwiązania przybliżone 
wprawdzie, lecz wystarczająco dokładne dla zastosowań. Metody te 
mają wielkie znaczenie w technice, gdyż prowadzą do celu szybciej, 
z pominięciem zawiłych obliczeń.

Ta część statyki teoretycznej, która zajmuje się metodami 
graficznymi, nosi nazwę grafostatyki.

Poznamy tu tylko niektóre metody graficzne, jak np. wyzna­
czanie graficzne (przy pomocy wieloboku sznurowego) wypadkowej 
układu płaskiego sił, oraz pewne ich zastosowania. Później (w § 16) 
poznamy jeszcze metody graficzne, służące do wyznaczania napięć 
w prętach kratownicy.

Składanie  sił. Mając dwie siły Px i P2, 
których kierunki przecinają się w punkcie O, 
wyznaczamy obok sumę R (rys. la), a następnie 
rysujemy wypadkową przez punkt O (rys. 1).

Jeżeli punkt O leży poza granicą rysunku, 
możemy postąpić jak następuje: dodajemy dwie 
siły T i  — T, zaczepione w punktach A i B (t. j. 
w początkach sił P1 i P2) i działające wzdłuż prostej AB. Układ 
T, — T, Pu P2 jest oczywiście równoważny układowi P t, P2, góyż 
siły T i — T znoszą się nawzajem, a zatem wypadkowa nowego 
układu czterech sił jest ta sama co poprzednio.

Siły T i Pt zastępujemy siłą Q1=T-\-P1 o początku w A; po­
dobnie siły — T i P2 zastępujemy siłą Q2— — T +  P2 o początku w B. 
Wypadkowa R przechodzi przez punkt przecięcia O' sił Qi,Q2- '

Konstrukcję powyższą można również zastosować do przypadku 
dwóch sił równoległych, nie tworzących pary (rys. 2, 2a i 3, 3a).
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W tenże sposób można otrzymać wypadkową (lub parę wy­
padkową) układu sil (str. 253, rys. 4 i 4a). Tworzymy
najpierw wypadkową /7, dwóch z tych sil (np. sil Pt i P2) i otrzy­
mujemy układ zawierający już tylko w — 1 sił.

Szybciej prowadzi do celu metoda, którą poznamy obecnie.

W ie lo b o k  sznurowy.  Przypuśćmy, że mamy znaleźć wy­
padkową układu sił Pu P2, P.„ J\ (rys. 1).

Tworzymy najpierw sumę S = P 1 +  P2 -j- P:i -f- T\. Otrzymany 
wielobok nazywamy wielobokiem sil1).

Oznaczmy (w wieloboku sił) przez .4„ początek siły P „ zaś 
przez A v A2,A 3,A t końce sił Pv P2, P3, Px. Obierzmy teraz dowolny 
punkt O poza wielobokiem sił. Punkt ten nazywamy biegunem.

Łączymy biegun O z punktami A0,A^,...,At. Z dowolnego 
punktu A, położonego na kierunku siły Pv kreślimy proste l0 i lv 
równoległe odpowiednio do prostych OAu i OAv Prostą Z, prze­
dłużamy aż do punktu Ii jej przecięcia z kierunkiem siły P2. Prosta 
Z, przetnie kierunek siły P2, gdyż Zt jest równoległa do OAv zaś 
OAx nie jest równoległa do P2 (rys. la).

Z punktu B kreślimy prostą l2\\OA2 aż do punktu jej prze­
cięcia C z kierunkiem siły P3. Z punktu C kreślimy prostą l3\\OA3 
aż do punktu jej przecięcia D z kierunkiem siły / '4. Z punktu D 
kreślimy prostą Z41| OA4.

Wyznaczamy teraz punkt przecięcia E prostych Z0 i Z4. Przez 
punkt E przechodzi wypadkowa R. Ponieważ R znamy z wieloboku 
sił, więc możemy wypadkową tę wykreślić.

‘ ) Na rys. 1, 2 i dalszych podane s;j tylko p o łożen ia  sił, zaś wiel- 
kości sił zaznaczone s;j, w wielobokach sił (rys. la, 2a it .d .).

A
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Przejdziemy teraz do uzasadnienia powyższej konstrukcji. 
Oznaczmy wektory A 0O, A^O^ ..., Ax6  odpowiednio przez 

Sn, iVj,..., <S4. Z wieloboku sił (str. 254. rys. la) otrzymujemy:

Dodajmy do układu sił ■̂ 1) > P3, ̂ *4 siły S0 i — S0, leżące na
prostej l0, siły S1 i — Sv leżące na \  it . d., wreszcie siły St i — S4, 
leżące na lv Dodany układ jest oczywiście równoważny zeru, gdyż 
siły »Vn, — Sm Sv — S1 i t. d. znoszą się parami. Wypadkowa roz- 
szerzonego układu jest więc ta sama co poprzednio.

Na mocy (1) siły P,, S1 i — S0 znoszą się, gdyż suma ich równa 
się zeru, a kierunki ich przecinają się w A. Siły te możemy więc 
usunąć. Podobnie możemy usunąć siły P2, Sa i — Sv następnie, 
P3, S3 i — S2 i t. d. w końcu siły Pit N4 i — S3. Zostaną siły B0 i — $4, 
które tworzą zatem układ równoważny danemu. Przez punkt prze­
cięcia K kierunków sił S0 i — <S4 (t. j. prostych l0, lt) przechodzi więc 
wypadkowa R, c. b. d. d.

Odcinki loihihihth tworzą t. zw. wielobok sznurowy, l0 i 14 na­
zywamy jego bokami skrajnymi.

A więc: wypadkowa przechodzi przez punkt przecięcia skrajnych 
boków wieloboku sznurowego.

Nazwa wieloboku sznurowego pochodzi stąd, że nić (sznur) nierozciągliwa 
i nieważka, utwierdzona w punktach L i M, położonych na prostych i0 i i4 w kie­
runkach — >V0 i .S'4 (zresztą dowolnych), i przy jmująca położenie wieloboku//.! BCDM, 
będzie w równowadze pod działaniem sił Pj, P2, P3, P4, zaczepionych odpowiednio 
w punktach A , /i, C, T>.

W praktyce opuszczamy oznaczenia zbędne i wykres przed­
stawia się jak na rys. 2 i 2a str. 254 oraz jak na rysunkach str. 
niniejszej.

( 1 )

+  ^o) — 0, P2-f<S2-|-( St) — o,
/J3 +  »53-)- ( <ś2) =  0, -f*4-ł-^4—1~( Ss) =  0‘

l. la. 2 , 2a.
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Na str. 255 rys. 1 przedstawia układ sił, którego suma jest 
zerem. Mówimy wtedy, że wielobok sił zamyka się (rys. la).

Kreśląc zaś wielobok sznurowy przekonywamy się, że skrajne 
jego boki nie przecinają się (są równoległe). Mówimy wtedy, że 
wielobok sznurowy nie zamyka się.

Układ sił równoważny jest w tym przypadku układowi sił 
S0 i — S4, które, jak widaó z wieloboku sił, tworzą parę. Układ 
jest tedy równoważny parze .sił S0 i — Śi leżących na bokach 
skrajnych wieloboku sznurowego.

A więc: jeżeli wielobok sił zamyka się, zaś wielobok sznurowy 
nie zamyka się, to układ jest równoważny parze sił.

Na rys. 2 str. 255 widzimy układ sił, dla którego wielobok sił 
(rys. 2a) się zamyka, a boki skrajne wieloboku sznurowego leżą na 
jednej prostej. Mówimy wtedy, że wielobok sznurowy zamyka się.

Układ sił równoważny jest w tym przypadku układowi sił 
S0 i leżących na skrajnych bokach wieloboku sznurowego,
a więc na jednej linii prostej. Ponieważ (jak widaó z wieloboku 
sił) S0= S 4, więc siły S0 i — <S4 znoszą się; dany układ jest tedy 
równoważny zeru.

A więc: jeżeli wielobok sił i wielobok sznurowy zamykają się, 
to układ sił jest równoważny zeru.

W y p a d k o w a  części  układu. Mając wielobok sznurowy pew­
nego układu sił, możemy łatwo wyznaczyć wypadkową dowolnej części 
tego układu, złożonej z sił występujących po sobie w wieloboku sił.

Niech dany będzie np. układ sił 
równoległych Pl) 1*21 P3> Pu P&- Niech 
wyznaczona będzie wypadkową R 
całego układu i wypadkowa Ą  sił 
P»,P3,P*- Z rysunku obok widaó, że 
wielobok sznurowy dla układu P2, P3,P4 

jest częścią wieloboku sznurowego całego układu.

$ 7. Niektóre zastosowania wieloboku sznurowego.
W yznaczan ie  reakc j i  w punktach  podparc ia  belki. Dany 
jest układ sił równoległych P1,P2,...,P h. Wyznaczyć dwie siły P1(P2 
równoległe do poprzednich i tworzące wraz z nimi układ rów­
noważny zeru, przyczem dane są proste kx i k2, na których siły 
R1 i R2 mają leżeć.
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Z zadaniem tym spotykamy 
się w przypadku belki sztywnej 
poziomej, podpartej w punktach A 
i B i obciążonej siłami pionowymi 
PvP2,...,Ph (rys. 1). Jeżeli nie ma 
tarcia, to w punktach A i B wystę­
pują reakcje pionowe, równoważące i .
się z silami Pv P2,...,P-a (str. 267).

Aby wyznaczyć siły Rx i R2, kreślimy wielobok sznurowy dla 
danego układu sił w porządku Pil Pil ■■•>Pst R2,RV W wieloboku sił 
prosta A e() łącząca koniec siły R2 z biegunem O jest na razie nie­
znana. Ponieważ wielobok sił zamyka się, więc punkt A „  t. j. ko­
niec siły Rv schodzi się z początkiem siły Pi, t. j. z punktem A 0.

Kreślimy wielobok sznurowy, zaczynając od prostej ?0|!AaO aż 
dojdziemy do prostej Z5||As0 .

Oznaczmy przez E, F  punkty przecięcia się prostych l0 i Z5 
z kierunkami sił Rx i R2, t. j. z prostymi danymi kx i k2. Rysując 
w wieloboku sił prostą OA9 równolegle do prostej EF, otrzymujemy 
siły Ry=A^A2 i R2~ A 9A r  Łatwo bowiem zauważyć, że kreśląc w dal­
szym ciągu wielobok sznurowy dla tak wyznaczonych sił RA i R2, 
otrzymamy wielobok sznurowy zamknięty.

W yzn aczan ie  momentu  sił. Gdy mamy wyznaczyć mo­
ment siły P  względem pewnego punktu A, kreślimy najpierw z do­
wolnego punktu B, położonego na kierunku siły P, wielobok sznu­
rowy» jak na rys. 2.

Prowadzimy następnie przez A 
prostą równoległą do P. Oznaczmy 
przez L, K punkty przecięcia się 
tej prostej z bokami wieloboku 
sznurowego. Z podobieństwa tróy 
kątów A 0A lO i ELB otrzymujemy 

KL:\P\=h:w, gdzie h i w są wysokościami tych trójkątów. Stąd 
\P\h=KLw. Oznaczając przez M moment siły P  względem A, mamy 
Ijlf 1=1 pili czyli

( 1 ) \M ~ K L i r ,

A więc: moment sily P względem ’punktu A jest (co do modułu) 
proporcjonalny do odcinka, jaki boki wieloboku sznurowego odcinają 
na prostej przechodzącej przez A rótcnolegle do P; współczynnikiem 
proporcjonalności jest odległość bieguna od siły w wieloboku sił.
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Niech dana będzie teraz para sił Pv P2 (gdzie P ,= —P2). Wy­
kreślmy wielobok sznurowy tej pary, jak na rys. 3, str. 257. Popro­
wadźmy przez dowolny punkt A  prostą równoległą do sił i oznaczmy 
przez K  i L punkty przecięcia się boków skrajnych wiełoboku sznu­
rowego z tą prostą.

Dowiedziemy, że jeżeli oznaczymy przez M moment pary, 
przez w zaś odległość bieguna od sił Px i P2 w wiełoboku sił, to 
będzie zachodził wzór (1).

Weźmy bowiem pod uwagę trójkąt BCD, gdzie B jest punktem 
na kierunku siły Pi> z którego zaczęliśmy kreślić wielobok sznurowy, 
G i D zaś są punktami przecięcia kierunku siły P2 ze skraj­
nymi bokami wiełoboku sznurowego.

Niech h oznacza wysokość trójkąta BCD. Z podobieństwa trój­
kątów BCD i A 0A1O mamy CD:\P^—h:w, skąd iP^h—CDw. Po­
nieważ |Jf|=|Pi|łi, zaś CD—KL, więc dostajemy istotnie wzór (1).

Zatem: moment pary sił jest (co do wielkości) proporcjonalny 
do odcinka, jaki odcinają skrajne boki wiełoboku sznurowego na do­
wolnej prostej równoległej do sil pary, współczynnikiem proporcjonal­
ności jest odległość bieguna od sił w wiełoboku sił.

Podobne sposoby wyznaczania me­
mentu są korzystne wówczas, gdy 
mamy do czynienia z kilkoma si­
łami równoległymi, wtedy bowiem 
możemy dla wszystkich sił przyjąć 
to samo w. Gdy zaś mamy wyzna­
czyć moment układu Oł równoległych, 
wyznaczamy najpierw wypadkową 
(ewentualnie wypadkową parę sił), 
a następnie jej moment.

Nakreśliwszy wielobok sznurowy układu sił równoległych, mo­
żemy względem punktu A wyznaczyć moment dowolnej części 
układu, złożonej z sił następujących po sobie w takim porządku 
jak w wiełoboku sił. Wielobok sznurowy tej części zawarty jest 
bowiem w wiełoboku sznurowym całego układu. Na rysunku odci­
nek K L' jest proporcjonalny (co do modułu) do momentu układu 
sił Pt. P3 względem A.

Niech wreszcie dany będzie układ sil l\, / '3, . . ., / ’5, /?,, R2 równo­
ważny zeru (rys., 1, str. 257). Prowadzimy przez dowolny punkt C 
prostą równoległą du sił. Odcinek LK tej prostej, leżący między bo­
kami wiełoboku sznurowego, jest proporcjonalny (co do modułu)
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do momentu ogólnego względem C sił położonych po jednej stronie 
tej prostej (w naszym przypadku do momentu sił S11Pv Ps,P 3 lub 
sił Pv P5, R2', momenty obu tych części układu względem V są równe 
co do modułu, ponieważ suma ich jest zerem, na skutek założenia, 
że układ jest równoważny zeru). Współczynnikiem proporcjonalności 
jest w, t.j. odległość bieguna O od sił w wieloboku sił.

W yznaczanie  środka ciężkośc i  i momentu s ta ty cz ­
nego f igur płaskich. Aby wyznaczyć środek ciężkości figury pła­
skiej F, dzielimy ją na 
wąskie paski przy pomocy 
prostych równoległych. Je­
żeli w środkach ciężkości 
8v St,... otrzymanych pas­
ków zaczepimy siły 7i„P 3,... 
równoległe, zgodnie skiero­
wane i proporcjonalne co 
do wielkości do pól F UFV... 
tycłi |»asków, to środek sił 
? VP2,... będzie środkiem 
ciężkości figury F.

Zauważmy bowiem, że środek ciężkości figury F  jest środkiem 
masy układu punktów materialnych, jaki otrzymamy, zastępując 
każdy pasek punktem Materialnym o masie równej masie paska 
(str. 156). Na mocy zaś twierdzenia dowiedzionego na str. 243 śro­
dek masy otrzymanego układu punktów materialnych jest środ­
kiem układu sił równoległych Pu Pu • ■ •

Paski dostatecznie wąskie możemy uważać za trapezy; środki 
ciężkości trapezów wyznaczamy podług konstrukcji podanej na str. 180, 
rys. 1. Linie podziału figury prowadzimy zazwyczaj w równych 
odstępach (rys. 1). Zatem pola trapezów będą proporcjonalne do 
ich linij'środkowych. Wielkości sił Pu Pu możemy więc uważać 
za proporcjonalne do linij środkowych trapezów.

Wypadkowa R przechodzi przez środek ciężkości S; wyzna­
czamy ją przy pomocy wieloboku sznurowego (rys. la).

Zmieniając kierunek sił i wyznaczając nową wypadkową S',. 
otrzymamy środek ciężkości 8 jako punkt przecięcia się obu wy­
padkowych H i R'.

Aby wyznaczyć jnoment statyczny figury F  względem pewnej 
prostej /, rysujemy siły równolegle do I.

17*
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Moment wypadkowej B względem dowolnego punktu A prostej 1 
jest co do wielkości proporcjonalny do momentu statycznego fi­
gury F względem l.

Oznaczając bowiem przez M  moment sily B względem A, 
przez h odległość A od kierunku sity B, przez M„ moment statyczny 
danej figury względem l, wreszcie przez F  pole figury, mamy:

(2) \M\ =  h\B\, 13ř«| — hF,
gdyż środek ciężkości leży na kierunku wypadkowej.

Ponieważ wielkość sił P1,P 2,... obraliśmy proporcjonalnie do 
pól Fj,.F8, ... poszczególnych pasków, więc

(3) \Px\=*Fv  |P2!=AF2 it.d ., 

gdzie X jest współczynnikiem proporcjonalności. Lecz

skąd
|5|=X (ł\  + F S + ..,)  =* AF.

Na mocy więc (2) jest \M\—XhF=X\Ms\ czyli

(4) \Ma\ — \M\)X.

A więc: moment statyczny figury fest (co do modułu) 'proporcjo­
nalny do momentu wypadkowej.

Momenty statyczne figur płaskich możemy zatem wyznaczać 
przy pomocy wieloboku sznurowego.

Na rys. 1, str. 259, jest \M\=w-KL, skąd na mocy (4)

(5) \Ms\ =  wKL/X.

Oznaczmy przez d,,d2,... długość linij środkowych trapezów, a przez a 
odstęp między liniami podziału. Zatem F^—ad^ F t=adt,....  Ponieważ przyjęto 
na rysunku \Pl\=kdl, |Pj|= kd3, .... gdzie k=\, więc |Pt|--feF,/a, |P,|= kF2/a, .... 
Na mocy (3) będzie tedy X =  k/a, skąd na mocy (5)

\Mll\=aic-KL/k=iaw-KL.

Mierząc o, w i KL na rysunku, otrzymujemy |M8| z powyższego wzoru.
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II. Ciało nieswobodne
§ 8. Warunki równowagi. Ciało sztywno nazywamy nie- 

swobodnym, jeżeli położenia lub ruchy tego ciała poddane są pew­
nym warunkom. Warunki te nazywamy więzami.

Np. jeżeli jeden punkt ciała jest unieruchomiony, ciało może się tylko 
obracać około tego punktu. .leżeli dwa punkty A i B ciała są unieruchomione, 
ciało może się tylko obracać około prostej AB. Poznamy później inne jeszcze 
przykłady ciał sztywnych nieswobodnyeh.

Gdy ciało sztywne nieswobodne jest w równowadze, mówimy, 
że siły działające na to ciało równoważą się lub są w równowadze.

Ciało sztywnie unieruchomione w dwóch punktach A, li i znaj­
dujące się w równowadze pozostanie w równowadze, 
gdy dołączymy dowolną siłę P o początku w punk­
cie (J, położonym na prostej Ali. Intuicyjnie jest to 
jasne, gdyż ciało może się tylko obracać około osi 
AB, a więc siła P, działająca na oś unieruchomioną, 
nie może ciała poruszyć. Gdyby ciało było swobodne, 
to pozostałoby w równowadze jedynie w przypadku, gdy P =  0.

Widzimy stąd, że warunki równowagi sił przy ciele nieswo- 
bodnym są inne niż przy ciele swobodnym.

Badanie warunków równowagi w przypadku ciała sztywnego 
nieswobodnego możemy sprowadzić do przypadku ciała swobodnego. 
Przyjmować będziemy w tym celu, że na (dało sztywne nieswobodne 
działają oprócz sił danych siły dodatkowe zwane, reakcjami, dzięki 
którym ciało zachowuje więzy. Reakcje pochodzą od tych ciał, które 
ograniczają swobodę ruchów danego ciała sztywnego nieswobodnego.

Jeżeli lip. eiało ciężkie spoczywa mi stołu, wówczas uic jest swobodne, 
nie może bowiem przejść przez powierzchnię stołu. W tym przypadku reakcjami 
są siły z jakimi powierzchnia stołu ciśnie na eiało.

Inne siły, pod którycłi działaniem znajduje się (dało sztywne 
nieswobodne, nazywać będziemy siłami działającymi (dla odróżnienia 
od reakcyj). Jeżeli do sił działających dołączymy reakcje, to mo­
żemy ciało sztywne nieswobodne uważać za swobodne.

Wynika stąd, że warunkiem koniecznym i wystarczającym równo­
wagi sił działających jest, by siły działając równoważyły się z reakcjami.

Powyższy warunek nie jest jednak dogodny, gdyż występują w nim siły 
reakcyjne, których na ogół nie znamy. W niektórych przypadkach, jak np. 
w przypadku ciała unieruchomionego w jednym punkcie lub w dwóch punk­
tach, można jednak poda«'; warunki równowagi sił działający cli, nie odwołując 
się do reakcyj (str. 274). Warunkiem równowagi, w którym nie występują re­
akcje, jest t. zw. zasada ¡trac przy flotowanych, którą poznamy w rozdziale IX .

t i t ]
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§ 9. Reakcje ciał stykających się. Każdo dwa ciału 
(bryły, powierzchnie lub linie) sztywne, stykające się z sobą, dzia­
łają na siebie z pewnymi siłami. .Siły te są reakcjami i pochodzą 
z wzajemnego oddziaływania na siebie punktów obu ciał. Reakcje 
stosują się do prawa akcji i reakcji.

Siły, z jakimi jedno ciało działa na drugie, możemy w mysi 
twierdzenia o redukcji (str. 241) zawsze zastąpić jedną siłą jt i parą 
o momencie M. Na ‘odwrót, na mocy prawa akcji i reakcji, ciało 
drugie działa na ciało pierwsze z siłami równoważnymi sile ~-/7 
(o tym samym początku co R) i parze o momencie — M.

Wyznaczanie reakcyj jest bardzo ważne w zagadnieniach zwią­
zanych z techniką. Dotychczas nie mamy jeszcze teorii rozwiązu­
jącej tę sprawę w zupełności. W praktyce posługujemy się pewnymi 
hipotezami zgadzającymi się w przybliżeniu z doświadczeniem. Zaj­
miemy się tutaj niektórymi tylko zagadnienia mi dotyczącymi re­
akcji ciał stykających się. Szerzej ujęta jest ta sprawa w podręcz­
nikach mechaniki technicznej.

Doświadczenie wykazuje, że w ciałach sztywnych stykających 
się tylko te punkty działają na siebie, które położone są blisko 
punktów zetknięcia. Przyjmiemy tu hipotezę upraszczającą, że. tylko 
punkty zetknięcia obu ciał działają na siebie; reakcje będą wówczas 
siłami zaczepionymi w' punktach zetknięciu.

Hipoteza powyższa nie da się utrzymać w dalej ogólności. Dla dwu ciał 
sztywnych, stykających się tylko w jednym punkcie, reakcje sprowadzałyby się 
według tej hipotezy do jednej siły, mającej początek w punkcie zetknięcia. Do­
świadczenie natomiast poucza, że prócz niej może w tym przypadku występo­
wać jeszcze para sił o momencie różnym od zera, co sprzeciwia się hipotezie.

Jeżeli np. sztywna kula ciężka opiera się o sztywną [d.ytę poziomą, to 
może pozostawać w równowadze, nawet wtedy, gdy będzie pod działaniem pary 
sił (leżącej w płaszczyźnie poziomej) o małym momencie. W stanic równowagi 
reakcje płyty równoważą- zarówno ciężar kuli jak parę sił, co byłoby niemożliwe, 
gdyby reakcje płyty sprowadzały się do jednej tylko siły zaczepionej w punkcie 
styczności.

R ea k cja  norm alna i styczna. Niech dwa ciała sztywne 
I i II stykają się w punkcie A. Oznaczmy przez /7 siłę z jaką ciało 11 

działa na ciało 1 w punkcie A . Siła U ma począ­
tek w A. Na mocy prawa akcji i reakcji ciało I 
działa na ciało II z siłą —R, mającą początek 
również w A.

Niech (lało I będzie bryłą lub powierzchnią 
[»osiadającą w punkcie A płaszczyznę styczną II.
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Rozłóżmy reakcję R na dwie składowe: na składową Ñ pro­
stopadłą do ciała, t. j. do płaszczyzny 77, i na składową T styczną 
dc» ciału, t. j. leżącą w 77.

Składową N nazywamy reakcją normalną, składową zaś T 
reakcją styczną lub tarciem. Reakcja normalna jest zazwyczaj skie­
rowana względem ciała II w tę stronę, w której znajduje się ciało I; 
nazywamy ją wówczas ciśnieniem. Gdy w punktach zetknięcia tarcie 
nic występuje, ciała stykające się nazywamy gładkimi.

Rozpatrzmy jeszcze dwa przypadki:
Io Piało I jest powierzchnią, ograni- a

czouą pewną linią, na której leży punkt 
zetknięcia A, przy czym linia ogranicza- I \ Is" 
jąca ma w A prostą styczną l (rys. a).

2® Ciało I jest linią posiadającą w A "7\_
prostą styczną l, przy czym A nie jest ' 
końcem tej linii (rys. b).

Przykładem 1° może być półkula sztywna ograniczona okrę­
giem, na którym leży punkt A ; przykładem 2° może być łuk okręgu
0 punkcie A leżącym w jego połowie. W przypadkach 1° i 2° reakcją 
normalną będzie składowa reakcji R prostopadła do stycznej i; 
tarciem zaś będzie składowa reakcji R leżąca na prostej l.

Dla dwu ciał gładkich stykających się w punkcie A  kierunek
1 zwrot reakcji jest wyznaczony, jeżeli jedno z ciał jest bryłą lub 
powierzchnią posiiidującą w A płaszczyznę styczną. Kierunek i zwrot 
reakcji jest wyznaczony również dla ciał 1° i 2°, jeżeli proste styczna 
do nich w punkcie ich zetknięcia nie pokrywają się z sobą. W tym 
bowiem przypadku reakcja musi być prostopadła do obu stycznych. 
Dla ciał, z których jedno jest ciałem 3° lub 2°, wiemy o reakcji tylko 
tyle, że leży ona w płaszczyźnie prostopadłej do prostej stycznej l.

P odpory , ( ’lało sztywne unieruchomione (np. związane szty­
wnie z ziemią) nazywamy podporą. W wielu zastosowaniach idzie 
o wyznaczenie reakcyj podpór na inne ciała sztywne.

Jeżeli ciało sztywne opierające się na podporach jest w równo­
wadze, to siły działające na to ciało równoważą się z reakcjami 
podpór. Jeżeli ciało głądkie opiera się na podporach gładkich, to 
przyjmujemy, że jeżeli są do pomyślenia reakcje (oczywiście normalne), 
równoważące siły, jakie działają na ciało, to reakcje takie rzeczywiście 
wystąpią.
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Dzięki powyższej hipotezie możemy w wielu przypadkach po­
dać warunki konieczne i wystarczające dla równowagi sił, jakie 
działają na ciało sztywne opierające się na podporach gładkich.

Środek ciś nień. Niech dwa ciała gładkie I i II stykają się 
w punktach leżących na pewnej płaszczyźnie 77 
(rys. 1). Beakcje będą więc prostopadłe do płasz­
czyzny 77. Beakcje działające na ciało I są zatem 
równoległe; załóżmy że są ciśnieniami. Mają więc ten 
sam zwrot. Wynika stąd, że mają wypadkową F, 
o której możemy przyjąć, że zaczepiona jest 
w pewnym punkcie O płaszczyzny 77. Punkt 0 
nazywamy środkiem ciśnień.

Oczywiście reakcje działające na drugie ciało mają wypad­
kową —F  i ten sam środek ciśnień.

B ea k cje  nici. Nić nierozciągliwa, przyczepiona do ciała, 
działa na nie tylko wtedy, gdy jest napięta. Jeżeli masa nici jest 
mała (tak, że można ją pominąć) i obydwa końce 
nici przyczepione są do ciała, to działa ona 
w obu końcach, z siłami równymi co do wiel­
kości, także i wtedy, gdy jest nawinięta na 
jakieś ciało gładkie (rys. 2). Siły, z jakimi nić 
działa w swoich końcach, są styczne do nici 
i mają zwrot w kierunku nici. Siły te nazywamy 
napięciami nici. 2.

P rzyk ła d  /. Jeżeli ciało ciężkie, zawieszone na nici w punkcie A, 
jest w równowadze, to napięcie nici T o'początku A równoważy się 
z ciężarem Q, mającym początek w środku ciężkości S. Zatem T-\-Q=Q 
czyli

(1)

é Ponadto siły T i Q muszą działać wzdłuż jednej pro­
stej. Nić ma zatem kierunek pionowy i jej przedłużenie 
przechodzi przez środek ciężkości (rys. 3). Zawieszając 
więc ciało po kolei w dwóch punktach i zaznaczając kie- 
runki nici w ciele, otrzymamy jako punkt przecięcia śro- 

3. dek ciężkości ciała.
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P rzyk ła d  li. Jeżeli ciało zawieszone na dwóch niciach w punk­
tach A i B jest w równowadze, to napięcia nici Tx i Ti o począt­
kach w A i B równoważą się z ciężarem Q, mającym początek 
w środku ciężkości S (rys. 1). Zatem

(2) 7 \ + f 2 +  Q =  0.

Na mocy więc twierdzenia podanego na 
str. 250 kierunki sił przecinają się w jednym 
punkcie O lub siły są równoległe. W obu przy­
padkach możemy wyznaczyć siły Tx i T2, two­
rząc moment względem dowolnego punktu, 
np. względem punktu A. Oznaczając przez 
a2 i d ramiona sił Tt i Q względem A, dostaniemy 'T2\a =  \Q\d czyli

(3) ,\T2\ =  \Q\dia.

Podobnie otrzymamy ¡Tjl, tworząc moment względem B. 
W przypadku, gdy siły Tx i T2 nie są równoległe, możemy je 
wyznaczyć graficznie, tworząc trójkąt sił (rys. la).

P rz y k ła d  !ł. Na nici nierozciągliwej bez masy, przewiniętej 
przez gładki pierścień w punkcie (', zawieszony jest w punktach 
A  i B ciężki pręt sztywny (rys. 2). Wyznaczyć napięcia nici w po­
łożeniu równowagi.

Ac Oznaczmy przez l długość nici, przez <p
kąt ACB, a przez 8 środek ciężkości 

 ̂ pręta. Połóżmy:

A B —a, A ('—lx, B ('—l2, .1.9=5.

i Przypuśćmy, że dane są a, li, ł i cię-
2- 2il- żar pręta Q.

Ponieważ napięcia T, i T2 nici równoważą się z_ ciężarem Q, 
więc siły te przecinają się w punkcie C (gdyż siły Tx i T„ przechodzą 
przez punkt V (str. 250)) i ponadto

(1) f 1+ f i + ^  =  0.

Prócz tego (str. 264)

a w

(5)
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Gdy 9>=0, pręt ma położenie pionowe i siły Tx i T2 mają kie­
runek pionowy. Na mocy (5) jest więc Tx—T2, skąd na mocy (4)

\Tx\ =  \T2\=\Q\/2.

Zbadajmy w jakim przypadku może być ę  4= 0, jak na ry­
sunku. Przyjmijmy więc, że <p 4= 0.

Oznaczając przez dx i d2 odległości kierunków sił Tx i T% od 8 
i tworząc moment względem 8, dostaniemy \T1\d1~\Tt\di; zatem, 
z uwagi na (5), dx — d2. Środek ciężkości S jest równo oddalony od 
boków AC  i BC, czyli prosta CS jest symetralną kąta <p- Ze zna­
nego twierdzenia geometrycznego o symetralnych kątów trójkąta, 
otrzymujemy AC/BC=AS/BS czyli

(6) hll»—b l(a —b).
Ponieważ

(7)
więc rozwiązując układ równań (6) i (7), dostaniemy:
(8) lx — bli'a, l2 =  (a—b)l/a.

Aby boki lx, 1̂ , a mogły tworzyć trójkąt, muszą zachodzić nie­
równości l1 +  l2> a , lx+ a > l 2, l2 4-a > i,, które możemyj napisać 
w postaci:

lx -J- l^^a, Ig I?
skąd na mocy (8)
(9) i>a>|a—2ft|i/<ł. .

Muszą być więc spełnione nierówności a < ł« i* /| « —26| czyli, 
kładąc k—bja,

(10) a < l < a /|1 ~~2k\. *

; . A więc: równowaga zajdzie przy <p4=0, jeżeli długość nici l spełnia 
warunek ( 10).

Zauważmy, że jeżeli k==bja--1/2 (t. j. gdy środek ciężkości 8 
wypada w środku odcinka AB), to warunki (9) spełnione są dla 
każdego l>a. W tym więc przypadku możliwe jest zawsze położenie 
równowagi pręta przy <p #= 0.

Kąt q> otrzymamy z twierdzenia Carnota

<(" =  l\  j~ l i  — ' ż l i l ,  COS <•/'.(11)
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Z trójkąta sił dostajemy
(12)

Po łatwych przeróbkach, wyrażając cos \ </ przez a, />. 
rów- (8) i (11), otrzymamy na mocy (12)

\ff j-L <ip I — !Q|  ̂1/  b)b
1 - *« - U a\  i*—a2 

W szczególności dla b—a/2 dostaniemy

ze wzo-

I^l =  l^ l= ji0 l

P rzy k ła d  4. Belka pozioma spoczywa w punktach A  i*/> na 
dwóch podporach gładkich. Na belkę działają siły pionowe (skiero­
wane w dół) Pv Pa, ..., Pb (str. 257, rys. 1). Wyznaczyć reakcje podpór:

Oznaczmy przez xx,xv ...,xb odległości punktów zaczepienia sił 
od A. Połóżmy A B = d . Reakcje Rx i R2 wr A i B są pionowe. Tworząc 
moment względem A i oznaczając przez P i,Ps,...,P 6, RX,R2 warto­
ści bezwzględne sił, otrzymamy P1xl+ P i xi j-...A~Pbxb -Paflf—0, skąd

(13) (P j^+PjiT j-f ... +  P bxs)jd.

Ponieważ 7£x -(- R2 — P x 4  P2 4-... 4- P 5, więc

(14) Ą - i P ^ d - Z r )  +  ... 4- Ps( d - x i)]/d.

Reakcje Rx i R2 można również wyznaczyć przy pomocy wielo- 
boku sznurowego jak na str. 257.

P rzyk ła d  3. Kula ciężka o stałej gęstości dotyka płaszczyzny 
gładkiej 77, nachylonej do poziomu pod kątem a. Wyznaczyć siłę 
poziomą P, utrzymującą kulę w równowadze.

Ciężar Q kuli ma początek w' jej środku 
O, a reakcja R płaszczyzny Tl w' punkcie 
styczności A ; jest ona prostopadła do TI. Siły 
Q i R przecinają się w punkcie O. Ponie­
waż siły P, Q i R równoważą się, więc na 
mocy tw. III, str. 250, przecinają się one w punkcie O. Ponadto 
P + Q + R = 0 ,  więc z trójkąta sił otrzymujemy siły P i R. Mamy:

R ~ Q i cosu, P —Q tg a,
gdzie / ’. i R oznaczają bezwzględne wartości odpowiednich sił.
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P rzy k ła d  (i. W płaszczyźnie pionowej TI leży pręt ciężki AB
0 gęstości stałej, oparty na dwóch płaszczyznach gładkich: pozio­
mej 77j i pionowej TI.,. Niechaj O.r i Oy będą prostymi przecięcia 
płaszczyzn IIl i II2 z płaszczyzną TI. Pręt A B przywiązany jest nicią 
nierozciągliwą OC do punktu O. Pręt znajduje się w równowadze. 
Wyznaczyć reakcje, mając dane: AB =21, kąt a między AB  a osią x
1 kąt 9 między OC a osią x  (rys. 1).

Siłą działającą na pręt jest 
ciężar Q zaczepiony w środku 
pręta AB  w punkcie D. Reak­
cjami są reakcje ścian R i N, 
zaczepione w i i f i i  prostopa­
dłe do ścian, oraz reakcja nici T 
zaczepiona w C i skierowana 
wzdłuż nici ku punktowi O. Siła 

działająca równoważy się z reakcjami. Z warunku rzutów na osie 
x  i y otrzymujemy:

(15) Nx-\- Tx= 0 , Ru- \ - 1 ' u — 0,

a z warunku momentu względem O:

(16) — Ru ‘2l cos a +  Nx-21 sina — Qul cosci=0.

Oznaczmy przez R, N, T, Q bezwzględne wartości odpowiednich 
sił. Mamy oczywiście RU =  R, Nx — N, Qu — — Q i Tx — — T cos <p, 
T,, — — Psinę». Zatem z równań (15.) i (16) otrzymujemy:

(17) X  — T cos9>=0, R — Q — T sinęi=0,

(18) — 2R cosa+2N  sina+Q cosa =  G.

Wyznaczając R i X  z równań (17) i wstawiając w (18) otrzymamy

(19) T- Q cos u 
2 sin (a —ę>),

skąd na mocy równań (17):

(20) v  =  ięosacos9> B = o U + -
■ ’ 2 sin (a—q>) VV 28in(a-?>))

Ponieważ Z’> 0 , więc na mocy (19) musi być a><p; zatem 
punkt (J musi leżeć między A i D.

Zadanie możemy również rozwiązać graficznie (rys. 2 i 3).
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Oznaczmy przez K punkt przecięcia sil f  i Q, zaś przez F sil 
N i R. Wypadkowa sił T i Q zaczepiona jest w E, zaś wypad­
kowa W2 sił R i N w F. Ponieważ układ sił .V, R, T, Q jest równo­
ważny zeru, więc układ sił W’,, W’2 jest też równoważny zeru. Zatem 
siły działają wzdłuż prostej EF i IFt f  W.r—0. Siła Q oraz kie­
runki sił T i Wl—T + Q  są dane, więc możemy wyznaczyć siły M’, i T 
jak na rys. 2. Ponieważ N -\-R= W.. =  — li’,, więc siły N i R 
otrzymamy, rozkładając siłę W2 na składowe w kierunkach osi 
a; i y (rys. 3).

P rzy k ła d  7. Pręt ciężki Ali o środku ciężkości S opiera się 
w punkcie A o płaszczyznę poziomą gładką, a w punkcie li o kulę 
gładką. W punkcie A uczepiona jest nić nierozciągliwa, przewinięta 
przez blok C i obciążona w drugim końcu ciężarem T‘ . Wyznaczyć 
ciężar P, reakcję R ściany poziomej i reakcję N kuli w położeniu 
równowagi, mając dane a—Aft, b—AIi, kąt u między prętem a płasz­
czyzną i ciężar pręta Q.

Obierzmy osie x  i y jak na rysunku. Ponieważ napięcie nici 
w punkcie A wynosi P, więc oznaczając przez P, <}, R, N wartości 
bezwzględne sił i tworząc rzuty na osie x,y, dostaniemy:

(21) P —W sm a= 0 , R — <J+ArcoK«=ó.

Moment ogólny względem A wynosi . /\  a

Zadanie możemy rozwiązać również graficznie. Oznaczmy w tym 
celu przez Wy wypadkową sił R i P, a przez W2 wy]>adkową sił Q i N. 
Siła W y^R+P  zaczepiona jest w punkcie A, zaś W „=Q+N  w punk­
cie O, w którym przecinają się kierunki sił Q i N. Ponieważ znamy 
położenia sił Q i N, więc punkt O możemy wyznaczyć.

Siły P, R,Q  i N są w równowadze, więc i siły W, i Wa rów- 
noważą się. Zatem W\-|- W„= 0; ponadto siły W', i W., leżą na

op
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jednej prostej. Prostą tą jest oczywiście prosta AO. Ponieważ znamy 
już kierunek siły Wt, więc możemy ze związku lVi=^Q +  \  wyzna­
czyć Wt i N, rysując trójkąt sił. Mamy ii', —— IV2 i Wl —R -)P , 
więc siły R i P  otrzymamy, rozkładając siłę W', w kierunkach sil R i P.

P rzy k ła d  H. Drut ciężki sztywny o stałej gęstości, w kształcie 
półokręgu, leży w płaszczyźnie pionowej, opierając się o prostą po­
ziomą 1. Na końcach pręta A i li zaczepione są siły /', i / '2, skie­
rowane pionowo w dół. Wyznaczyć kąt <p, jaki w położeniu równo­
wagi tworzy średnica Ali z poziomem, oraz reakcję R w punkcie 
styczności (.' (przy założeniu, że nie ma tarcia).

W położeniu równowagi siły Pv Pt ciężar Q, 
zaczepiony w środku S masy oraz reakcja R, pro­
stopadła do l, równoważą się. Ponieważ siły po­
wyższe są równoległe, więc. (oznaczając ich war­
tości bezwzględne przez P.„ i} i R) otrzy­
mamy z warunku rzutów na oś y, skierowaną 
pionowo w górę, — 1\ )- R — Q — P2 --- 0 czyli

R = P x+ P i +  Q.

Obliczmy moment ogólny sił względem punktu styczności C. 
Z warunku momentu otrzymamy

(24) — PiPi +  Q 'l+ P iP i= 0 ,

gdzie p,, p.ó i q oznaczają ramiona sił I\ i Q względem C. Kła­
dąc, r=OH  (gdzie O jest środkiem średnicy AR), otrzymamy:

(25) Pi—P i~ r  cos f/P, q=OS-nin<y,

a ponieważ ()R ~ (lrjn  (str. 179), więc

( 2« ) <?-=■
i r Sin </>

Z (25) i (26) dostaniemy przez podstawienie w (24)

(P2 —I\) >' cos <p -f- =■ 0
czyli

(27)
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§1 0 . T arcie. Niech dwu ciała I i II, będące w spoczynku, 
stykają się w punkcie A i niech mają w tym punkcie wspólną płasz­
czyznę styczną 77. Oznaczmy przez R reakcję z jaką w punkcie A 
działa ciało II na ciało I. Jeżeli ciała nie są gładkie, to reakcja R 
nie jest do płaszczyzny 77 prostopadła.

Niechaj a będzie kątem, jaki R tworzy 
z normalną a do 77.

Oznaczając przez N składową normalną, 
a przez T składową styczną czyli tarcie i kła­
dąc R=\R\, N —\N\, T—\T\, otrzymujemy:

(1) 7' H sin a, A' — R cos «, 
skąd
(2) T — A’ tg a.

. Doświadczenie pokazuje, że kąt u nie może przekroczyć pewnej 
granicy, zależnej fal natury powierzchni ciał I i II.

Oznaczmy przez ą> maksymalną wartość kąta a w punkcie A 
dla danej pary ciał I i II w położeniu równowagi. Mamy więc 
czyli 0 i  tg a <  tg </), skąd na mocy (2)

(J) tg(/>.

Kładąc /-=tg?>, dostaniemy

(4) T ^ N f.

Liczbę f  nazywamy współczynnikiem statycznym tarcia dla danej 
pary ciał I i II w punkcie styczności A.

Weźmy pod uwagę.stożek obrotowy o wierzchołku A, a któ­
rego osią jest normalna w, nachylona do tworzących stożka pod 
kątem >/’. Stożek ten nazywamy stoikiem tarcia w punkcie A.

Ponieważ a < 9>, więc reakcja leży wewnątrz stożka tarcia lub na 
jego powierzchni.

Podobnie jak dla podpór gładkich (str. 263), przyjmujemy 
również w przypadku tarcia zasadę następującą:

Jeżeli ciało sztywne opiera się na podporach i są do pomyślenia 
reakcje (leżące wewnątrz stoików tarcia), równowaiąee się z siłami, 
jaku działają\ na ciało, to reakcje te wystąpią w 'rzeczywistości (jeżeli 
w chwili początkowej ciało było w spoczynku).
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P rzy k ła d  1. Pręt ciężki AB , leżący na płaszczyźnie pionowej, 
opiera się na płaszczyznach poziomej i pionowej. Współczynniki 
tarcia w A  i B są /, i /2. Zbadać warunki równowagi.

Weźmy pod uwagę stożki tarcia w A i B. 
Tworzące tych stożków są nachylone do normal­
nych w A i B pod kątami cpl i <p2, gdzie tg ?>1= / 1 
i tg <p2—f.2. Eeakcje Rx i Rt w A  i B muszą le­
żeć wewnątrz lub na powierzchni tych stożków.

Na pręt AB  działają trzy siły: Rv St i cię­
żar Q, zaczepiony w środku ciężkości S.

Jeżeli pręt jest w równowadze, to kierunki tych sił przechodzą 
przez jeden punkt C (str. 250). Punkt ten musi oczywiście leżeć 
we wspólnym obszarze obu stożków tarcia (p. obszar zacieniowany 
ntt rysunku), gdyż kierunki reakcyj R1 i R2 mogą się tylko prze­
cinać w tym obszarze. Kierunek siły ciężkości musi zatem prze­
chodzić przez obszar wspólny obu stożków tarcia.

Na odwrót, jeżeli kierunek ciężaru Q przechodzi przez wspólny 
obszar stożków tarcia, to pręt może pozostawać w równowadze. 
Obierzmy bowiem na pionie przechodzącym przez S dowolny punkt G 
wewnątrz wspólnego obszaru stożków tarcia. Łatwo widzieć, że mogą 
wystąpić reakcje Rt i R2, mające kierunek AG i BC i równoważące 
ciężar Q. A więc pręt może w tym przypadku pozostawać w równo­
wadze.

Gdyby środek ciężkości leżał w takim punkcie S', że pion 
przechodzący przez ten punkt nie przecinałby wspólnego obszaru 
stożków tarcia, to równowaga pręta byłaby niemożliwa.

A więc: warunkiem, koniecznym i wystarczającym dla równowagi 
pręta jest to, by kierunek ciężaru przechodził przez wspólny obszar stoż­
ków tarcia.

Połóżmy: A B —l, A S =d, B S=d' i oznaczmy przez a kąt, jaki 
A B tworzy z poziomem. Obierzmy osie x i y układu współrzędnych 
jak na rysunku i załóżmy, że pręt jest w równowadze. Z warunków 
rzutów i momentu względem O otrzymamy:

(а) ®iA. +  R-ix =  0, R\uĄ-R2u— <i? =  0,

oraz —R\u d cos a +  Rixl sin a +  Qd‘ cos a — 0 czyli

(б) +  R-ix l tg a -f- Qd'= 0.
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Marny ponadto nierówności następujące:

(?) l«i,l I
Ze wzorów (5) i (6) nie możemy reakcyj wyznaczyć. Związki 

(5)-(7) pozwalają nam tylko podać granice, których nie mogą 
przekroczyć składowe reakcyj.

Oznaczmy przez x0 odciętą punktu S, a przez £ odciętą pun­
ktu G, w którym przecinają się tworzące skrajne stożków tarcia. 
Eównowaga nastąpi, jeżeli
( 8 ) .

Aby wyznaczyć £, napiszmy równania prostych BG i AG:
y-= — (x —l cos a) lfv

Punkt G jest punktem przecięcia tych prostych, więc

(9) 1 “  Atga l cos a.

Ponieważ zaś x0—d' cos a, więc nierówność (8) przyjmuje postać

(10) (1 - A  tg u ) /( l+ /i / , )<<*'/*•
Eównowaga nastąpi, jeżeli lewa strona tej nierówności jest 

liczbą ujemną lub zerem. W  tym przypadku jest 1— fxtga< 0 , więc 
1 /A ^ tg a  czyli ctg ęjj^tga, zatem n/2

Jeżeli więc sr/2—y,^a, to równowaga nastąpi. Jeżeli zaś 
nj2—yj>a, to lewa strona nierówności (10) będzie dodatnia i równo­
waga nie zajdzie przy zbyt małym d'.

Wyniki te łatwo sprawdzić na rysunku (str. 272).
P rzy k ła d  2. Belka I przechodzi luźno przez wycięcie w belce II. 

Na belkę II działa siła P  równoległa do belki I, Belki są przyciśnięte 
do siebie w punktach A  i B.

Wyznaczmy stożki tarcia w A 
i B. Jeżeli kierunek siły P przejdzie 
przez obszar wspólny stożków tarcia, 
to w A i B wystąpią działające na 
belkę II reakcje Rx i R2, które zrów­
noważą siłę P. Wówczas belka II się 
nie poruszy: nastąpi t.zw. zacinanie.

Z rys. łatwo widzieć, że zacinania nie będzie, jeżeli siła P' 
będzie miała początek w pobliżu belki I i będzie do niej równoległa. 
Wtedy bowiem kierunek siły P' nie przejdzie przez wspólną 
część obu stożków tarcia; równowaga nie będzie więc możliwa.
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|$ 11. Warunki równowagi nie zawierające reakcji.
Warunek równowagi sił działających na ciało sztywne, podany na 
str. 261, wyraża związek zachodzący między siłami działającymi 
a reakcjami. Obecnie podamy kilka przykładów, w których warunki 
równowagi sił działających można będzie odnieść do samych tylko 
sił działających z pominięciem reakcji.

C iało o pu n k cie  n ieruchom ym . Niech ciało sztywne ma 
jeden punkt unieruchomiony, np. punkt O. Możemy więc przyjąć, 
że ciało jest swobodne i że w punkcie O działa reakcja R, przytrzy 
mująca punkt O.

Załóżmy dalej, że ciało jest w równowadze pod działaniem 
sił P\,p2,...,P n. Siły te równoważą się zatem z reakcją R. Z wa­
runków równowagi wynika, że zarówno suma sił, jak i moment 
względem punktu O, są równe zeru czyli:

( 1 )

(I)

R+ZPi--=  0, 
1'M om o?/ — 0.

W równaniu (I) nie występuje reakcja R, gdyż moment jej 
względem O (jako siły o początku O) jest zerem. Z równania (1) 
możemy wyznaczyć R. Mamy
(2) R=- ZP , .

Równanie (I) stanowi warwiekkonieczny, jaki muszą spełniać 
siły działające P\,Pi,...,P„ w przypadku równowagi.

Dowiedziemy teraz, że warunek (I) jest rów­
nież warunkiem w y sta rcza ją cy m  równowagi.

Załóżmy, że układ sił Pt, Pt,..., P„ spełnia 
równanie (I), czyli że moment układu tych 
sił względem O jest zerem. Wynika stąd, że 
siły Pt, Pt, ..., P,, mają wypadkową P —EP, 
o początku w O (str. 26). Otóż siła P, zacze­

piona w O, nie może poruszyć danego ciała, będącego w spo­
czynku, gdyż punkt O jest nieruchomy. Układ sił P\,P>, ...,P„ (ró­
wnoważny sile P) jest zatem w równowadze.

A więc: warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, by układ 
sił, działających na ciało sztywne unieruchomione w jednym punkcie O, 
był w równowadze, jest, by momeni ogólny sił działających względem 
punktu O był zerem (czyli aby układ miał wypadkową przechodzącą 
przez O).
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Ciało o osi n ieruchom ej. Niech ciało sztywne ma unie­
ruchomioną pewną prostą 1 (wystarczy w tym celu np. unieruchomić 
dwa punkty tej prostej). Ciało sztywne może się wówczas tylko 
obracać około osi l. Możemy przyjąć, że ciało jest swobodne i że 
w punktach położonych na osi zaczepione są siły reakoyjne, dzięki 
którym oś jest nieruchoma.

Załóżmy, że ciało jest w równowadze pod działaniem sił {Pt). 
Zatem siły {P,} równoważą się z siłami reakcyjnymi. Z warunków 
równowagi wynika, że moment ogólny tych sił względem osi l jest 
równy zeru. Ponieważ moment sił reakcyjnych względem osi i, jako 
sił o początkach położonych na osi, jest zerem, więc moment ogólny 
sił {P,i względem osi l jest zerem czyli

(II)

W równaniu (II) siły reakcyjne nie występują. Równanie to 
jest zatem warunkiem kon ieczn ym , jaki musi spełniać dany układ 
sił {?(), by ciało było w równowadze.

Udowodnimy teraz, że warunek (II) jest również warunkiem 
w ystarcza ją cym  równowagi.

Załóżmy więc, że dowolny układ sił P i,..., P„ 
spełnia warunek (II). Obierzmy dowolny punkt 
O na osi l. Na mocy twierdzenia o redukcji 
(str. 241), dany układ sił jest równoważny 
układowi złożonemu z dwóch sił S i P, z któ­
rych S ma początek w 0, Ponieważ moment 
ogólny sił Pi.Pi, ...,P„ względem l jest zerem, 
więc moment ogólny sił S i T względem l jest 
również zerem. Z uwagi na to, że Mom/ $ = 0  (gdyż siła S zacze­
piona jest w punkcie O, położonym na l), musi też być Mom? T —d. 
Zatem siła T bądź przecina l, bądź jest równoległa do l.

Weźmy pod uwagę na osi i dowolny punkt 0 ’A=0. Niechaj .4 
będzie początkiem siły T. Ponieważ siła T leży w płaszczyźnie prze­
chodzącej przez ł i .4, więc możemy rozłożyć T na dwie siły P\ i T3 
o kierunkach O A i 0'A, a następnie przesunąć ich punkty zaczepie­
nia do O i O'. Wykazaliśmy w ten sposób, źe układ sił P i,P2, ...,P, 
równoważny jest układowi sił, zaczepionych w punktach osi 1.

Ponieważ jest oczywistym, że siły zaczepione w punktach osi l, 
unieruchomionej z założenia, nie poruszą ciała będącego w spoczynku, 
więc dany układ sil działających P\,Pz,...,P„ jest w równowadze.
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Zatem: •warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, by układ 
sił działających na ciało sztywne, mające oś nieruchomą, był w równo­
wadze, jest to, by moment ogólny układu sił względem tej osi był
zerem.

Uwaga. Niech JJ będzie dowolną płaszczyzną prostopadłą do 
prostej i, a Ol punktem przebicia płaszczyzny JJ osią l. Oznaczmy 
przez P\, Pi,... rzuty na płaszczyznę 77 sił działających PVP 2, ... 
Z określenia momentu względem osi (sfer. 237) wynika, że moment 
siły Pi względem Oj równa się momentowi siły P, względem l. Zatem 
moment ogólny sił (P)) względem punktu Ox równy jest momentowi 
ogólnemu sił {P,j względem osi l.

A więc: warunkiem koniecznym i wystarczającym równowagi 
układu sił (P(j jest to, by moment ogólny sił (Pi) względem Ox był 
zerem.

Warunek ten ma taką postać, jak gdyby rzut ciała na płasz­
czyznę II miał punkt O, unieruchomiony i jak gdyby na rzut ciała 
działały rzuty sił P i ,P » - '

Aby wiedzieć, czy układ sił działających na ciało sztywne, ma­
jące oś nieruchomą, jest w równowadze, wystarczy więc znać tylko 
rzuty sił działających na płaszczyznę prostopadłą do osi i punkt
przecięcia osi z tą płaszczyzną.

C iało p łasko prow adzone. Niechaj ciało sztywne może się 
poruszać tylko w ten sposób, że tor każdego punktu jest płaski

i leży w płaszczyźnie równoległej do pewnej 
płaszczyzny stałej 77.

Mówimy wówczas, że ciało może od­
bywać jedynie ruch plaski lub że jest 
płasko prowadzone, a płaszczyznę 77 nazy­
wamy płaszczyzną kierowniczą.

Przykładem ciała płasko prowadzonego 
jest walec, którego podstawy leżą na 
dwóch płaszczyznach równoległych 77 i II'. 

Jeżeli nie ma tarcia, to reakcje płaszczyzn 77 i 77' są do tych 
płaszczyzn prostopadłe.

Założymy ogólnie, że ilekroć nie ma tarcia, reakcje, dzięki 
którym oiało wykonywać może tylko ruch płaski, są prostopadłe do 
płaszczyzny kierowniczej TI.
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Oczywistym jest zatem, że układ sił prostopadłych do płasz­
czyzny kierowniczej jest w równowadze, t. zn. że siły prostopadłe 
do 77 nie mogą poruszyć ciała płasko prowadzonego, będącego 
w spoczynku.

Niechaj ciało płasko prowadzone będzie w równowadze pod 
działaniem układu sił P1?P2, ... Siły działające równoważą się więc 
z reakcjami czyli tworzą, układ równoważny zeru. Wynika
stąd, że rzuty sił Pj,Ps, ... i reakcyj BUR.2,... na płaszczyznę kie­
rowniczą 77 tworzą również układ równoważny zeru. Ponieważ rzuty 
reakcyj są zerami (gdyż reakcje są prostopadłe do /7), więc same 
rzuty PUP2,... sił Pv K  na płaszczyznę kierowniczą też tworzą 
układ równoważny zeru.

Niech O będzie dowolnym punktem płaszczyzny 77. Jeżeli siły 
P j,Ps, ... są wr równowadze, otrzymamy:
(3) £P\— 0, rMomoPŻ =  0.

Warunek (3) jest więc warunkiem k on ieczn ym  równowagi 
układu sił 7*i,Pj,... Udowodnimy, że jest on również warunkiem 
dosta teczn ym .

Załóżmy w tym celu, że układ sił PvPa,... spełnia równania (3). 
Na mocy twierdzenia o redukcji układ ten jest równoważny ukła­
dowi złożonemu z siły P=27P, i pewnej pary U ,—77. Oznaczmy 
przez P', U' i —U' rzuty tych sił na płaszczyznę 77. Na mocy (3) 
otrzymamy:

P ' =  0, Mom ( U', —77') —0.

Zatem P jest prostopadłe do 77; para zaś 77, —U leży w płasz­
czyźnie prostopadłej do 77. Możemy więc parę U ,—U obrócić w jej 
płaszczyźnie (nie zmieniając momentu) tak, aby w nowym poło­
żeniu obie siły były prostopadłe do 77. Oznaczając przez F, — V 
nową parę równoważną dawnej, widzimy, że układ sił 
równoważny jest układowi sił P, F i — F, prostopadłych do 77. 
Wynika stąd, że układ Pj,P2,... jest w równowadze.

A więc: warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, by układ 
sil działających na ciało sztywne płasko prowadzone był w równo­
wadze, jest by rzuty tych sił na płaszczyznę kierowniczą tworzyły układ 
równoważny zeru.

Aby więc zbadać, czy układ sił działających na ciało płasko 
prowadzone jest w równowadze, wystarczy znać tylko rzuty sił 
działających na płaszczyznę kierowniczą.
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P rzy k ła d  1. D źw ignia. Belkę mającą unieruchomioną oś 
poziomą, do niej prostopadłą, nazywamy diwiyntą.

Zakładamy, że siły działające na dźwignię kżą w jednej płasz­
czyźnie 11, prostopadłej do osi obrotu i przechodzącej przez środek
ciężkości.

Oznaczmy przez QVQ2,... siły działające na belkę, zaczepione 
w punktach przez Q ciężar belki, zaczepiony w jej środku
ciężkości S, przez Qv Qt,...,Q wartości bezwzględne, a przez śfo'/»•*•>? 
ramiona tych sił względem punktu przebicia O płaszczyzny Tl osią 
obrotu (.rys, 1).

Moment układu sił QVQS,...,Q  względem osi obrotu jest w tym 
przypadku równy momentowi tego układu względem O, Siły dzia­
łające będą zatem w równowadze, jeżeli suma ich momentów wzglę­
dem O będzie zerem. Warunek równowagi możemy więc napisać 
w postaci
(4) ±  Qy'h ±  ±  Q<t~b)

gdzie znaki -f  i — przyjmujemy według reguły podanej na str. 238, 
Załóżmy, że środek ciężkości leży pod osią obrotu, gdy belka 

ma położenie poziome. Wynika stąd oczywiście, że dla belki, na 
którą nie działają żadne siły (oprócz ciężkości), położenie poziome 
jest położeniem równowagi. Załóżmy ponadto, że siły działające 
mają kierunek pionowy (rys. 2).

Niech <p oznacza kąt, jaki belka tworzy z poziomem. Ponieważ 
OS jest prostopadło do belki, więc OS tworzy z pionem również 
kąt <p. Mamy zatem:

qr == OAx cos p, q9 ~  0A 3 cos p, . . ., q — OS sin pf

skąd przez podstawienie w (4)

(± Q , OA1± Q i OAi ±  ...) cosp±Q -O S  sin ę>=0,
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czyli, dzieląc przez cos y,
(5) i  Qi'OAx . . .±  Q 0 8 tg (p— 0.

Znając siły Q„Qi,...,Q, możemy obliczyć z równania (5) 
kąt tp, jaki belka tworzy z poziomem w położeniu równowagi.

W szczególności, gdy na belkę działają tylko dwie siły Q1 i Qt. 
skierowane w dół i uczepione po przeciwnych stronach belki (jak na 
rys. 3, str. 278), otrzymamy z (5) —ę ^ O A + ę ^ O B Q  OS tg<p=0 
czyli
(«) tg f = (<źr o b  - q ,-o a )/q ■ o s :

Jeżeli (t. j. jeżeli belka jest wr równowadze w położeniu
poziomym), otrzymamy

Ql OA =  Qa OB.

W szczególności więc, jeżeli O A —OB, to Qr-= Qt.
Na tej zasadzie polega przyrząd zwany wagą, służący do po­

równywania ciężarów' dwóch ciał, a pośrednio ich mas.

Przykład. 2. Ciało sztywne, mające oś l 
unieruchomioną, jest w równowadze pod dzia­
łaniem sił Pi,Pt,...,P„ o punktach zaczepienia 
Ai,At, Podać warunki konieczne i do­
stateczne, jakie muszą spełniać te siły, by ciało 
pozostawało nadal w równowadze, jeżeli obró­
cimy je około osi / o dowolny kąt a, nie zmie­
niając przy tym kierunków, zwrotów', wielkości, 
ani punktów zaczepienia (w ciele) tych sił.

Przyjmijmy oś l za oś z układu współrzędnych i oznaczmy 
przez xuyl,sv xi,yi.z2, ... współrzędne punktów zaczepienia A „A 2, ..., 
a przez x'i,y\,z\, xt,y'i,Zi, ... współrzędne punktów AyAs,..., w które 
przeszły punkty przy obrocie ciała o kąt a wokoło osi l.
Niech Bi i Bi będą rzutami punktów di i A\ na płaszczyznę xy, 
a (p kątem między OB a osią ic. Kładąc n —OBi^OBi, mamy:
(7) xl — ri COS <p, y, — r, sin f ,
(8) x[ =  r, cos (y +  a), y[ =  rt sin (ę>-f a), z\ =  z[.

Zatem x[ — rt cosę> cos« — n siny sina, skąd na mocy (7̂
(9) x\ =  a?iCos« — yi sina i podobnie y\ =  i/icosa+  o^sina.

Analogiczne wzory otrzymamy dla pozostałych punktów A[, Aś,...
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Ponieważ po obrocie o kąt « ciało ma zachować równowagę, 
więc moment sił względem osi z musi być zerem czyli

P (P ivy - - P iv^ )= 0 .
Podstawiając zamiast x'h y, wyrażenia ze wzorów (9), otrzymamy

(10) cos« Z(PixUi - P ^ )  +. sina Z [P ixx{ +  Pi„J/i)—0.

Ponieważ równowaga zachodzi dla a=0, więc wstawiając a = 0  
do wzoru (10), otrzymamy

d l )  Z (P ixyi - P i//xi)^ 0 .

Z (10) mamy dla a=7t/2

(12) Z ( p u x i  +  p iu ! l i ) = 0 .

Na odwrót, jeżeli zachodzą warunki (11) i (12). to zachodzi 
oczywiście warunek (10) dla każdego a. Równania (11) i (12) są 
więc szukanymi warunkami koniecznymi i wystarczającymi.

W yzn aczan ie  rea k cy j d z ia ła ją cy ch  na oś nieruchom ą. 
Niech ciało sztywne ma prostą l unieruchomioną wr dwóch punktach 
O i O'. Możemy wówczas przyjąć, że siły reakcyjne zaczepione są 
w punktach O i O'.

Załóżmy, że układ (P,j sił działających na ciało jest w równowadze.
Niech punkt O będzie początkiem układu współ­

rzędnych, a oś l osią «-ów. Oznaczmy przez x,, yi}zt 
współrzędne punktów zaczepienia sił (P,), przez 
R i N reakcje w punktach O i O', a przez d 
długość odcinka 00'.

V) wraz z reakcjami R i N jest w równo­
wadze, więc tworząc rzuty sumy i momentu ogólnego względem O 
na osie układu współrzędnych, otrzymamy sześć równań:

2
✓ AŻ

0

a

Aj L ,
0

^ h?

Ponieważ układ sił {P,J

.(1)
(II)
(III)

(IV)
(V)

(VI)

Z  p ix +  R x  +  — 0 >
Z P iu+ R y +  Ny =  0, 
Z P ir +  Rg +  Ng =  0.

i,j~i P i i )  4" Uy d —
Z (Pixx{ —P ixZi ) — Nxd =  0 

£ (p i ,y t - iV i )= = ° -
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Z równań (IV) i (v) możemy wyznaczyć Nx i N„. Następnie 
wyznaczamy Rx i Ry z równań (i) i (li). Wreszcie obliczamy Rz+ N t 
z równania (III).

Widzimy więc, że równania powyższe nie pozwalają wyznaczyć 
reakcji. Niewiadomych jest wprawdzie sześć (Rx, R,,, Rz i Nx, X u, Nz), 
t. j. tyle ile równań, występują one jednak tylko w pięciu równa­
niach. Równanie (vi) wyraża warunek równowagi sił działających. 
Z równań (l)-(v) możemy wyznaczyć tylko składowe reakcji, prosto­
padłe do osi l, i sumę składowych równoległych do osi l.

Zadania, w których siły reakcyjne nie dają się wyznaczyć 
z warunków równowagi, nazywamy statycznie niewyznaczalnymi.

A więc obliczenie reakcyj ciała sztywnego, unieruchomionego 
w dwóch punktach jest statycznie niewyznaczalne.

Jeżeli założymy, że dane ciało nie jest ciałem sztywnym, lecz 
ciałem mogącym ulegać zniekształceniom, to opie­
rając się na teorii sprężystości, moglibyśmy siły re­
akcyjne obliczyć.

Zadanie nasze możemy uczynić statycznie wy- 
znaczalnym, przyjmując, że punkt O' jest unieru­
chomiony w t. zw. łożysku szyjnym bez tarcia.

Reakcja N jest wtedy prostopadła do osi l.
Mamy w tym przypadku N¡—0, możemy więc wy­
znaczyć Rz z równania (iii).

0

-N

Ř

P rzy k ła d  3. Płyta ciężka prostokątna ma oś poziomą l unie­
ruchomioną w punktach O i O’ (łożysko szyjne). Środek boku równo­
ległego do osi jest punktem zaczepienia siły P  prostopadłej do 
płyty. Dane są: ciężar Q o początku w środku S prostokąta, boki 

prostokąta a i b oraz długość d—OO'. Wyznaczyć 
w położeniu równowagi reakcje R i N (w O 
i O') oraz kąt <p, jaki płyta tworzy z poziomem.

Niech O będzie początkiem, a oś l osią z 
układu współrzędnych; nadajmy osi x kierunek 
poziomy, a osi y kierunek pionowy ku górze. 
Będziemy mogli zastosować równania (l)-(vi), 
str. 280.

Punkt S ma współrzędne Nacosy, jctsin ip, \ punkt A zaś 
a cos cp, a sin cp, \b. Mamy:
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Qx=--0, Q„=*—Q, (¿¡=0, gdzie Q=\Q\i 
Px~~—P  sin <p, Pt =  P  cos </>, P2—0, gdzie P~\P\.

Z uwagi, że N .~  0, dostaniemy na mocy wzorów (l)-(VI), str. 280: 

— P  sin ip i-Rx+2fx~*0, P  co» (p—Q+Rg"\-NB=>Q, Rz—0,
ĄbPeostp~-!fQb-\-R,id=0, j b P sin q>—N xd — 0, —P a + liQ acos <p=0.

Z ostatniego równania otrzymujemy cos <p =  2P/Q, a z pozo­
stałych równań wyznaczamy R,v, Ru i Nx, JVff. Mamy Rz—Nz—0.

Oczywiście równowaga jest możliwa, jeżeli 2P/<?<.1, t. j. 
jeżeli PśiQ  2.

1 12. Równowaga dal ciężkich podpartych. Jeżeli ciało 
sztywne, na które nie działają żadne siły prócz siły ciężkości, opiera 
się na płaszczyźnie poziomej II i jest w równowadze, to siły reakcyjne 
z jakimi płaszczyzna działa na ciało (w punktach podparcia) równo­
ważą się z silanu ciężkości.

Załóżmy, źe płaszczyzna podpierająca Tl jest gładka. Reakcje 
są wtedy prostopadłe do płaszczyzny; mają więc wypadkową F, 
zaczepioną w pewnym punkcie O płaszczyzny II. Punkt O nazwa­
liśmy środkiem■ ciśnień (str. 284). Siły ciężkości działające na dane 
ciało sztywne mają wypadkową Q, zaczepioną w; środku ciężkości S.

Gdy ciało jest w równowadze, siły F  i Q 
równoważą się nawzajem. Zatem 7'-}-$-=©, 
a ponadto F  i Q łeżą na jednej prostej. Wobec 
tego środek ciśnień leży w punkcie prze­
cięcia się kierunku siły Q ż płaszczyzną i?. 
Środek ciśnień O jest więc rzutem środka cięż­
kości $ na płaszczyznę podpierającą 77.

Jeżeli ciało opiera się na płaszczyźnie 77 tylko w jednym 
punkcie O i jest w równowadze, to reakcja zaczepiona jest w O. 
Zatem środek ciężkości leży wówczas nad punktem oparcia.

Niech teraz ciało opiera się na płaszczyźnie 77 w punktach 
AVAV... i niech C będzie dowolną linią zamkniętą wypukłą, ota­
czającą wszystkie punkty oparcia A u .42, .... Udowodnimy, że wówczas 
środek ciśnień O leży również bądź wewnątrz, bądź na samej linii O.

Przypuśćmy bowiem, że środek .ciśnień leży zewnątrz linii C 
w punkcie O'. Poprowadźmy dowolną prostą l w płaszczyźnie 77, 
tak by punkt O' i linia C leżały po przeciwnych stronach prostej l.
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Momenty sił reakcyjnych względem prostej 1 byłyby więc skiero­
wane przeciwnie niż moment siły F. Jest to jednak niemożliwe, 
gdyż moment ogólny sił reakcyjnych jest równy momentowi siły' F. 
Istotnie więc środek ciśnień musi leżeć wewnątrz obwodu wypu­
kłego C, Jeżeli K  jest najmniejszą linią wypukłą (na rysunku ła­
mana A^A^A^A,,), w obrębie której leżą punkty oparcia *), to śro­
dek ciśnień leży także w obrębie tej linii. Ponieważ założyliśmy, 
że ciało jest w równowadze, więc kierunek siły ciężkości przechodzi 
przez środek ciśnień, trafia zatem również w obręb linii K.

Udowodnimy teraz, że jeżeli ciężar trafia w? obręb linii K, to 
wystąpią reakcje, które zrównoważą ciężar.

Rozpatrzymy dwa przypadki:
1® Olało p od p a rte  jest w dw óch punktach  A i B. 

W tym przypadku linią K  jest odcinek AB. Jeżeli kierunek siły 
ciężkości przechodzi przez punkt O odcinka AB, to istnieją dwie 
siły reakcyjne Ml i Mt o początkach w A  i B, skierowane pionowo 
w górę. Siły te można wyznaczyć graficznie jak na sir. 257, lub ra­
chunkowo jak w przykładzie 4, str. 267. Wynika stąd na mocy za­
sady podanej na. str. 263, ze reakcje zrównoważą ciężar.

2“ C iało p odparte  jest w n> 2 punktach . Jeżeli punkty 
te leżą na jednej prostej, to oznaczając przez A i Ii skrajne punkty 
oparcia, możemy postąpić jak w przypadku 1°. Przypuśćmy więc, 
że punkty oparcia nie leżą wszystkie na jednej prostej, .leżeli siła 
ciężkości trafia w obręb linii K  w punkcie O, to możemy znaleźć 
takie trzy punkty oparcia, że punkt O leżeć będzie w obrębie 
trójkąta, którego punkty te są wierzchołkami (punkty JL„ d 3, A„ na 
rysunku). Jak wykażemy za chwilę (str. 284, przykład 4), można 
wówczas wyznaczyć reakcje, zaczepione w wierzchołkach tego trój­
kąta i równoważące siłę ciężkości.

Mamy więc twierdzenie następujące:
•Jeżeli ciężkie ciało sztywne opiera się na płaszczyźnie poziomej 

gładkiej, to warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, aby reakcje 
płaszczyzny mogły zrównoważyć ciężar ciała jest, by siła ciężkości tra­
fiała w obręb najmniejszej linii wypukłej K, obejmującej wszystkie 
punkty oparcia.

') W geometrii dowodzi się, że linia taka zawsze istnieje i mieści się we­
wnątrz każdej linii wypukłej, obejmującej punkty oparcia.
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Ogólniej: niech ciało sztywne opiera się na powierzchni po­
ziomej gładkiej i niech oprócz siły ciężkości działają na nie inne 
jeszcze siły. Jeżeli ciało jest w równowadze, to wypadkowa reakcyj F 
równoważy siły działające. Wynika stąd, że siły działające na ciało 
mają wypadkową pionową —F, której kierunek przechodzi przez 
środek ciśnień O, a więc trafia w obręb linii K. Na odwrót, jeżeli 
siły działające mają wypadkową pionową, skierowaną w dół i tra­
fiającą w obręb linii K, to wystąpią reakcje, równoważące siły 
działające na ciało. Dowód przeprowadza się jak poprzednio.

P rzy k ła d  4. Stołek o trzech nogach opiera się na podłodze 11. 
Wyznaczył: reakcje w punktach oparcia A VA3,A 3 przy założeniu, 
że nie ma tarcia.

Oznaczmy przez 8 środek ciężkości stołka, przez S' rzut S 
na n ,  przez Q ciężar stołka, a przez R1,Rt,R3 reakcje (rys. 1).

Zadanie rozwiążemy najprościej, obliczając momenty ogólne 
sił względem prostych A 1A3, AaA 3, A3A 3, oczywiście momenty te 
są zerami.

Niech h3 oznacza odległość A3 od A1At, 
a w3 odległość S' od A3Aa. Tworząc moment 
względem osi AUA3, otrzymamy:

h3 — Qw3 =  0, gdzie K3=  |Ą| i Q=\Q\,

gdyż momenty sił Rl i Ra są zerami. Zatem
i. R-3~Qw»!h3-

Analogicznie otrzymamy:

Fi =  Qwj I hx i R3 — Qw3 / h3.

P rzyk ła d  5. Niech ciało sztywne spoczywa na płaszczyźnie 
poziomej II na n punktach oparcia A\,Ai,...,A„. Przyjmijmy pła­
szczyznę II za płaszczyznę xy układu współrzędnych (x,y,z) 
i oznaczmy przez x1,yl,0, xa, ya,0, ..., x„, y„, 0 współrzędne punktów 
oparcia A\, A z , A „ ,  zaś przez xit, y 0,z0 
współrzędne środka ciężkości 8 (rys. 2).

Niechaj Si,Mi,...,R„ oznaczają reakcje,
Q ciężar, zaś Ri,Ri,-..,R„ i Q wartości bez­
względne tych sił.

Tworząc rzuty na osie układu współ­
rzędnych, otrzymamy dla rzutu na oś z

(13) Ri -(- Ri -j-..• -ł- Rn—Q~§- 2 .
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Pozostałe dwa równania odpadają, gdyż dają tożsamościowe 0. 
Tworząc następnie momenty względem początku układu współ­

rzędnych, otrzymamy tylko dwa równania:

(14) - i j f t - Ą y , - . . .  H- Qy0 == 0, xx +  Rrr2+  ...—Qxa =  0,

gdyż moment sił względem osi z jest zerem.
Mamy wobec tego trzy tylko równania dla wyznaczenia reakcyj. 

Jeżeli więc n > 3, to reakcyj nie będziemy mogli wyznaczyć. Za­
danie wyznaczenia reakcyj w przypadku np. stołu opierającego się 
na czterech nogach jest więc statycznie niewyznaczalnym (p. str. 281).

Jeżeli natomiast ciało podparte w n>3 punktach nie jest 
sztywne, to reakcje można wyznaczyć, opierając się na teorii sprę­
żystości. Okażemy to na przykładzie następnym.

P rzy k ła d  O. Stół prostokątny opiera się na czterech nogach 
w punktach Av Aa,A 3.A i płaszczyzny poziomej gładkiej /7.

Oznaczmy przez RvS%,R3,Rt reakcje, przez Q ciężar, a przez 
Rv Rt, R3, Rt,Q wartości bezwzględne tych sił. Załóżmy, że punkty 
A^A^A^At są wierzchołkami prostokąta i połóżmy:

(15) Ai Aa= A 3Aa~  Ai Aą —A3A3 —b.

Przyjmijmy ,4, za początek układu współrzędnych, a proste 
A lAs i A 1Ai za osie x  i y, nadając osi z zwrot ku górze. Oznaczmy 
WTeszcie przez x0, yu, z0 współrzędne środka i
ciężkości S płyty danego stołu.

Tworząc rzuty sił na osie układu 
współrzędnych, oraz momenty sił względem 
tych osi, otrzymamy (por. równania (13) 
i (14) przykładu 5):

(16) Ri +  R3 +  R3+  R4- Q  =  0,

(17) ~(R3+Rt)b+Qy0M), (R3+R3)a—Qx0-0 .

Z równań tych wyznaczyć reakcyj nie można.
Załóżmy jednak, że płyta stołu i płaszczyzna 77 (na której 

opierają się nogi stołu) są sztywne, natomiast, że nogi stołu sztywne 
nie są, lecz ulegają śeiśnieniu, i że reakcje są proporcjonalne (co 
do wielkości) do skrócenia poszczególnych nóg.
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.Jeżeli więc przez l oznaczymy pierwotną długość nóg, zaś 
przez ich długości po ¿ciśnieniu, to skrócenia wyniosą
l—*„ l —Z|, l—»3, l~ z t, skąd w myśl założenia:
(18) ft, — tn{l— z,), Rt = m {i--zg), /?3—»»(/--z3), RA--m {l—z4),
gdzie w jest współczynnikiem proporcjonalności.

Równania (16), (17) i (18) stanowią układ siedmiu równań
0 ośmiu niewiadomych /?„/?*, tf, , / /4 i z,,%,z3,z4. Ósme równanie otrzy­
mamy, wyrażając, że punkty Bv Ba, B3, Bt, w których płyta stołu 
opiera się na nogach, leżą w jednej płaszczyźnie; założyliśmy ho 
wiem, że płyta stołu jest sztywna.

Punkty Bv Bs,B 3iB i mają współrzędne 0,0, s„ a,0,2s, « ,6,%
1 0,6, z4. Jak wiadomo z geometrii analitycznej, warunek by punkty 
te leżały w jednej płaszczyźnie, wyraża się wzorem

O,0, 2„ l  
a, 0, zt, 1 __ q 
«, b, z3, 1 
0, b, ztt 1

Obliczając wyznacznik, otrzymamy:
(19) zt—zs +  z3—z4 =  0.

Z równań (16)-(19) możemy już wyznaczyć niewiadome re­
akcje. Otrzymamy:

( 20)

( 21)
i « { l + * ( ? -? ) ] ’

Na to, by wzory (21) dawały na R 
muszą zachodzić związki następujące:

( 2 2 )
:o i ! /q 3

,,.... R4 wartości nioujemne,

,  v* V» ^  1
1 a ~~ b " '2

Wynika stąd, że rzut środka ciężkości na płaszczyznę poziomą, 
t. j. punkt S'(x0,y3,Q), musi leżeć w obrębie równoległoboku WFGH, 
którego wierzchołki są środkami boków prostokąta Al At A3Ai.
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Przypuśćmy, że punkt 8' wypada w obrębie trójkąta AXEH 
(poza bokiem KU). Wówczas byłoby

•?o
a

+  & < 1
^ b 2 czyli

skąd na mocy (20) zt> l; znaczy to, że noga A2Bt się wydłużyła, 
co oczywiście niemożliwe.

Musimy zatem przyjąć, że stół opiera się tylko na trzech nogach, 
mianowicie w punktach Av At,At. Kładąc i?r- 0, otrzymamy więc 
z równań (17):

lią—Qyoi^i Kg~QXfja1
z równania zaś (16)

P rzy k ła d  7. Walec ciężki opiera się na płaszczyźnie pozio­
mej gładkiej. Na walec działa para sił P  i ~ P  leżących w płasz­
czyźnie pionowej, przechodzącej przez środek 
ciężkości S. Jaka może być maksymalna wiel­
kość momentu pary, gdy walec jest w równo­
wadze?

Oznaczmy przez M moment pary, przez Q 
ciężar walca, przez F wypadkową sił reakcyj­
nych, zaczepioną w O, a przez r promień 
podstawy walca.

Jeżeli walec jest w równowadze, to suma sił jest zerem, więc 
F + Q = 0 czyli F -  Q.

Zakładając, że S leży na osi walca i kładąc d—*40, dostaniemy 
z obliczenia momentu względem .4:

¡Jfj +  |0 |r— |J|d = 0.

Ponieważ, ¡0) — \F\, więc

V l-Sfj =  $<d—r),
gdzie (J — |$i. Ponieważ maksymalną wartością d jest d-~- 2r, więc 
maksymalną wartością \M\ jest Qr.

Jeżeli więc \M\>Qr, równowaga jest niemożliwa. Jeżeli zaś 
\tt\<Qr, to, jak łatwo stwierdzić, wypadkowa sił Q, P i P jest 
równa Q i trafia płaszczyznę poziomą w obrębie podstawy waha. 
Walec może więc pozostawać w równowadze.
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§ 13. Sity wewnętrzne. Przeprowadźmy przez dowolny 
punkt O osi .obranej w danym ciele sztywnym, np. w belce, pła­
szczyznę 77, prostopadłą do tej osi. Płaszczyzna podzieli ciało na 
dwie części 1 i TI. Załóżmy, że ciało poddane jest działaniu pewnych 
sił i że jest w równowadze. W wielu zagadnieniach mechaniki tech­
nicznej dogodnym jest rozpatrywać części I i II tak, jak gdyby 
tworzyły odrębne ciała sztywne, stykające się wzdłuż płaszczyzny 
przekroju 77.

Z takiego ujęcia wynika, że część II działa na część 1 z pe­
wnymi siłami. Siły te nazywamy napięciami.

Przyjmując punkt O za środek redukcji, możemy zastąpić 
• napięcia przez jedną siłę R o początku O i parę sił o mo­

mencie M .
Składową O A siły R, prostopadłą do przekroju, nazywamy 

.ściskaniem wypadkowym lub rozciąganiem w O, zależnie od tego, 
czy składowa jest skierowana do wewnątrz, czy na zewnątrz części I.

Składową- OB siły R, styczną do przekroju, nazywamy siłą 
wypadkową zginającą łub ścinającą w O.

Składową OC momentu M, prostopadłą do płaszczyzny prze­
kroju 77. nazywamy momentem skręcającym w O, składową zaś OB 
styczną do powierzchni momentem zginającym w 0.

Moment skręcający możemy uważać za 
moment pewnej pary sił, leżących w pła­
szczyźnie przekroju, zaś moment zginający 
za moment pary sił, leżących w płaszczyźnie 
stycznej do osi w punkcie O. Działanie tych 
par, z których pierwsza stara się ciało skręcić, 
a druga zgiąć, tłumaczą nam nazwy mo­
mentów.

Jeżeli ciało jest w równowadze, to siły zewnętrzne działające 
na część I równoważą się z napięciami. Zatem —f o i —M równają 
się odpowiednio sumie i momentowi ogólnemu wiględem O sił 
zewnętrznych działających na część I. Znając siłv zewnętrzne, mo­
żemy więc wyznaczyć R i M.

Znajomość siły R i momentu M ma wielkie znaczenie w nauce 
o wytrzymałości. Na ogół wytrzymałość ciała jest tym bardziej za­
grożona, im R i M są większe.

Napięcia, z jakimi część 1 działa na 11, dają się zastąpić w myśl 
prawa akcji i reakcji sumą — R o początku O i parą o momencie —M.
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P rzyk ła d  1. Belka podparta w punktach A  i B  obciążona 
jest siłami Pv Pt,...,P i skierowanymi pionowo w dół i zaczepionymi 
w odległościach x1,x3,...,x5 od A  (str. 257, rys. 1). Zakładając, że 
podpory są gładkie, otrzymamy (por. wzory (13) i (14), str. 267);

Ri= {P 1x1JrPix3-\-. ..Ą-P^^ld, Rl — [Px(d x1)-{-..,-\-Pi (d—xs)]/d,

gdzie A B =d,  a P „ R1 i R3 oznaczają wartości bezwzględne sił 
i reakcyj.

Utwórzmy przekrój belki płaszczyzną prostopadłą do osi 
w punkcie G, odległym o x  od A. Oznaczmy przez R sumę, a przez 
M  moment względem G napięć części GB na część AG. Przyj­
mując, że przekrój wypada między siłą P 3 a P4, otrzymamy:

—P = P 1+ P 1-fP J+ P 3, —i¥=M om cP]+M omcP1+MomcPł-f MomcP3.

Nadając osi y kierunek pionowy ze zwrotem ku górze, 
otrzymamy:

R „= R i—Px—P2—P3, M = x R 1—(x—x1)P1—(x—xt) Pt—(x—x3) P 3.

Ponieważ R i M  leżą w płaszczyźnie przekroju, więc R jest 
siłą zginającą, M  zaś momentem zgięcia. Siła ściskająca (lub roz­
ciągająca) i moment skręcający są zerami. Siłę R i moment M 
możemy również wyznaczyć przy pomocy wieloboku sznurowego 
jak na str. 257 i 258.

P rzy k ła d  2. Belka, wmurowana jak na rysunku, obciążona 
jest w A siłą P. Utwórzmy przekrój belki przez 
punkt G i oznaczmy przez R sumę, a przez M 
moment względem G napięć części lewej na 
prawą. Mamy zatem:

—R = P ,  —M — Momc P.
AB

Część prawa działa więc na część lewą (wmuroyraną) napię­
ciami o sumie —P i momencie —M. Beakcje muru, równoważące 
te napięcią,* mają. tedy sumę R ——P  i moment M = —MomcP.

S. Banach. Mechanika. i«
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III. Układy ciał

§ 14. Warunki równowagi. Warunkiem koniecznym i wy­
starczającym równowagi układu ciał sztywnych (swobodnych lub 
nie) jest, by każde ciało układu było w równowadze. Wynika stąd, 
że warunkiem koniecznym i wystarczającym równowagi układu ciał 
sztywnych jest, by dla każdego ciała z osobna siły działające na to ciało 
równoważyły się z reakcjami.

Siły, z jakimi dwa ciała układu działają na siebie, nazywamy 
siłami wewnętrznymi układu. Pozostałe siły nazywamy zewnętrznymi.

Jeżeli np. dwa ciała układu stykają się z sobą, to reakcje w pun­
ktach zetknięcia są siłami wewnętrznymi. Natomiast te siły dzia­
łające i reakcje, które pochodzą od ciał nie należących do układu 
(np. od podpór), są siłami zewnętrznymi.

Siły wewnętrzne występują parami i podlegają prawu akcji 
i reakcji, zatem suma i moment ogólny sił wewnętrznych jest zerem.

Jeżeli układ ciał jest w równowadze, to dla każdego ciała siły 
zewnętrzne, działające na to ciało, równoważą się z siłami wewnętrz­
nymi. Wynika stąd, że siły zewnętrzne, działające na cały układ, 
równoważą się z siłami wewnętrznymi układu. Ponieważ (jak wyżej 
wspomnieliśmy) siły wewnętrzne mają sumę i moment ogólny równe 
zeru, więc jeżeli układ ciał sztywnych jest w równowadze, to suma 
i moment ogólny sil zewnętrznych są zerami.

Warunek ten jest tylko kon ieczn ym , ale nie w y sta rcza ją ­
cym  do równowagi układu ciał sztywnych.

Każda część układu ciał sztywnych, będącego w równowadze, 
jest oczywiście sama w równowadze. Siłami zewnętrznymi względem 
pewnej części układu są:

a) te siły zewnętrzne całego układu, które działają na daną 
jego część,

b) reakcje, wywierane na tę część przez pozostałe ciała układu.

Wynika stąd, że warunkiem koniecznym i wystarczającym równo­
wagi układu ciał sztywnych jest, by siły zewnętrzne, działające na 
jakąkolwiek część układu, równoważyły się z reakcjami, wywieranymi 
na tę część przez pozostałe ciała układu.

Możemy bowiem obrać za części układu poszczególne ciała 
układu.
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P rzyk ła d . Dwa pręty ciężkie AC i BC, leżące w płaszczyźnie 
pionowej i stykające się w punkcie C, opierają się w A i B o ściany 
pionowe, zaś w C o ścianę poziomą. Dane są 
ciężary prętów Qt i Q2, zaczepione w środkach 
ciężkości, oraz długości l1 =  AC, lt — BC, 
ax =  SxC, a2=  S2C i odległość d ścian piono­
wych od siebie. Wyznaczyć w położeniu równo­
wagi kąty ax i a2, jakie pręty tworzą z pozio­
mem, przy założeniu, że nie ma tarcia.

Oznaczmy: przez Nx i N2 reakcje ścian pio­
nowych (reakcje te mają więc kierunek pozio­
my), przez Rx i R2 reakcje ściany poziomej 
(mające więc kierunek pionowy), wreszcie przez T siłę, z jaką pręt 
CB działa na pręt AC w punkcie C. Na mocy prawa akcji i reakcji 
pręt AC działa wówczas na pręt CB z siłą —T. O kierunku siły T 
nie możemy nic z góry powiedzieć.

Obierzmy osie x i z w płaszczyźnie prętów, nadając osi x kie­
runek poziomy, zaś osi z kierunek pionowy w górę. Gdy pręt AC  
jest w równowadze, siły działające na ten pręt równoważą się. Two­
rząc zatem ich rzuty na osie x, z i obliczając moment względem C, 
otrzymamy:
(1) Nx +  Tx= 0 ,  — -f- .Bi +  Ty =  0,

(2) lx sin Aj — olx cos Gą == 0,

gdzie Nv Rx i Qx oznaczają wartości bezwzględne odpowiednich sił. 
Podobnie dla pręta CB dostaniemy:

(3) -N -i  — Tx=  0, —Qi-\-Rz — Ty—O,

(4) „ — Nt ij sin o, +  Q2 a2 cos a* =  0.

Z równań (2) i (4) mamy:

(5) # != --& «! ctg aj/?!, Nt =  Q2a2 ctg a2/ l2,

z pierwszych zaś równań (1) i (3) NX= N 2, skąd na mocy (5)

(6)  . Qx<h ctga1/l1 =  Q!Sa2ctgai!/is.
Ponadto, jak widać z rysunku,

lx cos ax +  l2 cos ct2 =  d.

Z równań (6) i (?) możemy wyznaczyć kąty a, i a,.
(7)
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Uwaga. Z równań (l)-(4) nie możemy wyznaczyć sił Rv i T. 
Możemy natomiast otrzymać siłę T'=R x-\-T i T "~R t—T. Są to wy­
padkowe reakcyj, działających w C na pręty. Dostaniemy:

Tx=  Tx— —Nlt T„ =  Rl +  T„ =  Qx,
Tx =  - T x =  Ni , T„ =  i?2 — T„ =  Q>.

§ 15. Układy prętów. Jeżeli na pręt sztywny działają dwie 
siły, zaczepione w jego końcach A i B, i pręt jest w równowadze, 
to siły te (z uwagi na to, że ich suma i moment ogólny równają 
się zeru) działają wzdłuż pręta, są równe co do wielkości i skiero­
wane przeciwnie. Oznaczmy te siły przez P  i —P.

P i  C B -P P i C B -p

c
1.

-p p. i C -p 
2 .

N apięcia  w prętach . Przetnijmy pręt w jakimś punkcie G 
i usuńmy prawą jego część GB (rys. 1). Aby teraz lewa część pręta 
pozostała w równowadze, należałoby dołączyć siłę — P  o początku 
w G. Możemy zatem przyjąć, że część prawa GB oddziaływa na 
część lewą AG z siłą —P. Siłę tę nazywamy napięciem pręta.

Gdy siły P  i —P  skierowane są ku sobie, napięcie nazywamy 
ściskaniem (rys. 1), w przeciwnym razie rozciąganiem (rys. 2).

Napięcie ma w każdym punkcie pręta tą samą wielkość i kie­
runek; zwrot zaś napięcia będzie zależał od tego, czy idzie o od­
działywanie części prawej na lewą, czy przeciwnie. Co do końca 
pręta, to możemy mówić tylko o oddziaływaniu całego pręta na 
koniec. Jeżeli więc podamy wielkość napięcia i jego rodzaj (t. zn. 
czy jest ono ściskaniem czy rozciąganiem), to napięcia w końcach 
prętów będą w zupełności określone.

P o łączen ia  przegubow e. Wyobraźmy sobie kilka prętów 
sztywnych tak ze sobą połączonych, że muszą się one stale ze sobą 
stykać pewnymi punktami, np. końcami. Jeżeli poza 
tym połączenie to nie powoduje innych ograniczeń 
ruchu prętów, powiadamy, że pręty są połączone 
przegubowo, a punkty, w których pręty stykają się 
jeden z drugim, nazywamy przegubami.

Połączenie przegubowe możemy otrzymać w przy­
bliżeniu, łącząc np. końce prętów bardzo krótką nicią nierozciągliwą.

3.
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Reakcje, z jakimi jeden pręt działa na drugi, możemy zastą­
pić w myśl twierdzenia o redukcji przez jedną siłę R, zaczepioną 
w punkcie styku oraz przez parę sił o momencie M.

Dla prostoty zakładać będziemy, że M =  0. Mówimy wówczas, 
że przegub jest gładki.

Zaznaczyć należy, że nie zawsze możemy założyć gładkość 
przegubu; przykłady na to podamy później (str. 297).

W przypadku przegubu gładkiego reakcja, z jaką jeden pręt 
oddziaływa na drugi, jest silą zaczepioną w punkcie zetknięcia, t. j. 
w przegubie. W szczególności, jeżeli w przegubie gładkim schodzi 
się kilka prętów, to reakcja wywierana na pewien pręt przez pozo­
stałe będzie siłą zaczepioną w punkcie przegubu (np. reakcja R, 
prętów 2, 3, 4 na pręt 1, przedstawiona na rysunku).

U kłady prętów . Weźmy pod uwagę układ prętów połączo­
nych w końcach. Jeżeli jakaś siła zewnętrzna zaczepiona jest 
w przegubie, to należy wówczas zaznaczyć wyraźnie, na który pręt 
działa ta siła.

Gdy układ prętów jest w równowadze, siły działające na każdy 
pręt muszą się oczywiście równoważyć z reakcjami wywieranymi 
na ten pręt.

Na rys. I, str. 294, przedstawiony jest układ prętów, w którym na pręt Ali 
działają siły zewnętrzne P t, P2 i i’,. Siła Pl zaczepiona jest w końcu A pręta. 
Siły te równoważą się z reakcjami Ii, i 7i2 w końcach A i H.

Często dogodnym jest uważać przegub za odrębny punkt ma­
terialny (za odrębne ciało), połączony z końcami prętów schodzą­
cych się w tym przegubie. Innymi słowy, zakłada się wówczas, że 
końce prętów nie są połączone z sobą bezpośrednio, lecz za po­
średnictwem przegubu. Przy tym założeniu reakcje stykających się 
prętów zastępuje się reakcjami przegubu na te pręty, a siły za­
czepione w przegubie uważa się za siły działające na przegub, a nie 
na pręty. Jedynymi siłami wewnętrznymi układu prętów będą 
wtedy reakcje przegubów na pręty i prętów na przeguby.

W przypadku równowagi układu każdy pręt i przegub jest 
w równowadze, zatem (str. 290):

1° siły zewnętrzne, działające na dowolny pręt (nie zaczepione 
w przegubie) równoważą się z reakcjami, jakie przeguby na ten pręt 
wywierają-,

2° siły zewnętrzne, zaczepione w którymkolwiek przegubie, równo­
ważą się z reakcjami prętów na ten przegub.
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_  _  N_a ry8- 2 siła -P2 o początku w przegubie A równoważy się z reakcjami 
8a prętów 1, 2, 3 na przegub A. Siły zaś zewnętrzne P x. Pa działające na 

pręt AB  równoważą się z reakcjami Tl i T2 przegubów A i B na ten pręt.

O kierunkach reakcji przegubów na pręty nie możemy na ogół 
nic z góry powiedzieć. Inaczej jednak przedstawia się sprawa, gdy 
siły zewnętrzne zaczepione są tylko w przegubach.

Weźmy pod uwagę taki właśnie układ prętów, pozostający 
w równowadze (rys. 3). Niech Tx i T% oznaczają reakcje przegubów 
A  i B na pręt łączący te przeguby. Ponieważ na pręt nie dzia­
łają żadne siły zewnętrzne, więc reakcje T, i 7'2 muszą się równo­
ważyć (wynika to z warunku 1°). Reakcje działają więc wzdłuż 
pręta i mamy Tx= —T2.

A więc: jeżeli układ prętów połączonych, przegubowo jest w równo­
wadze, a siły zewnętrzne zaczepione są tylko w przegubach, to reakcje 
przegubów na pręty są siłami skierowanymi wzdłuż prętów, reakcje, 
z jakimi oddziałują na pręt przeguby, które ten pręt łączy, są równe 
co do wielkości i kierunku, a zwroty mają przeciwne.

Reakcje przegubów A i B wywołują w pręcie napięcie, które 
może być rozciąganiem łub ściskaniem (w naszym przypadku na­
pięcie jest rozciąganiem). Na mocy prawa akcji i reakcji pręt Ali 
działa na przegub A  z siłą 8 X= —TX. Siła Sx jest więc napięciem 
pręta w końcu A. Reakcje prętów na przeguby są tedy równe na­
pięciom tych prętów. Z warunku 2° wynika więc tw. następujące: 

Siły zewnętrzne zaczepione w przegubie równoważą się z napięciami 
prętów (schodzących się w tym przegubie).

Na rys. 3 napięcia 8X, 8 „  83, St prętów 1,2,3, 4 równoważą się /> siłą P , 
zaczepioną w przegubie A ; jest więc P+81+8t+'Si+Et=  0.

P r z y k ła d  1. Trzy pręty AB, BC i CD, połączone przegubowo 
w punktach B i C, unieruchomione zaś (również przegubowo) 
w punktach A i I), pozostają w równowadze w płaszczyźnie pio­
nowej pod działaniem sił pionowych P  i Q o początkacłi K i F. 
Dane są: siła P oraz punkty zaczepienia E i F. Wyznaczyć siłę Q.
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Na j>ręt AB  działa w punkcie A reakcja Rl i w punkcie B 
reakcja Tl pręta BG. Mamy 7i!,+7\=0, reakcje Rx i Tx działają 
więc wzdłuż pręta AB.

Na pręt BG działa reakcja —Tlt 
• siła P i reakcja T2 pręta GB w punk­

cie G. Ponieważ pręt BG jest w rów­
nowadze, więc kierunki tych sił prze­
cinają się w jednym punkcie G, który 
znajdziemy jako punkt przecięcia 
prostej AB  i kierunku siły P. Mając punkt G, możemy otrzymać 
kierunek CG reakcji T2. Ponieważ —-T ,+ P + T 2=0, więc znając kie­
runki sił Tx i 7t2 i siłę P, możemy wyznaczyć z trójkąta sił siły Tlt T2.

Na pręt GD działają reakcje — T2 i R2 oraz siła Q. Siły te prze­
cinają się w jednym punkcie H, który otrzymamy, jako punkt 
przecięcia się kierunków sił —T2 i Q. Mając punkt H, otrzymamy 
kierunek siły R2. Ponieważ —T2-\-Q+R2= 0 , więc znając T* otrzy­
mujemy z trójkąta sił siły Q i R2.

P rzyk ła d  2. Cztery pręty 1, 2, 3 i 4 są połączone przegubowo 
w A, B i G, zaś unieruchomione w łożyskach przegubowych E  i F. 
Pręty są nachylone do poziomu pod kątami a, /3, y i &. W prze­
gubach A, B i G zaczepione są siły pionowe Pv P2 i P3. Dana 
jest siła Pv Wyznaczyć siły P2 i ^a oraz reakcje Rx i R2 w E i F.

Ponieważ siły zewnętrzne za­
czepione są tylko w przegubach, 
więc w każdym przegubie napięcia 
prętów równoważą się z siłami ze­
wnętrznymi zaczepionymi w tym 
przegubie.

W przegubie E napięcie Tx prę­
ta 1 równoważy się z reakcją R: 
7'i+7t’i=0.

W przegubie A napięcia — Tx pręta 1 i 7'a pręta 2 równoważą 
się z siłą T\: - T x-\-T2 \-Px—Q. Oznaczając przez Tx, T2 i Px wartości 
bezwzględne tych sił i tworząc ich rzuty na kierunki pionowy i po­
ziomy, otrzymamy:

Tx cos « —T2 cos fi=  0, Tx sin a—T2 sin /? —Px=  0.

Z równań tych obliczamy 1\ i T2.
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W przegubie B dla napięcia T3 pręta 3 dostaniemy związek 
— Tt +  P3 +  P2= 0 . Tworząc rzuty na kierunek poziomy i pionowy 
oraz kładąc T3=\T3\ i P2 =\P3, otrzymamy:

T2 cos/?— T3 cos y = 0 , TgSin/J+TgSiny — P 2 =  0.
Z równan tych wyznaczamy T3 i P2.
W przegubie C dostaniemy przy analogicznym znakowaniu: 
T3 cos y —TĄ cos (5=0, — T3 sin y + l\  sin ¡5—P3 =  0,

skąd obliczymy Tt i P3. '
W przegubie F  otrzymamy wreszcie ~ T'4+ P 2=  0 czyli R2= T A.

P rzy k ła d  B. W aga dziesiętna. Belka AC, podparta w O, 
połączona jest w punktach B i C z belkami DF i OK przy pomocy 
prętów BD i CO. Belka DF, podparta w punkcie F, opiera się 
w punkcie H na belce OK, podpartej w K . W punktach B, C, O i D

. /
Na belce DF kładziemy ciężar 

Q, który mamy zważyć, i równo­
ważymy go ciężarkiem P, położo­
nym na szalce zawieszonej w A. 
Ciężary belek i prętów pomijamy. 
Wyznaczyć związek r. między cię­
żarami P i Q.

Oznaczmy przez Tx, T% napięcia 
prętów BD i CG w punktach B i G. 

Gdy belka AG jest w równowadze, suma momentów sił na nią 
działających względem O równa jest zeru: *
(8) —Pa-\- b Ti + (ó + c)T2 = 0,

gdzie P=|P|, i Tt=\T3\, zaś długości a, b i <■ mają znaczenie
takie jak na rysunku.

Na belkę DF działają: napięcie —Tx pręta BD w punkcie D, 
ciężar Q oraz reakcja R w punkcie F. Tworząc rzuty na kierunek 
pionowy oraz moment względem F, otrzymamy w położeniu równo­
wagi belki DF:
(9) Tx+  ft—# = 0 , T1d—Qe=Q,

xr  "
gdzie lt =  \R\ i Q =  \Q\, zaś długości d i e mają znaczenie podane 
na rysunku.

Na belkę GK działa napięcie —T2 pręta CO w punkcie O oraz 
reakcja — Jł belki DF w punkcie H. Tworząc moment tych sił wzglęt 
dem punktu oparcia K, otrzymamy

połączenia są przegubowe.

A a  0  o  'h c  r
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( 10) Tt( f+ g )—R g=0. 
Z równań (9) otrzymujemy:

skąd na mocy równania (10)

Podstawiając otrzymane wartości w równanie (8) zamiast Tx 
i T2, otrzymujemy

to P  będzie niezależne od e, t. zn. od tego, w którym miejscu dźwi­
gni DF umieścimy ciężar Q. Na mocy f i l )  i (12) jest wtedy

Dla b/a =  1 / 10 mamy wagę (lecymalną czyli dziesiętną.
P rzy k ła d  4. Dwa pręty unieruchomione w końcach A i B, 

zaś połączone przegubowo w C, leżą na jednej prostej. Na pręt AC 
działa siła P  o początku D, prostopadła
do AC. Układ prętów jest w równowadze, --------Ę-l——1______
pomewaz punkt C me może zmienić swego p
położenia.

Przypuśćmy na chwilę, że pręt AC działa na CB z siłą T o po­
czątku w C. Zatem pręt CB działałby na pręt AC  z siłą —T, również 
zaczepioną w C.

Oznaczmy przez R1 i Rt reakcje w A i B.
Ponieważ pręt CB jest w równowadze, więc siły K2 i T dzia­

łają wzdłuż pręta AB. Wynika stąd, że pręt AC nie może być w równo­
wadze, bo siły — T, Rl i P, działające na ten pręt, nie równoważą się, 
gdyż ich moment ogólny względem A równy jest różnem u od zera 
momentowi siły P względem A. Doszliśmy więc do sprzeczności.

Musimy zatem przyjąć, że pręt AC  działa na pręt CB z siłą 
równoważną jednej sile i parze sił o momencie różnym od zera.

( 12)

(U) p =  0  (b f~cg)e +  (b +  c)gd 
ad(f+g)

Jeżeli przyjmiemy, że bf—cg== 0 czyli

b/o^g/f,
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# 16. Kratownice. Układ prętów sztywnych, połączonych 
przegubowo i tworzących jako całość ciało sztywne, nazywamy 
kratownicą przestrzenną.

Przykładem kratownicy (przestrzennej) jest układ trzech prę­
tów, połączonych przegubowo i tworzących trójkąt (rys. a)), lub układ 
sześciu prętów, tworzących krawędzie czworościanu (rys. b)). Nato­
miast układ prętów, tworzących krawędzie prostopadłościanu i po­
łączonych przegubowo w wierzchołkach, -nie jest kratownicą, gdyż 
pręty mogą zmieniać położenie względem siebie.

Przeguby kratownicy nazywamy także węzłami.

K ratow n ica  płaska. Jeżeli układ prętów sztywnych, połą­
czonych przegubowo, leży w jednej płaszczyźnie i pręty nie mogą 
w tej płaszczyźnie zmieniać wzajemnego położenia, to układ taki 
nazywamy kratownicą płaską.

Przykłady kratownic płaskich przedstawiają rys. a), b), c), e) i f).
Układ prętów na rys. d) nie tworzy kratownicy, nawet płaskiej, 

bo pręty mogą zmieniać położenie względem siebie; mogą np. przy­
jąć położenie oznaczone kreską przerywaną.

Kratownica płaska nie musi tworzyć układu sztywnego, jeżeli 
dopuścimy ruchy prętów w przestrzeni. Jeżeli np. w kratownicy 
na rys. e) unieruchomimy przeguby B, G, D i E, to możemy pręty 
AE  i AB  obracać w przestrzeni około EB. Natomiast w płaszczyźnie 
kratownicy pręty AE  i AB  nie mogą się poruszyć.

Jeżeli w kratownicy przedstawionej na rys. f) usuniemy pręt AB, 
to w płaszczyźnie jej układ prętów pozostanie nadal utworem sztyw­
nym, t. j. kratownicą. Pręt taki nazywamy prętem nadliczbowym.

Kratownica przedstawiona na rys. e) nie ma prętów nadlicz­
bowych.
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W yzn aczan ie  n ap ięć w k ra tow n icy  (p rzy  p om ocy  ra­
chunku). Kratownica płaska ma p prętów i w węzłów A\,Ai,...,Aw, 
w których zaczepione są siły zewnętrzne Pi,Pi,„..P w. Gdy węzeł Ah 
jest połączony prętem z węzłem Aj, 
oznaczamy przez dy długość tego 
pręta, a przez Sy liczbę, której war­
tość bezwzględna równa się wielkości 
napięcia w tym pręcie, znak zaś 
jest +  lub — zależnie od tego, czy 
napięcie jest rozciąganiem czy ścis 
kaniem (str. 292).

Obierzmy dowolny układ współrzędnych i oznaczmy przez 
*2 ,2/2 ,..., xw,yw współrzędne węzłów At,At,...,Aw. Z określenia 

liczby Sij wynika, że dla » = 1,2, ...,w napięcie pręta w węźle d , 
ma na osie układu rzuty:

X ]  —  X i  

dy S y ,
Vj -y >

dy
Sn

Ponieważ w węźle A, siła zewnętrzna P, równoważy się z na­
pięciami prętów stykających się w tym węźle (str. 294), więc:

p< .+ 2 ' V x - 0-
czyli 1 i

(1)
i

y  y — yj
P *y 2 j dy s,j 

J

gdzie sumowanie rozciąga się na wszystkie takie wskaźniki j ,  dla 
których węzeł Aj jest połączony prętem z węzłem A t. Ponieważ 
z założenia jest w węzłów, więc układ (1) składa się z 2w równań.

Równania (1) służą do wyznaczania napięć Sy, gdy dane są 
siły Pi. Może się jednak zdarzyć, że układ (1) rozwiązania nie po­
siada lub że równań jest za mało do wyznaczenia niewiadomych Sy.

Np. w kratownicy przedstawionej na rys. c), str. 298, pręty stykające się 
w węźle A , leżą na jednej prostej, zaś siła zewnętrzna P, zaczepiona w tym węźle 
nie leży na tej prostej. Napięcia w tych prętach nie mogą zrównoważyć siły P,. 
Układ równań (1) dla tej kratownicy nie ma więc rozwiązania (str. 297).

W kratownicy na rys. f), str. 298, prętów mamy 13, a wierzchołków 6. 
Niewiadomych napięć jest zatem 13, a równań w układzie (1) jest tylko 2-6=12. 
A więc równań jest za mało.

Oznaczmy w równaniach (1) prawe strony pierwszych równań 
przez Ei, a drugich przez F,. Równania (1) przyjmą wtedy postać:
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(2) P f c - Ą ,  *< ,=*< .
Łatwo można sprawdzić rachunkowo, że:

W W W
(3) 2 e , =  0, 0, Z ( E ly , - F , x l) =  0.• i=i /=i i=i

Równości (3) są tożsamośćiami, t. zn. zachodzą dla wszelkich 
wartości Sij.

Tożsamości (3) można wyprowadzić również bez rachunku 
w sposób następujący:

Obierzmy zupełnie dowolnie, a P i t i Piy wyznaczmy z rów­
nań (1). Ponieważ równania te wyrażają, że w każdym węźle na­
pięcia prętów równoważą się z siłami zewnętrznymi, więc tak wy­
znaczone siły będą w równowadze (str. 293). Zatem siły zewnętrzne 
będą w równowadze, t. j. będą zachodziły równości:

W W W  *
(4) ¿ > * ,  =  0, =  ° ’ Z (P i* y i-P iu* i)=  °-

Wynika stąd na mocy (2), że związki (3) muszą być spełnione 
tożsamościowo dla wszelkich wartości 8 ij.

Załóżmy teraz, że dla pewnej kratownicy równania (1) mają 
rozwiązania dla każdego układu sił ¡P,) równoważnego zeru. Załóżmy 
dalej, że prawe strony równań (1) spełniają tożsamościowo jakiś 
związek Unio wy kształtu

(5) alE1 -f- aa.E24- ••• +  ^-¡Ei +  ^2^2 4- • • •=

gdzie ai,aa, ... i 6, ,62, ... są pewnymi stałymi.
Niech układ sił ¡P/) będzie równoważny zeru; równania (1) 

mają więc rozwiązanie. Na mocy (2) i (5) siły {P/} muszą zatem 
spełniać związek

(6) a,P\x-\- <iwPwx-\-b\P\y-\- biPiy-\- bwP u)s= 0.
t _

A więc, jeżeU siły |P,i spełniają równania (4), to spełniają 
również równanie (6). Związek (6) jest tedy zależny od związków (4). 
Wynika stąd, że związek (5) jest zależny od związków (3).

Prawe strony równań (1) spełniają zatem tylko trzy związki 
niezależne (3). Układ równań (1) ma więc 2w—3 równań niezależ­
nych (trzy zaś równania są zależne od pozostałych). Niewiadomych 
musi być co najmniej tyle, ile równań niezależnych, a więc > 2«?—3. 
Ponieważ niewiadomych S/j jest tyle ile prętów, czyU p, więc

(7) p^2w — 3.
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W przypadku, gdy p>2w —3, równań niezależnych jest mniej 
niż niewiadomych; istnieje wtedy nieskończenie wiele rozwiązań. 
W przypadku zaś, gdy p — 2w —3, niewiadomych jest tyle, ile rów­
nań liniowo niezależnych; zatem napięcia są wówczas wyzna­
czone jednoznacznie.

Kratownicę nazywamy wyznaczalną statycznie, jeżeli równania 
(1) wyznaczają jednoznacznie napięcia <S,y prętów dla każdego układu 
sił {P,j będącego w równowadze. Udowodniliśmy zatem twierdzenie:

I. Jeżeli kratownica jest wyznaczalna statycznie, to p — 2 w—3 
(gdzie p oznacza liczbę prętów, a w liczbę węzłów).

Można dowieść twierdzenia:
II. Kratownica wyznaczalna statycznie nie posiada prętów nad­

liczbowych.
Warunki wypowiedziane w tw. I i 11 są k on ieczn ym i, ale nie 

d osta teczn y m i na to, aby kratownica była wyznaczalna statycznie 
(p. rys. c), str. 298).

W yzn aczan ie  napięć w k ra tow n icy  (przy pom ocy  
planów  sił). Mamy wyznaczyć napięcia prętów w kratownicy 
przedstawionej na rysunku. Węzły oznaczone są literami A, li, (' i l), 
a pręty liczbami 1, 2 , 3, 4 i 5. Kratownica obciążona jest siłą 
pionową P w węźle C i spoczywa na podporach gładkich A i li.

7>

'ź
Wyznaczmy najpierw reakcje w A i li. Ze względu na sy­

metrię, każda z reakcyj wynosi —Pj2 .
Na węzeł A działa siła zewnętrzna —-P/2 i napięcia prętów 1 i 2 . 

Ponieważ siły te równoważą się, więc tworzą wielobok zamknięty, 
który możemy narysować, znając siłę —P/2 i kierunki napięć. Wielo­
bok ten przedstawiony jest na rys. (A); napięcia oznaczone są licz­
bami 1 i 2, a znaki przed liczbami oznaczają czy napięcie jest roz­
ciąganiem (+ ) czy ściskaniem (—).
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Na węzeł G działają napięcia prętów 2, 3 i 4, równoważące się 
z siłą P. Ponieważ nieznane są tylko dwie siły, mianowicie napięcia 
prętów 3 i 4, więc możemy narysować wielobok sił, pamiętając 
o tym, że napięcie pręta 2 w węźle C ma zwrot przeciwny niż w wę­
źle A. Wielobok ten przedstawiony jest na rysunku (C).

Na węzeł D nie działają żadne siły zewnętrzne, zaczepione 
w tym węźle, zatem napięcia się równoważą. Tworzą więc one wielo­
bok zamknięty, który możemy narysować (rys D), pamiętając o tym, 
że napięcia prętów 1 i 3 w węźle D mają zwroty przeciwne niż w A i C.

Wyznaczyliśmy napięcia we wszystkich prętach. Dla spraw­
dzenia można jeszcze zbudować wielobok dla węzła B (rys. (B)).

Postępując w ten sposób, nakreśliliśmy każdą siłę dwa razy. 
Można jednak wprowadzić uproszczenie, polegające na tym, że 
wszystkie wieloboki (A), (B), (G) i (D) rysujemy łącznie, jak na 
rys. (E).

W rysunku tym każda siła występuje raz tylko; rysunek taki 
nazywamy planem sil Cremony dla danej kratownicy.

Pewne wskazówki, jak można otrzymać plan sił Cremony, 
podamy na przykładzie następującym:

Rys. 1 przedstawia kratownicę, a rys. 2 jej plan sił Cremony. 
Kratownica obciążona jest w węzłach G i F  siłami P i 2P. W wę­
złach A i E spoczywa ona na podporach gładkich. Pręty 2, 6 i 10 
są poziome i równej długości. Obliczając moment sił zewnętrznych 
względem ii i 1 ,  otrzymamy, że reakcja w A wynosi — $P, zaś 
w E  wynosi —||P.

Kreślimy teraz wielobok sił zewnętrznych w takim porządku, 
w jakim występują one na obwodzie kratownicy. Idąc np. w kie­
runku wskazówek zegara, kreślimy po kolei —JP, — JP, 2P i P.
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Następnie budujemy wielobok dla węzła A. Zauważmy, że 
pręt 2 łączy węzły A i G, w których zaczepione są siły zewnętrzne 
—JPi P. Na planie sił napięcie pręta 2 rysujemy z początku siły —%P 
i końca siły P. Zwrot sił w wieloboku dla węzła A określa siła — JP. 
Otrzymujemy napięcia prętów 1 i 2 i zaznaczamy, że w pręcie 1 
jest ściskanie (—) zaś w 2 rozciąganie (+).

Przechodzimy teraz do węzła, gdzie są dwa tylko napięcia 
mewiadome. Węzłem takim jest B. Wyznaczamy wielobok napięó 
w węzłach 1, 3 i 4. Zwrot sił otrzymamy, wiedząc z poprzedniego 
wieloboku, że w pręcie 1 występuje ściskanie.

Przechodzimy następnie do węzła G, w którym są tylko dwa 
napięcia niewiadome, mianowicie napięcia prętów 5 i 6. Postępując 
tak dalej, przechodzimy kolejno węzły C, F, D i E.

Przy sporządzaniu planu sił Cremony należy trzymaó się dwóch 
reguł następujących:

1. Siły zewnętrzne w wieloboku sił rysujemy na planie w ta­
kim porządku, w jakim występują one na obwodzie kratownicy.

2. Jeżeli pręt na obwodzie kratownicy łączy węzły, które są 
początkami sił zewnętrznych, to napięcie pręta rysujemy na planie 
sił z punktu, w którym koniec jednej siły zewnętrznej schodzi się 
z początkiem drugiej.

Zauważmy, że plan sił Cremony, przedstawiony na rys. 2, 
Rtr. 302, ma jeszcze następujące dwie własności:

(a) siły działające na węzeł tworzą na planie wielobok zam­
knięty,

(b) jeżeli trzy pręty tworzą trójkąt, to na planie napięcia ich 
wychodzą z jednego punktu.

Plan sił Cremony, mający powyższe dwie własności, nazywa się 
planem nil odwrotnym.

Nazwa ta stoi w związku z t. zw. teorią figur odwrotnych.
Należy zwróció uwagę, że nie dla każdej kratownicy wyzna- 

czalnej statycznie można zbudować plan sił Cremony.

W yzn aczan ie  napięć z pom ocą  przekrojów . Przypuśćmy, 
że kratownica daje się przeciąć przez trzy pręty nie wychodzące z jed­
nego węzła, w taki sposób, by rozpadła się na dwie części. Jeżeli 
choć dwa. z przeciętych prętów nie są równoległe, to w prętach 
przeciętych można wyznaczyć napięcia bez obliczania napięć w pozo­
stałych prętach.
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Oznaczmy pręty przecięte przez 1, 2, 3. Jeżeli usunąć jedną 
część kratownicy, np. prawą, to lewa pozostanie w równowadze po 
dołączeniu napięć Slf S2 i S3.

Niech pręty 1 i 2 przecinają się w punkcie O (rys. 1). Po­
nieważ lewa część kratownicy jest w równowadze, więc siły ze­
wnętrzne działające na tę część równoważą się z napięciami Sv <S2 i S3. 
Oznaczając przez M moment sil zewnętrznych (działających na lewą 
część kratownicy) względem O, a przez d odległość O od pręta 3, 
dostaniemy |M| =  |N3|d czyli |jS3| =  |if|/d.

Zwrot siły S3 obieramy tak, by M i moment siły S3 względem O 
miały znaki przeciwne. Moment M możemy otrzymać, wyznaczając 
najpierw wypadkową R (ewentualnie parę wypadkową) sił zewnętrz­
nych, działających na lewą część, a następnie obliczając moment 
wypadkowy.R (lub parę wypadkową) względem O. Podobnie obli­
czamy Ą  oraz Slt tworząc moment względem punktu przecięcia 
prętów 1 i 3 oraz 2 i 3.

Gdyby pręty 1 i 3 były równoległe, to siłę St otrzymalibyśmy, 
tworząc rzuty sił na prostą prostopadłą do prętów 1 i 3 (rzuty sił 
Si i S3 będą bowiem zerami);

Opisana powyżej metoda obliczania napięć podana została 
przez J. W. R ittera . Napięcia Sv S2 i S3 można również wyznaczyć 
graficznie metodą podaną przez K. Culmanna.

Niech pręty 1 i 2 przecinają się w O, niech siły zewnętrzne mają 
wypadkową R i niech R i S3 przecinają się w punkcie A. Oznaczmy 
przez T wypadkową sił ■S1 i <Ś2, a przez Q wypadkową sił R i S3.

Ponieważ siły R, Slt S2 i S3 są w równowadze, więc siły T i Ó 
również są w równpwadze. Wynika stąd, że T = —0  i że siły T i O 
leżą na jednej prostej. Ponieważ T ma początek w. O, zaś Ó w  A,
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więc siły T i G leżą na prostej OA. Znając już kierunek sił T i G, 
wyznaczamy trójkąt sił R, Sa i G, skąd otrzymujemy siły S3 i G. 
Ponieważ T = —G, więc możemy utworzyć trójkąt sił Śv S2 i T, 
skąd dostaniemy S1 i S2.

Gdyby wypadkowa R była równoległa do pręta 3, siła G byłaby 
również równoległa do 3 i przechodziłaby przez O. Ponieważ R jest 
wypadkową sił G i — Sa, więc zadanie sprowadziłoby się wówczas 
do rozłożenia siły R na dwie siły G i —S3, których położenia są dane. 
Zadanie takie zostało rozwiązane przy pomocy wieloboku sznuro­
wego na str. 257.

Gdyby wreszcie siły zewnętrzne redukowały się do pary Rl i R2, 
mielibyśmy R1= —R2 i wypadkowa G sił Rv R2 i Sa równałaby się Sa 
i miałaby początek w O. Zadanie sprowadzałoby się wtedy do roz­
łożenia układu sił R1 i Rt na dwie siły G i —8 a, którycli położenia 
są dane (por. str. 257).

§ 17. Równowaga lin ciężkich. Ł ańcuch . Układ prętów 
sztywnych połączonych przegubowo, nazywamy łańcuchem, jeżeli 
w każdym przegubie stykają się tylko dwa pręty. Pręty łańcucha 
nazywamy także ogniwami.

Załóżmy, że łańcuch złożony z ogniw A^Ay, A XA 2, AaA3 i A3A4, 
połączonych przegubami 
A v A 2 i A3, pozostaje w ró­
wnowadze pod działaniem 
sił Py, P2 i P3, zaczepionych 
w przegubach, oraz sił Tt 
i TA, zaczepionych w Aj i A4.
Siły Ty i Ty mają oczywiś­
cie kierunki prętów AyA2 
i A3A4 (str. 204).

Łatwo okazać, że łańcuch w równowadze przybiera postać wielo- 
bolcu sznurowego układu sił J\, P2 i P3.

Zbudujmy w tym celu wielobok sił A jA iA iAś dla układu 
Pi, P» P3- Za biegun O obierzmy punkt przecięcia linii wykreślo­
nych z punktu Aj i AJ równolegle do skrajnych prętów łańcucha.

Ponieważ łańcuch jest w równowadze, więc suma sił jest zerem:
Ty + TyĄ. Py+P2+Pa~ 0.

Ponieważ P1+ P 2+ P 3=A«Aś, zaś OAJ i A JO są równolegle do 
Ty i Ta, więc z trójkąta AJAJO otrzymujemy:
& lianach. Mechanik:»

•A. 7
/  f

j/  <

P > 1

20
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(1) Ta =  M O.
Weźmy teraz pod uwagę przegub A v Napięcie ogniwa A ^  

w przegubie A t jest T4, oznaczmy przez T2 napięcie ogniwa A^42 

w przegubie A v Mamy oczywiście
(2) T1+ T a +  P1^ 0 .

Z wieloboku sznurowego otrzymujemy OAó+P1+ A iO = 0, skąd 
na mocy (1) T1+ P 1+ A iO = 0, a stąd na mocy (2) A [0= T 2. Odci­
nek A\0 jest więc równoległy do pręta AtAa.

Podobnie przekonywamy się, że odcinki AiO i A 3O są równo­
ległe do prętów A aA 3 i A 3A4.

Wynika stąd, że wielobok sznurowy, jaki otrzymamy, rysując 
go z punktu A v  przyjmie postaó łańcucha.

L in a . Sznurem albo liną (wiotką i nierozciągliwą) nazywamy 
linię materialną, która daje się dowolnie zginać, nie zmieniając 
przy tym swojej długości ani długości swoich części.

Sznur może więc przyjąć kształt dowolnej linii krzywej o tej 
samej długości. Linę możemy uważać w przybliżeniu za łańcuch zło­
żony z bardzo wielu drobnych ogniw.

Niech ciężka lina (wiotka i nie- 
rozciągliwa) zawieszona będzie w pun­
ktach A i B. Załóżmy, że gęstość 
liny e=const. Ciężar kawałka liny 
długości s cm wynosi zatem

(3) Q — sgg — sd, 
gdzie <3= (jg.

Zajmijmy się wyznaczeniem kształtu, jaki przyjmie lina pod 
wpływem swego ciężaru.

Obierzmy układ współrzędnych (x ,y ,z ), nadając osi z kierunek 
pionowy ze zwrotem ku górze; przyjmijmy za płaszczyznę xz pła­
szczyznę pionową, przechodzącą przez punkty A i B.

Siłami zewnętrznymi działającymi na linę są: ciężar, zacze­
piony w środku ciężkości S liny, i reakcje Ą i Ą w  punktach A i B. 
Gdy lina jest w równowadze, siły te równoważą się. Wynika stąd, 
że leżą w jednej płaszczyźnie pionowej, mianowicie w płaszczyźnie xz. 
Zatem:
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Przetnijmy linę w dowolnym punkcie G i odrzućmy część GB. 
Aby część AG pozostała w równowadze, należy dołączyć w punk­
cie G siłę T, z jaką część GB działa na część AG. Siłę T nazywamy 
napięciem liny.

Ponieważ linę uważamy w przybliżeniu za łańcuch złożony 
z drobnych ogniw, więc siła T jest styczna do GB.

Oznaczmy przez s długość łuku AG. Siłami zewnętrznymi, 
działającymi na część AG są: ciężar Q' o wielkości «<5, zaczepiony 
w środku ciężkości 8 ' części AG, reakcja Rt i napięcie T. Ponieważ, 
suma sił tych jest zerem, gdyż część AG pozostaje w równowadze, 
więc tworząc rzuty na osie układu współrzędnych, otrzymamy:

(5) Tx +  R\x =  0, Tz-\-R\z—8 Ó =  0, Ty -f- J2iw =  0.

Wobec (4) jest R\ =0 , więc T — 0. Ponieważ napięcie T jest 
styczne do krzywej, zaś G jest dowolnym punktem tej krzywej, 
więc styczna w każdym punkcie jest równoległa do płaszczyzny 
pionowej xz. Wynika stąd, że krzywa leży w płaszczyźnie pionowej, 
a nńanowicie w płaszczyźnie xz, gdyż ma z nią dwa punkty A i B 
wspólne. Pierwsze z równań (5) daje

(6) Tx =  — Rtx=  const.

A więc: składowa pozioma napięcia liny jest w każdym punkcie 
liny ta sama.

Oznaczmy przez <p kąt jaki T tworzy z osią x. Mamy zatem 
tgq>=Tz/Tx, skąd na mocy drugiego z równań (5)

(7) tg<p =  (—dslRix) +  (RiJRix).
Połóżmy:

(«) „ a =  — dIRtx, a' =  Riz/Rtx.

Jeżeli z = f(x )  jest równaniem krzywej, to z’=  tgę>. Na mocy 
więc (7) i (3)
(9) z' =  as+ a '.

Równanie (9) jest równaniem różniczkowym krzywej, której 
postać przyjmuje lina. Różniczkując je, otrzymamy z" =  adsldx, 
a ponieważ d s= [T + z 7*dx, więc z"=a\/l+z '2. Podstawmy z'=w. 
Zatem z"=dw/dx, skąd dw 'jdx=a\l+w2 czyli dwi\l+w2=adx. Cał­
kując, otrzymujemy f  dwl\l-\-w2— j adx, więc log (|̂ 1+ w2+w )=ax+c, 
gdzie c jest stałą całkowania. Zatem

[§17j
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(10) h- +  w* +  w =  \lĄ-z'i +  a' =  e"x+c.
Mamy

(11) 1/(^1 +  »*  +  *') =  +  *'2—*' =  e~ax~'

Z równań (10) i (11) otrzymujemy:

(12) z '= (e ox+c- e - ax-c)l2 ,— n x  - c

(13) ds/dx =  [ r + 5 ^ = ( « №fc +  « -№-e)/2.— a x —c

Całkując równania (12) i (13), otrzymamy

(15)

(14) z =  ̂ aX+C +  e -nx- c) +  C

s =  i -  {eax+ ' - e  ax- c) +  c", 
2a '

gdzie c' i c"  są pewnymi stałymi.
Krzywą określoną równaniem (14) nazywamy krzywą łańcuchową. 
A więc: lina przyjmuje kształt krzywej łańcuchowej.

Równania (14) i (15) zależą od czterech stałych a, c, c' i c". 
Stałe te możemy wyznaczyć, jeżeli znamy np. współrzędne x1,z1 i x2,zt 
punktów A i B oraz długość ł liny.

Z warunków bowiem, że dla x = x 1 jest z—zv  zaś dla x = x t 
jest z = z ł( otrzymujemy na mocy (14):

Z warunku zaś, że dla x —xi jest s= 0 , a dla x = x t jest s =  l, 
dostajemy na mocy (15):

Można okazać, że równania (16) i (17) określają jednoznacznie 
stałe a, c, c' i c".

Obliczmy jeszcze napięcie liny T w dowolnym jej punkcie G 
o współrzędnych x, z. Z równań (6) i (8) dostajemy

(18) Tx— 6 /a.

Ponieważ Tz/Tx=tg<p=z', więc Tz—Txz', zatem
Tz — dz'/a.(19)
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Z równań (18) i (19) otrzymujemy\

\t 1x +  t *=  -  - - tt =  4 - {e<u+c +  € “* *>•" a (Lr Za

na mocy więc (14)
(20) T  =  Ó(2 —  C').

Lina obciążon a . Niech w punkcie G liny zaczepiona będzie 
siła P, skierowana pionowo w dół. Części GB i AC liny są, jak już 
wiemy, linami łańcuchowymi. Oznacz­
my przez «i, Ci, ej, c ',' i oz,&i,<&,<&', od­
powiednie stałe dla krzywych BC 
i GA w równaniach (14) i (15), a przez 
T1 i Tt napięcia części BC i GA 
w punkcie C.

Uważając linę za łańcuch o drob­
nych ogniwach, zaś punkt G za prze­
gub, mamy w położeniu równowagi
T1-\- Ti Ą- P=to. Tworząc rzuty na osie z i kładąc P=|P|, 
otrzymujemy:

(21) Tix+ T i t =  0, T,t + T i t - P  =  0.

Oznaczając pochodne prawostronną i lewostronną w G przez 
z\ i 22, otrzymamy na mocy (18) i (19):

T\x—d/aj, T\z — bz\ /av T>t 

skąd na mocy (21) 
ó

-ó /«2, Tit — — 64 / « 2,

• l - o ,«, u2 «j
Dostajemy więc:

(22) at =  02,

=  o.(l-t (In

1 ^  6 &
Znając długości l, i l2 łuków BG i GA, możemy otrzymać równa­

nia krzywych GB i AG. Należy w tym celu wyznaczyć dziesięć sta- 
łych «i,Cud,ci', o2,c2,cj,c2 i x0,zu, gdzie x0 i z0 są współrzędnymi 
punktu G. Otóż do wyznaczenia tych stałych dla CB i AG mamy 
po cztery równania analogiczne do (16) i (17), a nadto dwa równa­
nia (22), razem więc dziesięć.



KINEMATYKA CIAŁA SZTYWNEGO

$ li Przesunięcie i obrót ciała około osi. W myśl 
określenia ciała sztywnego (str. 235) punkty jego nie zmieniają 
swych wzajemnych odległości podczas ruchu. Gdy punkt A prze­
sunął się do punktu B, wektor AB  nazwaliśmy przesunięciem punktu 
(str. 34). Przy zmianie położenia ciała sztywnego punkty tego ciała 
doznają na ogół różn ych  przesunięć.

Poznamy najpierw pewne twierdzenia z geometrii, podające, 
rozkład przesunięć punktów ciała. Twierdzenia te będą nam po­
mocne przy wyznaczaniu prędkości tych punktów.

P rzesu n ięc ie  rów n oleg łe  czyli tran slacja . Jeżeli przy 
zmianie położenia ciała przesunięcia wszystkich punktów są równe, 
mówimy, że ciało uległo przesunięciu (równoległemu) lub translacji.

Przesunięcie wspólne wszystkim punktom ciała nazywamy 
wektorem przesunięcia lub przesunięciem ciała.

Położenie ciała po przesunięciu jest więc wyznaczone przez 
położenie początkowe i wektor przesunięcia.

Przyjmijmy, że punkty A v B1 przeszły po przesunięciu równo­
ległym w punkty A 2,B2. Ponieważ przesunięcia obu punktów są 
równe, więc A^A2= B XB2. Wynika stąd, że A1B1—A2B2.

A więc: przy przesunięciu równoległym 
wektory związane z ciałem nie zmieniają 
kierunku ani zwrotu.

Na odwrót, łatwo dowieść, że jeżeli przy 
zmianie położenia ciała wektory w ciele 
zachowują kierunek i zwrot, to zmiana poło­
żenia jest przesunięciem równoległym.

Załóżmy bowiem, że dwa dowolne punkty A v Bi przeszły 
w punkty A2, B2. Ponieważ w myśl założenia jest A 1B1= A 2B2, więc 
A^A„=B^B2. Punkty A u Bx mają zatem równe przesunięcia czyli 
zmiana położenia ciała jest przesunięciem równoległym.

R O Z D Z IA Ł  V I I
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Łatwo zauważyć, że po przesunięciu równoległym proste 
i płaszczyzny w ciele pozostają do siebie równolegle.

Przypuśćmy, że ciało wykonało po kolei dwie translacje: naj­
pierw z położenia I do położenia II, a następnie z położenia II do 
położenia III. Niech A11B1 będą dwoma dowolnymi punktami 
w położeniu I, zaś A2,B2 i A3, B3 odpowiadającymi im punktami 
w położeniach 1T i III. Z założenia jest A ^ z - B  R̂  i A 2A3= B 2B3. 
Ponieważ AlA3= A 1A2+ A 2A3 i BXB3= B XB2+ B 2B3, więc A^A3=R Ji3. 
Od położenia I możemy zatem przejść wprost do położenia III przy 
pomocy jednej translacji. Oznaczając przez 
uv u2 i u przesunięcia przy przejściu z I do II, 
z II do III i z I do III, otrzymamy oczywiście

[§ 1]

A więc: jeżeli ciało wykonało kilka translacyj kolejnych, wówczas 
położenie końcowe otrzymać możemy z położenia początkowego przy 
pomocy jednej translacji-, przesunięcie ciała z położenia początkowego 
do końcowego równe jest sumie przesunięć przy poszczególnych trans­
lacjach.

Twierdzenie powyższe możemy nazwać prawem składania 
przesunięć.

Ponieważ przesunięcie wypadkowe jest sumą przesunięć skła­
dowych, więc (na mocy przemienności sumy wektorów) przesunięcie 
wypadkowe nie zależy od porządku, w jakim ciało wykonywało 
przesunięcia składowe.

O brót ok o ło  osi. Jeżeli przy zmianie położenia ciała dwa 
punkty, np. K i M, pozostały nieruchome, wówczas oczywiście, 
wszystkie punkty prostej ł, przechodzącej przez K  i M, również 
pozostaną nieruchome. Mówimy wtedy, że ciało wykonało obrót 
około prostej Z; prostą tę nazywamy osią obrotu.

Jeżeli jakaś płaszczyzna Z7j przechodzi w położeniu początko­
wym ciała przez oś obrotu, to odpowiednia płaszczyzna JJ2 w po­
łożeniu końcowym również przejdzie przez tę oś.

Nadajmy osi l dowolny zwrot. Kąt <p, o jaki należy obrócić 
płaszczyznę 17, (w kierunku od ręki prawej ku lewej względem osi l), 
tak aby padła na 772 i aby odpowiednie punkty się nakryły, nazy­
wamy kątem obrotu.
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Obrót ciała około osi wyznaczony jest przez podanie osi i kąta 
obrotu. Przy obrocie punkty ciała pozostają w płaszczyznach prosto-

Każdy wektor AXBV równoległy 
iło osi obrotu, przechodzi przy obro­
cie w wektor A 2B 2, równy wekto­
rowi A 1B 1. Łatwo udowodnić, że 
tylko wektory równoległe do osi 
nie zmieniają przy obrocie kierunku 
ani zwrotu.

Zauważmy, że jeżeli wektor AXG\ 
leży w płaszczyźnie 77 prostopadłej 
do osi obrotu, to kąt jaki ten wektor 

tworzy z odpowiednim wektorem A 2(\ jest (przy obranym zwrocie 
osi obrotu) równy kątowi obrotu (rys. 1).

Jeżeli ciało wykona kilka obrotów  ̂ około tej samej osi l o kąty 
'Pit'1'zi ■.., wówczas ostateczna zmiana położenia jest oczywiście rów'- 
nież obrotem około osi l o kąt <p=<Pi-\-<P2+ ... Wynika stąd na mocy 
przeinienności sumy, że położenie ostateczne nie zależy od porządku, 
w jakim ciało wykonywało obroty częściowe.

Inaczej przedstawia się sprawa, gdy ciało wykonywa kolejne 
obroty wkoło różnych osi, jak o tym. poucza przykład na str. 317.

Apadłyeh do osi obrotu.

PrzykttuL. Ciało sztywne wykonało po kolei dwa obroty 
około dwóch prostych równoległych l i m, sztywnie z ciałem zwią­
zanych. Obroty miały zwroty przeciwne, kąty zaś równe. Udo­
wodnić, że ciało można przeprowadzić z położenia początkowego 
w końcowe przy pomocy przesunięcia równoległego (translacji).

Niech G będzie dowolnym punktem ciała. Poprowadźmy 
przez G płaszczyznę 77, prostopadłą do danych osi obrotu l i m. 
Niechaj L  i M  oznaczają odpowiednie punkty przebicia, zaś <p kąt 
obrotu (rys. 2). p ,

Przy obrocie około osi l o kąt q> oś m przej­
dzie w prostą w '; oznaczmy przez M' punkt 
przebicia tej prostej z płaszczyzną 77. Następ­
nie, po obrocie około osi m' o kąt q> oś l przyj­
mie położenie prostej V-, oznaczmy przez L' jej 2.
punkt przebicia z płaszczyzną 77.

Wreszcie, niech Cx będzie położeniem punktu G po obrocie 
około prostej l, a G' położeniem punktu t\ po obrocie około prostej m'.
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Trójkąt LMC przeszedł ostatecznie w położenie L'M 'C , przy- 
czera LL'=M M '=CC' (jak na rysunku). Ponieważ przesunięcia 
punktów położonych na osi l (lub m) są równe, więc związek po­
wyższy wskazuje, że przesunięcia wszystkich punktów są równe. 
Łatwo sprawdzić, że
(1) LL' — ‘¿LM  sin %(p.

§ 2. Przesunięcia punktów ciała w ruchu płaskim.
Buch figury płaskiej poruszającej się w płaszczyźnie nazywamy 
ruchem płaskim.

Położenie figury w ruchu płaskim jest wyznaczone przez poło­
żenie dowolnych dwóch jej punktów.

Przypuśćmy bowiem, że możliwe są dwa położenia figury, 
w których dwa punkty A  i B zajmowałyby to samo położenie. 
Weźmy pod uwagę dowolny punkt C figury, który 
w jednym położeniu jest w Cv  w drugim zaś w (72.
Trójkąty ABC\ i ABCt przystają i są położone sy­
metrycznie względem AB. Nie dadzą się zatem prze­
prowadzić w siebie bez oderwania od płaszczyzny. ^
To zaś jest sprzeczne z założeniem, że trójkąt ABC  
zajmował w ruchu płaskim raz położenie ABCX, a drugi raz poło­
żenie ABC2.

O brót ok o ło  punktu. Jeżeli figurę leżącą w płaszczyźnie 77 
obrócić około prostej l prostopadłej do tej płaszczyzny, to figura 
pozostanie nadal w płaszczyźnie 77. Obrót taki nazywamy obrotem 
figury około punktu (przebicia prostej l z płaszczyzną Tl).

T w ierdzenie. Każdą figurę w ruchu płaskim można przepro­
wadzić z dowolnego położenia w dowolne i/nne przy pomocy jednego 
przesunięcia równoległego i jednego obrotu.

Niech bowiem A 1,B 1 będą dwoma punktami tej figury w po­
łożeniu pierwszym, zaś AVBZ odpowiednimi punktami w drugim. 
Przesuńmy najpierw figurę równolegle tak, by punkt A t padł na J 2. 
Punkt Bx padnie po tym przesunięciu na pewien punkt B\. Obróćmy 
teraz figurę około A2 tak, by B[ padł na B2. Ponieważ po przesunięciu 
i obrocie dwa punkty A v Bt pokryły się z odpowiednimi punktami 
A2,B2, więc i pozostałe punkty się pokryją. Przeprowadziliśmy 
zatem figurę z jednego położenia w drugie przy pomocy jednego 
przesunięcia i jednego obrotu, c. b. d. d.
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Udowodnimy teraz, że najogólniejsza zmiana położenia figury 
w ruchu płaskim jest albo przesunięciem albo obrotem.

I  T w ierd zen ie E u lera . Figurę z jednego położenia w drugie 
(jakie zajmuje w ruchu płaskim) można przeprowadzić bądź przy 
pomocy przesunięcia równoległego, bądź przy pomocy obrotu.

D ow ód . Niech A 1B1 będzie dowolnym odcinkiem figury w po­
łożeniu początkowym I, zaś A 2B2 tymże odcinkiem w położeniu 
końcowym II.

W  przypadku gdy wektory A XBX i A2B2 są równe, mamy 
A XA 2= B XB2. Przy przesuwaniu więc figury równolegle, tak by 
punkt A x padł na A 2, punkt B1 padnie na B2. Ponieważ po tym prze­
sunięciu figura będzie miała z położeniem II punkty A2 i B2 wspólne, 
więc będzie miała wszystkie punkty wspólne. W  tym przypadku 
można zatem przeprowadzić figurę z położenia I w położenie II 
przy pomocy przesunięcia równoległego.

W  przypadku gdy wektory A XBX i A 2B2 nie są równe, popro­
wadźmy symetralne lx i l2 odcinków A XA 2 i BXB2.

Przyjmijmy najpierw, że

dem lv Są zatem przystające i nienakładalne na siebie bez odry­
wania od płaszczyzny. Jeżeli więc figurę obrócimy około O tak, 
by punkt A x padł na A 2, to ponieważ punkt Bx nie może paść 
na Bi, punkt Bx padnie na B2. Po tym obrocie figura będzie 
więc miała z położeniem II punkty A s i B2 wspólne, a zatem 
i wszystkie inne punkty wspólne.

Przyjmijmy następnie, że symetralne odcinków A XA2 i BXB2 
są identyczne (rys. 2). W tym przypadku odcinki AXBX i A2B2 są 
położone symetrycznie względem lx (lub ¿2); środkiem obrotu będzie 
punkt przecięcia się prostej A XBX z lx (lub A2B2 z l2). W tym przy­
padku więc przeprowadzimy figurę z położenia l w położenie II 
przy pomocy obrotu, c. b. d. d.

O.
2.

j, tryczny do Bx względem sy- 
metralnej lx. Oczywiście trój­
kąty OAxBx i OA>B\ są po­
łożone symetrycznie wzglę-

symetralne te są różne i że 
przecinają się w [punkcie O 
(rys. 1). Trójkąty OAxBx i 
OA2B2 są przystające. Oznacz­
my przez B\ punkt syme-

l.
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Ciało płasko prow adzono. Jeżeli ciało może się tylko 
tak poruszać, że punkty jego pozostają stale w płaszczyznach równo­
ległych do pewnej płaszczyzny stałej 77, powiadamy, że ciało jest 
płasko prowadzone, a płaszczyznę TI nazywamy płaszczuzną kie­
rowniczą (por. określenie i przykład na str. 276).

Przetnijmy ciało płasko prowadzone płaszczyzną II', równo­
ległą do płaszczyzny kierowniczej II. Niechaj V będzie figurą prze­
kroju. Położenie figury C wyznacza oczywiście położenie całego 
ciała. Ponieważ figura płaska G musi pozostawać stale w jednej 
i tej samej płaszczyźnie 77', więc na mocy I tw. Eulera możemy 
figurę tę przeprowadzić z dowolnego położenia, jakie zajmuje, 
w dowolne inne bądź przy pomocy przesunięcia, bądź przy pomocy 
obrotu około punktu leżącego na 77'.

Wynika stąd, że ciało płasko prowadzone możemy przeprowadzić 
z jednego położenia w drugie bądź przy pomocy translacji, bądź 
przy pomocy obrotu około osi prostopadłej do płaszczyzny kierowniczej.

§ 3. Przesunięcia punktów ciała. Jeżeli ciało sztywne 
ma jeden punkt unieruchomiony, to może się obracać około tego 
punktu, jeżeli zaś ma unieruchomione dwa punkty, to może się 
obracać około osi przechodzącej przez te punkty. Podanie położenia 
jednego lub dwóch punktów ciała nie wystarcza zatem do wyzna­
czenia położenia wszystkich innych punktów ciała. Zachodzi jednak 
następujące

T w ierdzen ie 1. Położenie wszystkich punktów ciała sztywnego 
wyznaczone jest przez położenie trzech jego punktów, nie leżących na 
jednej prostej.

D ow ód. Przypuśćmy bowiem, że istnieją dwa różne położe­
nia ciała, w których trzy punkty A ,B ,G , nie leżące na jednej 
prostej, zajmowałyby położenia jednakowe.
Weźmy pod uwagę dowolny punkt D tegoż 
ciała, który w pierwszym położeniu jest w Dx, 
w drugim zaś jest w T)2. Czworościany ABCD1 * 
i ABGD2 mają podstawę wspólną i krawędzie 
odpowiednio równe. Wynika stąd, że są poło­
żone symetrycznie względem płaszczyzny ABC.
Nie dadzą się zatem doprowadzić do zupełnego przystawania. To 
zaś jest sprzeczne z założeniem, że czworościan ABCD  raz zajmuje 
położenie ABCDV a drugi raz położenie ABCD2.
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O brót ok o ło  punktu ciała. Jeżeli przy zmianie położenia 
ciała jeden punkt ciała pozostał nieruchomy, powiadamy, że ciało 
wykonało obrót około tego punktu.

I I  T w ierd zen ie E u lera . Obrót około punktu jest równo­
ważny obrotowi około pewnej prostej, przechodzącej przez ten punkt.

D ow ód. Przypuśćmy, że ciało wykonało obrót około punktu 0. 
Obierzmy w ciele w położeniu początkowym I dowolny odcinek 
A 1B1 (nie przechodzący przez O) i niechaj AtB% będzie odpowiednim 
odcinkiem w położeniu końcowym 11. Poprowadźmy płaszczyzny 
symetralne /7, i IJt odcinków A xAa i B,B2.

Załóżmy najpierw, że 17, i 77s są różne i że przecinają się 
wzdłuż prostej ł (rys. 1). Prosta ł przechodzi przez O, gdyż ł jest 
zbiorem punktów równoodległych od A1 i At, jako też od Ti, i Bt, 
zaś OAl=O A i i OB1=OBi. Niech (' będzie dowolnym punktem 
(różnym od O) na prostej ł.

Czworościany OCA1B1 i OVA2Bt są równe. Łatwo wykazać, 
że są także nakładalne na siebie. Wierzchołki bowiem 0,C,A1 i 0 ,C ,A t 
są położone symetrycznie względem 77,. Gdyby więc czworościany 
OCAlB1 i OCAtB2 nie były nakładalne, wówczas wierzchołki Bi i Bt 
musiałyby leżeć symetrycznie względem 77„ co niemożliwe, skoro 
Bl i B2 leżą symetrycznie względem 77a, zaś 77,#= 17,. Udowodniliśmy 
więc, że czworościany OCA1Bl i OGAtBt są równe i nakładalne.

Jeżeli teraz obrócimy ciało około osi ł tak, by Al padło na At, 
to czworościan OCAlB1 padnie na czworościan OGAJBt. Po tym obrocie 
ciało będzie więc miało z ciałem w położeniu II trzy punkty wspólne 
(mianowicie O, A2iB t), a zatem i wszystkie inne punkty wspólne. 
Przeprowadziliśmy więc ciało z położenia I w położenie II przy 
pomocy obrotu około prostej i.

Uwaga 1. Z 11 tw. Eulera wynika, że przy obrocie ciała około 
punktu istnieje w ciele pewna prosta o tej własności, że punkty 
jej nie zmieniają położenia.

l. 2.

Załóżmy teraz, że odcinki 
A ^  i BxBt mają wspólną pła­
szczyznę symetralną 77 (rys. 2). 
Wówczas trójkąty OAlB1 i OAtBi 
są położone symetrycznie wzglę­
dem 77. Osią obrotu będzie w tym 
przypadku krawędź przecięcia 
się płaszczyzny O A ^  (lub 
OAtBa) z płaszczyzną 77.
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U waga 2. Jeżeli ciało wykonywa dwa kolejne obroty wkoło 
dwóch osi, przechodzących przez jeden punkt O, to z położenia 
początkowego w położenie końcowe możemy przeprowadzić ciało 
przy pomocy jednego obrotu około osi, przechodzącej przez O, gdyż 
punkt 0  nie zmienił położenia. A więc złożenie dwóch obrotów 
około osi, przechodzących przez jeden punkt, jest obrotem około 
osi, również przechodzącej przez ten sam punkt.

P rzyk ła d . Ciało wykonało kolejno dwa obroty wkoło osi 
stałego układu współrzędnych: najpierw wkoło osi z, a następnie wkoło 
osi x, oba obroty o kąt prosty w kierunku od ręki prawej ku lewej.

Ponieważ przy obu obro­
tach początek układu O pozo­
stał nieruchomy, możemy prze­
prowadzić ciało z położenia po- 
początkowego do położenia koń­
cowego przy pomocy jednego 
obrotu około pewnej osi l, 
przechodzącej przez O (rys. 1).

Weźmy pod uwagę w położeniu początkowym punkt A (0,0, I) 
osi z. Po obrocie około tej osi punkt A nie zmienił położenia, a po 
obrocie około osi x przeszedł w położenie A '(0 ,1,0).

Weźmy z kolei pod uwagę w położeniu początkowym punkt 
B(0,1,0) osi y. Po obrocie około osi z punkt Ii zajął położenie B'(1, 0,0) 
na osi x, a następnie przy obrocie wkoło tej osi punkt li' nie zmienił 
już swego położenia. Szukana oś l będzie więc przekrojem płaszczyzn 
symetralnych odcinków A A' i BB'.

Płaszczyzna symetralna odcinka AA' ma równanie y =  z, zaś 
płaszczyzna symetralna odcinka BB' ma równanie x —y~ Oś l będąca 
przecięciem obu płaszczyzn ma zatem równanie

x =  y — z.
Przypuśćmy teraz, że ciało wykonywało te same obroty w po­

rządku odwrotnym, t. j. najpierw około osi x, a następnie około 
osi z (rys. 2). Punkty A(0,0,1) i jB(0,1,0) zajmą po obrocie około 
osi-a; położenia Ax(0,1,0) i /¿,(0,0,—1), a następnie po obrocie około 
osi z przejdą w położenia d 2( 1,0,0) i /J2(0,0,—1). Płaszczyzny syme- 
tralne odcinków AA2 i BIi2 mają równania x = z  i y = —z. Oś lv 
około której należyobrócić ciało, abyprzeszło z położenia początkowego 
w końcowe, będzie więc miała równanie

317
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X  =  — y —  Z .

Widzimy stąd, że położenie końcowe zależy od porządku, w ja­
kim ciało wykonywało obroty.

Tw ierdzenie. Chanie'cl. Ciało można przeprowadzić z dowol­
nego położenia, w dowolne inne. przy pomocy jednego przesunięcia 
i jednego obrotu około oni.

Na ogół można to zrobić na nieukończenie wiele sposobów, zawsze, 
jednak osie obrotu będą równoległe, a kąty obrotu równe (jeżeli osiom 
nadany będzie ten sam zwrot).

D ow ód. Niechaj będzie dowolnym punktem ciała w po­
łożeniu początkowym I, zaś 02 odpowiednim punktem w położeniu 
końcowym II. Przesuńmy ciało najpierw równolegle w położenie 
I ', tak by Ol padło na 02. Jeżeli położenie I ' jest identyczne z 11, 
to ciało przeprowadziliśmy z położenia I w położenie II przy pomocy 
jednego przesunięcia, zgodnie z wymogami twierdzenia.

Przyjmijmy więc, że położenie I ' jest 
różne od II. Ponieważ w położeniach .II 
i V ciało ma punkt 02 wspólny, więc na 
mocy II tw. Eulera możemy je przepro­
wadzić z położenia I' w położenie II przy 
pomocy obrotu około pewnej osi l, prze­
chodzącej przez punkt 02.

W każdym więc razie przeprowadziliśmy dało z położenia I 
w położenie II przy pomocy jednego przesunięcia i jednego obrotu; 
udowodniliśmy zatem pierwszą część twierdzenia.

Gdybyśmy obrali na początku inny punkt Ov to nu ogół otrzy­
malibyśmy inne przesunięcie i inny obrót około innej osi. Wyka­
żemy jednak, że we wszystkich przypadkach 
osie obrotu byłyby równoległe.

Weźmy pod uwagę w ciele dowolny 
wektor A lB1 w położeniu I, równoległy do 
osi obrotu l. Odpowiedni wektor A2B2 w po­
łożeniu II będzie miał ten sam kierunek 
i zwrot co wektor A tBv Ani bowiem prze­
sunięcie, ani obrót (około osi równoległej), 
nie zmienia kierunku ani zwrotu wektora.

Załóżmy teraz, że ciało przeprowadziliśmy z położenia I w po­
łożenie II przy pomocy innego przesunięcia oraz obrotu około innej 
osi l1- Niechaj przy tym przesunięciu wektor A 1B1 przejdzie w wektor 
A\B\. Oczywiście wektor A\B\ przejdzie po obrocie około nowej
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osi l' w wektor A2B2. Ponieważ przesunięcie nie zmienia kierunku 
ani zwrotu wektora, więc A\B\ ma ten sam zwrot i kierunek co 
wektor AXBV Wynika stąd, że wektor A\B\ będzie miał również 
ten sam zwrot i kierunek co wektor A2B2. Zatem oś obrotu l' musi 
być równoległa do ASB2 czyli do osi l.

Wykażemy wreszcie, że kąty obrotu około osi l i l’ są równe, 
bylebyśmy nadali osiom l i l' jednakowe zwroty. Obierzmy w ciele 
w położeniu 1 dowolny wektor ai prostopadły do l, a zarazem oczy­
wiście do l'. Kąt, jaki tworzy wektor ax z odpowiednim wektorem a2 
w położeniu l i  przy obranym zwrocie osi, jest kątem obrotu (str. 312). 
Kąt obrotu jest więc w obu przypadkach ten sam, c. b. d. d.

Turierdzen/ie fi. Biało można przeprowadzić z dowolnego poło­
żenia w dowolne inne przg pomory dwóch obrotów kolejnych.

D ow ód. Niech 0 X będzie dowolnym punktem ciała w poło­
żeniu i, a 02 odpowiednim punktem ciała w położeniu II. Obróćmy 
ciało o kąt ISO0 około osi lu będącej symetralną odcinka 0X02. 
Przy tym obrocie punkt Ox padnie na punkt Oa. Ciało przyjmie 
położenie U ', które z położeniem II ma punkt 02 wspólny. Możemy 
zatem z położenia II ' przejść do położenia II przy pomocy obrotu 
około pewnej prostej l, przechodzącej przez 02. Przeprowadziliśmy 
w ten sposób ciało z położenia 1 w położenie II przy pomocy dwóch 
obrotów około prostych lt i l, c. b. d. d.

S k r ę t . Jeżeli ciało wykonało przesunięcie, a następnie obrót 
około osi równoległej do przesunięcia, to powiadamy, że ciało 
wykonało skręt.

W szczególności przesunięcie lub obrót również nazywamy 
skrętem.

T w ierdzenie 3. Biało można zawsze przeprowadzić z dowolnego 
położenia w dowolne inne przy pomocy skrętu i to tylko w jeden sposób.

D ow ód. Weźmy pod uwagę w ciele w położeniu I dowolny 
trójkąt A1BlBl, leżący w płaszczyźnie TJX prostopadłej do możliwych 
osi obrotu. Oznaczmy przez A2B2C2 odpowiedni trójkąt, zaś przez 772 
odpowiednią płaszczyznę w położeniu II. Płaszczyzny ITl i 1J2 
są zatem równoległe. Przeprowadźmy teraz ciało z położenia I 
w położenie I', nadając ciału takie przesunięcie prostopadłe do 17j, 
by płaszczyzna n x przeszła w płaszczyznę 772 (p. str. 320, rys. 1). 
Trójkąt A1BlC1 przejdzie przy tym przesunięciu w trójkąt A\B\B\ 
leżący w płaszczyźnie 77s, w której leży także trójkąt AiB2Bi.

[§ 31
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Z położenia I ' możemy przeprowadzić 
ciało w położenie II najpierw przy pomocy 
translacji tak, by A\ padło na At, a na­
stępnie przy pomocy obrotu około prostej 
prostopadłej do IJ2 przechodzącej przez A 2. 
Wynika stąd, że trójkąt A'\B'\G'\ przejdzie 
w A2B2(\, pozostając stale w płaszczy­
źnie 77„. Na mocy więc II tw. Eulera 
możemy trójkąt A\B\C\ przeprowadzić 
w A2B2C2 przy pomocy translacji lub 
obrotu (około pewnego punktu O leżącego 

w U.,, czyli przy pomocy obrotu około osi l prostopadłej do JJ2 
w punkcie O). Przy tej translacji (lub obrocie) ciało przejdzie 
z położenia I' w położenie II.

Wynika stąd, że przeprowadzimy ciało z położenia 1 w po­
łożenie 11 albo przy pomocy przesunięcia (jeżeli przejście z 1' do II 
jest przesunięciem), albo przy pomocy przesunięcia i obrotu około 
osi /, równoległej do przesunięcia, c. b. d. d.

Oś 1 nazywamy osią skrętni.
Oś skrętu przesuwa się przy skręcie po sobie. Każda inna 

prosta zmienia przy skręcie swoje położenie. Wynika stąd, że nie 
możemy przeprowadzić ciała z położenia I w położenie II przy 
pomocy skrętu około innej osi l'.

§ 4. Ruch postępowy i ruch obrotowy około osi.
R uch postępow y. Jeżeli każde położenie, jakie ciało przyjmuje 
w ciągu ruchu, możemy otrzymać z położenia początkowego przy 
pomocy translacji, to powiadamy, że ciało po­
rusza się ruchem postępowym*.

Z określenia ruchu postępowego wynika, 
że każde dwa położenia ciała w ruchu postę­
powym dają się otrzymać jedno z drugiego 
przy pomocy przesunięcia równoległego.

Niech A  i B  będą dwoma dowolnymi punktami ciała. W ruchu 
postępowym wektor A B  nie zmienia kierunku ani zwrotu. Jeżeli 
więc tor punktu A  przesuniemy równolegle tak, że wszystkie jego 
punkty doznają przesunięcia równego wektorowi AB, wówczas tor 
punktu .1 pokryje się z torem punktu B  (rys. 2).

A więc: w ruchu postępowym tory wszystkich punktów są do 
siebie przystające* i przechodzą jeden w drugi przy pomocy Wąmlaoji.

2.
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Buch postępowy ciała jest więc wyznaczony przez ruch jednego 
jego punktu i położenie ciała w chwili początkowej. Jeżeli bowiem 
znamy ruch np. punktu A, to wektor przesunięcia ciała z położenia 
początkowego do położenia w chwili t będzie również wiadomy, 
gdyż równa się znanemu przesunięciu punktu A.

Na odwrót: jeżeli wektory związane z ciałem sztywnym nie zmie­
niają kierunku, to ciało porusza się ruchem postępowym.

Istotnie weźmy pod uwagę stały układ współrzędnych (a:, y, z) 
oraz dwa punkty w ciele A(x1,y1,z1) i B(oet,yi,z2). Z założenia wektor 
AB nie zmienia kierunku (ani oczywiście długości); wykażemy, 
że nie zmienia również zwrotu. Rzuty wektora AB na osie układu 
są podczas ruchu stałe co do wartości bezwzględnej. A więc \x2— 
\y*—y^ i \z2 ~~zi\ SŁi pewnymi stałymi. Ponieważ xt—xx jest funkcją 
ciągłą czasu t, więc z tego, że \xt—¡r^ con st. wynika również, 
że x2—a?1=const. Podobnie yt —y, =  const. i za—Zj= const. Zatem 
wektor AB nie zmienia zwrotu.

Oznaczając tedy przez A , B  i A ' , B '  położenia danych punktów 
w dowolnych dwóch chwilach t i t', otrzymamy A B = A 'B ', skąd 
A A ' — B B ' .  Przesunięcia dwóch dowolnych punktów są zatem równe, 
a więc możemy przeprowadzić ciało z położenia w chwali t do po­
łożenia w chwili t' przy pomocy przesunięcia. Ruch ciała jest więc 
ruchem postępowym.

Weźmy pod uwagę w ciele poruszającym się ruchem postę­
powym dwa dowolne punkty A x,A t w chwili t i położenia A\,A'-> 
tych punktów w chwili t +  At. Oznaczając przez i\ i v2 prędkości 
punktów A, i A t , otrzymamy (str. 35):

S, — lim
At-n>

Al A? 
At v =  lim AA'-,

At
Ponieważ ciało porusza się ruchem postępowym, więc A iA j-A jA t, 

skąd vx= v t.
A więc: w ruchu, postęj/owym w dowolnej chwili t prędkości 

wszystkich punktów ciała/ są- solne równe.
Prędkością ruełvu postępowcy o w chwili t nazywamy wspólną 

prędkość wszystkich punktów ciała w tej chwili.
Niech teraz ciało porusza się w taki sposób, że w każdej po­

szczególnej chwili t prędkości wszystkich punktów ciała są s<rt>ie 
równe. Obierzmy dwa dowolne punkty ciała A(xx,yx,zx) i B(x2,yt,zt).
S. Itatiacli. MsM-hatitkic.



322 ROZDZIAŁ VII. Kinematyka ciała sztywnego.

Ponieważ w jednej i tej samej chwili prędkość punktu A jest 
zawsze równa prędkości punktu B, więc:

yi =  y2, żj=ż2) stąd ia—¿!=0.

Zatem x3—x1—cl i podobnie y2—yl =  c2, z2 —z ^ ą ,  gdzie 
c„ c2 i c3 są pewnymi stałymi. Wynika stąd, że wektor AB  ma stałe 
rzuty na osie układu, nie zmienia więc podczas ruchu ani kie­
runku, ani zwrotu. Buch jest przeto ruchem postępowym.

A więc: jeżeli wszystkie punkty ciała mają w każdej poszcze­
gólnej chwili prędkości równe, to ciało porusza się ruchem postępowym.

B uch  o b ro to w y  ok o ło  osi. Jeżeli ciało porusza się w ten 
sposób, że wszystkie punkty pewnej prostej l pozostają w spo­
czynku, to powiadamy, że ciało obraca się około osi l (str. 311).

W ruchu obrotowym wszystkie punkty krążą po kołach, leżą­
cych w płaszczyznach prostopadłych do osi obrotu; środki tych 
kół leżą na osi obrotu.

Promienie łączące punkty ciała ze środkami kół, po których 
punkty te krążą, zakreślają w równych czasach równe kąty. Wynika 
stąd, że w ruchu obrotowym około osi wszystkie punkty mają w każdej 
poszczególnej chwili równe prędkości kątowe. Ich wspólną prędkość 
kątową nazywamy prędkością kątową ruchu obrotowego około osi.

Z określenia wektora prędkości kątowej (str. 46) wynika, że 
w ruchu obrotowym ciała około osi wszystkie punkty mają ten 
sam wektor prędkości kątowej, leżący na osi obrotu. Wektor ten 
nazywamy wektorem prędkości kątowej obracającego się ciała.

P rzy k ła d  i .  Jeżeli w równoległoboku ABCD wierzchołki A i D 
są unieruchomione, wówczas boki AB  i DC mogą się obracać około 
wierzchołków A i D. Przy tych obrotach bok BC pozostaje stale 
równoległy do AD. Zatem BC porusza się wówczas ruchem po­
stępowym.

P rzy k ła d  2. Koło o środku O' i promieniu r porusza się 
ruchem postępowym, pozostając stale stycznym do koki K  o środku 0  
i promieniu R. Wyznaczyć tor dowolnego punktu A  (rys. str. 369).

Środek ()' porusza się oczywiście po kole K' o środku O i pro­
mieniu a = R  r, Tor punktu A (kropkowany na rysunku) będzie- 
zatem kołem o promieniu a. Środek O, tego koła otrzymamy, na­
dając środkowi O przesunięcie 0 0 , równe wektorowi O'A.
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§ 5. Rozmieszczenie prędkości w ciele sztywnym.
Gdy ciało sztywne się porusza, punkty jego mogą mieć w danej 
chwili na ogół prędkości różne.

Związki między  prędkośc iam i  punktów  ciała.  Weźmy 
pod uwagę dwa punkty ciała i i 8 o prędkościach 5, i vt. Niech 0  
będzie początkiem układu współrzędnych. Połóżmy:

~OA.1, f̂  — Ó-Â i r =  A ¡A , --— r2 fj.

Zatem (str. 35, (III)):

(1) r =  r2 —r, =  t>3—
Mamy ra=  |r|*. Ponieważ jrj=const., więc tworząc pochodną, 

otrzymamy 2r r = 0 czyli f f — 0, skąd na mocy (1) f(vs—w,) — 0 czyli

(2) fv2 =  rvx.

Z określenia iloczynu skalarowego wynika, że

f  f>, — |r| R zu t^  l\ i fvt =  \f\Rzut^-j ra.

Na mocy więc (2) otrzymamy, dzieląc przez |r|,

(3) R zu t^  tij—Rzut^- t>2.

Udowodniliśmy więc, że w ciele sztywnym rzuty prędkości dwóch 
punktów na odcinek łączący te punkty są równe.

Możemy także powiedzieć, że składowe prędkości dwóch 
punktów względem odcinka łączącego te punkty są równo.

P rzy k ła d  J. Niech dane będą prędkości 
C>„% »3 trzech punktów ciała A uA i№A 3f nie le­
żących na jednej prostej. Obierzmy dowolnie 
punkt G, nie leżący w płaszczyźnie A1At A K 
i oznaczmy jego prędkość przez v. Wykreślmy 
z punktu G wektory GBV GBS, GB\ równe rzu­
tom prędkości »„»„»3  na proste A tG, ASC, Ą%G.

W myśl udowodnionego twierdzenia, wektory te będą również 
rzutami wektora v o początku G na proste „4,(7, A%G i AZG. Jeżeli 
do tych prostych poprowadzimy płaszczyzny prostopadłe w pun­
ktach Bu Bn i Bz, to punkt przecięcia tych płaszczyzn będzie końcem 
wektora v.
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Aby wyznaczyć prędkość punktu D, leżącego w płaszczyźnie 
Aj^AgAg, wyznaczamy najpierw prędkość dowolnego punktu C, nie 
leżącego w płaszczyźnie A^igAg, a następnie prędkość punktu D 
jak poprzednio (biorąc spośród punktów ,ł2, .t3 i C trzy punkty 
nie leżące wraz z I) w jednej płaszczyźnie).

A więc: prędkości wszystkich punktów ciała sztywnego wyzna­
czone są przez prędkości trzech jego punktów, nic leżących na jednej 
prostej.

P rzy k ła d  2. Prędkośc i  punktów  linii prostej  i płasz­
czyzny.  JSadajmy poruszającej się prostej l. dowolny zwrot 
i weźmy na niej punkt O o współrzędnych x0,y0)z0. Oznaczmy 
przez a,ft,y kąty, jakie oś l tworzy z osiami układu współrzędnych, 
i połóżmy:

a =  cos a, h =  cos ¡i, c =  cos y.
Dla dowolnego punktu A (w, y,z) osi l, o współrzędnej r na 

tej osi, jest:
(4) x = x 0+ar, y = y 3+br, z= z0+cr.

Oznaczając przez v prędkość punktu A i tworząc pochodną (4) 
względem czasu, otrzymamy (wobec tego, że r=const.):
(5) nx= x = x 0+dr, v „ = y = y 0+6r, vz= ż —ża+ ir .

Wykreślmy z punktu A wektor AA', równy prędkości v pun­
ktu A, i oznaczmy przez $, /?,£ współrzędne punktu A'. 7i uwagi 
na to, że ę = x + v .t it.d., dostaniemy na mocy (4) i (5):

f = * 0+ i 0+  (« +  «)»•, V=yo+yo+(b+f>)r, f=z0+ż0+(c+ć)r.
Jako równania pierwszego stopnia ze względu na parametr r 

są to równania prostej.
A więc: jeżeli z punktów położonych na linii prostej wykreślió 

wektory prędkości, to końce tych wektorów leżą na linii prostej.
Opierając się na tym twierdzeniu, można łatwo udowodnić, 

podobne twierdzenia dla płaszczyzny.
Mianowicie: jeżeli z punktów położonych na płaszczyźnie wykreś­

lić wektory prędkości, to końce tych wektorów leżą na jednej płaszczyźnie.

Znając prędkości v, i vg dwóch punktów 
A, i Ag prostej l, można wyznaczyć prędkość v 
dowolnego punktu A tej prostej, w sposób 
następujący (p. rysunek):



Prowadzimy prostą m przez końce wektorów prędkości », i vit 
wykreślonych z punktów A t i A.. Na tej proRtej loży koniec wektora 
prędkości v, wykreślonego z A. Wyznaczamy na prostej l punkt Ii 
taki, by wektor Ali równy był rzutowi f, (luli v2) na oś l. Wedle 
twierdzenia dowiedzionego na str. .323, A Ii jest rzutem v. na l. 
Jeżeli przez li przeprowadzimy płaszczyznę prostopadłą do l, to 
punkt A', w którym płaszczyzna ta przetnie prostą m, będzie końcem 
wektora v, wykreślonego z A.

Ruch ch w ilow y  ciała sztyw n ego. Weźmy pod uwagę 
w ciele sztywnym dowolny punkt A o współrzędnych r,//,s  w pewnej 
chwili t i oznaczmy przez v jego prędkość. Ponieważ v zależy od 
punktu A, więc v jest w chwili / funkcją współrzędnych x,y,z. Mo­
żemy zatem przyjąć, że
(6) v y,z).

Funkcja wektorowa (ti) określa prędkość w chwili I w każdym 
punkcie ciała.

Rozmieszczenie prędkości w ciele w pewnej chwili nazywamy 
ruchem chwilowym ciała.

Ruch chwilowy ciała jest zatem wyznaczony przez podanie 
funkcji wektorowej (6).

W ruchu postępowym wszystkie punkty mają tę samą prędkość. 
Funkcja (t>) przyjmie więc postać a== const.

W ruchu obrotowym około osi l mamy dla punktu A, ozna­
czając przez w wektor prędkości kątowej, a przez O dowolny punkt 
na osi l (por. wzory (2) i (III), str. 46):

(7) v=  Monia To lub v—OAxdt.

Ruch chwilowy ciała wr chwili t nazywamy ruchem chwilowym 
postępowym, jeżeli wszystkie punkty ciała mają tę samą prędkość. 
Prędkość tę nazywamy prędkością chwilową ruchu postępowego.

Ruch chwilowy ciała w chwili t nazywamy ruchem chwilowym 
obrotowym około osi l, jeżeli prędkość punktów ciała wyrażają się 
wzorem (7), t. zn. jeżeli prędkości punktów ciała w chwili t są takie, 
jak gdyby ciało obracało się około osi l. Prędkość S> nazywamy 
wektorem prędkości kątowej chwilowej, a oś l osią obrotu chwilo­
wego.

Jeżeli w każdej chwili czasu ruch chwilowy jest obrotem około 
prostej (nieruchomej) l, to jest on ruchem obrotowym około osi l.

[§ 5] Rozmieszczenie prędkości w ciele sztywnym. 325
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Obierzmy bowiem stały układ współrzędnych 0(x,y,s). przyj­
mując oś i za oś z. Niechaj A będzie dowolnym punktem ciała 
o współrzędnych x,y,z, a to wektorem prędkości chwilowej. Wówczas 
a>x=  0 i oju— 0. Według wzoru (7) rzuty prędkości v punktu A wynoszą:
(8) vx~ x  =  ywx, nu~ y = —xa>„ v,—ż—0.

Ponieważ ż —0, więc z=const. Punkty biegną zatem po płasz­
czyznach prostopadłych do osi l. Z równań (8) dostajemy ,rx-\-yy-~0, 
skąd po scałkowaniu !,x2-\-ly2— const. czyli ®*+j/*=const. Punkty 
ciała krążą tedy po płaszczyznach prostopadłych do osi l w stałej 
odległości od Z, a więc ciało wykonywa obrót około 1.

§ 6. Ruch chwilowy plaski. Niech figura płaska porusza 
się w płaszczyźnie TI. Obierzmy w tej płaszczyźnie dowolne dwa 
układy współrzędnych: jeden stały (x,y), a drugi (£,»/) porusza­
jący się ruchem postępowym i mający początek w  dowolnie obra­
nym punkcie M  dartej figury.

Ruch chwilowy figury względem układu (i,//) będzie tedy 
obrotem około punktu M (czyli około osi l prostopadłej do II w pun­
kcie Jlf). Prędkości względne punktów w chwili t będą więc takie, 

jak gdyby figura obracała się około punktu .1/ 
z pewną prędkością kątową ot. Możemy zatem 
powiedzieć, że ruch chwilowy względny jest 
ruchem obrotowym około punktu M. Ponieważ 
ruch układu (£,?;) jest postępowy, więc pręd­
kość unoszenia jest jednakowa dla wszystkich 
punktów figury (str. 58) i równa się prędkości 
punktu M. Oznaczając przez v prędkość 

(bezwzględną) dowolnego punktu A, przez w prędkość względną 
punktu A, a przez u prędkość unoszenia (♦. j. prędkość punktu .1/), 
otrzymamy zatem.(str. 58)
( 1 ) v =  u  +  w.

Możemy wobec tego powiedzieć, że prędkości punktów figury 
są takie, jak gdyby figura wykonywała dwa ruchy równocześnie: 
jeden postępowy z prędkością u dowolnego punktu M figury, drugi 
zaś obrotowy około tegoż punktu M.

A więc: ruch chwilowy figury w ruchu plan kim składa się z ruchu 
chwilowego postępowego i ruchu chwilowego obrotowego-, ruch postę­
powy ma prędkość dowolnego punktu figury, zaś ruch obrotowy jest 
obrotem około tegoż punktu.
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Kuch chwilowy figury można przedstawić na ogół na nie­
skończenie wiele sposobów jako złożenie ruchu chwilowego postę­
powego i ruchu chwilowego obrotowego. Zależy to bowiem od wy­
boru punktu M.

We wszystkich tych przedstawieniach jednak prędkości chwi­
lowe kątowe są równe. Obierzmy bowiem na figurze dowolną oś k 
w chwili t i niecha j k‘ oznacza położenie tej osi w chwili t-j-At. Kąt Acp, 
jaki oś k' tworzy z osią k, jest równy kątowi, o jaki figura obróciła 
się około .1/ w ruchu względnym. Widzimy stąd, że Ay nie zależy 
od wyboru punktu .1/, a tym samym i to, bo (o — UmA(p/At.

-U-*0
W szczególności ruch chwilowy .może być ruchem chwilowym 

postępowym (jeżeli prędkość chwilowa kątowa w jest zerem) lub 
ruchem chwilowym obrotowym (jeżeli punkt. M ma prędkość 8 = 0 ).

Dla każdego punktu A figury prędkość w (obrotu chwilowego) 
jest prostopadła do odcinka MA, przyczem \fS\—MA-oj. Znając 
zwrot obrotu chwilowego, możemy więc wyznaczyć zwrot w, a na 
stępnie otrzymać ze wzoru (1) prędkość v punktu A.

Niech teraz 8 + 0  i *<>+0. Weźmy pod uwagę na prostej l, 
prostopadłej do u i przechodzącej przez M, dwa punkty O i O' 
w odległości r od M, gdzie r=|8|/to.

Prędkości obrotu chwilowego w i w' pun 
kłów O i O' są prostopadłe do l, zatem równoległe 
do li. Mamy ponadto \w\—MO-<o—no=\u\ i po­
dobnie |8 '[==|m|. Ponieważ w i w' mają zw-roty 
przeciwne, więc dla jednego z punktów O i O', 
np. dla O, mamy w— —li. Zatem prędkość 
punktu O wynosi v--w-\-u — 0. Jeżeli więc 
początek układu (ę, y) umieścimy w punkcie O, 
to prędkość unoszenia będzie zerem, ruch chwi­
lowy będzie zatem obrotem chwilowym około O.

Punkt O nazywamy środkiem obrotu chwilowego.
Prędkość v dowolnego punktu A  jest prostopadła do odcinka O A 

i ina zwrot zależny od zwrotu obrotu chwilowego. Ponadto

(2) |f>! — O A-w.

A więc: ruch chwilowy pianki jest albo ruchem chwilowym postę­
powym, albo ruchem chwilowym obrotowym około środka, obrotu chwi­
lowego.
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W yzn aczan ie  środka ob rotu  chw ilow ego. Środek obrotu 
chwilowego ma oczywiście prędkość 0. Każdy inny punkt ma 
według (2) prędkość i>=j=0 (jeżeli 0). Istnieje zatem jeden tylko 
środek obrotu chwilowego (gdy c>4=0).

/,-------- 7r Jeżeli w dowolnym pun-
y f  | /  -----y>' kcie .4 wykreślimy prostopadłą

do prędkości v tego punktu, to 
środek obrotu chwilowego znaj­
dzie się na tej prostej (rys. 1).

4ł-

W ' * ’OK ■K •'"— 'A

3. Środek obrotu chwilowego 
można na ogół wyznaczyć, zna­

jąc prędkość v jednego punktu, np. A, oraz kierunek prędkości v’ 
drugiego punktu A ’. Wykreślmy prcste k i W prostopadłe do Hi W 
w punktach A i A'. Punkt O przecięcia się. tych prostych jest środ­
kiem obrotu chwilowego. Ze wzoru (2) otrzymujemy ui=\v\/OA. 
Zwrot obrotu chwilowego otrzymamy ze zwrotu prędkości v.

Gdy proste k i k' są równoległe, to ruch chwilowy jest ruchem 
chwilowym postępowym.

Gdy proste k i k' pokrywają się z sobą, musimy w celu wy­
znaczenia, ruchu chwilowego znać jeszcze prędkość v' punktu A'. 
Znajomość samego tylko kierunku prędkości v' wówczas nie wystarcza.

Gdy o—v't ruch chwilowy jest ruchem postępowym.
Gdy zaś v 4= v', ruch chwilowy jest ruchem chwilowym obro­

towym. Oznaczając wówczas przez O środek obrotu chwilowego 
(leżący oczywiście na prostych k i />■'), mamy na mocy (2) \v\—OA-«> 
i \v'\—OA'-u>. Zatem

O A \v\
<*> o T  =  |Hr .

Jeżeli d ir ' mają zwroty zgodne (rys. 2) i |Sj<|f'|, to punkt O 
leży na przedłużeniu odcinka A A  poza punktem *1. Mamy wtedy 
OA' — O A = A 'A , skąd na mocy (3)

(4) OA =  A 'A-r—Ĥ___
í)'\ —-Iťl

Jeżeli zaś v i v' mają zwroty przeciwne (rys. 3), punkt O leży 
na odcinku AA'. Mamy wtedy 0 .1 -0 .1 '= .4 .4 ’. skąd na mocy (3)

(5) 0 .1  =  .4 .4 '-
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Przykład I. Pręt AB porusza się w płaszczyźnie w ten spo­
sób, że oba jego końce A  i B poruszają się stale po krzywych C i C . 
Prędkości vl i vi punktów A i B są styczne do krzywych (.' i V .

Rysując w punktach A  i B prostopadłe 
do stycznych, otrzymamy środek 0  chwilowego 
obrotu pręta AB, jako punkt przecięcia się 
tych prostopadłych. Oznaczając przez o> pręd­
kość chwilową kątową, otrzymamy:

fol =OA'0), ! v2\=OB-o> i |t?,|/|wt| =;OAjOB.

P rzyk ła d  2. W mechanizmie korbowym pręt AB  porusza 
się w ten sposób, że jego koniec B połączony jest przegubowo z prę­
tem OB unieruchomionym w O, drugi zaś koniec A porusza się 
po prostej l przechodzącej przez O. Pręt OB obraca się około 
punktu 0  z prędkością kątową w. Jaka jest prędkość punktu A ?

Prędkość Ii' punktu B jest prosto­
padła do OB, a prędkość v punktu A 
ma kierunek prostej l. Kreśląc pro­
stopadłe do v' i v, otrzymamy śro­
dek Oj chwilowego obrotu pręta AB. 
Jest OB ■ <■> =  |f>'j =  OJi • o>„ zatem 
o jx =-.OB ■ oj i  OxB, skąd

|v| =  0,A  •(.»!= 0,A  OB- oj!OxB.

P rzy k ła d  3. Układ dwóch prętów AO i ,OB, połączonych 
przegubowo, porusza się w płaszczyźnie. Dane są prędkości t\ i e2 
punktów d. i B. Wyznaczyć prędkość punktu O.

Oznaczmy przez a i /1 kąty, jakie two­
rzą prędkości vl i i’2 z prętami OA i OB, 
przez 6 kąt, jaki prędkość f  punktu 0  two­
rzy z prętem O A, a przez <p kąt AOB.

Ponieważ rzuty prędkości r na pręty 
OA i OB są odpowiednio równe rzutom 
vl i v2 na te pręty, więc oznaczając przez e, o, i v2, wartości bez- 
względne tych prędkości, otrzymamy:

(6) r,cosa =  ucos d, /:acosj5 uc.omy ó),

skąd

[§ *>1

cos(ę>—ó) /cos d vsoos/i/p,eosa.
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więc C08ę)-|-tgd8inę)=®gC08j3/t/'1C08a czyli
tgó =  (vs COS ̂  — r! COS a COS 91) ¡1\ cos a siny.

Znając d, wyznaczamy v z równania (6).
P rz y k ła d  4 . W  płaszczyźnie leży układ trzech prętów 

AB, BfJ i CD, połączonych przegubowo i unieruchomionych w A  i D. 
Pręt AB  obraca się około A  z prędkością kątową a>v Wyznaczyć 
prędkość kątową pręta CD około D.

Punkty B  i C krążą po kołach 
o środkach A i D; ich prędkości iij i vt 
są zatem prostopadłe do AB  i GD. Śro­
dek obrotu chwilowego pręta BC otrzy­
mamy, prowadząc prostopadłe do vt i vit 
czyli przedłużając odcinki AB  i DC 

do przecięcia się w punkcie O. Punkt O jest środkiem obrotu 
chwilowego pręta BC.

Oznaczmy przez w prędkość chwilową kątową pręta BC. 
Kładąc '^=1^1 i «t=|t>,|, otrzymamy więc:
(7) — OB • a* i 0% — OC-w.

Pręt di* obraca się około A z prędkością kąto wą zatem
(8) vl ==A B-wl i podobnie rs — CD ■ wa.

Z (7} i (8) otrzymujemy A B -^ —OB-r» czyli io=AB-<o1/OB, 
skąd na mocy (7) r2~ A B  OC-ot1¡OB, a ponieważ na mocy (8) jest 
toa— vt/CD, więc

AB- OC
°>2 ~  OB ■ CD °>v

P rzy k ła d  S. Dany jest układ prę­
tów połączonych przegubowo w węzłach 
B, C, D i E. Pręty AB, FD  i EG mogą się 
obracać około punktów A, F  i G, które 
są unieruchomione. Pręt GE obraca się. 
około G z prędkością kątową <o. Wyznaczyć 
prędkości kątowe m' i w" prętów FD i AB 
około F  i A.

Oznaczmy przez vv v.,, v:i i i 4 prędkości punktów E ,l),C ,B , 
zaś przez rt, -vs, v:t i v4 ich wartości bezwzględne. Punkty E i I) 
krążą po kolach o środkach G i F. Prędkości więc tych punktów 
są prostopadłe do EG i FD.
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Niech O, będzie punktem przecięcia prostopadłych do f, i r, 
(t. j. przedłużeń prętów GE i DF). Punkt 0 1 będzie środkiem obrotu 
chwilowego pręta ED, a zarazem trójkąta EDC, gdyż pręty 
ED, DC i CE tworzą układ sztywny.

Oznaczając przez w1 prędkość obrotu chwilowego około Ov 
której zwrot wyznaczamy ze zwrotu Hj, mamy:
(9) vi — 0 1E-(ti1, v3 =  O J -  w,.

Zwrot vt wyznaczamy ze zwrotu prędkości kątowej otv 
Ponieważ — GE-w, więc na mocy (9):

( 10) "h
GE
O j

OJ)-GE 
OvE M

Pręt FD  'obraca się około F  z prędkością kątową w', więc 
vB—FD o/ czyli m '^vJFD. Na mocy (10) jest zatem

OJ) GE
( U ) OJE-FD

Zwrot o j '  wyznaczamy ze zwrotu v2.
Prędkość v9 punktu C jest prostopadła do O J ; mamy więc

(12) v3 =  OJ'-Wy.
Zwrot t»s wyznaczamy ze zwrotu obrotu około Ov 
Aby wyznaczyć środek Ot obrotu chwilowego pręta BC, za­

uważmy, że prędkość v4 punktu B jest prostopadła do pręta AB. 
Kreślimy więc prostopadłe do prędkości vt i v9, czyli przedłużamy 
AB  i COl do przecięcia się w 0 2.

Oznaczając przez wg prędkość kątową obrotu chwilowego 
około 0t, mamy:
( 13) Cg --v OJy * Wg, 1*4 — O J  ‘ C>2 -

Zwrot obrotu chwilowego otrzymujemy ze zwrotu v3.
Z (13) dostajemy:

(U ) wj =  r3 j O J, r4 =  OJi ■ v31 O J.
Zwrot vt otrzymujemy ze zwrotu obrotu około 0 a.
Ponieważ pręt AB  obraca się około A  z prędkością kątową w", 

więc rt --A B -a "  czyli w" --cJ A B .  Stąd na mocy (14), (12) i (10) 
dostajemy

„ O J-O J-G E  
m ~~ AB ■ O J  OxE 0> -

Zwrot prędkości kątowej w" otrzymujemy ze zwrotu vt.
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§ 7. R uch  ch w ilow y  przestrzen n y . Zajmiemy się najpierw 
przypadkiem szczególnym.

(iznaezmy przez A dowolny punkt ciała w położeniu I, a przez 
A' odpowiedni punkt w położeniu 11. Niechaj S' będzie środkiem 
koła, po którym porusza się .1 przy obrocie około prostej V, zaś N 
położeniem granicznym punktu S', gdy At A-O. Oznaczmy wreszcie 
przez v prędkość punktu A. Mamy

Zauważmy, że wektor AA'¡At jest prostopadły do V i tworzy 
z odcinkiem S'A kąt 00°—A<p/2; wektor v jest tedy w granicy prosto­
padły do l i AS. Prędkość punktu A w chwili t jest zatem taka, 
jak gdyby ciało obracało się około osi l z prędkością kątową ot. 
Udowodniliśmy więc następujące twierdzenie:

¡{uch chwilowy ciału, obracającego się wkoło pewnego punktu O, 
jest obrotem chwilowym. wkoło oni, przechodzącej przez O.

Prędkość v punktu .1 jest prostopadła do płaszczyzny /7 prze­
chodzącej przez l i .4 , skąd v O A, ponieważ OA leży w /7.

A więc: przy obrocie ciała około punktu O prędkości punktów 
data są prostopadłe do prostych łączących te punkty z punktem 0.

przy pomocy obrotu o kąt Aq> około pewnej 
prostej l'. Załóżmy, że gdy At dąży do 0, pro­
sta l  dąży do pewnej prostej /. Połóżmy

O brót ok o ło  punktu. Przypuśćmy, że 
ciało obracające się około punktu stałego 0 , 
zajmowało położenie 1 w chwili t, zaś poło­
żenie 11 w chwili t A- At. Z położenia 1 w po-

( 1 ) lim Ayj At =  co.

2

a ponieważ lim ( więc na mocy (1)

e| =  AS • ot.
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Oś Z obrotu chwilowego leży w płaszczyźnie przechodzącej przez 
punkt A i prostopadłej do prędkości punktu A. Znając więc kie­
runki prędkości dwóch punktów ciała, otrzymamy oś obrotu chwi­
lowego jako krawędź przecięcia płaszczyzn, przechodzących przez 
te punkty prostopadle do kierunków prędkości. Prędkość chwilową 
kątową otrzymamy z równości (ii).

Przyh-lad 1. Kula #*+ //*+2*— 1 obraca się około środka 0. 
Dana jest prędkość v punktu AM ,0,0) w pewnej chwili t oraz kie­
runek prędkości w punktu />'(0,1,0) w tejże chwili. Wyznaczyć oś 
obrotu chwilowego, prędkość kątową i prędkość w (w chwili i).

Ponieważ prędkość v jest prostopadła do O A ,  t. j. do osi x,  
więc vx=  0. Oznaczmy przez a, b, <• cosinusy kątów, jakie prędkość 
w tworzy z osiami układu współrzędnych. Mamy oczywiście b— 0, 
gdyż w jest prostopadłe do OB, t. j. do osi y.

Oś chwilowego obrotu jest przecięciem płaszczyzn przeprowa­
dzonych przez O oraz przez A i B  prostopadle do prędkości v i TO. 
Równania tych płaszczyzn są następujące:

(3) yv„ +  zvt =  0, nr, -f- <-z =  0,

skąd

(4)
x _  y __ z 

\e/a~ vt/v№ " — 1

Równania (4) są równaniami osi obrotu chwilowego.
Niech ó> oznacza prędkość chwilową kątową. Rzuty w na 

osie układu są proporcjonalne do współczynników kierunkowych 
osi obrotu, t. i. do liczb cja, v,'jvK i —1. Oznaczając przez A współ- 
czynnik proporcjonalności, dostaniemy:

(5) w .t=źc/«, mu — Xvt jvm <»i — — A.

Aby wyznaczyć A, obliczamy prędkość v, opierając się na 
wzorze v =  OÁ  X w. Otrzymujemy »., ==0, v„ A i vz — Xvt/%, skąd 
A— ii,,, więc na mocy (o):

a»* =  cv,,l a, <o,j = v „  <oz =  — v„.

Ponieważ w—O B a m , więc na mocy (<>) jest 

v)x ~  — rll} wn — 0, wz — —cVyja.

(«)
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R uch ch w ilow y  w przypadku  ogólnym . Umieśćmy 
w dowolnym punkcie M danego ciała początek układu współrzęd- 

nych (f, ri,£), poruszającego się ruchem po­
stępowym. Ponieważ punkt M jest względem 
układu (£,*?,£) nieruchomy, więc ruch ciała 
względem układu jest obrotem około
punktu M. Ruch chwilowy względny będzie 
więc obrotem chwilowym około osi obrotu 
chwilowego l, przechodzącej przez M.

Niechaj A będzie dowolnym punktem ciała. Oznaczmy przez r 
prędkość bezwzględną punktu .4, przez u prędkość unoszenia, 
a przez «? prędkość względną. Zatem

(7) v — u -+- w.

Prędkość unoszenia Ti równa się, prędkości punktu .1/, gdyż 
układ (i, r/,;) porusza się ruchem postępowym. Prędkości punktów 
ciała są zatem takie, jak gdyby ciało wykonywało dwa ruchy równo­
cześnie: jeden postępowy z prędkością u. dowolnego punktu M 
ciała, drugi zaś obrotowy około pewniej osi przechodzącej przez M.

A więc: ruch chwilowi) ciulu s Idu da się z  ruchu chwilowego po­
stępowego o prędkości dowolnego punktu M tego ciulu i ruchu chwilowego 
obrotowego około osi obrotu chwilowego, przechodzącej przez punki M.

Ruch chwilowy ciała możemy na ogół przedstawić na nieskoń­
czenie wiele sposobów jako złożenie ruchu chwilowego postępu 
wego i ruchu chwilowego obrotowego. Zależy fo bowiem od wy­
boru punkt i! M.

Wykażemy, że, przy wszystkich możliwych przednia wieiiiitch 
wektory prędkości chwilowych kątowych są równe (t.zn. że osie obrotu 
chwilowe,go są równolegle i prędkości chwilowe kątowe są równe).

Przypuśćmy, że punkt ciała M w oliwili t przeszedł w punkt M' 
w chwili tą-At. Względem układu st ałego zmiana położenia ciała 
w czasie At jest złożeniem przesunięcia MM' i obrotu o kąt Atp około 
pewnej osi V. Względem układu (S, ą, ■)) zmiana położenia jest tylko 
obrotem o kąt A<p około osi l\ układ bowiem ( i , C )  wykonał w cza­
sie At przesunięcie. MM'. Zatem położeniem granicznym osi l' 
jest oś l obrotu chwilowego, zaś prędkością chwilową kątową jest, 
w— lim A g> i Al.

il-W
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Z t wierdzenia podanego na str. 318 wynika, że gdybyśmy w ciele 
obrali inny punkt Mv to przy podobnych znakowaniach oś ii byłaby 
równoległa do l', przyczem Arpl=A p. Zatem oś obrotu chwilowego ii 
przechodząca przez Mt jest równoległa do i i prędkość chwilowa 
kątowa w, równa jest w. Zarówno więc dla M  jak dla Ml wektory 
prędkości kątowych będą równe.

Uwaga. Oznaczając przez w wektor prędkości chwilowej ką- 
towej, otrzymamy na mocy (III), str. 46, dla dowolnego punktu A 
w—MA x«i, skąd na mocy (7)

( I) » = «  +  MA  X u .

P rędkość unoszenia. Niech układ współrzędnych (i, ł?,f) 
o początku M porusza się w przestrzeni względem stałego układu 
współrzędnych (x,y,z). Układ (f, »?,£) (wraz z punktami sztywnie 
z nim związanymi) możemy uważać za ciało sztywne. Buch ¡chwi­
lowy układu (£, »;,£) będzie więc złożeniem ruchu chwilowego 
postępowego z prędkością £„ początku M układu i ruchu obrotowego 
z prędkością chwilową kątową w około osi obrotu chwilowego, prze­
chodzącej przez M. Prędkość unoszenia vt. dowolnego punktu A, znaj­
dującego się w ruchu względem układu 
(f, »/,£), jest to prędkość, jakąby punkt A 
posiadał, gdyby był związany sztywnie 
z układem (f, ??,£). Zatem v„ jest sumą 
prędkości v0 i prędkości w obrotu chwi­
lowego. Wobec powyższego mamy na 
mocy (I)

(8) v„ =  f# +  MA X oj.
A więc: prędkość unoszenia dowolnego punktu jest taka, jak 

gdyby punkt ten był związany sztywnie z układem ruchomym współ­
rzędnych, a układ, ten wykonywał dwa ruchy równocześnie: jeden po­
stępowy z prędkością początku układu, drugi zaś obrotowy około osi, 
przechodzącej przez początek układu.

Twierdzenie powyższe podaliśmy bez dowodu na str. 62.
Skręt ch w ilow y . Buch chwilowy ciała nazywamy skrętem 

chwilowym albo ruchem śrubowym chwilowym, jeżeli prędkość ruchu 
chwilowego postępowego jest równoległa do osi obrotu chwilowego.

W szczególności ruch chwilowy postępowy lub obrót chwilowy 
nazywamy również skrętem chwilowym.
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Oś skrętu chwilowego nazywamy osią środkową obrotu chwi­
lowego.

Przy pomocy twierdzenia, podanego na str. 319, udowodnimy 
t w ienlzenie następujące:

Kuch chwilowa ciul« ¡stawnego można przedstawić, i to tylko 
w jctUoi sposób, juko skręt chwilowy.

D ow ód. Załóżmy, że przeprowadziliśmy ciało z położenia I 
w chwili t w położenie II w chwili t — At przy pomocy skrętu około 

o m  /' (str. 319). Niechaj l będzie położeniem gra­
nicznym prost ej l', gdy At-*-0. Weźmy pod uwagę 
na Z dowolny punkt O w chwili t i oznaczmy 
przez O' położenie punktu O w chwili 14- At. Przy 
przeprowadzaniu ciała z położenia I w poło­
żenie 11 z pomocą skrętu, punkt O zajmie po 
przesunięciu położenie 0 „  a następnie pó obrocie 
około Z'o kąt A<p przejdzie w położenie O'. Ozna­
czając. przez Ti prędkość punktu O, mamy więc

(!*)
Ol)' 00,+ 0,0' .. OD, .. 0,0',/= lm i --—= iim ---- ——— lim ., +  lim——-•

y,_.o At !/-»» Zif AI-*0 . JZ Al Ml J l

Niech ,S będzie środkiem koła, po którym punkt 0 poruszał 
się przy obrocie około osi Z' o kąt A<p. Zatem ¡(),0'|==2$0,-sindę>/2,
, , . I0 ,0 'l |sin(/dy 2)| |sin(Ję),2)| \A<fskąd lim i — i =  bmJNO,-i------r——  =limN0,- ----- ;———  - 1 —rrAt-W | -IZ ! M W | JZ | i,-*» | A<PI‘2 ! | JZJZ | 

j sin( J<?72) iPonieważ lim /?O, =  0, a lim,
Al .11 A‘l -*» | A <)•/_

1, więc lim
Al-W

0 ,0 ' |
lii I : o.

Na mocy (9) jest w ięc u --- lim OOJAt. Lecz 0 0 ,¡¡Z', w ięc z uwagi

na to, że. Z' dąży do /, gdy IZ->-0, prędkość ii ma kierunek osi Z, 
która jest osią obrotu chwilowego, przechodzącą przez O. Kuch 
chwilowy jest więc skrętem, bo prędkość 7/ ruchu chwilowego po­
stępowego ma kierunek osi Z obrotu chwilowego.

Punkty położone na osi skrętu chwilowego mają prędkości 
równe ii, a przeto równoległe do osi skrętu. Punkty położone poza 
osią skrętu mają prędkości, które nie są równoległe do osi skrętu. 
Prędkość takiego punktu jest bowiem sumą prędkości ii i pręd­
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kości w obrotowej, prostopadłej do u. Zatem suma u-t-ir nie jest 
nigdy równoległa do u (a więc i do l), chyba, że w—0, t. j. że punkt 
leży na osi skrętu.

Wynika stąd, że ruch chwilowy daje się przedstawić jako 
skręt chwilowy tylko w jeden sposób. Gdybyśmy bowiem przed­
stawili tenże ruch chwilowy jako skręt około innej osi lj, to na mocy 
twierdzenia na str. 334, proste l i byłyby równoległe, a wtedy
prędkości punktów położonych na byłyby równoległe do i, i 1
co jest niemożliwe, ponieważ —  jak dowiedliśmy przed chwilą — 
tylko punkty położone na osi l mają prędkości równoległe do l.

Przykład, 2. Niech ciało porusza się w ten sposób, że ruch 
chwilowy jest skrętem o stałej prędkości postępowej u i obroto­
wej w około stałej osi l.

Obierzmy oś obrotu chwilowego za oś z. Oznaczmy przez w 
i u współrzędne u> i u względem osi z. Prędkość v punktu A ciała
0 współrzędnych x,y,z  wyraża się na mocy (I), str. 335, wrzorem

v — u +  O A  x  «i,

gdzie O jest początkiem układu. Ponieważ v>x — 0, m,t=  0, w ,=  o>
1 ?i.v= 0, % = 0, « ,=  « , więc:

(10) X=(D y, y ——Ctfcff, ż= u .

Ostatnie z równań (10) daje po »całkowaniu

(11) z —ut-ł-c,

gdzie c jest stałą «towołną. Różniczkując pierwsze z równali (10), 
otrzymamy Podstawiając na y wartość z równania drugiego,
dostaniemy równanie ar-f-ej.2* = 0> którego rozwiązanie ogólne ma 
postać
(12) x — et sinr»t-f kemoit,

gilzie a i  b są stałymi dowolnymi. Ponieważ y = x :«> więc

(13) у — w em m t —- 6s*n  od.

Przyjmijmy, że w chwili t—0> punkt .1 miał współrzędne 
х№= г г f o =  0* i z0—0. Podstawiając f= 0  w (1J )-(13), dostaniemy 
« =  0, b>—r i c— 0, skąd:

х —гсояоЛ, yi= —raili ot, z—ni.
S. Uańuch. MłM-liamkit 22
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Punkt będzie więc poruszał się ruchem śrubowym (str. 35) 
po powierzchni walca o osi z (gdyż x2-\-y*=ri), zakreślając t. zw. 
linię śrubową. Jeżeli pobocznicę walca rozwiniemy, to linia 
śrubowa przedstawi się jako prosta. Linia śrubowa przecina 
zatem wszystkie tworzące pod jednym i tym samym kątem a. 
Odległość dwóch punktów sąsiednich linii śrubowej na tej samej 
tworzącej nazywamy skokiem śruby i oznaczamy przez h. Mamy więc

(14) tga— ‘żm/h,

gdzie r jest promieniem podstawy walca. Ponieważ czas obrotu 
wynosi 2jt/|(o| lub h/\u\, więc:

(15) h — 2n\u\j\u>\, tga —r|ft»|/|tt|.

W yzn a cza n ie  ruchu ciała. Obierzmy w ciele dowolny 
punkt 0  o współrzędnych x0,y0,z0 względem pewnego stałego układu 
współrzędnych (x ,y ,z ). Oznaczmy przez w prędkość chwilową kątową, 
a przez w prędkość punktu 0. Punkt ciała A o współrzędnych x,y,z  
ma prędkość ((I), str. 335)
•(16) v = u 0 A y .7 i ) .

Ponieważ: vx—x, v„ — y, vt—ż i ux—xot n„—y0, u, =  i„, więc 
dostajemy ze wzoru (16):

x = x 0 +  (y—y0)ajx—(z—z0)(o№, 2/= y 0+ ( 2—Zo)w.v—(®—
(17)

¿ = « 0+  (x—x0)a>„—(y —y0)wx.

Jeżeli ruch punktu O i prędkość kątowa To dane są przy po­
mocy funkcyj:

®o=/(0 » ?/o—tKO) 2!0=v(i); <ox—a(t), ,=  /?(<), m,= y(t),

to (17) jest układem równań różniczkowych, w którym fuukcjanti 
niewiadomymi są funkcje x —F{t), y — 0(t) i 2=  Fit), określające 
ruch punktu A. Z równań (17) możemy wyznaczyć funkcje 
F, 0 , 0 , jeżeli znamy położenie początkowe punktu .4, prędkość 
chwilową kątową oj i ruch punktu O .

A więc: ruch ciała sztywnego jest wyznaczony przez u a stępujące dane:
a) położenie początkowe ciała,
b) ruch jednego jego punktu,
c) prędkość chwilową kątową obrotu w w każdej chwili.
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§ 8. Toczenie i ślizganie. Niech krzywa płaska V, poru­
szająca się w swej płaszczyźnie 77, będzie styczną w każdej chwili 
do pewnej krzywej nieruchomej C , leżącej w II.

Jeżeli ruch chwilowy krzywej G jest obrotem chwilowym około 
punktu styczności O, to jej ruch chwilowy nazywamy toczeniem 
się krzywej G po (V.

Wynika stąd, że przy toczeniu punkt styczności ma prędkość 
zero. Punkt styczności jest środkiem obrotu chwilowego.

Jeżeli ruch chwilowy krzywej G jest ruchem postępowym, to 
jej ruch chwilowy nazywamy ślizganiem się krzywej G po C'.

Prędkość ruchu postępowego przy ślizganiu równa jest pręd­
kości punktu styczności.

W przypadku ogólnym ruch chwilowy krzywej G możemy 
uważać za złożenie dwóch ruchów: jednego obrotowego około punktu 
styczności O, drugiego zaś postępowego z prędkością punktu stycz­
ności.

A więc: ruch chwilowy jest złożeniem toczenia i ślizgania.

Można udowodnić, że podczas toczenia się krzywej C po krzy­
wej G' punkty styczności tworzą na obu krzywych luki równej 
długości (luki 0 0 ' i AB  na rysunku). Gdy np. koło toczy się po 
prostej l, to odległość punktów styczności 
po całkowitym obrocie równa się obwo­
dowi koła.

Toczenie i ślizganie powierzchni po 
powierzchni określamy analogicznie.

Niech mianowicie powierzchnia 2  porusza się w ten sposób, 
że stale jest styczną do pewnej powierzchni nieruchomej 2 '.

Jeżeli punkt styczności ma prędkość zero, powiadamy, że 
ruch chwilowy powierzchni 2’ jest toczeniem po powierzchni 2 '.

Przy toczeniu ruch chwilowy jest obrotem około osi, przecho­
dzącej przez punkt styczności. W szczególności, jeżeli powierzchnie 
2’ i 2 ' są powierzchniami walcowymi lub stożkowymi, stykającymi się 
wzdłuż tworzących, wówczas przy toczeniu osią obrotu chwilowego 
jest tworząca, wzdłuż której powierzchnie się stykają.

Jeżeli ruch chwilowy powierzchni 2  jest ruchem postępowym, 
powiadamy, że ruch chwilowy powierzchni 2  jest ślizganiem po 
powierzchni 2 '.

22
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L in ia  środków  ch w ilow ych . Niech figura A porrsza się 
po płaszczyźnie II. Weźmy pod uwagę w każdej chwili na płasz­
czyźnie II  środek obrotu chwilowego. Środki te utworzą na 11 pewną 
linię C , zwaną linią stalą środków chwilowych.

Weźmy teraz pod uwagę na figurze A* w każdej chwili punkt, 
który w danej chwili schodzi się ze środkiem obrotu chwilowego. 
Punkty te utworzą na figurze K pewną linię V, poruszającą się wraz 
z figurą. Linię tę nazywamy linią ruchomą środków chwilowych.

Na ogół linie środków chwilowych: ruchoma C i stała C  są 
styczne do siebie w każdej chwili i w chwili tej punkt ich styczno­
ści jest środkiem obrotu chwilowego. Linia ruchoma porusza się 
zatem wraz z figurą K w taki sposób, że jej ruch chwilowy jest 
w każdej chwili obrotem około jej punktu styczności z linią stałą C.

A więc: w ruchu płaskim linia ruchoma środków chwilikcych 
toczy się po linii stałej środków chwilowych.

S tożek  osi ch w ilow ych . Niech ciało K obraca się około 
punktu O. Weźmy pod uwagę w przestrzeni oś obrotu chwilowego 
w każdej chwili. Osie te utworzą pewną powierzchnię stożkową E' 
o wierzchołku Ó; nazywamy ją stożkiem stałym osi chwilowych.

Weźmy następnie pod uwagę w ciele K  w każdej chwili tę 
prostą, która w danej chwili schodzi się z osią obrotu chwilowego. 
Powierzchnię E, jaką utworzą te proste, nazywamy stożkiem rucho­
mym osi chwilowych.

Powierzchnia E porusza się wraz z ciałem i jest na ogół 
styczna do E'.

A więc: przy obrocie ciała około punktu powierzchnia ruchoma 
osi chwilowych toczy się po powierzchni stałej osi chwilowych.

P ow ierzch n ia  osi środkow ych . Niech ciało K wykonywa 
w przestrzeni ruch dowolny. Weźmy pod uwagę w przestrzeni oś 
skrętu, t. j. oś środkową w każdej chwili. Osie te tworzą pewną 
powierzchnię E', zwaną powierzchnią stalą osi środkowych.

Weźmy także pod uwagę w ciele K  w każdej chwili prostą, 
która w danej chwili schodzi się z osią środkową. Powierzchnię E, 
utworzoną przez te osie w ciele, nazywamy powierzchnią ruchomą 
osi środkowych.

Na ogół powierzchnia ruchoma osi środkowych styka się z po­
wierzchnią stałą w każdej chwili wzdłuż osi środkowej. Ruch chwi­
lowy powierzchni ruchomej jest skrętem około osi styczności.
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P rzy k ła d  1. Koło K o promieniu r toczy się po prostej l, 
przyczem środek koła O porusza się ruchem jednostajnym z pręd­
kością u. Ponieważ punkt styczności S jest środkiem obrotu chwi­
lowego, więc oznaczając przez w prędkość chwilową kątową, mamy 
u =  fiu (gilzie m -|E|) czyli
( 1 ) ot— U jr.

Punkt A leżący na średnicy SO ma prędkość równą co do 
wielkości 2rio—2u; punkt A ma więc prędkość 2v.

Koła wagonu kolejowego mają brzegi wystające. od strony wewnętrznej 
szyn, by zapobiec wykolejeniu się wagonu. Najniższy więc punkt koła wagonu 
kolejowego (na rysunku punkt B) znajduje się poniżej punktu styczności H. 
Jego prędkość chwilowa ma zatem zwrot przeciwny niż prędkość pociągu 
(t. j. środka k«da O) i wynosi u-SH/r.

Jeżeli np. pociąg porusza się z prędkością 50 km/godz. to istnieją na 
kolach pociągu w każdej chwili punkty mające prędkości chwilowe 100 kin/godz 
(na rysunku punkt .1), a nawet takie, które biegną w przeciwnym kierunku 
niż pociąg (np. punkt B).

Weźmy pod uwagę na kole K koło K' o środku O i promieniu 
0 ('= r '.  Koło pozostaje stale stycznym do prostej l'\\l. Ponieważ 
punkt 0  nie jest środkiem obrotu chwilowego, więc koło to nie 
toczy się po 1'. Ruch koła A" jest złożeniem toczenia i ślizgania 
po prostej V. Toczenie odbywa się z prędkością kątową to, zaś śliz­
ganie ma prędkość punktu C, t.j.

Ponieważ całe koło K  o promieniu r toczy się po l, więc od­
cinek S8', utworzony przez punkty styczności przy pełnym obrocie 
koła, równa się obwodowi koła, t .j .  ‘¿n r. Odpowiedni odcinek CC  
dla koła K  wynosi również 2nr. Nie jest on równy obwodowi 2nr' 
koła A", ponieważ ruch koła A' po prostej V nie jest toczeniem, lecz 
złożeniem toczenia i ślizgania wzdłuż tej prostej.

P rzy k ła d  2. Koło (C) o promieniu r toczy się po kole sta­
łym (6” ) o promieniu 2r. Koło (C) znajduje się wewnątrz koła ((!') 
(p. str. 312, rys. 1). Wyznaczyć, tory punktów koła ((!).
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Niech A  będzie dowolnym punktem na obwodzie koła (C). 
Ponieważ punkt styczności S obu kół jest środkiem obrotu chwi­
lowego, więc prędkość v punktu A jest prostopadła do SA. Kie­
runek prędkości punktu A przechodzi zatem przez punkt O, leżący 
na kole (G) i na średnicy przechodzącej przez S. Ponieważ SO=lir, 
więc O jest środkiem koła (O-j. Prędkość punktu A jest zatem stale 
skierowana ku punktowi nieruchomemu O. Punkt A porusza się 
więc po prostej O A. Punkty położone na okręgu koła ((') poruszają 
się zatem po średnicach koła ((").

Niech teraz P  będzie dowolnym punktem wewnątrz koła (G). 
Przeprowadźmy przez P dowolną cięciwę Ali. Punkty .1 i H po­
ruszają się po prostych l i ' i ' ,  przechodzących przez O. Ponieważ 
odcinek AB  nie zmienia swej długości, więc na mocy znanego twier­
dzenia z geometrii analitycznej punkt P zakreśli elipsę.

P r z y k ła d  !t. Stożek obrotowy toczy się po płaszczyźnie II 
(rys. 2). Ruch chwilowy stożka jest więc obrotem chwilowym około 
tworzącej, wzdłuż której styka się on z płaszczyzną FI.

Wierzchołek W stożka leży zawsze na osi obrotu chwilowego, 
ma zatem stale prędkość zero, czyli pozostaje w spoczynku.

Oznaczmy przez a kąt między t worzącymi a wysokością h 
stożka, przez 0  środek podstawy stożka, a przez 0' rzut O na płasz­
czyznę II. Ponieważ 0 '0 =  fesina=const., więc, punkt 0  porusza się 
po płaszczyźnie równoległej do FI.

Odległość punktu 0  od prostej l, prostopadłej do II w pun­
kcie W, wynosi M O = WO' =  Aeosa=eonst. Wynika stąd, że punkt O 
krąży po kole o środku M, w płaszczyźnie prostopadłej do l, a więc 
obraca się około prostej l.

Niech co będzie prędkością kątową toczenia się stożka, a co' 
prędkością kątową środka O przy obrocie około osi l. Niech wreszcie v 
będzie prędkością punkt u O. Mamy zatem \v\=0'()-o> i |t>| =  MO-oj', 
skąd uj' =  o)-0'OIMO =  o)‘ 0'OIWO', a więc

r
l
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P rzyk ła d  4. Kitla toczy się w rynnie utworzonej przez dwie 
płaszczyzny (rys. 3).

Ponieważ punkty styczności A i B mają prędkość zero, więc 
osią obrotu chwilowego jest prosta AB.

Oznaczmy przez r promień kuli, przez a kąt między płasz­
czyznami rynny, przez w prędkość kątową toczenia, wreszcie przez v 
prędkość środka kuli 0.

Odległość środka kuli od osi obrotu jest 0 3 /=  r sin Kładąc
otrzymujemy zatem

.... . a(3) r= rw s in - 'Z
P rzyk ła d  Odcinek AB  o długości d porusza się w ten 

sposób, że końce jego pozostają stale na prostych l i m ,  prostopa­
dłych do siebie i przecinających się w punkcie 3/.

•Środek obrotu chwilowego 0  otrzyma­
my, prowadząc prostopadłe do l i w w punk­
tach A i B. Ponieważ M 0 = A B = d , więc 
środki obrotu chwilowego tworzą koło C  
o środku 3/ i promieniu d. Koło C' jest 
więc linią stałą środków chwilowych. Po­
nieważ w każdym położeniu odcinka AB  
kąt AOB równa się tc/2, więc linia ru­
choma środków chwilowych będzie kołem C 
o średnicy AB  (por. 'przykład 2).

§ 9. Składanie ruchów ciała. Dwa o b ro ty  rów n ocze ­
sne. Niech ruch chwilowy ciała K  względem ciała K l (t. j. wzglę­
dem układu współrzędnych, związanego sztywnie z ciałem Kx) bę­
dzie obrotem około osi z prędkością kątową zaś ruch chwilowy 
ciała A'j względem ciała K' obrotem około osi z prędkością ką­
tową cij. Mówimy wówczas, że ciało K  wykonywa względem ciała K' 
dwa obroty chwilowe równoczesne około osi lx i ls z prędkościami 
kątowymi At, i ¿>a.

Kuch chwilowy ciała K  względem ciała K ‘ nazywamy ruchem 
wypadkowym tych dwóch obrotów chwilowych; mówimy także, że 
jest on równoważny układowi obu obrotów.

Przyjmijmy wr ciele A-, układ współrzędnych (f, rj, £), zaś w ciele 
K' układ współrzędnych (x ,y ,z ) (rys. str. 344). Niech A będzie do­
wolnym punktem ciała K. Prędkość v punktu A względem układu 
(x ,y,z) jest sumą jego prędkości względnej w względem układu 
(£,//,£) oraz prędkości unoszenia u:
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(I) d=w-hu.

Ponieważ ruch chwilowy ciała K  względem układu (f, ą.Z) jest 
obrotem około osi Z, z prędkością kątową o>,. więc (str. 325)

(-■) 7r =  Mom^ rój. ■’

Prędkość unoszenia u 
punktu A otrzymamy, za­
kładając, że punkt A jest 
związany sztywnie z ukła­
dem (£,q,f). Układ (f, rj,ę) 
obraca się około osi Z, 
z prędkością kątową w2, 
więc

(3) w= Monia (Uf.
Z (I ), (2) i (3) otrzymujemy

(4) c =  Mom.4 Wj +  Mom.4 tóg.

Jak widać z tego wzoru, ruch chwilowy ciała K  względem K' 
wyznaczony jest przez prędkości kątowe w, i m2. Nie potrzeba 
przy tym podawać, która z nich jest prędkością obrotu ciała K  
względem K v a któm prędkością obrotu ciała Kl względem K'.

Przypuśćmy, że osie ll i Za przecinają się w punkcie 0. Weźmy 
pod uwagę wektor ć>=c^-j- e>2 o początku O. Mamy (str. 17)

(5) Mom.4 m= Mom.4« ! + Mom.4 w2, 
skąd na mocy (4)
(6) v =  Monia №

Ruch chwilowy ciała K  względem K' jest zatem obrotem 
chwilowym około osi, przechodzącej przez punkt O, z prędkością 
kątową równą sumie prędkości kątowych cii, i w2 obrotów skła­
dowych.

A więc: układ dwóch obrotów chwilowych równoczesnych około 
osi, przecinających się w punkcie 0, jest równoważny obrotowi około 
osi, przechodzącej przez O, z prędkością kątową równą sumie prędkości 
kątowych, obrotów składowych.



Przypuśćmy teraz, że osie lx i 1& są równolegle, przyczem 
wlT  e>24=0. Wektory 7ót i w2 mają wówczas wektor wypadkowy 
to=t»l T w.,, dla którego zachodzą równości (5) i (6).

A więc: układ'*dwóch obrotów chwilowych równoczesnych około 
osi równoległych, o prędkościach kątowych mających sumę różną od 
zera, jest równoważny obrotowi około osi równoległej do poprzednich-, 
położenie tej osi i prędkość kątowa obrotu naokoło niej wyznaczona 
jest przez wypadkową prędkości kątowych obrotów składowych.

Przypuśćmy wreszcie, że osie l, i lz są równoległe, ale wx +- w .=0, 
t. zn. że zwroty obrotów są przeciwne, a wartości bezwzględne pręd­
kości kątowych są równe. W tym przypadku wektory oą i m2 tworzą 
parę. Ponieważ moment pary jest wektorem stałym, więc na mocy (4) 
wszystkie punkty ciała K  mają jedpą i tę samą prędkość, równą 
momentowi pary « j, a>2. Kuch chwilowy ciała K  względem ciała K' 
jest zatem ruchem postępowym.

A więc: układ dwóch obrotów chwilowych równoczesnych około 
osi równoległych o prędkościach kątowych równych co do wielkości, 
lecz mających zwroty przeciwne, jest równoważny ruchowi chwilowemu 
postępowemu.

Przejdźmy teraz do przypadku ogólnego. Niech O będzie 
dowolnym punktem ciała K. Układ wektorów «ą, o>2 jest na mocy 
twierdzenia o redukcji (str. 24) równoważny układowi, złożonemu 
z wektora u>= a>2 o początku O i pary m, — w' o momencie
równym momentowi układu wlt io2 względem O. Dla każdego pun­
ktu A ciała K  mamy więc Mom^ w,- Mom^ ras= M o m ^ «, gdzie 
u jest momentem paiy o>', — w'. Na mocy (4) jest tedy

(7) ć=Mom.4w-Li7.

Zatem ruch chwilowy ciała K względem A" jest złożeniem 
ruchu postępowego o prędkości »punktu O ¡i obrotowego o prędkości 
kątowej w około osi przechodzącej przez O.

A więc: układ dwóch obrotów chwilowych równoczesnych równo­
ważny jest złożeniu ruchu obrotowego około osi przechodzącej przez 
dowolny punkt O ciała i ruchu postępowego o prędkości punktu O; 
wektor prędkości kątowej ruchu wypadkowego równy jest sumie wekto­
rów prędkości kątowych olrrotów składowych.

i§9] Składani«- ruchów ciula. 345
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S kładan ie  k ilk u  ob ro tów  rów n oczesn ych . Otrzymane 
wyniki można uogólnić na kilka obrotów równoczesnych. Ruch 
wypadkowy określamy podobnie jak dla dwóch obrotów.

Powiemy więc np., że ciało K wykonywa obroty równoczesne 
około osi Zj, 1% i ł3 z prędkościami <os i a>3 względem pewnego ciała K', 
jeżeli ciało K  obraca się około osi ix z prędkością kątową wzglę­
dem pewnego ciała A",, to zaś ciało obraca, się około osi l2 z prędkością 
kątową tój względem pewnego ciała Kt, a to ostatnie obraca się 
około osi l3 z prędkością kątową tó3 względem ciała K'.

Podobnie ruch chwilowy ciała K  względem K' nazywamy 
ruchem wypadkowym obrotów chwilowych około osi lx, Zg, l3 z pręd­
kościami kątowymi oiv cóv a)3.

Niech ciało K  wykonywa kilka obrotów równoczesnych z pręd­
kościami kątowymi Podobnie jak w przypadku dwóch
obrotów, dowodzi się, że prędkość v dowolnego punktu A ciała K 
względem ciała stałego K' wynosi

(8) «=M om i4«>x+M onu«il - f ...

Prędkość v punktu A  jest momentem ogólnym układu wekto­
rów prędkości kątowych ~o>u u>2, ...:

(9) v= Moma (wx, w2, ...).

Jeżeli więc dla dwu układów obrotów' równoczesnych układy 
prędkości kątowych

cui,a>2, ... i o>\, mi,...

są równoważne (str. 22), to ruchy wypadkowe tych obrotów są 
te same.

Pozwala nam to interpretować twierdzenia rozdziału 1 o ukła­
dach wektorów jako twierdzenia o układach obrotów' równoczesnych.

Twierdzeniu o redukcji układów wektorów (str. 26) możemy 
więc nadać brzmienie następujące:

Układ kilku obrotów równoczesnych o prędkościach kątowych 
cuŁ, ct>a, ... jest złożeniem ruchu postępowego o prędkości dowolnego pun­
ktu 0  ciała i ruchu obrotowego o prędkości kątowej n>=w,-rw3 f ... 
około osi przechodzącej przez O.

Twierdzenia 1-4, podane na str. 26, przybiorą w tej inter­
pretacji postać:
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1. Układ obrotów równoczesnych s prędkościami kątowymi
około osi przechodzących przez jeden punkt O jest równoważny jed­
nemu obrotowi z prędkością kątową « — Wj-j- w£+ ... około osi prze­
chodzącej przez 0.

2. Układ obrotów równoczesnych z prędkościami a\, około 
osi równoległych (około osi leżących w jednej płaszczyźnie II) jest 
równoważny ruchowi obrotowemu około osi równoległej (około osi leżą­
cej w płaszczyźnie II), gdy c o j - j - . = j = 0, zaś ruchowi postępowemu, 
gdy w1+ « ji + ...  =  0.

W myśl określenia parametru układu wektorów (str. 21), pa­
rametr układu prędkości kątowych wu «,,... wyraża się iloczynem 
skalarowym Af= ...) • Moniach, w.,,...), gdzie d  jest do­
wolnym punktem ciała. Oznaczając przez w sumę prędkości kąto­
wych, mamy na mocy (9)

(10) K = m - v,

gdzie v jest prędkością wypadkową punktu A.
Z twierdzenia 4, str. 20, wynika, że iloczyn skalarowy «•» 

ma wartość stałą. W szczególności dla K —0 układ obrotów równo­
czesnych jest równoważny jednemu obrotowi lub ruchowi postę­
powemu (por. tabelkę na str. 28).

Jak wiemy, każdy ruch ciała jest złożeniem ruchu postępo­
wego o prędkości u dowolnego punktu 0  ciała i ruchu obrotowego 
o prędkości kątowej w (str. 334). Ruch chwilowy możemy więc przed­
stawić jako złożenie obrotu w z parą w',—iw' o momencie równym u.

Przypuśćmy, że ruch ciała przedstawiliśmy w inny sposób jako 
złożenie ruchu obrotowego a ą  i pary obrotów m [ , —  a>{. Ponieważ 
układy w, w', — m' i a>i, « ¡, —w>\ są równoważne, gdyż przedsta­
wiają ten sam rozkład prędkości w ciele, więc sumy ich są równe, 
czyli a>— a»,. Otrzymujemy więc i na tej drodze twierdzenie (udowod­
nione na str. 334), według którego przy wszelkich przedstawieniach 
ruchu chwilowego osie obrotu chwilowego są równoległe i prędkości 
chwilowe kątowe są równe.

Zauważmy przy tern, że parametr układu «¡5, w', — m' wynosi 
A! =«i-Momo(fl)', —«¡') =  w-S. Jeżeli więc a>-w =  0, to ruch chwilowy 
jest obrotem chwilowym.

W szczególności, jeżeli wj_w, a więc jeżeli oś chwilowego obrotu 
jest prostopadła do prędkości ruchu postępowego, to ruch chwilowy jest 
równoważny obrotowi chwilowemu.
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Na str. 27 udowodniliśmy, że każdy układ wektorów jest 
równoważny skrętnikowi. Z określenia skrętnika wynika, że ruch 
chwilowy ciała sztywnego jest skrętem. Otrzymaliśmy zatem nowy 
dowód twierdzenia podanego na str. 336.

B uch  w zględn y ciała. Niech dane będą ruchy chwilowe 
dwu ciał K 1 i K2 względem stałego układu współrzędnych (x,y,z). 
Wyznaczymy ruch chwilowy ciała K2 względem Kv t.j. względem 
układu ruchomego współrzędnych (f, r/, t), związanego sztywnie 
z ciałem K v

Oznaczmy przez w, wektor prędkości chwilowej kątowej ciała K v 
Buch zaś postępowy przedstawmy jako złożenie pary obrotów 
o prędkościach kątowych <uj, — wj. Podobnie przedstawimy ruch 
chwilowy ciała K 2, jako złożenie obrotu wa z parą obrotów uĄ, — u>>.

Prędkości bezwzględna vh i unoszenia v„ dowolnego punktu A 
ciała K2 wynoszą:

Sft=Mom̂ («>2, «>2, —wij, r’„ = Mom.4(wi,wi,— m[).
Ponieważ v,v=v^ — v„ ((I), str. 58), więc

(11) v,„ =  Mom î (W2, wó, —Mi, —(oit —m\,m\).

Euch chwilowy ciała A', względem ciała A\ jest złożeniem 
sześciu obrotów równoczesnych. Na mocy twierdzenia o redukcji 
(str. 24) odnośny układ wektorów jest równoważny jednemu wek­
torowi w i parze w', —w'. Wektor w jest prędkością chwilową ką­
tową ruchu względnego, zaś moment pary w', —có' równy jest pręd­
kości ruchu chwilowego postępowego.

A więc: ruch chwilowy względny ciała ATa względem ciała K1 
otrzymamy, dodając do układu prędkości kątowych, określających ruch 
chwilowy ciała K 2, układ prędkości kątowych ze zwrotami przeciwnymi, 
określających ruch chwilowy ciała Kx.

Twierdzenie to wysławiamy zwykle krócej, mówiąc, że ruch 
ciała A'2 względem ciała K, otrzymujemy, s k ł a d a j ą c  ruch 
chwilowy ciała K 2 z ruchem chwilowym ciała K1 o zwrocie 
przeciwnym.

P rzy k ła d  / .  Sześcian wykonywa dwa równoczesne skręty 
około dwóch krawędzi wichrowatych. Niechaj uu w, i ozna­
czają prędkości chwilowe kątowe ruchu postępowego i obrotowego 
tych skrętów. Zajmiemy się wyznaczeniem skrętu wypadkowego.
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Obierzmy układ współrzędnych w len 
sposób, by jedna z krawędzi (około któ­
rych odbywają się skręty) leżała na osi a, 
druga zaś na płaszczyźnie yz i była do 
osi y równoległa.

Ruchy postępowe zastąpić możemy 
-  parami obrotów w',, —w', i o)it —o)'> o mo­

mentach u1 i u2. Ruch chwilowy wypad­
kowy jest zatem równoważny złożeniu 
sześciu obrotów równoczesnych:

(12) U)\,  w\, 0)l, (0-2,   0)2, 0)2.

Suma układu (1.2) równa jest w =  oą +  o>2, zatem:

(13) 0).x— 0)\, 0)u=  0)2, U)t— 0,

gdzie » j  i o>2 oznaczają odpowiednio rzuty wektorów to, i o>2 na oś x  i //.
Aby obliczyć moment obrotów (12) względem początku O układu, 

zauważmy, że momenty par wj, —a55 i wj, —oĄ wynoszą odpowied­
nio u, i Moment iw, jest zerem, gdyż o», leży na osi x. Moment. o>2 
jest prostopadły do płaszczyzny yz i rzut jego na oś x  wynosi oo>2, 
gdzie a jest długością krawędzi sześcianu. Oznaczając więc przez n 
moment obrotów (12) względem O, otrzymamy:

(14) wA=  m( +ao)if nu—U2, m»=0 ,

gdzie M, oznacza rzut ux na oś x, zaś u2 rzut u2 na oś //. Równa­
nia (14) przedstawiają oczywiście rzuty prędkości początku układu.

Ruch chwilowy jest więc złożeniem ruchu postępowego z pręd­
kością u i ruchu obrotowego z prędkością o> około osi przechodzącej 
przez O.

Prędkość dowolnego punktu A (x,y,z) wynosi według wzoru (i), 
str. 335, v — u f 0 A x « ,  skąd na mocy (13) i (14)

(15) vx— Mi -f- ao)2 —zw-2, vu — u-2 -f- zo)\, vz= xun—yo)\.

Aby wyznaczyć oś środkową skrętu, musimy znaleźć punkt A 
taki, by jego prędkość miała kierunek wektora t. zn. by v— ho 
przy odpowiedniej wartości liczbowej spółczynnika l. Muszą więc być 
spełnione równania Vx=hnĄf vir~ho -2 i c*=0 czyli e,/on ==%'«,< i rz—tk 
Wobec; (15) dostajemy stąd następujące równania osi środkowej:

(16) (wl +  no)2—zo)t)lo>i={'№%+ zo)l)l(o2x xo)t —yitoi—&.
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Prędkość ruchu postępowego skrętu równa się prędkości dowol­
nego punktu osi środkowej, np. punktu .4(0,0, s); wartość z obli­
czamy z pierwszego z równań (1Ó), a następnie prędkość punktu A 
ze wzorów (15). Dostaniemy:

c,v —■ A ('i i , — kto2, r  j  — 0,

gdzie & =[(«, +  aro.2)m, +  w2t»2] /(« * +  wij) — «■«>/'¡wj'1*.

P rzykład , ii. P reces ja  regularna. Jeżeli ciało porusza się 
w ten sposób, że ruch chwilowy jest w każdej chwili złożeniem dwóch 
obrotów równoczesnych około dwóch przecinających się osi, z któ­
rych pierwsza l jest nieruchoma w przestrzeni, druga zaś m ma stałe 
położenie w ciele, przyczem prędkości kątowe wt i w* tych obrotów 
są stałe co do wielkości, to ruch ciała nazywamy precesją mjularną.

Ponieważ z założenia osie l i m się prze­
cinają, więc ruch chwilowy ciała jest obrotem 
z prędkością kątową w=w1 +  a>2 około osi p 
przechodzącej przez punkt przecięcia osi l i w. 
Zauważmy, że ruch chwilowy osi m jest 
obrotem chwilowym »»koło osi l z prędkością 
kątową w, (obrót bowiem osi m około siebie 
samej nie wchodzi w rachubę). Zatem oś m 
obraca się około osi 1 ze stałą prędkością 

kątową ta,. Punkt przecięcia O obu osi jest więc nieruchomy 
i kąt między osiami l i m jest stały. Wynika stąd, że wektor o>, 
a więc i oś p obrotu chwilowego, tworzy stałe kąty z osiami l i m.

Oś p zakreśla w przestrzeni stożek obrotowy 2\ »Ślad osi p 
w ciele jest również stożkiem obrotowym 2 '.

A więc: stożki osi obrotów chwilowych, stały i ruchomy, są stoż­
kami obrotowymi o osiach l i m.

Oś ziemi nie zachowuj»: stałego kierunku w przestrzeni, lec* opisuje, stożek 
obrotowy około prostej prostopadłej do ekliptyki i przechodzącej przez środek 
ziemi. Czas obrotu osi ziemskiej trwa około 26,000 lat, zaś kip, między osi»» ziem­
ską a osin prostopadłą tło ekliptyki wynosi 231/»"-

Przyjmijmy środek ziemi za początek układu współrzędnych, poruszają­
cego się ruchem postępowym, i nadajmy osi ;  kierunek prostopadły do ekliptyki. 
Osie x  i y będą wówczas leżały w ekliptyce. Względem tego układu współrzę­
dnych ziemia wykonywa ruch procesyjny regularny. Osią stałą w przestrzeni 
jest oś z, osią stalą w ciele jest oś ziemska.
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l ‘rzykffłfl .7. Dwa kola /»', i /v2, leżące w płaszczyźnie 77, obra­
cają się około swoich środków z prędkościami kątowymi ai1 i o>2. Wy­
znaczyć ruch chwilowy względny kola A', względem kola h\ (rys. 1).

Niech o», i !•>., oznaczają wektory |>rędkości kątowych, prosto­
padłych oczywiście do 7/ (ryś. li). Kuch chwilowy koła K 2 wzglę­
dem A', jesl złożeniem dwóch obrotów równoczesnych eó2 i —a>v

.leżeli ó>2 ci, = o, to ruch chwilowy względny kola A'2 jest ru­
chem postępowym z prędkością Ti, równą momentowi pary (w2, — eą). 
Oznaczając przed d odległość środków, mamy |w| =  dci, — d«>2. Pręd- 
kość x jest prosi opadła do prostej 0 ,0 2, łączącej środki kól A', i K 2.

.leżeli zaś e»2— eąą.O, to wektory w2 i —w, mają wypadkową 
"> -e>2- <\ o początku J , który leży na prostej 0 ,0 ,  w punkcie, 
względem którego moment układu <o2, — o>, jest zerem. Ruch chwi­
lowy względny kola A’2 jest 
ktu .1 z prędkością kątową ci.

Jeśli ci, i ci2 mają zwroty 
przeciwne (jak na rys. li), to 
oznaczając przez <t>,, c>2 i o  
wartości bezwzględne pręd­
kości kątowych, otrzymamy:

O  — (l>j j -  c i2,

dl-ś -= +  Oj).
§10. Przedstawienie analityczne ruchu ciała sztywnego.

P rędkość chwi l owa kątow a. Przypuśćmy, że badamy ruch 
ciała sztywnego względem układu współrzędnych (:r,t/,z). Obierzmy 
układ współrzędnych (S, y, C) o początku M , związany sztywnie 
z ciałem. Położenie ciała względem układu. (,r,_//,z) będzie wyzna­
czone, jeżeli podatny położenie układu (f, //. s), t. zn. współrzędne 
•<a,!loi~n punktu .1/ i kąty «!,«„«* , i yi,y2>7.n j^kie osie
i , //,C tworzą z osiami r,

Niecli .1 będzie dowolnym punktem ciała. Oznaczmy jego 
współrzędne, względem układu ruchomego przez £, >], C, zaś wzglę­
dem stałego przez

Znając współrzędne £, >/,* i położenie układu ruchomego, mo­
żemy wyznaczyć współrzędne .«,//,s przy pomocy w zorów (11), str. 54. 
Jeżeli cos a,, cos i cos y, oznaczyć przez «/, b, i c„ (gdzie ¿=1 ,2 ,3 ), 
to wzory to przyjmą postać:

-f fl1i  -f-«r2ą +-rt3c, .'/ = .'/o h +  b-iV 7  b3",
(i)
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Niech V będzie prędkością punktu A względem układu (x,y,z). 
Ponieważ z założenia układ (£, rj, £) jest z ciałem związany sztywnie, 
więc współrzędne punktu A są stałe (niezależne od czasu).
Różniczkując (1) (i pamiętając .o tym, że av a2, ...,r3 są funkcjami 
czasu t), otrzymamy:

rx= x = .r  0+ d 1ę + a tri +  daę, v!/= y = y 9+ b 1$^-b2rj+ ba f,
v,= Ż= ż0+  ćl f +  ca ty +  ¿3 f .

Z geometrii analitycznej wiadomo, że:
(3) rt| +  <tź+«Ś=l, ft? -¡-ftS-f +

(-1) « i « j ł M 3+ V # = 0i -rt2a3+fr263 +  e2c8= 0.
Różniczkując równania (3) i (4), otrzymamy:

(•'») axdx +  <t2a2+ n 3u3~(), * A + M « + i A = w, <>A4-<!̂ i+Psć»=0,

2 c  b̂ fl2 tąCg“  dpi 2 1̂̂ 2 1̂̂*2?
((i) opis +  i», 63 +  c, r3 =  — djrtj — % ¿»3— C3,

u2« 3 f  ó263+ c,Ć3 =  — ti2rt3—b2b3—ć2c3.

Niech o> oznacza wektor, którego rzuty na osie układu (¿r,»/,£) 
wyrażają się wzorami:
(7) Mi=«.fi3 ł-J/2V f-e 2ć3, «>», =  « A  +  * A +  w:==«|d*+fcA + ^ * -

Utwórzmy rzuty prędkości r na osie £r%K\ dosta­
niemy — rttr.r-f-A|iJs+ c ttą, skąd przez podstawienie wartości

ze wzorów (2):

*■#=*(.«**•+ M r  H <*%>+
t-(«i«2-f &,&*+'¥%) łj +  («*<%+ Ma +• Cjra)C-

Wsłwiłczynmk przy £ jest równy zeru na mocy (5). Współczyn­
niki przy q i C są na mocy (łi) i (7) równe odpowiednio wę i — 
Zatem
(<S) ( « i i 8-+-^.'/# +  cr£ft):-\- f'Ką— ci, f .

FM» rzutów' prędkości u punktu M  na osie x,y,z  dostaniemy 
■№x=*#m %=;»/„, H rzutów tej prędkości na osie £,»/,£

//;— biiti/A' Ci .u i— ctiaćn —{— i t. d.

Xa mocy więc (8) otrzymamy na e= (i podobnie na e,;,ej) wzory:
( I I )  V ' - —  » / : - f -  f i » ;  ) / — C l, £ ,  V ,: —  V f)( 4 -  W i-C  —  C l . £ ,  » f ; - | - C > , ; £ —  C l ;- » / .
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Ze wzorów (9) wynika, że prędkość v jest sumą dwóch pręd­
kości: v=u-\-w, z których pierwsza jest prędkością punktu M, 
a druga ma rzuty na osie £,»?,£:
(10) tt?f =  (Oęrj —  (OyC, Wę=ft>i;f---Oi$T].

Porównując te wzory ze wzorami (V), str. 46, widzimy, że 
w jest to prędkość, jaką miałby punkt A, gdyby ciało obracało się 
z prędkością kątową co około osi przechodzącej przez M. Wynika 
stąd, że wektor co, określony wzorami (7), jest wektorem prędkości 
chwilowej kątowej.

Uwaga. Wzory (7) ulegają uproszczeniu, jeżeli założyć, że 
w danej chwili t układy współrzędnych (x ,y ,z ) i (|,^,C) schodzą się. 
Przy tym założeniu mamy a1= /?8= y 8=  0, pozostałe zaś kąty są 
równe j*/2. Zatem a1= b 2= c t= l ,  a pozostałe cosinusy są zerami. 
Na mocy (7) i (6) jest wówczas:

w|=—ć2, (on= —d3, u>ę=—bl

Ponieważ c2= co sy 2, więc ć2=  —(siny2)ý2= —ý2, zatem cu?=ý2. 
Postępując podobnie, otrzymamy:

co^—Wx—ýi, wq=(o„=d3, ojy=tot= .

A więc: jeżeli osie układu ruchomego współrzędnych schodzą 
się w chwili t z osiami układu stałego, to rzuty wektora prędkości 
chwilowej kątowej na osie układu ruchomego są pochodnymi kątów 

i y .
Oś środkow a. Aby otrzymać oś środkową, należy wyzna­

czyć punkty, których prędkości mają kierunek wektora w. Jeżeli 
więc punkt A($,r],ę) leży na osi środkowej, to jego prędkość równa 
się w=Ao), gdzie A jest pewną liczbą stałą. Przez podstawienie w rów­
nania (9), otrzymamy stąd równania osi środkowej:

(12)

skąd
(13)

ut+ojęt]— ko)y= UyA t»tC—
Adę =  Uę -+- 0)r, f  — ft>;‘ T) ,

w$+ uąr]—oini  un-{-(!)(£—o>c$ Uf+oiqŠ—MfTi
COę OJrj Coz

Aby otrzymać prędkość v ruchu chwilowego postępowego przy 
skręcie, pomnóżmy obie strony równań ( 12) odpowiednio przez 
<wi, cu,;, co;. Dodając je, otrzymamy
(14) A(co|+ co* +  aĄ) =  uiw(+ u >)wn+  =  u-ot.
S. Banach. Mechanika 23
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Ponieważ v—hx>, więc kładąc <o=|<o| =^co|+w^-f-co|, dostaniemy 
_ u-co_na mocy (14) v=-^-et>, skąd

(15) |5|=|tt-«|/ał.

Jeżeli u±Jó, to w-a>=0, skąd na mocy (15) 5=0.

A więc: jeżeli prędkośó ruchu chwilowego postępowego jest prosto­
padła do osi chwilowej obrotu, to ruch chwilowy jest obrotem chwilo­
wym około osi środkowej.

B u ch  p łaski. Przypuśćmy, że badamy ruch figury w płasz­
czyźnie II. Obierzmy układ współrzędnych stały (x,y) oraz ruchomy 
(f, rj) o początku M, związany sztywnie z figurą. Oznaczmy przez 
x0,y0 współrzędne punktu M, zaś przez <p kąt między osiami f  a i .  
Niechaj wreszcie A  będzie dowolnym punktem figury o współ­
rzędnych x,y  względem układu stałego, zaś f , g względem układu 
ruchomego. Związki między tymi współrzędnymi podają wzory (II), 
str. 54:

(16* X =  X0+$COS(p — TjSilUp, y =  ̂ 0+ f  Sinęj-f t]COS<p.

Niech v będzie prędkością punktu A. Ponieważ punkt A  jest 
związany sztywnie z układem ruchomym, więc f  i y są stałe. Róż­
niczkując (16), otrzymamy

(17) vx—x = x 0—(fsin y+ ^ cos^ )^ , cu= y = y 0+(£<ios<p — rjsin<p)g>. 

Porównując (17) ze Wzorami (16) i kładąc

(18) w = 9>, 
dostaniemy:
(19) vx= x 0—(y— y0)a>, v u= y 0-\-(x—x0)u).

A więc: prędkośó v jest sumą dwóch prędkości: v=u-\-w, z któ­
rych pierwsza jest prędkością punktu M, druga zaś ma rzuty na osie 
układu stałego:

(20) wx= —(y—y0)w, w,,= (x —x0) o j .

Widzimy stąd, że w jest to prędkość jaką miałby punkt A, 
gdyby figura obracała się około punktu M(x0,y0) z prędkością ką­
tową o> (przyczem zwrot dodatni obrotu jest zgodny ze zwrotem 
dodatnim kąta). Zatem ot=q> jest prędkością chwilową kątową.



Aby otrzymać środek obrotu chwilowego, należy wyznaczyć 
punkt o prędkości v = 0. Oznaczając współrzędne środka obrotu chwi­
lowego przez x i y, otrzymamy z (4):

0= % - ( j - J o K  0= y 0+ ( i  —jj0)w,
skąd
(21) x = x 0—y0/co, y = y 0+ x 0[w.

K ąty  Eulera. Wygodnym jest w niektórych rozważaniach 
określić położenie ciała przy pomocy t. zw. kątów Eulera.

Niech ciało obraca się około punktu O. Obierzmy dwa układy 
współrzędnych o wspólnym początku O: stały (x ,y ,z ) i ruchomy 
(f, łj,C), związany sztywnie z ciałem. Położenie układu ruchomego 
wyznaczymy, jak następuje.

Niech w oznacza linię przecięcia 
płaszczyzn xy i Linię tę nazywamy 
linią węzłów.

Linia w jest prostopadła do osi z i f.
Nadajmy linii w taki zwrot, by układ 
osi (C,z,w) był lewostronny, t.j. zgodny 
z przyjętymi zwrotami układów (x,y,z)
i

Oznaczmy przez & kąt, o jaki należy obrócić oś z około osi w 
w kierunku dodatnim (t. j. od ręki prawej ku lewej), aby kierunek 
dodatni osi z pokrył kierunek dodatni osi f. Podobnie, przez tp 
oznaczymy kąt, o jaki należy obrócić oś w około osi £ w kierunku 
dodatnim, aby kierunek dodatni osi w pokrył kierunek dodatni 
osi f. Wreszcie przez tp oznaczymy kąt, o jaki należy obrócić oś x  
około osi z w kierunku dodatnim, aby kierunki dodatnie osi *  i w 
pokryły się z sobą.

Kąty #,<p,tp nazywamy kątami Eulera.
Kąty te wyznaczają położenie osi £,»?,£, z wyjątkiem przy­

padku, gdy # = 0  lub &—n, wówczas bowiem położenie osi w, 
a więc i kąty <p,tp, są nieokreślone.

Jeżeli zaś #=(=0 i to kąt tp określa położenie osi w w płasz­
czyźnie xy. Znając już położenie osi w, otrzymujemy położenie osi £, 
obracając oś z o kąt & (w kierunku dodatnim) około osi w. Wreszcie, 
oś £ otrzymamy, obracając oś w około osi £ w kierunku dodatnim 
o kąt <p.

[§ 10] Przedstawienie analityczne ruchu ciała sztywnego. 355
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Kąty Eulera zmieniają się w następujących granicach:

0< $ < jr ,  0^y>^27i.
Ruch chwilowy układu (£, »7,0 jest obrotem około pewnej osi. 

Niech w będzie wektorem jego prędkości chwilowej kątowej. Roz­
łóżmy co na trzy składowe óz, ow, i 5; w kierunku osi z, w i £. Zatem

( 21 ) to —  o z - f -  Ou, +  O ę.

Oznaczmy przez oz, ow i oę współrzędne odpowiednich wektorów 
względem osi z, w i f. Zauważmy, że jeżeli układ (£, rj, £) obraca 
się około osi z, to kąty ■& i <p nie zmieniają się, zaś kąt y> jest kątem 
obrotu. Zatem przy obrocie około osi z prędkośó chwilowa kątowa 
układu (£, r), £) ma wielkość y>. Ponieważ oz jest wektorem prędko­
ści kątowej przy obrocie około osi z, więc
(22) oz—y> i podobnie Oę=y>.

Pochodne zatem y>,#,y) określają wektor chwilowej prędkości 
kątowej w, jeżeli znamy położenie układu (£, tj, £), t. j. kąty y, ■& i <p.

Wyprowadzimy teraz wzory na rzuty wektora w na osie 
układu (£,»?,£).

Obierzmy na osiach z i w wektory jednostkowe k i r. Zatem 
oz= o zk i dw= o lof, więc według (22):

(23) dz=rpk, óm=&f.

Rzut wektora Tc na oś £ wynosi cos i?. Wektor k tworzy z płasz­
czyzną £j? kąt nj‘2 —d, więc rzut k na płaszczyznę £r; ma długość 
sin# i jest prostopadły do w (ponieważ oś z jest prostopadła do w). 
Rzut k tworzy z osiami £ i i) kąty 3t/2—y> i 7t—y>, więc:
(24) A;s-=  sin# siny», k,,= — sin#cosy>, A:;=cos#.

Rzuty wektora f  na osie £ i rj wynoszą cosy> i siny», zaś rzut 
na oś £ jest zerem. Zatem:
(25) rs =  cosy>, r^= siny», rę=0.

Rzuty wektora dz na osie £, rj i £ wynoszą na mocy (23) i (24): 
y> sin# siny), —y»sin#cosy> i y»cos#, zaś rzuty wektora ow na osie £, »7 i £ 
są na mocy (23) i (25) równe odpowiednio #cosy>, #siny» i 0; wresz­
cie rzuty wektnra o. na osie £, r] i £ wynoszą oczywiście 0, 0 i y». 
Stąd dostajemy na mocy (21):

(I) i»:— #cosy»-|-y>sirt #sinys, tov =  dm\(f— y»siu#cosy), w;—y»cos# -fy».
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Wyznaczając z (I) d, ip i ip, otrzymujemy:

d =  WfC08ip+ft),(sin^, ip =  («¿sinęi —w); cos ęj/sin {),
<p — coę—(oji sin tp — w,; cos <p) cot \K

Znając w każdej chwili rzuty odą, o>,; i on prędkości kątowej w 
na osie f, rj i £ układu ruchomego, możemy więc wyznaczyć i), <p i rp 

jako funkcje czasu, rozwiązując układ równań różniczkowych (11).
Postępując podobnie, otrzymujemy wzory następujące na rzuty 

prędkości kątowej w na osie x,y ,z  układu stałego:
wx=q> sin d sin y>+i>cosy, ojy =  <p sin i) cos ip — i) sin ip,

W z = i p - \ - t p  cos#,
Z . W j t S i n w + W a C O S t t )

(II') 0=«»xCOSy —»„Siny, <p = --------- si|tł9----- ,

ip =  0)z —  ( WjSin ip 4- O)u cos rp) cot §.

(I')

K ąty  Eulera w p reces ji regu larn ej. Załóżmy, że podczas 
ruchu ciała jest stale:
(26) f) — 0, xp — const, ip =  const.

Ruch chwilowy ciała jest więc w każdej cłiwili złożeniem 
dwóch obrotów równoczesnych około osi z i f  z prędkościami ką­
towymi ip i ip o stałej wielkości. Oś z  ma stałe położenie w przestrzeni, 
oś f  zaś jest związana sztywnie z ciałem. W tych warunkach ruch 
ciała jest precesją regularną (por. str. 350).

§11. Rozkład przyśpieszeń. R uch płaski. Jeżeli figura, 
płaska obraca się około punktu stałego M z prędkością kątową 
zmienną o>, wówczas każdy punkt figury krąży po okręgu koła. Przy­
śpieszenie p dowolnego punktu A figury jest więc sumą przyśpieszenia, 
normalnego p„, skierowanego ku M, oraz przyśpieszenia stycznego 
~pt, prostopadłego do MA. Przyśpieszenia normalne i styczne określone 
są wzorami (1) i (II), str. 45:
(1 ) p „ = r o j 2, pt— re,

gdzie r= M A , zaś e=w  jest przyśpieszeniem kątowym. 
Niech u oznacza kąt, jaki przyśpie-i l l w l l  U  U / ,I U U ‘ Z i l  KcJ/L, J c l K l  p i Z j o p i ^ '

szenie p punktu A tworzy z prostą MA. 
Wówczas
(2) tg a = p , l p n — ej oj2.

Widzimy stąd, że a jest jednakowe 
dla wszystkich jmnktów.
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A więc: w ruchu obrotowym figury okoli» punktu stałego przyśpie­
szenia punktów figury są proporcjonalne do ich odległości od środka 
obrotu i tworzą kąty równe z prostą łączącą te punkty ze środkiem obrotu.

Załóżmy teraz, że figura porusza się w płaszczyźnie zupełnie 
dowolnie (rys. 1). Przyjmijmy dowolny punkt M  figury za początek

układu współrzędnych (£,»?), 
poruszającego się ruchem po­
stępowym. Przyśpieszenie p 
dowolnego punktu A figury 
będzie sumą przyśpieszeń: 
względnego pw i unoszenia 
pu- Przyśpieszenie unoszenia 
równa się przyśpieszeniu p0 
punktu M. Buch względny 
figury jest obrotem okolo M 

z prędkością kątową zmienną co. Możemy więc przyśpieszenie 
względne pw rozłożyó na sumę przyśpieszeń (względnych): nor­
malnego pWn i stycznego pwt. Zatem

(3) P = P 0+Pw =  p0 +Pw„ +  Pwr

A więc: w ruchu płaskim przyśpieszenia punktów figury są sumami 
przyśpieszenia dowolnego punktu M figury i przyśpieszeń, jakie miałyby 
te punkty przy obrocie figury około punktu M  (jako punktu stałego) 
z prędkością kątową (obrotu chwilowego figury) o» i z przyśpieszeniem 
kątowym e—w.

Jeżeli еофО lub ефО, to przyśpieszenie względne pw tworzy 
z prostą MA  kąt a określony wzorem (2) i kąt ten jest stały dla 
wszystkich punktów figury.

Przeprowadźmy w tym przypadku przez punkt M  prostą l, 
tworzącą kąt a z kierunkiem przyśpieszenia p0 punktu M  (rys. 2). 
Przyśpieszenia- względne punktów położonych na prostej l będą 
miały kierunek przyśpieszenia p0. Ponieważ przyśpieszenia względne 
są proporcjonalne do odległości od M, więc na prostej l znajdziemy 
punkt O, którego przyśpieszenie względne będzie równe —p0. Przy­
śpieszenie punktu O będzie więc zerem.

Punkt O nazywamy środkiem chwilowym przyśpieszeń.
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Jeżeli zaś w =  0 i e =  0, to przyśpieszenia wszystkich punktów 
figury są równe (mianowicie, równe przyśpieszeniu punktu M).

A więc: jeżeli przyśpieszenia punktów w ruchu płaskim figury 
nie są równe, to istnieje punkt, którego przyśpieszenie jest równe zeru.

Przyśpieszenia punktów są zatem takie, jak gdyby figura 
obracała się około środka chwilowego przyśpieszeń (jako punktu 
stałego) z prędkością kątową w i z  przyśpieszeniem kątowym e—w.

Przyśpieszenia punktów figury są proporcjonalne do odległości 
od środka chwilowego przyśpieszeń i tworzą kąty równe z prostymi, 
łączącymi te punkty ze środkiem chwilowym przyśpieszeń.

Ruch w przestrzen i. Jeżeli ciało obraca się około punktu 
stałego O z prędkością chwilową kątową w, wówczas prędkość do­
wolnego punktu A ciała wynosi
(4 )  v = f . X  w,

gdzie f=O A . Tworząc pochodną i oznaczając 
przez p przyśpieszenie punktu A, otrzymamy

p = f  xw + rxw .
Ponieważ O jest z założenia punktem 

stałym, więc r= v ;  zatem
(5 ) p = v x c o ^ - r X M .

Jeżeli ciało obraca się około osi stałej z prędkością kątową 
stałą w, to w =0, skąd na mocy (5) p=vxco. Z drugiej strony, 
każdy punkt ma wówczas przyśpieszenie dośrodkowe g|w|2, gdzie q 
oznacza odległość tego punktu od osi obrotu. Iloczyn vxw  jest więc 
przyśpieszeniem, z jakim poruszałyby się punkty ciała, gdyby ciało 
obracało się około osi stałej z prędkością kątową stałą w. Iloczyn 
zaś fx<i>=Mom^w przedstawia prędkość, jaką miałby punkt A, 
gdyby ciało obracało się około osi stałej z prędkością kątową w. 
Pochodna w ma na ogół inny kierunek niż w. Jeżeli w ma kierunek 
stały (t. zn. gdy oś obrotu jest stała), to w ma kierunek w, zatem 
fX w m a kierunek prędkości v. W tym przypadku r x w jest przy­
śpieszeniem stycznym, zaś vxw  przyśpieszeniem normalnym.

Załóżmy teraz, że ciało wykonywa w przestrzeni ruch do­
wolny. Rozkład przyśpieszeń otrzymamy wówczas, przyjmując do-
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wolny punkt O ciała za początek układu współrzędnych (f, 77, f), 
poruszającego się ruchem postępowym. Przyśpieszenia punktów będą 
sumami: przyśpieszenia unoszenia (t. j. przyśpieszenia punktu O) 
i przyśpieszenia względnego. Euch względny będzie obrotem około 
punktu O. Zatem przyśpieszenie względne dowolnego punktu A  
wyrazi się w myśl (5) wzorem

( 6 )  p U!= v U!X ( u + f x o j ,

gdzie r=O A, zaś vw oznacza prędkość względną punktu A.
Interpretacja iloczynów vwxw  i rx<o jest podobna jak przy 

obrocie ciała około punktu stałego. Oznaczając przez p0 przyśpie­
szenie, a przez v0 prędkość punktu O, zaś przez v prędkość punktu A, 
otrzymamy vw= v —v0, a więc przyśpieszenie punktu A wyniesie 
na mocy (6)

(7) p=po+(v—vo)x<o+rx<0.
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DYNAMIKA CIAŁA SZTYWNEGO

§1 . Praca i energia kinetyczna. W  dynamice, podobnie 
jak w statyce, będziemy również zakładali często, że ciało sztywne 
jest układem sztywnym punktów materialnych. Dzięki temu bę­
dziemy mogli stosować do ciała sztywnego twierdzenia dynamiki 
układu punktów materialnych.

W ie lk ości dyn am iczn e. Wielkości dynamiczne jak np. pęd, 
energia kinetyczna, kręt i t. d., które poznaliśmy dla układów pun­
któw materialnych, określamy również dla ciał sztywnych, stosując 
podobne przejścia graniczne, jak przy określaniu dla nich środka 
masy, momentów statycznych i bezwładności (p. rozdz. IV, str. 173). 
Aby określić np. pęd ciała, dzielimy ciało na prostopadłościany
0 objętościach Arv Ar2>... i w każdym z nich bierzemy następnie 
pod uwagę po jednym punkcie A 1(x1,y1,z1), A 2(x2,y 2,z2) , ... Niechaj 
qu q2, ... oznaczają gęstości ciała w obranych punktach, zaś vx,v2,... 
prędkości tych punktów. Masy prostopadłościanów wynoszą w przy­
bliżeniu mx=  gj/lrj, w2=  o2z!t2, ... Jeżeli ciało zastąpimy układem 
punktów materialnych umieszczonych w A VA 2, ... o masach m1,m2, ...
1 prędkościach vlfv2, ..., wówczas pęd tego układu równy będzie

( 1 ) H = E m i V i = Z Q t V i A T i .

Otóż granicę tej sumy, gdy wymiary prostopadłościanów dążą 
do zera, nazywamy pędem ciała.

Oznaczając przez Q{x,y,z) gęstość, przez v(x,y,z) prędkość 
punktu o współrzędnych x,y,z, a przez H pęd ciała, dostaniemy:

(2) Hx=  ¡ I I  QVxdz, Hu=  ¡ I I  QV„dT, H ,=  / / / QVxdz,
D 'li n
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gdzie D oznacza obszar przestrzeni zajęty przez ciało. Wzory po­
wyższe piszemy w postaci wektorowej

(3) H = J  J  ft>vdr.
D

Podobnie postępując, otrzymamy na energię kinetyczną wzór

(4) E = l f f f e * i r ,
D

gdzie
Kręt ((I'), str. 203) względem początku układu współrzędnych 

ma rzuty:

(5)

K x=  f i l  Q(v„z—vzy) dr, K „=  f  J f  q(vzx —vxz) dr,
D ' D

K *=J J f  Q(vxy —V„x)dr.

Oznaczając przez r promień wodzący OA, gdzie A  ma współ­
rzędne x,y,z, możemy napisać wzory (5) w postaci wektorowej:

( 6 ) K =  IJ  I e(vx r)dr.

P raca . Niech na ciało sztywne działa siła P  o początku w pun­
kcie A  i niech v oznacza prędkość tego punktu.

Praca siły P  w czasie od t' do t"  wyraża się wzorem (str. 96)
f

(7) L = f{P v )d t. .
f

Weźmy w ciele pod uwagę dowolny punkt O. Ruch chwilowy 
ciała możemy uważać za złożenie ruchu postępowego z prędkością u 
punktu O i ruchu obrotowego z prędkością kątową w około osi l 
przechodzącej pffczez O. ’•Prędkość punktu A  wynosi zatem ((I),
str. 335)
(8) r=M-(- OA X w,
skąd
(9) P v = P u +  P(OAxa>).

Ze wzoru (II), str. 12, mamy (kładąc a—P, b=()A  i c=co)

(10) P (Ó Ix m )= S (P x 0 l).
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Ponieważ M om oP = P x O A  (str. 16), więc na mocy (9) i (10) 

Pv=Pu+w  Momo P,

skąd na mocy (7)
r  r  ,

(11) L =  f Pudt+Jai MomoPdt.
f  r

Jeżeli na ciało działają siły ^ii Pi»-"» to praca ich wynosi 
według (11)

r  r
L = j  ( ^>Pi) u dt +  j '  w Mom0Pij dt.

Oznaczając przez P sumę sił, a przez Mo moment ogólny 
względem O, dostaniemy

( I )

i (
L — J  (Pu)dt +  f  (<oM o) dt.

Z powyższego wzoru wynika, że równoważne układy sił wy­
konują równe prace.

W szczególności układ sił równoważny zeru (P =  0, M= 0 )  
wykonuje pracę zero.

Oznaczając przez a kąt, jaki M o  tworzy z osią l obrotu chwi­
lowego, a przez oj współrzędną wektora w względem osi ł, mamy 
w M 0 = (o\ M o\ co»a . Lecz \M0\ cos a jest to rzut momentu M o  na 
oś l. Zatem | J /0|cosa równa się M t, t. j. momentowi ogólnemu sił 
względem osi obrotu chwilowego; dostajemy więc z (I)

t" r
(I') L = f (P u ) dt + j (oMtdł.

r r

Gdy ciało porusza się ruchem postępowym, to <o= 0, więc 
na mocy (I)

r
(12) -  L =  I (Pu) dt.

r

Gdy ciało obraca się około punktu O, to w=0, więc na mocy (I')
i"

L = J  (oMidt.
t

(13)
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Wzór (13) zachodzi również wtedy, gdy ciało obraca się około 
osi stałej i; otrzymujemy go ze wzoru (I'), obierając punkt 0  na 
osi l. Oznaczając w tym przypadku przez <p kąt obrotu, dostaniemy 
(o=d<p/dt czyli u>dt—d<p, więc na mocy (13)

gdzie <p' i cp" oznaczają kąty w początkowym i końcowym poło­
żeniu ciała.

E nergia  k in etyczn a . Jak wiemy (str. 332), ruch chwilowy 
ciała względem dowolnego punktu O ciała jest obrotem z prędkością 
chwilową kątową w około osi przechodzącej przez O. Niech I  ozna­
cza moment bezwładności względem osi obrotu chwilowego. Energia 
kinetyczna ruchu względnego wynosi |i<o2. Na mocy więc twier­
dzenia Kóniga (str. 218) energia kinetyczna ciała wyrazi się wzorem

gdzie u oznacza wartośó bezwzględną prędkości u punktu O, 
v0 prędkość środka masy, a m masę ciała.

A więc: energia kinetyczna ciała sztywnego równa się sumie-.
1) energii kinetycznej ruchu postępowego z prędkością dowolnego 

punktu O ciała,
2) energii kinetycznej obrotu chwilowego względem osi chwilowej r 

przechodzącej przez punkt O i
3) iloczynu skalarowego mu(v0—u),

gdzie m oznacza masę ciała, u prędkość punktu O, a v0 prędkość 
środka masy.

Jeżeli obierzemy za punkt O środek masy, to u = v 0; kładąc 
t:0=|v0|, dostaniemy zatem

A więc: energia kinetyczna dala sztywnego równa się sumie 
energii kinetycznej ruchu postępowego z prędkością środka masy i energii 
kinetycznej ruchu chwilowego obrotowego względem osi chwilowej, prze­
chodzącej przez środek masy.

(14)

(II) E  =  ̂ mu2+ lic o 2 +  mu(v0—u),

(I D
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Jeżeli ruch chwilowy jest skrętem chwilowym około osi środ­
kowej przechodzącej przez O, to wektory w i u są równolegle. 
Prędkość v0 środka masy S wynosi wtedy v0= n + O S xoi. Ponieważ 
v0—u=O S xm , więc wektor v0—u jest prostopadły do « ,  a przeto 
również do u. Wynika stąd, że iloczyn skalarowy u(v0—u) jest 
zerem. Na mocy (II) dostaniemy zatem
(15) E = lm u 2+ !£Iu,2.

A więc: jeżeli ruch chwilowy ciała sztywnego przedstawić jako 
skręt, to energia kinetyczna jest sumą energii kinetycznej ruchów 
postępowego i obrotowego.

Euch chwilowy płaski jest obrotem chwilowym około środka 
obrotu chwilowego z prędkością chwilową kątową.

Energia kinetyczna w ruchu płaskim wynosi E =  \loi2,

gdzie I  jest momentem bezwładności względem środka obrotu 
chwilowego, zaś to prędkością chwilową kątową.

§ 2 . Równania ruchu. E uch  środka  m asy. Niech m 
oznacza masę ciała, p0 przyśpieszenie środka masy, a P  sumę sił 
zewnętrznych, działających na ciało. Wówczas (str. 200)
(I) mp0= P .

Znając więc sumę sił zewnętrznych, możemy wyznaczyć ruch 
środka masy ciała.

Zasada krętu . Niech K  oznacza kręt, M moment ogólny 
sił zewnętrznych względem punktu stałego lub względem środka 
masy. Wówczas (str. 205)

<II) R = M .

Znając więc moment ogólny sil względem punktu stałego 
lub względem środka masy, możemy wyznaczyć kręt.

Jeżeli z równań (I) i (II) obliczymy przyśpieszenie p0 środka 
ma3y i kręt K, to ruch ciała będzie wyznaczony. Mając bowiem 
dane p0, możemy wyznaczyć ruch środka masy. Znając zaś kręt K, 
możemy (jak okażemy później, str. 396) wyznaczyć prędkość chwi­
lową kątową w. Ponieważ ruch jednego punktu i prędkość chwi­
lowa kątowa określają ruch ciała (str. 338), więc równania (I) i (II) 
wystarczają do wyznaczenia tego ruchu.
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Zasada  en erg ii k in e ty czn e j. Uważajmy ciało sztywne za 
układ sztywny punktów materialnych. Wówczas na mocy twier­
dzenia podanego na str. 212 siły wewnętrzne nie wykonują pracy. 
Zatem pracę wykonują tylko siły zewnętrzne. Z twierdzenia o ener­
gii kinetycznej (str. 219) wynika, że przyrost energii kinetycznej 
ciała sztywnego równa się pracy sił zewnętrznych.

Jeżeli siły zewnętrzne posiadają potencjał, to (str. 220) suma 
energii kinetycznej i potencjalnej jest stała.

Zasada  ď A lem b erta . Jak wiemy (str. 192), siły bezwładności 
równoważą się z siłami działającymi na punkty układu. Ponieważ 
siły wewnętrzne mają sumę i moment ogólny równe zeru, więc 
siły bezwładności równoważą się z siłami zewnętrznymi.

Zasada ta sprowadza badanie ruchu ciała sztywnego do za­
gadnień statyki.

B u ch  p o s tę p o w y  cia ła . Jeżeli ruch chwilowy ciała szty­
wnego jest ruchem postępowym, to kręt względem środka masy 
jest zerem (str. 203). Na odwrót:

Jeżeli w pewnej chwili kręt względem środka masy jest zerem, 
to ruch chwilowy ciała sztywnego jest ruchem postępowym.

D ow ód. Załóżmy, że kręt R  względem środka masy jest 
zerem. Euch chwilowy ciała sztywnego możemy uważać za złożenie 
ruchu postępowego z prędkością środka masy i ruchu obrotowego 
z prędkością kątową w około osi l przechodzącej przez środek masy. 
Ponieważ K  jest sumą krętów ruchu postępowego i obrotowego, 
więc K  równa się krętowi ruchu obrotowego, gdyż kręt ruchu po­
stępowego względem środka masy jest zerem (str. 203).

Oznaczmy przez K  kręt względem osi chwilowego obrotu l. 
Ze wzoru (7), str. 205, mamy K =Ieo, gdzie I  jest momentem bez­
władności względem osi l. Ponieważ K  jest rzutem krętu K  na oś 
obrotu chwilowego, więc K  =  0. Zatem Iw =  0, skąd w =0, c. b. d. d.

Jeżeli ciało porusza się przez pewien czas ruchem postępo­
wym, to kręt K  względem środka masy jest przez ten czas stale 
zerem. Wobec tego pochodna krętu K  też jest zerem. Ze wzoru (II) 
str. 365, wynika, że M = 0, t. zn. że moment sił względem środka 
masy jest zerem. Na mocy więc twierdzenia 1, str. 26, siły mają 
wypadkową, zaczepioną w środku masy.
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Na odwrót, jeżeli siły mają wypadkową zaczepioną stale 
w środku masy, to M = 0, więc stale K = 0 czyli K = const. Jeżeli 
założymy, że w chwili początkowej ruch chwilowy był ruchem 
postępowym czyli że było wówczas K =  0, to będzie stale K —0, 
t. zn. ciało będzie się poruszało ruchem postępowym.

A więc: na to, by ciało poruszało się ruchem postępowym po­
trzeba i wystarczy, by były spełnione warunki następujące:

1° w chwili początkowej ruch chwiłowy jest ruchem chwilowym 
postępowym,

2° w każdej chwili siły mają wypadkową, zaczepioną w środku 
masy.

W arunki rów now agi. Z warunków 1° i 2° łatwo wynikają 
warunki konieczne i wystarczające, jakim musi czynić zadość układ 
sił w równowadze (por. str. 248).

Jeżeli ciało jest w spoczynku, to przyśpieszenie środka masy p0 
i kręt K  są równe zeru, zatem na mocy (I) i (II), str. 365, jest P = 0  
i M =  0.

Na odwrót, jeżeli założymy, że w chwili t= t0 ciało było w spo­
czynku i że stale jest P — 0 i M —0, to z warunków 1° i 2° wynika, 
że ciało będzie się poruszać ruchem postępowym. Środek masy 
będzie w spoczynku, gdyż pQ=  0 i prędkość początkowa v0 jest 
zerem; całe ciało będzie zatem w spoczynku. Układ sił jest więc 
w równowadze.

Udowodniliśmy zatem, że warunkiem koniecznym i wystarcza­
jącym równowagi sił jest znikanie sumy i momentu ogólnego sił.

R ea k cje  c ia ł s ty k a ją cy ch  się. Dwa ciała sztywne I i II, 
stykające się w punkcie A, działają na siebie z pewnymi siłami, 
podlegającymi prawu akcji i reakcji. Siły, z jakimi ciało II działa 
na ciało I, możemy zastąpić jedną siłą R o początku A  i parą sił 
o momencie M.

Nie posiadamy dotychczas ogólnej teorii dla momentu M. 
W niektórych tylko przypadkach szczególnych stwierdzono pewne 
prawa, odnoszące się do M. Dla siły R natomiast uzyskano na 
drodze doświadczalnej prawa dość ogólne (jakkolwiek przybliżone), 
które w praktyce dają wyniki dostatecznie dokładne.

Załóżmy, że ciała mają w A  wspólną płaszczyznę styczną II. 
Składową N (reakcji R) prostopadłą do /7 nazywamy reakcją nor­
malną, składową zaś styczną T tarciem.
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Doświadczenie wykazuje, że między N i T zachodzą pewne 
związki. Bozpatrzymy dwa przypadki:

3° P unkty , k tó ry m i oba  c ia ła  się styk a ją , m ają pręd­
k ości rów ne: punkty te mają więc względem siebie prędkość zero. 
Buch chwilowy ciała jednego względem drugiego jest obrotem 
około osi przechodzącej przez punkt styczności, jest więc toczeniem 
względnym. W tym przypadku (kładąc T=\T\ i jV=|iVj), mamy
( 1) T^fN,
gdzie /  oznacza współczynnik statyczny tarcia (por. str. 271), za­
leżny tylko od natury powierzchni obu ciał w punkcie zetknięcia.

2° P ręd k ości vY i v2 punktów , jak im i oba cia ła  sty ­
kają  się z sobą, są, różne. Prędkość względna vw punktu 
styczności ciała 1 względem ciała II wynosi vw — v\ — v2 i leży 
w płaszczyźnie stycznej. W tym przypadku tarcie ma kierunek 
prędkości względnej Vu,, zwrot zaś przeciwny. Mamy ponadto

(2) T = pN ,

gdzie // oznacza t. zw. współczynnik dynamiczny 
tarcia, zależny tylko od natury powierzchni 
ciał w punkcie zetknięcia, a nie od prędkości 
punktów. Możemy więc przyjąć, że podczas 
ruchu /t=const. dopóki ciała się stykają i do­
póki punkty styczności mają prędkości różne.

Na ogół y jest nieco mniejsze od /.
Prawa podane w 1° i 2° są przybliżone.
Jeżeli tarcie jest zerem, powiadamy, że powierzchnie ciał są 

gładkie.
Powierzchnie ciał nazywamy doskonałe chropowatymi, jeżeli 

ciała mogą poruszać się tylko w taki sposób, że punkty, jakimi 
się stykają, mają prędkości równe. Buch względny jednego ciała 
względem drugiego jest wówczas toczeniem.

P raca  tarcia . Niech R oznacza reakcję ciała II na ciało I; 
wówczas — R oznacza reakcję ciała 1 na ciało II. Niech v1 i v2 ozna­
czają prędkości punktów materialnych, którymi ciała się stykają. 
Praca, jaką reakcje w punkcie styczności wykonują w' czasie od t' 
do t "  wynosi f , r  f ,

L — f  R ^ d t —J  Rv2d t =  J R(vy— v2)dt.
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Ponieważ vx—vz leży w płaszczyźnie stycznej (albo jest zerem), 
więc reakcje normalne nie wykonują pracy, bo N(v1—v2)= 0 .  Praca 
Teakcji redukuje się zatem do pracy sił tarcia. A więc

i"
L =  f  T(vx—v2)dt. 

r
Gdy vw—\ —fl2=|=0, tarcie T ma na mocy 2° kierunek vw, lecz 

zwrot przeciwny, zatem iloczyn skalarowy T(vx—v2) jest ujemny. 
Gdy vx—v2= 0 ,  wówczas T(v1—v2)= 0 .  W  obu więc przypadkach 
T(vx—v2)< 0 , skąd £ < 0 .

Gdy ruch ciał względem siebie jest toczeniem, to praca tarcia 
jest zerem, gdy zaś ruch ten jest ślizganiem, to praca tarcia jest 
ujemna i powoduje zmniejszenie energii kinetycznej ciał.

P rzyk ła d  1. Tarcza koła spada pod wpływem swego ciężaru 
w płaszczyźnie pionowej po kole K. Wyznaczyć ruch tarczy.

Niechaj O i O' oznaczają środek koła K  i środek tarczy, -Kir ich 
promienie, m masę tarczy, I  jej moment bezwładności względem 
środka masy O', wreszcie <p kąt między pionem a odcinkiem 00'.

Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy tarcza i koło K  są 
gładkie, a «następnie, gdy są doskonale chropowate.

1° Załóżmy, że tarcza oraz koło 
są gładkie i że w chwili początko­
wej t= 0  tarcza była w spoczynku.
Siłami działającymi na tarczę pod­
czas ruchu są: ciężar Q o początku 
w środku masy O' i reakcja N, 
której kierunek przechodzi przez O'.
Moment tych sił względem środka 
masy jest więc stale zerem. Ponie­
waż w chwili początkowej tarcza była 
w spoczynku, więc będzie ona się 
poruszać ruchem postępowym (str. 367), t. j. ślizgać się po kole K  
(str.339). Środek O' tarczy będzie się tedy poruszał po kole o środku O 
i o promieniu a—R —r. Zatem wszystkie punkty tarczy będą się 
poruszały po kołach o promieniu a (por. np. tor punktu A, zazna­
czony na rysunku).

Oznaczając przez p0 przyśpieszenie środka masy tarczy, mamy 
na mocy twierdzenia o ruchu środka masy (str. 365)
(3) mp0= Q +N .
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Tworząc rzuty na styczną i normalną do toru punktu 0\  
dostaniemy:
(4) ma<p = —mg siny, may2= N ,

gdzie W=|2V|. Pierwsze z równań (4) możemy napisać w postaci

(5) <P= — ̂ ainy.

Porównując równanie (5) z równaniem wahadła matematycznego 

y>= —^sinęp (str. 132), widzimy, że środek masy tarczy będzie wykony­

wał ruch wahadłowy, jak wahadło matematyczne o długości i= a .

2° Załóżmy teraz, że tarcza i koło są doskonale chropowate. 
Tarcza będzie się zatem (str. 368) toczyć po kole K.

Oznaczmy przez w prędkość chwilową kątową tarczy. Energia 
kinetyczna tarczy wynosi ((II'), str. 364)

E =  \ma2y 2 Ą- \ Ico2

(gdyż a<p jest prędkością środka masy). Jeżeli dla <=0 ciało jest 
w spoczynku oraz y —y0, wówczas z zasady równowartości pracy 
i energii kinetycznej (str. 366) dostaniemy

(6; ^ma2<p2-\- ^Ico2=m ga(cosy —cosy0),

gdyż tarcie (str. 214) i reakcja N pracy nie wykonują.
Prędkość v punktu styczności 8  jest zerem. Zatem v=a y  —r<o=(ł 

czyli a)— ay\r. Wstawiając w (6), dostaniemy więc

(7) .Va2(OT+i/r®)ę)2=r»jfa(cosę)—C08 9P0).

Stąd otrzymujemy y  w zależności od y, a następnie co. Różnicz­
kując równanie (7), dostaniemy a2[m-\-I/r2]y<p= —mgaysiny, skąd 
po uproszczeniu

(8 )
mg

a(m-\-I/r2) sinę?.

Porównując równanie (8) z równaniem wahadła matematycz­

nego <p= — ysiny  (str. 132), widzimy że środek tarczy będzie po-

ruszał się jak wahadło o długości i= a ( l  +  //w r2).
Ponieważ dla koła jednorodnego jest 1=1 mr2, więc Z=3«/2. 

Okres wahania będzie więc dłuższy niż dla wahadła o długości «.
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P rz y k ła d  2. Ciężkie ciało sztywne zawieszone jest na osi 
poziomej l, około której może się tylko obracać. Położenie ciała 
wyznaczone jest przez podanie położenia osi l i kąta <p, jaki tworzy 
z pionem prosta 80, przechodząca przez środek masy 8  i przecina­
jąca oś l pod kątem prostym w punkcie O. Oś l przecina oś 
pionową k w punkcie O i obraca się około niej z prędkością 
kątową stałą co. Jaki zachodzi związek między w i <p, jeżeli <p 
jest stałe?

Zadanie rozwiążemy przy pomocy 
zasady d’Alemberta (str. 366). Siły bez­
władności równoważą się z siłami działa­
jącymi. Zatem moment ogólny sił bez­
władności i sił działających względem osi l 
jest zerem.

Obierzmy w pewnej chwili t układ 
współrzędnych, przyjmując oś l za oś x,
a oś k za oś z. Ponieważ ę>=const., więc każdy punkt ciała krąży 
z prędkością kątową co po kole poziomym (którego środek leży nd 
osi z). Przyśpieszenie każdego punktu ciała jest zatem skierowane 
ku środkowi koła i wynosi rco2, gdzie r oznacza promień koła.

Przyjmijmy, że ciało jest zbiorem punktów materialnych. Jeżeli 
przez pi oznaczymy przyśpieszenie punktu Ai o masie m/ i współ­
rzędnych Xi,y i,z i, to.

(9) pix= - * y ,  V i = - y y ,  P i= ° -

Zatem siły bezwładności punktu At mają rzuty:

-m .P ix= m . x y ,  - m ipi = m iyi co2, - m . p ^ O .

Moment sił bezwładności względem osi l (t.j. osi x) wynosi:

(10) BX= Z  ( ~ miPiu)zi—0)2 2  mi Vi zi=  o*20**

gdzie J)x oznacza moment zboczenia względem płaszczyzn xy i xz.
Środek ciężkości. 8  ma współrzędne x0—OO, y0= l 0sinę>, 

z0= —l0cos<p (gdzie l0—8O). Moment ciężaru względem osi x  wynosi

(11) Mx=mgl0ain<p,

gdzie m oznacza masę ciała.
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Moment reakcyj względem osi x  jest zerem, gdyż reakcje 
zaczepione są na osi z. Zatem Bx+ M x=  0, więc na mocy (10) i (11)
(12) M2Dx-\-Vngl0ún<p=Q.

Eównanie powyższe jest związkiem szukanym i może być 
spełnione tylko wtedy, gdy Dx< 0  (a więc np., gdy ciało znajduje 
się w ćwiartce, w której i/>0, a z<0).

P rzy k ła d  3. Pręt poziomy O A osadzony jest sztywnie 
w punkcie O na osi pionowej, unieruchomionej w punktach K  i L. 
Na pręt nasunięty jest punkt materialny (drobna kulka) B, mo­
gący się swobodnie poruszać po pręcie. W chwili początkowej i= 0  
pręt O A  obraca się około KL  z prędkością kątową <u0, punkt zaś 
B ma względem pręta prędkość równą zeru i znajduje się w odleg­
łości x0 od O. Wyznaczyć ruch pręta O A i punktu materialnego B.

Niechaj I  oznacza moment bezwładności 
pręta względem osi KL, m masę punktu B, 
w prędkość kątową pręta, a x długość od­
cinka OB.

Załóżmy, że nie ma tarcia. Na układ 
złożony z osi KL, pręta OA i punktu m 
działają siły zewnętrzne: reakcje w L i K  
oraz siła ciężkości. Moment tych sił względem 

KL  jest zerem. Kręt układu względem osi KL  jest więc stały. 
Kręt pręta względem KL  wynosi I m (str. 205).

Prędkość v punktu B jest sumą jego prędkości względnej vw 
względem pręta i prędkości unoszenia vu. Prędkość względna ma 
współrzędną (względem O A) vm= x  i kierunek OA-, moment jej wzglę­
dem KL  jest więc zerem. Prędkość unoszenia jest prostopadła do OA, 
ma kierunek poziomy i \vu\=xo>. Zatem moment pędu punktu B 
względem KL  równa się mx2iw. Kręt całego układu wynosi więc 
Iw-\-mx2M, skąd
(13) (I+ m x2)M— const.

Z danych początkowych mamy fc = ( I + mx2)M0. Zauważmy, 
że praca sił działających jest zerem. Zatem energia kinetyczna 
układu jest stała. Energia kinetyczna pręta wynosi \Ima (str. 365), 
energia zaś punktu B

lm v2 =  ̂ m(viw+  v\) ~  \m(xi +  x2m1).
Zatem

(14) ± Im2 +  lm (x2-\-x2M2) = h = const.
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Obliczając w z (13) i wstawiając w (14), otrzymujemy
(15) k2/(I +  mx2) +  mx2= ‘jíh.

Eównanie (15) określa ruch względny punktu po pręcie. Zna­
jąc x, wyznaczamy w z (13).

Jeżeli punkt dojdzie do A, a następnie opuści pręt, to pręt 
będzie się obracał ze stalą prędkością kątową którą otrzymamy 
z (13), kładąc x = O A  =  l. Prędkość punktu w chwili opuszczania 
pręta wyniesie v2= l 2w'2+ x 2, gdzie x2 otrzymujemy z (15), kładąc x — l.

P rzy k ła d  4. Punkt materialny M stacza się po przeciw- 
prostokątnej trójkąta materialnego prostokątnego ABC. Trójkąt 
leży w płaszczyźnie pionowej i opiera się na prostej poziomej gład­
kiej l. Wyznaczyć ruch układu złożonego z punktu M i trójkąta A BC.

Przyjmijmy oś l za oś x układu współ­
rzędnych. Niechaj a i b oznaczają długości 
przyprostokątnych trójkąta, S środek jego 
masy, a i p rzuty odcinka AS  na przypro- 
stokątne, (p kąt o wierzchołku w B, m' masę 
trójkąta, m" masę punktu, xx i =  p 
współrzędne punktu 8, zaś x2 i y2 współ­
rzędne punktu materialnego M.

Załóżmy, że w chwili początkowej t—0 układ złożony z trój­
kąta i punktu M był w spoczynku.

Siłami zewnętrznymi, działającymi na układ, są reakcja pro­
stej l oraz ciężar trójkąta i punktu M. Siły te mają stale kierunek 
pionowy. Zatem ich suma ma również stale kierunek pionowy. 
Z zasady środka masy (str. 365) wynika, że środek masy 8' całego 
układu będzie poruszał się po pionie (ponieważ prędkość początkowa 
była równa zeru). Współrzędne środka 8' masy układu wynoszą:
(16) x0=(m 'xl +  m "xi)lm, y0= (m 'p + m "y2)lm,
gdzie m =  m' Ą-m". Zatem
(17) m'a;1-|-TO"a;a= o= con st.

Środek masy 8  trójkąta porusza się po prostej y =  P, więc 
jego prędkość jest xv Energia kinetyczna trójkąta ABC  równa się 
\m'x2, zaś energia kinetyczna punktu M wynosi \m"{x\-\-yjj). Pracę 
wykonywa tylko ciężar punktu M. Ponieważ ciężar ma potencjał 
— m"ny2, więc z zasady zachowania energii całkowitej otrzymujemy

(18) ^m'x2 +  lm " ( x 2 +  y\) -f m "gy2= h =  const



Punkt B ma odciętą x1—a +  a. Oznaczając przez M' rzut M 
na oś x, mamy tg<p=MM'/M'B, skąd tg<p=y2/(x1 — a + a  — x2). Zatem

(19) y2—(xl —x 2—u+a)tg(p=0.

Z równań (17)-(19) możemy otrzymać xx, x2 i y2 jako funkcje 
czasu.

Równania (17) i (19) są równaniami stopnia pierwszego, mo­
żemy więc wyznaczyć z nich x2 i y2 liniowo przy pomocy xv  Otrzy­
mamy:
(20) x2— Axx+ B , y2= A 'x x +  B',

gdzie A, B i A', B' są pewnymi stałymi. Różniczkując i wstawiając 
w (18) dostaniemy

*[♦»' +  m "(Al+ A 'i)\x\+ m"g(A'xt +  B') =  h.

Tworząc pochodną, otrzymamy

(21) [ł» ' +  r»"(A2+  A '2)] x1x l + m "gA ' x2 =  0, 

skąd po podzieleniu przez xx

(22) x x =  const.

A więc trójkąt poruszać się będzie ruchem postępowym jedno­
stajnie przyśpieszonym.

Z równań (20) otrzymujemy, znając xu

(23) A'x2—A y2= A 'B —AB'.

A więc punkt M  będzie się poruszał po linii prostej.
Na mocy (20) mamy x 2— A x x i y 2= A ' x lt więc według (22) 

x2=  const. i y2= const. Rzuty przyśpieszenia punktu M  są stałe, więc 
i , przyśpieszenie punktu M jest stałe. Przyśpieszenie względne pun­
ktu M względem trójkąta jest również stale, gdyż otrzymujemy je, 
odejmując od przyśpieszenia punktu M przyśpieszenie trójkąta. 
Punkt M będzie więc staczał się po przeciwprostokątnej ruchem 
jednostajnie przyśpieszonym (względem przeciwprostokątnej).

Zbadajmy jeszcze, czy M nie oderwie się od trójkąta przed 
osiągnięciem punktu B.

Oznaczmy przez R  reakcję* trójkąta na punkt iii. Ponieważ 
na punkt M działa ciężar Q i siła R, więc tworząc rzuty na osie x  i y, 
otrzymamy:
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m "xi=R x  i m"i/t——m”p + R K.
Lecz ¿ 2= const. i yt =  const, więc Rx=  const. i fi(f=const. 

Zatem R jest stałe. Siła R jest więc skierowana stale ku punk­
towi M, który zatem nie może odparć od trójkąta ABC  przed 
osiągnięciem punktu B.

§ 3. Obrót około osi stałej. Jeżeli ciało sztywne ma oś l 
unieruchomioną, to może się tylko obracać około tej osi. Załóżmy, 
że na ciało działają siły Pv 7*2, ... Nadajmy osi l dowolny zwrot 
i oznaczmy przez 7 moment bezwładności ciała względem l, przez M 
moment sił względem l, a przez w prędkość kątową.

Kręt względem osi l wynosi K —I m ((7), str. 205). Ponieważ 
w myśl twierdzenia o kręcie względem osi (str. 206) mamy K —M , 
więc
(1) Iw =M .

Przyśpieszenie kątowe jest e=«w, więc

(1) Ie= M .

Niech II i 77' będą dwiema płaszczyznami przechodzącymi przez 
oś i; 77 niecłi będzie nieruchoma, a 77' związana sztywnie z ciałem 
i obracająca się wraz z nim. Niech wreszcie <p oznacza kąt między 
płaszczyznami 77 a Ti'. Wówczas ip— m i <p—e, skąd na mocy (I)

(2) Iip=M.

Równanie różniczkowe (2) ma postać taką, jak równanie 
mx =  P, określające ruch punktu materialnego po osi x.

Jeżeli siły Pi lub moment M  dane są jako funkcje zależne 
od tp, <p i t (t. j. od położenia ciała, prędkości kątowej i czasu), wów­
czas równanie (2) jest równaniem różniczkowym rzędu drugiego 
i pozwala wyznaczyć ruch, gdy znamy <p i cp (t. j. położenie i prędkość 
kątową ciała) dla chwili początkowej t—t0.

Energia kinetyczna ciała przy obrocie około osi l wynosi 
E =!iI(oi (str. 365). Oznaczmy przez <»0 i w prędkość kątową w chwi­
lach t0 i t, a przez L^t pracę sił od chwili i0 do t. Ponieważ siły re­
akcyjne, utrzymujące oś w spoczynku, zaczepione są w punktach 
osi, więc nie wykonują pracy. Z twierdzenia o równowartości 
pracy i energii kinetycznej (str. 366) dostaniemy zatem

(3) |7ft)2—|7wo—7//„,/.

l§ 3] Obrót około osi stałej. 375
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Praca sił wyraża się wzorem (14), str. 364,

(4)

gdzie <p0 i (p oznaczają kąty obrotu w chwilach t0 i t. Jeżeb M jest 
funkcją zależną tylko od <p, możemy otrzymać Lt„,t ze wzoru (4) 
jako funkcję kąta <p. Wstawiając w (3), otrzymamy równanie 
różniczkowe rzędu pierwszego.

P rzy k ła d  1. M a s z y n a  A t w o o d a 1). Na końcach nici 
nierozciągliwej (bez masy), przewiniętej przez krążek materialny 
doskonale chropowaty, zawieszone są dwa punkty ciężkie o masach 
ml i m2. Niech r oznacza promień krążka.

Załóżmy, że punkty poruszają się pionowo. Drogi przebywano 
przez punkty są równe, a więc przyśpieszenia punktów równe są 
co do wielkości, lecz mają zwroty przeciwne.

Oznaczmy przez p rzut przyśpieszenia punktu ml na oś z, 
skierowaną pionowo w dól (p. rysunek na str. 197). Krążek jest 
doskonale chropowaty, a zatem nié nie ślizga się po nim. Jeżeli więc 
krążek obróci się o kąt <p (przyczem przyjmujemy (p>0, gdy punkt rr̂  
spada), to punkt w, przebiegnie drogę s=rcp. Stąd s = r<p, a zatem

(5) p =  re.

Oznaczmy przez Rx i R2 reakcje nici na punkty m1 i m2, a przez 
Rx i R2 ich wartości bezwzględne. Reakcje Rx i R2 nie są równe, 
gdyż nić nie jest przewinięta przez ciało gładkie.

Na punkty m1 i m2 działają reakcje nici i ciężary. Zatem:

(6) mxp =  mlg—Rx, —m2p — m2g—R2.

Kawałek nici od punktu m1 do krążka działa na krążek z siłą 
—_RX; podobnie kawałek nici od punktu m2 do krążka działa na 
krążek z siłą — R2. Momenty tych sił względem osi krążka wynoszą 
Rxr i —R2r, przyczem moment siły —Rx jest dodatni, gdyż siła 
—Rx stara się obrócić krążek w kierunku przyjętym poprzednio 
za dodatni dla kąta <p.

Oznaczając więc przez I  moment bezwładności krążka wzglę­
dem jego osi, otrzymamy na mocy (I), str. 375,

(7) Ie = (R 1- R 2)r.

D por. str. 197, przykład 4.
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Z równań (5)-(7) możemy wyznaczyć e, p ,R 1iR 2. Z równań (6) 
dostajemy R1—R2= (m 1—m2)g—(m1+ m 2)p. Wstawiając w (7), otrzy­
mamy Ie= (m l—m2)rg—(m1-\-m2)rp, skąd na mocy (5)

/»» (ml —m2)rg
Z + (»H + »»1)r*

Widzimy więc, że e=const, zatem wobec (5) p =  const. Punkty 
ml i m2 będą się tedy poruszać ruchem jednostajnie przyśpieszonym.

Przyśpieszenie p otrzymamy z (8) i (5). Reakcje Rl i R2 obli­
czyć można z równań (6).

W ahadło  fizy czn e . Wahadłem fizycznym nazywamy ciało 
sztywne, obracające się około osi poziomej pod wpływem siły cięż­
kości.

Poprowadźmy przez środek 8 masy wahadła płaszczyznę pio­
nową, prostopadłą do osi i przecinającą oś w punkcie 0. Mech <p 
oznacza kąt między OS a pionem; zwrot dodatni obrotu obieramy 
przytem od ręki lewej ku prawej. Oznaczmy wreszcie przez M 
moment siły ciężkości, przez I  moment bezwładności wahadła wzglę­
dem osi obrotu i niech d=OS.

Przyśpieszenie kątowe równa się e=ę>, 
zaś moment siły ciężkości

M = —mgdsiiup

(gdzie m oznacza masę ciała), skąd na mocy (2), 
str. 375, I<p=—mgd&in<p czyli

(9) <P=
mad .—j -  sm<p.

Porównując równanie (9) z równaniem wahadła matematycz­

nego ((I), str. 132): <p= — ~sin<p, widzimy, że jeżeli długość l wa­

hadła matematycznego spełnia warunek 

(10) —mgd/I=—g/l,

to ruch wahadła fizycznego jest taki jak wahadła matematycznego. 
Z (10) otrzymujemy

(11) l =  I  i m d .
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A więc: ruch wahadła fizycznego jest taki jak ruch wahadła 
matematycznego o długości l=I/md, gdzie I  oznacza moment bez­
władności względem osi obrotu, m masę wahadła, a d odległość 
środka masy od osi obrotu.

Oznaczając przez K  ramię bezwładności względem osi obrotu, 
mamy I= m K 2, skąd na mocy (11)

(12) ł= K 2/d.

Długość 1 nazywamy długością zredukowaną wahadła fizycznego 
względem osi obrotu.,

Niechaj I 0 oznacza moment, zaś K 0 ramię bezwładności wzglę­
dem osi, przechodzącej przez środek ciężkości i równoległej do 
osi obrotu. Wówczas (str.161) I= Io+ m d \  skąd mK2—mKl+md2 
czyli K 2= K l-{-d 2, a więc na mocy (12)

(13) l = l f  +  d'

Weźmy pod uwagę na prostej 08  punkt 0' w odległości l od 0. 
Ponieważ l>d  na mocy (13), więc 0 ' wypadnie poza punktem 8. 
Obliczmy długość zredukowaną ł' względem osi obrotu, przecho­
dzącej przez 0' i równoległej do osi l, przechodzącej przez 0.

Z uwagi że 0 'S = l—d mamy na mocy (13)

(14) +

Ponieważ wobec (13) jest l —d=Kl/d, więc po podstawieniu 
dostaniemy z (14)

i '= d +  ̂ 5 . 
a

Porównując z (13), widzimy, że
l '= l.

Długości zredukowane względem osi przechodzących przez O 
i przez 0' są zatem równe.

Jeżeli więc zawiesimy ciało na osi przechodzącej przez 0 ' 
i równoległej do osi przechodzącej przez 0 , to czas wahania w obu 
przypadkach będzie jednakowy (przy tym samym początkowym 
kącie wychylenia).

Punkt O' nazywamy środkiem wahań względem punktu 0
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W yzn aczan ie  re a k c ji na oś obrotu . Załóżmy, że oś 
obrotu l jest unieruchomiona przy pomocy reakeyj (bez tarcia), 
.zaczepionych na osi l. Przyjmując za 
środek redukcji dowolny punkt O na 
osi l, możemy reakcje zastąpić jedną 
siłą R o początku O, i parą sił o mo­
mencie H. Na ogół R i H zmieniają się 
podczas ruchu. Do obliczenia R i H uży­
jemy zasady d’Alemberta.

Obierzmy O za początek układu 
współrzędnych, przyjmując oś l za oś z.
Podzielmy ciało na drobne części i za­
stąpmy każdą z nich punktem mate­
rialnym o równej masie. Otrzymamy 
w ten sposób układ punktów materialnych mx,m2,... o współrzędnych 
x uyi,zl, x2,y2,z2, ... Przyśpieszenia punktów układu oznaczymy przez 
Pi,p2,..., a siły działające na te punkty przez *̂1) ̂ 21 "•

Siły bezwładności —m/pi równoważą się z reakcjami i ż siłami P„ 
więc suma i moment ogólny (względem O) są równe zeru. Zatem:

<15) E P i+ R + Z (-m ,p ,)=  0,
<16) ¿  M om oP /H -P -f^M om oi—w»/p/) =  0.

Niech w chwili t ciało ma prędkość kątową co i przyśpieszenie 
kątowe e. Weźmy pod uwagę dowolny punkt mi{xi,yt,zi). Przy­
śpieszenie pi tego punktu rozłóżmy na przyśpieszenie styczne 
i normalne p; (str. 40). Mamy oczywiście p^—Pi +Pi . Przyśpie- 
szenia składowe wyrażają się wzorami Px= t̂ e i pin—riw2 (str. 45), 
gdzie ri oznacza odległość punktu od osi obrotu. Zatem:

(17) Pi =  y% £» Pi = -X iS , pi = 0 ;
lx  * y  l z

(18) pi = - x i a>i, pi = - y i ( o 2, Pi = 0 .
nx  H y n z

Oznaczając przez m masę ciała, przez x0,y0,z0 współrzędne, 
a przez p0 przyśpieszenie środka 8  jego masy, otrzymamy ze wzo­
ru (III), str. 199,
(19) J m /p / =  mp0.

Równanie (15) przyjmie więc postać

(20) £ P t +  R — mpo=0.
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Dla przyśpieszenia stycznego i normalnego p0 środka S 
masy, mamy P0= Po,+?<>„• mocy więc (17) i (18) otrzymamy
(kładąc ¿= 0 ):

(21) , p0x= y 0e— x0w2, p0y = — Xoe— yoa>2, Po2=0-
Przejdźmy teraz do obliczenia momentów sił bezwładności. 

Siła bezwładności jest
(22 ) — m i P i ^ — m i P i —m iP i" .

Oznaczmy przez B moment sił bezwładności względem Or 
przez Bt moment sił stycznych bezwładności (t. j. sił —Wjp^), 
a przez Bn moment sił normalnych bezwładności (t. j. sił —mipi ). 
Ii a mocy (22) jest
(23) B =  Bt+ B n.

Rzut Bt na oś x wynosi (por. (2), str. 236)

(24) Btr= S ( —rniPi Zi+miPi yi),
skąd na mocy (17)

(25) Bt̂ =e^mixizi i podobnie (*<+!$•

Postępując w ten sam sposób, otrzymamy:
(26) Bn =  <°2S  miyizii Bn,= a)22 miZizh B = Q .

X  l f  Z

Przy dzieleniu ciała na coraz drobniejsze części sumy we wzo­
rach (24) dążą do momentów zboczeń D„ i D.r, oraz momentu bez­
władności I 2 względem osi z (str. 161). W granicy dostaniemy więc 
z (25) i (26):
(21) Bt^=:eDy, B i"=eD x, e ẑ'i

(28) Bnx=  <JjiDx , B n ^ —afBy, Bn =  0,

skąd na mocy (23):

(29) Bx=  b to2 Dx, B,l= eD x—o/Du, Bz= —e lz.

Tworząc rzuty na osie układu, dostaniemy z równań (20) i (21):

£ P i  4-  Rx— my0e +  mxo(o2—0,

(11) Z! Pi +  Bv+m x0E +  my0(o2=Q,v y
l P it+ R z=  o.
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Siły reakcyjne zaczepione są na osi l, zatem Ht =  0. Oznaczając 
przez M  moment sił Pi względem O, otrzymamy więc na mocy
(16) i (29) dla rzutów na osie układu:

Mx+ H x+ e D „+  (olDx— 0,
(III) M „ +  Hu + eD x — o>2 Dfi =  0,

Mz—e /j=  0.
Ostatnie z równań (III) wyprowadziliśmy poprzednio z zasady 

krętu (str. 375, wzór (I)). Z równań (II) i (III) możemy obliczyć R i H.
Załóżmy teraz, że oś jest unieruchomiona w dwóch punktach 

O i O'. Oznaczmy reakcje w tych punktach przez R' i X, połóżmy 
d = 0 0 '  i nadajmy osi z kierunek 00'. Otrzymamy:

(30) Rx—Rx-\-Xxy Ry= /£»+ X u, Rz—Rz X  z'.
(31) Hx= N ud, Hu— — Nxd, Hz=  0.

Jeżeli wyznaczymy R i H z (II) i (III), to możemy obliczyć 
z (30) i (31) tylko składowe Nx, A’„ i RX,RU oraz sumę AYp Rz-

Załóżmy, że punkt O’ jest w t. zw. łożysku szyjnym, w którym 
nie ma tarcia (rys. 1, str. 281). Wówczas N jest prostopadłe do osi 
obrotu; zatem N ,= 0.

Jeżeli więc punkt O' jest w łożysku szyjnym bez tarcia, reakcje 
dadzą się wyznaczyć.

Oś ob ro tu  osią środkow ą  b ezw ła d n ośc i. Przy założeniu, 
że środek ciężkości leży na osi obrotu i że oś obrotu jest jedną 
z osi środkowych bezwładności, mamy (str. 167):

xn=(), yo=6, T)x — 6, Du=  0.

Eównania (II) i (III) przyjmą więc postać:

(32) Z P ix+ R x= 6, £ p i(/+ tt j,= o , l P i + R s= 0;

(33) Mx+ H x=  0, Mh+ H h={), M t—e /z= 0 .

Widzimy stąd, że przy tym założeniu reakcje nie zależą od pręd­
kości kątowej ani od przyśpieszenia kątowego, są więc takie, jak 
gdyby ciało było w spoczynku.

Jeżeli siły PV P3,... są równe zeru, to z równań (32) i (33) 
otrzymujemy R = 0, H =  0 i e= 0 , więc <»= eonst. Ponieważ reakcje 
są równoważne zeru, więc możemy przyjąć, że oś l nie jest unie­
ruchomiona, czyli że oś obrotu jest swobodna.
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Na odwrót, jeżeli założymy, że na ciało nie działają żadne 
siły, a więc że P ,=  0, R— 0 i H =  0, to równania (II) i (III) 
przyjmą postać:

—yoe-\- Xotoi= 0 ,  ł/o<w2=  0,
(34) „ '

eDy-\- w2Dx— 0, eDx — o>iDH= 0 , e l t =  0.
Na mocy ostatniego z równań (34) jest e= 0 , zatem ai=const. 

Jeżeli w + 0  (t.zn. gdy ciało nie jest w spoczynku), otrzymamy 
z (34) j;o=0,2/o= 0 ‘>r&z Dx= 0 , DH—0. Oś z (t.j. oś obrotu) jest 
tedy osią środkową bezwładności.

Wyprowadziliśmy więc następującą własność osi środkowych 
bezwładności:

Jeżeli ciało sztywne swobodne bez działania sił obraca się około 
stałej osi, to oś ta jest jedną z osi środkowych bezwładności.

P rz y k ła d  ii. Drzwi ciężkie w kształcie prostokąta OAIiC 
(gdzie O A i CR mają zwrot pionowy w górę) mogą się obracać około 
osi pionowej O A, unieruchomionej w punktach ()l i 0 2 boku O A, 
przyczem OOl= O iA =d . W chwili < =  () drzwi są w spoczynku 
i zaczyna działać siła P o stałej wartości bezwzględnej P, prosto­
padła do drzwi i zaczepiona stale w środku D boku BV. Wyzna­
czyć reakcje w punktach 0 1 i 0 2 w chwili t.

Oznaczmy przez ni masę drzwi, przez 1 moment bezwładności 
względem osi OA. Niech OA =  a i OC—b. Przyjmijmy, że siła P 
obraca drzwi od ręki prawej ku lewej względem osi obrotu, skiero­
wanej w górę.

Moment siły P  względem osi obrotu jest stały i równa się bP. 
Zatem Ie = b P  czyli e — bPIl. Jeżeli drzwi są jednorodne, to na 
mocy (8), str. 184, jest I —^mb2. A więc

(35) e = 3  P/mb.

Przyśpieszenie kątowe e=const., 
zatem
(36) a>—e t = ‘.iPt/mb.

Drzwi będą się więc obracać ruchem 
jednostajnie przyśpieszonym.

Zajmiemy się teraz wyznaczeniem reakcji. Przyjmijmy w chwili t 
punkt O za początek układu współrzędnych, nadając osiom z i ar 
kierunki O A  i O fi. Oznaczmy przez R' reakcję w Oj, przez N
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reakcję w 0 2, wreszcie przez R sumę, a przez H moment reakcji 
względem O. Zakładając, że w 0 2 jest łożysko szyjne (str. 231), 
otrzymamy:

(37) RX= R X +  NX, Ry=R'„ +  Nv, Rt =  Rl;

(38) Hx= R '„d + N „(a -d ), Hy——Rxd—Nx(a—d), Hz=  0.

Z równań (II), str. 380, i (III), str. 381, otrzymamy R i H, 
a następnie obliczymy R‘ i N z (37) i (38).

Siłami działającymi są ciężar Q i siła P. Współrzędne środka 
8 masy drzwi są: x0=b/2, y0=  0, z0=a/2, zaś początku siły P  
x= b , // =  0, z=a\2. Ponieważ drzwi leżą w płaszczyźnie zx, więc 
Dx=  0. Moment zboczenia Dy wynosi (str. 178)

U II u
Du=  j ‘ j ‘Qxzdxdz=J'  ̂  (>a2x dx=  - a2ó*g,

gdzie ft oznacza gęstośó. Ponieważ abg=m , więc T)u=\mab. Z rów­
nań (II), str. 380, i (III), str. 381, otrzymamy:

(39) Rx+  \mba)2= 0 , —P-\-R„+\mbe= 0, —mg-\-Rz=  0;

(40) —\aP-\-Hx+\mabe=0, —\mbg-\-Hy—\maboP— 0.

Z równań (39) i (40) obliczamy R i H przy pomocy (35) i (36), 
a następnie wyznaczamy reakcje R' i N z równań (37) i (38):

P rzy k ła d  3. Pręt ciężki O A  zawieszony jest na osi poziomej 
i może się tylko obracać w płaszczyźnie pionowej dokoła swego 
końca O. Pręt puszczono wolno z położenia poziomego. Jaka jest 
reakcja w O, gdy pręt tworzy z pionem kąt <p'l

Oznaczmy przez R reakcję w O, przez Q ciężar pręta, przez m 
masę ciała, a przez p0 przyśpieszenie środka S masy pręta.

Z twierdzenia o ruchu środka masy wynika, że

(41) rnp0=R+Q.
Z równania tego można obliczyć R, jeżeli znane jest p0. 

Połóżmy 1 = 0 8  i oznaczmy przez w i e  prędkość i przyśpieszenie 
kątowe pręta; wówczas przyśpieszenia: styczne p0, i normalne p«(i 
wyniosą:
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po,= le i p0„ =  Ioj2.

Przyśpieszenie kątowe otrzymamy z równania le= M .  Po­
nieważ moment siły ciężkości względem O równa się mglsmę, więc

(42) e=mglBin<p/I,

gdzie I  oznacza moment bezwładności pręta względem O.

Prędkość kątową to obliczymy, opiera­
jąc się na zasadzie równowartości pracy 
i energii kinetycznej (str. 366). Przyrost 
energii kinetycznej pręta równa się pracy 
siły ciężkości. Energia kinetyczna pręta 
jest E=±Im2, a praca ciężaru L=mglcon<p, 
bo poziom środka masy obniżył się o 
h=lcos<p. Na początku energia kinetyczna 
równa była zeru. Więc .(I(o2=mjficosę)

(43) (o2='2mglcos<p/I.

Przyjmijmy kierunek OS za kierunek dodatni osi .r układu 
współrzędnych (x,y). Tworząc rzuty na osie x i y, otrzymamy z rów­
nania (41):

—ml«)2 =  mg cos <p-\- Kx, — mle — — my sin -(- R„.

Z (42) i (43) dostajemy zatem:

Rx=  —mg cos q>['2ml2/I + 1  ], Ku=  mg sin <p[l—ml2/I].

Jeżeli pręt jest jednorodny, to długość jego równa się a=2l, 
zaś moment bezwładności /= | m i2 (str. 183). Zatem:

Rx=  — %mgcos<p, RH—\mgmup,
skąd

| ,Ř| =  ̂  mg \l +  99 cos2 y •

Maksymalna wartość |.fl| wypada więc dla <p =  0 i wynosi
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Środek  uderzeń. Przyjmijmy, że oś obrotu z jest osią 
główną bezwładności w punkcie O i że w pewnej chwili t0 środek 
masy leży w płaszczyźnie y z (przyczem y„>0). Zatem:

(44) £0= 0 , y0> 0 , Dx—0, Dy — 0.

Równania (II), str. 380 i (III), str. 381, przyjmują wówczas
postać:

(45) Ü P ix+ R x —my0£=0, £ P i u+ R y + m y 0o>2= 0 , U P ix+ R e= 0,

(46) Mx+ H x=  0, M „+ H „= 0 , M z— e h —0.

Załóżmy, że w chwili t0 zaczęła nagle działać siła P, zacze­
piona w punkcie A o współrzędnych x,y,z. Wskutek działania siły P  
reakcja R i moment H zmieniły się na -R+ R' i H+H'-, przyśpie­
szenie e przyjęło wartość e+ e ', natomiast prędkość kątowa, równa 
w chwili <0, nie uległa nagłej zmianie. Od chwili działania siły 
równania (II) i (III) przyjmą (z uwagi na (44)) postać:

Px+ S  Pix+  Rx+  R'x—my0(e+ e') = 0,

(47) P y + ^ jP iy + R y + R y + m y ^ —O,

Pt+ Z P it+ R z+ R x=  o,

Mx-\- Mx-\-HxA-Hx=Q,
(48) My+ M y + H y + H y = 0 ,

—(e +  e')Ix=  0,

gdzie M' oznacza moment siły P  względem O. Porównując równa­
nia (45) i (46) z (47) i (48), dostaniemy:

Px+R'x—my0e' =  0, P y+R'y=U} P ,+  Rx=  0,
(49)

M'x + H x= 0 , M 'y+H y=  0,

Z równań (49) możemy wyznaczyć R' i H'.
Załóżmy, że P  ma kierunek osi x  i leży w płaszczyźnie ocy. 

Wówczas:
(50) 2=0, P y=  0, P t— 0, M'x=  0, itf#=0, M 't=Pxy.

Z (49) otrzymujemy:
(51)

(52)
S. Banach. Mechanika. 25

e' — P xy l l f

*0
1 

S
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Z (49), (50) i (52) dostajemy:

(53) Rx= P x(myy0IIt- l ) ,  ¿4 = 0 , /¿ ,=  0.

Weźmy pod uwagę na osi y punkt O, o rzędnej l, określonej 
wzorem
(54) l—I zjmy0.

Jeżeli kierunek siły P  przechodzi przez Oj, to y — l, a zatem 
na mocy (53) jest R'x— 0, R'„= 0 i R'x= 0, skąd

(55) jB=0.

Punkt O, nazywamy środkiem uderzeń.
Środek uderzeń leży na krawędzi przecięcia płaszczyzny IIx, 

przechodzącej przez oś obrotu i środek masy, z płaszczyzną J72, 
prostopadłą do osi obrotu w punkcie 0. Środek uderzeń leży na 
¿7j po tej stronie osi obrotu co środek masy. Odległość środka ude­
rzeń od osi obrotu określona jest wzorem (54).

Gdy na ciało nagle zaczyna działać siła, której kierunek prze­
chodzi przez środek uderzeń i jest prostopadły do płaszczyzny 
przechodzącej przez oś obrotu i środek masy, to reakcje utrzy­
mujące oś obrotu nie zmieniają się nagle (oś nie doznaje wstrząsu). 

Na mocy (53) i (54) mamy

(56) R'x= P x( y l l - l ) .
Jeżeli więc y > l,  to R' i P  mają zwroty zgodne, jeżeli nato­

miast y< l, to R i P  mają zwroty przeciwne.

Przyjmijmy, że w wahadle fizycznym pewna płaszczyzna II2, 
prostopadła do osi, przechodzi przez środek masy 8  i jest płasz­
czyzną środkową. Zatem oś obrotu jest osią główną bezwładności 
względem punktu O, w którym oś przebija płaszczyznę /72. Prosta 
OS jest przekrojem płaszczyzny ¿72 płaszczyzną ¿7j, przechodzącą 
przez oś obrotu i środek masy. Na prostej OS leży zatem środek 
uderzeń w odległości l od O, określonej wzorem (54), gdzie oczy­
wiście y0=OS. Kładąc więc OS—d i 1 ,=  I, dostajemy l=I/md. 
Porównując ze wTzorem (11), str. 377, widzimy, że środek uderzeń 
schodzi się ze środkiem wahań.

Załóżmy, że wahadło jest w spoczynku i że oś wahadła opiera 
się na dwóch prętach gładkich, poziomych. Płaszczyzna ¿7, (prze­
chodząca przez oś i środek masy) jest tedy pionowa.
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Jeżeli uderzymy wahadło w środku uderzeń w kierunku po­
ziomym prostopadle do / / „  to oś nie dozna wstrząśnień.

Jeżeli uderzymy je powyżej środka uderzeń, wówczas na 
mocy (56) potrzebna będzie do utrzymania osi w spoczynku reakcja, 
mająca zwrot przeciwny niż uderzenie. Ponieważ reakcja ta wy­
stąpić nie może (gdyż pręty, na których oś się opiera, są gładkie 
i nie mogą przeto wywołać reakcji poziomej), więc oś posunie się 
w kierunku uderzenia.

Jeżeli zaś uderzymy wahadło poniżej środka uderzeń, to oś 
posunie się w kierunku przeciwnym do kierunku uderzenia.

fi 4, Ruch plaski. B uch płaski fig u ry  p łask ie j. Niech 
figura materialna porusza się w płaszczyźnie /7 i niech siły dzia­
łające *̂1) 1*21 ••• również leżą w tej płaszczyźnie. Oznaczmy przez pQ 
przyśpieszenie środka 8  masy figury, przez m masę, a przez T 
sumę sił. Wówczas w myśl (I), str. 365,

( I )  m p 0 = F .

Oznaczmy dalej przez to prędkość 
chwilową kątową, a przez I0 moment 
bezwładności względem środka masy.
Buch chwilowy figury możemy uważać 
za złożenie ruchu postępowego z pręd­
kością środka masy i ruchu obrotowego 
z prędkością a> około środka masy. Po­
nieważ kręt względem środka masy 
ruchu postępowego jest zerem (str. 203), 
więc kręt K  ruchu chwilowego względem środka masy równy jest 
krętowi ruchu obrotowego. Na mocy wzoru (7), str. 205, mamy zatem

(I) K  =  I oj,

skąd K = Ie ,  gdzie e—w. Oznaczając przez M moment sił wzglę­
dem środka masy, otrzymamy z (II), str. 365,

(II) I s —M.

Bównania (I) i (II) określają ruch figury materialnej w płasz­
czyźnie.

Weźmy pod uwagę na figurze, stałą prostą l i oznaczmy przez q> 
kąt między l a osią x, mierzony w kierunku wskazówek zegara. 
Położenie figury określają współrzędne %0,y 0 środka masy i kąt <p.
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Z równania (I), tworząc rzuty na osie układu, otrzymamy: 
U ') mx0= P x, myo—P„.

Ponieważ ip =  o> i ip — e, więc na mocy (II)
(II ') Iip=M.

Z równań (I') i (II') możemy wyznaczyć x0, i/0 i q>.

R u ch  p łask i cia ła. Niech ciało porusza się ruchem płaskim, 
t.zn. niech jego punkty poruszają się w płaszczyznach równoległych 
do pewnej płaszczyzny stałej 77, zwanej płaszczyzną kierowniczą 
<str. 315). Siły {Pi), działające na ciało, rozłóżmy na składowe {P'u 
równoległe do i i  i na składowe {P','} prostopadłe do 77. Ponieważ 
środek ciężkości 8 porusza się w płaszczyźnie równoległej do 77, 
więc jego przyśpieszenie p0 leży w płaszczyźnie 77. Na mocy zasady 
ruchu środka masy mamy

mpo = Z P i = 2 ? i + 2 F i ,

a więc po utworzeniu rzutów na płasz­
czyznę kierowniczą

(2) mpo^ZFi.

Oznaczając przez l oś prostopadłą 
do 77 i przechodzącą stale przez środek 
ciężkości, przez 7 moment bezwładności, 
a przez K  kręt względem osi l, otrzymamy (str. 365) K = 2 j Moni/P/. 
Lecz moment sił P'i względem l jest zerem, gdyż 7*7 jj i. Zatem

(3) / ć = 2 ’Mom,P;.
Oś obrotu chwilowego w ruchu płaskim jest prostopadła do 

płaszczyzny kierowniczej; oś l jest zatem osią obrotu chwilowego. 
Ponieważ przechodzi ona stale przez środek masy, więc ((7), str. 205) 
K —Io), skąd K —Iw—Ie i na mocy (3)

(1) 7e=2ż'Mom/P/.
Weźmy pod uwagę na płaszczyźnie 77 dowolną figurę płaską F, 

związaną sztywnie z ciałem: może to być np. przekrój ciała płasz­
czyzną 77 lub rzut ciała na tę płaszczyznę. Ruch figury F  wyznacza 
oczywiście ruch ciała. Utwórzmy rzuty sił {P,) i środka ciężkości 8 
na płaszczyznę 77. Równania (2) i (4) określają ruch płaski figury F
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przy założeniach, że:
1) masa figury F  równa się masie całego ciała,
2) środkiem ciężkości figury F  jest rzut środka masy ciała,
3) moment bezwładności figury F  względem S' równa się 

momentowi bezwładności 1 ciała względem osi l.
Wynika stąd, że ruch płaski ciała będzie określony, jeżeli 

podamy rzuty sił na płaszczyznę kierowniczą, masę ciała, rzut jego 
środka ciężkości i moment bezwładności ciała względem prostej, 
przechodzącej przez środek masy prostopadle do płaszczyzny kie­
rowniczej.

P rzy k ła d  I. Pręt ciężki A Ii zsuwa się w płaszczyźnie pionowej, 
opierając się końcami o płaszczyzny gładkie: poziomą i pionową 
(podłogę i ścianę). Na pręt działają więc siły: ciężar o początku 
w środku pręta i reakcje X, R, prostopadle do ścian. Współrzędne 
X  i R reakcyj względem osi ./• i // są nicujemne (jak na rysunku).

• Oznaczmy przez x0, y0 współrzędne środka S masy ciała, 
przez <p kąt, jaki pręt tworzy z osiami układu, przez /„  moment 
bezwładności względem środka masy, a przez lid długość pręta. 

Z równań (! ')  i (IL'), str. 388, otrzymamy:

(5) mx.)= X, m?/o =  — my +  /?, / 0<p =  rf(X  si n </> — R cos rp).

Do równań powyższych dochodzą jeszcze związki:

(5') x0 =  d cos f ,  //„-—dsinr/j.

Z równań (5) i (5') możemy otrzymać 
równanie różniczkowe wyznaczające y> jako 
funkcję czasu t. Tłównanie to otrzymamy, 
stosując zasadę równowartości pracy i energii 
kinetycznej.

Siły R i X  nie wykonują pracy. Pracuje tylko siła ciężkości. 
Zauważmy, że prędkości, punktów A i li mają kierunki osi y i x. 
Zatem środek 0  obrotu chwilowego jest punktem przecięcia prostych 
prostopadłych do osi x i y w punktach li i A (str. 323). Moment 
bezwładności względem O wynosi (por. (I), str. 161)

(6) I ~ I 0+md\

a więc / mu wartość stałą. Knergia kinetyczna F wyrazi się tedy 
wzorem F=4 /w 2=.j/ę>2.
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.Jeżeli w chwili początkowej było y =  r/.„, to praca siły cięż­
kości wynosi L = f»</d(siny#—siny). Zatem, przy założeniu, że w chwili 
początkowej prędkość była ý -- 0, otrzymamy
(7) £Iý*=^m0d(sinyo -siny).

Rozwiązanie równania (7) wymaga znajomości teorii funkcyj 
eliptycznych. Możemy jednak bez rozwiązania wyznaczyć reakcje 
N i R, jeżeli znamy y. Różniczkując w tym celu równanie (7), otrzy­
mamy lipę =  — mtjdę cos y, skąd
(8) Ię  ■=- — mgd cos 7.

Na mocy (5') będzie po zróżniczkowaniu:
(9) ¿a— — dy2COSy—dtp sin y, jfn——dę>2sil)v j-dy cosy.

Z równań (5) olrzymujemy:
(10) N —mxo, U m y j- mg.

Z równań (7) i (8) możemy obliczyć y 1 7 . Z równań (9) otrzy­
mamy wtedy ¿0 i y>), skąd dostaniemy na mocy ( 1<>) reakcje R i N. 

Obliczmy wartość reakcji JV --|A,|. Na mocy (7), (8) i (9) jest

¿ 3= —d cosy — 
więc na mocy ( 10)

2wtgd(siny0 — sin7.) , m gtlvAm ę_

( 11) N=mX)= m2gd2cosy (3siny — 2siuy0).

Ponieważ N musi być liczbą nicujcmną, więc

(12) 3siny — 2siny0>0 .
Punkt A będzie się zatem dopóty zsuwał po ścianie pionowej, 

póki kąt <p spełniać będzie równanie (12). Z chwilą, gdy kąt 7? 
osiągnie wartość y, spełniającą równanie
(13) 3 sin ę l — 2 sin ip0 =  U,
punkt A przestanie zsuwać się po ścianie pionowej, ponieważ re­
akcja N musiałaby wówczas stać się ujemną, t. zn. ściana musiałaby 
przyciągać punkt A ku sobie. Pręt odpadnie więc w owej chwili 
od ściany pionowej.

Niech h0 oznacza wysokość początkową punktu A, a A, wy­
sokość tego punktu w chwili odpadnięcia pręta od ściany pionowej. 
Ponieważ h9— 2dsiny0 i A, =  2dsiny„ więc na mocy (13)

*1 =  8*0-(14)
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Fuukt A odpadnie zatem na g swej wysokości początko­
wej. Po odpadnięciu od ściany ruch pręta określony będzie rów­
naniami (5) przy założeniu, że N — 0 i y0=d8m<p.

P rzyk ła d  '£. Walec obrotowy stacza się po płaszczyźnie 
pochyłej doskonale chropowatej; będzie się więc toczył. Euch 
chwilowy walca będzie zatem obrotem około tworzącej, wzdłuż 
której walec styka się z płaszczyzną. Załóżmy, że tworząca ta jest 
pozioma.

Tarcie, nie wykonuje, pracy, gdyż punkty zaczepienia tarcia 
(t.j. punkty styczności walca i płaszczyzny) mają prędkość zero 
(str. 214). Jedyną siłą wykonującą pracę jest ciężar walca.

Oznaczmy przez /  moment bezwładności walca względem 
tworzącej, a przez o> prędkość kątową toczenia w chwili t. Energia 
kinetyczna wyniesie zatem
(.15) E’ = y /«A

Niech dalej rn oznacza masę walca, h wysokość środka masy 
wr chwili t, zaś h0 w chwili t0. Praca siły ciężkości w czasie od ł0 
do t wyniesie więc
(16) L—mu(h0—h).

Przyjmując, że w chwili t0 prędkość 
początkowa kątowa była w0, otrzymamy 
z (15) i (16) na mocy zasady równowar­
tości pracy i energii kinetycznej

(17) . i  I m2 —- 41«Jq=  mg(h0 — h ),

skąd możemy wyznaczyć m.
Wreszcie niech x oznacza drogę, jaką przebiegł środek masy 

od chwili początkowej t0 do chwili t. Załóżmy, że środek masy leży 
na osi walca, i niech a będzie kątem nachylenia płaszczyzny po­
chyłej do poziomu. Wówczas

(18) /<„ — /( =  x.sin u.

Ponieważ prędkość środka masy N w chwili i wynosi v—8=ro> 
(gdzie r jest promieniem walca), zaś w chwili początkowej t0 wy­
nosiła v0r.= y»#=re*0, więc na mocy (17) i (18) otrzymamy

(19) /x*/2r- — /#*/2r,,!=- in<]s sin «,
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skąd, różniczkując względem t, dostajemy l8'8/rt =mgśsina. Zatem

(20) p = # sin a/J,

Środek masy będzie więc spadał ruchem jednostajnie przy­
śpieszonym.

Moment bezwładności walca pełnego (o stałej gęstości) wzglę­
dem tworzącej wynosi (str. 187, wzór (23)) / = 3 mr2. Na mocy (20) 
jest przeto p — łysina. Środek masy będzie więc spadał z przy­
śpieszeniem mniejszym niż punkt swobodny, dla którego p = g sina 
(str. 121).

Moment bezwładności walca pustego (np. rury) względem osi 
wynosi mr2, a względem tworzącej I = 2mr2. Na mocy (6) jest tedy 
p — [gm\a. Walec pełny będzie więc spadał szybciej, niż pusty.

Jeżeli prędkość początkowa była m0=  0, to środek masy prze­
biegnie drogę s w czasie

(21) < =  ̂ 2«/p =  |/2sZ /mgr2 sin a.

Wzór (21) może służyć do doświadczalnego wyznaczania mo­
mentu bezwładności Z.

Oznaczmy przez T sumę sil tarcia, przez N sumę reakcyj nor­
malnych, przez Q ciężar, a przez p (jak powyżej) przyśpieszenie 
środka masy walca. Z twierdzenia o ruchu środka masy mamy 
m p = T + N + Q .  Ponieważ p, N i Q są prostopadłe do osi walca, 
więc i T jest prostopadłe do osi walca. Tworząc rzuty na równię 
i na normalną do równi (oraz kładąc T—\T\ i ZV ==|JV|), otrzymamy:

mp =  — 7' +  «(psina, 0 — N — mg cos«,

skąd na mocy (20)

7’=«M/siuu(l —mr2/I), N — mg cosa.

P rzy k ła d  ’ł. Kolo porusza się w płaszczyźnie pionowej II, 
pozostając stale stycznym do prostej poziomej l. W chwili począt­
kowej i —0 ruch chwilowy kola był obrotem około środka kola 
z prędkością kątową m0. Wyznaczyć ruch kola, uwzględniając tarcie.

Przyjmijmy prostą l za oś x i nadajmy osi y zwrot pionowy 
ku górze. Załóżmy, że środek koła 8  jest zarazem środkiem masy. 
Oznaczmy przez r, m i I  promień, masę i moment bezwładności 
kola względem 8, przez .r0,(/0 współrzędne środka koła, przez
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w i e prędkość i przyśpieszenie kątowe środka S, wreszcie przez T i N  
współrzędne (względem osi x i y) tarcia T i reakcji normalnej N, 
zaczepionych w punkcie styczności A. Z równań (I) i (II), str. 387, 
dostaniemy:

(22) mx0= T , mýo—N —mg, l e —— Tr.

Ponieważ jest stale y0= r ,  więc ýo—0, skąd na mocy (22)

(23) N = mg.

Niech v będzie współrzędną, (wzglę­
dem osi x) prędkości v punktu A. Po­
nieważ ruch chwilowy koła w czasie t jest 
złożeniem ruchu postępowego środka masy 
o prędkości x0 oraz ruchu obrotowego około 
środka masy o prędkości kątowej co, więc
(24) v =  ż0—rco, 
skąd przez zróżniczkowanie
(25) v = x 0—re.

Na mocy (22) mamy Xo— T/m i e=  — Tr/I, skąd przez pod­
stawienie do równania (25)

(26) ř = ( l /w + r l/I)T .

Jeżeli «4=0, wówczas T ma zwrot przeciwny niż v (str. 368), 
zatem t>T<0; jeżeli zaś ®=0, to vT = 0 . Mamy przeto zawsze 

0. Mnożąc więc obie strony równania (26) przez v, otrzy­
mamy vv=(l/m+r*/I)Tr, zatem

(27) . r « < 0.

Lecz 2vv jest pochodną r2, na mocy więc (27) pochodna r2 
jest nie dodatnia, a zatem r2 jest funkcją nie rosnącą. Jeżeli więc 
v osiągnie w pewnej chwili t, po raz pierwszy wartość r =  0, to od 
tej chwili będzie stale ® =  0, t.zn. że od tej chwili kolo będzie się 
toczyło po prostej l.

Rozpatrzmy najpierw ruch kola w czasie od i — 0 do t~ łv 
W tym czasie jest «4=0, więc T=/iN, gdzie // oznacza współczynnik 
tarcia (str. 368). Przyjmując zwrot obrotu jak na rysunku, mamy 
T > 0, więc wedle (23) jest T — /img, skąd przez podstawienie do (22)

(28) x,i == ni), e — — iimrgiJ.
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Całkując równania (28), otrzymamy z uwagi na to, że dla 
t — 0 jest z założenia i 0= 0  i w~ od0:

(29) x0 — ftgt, w — <»0 -  umgrt jJ.

Na mocy (24) mamy

(39) v — ftgt(l+mt*/I)—ra>m

więc v =  0 nastąpi w chwili

/ » i i  * _____ rf'!o_____
1 ug(lĄ-mćjl)

Ponieważ, jak dowiedliśmy, od chwili t, będziemy mieli stale 
« —0, więc v— 0, a zatem dla będzie na mocy (26) stale 2’ —0, 
czyli w myśl (22) av=<> i « = » .

A w ięc dla t^ tx kolo toczyć się będzie z pewną stałą pręd­
kością kątową mt i środek masy poruszać się będzie ruchem jed­
nostajnym z prędkością r„=- r«>l.

Ze wzorów (29) i (31) dostajemy

(32) w ^ iiij /l l  +  MĆ//).

Od chwili łx energia kinetyczna jest Ex — eonst. Ponieważ Ex 
równa się sumie energii kinetycznych ruchu postępowego o pręd­
kości środka masy f0~i<»x oraz ruchu obrotowego, więc

(33) = 4  mrVf +  J Io>\= i 1 oill( 1 +  mrlH).

W chwili początkowej 1=0 jest E0 =  .11 <»l, zatem

(34) Ex =  E0/( I +  mr*/!).

§ 5. Kręt. Niech O będzie dowolnym punktem poruszającego 
się ciała. Ruch chwilowy ciała jest złożeniem ruchu chwilowego 
postępowego o prędkości u punktu O i ruchu obrotowego o pręd­
kości kątowej m około osi przechodzącej przez O.

Podzielmy ciało na drobne części i zastąpmy każdą z nich 
punktem materialnym o tej samej masie. Otrzymamy układ pun­
któw At,A 2t... o masach Obierzmy w danej chwili t do­
wolny układ współrzędnych (f,ą,C) o początku w O. Oznaczmy 
współrzędne punktów AUA „ ...  przez £2>'/2>*2> •••

Prędkości punktów Ai możemy przedstawić w postaci



(1) vt = • «+ « ’„

gdzie w, jest prędkością ruchu chwilo­
wego obrotowego. Na mocy (V), str. 36, 
mamy

№i t = s V i * r ~ Z i a,v
wir-^ li(ori — rjio>g.

Niech A'/ będzie momentem wzglę­
dem O pędu miii punktu At, czyli 
ii=M om o(m /r/). Na mocy (11), str. 18, rzut A', na oś i wynosi 
#»,*= wt(%Ci —1 skąd na mocy (1) i (2)

K i e ~  m i [(M<j +  Ci — i j  <’>ę)Ci—( « ; + £ < « ,  — m  <»§) %]>
czyli

I?*)— u >im iCi — u g m i tli-

Ponieważ kręt względem punktu O wynosi A' - ¿ A /t  więc-
— Wf 2 11»/( C? +  »i? )—to, m, i/ rji—w* 2 ’ »*< i, Ci-h M». w»/ Cl—-tu 2  mit)!.

Przy podziale ciała na coraz drobniejsze części, sumy wy­
stępujące w ostatnim wzorze będą dążyły odpowiednio do:

Ih V;, D,,, mC0, mr)0,
gdzie rn oznacza masę ciała, zaś |#, r/0, Ct) współrzędne środka masy. 
Otrzymamy zatem (przeprowadzając podobny rachunek również 
dla rzutów K n i A';):

K i — w -* Ię  u)tjD^ luiDij-j- m( CqU<\ Vo « ; ) ,

( I )  Kv — o}nIn—(o;Di—MiD;+m(i0û —C<,ut),
K~—mę It —(oiDn—(anD i+m (rj0Ui— £0M>/)-

K ręt w zględem  środka masy cia ła  lub w zględem  je g o  
punktu n ieruchom ego. Jeżeli O jest środkiem masy, to £„= 0, 
??<,=(>, C.= 6. Jeżeli zaś punkt O jest nieruchomy, to w- =  0, « ,= 0 ,  
u ;—(). W obu przypadkach mamy na mocy (I):

K f=  o)(I{ — «t^Dę— w; Dy,
Ky=MyIy — 0)ęD>---tOęZ>;,

K\ — to; /; —  C0 i Z>, —  W, D|.

I*6) Kręt. ,395

(II)
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W szczególności, gdy osie układu współrzędnych są osiami 
głównymi bezwładności w punkcie O, wówczas Di=<>, D, =  0, D ;= 0, 
a zatem:
(III) K i— (Oilif K,t=o>nI tl, K :=o)ęI;.

Ze wzorów (III) wynika, że znając prędkość chwilową kątową, 
możemy wyznaczyć kręt i na odwrót.

Kierunki krętu i prędkości kątowej są na ogół różne. Iloczyn 
skalarowy K-w wynosi na mocy (III)

K w = Kę(»t+K,,(ori+  Kę<oę=  wfl,-)- (t>lln+<Ą lK,

zatem jeżeli di 4= 0, to Kai >  0.

A więc: kręt tworzy z wektorem prędkości kątowej kąt ostry.

Udowodnimy teraz następujące

T w ierdzenie. Jeżeli kręt K lub wektor prędkości kątowej w 
ma kierunek jednej z osi głównych bezwładności, to kręt i prędkość 
kątowa mają kierunek jednakowy i na odwrót.

D ow ód. Przyjmijmy za oś f  tę oś główną bezwładności, której 
kierunek jest kierunkiem krętu K. Wówczas K r=  0 i K ę= 0, skąd 
na mocy (III) to,,.= 0  i &>ę— 0. Wektor m ma więc wtedy kierunek 
osi £, t.j. krętu.

Podobnie przeprowadza się dowód, jeżeli to ma kierunek jednej 
z osi głównych bezwładności.

Na odwrót, jeżeli K \ a> mają kierunek jednakowy, przyj­
mujemy kierunek ten za kierunek osi £. Wówczas a>̂  — 0 i o>;=0, 
oraz A',, —0 i A". =  0, skąd na mocy (II) K t-Ięcię , 0 =  —«uDę 
i 0 = —to; D,,, a więc /> :=  0 i Z),,= 0. Óś f  jest więc wtedy osią 
główną bezwładności, c. b. d. d.

Jeżeli punkt O jest punktem kulistym, t.zn. jeżeli I f = I , j - I t ,  
wówczas, oznaczając momenty bezwładności przez I, mamy na 
mocy (III) Ki — 1 i»i K , =Ia),-, K*— I a>t, skąd

(3) K —Iu).

A więc: jeżeli środek masy (lub punkt nieruchomy ciała) jest 
punktem kulistym, to kręt ma stale kierunek i zwrot prędkości 
kątowej.
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P och od n a  krętu. Niech K będzie krętem ciała względem 
dowolnego punktu O tegoż ciała i niech {.v,y,z) będzie stałym ukła­
dem współrzędnych o początku ()', zaś 
(f, »/,0  dowolnie poruszającym się ukła­
dem współrzędnych o początku w O.
Oznaczmy przez u prędkość punktu O, 
a przez tó' prędkość chwilową kątową 
układu C). Wykreślmy z punktu O 
wektor O A=K. Kładąc ()'()=f  i ()'A—q, 
otrzymujemy q = r + K  czyli K =  q—f.
Tworząc pochodną, otrzymamy K —g—r.
Lecz r—u, zaś ~g równa się prędkości bezwzględnej n  punktu .4 
względem układu stałego ()'(:r,y,z). Zatem

(4) R — Hi, — u.

Niech vw będzie prędkością względną punktu A względem 
układu (f, Tj, C), a v„ prędkością unoszenia. Zatem (str. 58)

(5) Vt,— Va,+ Vu,

skąd na mocy (4)

(6) R = v w+ (v u—u). »>

Punkt A ma w układzie (<?, r/,C) współrzędne Kf, l\n, /u . Zatem

(7) *№.=  ¿ ji K r-

Ruch chwilowy układu (£, r/,C) jest złożeniem rucłiu postępo­
wego o prędkości u punktu O i ruchu obrotowego o chwilowej 
prędkości kątowej to' około osi przechodzącej przez O. Zatem (str. 63)

(8) vu= u -\-OAk <o' =  u -{- Ky.oj.

Przyjmując
(9) w— A- x  w' 

otrzymamy więc na mocy (8) i (6)

(10) k —Vu,+ W.
Z (9) dostajemy:

(11) M7t== K,;to;— K : co,;, Wą—Kęatę— K  jto;, K-o)rt —  K,:oję.
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Oznaczmy rzuty wektora K na osie i ,77 i f  przez (K)f,(R)n i (R )$. 
Z (10) na mocy (7) i (11) otrzymamy:

(IV)
(K )i— A i - f  — Aęfulj, (K)ą— K n+  A s «)'} —  A’!<»>;, 

(R) i=  A ’ ę -( -  A " f w ' ,  —  A ' , w * .

Wzory (IV) wyznaczają rzuty pochodnej kryta li względom O 
na osie i, r/ i f  układu ruchomego przy pomocy rzutów AT:, A',, Arę 
krętu K na te osie, pochodnych Af, A„, /ćę rzutów A*<, A'„ A'ę oraz 
rzutów wi, wi„ prędkości chwilowej układu (|,>),£)— a nie ciała! — 
na osie tegoż układu.

Należy zwrócić uwagę na różnicę, jaka /.uchodzi między symbolami (A'); 
a Kę. Wartość pierwszego symbolu otrzymujemy, tworząc najpierw pochodną K, 
a następnie rzut na oś i ;  wartość zaś drugiego symbolu otrzymujemy, postę­
pując odwrotnie, a więc najpierw rzutując wektor A' na oś i, a następnie two­
rząc pochodną rzutu, .lak wskazuje wzór (IV), na ogól (ić^ + A'̂ .

Przyjmijmy, że O jest punktem nieruchomym Irib środkiem 
masy i że osie £, r\, f, mają stale kierunki osi głównych bezwład­
ności ciała w punkcie O. W tym przypadku prędkość chwilowa 
kątowa ciała w, równa się prędkości chwilowej kątowej układu 
współrzędnych (£, rj, £):
(12) oi=o>'.

Ponieważ na mocy (III), str. 390, jest

(13) K ‘ —Ii'V>i, Kq=IqO>ni A ;— i; OK,

więc z uwagi na to, że i ; ,  Jv  /ę są stałe, dostajemy:

(14) J£$=/iWi, k n= I ni»v Ki=h<»;.

Podstawiając w- (IV) wartości z (12)-(14), otrzymamy:

(K)i =  I i w?‘ f  (ln—/:)<*>,<oę, (K)n=In^n +  ( lę —

(^)ę=/ęft»;+ (l^—In)mo>n-

Wzory (V) odnoszą się do układu współrzędnych, którego 
początek jest środkiem masy lub punktem nieruchomym ciała 
i którego osie mają stale kierunki osi głównych bezwładności.

(V)
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$ 6. Równania Eulera. Zajmiemy się teraz ruchem, jaki 
pod działaniem sił wykonywa ciało, mające unieruchomiony jeden 
punkt O, a więc mogące się tylko obracać około tego punktu. Do 
tego bowiem przypadku można sprowadzić badanie ruchu ciała 
sztywnego pod wpływem sił w przypadku najogćdniejszym.

Niech К będzie krętem, zaś M momentem ogólnym sił wzglę­
dem 0. Wówczas w myśl zasady krętu (II), str. 365, jest

(l) R ^M .

Zauważmy, że M nie zależy od siły zaczepionej w O, gdyż 
jej moment względem O jest zerem.

Obierzmy dwa układy współrzędnych o początku O: jeden 
stały (.r,//,c), a drugi ruchomy (£, /?,£), którego osie są osiami głów­
nymi bezwładności ciała względem O. Niech А, В, C oznaczają 
momenty bezwładności ciała względem osi głównych bezwładności 
(t.j. osi i, // i C), a o) niecłi oznacza prędkość chwilową kątowa 
ciała. Na mocy (ł)  i (V), str. 398, dostaniemy:

Ae>; -f (В — (J )o>,j oń =  M i,
(I) Вшц +  (С —А)ш;(0£—ЛГч,

Со»: -f- (А — В)щ шп= М ę.

Równania (I) noszą nazwę równań Eulera.

Równania (1) służą do wyznaczenia wę, шп, co; jako funkcji 
czasu l. Znając a>(, u>n, wę, możemy określić położenie układu ru­
chomego (£,»/, C), a więc i położenie ciała, przy pomocy kątów Eu­
lera. i), ч>, у> (str. 355), obliczonycłi z równań różniczkowych (II), 
str. 357. W ten sposób przy pomocy równań Eulera (I) i równań (II), 
str. 357, możemy wyznaczyć ruch ciała. Rozwiązanie tych równań 
nastręcza wiele trudności i nie zawsze da się wykonać. Poznamy 
jednak niektóre przypadki, w których rozwiązania te dają się 
otrzymać. Najważniejszym z nich jest przypadek, gdy prócz reakcji 
w punkcie O nie działają na ciało żadne siły.

Jeżeli znamy ruch ciała, to możemy obliczyć reakcję R za­
czepioną w O. Oznaczmy bowiem przez P  sumę sił działających, 
przez m masę ciała, a przez p0 przyśpieszenie środka masy. Na 
mocy twierdzenia o ruchu środka masy (I), str. 365, mamy więc 
mp0—P + R  czyli ‘

R -m p 0 — P.( 2 )
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II waga 1. Równania Eulera (I) zachodzą również, gdy punkt O 
nie jes( punktem nieruchomym, lecz środkiem masy ciała. Zachodzi 
bowiem wówczas twierdzenie o kręcie R = M  (str. 365), zaś wzory (II) 
str. 357, słuszne są dla każdego punktu O.

Uwaga 3. Opierając się na wzorach (IV), str. 398, możemy 
podać równania ogólniejsze od równań Eulera.

Niech O będzie punktem nieruchomym lub środkiem masy, 
zaś (£, ?/, i) dowolnym układem współrzędnych o początku O, ma­
jącym prędkość chwilową kątową m'. Ponieważ R —M, więc na 
mocy wzorów (IV), str. 398, otrzymamy:

K i  +  A',, M; — A; mi; =  M i ,

(11) Kr) +  K - oĄ — K i o Ą — M n,

KtĄ- Kim',) — K,/oĄ=Mę-

Ruch cia ła  sztyw n ego  sw obodnego. Przyjmijmy śro­
dek S masy ciała za początek układu współrzędnych (x,y,z), po­
ruszającego się ruchem postępowym względem układu inercjalnego. 
Ruch ciała w przestrzeni będzie określony, jeżeli wyznaczymy ruch 
środka masy N i ruch ciała względem S, t.j. względem układu

Ruch środka masy otrzymać możemy z równań (I), str. 365.
Aby zaś wyznaczyć ruch ciała względem układu (x,y,z), mo­

żemy przyjąć, że układ ten jest w spoczynku (str. 137) i że oprócz 
sil działających na ciało działają nań tylko siły unoszenia (gdyż 
siły (Joriolisa są zerem (str. 138). Przyśpieszenie unoszenia równa się 
przyśpieszeniu p0 środka, masy i jest wspólne wszystkim punktom 
ciała (str. 60). Jeżeli ciało uważać będziemy za układ punktów 
materialnych w „w 2, ..., to siły unoszenia wyniosą —m,p0, •••
Siły unoszenia są więc proporcjonalne do mas i mają jednakowe 
kierunki oraz zwroty. Zatem (str. 243) siły unoszenia mają wy­
padkową R o początku w środku masy:

R = —mxp0—»ŁgPo—... =  — mp0,

gdzie m oznacza masę ciała. Oznaczając sumę sił działających 
przez P, otrzymujemy z twierdzenia o ruchu środka masy mp0=  P, 
skąd R ——P.

Ponieważ środek masy S jest nieruchomy względem układu 
(x,y,z), zaś siła unoszenia ma początek w S, więc ruch ciała wzglę­
dem środka masy (a zatem i wrzględem układu (x,y,z)) jest taki, jak 
gdyby środek masy był unieruchomiony, a na ciało działały te same siły.



[§7]
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Obrót ciała około punktu bez działania sił. 40 1

Ruch ciała względem środka masy jest zatem niezależny od 
ruchu samego środka masy i możemy go wyznaczyć przy pomocy 
TÓwnań Eulera.

Widzimy stąd, że badanie ruchu ciała w przypadku najogól­
niejszym istotnie sprowadza się do badania ruchu środka masy 
i obrotu ciała około punktu nieruchomego.

§ 7. Obrót ciała około punktu bez działania sił.
Załóżmy, że na ciało sztywne, mające unieruchomiony punkt O, 
nie działają żadne siły. W tym przypadku moment sił jest M —0, 
więc równania Eulera (I), str. 399, przyjmą postać:

Aa)*+(B — C)(o,;toę— 0, Bton+ (C —A)ft);w|=0,
Cwę-f (.4. —B)węMn— 0.

Równania (I') zachodzą również przy samym tylko założeniu, 
że jest stale M — 0, t. zn. że siły działające na ciało mają wypad­
kową, której kierunek przechodzi stale przez punkt O. Wynika 
stąd, że równania (I') stosują się także do ruchu ciała sztywnego 
ciężkiego o unieruchomionym środku ciężkości, gdy oprócz ciężkości 
na ciało to nie działają żadne inne siły.

Rozwiązanie równań (I') w przypadku ogólnym wymaga 
znajomości teorii funkcyj eliptycznych. Podamy tu rozwiązania 
tych równań tylko w przypadkach, gdy elipsoida bezwładności 
względem O jest kulą lub elipsoidą obrotową, t. zn. gdy wszystkie 
trzy lub przynajmniej dwie z liczb A, B, V są równe.

Na razie wyprowadzimy z równań (I') pewne wnioski 
ogólne.

K ręt i energia  k in ety czn a . Ponieważ M =  0, więc 
z twierdzenia o kręcie wynika, że kręt K jest wektorem stałym.

Ponieważ \K.f—K\ +  K1,- -f K~, więc na mocy (III), str. 396, 
dostaniemy, kładąc I$= A , I,, =  B i I ;—C,

Pomnóżmy równania Eulera (I') obustronnie przez <o|,w)(,w; 
i dodajmy je stronami. Otrzymamy Aujsa>*-f- /hu,wn-\-Cc);<o;= 0, co

( 1 ) \KI* =  A ~ w2 + B* oĄ -f- ('l oĄ =  const .

( 2 ) AoĄ-]- HoĄ -)- C<oi= const.
s. Banach. Mechanika.
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Aby podać znaczenie równania (2), weźmy pod uwagę kąty 
a, p, y, jakie w tworzy z osiami f, jj, Mamy więc a>i=|co| cos a, 
cô =ja>| cos/3, co;=|ft)|co8y, skąd

(3) Acof-fRa)*-)- Cw^—(Acos2a-)-Bcos2pA- Ccos2y)|w|2.

Niech I  będzie momentem bezwładności ciała względem 
osi obrotu chwilowego. Na mocy wzoru (I), str. 164, jest więc 
Z—A cos^ + R cos^ -I-C cos^ , a zatem na mocy (3) lewa strona (2) 
równa się I|w|2. Ponieważ zaś energia kinetyczna ciała jest E=\I\aHf- 
(str. 365), więc

(4) 2^== Ato|4-Po>2 +Ow|=const.

Jak widzimy stąd, równanie (2) wyraża, że energia kinetyczna 
ciała jest stała.

Na mocy (III), str. 396, mamy dalej Kw =AoĄ+B w 2 +  GoĄ, 
skąd na mocy (4) A m=  const. Ponieważ Ku>=\K\ Rzut« w, zaś 
według (1) jest |A| =  const., zatem Rzut* w=const.

A więc: rzut prędkości chwilowej kątowej na kierunek krętu jest stały.

Przypuśćmy, że w chwili początkowej <=0 kierunek krętu 
był ten sam, co kierunek prędkości chwilowej kątowej. K  i w miały 
więc (str '396) kierunek jednej z osi głównych bezwładności, np. osi f. 
W chwili i= 0  było zatem:

(5) (Oj— 0, cof; =  0 i oą=co®,

gdzie oĄ oznacza rzut w na oś C w chwili t=0.
Równania Eulera (! ')  są równaniami różniczkowymi pierwszego 

rzędu. Z teorii równań różniczkowych wiadomo, że istnieje jedno 
tylko rozwiązanie, spełniające w chwili < =  0 warunki (5). Tym jedy­
nym rozwiązaniem jest

tt> ,=  CO nst. =  0 , Mri~  C O n S t . =  0 , ( O j = C O n 8 t . = ( O j ,

gdyż spełnia ono dla i= 0  warunki (5) i, jak łatwo stwierdzić, równania 
Eulera (I'). Wektor w ma tedy wielkość stałą i stale kierunek osi 
bezwładności f, zatem (str. 396) w ma również kierunek krętu K. 
Ponieważ zaś kręt K zachowuje kierunek niezmienny w przestrzeni, 
więc i kierunek wektora u> jest stały.
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A zatem: jeżeli w chwili początkowej prędkość chwilowa kątowa 
ma kierunek osi głównej bezwładności, to (przy założeniu, że moment 
sił względem punktu unieruchomionego jest zerem) ruch ciała jest 
obrotem około osi stałej z prędkością kątową stałą.

O brót ok o ło  punktu  k u listego . Załóżmy, że punkt O 
jest punktem kulistym, t.zn. że A =  B —G. Równania Eulera (I') 
przyjmą wtedy postaó |<Wf=0, ¿ ^ = 0, ¿ę= 0  czyli:
(II') <W|=0i, wv—ct, toę=ca.

Wynika stąd, że prędkość kątowa jest stała co do wielkości. 
Ponieważ punkt O jest z założenia punktem kulistym, więc na 
mocy (3), str. 396 (kładąc I = A ) ,  mamy K — A m , a zatem oś obrotu 
chwilowego ma kierunek krętu; że zaś kręt K  jest wektorem stałym, 
więc oś obrotu chwilowego ma stały kierunek w przestrzeni. Wobec 
tego ciało obraca się około osi stałej ze stałą prędkością kątową.

A więc: jeżeli punkt O jest punktem kulistym (t.zn. jeżeli 
A — B—G), wówczas ruch ciała pod działaniem sił, których moment 
względem O jest zerem, jest obrotem około osi stałej ze stałą pręd­
kością kątową.

O brót ok o ło  punktu , k tóreg o  e lip so id a  b ezw ład n ośc i 
je s t  e lip so id ą  ob rotow ą . Załóżmy, że A =  B, t. j. że elipsoida 
bezwładności względem punktu O jest obrotowa. Przypadek ten 
zachodzi, jeżeli ciało posiada np. oś symetrii przechodzącą przez O. 
Równania Eulera (I') przyjmą wtedy postać:

/tt"\ • i -'I — n • ^  ^ o • n(11 ) ------ —— tOę<Oij= 0, My------- —— <UęW|=0, Mę=  0.

Trzecie z równań (II” ) daje
(6) <oę — C — const.

Z równania (4), kładąc A =  B, otrzymujemy 
d(tu|+ M2tl) +  Cw\—const., 

na mocy więc (6) mamy
(7) m] + m\,= c\ — const.

Ponieważ |w|i==o»‘j+«»* +  «>|, zatem na mocy (6) i (7)

(8) |<m|* =  ćl+ c* =  const.
A więc: prędkość chwilowa kątowa jest stała co do wielkości.

20*
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Połóżmy
(9) A ~ C w;=h.A

Ponieważ wobec (6) jest w;=const., więc A=const. i dwa 
pierwsze z równań (II') przyjmą postać:

(10) hcoy— 0, ¿o,]—fe(o*= 0.

Mech A=ł=0. Różniczkując pierwsze z równań (10), dostajemy 
(i>ę-\-hton=Q  czyli có,= —otęjh, skąd przez podstawienie w drugie 
z równań (10) otrzymamy po pomnożeniu przez h

(11) ¿>|+A2cof=s=0.

Rozwiązanie ogólne równania (11) ma postać

(12) (Oi—aaiahłA-bcoaht,

gdzie a i ó są stałymi dowolnymi. Pierwsze z równań (10) daje 
Mn— — ¿¿/A, skąd na mocy (12)

(13) mn=—acosAt+Asin/K.

Równania (6), (12) i (13) przedstawiają ogólne rozwiązanie 
równań Eulera (II") również i w przypadku, gdy A=0. Rozwiązanie 
to zawiera trzy stałe dowolne a, b, e, które wyznacza się z danych 
początkowych.

W yzn a cza n ie  kątów  Eulera. Zajmiemy się teraz wyzna­
czaniem kątów Eulera przy pomocy równań (6), (12) i (13) oraz 
równań (II), str. 357.

Ponieważ kręt K  jest wektorem stałym, więc możemy przyjąć 
kierunek krętu za kierunek osi z. Rzut krętu na oś f  jest 7£ę=|.flr|cos$. 
Z drugiej strony (kładąc Ię= C ) mamy na mocy (III), str. 396, 
A'ę=Ocoę, więc \K\eoii&= Cŵ  czyli
(14) cos#=  C(oęf\K\.

Ponieważ |/f| =  const. i wę=const., więc
(15) ■&=d0=  const.

Jeżeli # „= 0  lub 0o=  n, to kręt K  ma stale kierunek osi bez­
władności C, zatem w myśl twierdzenia podanego na str. 396 pręd­
kość chwilowa kątowa ma kierunek krętu. Podobnie, jeżeli ft0—n/2, 
to na mocy (14) jest cot=0, więc ((III), str. 396) K ę-A io ;, K,,=Ao)n,
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K t=  0, skąd K —Am) a zatem kręt ma kierunek prędkości chwi­
lowej kątowej. Z twierdzenia podanego na str. 306 wnosimy więc, 
że jeżeli ó0=  0 lub n lub ir/2, to ruch dala jest obrotem około osi 
stałej z prędkością kątową stałą.

Załóżmy teraz, że #0=ł=0 i i90#=.t i #04=.t /2. Ponieważ # = #0=const., 
więc oś C zakreśla stożek obrotowy, którego osią jest oś z. Podsta­
wiając w równania (II), str. 357, wartości w; i w,, z równań
(12) i (13), otrzymamy (wobec ¿ = 0 ) :

(16) asin(A< —<p) +  bcox(ht —<p)=0,

(17) y> — [acos(ht —(p)— bn\n(ht —(p)]/mi&0,

(18) i  =  tut—[a coa(ht—tp)—b sin( ht—y)] cot &0.

Gdyby było a—0 i ¿>=0, to na mocy (12) i (13) mielibyśmy 
eof= 0 i (on=  0, więc w miałoby kierunek osi bezwładności £, a zatem 
krętu K  (na mocy twierdzenia ze str. 396). Oś K miałaby zatem 
kierunek osi z i byłoby #„=0  lub #0=jr wbrew założeniu. Jedna 
z liczb a i b jest tedy różna od zera, skąd na mocy (16) ht—ę> =  const. 

Niech <p =  <p0 dla i =  0. Zatem ht—tp=—<p0 czyli

(19) rp=ht+rp0.

Podstawiając tę wartość <p w (17) i (18), dostaniemy:

(20) V) =  (acosfl50+Ó8inę>0)/sind0,

(21) h=ait — (a cos tp.-, +  b sin q>0 )cot t>0

Ponieważ ¿>„=4= 0 i ti0+7i i #04=ji/2, więc z (21) otrzymujemy 
a cos <p0+ fe sinę>0= (oą—h)tg{}„, skąd na mocy (20)

(22) rp =  {o>t — h)/(.i os#0.

Wstawiając w równania (19) i (22) wartość h z równania (9), 
otrzymamy łącznie z równaniem (15):

(23) V =
A - C a

Mi, x p - Mi, <7=0.
A  cos i)0

Całkując równania (23) i przyjmując, że dla <=0 było <p=<p0> 
y>—y>0 i i)—i)o, dostajemy:

(24)
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Ponieważ według (6) jest a>ę=const., więc z (23) wynika, że 
y> — const. i y =  const.

A zatem: ruch ciała jest złożeniem dwóch obrotów, z których jeden 
odbywa się około osi stałej £ w ciełe, a drugi około osi stałej z w prze­
strzeni. Oba obroty odbywają się z prędkością kątową stałą.

Buch taki nazwaliśmy ruchem precesyjnym regularnym (str. 357). 
Stosunek obu prędkości kątowych wynosi w myśl (23) .

(25) q>ly> =  (A — C)em&JC.

Udowodniliśmy więc

T w ierd zen ie. Jeżeli w punkcie O elipsoida bezwładności jest 
elipsoidą obrotową, to ruch ciała albo jest obrotem około osi stałej 
■z prędkością kątową stałą, albo jest precesją regularną.

O b rót  c ia ła  o k o ło  punktu  w przyp ad k u  ogólnym . 
Podamy obecnie pewne uwagi, dotyczące ciała obracającego się 
około punktu O, przy założeniu, że moment sił względem punktu O 
jest zerem.

Zachowajmy oznaczenia dotychczasowe. Osie f, y, £ mają 
kierunki osi głównych bezwładności w punkcie O, a więc równanie 
elipsoidy bezwładności względem O ma w układzie (£, ą, £) postać 
(wzór (8), str. 166) A ^Ą -B  r\ f- O£l — c ,  gdzie e jest stałą dowolną. 
Ponieważ energia kinetyczna E jest stała, więc możemy przyjąć 
ct—2E. Elipsoida bezwładności będzie więc miała równanie

(26) A f + B g + C f ^ Z E .

Oznaczmy przez G koniec wektora 
prędkości kątowej w. Punkt G ma zatem 
współrzędne w§, (On i oą. Na mocy wzoru (4), 
str. 402, współrzędne punktu G spełniają 
równanie (26). Wynika stąd,.że koniec wek­
tora w leży na elipsoidzie bezwładności (26).

Równanie płaszczyzny 77, stycznej do 
elipsoidy (26) w punkcie G, ma postać

(27) Awęł;BconTjCcoę£~ 2E.



Ponieważ na mocy (III), str. 396, kręt K  ma na osie rzuty 
K i= A m ,  i Kę—Cco;, więc kręt K  jest prostopadły do
płaszczyzny 77. Odległość płaszczyzny /7 od punktu O wynosi
d=2E/VA2a>'l+BioĄ +  CŁoĄ, zatem na mocy (1), str. 401,

{28) d = 2E/|A| =  const.

Odległość płaszczyzny 77 od punktu O jest przeto stała. Po­
nieważ nadto płaszczyzna 77 jest stale prostopadła do wektora 
nieruchomego K, więc 77 jest płaszczyzną nieruchomą w przestrzeni.

Elipsoida bezwładności jest stale styczną do płaszczyzny 77. 
Euch chwilowy ciała jest obrotem chwilowym z prędkością kątową co, 
zaś G jest końcem wektora « , a zatem prędkość punktu G jest zerem. 
Wynika stąd, że elipsoida bezwładności toczy się po płaszczyźnie 77.

Zajmiemy się teraz pytaniem, jakie mogą być położenia wek­
tora cś w ciele, czyli jaką krzywą zakreśla punkt G na elipsoidzie 
bezwładności.

Oznaczmy współrzędne punktu G przez £, y i £. Zatem f=w£, 
r/=wv i £ = co;. Na mocy więc (1), str. 401, mamy

(29) JL2 f2 -f- R2 rf  -j- C2 C*= K l,

gdzie Ar=|X|. Współrzędne punktu G spełniają również równanie (26) 
elipsoidy bezwładności. Mnożąc obustronnie równanie (26) przez TT2, 
a równanie (29) przez 2E  i odejmując je od siebie, otrzymamy

(30) (AKi - 2 E A i ) ? + ( B J Ć - 2 E B 2)ri2+  (CK2- 2 E C 2) ? = 0 .

Równanie (30) jest równaniem stożka o wierzchołku O. Punkt G 
zakreśla więc linię, która jest przekrojem elipsoidy bezwładności (26) 
i stożka (30). Przekroje te są krzywymi zamkniętymi rzędu (na 
ogół) czwartego. W szczególności, stożek (30) jest stożkiem obro­
towym, gdy np. A =  B  (lub A = G  lub B = C ) .  Jeżeli A, B  i C są 
różne, stożek może się zredukować do dwóch płaszczyzn.

Prędkości kątowe zaznaczone w ciele tworzą stożek (30). 
Zatem stożek określony równaniem (30) jest stożkiem ruchomym 
prędkości chwilowych kątowych (str. 340).

Jeżeli na płaszczyźnie nieruchomej 77 zaznaczymy położenia 
punktu G, to otrzymamy pewną krzywą. Stożek, dla którego ta 
krzywa jest kierownicą, zaś O wierzchołkiem, jest stożkiem sta­
łym chwilowych prędkości kątowych (str. 340).

[§ 7] Obrót ciała około punktu bez działania sił. 407
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§ 8. Obrót ciała ciężkiego około punktu. Zajmiemy się 
obecnie ruchem ciała ciężkiego, w którym unieruchomiony jest do­
wolny punkt O nie będący środkiem masy.

Ruch taki wykonuje np. bąk, obracający się około osi i opierający się 
jednym końcem osi na podłodze dość chropowatej, by posuwanie się końca 
osi po podłodze było niemożliwe.

Załóżmy dla prostoty, że ciało po­
siada oś symetrii, przechodzącą przez O. 
Środek masy S leży oczywiście na tej 
osi. Przyjmijmy oś symetrii za oś f  
ruchomego układu współrzędnych i na­
dajmy jej zwrot ku środkowi masy S. 
Połóżmy 08=1. Niechaj oś z układu 
stałego współrzędnych ma zwrot pio­
nowy ku górze. Ciężar ciała Q ma więc 
kierunek osi z. Oznaczając przez k wektor 

jednostkowy, położony na osi z, a przez m masę ciała, mamy 
Q = — m<jk. Tworząc, rzuty na osie £, r¡, C otrzymamy na mocy (24), 
str. 850:

— — my sin ü sin <j>, Q,¡ =  mg sin d cos y, Q ;= — mg cos#.

Ponieważ Q ma początek w środku masy S, którego współ­
rzędne w układzie (£, r¡, f) są 0,0, l, więc oznaczając przez M  mo­
ment ciężaru Q względem O, dostaniemy:

Ms=mijl sinflcosęi, M,¡ =  mgl sin d sin q>, M t=0.

Równania Eulera (1), str. 309, przyjmą postać (z uwagi na 
to, że A = li) :

.4¿>H (4  — V)co,¡(o£= mglsini?cosę>,
(1) Atori — (A ~C)a)^(Oí=mglsinůsm<p,

Clb; =  0.

Jeżeli w równaniach ( 1) wyrazimy ń>), wn, przez kąty Eulera 
według wzorów (I), str. 356, otrzymamy układ równań różnicz­
kowych rzędu drugiego, gdzie niewiadomymi będą ů, <p, y> jako 
funkcje czasu.

Układ (1) możemy w prosty sposób sprowadzić do układu 
równań różniczkowych rzędu pierwszego. Jedno równanie dosta­
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niemy z trzeciego równania układu (1). Całkując mianowicie to 
równanie, otrzymamy Ccoę=const., a więc

(2) a>ę=r=const.
Dwa inne równania rzędu pierwszego dostaniemy z zasady 

zachowania energii (ciężar posiada bowiem potencjał) i z zasady 
krętu, w myśl której kręt względem osi stałej z jest w danym przy­
padku stały, gdyż moment ciężaru względem tej osi jest zerem 
(ciężar bowiem ma kierunek osi z).

Środek masy ma współrzędną z = l  cos i?, więc potencjał ciężaru 
jest F =  — mgz = —mglcos #.

Energia kinetyczna ciała ((4), str. 402) wynosi

E=i[,4(co2 +  co2)+<7co2],

a z zasady zachowania energii mamy E —F=const.; zatem

(3) .A(co|-f-co2)-f- CaĄ+2mglco&&=h=const.

Oznaczając przez К  kręt względem O, mamy ((III), str. 396) 
Ki=Acoi, Krj—Aw,, i К* — Сщ. Oś z tworzy z osiami f, »7 i f  kąty, 
których cosinusy wynoszą к;, к,, i к; (gdyż к jest wektorem jedno­
stkowym, mającym zwrot i kierunek osi z). Zatem rzut krętu К 
na oś z wynosi K z= K>kz+ K nk,t Wstawiając do tego wzoru 
wartości fc|, kr„ h  ze wzorów' (24), str. 356, i pamiętając że K z— const., 
gdyż moment ciężaru względem osi pionow ej z jest zerem, otrzymamy

(4) К z — A (щ  sin # sin <p—coI; sin d cos <p) -f- Сы~ cos # =  const.

Wyraźmy teraz we wzorach (2)-(4) rzuty со*-, со,,- щ  przez 
kąty Eulera według wzorów (I), str. 356. Otrzymamy:

(5) у cos # +q> =  r, #2-|-y>28in2# + a c o s # = ó , tż>sin2# +  acos# =  /J, 
gdzie
(6) r=cot, a =  2myl/A, b=(h-C r*)/A , a=(Jr/A, р = К г/А.

Trzecie z równań (5) daje yi =  (/?—acos#)/sin2#. Podstawiając 
tę wartość xj> w drugie z równań (5) i mnożąc przez sin2#, dostaniemy
(7) #2 sin2 # -f (/?—a cos # )2 =  (6—a cos # )sin2 #.

Podstawmy do (7), a następnie do pierwszego i trzeciego 
z równań (5)

( 8) U — cos # czyli v — —#sin#.
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Otrzymamy:
(9) «*=(&■—au)( 1 —u2) — (/S — aw)2,
(10) v=(/*--au)l(l — u2),

(U) ip =  r—-((}—au)u/(l—ił2).

Z (9) możemy wyznaczyć u, t. j. cos#, a następnie z (10) i (11) 
kąty yi i <p.

Oznaczmy prawą stronę równania (9) przez f(u). Zakładając, 
że fi—a=(=0 i /3+a4=0, mamy:

(12) / ( + 1)< 0, / ( - 1)< 0,
a ponadto, ponieważ a > 0  na mocy (6),
(13) lim /(«)= -j-oo .

U->-foc

Jeżeli #0 b y ł o  w a r t o ś c i ą  k ą t a  # d l a  t =  0, z a ś  m „ = c o s # 0, t o  

n a  m o c y  (9)
(14) f(u0) =  u2^ 0 .

Z równań (12)-(14) wynika, że równanie /(« ) =  <) ma trzy 
pierwiastki rzeczywiste, z których dwa, mianowicie i m2, leżą 
między —1 a + 1 , trzeci zaś jest w3> l .  W przypadku szczególnym 
może być u1= u a (pierwiastek podwójny).

Przyjmijmy, że uL< u 2. Ponieważ w= cos# musi być zawarte 
między —1 a + 1 , a ponadto / ( « )>  0 (na mocy (9)), więc 
czyli
(15) m1< cos# < m2.

A więc: kąt # zmienia się podczas ruchu między granicami #j 
a #2, gdzie 008# ! =  w , i c o s # 2 = m 2. Ponieważ l c o s #  oznacza wysokość 
środka masy nad płaszczyzną poziomą xy, więc środek masy wyko­
nywa wahania między dwiema płaszczyznami poziomymi 2=Zco8#x 
i  Z = l  C 0 8 # 2.

Licznik prawego człona równania (10) jest zerem tylko dla 
ił=/9/a. Jeżeli więc |/3/a|>l, to znak przy y> jest stały, gdyż |»|<1. 
Oczywistą jest rzeczą, że jeżeli
(16) % </S /a<«2,
to y> zmienia znak. Łatwo wykazać, że wzór (16) równoważny jest 
nierównościom:

(17) |/J/a| < l, p /a < b /a .
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Jeżeli bowiem zachodzi wzór (16), to \f}/a\<l i ponadto 
(18) f((i/a) =  (b—afi/a) (1—^2/a2)> 0,
więc i>—a/?/a>0, skąd (i/a<b/a (gdyż a>0 na mocy (6)). Na odwrót, 
jeżeli zachodzą nierówności (17), to mamy w myśl (18) /(/?/a)>0; 
zachodzi więc albo nierówność (16), albo nierówność /J/a>ws. Ta 
ostatnia jest jednak niemożliwa, ponieważ f(b/a)~— (fi—a6/a)2< 0, 
więc b/a<u3, a zatem p/a<us na mocy (17).

§ 9. R uch  kuli p o  p łaszczyźn ie . Niech kula ciężka o gę­
stości stałej porusza się po płaszczyźnie poziomej 17 (przykład: 
ruch kuli po bilardzie). Uwzględnijmy
tarcie i załóżmy, że reakcja płaszczyzny 
sprowadza się do jednej siły, zacze­
pionej w punkcie styczności S. Ozna­
czmy przez R i T wartości bezwzględne 
reakcyj: normalnej R i stycznej (tarcia) T, 
a przez /« współczynnik tarcia. Zatem
( 1) T^/tR.

Jeżeli punkt 8  styczności kuli z płaszczyzną 17 ma prędkość 
różną od zera, wówczas tarcie T ma kierunek tej prędkości, lecz 
zwrot przeciwny (str. 368). Przyjmijmy płaszczyznę II za płasz­
czyznę xy układu stałego współrzędnych (x ,y ,z ) i nadajmy osi z 
zwrot ku górze. Oznaczając przez j>0 przyśpieszenie środka masy 
kuli O(x0,y0,z0), przez m masę kuli, a przez Q jej ciężar, marny

(2 )  m p0— Q-\-R-\-T.

Tworząc rzuty na osie układu, dostaniemy:
(3) mx0~  Tx, my0= T y, mža= —m y+R .

Ponieważ z0=const.-— r (gdzie r oznacza promień kuli), więc 
¿o= 0, a zatem R=m g  i na mocy (1), przy Założeniu, że 8  ma 
prędkość różną od zera,
(4) . T — fimg.

Niech K będzie krętem względem środka O kuli, a> prędkością 
chwilową kątową, a A momentem bezwładności względem średnicy. 
Ponieważ z założenia kula jest jednorodna, więc jej środek O jest 
punktem kulistym. Zatem (na mocy (3), str. 396) K —Aw, skąd
(5) k=AŻ>.
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Moment M sił względem punktu O redukuje się do momentu 
siły T. Zatem:
(6) Mx=  — rTu, M№= rT x, M ,—0.

Ponieważ K —M, więc dostajemy z (5):

(7) Aó)x——rTy, Am„—rTx, Aio2—Q.

Z ostatniego równania otrzymujemy
(8) «>*=const.

Niech u oznacza prędkość punktu styczności S. Buch chwi­
lowy kuli jest złożeniem ruchu postępowego o prędkości v0 środka 
masy O oraz ruchu obrotowego około osi przechodzącej przez O 
o prędkości kątowej to. Zatem u—v0-\- OSxoj, skąd:
(9) ux=xo+ro)„, u „= y 0—ro)x, ut—0.

Biorąc pochodne względem czasu, otrzymamy:
(10) ux= x 0+ra>H, ńy = y 0 — r (bx, w*=0,
skąd na mocy (3) i (7):
(11) ux=(l/m  +  r2/A)Tx, uy= (l lm + r iIA)Ty, ux=  0.

Mnożąc obie strony pierwszego z równań (11) przez a dru­
giego przez Uy i dodając, otrzymamy:
(12) ux ux-f Uy ńy= (1  /tn+ r2IA) (Tx ux+  Ty uu).

Jeżeli m#=0, to T ma kierunek u, a zwrot przeciwny. Zatem 
stale jest Tu <; 0 czyli Txux-\- TyUyś. 0, skąd na mocy (12) 
uxux+Uyń„^0. Ponieważ uxux+UyUy=^d(ui+ul)/dt, więc ¡m|2=Mx+ m» 
jest funkcją nie rosnącą. Jeżeli więc w pewnej chwili jest w=0, 
to poczynając od tej chwili będzie stale u—0.

Załóżmy, że w ciągu pewnego czasu było stale «4=0. Tarcie 
T miało w ciągu tego czasu kierunek u (a zwrot przeciwny); mo­
żemy więc przyjąć, że T —Xu, gdzie A<0, (przyczem X zależy od 
czasu). Zatem Xux— Tx i XuH— Tm skąd na mocy (11)
(13) . uxUy—uxUy=().

Z równania (13) wynika, że u ma kierunek stały: kładąc bo­
wiem u —\u\ i oznaczając przez <p kąt między u a osią x, dostajemy 
Ux—u COS<p, Uy =  U sin ę>, Ux — UCOSę>— Hę) sin (p i sin Cp u<p cos <p,
więc uxiiy—uxUy —u2ji, skąd na mocy (13) u?q =  0, a ponieważ. 
w24=0, więc <p =  0 czyli y =  const.



[§9] Ruch kuli po płaszczyźnie. 4  1 3

Ponieważ zaś T ma kierunek prędkości u, więc również kie- 
runek tarcia T jest stały. Przy założeniu stałości współczynniku 
tarcia n (str. 368) otrzymamy stąd na mocy (A) T — eonsl.

A więc: przez cały czat, w którym jest ii f i l ,  jest T ~  eonsl.

Ponieważ ruch punktu materialnego pod wpływem siły stałej 
odbywa się po paraboli (str. 81), więc środek masy kuli zakreśla 
parabolę (o osi równoległej do kierunku T) przez eały ezas, w którym 
-«4=0 (t. j. w którym punkt styeznośei kuli z płaszczyzną / /  ma pręd­
kość różną od zera).

Przyjmijmy, że w chwili początkowej t =  o jest:

?/o = O j

( U ) " * “ «V

!ło=b,

Prędkość początkowa u0 punktu styczności S ma więc na 
mocy (9) rzuty:

(15) ■a+roA n°— o.
U 7 <J

Załóżmy, że S04=O i nadajmy osi y kierunek i zwrot pręd­
kości u0. Na mocy (15) będą więc między danymi początkowymi 
zachodziły związki:

(16) -ro>°u =  0, /(" =  b — m ">  0. u *
Że zaś u i T mają kierunki równe, lecz zwroty przeciwno, więc

(17) 7 ,=  0, T y ~ -  — f i r n y .

Z równań (3) i (7) po »całkowaniu i uwzględnieniu warunków 
początkowych, otrzymamy:

(18) x0=at, y0 — — ■? pyt2 +- bt, z0= r .

(19) otx—/tmijrtjA + w“,

Podstawiając wartości z (18) i (19) w równania (9), otrzymamy 
wobec (16):

(20) ux— 0, Uy—(b — rtDx) — (1 -f mr2fA jyt/i, 0.

Ponieważ na mocy (16) jest b—rotax> 0, więc po czasie

b—rot0l _________£___
1 (1 Ą-mf1!A )/ty(21)
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będzie mx= 0, tiv— 0 i «*=(), czyli S= 0  i od chwili <, będzie już 
stale u — <). Na mocy (11) będzie więc stale Tx=  0 i T„— 0 czyli 
T —0. Z równań (3) i (7) otrzymamy wówczas:

yo 0, ¿o— cjx—0, ojy~ 0, w* =  0.

A więc: od chwili <x będzie »tale v0— const. i a>= const., t.zn. 
że środek kuli poruszać się będzie od chwili tx ruchem jednostajnym 
po linii prostej, zaś prędkość chwilowa kątowa kuli będzie stała.

§ 10. Giroskop Foucaulta. Tak nazywamy ciało ciężkie, 
posiadające oś symetrii i zawieszone w środku masy (t. zw. zawie­
szenie Gardanu).

Ponieważ siła ciężkości zaczepiona jest w środku masy, więc 
w przypadku, gdy na ciało nie działają żadne inne siły, ruch giroskopu 
sprowadza się do obrotu ciała około środka masy bez działania sił.

Jeżeli ciało wprawimy w obrót około środka masy i w chwili 
początkowej oś symetrii będzie osią obrotu chwilowego, to oś sy­
metrii będzie zachowywała stały kierunek w przestrzeni. Wynika 
to z twierdzenia podanego na str. 403 i z uwagi, że oś symetrii jest 
osią środkową bezwładności ciała.

Oś symetrii będzie się wprawdzie poruszała względem ziemi, 
będzie to jednak tylko ruch pozorny (wywołany obrotem ziemi): 
jeżeli bowiem skierować oś symetrii ku jakiejś gwieździe stałej, 
to oś będzie ją stale wskazywać.

Rozpatrzymy tutaj przypadki, w których oś symetrii nie jest 
swobodna, lecz uwięziona bądź w płaszczyźnie południka, bądź 
w płaszczyźnie poziomej.

R uch  osi sym etrii w p ła szczy źn ie  połu dn ika . Niech 
oś symetrii ciała (zawieszonego w środku masy) może się poruszać 
tylko w płaszczyźnie południka, przechodzącego przez dany punkt 
na ziemi. Możemy założyć, że siły (reakcje), utrzymujące oś w płasz­
czyźnie jłołudnika, są do tej płaszczyzny prostopadłe i zaczepione 
w punktach osi symetrii.

Oznaczmy przez w, wektor prędkości kątowej ziemi i połóżmy:

(i) « i= K | .

Przyjmijmy środek O masy ciała za początek układu współ­
rzędnych (x ,y ,z ), nadając osi z kierunek i zwrot, prędkości kątowej 
ziemi w,, zaś osi x kierunek poziomy ze zwrotem na wschód.
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Płaszczyzna yz będzie zatem płasz­
czyzną południka, a oś z będzie w da­
nym miejscu tworzyć z pionem kąt 
90°—?>, gdzie <p oznacza szerokość geo­
graficzną tego miejsca.

Obierzmy ponadto drugi układ 
współrzędnych (£,r/,£) o początku O, 
przyjmując za oś £ oś symetrii ciała, 
a za oś £ oś x. Płaszczyzna »?£ będzie 
zatem identyczna z płaszczyzną południka yz. Położenie układu 
(£, »7,0 określone jest przez kąt 0, jaki tworzą z sobą osie £ i z 
(przyczem kąt 0 określamy jako kąt, o który należy obrócić oś z 
w kierunku od ręki prawej ku lewej względem osi x, aby kierunki 
dodatnie osi z i £ pokryły się z sobą).

Niech w’ będzie chwilową prędkością kątową układu (£, jj,£) 
względem układu inercjalnego, za który przyjmujemy układ zwią­
zany ze słońcem i gwiazdami stałymi. Łatwo zauważyć, że <w' jest 
wypadkową prędkości chwilowej kątowej w2 układu (£,»?,£) wzglę­
dem (x ,y ,z ) i prędkości kątowej Et układu (x,y,z) względem układu 
inercjalnego. Zatem
(2) (Ó'=£U1-(-ió2.

Ponieważ wektor ćoL ma z założenia kierunek i zwrot osi z, 
więc jego rzuty na osie układu (£,»?,£) wynoszą na mocy (1):
(3) Mi£=0, <uŷ ——toisind, coir— uti cosd.

Układ (£,»;,£) obraca się około osi £ względem układu (x,y,z). 
Ponieważ kąt obrotu wynosi d, więc prędkość chwilowa kątowa 
ma kierunek osi £ i jej współrzędna względem osi £ wynosi d. Zatem:
(4) f02.-=d, «>2̂ —0, r<»2;=  0.

Na mocy (2)-(4) jest:
(5) wl—d, o>',j=—mi sin d, — <o\ cos d.

Niech w oznacza prędkość chwilową kątową ciała względem 
układu inercjalnego. Wektor w uważać możemy za złożenie pręd­
kości chwilowej kątowej m 3 ciała względem układu {£,»?,£) oraz 
prędkości m' układu (£, ??,£) względem układu inercjalnego. Zatem 
m=m3+M'. Ponieważ ruch ciała względem (£,»?,£) jest obrotem 
około osi £, więc 103.— 0  i a»» = 0 , skąd:
(6 ) Mę= (o., tot — to(, o>; =  0)3.+  io:

/
n



416 ROZDZIAŁ VIII. Dynamika ciała sztywnego.

(przytcm, ponieważ col jest bardzo małe, więc na mocy (5) co; jest 
również małe; praktycznie więc w;=to3.). Kładąc ŵ —co, otrzy­
mamy na mocy (5) i (6):

(7) a>; =  9, a»fl =  — coiSin#, co;—(O.

Osie £, r1, C są osiami środkowymi bezwładności ciała, gdyż 
f  jest osią symetrii, zaś O środkiem masy. Oznaczając kręt wzglę­
dem O przez K, momenty bezwładności względem £ i r/ przez A, 
a względem £ przez (', otrzymamy na mocy (III), str. 396, i (7):

W 1\’i= A 9 , Kri—— j.a>i8in0, K;*=Cco,

skąd po zróżniczkowaniu:

(») K t= A  9, K n — —Mc»,# cos 9,

iii* «>

Moment ciężaru względem O jest zerom. Moment sił, utrzy­
mujących oś symetrii ciała w płaszczyźnie południka, jest wzglę­
dem osi £ i t  zerem, gdyż siły te zaczepione są w punktach osi £ 
i są rów nolegle do osi £. Oznaczając więc przez M moment sił wzglę­
dem środka masy O, otrzymujemy:
( 10) M* =  0, M ę -= 0.

Do wyznaczenia ruchu ciała zastosujemy równania (II), str. 400. 
Z równań tych po podstawieniu w nie wartości z (5), (8), (9) i (10) 
i ])o zredukowaniu otrzymamy:

A9 — Jcoisin 9 cos 9 +  Coho. sim9 =  0,
( I )  . .

— 2M.a>i#cos 9 4- Cco9= M,t, Cco— 0.

Na mocy ostatniego równania o>= const. Opuszczając w pierw­
szym z równań (I) wyraz zawierający co], jako bardzo mały, otrzy­
mamy

•• ('«iw, . „(11) <9 = -------— sin 9.

Poniewraż co— const., więc osi £ możemy nadać taki zwrot, 
by było stale co>0, t. zn. by obrót ciała względem osi symetrii £ 
odbywał się w kierunku od ręki prawej ku lewej. Przy tym zało­
żeniu będzie ('(oco1/A > 0. Równanie (11) ma więc postać równania 
różniczkowego dla wahadła matematycznego (str. 132, wzór (I)). 
Położenie równowagi następuje przy 0 = 0  i 9—n.
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Oś symetrii ciała będzie się więc wahała około osi z, t.j. około 
prostej równoległej do osi ziemskiej. Oś ciała może być w spoczynku 
tylko dla &—0 lub dla -&=n, t.j. tylko wówczas gdy jest do osi 
ziemi równoległa. Wyznaczając zatem położenie równowagi osi ciała, 
otrzymujemy kierunek osi ziemi. Ponieważ w danym miejscu oś 
ziemi tworzy z pionem kąt 90°—<p, więc w ten sposób możemy otrzy­
mać szerokość geograficzną <p danego miejsca.

Można wykazać, że # = 0  jest położeniem równowagi stałej, 
zaś # = 7r równowagi chwiejnej. Oś f  ciała stara się więc tak usta­
wić, aby jej kierunek i zwrot zgodne były z kierunkiem osi ziem­
skiej i zwrotem wektora tój. Ze wzoru (3), str. 132, wynika, że okres 
wahania osi ciała (gdy kąt początkowy d0 jest mały i ■&„— 0) wynosi

(12) T=2n[AICcoa>1.
Okres wahania jest duży, bo cox jest małe (około 0,00007 sek-1). 

Możemy go jednak zmniejszyć, zwiększając co, t .j. nadając ciału 
szybszy obrót około własnej osi symetrii.

B u ch  osi w p ła szczy źn ie  p oz iom e j. Załóżmy teraz, że 
oś symetrii ciała może się poruszać jedynie w płaszczyźnie poziomej. 
Możemy więc przyjąć, że reakcje, utrzymujące oś poziomo, zacze­
pione są w punktach tej osi i mają kierunek pionowy.

Obierzmy dwa układy współrzęd­
nych (x,y,z) i o początku w śro­
dku O masy ciała. Nadajmy osi y zwrot 
pionowy ku górze, osi x zwrot na wschód, 
a osi z na północ. Przyjmijmy oś sy­
metrii ciała za oś £, a oś y za oś g.
Płaszczyzna będzie zatem stale po­
ziomą. Położenie układu (f,ł?,f) okre­
ślone jest przez kąt ■& między osiami f 
ą z (przyczem kąt & określamy jako 
kąt, o jaki trzeba obrócić oś z około osi y w kierunku od ręki 
prawej ku lewej, aby kierunki dodatnie osi f  i z pokryły się z sobą).

Prędkość chwilowa kątowa układu (x ,y ,z ) względem układu 
inercjalnego równa jest (t.j. prędkości kątowej ziemi). Wektor cot 
leży w płaszczyźnie yz i tworzy z osią y kąt 90°—cp (gdzie cp ozna­
cza szerokość geograficzną danego miejsca). Niech <u1=|w1|. Rzuty 
na osie f ,»?,£ wyniosą zatem:
(13) <oij= eoi COS cp sin d, c o it  =  coi sin cp, oji; =  co \ cos cpcosti.
S. Banach. Mechanika. 2 7
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Prędkość chwilowa kątowa w2 układu (f, 17,0 względem układu 
(x,y,z) równa jest i ma kierunek osi rj, gdyż (f, tj, f) obraca się 
około t] względem (x ,y ,z ). Zatem prędkość chwilowa kątowa ód' 
układu (£,*?,£) względem układu inercjalnego jest złożeniem pręd­
kości kątowej o>2 i prędkości kątowej w,, skąd na mocy (13):

(14) O)£=OiCOSysin0, <0,;=  0 +  0)18inę>, 0)ę= 0)1 COSy COS0.

Niech ód oznacza prędkość chwilową kątową ciała względem 
układu inercjalnego. Ponieważ ruch chwilowy ciała względem układu 
(£,*?,£) jest obrotem chwilowym około osi f, więc prędkość chwilowa 
kątowa <o3 ciała względem układu (i, r/,£) ma na osie tego układu 
rzuty o)3j = 0, (jD3v= 0 . Z uwagi na to, że « =  co'+ to3, otrzymamy 
na mocy (14) (kładąc w;—w):

(15) o>| =o>i cos y sin 0, o)^==0 +  o)i siny, o);=o>.

Oznaczając kręt względem O przez K, momenty bezwładności 
względem osi f  i y przez + , a względem osi f  przez C, otrzymamy 
na mocy (III), str. 396, i (15):

(16) iCi=+o)icosysin0, /C ,= + (0 + « i  siny), K ;—C(i>,

skąd przez różniczkowanie:

(17) .¿3 =  +o)i 0 cos y cos 0, K ,= A d , K~=Cw,

Oznaczając przez M moment sił działających, otrzymamy 
z uwagi na to, że reakcje utrzymujące oś ciała w płaszczyźnie po­
ziomej zaczepione są w punktach osi f  ciała i prostopadłe do

(18) M ,=  O, M ;= 0.

Ze wzorów (II), str. 400, otrzymamy po podstawieniu wartości 
z (17), (16), (14) i (18):

(II)
+  O),0 COSy CO80+ +  ( 0+0), sin y )o)j COSy CO80—Oo)( 0+ 0), siny) =  Mi, 

+ 0 +  6'0)0), cos y sin 0 — +  O)fcos2ycos0 sin0 =  o, <’(»=().

Na mocy ostatniego z równań (11) jest o)=const. Opuszczając 
w drugim z tych równań wyraz zawierający orf, jako bardzo mały, 
dostaniemy

Oo)0)1cosy
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Nadajmy osi £ zw T o t taki, by było to>0. Wówczas 

G(OMlao&<plA>0

i równanie (19) przyjmie postaó równania wahadła matematycznego 
((I), str. 132). Położenie równowagi nastąpi przy 0 = 0  i 0 = ji.

Oś symetrii ciała będzie się więc wahać około osi z, t .j .  
około osi poziomej, biegnącej z południa na północ. Oś ciała może 
być w spoczynku tylko dla 0 = 0  lub 0 =jr, t .j. tylko wówczas, 
gdy leży w płaszczyźnie południka. Wyznaczając zatem położenie 
równowagi osi ciała, otrzymujemy kierunek południka: ciało może 
więc być użyte jako kompas.

Zauważmy jeszcze, że tak jak poprzednio 0 = 0  odpowiada 
położeniu równowagi stałej, zaś &=n  położeniu równowagi chwiejnej. 

Okres wahania otrzymamy ze wzoru (3), str. 132:

(20) T = 2n\A/G(ii)(o1 cos <p.

Będzie on najmniejszy na równiku (t.j. przy <p=0). Na bie­
gunie zaś (t.j. przy ęi=900), każde położenie będzie położeniem 
równowagi, jak wynika ze wzoru (19). Dla <p=90° jest bowiem 0 = 0 ; 
w miarę zbliżania się do bieguna będzie więc T -> o o .

Otrzymane wyniki znalazły potwierdzenie w doświadczeniu, co dowodzi 
obrotu ziemi około osi. Doświadczenia takie pierwszy wykonał L. F o u ca u lt .

27*



ZASADA PRAC PRZYGOTOWANYCH

§1 . Układy holonomiczne skleronomiczne. W przy­
padku równowagi układu nieswobodnego punktów materialnych lub 
ciał sztywnych, w którym tarcie nie występuje, ograniczenia ru­
chów (więzy) są niezależne od czasu i polegają zazwyczaj na tym, 
że pewne tylko położenia układu są możliwe, inne zaś wykluczone.

Przykładami są: punkt materialny, mający pozostawać na nieruchomej 
linii lub powierzchni, układ dwóch punktów materialnych, połączonych drutem 
sztywnym bez masy," ciało sztywne, mające punkt lub oś unieruchomioną, układ 
ciał sztywnych, stykających się z sobą lub połączonych przegubowo, i t.p.

Ograniczenia ruchu układu mogą być wywołane w różny 
sposób: np. z pomocą ciał sztywnych, podpór it.d . Okazuje się 
jednak, że w przypadku, gdy nie ma tarcia, warunki równowagi 
sił działających nie zależą od tego, skąd pochodzą więzy, lecz tylko 
od tego, jakie położenia są możliwe. Ponadto, jeżeli chodzi o ba­
danie równowagi układu, to wystarcza znajomość tych tylko zgod­
nych z więzami położeń, które są bliskie położenia badanego.

Zajmiemy się najpierw pytaniem, w jaki sposób możemy przed­
stawić położenia układu zgodne z więzami. Rozważymy tę sprawę 
najpierw na przykładach.

W ięzy  obustronne.

P rzy k ła d  1. Załóżmy, że punkt materialny ma pozostawać 
na pewnej powierzchni S. Więzy możemy określić, podając równa­
nie tej powierzchni np. w postaci

(1) F (x,y,z)—0.

R O Z D Z IA Ł  I X
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Możliwe będą tylko te położenia punktu, w których współ­
rzędne x,y ,z  spełniają równanie (1). Do zbadania równowagi punktu 
w jakimś położeniu A(x,y,z) wystarcza, jeżeli (1) jest równaniem 
płata powierzchni 8 , na którym punkt ten leży.

P r z y k ła d  2. Załóżmy, że punkt materialny ma znajdować 
się na krzywej C o równaniach:
(2) F1(x,y,z) =  0, F2(x,y,z) =  0;

wówczas współrzędne punktu muszą spełniać równania (2). Do zba­
dania równowagi punktu wystarczy, jeżeli równania (2) przedsta­
wiają tylko łuk krzywej C, wewnątrz którego leży punkt materialny.

P rz y k ła d  !i. Jeżeli układ złożony z dwóch punktów A 1 i A 2 

jest układem sztywnym (t.j. odległość punktów J41A 2=const. =  d), 
wówczas współrzędne xl,y 1,zl i x 2,y 2,z2 tych punktów muszą speł­
niać równanie
(3) (x1 —x2f +  (yt—y2)*+ (*i —z2)2—d2=  0.

Jeżeli ponadto np. suma odległości punktów od początku O 
układu współrzędnych jest stała i wynosi h, wówczas współrzędne 
punktów muszą spełniać oprócz równania (3) równanie

(4) \x\+y\ -\-z\ +  \ x l+ y l+ z l2—h =  ().

P rzyk ła d  4. Jeżeli układ złożony z n punktów:
A 2(x2,y 2iz2), . . . , A n(xn,y„,z„)

jest układem sztywnym (t.zn. że wzajemne odległości jego punktów 
są stałe), wówczas współrzędne każdej pary punktów Ai,Aj muszą 
spełniać równanie
(5) («/—xj)i + (y i—y jf+ (z i—Zjf—ry=0,
gdzie rij—A/Aj. Równań (5) jest tyle, ile par punktów, t.j. n(n— 1 )/2.

W przykładach 1-4 więzy dały się przedstawić równaniami 
postaci
(6) F(x1,y1,z1, x2,y 2,z2, x „ , y „ , z „ ) = 0,

gdzie F  jest funkcją określoną w pewnym obszarze zmiennych xi, ...,z„ 
i niezależną od czasu i.

Więzy przedstawione równaniami (6) nazywamy więzami holo- 
nomicznymi obustronnymi (lub dwustronnymi) niezależnymi od czasu.
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W ięzy  jed n ostron n e .
P r z y k ła d  5. Punkt ma znajdować się wewnątrz lub na po­

wierzchni kuli * * + 21*+«*—r*= 0  (jak np. punkt materialny uwią­
zany na nici nierozciągliwej o długości r i uczepionej w początku 
układu). Współrzędne punktu muszą zatem spełniać nierówność
(7) a ^ + ^ + z*—r*<0,
wyrażającą, że odległość punktu materialnego od początku układu 
współrzędnych jest nie większa od r.

P rzy k ła d  6 . Dwa punkty materialne AlfA t połączone są 
nicią nierozciągliwą o długości h, przewiniętą przez początek O 
układu współrzędnych. Zatem 0.4.!+0.4t<  h. Współrzędne punktów 
spełniają więc nierówność

(8) \x\+y\+z\ +  \x\+y\+z\—h*ąO.

W przykładach 5 i 6 więzy dały się wyrazić przez nierówności 
postaci
<9) 0 (x u yu zu x t,ys,zt, ...» x „ ,y „ ,z „)^ 0.

Więzy, określone nierównościami kształtu (9), nazywamy wię­
zami holonomicznymi jednostronnymi niezależnymi od czasu.

Uwaga. Jeżeli więzy są podane nierównością
X i t y t j Z f y  . . . ,  X n j y#i,z n) ^ 0,

to kładąc otrzymamy po zmianie znaku postać (9).
Położenie układu w którym związek (9) przyjmuje postać 

równości (t.j. w którym 0 = 0), nazywamy położeniem brzeżnym.
W przykładach 5 i 6 położenie brzeżne występuje wówczas, 

gdy nić jest napięta.
Więzy układu mogą się składać równocześnie z więzów dwu­

stronnych i jednostronnych postaci (6) i (9). Jeżeli np. punkt ma­
terialny ma znajdować się na górnej półkuli /^ = 0,
to współrzędne punktu muszą spełniać związki:
(10) a>*+ //2+z*—r*= 0, 2 ^ 0  (czyli —z ^ 0).

Układ, którego więzy dają się przedstawić przy pomocy 
związków postaci (6) lub (9), nazywamy układem holonomicznym 
skieronomicznym. O związkach zaś (6) i (9) mówimy, że przedsta­
wiają więzy w postaci skończonej.

W rozdziale tym będziemy się zajmowali wyłącznie układami 
holonomicznymi skleronomicznymi.
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S top ień  sw obod y  układu. Gdy badamy równowagę układu, 
zakładamy na ogół, iż dla położeń bliskich położeniu badanemu 
więzy obustronne polegają na tym, że współrzędne punktów układu 
muszą spełniać równania:

t\(.vi,yuzi, x2,y 2,z2,..., x,„yll,z „ )= 0,

<n)
F,n(xi,yi,Zi, x 2,y 2,z2,..., x„,y„,z„) =  0, 

co piszemy krócej

(1) Fj(xx, ..., z„) =  0 (j =  1 ,2 ,...,w).

O funkcjach 'Fj zakładamy na ogół, że są ciągłe i mają po­
chodne cząstkowe pierwszego i drugiego rzędu ciągłe w pewnym 
otoczeniu wartości xx określających dane położenie układu.

Ponadto zakładamy o tych funkcjach, że są w tym otoczeniu 
niezależne, f.zn. że żadna z nich nie jest funkcją pozostałych.

Zakładać będziemy wreszcie, że m<Sn. Gdyby bowiem było 
m =  3«, to układ równań (I) miał by na ogół jedno tylko rozwią­
zanie, a więc było by możliwe jedno tylko położenie układu, gdyby 
zaś było m>3n, to na ogół układ równań (I) nie miałby żadnego 
rozwiązania, ponieważ niewiadomych byłoby mniej niż równań.

Liczbę k — 3n—rn nazywamy liczbą stopni swobody.

Znając k zmiennych spośród zmiennych xx,...,z„, możemy obli­
czyć z równań (1) pozostałe zmienne w liczbie 3 « —k—m.

Jeżeli układ jest swobodny, to m =() czyli k — 3n. W szcze­
gólności, punkt materialny swobodny ma więc 3 stopnie swobody. 
Możemy wówczas obrać dowolnie wszystkie trzy jego współrzędne.

Jeżeli zaś punkt ma pozostawać na powierzchni (jak w przy­
kładzie 1), wówczas współrzędne jego mają spełniać jedno tylko 
równanie (1). Zatem m =1 czyli 1 =  3-1 —1 =  2. Punkt, mający 
pozostawaj na powierzchni, ma więc dwa stopnie swobody. Wów­
czas jedna z jego współrzędnych zależna jest od dwóch pozostałych.

Jeżeli wreszcie punkt ma pozostawać na linii (jak w przykła­
dzie 2), to współrzędne jego muszą spełniać dwa równania (2). Zatem 
* = 3-1—2 = 1  i punkt ma jeden tylko stopień swobody: znając 
jedną z jego współrzędnych, możemy wyznaczyć obie pozostałe.

Układ sztywny dwóch punktów (przykład 3) ma stopni swo­
body 3-2—1=5. Jeżeli jednak układ ten ma spełniać oba równania
(3) i (4), wówczas k = 3-2—2 =  4.
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Ogólnie, niech układ sztywny składa się z n punktów ma­
terialnych (jak w przykładzie 4). Współrzędne tych punktów muszą 
spełniać n(n—1)/2 równań (5). Równania te dla « > 3  nie są jednak 
od siebie niezależne.

Zauważmy, że położenie układu sztywnego jest wyznaczone 
przez podanie trzech jego punktów (np. A lfA t, A 3), nie leżących na 
jednej prostej (str. 315). Znając więc współrzędne x1,yv z1, x 2,y 2,z2 

i x3,y3,z3 punktów A lfA 2,A 3, będziemy mogli obliczyć współrzędne 
punktów J.4,^.5, ...,A n z równań (5).

Między współrzędnymi punktów AlfA 2,A 3 zachodzą 3 równa­
nia postaci (5), wyrażające, że odległości A XA 2, A tA 3 i A%A3 są wiel­
kościami stałymi. Z równań tych możemy wyznaczyć na ogół 3 nie­
wiadome współrzędne, znając 6 pozostałych. Widzimy zatem, że 
znając pewne 6 współrzędnych spośród 3n współrzędnych xi,...,z„, 
możemy obliczyć pozostałe z równań (5). Zatem liczba stopni swo­
body jest k =  6.

A więc: układ sztywny punktów posiada 6  stopni swobody.

Ilość równań niezależnych jest m = 3n —k, zatem m = 3 n —6. 
Spośród n(n—■ 1 )/2 równań (5) jest zatem niezależnych tylko 3n—6.

§ 2 .Przesunięcia przygotowane. P unkt na pow ierzchni. 
Załóżmy, że punkt materialny ma pozostawać stale na pewnej 
powierzchni S i znajduje się w punkcie A  tej powierzchni.

Przesuńmy punkt z położenia A do B. Przesunięcie AB  na­
zywamy możliwym, jeżeli B również leży na powierzchni *4?. W  prze­
ciwnym razie przesunięcie AB  nazywamy przesunięciem niemożliwym.

Jeżeli punktowi materialnemu, znajdującemu się w A, nadamy 
prędkość v, to prędkość tę nazywamy możliwą lub zgodną z więzami, 
gdy punkt może ją posiadać, poruszając się po powierzchni. W prze­
ciwnym razie prędkość ta nazywa się niemożliwą lub niezgodną 
z więzami.

Łatwo zauważyć, że każdy wektor styczny do powierzchni 
w punkcie A  przedstawia prędkość możliwą. Na odwrót, prędkości 
możliwe są wektorami stycznymi do powierzchni.

Ważną rolę odgrywają przesunięcia proporcjonalne do pręd­
kości możliwych, t.j. takie, które dadzą się przedstawić przy po­
mocy wektorów równych wektorom prędkości możliwych.
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Przesunięcia proporcjonalne do prędkości możliwych w pun­
kcie A nazywamy przesunięciami przygotowanymi (lub wirtualnymi) 
w tym punkcie.

Przesunięcie przygotowane ma więc kierunek styczny do po­
wierzchni, zwrot zaś i wielkość dowolną. Na ogół przesunięcia przy­
gotowane nie są przesunięciami możliwymi. Są nimi jednak, gdy 
powierzchnia 8  jest np. płaszczyzną.

Niechaj powierzchnia S ma równanie 
(1) F (x ,y ,z )= 0.

Jeżeli punkt materialny znajduje się w punkcie A  powierzchni 8 , 
to jego współrzędne x,y ,z  spełniają równanie (1). Przypuśćmy, że 
punkt materialny porusza się po powierzchni /8 w sposób zupełnie 
dowolny. Bównanie (1) jest więc spełnione stale. Różniczkując (1) 
względem czasu t, otrzymamy

(2 )
9F . 9F  . 9FW- X - f  —  y +  3—2 9x 9y 9z =  0.

Oznaczając przez v prędkość punktu, mamy Vx=x, %=«/, c*=ż, 
zatem

(3) 9F 9F 9F 
v* + t y v» +  W Vz==°-9x

Widzimy więc, że prędkości możliwie muszą spełniać równa­
nie (3). Pochodne cząstkowe, występujące w tym równaniu, są 
proporcjonalne do współczynników kierunkowych normalnej do po­
wierzchni w punkcie A. Równanie (3) wyraża zatem, że prędkość v 
jest prostopadła do normalnej, t.zn. że leży w płaszczyźnie stycznej.

Na odwrót, jeżeli jakaś prędkość spełnia równanie (3), to jest 
prędkością możliwą.

Oznaczmy przez ós dowolne przesunięcie 
punktu A, a przez óx, óy, óz rzuty tego prze­
sunięcia na osie układu. W myśl określenia 
przesunięcie przygotowane jest proporcjonalne 
do prędkości możliwej v. Przesunięcie ós =  v 
będzie zatem przesunięciem przygotowanym.

A więc rzuty przesunięcia przygotowanego 
spełniają na mocy (3) równanie

9F , 9F s 9F
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Na odwrót, jeżeli rzuty jakiegoś wektora ds spełniają równa­
nie (4), to ds jest przesunięciem przygotowanym.

Możemy więc powiedzieć, że przesunięcie przygotowane jest to 
wektor, którego rzuty spełniają równanie (4).

P r z y k ła d  1. Punkt ma pozostawać na kuli a?+ y 2+ !? —r2=  0. 
Niech A (x,y,z) będzie dowolnym punktem na tej kuli. Przesunięcia 
przygotowane w punkcie A  spełniają równanie

2 xdx-\-2 ydy-\-2 zdz=Q czyli xdx+ydy+zdz=Q.

Przyjmując np. że z 4=0, otrzymamy
(5) dż——(xdxĄ-ydy)/z.

Obierając dowolnie óx i dy, zaś wartość dz przyjmując z (5), 
dostaniemy układ liczb dx, dy, dz, przedstawiających rzuty prze­
sunięcia przygotowanego w punkcie A.

P u n kt na lin ii. Załóżmy, że punkt materialny ma pozosta­
wać na linii nieruchomej L, określonej równaniami:
<6) F r(x ,y ,z )=  0, F 2(x ,y ,z )= 0 .

Jeżeli więc punkt materialny znajduje się w punk­
cie A, to współrzędne x,y ,z  tego punktu spełniają 
równania (6). Łatwo zauważyć, że punkt materialny 
może posiadać tylko takie prędkości, których kierunki 
są styczne do linii L w punkcie A. W myśl określe­
nia przesunięcia przygotowane mają więc kierunki 
styczne do linii, a zwroty i długości dowolne. 

Jeżeli punkt porusza się po linii L, równania (6) są spełnione 
stale. Różniczkując je, dostaniemy:

(7)

jego

9F1 . 3FX . 9FX.
l i x + -d j y + W z = 0 ’

3F. . , 3F2 . , 3Ft . A 
X +  y +  2 = 0 .3x 3y 3z

Oznaczając przez ds przesunięcie przygotowane, a przez dx,dy,dz 
rzuty, możemy przyjąć w myśl określenia ds=v, skąd

dx—vx= x  i t.d. Na mocy więc (7):
3F, 3F, 9F, 3F ,. . 3F 2 . . ?F.

dy
óy +  _ J óa =  °.

Na odwrót, jeżeli jakieś przesunięcie ds spełnia równania (*), 
to jest jjrzesunięciem przygotowanym.
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P rzy k ła d  2. Punkt ma pozostawać na linii, określonej rów­
naniami:

Niech punkt A(x,y,z) leży na tej linii. Przesunięcie przygoto­
wane ós w punkcie A spełnia więc równania:

Jeżeli a:=l=0 i y#=0, to dostaniemy z (10):

hx——(l+4z)óz/2x, óy =  (l-\-2 z)óz/2 y.

Obierając więc dowolnie óz i wyznaczając następnie óx,óy 
z ostatnich równań, otrzymamy układ liczb dx,fy,dz, określający 
przesunięcie przygotowane w A.

Jeżeli zaś np. a?=0, to wobec z^O  (co wynika z drugiego 
równania (9)), otrzymujemy na mocy (10) dy= 0 i dz=0. W tym 
przypadku przesunięcie przygotowane będzie zatem miało rzuty 
Ja?,0,0, gdzie dx jest liczbą dowolną. A  więc: przesunięcie przygo­
towane ma kierunek osi x.

U kłady h olon om iczn e  sk leron om iczn e. Określimy teraz 
przesunięcia przygotowane w przypadku ogólnym.

Niech dany będzie układ holonomiczny skleronomiczny n 
punktów materialnych Aj,A t,...,A „.

Układ wektorów A XB\,AtBt,...,A„Bll (przedstawiających prze­
sunięcia poszczególnych punktów) nazywamy krótko przesunięciem 
układu. Przesunięcie układu punktów A x,A i,...,A n nazywamy moż­
liwym, jeżeli położenia końcowe Bi,B 2,...,B„ są zgodne z więzami. 
W  przeciwnym razie przesunięcie układu nazywamy niemożliwym.

Nadajmy punktom układu w położeniu Ai,A*,...,An dowolne 
prędkości Układ tych prędkości nazywamy układem
prędkości możliwych, jeżeli punkty mogą mieć te prędkości, poru­
szając się zgodnie z więzami. W przeciwnym razie układ prędkości 
nazywamy niemożliwym.

Przesunięciem przygotowanym układu punktów materialnych 
w pewnym jego położeniu nazywamy takie przesunięcie, w którym 
poszczególne punkty doznają przesunięć proporcjonalnych do układu 
prędkości możliwych.

(9) xi + y i + z 2 — r*= 0, X*+2 yi —2= 0.

( 10) xóx-\-ydy-\-zdz—0 , 2 xdx -\-iydy—d z= 0 .



428 ROZDZIAŁ IX. Zasada prac przygotowanych.

Jeżeli więc vi,v»,...,v„ jest układem prędkości możliwych, to 
przesunięcie przygotowane układu otrzymamy, nadając punktom 
układu przesunięcia:
(11) <5si=ei, dsi=vt, . . . , dsn=v„.

Zauważmy, że jeżeli układ jest swobodny, to każde przesu­
nięcie układu jest przesunięciem przygotowanym, gdyż każdy układ 
prędkości jest układem możliwym.

Zajmiemy się teraz wyznaczaniem przesunięć przygotowanych. 
Rozpatrzymy najpierw przypadek więzów obustronnych, a następnie 
więzów jednostronnych.

W ięzy  obu stron n e. Załóżmy, że więzy określone są przez 
równania:
(12) F j(x i,...,z „)= 0  0 = 1 ,2 ,... ,w),
którym muszą czynić zadość współrzędne x\,y\,Z\, xi,y2,Z2, ..., xn,yn,z„ 
punktów układu. Nadajmy układowi dowolny ruch zgodny z więzami. 
Różniczkując równania (12), dostaniemy:

(13) ** ~d~ẑ n= ® 1,2,...,»»).

Oznaczając przez vi, v2, ..., v„ prędkości punktów układu 
otrzymamy więc vtx—żi, . . . , v„t — żn, skąd

(14) 3Fj 3Fj
(j=l,2,...,»»).

Wszelki zatem możliwy układ prędkości musi spełniać rów­
nania (14). Na odwrót, można okazać, że, jeżeli układ prędkości 
spełnia równania (14), to jest on układem prędkości możliwym.

Załóżmy, że przesunięcie układu, w którym kolejne punkty 
doznają przesunięć ósi,...,<5s„, jest przesunięciem przygotowanym. 
Prędkości określone równaniami (11) tworzą zatem układ
możliwy prędkości, wobec czego spełnione są równania (14). 
Oznaczając rzuty przesunięć odpowiednio przez dxi,...,dz„, otrzy­
mamy z (14)

SU1 dFł
(15) d- ® 0' =  1»2, ...,tu)

lub, jak piszemy inaczej,

=  0( 1 ) 0 = 1,2,...,»»).
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A więc: każdy układ liczb óxi,...,óz„, określający przesunięcie 
przygotowane układu punktów, spełnia układ równań (I). Na od­
wrót, każdy układ liczb óxi,...,óz„, spełniający układ równań (I), 
określa przesunięcie przygotowane.

Opierając się na tym, możemy podać następującą definicję
przesunięć przygotowanych (równoważną poprzedniej):•

Przesunięciem przygotowanym układu, którego więzy podane są 
równaniami (12), nazywamy każde przesunięcie ó x i , ó z „  spełniające 
równania (I).

Układ równań (I) (lub (15)) jest układem m równań o 3n nie­
wiadomych ÓXi,...,dz„.

Zakładamy zazwyczaj, że równania (I) są od siebie niezależne. 
Dzięki temu możemy spośród niewiadomych óxl f ..., bz„ obrać 
dowolnie fc=3w—m niewiadomych, a pozostałe obliczyć z równań (I).

Jeżeli układ liczb ÓXi,..., óz„ spełnia równania (I), to układ 
liczb — óxi,..., —dz„ oczywiście również spełnia równania (I).

Przesunięcie przygotowane układu punktów nazywamy odwra­
calnym, jeżeli zmieniając w nim zwroty przesunięć poszczególnych 
punktów, otrzymamy znowu przesunięcie przygotowane układu.

Widzimy zatem, że w przypadku więzów obustronnych prze­
sunięcia przygotowane są odwracalne.

U waga 1. Różniczka funkcji Fj(xh ..., z„) wynosi

dFj= ^ d x i  +  ... +  ^ d z „ = y  d xi+ ^ -l dy,+ ^  iz\.1 3xi 2z„ ¿—i \9xi 3y, 3 3zt )/=1
Widzimy stąd, że lewą stronę równości (I) otrzymamy, two­

rząc formalnie różniczkę funkcji Fj i pisząc następnie óxx,...,óz„ 
zamiast dx¡ , ..., dz„.

Uwaga 2. Niech dana będzie funkcja V(xi,...,z„), okre­
ślona w pewnym obszarze zmiennych x\,...,z„ i ciągła wraz 
z pochodnymi cząstkowymi w tym obszarze. Obierzmy dowolny 
układ wartości zmiennych X\,...,z„ i oznaczmy przez dxi,...,dz„ 
dowolne przyrosty tych zmiennych.

Nie oznaczamy tu przyrostów symbolami Axt,...,Azn, gdyż w przypadku, gdy 
zmienne x t..... z„ są funkcjami czasu t, symbolami Axl,...,Az/l oznacza się zwy­
kle przyrost tych zmiennych w czasie At. Symbole 6xv ...,izn służą natomiast do 
zaznaczenia, że przyrosty są zupełnie dowolne i nic nie mają wspólnego z przyros­
tami zmiennych niezależnych, od których zależą xv  ...,z„ (w danym razie od czasu t).
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(16)

Na mocy twierdzenia Taylora mamy:

V(xx+ 6xx,..., z„ +  óz„) — V(xi,..., z„) =  
3V 3V

=  t e l SXl+- + 3ŹldZn+R'
gdzie resztę R możemy napisać w postaci

(17) «= «(| d »1| +  ... +  |Afc|),
przyczem e zależy od óxi,...,dz„ i dąży do 0 wraz z dx\,...,óz„. 

9V 3VPołóżmy ÓV—-̂ —d x i+ ...+  -̂ —óz„ czyli
v X \ oZn

a « ,
<=i

Na mocy (16) mamy

(19) V(xx+óxx ,...,z„+dz„)- -V(xi, ...,z„)=óF  +  R.

Jeżeli liczba |d®i|+...+|óz/l| jest dostatecznie mała, to |e| także 
jest małą liczbą, a zatem \R\ jest na mocy (17) znikome w stosunku 
do |&Ei|+...-l-|As/l|. W tym więc przypadku óF przedstawia w przy­
bliżeniu przyrost funkcji F. Wyrażamy to zazwyczaj, mówiąc, że SV 
oznacza przyrost funkcji F, odpowiadający „nieskończenie małym“ 
przyrostom óxi,...,dz„ zmiennych x i lub że dla „nieskończenie 
małych“ przyrostów mamy

(20) V(xi+óxi, ...,zn+óz„) — V(xi, ...,z„) =  óF.

Powyższy sposób wyrażania się nie jest zupełnie ścisły, jest. 
jednak wygodny. Podajemy go, gdyż często używają go fizycy.

Równania (I), str. 428, określające przesunięcia przygotowane,, 
możemy, opierając się na (18), napisać w postaci

(21) #1 Ó F j=  0 0  =  1, 2,•••,»»)•

Wpołożeniu układu zgodnym z więzami mamy ł j= 0  ( j= l ,2, ...,m). 
Na mocy więc (21) mamy dla przesunięć przygotowanych FjĄ-dFj—0 
0 =  1,2,..., m). Na mocy (20) możemy przeto powiedzieć, że po 
„nieskończenie małym“ przesunięciu przygotowanym układ znaj­
duje się również w położeniu zgodnym z więzami. »Stąd pochodzi 
określenie przesunięcia przygotowanego jako „przesunięcia nieskoń­
czenie małego, zgodnego z więzami“ . Określenie to (nieścisłe, ale 
dość intuicyjne) rozumieć należy w wyżej podanym znaczeniu.
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P rzy k ła d  X. Układ złożony z dwóch punktów materialnych 
AVA2 ma zachować stałą odległość AxA 2—r. Współrzędne x1,yl,zl 
i x2,y2,z2 tych punktów spełniają zatem równanie

(22) (*i—x2)i+ (y 1—y,)a+(*i~z2j*—r*=0.

Przesunięcie przygotowane układu jest więc określone równaniem

(23) (xl~ x 2)(dx1 —Óx2) +  (yx—y2) (óyx —dy2)+ (zj—z2)(dz1—ózi)= 0.

Z liczb óxv Óyv dzv óx2, dy2, dz2 możemy tedy obrać pięć do­
wolnie, a szóstą wyznaczyć z (23).

Przyjmijmy np., że xl= y l= z l=d , x2=r, y2= z 2= 0 . Równa­
nie (23) przyjmie wtedy postać

(24) — r(&Fj— A»*)-|-0-(ó.Vi—óy2) + ° ( & i —15z2) =  0.
Równanie (24) będzie spełnione przy dowolnych wartościach 

6x 2,óyl,óy2,Szuóz2, jeżeli przyjmiemy 6xl=dx2. Przesunięcia przy­
gotowane punktów A x,A 2 mają więc równe rzuty na kierunek A XA 2. 
Wynika to łatwo z twierdzenia podanego na str. 323, w myśl którego 
rzuty prędkości punktów AX,A 2 na prostą łączącą te punkty są równe.

P rzyk ła d  4. C iało sztyw ne sw obodne. Załóżmy, że ciało 
sztywne jest układem sztywnym punktów materialnych (str. 194).

Nadajmy ciału dowolny ruch postępowy o prędkości du. 
Ponieważ punkty ciała będą miały tę samą prędkość du, więc 
przesunięcie przygotowane ciała otrzymamy, przyjmując, że punkty 
ciała doznały równych przesunięć:
(25) ds=du.

Wynika stąd, że translacja ciała jest przesunięciem przygo­
towanym.

Nadajmy ciału dowolny ruch obrotowy o pręd­
kości kątowej óa> około osi, przechodzącej przez 
(dowolny) punkt O. Prędkość dowolnego punktu A 
ciała równa się dw=OAxdw  (str. 46). Przesunięcie 
przygotowane ciała otrzymamy więc, nadając do- 
wolnemupunktowi A przesunięcie ds=dw czyli
(26) fa=OAxda>.

Wynika stąd, że przesunięcie przygotowane dala otrzymamy, 
nadając punktom ciała przesunięcia proporcjonalne do prędkości, 
jakie by miały, gdyby ciało obracało się około dowolnej osi z dowolną 
prędkością kątową.
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Zauważmy, że w tym przypadku przesunięcie przygotowane 
nie jest przesunięciem możliwym.

Najogólniejszy ruch chwilowy ciała sztywnego jest złożeniem 
ruchu postępowego i obrotowego (str. 334).

A  więc: najogólniejsze przesunięcie przygotowane ciała jest zło­
żeniem dwóch przesunięć przygotowanych, z których jedno jest przesu­
nięciem równoległym ( translacją), w drugim zaś przesunięcia punktów 
są proporcjonalne do ich prędkości przy obrocie ciała około osi.

Na mocy (25) i (26) najogólniejsze przesunięcie przygotowane 
ciała otrzymamy, obierając dowolnie punkt O oraz wektory bu, bco 
i nadając każdemu punktowi A ciała przesunięcie

(27) bs=du+OAxb(o.

Dotychczas zakładaliśmy, że ciało sztywne jest swobodne. 
Rozpatrzymy teraz kilka przypadków ciała nieswobodnego.

Punkt un ieru ch om ion y . Jeżeli ciało sztywne ma unieru­
chomiony jeden punkt, np. punkt O, to może się tylko obracać 
około tego punktu. Ruch chwilowy ciała jest zatem obrotem chwi­
lowym około pewnej osi, przechodzącej przez O (str. 332). Naj­
ogólniejsze“ przesunięcie przygotowane ciała otrzymamy, nadając 
punktom ciała przesunięcia określone wzorem (26), w którym dm 
możemy obrać dowolnie.

Oś u n ieruchom iona. Jeżeli ciało sztywne ma unierucho­
mioną oś, wówczas ruch ciała może być tylko obrotem około tej osi. 
Zatem w przesunięciu przygotowanym ciała punkty mają przesu­
nięcia określone wzorem (26), gdzie O jest dowolnym punktem osi, 
zaś bu» jest dowolnym wektorem, mającym kierunek osi.

R uch  fig u ry  w p łaszczyźn ie . Ruch chwilowy figury 
płaskiej w jej płaszczyźnie jest bądź ruchem postępowym, bądź 
ruchem obrotowym około środka obrotu chwilowego (str. 327).

W najogólniejszym więc przypadku przesunięcie przygotowane 
figury płaskiej jest albo przesunięciem równoległym albo przesu­
nięciem, w którym przesunięcia punktów figury są proporcjonalne 
do prędkości tych punktów w ruchu obrotowym około pewnego 
punktu, leżącego w płaszczyźnie figury.
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P rzyk ła d  5. Dwa punkty materialne A l i A 2, połączone prętem 
sztywnym (bez masy) o długości d, mają pozostawać na krzywych 
Cx i C2, leżących w płaszczyźnie poziomej i danych przez równania:

(28) fi (x ,y )= 0 , f 2(x ,y )= 0.

Między współrzędnymi punktów A 1 i A 2 zachodzą więc związki:

(29) f1(xl,y 1) = 0, f 2(x2,y t)= 0 , (x1 - x 2)*+(y1 —y2)*—di= 0 .

Eównania (29) określają więzy układu. Przesunięcie przygoto­
wane spełnia zatem równania:

(30) 3x2 3y2

(x1 —x 2)(dx1 —dx2) +  (y1 —y2)(dy1—dy2) =  0

Możemy więc jedną z liczb óx1,dy1,dx2,dy2 obrać dowolnie, a po­
zostałe otrzymać z równań (30). Zauważmy, że prędkości punktów 
A v A 2 są styczne do krzywych ClfC2. Środek O obrotu chwilowego 
pręta A 1A 2 jest zatem punktem przecięcia się normalnych w pun­
ktach A-l i A 2 do krzywych Cx i C2 (por. przykład 1, str. 329). 
Ponieważ ruch chwilowy pręta może być tylko obrotem około O, 
więc punkty A x i A 2 mogą mieć prędkości tylko takie, których kie­
runki są styczne do Gx i C2, a wielkości proporcjonalne do OAx i OA2. 
Przesunięcie przygotowane układu punktów AVA 2 otrzymamy tedy, 
nadając tym punktom przesunięcia styczne do krzywych CVC2 

o wielkościach proporcjonalnych do odległości OAu OA2 i o zwro­
tach jak przy obrocie około O.

W ięzy  jed n ostron n e . Przypuśćmy, że wśród związków, jakie 
muszą spełniać współrzędne punktów układu, występuje nierówność

(31) *(<?», ...,*■ )«> .

Załóżmy, że w pewnym położeniu układu jest 0<O. Jeżeli 
układowi nadamy w pewnej chwili ruch dowolny, zgodny z wszyst­
kimi związkami prócz (31), to — jak łatwo widzieć—w małym prze­
dziale czasu będzie stale 0<O (wskutek ciągłości). Ruch będzie więc 
spełniał równanie (31). Wynika stąd, że w położeniu, w którym 
zachodzi nierówność 0<O, równanie (31) nie stanowi żadnego ogra­
niczenia prędkości możliwych i, co za tym idzie, przesunięć przy­
gotowanych. Przy wyznaczaniu przesunięć przygotowanych możemy 
więc w tym przypadku nie brać w ogóle w rachubę nierówności (31).
S. Banach. Mechanika. 28
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Załóżmy teraz, że układ zajmuje położenie brzeżne, t.zn. że 
zachodzi równość #>=0. Nadajmy układowi w chwili t dowolny 
ruch zgodny z więzami. W chwili t+ A t  (gdzie A t> 0) funkcja 0  
będzie miała wartość 0 ' = 0 +  A0. Ponieważ #>'<0, a 0 = 0 ,  więc

Zatem lim A0/At^O, skąd ¿/->o

(32) d0
dt

30 30

Prędkości możliwe muszą więc spełniać nierówność (32). Jeżeli 
6x\,...,5z,t jest przesunięciem przygotowanym układu, to kładąc 
ż i= d x i ,ż „ = d z „ ,  otrzymamy układ prędkości możliwych. Zatem 
żi, ..., ż„ spełniają nierówność (32) skąd

30 30
(33) £ d a l+ . . . + £ k mą o .dXi ezn

Jeżeli więc w pewnym położeniu układu związek (31) staje 
się równością, to przesunięcie przygotowane musi spełniać związek (33) 
i na odwrót: przesunięcie spełniające związek (33) jest przesunię­
ciem przygotowanym.

Jeżeli dla pewnego przesunięcia przygotowanego dxi,...,dz„ 
w związku (33) występuje znak < ,  to przesunięcie — dxi,...,—dzn 
nie jest przesunięciem przygotowanym; dane więc przesunięcie przy­
gotowane nie jest odwracalne (str. 429). Jeżeli zaś przesunięcie 
dxi,...,dzn jest odwracalne, to w (33) musi wystąpić znak = .

Zbierając otrzymane wyniki, możemy więc powiedzieć:
Jeżeli więzy układu określone są przez związki:

F ,(xi,...,z„ ) = 0 (7=1,2, .. . ,» ) ,
0 r(O'ii •••9 %n) ^ 9 (r=  1,2,..., s).

to przesunięcie przygotowane dxi,...,dz„ w danym położeniu układu 
spełnia równania:

(I)
i=t

oraz te spośród związków

™ ¿’(I
(7 = 1 ,2 ,...,» )

(r=  1,2,...,*),
(=1

dla których w tym położeniu układu zachodzi równość 0 r=O.
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P rzy k ła d  6*. Załóżmy, że punkt materialny ma pozostawać 
wewnątrz lub na powierzchni kuli x2 -\-y2+ z 2 —r2 = 0. Współrzędne 
x,y,z  tego punktu muszą zatem spełniać nierówność

(34) a^+y2-)-*2—r^ O .

Jeżeli punkt znajduje się wewnątrz kuli, to zachodzi nierówność

(35) x?-\-y2 -\-z2 —r2< 0 ;

w tym położeniu punkt może mieć prędkość dowolną, zatem każda 
prędkość jest prędkością możliwą. Wynika stąd, że każde przesu­
nięcie jest wtedy przesunięciem przygotowanym.

Jeżeli zaś punkt znajduje się na 
powierzchni kuli, to

(36) x2 + y 2 + z 2 —1^=0

i prędkościami możliwymi są prędkości 
styczne do kuli lub prędkości, mające 
zwroty ku wnętrzu kuli. Przesunięciami 
przygotowanymi są więc wtedy przesu­
nięcia, których kierunki są styczne do 
kuli oraz których kierunki nie są styczne, lecz mają zwroty 
ku wnętrzu kuli.

Przesunięcie przygotowane dx,dy,dz spełnia na mocy (II) nie­
równość, którą otrzymamy różniczkując (34):

2 xdx-\-2 yby-\- 2zóz< 0  czyli xdx-\-ydy-\-zdz^ 0.

P rzy k ła d  7. Punkt materialny, uwiązany na nici o długości l 
uczepionej w początku układu współrzędnych, ma pozostawać na 
powierzchni z = x 2-\-y2. Współrzędne punktu spełniają więc związki:

(37) z —x2—y2=  0, .v2+ y 2+ z 2—P^O.

Jeżeli nić nie jest napięta, t.zn. jeżeli x2-\- y2 -\-z2 —12< 0 , wów­
czas przesunięcia przygotowane spełniają tylko równość

(38) dz—2xóx—2ydy — 0.

Jeżeli zaś nić jest napięta, to punkt zajmuje położenie brzeżne, 
więc x2+ y 2Ą-z2 —i2= 0 ; w tym przypadku oprócz równości (38) 
musi zatem zachodzić nierówność

28*
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(39) xdx+ydy +  zóz^. 0.

Z (38) dostajemy

(40) dz=2xdx+2ydy, 

skąd przez podstawienie w- (39)

(41) a?(l +  2z)(5a; +  y (l +  2z)(5y;SiO.
Połóżmy

(42) w=x(l-\-2z)dx-\-y(l-\-2z)fry.

Stąd jeżeli y#=0, to

(43) dy — [w— x(l +  2z)dx]ly(l+2z).

Dla każdej więc wartości dx i każdej wartości w niedodatniej, 
otrzymamy z (40) i (43) przesunięcie przygotowane dx, dy, dz, speł­
niające związki (38) i (39).

§3. Zasada prac przygotowanych. P raca  przygotow ana. 
Niech układ holonomiczny skleronomiczny będzie złożony z n pun­
któw materialnych A\,...,An, w których zaczepione są siły Pi,...,P„. 
Nadajmy układowi dowolne przesunięcie przygotowane dsi,...,ds„. 
Praca sił Pi,...,P „ na tym przesunięciu wynosi

n
(I) d'L‘=  P1ÓS1+  ... +  Pnf>8n— PifiSi-<=1

Jeżeli dxi, dyi, ÓZi, . . . ,  dxn, óy„, dz„ są rzutami wektorów 
ÓS\y •••yÓ8ny to

(I ') d'L =  2 {P ixdXi +  P iy^ i +  Pi,tei)-

Pracę określoną wzorami (I) i (I') nazywamy pracą przygoto­
waną sił Pi,...,P„ na przesunięciu przygotowanym ó s i , ( m a j ą ­
cym rzuty &Xi,...,óz„).

Uwaga. Pracę przygotowaną oznaczamy przez 6'L (z kreską), gdyż sym­
bol SL mógłby nasuwać przypuszczenie, że L jest funkcją, a AL wyrażeniem 
określonym przez wzór (18), str. 430.

ROZDZIAŁ IX. Zasada prac przygotowanych.



Zasada prac przygotowanych. 437[§ 3]

Jeżeli siły P i,...,P n mają potencjał V, wówczas na mocy (III), 
str. 214, mamy Pix=9Y/9xit PiH=SV/2yu P iz=dV/3z{.

Z (I') dostaniemy

skąd na mocy (18), str. 430,
(I") b’L=bV.

P rz y k ła d  1. Punkt ma pozostawać na kuli x2+ y 2 + z 2 —r2= 0. 
Przesunięcie przygotowane określone jest równaniem

xbx+ ydy +  zbz =  0.
Jeżeli na punkt działa siła P, to jej praca przygotowana wynosi

(2) ó 'L = P xd x+ P ydy-ł-Ptdz.
Załóżmy, że z4= 0. Zatem

(3) dz= — (xdx+ydy)lz, 
skąd przez podstawienie w (2)

(4) b'L =[(P xz —P,x)dx+(PyZ—P zy)by]/z.

We wzorze (4) wartości dx, by są dowolne.
Jeżeli

(5) Pxz —P tx = 0, Puz—Pzy = 0,

to otrzymujemy jako pracę przygotowaną b'L— 0 na każdym prze­
sunięciu przygotowanym. Na odwrót, jeżeli jest stale b'L— 0, to 
przyjmując we wzorze (4) raz bx— 1 i by—0, a drugi raz bx=  0 
i dy—1, otrzymamy równania (5), które wyrażają, że kierunek 
siły P  przechodzi przez początek układu współrzędnych (czyli przez 
środek kuli), t.j. że siła jest normalna do powierzchni kuli.

Otrzymane wyniki możemy sprawdzić w następujący sposób. 
Zauważmy, że przesunięciem przygotowanym w dowolnym punkcie 
kuli jest każdy wektor styczny do kuli w tym punkcie (str. 424). 
Praca przygotowana siły P  będzie więc stale zerem wtedy i tylko 
wtedy, gdy siła P  jest prostopadła do każdego przesunięcia przy­
gotowanego, a więc do płaszczyzny stycznej do kuli, czyli gdy 
kierunek siły jest normalny do powierzchni kuli.
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Zasada  prac p rzy g o tow a n y ch . Niech układ holonomiczny 
8kleronomiezny punktów materialnych Ai(xi,yi,z1), ...,An(x„,yn,z„) 
poddany będzie działaniu sił. Siły sprawiające, że układ zachowuje 
więzy, nazywamy reakcjami, a siły zaczepione w punktach układu 
i nie będące reakcjami nazywamy dla odróżnienia siłami działają­
cymi. Gdy układ jest w spoczynku t.j. w równowadze, mówimy 
o siłach działających, że się równoważą.

Oczywistym jest, że nawet gdy siły działające się równoważą, 
układ nie musi pozostawać w spoczynku: np. punkt materialny, 
na który nie działają żadne siły, może się poruszać ruchem jedno­
stajnym.

Załóżmy, że układ punktów jest w równowadze. Dla każdego 
punktu z osobna siły działające na ten punkt znoszą się więc 
z reakcjami. Oznaczając przez Pi,...,P„ siły działające na poszczególne 
punkty, a przez Rlt ...,P„ reakcje, otrzymamy zatem:
( 6 )  P i + P i  =  0 ,  P 2 + P 2 = 0 ,  .  .  .  ,  P „ + P „ = 0 .

Weźmy pod uwagę dowolne przesunięcie przygotowane dsi,...,ds„. 
Praca sił działających i reakcyj na tym przesunięciu wynosi 
z uwagi na (6)
(7) (P1+ P i)ó ś1+ .. .  +  (P „ + P « )^ n= 0  
czyli
(8) (Pi ó«i+...+Pn ós„) +  (Pi <5«i +  ... +  R„ ós,,) =  0.

Doświadczenie okazuje, że jeżeli nie ma tarcia, to praca reakcyj 
na każdym przesunięciu przygotowanym jest nieujemna.

Jeżeli np. punkt ma pozostawać wewnątrz lub na powierzchni pewnej 
kuli gładkiej, to w przypadku, gdy punkt znajduje się na powierzchni, reakcja 
jest skierowana ku środkowi kuli. Przesunięcie przygotowane jest albo styczne 
do kuli albo ma zwrot ku wnętrzu (str. 435). W pierwszym przypadku praca 
reakcji jest zerem, w drugim zaś jest dodatnia.

Przy założeniu więc, że tarcie nie występuje, jest

(9) R1 d~s1 +  ...+  R„dsll> 0 .
Na mocy (8)

( 1 0 )  P l  Ó * 1  +  . . .  +  P / i  Ó8n=  — ( P i  <5«i  +  . . . - ) -  Rn ds,i ) ,  

więc z (9) otrzymujemy

( 1 1 )  P i ^ i  +  . . . +  P „ < 3 « „ < 0 .
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Wyrażenie po lewej stronie nierówności (11) przedstawia w myśl
(I), str. 436, pracę przygotowaną sił działających.

A więC): jeżeli nie ma tarcia i układ jest w równowadze, to 
praca sił działających na każdym przesunięciu przygotowanym jest 
bądź zerem, bądź liczbą ujemną.

Jeżeli przesunięcie przygotowane ósx,..., ds„ jest odwracalne 
(str. 429), to — ósi,..., — ós„ jest również przesunięciem przygotowa­
nym. W przypadku równowagi zachodzi więc (11) oraz

(12) — P ió s i —... — P„ds„<0.
Z (11) i (12) wynika, że

(13) P ió ii+ ...  +  P „ fe „= 0.

A więc: w przypadku równowagi układu praca przygotowana 
sił działających jest równa zeru na każdym przesunięciu przygoto­
wanym odwracalnym.

W szczególności, gdy więzy są obustronne, każde przesunięcie 
przygotowane jest odwracalne, a zatem praca przygotowana sił 
działających jest wtedy zerem na każdym przesunięciu przygoto­
wanym.

Otrzymany warunek równowagi jest warunkiem kon ieczn ym . 
Doświadczenie uczy, że jest także w ystarcza ją cym .

Warunek ten nosi nazwę zasady prac przygotowanych.

Możemy ją wypowiedzieć, jak następuje:

Z asada p ra c  p rzyg o tow a n ych . Jeżeli układ n punktów 
materialnych Ai, jest hólonomiczny skleronomiczny i tarcie nie
występuje, to warunkiem koniecznym i wystarczającym równowagi 
sil działających jest, by na każdym przesunięciu przygoto­
wanym dxi, ..., óz„ praca przygotowana sil działających była zerem 
lub liczbą ujemną, t.zn. żeby zachodził wzór

(II) < 5 '£ = i (Pix te i+ P iy Syi+Pi, AsiKO.

Jeżeli więzy są obustronne, warunek (II) przyjmuje postać 

<5 ' ¿ = J  (Pix tei +  Piy Syi +  Piz óz{) = 0.( I I I )
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Zasadę prac przygotowanych można w wielu przypadkach udo­
wodnić. Przyjmujemy ją jako prawo stwierdzone doświadczalnie 
we wszystkich tych przypadkach, w których określone jest pojęcie 
tarcia. W przypadku ogólnym możnaby powiedzieć, że w układzie 
nie występuje tarcie, jeżeli do układu stosuje się zasada prac przy­
gotowanych.

Znaczenie zasady prac przygotowanych polega na tym, że 
podaje warunek równowagi sił działających bez pomocy reakcyj.

P rz y k ła d  2. Niech A będzie punktem materialnym swobod­
nym. Oznaczmy przez P_ sumę sił _działających na A. Praca przy­
gotowana jest b'L — P ós, gdzie ós jest przesunięciem przygoto­
wanym. W przypadku równowagi ó'L—0 czyli

(14) P ó ś=  0

dla każdego przesunięcia przygotowanego. Ponieważ punkt A jest 
swobodny, więc ós jest dowolne. Wynika stąd wobec (14), że P = 0 . 
Gdyby bowiem P4=0, to przyjmując, że ós ma kierunek i zwrot 
siły P, mielibyśmy P  ós=]P|-|ó#| #=0 wbrew (14).

Sprawdziliśmy więc zasadę prac przygotowanych w przy­
padku punktu swobodnego.

P rz y k ła d  3. Punkt materialny A, poddany działaniu siły P, 
ma pozostawać na powierzchni 8 . W położeniu równowagi praca 
przygotowana jest d'L—P ó s= 0, gdzie ós jest przesunięciem przy­
gotowanym, a więc wektorem dowolnym, leżącym w płaszczyźnie TI, 
stycznej do powierzchni 8  w punkcie A (str. 424). Wynika stąd, 
że P ± n .  Na- odwrót, jeżeli PJ_J7, to oczywiście ó 'L = P d s= 0 , 
więc punkt A jest w położeniu równowagi.

Przyjmijmy teraz, że punkt A ma pozostawać po jednej stronie 
powierzchni S. Więzy są zatem jednostronne. Przy równowadze mamy 
więc ó 'X = P ó s < 0 na każdym przesunięciu przygotowanym. Jeżeli 
ós leży w płaszczyźnie stycznej wówczas jest przesunięciem 
odwracalnym (str. 429), a zatem JP<5s=0. Wynika stąd, że P\_J1.

Najogólniejszym przesunięciem przygotowanym jest każdy 
wektor (o początku A), skierowany ku tej stronie powierzchni 8 , 
po której leży punkt A. Ponieważ P ós<0, więc P  ma zwrot w kie­
runku powierzchni 8  (t.zn. przyciska punkt A do powierzchni 8 ). 
Na odwrót, jeżeli PJ_II i P  ma zwjnt w kierunku powierzchni S, 
wówczas, jak łatwo widzieć, ó 'L = P  ós^O  na każdym przesunięciu 
przygotowanym. Punkt znajduje się zatem w położeniu równowagi.
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P rzy k ła d  4. Punkt materialny A, poddany działaniu siły P, 
ma pozostawać na linii C. W położeniu równowagi praca przygoto­
wana jest 6J j~P&8 —0 na każdym przesunięciu przygotowanym ós- 
Ponieważ ós jest wektorem dowolnym, stycznym do C w punkcie A, 
więc P  jest prostopadłe do C.

Na odwrót, jeżeli P  jest prostopadłe do G, to oczywiście P d s= 0, 
>yięc punkt jest w położeniu równowagi.

P rz y  k ła d  5. Na dźwignię AB  działają ciężary Q1,Qi uczepione 
w punktach A ,B  oraz ciężar dźwigni Q, zaczepiony w środku 8  

jej masy. Siły działające leżą w jednej płaszczyźnie pionowej, prosto­
padłej do osi obrotu w punkcie O, przyczem ON_L̂ 4JB. Wyznaczyć 
w położeniu równowagi kąt <p, jaki OS tworzy z pionem (por. przy­
kład 1, str. 278).

Oznaczmy przez ós1; ds2, ós przesu­
nięcia przygotowane punktów zaczepienia 
A ,B ,8 . Dźwignia może się jedynie obracać 
około swojej osi. Prędkości możliwe—a co 
za tym idzie — przesunięcia przygoto­
wane punktów A ,B , S są prostopadłe do 
OA,OB,OS. Oznaczając przez don dowolną 
prędkość kątową, mamy zatem:

(15) ¡dś^OAdco, |ós2|=OPów, \dś\̂ OSda>.

W położeniu równowagi praca przygotowana jest zerem czyli 
Qi 6 s1AQ 2 ós2-\-Q ós=(). Obliczając iloczyny skalarowe i oznaczając 
wartości bezwzględne sił przez QX,Q2,Q, otrzymamy na mocy (15) 
(Q1 OAco8<p-\-Q OS8in<p—Q2 OBcos<p)d(i>=0, skąd po podzieleniu 
przez ów

(16) tg 9> = «22-O P - ę ł -iM)/Q-ON.

Wzór (16) otrzymaliśmy poprzednio na innej drodze (por. 
wzór (6), str. 279).

P rz y k ła d  6 . Na -ówni pochyłej, nachylonej pod kątem a do 
poziomu, znajduje się punkt ciężki A, który pozostaje w równo­
wadze pod wpływem siły P, mającej kierunek poziomy. Wyznaczyć 
siłę P  przy założeniu, że nie ma tarcia.
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Oznaczmy przez Q ciężar ciała, a przez 
ós dowolne przesunięcie przygotowane.
Praca przygotowana jest ó'L=Qd8 +P-ds.
Aby zachodziła równowaga, musi być 
na każdym przesunięciu przygotowanym 
ó'L ^  0 czyli

(17) <2ó s + P ó s < 0.

Weźmy najpierw pod uwagę przesunięcie przygotowane ós' 
mające kierunek równi pochyłej. Przy tym założeniu ós' jest prze­
sunięciem odwracalnym, zatem (17) przyjmie postać równości

(18) QJs' +  PS8 ' = 0.

Niechaj /7 będzie płaszczyzną pionową, przechodzącą przez A 
prostopadle do równi ijiiech ós'_l77. Zatem Qós'=0, skąd na mocy (2) 
P-ós' = 0 czyli ' P_Lós'. A_więc P leży w płaszczyźnie TI.

Przyjmijmy teraz, że ós' leży na równi i w płaszczyźnie 77 
(p. rysunek); nadając przesunięciu ós' zwrot ku dołowi i kładąc 
Q=\Q\, P=|P|, otrzymamy z (18)

(19) ę|ós'|sina±P|ós'|cosa=0.

Znak ±  zależy od zwrotu siły P. Z równości (19) wynika, że 
należy obrać znak —. A  więc siła P  musi przyciskać punkt do równi. 
Przy znaku — otrzymamy z (19)

(20) P =Q tga .
Wyznaczyliśmy więc kierunek, zwrot i wielkość siły P przy 

założeniu równowagi. Z (20) łatwo wynika, że suma Q + P  jest 
prostopadła do równi.

Aby wykazać, że równowaga rzeczywiście zajdzie, należy 
stwierdzić, że warunek (17) zachodzi dla każdego przesunięcia przy­
gotowanego. Aby to udowodnić, rozłóżmy dowolne przesunięcie 
przygotowane ós na dwa przesunięcia: ós" prostopadłe do równi 
i ós' leżące na równi. Praca sił P  i Q na przesunięciu ós' jest zerem, 
gdyż P+<U_ós'. Przesunięcie ós" i suma P+Q  mają ten sam kierunek, 
lecz zwroty przeciwne, więc praca sił P  i Q na ós^ jest ujemna. 
Wynika stąd, że praca sił P i Q na przesunięciu ós jest ujemna. 
Związek (17) zachodzi więc dla każdego przesunięcia przygotowa­
nego. Zatem siły Q i P  równoważą się.
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P rzy k ła d  7. C iało sztyw ne. Opierając się na zasadzie 
prac przygotowanych, wyprowadzimy teraz warunki równowagi 
sił działających na ciało sztywne.

C iało sw obodne. Niech na ciało sztywne swobodne działają 
siły Pi,...,P„ o początkach A i,...,A n. Nadajmy ciału dowolne prze­
sunięcia przygotowane i oznaczmy przez <5«i,..., ós„ przesunięcia punk­
tów Ai, ...,A„. Praca przygotowana wynosi zatem na mocy (I), str. 436,

(21) d 'L =Piósi-f-... -f- Pndsn.

W przykładzie 4, str. 431, zajmowaliśmy się przesunięciami 
przygotowanymi ciała sztywnego.

Niech przesunięciem przygotowanym ciała będzie translacja 
(str.431); punkty doznają więc równych przesunięć óu. Na mocy (21) 
mamy Ó'L— Pidu-\-...-\-Pndu—(P i+ ...+ P n)du. Kładąc P =  P i+ ...+P ,„ 
otrzymamy
(22) ó'L—Póu.

Niech O będzie dowolnym punktem ciała, a l osią przechodzącą 
przez O. Nadajmy ciału przesunięcie przygotowane, w którym 
punkty doznają przesunięć proporcjonalnych do prędkości przy 
obrocie ciała około osi l z prędkością kątową Ów. Na mocy (26), 
str. 431, otrzymamy

ós,^OAtXdw (i—1,2,...,» ),

skąd na mocy (21) ó'L=P^OA{Xów)-\-...Ą-P„(OA„xów). Ponieważ 
a(bxć) =  ć(axb) (wzór (II), str. 12), więc

ó L —ów(P\X O Ai)-]-... -\-ów(Pti X OA„).

Lecz P ,x  OJ.1=M om oPi i t.d. Zatem

(23) ó 'L = <5co(Mom0 JPi+... +  Mom0 Pn)—ów M ,

gdzie M jest momentem ogólnym sił względem O.
Oznaczmy przez ów współrzędną ów względem osi i, a przez <p 

kąt, jaki M tworzy z osią l. Wówczas ów-M=ów\M\ cosę>. Ponieważ 
moment sił działających względem osi l wynosi Mi =  \M\co&<p, więc 
na mocy (23)

(24) ó ' L = M i ó w .



Najogólniejsze przesunięcie przygotowane ciała sztywnego jest 
złożeniem przesunięć, określonych przez wzory (25) i (26), str. 431. 
Zatem na najogólniejszym przesunięciu przygotowanym jest

(25) d'L=P-du+M,d<o,

gdzie P  oznacza sumę wszystkich sil działających, Mt moment 
względem dowolnej osi l, du dowolny wektor, a <5co dowolną liczbę.

Przejdziemy teraz do wyznaczenia warunków równowagi. 
Załóżmy, że układ sil działających jest w równowadze. Zatem praca 
przygotowana d'L jest zerem na każdym przesunięciu przygotowa­
nym. Nadając ciału dowolne przesunięcie du, mamy na mocy (22) 
Póit=0, skąd wynika, że

(26) P = 0,

gdyby bowiem było P + 0, to obierając du w kierunku P, mielibyśmy 
P óm=)=0.

Obierzmy teraz dowolnie punkt O i oś l przechodzącą przez 0. 
Dla każdego ba> jest na mocy (24) itf/óco=0, więc J f /= 0. Ponieważ 
l jest osią dowolną, przechodzącą przez O, więc moment ogólny 
względem O jest
(27) M = 0.

Udowodniliśmy w ten sposób, że równości (26) i (27) są 
warunkami k on ieczn y m i równowagi sił działających. Wykażemy- 
teraz, że są one również warunkami w ystarcza ją cym i.

Jeżeli bowiem zachodzą równości (26) i (27), to praca przy­
gotowana, podana w 'najogólniejszym przypadku wzorem (25), jest 
oczywiście zerem.

Otrzymaliśmy tedy warunki równowagi ciała sztywnego 
swobodnego, wyprowadzone na innej drodze na str. 248.

Rozpatrzymy z kolei kilka przypadków równowagi ciała 
nieswobodnego.

Ciało m ające  punkt stały. Niech ciało ma punkt O unieru­
chomiony. Ruch chwilowy ciała może więc być tylko obrotem około 
osi przechodzącej przez O. Zatem praca przygotowana wyraża się 
wzorem (24).

Jeżeli siły działające równoważą się, wówczas d'L=0, skąd na 
mocy (24) jest Miba>=0. Ponieważ Sm jest dowolne, więc M i=  0,
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gdzie l jest osią dowolną, przechodzącą przez O. Wynika stąd, że 
moment ogólny względem O sił działających na ciało jest M =  0.

Na odwrót, jeżeli Jl/ =  0, wówczas Mt=  0 względem każdej 
osi l przechodzącej przez O. Na mocy więc (24) jest stale ó 'L = 0.

A więc: układ sił działających na ciało, mające jeden punkt 
O unieruchomiony, jest w równowadze wtedy i tylko wtedy, gdy 
moment ogólny sił względem O jest zerem.

Warunek powyższy otrzymaliśmy poprzednio innym sposobem 
(str. 274).

C iało p łasko  prow a d zon e  (str. 276). Niechaj П będzie 
płaszczyzną kierowniczą ciała płasko prowadzonego. Ruch chwilowy 
ciała jest albo ruchem postępowym z prędkością równoległą do П, 
albo ruchem obrotowym wkoło osi l prostopadłej do 11. Praca przy­
gotowana wyraża się zatem wzorem (22), gdzie ó«.||/7, albo wzo­
rem (24), gdzie lj_n . W przypadku równowagi otrzymamy zatem 
Pów= 0 dla ди\\Л i M/do)= 0 dla l_Lll. Wynika stąd, że
(28) Р ± Л  i Jf|= 0 dla l± IJ .

Łatwo stwierdzić, że otrzymany warunek równoważny jest 
warunkowi, by rzuty sił na płaszczyznę kierowniczą II tworzyły 
układ równoważny zeru. Jeżeli zachodzi warunek (28), wówczas 
z (22) i (24) wynika, że praca przygotowana jest zerem. Warunek (28) 
jest więc k on ieczn y  i w y s ta rcz a ją cy  dla równowagi sił 
działających.

C iało m ające  oś stałą. Załóżmy, że ciało ma oś l unie­
ruchomioną. W tym przypadku ciało może się obracać tylko około 
osi l. Praca przygotowana wyraża się zatem wzorem (24). Warunkiem 
koniecznym i wystarczającym równowagi sił działających jest więc 
na mocy (24) ó'Z=J7fów=0 czyli Mt=  0 (<5ш jest bowiem dowolne).

Warunek ten otrzymaliśmy poprzednio na str. 276.

C iało m ające  sta lą  oś skrętu . Załóżmy, że ciało może 
się tylko obracać około pewnej osi l oraz przesuwać wzdłuż niej, 
jak np. kula nawleczona na prosty pręt sztywny. Ruch chwilowy 
ciała jest więc złożeniem ruchu postępowego o prędkości mającej 
kierunek osi l i ruchu obrotowego około tej osi, a zatem jest skrę­
tem około osi l. W najogólniejszym przypadku praca przygotowana 
określona jest więc wzorem (25), w którym du ma kierunek osi l, 
zaś ów jest dowolne.



446 ROZDZIAŁ IX. Zasada prac przygotowanych.

Jeżeli zachodzi równowaga, to na mocy (25)

(29) ó'L=P&u+M,du>=0 .

Przyjmując 6u=0  i <5«=(=0, dostamemy J i,= 0 , jeżeli zaś 
przyjmiemy 6 (0 = 0, otrzymamy z (29) P ó u = 0. Ponieważ 6 u ma 
kierunek osi l, więc PJLl.

Na odwrót, jeżeli Mt=  0 i P j_l, wówczas na mocy (29) jest 
oczywiście &'L= 0.

A więc: warunkiem koniecznym i wystarczającym równowagi 
ciała mogącego się około stałej osi obracać i wzdłuż niej przesuwać 
jest, by suma sił była prostopadła do osi i moment sił względem osi 
był zerem.

Śruba. Ciało sztywne, które może się tylko tak poruszać, że 
pewna linia śrubowa w ciele przesuwa się po sobie, nazywamy śrubą.

Oś śruby może się tylko przesuwać po sobie, a zatem prędkości 
punktów osi mają kierunek osi. Wynika stąd (str. 336), że ruch 
chwilowy jest skrętem chwilowym około osi śruby.

Oznaczając przez u prędkość ruchu postępowego chwilowego, 
przez ai prędkość kątową chwilową, a przez h skok śruby, mamy 
na mocy (15), str. 338,

(30) \u\/\<o\=hl27i.

Ponieważ u i Tu mają kierunek osi l śruby, więc oznaczając przez 
u i co współrzędne względem osi l wektorów u i w, otrzymamy z (30)

(31) u=ehw/2n,

gdzie e =  + 1 , jeżeli śruba jest lewoskrętna, zaś e = —1 , jeżeli jest 
prawoskrętna.

Praca przygotowana wyraża się wzorem (25), w którym 6 a> 
jest dowolne, a du ma kierunek osi l śruby, przyczem na mocy (31)

(32) 6u= ehdco/2:71,

gdzie Su jest współrzędną Su względem osi l.
Oznaczając przez P t rzut P  na oś l, mamy P 6 u =  Pi6 u.

Na mocy więc (25) i (32)

(33) d'L={eP,h/2n+Mi)dw.
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Z zasady prac przygotowanych wynika na mocy (33), że 
warunkiem koniecznym i wystarczającym równowagi sił działających 
na śrubę jest to, by siły spełniały równanie

(34) M ,IPi=—ehl2n.

P rzy k ła d  8. W yzn aczan ie  n ap ięć w p rętach  k ra to ­
wnicy. M etoda k in em atyczna . Na zasadzie prac przygotowa­
nych opiera się pewna metoda wyznaczania napięć w prętach krato­
wnicy. Metodę tę przedstawimy najpierw na przykładzie.

Na kratownicę płaską działają siły 
r v ...,T\ zaczepione w węzłach i będące 
w równowadze. Aby wyznaczyć napięcie 
np. w pręcie IW, usuwamy ten pręt.
Pozostały układ prętów będzie nadal 
w równowadze, jeżeli w punktach B  i D 
przyłożymy siły 8 i —8  równe napięciom 
usuniętego pręta w tych dwu punktach.

Nadajmy układowi prętów A B , B C , C D y D A  dowolne przesunięcie 
przygotowane i oznaczmy przez &sx...,dst przesunięcia punktów 
A , . . . , I ) .  Praca przygotowana będzie więc zerem czyli

*̂1̂ *1 +  I\ós2Jr P3ds3-\- P4ÓS4 +  8ós2 —8dst=  0,
skąd
(35) 8{ós2 — óst ) = —(F1dsl+  P2Ss2 +  P3ds3 P4ÓS4).

Połóżmy »V=±|Ň|, gdzie znak zależy od tego, czy napięcie 8  
jest rozciąganiem czy ściskaniem, i oznaczmy przez dr rzut różnicy 
ds2—  ós i na kierunek B I) . Przy tycli oznaczeniach lewa strona 
równości (35) wynosi Sdr. Jeżeli więc przesunięcia przygotowane 
obierzemy w ten sposób, by mieć ór=j= 0, otrzymamy z (35)

(36) S = - ( P 1d*l+ P 2fo2 +  P,A»3+  P^J/dr.

Szukane przesunięcie przygotowane otrzymamy, przyjmując, 
że punkty A i Z) są unieruchomione; zatem:

(37) dsx=  0, ó#4 =  0.

Ruch chwilowy pręta B D  (przy założeniu, że A  i D  są 
nieruchome) jest obrotem chwilowym około środka O, który jest 
punktem przecięcia się prostych A B  i D C  (por. przykład 4, str. 330).
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Przesunięcia ds2 i ds3 są proporcjonalne do prędkości punktów 
B i C przy obrocie pręta BG około O. Zatem ds2 i ds3 są prostopadłe 
odpowiednio do AB  i DC, oraz

(38) W / W  =  OC/0£.
Niech i P'a oznaczają rzuty sił P 2, P3 na kierunki ds2 i ós3, 

zaś a kąt między ós2 a BD. Zatem:

(39) Pids2=P'i\dSi\, P3d8z=Ps\dss\, ór=|ós2! cos a.
Z (36) otrzymamy na mocy (37)-(39)

(40) 8 ——(P'i-OB-\-P'z-OG)IOB cos a.
Przejdźmy teraz do przypadku ogólnego kratownicy o węzłach 

w których działają siły Pu ...,P„ będące w równowadze. 
By wyznaczyć napięcie w pręcie kratownicy łączącym węzły A r i A„, 
usuwamy pręt ArA s i przykładamy do węzłów A r i A , siły S i —S, 
równe napięciom usuniętego pręta w A, i A,. Ponieważ układ 
pozostałych prętów jest w równowadze, więc siły Pi,...,Pn,8 ,—S 
równoważą się. Praca przygotowana jest tedy zerem. Oznaczając 
przez przesunięcia przygotowane węzłów A\,...,A„ (przy
założeniu, że pręt A rA„ został usunięty), otrzymamy

(41) P1tel+ ...  +  Pnds,,+ Sdśr—Sdsa= 0 .
Kładąc więc /S=±|/Ś| (gdzie znak zależy od tego, czy_S jest 

rozciąganiem, czy ściskaniem) i oznaczając przez dr rzut ósr—dss 
na kierunek A rA„, otrzymamy z (41)

(42) S d r = - (P 1d̂ 1+...+P„d8n).
Jeżeli przesunięcia przygotowane potrafimy obrać tak, by 

było ór4= 0 (t. zn. by (5sr=t=ós„ i różnica <5sr—<5s* nie była prosto­
padła do A rA s), wówczas z (42) będziemy mogli wyznaczyć 8.

Otóż można okazać, że jeżeli kratownica jest wyznaczalna 
statycznie (str. 301), to przesunięcie przygotowane o żądanych 
własnościach zawsze istnieje.

Oznaczmy przez x1,yi,...,x„,y„ współrzędne węzłów A\,...,A,„ 
a przez dij długości prętów A {Ay  Zatem

(43) (Xi—X jf+ (y i—y,-)2—d}j =  0.

Niech dx„ dy-, będą rzutami przesunięcia przygotowanego 
punktu Ai.
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Wówczas na mocy (43)
(44) (xt—Xj)(dXi—dXj)+(yi—yj)(dyt—dyj)=0.

Jeżeli usuniemy pręt A rA s, to przesunięcia przygotowane 
węzłów określone są równaniami (44) (wśród których nie występuje 
równanie odpowiadające prętowi A rA a)-, możemy z nich wyrachować 
przesunięcia.

Podana metoda wyznaczania napięć w prętach kratownicy 
nosi nazwę metody kinematycznej.

Metodę kinematyczną można stosować zarówno do kratownic 
płaskich jak i przestrzennych.

Istnieją również metody graficzne wyznaczania prędkości 
możliwych (a co za tym idzie, przesunięć przygotowanych ósi,...,ds„) 
węzłów kratownicy przy pomocy t. zw. planów prędkości (prze­
sunięć przygotowanych).

§ 4. Wyznaczanie położenia równowagi w polu sil.
Jednym z głównych zagadnień, z jakimi spotykamy się przy ba­
daniu równowagi układu punktów materialnych, jest wyznaczanie 
położenia równowagi układu w danym polu sił.

Podamy tu rozwiązanie tego zagadnienia dla więzów obu­
stronnych. Dla więzów jednostronnych rozwiązanie jest znacznie 
hardziej złożone, ograniczymy się więc tylko do pewnego przy­
kładu (p. str. 453, przykład 2).

Niech więzy układu punktów A\,..., A„ będą określone 
równaniami
(1) Fj(xi,...,z„) =  0 ( j = 1,2,...,w).

Załóżmy, że układ znajduje się w polu sił, t.zn. że siły Pi,...,P„, 
działające na punkty Ai,...,A „ są funkcjami zmiennych xi,...,z„. 
A  więc:
( 2 ) P{x ...f Zn)t P^y — ■"> ^n)» z — ^ i ( X i , ..., Zn).

Przesunięcia przygotowane spełniają równania (I), str. 428:

<3) Ż  ° '= 1 ’ 2’ - ’ TO):
;=i

W położeniu równowagi mamy na mocy zasady prac przy­
gotowanych
(4) |  (Pix ÓXi+ Pig óyi+ Pit óZi)= 0 .
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Ponieważ równań (3) jest m, więc możemy wyznaczyć m 
spośród n niewiadomych dx1,...,dzn, nadając pozostałym k = 3 n —m 
niewiadomym dowolnie obrane wartości 6h\,..., dhk. Wyznaczając 
przez nie niewiadome d*i,..., óz„ z równań (3) i podstawiając w (4), 
otrzymamy po uporządkowaniu równanie

(5) CLiÓhi-\- O2ÓI12 “f- ... dh Óhh~ Oj
gdzie «i, ...,«* są pewnymi liczbami zależnymi od położenia układu, 
t.j. od współrzędnych *x, ...,z„.

W położeniu równowagi równość (5) ma zachodzić dla każdego 
układu liczb dhi,. . . ,dhk. Przyjmując <5^=1, dh2=  0, . . . ,  dhk=  0,
dostaniemy o1= 0. Podobnie postępując, otrzymamy:

*

( 6 )  O i = 0 ,  02=  0 ,  . . . ,  o * = 0 .

Na odwrót, jeżeli w pewnym położeniu układu spełnione są 
równości (6), to zachodzi oczywiście równanie (5), a zatem dane 
położenie układu jest położeniem równowagi. Równości (6) okre­
ślają więc położenie równowagi układu.

Z równań (6) i (1), których jest razem fe+w»=3n, możemy 
wyznaczyć na ogół 3n niewiadomych współrzędnych xx 
odpowiadających położeniu równowagi układu.

M nożn ik i L agran ge ’a. Podamy jeszcze inną metodę wy­
znaczania położeń równowagi układu, zwaną metodą mnożników 
Lagrange'a.

Oznaczmy lewe strony równań (3) przez W i,...,W „„ zaś lewą 
stronę równania (4) przez TT

Uważając 6xi,...,6z„ za niewiadome, możemy powiedzieć, że 
w położeniu równowagi każde rozwiązanie równań W i= 0, . . . ,  TPm=0 
spełnia równanie TF=0. Ze znanego więc twierdzenia teorii równań 
liniowych wynika, że W  można przedstawić liniowo przy pomocy 
W i,...,W „„ t.zn. że istnieją takie liczby ai,...,am, że dla dowolnych 
dx1, ...,óz„ jest tożsamościowo

W —aiWi -(- . . .  -f- omWm•

Kładąc Ax= — ai, . . . ,  możemy powyższą tożsamość
napisać w postaci

m
(7) W+A1TFi +  ... +  AmWm= 0  lub W + 2 k jW j= 0.

y=i



Pisząc zamiast i W lewe strony równań (3) i (4),
otrzymamy

n m n

7=1 7=1 /=1 9 '

Porządkując prawą stronę równania (8) według dxi 
dostaniemy

n m m

(9 ) "

7=1
Równość (7), a więc i (9) zachodzi dla dowolnych dxi,...,óz„; 

zatem współczynniki przy dxi,...,dz„ muszą być zerami:
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m m m

<» ^ 2 4 5 -  - 0’ *<. +2 4 $
/=i i=i 9 y=i/=i

( ¿ = 1,2,...,» ).

Udowodniliśmy więc, że w położeniu równowagi można dobrać 
takie liczby Ai,...,Am by zachodziły równania (I).

Na odwrót, jeżeli w pewnym położeniu układu można dobrać 
liczby Aj, ...,Aot, spełniające równania (I), to zachodzi równość (9), 
a więc i (8) czyli (7). Ponieważ dla przesunięć przygotowanych 
jest na mocy (3) W i=0, . . . ,  Rrm= o , więc z (7) dostajemy ^ = 0  
czyli (4). Położenie dane jest zatem położeniem równowagi.

A więc: warunkiem koniecznym i dostatecznym dla równowagi 
sił w pewnym położeniu układu jest to, by istniał układ liczb Ai,..., Am 
spełniający równania (I).

Z równań (l) i (I ) ,  których razem jest 3n+m, możemy wyznaczyć 
na ogół 3n+m, niewiadomych, t.j. Ai,...,Am, oraz współrzędne x1,...,z„, 
określające położenie równowagi.

Liczby Ai,..., Am nazywamy mnożnikami Lagrange'a.
29*



Uwaga. Oznaczając przez Rlt...,Rn siły reakcyjne w położeniu 
równowagi, mamy oczywiście P,-f- Rt= 0 ,  czyli i

* * + * « ,=  o, p iy +  R iy =  o, p i , + R i x=  o (»=i,2,...,»).

Porównując z (I), dostaniemy:
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(II) Ri x - ^ l - J f a , ’ Riy~< 2 Ri —2 ^ Jde!  !>2>•••>*)•
9F, 9F,

]= i y=i y=i

P r z y k ła d  1. Dwa punkty materialne ciężkie .Aj i A 2 o ma­
sach rax i m2 połączone są prętem sztywnym o długości d (bez masy) 
i pozostawać mają na dwóch prostych ij i l2. Prosta ?j jest pionowa, 
a prosta l2 przecina i tworzy z nią kąt 93= 45°. Wyznaczyć 
położenie równowagi, zakładając, że nie ma tarcia.

Obierzmy punkt przecięcia prostych llf l2 
za początek układu współrzędnych (x,y), przyj­
mując płaszczyznę, w której te proste leżą, 
za płaszczyznę xy, zaś oś za oś y (ze zwro­
tem ku górze).

Równania prostych ij i i2 są x = 0  i y = x .  
Zatem współrzędne x1,y 1 i x2,y2 spełniają 
równania:

® i= 0, y2—x2=  0.

Ponieważ A jA2= d , więc

(11) a i+ ( y , - y 2)2- d 2= 0 .

Równania (10 i (11) określają więzy układu.
Przesunięcia przygotowane spełniają równania, które otrzy­

mamy z (10) i (11):

(12) óa;1=0, dy2—dx2=  0, x2dx2-\-(y1—y2)(dy1—dy2)=0.

Siłami działającymi są ciężary punktów. Rzuty ciężarów na 
osie układu współrzędnych wynoszą odpowiednio 0, —m̂ g i 0,—m$. 
Praca przygotowana sił działających równa się d'L=—m^dy^—m$dy2. 
W położeniu równowagi jest d'L= 0, a więc

(13) ł » 1óy1+ ł » 2ó y g= 0 .
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Załóżmy, że yt—y2=t=0. Obierając dowolnie dy2, dostaniemy z (12):

(14) <5^=0, dx2= d y2, Syl= (y 1—y2—x2)dy2l(y1—y2).

Podstawiając w (13), otrzymamy po uwolnieniu się od mia­
nownika
(15) [m1(y1—y2—x2)+ m 2(y1— y2)]dy2=  0.

Ponieważ dy2 jest dowolne, więc równość (15) zajdzie tylko 
w przypadku, gdy
(16) ml(yl—yt—x2)+ m 2(y1—y2) =  0.

Rozwiązując układ równań (10), (11), (16), otrzymamy współ­
rzędne w położeniu równowagi:

•»i=0, yx= — (2m1 +  w2)d/a, x2= —(mł-\-m2)d/a=y2,

gdzie a =|/(m, +  m2)2 +  m\-
Załóżmy teraz, że yx—y2= 0 . Na mocy (11) mamy x\—d2= 0 , 

skąd x2=(=0. Ostatnie z równań (12) daje wobec tego &ra= 0, a więc 
drugie z równań (12) daje dy2=  0. Przesunięciem przygotowanym 
jest zatem na mocy (12) przesunięcie:

dx1 =  0, Óx2— 0, &y2— 0, &yl dowolne.

Warunek równowagi (13) przyjmie więc postać w1óy1= 0 . 
Równość ta nie jest jednak spełniona, gdyż dyx jest dowolne.

A więc: położenie, w którym yt— y2= 0 ,  nie jest położeniem 
równowagi.

P rz y k ła d  2. Punkt ciężki o masie m, poddany działaniu 
siły P, ma pozostawać na powierzchni kuli
(17) x*-\-y2+ z 2—r2= 0.

Zakładamy, że oś z ma kierunek pionowy i zwrot ku górze. 
Wyznaczyć położenie równowagi, przyjmując, że tarcie nie występuje.

Przesunięcie przygotowane 6x,óy,óz spełnia równanie, które 
otrzymujemy, różniczkując (17):

(18) xdx-\-ydy-\- zdz—0.

Praca przygotowana siły P  wynosi Px dx+ Pu by +  Pz 6z, siły zaś 
ciężkości —mydz. W położeniu równowagi mamy zatem

(16) ó'L=Pxóx+ P„dy-\- (Pz—mg)dz= 0.
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Stosując metodę mnożników Lagrange’a (wzór (I), str. 451) 
i zastępując 2 A przez A, otrzymamy równania następujące:

(20) Px+ X x=  0, P„ +  Xy =  Q, Pz—mg+Xz — 0.

Z równań (17) i (20) możemy wyznaczyć A oraz współrzędne 
x ,y ,z  położenia równowagi.

Obliczając x,y ,z  z równań (20) i wstawiając w (17), dostaniemy:

<21) X =  ± \  P 2X +  P \+ (P ^ m g f  ¡r.

Znając A, otrzymamy z (20):

(22) x = —PxIX, y = —Pu IX, z ——(P ,—mg)/X.

Ponieważ na A dostaliśmy dwie wartości (21), więc istnieć 
będą dwa położenia równowagi.

Załóżmy teraz, że punkt ma pozostawać wewnątrz lub na 
powierzchni kuji (17). Więzy są tedy jednostronne, i współrzędne 
punktu muszą spełniać związek
(23) x*+ y2+ z i —r ^ 0 .

W położeniu równowagi na powierzchni kuli przesunięcia przy­
gotowane określone są nierównością
(24) xdx +  yÓy +  zóy^0.

Praca przygotowana spełnia zatem nierówność
(25) Pxd x+ P udy +  (Pz—mg)dz^ 0.

Dla przesunięć przygotowanych odwracalnych, t. j. spełniają­
cych równanie (18), praca przygotowana jest zerem, a więc zachodzi 
równość (19). Wynika stąd, że położeniem równowagi na powierzchni 
kuli może być tylko jedno z położeń, podanych przez wzory (21) 
i (22). Aby stwierdzić, które z nich jest położeniem równowagi, 
należy zbadać, dla którego z nich związek (24) pociąga za sobą (25).

Zakładając, że przesunięcie przygotowane spełnia warunek (24), 
otrzymujemy na mocy (22) po podstawieniu w (24)
(26) - [ P xd x+ P uóy +  (PX-mg)dz]/X <  0.

Widzimy stąd, że wzór (25) będzie spełniony tylko wtedy, 
gdy —1/A>0, t.zn. gdy A <0.

A więc wzory (21) i (22) określają położenie równowagi, przy 
czym we wzorze (21) należy przyjąć znak —
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§5 . Współrzędne uogólnione Lagrange’a. P a r a m e tr y  
układu. Położenie układu punktów lub ciał sztywnych określamy 
przy pomocy pewnych liczb. Liczby te mogą być w szczególności 
współrzędnymi punktów względem pewnego układu prostokątnego 
współrzędnych; w wielu jednak przypadkach mogą mieć inne zna­
czenie.

Położenie punktu na płaszczyźnie możemy podać np. zarówno 
przy pomocy współrzędnych prostokątnych x,y, jak biegunowych 
r, <p i t. p. W  szczególności, położenie układu złożonego z dwóch 
punktów A^,A2, których odległość d jest stała i które mają pozo­
stawać w płaszczyźnie xy, możemy określić, podając bądź współ­
rzędne xuyt i x2,y2 tych punktów, bądź np. współrzędne x0,y0 środka 
odcinka A xA 2 i kąt <p, jaki ten odcinek tworzy z osią x. Znając 
x0, !lo * <7;i wyznaczamy współrzędne punktów AV A 2 ze wzorów:

x\=  xo— i dcos <p, D i-ito— i  d sin 99
x2= x 0 +łdcon(p, y2= y 0+idsiii(p.

Podobnie określić możemy położenie ciała sztywnego w prze­
strzeni, obierając dowolny układ współrzędnych (i, »?,£), sztywnie 
z ciałem związany, i podając współrzędne x0,y0,z0 początku układu 
(f,ł?,0  względem układu stałego (x,y ,z) oraz kąty av ...,y3, jakie 
osie f, ł7, f  tworzą z osiami x ,y ,z  układu stałego. Współrzędne 
punktów ciała wyznaczone są wówczas wzorami (I), str. 54.

Położenie ciała sztywnego mającego oś nieruchomą, określone 
jest przez jedną liczbę <f>, oznaczającą kąt, o jaki należy ciało obrócić 
około osi, aby przeszło w dane położenie z pewnego położenia 
początkowego. Obierając oś obrotu za oś z i oznaczając przez 
£, r), £ współrzędne dowolnego punktu w położeniu początkowym, zaś 
przez x,y,z  współrzędne tegoż punktu po obrocie o kąt <p, mamy:

x = $  cosp—??sinę>, y = f  sin ę>+»?C08 95, z=£.

Niech dany będzie układ holonomiczny skleronomiczny, zło­
żony z n punktów materialnych.

Załóżmy, że każdemu położeniu układu punktów, które jest 
zgodne z więzami i bliskie położeniu, jakie badamy, przyporządko­
wany jest układ k liczb qv ■■■,qk w taki sposób, że różnym poło­
żeniom układu punktów przyporządkowane są różne układy liczb 
qv ...,qk. Z założenia tego wynika, że współrzędne xl,y v z1,...,x „iy„,zn 
punktów układu są funkcjami zmiennych qv ...,qk:
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xi /i(21> •••> ?*)> Di — (iii ï*)i zi—V>i (in •••> î*)>

xn=fn(iv •■•» «*)* y„ =  vM  1» - .« * ) . en =  V>Mv-i 2*)-
Powyższe związki zapisujemy krócej w postaci:

(I) aJ/=//(2i» —»2*)» y/==9’i(2i) •••>2*)> zi— y)i (2i» "m2*) (*=1,2,...,»).

O funkcjach / / , 9>/,yv zakładamy na ogół, że są w pewnym 
obszarze zmiennych qv ...,qk ciągłe wraz z pochodnymi cząstkowymi 
i że ponadto różnym układom liczb qv ...,qk odpowiadają w tym 
obszarze różne układy liczb ti, ...,z„.

Liczby qv ...,qk nazywamy parametrami układu albo współ­
rzędnymi uogólnionymi Langrange'a.

Dla odróżnienia nazywamy współrzędne względem
pewnego układu inercjalnego współrzędnymi naturalnymi.

Są one oczywiście szczególnym przypadkiem współrzędnych 
Langrange’a.

Parametry nazywamy niezależnymi, jeżeli każdemu układowi 
zmiennych qv ...,qk funkcje (I) przyporządkowują położenia układu 
zgodne z więzami.

W przypadku więzów obustronnych możemy na ogół obrać 
parametry niezależne. Niech bowiem więzy układu określone będą 
funkcjami:

(1) FJ(x1,...,z „ )= 0  (j= l,2 ,...,m ).

Z równań (1) możemy na ogół wyznaczyć m niewiadomych, 
znając pozostałych k—3n—m. Obierając więc dowolnie k zmien­
nych spośród .T i , . . . ,z„ i oznaczając je przez qv ...,qk, będziemy mogli 
zmienne T i, . . . ,  z „  przedstawić jako funkcje zmiennych qv qk
w postaci (I). Ponieważ dowolnie obranym wartościom qv qk
odpowiadają zmienne X i , . . . , z „  spełniające układ równań (1), więc 
parametry są niezależne.

Liczbę k = 3 n —m nazwaliśmy liczbą stopni swobody układu 
(str. 423).

A więc: liczba parametrów niezależnych równa się liczbie stopni 
swobody układu.
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Jeżeli parametry są zależne, wówczas w przypadku więzów 
obustronnych muszą zachodzić między parametrami q t ..., qk 
określającymi zgodne z więzami położenie układu, pewne związki:

(2) $;(«!,•••,«*)=0 ( j= l ,2 , . . . ,e).
Obierając dowolnie pewnych k—q parametrów, możemy przy 

ich pomocy wyznaczyć pozostałe ze związków (2). Obrane para­
metry będą parametrami niezależnymi.

W przypadku więzów jednostronnych parametry, określające 
położenia układu zgodne z więzami, muszą oprócz związków 
postaci (2) spełniać jeszcze pewne nierówności kształtu

(3) ^ r( i i » - ł i * ) < 0 ( r = l , 2, ...,*)•
Jeżeli parametry są niezależne, wówczas funkcje (I) określają 

więzy układu, gdyż podają wszystkie jego położenia zgodne z wię­
zami. Jeżeli zaś parametry są zależne, wówczas oprócz funkcji (I) 
należy podać związki (2) i (3), którym muszą czynić zadość para­
metry, odpowiadające położeniom układu zgodnym z więzami.

P rz y k ła d  1. Punkt ma pozostawać na powierzchni kuli 
x2-\-y2+ z 2= r 2. Obierając dowolnie x i y, mamy dla półkuli górnej 
z =  |/r2—x2—y2. Jeżeli więc położymy

(4) x = q v y = q 2, to z =  h * —g*—

Liczby qx i q2 są parametrami niezależnymi.

P r z y k ła d  2. Punkt materialny A  ma pozostawać na po­
wierzchni kuli x2-\-y2-\-z2—r*=0. Oznaczając przez q ,q ,q cosinusy 
kątów, jakie wektor OA (gdzie 0  oznacza początek układu współ­
rzędnych) tworzy z osiami współrzędnych, mamy:
(5) x = rq v  y =  rq2, z= rq%.

Parametry q , q2, q3 są zależne, muszą bowiem oczywiście 
spełniać równanie

(6) í ? + « 2 + í I—1̂= ° ;
z równania tego (gdy z^O) otrzymujemy </3=  \ l—q\—q2, skąd przez 
podstawienie w (5):

*1= ^ 1» y= rq 2, z = r [ l - q 2- q 2.

W przedstawieniu (7) parametry q1 i q2 są niezależne.
(7)
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P rzesu n ięc ia  p rzygotow an e . Niech więzy określone będą 
parametrycznie funkcjami:

(II) xi= f l(qv ...,qh), y ,=  (pt(qv ...,qkh *,=v/Liv ~,9k) (»=1 ,2 ,...,»). 
Załóżmy, że parametry są niezależne.
Jeżeli nadamy układowi dowolny ruch zgodny z więzami, 

wówczas qv ...,qk będą funkcjami czasu. Różniczkując(II), otrzymamy:

*/ = Si ?!+•••+
(8)

U q
' -  ' 9qkq*’

3wi . dwi .

. 3ip, 3y>,
(t=l,2,...,»).

Na odwrót, jeżeli przyjmiemy, że qv ...,qk są dowolnymi fun­
kcjami czasu, wówczas wzory (II) określają ruch układu zgodny 
oczywiście z więzami; równania (8) podają więc prędkości punktów 
układu w tym ruchu. Wynika stąd, że jeżeli układ znajduje się 
w pewnym położeniu, określonym parametrami qv ...,qk, to wszelkie 
układy prędkości możliwych w tym położeniu otrzymamy z (8), 
podstawiając zamiast qt, . - ,q k wartości dowolne. Przyjmując:

óa;i=*i, • . . , Ó2„ =  ż„,
• • • , &qk — qkj

. . 9xi .i pisząc zamiast djj_
dqt i t. d., otrzymamy z (8):

(III)

3xi , , , 3x,dxl =  —  d q i+ ... +  —  dqk,

dzis azl I , Ẑ‘ sÓzi= -^ d q x +  ... +  -^dqk (» =  1,2,...,»).

Podstawiając we wzorach (III) dowolne wartości dqv ...,dqk1 
otrzymamy przesunięcia przygotowane układu. Na odwrót, każde 
przesunięcie przygotowane układu dostaniemy przez podstawienie 
odpowiednich wartości dqv ...,óqk.

Zauważmy, że układ wzorów (III) możemy otrzymać, tworząc 
formalnie różniczkę układu wzorów (II), a następnie pisząc 
óxi,dyi,dzl zamiast dxt,dyl,dzl, oraz dqv ...,óqk zamiast dqv ..., dqk.

W przykładzie 1, str. 457, mamy ze wzorów (4):
ix = iq v  iy=Sqt, Sz=—(<?, <5g, +  q2 <*i2) /  \ 1 —9,—

Obierając dowolnie wartości iqt i iqv  otrzymamy przesunięcie przy­
gotowane Sx, iy , Sz w położeniu odpowiadającym parametrom ę, i q2-
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Jeżeli qv ...,qk są parametrami zależnymi i zachodzą między 
nimi związki postaci (2), str. 457, to dqv ...,dqk nie są we wzorach (III) 
liczbami dowolnymi, lecz — jak można okazać (por. dowód wzoru
(15), str. 428) — muszą spełniać układ równań

(IV) 2 0 , 2 0 ;
(i= i,2 ,...,e).

W przykładzie 2, str. 457, mamy ze wzorów (5):

ix=rdqv Ay=rSqz, Sz=róqi ,

przyczem, na mocy (6), str. 457, zachodzi między óqv dq2,óq3 związek

+ 92<!32 + 93i9s=0-
/

Można okazać (por. dowód wzoru (II), str. 434), że jeżeli 
więzy są jednostronne i oprócz związków (2), str. 457, zachodzą 
związki (3), str. 457, to dqt,...,óqk muszą spełniać oprócz (IV) 
te spośród związków

puy puy
(V) - ^ ,  +  ... +  - ^ ^ < 0  (r=  1,2,...,»),

dla których w danym położeniu układu zachodzi równość 0 r=O.

P raca p rzygotow an a . S iły  u ogóln ion e . Niech więzy 
układu określone będą parametrycznie przez równania:

(9) xl= f l(qv ...,q„), y ,=  <p,(qv . . ;q k), zl=y>l(qv ...,qk) (¿= 1 ,2 ,...,m).

Przesunięcia przygotowane wyrażają się wzorami (III), str. 458. 
Jeżeli parametry są niezależne, wówczas dqv ...,óqk są liczbami 

dowolnymi. W  przeciwnym razie zachodzą między nimi pewne 
związki (IV) i (V).

Podstawiając w (I'), str. 436, zamiast 6xi,dyt,6zi wyrażenia (III), 
str. 458, otrzymamy



Porządkując według dqv ..., óqk, dostaniemy

* ¿ ( * . £ + * $ + ' 4 3 + -

Oznaczmy przez Q i , Q k sumy, występujące jako spółczynniki 
przy dqt,...,dqi :
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(VI)

co zapisujemy krócej

(VI') Qj- 2 (
1=1

2xi
Pi- Ę + PiĄ + p '-ji i)  ( i= 1 ’2....*>•

Otrzymamy stąd na mocy (10) d'L=Qi dqi+ ...+Q kdqk czyli

(VII) d'L =  2Q d qj.
l=i 1 1

Wyrażenia Qv ...,Qk, określone wzorami (VI) i (VI'), nazywamy 
składowymi siły uogólnionej lub krótko siłami uogólnionymi.

Porównując wzór (VII) ze wzorem (I'), str. 436, widzimy, że praca przy­
gotowana wyraża się przy pomocy składowych Qf siły uogólnionej i przesunięć Sqj 
w podobny sposób jak przy pomocy składowych P t , P t , i przesunięć 
<Sxf, iy,, Sz,.

W arunki rów now agi. Niech więzy układu holonomicznego 
skleronomicznego określone będą przy pomocy parametrów qv ...,qk. 
Warunek (II), str. 439, równowagi układu przyjmie na mocy (VII) 
postać

(V I I I ) d'L =  Ś Q  dq.^0.
j=i 1 ‘
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Jeżeli więzy są obustronne, wówczas ((III), str. 439)
A

(IX) ó'L =  2 Q jó q =  0. 
1=  i 1 1

Siły uogólnione występujące we wzorach (VIII) i (IX),
określone są wzorami (VI) i (VI').

Jeżeli parametry q,,...,qk są niezależne, to óqv ..., óqk są dowolne. 
Xa mocy więc (IX), przyjmując óqt =  1 oraz óq2=óq3= ...=dqk= 0, 
dostaniemy Q j= 0  i podobnie Q2=0, . . . ,  Qk=0.

A więc: jeżeli parametry, określające położenie układu holono- 
micznego skleronomicznego są niezależne (i tarcie nie występuje), to 
warunkiem koniecznym i wystarczającym dla równowagi sil działają­
cych jest, by siły uogólnione były zerami:

Jeżeli zaś parametry qv ...,qk są zależne i spełniają związki (2) 
lub (4), str. 457, wówczas óqv ...,dqk nie są liczbami dowolnymi, 
lecz muszą czynić zadość związkom (IV) lub (V), str. 459. Położenie 
równowagi wyznaczamy wtedy podobnie jak dla współrzędnych 
naturalnych, t.j. w sposób podany na str. 449.

Uwaga. Współrzędne naturalne są szczególnym przypadkiem 
współrzędnych uogólnionych. Jeżeli więc współrzędnymi naturalnymi 
punktów układu są x\,y\,z\, ..., xn,y„,z„, to kładąc:

możemy stosować wzory (I)-(X) § niniejszego. Wyniki otrzymane 
w tym § są więc uogólnieniem odpowiednich wyników dla współ­
rzędnych naturalnych.

P rz y k ła d  3. Cztery pręty równej długości a, leżące 
w płaszczyźnie pionowej, połączone są przegubowo w A, B, G i D. 
Przegub A  jest unieruchomiony, zaś C może się poruszać tylko po 
prostej pionowej l, przechodzącej przez A. W przegubach B i D 
zaczepione są siły poziome P  i —P, w przegubie zaś G siła pionowa Q 
(mająca zwrot ku dołowi). Wyznaczyć położenie równowagi, pomi­
jając ciężary prętów i zakładając, że nie ma tarcia oraz że pręty 
mogą się poruszać tylko w płaszczyźnie pionowej, w której leżą 
siły P  i Q.

(X) <?/= o

ai =  tv y 1 =  *1=«3> • • • * 2n=«3„>
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(11)
xx= — a sin a, 

yt=±aco»a,

Przyjmijmy A  za początek układu 
współrzędnych {x,y) płaszczyzny pionowej, 
w której łeżą pręty, a oś l za oś y (ze 
zwrotem ku dołowi). Położenie układu 
będzie wówczas określone przez podanie 
kąta a między prętem AB  a osią y. Zatem 
a jest parametrem układu.

Z rysunku widać, że współrzędne 
*i»Jfu 1 x3jVa węzłów B,C  i D są
następujące:

* ,= 0 , x3 =  osino,
y2=2acosa, y3=acosa.

Praca przygotowana wynosi

(12) d 'L = -P S x l+Qóy3+ P óxs,

gdzie P=|P| i Q=\Q\- mocy (11) mamy:
óxl = —ac,osada, dy2= —2asinoóa, óx3=acosada.

Podstawiając te wartości w (12), dostaniemy

(13) ó 'i= 2 a (P co sa —Q sino)<5o.

W położeniu równowagi jest ó'L=0, więc 2a(Pcosa—@sina)da=0; 
zatem P cosa—Q sino=0 czyli

tg a=P/<?.

P rzy k ła d  4. Dany jest układ prętów AoAi, A 1A 2, ..., A „-,A n, 
połączonych przegubowo w A i,A 2, ...,A„-\. Na układ działają siły 
Pi, P 2, ..., P„ o początkach w Ai, A 2, ..., A„. Punkt A 0 jest 
unieruchomiony. Wyznaczyć położenie równowagi, przyjmując, że 
pręty i siły leżą w jednej płaszczyźnie.

Przyjmijmy punkt A 0 za początek układu współrzędnych (x,y) 
tej płaszczyzny i oznaczmy przez 01,02, ... ,a„ długości prętów, 
przez 01, o2, ..., o„ kąty między prętami a osią x, wreszcie przez 
x\,V\,x2,y 2, ..., x„,y„ współrzędne punktów Ai, A 2, ..., A„ (str. 463, 
rys. 1). Mamy:

(14) .*i=«i cos ai, a;2=aiC08ai+«2C08a2,. . . ,  # „=  OiC08oi+...+a„c08a„,
(15) yi=a, sinai, //2= « ! sinai+o2sin02, ...,y ,i =  aiSinai+...+o„sina„.
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Z (14) i (15) wynika, że kąty ai,a2, określają położenie 
układu prętów. Zatem zmienne <n,...,a„ są parametrami układu, 
a ponieważ nie zachodzą między nimi żadne związki, więc są 
parametrami niezależnymi.

Różniczkując (14) i (15), otrzymamy:
(16) dxi=—aiSinaióai, . . . , dx„=  — aiSinaióai—...—a„sinan6a„
(17) Sy1= a iC 0 8 a id a 1, . . . , óy„ =  « ic o s  ai<5ai+ ...+  « „ c o s a„<5a„.

W p o ło ż e n iu  ró w n o w a g i p r a c a  p r z y g o to w a n a  w y n o s i

(18) Ó'L=( Plx dx1+ P lyóy1) + . . .+ (P„x6xn+ P „y 6y„)—0.

Podstawiając wartości (16) i (17) w (18), dostaniemy po 
uporządkowaniu

«i[ — (Pix-\r---\~Pnx) sinai+ (P ivJr---JrPnu) cosaj da% +
(19) + «2 [—(P2jr+ -"+ -i>n_r)sina24- (P2J,+  -"+-i>nj7)cosa2] Óa2+ ...

... +  a„[—Pnx sina„ +  P„y cosa„] óa„= 0.

Współczynniki przy <3ai,...,<5a„ są siłami uogólnionymi 
Ponieważ równość (19) zachodzi dla każdego układu liczb <5ai,...,<5a„, 
więc siły uogólnione są zerami. Zatem:

— (Pix+...+Pnx) sinai +  {Piu+ -+ P n y) cosa!=0,
2̂0) —(P2_t+...+-Pnjr)sina2+  (P2tf+ ...+P /itf)cosa2= 0,

— P„xsin a„ +  P„y cos a„ =  0.

Z równań (20) obliczamy łatwo tangensy kątów alf...,a„. 
Ponieważ tangensy są równe dla kątów różniących się o 180°, więc 
otrzymujemy wiele rozwiązań.

Jeżeli w pewnym spośród równań (20) współczynniki przy sin 
i cos są zerami, to odpowiedni kąt możemy obrać dowolnie.
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Załóżmy teraz, że punkt A„ ma znajdować się na prostej l 
o równaniu x = h , jak np. gdy koniec A„ pręta A n-\An jest pierście­
niem nasuniętym na drut sztywny, mający położenie prostej l 
(str. 463, rys. 2). Przy tym założeniu parametry ai,...,a„ nie będą 
niezależne, ponieważ będzie musiał zachodzić związek xn—h czyli 
wobec (14)

(21) aiCOSai+...+ a„cosa„ — h—0.
Różniczkując (21), otrzymamy

(22) — aisinai<5ai+ . . .— a„sina„ óa„ =  0;

przez podstawienie w (22) dowolnych wartości zamiast dai,..., <5a„-i 
otrzymamy

(23) <5a„ =  — (cii sin aj óaj + . . .  +  a„_i sin a„_i óa„_i) / a„ sin a„.

Z uwagi na (22) równanie (19) przyjmie postać

<H[— (Pi^+.-.+P/i—i,*) sinai +  (P itf+ ...+ P n;/) cosai] óai +  . . .

. . .  + « „ - i [— P n-i,*sina,,_i+  (Pn-i,y +  Pnn) COSa„_i] óa„-i +
+  an P„u cos a„ d(i„ =  0 .

Podstawiając w (24) wartość z (23), dostaniemy po uporządko­
waniu

« i [  —  ( P i , + . . .  +  X +  Pny c o t  a„) s i n  a i +  (Piy+ . . .  +  Pny) c o s  a i ] d a i + . . .

. . . . + a „ _ i [ — ( P „ - i ,  j t + P ^ c o t a „ ) s i n a , , - , - ) -  ( P „ _ i , ¡ , - f  P„y) COS a „ _ i ] < 5 a „ _ i  =  0 .

Ponieważ óai,...,óa„_i są liczbami dowolnymi, więc współczyn­
niki przy nich są żerami. Otrzymamy więc układ n —1 równań:

—(P i,+  •; • +  P /.-1, X +  Pnycot a„)sinai +  (P1(/+ ... +  Pny) cos ai =  0, ■

—(P».-i, x+P„ycota„) sina„_i+(P„_i, g+ P ny) cos a„_i =  0.

Równania te w połączeniu z równaniem (21) stanowią układ 
n równań, z którego możemy wyznaczyć n niewiadomych ai,...,a„.

P rz y k ła d  5. Na krzywą G, leżącą w płaszczyźnie pionowej xy, 
nasunięty jest pierścień ciężki K  o masie mv Przez pierścień prze­
winięta jest nić (nierozciągliwa i bez masy), uczepiona jednym 
końcem w początku O układu współrzędnych i dźwigającą na dru­
gim końcu punkt ciężki A o masie w2. Wyznaczyć położenie rów­
nowagi, zakładając, że nie ma tarcia.
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Niech krzywa C ma we współrzędnych 
biegunowych równanie
(25) r=f(<p).

Współrzędne x1,y1 punktu K  wynoszą 
zatem:
(26) ®x=rcosę>, y1= rsin y .

Połóżmy q= A K .  Oznaczając przez l długość nici, mamy

(27) r+ Q —l^  0.

Niechaj y> będzie kątem między A K  a pionem, zaś x2,y2 współ­
rzędnymi punktu A. Zatem ®2=a:1+esinv), y2= y 1—Qdosy>, skąd 
na mocy (26):

(28) &2=rcos<p-|-g8inyj, y ^ rs in ę j —gcosy.

Równania (26) i (28) określają więzy układu przez parametry 
r,Q,<p,y>, między którymi zachodzą związki*(25) i (27).

Praca przygotowana wynosi ó'L——m1gdy1—m2gdy2. W poło­
żeniu równowagi jest 0, więc

(29) m ^ y ^ m ^ y ^ O .

Gdy nić nie jest napięta, punkt A  jest swobodny, więc dy2 
może byó dowolne. Przyjmując w tym przypadku óyx= 0  i dy2<0, 
otrzymalibyśmy mldyl -\-m2óy2< 0  wbrew (29), co dowodzi, że układ 
nie może byó w równowadze przy nici nie napiętej.

Załóżmy więc, że nić jest napięta (t. j. że we wzorze (27) za­
chodzi równość) oraz że r>0 i g>0 ; z (26) i (28) otrzymamy:

3̂0) ót/j= ór sin < p r  cos cp dtp,
dy2=&r sin <p +  r COS fd<p — <5g COS +  g<fy sin y>.

Na mocy (25) i (27) zachodzą między Sr, dtp i <5g związki:
(31) dr=f(<p)d<p, ór+óg^O ,

natomiast tnp jest dowolne.
Podstawiając do (29) zamiast dy1,dy2 wyrażenia z (30), otrzy­

mamy

(32) (ml+ m 2)mv<pdr-{-(ml-\-m2)rc,o&<pd(p—m2óg cos y>+w2góy> siny > 0 . 

Na mocy (31) możemy przyjąć, że ór=0 , d<p= 0 i <5g=0, skąd
S. Banach. Mechanika. 3 0
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na mocy (32)
(33) m2gdy»8iny^ 0.

Ponieważ dtp jest dowolne, więc nierówność (33) zajdzie tylko 
wtedy, gdy t»2gsiny>=0 czyli gdy siny=0, a więc dla y>= 0 i tp— n. 
Intuicyjnie jest jasnym, że w położeniu równowagi może być tylko 
tp=0, równość bowiem tp— n znaczy, że A  znajduje się nad K, co 
jest oczywiście niemożliwe w położeniu równowagi. Wynika to 
również ze związku (32), przyjmując bowiem na mocy (31) ór=0 , 
dtp—0, <3g<0 i <fy=0, otrzymalibyśmy z (32) — w2ógcosv>>0, a po­
nieważ óg<0, więc cosy^O , skąd ip=\= n.

Udowodniliśmy zatem, że w położeniu równowagi jest y>=0, 
t. zn. że A  znajduje się pod K. Podstawiając y = 0  w (32), otrzy­
mujemy na mocy (25) i (31)

(34) (TO1+ r » 2)(/'(ę>)sinę>+/(97)co8ę>)óę>—m2óg>0.

Na mocy (31) możemy przyjąć

ór-(-óg=0 czyli óq= —d r= —f(tp)dtp, 

gdzie dtp jest dowolne. Podstawiając w (34), dostaniemy wówczas 

[(»» !+ mt) (f'(<p) sin <p+i(tp) cosęj)+ ł»2/'(ę>)]«V^: 0.

Ponieważ dtp jest dowolne, więc związek powyższy zajdzie 
tylko wówczas, gdy

Eównanie (35) pozwala wyznaczyć kąt tp w położeniu równowagi.
Na odwrót, jeżeli zachodzi równanie (35), to spełniona być 

musi nierówność (34). Oznaczmy bowiem przez W  lewą stronę tej 
nierówności. Na mocy (35) jest W = —m2f'(tp)dtp—m2dQ, skąd na 
mocy (31) W = —wi2(ór-|-óg). Ponieważ wobec (31) jest ó r+ óg ^ 0 , 
więc W ^O. Jeżeli tedy kąt tp spełnia równanie (35), to zachodzi 
równowaga.

Zbadamy jeszcze dla jakiej krzywej C równowaga zachodzi 
przy każdej wartości kąta tp, t. zn. w przypadku, gdy równanie (35) 
staje się tożsamością.

Zauważmy w tym celu, że lewa strona równania (35) jest 
pochodną funkcji /(ę>)[(m1-|-»»2)sin9>-|-m2'); zatem

(35) (m1+ m 2)(/'(ę>)sin9>+/(9>)cosę>)-l-w2/'(9’)= 0 -

/(ę>)[(t»i -(- m2) sin tp +  m2]= c  =  const.
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(36)

Ponieważ na mocy (1) jest r=f(<p), więc
or = ( + m2) sin <p+ m2.

Jeżeli c#=0, w1> 0  i m2>0, to równanie powyższe jest równa­
niem dolnej gałęzi hyperboli, której osią rzeczywistą jest oś y.

i v

(37)

(38)

R ów n ow aga  w polu  p oten cja ln ym . Załóżmy, że siły 
, P„ mają potencjał V. Zatem ((III), str. 214):

P . - dJ . P . P _ * I
‘ i ~»t ~~l

Podstawiając te wartości do wzoru (VI'), str. 460, dostaniemy

o  = — ‘ 4- £1dl i  o. £1 £f<\.
1 £  \dxi 9<tj +  3Vt 3Qj +  3zi d9jJ

Potencjał V jest funkcją zmiennych X i Wyrażając je  
przez parametry q\,...,qk, możemy więc przyjąć, że V jest funkcją 
parametrów gi,...,g*. Ze znanego wzoru z rachunku różniczkowego 
na pochodną cząstkową funkcji złożonej wynika, że prawa strona 
równania (38) jest pochodną cząstkową 9V/9qj. Zatem
(XI) Q j=3VI9qj « = 1 ,2 ,. . . ,» ) .

Porównując (37) i (X I), widzimy, że składowe sił uogólnionych 
wyrażają się podobnie jak składowe sił względem współrzędnych 
naturalnych.

A więc: jeżeli pole sil jest polem potencjalnym, to slcladotoe sił 
uogólnionych są pochodnymi cząstkowymi potencjału względem współ­
rzędnych uogólnionych.

Ze wzorów (VII), str. 460, i (XI) otrzymujemy
k

9 V
(39) d'L = 2 i w dql-

J=i
Na mocy (18), str. 430, możemy więc napisać

(XII) Ó'L=ÓV,
gdzie V uważamy za funkcję zmiennych qi,...,qk.

Wzór (XII) ma tę samą postać co wzór (I ” ), str. 437. Róż­
nica polega na tym, że we wzorze (I") uważamy V za funkcję współ­
rzędnych naturalnych X i zaś we wzorze (X II) za funkcję 
parametrów qi,...,qk-
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Uwaga. Znaczenie wyrażenia SV uzmysławia rozumowanie następujące. 
Nadajmy układowi w danym położeniu w chwili t dowolny ruch zgodny z wię­
zami. Parametry q1..... qk oraz potencjał F będą więc funkcjami czasu. Mamy

Ponieważ możemy przyjąć, że <fy= dla j =  1,2  więc na mocy (40)
mamy SV=dVldt. Tym sposobem SV przedstawia szybkość zmiany (t.j. po­
chodną) potencjału przy dowolnym ruchu zgodnym z więzami, jaki nadajemy 
układowi.

Z zasady prac przygotowanych wynika na mocy (XII), że wa­
runkiem koniecznym i dostatecznym równowagi układu jest, by
(X III) ÓF<0.

W  szczególności więc, położeniem równowagi układu jest poło­
żenie, w którym potencjał osiąga maximum, a w przypadku więzów 
obustronnych również położenie, w którym potencjał osiąga minimum.

Jeżeli bowiem układowi nadamy dowolny ruch zgodny z wię­
zami w chwili, gdy F osiąga maximum, to po czasie At przyrost 
potencjału będzie J F < 0 , skąd dF/di<0 (przyczem nierówność 
dV/dt< 0 zachodzić może w położeniu brzeżnym przy więzach jedno­
stronnych), a zatem <5F<0 (w myśl uwagi o znaczeniu <5F). Jeżeli 
zaś więzy są obustronne i F ma wartość minimum, to dV/dt=0, 
skąd <5F=0.

Jeżeli na układ punktów materialnych działają tylko siły 
ciężkości, wówczas potencjał wynosi ((13), str. 215)

(41) F = —mgz0,
gdzie m oznacza masę całkowitą układu, zaś z0 współrzędną środka 
masy przy założeniu, że oś z ma zwrot pionowy ku górze.

Położeniem równowagi będzie więc każde położenie, w którym 
F jest maximum czyli z0 minimum. Jeżeli więzy są obustronne, 
to położeniem równowagi będzie prócz tego każde położenie, w któ­
rym F jest minimum czyli z0 maximum.

Jeżeli punkt ciężki A zawieszony jest na nici nierozciągliwej, 
uwiązanej w początku O, to ekstrema potencjału F wystąpią wów­
czas, gdy nić jest napięta i ma kierunek pionowy. Maximum jest 
wtedy, gdy A  znajduje się pod O, minimum zaś, gdy A  jest nad O. 
Oczywistym jest, że położenie równowagi występuje tylko wtedy, 
gdy F ma wartość maximum (t. j. gdy A  jest pod O).
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P rz y k ła d  6. Dwa punkty materialne A1 i A 2 ciężkie 
o masach Wj i m2 połączone są nicią nierozciągliwą, przewiniętą 
przez krążek. Punkt m2 ma pozostawać na prostej pionowej i. 
Jaki kąt <p tworzy nić z prostą l w położeniu równowagi, jeżeli nie 
ma tarcia (str. 195, rys. 1)?

Przyjmijmy oś l za oś z, nadając jej zwrot ku górze, 
a punkt osi, znajdujący się na wysokości krążka, za początek układu 
współrzędnych. Oznaczmy przez « długość nici, przez a odległość 
krążka od osi l, przez z1 i z2 współrzędne punktów A l i A 2, a przez 
z0 współrzędne środka masy. Mamy:

2j=  — (s—a/sinęj), z2= —actgęp.

Ponieważ mz0 — m121 +  m2z2, gdzie m =m 1 +  m2, więc

z0= [ —»»!(#—a/sirup)—m2actg(p]lnt.

Aby wyznaczyć extremum z0, przyrównujemy pochodną dzjdtp 
do zera:

— mxa cos 9>/sin2<p +  m2a/sin29>= 0 ,
skąd

(42) cosę) =  m2/»M1.

Łatwo zbadać, że dla wartości <p, spełniającej równanie (42), 
z0 jest minimum. Równanie (42) określa więc położenie równowagi 
(gdy ma<TOj).

Inny sposób rozwiązania podany jest w przykładzie 2, str. 195.



R O Z D Z IA Ł  X

DYNAMIKA UKŁADÓW HOLONOMICZNYCH

§ 1. Układy holonomłczne. W tym rozdziale zajmiemy 
się dynamiką pewnych układów nieswobodnych. Wyprowadzimy 
dla nich równania ruchu, w których nie będą występowały reakcje.

Niech dany będzie układ n punktów materialnych. Niech więzy 
układu polegają na tym, że w każdej chwili pewne tylko położenia 
układu są możliwe. Nie zakładamy (jak w rozdz. IX ), że w każdej 
chwili możliwe są jedne i te same położenia: zbiór możliwych położeń 
układu może się zmieniać wraz z czasem.

Przykładem jest punkt mogący pozostawać na płaszczyźnie 
ruchomej lub linii ruchomej, np. kulka nawinięta na drut, który 
się porusza lub zmienia kształt.

Jeżeli w chwili t więzy są obustronne (str. 421), wówczas 
współrzędne X\, yi, zt, ..., x„, y„,z„ punktów układu muszą w chwili ł 
spełniać pewne równania (str. 423):

(1) F i ( x \ y ..., zny t) =  0, . . . , F m {xiy..., Zny () =  0,
które zapisujemy krócej:

(I) Fj(xi, ...,zn,t)= 0

Jeżeli w chwili t więzy są jednostronne, to oprócz (I) zachodzą 
związki ((9), str. 422)

(II) 0 r(xlf...,zn,t)^O  (r=  1,2,...,#).

Układ, którego więzy dają się przedstawić przy pomocy 
związków postaci (I) i (II) nazywamy holonomicznym.

Jeżeli funkcje Fj i 0 r nie zależą od czasu t, mówimy, że więzy 
są niezależne od ezaeu, układ zaź nazywamy Meronomicznym.
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W rozdz. IX , badaliśmy warunki równowagi układów holono- 
micznych skleronomicznych. Więzy takich układów dają się określić 
związkami postaci (I), str. 423, i (9), str. 422:
(I') FJ(xi,y1,zi,...,z„)= 0  (j= l,2 ,...,m ),
(II') (r=  1,2, ...,#).

Jeżeli choć jedna z funkcyj w (I) lub (II) zależy od czasu t, 
mówimy, że więzy zależne są od czasu, układ zaś nazywamy
reonomicznym.

Łatwo zauważyć, że układ skleronomiczny jest szczególnym 
przypadkiem reonomicznego; innymi słowy równania (I') i (II') 
są szczególnym przypadkiem równań (I) i (II).

O funkcjach Fj, <t>r zakładamy na ogół, że są ciągłe i że 
mają pochodne cząstkowe ciągłe w pewnym obszarze zmiennych

x\, yi,zi,...,x„,y„,z„, t.
O równaniach (I), (I'), (II), (II') mówimy, że przedstawiają 

więzy w postaci skończonej.
Podobnie jak w układach skleronomicznych (str. 423), zakła­

damy, że funkcje (I) są od siebie niezależne i że m <3n, a liczbę 
k = 3 n —m nazywamy liczbą stopni swobody danego układu.

F rzyk ła d . Niech punkt materialny A(x,y,z) ma pozostawać 
na powierzchni pewnej kuli, poruszającej się ruchem postępowym 
jednostajnym.

Oznaczmy przez r promień kuli, przez i 0,yQ,C0 współrzędne 
środka kuli w chwili t= 0 , przez w chwili t, a przez a,b,c rzuty 
prędkości ruchu postępowego na osie współrzędnych. W chwili t 
mamy f = f 0+o<, tj=r]0-\-bt i C =f0+cf. Kula ma więc w chwili t 
równanie (x—S f+ (y —y)2+ (z —C)2—r2= 0  czyli

(2) ( * - £ « -  a tf+ (y  ~ Vo- b t f + ( z  —f 0—cf)2—r2=0.
Współrzędne punktu A  muszą tedy spełniać w każdej chwili 

równanie (2); jest ono postaci F (x ,y ,z ,t)= 0, zatem więzy są obu­
stronne, zależne od czasu, a więc układ jest holonomiczny reonomiczny.

Jeżeli założymy, że punkt A ma pozostawać wewnątrz lub 
na powierzchni kuli, wówczas więzy wyrażą się nierównością
(3) (x—f 0—a<)2+  (y -V o ~ b t f+  ( z - t o - e t f - r ' ^  0, 
a więc będą w tym przypadku jednostronne.
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§ 2. Układy anholonomtczne. Nie zawsze więzy obustronne 
układu dają się przedstawić w postaci skończonej (I) lub (I').

Przypuśćmy np. że każdemu punktowi A  przestrzeni przy­
porządkowany jest wektor H, którego rzuty są zależne od współ­
rzędnych x,y,z  punktu A. Zatem:
(1) Hx=a(x,y,z), Hy=  P(x,y,z), Hz=y(x,y ,z),

gdzie a, fi, y są danymi funkcjami.
Załóżmy, że punkt materialny może się poruszać tylko w taki 

sposób, że prędkość jego w każdym położeniu jest prostopadła do H. 
Oznaczmy przez x, y, ż rzuty prędkości v punktu materialnego. 
W  każdej chwili będzie więc musiał zachodzić związek H v=  0 czyli
(2) a(x, y, z)x+P(x, y, z)y+y(x, y ,z)ż=  0.

Jeżeli istnieje taka funkcja F(x,y,z), że jej pochodne cząstkowe 
są równe odpowiednim funkcjom a, p,y, to równanie (2) możemy 
napisać w postaci dF/dt=0 czyli F =  const, — c lub
(3) F (x,y ,z)—c= 0 .

Na odwrót, jeżeli zachodzi równanie (3), to różniczkując je, 
otrzymamy (2). Równania (2) i (3) są więc w tym przypadku 
równoważną, a zatem więzy są holonomiczne, ponieważ dają się 
przedstawić w postaci skończonej (3).

Jeżeli jednak funkcje a,p,y nie są pochodnymi cząstkowymi 
jednej funkcji, to równanie (2) może nie być równoważne żadnemu 
równaniu postaci (3). W  tym przypadku więzy nie dadzą się więc 
przedstawić w postaci skończonej i układ nie jest układem holono- 
micznym. Mówimy wówczas, że układ jest anholonomiczny.

Równanie (2) piszemy zazwyczaj w postaci
(4) a(x,y,z) dx+P(x,y,z) dy +  y(x,y,z)dz=: 0.

Ogólniejszą postać mają równania

(5) a(x,y,z,t)dx+P(x,y,z,t)dy +  y(x,y,z,t)dz+e(x,y,z,t)d t=0.
Równanie (5) jest równoważne równaniu

(6) a x + p y + y ż + e = 0 ,
gdzie a,p,y,e są danymi funkcjami zmiennych x,y,z  i t. Stanowi 
ono warunek konieczny, jakiemu muszą czynić zadość prędkości 
punktów układu. Układami anholonomicznymi zajmować się bliżej 
nie będziemy.
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§3 . Przesunięcia przygotowane. Na str. 428 określiliśmy 
przesunięcie przygotowane układów holonomicznych skleronomi- 
cznych. Zajmiemy się teraz układami reonomicznymi.

P unkt na pow ierzch n i. Niech punkt A (x,y,z) ma pozosta­
wać na powierzchni ruchomej 8, której równanie w chwili t jest

(1) F (x ,y ,z ,t )= 0.

Współrzędne punktu A  spełniają więc w chwili t równanie (1).

[§ 3]

Przesunięciem przygotowanym nazywamy każde przesunięcie ós 
punktu A  o rzutach óx,dy,dz, spełniające równanie

(2 )
9F 9F 9F

9z

Widzimy stąd, że przesunięcie przygotowane jest takie, jak 
gdyby powierzchnia S była nieruchoma i miała położenie, które 
zajmuje w chwili t. Zatem przesunięciem przygotowanym jest dowol­
ny wektor, styczny w chwili t do powierzchni S w punkcie A  (str. 425).

Nadajmy punktowi A  dowolny ruch zgodny z więzami. Współ­
rzędne punktu będą więc spełniały równanie (1). Tworząc pochodną 
względem czasu i, otrzymamy z (1)

(3)
9 F . 9F . 9 F . 9F _
^ x + ^ y + ^ z + l t ==°-

Oznaczając przez v prędkość punktu A, otrzymamy z (3)

(4) 9F , 9F 9F 9F nw- -|-"st =  0.9x 9y y 9z 9t

Porównując (2) i (4), widzimy, że nie możemy przyjąć 
6x—Vx, fy=Vg i dz—vz, czyli ds=v, chyba że 9F/ct—0.

A więc, w układach reonomicznych przesunięcia przygotowane 
nie są na ogół proporcjonalne do prędkości możliwych (jak w ukła­
dach skleronomicznych), t.zn. wyrażają się innymi wektorami niż 
prędkości możliwe.

W szczególności przesunięciem przygotowanym jest na mocy (2) 
przesunięcie d s= 0 (t.j. &r=0, dy =  0, <5z= 0); z (4) zaś wynika, że 
jeżeli 9F/9t+ 0, to r=<) nie jest prędkością możliwą.
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U waga. Bóżniczka zupełna funkcji (1) wynosi
3 F J , 9 F ,  , 9F , , 9FM dF = ^ dx + ^ d y + ^ d z + - ^ d t .

Jeżeli utworzymy różniczkę przy założeniu, że t=const., 
wówczas dt=0, zatem

9F 9F 9F
dF= 9 ^ dx+ W d y + i dZ-

A więc równanie (2) otrzymamy, różniczkując obustronnie (1) 
przy założeniu, że czas t=  const., a następnie pisząc zamiast dx,dy,dz 
odpowiednio bx, by, bz.

W  przykładzie na str. 471 przesunięcie przygotowane spania równanie, 
jakie otrzymamy, różniczkując równanie (2), str. 471, przy założeniu, że t=  const. 
Dostaniemy: '

(x— Jo— a ł)ix+ (y— i?o— bt)dy+(z— — el)iz— 0.
Obierając dowolnie óy, 6z, możemy wyznaczyć <Jx z powyższego wzoru.

P u n kt na lin ii. Niech punkt materialny A ma pozostawać 
na linii ruchomej C, która w chwili t ma równania:

(7) F 1(x ,y ,z ,t)= 0 , F 2(x ,y ,z ,t)= 0.

Przesunięciem przygotowanym punktu A  w chwili t nazywamy 
każde przesunięcie ós (o rzutach óx, by, bz), które spełnia równania:

(8)
9F-. 9F-. 9F, 9F. 9F. 9F,
- £ « ■ + - £ 1 *  +  -5? * -  °> 4 ł  » * = 0.

9F\
9y

9J\
9z

9F\
9x 9y 9z

Zatem przesunięcie przygotowane jest takie, jak gdyby linia C 
była nieruchoma i miała to położenie, które zajmuje w chwili i. 
Przesunięciem przygotowanym jest więc dowolny wektor styczny 
w chwili t do krzywej C w punkcie A (str. 426).

I w tym przypadku przesunięcie przygotowane nie jest na ogół 
proporcjonalne do prędkości możliwej. Na mocy bowiem (7) prędkość 
możliwa v spełnia równania (które otrzymujemy, tworząc pochodną 
równań (7)):

9FX 9Fl 9F1 9Ft

(9)
* * + ? f * ' +  - * * + ■

3F, 3F. 3FS
»* +  •

9t
9F,

= 0,

=  0.cx 9y y 9z * 9t

Jeżeli 9FJ9t4= 0 lub 9F2/9t=t 0, to na mocy (8) i (9) nie mo­
żemy przyjąć bx—vx, by =  v„, bz=vx czyli bs=v.
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Zauważmy jeszcze, że równania (8) otrzymamy, tworząc przy 
założeniu t=const. różniczkę równań (7) i pisząc dx,dy,dz zamiast 
dx, dy, dz.

P r z y k ła d  1. Punkt materialny A  ma pozostawać na paraboli 
obracającej się około osi z ze stałą prędkością kątową w (dodatnią, 
jeżeli obrót odbywa się od ręki prawej ku lewej). W chwili t= 0  
parabola znajduje się w płaszczyźnie xz i ma równanie z=x*.

Parabola zatoczy paraboloidę obrotową z = x ?+ y2. Położenie 
paraboli w chwili t otrzymamy jako przekrój paraboloidy płaszczyzną 
ar sin <ot+ y cos coi=0. Współrzędne punktu A spełniają zatem równania:

(11) a?-\-y2—z= 0 , ®sin<ut+ycoswt=0.

Przesunięcie przygotowane dx, dy, dz spełnia równości, które 
otrzymamy, różniczkując (11) przy założeniu t=const. Zatem:

2xdx+2ydy —dz—0, dx sin a>t +  dy cos eot=0.

Jeżeli cot=(= jr/2 i <uł#= 3n/2, to:

dy — —dxtgmt, dz=2(x—ytga>t)dx,

gdzie dx jest dowolne.

U kłady punktów . Niech dany będzie układ holonomiczny, 
którego więzy określone są równaniami

( 1 2 )  Fj(xi,yi,zlt ...,x„,y„,  « „ , < ) = 0  0 = 1 , 2 ,  . . . , m ) .

Przesunięciem przygotowanym układu w chwili t w położeniu 
■(*i, ..., z„) zgodnym z więzami, nazywamy każde przesunięcie 
dxi,...,dzn, spełniające rówmania:

m Ż (  j g ^ + s ^ + s H - 0 ....1=1
O równaniach (I) zakładamy, że w każdej chwili t są od siebie 

liniowo niezależne; innymi słowy zakładamy, że spośród niewia­
domych dxi,dyi,dzi możemy obrać k=3n—m niewiadomych dowolnie, 
a pozostałych w wyznaczyć z równań (I).

Bównania (I) mają postać podobną jak dla układów sklero- 
nomicznych (por. (I), str. 428). Przesunięcia przygotowane układu 
w chwili t są więc takie, jak gdyby więzy nie zależały od czasu i były 
stale takimi, jak w chwili t.
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Równania (I) otrzymamy, tworząc przy założeniu t=const. 
różniczkę z równań (12) i pisząc następnie zamiast dxi,...,dz„ 
odpowiednio dx1,...,dzn.

W  przypadku układów reonomicznych nie możemy powiedzieć, 
że przesunięcia przygotowane są proporcjonalne do prędkości 
możliwych. Nadajmy bowiem układowi dowolny ruch zgodny 
z więzami. Różniczkując (12), otrzymamy

(13) 3Fj . 3Fj . 3Fj
9 ^ X l+ "' +  9 ^ Żn +  ~dł= 0 0 =  1,2, ...,m).

Oznaczając przez vlf ..., v„ prędkości punktów, możemy 
napisać (13) w postaci

(14) v  í  /  9F / dFt 3Fi \  3Ft2 [d̂V̂+d̂%+̂ VH+-dł=0 0 =  1,2,...,m).
3Fj
dy,

3F, 3F,

Porównując (14) z (I) widzimy, że nie możemy na ogół przyjąć 
ÓXi=Vix, . . . ,  6z„—Vnz, jak w przypadku układów skleronomicznych.

Jeżeli oprócz równań (12) zachodzą jeszcze związki ((II), str. 470)

(15) &r(x i , : ;Z n,t )^ 0  (r=  1,2,...,«),

to przesunięcie przygotowane musi oprócz (I) spełniać te ze 
związków

(II) v ,  id&r cl<Pr d<Pr l
..................... .

30r 30r

dla których w danym położeniu układu w chwili i zachodzą 
równości 0 r=O  (por. (II), str. 434).

W sp ółrzęd n e  u ogóln ion e . Niech położenia układu holo- 
nomicznego określone będą przy pomocy parametrów qv ..., qk 
(str. 455).

Jeżeli układ jest reonomiczny, to funkcje, które określają 
współrzędne naturalne xv ...,zn, odpowiadające parametrom qv — ,qk, 
są zależne od czasu. Zatem ((I), str. 456):

(16) X(=ft(qv ...,qk,t), yi=?>1(31,...,gA,<), (ff^.. . ,q j )  (¿=1,2,...,»).
Jeżeli parametry są niezależne, to każdemu układowi zmien­

nych q1,...,qk pewnego obszaru tych zmiennych (który może zależeć



od i) odpowiada położenie układu zgodne z więzami. Jeżeli zaś 
parametry są zależne, to w przypadku więzów obustronnych muszą 
być spełnione pewne równania (2), str. 457:

(17) 0 , ( 9 i » ( r = l , * 2 , . . . , « ) ,

a w przypadku więzów jednostronnych parametry muszą czynić 
zadość nierówności (3), str. 457:

(18) Wr(qv -  '•,«*.*)<?' ( r = l , 2,...,e).

W szczególności, gdy funkcje (16)-(18) nie zależą od czasu i, 
układ jest skleronomiczny.

Jeżeli układ się porusza, to parametry qv ...,qk zależą od czasu t. 
Euch układu będzie więc wyznaczony przez podanie funkeyj:

(19) q1= q 1(t), . . . »  ?*=?*(<)»
określających w każdej chwili t wartości parametrów układu. 
Współrzędne naturalne otrzymamy, podstawiając funkcje (19) w 
funkcje (16). Jeżeli parametry są zależne i spełniają równania (17), 
ewentualnie również nierówności (18), wówczas funkcje (19) muszą 
także spełniać te związki.

Niechaj położenia układu holonomicznego określone będą para­
metrycznie przy pomocy funkeyj (16). Przesunięcie przygotowane 
układu w chwili i w pewnym położeniu zgodnym z więzami otrzy­
mamy, przyjmując, że więzy są niezależne od czasu i takie, ja­
kimi były w chwili t. Na mocy więc (III), str. 458, dostaniemy:

[§ 3] Przesunięcia przygotowane. 477

Wzory (III) otrzymamy, tworząc przy założeniu t =  const. 
różniczkę z (16) i pisząc następnie dxl,dyl,dzi,dq, zamiast dxi,dyl,dzi,dqJ.

Jeżeli parametry są niezależne, to bqj są w (III) dowolne. Jeżeli 
zaś parametry, określające położenia układu zgodne z więzami, 
spełniają związki (17), to ógc w (III) nie są dowolne, lecz muszą czynić 
zadość równaniom ((IV), str. 459)

' ( IV )
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Jeżeli wreszcie parametry muszą spełniać oprócz równań (17) 
pewne nierówności (18), to muszą oprócz (IV) spełniać te ze 
związków

k

(V) 2 s W óqJ< 0  (r = i,2 ,... ,e ) ,
j= i

dla których w danym położeniu układu w chwili t zachodzą rów­
nania !Pr= 0  ((V), str. 459).

1'rzyktad 2. Punkt materialny A ma 
pozostawać na prostej l leżącej w płaszczyźnie 
xy i przechodzącej przez początek układu 0.
Prosta l obraca się około O ze stałą prędkoś­
cią kątową tu.

Przyjmijmy punkt O za początek układu współrzędnych i na­
dajmy prostej l zwrot dowolny. Oznaczmy przez q współrzędną 
punktu A względem osi l; załóżmy wreszcie, że w chwili t oś l po­
krywała się z osią x. Na współrzędne x,y punktu A otrzymamy 
wtedy wzory:

(20) x=qco8<ot, y=qsin<ot.

Zmienna q określa położenie punktu w chwili t, jest więc 
parametrem. Różniczkując równania (20) przy założeniu, że t=const., 
dostaniemy:

(21) óx=dqcosa>t, Sy~óqsina>t.

§ 4 .  Zasada d’Alemberta. R ó w n o w a g a  s ił. Dotychczas 
pojęcie równowagi sił działających określiliśmy dla układów sklero- 
nomicznych. Wedle podanej definicji (str. 438) siły działające są 
w równowadze, jeżeli układ punktów, mimo działania tych sił, 
może pozostawać w spoczynku.

To określenie równowagi nie nadaje się jednak dla układów 
reonomićznych.

Jeżeli np. układ punktów materialnych ma stale pozostawać na pewnej 
płaszczyźnie poziomej, poruszającej się pionowo w górę ruchem jednostajnym, 
to oczywiście układ w żadnym razie nie może pozostawać w spoczynku. W myśl 
poprzedniej definicji nie moglibyśmy więc o żadnym układzie sił powiedzieć, 
że jest w równowadze.
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Zasada prac przygotowanych (str. 439) podaje w arunek k o ­
n ieczn y  i w y sta rcza ją cy  równowagi sił dla układów sklerono- 
micznych (jeżeli nie ma tarcia). Otóż dla układów reonomicznych 
(gdy nie ma tarcia) przyjmujemy zasadę prac przygotowanych za 
d e fin ic ję  równowagi sił działających: powiemy więc, że siły dzia­
łające na układ hołonomiczny reonomiczny (w którym nie występuje 
tarcie) są w równowadze w pewnej chwili t, jeżeli na każdym prze­
sunięciu przygotowanym w chwili t praca przygotowana sił jest zerem 
lub liczbą ujemną.

Przy tej definicji zasada prac przygotowanych stosuje się 
więc do układów holonomicznych zarówno skleronomicznych jak 
i reonomicznych.

Zasada d ’A lem berta . Niech na układ hołonomiczny utwo­
rzony z »punktów materialnych A(xl,y1,Zi),...,A„(x„,y„,z„) działają 
siły Oznaczmy przez » i , . . . , » ,  masy, a przez p i , . . . ,p „
przyśpieszenia tych punktów.

Wektory —mipi,...,—mnp„ nazwaliśmy siłami bezwładności 
(str. 74). Jeżeli układ jest swobodny, to w myśl zasady d ’Alem- 
berta (str. 192) siły działające równoważą się z siłami bezwładności. 
Otóż doświadczenie okazuje, że zasada d’Alemberta sprawdza się 
również dla układów nieswobodnych holonomicznych, w których 
nie występuje tarcie. Możemy więc ją wypowiedzieć, jak następuje:

Siły działające na punkty układu holonomicznego (w którym 
nie ma tarcia) równoważą się w każdej chwili z siłami bezwładności.

Siły Pi—mi pi (gdzie *= 1 ,2 ,...,» ) są przeto w równowadze. 
Oznaczając przez ósi przesunięcia przygotowane, otrzymamy 
((I), str. 436 i (II), str. 439)

(I) 2  (Pt—mipijdSi^O.

W przypadku więzów obustronnych (lub przesunięć odwra­
calnych) mamy
(I') 2 (P i—mipt)6si= 0.

Oznaczając przez Xi,yi,zi rzuty przyśpieszenia pi, zaś przez 
dxi,6yi,dzi rzuty przesunięcia ds/, wzory (I) i (I') możemy napisać 
w postaci ((II), str. 439)

(II) h ( P i x- mi *i№ i +  (P i„ -m i yi)dyi +  (Pit- m i 
/-1 ”

[§ 4]

\
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a w przypadku więzów obustronnych mamy ((III), str. 439)

(II ') i i ( P i x—‘mi ihi)óxi + {P i —miy i)dyi+  (Piit— )A?i]=0 .
/=1

Zasada d’Alemberta sprowadza więc zagadnienia dynamiki do 
zagadnień statyki. Zasadę tę udowodnić możemy w wielu przy­
kładach. W przypadkach, gdy tarcie jest zdefiniowane, przyjmu­
jemy ją za prawo stwierdzone doświadczalnie. W przypadku zaś 
ogólnym mówimy, że tarcia nie ma, jeżeli do danego układu sto­
suje się zasada d ’Alemberta.

Uwaga. Załóżmy, że układ jest swobodny. Zatem dxt,dyi,dzi 
są liczbami dowolnymi. Ponieważ równanie (II') ma zachodzić dla 
każdego układu liczb dxlf óy,-, ó«,-, więc współczynniki przy tych 
liczbach muszą być zerami. Zatem:

P ix— m iX i= 0 , P iy — m i j j i - 0 , P iz— m iZ i=  0
czyli

m i X i = P ix, m i y i = P ijl, m i ż i ^ P i ,  ( ¿ = 1,2, . . . ,« ) .

Równania powyższe są oczywiście równaniami ruchu Newtona 
((II), str. 190).

P rzyk ła d  1. Punkt materialny ciężki A o masie m spada 
(bez tarcia) po równi pochyłej, nachylonej do poziomu pod kątem a. 
Wyznaczyć ruch punktu.

Oznaczając przez p przyśpieszenie, 
przez Q ciężar punktu A, zaś przez ós 
przesunięcie przygotowane, otrzymamy 
z zasady d ’Alemberta (I)

(1) (Q—mp) ós^O.

Przyjmijmy za oś z linię największego spadku na równi, na­
dając jej zwrot ku dołowi. Niech ós ma kierunek osi z. Oznaczając 
rzuty ós i p na oś z przez ós i p oraz biorąc pod uwagę, że ds jest 
przesunięciem odwracalnym, otrzymamy

(Q—mp)ds — 0 czyli Qds— mpds=0,

skąd mgr ós sina—mp ós = 0 , a więc

(2) m(gńna—p )ós= 0 .
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Ponieważ równanie (2) zachodzi dla każdego ds, więc mamy 
g sina—p = 0 czyli
(3) p =  0sina.

Równanie (3) określa przyśpieszenie punktu. Łatwo okazaó, 
że przy tym przyśpieszeniu związek (1) zachodzi dla każdego ds 
(leżącego na równi lub nie).

P rzy k ła d  2. Dwa punkty materialne AVA 2 o masach m1,w2 
nasunięte są na drut sztywny (bez masy), którego końce pozo­
stawać mają na dwóch prostych równoległych llt l2. Na punkty dzia­
łają siły Pi,P . leżące w płaszczyźnie prostych 1̂ ,1̂  Wyznaczyć 
ruch punktów przy założeniu, że nie ma tarcia.

Łatwo zauważyć, że pręt będzie miał 
kierunek stały. Obierzmy osie x,y  w pła­
szczyźnie prostych ij,i2, nadając osi x  
kierunek pręta, i oznaczmy współrzędne 
punktów przez x1,y1 i x2, y2. Więzy będą 
zatem określone równaniem
(4) 3b-2/2=0.

Na mocy zasady d ’Alemberta (( !! ') , str. 480), otrzymamy
(5) ( P i —wió?i)dx1+ (P i —mijji)dyi+(P2—m2x2)dx2+ (P iii—miyi)dyz=  0.

Z równania (4) mamy dy1—óy2=  0 czyli dy1=dy2. Podstawiając 
tę wartość w (5), dostaniemy
( 6) (P ix— m 1x 1)dx1+ ( P t x— m2Xi ) d x 2 + ( P i ll~ m i y i+ P 2ll~ m i y 2 ) ó y i = 0 .

Ponieważ 6x1, bx2, byx są liczbami dowolnymi, więc ich współ­
czynniki w równaniu (6) muszą być zerami. Zatem:
(7) mi Xi =  Pix, miXi—Pix,
(8) miyi +  m 2yi=Piu+ P iu.

Z (4) mamy yi—y2=  0 czyli yi =  y2. Równanie (8) możemy 
więc napisać w postaci
(9) - (ml+ m a)yi =  Piu+ P iy.

Równania (7), (9) i (4) wyznaczają rucłi punktów.
P rzy k ła d  3. Płaszczyzna pionowa 11, przechodząca przez oś z 

skierowaną pionowo w górę, obraca się około z ze stałą prędkością 
kątową co. Na płaszczyźnie /7 ma pozostawać punkt ciężki A o ma­
sie m. Wyznaczyć ruch tego punktu, przyjmując, że nie ma tarcia.
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Załóżmy, że w chwili t—0 płaszczyzna n  miała położenie 
płaszczyzny xz. Równaniem płaszczyzny /7 w chwili t będzie więc

(10) y cos mt—x sin (Ot—0.

Współrzędne x,y  punktu A  muszą 
więc spełniać równanie (10). Ponieważ 
siła ciężkości ma rzuty na osie układu:
0,0, — mg, więc z zasady d ’Alemberta 
wynika, że

(11) —m xbx—myby +  (—m g~m ż)bz=0.

Przesunięcie przygotowane dx,dy,dz spełnia na mocy (10) 
równanie
(12) bycoswt—<5®8incot=0.

Zatem óz jest dowolne, zaś dx i by spełniają równanie (12).
Przyjmując w (11) bx=0, b y = 0, otrzymamy (—mg—mż)bz=0. 

Ponieważ óz jest dowolne, więc —mg—mż =  0 czyli

(13) ż =  - g ,
skąd « =  — | gt2+ct-\-c', gdzie c i c’ są pewnymi stałymi.

Z (11) i (13) otrzymamy xbx-\-yby—0 czyli

(14) x bx cos a)t+ydy cos wt =  0,

skąd na mocy (12) {x coscot-\-y sinwi)&r=0, a ponieważ bx jest 
dowolne, więc
(15) x coswt+jj sinft>i=0.

Połóżmy r—OA\ gdzie A' oznacza rzut A na płaszczyznę xy. 
Zatem-.
(16) X=rC08(ot, y =  rsin.(Ot,

skąd
x  =  r cos cot—2 fa) sin oń — r<»2 cos wt, y — r sin cut +  2 rio cos u>t—raj2 sin oń

i przez podstawienie w (15) r —rto*= 0, u więc (por. przykład 4, 
str. 141) r = c le",t-\-cie~"‘l czyli na mocy (16):

x =  (axe,M +  )cos o>t, y =  (c,c<" '+  v2e “ ') sin oot.

Stale c, c', c2 wyznaczamy z danych początkowych.
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§ 5. Praca i energia kinetyczna w układach sklero- 
nomicznych. Niech układ holonomiczny skleronomiczny, złożony 
z n punktów materialnych o masach t»i, i o współrzędnych
xi,yi,zi,...,x„,y„,z„, poddany będzie działaniu sił 

Załóżmy na razie, że więzy są obustronne.
Z zasady d’Alemberta mamy dla każdego przesunięcia przy­

gotowanego dxi, óyi, dzi

(1) 2 [(P ix—miXi) d xi+ iP ^ —mi y{) 0yi +  (Piz—mi żi) dz{]= 0 .

Ponieważ układ jest skleronomiczny, więc prędkości punktów 
możemy przyjąć za przesunięcia przygotowane (str. 427). Kładąc 
zatem xt—dxt, yi=dyi, żt—0Zi, otrzymamy z (1)

(2) J [ (P ix—m{ ¡¿i) Ą +  (Pi —mi Hi) y i+ (P iz- m i  ¿¿1=0
i—i

czyli
(3) i ( P ixX i+ P iy y{ + P iz żi) — 2  (xi ± i+ iji in + ¿i ¿i) =  ° .

Energia kinetyczna układu wyraża się wzorem

E — S i  mt(xi -f  yf+  ż?),
i=i

skąd E = 2 m l(xlxl+ y ty l+'żiżi). Na mocy zatem (3) jest 

E - Ź i P iJ i+ P i^ i+ P iJ i ) .

Całkując to równanie obustronnie od t0 do t, otrzymamy

(4) ¡Edt =  id t2 (P ixż i+ P iyyi +  P izżi).

Lewa strona wzoru (4) równa jest E —E0, gdzie E oznacza 
energię kinetyczną w chwili t, a E0 w chwili <0, prawa zaś strona 
wyraża pracę sił działających od chwili t0 do t ((II), str. 211). 
Zatem
( 5 ) E —Eo—L̂ t.

Równanie (5) wyraża zasadę równowartości pracy sił działa­
jących i energii kinetycznej.

Odrzućmy teraz założenie obustronności więzów. Przyjmijmy, 
że oprócz związków wyrażających się równościami, współrzędne 
punktów układu mają spełniać nierówności ((15), str. 476):
(6) ir (* i,...,2„ K 0 (r= l,2 ,...,e ).
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(7)

Zasada d’Alemberta ma w tym przypadku postać

I l (P ix—mi ®,i) tei +  (Piy—mi f t) dyi +  ̂ P i—mi z{) óz jK  0.

Załóżmy, że prędkość zmienia się podczas ruchu w sposób ciągły.
Jeżeli w pewnej chwili t' (gdzie t0<t '<<)  położenie układu 

nie jest brzeżne t.zn. że w nierównościach (6) zachodzą znaki < ,  
wówczas nierówności (6) nie dają żadnych warunków na przesu­
nięcia przygotowane (str. 476). Przesunięcia przygotowane są w tym 
przypadku odwracalne; zachodzi zatem równanie (1), a następnie (2). 
Jeżeli zaś w chwili t' (gdzie t0< t'< t)  układ zajmuje położenie brzeżne, 
t. zn. że dla pewnego r zachodzi równość

*&r(Xlj — 0,
to wobec założenia, że funkcje mają pochodne ciągłe wzglę­
dem czasu t, funkcja &r będzie miała również pochodną ciągłą. 
Ponieważ zaś jest stale 0 r<  0, więc w chwili t' funkcja <t>r osiąga 
maximum. Wynika stąd, że dla t=t' jest Ór— 0, więc

( 8)
d&r . d&r.xi -\-...Ą--^r z„ =  0.exi ćzn

Na mocy (8) przesunięcie przygotowane dxi=żi, . . . ,  dz„=ż„ 
jest przesunięciem odwracalnym. Dla przesunięcia tego zachodzi 
przeto równanie (1), a tym samym i (2).

Udowodniliśmy zatem, że w każdej chwili t' (gdzie t0< t'< t) 
spełnione jest równanie (2), z którego — rozumując jak poprzednio, 
wyprowadzimy wzór (4).

A więc: do układów holouomicznych skleronomicznych stosuje się 
zasada równowartości pracy sił działających i energii kinetycznej 
(przyczem dla więzów jednostronnych zachodzi to wtedy, gdy pręd­
kości punktów zmieniają się w sposób ciągły).

Jeżeli siły działające mają potencjał V, to Lt„ t= V —F0, gdzie 
V i V0 oznaczają odpowiednio potencjały w chwilach t i t0. Z (5) 
mamy zatem E —E0==V—F0 czyli E—V = E 0—V0. Oznaczając stałą 
E0—V0 przez h, otrzymamy
(9) E —V —h.

Wyrażenie — V nazwaliśmy energią potencjalną i oznaczy­
liśmy przez U (str. 220). Zatem
(10) E + U = h .
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Sumę E-\- U nazwaliśmy energią całkowitą układu (str. 220).
A więc: do układów hołonomicznych skleronomicznych stosuje się 

zasada zachowania energii całkowitej (przy założeniu, że w przypadku 
więzów jednostronnych prędkości zmieniają się w sposób ciągły).

Uwaga. W układach reonomicznych zasada równowartości 
pracy i energii kinetycznej na ogół nie zachodzi.

Jeżeli np. punkt ma pozostawać na krzywej ruchomej i na 
punkt nie działają żadne siły, to energia kinetyczna punktu może 
się pomimo to zmieniać zależnie od ruchu krzywej.

W układach reonomicznych przyrost energii kinetycznej zależy 
również od pracy sił reakcyjnych, która na ogół nie jest zerem.

§6. Równania Lagrange’a pierwszego rodzaju. Niech 
dany będzie układ holonomiczny n punktów materialnych 
Ai(«i,yi,«i),..., An(xn,y„,zn). Oznaczmy przez siły działające
na punkty układu, a przez masy tych punktów. Załóżmy,
że więzy są obustronne, określone równaniami ((I), str. 470):

(1) Fj(x1,y1,zi,...,x„,g„,zn,t)= () (7 =  1,2,.. .,m).
Przesunięcia przygotowane układu spełniają równania:

(2) (7 =  1,2,-. .,m).

Na mocy zasady d’Alemberta ((II'), str. 480) mamy:

(3) £  [(P ^—miibi) dxi + (P iy—miyi) dyi + (P iz—mii i) ó* j]= 0.

Równanie (3) zachodzi dla każdego układu liczb dxi,dy,-,dz„ 
spełniającego układ równań (2). Z rozważań na str. 450 wynika, że 
dla każdej chwili t istnieją takie liczby X\, że będą speł­
nione równania (I), str. 451 (gdzie zamiast P x̂ należy podstawić 
Pix—mixi i t. d.):

(4)

m
P i - ^ + 2 ^

i=im
_ •• V  i dFj
P i , - * i 9 i + 2 l

y=i
dJoi

Piz~ m i zi +  2 J Ij Yz~
J=i 1

=  0, 

=  0, 

=  0 (i— 1) 2, ...,łi).
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Liczby Ai,... A„, zależą od t, są więc funkcjami czasu; zatem 
Ai =  Ai(f) , Am =  Am(<). Z (4) dostajemy:

SFi
m iXi=Pix+ ^  ^ 2 ^ 1

7=1

( I ) mi'yi=p i y + ^ xi 9A
7=1

mi (* =  1,2,... w).\ Z i = P i t - \ - Aj'
7=1 *

Równania (I) noszą nazwę równań Lanyrange'a pierwszego 
rodzaju.

Niech siły Pi dane będą jako funkcje zmiennych x1,...,z„, xt,...,ż,„< 
określających położenie układu w chwili t. Z równań (I) i (1) mo­
żemy zatem wyznaczyć niewiadome funkcje czasu xlf...,z„, okre­
ślające ruch układu, oraz funkcje Ai=Ai(<), . . .  , A„,=A„,(i). Funkcyj 
niewiadomych jest tyle, ile równań, t. j. 3n +  m.

Oznaczmy przez P i,...,/f„ siły, których rzuty określone są 
równościami:

m m ni

( I I )

7=1 1 7=1 7=1

Na mocy (I) i (II) mamy:
(5) *»ioii = P ix+-RiJC, miyi—P +P»tf, ( i = l , 2 ,...,w).

Oznaczając przez jpi przyśpieszenie punktu A./, możemy (5) 
napisać w postaci
(6) mipi—Pr\-Ri (*=1,2,...,w).

Z (6) wynika, że siły P( są reakcjami. Jeżeli bowiem dołożymy 
je do sił działających, to będziemy mogli na mocy (6) uważać układ 
za swobodny. A więc reakcje są określone związkami (II).

P rzy k ła d  1. Niech punkt o masie w, poddany działaniu 
siły P, ma pozostawać na powierzchni o równaniu
(7) F(aj,y,z)=0.

Równania (I) Lagrange’a przyjmą postać:

(8 ) m x= Pj. +  A3F_ 
dx ’ my =  P„-f-A 2F 

3 y ’
mż =  P2 +  AĆ>F 

3z '
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Z równań (7) i (8) możemy otrzymać niewiadome funkcje 
czasu x, y,z  i X.

Równania (8) otrzymaliśmy na innej drodze (por. (I), str. 129). 
Niechaj teraz punkt ma pozostawać na powierzchni ruchomej 

o równaniu
(9) F (x ,y ,z ,t)= 0.

Równania (I) Lagrange’a będą miały wówczas również postać (8).
P rzyk ła d  2. Niech punkt materialny o masie m ma pozo­

stawać na kuli, której środek jest początkiem układu współrzędnych, 
a promień r zmienia się wraz z czasem t. Niech
(10) r = a t+ r 0,
gdzie liczby a i r0 są dane. Współrzędne punktu spełniają zatem 
równanie
(11) ¡r2+ y 2 +  z2—(at +  r0)2= 0 .

Załóżmy, że na punkt nie działają żadne siły. Równania (8) 
przyjmą wtedy postać:
(12) mx =  2Xx, my=2Xy, mz—2Xz.

Z równań (12) wynika, że kierunek przyśpieszenia przechodzi 
przez początek układu współrzędnych. Zatem ruch będzie ruchem 
środkowym (str. 86) i będzie się przeto odbywał w płaszczyźnie 
przechodzącej przez początek układu współrzędnych (str. 87).

Przyjmijmy, że płaszczyzną ruchu jest płaszczyzna xz. Zatem
(13) y =  0.

Wprowadźmy w płaszczyźnie xz współrzędne biegunowe r, <p:
(14) x=rcos<p, 2=7-sinę>.

Ponieważ prędkość połowa jest stała, więc na mocy (I), str. 48,
(15) r2ę>=const. =  c,

skąd na mocy (10) <p=c/(ai+r0)2. Całkując, dostaniemy

(16) <p =  —c/(at+r0)a+ cv
Zakładając, że dla i= 0  jest y> =  0, otrzymamy z (16) cł= c /r0a

czyli
(17) <p =  ct/r0(at +  r0).

Równania (14), (10) i (17) określają ruch punktu. Stałą c 
otrzymamy z (15), znając np. dla <=0 prędkość kątową <p.
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§ 7. Równania Lagrange*a drugiego rodzaju. Zajmiemy 
się obecnie równaniami ruchu, w których występować będą tylko 
współrzędne uogólnione.

Niech dany będzie układ holonomiczny n punktów material­
nych, których współrzędne naturalne xi,...,z„, określone są para­
metrami qv ...,qk przy pomocy funkcyj:

(1) « ,= /,(? „ - ,?* ,* ) , y ,=  9>/(9i»->?*,<)» *,= 1 ? , 0  (*=1*2,...,»).

Oznaczmy przez masy punktów układu.
Załóżmy, że siły działające Pi,...,P„ zależne są od położenia 

układu, prędkości punktów i czasu t.
Na mocy zasady d’Alemberta mamy

(2) I [ (P ix—mixi)dxi + (P ii/—miyi)dyi+ (P iz—miżi)»zi'i^:0.

Zauważmy, że

(3)
ÍL(Pix- m ixi)dxi + (P iii—miyi)dyi+ (P h —mizi)dzi)'i =

= Ě ( P i xdxi +  P i & i + P i M )  —í m i ( xi t e i + ý i f y i + ž i  fy)-i—t /=i

Pierwsza suma po prawej stronie równania (3) przedstawia 
pracę przygotowaną 6'L sił działających. Możemy ją na mocy (VII), 
str. 460, napisać w postaci

( 4 )  6'L =  £  ( Pix ÓXi +  Piu by i, +  P iz bzi) Qj bqp

gdzie Qj (dla j =  l ,2 ,.. . ,k )  są składowymi siły uogólnionej. Na mocy 
(VI'), str. 460, mamy więc

(5)
JL/ dxj 3y¡ 9z;\

V i = I [ p i * 4 + p iylŹ + P i'W )  0=1’W ) -

Tworząc pochodną równań (1) względem czasu t, otrzymamy

(6) * ;= ^ T ?i +  — +  ̂ r'?* +  ~57 (*= 1 ,2 ,...,«)
3x¡ . , , 3x¡ . 3x¡

* '= ¥ 1'?1+' " + ¥ / /*+ ^

i podobne wzory dla y¡, żr
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Na mocy założenia, rzuty P^, P^, P iz są funkcjami czasu t oraz 
zmiennych Xi, xx, które możemy wyrazić na mocy (1) i (6) 
przy pomocy zmiennych qv ..-,qk, qv - , q k- Z (5) wynika więc, że Qj 
możemy również uważać za funkcje zmiennych ql,...,qk, qi,...,qk, t:

(7) 0'= 1>2,

Pierwszą sumę po prawej stronie równania (3) możemy więc 
na mocy (4) i (7) wyrazić przy pomocy współrzędnych uogólnionych.

Zajmiemy się teraz drugą sumą, stojącą po prawej stronie 
równania (3). Z (1) otrzymujemy ((III), str. 477):

Zatem

^ ,mł(»łóa:<+ j /<óy<+ 2 łózi)=
/=i

Na mocy (6) możemy ż, (i podobnie ynż.) uważać za funkcje 
zmiennych qv ...,qk, qv —,qk oraz czasu t. Przyjmując, że xt oznacza 
prawą stronę równości (6) i że qv ...,qk są odrębnymi zmiennymi, 
utwórzmy pochodne cząstkowe względem qt,...,qk. Otrzymamy:

(10) dxlldq1 =  9xJ9qv  . . . ,  9xt/9qk =  9xJ 9qk

czyli

(11) 9xll9qJ=9xJ9qJ

Tworząc pochodne cząstkowe równań (6) względem qf (i uwa­
żając przytem qv ...,qk za odrębne zmienne), otrzymamy

9xt 9*xt . 92Xi . 92xt
w r w i j qk

(12)



490 ROZDZIAŁ X. Dynamika układów holonomicznych.

Z drugiej strony mamy

(13) d I3x, 
dt \3qj

*A 3ixi .
ij) 3i j K qi

+•••■
3*x, 3*x,

3ijH k * 3Qjdt

Ponieważ porządek różniczkowania nie wpływa na wynik, więc 
z (12) i (13) dostajemy

(14) 9żj d I3x,\ 
3<lj~ dt\3qj'

Zauważmy, że

d l .  Sx\ 3xt . d ldx\
<15) • * № / 
na mocy więc (11) i (14) otrzymujemy stąd wzór

■■ 3x, d I . dżt\ . 3xt(16) xt-r— = — * /— )—9qj dt \ cqj 3qj

i podobne wzory dla zmiennych yt,zr Ze wzorów tych dostaniemy 
dla dowolnego j:

^  dxt .. dyi 3z\
■ 2 m\ ’ • * ,+ y 'ial + ‘ '> i)=

d i c  l 3*t 3Vt 3żt\ v  /  3*i 3y> 3ź\
=  7u 2  2

(17)

Energia kinetyczna układu wynosi

(18) E = ± 2 m l(x*+ tf+ż*).

Podstawmy do (18) za xl,y j,żl prawe strony równości (6) i ana­
logicznych równości dla yp żr Przedstawimy w ten sposób E jako 
funkcję zmiennych qv ...,qk, qv —,qk,t:

(19) E —E(ql,...tqk1

Uważając gy,g;,t za odrębne zmienne, otrzymamy z (19) i (18)

(20)
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3E / 3x. 3y. dż\

^ r ^ m‘ \ir ą + s ‘HJ+ i W

Z (17) dostaniemy na mocy (20) i (21)

(22 )
í=i

skąd na mocy (9)

^  /.. 3», .. 3y 9z\ d I9E\ 9E

<23) J '* > ,K « » ,+ » ,% ,+  ¿1,\jt ( Ę )  - P I
/=i y=l *7-*

Z równań (3), (4) i (23) otrzymujemy
n

J £ [(P ix-m iX i)  ÓXi+ (P iy -m iV i) <tyi+ (-P*,— ¿2tl =
l=\

Z zasady ďAlemberta (2) wynika więc, że

(24)

( I )

Związki (24) i (I) zachodzą zarówno wtedy, gdy parametry 
qv ...,qk są zależne lub nie, jak i wtedy, gdy więzy są jednostronne 
lub obustronne.

W przypadku więzów' obustronnych nierówność (I) przybiera 
postać równości:

( I ') V í L  d i a.® 
2 j dqJ\Q1 dt ^ q ) +  Hj

= o .

Załóżmy, że parametry są niezależne. Zatem dqv ...,óqk są licz­
bami dowolnymi. Wynika stąd, że współczynniki przy dqj w (I') 
są zerami, a więc że

(25) q I+ Ł o
dt\9qJl + 9qJ (j—l>2,...»k)>
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czyli
d i )

d ÍSE\ SE 
dt\SqJ Sq~^J (j= l,2 ,...,fc ).

Równania (II) noszą nazwę równań Lagrange'a drugiego rodzaju. 
Występują w nich tylko współrzędne uogólnione.
Z równań (II) możemy wyznaczyć qv ...,qk jako funkcje czasu i; 

pozwalają więc one wyznaczyć ruch bez przechodzenia do współ­
rzędnych naturalnych.

Załóżmy teraz, że parametry nie są niezależne, lecz że muszą 
spełniać związki (17), str. 477:
(25) ( r = l ,  2,...,«).

Przesunięcia przygotowane óqj spełniają zatem równości (IV), 
str. 477,

(26) 'V' 90 r

/=>
(r=  1,2,...,*).

Równości (I') zachodzą dla każdego układu liczb óqj speł­
niających (26). Z rozważań podobnych jak na str. 450 wynika, 
że do każdej chwili t można dobrać liczby Ai, ...1«, spełniające 
równania:

czyli

(I I ')

n d [SE\ SE 90r i- t o 7 \
Q ~dt\9q) +  ̂ J+ 2 ^ 9 ^ ==0 0 - 1 .2 ,  ...,*>

d / SE\ SE _ , 90r . ,.
Jt\Jq)~'3^]= :(ii+ 2 Xr~3qJ 0 - 1 ,2  ,-»*)►

Mnożniki Lagrange’a Ar są zależne od czasu, są więc funkcjami 
zmiennej f; zatem Ar= A r(<).

Równania (II ’ ) łącznie z (25) pozwalają wyznaczyć niewiadome 
funkcje czasu qv ...,qk i Aj(t),...,Ag(i). Równań tych jest razem fc+s, 
t. j. tyleż co funkcyj niewiadomych.

Uwaga. Przy układaniu równań (H) należy najpierw przed­
stawić E i Qj jako funkcje zmiennych qv ...,qk, qv ...,qk,t.

Aby otrzymać Qj, podstawiamy we wzorze na pracę przygotowaną 
S'L=E(Pixdxi+ P iu6yi+ P itdzi) zamiast dxif dyi, dzit xi,yi,zi, 
wyrażenia, jakie dostajemy z (1), a następnie porządkujemy według 
dqv ...,dqk. Współczynniki przy óqv ...,6qk będą składowymi Qj siły 
uogólnionej.
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Podstawiając następnie we wzorze na energię kinetyczną 
E = łE m l(xj+yf-\-zj) zamiast xl,y i,żi pochodne, jakie dostajemy, 
różniczkując (1) względem t, otrzymamy E jako funkcję zmiennych
«1»

Wyznaczywszy E  i Qj jako funkcje zmiennych ql,...,qk,qv ...,qk,t, 

tworzymy pochodne: 9E\9qj oraz 9Ej9qi i wreszcie ~(9E/Sijj). 
Podstawiając w (II), dostajemy równania Lagrange’a.

R ów n an ia  L agran ge ’a w polu  p o ten c ja ln y m . Załóżmy, 
że siły działające Pi, posiadają potencjał V w każdej chwili t. 
Potencjał V jest więc funkcją zmiennych xi,...,z„,ł; ponadto:

(27) Pix=9V I dxi, Pi=3V/9yi, P i =9V/c\, « = 1 ,2 , . . . ,» ) ,

skąd na mocy (5)

+  i i - l  ° k)(28) % - 2  +  9yt 9qJ +  9zl 9q)' O “ 1. 3» -» * ) -

Wyrażając w V współrzędne xl,...,zn przez qv ...,qk przy po­
mocy (lj, możemy V uważać za funkcję zmiennych qv ...,qk i czasu t. 
Z (28) dostaniemy więc
(29) Qj=9Y\9qj (j= l,2 ,...,A ).

Z (29) i (27) widzimy, że składowe Qj siły uogólnionej wyrażają
się podobnie jak składowe sił Pi. Możemy więc V  uważać za 
potencjał uogólniony sił Qr

d (9E\ 9E 9V ..Z (II) i (29) dostaniemy csyl,

<3»> * 6 ® ) - ^ -  W“ 1’ 2........ł ) -

Ponieważ V nie zależy od pochodnych qv ...,qk, więc 9V¡9^=0. 
Zatem
(31) 9EI9qj=9(E+V)l9qj 0 = 1 ,2 ,...,* ).

Z (30) i (31) dostaniemy

<»> ¿ , M ± r , ) - M ± r U  0 = 1 ,V . . « .

Sumę energii kinetycznej i potencjału, t.j. E-\-V, nazywamy 
potencjałem kinetycznym.
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Kładąc
(33)
otrzymamy na mocy (32) 

(III)

W = E + V ,

d ( S W \ _ d W _ n 
dt\9qj) c q j~ 0  =  1,2,...,*).

Równania Łagrange’a drugiego rodzaju przyjmują więc postać
(III) w przypadku, gdy siły posiadają w każdej chwili potencjał 
(lub —  co na jedno wychodzi —  potencjał kinetyczny).

W sp ó łrzęd n e  cy k liczn e . Współrzędną q. (gdzie j jest 
pewną liczbą) nazywamy cykliczną, jeżeli potencjał kinetyczny W 
nie zależy od qJt t.zn. jeżeli
(34) 9W/9qj=0.

Jeżeli q} jest współrzędną cykliczną, wówczas z równań (III) 

i (34) otrzymamy — °> Hkąd

(35) 9WI9qj— const. =  c.
Równanie (35) jest równaniem różniczkowym rzędu pierwszego. 

Jeżeli więc jakaś współrzędna jest cykliczna, to odpowiednie jej 
równanie w równaniach (III) Lagrange’a możemy zastąpić równaniem 
różniczkowym (35) rzędu pierwszego.

P r z y k ła d  1. Dwa krążki o promieniach R  i r osadzone są 
na wspólnej osi. Na krążkach tych zawieszone są na niciach 
nierozciągliwych dwa punkty materialne ciężkie A 1 i A2 o masach 
m1 i m2. Wyznaczyć ruch układu, przyjmując, że nie ma tarcia.

Załóżmy, że ruch odbywa się w płaszczyźnie 
pionowej. Nadajmy osi z kierunek pionowy 
w górę. Oznaczmy przez z1 i z2 współrzędne 
punktów i m2 w chwili t, zaś przez z? i z“ 
w chwili początkowej i= 0 . Niech <p oznacza 
kąt obrotu krążków, licząc od położenia po­
czątkowego. Przyjmując kąt obrotu za dodatni 
przy zwrocie od ręki lewej ku prawej, otrzymamy:

(36) zi=zi +  R<p, o
Z 2  =  Z i - -r<p.

Kąt <p wyznacza więc położenie układu; możemy zatem przyjąć 
q> za parametr.
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Niech Ix i I 2 będą momentami bezwładności krążków względem 
wspólnej osi. Energia kinetyczna wynosi

(37) E =  ̂ tniżi -|-  ̂maŻ2 +  t -̂ 1 c<>2 +  y It w2)
gdzie M oznacza prędkość kątową krążków. Na mocy (36) mamy 
żx=Rtp i ¿2= — rip, a ponadto aj=<p. Kładąc I —I 1-\-I2, otrzy­
mamy z (37)

E =i(m iR 2 m2r2+ I)q>*.
Potencjał siły ciężkości wynosi

F = — tmgz! — rmgzt=  — mig(z°i +  R<p) — mtg(s&—rtp), 
a więc potencjał kinetyczny W =E -{-V :

W=±(miR2-(- w*r2+  I)<p2—mig(zi - f  R<p) rtp),
skąd:
(38) 3W/d(p=—(miR~Tntr)g, dW/dtp =  (miR2+ m 2r2-\-I)q>.

Równanie Lagrange’a (III), str. 494, ma w naszym przypadku

pM“
dt\ dtp ) dtp ’

wobec (38) będzie więc (miR?-\-m2r2Ą-I)tp-\-(mxR —t»2r)<jf=0 czyli
(39) ę7 =  (m2r—miR)g/(miR2jrm 2r2-\-l).

Przyśpieszenie kątowe jest zatem stałe.
Z (36) mamy ż\=Rtp i ¿2 = —rtp-, punkty materialne będą się 

więc poruszały ruchem jednostajnie przyśpieszonym.
W szczególności, gdy R =r, mamy maszynę A twooda (str. 197 i376).

P rzy k ła d  2. Układ złożony z trzech prętów sztywnych 
O A, AB, BC o równej długości l i równej masie m ¡porusza się pod 
wpływem siły ciężkości w płaszczyźnie pionowej 77. Pręty są połą­
czone przegubowo w A i B, zaś unieruchomione w O i G, przy czem 
O i C leżą na prostej poziomej oraz 0(7=1.

Obierzmy w płaszczyźnie 77 osie x  i z, 
przyjmując O za początek układu i nadając 
osi x  kierunek poziomy 0(7, zaś osi z zwrot ku 
górze. Oznaczmy przez tp kąt, jaki pręty 
O A  i CB tworzą z pionem, a przez Sx, S2, 8 3 
środki ciężkości prętów (przyjmując, że leżą 
one w środkach geometrycznych tych prętów).
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Kąt <p określa położenie układu prętów; zatem <p jest parametrem. 
Euch chwilowy prętów OA i BC jest obrotem chwilowym 

około O i C z prędkością kątową <p. Pręt AB  porusza się ruchem 
postępowym (por. przykład 1, str. 322) z prędkością v punktu A , 
przyczem |tj| =  Z!ę>|. Energia kinetyczna układu wynosi zatem
(40) E=¡¡I<jf> 2+  \ml2<p 2+  kl<jp2= (I+ lm l2)<p 2,
gdzie I  oznacza moment bezwładności pręta względem końca. 
Współrzędne zl,z2,z3 środków ciężkości 8lt S2, S2 wynoszą:

« !=  — ^Icosip, z2= —icosy, z3=  — }jlC0S(p,

zatem potencjał siły ciężkości
(41) V—— mg(z1-\-z2-\-z3)=2mglcos<p.

Potencjał kinetyczny W —E + V  wyniesie więc na mocy (40) i (41)
(42) W =(I-t-ym l2)<p2-\-2mgl(i08<p, 
skąd
(43) 9W/3<p —— 2mglsm<p, 9WI2<p =  2(1 ml2)cp.

Równania Lagrange’a (III), str. 494, przyjmą postać
d/9W\ 3 W _ .
dt\ cq>) 3<p '

na mocy (43) będzie więc 2(I+^m l2)<p -\-2mglsin<p =  0 czyli

(44) <P
m gl

I + im l2sin <p.

Porównując równanie (44) z równaniem wahadła matematycz­
nego ((I), str. 132) widzimy, że dany układ prętów będzie się wahał 
jak wahadło matematyczne o długości ( .

Przykład 3. Prosta l leży w płasz­
czyźnie pionowej xz i obraca się około 
początku układu współrzędnych O ze stałą 
prędkością kątową co. Na prostej l ma 
pozostawać punkt ciężki A o masie m.
Wyznaczyć ruch punktu A.

Oznaczmy przez O' rzut punktu O 
na prostą i, zaś przez <p kąt między 0 0 ' 
a osią x i połóżmy p =  0 0 '  =  const. Przyjmijmy, że w chwili 
t =  0 prosta l ma kierunek osi z. Zatem
(45) <p— cot.
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Nadajmy prostej l zwrot dowolny i oznaczmy przez q współ­
rzędną punktu A  na osi l, przyjmując za początek punkt O' tej osi. 
Współrzędne x  i z punktu A  wynoszą zatem:

(46) x = p cos (ot—q sin <ot, z—psinwtĄ-ącosajt.

Układ jest więc reonomiczny, zaś q jest parametrem.
Praca przygotowana wyraża się wzorem d'L——mgdz (oś z ma 

zwrot pionowy ku górze). Ponieważ na mocy (46) jest dz=dqcos(ot, 
więc d 'L = —mgdqco&(ot. Siła uogólniona wynosi zatem

(47) Q = —mgco8o)t.

Obliczymy teraz energię kinetyczną E. Różniczkując (46), 
otrzymamy:

x =  — (p w +  q) sin cot — qw cos wt, ż = ( pco +  g) cos sin ad,
zatem
(48) jB= km(x2+ ż 2)=łm[(po>+ q)2+  32«»2],
skąd
(49) 9E/9q=mqw2, 9E/9q=m(pa>-\-q).

Na mocy (II), str. 492, równanie Lagrange’a ma w naszym 

przypadku postać ^   ̂

otrzymamy m q—m qoA=—mg cos mt czyli

(50) q —qco2= —gcoscot.

Równanie jednorodne q —qa)2=  0 ma rozwiązanie ogólne 
q = c1e°“ + cae -at, gdzie cŁ i c, są stałymi dowolnymi. Rozwiązaniem 
szczególnym równania (50) jest, jak łatwo stwierdzić, q—gco8(ot/2(o2. 
Rozwiązaniem ogólnym równania (50) jest więc

9E\ 9E 
9q9q) =Q , skąd na mocy (49) i (47)

(51) <2= c 1e“,+ c 2e~“" +  cos ad.

Stałe cŁ i c2 wyznaczamy z warunków początkowych. 
Równania (46) i (51) wyznaczają ruch punktu.

Uwaga. Ciężar ma potencjał V = —mgz, zatem na mocy (46) 
V = — r»0(p sin ad+</cos ad). Potencjał kinetyczny W = E + V  równa 
się więc na mocy (48)

(52) W =  ̂ m[(poi-ł- q)2+ q 2w2] —mg(p sin o d + q cos ad).
S. Banach. Mechanika. 32
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d /dW\ dWNa mocy (III), str. 494, mamy ^  ^  =  0, skąd na mocy

(52) otrzymamy równanie (50).

P r z y k ła d  4. Dwa punkty materialne ciężkie A  i B o ma­
sach i m zawieszone są na końcach nici nierozciągliwej i nie­
ważkiej, przewiniętej przez krążek (maszyna Atwooda, str. 197 i 376). 
Po stronie ciężarka B  porusza się wzdłuż nici owad G o masie p. 
Oznaczając przez h rzut wektora BG na oś z mającą początek 
w środku krążka i kierunek pionowy w dół, mamy

(53) A=/(t),

gdzie f(t) jest funkcją daną. Wyznaczyć fuch układu punktów 
A,B,C.

Niech zv z2, z3 będą współrzędnymi punktów 
A, B,G, l długością nici, r promieniem krążka, a 
I  momentem bezwładności krążka względem środka.
Przyjmując za parametr q współrzędną zlf mamy:

(54) «1= 2, z2= l —q—m, z3= l —q—rn+f(t), 

skąd dzi—dq, dz3——6q, dz3= —dq.
Praca przygotowana sił ciężkości równa jest

k u

c 

3

1
m+ju.

ó'L—(m +fi) gdzi+mgdz2+  ngbz3=  (w + /t) góq—mgdq—fig»q= 0,

zatem siła uogólniona jest

(55) 0 = 0 .

Energia kinetyczna E  wynosi

(56) E = ^ ( m + t i ) ż \  +  [mż\ +  \ n ż\ +  ¿Ico*, 

gdzie ot oznacza prędkość kątową krążka. Z (54) mamy:

(57) ¿ != j ,  q, ¿a= —<?+/•

Ponieważ r|a>|=|żj|=|tf|, więc a)i =q*/ri, skąd na mocy (56) i (57) 

E = \ {m +  n) q* +  l mq2 +  .j/*(j—/)2 +
Stąd

Cgj  =  (2m +2n+Ilr*)q—nf.(58)
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Równania Lagrange’ą (II), str. 492, przyjmą postać 

dt \ć/<j /  9q
Na mocy (55) i (58) otrzymujemy stąd

(59) (2m+2/j, +  I/ra)q —iLif=0 
i po scałkowaniu

(60) (2m +  2ia + I /r 2)g—/i/(t) =  c1<+ci .

Stałe Cj i c2 wyznaczymy z danych początkowych.
Załóżmy, że w chwili początkowej t= 0  było:

/(0) = 0, /(0) = 0, z1= q = q 0, ż1 = q=0.

Z równania (60) i jego pochodnej otrzymamy:

(61) cg= (2 ro + 2 ^ + I /r2)g0, cx= 0 .

Kładąc k=2m + 2/n+Ijr2, dostaniemy z (60) i (61) q=^j-f{t) +  q0, 
a zatem na mocy (54):

(62) z1= ^ f(t )  +  q0, za= l —rn — q0+ ~ ^ f { t ) :

Ponieważ fc—//>0 , więc z (62) wynika, że jeżeli owad G będzie 
się wspinał po nici w górę, to ciężarek A  będzie również wznosił 
się w górę. W chwili, gdy owad dojdzie do krążka, t.j. do 
wysokości z3= 0 , będzie, jak wynika z (62),

* i = 9 o - ( i — r w — J o ) .

Przykład , 5. Punkt materialny A  o masie m porusza się 
w płaszczyźnie xy pod wpływem siły środkowej P, której rzut P  
na promień wodzący O A  (gdzie O oznacza początek układu współ­
rzędnych) jest funkcją odległości r= O A  i wynosi

(63) P = /(r ) .

Wprowadźmy współrzędne biegunowe r,<p. Współrzędne x,y  
punktu A wyrażą się więc wzorami:
(64) x = r  cosę>, j/ =  rsin^.

Współrzędne biegunowe r,<p są zatem parametrami niezależnymi.
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Z (64) otrzymamy po zróżniczkowaniu:

¿=rcosg?—rę>sinę>, 2/=rsinę>+rę>cosę>.

Energia kinetyczna wynosi więc

(65) E —^m(x2-\-y2) =  \m(r2-\-r2q)2).

Ponieważ pole jest środkowe i siła zależy od odległości, więc 
pole jest potencjalne (str. 102). Zatem na mocy (63) i (3), str. 103, 
potencjał wyniesie
(66) 7 =  j'P d r=  ff(r)dr,

a potencjał kinetyczny W=E-\-V, na mocy (65) i (66),
(67) W = lm (f2 +  r2(p2) + J  Pdr. .

Ponieważ potencjał kinetyczny W  nie zależy od <p, więc <p jest 
współrzędną cykliczną, skąd (str. 494) SW/Sy — const. czyli

(68) mr2<p =  const.

Równanie Lagrange’adla współrzędnej r ma postać ((III), str.494, 
z r zamiast fy)

d l dW
dt \ 9ř 1 dr

Z (67) dostajemy
(70) mr—mr<p2—P =  0.

Z (68) mamy ę>= const./mr2= e /r2, gdzie c jest pewną stałą. 
Wstawiając tę wartość ф w (70), dostaniemy m(ir—c2/ra)= P  czyli

r —c2/r3=/(r)/m .

Z powyższego równania możemy wyznaczyć r jako funkcję 
czasu t.

P rz y k ła d  6. R u ch  punktu  na pow ierzch n i ob rotow ej. 
Krzywa leżąca na płaszczyźnie xz o równaniu

(71) z= f(x ),
zatoczyła obrót około osi z, tworząc powierzchnię obrotową 8. 
Równaniem powierzchni 8  jest więc równanie

(72) * = /(  |^+y*).
Wprowadźmy współrzędne biegunowe r,<p w płaszczyźnie xy.
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Wówczas:
(73) x=rcos(p, y = rsinęj, z= f(r).

Zmienne r, <p są więc parametrami niezależnymi.
Na powierzchni 8  ma pozostawać punkt materialny o masie m, 

poddany działaniu siły P. Wyznaczyć równania Langrange’a 
drugiego rodzaju.

Wyznaczymy najpierw siły uogólnione. Z równań (73) mamy:

(74) dx=drcosq>—rdipsirup, dy =  dr sin <p +  rd<p cos <p, dz—f'(r)dr.

Praca przygotowana wynosi

(75) d'L =P xd x+ P Hd y+ P xdz.

Podstawiając (74) w (75), otrzymamy

(76) d'L=(PxC0 8 q>-ł-PH8in<p+Pzf'(r))dr-\-(—Pxsm<p+P„co8 <p)rd<p.

Współczynniki stojące przy dr i d<p są siłami uogólnionymi. 
Oznaczmy je przez Qr i Q<f- Zatem:
(77) Qr=Pxco8(p+Pusin<p+Pzf'(r), Qrf,= ( —Pxsin<p+Pucos(p)r.

Przejdziemy teraz do wyznaczenia energii kinetycznej. 
Różniczkując (73), dostaniemy:

(78) x=rcos<p—r<p siny, y = r  sin ip +  r<j> cosip, ż=f'(r)r.

Energia kinetyczna E wynosi E —\m{x2+ y 2+ ż 2)y skąd na 
mocy (78)

(79) E = łw [( l  +  /'* (r))f*+rV 2], 
a stąd
(80) 3E/dr=m[f'{r)f"(r)r2+rq>2], 9E/3(p=0,

(81) 3E/ć>r=m[l +  / '2(r)]r, dEI3<jp =  mr2<p.

Z równań (II), str. 492, kładąc ą̂ —r, q2=<p, Qx= Q r, Qi= Q v„ 
otrzymamy na mocy (80) i (81):

(82) +  n r )  )r]— m[/'( r)f"( r)r2 +  r<p2] =  Q„

md(r2(p)/dl =  Q,r .

Siły uogólnione Q, i Q,r podane są wzorami (77).

(83 )
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Przyjmijmy, że ruch odbywa się w polu potencjalnym, np. 
w polu sił ciężkości. Potencjał będzie wówczas V——mgz (gdy oś z 
ma zwrot pionowy ku górze). Na mocy więc (73) mamy

(84) V = —mgf(r),

skąd dla potencjału kinetycznego W = E + V :
9W 9E v 9W 9E 9W 9W 9E
9r 9r mgf (r)’ 9 r ~ 9 r '  <?y ’ 9<p~ 3y'

Wynika stąd, że współrzędna y jest cykliczną. Równania (III), 
str 494, przyjmą dla współrzędnej r postaó

(85) | [ ( l  +  / '2(r))r]-[/'(r)/''(r)r* +  »-9>*-if/'(r)]=0.

Ponieważ y jest współrzędną cykliczną, więc ¿’W/Sy =  const.
czyli

(86) r2<p — const. =  r.

Z twierdzenia o zachowaniu energii całkowitej (str. 107) wynika, 
że E —F=const., więc na mocy (79) i (84)

(87) [1 + / 'ł(r)]r*+ r*y*+gf(r) =  const. =  cv

Z równań rzędu pierwszego (86) i (87) możemy wyznaczyć 
ruch punktu.

P rzyk ła d , 7. W s p ó ł r z ę d n e  b iegunowe.  Ruch punktu 
materialnego swobodnego A(x,y,z), poruszającego się pod wpływem 
siły P, zbadamy w układzie biegunowym r,#,y, 
gdzie r=OA, O oznacza początek układu współ­
rzędnych (x,y,z), # jest kątem między O A 
a osią z, zaś y między osią x a rzutem O A' 
odcinka O A  na płaszczyznę xy.

Mamy:
(88) :r=rsin#co8y, y =-rsin# siny, z = r cos#.

Ponieważ punkt materialny jest swobodny, więc parametry 
r, #, y są niezależne. Z (88) dostajemy:

Ó.Z =  (5r sin # COS y +  r<5# C08 # C 08 <p — rd(p sin # sin y , 
dy =  dr sin# siny +  ró# cos# siny -f  r<5y sin# cosy, 
dz =  dr cos#—r<5# sin#.

(89)
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Praca przygotowana równa się d'L=Pxd x+ P ttd y+ P zdz, skąd 
na mocy (89)

(90) ó 'Ł = (P xsindcosęi +  Pi,siridsin9!)+Pzcosd)dr4- r(P,cosdcosy-|- 
+  P„ cos d sin <p—Pz sind)ód+ r sin d (— Px sin ę>-fP„ cos <p )d<p.

Współczynniki przy dr, ód i dtp są składowymi siły uogólnionej. 
Oznaczmy je przez Qr, Q» i Qv. Zatem:

Qr =  Px sind cos<p+Py sind sin<p +  Pz cosd, 
(91) Q,»=r(PJcosdcos^4-P(,oo8dsin9)—Pzsind),

=  r sin d (—Px sin 9» +  P„ cos ę>).

Niech II będzie płaszczyzną przechodzącą przez O A i oś z. Poprowadźmy 
z punktu A prostopadle do O A osie o ś S w  płaszczyźnie U, zaś oś 0  prosto­
padle do II. Nadajmy osiom zwroty w kierunku wzrostu kątów <p i oznaczmy 
przez Pr,P#,Py składowe siły P  w kierunku osi O A, 0. Łatwo wykazać, że 
na mocy (91) jest:

(92) Qr= Pn Q » = rPs, C ^ r s in  dPr

Energia kinetyczna wynosi E  =  \m(x2 -f y2 +  ż2). Pochodne 
x,y,ż otrzymamy z (89), pisząc r,d,ę> zamiast dr,d&,d<p. Podstawiając 
otrzymane wartości, dostaniemy

(93) E— Jł»(r2 +  r2ęi*8in2d + r 2d2), 

skąd-
(94) 22J/3r=ł»r(ę>2sin2d-f-d2), 9E/9{i=mr2<p2 sind cosd, 9E/d<p— 0,

(95) 9EI9f=mr, 9E/9&=mri&, 9E/9q> =  mr2̂  sin2d.

Przyjmując w równaniach Lagrange’a (II), str. 492:

Qt =  r, Q2 =  <P, i3=^.
dostaniemy na mocy (94) i (95):

mir — mr(<p2 sin2 d +  d2) =  Qr,

(96) m |(rV 8in2d ) = ^ ,  
dm-T:(r2&)—mr2,p2 sind cos&—Q&.
dl

Równania (96) są równaniami ruchu we współrzędnych 
biegunowych przestrzennych.
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§ 8 . Równania kanoniczne Hamiltona. Niech qv ...,qk 
będą parametrami niezależnymi. Energia kinetyczna E  jest w ogól­
nym przypadku funkcją zmiennych qv ...,qk, qv —,qk i czasu i. 
Uważając te zmienne za niezależne, połóżmy

(!) | |  =  Pj ( j = l , 2,

Wyrażenia (I) nazywamy impulsami uogólnionymi.
Na mocy (I), p. są funkcjami zmiennych qv ...,qk, qv ...,qk, i; 

możemy więc napisać

(1) Py= ̂ y(9i>•••>?*> •••>?*> I) (j=  k).
Można udowodnić przy dość ogólnych założeniach, że równa­

nia (1) dają się rozwiązać względem zmiennych qv ...,qk. Zatem

(2) qj=®j(qv - ,q k, pv - , p k,t) ( j= 1 ,2 ,.

Potencjał kinetyczny W  =  E +  V jest funkcją zmiennych 
•••)■?*> •">*/*>

(3) W =F (qv ...,qk, qk, ...,qk, t).

Podstawiając (2) w (3), dostaniemy

(4) W =F(qv ...,qk,p v ...,pk,t).

Funkcja F  jest więc funkcją złożoną z funkcji F  za pośre­
dnictwem funkcyj <Pj. Z twierdzenia o różniczkowaniu funkcji 
złożonej otrzymamy:

y № d q j

yfr

y № 3 q j

9P ~ ~
(i—l,2,...,fc).

Ponieważ V nie zależy od pochodnych qv ...,qk, więc 9V/9qj=0; 
z uwagi na to, że W=V-\-E , mamy

(6) 2 W/cqj—9E/c (jj.

Na mocy więc (I) i (3) mamy 9F/9qj=p.. Z (5) dostaniemy 
zatem:

9F 9F 3(jj 9F S(h
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Połóżmy

(II) H = £ p q - W
7=1

i przyjmijmy, że i W są funkcjami zmiennych qv ...,qk, pv t, 
t. zn. że oznaczają funkcje (2) i (4). Wówczas

(8) H = Z P jq -F .
7=1

Tworząc pochodne cząstkowe, otrzymamy z (8):

/0v 3 H _  y  Hj 3F 5H_  . y  Hj
(9) 3q, 2 j V13ą, da! dV, ~ q‘ +  ^ Pj3r>.

' 7 = i

na mocy więc (7):
7=i

dqj 9F 
3p~3p't

(10) 9H/9ql=  — 9F/9qi, 9Hj3p.= qr

Równania Lagrange’a (III), str. 494, mają postać

(U )
d /¿W\ 3W_
dt \9qj ) 9qj ~ 0 =  1,2,...,*).

Na mocy (I) i (6) jest 2W/ć>gy= p y. Z równania (11) dostaniemy

(12) j)j=  dW/9qj 0 = 1 ,2 ,...,* ) ,

skąd na mocy (3) 9F/9qj—p., a więc na mocy (10):

(III) P, =  -
9H
eV ?r=

3H
3pt

(¿=1,2 ,...,* ).

Równania (III) nazywamy równaniami kanonicznymi Hamiltona, 
a funkcję H funkcją Hamiltona.

Zmienne p: czyli impulsy uogólnione są więc określone 
równaniami (I), a funkcja H równaniami (II). W równaniach
(III) funkcja H  jest funkcją zmiennych g.,p(,t. Równania (III) 
tworzą zatem układ równań różniczkowych rzędu pierwszego, gdzie 
funkcjami niewiadomymi są q. i p. jako funkcje czasu t.

Badanie ruchu układów posiadających potencjał sprowadza się 
więc do badania równań różniczkowych postaci (III). Stąd nazwa 
równań kanonicznych.
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U kłady  sk leronomiczne .  Załóżmy, że układ jest sklero- 
nomiczny. Na mocy (I), str. 504, mamy więc

k k
\ ' \ '  9E  .

2 m = 2  -§i*r(13)
7=1 7=1

Niechaj współrzędne naturalne wyrażone będą funkcjami:
(14) xl= f l(ql,...,qk), y ,=  <p,(qv ...,q„), *,=?/«!»•••>&) (»= 1 ,2 ,...,» ). 

Zatem

<i5> **-  ̂ + • • • + ! >
Tworząc pochodną cząstkową względem qp dostaniemy:

(16) 9xJ9qJ=9xJ9qJ i podobnie 9yl/9qJ=  9yJ9qp 9żl/9qJ= 9 zt/9qp 

Mamy /1
(17) E = l j ? mi(ż*+y*+i*),

więc
/=i

2-B_ V  / . 5i / , • , . 5źA
H j~  g  m> \X>9qJ +  y‘ cqj +  *' 9 q }

skąd na mocy (16)

a stąd

9E . v  /  • Sxt . . . c> i . . . s*, . \
/  /= 1  J J J

\r< 9E .
2  9qjqj

«1+ ” •+ ^ '  «*) +  "• + 1 ^  «*) +  ź'( ^  +  "•+ ¡ ¿ .  <*)]*
/=1

A /1
« więc (15) jest Y  q,=  T m , (xf + y )  +  żJ)=2E,

Tl qJ i .
Na mocy

skąd na mocy (13)

(18)

Z (U), str. 504, i (18) dostaniemy 

(19) H = 2 E —W.

Vp/lj^2H.
7=1
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W myśl określenia ((33), str. 494), mamy W ~E Ą -V , gdzie V 
jest potencjałem. Z (19) wynika więc, że
(20) H = E - V .

Otóż E —V jest energią całkowitą układu.

A więc: w układach skleronomicznych funkcja Hamiltona H  
oznacza energię całkowitą układu.

Załóżmy, że potencjał V nie zależy od czasu. H  jest wtedy 
funkcją tylko zmiennych qv ...,qk, pv ...,pk. Zatem

(21) dH
dt

Z równań (III) otrzymujemy -3-  ? ,+  —  Pt =  — Pfli +  Pt =  °»
“2/ e Pt

skąd na mocy (21) dH/dt= 0 czyli H =const.
Udowodniliśmy więc, że jeżeli układ skleronomiczny porusza 

się w polu potencjalnym, to podlega zasadzie zachowania energii 
całkowitej.

P rz y k ła d  1. Punkt materialny swobodny o masie m porusza 
się w polu potencjalnym o potencjale V. •

Przyjmijmy za parametry współrzędne naturalne x,y,z. Impulsy 
uogólnione określone będą związkami (I), str. 504, jeżeli za ql,q2,q<i 
podstawimy x,y,z. Zatem:
(22) p1=3J5?/ć)i, Pę—SE/ay, ps=2Eldż.

Ponieważ E=}fm (ż2-\-y2+ ż a), więc:
(23) Pl=m x, p2=m y, p3=m ż.

Widzimy stąd, że pv p2,p3 są rzutami pędu na osie układu. 
Wyznaczając z (23) x,y,ż, otrzymamy

(24) E = ± ( p 2+ p 2+pl).

Ponieważ układ jest skleronomiczny, więc funkcja Hamil­
tona H oznacza jego energię całkowitą. Zatem H —E —F, skąd 
na mocy (24)

n = 2~m (p ]+P l+P l)-v .
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Stąd 9H/2p1 =  p1/m i t . d . ,  2H/3x =  — 3V/2x i t .d .  Bów- 
nania (III) Hamiltona przyjmą więc postać:

(25) p1=3V/9x', p2=3V/3y, p3 =  3V/cz,

(26) x = p 1/m, y = p 2lm, ż = p 3lm.

Wyznaczając Pi,p2,p3 z (26) i wstawiając w (25), otrzymamy 
równania Newtona:

mic =  3Vf 3x, my =3Vj3y, mz=3V/3z.

P rz y k ła d  2. Punkt materialny o masie m ma pozostawać 
na powierzchni walca obrotowego x2 +  y2 =  r2. Na punkt' działa 
siła sprężysta P  o rzutach:

(27) Px—— k2mx, Py= — k2my, Pz= — k2mz,

gdzie k jest pewną stalą.
Siła sprężysta —  jak łatwo stwierdzić — posiada potencjał

(28) V =  — ̂ k2m(x2-\-y2-\-z2).

Wprowadźmy w płaszczyźnie xy współrzędne biegunowe r,<p. 
Zatem x — rcos<p i y =  rsiny, skąd wobec r=const. mamy 
x2-\-y2= r 2<j>2.

Energia kinetyczna równa się więc

(29) E=}im(x2-\-y2-\-ż2)=^m(r2<p2+ ż 2).

Zmienne <p,z możemy przyjąć za parametry niezależne. Ozna­
czając przez pŁ i p2 odpowiednie impulsy uogólnione i pisząc <p, z 
zamiast qv qv  otrzymamy z (I) 3E/3(p — p1 i 3E/3ż=p2, skąd na 
mocy (29):
(30) px=m r2(p, pt—mż.

Wyznaczając łp oraz ż z (30) i podstawiając w (29), otrzymamy

E = ± [ p 2lr*+p2l

Na mocy (28) jest V= — \k2m(r2+ z 2), więc funkcja Hamiltona 
((20), str. 507) przyjmie postać

/f=jp_y=i[p«/,*+pj]+|tfm(»»+*).(31)
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Równania Hamiltona (III) są zatem:

P j=  — 9H/9<p, pi=  — 9H/9z, <p=9H/9p1, ż=9H/9p2,

a więc na mocy (31):

(32) ^ = 0 ,  p2= —k*mz, <p=p1lmr*, ż = p 2/m.

Dwa ostatnie z równań (32) równoważne są równaniom (30).
Pierwsze z równań (32) daje p1=const., więc na mocy (30) 

jest j»r*9 =const. czyli ę»=const. Rzut punktu na płaszczyznę 
poziomą będzie więc obiegał podstawę walca ruchem jedno­
stajnym.

Drugie z równań (32) daje na mocy (30) mz =  —kimz czyli 
z +  k2z = 0. Porównując je z równaniem (2), str. 112, widzimy, 
że rzut punktu na oś z będzie wykonywał ruch harmoniczny 
prosty.



ZASADY WARIACYJNE MECHANIKI

§ 1. Wariacja bez wariacji czasu. W tym paragrafie 
podamy niektóre wiadomości z rachunku wariacyjnego potrzebne 
do zrozumienia następnych rzeczy.

W a r ia c ja  funkcj i .  Weźmy pod uwagę ruch punktu po osi x, 
określony funkcją
(1) x= x (t)

Niech dana będzie funkcja

(2) T = F (x ,x ,t),

ciągła i mająca pochodne cząstkowe pierwszego i drugiego rzędu 
ciągłe w pewnym obszarze D zmiennych x, x,t.

Weźmy następnie pod uwagę dowolny ruch po osi x, określony 
funkcją

(3) x= x {t)  i)
Załóżmy, że można dobrać taką liczbę e>0, że jeżeli:

(4) |*(t)— a?(t)|<£, \x(t)—ż(<)|<e

to funkcja T i jej pochodne cząstkowe będą funkcjami ciągłymi 
w przedziale <<„, gdy za a: i i  podstawić w (2) odpowiednio x(t) i x(t). 

Połóżmy:
(5) ó x = x —x, d x = x —x,

gdzie x i x  oznaczają funkcje x(t) i x(t). Zatem óx i Óx są funkcjami 
czasu t, określonymi w przedziale <t0,f!>.

Należy zwrócić uwagę na różnicę w znaczeniu symbolu ix  w rozdzia­
łach IX  i X  a obecnie. Poprzednio symbol <lx oznaczał liczbę, obecnie zaś 
funkcję czasu i.

* R O Z D Z IA Ł  X I
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(I)

( 6)

Na mocy (5) mamy:

di d(dx)
~ ď T ’

x = x + d x , x —i-\-di.
Niech

T — F(x, x, t) =  F (x+  óx, i-\- di, t),

gdzie x oznacza funkcję (1), zaś dx określone jest przez (5). Ze wzoru 
Tylora dostaniemy

_ 3T ST(7) T —T=F(x-\-dx,i-\-di,t)—F (x ,i ,t )=  —  dx-\~ -̂r di-\-R.
cX  d x

Resztę R możemy napisać w postaci

(8) R=(|<5a>|+|<5x|)»;,

gdzie t] jest funkcją czasu t i zależy od x, 6x, dx, przyczem t] dąży 
jednostajnie do 0, gdy funkcje dx i óx również dążą jednostajnie 
do 0. Jeżeli więc \dx\ i |óx| są małe, to |»?| jest małe, a zatem 
|/ř| jest małe w wyższym jeszcze stopniu. Wyrażamy to krócej, 
mówiąc, że R jest „nieskończenie małe" w porównaniu z \dx\ -f \dx\. 

Połóżmy
ST ST(11) dT= - d x + - di.

Na mocy więc (7)

(9) T —T—ÓT+R.

Wyrażenie ST nazywamy wariacją funkcji T = F (x ,x ,t) w miej­
scu x —x(t) lub dla funkcji x=x(t).

We wzorze (II) funkcja óx jest dowolną funkcją czasu, mającą 
pierwszą i drugą pochodną .ciągłą w przedziale <<(,,<!>. Wynika to 
z (5), gdzie x jest dowolną funkcją, mającą pierwszą i drugą po­
chodną ciągłą. Symbol di oznacza na mocy (I) pochodną funkcji dx 
względem czasu t.

Wariacja dT zależy więc od funkcyj x  i dx.
Dla odróżnienia będziemy nazywali dx wariacją zmiennej ( lub 

funkcji) x niezależnej, a dT wariacją zmiennej (lub funkcji) T zależnej.
Ruch zaś x —x(t) =  x +  dx nazywać będziemy ruchem porów­

nawczym.
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Wariacja dT oznacza więc w przybliżeniu przyrost funkcji T, 
gdy od punktu w chwili t w ruchu danym przechodzimy do punktu 
w tejże chwili t w ruchu porównawczym. Bóżnica R między wa­
riacją dT a przyrostem prawdziwym T —T jest na mocy (8) „nie­
skończenie małą“ w porównaniu z sumą \dx\ +  |<9x|.

Ponieważ badamy przyrost funkcji T w ruchu danym i porównawczym 
w te j samej  chwi l i  t, więc wariację ST nazywamy również wariacją bez wa­
riacji czasu, dla odróżnienia od innego rodzaju wariacji, którą poznamy później.

Wariację dT otrzymujemy, tworząc formalnie różniczkę funkcji 
F(x,x,t) przy założeniu <=const. (t.zn. d t= 0) i pisząc następnie 
6 zamiast d. Często zamiast dT piszemy dF(x,x,t) luh krótko dF.

P rz y k ła d  l. Niech
T = ax*+  px*t +  yt*,

gdzie a,(i,y  są stałymi. Mamy:
dT 3T.^  =  2mr, j j  =  2 Pxt,

zatem na mocy (II)
dT=2axdx-\-2f}xtdx, 

gdzie dx jest funkcją dowolną.
W ar iac ja  całki . Weźmy pod uwagę całkę

( 10) 

i niech

Mamy

i,
1 = 1  F(x, x, t)dt 

t>
I;

I — I F(x+dx, xĄ-dx,t)dt.
/„

I —I — I [F(x +  dx,x-{-dx,t)—F(x, x,t)]dt,

na mocy więc (7) i (II)
/, <■

(11) 1—1 = I dFdt+1 Rdt.
A> A»

Wyrażenie j dFdt nazywamy wariacją całki (10) i oznaczamy
i.

przez dl.
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A więc, w myśl określenia
u i,

(III) dl=d j F d t = f  »F dt.
t0 t0

Podobnie jak poprzednio wariacja całki (10) przedstawia
w przybliżeniu przyrost całki, gdy od ruchu danego przechodzimy 
do ruchu porównawczego. Bóżnica między przyrostem prawdziwym 
a wariacją dl jest „nieskończenie małą“ w porównaniu z |óaj| +  |óić|.

W a r ia c ja  p och od n e j .  Niech dana będzie funkcja

(12) x = 0 (q ,t) .

Załóżmy, że q jest pewną funkcją czasu t, więc

(13) ?=«(*) (<o<i<«i)-
Uważając q we wzorze (12) za zmienną funkcję niezależną,

otrzymamy na wariację zmiennej zależnej x  wzór

(14) ó x= ~ d q ,

gdzie <5q oznacza dowolną funkcję ciągłą wraz z pierwszą i drugą 
pochodną w przedziale <ł0, ti>.

Utwórzmy pochodną (12). Dostaniemy

. 3x . , 9x 
x ~Tąq+  3 t ’’

wariacja dx tej funkcji wynosi więc

Z uwagi na to, że na mocy (12) pochodne dx/dq i 3x/9t nie 
zależą od q, gdyż x nie zależy od q, otrzymamy

Tworząc pochodną (14) względem t, dostaniemy

d(óx)
~dT

skąd na mocy (15)
(16)

(9ix 9*x\ 
U?2 q 9q9t) d* + T q d4’

di d(dx)
dt
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Porównując (16) ze wzorem (I), widzimy, że oba wzory mają 
tę samą postać. Różnica leży w tym, że we wzorze (I) x jest zmienną 
niezależną, zaá w (16) zależną.

Wzór (I) zachodzi więc niezależnie od tego, czy x jest zmienną 
zależną, czy niezależną. Wynika stąd, że wariacja jest przemienna 
z pochodną, t.zn. że otrzymamy jeden i ten sam wynik, tworząc 
najpierw wariację, a potem pochodną, lub na odwrót.

W a r ia c ja  f u n k c j i  z łożone j .  Niech będą dane funkcje:
(17) T = F (x ,x ,t),
(18) x = 0 (q ,t) .

Przyjmijmy, że q jest funkcją zmiennej t:

(19) «=«(*) (i0« W
Tworząc pochodną (18), otrzymamy

9x 9x
<2°> * = T q 4 + W

Podstawiając w (17) zamiast x i x ich wartości z (18) i (20), 
otrzymamy T jako funkcję zmiennych q,q,t czyli
(21) T = xF(q, q,t), 
a więc jako jej wariację

(22)
9T 9T 

dT^ dq+ ^ 6q-

Z twierdzenia o pochodnej funkcji złożonej otrzymujemy:

9T 9T 9x 9T 9x 
' ' 9q ~  9x 9q 9x 9q’

9T_9T 9x 9T 9x
9q ~  9x 9q 9x 9q

a na mocy (18):
(24) §? =  0. 9q

Podstawiając (24) w (23), a następnie w (22), otrzymamy

(9T 9x 9T9x\ 9T9x 9T I9x . \ 9T (9x ,
6T ~\9x 9 q + 9x 9 q )dq +  9x 9q6q~  9x\9qóq) +  9x\9qdq+ 9q6q)'

Łatwo stwierdzić, że wyrażenia w ostatnich dwóch nawiasach 
są wariacjami funkcyj (18) i (20), równają się więc dx i bx. Zatem

(25)
9T 9TÓT= 6x +  ^  dx. 9x 9x
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Wzór (25) przedstawia wariację funkcji złożonej (21), przy- 
czem dx i 6x oznaczają wariacje funkcji (18) i (20). Zauważmy, że
(25) przedstawia również wariację funkcji (17). Widzimy stąd, że 
wzór (25), t. j. wzór (II), str. 511, zachodzi niezależnie od tego, 
czy x  jest zmienną funkcją zależną, czy niezależną.

Podobnie dla różniczki przy t— const. wzór
dT , 3T 

d T = —-dbc-\-—rdx 
dx dx

zachodzi niezależnie od tego, czy * i x  są zmiennymi zależnymi, czy nie.

Zauważmy, że we wzorze (25) dx jest na mocy (16) pochodną dx.

Układy  punktów.  Określimy teraz wariację w przypadku 
układu punktów.

Mech będzie dany układ n punktów materialnych 

Ai(xi,y!,zi), . . . , A„(xn,y„,zn).
Weźmy pod uwagę dowolny ruch układu (zgodny z więzami 

lub nie), określony funkcjami:

(26) X i — X i ( t ), y i  —  y i ( t ) f  Zi —  Z i ( t ) ,  t =  1 ,2 ,...,ti).

Niech będzie dana funkcja

(27) T = F (x i , yi,...,y„, zi,...,z„, * i,...,x„, yi,...,yn, ¿i

Wariacją funkcji (27) dla ruchu określonego funkcjami (26) 
nazywamy wyrażenie

3T 3T 3T
d T = t e * X l+ -’ -+ tendXn+dj1d yi+ ■

co piszemy krócej

■A/3T dT dT dT dT dT \
(IV> w - g f e  ÓXl+W , d y ,+  5? 5 3 tó'+  W . 6 y > + ^  dŻT

gdzie dxi, dyh dzi są dowolnymi funkcjami ciągłymi wraz z pierwszą 
i drugą pochodną w przedziale Kt0,tvy, przyczem:

(V. ^ d(Sy,)_
dt Ay„

d(dzi)
dt =  dż, ( i=  1,2,
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Pochodne 9T/dxi, ..., 9T/dż„ są pochodnymi cząstkowymi 
funkcji (27), w których zamiast Xi,...,ż„ podstawiono odpowiednio 
funkcje (26) i ich pochodne.

Podobnie jak poprzednio wariacja 6T oznacza w przybliżeniu 
przyrost funkcji T, gdy od położenia układu w chwili t w ruchu 
danym przechodzimy do położenia układu w tej samej chwili t 
w ruchu porównawczym:

Bóżnica między przyrostem prawdziwym a wariacją jest — jak 
łatwo okazać — „nieskończenie małą“ w porównaniu z sumą

Zauważmy, że wariację dT otrzymamy, tworząc różniczkę 
funkcji T przy założeniu t =  const. (t.j. przy dt =  0) i pisząc 
następnie ó zamiast d.

Niech teraz dana będzie całka

gdzie T oznacza funkcję (27).
Wariacją całki (29) dla ruchu określonego przez (26) nazy­

wamy wyrażenie

X i= X i + Ó X i ,  y i = y t + ó y „  i i = Z i + d z i  (t=l,2,...,n).

Ě  ( M  +  \dy,\ +  |óz,| -I- |<5ż,| +  I&//I +  |óź/|).

(29)

(30)

A więc

(VI)

P rzy k ła d  2. Wyznaczyć wariację energii kinetycznej
/1

E =  \ 2  +2Ż?+*?)-
Mamy:Mamy:

zatem
6E='2mi(xidxl+  ýióýi+żidż,).
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P rzy k ła d  3. Wyznaczyć wariację funkcji Yt , gdzie T jest 
funkcją określoną przez wzór (27).

Tworząc różniczkę przy założeniu <=const., mamy

d\T=dTl2VT, skąd ó[/T = Ó I’/2 \t .
Załóżmy, że współrzędne naturalne Xi,yi,zlt ...,xn,y„,z„ określone 

są przy pomocy parametrów qv ...,qk funkcjami:
(31) xl—fl(q1,...,qkft)1 yi=9!’/(i(ił"*»3*ł )̂> (i= l,...,w ).

Nie zakładamy przy tym, że parametry są zależne, ani że 
są niezależne. Niech

(32) q1 =  q1(t), qk=q„(t) (< „««,)

będą dowolnymi funkcjami ciągłymi wraz z ich pierwszymi i dru­
gimi pochodnymi w przedziale <<„,<!>. Funkcje (32) łącznie z (33) 
określają pewien ruch układu, który może być zgodny z więzami 
lub nie. Różniczkując (31), otrzymamy

(33) 3xt . 3xi . dxi
’ +  W kqk+  5T

i podobne wzory dla ÿi oraz ż/. Podstawmy w (27) zamiast Xi,yi,Z/ 
funkcje (31), zaś zamiast xi,ÿi,it funkcje (33). Otrzymamy T w po­
staci funkcji zmiennych qv ...,qk,qv ...,qk,t:

(34) T=F(qv ...,qk, qv ...,q„,t).

Postępując podobnie jak w dowodzie twierdzenia o wariacji 
funkcji złożonej (p. wzór (25), str. 514), można okazać, że wariacja 
funkcji (34) również wyraża się wzorem (28) lub (IV), gdzie 
ôxi,ôyt,ôzi są wariacjami funkcyj (31), zaś dxi,dyi,&żt wariacjami 
funkcyj (33) i analogicznych dla ÿi, ż,.

Ponadto, podobnie jak w dowodzie twierdzenia o wariacji 
pochodnej (p. wzór (16), str. 513) można dowieść, że zachodzić będą 
również wzory (V), w których xi,yi,Zi oznaczają funkcje (31).

Utwórzmy wariacje funkcyj (31). Otrzymamy:
9xt t , , axi .

àxi- ^ & q l +  ... +  -^&qk,
dxi

(35) 9zi dzi Dàzt= ^ q x +  ... +  ^ ô q k.

Porównując (35) ze wzorami (III), str.477, określającymi prze­
sunięcia przygotowane, widzimy, że mają one tę samą postać formalną.



518 ROZDZIAŁ XI. Zasady wariacyjne mechaniki.

§2. Zasada Hamiltona. B u ch  rzeczy w isty . Niech na 
punkty A 1(xv yv z1),...,A n(xn,yn,zn) układu n punktów materialnych 
działają odpowiednio siły Pv ...,Pn. Załóżmy, że układ jest holo- 
nomiczny (bez tarcia) i że więzy są obustronne, określone związkami:

(1) F'j(xv yv zv .„ ,zn,t)==0 ( j=  1,2, ,..,m).

Weźmy pod uwagę dowolny układ funkcyj:

(2) x ,=x,(t), yi=Vi(t), z,=zi(t) ( t = l , 2 ,...,»)

ciągłych wraz z pierwszymi i drugimi pochodnymi w przedziale <<0, 
Funkcje (2) określają pewien ruch układu.

Jeżeli równości (1) spełnione są w każdej chwili t, gdy za xv ...,zn 
podstawić funkcje (2), mówimy, że funkcje (2) określają ruch układu 
zgodny z więzami czyli ruch możliwy.

Buch układu, jaki odbędzie się w rzeczywistości pod działa­
niem sił Pi, •••¡Pni nazywamy ruchem rzeczywistym.

Buchy rzeczywiste mogą być rozmaite, gdyż zależy to od 
warunków początkowych.

Buch rzeczywisty jest oczywiście zawsze możliwym, gdyż 
spełnia związki (1). Na odwrót jednak, nie każdy ruch możliwy 
jest ruchem rzeczywistym.

Jeżeli np. punkt ciężki ma znajdować się stale na prostej pionowej i (bez 
tarcia), to ruchem rzeczywistym jest ruch, w którym przyśpieszenie jest skie­
rowane pionowo w dół i równa się co do wielkości przyśpieszeniu ziemskiemu. 
Natomiast ruchem zgodnym z więzami jest każdy ruch, w którym punkt po­
zostaje na prostej I, w szczególności ruch jednostajny oraz ruch, w którym przy­
śpieszenie nie jest stałe; ruchy te nie są oczywiście ruchami rzeczywistymi.

Z zasady ďAlemberta wynika, że spośród ruchów zgodnych 
z więzami ten tylko jest ruchem rzeczywistym, który spełnia w każdej 
chwili równanie (II')» str. 480:

(3) Ě\.(Pix—miÍBi)»xi ->r(Pi —miyi)dyi +  (Pi —mizi )dzi] =  Q,
t=i H

gdzie ÓXi,dyi,ÓZi są przesunięciami przygotowanymi.
Zasada ďAlemberta wyraża więc cechę charakterystyczną ruchów 

rzeczywistych, wyróżniającą je spośród wszystkich ruchów zgodnych 
z więzami.
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Podobnie, równania Lagrange’a (str. 485 i 488) i Hamiltona 
(str. 504), wyodrębniają ruchy rzeczywiste ze zbioru wszystkich 
ruchów zgodnych z więzami. Poznamy jednak w tym rozdziale 
inne jeszcze cechy charakterystyczne ruchów rzeczywistych, wyra­
żone przy pomocy całek i wariacji. Są to t. zw. z a s a d y  w a r i a c y j n e  

( c a ł k o w e ) .

R uch porów n aw czy . Weźmy pod uwagę dowolny ruch 
układu zgodny z więzami, określony funkcjami (2), oraz ruch 
porównawczy:

(4) X i + d x „  y t + d y t ,  Z i+ Ó Z i (*=1 ,2 ,...,»).
Obierzmy wariacje óy,-, óz, tak, by wariacje funkcyj (1) dla

danego ruchu (2) były zerami:
3F, o Fi(5) ÓFJ= - ^ d x 1 +  ... +  -^ d z n =  0, 0=1,2 , ...,m).

Porównując równania (5) z równaniami (I), str. 475, widzimy, 
że dx.i,óyi,dzi są w każdej chwili przesunięciami przygotowanymi 
układu.

Jeżeli óxi,dyi,ózi są bardzo małe, to z (5) wynika, że 
w przybliżeniu

(6) Fj(xi-\-dx1,...,zn +  dzn,t )= 0  (j= l,2 ,...,m ),

czyli że ruch porównawczy jest w przybliżeniu ruchem zgodnym 
z więzami. Wyrażamy to, mówiąc, że ruch porównawczy (4) dla 
„nieskończenie małych“ wariacyj Sx,-, dyt, óz,-, spełniających równa­
nia (5), jest zgodny z więzami (por. str. 430).

Załóżmy, że współrzędne naturalne określone są przy pomocy 
parametrów qv -..,qk funkcjami:

(7) x ~ f t(qv ...,qk,t), 9 r=9 ,(qv ...,tv t), z^y>.(qv ...,qk,t) (*=1,2,...,»).

Załóżmy dalej, że parametry, określające zgodne z więzami 
położenia układu, spełniać muszą związki:

(8) 0 r(^ ,...,^ ,t) =  O ( r = l , 2,...,«).

Weźmy pod uwagę dowolny układ funkcyj ciągłych wraz 
z pierwszymi i drugimi pochodnymi w przedziale <%,<!>:

(9) q1= q 1(t), ■ ■ ■ , 3* =•«*(<)

K 2]

(<0^f ̂ f])-
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Załóżmy wreszcie, że funkcje (8) stają się tożsamośoiowo 
zerami, gdy za qv ...,qk podstawimy funkcje (9).

Przy tych założeniach, podstawiając w funkcje (7) funkcje (9), 
otrzymamy funkcje czasu t ,  określające ruch zgodny z więzami.

Weźmy pod uwagę ruch porównawczy q1+dq1, . . . ,  qk+óqk i 
obierzmy dqv ...,dqk tak, by dla danego ruchu (9) wariacje funkcyj (8) 
były zerami:

Porównując (10) ze wzorami (IV), str.477, widzimy, że wariacje 
dqv ...,dqk są w każdej chwili t przesunięciami przygotowanymi.

Jeżeli dqv ...,dqk są bardzo małe, to na mocy (10) otrzymujemy 
w przybliżeniu

Euch (11) będzie więc w przybliżeniu również zgodny z więzami. 
W myśl przyjętego na str. 519 sposobu wyrażania się, możemy zatem 
powiedzieć, że jeżeli dq1,...,óqk są „nieskończenie małe“ i spełniają 
równania (10), to ruch porównawczy jest zgodny z więzami.

Zasada H am ilton a  dla w sp ó łrzęd n ych  naturalnych . 
Niech na układ n punktów materiaJ.nych^A1(a;1,y1,21), ...,An(x„,yn,zn) 
o masach działają siły zależne od zmiennych
3?1, ...,£|,,Xi, ...,Żn,l.

Załóżmy, że układ jest holonomiczny (bez tarcia) i że więzy 
są obustronne. Weźmy pod uwagę dowolne funkcje:

( 10)

( U ) ^ r(«i+Ó91, - , « ,* + ^ * ł<) =  0 (r=  1,2,...,»).

A więc:

(13) X i  =  X i ( t ) ,  y , =  y i ( t ) ,  Z i = Z i ( t )  (< 0 ^ < < < l) ;

określające ruch układu zgodny z więzami. 
Energia kinetyczna ruchu (13) wynosi

/1
(14)
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Utwórzmy wariację energii kinetycznej dla ruchu (13) (por. 
przykład 2, str. 516):

i podobne wzory zachodzą dla ytdyi oraz żidżt. Podstawiając te 
wartości w (15), dostaniemy więc

gdzie Pi*Piy,P  ¡z oznaczają funkcje (12), w których zamiast xt}yi,zi 
i Xi,yi,ii podstawiono odpowiednio funkcje (13) i ich pochodne. 
Ze wzorów (17) i (18) otrzymamy

Symbol | oznacza tu, jak zwykle, że należy podstawió za t
to

najpierw <n a następnie t0, i odjąó od siebie otrzymane wartości.
Dotychczas nie opieraliśmy się na zasadach mechaniki. Wzór (20) 

zachodzi więc dla dowolnego ruchu (zgodnego z więzami lub nie), 
określonego funkcjami (13), o ile tylko funkcje (12) są określone 
dla tego ruchu.

U
(15) SE= 2  mi (Xtdxr+  ytóyr+  ¿i 6żi).

Ale
(16)

n tl
(17)

Przyjmijmy
/1

(18) d’L = Z (P ixdXi+ Pig dyt +  PitdZi),

n

(19) n
+ J ^ [(P i;t- t » i* i )  óxi + (P iu—miyi)dyi +  (P^-W jZj) dĄ)].

1=1
Całkując obustronnie od tu do tv  otrzymamy stąd

( 20 )

u , 1=1
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Załóżmy teraz, że ruch (13) jest ruchem rzeczywistym i że 
wariacje dxi,dyt,dzi są w każdej chwili t przesunięciami przygoto­
wanymi.

Z zasady d ’Alemberta wynika, że w każdej chwili t będzie 
wówczas

(21) 2 [(P ix—mixi )dxi +  (P ^ —miy^dyi +  (Piz—m ^ ) <52*]=0.

Ze wzoru (20) otrzymamy

(22) J  (d'L+dE )dt=^>m l(xldxi+ytdyt+ ż ldzi) I.
‘o i=  i 'o

Załóżmy ponadto, że w ruchu (13) i w ruchu porównawczym 
układ zajmuje to samo położenie w chwilach t0 i tli k zn. że dxt,óyi,dzt 
są zerami dla t = t 0 i t = t v

Przy tym założeniu prawa strona równości (22) staje się zerem 
i otrzymamy

A
(I) f(d ’L + d E )d t=  0.

A więc: dla ruchu rzeczywistego zachodzi równość (I), jeżeli 
wariacje ÓXi, dy,-, dzi są w każdej chwili przesunięciami przygotowanymi 
i równają się zeru dla t—i0 i t= tv

Twierdzenie to nazywamy zasadą Hamiltona.

Zasada Hamiltona podaje więc pewną cechę ruchów rzeczy­
wistych. Udowodnimy, że cecha ta jest charakterystyczna, t. zn. że 
spośród ruchów zgodnych z więzami tylko ruchy rzeczywiste 
spełniają zasadę Hamiltona. Wystarczy w tym celu dowieść, że 
ruch zgodny z więzami i spełniający zasadę Hamiltona spełnia 
również zasadę d ’Alemberta.

D ow ód . Załóżmy, że ruch zgodny z więzami, określony funk­
cjami (13), spełnia zasadę Hamiltona (I). Gdyby ruch ten nie spełniał 
zasady d ’Alemberta w pewnej chwili t’ (gdzie i0<<'<t1), to możnaby 
było znaleźć takie liczby dxi,dyt,dzi, określające w chwili t' prze­
sunięcie przygotowane układu, że byłoby

(23) Ę i{P ix- m ixi)dxi + (P iy—miyi)dyi+{Pi -miżi)dzi]=!F0 dla < =  <'.
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Obierzmy wariacje d'xi,d'yt,d'zi tak, żeby w każdej chwili t 
określały przesunięcie przygotowane układu i żeby w chwili t' 
było:

d'Xi—dxi, 6'yi—dyi,  d'zi==dzr, 

stąd na mocy (23)

(24) i\.(Pix—miX) d'Xi +  (Pig—miy ̂  6'yi+ (P<z—m ^ )  ó z j = A 4= 0 

dla t= i '.
Przypuśćmy np., że A > 0  dla (=<'. Z ciągłości ruchu wynika, 

że w pewnym małym przedziale <<',<"> jest także j4>0.
Zatem

(25) J.>0, gdy

Niech a ( t ) będzie dowolną funkcją ciągłą wraz z pierwszą 
i drugą pochodną w przedziale <f0,lx>, dodatnią dla t ' < t < t " ,  a poza 
tym równą 0. Połóżmy:

d X i = a ( t ) d 'x i ,  d y t— a ( t ) d 'y t ,  ó z i = a ( t ) ó 'Z i .  

Stąd na mocy (24) i (25)
/, n

f  2  [(Pťj—r»i®ť) dx{ +  (Piy—THiUi)dyi+ (Piz—miZi) Ózť] dt=
(26) t0 i= 1

u ł"
= j  Aa(t)dt = J la (ť)ář>0.

Ponieważ wariacje Ó X i,dy t,d z i przedstawiają w każdej chwili t 
przesunięcia przygotowane i z założenia są zerami dla t = t 0 i t = t u  

więc ze wzoru (20) otrzymujemy na mocy (26)

i,
wbrew założeniu, że ruch dany spełnia zasadę. Hamiltona.

Udowodniliśmy w ten sposób, że zasady d^Alemberta i Hamil­
tona są równoważne.



524 ROZDZIAŁ XI. Zasady wariacyjne mechaniki.

P rzy k ła d . Punkt ciężki o masie m ma pozostawać na kuli 
*2+ y 2+ 22—r2= 0 . Mamy (przyjmując oś z skierowaną pionowo 
w górę):

d 'L =—mgdz, dE=m(xdx+yóy-\-żdż), 

zatem na mocy zasady Hamiltona (I), str. 522,
t,

J  [—gbz-\-xdx+ydy-\-żdź]dt= 0.
A>

Wzór ten zachodzi dla ruchu rzeczywistego przy założeniu, 
że dx,dy,óz są w każdej chwili przesunięciami przygotowanymi, 
t. zn. spełniającymi równanie

xd x+  y dy+ zbz— 0,
a ponadto, że stają się zerem w chwilach (=<„ i t= tv

Zasada H am ilton a  dla  w sp ó łrzęd n ych  u ogóln ion ych . 
Niech współrzędne naturalne określone będą parametrami qv -.-,qk 
przy pomocy funkcyj:

(27) xl—fl(q11 ...,qk,t), y/==9,/(3i>'” >i*>0» 2/==V'/(3iv)9l*»0> t= l,2 ,...,w .
Załóżmy, że parametry, określające położenia układu zgodne 

z więzami, spełniają równania

(28) 4>r(qv ...,qk,t) =  0 ( r = l ,2,...,«)

i weźmy pod uwagę dowolny ruch rzeczywisty układu określony 
funkcjami:

(29) ? ,=  «,(<) (¿=1,2,...,&).

Wariacje funkcyj (27) dla powyższego ruchu wynoszą

(30) dxi= -^ -d q 1+ .. .+ -^ -d q k 

i podobnie óyi oraz ózt.
Załóżmy dalej, że &qt są w każdej chwili t przesunięciami 

przygotowanymi, t.zn. że spełniają równania (IV), str. 477:

d&r 30.(31) 1 ^ d q 1+ ...  +  -Ęj-dqk= 0  ( r = l ,2,...,«);

zatem &xi,6yi,6z, są również przesunięciami przygotowanymi (str.477).
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Załóżmy wreszcie, że bqi są zerami dla t= t0 i {=<,; z (30) 
wynika, że również bxi,byi,dzi będą zerami dla t= t0 i t= tv Ponieważ 
zaś wariacja jest przemienna z pochodną (str. 513), więc wariacje 
pierwszych pochodnych funkcyj (27), t. j. bx„6yi,bżh równe są 
pochodnym funkcyj dx¡, ó y t, bz-,.

Na mocy (15) i (18), str. 521, możemy zasadę Hamiltona (1), 
str. 522, napisaó w postaci:

[§ 2]

gdzie xi,yt,Zi są funkcjami określającymi ruch rzeczywisty, by„ bzt 
są w każdej chwili przesunięciami przygotowanymi, przyjmującymi 
wartośó 0 w chwilach i = f 0 i t= tv  zaś bxl,by„dżi są pochodnymi 
funkcyj bxi,dyi,bzi. Jak wynika z rozważań przykładu 3, str. 517, 
równanie (32) będzie również spełnione, jeżeli założymy, że funkcje 
Xi,yt,Zi, dane wzorami (27) i (29), określają ruch rzeczywisty, zaś 
bxi i b±i są wariacjami funkcyj (27) i ich pochodnych, przyczem 
bqi są przesunięciami przygotowanymi, równymi 0 dla t =  t0 i <=t,. 

Przy tych założeniach mamy ((4), str. 488)

(33) b'L = t y ixbx{ +  Piuóyi +  P iM )= Z Q jH r

gdzie Qj oznaczają składowe siły uogólnionej. Ponadto z twierdzenia 
o wariacji funkcji złożonej (str. 514) mamy

a n
(34) ml(Xidxl +  y,dxt+żidżi) = d ( ^ ^ m l(£j-\-yJ +  ż*)J =  dE,

i=t /=i
gdzie funkcje Xi,yi,Zi dane są wzorami (27) i (29), określającymi 
ruch rzeczywisty, bżi,óyi,dżj są wariacjami pochodnych funkcyj (27), 
zaś E energią kinetyczną, wyrażoną przy pomocy parametrów 
i i N a  mocy (32), (33) i (34) zasadę Hamiltona możemy więc 
napisaó w postaci (1), str. 522, gdzie 6'L określone jest wzorem (33), 
zaś energia kinetyczna E wyrażona jest przy pomocy współrzędnych 
uogólnionych qv ...,qk.

A więc: Zasada Hamiltona zachodzi również dla współrzędnych 
uogólnionych przy założeniu, że bqi są przesunięciami przygotowanymi, 
równymi 0 dla < =  t0 i t = t l.
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Zasada  H a m ilton a  w polu  p o ten c ja ln y m . Załóżmy, że 
siły posiadają potencjał V. Zatem ((1), str. 437)

(35) b'L=bV.
Z zasady Hamiltona otrzymamy więc

i,
dt=  0 czyli f  b(V+E) dt=

Wyrażenie W =E-\-V  nazwaliśmy potencjałem kinetycznym 
(str. 493). Zatem

(II) d fW d t= 0.
i.

A więc: wariacja całki z potencjału kinetycznego jest równa 
zeru dla ruchu rzeczywistego, jeżeli wariacje bxt,dyt,bz, przedstawiają 
w każdej chwili przesunięcie przygotowane układu oraz są zerami 
w chwilach t= t0 i t =  tv

Wzór (35) zachodzi dla współrzędnych uogólnionych (por. (39), 
str. 467). Ponieważ zasada Hamiltona również zachodzi dla współ­
rzędnych uogólnionych, więc (II) jest spełnione dla ruchu rzeczy­
wistego przy założeniu, że potencjał kinetyczny W  wyrażony jest 
przy pomocy parametrów qv ...,qk, zaś wariacja została utworzona 
dla ruchu rzeczywistego, przyczem bqt są przesunięciami przygoto­
wanymi, równymi zeru dla t = t 0 i t—tv

U kład y  h o lon om iczn e  sk leron om iczn e  w polu  p oten ­
cja ln y m . Niech dany będzie układ holonomiczny skleronomiczny, 
w którym siły posiadają potencjał
(36) r = P t a ,  ...,*,).

Załóżmy, że ruch układu określony funkcjami:
(37) Xi=X/(t), yi—yi(t), z,=zi(t) («0< « < i ;  ¿= 1 ,2 ,...,w)
jest ruchem rzeczywistym, dla którego energia kinetyczna w <i0, O  
nie znika, t. zn.:
(38) E +  0 . dla

Na mocy zasady Hamiltona (I), str. 522, i (35) mamy
/, /» n _

(39) f \ j £  (J^- Óx, by i Ó2,j -(-J>m,ixidxi+ y,byi+  ż,dż,) U = 0 ,
t„ i=l V ' ' ‘ i-i

ó f(V + E )d t=  0.
fo

f[óV + b E ]
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gdzie dxi,6yi,dzi są w każdej chwili przesunięciami przygotowanymi 
i równają się zeru w chwilach t—t0 i t= tv Niech

(4 0 )  t = & ( t )  ( * ( ,< * < * ] . )

będzie dowolną funkcją zmiennej r, ciągłą wraz z pierwszą i drugą 
pochodną w przedziale <r0,rx> i spełniającą warunki:

(41) 0(TO) =  <O> #'(T)>0 (Tô T ^ T ! ) ,

gdzie &' oznacza pochodną względem r. Podstawiając (40) w (37), 
otrzymamy:

(42) xi= x i(&(r))=Si(T), y . = z , = ^ x ) ,  (r0< T < r 1; t =  1,2,

Funkcje (42) przedstawiają parametrycznie tory punktów 
układu przy pomocy parametru r.

Oznaczając przez x't,y't,z'i pochodne funkcyj (42), zaś przez f  
pochodną funkcji (40) względem parametru r, otrzymamy:

[§ 2]

(43) x,=x't/t', ýi—y'ílť, ¿¡=z'i/ť,

skąd dla energii kinetycznej

(44) E -  i  2 ~
1= 1 /=1 

Z zasady zachowania energii całkowitej mamy

(45) E —V—h, gdzie A=const.,

skąd na mocy (44)

(46) ,-i/a!tm i(x ?+ y ?+ z? )

h+V

Wzór (46) zachodzi, gdyż h + V = E  na mocy (45), zaś ¿7=1=0 
na mocy (38).

Przyjmujemy, że współrzędne Xi,y,-,Zi występujące w V (por. 
wzór (36)) wyrażone są we wzorze (46) przez funkcje (42). Wariacje 
dXi,dyi,dZi, które są funkcjami zmiennej i, możemy uważać na 
mocy (40) za funkcje zmiennej r.
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Oznaczając przez dx'i,dy'itdzi pochodne względem r, otrzymamy:

(47) dxi=dx'i/t', dyi=dy'i/t', <Sż,= dz'i/t'.

Wyrażając w (39) zmienną t przez r przy pomocy funkcji (40), 
dostaniemy na mocy (41), (43) i (47)

t„ /=i
gdzie Xj, yi,Zi, dxi,dyi,dzi są funkcjami zmiennej r. Wzór (48) możemy 
napisać w postaci

dr=0,
r ,r  ”

(49) f '\ d V - t '+ y ó ± J ? mi(x ? + y ? + z ? )
t„ 1=1

przyczem pojęcie wariacji należy rozumieć jak poprzednio, lecz 
zamiast t występuje obecnie r. Podstawiając (46) w (49), otrzymamy

,6o)
dr=0.

26

Łatwo stwierdzić, że wyrażenie pod całką równe jest wariacji 

\h+V^ \Zm(xf+y?+żl , skąd na mocy (50)

( I )
m (x f+ y ? + z i dr=0.

Z założeń co do <5z,- wynika, że wzór (I) zachodzi dla do­
wolnych funkcyj 6xi,6yi,6zi parametru r, które dla każdej wartości r 
są przesunięciami przygotowanymi w położeniu układu, określonym 
funkcjami (42), i które są zerami dla t= t0 oraz t=Tj. Wariacja 
utworzona jest dla funkcyj (42), określających tory punktów układu 
w ruchu rzeczywistym.

Ponieważ we wzorze (I) nie występuje czas t, więc wzór ten 
wyraża pewną własność torów ruchu rzeczywistego.

Niech w szczególności układ redukuje się do jednego punktu 
x,y ,z  o masie m, poruszającego się bez działania sił. Zatem 7 = 0 . 
Z (I) otrzymamy

*i ____ ______
<5J \ x 2Ą-y"2+ z 2 dr— 0.
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Ponieważ element luku jest ds=^x'*+ y '2+ z '2 dr, więc
*1

(51) d jd s = 0.
*»

Przyjmijmy, że punkt ma pozostawać na powierzchni 8. 
Krzywe o własności (51) są to t.zw. linie geodetyczne. W  geo­

metrii różniczkowej dowodzi się, że najkrótszą limą na powierzchni, 
łączącą dwa dostatecznie bliskie punkty linii geódetycznej, jest 
luk tej linii. Z (51) wynika zatem, że ruch punktu na powierzchni 
bez działania sił odbywa się zawsze po liniach geodetycznych.

Uwaga. Wzór (I) wyprowadza się zwykle łatwiej z t.zw. zasady Mati- 
pertuis (str. 537). Trzeba się jednak oprzeć wówczas na pewnych twierdzeniach 
z rachunku wariacyjnego, o których nie zakładamy, że są czytelnikowi znane.

§ 8. Wariacja z wariacją czasu. W a ria c ja  fu n k c ji. 
Niech będzie dany ruch punktu po osi x, określony funkcją

(1) x = x (t)  (t0« ^ * i ) -
Weźmy pod uwagę dowolny ruch porównawczy

(2) *=*(<) ( 4 « « i ) ,
gdzie chwile t'o i t\ mogą być inne niż t0 i tv Oznaczmy przez At 
dowolną funkcję czasu t, ciągłą wraz z pierwszą i drugą pochodną 
w przedziale i spełniającą nierówność

(3) t'o ^ t+ A t^ t'i (<o<<<*i)-
Niech wreszcie

(I) Ax—x(t-\- At) — £»(/);

Ax jest‘ więc funkcją czasu t i oznacza przyrost współrzędnej a?, 
gdy od punktu A  w ruchu danym w chwili i przechodzimy 
do punktu A' w ruchu porównawczym w chwili t-\-At. Tworząc 
pochodną (I), otrzymamy

afcąd

* , + (1+ í í t )-
Odejmując obustronnie x(ť), dostaniemy stąd po łatwych 

przekształceniach
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(4)
gdzie
(5)

x(t+A t) — x(t)-- d(Ax)
dt -x(t) d(At)

dt f  «»

d(At) 
dt '

ld(Ax) -x(t) d(At) 
dt ) / ( « M i

dt I'

Jeżeli więc Ax, At i ich pochodne dążą do 0 jednostajnie, to 
rj dąży do, 0 jednostajnie. Zatem R  jest „nieskończenie małą“ 
w porównaniu z \d(Ax)/dt\ +  \d(At)ldt\.

Mech

(II) Ax= d(Ax)  ̂d(At) 
' dt dt

Mt mocy więc (4)

(6) x(t-\-At)—x(t)—A x+ e.

Lewa strona równości (6) oznacza przyrost prędkości pun­
któw A  i A ’ , t. j. przyrost prędkości, gdy od punktu A  w chwili i 
w ruchu danym przechodzimy do punktu A ’ w chwili t+ A t  w ruchu 
porównawczym. Zatem Ax przedstawia nam ten przyrost w przy­
bliżeniu, z różnicą „nieskończenie małą“ w porównaniu z sumą 
\d(Ax)/dt\+\d(At)/dt\.

Zauważmy, że na mocy (6) jest na ogół

(II') Ax 4=d(Ax)
~ d T '

Niech będzie dana funkcja

(7) T = F (x ,x ,t).

Oznaczmy przez T wartość funkcji (7) w ruchu danym w chwili t, 
zaś przez T wartość tej funkcji w ruchu porównawczym w chwili 
tĄ-At. Zatem różnica tych wartości wynosi

(8) T -T = F (x (t-\ - At), x(t-\-At),t+At) — F[x(t),x(t),t).

Ze wzoru Tylora otrzymamy
\3T 5T • 3T(9) T - T  =  '-^ [x (t+ A t)-x (t ) )  +  -^ [x ( t+ A t ) -x ( t j )  +  -^ A t+ R ,

gdzie reszta R jest „nieskończenie małą“ wyższego rzędu, niż 
przyrosty x (t+ A t)—x(t), x (t+ A t)—x(t) i At.
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'Na mocy (I), (6) i (9) otrzymamy 

(!0) T - T = ^ A x + § A x + ^ - A t + R ' ,

9Tgdzie R' — R +  e-^r, a więc gdzie R' jest „nieskończenie małe“ 

w porównaniu z

(II) \Ax\+ 1 At\ +  \d( Ax)lit\+ \d(At)/dt\.
Połóżmy

(III) 3T 9T 3T

Na mocy (10) mamy T —T = A T + R '-, zatem AT oznacza 
w przybliżeniu przyrost funkcji T, gdy od punktu A  w chwili t 
w ruchu danym przechodzimy do punktu A' w chwili t+ A t  w ruchu 
porównawczym, przyczem popełniony błąd jest „nieskończenie mały“ 
w porównaniu z (11).

Wyrażenie AT nazywamy wariacją wraz z wariacją czasu 
funkcji T dla ruchu x= x(t), zaś funkcję At nazywamy wariacją 
czasu.

Dla At—0 będziemy mieli na mocy (I) i (5), str. 510, Ax=dx, 
a na mocy (II) i (I), str. 511, Ax=dx. Z (III) dostaniemy więc

A T = ^ - d x + ^ d x  3x 3x
czyli AT=dT.

W przypadku więc, gdy A t= 0, wariacja wraz z wariacją czasu 
przechodzi w wariację zwykłą.

P rzyk ła d . Utworzyć wariację wraz z wariacją czasu dla 
funkcji

T=\m x2-\-axt,

gdzie a i w są stałymi.
Mamy

A T —at Ax +  mxA x + ax At,

na mocy więc (II)

A T = atA x+ m x^ 4r-+ a xA t—mx2 ^ At^dt dt
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U kład y  punktów . Niech ruch układu »  punktów mate­
rialnych określony będzie funkcjami:

(12) x , = a y t = y i ( t ) ,  z,=zi(t), *= 1 ,2 ,...,»)

i niech dana będzie funkcja

(13) T = F (x 1,...,zn,żi,...,ż„,t).

Weźmy pod uwagę dowolny ruch porównawczy

(14) xt=x,(t), y ,=  y,(t), zi=i,(t), (tó< i<«i; *==1,2,...,»).

Niech At będzie dowolną funkcją czasu t, ciągłą wraz z pierwszą 
i drugą pochodną w przedziale <t0,h> i spełniającą warunek

(15) t'0s^t+At^t\
Połóżmy:

(IV) A xi= xt(t+ A t)— x,(t), Ayt= y ,(t+ A t)—yi(t), AzF=żi(t+At)—z,(t),

m  Ą ń - d(Ayi)
(V) AX,~  dt X‘ dt ’ Ay,~  dt

... d(At) 
y‘ dt ’ Aż,- d(Azi) d( At)

dt i r dt
Wyrażenia Ax,-, Ayi, Az,• oznaczają przyrosty współrzędnych, zaś 

Axi,Ayt,Ażi przybliżone przyrosty pochodnych tych współrzędnych, 
gdy od położenia układu w chwili t w ruchu danym przechodzimy 
do położenia układu w chwili t+ A t  w ruchu porównawczym. Przy 
tym przybliżeniu błąd jest „nieskończenie mały“  w porównaniu z

(16) d(Axi)
dt +

d(Ay{)
dt

d(Az„)
dt +

d(At)
dt

Oznaczmy przez T wartość funkcji (13) w ruchu danym 
w chwili t, a przez T jej wartość w chwili t+At w ruchu porównaw­
czym. Kładąc

-s?t9T . ,3 T A 3T . , 3TA. , 3TA. , 9 T ..\  -9T A. 
(VI) A T = 2  [ & + *  5 ^ ' + i + + - Ę + + T i + ) + n M

i postępując jak poprzednio, otrzymamy
(17) T —T = A T + R ,

gdzie R jest „nieskończenie małą“ w porównaniu z sumą

d(Azi)(18) ^{^Ax,\+\Ayl\+\Azi\+ d(Axi) A d(Ayi)
dt dt + dt )+№*! +

d(At)
dt
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Wyrażenie AT nazywamy wariacją wraz z wariacją czasu 
funkcji T dla ruchu (12) układu punktów.

Wariacja AT przedstawia zatem w przybliżeniu przyrost 
funkcji T, gdy od położenia układu w chwili t w ruchu danym 
przechodzimy do położenia układu w ohwili t +  At w ruchu 
porównawczym, przyczem różnica między przyrostem prawdziwym 
a AT jest „nieskończenie mała“ w porównaniu z (38).

Dla At—0 jest na mocy (IV), (V), (5), str. 510, i (I), str. 511:

Axi— ÓXi, Ayi^dyi, Azi=dzh Ażj—dż,, Ayi— dy„ Ażi=dżlf 

skąd na mocy (VI) AT—ST.
W przypadku więc, gdy A t=  0, wariacja wraz z wariacją 

czasu przechodzi w wariację zwykłą.
W a ria cja  wraz z w ariac ją  czasu  ca łk i. Niech dana 

będzie całka

(19) 1 =  I Tdt,
i

gdzie T oznacza funkcję (13). Oznaczmy przez At0 i Atx wartości 
funkcji At w chwilach t0 i tv

Niech I  będzie wartością całki (39) dla ruchu danego, zaś /  
wartością tejże całki dla ruchu porównawczego, wziętej w granicach 
od t0-\-At0 do t.j.

* _i_\t

t«+K
gdzie T1 oznacza wartość funkcji T w chwili t w ruchu porównaw­
czym. Podstawiając w (20) t+ A t  zamiast t, otrzymamy

(2D / = / T [l  +  ̂ ) d t ,
i

gdzie T oznacza wartość funkcji T w chwili t +  At w ruohu 
porównawczym.

Na mocy (19) i (21) otrzymamy

/  - 1 \ (T -T )+ T ^ ~ ^  df,

skąd na mocy (17) po łatwych przekształceniach
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(22)

gdzie

(23)

I - I = J [ a T +  T ^ ^ d t + R ’,

( A T + E ) ^ ^  +  R\dt.At

Łatwo stwierdzić, że R‘ jest „nieskończenie małe“ w porów­
naniu z (18). Połóżmy

(VII) A I ^ A ^ T d t = ^ A T + T ^ ^ d t .
•o i

Wyrażenie A l  nazywamy wariacją wraz z wariacją czasu całki I. 
Na mocy (22) i (VII) mamy

(24) I - I = A I + R ' ,

A l  przedstawia więc w przybliżeniu przyrost całki (19), gdy od 
danego ruchu przechodzimy- do ruchu porównawczego, przyczem 
w ruchu porównawczym obliczamy całkę w granicach ť0+zlť0, íx+ d ť  
Bóżnica między A l a przyrostem prawdziwym jest „nieskończenie 
mała“ w porównaniu z (18).

W  przypadku, gdy At—O, wariacja wraz z wariacją czasu 
przechodzi —  jak łatwo zauważyć —  w wariację zwykłą.

§ 4. Zasada Maupertuls (najmniejszego działania).
P rze k sz ta łce n ie  H oldera . Niech układ punktów materialnych 
-4i(*i,yi,zi), -2  o masach wii, ..., m„ poddany będzie
działaniu sił Px, ..., P„, zależnych od Xi, ..., zn, xl } ..., ż„,t.' A więc:

( 1 )  P i x ~ P \ (X V  • " * ^ * » 0 »  P i P i z =

Załóżmy, że układ jest holonomiczny bez tarcia i że więzy 
są obustronne.

Weźmy pod uwagę dowolny ruch układu zgodny z więzami 
lub nie, określony funkcjami:

(2) X i — X i ( t ) ,  y i — y i ( t ) ,  Z i = Z i ( t )  (i0< i « i ;  t=  1,2,...,»).

Energia kinetyczna wynosi
n

E  =  * » / ( * /  +  f i  +  *?)•
/=1

(3)
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Utwórzmy wariację energii kinetycznej wraz z wariacją czasu 
dla ruchu (2):

(4) AE— ̂  mĄiiAżi+yiAyi+żiAżi).
i= 1

Wyrażając A±i,Ayi, Aż,- przy pomocy wzorów (V), str. 532, 
dostaniemy

(5) AE = m\xi
¡=i L

d(Axj) . d(Ayi) . d(Azi)
dt -y> dt zr dt -2E d(At)

dt

Przenosząc ostatni wyraz z prawej strony na lewą i całkując, 
otrzymamy

ty ty n

(«1 / [ . № + 2 « ^ ! ] * = / ’ d(Ayi) d(Azi)

ty t= 1
dt ^ Zi dt 

!< 4

—j dt.

Całkując przez części, otrzymamy J ± i  =  x,Axt J —J'XjAxidt

to ta A)
i podobne wzory otrzymamy dla yt i z,. Stosując je do prawej 
strony równania (6), otrzymamy

t,

/  fA E + 2 E ^ ^ d t  =

(7) t. n
= J > m i(xiAxi-\-ytAyi+ ż iAzi) — f  \ ^ m i(x iAxi+ y iAyr\-ZiAzi)\dt. 

i=t l  t* L'=i
Połóżmy

(8) A 'X==| (PixAxj +  PiyAyi+ P izAZi).

Całkując wzór (8) i dodając do obu stron równania (7), dosta­
niemy

( I )

/, n
f  \a 'L + A E +  2 E d t = 2 y^yi+żiA zi
L L i i= 1

> +

/. n

+ J  ^ [(Pix—mixi)Axi +  (Pii/—miyi )Ayi+ (P iz—mizi)Azi] dt.
K /=i

Wzór (I) nosi nazwę przekształcenia Hóldera.
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Zachodzi on dla każdego ruchu zgodnego z więzami lub nie 
(o ile tylko funkcje (1) są dla tego ruchu określone).

Jeżeli zamiast wariacji A wraz z wariacją czasu przyjmiemy 
wariację zwykłą 6, t.zn. jeżeli położymy -di=0, to — jak łatwo 
widzieć — otrzymamy wzór (20), str. 521.

Postać ogólniejsza zasady Hamiltona. Załóżmy, że 
funkcje (2) określają ruch rzeczywisty. Załóżmy ponadto, że funkcje 
Axi, Ayt, Az i są w każdej chwili t przesunięciami przygotowanymi 

układu.
Na mocy zasady d’Ąlemberta wyrażenie pod całką po prawej 

stronie równości (I) jest zerem. Zatem

Załóżmy, że Axt,Ayi,Az, są zerami dla t—t0 i t= t1. Prawa 
strona ostatniej równości będzie więc zerem. Otrzymamy zatem

Równanie (II) zachodzi dla ruchu rzeczywistego przy założeniu, 
że Ax/,Ayi,Azi są w każdej chwili t przesunięciami przygotowanymi 
i równają się 0 dla t—t0 i t= t1, zaś At jest dowolne.

W przypadku, gdy At—0, wariacja A zamieni się na wariację <5. 

Łatwo zauważyć, że (II) przyjmie wówczas postać zasady Hamiltona 
(I), str. 522. Postać (II) zasady wariacyjnej jest zatem od niej 
ogólniejsza. Nie przedstawia ona jednak ogólniejszej własności. Na 
mocy bowiem (5) i (8) możemy napisać (II) w postaci

Ponieważ Axi,Ay,-,Azi są to funkcje dowolne, przedstawiające 
przesunięcia przygotowane i znikające dla t= t0 i t= tv  zaś At wcale 
we wzorze (9) nie występuje, więc pisząc dx,-, dy,, bzt zamiast Ax/, Ayh Az,-, 
otrzymamy z (9) zasadę Hamiltona.

Bównanie (II) jest więc zasadzie Hamiltona równoważne.

V-
f  |d'£+J-E+2.E^pj dt =  ̂ m l{x,Axi+ y iAyi-\-żiAzt)

( H )
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Zasada M aupertuis. Równanie (II) zachodzi dla dowol­
nego At, zaś Axi,Ayi,Azt mają jedynie być w każdej chwili t prze­
sunięciami przygotowanymi, znikającymi dla t= t0 i 1=^.

Załóżmy teraz, że Ax,-, Ayt, Azi i At są tak dobrane, aby speł­
niony był ponadto warunek
(III) A'L=AE.

Na mocy (5) i (8) warunek (III) możemy napisać w postaci

( 10)

n

2  (p t* Axi + p i„ Ay%+p i, Az<)=
i= i

n

/=1

d(Ax{) t d(AVi) . d(Azt)\ d(At)
~ ¥ ~  +  y i~ d T  +  Zi- d r r 2E ~ i T '

Z (II) i (III) otrzymamy

(Ü ) f ^ A E + 2 E ^ j  =  0,
u

skąd na mocy wzoru (VII), str. 534,

(IV) A f  E d t= 0 .
i

A więc: wariacja wraz z wariacją czasu całki z energii kine­
tycznej jest dla ruchu rzeczywistego zerem, jeżeli Ax,-, Ay„ Az,- są w każdej 
chwili przesunięciami przygotowanymi, równymi 0 dla t = t 0 i t—tlf 
i jeżeli zachodzi warunek (III) (t. zn. jeżeli praca przygotowana na 
przesunięciu Axi,Ayt,Azi równa jest wariacji wraz z wariacją czasu 
energii kinetycznej).

Twierdzenie powyższe nosi nazwę zasady Maupertuis lub zasady 
najmniejszego działania.

Oznaczając przez d»i element łuku, po którym porusza się punktmi, a przez 
V/ prędkość punktu, mamy dsi=vtdt. Zatem

Wyrażenie jest pędem („działaniem“).
Opierając się na (IV), można dowieść, że przy pewnych założeniach całka 

z energii kinetycznej ma dla ruchu rzeczywistego najmniejszą wartość pośród 
ruchów spełniającyoh pewne warunki. Stąd nazwa zasady najmniejszego działania.
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Załóżmy, że pewien ruch zgodny z więzami spełnia zasadę 
Maupertuis, i ponadto, że energia kinetyczna nie znika w

(12) E=¥ 0
Niech funkcje Axi,Ayi,Azi będą w każdej chwili t przesunię­

ciami przygotowanymi, równymi 0 dla i=<„ i i=<1 a poza tym 
«funkcjami dowolnymi. Obierzmy At tak, by zachodziła równość (III), 
lub —  co na jedno wychodzi —  równanie (10). Możemy więc na 
mocy (12) i (10) przyjąć

(13)

—2 Aa>i+Piy Ayi +  P »* Azi
/=i

Dla tak dobranych Axi, Ay ¡, Azit At zachodzi wzór (IV), zatem 
i (11). Na mocy (III) i (11)

J ^ 2 A E + 2 E * ^ p ^  d< = J  \A'L+ ^ A 'L + 2 E ^ ^ d t = 0 ,
to t0

skąd na mocy (10) otrzymamy wzór (9), w którym Axi,AyhAzt 
spełniają te same warunki co 6xi,dyi,ózi w zasadzie Hamiltona. 
Ponieważ, jak udowodniliśmy (str. 536), (9) jest równoważne 
zasadzie Hamiltona, więc dany ruch jest ruchem rzeczywistym. 
Widzimy zatem, że spośród ruchów zgodnych z więzami, dla któ­
rych .©4=0, tylko ruchy rzeczywiste spełniają zasadę Maupertuis.

A więc: zasada Maupertuis przedstawia własność charaktery­
styczną\ tych ruchów rzeczywistych, dla których E 4=0.

Załóżmy, że ruch odbywa się w polu potencjalnym o poten­
cjale V. Zatem:

3VI3xi=P ix, 3V/3yi= P iy, 3VldZi= P iz,

A  A  i3v 3V 3v \
A ' L = 2  (Pix*X i+ P iyAyi +  Pi'Azi) = 2  ( t e AXi +  3Ź Ayi+r3 i AZir

1=1 i= l  * 9*  t

Ponieważ V jest funkcją tylko współrzędnych x h y t,Z i, więc 
A'L=AV, a zatem możemy warunek (III) napisać w postaci AV—AE 
czyli
(III ') A(E—F) =  0.
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U waga 1. Założenie U4= 0 jest istotne, t. zn. że jeżeli ruch 
zgodny z więzami spełnia zasadę Maupertuis, a warunek JB?=4= 0 nie 
jest spełniony, to ruch może nie być ruchem rzeczywistym.

Niech np. dany będzie jakiś układ skleronomiczny. Weźmy 
pod uwagę ruch, w którym od chwili t0 do chwili tx układ jest w spo­
czynku w pewnym położeniu zgodnym z więzami. Mamy zatem 
stale E = 0 ,  skąd na mocy (4) również stale A E =0. Wynika stąd, 
że wzór (11), a zatem i wzór (IV), będzie spełniony dla dowolnych 
AxhAyh Azt,At, w szczególności więc również dla tych, które spełniają 
wzór (III), lub — co na jedno wychodzi —  wzór (10). Dany ruch 
spełnia przeto zasadę Maupertuis. Jest jednak oczywistym, że przy 
odpowiednim doborze sił, spoczynek nie jest możliwy, t.zn. że spo­
czynek nie jest ruchem rzeczywistym.

Uwaga 2. Gdybyśmy wariację wraz z wariacją czasu zastąpili 
w zasadzie Maupertuis przez wariację zwykłą, t. zn. przyjęli A t= 0, 
pisząc <5 zamiast A, to wzory (III) i (IV) przybrałyby postać:

A więc: dla ruchu rzeczywistego zachodzi wzór (15) przy za­
łożeniu że dxt,dyt,dzi są w każdej chwili przesunięciami przygoto­
wanymi, równymi 0 dla t = t 0 i i = i 1 i spełniającymi warunek (14).

Tak wypowiedziana zasada nie przedstawiałaby jednak cechy 
charakterystycznej ruchów rzeczywistych. Zakładając bowiem np., 
że na układ nie działają żadne siły, mielibyśmy d 'L =0. Zatem 
warunek (14) przyjąłby postać dE—0 i pociągałby przeto wzór (15) 
dla każdego ruchu zgodnego z więzami. W tym więc przypadku 
każdy ruch zgodny z więzami, a nie tylko ruch rzeczywisty, speł­
niałby wzór (15) czyli zasadę Maupertuis, w której wariację A 
zastąpiono wariacją zwykłą <5.

Widzimy stąd, że is to tn y m  w zasadzie Maupertuis jest rów­
nież i to, że wariację tworzymy wraz z wariacją czasu.

Uwaga 3. Dla ruchu podanego we współrzędnych uogólnio­
nych można udowodnić, że w układach hołonomicznych skleronomicznych 
zachodzi zasada Maupertuis w postaci (IV) przy założeniu, że energia E  
wyrażona jest również we współrzędnych uogólnionych, a wariacje Aqj

( U ) d'L=dE,

(15)
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są przesunięciami przygotowanymi, równymi 0 dla t =  i0 i i — 
i spełniającymi warunek (III), w którym A'L=ZQjAqj (t.j. wyrażony 
przy pomocy sił uogólnionych Qj).

Dla układów reonomicznych i współrzędnych uogólnionych 
wzór (IV) nie zachodzi i zasadę Maupertuis podaje się dla nich 
w innej postaci.



DODATEK

RÓWNANIA RÓŻNICZKOWE ZWYCZAJNE RZĘDU
DRUGIEGO O WSPÓŁCZYNNIKACH STAŁYCH
/

Tak nazywamy równania kształtu

(I) y "  +  ay' +  by =  <p(x),

gdzie a,b są danymi liczbami rzeczywistymi, <p(x) funkcją znaną; 
szukaną zaś jest funkcja y=f(x ) ,  spełniająca (I).

Równanie (I), w którym funkcja <p(x) jest zerem, nazywamy 
równaniem jednorodnym.

Równanie jednorodne ma więc postać

(II) y "+ a y '+ b y  =  0.

Aby rozwiązać równanie jednorodne (11), przyjmujemy

(1) V= «rjr,
gdzie r jest liczbą tak dobraną, aby równanie (11) było spełnione. 

Różniczkując (1), otrzymamy:

(2) y' =  re" ,  y " —rte‘x.

Podstawiając (1) i (2) w (II) otrzymamy

rlerx +  arerx +  berx=  0, 

skąd po podzieleniu przez erx

(III) r2+ o r + ó = 0.

Równanie (III) nazywamy równaniem charakterystycznym 
dla (II).
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, Postać rozwiązania równania jednorodnego (II) zależy od tego, 
czy pierwiastki rx,rt. równania charakterystycznego (III) są rzeczy­

wiste (równe lub różne), czy zespolone. Bozpatrzmy więc 3 przypadki:

1° Pierwiastki rlfrt są rzeczywiste i różne. Najogólniej­
szym rozwiązaniem równania (II) jest wówczas

( 3 )  y = c i c j c ^ ,  

gdzie c ^  są dowolnymi liczbami stałymi.

2° Pierwiastki rv rt są rzeczywiste i równe. Najogólniej­
szym rozwiązaniem równania (II) jest wtedy

(4) y= (c lx + c 2)er<x, 
gdzie ĉ c* są dowolnymi stałymi.

3° Pierwiastki rx,r2 są zespolone. Ponieważ równanie (III) 
ma współczynniki a, b rzeczywiste, więc rx,r2 są liczbami sprzężonymi.

Przyjmijmy:
r ^ a  +  pi, rt—a— pi.

Najogólniejszym rozwiązaniem (II) jest w tym przypadku

(5) y=ear(c1co8/3o:-(-cł8in/Sa:), 

gdzie c ^  są dowolnymi stałymi.

Aby znaleźć rozwiązanie ogólne równania (I), staramy się znaleźć 
najpierw jakież jedno szczególne rozwiązanie tego równania. Jeżeli 

nam się to uda i y=y>(x) jest tym szczególnym rozwiązaniem, to 
rozwiązujemy następnie równanie jednorodne (II). Najogólniejsze 

rozwiązanie równania (I) otrzymujemy, dodając rozwiązanie szcze­
gólne y>(x) do rozwiązania ogólnego równania jednorodnego (II).

Przykład 1. Bozwiązać równania:

(a) y " — 3y'+2y=0; (b) y "+ 2 y '+ y = 0 -, (c) y " — 2y'+5y=0.

Bównaniami charakterystycznymi są:

(a) r*—3r+2=0; (b) r*+2r+l=0; (c) r*—2r+5=0.

Pierwiastki powyższych równań wynoszą:

(a) rx=l, r2=2; (b) rx=r2= —1, (c) rx= l + 2ł, r2= l— 2t.

Najogólniejsze rozwiązania mają więc postać:

(a) y=ciex+ ć ieix; (b) y —(cix+02)e~x‘, (c) y=cx(ciCos2®-f-c2sin2®).
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P rzy k ła d  2. Rozwiązać równanie 

(d) y "-3 y '+ 2 y = * a ? .

Staramy się znaleźć rozwiązanie postaci

(6) y —aa?-}-bx+c.

Aby wyznaczyć a,b i e, podstawiamy (6) do (d). Dostaniemy 
po utworzeniu pochodnych:

2a—3 (2aa?+ b)+2 (<ia?+bx+c)=4â ,
skąd

2a& -f-(—6a+25) x -f (2a—35+ 2c)=4®*.

Porównując współczynniki, otrzymamy:

2a=4, —6 a + 2 ó= 0 , 2 cl—36-|-2c=0,
zatem:

a=2, 6=6, c—7.

Na mocy więc (6) rozwiązaniem szczególnym równania (d) jest

(7) y —2ot?+6x +  7.

Równanie jednorodne y''—3 y'+ 2 y= 0  ma rozwiązanie ogólne

(8)

(przykład l(a)). Najogólniejszym rowziązaniem równania (d) jest 
więc na mocy (7) i (8)

y = c 1ex+ c ie1*-\-2xl+ 6 x  +  7,

gdzie Cj, ct są dowolnymi stałymi.
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Kóniga twierdzenie 218, (364).
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Materialna linia 171, powierzchnia 171, 

-y punkt 72.
Maupertuis zasada 537.
Maximum właściwe 121.
Metoda Culmanna 304, kinematyczna 

449, mnożników Lagrange’a 450, Rit- 
tera 304.

Mierzenie sił statyczne 76, dynamiczne 
76.

Mimośrodowa anomalia 92.
Mnożniki Lagrange’a 451.
Moment bezwładności ogólny 159, ilości 

ruchu czyli pędu (kręt) 85, 202, siły 
(względem osi) 237, (względem pun­
ktu) 236, 238, skręcający 288, sta­
tyczny bryły, linii, powierzchni 174, 
— ciała 173, — punktu 153, —  układu 
154, stopnia drugiego 160, •— pierwsze­
go 154, wektora (względem punktu) 15, 
(względem prostej) 18, układu wekto­
rów (ogólny) 19, zboczenia (ogólny) 
169, (względem osi) 169, zginający 
288.

Możliwa prędkość 424, -e przesunięcie 
424, 427, -y ruch 518, układ prędkości 
427. z '

Nadliczbowy pręt kratownicy 298.
Najmniejszego działania zasada czyli za­

sada Maupertuis 537.
Napięcie 288, 292, —  nici 194, 264.
Natężenie pola 97.
Naturalne współrzędne 456.
Newtona pole grawitacyjne 103, prawa 

72, 73, 74, równania ruchu (79), 80, 
190.

Niemożliwa prędkość 424, -e przesu­
nięcie 424,427, -y układ prędkości 427.

Nieodwracalne przesunięcie 434.
Nieskończenie małe 511.
Niestała równowaga 121.
Nieswobodne ciało sztywne 261, -y punkt 

materialny 123, układ 193.
Niewyznaczalność statyczna 281.
Niezależne funkcje 423, parametry 456..
Niezmienna płaszczyzna 228.
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Normalna prosta główna 42, reakcja 
123, 263, 367, -e przyśpieszenie 40, 
-y ciąg podziałów 95.

Obrót chwilowy 62, 325, 326, 332, 334, 
około osi 311, 322, — ciała (pod dzia­
łaniem sił) 375, około punktu 313, 316,
—  ciała (pod działaniem sił) 401, 408.

Obrotowy ruch ciała 322.
Obustronne więzy 421.
Oddziaływanie p. Reakcja.
Odległość rzutu 83.
Odniesienia układ 32, 53.
Odpychanie 74.
Odśrodkowa czyli unoszenia siła 137, 

złożona czyli Coriolisa siła 137.
Odwracalne przesunięcie 429.
Odwrotny plan sił 303.
Ogniwo łańcucha 305.
Okres ruchu harmonicznego prostego 

112, — tłumionego 117.
Oś bezwładności 166, obrotu 311,

—  chwilowego 62, 325, pola 104, 
skrętu 320, — chwilowego 336, środ­
kowa układu wektorów 27, —  obrotu 
chwilowego 336.

P ara  wektorów 23, zerowa (sił) 241,
Parametr układu (wektorów) 21, (punk­

tów materialnych) 456,* -y niezależne 
456.

Periodyczny p. Ruch okresowy.
Perturbacja p. Zaburzenie.
Pęd czyli ilość ruchu 73, ciała 361, 

ogólny układu 198.
Plan sił Cremony 302, odwrotny 303, 

prędkości (przesunięć przygotowa­
nych) 449.

Płaska kratownica 298, -i ruch 276, 
313, 326, układ (punktów) 157, (sił) 
242, (wektorów) 21, -o prowadzone 
ciało 276, 315.

Płaszczyzna kierownicza 276, (315), nie­
zmienna 228, ściśle styczna 42, środ­
kowa 166, symetrii układu punktów 
158.

Pochodna wektora 14, krętu (układu) 
205, (ciała) 397.

Początek ruchu 34, —  czyli punkt za­
czepienia (siły) 71, 236, (wektora) 1.

Początkowa chwila 32, 80.
Podpora 263.
Podwójne gwiazdy 227.
Pole grawitacyjne ziemskie 78, —  New­

tonowskie 103, osiowe 104, potencjalne 
czyli zachowawcze 98, 214, stałe 102, 
sił 78, 214, środkowe 102.

Polowa prędkość 48.
Połączenie przegubowe 292.
Położenie brzeżne układu 422, wek­

tora 2.
Porównawczy ruch 511, 519.

Postępowy ruch (ciała) 320, — chwilo­
wy 325.

Potencjalna energia (punktu) 106, (ukła­
du) 220, —  powierzchnia 101, -e czyli 
zachowawcze pole 98, 214.

Potencjał czyli funkcja sił 99, 214, 
kinetyczny 493, sił wewnętrznych 215, 
siły ciężkości 102, 215, układu sił 
214, uogólniony 493.

Powierzchnia doskonale chropowata 368, 
gładka 124, (368), materialna 171, 
osi środkowych 340, potencjalna 101.

Powierzchniowa gęstość 171.
Praca całkowita 211, przygotowana 436, 

siły 93,95, równa zeru 94, 212, przy 
toczeniu 214, tarcia 368, względna 
140, 221.

Prawdziwa anomalia 92.
Prawo akcji i reakcji 74, grawitacji 

powszechnej czyli ciążenia 90, ruchu 
planet Keplera 89, ruchu Newtona 
72, bezwładności 73, akcji i reakcji 74, 
składania i rozkładania sił 240, skła­
dania przesunięć 311.

Prawoskrętny układ współrzędnych 2.
Precesja regularna 350, 357.
Prędkość 35, bezwzględna 56, kątowa 

45, (322), chwilowa kątowa (62), 325, 
ruchu postępowego 321, — chwilowa 
325, możliwa czyli zgodna z więzami 
424, 427, połowa 48, ruchu średnia 35, 
unoszenia 56, (335), względna 56.

Pręty nadliczbowe 298, przegubowo po­
łączone 292.

Promień wodzący 46.
Prosta normalna główna 42, symetrii 

układu punktów 158.
Prostopadle wektory 9.
Prosty ruch harmoniczny czyli drga­

jący 112.
Przeciwne wektory 1.
Przegub 292, gładki 293.
Przekształcenia elementarne 29, Hóldera 

535.
Przestrzenna kratownica 298, -y ruch 

ciała 332.
Przesunięcie punktu 34, ciała 310, możli­

we (punktu) 424, (układu) 427, odwra­
calne 429, przygotowane (punktu) 425, 
(473, 474), (układu) 427, 429, (473, 
475), równoległe czyli translacja 310.

Przyciąganie 74.
Przygotowana praca 436, -e przesunię­

cie 425, 427, 429, (473, 474, 475).
Przyśpieszenie 36, bezwzględne 59, Co­

riolisa 61, kątowe 45, normalne 40, 
punktów ciała 357, styczne 40, uno­
szenia 59, względne 59, ziemskie 75.

Punkt kulisty 166, materialny 72, 
—  nieswobodny 123, —  swobodny 
123, zaczepienia (wektora) 1, (siły) 
71, zwrotu 116.
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Radialna składowa 47.
Bakieta 232.
Ramię bezwładności 160, — siły 237.
Reakcja 123, (193), 261, 438, normalna 

123, 263, 367, styczna czyli tarcie 
123, 263, 271. 367.

Redukcja układu (wektorów) 24, (sił) 241.
Regularna precesja 350, 357.
Reguła Guldina pierwsza 177, druga 178.
Reonomiczny układ 471.
Rittera metoda 304.
Rozciąganie 288, 292.
Rozkład wektora 6.
Równania charakterystyczne 541, Eu­

lera 399, kanoniczne Hamiltona 505, 
jednorodne 541, Keplera 93, Lagran- 
ge’a pierwszego rodzaju 486, — dru­
giego rodzaju 492, — w polu poten­
cjalnym 494, ruchu Newtona (79), 
80, 190.

Równoległe przesunięcie 310, -y układ 
(wektorów) 21, (sił) 242.

Równowaga 74, niestała 121, stała 121, 
(134), względna 142, -— sił (74), 238, 
(248), 438, 479.

Równowartości pracy i energii kinety­
cznej zasada 106, 219, 483.

Równoważne wektory 2, układy 22, — 
zeru 23,

Różnica wektorów 4.
Ruch bezwzględny 33, 70, chwilowy 325, 

— obrotowy, postępowy 325, — prze­
strzenny 332, — względny 348, — śru­
bowy 335, harmoniczny czyli drgający 
płaski 114,— prosty 112, — tłumiony 
115, — wymuszony 118, jednostajnie 
przyśpieszony 43, jednostajny (38),42, 
możliwy 518, — obrotowy 322, okre­
sowy czyli periodyczny 112, planet 89, 
płaski 276,313, porównawczy 511,519, 
postępowy(138), 320, rzeczywisty 518, 
środkowy 86, śrubowy 55, 335, wy­
padkowy 58, 343, względem ziemi 146, 
względny 65, 348, zgodny z więzami 
518, złożony 58.

Ruchoma linia środków chwilowych 340, 
powierzchnia osi środkowych 340, 
-y stożek osi chwilowych 340.

Rzeczywisty nich 518.
Rzut wektora 2, 7.

Sekunda 75.
Siła 71, bezwładności 74, bezwzględna 

137, ciężkości 75, Coriolisa czyli od­
środkowa. złożona 137, działająca 261, 
438, hamująca czyli tłumiąca 115, 
sprężysta 111, ścinająca ożyli zgina­
jąca 288, unoszenia czyli odśrodkowa 
137, uogólniona 460, wewnętrzna 191,

235, 288, 290, względna 137, zaburza­
jąca 229, zerowa 71, zewnętrzna 191,
236, 290.

Skałar 1, -owy iloczyn 7.
Skleronomiczny układ 422.
Składania i rozkładania sił prawo 240, 

przesunięć prawo 311, -e ruchów 58, 
346.

Składowa normalna 123.263, radialna 47, 
ściskająca 288, siły uogólnionej 460, 
styczna czyli tarcie 123, 263, trans­
wersalna 47, zginająca 288.

Skok śruby 338.
Skręcający moment 288.
Skręt ciała 319, —  chwilowy 335.
Skrętnik 27.
Sprężysta siła 111.
Stała ciążenia 90, linia (środków chwi­

lowych) 340, powierzchnia osi środko­
wych 340, równowaga 121. (134), -e 
pole potencjalne 102, -y stożek osi 
chwilowych 340.

Statyczna wyznaczalność kratownicy 301, 
zadania 281, -y moment (ciała) 173, 
(figur geometrycznych) 174, (punktu) 
153, (układu) 154, współczynnik tar­
cia 271, sposób mierzenia sil 76.

Stopień swobody 423, (471).
Stożek tarcia 271, osi chwilowych 340.
Styczna ściśle płaszczyzna 43, składowa 

reakcja czyli tarcie 123, 263, -e przy­
śpieszenie 40.

Suma wektorów 3, układu wektorów 19.
Swobodne ciało sztywne 235, -y punkt 

materialny 123, układ 190.
Sznur 306, -owy wielobok 255.
Sztywne ciało 235, -y układ 194.
Szyjne łożysko 281.

Ścinająca czyli zginająca siła 288.
Ściskanie 288, 292.
Ścisłe styczna płaszczyzna 42.
Ślizganie 339.
Średnia anomalia 93, prędkość 35.
Środek ciśnień 264, (284), masy czyli 

środek ciężkości 154, 174, obrotu 
chwilowego 327, pola 86, przyśpie­
szeń 358, sił 242, symetrii 158, re- 
dukpji 24, ruchu 86, uderzeń 386, 
układu wektorów 21, 28, wahań 378.

Środkowa elipsoida bezwładności 166, 
oś 27, — bezwładności 166, — obrotu 
chwilowego 336, płaszczyzna 166, 
-e pole 86, — potencjalne 102, -y 
czyli centralny ruch 86, układ wekto­
rów 21.

Śruba 446.
Śrubowa linia 55, 338, -y ruch 55, 338, 

—  chwilowy 335.
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T a rcie  123, 263, 271, 367, 440.
Techniczny układ jednostek 76.
Teoria perturbacji (228).
Tłumiąca czyli hamująca siła 115.
Tbtmiony ruch harmoniczny 115.
Toczenie 214, 339.
Tor 34.
Trajektoria 34.
Translacja p. Przesunięcie.
Transwersalna składowa 47.
Twierdzenie Chasle’a 318, Dirichleta 121, 

Eulera I 314, II 316, Kóniga 218, 
364, o redukcji 24, 346.

Uderzeń środek 386.
Układ jednostek (fizyczny c g s) 75, 

(techniczny) 76, odniesienia 32, 53, 
inercjalny 70, par (sił) 244, prędkości 
możliwych 427, punktów material­
nych 154, (190). —  anholonomiczny 
472,— holonomiczny 422,470,— linio­
wy 157, — płaski 157, —  nieswobodny 
193, —  reonomiczny 471, — sklerono- 
miczny 422, 470, — swobodny 190, —- 
symetryczny 158, —  sztywny 194, sił 
(płaski) 242, (równoległy) 242, (rów­
noważny zeru) 248, wektorów2,19, — 
centralny czyli środkowy 21, — płaski 
21, —  równoległy 21, —  równoważ­
ny 22, —  zeru 23, współrzędnych 
(prawoskrętny) 2, (lewoskrętny) 2.

Unoszenia prędkość 56, przyśpieszenie 
59, siła 137.

Uogólnione współrzędne Lagrange’a 456, 
siły 460, -y impuls 504, potencjał 493.

W aga  279, dziesiętna 297, Jolly’ego 91.
Wahadło matematyczne 131, fizyczne 

377, Foucaulta 150.
Wariacja bez wariacji czasu 511, 515,

— całki 512, 516, — funkcji 511, 515,
—  funkcji złożonej 514, —  pocho­
dnej 513, zmiennej niezależnej 511, 
-— zależnej 511, czasu 531, z wariacją 
czasu (funkcji) 531, 533, (całki) 534.

Wariacyjne zasady (całkowe) 519.
Wartość bezwzględna (wektora) 1, siły 

czyli wielkość siły 71.
Warunki prostopadłości (wektorów) 9, 

równowagi (sił) 133, 248, 367, 439, 
479, (momentów) 250, (rzutów) 250.

Wektor 1, jednostkowy 7, prędkości 35,
— kątowej 46, (322), — średniej 35, 
przesunięcia 34, 310, przyśpieszenia 
36, wypadkowy 25, zerowy 1.

Wektorowa funkcja 13.
Wewnętrzne siły 191, 235, 288, 290.
Węzeł kratownicy 298.
Wielkość siły 71.

Wielobok sił 254, sznurowy 255, zamy­
kający się 256.

Więzy 123, (193), 261, holonomiczne 
421,470,— jednostronne 422,— nieza­
leżne od czasu 421, 422, 470, — obu­
stronne 421, w postaci skończonej 
422, 471, zależne od czasu 471.

Wiotka lina 306.
Wirtualny p. Przygotowany.
Wodzący promień 46.
Współczynnik tarcia dynamiczny 368,

— statyczny 271.
Współrzędne cykliczne 494, łukowe 34, 

naturalne 456, wektora 2, uogólnione 
Lagrange’a 456.

Wykres ruchu 34.
Wymiar energii 107,v potencjału 99, 

prący 97, stałych 52, wielkości kine­
matycznych 50,— dynamicznych 77.

Wymuszony ruch harmoniczny 118.
Wypadkowa sił ciężkości czyli ciężar 244, 

układu wektorów 25, -y ruch 58, 343.
Wyznaczalność statyczna (kratownicy) 

301, (zadań) 281.
Względna prędkość 56, —  kątowa 68, 

praca 140, równowaga 142, siła 137, 
-e przyśpieszenie 59, -y ruch 65,
— chwilowy 348.

Wzór Bineta 88.
Zaburzająca siła 229.
Zaburzeń teoria 228.
Zachowawcze pole 98, 214.
Zacinanie 273.
Zaczepienia punkt 71.
Zagadnienie 2 ciał (109), 225, n ciał 228,

statycznie niewyznaczalne 281.
Zasada d’Alemberta 74, (192, 365, 479), 

Hamiltona 522, krętu 206, 366, Mau- 
pertuis czyli najmniejszego działa­
nia 537, prac przygotowanych 439, 
równowartości pracy i energii kine­
tycznej 106, 219, 366, 483, zachowa­
nia energii (całkowitej) 107,220, (ki­
netycznej) 106, 220,— krętu 206, (366),
— pędu 200, —  pól czyli momentu 
ilości ruchu 86, 206, -y wariacyjne 
(całkowe) 519.

Zawieszenie Cardana 414.
Zboczenia moment (ogólny) 159, (wzglę­

dem osi) 169.
Zewnętrzne siły 191, 236, 290.
Zerowa para sił 241, -y wektor 1.
Zginająca siła 288, składowa 288,

-y moment 288.
Zgodna z więzami prędkość 424, -y z wię­

zami ruch 518.
Zmienna masa 231.
Zredukowana długość 378, masa 160.
Zwrot siły 71, układu wektorów 2, 

wektora 1, -u chwila 116, punkt 116.
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