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ROZDZIAL VI i)
STATYKA CIALA SZTYWNEGO

I. Ciato swobodne

8 1. Ciato sztywne. Ciato materialne, ktére mimo dziatania sit
nie doznaje zadnych odksztatcen (t.j. w ktérym odlegtosci wzajemne
punktéw ciata nie ulegaja zmianie), nazywamy ciatem sztywnym.

Ciat sztywnych w przyrodzie nie spotykamy, poniewaz kazde cialo mniej
lub wiecej odksztatca sie pod wplywem dziatania sit. Jezeli jednak jakie$ ciato
doznaje niewielkich tylko odksztatcen pod wptywem sit nie przekraczajgcych
pewnej granicy, mozemy za model takiego ciata przyja¢ ciato sztywne i wnioski,
jakie wyprowadzimy, beda w przyblizeniu zgadzaty sie z doswiadczeniem (o ile
sity sa nieduze). Stad pochodzi wielkie znaczenie teorii ciata sztywnego dla
zastosowan praktycznych.

Zajmiemy sie po kolei statyka, kinematyka i dynamika ciata
sztywnego.

Oprocz bryt materialnych sztywnych spotkamy sie w teorii
ciata sztywnego z powierzchniami i liniami materialnymi sztywnymi
(str. 171) jako modelami ciat, w ktérych jeden lub dwa wymiary
sg mate w poréwnaniu z pozostatymi. Przykiadami ciat takich sg
ptyty, prety, druty it.p.

Uktady sztywne pufuktow materialnych. Czesto okazuje
sie korzystnym uwazac ciato sztywne za zbiér (ukitad) ‘wielkiej liczby
punktéw materialnych. Zakladamy woéwczas, ze punkty materialne
dziatajg na siebie z pewnymi sitami, ktére sprawiaja, ze uktad pun-
ktow jest sztywny, t.j. ze wzajemne odlegtosci jego punktéw nie
ulegajag zmianie. Sity te nazywamy sitami wewnetrznymi.

X Do zrozumienia tego rozdziatlu wystarczajg wiadomosci zawarte w roz-
dziatach 1'i 111 (od str. 70 do 76) oraz twierdzenia o $rodku ciezkosci z rozdziatu 1V,
zawarte w 88 1, 2. 6, 7 i 8.
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(0] sitach wewnetrznych zaktadamy, ze stosuje sie do ni

prawo akcji i reakcji Newtona (str. 74), t.zn. ze dwa punkty
dziatajg na siebie z sitami réwnymi co do wielkoSci i wprost prze-
ciwnie skierowanymi wzdtuz prostej tgczacej te punkty.

Oprdcz sit wewnetrznych dziata¢ moga na punkty uktadu inne
jeszcze sity, ktore nazywamy sitami zewnetrznymi.

Jezeli wiec ciato sztywne uwazamy za ukiad sztywny punktow'
materialnych, to sity dziatajace na ciato sztywne sg sitami zewnetrz-
nymi, dziatajgcymi na punkty ukiadu.

Mozna mie¢ watpliwosé, czy dopuszczalng jest rzeczg uwazacé ciato sztywne
za ukiad punktéw materialnych. Zalozenie to mozemy jednak usprawiedliwi¢
w ten sposéb, ze dzielgc cialo sztywne na bardzo wiele drobnych czeéci i zaste-
pujac kazda z nich punktem 'materialnym o tej samej masie, otrzymamy ukiad
sztywny punktéw materialnych, przedstawiajgcy dane ciato ze znacznym przy-
blizeniem.

Jakkolwiek wiec zatozenie, ze cialo sztywne jest zbiorem punktéw
materialnych, nie jest poprawne, bedziemy sie nim postugiwali, poniewaz
upraszcza ono rozumowania i prowadzi do wynikéw zadowalajacych. Wiasciwie
jednak nalezy teorie ciata sztywnego i teorie sztywnych ukiadéw punktéw ma-
terialnych traktowaé odrebnie.

8§2. Sita. Punkt zaczepienia sity. W teorii ciata sztywnego

przyjmujemy, ze punkt zaczepienia (poczatek) sity, dziatajgcej na ciato

sztywne, moze do ciata naleze¢ lub nie; w tym

ostatnim przypadku zaktadamy jednak, ze

punkt zaczepienia jest sztywnie z ciatem zwia-

zany (wyobrazamy sobie np., ze punkt za-

czepienia jest potaczony .z ciatem przy po-

mocy sztywnych pretéw bez masy). Dziatanie

sity bedzie wiec wowczas takie, jak gdyby punkt zaczepienia do
ciata nalezat.

Moment wzgledem punktu. Jezeli sita P zaczepiona
jest w punkcie A o wspétrzednych x,y,z, to moment sity wzgledem
punktu O o wspo6trzednych x0y0z0 ma na osie ukladu rzuty
(str. 17, (I)):

(1) Mx= PHz—z0)—P z(y —y0), M, = Pt(x—x0 —Px(z—">0),
Mz= P x(y —20)—P,,{x—xo0).

W szczego6lnosci, gdy O jest poczgtkiem ukiadu, t.j. gdy
x0=y 0=z0—0, dostajemy:

2) Mx=P uz—Pzy, Mg=P zx - P xz, Mz—Pxy —Pyx.
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Z okresSlenia momentu (str. 17) wynika, ze
3) ' \tt\=\p\h,

gdzie h oznacza odlegtos¢ punktu O od potozenia sity P (t.j. od
prostej, na ktorej lezy P); odlegtos¢ te nazywamy ramieniem sity P
wzgledem punktu O.

Moment sity P wzgledem osi | otrzymamy, obierajgc do-
wolny punkt O na | i tworzgac nastepnie rzut na o$ | momentu sity P
wzgledem O (str. 18).

Jezeli na prostej | dany jest zwrot, to moment sity P wzgle-
dem osi | okreslony bedzie przez podanie jego wspoOtrzednej wzgle-
dem tej osi. Wspoétrzedng tg nazywamy réwniez (jezeli nie ma obawy
pomytki) momentem sity P wzgledem osi |

Jezeli 0o$ | przechodzi przez punkt O(x0,y0,z0) i tworzy z osiami
uktadu wspoétrzednych katy a,/?,y, to oznaczajac przez M moment
sity P wzgledem 0, za$ przez Mt moment wzgledem osi |, dostaniemy

1) M ,=M Xcos a+My cos fi+M zcos y
czyli na mocy (1)

(5) M ,=Px[(y —Yy0) cos y — (z—z0) cos /?]+
+ Pfi{(z—z0) cos a—(x —Xo) cos y] + P z[(x—x0) cos fi—(y—yo) cos a],
W szczeg6lnosci, gdy punkt 0, przez ktory przechodzi o$ |,
jest poczatkiem uktadu wspéirzednych, t.j. gdy x0=y0=z0= 0,
otrzymamy
(6) M,=Px[ycosy-z cos |9+
4- Pu[z cos a—x cos y] + PzO cos /3—y cos a].

Rzuty Mx,My,Mz we wzorach (1) i (4) s3 momentami sity P
wzgledem osi rownolegtych do osi x,y,z i przechodzgcych przez O,
za$ we wzorach (2) wzgledem osi x,y,z.

Jezeli przez d oznaczymy odlegtos¢ osi |
od sity P (Scislej: od potozenia sity P, t.j.
prostej na ktérej P lezy), zas przez a kat mie-
dzy | a P, otrzymamy (str. 18, wzor (111))

@) \MA— |P] d sin a.
Jezeli w szczeg6lnosci P )J, czyli a=n\2, to
(8) iitf,]| = Pl d.
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Znak momentu Mt otrzymujemy z reguty nastepujgcej:
M/>0, jezeli sita P stara sie obréci¢ ciato okoto osi | w Kie-
runku przeciwnym ruchowi wskazéwek zegarka (wzgledem cztowieka
majgcego stopy w dowolnym punkcie O osi |, glowe za$ zwrécong
w kierunku osi I}, w przeciwnym razie
Przy pomocy powyzszej reguty i wzoru (7) mozemy wyzna-
czy¢ Mi, znajgc [P, d i a
Jezeli sita P i punkt O lezg w pewnej
ptaszczyznie TI (rys. 1), to moment M sity P

- wzgledem O jest prostopadty do ptaszczyzny Fl.
\ "7 Zatem M roéwna sie wtedy momentowi sity P
0 y wzgledem osi |, prostopadtej do /7 i przecho-
—-—--" dzacej przez O:
L ™= W\

Jezeli badamy np. ukiad sit lezagcych w ptaszczyznie xy, wow-
czas przyjmujac, ze O lezy rowniez w xy, mamy Mx= 0 i MH-O0.
Moment wzgledem osi réwnolegtej do z, t. j. Mz, nazywamy wodwczas
krétko momentem wzgledem O i oznaczamy wprost przez M. Zatem

(8) M =P x(y —y0)-P ,, (x —x0) lub M =P xy —P,X.

Przypusémy np., ze wykresliliSmy osie x,y
jak na rysunku 2. Nalezy zatem przyjac¢ o$ z
skierowang pionowo w dot. Jezeli wiec chcemy
‘wyznaczy¢ moment sity P wzgledem jakiego$§ 1
punktu O, to nalezy pamieta¢, ze M>0, gdy
sita stara sie obroéci¢ kartke papieru okoto O
w kierunku wskazowek zegarka (t.j. tak jak
na rys. 2); w przeciwnym razie bedzie M<O0,
jak dla sity Q.

Majac dane ramie h, mozemy wiec ze wzoru (3) otrzymaé M,
wyznaczajac znak w spos6b wyzej podany.

Roéwnowaga sit. Jezeli ciatlo sztywne jest w spoczynku to
mowimy, ze jest w rownowadze. O sitach za$ dziatajacych na ciato
sztywne, pozostajgce w rdwnowadze méwimy, ze sie réwnowaza, (sa
w rownowadze) lub ze sie znosza.

Statyka zajmuje sie badaniem warunkéw, jakim muszg czynic
zados¢ sity, bedgce w réwnowadze.
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Nalezy zwréci¢ uwage na réznice, jaka zachodzi miedzy réwnowaga ciata
a réwnowaga sit. Ciato jest w réwnowadze wtedy i tylko wtedy, gdy jest w spo-
czynku. Jezeli ciato jest w réwnowadze, to i ukiad sit, dziatajgcych na nie, jest
w réwnowadze. Na odwrét jednak, jezeli uktad sit dziatajgcych na ciato jest
w réwnowadze, to nie wynika stad jeszcze, by ciatlo musiato by¢ w réwnowadze,
poniewaz moze sie ono np. porusza¢ ruchem jednostajnym postepowym.

Warunki réwnowagi sit wyprowadzimy na razie niezaleznie od
zasad dynamiki, zaktadajac pewne hipotezy dos$¢ oczywiste. Oka-
zemy pézniej (w rozdz. 1X), ze warunki réwnowagi wynikajg z t. zw.
zasady prac przygotowanych.

§ 3. Hipotezy réwnowagi sil. Aby wyprowadzi¢ warunki
rownowagi ciata sztywnego, przyjmiemy hipotezy nastepujace:

I. Do uktadusil, dziatajgcych na ciato sztywne znajdujgce sie w row-
nowadze, mozemy bez zachwiania réwnowagi dotozy¢(lub z uktadu usungc):

a) dwie sity rowne co do wielkosci,

i dziatajgce wzdtuz tej samej prostej, lecz
wprost przeciwnie skierowane;

b) kilka sit o wspdlnym punkcie za-
czepienia, ktorych suma jest zerem.

Il. Sity zerowe réwnowaza sie; innymi stowy: jezeli na ciato
sztywne nie dziatajg zadne sity, to ciato moze pozostawa¢ w roéwnowadze.

Hipotezy powyzsze mozna sprawdzi¢ doswiadczalnie. Wypro-
wadzimy z nich warunki konieczne i wystarczajgce dla réwnowagi
sit. Na razie zajmiemy sie¢ pewnymi wnioskami, wyptywajacymi
z przyjetych hipotez.

8 4. Przeksztatcanie uktadéw sit. Opierajgc sie na okres-
leniu przeksztatcen elementarnych (str. 29), mozemy hipoteze | wy-
powiedzi¢ jak,nastepuje:

1'. Jezeli ciato sztywne jest w rownowadze, to bez zachwiania
rownowagi mozemy wykona¢ na ukiadzie sit dziatajgcych dowolne
przeksztatcenia elementarne.

Zmiana punktu zaczepienia sity. Z twierdzenia 1), str.29,
wynika, ze

1° punkt zaczepienia sity mozemy obraé¢ gdziekolwiek na prostej
jej dziatania.

W przypadku réwnowagi dziatanie sity bedzie wiec okreslone,
jezeli podamy jej wielko$¢, kierunek, zwrot i potozenie, zas punkt
zaczepienia sity jest rzeczg obojetng. Na mocy tw. ze str. 18.



240 ROZDZIAL VI. Statyka ciata sztywnego.

wnosimy stad, ze dziatanie sity P bedzie wyznaczone, jezeli podamy
jej rzuty i rzuty jej momentu M wzgledem dowolnego punktu. Ezuty:

() Px,Py,P, Mx,M y,M z

okreslajg wiec dziatanie sity na cialo sztywne. Zauwazmy, ze ponie-
waz M_LP, wiec iloczyn skalarowy M P jest zerem czyli

2) MxPx+ M HPy+ M zPz=0.

Na ogo6t wiec pie¢ sposrod liczb (1) wystarcza do okreslenia
sity; szostg mozemy otrzymac¢ z roéwnania (2).

Prawo sktadania i rozktadania sit. Z twierdzen 2) i 3),
str. 29, wnosimy, ze:

2° Kilka sit, zaczepionyeh w jednym punkcie, mozemy
zastgpie ich suma, zaczepiong w tym samym punkcie.

3° kazdag sity mozemy zastgpi¢ kilkoma sitami
0 tym samym poczatku co sita dana i o sumie row-
nej sile dane;j.

Twierdzenia powyzsze noszga nazwe prawa skia-
dania i rozktadania sit.

Uktady rownowazne. Z hipotezyl itw.3, str.31, wnosimy, ze:

4° uktad sit dziatajacych na ciato sztywne mozemy zastgpi¢ przez
dowolny inny ukitad réwnowazny.

Innymi stowy: uktady sit réwnowazne dziatajg na ciato sztywne
jednakowo; stad znaczenie pojecia rownowaznosci uktadow. W twier-
dzeniu 4° zawarte sg, jak tatwo widzie¢, twierdzenia 1° 2° i 3°

Jak wiemy, dwa uktady sit sa réwnowazne, jezeli majg réwne
sumy i rowne momenty ogélne wzgledem jednego punktu (str. 22).
Na mocy tw. 4° dziatanie ukiadu sit na ciato sztywne bedzie wiec
okreslone, jezeli podamy sume R i moment ogélny M ukiadu sit
wzgledem dowolnego punktu.

Niechaj na ciato sztywne dziatajg sity P\i R == zaczepione
w punktach ALAZ2... o wspltrzednych x1ylzl x2y2z2 .. Ozna-
czajgc przez R sume, a przez M moment ogolny wzgledem poczatku
uktadu, otrzymamy ze wzoru (2), str. 236,

3) Rx= Z P ix, Ry= 1P iu, Rz= 1P iz

Mx= 2 (Pia*i-Pizyi), My=2 (pitXi-p bz Mz=Z(Pixy~Piy™i)-
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Dziatanie uktadu sit okreslone jest zatem przy pomocy szesciu
liczb RXx, R,,, Rz, Mx, Min Mz.
Parametrem ukiadu (str.21) jest K=R M czyli

(4) K —RXMX+ RuMy+ RZMZ

Para sit. Uktad ztozony z dwéch sit rownych co do wielkosci,
rownolegtych, lecz przeciwnie skierowanych nazywamy parg sil
(str. 23). Moment pary nie zalezy od wyboru punktu, wzgledem
ktérego moment wyznaczamy (str. 23). Poniewaz suma sit pary
jest zerem, wiec dwie pary sa réwnowazne, jezeli majg rowne mo-
menty. Zatem dziatanie pary sit na cialo sztywne jest okreslone
przez podanie jej momentu.

Para sit stara sie ciato obrdci6. Dziatanie pary nie ulegnie
zmianie, jezeli dowolnie jg przesuniemy i skre-
cimy w jej ptaszczyznie (nie zmieniajac zwrotu
momentu). Pare mozemy roéwniez dowolnie
przesuwa¢ w przestrzeni, byleby tylko w kaz-
dym potozeniu pozostawata w ptaszczyznie réw-
nolegtej i zwroty momentu byty zgodne.

Para o momencie réwnym zeru réwnowazna jest wektorowi
zerowemu. Pare takg nazywamy takze parg zerowa.

Redukcja uktadu sit. Twierdzenia dotyczace redukcji ukta-
doéw § 16, str. 24, pozwalajg wyznaczy¢ najprostszy uktad sit réwno-
wazny danemu (t.j. najprostszy ukiad sit, przez ktéry mozemy
zastgpi¢ ukiad dany). W szczeg6lnosci, twierdzenie o redukcji mo-
zemy wypowiedzie¢ jak nastepuje:

Kazdy ukitad sil dziatajacych na ciato sztywne mozemy zastgpic:

a) badz przez jedng site rowng sumie uktadu, zaczepiong w do-
wolnym punkcie O i pare sit o momencie rownym momentowi ukitadu
wzgledem O,

b) badz przez dwie sity, z ktérych jedna zaczepiona jest w do-
wolnie obranym punkcie.

W podobny sposéb mozna wypowiedzie¢ twierdzenia podane
na str. 25 i 26.

Niechaj na ciato sztywne dziata sita P o poczgtku w punkcie A.
Obierzmy dowolny punkt O. Z twierdzenia o redukcji wynika (je-
zeli za ukiad przyjmiemy site P), ze site P mozemy zastgpi¢ przez
site jej rdwna, zaczepiong w O, i przez pare sit 0 momencie rownym
momentowi sity P wzgledem O.

S. Banach. Mechaniku. 16



242 ROZDZIAL VI. Statyka ciata sztywnego.

Uktad ptaski sit. Jezeli sity uktadu leza w jednej ptaszczyz-
nie, to ukiad ich nazywamy uktadem plaskim. Na mocy tw. 3, str. 26,
uktad ptaski sit bgdz ma wypadkowa, badz jest réwnowazny parze sit.

Z tabelki, podanej na str. 26 widzimy, ze ukiad ptasld ma wy-
padkowag, gdy suma sit uktadu jest rézna od zera lub gdy zaréwno
suma jak moment ogdlny sg réwne zeru; jezeli zas suma jest zerem,
a moment ogdlny rézny od zera, to ukiad jest rownowazny parze.

Niechaj w ptaszczyznie xy dany bedzie uktad ptaski sit Pj,P2 ...,
zaczepionych w punktach AVAZ2 .. o wspotrzednych xvyv x2y2...

Ezuty sit T\z na 0$ 0 sg zei'ami, jak réwniez wspotrzedne z; pun-
ktéow Aj. Zatem, oznaczajac przez R sume sit, a przez M moment
0g06lny wzgledem poczatku uktadu, otrzymujemy ze wzoréow (3), str. 240:

0, Mx=0, M, = 0.
Dziatanie wiec uktadu ptaskiego sit wyznaczone jest przez trzy
liczby: Rx,Ry i Mz.
Ze wzorow (3), str. 240, otrzymujemy tez (piszagc M zamiast Mz):
(5) Rx=Z P ix, Ry= ZPiy, M = £(P ixyi~ P iiixi).

Uktad rownolegty sit. Z tw. 4, str. 26, wynika, ze ukiad
rownoleglty sit ma wypadkoiog albo jest réwnowazny parze sit.

Niech sity rownolegte PLP 2.. majg poczatki w punktach
Ai,A2.. o wspbtrzednych x1ylz1, x2y2z2 .. Zalézmy, ze suma
sit R jest rézna od zera. Zatem dany ukiad ma wypadkows.

Obierzmy zwrot dowolnej sity uktadu, np.
zwrot sity Px za dodatni. Oznaczmydlai=1,2,...
przez P, liczbe, ktérej bezwzgledna wartosc
réwna sie |Pj, za$ znak jest dodatni lub ujemny,
zaleznie od tego, czy P, ma zwrot dodatni (t. j.
zgodny ze zwrotem sity Y\) czy nie. Podobnie
okreslamy R. Mamy R=EP,.

Na str. 23 dowiedlisSmy, ze wypadkowa R

przechodzi przez pewien punkt O, zwany srodkiem sit. Wspdtrzedne
xoi Woi zo Srodka sit otrzymamy ze wzoru (4), str. 28, kladgc <=P,-:

(6) x0=EPiXi/R, y0=2JP.yiiR, zO=£PiZilR.

Jezeli sity obrocimy okoto ich pupktow zaczepienia o ten sam
kat tak, ze pozostang nadal réwnolegte (jak np. wektory kreskowane
na rysunku), to srodek sit nie ulegnie zmianie. Wynika to ze wzo-
row (6), gdyz wspo6trzedne x0, ?,,z0'zalezg tylko od P,, x-, VY, i zt,
a nie zalezg od kierunku sit. Nowa wypadkowa bedzie wiec rowniez
przechodzita przez O.
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Jezeli punkty zaczepienia sit lezg w jednej ptaszczyznie (lub
na jednej prostej), to Srodek sit lezy réwniez na tej ptaszczyznie
(lub na tej prostej).

Zakltadajgc bowiem, ze punkty zaczepienia lezg na ptaszczyz-
nie n i obierajac te ptaszczyzne za ptaszczyzne xy, otrzymamy
NM=22—..= 0; ze wzordéw (6) dostaniemy wiec z0—o, €O oOznacza,
ze Srodek sit lezy w plaszczyznie /7.

Podobnie, jezeli punkty zaczepienia lezg na jednej prostej I,
to obierajac jg za 0$ x, mamy yl—y2= ..= 0 i zx= z2—...= 0, wiec
na mocy (6) yo=0 i 2,=0; zatem Srodek sit lezy na prostej |

Mech na punkty materialne o masach mv m2 ... dziatlajg sity
PVP2... réwnolegte, zgodnie skierowane i proporcjonalne co do
wielkosci do mas poszczegélnych punktow. Ktadagc P AP J, PA=|-P*|v>
otrzymujemy:

@) P1= kml, P2= km2... P=P1\-P2+ ..=km,

gdzie k jest wspoétczynnikiem proporcjonalnosci, zas m=w +m 2+...
Ze wzorow (6) i (7) dostaniemy po podstawieniu:

Xx0=Hm,iXi/m, y0=Zm,yi/m, z0=Zm,iZijm.

Poréwnujac te rownosci ze wzorami (l), str. 154, widzimy, ze
srodek sit jest srodkiem masy danego ukiadu punktéw materialnych.

A wiec: Srodek masy ukitadu punktéow materialnych jest srodkiem
dziatajacych na te punkty sit, zgodnie skierowanych, rdwnolegtych,
i proporcjonalnych co do wielkosci do mas tych punktéw.

Sity ciezkos$ci. Mech ciato sztywme znajduje sie w polu sity
ciezkosci. Uwazajgc ciato za uklad punktéw materialnych o ma-
sach m,m2..., mozemy przyjad, ze ciezary poszczegélnych punk-
toéw sa sitami réwnolegtymi, skierowanymi zgodnie (pionowo w dot).
Ciezary maja zatem wypadkowa.

Wielkosci ciezaréw poszczegélnych punktéow

wynoszg Ql=mlg, Q2=m2g, ... (gdzie g oznacza przy-
Spieszenie ziemskie). Zatem wielkosci ciezaréw sg
proporcjonalne do mas punktéw. Na mocy wiec
poprzedniego twierdzenia, srodkiem sit ciezkosci jest
Srodek masy ciata. Wielkos¢ wypadkowej jest

Q=milg+m2g+...= (ml+m 2+...)g=mg,

gdzie m oznacza mase ciala.
16*
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A wiec: wypadkowa sit ciezkosci przechodzi w kazdym potozeniu
ciata przez Srodek ciezkosci ciata. Ciezar ciata (t.j. wypadkowa sit
ciezkosci, dziatajgcych na poszczegdlne jego punkty) wynosi

(8) Q=mg,

gdzie m oznacza mase ciala, a g przyspieszenie ziemskie.
Opierajgc sie na powyzszym twierdzeniu mozemy dziatanie sity
ciezkosci zastgpi¢ jedna sitg, zaczepiong w Srodku ciezkosci ciata.

Uktady par. Ukiad ztozony z Kkilku par ma sume zero. Z ta-
belki na str. 26 wynika, ze ukiad taki rownowazny jest parze lub
wektorowi zerowemu (t.j. parze zerowej). Miech MVMZ2 .. ozna-
czajg momenty poszczeg6lnych par. Woéwczas moment ogolny be-
dzie M =M v\-M2\-.. Z twierdzenia o redukcji (str. 24) otrzymu-
jemy wiec twierdzenie nastepujace:

Uktad ztozony z Kkilku par réwnowazny jest jednej parze o mo-
mencie rownym momentowi og6tnemu ukiadu.

Zauwazmy, ze para sit (0 momencie ré6znym od zera) nie moze
by¢ réwnowazna jednej sile. Ze wzgledu bowiem na to, ze suma
sit pary jest zerem, sita ta musiataby by¢ zerem, a jej moment rézny
od zera, co jest niemozliwe.

Przyktad 1. W srodkach bokdw wielokgta ptaskiego A\ ,A2..., A,
zaczepione sg sity Pi,P2...,P,, lezagce w ptaszczyznie wielokata, two-
rzace z jego bokami AJA2 AyA2 ..., A,Al
kat < skierowane na zewnatrz i proporcjo-
nalne co do wielkos$ci do bokéw wielokata.
tatwo zauwazyé¢, ze suma sit jest zerem.
Tworzagc bowiem sume Pi+ P2-f +
otrzymamy wielokat podobny do danego,
lecz skrecony wzgledem niego o kat q '
Uklad sit jest wiec réwnowazny parze
albo zeru.

Obierzmy dowolny uktad wspoétrzednych 0(x,y) i oznaczmy
przez x1lyl, x2y2 ... wspotrzedne punktéw AVA?2 ... Punkt zaczepienia
sity P2 ma wspétrzedne (x:\-x2)/2, (y+yi)l2. Zatem moment sity Pj
wzgledem O wynosi ((8), str. 238)

€) Mi= PIx(yl+ y2)/2-P Ig(xi+ x2)/2.
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Wedtug zatozenia jest
(10) IFl= M ,

gdzie dI—AIA2 za$ Ajest wspotczynnikiem proporcjonalnosci. Jezeli
AXA2 tworzy z osig x kat a, to sita Px tworzy z osig x kat a\-p.
Zatem:
Pix= JH]cos (a+ D), Piff= |Pi|sin(at+<p).
iTa mocy wiec (10) jest P\x—Adt[cos a cos gp— sina sin <\ Lecz
dlcosa= xt—xx i dxsma= y2—yx, wiec

Piv= Al(@”2—*1) cos <p-(y2- yX)sing].
Podobnie
P\,= mVi~Vi) c°s ¥ (*fa—=*1) sin &}
Wstawiajagc w (9), otrzymamy
(11) N= A2 —yXx]) cos (P-\-(Y\-\-XA—Y\—XxN) sin €.
Ktadac OAx=rx OA2=r2 ... i oznaczajgc przez pxp2... pola

trojkgtow  OAXA2 OA2A3 dostaniemy r\=x\+y\, .
Pi~\{y-Lx2—yzx\) i t.d. Zatem na mocy (11)

(12) M1= 'ih[&pxcos <p+(r\—r\) sin <P\

Podobne wyrazenia otrzymamy na momenty pozostatych sit.
Ogo6lny moment sit wzgledem O wynosi M =M E\-M2\-... Wiec
w mysl (12)

M =4 A[4(Pi+P2+ e=+Pu) cos <p+H{r\—n\-f N\—n\+ ... \—r\)sin ]

Poniewaz p= pi+tpH-...-fp,, jest polem wielokata AiA2...A,,
wiec

(13) M=2kp cos q

Moment ogdélny jest zatem proporcjonalny do pola wielokata
i do cosinusa kata q

W szczegdélnosci, gdy sity sg prostopadte do bokéw wielokata,
to <p=nl2 i cos —0, skad .na mocy (13) M=0, czyli sity tworzg
uktad rownowazny zeru.

Gdy za$ sity sg skierowane wzdiuz bokéw (t.j. gdy <p=0),
mamy na mocy (13) M —2Xp, wiec moment jest wowczas propor-
cjonalny do pola wielokata.
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Przyktad 2. W punktach M(a,0,0), B(0,b,0) i 0(0,0,c) na
osiach uktadu wspo6trzednych (x,y,z) zaczepione sa sity Pv P2i P3
rownolegte do osi uktadu, réwne co do wiel-
kosci i majgce zwroty jak na rysunku.

Jaki zachodzi zwigzek miedzy wspotrzednymi
a, bic, jezeli uktad sit ma wypadkowg?

Potézmy P=]|P1]=]P2E|P3} Suma sit R
ma zatem rzuty

(14) Rx——P, RHP, RZP.

Obliczmy moment og6lny M wzgledem O. Moment sit P1i P3
wzgledem osi x jest zerem; moment sity P2wzgledem osi x wynosi —Pb
Zatem Mx= —Pb\ podobnie My—Pc i Mz——Pa. Parametr ukfadu
wynosi K —RM —RXMX-f-RyM,, + RzMz, wiec

K=P2(b+c—a).
Jezeli uktad ma wypadkowg, to K=0 ‘(str. 26). Zatem
(15) b-\-c—a=0.

Réwnanie (15) stanowi warunek dostateczny i, jak tatwo
widac¢ z tabelki na str. 26, rdwniez warunek konieczny na to, by
uktad miat wypadkowa, gdyz P=t=0.

Za punkt zaczepienia wypadkowej mozemy przyja¢ punkt
D(x,y,z), wzgledem ktérego moment ogélny jest zerem.

Oznaczmy przez M' moment ogolny wzgledem D. Mamy:

Mx= —Pz—P (b—y), My= —Px-\-P(c—z), Mz=-P (a —x)-\-Py.
Zaktadajgc, ze moment wzgledem T) jest zerem, dostaniemy:
y—z=b, xA-z=c, X-\-y= a.

Z uwagi na (15) réwnania te sg od siebie zalezne. Dwa z nich
sg rownaniami prostej, na ktorej lezy wypadkowa. Ktadgc np. z= 0,
otrzymamy x—c i y=b. A wiec za punkt zaczepienia wypadkowej
mozemy przyjaé punkt D(c,b, 0).

Przyktad li. W punktach A i B zaczepione sg sity réwno-
legte P i Q, przyczem P+Q=j=0. Wyznaczy¢ Srodek sit.

Srodek sit lezy na prostej AB (str. 243). Obierzmy ja za 0$ x,
przyjmujac punkt A za poczatek osi x i nadajgc jej zwrot taki,
bypunkt B lezat najej czesci dodatniej. Potozmy P=|P] i oznaczmy
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przez Q liczbe, ktérej warto$¢ bezwzgledna réwna sie X\ znak za$
jest + lub — zaleznie od tego, czy Q ma zwrot zgodny z silg P,
czy przeciwny. Kladgc AB = d i oznaczajgc przez x0 wspoétrzedng
srodka sitO, dostaniemy ze wzoru (6), str. 242,

Ju= QdiR, gdzie R=P-\-Q.

Jezeli sity P i Qmaja zwroty zgodne, to Q >0, azatem 0<Q/B<1,
skad 0<x0<d. Srodek sit znajduje sie
wowczas miedzy punktami A i B.

Jezeli za$ sity P i Q majg zwroty
przeciwne i np. |PI<IQ]l, to ()<() i R<O,
skad ,r0>(). Ponadto \R\\Q\, zatem x0>d.

Srodek sit lezy wiec wéwczas poza punk-
tem B.

tatwo sprawdzi¢, ze w obu przypad-
kach jest AOfBO=\Q\/' \P\

A wiec: Srodek dwodch sit réwnolegtych (0 sumie =#0) znajduje
sie na prostej tgczacej punkty zaczepienia tych sit.

Jezeli sity skierowane sg zgodnie, to $rodek ich lezy miedzy pun-
ktami zaczepienia, w przeciwnym razie lezy on poza punktem zacze-
pienia tej sity, ktorej wartos¢ bezwzgledna jest wieksza.

Odlegtosci srodka sit od punktéw zaczepienia sg w stosunku od-
wrotnie proporcjonalnym do wielkosci tych sit.

Przyktad 4. Na pret sztywny AB dziatajg sity PVP2... o po-
czatkach w Al,A2... oraz sity Qi,Qz.. o poczgtkach w BVB2...
Wszystkie sity sg do siebie réwnolegtej prostopadte do preta, przy-
czem sity Pv P2 ... majg zwrot przeciwny niz sity QLQ2...

Niechaj R=PI+ P2f...+QXA-Qi+... Oznaczmy przez PItP2 ...

i Qi,Qi,... bezwzgledne wartosci sit, przez a,a2.. i bvb2,, odpo-
wiednio diugosci odcinkéw AALAAZ2... i ABXAB2.. Przyjmijmy
zwrot sil Pj, P2.. za dodatni. Pot6zmy

(10) P=Pt+P2x...

Oczywiscie |R]=|Pj. Gdy P>0, suma R ma zwrot zgodny
z sitami P,, P2 .. Gdy za$ P<0, to R ma zwrot zgodny z sitami

Obliczmy moment og6lny M sit wzgledem A. Oznaczajgc przez
M\,Mi,... i M\,M'i,... momenty sit P,, P2... i QItQ2 ... wzgledem A,
mamy (wedtug umowy co do znaku momentu, przyjetej na str. 238):

M1=P lav M2= P2a2, ..., M1——Q1bl, M2= Q2b2
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Zatem
a7 M =P lai+ P2a2-\-... —Q\bl QA2 e=

Zatézmy, ze S=0. Uktad sit rownowazny jest wéwczas parze

o0 momencie M wedtug wzoru (17).
Gdy Ji>0, to para bedzie staratla sie
obroci¢ pret w kierunku wskazowek zegara,

gdy zas M<0 — w kierunku przeciwnym.
Gdy wreszcie M —0, uktad roéwnowazny
bedzie zeru.

Zatézmy teraz, ze /i4=0. Uktad ma zatem
wypadkowa.

Niechaj O bedzie poczatkiem wypadkowej R, znajdujgcym sie
na prostej AB. Potézmy d=+A O, przyjmujac znak +, gdy punkt 0
jest po tej samej stronie punktu A, co poczatki sit, za§ znak —
w przypadku przeciwnym. Jak tatwo sprawdzi¢, moment wypadko-
wej wzgledem O wynosi przy tym znakowaniu Rd. Poniewaz
moment wypadkowej réwna sie momentowi og6élnemu, wiec dosta-
niemy z (17)

d= ~ (Plal-\-P2ai-\... — Qibx— Q22— ..-).

§ 5. Warunki rownowagi sit. Udowodnimy teraz nastepujace

Twierdzenie |I. Na to, by ukiad sit dziatajgcych na ciato szty-
wne byt w réwnowadze, potrzeba i wystarcza, by suma sit i moment
0ogolny byty zerem, czyli by ukiad sit byt rownowazny zeru.

Dowo6d. Udowodnimy najpierw, ze warunek jest konieczny.
Przyjmijmy, ze cialo sztywne jest ukltadem sztywnym punktéw ma-
terialnych AvAZ2... i ze jest w rownowadze pod dziataniem danego
uktadu sit. Wezmy pod uwage dowolny punkt A,-. Oznaczmy przez P,
sume sit zewnetrznych, a przez W, sume sit wewnetrznych, zacze-
pionych w Ai. Poniewaz punkt A jest w réwnowadze (gdyz caty
uktad sztywny jest w réwnowadze), wiec P,+ {F = 0. Zatem

(i) Z(F,+W,)=o,

gdzie suma 27 rozciagnieta jest na wszystkie punkty A, danego uktadu
sztywnego.
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Z prawa akcji i reakcji wynika, ze suma sit, z jakimi dzialajg
na siebie dwa punkty, jest zerem. Poniewaz wszystkie sity we-
wnetrzne mozemy utozy¢ w pary, z jakimi dziataja na siebie dwa
punkty, wiec suma sit wewnetrznych jest zerem czyli ;TF,=0,
skad na mocy (1)

2) ¢P,=0.

Wynika stad, ze suma sit zewnetrznych, t.j. sit dziatajgcych
na ciato sztywne w rdéwnowadze, jest zerem.

Obierzmy teraz dowolny punkt O. Poniewaz sity P, i W,
maja wspolny poczatek Aj, a ponadto P,+ PF=0, wiec (str. 17)
MomOP, + MomoW,i= 0, skad

3) ¢'(Momo Pj 4- Momo 1F)= 0.

Moment ogo6lny sit wewnetrznych, z jakimi dwa punkty dzia-
tajg na siebie, jest — jak tatwo stwierdzi¢ — zerem. Zatem moment
ogélny wszystkich sit wewnetrznych jest zerem, czyli IMomoF, = 0,
skad na mocy (3)

4) ¢Momo P; = 0.

DowiedliSmy wiec, ze zaréwno suma jak i moment ogolny sit
dziatajgcych na ciato sztywne jest zerem. Konieczno$¢ warunku jest
tym samym udowodniona.

Zatézmy teraz, ze dany ukiad sit jest rownowazny zeru. Po-
niewaz uktad réwnowazny zeru jest réwnowazny sile zerowej, wiec
na mocy hipotezy Il (str. 239) jest on w réwnowadze. Warunek
jest wiec zarazem wystarczajgcym, c.b.d.d.

Z tw. | wynika, ze jezeli uktad sit dziatajgcych na ciato sztywne
nie jest rownowazny zeru, to ciatlo nie moze by¢ w réwnowadze.
W szczego6lnosci nie moze wiec pozostawaé w rownowadze ciato
sztywne pod dziataniem ukiadu sit ztozonego

badz z jednej sity réznej od zera,

badz z jednej pary sit o momencie réznym od zera,

badz z jednej sity réznej od zera i jednej pary o momencie
roznym od zera.

Jak wiemy (str. 23), uktad sit jest rownowazny zeru, jezeli mo-
menty og6lne wzgledem trzech punktoéw nie lezgcych na jednej pro-
stej sg zerami. Opierajac sie na tw. I, otrzymujemy stad nastepujgce
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Twierdzenie Il. Na to, aby uklad sit dziatajgcych na ciato
sztywne byt w réwnowadze, potrzeba i wystarcza, by momenty ukiadu
wzgledem trzech punktéw nie lezacych na jednej prostej byty rowne zeru.

W zastosowaniach korzystamy czesto z nastepujgcego twier-
dzenia:

Twierdzenie I'11. Jezeli uklad ztozony z trzech sit jest w réwno-
wadze, to sity te lezg w jednej ptaszczyznie i badz sg rownolegle, badz
ich przedtuzenia przecinajg sie w jednym punkcie.

Tw. Il wynika z twierdzenia rozdz. I, § 14 (str. 23), w kté6-
rego dowodzie wykazano, ze wektory lezg w jednej ptaszczyznie.

Postadé analityczna warunkéw rownowagi. Obierzmy
dowolny uktad wspotrzednych 0(x,y,z). Niechaj na ciato sztywne
dziatajg sity Pi, Pz, - zaczepione w punktach AXA2.. o wspot-
rzednych x1,y1z1, x2y2z2... Oznaczmy przez R sume, a przez M
moment og6lny uktadu wzgledem O. Namocy tw. I (str. 248) réwnania:
(5) R=0, M=0

stanowig warunek konieczny i wystarczajgcy réwnowagi. Tworzac
rzuty na osie uktadu, otrzymujemy z (5) i ze wzorow (3), str. 240:
n ZPix= 0, ZPi=0, ZPit= o,

(1) zZ(PiuzZi—Pizyi)=0, Z(Pi z Pir )=0, ZiPijii—Pi®i)"™0.

Réwnania (1) noszg nazwe warunku rzutdw, a rdéwnania (I1)
warunku momentu.

Réwnania (1) i (I1) sg postacig analityczng warunkéw réwno-
wagi uktadu sit. Z réownan tych mozemy na og6t wyznaczyé szesc
niewiadomych.

Uktad ptaski sit. Warunki rownowagi stosujg sie oczywiscie
takze do ukitadu ptaskiego sit.

Niech sity lezg w ptaszczyznie xy. Z uwagi na to, ze Pi =0
i g,= 0, warunki réwnowagi (1) i (I1) przyjma postac:
) ZPix= 0, ZPiu= 0,
() Z(pixyi—Piuxi)="°-

W przypadku uktadu ptaskiego otrzymujemy wiec trzy row-
nania. Mozemy z nich na ogét wyznaczy¢ trzy niewiadome.
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Przyktad 1. Kula ciezka jest w réownowadze pod dziataniem
trzech sit (rys. 1): ciezaru Q (zaczepionego w $rodku kuli O), sity
poziomej P (zaczepionej w punkcie A, potozonym na powierzchni
kuli w koncu S$rednicy pionowej) i sity R (zaczepionej w punk-

cie B, potozonym na powierzchni kuti w koncu
Srednicy poziomej). Dany jest ciezar Q. Wy-
znaczy¢ sity P i R.

Sity P, Q i R sg w réwnowadze, wiec na

mocy tw. Il lezg w jednej ptaszczyznie i kie-

,  runki ich przecinajg si¢ w jednym punkcie, kto-

rym jest punkt A. Sita R ma wiec Kierunek pro-

stej BA, ktéra tworzy z poziomem kat 45°. Poniewaz Q-\-P+R=0,

wiec znajac site Q i Kierunki sit P i R, mozemy utworzy¢ trojkat
sit (rys. 2). Z trojkata tego otrzymujemy:

P=Q, R=Q/cos 45°=]/2Q,
gdzie P, Q i K oznaczajg wartosci bezwzgledne sil.
Przyktad fi. W wierzchotkach kwadratu ABCD o boku a
zaczepione sa cztery sity P\i R&Pa lezace w plaszczyznie kwa-

dratu i tworzace z jego bokami katy al!,a2a3a4
(rys. 3). Poda¢ warunki réwnowagi.

Oznaczmy przez R\iP« p, R* bezwzgledne
wartosci sit. Obierzmy osie x i y wzdtuz bokdéw
kwadratu. Tworzac rzuty sit na osie x i y, do-
staniemy w przypadku réwnowagi (przy zwro-
tach sit jak na rys. 3):

(6) Pl cosax—P2cos a2—P3cos a3-fP4cos ad= 0,
(7) Pxsin ad4-fP2sin a2—P 3sin as—P4sinad= 0.

Oznaczajgc przez rxr2 r3 rdramiona sit wzgledem wierzchotka D,
otrzymamy:

rx= a cosaj, r2—\2 asin (a2-)-45°), r3=asina3.

Ponadto r4= 0. Poniewaz w przypadku réwnowagi moment
ogdlny wzgledem D jest zerem, wiec (przyjmujac znak momentu
podtug reguty podanej na str. 238) dostaniemy po podzieleniu przez a

(8) Pxcosax—P 2(/2 sin (a2+ 45°)-fP3sina3= 0.

Réwnania (6), (7) i (8) stanowia warunek réwnowagi konieczny
i wystarczajgcy.
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PrzykImlli. Na pret AB, lezacy w ptaszczyznie poziomej Xy,
dziatajg sity P\,Pi,...,P,, lezgce w tejze plaszczyznie i zaczepione
w punktach A\ A-i,...,A,. Poda¢ warunki, jakim muszg czyni¢ zados¢
sity, aby pret byt w réwnowadze w kazdym potozeniu na ptasz-
czyznie xy przy zalozeniu, ze sity nie zmieniajg swych wielkosci,
kierunkéw, zwrotdw ani punktéw zaczepienia (na precie).

Wezmy pod uwage dowolne potozenie preta AB
w ptaszczyznie xy. Oznaczmy przez x0,y0 wspot-
rzedne punktu A, przez x1lyl x2yv X1 Yo
wspoOtrzedne punktéw Av A2 ... i przez a kat,
jaki pret AB tworzy z osig aj-ow. Potézmy:

9) xi—x@Q\dicosa, yi=yOrdisina dla »=1,2,...,w.
Z warunkow réwnowagi (1') i (11", str. 250, otrzymujemy:

(20) ZPix= 0, ZPiy= o,

(11) Z(Pixyi —Pini) —Z[Pixf>+ disina) —PiHx0+ dicosa)] = 0.
Warunek (11) mozemy napisa¢ w postaci

(12) VoZPix—x0ZPiu+ sinaZPixdi—cosazZP~d"O,

skad na* mocy (10)

(13) sinaZP ixdi- mco8aZPiudi= 0.

Poniewaz zwigzek (13) ma zachodzi¢ dla kazdego kata a, wiec
dla a=?t/2, a nastepnie dla a= 0 dostajemy:

(14) 2PiA=o, ZPigdi=0.

Eéwnania (10) i (14) sa warlinkami koniecznymi i dostatecz-
nymi na to, aby pret byt w rownowadze w kazdym swym potozeniu
na ptaszczyznie.

Jezeli bowiem zachodzg warunki (10) i (14), to tatwo widziec,
ze zachodzi tez warunek (13), a zatem na mocy (10) réwniez i wa-
runki (12) i (11).

Warunki za$ (10) i (11) sa, jak widzieliSmy, konieczne i wy-
starczajgce dla rédwnowagi na mocy (I') i (I1").
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§ 6. Orafostatyka. Wielobok sznurowy. Zadania, z ja-
kimi spotykamy sie w statyce, prowadzag czesto do ditugich i zmud-
nych rachunkdw. Istniejg jednak metody graficzne (t. j. rysunkowe),
pozwalajgce otrzymaé w wielu przypadkach rozwigzania przyblizone
wprawdzie, lecz wystarczajgco doktadne dla zastosowan. Metody te
maja wielkie znaczenie w technice, gdyz prowadzg do celu szybcigj,
z pominieciem zawitych obliczen.

Ta cze$¢ statyki teoretycznej, ktéra zajmuje sie metodami
graficznymi, nosi nazwe grafostatyki.

Poznamy tu tylko niektére metody graficzne, jak np. wyzna-
czanie graficzne (przy pomocy wieloboku sznurowego) wypadkowej
uktadu ptaskiego sit, oraz pewne ich zastosowania. Pézniej (w § 16)
poznamy jeszcze metody graficzne, stuzace do wyznaczania napieé
w pretach kratownicy.

Sktadanie sit. Majac dwie sity Pxi P2
ktérych kierunki przecinajg sie w punkcie O,
wyznaczamy obok sume R (rys. 1a), a nastepnie
rysujemy wypadkowg przez punkt O (rys. 1).

Jezeli punkt O lezy poza granicg rysunku,

mozemy postapi¢ jak nastepuje: dodajemy dwie
sity Ti —T, zaczepione w punktach A i B (t. j.
w poczatkach sit Pli P2) i dziatajgce wzdtuz prostej AB. Ukiad
T,—T,PuP2 jest oczywiscie réwnowazny uktadowi Pt P2 goyz
sity T i —T znosza sie nawzajem, a zatem wypadkowa nowego
uktadu czterech sit jest ta sama co poprzednio.

Sity T i Pt zastepujemy sita QET-\-P1 o0 poczatku w A; po-
dobnie sity —T i P2zastepujemy sitg Q2——T + P20 poczatku w B.
Wypadkowa R przechodzi przez punkt przeciecia O' sit Qi, Q2"

Konstrukcje powyzszg mozna réwniez zastosowac¢ do przypadku
dwoch sit rownolegtych, nie tworzacych pary (rys. 2, 2a i 3, 3a).
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W tenze sposob mozna otrzymaé wypadkowag (lub pare wy-
padkowg) ukiadu sil (str. 253, rys. 4 i 4a). Tworzymy
najpierw wypadkowag /7, dwoch z tych sil (np. sil Pti P2) i otrzy-
mujemy ukiad zawierajacy juz tylko w—1 sit.

Szybciej prowadzi do celu metoda, ktérg poznamy obecnie.

Wielobok sznurowy. Przypus¢my, ze mamy znalez¢ wy-
padkowa ukitadu sit PuP2 P., I\ (rys. 1).

Tworzymy najpierw sume S=P 1+ P2--Pi-+T\. Otrzymany
wielobok nazywamy wielobokiem sil2).

Oznaczmy (w wieloboku sit) przez .4, poczatek sity P, za$
przez AvA2A3At konce sit Pv P2 P3 Px. Obierzmy teraz dowolny
punkt O poza wielobokiem sit. Punkt ten nazywamy biegunem.

taczymy biegun O z punktami AOQAX,...,At. Z dowolnego
punktu A, potozonego na kierunku sity Pv kreslimy proste 10i Iv
rownolegte odpowiednio do prostych OAu i OAv Prostg Z prze-
dtuzamy az do punktu li jej przeciecia z kierunkiem sity P2 Prosta
Z przetnie kierunek sity P2 gdyz 4 jest réwnolegta do OAv zas
OAX nie jest réwnolegta do P2 (rys. la).

Z punktu B kres$limy prostg I2\\OA2 az do punktu jej prze-
ciecia C z kierunkiem sity P3. Z punktu C kreslimy prosta I3\\OA3
az do punktu jej przeciecia D z kierunkiem sity /'4 Z punktu D
kreslimy prostg ZJOAA4.

Wyznaczamy teraz punkt przeciecia E prostych D i Z. Przez
punkt E przechodzi wypadkowa R. Poniewaz R znamy z wieloboku
sit, wiec mozemy wypadkowa te wykreslié.

‘) Na rys. 1, 2 i dalszych podane s;j tylko potozenia sit, za$ wiel-
kosci sit zaznaczone sj, w wielobokach sit (rys. la, 2a it.d.).
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Przejdziemy teraz do uzasadnienia powyzszej konstrukciji.

Oznaczmy wektory AOQ0O, A~O™ ..., AX6 odpowiednio przez
SniVj,..., 8L Z wieloboku sit (str. 254. rys. la) otrzymujemy:

+ ~g)—O0, P2#<S2|{ St)—o,
IB+B)( =0, 442 Ss)= 0

Dodajmy do ukiadu sit 1) >P374 sity SO i — S0 lezgce na
prostej 10, sity S1i —Sv lezace na \ it. d., wreszcie sity St i —S4,
lezace na Iv Dodany ukiad jest oczywiscie rdwnowazny zeru, gdyz
sity Mi —SmMSv —S1 it. d. znoszg sie parami. Wypadkowa roz-
szerzonego ukiadu jest wiec ta sama co poprzednio.

Na mocy (1) sity P,, S1i — S0 znosza sie, gdyz suma ich réwna
sie zeru, a Kierunki ich przecinajg sie w A. Sily te mozemy wiec
usung¢. Podobnie mozemy usung¢ sity P2, Sa i —Sv nastepnie,
P3 S3i—S2it.d. w koncu sity Pit Ndi — S3 Zostang sity BOi —$4,
ktére tworzg zatem ukiad réwnowazny danemu. Przez punkt prze-
ciecia K kierunkow sit SO i — <8l (t. j. prostych 10, It) przechodzi wiec
wypadkowa R, c. b. d. d.

Odcinki loihihihth tworzg t. zw. wielobok sznurowy, 10i 4 na-
zywamy jego bokami skrajnymi.

A wiec: wypadkowa przechodzi przez punkt przeciecia skrajnych
bokéw wieloboku sznurowego.

Nazwa wieloboku sznurowego pochodzi stad, ze ni¢ (sznur) nierozciggliwa
i niewazka, utwierdzona w punktach L i M, potozonych na prostych i0i i4 w kie-
runkach —X\0i SA(zreszta dowolnych), iprzy jmujgca potozenie wieloboku//.! BCDM,
bedzie w réwnowadze pod dziataniem sit Pj, P2 P3 P4, zaczepionych odpowiednio
w punktach A,/i, C, ™=

W praktyce opuszczamy oznaczenia zbedne i wykres przed-
stawia sie jak na rys. 2 i 2a str. 254 oraz jak na rysunkach str.
niniejszej.
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Na str. 255 rys. 1 przedstawia ukiad sit, ktérego suma jest
zerem. Mowimy wtedy, ze wielobok sit zamyka sie (rys. la).

Kreslac za$ wielobok sznurowy przekonywamy sie, ze skrajne
jego boki nie przecinajg sie (sa réwnolegte). Mowimy wtedy, ze
wielobok sznurowy nie zamyka sie.

Uktad sit réwnowazny jest w tym przypadku ukladowi sit
SO0 i —S4, ktoére, jak widad z wieloboku sit, tworzg pare. Uktad
jest tedy réwnowazny parze sit SO i —Si lezacych na bokach
skrajnych wieloboku sznurowego.

A wiec: jezeli wielobok sit zamyka sie, za$ wielobok sznurowy
nie zamyka sige, to uklad jest rownowazny parze sit.

Na rys. 2 str. 255 widzimy ukiad sit, dla ktérego wielobok sit
(rys. 2a) sie zamyka, a boki skrajne wieloboku sznurowego lezg na
jednej prostej. Mowimy wtedy, ze wielobok sznurowy zamyka sie.

Uktad sit rédwnowazny jest w tym przypadku uktadowi sit
SO i lezacych na skrajnych bokach wieloboku sznurowego,
a wiec na jednej linii prostej. Poniewaz (jak widaé z wieloboku
sif) SO0=S4, wiec sity SOi —<8! znoszg sie; dany ukiad jest tedy
rébwnowazny zeru.

A wiec: jezeli wielobok sit i wielobok sznurowy zamykajg sie,
to uklad sit jest réwnowazny zeru.

Wypadkowa czesci uktadu. Majgc wielobok sznurowy pew-
nego uktadu sit, mozemy tatwo wyznaczy¢ wypadkowag dowolnej czesci
tego ukiadu, ztozonej z sit wystepujacych po sobie w wieloboku sit.

Niech dany bedzie np. ukiad sit
réwnolegtych PIl) 2L P3>Pu P& Niech
wyznaczona bedzie wypadkowg R
catego uktadu i wypadkowa A sit
P»,P3P*- Z rysunku obok widad, ze
wielobok sznurowydla uktaduP2P3P4
jest czescig wieloboku sznurowego catego ukiadu.

$ 7. Niektdére zastosowania wieloboku sznurowego.
Wyznaczanie reakcji w punktach podparcia belki. Dany
jest uktad sit réwnolegtych PLP2...,Ph Wyznaczy¢ dwie sity P1P2
rownolegte do poprzednich i tworzace wraz z nimi uklad row-
nowazny zeru, przyczem dane sg proste kxi k2 na ktorych sity
R1i R2 majg lezet.
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Z zadaniem tym spotykamy
sie w przypadku belki sztywnej
poziomej, podpartej w punktach A
i B iobcigzonej sitami pionowymi
PvP2....Ph(rys. 1). Jezeli nie ma
tarcia, to wpunktach A i B wyste-
puja reakcje pionowe, rownowazgce i.
sie z silami PvP2...,P-a (str. 267).

Aby wyznaczy¢ sity Rx i R2 kreslimy wielobok sznurowy dla
danego uktadu sit w porzadku Pil Pil m=>PtR2RV W wieloboku sit
prosta Ae() taczaca koniec sity R2 z biegunem O jest na razie nie-
znana. Poniewaz wielobok sit zamyka sie, wiec punkt A, t.j. ko-
niec sity Rv schodzi sie z poczatkiem sity Pi, t.j. z punktem AQ.

Kreslimy wielobok sznurowy, zaczynajgc od prostej 2]'Aa0 az
dojdziemy do prostej 5]|As0.

Oznaczmy przez E, F punkty przeciecia sie prostych 10i 5
z kierunkami sit Rxi R2 t.j. z prostymi danymi kxi k2 Rysujac
w wieloboku sit prostg OA9 réwnolegle do prostej EF, otrzymujemy
sity Ry=A"A2i R2~-A9Ar tatwo bowiem zauwazy¢, ze kreslac w dal-
szym ciggu wielobok sznurowy dla tak wyznaczonych sit RAi R2
otrzymamy wielobok sznurowy zamkniety.

Wyznaczanie momentu sit. Gdy mamy wyznaczy¢é mo-
ment sity P wzgledem pewnego punktu A, kreslimy najpierw z do-
wolnego punktu B, potozonego na kierunku sity P, wielobok sznu-
rowy» jak na rys. 2.

Prowadzimy nastepnie przez A
prostg réwnolegtg do P. Oznaczmy
przez L, K punkty przeciecia sie
tej prostej z bokami wieloboku
sznurowego. Z podobienstwa troy
katéow AOAIO i ELB otrzymujemy

KL:\P\=h:w, gdzie h i w sg wysokosciami tych trojkatow. Stad
\P\h=KLw. Oznaczajac przez M moment sity P wzgledem A, mamy
Ijif1=1pili czyli

(1) \M~KLir,

A wiec: moment sily P wzgledem punktu A jest (co do modutu)
proporcjonalny do odcinka, jaki boki wieloboku sznurowego odcinajg
na prostej przechodzacej przez A rotcnolegle do P; wspdtczynnikiem
proporcjonalnosci jest odlegtos¢ bieguna od sity w wieloboku sit.
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Niech dana bedzie teraz para sit Pv P2 (gdzie P,=—P2). Wy-
kreslmy wielobok sznurowy tej pary, jak na rys. 3, str. 257. Popro-
wadzmy przez dowolny punkt A prostg rownolegta do siti oznaczmy
przez K i L punkty przeciecia sie bokoéw skrajnych wietoboku sznu-
rowego z tg prosta.

Dowiedziemy, ze jezeli oznaczymy przez M moment pary,
przez w za$ odlegtos¢ bieguna od sit Px i P2 w wietoboku sit, to
bedzie zachodzit wzor (1).

WeZmy bowiem pod uwage tréjkat BCD, gdzie B jest punktem
na kierunku sity Pi> z ktorego zaczelisSmy kresli¢ wielobok sznurowy,
G i D za$ sg punktami przeciecia kierunku sity P2 ze skraj-
nymi bokami wietoboku sznurowego.

Niech h oznacza wysokos¢ tréjkgta BCD. Z podobienstwa trdj-
katow BCD i AOA10 mamy CD:\P*—h:w, skad iP"h—CDw. Po-
niewaz |Jf|=]Pil, zas CD—KL, wiec dostajemy istotnie wzér (1).

Zatem: moment pary sit jest (co do wielkosci) proporcjonalny
do odcinka, jaki odcinaja skrajne boki wietoboku sznurowego na do-
wolnej prostej rownoleglej do sil pary, wspélczynnikiem proporcjonal-
nosci jest odlegltos¢ bieguna od sit w wietoboku sit.

Podobne sposoby wyznaczania me-
mentu sg korzystne wolwczas, gdy
mamy do czynienia z kilkoma si-
tami réwnolegtymi, wtedy bowiem
mozemy dla wszystkich sit przyjac
to samo w. Gdy za$ mamy wyzna-
czy¢ moment uktadu Of réwnolegtych,
wyznaczamy najpierw wypadkowg
(ewentualnie wypadkowg pare sif),
a nastepnie jej moment.

Nakresliwszy wielobok sznurowy uktadu sit rownolegtych, mo-
zemy wzgledem punktu A wyznaczy¢é moment dowolnej czesci
uktadu, ztozonej z sit nastepujacych po sobie w takim porzadku
jak w wietoboku sit. Wielobok sznurowy tej czesci zawarty jest
bowiem w wietoboku sznurowym catego uktadu. Na rysunku odci-
nek K L' jest proporcjonalny (co do modutu) do momentu ukiadu
sit Pt. P3 wzgledem A.

Niech wreszcie dany bedzie uktad sil I\,/'3...,/'5 /?,, R2 rowno-
wazny zeru (rys.,1, str. 257). Prowadzimy przez dowolny punkt C
prosta rownolegtg du sit. Odcinek LK tej prostej, lezacy miedzy bo-
kami wietoboku sznurowego, jest proporcjonalny (co do modutu)
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do momentu ogo6lnego wzgledem C sit potozonych po jednej stronie
tej prostej (w naszym przypadku do momentu sit S1IPv Ps,P3 lub
sit Pv P5 R2, momenty obu tych czesci uktadu wzgledem V sa réwne
co do modutu, poniewaz suma ich jest zerem, na skutek zatozenia,
ze uktad jest réwnowazny zeru). Wspotczynnikiem proporcjonalnosci
jest w, t.j. odlegtos¢ bieguna O od sit w wieloboku sit.

Wyznaczanie S$rodka ciezkosci i momentu statycz-
nego figur ptaskich. Aby wyznaczy¢ srodek ciezkosci figury pta-
skiej F, dzielimy ja na
waskie paski przy pomocy
prostych rownolegtych. Je-
zeli w $rodkach ciezkosci
8v St,... otrzymanych pas-
kow zaczepimy sity 7i,,P 3...
rownolegte, zgodnie skiero-
wane i proporcjonalne co
do wielkoscido pél FUF V...
tycti |»askéw, to Srodek sit
?VP2... bedzie S$rodkiem
ciezkosci figury F.

Zauwazmy bowiem, ze Srodek ciezkosci figury F jest srodkiem
masy uktadu punktéw materialnych, jaki otrzymamy, zastepujac
kazdy pasek punktem Materialnym o masie réwnej masie paska
(str. 156). Na mocy zas$ twierdzenia dowiedzionego na str. 243 Sro-
dek masy otrzymanego ukiadu punktéw materialnych jest $rod-
kiem uktadu sit réwnolegtych PuPu ==

Paski dostatecznie waskie mozemy uwaza¢ za trapezy; srodki
ciezkosci trapezéw wyznaczamy podtug konstrukcji podanej na str. 180,
rys. 1. Linie podziatu figury prowadzimy zazwyczaj w rownych
odstepach (rys. 1). Zatem pola trapezow beda proporcjonalne do
ich linij'Srodkowych. Wielkosci sit Pu Pu mozemy wiec uwazaé
za proporcjonalne do linij $srodkowych trapezéw.

Wypadkowa R przechodzi przez srodek ciezkosci S; wyzna-
czamy ja przy pomocy wieloboku sznurowego (rys. la).

Zmieniajgc kierunek sit i wyznaczajagc nowa wypadkowg S',.
otrzymamy S$rodek ciezkosci 8 jako punkt przeciecia sie obu wy-
padkowych H i R

Aby wyznaczy¢jnoment statyczny figury F wzgledem pewnej
prostej /, rysujemy sity rownolegle do I

17*
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Moment wypadkowej B wzgledem dowolnego punktu A prostej 1

jest co do wielkosci proporcjonalny do momentu statycznego fi-
gury F wzgledem I.

Oznaczajgc bowiem przez M moment sily B wzgledem A,
przez h odlegto$¢ A od kierunku sity B, przez M, moment statyczny
danej figury wzgledem |, wreszcie przez F pole figury, mamy:

) W= B\  B«| —hF,

gdyz srodek ciezkosci lezy na kierunku wypadkowej.
Poniewaz wielkos$¢ sit PLP2... obraliSmy proporcjonalnie do
pol Fj,.F8 ... poszczegdlnych paskéw, wiec

3) \Px\=*Fv IP2=AF2  it.d.,

gdzie X jest wspétczynnikiem proporcjonalnosci. Lecz

skad
ISI=X(\ + FS+..,) =AF.

Na mocy wiec (2) jest \M\—XhF=X\Ms\czyli
(4) \Wia\—\IWN)X.

A wiec: moment statyczny figury fest (co do modutu) ‘proporcjo-
nalny do momentu wypadkowe;j.

Momenty statyczne figur ptaskich mozemy zatem wyznaczac
przy pomocy wieloboku sznurowego.

Na rys. 1, str. 259, jest \M\=w-KL, skad na mocy (4)

(5) \WE\= WKL/X.

Oznaczmy przez d,,d2... dhlugos$¢ linij Srodkowych trapezéw, a przez a
odstep miedzy liniami podziatu. Zatem F*—ad”™ Ft=adt,.... Poniewaz przyjeto

na rysunku \PI\=kdl, |Pj]=kd3 .... gdzie k=\, wiec |Pt]--feF,/a, |P,|I=kFZa ....
Na mocy (3) bedzie tedy X= k/a, skad na mocy (5)

\MIN=aic-KL/k=iaw-KL.

Mierzac o, wi KL na rysunku, otrzymujemy |M8|z powyzszego wzoru.
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Il. Ciatlo nieswobodne

§ 8. Warunki réwnowagi. Ciatlo sztywno nazywamy nie-
swobodnym, jezeli potozenia lub ruchy tego ciata poddane sg pew-
nym warunkom. Warunki te nazywamy wiezami.

Np. jezeli jeden punkt ciata jest unieruchomiony, cialo moze sie tylko
obraca¢ okoto tego punktu. .lezeli dwa punkty A i B ciata sg unieruchomione,
cialo moze sie tylko obraca¢ okoto prostej AB. Poznamy pézniej inne jeszcze
przykiady ciat sztywnych nieswobodnyeh.

Gdy ciato sztywne nieswobodne jest w réwnowadze, méwimy,
ze sity dzialajgce na to ciato réwnowazg sie lub sg w réwnowadze.

Ciato sztywnie unieruchomione w dwdch punktach A, li i znaj-
dujace sie w réwnowadze pozostanie w rownowadze,
gdy dotaczymy dowolng site P o poczatku w punk-
cie (J, potozonym na prostej Ali. Intuicyjnie jest to
jasne, gdyz ciato moze sie tylko obraca¢ okoto osi
AB, a wiec sita P, dziatajgca na o$ unieruchomiona,
nie moze ciata poruszyé. Gdyby ciato byto swobodne,
to pozostatoby w rownowadze jedynie w przypadku, gdy P= 0.

Widzimy stad, ze warunki réwnowagi sit przy ciele nieswo-
bodnym sg inne niz przy ciele swobodnym.

Badanie warunkéw réwnowagi w przypadku ciata sztywnego
nieswobodnego mozemy sprowadzi¢ do przypadku ciata swobodnego.
Przyjmowac bedziemy w tym celu, ze na (dato sztywne nieswobodne
dziatajg oprécz sit danych sity dodatkowe zwane, reakcjami, dzieki
ktérym ciato zachowuje wiezy. Reakcje pochodzg od tych ciat, ktére
ograniczajg swobode ruchéw danego ciata sztywnego nieswobodnego.

Jezeli lip. eiato ciezkie spoczywa mi stotu, woéwczas uic jest swobodne,
nie moze bowiem przej$¢ przez powierzchnie stotu. W tym przypadku reakcjami
sa sity z jakimi powierzchnia stotu cisnie na eiato.

Inne sity, pod ktérycti dzialaniem znajduje sie (dato sztywne
nieswobodne, nazywaé bedziemy sitami dziatajgcymi (dla odréznienia
od reakcyj). Jezeli do sit dziatajgcych dotgczymy reakcje, to mo-
zemy cialo sztywne nieswobodne uwazaé¢ za swobodne.

Wynika stad, ze warunkiem koniecznym i wystarczajgcym réwno-
wagi sit dziatajgcych jest, by sity dziatajac rownowazyly sie z reakcjami.

Powyzszy warunek nie jest jednak dogodny, gdyz wystepujg w nim sity
reakcyjne, ktérych na og6t nie znamy. W niektérych przypadkach, jak np.
w przypadku ciata unieruchomionego w jednym punkcie lub w dwéch punk-
tach, mozna jednak poda«; warunki réwnowagi sit dziatajacycli, nie odwotujac
sie do reakcyj (str. 274). Warunkiem réwnowagi, w ktérym nie wystepujg re-
akcje, jest t.zw. zasada jtrac przyflotowanych, ktérg poznamy w rozdziale 1X.
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8§ 9. Reakcje ciat stykajagcych sie. Kazdo dwa cialu
(bryty, powierzchnie lub linie) sztywne, stykajgce sie z sobag, dzia-
taja na siebie z pewnymi sitami. .Sity te sg reakcjami i pochodzg
z wzajemnego oddziatywania na siebie punktdéw obu ciat. Reakcje
stosujg sie do prawa akcji i reakcji.

Sity, z jakimi jedno ciato dziata na drugie, mozemy w mysi
twierdzenia o redukcji (str. 241) zawsze zastgpic jedng sita jt i parg
o momencie M. Na ‘odwrét, na mocy prawa akcji i reakcji, ciato
drugie dziata na cialo pierwsze z sitami réwnowaznymi sile ~-/7
(0o tym samym poczatku co R) i parze o momencie —M.

Wyznaczanie reakcyj jest bardzo wazne w zagadnieniach zwia-
zanych z technikg. Dotychczas nie mamy jeszcze teorii rozwigzu-
jacej te sprawe w zupetnosci. W praktyce postugujemy sie pewnymi
hipotezami zgadzajgcymi sie w przyblizeniu z doswiadczeniem. Zaj-
miemy sie tutaj niektorymi tylko zagadnieniami dotyczgcymi re-
akcji ciat stykajgcych sie. Szerzej ujeta jest ta sprawa w podrecz-
nikach mechaniki technicznej.

Doswiadczenie wykazuje, ze w ciatach sztywnych stykajgcych
sie tylko te punkty dziatajg na siebie, ktére potozone sg blisko
punktéw zetkniecia. Przyjmiemy tu hipoteze upraszczajgca, ze. tylko
punkty zetkniecia obu ciat dziatajg na siebie; reakcje bedg woéwczas
sitami zaczepionymi w punktach zetknieciu.

Hipoteza powyzsza nie da sie utrzymaé¢ w dalej ogélnosci. Dla dwu ciat
sztywnych, stykajacych sie tylko w jednym punkcie, reakcje sprowadzatyby sie
wedtug tej hipotezy do jednej sity, majacej poczatek w punkcie zetkniecia. Do-
Swiadczenie natomiast poucza, ze précz niej moze w tym przypadku wystepo-
waé jeszcze para sit o momencie ré6znym od zera, co sprzeciwia sie hipotezie.

Jezeli np. sztywna kula ciezka opiera sie o sztywng [d.yte pozioma, to
moze pozostawaé¢ w réwnowadze, nawet wtedy, gdy bedzie pod dziataniem pary
sit (lezacej w ptaszczyZznie poziomej) o matym momencie. W stanic réwnowagi
reakcje ptyty réwnowazg- zaréwno ciezar kuli jak pare sit, co byloby niemozliwe,
gdyby reakcje ptyty sprowadzatly sie do jednej tylko sity zaczepionej w punkcie
stycznosci.

Reakcja normalna i styczna. Niech dwa ciata sztywne
I i Il stykajg sie w punkcie A. Oznaczmy przez /7 site z jaka ciato 11

dziata na ciato 1 w punkcie A. Sita U ma pocza-
tek w A. Na mocy prawa akcji i reakcji ciato |
dziata na ciato Il z sitg —R, majaca poczatek
rowniez w A.

Niech (lato 1 bedzie brytg lub powierzchniag
[rosiadajgca w punkcie A plaszczyzne styczng Il.
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Rozt6zmy reakcje R na dwie skladowe: na skladowg N pro-
stopadtg do ciala, t.j. do ptaszczyzny 77, i na sktadowg T styczng
do» ciatu, t.j. lezaca w 77.

Sktadowg N nazywamy reakcjg normalng, skiadowg zas T
reakcjg styczng lub tarciem. Reakcja normalna jest zazwyczaj skie-
rowana wzgledem ciata Il w te strone, w ktorej znajduje sie ciato I;
nazywamy jg wowczas cisnieniem. Gdy w punktach zetkniecia tarcie
nic wystepuje, ciata stykajgce sie nazywamy gtadkimi.

Rozpatrzmy jeszcze dwa przypadKki:

lo Piato | jest powierzchnig, ograni- a
czoug pewna linig, na ktérej lezy punkt
zetkniecia A, przy czym linia ogranicza- I\ Is"
jaca ma w A prostg styczng | (rys. a).

2® Ciato | jest linig posiadajgcg w A "TN\__

prostg styczng |, przy czym A nie jest
koncem tej linii (rys. b).

Przyktadem 1° moze by¢ potkula sztywna ograniczona okre-
giem, na ktérym lezy punkt A; przyktadem 2° moze by¢ tuk okregu
0 punkcie A lezacym w jego potowie. W przypadkach 1°i 2° reakcjg
normalng bedzie skladowa reakcji R prostopadta do stycznej i;
tarciem za$ bedzie skitadowa reakcji R lezgca na prostej |.

Dla dwu ciat gtadkich stykajacych sie w punkcie A kierunek
1 zwrot reakcji jest wyznaczony, jezeli jedno z ciat jest brylg lub
powierzchnig posiiidujaca w A plaszczyzne styczng. Kierunek i zwrot
reakcji jest wyznaczony rowniez dla ciat 1° i 2°, jezeli proste styczna
do nich w punkcie ich zetkniecia nie pokrywajg sie z sobg. W tym
bowiem przypadku reakcja musi by¢ prostopadta do obu stycznych.
Dla ciat, z ktérych jedno jest ciatem 3° lub 2°, wiemy o reakcji tylko
tyle, ze lezy ona w ptaszczyznie prostopadtej do prostej stycznej I.

Podpory, (lato sztywne unieruchomione (np. zwigzane szty-
wnie z ziemig) nazywamy podporg. W wielu zastosowaniach idzie
0 wyznaczenie reakcyj podpér na inne ciata sztywne.

Jezeli cialo sztywne opierajgce sie na podporach jest w réwno-
wadze, to sity dziatlajace na to ciato réwnowazg sie z reakcjami
podpdr. Jezeli ciato gtadkie opiera sie na podporach gtadkich, to
przyjmujemy, ze jezeli sg do pomyslenia reakcje (oczywiscie normalne),
rownowazace sity, jakie dziatajg na ciato, to reakcje takie rzeczywiscie

wystapia.
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Dzieki powyzszej hipotezie mozemy w wielu przypadkach po-
da¢ warunki konieczne i wystarczajgce dla réwnowagi sit, jakie
dziatajg na ciato sztywne opierajace sie na podporach gtadkich.

Srodek ci$nien. Niech dwa ciata gtadkie 1 i Il stykaja sie
w punktach lezacych na pewnej plaszczyznie 77
(rys. 1). Beakcje bedg wiec prostopadte do ptasz-
czyzny 77. Beakcje dziatajace na ciato | sg zatem
rownolegte; zat6zmy ze sg cisnieniami. Majg wiec ten
sam zwrot. Wynika stad, ze majg wypadkowg F,
0 ktdérej mozemy przyja¢, ze zaczepiona jest
w pewnym punkcie O ptaszczyzny 77. Punkt O
nazywamy S$rodkiem cisnien.

Oczywiscie reakcje dziatajgce na drugie ciatlo majg wypad-
kowg —F i ten sam $rodek cisnien.

Beakcje nici. Ni¢ nierozciggliwa, przyczepiona do ciala,
dziata na nie tylko wtedy, gdy jest napieta. Jezeli masa nici jest
mata (tak, ze mozna ja poming¢) i obydwa korce
nici przyczepione s do ciata, to dziata ona
w obu koncach, z sitami réwnymi co do wiel-
kosci, takze i wtedy, gdy jest nawinieta na
jakie$ ciato gtadkie (rys. 2). Sity, z jakimi nic
dziata w swoich koncach, sa styczne do nici
i maja zwrot w kierunku nici. Sity te nazywamy
napieciami nici. 2.

Przyktad /. Jezeli ciato ciezkie, zawieszone na nici w punkcie A,
jest w réwnowadze, to napiecie nici T o'poczatku A réwnowazy sie
z ciezarem Q, majgcym poczatek w Srodku ciezkosci S. Zatem T-\-Q=Q
czyli

(1)

y 4 Ponadto sity T i Q musza dziata¢ wzdtuz jednej pro-
stej. Ni¢ ma zatem Kierunek pionowy i jej przedtuzenie
przechodzi przez S$rodek ciezkosci (rys. 3). Zawieszajgc
wiec ciato po kolei w dwoch punktach i zaznaczajac Kie-
runki nici w ciele, otrzymamy jako punkt przeciecia $ro-

3 dek ciezkosci ciata.
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Przyktad li. Jezeli ciato zawieszone na dwdéch niciach w punk-
tach A i B jest w rownowadze, to napiecia nici Txi Ti o poczat-
kach w A i B réwnowaza sie z ciezarem Q, majacym poczatek
w Srodku ciezkosci S (rys. 1). Zatem

(2) 7\ +f2+ Q= 0.

Na mocy wiec twierdzenia podanego na
str. 250 Kkierunki sit przecinajg sie w jednym
punkcie O lub sity sg rownolegte. W obu przy-
padkach mozemy wyznaczy¢ sity Txi T2 two-
rzagc moment wzgledem dowolnego punktu,
np. wzgledem punktu A. Oznaczajac przez
a2i d ramiona sit Tt i Q wzgledem A, dostaniemy 'T2Aa= \Q czyli

3) AT2= \Q\dia

Podobnie otrzymamy Tjl, tworzac moment wzgledem B.
W przypadku, gdy sity Tx i T2 nie sg réwnolegte, mozemy je
wyznaczy¢ graficznie, tworzgc trojkat sit (rys. la).

Przyktad Y. Na nici nierozciagliwej bez masy, przewinietej
przez gtadki pierscien w punkcie (', zawieszony jest w punktach
A i B ciezki pret sztywny (rys. 2). Wyznaczy¢ napiecia nici w po-
tozeniu réwnowagi.

Ac Oznaczmy przez | dtugos¢ nici, przez 9
kat ACB, a przez 8 srodek ciezkosci
~ preta. Potézmy:

AB—a, A('—Ix B('—I2 .1.9=5.
i Przypusémy, ze dane sg a, li,} i cie-
2- 2il- zar preta Q.

Poniewaz napiecia T, i T2 nici rédwnowaza sie z_ciezarem Q,
wiec sity te przecinajg sie w punkcie C (gdyz sity Txi T, przechodzg
przez punkt V (str. 250)) i ponadto
1) f1+ fi+~ =0.

Procz tego (str. 264)

®)
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Gdy 9=0, pret ma potozenie pionowe i sity Txi T2 majg kie-
runek pionowy. Na mocy (5) jest wiec Tx—T2 skad na mocy (4)

\T= \TAS\QV2.

Zbadajmy w jakim przypadku moze by¢ e 4=0, jak na ry-
sunku. Przyjmijmy wiec, ze $4=0.

Oznaczajac przez dx i d2 odlegtosci kierunkéw sit Txi T%od 8
i tworzac moment wzgledem 8, dostaniemy \TINL~\Tt\d; zatem,
z uwagi na (5), dx—d2 Srodek ciezkosci S jest réwno oddalony od
bokéw AC i BC, czyli prosta CS jest symetralng kata ¢ Ze zna-
nego twierdzenia geometrycznego o symetralnych katéw tréjkata,
otrzymujemy AC/BC=AS/BS czyli

(6) hll»—bl(a—Dh).

Poniewaz
@
wiec rozwigzujgc ukiad réownan (6) i (7), dostaniemy:

(8) Ix—Dbli‘a, 2= (a—b)l/a.

Aby boki Ix ¥Ya mogly tworzy¢ tréjkat, muszg zachodzié¢ nie-
réwnosci 11+ I2>a, Ix+a>12 I124-a>i, ktére mozemyj napisac¢
w postaci:

IX-J INa, Igr

skad na mocy (8)
) i>a>|a—2ft]id. .

Muszg by¢ wiec spetnione nieréwnosci a<#t«i*/| «—26] czyli,
ktadac k—Dbja,

(10) a<l<al/jl—2K\. *

; . A wiec: rownowaga zajdzie przy 94=0, jezeli dtugos¢ nici | spetnia
warunek (10).

Zauwazmy, ze jezeli k==bja--1/2 (t.]j. gdy Srodek ciezkosci 8
wypada w S$rodku odcinka AB), to warunki (9) speilnione sg dla
kazdego I>a. W tym wiec przypadku mozliwe jest zawsze potozenie
rownowagi preta przy $#=0.

Kat o otrzymamy z twierdzenia Carnota

(11) <= N j~1i — ‘2101, COS <.
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Z tréjkata sit dostajemy
(12)

Po tatwych przerobkach, wyrazajac cos \¢ przez a, > ze wzo-
row- (8) i (11), otrzymamy na mocy (12)

\ff j-L <p 1I— I} ™Y b)b
1- *« -Ua\ i*~a2

W szczeg6lnosci dla b—a/2 dostaniemy
IN = IM=jiol

Przyktad 4. Belka pozioma spoczywa w punktach A i*/> na
dwaéch podporach gtadkich. Na belke dziatajg sity pionowe (skiero-
wane w dot) Pv Pa, ..., Pb(str. 257, rys. 1). Wyznaczy¢ reakcje podpor:

Oznaczmy przez xxXV ...,xb odlegtosci punktéw zaczepienia sit
od A. Potozmy AB=d. Reakcje Rxi R2wA i B sg pionowe. Tworzac
moment wzgledem A i oznaczajgc przez Pi,Ps,...,P6RXR2 warto-
sci bezwzgledne sit, otrzymamy PIxI+Pixij-..A~Pbxb -Pafif—0, skad

(13) (Pj~+PjiTj-f ... + Pbxs)jd.
Poniewaz 7x-(-R2—Px4 P24-... 4-P5 wiec
(14) A-iP~d-Zr) + ...4-Ps(d-xi)/d.

Reakcje Rxi R2mozna réwniez wyznaczy¢ przy pomocy wielo-
boku sznurowego jak na str. 257.

Przyktad 3. Kula ciezka o stalej gestosci dotyka ptaszczyzny
gtadkiej 77, nachylonej do poziomu pod katem a. Wyznaczy¢ site
poziomg P, utrzymujgca kule w réwnowadze.

Ciezar Q kuli ma poczatek w jej Srodku
O, areakcja R plaszczyzny Tl w punkcie
stycznosci A; jest ona prostopadta do TI. Sity
Qi R przecinajg sie w punkcie O. Ponie-
waz sity P, Q i R réwnowazg sie, wiec na
mocy tw. 11, str. 250, przecinajg sie one w punkcie O. Ponadto
P+Q+R=0, wiec z tréjkata sit otrzymujemy sity P i R. Mamy:

R~Qicosu, P —Qtga,

gdzie /. i R oznaczajg bezwzgledne wartosci odpowiednich sit.
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Przyktad (i. W plaszczyznie pionowej TI lezy pret ciezki AB
0 gestosci stalej, oparty na dwoch ptaszczyznach ghadkich: pozio-
mej 77j i pionowej Tl.,. Niechaj Or i Oy beda prostymi przeciecia
ptaszczyzn 111 i 112z ptaszczyzng TI. Pret AB przywigzany jest nicig
nierozciagliwa OC do punktu O. Pret znajduje sie w réwnowadze.
Wyznaczy¢ reakcje, majac dane: AB =21, kat a miedzy AB a osig x
1kat 9 miedzy OC a osig x (rys. 1).

Sitg dziatajgcg na pret jest
ciezar Q zaczepiony w S$rodku
preta AB w punkcie D. Reak-
cjami sg reakcje Scian R i N,
zaczepione w iifii prostopa-
dte do scian, oraz reakcja nici T
zaczepiona w C i skierowana
wzdtuz nici ku punktowi O. Sita

dziatajagca rownowazy sie z reakcjami. Z warunku rzutéw na osie
X iy otrzymujemy:

(15) Nx-\ Tx=0, Ru-\ -1 'u —0,
a z warunku momentu wzgledem O:
(26) —Ru 2l cos a+ Nx-21sina—Qul cosci=0.

Oznaczmy przez R, N, T,Q bezwzgledne wartosci odpowiednich
sit. Mamy oczywiscie RUE R, Nx—N, Qu——Q i Tx——T cos 9

T,,——Psine». Zatem z réwnan (15.) i (16) otrzymujemy:
a7 X —Tcos2>=0, R—Q—T singi=0,
(18) —2Rcosa+2N sina+Qcosa=G

Wyznaczajac Ri X z réwnan (17) i wstawiajgc w (18) otrzymamy

) Qcosu
(19) T 2sin (a—e),
skad na mocy réwnan (17):
(20) v = ieosacos9> B=oU +- _
" 2sin(a—p VV  28in(a-?>))

Poniewaz Z>0, wiec na mocy (19) musi byé a><p; zatem
punkt (J musi leze¢ miedzy A i D.

Zadanie mozemy rdéwniez rozwigza¢ graficznie (rys. 2 i 3).
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Oznaczmy przez K punkt przeciecia sil f i Q, zas$ przez F sil
N i R. Wypadkowa sit T i Q zaczepiona jest w E, za$ wypad-
kowa W2sit Ri N w F. Poniewaz ukitad sit .V, R, T, Q jest réwno-
wazny zeru, wiec ukiad sit W, W2 jest tez réwnowazny zeru. Zatem
sity dziatajg wzdtuz prostej EF i IFtf Wr—0. Sila Q oraz Kie-
runki sit Ti WI—T+Q sg dane, wiec mozemy wyznaczy¢ sity M, i T
jak na rys. 2. Poniewaz N-\-R=W.= —Ii’,, wiec sity N i R
otrzymamy, rozktadajgc site W2 na skladowe w kierunkach osi
giy (rys.3).

Przyktad 7. Pret ciezki Ali o Srodku ciezkoSci S opiera sie
w punkcie A o ptaszczyzne poziomg gtadkg, a w punkcie li o kule
gtadka. W punkcie A uczepiona jest ni¢ nierozciggliwa, przewinieta
przez blok C i obcigzona w drugim konhcu ciezarem T. Wyznaczy¢
ciezar P, reakcje R Sciany poziomej i reakcje N kuli w potozeniu
réownowagi, majac dane a—Aft, b—Ali, kat u miedzy pretem a ptasz-
czyzng i ciezar preta Q.

Obierzmy osie x i y jak na rysunku. Poniewaz napiecie nici
w punkcie A wynosi P, wiec oznaczajgc przez P, <, R, N wartosci
bezwzgledne sit i tworzac rzuty na osie x,y, dostaniemy:

(21) P—Wsma=0, R—<J+ArcoK«=6.

Moment og6lny wzgledem A wynosi . I\ a

Zadanie mozemy rozwigzac¢ réwniez graficznie. Oznaczmy w tym
celu przez Wy wypadkowag sit R i P, a przez W2wy]>adkows sit Qi N.
Sita Wy~R+P zaczepiona jest w punkcie A, zas W,=Q+N w punk-
cie O, w ktérym przecinajg sie kierunki sit Q i N. Poniewaz znamy
potozenia sit Q i N, wiec punkt O mozemy wyznaczy¢.

Sity P, R,Q i N saw réwnowadze, wiec i sity W, i Wa row-
nowazg sie. Zatem W\|-W,=0; ponadto sity W, i W, lezg na



270 ROZDZIAL VI. Statyka ciatu »ztywncjr».

jednej prostej. Prostg tg jest oczywiscie prosta AO. Poniewaz znamy
juz Kierunek sity Wt, wiec mozemy ze zwigzku IVi="Q+\ wyzna-
czy¢ Wt i N, rysujac tréjkat sit. Mamy ii', ——N2 i WI—R-)P,
wiec sity R i P otrzymamy, rozktadajac site W, w kierunkach sil Ri P.

Przyktad H Drut ciezki sztywny o stalej gestosci, w ksztalcie
potokregu, lezy w plaszczyZnie pionowej, opierajgc sie o prostg po-
ziomg 1 Na koncach preta A i li zaczepione sg sity /', i /['2 skie-
rowane pionowo w dot. Wyznaczy¢ kat o jaki w potozeniu réwno-
wagi tworzy $rednica Ali z poziomem, oraz reakcje R w punkcie
stycznos$ci (' (przy zatozeniu, ze nie ma tarcia).

W potozeniu réwnowagi sity Pv Pt ciezar Q
zaczepiony w $rodku S masy oraz reakcja R pro-
stopadta do |, rbwnowazg sie. Poniewaz sity po-
wyzsze sg rownolegte, wiec. (oznaczajgc ich war-
tosci bezwzgledne przez P, i} i R) otrzy-
mamy z warunku rzutdw na os$ y, skierowang
pionowo w gore, — I\ > R—Q—P2—-0 czyli

R=Px+Pi+ Q.

Obliczmy moment ogdlny sit wzgledem punktu stycznosci C.
Z warunku momentu otrzymamy

(24) —PiPi+ Q'I+PiPi=0,

gdzie p,, péi q oznaczajg ramiona sit I\ i Q wzgledem C. Kia-
dac, r=OH (gdzie O jest srodkiem Srednicy AR), otrzymamy:

(25) Pi—Pi~r cosfR g=0S-nin<y,

a poniewaz ()R~(rjn (str. 179), wiec

ir Sin ¢
(24
Z (25) i (26) dostaniemy przez podstawienie w (24)
(P2—I\) >cos - =m0
czyli

(27)
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810. Tarcie. Niech dwu ciata | i Il, bedace w spoczynku,
stykajg sie w punkcie A i niech majg w tym punkcie wspoélng ptasz-
czyzne styczng 77. Oznaczmy przez R reakcje z jakg w punkcie A
dziata ciato Il na ciato I. Jezeli ciata nie sg gtadkie, to reakcja R
nie jest do ptaszczyzny 77 prostopadia.

Niechaj a bedzie kagtem, jaki R tworzy
z normalng a do 77.

Oznaczajgc przez N skladowg normalna,

a przez T skladowag styczng czyli tarcie i kia-
dac R=\R\, N—\\\ T—\I\ otrzymujemy:

Q) 7 Hsina, A'—R cos «,
skad
2) T—A tga

. Doswiadczenie pokazuje, ze kat u nie moze przekroczy¢ pewnej
granicy, zaleznej fal natury powierzchni ciat I i II.

Oznaczmy przez g maksymalng wartos¢ kata a w punkcie A

dla danej pary ciat 1i Il w potozeniu réwnowagi. Mamy wiec
czyli 0i tga< tg<), skad na mocy (2)
J) tg(/>.

Ktadac /-=tg?>, dostaniemy
4 TANC.

Liczbe f nazywamy wspotczynnikiem statycznym tarcia dla danej
pary ciat 1 i Il w punkcie stycznosci A.

Wezmy pod uwage.stozek obrotowy o wierzchotku A, a kto-
rego osig jest normalna w, nachylona do tworzgcych stozka pod
katem ¥. Stozek ten nazywamy stoikiem tarcia w punkcie A.

Poniewaz a < 9% wiec reakcja lezy wewnatrz stozka tarcia lub na
jego powierzchni.

Podobnie jak dla podpér gtadkich (str. 263), przyjmujemy
rowniez w przypadku tarcia zasade nastepujaca:

Jezeli ciato sztywne opiera sie na podporach i sg do pomyslenia
reakcje (lezace wewnatrz stoikdw tarcia), réwnowaigee sie z sitami,
jaku dziataja\ na ciato, to reakcje te wystapig w 'rzeczywistosci (jezeli
w chwili poczatkowej ciato bylo w spoczynku).
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Przyktad 1. Pret ciezki AB, lezacy na ptaszczyznie pionowej,
opiera sie na ptaszczyznach poziomej i pionowej. Wspotczynniki
tarcia w A i B sg/, i /2 Zbada¢ warunki réwnowagi.

Wezmy pod uwage stozki tarcia w A i B.
Tworzace tych stozkéw sg nachylone do normal-
nych w A i B pod katami d i 42 gdzie tg>1=1/1
i tg 92—f2 Eeakcje Rxi Rt w A i B muszg le-
ze¢ wewnatrz lub na powierzchni tych stozkéw.

Na pret AB dziatajg trzy sity: Rv St i cie-
zar Q, zaczepiony w $rodku ciezkosci S.

Jezeli pret jest w rownowadze, to kierunki tych sit przechodza
przez jeden punkt C (str. 250). Punkt ten musi oczywiscie lezeé
we wspélnym obszarze obu stozkéw tarcia (p. obszar zacieniowany
ntt rysunku), gdyz kierunki reakcyj R1i R2 mogg sie tylko prze-
cinaé w tym obszarze. Kierunek sity ciezkosci musi zatem prze-
chodzi¢ przez obszar wspoélny obu stozkéw tarcia.

Na odwrét, jezeli kierunek ciezaru Q przechodzi przez wspélny
obszar stozkéw tarcia, to pret moze pozostawa¢ w réwnowadze.
Obierzmy bowiem na pionie przechodzgcym przez S dowolny punkt G
wewnatrz wspolnego obszaru stozkéw tarcia. Latwo widzieé, ze moga
wystgpi¢ reakcje Rti R2 majgce kierunek AG i BC i rownowazgce
ciezar Q. A wiec pret moze w tym przypadku pozostawaé¢ w réwno-
wadze.

Gdyby $rodek ciezkosci lezat w takim punkcie S', ze pion
przechodzgcy przez ten punkt nie przecinatby wspélnego obszaru
stozkéw tarcia, to rownowaga preta bytaby niemozliwa.

A wiec: warunkiem, koniecznym i wystarczajgcym dla réwnowagi
preta jest to, by kierunek ciezaru przechodzit przez wspdlny obszar stoz-
koéw tarcia.

Potéozmy: AB—I, AS=d, BS=d' i oznaczmy przez a kat, jaki
A B tworzy z poziomem. Obierzmy osie x i y ukladu wspétrzednych
jak na rysunku i zalézmy, ze pret jest w rownowadze. Z warunkow
rzutéw i momentu wzgledem O otrzymamy:

(a) ®iA+ Rix= 0, R\UA-R2u— 4?= 0O,
oraz —R\udcosa+ Rixlsina+ Qd'cosa—0 czyli

(6) + Rixltga-f-Qd'=0.
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Marny ponadto nieréwnosci nastepujace:

(?) l«i, | |

Ze wzorow (5) i (6) nie mozemy reakcyj wyznaczy¢. Zwigzki
(5)-(7) pozwalaja nam tylko poda¢ granice, ktérych nie moga
przekroczy¢ sktadowe reakcyj.

Oznaczmy przez x0 odcietg punktu S, a przez £ odcietg pun-
ktu G, w ktérym przecinajag sie tworzace skrajne stozkéw tarcia.
Eéwnowaga nastgpi, jezeli

(8)
Aby wyznaczy¢ £, napiszmy rdéwnania prostych BG i AG:
y-= —(x—Icosa)lfv
Punkt G jest punktem przeciecia tych prostych, wiec

(9) 1" Atga I cos a.

Poniewaz za$ x0—d' cos a, wiec nieréwnos¢ (8) przyjmuje postac

(10) (1-A tgu)/(l+/il))<<**e

Edwnowaga nastgpi, jezeli lewa strona tej nieréwnosci jest
liczba ujemng lub zerem. W tym przypadku jest 1—fxtga<O0, wiec
1/A~tga czyli ctg ejj~tga, zatem n/2

Jezeli wiec sr/2—y,”a, to roéwnowaga nastgpi. Jezeli za$
nj2—yj>a, to lewa strona nieréwnosci (10) bedzie dodatnia i réwno-
waga nie zajdzie przy zbyt matym d'.

Wyniki te fatwo sprawdzi¢ na rysunku (str. 272).

Przyktad 2. Belka | przechodzi luzno przez wyciecie w belce I1.
Na belke Il dziata sita P rownolegta do belki I, Belki sg przycisniete
do siebie w punktach A i B.

Wyznaczmy stozki tarcia w A
i B. Jezeli kierunek sity P przejdzie
przez obszar wspdélny stozkdéw tarcia,
to w A i B wystgpig dziatajagce na
belke Il reakcje Rxi R2 ktoére zrow-
nowazg site P. Wowczas belka |1 sie
nie poruszy: nastgpi t.zw. zacinanie.

Z rys. tatwo widzieé, ze zacinania nie bedzie, jezeli sita P’
bedzie miata poczatek w poblizu belki I i bedzie do niej réwnolegta.
Wtedy bowiem kierunek sity P' nie przejdzie przez wspolng
czes¢ obu stozkow tarcia; réwnowaga nie bedzie wiec mozliwa.
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P 11. Warunki roéwnowagi nie zawierajace reakcji.
Warunek réwnowagi sit dziatajgcych na ciatlo sztywne, podany na
str. 261, wyraza zwigzek zachodzacy miedzy sitami dziatajgcymi
a reakcjami. Obecnie podamy kilka przyktadéw, w ktdrych warunki
rownowagi sit dziatajagcych mozna bedzie odnies¢ do samych tylko
sit dziatajgcych z pominieciem reakcji.

Ciato o punkcie nieruchomym. Niech cialo sztywne ma
jeden punkt unieruchomiony, np. punkt O. Mozemy wiec przyjac,
ze ciato jest swobodne i ze w punkcie O dziata reakcja R, przytrzy
mujgca punkt O.

Zatézmy dalej, ze ciato jest w réwnowadze pod dziataniem
sit P\,p2,...,Pn Sily te rownowazg sie zatem z reakcja R. Z wa-
runkéw réwnowagi wynika, ze zaréwno suma sit, jak i moment
wzgledem punktu O, sg réwne zeru czyli:

(1) R+ZPi--= 0,
(n 1'Momo?/—0.

W rdéwnaniu (1) nie wystepuje reakcja R, gdyz moment jej
wzgledem O (jako sity o poczatku O) jest zerem. Z réwnania (1)
mozemy wyznaczy¢ R. Mamy

@) R=-ZP,.

Réwnanie (1) stanowi warwiekkonieczny, jaki muszg spetniaé
sity dziatajace P\,Pi,...,P, w przypadku réwnowagi.
Dowiedziemy teraz, ze warunek (I) jest row-
niez warunkiem wystarczajacym réwnowagi.
Zatézmy, ze ukiad sit Pt, Pt,..., P, spetnia
réwnanie (1), czyli ze moment ukiadu tych
sit wzgledem O jest zerem. Wynika stad, ze
sity Pt, Pt,..., P,, majg wypadkowg P—EP,
0 poczagtku w O (str. 26). Ot6z sita P, zacze-
piona w O, nie moze poruszy¢ danego ciata, bedacego w spo-
czynku, gdyz punkt O jest nieruchomy. Uktad sit P\,P>,....P, (ro-
wnowazny sile P) jest zatem w réwnowadze.

A wiec: warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by ukiad
sit, dziatajgcych na ciato sztywne unieruchomione w jednym punkcie O,
byt w réwnowadze, jest, by momeni ogélny sit dziatajacych wzgledem
punktu O byt zerem (czyli aby uktad miat wypadkowa przechodzacg
przez O).
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Ciato o osi nieruchomej. Niech ciato sztywne ma unie-
ruchomiong pewng prostg 1 (wystarczy w tym celu np. unieruchomié
dwa punkty tej prostej). Ciato sztywne moze sie wowczas tylko
obracaé¢ okoto osi I. Mozemy przyjac¢, ze ciato jest swobodne i ze
w punktach potozonych na osi zaczepione sg sity reakoyjne, dzieki
ktéorym o$ jest nieruchoma.

Zatézmy, ze ciato jest w réwnowadze pod dziataniem sit {PY).
Zatem sity {P} rownowazg sie z sitami reakcyjnymi. Z warunkoéw
réwnowagi wynika, ze moment ogo6lny tych sit wzgledem osi | jest
réwny zeru. Poniewaz moment sit reakcyjnych wzgledem osi i, jako
sit 0 poczatkach potozonych na osi, jest zerem, wiec moment ogdéiny
sit {P,i wzgledem osi | jest zerem czyli

(I

W réwnaniu (I1) sity reakcyjne nie wystepujg. Réwnanie to
jest zatem warunkiem koniecznym, jaki musi spetnia¢ dany uktad
sit {?(), by ciato bylo w réwnowadze.

Udowodnimy teraz, ze warunek (I1) jest réwniez warunkiem
wystarczajgcym réwnowagi.

Zatézmy wiec, ze dowolny uktad sit Pi,..., P,
spetnia warunek (I1). Obierzmy dowolny punkt
O na osi I. Na mocy twierdzenia o redukcji
(str. 241), dany ukiad sit jest réwnowazny
uktadowi ztozonemu z dwoéch sit S i P, z ktd-
rych S ma poczatek w 0, Poniewaz moment
ogélny sit Pi.Pi,...,P, wzgledem | jest zerem,
wiec moment ogolny sit S i T wzgledem 1 jest
rowniez zerem. Z uwagi na to, ze Mom/$=0 (gdyz sita S zacze-
piona jest w punkcie O, potozonym na I), musi tez by¢ Mom? T —d.
Zatem sita T badz przecina |, badz jest réwnolegta do I

Wezmy pod uwage na osi i dowolny punkt 0’'A=0. Niechaj .4
bedzie poczatkiem sity T. Poniewaz sita T lezy w ptaszczyznie prze-
chodzacej przez +i .4, wiec mozemy roztozy¢ T na dwie sity P\i T3
o kierunkach OA i 0'A, a nastepnie przesung¢ ich punkty zaczepie-
niado O i O'. WykazaliSmy w ten sposéb, ze ukiad sit Pi,P2...,P,
rownowazny jest ukladowi sit, zaczepionych w punktach osi 1

Poniewaz jest oczywistym, ze sity zaczepione w punktach osi I,
unieruchomionej z zatozenia, nie poruszg ciata bedacego w spoczynku,
wiec dany ukiad sil dziatajgcych P\,Pz,...,P, jest w rownowadze.
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Zatem: ewarunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by ukiad
sit dziatajacych na ciato sztywne, majace 0§ nieruchoma, byt w réwno-
wadze, jest to, by moment ogoélny ukfadu sit wzgledem tej osi byt
zerem.

Uwaga. Niech JJ bedzie dowolng ptaszczyzng prostopadtg do
prostej i, a Ol punktem przebicia ptaszczyzny JJ osig I. Oznaczmy
przez P\, Pi,... rzuty na ptaszczyzne 77 sit dziatajgcych PVP2 ...
Z okreslenia momentu wzgledem osi (sfer. 237) wynika, ze moment
sity Pi wzgledem Oj réwna sie momentowi sity P, wzgledem |I. Zatem
moment ogdlny sit (P)) wzgledem punktu Ox rowny jest momentowi
ogblnemu sit {P,j wzgledem osi I

A wiec: warunkiem koniecznym i wystarczajgcym rownowagi
uktadu sit (P jest to, by moment ogolny sit (Pi) wzgledem Ox byt
zerem.

Warunek ten ma takag postaé, jak gdyby rzut ciata na ptasz-
czyzne Il miat punkt O, unieruchomiony i jak gdyby na rzut ciata
dziataly rzuty sit Pi,P»-'

Aby wiedzie¢, czy uklad sit dziatajgcych na ciato sztywne, ma-
jace o$ nieruchoma, jest w réwnowadze, wystarczy wiec znac¢ tylko
rzuty sit dziatajgcych na ptaszczyzne prostopadtg do osi i punkt
przeciecia osi z tg ptaszczyzna.

Ciato ptasko prowadzone. Niechaj ciato sztywne moze sie
porusza¢ tylko w ten sposéb, ze tor kazdego punktu jest plaski
i lezy w plaszczyznie réwnolegtej do pewnej

ptaszczyzny statej 77.

Moéwimy wowczas, ze cialo moze od-
bywac jedynie ruch plaski lub ze jest
ptasko prowadzone, a ptaszczyzne 77 nazy-
wamy ptaszczyzng kierownicza.

Przyktadem ciata ptasko prowadzonego
jest walec, ktérego podstawy lezg na
dwdch ptaszczyznach réwnolegtych 771 I1'.

Jezeli nie ma tarcia, to reakcje ptaszczyzn 77 i 77" sg do tych
ptaszczyzn prostopadtie.

Zatozymy ogolnie, ze ilekro¢ nie ma tarcia, reakcje, dzieki
ktorym oiato wykonywac¢ moze tylko ruch ptaski, sg prostopadie do
ptaszczyzny kierowniczej TI.
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Oczywistym jest zatem, ze ukiad sit prostopaditych do ptasz-
czyzny kierowniczej jest w réwnowadze, t. zn. ze sity prostopadie
do 77 nie moga poruszy¢ ciata ptasko prowadzonego, bedacego
w spoczynku.

Niechaj ciato ptasko prowadzone bedzie w réwnowadze pod
dziataniem ukiadu sit P12 ... Sity dziatajgce réwnowazg sie wiec
z reakcjami czyli tworza, uktad réwnowazny zeru. Wynika
stad, ze rzuty sit Pj,Ps,... i reakcyj BUR2... na ptaszczyzne Kie-
rowniczg 77 tworza réwniez uktad réwnowazny zeru. Poniewaz rzuty
reakcyj sg zerami (gdyz reakcje sg prostopadte do /7), wiec same
rzuty PUP2... sit PvK na ptaszczyzne kierowniczg tez tworzg
ukiad réwnowazny zeru.

Niech O bedzie dowolnym punktem ptaszczyzny 77. Jezeli sity
Pj,Ps,... s wr rbwnowadze, otrzymamy:

3) £P\—0, rMomoPZ = 0.

Warunek (3) jest wiec warunkiem koniecznym roéwnowagi
uktadu sit 7*i,Pj,... Udowodnimy, ze jest on réwniez warunkiem
dostatecznym.

Zatézmy w tym celu, ze ukiad sit PvPa... spetnia rownania (3).
Na mocy twierdzenia o redukcji uktad ten jest rownowazny ukia-
dowi ztozonemu z sity P=27P, i pewnej pary U,—77. Oznaczmy
przez P', Ui —U' rzuty tych sit na ptaszczyzne 77. Na mocy (3)
otrzymamy:

P'= 0, Mom (U', —77)—O.

Zatem P jest prostopadie do 77; para zas 77,—U lezy w ptasz-
czyznie prostopadtej do 77. Mozemy wiec pare U,—U obréci¢ w jej
ptaszczyznie (nie zmieniajac momentu) tak, aby w nowym poto-
zeniu obie sity byty prostopadte do 77. Oznaczajac przez F,—V
nowg pare réwnowazng dawnej, widzimy, ze ukiad sit
rownowazny jest ukiadowi sit P, F i —F, prostopadtych do 77.
Wynika stad, ze ukiad Pj,P2... jest w rownowadze.

A wiec: warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by ukiad
sil dziatajacych na ciato sztywne plasko prowadzone byt w réwno-
wadze, jest by rzuty tych sit na plaszczyzne kierownicza tworzyly uktad
réwnowazny zeru.

Aby wiec zbada¢, czy ukiad sit dziatajgcych na ciato ptasko
prowadzone jest w rownowadze, wystarczy zna¢ tylko rzuty sit
dziatajacych na ptaszczyzne kierownicza.
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Przyktad 1. Dzwignia. Belke majgca unieruchomiong o$
poziomg, do niej prostopadig, nazywamy diwiynta.

Zaktadamy, ze sity dziatlajace na dzwignie kzg w jednej ptasz-
czyznie 11, prostopadtej do osi obrotu i przechodzacej przez Srodek
ciezkosci.

Oznaczmy przez QVQ2... sity dziatajagce na belke, zaczepione
w punktach przez Q ciezar belki, zaczepiony w jej sSrodku
ciezkosci S, przez Qv Qt,...,Q wartosci bezwzgledne, a przez sfo'/re*e>?
ramiona tych sit wzgledem punktu przebicia O ptaszczyzny Tl osig
obrotu (rys, 1).

Moment ukiadu sit QVQS...,Q wzgledem osi obrotu jest w tym
przypadku réowny momentowi tego uktadu wzgledem O, Sity dzia-
tajace bedg zatem w réwnowadze, jezeli suma ich momentéw wzgle-
dem O bedzie zerem. Warunek réwnowagi mozemy wiec napisaé
w postaci

() + Qyh+ + Q<t~h)

gdzie znaki -f i — przyjmujemy wedtug reguty podanej na str. 238,

Zatézmy, ze Srodek ciezkosci lezy pod osig obrotu, gdy belka
ma potozenie poziome. Wynika stad oczywiscie, ze dla belki, na
ktéra nie dziataja zadne sity (oprocz ciezkosci), potozenie poziome
jest potozeniem réwnowagi. Zalézmy ponadto, ze sity dzialajace
majg kierunek pionowy (rys. 2).

Niech poznacza kat, jaki belka tworzy z poziomem. Poniewaz
OS jest prostopadto do belki, wiec OS tworzy z pionem réwniez
kat @ Mamy zatem:

gr=0AXxcos p, O~ 0A3cos p, Coe g—OS sin pf
skad przez podstawienie w (4)

(xQ, OA1+Qi OAix ..)cosp+xQ-0OS sine>=0,
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czyli, dzielac przez cosy,
(5) i QiI'OAX ...+ Q08tg(—o0.

Znajac sity Q,Qi,...,Q, mozemy obliczy¢é z réwnania (5)
kat tp, jaki belka tworzy z poziomem w potozeniu réwnowagi.

W szczegdlnosci, gdy na belke dziatajg tylko dwie sity Qli Qt.
skierowane w ddét i uczepione po przeciwnych stronach belki (jak na
rys. 3, str. 278), otrzymamy z (5) —€”~OA+¢”~0OBQ OS tg<p=0
czyli

(«) tgf = (<frob- g,-oa)/qms:

Jezeli (t. j. jezeli belka jest wr rownowadze w potozeniu
poziomym), otrzymamy
Ql OA= QaOB.

W szczeg6lnosci wiec, jezeli OA —OB, to Qr-=Qt.
Na tej zasadzie polega przyrzad zwany waga, stuzacy do po-
rownywania ciezar6w' dwoch ciatl, a posrednio ich mas.

Przyktad. 2. Cialo sztywne, majgce oS |
unieruchomiong, jest w réwnowadze pod dzia-
taniem sit Pi,Pt,...,P,, 0 punktach zaczepienia
Al At, Podaé¢ warunki konieczne i do-
stateczne, jakie muszg spetnia¢ te sity, by ciato
pozostawato nadal w réwnowadze, jezeli obro-
cimy je okoto osi / o dowolny kat a, nie zmie-
niajgc przy tym kierunkéw, zwrotow', wielkosci,
ani punktéw zaczepienia (w ciele) tych sit.

Przyjmijmy o8 | za o$ z ukladu wspoétrzednych i oznaczmy
przez xuyl,sv xi,yi.z2 ... wspotrzedne punktéw zaczepienia A ,A2 ...,
a przez xiy\z\, xty'i,Zi, ... wspoétrzedne punktéw AyAs,..., w ktore
przeszty punkty przy obrocie ciata o kat a wokoto osi I.
Niech Bi i Bi bedg rzutami punktéw di i A\ na ptaszczyzne xy,
a (p katem miedzy OB a osig ic. Kladgc n—OBi~OBi, mamy:

) xl—ri cos @ y,—r, sin f,

(8) X[ = r,cos (y+ a), y[ = rtsin (e>-fa), A= z].
Zatem X[ —rtcose> cos« —n siny sina, skad na mocy (™

9) X\ = a?%Cos« —yi sina i podobnie  Y\= i/icosa+ o”sina.

Analogiczne wzory otrzymamy dla pozostatych punktéw A[, As,...
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Poniewaz po obrocie o kat « ciato ma zachowa¢ réwnowage,
wiec moment sit wzgledem osi z musi byé zerem czyli

P(Pivy--Piv*)=0.

Podstawiajgc zamiast Xhy, wyrazenia ze wzordéw (9), otrzymamy
(10) cos« Z(PixU-P ~ ) +.sinaZ[Pixx{+ Pi,J/i)—O.

Poniewaz réwnowaga zachodzi dla a=0, wiec wstawiajgc a=0
do wzoru (10), otrzymamy

dl) Z(Pixyi-P uAi)™O.
Z (10) mamy dla a=7t/2
12 Z(puxi+ piulli)=0.

Na odwrot, jezeli zachodzg warunki (11) i (12). to zachodzi
oczywiscie warunek (10) dla kazdego a. Réwnania (11) i (12) sa
wiec szukanymi warunkami koniecznymi i wystarczajgcymi.

Wyznaczanie reakcyj dziatajacych na 0§ nieruchomag.
Niech ciato sztywne ma prostg | unieruchomiong wr dwoch punktach
O i O'. Mozemy wobwczas przyjac¢, ze sity reakcyjne zaczepione sg
w punktach O i O.

Zatozmy, ze ukitad (P,j sitdziatajgcych na ciato jest w rownowadze.
2 Niech punkt O bedzie poczatkiem ukiadu wspét-

rzednych, a o$ | osig «-6w. Oznaczmy przez X,, yi}zt

wspotrzedne punktéw zaczepienia sit (P,), przez

oAj L, R i N reakcje w punktach O i O a przez d
A, diugosé odcinka 00°.

Poniewaz uktad sit {P\J wraz z reakcjami R i N jest w réwno-
wadze, wiec tworzac rzuty sumy i momentu ogdlnego wzgledem O
na osie ukitadu wspotrzednych, otrzymamy sze$¢ réwnan:

0

a

(D Zpix+ Rx+ —0>
() ZPiu+Ry+ Ny= 0,
() ZPir+ Rg+ Ng= 0.
(1v) ij©i Pii) 4"Uyd—
(V) Z(Pixx{ —Pixda)—Nxd= 0

(V1) £(pi,yt-iVi)==°-
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Z rownan (IV) i (v) mozemy wyznaczy¢ Nx i N,. Nastepnie
wyznaczamy Rx i Ry z réwnan (i) i (li). Wreszcie obliczamy Rz+N't
z réwnania (I11).

Widzimy wiec, ze réwnania powyzsze nie pozwalajg wyznaczy¢
reakcji. Niewiadomych jest wprawdzie szes¢ (Rx, R,,, Rz i Nx, Xu, N2),
t. j. tyle ile réwnan, wystepuja one jednak tylko w pieciu rowna-
niach. Réwnanie (vi) wyraza warunek réwnowagi sit dziatajgcych.
Z réwnan (1)-(v) mozemy wyznaczy¢ tylko sktadowe reakcji, prosto-
padte do osi I, i sume skiadowych réwnolegtych do osi I.

Zadania, w ktorych sity reakcyjne nie daja sie wyznaczyé
z warunkéw réwnowagi, nazywamy statycznie niewyznaczalnymi.

A wiec obliczenie reakcyj ciata sztywnego, unieruchomionego
w dwoéch punktach jest statycznie niewyznaczalne.

Jezeli zatozymy, ze dane ciato nie jest cialem sztywnym, lecz
cialtem mogacym ulega¢ znieksztatceniom, to opie-
rajac sie na teorii sprezystosci, moglibysmy sity re-
akcyjne obliczyc¢.

. : L . -N
Zadanie nasze mozemy uczyni¢ statycznie wy-
znaczalnym, przyjmujac, ze punkt O' jest unieru-

chomiony w t. zw. tozysku szyjnym bez tarcia. 5

Reakcja N jest wtedy prostopadta do osi I.
Mamy w tym przypadku Nj—O0, mozemy wiec wy- O
znaczy¢ Rz z réwnania (iii).

Przyktad 3. Piyta ciezka prostokgtna ma o$ poziomag | unie-
ruchomiong w punktach Oi O’ (fozysko szyjne). Srodek boku réwno-
legtego do osi jest punktem zaczepienia sity P prostopadtej do
ptyty. Dane sa: ciezar Q o poczatku w $rodku S prostokata, boki

prostokata ai b oraz dtugos¢ d—OQ'. Wyznaczy¢
w potozeniu réwnowagi reakcje R i N (w O
i O') oraz kat 1 jaki ptyta tworzy z poziomem.

Niech O bedzie poczatkiem, a oS | osig z
uktadu wspotrzednych; nadajmy osi x kierunek
poziomy, a osi y kierunek pionowy ku gdrze.
Bedziemy mogli zastosowac¢ réwnania (I)-(vi),
str. 280.

Punkt S ma wspdtrzedne Nacosy, jctsinip, \  punkt A za$
acos@ asing \b. Mamy:
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Qx=-0, Q,=*—Q, (¢i=0, gdzie Q=\Q\i
Px~—P sinqq Pt= P cos & P2—0, gdzie P~\P\.
Z uwagi, ze N .~ 0, dostaniemy na mocy wzorow (1)-(V1), str. 280:

—P sin ipi-Rx+2fx~*0, P co» (p—Q+Rg"\-NB=>Q, Rz—O,
AbPeostp~-!1fQb-\-R,id=0, jbPsing—Nxd—0, —Pa+liQ acos<p=0.

Z ostatniego réwnania otrzymujemy cos = 2P/Q, a z pozo-
statych réwnahn wyznaczamy Ry, Ru i Nx, M. Mamy Rz—Nz—O0.

Oczywiscie réwnowaga jest mozliwa, jezeli 2P/<?<.1, t.j.
jezeli PSiQ 2.

112. Réwnowaga dal ciezkich podpartych. Jezeli ciato
sztywne, na ktdre nie dziatajg zadne sity procz sity ciezkosci, opiera
sie na ptaszczyznie poziomej I1i jest w rownowadze, to sity reakcyjne
z jakimi ptaszczyzna dziata na ciato (w punktach podparcia) réwno-
wazg sie z silanu ciezkosci.

Zalézmy, ze ptaszczyzna podpierajgca Tl jest gltadka. Reakcje
sg wtedy prostopadie do ptaszczyzny; maja wiec wypadkowag F,
zaczepiong w pewnym punkcie O ptaszczyzny Il. Punkt O nazwa-
lismy Srodkiemmcisnien (str. 284). Sity ciezkosci dzialajace na dane
cialo sztywne maja wypadkowa Q, zaczepiong w, srodku ciezkosci S.

Gdy ciato jest w réwnowadze, sity F i Q
rbwnowazg sie nawzajem. Zatem 7'-}-$-=0,
a ponadto F i Q tezg na jednej prostej. Wobec
tego Srodek cisnien lezy w punkcie prze-
ciecia sie kierunku sity Q z plaszczyzng i?.
Srodek cisnien O jest wiec rzutem $rodka ciez-
kosci $ na plaszczyzne podpierajacg 77.

Jezeli ciato opiera sie na plaszczyznie 77 tylko w jednym
punkcie O i jest w rownowadze, to reakcja zaczepiona jest w O.
Zatem $rodek ciezkosci lezy woéwczas nad punktem oparcia.

Niech teraz ciato opiera sie na plaszczyznie 77 w punktach
AVAV... i niech C bedzie dowolng linig zamknieta wypukig, ota-
czajgcg wszystkie punkty oparcia Au .42 .... Udowodnimy, ze wowczas
Srodek cisnien O lezy réwniez badz wewnatrz, badz na samej linii O.

Przypusémy bowiem, ze Srodek .cisnien lezy zewnatrz linii C
W punkcie O. Poprowadzmy dowolng prostg | w plaszczyznie 77,
tak by punkt O' i linia C lezaty po przeciwnych stronach prostej I.
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Momenty sit reakcyjnych wzgledem prostej 1 bytyby wiec skiero-
wane przeciwnie niz moment sity F. Jest to jednak niemozliwe,
gdyz moment og6lny sit reakcyjnych jest rowny momentowi sity’ F.
Istotnie wiec $rodek cisnien musi leze¢ wewnagtrz obwodu wypu-
ktego C, Jezeli K jest najmniejsza linig wypuklg (na rysunku ta-
mana AMA™AMA,,), w obrebie ktorej lezg punkty oparcia *), to Sro-
dek cisnien lezy takze w obrebie tej linii. Poniewaz zatozylismy,
ze ciato jest w rownowadze, wiec kierunek sity ciezkosci przechodzi
przez Srodek cisnien, trafia zatem rowniez w obreb linii K.

Udowodnimy teraz, ze jezeli ciezar trafia w2 obreb linii K, to
wystapig reakcje, ktére zréwnowazg ciezar.

Rozpatrzymy dwa przypadki:

® Olato podparte jest w dwdch punktach A i B.
W tym przypadku liniag K jest odcinek AB. Jezeli kierunek sity
ciezkosci przechodzi przez punkt O odcinka AB, to istniejg dwie
sity reakcyjne Ml i Mt o poczatkach w A i B, skierowane pionowo
w goére. Sity te mozna wyznaczy¢ graficznie jak na sir. 257, lub ra-
chunkowo jak w przyktadzie 4, str. 267. Wynika stagd na mocy za-
sady podanej na str. 263, ze reakcje zréwnowazg ciezar.

2“ Cialo podparte jest w n>2 punktach. Jezeli punkty
te leza na jednej prostej, to oznaczajgc przez A i li skrajne punkty
oparcia, mozemy postgpi¢ jak w przypadku 1°. Przypusémy wiec,
ze punkty oparcia nie lezg wszystkie na jednej prostej, .lezeli sita
ciezkosci trafia w obreb linii K w punkcie O, to mozemy znalez¢
takie trzy punkty oparcia, ze punkt O leze¢ bedzie w obrebie
trojkata, ktorego punkty te sg wierzchotkami (punkty JL,d3 A, na
rysunku). Jak wykazemy za chwile (str. 284, przykiad 4), mozna
wowczas wyznaczyC¢ reakcje, zaczepione w wierzchotkach tego trdj-
kata i rownowazgce site ciezkosci.

Mamy wiec twierdzenie nastepujgce:

<Jezeli ciezkie ciato sztywne opiera sie na ptaszczyznie poziomej
gtadkiej, to warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby reakcje
ptaszczyzny mogly zréwnowazy¢ ciezar ciata jest, by sita ciezkosci tra-
fiata w obreb najmniejszej linii wypuktej K, obejmujacej wszystkie
punkty oparcia.

'Y W geometrii dowodzi sie, ze linia taka zawsze istnieje i miesci sie we-
wnatrz kazdej linii wypukitej, obejmujgcej punkty oparcia.
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Ogoélniej: niech ciato sztywne opiera sie na powierzchni po-
ziomej gtadkiej i niech oprécz sity ciezkosci dziatajg na nie inne
jeszcze sity. Jezeli ciato jest w rdwnowadze, to wypadkowa reakcyj F
réownowazy sity dzialajace. Wynika stad, ze sity dziatajgce na ciato
majg wypadkowa pionowg —F, ktdrej kierunek przechodzi przez
Srodek cisnien O, a wiec trafia w obreb linii K. Na odwrot, jezeli
sity dziatajgce maja wypadkowag pionowa, skierowang w dot i tra-
fiajacg w obreb linii K, to wystgpia reakcje, réwnowazgce sity
dziatajace na ciato. Dowdd przeprowadza sie jak poprzednio.

Przyktad 4. Stotek o trzech nogach opiera sie na podtodze 11
Wyznaczyt: reakcje w punktach oparcia AVA3A3 przy zatozeniu,
ze nie ma tarcia.

Oznaczmy przez 8 S$rodek ciezkosci stotka, przez S' rzut S
na n, przez Q ciezar stotka, a przez R1LRt,R3 reakcje (rys. 1).

Zadanie rozwigzemy najprosciej, obliczajagc momenty og6lne
sit wzgledem prostych A1A3 AaA3 A3A3 oczywiscie momenty te
sg zerami.

Niech h3 oznacza odlegtos¢ A3 od AIlAt,
a w3 odlegtos¢ S' od A3Aa Tworzac moment
wzgledem osi AUA3 otrzymamy:

h3—Qw3= 0, gdzie K3= JAl i Q=\Q\
gdyz momenty sit Rl i Rasa zerami. Zatem
i R-3~Qw»lh3-
Analogicznie otrzymamy:
Fi= Qwj Ihx i R3—Qw3/h3

Przyktad 5. Niech ciato sztywne spoczywa na ptaszczyznie
poziomej Il na n punktach oparcia A\Ai,...,A,. Przyjmijmy pta-

szczyzne |11 za plaszczyzne xy uktadu wspétrzednych (x,y,z)
i oznaczmy przez x1yl,0, xa yao, ..., X,, ¥, 0 wspdtrzedne punktdéw
oparcia A\,Az,A,, zas$ przez xity0z0

wspotrzedne Srodka ciezkosci 8 (rys. 2).
Niechaj Si,Mi,...,R, oznaczajg reakcje,
Q ciezar, za$ Ri,Ri,-..,R, i Q wartosci bez-
wzgledne tych sit.
Tworzac rzuty na osie ukiadu wspét-
rzednych, otrzymamy dla rzutu na o$ z

(13) Ri -¢- Ri -j-. + Rn—Q~§- 2
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Pozostate dwa rownania odpadajg, gdyz dajg tozsamosciowe O.

Tworzac nastepnie momenty wzgledem poczatku uktadu wspoét-
rzednych, otrzymamy tylko dwa réwnania:

a4) -ijft-Ay,-... HQy0=0, xx+ Rrr2+ ...—Qxa= 0,

gdyz moment sit wzgledem osi z jest zerem.

Mamy wobec tego trzy tylko réwnania dla wyznaczenia reakcyj.
Jezeli wiec n>3, to reakcyj nie bedziemy mogli wyznaczyé. Za-
danie wyznaczenia reakcyj w przypadku np. stotu opierajgcego sie
na czterech nogach jest wiec statycznie niewyznaczalnym (p. str. 281).

Jezeli natomiast ciato podparte w n>3 punktach nie jest
sztywne, to reakcje mozna wyznaczy¢, opierajac sie na teorii spre-
zystosci. Okazemy to na przykiadzie nastepnym.

Przyktad O. St6t prostokagtny opiera sie na czterech nogach
w punktach Av AaA3Ai ptaszczyzny poziomej gtadkiej /7.

Oznaczmy przez RvS%R3Rt reakcje, przez Q ciezar, a przez
Rv Rt,R3 Rt,Q wartosci bezwzgledne tych sit. Zatézmy, ze punkty
ANANANAL sg wierzchotkami prostokata i potézmy:

(15) AiAa=A3Aa~ Ai Aa—A3A3—b.

Przyjmijmy ,4, za poczatek ukiadu wspdtrzednych, a proste
AlAsi AlAi za osie x i y, nadajgc osi z zwrot ku gorze. Oznaczmy
WrTeszcie przez x0,yuz0 wspoétrzedne srodka i
ciezkosci S ptyty danego stotu.

Tworzac rzuty sit na osie uktadu
wspoétrzednych, oraz momenty sit wzgledem
tych osi, otrzymamy (por. réwnania (13)

i (14) przyktadu 5):

(16) Ri+ R3+ R3+ R4-Q =0,
(17) ~(R3+Rt)b+Qy0M), (R3+R3)a—Qx0-0.

Z réwnan tych wyznaczy¢ reakcyj nie mozna.

Zaldézmy jednak, ze ptyta stotu i plaszczyzna 77 (na ktdrej
opierajg sie nogi stotu) sg sztywne, natomiast, ze nogi stotu sztywne

nie sa, lecz ulegaja Seisnieniu, i ze reakcje sg proporcjonalne (co
do wielkosci) do skrocenia poszczegolnych ndg.



286 ROZDZIAL VI. Statyka ciatu sztywnego.

Jezeli wiec przez | oznaczymy pierwotng diugos¢ nég, zas
przez ich diugosci po (cisnieniu, to skrocenia wyniosg
I—*, 1—Z], I-—»3 I~zt, skad w mysl zatozenia:

(18) ft,—tn{l—z,), Rt=m{i--zg), [?3—»»(/--23), RA-m{l—z4),
gdzie w jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci.

Réwnania (16), (17) i (18) stanowig ukiad siedmiu réwnan
0 oémiu niewiadomych /2,,/7*, tf,,//4i z,,%,z3z4 Osme réwnanie otrzy-
mamy, wyrazajgc, ze punkty Bv BaB3Bt, w ktorych pityta stotu
opiera sie na nogach, lezg w jednej ptaszczyznie; zatozyliSmy ho
wiem, ze ptyta stolu jest sztywna.

Punkty BvBs,B3iBi maja wspotrzedne 0,0,s, a,0,2s, «,6,%
10,6,z4 Jak wiadomo z geometrii analitycznej, warunek by punkty
te lezaly w jednej ptaszczyznie, wyraza sie wzorem

0,0,2,1
a,0,zt,1 q
«, b,z3 1
0,b,ztt 1

Obliczajac wyznacznik, otrzymamy:
(29) zt—zs+ z3—z4= 0.

Z rownan (16)-(19) mozemy juz wyznaczy¢ niewiadome re-
akcje. Otrzymamy:

(20)

(21) i«{l+*(?-?)]’

Na to, by wzory (21) dawatly na R,,.... R4 wartosci nioujemne,
muszg zachodzi¢ zwigzki nastepujgce:
Diwvg 3 VARV R
la—b "2
Wynika stad, ze rzut $rodka cigezkosci na ptaszczyzne pozioma,
t. j. punkt S'(x0,y3Q), musi leze¢ w obrebie réwnolegtoboku WFGH,
ktérego wierzchotki sg srodkami bokéw prostokgta AlAtA3AI.

(22)
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Przypus¢my, ze punkt 8' wypada w obrebie trojkata AXEH
(poza bokiem KU). Woéwczas bytoby
Dt & <1 i
arESY czyli
skad na mocy (20) zt>Il; znaczy to, ze noga AZ2Bt sie wydluzyia,
co oczywiscie niemozliwe.
Musimy zatem przyjaé, ze stot opiera sie tylko na trzech nogach,
mianowicie w punktach AvAt,At. Kladac i?r- 0, otrzymamy wiec
z rownan (17):

lig—QyoiNi Kg~QXfjal
z réwnania za$ (16)

Przyktad 7. Walec ciezki opiera sie na ptaszczyznie pozio-
mej gtadkiej. Na walec dziata para sit P i ~P lezgcych w ptasz-
czyznie pionowej, przechodzacej przez Srodek
ciezkosci S. Jaka moze by¢ maksymalna wiel-
kos¢ momentu pary, gdy walec jest w réwno-
wadze?

Oznaczmy przez M moment pary, przez Q
ciezar walca, przez F wypadkowa sit reakcyj-
nych, zaczepiong w O, a przez r promienh
podstawy walca.

Jezeli walec jest w réwnowadze, to suma sit jest zerem, wiec
F+Q=0czyli F - Q.

Zaktadajac, ze S lezy na osi walca i kladgc d—*40, dostaniemy
z obliczenia momentu wzgledem .4:

iJij+ plr— PId= 0.
Poniewaz, j0) —\F\ wiec
VvV 1Sj= $<d—),
gdzie (J—|4$i. Poniewaz maksymalng wartoscia d jest d~ 2r, wiec
maksymalng wartoscig \W\ jest Qr.
Jezeli wiec \M\>Qr, réwnowaga jest niemozliwa. Jezeli za$
\tt\<Qr, to, jak tatwo stwierdzi¢, wypadkowa sit Q, P i P jest

rowna Q i trafia ptaszczyzne pozioma w obrebie podstawy waha.
Walec moze wiec pozostawa¢ w réwnowadze.
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§ 13. Sity wewnetrzne. Przeprowadzmy przez dowolny
punkt O osi .obranej w danym ciele sztywnym, np. w belce, pta-
szczyzne 77, prostopadlg do tej osi. Plaszczyzna podzieli ciatlo na
dwie czesci 1 i TI. Zatézmy, ze ciato poddane jest dziataniu pewnych
sit i ze jest w rownowadze. W wielu zagadnieniach mechaniki tech-
nicznej dogodnym jest rozpatrywaé czesci | i Il tak, jak gdyby
tworzyty odrebne ciata sztywne, stykajgce sie wzdtuz ptaszczyzny
przekroju 77.

Z takiego ujecia wynika, ze czes¢ Il dziala na czes¢ 1 z pe-
wnymi sitami. Sity te nazywamy napieciami.

Przyjmujgc punkt O za Srodek redukcji, mozemy zastgpic
napiecia przez jedng site R o poczatku O i pare sit o mo-
mencie M.

Sktadowg OA sity R, prostopadig do przekroju, nazywamy
Sciskaniem wypadkowym lub rozcigganiem w O, zaleznie od tego,
czy skiadowa jest skierowana do wewnatrz, czy na zewnatrz czesci 1.

Skladowa- OB sity R, styczng do przekroju, nazywamy sitg
wypadkowa zginajgca tub Scinajacg w O.

Sktadowg OC momentu M, prostopadta do ptaszczyzny prze-
kroju 77. nazywamy momentem skrecajgcym w O, skiadowg za$s OB
styczng do powierzchni momentem zginajgcym w 0.

Moment skrecajacy mozemy uwazac za
moment pewnej pary sit, lezacych w pla-
szczyznie przekroju, za$ moment zginajacy
za moment pary sit, lezagcych w ptaszczyznie
stycznej do osi w punkcie O. Dziatanie tych
par, z ktérych pierwsza stara sie ciato skrecic,
a druga zgigé¢, ttumaczg nam nazwy mo-
mentow.

Jezeli ciato jest w rownowadze, to sity zewnetrzne dziatajgce
na cze$¢ | rébwnowazg sie z napieciami. Zatem —fo i—M réwnajg
sie odpowiednio sumie i momentowi ogdlnemu wigledem O sit
zewnetrznych dziatajgcych na cze$¢ I. Znajac sitv zewnetrzne, mo-
zemy wiec wyznaczy¢ R i M.

Znajomosé sity R i momentu M ma wielkie znaczenie w nauce
o wytrzymatosci. Na ogdét wytrzymatos$é ciata jest tym bardziej za-
grozona, im R i M sg wieksze.

Napiecia, z jakimi cze$¢ 1 dziata na 11, dajq sie zastgpi¢ w mysl
prawa akcji i reakcji sumg —R o poczatku O i parg 0 momencie —M.
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Przyktad 1. Belka podparta w punktach A i B obcigzona
jest sitami Pv Pt,...,Pi skierowanymi pionowo w dot i zaczepionymi
w odlegtosciach x1,x3,...,x5 0d A (str. 257, rys. 1). Zakladajac, ze
podpory sag gtadkie, otrzymamy (por. wzory (13) i (14), str. 267);

Ri={P IX1¥Pix3\...A-PAId, RI—[Px(d x1)-{-.-\-Pi (d—xs)}/d,

gdzie AB=d, a P, R1i R3 oznaczajg wartosci bezwzgledne sit
i reakcyj.

Utwdrzmy przekréj belki ptaszczyzng prostopadta do osi
w punkcie G, odlegtym o x od A. Oznaczmy przez R sume, a przez
M moment wzgledem G napie¢ czesci GB na czes¢ AG. Przyj-
mujac, ze przekréj wypada miedzy sitg P3 a P4 otrzymamy:

—P=PL+PLfPH*P3 —¥=MomcP]J+MomcP+MomcP+-fMomcP3

Nadajgc osi y kierunek pionowy ze zwrotem Kku gorze,
otrzymamy:

R,=Ri—Px—P2—P3 M =XR I—(X—x1)P I—(x—xt) Pt—(x—x3) P 3.

Poniewaz R i M lezg w ptaszczyznie przekroju, wiec R jest
silg zginajacg, M za$ momentem zgiecia. Sita Sciskajgca (lub roz-
ciggajgca) i moment skrecajacy sg zerami. Site R i moment M
mozemy roéwniez wyznaczy¢ przy pomocy wieloboku sznurowego
jak na str. 257 i 258.

Przyktad 2. Belka, wmurowana jak na rysunku, obcigzona
jest w A sitg P. Utworzmy przekroj belki przez
punkt Gi oznaczmy przez R sume, a przez M
moment wzgledem G napie¢ czesci lewej na
prawg. Mamy zatem:

—R =P, —M —MomcP.
AB
Czes¢ prawa dziata wiec na cze$¢ lewg (wmuroyrana) napie-
ciami o sumie —P i momencie —M. Beakcje muru, rownowazgce
te napiecig,*majg. tedy sume R——P i moment M= —MomcP.

S. Banach. Mechanika. j«
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I1l. Uktady ciat

§ 14. Warunki réwnowagi. Warunkiem koniecznym i wy-
starczajagcym roéwnowagi uktadu ciat sztywnych (swobodnych lub
nie) jest, by kazde ciato uktadu byto w réwnowadze. Wynika stad,
ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym réwnowagi ukiadu ciat
sztywnych jest, by dla kazdego ciata z osobna sity dziatajace na to ciato
rownowazyly sie z reakcjami.

Sity, z jakimi dwa ciata ukladu dzialajg na siebie, nazywamy
sitami wewnetrznymi uktadu. Pozostate sity nazywamy zewnetrznymi.

Jezeli np. dwa ciata ukitadu stykajg sie z sobg, to reakcje w pun-
ktach zetkniecia sg sitami wewnetrznymi. Natomiast te sity dzia-
tajace i reakcje, ktére pochodzg od ciat nie nalezacych do ukiadu
(np. od podpdr), sg sitami zewnetrznymi.

Sity wewnetrzne wystepuja parami i podlegajg prawu akcji
i reakcji, zatem suma i moment ogélny sit wewnetrznych jest zerem.

Jezeli uktad ciat jest w rownowadze, to dla kazdego ciata sity
zewnetrzne, dziatajgce na to ciato, rdwnowazg sie z sitami wewnetrz-
nymi. Wynika stad, ze sity zewnetrzne, dziatlajgce na caty ukiad,
rownowazg sie z sitami wewnetrznymi uktadu. Poniewaz (jak wyzej
wspomnieliSmy) sity wewnetrzne majg sume i moment ogélny réwne
zeru, wiec jezeli ukiad ciat sztywnych jest w réwnowadze, to suma
i moment ogolny sil zewnetrznych sg zerami.

Warunek ten jest tylko koniecznym, ale nie wystarczajg-
cym do réwnowagi ukitadu ciat sztywnych.

Kazda czes¢ uktadu ciat sztywnych, bedgcego w réwnowadze,
jest oczywiscie sama w réwnowadze. Sitami zewnetrznymi wzgledem
pewnej czesci ukiadu sa:

a) te sity zewnetrzne catego ukladu, ktore dziatajg na dang
jego czesé,
b) reakcje, wywierane na te czes¢ przez pozostate ciata ukiadu.

Wynika stad, ze warunkiem koniecznym i wystarczajgcym réwno-
wagi ukladu ciat sztywnych jest, by sity zewnetrzne, dziatajgce na
jakakolwiek czes¢ uktadu, réwnowazyly sie z reakcjami, wywieranymi
na te cze$¢ przez pozostate ciata ukiadu.

Mozemy bowiem obra¢ za czesSci ukladu poszczeg6lne ciata
ukiadu.
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Przyktad. Dwa prety ciezkie AC i BC, lezgce w plaszczyznie
pionowej i stykajgce sie w punkcie C, opierajg sie w A i B o Sciany
pionowe, zas w C o Sciane poziomg. Dane sg
ciezary pretéw Qt i Q2 zaczepione w Srodkach
ciezkosci, oraz dtugosci 11= AC, It—BC,
ax= SxC, a2= S2C i odlegto$¢ d Scian piono-
wych od siebie. Wyznaczy¢ w potozeniu réwno-
wagi katy ax i a2 jakie prety tworzg z pozio-
mem, przy zatozeniu, ze nie ma tarcia.

Oznaczmy: przez Nxi N2reakcje Scian pio-
nowych (reakcje te majg wiec kierunek pozio-
my), przez Rx i R2 reakcje $ciany poziomej
(majgce wiec kierunek pionowy), wreszcie przez T site, z jakg pret
CB dziata na pret AC w punkcie C. Na mocy prawa akcji i reakcji
pret AC dziata wéwczas na pret CB z silg —T. O Kierunku sity T
nie mozemy nic z géry powiedziec.

Obierzmy osie x i z w plaszczyznie pretéw, nadajac osi x Kkie-
runek poziomy, za$ osi z kierunek pionowy w gore. Gdy pret AC
jest w rownowadze, sity dziatajace na ten pret rownowazg sie. Two-

rzac zatem ich rzuty na osie x, z i obliczajgc moment wzgledem C,
otrzymamy:

1) Nx+ Tx=0, — £ Bi+ Ty= 0,
(2) Ixsin — dkcos =0,

gdzie Nv Rxi Qx oznaczajg wartosci bezwzgledne odpowiednich sit.
Podobnie dla preta CB dostaniemy:

3) -N-i —Tx= 0, —Qi-\-Rz—Ty—Q
(4) , —Ntij sin o, + Q2a2cos a*= 0.

Z réwnan (2) i (4) mamy:

(5) #1=--&«! ctg aj/?!, Nt= Q2a2ctg a2/12
z pierwszych za$ réwnan (1) i (3) NXN2 skad na mocy (5)
(6) . x<hctgal/ll= Q2ctgaill/is.
Ponadto, jak wida¢ z rysunku,
@ Ix cos ax+ 12cos d2= d.

Z réwnan (6) i (?) mozemy wyznaczy¢ katy a, i a,.
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Uwaga. Z réwnan (1)-(4) nie mozemy wyznaczy¢ st Rv i T.
Mozemy natomiast otrzymac site T'=Rx\-Ti T"~Rt—T. Sg to wy-
padkowe reakcyj, dziatajgcych w C na prety. Dostaniemy:

Tx= Tx——NIt T,= RI+ T,=Qx
Tx= -T x= Ni, T,=i2—T,= Q>

§ 15. Uktady pretéw. Jezeli na pret sztywny dziataja dwie
sity, zaczepione w jego koncach A i B, i pret jest w réwnowadze,
to sity te (z uwagi na to, ze ich suma i moment og6lny réwnajag
sie zeru) dzialajg wzdtuz preta, sg rowne co do wielkosci i skiero-
wane przeciwnie. Oznaczmy te sity przez P i —P.

P i c B -P P i C B -p
c -p p. i C -p
1 2.

Napiecia w pretach. Przetnijmy pret w jakims$ punkcie G
i usunmy prawg jego cze$¢ GB (rys. 1). Aby teraz lewa czes¢ preta
pozostata w roéwnowadze, nalezatoby dotaczy¢ site —P o poczatku
w G. Mozemy zatem przyja¢, ze czes¢ prawa GB oddziatywa na
czes¢ lewg AG z silg —P. Site te nazywamy napieciem preta.

Gdy sity P i —P skierowane sg ku sobie, napiecie nazywamy
Sciskaniem (rys. 1), w przeciwnym razie rozcigganiem (rys. 2).

Napiecie ma w kazdym punkcie preta tg samag wielkos¢ i kie-
runek; zwrot za$ napiecia bedzie zalezat od tego, czy idzie o od-
dziatywanie czesci prawej na lewa, czy przeciwnie. Co do konca
preta, to mozemy moéwi¢ tylko o oddziatywaniu calego preta na
koniec. Jezeli wiec podamy wielko$¢ napiecia i jego rodzaj (t. zn.
czy jest ono Sciskaniem czy rozcigganiem), to napiecia w koncach
pretdw bedg w zupetnosci okreslone.

Potaczenia przegubowe. Wyobrazmy sobie kilka pretéw
sztywnych tak ze sobg potgczonych, ze muszg sie one stale ze sobg
styka¢ pewnymi punktami, np. koncami. Jezeli poza
tym potaczenie to nie powoduje innych ograniczen
ruchu pretéw, powiadamy, ze prety sg potgczone
przegubowo, a punkty, w ktdérych prety stykajg sie
jeden z drugim, nazywamy przegubami.

Potaczenie przegubowe mozemy otrzymacw przy-
blizeniu, taczac np. konhce pretéw bardzo krotkg nicig nierozciagliwa.

3.
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Reakcje, z jakimi jeden pret dziata na drugi, mozemy zastg-
pi¢ w mysl twierdzenia o redukcji przez jednag site R, zaczepiong
w punkcie styku oraz przez pare sit o momencie M.

Dla prostoty zaktadac¢ bedziemy, ze M= 0. Méwimy wolwczas,
ze przegub jest gladki.

Zaznaczy¢ nalezy, ze nie zawsze mozemy zatozy¢ gladkosc
przegubu; przyktady na to podamy pézniej (str. 297).

W przypadku przegubu gtadkiego reakcja, z jaka jeden pret
oddziatywa na drugi, jest silg zaczepiong w punkcie zetkniecia, t. j.
w przegubie. W szczegolnosci, jezeli w przegubie gtadkim schodzi
sie kilka pretéw, to reakcja wywierana na pewien pret przez pozo-
state bedzie silg zaczepiong w punkcie przegubu (np. reakcja R,
pretow 2, 3, 4 na pret 1, przedstawiona na rysunku).

Uktady pretéow. Wezmy pod uwage ukiad pretow potgczo-
nych w koncach. Jezeli jaka$s sita zewnetrzna zaczepiona jest
w przegubie, to nalezy wéwczas zaznaczy¢ wyraznie, na ktory pret
dziata ta sita.

Gdy uktad pretéow jest w réwnowadze, sity dziatajace na kazdy
pret muszg sie oczywiscie rownowazy¢ z reakcjami wywieranymi
na ten pret.

Na rys. I, str. 294, przedstawiony jest uktad pretéw, w ktérym na pret Ali
dzialajg sity zewnetrzne Pt, P2i i’,. Sita Pl zaczepiona jest w kohcu A preta.
Sity te réwnowazg sie z reakcjami li, i 712w koricach A i H.

Czesto dogodnym jest uwazaé¢ przegub za odrebny punkt ma-
terialny (za odrebne ciato), potaczony z kohcami pretéw schodzg-
cych sie w tym przegubie. Innymi stowy, zaklada sie wowczas, ze
korice pretéw nie sg potlgczone z sobg bezposrednio, lecz za po-
Srednictwem przegubu. Przy tym zatozeniu reakcje stykajacych sie
pretéw zastepuje sie reakcjami przegubu na te prety, a sity za-
czepione w przegubie uwaza sie za sity dziatajgce na przegub, a nie
na prety. Jedynymi sitami wewnetrznymi ukladu pretow beda
wtedy reakcje przegubdéw na prety i pretdw na przeguby.

W przypadku réwnowagi ukiadu kazdy pret i przegub jest
w réwnowadze, zatem (str. 290):

1° sity zewnetrzne, dziatajace na dowolny pret (nie zaczepione
W przegubie) réwnowazg sie z reakcjami, jakie przeguby na ten pret
wywieraja-,

2° sity zewnetrzne, zaczepione w ktérymkolwiek przegubie, réwno-
wazg sie z reakcjami pretéw na ten przegub.
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_ Na ry8- 2 sita -P2 0 poczatku w przegubie A réwnowazy sie z reakcjami
8a pretéw 1, 2, 3 na przegub A. Sily za§ zewnetrzne Px Pa dziatajgce na
pret AB réwnowazg sie z reakcjami Tl i T2 przegubéw A i B na ten pret.

O kierunkach reakcji przegubdw na prety nie mozemy na ogot
nic z goéry powiedzie¢. Inaczej jednak przedstawia sie sprawa, gdy
sity zewnetrzne zaczepione sag tylko w przegubach.

Wezmy pod uwage taki wiasnie uklad pretdéw, pozostajgcy
w rownowadze (rys. 3). Niech Tx i T%oznaczajg reakcje przegubdw
A i B na pret tgczacy te przeguby. Poniewaz na pret nie dzia-
taja zadne sity zewnetrzne, wiec reakcje T, i 7'2 muszg sie réwno-
wazy¢ (wynika to z warunku 1°). Reakcje dzialajg wiec wzdtuz
preta i mamy Tx —T2

A wiec: jezeli ukiad pretéw potaczonych, przegubowo jest w réwno-
wadze, a sity zewnetrzne zaczepione sa tylko w przegubach, to reakcje
przegubow na prety sg sitami skierowanymi wzdtuz pretéw, reakcje,
z jakimi oddziatujg na pret przeguby, ktére ten pret taczy, sg réwne
co do wielkosci i kierunku, a zwroty majg przeciwne.

Reakcje przegubéw A i B wywotujg w precie napiecie, ktore
moze byc¢ rozcigganiem tub Sciskaniem (w naszym przypadku na-
piecie jest rozcigganiem). Na mocy prawa akcji i reakcji pret Ali
dziata na przegub A z silg s X —TX Sila Sx jest wiec napieciem
preta w koricu A. Reakcje pretéw na przeguby sag tedy réwne na-
pieciom tych pretéw. Z warunku 2° wynika wiec tw. nastepujgce:

Sity zewnetrzne zaczepione w przegubie rownowazg si¢ z napieciami
pretow (schodzgcych sie w tym przegubie).

Na rys. 3 napiecia 8X 8, 83, St pretéow 1,2,3, 4 réwnowaza sie /sita P,
zaczepiong w przegubie A; jest wiec P+8181t+'Si+Et= o.

Przyktad 1. Trzy prety AB, BCi CD, potaczone przegubowo
w punktach B i C, unieruchomione za$ (réwniez przegubowo)
w punktach A i 1), pozostajg w rownowadze w ptaszczyznie pio-
nowej pod dzialaniem sit pionowych P i Q o poczatkacti K i F.
Dane sg: sita P oraz punkty zaczepienia E i F. Wyznaczy¢ site Q.
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Na j>ret AB dziata w punkcie A reakcja Rl i w punkcie B
reakcja Tl preta BG. Mamy 7il,+7\=0, reakcje Rx i Tx dzialajg
wiec wzdtuz preta AB.

Na pret BG dziata reakcja —TIt
esita P i reakcja T2 preta GB w punk-
cie G Poniewaz pret BG jest w row-
nowadze, wiec kierunki tych sit prze-
cinajg sie w jednym punkcie G, ktory
znajdziemy jako punkt przeciecia
prostej AB i kierunku sity P. Majagc punkt G, mozemy otrzymac
kierunek CG reakcji T2 Poniewaz —T,+P+T2=0, wiec znajac kie-
runki sit Txi 72i site P, mozemy wyznaczy¢ z tréjkata sit sity Tt T2

Na pret GD dziatajg reakcje —T2 i Rz oraz sita Q. Sily te prze-
cinajg sie w jednym punkcie H, ktory otrzymamy, jako punkt
przeciecia sie kierunkéw sit —T2 i Q. Majac punkt H, otrzymamy
kierunek sity R2 Poniewaz —T2-\-Q+Rz2=0, wiec znajagc T* otrzy-
mujemy z tréjkata sit sity Q i R2

Przyktad 2. Cztery prety 1, 2, 3 i 4 sg potgczone przegubowo
w A, B i G, zas unieruchomione w tozyskach przegubowych E i F.
Prety sa nachylone do poziomu pod katami a, 3 y i & W prze-
gubach A, B i G zaczepione sg sity pionowe Pv P2 i P3 Dana
jest sita Pv Wyznaczy¢ sity P2 i ™a oraz reakcje Rxi Rz w E i F.

Poniewaz sity zewnetrzne za-
czepione sa tylko w przegubach,
wiec w kazdym przegubie napiecia
pretdw rownowazg sie z sitami ze-
wnetrznymi zaczepionymi w tym
przegubie.

W przegubie E napiecie Txpre-
ta 1 réwnowazy sie z reakcja R:
7'i+74=0.

W przegubie A napiecia —Tx preta 1 i 7'a preta 2 rownowazg
sie z sitg T\ -T x\-T2 \-Px—Q Oznaczajgc przez Tx, Tz i Px wartosci
bezwzgledne tych sit i tworzgc ich rzuty na kierunki pionowy i po-
ziomy, otrzymamy:

Txcos « —T2 cos fi= 0, Txsina—Tz2 sin 7—Px= 0.

Z réwnan tych obliczamy I\ i T2
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W przegubie B dla napiecia Ts preta 3 dostaniemy zwigzek
—Tt+ P3+ P2=0. Tworzgc rzuty na kierunek poziomy i pionowy
oraz ktadac Ts=\T3Ai P2=\P3, otrzymamy:

T2cos/?— Tscos y=0, TgSin/J+TgSiny —P 2= 0.

Z réwnan tych wyznaczamy Ts i P2
W przegubie C dostaniemy przy analogicznym znakowaniu:

Ts cos y— TAcos (5=0, —Tssiny+I\ sin 5—P3= 0,
skad obliczymy Tt i P3.
W przegubie F otrzymamy wreszcie ~ T4 P2= 0 czyli R=TA

Przyktad B. Waga dziesietna. Belka AC, podparta w O,
potgczona jest w punktach Bi C z belkami DF i OK przy pomocy
pretow BD i CO. Belka DF, podparta w punkcie F, opiera sie
w punkcie H na belce OK, podpartej w K. W punktach B, C, Oi D

potaczenia sg przegubowe. 4
Na belce DF kladziemy ciezar
A a 0o her Q, ktéory mamy zwazy¢, i réwno-

wazymy go ciezarkiem P, potozo-
nym na szalce zawieszonej w A.
Ciezary belek i pretéw pomijamy.
Wyznaczy¢ zwiazek rmiedzy cie-
zarami P i Q.
Oznaczmy przez Tx, T%napiecia
pretéw BD i CG w punktach Bi G.
Gdy belka AG jest w rownowadze, suma momentéw sit na nig

dziatajacych wzgledem O réwna jest zeru: *
() —Pa-\-bTi + ©+ o1T==0,
gdzie P=|P], i Tt=\T3\ za$ dtugosci a, b i ®#majg znaczenie

takie jak na rysunku.

Na belke DF dziatajg: napiecie —Tx preta BD w punkcie D,
ciezar Q oraz reakcja R w punkcie F. Tworzac rzuty na kierunek
pionowy oraz moment wzgledem F, otrzymamy w potozeniu réwno-
wagi belki DF:

(9) Tx+ ft—#=0, Tid—Qe=Q,

Xr"
gdzie It= R\ i Q= \\ za$ dlugosci d i e majg znaczenie podane
na rysunku.

Na belke GK dziata napiecie —T2 preta CO w punkcie O oraz
reakcja —Jt belki DF w punkcie H. Tworzac moment tych sit wzglet
dem punktu oparcia K, otrzymamy



[815] I11.  Uktady ciat. 297

(10) Tt(f+g9)—Rg=0.

Z réwnan (9) otrzymujemy:

skad na mocy réwnania (10)

Podstawiajgc otrzymane wartosci w rownanie (8) zamiast Tx
i T2 otrzymujemy

p=0 (bf~cg)e+ (b+ c)gd
O ad(f+g)

Jezeli przyjmiemy, ze bf—cg==0 czyli
(12) b/o”g/f,

to P bedzie niezalezne od e, t. zn. od tego, w ktérym miejscu dzwi-
gni DF umiescimy ciezar Q. Na mocy fil) i (12) jest wtedy

Dla b/a= 1/10 mamy wage (lecymalng czyli dziesietna.

Przyktad 4. Dwa prety unieruchomione w koricach A i B,
za$ potaczone przegubowo w C, lezg na jednej prostej. Na pret AC
dziata sita P o poczatku D, prostopadta

do AC. Uklad pretéw jest w rownowadze, B l——1
pomewaz punkt C me moze zmieni¢ swego p
potozenia.

Przypusémy na chwile, ze pret AC dziata na CB z sitg T o0 po-
czatku w C. Zatem pret CB dziatatby na pret AC z sitg —T, rowniez
zaczepiong w C.

Oznaczmy przez R:1 i Rt reakcje w A i B.

Poniewaz pret CB jest w rdwnowadze, wiec sity Kz i T dzia-
tajg wzdtuz preta AB. Wynika stad, ze pret AC nie moze by¢ w réwno-
wadze, bo sity —T, Rl i P, dzialajace na ten pret, nie rGwnowazg sie,
gdyz ich moment og6lny wzgledem A réwny jest r6znemu od zera
momentowi sity P wzgledem A. DoszliSmy wiec do sprzecznosci.

Musimy zatem przyjaé, ze pret AC dziata na pret CB z silg
rownowazng jednej sile i parze sit o momencie réznym od zera.
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# 16. Kratownice. Uktad pretéow sztywnych, potgczonych
przegubowo i tworzacych jako cato$¢ ciato sztywne, nazywamy
kratownica przestrzenna.

Przyktadem kratownicy (przestrzennej) jest ukiad trzech pre-
tow, potaczonych przegubowo i tworzacych tréjkat (rys. a)), lub uktad
szesciu pretow, tworzacych krawedzie czworoscianu (rys. b)). Nato-
miast uktad pretow, tworzacych krawedzie prostopadtoscianu i po-
taczonych przegubowo w wierzchotkach, -nie jest kratownicg, gdyz
prety mogg zmienia¢ potozenie wzgledem siebie.

Przeguby kratownicy nazywamy takze weziami.

Kratownica ptaska. Jezeli uktad pretéw sztywnych, pota-
czonych przegubowo, lezy w jednej ptaszczyznie i prety nie moga
w tej ptaszczyznie zmienia¢é wzajemnego potozenia, to ukiad taki
nazywamy kratownicg ptaska.

Przyktady kratownic ptaskich przedstawiaja rys. a), b), c), e) i f).

Uktad pretow na rys. d) nie tworzy kratownicy, nawet ptaskiej,
bo prety moga zmienia¢ potozenie wzgledem siebie; moga np. przy-
ja¢ potozenie oznaczone kreskag przerywana.

Kratownica ptaska nie musi tworzy¢ uktadu sztywnego, jezeli
dopuscimy ruchy pretow w przestrzeni. Jezeli np. w kratownicy
na rys. e) unieruchomimy przeguby B, G, D i E, to mozemy prety
AE i AB obracaé¢ w przestrzeni okoto EB. Natomiast w ptaszczyznie
kratownicy prety AE i AB nie mogg sie poruszyc.

Jezeli w kratownicy przedstawionej na rys. f) usuniemy pret AB,
to w plaszczyznie jej uklad pretéw pozostanie nadal utworem sztyw-
nym, t.j. kratownicg. Pret taki nazywamy pretem nadliczbowym.

Kratownica przedstawiona na rys. e€) nie ma pretéw nadlicz-
bowych.
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Wyznaczanie napie¢ w kratownicy (przy pomocy ra-
chunku). Kratownica ptaska ma p pretow i w weztdw A\ Ai,...,Aw,
w ktérych zaczepione sg sity zewnetrzne Pi,Pi,,,..Pw. Gdy wezet Ah
jest potgczony pretem z weziem Aj,
oznaczamy przez dy diugos¢ tego
preta, a przez Sy liczbe, ktérej war-
to$¢ bezwzgledna réwna sie wielkosci
napiecia w tym precie, znak za$
jest + lub — zaleznie od tego, czy
napiecie jest rozcigganiem czy S$cis
kaniem (str. 292).

Obierzmy dowolny ukiad wspoétrzednych i oznaczmy przez

*2,22,..., Xwywwspo6trzedne weztéw At At,...,Aw. Z okreslenia
liczby Sij wynika, ze dla »=1,2,...,w napiecie preta w wezle d,
ma na osie ukiadu rzuty:

X]— Xi Vi-vy>
dy SV Jd);// s

Poniewaz w wezle A, sita zewnetrzna P, réwnowazy sie z na-

pieciami pretow stykajacych sie w tym wezle (str. 294), wiec:

p<,+21'V x - O- i

Yy y—Vij

(1) PY 2 j dy s,
i J

czyli

gdzie sumowanie rozciaga sie na wszystkie takie wskazniki j, dla
ktérych wezel Aj jest polgczony pretem z weziem At. Poniewaz
z zalozenia jest w weztéw, wiec uktad (1) skiada sie z 2w réwnan.

Réwnania (1) stuzg do wyznaczania napie¢ Sy, gdy dane sg
sity Pi. Moze sie jednak zdarzy¢, ze ukiad (1) rozwigzania nie po-
siada lub Ze réwnan jest za mato do wyznaczenia niewiadomych Sy.

Np. w kratownicy przedstawionej na rys. c), str. 298, prety stykajgce sie
w wezle A, lezg na jednej prostej, za$ sita zewnetrzna P, zaczepiona w tym wezle
nie lezy na tej prostej. Napiecia w tych pretach nie moga zréwnowazy¢ sity P,.
Uktad réwnan (1) dla tej kratownicy nie ma wiec rozwigzania (str. 297).

W kratownicy na rys. f), str. 298, pretéw mamy 13, a wierzchotkéw 6.

Niewiadomych napieé jest zatem 13, a réwnan w ukladzie (1) jest tylko 2-6=12.
A wiec réwnan jest za maio.

Oznaczmy w réwnaniach (1) prawe strony pierwszych réwnan
przez Ei, a drugich przez F,. Réwnania (1) przyjmg wtedy postac:
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) P fc-A, *< =<,
tatwo mozna sprawdzi¢ rachunkowo, ze:
w w w
(3 2,2.= 0, i 0, igi(E ly,-F,xI)= 0.

Réwnosci (3) sg tozsamosciami, t. zn. zachodzg dla wszelkich
wartosci Sij.

Tozsamosci (3) mozna wyprowadzi¢ roéwniez bez rachunku
w sposOb nastepujacy:

Obierzmy zupetnie dowolnie, aPiti Piy wyznaczmy z row-
nan (1). Poniewaz réwnania te wyrazaja, ze w kazdym wezle na-
piecia pretow réwnowazg sie z sitami zewnetrznymi, wiec tak wy-
znaczone sity beda w réwnowadze (str. 293). Zatem sity zewnetrzne
beda w réwnowadze, t. j. bedag zachodzity réwnosci:

w w w *
4) ¢>*,=0, =’ Z(Pi*yi-Piu*i)= °-

Wynika stad na mocy (2), ze zwiagzki (3) muszg by¢ spetnione
tozsamosciowo dla wszelkich wartosci s ij.

Zaldézmy teraz, ze dla pewnej kratownicy réwnania (1) maja
rozwigzania dla kazdego uktadu sit jP,) ro(wnowaznego zeru. Zatdézmy
dalej, ze prawe strony réwnan (1) spetniajg tozsamosciowo jakis
zwigzek Uniowy ksztattu

(5) alE1f- aaB24- we + ALEi+ 202 4-seez

gdzie ai,ag.. i 6,,62.. sa pewnymi statymi.

Niech uktad sit jP/) bedzie réwnowazny zeru; réwnania (1)
majg wiec rozwigzanie. Na mocy (2) i (5) sity {P/} muszg zatem
spetnia¢ zwigzek

(G) a,PY\ <SNRND\P\Y-\ biPiy-\ bwP os=a

A wiec, tjeieU sity [Pi spetniajg réwnania (4), to speiniajg
rowniez réwnanie (6). Zwigzek (6) jest tedy zalezny od zwigzkéw (4).
Wynika stad, ze zwigzek (5) jest zalezny od zwigzkéw (3).

Prawe strony réwnan (1) spetniaja zatem tylko trzy zwigzki
niezalezne (3). Uktad réwnan (1) ma wiec 2w—3 réwnan niezalez-
nych (trzy zas réwnania sg zalezne od pozostatych). Niewiadomych
musi by¢ co najmniej tyle, ile rownan niezaleznych, a wiec > 2«?—3.
Poniewaz niewiadomych S/ jest tyle ile pretéow, czyU p, wiec

@) pr2w- s.
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W przypadku, gdy p>2w—3, rownan niezaleznych jest mniej
niz niewiadomych; istnieje wtedy nieskonczenie wiele rozwigzan.
W przypadku zas, gdy p—2w—3, niewiadomych jest tyle, ile row-
nan liniowo niezaleznych; zatem napiecia sg wowczas wyzna-
czone jednoznacznie.

Kratownice nazywamy wyznaczalng statycznie, jezeli réwnania
(1) wyznaczajg jednoznacznie napiecia <Sypretéw dla kazdego ukiadu
sit {P,j bedacego w réwnowadze. UdowodniliSmy zatem twierdzenie:

I. Jezeli kratownica jest wyznaczalna statycznie, to p—w—3
(gdzie p oznacza liczbe pretdw, a w liczbe weziow).

Mozna dowie$¢ twierdzenia:

Il. Kratownica wyznaczalna statycznie nie posiada pretéw nad-
liczbowych.

Warunki wypowiedziane w tw. 1i 11sg koniecznym i, ale nie
dostatecznymi na to, aby kratownica byla wyznaczalna statycznie
(p. rys. c), str. 298).

Wyznaczanie napie¢ w kratownicy (przy pomocy
planéw sit). Mamy wyznaczy¢ napiecia pretow w kratownicy
przedstawionej na rysunku. Wezty oznaczone sg literami A, li, ("i I),
a prety liczbami 1, 2, 3, 4 i 5. Kratownica obcigzona jest sitg
pionowg P w weZle C i spoczywa na podporach gtadkich A i li.

g

'z

Wyznaczmy najpierw reakcje w A i li. Ze wzgledu na sy-
metrie, kazda z reakcyj wynosi —Pj2.

Na wezet A dziata sita zewnetrzna —P/2 i napiecia pretéw 1i 2.
Poniewaz sity te réwnowaza sie, wiec tworzg wielobok zamkniety,
ktéry mozemy narysowacé, znajac site —P/2 i kierunki napie¢. Wielo-
bok ten przedstawiony jest na rys. (A); napiecia oznaczone sg licz-
bami 1i 2, a znaki przed liczbami oznaczajg czy napiecie jest roz-
cigganiem (+) czy Sciskaniem (—).
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Na wezet G dziatajg napiecia pretow 2, 3 i 4, rownowazgce sie
z sitg P. Poniewaz nieznane sg tylko dwie sity, mianowicie napiecia
pretow 3 i 4, wiec mozemy narysowa¢ wielobok sit, pamietajgc
o0 tym, ze napiecie preta 2 w wezle C ma zwrot przeciwny niz w we-
Zzle A. Wielobok ten przedstawiony jest na rysunku (C).

Na wezet D nie dziatajg zadne sity zewnetrzne, zaczepione
w tym wezle, zatem napiecia sie rownowazg. Tworzg wiec one wielo-
bok zamkniety, ktory mozemy narysowac (rys D), pamietajgc o tym,
ze napiecia pretow 1i 3 w wezle D majg zwroty przeciwne nizw A i C.

WyznaczyliSmy napiecia we wszystkich pretach. Dla spraw-
dzenia mozna jeszcze zbudowa¢ wielobok dla wezta B (rys. (B)).

Postepujagc w ten sposdb, nakreslilismy kazda site dwa razy.
Mozna jednak wprowadzi¢ uproszczenie, polegajgce na tym, ze
wszystkie wieloboki (A), (B), (G) i (D) rysujemy #acznie, jak na
rys. (E).

W rysunku tym kazda sita wystepuje raz tylko; rysunek taki
nazywamy planem sil Cremony dla danej kratownicy.

Pewne wskazowki, jak mozna otrzymac¢ plan sit Cremony,
podamy na przykiadzie nastepujgcym:

Rys. 1 przedstawia kratownice, a rys. 2 jej plan sit Cremony.
Kratownica obcigzona jest w weztach G i F sitami P i 2P. W we-
ztach A i E spoczywa ona na podporach gtadkich. Prety 2, 6 i 10
sg poziome i réwnej dtugosci. Obliczajagc moment sit zewnetrznych
wzgledem ii i 1, otrzymamy, ze reakcja w A wynosi —$P, za$
w E wynosi —||P.

Kreslimy teraz wielobok sit zewnetrznych w takim porzadku,
w jakim wystepujg one na obwodzie kratownicy. ldac np. w Kie-
runku wskazowek zegara, kreslimy po kolei —JP, —JP, 2P i P.
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Nastepnie budujemy wielobok dla wezta A. Zauwazmy, ze
pret 2 tgczy wezty A i G, w ktérych zaczepione sg sity zewnetrzne
—JPi P. Na planie sit napiecie preta 2 rysujemy z poczatku sity —%P
i konca sity P. Zwrot sit w wieloboku dla wezta A okresla sita —JP.
Otrzymujemy napiecia pretow 1 i 2 i zaznaczamy, ze w precie 1
jest Sciskanie (—) za$ w 2 rozcigganie (+).

Przechodzimy teraz do wezla, gdzie sg dwa tylko napiecia
mewiadome. Weziem takim jest B. Wyznaczamy wielobok napied
w weztach 1, 3 i 4. Zwrot sit otrzymamy, wiedzgc z poprzedniego
wieloboku, ze w precie 1 wystepuje Sciskanie.

Przechodzimy nastepnie do wezta G, w ktéorym sg tylko dwa
napiecia niewiadome, mianowicie napiecia pretdw 5 i 6. Postepujgc
tak dalej, przechodzimy kolejno wezty C, F, D i E.

Przy sporzadzaniu planu sit Cremony nalezy trzymao sie dwdch
regut nastepujacych:

1. Sity zewnetrzne w wieloboku sit rysujemy na planie w ta-
kim porzadku, w jakim wystepujg one na obwodzie kratownicy.

2. Jezeli pret na obwodzie kratownicy taczy wezty, ktére sa
poczatkami sit zewnetrznych, to napiecie preta rysujemy na planie
sit z punktu, w ktdrym koniec jednej sity zewnetrznej schodzi sie
z poczatkiem drugie;j.

Zauwazmy, ze plan sit Cremony, przedstawiony na rys. 2,
Rtr. 302, ma jeszcze nastepujgce dwie wihasnosci:

(a) sity dziatajace na wezet tworzg na planie wielobok zam-
kniety,

(b) jezeli trzy prety tworza tréjkat, to na planie napiecia ich
wychodzg z jednego punktu.

Plan sit Cremony, majacy powyzsze dwie wiasnosci, nazywa sie
planem nil odwrotnym.

Nazwa ta stoi w zwigzku z t. zw. teorig figur odwrotnych.
Nalezy zwr6ci6 uwage, ze nie dla kazdej kratownicy wyzna-
czalnej statycznie mozna zbudowac¢ plan sit Cremony.

Wyznaczanie napie¢ zpomocg przekrojow. Przypusémy,
ze kratownica daje sie przecigé przez trzy prety nie wychodzgce z jed-
nego wezta, w taki sposob, by rozpadta sie na dwie czesci. Jezeli
cho¢ dwa. z przecietych pretéw nie sg réwnolegle, to w pretach
przecietych mozna wyznaczy¢ napiecia bez obliczania napie¢ w pozo-
statych pretach.
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Oznaczmy prety przeciete przez 1, 2, 3. Jezeli usungé¢ jednag
cze$¢ kratownicy, np. prawa, to lewa pozostanie w rédwnowadze po
dotaczeniu napie¢ SIf Sz i S3

Niech prety 1 i 2 przecinajg sie w punkcie O (rys. 1). Po-
niewaz lewa cze$¢ kratownicy jest w réwnowadze, wiec sity ze-
wnetrzne dziatajgce na te czes¢ rownowazg sie z napieciami Sv i S3
Oznaczajgc przez M moment sil zewnetrznych (dziatajgcych na lewg
cze$¢ kratownicy) wzgledem O, a przez d odlegtos¢ O od preta 3,
dostaniemy M= [N8]d czyli [BE |if]/d.

Zwrot sity Ss obieramy tak, by M i moment sity Ss wzgledem O
miaty znaki przeciwne. Moment M mozemy otrzymaé, wyznaczajac
najpierw wypadkowa R (ewentualnie pare wypadkowa) sit zewnetrz-
nych, dziatajacych na lewa cze$¢, a nastepnie obliczajgc moment
wypadkowy.R (lub pare wypadkowa) wzgledem O. Podobnie obli-
czamy A oraz Slt tworzac moment wzgledem punktu przeciecia
pretéow 1 i 3 oraz 2 i 3.

Gdyby prety 1i 3 byty réwnolegte, to site St otrzymalibysmy,
tworzac rzuty sit na prostg prostopadita do pretéw 1 i 3 (rzuty sit
Si i Ss bedg bowiem zerami);

Opisana powyzej metoda obliczania napie¢ podana zostata
przez J. W. Rittera. Napiecia Sv S2i Ss mozna réwniez wyznaczy¢
graficznie metoda podang przez K. Culmanna.

Niech prety 1i2 przecinajg sie w O, niech sity zewnetrzne maja
wypadkowag R i niech R 1 S3przecinajg sie w punkcie A. Oznaczmy
przez T wypadkowa sit BBli <@ a przez Q wypadkowg sit Ri S3

Poniewaz sity R, Slt Sz i Sz sg w réwnowadze, wiec sity T i o
rowniez sg w rownpwadze. Wynika stad, ze T=—0 i ze sity T i O
leza na jednej prostej. Poniewaz T ma poczatek w. O, zas Ow A,
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wiec sity T i G lezg na prostej OA. Znajac juz kierunek sit T i G,
wyznaczamy trojkat sit R, Sai G skad otrzymujemy sity Sz i G
Poniewaz T =—G, wiec mozemy utworzy¢ tréjkat sit Sv Sz i T,
skad dostaniemy Si i S2

Gdyby wypadkowa R byta réwnolegta do preta 3, sita Gbytaby
rowniez réwnolegta do 3 i przechodzitaby przez O. Poniewaz R jest
wypadkowg sit G i —Sa wiec zadanie sprowadzitoby sie woéwczas
do roztozenia sity R nadwie sity G i —S3, ktorych potozenia sg dane.
Zadanie takie zostato rozwigzane przy pomocy wieloboku sznuro-
wego na str. 257.

Gdyby wreszcie sity zewnetrzne redukowaty sie do pary Rl i R2
mieliby$my Ri= —R:2 i wypadkowa Gsit Rv Rz i Saréwnataby sie Sa
i miataby poczatek w O. Zadanie sprowadzatoby sie wtedy do roz-
fozenia ukladu sit R: i Rt na dwie sity Gi —sa ktdrycli polozenia
sg dane (por. str. 257).

§ 17. Réwnowaga lin ciezkich. tancuch. Uktad pretéw
sztywnych potgczonych przegubowo, nazywamy #taricuchem, jezeli
w kazdym przegubie stykaja sie tylko dwa prety. Prety tarncucha
nazywamy takze ogniwami.

Zatézmy, ze tanicuch ztozony z ogniw A™MAy, AXA2 AaA3i A3A4,
potaczonych  przegubami
AvA2i A3 pozostaje w ré-

wnowadze pod dziataniem A _ ;

sit Py, P2i P3 zaczepionych

w przegubach, oraz sit Tt _l <

i TAzaczepionych wAji A4 / f

Sity Ty i Ty majg oczywis- > 1
cie kierunki pretéw AyA2 P

i A3A4 (str. 204).

tatwo okaza¢, ze tancuch w réwnowadze przybiera posta¢ wielo-
bolcu sznurowego uktadu sit I\, P2 i P3

Zbudujmy w tym celu wielobok sit AjAiAiIAS dla ukiadu
Pi, P» P3 Za biegun O obierzmy punkt przeciecia linii wykreslo-
nych z punktu Aj i AJ rownolegle do skrajnych pretéow tancucha.

Poniewaz tancuch jest w rédwnowadze, wiec suma sit jest zerem:

Ty + TyA. Py+P2+Pa~ 0.
Poniewaz P1+P 2+ P 3=A«AS, zas OAJ i AJO sa réwnolegle do

Ty i Ta wiec z trojkagta AJAJO otrzymujemy:
& lianach. Mechanik:» 20
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1) Ta= MO.

Wezmy teraz pod uwage przegub Av Napiecie ogniwa A"
w przegubie At jest T4, oznaczmy przez T2 napiecie ogniwa A™N4:
w przegubie Av Mamy oczywiscie

) T1+ T a+ P170.

Z wieloboku sznurowego otrzymujemy OAO+P1+AiO =0, skad
na mocy (1) Ti+P1+AiO=0, a stad na mocy (2) A[0=T2 Odci-
nek A\O jest wiec rownolegty do preta AtAa

Podobnie przekonywamy sig, ze odcinki AiO i AsO sg réwno-
legte do pretow AaAs i AsA4d

Wynika stad, ze wielobok sznurowy, jaki otrzymamy, rysujac
go z punktu Av przyjmie postad tancucha.

Lina. Sznurem albo ling (wiotkg i nierozciagliwg) nazywamy
linie materialng, ktdéra daje sie dowolnie zginaé, nie zmieniajac
przy tym swojej ditugosci ani dtugosci swoich czesci.

Sznur moze wiec przyja¢ ksztatt dowolnej linii krzywej o tej
samej dtugosci. Line mozemy uwazaé¢ w przyblizeniu za tancuch zto-
zony z bardzo wielu drobnych ogniw.

Niech ciezka lina (wiotka i nie-
rozciagliwa) zawieszona bedzie w pun-
ktach A i B. Zalézmy, ze gestosc
liny e=const. Ciezar kawatka liny
dtugosci s cm wynosi zatem

3 Q —sgg —sd,
gdzie <3=(jg.

Zajmijmy sie wyznaczeniem ksztattu, jaki przyjmie lina pod
wplywem swego ciezaru.

Obierzmy uktad wspétrzednych (x,y,z), nadajac osi z kierunek
pionowy ze zwrotem ku goérze; przyjmijmy za ptaszczyzne xz pia-
szczyzne pionowa, przechodzacg przez punkty A i B.

Sitami zewnetrznymi dziatajagcymi na line sg: ciezar, zacze-
piony w $rodku ciezkosci S liny, i reakcje A i A w punktach A i B.
Gdy lina jest w réwnowadze, sity te rdwnowazg sie. Wynika stad,
ze lezg w jednej ptaszczyznie pionowej, mianowicie w ptaszczyznie xz.
Zatem:
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Przetnijmy line w dowolnym punkcie G i odrzuémy czes¢ GB.
Aby czes¢ AG pozostata w réwnowadze, nalezy dotgczy¢ w punk-
cie Gsite T, z jakg czes¢ GB dziata na czes¢ AG. Site T nazywamy
napieciem liny.

Poniewaz line uwazamy w przyblizeniu za tancuch ztozony
z drobnych ogniw, wiec sita T jest styczna do GB.

Oznaczmy przez s diugos¢ tuku AG. Sitami zewnetrznymi,
dziatajgcymi na czes¢ AG sg: ciezar Q' o wielkosci «& zaczepiony
w $rodku ciezkosci s ' czesci AG, reakcja Rt i napiecie T. Poniewaz,
suma sit tych jest zerem, gdyz czes¢ AG pozostaje w réwnowadze,
wiec tworzac rzuty na osie ukladu wspoétrzednych, otrzymamy:

(5) Tx+ R\x= 0, Tz \R\z—s0= 0, Ty Jin= 0.

Wobec (4) jest R\ =0, wiec T —0. Poniewaz napiecie T jest
styczne do krzywej, zas G jest dowolnym punktem tej krzywej,
wiec styczna w kazdym punkcie jest rownolegta do ptaszczyzny
pionowej xz. Wynika stad, ze krzywa lezy w plaszczyznie pionowej,
a nhanowicie w plaszczyznie xz, gdyz ma z nig dwa punkty A i B
wspdlne. Pierwsze z réwnan (5) daje

(6) Tx= —Rtx= const.

A wiec: skltadowa pozioma napiecia liny jest w kazdym punkcie
liny ta sama.

Oznaczmy przez p kat jaki T tworzy z osig x. Mamy zatem
tgg>=Tz/Tx, skad na mocy drugiego z réwnan (5)

@) tg<p= (—dslIRix) + (RiJRiXx).

Potézmy:

(«) » a = —dIRtx, a'= Riz/Rtx.

Jezeli z=f(x) jest rébwnaniem krzywej, to z'= tge>. Na mocy
wiec (7) i (3)

9) z'= as+a'.

Réwnanie (9) jest réwnaniem rdézniczkowym krzywej, ktorej
posta¢ przyjmuje lina. RoOzniczkujgc je, otrzymamy z"= adsldx,
a poniewaz ds=[T+z#dx, wiec z"=a\/I1+z'2 Podstawmy z'=w.
Zatem z"=dw/dx, skad dw 'jdx=a\l+w2z czyli dwi\l+w2=adx. Cal-
kujac, otrzymujemy f dwi\I-\-w2—j adx, wiec log (J1+ wetw)=ax+c,
gdzie c jest stalg catkowania. Zatem
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(10) h-+ w+ w= \lA-z'i+ a'= e'x+C.
Mamy

(11) V(NL+ »*+ *) =+ *2—*'= g~ax'

Z rownan (10) i (11) otrzymujemy:

(12) z'=(eox+c-e -aAx o)z,

(13) ds/dx= [r+5" = («Nefc+ «-N&-¢/2.
Catkujac réwnania (12) i (13), otrzymamy

(14) z= "  axC+ e-ec)+ C

(15) s= I2a {eaxt+ '-e axc)+ c",

gdzie c' i c" sg pewnymi statymi.

Krzywg okreslong rownaniem (14) nazywamy krzywa tancuchowa.

A wiec: lina przyjmuje ksztatt krzywej tancuchowe;j.

Réwnania (14) i (15) zaleza od czterech statych a, c, c'ic".
State te mozemy wyznaczy¢, jezeli znamy np. wspétrzedne x1,z1 i x2,zt
punktéw A i B oraz dtugosc t liny.

Z warunkoéw bowiem, ze dla x=x1 jest z—zv za$ dla x=xt
jest z=zH otrzymujemy na mocy (14):

Z warunku za$, ze dla x—xi jest s=0, a dla x=xt jest s= 1,
dostajemy na mocy (15):

Mozna okaza¢, ze rownania (16) i (17) okres$lajg jednoznacznie
state a, c,c' i c".

Obliczmy jeszcze napiecie liny T w dowolnym jej punkcie G
0 wspotrzednych x, z. Z réwnan (6) i (8) dostajemy
(18) Tx—se/a.

Poniewaz Tz/Tx=tg<p=z', wiec Tz—Txz', zatem

(19) Tz—dz'/a
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Z rownan (18) i (19) otrzymujemy\

Nelr €7 - a- = dale<urc+ € x o=

na mocy wiec (14)
20y T= 06@2—C).

Lina obcigzona. Niech w punkcie G liny zaczepiona bedzie
sita P, skierowana pionowo w doét. Czesci GB i AC liny sa, jak juz
wiemy, linamitancuchowymi. Oznacz-
my przez «i, Ci,ej, ¢ i 0z,&i,<&<&, od-
powiednie state dla krzywych BC
i GA w réwnaniach (14)i (15), a przez
Tl i Tt napiecia czeéci BC i GA
w punkcie C.

Uwazajac line zatancuch o drob-
nych ogniwach, za$ punkt G za prze-
gub, mamy w potozeniu réwnowagi
T1NXTiA P=to. Tworzac rzuty na osie z i kiadac P=|P],
otrzymujemy:

(21 Tix+Tit= 0, Tt+Tit-P = 0.

Oznaczajgc pochodne prawostronng i lewostronng w G przez
A i 2 otrzymamy na mocy (18) i (19):

T™x—d/aj, T\z—\/av T>t -0/«2, Tit——64/«2

skad na mocy (21)
)
e |- = 0.
«, ué 0. @jt (In

Dostajemy wiec:
22 at= 02
(22) ’ 1~ 6 &

Znajac dtugosci I, i 12tukéw BG i GA, mozemy otrzymac réwna-
nia krzywych GB i AG. Nalezy w tym celu wyznaczy¢ dziesie¢ sta-
tych «i,Cud,ci', 02c2cj,c2 i x0zu gdzie x0i z0 sg wspotrzednymi
punktu G. Ot6z do wyznaczenia tych statych dla CB i AG mamy
po cztery réwnania analogiczne do (16) i (17), a nadto dwa réwna-
nia (22), razem wiec dziesiec.
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KINEMATYKA CIALA SZTYWNEGO

$ li Przesuniecie i obrot ciala okoto osi. W mysl
okreslenia ciata sztywnego (str. 235) punkty jego nie zmieniajg
swych wzajemnych odlegto$ci podczas ruchu. Gdy punkt A prze-
sunat sie do punktu B, wektor AB nazwaliSmy przesunieciem punktu
(str. 34). Przy zmianie potozenia ciata sztywnego punkty tego ciata
doznajg na og6t réznych przesuniec.

Poznamy najpierw pewne twierdzenia z geometrii, podajace,
rozktad przesunie¢ punktéw ciata. Twierdzenia te bedg nam po-
mocne przy wyznaczaniu predkosci tych punktéw.

Przesuniecie rownolegte czyli translacja. Jezeli przy
zmianie potozenia ciata przesuniecia wszystkich punktéw sg réwne,
mowimy, ze ciato ulegto przesunieciu (réwnolegtemu) lub translacji.

Przesuniecie wsp6lne wszystkim punktom ciatla nazywamy
wektorem przesuniecia lub przesunieciem ciata.

Potozenie ciata po przesunieciu jest wiec wyznaczone przez
potozenie poczatkowe i wektor przesuniecia.

Przyjmijmy, ze punkty Av Blprzeszty po przesunieciu réwno-
legtym w punkty A2B2 Poniewaz przesuniecia obu punktéw sg
rowne, wiec ANA2=B XB82 Wynika stad, ze A1B1—A2B2

A wiec: przy przesunieciu réwnolegtym
wektory zwigzane z cialem nie zmieniaja
kierunku ani zwrotu.

Na odwrdt, tatwo dowiesc, ze jezeli przy
zmianie potozenia ciata wektory w ciele
zachowujg kierunek i zwrot, to zmiana poto-
zenia jest przesunieciem réwnolegltym.

Zatozmy bowiem, ze dwa dowolne punkty Av Bi przeszly
w punkty A2 B2 Poniewaz w mysl zatozenia jest A1B1=A2B2 wiec
A™NA,=B”B2 Punkty Au Bx majg zatem rowne przesuniecia czyli
zmiana potozenia ciata jest przesunieciem rownolegtym.
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tatwo zauwazyé, ze po przesunieciu rownolegtym proste
i ptaszczyzny w ciele pozostajg do siebie réwnolegle.

Przypus¢émy, ze ciato wykonato po kolei dwie translacje: naj-
pierw z potozenia | do potozenia Il, a nastepnie z potozenia Il do
potozenia Ill1. Niech A11B1 bedg dwoma dowolnymi punktami
w potozeniu |, zas§ A2B2 i A3 B3 odpowiadajacymi im punktami
w potozeniach 1T i Ill. Z zalozenia jest Az-B RMi A2A3=B B3
Poniewaz AIA3=A1A2+ A2A3i BXB3=BXB2+B2B3 wiec A~A3=RJi3
Od potozenia | mozemy zatem przejs¢ wprost do potozenia Il przy
pomocy jednej translacji. Oznaczajgc przez
uv u2i u przesuniecia przy przejsciu z |1 do I,
zI1l do Il izl do Ill, otrzymamy oczywiscie

A wiec: jezeli ciato wykonato kilka translacyj kolejnych, wowczas
potozenie koncowe otrzymaé mozemy z potozenia poczgtkowego przy
pomocy jednej translacji-, przesuniecie ciata z potozenia poczatkowego
do koncowego réwne jest sumie przesunie¢ przy poszczeg6lnych trans-
lacjach.

Twierdzenie powyzsze mozemy nazwac¢ prawem skladania
przesunigg.

Poniewaz przesuniecie wypadkowe jest sumg przesunie¢ skia-
dowych, wiec (na mocy przemiennosci sumy wektoréw) przesuniecie
wypadkowe nie zalezy od porzadku, w jakim ciato wykonywato
przesuniecia skladowe.

Obro6t okoto osi. Jezeli przy zmianie potozenia ciata dwa
punkty, np. K i M, pozostaly nieruchome, wowczas oczywiscie,
wszystkie punkty prostej i, przechodzacej przez K i M, réwniez
pozostang nieruchome. Moéwimy wtedy, ze cialo wykonato obrét
okoto prostej Z prostg te nazywamy osia obrotu.

Jezeli jakas ptaszczyzna Z7j przechodzi w potozeniu poczatko-
wym ciata przez o$ obrotu, to odpowiednia ptaszczyzna J12 w po-
tozeniu koncowym rowniez przejdzie przez te oS.

Nadajmy osi | dowolny zwrot. Kgt {9 o jaki nalezy obrdcié
ptaszczyzne 17, (w kierunku od reki prawej ku lewej wzgledem osi ),
tak aby padta na 772i aby odpowiednie punkty sie nakryly, nazy-
wamy katem obrotu.
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Obrot ciata okoto osi wyznaczony jest przez podanie osi i kata
obrotu. Przy obrocie punkty ciata pozostajga w ptaszczyznach prosto-
Apadtyeh do osi obrotu.

Kazdy wektor AXV réwnoleglty
ito osi obrotu, przechodzi przy obro-
cie w wektor A 22 réwny wekto-
rowi AlB1 tatwo udowodnié, ze
tylko wektory réwnolegte do osi
nie zmieniajg przy obrocie kierunku
ani zwrotu.

Zauwazmy, ze jezeli wektor AXQ\
lezy w plaszczyznie 77 prostopadiej
do osi obrotu, to kat jaki ten wektor

tworzy z odpowiednim wektorem A2\ jest (przy obranym zwrocie
osi obrotu) réwny katowi obrotu (rys. 1).

Jezeli cialo wykona kilka obrotéw™ okoto tej samej osi | o katy
'Aitlzim., wlwczas ostateczna zmiana potozenia jest oczywiscie row'-
niez obrotem okoto osi | 0 kat =P-\<P2+ ... Wynika stad na mocy
przeiniennosci sumy, ze potozenie ostateczne nie zalezy od porzadku,
w jakim ciato wykonywato obroty czesSciowe.

Inaczej przedstawia sie sprawa, gdy ciatlo wykonywa kolejne
obroty wkoto réznych osi, jak o tym. poucza przykiad na str. 317.

PrzykttuL. Cialo sztywne wykonato po kolei dwa obroty
okoto dwdch prostych réwnolegtych | i m, sztywnie z ciatem zwia-
zanych. Obroty mialy zwroty przeciwne, katy za$ rowne. Udo-
wodnié, ze cialo mozna przeprowadzi¢ z potozenia poczgtkowego
w koncowe przy pomocy przesuniecia réwnolegtego (translacji).

Niech G bedzie dowolnym punktem ciata. Poprowadzmy
przez G ptaszczyzne 77, prostopadig do danych osi obrotu | i m.
Niechaj L i M oznaczajg odpowiednie punkty przebicia, zas < kat
obrotu (rys. 2). P,

Przy obrocie okoto osi | 0 kat ¢-0$ m przej-
dzie w prostg w'; oznaczmy przez M' punkt
przebicia tej prostej z ptaszczyzng 77. Nastep-
nie, po obrocie okoto osi m' o kat ¢ os | przyj-
mie potozenie prostej V- oznaczmy przez L' jej 2.
punkt przebicia z plaszczyzng 77.

Wreszcie, niech Cx bedzie potozeniem punktu G po obrocie
okoto prostej |, a G' potozeniem punktu t\ po obrocie okoto prostej m'.
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Tréjkat LMC przeszedt ostatecznie w potozenie L'M'C, przy-

czera LL'=MM'=CC"' (jak na rysunku). Poniewaz przesuniecia
punktéw potozonych na osi | (lub m) sa rowne, wiec zwigzek po-
wyzszy wskazuje, ze przesuniecia wszystkich punktéw sg réwne.
tatwo sprawdzi¢, ze

1) LL'—3LM sin %p

§ 2. Przesuniecia punktéw ciata w ruchu ptaskim.
Buch figury plaskiej poruszajgcej sie w plaszczyznie nazywamy
ruchem plaskim.

Potozenie figury w ruchu ptaskim jest wyznaczone przez poto-
zenie dowolnych dwoch jej punktow.

Przypusémy bowiem, ze mozliwe sa dwa potozenia figury,
w ktorych dwa punkty A i B zajmowalyby to samo potozenie.
Wezmy pod uwage dowolny punkt C figury, ktory
w jednym potozeniu jest w Cv w drugim zas w (72
Tréojkaty ABC\ i ABCt przystajg i sg potozone sy-
metrycznie wzgledem AB. Nie dadzg sie zatem prze-
prowadzi¢ w siebie bez oderwania od ptaszczyzny. ~
To za$ jest sprzeczne z zatozeniem, ze tréjkat ABC
zajmowat w ruchu ptaskim raz potozenie ABCX a drugi raz poto-
zenie ABC2

Obrot okoto punktu. Jezeli figure lezacg w ptaszczyznie 77
obroci¢ okoto prostej | prostopadtej do tej ptaszczyzny, to figura
pozostanie nadal w ptaszczyznie 77. Obrét taki nazywamy obrotem
figury okoto punktu (przebicia prostej | z ptaszczyzng TI).

Twierdzenie. Kazda figure w ruchu ptaskim mozna przepro-
wadzi¢ z dowolnego potozenia w dowolne i/nne przy pomocy jednego
przesuniecia réwnolegtego i jednego obrotu.

Niech bowiem A1B1 bedg dwoma punktami tej figury w po-
tozeniu pierwszym, za$ AVBZ odpowiednimi punktami w drugim.
Przesunimy najpierw figure rownolegle tak, by punkt At padt na J2
Punkt Bx padnie po tym przesunieciu na pewien punkt B\. Obroémy
teraz figure okoto A2tak, by B[ padt na B2 Poniewaz po przesunigciu
i obrocie dwa punkty Av Bt pokryly sie z odpowiednimi punktami
A2B2 wiec i pozostate punkty sie pokryjg. PrzeprowadziliSmy
zatem figure z jednego potozenia w drugie przy pomocy jednego
przesuniecia i jednego obrotu, c. b. d. d.
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Udowodnimy teraz, ze najogélniejsza zmiana potozenia figury
w ruchu plaskim jest albo przesunieciem albo obrotem.

I Twierdzenie Eulera. Figure z jednego potozenia w drugie
(jakie zajmuje w ruchu ptaskim) mozna przeprowadzi¢ badz przy
pomocy przesuniecia réwnolegtego, badz przy pomocy obrotu.

Dowo6d. Niech AIB1bedzie dowolnym odcinkiem figury w po-
tozeniu poczatkowym 1, zas A2B2 tymze odcinkiem w potozeniu
kohcowym I1.

W przypadku gdy wektory AXXi A2B2 sg réwne, mamy
AX\2=BX2 Przy przesuwaniu wiec figury roéwnolegle, tak by
punkt Ax padt na A2 punkt Blpadnie na B2 Poniewaz po tym prze-
sunieciu figura bedzie miata z potozeniem 11 punkty A2i B2 wspolne,
wiec bedzie miata wszystkie punkty wspdlne. W tym przypadku
mozna zatem przeprowadzi¢ figure z potozenia | w potozenie Il
przy pomocy przesuniecia réwnolegtego.

W przypadku gdy wektory AXBXi A2B2 nie sg rowne, popro-
wadZzmy symetralne Ix i 12 odcinkéw AXA2i BXB2

Przyjmijmy najpierw, ze

symetralne te sg rozne i ze

przecinajg sie w [punkcie O

(rys. 1). Trojkaty OABX I

OAZ2B2sa przystajgce. Oznacz-

my przez B\ punkt syme-

j,  tryczny do Bx wzgledem sy-

0. metralnej Ix Oczywiscie troj-

I 5 katy OAXBx i OA>B\ sg po-

tozone symetrycznie wzgle-

dem Iv Sg zatem przystajgce i nienakladalne na siebie bez odry-

wania od ptaszczyzny. Jezeli wiec figure obrocimy okoto O tak,

by punkt Ax padt na A2 to poniewaz punkt Bx nie moze pasé

na Bi, punkt Bx padnie na B2 Po tym obrocie figura bedzie

wiec miata z potozeniem Il punkty As i B2 wspdlne, a zatem
i wszystkie inne punkty wspdlne.

Przyjmijmy nastepnie, ze symetralne odcinkéw AXA2 i BXB2
sg identyczne (rys. 2). W tym przypadku odcinki AXXi A2B2 sg
potozone symetrycznie wzgledem Ix (lub ¢2); srodkiem obrotu bedzie
punkt przeciecia sie prostej AXBXz Ix (lub A2B2 z 12). W tym przy-
padku wiec przeprowadzimy figure z potozenia | w potozenie Il
przy pomocy obrotu, c. b. d. d.
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Ciato ptasko prowadzono. Jezeli ciatlo moze sie tylko
tak poruszac, ze punkty jego pozostajg stale w ptaszczyznach réwno-
legtych do pewnej ptaszczyzny statej 77, powiadamy, ze ciato jest
ptasko prowadzone, a ptaszczyzne TI nazywamy plaszczuzng Kie-
rowniczg (por. okreslenie i przykiad na str. 276).

Przetnijmy ciato ptasko prowadzone ptaszczyzng I1', réwno-
leglta do ptaszczyzny kierowniczej Il. Niechaj V bedzie figurg prze-
kroju. Potozenie figury C wyznacza oczywiscie potozenie catego
ciata. Poniewaz figura plaska G musi pozostawac stale w jednej
i tej samej ptaszczyznie 77, wiec na mocy | tw. Eulera mozemy
figure te przeprowadzi¢ z dowolnego potozenia, jakie zajmuje,
w dowolne inne badz przy pomocy przesuniecia, badz przy pomocy
obrotu okoto punktu lezacego na 77.

Wynika stad, ze ciato ptasko prowadzone mozemy przeprowadzié¢
z jednego potozenia w drugie badz przy pomocy translacji, badz
przy pomocy obrotu okoto osi prostopadtej do ptaszczyzny kierowniczej.

§ 3. Przesuniecia punktoéw ciata. Jezeli ciato sztywne
ma jeden punkt unieruchomiony, to moze sie obraca¢ okoto tego
punktu, jezeli za$ ma unieruchomione dwa punkty, to moze sie
obraca¢ okoto osi przechodzacej przez te punkty. Podanie potozenia
jednego lub dwéch punktéw ciata nie wystarcza zatem do wyzna-
czenia potozenia wszystkich innych punktéw ciata. Zachodzi jednak
nastepujace

Twierdzenie 1. Potozenie wszystkich punktow ciata sztywnego

wyznaczone jest przez potozenie trzech jego punktéw, nie lezgcych na
jednej prostej.

Dowdéd. Przypus¢my bowiem, ze istnieja dwa rozne potoze-
nia ciata, w ktorych trzy punkty A,B,G, nie lezace na jednej
prostej, zajmowatyby potozenia jednakowe.

Wezmy pod uwage dowolny punkt D tegoz

ciata, ktory w pierwszym potozeniu jest w Dx,

w drugim zas jest w T)2 Czworosciany ABCD1 *

i ABGD2 majg podstawe wspdlng i krawedzie

odpowiednio réwne. Wynika stad, ze sg poto-

zone symetrycznie wzgledem ptaszczyzny ABC.

Nie dadza sie zatem doprowadzi¢ do zupeilnego przystawania. To
zas$ jest sprzeczne z zatozeniem, ze czworoscian ABCD raz zajmuje
potozenie ABCDV a drugi raz potozenie ABCD2
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Obrét okoto punktu ciata. Jezeli przy zmianie potozenia
ciala jeden punkt ciata pozostat nieruchomy, powiadamy, ze ciato
wykonato obr6t okoto tego punktu.

Il Twierdzenie Eulera. Obrét okoto punktu jest réwno-
wazny obrotowi okoto pewnej prostej, przechodzacej przez ten punkt.

Dowdd. Przypusémy, ze ciato wykonato obrot okoto punktu 0.
Obierzmy w ciele w potozeniu poczgtkowym 1 dowolny odcinek
A1B1 (nie przechodzacy przez O) i niechaj AtB%bedzie odpowiednim
odcinkiem w potozeniu koricowym 11. Poprowadzmy ptaszczyzny
symetralne /7, i 13t odcinkébw AxAai B,B2

Zatézmy najpierw, ze 17, i 77/s sa rOzne i ze przecinajg sie
wzdtuz prostej t (rys. 1). Prosta + przechodzi przez O, gdyz t jest
zbiorem punktéw réwnoodlegtych od Ali At, jako tez od Ti, i Bt,
zas§ OAI=0OAIi i OB1=0Bi. Niech (* bedzie dowolnym punktem
(r6znym od O) na prostej +

Czworosciany OCAIB1 i OVAZ2Bt sg rowne. tatwo wykazac,
ze sg takze naktadalne na siebie. Wierzchotki bowiem 0,C,Ali 0,C,At
sg potozone symetrycznie wzgledem 77, Gdyby wiec czworosciany
OCAIB1i OCAtB2 nie byty naktadalne, woéwczas wierzchotki Bi i Bt
musiatyby leze¢ symetrycznie wzgledem 77, co niemozliwe, skoro
Bl i B2 lezg symetrycznie wzgledem 773 za$ 77#=17,. Udowodnilismy
wiec, ze czworosciany OCABI i OGAtBt sg réwne i nakladalne.

Jezeli teraz obrdcimy ciato okoto osi t tak, by Al padio na At,
to czworoscian OCAIB1padnie na czworoscian OGAJBt. Po tym obrocie
ciato bedzie wiec miato z ciatem w potozeniu Il trzy punkty wspélne
(mianowicie O, A2iBt), a zatem i wszystkie inne punkty wspdlne.
PrzeprowadziliSmy wiec cialo z potozenia | w potozenie Il przy
pomocy obrotu okoto prostej i.

Zatézmy teraz, ze odcinki
A ™ i BBt majag wspolng pta-
szczyzne symetralng 77 (rys. 2).
Wowczas tréjkgty OAIBLi OAtBI
sg potozone symetrycznie wzgle-
dem 77. Osig obrotu bedzie w tym
przypadku krawedz przeciecia
sie ptaszczyzny O A~ (lub

I 2. OAtBa) z ptaszczyzng 77.

Uwaga 1. Z 11 tw. Eulera wynika, ze przy obrocie ciata okoto
punktu istnieje w ciele pewna prosta o tej wiasnosci, ze punkty
jej nie zmieniajg potozenia.
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Uwaga 2. Jezeli cialo wykonywa dwa kolejne obroty wkoto
dwoéch osi, przechodzacych przez jeden punkt O, to z potozenia
poczatkowego w potozenie koricowe mozemy przeprowadzi¢ ciato
przy pomocy jednego obrotu okoto osi, przechodzacej przez O, gdyz
punkt 0 nie zmienit potozenia. A wiec zlozenie dwoéch obrotow
okoto osi, przechodzacych przez jeden punkt, jest obrotem okoto
osi, rowniez przechodzgcej przez ten sam punkt.

Przyktad. Ciatlo wykonato kolejno dwa obroty wkoto osi
statego uktadu wspoétrzednych: najpierw wkoto osi z, a nastepnie wkoto
osi X, oba obroty o kat prosty w kierunku od reki prawej ku lewej.

Poniewaz przy obu obro-
tach poczatek ukiadu O pozo-
stat nieruchomy, mozemy prze-
prowadzi¢ ciato z potozenia po-
poczatkowego do potozenia kon-
cowego przy pomocy jednego
obrotu okoto pewnej osi |,
przechodzacej przez O (rys. 1).

Wezmy pod uwage w potozeniu poczgtkowym punkt A(0,0, I)
osi z. Po obrocie okoto tej osi punkt A nie zmienit potozenia, a po
obrocie okoto osi x przeszedt w potozenie A'(0,1,0).

WezZzmy z kolei pod uwage w potozeniu poczgtkowym punkt
B(0,1,0) osi y. Po obrocie okoto osi z punkt li zajgt potozenie B'(1, 0,0)
na osi X, a nastepnie przy obrocie wkoto tej osi punkt li' nie zmienit
juz swego potozenia. Szukana o$ | bedzie wiec przekrojem ptaszczyzn
symetralnych odcinkéw AA' i BB'".

Plaszczyzna symetralna odcinka AA' ma réwnanie y= z, za$
ptaszczyzna symetralna odcinka BB' ma réwnanie x—y~ O$ | bedaca
przecieciem obu ptaszczyzn ma zatem réwnanie

X=y—z

Przypusémy teraz, ze ciato wykonywato te same obroty w po-
rzadku odwrotnym, t.j. najpierw okoto osi x, a nastepnie okoto
osi z (rys. 2). Punkty A(0,0,1) i B(0,1,0) zajma po obrocie okoto
osi-a; potozenia AX0,1,0) i /;,(0,0,—1), a nastepnie po obrocie okoto
osi z przejdg w potozenia d 21,0,0) i /JX0,0,—1). Ptaszczyzny syme-
tralne odcinkdw AA2 i BIli2 majg rownania x=z i y=—z. OS Iv
okoto ktdrej nalezyobrdcic ciato, abyprzeszto z potozenia poczatkowego
w koncowe, bedzie wiec miata réwnanie
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x = —Y - z
Widzimy stad, ze potozenie koncowe zalezy od porzadku, w ja-
kim ciato wykonywato obroty.

Twierdzenie. Chanie'd. Ciatlo mozna przeprowadzi¢ z dowol-
nego potozenia, w dowolne inne. przy pomocy jednego przesuniecia
i jednego obrotu okoto oni.

Na ogét mozna to zrobi¢ na nieukonczenie wiele sposobdw, zawsze,
jednak osie obrotu bedg rownolegle, a katy obrotu réwne (jezeli osiom
nadany bedzie ten sam zwrot).

Dowod. Niechaj bedzie dowolnym punktem ciata w po-
tozeniu poczgtkowym |1, za$s 02 odpowiednim punktem w potozeniu
kohncowym 1l. Przesunmy ciato najpierw réwnolegle w potozenie

I', tak by Ol padto na 02 Jezeli potozenie I' jest identyczne z 11,
to ciato przeprowadziliSmy z potozenia | w potozenie Il przy pomocy
jednego przesuniecia, zgodnie z wymogami twierdzenia.
Przyjmijmy wiec, ze potozenie I' jest
réozne od Il. Poniewaz w potozeniach .11
i V ciatlo ma punkt 02 wspoélny, wiec na
mocy Il tw. Eulera mozemy je przepro-
wadzi¢ z potozenia I' w potozenie Il przy
pomocy obrotu okoto pewnej osi |, prze-
chodzacej przez punkt 02
W kazdym wiec razie przeprowadzilismy dato z potozenia |
w potozenie Il przy pomocy jednego przesuniecia i jednego obrotu;
udowodniliSmy zatem pierwszg cze$¢ twierdzenia.

Gdybysmy obrali na poczgtku inny punkt Ov to nu ogét otrzy-
malibySmy inne przesuniecie i inny obrot okoto innej osi. Wyka-
zemy jednak, ze we wszystkich przypadkach
osie obrotu bytyby réwnolegte.

Wezmy pod uwage w ciele dowolny
wektor AIB1 w potozeniu 1, rownolegty do
osi obrotu I. Odpowiedni wektor A2B2 w po-
tozeniu Il bedzie miat ten sam Kierunek
i zwrot co wektor AtBv Ani bowiem prze-
suniecie, ani obrdét (okoto osi réwnolegtej),
nie zmienia kierunku ani zwrotu wektora.

Zalézmy teraz, ze ciato przeprowadziliSmy z potozenia | w po-
tozenie Il przy pomocy innego przesuniecia oraz obrotu okoto innej
osi 1X Niechaj przy tym przesunieciu wektor A1B1 przejdzie w wektor
A\B\. Oczywiscie wektor A\B\ przejdzie po obrocie okoto nowej
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osi I' w wektor A2B2 Poniewaz przesuniecie nie zmienia kierunku
ani zwrotu wektora, wiec AAB\ ma ten sam zwrot i Kierunek co
wektor AXBV Wynika stad, ze wektor A\B\ bedzie miat réwniez
ten sam zwrot i kierunek co wektor AB2 Zatem o0$ obrotu I' musi
by¢ réwnolegta do AB2 czyli do osi I

Wykazemy wreszcie, ze katy obrotu okoto osi | i I' sg réwne,
bylebysmy nadali osiom | i I' jednakowe zwroty. Obierzmy w ciele
w potozeniu 1 dowolny wektor ai prostopadty do |, a zarazem oczy-
wiscie do I'. Kat, jaki tworzy wektor axz odpowiednim wektorem a2
w potozeniu li przy obranym zwrocie osi, jest kgtem obrotu (str. 312).
Kat obrotu jest wiec w obu przypadkach ten sam, c. b. d. d.

Turierdzen/ie fi. Bialo mozna przeprowadzi¢ z dowolnego poto-
zenia w dowolne inne przg pomory dwdch obrotéw kolejnych.

Dowod. Niech 0X bedzie dowolnym punktem ciata w poto-
zeniu i, a 02 odpowiednim punktem ciata w potozeniu Il. Obr6¢my
cialo o kat 1SO0 okoto osi lu bedgcej symetralng odcinka 0X02
Przy tym obrocie punkt Ox padnie na punkt Oa Ciatlo przyjmie
potozenie U ', ktore z potozeniem Il ma punkt 02 wspélny. Mozemy
zatem z potozenia Il' przejs¢ do potozenia Il przy pomocy obrotu
okoto pewnej prostej |, przechodzacej przez 02 PrzeprowadziliSmy
w ten sposéb ciato z potozenia 1 w potozenie Il przy pomocy dwdéch
obrotow okoto prostych It i I, c.b.d.d.

Skret. Jezeli cialo wykonato przesunigcie, a nastepnie obrot
okoto osi réwnolegtej do przesuniecia, to powiadamy, ze ciato
wykonato skret.

W szczeg6lnosci przesuniecie lub obrdét réwniez nazywamy

skretem.
Twierdzenie 3. Bialo mozna zawsze przeprowadzi¢ z dowolnego
potozenia w dowolne inne przy pomocy skretu i to tylko w jeden sposéb.

Dowdd. Wezmy pod uwage w ciele w potozeniu | dowolny
trojkat A1BIBI, lezacy w ptaszczyznie TIXprostopadiej do mozliwych
osi obrotu. Oznaczmy przez A2B2C2 odpowiedni tréjkat, zas przez 772
odpowiednig ptaszczyzne w potozeniu Il. Piaszczyzny ITI i 132
sg zatem rdéwnolegte. Przeprowadzmy teraz ciato z potozenia |
w potozenie I', nadajgc ciatu takie przesuniecie prostopadte do 17j,
by ptaszczyzna n x przeszta w ptaszczyzne 772 (p. str. 320, rys. 1).
Tréjkat AIBICL przejdzie przy tym przesunieciu w trojkat A\B\B\
lezgcy w plaszczyznie 77s, w ktdrej lezy takze trojkat AiB2Bi.
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Z potozenia I' mozemy przeprowadzic¢
ciato w potozenie Il najpierw przy pomocy
translacji tak, by A\ padio na At, a na-
stepnie przy pomocy obrotu okoto prostej
prostopadtej do 132przechodzgcej przez A2
Wynika stad, ze trojkgt A\B\G\ przejdzie
w AZ2B2(\, pozostajgc stale w ptaszczy-
Zznie 77,, Na mocy wiec Il tw. Eulera
mozemy trojkgt A\B\C\ przeprowadzi¢
w A2B2C2 przy pomocy translacji lub
obrotu (okoto pewnego punktu O lezacego

w U.,, czyli przy pomocy obrotu okoto osi | prostopadiej do JdR
w punkcie O). Przy tej translacji (lub obrocie) ciatlo przejdzie
z potozenia I' w potozenie II.

Wynika stad, ze przeprowadzimy ciato z potozenia 1 w po-
tozenie 11 albo przy pomocy przesuniecia (jezeli przejscie z 1' do 11
jest przesunieciem), albo przy pomocy przesuniecia i obrotu okoto
osi /, réwnolegtej do przesuniecia, c. b. d. d.

O$ 1 nazywamy osig skretni.

OS$ skretu przesuwa sie przy skrecie po sobie. Kazda inna
prosta zmienia przy skrecie swoje potozenie. Wynika stad, ze nie
mozemy przeprowadzi¢ ciata z potozenia | w potozenie Il przy
pomocy skretu okoto innej osi I'.

8§ 4. Ruch postepowy i ruch obrotowy okoto osi.
Ruch postepowy. Jezeli kazde potozenie, jakie cialo przyjmuje
w ciggu ruchu, mozemy otrzymac¢ z potozenia poczatkowego przy
pomocy translacji, to powiadamy, ze ciato po-
rusza sie ruchem postepowym*.

Z okres$lenia ruchu postepowego wynika,
ze kazde dwa potozenia ciata w ruchu poste-
powym dajg sie otrzyma¢ jedno z drugiego
przy pomocy przesuniecia réwnolegtego. 2.

Niech A i B bedg dwoma dowolnymi punktami ciata. W ruchu
postepowym wektor AB nie zmienia kierunku ani zwrotu. Jezeli
wiec tor punktu A przesuniemy réwnolegle tak, ze wszystkie jego
punkty doznaja przesuniecia rownego wektorowi AB, wowczas tor
punktu .1 pokryje sie z torem punktu B (rys. 2).

A wiec: w ruchu postepowym tory wszystkich punktéw sg do
siebie przystajace™ i przechodzg jeden w drugi przy pomocy Wamlaoji.
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Buch postepowy ciata jest wiec wyznaczony przez ruch jednego
jego punktu i potozenie ciata w chwili poczatkowej. Jezeli bowiem
znamy ruch np. punktu A, to wektor przesunigcia ciata z potozenia
poczatkowego do potozenia w chwili t bedzie réwniez wiadomy,
gdyz réwna sie znanemu przesunieciu punktu A.

Na odwrdt: jezeli wektory zwigzane z cialem sztywnym nie zmie-
niajg kierunku, to ciato porusza sie ruchem postepowym.

Istotnie wezmy pod uwage staty ukiad wspotrzednych (@,y, z)
oraz dwa punkty w ciele A(x1y1z1) i Bcet,yi,z2). Z zalozenia wektor
AB nie zmienia kierunku (ani oczywiscie dtugosci); wykazemy,
ze nie zmienia réwniez zwrotu. Rzuty wektora AB na osie ukiadu
sg podczas ruchu state co do wartosci bezwzglednej. A wiec W—
W—y™ i e~—zN\ 3 pewnymi statymi. Poniewaz xt—xx jest funkcjg
cigglg czasu t, wiec z tego, ze M —ijr~const. wynika réwniez,
ze x2—a&l=const. Podobnie yt—y,= const. i za—Zj=const. Zatem
wektor AB nie zmienia zwrotu.

Oznaczajgc tedy przez A,B i A',B' potozenia danych punktéw
w dowolnych dwoch chwilach t i t', otrzymamy AB=A'B', skad
A A'—BB". Przesuniecia dwoch dowolnych punktéw sg zatem réwne,
a wiec mozemy przeprowadzi¢ ciato z potozenia w chwali t do po-
tozenia w chwili t' przy pomocy przesuniecia. Ruch ciata jest wiec
ruchem postepowym.

Wezmy pod uwage w ciele poruszajgcym sie ruchem poste-
powym dwa dowolne punkty AxAt w chwili t i potozenia A\ A->
tych punktéow w chwili t+ At. Oznaczajgc przez i\ i V2 predkosci
punktéw A, i At, otrzymamy (str. 35):

S'_LEQA,IA?? v = lim Aﬁt"

Poniewaz ciato porusza sie ruchem postepowym, wiec AiAj-AjAt,
skad wevt.

A wiec: w ruchu, postej/owym w dowolnej chwili t predkosci
wszystkich punktow ciata/ sa- solne réwne.

Predkoscig ruelvu postepowcyo w chwili t nazywamy wspdlng
predkos¢ wszystkich punktéw ciata w tej chwili.

Niech teraz ciato porusza sie w taki spos6b, ze w kazdej po-
szczegOlnej chwili t predkosci wszystkich punktéw ciata sg satSie
rowne. Obierzmy dwa dowolne punkty ciata A(xxyxzx) i B(x2yt,zt).
S. Itatiacli. MsMhatitkic.
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Poniewaz w jednej i tej samej chwili predkos¢ punktu A jest
zawsze réwna predkosci punktu B, wiec:
yi=y2 Zj=3 sted ia—l=0.
Zatem x3—x1—cl i podobnie y2—yl=c2 z2—z"g, gdzie
c,C2 i c3sg pewnymi statymi. Wynika stad, ze wektor AB ma state
rzuty na osie ukladu, nie zmienia wiec podczas ruchu ani Kie-
runku, ani zwrotu. Buch jest przeto ruchem postepowym.
A wiec: jezeli wszystkie punkty ciala maja w kazdej poszcze-
golnej chwili predkosci réwne, to ciato porusza sie ruchem postepowym.

Buch obrotowy okoto osi. Jezeli ciatlo porusza sie w ten
sposob, ze wszystkie punkty pewnej prostej | pozostajg w spo-
czynku, to powiadamy, ze ciato obraca sie okoto osi | (str. 311).

W ruchu obrotowym wszystkie punkty krgza po kotach, leza-
cych w ptaszczyznach prostopadtych do osi obrotu; S$rodki tych
k6t lezg na osi obrotu.

Promienie tgczgce punkty ciala ze Srodkami kdét, po ktdrych
punkty te kraza, zakreslajg w rownych czasach rowne katy. Wynika
stad, ze w ruchu obrotowym okoto osi wszystkie punkty majg w kazdej
poszczegdlnej chwili réwne predkosci katowe. Ich wsp6lng predkosé
katowag nazywamy predkoscig katowa ruchu obrotowego okoto osi.

Z okreslenia wektora predkosci katowej (str. 46) wynika, ze
w ruchu obrotowym ciata okoto osi wszystkie punkty majg ten
sam wektor predkosci katowej, lezacy na osi obrotu. Wektor ten
nazywamy wektorem predkosci katowej obracajgcego sie ciata.

Przyktad i. Jezeli w rownolegtoboku ABCD wierzchotki A i D
sa unieruchomione, wdéwczas boki AB i DC mogg sie obraca¢ okoto
wierzchotkéw A i D. Przy tych obrotach bok BC pozostaje stale
réwnoleglty do AD. Zatem BC porusza sie wowczas ruchem po-
stepowym.

Przyktad 2. Koto o $rodku O' i promieniu r porusza sie
ruchem postepowym, pozostajgc stale stycznym do koki K o srodku 0
i promieniu R. Wyznaczy¢ tor dowolnego punktu A (rys. str. 369).

Srodek ()" porusza sie oczywiscie po kole K' o $rodku O i pro-
mieniu a=R r, Tor punktu A (kropkowany na rysunku) bedzie-
zatem kotem o promieniu a. Srodek O, tego kota otrzymamy, na-
dajgc srodkowi O przesuniecie 00, rowne wektorowi O'A.
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§ 5. Rozmieszczenie predkosci w ciele sztywnym.
Gdy ciato sztywne sie porusza, punkty jego mogg mie¢ w danej
chwili na ogo6t predkosci rézne.

Zwiazki miedzy predkosciami punktow ciata. Wezmy

pod uwage dwa punkty ciata i i 80 predkosciach 5, i vt. Niech 0
bedzie poczatkiem uktadu wspoétrzednych. Potézmy:

~0A.1, —O-AN r=AjA,—2 fj.
Zatem (str. 35, (I11)):
(1) r= r2—r,= t8—

Mamy ra= |rJ* Poniewaz jrj=const., wiec tworzac pochodnag,
otrzymamy 2rr= 0 czyli ff—O0, skad na mocy (1) f(vs—w,)—0 czyli
(2) fv2= rvx.

Z okres$lenia iloczynu skalarowego wynika, ze
f—HRzut™ N\ i fvt= W\Rzut”-j ra.
Na mocy wiec (2) otrzymamy, dzielac przez |r]
3) Rzut” tij—Rzut™- &2
Udowodnilismy wiec, ze w ciele sztywnym rzuty predkosci dwaoch
punktéw na odcinek taczacy te punkty sg réwne.
Mozemy takze powiedzie¢, ze skiadowe predkosci dwoch

punktéw wzgledem odcinka tgczacego te punkty sa réwno.

Przyktad J. Niech dane bedg predkosci
C>,%»3 trzech punktéw ciata AuAiINA 3 nie le-
zacych na jednej prostej. Obierzmy dowolnie
punkt G, nie lezgcy w plaszczyznie A1AtAK
i oznaczmy jego predkos$¢ przez v. Wykresimy
z punktu G wektory GBV GBS GB\ réwne rzu-
tom predkosci »,»,»3 na proste AtG, ASC, A%.

W mys$l udowodnionego twierdzenia, wektory te bedg réwniez
rzutami wektora v o poczatku G na proste ,4,(7, A% i AZ. Jezeli
do tych prostych poprowadzimy ptaszczyzny prostopadte w pun-
ktach Bu Bni Bz, to punkt przecigcia tych ptaszczyzn bedzie koricem
wektora v.
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Aby wyznaczy¢ predkos¢ punktu D, lezacego w piaszczyznie
AMAgAg, wyznaczamy najpierw predkosé dowolnego punktu C, nie
lezgcego w ptaszczyZznie A”igAg, a nastepnie predko$¢ punktu D
jak poprzednio (biorgc sposrod punktow 42 .t3i C trzy punkty
nie lezgce wraz z 1) w jednej ptaszczyznie).

A wiec: predkosci wszystkich punktéw ciata sztywnego wyzna-
czone sg przez predkosci trzech jego punktéw, nic lezacych na jednej
prostej.

Przyktad 2. Predkosci punktéw linii prostej i ptasz-
czyzny. JSadajmy poruszajgcej sie prostej |. dowolny zwrot
i wezmy na niej punkt O o wspo6trzednych xQy0)z0. Oznaczmy
przez a,ft,y katy, jakie o$ | tworzy z osiami uktadu wspotrzednych,
i potézmy:

a= cos a, h= cosiji, c= cosy.
Dla dowolnego punktu A (w,y,z) osi |, o wspotrzednej r na
tej osi, jest:
4) x=x0+ar, y=y3+br, z=z0+cr.

Oznaczajac przez v predkos$é punktu A i tworzac pochodng (4)
wzgledem czasu, otrzymamy (wobec tego, ze r=const.):

(5) nx= X = x0+dr, V,=y=yO0+6r, Vz= 7z —zatir.

Wykresimy z punktu A wektor AA', rowny predkosci v pun-
ktu A, i oznaczmy przez $, /?,£ wspoOirzedne punktu A'. 71 uwagi
na to, ze e=x+v.t it.d., dostaniemy na mocy (4) i (5):

f=*0+ i0+ («+ », V=yo+yo+(b+f>)r, f=z0+z0+(c+Cl)r.
Jako rdéwnania pierwszego stopnia ze wzgledu na parametr r
sg to réwnania proste;j.
A wiec: jezeli z punktow potozonych na linii prostej wykreslio
wektory predkosci, to konce tych wektordw lezg na linii prostej.
Opierajgc sie na tym twierdzeniu, mozna tatwo udowodnic,
podobne twierdzenia dla ptaszczyzny.
Mianowicie: jezeli z punktow potozonych na ptaszczyznie wykres-
li¢ wektory predkosci, to konce tych wektorow lezg na jednej ptaszczyznie.

Znajgc predkosci v, i wg dwoéch punktow
A, i Ag prostej I, mozna wyznaczy¢ predkos¢ v
dowolnego punktu A tej prostej, w sposéb
nastepujacy (p. rysunek):
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Prowadzimy prostg m przez korice wektorow predkosci », i vit
wykreslonych z punktéw At i A.. Na tej proRtej lozy koniec wektora
predkosci v, wykreslonego z A. Wyznaczamy na prostej | punkt i
taki, by wektor Ali réwny byt rzutowi f, (luli v2) na o$ I. Wedle
twierdzenia dowiedzionego na str. .323, Ali jest rzutem v.na |l
Jezeli przez li przeprowadzimy ptaszczyzne prostopadtg do I, to
punkt A', w ktdrym ptaszczyzna ta przetnie prostg m, bedzie koricem
wektora v, wykreslonego z A.

Ruch chwilowy ciata sztywnego. Wezmy pod uwage
w ciele sztywnym dowolny punkt A o wspétrzednych r,//,s w pewnej
chwili t i oznaczmy przez v jego predkos¢. Poniewaz v zalezy od
punktu A, wiec v jest wchwili / funkcjg wspoétrzednych x,y,z. Mo-
zemy zatem przyjac, ze

(6) v ¥:2).

Funkcja wektorowa (ti) okresla predkos¢ w chwili I w kazdym
punkcie ciata.

Rozmieszczenie predkosci w ciele w pewnej chwili nazywamy
ruchem chwilowym ciata.

Ruch chwilowy ciata jest zatem wyznaczony przez podanie
funkcji wektorowej (6).

W ruchu postepowym wszystkie punkty majg te samg predkosé.
Funkcja (> przyjmie wiec posta¢ a=const.

W ruchu obrotowym okoto osi | mamy dla punktu A, ozna-
czajac przez w wektor predkosci kgtowej, a przez O dowolny punkt
na osi | (por. wzory (2) i (I11), str. 46):

) v= Monia To lub v—OAxdt.

Ruch chwilowy ciata wr chwili t nazywamy ruchem chwilowym
postepowym, jezeli wszystkie punkty ciala majg te sama predkosc.
Predkos$¢ te nazywamy predkoscig chwilowg ruchu postepowego.

Ruch chwilowy ciata w chwili t nazywamy ruchem chwilowym
obrotowym okoto osi I, jezeli predkos¢ punktow ciata wyrazajg sie
wzorem (7), t. zn. jezeli predkosci punktéw ciata w chwili t sg takie,
jak gdyby ciato obracato sie okoto osi |. Predkos¢ S> nazywamy
wektorem predkosci katowej chwilowej, a o0s$ | osig obrotu chwilo-
wego.

Jezeli w kazdej chwili czasu ruch chwilowy jest obrotem okoto
prostej (nieruchomej) I, to jest on ruchem obrotowym okoto osi I.
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Obierzmy bowiem staty uklad wspétrzednych 0(x,y,s). przyj-
mujgc oS i za oS z. Niechaj A bedzie dowolnym punktem ciata
0 wspbtrzednych x,y,z, a to wektorem predkosci chwilowej. Wéwczas
ax= 0i oju—0. Wedtug wzoru (7) rzuty predkosci v punktu A wynoszg:

(8) VX~ X = YWX, nu~y = —xa>,, v,—z—0.

Poniewaz z—0, wiec z=const. Punkty biegng zatem po ptasz-
czyznach prostopadtych do osi I. Z rownan (8) dostajemy ,rx-\-yy-~0,
skad po scatkowaniu ! x2\-ly2—const. czyli ®*+j/*=const. Punkty
ciata kraza tedy po ptaszczyznach prostopaditych do osi | w stalej
odlegtosci od Z a wiec cialo wykonywa obrot okoto 1

8 6. Ruch chwilowy plaski. Niech figura ptaska porusza
sie w plaszczyZznie TI. Obierzmy w tej plaszczyznie dowolne dwa
uktady wspétrzednych: jeden staly (x,y), a drugi (£,»/) porusza-
jacy sie ruchem postepowym i majgcy poczatek w dowolnie obra-
nym punkcie M dartej figury.

Ruch chwilowy figury wzgledem ukfadu (i,//) bedzie tedy
obrotem okoto punktu M (czyli okoto osi | prostopadtej do Il w pun-
kcie JIf). Predkosci wzgledne punktéw w chwili t bedg wiec takie,

jak gdyby figura obracata sie okoto punktu X
z pewng predkoscig katowg ot. Mozemy zatem
powiedzieé¢, ze ruch chwilowy wzgledny jest
ruchem obrotowym okoto punktu M. Poniewaz
ruch ukladu (£,?;) jest postepowy, wiec pred-
kos$¢ unoszenia jest jednakowa dla wszystkich
punktéw figury (str. 58) i réowna sie predkosci
punktu M. Oznaczajgc przez v predkosé
(bezwzgledng) dowolnego punktu A, przez w predkos¢ wzgledng
punktu A, a przez u predko$¢ unoszenia (#.j. predkos¢ punktu .1/),
otrzymamy zatem.(str. 58)
(1) V= u+ w.

Mozemy wobec tego powiedzie¢, ze predkosci punktow figury
sg takie, jak gdyby figura wykonywata dwa ruchy réwnoczes$nie:
jeden postepowy z predkoscig u dowolnego punktu M figury, drugi
za$ obrotowy okoto tegoz punktu M.

A wiec: ruch chwilowy figury w ruchu plankim sktada sie z ruchu
chwilowego postepowego i ruchu chwilowego obrotowego-, ruch poste-
powy ma predko$¢ dowolnego punktu figury, za$ ruch obrotowy jest
obrotem okoto tegoz punktu.
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Kuch chwilowy figury mozna przedstawi¢ na og6t na nie-
skonczenie wiele sposobéw jako ziozenie ruchu chwilowego poste-
powego i ruchu chwilowego obrotowego. Zalezy to bowiem od wy-
boru punktu M.

We wszystkich tych przedstawieniach jednak predkosci chwi-
lowe katowe sg réwne. Obierzmy bowiem na figurze dowolng 0§ k
wchwili ti niechaj k' oznacza potozenie tej osi wchwili t-j-At. Kat Acp,
jaki 0$ k' tworzy z osig k, jest rowny katowi, o jaki figura obrécita
sie okoto .1/ w ruchu wzglednym. Widzimy stad, ze Ay nie zalezy
od wyboru punktu .1/, a tym samym i to, bo (O_Ej’%A(p/At'

W szczegélnosci ruch chwilowy .moze by¢ ruchem chwilowym
postepowym (jezeli predkos¢ chwilowa katowa w jest zerem) lub
ruchem chwilowym obrotowym (jezeli punkt. M ma predkos$¢ 8=0).

Dla kazdego punktu A figury predkos$¢ w (obrotu chwilowego)
jest prostopadta do odcinka MA, przyczem \S—MA-0j. Znajac
zwrot obrotu chwilowego, mozemy wiec wyznaczy¢ zwrot w, a na
stepnie otrzymac¢ ze wzoru (1) predkos¢ v punktu A.

Niech teraz 8+0 i *>+0. WeZmy pod uwage na prostej I,
prostopadtej do u i przechodzacej przez M, dwa punkty O i O
w odlegtosci r od M, gdzie r=]8 |/io

Predkosci obrotu chwilowego w i w' pun
ktdw Oi O' sg prostopadte do I, zatem réwnolegte
do li. Mamy ponadto NWW—MO-<0—no=\u\ i po-
dobnie B'[=|m} Poniewaz w i w' majg zw-roty
przeciwne, wiec dla jednego z punktéow O i O,
np. dla O, mamy w——li. Zatem predkos¢
punktu O wynosi v--w-\-u—0. Jezeli wiec
poczatek uktadu (e, y) umiescimy w punkcie O,
to predkos¢ unoszenia bedzie zerem, ruch chwi-
lowy bedzie zatem obrotem chwilowym okoto O.

Punkt O nazywamy S$rodkiem obrotu chwilowego.

Predkos¢ v dowolnego punktu A jest prostopadta do odcinka OA
i ina zwrot zalezny od zwrotu obrotu chwilowego. Ponadto
(2) B—OA-w.

A wiec: ruch chwilowy pianki jest albo ruchem chwilowym poste-
powym, albo ruchem chwilowym obrotowym okoto $rodka, obrotu chwi-

lowego.
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Wyznaczanie $rodka obrotu chwilowego. Srodek obrotu
chwilowego ma oczywiscie predkos¢ 0. Kazdy inny punkt ma
wedtug (2) predkos¢ i5=0 (jezeli 0). Istnieje zatem jeden tylko
Srodek obrotu chwilowego (gdy c4=0).

/- r Jezeli w dowolnym pun-

yf | [ - y>' kcie .4 wykreslimy prostopadia
4} do predkosci v tego punktu, to

L $rodek obrotu chwilowego znaj-

W 't s A dzie sie na tej prostej (rys. 1).

Srodek obrotu chwilowego
mozna na ogo6t wyznaczy¢, zna-
jac predkos¢ v jednego punktu, np. A, oraz kierunek predkosci v’
drugiego punktu A’. WykresSlmy prcste ki W prostopadte do Hi W
w punktach A i A'. Punkt O przeciecia sie. tych prostych jest Srod-
kiem obrotu chwilowego. Ze wzoru (2) otrzymujemy ui=\v\/OA.
Zwrot obrotu chwilowego otrzymamy ze zwrotu predkosci v.

Gdy proste k i k' sg réwnolegte, to ruch chwilowy jest ruchem
chwilowym postepowym.

Gdy proste k i k' pokrywajg sie z sobg, musimy w celu wy-
znaczenia, ruchu chwilowego znac jeszcze predkos¢ v' punktu A’
Znajomos¢ samego tylko kierunku predkosci v' woéwczas nie wystarcza.

Gdy o—V't ruch chwilowy jest ruchem postepowym.

Gdy za$ v4=', ruch chwilowy jest ruchem chwilowym obro-
towym. Oznaczajac woéwczas przez O sSrodek obrotu chwilowego
(lezacy oczywiscie na prostych ki Aa), mamy na mocy (2) W\—OA-«>
i W\—OA'-u> Zatem

OA W
<> oT = |Hr

Jezeli dir' maja zwroty zgodne (rys. 2) i |Si<|f], to punkt O
lezy na przedtuzeniu odcinka A A poza punktem *L Mamy wtedy
OA'—OA=A'A, skad na mocy (3)

(4) OA = A'A-rof\_ﬁ

Jezeli za$ v i V' majg zwroty przeciwne (rys. 3), punkt O lezy
na odcinku AA'. Mamy wtedy 0.1-0.1'=.4.4’. skad na mocy (3)

(5) 0.1= .4.4"'-
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Przykiad l. Pret AB porusza sie w plaszczyZnie w ten spo-
sob, ze oba jego korice A i B poruszajg sie stale po krzywych Ci C.
Predkosci vl i vi punktéow A i B sg styczne do krzywych (' i V.
Rysujac w punktach A i B prostopadie
do stycznych, otrzymamy s$rodek 0 chwilowego
obrotu preta AB, jako punkt przeciecia sie
tych prostopadtych. Oznaczajac przez o> pred-
kos¢ chwilowg katowa, otrzymamy:

fol ZOA'0), NA=OB-0> i [&JMt]|=;0AjOB.

Przyktad 2. W mechanizmie korbowym pret AB porusza
sie w ten sposéb, ze jego koniec B potgczony jest przegubowo z pre-
tem OB unieruchomionym w O, drugi za$ koniec A porusza sie
po prostej | przechodzacej przez O. Pret OB obraca sie okoto
punktu O z predkoscig katowa w. Jaka jest predkos¢ punktu A?

Predkos¢ Ii' punktu B jest prosto-
padita do OB, a predkos¢ v punktu A
ma kierunek prostej I. Kreslac pro-
stopadte do V' i v, otrzymamy S$ro-
dek Oj chwilowego obrotu preta AB.
Jest OB m#= [&= OJi 0>, zatem
0jx=-.0B mj i OxB, skad

M= 0,A =(»=0,A OB- 0j!OxB.

Przyktad 3. Ukiad dwoéch pretéw AO i ,0B, potaczonych
przegubowo, porusza sie w plaszczyznie. Dane sg predkosci t\i e2
punktéw d. i B. Wyznaczy¢ predkos¢ punktu O.

Oznaczmy przez ai/l katy, jakie two-
rza predkosci vl i i2 z pretami OA i OB,
przez 6 kat, jaki predkos¢ f punktu O two-
rzy z pretem OA, a przez pkat AOB.
Poniewaz rzuty predkosci r na prety
OA i OB sa odpowiednio réwne rzutom
vl i V2 na te prety, wiec oznaczajac przez e, o, i v2 wartosci bez-
wzgledne tych predkosci, otrzymamy:

(6) r,cosa = ucos d, lacosj5  uc.omy 0),

skad
cos(e>—06)/cosd  soos/i/p,eosa.
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wiec CO08g)-]-tgd8ing)=®gCO08j3/t/'1C08a czyli
tgé = (vsABN—r! 0Ba B9 j1\cosasiny.
Znajac d, wyznaczamy Vv z réwnania (6).

Przyktad 4. W plaszczyznie lezy ukiad trzech pretow
AB, BfJi CD, potaczonych przegubowo i unieruchomionych w A i D.
Pret AB obraca sie okoto A z predkoscig katowa av Wyznaczyé
predkos¢ katowa preta CD okoto D.
Punkty B i C krazg po kotach
o srodkach A i D; ich predkosci iij i vt
sg zatem prostopadie do AB i GD. Sro-
dek obrotu chwilowego preta BC otrzy-
mamy, prowadzgc prostopadte do vti vit
czyli przedtuzajgc odcinki AB i DC
do przeciecia sie w punkcie O. Punkt O jest Srodkiem obrotu
chwilowego preta BC.
Oznaczmy przez w predkos¢ chwilowa katowag preta BC.
Ktadac “=1™1 i «t=]t>], otrzymamy wiec:

@) —OB & i ®6—OC-w.
Pret di* obraca sie okolo A z predkoscig katowag zatem
(8) vl=AB-wl i podobnie rs—CD ma

Z (7} i (8) otrzymujemy AB-~—OB-r» czyli i0=AB-<01/0OB,
skad na mocy (7) r2~AB OC-ot}iOB, a poniewaz na mocy (8) jest
toa—vt/CD, wiec

AB- OC
°~ OB mCD °>v

Przyktad S. Dany jest uktad pre-
tow potaczonych przegubowo w weztach
B, C, DiE. Prety AB, FD i EG mogg sie
obracaé¢ okoto punktéw A, F i G, ktore
sg unieruchomione. Pret GE obraca sie.
okoto Gz predkoscig katowg <0. Wyznaczyc¢
predkosci katowe m' i w" pretéw FD i AB
okoto F i A.

Oznaczmy przez w V., vii i4 predkosci punktow E,I),C,B,
za$ przez rt, s, viti Vv ich wartosci bezwzgledne. Punkty Eil)
kraza po kolach o Srodkach G i F. Predkosci wiec tych punktow
sg prostopadie do EG i FD.
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Niech O, bedzie punktem przeciecia prostopadtych do f, i r,
(t. j. przedtuzen pretow GE i DF). Punkt 01 bedzie srodkiem obrotu
chwilowego preta ED, a zarazem trdjkata EDC, gdyz prety
ED, DC i CE tworzg ukiad sztywny.

Oznaczajac przez wl predkos¢ obrotu chwilowego okoto Ov
ktérej zwrot wyznaczamy ze zwrotu H, mamy:

9) Vi — 0 1E-(ti1, v3= 0J-Ww,

Zwrot vt wyznaczamy ze zwrotu predkosci katowej otv

Poniewaz = —GE-w, wiec na mocy (9):
GE 0J)-GE
10 " .
(29 h o] OE M

Pret FD 'obraca sie okoto F z predkoscig katowag w', wiec
vB—FD o/ czyli m'~vJFD. Na mocy (10) jest zatem

0J) GE
OJE-FD

Zwrot oj' wyznaczamy ze zwrotu v2
Predkos¢ V9 punktu C jest prostopadta do OJ; mamy wiec

(12) v3= 0J'-Wy.

Zwrot ts wyznaczamy ze zwrotu obrotu okoto Ov

Aby wyznaczy¢ Srodek Ot obrotu chwilowego preta BC, za-
uwazmy, ze predkos¢ v4 punktu B jest prostopadta do preta AB.
Kreslimy wiec prostopadte do predkosci vt i V9, czyli przedtuzamy
AB i COIl do przeciecia sie w 02

Oznaczajgc przez wg predkosé¢ katowag obrotu chwilowego
okoto Ot, mamy:

(13) @-vQly *Wgy M—0J'Cc2

Zwrot obrotu chwilowego otrzymujemy ze zwrotu v3

Z (13) dostajemy:
(V) wj= r3j0J, r4=0Jiwm310J.

Zwrot vt otrzymujemy ze zwrotu obrotu okoto Oa

Poniewaz pret AB obraca sie okoto A z predkoscig katowag w",
wiec rt--AB-a" czyli w"--cJAB. Stad na mocy (14), (12) i (10)
dostajemy

(U)

. 0J-0J-GE
m —AB®OJ OxE 0> -

Zwrot predkosci katowej w" otrzymujemy ze zwrotu vt.
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8 7. Ruch chwilowy przestrzenny. Zajmiemy sie najpierw
przypadkiem szczeg6lnym.
Obrot okoto punktu. Przypusémy, ze
cialo obracajgce sie okoto punktu statego O,
zajmowato potozenie 1 w chwili t, za§ poto-
zenie 11 w chwili tA-At. Z potozenia 1 w po-

przy pomocy obrotu o kat Ag> okolo pewnej
prostej I'. Zatézmy, ze gdy At dazy do O, pro-
sta | dazy do pewnej prostej /. Potozmy

(1) lim AyjAt = .

(iznaezmy przez A dowolny punkt ciata w potozeniu I, a przez
A' odpowiedni punkt w potozeniu 11. Niechaj S' bedzie $Srodkiem
kota, po ktérym porusza sie .1 przy obrocie okoto prostej V, za§ N
potozeniem granicznym punktu S', gdy AtA-O. Oznaczmy wreszcie
przez v predkos¢ punktu A. Mamy

2

a poniewaz lim ( wiec na mocy (1)
el = AS eot.

Zauwazmy, ze wektor AA'jAt jest prostopadty do Vi tworzy
z odcinkiem S'A kat 00°—A<p/2; wektor v jest tedy w granicy prosto-
padly do | i AS. Predkos¢ punktu A w chwili t jest zatem taka,
jak gdyby ciato obracato sie okoto osi | z predkoscig katowg ot.
UdowodniliSmy wiec nastepujgce twierdzenie:

i{uch chwilowy ciatu, obracajgcego sie wkoto pewnego punktu O,
jest obrotem chwilowym. wkoto oni, przechodzacej przez O.

Predkos$¢ v punktu .1 jest prostopadta do ptaszczyzny /7 prze-
chodzacej przez | i 4, skad v OA, poniewaz OA lezy w /7.

A wiec: przy obrocie ciata okoto punktu O predkosci punktow
data sa prostopadie do prostych tgczacych te punkty z punktem O.
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O$ Zobrotu chwilowego lezy w ptaszczyznie przechodzacej przez
punkt A i prostopadiej do predkosci punktu A. Znajac wiec kie-
runki predkosci dwoch punktéw ciata, otrzymamy o$ obrotu chwi-
lowego jako krawedZ przeciecia ptaszczyzn, przechodzacych przez
te punkty prostopadle do kierunkéw predkosci. Predkos$¢ chwilowg
katowa otrzymamy z réwnosci (ii).

Przyh-lad 1. Kula #*+//*+2*—1 obraca sie okoto srodka O.
Dana jest predkos¢ v punktu AM,0,0) w pewnej chwili t oraz Kie-
runek predkosci w punktu />'(0,1,0) w tejze chwili. Wyznaczy¢ o$
obrotu chwilowego, predko$¢ katowg i predkos¢ w (w chwili i).

Poniewaz predkos$¢ v jest prostopadta do OA, t. j. do osi x,
wiec vx= 0. Oznaczmy przez a, b, ®cosinusy katéw, jakie predkosé
w tworzy z osiami ukiadu wspétrzednych. Mamy oczywiscie b—O0,
gdyz w jest prostopadte do OB, t. j. do osi vy.

Os$ chwilowego obrotu jest przecieciem plaszczyzn przeprowa-
dzonych przez O oraz przez A i B prostopadle do predkosci v i TO
Réwnania tych ptaszczyzn sa nastepujace:

3) WV, + z2vt= 0, nr, - <z= 0,
skad

X _y _z
“) \e/a~vt/vNe" — 1

Réwnania (4) sg réwnaniami osi obrotu chwilowego.

Niech & oznacza predko$¢ chwilowg katowa. Rzuty w na
osie ukladu sa proporcjonalne do wspo6tczynnikow kierunkowych
osi obrotu, t.i. do liczb cja, v,'jvKi —1. Oznaczajgc przez A wspot-
czynnik proporcjonalnosci, dostaniemy:

(5) w.t=zc/«, mu— Xvtjvm D ——A

Aby wyznaczy¢ A obliczamy predko$¢ v, opierajgc sie na
wzorze v= OA xw. Otrzymujemy »,==0, v, A i vz—Xwt/%, skad
A—ii,,, wiec na mocy (0):

(«) a*=cv,la, <j=v, <w@=—v,

Poniewaz w—OBam, wiec na mocy (< jest

VX~ —rll}  wn—0, wz——cVyja.
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Ruch chwilowy w przypadku og6lnym. Umies¢my
w dowolnym punkcie M danego ciata poczatek ukiadu wspoétrzed-
nych (f, ri,E), poruszajgcego sie ruchem po-
stepowym. Poniewaz punkt M jest wzgledem
uktadu (£,*?,£) nieruchomy, wiec ruch ciala
wzgledem uktadu jest obrotem okoto
punktu M. Ruch chwilowy wzgledny bedzie
wiec obrotem chwilowym okoto osi obrotu
chwilowego |, przechodzacej przez M.
Niechaj A bedzie dowolnym punktem ciata. Oznaczmy przez r
predkosé¢ bezwzgledng punktu .4, przez u predkos¢ unoszenia,
a przez «? predko$¢ wzgledng. Zatem

(7 V—U - W

Predkos¢ unoszenia T rowna sie, predkosci punktu .1/, gdyz
uktad (i, r/,;) porusza sie ruchem postepowym. Predkosci punktow
ciata sg zatem takie, jak gdyby cialo wykonywato dwa ruchy réwno-
cze$nie: jeden postepowy z predkoscia u dowolnego punktu M
ciata, drugi za$ obrotowy okoto pewniej osi przechodzacej przez M.

A wiec: ruch chwilowi) ciulu slduda sie z ruchu chwilowego po-
stepowego o predkosci dowolnego punktu M tego ciulu i ruchu chwilowego
obrotowego okoto osi obrotu chwilowego, przechodzacej przez punki M.

Ruch chwilowy ciata mozemy na og6t przedstawi¢ na nieskon-
czenie wiele sposoboéw jako ztozenie ruchu chwilowego postepu
wego i ruchu chwilowego obrotowego. Zalezy fo bowiem od wy-
boru punkti! M.

Wykazemy, ze, przy wszystkich mozliwych przedniawieiiiitch
wektory predkosci chwilowych katowych sa réwne (t.zn. ze osie obrotu
chwilowe,go sg réwnolegle i predkosci chwilowe katowe sg réwne).

Przypusémy, ze punkt ciata M w oliwili t przeszedt w punkt M’
w chwili ta-At. Wzgledem uktadu statlego zmiana potozenia ciata
w czasie At jest ztozeniem przesuniecia MM"' iobrotu o kat Atp okoto
pewnej osi V. Wzgledem uktadu (S, g, ) zmiana potozenia jest tylko
obrotem o kat A<p okoto osi I\ ukiad bowiem (i,C) wykonat wcza-
sie At przesuniecie. MM'. Zatem polozeniem granicznym osi I
jest oS | obrotu chwilowego, za$ predkoscig chwilowa katowg jest,
W_illi W Agi Al
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Z twierdzenia podanego na str. 318 wynika, ze gdybysSmy w ciele
obrali inny punkt Mv to przy podobnych znakowaniach o$ ii bytaby
rownolegta do I', przyczem Ampl=Ap. Zatem o$ obrotu chwilowego ii
przechodzaca przez Mt jest rownolegta do i i predkosé¢ chwilowa
katowa w, réwna jest w. Zaréwno wiec dla M jak dla MI wektory
predkosci katowych bedag réwne.

Uwaga. Oznaczajac przez w wektor predkosci chwilowej ka-
towej, otrzymamy na mocy (l111), str. 46, dla dowolnego punktu A
w—MA x«i, skad na mocy (7)

n »=« + MA Xu.

Predkos¢ unoszenia. Niech ukitad wspétrzednych (i, #2,f)
0 poczatku M porusza sie w przestrzeni wzgledem statego uktadu
wspotrzednych (x,y,z). Uktad (f, »?,£) (wraz z punktami sztywnie
Zz nim zwigzanymi) mozemy uwazac¢ za ciato sztywne. Buch jchwi-
lowy ukiadu (£,»,E) bedzie wiec zlozeniem ruchu chwilowego
postepowego z predkoscig £, poczgtku M ukiadu i ruchu obrotowego
z predkoscia chwilowg katowag w okoto osi obrotu chwilowego, prze-
chodzacej przez M. Predkos¢ unoszenia vt dowolnego punktu A, znaj-
dujacego sie w ruchu wzgledem uktadu
(f, »/,£), jest to predkos¢, jakgby punkt A
posiadat, gdyby byt zwigzany sztywnie
z uktadem (f, 7?,£). Zatem v, jest sumg
predkosci VO i predkosci w obrotu chwi-
lowego. Wobec powyzszego mamy na
mocy (1)
(8) v,= f#+ MA X o

A wiec: predko$¢ unoszenia dowolnego punktu jest taka, jak
gdyby punkt ten byt zwigzany sztywnie z ukladem ruchomym wspdét-
rzednych, a uklad, ten wykonywat dwa ruchy réwnoczesnie: jeden po-

stepowy z predkoscig poczatku uktadu, drugi za$ obrotowy okoto osi,
przechodzacej przez poczgtek ukiadu.

Twierdzenie powyzsze podalisSmy bez dowodu na str. 62.

Skret chwilowy. Buch chwilowy ciata nazywamy skretem
chwilowym albo ruchem $rubowym chwilowym, jezeli predkos¢ ruchu
chwilowego postepowego jest rownolegta do osi obrotu chwilowego.

W szczegolnosci ruch chwilowy postepowy lub obrét chwilowy
nazywamy rowniez skretem chwilowym.
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O$ skretu chwilowego nazywamy osig $rodkowag obrotu chwi-
lowego.

Przy pomocy twierdzenia, podanego na str. 319, udowodnimy
twienlzenie nastepujgce:

Kuch chwilowa ciul« jstawnego mozna przedstawi¢, i to tylko
w jctUoi sposob, juko skret chwilowy.

Dowdd. Zatdézmy, ze przeprowadziliSmy ciatlo z potozenia |
w chwili t w potozenie Il w chwili t—At przy pomocy skretu okoto
om [' (str. 319). Niechaj | bedzie potozeniem gra-

nicznym prostej I', gdy At-*-0. Wezmy pod uwage

na Zdowolny punkt O w chwili t i oznaczmy

przez O' potozenie punktu Ow chwili 14- At. Przy
przeprowadzaniu ciata z potozenia | w poto-

zenie 11 z pomoca skretu, punkt O zajmie po

przesunieciu potozenie 0,, a nastepnie pé obrocie

okoto Z'o kat A przejdzie w potozenie O'. Ozna-

czajgc. przez T predkosé punktu O, mamy wiec

@) J= Im| --l_llm—————_— lim ;+ Tm oc,
' At 1/-»» Zif A*0 Iz AM Jl

Niech S bedzie Srodkiem kota, po ktorym punkt O poruszat
sie przy obrocie okoto osi Z o kat A Zatem j(),0'| ==2%0,-sinde>/2,

0,071 Jsingdy 21 o Isinde2)] W
skad I|W|I !I—I\H\I‘/anNO,II J£Z “ I NO AP Jljz'r
jsm(J<>72)| 1 wiec lim 0,071 :0.

Poniewaz |im/?0,=0, a lim ..
Al 11 A1-*» | A el al-w i

Na mocy (9) jest wiec u —lim OOJAt. Lecz 00,jiZ, wiec z uwagi

na to, 22 Z dazy do /, gdy 1Z>0, predkos¢ ii ma Kkierunek osi Z
ktora jest osig obrotu chwilowego, przechodzacg przez O. Kuch
chwilowy jest wiec skretem, bo predko$¢ 7 ruchu chwilowego po-
stepowego ma Kkierunek osi Z obrotu chwilowego.

Punkty potozone na osi skretu chwilowego majg predkosci
rowne ii, a przeto réwnolegte do osi skretu. Punkty potozone poza
osig skretu majg predkosci, ktore nie sa réwnolegte do osi skretu.
Predkos¢ takiego punktu jest bowiem sumg predkosci ii i pred-
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kosci w obrotowej, prostopadiej do u. Zatem suma u-t-ir nie jest
nigdy réwnolegta do u (a wiec i do I), chyba, ze w—0, t. j. ze punkt
lezy na osi skretu.

Wynika stad, ze ruch chwilowy daje sie przedstawi¢ jako
skret chwilowy tylko w jeden sposob. Gdybysmy bowiem przed-
stawili tenze ruch chwilowy jako skret okoto innej osi lj, to na mocy

twierdzenia na str. 334, proste | i bylyby rownolegte, a wtedy
predkosci punktéw potozonych na  bylyby rdéwnolegte do i, i 1
co jest niemozliwe, poniewaz — jak dowiedliSmy przed chwilg —

tylko punkty potozone na osi | maja predkosci réwnolegte do I

Przyktad, 2. Niech ciato porusza sie w ten sposo6b, ze ruch
chwilowy jest skretem o stalej predkosci postepowej u i obroto-
wej w okoto stalej osi I

Obierzmy o0$ obrotu chwilowego za 0$ z. Oznaczmy przez w
i u wspoétrzedne =i u wzgledem osi z. Predko$¢ v punktu A ciata
0 wspodtrzednych x,y,z wyraza sie na mocy (lI), str. 335, wzorem

v—u + OA X «i,

gdzie O jest poczatkiem ukiadu. Poniewaz vwx—0, mt= 0, w,=o>
1 3v=0, % =0, «,= «, Wwiec:

(10) X=(Dy, y——Qfff, z=u.
Ostatnie z réwnan (10) daje po »catkowaniu
(11) z—ut-t-c,

gdzie c jest stalg «towolng. Roézniczkujgc pierwsze z réwnali (10),
otrzymamy Podstawiajgc na y wartos¢ z réwnania drugiego,
dostaniemy réwnanie arf-.2*= 0> ktérego rozwigzanie ogdélne ma
postac

(12) x—esinmt-f kemoit,
gilzie a i b sg statymi dowolnymi. Poniewaz y =X :< wiec
(13) y —wemmt—6s*n od.

Przyjmijmy, ze w chwili t—0 punkt .1 mial wspo6trzedne
xNerr fo= 0i z0—0. Podstawiajac f=0 w (1J)-(13), dostaniemy
«=0, b—r i ¢c—0, skad:

x—rcosioS1, yi= —railiot, Z—ni.
S Uaich MMliiankit 22
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Punkt bedzie wiec poruszat sie ruchem S$rubowym (str. 35)
po powierzchni walca o osi z (gdyz x2-\-y*=ri), zakres$lajac t. zw.
linie S$rubowa. Jezeli pobocznice walca rozwiniemy, to linia
Srubowa przedstawi sie jako prosta. Linia S$rubowa przecina
zatem wszystkie tworzgce pod jednym i tym samym katem a.
Odlegtos¢ dwoch punktéw sasiednich linii Srubowej na tej samej
tworzacej nazywamy skokiem $ruby i oznaczamy przez h. Mamy wiec

(14) tga—zm/h,
gdzie r jest promieniem podstawy walca. Poniewaz czas obrotu
wynosi 2jt/J(o] lub h/AL\, wiec:
(15) h—20\N\U>\,  tga —rffo)/|tt].

Wyznaczanie ruchu ciata. Obierzmy w ciele dowolny
punkt 0 o wspo6trzednych x0,y0,z0 wzgledem pewnego statego ukiadu
wspobtrzednych (x,y,z). Oznaczmy przez w predkos¢ chwilowg katowa,

a przez wpredkosé¢ punktu 0. Punkt ciata A o wspoétrzednych x,y,z
ma predkos¢ ((1), str. 335)

=(16) v=uOAYy.7i).

Poniewaz: vx—x, v,—y, vt—z i ux—xot n,—y0, u,=i,, wiec
dostajemy ze wzoru (16):
x=X0+ (y—yQajx—(z—z0)(oNe 2=y 0+ (2—Zojwn—(®—

7)
(=« 0+ (x—x0)a>,—(y —yQwx.

Jezeli ruch punktu O i predko$¢ kagtowa To dane sg przy po-
mocy funkcyj:

®0=/(0» ?o—tKO) 20=v(i); x—a(t), =7, m,=y(t),

to (17) jest ukiadem rdéwnan rozniczkowych, w ktérym fuukcjanti
niewiadomymi sg funkcje x—F{t), y—O0(t) i 2= Fit), okreslajace
ruch punktu A. Z réwnan (17) mozemy wyznaczy¢ funkcje
F, 0, 0, jezeli znamy potozenie poczatkowe punktu .4, predkosc
chwilowa katowa oj i ruch punktu o.

A wiec: ruch ciatasztywnego jest wyznaczony przez uastepujgce dane:
a) potozenie poczatkowe ciata,

b) ruch jednego jego punktu,

¢) predkos¢ chwilowg katowag obrotu w w kazdej chwili.
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§ 8. Toczenie i $lizganie. Niech krzywa ptaska V, poru-
szajgca sie w swej plaszczyznie 77, bedzie styczng w kazdej chwili
do pewnej krzywej nieruchomej C, lezacej w Il.

Jezeli ruch chwilowy krzywej G jest obrotem chwilowym okoto
punktu stycznosci O, to jej ruch chwilowy nazywamy toczeniem
sie krzywej G po (V.

Wynika stad, ze przy toczeniu punkt stycznosci ma predkos¢
zero. Punkt stycznosci jest Srodkiem obrotu chwilowego.

Jezeli ruch chwilowy krzywej G jest ruchem postepowym, to
jej ruch chwilowy nazywamy $lizganiem sie krzywej G po C'

Predkos¢ ruchu postepowego przy $lizganiu rowna jest pred-
kosci punktu stycznosci.

W przypadku og6lnym ruch chwilowy krzywej G mozemy
uwazac za ztozenie dwdch ruchéw: jednego obrotowego okoto punktu
stycznosci O, drugiego za$ postepowego z predkoscig punktu stycz-
nosci.

A wiec: ruch chwilowy jest zlozeniem toczenia i $lizgania.

Mozna udowodnié, ze podczas toczenia sie krzywej C po krzy-
wej G' punkty stycznosci tworza na obu krzywych luki réwnej
dtugosci (luki 00" i AB na rysunku). Gdy np. koto toczy sie po
prostej I, to odlegtos¢ punktéw stycznosci
po catkowitym obrocie réwna sie obwo-
dowi kota.

Toczenie i Slizganie powierzchni po
powierzchni okreslamy analogicznie.

Niech mianowicie powierzchnia 2 porusza sie w ten sposdb,
ze stale jest styczna do pewnej powierzchni nieruchomej 2.

Jezeli punkt stycznosci ma predkos¢ zero, powiadamy, ze
ruch chwilowy powierzchni 2’ jest toczeniem po powierzchni 2.

Przy toczeniu ruch chwilowy jest obrotem okoto osi, przecho-
dzacej przez punkt stycznosci. W szczeg6lnosci, jezeli powierzchnie
2'i 2" sg powierzchniami walcowymi lub stozkowymi, stykajgcymi sie
wzdtuz tworzacych, wéwczas przy toczeniu osig obrotu chwilowego
jest tworzgca, wzdtuz ktdrej powierzchnie sie stykaja.

Jezeli ruch chwilowy powierzchni 2 jest ruchem postepowym,
powiadamy, ze ruch chwilowy powierzchni 2 jest slizganiem po
powierzchni 2"

22
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Linia Srodkéw chwilowych. Niech figura A porrsza sie
po ptaszczyznie Il. Wezmy pod uwage w kazdej chwili na ptasz-
czyznie 11 $rodek obrotu chwilowego. Srodki te utworzg na 11 pewna
linie C, zwang linig stala srodkéw chwilowych.

Wezmy teraz pod uwage na figurze A w kazdej chwili punkt,
ktéry w danej chwili schodzi sie ze $rodkiem obrotu chwilowego.
Punkty te utworzg na figurze K pewng linie V, poruszajaca sie wraz
z figurg. Linie te nazywamy linig ruchoma s$rodkéw chwilowych.

Na ogdt linie srodkéw chwilowych: ruchoma C i stala C sg
styczne do siebie w kazdej chwili i w chwili tej punkt ich styczno-
&ci jest Srodkiem obrotu chwilowego. Linia ruchoma porusza sie
zatem wraz z figurg K w taki sposoéb, ze jej ruch chwilowy jest
w kazdej chwili obrotem okoto jej punktu stycznosci z linig statg C.

A wiec: w ruchu ptaskim linia ruchoma s$rodkéw chwilikcych
toczy sie po linii statej Srodkéw chwilowych.

Stozek osi chwilowych. Niech cialo K obraca sie okoto
punktu O. Wezmy pod uwage w przestrzeni o$ obrotu chwilowego
w kazdej chwili. Osie te utworza pewng powierzchnie stozkowg E'
o wierzchotku O; nazywamy jg stozkiem statym osi chwilowych.

WeZzmy nastepnie pod uwage w ciele K w kazdej chwili te
prostg, ktéra w danej chwili schodzi sie z osig obrotu chwilowego.
Powierzchnie E, jaka utworzg te proste, nazywamy stozkiem rucho-
mym osi chwilowych.

Powierzchnia E porusza sie wraz z ciatem i jest na og6t
styczna do E'.

A wiec: przy obrocie ciata okoto punktu powierzchnia ruchoma
osi chwilowych toczy sie po powierzchni statej osi chwilowych.

Powierzchnia osi $srodkowych. Niech cialo K wykonywa
w przestrzeni ruch dowolny. Wezmy pod uwage w przestrzeni 0$
skretu, t.j. oS Srodkowag w kazdej chwili. Osie te tworzg pewng
powierzchnie E', zwang powierzchnig stalg osi Srodkowych.

Wezmy takze pod uwage w ciele K w kazdej chwili prosta,
ktora w danej chwili schodzi sie z osig Srodkowa. Powierzchnie E,
utworzong przez te osie w ciele, nazywamy powierzchnig ruchoma
osi Srodkowych.

Na ogo6t powierzchnia ruchoma osi srodkowych styka sie z po-
wierzchnig stalg w kazdej chwili wzdtuz osi Srodkowej. Ruch chwi-
lowy powierzchni ruchomej jest skretem okoto osi stycznosci.
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Przyktad 1. Koto K o promieniu r toczy sie po prostej I,
przyczem $rodek kota O porusza sie ruchem jednostajnym z pred-
koscig u. Poniewaz punkt styczno$ci S jest Srodkiem obrotu chwi-
lowego, wiec oznaczajgc przez w predkos¢ chwilowa katowa, mamy
u= fiu (gilzie m-]E]) czyli

(1) ot—Ujr.

Punkt A lezacy na $rednicy SO ma predkosé réwna co do
wielkosci 2rio—2u; punkt A ma wiec predkosé 2v.

Kota wagonu kolejowego majg brzegi wystajagce. od strony wewnetrznej
szyn, by zapobiec wykolejeniu sie wagonu. Najnizszy wiec punkt kota wagonu
kolejowego (na rysunku punkt B) znajduje sie ponizej punktu stycznosci H.
Jego predkosé¢ chwilowa ma zatem zwrot przeciwny niz predkos¢ pociagu
(t.j. érodka k«da O) i wynosi u-SH/r.

Jezeli np. pocigg porusza sie z predkoscia 50 km/godz. to istniejg na
kolach pociagu w kazdej chwili punkty majace predkosci chwilowe 100 kin/godz
(na rysunku punkt .1), a nawet takie, ktére biegna w przeciwnym kierunku
niz pociag (np. punkt B).

Wezmy pod uwage na kole K koto K' o $rodku O i promieniu
O('=r'. Koto pozostaje stale stycznym do prostej I"\\l. Poniewaz
punkt O nie jest $rodkiem obrotu chwilowego, wiec koto to nie
toczy sie po 1. Ruch kota A" jest zlozeniem toczenia i $lizgania
po prostej V. Toczenie odbywa sie z predkoscig katowag to, za$ $liz-
ganie ma predkos¢ punktu C, t.j.

Poniewaz cate koto K o promieniu r toczy sie po |, wiec od-
cinek S8', utworzony przez punkty stycznosci przy pelnym obrocie
kota, rowna sie obwodowi kota, t.j. ¢nr. Odpowiedni odcinek CC
dla kota K wynosi réwniez 2nr. Nie jest on réwny obwodowi 2nr'
kota A", poniewaz ruch kota A po prostej V nie jest toczeniem, lecz
ztozeniem toczenia i $lizgania wzdtuz tej proste;j.

Przyktad 2. Koto (C) o promieniu r toczy sie po kole sta-
tym (6”) o promieniu 2r. Koto (C) znajduje sie wewnatrz kota ((!")
(p. str. 312, rys. 1). Wyznaczy¢, tory punktow kota ((1).
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Niech A bedzie dowolnym punktem na obwodzie kota (C).
Poniewaz punkt stycznosci S obu kot jest srodkiem obrotu chwi-
lowego, wiec predkos¢ v punktu A jest prostopadta do SA. Kie-
runek predkosci punktu A przechodzi zatem przez punkt O, lezacy
na kole (G) i na $rednicy przechodzacej przez S. Poniewaz SO=lir,
wiec O jest Srodkiem kota (O-j. Predkos¢ punktu A jest zatem stale
skierowana ku punktowi nieruchomemu O. Punkt A porusza sie
wiec po prostej OA. Punkty potozone na okregu kota ((') poruszaja
sie zatem po Srednicach kota ((").

Niech teraz P bedzie dowolnym punktem wewnatrz kota (G).
Przeprowadzmy przez P dowolna cieciwe Ali. Punkty .1 i H po-
ruszaja sie po prostych | i'i', przechodzgcych przez O. Poniewaz
odcinek AB nie zmienia swej dtugosci, wiec na mocy znanego twier-
dzenia z geometrii analitycznej punkt P zakresli elipse.

Przyktad !t. Stozek obrotowy toczy sie po ptaszczyznie 11
(rys. 2). Ruch chwilowy stozka jest wiec obrotem chwilowym okoto
tworzacej, wzdtuz ktorej styka sie on z ptaszczyzng Fl.

Wierzchotek W stozka lezy zawsze na osi obrotu chwilowego,
ma zatem stale predkos$¢ zero, czyli pozostaje w spoczynku.

Oznaczmy przez a kat miedzy tworzacymi a wysokoscia h
stozka, przez 0 $rodek podstawy stozka, a przez 0' rzut O na ptasz-
czyzne Il. Poniewaz 0'0= fesina=const., wiec, punkt O porusza sie
po ptaszczyznie réwnolegtej do Fl.

Odlegtos¢ punktu O od prostej |, prostopadiej do Il w pun-
kcie W, wynosi M O=WO'= Aeosa=eonst. Wynika stad, ze punkt O
krazy po kole o srodku M, w ptaszczyznie prostopadtej do I, a wiec
obraca sie okoto prostej I.

Niech o bedzie predkoscia katowa toczenia sie stozka, a co
predkoscig katowa Srodka O przy obrocie okoto osi I. Niech wreszcie v
bedzie predkoscig punktu O. Mamy zatem \v\=0'()-0> i H= MO-qf',
skad uj'= 9-0'0OIMO = 9'0'0IWO’, a wiec
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Przyktad 4. Kitla toczy sie w rynnie utworzonej przez dwie
ptaszczyzny (rys. 3).

Poniewaz punkty stycznosci A i B majg predkosé¢ zero, wiec
osig obrotu chwilowego jest prosta AB.

Oznaczmy przez r promien kuli, przez a kat miedzy ptasz-
czyznami rynny, przez w predkos¢ katowa toczenia, wreszcie przez v
predkos¢ srodka kuli 0.

Odlegtos¢ srodka kuli od osi obrotu jest 03/=rsin Kladac

otrzymujemy zatem

S
3) r—rwsmz

Przyktad Odcinek AB o dhlugosci d porusza sie w ten
sposob, ze konice jego pozostajg stale na prostych |lim, prostopa-
dtych do siebie i przecinajagcych sie w punkcie 3/.

«Srodek obrotu chwilowego 0 otrzyma-
my, prowadzgc prostopadte do I'i ww punk-
tach A i B. Poniewaz M0=AB=d, wiec
Srodki obrotu chwilowego tworzg koto C
0 srodku 3/ i promieniu d. Koto C' jest
wiec linig stalg Srodkéw chwilowych. Po-
niewaz w kazdym potozeniu odcinka AB
kat AOB réwna sie w/2, wiec linia ru-
choma srodkdéw chwilowych bedzie kotem C
o Srednicy AB (por. 'przykiad 2).

§ 9. Skladanie ruchéw ciata. Dwa obroty réwnocze-
sne. Niech ruch chwilowy ciata K wzgledem ciata KI (t.j. wzgle-
dem uktadu wspotrzednych, zwigzanego sztywnie z ciatem KX) be-
dzie obrotem okoto osi  z predkoscig katowa zas ruch chwilowy
ciata Aj wzgledem ciata K' obrotem okoto osi z predkoscig ka-
towg cij. Mowimy wéwczas, ze ciato K wykonywa wzgledem ciata K’
dwa obroty chwilowe réwnoczesne okoto osi Ixi Is z predkosciami
katowymi A, i sa

Kuch chwilowy ciata K wzgledem ciata K‘' nazywamy ruchem
wypadkowym tych dwoéch obrotéw chwilowych; moéowimy takze, ze
jest on rownowazny uktadowi obu obrot6w.

Przyjmijmy wrciele A-, ukiad wspétrzednych (f, 1j,£), zas w ciele
K" uktad wspotrzednych (x,y,z) (rys. str. 344). Niech A bedzie do-
wolnym punktem ciata K. Predkos¢ v punktu A wzgledem uktadu
(x,y,z) jest sumag jego predkosci wzglednej w wzgledem ukiadu
(£,//,£) oraz predkosci unoszenia u:
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m d=w-hu.

Poniewaz ruch chwilowy ciata K wzgledem uktadu (f, 3.2) jest
obrotem okoto osi Z z predkoscig katowg o>. wiec (str. 325)

(-m) Tr= Mom" rq. ]

Predko$¢ unoszenia u
punktu A otrzymamy, za-
ktadajgc, ze punkt A jest
zwigzany sztywnie z ukia-
dem (£,q,f). Uklad (f, rj,e)
obraca sie okoto osi Z
z predkoscig katowg w2,

wiec
3 w= Monia (Lf.
Z (1), (2) i (3) otrzymujemy
4) c= MomA4W+ Mom 4ty

Jak widac¢ z tego wzoru, ruch chwilowy ciata K wzgledem K’
wyznaczony jest przez predkosci katowe w, i n2 Nie potrzeba
przy tym podawaé, ktéra z nich jest predkoscia obrotu ciala K
wzgledem Kv a ktdm predkoscig obrotu ciata Kl wzgledem K'.

Przypusémy, ze osie Il i A przecinajg sie w punkcie 0. Wezmy
pod uwage wektor ¢>=c”-j-e2 0 poczatku O. Mamy (str. 17)

(5) Mom4m= Mom.4«! + Mom 4w2,
skad na mocy (4)
(6) v= Monia Ne

Ruch chwilowy ciata K wzgledem K' jest zatem obrotem
chwilowym okoto osi, przechodzacej przez punkt O, z predkoscig
katowa rowna sumie predkosci katowych di, i w2 obrotow skia-
dowych.

A wiec: ukiad dwdch obrotéw chwilowych réwnoczesnych okoto
osi, przecinajacych sie w punkcie 0, jest rownowazny obrotowi okoto
osi, przechodzgcej przez O, z predkoscig katowa réwnag sumie predkosci
katowych, obrotéw skiadowych.
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Przypusémy teraz, ze osie Ix i 1&sg rownolegle, przyczem
WIT e24=0. Wektory 7 i w2 majg woéwczas wektor wypadkowy
to=t»I T w,, dla ktérego zachodzg rdéwnosci (5) i (6).

A wiec: uklad™~dwoch obrotéw chwilowych réwnoczesnych okoto
osi réownolegtych, o predkosciach katowych majacych sume rézng od
zera, jest roéwnowazny obrotowi okoto osi réwnoleglej do poprzednich-,
potozenie tej osi i predkos¢ katowa obrotu naokoto niej wyznaczona
jest przez wypadkowg predkosci katowych obrotow skiadowych.

Przypusémy wreszcie, ze osie I, i 1zsg rownolegte, ale wx+w.=0,
t. zn. ze zwroty obrotéw sg przeciwne, a wartosci bezwzgledne pred-
kosci katowych sg rowne. W tym przypadku wektory og i n2 tworzg
pare. Poniewaz moment pary jest wektorem statym, wiec na mocy (4)
wszystkie punkty ciata K majg jedpa i te sama predkosé, réwnag
momentowi pary «j, a2 Kuch chwilowy ciata K wzgledem ciata K'
jest zatem ruchem postepowym.

A wiec: uklad dwoéch obrotow chwilowych réwnoczesnych okoto
osi rownolegltych o predkosciach katowych réwnych co do wielkosci,
lecz majacych zwroty przeciwne, jest rownowazny ruchowi chwilowemu
postepowemu.

Przejdzmy teraz do przypadku ogdlnego. Niech O bedzie
dowolnym punktem ciata K. Uklad wektoréw «g, o2 jest na mocy
twierdzenia o redukcji (str. 24) réwnowazny ukiadowi, ztozonemu
z wektora u>= a2 o poczatku O i pary m,—w' o momencie
rownym momentowi ukladu witio2 wzgledem O. Dla kazdego pun-
ktu A ciala K mamy wiec Mom~w,- Mom~rss= M om ” «, gdzie
u jest momentem paiy ¢',—w'. Na mocy (4) jest tedy

) ¢=Mom.4w-Li7.

Zatem ruch chwilowy ciata K wzgledem A" jest zlozeniem
ruchu postepowego o predkosci »punktu O ji obrotowego o predkosci
katowej w okoto osi przechodzgcej przez O.

A wiec: uklad dwoch obrotéw chwilowych réwnoczesnych réwno-
wazny jest ztozeniu ruchu obrotowego okoto osi przechodzacej przez
dowolny punkt O ciata i ruchu postepowego o predkosci punktu O;
wektor predkosci katowej ruchu wypadkowego réwny jest sumie wekto-
row predkosci katowych olrrotéw sktadowych.
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Sktadanie Kkilku obrotéw rdéwnoczesnych. Otrzymane
wyniki mozna uog6lni¢ na Kkilka obrotéw réwnoczesnych. Ruch
wypadkowy okreslamy podobnie jak dla dwdch obrotéw.

Powiemy wiec np., ze cialo K wykonywa obroty réwnoczesne
okoto osi Z, P4 13z predkosciami < i a8 wzgledem pewnego ciata K",
jezeli ciato K obraca sie okoto osi ix z predkoscig katowa wzgle-
dem pewnego ciata A", to za$ ciato obraca, sie okoto osi 12z predkoscig
katowa to wzgledem pewnego ciata Kt, a to ostatnie obraca sie
okoto osi I3 z predkoscig katowg t3 wzgledem ciata K'.

Podobnie ruch chwilowy ciata K wzgledem K' nazywamy

ruchem wypadkowym obrotéw chwilowych okoto osi Ix 2 I3 z pred-
kosciami katowymi oiv v &3

Niech ciato K wykonywa kilka obrotéw réwnoczesnych z pred-
kosciami katowymi Podobnie jak w przypadku dwoéch
obrotéw, dowodzi sie, ze predkos¢ v dowolnego punktu A ciala K
wzgledem ciata statego K' wynosi

(8) «=Mom édex+Monuxil-f...

Predkos¢ v punktu A jest momentem og6lnym uktadu wekto-
row predkosci katowych -euu? ...

9) v= Moma (Wx W2, ...).

Jezeli wiec dla dwu ukiadéw obrotow' réwnoczesnych uktady
predkosci katowych

cui,a>2 ... i o\ mi,...

sg rownowazne (str. 22), to ruchy wypadkowe tych obrotéw sa
te same.
Pozwala nam to interpretowaé twierdzenia rozdziatlu 1 o ukia-
dach wektoréw jako twierdzenia o uktadach obrotéw' réwnoczesnych.
Twierdzeniu o redukcji ukladéw wektoréw (str. 26) mozemy
wiec nadaé¢ brzmienie nastepujace:

Uklad Kkilku obrotéw rdéwnoczesnych o predkosciach katowych
at, &g ... jest ztozeniem ruchu postepowego o predkosci dowolnego pun-
ktu 0 ciata i ruchu obrotowego o predkosci katowej n>=w,-rw3f ...
okoto osi przechodzacej przez O.

Twierdzenia 1-4, podane na str. 26, przybiorg w tej inter-
pretacji postac:
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1. Ukkad obrotéw réwnoczesnych s predkosciami katowymi
okoto osi przechodzacych przez jeden punkt O jest réwnowazny jed-
nemu obrotowi z predkoscig katowa « —Wj-j-wE+ ... okoto osi prze-
chodzacej przez O.

2. Ukiad obrotéw réwnoczesnych z predkosciami a\, okoto
osi rownolegtych (okoto osi lezacych w jednej ptaszczyznie 11) jest
rownowazny ruchowi obrotowemu okoto osi rownolegtej (okoto osi leza-
cej w ptaszczyznie I1), gdy coj-j-.=j=0, za$ ruchowi postepowemu,
gdy wl+«ji+...= 0.

W mys$l okreslenia parametru ukiadu wektorow (str. 21), pa-
rametr uktadu predkosci kgtowych wu«,,... wyraza sie iloczynem
skalarowym Af= ...) *®Moniach, w.,,...), gdzie d jest do-
wolnym punktem ciata. Oznaczajgc przez w sume predkosci kato-
wych, mamy na mocy (9)

(10) K=m-v,

gdzie v jest predkosciag wypadkowg punktu A.

Z twierdzenia 4, str. 20, wynika, ze iloczyn skalarowy «e»
ma wartos¢ statg. W szczegolnosci dla K—O0 ukiad obrotéw réwno-
czesnych jest réwnowazny jednemu obrotowi lub ruchowi poste-
powemu (por. tabelke na str. 28).

Jak wiemy, kazdy ruch ciata jest ztozeniem ruchu postepo-
wego o predkosci u dowolnego punktu O ciata i ruchu obrotowego
o predkosci katowej w (str. 334). Ruch chwilowy mozemy wiec przed-
stawic¢ jako ztozenie obrotu w z parg w',—iw 0 momencie réwnym u.

Przypusémy, ze ruch ciata przedstawiliSmy w inny sposéb jako
ztozenie ruchu obrotowego ag i pary obrotéw m[,— a&{ Poniewaz
uktady w,w', —m' i ad,«j, —vA sa réwnowazne, gdyz przedsta-
wiajg ten sam rozktad predkosci w ciele, wiec sumy ich sg réwne,
czyli a&—a»,. Otrzymujemy wiec i na tej drodze twierdzenie (udowod-
nione na str. 334), wedtug ktorego przy wszelkich przedstawieniach
ruchu chwilowego osie obrotu chwilowego sg réwnolegte i predkosci
chwilowe katowe sa réwne.

Zauwazmy przytern, ze parametr ukladu «5w', —m' wynosi
A =«i-Momo(fl)', —«j")= w-S. Jezeli wiec a>w= 0, to ruch chwilowy
jest obrotem chwilowym.

W szczegolnoscei, jezeli wj_w, a wiec jezeli o$ chwilowego obrotu
jest prostopadta do predkosci ruchu postepowego, to ruch chwilowy jest
rownowazny obrotowi chwilowemu.
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Na str. 27 udowodniliSmy, ze kazdy uklad wektoréow jest
rownowazny skretnikowi. Z okreslenia skretnika wynika, ze ruch
chwilowy ciala sztywnego jest skretem. Otrzymalismy zatem nowy
dowdd twierdzenia podanego na str. 336.

Buch wzgledny ciata. Niech dane beda ruchy chwilowe
dwu ciat K1i K2 wzgledem statego ukiadu wspotrzednych (x,y,z).
Wyznaczymy ruch chwilowy ciata K2 wzgledem Kv t.j. wzgledem
uktadu ruchomego wspétrzednych (f, r,t), zwigzanego sztywnie
z ciatem Kv

Oznaczmy przez w, wektor predkosci chwilowej katowej ciata Kv
Buch za$ postepowy przedstawmy jako zlozenie pary obrotéw
o predkosciach katowych <, —wj. Podobnie przedstawimy ruch
chwilowy ciata K2 jako ztozenie obrotu waz parg obrotéw uA, —u=

Predkosci bezwzgledna vh i unoszenia v, dowolnego punktu A
ciala K2 wynosza;:

SAENONTTGER, 2 — Wi, r,= NMbomacni,wi,—a).
Poniewaz vyv=v"™—uv, ((I), str. 58), wiec

(11) V,,= Mon®i (W2, w6, — M, — (0it —m\,m\).

Euch chwilowy ciata A', wzgledem ciata A\ jest ztozeniem
szesSciu obrotéw réwnoczesnych. Na mocy twierdzenia o redukcji
(str. 24) odnosny ukifad wektoréw jest réwnowazny jednemu wek-
torowi w i parze w', —w'. Wektor w jest predkoscig chwilowg ka-
towa ruchu wzglednego, zas moment pary w', —cd' réwny jest pred-
kosci ruchu chwilowego postepowego.

A wiec: ruch chwilowy wzgledny ciata Ala wzgledem ciata K1
otrzymamy, dodajac do ukladu predkosci katowych, okreslajgcych ruch
chwilowy ciata K2 uktad predkosci katowych ze zwrotami przeciwnymi,
okreslajacych ruch chwilowy ciatla Kx

Twierdzenie to wystawiamy zwykle krécej, mowigc, ze ruch
ciata A2 wzgledem ciata K, otrzymujemy, sktadajgc ruch
chwilowy ciata K2 z ruchem chwilowym ciata K1 o zwrocie
przeciwnym.

Przyktad /. SzeScian wykonywa dwa roéwnoczesne skrety
okoto dwoéch krawedzi wichrowatych. Niechaj uuw, i ozna-
czajg predkosci chwilowe katowe ruchu postepowego i obrotowego
tych skretdw. Zajmiemy sie wyznaczeniem skretu wypadkowego.



[8#] Skiadani«; ruchéw ciata. 3H>

Obierzmy ukifad wspétrzednych w len
sposob, by jedna z krawedzi (okoto kto-
rych odbywajg sie skrety) lezata na osi a,
druga za$ na ptaszczyznie yz i byta do
osi y rownolegta.

Ruchy postepowe zastgpi¢ mozemy

- parami obrotéw W, —w, i 0)it—9> o mo-
mentach uli u2 Ruch chwilowy wypad-
kowy jest zatem réwnowazny ztozeniu
szesciu obrotéw réwnoczesnych:

(12) U\ WA Q) 62 0202
Suma uktadu (1.2) rébwna jest w= og+ 02 zatem:
(13) 0x—O0\ Qu= 02 Ut—o,

gdzie »j i c20znaczaja odpowiednio rzuty wektorow to, i c2na os$ x i /.

Aby obliczyé moment obrotow (12) wzgledem poczatku O ukiadu,
zauwazmy, ze momenty par wj,—&b i wj,—0A wynoszg odpowied-
nio u, i Moment iw jest zerem, gdyz o, lezy na osi x. Moment. o2
jest prostopadty do ptaszczyzny yz i rzut jego na 0§ x wynosi 00>2
gdzie a jest dlugoscig krawedzi szescianu. Oznaczajgc wiec przez n
moment obrotéw (12) wzgledem O, otrzymamy:

14) WA m(+ao)if nu—Lb, m=0,

gdzie M oznacza rzut ux na 0$ X, za$ u2rzut u2 na o$ /. Roéwna-
nia (14) przedstawiajg oczywiscie rzuty predkosci poczatku uktadu.
Ruch chwilowy jest wiec ztozeniem ruchu postepowego z pred-
koscig u i ruchu obrotowego z predkoscig o> okoto osi przechodzacej
przez O.
Predkos¢ dowolnego punktu A(x,y,z) wynosi wedtug wzoru (i),

str. 335, v—u fO A x«, skad na mocy (13) i (14)
(15) vx—M-f-ao)—awe, vu—uz2-f-z0)\, vz= xun—yo)\.

Aby wyznaczy¢ o$ Srodkowg skretu, musimy znalez¢ punkt A
taki, by jego predkos$¢ miata kierunek wektora t. zn. by v—ho
przy odpowiedniej wartosci liczbowej spotczynnika I. Muszg wiec by¢
spetnione rownania Vx=hnAf vir-hoz2 i ¢*=0 czyli e,/Jon==%'«< i rz—tk
Wobec; (15) dostajemy stad nastepujgce rdwnania osi $rodkowej:

(16) (W + no)2—zo)t)lo>i ={'NYe+zo) ) I(02x X0)t —yitoi — &
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Predkos¢ ruchu postepowego skretu réwna sie predkosci dowol-
nego punktu osi $rodkowej, np. punktu .4(0,0,s); wartos¢ z obli-
czamy z pierwszego z rownan (10), a nastepnie predko$¢ punktu A
ze wzoréw (15). Dostaniemy:

cv—mA(i, — ktoz, rj—o,

gdzie &=[(«, + an2m, + W] /(«* + Wij)—«m>/"\W'E

Przyktad, ii. Precesja regularna. Jezeli cialo porusza sie
w ten sposoéb, ze ruch chwilowy jest w kazdej chwili ztozeniem dwoch
obrotdw rdwnoczesnych okoto dwoch przecinajgcych sie osi, z ktd-
rych pierwsza | jest nieruchoma w przestrzeni, druga zas m ma state
potozenie w ciele, przyczem predkosci katowe wt i w* tych obrotéw
sg state co do wielkosci, to ruch ciata nazywamy precesjg mjularna.

Poniewaz z zalozenia osie | i m sie prze-
cinajg, wiec ruch chwilowy ciata jest obrotem
z predkoscig katowa w=wl+ a2 okoto osi p
przechodzgcej przez punkt przeciecia osi | i w.
Zauwazmy, ze ruch chwilowy osi m jest
obrotem chwilowym »»koto osi | z predkoscig
katowg w, (obrot bowiem osi m okoto siebie
samej nie wchodzi w rachube). Zatem 0$ m
obraca sie okoto osi 1 ze stalg predkoscig
katowg ta. Punkt przeciecia O obu osi jest wiec nieruchomy
i kat miedzy osiami | i m jest staly. Wynika stad, ze wektor o
a wiec i 0S8 p obrotu chwilowego, tworzy state katy z osiami | i m.
0$ p zakreéla w przestrzeni stozek obrotowy 2\ »Slad osi p
w ciele jest réwniez stozkiem obrotowym 2°'

A wiec: stozki osi obrotéw chwilowych, staty i ruchomy, sg stoz-
kami obrotowymi o osiach | i m.

O$ ziemi nie zachowuj»: statego kierunku w przestrzeni, lec* opisuje, stozek
obrotowy okoto prostej prostopadiej do ekliptyki i przechodzacej przez $rodek
ziemi. Czas obrotu osi ziemskiej trwa okoto 26,000 lat, za$ kip, miedzy osim ziem-
ska a osin prostopadig tlo ekliptyki wynosi 23¥»"-

Przyjmijmy S$rodek ziemi za poczatek uktadu wspétrzednych, poruszaja-
cego sie ruchem postepowym, i nadajmy osi ; kierunek prostopadty do ekliptyki.
Osie x i y bedag woéwczas lezaly w ekliptyce. Wzgledem tego ukitadu wspétrze-
dnych ziemia wykonywa ruch procesyjny regularny. Osig stata w przestrzeni
jest o$ z, osig stalg w ciele jest 0§ ziemska.
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I'rzykffifl .7. Dwa kola /', i Iv2 lezgce w ptaszczyznie 77, obra-
caja sie okoto swoich srodkéw z predkosciami katowymi aili 02 Wy-
znaczy¢ ruch chwilowy wzgledny kola A', wzgledem kola h\ (rys. 1).

Niech o, i & oznaczajg wektory |>redkosci katowych, prosto-
padtych oczywiscie do 7/ (rys. li). Kuch chwilowy kota K2 wzgle-
dem A, jesl ziozeniem dwoch obrotéw réwnoczesnych e i —av

Jdezeli 62 ci, =0, to ruch chwilowy wzgledny kola A2 jest ru-
chem postepowym z predkoscig T, rbwng momentowi pary (w2 —ea).
Oznaczajgc przed d odlegtos¢ srodkow, mamy MW= dci,—dc>2 Pred-
kos¢ x jest prosiopadia do prostej 0,02 taczacej srodki kél A, i K2

Jdezeli za$ e2—egq.0, to wektory w2 i —w, majg wypadkowg
"> -e>2- <\ 0 poczatku J, ktdéry lezy na prostej 0,0, w punkcie,
wzgledem ktérego moment uktadu <2 —o>, jest zerem. Ruch chwi-
lowy wzgledny kola A2 jest
ktu .1 z predkoscig katowa ci.

Jesli ci, i ci2 majg zwroty
przeciwne (jak na rys. li), to
oznaczajgc przez <, ¢c2i 0
wartosci bezwzgledne pred-
kosci katowych, otrzymamy:

0 — (15 j- ciz,
dl-§ = + 0j).

810. Przedstawienie analityczne ruchu ciata sztywnego.
Predkos¢ chwilowa katowa. Przypusémy, ze badamy ruch
ciata sztywnego wzgledem uktadu wspétrzednych (ir,t/,z). Obierzmy
uktad wspotrzednych (S,y,Q o poczatku M, zwigzany sztywnie
z cialem. Potozenie ciata wzgledem uktadu. (,r,_//,z) bedzie wyzna-
czone, jezeli podatny potozenie ukladu (f, //.s), t. zn. wspdtrzedne
=alloi~n punktu 1 i katy «!,«,«*, i yi,y2¥/.n j~kie osie
i,//,Ctworza z osiami r,

Niecli .1 bedzie dowolnym punktem ciata. Oznaczmy jego
wspdtrzedne, wzgledem ukiadu ruchomego przez £ 3 C za$s wzgle-
dem statego przez

Znajac wspotrzedne £, >* i potozenie ukladu ruchomego, mo-
zemy wyznaczy¢ wspotrzedne .«,//,s przy pomocy wzoréow (11), str. 54.
Jezeli cosa, cos i cosy, oznaczy¢ przez «/, b, i c, (gdzie (=1,2,3),
to wzory to przyjma postac:

-f flli -f-«r2g +-rt3c, M= lloh + b-iV7 b3",
(M
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Niech V bedzie predkoscig punktu A wzgledem ukitadu (x,y,z).
Poniewaz z zatozenia ukfad (£, 1j,£) jest z cialem zwigzany sztywnie,
wiec wspotrzedne punktu A sg state (niezalezne od czasu).
Rézniczkujac (1) (i pamietajac 0 tym, ze avaz2...,r3 sg funkcjami
czasu t), otrzymamy:

rx=x=.r0+dk+atr+ dag, VVEy=y9+bI1$"b2rj+ baf,

v,= Z= 70+ ¢If + caty+ ¢3f.
Z geometrii analitycznej wiadomo, ze:
3) ]+ <tz+«S=1,  ft?--ftSf +
1) «i«jtM 3+V #=0i -rt2a3+frB3+ ezx8= 0.

Rdézniczkujac réwnania (3) i (4), otrzymamy:

(*» adxt €22+nA3~(), *A+M«+iA=w <A<Ni+Psé»=0,
2 cbfi2 g dpi2”2
(0] opis+ i»63+ c,r3= —djrtj—%s8— G
u3f 6263+ ¢,C3= —tiat3—bH3—¢x3

Niech o>oznacza wektor, ktorego rzuty na osie ukiadu (;r,»/,£)
wyrazajg sie wzorami:

(7)) Mi=«.fi34-J//f-eZ3 o= «A + *A+ wi==« | d*+fA + N * -
Utwérzmy rzuty predkosci r na osie £r%K\ dosta-
niemy —rttrr-f-A]iJs+ ctta, skad przez podstawienie wartosci

ze wzorow (2):
= (et M 1 H<0>+
t-(«i«2-f & &*+¥%)fj+ («*<%+ Ma +=Cjra)C
Wstwitczynmk przy £ jest rowny zeru na mocy (5). Wspotczyn-

niki przy g i Csa na mocy (i) i (7) rowne odpowiednio we i —
Zatem

(< («ii8-+-N'I#+ creft)-\- f'Kg—ci, f.
AW rzutow' predkosci u punktu M na osie x,y,z dostaniemy
We*#mM %=;»/,,, H rzutdw tej predkosci na osie £y»/,£
II— biiti/A' d.ui—dian-{— i td

Xa mocy wiec (8) otrzymamy na e= (i podobnie na e,;,ej) wzory:

[QND) V'-— »[:-f- fi»; )/— CI, £, V,,— Vf)(4- Wi-C— CI.£, »f-]-C>;£E— Cl;-»/.
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Ze wzordw (9) wynika, ze predkos¢ v jest sumg dwoéch pred-
kosci: v=u-\-w, z ktorych pierwsza jest predkoscia punktu M,
a druga ma rzuty na osie £»?,£:

(10) t¥= (0erj— (OycC, We=ft>i;f---oisT].

Poréwnujac te wzory ze wzorami (V), str.46, widzimy, ze
w jest to predkos¢, jakg miatby punkt A, gdyby ciato obracato sie
z predkoscig katowa o okoto osi przechodzgcej przez M. Wynika
stad, ze wektor oo, okreslony wzorami (7), jest wektorem predkosci
chwilowej katowej.

Uwaga. Wzory (7) ulegajg uproszczeniu, jezeli zatozy¢, ze
w danej chwili t uktady wspotrzednych (x,y,z) i (], C) schodzg sie.
Przy tym zalozeniu mamy al=/?8=y8= 0, pozostate za$ katy sa
rowne j*/2. Zatem al=b2=ct=1, a pozostate cosinusy sg zerami.
Na mocy (7) i (6) jest wowczas:

w]=—¢2 (on= —d3  u>e=—hbl

Poniewaz c2=cosy?2 wiec ¢2= —(siny2y2= —y2 zatem cu?=y2
Postepujgc podobnie, otrzymamy:

o—Wx—yi, wqg=(0,=d3, ojy=tot=

A wiec: jezeli osie uktadu ruchomego wspdtrzednych schodzag
sie w chwili t z osiami ukladu statego, to rzuty wektora predkosci
chwilowej katowej na osie uktadu ruchomego sg pochodnymi katéw

i y.

O$ sSrodkowa. Aby otrzyma¢ o$ srodkowa, nalezy wyzna-
czy¢ punkty, ktérych predkosci majg kierunek wektora w. Jezeli
wiec punkt A($,r],e) lezy na osi srodkowej, to jego predkos$¢ réwna
sie w=A0), gdzie Ajest pewng liczbg stalg. Przez podstawienie w réw-
nania (9), otrzymamy stad réwnania osi Srodkowej:

ut+ojet]— ko)y= UyA t»tC—

12
Ade= W+ O)rf —ftT),
skad
(13) w$+ ugrl—oini  un-{-()(E—o>c$ Uf+0iqS—MTi

@ Qy @
Aby otrzymaé predkos¢ v ruchu chwilowego postepowego przy
skrecie, pomnézmy obie strony réwnan (12) odpowiednio przez
<W,au;, co;. Dodajgc je, otrzymamy
(14) A(co|+ao*+ aA)= uiw(+u vt = uot

S. Banach. Mechanika 23
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Poniewaz v—hw>, wiec ktadgc <o=|<o]="co]+w"fco], dostaniemy

na mocy (14) v:-kl-_g%z skad

a St/
Jezeli uxJo, to w-a>=0, skad na mocy (15) 5=0.

A wiec: jezeli predkoso ruchu chwilowego postepowego jest prosto-
padta do osi chwilowej obrotu, to ruch chwilowy jest obrotem chwilo-
wym okoto osi Srodkowe;j.

Buch ptaski. Przypusémy, ze badamy ruch figury w plasz-
czyznie Il. Obierzmy uktad wspo6trzednych staty (x,y) oraz ruchomy
(f, j) o poczatku M, zwigzany sztywnie z figurg. Oznaczmy przez
x0,y0 wspotrzedne punktu M, zas przez 9 kat miedzy osiami f a i.
Niechaj wreszcie A bedzie dowolnym punktem figury o wspot-
rzednych x,y wzgledem ukfadu statego, za$ f,g wzgledem uktadu
ruchomego. Zwigzki miedzy tymi wspdtrzednymi podajg wzory (11),
str. 54:

(16* X= X0+$COS(p—TjSillp,  y= "0+ f Sinej-f 005,

Niech v bedzie predkoscig punktu A. Poniewaz punkt A jest
zwigzany sztywnie z uktadem ruchomym, wiec f i y sg stale. R6z-
niczkujac (16), otrzymamy

(17) vwx—x=x0—(fsiny+”~cos™)™, cu=y = y O+(E<ios<p —rjsin<p)g>.
Porownujac (17) ze Wzorami (16) i kiadac

(18) W = 9>,
dostaniemy:
(29) vx= X 0—(y—y0)a>, vu=y 0-\-(x—x0)u).

A wiec: predkoso v jest sumag dwoch predkosci: v=u-\-w, z ktd-
rych pierwsza jest predkoscig punktu M, druga za$ ma rzuty na osie
uktadu statego:

(20) wx= —(y—y0)w, W,,= (X—X0)o;.

Widzimy stad, ze w jest to predkos¢ jakg miatby punkt A,
gdyby figura obracata sie okoto punktu M(x0y0) z predkoscig ka-
towg o> (przyczem zwrot dodatni obrotu jest zgodny ze zwrotem
dodatnim kata). Zatem ot=g> jest predkoscig chwilowg katowa.
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Aby otrzymaé srodek obrotu chwilowego, nalezy wyznaczy¢
punkt o predkosci v=0. Oznaczajgc wspdtrzedne srodka obrotu chwi-
lowego przez x iy, otrzymamy z (4):

0=% -(j-JoK 0=y 0+ (i —ijO)w,
skad

(21) X=X 0—y /o, y =y 0+ x Ow.

Katy Eulera. Wygodnym jest w niektérych rozwazaniach
okresli¢ potozenie ciata przy pomocy t. zw. katow Eulera.

Niech ciato obraca sie okoto punktu O. Obierzmy dwa uktady
wspotrzednych o wspélnym poczatku O: staty (x,y,z) i ruchomy
(f, j,C), zwigzany sztywnie z cialem. Potozenie ukitadu ruchomego
wyznaczymy, jak nastepuje.

Niech w oznacza linie przeciecia
ptaszczyzn xy i Linie te nazywamy
linig weztdw.

Linia w jest prostopadta do osi z i f.

Nadajmy linii w taki zwrot, by ukiad
osi (C,z,w) byt lewostronny, t.j. zgodny
Zz przyjetymi zwrotami uktadow (x,y,z)
i

Oznaczmy przez & kat, o jaki nalezy obrdci¢ 0§ z okoto osi w
w kierunku dodatnim (t. j. od reki prawej ku lewej), aby kierunek
dodatni osi z pokryt Kierunek dodatni osi f. Podobnie, przez tp
oznaczymy kat, o jaki nalezy obro6ci¢ os w okoto osi £ w kierunku
dodatnim, aby kierunek dodatni osi w pokryt kierunek dodatni
osi f. Wreszcie przez tp oznaczymy kat, o jaki nalezy obrdci¢ o$ x
okoto osi z w kierunku dodatnim, aby kierunki dodatnie osi * i w
pokryty sie z soba.

Katy #<ptp nazywamy katami Eulera.

Katy te wyznaczajg potozenie osi £»?,£, z wyjatkiem przy-
padku, gdy #=0 Ilub &-n, wobwczas bowiem potozenie osi w,
a wiec i katy <ptp, sa nieokreslone.

Jezeli zas #=5=0 i to kat tp okresla potozenie osi w w ptasz-
czyznie Xy. Znajac juz potozenie osi w, otrzymujemy potozenie osi £,
obracajgc 0$ z 0 kat & (w kierunku dodatnim) okoto osi w. Wreszcie,
0$ £ otrzymamy, obracajgc 0§ w okoto osi £ w kierunku dodatnim
0 kat ¢

23*
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Katy Eulera zmieniajg sie w nastepujgcych granicach:
0<$<jr, 0Ny>N27i.

Ruch chwilowy uktadu (£, »7,0 jest obrotem okoto pewnej osi.
Niech w bedzie wektorem jego predkosci chwilowej kagtowej. Roz-
t6zmy w na trzy skladowe 6z, ow, i 5; w kierunku osi z, w i £ Zatem

(21) to- oz-f- Ou, + Oe.

Oznaczmy przez oz, owi og wspotrzedne odpowiednich wektorow
wzgledem osi z, w i f. Zauwazmy, ze jezeli uktad (£, 1j,£) obraca
sie okoto osi z, to katy s&i 9 nie zmieniajg sie, zas kat yjest katem
obrotu. Zatem przy obrocie okoto osi z predkosé chwilowa katowa
uktadu (£, r),£) ma wielkos¢ y= Poniewaz oz jest wektorem predko-
sci katowej przy obrocie okoto osi z, wiec

(22) oz—y> i podobnie Oe=y>,

Pochodne zatem y>#y) okresSlajg wektor chwilowej predkosci
katowej w, jezeli znamy potozenie ukiadu (£, 4,£), t.j. katy y, &i

Wyprowadzimy teraz wzory na rzuty wektora w na osie
uktadu (E»?,£).

Obierzmy na osiach z i w wektory jednostkowe Kk i r. Zatem
oz=ozk i dw=o lof, wiec wedtug (22):

(23) dz=rpk, ONME&f.

Rzut wektora Tna o$ £ wynosi cosi?. Wektor k tworzy z ptasz-
czyzna £j? kat nj2—d, wiec rzut k na ptaszczyzne £r; ma dtugosc
sin# i jest prostopadty do w (poniewaz 0$ z jest prostopadta do w).
Rzut k tworzy z osiami £ i i) katy I2—yi t—y3 wiec:

(24) As= sin# siny», k,,= —sin#cosy>, A:;=COS#.

Rzuty wektora f na osie £ i 1j wynoszg cosy> i siny», za$ rzut
na o$ £ jest zerem. Zatem:

(25) rs= cosy>, r\=siny», re=0.

Rzuty wektora dz na osie £, 1ji £ wynoszg na mocy (23) i (24):
Wsin# siny), —y»sin#cosy> i y»cos#, zas rzuty wektora owna osie £, ¥i £
sg na mocy (23) i (25) réwne odpowiednio #cosy>, #siny» i 0; wresz-
cie rzuty wektnra o. na osie £ 1 i £ wynoszg oczywiscie 0, 0 i .
Stad dostajemy na mocy (21):

(1) in:—#cosy»-|-y>sirt#sinys, tov= dm\(f—y»siu#cosy), w;—y»cos# -fy».
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Wyznaczajac z (1) d, ip i ip, otrzymujemy:
d = WIC08ip+ft),(sin”, ip= («¢sinei—w),cosej/sin{),
P—coe—(0jisintp—w;;cos Pcot K
Znajac w kazdej chwili rzuty oh o>, i on predkosci katowej w
na osie f, i £ ukladu ruchomego, mozemy wiec wyznaczy¢ i), 9 i
jako funkcje czasu, rozwigzujac ukiad rownan rézniczkowych (11).

Postepujac podobnie, otrzymujemy wzory nastepujace na rzuty

predkosci katowej w na osie x,y,z ukiadu statego:
WX=g> sindsiny>+i>cosy, ojy= psini)cos ip—i)sinip,
W z=ip-\-tp COS#,

()
Z - WjtSinw+WaCOStt)
an 0 =»xCOSy—»,,Siny, P= - Si| tH9-——- ,
ip=0)z- (WjSinip4- Qucosp) cot §.

Katy Eulera w precesji regularnej. Zatézmy, ze podczas
ruchu ciata jest stale:

(26) f)—oO, ¥—const, ip= const.

Ruch chwilowy ciata jest wiec w kazdej ctiwili ztozeniem
dwoch obrotéw réwnoczesnych okoto osi z i f z predkosciami kg-
towymi ipi ip o statej wielkosci. O$ : ma state potozenie w przestrzeni,
0o$ f za$ jest zwigzana sztywnie z ciatem. W tych warunkach ruch
ciala jest precesjg regularng (por. str. 350).

811. Rozkilad przyspieszen. Ruch ptaski. Jezeli figura,
ptaska obraca sie okoto punktu stalego M z predkoscig katowag
zmienng o> wowczas kazdy punkt figury krazy po okregu kota. Przy-
$pieszenie p dowolnego punktu A figury jest wiec sumg przyspieszenia,
normalnego p,, skierowanego ku M, oraz przyspieszenia stycznego
1, prostopadiego do MA. Przyspieszenia normalne i styczne okreslone
sg wzorami (1) i (I1), str. 45:

(1) pP.=ro0j2, pt— re,
gdzie r=MA, za$ e=w jest przysSpieszeniem katowym.

Nieoh u oznacza kat, jaki przyspie-
szenie p punktu A tworzy z prostg MA.
Woéwczas
2) tga= p,Ipn—ejoj2.

Widzimy stad, ze a jest jednakowe
dla wszystkich jmnktéw.
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A wiec: w ruchu obrotowym figury okoli» punktu statego przyspie-
szenia punktéw figury sg proporcjonalne do ich odlegtosci od Srodka
obrotu i tworzg katy réwne z prosta taczacg te punkty ze Srodkiem obrotu.

Zatézmy teraz, ze figura porusza sie w ptaszczyznie zupetnie

dowolnie (rys. 1). Przyjmijmy dowolny punkt M figury za poczatek

uktadu wspétrzednych (£,»?),

poruszajgcego sie ruchem po-

stepowym. Przy$pieszenie p

dowolnego punktu A figury

bedzie suma przyspieszen:

wzglednego pw i unoszenia

pu Przyspieszenie unoszenia

réwna sie przyspieszeniu p0

punktu M. Buch wzgledny

figury jest obrotem okolo M

z predkoscia katowg zmienng c. Mozemy wiec przyspieszenie

wzgledne pw roztozyd na sume przyspieszen (wzglednych): nor-
malnego pWh i stycznego pwt. Zatem

3) P=PO0+Pw = pO+Pw, + Pwr

A wiec: w ruchu ptaskim przys$pieszenia punktéw figury sg sumami
przys$pieszenia dowolnego punktu M figury i przyspieszen, jakie miatyby
te punkty przy obrocie figury okoto punktu M (jako punktu statego)
z predkoscig katowa (obrotu chwilowego figury) o i z przysSpieszeniem
katowym e—w.

Jezeli eohO lub edO, to przyspieszenie wzgledne pw tworzy
z prostg MA kat a okre$lony wzorem (2) i kat ten jest staly dla
wszystkich punktow figury.

Przeprowadzmy w tym przypadku przez punkt M prosta |,
tworzgca kat a z kierunkiem przyspieszenia pOpunktu M (rys. 2).
Przyspieszenia- wzgledne punktow potozonych na prostej | bedg
miaty kierunek przy$pieszenia p0. Poniewaz przyspieszenia wzgledne
sg proporcjonalne do odlegtosci od M, wiec na prostej | znajdziemy
punkt O, ktdrego przyspieszenie wzgledne bedzie réowne —p0. Przy-
$pieszenie punktu O bedzie wiec zerem.

Punkt O nazywamy S$rodkiem chwilowym przys$pieszen.
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Jezeli zas w= 0 i e= 0, to przy$pieszenia wszystkich punktow
figury sg rowne (mianowicie, réwne przyspieszeniu punktu M).

A wiec: jezeli przyspieszenia punktow w ruchu ptaskim figury
nie sg réwne, to istnieje punkt, ktérego przyspieszenie jest rdwne zeru.

Przyspieszenia punktdw sg zatem takie, jak gdyby figura
obracata sie okoto S$rodka chwilowego przyspieszenn (jako punktu
statego) z predkoscig katowa w iz przySpieszeniem katowym e—w.

Przyspieszenia punktdw figury sg proporcjonalne do odlegtosci
od srodka chwilowego przyspieszen i tworzg katy réwne z prostymi,
taczacymi te punkty ze srodkiem chwilowym przyspieszen.

Ruch w przestrzeni. Jezeli ciatlo obraca sie okoto punktu
statego O z predkoscig chwilowa katowg w, woéwczas predkos¢ do-
wolnego punktu A ciata wynosi
(4) v=Ff.X w,
gdzie f=OA. Tworzac pochodng i oznaczajac
przez p przy$pieszenie punktu A, otrzymamy

p=fxw+rxw.

Poniewaz O jest z zalozenia punktem
stalym, wiec r=v; zatem
(5) p=vxco™-rXM.

Jezeli ciato obraca sie okoto osi statej z predkoscig katowa
stalg w, to w=0, skad na mocy (5) p=vxco. Z drugiej strony,
kazdy punkt ma wowczas przyspieszenie dosrodkowe gw2 gdzie g
oznacza odlegtosé¢ tego punktu od osi obrotu. lloczyn vxw jest wiec
przyspieszeniem, z jakim poruszatyby sie punkty ciata, gdyby ciato
obracato sie okoto osi statej z predkoscig katowg statg w. lloczyn
za$ fx<i>=Mom~w przedstawia predkosé, jaka miatby punkt A,
gdyby cialo obracato sie okoto osi statej z predkoscig katowg w.
Pochodna w ma na ogét inny kierunek niz w. Jezeli w ma kierunek
staly (t. zn. gdy o$ obrotu jest stata), to w ma kierunek w, zatem
fXwma Kkierunek predkosci v. W tym przypadku rxw jest przy-
$pieszeniem stycznym, za$ vxw przyspieszeniem normalnym.

Zalézmy teraz, ze ciatlo wykonywa w przestrzeni ruch do-
wolny. Rozkiad przyspieszern otrzymamy wdwczas, przyjmujac do-
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wolny punkt O ciata za poczatek ukitadu wspotrzednych (f, 77 f),
poruszajacego sie ruchem postepowym. Przys$pieszenia punktéw bedg
sumami: przyspieszenia unoszenia (t.j. przys$pieszenia punktu O)
i przyspieszenia wzglednego. Euch wzgledny bedzie obrotem okoto
punktu O. Zatem przyspieszenie wzgledne dowolnego punktu A
wyrazi sie w mys$l (5) wzorem

(6) pU=v UX(u+fxoj,

gdzie r=0A, za$ vw oznacza predkos¢ wzgledng punktu A.

Interpretacja iloczynéw vwxw i rx<o jest podobna jak przy
obrocie ciata okoto punktu stalego. Oznaczajac przez pO przyspie-
szenie, a przez vOpredkos¢ punktu O, zas przez v predkos¢ punktu A,
otrzymamy vw=v—v0, a wiec przyspieszenie punktu A wyniesie
na mocy (6)

(7 p=p ot (V—VO)X<0+rX<O0.



ROZDZIAL VIII
DYNAMIKA CIALA SZTYWNEGO

§1. Praca i energia kinetyczna. W dynamice, podobnie
jak w statyce, bedziemy réwniez zakladali czesto, ze ciato sztywne
jest uktadem sztywnym punktéw materialnych. Dzieki temu be-
dziemy mogli stosowa¢ do ciata sztywnego twierdzenia dynamiki
uktadu punktéw materialnych.

Wielkosci dynamiczne. Wielkosci dynamiczne jak np. ped,
energia kinetyczna, kret i t. d., ktére poznaliSmy dla uktadéw pun-
ktéw materialnych, okreslamy réwniez dla ciat sztywnych, stosujac
podobne przejscia graniczne, jak przy okreslaniu dla nich $rodka
masy, momentéw statycznych i bezwtadnosci (p. rozdz. 1V, str. 173).
Aby okres$li¢c np. ped ciala, dzielimy ciatlo na prostopadtosciany
0 objetosciach Arv Ar2>.. i w kazdym z nich bierzemy nastepnie
pod uwage po jednym punkcie Alx1ylz1), AAx2y2z2),... Niechaj
qug? ... 0znaczajg gestosci ciata w obranych punktach, zas vxv2...
predkosci tych punktéw. Masy prostopadtoscianéw wynoszg w przy-
blizeniu mx= gj/lrj, w2= o2!t2 ... Jezeli ciatlo zastgpimy uktadem
punktéw materialnych umieszczonych w AVA?2 ... 0 masach mim2 ...
1 predkosciach vifv2 ..., wowczas ped tego ukiadu rowny bedzie

(1) H=EmiVi=ZQtViATi.

Oto6z granice tej sumy, gdy wymiary prostopadioscianéw dgza
do zera, nazywamy pedem ciata.

Oznaczajac przez Qf{x,y,z) gestosé¢, przez v(x,y,z) predkosé
punktu o wspo6trzednych x,y,z, a przez H ped ciala, dostaniemy:

2) Hx= i1 1 Qkdz, Hu= i1 1 QvdT, H,=/ /[ Qkdz,
D 'li n
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gdzie D oznacza obszar przestrzeni zajety przez ciato. Wzory po-
wyzsze piszemy w postaci wektorowej

3) H =JJft>vdr.
D

Podobnie postepujac, otrzymamy na energie kinetyczng wzor

(4) E =Ifffe*ir,
D
gdzie

Kret ((1'), str. 203) wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych
ma rzuty:

Kx=fil Q(v,z—vzy) dr, K,=fJf glvax—wxz)dr,
D 'D

K*=JJf Qwy—V,x)dr.

®)

Oznaczajac przez r promien wodzacy OA, gdzie A ma wspot-
rzedne x,y,z, mozemy napisa¢ wzory (5) w postaci wektorowe;j:

(6) K= 1J le(vx r)dr.

Praca. Niech na ciato sztywne dziata sita P o poczatku w pun-
kcie A i niech v oznacza predkos¢ tego punktu.
Praca sity P w czasie od t' do t" wyraza sie wzorem (str. 96)

f
(7) L=f{Pv)dt.
f

Wezmy w ciele pod uwage dowolny punkt O. Ruch chwilowy
ciata mozemy uwazaé za ztozenie ruchu postepowego z predkoscig u
punktu O i ruchu obrotowego z predkoscig katowa w okoto osi |
przechodzgcej pffczez O. '=Predko$¢ punktu A wynosi zatem ((I),
str. 335)

(8) r=M-(- OA X w,
skad
9) Pv=Pu+ P(OAxa>).

Ze wzoru (I1), str. 12, mamy (kfadagc a—P, b=()A i c=co)
(20) P(OIxm)=S(Px0l).
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Poniewaz MomoP=Px OA (str. 16), wiec na mocy (9) i (10)
Pv=Pu+w MomoP,

skad na mocy (7)
r r :

a1 L= f Pudt+Jai MomoPdt.
f r

Jezeli na ciato dzialajg sity ~iiPi»-"» to praca ich wynosi
wedtug (11)
r r

L=j(”™>Pi)udt+j'w MomOPijdt

Oznaczajgc przez P sume sit, a przez Mo moment og6lny
wzgledem O, dostaniemy
i (
0 L—J (Pu)dt + f (<oMo) dt.

Z powyzszego wzoru wynika, ze réwnowazne uklady sit wy-
konujg réowne prace.

W szczegélnosci uklad sit rownowazny zeru (P=0, M=0)
wykonuje prace zero.

Oznaczajgc przez a kat, jaki mo tworzy z osig | obrotu chwi-
lowego, a przez g wspoétrzedng wektora w wzgledem osi 4, mamy
wMO0=(o\Mo\co»a. Lecz \moxosa jest to rzut momentu Mo na
0o$ |. Zatem P/O]cosa réwna sie M t, t. j. momentowi ogdlnemu sit
wzgledem osi obrotu chwilowego; dostajemy wiec z (1)

t r
an L=f(Pu) dt + j (omtdt.
r r

Gdy ciato porusza sie ruchem postepowym, to <o=0, wiec

na mocy (I) .

(12) - L= 1(Pu)dt
r

Gdy ciato obraca sie okoto punktu O, to w=0, wiec na mocy (1)

ill
(13) L=J (oMidt.
t



364 ROZDZIAL VIIl. Dynamika ciata sztywnego.

Wzor (13) zachodzi réwniez wtedy, gdy ciato obraca sie okoto
osi statej i; otrzymujemy go ze wzoru (l'), obierajac punkt 0 na
osi I. Oznaczajagc w tym przypadku przez 9 kat obrotu, dostaniemy
(o=d<p/dt czyli udt—d<p wiec na mocy (13)

(14)

gdzie i cp" oznaczajg katy w poczatkowym i koncowym poto-
zeniu ciala.

Energia kinetyczna. Jak wiemy (str. 332), ruch chwilowy
ciata wzgledem dowolnego punktu O ciata jest obrotem z predkoscig
chwilowg katowg w okoto osi przechodzacej przez O. Niech | ozna-
cza moment bezwtadnosci wzgledem osi obrotu chwilowego. Energia
kinetyczna ruchu wzglednego wynosi ]i<o2 Na mocy wiec twier-
dzenia Koniga (str. 218) energia kinetyczna ciala wyrazi sie wzorem

(L)) E = “mu2+ lico2+ mu(vO0—u),

gdzie u oznacza warto$6é bezwzgledng predkosci u punktu O,
vO predkos$¢ srodka masy, a m mase ciala.

A wiec: energia kinetyczna ciala sztywnego réwna sie sumie-.

1) energii kinetycznej ruchu postepowego z predkoscia dowolnego
punktu O ciala,

2) energii Kinetycznej obrotu chwilowego wzgledem osi chwilowejr
przechodzacej przez punkt O i

3) iloczynu skalarowego mu(vO—u),

gdzie m oznacza mase ciata, u predkos¢ punktu O, a vO predkosé
srodka masy.

Jezeli obierzemy za punkt O S$rodek masy, to u=v0; kladac
t0=]vO0], dostaniemy zatem

(ID

A wiec: energia kinetyczna dala sztywnego réwna sie sumie
energii kinetycznej ruchu postepowego z predkoscig srodka masy i energii
kinetycznej ruchu chwilowego obrotowego wzgledem osi chwilowej, prze-
chodzgcej przez srodek masy.
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Jezeli ruch chwilowy jest skretem chwilowym okoto osi $rod-
kowej przechodzgcej przez O, to wektory w i u sg réwnolegle.
Predkos¢ v0O srodka masy S wynosi wtedy vO=n+0O Sxoi. Poniewaz
W—u=0Sxm, wiec wektor vO—u jest prostopadly do «, a przeto
réwniez do u. Wynika stad, ze iloczyn skalarowy u(v0—u) jest
zerem. Na mocy (l1) dostaniemy zatem

(15) E=Imu2+!£lu,2

A wiec: jezeli ruch chwilowy ciata sztywnego przedstawi¢ jako
skret, to energia Kinetyczna jest sumag energii Kinetycznej ruchdéw
postepowego i obrotowego.

Euch chwilowy ptaski jest obrotem chwilowym okoto Srodka
obrotu chwilowego z predkoscig chwilowg katowa.

Energia kinetyczna w ruchu ptaskim wynosi E = \loi2

gdzie | jest momentem bezwladnosci wzgledem $rodka obrotu
chwilowego, za$ to predkoscig chwilowa katowa.

§2. RoOwnania ruchu. Euch $rodka masy. Niech m
oznacza mase ciata, p0 przysSpieszenie $Srodka masy, a P sume sit
zewnetrznych, dziatajgcych na ciato. Wdéwczas (str. 200)

n mpO=P .

Znajac wiec sume sit zewnetrznych, mozemy wyznaczy¢ ruch
srodka masy ciata.

Zasada kretu. Niech K oznacza kret, M moment og6lny
sit zewnetrznych wzgledem punktu statego lub wzgledem $rodka
masy. Wowczas (str. 205)

<) R=M.

Znajac wiec moment ogdlny sil wzgledem punktu statego
lub wzgledem srodka masy, mozemy wyznaczy¢ kret.

Jezeli z rownan (1) i (11) obliczymy przyspieszenie p0O $rodka
ma3y i kret K, to ruch ciata bedzie wyznaczony. Majgc bowiem
dane p0, mozemy wyznaczy¢ ruch $rodka masy. Znajgc za$ kret K,
mozemy (jak okazemy pdézniej, str. 396) wyznaczy¢ predkos¢ chwi-
lowg katowag w. Poniewaz ruch jednego punktu i predko$¢ chwi-
lowa katowa okreslajg ruch ciata (str. 338), wiec réwnania (1) i (11)
wystarczajg do wyznaczenia tego ruchu.
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Zasada energii kinetycznej. Uwazajmy ciato sztywne za
uktad sztywny punktow materialnych. Wéwczas na mocy twier-
dzenia podanego na str. 212 sity wewnetrzne nie wykonuja pracy.
Zatem prace wykonujg tylko sity zewnetrzne. Z twierdzenia o ener-
gii kinetycznej (str. 219) wynika, ze przyrost energii Kinetycznej
ciata sztywnego réwna sie pracy sit zewnetrznych.

Jezeli sity zewnetrzne posiadajg potencjat, to (str. 220) suma
energii kinetycznej i potencjalnej jest stala.

Zasada dAlemberta. Jak wiemy (str. 192), sity bezwtadnosci
réwnowazg sie z sitami dziatajgcymi na punkty ukiadu. Poniewaz
sity wewnetrzne majg sume i moment ogdélny réwne zeru, wiec
sity bezwhadnosci réwnowazg sie z sitami zewnetrznymi.

Zasada ta sprowadza badanie ruchu ciata sztywnego do za-
gadnien statyki.

Buch postepowy ciata. Jezeli ruch chwilowy ciata szty-
wnego jest ruchem postepowym, to kret wzgledem s$rodka masy
jest zerem (str. 203). Na odwrdt:

Jezeli w pewnej chwili kret wzgledem $rodka masy jest zerem,
to ruch chwilowy ciata sztywnego jest ruchem postepowym.

Dowod. Zatézmy, ze kret R wzgledem s$rodka masy jest
zerem. Euch chwilowy ciata sztywnego mozemy uwazaé za ztozenie
ruchu postepowego z predkoscia srodka masy i ruchu obrotowego
z predkoscig katowag w okoto osi | przechodzgcej przez srodek masy.
Poniewaz K jest sumg kretow ruchu postepowego i obrotowego,
wiec K rdwna sie kretowi ruchu obrotowego, gdyz kret ruchu po-
stepowego wzgledem $rodka masy jest zerem (str. 203).

Oznaczmy przez K kret wzgledem osi chwilowego obrotu I.
Ze wzoru (7), str. 205, mamy K=Ileo, gdzie | jest momentem bez-
wiadnosci wzgledem osi I. Poniewaz K jest rzutem kretu K na o$
obrotu chwilowego, wiec K= 0. Zatem Iw= 0, skad w=0, c. b. d. d.

Jezeli ciato porusza sie przez pewien czas ruchem postepo-
wym, to kret K wzgledem s$rodka masy jest przez ten czas stale
zerem. Wobec tego pochodna kretu K tez jest zerem. Ze wzoru (I1)
str. 365, wynika, ze M= 0, t. zn. ze moment sit wzgledem S$rodka
masy jest zerem. Na mocy wiec twierdzenia 1, str. 26, sity majg
wypadkowag, zaczepiong w Srodku masy.
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Na odwr6t, jezeli sity majg wypadkowg zaczepiong stale
w $rodku masy, to M =0, wiec stale K= 0 czyli K= const. Jezeli
zatozymy, ze w chwili poczatkowej ruch chwilowy byt ruchem
postepowym czyli ze bylo woéwczas K= 0, to bedzie stale K—O0,
t. zn. ciato bedzie sie poruszato ruchem postepowym.

A wiec: na to, by ciato poruszato sie ruchem postepowym po-
trzeba i wystarczy, by byly speitnione warunki nastepujace:

1° w chwili poczatkowej ruch chwitowy jest ruchem chwilowym
postepowym,

2° w kazdej chwili sity majg wypadkowa, zaczepiong w $rodku
masy.

Warunki réwnowagi. Z warunkéw 1° i 2° fatwo wynikaja
warunki konieczne i wystarczajgce, jakim musi czyni¢ zados¢ uktad
sit w rownowadze (por. str. 248).

Jezeli ciato jest w spoczynku, to przyspieszenie srodka masy pO
i kret K sg réwne zeru, zatem na mocy (1) i (I1), str. 365, jest P=0
i M= 0.

Na odwrét, jezeli zatozymy, ze w chwili t=t0ciato byto w spo-
czynku i ze stale jest P—0 i M —0, to z warunkdéw 1° i 2° wynika,
ze ciatlo bedzie sie poruszaé ruchem postepowym. Srodek masy
bedzie w spoczynku, gdyz pQ 0 i predkos¢ poczatkowa vO jest
zerem; cate cialo bedzie zatem w spoczynku. Uktad sit jest wiec
w réwnowadze.

UdowaodniliSmy zatem, ze warunkiem koniecznym i wystarcza-
jacym réwnowagi sit jest znikanie sumy i momentu ogolnego sit.

Reakcje ciat stykajacych sie. Dwa ciata sztywne I i 11,
stykajgce sie w punkcie A, dzialajg na siebie z pewnymi sitami,
podlegajacymi prawu akcji i reakcji. Sity, z jakimi ciato Il dziata
na ciato 1, mozemy zastgpi¢ jedng sita R o poczatku A i parg sit
0 momencie M.

Nie posiadamy dotychczas ogélnej teorii dla momentu M.
W niektorych tylko przypadkach szczegdlnych stwierdzono pewne
prawa, odnoszace sie do M. Dla sity R natomiast uzyskano na
drodze doswiadczalnej prawa dos$¢ ogodlne (jakkolwiek przyblizone),
ktére w praktyce dajg wyniki dostatecznie doktadne.

Zatézmy, ze ciata majg w A wspolng ptaszczyzne styczng Il.
Sktadowag N (reakcji R) prostopadtg do /7 nazywamy reakcjg nor-
malng, skltadowg za$ styczng T tarciem.
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Doswiadczenie wykazuje, ze miedzy N i T zachodzg pewne
zwigzki. Bozpatrzymy dwa przypadki:

3° Punkty, ktéorymi oba ciata sie stykajg, maja pred-
kosci rowne: punkty te majg wiec wzgledem siebie predkosé zero.
Buch chwilowy ciata jednego wzgledem drugiego jest obrotem
okoto osi przechodzgcej przez punkt stycznosci, jest wiec toczeniem
wzglednym. W tym przypadku (ktadgc T=\T\ i jv=]iVj), mamy

(1 T~ N,

gdzie / oznacza wspoiczynnik statyczny tarcia (por. str. 271), za-
lezny tylko od natury powierzchni obu cial w punkcie zetkniecia.

2° Predkosci vYi v2 punktéw, jakimi oba ciata sty-
kaja sie z sobg, sa, rézne. Predkos$¢ wzgledna wvw punktu
stycznosci ciata 1 wzgledem ciata Il wynosi vw—W—\V2 i lezy
w ptaszczyznie stycznej. W tym przypadku tarcie ma Kkierunek
predkosci wzglednej Mu, zwrot za$ przeciwny. Mamy ponadto

(2 T=pN,

gdzie /I oznacza t. zw. wspétczynnik dynamiczny
tarcia, zalezny tylko od natury powierzchni
cial w punkcie zetkniecia, a nie od predkosci
punktéw. Mozemy wiec przyjaé, ze podczas
ruchu /t=const. dopoki ciata sie stykaja i do-
poki punkty stycznosci maja predkosci rdzne.

Na ogdt y jest nieco mniejsze od /.

Prawa podane w 1° i 2° sa przyblizone.

Jezeli tarcie jest zerem, powiadamy, ze powierzchnie ciat sg
gtadkie.

Powierzchnie cial nazywamy doskonate chropowatymi, jezeli
ciata mogg porusza¢ sie tylko w taki sposob, ze punkty, jakimi
sie stykajg, majg predkosci réwne. Buch wzgledny jednego ciata
wzgledem drugiego jest wowczas toczeniem.

Praca tarcia. Niech R oznacza reakcje ciata Il na ciato I;
wowczas —R oznacza reakcje ciata 1 na ciato Il. Niech vli v2ozna-
czajg predkosci punktéw materialnych, ktérymi ciata sie stykaja.
Praca, jaka reakcje w punkcie stycznosci wykonujg w' czasie od t
do t" wynosi f, r f,

L—fR”~"dt—J Rv2dt=J R(vy—v2)dt.
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Poniewaz vx—vz lezy w ptaszczyznie stycznej (albo jest zerem),
wiec reakcje normalne nie wykonuja pracy, bo N(vl—v2=0. Praca
Teakcji redukuje sie zatem do pracy sit tarcia. A wiec

i
L= f T(vx—v2dt.
r

Gdy vw—\ —fl2=]=0, tarcie T ma na mocy 2° kierunek vw lecz
zwrot przeciwny, zatem iloczyn skalarowy T(vx—v2) jest ujemny.
Gdy vx—v2=0, woéwczas T(vl—v2=0. W obu wiec przypadkach
T(vx—v2<0, skad £<0.

Gdy ruch ciat wzgledem siebie jest toczeniem, to praca tarcia
jest zerem, gdy za$ ruch ten jest $lizganiem, to praca tarcia jest
ujemna i powoduje zmniejszenie energii kKinetycznej ciat.

Przyktad 1. Tarcza kota spada pod wpltywem swego ciezaru
w ptaszczyznie pionowej po kole K. Wyznaczyé¢ ruch tarczy.

Niechaj Oi O' oznaczajg $rodek kota K i $rodek tarczy, -Kir ich
promienie, m mase tarczy, | jej moment bezwladnosci wzgledem
srodka masy O', wreszcie $ kat miedzy pionem a odcinkiem 00",

Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy tarcza i koto K sg
gtadkie, a«nastepnie, gdy sg doskonale chropowate.

1° Zatézmy, ze tarcza oraz koto
sg gtadkie i ze w chwili poczatko-
wej t=0 tarcza byta w spoczynku.

Sitami dziatajgcymi na tarcze pod-

czas ruchu sa: ciezar Q o poczatku

w Srodku masy O' i reakcja N,

ktdérej kierunek przechodzi przez O

Moment tych sit wzgledem S$rodka

masy jest wiec stale zerem. Ponie-

waz w chwili poczatkowej tarcza byta

w spoczynku, wiec bedzie ona sie

porusza¢ ruchem postepowym (str. 367), t.j. Slizga¢ sie po kole K
(str.339). Srodek O' tarczy bedzie sie tedy poruszat po kole o $rodku O
i 0 promieniu a—R—r. Zatem wszystkie punkty tarczy beda sie
poruszaty po kotach o promieniu a (por. np. tor punktu A, zazna-
czony na rysunku).

Oznaczajgc przez pO przyspieszenie Srodka masy tarczy, mamy
na mocy twierdzenia o ruchu Srodka masy (str. 365)

3) mp0=Q+N.
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Tworzac rzuty na styczna i normalng do toru punktu O\
dostaniemy:

4) mep= —mgsiny, may2=N ,

gdzie W=]2V]. Pierwsze z réwnan (4) mozemy napisaé w postaci
(5) <P=—"ainy.

Poroéwnujac réwnanie (5) z r6wnaniem wahadta matematycznego
y>=—7"sinep (str. 132), widzimy, ze srodek masy tarczy bedzie wykony-
wat ruch wahadtowy, jak wahadto matematyczne o dlugosci i=a.

2° Zalézmy teraz, ze tarcza i kotlo sg doskonale chropowate.
Tarcza bedzie sie zatem (str.368) toczy¢ po kole K.

Oznaczmy przez w predkos¢ chwilowg katowag tarczy. Energia
kinetyczna tarczy wynosi ((I1'), str. 364)

E = \ma2y 2A-\Ico2

(gdyz ap jest predkoscig srodka masy). Jezeli dla <=0 ciato jest
w spoczynku oraz y—y0, wowczas z zasady réwnowartosci pracy
i energii kinetycznej (str. 366) dostaniemy

(6; "ma242-\ ~lco2z=2mga(cosy —cosy0),
gdyz tarcie (str. 214) i reakcja N pracy nie wykonuja.

Predkosé v punktu stycznosci 8 jest zerem. Zatem v=ay —r<o=(
czyli a)—ay\r. Wstawiajac w (6), dostaniemy wiec
(7) Na2(OT+i/r®)e)2=r»jfa(cose)—CQ08 I9).

Stad otrzymujemy y w zaleznosci od y, a nastepnie c0. Réznicz-
kujgc réwnanie (7), dostaniemy adm-\-1/rZy<p=-—mgaysiny, skad
po uproszczeniu

8 Mg sine?
(©) a(m-\-1/r2 > %"

Poréwnujgc réwnanie (8) z réwnaniem wahadta matematycz-
nego <p=—ysiny (str. 132), widzimy ze $rodek tarczy bedzie po-

ruszat sie jak wahadto o dtugosci i=a(l+ //wr2).
Poniewaz dla kota jednorodnego jest 1=1mr2 wiec Z=3«/2.
Okres wahania bedzie wiec dtuzszy niz dla wahadta o dtugosci «.



112] Réwnania ruchu. 371
%

Przyktad 2. Ciezkie cialo sztywne zawieszone jest na osi
poziomej |, okoto ktérej moze sie tylko obracaé. Potozenie ciata
wyznaczone jest przez podanie potozenia osi | i kata ¢ jaki tworzy
z pionem prosta 80, przechodzgca przez srodek masy 8 i przecina-
jaca oS | pod katem prostym w punkcie O. O$S | przecina 0$
pionowg k w punkcie O i obraca sie okoto niej z predkoscig
katowg stata 0 Jaki zachodzi zwigzek miedzy w i q jezeli 9
jest state?

Zadanie rozwigzemy przy pomocy
zasady d’Alemberta (str. 366). Sity bez-
wihadnosci réwnowazg sie z sitami dziata-
jacymi. Zatem moment ogdlny sit bez-
wiadnosci i sit dziatajagcych wzgledem osi |
jest zerem.
Obierzmy w pewnej chwili t ukiad
wspoétrzednych, przyjmujac o$ | za o$ x,
a 0S5 k za o$ z. Poniewaz e>=const., wiec kazdy punkt ciata krazy
z predkoscig katowg © po kole poziomym (ktérego $rodek lezy nd
osi z). Przyspieszenie kazdego punktu ciata jest zatem skierowane
ku Srodkowi kota i wynosi rco2 gdzie r oznacza promien kota.

Przyjmijmy, ze ciato jest zbiorem punktéw materialnych. Jezeli
przez pi oznaczymy przy$pieszenie punktu Ai o masie m/ i wspot-
rzednych Xiyi,zi, to.

9) pix= -*vy, Vi=-yy, Pi=°-
Zatem sity bezwiadnosci punktu At majg rzuty:
-m.Pix=m .xy, -mipi =miyic2 -m.p~0.
Moment sit bezwtadnosci wzgledem osi | (t.j. osi x) wynosi:
(20) BX=2Z (~ miPiu)zi—022 miVizi= ¢20*

gdzie J)x oznacza moment zboczenia wzgledem ptaszczyzn xy i xz.
Srodek ciezkoéci. 8 ma wspdtrzedne x0—OO, yO= |0sing>,
20= —I0Ocos<p (gdzie 10—80). Moment ciezaru wzgledem o0si X wynosi

(11) Mx=m g l0ain<p,

gdzie m oznacza mase ciala.
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Moment reakcyj wzgledem osi x jest zerem, gdyz reakcje
zaczepione sg na osi z. Zatem Bx+M x= 0, wiec na mocy (10) i (11)

(12) MDD X-\-Viglodn<p=Q.

Eéwnanie powyzsze jest zwigzkiem szukanym i moze by¢
spetnione tylko wtedy, gdy Dx<0 (a wiec np., gdy ciato znajduje
sie w ¢wiartce, w ktérej i/>0, a z<0).

Przyktad 3. Pret poziomy OA osadzony jest sztywnie
w punkcie O na osi pionowej, unieruchomionej w punktach K i L.
Na pret nasuniety jest punkt materialny (drobna kulka) B, mo-
gacy sie swobodnie poruszaé¢ po precie. W chwili poczatkowej i=0
pret OA obraca sie okoto KL z predkoscig katowg <0, punkt za$
B ma wzgledem preta predkosé réwna zeru i znajduje sie w odleg-
tosci x0 od O. Wyznaczy¢ ruch preta OA i punktu materialnego B.

Niechaj | oznacza moment bezwiadnosci
preta wzgledem osi KL, m mase punktu B,
w predkos¢ katowg preta, a x dtugos¢ od-
cinka OB.
Zatézmy, ze nie ma tarcia. Na ukiad
ztozony z osi KL, preta OA i punktu m
dziatajg sity zewnetrzne: reakcje w L i K
oraz sifa ciezkosci. Moment tych sit wzgledem
KL jest zerem. Kret ukladu wzgledem osi KL jest wiec staty.
Kret preta wzgledem KL wynosi I m (str. 205).

Predkos¢ v punktu B jest sumg jego predkosci wzglednej vw
wzgledem preta i predkosci unoszenia vu Predkos$¢ wzgledna ma
wspotrzedng (wzgledem OA) vmex i kierunek OA-, moment jej wzgle-
dem KL jest wiec zerem. Predkos$¢ unoszenia jest prostopadta do OA,
ma kierunek poziomy i WU\=x0>. Zatem moment pedu punktu B
wzgledem KL réwna sie mx2aw Kret catego ukitadu wynosi wiec
Iw-\-mx2M skad
(13) (I+m x2M— const.

Z danych poczatkowych mamy fc=(1+mx2Md) Zauwazmy,
ze praca sit dziatajagcych jest zerem. Zatem energia Kinetyczna
uktadu jest stata. Energia kinetyczna preta wynosi \Ima (str. 365),
energia za$ punktu B

Imv2= "m(viv+ W)~ \m(xi+ x2ml).
Zatem
(14) +Im2+ Im (x2-\-x2vP) = h = const.
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Obliczajgc w z (13) i wstawiajac w (14), otrzymujemy
(15) k2/(1 + mx2)+ mx2= jih.

Eéwnanie (15) okresla ruch wzgledny punktu po precie. Zna-
jac X, wyznaczamy w z (13).

Jezeli punkt dojdzie do A, a nastepnie opusci pret, to pret
bedzie sie obracat ze stalg predkoscig katowag ktérg otrzymamy
z (13), kiadac x=0OA = I. Predkos¢ punktu w chwili opuszczania
preta wyniesie v2= 1 272+ x 2, gdzie x2otrzymujemy z (15), ktadac x —I.

Przyktad 4. Punkt materialny M stacza sie po przeciw-
prostokatnej trojkata materialnego prostokgtnego ABC. Trojkat
lezy w ptaszczyznie pionowej i opiera sie na prostej poziomej gtad-
kiej I. Wyznaczy¢ ruch uktadu ztozonego z punktu M i trojkata A BC.

Przyjmijmy o$ | za o$ x uktadu wspoét-
rzednych. Niechaj a i b oznaczajg dtugosci
przyprostokatnych trojkata, S srodek jego
masy, aip rzuty odcinka AS na przypro-
stokatne, (pkat o wierzchotku w B, m' mase
trojkata, m" mase punktu, xx i =p
wspoétrzedne punktu 8, zas x2 i y2 wspot-
rzedne punktu materialnego M.

Zatézmy, ze w chwili poczatkowej t—O0 ukiad ztozony z trdj-
kata i punktu M byt w spoczynku.

Sitami zewnetrznymi, dziatajacymi na ukiad, sg reakcja pro-
stej | oraz ciezar tréjkata i punktu M. Sity te majg stale kierunek
pionowy. Zatem ich suma ma réwniez stale kierunek pionowy.
Z zasady Srodka masy (str. 365) wynika, ze Srodek masy 8" calego
uktadu bedzie poruszat sie po pionie (poniewaz predkos$¢ poczatkowa
byta rowna zeru). Wspotrzedne srodka 8' masy uktadu wynosza:

(16) x0=(m*'xl+ m"xi)lm, yO=(m'p+m"y2Im,
gdzie m= m'A-m". Zatem
a7 m'a;1-]-TO'a.a=o0=const.

Srodek masy 8 tréjkata porusza sie po prostej y= P, wiec
jego predkos¢ jest xv Energia kinetyczna trojkata ABC rowna sie
\m'x2, zas$ energia kinetyczna punktu M wynosi \m"{x\-\-yjj). Prace
wykonywa tylko ciezar punktu M. Poniewaz ciezar ma potencjat
—m"ny2 wiec z zasady zachowania energii catkowitej otrzymujemy

(18) m'x2+ Im"(x2+ y\)-f m"gy2=h = const
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Punkt B ma odcieta x1—a+ a. Oznaczajac przez M' rzut M
na o$ x, mamy tg<p=MM'/M'B, skad tg<p=y2/(xl—a+a —x2). Zatem
(19) y2—(xl—x2—u+a)tg(p=0.

Z réwnan (17)-(19) mozemy otrzymac xx x2i y2jako funkcje
czasu.

Réwnania (17) i (19) sa réwnaniami stopnia pierwszego, mo-
zemy wiec wyznaczy¢ z nich x2i y2liniowo przy pomocy xv Otrzy-
mamy:

(20) X2—AXxx+B, y2=A'xx+ B',

gdzie A, B i A', B' sg pewnymi statymi. Rézniczkujac i wstawiajac
w (18) dostaniemy

*To»' + m"(Al+A'I)\x\+m"g(A'xt+ B')= h.

Tworzgc pochodng, otrzymamy
(21) [b'+ r»"(A2+ A'Q]xIxlI+m"gA' x2= 0,
skad po podzieleniu przez xx
(22) X X= const.

A wiec trojkat poruszac sie bedzie ruchem postepowym jedno-
stajnie przyspieszonym.

Z réwnan (20) otrzymujemy, znajgc xu
(23) A'x2—Ay2=A"'B —AB".

A wiec punkt M bedzie sie poruszat po linii proste;j.

Na mocy (20) mamy x2—Axx i y2=A"'xIt wiec wedtug (22)
x2= const. i y2= const. Rzuty przyspieszenia punktu M sg state, wiec
i ,przys$pieszenie punktu M jest state. Przyspieszenie wzgledne pun-
ktu M wzgledem trdjkata jest réwniez stale, gdyz otrzymujemy je,
odejmujgc od przySpieszenia punktu M przy$pieszenie trojkata.
Punkt M bedzie wiec staczat sie po przeciwprostokgtnej ruchem
jednostajnie przyspieszonym (wzgledem przeciwprostokatnej).

Zbadajmy jeszcze, czy M nie oderwie sie od trdjkata przed
osiagnieciem punktu B.

Oznaczmy przez R reakcje* tréjkata na punkt iii. Poniewaz

na punkt M dziata ciezar Qi sita R, wiec tworzac rzuty na osie x iy,
otrzymamy:
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m"xi=Rx i m'i/t—m"p+RK
Lecz (2= const. i yt= const, wiec Rx= const. i fi(f=const.
Zatem R jest state. Sita R jest wiec skierowana stale ku punk-
towi M, ktéry zatem nie moze odpar¢ od tréjkata ABC przed
osiggnieciem punktu B.

§ 3. Obro6t okoto osi statej. Jezeli ciato sztywne ma 0$ |
unieruchomiong, to moze sie tylko obracaé¢ okoto tej osi. Zatézmy,
ze na cialo dziatajg sity Pv 72.. Nadajmy osi | dowolny zwrot
i oznaczmy przez 7 moment bezwiadnosci ciata wzgledem I, przez M
moment sit wzgledem |, a przez w predkos$¢ katowa.

Kret wzgledem osi | wynosi K—Im ((7), str. 205). Poniewaz
w mysl twierdzenia o krecie wzgledem osi (str. 206) mamy K —M,
wiec
(1) Iw=M.

Przyspieszenie katowe jest e=«w, wiec
Q) le=M.

Niech 11 i 77' bedg dwiema ptaszczyznami przechodzgcymi przez
0$ i; 77 niecti bedzie nieruchoma, a 77' zwigzana sztywnie z cialem
i obracajgca sie wraz z nim. Niech wreszcie 9 oznacza kat miedzy
ptaszczyznami 77 a Ti'. Wowczas ip—m i $—e, skad na mocy (I)

(2) lip=M.

Réwnanie roézniczkowe (2) ma posta¢ takag, jak rownanie
mx = P, okreslajgce ruch punktu materialnego po osi x.

Jezeli sity Pi lub moment M dane sg jako funkcje zalezne
od tp, i t (t. j. od potozenia ciata, predkosci katowej i czasu), wow-
czas rownanie (2) jest rownaniem rdézniczkowym rzedu drugiego
i pozwala wyznaczy¢ ruch, gdy znamy i @ (t. j. potozenie i predkos¢
katowg ciata) dla chwili poczgatkowej t—tO.

Energia kinetyczna ciata przy obrocie okoto osi | wynosi
E=!il(oi (str. 365). Oznaczmy przez <0i w predkos¢ katowag w chwi-
lach t0i t, a przez L™t prace sit od chwili i0do t. Poniewaz sity re-
akcyjne, utrzymujgce 0§ w spoczynku, zaczepione sg w punktach
osi, wiec nie wykonujg pracy. Z twierdzenia o réwnowartosci
pracy i energii kinetycznej (str. 366) dostaniemy zatem

3) 17f6)2— | 7wo—T7/1,./.
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Praca sit wyraza sie wzorem (14), str. 364,
4)

gdzie 90 i (p oznaczajg katy obrotu w chwilach t0i t. Jezeb M jest
funkcjg zalezng tylko od 9 mozemy otrzymac¢ Lt,t ze wzoru (4)
jako funkcje kata € Wstawiajgc w (3), otrzymamy réwnanie
rézniczkowe rzedu pierwszego.

Przyktad 1. Maszyna Atwoodal. Na koncach nici
nierozciagliwej (bez masy), przewinietej przez krgzek materialny
doskonale chropowaty, zawieszone sg dwa punkty ciezkie o masach
ml i m2 Niech r oznacza promien krazka.

Zatézmy, ze punkty poruszajg sie pionowo. Drogi przebywano
przez punkty sa réwne, a wiec przyspieszenia punktéw réwne sg
co do wielkosci, lecz majg zwroty przeciwne.

Oznaczmy przez p rzut przyspieszenia punktu ml na o$ z,
skierowang pionowo w dél (p. rysunek na str. 197). Krazek jest
doskonale chropowaty, a zatem nié nie $lizga sie po nim. Jezeli wiec
krazek obraci sie o kat p(przyczem przyjmujemy (p>0, gdy punkt n™
spada), to punkt w, przebiegnie droge s=rcp. Stad s=r<p a zatem

(5) p= re.

Oznaczmy przez Rxi R2reakcje nici na punkty mli m2 a przez
Rx i R2ich wartosci bezwzgledne. Reakcje Rx i R2 nie sg réwne,
gdyz ni¢ nie jest przewinieta przez ciato gtadkie.

Na punkty mli m2 dzialajg reakcje nici i ciezary. Zatem:;

(6) mxp = mlg—RX, —m2Pp—mY»y—R2

Kawatek nici od punktu mldo krazka dziata na krazek z sitg
— RX podobnie kawatek nici od punktu m2 do krgzka dziata na
krazek z sitg —R2 Momenty tych sit wzgledem osi krgzka wynosza
Rx i —R2, przyczem moment sity —Rx jest dodatni, gdyz sita
—Rx stara sie obréci¢ krgzek w kierunku przyjetym poprzednio
za dodatni dla kata

Oznaczajgc wiec przez | moment bezwladnosci krazka wzgle-
dem jego osi, otrzymamy na mocy (I), str. 375,

(7) le=(R1-R 2r.

D por. str. 197, przykiad 4.
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Z réwnan (5)-(7) mozemy wyznaczy¢ e, p,R1iR 2 Z réwnan (6)
dostajemy R1—R2=(m 1—m2g—(ml+m 2p. Wstawiajac w (7), otrzy-
mamy le=(mIl—m2rg—(m1-\-m2)rp, skad na mocy (5)

I»» (ml—m2rg
Z+(»H+»»r*

Widzimy wiec, ze e=const, zatem wobec (5) p= const. Punkty
ml i m2beda sie tedy poruszaé¢ ruchem jednostajnie przysSpieszonym.

Przyspieszenie p otrzymamy z (8) i (5). Reakcje RI i R2 obli-
czy¢ mozna z rownan (6).

Wahadto fizyczne. Wahadiem fizycznym nazywamy ciato
sztywne, obracajgce sie okoto osi poziomej pod wpltywem sity ciez-
kosci.

Poprowadzmy przez srodek 8 masy wahadta ptaszczyzne pio-
nowg, prostopadta do osi i przecinajacg 0$ w punkcie 0. Mech 9
oznacza kat miedzy OS a pionem; zwrot dodatni obrotu obieramy
przytem od reki lewej ku prawej. Oznaczmy wreszcie przez M
moment sity ciezkosci, przez | moment bezwtadnosci wahadta wzgle-
dem osi obrotu i niech d=0S.

Przyspieszenie katowe rdwna sie e=e>,
zas moment sity ciezkosci

M = —mgdsiiup

(gdzie m oznacza mase ciata), skad na mocy (2),
str. 375, I<p=—ngd&in<p czyli

mad .
9) = —J - sST<p.

Poréwnujac réwnanie (9) z rownaniem wahadlta matematycz-
nego ((I), str. 132): <p=—~sin<p, widzimy, ze jezeli dtugos¢ | wa-
hadta matematycznego spetnia warunek
(20) —mgd/I=—g/,

to ruch wahadta fizycznego jest taki jak wahadta matematycznego.
Z (10) otrzymujemy

(11) I=1imd.
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A wiec: ruch wahadla fizycznego jest taki jak ruch wahadia
matematycznego o diugosci I1=1/md, gdzie | oznacza moment bez-
wiadnosci wzgledem osi obrotu, m mase wahadta, a d odlegtosc¢
srodka masy od osi obrotu.

Oznaczajac przez K ramie bezwtadnosci wzgledem osi obrotu,
mamy I=m K2 skad na mocy (11)

(12) t=K 2/

Diugos¢ 1 nazywamy diugoscig zredukowang wahadta fizycznego
wzgledem osi obrotu.,

Niechaj 10 oznacza moment, za§ KO ramie bezwtadnosci wzgle-
dem osi, przechodzacej przez S$rodek ciezkosci i rdwnolegtej do
osi obrotu. Wéwczas (str.161) I=lo+md\ skad mK2—mKIl+md2
czyli K2=KI-{-d2 a wiec na mocy (12)

(13) I=1f+d

Wezmy pod uwage na prostej 08 punkt 0" w odlegtosci | od 0.
Poniewaz I>d na mocy (13), wiec 0' wypadnie poza punktem 8.
Obliczmy dtugos¢ zredukowang + wzgledem osi obrotu, przecho-
dzacej przez 0' i rownolegtej do osi |, przechodzacej przez O.

Z uwagi ze 0'S=1l—d mamy na mocy (13)
(14) +
Poniewaz wobec (13) jest |—d=KlI/d, wiec po podstawieniu
dostaniemy z (14)
i'=d+ 5.
a

Poréwnujac z (13), widzimy, ze
I'=1.

Dtugosci zredukowane wzgledem osi przechodzgcych przez O
i przez 0' sg zatem rdwne.

Jezeli wiec zawiesimy ciato na osi przechodzacej przez 0'
i rdwnolegtej do osi przechodzacej przez 0, to czas wahania w obu
przypadkach bedzie jednakowy (przy tym samym poczgatkowym
kacie wychylenia).

Punkt O' nazywamy srodkiem wahan wzgledem punktu O
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Wyznaczanie reakcji na o$ obrotu. Zatézmy, ze o0$
obrotu | jest unieruchomiona przy pomocy reakeyj (bez tarcia),
.zaczepionych na osi |. Przyjmujac za
Srodek redukcji dowolny punkt O na
osi I, mozemy reakcje zastgpi¢ jedng
sitg R o poczatku O, i parg sit o mo-
mencie H. Na ogét Ri H zmieniajg sie
podczas ruchu. Do obliczenia Ri H uzy-
jemy zasady d’Alemberta.

Obierzmy O za poczatek uktadu
wspotrzednych, przyjmujac o$ | za o$ z.

Podzielmy ciato na drobne czesci i za-

stgpmy kazda z nich punktem mate-

rialnym o réwnej masie. Otrzymamy

w ten sposéb ukiad punktéw materialnych mxm?2... o wsp6trzednych
xuyi,zl, x2y2z2 ... Przys$pieszenia punktéw uktadu oznaczymy przez
Pi,p2..., a sily dzialajgce na te punkty przez ™~)"21"e

Sity bezwtadnosci —m/pi rdwnowaza sie z reakcjami i z sitami P,
wiec suma i moment ogolny (wzgledem O) sg réwne zeru. Zatem:

<15) EPi+R+Z(-m,p,)=0,
<16) ¢ MomoP/H-P-fA*Momoi—w»/p/)= 0.

Niech w chwili t ciato ma predkos¢ katowag o i przys$pieszenie
katowe e. WeZmy pod uwage dowolny punkt mi{xiytzi). Przy-
$pieszenie pi tego punktu roztézmy na przysSpieszenie styczne
i normalne p; (str. 40). Mamy oczywiscie p~—Pi +Pi . Przy$pie-
szenia sktadowe wyrazajg sie wzorami Px= t%e i pin—riw2 (str. 45),
gdzie ri oznacza odlegto$¢ punktu od osi obrotu. Zatem:

@n Pi = Wb Pi =-XiS, pi =0;

Ix *y 1z
(18) pi =-xia, pi =-yi(o2 Pi =0.

nx Hy

Oznaczajac przez m mase ciata, przez x0y0,z0 wsp6irzedne,
a przez p0 przyspieszenie $srodka 8 jego masy, otrzymamy ze wzo-
ru (I1), str. 199,

(19) Jm/p/= mpO.
Réwnanie (15) przyjmie wiec postac

(20) £Pt+ R—mpo=0.
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Dla przyspieszenia stycznego i normalnego pO S$rodka S

masy, mamy PO= Po,+?<= mocy wiec (17) i (18) otrzymamy
(ktadac (=0):

2y , pOx= y Oe — x0w2, pOy = — Xoe— yoa>2, R¥=0-

Przejdzmy teraz do obliczenia momentéw sit bezwiadnosci.
Sita bezwtadnosci jest

(22) — miPi*—miPi—miPi".

Oznaczmy przez B moment sit bezwladnosci wzgledem Or
przez Bt moment sit stycznych bezwladnosci (t.j. sit —Wijp™),

a przez Bn moment sit normalnych bezwladnosci (t.j. sit —mipi ).
lia mocy (22) jest

(23) B= Bt+Bn.
Rzut Bt na o$ x wynosi (por. (2), str. 236)

(24) Btr=S (—rmiPi Zi+miPi yi),

skad na mocy (17)

(25) Bt*=e™mixizi ipodobnie (*<+!$e
Postepujgc w ten sam sposéb, otrzymamy:

(26) Bn = <2 miyizii Bn,= g2 miZizh B=Q.

Przy dzieleniu ciata na coraz drobniejsze czeSci sumy we wzo-
rach (24) dazg do momentdéw zboczen D, i D.r, oraz momentu bez-
wihadnosci 12 wzgledem osi z (str. 161). W granicy dostaniemy wiec
z (25) i (26):

(21 Bt™=:eDy, Bi"=eDX, e’Zi

(28) Bnx= <JjiDx, B n ~ —afBy, Bn = 0,

skad na mocy (23):

(29) Bx= b to2DX, Bl=eD x—o0/Du, Bz= —elz

Tworzac rzuty na osie ukfadu, dostaniemy z réwnan (20) i (21):

£P1 4 Rx- myOe+ mxo(02—0,

(11) Z! Piv+ B\)¢+meE+ my0(02=Q,
IP it+tRz= 0
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Sity reakcyjne zaczepione sg na osi |, zatem Ht= 0. Oznaczajgc
przez m moment sit Pi wzgledem o, otrzymamy wiec na mocy
(16) i (29) dla rzutow na osie uktadu:

Mx+H x+eD ,+ (olDx—O0,
(1) M, + HuteD x—o2Dfi= 0,
Mz—e/j= 0.
Ostatnie z réownan (I111) wyprowadziliSmy poprzednio z zasady
kretu (str. 375, wzér (1)). Z réwnan (11) i (111) mozemy obliczy¢ R i H.
Zatézmy teraz, ze o$ jest unieruchomiona w dwoch punktach

O i O'. Oznaczmy reakcje w tych punktach przez R' i X, potézmy
d=00" i nadajmy osi z kierunek 00'. Otrzymamy:

(30) Rx—Rx-\-X»y  Ry=/E»+ Xu, Rz—Rz XZ.
(31) Hx=N ud, Hu——Nxd, Hz= 0.

Jezeli wyznaczymy R i H z (1) i (I111), to mozemy obliczy¢
z (30) i (31) tylko skitadowe Nx A, i RXRUoraz sume AYp Rz

Zatdézmy, ze punkt O’ jest w t.zw. tozysku szyjnym, w Ktérym
nie ma tarcia (rys. 1, str. 281). Wowczas N jest prostopadte do osi
obrotu; zatem N ,=0.

Jezeli wiec punkt O' jest w tozysku szyjnym bez tarcia, reakcje
dadzg sie wyznaczyc.

O$ obrotu osiag Srodkowa bezwitadnos$ci. Przy zatozeniu,
ze Srodek ciezkosci lezy na osi obrotu i ze 0§ obrotu jest jednag
z osi $srodkowych bezwitadnosci, mamy (str. 167):

xn=(), yo=6, Tx—6, Du= 0.

Edéwnania (I1) i (111) przyjmg wiec postac:
(32) ZPix+Rx=6, £ pi(+ttj,=o, IPi+ R s=0;
(33) Mx+H x= 0, Mh+ H h={), Mt—e/z=0.

Widzimy stad, ze przy tym zatozeniu reakcje nie zalezg od pred-
kosci katowej ani od przyspieszenia katowego, sa wiec takie, jak
gdyby ciato byto w spoczynku.

Jezeli sity PVP3... sg réwne zeru, to z rownan (32)i (33)
otrzymujemy R=0, H=0 i e=0, wiec <»=eonst. Poniewaz reakcje

sa rbwnowazne zeru, wiec mozemy przyja¢, ze o$ | nie jest unie-
ruchomiona, czyli ze o$ obrotu jest swobodna.
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Na odwrdt, jezeli zatozymy, ze na cialo nie dzialaja zadne
sity, a wiec ze P,=0, R—0 i H=0, to réwnania (II) i (I11)
przyjmag postac:

—yoe-\- Xotoi =0, o= 0,

34
(34) eDy\w2Dx—O0, eDx—0iDH:0, elt= 0.

Na mocy ostatniego z réwnan (34) jest e=0, zatem ai=const.
Jezeli w+0 (t.zn. gdy cialo nie jest w spoczynku), otrzymamy
z (34) j;0=0,2/0=0 ‘>x& Dx=0, DH-0. O$ z (t.j. 0$ obrotu) jest
tedy osig $rodkowg bezwitadnosci.

WyprowadziliSmy wiec nastepujgca wihasnos¢ osi Srodkowych
bezwladnosci:

Jezeli ciato sztywne swobodne bez dziatania sit obraca sie okoto
statej osi, to 0$ ta jest jedng z osi Srodkowych bezwtadnosci.

Przyktad ii. Drzwi ciezkie w ksztalcie prostokgta OAIIC
(gdzie OA i CR majg zwrot pionowy w gére) moga sie obraca¢ okoto
osi pionowej OA, unieruchomionej w punktach ()I i 02 boku OA,
przyczem OOI=0iA=d. W chwili <= () drzwi sg w spoczynku
i zaczyna dziata¢ sita P o statej wartosci bezwzglednej P, prosto-
padta do drzwi i zaczepiona stale w $rodku D boku BV. Wyzna-
czy¢ reakcje w punktach 01i 02 w chwili t.

Oznaczmy przez ni mase drzwi, przez 1 moment bezwladnosci
wzgledem osi OA. Niech OA=a i OC—b. Przyjmijmy, ze sita P
obraca drzwi od reki prawej ku lewej wzgledem osi obrotu, skiero-
wanej w gore.

Moment sity P wzgledem osi obrotu jest staty i réwna sie bP.
Zatem le=bP czyli e—bPIIl. Jezeli drzwi sg jednorodne, to na
mocy (8), str. 184, jest | —™mb2 A wiec

(35) e=3 P/mb.
Przyspieszenie katowe e=const.,

zatem

(36) a—et="iPt/mb.

Drzwi beda sie wiec obracac ruchem
jednostajnie przy$pieszonym.

Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem reakcji. Przyjmijmy w chwili t
punkt O za poczatek ukiadu wspoétrzednych, nadajgc osiom z i ar
kierunki OA i Ofi. Oznaczmy przez R' reakcje w Oj, przez N
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reakcje w 02 wreszcie przez R sume, a przez H moment reakcji
wzgledem O. Zakladajgc, ze w 02 jest tozysko szyjne (str. 231),
otrzymamy:
(37) RX=R X+ NX Ry=R’',+ Nv, Rt= RI;
(38) Hx=R',d+N,,(a-d), Hy——Rxd—Nx(a—d), Hz= 0.

Z réwnan (1), str. 380, i (111), str. 381, otrzymamy R i H,
a nastepnie obliczymy R i N z (37) i (38).

Sitami dziatajacymi sg ciezar Q i sita P. Wspdtrzedne srodka
8 masy drzwi sg: x0=b/2, yO= 0, z0=a/2, za$ poczatku sity P
x=b, //=0, z=a\2. Poniewaz drzwi lezg w ptaszczyznie zx, wiec
Dx= 0. Moment zboczenia Dy wynosi (str. 178)

uil u
Du= j ‘j ‘Qxzdxdz=J""(eX dx= - a*g,

gdzie ft oznacza gestos6. Poniewaz abg=m, wiec Tyu=\mab. Z réw-
nan (1), str. 380, i (I11), str. 381, otrzymamy:

(39) Rx+ \mba)2=0, —P-\-R,,+\mbe=0, —mg-\-Rz= 0;
(40) —\aP-\-Hx+\mabe=0, —\mbg-\-Hy—\maboP—O0.

Z réwnan (39) i (40) obliczamy R i H przy pomocy (35) i (36),
a nastepnie wyznaczamy reakcje R' i N z rownan (37) i (38):

Przyktad 3. Pret ciezki OA zawieszony jest na osi poziomej
i moze sie tylko obraca¢ w ptaszczyznie pionowej dokota swego
konca O. Pret puszczono wolno z potozenia poziomego. Jaka jest
reakcja w O, gdy pret tworzy z pionem kat <l

Oznaczmy przez R reakcje w O, przez Q ciezar preta, przez m
mase ciata, a przez pO przyspieszenie $srodka S masy preta.
Z twierdzenia o ruchu s$rodka masy wynika, ze

(41) mO=R+Q.

Z réwnania tego mozna obliczy¢ R, jezeli znane jest pO0.
Potozmy 1=08 i oznaczmy przez w ie predkos¢ i przysSpieszenie
katowe preta; wowczas przyspieszenia: styczne pQO i normalne p«(
wyniosa;
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po,=le i pQ,= Ilg2

Przyspieszenie katowe otrzymamy z réwnania le=M. Po-
niewaz moment sity ciezkosci wzgledem O réwna sie mglsme, wiec

(42)

e=mgIBin<p/I,

gdzie | oznacza moment bezwiadnosci preta wzgledem O.

(43)

Predkos¢ katowg to obliczymy, opiera-
jac sie na zasadzie réwnowartosci pracy
i energii Kinetycznej (str. 366). Przyrost
energii kinetycznej preta réwna sie pracy
sity ciezkosci. Energia kinetyczna preta
jest E=xIm2 a praca ciezaru L=mglcon<p,
bo poziom s$rodka masy obnizyt sie o
h=Icos<p. Na poczatku energia kinetyczna
rowna byta zeru. Wiec .(I(o2=mjficose)

(02="2mglcos<p/1.

Przyjmijmy kierunek OS za kierunek dodatni osi .r ukladu
wspotrzednych (x,y). Tworzgc rzuty na osie x iy, otrzymamy z row-

nania (41):

—ml«)2= mgcos P\ KX, —mle——mysin -(-R,,.

Z (42) i (43) dostajemy zatem:

Rx= —mgcos ¢{'2r2/1+1 ], Ku= mgsin<p[l—mI2/1].

Jezeli pret jest jednorodny, to ditugos¢ jego réowna sie a=2I,
zas moment bezwiadnosci /=] mi2 (str. 183). Zatem:

Rx= —
skad

%mgcos<p, RH—-\mgmup,

Il= ~mg\I + 99cos2y =

Maksymalna wartos¢ ] wypada wiec dla =0 i wynosi
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Srodek uderzen. Przyjmijmy, ze 0§ obrotu z jest osig
gtéwng bezwiadnosci w punkcie O i ze w pewnej chwili tO srodek
masy lezy w ptaszczyznie yz (przyczem y,>0). Zatem:

(44) £0=0, y0>0, Dx—0, Dy—0.

Réwnania (I1), str. 380 i (111), str. 381, przyjmujg wowczas
postac:

(45) UPix+Rx—my0E=0, £PiutRy+my002=0, UPix+Re=0,
(46) Mx+Hx=0, M,+H,=0, Mz—eh—O0.

Zatézmy, ze w chwili tO zaczeta nagle dziata¢ sita P, zacze-
piona w punkcie A o wsp6trzednych x,y,z. Wskutek dziatania sity P
reakcja R i moment H zmienity sie na -R+R' i H+H'-, przyspie-
szenie e przyjeto wartosé e+e’, natomiast predkos¢ katowa, réowna «
w chwili <0, nie ulegta nagtej zmianie. Od chwili dziatania sity =
rownania (I1) i (I11) przyjmg (z uwagi na (44)) postac:

Px+ S Pix+ Rx+ Rx—my0O(e+ €)= o,

(47) Py+7"jPiy+Ry+Ry+my”~—Q
Pt+ZPit+ Rz+R X o,

M X\ Mx-\-HxA-Hx=Q,

(48) My+My+Hy+Hy=0,
—(e+ e)Ix= 0,

gdzie M' oznacza moment sity P wzgledem O. Poréwnujac réwna-
nia (45) i (46) z (47) i (48), dostaniemy:

Px+R'x—myQe'= 0, Py+R'y=U} P,+ Rx= 0,
49
(49) Mx+H x=0, M'y+Hy=0,

Z réwnan (49) mozemy wyznaczy¢ R" i H".

Zatézmy, ze P ma kierunek osi x i lezy w plaszczyznie ocy.
Woweczas:

(50) 2=0, Py=0, Pt—O, Mx= 0, itf#=0, M't=Pxy.

Z (49) otrzymujemy:
(51)
(52) e'—PxyllIf

S. Banach. Mechanika.

25
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Z (49), (50) i (52) dostajemy:
(53) Rx=P x(myyOllt-1), ;4=0, /¢,= 0.

WeZzmy pod uwage na osi y punkt O, o rzednej I, okreslonej
wzorem

(54) I—1 zjmyO.

Jezeli kierunek sity P przechodzi przez Oj, to y—I, a zatem
na mocy (53) jest Rx—0, R',=0 i Rx= 0, skad
(55) B=0.

Punkt O, nazywamy Srodkiem uderzen.

Srodek uderzen lezy na krawedzi przeciecia ptaszczyzny 1lx
przechodzacej przez o$ obrotu i $rodek masy, z ptaszczyzng J72
prostopadta do osi obrotu w punkcie 0. Srodek uderzen lezy na
¢7j po tej stronie osi obrotu co $rodek masy. Odlegtos¢ Srodka ude-
rzen od osi obrotu okreslona jest wzorem (54).

Gdy na ciato nagle zaczyna dziata¢ sita, ktérej kierunek prze-
chodzi przez S$rodek uderzen i jest prostopadlty do ptaszczyzny
przechodzacej przez o$ obrotu i Srodek masy, to reakcje utrzy-
mujace o$ obrotu nie zmieniaja sie nagle (0$ nie doznaje wstrzgsu).

Na mocy (53) i (54) mamy

(56) Rx=P x(yIl-1).

Jezeli wiec y>1, to R' i P majg zwroty zgodne, jezeli nato-
miast y<I, to R i P majg zwroty przeciwne.

Przyjmijmy, ze w wahadle fizycznym pewna ptaszczyzna 112
prostopadta do osi, przechodzi przez srodek masy 8 i jest ptasz-
czyzng Srodkowa. Zatem o0$ obrotu jest osig gtowng bezwiladnosci
wzgledem punktu O, w ktdrym o$ przebija ptaszczyzne /72 Prosta
OS jest przekrojem ptaszczyzny (72 ptaszczyzng (7j, przechodzaca
przez o$ obrotu i Srodek masy. Na prostej OS lezy zatem Srodek
uderzen w odlegtosci | od O, okreslonej wzorem (54), gdzie oczy-
wiscie y0=0S. Kiladgc wiec OS—d i 1,=1, dostajemy I=1/md.
Porownujac ze wkorem (11), str. 377, widzimy, ze Srodek uderzen
schodzi sie ze Srodkiem wahan.

Zatézmy, ze wahadto jest w spoczynku i ze o§ wahadta opiera
sie na dwodch pretach gtadkich, poziomych. Plaszczyzna (7, (prze-
chodzaca przez o$ i Srodek masy) jest tedy pionowa.
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Jezeli uderzymy wahadto w Srodku uderzen w Kierunku po-
ziomym prostopadle do //, to 0$ nie dozna wstrzgsnien.

Jezeli uderzymy je powyzej $rodka uderzen, woéwczas na
mocy (56) potrzebna bedzie do utrzymania osi w spoczynku reakcja,
majgca zwrot przeciwny niz uderzenie. Poniewaz reakcja ta wy-
stgpi¢ nie moze (gdyz prety, na ktorych o$ sie opiera, sg gtadkie
i nie moga przeto wywota¢ reakcji poziomej), wiec 0§ posunie sie
w kierunku uderzenia.

Jezeli za$ uderzymy wahadto ponizej srodka uderzen, to o$
posunie sie w kierunku przeciwnym do kierunku uderzenia.

fi4, Ruch plaski. Buch ptaski figury ptaskiej. Niech
figura materialna porusza sie w ptaszczyznie /7 i niech sity dzia-
tajgce ™) I'2l==rowniez lezg w tej ptaszczyznie. Oznaczmy przez pQ
przyspieszenie srodka 8 masy figury, przez m mase, a przez T
sume sit. Wowczas w mysl (1), str. 365,

(@) mpo0=F .

Oznaczmy dalej przez to predkosé
chwilowg katowa, a przez 10 moment
bezwladnosci wzgledem S$rodka masy.
Buch chwilowy figury mozemy uwazaé
za ztozenie ruchu postepowego z pred-
koscig srodka masy i ruchu obrotowego
z predkoscig a>okoto Srodka masy. Po-
niewaz kret wzgledem S$rodka masy
ruchu postepowego jest zerem (str. 203),
wiec kret K ruchu chwilowego wzgledem Srodka masy réwny jest
kretowi ruchu obrotowego. Na mocy wzoru (7), str. 205, mamy zatem

(1 K=1ld,
skad K=1le, gdzie e—w. Oznaczajgc przez M moment sit wzgle-
dem s$rodka masy, otrzymamy z (ll), str. 365,
(1) Is—M.

Béwnania (1) i (11) okreslajg ruch figury materialnej w ptasz-
czyznie.

Wezmy pod uwage na figurze,stalg prostg | oznaczmy przez (¢

kat miedzy | a osig x, mierzony w kierunku wskazéwek zegara.
Potozenie figury okre$lajg wspotrzedne %0 y0 Srodka masy i kat @
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Z réwnania (1), tworzac rzuty na osie ukiadu, otrzymamy:
U mx0= P x, myo—-P,,.

Poniewaz ip= o> i ip—e, wiec na mocy (I1)
() lip=M.

Z réwnan (1" i (I1"Y mozemy wyznaczy¢ x0, if0i o

Ruch ptaski ciata. Niech ciato porusza sie ruchem ptaskim,
t.zn. niech jego punkty poruszaja sie w ptaszczyznach réwnolegtych
do pewnej ptaszczyzny stalej 77, zwanej plaszczyzng kierowniczg
<str. 315). Sity {Pi), dzialajgce na ciato, roztézmy na sktadowe {P'u
réwnolegte do ii i na skladowe {P',} prostopadite do 77. Poniewaz
srodek ciezkosci 8 porusza sie w plaszczyznie rdwnolegtej do 77,
wiec jego przyspieszenie p0 lezy w ptaszczyznie 77. Na mocy zasady
ruchu srodka masy mamy

mpo=ZPi=2?i+2Fi,

a wiec po utworzeniu rzutow na ptasz-
czyzne kierowniczg

2) mpo~ZFi.

Oznaczajac przez | o$ prostopadig
do 77i przechodzaca stale przez srodek
ciezkosci, przez 7 moment bezwtadnosci,
a przez K kret wzgledem osi I, otrzymamy (str. 365) K =2 jMoni/P/.
Lecz moment sit P'i wzgledem | jest zerem, gdyz 77ji. Zatem

3) /¢=2"Mom,P;.
Os$ obrotu chwilowego w ruchu ptaskim jest prostopadia do
ptaszczyzny kierowniczej; o$ | jest zatem osig obrotu chwilowego.

Poniewaz przechodzi ona stale przez srodek masy, wiec ((7), str. 205)
K—Ilo), skad K—Ilw—Ile i na mocy (3)

(D) 7e=2z'Mom/P/.

Wezmy pod uwage na ptaszczyznie 77 dowolng figure ptaskg F,
zwigzang sztywnie z ciatem: moze to by¢é np. przekro6j ciata ptasz-
czyzng 77 lub rzut ciata na te ptaszczyzne. Ruch figury F wyznacza
oczywiscie ruch ciata. Utwdrzmy rzuty sit {P,) i $rodka ciezkosci 8
na ptaszczyzne 77. Rownania (2) i (4) okreslaja ruch ptaski figury F
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przy zatozeniach, ze:
1) masa figury F réwna sie masie catego ciala,
2) Srodkiem ciezkosci figury F jest rzut Srodka masy ciata,
3) moment bezwladnosci figury F wzgledem S' réwna sie
momentowi bezwladnosci 1 ciata wzgledem osi |I.

Wynika stad, ze ruch ptaski ciata bedzie okreslony, jezeli
podamy rzuty sit na ptaszczyzne kierowniczg, mase ciata, rzut jego
Ssrodka ciezkosci i moment bezwladnosci ciata wzgledem prostej,
przechodzacej przez $rodek masy prostopadle do ptaszczyzny kie-
rowniczej.

Przyktad 1. Pret ciezki Ali zsuwa sie w ptaszczyznie pionowej,
opierajgc sie koncami o plaszczyzny gtadkie: poziomg i pionowg
(podtoge i Sciane). Na pret dziatajg wiec sity: ciezar o poczatku
w srodku preta i reakcje X, R, prostopadle do $cian. Wspo&trzedne
X i R reakcyj wzgledem osi /i // sg nicujemne (jak na rysunku).

e Oznaczmy przez x0,y0 wspétrzedne Srodka S masy ciata,
przez 9 kat, jaki pret tworzy z osiami ukiadu, przez /, moment
bezwtadnosci wzgledem Srodka masy, a przez lid diugos¢ preta.

Z réwnan (!') i (IL"), str. 388, otrzymamy:

(5) mx.)= X, nmPlo= —my+ /[?, [0p= rf(X sin&—Rcos m).
Do réwnan powyzszych dochodzag jeszcze zwiazki:
(5" x0= dcosf, Il,—dsinrlj.

Z réwnan (5) i (5') mozemy otrzymac
rownanie rézniczkowe wyznaczajagce Y jako
funkcje czasu t. Tidwnanie to otrzymamy,
stosujgc zasade réwnowartosci pracy i energii
kinetycznej.
Sity R i X nie wykonujg pracy. Pracuje tylko sita ciezkosci.

Zauwazmy, ze predkosci, punktéow A i li majg Kkierunki osi y i X.
Zatem $rodek O obrotu chwilowego jest punktem przeciecia prostych
prostopadtych do osi x i y w punktach li i A (str. 323). Moment

bezwladnosci wzgledem O wynosi (por. (1), str. 161)
(6) 1~ 10+md\

a wiec / mu wartos¢ stalg. Knergia kinetyczna F wyrazi sie tedy
wzorem F=4 /w2=.jle>2
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Jezeli w chwili poczatkowej byto y=1r,, to praca sity ciez-
kosci wynosi L = fs</d(siny#—siny). Zatem, przy zatozeniu, ze w chwili
poczgtkowej predkos¢ byta y-- 0, otrzymamy
) £ly*="m0d(sinyo -siny).

Rozwigzanie réwnania (7) wymaga znajomosci teorii funkcyj
eliptycznych. Mozemy jednak bez rozwigzania wyznaczy¢ reakcje
N i R, jezeli znamy y. Ro6zniczkujac w tym celu réwnanie (7), otrzy-
mamy lipe = —mtjde cosy, skad
(8) le m=—mgdcos 7.

Na mocy (5') bedzie po zrézniczkowaniu:

9) (a——dy2COSy—dipsiny, jin——d2sil)v j-dy cosy.

Z rownan (5) olrzymujemy:

(10) N —mxo, U myjmg.

Z réwnan (7) i (8) mozemy obliczy¢ y 17. Z réwnan (9) otrzy-
mamy wtedy (0 i y»), skad dostaniemy na mocy (1< reakcje R i N.

Obliczmy warto$¢ reakcji M--]A,] Na mocy (7), (8) i (9) jest

L3 _dcosyiwtgd(smyo—sml) , mgtlvAme_

wiec na mocy (10)

(11 N=mX)= m2gd2cosy (3siny —2siuy0).

Poniewaz N musi by¢ liczbg nicujcmng, wiec
(12) 3siny —2siny0>0.

Punkt A bedzie sie zatem dopdty zsuwat po Scianie pionowej,
poki kat < spetnia¢ bedzie réwnanie (12). Z chwila, gdy kat 7
osiggnie warto$¢ y, spetniajgca réwnanie
(13) 3singl—2sinig= U,
punkt A przestanie zsuwal sie po Scianie pionowej, poniewaz re-
akcja N musiataby wéwczas sta¢ sie ujemna, t.zn. sciana musiataby
przycigga¢ punkt A ku sobie. Pret odpadnie wiec w owej chwili
od Sciany pionowej.

Niech h0 oznacza wysoko$¢é poczatkowa punktu A, a A wy-
sokos$¢ tego punktu w chwili odpadniecia preta od Sciany pionowej.
Poniewaz |‘9—2dsiny0 i A= 2dsiny, wiec na mocy (13)

(14) * = 80
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Fuukt A odpadnie zatem na g swej wysokosci poczgtko-
wej. Po odpadnieciu od $ciany ruch preta okreslony bedzie réw-
naniami (5) przy zatozeniu, ze N—O0 i y0=d8m<p.

Przyktad 'E Walec obrotowy stacza sie po plaszczyznie
pochytej doskonale chropowatej; bedzie sie wiec toczyt. Euch
chwilowy walca bedzie zatem obrotem okoto tworzacej, wzdiuz
ktorej walec styka sie z ptaszczyzna. Zaldzmy, ze tworzgca ta jest
pozioma.

Tarcie, nie wykonuje, pracy, gdyz punkty zaczepienia tarcia
(t.j. punkty stycznosci walca i ptaszczyzny) maja predkos¢ zero
(str. 214). Jedyng sitg wykonujgacg prace jest ciezar walca.

Oznaczmy przez / moment bezwtadnosci walca wzgledem
tworzacej, a przez o> predkos¢ katowg toczenia w chwili t. Energia
kinetyczna wyniesie zatem

(.15) E=y/«A

Niech dalej m oznacza mase walca, h wysokos¢ srodka masy
wr chwili t, zas hO w chwili t0. Praca sity ciezkosci w czasie od 10
do t wyniesie wiec

(16) L—mu(hO—h).

Przyjmujac, ze w chwili t0O predkosé
poczagtkowa katowa byta w0, otrzymamy
z (15) i (16) na mocy zasady réwnowar-
tosci pracy i energii kinetycznej

(17) . i Im2—41de= mg(hO—h),

skad mozemy wyznaczy¢ m

Wreszcie niech x oznacza droge, jaka przebiegt Srodek masy
od chwili poczatkowej tO do chwili t. Zat6zmy, ze Srodek masy lezy
na osi walca, i niech a bedzie katem nachylenia ptaszczyzny po-
chytej do poziomu. Woéwczas

(18) Is,—I(= x.sinu.

Poniewaz predkos$¢ srodka masy N w chwili i wynosi v—8=ro>
(gdzie r jest promieniem walca), zas w chwili poczatkowej t0 wy-
nosita vOr=y#=re*0, wiec na mocy (17) i (18) otrzymamy

(29) IX*[2r- —/#*/2r )= indssin«,
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skad, rézniczkujac wzgledem t, dostajemy 188/rt=mgs$sina. Zatem
(20) p= #  sina/d,

Srodek masy bedzie wiec spadat ruchem jednostajnie przy-
Spieszonym.

Moment bezwitadnos$ci walca petnego (o statej gestosci) wzgle-
dem tworzgcej wynosi (str. 187, wzér (23)) /=3 mr2 Na mocy (20)
jest przeto p—tysina. Srodek masy bedzie wiec spadat z przy-
$pieszeniem mniejszym niz punkt swobodny, dla ktérego p =gsina
(str. 121).

Moment bezwitadnosci walca pustego (np. rury) wzgledem osi
wynosi mr2, a wzgledem tworzacej | = 2mr2 Na mocy (6) jest tedy
p—[gm\a. Walec peiny bedzie wiec spadatl szybciej, niz pusty.

Jezeli predkos$¢ poczgtkowa byta nmD= 0, to Srodek masy prze-
biegnie droge s w czasie

(21) <= N2/p = |2sZ/mgr2sina.

Wzor (21) moze stuzy¢ do doswiadczalnego wyznaczania mo-
mentu bezwiadnosci Z

Oznaczmy przez T sume sil tarcia, przez N sume reakcyj nor-
malnych, przez Q ciezar, a przez p (jak powyzej) przyspieszenie
srodka masy walca. Z twierdzenia o ruchu S$rodka masy mamy
mp=T+N+Q. Poniewaz p, N i Q sg prostopadte do osi walca,
wiec i T jest prostopadie do osi walca. Tworzac rzuty na réwnie
i na normalng do réwni (oraz ktadgc T—\N\ i 2/=|V]), otrzymamy:

mp= —7+ «(psina, 0—N —mgcosc,
skad na mocy (20)
7=«M/siuu(l —mr2/1), N-—mgcosa.

Przyktad 't. Kolo porusza sie w ptaszczyznie pionowej IlI,
pozostajac stale stycznym do prostej poziomej I. W chwili poczat-
kowej i—O0 ruch chwilowy kola byt obrotem okoto srodka kola
z predkoscig katowg m0. Wyznaczy¢ ruch kola, uwzgledniajac tarcie.

Przyjmijmy prostg | za 0$ x i nadajmy osi y zwrot pionowy
ku goérze. Zatdézmy, ze sSrodek kota 8 jest zarazem Srodkiem masy.
Oznaczmy przez r, m i | promien, mase i moment bezwiadnosci
kola wzgledem 8, przez .10,(/0 wspoétrzedne $rodka kota, przez
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w i e predkosc i przyspieszenie kgtowe srodka S, wreszcie przez T i N
wspoétrzedne (wzgledem osi x i y) tarcia T i reakcji normalnej N,
zaczepionych w punkcie stycznosci A. Z rownan (1) i (11), str. 387,
dostaniemy:

(22) mx0=T, myo—N —mg, le——Tr.
Poniewaz jest stale yO=r, wiec yo—0, skad na mocy (22)
(23) N = mg.

Niech v bedzie wspdtrzedna, (wzgle-
dem osi x) predkosci v punktu A. Po-
niewaz ruch chwilowy kota w czasie t jest
ztozeniem ruchu postepowego srodka masy
o predkosci x0oraz ruchu obrotowego okoto
srodka masy o predkosci katowej o, wiec

(24) v= 20—rco,
skad przez zrézniczkowanie
(25) v =x0—re.

Na mocy (22) mamy Xo—T/m i e= —Tr/l, skad przez pod-
stawienie do réwnania (25)

(26) F=(1/w+rl/DT.

Jezeli «4=0, woéwczas T ma zwrot przeciwny niz v (str. 368),
zatem t>T<O0; jezeli za$ ®=0, to vT=0. Mamy przeto zawsze

0. Mnozac wiec obie strony réwnania (26) przez v, otrzy-
mamy vv=(I/m+r*/1)Tr, zatem

27) . r«<o.

Lecz 2w jest pochodng r2 na mocy wiec (27) pochodna r2
jest nie dodatnia, a zatem r2 jest funkcjg nie rosngca. Jezeli wiec
v osiggnie w pewnej chwili t, po raz pierwszy wartos¢ r= 0, to od
tej chwili bedzie stale ®= 0, t.zn. ze od tej chwili kolo bedzie sie
toczyto po prostej |

Rozpatrzmy najpierw ruch kola w czasie od i—0 do t~tv
W tym czasie jest «4=0, wiec T=/iN, gdzie // oznacza wspodtczynnik
tarcia (str. 368). Przyjmujac zwrot obrotu jak na rysunku, mamy
T >0, wiec wedle (23) jest T—/img, skad przez podstawienie do (22)

(28) xi=ni), e——iimrgiJ.



394 ROZDZIAL VIII. Dynamika ciata sztywnego.

Catkujgc rownania (28), otrzymamy z uwagi na to, ze dla
t—O0 jest z zatozenia i0=0 i w~ ab:

(29) x0—ftgt, w—<0 - umgrtjJ.
Na mocy (24) mamy
(39) v—ftgt(l+mt*/1)—ra>m
wiec v= 0 nastgpi w chwili
I»ii *  rflo_
1 ug(lA-m¢jl)
Poniewaz, jak dowiedliSmy, od chwili t, bedziemy mieli stale

«—0, wiec v—0, a zatem dla bedzie na mocy (26) stale 2°—0,
czyli w mysl (22) av=<> i «=».

A wiec dla t~tx kolo toczy¢ sie bedzie z pewng statg pred-
koscig katowg mt i srodek masy poruszac¢ sie bedzie ruchem jed-
nostajnym z predkoscig r,=- rel.

Ze wzorow (29) i (31) dostajemy

(32) wiiij/I+ MCI.
Od chwili #x energia kinetyczna jest Ex—eonst. Poniewaz EXx

rébwna sie sumie energii kinetycznych ruchu postepowego o pred-
kosci srodka masy fO~i<»x oraz ruchu obrotowego, wiec

(33) =4 mrVf+ Jlo>= i loill(1+ mriH).

W chwili poczgtkowej 1=0 jest EO= .11<l, zatem
(34) Ex= EO 1+ mr*/)).

§ 5. Kret. Niech O bedzie dowolnym punktem poruszajgcego
sie ciata. Ruch chwilowy ciata jest ztozeniem ruchu chwilowego
postepowego o predkosci u punktu O i ruchu obrotowego o pred-
kosci katowej m okoto osi przechodzacej przez O.

Podzielmy ciatlo na drobne czeSci i zastgpmy kazdg z nich
punktem materialnym o tej samej masie. Otrzymamy ukiad pun-

ktow At,A2t.. o masach Obierzmy w danej chwili t do-
wolny uktad wspoétrzednych (f,g,C) o poczatku w O. Oznaczmy
wspotrzedne punktéw AUA,... przez £25[2572> «=

Predkosci punktéw Ai mozemy przedstawi¢ w postaci
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(@) Vi= e «+«’,,

gdzie w, jest predkoscig ruchu chwilo-
wego obrotowego. Na mocy (V), str. 36,
mamy

Noit=sV i*r~Zia\v
wir-"li(oi—nicg
Niech A/ bedzie momentem wzgle-
dem O pedu miii punktu At czyli
ii=Momo(m/r/). Na mocy (11), str. 18, rzut A, na 0$ i wynosi
#»,*= wt(%Ci—1 skad na mocy (1) i (2)

Kie~ mi[(MJ+ Ci —ij <e)Ci—(«;+ £ <«, —m <»8)%]>
czyli

17%)— u>miCi—ugmi tli-

Poniewaz kret wzgledem punktu O wynosi A -;A/t wiec-
—W2 Ib/(C+ »?)—to, m,i/ rji—w*2's<i, Ci-hM. w/O—1t2 mit)!.
Przy podziale ciata na coraz drobniejsze czesSci, sumy wy-
stepujace w ostatnim wzorze bedg dazyly odpowiednio do:
Ih V;, D,,, mC0, mr)0,
gdzie m oznacza mase ciala, za$ |# r/l0, Q) wspétrzedne Srodka masy.
Otrzymamy zatem (przeprowadzajgc podobny rachunek rdwniez
dla rzutow Kni A%):
Ki—w=le utD™ WiDij-j- m(GWA  Vok;),
O) Kv—al n—(0;Di—MiD;+m (i o —Gub),
K~—melt —(oiDn—(@nD i+m (rj0Ui— S0V}
Kret wzgledem $rodka masy ciata lub wzgledem jego
punktu nieruchomego. Jezeli O jest srodkiem masy, to £,=0,

7<=> C.= 6. Jezeli zas punkt O jest nieruchomy, to w= 0, «,=0,
u;—(). W obu przypadkach mamy na mocy (I):

K f= 0)(I{ —«t"De—w; Dy,
(D Ky=Myly —0)eD>—t0eZ>,
K\—to;/;— @i Z>,— W,D].
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W szczegdélnosci, gdy osie ukiadu wspétrzednych sg osiami
gtéwnymi bezwiadnosci w punkcie O, woéwczas Di=<>, D,= 0, D;=0,
a zatem:

(rn Ki—(Oilif K,t=o>nltl, K:=o0)el;.

Ze wzorow (111) wynika, ze znajac predkos¢ chwilowag katowa,
mozemy wyznaczy¢ kret i na odwrét.

Kierunki kretu i predkosci katowej sg na og6t rézne. lloczyn
skalarowy K-w wynosi na mocy (I11)

K w= Ke(t+K,,(ori+ Ke<e= wfl,-)- (t>lint<AlK

zatem jezeli di4=0, to Kai > 0.
A wiec: kret tworzy z wektorem predkosci katowej kat ostry.
Udowodnimy teraz nastepujgce

Twierdzenie. Jezeli kret K lub wektor predkosci katowej w
ma kierunek jednej z osi gtownych bezwladnosci, to kret i predkos¢
katowa majg kierunek jednakowy i na odwrét.

Dowod. Przyjmijmy za os$ f te os gtdwng bezwitadnosci, ktorej
kierunek jest kierunkiem kretu K. Wowczas Kr= 0 i Ke=0, skad
na mocy (I1l) ©,=0 i &e—0. Wektor m ma wiec wtedy kierunek
osi £ t.j. kretu.

Podobnie przeprowadza sie dowod, jezeli to ma kierunek jednej
z osi gtownych bezwladnosci.

Na odwrot, jezeli K \ & majg kierunek jednakowy, przyj-
mujemy kierunek ten za kierunek osi £ Wowczas a0 i 0>;=0,
oraz A,—0 i A"=0, skad na mocy (Il) Kt-lecie, 0= —«uDe
i 0=—to;D,, a wiec />:=0 i Z),=0. O$ f jest wiec wtedy osig
gtéwng bezwiladnosci, c. b. d. d.

Jezeli punkt O jest punktem kulistym, t.zn. jezeli If=1,j-1t,
wowczas, oznaczajgc momenty bezwiadnosci przez I, mamy na
mocy (I11) Ki—1li»i K, =la),, K*—I at, skad

@) K —Iu).

A wiec: jezeli srodek masy (lub punkt nieruchomy ciata) jest
punktem kulistym, to kret ma stale kierunek i zwrot predkosci
katowej.
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Pochodna kretu. Niech K bedzie kretem ciala wzgledem
dowolnego punktu O tegoz ciata i niech {.v,y,z) bedzie staltym ukia-
dem wspotrzednych o poczatku ()', zas
(f, »/,0 dowolnie poruszajgcym sie ukta-
dem wspotrzednych o poczatku w O.

Oznaczmy przez u predkos¢ punktu O,

a przez t0' predkos¢ chwilowg katowg

uktadu 0. Wykreslmy z punktu O

wektor OA=K. Kitadac ()'()=fi ()'A—q,

otrzymujemy g=r+K czyli K= g—f.

Tworzagc pochodng, otrzymamy K —g—r.

Lecz r—u, za$ -g rowna sie predkosci bezwzglednej n punktu .4
wzgledem ukiadu statego ()'(:r,y,z). Zatem

) R —H—u.

Niech wvw bedzie predkoscia wzgledna punktu A wzgledem
ukiadu (f, T,0), a v, predkoscig unoszenia. Zatem (str. 58)

(5) V—Va,+ W,
skad na mocy (4)
(6) R=vw+(vu—u). »
Punkt A ma w ukiadzie (<, r/,C) wspotrzedne Kf, I\n /u. Zatem
(7 *Ne= ¢ ji Kr-

Ruch chwilowy ukiadu (£, i/,0 jest ztozeniem ructiu postepo-
wego o predkosci u punktu O i ruchu obrotowego o chwilowej
predkosci katowej to' okoto osi przechodzacej przez O. Zatem (str. 63)

(8) vi= u-\-OAk ©'= u-{Ky.oj.

Przyjmujac
9) w—Ax W

otrzymamy wiec na mocy (8) i (6)
(10) k —Vu,+W.
Z (9) dostajemy:
(11) Mt=K,to—K:,; Wa—Keate— K jto;, K-0)t— K,: dje.
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Oznaczmy rzuty wektora K na osie i,7i f przez (K)f,(R)n i (R)$
Z (10) na mocy (7) i (11) otrzymamy:

K)i—Ai-f — Aefulj, (K)a—Kn+ As)}— Alo,
(V) (K) efulj,  (K)a )}

(R)i= A'e-(- A"’ — A"w*.

Wzory (IV) wyznaczaja rzuty pochodnej kryta li wzgledom O
na osie i, i f uktadu ruchomego przy pomocy rzutéw AT, A',, Ae
kretu K na te osie, pochodnych Af, A,, /¢ée rzutow A< A', Ae oraz
rzutéow wi, wi, predkosci chwilowej uktadu (],>),£)— a nie ciata! —
na osie tegoz ukiadu.

Nalezy zwréci¢ uwage na réznice, jaka /.uchodzi miedzy symbolami (A');
a Ke. Warto$é pierwszego symbolu otrzymujemy, tworzac najpierw pochodng K,
a nastepnie rzut na o$ i; warto$¢ za$ drugiego symbolu otrzymujemy, poste-
pujac odwrotnie, a wiec najpierw rzutujac wektor A na o$ i, a nastepnie two-

rzagc pochodng rzutu, .lak wskazuje wzér (1V), na ogdl (i¢™+ AN

Przyjmijmy, ze O jest punktem nieruchomym Irib $rodkiem
masy i ze osie £, N\ f, majg stale kierunki osi gtéwnych bezwitad-
nosci ciata w punkcie O. W tym przypadku predkos¢ chwilowa
katowa ciata w, réwna sie predkosci chwilowej katowej ukiadu
wspoétrzednych (£, 1, £):

(12) 0i=0>".

Poniewaz na mocy (I11), str. 390, jest

(13) K'—Ii'Vei,  Kg=Igo>n  A;—i; K
wiec z uwagi na to, ze i;, Jv /e sg stale, dostajemy:
(14) JE$=/iWi, kn=Ilni»v Ki=h<»;.

Podstawiajgc w (IV) wartosci z (12)-(14), otrzymamy:

W) (K)i= liw? f (IN—)<*>,<0e, (K)Nn=In"~n + (le—
Me=/eft»;+ (I"—In)mo>n-
Wzory (V) odnosza sie do ukladu wspo6trzednych, ktérego
poczatek jest Srodkiem masy lub punktem nieruchomym ciata
i ktorego osie majg stale kierunki osi gtéwnych bezwladnosci.
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$6. RoOwnania Eulera. Zajmiemy sie teraz ruchem, jaki
pod dziataniem sit wykonywa ciato, majgce unieruchomiony jeden
punkt O, a wiec mogace sie tylko obraca¢ okoto tego punktu. Do
tego bowiem przypadku mozna sprowadzi¢ badanie ruchu ciata
sztywnego pod wplywem sit w przypadku najogédniejszym.

Niech K bedzie kretem, za§ M momentem ogdélnym sit wzgle-
dem 0. Wowczas w mys$l zasady kretu (1), str. 365, jest

(M RAM.

Zauwazmy, ze M nie zalezy od sity zaczepionej w O, gdyz
jej moment wzgledem O jest zerem.

Obierzmy dwa uktady wspoétrzednych o poczatku O: jeden
staty (.r,//,c), a drugi ruchomy (£, /?,£), ktérego osie sg osiami gtow-
nymi bezwiadnosci ciata wzgledem O. Niech A, B, C oznaczajg
momenty bezwladnosci ciata wzgledem osi gtdwnych bezwiadnosci
(t.j. osi i, //'i C, a o) nieci oznacza predkos¢ chwilowg katowa
ciata. Na mocy (}) i (V), str. 398, dostaniemy:

Ae>;-f (B—(J)=jon= Mi,
() Buut+ (C—A)w(0E—/Ty,
Co»;-f- (A —B)w, wr= Me

Réwnania (1) nosza nazwe réwnan Eulera.

Réwnania (1) stuza do wyznaczenia we, un co; jako funkcji
czasu |. Znajagc a(, vn we, mozemy okresli¢ potozenie ukiadu ru-
chomego (£,»/,C), a wiec i potozenie ciata, przy pomocy katéw Eu-
lera. i), 4w y>(str. 355), obliczonycti z réwnan rézniczkowych (11),
str. 357. W ten spos6b przy pomocy réwnan Eulera (I) i réwnan (11),
str. 357, mozemy wyznaczy¢ ruch ciata. Rozwigzanie tych réwnan
nastrecza wiele trudnosci i nie zawsze da sie wykona¢. Poznamy
jednak niektére przypadki, w ktorych rozwiagzania te dajg sie
otrzymaé. Najwazniejszym z nich jest przypadek, gdy précz reakcji
w punkcie O nie dzialajg na ciato zadne sity.

Jezeli znamy ruch ciata, to mozemy obliczy¢ reakcje R za-
czepiong w O. Oznaczmy bowiem przez P sume sit dziatajgcych,
przez m mase ciata, a przez pO przyspieszenie srodka masy. Na
mocy twierdzenia o ruchu $rodka masy (lI), str. 365, mamy wiec
mpO0—P +R czyli )

(2) R-m p0—P.
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Ilwaga 1 Roéwnania Eulera (1) zachodzg réwniez, gdy punkt O
nie jes( punktem nieruchomym, lecz Srodkiem masy ciata. Zachodzi
bowiem wdéwczas twierdzenie o krecie R=M (str. 365), zas wzory (11)
str. 357, stuszne sg dla kazdego punktu O.

Uwaga 3. Opierajgc sie na wzorach (IV), str. 398, mozemy
poda¢ réwnania ogolniejsze od réwnan Eulera.

Niech O bedzie punktem nieruchomym Ilub Srodkiem masy,
zas$ (£, 7%,i) dowolnym ukiadem wspétrzednych o poczagtku O, ma-
jacym predkos¢ chwilowg katowg m'. Poniewaz R —M, wiec na
mocy wzordw (1V), str. 398, otrzymamy:

Ki+ A,M—A;Mm;= mi,
(11 Kr+ K-oA—KioA—M n,
KtA- Kim',)—K,/0A=Meg-

Ruch ciata sztywnego swobodnego. Przyjmijmy Sro-
dek S masy ciata za poczatek ukiadu wspétrzednych (x,y,z), po-
ruszajgacego sie ruchem postepowym wzgledem uktadu inercjalnego.
Ruch ciala w przestrzeni bedzie okres$lony, jezeli wyznaczymy ruch
srodka masy N i ruch ciala wzgledem S, t.j. wzgledem uktadu

Ruch srodka masy otrzymaé¢ mozemy z réwnan (l), str. 365.

Aby za$ wyznaczy¢ ruch ciata wzgledem uktadu (x,y,z), mo-
zemy przyjaé, ze ukiad ten jest w spoczynku (str. 137) i ze oprocz
sil dziatajacych na ciato dziatajg nan tylko sity unoszenia (gdyz
sity (Joriolisa sg zerem (str. 138). Przyspieszenie unoszenia rowna sie
przyspieszeniu p0 $rodka, masy i jest wspdlne wszystkim punktom
ciala (str. 60). Jezeli ciatlo uwazaé¢ bedziemy za ukiad punktéw
materialnych w,w 2 ..., to sity unoszenia wyniosg —m,p0, -
Sity unoszenia sg wiec proporcjonalne do mas i majg jednakowe
kierunki oraz zwroty. Zatem (str. 243) sily unoszenia majg wy-
padkowg R o poczatku w $rodku masy:

R = —mxp0—»tgPo—... = —mp0,

gdzie m oznacza mase ciala. Oznaczajgc sume sit dziatajgcych
przez P, otrzymujemy z twierdzenia o ruchu $rodka masy mp0O= P,
skad R——P.

Poniewaz $rodek masy S jest nieruchomy wzgledem uktadu
(x,y,z), za$ sita unoszenia ma poczatek w S, wiec ruch ciata wzgle-
dem $rodka masy (a zatem i wzgledem uktadu (x,y,z)) jest taki, jak
gdyby srodek masy byt unieruchomiony, a na ciato dziataty te same sity.
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Ruch ciata wzgledem srodka masy jest zatem niezalezny od
ruchu samego Srodka masy i mozemy go wyznaczy¢ przy pomocy
TOwnan Eulera.

Widzimy stad, ze badanie ruchu ciata w przypadku najogodl-
niejszym istotnie sprowadza sie do badania ruchu $rodka masy
i obrotu ciata okoto punktu nieruchomego.

§ 7. Obroét ciata okoto punktu bez dziatania sit.
Zatézmy, ze na ciato sztywne, majgce unieruchomiony punkt O,
nie dziatajg zadne sity. W tym przypadku moment sit jest M —O0,
wiec réwnania Eulera (1), str. 399, przyjma postac:

Aa)*+(B —C)(0,toe—0,  Bton+ (C —A)ft):w|=0,
Cwe-f (4. —B)weMn—0.

Réwnania (1) zachodzg réwniez przy samym tylko zatozeniu,
ze jest stale M —0, t.zn. ze sily dziatajace na ciato majg wypad-
kowa, ktorej kierunek przechodzi stale przez punkt O. Wynika
stad, ze rownania (I') stosujg sie takze do ruchu ciata sztywnego
ciezkiego o unieruchomionym s$rodku ciezkosci, gdy oprocz ciezkosci
na ciato to nie dziatajg zadne inne sity.

Rozwigzanie rownan (1) w przypadku ogélnym wymaga
znajomosci teorii funkcyj eliptycznych. Podamy tu rozwigzania
tych réwnan tylko w przypadkach, gdy elipsoida bezwtadnosci
wzgledem O jest kulg lub elipsoidg obrotowag, t.zn. gdy wszystkie
trzy lub przynajmniej dwie z liczb A, B, V sg rowne.

Na razie wyprowadzimy z réwnan (1') pewne wnioski
ogolne.

Kret i energia kinetyczna. Poniewaz M= 0, wiec
z twierdzenia o krecie wynika, ze kret K jest wektorem statym.

Poniewaz \Kf—K\ + K%1-f K~, wiec na mocy (IlIl), str. 396,
dostaniemy, kladac 1$=A, 1,=B i |;—C,

(1) \Kr= A-w2+ B*0AF- ('10A= const .

Pomnézmy rownania Eulera (1') obustronnie przez <ojw(w;
i dodajmy je stronami. Otrzymamy A ujsaf-/hu,wn\-Cc);<0;= 0, co

(2) A0A-]- HoA -)- C<oi=const.

S. Banach. Mechanika.
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Aby podaé znaczenie rownania (2), wezmy pod uwage katy
a, p, Yy, jakie w tworzy z osiami f, jj, Mamy wiec a>i=]oo]cosa,
oo"5a>| cos/3, co;=|ft)|co8y, skad

3) Acof-fRa)*-)- Cw™—(Acos2a-)-Bcos2pA- Ccos2y)|w]2

Niech 1 bedzie momentem bezwladnosci ciala wzgledem
osi obrotu chwilowego. Na mocy wzoru (l), str. 164, jest wiec
Z—Acos™+Rcos”™-1-Ccos”, a zatem na mocy (3) lewa strona (2)
réwna sie Ijw]2 Poniewaz za$ energia kinetyczna ciata jest E=\I\aHf-
(str. 365), wiec

4) 2"==Ato|4-Po2+0Ow | =const.

Jak widzimy stad, rdwnanie (2) wyraza, ze energia kinetyczna
ciata jest stala.

Na mocy (I11), str. 396, mamy dalej Kw=Ao0A+Bw2+ GoA,
skad na mocy (4) Am= const. Poniewaz Ku>=\K\ Rzut«w, za$
wedtug (1) jest JAJ= const., zatem Rzut* w=const.

A wiec: rzut predkosci chwilowej kgtowej na Kierunek kretu jest staty.

Przypusémy, ze w chwili poczatkowej <=0 kierunek Kkretu
byt ten sam, co kierunek predkosci chwilowej katowej. K i w miaty
wiec (str'396) kierunek jednej z osi gtbwnych bezwtadnosci, np. osi f.
W chwili i=0 byto zatem:

(5) O—0, of=0 i 03=co®,

gdzie oA oznacza rzut w na 0§ C w chwili t=0.

Réwnania Eulera (!') sg réwnaniami rozniczkowymi pierwszego
rzedu. Z teorii réwnan rézniczkowych wiadomo, ze istnieje jedno
tylko rozwigzanie, spetniajace w chwili <= 0 warunki (5). Tym jedy-
nym rozwigzaniem jest

tt>,= COnst. = 0, Mri~ const. = 0, (0j=CcOn8t.=(0j,

gdyz spetnia ono dla i=0 warunki (5) i, jak tatwo stwierdzié, réwnania
Eulera (I'). Wektor w ma tedy wielko$¢ stalg i stale kierunek osi
bezwtadnosci f, zatem (str. 396) w ma réwniez kierunek kretu K.
Poniewaz za$ kret K zachowuje kierunek niezmienny w przestrzeni,
wiec i kierunek wektora u> jest staly.
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A zatem: jezeli w chwili poczatkowej predkos$¢ chwilowa katowa
ma kierunek osi gtéwnej bezwtadnosci, to (przy zatozeniu, ze moment
sit wzgledem punktu unieruchomionego jest zerem) ruch ciata jest
obrotem okoto osi statej z predkoscig katowg stala.

Obrot okoto punktu kulistego. Zatézmy, ze punkt O
jest punktem kulistym, t.zn. ze A= B—G. Réwnania Eulera (I
przyjma wtedy postad |M=0, ;~=0, ;e=0 czyli:

( W|=0i, wv—ct, toe=ca

Wynika stad, ze predko$¢ katowa jest stata co do wielkosci.
Poniewaz punkt O jest z zalozenia punktem kulistym, wiec na
mocy (3), str. 396 (ktadgc 1=A), mamy K —Am, a zatem 0$ obrotu
chwilowego ma kierunek kretu; ze za$ kret K jest wektorem statym,
wiec 0$ obrotu chwilowego ma staty kierunek w przestrzeni. Wobec
tego cialo obraca sie okoto osi stalej ze stalg predkoscia katowa.

A wiec: jezeli punkt O jest punktem kulistym (t.zn. jezeli
A —B—G), wowczas ruch ciata pod dziataniem sit, ktérych moment
wzgledem O jest zerem, jest obrotem okoto osi statej ze statg pred-
koscig katowa.

Obrot okoto punktu, ktérego elipsoida bezwtadnosci
jest elipsoidg obrotowag. Zatézmy, ze A= B, t.j. ze elipsoida
bezwladnosci wzgledem punktu O jest obrotowa. Przypadek ten
zachodzi, jezeli ciato posiada np. 0§ symetrii przechodzgca przez O.
Réwnania Eulera (1) przyjma wtedy postac:

(Y c L= 0e<0i=h My—I— " <Uew]=6  Me=d]
Trzecie z rownan (117) daje
(6) <¢—C—const.
Z réwnania (4), kladgc A= B, otrzymujemy
d(tu]+ mat) + Cw\—const.,
na mocy wiec (6) mamy
(7) m] + m\= c\—const.
Poniewaz Mji=oj+w»* + ], zatem na mocy (6) i (7)
(8) k= ¢+ c*= const.

A wiec: predkos¢ chwilowa katowa jest stata co do wielkosci.
20~
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Pot6zmy

(9) A;\ Cw;=h.

Poniewaz wobec (6) jest w;=const., wiec A=const. i dwa
pierwsze z réwnan (I1') przyjma postac:

(10) hcoy—0, ¢o]}—fe(0*=0.

Mech AH=0. R6zniczkujac pierwsze z réwnan (10), dostajemy
(i>e-\htor=Q  czyli c6,= —otejh, skad przez podstawienie w drugie
z réwnan (10) otrzymamy po pomnozeniu przez h

(11) >HAZ0f=s0.
Rozwiazanie ogélne réwnania (11) ma postac
(12) (G—aaiahtA-bcoaht,

gdzie a i 60 sg statymi dowolnymi. Pierwsze z réwnan (10) daje
Mn——¢i/A, skad na mocy (12)

(a3) mn=—acosAt+Asin/K.

Réwnania (6), (12) i (13) przedstawiajg ogo6lne rozwigzanie
réwnan Eulera (11") réowniez i w przypadku, gdy A=0. Rozwigzanie
to zawiera trzy state dowolne a, b, e, ktére wyznacza sie z danych
poczgtkowych.

Wyznaczanie katéw Eulera. Zajmiemy sie teraz wyzna-
czaniem katéw Eulera przy pomocy réwnan (6), (12) i (13) oraz
rownan (I1), str. 357.

Poniewaz kret K jest wektorem statym, wiec mozemy przyjaé
kierunek kretu za kierunek osi z. Rzut kretu na o$ f jest 7£e=].flr]cos$.
Z drugiej strony (ktadac le=C) mamy na mocy (I11), str. 396,
A'e=0coe, wiec \K\eoii&=COw" czyli

(24) cos#= Coef\K\.
Poniewaz |f]= const. i we=const., wiec
(a5) m&=d0= const.

Jezeli #,=0 lub 0o= n, to kret K ma stale kierunek osi bez-
whadnosci C zatem w mysl twierdzenia podanego na str. 396 pred-
kos¢ chwilowa katowa ma kierunek kretu. Podobnie, jezeli ft0—n/2,
to na mocy (14) jest cot=0, wiec ((I11), str. 396) Ke-Aio;, K, =Ao)n,
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Kt=0, skad K—Am) a zatem kret ma kierunek predkosci chwi-
lowej katowej. Z twierdzenia podanego na str. 306 wnosimy wiec,
ze jezeli 60=0 lub n lub ir/2, to ruch dala jest obrotem okoto osi
statej z predkoscig katowa stala.

Zatézmy teraz, ze #04=0i i0#=t i #04=t/2. Poniewaz #=#0=const.,
wiec 0§ C zakresla stozek obrotowy, ktérego osig jest oS z. Podsta-
wiajgc w réwnania (I1), str. 357, wartosci w; i w, z réwnan
(12) i (13), otrzymamy (wobec ¢=0):

(16) asin(A<—<+ bcox(ht—<p)=0,
a7 y—/[acos(ht—(p)—bn\n(ht—(p)]/mi&Q0,
(18) i = tut—[acoa(ht—tp)—bsin(ht—y)] cot &.

Gdyby byto a—0 i (>=0, to na mocy (12) i (13) mielibysSmy
eof=0 i (on= 0, wiec w miatoby kierunek osi bezwtadnosci £, a zatem
kretu K (na mocy twierdzenia ze str. 396). O$ K miataby zatem
kierunek osi z i bytoby #,=0 lub #0=jr wbrew zalozeniu. Jedna
zliczb ai b jest tedy rézna od zera, skagd na mocy (16) ht—e= const.

Niech = qD dla i= 0. Zatem ht—tp=—<D czyli

(29) rp=ht+rp0.

Podstawiajac te warto$¢ p w (17) i (18), dostaniemy:
(20) V= (acosfl50+08ing>0)/sind0,
(21) h=ait—(acosf,+ bsingd)cot 0

Poniewaz &#=0 i ti0O+7i i #04=ji/2, wiec z (21) otrzymujemy
acos g+ fesine>0= (og—h)tg{},, skad na mocy (20)
(22) mp= {ot—h/Alios#0.

Wstawiajgc w réwnania (19) i (22) warto$¢ h z réwnania (9),
otrzymamy tgcznie z réwnaniem (15):

A-C a

— xp- . i <7=0.
(23) V= M. A cos i)0 M,

Catkujgc réwnania (23) i przyjmujac, ze dla <=0 byto <p=<p0>
y—y0 i i)—i)o, dostajemy:

(24)
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Poniewaz wedtug (6) jest a>e=const., wiec z (23) wynika, ze
y—const. i y = const.

A zatem: ruch ciata jest ztozeniem dwdéch obrotoéw, z ktérych jeden
odbywa sie okoto osi statej £ w ciete, a drugi okoto osi statej z w prze-
strzeni. Oba obroty odbywaja sie z predkoscig katowa stata.

Buch taki nazwaliSmy ruchem precesyjnym regularnym (str. 357).
Stosunek obu predkosci katowych wynosi w mysl (23) .

(25) = (A —C)em&JC.
Udowodnilismy wiec

Twierdzenie. Jezeli w punkcie O elipsoida bezwladnosci jest
elipsoidg obrotowg, to ruch ciata albo jest obrotem okoto osi statej
wm predkoscig katowa stalg, albo jest precesjg regularna.

Obrét ciata okoto punktu w przypadku ogélnym.
Podamy obecnie pewne uwagi, dotyczace ciata obracajgcego sie
okoto punktu O, przy zatozeniu, ze moment sit wzgledem punktu O
jest zerem.

Zachowajmy oznaczenia dotychczasowe. Osie f, y, £ majg
Kierunki osi gtownych bezwiadnosci w punkcie O, a wiec réwnanie
elipsoidy bezwtadnosci wzgledem O maw ukiadzie (£, g,£) postaé
(wzér (8), str. 166) A™A-B N\ f- Ofl—c, gdzie e jest statg dowolna.
Poniewaz energia kinetyczna E jest stala, wiec mozemy przyjac
ct—2E. Elipsoida bezwladnosci bedzie wiec miata réwnanie

(26) Af+Bg+CfrZE.

Oznaczmy przez G koniec wektora
predkosci katowej w. Punkt G ma zatem
wspotrzedne wg, (Oni oa. Na mocy wzoru (4),
str. 402, wspoirzedne punktu G spetniajg
rownanie (26). Wynika stad,.ze koniec wek-
tora w lezy na elipsoidzie bezwtadnosci (26).

Réwnanie ptaszczyzny 77, stycznej do
elipsoidy (26) w punkcie G, ma postac

27) Awet;BconTjCcoef~ 2E.
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Poniewaz na mocy (I11), str. 396, kret K ma na osie rzuty
KizAm, i Ke—Cco;, wiec kret K jest prostopadty do
ptaszczyzny 77. Odlegtos¢ ptaszczyzny /7 od punktu O wynosi

d=2E/VAZ2>'I+BioA+ CloA, zatem na mocy (1), str. 401,
{28) d = 2E/]A] = const.

Odlegtos¢ ptaszczyzny 77 od punktu O jest przeto stata. Po-
niewaz nadto ptaszczyzna 77 jest stale prostopadia do wektora
nieruchomego K, wiec 77 jest ptaszczyzng nieruchoma w przestrzeni.

Elipsoida bezwladnosci jest stale styczng do plaszczyzny 77.
Euch chwilowy ciata jest obrotem chwilowym z predkoscig kgatowa oo,
za$ G jest koricem wektora «, a zatem predkosé punktu G jest zerem.
Wynika stad, ze elipsoida bezwtadnosci toczy sie po plaszczyznie 77.

Zajmiemy sie teraz pytaniem, jakie mogg by¢ potozenia wek-
tora ¢S w ciele, czyli jakg krzywag zakresla punkt G na elipsoidzie
bezwtadnosci.

Oznaczmy wspotrzedne punktu G przez £, y i £ Zatem f=w£E,
r/=wv i £=c0. Na mocy wiec (1), str. 401, mamy

(29) d2f 2 R2rf - C2C%= K,

gdzie Ar=]|X]. Wspotrzedne punktu G spetniajg rdwniez réwnanie (26)
elipsoidy bezwtadnosci. Mnozac obustronnie réwnanie (26) przez T12
a rownanie (29) przez 2E i odejmujac je od siebie, otrzymamy

(30) (AKi-2EAi)?+(BIC-2EB2ri2+ (CK2-2EC2)?=0.

Réwnanie (30) jest rbwnaniem stozka o wierzchotku O. Punkt G
zakres$la wiec linie, ktora jest przekrojem elipsoidy bezwtadnosci (26)
i stozka (30). Przekroje te sa krzywymi zamknietymi rzedu (na
ogdt) czwartego. W szczeg6lnosci, stozek (30) jest stozkiem obro-
towym, gdy np. A=B (lub A=G Ilub B=C). Jezeli A, B i C sg
rozne, stozek moze sie zredukowa¢ do dwoch ptaszczyzn.

Predkosci katowe zaznaczone w ciele tworza stozek (30).
Zatem stozek okreslony rownaniem (30) jest stozkiem ruchomym
predkosci chwilowych kagtowych (str. 340).

Jezeli na ptaszczyznie nieruchomej 77 zaznaczymy potozenia
punktu G, to otrzymamy pewng krzywg. Stozek, dla ktérego ta
krzywa jest Kierownicg, zas O wierzchotkiem, jest stozkiem sta-
tym chwilowych predkosci kgatowych (str. 340).
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§8. Obroét ciala ciezkiego okoto punktu. Zajmiemy sie
obecnie ruchem ciata ciezkiego, w ktorym unieruchomiony jest do-
wolny punkt O nie bedacy Srodkiem masy.

Ruch taki wykonuje np. bak, obracajacy sie okoto osi i opierajacy sie
jednym konricem osi na podtodze dos¢ chropowatej, by posuwanie sie konca
osi po podiodze byto niemozliwe.

Zatézmy dla prostoty, ze ciato po-

siada 0$ symetrii, przechodzaca przez O.

Srodek masy S lezy oczywiscie na tej

osi. Przyjmijmy o0$ symetrii za o$ f

ruchomego uktadu wspdtrzednych i na-

dajmy jej zwrot ku Srodkowi masy S.

Potézmy 08=1. Niechaj 0§ z ukiadu

statego wspotrzednych ma zwrot pio-

nowy ku gérze. Ciezar ciata Q ma wiec

kierunek osi z. Oznaczajgc przez kwektor

jednostkowy, potozony na osi z, a przez m mase ciala, mamy

Q= —nk Tworzac, rzuty na osie £, rj, C otrzymamy na mocy (24),
str. 850:

——mysinising; Qj= mgsindcosy, Q ;=—mgCcos#.

Poniewaz Q ma poczatek w Srodku masy S, ktorego wspoét-
rzedne w uktadzie (£, r,f) sg 0,0,1, wiec oznaczajac przez M mo-
ment ciezaru Q wzgledem O, dostaniemy:

Ms=mijl sinflcosei, M,j= mglsindsingz M t=0.

Réwnania Eulera (1), str. 309, przyjma posta¢ (z uwagi na
to, ze A=li):

4;>H (4 —V)w,j(o£= mglsini?cose>,
(D) Atoli—(A ~C)a)Oi=mglsinlism<p,
Clb;= 0.

Jezeli w réwnaniach (1) wyrazimy 1), wn przez katy Eulera
wedtug wzorow (), str. 356, otrzymamy ukiad rdéwnan roznicz-
kowych rzedu drugiego, gdzie niewiadomymi beda 0, {u y jako
funkcje czasu.

Ukiad (1) mozemy w prosty spos6b sprowadzi¢ do ukiadu
rownan rozniczkowych rzedu pierwszego. Jedno réwnanie dosta-
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niemy z trzeciego réwnania ukitadu (1). Catkujac mianowicie to
réwnanie, otrzymamy Ccoe=const., a wiec

(2) a>e=r=const.

Dwa inne réwnania rzedu pierwszego dostaniemy z zasady
zachowania energii (ciezar posiada bowiem potencjal) i z zasady
kretu, w mys$l ktorej kret wzgledem osi statej z jest w danym przy-
padku staty, gdyz moment ciezaru wzgledem tej osi jest zerem
(ciezar bowiem ma kierunek osi z).

Srodek masy ma wspoétrzedng z=1cosi?, wiec potencjat ciezaru
jest F= —mgz= —mglcos#.

Energia Kinetyczna ciata ((4), str. 402) wynosi

E=i[,4(co2+ a2)+<7co?,
a z zasady zachowania energii mamy E —F=const.; zatem
3) A(co]-f-co2)-f- CaA+2mglco& &=h=const.

Oznaczajac przez K kret wzgledem O, mamy ((I11), str. 396)
Ki=Acoi, Krj—Aw,, i K*—Cuw,. 0O$ z tworzy z osiami f, » i f katy,
ktérych cosinusy wynosza K;, K, i K; (gdyz K jest wektorem jedno-
stkowym, majacym zwrot i Kierunek osi z). Zatem rzut kretu K
na 0§ z wynosi Kz= K>kz+ Krkt Wstawiajac do tego wzoru
wartosci ft], kg, h ze wzoréow' (24), str. 356, i pamietajgc ze Kz—const.,
gdyz moment ciezaru wzgledem osi pionow ej z jest zerem, otrzymamy
(4) Kz—A (1 sin# sin<p—oolsin dcos ) -f- Cbi~cos # = const.

Wyrazmy teraz we wzorach (2)-(4) rzuty o~ co,- W, przez
katy Eulera wedtug wzoréw (I), str. 356. Otrzymamy:

(5) ycos#+og>=1r, #2-|328in2#+acos#=0, t>si2#+ acos# = /]
gdzie
(6) r=cot, a=2myl/A, b=(h-Cr*)/A, a=Jr/A, p=KI/A

Trzecie z réwnan (5) daje yi= (/?—acos#)/sin2#. Podstawiajac
te warto$¢ ¥>w drugie z réwnan (5) i mnozac przez sin2#, dostaniemy
) #2sin2# -f (/7—acos #)2= (6—acos #)sin2#.

Podstawmy do (7), a nastepnie do pierwszego i trzeciego
z rownan (5)

8 U—cos# czyli v——fsin#.
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Otrzymamy:
© < —(=am—aU)(1—u2)—S—aw)2
ao v=¢=—auw)l(l—u2),
wy ip= r—(G—au)u/(l—>.

Z (9) mozemy wyznaczy¢ u, t.j. cos#, a nastepnie z (10) i (11)
katy yi i

Oznaczmy prawg strone réwnania (9) przez f(u). Zaktadajac,
ze fi—a=(=0 i /3+a4=0, mamy:

(12) /(+1)<0, [/(-1)<0,
a ponadto, poniewaz a>0 na mocy (6),
(13) UI-I>TOC/(« =-j-00.

Jezeli #0 byto wartoscia kata # dla t= O, za$ m, = cos#0, to
na mocy (9)

14) f(ug= u2n0.

Z réwnan (12)-(14) wynika, ze réwnanie /(«)=<9 ma trzy
pierwiastki rzeczywiste, z ktérych dwa, mianowicie i m2 lezg
miedzy —1 a +1, trzeci zasjest wa> 1. W przypadku szczeg6lnym
moze by¢ ul=u a (pierwiastek podwdjny).

Przyjmijmy, ze ulsu2 Poniewaz w=cos# musi by¢ zawarte
miedzy —1 a +1, a ponadto /(«)> 0 (na mocy (9)), wiec
czyli
(15) ml< cos# < m2

A wiec: kat # zmienia sie podczas ruchu miedzy granicami #j
a #2 gdzie 0084 1= w, i cos#2= m2. Poniewaz lcos# o0znacza wysokosé
srodka masy nad plaszczyzng poziomag Xy, wiec srodek masy wyko-
nywa wahania miedzy dwiema ptaszczyznami poziomymi 2=Zco8#x
i Z=lcos#2.

Licznik prawego cztona réwnania (10) jest zerem tylko dla
it=/9/a. Jezeli wiec |/3/a]>l, to znak przy y>jest staly, gdyz |»]<1l.
Oczywistg jest rzecza, ze jezeli

(16) %</Sla<«2

to y> zmienia znak. tatwo wykazaé, ze wzér (16) réwnowazny jest
nieréwnosciom:

@an JJa] <lI, p/a<bla.
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Jezeli bowiem zachodzi wzor (16), to \f}/a\<l i ponadto
(18) f((i/a)= (b—afi/a) (1—"2a2) >0,

wiec i>—a/?/a>0, skad (i/a<b/a (gdyz a>0 na mocy (6)). Na odwrot,
jezeli zachodzg nieréwnosci (17), to mamy w mys$l (18) /(/?/a)>0;
zachodzi wiec albo nieréwnos¢ (16), albo nieréwnos$é /J/a>ws. Ta
ostatnia jest jednak niemozliwa, poniewaz f(b/a)~—(fi—a6/a)x 0,
wiec b/a<u3 a zatem p/a<us na mocy (17).

8 9. Ruch kuli po ptaszczyznie. Niech kula ciezka o ge-
stosSci stalej porusza sie po ptaszczyznie poziomej 17 (przykiad:
ruch kuli po bilardzie). Uwzglednijmy
tarcie i zatézmy, ze reakcja ptaszczyzny
sprowadza sie do jednej sity, zacze-
pionej w punkcie stycznosci S. Ozna-
czmy przez R i T wartosci bezwzgledne
reakcyj:normalnej Ristycznej (tarcia) T,

a przez Ik wspétczynnik tarcia. Zatem
(1) TMR.

Jezeli punkt 8 stycznosci kuli z plaszczyzng 17 ma predkosc
rézng od zera, woéwczas tarcie T ma kierunek tej predkosci, lecz
zwrot przeciwny (str. 368). Przyjmijmy ptaszczyzne |l za plasz-
czyzne xy ukiadu statego wspoétrzednych (x,y,z) i nadajmy osi z
zwrot ku gorze. Oznaczajgc przez 0 przyspieszenie $rodka masy
kuli O(x0y0z0), przez m mase kuli, a przez Q jej ciezar, marny

(2) mp0—Q-\-R-\-T.
Tworzac rzuty na osie ukiadu, dostaniemy:
3) mx0~ Tx, my0=Ty, mia= —my+R.
Poniewaz z0=const.-—r (gdzie r oznacza promien kuli), wiec

;0=0, a zatem R=mg i na mocy (1), przy Zalozeniu, ze 8 ma
predkos¢ rdézna od zera,
(4) : T—fimg.

Niech K bedzie kretem wzgledem srodka O kuli, & predkoscig
chwilowg kagtowa, a A momentem bezwladnosci wzgledem Srednicy.

Poniewaz z zalozenia kula jest jednorodna, wiec jej $rodek O jest
punktem kulistym. Zatem (na mocy (3), str. 396) K—Aw, skad

(5) k=AZ>.
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Moment M sit wzgledem punktu O redukuje sie do momentu
sity T. Zatem:

(6) Mx= —rTu, MNezrTX, M ,—O0.
Poniewaz K—M, wiec dostajemy z (5):

) Ab)x——rTy, Am,—rTX, Aio2—Q
Z ostatniego réwnania otrzymujemy

(8) «>*=const.

Niech u oznacza predko$¢ punktu stycznosci S. Buch chwi-
lowy kuli jest ztozeniem ruchu postepowego o predkosci vO srodka
masy O oraz ruchu obrotowego okoto osi przechodzacej przez O

o predkosci katowej to. Zatem u—Vv0-\x OSxo0j, skad:

(9) UX=X0+ro0),, U,=y0—ro)x ut—oO0.
Biorgc pochodne wzgledem czasu, otrzymamy:

(10) ux=x0+ra>H ny=yO0—r(x, w*=0,

skad na mocy (3) i (7):

(12) ux=(I/m+ r2ZA)Tx, uy=(lIm +rilA)Ty, ux=0.

Mnozac obie strony pierwszego z rownan (11) przez a dru-
giego przez Uy i dodajac, otrzymamy:
(12) uxux-f Uyny=(1 /tn+ r2A) (Txux+ Tyuu).

Jezeli m#=0, to T ma kierunek u, a zwrot przeciwny. Zatem
stale jest Tu<;0 czyli Txux-\xTyUys.0, skad na mocy (12)
uxux+Uyn,~0. Poniewaz uxux+UyUy=~d(ui+ul)/dt, wiec mp=Mxt+ m»
jest funkcjg nie rosngcg. Jezeli wiec w pewnej chwili jest w=0,
to poczynajac od tej chwili bedzie stale u—O0.

Zatézmy, ze w ciagu pewnego czasu byto stale «4=0. Tarcie
T miato w ciggu tego czasu kierunek u (a zwrot przeciwny); mo-
zemy wiec przyjaé, ze T—Xu, gdzie A<O0, (przyczem X zalezy od
czasu). Zatem Xux—Tx i XuH—Tm skad na mocy (11)

(13) . uxUy—uxUy=().

Z réwnania (13) wynika, ze u ma kierunek staty: kiadac bo-
wiem u—\N\ i oznaczajgc przez < kat miedzy u a osig x, dostajemy
WKK—u 5P W= Usingy Wk—UOOEe>—H))sin(p i sin@® upcos
wiec uxiiy—uxUWy—udi, skad na mocy (13) u?q= 0, a poniewaz.
w24=0, wiec 9= 0 czyli y= const.
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Poniewaz zas T ma kierunek predkosci u, wiec rowniez Kkie-
runek tarcia T jest staty. Przy zalozeniu statoSci wspotczynniku
tarcia n (str. 368) otrzymamy stad na mocy (A) T —eonsl.

A wiec: przez caly czat, w ktorym jest iifil, jest T~ eonsl.

Poniewaz ruch punktu materialnego pod wptywem sity stalej
odbywa sie po paraboli (str. 81), wiec $rodek masy kuli zakre$la
parabole (o osi rownolegtej do kierunku T) przez eaty ezas, w ktorym
-«4=0 (t.j. w ktorym punkt styeznosei kuli z ptaszczyzng // ma pred-
ko$¢ rozng od zera).

Przyjmijmy, ze w chwili poczatkowej t= o jest:

20= 0 j to=D,
(v "xE oV

Predkos¢ poczatkowa u0 punktu stycznosci S ma wiec na
mocy (9) rzuty:

(15) ma+roA n°—o.
u7 <

Zatézmy, ze S04=O i nadajmy osi y Kkierunek i zwrot pred-
kosci u0. Na mocy (15) bedg wiec miedzy danymi poczgtkowymi
zachodzity zwigzki:

(16) +0°u= 0, /(‘l'J= b—m > 0.
Ze za$ u i T maja kierunki réwne, lecz zwroty przeciwno, wiec
@7 7,=0, Ty~-—firny.

Z rownan (3) i (7) po »catkowaniu i uwzglednieniu warunkéw
poczatkowych, otrzymamy:

(18) x0=at, yO——wpyt2+bt, zO0=r.
(19) ox—/tmijrtjA + wr,

Podstawiajgc wartosci z (18) i (19) w réwnania (9), otrzymamy
wobec (16):

(20) ux—0, Uy—(b—rtDx)—(1 -f mrXA jyt/i, 0.
Poniewaz na mocy (16) jest b—rota> 0, wiec po czasie

b— rotg

|
(1) 1 TAMITA Yy
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bedzie mx= 0, tiv—0 i «*=(), czyli S=0 i od chwili < bedzie juz
stale u—<. Na mocy (11) bedzie wiec stale Tx=0 i T,—0 czyli
T—0. Z réwnan (3) i (7) otrzymamy wodwczas:

yo 0, ¢o— gx—0, ojy~0, w=0.

A wiec: od chwili < bedzie »tale vO—const. i a>=const., t.zn.
ze Srodek kuli porusza¢ sie bedzie od chwili tx ruchem jednostajnym
po linii prostej, zas predkos¢ chwilowa katowa kuli bedzie stata.

8 10. Giroskop Foucaulta. Tak nazywamy ciato ciezkie,
posiadajace 0$ symetrii i zawieszone w Srodku masy (t. zw. zawie-
szenie Gardanu).

Poniewaz sita ciezkosci zaczepiona jest w srodku masy, wiec
w przypadku, gdy na ciato nie dziatajg zadne inne sity, ruch giroskopu
sprowadza sie do obrotu ciata okoto Srodka masy bez dziatania sit.

Jezeli ciato wprawimy w obrot okoto Srodka masy i w chwili
poczatkowej 0§ symetrii bedzie osig obrotu chwilowego, to 0§ sy-
metrii bedzie zachowywata stalty kierunek w przestrzeni. Wynika
to z twierdzenia podanego na str. 403 i z uwagi, ze 0$ symetrii jest
osig $rodkowg bezwladnosci ciata.

O$ symetrii bedzie sie wprawdzie poruszata wzgledem ziemi,
bedzie to jednak tylko ruch pozorny (wywotany obrotem ziemi):
jezeli bowiem skierowaé¢ o$ symetrii ku jakiejs gwiezdzie statej,
to o$ bedzie jg stale wskazywac.

Rozpatrzymy tutaj przypadki, w ktdrych o$ symetrii nie jest
swobodna, lecz uwieziona badZz w ptaszczyznie potudnika, badz
w plaszczyznie poziomej.

Ruch osi symetrii w ptaszczyZznie potudnika. Niech
0$ symetrii ciata (zawieszonego w srodku masy) moze sie poruszac
tylko w ptaszczyznie potudnika, przechodzacego przez dany punkt
na ziemi. Mozemy zatozyé¢, ze sity (reakcje), utrzymujgce oS w ptasz-
czyznie jlotudnika, sa do tej plaszczyzny prostopadie i zaczepione
w punktach osi symetrii.

Oznaczmy przez w, wektor predkosci katowej ziemi i potézmy:

(i) «i=K | .

Przyjmijmy S$rodek O masy ciata za poczatek uktadu wspoét-
rzednych (x,y,z), nadajgc osi z kierunek i zwrot, predkosci katowej
ziemi w,, za$ osi x Kierunek poziomy ze zwrotem na wschod.
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Plaszczyzna yz bedzie zatem ptasz-
czyzng potudnika, a 0§ z bedzie w da-
nym miejscu tworzy¢ z pionem Kkat
90°—?> gdzie <9 oznacza szerokos¢ geo-
graficzng tego miejsca.

Obierzmy ponadto drugi ukiad
wspotrzednych (£,r/,£) o poczatku O,
przyjmujac za oS £ 0$ symetrii ciata, /

a za 05 £ oS x. Plaszczyzna »% bedzie L

zatem identyczna z ptaszczyzng potudnika yz. Potozenie ukiadu
(E, »,0 okreslone jest przez kat O, jaki tworzg z sobg osie £i z
(przyczem kat O okreslamy jako kat, o ktéry nalezy obroci¢ o$ z
w kierunku od reki prawej ku lewej wzgledem osi x, aby kierunki
dodatnie osi z i £ pokryty sie z soba).

Niech w' bedzie chwilowg predkoscig katowag ukiadu (£, jj,£)
wzgledem uktadu inercjalnego, za ktéry przyjmujemy uklad zwia-
zany ze storicem i gwiazdami statymi. tatwo zauwazy¢, ze <w jest
wypadkowa predkosci chwilowej katowej w2 uktadu (£»?,£) wzgle-
dem (x,y,z) i predkosci kgtowej Et ukladu (x,y,z) wzgledem ukiadu
inercjalnego. Zatem
(2) (O=LU1-(-i62

Poniewaz wektor éL ma z zatozenia kierunek i zwrot osi z,
wiec jego rzuty na osie ukitadu (£»?,£) wynosza na mocy (1):

3) Mi£=0, <w™——toisind, coir— uti cosd.

Uktad (£,»;,£) obraca sie okoto osi £ wzgledem uktadu (x,y,z).
Poniewaz kat obrotu wynosi d, wiec predko$¢ chwilowa kagtowa
ma kierunek osi £i jej wspétrzedna wzgledem osi £ wynosi d. Zatem:
4) f02.-=d, «2>~0, r2=0.

Na mocy (2)-(4) jest:

(5) wl—d, 0>'j=—misind, —<o\cos d.

Niech w oznacza predkos¢ chwilowg katowg ciata wzgledem
uktadu inercjalnego. Wektor w uwaza¢ mozemy za ztozenie pred-
kosci chwilowej katowej m3 ciata wzgledem ukiadu {£»?£) oraz
predkosci m' uktadu (£, ??,£) wzgledem uktadu inercjalnego. Zatem
m=ms+M". Poniewaz ruch ciala wzgledem (E»?,£) jest obrotem
okoto osi £, wiec 103.—0 i a» =0, skad:

(8) Me= (0., tot—to(, O©== o).+ io
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(przytcm, poniewaz ool jest bardzo mate, wiec na mocy (5) co; jest
rowniez mate; praktycznie wiec w;=to3). Kladgc w*—co, otrzy-
mamy na mocy (5) i (6):

) &= 9, afl= —coiSin#, co,—(@Q

Osie £, n,C sa osiami srodkowymi bezwiladnosci ciata, gdyz
f jest osig symetrii, zas O Srodkiem masy. Oznaczajac kret wzgle-
dem O przez K, momenty bezwladnosci wzgledem £ i  przez A,
a wzgledem £ przez (*, otrzymamy na mocy (I11), str. 396, i (7):

Y, Ni=A9, Kri—j.a>i8in0, K;*=Cco,
skad po zrézniczkowaniu:
(») Kt=A 9, Kn——Mo»#cos9, e

Moment ciezaru wzgledem O jest zerom. Moment sit, utrzy-
mujgcych o0$ symetrii ciata w plaszczyznie potudnika, jest wzgle-
dem osi £ i t zerem, gdyz sily te zaczepione sg w punktach osi £
i sg rownolegle do osi £ Oznaczajgc wiec przez M moment sit wzgle-
dem S$rodka masy O, otrzymujemy:

(10) M*= 0, Me=0.

Do wyznaczenia ruchu ciata zastosujemy réwnania (I1), str. 400.
Z réwnan tych po podstawieniu w nie wartosci z (5), (8), (9) i (10)
i ])o zredukowaniu otrzymamy:

A9 —Jcoisin9cos 9+ Coho.sim9= 0,
M . _
—2M.a>i#cos 94- Cco9= M,t, Cco—O0.
Na mocy ostatniego réwnania o>=const. Opuszczajac w pierw-
szym z roéwnan (1) wyraz zawierajgcy co], jako bardzo maty, otrzy-
mamy

(11) & - —' sind.

Poniewraz co—const., wiec osi £ mozemy nada¢ taki zwrot,
by byto stale co>0, t. zn. by obrot ciata wzgledem osi symetrii £
odbywat sie w kierunku od reki prawej ku lewej. Przy tym zato-
zeniu bedzie (‘(ocol/A> 0. Réwnanie (11) ma wiec posta¢ réwnania
réozniczkowego dla wahadta matematycznego (str. 132, wzor (I)).
Potozenie réwnowagi nastepuje przy 0=0 i 9—n.
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O$ symetrii ciata bedzie sie wiec wahata okoto osi z, t.j. okoto
prostej réwnolegtej do osi ziemskiej. O$ ciata moze by¢é w spoczynku
tylko dla &—0 lub dla -&=n, t.j. tylko wowczas gdy jest do osi
ziemi rownolegta. Wyznaczajac zatem potozenie réwnowagi osi ciala,
otrzymujemy kierunek osi ziemi. Poniewaz w danym miejscu 0$
ziemi tworzy z pionem kat 90°—< wiec w ten sposéb mozemy otrzy-
mac szerokos$¢ geograficzng <p danego miejsca.

Mozna wykaza¢, ze #=0 jest polozeniem rdéwnowagi statej,
za$ # = & rownowagi chwiejnej. O$ f ciata stara sie wiec tak usta-
wi¢, aby jej kierunek i zwrot zgodne byty z kierunkiem osi ziem-
skiej i zwrotem wektora t¢. Ze wzoru (3), str. 132, wynika, ze okres
wahania osi ciata (gdy kat poczgatkowy dO jest maty i m&—0) wynosi

(12) T=2n[AlCcoa>1

Okres wahania jest duzy, bo cox jest mate (okoto 0,00007 sek-1).
Mozemy go jednak zmniejszy¢, zwiekszajgc co, t.j. nadajgc ciatu
szybszy obrot okoto wilasnej osi symetrii.

Buch osi w ptaszczyZznie poziomej. Zaldzmy teraz, ze
0$ symetrii ciata moze sie poruszac¢ jedynie w ptaszczyZnie poziomej.
Mozemy wiec przyjaé, ze reakcje, utrzymujgce o$ poziomo, zacze-
pione sa w punktach tej osi i majg kierunek pionowy.

Obierzmy dwa uktady wspoétrzed-
nych (Xx,y,z) i 0 poczatku w $ro-
dku O masy ciata. Nadajmy osi y zwrot
pionowy ku gérze, osi x zwrot na wschod,

a osi z na potnoc. Przyjmijmy o$ sy-
metrii ciala za oS £ ao0sy za 0§ g.
Plaszczyzna bedzie zatem stale po-
zioma. Potozenie ukfadu (f,4?,f) okre-
Slone jest przez kat &miedzy osiami f
g z (przyczem kat & okreslamy jako
kat, o jaki trzeba obroci¢ oS z okoto osi y w kierunku od reki
prawej ku lewej, aby kierunki dodatnie osi f i z pokryty sie z sobag).

Predkos¢ chwilowa katowa ukfadu (x,y,z) wzgledem uktadu
inercjalnego réwna jest (t.j. predkosci katowej ziemi). Wektor oot
lezy w ptaszczyznie yz i tworzy z osig y kat 90°—@ (gdzie @ ozna-
cza szerokos¢ geograficzng danego miejsca). Niech <u=]Jwl} Rzuty
na osie f»?,£ wyniosg zatem:

(13) <oij=edicos@sind, coit= COISINQ),  qji; = co\ COS CPCOsti.

S. Banach. Mechanika. 27
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Predkos¢ chwilowa kgtowa w2 uktadu (f, 17,0 wzgledem ukiadu
(x,y,z) réowna jest i ma kierunek osi rj, gdyz (f, 4,f) obraca sie
okoto ft] wzgledem (x,y,z). Zatem predkos¢ chwilowa katowa «
uktadu (£,*?,£) wzgledem ukiadu inercjalnego jest ztozeniem pred-
kosci katowej o2 i predkosci katowej w,, skad na mocy (13):

(14) O)E=0iCOSysin0, €©,:= 0+ 0)18ine>  0)e= LCOSy COS.

Niech & oznacza predkos¢ chwilowg katowg ciata wzgledem
uktadu inercjalnego. Poniewaz ruch chwilowy ciata wzgledem uktadu
(E,*?,£) jest obrotem chwilowym okoto osi f, wiec predkos¢ chwilowa
katowa <8 ciata wzgledem uktadu (i, r/,£) ma na osie tego uktadu
rzuty 03=0, (B~=0. Z uwagi na to, ze «= co'+ ti3 otrzymamy
na mocy (14) (ktadac w;—w):

(15) oJ=0>icosysin0, 0)’==0+ o)isiny, 0);=0>.

Oznaczajac kret wzgledem O przez K, momenty bezwiadnosci
wzgledem osi f i y przez +, a wzgledem osi f przez C, otrzymamy
na mocy (I11), str. 396, i (15):

(16) iCi=+o0)icosysin0, /C,=+(0+«isiny), K;—di>,
skad przez rézniczkowanie:
@7 3= +0)i0cosycosO, K,=Ad, K~=Cw,

Oznaczajac przez M moment sit dziatajacych, otrzymamy
z uwagi na to, ze reakcje utrzymujgce o$ ciata w plaszczyznie po-
ziomej zaczepione sa w punktach osi f ciata i prostopadie do

(18) M,=0 M ;=0.

Ze wzordw (I1), str. 400, otrzymamy po podstawieniu wartosci
z (17), (16), (14) i (18):

+ 0),0005yCO80+ + (0+0), siny)o)j COSyCO80—00)( 0+ 0), siny) = Mi,

(n +0+ 60)0),cosysin0—+ O)fcosycos0sin0= 0, <(»=().

Na mocy ostatniego z réwnan (11) jest o)=const. Opuszczajac
w drugim z tych réwnan wyraz zawierajacy orf, jako bardzo maty,
dostaniemy
0Oo)0)Icosy
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Nadajmy osi £ zwTot taki, by byto to>0. Wodwczas
GOM ao&<plA>0

i rownanie (19) przyjmie postadé réwnania wahadta matematycznego
((1), str. 132). Potozenie réwnowagi nastapi przy 0=0 i 0= ji.

O$ symetrii ciala bedzie sie wiec wahaé¢ okoto osi z, t.j.
okoto osi poziomej, biegnacej z potudnia na potnoc. O$ ciata moze
by¢ w spoczynku tylko dla 0=0 Ilub O=jr, t.j. tylko wowczas,
gdy lezy w ptaszczyznie potudnika. Wyznaczajgc zatem potozenie
réownowagi osi ciata, otrzymujemy kierunek potudnika: ciatlo moze
wiec by¢ uzyte jako kompas.

Zauwazmy jeszcze, ze tak jak poprzednio 0=0 odpowiada
potozeniu rownowagi statej, zas &=n potozeniu rownowagi chwiejnej.

Okres wahania otrzymamy ze wzoru (3), str. 132:

(20) T= 2n\A/G(i)(clcos

Bedzie on najmniejszy na rowniku (t.j. przy <p=0). Na bie-
gunie za$ (t.j. przy €i=900), kazde potozenie bedzie potozeniem
rownowagi, jak wynika ze wzoru (19). Dla <p=90° jest bowiem 0=0;
w miare zblizania sie do bieguna bedzie wiec T->o00.

Otrzymane wyniki znalazty potwierdzenie w doswiadczeniu, co dowodzi
obrotu ziemi okoto osi. Doswiadczenia takie pierwszy wykonat L. Foucault.

27+



ROZDZIAL IX
ZASADA PRAC PRZYGOTOWANYCH

81. Uktady holonomiczne skleronomiczne. W przy-
padku réwnowagi uktadu nieswobodnego punktéw materialnych lub
ciat sztywnych, w ktérym tarcie nie wystepuje, ograniczenia ru-
chéw (wiezy) sa niezalezne od czasu i polegaja zazwyczaj na tym,
ze pewne tylko potozenia ukiadu sg mozliwe, inne za$ wykluczone.

Przyktadami sa: punkt materialny, majacy pozostawaé¢ na nieruchome;j
linii lub powierzchni, uktad dwéch punktéw materialnych, potgczonych drutem
sztywnym bez masy," ciato sztywne, majgce punkt lub 0$ unieruchomiona, uktad
ciat sztywnych, stykajacych sie z sobg lub potaczonych przegubowo, i t.p.

Ograniczenia ruchu ukifadu mogg by¢ wywotane w rézny
spos6b: np. z pomocg ciat sztywnych, podpér it.d. Okazuje sie
jednak, ze w przypadku, gdy nie ma tarcia, warunki réwnowagi
sit dziatajacych nie zalezg od tego, skad pochodzag wiezy, lecz tylko
od tego, jakie potozenia sg mozliwe. Ponadto, jezeli chodzi o ba-
danie réwnowagi uktadu, to wystarcza znajomosé tych tylko zgod-
nych z wiezami potozen, ktdére sg bliskie potozenia badanego.

Zajmiemy sie najpierw pytaniem, w jaki sposéb mozemy przed-
stawi¢ potozenia uktadu zgodne z wiezami. Rozwazymy te sprawe
najpierw na przyktadach.

Wiezy obustronne.

Przyktad 1. Zatézmy, ze punkt materialny ma pozostawac
na pewnej powierzchni S. Wiezy mozemy okreéli¢, podajac réwna-
nie tej powierzchni np. w postaci

Q) F(x,y,z)—O.



[f 1 Uktady holonomiczne skloronomiczne. 421

Mozliwe beda tylko te potozenia punktu, w ktérych wspot-
rzedne x,y,z spetniajg réwnanie (1). Do zbadania réwnowagi punktu
w jakim$ potozeniu A(x,y,z) wystarcza, jezeli (1) jest rédwnaniem
ptata powierzchni s, na ktérym punkt ten lezy.

Przyktad 2. Zatézmy, ze punkt materialny ma znajdowacd
sie na krzywej C o rownaniach:

2) Fi(x,y,z)= 0, Fa(x,y,z)= 0;

wowczas wspoétrzedne punktu musza spetnia¢ rownania (2). Do zba-
dania réwnowagi punktu wystarczy, jezeli réwnania (2) przedsta-
wiajg tylko tuk krzywej C, wewnagtrz ktorego lezy punkt materialny.

Przyktad !li. Jezeli uktad ztozony z dwdch punktéw A1 i Az
jest uktadem sztywnym (t.j. odlegto$¢ punktow HIA2=const. = d),
wowczas wspotrzedne xl,y1,zl i x2,y2,z2 tych punktéw muszg spet-
nia¢ réwnanie
(3) (xai—x2f + (yt—y2*+ (*i—z22—d2= 0.

Jezeli ponadto np. suma odlegtosci punktéw od poczatku O

uktadu wspotrzednych jest stata i wynosi h, wowczas wspotrzedne
punktéw musza spetnia¢ oprocz réwnania (3) rédwnanie

4) NXAN+HYN A+ \xl+yl+zP—h= ().

Przyktad 4. Jezeli ukiad ztozony z n punktow:
A2(x2,y2iz2), ..., Ankxny,,z,
jest uktadem sztywnym (t.zn. ze wzajemne odlegtosci jego punktéw
sg state), wowczas wspdtrzedne kazdej pary punktéw Ai,Aj musza
spetnia¢ réwnanie
(5) («/—x))i+ (yi—yjf+(zi—Zjf—ry=0,
gdzie rij—A/Aj. Réwnan (5) jest tyle, ile par punktow, t.j. n(n—1)/2.
W przyktadach 1-4 wiezy daly sie przedstawi¢ réwnaniami
postaci
(6) F(x1,¥1,21 X2,y¥2,22,X ,,,¥ ,,Z ,) = 0,
gdzie F jest funkcja okreslong w pewnym obszarze zmiennych xi, ...,z,,
i niezalezng od czasu .

Wiezy przedstawione réwnaniami (6) nazywamy wiezami holo-
nomicznymi obustronnymi (lub dwustronnymi) niezaleznymi od czasu.
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Wiezy jednostronne.

Przyktad 5. Punkt ma znajdowa¢ sie wewnatrz lub na po-
wierzchni kuli **+2F+«*—r*=0 (jak np. punkt materialny uwia-
zany na nici nierozciagliwej o dtugosci r i uczepionej w poczatku
uktadu). Wspotrzedne punktu muszg zatem spetniaé nieréwnosé
7) an+"N+z*—r*<0,
wyrazajgca, ze odlegtos¢ punktu materialnego od poczgtku uktadu
wspotrzednych jest nie wieksza od r.

Przyktad s. Dwa punkty materialne AlIfAt potaczone sg
nicig nierozciggliwg o diugosci h, przewinietg przez poczatek O
uktadu wspétrzednych. Zatem 0.4.!1+0.4t< h. Wspé6trzedne punktéw
spetniajg wiec nieréwnosc

(8) \X\+y\+z\ + \x\+y\+z\—h*3g0.

W przyktadach 5 i 6 wiezy daty sie wyrazi¢ przez nier6éwnosci
postaci
<9) O(xuyuzu xt,ys,zt, ..» X,,,Y,,,Z,) 0.

Wiezy, okreslone nieréwnosciami ksztattu (9), nazywamy wieg-
zami holonomicznymi jednostronnymi niezaleznymi od czasu.

Uwaga. Jezeli wiezy sg podane nier6éwnoscig

Xitytjzfy ..., Xnjy#i,zn)™ O,
to kiadac otrzymamy po zmianie znaku postac¢ (9).

Potozenie uktadu w ktérym zwigzek (9) przyjmuje postaé
réwnosci (t.j. w ktéorym 0 = 0), nazywamy potozeniem brzeznym.

W przykladach 5 i 6 potozenie brzezne wystepuje wdwczas,
gdy ni¢ jest napieta.

Wiezy ukiadu moga sie sktadaé réwnoczesnie z wiezow dwu-
stronnych i jednostronnych postaci (6) i (9). Jezeli np. punkt ma-
terialny ma znajdowac¢ sie na gérnej potkuli ~=0,
to wspétrzedne punktu muszg spetnia¢ zwiazki:

(10) a>*+/[2+z*—r*=0, 270 (czyli —z™0).

Uktad, ktorego wiezy dajg sie przedstawi¢ przy pomocy
zwigzkow postaci (6) lub (9), nazywamy ukiadem holonomicznym
skieronomicznym. O zwigzkach za$ (6) i (9) moéwimy, ze przedsta-
wiajg wiezy w postaci skornczone;j.

W rozdziale tym bedziemy sie zajmowali wylacznie uktadami
holonomicznymi skleronomicznymi.
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Stopien swobody uktadu. Gdy badamy réwnowage ukiadu,
zaktadamy na ogo6t, iz dla potozen bliskich potozeniu badanemu
wiezy obustronne polegajg na tym, ze wsp6trzedne punktéow ukiadu
muszg spetnia¢ réwnania:

t\(.vi,yuzi, x2,y2,22..., X,,yl,z,,)=0,

<n)
F.n(xiyi,Zi, X2,¥2,22..., X,,,¥mZn) = 0,
co piszemy krocej
@) Fj(xX...,z,)= 0 (i=1.2,...,w).

O funkcjach 'Fj zaktadamy na ogo6t, ze sg ciggte i majg po-
chodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu ciagte w pewnym
otoczeniu wartosci xx okreslajacych dane potozenie uktadu.

Ponadto zakladamy o tych funkcjach, ze sg w tym otoczeniu
niezalezne, f.zn. ze zadna z nich nie jest funkcja pozostatych.

Zaktada¢ bedziemy wreszcie, ze m<Sn. Gdyby bowiem byto
m= 3«, to ukiad réwnan (1) miat by na ogoét jedno tylko rozwig-
zanie, a wiec byto by mozliwe jedno tylko potozenie ukiadu, gdyby
za$ bylo m>3n, to na ogét uktad réownan (1) nie miatby zadnego
rozwigzania, poniewaz niewiadomych bytoby mniej niz réwnan.

Liczbe k—3n—m nazywamy liczbg stopni swobody.

Znajac k zmiennych sposréd zmiennych xx...,z,,, mozemy obli-
czy¢ z réwnan (1) pozostate zmienne w liczbie 3 «—k—m.

Jezeli uktad jest swobodny, to m=() czyli k—3n. W szcze-
gélnosci, punkt materialny swobodny ma wiec 3 stopnie swobody.
Mozemy wowczas obra¢ dowolnie wszystkie trzy jego wspotrzedne.

Jezeli za$ punkt ma pozostawac¢ na powierzchni (jak w przy-
ktadzie 1), wowczas wspoOtrzedne jego majg spetnia¢ jedno tylko
rownanie (1). Zatem m=1 czyli 1= 3-1—1= 2. Punkt, majacy
pozostawaj na powierzchni, ma wiec dwa stopnie swobody. WAdw-
czas jedna z jego wspotrzednych zalezna jest od dwoch pozostatych.

Jezeli wreszcie punkt ma pozostawaé¢ na linii (jak w przykia-
dzie 2), to wspdétrzedne jego muszg spetnia¢ dwa roéwnania (2). Zatem
*=3-1—2=1 i punkt ma jeden tylko stopien swobody: znajac
jedng z jego wspotrzednych, mozemy wyznaczy¢ obie pozostate.

Uktad sztywny dwoch punktow (przyktad 3) ma stopni swo-
body 3-2—1=5. Jezeli jednak ukiad ten ma spetnia¢ oba réwnania
(3) i (4), wowczas k=3-2—2= 4,
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Ogdlnie, niech uktad sztywny skiada sie z n punktéw ma-
terialnych (jak w przyktadzie 4). Wspoétrzedne tych punktéw muszg
spetnia¢ n(n—1)/2 réwnan (5). Réwnania te dla «>3 nie sg jednak
od siebie niezalezne.

Zauwazmy, ze potozenie ukladu sztywnego jest wyznaczone
przez podanie trzech jego punktéw (np. AIfAt,A3), nie lezacych na
jednej prostej (str. 315). Znajgc wiec wspotrzedne xi,yvzl X2,y2,z2
i x3,y3,z3 punktéw AIfA2,A3 bedziemy mogli obliczy¢ wspétrzedne
punktéw J.47.5...,An z rownan (5).

Miedzy wspoétrzednymi punktéw AIfA2,As zachodzg 3 réwna-
nia postaci (5), wyrazajace, ze odlegtosci AXA2 AtAs i A%As sg wiel-
kosciami statymi. Z réwnan tych mozemy wyznaczy¢ na ogét 3 nie-
wiadome wspotrzedne, znajac 6 pozostatych. Widzimy zatem, ze
znajgc pewne 6 wspotrzednych sposrod 3n wspétrzednych xi,...,z,,,
mozemy obliczy¢ pozostate z rownan (5). Zatem liczba stopni swo-
body jest k= 6.

A wiec: ukfad sztywny punktéw posiada e stopni swobody.

llos¢ réwnan niezaleznych jest m=3n—k, zatem m=3n—6.
Sposréd n(n—a)/2 rownan (5) jest zatem niezaleznych tylko 3n—=6.

82 .Przesuniecia przygotowane. Punkt na powierzchni.
Zatézmy, ze punkt materialny ma pozostawaé¢ stale na pewnej
powierzchni S i znajduje sie w punkcie A tej powierzchni.

Przesunmy punkt z potozenia A do B. Przesuniecie AB na-
zywamy mozliwym, jezeli B réwniez lezy na powierzchni #. W prze-
ciwnym razie przesuniecie AB nazywamy przesunieciem niemozliwym.

Jezeli punktowi materialnemu, znajdujagcemu sie w A, nadamy
predkos¢ v, to predkos¢ te nazywamy mozliwg lub zgodng z wiezami,
gdy punkt moze jg posiada¢, poruszajgc sie po powierzchni. W prze-
ciwnym razie predko$¢ ta nazywa sie niemozliwg lub niezgodnag
Z wiezami.

tatwo zauwazyé, ze kazdy wektor styczny do powierzchni
w punkcie A przedstawia predkos¢ mozliwg. Na odwrdt, predkosci
mozliwe sg wektorami stycznymi do powierzchni.

Wazng role odgrywajg przesuniecia proporcjonalne do pred-
kosci mozliwych, t.j. takie, ktére dadzg sie przedstawi¢ przy po-
mocy wektoréw réwnych wektorom predkosci mozliwych.
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Przesuniecia proporcjonalne do predkosci mozliwych w pun-
kcie A nazywamy przesunieciami przygotowanymi (lub wirtualnymi)
w tym punkcie.

Przesuniecie przygotowane ma wiec kierunek styczny do po-
wierzchni, zwrot za$ i wielkos¢ dowolng. Na ogdt przesuniecia przy-
gotowane nie sg przesunieciami mozliwymi. Sg nimi jednak, gdy
powierzchnia s jest np. plaszczyzna.

Niechaj powierzchnia S ma réwnanie

Q) F(x,y,z)=0.

Jezeli punkt materialny znajduje sie w punkcie A powierzchni s
to jego wspotrzedne x,y,z spetniajg réwnanie (1). Przypusémy, ze
punkt materialny porusza sie po powierzchni /8 w spos6b zupetnie
dowolny. Bownanie (1) jest wiec spetnione stale. Ro6zniczkujac (1)
wzgledem czasu t, otrzymamy

(2) g\)/(Xf—' 3—2 0.

Oznaczajac przez v predkos¢ punktu, mamy Vx=x, %=«/, c*=z,
zatem
3 9F 9F 9F
3) X V¥ + ty w+ W Vz=°-

Widzimy wiec, ze predkosci mozliwie muszg spetniaé¢ réwna-
nie (3). Pochodne czastkowe, wystepujgce w tym rdéwnaniu, sg
proporcjonalne do wspdtczynnikéow kierunkowych normalnej do po-
wierzchni w punkcie A. Roéwnanie (3) wyraza zatem, ze predkos¢ v
jest prostopadta do normalnej, t.zn. ze lezy w plaszczyznie stycznej.

Na odwrot, jezeli jakas predkos¢ spetnia réwnanie (3), to jest
predkoscig mozliwa.

Oznaczmy przez 6s dowolne przesuniecie
punktu A, a przez 0x, 6y, 6z rzuty tego prze-
suniecia na osie ukladu. W mysl okres$lenia
przesuniecie przygotowane jest proporcjonalne
do predkosci mozliwej v. Przesuniecie 6s= v
bedzie zatem przesunigeciem przygotowanym.

A wiec rzuty przesuniecia przygotowanego
spetniajg na mocy (3) réwnanie

9F , 9F s 9F
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Na odwrot, jezeli rzuty jakiego$ wektora ds spetniajg réwna-
nie (4), to ds jest przesunieciem przygotowanym.

Mozemy wiec powiedzie¢, ze przesuniecie przygotowane jest to
wektor, ktérego rzuty spetniajg roéwnanie (4).

Przyktad 1. Punkt ma pozostawa¢ na kuli a?+y2+1?—r2= 0.
Niech A(x,y,z) bedzie dowolnym punktem na tej kuli. Przesuniecia
przygotowane w punkcie A spetniajg réwnanie

2 Xdx-\-2ydy-\-2zdz=Q czyli xdx+ydy+zdz=Q.
Przyjmujac np. ze z4=0, otrzymamy
5) dz——(xdxA-ydy)/z.

Obierajac dowolnie 6x i dy, zas warto$¢ dz przyjmujac z (5),
dostaniemy uktad liczb dx, dy, dz, przedstawiajacych rzuty prze-
suniecia przygotowanego w punkcie A.

Punkt na linii. Zalézmy, ze punkt materialny ma pozosta-
wac¢ na linii nieruchomej L, okreslonej réwnaniami:

<6) Fr(x,y,z)=0, F2(x,y,z)=0.

Jezeli wiec punkt materialny znajduje sie w punk-
cie A, to wspdtrzedne x,y,z tego punktu spetniaja
réwnania (6). Latwo zauwazy¢, ze punkt materialny
moze posiadac tylko takie predkosci, ktdrych kierunki
sg styczne do linii L w punkcie A. W mysl okresle-
nia przesuniecia przygotowane majg wiec Kierunki
styczne do linii, a zwroty i diugosci dowolne.

Jezeli punkt porusza sie po linii L, réwnania (6) sg spetnione
stale. Rozniczkujac je, dostaniemy:
9F1 . 3FX. O9FX 3F. . 3F2Y+' 33!?2:&

X +

™ lix+-djy+W z=0’ 3x 3y

Oznaczajac przez ds przesuniecie przygotowane, a przez dx,dy,dz
jego rzuty, mozemy przyja¢ w mysl okreSlenia ds=v, skad
dx—wvx=x i t.d. Na mocy wiec (7):

3F, 3F, 9F, 3F,. . 3F24

Na odwrot, jezeli jakie$ przesuniecie ds spetnia réwnania (*),
to jest jjrzesunieciem przygotowanym.
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Przyktad 2. Punkt ma pozostawac¢ na linii, okre$lonej row-
naniami:

(9 Xi+yi+z2—r*=0, X*+2yi—2= 0.

Niech punkt A(x,y,z) lezy na tej linii. Przesuniecie przygoto-
wane 0s w punkcie A spetnia wiec réwnania:

(10 x0x-\-ydy-\-zdz—o, 2xdx -\-iydy—d z=o.
Jezeli a=l=0 i y#=0, to dostaniemy z (10):
hx——(1+42)6z2/2x, oy= (I-\-22)6z/2y.

Obierajgc wiec dowolnie ¢z i wyznaczajgc nastepnie 0x,0y
z ostatnich réwnan, otrzymamy uktad liczb dx,fy,dz, okreslajacy
przesuniecie przygotowane w A.

Jezeli za$ np. a?=0, to wobec z~O (co wynika z drugiego
rownania (9)), otrzymujemy na mocy (10) dy=0 i dz=0. W tym
przypadku przesunigcie przygotowane bedzie zatem miato rzuty
Ja?,0,0, gdzie dx jest liczba dowolna. A wiec: przesuniecie przygo-
towane ma kierunek osi Xx.

Uktady holonomiczne skleronomiczne. Okreslimy teraz
przesuniecia przygotowane w przypadku og6lnym.

Niech dany bedzie ukiad holonomiczny skleronomiczny n
punktow materialnych AjAt,....A,,.

Uktad wektoréw AXB\,AtBt,...,A,,Bll (przedstawiajgcych prze-
suniecia poszczegbélnych punktéw) nazywamy krotko przesunigciem
uktadu. Przesuniecie uktadu punktow AxAi,...,An nazywamy moz-
liwym, jezeli potozenia koricowe Bi,B2,...,B, sa zgodne z wiezami.
W przeciwnym razie przesuniecie ukladu nazywamy niemozliwym.

Nadajmy punktom ukiadu w potozeniu Ai,A*,...,An dowolne
predkosci Uktad tych predkosci nazywamy ukiadem
predkosci mozliwych, jezeli punkty moga mieé¢ te predkosci, poru-
szajgc sie zgodnie z wiezami. W przeciwnym razie uktad predkosci
nazywamy niemozliwym.

Przesunieciem przygotowanym ukiadu punktéw materialnych
w pewnym jego potozeniu nazywamy takie przesuniecie, w ktorym
poszczegblne punkty doznajg przesunie¢ proporcjonalnych do uktadu
predkosci mozliwych.
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Jezeli wiec vi,v»,...,v, jest ukladem predkosci mozliwych, to
przesuniecie przygotowane ukifadu otrzymamy, nadajgc punktom
uktadu przesuniecia:

aavn <Ssi=el, dsi=vt, ., dsrev,,.

Zauwazmy, ze jezeli ukitad jest swobodny, to kazde przesu-
niecie uktadu jest przesunieciem przygotowanym, gdyz kazdy ukiad
predkosci jest ukiladem mozliwym.

Zajmiemy sie teraz wyznaczaniem przesunie¢ przygotowanych.
Rozpatrzymy najpierw przypadek wiezow obustronnych, a nastepnie
wiezéw jednostronnych.

Wiezy obustronne. Zatézmy, ze wiezy okreslone sg przez
réwnania:
(12) Fj(xi,...,z,)=0 0=1,2,...,w),
ktérym muszg czyni¢ zados¢ wspotrzedne \W\2\, xi,y2,22, ..., Xnynz,
punktéw uktadu. Nadajmy uktadowi dowolny ruch zgodny z wigzami.
Ré6zniczkujgc réwnania (12), dostaniemy:

(23) el ~=ZMNn=® 1,2,...,9»).
Oznaczajac przez vi,v2...,v, predkosci punktéw ukiadu
otrzymamy wiec vtx—zi, . . ., v,t—zn, skad
3Fj 3Fj
(14) J J ag=u,2,..., >>).

Wszelki zatem mozliwy ukilad predkosci musi spetnia¢ row-
nania (14). Na odwrot, mozna okaza¢, ze, jezeli ukitad predkosci
spetnia réwnania (14), to jest on ukitadem predkosci mozliwym.

Zatézmy, ze przesuniecie ukiadu, w ktorym kolejne punkty
doznaja przesunie¢ 6si,...,<5s,, jest przesunieciem przygotowanym.
Predkosci okre$lone réwnaniami (11) tworzg zatem ukiad
mozliwy predkosci, wobec czego spetnione sg rownania (14).
Oznaczajgc rzuty przesunie¢ odpowiednio przez dxi,...,dz,, otrzy-
mamy z (14)

SUil drt
(15) d- ® 0'= 1»2,...,tu)

lub, jak piszemy inaczej,

(1) =0 0=1,2,...,»»).
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A wiec: kazdy uktad liczb 6xi,...,6z,, okreslajgcy przesuniecie
przygotowane uktadu punktow, spetnia uktad réwnan (1). Na od-
wroét, kazdy ukiad liczb oxi,...,0z,, speitniajacy ukiad réownan (1),
okresla przesuniecie przygotowane.

Opierajgc sie na tym, mozemy poda¢ nastepujgcg definicje
przesuniec przygotowanych (rownowazng poprzedniej):

Przesunieciem przygotowanym ukiadu, ktérego wiezy podane sg
réwnaniami (12), nazywamy kazde przesuniecie 60 xi,0z, spetniajgce
rownania (1).

Uktad réownan (1) (lub (15)) jest uktadem m réwnan o 3n nie-
wiadomych OXi,...,dz,.

Zaktadamy zazwyczaj, ze réwnania (1) sg od siebie niezalezne.
Dzieki temu mozemy sposrdd niewiadomych oxIf..., bz, obrac
dowolnie fc=3w—m niewiadomych, a pozostate obliczy¢ z réwnan (I).

Jezeli uktad liczb OXi,..., 6z, spetnia réwnania (1), to ukiad
liczb —oéxi,..., —dz, oczywisScie rowniez spetnia réwnania (I).

Przesuniecie przygotowane ukiadu punktéw nazywamy odwra-
calnym, jezeli zmieniajgc w nim zwroty przesunie¢ poszczegolnych
punktow, otrzymamy znowu przesuniecie przygotowane ukiadu.

Widzimy zatem, ze w przypadku wiezéw obustronnych prze-
suniecia przygotowane sa odwracalne.

Uwaga 1. Rézniczka funkcji Fj(xh ...,z,) wynosi

i= N i N = T+ VAN
dFi 3XCi|XI + ...+ sz z, f«_% \9xidX|+ 3y|,d%'+ 32t|z\).

Widzimy stad, ze lewg strone réwnosci (1) otrzymamy, two-
rzac formalnie rézniczke funkcji Fj i piszac nastepnie 06xx...,0z,,
zamiast dxj,..., dz,.

Uwaga 2. Niech dana bedzie funkcja V(xi,...,z,), okre-

Slona w pewnym obszarze zmiennych x\,...,z, i ciggla wraz
z pochodnymi czgstkowymi w tym obszarze. Obierzmy dowolny
ukfad wartosci zmiennych X\,...,z, i oznaczmy przez dxi,...,dz,

dowolne przyrosty tych zmiennych.

Nie oznaczamy tu przyrostéw symbolami Axt,...,Azn, gdyz w przypadku, gdy
zmienne xt.....z,, sa funkcjami czasu t, symbolami Axl,...,AzA oznacza sie zwy-
kle przyrost tych zmiennych w czasie At. Symbole 6xv ...,izn stuzg natomiast do
zaznaczenia, ze przyrosty sa zupetnie dowolne i nic nie majg wspélnego z przyros-
tami zmiennych niezaleznych, od ktérych zaleza xv ...,z,, (w danym razie od czasu t).
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Na mocy twierdzenia Taylora mamy:

V(XX+ 6XX, ..., z,+ 0z,) —V(xi,..., Z2,) =
(16) 3V 3V
= tel SXI+- + 3ZIdZn+R’

gdzie reszte R mozemy napisaé w postaci

a7 «=«(|d»1+ ... + JAK),

przyczem e zalezy od oxi,...,dz, i dazy do O wraz z dx\,...,0z,.

. . e\Y . 3V , .
Potézmy OV—A—dxi+...+ #A-0z, czyli
vX\ oZn

a«,
<
Na mocy (16) mamy
(19) V(XX+0xX,...,z,+dz,)- -V(xi, ...,z,)=0F + R.

Jezeli liczba |d®i]+...+]6z/1] jest dostatecznie mata, to H takze
jest mata liczba, a zatem R\ jest na mocy (17) znikome w stosunku
do |&&E|+.4-JAsI} W tym wiec przypadku OF przedstawia w przy-
blizeniu przyrost funkcji F. Wyrazamy to zazwyczaj, méwiac, ze SV
oznacza przyrost funkcji F, odpowiadajacy ,nieskonczenie matym*
przyrostom 6xi,...,dz,, zmiennych x i lub ze dla ,nieskonczenie
matych“ przyrostow mamy

(20) V(xi+o6xi, ...,.zn+06z,,) —V(xi, ...,z,) = OF.

Powyzszy sposéb wyrazania sie nie jest zupelnie Scisty, jest.
jednak wygodny. Podajemy go, gdyz czesto uzywajg go fizycy.

Réwnania (1), str. 428, okreslajgce przesuniecia przygotowane,,
mozemy, opierajgc sie na (18), napisa¢ w postaci

(22) #1 OFj=0 0= 1,2,000,5»)¢

Wopotozeniu ukiadu zgodnym z wiezami mamy+j=0 (j=1,2,...,m).
Na mocy wiec (21) mamy dla przesunieé¢ przygotowanych FjA-dFj—O0
0=1,2,...,m). Na mocy (20) mozemy przeto powiedzie¢, ze po
Lnieskonczenie matym“ przesunieciu przygotowanym uktad znaj-
duje sie réwniez w potozeniu zgodnym z wiezami. »Stad pochodzi
okreslenie przesuniecia przygotowanego jako ,przesuniecia nieskon-
czenie matego, zgodnego z wiezami“. Okreslenie to (niesciste, ale
dos¢ intuicyjne) rozumie¢ nalezy w wyzej podanym znaczeniu.
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Przyktad X Uktad ztozony z dwéch punktéw materialnych
AVA2 ma zachowaé stalg odlegtos¢ AXA2—r. Wspé6trzedne x1yl,zl
i x2y2z2 tych punktéw spetniajg zatem réwnanie

(e~ Ei—Xi+ (Y I—y)a+ i~2*—r==0.
Przesunigcie przygotowane uktadu jest wiec okreslone réwnaniem
(23) (xI~ x2)(dx1—Ox2)+ (yx—y2) (byx—dyD+ (zj—z2)(dz1—06ziy= 0.

Z liczb 6xv Owv dzv 6x2 dy2 dz2 mozemy tedy obraé pie¢ do-
wolnie, a szlstg wyznaczy¢ z (23).

Przyjmijmy np., ze xl=yl=zl=d, x2=r, y2=z2=0. Réwna-
nie (23) przyjmie wtedy postaé

(24) — H&Fj—A)-]-0-(6.Vi—6y2) + ° (& i—5z2)= 0.

Réwnanie (24) bedzie spetnione przy dowolnych wartosciach
6X2,0yl,0y2,Szu6z2 jezeli przyjmiemy esxl=dx2 Przesuniecia przy-
gotowane punktéw AxA 2 majg wiec réwne rzuty na kierunek AXA 2
Wynika to tatwo z twierdzenia podanego na str. 323, w mysI| ktorego
rzuty predkosci punktéw A XA 2 na prosta tgczacg te punkty sg rowne.

Przyktad 4. Ciato sztywne swobodne. Zatézmy, ze ciato
sztywne jest ukladem sztywnym punktéw materialnych (str. 194).
Nadajmy ciatlu dowolny ruch postepowy o predkosci du.
Poniewaz punkty ciata bedg mialy te samg predkos¢ du, wiec
przesuniecie przygotowane ciata otrzymamy, przyjmujac, ze punkty
ciala doznaty réwnych przesuniec:
(25) ds=du.

Wynika stad, ze translacja ciala jest przesunieciem przygo-
towanym.

Nadajmy ciatu dowolny ruch obrotowy o pred-
kosci katowej G&> okoto osi, przechodzacej przez
(dowolny) punkt O. Predkos$¢ dowolnego punktu A
ciala rowna sie dw=0OAxdw (str. 46). Przesuniecie
przygotowane ciata otrzymamy wiec, nadajac do-
wolnemupunktowi A przesuniecie ds=dw czyli

(26) fa=OAxda>.

Wynika stgd, ze przesuniecie przygotowane dala otrzymamy,
nadajgc punktom ciata przesuniecia proporcjonalne do predkosci,
jakie by miaty, gdyby ciato obracato sie okoto dowolnej osi z dowolng
predkoscig katowa.
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Zauwazmy, ze w tym przypadku przesunigcie przygotowane
nie jest przesunieciem mozliwym.

Najogolniejszy ruch chwilowy ciata sztywnego jest ztozeniem
ruchu postepowego i obrotowego (str. 334).

A wiec: najogélniejsze przesuniecie przygotowane ciata jest zio-
zeniem dwoch przesunie¢ przygotowanych, z ktérych jedno jest przesu-
nieciem rownoleglym (translacjg), w drugim zas$ przesuniecia punktow
sg proporcjonalne do ich predkosci przy obrocie ciata okoto osi.

Na mocy (25) i (26) najogdlniejsze przesuniecie przygotowane
ciata otrzymamy, obierajgc dowolnie punkt O oraz wektory bu, boo
i nadajgc kazdemu punktowi A ciata przesuniecie

27) bs=du+0OAxb(o.

Dotychczas zaktadaliSmy, ze ciatlo sztywne jest swobodne.
Rozpatrzymy teraz kilka przypadkéw ciata nieswobodnego.

Punkt unieruchomiony. Jezeli cialo sztywne ma unieru-
chomiony jeden punkt, np. punkt O, to moze sie tylko obracac
okoto tego punktu. Ruch chwilowy ciata jest zatem obrotem chwi-
lowym okoto pewnej osi, przechodzacej przez O (str. 332). Naj-
ogolniejsze* przesuniecie przygotowane ciata otrzymamy, nadajgc
punktom ciata przesunigcia okre$lone wzorem (26), w ktérym dm
mozemy obraé¢ dowolnie.

O$ unieruchomiona. Jezeli ciatlo sztywne ma unierucho-
miong 0s$, wowczas ruch ciata moze by¢ tylko obrotem okoto tej osi.
Zatem w przesunieciu przygotowanym ciala punkty majg przesu-
niecia okreslone wzorem (26), gdzie O jest dowolnym punktem osi,

za$ bw jest dowolnym wektorem, majgcym Kierunek osi.

Ruch figury w ptaszczyZznie. Ruch chwilowy figury
ptaskiej w jej ptaszczyznie jest badZz ruchem postepowym, badz
ruchem obrotowym okoto sSrodka obrotu chwilowego (str. 327).

W najogolniejszym wiec przypadku przesuniecie przygotowane
figury plaskiej jest albo przesunieciem réwnolegtym albo przesu-
nieciem, w ktorym przesuniecia punktow figury sg proporcjonalne
do predkosci tych punktéow w ruchu obrotowym okoto pewnego
punktu, lezacego w ptaszczyznie figury.
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Przyktad 5. Dwa punkty materialne Ali A2 potgczone pretem
sztywnym (bez masy) o diugosci d, majg pozostawa¢ na krzywych
Cxi C2 lezacych w ptaszczyznie poziomej i danych przez réwnania:

(28) fi(x,y)=o, f2(x,y)=0.
Miedzy wspotrzednymi punktow A1 i A2 zachodzg wiec zwigzki:
(29) fi(xl,y1)=0, fa(x2,yt)=0, (X1- X 2)*+(y1—y2)*—di=0.

Edéwnania (29) okreslajg wiezy ukladu. Przesuniecie przygoto-
wane spetnia zatem rdéwnania:

(30) 3x2 3y2
(x1—x2)(dx1—dx2) + (y1—y2)(dyi—dy2)= 0

Mozemy wiec jedng z liczb 6x1,dyi,dxz2,dy2 obraé¢ dowolnie, a po-
zostate otrzymac z réownan (30). Zauwazmy, ze predkosci punktow
AvA: sg styczne do krzywych CIfC2 Srodek O obrotu chwilowego
preta A1A:2 jest zatem punktem przeciecia sie normalnych w pun-
ktach A1 i A2 do krzywych Cx i Cz (por. przyktad 1, str. 329).
Poniewaz ruch chwilowy preta moze by¢ tylko obrotem okoto O,
wiec punkty Axi A2 moga mie¢ predkosci tylko takie, ktorych kie-
runki sg styczne do Gxi C2 a wielkosci proporcjonalne do OAxi OA2
Przesuniecie przygotowane ukiadu punktéw AVA:2 otrzymamy tedy,
nadajgc tym punktom przesuniecia styczne do krzywych CVC:2
o wielkosciach proporcjonalnych do odlegtosci OAuOA:z i 0 zwro-
tach jak przy obrocie okoto O.

Wiezy jednostronne. Przypusémy, ze wsrdd zwigzkow, jakie
muszg spetnia¢ wspotrzedne punktéw ukiadu, wystepuje nieréwnosc

(31) <, .., TE) <>,

Zatézmy, ze w pewnym potozeniu ukiadu jest 0<O. Jezeli
uktadowi nadamy w pewnej chwili ruch dowolny, zgodny z wszyst-
kimi zwigzkami procz (31), to —jak tatwo widziec—w matym prze-
dziale czasu bedzie stale 0<O (wskutek ciggtosci). Ruch bedzie wiec
spetniat réwnanie (31). Wynika stad, ze w potozeniu, w ktérym
zachodzi nieré6wnos¢ 0<O, rownanie (31) nie stanowi zadnego ogra-
niczenia predkosci mozliwych i, co za tym idzie, przesunie¢ przy-
gotowanych. Przy wyznaczaniu przesunie¢ przygotowanych mozemy
wiec w tym przypadku nie bra¢ w ogole w rachube nieréwnosci (31).
S. Banach. Mechanika. 28



434 ROZDZIAL IX. Zasada prac przygotowanych.

Zatozmy teraz, ze uklad zajmuje potozenie brzezne, t.zn. ze
zachodzi réwnosé #>=0. Nadajmy ukiadowi w chwili t dowolny
ruch zgodny z wiezami. W chwili t+At (gdzie At>0) funkcja 0
bedzie miata wartos¢ 0'=0+ AO0. Poniewaz #>'<0, a 0=0, wiec

Zatem !}QOAO/AtAO, skad

do 30 30

(32) dt

Predkosci mozliwe muszg wiec spetnia¢ nieréwnos¢ (32). Jezeli
6x\,...,5z,t jest przesunieciem przygotowanym ukiadu, to kiladac
zi=dxi,z,=dz,, otrzymamy uklad predkosci mozliwych. Zatem
zi, ..., Z, spetniajg nieréwnosé¢ (32) skad

(33) &gaH. +£kmao

Jezeli wiec w pewnym potozeniu ukiadu zwigzek (31) staje
sie réwnoscig, to przesuniecie przygotowane musi spetnia¢ zwigzek (33)
i na odwrot: przesuniecie spetniajgce zwigzek (33) jest przesunie-
ciem przygotowanym.

Jezeli dla pewnego przesuniecia przygotowanego dxi,...,dz,
w zwiazku (33) wystepuje znak <, to przesuniecie —dxi,...,—dzn
nie jest przesunieciem przygotowanym; dane wiec przesuniecie przy-
gotowane nie jest odwracalne (str. 429). Jezeli za$ przesuniecie
dxi,...,dzn jest odwracalne, to w (33) musi wystgpi¢ znak =.

Zbierajac otrzymane wyniki, mozemy wiec powiedzie¢:

Jezeli wiezy ukladu okre$lone sa przez zwigzki:
F,(xi,...,z,)=0 (7=1,2,...,»),
o NCli =H%) ™ 9 (r=1,2,..., s).

to przesuniecie przygotowane dxi,...,dz, w danym potozeniu ukiadu
spetnia roéwnania:

Q) (7=1,2,...,»)
i=t

oraz te sposrod zwigzkdow

=Y (, q (1= 1.2..9),

dla ktorych w tym potozeniu ukfadu zachodzi réwnos¢ 0r=0.
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Przyktad 6* Zaldzmy, ze punkt materialny ma pozostawac
wewnatrz lub na powierzchni kuli X2-\-y2+z2—r2= 0. Wsp6trzedne
X,Y¥,z tego punktu muszg zatem spetnia¢ nier6wnosc

(34) an+y2)-*2—r"0.
Jezeli punkt znajduje sie wewnatrz kuli, to zachodzi nieréwnosé
(35) X?-\-y2-\-z2—rX0;

w tym potozeniu punkt moze mie¢ predko$¢ dowolng, zatem kazda
predkos¢ jest predkoscig mozliwg. Wynika stad, ze kazde przesu-
niecie jest wtedy przesunieciem przygotowanym.

Jezeli za$ punkt znajduje sie na
powierzchni kuli, to

(36) X2+y2+2z2—17=0

i predkosciami mozliwymi sg predkosci
styczne do kuli lub predkosci, majgce
zwroty ku wnetrzu kuli. Przesunigeciami
przygotowanymi sg wiec wtedy przesu-
niecia, ktorych Kkierunki sg styczne do
kuli oraz ktorych kierunki nie sg styczne, lecz majg zwroty
ku wnetrzu kuli.
Przesuniecie przygotowane dx,dy,dz spetnia na mocy (Il1) nie-
rownos¢, ktdrg otrzymamy rdzniczkujac (34):

2 Xdx-\-2 yby-\-2z6z< 0 czyli xdx-\-ydy-\-zdz" 0.
Przyktad 7. Punkt materialny, uwigzany na nici o dtugosci |
uczepionej w poczatku ukfadu wspétrzednych, ma pozostawaé na
powierzchni z=x2-\-y2 Wspdtrzedne punktu spetniajg wiec zwiazki:
(37) z—X2—Yy2= 0, Mm+y2+z2—PNO.

Jezeli ni¢ nie jest napieta, t.zn. jezeli x2\y2-\-zz—1<0, wow-
czas przesuniecia przygotowane spetniaja tylko réwnosé

(38) dz—2x6x—2ydy —O0.

Jezeli zas ni¢ jest napieta, to punkt zajmuje potozenie brzezne,
wiec x2+y2A-z2—i2=0; w tym przypadku oprécz réwnosci (38)
musi zatem zachodzi¢ nieréwnos¢

28*



436 ROZDZIAL IX. Zasada prac przygotowanych.

(39) xdx+ydy + z6z”. 0.
Z (38) dostajemy

(40) dz=2xdx+2ydy,

skad przez podstawienie w (39)

(41) a’(l+ 29(Ga+ y (I + 22)(5y;SiO.
Potdézmy

(42) w=x(I-\-2z)dx-\-y(I-\-22)fry.
Stad jezeli y#=0, to

(43) dy—[w—x (1 + 2z)dx]ly(1+22).

Dla kazdej wiec wartosci dx i kazdej wartosci w niedodatniej,
otrzymamy z (40) i (43) przesuniecie przygotowane dx, dy, dz, spet-
niajace zwiazki (38) i (39).

83. Zasada prac przygotowanych. Praca przygotowana.
Niech uktad holonomiczny skleronomiczny bedzie ztozony z n pun-
ktéow materialnych A\,...,An w ktorych zaczepione sg sity Pi,...,P,,.

Nadajmy uktadowi dowolne przesuniecie przygotowane dsi,...,ds,,.

Praca sit Pi,...,P,, na tym przesunieciu wynosi
n
m d'L'= PICBI+ ...+ Prfen— _ PifiSi-
<l
Jezeli  dxi, dyi, &4, ..., dxn 0y, dz, sa rzutami wektoréw
By =By to
D) dL= 2{PixdXi+ Piy~i+ Pi,tei)-

Prace okreslong wzorami (1) i (I') nazywamy pracg przygoto-
wang sit Pi,...,P,, na przesunieciu przygotowanym 6si,(majag-
cym rzuty &Xi,...,0z,).

Uwaga. Prace przygotowang oznaczamy przez 6°'L (z kreska), gdyz sym-

bol SL moégitby nasuwaé przypuszczenie, ze L jest funkcja, a AL wyrazeniem
okreslonym przez wzér (18), str. 430.
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Jezeli sity Pi,...,Pn majg potencjat V, wowczas na mocy (I11),
str. 214, mamy Pix=9Y/9xit PiHESV/2yu Piz=dV/3z{.

Z (1Y) dostaniemy

skad na mocy (18), str. 430,
am bL=bV.

Przyktad 1. Punkt ma pozostawac¢ na kuli x2+y2+z2—r2= 0.
Przesuniecie przygotowane okreslone jest réwnaniem

xbx+ ydy+ zbz= 0.

Jezeli na punkt dziata sita P, to jej praca przygotowana wynosi
2) 0'L=Pxdx+Pydy-+-Ptdz.

Zatézmy, ze z4=0. Zatem
3) dz= —(xdx+ydy)lz,

skad przez podstawienie w (2)

(4) b'L=[(Pxz—P ,x)dx+(PyZ—P zy)by]/z.
We wzorze (4) wartosci dx, by sg dowolne.
Jezeli

(5) Pxz—Ptx = 0, Pu—Pzy =0,

to otrzymujemy jako prace przygotowang b‘'L—O0 na kazdym prze-
sunieciu przygotowanym. Na odwrdt, jezeli jest stale b'L—O0, to
przyjmujac we wzorze (4) raz bx—1 i by—O0, a drugi raz bx=0
i dy—1, otrzymamy rownania (5), ktére wyrazajg, ze Kierunek
sity P przechodzi przez poczatek ukiadu wspoétrzednych (czyli przez
Srodek kuli), t.j. ze sita jest normalna do powierzchni kuli.

Otrzymane wyniki mozemy sprawdzi¢ w nastepujacy sposob.
Zauwazmy, ze przesunigciem przygotowanym w dowolnym punkcie
kuli jest kazdy wektor styczny do kuli w tym punkcie (str.424).
Praca przygotowana sity P bedzie wiec stale zerem wtedy i tylko
wtedy, gdy sita P jest prostopadia do kazdego przesuniecia przy-
gotowanego, a wiec do ptaszczyzny stycznej do kuli, czyli gdy
kierunek sity jest normalny do powierzchni kuli.
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Zasada prac przygotowanych. Niech uktad holonomiczny
8kleronomiezny punktéw materialnych Ai(xi,yi,zl), ...,An(x,,ynz,)
poddany bedzie dziataniu sit. Sity sprawiajgce, ze uktad zachowuje
wiezy, nazywamy reakcjami, a sity zaczepione w punktach uktadu
i nie bedace reakcjami nazywamy dla odréznienia sitami dziatajg-
cymi. Gdy uktad jest w spoczynku t.j. w réwnowadze, moéwimy
o sitach dziatajgcych, ze sie réwnowaza.

Oczywistym jest, ze nawet gdy sity dziatajgce sie réwnowaza,
uktad nie musi pozostawa¢ w spoczynku: np. punkt materialny,
na ktoéry nie dziatajg zadne sity, moze sie porusza¢ ruchem jedno-
stajnym.

Zatozmy, ze ukiad punktéw jest w rownowadze. Dla kazdego
punktu z osobna sity dziatajace na ten punkt znoszg sie wiec
z reakcjami. Oznaczajac przez Pi,...,P, sity dziatajace na poszczeg6lne
punkty, a przez RIlt...,P, reakcje, otrzymamy zatem:

(6) PitPi=0, P2+P2=0, P.+P.,=0.

Wezmy pod uwage dowolne przesuniecie przygotowane dsi,...,ds,,.

Praca sit dziatajgcych i reakcyj na tym przesunieciu wynosi
z uwagi na (6)

@) (P1+Pi)6sl+...+ (P ,+P«)"n=0

czyli

(8) (Pi 6«i+...+Pn 0s,)+ (Pi<&Gi+ ...+ R, 0s,) = 0.

Doswiadczenie okazuje, ze jezeli nie ma tarcia, to praca reakcyj
na kazdym przesunieciu przygotowanym jest nieujemna.

Jezeli np. punkt ma pozostawaé¢ wewnatrz lub na powierzchni pewnej
kuli gtadkiej, to w przypadku, gdy punkt znajduje sie na powierzchni, reakcja
jest skierowana ku $rodkowi kuli. Przesuniecie przygotowane jest albo styczne
do kuli albo ma zwrot ku wnetrzu (str.435). W pierwszym przypadku praca
reakcji jest zerem, w drugim za$ jest dodatnia.

Przy zatozeniu wiec, ze tarcie nie wystepuje, jest
9) Rids+ ...+ R,dsll>0.

Na mocy (8)
(10) PLosts ..+ PliCBIE — (Pi<si+ ..-)- Rnds,),
wiec z (9) otrzymujemy

(11) Pini+ ...+ P,<3«,<0.
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Wyrazenie po lewej stronie nieréwnosci (11) przedstawia w mysl
(1), str. 436, prace przygotowang sit dziatajacych.

A wieC): jezeli nie ma tarcia i ukiad jest w réwnowadze, to
praca sit dziatajacych na kazdym przesunieciu przygotowanym jest
badz zerem, badz liczbg ujemna.

Jezeli przesuniecie przygotowane 0sx..., ds, jest odwracalne

(str. 429), to —0si,..., —0s,, jest rOwniez przesunieciem przygotowa-
nym. W przypadku réwnowagi zachodzi wiec (11) oraz

(12) —Piési —... — P,,ds,,<0.
Z (11) i (12) wynika, ze
(13) Pigii+... + P fe,=0.

A wiec: w przypadku réwnowagi ukfadu praca przygotowana
sit dziatajgcych jest rowna zeru na kazdym przesunieciu przygoto-
wanym odwracalnym.

W szczego6lnosci, gdy wiezy sg obustronne, kazde przesuniecie
przygotowane jest odwracalne, a zatem praca przygotowana sit
dziatajgcych jest wtedy zerem na kazdym przesunieciu przygoto-
wanym.

Otrzymany warunek réwnowagi jest warunkiem koniecznym.
Doswiadczenie uczy, ze jest takze wystarczajgcym.

Warunek ten nosi nazwe zasady prac przygotowanych.
Mozemy ja wypowiedzieé, jak nastepuje:

Zasada prac przygotowanych. Jezeli ukilad n punktow

materialnych A, jest hdlonomiczny skleronomiczny i tarcie nie
wystepuje, to warunkiem koniecznym i wystarczajgcym réwnowagi
sil dziatajgcych jest, by na kazdym przesunieciu przygoto-
wanym dxi, ..., 6z, praca przygotowana sil dziatajgcych byla zerem

lub liczbg ujemna, t.zn. zeby zachodzit wzér
(m <5'£=i (Pixtei+PiySyi+Pi, AsiKO.
Jezeli wiezy sa obustronne, warunek (11) przyjmuje posta¢

(ren B =J (Pixtei + PiySyi+ Pizéz{)= 0.
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Zasade prac przygotowanych mozna w wielu przypadkach udo-
wodnié. Przyjmujemy jg jako prawo stwierdzone doswiadczalnie
we wszystkich tych przypadkach, w ktorych okreslone jest pojecie
tarcia. W przypadku og6élnym moznaby powiedzieé¢, ze w ukiadzie
nie wystepuje tarcie, jezeli do ukladu stosuje sie zasada prac przy-
gotowanych.

Znaczenie zasady prac przygotowanych polega na tym, ze
podaje warunek réwnowagi sit dziatajgcych bez pomocy reakcyj.

Przyktad 2. Niech A bedzie punktem materialnym swobod-
nym. Oznaczmy przez P_sume sit _dziatajagcych na A. Praca przy-
gotowana jest b'L—P 06s, gdzie 6s jest przesunieciem przygoto-
wanym. W przypadku réwnowagi 6'L—O0 czyli

(14) P6$=0

dla kazdego przesuniecia przygotowanego. Poniewaz punkt A jest
swobodny, wiec 6s jest dowolne. Wynika stad wobec (14), ze P=0.
Gdyby bowiem P4=0, to przyjmujac, ze 6s ma kierunek i zwrot
sity P, mielibySmy P 6s=]P]-|6#] #=0 wbrew (14).

SprawdziliSmy wiec zasade prac przygotowanych w przy-
padku punktu swobodnego.

Przyktad 3. Punkt materialny A, poddany dziataniu sity P,
ma pozostawa¢ na powierzchni s. W potozeniu réwnowagi praca
przygotowana jest d'L—P 6s=0, gdzie 6és jest przesunieciem przy-
gotowanym, a wiec wektorem dowolnym, lezacym w ptaszczyznie TI,
stycznej do powierzchni & w punkcie A (str.424). Wynika stad,
ze P+tn. Na-odwrdt, jezeli PJ_J7, to oczywiscie 6'L=Pds=0,
wiec punkt A jest w potozeniu réwnowagi.

Przyjmijmy teraz, ze punkt A ma pozostawac po jednej stronie
powierzchni S. Wiezy sg zatem jednostronne. Przy rownowadze mamy
wiec 0'X=P06s<0 na kazdym przesunieciu przygotowanym. Jezeli
0s lezy w ptaszczyznie stycznej wowczas jest przesunieciem
odwracalnym (str. 429), a zatem JP<5s=0. Wynika stad, ze P\_JL

Najogolniejszym przesunieciem przygotowanym jest kazdy
wektor (o poczatku A), skierowany ku tej stronie powierzchni s,
po ktorej lezy punkt A. Poniewaz Pds<0, wiec P mazwrot w Kie-
runku powierzchni s (t.zn. przyciska punkt A do powierzchni s).
Na odwrot, jezeli PJ_IlI i P ma zwjnt w kierunku powierzchni S,
woweczas, jak tatwo widzie¢, 6'L=P 6s~O na kazdym przesunieciu
przygotowanym. Punkt znajduje sie zatem w potozeniu réwnowagi.



[83] Zasada prac przygotowanych. 441

Przyktad 4. Punkt materialny A, poddany dziataniu sity P,
ma pozostawaé¢ na linii C. W potozeniu réwnowagi praca przygoto-
wana jest ] j~P&s—0 na kazdym przesunieciu przygotowanym o0s-
Poniewaz 6s jest wektorem dowolnym, stycznym do C w punkcie A,
wiec P jest prostopadie do C.

Na odwrot, jezeli P jest prostopadte do G, to oczywiscie Pds=0,
>yiec punkt jest w potozeniu réwnowagi.

Przyktad 5. Na dzwignie AB dziatajg ciezary 1,Qi uczepione
w punktach A,B oraz ciezar dzwigni Q, zaczepiony w S$rodku s
jej masy. Sity dzialajgce lezg w jednej ptaszczyznie pionowej, prosto-
padtej do osi obrotu w punkcie O, przyczem ON LMIB. Wyznaczy¢
w potozeniu réwnowagi kat qq jaki OS tworzy z pionem (por. przy-
ktad 1, str. 278).

Oznaczmy przez 06sl, ds2, 6s przesu-
niecia przygotowane punktéw zaczepienia
A ,B,s .Dzwignia moze si¢ jedynie obracac
okoto swojej osi. Predkosci mozliwe—a co
za tym idzie — przesuniecia przygoto-
wane punktéw A,B, S sa prostopadte do
OA,0B,0S. Oznaczajac przez dn dowolng
predkos¢ katowa, mamy zatem:

(15) id$"OAdco,  |&2]=OPéw,  \d§\"OSda>.

W potozeniu réwnowagi praca przygotowana jest zerem czyli
Qi6s1tAQ20s2-\-Q6s=(). Obliczajac iloczyny skalarowe i oznaczajac
wartosci bezwzgledne sit przez QXQ2,Q, otrzymamy na mocy (15)
(Q1 OACo8<p-\-Q 0OS8in<p—Q2 OBcos<p)d(i>=0, skad po podzieleniu
przez 6w

(16) tg 9> =«22-0 P -¢+-iM)/Q-ON.

Wzor (16) otrzymaliSmy poprzednio na innej drodze (por.
wzor (6), str. 279).

Przyktad s. Na -6wni pochytej, nachylonej pod katem a do
poziomu, znajduje sie punkt ciezki A, ktdry pozostaje w réwno-
wadze pod wptywem sity P, majgcej kierunek poziomy. Wyznaczy¢
site P przy zalozeniu, ze nie ma tarcia.
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Oznaczmy przez Q ciezar ciata, a przez
6s dowolne przesuniecie przygotowane.
Praca przygotowana jest ¢'L=Qds+P-ds.
Aby zachodzita réwnowaga, musi by¢
na kazdym przesunieciu przygotowanym
6'L~NO0  czyli

17) 06s+P6s<0.

Wezmy najpierw pod uwage przesuniecie przygotowane 06s'
majgce kierunek réwni pochytej. Przy tym zalozeniu 06s' jest prze-
sunieciem odwracalnym, zatem (17) przyjmie postaé¢ réwnosci

(18) QJs'+ PSs'= 0.
Niechaj /7 bedzie ptaszczyzng pionowa, przechodzgcg przez A

P-6s'= 0 czyli' P_L6s'. A_wiec P lezy w plaszczyznie TI.
Przyjmijmy teraz, ze 6s' lezy na réwni i w plaszczyznie 77
(p. rysunek); nadajac przesunieciu 6s' zwrot ku dotowi i kiadac

Q=\Q\, P=|P]|, otrzymamy z (18)
(19) e]6s'|sinaxP | 6s'| cosa=0.

Znak + zalezy od zwrotu sity P. Z rownosci (19) wynika, ze
nalezy obraé¢ znak —. A wiec sita P musi przyciska¢ punkt do réwni.
Przy znaku — otrzymamy z (19)

(20) P=Qtga.

WyznaczyliSmy wiec kierunek, zwrot i wielko$¢ sity P przy
zatozeniu réwnowagi. Z (20) tatwo wynika, ze suma Q+P jest
prostopadta do réwni.

Aby wykaza¢, ze rownowaga rzeczywiscie zajdzie, nalezy
stwierdzi¢, ze warunek (17) zachodzi dla kazdego przesuniecia przy-
gotowanego. Aby to udowodni¢, roztézmy dowolne przesuniecie
przygotowane 6s na dwa przesuniecia: 0s" prostopadie do réwni
i 0s' lezace na rowni. Praca sit P i Q na przesunieciu 6s' jest zerem,
gdyz P+<U_06s'. Przesuniecie 6s" i suma P+Q maja ten sam Kierunek,
lecz zwroty przeciwne, wiec praca sit P i Q na 6s™ jest ujemna.
Wynika stad, ze praca sit P i Q na przesunieciu 06s jest ujemna.
Zwiazek (17) zachodzi wiec dla kazdego przesunigcia przygotowa-
nego. Zatem sity Q i P réwnowaza sie.
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Przyktad 7. Ciato sztywne. Opierajac sie na zasadzie
prac przygotowanych, wyprowadzimy teraz warunki réwnowagi
sit dziatajagcych na ciato sztywne.

Ciato swobodne. Niech na ciato sztywne swobodne dzialajg
sity Pi,...,P, o poczatkach Ai,...,An. Nadajmy ciatlu dowolne prze-

suniecia przygotowane i oznaczmy przez <si,..., 0s, przesuniecia punk-
toéw Ai, ...,A,,. Praca przygotowana wynosi zatem na mocy (I), str. 436,

(21) d'L=Piosi-f-... -f- Pndsn

W przyktadzie 4, str. 431, zajmowaliSmy sie przesunieciami
przygotowanymi ciata sztywnego.

Niech przesunieciem przygotowanym ciata bedzie translacja
(str.431); punkty doznajg wiec rownych przesunie¢ 6u. Na mocy (21)
mamy O'L—Pidu-\-..-\-Prdu—(Pi+...+Pndu. Ktadac P= Pi+...+P,,
otrzymamy

(22) 6'L—PA4u.

Niech O bedzie dowolnym punktem ciata, a | osig przechodzacag
przez O. Nadajmy ciatu przesuniecie przygotowane, w ktdrym
punkty doznaja przesunie¢ proporcjonalnych do predkosci przy
obrocie ciata okoto osi | z predkoscig katowa Owm Na mocy (26),
str. 431, otrzymamy

6s,"OAtXdw (i—1,2,...,»),

skad na mocy (21) 6'L=P~OA{Xdéw)-\-...A-P,(OA,x6w). Poniewaz
a(bx¢) = ¢(axb) (wzér (11), str.12), wiec

6 L —O0w(P\X OAIi)-]-... -\-0w(Ptix OA,).
Lecz P,x OJ.1=MomoPi i t.d. Zatem
(23) 6'L =<5co(Mom0 JPi+...+ MomOPn)—0wM,

gdzie M jest momentem og6lnym sit wzgledem O.

Oznaczmy przez 6w wspotrzedng 6w wzgledem osi i, a przez ¢
kat, jaki M tworzy z osig I. Wéwczas dw-M=6w\M\ cose>. Poniewaz
moment sit dziatajgcych wzgledem osi | wynosi Mi= \IM\co&J, wiec
na mocy (23)

(24) 6'L=Miow.
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Najogdlniejsze przesuniecie przygotowane ciata sztywnego jest
ztozeniem przesunieé, okre$lonych przez wzory (25) i (26), str. 431.
Zatem na najogo6lniejszym przesunieciu przygotowanym jest

(25) d'L=P-du+M,d<o,

gdzie P oznacza sume wszystkich sil dziatajacych, Mt moment
wzgledem dowolnej osi I, du dowolny wektor, a ‘o dowolng liczbe.

Przejdziemy teraz do wyznaczenia warunkéw réwnowagi.
Zatézmy, ze ukilad sil dziatajgcych jest w rownowadze. Zatem praca
przygotowana d'L jest zerem na kazdym przesunieciu przygotowa-
nym. Nadajgc ciatu dowolne przesunigcie du, mamy na mocy (22)
Po6it=0, skad wynika, ze

(26) P=0,

gdyby bowiem byto P + 0, to obierajgc du w Kierunku P, mielibySmy
P oma-0.

Obierzmy teraz dowolnie punkt O i o$ | przechodzgcg przez 0.
Dla kazdego be> jest na mocy (24) itf/6co=0, wiec Jf/=0. Poniewaz
| jest osig dowolng, przechodzgcg przez O, wiec moment ogdlny
wzgledem O jest

27) M =0.

UdowodnilisSmy w ten sposéb, ze réwnosci (26) i (27) sa
warunkami koniecznymi réwnowagi sit dziatajgcych. Wykazemy-
teraz, ze sg one réwniez warunkami wystarczajgcymi.

Jezeli bowiem zachodza réwnosci (26) i (27), to praca przy-
gotowana, podana w 'najogolniejszym przypadku wzorem (25), jest
oczywiscie zerem.

OtrzymaliSmy tedy warunki réwnowagi ciata sztywnego
swobodnego, wyprowadzone na innej drodze na str. 248.

Rozpatrzymy z kolei kilka przypadkéw réwnowagi ciata
nieswobodnego.

Ciato majace punkt staty. Niech ciato ma punkt O unieru-
chomiony. Ruch chwilowy ciata moze wiec by¢ tylko obrotem okoto
osi przechodzacej przez O. Zatem praca przygotowana wyraza sie
wzorem (24).

Jezeli sity dziatajgce rownowazg sie, wowczas d'L=0, skad na
mocy (24) jest Miba>=0. Poniewaz Sm jest dowolne, wiec Mi=0,
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gdzie | jest osig dowolnag, przechodzgcg przez O. Wynika stad, ze
moment ogélny wzgledem O sit dziatajagcych na ciato jest M= 0.

Na odwroét, jezeli JI/= 0, woéwczas Mt= 0 wzgledem kazdej
osi | przechodzacej przez O. Na mocy wiec (24) jest stale 6'L=0.

A wiec: ukiad sit dziatajgcych na ciato, majgce jeden punkt
O unieruchomiony, jest w réwnowadze wtedy i tylko wtedy, gdy
moment og6lny sit wzgledem O jest zerem.

Warunek powyzszy otrzymaliSmy poprzednio innym sposobem
(str. 274).

Ciato ptasko prowadzone (str. 276). Niechaj M bedzie
ptaszczyzng kierowniczg ciata ptasko prowadzonego. Ruch chwilowy
ciala jest albo ruchem postepowym z predkoscig rownolegtg do M,
albo ruchem obrotowym wkoto osi | prostopadtej do 11. Praca przy-
gotowana wyraza sie zatem wzorem (22), gdzie &.|}/7, albo wzo-
rem (24), gdzie lj_n. W przypadku réwnowagi otrzymamy zatem
Pow=0 dla gi\VV1i M/do)=0 dla I_LIl. Wynika stad, ze

(28) Pt/ i Jf|l=0 dla 1x1J.
tatwo stwierdzi¢, ze otrzymany warunek réwnowazny jest
warunkowi, by rzuty sit na ptaszczyzne kierowniczg Il tworzyty

uktad réwnowazny zeru. Jezeli zachodzi warunek (28), woéwczas
z (22) i (24) wynika, ze praca przygotowana jest zerem. Warunek (28)
jest wiec konieczny i wystarczajgcy dla réwnowagi sit
dziatajgcych.

Ciato majace o0$ statg. Zatézmy, ze ciatlo ma oS | unie-
ruchomiong. W tym przypadku ciato moze sie obracac¢ tylko okoto
osi I. Praca przygotowana wyraza sie zatem wzorem (24). Warunkiem
koniecznym i wystarczajgcym réwnowagi sit dziatajgcych jest wiec
na mocy (24) 6'2=J37fow=0 czyli Mt= 0 (Gujest bowiem dowolne).

Warunek ten otrzymalismy poprzednio na str. 276.

Ciato majgce stalg o0$ skretu. Zatézmy, ze ciato moze
sie tylko obraca¢ okoto pewnej osi | oraz przesuwa¢ wzdtuz niej,
jak np. kula nawleczona na prosty pret sztywny. Ruch chwilowy
ciata jest wiec ztozeniem ruchu postepowego o predkosci majgcej
kierunek osi | i ruchu obrotowego okoto tej osi, a zatem jest skre-
tem okoto osi I. W najog6lniejszym przypadku praca przygotowana
okreslona jest wiec wzorem (25), w ktéorym du ma Kierunek osi I,
za$ 6w jest dowolne.
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Jezeli zachodzi réwnowaga, to na mocy (25)
(29) 6'L=P&u+M,du>=o.

Przyjmujagc 6u=0 i <&==0, dostamemy Ji,=0, jezeli za$
przyjmiemy e@ = 0, otrzymamy z (29) P6u=0. Poniewaz su ma
kierunek osi I, wiec PJLI.

Na odwrot, jezeli Mt=0 i Pj_I, wdéwczas na mocy (29) jest
oczywiscie &'L=0.

A wiec: warunkiem koniecznym i wystarczajgcym réwnowagi
ciata mogacego sie okoto statej osi obraca¢ i wzdluz niej przesuwac
jest, by suma sit byta prostopadta do osi i moment sit wzgledem osi
byt zerem.

Sruba. Cialo sztywne, ktére moze sie tylko tak poruszaé, ze
pewna linia Srubowa w ciele przesuwa sie po sobie, nazywamy Sruba.

O$ sruby moze sie tylko przesuwac po sobie, a zatem predkosci
punktéow osi majg kierunek osi. Wynika stad (str. 336), ze ruch
chwilowy jest skretem chwilowym okoto osi $ruby.

Oznaczajac przez u predkos¢ ruchu postepowego chwilowego,
przez ai predkos¢ katowa chwilowa, a przez h skok s$ruby, mamy
na mocy (15), str. 338,

(30) \UAMA<ON=HIZT.

Poniewaz u i Tumajg kierunek osi | Sruby, wiec oznaczajgc przez
u i o wspotrzedne wzgledem osi | wektoréw u i w, otrzymamy z (30)

(31) u=ehw/2n,
gdzie e=+ 1, jezeli Sruba jest lewoskretna, zas e= —i1, jezeli jest
prawoskretna.

Praca przygotowana wyraza sie wzorem (25), w ktérym sa>
jest dowolne, a du ma kierunek osi | Sruby, przyczem na mocy (31)

(32) 6 u= ehdco/271,

gdzie Su jestwspdtrzedng Su wzgledem osi I.
Oznaczajac przez Pt rzut P na o$ 1, mamy Pesu= Pisu.
Na mocy wiec (25) i (32)

(33) d'L={eP,h/2n+Mi)dw.
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Z zasady prac przygotowanych wynika na mocy (33), ze
warunkiem koniecznym i wystarczajacym roéwnowagi sit dziatajgcych
na Srube jest to, by sity spetniaty réwnanie

(34) M,IPi=—-ehl2n.

Przyktad 8. Wyznaczanie napie¢ w pretach krato-
wnicy. Metoda kinematyczna. Na zasadzie prac przygotowa-
nych opiera sie pewna metoda wyznaczania napie¢ w pretach krato-
wnicy. Metode te przedstawimy najpierw na przyktadzie.

Na kratownice plaska dziatajg sity
rv..T\ zaczepione w weztach i bedgce
w roéwnowadze. Aby wyznaczy¢é napiecie
np. w precie IW, usuwamy ten pret.

Pozostaty uktad pretéw bedzie nadal
w réwnowadze, jezeli w punktach B i D
przytozymy sity 8 i —8 rdwne napieciom
usunietego preta w tych dwu punktach.

Nadajmy uktadowi pretéw AB,Bc,cDybA dowolne przesunigcie
przygotowane i oznaczmy przez &s...dst przesuniecia punktow
A,..., 1). Praca przygotowana bedzie wiec zerem czyli

e ro 4+ IN\6s2Y P3ds3\ P 4G+ 86s2—8dst= 0,
SKa|

(35) 8{6s2—ost)= —(F1dsl+ P2Ss2+ P3ds3 P 4ACH)).

Potézmy »v=+|N|, gdzie znak zalezy od tego, czy napiecie 8
jest rozcigganiem czy Sciskaniem, i oznaczmy przez dr rzut réznicy
ds2—0si na kierunek BI1). Przy tycli oznaczeniach lewa strona

rownosci (35) wynosi Sdr. Jezeli wiec przesuniecia przygotowane
obierzemy w ten spos6b, by mie¢ r5=0, otrzymamy z (35)

(36) S =-(P 1d*1+ P ZXo2+ P,A»3+ P~J/dr.

Szukane przesuniecie przygotowane otrzymamy, przyjmujac,
ze punkty A i 2) sg unieruchomione; zatem:

(37) dsx= 0, o= 0.

Ruch chwilowy preta Bp (przy zalozeniu, ze A i D sa
nieruchome) jest obrotem chwilowym okoto $rodka O, ktdry jest
punktem przeciecia sie prostych A i pc (por. przykiad 4, str. 330).
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Przesuniecia ds2i ds3sg proporcjonalne do predkosci punktow
B i C przy obrocie preta BG okoto O. Zatem ds2i ds3sg prostopadite
odpowiednio do AB i DC, oraz

(38) W /W = OC/O£.
Niech i Paoznaczajg rzuty sit P2 P3 na kierunki ds2i 6s3
za$ a kgt miedzy 6s2 a BD. Zatem:
(39) Pids2=P'iI\dSi\, P3d8z=Ps\dss\, o¢ér=]6s2cos a.
Z (36) otrzymamy na mocy (37)-(39)
(40) 8 ——(P'i-OB-\-P'z-OG)IOB cos a.

Przejdzmy teraz do przypadku ogélnego kratownicy o weztach

w ktérych dziatajg sity Pu...,P, bedace w réwnowadze.

By wyznaczy¢ napiecie w precie kratownicy tgczacym wezty Ari A,,

usuwamy pret ArAs i przyktadamy do weztéw Ari A, sity S i —S,

rowne napieciom usunietego preta w A, i A,. Poniewaz ukilad

pozostatych pretéw jest w réwnowadze, wiec sity Pi,...,Pn8,—S

rébwnowazg sie. Praca przygotowana jest tedy zerem. Oznaczajac

przez przesuniecia przygotowane weztdw A\,...,A,, (przy
zatozeniu, ze pret ArA, zostal usuniety), otrzymamy

41) Pitel+... + Pnds,,+ SdSr—Sdsa=0.

Ktadac wiec /S=+|/S| (gdzie znak zalezy od tego, czy S jest
rozcigganiem, czy Sciskaniem) i oznaczajgc przez dr rzut Osr—dss
na kierunek ArA,, otrzymamy z (41)

42) Sdr=-(P 1d+...+P,d8n).

Jezeli przesunigcia przygotowane potrafimy obra¢ tak, by
byto 6r4=0 (t. zn. by (==, i rdéznica <&—%&* nie byta prosto-
padta do ArAs), wowczas z (42) bedziemy mogli wyznaczy¢ 8.

Ot6z mozna okaza¢, ze jezeli kratownica jest wyznaczalna
statycznie (str. 301), to przesuniecie przygotowane o zgadanych
wiasnosciach zawsze istnigje.

Oznaczmy przez xLlyi,...,X,,Y, wspotrzedne wezitow A\,...A,,
a przez dij dtugosci pretow A{Ay Zatem

(43) (Xi—X jf+ (yi—y,)2—d}j = O.

Niech dx, dy, beda rzutami przesuniecia przygotowanego
punktu Ai.
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Wowczas na mocy (43)
(44) (xt—Xj)(dXi—d Xj)+(yi—yj)(dyt—dyj)=0.

Jezeli usuniemy pret ArAs, to przesuniecia przygotowane
weztow okreslone sg rownaniami (44) (wsréd ktorych nie wystepuje
rownanie odpowiadajgce pretowi ArAa, mozemy z nich wyrachowad
przesuniecia.

Podana metoda wyznaczania napie¢ w pretach kratownicy
nosi nazwe metody kinematyczne;j.

Metode kinematyczng mozna stosowaé¢ zaréwno do kratownic
ptaskich jak i przestrzennych.

Istniejg réwniez metody graficzne wyznaczania predkosci
mozliwych (a co za tym idzie, przesunie¢ przygotowanych Gsi,...,ds,,)
weztow Kkratownicy przy pomocy t.zw. planéw predkosci (prze-
sunie¢ przygotowanych).

8 4. Wyznaczanie potozenia réwnowagi w polu sil.
Jednym z gtéwnych zagadnien, z jakimi spotykamy sie przy ba-
daniu réwnowagi ukitadu punktéw materialnych, jest wyznaczanie
potozenia rownowagi uktadu w danym polu sit.

Podamy tu rozwiazanie tego zagadnienia dla wiezéw obu-
stronnych. Dla wiezéw jednostronnych rozwigzanie jest znacznie
hardziej ztozone, ograniczymy sie wiec tylko do pewnego przy-
ktadu (p. str. 453, przykiad 2).

Niech wiezy ukitadu punktow AN\,...,, A, beda okreslone
rownaniami

1) Fj(xi,...,z,)= 0 (j=1,2,...,w).
Zatézmy, ze ukiad znajduje sie w polu sit, t.zn. ze sity Pi,...,P,,

dziatajgce na punkty Ai,...,A, sa funkcjami zmiennych xi,...,z,,.

A wiec:

(2) P{x fzn)t Pry — "> n)» z—"Ni(Xi, ..., 2n).

Przesuniecia przygotowane spetniajg rownania (1), str. 428:

3) z. °'=1'2- 'TO

=i
W potozeniu réwnowagi mamy na mocy zasady prac przy-
gotowanych

(4) | (PixOXi+ Pigoyi+ PitaZ)=0.
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Poniewaz réwnan (3) jest m, wiec mozemy wyznaczy¢ m
spos$rdd n niewiadomych dxi,...,dzn nadajgc pozostatym k=3 n—m
niewiadomym dowolnie obrane wartosci 6h\,..., dnhk. Wyznaczajgc

przez nie niewiadome d¥*i,..., 6z, z rownan (3) i podstawiajac w (4),
otrzymamy po uporzadkowaniu réwnanie
() aidi-Qz£.. hOhro@

gdzie «i, ...,«* sg pewnymi liczbami zaleznymi od potozenia ukiadu,
t.j. od wspdtrzednych *x, ...,z,,.

W potozeniu rownowagi réwnos¢ (5) ma zachodzi¢ dla kazdego
uktadu liczb dhi,...,dhk Przyjmujac <57=1, dh2= 0, ..., dhk= 0,
dostaniemy ol= 0. Podobnie postepujac, otrzymamy:

*

(6) oi=o0, 02= o, 0*=0.

Na odwrot, jezeli w pewnym potozeniu ukiladu spetnione sg
réwnosci (6), to zachodzi oczywiscie réwnanie (5), a zatem dane
potozenie ukiadu jest potozeniem rdwnowagi. Réwnosci (6) okre-
Slajg wiec potozenie réwnowagi uktadu.

Z réwnan (6) i (1), ktorych jest razem fe+w»=3n, mozemy
wyznaczy¢ na ogo6t 3n niewiadomych wspétrzednych xx
odpowiadajgcych potozeniu réwnowagi uktadu.

Mnozniki Lagrange’a. Podamy jeszcze inng metode wy-
znaczania potozenn réwnowagi ukitadu, zwang metoda mnoznikéw
Lagrange'a.

Oznaczmy lewe strony réwnan (3) przez Wi,...,.W,, zas$ lewg
strone réwnania (4) przez TT

Uwazajac 6xi,...,6z,, za niewiadome, mozemy powiedzie¢, ze
w potozeniu rownowagi kazde rozwigzanie rownan Wi=0,..., TPm=0
spetnia réwnanie TF=0. Ze znanego wiec twierdzenia teorii rownan
liniowych wynika, ze W mozna przedstawi¢ liniowo przy pomocy
Wi,...,W,,,, t.zn. ze istniejg takie liczby ai,...,am ze dla dowolnych
dxy, ...,6z, jest tozsamosciowo

W —aiWi (- ... -+ omWm

Ktadac A= —ai, ..., mozemy powyzszg tozsamosc
napisa¢ w postaci

m
(7) W+AITH+ ...+ AMWnrEO0  lub W +2kjwj=0.
y=i
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Piszgc zamiast i W lewe strony rownan (3) i (4),
otrzymamy
n m n
7= = A 9 '

Porzadkujgc prawag strone réwnania (8) wedilug dxi
dostaniemy

(9)

7=1

Réwnosé (7), a wiec i (9) zachodzi dla dowolnych dxi,...,0z,;
zatem wspotczynniki przy dxi,...,dz, musza by¢ zerami:

m m m
<» N245- -0 *<.+2 4 $
/=i i=i 9 ¥=i
(¢=1,2,...,»).

UdowodniliSmy wiec, ze w potozeniu réwnowagi mozna dobrac
takie liczby Ai,...,Am by zachodzity réwnania (I).

Na odwrdt, jezeli w pewnym potozeniu uktadu mozna dobraé
liczby A, ...,Ad spetniajgce réwnania (1), to zachodzi réwnosé (9),
a wiec i (8) czyli (7). Poniewaz dla przesunie¢ przygotowanych
jest na mocy (3) Wi=0, ..., Rmro, wiec z (7) dostajemy ~=0
czyli (4). Potozenie dane jest zatem potozeniem réwnowagi.

A wiec: warunkiem koniecznym i dostatecznym dla réwnowagi
sit w pewnym potozeniu uktadu jest to, by istniat uklad liczb A,..., Am
spetniajacy réwnania (I).

Z réwnan (1)i(l), ktérych razem jest 3n+m, mozemy wyznaczy¢
na ogot 3n+m, niewiadomych, t.j. Ai,...,Am oraz wspétrzedne x1,...,z,,,
okreslajace potozenie réwnowagi.

Liczby Ai,..., An nazywamy mnoznikami Lagrange'a.
29*
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Uwaga. Oznaczajgc przez RIt...,Rn sity reakcyjne w potozeniu
rownowagi, mamy oczywiscie P,-f-Rt=0, czylii

*r+*«,= 0 piy+ Riy= o, pi,+Rix= 0 (>>:i,2,...,>>).

Poréwnujac z (1), dostaniemy:

oF, 9F,
(1) Rix-~1-Jfa,” Riy~< 2 Ri —2 ~ Jde! 1>2>eeex¥)e
1=i y=i y=i
Przyktad 1. Dwa punkty materialne ciezkie .Aj i A2 0 ma-
sach raxi m2potgczone sg pretem sztywnym o diugosci d (bez masy)
i pozostawa¢ maja na dwdch prostych ij i 12 Prosta 7 jest pionowa,
a prosta 12 przecina i tworzy z nig kat 9B= 45°. Wyznaczy¢
potozenie réwnowagi, zaktadajac, ze nie ma tarcia.

Obierzmy punkt przeciecia prostych lIf 12
za poczatek ukiadu wspotrzednych (x,y), przyj-
mujac ptaszczyzne, w ktérej te proste leza,
za ptaszczyzne xy, zas 0§ za 0S y (ze zwro-
tem ku gobrze).

Réwnania prostych ij i i2sg x=0 i y=x.
Zatem wspotrzedne x1yl i x2y2 spektniajg
réwnania:

®i=0, y2—x2= 0.
Poniewaz AjA2=d, wiec
(11) ai+(y,-y22-d 2=0.

Réwnania (10 i (11) okreslajg wiezy ukitadu.
Przesuniecia przygotowane spetniajg rownania, ktore otrzy-
mamy z (10) i (11):

a2 &ai=o, dy2—dx2= 0, X 20x2-\~(yl—y 2)(dy1l—dy2)=0.

Sitami dziatajacymi sg ciezary punktéw. Rzuty ciezar6w na
osie uktadu wspotrzednych wynosza odpowiednio 0,—nrg i 0,—m$.
Praca przygotowana sit dziatajgcych réwna sie d'L=—m"dy*—m$dy2
W potozeniu rownowagi jest d'L=0, a wiec

(13) t» 160y1+ +» 26yg=10.
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Zatézmy, ze yt—y2=t=0 Obierajac dowolnie dy2 dostaniemy z (12):
(14) <57=0, dx2=dy2 Syl=(yl—y2—x2dy2l(yl—y2.

Podstawiajagc w (13), otrzymamy po uwolnieniu sie od mia-
nownika
(15) [MYyl—y2—x2)+m Ayl—y?2)]dy2= 0.

Poniewaz dy2 jest dowolne, wiec rownos¢ (15) zajdzie tylko
w przypadku, gdy
(16) ml(yl—yt—x2+m Qyl—y2= 0.

Rozwigzujgc uktad réwnan (10), (11), (16), otrzymamy wspot-
rzedne w potozeniu réwnowagi:

*»i=0, yx=—(2ml+ w2d/a, x2= —(Mi-\-m2)d/a=y2,

gdzie a=]/(m,+ m22+ m\

Zatézmy teraz, ze yx—y2=0. Na mocy (11) mamy x\—d2=0,
skad x25=0. Ostatnie z réwnan (12) daje wobec tego &a= 0, a wiec
drugie z réwnan (12) daje dy2= 0. Przesunieciem przygotowanym
jest zatem na mocy (12) przesuniecie:

dxi= 0, Ox0—o0, &P2—O0, &l dowolne.

Warunek réwnowagi (13) przyjmie wiec postaé wlyl=0.
Réwnosé ta nie jest jednak spetniona, gdyz dyx jest dowolne.

A wiec: potozenie, w ktorym yt—y2=0, nie jest potozeniem
rownowagi.

Przyktad 2. Punkt ciezki o masie m, poddany dziataniu
sity P, ma pozostawa¢ na powierzchni kuli
a7 X*-\-y2+z 2—r2= 0.

Zaktadamy, ze 0§ z ma kierunek pionowy i zwrot ku gérze.
Wyznaczy¢ potozenie rownowagi, przyjmujac, ze tarcie nie wystepuje.

Przesuniecie przygotowane 6x,0y,6z spetnia réwnanie, ktore
otrzymujemy, ro6zniczkujac (17):
(18) xdx-\-ydy-\- zdz—oO.

Praca przygotowana sity P wynosi Pxdx+ Puby+ Pz6z, sity za$
ciezkosci —mydz. W potozeniu rownowagi mamy zatem

(16) 6'L=Px6x+ P,dy-\- (Pz—mg)dz=0.
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Stosujgc metode mnoznikéw Lagrange'a (wzor (1), str. 451)
i zastepujgc 2A przez A otrzymamy réwnania nastepujgce:

(20) Px+Xx= 0, P,+ Xy=Q Pz—mg+Xz—O0.
Z rownan (17) i (20) mozemy wyznaczyé A oraz wspoétrzedne

X,y,z potozenia réwnowagi.
Obliczajac x,y,z z réwnan (20) i wstawiajac w (17), dostaniemy:

1) X= +\ PX+ P\+ (P~ mgfir.
Znajac A otrzymamy z (20):
(22) X = —PxIX, y= —PulX, z——(P,—mg)/X.

Poniewaz na A dostaliSmy dwie wartosci (21), wiec istnieé
beda dwa potozenia réwnowagi.

Zatozmy teraz, ze punkt ma pozostawa¢ wewnagtrz lub na
powierzchni kuji (17). Wiezy sa tedy jednostronne, i wspdétrzedne
punktu musza spetnia¢ zwigzek
(23) X*+y2+zi—r~NO0.

W potozeniu réwnowagi na powierzchni kuli przesunigcia przy-
gotowane okreslone sg nieréwnoscig

(24) xdx + yOy+ z6y~0.

Praca przygotowana spetnia zatem nier6wnosc
(25) Pxdx+Pudy+ (Pz—mg)dz” 0.

Dla przesunie¢ przygotowanych odwracalnych, t.j. spetniaja-
cych réwnanie (18), praca przygotowana jest zerem, a wiec zachodzi
rownosé (19). Wynika stad, ze potozeniem réwnowagi na powierzchni
kuli moze by¢ tylko jedno z potozen, podanych przez wzory (21)
i (22). Aby stwierdzi¢, ktore z nich jest potozeniem réwnowagi,
nalezy zbadaé, dla ktérego z nich zwiazek (24) pocigga za soba (25).

Zaktadajac, ze przesuniecie przygotowane spetnia warunek (24),
otrzymujemy na mocy (22) po podstawieniu w (24)

(26) -[P xdx+Puody+ (PXmg)dz]/X< 0.

Widzimy stad, ze wzor (25) bedzie spetniony tylko wtedy,
gdy —1/A>0, t.zn. gdy A<O.

A wiec wzory (21) i (22) okreslajg potozenie réwnowagi, przy
czym we wzorze (21) nalezy przyjg¢ znak —
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§5. Wspodtrzedne uogdlnione Lagrange’a. Parametry
uktadu. Potozenie uktadu punktéw lub ciatl sztywnych okreslamy
przy pomocy pewnych liczb. Liczby te mogg by¢ w szczegélnosci
wspotrzednymi punktéw wzgledem pewnego uktadu prostokgtnego
wspoétrzednych; w wielu jednak przypadkach mogg mie¢ inne zna-
czenie.

Potozenie punktu na ptaszczyznie mozemy podac¢ np. zaréwno
przy pomocy wspoétrzednych prostokgtnych x,y, jak biegunowych
r,p it. p. W szczegolnosci, potozenie uktadu ztozonego z dwdch
punktéow AN A2 ktorych odlegtos¢ d jest stata i ktére majg pozo-
stawaé w plaszczyznie xy, mozemy okresli¢, podajgc badz wspét-
rzedne xuyt i x2y2 tych punktéw, badz np. wspotrzedne x0,y0 srodka
odcinka A>A2 i kat {9 jaki ten odcinek tworzy z osig x. Znajac
x0, 'lo * gi wyznaczamy wspé6trzedne punktéw AV A2 ze wzoréw:

x\= xo—i dcos ¢ Di-ito—i dsin®
x2=x0+tdcon(p, y2=y O+idsiii(p.

Podobnie okresli¢ mozemy potozenie ciata sztywnego w prze-
strzeni, obierajgc dowolny uktad wspotrzednych (i, »?,£), sztywnie
z ciatem zwiazany, i podajac wspétrzedne x0,y0z0 poczatku uktadu
(f,4?,0 wzgledem uktadu statego (x,y,z) oraz katy av...,y3 jakie
osie f,¥7f tworzg z osiami x,y,z ukladu stalego. Wspotrzedne
punktow ciata wyznaczone sg wowczas wzorami (I), str. 54.

Potozenie ciata sztywnego majacego 0$ nieruchoma, okreslone
jest przez jedna liczbe <€ oznaczajacg kat, o jaki nalezy ciato obrdcic¢
okoto osi, aby przeszto w dane polozenie z pewnego potozenia
poczatkowego. Obierajagc o$ obrotu za 0$ z i oznaczajagc przez
£, 1, £ wspdtrzedne dowolnego punktu w potozeniu poczatkowym, zas
przez x,y,z wspotrzedne tegoz punktu po obrocie o kat 9 mamy:

Xx=$% cosp—7%sine>, y =f sine>+»?C08'% z=£.

Niech dany bedzie uktad holonomiczny skleronomiczny, zto-
zony z n punktéw materialnych.

Zaldézmy, ze kazdemu potozeniu ukiadu punktow, ktére jest
zgodne z wiezami i bliskie potozeniu, jakie badamy, przyporzadko-
wany jest ukiad k liczb qv mmdk w taki sposéb, ze réznym poto-
zeniom ukiadu punktéw przyporzadkowane sg rézne uktady liczb
qv...,gk. Z zalozenia tego wynika, ze wspétrzedne xl,yv z1,...,X,,iy,,zn
punktéw ukiadu sg funkcjami zmiennych qv ...,gk:
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Xi  [i(21> «==>7%)> Di— (iii )i ZI—VA (I ==>1%)>

xn=fn(iv < )* V,= VM 2%-.«*), en= V>Mv-i 2%-

Powyzsze zwigzki zapisujemy krdcej w postaci:
(D) a=/l(2i» —2Z%)» y/=9i(2i) ===2*> zi— y)i(2i»"m2*) (*=1,2,...,»).

O funkcjach //,9/yw zaktadamy na og6t, ze sg w pewnym
obszarze zmiennych qv ...,qk ciggte wraz z pochodnymi czgstkowymi
i ze ponadto réznym ukitadom liczb qv...,gk odpowiadajg w tym
obszarze rozne uktady liczb +i,...,z,,.

Liczby qv...,gk nazywamy parametrami ukfadu albo wspot-
rzednymi uogo6lnionymi Langrange'a.

Dla odréznienia nazywamy wspo6trzedne wzgledem
pewnego ukiadu inercjalnego wspétrzednymi naturalnymi.

Sa one oczywiscie szczegdlnym przypadkiem wspétrzednych
Langrange’a.

Parametry nazywamy niezaleznymi, jezeli kazdemu ukladowi
zmiennych qv ...,gk funkcje (1) przyporzadkowuja potozenia ukiadu
zgodne z wiezami.

W przypadku wiezéw obustronnych mozemy na og6t obrac
parametry niezalezne. Niech bowiem wiezy ukiadu okreslone bedg
funkcjami:

Q) FJ(x%...,z,)=0 (j=12,...,m).
Z réwnan (1) mozemy na og6t wyznaczy¢ m niewiadomych,

znajac pozostatych k—3n—m. Obierajac wiec dowolnie k zmien-
nych sposrod .Ti,....z, i 0znaczajac je przez qv ...,qk bedziemy mogli

zmienne Ti, ..., ., przedstawi¢ jako funkcje zmiennych qv gk
w postaci (l). Poniewaz dowolnie obranym wartosciom qv ok
odpowiadajg zmienne «xi....... spetniajgce uktad rownan (1), wiec

parametry sg niezalezne.
Liczbe k=3n—m nazwaliSmy liczbg stopni swobody uktadu
(str. 423).

A wiec: liczba parametréw niezaleznych réwna sie liczbie stopni
swobody uktadu.
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Jezeli parametry sg zalezne, wowczas w przypadku wiezéw
obustronnych musza zachodzi¢ miedzy parametrami qt..., gk
okreslajgcymi zgodne z wiezami potozenie ukiadu, pewne zwigzki:

@ $;(«!, ===, «*)=0 (i=1,2,....e).

Obierajgc dowolnie pewnych k—q parametréw, mozemy przy
ich pomocy wyznaczy¢ pozostate ze zwigzkéw (2). Obrane para-
metry bedg parametrami niezaleznymi.

W przypadku wiezéw jednostronnych parametry, okres$lajace
potozenia ukladu zgodne =z wiezami, musza oprécz zwigzkéw
postaci (2) spetniaC jeszcze pewne nieréwnosci ksztattu

©) Ar(iin-+i*)<0 (r=12,..%=

Jezeli parametry sa niezalezne, woéwczas funkcje (1) okreslajg
wiezy ukladu, gdyz podajg wszystkie jego potozenia zgodne z wie-
zami. Jezeli za$ parametry sa zalezne, woéwczas oprécz funkecji (1)
nalezy podac¢ zwiagzki (2) i (3), ktérym muszg czyni¢ zado$¢ para-
metry, odpowiadajgce potozeniom ukiadu zgodnym z wiezami.

Przyktad 1. Punkt ma pozostawa¢ na powierzchni kuli
X2-\-y2+ z2=r2 Obierajac dowolnie x i y, mamy dla pétkuli gérnej
z= W2—x2—y2 Jezeli wiec potozymy
4) X=qQV y=q2 to z= h*—g*—

Liczby gx i g2 sg parametrami niezaleznymi.

Przyktad 2. Punkt materialny A ma pozostawa¢ na po-
wierzchni kuli x2-\-y2-\-z22—r*=0. Oznaczajac przez q,q ,q cosinusy

katéow, jakie wektor OA (gdzie O oznacza poczatek ukitadu wspdt-
rzednych) tworzy z osiami wspétrzednych, mamy:

(5) X=rqv Yy = rg2, z=rq%

Parametry q, 02 g3 sa zalezne, muszg bowiem oczywiscie
spetnia¢ réwnanie

(6) i?7+«2+il—2="°;

z réwnania tego (gdy z~0O) otrzymujemy <3= \1—q\—q2 skad przez
podstawienie w (5):

@ *1= N D y=rq2 z=r[l-q2-q2

W przedstawieniu (7) parametry gl i g2 sg niezalezne.
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Przesuniecia przygotowane. Niech wiezy okreslone bedg
parametrycznie funkcjami:

an  xi=flgv...,.qh, y,=@qv....qgkh *=v/Liv~,9k) (»=1,2,...,»).
Zat6zmy, ze parametry sa niezalezne.
Jezeli nadamy uktadowi dowolny ruch zgodny z wiezami,
wowczas qv ...,k beda funkcjami czasu. Rézniczkujac(l1), otrzymamy:
= Si Moot 5 Lo

(8) . 3ip 3,

Na odwrot, jezeli przyjmiemy, ze qv...,gk sg dowolnymi fun-
kcjami czasu, woéwczas wzory (I1) okreslajg ruch uktadu zgodny
oczywiscie z wiezami; rownania (8) podaja wiec predkosci punktéw
uktadu w tym ruchu. Wynika stad, ze jezeli uklad znajduje sie
w pewnym potozeniu, okreslonym parametrami qv...,gk to wszelkie
uktady predkosci mozliwych w tym potozeniu otrzymamy z (8),
podstawiajgc zamiast qt,.-,qk wartosci dowolne. Przyjmujac:

ba;i=*i, -. ., ®,=z,,

-ee &k—dK
- Oxi ] di_ . )
i piszac zamiast dot it.d, otrzymamy z (8):

&i= Haqgiv.. + 3 dok,

() ;
&i:_%hhx.,. b f\zd%]k »=1,2,...,»).

Podstawiajgc we wzorach (I11) dowolne wartosci dgv...,dgkl
otrzymamy przesuniecia przygotowane ukiadu. Na odwrdt, kazde
przesuniecie przygotowane ukiadu dostaniemy przez podstawienie
odpowiednich wartosci dqv ...,6qk.

Zauwazmy, ze ukiad wzoréw (111) mozemy otrzymac, tworzgc
formalnie rozniczke ukiadu wzoréw (I1), a nastepnie piszac
oxi,dyi,dzl zamiast dxt,dyl,dzl, oraz dqv ...,6gk zamiast dqv ..., dgk.

W przyktadzie 1, str. 457, mamy ze wzoréw (4):
ix=igv iy=Sqt, Sz=— (R W+ 2<i2)/ \1—9,—
Obierajac dowolnie wartosci iqt i iqv otrzymamy przesuniecie przy-
gotowane Sx, iy, Sz w potozeniu odpowiadajgcym parametrom e, i g2-
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Jezeli gv...,qk sg parametrami zaleznymi i zachodzg miedzy
nimi zwigzki postaci (2), str. 457, to dqv ...,dgk nie sg we wzorach (I11)
liczbami dowolnymi, lecz — jak mozna okazac¢ (por. dowdd wzoru
(15), str.428) — muszg spetniaé ukiad réwnan

20, 20;
(1v) (i=i,2,....e).

W przyktadzie 2, str. 457, mamy ze wzoréw (5):
ix=rdqv Ay=rSqz, Sz=roqi,
przyczem, na mocy (6), str. 457, zachodzi miedzy 6qv dg2,6q3 zwigzek
+ PP+ 93i 9s=0- /

Mozna okaza¢ (por. dowdd wzoru (1), str. 434), ze jezeli
wiezy sa jednostronne i oprocz zwiazkéw (2), str. 457, zachodzg
zwiagzki (3), str. 457, to dqt,...,6gk musza spetniaé oprocz (1V)
te sposréd zwigzkow

puy
V) N+ -0 (r=1,2,...,»),
dla ktérych w danym potozeniu ukitadu zachodzi réwnos¢ 0r=0.

Praca przygotowana. Sity wuogélnione. Niech wiezy
uktadu okreslone beda parametrycznie przez réwnania:

9 xI=fl@v ...q.), y,=<p@v..;qk, zI=y>I(@qv...,d§ ((¢=1,2,...,m)

Przesuniecia przygotowane wyrazajg sie wzorami (111), str. 458.

Jezeli parametry sa niezalezne, wéwczas dqv ...,0gk sg liczbami
dowolnymi. W przeciwnym razie zachodzg miedzy nimi pewne
zwiazki (1V) i (V).

Podstawiajac w (1"), str. 436, zamiast 6xi,dyt,6zi wyrazenia (I11),
str. 458, otrzymamy
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Porzadkujac wedtug dqv ..., 6gk, dostaniemy

*o(* E+*S 4+ 43 +-

Oznaczmy przez Q i, Q k sumy, wystepujace jako spétczynniki
przy dat,...,dqi:

(V1)

co zapisujemy Kkrocej

. 2Xi
V1) Q- 21:1( Pi-E + PiA +p'-jii) (i=1'2....%=

Otrzymamy stad na mocy (10) d'L=Qidqgi+...+Qkdgk czyli
VIl dL= 2Qdqj.
vID R 1%

Wyrazenia Qv ...,Qk okreslone wzorami (VI) i (VI'), nazywamy
sktadowymi sity uogélnionej lub krétko sitami uogélnionymi.

Poréwnujac wzér (VII) ze wzorem (I'), str. 436, widzimy, ze praca przy-
gotowana wyraza sie przy pomocy sktadowych Qf sity uogélnionej i przesunie¢ Sqj
w podobny sposéb jak przy pomocy skiladowych Pt ,Pt, i przesunieé
<S4, iy, Sz,.

Warunki rownowagi. Niech wiezy ukiadu holonomicznego
skleronomicznego okreslone bedg przy pomocy parametréw gv ...,gk
Warunek (I1), str. 439, rownowagi ukiadu przyjmie na mocy (VII)
postac

dL= SO dg.~0.
(VI11) j:in q
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Jezeli wiezy sg obustronne, wowczas ((I111), str. 439)

A
(IX) 6'L=2Qj6q= 0.
il 1
Sity uogo6lnione wystepujace we wzorach (VIII) i (I1X),

okreslone sg wzorami (VI) i (VI').

Jezeli parametry q,,...,gk sg niezalezne, to 6qv ..., 6gk sg dowolne.
Xa mocy wiec (IX), przyjmujac o6qt= 1 oraz 6g2=693=...=dgk= 0,
dostaniemy Qj=0 i podobnie Q2=0, ..., Qk=0.

A wiec: jezeli parametry, okreSlajagce potozenie ukitadu holono-
micznego skleronomicznego sg niezalezne (i tarcie nie wystepuje), to
warunkiem koniecznym i wystarczajgcym dla réwnowagi sil dziatajg-
cych jest, by sity uog6lnione byly zerami:

(X) <?/=0

Jezeli zas parametry qv ...,gk sg zalezne i spetniajg zwigzki (2)
lub (4), str. 457, wbéwczas 04qv ....dgk nie sa liczbami dowolnymi,
lecz muszg czyni¢ zados$¢ zwigzkom (1V) lub (V), str. 459. Potozenie
rédwnowagi wyznaczamy wtedy podobnie jak dla wspo6trzednych
naturalnych, t.j. w sposéb podany na str. 449.

Uwaga. Wspotrzedne naturalne sa szczegélnym przypadkiem
wspotrzednych uog6lnionych. Jezeli wiec wspotrzednymi naturalnymi
punktéw ukfadu sg x\,y\,z\, ..., xny,,z,, to kiadac:

ai= tv yl= *1=«3> e ee* 2nN=«3,>

mozemy stosowa¢ wzory (l)-(X) § niniejszego. Wyniki otrzymane
w tym § sg wiec uog6lnieniem odpowiednich wynikéw dla wspoét-
rzednych naturalnych.

Przyktad 3. Cztery prety rdéwnej diugosci a, lezace
w plaszczyznie pionowej, potaczone sa przegubowo w A,B,G i D.
Przegub A jest unieruchomiony, zas C moze sie poruszac tylko po
prostej pionowej |, przechodzacej przez A. W przegubach B i D
zaczepione sg sity poziome P i —P, w przegubie za$ G sita pionowa Q
(majgca zwrot ku dotowi). Wyznaczy¢ potozenie réwnowagi, pomi-
jajac ciezary pretow i zakladajgc, ze nie ma tarcia oraz ze prety
mogg sie porusza¢ tylko w plaszczyznie pionowej, w ktdrej lezg
sity P i Q
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Przyjmijmy A za poczatek ukiadu
wspotrzednych {x,y) ptaszczyzny pionowej,
w ktorej tezg prety, aos | za oS y (ze
zwrotem ku dotowi). Potozenie ukiadu
bedzie woéwczas okreslone przez podanie
kata a miedzy pretem AB a osigy. Zatem
a jest parametrem uktadu.

Z rysunku widaé, ze wspOtrzedne

*i»Jfu 1 xsjVa weztbw B,C i D sa
nastepujace:
XX= —asina, * =0, X3= 0sino,
(11) yt=taco»a, y2=2acosa, y3=acosa.
Praca przygotowana wynosi
12) d'L=-PSxI+Qd4y3+Po6xs,

gdzie P=|P] i Q=\Q\ mocy (11) mamy:
6xl = —ac,0sada, dy2= —2asinooa, 0x3=acosada.
Podstawiajgc te wartosci w (12), dostaniemy

(13) 6'i=2a(Pcosa—Qsino)<bo.

W potozeniu réwnowagijest 6'L=0, wiec 2a(Pcosa—@sina)da=0;
zatem Pcosa—Qsino=0 czyli

tga=P/<?.

Przyktad 4. Dany jest ukiad pretow AoAi, AiA2, ..., A,-,An
potgczonych przegubowo w Ai,A2...,A,-\. Na ukiad dziatajg sity
Pi, P2, ..., P,, o poczatkach w Ai, A2 ..., A,. Punkt AO jest
unieruchomiony. Wyznaczy¢ potozenie réwnowagi, przyjmujac, ze
prety i sity leza w jednej ptaszczyznie.

Przyjmijmy punkt A0 za poczgtek uktadu wspétrzednych (x,y)
tej plaszczyzny i oznaczmy przez 01,02, ... ,a, diugosci pretow,
przez 01,02 .., 0, katy miedzy pretami a osig X, wreszcie przez
xX\,V\,Xx2y2 ..., X,,,¥, wspoétrzedne punktéw Ai, A2 ..., A, (str. 463,
rys. 1). Mamy:

(14) .*i=«icosai, a;2=aiC08ai+«2C08a2,...,#,= 0iC08oi+...+a,c08a,,
(15) yi=a, sinai, //2=«!sinai+02sin02,...,y,i= aiSinai+...+0,sina,,.
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Z (14) i (15) wynika, ze katy ai,a2 okreslajg potozenie
uktadu pretéw. Zatem zmienne <n,...,a, sg parametrami ukitadu,
a poniewaz nie zachodzg miedzy nimi zadne zwigzki, wiec sg
parametrami niezaleznymi.

Rézniczkujac (14) i (15), otrzymamy:

(16) dxi=—aiSinaiéai, . .., dx,=—aiSinaidai—...—a,sinarba,
a7 Syl=aiC08aidal, . . ., 0y,= «icosai<bai+...+ «,cosa,<5a,.

W potozeniu ré6wnowagi praca przygotowana wynosi
(18) O'L=(PIxdxl+ P lydyl) + ...+ (P,x6xn+ P,y 6y,)—O0.

Podstawiajac wartosci (16) i (17) w (18), dostaniemy po
uporzadkowaniu

«i[ —(Pix\r—\~Prx)sinai+ (Pivx---¥Pnu)cosaj cb+
(19) +«2[—(P2jr+ -"+-i>r)sina24- (P2J+ -"+-ixjj)cosa2] Oa2+ ...
... + a,[Pnxsina, + P,ycosa,] 6a,=0.

Wspétczynniki przy <3ai,...,<5a, sg sitami uogélnionymi
Poniewaz rownos¢ (19) zachodzi dla kazdego uktadu liczb <&ai,...,<5a,,
wiec sity uogllnione sg zerami. Zatem:

—(Pix+...+Pnx)sinai+ {Piu+ -+ P ny)cosa!=0,
720) —(P2t+...+-Pnjnsina2+ (Paf+...+P/itf)cosa2= 0,

—P,xsina,+ P,ycosa,= 0.

Z rownan (20) obliczamy tatwo tangensy katow alf...,a,,.
Poniewaz tangensy sg réwne dla katéw réznigcych sie o 180°, wiec
otrzymujemy wiele rozwigzan.

Jezeli w pewnym spos$réd réwnan (20) wspoétczynniki przy sin
i cos sg zerami, to odpowiedni kat mozemy obra¢ dowolnie.
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Zat6zmy teraz, ze punkt A, ma znajdowaé sie na prostej |
0 rownaniu x=h, jak np. gdy koniec A, preta An\An jest pierscie-
niem nasunietym na drut sztywny, majacy potozenie prostej |
(str. 463, rys. 2). Przy tym zalozeniu parametry ai,...,a,, nie beda
niezalezne, poniewaz bedzie musiat zachodzi¢ zwigzek xn—h czyli
wobec (14)

(21) aiCOSai+...+ a,,cosa,, —h—~0.

Ro6zniczkujac (21), otrzymamy

(22) —aisinai<5ai+ ...—a,sina, 6a,= 0;

przez podstawienie w (22) dowolnych wartosci zamiast dai,..., <5a,-i
otrzymamy

(23) <%g,= —(ciisinaj 6aj+ ... + a,,_isina,_i 6a,_i)/a,sina,,.

Z uwagi na (22) rownanie (19) przyjmie postac

<H— (Pi™+.-.+P/i—,*) sinai + (Pitf ...+ P n/)cosai] éai + ...

.+ «,-i[—Pni,*sina,,_i+ (Pni,y+ Pnn)Ccosa,_i] 6a,-i +
+ anP,Ucosa,, d(i,= 0.
Podstawiajgc w (24) wartos¢ z (23), dostaniemy po uporzadko-
waniu
G = (P i+ ...+ x+ Pnycot a,)sin ai+ (Piy+ ...+ Pny)cos aijdai+...
wta, i[—(P,-i,jt+PArcota,)sina,,-,-)- (P, _i,j,-f P, )Cma,,_i]<5a,,_i= 0.

Poniewaz 6ai,...,0a,,_i sa liczbami dowolnymi, wiec wspétczyn-
niki przy nich sa zerami. Otrzymamy wiec ukiad n—1 réwnan:

—(Pi,+ «=+ P/.-1x . Pnycota,)sinai+ (P1(+... + Pny)cosai= O,m

—(P».-i,x+P,ycota,) sina,,_i+(P,,_i, g+t P ny)cosa,,_i= 0.

Réwnania te w potaczeniu z réwnaniem (21) stanowia ukiad
Nn rownan, z ktérego mozemy wyznaczy¢ N niewiadomych ai,...,a,,.

Przyktad 5. Na krzywa G, lezaca w ptaszczyznie pionowej Xy,
nasuniety jest pierscien ciezki K o masie mv Przez pierscienn prze-
winieta jest ni¢ (nierozciggliwa i bez masy), uczepiona jednym
koricem w poczatku O uktadu wspoétrzednych i dzwigajaca na dru-
gim konicu punkt ciezki A 0 masie w2 Wyznaczy¢ potozenie row-
nowagi, zakladajac, ze nie ma tarcia.
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Niech krzywa C ma we wsp6trzednych
biegunowych réwnanie

(25) r=f(<p).

Wspoétrzedne x1yl punktu K wynoszg
zatem:
(26) @x=rcose>, yl=rsiny.

Potézmy g=A K. Oznaczajgc przez | dtugos¢ nici, mamy
27) r+Q—In~ 0.

Niechaj y>bedzie katem miedzy AK a pionem, za$ x2y2wspot-
rzednymi punktu A. Zatem @®2=a:l+esinv), y2=y1l—Qdosy> skad
na mocy (26):

(28) &2=rcos<p-|-g8inyj, y”~rsinej—gcosy.

Réwnania (26) i (28) okreslajg wiezy ukiadu przez parametry
r,Q<py> miedzy ktorymi zachodzg zwigzki*(25) i (27).

Praca przygotowana wynosi 6'L——milgdyl—m2gdy2 W poto-
zeniu réwnowagi jest 0, wiec
(29) mAy~"m~rynO.

Gdy ni¢ nie jest napieta, punkt A jest swobodny, wiec dy2
moze byd dowolne. Przyjmujgc w tym przypadku 6yx=0 i dyX<O0,
otrzymalibysmy mldyl-\-m2y2<0 wbrew (29), co dowodzi, ze ukitad
nie moze byé w réwnowadze przy nici nie napiete;j.

Zatézmy wiec, ze ni¢ jest napieta (t.j. ze we wzorze (27) za-
chodzi réwnosé) oraz ze r>0 i g>0; z (26) i (28) otrzymamy:
730) Ot/j= érsin< pr cos quip,

dy2=&rsinp+ rcosfdp—<cos + gfysiny=

Na mocy (25) i (27) zachodza miedzy Sr, dp i <& zwigzki:
(31) dr=f(<p)d<p, 0r+6gn0,
natomiast trp jest dowolne.

Podstawiajgc do (29) zamiast dyl,dy2 wyrazenia z (30), otrzy-
mamy
32) (ml+m 2mv<pdr-{-(ml-\-m2)rc,0&<pd(p—m2Ag cos y>+woy>siny >0 .

Na mocy (31) mozemy przyjaé, ze 6r=0, d<p=0 i <5g=0, skad

S. Banach. Mechanika. 30
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na mocy (32)
(33) m2Zydy»8iny” 0.

Poniewaz dp jest dowolne, wiec nieréwnos¢ (33) zajdzie tylko
wtedy, gdy t»2gsiny>=0 czyli gdy siny=0, a wiec dla y>=0 i tp—n.
Intuicyjnie jest jasnym, ze w potozeniu réwnowagi moze by¢ tylko
tp=0, rownos$¢ bowiem tp—n znaczy, ze A znajduje sie nad K, co
jest oczywiscie niemozliwe w potozeniu réwnowagi. Wynika to
réwniez ze zwigzku (32), przyjmujac bowiem na mocy (31) 6r=0,
dtp—0, <3g<0 i <fy=0, otrzymalibysmy z (32) —w2gcosv>>0, a po-
niewaz 6g<0, wiec cosy”O, skad ip\en.

Udowodnilismy zatem, ze w potozeniu réwnowagi jest y>=0,
t. zn. ze A znajduje sie pod K. Podstawiajgc y=0 w (32), otrzy-
mujemy na mocy (25) i (31)

(34) (TQAL+ r» 2)(/'(e>)sing>+/(97)co8e>)0e>—mAg>0.
Na mocy (31) mozemy przyjaé
or-(-6g=0 czyli o6g= —dr=—f(tp)dtp,
gdzie dp jest dowolne. Podstawiajgc w (34), dostaniemy wowczas
[(»» !+ mt) (F(<p) sin<p+i(tp) cosej)+4»2/'(e>)]«V™: 0.

Poniewaz dp jest dowolne, wiec zwigzek powyzszy zajdzie
tylko wowczas, gdy

(35) (m1+ m 2)(/'(e>)sin9®>+/(9>)cose>)-1-w2/'(9')=0-

Edwnanie (35) pozwala wyznaczy¢ kat tow potozeniu réwnowagi.

Na odwrot, jezeli zachodzi réwnanie (35), to spetniona by¢
musi nieréwnos¢ (34). Oznaczmy bowiem przez W lewa strone tej
nierownosci. Na mocy (35) jest W= —mZ (tp)dip—m2Q skad na
mocy (31) W =—wid6r-]-6g). Poniewaz wobec (31) jest 6r+6g~o0,
wiec WAO. Jezeli tedy kat tp spetnia réwnanie (35), to zachodzi
rownowaga.

Zbadamy jeszcze dla jakiej krzywej C réwnowaga zachodzi
przy kazdej wartosci kata tp, t. zn. w przypadku, gdy réwnanie (35)
staje sie tozsamoscig.

Zauwazmy w tym celu, ze lewa strona rownania (35) jest
pochodng funkcji /(e>)[(m1-]-»2)sind>|-m2); zatem

/(e>)[(vi-(- m2) sintp+ m2Z =c = const.
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Poniewaz na mocy (1) jest r=f(<p), wiec
0

(36) r= (+ m2singpt m2

Jezeli c¢#=0, w1>0 i m2>0, to réwnanie powyzsze jest rowna-
niem dolnej gatezi hyperboli, ktérej osig rzeczywista jest os VY.

Rownowaga w polu potencjalnym. Zaldzmy, ze sity
iv ,P, majg potencjat V. Zatem ((Il11), str. 214):
(37) P.- 4a. P. P * |

i ~»t ~

Podstawiajgc te wartosci do wzoru (VI'), str. 460, dostaniemy

(38) 0o = — 4 £1lui 0 £1£R

1 £ \dxi 94 + 3\t 3G + 3zi d9J

Potencjat V jest funkcjg zmiennych X i Wyrazajac je
przez parametry q\,...gk, mozemy wiec przyjaé, ze V jest funkcja
parametréw gi,....g*. Ze znanego wzoru z rachunku rézniczkowego
na pochodng czastkowa funkcji ztozonej wynika, ze prawa strona
réwnania (38) jest pochodng czastkowa 9V/9qj. Zatem

(X1) Qj=3VI19qj «=1,2,...,»).

Poréwnujac (37) i (X1), widzimy, ze skladowe sit uogdlnionych
wyrazajg sie podobnie jak skladowe sit wzgledem wspdétrzednych
naturalnych.

A wiec: jezeli pole sil jest polem potencjalnym, to slcladotoe sit
uogoélnionych sg pochodnymi czastkowymi potencjatu wzgledem wspét-
rzednych uogdlnionych.

Ze wzorow (VII), str. 460, i (XI1) otrzymujemy

k
9V
(39) dL=2 iw dj-
Fi

Na mocy (18), str. 430, mozemy wiec napisac
(X1 O'L=0V,
gdzie V uwazamy za funkcje zmiennych qi,...,gk.

Wzor (X11) ma te samg postac co wzor (1”), str. 437. Roz-
nica polega na tym, ze we wzorze (1") uwazamy V za funkcje wspot-
rzednych naturalnych X i zas we wzorze (XI1) za funkcje
parametréw qi,...,qk-
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Uwaga. Znaczenie wyrazenia SV uzmystawia rozumowanie nastepujace.
Nadajmy uktadowi w danym potozeniu w chwili t dowolny ruch zgodny z wie-
zami. Parametry ql...gk oraz potencjat F bedg wiec funkcjami czasu. Mamy

Poniewaz mozemy przyjaé, ze <fy= dla j= 1,2 wiec na mocy (40)
mamy SV=dVIdt. Tym sposobem SV przedstawia szybko$¢ zmiany (t.j. po-
chodng) potencjatu przy dowolnym ruchu zgodnym z wiezami, jaki nadajemy
uktadowi.

Z zasady prac przygotowanych wynika na mocy (XI1), ze wa-
runkiem koniecznym i dostatecznym rownowagi ukiadu jest, by

(X111) OF<O0.

W szczegoélnosci wiec, potozeniem rownowagi ukladu jest poto-
zenie, w ktérym potencjat osigga maximum, a w przypadku wiezéw
obustronnych réwniez potozenie, w ktérym potencjat osiaga minimum.

Jezeli bowiem uktadowi nadamy dowolny ruch zgodny z wie-
zami w chwili, gdy F osigga maximum, to po czasie At przyrost
potencjatu bedzie JF<0, skad dF/di<0 (przyczem nieréwnos¢
dV/dt<0 zachodzi¢ moze w potozeniu brzeznym przy wiezach jedno-
stronnych), a zatem <5F<0 (w mysl uwagi o znaczeniu <&F). Jezeli
za$ wiezy sg obustronne i F ma wartos¢ minimum, to dV/dt=0,
skad <5F=0.

Jezeli na ukiad punktow materialnych dziatajg tylko sity
ciezkosci, wowczas potencjat wynosi ((13), str. 215)

41 F = —mgz0

gdzie m oznacza mase catkowita ukiadu, za$ z0 wspotrzednag Srodka
masy przy zatozeniu, ze oS z ma zwrot pionowy ku gérze.

Potozeniem réwnowagi bedzie wiec kazde potozenie, w ktérym
F jest maximum czyli z0O minimum. Jezeli wiezy sg obustronne,
to potozeniem réwnowagi bedzie précz tego kazde potozenie, w kto-
rym F jest minimum czyli z0O maximum.

Jezeli punkt ciezki A zawieszony jest na nici nierozciggliwej,
uwigzanej w poczgtku O, to ekstrema potencjatu F wystgpig wow-
czas, gdy nic¢ jest napieta i ma kierunek pionowy. Maximum jest
wtedy, gdy A znajduje sie pod O, minimum zas, gdy A jest nad O.
Oczywistym jest, ze potozenie roéwnowagi wystepuje tylko wtedy,
gdy F ma warto$¢ maximum (t.j. gdy A jest pod O).
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Przyktad 6. Dwa punkty materialne Al i A2 ciezkie
o0 masach Wj i m2 potaczone sg nicig nierozciggliwg, przewinietg
przez krazek. Punkt m2 ma pozostawa¢ na prostej pionowej i.
Jaki kat < tworzy ni¢ z prosta | w potozeniu réwnowagi, jezeli nie
ma tarcia (str. 195, rys. 1)?

Przyjmijmy o$s | za o$ z, nadajac jej zwrot ku godrze,
a punkt osi, znajdujacy sie na wysokosci krazka, za poczgtek ukitadu
wspoétrzednych. Oznaczmy przez « ditugo$¢ nici, przez a odlegtosé
krazka od osi I, przez z1i z2 wspétrzedne punktow Al i A2 a przez
z0 wspbtrzedne Srodka masy. Mamy:

2j= —(s—alsingj), z2= —actgep.
Poniewaz mzO—mR1l+ mZ2 gdzie m=m1l+ m2 wiec
0= [ —»»l(#—a/sirup)—mZactg(p]int.

Aby wyznaczy¢ extremum z0O, przyréwnujemy pochodng dzjdtp
do =zera:

—mxacos P/sin2p+ m2a/sinB=0,
skad

(42) cose)= m2HML

tatwo zbada¢, ze dla wartosci €3 spetniajacej rownanie (42),
z0 jest minimum. Rdwnanie (42) okresla wiec potozenie réwnowagi
(gdy ma<TO;j).

Inny sposéb rozwiagzania podany jest w przyktadzie 2, str. 195.



ROZDZIAL X
DYNAMIKA UKEADOW HOLONOMICZNYCH

8§ 1. Uktady holonomiczne. W tym rozdziale zajmiemy
sie dynamika pewnych uktadéw nieswobodnych. Wyprowadzimy
dla nich réownania ruchu, w ktérych nie bedg wystepowaty reakcje.

Niech dany bedzie uktad n punktow materialnych. Niech wiezy
uktadu polegajg na tym, ze w kazdej chwili pewne tylko potozenia
uktadu sa mozliwe. Nie zaktadamy (jak w rozdz. 1X), ze w kazdej
chwili mozliwe sg jedne i te same potozenia: zbidér mozliwych potozen
uktadu moze sie zmienia¢ wraz z czasem.

Przyktadem jest punkt mogacy pozostawac¢ na ptaszczyznie
ruchomej lub linii ruchomej, np. kulka nawinieta na drut, ktory
sie porusza lub zmienia ksztait.

Jezeli w chwili t wiezy sg obustronne (str. 421), wowczas
wspotrzedne X\vyi,zt, ..., X,,, ¥.,Z,, punktéw uktadu muszg w chwili
spetnia¢ pewne réwnania (str.423):

(1) Fi (X\Y.un,znyt)= 0, ey Fm{Xiyay Zny O: 0,
ktore zapisujemy krécej:
m Fj(xi, ...,.znt)=0

Jezeli w chwili t wiezy sa jednostronne, to oprécz (l) zachodzg
zwigzki ((9), str. 422)

() Or(xIf...,znt)~O (r=1,2,....#).

Uktad, ktoérego wiezy dajg sie przedstawi¢ przy pomocy
zwigzkow postaci (1) i (I1) nazywamy holonomicznym.

Jezeli funkcje Fj i Or nie zaleza od czasu t, méwimy, ze wiezy
sg hiezalezne od ezaeu, ukiad zaz nazywamy Meronomicznym.
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W rozdz. I X, badaliSmy warunki réwnowagi ukladéw holono-
micznych skleronomicznych. Wiezy takich uktadoéw dajg sie okreslié
zwigzkami postaci (1), str. 423, i (9), str. 422:

(1 FJ(xi,y4zi,...,z,)=0 (g=12,....m),
() (r=1,2,..#).

Jezeli cho¢ jedna z funkcyj w (1) lub (I1) zalezy od czasu t,
moéwimy, ze wiezy zalezne sg od czasu, uklad za$ nazywamy
reonomicznym.

tatwo zauwazy¢, ze ukiad skleronomiczny jest szczegélnym
przypadkiem reonomicznego; innymi stowy réwnania (1) i (11"
sg szczegbélnym przypadkiem réwnan (1) i (11).

O funkcjach Fj, ¢r zakladamy na ogo6t, ze sg ciggte i ze
maja pochodne czgstkowe ciggle w pewnym obszarze zmiennych
X\, ¥i,Zi,..0,%,,Y 0,20, L

O réwnaniach (1), (1, (1), (11") méwimy, ze przedstawiajg
wiezy w postaci skonczonej.
Podobnie jak w ukfadach skleronomicznych (str. 423), zakia-

damy, ze funkcje (I) sg od siebie niezalezne i ze m<3n, a liczbe
k=3n—m nazywamy liczbg stopni swobody danego uktadu.

Frzyktad. Niech punkt materialny A(x,y,z) ma pozostawac
na powierzchni pewnej kuli, poruszajgcej sie ruchem postepowym
jednostajnym.

Oznaczmy przez r promien kuli, przez i0yQQ0 wspotrzedne
Srodka kuli w chwili t=0, przez w chwili t, a przez a,b,c rzuty
predkosci ruchu postepowego na osie wspotrzednych. W chwili t
mamy f=f0+o<, tj=r]0-\-bt i C=f0+cf. Kula ma wiec w chwili t
rownanie (x—Sf+(y—y)2+(z—02—r2=0 czyli
2) (*-£«-atf+(y ~Vo-btf+ (z —f0—f)2—r2=0.

Wspébtrzedne punktu A musza tedy spetniaé w kazdej chwili
rownanie (2); jest ono postaci F(x,y,z,t)=0, zatem wiezy sg obu-
stronne, zalezne od czasu, awiec uktad jest holonomiczny reonomiczny.

Jezeli zatozymy, ze punkt A ma pozostawa¢ wewngtrz lub
na powierzchni kuli, wéwczas wiezy wyrazg sie nieréwnoscia
3) (x—f0—a<2+ (y-Vo~btf+ (z-to-etf-r'~ 0,

a wiec bedg w tym przypadku jednostronne.
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§ 2. Uktady anholonomtczne. Nie zawsze wiezy obustronne
uktadu daja sie przedstawi¢ w postaci skoniczonej (1) lub (1.

Przypus¢my np. ze kazdemu punktowi A przestrzeni przy-
porzadkowany jest wektor H, ktérego rzuty sg zalezne od wspot-
rzednych x,y,z punktu A. Zatem:

1) Hx=a(x,y,z), Hy= P(x,y,z), Hz=y(x.y,z),

gdzie a, fi,y sg danymi funkcjami.

Zatézmy, ze punkt materialny moze sie porusza¢ tylko w taki
sposob, ze predkosé jego w kazdym potozeniu jest prostopadta do H.
Oznaczmy przez X,y,z rzuty predkosci v punktu materialnego.
W kazdej chwili bedzie wiec musiat zachodzi¢ zwigzek Hv= 0 czyli

(2) a(x,y,z)x+P(x,y,z)y+y(x,y,z)z=0.

Jezeli istnieje taka funkcja F(x,y,z), ze jej pochodne czgstkowe
sg rowne odpowiednim funkcjom a,p,y, to réwnanie (2) mozemy
napisa¢ w postaci dF/dt=0 czyli F = const,—c lub
3) F(x,y,z)—c=0.

Na odwrét, jezeli zachodzi réwnanie (3), to rézniczkujac je,
otrzymamy (2). Roéwnania (2) i (3) sg wiec w tym przypadku
rébwnowazng, a zatem wiezy sg holonomiczne, poniewaz dajg sie
przedstawi¢ w postaci skoriczonej (3).

Jezeli jednak funkcje a,p,y nie sg pochodnymi czastkowymi
jednej funkcji, to réwnanie (2) moze nie by¢ réwnowazne zadnemu
réwnaniu postaci (3). W tym przypadku wiezy nie dadzg sie wiec
przedstawi¢ w postaci skonczonej i ukiad nie jest uktadem holono-
micznym. Mowimy woéwczas, ze ukilad jest anholonomiczny.

Réwnanie (2) piszemy zazwyczaj w postaci

4) a(x,y,z) dx+P(x,y,z) dy+ y(x,y,z)dz=:0.
Ogolniejszg posta¢ majg réwnania

(5) a(x,y,z,t)dx+P(x,y,z,t)dy + y(x,y,z,t)dz+e(x,y,z,t)dt=0.
Réwnanie (5) jest réwnowazne réwnaniu

(6) ax+py+yz+e=0,

gdzie a,p,y,e sg danymi funkcjami zmiennych x,y,z i t. Stanowi
ono warunek konieczny, jakiemu muszg czyni¢ zados$¢ predkosci
punktéw ukiadu. Uktadami anholonomicznymi zajmowac sie blizej
nie bedziemy.
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83. Przesuniecia przygotowane. Na str. 428 okresliliSmy
przesuniecie przygotowane uktadéw holonomicznych skleronomi-
cznych. Zajmiemy sie teraz ukladami reonomicznymi.

Punkt na powierzchni. Niech punkt A(x,y,z) ma pozosta-
wacé¢ na powierzchni ruchomej 8, ktorej réwnanie w chwili t jest

(1) F(x,y,z,t)=0.
Wspoétrzedne punktu A spetniaja wiec w chwili t rownanie (1).

Przesunieciem przygotowanym nazywamy kazde przesuniecie 0s
punktu A o rzutach 6x,dy,dz, spetniajgce réwnanie

9F 9F 9F

(2) oz

Widzimy stad, ze przesuniecie przygotowane jest takie, jak
gdyby powierzchnia S byta nieruchoma i miata potozenie, ktére
zajmuje w chwili t. Zatem przesunieciem przygotowanym jest dowol-
ny wektor, styczny w chwili t do powierzchni S w punkcie A (str. 425).

Nadajmy punktowi A dowolny ruch zgodny z wiezami. Wspo6t-
rzedne punktu bedg wiec spetniaty réwnanie (1). Tworzgc pochodng
wzgledem czasu i, otrzymamy z (1)

9F. 9F. 9F. O9F

() NoX+EN y+N z+ 1t ="
Oznaczajac przez v predkos¢ punktu A, otrzymamy z (3)
9F |, 9F 9F 9F _
“) % oy y oz _I_QtSt_rb'
Poréwnujac (2) i (4), widzimy, ze nie mozemy przyjac

6x—V, fy=Vg i dz—vz, czyli ds=v, chyba ze 9F/ct—O.

A wiec, w uktadach reonomicznych przesuniecia przygotowane
nie sg na ogo6t proporcjonalne do predkosci mozliwych (jak w ukta-
dach skleronomicznych), t.zn. wyrazaja sie innymi wektorami niz
predkosci mozliwe.

W szczegdblnosci przesunieciem przygotowanym jest na mocy (2)
przesuniecie ds=0 (t.j. &r=0, dy= 0, <5z=0); z (4) za$ wynika, ze
jezeli 9F/9t+0, to r=<) nie jest predkoscig mozliwa.
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Uwaga. Bozniczka zupetna funkcji (1) wynosi

o =36 s A5y 1% 1 OF Y

Jezeli utworzymy roézniczke przy zatozeniu, ze t=const.,
wowczas dt=0, zatem
9F 9F 9F
dF=97dx+ W dy+i dz

A wiec rownanie (2) otrzymamy, rozniczkujgc obustronnie (1)
przy zatozeniu, ze czas t= const., a nastepnie piszac zamiast dx,dy,dz
odpowiednio bx, by, bz.

W przyktadzie na str.471 przesuniecie przygotowane spania réwnanie,
jakie otrzymamy, rézniczkujac réwnanie (2), str. 471, przy zatozeniu, ze t= const.

Dostaniemy:
(x— Jo— ab)ix+(y— ib— bt)dy+(z— —el)iz—0.

Obierajgc dowolnie ¢y, 6z, mozemy wyznaczy¢ <K z powyzszego Wzoru.

Punkt na linii. Niech punkt materialny A ma pozostawac
na linii ruchomej C, ktéra w chwili t ma réwnania:

O] F1x,y,z,t)=0, FAx,y,z,t)=0.

Przesunigciem przygotowanym punktu A w chwili t nazywamy
kazde przesuniecie 6s (0 rzutach 06x, by, bz), ktére spetnia réwnania:

oF-. 9\ 9\ PR\ 9F. 9F,
(8) -£ «m+ -@l* + -52 * o o> gx gy 49& ))*:0_

Zatem przesuniecie przygotowane jest takie, jak gdyby linia C
byta nieruchoma i miata to potozenie, ktére zajmuje w chwili i.
Przesunieciem przygotowanym jest wiec dowolny wektor styczny
w chwili t do krzywej C w punkcie A (str. 426).

I w tym przypadku przesuniecie przygotowane nie jest na ogot
proporcjonalne do predkosci mozliwej. Na mocy bowiem (7) predkosé
mozliwa v spetnia réwnania (ktére otrzymujemy, tworzac pochodng
réwnan (7)):

9FX 9FI 9F1 OFt_
ok PfrR'4 kx4 g gt_O’
©) 3F,  3F. 3FS  OF,
»i+ oo = 0.
cX 9y y 9z 7* ot

Jezeli 9FJ9t4=0 lub 9F2/9t=t0, to na mocy (8) i (9) nie mo-
zemy przyja¢ bx—vx, by=v,, bz=vx czyli bs=v.
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Zauwazmy jeszcze, ze rownania (8) otrzymamy, tworzac przy
zatozeniu t=const. rozniczke réwnan (7) i piszac dx,dy,dz zamiast
dx, dy, dz.

Przyktad 1. Punkt materialny A ma pozostawa¢ na paraboli
obracajgcej sie okoto osi z ze stalg predkoscig katowa w (dodatnia,
jezeli obrét odbywa sie od reki prawej ku lewej). W chwili t=0
parabola znajduje sie w ptaszczyznie xz i ma réwnanie z=x*.

Parabola zatoczy paraboloide obrotowg z=x?+y2 Potozenie

paraboli w chwili t otrzymamy jako przekrdj paraboloidy ptaszczyzng
asin<ot+ ycos coi=0. Wsp6trzedne punktu A spetniajg zatem réwnania:

(11) a?\-y2—z=0, ®sin<ut+ycoswt=0.

Przesuniecie przygotowane dx, dy, dz spetnia réwnosci, ktére
otrzymamy, rozniczkujac (11) przy zatozeniu t=const. Zatem:

2xdx+2ydy —dz—o0, dxsinat+ dycoseot=0.
Jezeli w==jr/i2 i <uk=3n/2, to:
dy——dxtgmt, dz=2(x—ytga>t)dx,
gdzie dx jest dowolne.

Uktady punktow. Niech dany bedzie ukiad holonomiczny,
ktérego wiezy okreslone sg réwnaniami

(12) Fj(Xi,yi,Z|t...,X,,,y,,,« 2,<)=0 0=1,2,...,m).

Przesunieciem przygotowanym uktadu w chwili t w potozeniu
=i, ..., Z,) zgodnym z wiezami, nhazywamy kazde przesunigcie
dxi,...,dzn spetniajgce réwmania:

m %q(ng+sA+sH-o

O réwnaniach (1) zaktadamy, ze w kazdej chwili t sg od siebie
liniowo niezalezne; innymi stowy zakladamy, ze spos$rdd niewia-
domych axi,dyi,dzi mozemy obra¢ k=3n—m niewiadomych dowolnie,
a pozostatych w wyznaczy¢ z rownan (I).

Boéwnania (1) majg posta¢ podobng jak dla ukitadéw sklero-
nomicznych (por. (I), str. 428). Przesuniecia przygotowane ukiadu
w chwili t sg wiec takie, jak gdyby wiezy nie zalezaly od czasu i byty
stale takimi, jak w chwili t
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Réwnania (1) otrzymamy, tworzgc przy zatozeniu t=const.
rézniczke z réwnan (12) i piszac nastepnie zamiast dxi,...,dz,
odpowiednio dxi,...,dzn.

W przypadku uktadéw reonomicznych nie mozemy powiedziec,
Ze przesuniecia przygotowane sg proporcjonalne do predkosci
mozliwych. Nadajmy bowiem uktadowi dowolny ruch zgodny
z wiezami. RoOzniczkujac (12), otrzymamy

3Fj . 3F . 3F

13 :
(13) INAXI+""+ 9N+ ~di=0

0=1,2,...,m).

Oznaczajac przez ViIf..., v, predkosci punktéw, mozemy
napisa¢ (13) w postaci

(14) 2 /W/ﬁ&% 0=1,2,...m).

Porownujac (14) z (1) widzimy, ze nie mozemy na ogét przyjac
OXi=Vix, ..., 6z,—Me, jak w przypadku uktadéw skleronomicznych.

Jezeli oprocz réwnan (12) zachodza jeszcze zwigzki ((11), str. 470)
(15) &r(xi,:;;Znt)N0 (r=1,2,...,4),
to przesuniecie przygotowane musi oprocz (I) spetniaé te ze
zwigzkow

(n v, id&r aor ar |

dla ktérych w danym potozeniu ukitadu w chwili i zachodzg
réownosci 0r=0 (por. (I1), str. 434).

Wspo6trzedne wuogo6lnione. Niech potozenia ukitadu holo-
nomicznego okreslone beda przy pomocy parametrow qv ..., gk
(str. 455).

Jezeli ukiad jest reonomiczny, to funkcje, ktdére okreslajg
wspotrzedne naturalne xv ...,zn, odpowiadajace parametrom qov —,gk
sg zalezne od czasu. Zatem ((l), str. 456):

(16) X(=ft(qv...,qkt), yiE?>131...,gA), (f~..,q))  (6=1,2,...,»).

Jezeli parametry sg niezalezne, to kazdemu uktadowi zmien-
nych dL...,gk pewnego obszaru tych zmiennych (ktéry moze zaleze¢
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od i) odpowiada potozenie ukitadu zgodne z wiezami. Jezeli zas
parametry sg zalezne, to w przypadku wiezéw obustronnych musza
by¢ spetnione pewne réwnania (2), str. 457:

(17) 0, (9i»(r=1,*2,...,«),

a w przypadku wiezéw jednostronnych parametry muszg czynic
zado$¢ nieréwnosci (3), str.457:

(18) Wr(qv - 'e,«*.*)<?' (r=1,2,...,e).

W szczegoélnosci, gdy funkcje (16)-(18) nie zalezg od czasu i,
uktad jest skleronomiczny.

Jezeli ukiad sie porusza, to parametry qv ...,gk zalezg od czasu t.
Euch ukiadu bedzie wiec wyznaczony przez podanie funkeyj:

(19 g=q1m,  ...o» PP

okreslajacych w kazdej chwili t wartosci parametrow ukiadu.
Wsp6trzedne naturalne otrzymamy, podstawiajgc funkcje (19) w
funkcje (16). Jezeli parametry sg zalezne i spetniajg réwnania (17),
ewentualnie réwniez nieréwnosci (18), wowczas funkcje (19) muszag
takze spetnia¢ te zwigzki.

Niechaj potozenia uktadu holonomicznego okreslone beda para-
metrycznie przy pomocy funkeyj (16). Przesuniecie przygotowane
uktadu w chwili i w pewnym potozeniu zgodnym z wiezami otrzy-
mamy, przyjmujac, ze wiezy sa niezalezne od czasu i takie, ja-
kimi byty w chwili t. Na mocy wiec (111), str. 458, dostaniemy:

Wzory (I1l) otrzymamy, tworzac przy zatozeniu t= const.
rézniczke z (16) i piszac nastepnie dxl,dyl,dzi,dg, zamiast dxi,dyl,dzi,dgJ

Jezeli parametry sg niezalezne, to bgj sgw (I111) dowolne. Jezeli
za$ parametry, okreSlajace potozenia ukiadu zgodne z wiezami,
spetniajg zwigzki (17), to 6gc w (111) nie sag dowolne, lecz muszg czynié
zados¢ rownaniom ((1V), str. 459)

t(v)
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Jezeli wreszcie parametry muszg spetnia¢ oprécz rownan (17)

pewne nieréwnosci (18), to muszg oprocz (1V) spetniaé te ze
zwigzkow

k
V) 2sW 690 (r=i,2,...,e),

J=1

dla ktérych w danym potozeniu uktadu w chwili t zachodzg réw-
nania 'Pr=0 ((V), str. 459).

1'rzyktad 2. Punkt materialny A ma
pozostawac na prostej | lezgcej w ptaszczyznie
Xy i przechodzacej przez poczatek ukiadu 0.
Prosta | obraca sie okoto O ze statg predkos-
cig katowg tu

Przyjmijmy punkt O za poczatek uktadu wspoétrzednych i na-
dajmy prostej | zwrot dowolny. Oznaczmy przez q wspoétrzedng
punktu A wzgledem osi I; zatézmy wreszcie, ze w chwili t o$ | po-
krywata sie z osig x. Na wspétrzedne x,y punktu A otrzymamy
wtedy wzory:

(o)) X=qco8<ot, y=gsin<ot.

Zmienna q okresla potozenie punktu w chwili t, jest wiec
parametrem. Rdzniczkujgc rownania (20) przy zatozeniu, ze t=const.,
dostaniemy:

@D Ox=dqgcosa>t, Sy~6gsina>t.

§4. Zasada d’'Alemberta. Ré6wnowaga sit. Dotychczas
pojecie réownowagi sit dziatajgcych okreslilismy dla uktadow sklero-
nomicznych. Wedle podanej definicji (str. 438) sity dzialajagce sg
w rownowadze, jezeli ukiad punktéw, mimo dziatania tych sit,
moze pozostawaé w spoczynku.

To okre$lenie rownowagi nie nadaje sie jednak dla uktadéw
reonomiéznych.

Jezeli np. ukiad punktéw materialnych ma stale pozostawaé¢ na pewnej
ptaszczyznie poziomej, poruszajacej sie pionowo w gére ruchem jednostajnym,
to oczywiscie uktad w zadnym razie nie moze pozostawaé¢ w spoczynku. W mysl
poprzedniej definicji nie moglibySmy wiec o zadnym ukiadzie sit powiedzie¢,
ze jest w réwnowadze.
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Zasada prac przygotowanych (str. 439) podaje warunek Kko-
nieczny i wystarczajgcy rownowagi sit dla uktadéw sklerono-
micznych (jezeli nie ma tarcia). Ot6z dla uktadéw reonomicznych
(gdy nie ma tarcia) przyjmujemy zasade prac przygotowanych za
definicje rownowagi sit dziatajgcych: powiemy wiec, ze silty dzia-
tajace na ukiad hotonomiczny reonomiczny (w ktérym nie wystepuje
tarcie) sa w rownowadze w pewnej chwili t, jezeli na kazdym prze-
sunieciu przygotowanym w chwili t praca przygotowana sit jest zerem
lub liczba ujemna.

Przy tej definicji zasada prac przygotowanych stosuje sie
wiec do uktadéw holonomicznych zaréwno skleronomicznych jak
i reonomicznych.

Zasada d'Alemberta. Niech na uktad hotonomiczny utwo-
rzony z »punktéw materialnych A(xl,y1Zi),....A,.(X,,Y..2,) dzialajg

sity Oznaczmy przez »i,..., », masy, a przez pi,...,p.
przyspieszenia tych punktéw.
Wektory —mipi,...,—mnp, nazwaliSmy sitami bezwladnosci

(str. 74). Jezeli uktad jest swobodny, to w mys$l zasady d’Alem-
berta (str. 192) sity dziatajgce réwnowazg sie z sitami bezwtadnosci.
Ot6z doswiadczenie okazuje, ze zasada d’Alemberta sprawdza sie
rowniez dla uktadéw nieswobodnych holonomicznych, w ktérych
nie wystepuje tarcie. Mozemy wiec ja wypowiedzie¢, jak nastepuje:

Sity dziatajgce na punkty ukiadu holonomicznego (w ktérym
nie ma tarcia) réwnowazg sie w kazdej chwili z sitami bezwtadnosci.

Sity Pi—mipi (gdzie *=1,2,...,») sa przeto w réwnowadze.
Oznaczajac przez 6si przesuniecia przygotowane, otrzymamy
(1), str.436 i (11), str.439)

) 2 (Pt—mipijdSi~O.

W przypadku wiezéw obustronnych (lub przesunige¢ odwra-
calnych) mamy

) 2 (P i—mipt)6si=0.

Oznaczajgc przez Xi,yi,zi rzuty przyspieszenia pi, za$ przez
dxi,6yi,dzi rzuty przesuniecia &/, wzory (1) i (I') mozemy napisac
w postaci ((Il), str. 439)

1)) /hl(P ix- mi*iNei+ (Pi,-miyi)dyi+ (Pit-m i

\
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a w przypadku wiezéw obustronnych mamy ((I11), str. 439)
() /i_il(P i Xx—mi ihi)oxi + {P i —miyi)dyi+ (Piit— )A]=0.

Zasada d’'Alemberta sprowadza wiec zagadnienia dynamiki do
zagadnien statyki. Zasade te udowodni¢ mozemy w wielu przy-
ktadach. W przypadkach, gdy tarcie jest zdefiniowane, przyjmu-
jemy ja za prawo stwierdzone doswiadczalnie. W przypadku za$s
0g6lnym mowimy, ze tarcia nie ma, jezeli do danego ukiadu sto-
suje sie zasada d'Alemberta.

Uwaga. Zatézmy, ze ukiad jest swobodny. Zatem dxtdyi,dzi
sg liczbami dowolnymi. Poniewaz réwnanie (I11') ma zachodzi¢ dla
kazdego uktadu liczb dxlféy,, &, wiec wspoétczynniki przy tych
liczbach muszg by¢ zerami. Zatem:

Pix—miXi=0, Piy—m ijji-o, Piz—mizi=o
czyli
miXi=Pix, miyi= P ijl, mizi~Pi, (:=12,....«.

Réwnania powyzsze sg oczywiscie rownaniami ruchu Newtona
((1n), str. 190).

Przyktad 1. Punkt materialny ciezki A o masie m spada
(bez tarcia) po réwni pochytej, nachylonej do poziomu pod katem a.
Wyznaczy¢ ruch punktu.

Oznaczajgc przez p przyspieszenie,
przez Q ciezar punktu A, zas przez 0s
przesuniecie przygotowane, otrzymamy
z zasady d’'Alemberta (I)

@ (Q—mp) 6s™0.

Przyjmijmy za o$ z linie najwiekszego spadku na réwni, na-
dajac jej zwrot ku dotowi. Niech 6s ma kierunek osi z. Oznaczajgc
rzuty 6si p nao$ z przez 6si p oraz biorgc pod uwage, ze ds jest
przesunieciem odwracalnym, otrzymamy

(Q—mp)ds—0 czyli Qds—mpds=0,
skad noréossina—mp 6s=0, a wiec

2) m(gnna—p)o6s=0.
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Poniewaz réwnanie (2) zachodzi dla kazdego ds, wigc mamy
gsina—p=0 czyli
(3) p= Osina.

Réwnanie (3) okres$la przyspieszenie punktu. tatwo okazad,
ze przy tym przyspieszeniu zwigzek (1) zachodzi dla kazdego ds
(lezacego na réwni lub nie).

Przyktad 2. Dwa punkty materialne AVA2 o masach mlw?2
nasuniete sa na drut sztywny (bez masy), ktérego konce pozo-
stawa¢ majag na dwdch prostych réwnolegtych IItl12 Na punkty dzia-
taja sity Pi,P. lezace w ptaszczyznie prostych 1NN Wyznaczyé
ruch punktéw przy zatozeniu, ze nie ma tarcia.

tatwo zauwazyé, ze pret bedzie miat
kierunek staty. Obierzmy osie x,y w pta-
szczyznie prostych ij,i2 nadajac osi x
kierunek preta, i oznaczmy wsp6trzedne
punktéw przez xLyli x2y2 Wiezy beda
zatem okreslone réwnaniem
(4) 3b-2/2=0.

Na mocy zasady d’'Alemberta ((!!'), str. 480), otrzymamy
(5) (Pi—wid?i)dx+ (P i —mijji)dyi+(P2—m2x2)dxz+ (P iii—miyi)dyz= 0.

Z réwnania (4) mamy dyl—oy2= 0 czyli dyl=dy2 Podstawiajgc
te wartos¢ w (5), dostaniemy
(6) (Pix— mix1)dxl+ (P tx— m2Xi)dx2+(Pill-m iyi+ P 2l-m iy2)6yi=0.
Poniewaz 6x1, bx2 byx sg liczbami dowolnymi, wiec ich wspét-
czynniki w réwnaniu (6) musza by¢ zerami. Zatem:
) mi Xi= Pix, miXi—Pix,
(8) miyi+ m2yi=Piut+ P iu.
Z (4) mamy yi—y2= 0 czyli yi= y2 RoOwnanie (8) mozemy
wiec napisa¢ w postaci
9) - (ml+ma)yi= Piu+ P iy.
Réwnania (7), (9) i (4) wyznaczaja ructi punktow.

Przyktad 3. Plaszczyzna pionowa 11, przechodzgca przez o$ z
skierowang pionowo w gore, obraca sie okolo z ze statg predkoscia
katowag 0. Na ptaszczyznie /7 ma pozostawa¢ punkt ciezki A 0 ma-
sie m. Wyznaczy¢ ruch tego punktu, przyjmujac, ze nie ma tarcia.
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Zatozmy, ze w chwili t—O0 plaszczyzna n miata potozenie
ptaszczyzny xz. Réwnaniem ptaszczyzny /7 w chwili t bedzie wiec

(10) y cos mt—x sin (Ot—0.
Wspotrzedne x,y punktu A musza

wiec spetnia¢ roéwnanie (10). Poniewaz

sita ciezkosci ma rzuty na osie ukladu:

0,0,—mg, wiec z zasady d'Alemberta
wynika, ze

(11) —mxbx—myby+ (—mg~mz)bz=0.

Przesuniecie przygotowane dx,dy,dz spetnia na mocy (10)
rownanie

(12) bycoswt—<5®8incot=0.
Zatem 0z jest dowolne, za$ dx i by spetniajg rownanie (12).

Przyjmujac w (11) bx=0, by=0, otrzymamy (—mg—mz)bz=0.
Poniewaz 0z jest dowolne, wiec —mg—mz= 0 czyli

(13) z=-g,

skad «= —]gt2+ct-\-c', gdzie c i ¢’ sg pewnymi statymi.
Z (11) i (13) otrzymamy xbx-\-yby—O0 czyli

14) x bxcos a)t+ydy coswt= 0,

skad na mocy (12) {xcoscot-\-y sinwi)&r=0, a poniewaz bx jest
dowolne, wiec

(15) X coswt+jj sinft>i=0.

Pot6zmy r—OA\ gdzie A' oznacza rzut A na plaszczyzne Xy.
Zatem-.

(16) X=rC08(ot, y = rsin.(Ct,
skad
X = rcos cot—2fa) sin oh—r<s2cos wt, y —rsinok+ 2riocos ust—raj2sinon

i przez podstawienie w (15) r—rto*=0, u wiec (por. przykiad 4,
str. 141) r=cle"t-\-cie~"l czyli na mocy (16):

X = (a>e,M+ )cos o, y= (c,c¥&'+ v& “') sin oot

Stale c, c', c2 wyznaczamy z danych poczgtkowych.
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8 5. Praca i energia kinetyczna w ukfadach sklero-
nomicznych. Niech uktad holonomiczny skleronomiczny, ztozony
z n punktéw materialnych o masach t»i, i 0 wspbtrzednych
xi,yi,zi,....X,,,¥Y.»,Z,, poddany bedzie dziataniu sit

Zatézmy na razie, ze wiezy sa obustronne.

Z zasady d’Alemberta mamy dla kazdego przesuniecia przy-
gotowanego dxi, Oyi, dzi
1)  2[(Pix—miXi)dxi+iP~—miy{) Oyi+ (Piz—mi zi) dz{]=0.

Poniewaz uktad jest skleronomiczny, wiec predkosci punktow
mozemy przyjaé za przesuniecia przygotowane (str.427). Kladac
zatem xt—adxt, yi=dyi, zt—0Z, otrzymamy z (1)

2) iJ_E(Pix—m{ ithA+ (Pi —miH)yi+(Piz-mi ¢¢1=0

czyli

3) (P ixXi+Piyy{+ Pizzi)—2 (Xixi+ ijiin+ ¢igy=°.
Energia kinetyczna ukladu wyraza sie wzorem

E —S. i mt(xi-f yf+ 2?),
i=i

skad E=2m I(xIxl+ytyl+'zizi). Na mocy zatem (3) jest
E-ZiPiJi+Pi~i+PiJi).

Catkujgc to réwnanie obustronnie od tO do t, otrzymamy

4 iEdt= idt2(Pixzi+Piyyi+ Pizzi).

Lewa strona wzoru (4) rowna jest E—EQO, gdzie E oznacza
energie Kkinetyczng w chwili t, a EO w chwili €0, prawa za$ strona
wyraza prace sit dziatajagcych od chwili t0 do t ((Il), str. 211).
Zatem
(5) E —Eo—L"t.

Réwnanie (5) wyraza zasade rdwnowartosci pracy sit dziata-
jacych i energii kinetycznej.

Odrzuémy teraz zalozenie obustronnosci wiezéw. Przyjmijmy,
ze oprocz zwiazkéw wyrazajgcych sie réwnosciami, wspdtrzedne
punktéw uktadu majg spetnia¢ nieréwnosci ((15), str. 476):

(6) ir(*i,....2,K 0 (r=1,2,...,e).
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Zasada d’Alemberta ma w tym przypadku postac
(7)  11(Pix—mi@i)tei+ (Piy—mift)dyi+ "Pi—miz{)6zjK 0.

Zatozmy, ze predko$¢ zmienia sie podczas ruchu w sposéb ciagty.

Jezeli w pewnej chwili t' (gdzie tO<t'<<) potozenie ukiadu
nie jest brzezne t.zn. ze w nieréwnosciach (6) zachodzg znaki <,
wowczas nieréwnosci (6) nie daja zadnych warunkéw na przesu-
niecia przygotowane (str.476). Przesuniecia przygotowane sg w tym
przypadku odwracalne; zachodzi zatem réwnanie (1), a nastepnie (2).
Jezeli zas w chwili t' (gdzie tO<t'<t) uklad zajmuje potozenie brzezne,
t.zn. ze dla pewnego r zachodzi réwnosc

&N —o0,
to wobec zatozenia, ze funkcje maja pochodne ciggte wzgle-
dem czasu t, funkcja &r bedzie miata réwniez pochodng ciggla.

Poniewaz zas jest stale O0r< 0, wiec w chwili t' funkcja <r osigga
maximum. Wynika stad, ze dla t=t' jest Or—O0, wiec

d&r .. &,
(8) oxi Xi -\-...A--ézrnz,, = 0.
Na mocy (8) przesuniecie przygotowane dxi=zi, ..., dz,=z,

jest przesunieciem odwracalnym. Dla przesuniecia tego zachodzi
przeto réwnanie (1), a tym samym i (2).

UdowodniliSmy zatem, ze w kazdej chwili t' (gdzie tO<t'<t)
spetnione jest rownanie (2), z ktérego — rozumujac jak poprzednio,
wyprowadzimy wzor (4).

A wiec: do uktadéw holouomicznych skleronomicznych stosuje sie
zasada rownowartosci pracy sit dziatajgcych i energii Kkinetycznej
(przyczem dla wiezoéw jednostronnych zachodzi to wtedy, gdy pred-
kosci punktow zmieniajg sie w spos6b ciggly).

Jezeli sity dziatajgce majg potencjat V, to Lt,t=V —F0, gdzie
V i VO oznaczajg odpowiednio potencjaty w chwilach t i t0 Z (5)

mamy zatem E—EO0==V—FO0czyli E—V =E 0—V0. Oznaczajac stalg
EO0O—VO przez h, otrzymamy
(9) E—V—h.

Wyrazenie —V nazwaliSmy energia potencjalng i oznaczy-
liSmy przez U (str. 220). Zatem

(10) E+U=h.
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Sume E-\- U nazwalismy energig catkowitg ukiadu (str. 220).

A wiec: do uktadéw hotonomicznych skleronomicznych stosuje sie
zasada zachowania energii catkowitej (przy zatozeniu, ze w przypadku
wiezow jednostronnych predkosci zmieniajg sie w sposob ciggty).

Uwaga. W ukiadach reonomicznych zasada réwnowartosci
pracy i energii kinetycznej na ogét nie zachodzi.

Jezeli np. punkt ma pozostawaé¢ na krzywej ruchomej i na
punkt nie dziatajg zadne sity, to energia kinetyczna punktu moze
sie pomimo to zmieniaé¢ zaleznie od ruchu krzywej.

W uktadach reonomicznych przyrost energii kinetycznej zalezy
rowniez od pracy sit reakcyjnych, ktéra na ogét nie jest zerem.

8§6. RoOwnania Lagrange’a pierwszego rodzaju. Niech
dany bedzie uktad holonomiczny n punktéw materialnych

Ai(«i,yi«i),..., An(xny,,zn). Oznaczmy przez sity dziatajgce
na punkty ukfadu, a przez masy tych punktéw. Zatézmy,
ze wiezy sg obustronne, okreslone réwnaniami ((I), str. 470):

(1) Fj(x14y1zi,...,X,,0,,znt)=() 7= 1,2,....m).

Przesuniecia przygotowane uktadu spetniajg réwnania:
2 7= 1,2,-..m).

Na mocy zasady d’Alemberta ((11'), str.480) mamy:
(3) £ [(P~—miibi) dxi+ (P iy—miyi) dyi+ (P iz—miii)6*j]=0.

Réwnanie (3) zachodzi dla kazdego uktadu liczb dxi,dy,-,dz,
spetniajgcego uktad réwnan (2). Z rozwazan na str. 450 wynika, ze
dla kazdej chwili t istniejg takie liczby X\ ze bedag spet-
nione réwnania (1), str.451 (gdzie zamiast P”™x nalezy podstawié
Pix—mixi it. d.):

m
Pi-~ + 2 ~
i=i
m
- VidFi_-

:O,

) Pi,-*i9i+2l
y=i
Piz~mizi+ 2 J1jYz~= 0 (i—=D2 ...4h).

J=1 1
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Liczby Ai,... A, zalezg od t, sg wiec funkcjami czasu; zatem
Ai= Ai(fy , Am= An<). Z (4) dostajemy:

L SFi
miXi=Pix+ N " 2n~1
7=1
(n mi'yi=piy + ™ xi &
7=1
mei=Pit- \ - A (*=1,2,... W).
7=1 *

Réwnania (I) nosza nazwe rdéwnan Lanyrange'a pierwszego
rodzaju.

Niech sity Pi dane bedg jako funkcje zmiennych x1...,z,, xt,...,Z,,<
okres$lajgcych potozenie uktadu w chwili t. Z réwnan (1) i (1) mo-
zemy zatem wyznaczy¢ niewiadome funkcje czasu xlIf...,z,, okre-
Slajace ruch uktadu, oraz funkcje Ai=Ai(<), ... , A,,=A,,(i). Funkcyj
niewiadomych jest tyle, ile réwnan, t.j. 3n+ m.

Oznaczmy przez Pi,...,/If, sity, ktorych rzuty okreslone sg
rownosciami:

m m ni
(rm
7=1 1 7=1 7=1
Na mocy (1) i (1) mamy:
(5) ™idi=Pix+-RiZy miyi—P +P»ff (i=1,2,...,w).

Oznaczajac przez jpi przyspieszenie punktu A/, mozemy (5)
napisa¢ w postaci
(6) mipi—Pr\-Ri (*=1,2,...,w).
Z (6) wynika, ze sity P( sg reakcjami. Jezeli bowiem dotozymy
je do sit dziatajgcych, to bedziemy mogli na mocy (6) uwaza¢ ukiad
za swobodny. A wiec reakcje sg okreslone zwigzkami (I1).
Przyktad 1. Niech punkt o masie w, poddany dziataniu
sity P, ma pozostawac¢ na powierzchni o réwnaniu

@ @iy, 2)=0.
Réwnania (1) Lagrange’a przyjma postac:
. F B 2F . °
(8) mx= Pj. + Adx' my = P,-f-A 3y’ mz= P2+ A3z'



tlq] Réwnania Lagrange’a pierwszego rodzaju. 487

Z réwnan (7) i (8) mozemy otrzymac¢ niewiadome funkcje
czasu x,y,z i X
Réwnania (8) otrzymaliSmy na innej drodze (por. (1), str. 129).

Niechaj teraz punkt ma pozostawa¢ na powierzchni ruchomej
0 réwnaniu
9 F(x,y,z,t)=0.

Réwnania (1) Lagrange’a bedg miaty wéwczas réwniez postac (8).

Przyktad 2. Niech punkt materialny o masie m ma pozo-
stawac na kuli, ktérej srodek jest poczatkiem uktadu wspo6trzednych,
a promien r zmienia sie wraz z czasem t. Niech
(10) r=at+rQ,
gdzie liczby a i rO sg dane. Wspédtrzedne punktu spetniajg zatem
rownanie
(11 ir2+y 2+ z2—(at+ r0)2=0.

Zaldézmy, ze na punkt nie dzialajg zadne sity. Rownania (8)
przyjma wtedy postac:
(12) mx = 2XX, my=2Xy, mz—2Xz.

Z réwnan (12) wynika, ze kierunek przyspieszenia przechodzi
przez poczatek ukiadu wspétrzednych. Zatem ruch bedzie ruchem

srodkowym (str. 86) i bedzie sie przeto odbywat w ptaszczyznie
przechodzacej przez poczatek ukitadu wspotrzednych (str. 87).

Przyjmijmy, ze ptaszczyzng ruchu jest ptaszczyzna xz. Zatem
(13) y= 0.

Wprowadzmy w plaszczyznie xz wspdtrzedne biegunowe r, {1
(14) X=rcos<p, 2=7-sing>.

Poniewaz predkos¢ potowa jest stata, wiec na mocy (1), str. 48,
(15) r>=const. = ¢,
skad na mocy (10) <p=c/(ai+r0)2 Catkujgc, dostaniemy

(16) = —c/(at+rQa+cv

Zakladajac, ze dla i=0 jest y= 0, otrzymamy z (16) ct=c/r0a
czyli
(17) = ct/r(at+ ro).

Réwnania (14), (10) i (17) okreslaja ruch punktu. Statlg c
otrzymamy z (15), znajgc np. dla <=0 predkos¢ katowa <
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§ 7. Rownania Lagrange*a drugiego rodzaju. Zajmiemy
sie obecnie réwnaniami ruchu, w ktdrych wystepowaé beda tylko
wspoétrzedne uogdlnione.

Niech dany bedzie ukiad holonomiczny n punktéw material-
nych, ktoérych wspotrzedne naturalne xi,...,z,, okreslone sag para-
metrami qv ...,qk przy pomocy funkcyj:

Q) «,=1,(?,-,2%,%), y,=9/Q»->7*<p» *=1 ? |, 0 (*=1*2,...,»).
Oznaczmy przez masy punktow ukiadu.

Zatézmy, ze sity dziatajgce Pi,...,P, zalezne sg od potozenia
uktadu, predkosci punktow i czasu t.
Na mocy zasady d'Alemberta mamy

2) I[(P ix—mixi)dxi+ (P ii/—miyi)dyi+ (P iz—mizi)»zi'i™:0.
Zauwazmy, ze

IL(Pix-m ixi)dxi+ (P iii—miyi)dyi+ (P h—mizi)dzi)i=
3
:'E_EPixdxi+ Pi&i+PiM) 7‘:‘?‘ i(xitei+yifyi+Zify)-
Pierwsza suma po prawej stronie réwnania (3) przedstawia

prace przygotowana 6'L sit dziatajacych. Mozemy ja na mocy (VII),
str. 460, napisa¢ w postaci

(4) 6'L- ¢ (PixO4:+ Piubyi+ P izbzi) Qjbap

gdzie Qj (dla j=1,2,...,k) sa skladowymi sity uogélnionej. Na mocy
(VI1"), str. 460, mamy wiec

JL/  dxj 3yij aZ\
®) Vi= I[pi*4+piylZ+Pi'w) 0=1'W ) -
Tworzac pochodng réwnan (1) wzgledem czasu t, otrzymamy
e i X %} .
(6) L Pt QN (*=1,2,...,«)

i podobne wzory dla yj,zr
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Na mocy zatozenia, rzuty P”,P”, Piz sg funkcjami czasu t oraz
zmiennych Xi, XX ktére mozemy wyrazi¢ na mocy (1) i (6)
przy pomocy zmiennych gv ..-,gk qv-,q k Z (5) wynika wiec, ze Qj
mozemy réwniez uwaza¢ za funkcje zmiennych ql,...,qk qi,...,qk t:

) 0'= 1>2,

Pierwszg sume po prawej stronie réwnania (3) mozemy wiec
na mocy (4) i (7) wyrazi¢ przy pomocy wspo6trzednych uog6lnionych.

Zajmiemy sie teraz drugg sumag, stojgca po prawej stronie
rownania (3). Z (1) otrzymujemy ((111), str. 477):

Zatem

N mi(»tea j/ Oy 216zi) =
I=i

Na mocy (6) mozemy z, (i podobnie ynz) uwaza¢ za funkcje
zmiennych qv ...,gk, qv —qgk oraz czasu t. Przyjmujac, ze xt oznacza
prawa strone réwnosci (6) i ze gv...,gk sa odrebnymi zmiennymi,
utwoérzmy pochodne czastkowe wzgledem qt,...,qk Otrzymamy:

(20) dxlldgl= 9xJ9qv ...,  9xt/9gk= 9xJ9gk
czyli
(12) 9x1199gJ=9xJ9qJ

Tworzac pochodne czgstkowe rownan (6) wzgledem df (i uwa-
zajac przytem qv ...,k za odrebne zmienne), otrzymamy

oxt 9t . 92X . 9t
w r w i ] K

12)
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Z drugiej strony mamy

d I3A  3ixi . 3*X, 3*X,
(13) dt I .. . teooen - -
\3g)  3BijK g 3ijHk * 3Qdt

Poniewaz porzadek rdzniczkowania nie wptywa na wynik, wiec
z (12) i (13) dostajemy

9zj  dI3x\
(14) 3<lj~dt\3qj"
Zauwazmy, ze
dl. Sx\ 3xt . dldx\
<15) ®*Neo /

na mocy wiec (11) i (14) otrzymujemy stad wzor

-3x \ . 3xt
(16) g d (323; 30j

i podobne wzory dla zmiennych ytzr Ze wzoréw tych dostaniemy
dla dowolnego j:

n dxt . dyi 32\
m2m\’ «* +y'ial+ ‘'>i)=
17)
dic | 3* 3 32\ v [ 3*i 3y> 32\
=102 2
Energia kinetyczna uktadu wynosi
(18) E=22m I(x*+tf+z%*).

Podstawmy do (18) za xl,yj,zI prawe strony réwnosci (6) i ana-
logicznych réwnosci dla ypzr Przedstawimy w ten sposéb E jako
funkcje zmiennych qv ...,qk qv —gkt:

(29) E—E(ql,...tgk

Uwazajac gy,g;,t za odrebne zmienne, otrzymamy z (19) i (18)

(20)
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3E !/ 3x 3y. dz\
N r ™~ mNrg +s'HI+iW

Z (17) dostaniemy na mocy (20) i (21)

- 92\ dI9E\ 9E
(22) 7 Y z

skad na mocy (9)

<23) J'*> K«»,+»,% ,+ SANJE(E) -P
/4 y=l *
Z réwnan (3), (4) i (23) otrzymujemy
n
JE[(Pix-miXi) OXi+ (Piy-miVi) <tyi+ (-P*— 2t =

(24) A

Z zasady dAlemberta (2) wynika wiec, ze

(n

Zwigzki (24) i (1) zachodzg zaréwno wtedy, gdy parametry
Qv ...,gk sg zalezne lub nie, jak i wtedy, gdy wiezy sa jednostronne
lub obustronne.
W przypadku wiezéw' obustronnych nieréwnos¢ (1) przybiera
posta¢ réwnosci:
(" V i L d ia® 4
2j) d\QL dt™q)+ Hj

Zalézmy, ze parametry sa niezalezne. Zatem dqv ...,0gk sg licz-
bami dowolnymi. Wynika stad, ze wspoétczynniki przy dg w (I')
sg zerami, a wiec ze

L o
) T dnogdl + 5y (j—1>2,..7k)>
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czyli
d ISE\ SE __
dt\Sqd Sg~"J (ji=1.2,....fc).

di)

Réwnania (11) noszg nazwe rdwnan Lagrange'a drugiego rodzaju.
Wystepujg w nich tylko wspotrzedne uogdélnione.
Z réwnan (11) mozemy wyznaczy¢ qv ...,qkjako funkcje czasu i;

pozwalaja wiec one wyznaczy¢ ruch bez przechodzenia do wspét-
rzednych naturalnych.

Zalézmy teraz, ze parametry nie sg niezalezne, lecz ze musza
spetnia¢ zwiazki (17), str. 477:

(25) (r=1,2,...,«).

Przesuniecia przygotowane 6qj spetniajg zatem réwnosci (1V),
str. 477,

(26) V' eor (r=1,2,...,%).
/=
Rownosci (1') zachodza dla kazdego ukiadu liczb 6qj spet-
niajacych (26). Z rozwazan podobnych jak na str. 450 wynika,
ze do kazdej chwili t mozna dobra¢ liczby A, ...1«, spelniajgce
réwnania:

n dJ[SE\ SE 90r i- to 1\
Q~dt\9qg)+ "JH+ 2~ 9 N ==0 0-1.2,..,*>
czyli
d/SE\ SE _ , 90r . .
() Jt\Jq)~'37]=:(ii+2 Xr3yp 0-1,2 ,»%)»

Mnozniki Lagrange'a Ar sa zalezne od czasu, sg wiec funkcjami
zmiennej f; zatem Ar=Ar(<).

Réwnania (11") tacznie z (25) pozwalaja wyznaczy¢ niewiadome
funkcje czasu qv ...,gk i Aj(t),...,Adi). Réwnan tych jest razem fc+s,
t.j. tylez co funkcyj niewiadomych.

Uwaga. Przy ukifadaniu réwnan (H) nalezy najpierw przed-
stawi¢ E i Qj jako funkcje zmiennych gv ...,qk qv ...,gkt.

Aby otrzymac Qj, podstawiamy we wzorze na prace przygotowang
S'L=E(Pixdxi+ P iu6yi+ P itdzi) zamiast dxif dyi, dzit xi,yi,zi,
wyrazenia, jakie dostajemy z (1), a nastepnie porzadkujemy wedtug
dqv ...,dgk Wspotczynniki przy oqv ...,6gk bedg skladowymi Qj sity
uogolnionej.
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Podstawiajgc nastepnie we wzorze na energie Kkinetyczng
E =4E m I(xj+yf-\-zj) zamiast xl,yi,zi pochodne, jakie dostajemy,
rézniczkujac (1) wzgledem t, otrzymamy E jako funkcje zmiennych
«I»

Wyznaczywszy E i Qj jako funkcje zmiennych dl,...,gkqgv ...,gkt,
tworzymy pochodne: 9E\9qj oraz 9Ej9qi i wreszcie ~(9E/Sij)).
Podstawiajac w (I1), dostajemy réwnania Lagrange’a.

Rownania Lagrange’'a w polu potencjalnym. Zatézmy,
ze sity dzialajace Pi, posiadaja potencjat V w kazdej chwili t.
Potencjat V jest wiec funkcjg zmiennych xi,...,z,,t; ponadto:

(27) Pix=9V Idxi, Pi=3V/9yi, Pi=9V/c\, «=1,2,...,»),

skad na mocy (5)

(28) % -2 + 9yt9qJ¢ 9z1 9q)" iCS‘_‘Il.3;->>*l§)-

Wyrazajagc w V wspotrzedne xl,...,zn przez qv...,gk przy po-
mocy (lj, mozemy V uwazaé za funkcje zmiennych qv ...,gKi czasu t.
Z (28) dostaniemy wiec

(29) Qj=9Y\9gj (G=1,2,...,A).

Z (29) i (27) widzimy, ze skladowe Qj sityuogélnionej wyrazajg
sie podobnie jak skiadowe sit pi. Mozemy wiec v uwazat¢ za
potencjat uog6lniony sit Qr

d (9E\ 9E 9V ..
Z (1) i (29) dostaniemy ( csyl,

3> *6® ) - N - W 12 -

Poniewaz V nie zalezy od pochodnych qv...,qk wiec 9Vj9°=0.
Zatem
(32) 9EI19qj=9(E+V)I9qj 0=1,2,....,%).
Z (30) i (31) dostaniemy

<»> ¢sM £r,)-M =rU 0=1,V..«.

Sume energii kinetycznej i potencjatu, t.j. E-\-V, nazywamy
potencjatem Kinetycznym.
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Ktadac
(33) W=E+V,
otrzymamy na mocy (32)
d(SW\_dW _n _ -
() dt\ogj)  cqj- 0=1,2,...,%).

Réwnania tagrange’a drugiego rodzaju przyjmujg wiec postac
(I'11) w przypadku, gdy sity posiadajag w kazdej chwili potencjat
(lub — co na jedno wychodzi — potencjat kinetyczny).

Wspdtrzedne cykliczne. Wspotrzedng g. (gdzie j jest
pewng liczbg) nazywamy cykliczng, jezeli potencjat kinetyczny W
nie zalezy od qX t.zn. jezeli

(34) OWI9q=0.

Jezeli ¢ jest wspdtrzedng cykliczng, wowczas z réwnan (I11)
i (34) otrzymamy —°> Hkad

(35) 9WI19qgj—const. = c.

Réwnanie (35) jest réwnaniem rézniczkowym rzedu pierwszego.
Jezeli wiec jakas wspotrzedna  jest cykliczna, to odpowiednie jej
rownanie w réwnaniach (I111) Lagrange’a mozemy zastgpi¢ réwnaniem
rézniczkowym (35) rzedu pierwszego.

Przyktad 1. Dwa krazki o promieniach R i r osadzone sg
na wspdlnej osi. Na krazkach tych zawieszone sg na niciach
nierozciggliwych dwa punkty materialne ciezkie Ali A2 o masach
mli m2 Wyznaczyé¢ ruch ukiadu, przyjmujgc, ze nie ma tarcia.

Zat6zmy, ze ruch odbywa sie w ptaszczyznie
pionowej. Nadajmy osi z Kierunek pionowy
w gore. Oznaczmy przez zl i z2 wspdtrzedne
punktow i m2 w chwili t, za$ przez 2?i z*
w chwili poczatkowej i=0. Niech < oznacza
kat obrotu krazkoéw, liczac od potozenia po-
czatkowego. Przyjmujac kat obrotu za dodatni
przy zwrocie od reki lewej ku prawej, otrzymamy:

(36) zi=zi+ Rp, z2= Z(i)- I

Kat pwyznacza wiec potozenie uktadu; mozemy zatem przyjaé
> za parametr.
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Niech Ixi 12 bedg momentami bezwladnosci krazkéw wzgledem
wspoélnej osi. Energia kinetyczna wynosi

(37) E = Mnizi - maZ2+ ©Me2+ y Itw))

gdzie M oznacza predkos¢ katowg krazkéw. Na mocy (36) mamy
zx=Rtp i (2= —rip, a ponadto aj=<p. Kiladac | —I1-\-12 otrzy-
mamy z (37)

E=i(miR2 m22+ g~
Potencjat sity ciezkosci wynosi
F = —tmgz! —rmgzt= —mig(z°i + R<p)—mitg(s&—rtp),
a wiec potencjat kinetyczny W=E-{-V:

W=£(miR2-(-w*r2+ l)<p2—mig(zi -f Rp) rtp),
skad:

(38) 3W/d(p=—(miR~Tntr)g, dW/dtp= (miR2+ m 2r2-\-)g>.

Réwnanie Lagrange’a (I111), str. 494, ma w naszym przypadku

oM

di\dp) dp
wobec (38) bedzie wiec (MIR?-\-m22A-Dtp-\-(MR —t»2X)<jf=0 czyli
(39) &7= (M2Zr—miR)g/(MiR2jrm 22-\-1).

Przyspieszenie katowe jest zatem stale.

Z (36) mamy z\=Rtp i ;2= —np, punkty materialne bedg sie
wiec poruszaty ruchem jednostajnie przy$pieszonym.

W szczeg6lnosci, gdy R=r, mamy maszyne A twooda (str. 197 i376).

Przyktad 2. Uklad ztozony z trzech pretéw sztywnych
OA, AB, BC o rownej dtugosci | i rdwnej masie m jporusza sie pod
wptywem sity ciezkosci w plaszczyznie pionowej 77. Prety sg pota-
czone przegubowo w A i B, za$ unieruchomione w Oi G, przy czem
Oi C lezg na prostej poziomej oraz 0(7=1.

Obierzmy w ptaszczyznie 77 osie X i z,
przyjmujac O za poczatek ukiadu i nadajgc
osi x kierunek poziomy 0(7, zas osi z zwrot ku
gérze. Oznaczmy przez tp kat, jaki prety
OA i CB tworza z pionem, a przez Sx S2 83
srodki ciezkosci pretéow (przyjmujac, ze lezg
one w $rodkach geometrycznych tych pretéw).
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Kat pokresla potozenie uktadu pretéw; zatem pjest parametrem.

Euch chwilowy pretow OA i BC jest obrotem chwilowym
okoto O i C z predkoscig katowa <o Pret AB porusza sie ruchem
postepowym (por. przykiad 1, str. 322) z predkoscig v punktu A,
przyczem [j|= Z&5]. Energia kinetyczna uktadu wynosi zatem

(40) E=jil<jf>2+ \ml2p2+ K<jp2=(1+1m 1292

gdzie |1 oznacza moment bezwladnosci preta wzgledem Kkonca.
Wspbtrzedne zl,z2z3 Srodkéw ciezkosci 8I1tS2 S2 wynoszg:

«!= —"Icosip, 2= —icosy, Z3= —3}jlcos(p,
zatem potencjat sity ciezkosci

41) V ——mg(z1-\-z22-\-z3)=2mglcos<p.
Potencjat kinetyczny W —E +V wyniesie wiec namocy (40)i (41)
(42) W =(1-t-ym 1 2q2-\-2mgl(i08<p,
skad
(43) IN/3<p—— 2mglsm<p, IW2<p= 2(1 ml2)cp.
Réwnania Lagrange’'a (I11), str.494, przyjma postac
d/9W\ 3W _.
di\cop) 3p
na mocy (43) bedzie wiec 2(1+"mI2p-\-2mglsin<p= 0 czyli
(44) ® |+Trgr: 125N P

Poréwnujgc rownanie (44) z rownaniem wahadta matematycz-
nego ((1), str. 132) widzimy, ze dany ukiad pretéw bedzie sie wahat
jak wahadto matematyczne o diugosci (

Przykiad 3. Prosta | lezy w ptasz-
czyznie pionowej xz i obraca sie okoto
poczatku uktadu wspétrzednych O ze statg
predkoscig katowa co. Na prostej | ma
pozostawa¢ punkt ciezki A o masie m.
Wyznaczy¢ ruch punktu A.

Oznaczmy przez O' rzut punktu O
na prostg i, za$ przez 9 kat miedzy 00°'
a osig x i potozmy p = 00' = const. Przyjmijmy, ze w chwili
t= 0 prosta | ma kierunek osi z. Zatem

(45) <Pp—oot.
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Nadajmy prostej | zwrot dowolny i oznaczmy przez q wspo6t-
rzedng punktu A na osi |, przyjmujac za poczatek punkt O' tej osi.
Wspoétrzedne x i z punktu A wynoszg zatem:

(46) X = pcos (ot—qsin <o, z—psinwtA-gcosajt.

Uktad jest wiec reonomiczny, zas q jest parametrem.

Praca przygotowana wyraza sie wzorem d'L——mgdz (0$ z ma
zwrot pionowy ku goérze). Poniewaz na mocy (46) jest dz=dqcos(ot,
wiec d'L=—mgdgco&(ot. Sita uogdlniona wynosi zatem

(47) Q =—mgco8o)t.

Obliczymy teraz energie Kkinetyczng E. RoOzniczkujgc (46),
otrzymamy:

= —(pw+ Q) sin aot—aqwcos wt, z= (pco+ g)cos sin ad,
zatem
(48) jB= km(x2+ z 9=tm[(po>+ q)2+ 3207,
skad
(49) 9E/9g=mqw?2 9E/9g=m(pa>-\-q).

Na mocy (Il), str. 492, rownanie Lagrange’a ma w naszym
przypadku postaé "gi; Z(I]E:Q, skad na mocy (49) i (47)

otrzymamy mqg—mqgoA=—mgcosmt czyli
(50) g —qco2= —gcoscot.

Réwnanie jednorodne g—ga)2= 0 ma rozwigzanie ogoélne
g=clk™+ce-a, gdzie ckic, sg statymi dowolnymi. Rozwigzaniem

szczeg6lnym rownania (50) jest, jak tatwo stwierdzi¢, g—gco8(ot/2(02
Rozwigzaniem ogdélnym réwnania (50) jest wiec

(51) 2= clk,+ce~""+ cos ad.

State cLi c2 wyznaczamy z warunkoéw poczgtkowych.
Réwnania (46) i (51) wyznaczajg ruch punktu.

Uwaga. Ciezar ma potencjat V =—mgz, zatem na mocy (46)
= —r»0(psinad+</cosad). Potencjat kinetyczny W =E +V roéwna
sie wiec na mocy (48)
(52) W= ~m[(poi-t- q)2+ g 2v2 —mg(p sinod + qcos ad).

S. Banach. Mechanika. 32
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dW\  dwW
Na mocy (I11), str.494, mamy’g| / g = 0, skad na mocy

(52) otrzymamy réwnanie (50).

Przyktad 4. Dwa punkty materialne ciezkie A i B 0o ma-
sach i m zawieszone sg na koricach nici nierozciggliwej i nie-
wazkiej, przewinietej przez krgzek (maszyna Atwooda, str.197 i 376).
Po stronie ciezarka B porusza sie wzdtuz nici owad G o masie p.
Oznaczajagc przez h rzut wektora BG na 0§ z majgca poczatek
w Srodku krgzka i kierunek pionowy w doét, mamy

(53) A=/(t),

gdzie f(t) jest funkcjg dang. Wyznaczy¢ fuch ukiadu punktow
A,B,C.

Niech 2zv z2z3 bedg wspo6trzednymi punktéw k
u

A, B,G, | diugoscig nici, r promieniem krazka, a
I momentem bezwtadnosci krazka wzgledem Srodka. C 1
Przyjmujac za parametr g wspdtrzedng zIf mamy: m4u

B4) «1=2, z2=1l—qg—m, z3=1—q—rn+f(t),
skad dzi—dg, dz3——6q, dz3= —dq

Praca przygotowana sit ciezkosci réwna jest

60'L—(m+fi) gdzi+mgdz2+ ngbz3= (w +/t) gég—mgdg—fig»q= 0,

zatem sita uog6lniona jest
(55) 0=0.

Energia kinetyczna E wynosi
(56) E=~(m+ti)z\ + [mz\ + \nz\+ ¢lco*,
gdzie ot oznacza predkos¢ katowag krazka. Z (54) mamy:
(57) =1, d, ja= —<t/e

Poniewaz rla>|=|7]|=]tf], wiec a)i=qg*/ri, skad na mocy (56) i (57)

E=\{m+ n) g+ | mg2+ .j/*(j—/)2+
Stad

(58) 6 = 2m+2n+I1Ir*)g—nf.
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Réwnania Lagrange’a (I1), str. 492, przyjma postac

dt\dg/  9q
Na mocy (55) i (58) otrzymujemy stad
(59) (2m+2/j,+ 1/rgq—iLif=0
i po scatkowaniu
(60) 2m+ 2a+ 1/r2g—/il(t) = ckk+ci.
State § i c2 wyznaczymy z danych poczatkowych.
Zatézmy, ze w chwili poczatkowej t=0 byto:
/(O) = O, /(O)= O, z1=g=q0 721=q=0.
Z réwnania (60) i jego pochodnej otrzymamy:
(61) cg=(2ro+ 27+ 1/r2qg0, cx=0.
Ktadgc k=2m+ 2/n+ljr2 dostaniemy z (60)i (61) g="j-f{t) + g0,

a zatem na mocy (54):
(62) z1="f(t) + g0, za= | —rn—q0+ ~ ~ f{t):

Poniewaz fc—//>0, wiec z (62) wynika, ze jezeli owad G bedzie
sie wspinat po nici w gdre, to ciezarek A bedzie réwniez wznosit
sie w goére. W chwili, gdy owad dojdzie do krazka, t.j. do
wysokosci z3=0, bedzie, jak wynika z (62),

*i= 9 0 - (i —rw—Jo).

Przyktad, 5. Punkt materialny A 0 masie m porusza sie
w plaszczyznie xy pod wptywem sity srodkowej P, ktdérej rzut P
na promien wodzacy OA (gdzie O oznacza poczatek ukitadu wspot-
rzednych) jest funkcjg odlegtosci r=OA i wynosi
(63) P=/(r).

Wprowadzmy wspotrzedne biegunowe r,<p. Wspoétrzedne x,y
punktu A wyrazg sie wiec wzorami:
(64) X =T cose>, j/= rsin”,

Wspotrzedne biegunowe r,<p sa zatem parametrami niezaleznymi.
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Z (64) otrzymamy po zrézniczkowaniu:
{,=rcosg?—re>sine>, 2=rsine>+re>cose>.
Energia kinetyczna wynosi wiec
(65) E —"m(x2-\-y2)= \m(r2-\-r)2).

Poniewaz pole jest Srodkowe i sita zalezy od odlegtosci, wiec
pole jest potencjalne (str. 102). Zatem na mocy (63) i (3), str. 103,
potencjat wyniesie

(66) 7=j'Pdr= ff(r)dr,
a potencjat kinetyczny W=E-\-V, na mocy (65) i (66),
(67) W =Im (f2+ r2(p2+J Pdr.

Poniewaz potencjat kinetyczny W nie zalezy od {4 wiec Pjest
wspotrzedng cykliczng, skad (str. 494) SW/Sy—const. czyli

(68) mr2p= const.

Réwnanie Lagrange’adla wspétrzednej r mapostac ((I111), str.494,
Z r zamiast fy)

dw

(?t kQF 1 dr
Z (67) dostajemy
(70) mr—nmr<p2—P = 0.

Z (68) mamy e>=const./mr2=e/r2 gdzie c jest pewng stala.
Wstawiajac te wartos¢ ¢ w (70), dostaniemy m(ir—c24a)=P czyli

r—c2r3=/(r)/m.

Z powyzszego réwnania mozemy wyznaczy¢ r jako funkcje
czasu t.

Przyktad 6. Ruch punktu na powierzchni obrotowej.
Krzywa lezaca na ptaszczyznie xz o réwnaniu

(71) z=f(x),

zatoczyta obrot okoto osi z, tworzgc powierzchnie obrotowag 8.
Réwnaniem powierzchni 8 jest wiec réwnanie

(72) =] +y*).
Wprowadzmy wspotrzedne biegunowe r<p w plaszczyznie xy.
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Woweczas:
(73) x=rcos(p, y = rsingj, z=1(r).

Zmienne r, P sg wiec parametrami niezaleznymi.

Na powierzchni 8 ma pozostawa¢ punkt materialny o masie m,
poddany dziataniu sity P. Wpyznaczy¢ réwnania Langrange'a
drugiego rodzaju.

Wyznaczymy najpierw sity uog6lnione. Z réwnan (73) mamy:
(74) dx=drcosq>—rdipsirup, dy= drsin<+ rodgpcos dz—f'(r)dr.
Praca przygotowana wynosi
(75) d'L=Pxdx+PHly+P xdz.
Podstawiajgc (74) w (75), otrzymamy
(76) d'L=(PxGsg>t-PHin<p+Pzf'(r))dr-\-(—Pxsm<p+P,,cos rdp.

Wspotczynniki stojgce przy dr i dp sg sitami uogoélnionymi.
Oznaczmy je przez Qr i Qf- Zatem:

(77) Qr=Pxco8(p+Pusin<p+Pzf'(r), Qif, = (—Pxsin<p+Pucos(p)r.

Przejdziemy teraz do wyznaczenia energii Kinetycznej.
Rézniczkujac (73), dostaniemy:

(78) x=rcos<p—rpsiny, y=r sinip+ Kpcosip, z=f'(r)r.

Energia kinetyczna E wynosi E—\m{x2+y2+z2y skad na
mocy (78)

(79) E=4tw[(l+ /"™(r)f*+rV7,

a stad

(80) 3E/Zdr=m[f{r)f'(r)r2+rg>3, 9E/3(p=0,
(81) 3E/C>r=m[l+ /'A")]r, dHE3gp= mrzxn

Z rownan (I1), str. 492, kiadac g*—r, g2=<p, Qx=Qr, Qi=QV,
otrzymamy na mocy (80) i (81):

(82) +nr))rl—m[(nNf'(Nr2+ rq]= Q,,
(83) md(rZp)/di= Qr.

Sity uogo6lnione Q, i Qr podane sa wzorami (77).
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Przyjmijmy, ze ruch odbywa sie w polu potencjalnym, np.

w polu sit ciezkosci. Potencjat bedzie woéwczas V——mgz (gdy o0$ z
ma zwrot pionowy ku gorze). Na mocy wiec (73) mamy
(84) V = —mgf(r),
skad dla potencjatu kinetycznego W =E +V:
9W 9E \Y 9W 9E 9w 9W 9E
9r  9r mgf (r) 9r~9r’ <y ' 9<p~ 3y’

Wynika stad, ze wspotrzedna y jest cykliczng. Réwnania (111),
str 494, przyjma dla wsp6trzednej r postad

(85) | [CH+ 7 2(r))e]-[(n)/(r)r* + »-9>*-if/'(r)]=0.

Poniewaz y jest wspoétrzedng cykliczng, wiec ¢W/Sy = const.
czyli
(86) r&p—const.=r.

Z twierdzenia o zachowaniu energii catkowitej (str. 107) wynika,
ze E—F=const., wiec na mocy (79) i (84)

(87) [1+/4(r)]r*+ r*y*+gf(r) = const.= cv

Z réwnan rzedu pierwszego (86) i (87) mozemy wyznaczy¢
ruch punktu.

Przyktad, 7. Wspoétrzedne biegunowe. Ruch punktu
materialnego swobodnego A(X,y,z), poruszajacego sie pod wpltywem
sity P, zbadamy w uktadzie biegunowym r,#,y,
gdzie r=0OA, O oznacza poczatek uktadu wspoét-
rzednych (x,y,z), # jest katem miedzy OA
a osig z, zaS y miedzy osig x a rzutem OA'
odcinka OA na ptaszczyzne xy.

Mamy:

(88) :r=rsin#co8y, y=-rsin#siny, z=rcos#.

Poniewaz punkt materialny jest swobodny, wiec parametry

r, #,y sa niezalezne. Z (88) dostajemy:

Qz= (Grsin# QOBy + r<5#C08# CO8<p—rd(psin# siny,
(89) dy= drsin# siny + ro# cos# siny -f r5ysin# cosy,
dz = dr cos#—r<5#sin#.
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Praca przygotowana réwna sie¢ d'L=Pxdx+Pttdy+Pzdz, skad
na mocy (89)

(90) ¢6't=(Pxsindcosei+ Pi,siridsin9!)+Pzcosd)dr4- r(P,cosdcosy-| -
+ P,cosdsingp—Pzsind)dd+ rsind (—Pxsine>-fP,, cos dq

Wspétczynniki przy dr, 6d i dp sg sktadowymi sity uogdlnionej.
Oznaczmy je przez Q, Qi Q. zatem:

Qr= Pxsind cos<p+Pysind sinp+ Pzcosd,
(91) Q,»=r(PJcosdcos™4-P(008dsin9—P zsind),
= rsind (—Pxsin®+ P, cose>).

Niech Il bedzie ptaszczyzna przechodzaca przez OA i o$ z. Poprowadzmy
z punktu A prostopadle do OA osie 0$Sw plaszczyznie U, zas$ 0$ 0 prosto-
padle do Il. Nadajmy osiom zwroty w kierunku wzrostu katéw  <pi oznaczmy
przez Pr,P#,Py skladowe sity P w Kkierunku osi OA, 0. tatwo wykazaé, ze
na mocy (91) jest:

(92) Qr=Pn Q»=rPs, CArsindPr

Energia kinetyczna wynosi E = \m(x2-f y2+ z2). Pochodne
X,y,Z otrzymamy z (89), piszac r,de> zamiast dr,d&d<p. Podstawiajgc
otrzymane wartosci, dostaniemy

(93) E— Jb(r2+ rzi*8ina + r 22),

skad-

(94) 22J/3r=br(e>2sin2d-f-d2), 9E/9{i=mr2¢2sind cosd, 9E/d<p—0,
(95) 9EI9f=mr, 9E/9&=mri&, 9E/9%0>= mr2* sin2d.

Przyjmujac w réwnaniach Lagrange’a (Il), str. 492:
Q=r, Q=<k i3=".
dostaniemy na mocy (94) i (95):
mir —nr(<p2sin2d + d2)= Qr,
(96) m|](rv8in2d)=",
m—j‘:(r?&)—erszind C0S&—QX

Réwnania (96) sa rownaniami ruchu we wspoétrzednych
biegunowych przestrzennych.
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§8. Rownania kanoniczne Hamiltona. Niech gv...,gk
beda parametrami niezaleznymi. Energia Kinetyczna E jest w ogdl-
nym przypadku funkcja zmiennych qv...,gk gv—qgk i czasu i.
Uwazajac te zmienne za niezalezne, potdzmy

(") || = Pi (i=1.2

Wyrazenia (1) nazywamy impulsami uog6lnionymi.

Na mocy (1), p. sa funkcjami zmiennych qv...,gk qv...,qk i;
mozemy wiec napisac
@ R MO =) (j= K).

Mozna udowodni¢ przy dos$¢ ogdlnych zatozeniach, ze réwna-
nia (1) dajg sie rozwigza¢ wzgledem zmiennych qv...,gk Zatem
©) qj=®j(qv-,akpv-,p kt) (i=1.2,

Potencjat kinetyczny W= E+ V jest funkcjg zmiennych
o> &>

(3) W=F(qv...,qk gk ...,gk t).
Podstawiajgc (2) w (3), dostaniemy
4) W=F(qv....qkpvVv...,pkt).

Funkcja F jest wiec funkcjg ztozong z funkcji F za posre-
dnictwem funkcyj <p. Z twierdzenia o rozniczkowaniu funkcji
ztozonej otrzymamy:

yNe dqgj yNe 3q]j
yfr ® ~ -~

(i—1,2,... fc).

Poniewaz V nie zalezy od pochodnych gv ...,qk wiec 9V/9qj=0;
Z uwagi na to, ze W=V-\-E, mamy

(6) 2W/cqi—9E/c (jj.

Na mocy wiec (1) i (3) mamy 9F/9qgj=p.. Z (5) dostaniemy
zatem:

9F 9F i 9F gh
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Pot6zmy
(m H=£pqg-W
7=1
i przyjmijmy, ze i W sg funkcjami zmiennych qv ...,gk pv t,

t. zn. ze oznaczajg funkcje (2) i (4). Wowczas

€) H=ZPjq-F.

7=1

Tworzgc pochodne czgstkowe, otrzymamy z (8):

/0v 3H_y Hj 3F 5H_ . y H§ O9F
(9) 39, 2 jV13g, da! av,~ g+ ’; Pj3p~3p't
. —

7=i

na mocy wiec (7):
(10) 9H/9ql= —9F/9qi, 9Hj3p.= ar

Réwnania Lagrange’'a (111), str. 494, majg postaé

d oW\ 3W__

(V) dt\%gj) 9qj ~ 0=1,2,...,%).

Na mocy (I) i (6) jest 2Wic>gy=py. Z rownania (11) dostaniemy
(12) j)j= dW/9qj 0=1,2,...,*),
skad na mocy (3) 9F/9gj—p., a wiec na mocy (10):

9H 3H

11 - -
(1) P,= - N ?r_3pt

(¢=1,2,...,%).

Réwnania (111) nazywamy réwnaniami kanonicznymi Hamiltona,
a funkcje H funkcjg Hamiltona.

Zmienne p: czyli impulsy uogdlnione sg wiec okreslone
réownaniami (1), a funkcja H réwnaniami (I1). W réwnaniach
(1) funkcja H jest funkcjg zmiennych g.,p(t. Réwnania (111)
tworzg zatem uktad réwnan rozniczkowych rzedu pierwszego, gdzie
funkcjami niewiadomymi sg q. i p. jako funkcje czasu t.

Badanie ruchu uktadéw posiadajgcych potencjat sprowadza sie
wiec do badania réwnan roézniczkowych postaci (111). Stad nazwa
rownan kanonicznych.
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Uktady skleronomiczne. Zatézmy, ze uklad jest sklero-
nomiczny. Na mocy (l), str. 504, mamy wiec

NN
(13) 2m = 2 -8i*r
=i 7=1

Niechaj wspétrzedne naturalne wyrazone beda funkcjami:
14) xI=fiql,....qk, y.=<p@....0,), *=ireee>&) (»=1,2,...,»).
Zatem
45> LRERANE XYY E o b
Tworzgc pochodng czgstkowa wzgledem ¢p dostaniemy:
(16) 9xJ99J=9xJ9qJ i podobnie 9yl/gl= 9yJ9gp 9zI/Rq)=9zt/Op
Mamy

n
a7) E =1j? mi(z*x+y*+i*),
=i
wiec
2-B_ V /.5il, = . BZA

Hj~g m>\XJ+ y'cgj+ *9q}
skad na mocy (16)

9E . \Y; [eSxt. . . i. . .s* .\
/ /=1 J J J
a stad
\<9E .
2 9djq)
= «l+ " e N R+ "o+ 1N «*)+ Z'( N+ et i <
h A n
Na mocy wiec (15) jest Y g,= Tm, (xf+y)+ 23)=2E,
T @3 i.
skad na mocy (13)
(18) Vp/Ilj~2H.
=1

Z (U), str. 504, i (18) dostaniemy
(19) H=2E—W.
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W mysl okreslenia ((33), str.494), mamy W~EA-V, gdzie V
jest potencjatem. Z (19) wynika wiec, ze

(20) H=E-V.
Otz E—V jest energig catkowitg ukiadu.

A wiec: w ukladach skleronomicznych funkcja Hamiltona H
oznacza energie catkowitg ukladu.

Zatézmy, ze potencjat V nie zalezy od czasu. H jest wtedy
funkcjg tylko zmiennych @v ...,k pv...,pk Zatem

dH
2D dt

Z réwnan (111) otrzymujemy -§-2/?,+ — Pt= —Pfli+ Pt= °»
ePt

skad na mocy (21) dH/dt= 0 czyli H=const.

Udowodnilismy wiec, ze jezeli ukitad skleronomiczny porusza
sie w polu potencjalnym, to podlega zasadzie zachowania energii
catkowitej.

Przyktad 1. Punkt materialny swobodny o masie m porusza
sie w polu potencjalnym o potencjale V. -

Przyjmijmy za parametry wspotrzedne naturalne x,y,z. Impulsy
uogblnione okreslone bedg zwigzkami (1), str. 504, jezeli za dl,q2d
podstawimy x,y,z. Zatem:

(22) p1=8357%C¢), Pe—SE/ay, ps=2Eldz.
Poniewaz E=}m(z2-\-y2+z3a), wiec:

(23) Pl=mx, p2=my, p3=mz.
Widzimy stad, ze pvp2p3 sg rzutami pedu na osie ukiadu.
Wyznaczajac z (23) x,y,z, otrzymamy

(24) E =+ (p2+p2+pl).

Poniewaz ukiad jest skleronomiczny, wiec funkcja Hamil-
tona H oznacza jego energie catkowitg. Zatem H—E —F, skad
na mocy (24)

n=2m(p]+PI1+Pl)-v.
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Stad 9H/2pl= pl/m it.d., 2H/3x= —3V/2x it.d. Bow-
nania (I111) Hamiltona przyjma wiec postac:
(25) p1l=3V/9x’, p2=3V/3y, p3= 3V/cz,
(26) X=pLUm, y=padm, z=p3m.

Wyznaczajgc Pi,p2p3z (26) i wstawiajgc w (25), otrzymamy
rownania Newtona:

mic = 3Vf3x, my =3Vj3y, mz=3V/3z.

Przyktad 2. Punkt materialny o masie m ma pozostawaé
na powierzchni walca obrotowego x2+ y2= r2 Na punkt' dziala
sita sprezysta P o rzutach:

27) P x—— k2mx, Py= — k2my, Pz= — k2mz,
gdzie k jest pewng stala.

Sita sprezysta — jak tatwo stwierdzi¢ — posiada potencjat
(28) V = —k2m (x2-\-y2-\-22).

Wprowadzmy w ptaszczyznie xy wspoétrzedne biegunowe r,<p.
Zatem x—rcos<p i y= rsiny, skad wobec r=const. mamy
X2-\-y2=r 22

Energia kinetyczna réwna sie wiec
(29) E=}im(xX2-\-y2-\-22="m (r2q2+ z 2.

Zmienne <p,z mozemy przyja¢ za parametry niezalezne. Ozna-
czajagc przez pti p2 odpowiednie impulsy uogélnione i piszac 9z
zamiast qvqv otrzymamy z (I) 3E/3(p—pl i 3E/3z=p2 skad na
mocy (29):

(30) px=mr2(p, pt—mz.
Wyznaczajac #p oraz z z (30) i podstawiajgc w (29), otrzymamy

E=x[p2lr*+p2

Na mocy (28) jest V= —\k2m(r2+z 2), wiec funkcja Hamiltona
((20), str. 507) przyjmie postac

(31) If=jp_y=i[p«/,*+pj]+|tfm(»»+*).
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Réwnania Hamiltona (111) sa zatem:
Pj=—9H/9<p, pi= —9H/9z, <p=9H/9p, 2=9H/9p2
a wiec na mocy (31):
(32) ~=0, p2= —k*mz, <p=plimr*, z=p2m.

Dwa ostatnie z rownan (32) réwnowazne sg réwnaniom (30).

Pierwsze z réwnan (32) daje pl=const., wiec na mocy (30)
jest j»r*9=const. czyli e»=const. Rzut punktu na ptaszczyzne
poziomg bedzie wiec obiegat podstawe walca ruchem jedno-
stajnym.

Drugie z rownan (32) daje na mocy (30) mz= —kimz czyli
z+ kz=0. Porédwnujac je z réwnaniem (2), str. 112, widzimy,
ze rzut punktu na o$ z bedzie wykonywat ruch harmoniczny
prosty.



* ROZDZIAL XI

ZASADY WARIACYJINE MECHANIKI

8 1. Wariacja bez wariacji czasu. W tym paragrafie
podamy niektore wiadomosci z rachunku wariacyjnego potrzebne
do zrozumienia nastepnych rzeczy.

Wariacja funkcji. WezZmy pod uwage ruch punktu po osi X,
okreslony funkcja
(1) x=x(t)

Niech dana bedzie funkcja
(2) T=F(x,x,t),
ciggla i majgca pochodne czgstkowe pierwszego i drugiego rzedu
ciggte w pewnym obszarze D zmiennych x, x,t.

Wezmy nastepnie pod uwage dowolny ruch po osi x, okreslony
funkcja

(3) x=x{t) i)
Zalézmy, ze mozna dobraé¢ taka liczbe e>0, ze jezeli:

4) I*(D—a?®) |<E, () —2(<)I<e

to funkcja T i jej pochodne czastkowe beda funkcjami ciggtymi

w przedziale <<, gdy zaaii podstawi¢ w (2) odpowiednio x(t) i x(t).
Potézmy:

(5) 0X=X—X, dx=x—X,

gdzie x i x oznaczajg funkcje x(t) i x(t). Zatem 6x i Ox sg funkcjami
czasu t, okreslonymi w przedziale <tOf!>.
Nalezy zwréci¢ uwage na réznice w znaczeniu symbolu ix w rozdzia-

tach IX i X a obecnie. Poprzednio symbol <x oznaczat liczbe, obecnie za$
funkcje czasu i.



§ 1 Wariacja bez wariacji czasu. 511

Na mocy (5) mamy:

d(dx)
d
m 9T
(6) x=x+dx, x—i-\-di.

Niech
T—F(x, x,t)= F(x+ 6x,i-\-di, t),

gdzie x oznacza funkcje (1), za$ dx okreslone jest przez (5). Ze wzoru
Tylora dostaniemy

(7)  T—T=F(x-\-dx,i-\-di,t)—F (x,i,t)= f—: dx-\fldi-\-R.
X

Reszte R mozemy napisa¢ w postaci
(8) R=(|<5a>|+|<5X|)»;,

gdzie t] jest funkcjg czasu ti zalezy od x, 6x, dx, przyczem t] dazy

jednostajnie do 0, gdy funkcje dx i 6x réwniez dgzg jednostajnie

do 0. Jezeli wiec XA i |6 sg mate, to I jest male, a zatem

il jest male w wyzszym jeszcze stopniu. Wyrazamy to krécej,

moéwigc, ze R jest , nieskoriczenie mate” w poréwnaniu z AA\-f \d\
Pot6zmy

(11) dT= ST ax+ST4i.

Na mocy wiec (7)
9) T—T—OT+R.

Wyrazenie ST nazywamy wariacjg funkcji T=F(x,x,t) w miej-
scu x—x(t) lub dla funkcji x=x(t).

We wzorze (1) funkcja 6x jest dowolng funkcjg czasu, majgca
pierwszg i druga pochodng .ciggta w przedziale <<(,<!> Wynika to
z (5), gdzie x jest dowolng funkcjg, majgca pierwszg i druga po-
chodng ciggta. Symbol di oznacza na mocy (I) pochodng funkcji dx
wzgledem czasu t.

Wariacja dT zalezy wiec od funkcyj x i dx.

Dla odroznienia bedziemy nazywali dx wariacjg zmiennej (lub
funkcji) x niezaleznej, a dT wariacjg zmiennej (lub funkcji) T zaleznej.

Ruch zas x—x(t)= x+ dx nazywa¢ bedziemy ruchem poréw-
nawczym.
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Wariacja dT oznacza wiec w przyblizeniu przyrost funkcji T,
gdy od punktu w chwili t w ruchu danym przechodzimy do punktu
w tejze chwili t w ruchu poréwnawczym. Bo6znica R miedzy wa-
riacjag dT a przyrostem prawdziwym T—T jest na mocy (8) ,nie-
skonczenie matg“ w poréwnaniu z sumg AR+ K4

Poniewaz badamy przyrost funkcji T w ruchu danym i poréwnawczym
w tej samej chwili t, wiec wariacje ST nazywamy réwniez wariacjg bez wa-
riacji czasu, dla odréznienia od innego rodzaju wariacji, ktérg poznamy pézniej.

Wariacje dT otrzymujemy, tworzac formalnie rézniczke funkcji
F(x,x,t) przy zalozeniu <=const. (t.zn. dt=0) i piszac nastepnie
6 zamiast d. Czesto zamiast dT piszemy dF(x,x,t) luh krétko dF.

Przyktad I. Niech
T=ax*+ px*t+ yt*,

gdzie a,(i,y sg statymi. Mamy:
QT: 2mr, 13]—: 2Pxt,

zatem na mocy (I1)
dT=2axdx-\-2f}xtdx,

gdzie dx jest funkcjg dowolna.

Wariacja catki. WeZmy pod uwage catke

I,
(10) 1=1F(x, x, t)dt
- g
i niech ;
I—1 F(x+dx, xA-dx,t)dt.
A
Mamy

I —I —I1[F(x+ dx,x-{-dx,t)—F(x, x,t)]dt,

na mocy wiec (7) i (1)
/, -
(1) 1—1=1dFdt+1 Rdt.
&~ A

Wyrazenie jdFdt nazywamy wariacjg catki (10) i oznaczamy

i.
przez dl.
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A wiec, w mysl okreslenia
u i,
(e dl=djF d t=f»F dt
10 10

Podobnie jak poprzednio wariacja catki (10)przedstawia
w przyblizeniu przyrost catki, gdy od ruchu danego przechodzimy
do ruchu poréwnawczego. Boznica miedzy przyrostem prawdziwym
a wariacja dl jest ,nieskoriczenie matg“ w poréwnaniu z [g]+ &)

Wariacja pochodnej. Niech dana bedzie funkcja
(12) x=0(q,t).
Zatozmy, ze q jest pewng funkcja czasu t, wiec
(13) ?2=«(*) (<o<i<«i)-

Uwazajgc qwe wzorze (12) za zmienngfunkcje niezalezng,
otrzymamy na wariacje zmiennej zaleznej x wzor

(14) 6x=~dq,

gdzie % oznacza dowolng funkcje ciggta wraz z pierwszg i drugg
pochodng w przedziale <10 ti>.
Utworzmy pochodng (12). Dostaniemy

. 3x ., 9
x~Taq+ 3t’
wariacja dx tej funkcji wynosi wiec

Z uwagi na to, ze na mocy (12) pochodne dx/dqi 3x/9t nie
zalezg od q, gdyz x nie zalezy od g, otrzymamy

Tworzac pochodng (14) wzgledem t, dostaniemy
dx) (9ix 9*x\
~dT U?2q 9q9t) d*+Tqadd
skad na mocy (15)

(16) gi 4@

dt
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Poréwnujgc (16) ze wzorem (l), widzimy, ze oba wzory maja
te sama postaé. Rdéznica lezy w tym, ze we wzorze (I) x jest zmienng
niezalezng, zaa w (16) zalezna.

Wzér (1) zachodzi wiec niezaleznie od tego, czy x jest zmienng
zalezng, czy niezalezng. Wynika stad, ze wariacja jest przemienna
z pochodng, t.zn. ze otrzymamy jeden i ten sam wynik, tworzac
najpierw wariacje, a potem pochodng, lub na odwrét.

Wariacja funkcji ztozonej. Niech beda dane funkcje:
@7 T=F(x,x,t),

(18) x=0(q,t).

Przyjmijmy, ze q jest funkcjg zmiennej t:

(19) «=«(*) (i0c W
Tworzac pochodng (18), otrzymamy
9x 9x
2°> *=Tq4+W

Podstawiajgc w (17) zamiast x i x ich wartosci z (18) i (20),
otrzymamy T jako funkcje zmiennych q,q,t czyli

(21) T =%¥(q,q,1),
a wiec jako jej wariacje

oT oT
(22)

dT~  dg+ ™ 60-
Z twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej otrzymujemy:

9T 9T 9x 9T 9x 9T _9T 9x 9T 9x
99 ~ 9x 99 9x 9q’ 99 ~ 9% 99 9x 9q

a na mocy (18):

(24) g =0

Podstawiajac (24) w (23), a nastepnie w (22), otrzymamy
(9T 9x  9T9x\ 9T9x 9TI9x . \ 9T (9x,
6T ~\9x 99+ 9x 9q)dg+ 9x 9969~ 9x\9qgoq)+ 9x\9gdq+ 9g6q)’
tatwo stwierdzié, ze wyrazenia w ostatnich dwoch nawiasach
sg wariacjami funkcyj (18) i (20), rownaja sie wiec dx i bx. Zatem

M+ N gx.

(25) OoT= 9x Ix
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Wzér (25) przedstawia wariacje funkcji ztozonej (21), przy-
czem dx i 6x oznaczajg wariacje funkcji (18) i (20). Zauwazmy, ze
(25) przedstawia réwniez wariacje funkcji (17). Widzimy stad, ze
wzor (25), t.j. wzor (1), str. 511, zachodzi niezaleznie od tego,
czy x jest zmienng funkcjg zalezna, czy niezalezna.

Podobnie dla rézniczki przy t—const. wzér
aT , 3T
d T =—dbc-\-—rdx
dx dx
zachodzi niezaleznie od tego, czy * i X sg zmiennymi zaleznymi, czy nie.
Zauwazmy, ze we wzorze (25) dx jest na mocy (16) pochodng dx.

Uktady punktéw. Okreslimy teraz wariacje w przypadku
ukiadu punktow.
Mech bedzie dany ukiad n punktéow materialnych

Ai(xi,yl,zi), ..., A,(xny,,zn).

Wezmy pod uwage dowolny ruch uktadu (zgodny z wiezami
lub nie), okreslony funkcjami:

(26) Xi—Xi(t), yi—yi(t)f Zzi—zi(t), t=1,2,...,t).
Niech bedzie dana funkcja
27) T=F(xi v YooY, Ziheoz,, Tl X, Vi yn g

Wariacjg funkcji (27) dla ruchu okreslonego funkcjami (26)
nazywamy wyrazenie

3T 3T 3T
dT=te*XI+-" -+ terdXn+djldyi+m

co piszemy krocej

mA/3T dT dT dT dT dT \
(V> w -g fe OXI+W ,dy,+ 5? 53t6'+ W .6y>+~  dZT
gdzie dxi,dyhdzi sg dowolnymi funkcjami ciggtymi wraz z pierwszg

i druga pochodng w przedziale KtOtvy, przyczem:

. A d(Sy’)—A d(dzi) _

dat Y a - @ (i=12,
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Pochodne 9T/dxi, ..., 9T/dz, sa pochodnymi czgstkowymi
funkcji (27), w ktdérych zamiast Xi,...,z, podstawiono odpowiednio
funkcje (26) i ich pochodne.

Podobnie jak poprzednio wariacja 6T oznacza w przyblizeniu
przyrost funkcji T, gdy od potozenia uktadu w chwili t w ruchu

danym przechodzimy do potozenia ukitadu w tej samej chwili t
w ruchu poréwnawczym:

Xi=Xi+OXi, yi=zyt+6y, ii=zZi+dzi (t=1,2,...,n).

Bdznica miedzy przyrostem prawdziwym a wariacjg jest — jak
tatwo okaza¢ — ,nieskoriczenie mata“ w poréwnaniu z sumg

E (M + \ay\+ |0z -I-[Bz| + 1&/IN + |6Z])).

Zauwazmy, ze wariacje dT otrzymamy, tworzgc rézniczke
funkcji T przy zatozeniu t= const. (t.j. przy dt= 0) i piszac
nastepnie ¢ zamiast d.

Niech teraz dana bedzie catka
(29)

gdzie T oznacza funkcje (27).

Wariacjg catki (29) dla ruchu okreslonego przez (26) nazy-
wamy wyrazenie

(30)

A wiec
(V1)

Przyktad 2. Wyznaczy¢ wariacje energii Kinetycznej

n
E=\2 +277+*7)-

Mamy:

zatem

6E="2mi(xidxl+ yioyi+zidz,).
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Przyktad 3. Wyznaczy¢ wariacje funkcji Yt, gdzie T jest
funkcja okreslong przez wzor (27).

Tworzac rézniczke przy zalozeniu <=const., mamy
d\T=dTI2VT, skad O[/T=01"12 \t.

Zatézmy, ze wspotrzedne naturalne Xi,yi,zlt...,xny,,,z, okreslone
sg przy pomocy parametrow qv ...,k funkcjami:

(31) XI—FI(qL...,qKft)L yi= 9 Y(i(i#*»3*)> (i=1,....w).

Nie zaktadamy przy tym, ze parametry sa zalezne, ani ze
sg niezalezne. Niech

lc=) ql= ql(t), a<=q,,(t) (=..«<«,)

beda dowolnymi funkcjami ciagtymi wraz z ich pierwszymi i dru-
gimi pochodnymi w przedziale <<,<!> Funkcje (32) tgcznie z (33)
okreslajg pewien ruch uktadu, ktéry moze by¢ zgodny z wiezami
lub nie. Ro6zniczkujac (31), otrzymamy

3xt . 3xi . dxi
"+ Wkagk+ 5T

i podobne wzory dla yi oraz z. Podstawmy w (27) zamiast Xiyi,Z/
funkcje (31), zas zamiast xi,yi,it funkcje (33). Otrzymamy T w po-
staci funkcji zmiennych ov ...,gkqv ...,gkt:

(34) T=F(qv....qk qv ...,.q.,t).

Postepujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia o wariacji
funkcji ztozonej (p. wzor (25), str. 514), mozna okaza¢, ze wariacja
funkcji (34) réwniez wyraza sie wzorem (28) Ilub (1V), gdzie
oOxi,oyt,0zi sg wariacjami funkcyj (31), zas dxi,dyi, &zt wariacjami
funkcyj (33) i analogicznych dla i, z,.

Ponadto, podobnie jak w dowodzie twierdzenia o wariacji
pochodnej (p. wzdr (16), str. 513) mozna dowies¢, ze zachodzi¢ beda
rowniez wzory (V), w ktorych xiyi,Zi oznaczajg funkcje (31).

(33)

Utwoérzmy wariacje funkcyj (31). Otrzymamy:

o9t , exi_.
axi-N& ql+ ...+ -2&gk

(35) . .
azt= leq X+ ..+ qZ%(?k

Poréwnujac (35) ze wzorami (111), str.477, okreslajagcymi prze-
sunigcia przygotowane, widzimy, ze majg one te sama postac formalna.
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8§2. Zasada Hamiltona. Buch rzeczywisty. Niech na
punkty Al(xvyvzl),...,Anxnynzn) ukiadu n punktéw materialnych
dziatajg odpowiednio sity Pv...,Pn Zalézmy, ze ukiad jest holo-
nomiczny (bez tarcia) i ze wiezy sg obustronne, okreslone zwigzkami:

) Fjxvyvzv.,,znt)==0 (g=1,2,,...m).
Wezmy pod uwage dowolny ukiad funkcyj:
(2) X,=X,(t), yi=Vi(t), z,=zi(t) (t=1,2,...,»)

ciggtych wraz z pierwszymi i drugimi pochodnymi w przedziale <<,
Funkcje (2) okreslajg pewien ruch ukiadu.

Jezeli rownosci (1) spetnione sa w kazdej chwili t, gdy za xv ...,zn
podstawi¢ funkcje (2), mowimy, ze funkcje (2) okreslajg ruch uktadu
zgodny z wiezami czyli ruch mozliwy.

Buch uktadu, jaki odbedzie sie w rzeczywistosci pod dziata-
niem sit Pi, ---ipni nazywamy ruchem rzeczywistym.

Buchy rzeczywiste moga by¢ rozmaite, gdyz zalezy to od
warunkoéw poczatkowych.

Buch rzeczywisty jest oczywiscie zawsze mozliwym, gdyz
spetnia zwigzki (1). Na odwrot jednak, nie kazdy ruch mozliwy
jest ruchem rzeczywistym.

Jezeli np. punkt ciezki ma znajdowac¢ sie stale na prostej pionowej i (bez
tarcia), to ruchem rzeczywistym jest ruch, w ktérym przy$pieszenie jest skie-
rowane pionowo w doét i réwna sie co do wielkosci przys$pieszeniu ziemskiemu.
Natomiast ruchem zgodnym z wiezami jest kazdy ruch, w ktérym punkt po-
zostaje na prostej I, w szczegélnosci ruch jednostajny oraz ruch, w ktérym przy-
$pieszenie nie jest state; ruchy te nie sg oczywiscie ruchami rzeczywistymi.

Z zasady dAlemberta wynika, ze sposréd ruchow zgodnych
z wigzami ten tylko jest ruchem rzeczywistym, ktory spetnia w kazdej
chwili réwnanie (11")» str. 480:

3) tI;Ei\.(Pix—miI'Bi)»xi ->r(PiH—miyi)dyi + (Pi —mizi)dzi]= Q

gdzie OXi,dyi,OZi sa przesunieciami przygotowanymi.

Zasada dAlemberta wyraza wiec ceche charakterystyczng ruchéw
rzeczywistych, wyrozniajacg je sposrdod wszystkich ruchéw zgodnych
Z wigzami.
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Podobnie, réwnania Lagrange’'a (str. 485 i 488) i Hamiltona
(str. 504), wyodrebniajg ruchy rzeczywiste ze zbioru wszystkich
ruchéw zgodnych z wiezami. Poznamy jednak w tym rozdziale
inne jeszcze cechy charakterystyczne ruchoéw rzeczywistych, wyra-
zone przy pomocy catek i wariacji. Sg to t. zw. zasady wariacyjne
(catkowe).

Ruch poréwnawczy. Wezmy pod uwage dowolny ruch
uktadu zgodny z wiezami, okreslony funkcjami (2), oraz ruch
poréwnawczy:

(4) Xi+dx, ytedyt, Zi+0Zi (*=1,2,...,»).

Obierzmy wariacje oy, 0z, tak, by wariacje funkcyj (1) dla
danego ruchu (2) byly zerami:

. 3F Fi
) OFE -Ndx1 ..+ Adzn= o, 0=1,2,...m).

Pordéwnujac réwnania (5) z réwnaniami (1), str. 475, widzimy,
ze dx.idyi,dzi s w kazdej chwili przesunieciami przygotowanymi
uktadu.

Jezeli Oxi,dyi,0zi sg bardzo mate, to z (5) wynika, ze
w przyblizeniu

(6) Fj(xi-\-dx1...,zn+ dzn,t)=0 (=12,....m),
czyli ze ruch poréwnawczy jest w przyblizeniu ruchem zgodnym
z wiezami. Wyrazamy to, moéwigc, ze ruch poréwnawczy (4) dla
Lnieskoniczenie matych” wariacyj -, dyt,6z-, spetniajacych rowna-
nia (5), jest zgodny z wiezami (por. str. 430).

Zaldézmy, ze wspdtrzedne naturalne okreslone sg przy pomocy
parametréw qv -..,qk funkcjami:

(7) x~f{qv...,gkt), sr=9,(qv...,tvt), zZy>.(qv...,qkt) (*=1,2,...,»).

Zatézmy dalej, ze parametry, okresSlajace zgodne z wiezami
potozenia uktadu, spetnia¢ muszg zwiagzki:

®) or™,..., A1) =0 (r=1,2,...).

Wezmy pod uwage dowolny ukiad funkcyj ciggtych wraz
z pierwszymi i drugimi pochodnymi w przedziale <%, <!>

@) q=qit), mmm, I (<ONFAF])-
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Zatézmy wreszcie, ze funkcje (8) stajg sie tozsamosoiowo
zerami, gdy za qv...,gk podstawimy funkcje (9).

Przy tych zatozeniach, podstawiajgc w funkcje (7) funkcje (9),
otrzymamy funkcje czasu . okre$lajgce ruch zgodny z wiezami.

WeZzmy pod uwage ruch poréwnawczy ql+dql ..., ok+égkii
obierzmy dqv ...,dgk tak, by dla danego ruchu (9) wariacje funkcyj (8)
byty zerami:

(10

Poréwnujac (10) ze wzorami (1V), str.477, widzimy, ze wariacje
dgv ....dgk sa w kazdej chwili t przesunieciami przygotowanymi.

Jezeli dqv ...,dgk sg bardzo mate, to na mocy (10) otrzymujemy
w przyblizeniu

(u) A(«i+091, -, « ¥+~ *1Q= 0 (r=1,2,...,»).

Euch (11) bedzie wiec w przyblizeniu réwniez zgodny z wiezami.
W mysl przyjetego na str. 519 sposobu wyrazania sie, mozemy zatem
powiedzieé¢, ze jezeli dgl...,6gk sa ,nieskonczenie mate” i spetniajg
réwnania (10), to ruch poréwnawczy jest zgodny z wiezami.

Zasada Hamiltona dla wspdtrzednych naturalnych.
Niech na ukitad n punktéw material.nych™Algly12l),...,Anx,,ynzn)

0 masach dziatajg sity zalezne od zmiennych
A, ...£].X, ..., Zn,L.
A wiec:

Zatézmy, ze ukiad jest holonomiczny (bez tarcia) i ze wiezy
sg obustronne. Wezmy pod uwage dowolne funkcje:

(13) Xi= Xi(t), Y= yi(t), zi=zi(t) (<0N<<<l);

okreslajgce ruch uktadu zgodny z wiezami.
Energia kinetyczna ruchu (13) wynosi
n
(14)
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Utwdérzmy wariacje energii kinetycznej dla ruchu (13) (por.
przyktad 2, str. 516):

u
(15) SE= 2 mi (Xtdxr+ ytoyr+ (i6zi).

Ale
(16)
i podobne wzory zachodzg dla ytdyi oraz zidzt Podstawiajgc te
wartosci w (15), dostaniemy wiec

n 1
(17)

Przyjmijmy
n
(18) dL =Z (P ixdXi+ Pigdyt+ Pitdzi),

gdzie Pi*Piy,Piz oznaczajg funkcje (12), w ktérych zamiast xtlyi,zi
i Xiyi,ii podstawiono odpowiednio funkcje (13) i ich pochodne.
Ze wzoréw (17) i (18) otrzymamy

n
(19 n
+ IN[(Pit=t»i*i) oxi + (P iu—miyi)dyi + (P~-W jZj) dA)].
=
Catkujgc obustronnie od tu do tv otrzymamy stad
(20

w171

Symbol | oznacza tu, jak zwykle, ze nalezy podstawid za t
D

najpierw <h a nastepnie t0, i odjgé od siebie otrzymane wartosci.

Dotychczas nie opieraliSmy sie na zasadach mechaniki. Wzér (20)
zachodzi wiec dla dowolnego ruchu (zgodnego z wiezami lub nie),
okreslonego funkcjami (13), o ile tylko funkcje (12) sg okreslone
dla tego ruchu.
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Zalézmy teraz, ze ruch (13) jest ruchem rzeczywistym i ze
wariacje dxi,dyt,dzi sg w kazdej chwili t przesunieciami przygoto-
wanymi.

Z zasady d’Alemberta wynika, ze w kazdej chwili t bedzie
wowczas

(21) 2[(Pix—mixi)dxi+ (P~—miy~dyi+ (Piz—m ) <52*]=0.

Ze wzoru (20) otrzymamy

(22) J (d'L+dE)dt="~>mI(xldxi+ytdyt+ z Idzi) I.

o =1 0

Zatézmy ponadto, ze w ruchu (13) i w ruchu poréwnawczym
uktad zajmuje to samo potozenie w chwilach tOi tli k zn. ze dxt,dyi,dzt
sg zerami dla t=t0 i t=tv

Przy tym zatozeniu prawa strona réwnosci (22) staje sie zerem
i otrzymamy

A
) f(d'L+dE)dt= 0.

A wiec: dla ruchu rzeczywistego zachodzi réwnosé (1), jezeli
wariacje OX,dy-dzi sg w kazdej chwili przesunieciami przygotowanymi
i rownajg sie zeru dla t—i0 i t=tv

Twierdzenie to nazywamy zasadg Hamiltona.

Zasada Hamiltona podaje wiec pewng ceche ruchéw rzeczy-
wistych. Udowodnimy, ze cecha ta jest charakterystyczna, t.zn. ze
sposréd ruchéw zgodnych z wiezami tylko ruchy rzeczywiste
spetniajg zasade Hamiltona. Wystarczy w tym celu dowies¢, ze
ruch zgodny z wiezami i spetniajgcy zasade Hamiltona spetnia
rowniez zasade d’Alemberta.

Dowdd. Zatézmy, ze ruch zgodny z wiezami, okreslony funk-

cjami (13), spetnia zasade Hamiltona (I). Gdyby ruch ten nie spetniat
zasady d’'Alemberta w pewnej chwili t' (gdzie i0<<'<tl), to moznaby

byto znalez¢ takie liczby dxi,dytdzi, okre$lajace w chwili t' prze-
suniecie przygotowane uktadu, ze bytoby

(23) Ei{Pixm ixi)dxi+(Piy—miyi)dyi+{Pi-mizi)dziHF0 dla <= <.
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Obierzmy wariacje d'xi,d'ytd'zi tak, zeby w kazdej chwili t
okreslaty przesuniecie przygotowane uktadu i zeby w chwili t'
byto:

d'Xi—dxi, 6'yi—dyi, d'zi==dzr,
stad na mocy (23)
(24) i\.(Pix—miX)dXi+ (Pig—miy™6'yi+ (P<z—m ") 6zj= A4=0

dla t=i".

Przypusémy np., ze A>0 dla (=<'. Z ciggtosci ruchu wynika,
ze w pewnym matym przedziale <<',<"> jest takze ¥4>0.

Zatem

(25) J.>0, gdy

Niech a(t) bedzie dowolng funkcja ciggta wraz z pierwszg
i druga pochodna w przedziale <f0 x>, dodatnig dla t'<t<t", a poza
tym réwng 0. Potdzmy:

dXi=a(t)d'xi, dyt—a(t)d'yt, 6zi=a(t)6'Zi.

Stad na mocy (24) i (25)
/, n
f 2 [(Pti—miet)d{+ (Piy—THU)dyi+ (Piz—miZ)&a]dt=
(26) 0 i=1 . ,
=j Aa(t)dt= J la(t)ar>0.

Poniewaz wariacje Oxi,dytdzi przedstawiaja w kazdej chwili t
przesuniecia przygotowane i z zatozenia sga zerami dla t=t0it=tu
wiec ze wzoru (20) otrzymujemy na mocy (26)

i
wbrew zatozeniu, ze ruch dany spetnia zasade. Hamiltona.

UdowodniliSmy w ten sposob, ze zasady d™Alemberta i Hamil-
tona sg réwnowazne.
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Przyktad. Punkt ciezki o masie m ma pozostawaé¢ na kuli
*2+y2+ 22—r2=0. Mamy (przyjmujac o$ z skierowang pionowo
w gore):

d'L=—mgdz, dE=m(xdx+ydy-\-zdz),

zatem na mocy zasady Hamiltona (l), str. 522,

t,
J [—gbz-\-xdx+ydy-\-2dz]dt=0.
A~

Wz6r ten zachodzi dla ruchu rzeczywistego przy zatozeniu,
ze dx,dy,6z sa w kazdej chwili przesunieciami przygotowanymi,
t. zn. spetniajgcymi réwnanie

xdx+ ydy+ zbz—O0,
a ponadto, ze stajg sie zerem w chwilach (=<, i t=tv

Zasada Hamiltona dla wspdétrzednych uogolnionych.
Niech wspotrzedne naturalne okreslone bedg parametrami qv -.-,gk
przy pomocy funkcyj:

(27) x1—fl(gL...,gkt), y/==9/(3i>" >i*>0» 2/=V'/(3iv)9M0> t=1,2,...,w.

Zatézmy, ze parametry, okresSlajgce potozenia ukiadu zgodne
z wiezami, spetniajg rownania

(28) &x(gv ...,.gkt)= 0 (r=1,2,....«)

i wezmy pod uwage dowolny ruch rzeczywisty ukiadu okreslony
funkcjami:

(29) ?,= (<) (¢=1,2,...,&).
Wariacje funkcyj (27) dla powyzszego ruchu wynoszg
(30) dxi=-~-dgl+...+-~-dgk
i podobnie dyi oraz ozt
Zatézmy dalej, ze &t sg w kazdej chwili t przesunigciami
przygotowanymi, t.zn. ze spetniaja réwnania (1V), str.477:

(31) P&rdql+...+ -Ej-dgk=0 (r=1,2,...,«);

zatem &xi,6yi,6z, sg rowniez przesunieciami przygotowanymi (str.477).
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Zatézmy wreszcie, ze bgi sg zerami dla t=t0 i {=<,; z (30)
wynika, ze rowniez bxi,byi,dzi bedg zerami dla t=t0i t=tv Poniewaz
za$ wariacja jest przemienna z pochodng (str. 513), wiec wariacje
pierwszych pochodnych funkcyj (27), t.j. bx,6yi,bzh réwne sa
pochodnym funkcyj dxj,oyt, bz,

Na mocy (15) i (18), str. 521, mozemy zasade Hamiltona (1),
str. 522, napisad w postaci:

gdzie xi,ytZ sg funkcjami okreslajgcymi ruch rzeczywisty, by,, bzt
sg w kazdej chwili przesunieciami przygotowanymi, przyjmujacymi
warto$6 0 w chwilach i=f0i t=tv za$ bxlby,dzi sg pochodnymi
funkcyj bxi,dyi,bzi. Jak wynika z rozwazan przyktadu 3, str.517,
rownanie (32) bedzie réwniez spetnione, jezeli zatozymy, ze funkcje
Xi,ytZi, dane wzorami (27) i (29), okreslajg ruch rzeczywisty, zas
bxi i bxi sg wariacjami funkcyj (27) i ich pochodnych, przyczem
bgi sg przesunieciami przygotowanymi, réwnymi 0 dla t= t0i <=t,.
Przy tych zatozeniach mamy ((4), str. 488)

(33) b'L= ty ixbx{+ Piudyi+ PiM)=ZQ jHr

gdzie Qj oznaczajg sktadowe sity uogdlnionej. Ponadto z twierdzenia
o wariacji funkcji ztozonej (str. 514) mamy

a n

(34) ml (Xidxl + y,dxt+zidzi)=d (~ * m I(£j-\-yJ + 7%J= dE,
i=t =i

gdzie funkcje Xiyi,Zi dane sg wzorami (27) i (29), okreslajgcymi
ruch rzeczywisty, bzi,dyi,dzj sa wariacjami pochodnych funkcyj (27),
zas E energig Kkinetyczng, wyrazong przy pomocy parametrow
i i N a mocy (32), (33) i (34) zasade Hamiltona mozemy wiec
napisad w postaci (1), str. 522, gdzie 6'L okreslone jest wzorem (33),
za$ energia kinetyczna E wyrazona jest przy pomocy wsp6trzednych
uogo6lnionych qv ...,qk

A wiec: Zasada Hamiltona zachodzi réwniez dla wspo6trzednych
uogo6lnionych przy zatozeniu, ze bqgi sg przesunieciami przygotowanymi,
rownymi O dla <= t0i t=tl.
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Zasada Hamiltona w polu potencjalnym. Zatézmy, ze
sity posiadajg potencjat V. Zatem ((1), str.437)

(35) b'L=bV.
Z zasady Hamiltona otrzymamy wiec
i,
fl[6V+bE] dt=0 czyli fb(V+E)dt= 6f(V+E)dt= 0.
9]
Wyrazenie W=E-\-V nazwaliSmy potencjatem Kkinetycznym
(str. 493). Zatem

() dfw dt=0.
i.

A wiec: wariacja catki z potencjalu Kinetycznego jest réwna
zeru dla ruchu rzeczywistego, jezeli wariacje bxt,dytbz, przedstawiajg
w kazdej chwili przesuniecie przygotowane ukiadu oraz sg zerami
w chwilach t=t0i t=tv

Wz6r (35) zachodzi dla wspo6trzednych uogdélnionych (por. (39),
str. 467). Poniewaz zasada Hamiltona réwniez zachodzi dla wspét-
rzednych uog6lnionych, wiec (I1) jest spetnione dla ruchu rzeczy-
wistego przy zatozeniu, ze potencjat kinetyczny W wyrazony jest
przy pomocy parametréw qv...,qk za$ wariacja zostata utworzona
dla ruchu rzeczywistego, przyczem bqgt sa przesunieciami przygoto-
wanymi, rownymi zeru dla t=t0i t—tv

Uktady holonomiczne skleronomiczne w polu poten-
cjalnym. Niech dany bedzie uktad holonomiczny skleronomiczny,
w ktorym sity posiadaja potencjat

(36) r=Pta,..*).

Zalézmy, ze ruch ukiadu okresSlony funkcjami:
(37) Xi=X/(t), yi—yi(t), z,=zi(t) «O<«<i; ¢(=1,2,...,w)
jest ruchem rzeczywistym, dla ktérego energia kinetyczna w <i00
nie znika, t.zn.:
(38) E+ 0. dla

Na mocy zasady Hamiltona (l), str. 522, i (35) mamy
L b n _
(39) f\ jE£ (I O, byi @.,j -I>m,ixidxi+ y,byi+ z,dz)U=0,
t, HV' ' ‘ i-i
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gdzie dxi,6yi,dzi sg w kazdej chwili przesunigciami przygotowanymi
i rdwnajg sie zeru w chwilach t—t0 i t=tv Niech

(40) t=& (1) (*(,<*<*1.)

bedzie dowolng funkcjg zmiennej r, cigglta wraz z pierwszg i drugg
pochodng w przedziale <rOrx> i spetniajacg warunki:

(41) o(TQ= ¢ #'(T)>0 (TATATH,

gdzie & oznacza pochodng wzgledem r. Podstawiajgc (40) w (37),
otrzymamy:

(42) xi=xi(&(N)=Si(Mm), y.=z,="x), ((0T<rit=1,2,

Funkcje (42) przedstawiajg parametrycznie tory punktéw
uktadu przy pomocy parametru r.

Oznaczajgc przez xtytzi pochodne funkcyj (42), za$ przez f
pochodng funkcji (40) wzgledem parametru r, otrzymamy:

(43) X,=X"t/t', yi—y'ilt, ii=z'i/t,

skad dla energii kinetycznej

(44) E - i 2 -
=1 /=L

Z zasady zachowania energii catkowitej mamy
(45) E —V—Ah, gdzie A=const.,

skad na mocy (44)

_I/am i(x?+y?+2?)
(46) ]

h+V

Wzor (46) zachodzi, gdyz h+V=E na mocy (45), zas (7=1=0
na mocy (38).

Przyjmujemy, ze wspo6trzedne Xiy,-Zi wystepujace w V (por.
wzér (36)) wyrazone sg we wzorze (46) przez funkcje (42). Wariacje
dXi,dyi,dzi, ktore sg funkcjami zmiennej i, mozemy uwaza¢ na
mocy (40) za funkcje zmiennej r.
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Oznaczajac przez dXidyitdzi pochodne wzgledem r, otrzymamy:
47) dxi=dx'i/t’, dyi=dy'i/t, <Sz=dzif.

Wyrazajgc w (39) zmienna t przez r przy pomocy funkcji (40),
dostaniemy na mocy (41), (43) i (47)

t, /=i
gdzie X,yiZi, dxi,dyi,dzi sgfunkcjami zmiennej r. Wzér (48) mozemy
napisa¢ w postaci

(49) fNdV-t'+y6+J 2mi(x?2+y?+2?) dr=0,

t, =i
przyczem pojecie wariacji nalezy rozumie¢ jak poprzednio, lecz
zamiast t wystepuje obecnie r. Podstawiajgc (46) w (49), otrzymamy

dr=0.
,60)

tatwo stwierdzié, ze wyrazenie pod catkg rowne jest wariacji

26 \N+V™"\Zm(xf+y?+zl , skad na mocy (50)

o m (xf+y?+zi dr=0.

Z zatozen co do <&- wynika, ze wzdr (l) zachodzi dla do-
wolnych funkcyj 6xi,6yi,6zi parametru r, ktdre dla kazdej wartosci r
sg przesunieciami przygotowanymi w potozeniu uktadu, okreslonym
funkcjami (42), i ktére sg zerami dla t= t0 oraz t=Tj. Wariacja
utworzona jest dla funkcyj (42), okreslajacych tory punktéw ukiadu
w ruchu rzeczywistym.

Poniewaz we wzorze (1) nie wystepuje czas t, wiec wzor ten
wyraza pewng wihasnos$¢ toréw ruchu rzeczywistego.

Niech w szczegdlnosci ukiad redukuje sie do jednego punktu
X,Y,Z 0 masie m, poruszajacego sie bez dziatania sit. Zatem 7=0.
Z (1) otrzymamy 5

23] \x_ZA-y"2+ z 2dr—0.
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Poniewaz element luku jest ds="x"*+y'2+z'2dr, wiec
*
(51) djds=0.
*»
Przyjmijmy, ze punkt ma pozostawaé na powierzchni 8.
Krzywe o wiasnosci (51) sa to t.zw. linie geodetyczne. W geo-
metrii rézniczkowej dowodzi sie, ze najkrétsza limg na powierzchni,
taczacg dwa dostatecznie bliskie punkty linii geddetycznej, jest
luk tej linii. Z (51) wynika zatem, ze ruch punktu na powierzchni
bez dziatania sit odbywa sie zawsze po liniach geodetycznych.
Uwaga. Wzér (1) wyprowadza sie zwykle tatwiej z t.zw. zasady Mati-

pertuis (str.537). Trzeba sie jednak oprze¢ wéwczas na pewnych twierdzeniach
z rachunku wariacyjnego, o ktérych nie zaktadamy, ze sa czytelnikowi znane.

§ 8. Wariacja z wariacjg czasu. Wariacja funkcji.
Niech bedzie dany ruch punktu po osi x, okreslony funkcja

Q) X=X (t) (tO« ™ * i) -
Wezmy pod uwage dowolny ruch pordéwnawczy
2 *=*(<) (4 ««i),

gdzie chwile toi f\ mogg by¢ inne niz t0i tv Oznaczmy przez At
dowolng funkcje czasu t, ciggtg wraz z pierwszg i druga pochodng

w przedziale i spetniajgcg nieréwnosé

(3) t'oMt+At (<o<<<*i)-
Niech wreszcie

m AX—X(t-\- At) —Ex());

Ax jest'wiec funkcjg czasu t i oznacza przyrost wspdétrzednej &,
gdy od punktu A w ruchu danym w chwili i przechodzimy
do punktu A' w ruchu poréwnawczym w chwili t-\-At. Tworzac
pochodng (1), otrzymamy

afcad
*, + (A+iit)

Odejmujgc obustronnie x(t), dostaniemy stad po tatwych
przeksztatceniach
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@ Ay —xo- G0 x G ¢ o
gdzie

d(At) Id(Ax) d(At) .
? a *O )/ (« I\/Idt ||'

Jezeli wiec Ax, At i ich pochodne dazg do O jednostajnie, to
r dazy do, O jednostajnie. Zatem R jest ,nieskoriczenie matg”
w poréwnaniu z \dAX)/dt\ + \d(At)ldt\.

Mech
_ d(Ax) ~d(Ab)
n AL dt
Mt mocy wiec (4)
(6) X(t-\-At)—x(t)—Ax+e.

Lewa strona réwnosci (6) oznacza przyrost predkosci pun-
ktow A i A’, t.j. przyrost predkosci, gdy od punktu A w chwili i
w ruchu danym przechodzimy do punktu A’ w chwili t+At w ruchu
poréwnawczym. Zatem Ax przedstawia nam ten przyrost w przy-
blizeniu, z réznicg ,nieskoniczenie matg“ w poréwnaniu z suma
\d(AX)/dt\-+-\d(At)/dt\.

Zauwazmy, ze na mocy (6) jest na ogot

. d(AX)
() AXaz

Niech bedzie dana funkcja
(7) T=F(x,x,t).

Oznaczmy przez T wartos¢ funkcji (7) w ruchu danym w chwili t,
za$ przez T warto$¢ tej funkcji w ruchu poréwnawczym w chwili
tA-At. Zatem ro6znica tych wartosci wynosi

(8) T-T=F(x(t-\- At), x(t-\-At),t+At) —F[x(t),x(t),t).
Ze wzoru Tylora otrzymamy
9 T-T-= '\?’-‘r[x(t+At)-x(t)) + -":”-\r[x(.t+At)-x(tj) + -3’-\I_At+ R,

gdzie reszta R jest ,nieskoriczenie matg“ wyzszego rzedu, niz
przyrosty x(t+At)—x(t), x(t+At)—x(t) i At
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'Na mocy (1), (6) i (9) otrzymamy

(10) T-T="AX+8AX+"-At+R",

gdzie R'—R+ e-g\-l;, a wiec gdzie R' jest ,nieskonczenie mate”

w poréwnaniu z
(1)) AN BN+ \dAX)it\+ \dAt)/dt\
Pot6zmy

(an 3T oT 3T

Na mocy (10) mamy T—T=AT+R'-, zatem AT oznacza
w przyblizeniu przyrost funkcji T, gdy od punktu A w chwili t
w ruchu danym przechodzimy do punktu A" w chwili t+At wruchu
poréwnawczym, przyczem popetniony biad jest ,nieskonczenie maty*
w poréwnaniu z (11).

Wyrazenie AT nazywamy wariacja wraz z wariacjg czasu
funkcji T dla ruchu x=x(t), za$ funkcje At nazywamy wariacjg
czasu.

Dla At—O0 bedziemy mieli na mocy (I) i (5), str. 510, Ax=dXx,
a na mocy (I1) i (1), str.511, Ax=dx. Z (lll) dostaniemy wiec
- N N
AT i~ dx+ 3xd X

czyli AT=dT.
W przypadku wiec, gdy At=0, wariacja wraz z wariacjg czasu
przechodzi w wariacje zwykia.

Przyktad. Utworzy¢ wariacje wraz z wariacjg czasu dla
funkcji

T=\mx2-\-axt,
gdzie a i w sg statymi.
Mamy
AT —atAx+ mxAX+ axAt,

na mocy wiec (I1)

= N - — N N
AT=atAx+mx étr +aXxAt—mx2 (’%t
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Uktady punktéw. Niech ruch uktadu » punktéw mate-
rialnych okreslony bedzie funkcjami:

(12) x,=ayt=yi(t), z,=zi(t), *=1,2,...,»)
i niech dana bedzie funkcja
(23) T=F(x1...,znzi,...,z,,t).
Wezmy pod uwage dowolny ruch poréwnawczy
(14)  xt=x,(1), y,= Y, (1), zi=i,(t), (to<i<ki; *==1,2,...,»).

Niech At bedzie dowolng funkcjg czasu t, ciggtg wraz z pierwszg
i drugg pochodng w przedziale <tO h> i spetniajacg warunek

(15) s t+ AT\
Potézmy:

(V)  Axi=xt(t+At)—x, (1), Ayt=y,(t+At)—yi(t), AzF=zi(t+At)—z,(t),

~d(At) . d(Azi) . d(At)
V) AX~ dt X dt Ay, R OB y* ( )* Aze g T g

Wyrazenia Ax-, Ayi, Az=0znaczajg przyrosty wspoétrzednych, zas
Axi,Ayt,Azi przyblizone przyrosty pochodnych tych wspotrzednych,
gdy od potozenia uktadu w chwili t w ruchu danym przechodzimy
do potozenia uktadu w chwili t+At w ruchu poréwnawczym. Przy
tym przyblizeniu biad jest ,nieskonczenie maty“ w pordéwnaniu z

d(Axi)  d(Ay{) d(Az,)  d(At)
(16) gt * 0 dt gt T dt

Oznaczmy przez T wartos¢ funkcji (13) w ruchu danym
w chwili t, aprzez T jej wartos¢ w chwili t+At w ruchu poréwnaw-
czym. Kiladac

-s?t9T. ,3TA 3T . ,3TA. ,3TA. ,9T.\ -9TA
(VI) AT=2 [& +* 5~ "+ it++-E++Ti+)+nM
i postepujac jak poprzednio, otrzymamy
a7) T—T=AT+R,
gdzie R jest ,nieskonczenie matg“ w poréwnaniu z suma

d(Axi) p d(Ayi) | deAzi) d(At)

18) MNAXNH\NAYN+H\AzI\+ ot ot gt )+Ne*! ot
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Wyrazenie AT nazywamy wariacja wraz z wariacjg czasu
funkcji T dla ruchu (12) ukfadu punktow.

Wariacja AT przedstawia zatem w przyblizeniu przyrost
funkcji T, gdy od potozenia ukiadu w chwili t w ruchu danym
przechodzimy do potozenia ukiadu w ohwili t+ At w ruchu
poréwnawczym, przyczem r6znica miedzy przyrostem prawdziwym
a AT jest ,nieskonczenie mata“ w poréwnaniu z (38).

Dla At—O0 jest na mocy (1V), (V), (5), str. 510, i (1), str. 511:
Axi— O6, Ayinrdyi, Azi=dzh Azj—dz,, Ayi—dy, Azi=dzlf

skad na mocy (VI) AT—ST.
W przypadku wiec, gdy At=0, wariacja wraz z wariacja
czasu przechodzi w wariacje zwykia.

W ariacja wraz z wariacjg czasu catki. Niech dana
bedzie catka

(19) 1= 1 Tdt,
i
gdzie T oznacza funkcje (13). Oznaczmy przez AtO i Atx wartosci
funkcji At w chwilach tOi tv
Niech | bedzie wartoscia catki (39) dla ruchu danego, za$ /
wartoscig tejze catki dla ruchu poréwnawczego, wzietej w granicach
od tO-\-At0 do ti. -

t«+K

gdzie T1 oznacza wartos¢ funkcji T w chwili t w ruchu poréwnaw-
czym. Podstawiajgc w (20) t+At zamiast t, otrzymamy

(2D /= IT[I+"~)d t,
i
gdzie T oznacza wartos¢ funkcji T w chwili t+ At w ruohu
poréwnawczym.
Na mocy (19) i (21) otrzymamy

/-1 \(T-T)+T~=~ df,

skad na mocy (17) po tatwych przeksztatceniach



534 ROZDZIAL XI1. Zasady wariacyjne mechaniki.

(22) l-1=J [aT+ TA~dt+R ",
gdzie
(23) (AT+E)Q, + R\dt.

Latwo stwierdzi¢, ze R' jest ,nieskonczenie mate“ w porow-
naniu z (18). Potézmy

V1) AINANTAdt="AT+TAr"dt.
® i
Wyrazenie Al nazywamy wariacjg wraz z wariacjg czasu cafki 1.

Na mocy (22) i (VII) mamy
(24) I-1=A1+R ",

Al przedstawia wiec w przyblizeniu przyrost catki (19), gdy od
danego ruchu przechodzimy- do ruchu poréwnawczego, przyczem
w ruchu poréwnawczym obliczamy catke w granicach tO+zIt0, ix+dt
Bo6znica miedzy Al a przyrostem prawdziwym jest ,nieskonczenie
mata“ w poréwnaniu z (18).

W przypadku, gdy At—O, wariacja wraz z wariacjg czasu
przechodzi — jak tatwo zauwazy¢ — w wariacje zwykia.

8§ 4. Zasada Maupertuls (najmniejszego dziatania).
Przeksztatcenie Holdera. Niech ukiad punktéw materialnych
-4i(*i,yi,zi), -2 0 masach wii, ..., m, poddany bedzie
dziataniu sit Px ..., P,, zaleznych od Xi, ..., zn, xl}..., z,,t." A wiec:

(1) Pix~ P \(XV kA0 Pi Piz=

Zatézmy, ze ukiad jest holonomiczny bez tarcia i ze wiezy
sg obustronne.
Wezmy pod uwage dowolny ruch ukitadu zgodny z wiezami

lub nie, okreslony funkcjami:
) Xi— Xi(t), yi—yi(t), ZzZi=zi(t) (ii«i; t=1,2,...,»).

Energia kinetyczna wynosi
n

®3) E = *»l(*/+ fi+ *)e
/A1
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Utwdrzmy wariacje energii kinetycznej wraz z wariacjg czasu
dla ruchu (2):

4 AE—" mAiiAzi+yiAyi+ziAzi).
i=1
Wyrazajac AziAyi,Az- przy pomocy wzoréw (V), str. 532,
dostaniemy
_d(AXj) . d(Ayi) Z.d(A2|) _2Ed(At)

) AE= mM Ty Ty T g dt
i=i L

Przenoszac ostatni wyraz z prawej strony na lewg i catkujac,

otrzymamy
¥ v dAyi)  d(Azi
(@ J[.Ne +2«n1]*=/ (dtyl)/\zi(dt%dt'
y t=1
kK 4
Catkujac przez czesci, otrzymamy J + i = x,Axt J=I'XjAxidt
0 o A

i podobne wzory otrzymamy dla yti z,. Stosujgc je do prawej
strony réwnania (6), otrzymamy

t,
/ ,IA E+2E~ANdt=
7 t n
=J>m i(xXiAXI-\-ytAyi+ ziAzi) — f \"mi(xiAxi+yiAyr\-ZiAzi)\dt.
i=t It L=i
Pot6zmy
(8) A'X==] (PixAxj + PiyAyi+ P izAZi).

Catkujac wzor (8) i dodajac do obu stron réwnania (7), dosta-

niemy
n

a'L+AE+2 E d ot = 2 yAyitziAzis 4+
L
n

f
L i i=1
(1) 1.
+3 A [(Pix—mixi)Axi+ (Pii/—miyi)Ayi+ (P iz—mizi)Azi] dt.
K /=i
Wzor (1) nosi nazwe przeksztatcenia Hoéldera.



536 ROZDZIAL XI. Zasady wariacyjne mechaniki.

Zachodzi on dla kazdego ruchu zgodnmego z wvwiezami lub nie
(o ile tylko funkcje (1) sa dla tego ruchu okresione).

Jezeli zamiast wariacgii A waz z wariacja czasu prayjmieny
wariacje zvwikda 6, t.zn. jezeli polozymmy -di—0, to — jak tabwo
widzie¢ — otrzyvimany wzor (20), str. 521

Postac¢ ogolniejsza zasady Hamiltona. Zatdézmy, ze
funkgje (@) okresiaja ruch rzecaniasty. Zatdzmy ponadto, Zze funkcje
AXi, Ayt AZi s w kazdej dwili t przesunieciami  przygotonaryri
uldadu

Na nocy zasady d Alemberta vwrazenie pod catkka po praanej
stonie rovuosci (1) jest zerem Zatem

\%
f 1ae+3-E+2.E~pj dt = * m KxAXi+y iAyi-\-ziAzt)

ZatGzmy, ze AXLAYILAZ, sa zerami dia t—10 i t=tl Prana
strona ostatmniej] rovvosci bedzie vwiec zererm Oaozymamy zatem

Réwnanie () zachodzi dla ruchu rzeczywistego przy zatozeniu,
ze Ax/,Ayi,Azi sg w kazdej chwili t przesunieciami przygotowanymi
i rOwnajg sie odla t—t0 i t=t1, za$ At jest dowolne.

WV przypadku, gdy At—O0, wwariacgja A zamieni sie mnavwariage S
+atwno zaumaxne, ze (1) przyjmie wonczas postac zasady Hamiltona
1), str. 522 Posta¢ (I1) zasady wariacyjnej jest zatem od niej
ogolnigjsza. Nie przedstaania omna jednak ogolnigjszej wWlasnosci. Ne
mocy bowiem (5 i (8 nozermy rapisac (11) w postaci

Poniewaz Axi,Ay,-,Azi sg to funkcje dowolne, przedstawiajgce
przesuniecia przygotowane i znikajace dla t=t0i t=tv za$ At wcale
we wzorze (9) nie wystepuje, wiec piszac dx-, dy,, bztzamiast Ax/, AyhAz-,
otrzymamy z (9) zasade Hamiltona.

Bownanie (11) jest wiec zasadzie Hamiltona réwnowazne.
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Zasada Maupertuis. Roéwnanie (I1) zachodzi dla dowol-
nego At, zas Axi,Ayi,Azt maja jedynie by¢ w kazdej chwili t prze-
sunieciami przygotowanymi, znikajgcymi dla t=t0i 1=".

Zatézmy teraz, ze Ax-, Ayt Azi i At sa tak dobrane, aby spetl-
niony byt ponadto warunek
(r A'L=AE.

Na mocy (5) i (8) warunek (I11) mozemy napisa¢ w postaci

n

2 (pt*Axi+ pi, Ay%+pi, Az<)=
i=i

(10 n
d(Ax{) t d(AVi) . d(Azt)\ d(At)
= ~¥~ +yi~dT + Zi-d rr 2E~iT"
Z (1) i (111) otrzymamy
(U) fAAE+ 2E "j=0,

u
skad na mocy wzoru (VII), str. 534,

(1v) A f Edt=0.
i

A wiec: wariacja wraz z wariacjg czasu catki z energii Kine-
tycznej jest dla ruchu rzeczywistego zerem, jezeli Ax,-, Ay,, Az,- sa w kazdej
chwili przesunieciami przygotowanymi, réownymi 0 dla t=t0 i t—tlf
i jezeli zachodzi warunek (I11) (t. zn. jezeli praca przygotowana na
przesunieciu Axi,Ayt,Azi réwna jest wariacji wraz z wariacjg czasu
energii Kinetycznej).

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady Maupertuis lub zasady
najmniejszego dziatania.

Oznaczajac przez d»i element tuku, po ktérym porusza sie punktmi, a przez
\V/ predkos$¢ punktu, mamy dsi=vtdt. Zatem

Wyrazenie jest pedem (,dziataniem“).

Opierajac sie na (1V), mozna dowie$¢, ze przy pewnych zatozeniach catka
z energii kinetycznej ma dla ruchu rzeczywistego najmniejsza warto$¢ posrod
ruchéw spetniajacyoh pewne warunki. Stad nazwa zasady najmniejszego dziatania.
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Zatézmy, ze pewien ruch zgodny z wiezami spetnia zasade
Maupertuis, i ponadto, ze energia kinetyczna nie znika w

(12) E=¥0

Niech funkcje Axi,Ayi,Azi bedg w kazdej chwili t przesunie-
ciami przygotowanymi, réownymi 0 dla i=<, i i=<1 a poza tym
«funkcjami dowolnymi. Obierzmy At tak, by zachodzita rdwnos¢ (111),
lub — co na jedno wychodzi — rdéwnanie (10). Mozemy wiec na
mocy (12) i (10) przyjac

(13)
—%_i Aa>i+Piy Ayi + P»*Azi
Dla tak dobranych Axi, Ayj, AzitAt zachodzi wzér (1V), zatem
i (11). Na mocy (I11) i (11)

JN2AE+2E*M"pN d<=J \A'L+"A'L+2E~"dt=0,

to 0
skad na mocy (10) otrzymamy wzor (9), w ktérym Axi,AyhAzt
spetniajg te same warunki co 6xi,dyi,6zi w zasadzie Hamiltona.
Poniewaz, jak udowodnilismy (str. 536), (9) jest rdéwnowazne
zasadzie Hamiltona, wiec dany ruch jest ruchem rzeczywistym.
Widzimy zatem, ze sposrdd ruchow zgodnych z wiezami, dla ktd-
rych .©4=0, tylko ruchy rzeczywiste spetniaja zasade Maupertuis.

A wiec: zasada Maupertuis przedstawia wilasnos¢ charaktery-
styczng\ tych ruchéw rzeczywistych, dla ktdrych E 4=0.

Zatézmy, ze ruch odbywa sie w polu potencjalnym o poten-
cjale V. Zatem:

3VI3xi=Pix, 3V/3yi=P iy, 3VIdZi=P iz,

A A i3v 3V 3v. \
A'L =2 (Pix*Xi+PiyAyi+ Pi'Azi) = 2I (te AXi+ 3ZAyi+r3 i AZir
1=1 i= * 9* t
Poniewaz V jest funkcjg tylko wspotrzednych xhytzi, wiec
A'L=AV, a zatem mozemy warunek (I11) napisa¢ w postaci AV—AE
czyli

() A(E—F)= 0.
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Uwaga 1. Zatozenie U4=0 jest istotne, t. zn. ze jezeli ruch
zgodny z wigzami spetlnia zasade Maupertuis, a warunek B40 nie
jest spetniony, to ruch moze nie by¢ ruchem rzeczywistym.

Niech np. dany bedzie jaki$s ukiad skleronomiczny. Wezmy
pod uwage ruch, w ktérym od chwili tOdo chwili tx uktad jest w spo-
czynku w pewnym potozeniu zgodnym z wiezami. Mamy zatem
stale E=0, skad na mocy (4) réwniez stale AE=0. Wynika stad,
ze wzoér (11), a zatem i wzér (1V), bedzie spetniony dla dowolnych
AxhAyhAzt At, w szczegdlnosci wiec réwniez dla tych, ktore spetniajg
wzor (111), lub — co na jedno wychodzi — wzér (10). Dany ruch
spetnia przeto zasade Maupertuis. Jest jednak oczywistym, ze przy
odpowiednim doborze sit, spoczynek nie jest mozliwy, t.zn. ze spo-
czynek nie jest ruchem rzeczywistym.

Uwaga 2. Gdyby$Smy wariacje wraz z wariacjg czasu zastapili
w zasadzie Maupertuis przez wariacje zwyklg, t. zn. przyjeli At=0,
piszac Hzamiast A, to wzory (111) i (IV) przybratyby postac:

o) d'L=dE,

(15)

A wiec: dla ruchu rzeczywistego zachodzi wzor (15) przy za-
tozeniu ze dxt,dytdzi sg w kazdej chwili przesunieciami przygoto-
wanymi, réwnymi O dla t=t0i i=ili spetniajgcymi warunek (14).

Tak wypowiedziana zasada nie przedstawiataby jednak cechy
charakterystycznej ruchow rzeczywistych. Zaktadajgc bowiem np.,
ze na ukitad nie dziatajg zadne sity, mielibySsmy d'L=0. Zatem
warunek (14) przyjatby postaé dE—O i pociggatby przeto wzor (15)
dla kazdego ruchu zgodnego z wiezami. W tym wiec przypadku
kazdy ruch zgodny z wiezami, a nie tylko ruch rzeczywisty, spet-
niatby wzér (15) czyli zasade Maupertuis, w ktérej wariacje A
zastgpiono wariacjg zwyklg €

Widzimy stad, ze istotnym w zasadzie Maupertuis jest row-
niez i to, ze wariacje tworzymy wraz z wariacjg czasu.

Uwaga 3. Dla ruchu podanego we wspo6trzednych uogélnio-
nych moznaudowodnié, ze w uktadach hotonomicznych skleronomicznych
zachodzi zasada Maupertuis w postaci (1V) przy zatozeniu, ze energia E
wyrazona jest rowniez we wspdtrzednych uogélnionych, a wariacje Agj
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sg przesunieciami przygotowanymi, réwnymi O dla t=i0 i i—
i spetlniajacymi warunek (I11), w ktorym A'L=ZQjAqj (t.j. wyrazony
przy pomocy sit uogélnionych Qj).

Dla uktadéw reonomicznych i wspétrzednych uogélnionych
wzor (IV) nie zachodzi i zasade Maupertuis podaje sie dla nich
w innej postaci.



DODATEK

ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE RZEDU
/DRUGIEGO O WSPOLCZYNNIKACH STALYCH

Tak nazywamy réwnania ksztattu
Q) y"+ay'+ by= <),

gdzie a,b sg danymi liczbami rzeczywistymi, <p(x) funkcjga znana;
szukang za$ jest funkcja y=f(x), spetniajaca (I).

Rownanie (1), w ktéorym funkcja <p(x) jest zerem, nazywamy
rownaniem jednorodnym.

Réwnanie jednorodne ma wiec postaé
() y"+ay'+by = 0.

Aby rozwigza¢ réwnanie jednorodne (11), przyjmujemy
(1) V=«

gdzie r jest liczbg tak dobrang, aby réwnanie (11) byto spetnione.
Rézniczkujgc (1), otrzymamy:

(2) y'= re", y " —rte'x.
Podstawiajac (1) i (2) w (I1) otrzymamy
rlerx+ arerx+ berx= 0,
skad po podzieleniu przez erx
(r r+or+6=0.

Réwnanie (I11) nazywamy réwnaniem charakterystycznym
dla (I1).
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, Postac roavigazania rovvmania jednorodnego (11) zalezy od tego,
czy pierviastki rxrt.rovvania charakterystycznego (111) sa rzeczy-
wiste (rovvme lub rézne), czy zespolone. Bozpatrzinmy wwiec 3 przypadki:

1° Pierwiastki rifrt sa rzeczywiste i rézne. Najogolniej-
sSzymM rozavigzaniem rovvania (11) jest wnwownwczas
(3) y=cicijcn,
gdzie c ™ s dovwolrnymi liczbami stahmi.

2° Pierwiastki VIl sa rzeczywiste i révwne. Najogolniej-
sSzym roavvdagazaniem rovvmania (11) jest wtedy
(&) y=(clx+c2)erx
gdzie c"c* s dovwolrnymi stabhyvimi.

3° PierwiastKki rxr2sg zespolone. Ponienaz rommanie (111)
ma. wwspolczymnniki 4, b rzecaywviste, wiec rxr2sa liczibami sprzezormai.

Przyjmijmy:

r~a + pi, rt—a— pi.

Najogolniejszym roandgzanierm (11) jest w tym przypadiku
() v =e ar(cloos/3o-(-ct Sirn'Sx),
gdzie c ™ s dowvwolriymi stabhyvimi.

Aby znalez¢ roanigzanie ogolne rommania (1), stararmy sie znalezc
Nnajpiervv jakiez jedno szczegolne roavvazanie tego rovvania Jezeli
nam sie to uda i y=y>(x) jest tym szczegdlrymm roavniazaniem, to
rooviazujeny nastgpnie rovvanie jedmnorodne (11). Najogolnigjsze
rooavdiazanie rovvrania (1) otuzymmujernmy, dodajac roawviazanie szcze-
agolne y>(x) do roanigzania ogolnego rovvania jedrnorodnego (1)

Przyktad 1. Boaniazac ronwmania:

@ y"—3y'+2y=0; (@ y"+2y'+y=0-, © Y"—2y'+5y=0.

Bownaniami charakterystyczrniyvimi s
@ r=—3r+2=0; @®G) r*>+2r+1=0; © r=—2r+5=0.

Pienniastki powZzszych ronnan VWanoszas
@ <=1, r2=2; G rPe=r2=—413, © =l + 2 r2=1—2¢

Najogolnigjsze roavvigzania nmaja wMec postac:

@ y=ciext+Cieix; @@ y—(CiXx+02)e~X, (© y=cx(CiCosX&BFfCcISinXe).
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Przyktad 2. Rozwigzaé¢ réwnanie
(d) y"-3y'+2y=*a?.
Staramy sie znalez¢ rozwigzanie postaci
© y—aa?-}-bx+c.

Aby wyznaczyé ab i e, podstawiamy (6) do (d). Dostaniemy
po utworzeniu pochodnych:

2a—3(2aa?+b)+2 (<ia?+bx+c)=4a",
skad
2a&-f-(—6a+25)x -f (2a—35+2c)=4®*.
Poréwnujac wspotczynniki, otrzymamy:
2a=4, —6a+26=0, 2d—36-]-2¢=0,
zatem:
a=2, 6=6, c—7.

Na mocy wiec (6) rozwigzaniem szczegolnym réwnania (d) jest
(7) y—20t?+6Xx + 7.

Roéwnanie jednorodne y''—3y'+2y=0 ma rozwigzanie ogélne
(8)
(przyktad I(a)). Najogdllniejszym rowzigzaniem réwnania (d) jest
wiec na mocy (7) i (8)

y=clex+cief-\-2xI+6x + 7,

gdzie (,ct sg dowolnymi statymi.
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Dyna 75.

Dynamiczny sposdb mierzenia sit 76,
wspotczynnik tarcia 368.

Dynamometr 76.

Dziatajgce sity 261, 438.

Dziatania na sitach 72, najmniejszego
zasada 537.

Dzielenie wektora przez liczbe 5.

Dziesietna waga 297.

DZwignia 278.

Elementarne przeksztatcenia 29.

Elipsoida bezwladnosci 166, — Srodko-
wa 166.

Energia catkowita punktu 107, — ukia-
du 220, kinetyczna punktu 106, —
uktadu 218, — ciata 364, potencjalna
punktu 106, — ukiadu 220.

Eulera katy 355. réwnania 399, twier-
dzenie | 314, 11 316.

Fizyczne jednostki cgs 75, wahadto 377.

Foucaulta giroskop 414. wahadto 150.

Funkcja Hamiltona 505. sit czyli po-
tencjat 99, 214, wektorowa 13 -e nie-
zalezne 423.

Geodetyczna linia 529.

Oesto$¢ 170, liniowa 172, powierzchnio-
wa 171, w punkcie 170.

Oiroskop Foucaulta 414.

Gtadka krzywa 124, powierzchnia 124,
(368), -i przegub 293. -ie ciato 263.

Gtéwna prosta normalna 42.

Grajoslatuka 253.

Gram 75.



Skorowidz nazw.

Granica funkcji wektorowej 13.

Grawitacji (czyli cigzenia) powszechnej
prawo 90— pole Newtonowskie 103,
— stata 90.

Guldina reguta pierwsza 177, druga 178.

Gwiazdy podwdjne 227.

Hamiltona funkcja 505, réwnania ka-
noniczne 505, zasada 622.

Hamujaca p. Ttumiagca.

Harmoniczny p. Drgajacy.

Hipotezy réwnowagi sit 239.

Hodograf 39.

Holonomiczne wiezy 421, 422, -y ukiad
422, 470.

Héldera przeksztatcenie 535.

lloczyn skalarowy 7, wektora przez
liczbe 4, wektorowy 9.

1loé¢ ruchu czyli ped 73.

Impuls uogélniony 504.

Inercjalny uktad odniesienia 70.

Jednorodne ciato 170, réwnanie 541.

Jednostajny ruch 42, (— prostolinijny
38), -ie przyspieszony ruch 43.

Jednostki cgs 75, techniczne 76.

Jednostkowe wektory 7.

Jednostronne wiezy 422.

Jolly’eqo waga 91.

Joule 97.

Kanoniczne réwnania Hamiltona 505.

Kat obrotu 311, -y Eulera 355.

Katowa predkos¢ 45, (322), — chwi-
lowa 62, (325), -e przys$pieszenie 45.

Keplera prawa 89, (227), réwnanie 93.

Kierownicza ptaszczyzna 276, (315).

Kierunek sity 71, wektora 1.

Kilogram masy 75, sity 76.

Kilogramometr 97.

Kinematyczna metoda 449.

Kinetyczna energia (ciata) 364, (punktu)
106, (ukitadu) 218, -y potencjat 493.

Konserwatywne czyli zachowawcze, p.
Potencjalne.

Kéniga twierdzenie 218, (364).

=Kratownica 298. statycznie wyznaczalna
301.

Kret uktadu 202,204, —ciata 362, (394).

Krzywa gtadka 124, Lissajous 120, tan-
cuchowa 308.

Kulisty punkt 166.

1/agrange’a mnozniki 451, réwnania
(pierwszego rodzaju) 486, (drugiego
rodzaju) 492, 494, wspétrzedne uogol-
nione 456.

Lewoskretny uktad wspétrzednych 2.

Liczba stopni swobody 423, (456, 471).

Lina czyli sznur 306.
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Linia geodetyczna 529, materialna 171,
sit 97, S$rodkéw chwilowych 340,
Srubowa 56. 338, weziéw 355.

Liniowa gesto$¢ 172, -y uktad (punktéw
materialnych) 157.

Lissajous krzywe 120.

tancuch 305, -owa krzywa 308.
tozysko szyjne 281.
tukowa wspoétrzedna 34.

Hasa 71, catkowita 154, punktu 72,
ziemi 91, zmienna 231, zredukowana
160.

Maszyna Atwooda 197, 376, (495).

Materialna linia 171, powierzchnia 171,
-y punkt 72.

Maupertuis zasada 537.

Maximum wiasciwe 121.

Metoda Culmanna 304, kinematyczna
449, mnoznikéw Lagrange’'a 450, Rit-
tera 304.

Mierzenie sit statyczne 76, dynamiczne

Mimosrodowa anomalia 92.

Mnozniki Lagrange’a 451.

Moment bezwtadnosci ogdlny 159, ilosci
ruchu czyli pedu (kret) 85, 202, sity
(wzgledem osi) 237, (wzgledem pun-
ktu) 236, 238, skrecajacy 288, sta-
tyczny bryty, linii, powierzchni 174,
—ciata 173, — punktu 153, — uktadu
154, stopnia drugiego 160, =— pierwsze-
go 154, wektora (wzgledem punktu) 15,
(wzgledem prostej) 18, uktadu wekto-
row (og6lny) 19, zboczenia (ogoélny)
169, (wzgledem osi) 169, zginajacy
288.

Mozliwa predkos$¢ 424, -e przesuniecie
424, 427, -y ruch 518, uktad predkosci
427. z'

Nadliczbowy pret kratownicy 298.

Najmniejszego dziatania zasada czyli za-
sada Maupertuis 537.

Napiecie 288, 292, — nici 194, 264.

Natezenie pola 97.

Naturalne wsp6trzedne 456.

Newtona pole grawitacyjne 103, prawa
72, 73, 74, réwnania ruchu (79), 80,
190.

Niemozliwa predko$¢ 424, -e przesu-
niecie 424,427, -y uktad predkosci 427.

Nieodwracalne przesuniecie 434.

Nieskonczenie mate 511.

Niestata réwnowaga 121.

Nieswobodne ciato sztywne 261, -y punkt
materialny 123, ukiad 193.

Niewyznaczalno$¢ statyczna 281.

Niezalezne funkcje 423, parametry 456..

Niezmienna ptaszczyzna 228.
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Normalna prosta gtéwna 42, reakcja
123, 263, 367, -e przys$pieszenie 40,
-y cigg podziatéw 95.

Obroét chwilowy 62, 325, 326, 332, 334,
okoto osi 311, 322, — ciata (pod dzia-
taniem sit) 375, okoto punktu 313, 316,
— ciata (pod dziataniem sit) 401, 408.

Obrotowy ruch ciata 322.

Obustronne wiezy 421.

Oddziatywanie p. Reakcja.

Odlegtos¢ rzutu 83.

Odniesienia uktad 32, 53.

Odpychanie 74.

Odsrodkowa czyli unoszenia sita 137,
ztozona czyli Coriolisa sita 137.

Odwracalne przesuniecie 429.

Odwrotny plan sit 303.

Ogniwo tancucha 305.

Okres ruchu harmonicznego prostego
112, — tlumionego 117.

O$ bezwladnosci 166, obrotu 311,
— chwilowego 62, 325, pola 104,
skretu 320, — chwilowego 336, $rod-
kowa uktadu wektoréw 27, — obrotu
chwilowego 336.

Para wektoréw 23, zerowa (sit) 241,

Parametr uktadu (wektoréw) 21, (punk-
téw materialnych) 456, -y niezalezne
456.

Periodyczny p. Ruch okresowy.

Perturbacja p. Zaburzenie.

Ped czyli ilo$¢ ruchu 73, ciata 361,
0g6lny uktadu 198.

Plan sit Cremony 302, odwrotny 303,

predkosci (przesunie¢ przygotowa-
nych) 449.
Ptaska kratownica 298, -i ruch 276,

313, 326, ukiad (punktéw) 157, (sit)
242, (wektoréw) 21, -o prowadzone
ciato 276, 315.

Ptaszczyzna kierownicza 276, (315), nie-
zmienna 228, Sciéle styczna 42, $rod-
kowa 166, symetrii uktadu punktéw
158.

Pochodna wektora 14, kretu (ukifadu)
205, (ciata) 397.

Poczatek ruchu 34, — czyli punkt za-
czepienia (sity) 71, 236, (wektora) 1.

Poczatkowa chwila 32, 80.

Podpora 263.

Podwoéjne gwiazdy 227.

Pole grawitacyjne ziemskie 78, — New-
tonowskie 103, osiowe 104, potencjalne
czyli zachowawcze 98, 214, state 102,
sit 78, 214, $rodkowe 102.

Polowa predkos$¢ 48.

Potaczenie przegubowe 292.

Potozenie brzezne ukiadu 422, wek-
tora 2.

Poréwnawczy ruch 511, 5109.

Skorowidz nazw.

Postepowy ruch (ciata) 320, — chwilo-
wy 325.

Potencjalna energia (punktu) 106, (ukta-
du) 220, — powierzchnia 101, -e czyli
zachowawcze pole 98, 214.

Potencjat czyli funkcja sit 99, 214,
kinetyczny 493, sitwewnetrznych 215,
sity ciezkosci 102, 215, ukiadu sit
214, uogdblniony 493.

Powierzchnia doskonale chropowata 368,
gladka 124, (368), materialna 171,
osi Srodkowych 340, potencjalna 101.

Powierzchniowa gesto$¢ 171.

Praca catkowita 211, przygotowana 436,
sity 93,95, réwna zeru 94, 212, przy
toczeniu 214, tarcia 368, wzgledna
140, 221.

Prawdziwa anomalia 92.

Prawo akcji i reakcji 74, grawitacji
powszechnej czyli cigzenia 90, ruchu
planet Keplera 89, ruchu Newtona
72, bezwtadnosci 73, akcji i reakcji 74,
sktadania i rozktadania sit 240, skia-
dania przesunie¢ 311.

Prawoskretny ukiad wspétrzednych 2.

Precesja regularna 350, 357.

Predko$¢ 35, bezwzgledna 56, katowa
45, (322), chwilowa katowa (62), 325,
ruchu postepowego 321, — chwilowa
325, mozliwa czyli zgodna z wigzami
424, 427, potowa 48, ruchu $rednia 35,
unoszenia 56, (335), wzgledna 56.

Prety nadliczbowe 298, przegubowo po-
taczone 292.

Promien wodzacy 46.

Prosta normalna gtdwna 42, symetrii
ukitadu punktéw 158.

Prostopadle wektory 9.

Prosty ruch harmoniczny czyli drga-
jacy 112.

Przeciwne wektory 1

Przegub 292, gtadki 293.

Przeksztatcenia elementarne 29, Hoéldera
535.

Przestrzenna kratownica 298, -y ruch
ciata 332.

Przesuniecie punktu 34, ciata 310, mozli-
we (punktu) 424, (uktadu) 427, odwra-
calne 429, przygotowane (punktu) 425,
(473, 474), (uktadu) 427, 429, (473,
475), réwnolegte czyli translacja 310.

Przyciaganie 74.

Przygotowana praca 436, -e przesunie-
cie 425, 427, 429, (473, 474, 475).

Przyspieszenie 36, bezwzgledne 59, Co-
riolisa 61, katowe 45, normalne 40,
punktéw ciata 357, styczne 40, uno-
szenia 59, wzgledne 59, ziemskie 75.

Punkt Kkulisty 166, materialny 72,
— nieswobodny 123, — swobodny
123, zaczepienia (wektora) 1, (sity)
71, zwrotu 116.



Skorowidz nazw.

Radialna skfadowa 47.

Bakieta 232.

Ramie bezwladnosci 160, — sity 237.

Reakcja 123, (193), 261, 438, normalna
123, 263, 367, styczna czyli tarcie
123, 263, 271. 367.

Redukcja uktadu (wektoréw) 24, (sit) 241.

Regularna precesja 350, 357.

Reguta Guldina pierwsza 177, druga 178.

Reonomiczny ukiad 471.

Rittera metoda 304.

Rozcigganie 288, 292.

Rozktad wektora 6.

Réwnania charakterystyczne 541, Eu-
lera 399, kanoniczne Hamiltona 505,
jednorodne 541, Keplera 93, Lagran-
ge'a pierwszego rodzaju 486, — dru-
giego rodzaju 492, — w polu poten-
cjalnym 494, ruchu Newtona (79),
80, 190.

Réwnolegte przesuniecie 310, -y ukiad
(wektoréw) 21, (sif) 242.

Réwnowaga 74, niestata 121, stata 121,
(134), wzgledna 142, — sit (74), 238,
(248), 438, 479.

Réwnowartoéci pracy i energii kinety-
cznej zasada 106, 219, 483.

Réwnowazne wektory 2, uktady 22, —
zeru 23,

Roéznica wektoréw 4.

Ruch bezwzgledny 33, 70, chwilowy 325,
— obrotowy, postepowy 325, — prze-
strzenny 332, — wzgledny 348, — $ru-
bowy 335, harmoniczny czyli drgajacy
ptaski 114,— prosty 112, — ttumiony
115, — wymuszony 118, jednostajnie
przyspieszony 43, jednostajny (38),42,
mozliwy 518, — obrotowy 322, okre-
sowy czyli periodyczny 112, planet 89,
ptaski 276,313, poréwnawczy 511,519,
postepowy(138), 320, rzeczywisty 518,
$rodkowy 86, srubowy 55, 335, wy-
padkowy 58, 343, wzgledem ziemi 146,
wzgledny 65, 348, zgodny z wiezami
518, ztozony 58.

Ruchoma linia $rodkéw chwilowych 340,
powierzchnia osi $rodkowych 340,
-y stozek osi chwilowych 340.

Rzeczywisty nich 518.

Rzut wektora 2, 7.

Sekunda 75.

Sita 71, bezwtadnosci 74, bezwzgledna
137, ciezkosci 75, Coriolisa czyli od-
$rodkowa. ztozona 137, dziatajgca 261,
438, hamujaca czyli ttumigca 115,
sprezysta 111, Scinajaca ozyli zgina-
jaca 288, unoszenia czyli odsrodkowa
137, uogélniona 460, wewnetrzna 191,
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235, 288, 290, wzgledna 137, zaburza-
jaca 229, zerowa 71, zewnetrzna 191,
236, 290.

Skatar 1, -owy iloczyn 7.

Skleronomiczny ukiad 422.

Skiadania i rozktadania sit prawo 240,
gzéesunieé prawo 311, -e ruchéw 58,

Sktadowa normalna 123.263, radialna 47,
$ciskajaca 288, sity uogélnionej 460,
styczna czyli tarcie 123, 263, trans-
wersalna 47, zginajaca 288.

Skok $ruby 338.

Skrecajacy moment 288.

Skret ciata 319, — chwilowy 335.

Skretnik 27.

Sprezysta sita 111.

Stata cigzenia 90, linia (Srodkéw chwi-
lowych) 340, powierzchnia osi $rodko-
wych 340, rbwnowaga 121. (134), -e
pole potencjalne 102, -y stozek osi
chwilowych 340.

Statycznawyznaczalno$é kratownicy 301,
zadania 281, -y moment (ciata) 173,
(figur geometrycznych) 174, (punktu)
153, (uktadu) 154, wspoétczynnik tar-
cia 271, sposéb mierzenia sil 76.

Stopienn swobody 423, (471).

Stozek tarcia 271, osi chwilowych 340.

Styczna $cisle ptaszczyzna 43, sktadowa
reakcja czyli tarcie 123, 263, -e przy-
$pieszenie 40.

Suma wektoréw 3, uktadu wektoréw 19.

Swobodne ciato sztywne 235, -y punkt
materialny 123, ukiad 190.

Sznur 306, -owy wielobok 255.

Sztywne ciato 235, -y ukiad 194.

Szyjne tozysko 281.

Scinajqca czyli zginajaca sita 288.

Sciskanie 288, 292.

Sciste styczna ptaszczyzna 42.

Slizganie 339.

Srednia anomalia 93, predkos¢ 35.

Srodek cisnienn 264, (284), masy czyli
$rodek ciezkosci 154, 174, obrotu
chwilowego 327, pola 86, przyspie-
szen 358, sit 242, symetrii 158, re-
dukpji 24, ruchu 86, uderzen 386,

_ uktadu wektorow 21, 28, wahan 378.

Srodkowa elipsoida bezwladnosci 166,
0$ 27, — bezwladnosci 166, — obrotu
chwilowego 336, ptaszczyzna 166,
-e pole 86, — potencjalne 102, -y
czyli centralny ruch 86, uktad wekto-

o row 21,

Sruba 446.

Srubowa linia 55, 338, -y ruch 55, 338,
— chwilowy 335.
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Tarcie 123, 263, 271, 367, 440.

Techniczny uktad jednostek 76.

Teoria perturbacji (228).

Ttumiagca czyli hamujaca sita 115.

Tbtmiony ruch harmoniczny 115.

Toczenie 214, 339.

Tor 34.

Trajektoria 34.

Translacja p. Przesuniegcie.

Transwersalna skfadowa 47.

Twierdzenie Chasle’a 318, Dirichleta 121,
Eulera | 314, 11 316, Koéniga 218,
364, o redukcji 24, 346.

Uderzen $rodek 386.

Uktad jednostek (fizyczny cgs) 75,
(techniczny) 76, odniesienia 32, 53,
inercjalny 70, par (sit) 244, predkosci
mozliwych 427, punktéw material-
nych 154, (190). — anholonomiczny
472,— holonomiczny 422,470,— linio-
wy 157, — ptaski 157, — nieswobodny
193, — reonomiczny 471, — sklerono-
miczny 422, 470, — swobodny 190, —
symetryczny 158, — sztywny 194, sit
(ptaski) 242, (réwnolegty) 242, (réw-
nowazny zeru) 248, wektoréw?2,19, —
centralny czyli Srodkowy 21, — ptaski
21, — réwnolegly 21, — réwnowaz-
ny 22, — zeru 23, wsp6trzednych
(prawoskretny) 2, (lewoskretny) 2.

Unoszenia predkos$¢ 56, przyspieszenie
59, sita 137.

Uogblnione wspétrzedne Lagrange’a 456,
sity 460, -y impuls 504, potencjat 493.

Waga 279, dziesietna 297, Jolly’ego 91.

Wahadto matematyczne 131, fizyczne
377, Foucaulta 150.

Wariacja bez wariacji czasu 511, 515,
— calki 512, 516, — funkcji 511, 515,
— funkcji ztozonej 514, — pocho-
dnej 513, zmiennej niezaleznej 511,
— zaleznej 511, czasu 531, zwariacjg
czasu (funkcji) 531, 533, (catki) 534.

Wariacyjne zasady (catkowe) 519.

Wartos¢ bezwzgledna (wektora) 1, sity
czyli wielkos¢ sity 71.

Warunki prostopadtosci (wektoréw) 9,
rownowagi (sit) 133, 248, 367, 439,
479, (momentéw) 250, (rzutéw) 250.

Wektor 1, jednostkowy 7, predkosci 35,
— katowej 46, (322), — $redniej 35,
przesuniecia 34, 310, przys$pieszenia
36, wypadkowy 25, zerowy 1

Wektorowa funkcja 13.

Wewnetrzne sity 191, 235, 288, 290.

Wezet kratownicy 298.

Wielkos$¢ sity 71.

Skorowidz nazw.

Wielobok sit 254, sznurowy 255, zamy-
kajacy sie 256.

Wiezy 123, (193), 261, holonomiczne
421,470,— jednostronne 422,— nieza-
lezne od czasu 421, 422, 470, — obu-
stronne 421, w postaci skonczonej
422, 471, zalezne od czasu 471.

Wiotka lina 306.

Wirtualny p. Przygotowany.

Wodzacy promien 46.

Wspétczynnik tarcia dynamiczny 368,
—statyczny 271.

Wspbtrzedne cykliczne 494, tukowe 34,
naturalne 456, wektora 2, uogélnione
Lagrange’a 456.

Wykres ruchu 34.

Wymiar energii 107,v potencjatu 99,
pracy 97, statych 52, wielkosci kine-
matycznych 50,— dynamicznych 77.

Wymuszony ruch harmoniczny 118.

Wypadkowa sit ciezkosci czyli ciezar 244,
uktadu wektorow 25, -y ruch 58, 343.

Wyznaczalnoé¢ statyczna (kratownicy)
301, (zadan) 281.

Wzgledna predko$¢ 56, — katowa 68,
praca 140, réwnowaga 142, sita 137,
-e przyspieszenie 59, -y ruch 65,
— chwilowy 348.

Wz6r Bineta 88.

Zaburzajgca sita 229.

Zaburzeh teoria 228.

Zachowawcze pole 98, 214.

Zacinanie 273.

Zaczepienia punkt 71.

Zagadnienie 2 ciat (109), 225, n ciat 228,
statycznie niewyznaczalne 281.

Zasada d’'Alemberta 74, (192, 365, 479),
Hamiltona 522, kretu 206, 366, Mau-
pertuis czyli najmniejszego dziata-
nia 537, prac przygotowanych 439,
réwnowarto$ci pracy i energii kine-
tycznej 106, 219, 366, 483, zachowa-
nia energii (catkowitej) 107,220, (ki-
netycznej) 106, 220,— kretu 206, (366),
— pedu 200, — p6l czyli momentu
ilosci ruchu 86, 206, -y wariacyjne
(catkowe) 519.

Zawieszenie Cardana 414.

Zboczenia moment (ogélny) 159, (wzgle-
dem osi) 169.

Zewnetrzne sity 191, 236, 290.

Zerowa para sit 241, -y wektor 1

Zginajaca sita 288, skladowa 288,
-y moment 288.

Zgodna z wiezami predko$¢ 424, -y z wie-
zami ruch 518.

Zmienna masa 231.

Zredukowana dtugo$¢ 378, masa 160.

Zwrot sity 71, ukiadu wektoréw 2,
wektora 1, -u chwila 116, punkt 116.
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