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ROZDZIAŁ I

TEORIA WEKTORÓW

I. Działania na wektorach

$ 1. Określenia wstępne. Wielkości, które możemy określió 
przy pomocy jednej liczby rzeczywistej, nazywamy skalarami. Ska- 
larern jest więc masa, praca, energia kinetyczna i t. p.

Wektorem nazywamy odcinek, w którym wyróżniony jest po
czątek i koniec. Do wektorów zaliczamy punkty i nazywamy je 
wektorami zerowymi.

Wielkości takie jak np. prędkość, przyśpieszenie, siła, możemy 
przedstawić przy pomocy wektorów. Wektor oznaczamy bądź jedną 
literą z kreską u góry np. a, bądź symbolem AB, gdzie A  oznacza 
początek, zaś B  koniec (rys. 1). Na rysunku koniec wektora zazna
czamy strzałką. Początek wektora nazywamy także punktem [za
czepienia.

Długością lub wartością bezwzględną wektora AB  nazywamy 
długość odcinka AB  i oznaczamy ją przez |AI?|.

Dwa wektory mające ten sam kierunek (t. zn. równoległe) mogą 
mieć zwroty zgodne lub przeciwne (rys. 2).

1. 2. 3. 4.

Wektory a i b mające równe długości, kierunki i zwroty nazy
wamy równymi (rys. 3), pisząc

a=b.

Dwa wektory mające równe długości i kierunki, lecz zwroty 
przeciwne, nazywamy przeciwnymi. Wektor przeciwny do a ozna
czamy przez —a (p. str. 4, rys. 3).
S. Banach. Mechanika.
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Położeniem wektora nazywamy prostą, na której wektor leży.
Wektory ci i b równe i mające to samo położenie (t. zn. leżące 

na jednej prostej) nazywamy wektorami równoważnymi (str. 1, rys. 4):

a ^ b .

Dwa wektory zerowe uważamy za równe i równoważne.
Wektory równe oznaczać będziemy często jedną i tą samą 

literą (gdy nie będzie obawy pomyłki).
Rzutem wektora a na prostą (lub płaszczyznę) nazywamy wek

tor, którego początkiem jest rzut początku wektora a, zaś końcem 
rzut jego końca.

Przypuśćmy, że mamy dany w przestrzeni układ współrzędnych 
0 (x ,y ,z )  prostokątny lub skośnokątny. Obróćmy oś x  około O

w płaszczyźnie xy o kąt < n  tak, 
by dodatnia część osi x padła 
na dodatnią część osi y. Jeżeli 
dla widza znajdującego się po 
tej strome płaszczyzny xy, po 
której leży dodatnia część osi z, 
ruch ten odbywa się zgodnie 
z ruchem wskazówek zegara, 

wówczas układ O (x, y, z) nazywamy lewoskrętnym, w przeciwnym razie 
prawo skrętnym.

W książce tej używać będziemy stale układu prostokątnego 
lewoskrętnego (t, j. jak na rys. 1, a nie 2).

Powiadamy f że układ wektorów (a, b, c) nie równoległych do 
jednej płaszczyzny ma zwrot lewy (wzgl. prawy), jeżeli prowadząc 
przez dowolny punkt 0  osie x, y, z równoległe do wektorów a, b, ć 
i zgodnie z nimi skierowane, otrzymamy układ lewoskrętny (wzgl. 
prawoskrętny).

8 2. Współrzędne wektora. Niechaj a będzie dowolnym 
wektorem, zaś a’ rzutem jego na daną oś x.

Współrzędną wektora a względem osi x nazywamy liczbę, którą 
oznaczamy przez ax, określoną jak następuje: a, =  |a'|, jeżeli a' ma 
zgodny kierunek z osią x, zaś ax——  |a'| w przypadku przeciwnym.

Mamy oczywiście

(1) ax=\a\ cos a,

gdzie a oznacza kąt między wektorem a a osią x  (str. 8, rys. 2).
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Przypuśćmy, że mamy dany prostokątny układ współrzędnych 
(x,y,z). Oznaczając współrzędne wektora a względem osi układu 
przez ax, ay, az, zaś kąty, jakie a tworzy z osiami przez o, /?, y 
(rys. 1), otrzymamy na mocy (1):
(I) «a ='ja| cos a, ay — |a| cos j?, at =  |S|cosy.

A więc: wektory równe mają równe współrzędne względem osi 
układu.

Ponieważ według znanego wzoru z geometrii analitycznej 
jest cos2 a +  cos*¡i 4- cos2 y =  1, więc na mocy (I)

(i i )  | 5 | = R + ^ + ^ ,
(III) cosa =  fflx/i«!, cosp = a y/\a\, cosy =  az/|a|.

Z równań (II) i (III) wynika, że współrzędne wektora określają 
jego długość, kierunek i zwrot.

A więc dwa wektory a i b, mające odpowiednio równe współ
rzędne względem osi układu prostokątnego (t. zn. dla których ax= b x, 
ag—by, az—bt), są równe.

Jeżeli wektor a leży w płaszczyźnie xy  (rys. 2), to
(IV) ax — |o| cos a, ay =  ja| sin a,

(V) |o| =  cos a =  ox/¡aj, sin a =a„/|a|.

Często (gdy pomyłka jest 
wykluczona) rzutami wektora 
a na osie układu nazywamy 
także współrzędne o ,, ay, a-.

Łatwo można okazać, 
że jeżeli punkty A i A' ma
ją współrzędne odpowiednio 
x, y, z i x ’, y ’, z’, to wektor 
a—A A' ma współrzędne: o, — x '— x, ay= y '  —  y i a,—z' —  z.

$ 8. Suma i różnica wektorów. Sumą wektorów a, i b na
zywamy każdy wektor, który daje się otrzymać w sposób następujący: 

Z dowolnego punktu O kreślimy wektor równy wektorowi a, 
z końca tego wektora drugi wektor równy wektorowi 5; wektor, 
którego początkiem jest O, końcem zaś koniec drugiego wektora, 
nazywamy sumą wektorów a i. b (str. 4, rys. 1) i oznaczamy przez

a -f-5.
l*
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Dla wektorów przeciwnych (rys. 3) otrzymamy więc w szcze
gólności

a +  (— a) =  0.

Sumę kilku wektorów np. a + 5  + c otrzymujemy, tworząc sumę 
ó-j-ć, a następnie dodając otrzymaną sumę do wektora a (rys. 2).

Do sumy wektorów sto
suje się prawa przemienności 
i łączności. A więc:

a -{- b =  b O/j 
(u -j- bj -|- c =  11 -j- (b —[— c).

Z praw tych wynika, że suma ilukolwiek wektorów nie zmieni 
się, jeżeli zmienimy porządek składników lub jeżeli kilka z nich 
zastąpimy ich sumą. Np.:

a -f b +  c d +  e= a  -f  ć -f  e +  b+ d =  (a +  ć)+ e (b+ d).

Bóżnicę a —  b okre
ślamy jako sumę a-f (—b).
Zatem wedle definicji

a— b—a + (— 5).

Rys. 4 i 5 przedstawiają, jak wyznacza się różnicę.
Ponieważ

(a— 6)4-ó=a-|-(— b) +  b=a,
więc różnica dodana do odjemnika daje w wyniku odjemną.

§ 4. Iloczyn wektora przez liczbę. Iloczynem wektora a 
przez liczbę m nazywamy wektor, który ma ten sam kierunek co a, 
długość |m| razy większą, a zwrot zgodny z a lub przeciwny, zależnie 
od tego czy m > 0, czy m <0. Iloczyn 5 przez m oznaczamy przez

ma.

3.

Jeżeli w = 0  lub a = 0 , to ma=  0.
Mamy oczywiście (p. str. 5, rys. 1 dla m =  2):

(— m)a — — md.
Wynika stąd, że

(—1) a—— a.
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Dla iloczynu łatwo dowieść prawa rozdzielności sumy wzglę
dem iloczynu i prawa łączności:

m(a-\-b)=ma-\-mb, (m -\-p)a=m a+pa, m(pa)=(mp)a,

gdzie m i p oznaczają liczby (rys. 2 i 3). Z powyższych praw 
wynikają zwykłe reguły algebraiczne dodawania i mnożenia.

«3

za

ma

_ £ l_

pa

mtpaj.-tmp/a

3.

Dzielenie wektora przez liczbę (różną od zera) określamy jako 
mnożenie przez odwrotność tej liczby. A więc:

a _  1 _ 
m m

# 5. Współrzędne sumy i iloczynu. Łatwo można okazać, 
że rzut (na prostą lub płaszczyznę) su my wektorów równa się 
sumie rzutów tych wektorów (rys. 4). A więc:

Rzut (o-t-5) =  R zut« +  Rzut b.

Podobnie rzut iloczynu wektora przez liczbę równa się iloczy
nowi rzutu wektora przez tę liczbę (rys. 5). A więc:

Rzut (md) =  m Rzut a.

Jeżeli wektor a ma współ
rzędne ax, ay, a,, a wektor b ma 
współrzędne bx, b„, bz, wówczas 
wektor ś=a-\-b ma współrzędne
sx~(xx * bXj sy—ay-\-byi sz= a z-{-bz.

Wynika to z twierdzenia 
o rzucie sumy.

Podobnie z twierdzenia o rzucie iloczynu wektora przez liczbę wy
nika, że wektor 5 —ma ma współrzędne cx—max, cy—may, cz=m az.

Jeżeli np. d —5a — 36— 2c, to: 
tlx~  5gx— 36 .t— 2ex, dy—5ay-~3by— 2cyi dz=5az— 3bz— 2 cz.
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$ 6. Rozkład wektora. Sumę wektorów a i b o wspólnym 
początku, lecz różnym położeniu (tj. nie leżących na jednej prostej), 
przedstawia przekątna równoległoboku zbudowanego na tych wek
torach. Podobnie sumę trzech wektorów a, b, c, o wspólnym po
czątku, lecz nie leżących na jednej płaszczyźnie, przedstawia prze
kątna równoległościanu zbudowanego na tych wektorach.

Na powyższych twierdzeniach opiera się rozkład danego wek
tora na sumę dwóch lub trzech wektorów o danych kierunkach.

Przypuśćmy, że mamy dany wektor a i dwie proste l i m nie 
równoległe, leżące w pewnej płaszczyźnie równoległej do a. Jeżeli 
chcemy przedstawić wektor a jako sumę dwóch wektorów a i b 
równoległych do i i w, to tworzymy równoległobok o bokach równo
ległych do i i w, którego przekątną jest ś. W tym celu kreślimy 
z początku i końca wektora a proste równoległe do l i m. Boki 
otrzymanego równoległoboku wyznaczą wektory 5 i b (rys. 1).

Łatwo zauważyć, że taki rozkład jest możliwy w jeden tylko 
sposób.

Podobnie, jeżeli dany jest wektor ś i trzy proste l, tn, n nie 
równoległe do jednej płaszczyzny i chcemy przedstawić wektor a 
jako sumę trzech wektorów 5, b, ć równoległych do l, m, n, to bu
dujemy równoległościan o krawędziach równoległych do l, m, n,

którego przekątną 
jest a. Kreślimy za
tem z początku O 
wektora s proste 
l', m'. n ‘ równoległe 
do i, m,n; następnie 
z końca wektora a 
prostą równoległą do 
n aż do punktu O

przecięcia tej prostej z płaszczyzną prostych l', m'\ wreszcie z pun
ktu O kreślimy proste równoległe do l i m. Punkty przecięcia tych 
prostych z prostymi l' i m' są końcami wektorów a i b, których 
początkiem jest O. Wektor c jest równy wektorowi łączącemu 
punkt G z końcem wektora S (rys. 2).

Jeden tylko taki rozkład jest- możliwy, ponieważ istnieje 
jeden tylko równoległościan o krawędziach równoległych do ł, m, n 
i o przekątnej ś.
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Szczególnym przypadkiem takiego rozkładu jest p rzedsta 
w ienie w ektora  przy  p om ocy  w ektorów  jed n ostk ow y ch . 
Oznaczamy rzuty wektora a na osie układu (x ,y,z) przez a', a ", a"'. 
Mamy oczywiście (str. 6, rys. 3):

a—a'Ą- a"-\-a'".
Obierzmy na osiach układu wektory i, j, k o długości 1, skie

rowane zgodnie z odpowiednimi osiami. Z określenia współrzędnych 
ax, a,„ az (§2, str. 2) wynika, że

a' — axi, d'' — ayj, d '"= a xk.
Zatem

{I) a — axi +  ayj -+- a: k.
Wektory i, j, k nazywamy wektorami jednostkowymi. Wzór (I) 

wyraża wektor d przy pomocy współrzędnych i wektorów jedno
stkowych.

§ 7. Iloczyn  skalarow y. Iloczynem skolorowym wektorów 
d i 5 tworzących kąt <p (p. rys. obok), nazywamy liczbę |«j |5| cos <p.

Iloczyn skalarowy oznaczamy przez a ■ b 
lub dh. Zatem

(I) ab =  \a\ |5| cos <p.

Iloczyn skalarowy jest zerem nie tylko 
w przypadku gdy 3—0 lub 5—0, lecz także 
gdy 3_[5, wdedy bowiem q>~n/2, więc cosy=0.
Jeżeli zaś d 4= 0 i 5 4 ' 0, to iloczyn skalarowy może być dodatni lub 
ujemny zależnie od tego, czy <p jest kątem ostrym czy rozwartym. 

Iloczyn nie zalezy od porządku czynników. Mamy bowiem 
63 =  |5||3| cos qp =  |a| |5| cos q> =  ab.

Wyrażenie |5| cos q> przedstawia rzut wektora 5 na oś wy
znaczoną przez wektor a i zgodnie z nim skierowaną. Rzut ten na
zywamy rzutem b na kierunek d i oznaczamy przez Rzut^ 5. Zatem:

Rzut^ 5 =  |5| cos <p, Rzutj d — |5j cos cp.

Na mocy więc (I):
(1) a5=|3| Rzut,, 5=l5| Rzutka.

Zatem iloczyn skalarowy równa się iloczynowi długości jednego 
wektora przez rzut drugiego na kierunek pierwszego.

RzuLba
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Praw o rozd z ie ln ości. Na mocy określenia iloczynu mamy 
(a+6)c=]ćj Bzutc(a+5).

Ponieważ Rzut^ (a+5)=R zutga+ R zut56, więc 
(a+5)g=|ć|Rzut^a+|ć| Rzutpó.

Lecz ¡c!Rzutga=ac i |ć| Rzuts 5=6ć; zatem
(II) (a+5)ć=ać+6c.

Podobnie postępując, otrzymamy
(III) (a— b)c,—ac — bć.

A więc dia sumy i różnicy zachodzi prawo rozdzielności wzglę
dem iloczynu. Wynikają stąd zwyczajne prawa mnożenia sumy 
przez sumę.

Np. (d+b ) (ć+d)—(a+b)c+{a+b)d=ać+bc+ad+bd.

Praw o łą czn ości. Niechaj m oznacza jakąkolwiek liczbę. 
Zatem

(ma)ó--|6|Rzuth(ma)= mb Rzutka, skąd (md)b=m(ab).
Niechaj teraz m, n oznaczają liczby. Na mocy poprzedniego 

wzoru jest (ma) (nb)=m(d(nb)} =  m[n(db)}, więc
(IV) (md) (nb) — (rnn) (ab).

Wynikają stąd zwykłe prawa mnożenia wielomianu przez 
wielomian.

Np. (25 — 36)5c =  10ac— 156c, (4 a-— 2b) (3e+d)=  12ać — 66c+4a<I— 2 bd.

K w adrat w ektora. Kwadrat skałarowy a2 określamy jako 
iloczyn d-d. Zatem d2=d-a—\5\ \d\ cos 0, więc, a2=|«j2, stąd \'d\--\d2. 

Otrzymujemy stąd:
(Y) (ft +  ó)2—(a-j-5) (d~\-b)—a2-\-2db-\-b2,

(a—b)2—(d—F>) (d—b)—d2—2db-\-b2,
(3+5) (d—b)=d2—b2.

Dwa pierwsze wzory możemy napisać w postaci:
(YI) |a+5j2==|a|2-+ 2!«j |5| cos «¡p-fl^2,

|5—6|2—13|2—2|3[ |6| cos <p+|&|2-
Wzory te wyrażają t. zw. twierdzenie Carnota, znane z trygono

metrii.
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P rzed staw ien ie  a n a lity czn e  ilo czy n u  skalarow ego. 
Niech i, j, k oznaczają wektory jednostkowe (str. 7). Z okreś
lenia iloczynu skalarowego otrzymujemy:
(2) ts= j ł= i * = l ,  i j= ik = jk —0.

Przedstawiając wektory a i 5 w postaci a—axi-\-auj-\-azk, 
bx= b xi+ b yj-\-bzk (p. str. 7), możemy iloczyn ab napisać w postaci

ñ5=(a, i +  aHj +  a,k) (bxi +  bHj-\-bzk).
Wymnażając w myśl reguł mnożenia i opierając się na wzo

rach (2), dostajemy
(VII) ab=axbx+a!lbyJr azbz.

Wzór powyższy pozwala obliczyć iloczyn skalarowy dwóch 
wektorów, gdy znane są ich współrzędne.

Jeżeli wektory a i 5 są do siebie prostopadłe, to «5 = 0 , zatfem
(VIII) axbxĄ-aubu-ł-azbz=Q.

Naodwrót, jeżeli «-5=0, to wektory a i 5 są do siebie prosto
padle, o ile są różne od zera. Zatem wzór (VIII) przedstawia warunek 
prostopadłości wektorów « i b (różnych od zera).

$ 8. Iloczyn  w ek torow y . Iloczynem wektorowym wektorów 
a i 5 nazywamy wektor c spełniający warunki następujące:

1) D ługość. Jeżeli <p oznacza kąt, jaki tworzą wektory a i 5, to
(I) |c|—|a; |5| sin <p.

2) K ierunek. Wektor ć jest prostopadły do wektorów a i 5.
Jeżeli więc np. wektory a i b wychodzą z jednego punktu, to wektor c jest 

prostopadły do płaszczyzny, w której leżą wektory a i b (p. rysunek).

3) Zw rot. Zwrot układu wektorów (u, 6, r) jest zgodny z przy
jętym układem współrzędnych, t. zn. lewy.

Iloczyn wektorowy oznaczamy przez

« x 5.

Ze wzoru (I) wynika, że |ćj jest ze
rem wtedy i tylko wtedy, gdy « = 0  lub 5 = 0  
lub <p—0 lub cp — jt.

Zatem: iloczyn wektorowy jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy je
den z czynników jest zerem, lub gdy czynniki są do siebie równolegle.
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Jeżeli iloczyn jest zerem, to odpadają oczywiście warunki 2)
i 3). W szczególności mamy
(II) 5x5  — 0.

Uwaga. Wartość bezwzględna iloczynu wektorowego wynosi 
|a| ¡5| sin y  (p. wzór (I)). Wyrażenie to przedstawia pole równoległo- 
boku zbudowanego na wektorach odpowiednio równych wektorom 
a i 5 i wychodzących z jednego punktu (p. rys. na str. 9).

Zm iana p orząd ku  czyn n ików . Jeżeli zmienimy porządek 
czynników, to otrzymamy iloczyn

5x5.

Iloczyn 5 x 5  ma (na mocy określenia iloczynu) długość i kierunek 
te same, co iloczyn 5 x 5 , lecz zwrrot przeciwny. Zatem
(III) 5 x «  =  — (5x5).

A więc: wraz ze zmianą porządku czynników zmienia się znak 
iloczynu wektorowego.

Praw o łą czn ośc i. Opierając się na określeniu iloczynu wekto
rowego, łatwo można wykazać następujące związki (gdzie m i n 
oznaczają liczby):
(IV) m \dxb)=(m a)xb—dx(mb),

(V) (md)x (nfi)—(mn)(axb).

Np. 35x6  =  3(5x6); 25x36 =  8(5x6).

Praw o ro z d z ie ln o śc i w zględem  sumy. Dla iloczynu wek
torowego zachodzą wzory:
(VI) ćx(a +  5) =  cx a -f  ?x5; (a -f5 )x? =  axć-f-5xć.

Wyprowadzimy najpierw wzór pierwszy. Możemy oczywiście 
przyjąć, że 5, 5 i e mają wspólny początek O.

Załóżmy na razie, że ¡ej=1. Poprowadźmy przez O płaszczyznę 
U\ c. Połóżmy

(1 ) 3 = 5 - j -6

i oznaczmy przez a', 5', 3' rzuty wektorów 5, 5, 3 na płaszczyznę Tl 
(p. rys. na str. 11). Mamy oczywiście

(2) 5' =  a '-f-6 '.



l§8] I. Działania na wektorach. 11

Niechaj q> będzie kątem zawartym między c i a. Zatem 
ja'!=|3| sin rp =  |a| jej sin <p, gdyż założyliśmy, że jej — 1. A więc
(3) |S'| =  |cxa| i podobnie |6'| — ¡cx6|, j5'| =  |?x«|.

Obróćmy teraz wektory a', b', ś' o 90° w płaszczyźnie II około O 
od ręki lewej ku prawej, względem człowieka mającego stopy w po
czątku, zaś głowę w końcu wektora ć. Otrzymamy wektory o", b", s". 
Będzie na mocy (2)
<4) s" =  a"+ fc",
<5) |a"| =  |S'|, |5"l =  |5'j, |5"| =  |a'j.

Wektor a" jest prostopadły do a i ć; zwrot układu wektorów 
(¡5, a, a") jest lewy. Ponieważ nadto na mocy (3) i (5) mamy 
|3"|= |ć X o|, więc a" — ćxa  i podobnie 
b" — cx b , «" =  cxs. Na mocy więc
(4) i (1) otrzymujemy

cx (5 -f  b) =  ćxra-fcxb.
Wzór powyższy udowodniliśmy 

przy założeniu, że jc|—1. Udowodnimy 
go teraz w przypadku ogólnym. Nie
chaj A będzie wektorem o długości 1, 
zgodnie skierowanym z wektorem c.
Zatem
(6) ¡Aj =  1 i ć — |cj A, 
skąd na mocy prawa łączności
(7) ćx(a  +  b) — jc|Ax(a+ó) — |ej{Ax(a-f-5)i.

Ale na mocy wzoru udowodnionego dla przypadku cj =  1 i na 
mocy prawa łączności jest kolejno:

|c!{Axo+hxb) =  jc]{Axa)-f |c | ( A x 5 )  =  ( j e j  A)xa +  (jc:A)xó, 
skąd na mocy (6) i (7) otrzymujemy już w całej ogólności:

cx («+ 5 ) =  cx34-cx6 .
Drugi ze wzorów (VI) możemy otrzymać z pierwszego, stosując 

wzór (III):
(a+b)xc — —{ćx(a+b)} — —{ć x a + ć x b )= —(ćxd)—(cxb)= :axć+bxi .

Ze wzoru (VI) wynika łatwo wzór
(VII) (a +  A)x(e-f d) — a x?+ a x d + b x c -j-b x d .
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Np. (2a —  36)X(5c+2d) =  10aXe+4oX(I—  156xc— 6bxd.
(5+ft)x(o— b ) = a x a  — a x ~ b + b x a — 6 x 6 =  — 2 a x b .
(35-ł-26)x (53— 26)= —  165x6.

W sp ółrzęd n e  ilo czy n u  w ektorow ego . Oznaczając przez 
l, ], k wektory jednostkowe (str. 7), mamy:

(8) i x i  — jx j= k x J c  — 0,

(9) ~ix~j =  — ( jx i)  =  k, j x k =  — (kxj) =  i, k x i — — (ixk) — j. 

Kładąc
a =  axi-\-ayj-\-azk, 5 =  bxi+byj-\-bzk,

otrzymamy

axb =  (axi+ a y j+ a xk)x(bxi+ b yj+ b xk).

Wykonując mnożenie, dostajemy na mocy (8) i (9);

axb  =  {dybx azbu)i~Ą~{dzbx dxbz) j “I- (dxby dybx) k.

J)la c —a x b  jest więc

(VIII) c*-— av bz— dzbyj Cy= dxbx dxbz, =  dx by dybx.

ij 9. Iloczyn kilku wektorów. 1° Weźmy najpierw pod
uwagę iloczyn a(5xe). Kładąc r =  5xc, otrzymamy

a(bx<S) =  df =  axrx+d„ru+ d trz.

Ponieważ rx =  bHcz— bzcu i . t .  d., więc

a(bxc) =  dx(byCz — bzCy)-\-dy{bzcx bxcz)~\~dz(bxCy cybx).

Wzór powyższy możemy napisać w postaci

b.r, by, bz
Cx, Cy, cz

Ze znanych własności wyznaczników wynika łatwo wzór

(II) 3(5x5) =  b(cxd) =  c(axb).

Przypuśćmy, że wektory a, 5, c mają początek w początku 
układu. Z geometrii analitycznej wiadomo, że objętość V czworo
ścianu o krawędziach 3, 5, c wynosi £ wartości wyznacznika (I). 
A więc F = ^ «(5 x c).

( I ) a(bxc) —
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Zatem: warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, aby 
wektory a ,b ,c  (o wspólnym początku) leżały w jednej płaszczyźnie, 
jest, by F = 0 , czyli by a (6xć) =  0.

Jeżeli zaś nie zakładamy, że a , b , c  mają wspólny pocz ek, to 
— jak łatwo widzieć — warunek a (5 x c )= 0  jest warunkiem ko
niecznym i wystarczającym na to, by wektory a, b, ć były równolegle 
do jednej płaszczyzny.

2° Weźmy teraz pod uwagę iloczyn d x ( b x ć ) .  Oznaczmy ten 
iloczyn przez u i połóżmy f —bxc .  Zatem

nx=  ayrz azry— aH(bxcy— byGx)— az{bzcx — bxcz).

Dodając i odejmując składnik axbxcx, otrzymamy

ux= b x(axcx+ayCy+azbz) — cx(axbx-\-auby-\-azbz),

skąd Mjr= bx(ac)—cx(ab) ipodobnie Uy=by(dc)—Cy(ab), uz= b z(ac)—cz(db). 
Zatem

(III) d x ( b x ć ) — b(ac) — ć(db).

3° Ze wzorów (I), (II) i (III) wynikają wzory następujące:

(IV) (dxb) (c x d ) =  (dc) (bd) — (dd) (bc),

(V) (ax b ) x ( c x d1 =  ó[a(ćxd)] — a[5(cxd)].

§  10. Funkcje wektorowe. Jeżeli każdej liczbie t przedziału 
(i', t") przypisany jest wektor w, wówczas powiadamy, że w prze
dziale (f , t") określoną mamy funkcję wektorową i piszemy

(1) w =  F(t),

Współrzędne wx, wy, wz są również funkcjami (już w zwykłym 
sensie czyli liczbowymi) zmiennej t. Zatem:

(2) wx — f(t), Wy =  (p(t), wz =  tp(t).

Powyższe trzy funkcje określają dokładnie funkcję wektorową(l).

G ranica. Powiadamy, że funkcja wektorowa (1) ma granicę u>0 
dla t dążącego do t0, co piszemy

limP(<) =  S’o>
t~Ft0

lim /(i) —w0.x, lim<p(t) —  w 0,y  i lim ip(t) —  wo,z.
t-+t0 / - > / o  t->t0

gdy
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C iągłość. Funkcja wektorowa (1) jest ciągła dla ł0, jeżeli 
limF(i) =  a;0, gdzie id0 =  F(t0).

Oczywiście zachodzą wówczas związki: 

lim /(<) =  /(ł0), lim qp(i) =  <p(ta), lim ę(t) =
t-H, a t-+t„ /->■/„

Funkcje /, (f, tf> są więc wtedy ciągłe dla t—ł0. Na odwrót, jeżeli 
/, <p, są ciągłe dla ł0, to funkcja wektorowa w =F(t) jest również 
ciągła dla i0.

P och odn a . Oznaczamy przez di przyrost zmiennej i, a przez 
Aw odpowiedni przyrost wektora «?. Więc w-\-Aw ==F{t-\-At), zatem 
Aw — F(i-f-di) - F(t), skąd

Aw F(t+At) — F(t) 
di ^ 7  At

Aw —Granicę lim —  nazywamy pochodną funkcji F(t) w punkcie t.n->o at
Pochodną oznaczamy przez w' lub F'(t).CLl

Ponieważ wektor Aw ma współrzędne 

Awx — i{t-\-At) — /(i), Awv — f(ł+At) — ę  (t), Awi=tp(t+At) — ip(t),

więc
w'x =  /'(<), w'y =  (p'(t), w'x =  ip’(t).

Pochodne wyższych rzędów określamy w zwykły sposób: a 
więc drugą pochodną jako pochodną pierwszej pochodnej, trzecią 
pochodną jako pochodną drugiej pochodnej i t. d. Wyższe pochod
ne oznaczamy przez

d2w
di*’

d3w
Jt3’ lub w , w i t. d.

Łatwo wykazać, że

w'x — /"(i), Wy =  (f"(t), w’z — 1p"(t) it .  d.

Jeżeli funkcje w =F(t) i v— 3>(t) mają pochodne, to zachodzą wzory:
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( I )

(II)

d{w ±v)
dt

d(mw)
dt

dw d'v
dt ^  dt ’

dw
m T t (gilzie m jest liczbą,),

(III)

(IV)

d (wv) dw _ _  dv
dtT " i ' ’ " " ’ dt'

d(wxv) dw _ _  do
----- jT —  — —¡ r X V - f - w xdt dt dt

więc
Wyprowadzimy wzór (III). Mamy A(wv) — (w+Aw) (v-\-Av)—wv,

A(wv) Aw _ , _ Av ,_Av 
~ A T  =  -AiV+WM + d w At'

skąd, przechodząc do granicy, otrzymujemy (III).
F u n k cje  w ektorow e w ielu zm iennych . Możemy również 

rozpatrywać funkcje wektorowe wielu zmiennych. Np. funkcja wek
torowa

«> =  F(£, 17, f)
jest funkcją trzech zmiennych i, rj, f. Rzuty wektora w są wówczas 
określone pewnemi funkcjami

Wx =  /(£, V, f ), w» =  V(i ,  'i, i), =  V(l, i ,  £)•
Granicę, ciągłość i pochodne cząstkowe funkcyj wektorowych 

kilku zmiennych łatwo już podać, wzorując się na przypadku jednej 
zmiennej.

§ 11. Moment wektora. M om ent wrek tora  w zględem  
punktu . Przypuśćmy, że mamy dany wektor AB  i punkt O. Mo
mentem wektora AB wzglądem punktu O nazywamy wektor M, speł
niający warunki następujące:

(1) |JMj równa się podwójnemu polu trój
kąta O AB  czyli

\M\ =  \AB\h,
_  0

gdzie h oznacza odległość punktu 0  od AB.
(2) Kierunek wektora M  jest prostopadły do płaszczyzny prze

chodzącej przez O i AB.
(3) Układ wektorów (AB, O A, M) ma zwrot zgodny z układem 

współrzędnych, t. j. zwTot lewy.
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Moment wektora AB  względem punktu O oznaczać- będziemy 
symbolem

Monio-àü.
Moment jest zerem tylko w przypadkach, gdy A B —O lub gdy 

przedłużenie wektora AB  przechodzi przez O. Jeżeli moment jest 
zerem, wówczas warunki (2) i (3) odpadają.

Dla wektorów równoważnych (str. 2) zachodzi następujące

T w ierd zen ie  7. Wektory równoważne mają względem tego sa
mego punktu momenty równe.

__D ow ód. Przyjmijmy, że A B ^ A 'B ‘. Zatem wektory AB
i A'B' są równe i leżą na tej samej prostej. Łatwo stwierdzić, że mo
menty obu wektorów względem O mają ten sam kierunek i zwrot. 
Mają również tę samą długość, gdyż trójkąty O AB  i OA'B' mają 
równe powierzchnie (równe podstawy i wspólną wysokość). A więc 
MomoAB =  M omoA'B', c. b. d. d.

M om ent ja k o_ilo cz y n  w ektorow y . Weźmy pod uwagę
iloczyn wektorowy A B xO A . Zauważmy, że iloczyn powyższy ma 
ten sam kierunek i zwrot, co M om pifi. Mamy również \ABxOA\= 
=|MomoAB|. Bezwzględna bowiem wartość iloczynu równa się polu 
równoległoboku OABC (p. rys. na str. 15), zatem podwójnemu 
polu trójkąta O AB. A więc

Mom oA B —A B x 0 A .

Gdybyśmy zamiast wektora AB  wzięli wektor równoważny A'B', 
wówczas mielibyśmy

Mom0 A 7B '= A 7W x OA'.

Na mocy więc poprzedniego twierdzenia

Mom0 AB =  A l ) '  xOA' =  A B x O T .

A więc: jeżeli A' jest dowolnym punktem na prostej, na której 
leży wektor AB, wówczas

MomoAB =  A B xO A '.
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T w ierdzen ie ii. Jeżeli dwa wektory równe mają względem 
pewnego punktu równe momenty, to są równoważne.

D ow ód. Zakładamy, że

A B ^JJB ' i Momo AB  =  Momo A/B'.

Zatem AB x  O A =  A'B' x  O A', skąd A B x  O A =  A B xÓ A T, więc 
AB x(O A  — OA') =  0. Ponieważ zaś OA — OA’ =  A'A, więc

A B xA TA — 0.

Lecz A B xA 'A  — M onuAB, więc

M om / AB — 0.

Wynika stąd, że punkt A' leży na przedłużeniu wektora AB. 
Ponieważ nadto AB jest równoległy do A'B', więc AB  i A ’B ‘ leżą 
na tej samej prostej.

M om ent sum y w ektorów  o w spóln ym  p oczątk u . Za* 
łóżmy, że dane są wektory AB  i AC  (t. j. oba o początku 
w punkcie A). Niechaj AD  będzie ich sumą.
Mamy

Momf, AD  =  A D xO A  =  (A B + A C )xO A ,

zatem M om oiZ) =  A B xO A + A C xO A , więc

Momo A D — Homo A B + Momo AC.
Podobny wzór otrzymamy dla sumy kilku wektorów. A więc: 

suma momentów kilku wektorów o wspólnym poezątku równa się mo
mentowi ich sumy o tym samym początku.

W spółrzędn e m om entu. Położenie wektora a jest określone, 
jeśli dane są jego rzuty i współrzędne x ,y ,z  dowolnego punktu A 
prostej l, na której wektor a leży. Niechaj x0, y0, z0 będą współrzęd
nymi punktu O. Mamy

Momo« =  axOA.

Rzuty wektora OA wynoszą x — x0, y — y0, z— z0. Zatem, ozna
czając przez M  moment względem O, otrzymamy:

Mx=  a jz — z0)— a jy — y0), My=  aJx— xQ)— aJz— z0),
( I ) z aj. y ya) a j  x  Xq).

[§H]

S. Banach. Mechanika. 2
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Jeżeli w szczególności punkt O jest początkiem układu, to 
^o=°> y«=0j z0= 0 , a więc •
(II) Mx= a yz— axy, M „—axx — axz, Mz—axy — aux.

Przypuśćmy, że a = o '.  Zatem, oznaczając przez M i M' momenty 
wektorów względem dowolnego punktu, mamy a = o ', M —M' czyli

ux= a x, ay= a y, az—az, M x= M x, M y= M  y, Mz—Mz.

Na odwrót, jeżeli zachodzą powyższe równości, to a—a’ 
i M = M ', zatem na mocy twierdzenia 2, str. 17, wektory a i a' są 
równoważne.

A więc: rzuty wektora a i rzuty momentu M wzglądem dowolnego 
punktu wyznaczają długość, kierunek, zwrot i położenie wektora a.

M om ent w ektora  w zględem  p roste j. Niech dane będą 
wektor o i prosta i. Poprowadźmy przez dowolny punkt 0  prostej l 
płaszczyznę Tl prostopadłą do l. Utwórzmy rzut a' wektora a na 
płaszczyznę U.

Moment wektora a' względem 0  nazywamy momentem wektora S 
wzglądem prostej l i oznaczamy symbolem Mom/o.

Mom,a nie zależy oczywiście od obioru punktu O.
Mom/S jest zerem tylko w następujących 

z v  - przypadkach:
1° gdy o = 0 ,

o u 2° gdy d\\l, gdyż wtedy o '= 0 , 
i / *  3° gdy przedłużenie o przecina l, gdyż wtedy

Moma
‘i

n

O '  przedłużenie o' przechodzi przez O.
Jeżeli d oznacza odległość o od l, zaś <p kąt między o i 

to łatwo można okazać, że
l,

(III) |Mom/o| =  d [oj sin <p.

Obierzmy prostą l za oś z, płaszczyznę 17 za płaszczyznę xy. 
Połóżmy M =  Momoo i L =  Mom; o. Ponieważ o' ma rzuty dx— ax, 
dy—ay, o i= 0 , więc Lx— O, Ly—0 i Lz—axy — ayx, gdzie x ,y ,z  są 
współrzędnymi początku wektora o. Widzimy więc, że MZ= L Z.

A zatem: Mom; o jest rzutem na prostą l momentu wektora a 
wzglądem dowolnego punktu tej prostej.
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II. Układy wektorów

$ 12. Moment ogólny układu wektorów. Niech dany 
będzie układ wektorów:

#1) flg. ••• j &n*

Oznaczmy przez 5 sumę układu (t. j. sumę wektorów układu). 
A więc

3=®i +  ®2 +  ...+®n.
Obierzmy dowolny punkt O.
Momentem ogólnym lub krótko momentem układu względem O 

nazywamy sumę momentów poszczególnych wektorów względem O. 
Oznaczamy go przez

Mo.
Mamy więc

Mo =  Momo ®i +  Momo a2 +  ... +  Momo 5„.

Moment ogólny czasem oznaczamy też przez 

Mom0(®i, ®2, ... dn).
Obierzmy inny punkt 0\ Mamy 

Mo' =  Momo' Si+Momo' 52+... Momo- 5„.
Ponieważ Mom05r—a, x  0 'A 1( gdzie A j jest 

początkiem wektora ot i t. d., więc

Mo> =  a1xO 'A  +  aa x O 'I ,  + ...

Lecz O 'A ^ O 'O + O A j i t. d., zatem

M a — ai X (O’O +O Aj) +  a% x  (0 '0 + 0 A 2) +  ...
Po wymnożeniu otrzymujemy:

(1) M a — (ojXO'O +  a^y.O'O +  ...) +  (ajXOMj +  at xOA.t +  •••).

Lecz OjxO'Ó  +  di x 0 '0  +  ... =  (5j +  at + . . . ) x 0 '0  =  « x 0 '0 . 
Suma zawarta w drugim nawiasie równości (1) przedstawia moment 
układu względem O. Zatem
(I) M a =  ś x 0 '0 + M o.

Iloczyn sxO 'O  jest momentem względem O' sumy układu 
wektorów o początku O.
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A więc: jeżeli zmieniamy punkt, względem którego wyznaczamy 
ogólny moment układu, wówczas moment ten zmienia się o moment sumy 
układu zaczepionej w dawnym punkcie, wziętej względem nowego punktu.

Z twierdzenia powyższego wynikają następujące w niosk i:

1. Jeżeli suma układu jest zerem, to moment ogólny jest stały 
(t. j. nie zależy od punktu, względem którego się go wyznacza).

Jeżeli bowiem §= 0 , wówczas 3xO 'O =0, więc M ry =  M 0.

2. Jeżeli momenty ogólne względem trzech punktów nie leżących 
na jednej prostej są równe, to suma układu jest zerem.

Załóżmy bowiem, że momenty ogólne względem punktów 
O, O’, O”  nie leżących na jednej prostej są równe. Zatem

M 0 =  M (y =  M(y, skąd 3 x 0 ’0 ~  0 i s x 0 " 0  == 0.

Jeżeli więc 3 ^ 0 , - to 5 ¡00 ' i S |0"0, co niemożliwe, gdy 0 ,0 ' ,  O" 
nie leżą na jednej prostej.

3. Jeśli punkt, względem którego wyznaczamy moment ogólny, 
przesuwa się wzdłuż prostej równoległej do sumy układu, wówczas 
moment nie ulega zmianie.

Jeśli bowiem «||0'0, to s x 0 '0  — 0, więc M c — Mo.

4. Iloczyn skałarowy momentu ogólnego przez sumę układu jest 
wielkością stałą (t. j. nie zależy od punktu, względem którego mo
ment jest wyznaczony).

Pomnóżmy bowiem obustronnie równość (I) skalarowo przez 3. 
Otrzymamy 3M0’ =  3(3 x  O'O) - f  sM 0, lecz 3 x O '01 3, zatem
3(3x0 ’0 ) =  0, skąd

3Ma — sMo.

Iloczyn skałarowy momentu ogólnego przez sumę nazywa się 
parametrem układu.

5. Rzut momentu na kierunek sumy jest wielkością stałą (przy- 
czem zakłada się, że suma jest różna od zera).

Mamy bowiem na mocy wniosku 4 i określenia iloczynu ska- 
larowego |5| Rzut* =  |«| Rzut, M 0, skąd

Rzut gM(y — Rzutg M 0.



[§131 II. Układy wektorów. 21

$ 13. Parametr. Wyznaczymy obecnie parametr (t. j. iloczyn 
skalarowy momentu ogólnego przez sumę) dla pewnych układów
występujących często w mechanice.

Układem środkowym lub centralnym nazywamy układ, w któ
rym przedłużenia poszczególnych wektorów przechodzą przez pe
wien stały punkt O, zwany środkiem (rys. 1).

Moment układu względem środka jest zerem, gdyż moment 
każdego wektora jest zerem. Zatem i parametr jest zerem.

A więc: 'parametr układu środkowego jest zerem.

i. 2. 3. 4.

Układem płaskim nazywamy układ, w którym wszystkie wek
tory leżą w jednej płaszczyźnie 12 (rys. 2).

Moment ogólny układu względem dowolnego punktu O płasz
czyzny /7 jest prostopadły do 17, gdyż momenty poszczególnych 
wektorów względem O są prostopadłe do 77. Ponieważ suma leży 
w płaszczyźnie 77, więc suma jest prostopadła do momentu ogólnego. 
Wynika stąd, że parametr jest zerem.

A więc: parametr układu płaskiego jest zerem.
Układem równoległym nazywamy układ, w którym wszystkie 

wektory są równoległe (rys. 3).
Jeżeli suma s jest zerem, to parametr jest oczywiście równy zeru. 

Załóżmy więc, że ś -jr 0. Obierzmy dowolny punkt O. Momenty 
poszczególnych wnktorów względem O leżą w płaszczyźnie FI prosto
padłej do wektorów układu i przechodzącej przez O. Zatem moment 
ogólny leży również w płaszczyźnie 77. Ponieważ s\_II, więc s jest 
prostopadłe do momentu ogólnego, wobec czego parametr jest 
zerem.

A więc: parametr układu równoległego jest zerem.
Załóżmy teraz, że wektory a i 5 są skośne (t. j. nie leżące w je

dnej płaszczyźnie). Niechaj O będzie początkiem wektora b (rys, 4).
Moment M układu (a, b) względem O równy Jest oczywi

ście Momoo. Parametr K  wynosi K =  Ms =  M(a-\-b) — M a+M b. 
Lecz M =  Momo d jest prostopadły do płaszczyzny 17 przechodzącej



22 ROZDZIAŁ I. Teoria wektorów.

przez O i wektor a. Ponieważ w płaszczyźnie Tl leży wektor a, zaś 
nie leży wektor 5, więc,moment M  jest prostopadły do o, nie jest 
natomiast prostopadły 'do  5, skąd na mocy ostatniej równości 
K — Mb ^ O.

A więc: ‘parametr układu złożonego z dwóch wektorów skośnych 
jest różny od zera.

§ 14. Układy równoważne. Dwa układy wektorów (Oj, a „ .„) 
i (Si, d i...) nazywamy róumoważnymi, jeżeli mają równe sumy i równe 
momenty ogólne względem każdego punktu.

Jeżeli mamy układ (a) złożony z jednego tylko wektora o 
i układ (a') złożony z jednego tylko wektora 5', to — jak wynika 
z twierdzenia 2, str. 17 — warunkiem koniecznym i wystarcza
jącym na to, by układy (o) i (a') były równoważne, jest «*■«'. 
A więc w tym przypadku pojęcie równoważności układów pokrywa 
się z pojęciem równoważności wektorów.

W  przypadku ogólnym mamy następujące twierdzenia:
1. Jeżeli dwa układy mają równe sumy i równe momenty ogólne 

względem pewnego punktu, to układy te są równoważne.
Wynika to ze wzoru (I), str. 19. Jeżeli bowiem momenty wzglę

dem punktu O są równe i sumy są równe, to momenty względem 
każdego punktu 0' będą równe, gdyż przy zastąpieniu punktu O 
przez O' ulegną one równym zmianom w obu układach.

2. Jeżeli dwa układy mają względem trzech punktów nie leżących 
na jednej prostej równe momenty, to układy te są równoważne.

Jeżeli bowiem oznaczymy przez 0 V 0 9,0 3 punkty, względem 
których momenty ogólne obu układów są równe, zaś przez 3 i 5' sumy 
tych układów, to otrzymamy ze wzoru (I), str. 19, 3 x 0 10 , =  3 'x 0 10 i 
i 8 x 0 10 a =  s 'x 0 x0 a, skąd

(5 — 5')xO1Oi = 0  i (5 —  3')xO1Oj =  0.

Gdyby było s— 5' 4=0, to mielibyśmy 5— ¿'¡(OjO, i 5— s'\\OxOv  
co niemożliwe, bo 0 lf 0 S, Oa nie leżą na jednej prostej. Jest zatem 
3 — 5' =  0, czyli 5= 5 ', skąd na mocy poprzedniego twierdzenia wy
nika równoważność układów.

Z określenia parametru wnosimy natychmiast, że układy równo
ważne mają równe parametry.

Twierdzenie odwrotne jest oczywiście fałszywe.
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U kład y  rów n ow ażn e zeru. Jeżeli suma układu jest zerem, 
t o — jak wiemy — moment ogólny jest stały. Otóż jeżeli suma układu 
jest zerem i moment ogólny jest zerem, układ nazywamy układem 
równoważnym zeru.

Układ równoważny zeru jest równoważny wektorowi zerowemu.
Aby przekonać się, czy układ jest równoważny zeru, wystarczy 

zbadać, czy jego suma i moment względem jakiegoś dowolnego 
punktu są równe zeru.

Z twierdzenia 2, str. 20 wynika łatwo, że układ jest równo
ważny zeru, jeżeli moment ogólny układu względem trzech punktów 
nie leżących na jednej prostej jest równy zeru.

U kład trzech  w ektorów  rów n ow ażn ych  zeru. Jeżeli 
układ złożony z trzech wektorów, jest równoważny zeru, to przedłużenia 
tych wektorów przechodzą przez jeden punkt (lub wektory są równoległe).

Przyjmijmy, że układ wektorów a, b, c jest równoważny zeru. 
Moment ogólny względem A (początku wektora d) jest więc zerem, 
skąd Mom^tb +  Monu,c  =  0, a więc Mom^b = — Monice. Wynika 
stąd, że wektory S i c  leżą w płaszczyźnie II przechodzącej przez A. 
Ponieważ a4-S + ć= 0 , więc < ——b— c, zatem d także leży w płasz
czyźnie II. Oznaczmy przez O punkt, w którym przecinają się wek
tory a i b. Ponieważ moment ogólny układu względem O redukuje 
się do momentu wektora c względem O, więc M om oć=0, zatem c 
przechodzi również przez O. Wreszcie, jeżeli 5i|S, to również a j 5, 
bo c — -— a— b (p. str. 21, rys. 1).

$ 15. Para wektorów. Parą wektorów nazywamy układ zło
żony z dwu wektorów a i — a równoległych, lecz przeciwnie skiero
wanych i równych co do długości.

Ponieważ suma pary wektorów jest równa zeru, więc mo
ment pary jest stały. OHiczając go wzglę
dem początku wektora a, widzimy, że mo
ment wektora a jest zerem, moment zaś 
wektora —5, jest prostopadły do płaszczyzny 
pary i równy polu równoległo’ oku zbudowa
nego na wektorach wchodzących w skład pary.

A więc: moment pary wektorów jest równy polu róumolegloboku 
zbudowanego na wektorach pary i jest prostopadły do płaszczyzny pary.

Jeżeli wektory pary leżą na tej samej prostej, to oczywiście 
moment jest zerem.
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Jeśli h oznacza odległość wektorów a i — a zaś M  moment pary, to 
(1) \M\ — \a\-h.

Do danego wektora M można zawsze znaleźć parę o momencie 
równym M. Wystarczy na płaszczyźnie prostopadłej do M  obrać 
dowolny równoległobok o polu równym jM l Przeciwległe boki, od
powiednio skierow^ane, otworzą szukaną parę wektorów. Oczywiście, 
zadanie to możemy rozwiązać na nieskończenie wiele sposobów.

Dwie pary o równych momentach tworzą układy równoważne. 
Jeżeli więc parę wektorów dowolnie przesuniemy lub skręcimy 
w płaszczyźnie pary, to otrzymamy parę równoważną.

§ 16. Redukcja układu wektorów. Niech dany będzie 
układ 8  złożony z wektorów olf a2, ...,  a„. Zajmiemy się wyzna
czeniem najprostszego układu równoważnego układowi 8.

Obierzmy dowolny punkt O. Oznaczmy przez 5 sumę układu 8, 
przez M moment ogólny względem O. Weźmy pod uwagę układ R 
złożony z pary (a,— a) o momencie równym M  i z wektora s o po
czątku O. Układy R i 8  są oczywiście równoważne, bo mają sumy 
równe & i momenty względem O równe M.

A więc: każdy układ wektorów róumoioażny jest układowi złożo
nemu ze sumy o początku w dowolnym punkcie 0  i pary o momencie 
równym momentowi układu względem O.

Jest to t. zw. twierdzenie o redukcji. Punkt O nazywamy 
środkiem redukcji.

Parę (a,—a) możemy tak dobrać, by punkt 0  był początkiem wek
tora —a. Zastąpmy wektory ś i —a ich sumą b o początku O (rys. 1). 
'Układ złożony z wektorów Si h jest oczywiście równoważny układowi S.

Zatem: każdy układ wektorów równoważny jest układowi dwu wek
torów, z których jeden ma początek w punkcie dowolnie obranym.

Wszelki układ wektorów jest więc równoważny pewnemu
układowi złożonemu z wektora 
i pary, lub z dwóch wektorów. 
Zajmiemy się teraz wyzna
czeniem warunków,‘  przy któ
rych dany układ jest równo
ważny jednemu tylko wekto
rowi lub jednej parze.

Rozpatrzmy kolejno przypadki, w których parametr układu 
jest różny od zera i równy zeru.
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1° P aram etr różn y  od zera. Układ złożony z jednego 
wektora lub jednej pary jest układem płaskim, ma zatem parametr 
K —0. Jeżeli więc parametr układu 8  jest różny od zera, to układ 8  
nie może być równoważny jednemu wektorowi ani parze wektorów, 
ponieważ układy równoważne mają równe parametry.

Załóżmy teraz, że układ 8  o parametrze K  ^  0 równoważny 
jest układowi R złożonemu z dwu wektorów a i b. Parametr układu R 
jest zatem także różny od zera. Wynika stąd, że wektory a i b nie 
mogą leżeć w jednej płaszczyźnie, są więc skośne (p. §13, str. 21 i 22).

Zatem: jeżeli parametr układu jest różny od zera, to układ jest 
równoważny układowi dwu wektorów skośnych.

2° P aram etr rów ny zeru, suma różna od zera. Przy
puśćmy, że parametr K  układu 8 jest zerem, zaś suma 5^=0. Obierzmy 
dowolny punkt O i oznaczmy przez M moment układu 8  względem O. 
Ponieważ K —M ś—Ó, więc M  I 5. Przeprowadźmy przez O płasz
czyznę II prostopadłą do M (str. 24, rys. 2). Na II możemy obrać 
wektor f równy wektorowi ś, tak, by Mom<)ř=3í. Odległość h 
wektora f od O dostaniemy z równości \H\ — kf\. Łatwo zauważyć, 
że układ 8  równoważny jest wektorowi ř.

A więc: jeżeli parametr układu jest równy zeru, zaś suma różna 
od zera, to układ równoważny jest jednemu wektorowi.

Wektor f, któremu równoważny jest cały układ 8, nazywa się 
wektorem wypadkowym lub krótko wypadkową układu 8.

Nie należy mieszać sumy z wypadkową. Suma ma tylko okre
śloną długość, kierunek i zwrot; wypadkowa ma ponadto określone 
położenie, t. j. prostą, na której leży.

3° P aram etr i suma rów ne zeru. Załóżmy wreszcie, że 
zarówno parametr jak suma układu są równe zeru. Na mocy twierdze
nia o redukcji wynika stąd, że układ jest równoważny parze wekto
rów. Ponieważ suma jest zerem, więc moment ogólny M jest stały.

Jeżeii M 0, wówczas para wektorów jest najprostszym ukła
dem równoważnym danemu. Jeżeli zaś M —0, to ponieważ z zało
żenia suma równa się zeru, więc układ jest równoważny zeru, czyli 
wektorowi zerowremu.

A więc: układ o parametrze i sumie równych zeru jest róneno- 
ważny parze wektorów lub wektorowi zerowemu, zależnie od tego czy mo
ment ogólny jest różny od zera czy równy zeru.
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Powyższe wyniki zebrane są w następującej tabelce:

Parametr Suma Moment Najprostszy układ równoważny

— — wektor i para lub 
dwa wektory skośne

K  =  0

o+l«0 — wektor wypadkowy *

5 =  0 M  4 :0 para wektorów

š — 0 M =  0 wektor zerowy

Wynikają z nich łatwo twierdzenia następujące:
1. Jeżeli moment układu jest zerem względem pewnego punktu O, 

to układ ma wypadkową o początku w O.
2. Układ środkowy ma wypadkową zaczepioną w środku.

Twierdzenia te wynikają z twierdzenia o redukcji (str. 24), je
żeli za środek redukcji wziąć punkt O (wzgl. środek układu).

3. Układ płaski ma wypadkową albo jest r&umoważny parze.
4. Układ równoległy ma wypadkową albo jest róionoważny parze.
Twierdzenia 3 i 4 otrzymujemy od razu z tabelki, gdyż w obu 

przypadkach parametr K  jest zerem.

#17.  Oś środkowa. Skrętnik. Niech dany będzie układ 8 
o sumie różnej od zera. Wyznaczmy miejsce geometryczne punktów, 
względem których moment ogólny jest równoległy do § (lub =0).

Obierzmy w tym celu dowolny punkt O. Niechaj M 0— OA 
będzie momentem ogólnym układu względem punktu O, zaś OB 
rzutem Mo na S.

Wyznaczmy teraz punkt O', względem którego moment sumy # 
o początku w O, równa się AB. Punkt taki znajdziemy odle
głości d od O na prostej prostopadłej w punkcie 0  do AB  i «, 
gdzie d spełnia warunek:

d'\ś\ — \AB\.
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Mamy zatem Momo-« =  AB  czyli

s*.ąd

więc na mocy (I), str. 19

M a — šxO '0-rM o,

s x  O'O — AB,
J-J
8 os irodkúwx

M a  =  AB  - f  O A — OB.

A więc M a  jest równoległy do § (lub = 0 , gdy M 0 i « ) . ‘
Przeprowadźmy przez O' prostą l równoległą do sumy 5. Dla do

wolnego punktu O" prostej l zachodzi związek S||0'0", więc 3 x 0 '0 " —0, 
skąd M a — Ma' (p. str. 20, wniosek 3).

A więc: moment ogólny względem dowolnego punktu prostej l 
jest równoległy do ś (lub = 0 ).

Punkty poza prostą l nie posiadają powyższej własności. Jeżeli 
bowiem dla jakiegoś punktu 0 1 moment Mo, jest równoległy do s 
lub równy zeru, to na mocy twierdzenia 5, str. 20, mamy 
Rzut, Mo, — Rzutj Ma- Zatem M 0, =  M a. Wynika stąd na mocy 
wzoru (I), str. .19, że 5xO'Ó1 =  0, czyli że *||0'0,. Punkt Ox leży 
więc na prostej l.

Udowodniliśmy zatem, że szukanym miejscem geometrycznym 
jest prosta równoległa do 3. Prostą tę nazywamy osią środkową układu.

Oś środkowa układu jest to więc prosta o tej własności, że 
moment ogólny względem dowolnego jej punktu jest równoległy do 
sumy lub równy zeru.

A więc: układ, którego suma jest różna od zera, posiada jedną 
(i tylko jedną) oś środkową.

Układ złożony z wektora i pary o momencie równoległym do 
wektora nazywamy skrętnikiem.

W szczególności skrętnikiem nazywamy jeden wektor lub parę.
Obierając punkt na osi środkowej, widzimy, że na mocy tw. 

o , redukcji, str. 24, układ redukuje się do skrętnika. Jeśli suma 
układu jest zerem, to układ redukuje się do pary wektorów, a więc 
również do skrętnika.

Zatem: wszelki układ jest równoważny pewnemu skrętnikowi.
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$ 18. Środek wektorów równoległych. Niech dany będzie 
układ w ektorów równoległych («„, ii2, ..., an) o sumis różnej od zera. 
Oznaczmy przez w wektor o długości 1, równoległy do wektorów 
układu. Wektory ..., dn możemy przedstawić w postaci

d\ ~  (ïj IV) (J2 ==L &2 V)̂  ••• j dn — (L/i tV
gdzie liczby au a2, ..., a„ są co do wartości bezwzględnej równe długo
ściom wektorów « lt a2..., a,,. Zatem 5= (Oj-f a2+ . ..+<&„)«’. Ponie
waż 54=0, więc a, h«2 +  -" + «» t 0.

Obierzmy dowolny punkt O' i oznaczmy 
przez f h ft, ..., f„ wektory 0 'A h 0 'A 2, ..., 0 'A „, 
gdzie A), A2, ..., A„ są początkami wektorów 
âi,S¿ ,...,â n. A więc

J/o- =  fl1t5 x r1 +  a2M)X r2 +  ... +  a„ tc x  r„ 
czyli

M o- X ¿ ’a, Z/.
Obierzmy punkt 0  tak, by

(2) f  — CŸO =  ię r -—- ._>a,
NTa mocy wzoru (I), str. 19, jest •

(3 ) iïf o —  ̂X 0 0  ' -f- M  o’.
Ponieważ

5X 00 ' — (_y<x, îë)x(— r) — — wxrYa-i,

więc według (2) jest .5 x 0 0 '- -— w xY at f,. Stąd na mocy (1) i (3) 
wynika, że Mo — o.

Zatem wypadkowa układu przechodzi przez 0  (str. 26, tw. 1). 
Zauważmy, że wedle (2) położenie punktu O nie zależy od kie

runku w wektorów 3/. Jeżeli więc skręcimy wektory 5/ około ich punk
tów zaczepienia, to wypadkowa znowu przejdzie przez 0.

Punkt 0  nazywa się środkiem układu wektorów ah «■>,..., a„.

Jeżeli współrzędne początków' A ( oznaczymy przez x., yn zt, 
współrzędne zaś środka przez x0, y0, z0, to obierając punkt 0 ' w po
czątku układu, otrzymamy na mocy (2)

I a txt Y a.

(1)

Y a. z.
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$ 19. Przekształcenia elementarne układu. Następujące 
przekształcenia układu wektorów nazywamy elementarnymi:

a) dodanie do układu (lub usunięcie z niego) dwóch wektorów 
leżących na jednej prostej, równych co do długości, lecz przeciwnie 
skierowanych,

b) dodanie do układu (lub usunięcie z niego) kilku wektorów 
o wspólnym początku i o sumie równej zeru.

Przekształcenia elementarne nie zmieniają oczywiście sumy ani 
momentu układu. Stosując zatem do układu przekształcenia elemen
tarne, otrzymamy zawsze układy z nim równoważne. Przekształcenia 
elementarne grają ważną rolę w teorii ciała sztywnego.

Łatwo wykazać, że przy pomocy przekształceń elementarnych
możemy:

1) punkt zaczepienia wektora przesunąć do dowolnie obranego 
punktu na prostej, na której wektor leży,

2) kilka wektorów o wspólnym początku zastąpić ich sumą 
o tym samym początku,

3) jeden wektor zastąpić kilkoma wektorami o tym samym 
początku co wektor dany i o sumie równej wektorowi danemu.

D ow ód: 1) Przypuśćmy, że wśród wektorów danego układu 
występuje wektor a o początku A.

Obierzmy na prostej l, na której a leży, dowolny punkt B. Do
dajmy do układu dwa wektory a i — d o  początku B. Wykona
liśmy więc przekształcenie ele
mentarne (a). Usuńmy teraz 
z układu wektory: a (o po
czątku A) i — a. Będzie 
to przekształcenie elemen
tarne (b). Operacje, jakie wy
konaliśmy na układzie, sprowadzają się do przesunięcia punktu za
czepienia wektora d z A do B (p. rys. 1).

2) Przypuśćmy, że punkt A jest początkiem wektorów
di, 5j, ..., Dodajmy do układu dwa wektory o początku A: wektor 
g =  rt, ...+a„ i wektor — s (przekształcenie elementarne (a)).
Usuńmy teraz wektory a a >,... ,a„, — ś (przekształcenie elemen
tarne (b)). Operacje, jakie wykonaliśmy, sprowadzają się do zastą
pienia wektorów di,di,...,d„ ich sumą ś (p. rys. 2).

3) dowodzi się podobnie.
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Udowodnimy teraz następujące twierdzenia:
T w ierd zen ie  1. Wszelki układ wektorów można sprowadzić 

przy pomocy przekształceń elementarnych do układu z nim równoważ
nego, złożonego z trzech wektorów.

D ow ód . Przypuśćmy, że mamy układ wektorów (oj,a2, . . . , a„) 
zaczepionych odpowiednio w punktach Au A 2, ..., A„. Obierzemy trzy 
dowolne punkty L, M, N  nie leżące na jednej prostej i takie, by 
w płaszczyźnie przechodzącej przez L, M, N  nie leżał żaden z punktów 
Ai, A ‘>,..., A,,.

' Ponieważ proste A ^ , A ,M  i A XN  nie leżą w jednej płaszczyźnie, 
więc wektor a, możemy zastąpić trzema wektorami uu vv w1 o po
czątku A u leżącymi na prostych A lL ,A 1M, A XN, przyczem oczywiście 
a, — ux -f  - f  m>j (rys. 1). Wektory uv vv wx możemy przesunąć 
wzdłuż prostych, na których leżą, odpowiednio do punktów L, M, N. 
W ten sposób zastąpiliśmy wektor al wektorami ul,vr,w L zaczepio
nymi w punktach L, M, N. Podobnie zastąpimy każdy z wekto
rów a-i, ..., a„ trzema wektorami zaczepionymi w L, M, N.

Wektory o początku L  zastąpmy teraz ich sumą u, zaczepioną 
również w L. Podobnie wektory o początkach M  i N zastąpmy 
sumami v i w zaczepionymi odpowiednio w M  i N.

W ten sposób przy pomocy przekształceń elementarnych 
sprowadziliśmy dany układ do układu złożonego z trzech wektorów, 
c. b. d. o.

T w i e r d z e n i e  2. Układ równoważny zeru można przy pomocy 
przekształceń elementarnych sprowadzić do iccktora zerowego.

D ow ód . Załóżmy, że układ («i, a-i, ..., a„) jest równoważny 
zeru. Na mocy tw. 1 możemy go zastąpić przy pomocy przekształ
ceń elementarnych układem złożonym z trzech wektorów u, v, w, 
zaczepionych odpowiednio w punktach L, M, N. Układ (u, v, w) 
jest równoważny zeru, bo jest równoważny układowi danemu (prze
kształcenia elementarne nie zmieniają bowiem sumy ani momentu).
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Na mocy twierdzenia ze str. 23, wektory u, v, w są albo równo
ległe albo ich przedłużenia przecinają się w jednym punkcie O (str. 30, 
rys. 2). W drugim przypadku możemy punkty zaczepienia wekto
rów u, v, w przenieść do O, a następnie wektory te usunąć, gdyż 
suma ich jest zerem.

Załóżmy więc, że wektory u, v, w są równoległe (str. 30, rys. 3). 
Gdyby u-f « = 0 ,  byłoby oczywiście w=<). Układ sprowadzałby się 
zatem do pary u, v. Ponieważ moment jest zerem, więc wektory u i v 
leżałyby na tej samej prostej; ponieważ nadto u-\-v—0, więc mogli
byśmy wektory u i v usunąć. Niech więc u + r ^ O .  Dodajmy dwa 
wektory f  i — r leżące na prostej LM i zaczepione odpowiednio 
w L  i M. Wektory u i r o początku L możemy zastąpić ich sumą u' 
zaczepioną również w L. Podobnie wektory w i — f  możemy za
stąpić ich sumą v' zaczepioną w M. Wektory u' i v' nie są równo
ległe, zatem wektory u', v', w możemy jak poprzednio usunąć. A więc 
układ równoważny zeru sprowadziliśmy przy pomocy przekształ
ceń elementarnych do wektora zerowego, c. b. d o.

T w ierd zen ie ii. Jeżeli dwa układy wektorów są równoważne, 
to przy pomocy przekształceń elementarny cdi można jeden układ prze
prowadzić w drugi.

D ow ód. Załóżmy, że układ wektorów {ćL\,a-i,... ,a„) zaczepio
nych w punktach Aj, A t, ..., A„ jest równoważny układowi wekto
rów (ói, ¿>2, . . . ,  Br) zaczepionych w punktach Bj, B2, ..., Br.

Dodajmy do pierwszego układu wektory blf—b1 o początku Blf 
wektory bt, — b2 o początku B2 itd,. Ponieważ wektory o,, 52, ..., an, 
—Ei, —K  —, —br tworzą układ równoważny zeru, więc na mocy 
tw. 2 możemy układ ten przy pomocy przekształceń elementarnych 
usunąć, t. j. zastąpić wektorem zerowym. Po usunięciu zostanie 
układ (5i, E2, ..., br).



ROZDZIAŁ II

KINEMATYKA PUNKTU

1. Ruch względem układu odniesienia

£ 1. Czas. W kinematyce oprócz pojęć znanych z geometrii 
występuje pojęcie czasu. W rozważaniach kinematyki teoretycznej 
wystarczy przyjąć, że każdej chwili przypisana jest pewna liczba i, 
przyczem chwili wcześniejszej przypisana jest mniejsza liczba niż. 
późniejszej; ponadto przy tym przyporządkowaniu każdej liczbie t 
odpowiadać ma, na odwrót, pewna chwila: liczbie większej chwila 
późniejsza.

Dla kinematyki teoretycznej jest zupełnie obojętne, w jaki spo
sób powyższe przyporządkowanie zostało określone. W zagadnie
niach konkretnych postępujemy w sposób następujący. Obieramy 
dowolną jednostkę czasu, np. sekundę, i dowolną chwilę, którą nazy
wamy chwilą początkową. Chwili początkowej przypisujemy liczbę 0. 
Każdej innej chwili przyporządkowujemy liczbę i, której bezwzględna 
wartość równa się liczbie sekund, jakie upłynęły między chwilą po
czątkową a daną; liczba t jest dodatnią dla chwil późniejszych od 
początkowej, ujemną zaś dla chwil wcześniejszych.

$ 2. Układ odniesienia. W kinematyce przyjmujemy, że 
dany jest pewien układ współrzędnych zwany układem odniesienia.

Ciało porusza się względem układu odniesienia, jeżeli zmie
niają się współrzędne punktów ciała. Zadaniem kinematyki jest opis 
ruchu ciała względem układu odniesienia, polegający na podaniu 
współrzędnych punktów tego ciała dla każdej chwili czasu.

Dla kinematyki jest rzeczą obojętną, jak został obrany układ 
odniesienia. W  zagadnieniach konkretnych obieramy układ odnie
sienia związany z pewnymi ciałami jak np. z ziemią, słońcem, gwiaz
dami stałymi i t. p.
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Ruch ciała zależy od układu odniesienia. Względem jednego 
układu odniesienia ciało może być w spoczynku, względem innego 
zaś w ruchu. Podróżny siedzący w wagonie kolejowym jest wzglę
dem wagonu (tj. układu odniesienia związanego z wagonem) w spo
czynku, a względem ziemi jest w ruchu.

Wyłania się pytanie czy w zadaniach konkretnych nie można 
badać ruchu ciała niezależnie od innych ciał. Ruch taki byłby t. zw. 
ruchem bezwzględnym (absolutnym). Okazuje się jednak (z uwagi 
na to, że punkty przestrzeni są nierozróżnialne), że przy pomocy po
miarów odległości i twierdzeń geometrycznych niepodobna stwierdzić 
w żaden sposób, czy ciało badane w dwu chwilach zmieniło swoje 
położenie czy nie. Pojęcie ruchu absolutnego jest więc bezużyteczne. 
Musimy się zatem ograniczyć do badania ruchu względnego, t. j. ru
chu ciała względem innych ciał.

$ 3. Ruch punktu. Zajmiemy się na początku ruchem je
dnego punktu. Opis ruchu ciała sprowadza się bowiem do opisu 
ruchu jego punktów. Nadto w wielu przypadkach opis ruchu ciała 
sprowadza się praktycznie do podania ruchu jednego jego punktu, 
np. gdy wymiary ciała są drobne w stosunku do przebywanej drogi 
(ruch ziemi wkoło słońca, ruch kuli karabinowej) łub jeżeli ruch 
jednego punktu wyznacza ruch całego ciała (np. ruch wagonu).

Oznaczmy współrzędne poruszającego się punktu M  względem 
pewnego układu odniesienia przez x, y, z. Współrzędne x, y, z zależą 
od czasu, są więc funkcjami zmiennej t:

* = /(« ) , y=<P(t), z=ty(t).

Funkcje te dają nam opis ruchu punktu M względem przy
jętego układu odniesienia. Znając je, możemy podać współrzędne 
x, y, z punktu M w każdej chwili t.

O funkcjach f, tp i ip zakładamy, że są ciągłe wraz z pierwszą 
i drugą pochodną w pewnym przedziale <<0, tjJ>, w którym ruch badamy.

Ruch punktu można określić przy pomocy jednej funkcji wek
torowej. Połóżmy r =  OM (O początek układu). Zatem

r= F {t).

Powyższa funkcja wektorowa opisuje ruch w zupełności, po
dając dla każdej chwili czasu wektor ř, a więc położenie punktu M.

Zauważmy, że funkcje /, <p i ip podają składowe wektora f.
3

I§ 3] I. Ruch względem układu odniesienia.

S. Kanach. Mechanika.
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Linię, jaką zakreśla punkt podczas ruchu nazywamy torem lub 
trajektorią.

Przypuśćmy, że torem punktu jest łuk L. Nadajmy łukowi 
temu pewien zwrot i obierzmy na nim dowolny punkt O, który 
nazwiemy początkiem (rys. I). Położenie punktu M na łuku L będzie 
wyznaczone przez podanie liczby s, której bezwzględna wartość równa 
się długości łuku OM, przy czym liczba s jest dodatnia lub ujemna 
zależnie od tego, czy zwrot łuku OM jest zgodny ze zwrotem obra
nym na L czy nie. Liczbę s nazywamy współrzędną łukoioą punktu M 
na luku L.

Kuch punktu M po łuku L będzie wyznaczony również funkcją

» = /« ) ,
podającą w każdej chwili t współrzędną łukową s punktu M.

4. W ykres ruchu. Niechaj ruch punktu po krzy wej L 
określony będzie funkcją s—f(t). Obierzmy dwie osie prostopadłe s i t.

Wykres funkcji s—f(t) nazywamy wykresem lub diagramem ruchu 
(rys. 2).

Na rys. 3 mamy wykres ruchu dwóch pociągów, z których jeden 
biegnie od stacji A  do stacji I) (przez stacje B, Ć), drugi zaś od 
stacji I) do A . Z wykresu odczytujemy np., że w chwili 0 pociąg 
wyjechał ze stacji A i przybył do B w' chwili t0. Stację B opuścił 
w chwili <j i t. d. "Współrzędne (t',s') punktu przecięcia obu wykresów 
przedstawiają chwilę i miejsce spotkania obu pociągów.

§ 5. P ręd k ość. Załóżmy, że punkt poruszający się po krzywej L 
znajdował się w chwili t w punkcie i ,  a w  chwili t+At w punkcie B.

Wektor AB  nazywamy przesunięciem poruszającego się punktu 
w czasie At. Iloraz

(1) ABjAt — AG
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przedstawia przesunięcie przypadające na jednostkę czasu. Iloraz 
powyższy nazywamy także wektorem prędkości średniej lub krótko 
prędkością średnią w czasie At.

Załóżmy, że istnieje granica ilo
razu (1) gdy przyrost czasu At dąży do 0.
Oznaczmy tę granicę przez v. Zatem

(I) i i= l im 4 r
j /-m> At

Wektor v nazywamy wektorem prędkości lub krótko prędkością 
w chwili t.

Jeżeli d i—>0, sieczna AB  dąży do stycznej. A więc: wektor 
prędkości jest styczny do toru.

Niechaj ruch określony będzie funkcjami x —f(t), y~<p(t), z—xp(t).
Oznaczmy współrzędne punktu A  przez x, y, z, a punktu B przez
x+A x, y+A y, z+Az. Wektor AB  ma zatem rzuty Ax,Ay,Az. Rzu-

. AB  , , . . .  Ax Ay Aztami ilorazu - j -  będą więc ilorazy, j - t

Wynika stąd, że rzuty prędkości v -wyrażają się wzorami:

dxAx dx ,
: 5 5 ®  =  *  = m dt

W  mechanice pochodną względem czasu przyjęte jest oznaczać 
kropką u góry. Zatem

(IJ) vx — x, . Vy =  y, vz =  ż.

A więc: rzuty wektora prędkości na osie układu róumają się po
chodnym (względem czasu) współrzędnych poruszającego się punktu.

Niech teraz ruch określony będzie funkcją wektorową f= F (t). 
Przyjmując A B =A f, otrzymamy

ÁB .. Ař dř ^: Inn -rr  =  lim T  — TT =  r. jf-H) At it-toAt dt
A więc

U 11) v = r .
y*\<
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P ręd k ość  ja k o  p o ch od n a  drog i. Mech wreszcie ruch 
punktu po torze L określony będzie funkcją «= /(< ), gdzie s oznacza 
współrzędną łukową. Ponieważ prędkość jest styczna do toru, więc 
dla wyznaczenia prędkości w punkcie A wystarczy podać -wielkość 
i zwrot prędkości. Z określenia prędkości wynika, że

|t>| — lim
4/-*0

AB
At — lim4(-M)

AB
As

gdzie jdsj oznacza długość łuku AB. Ponieważ lim
A.s-M)

AB  I
d s ! 1 ,  w i ę c

: lim
át-t-0

A8 ds
At dt *!•

Wykreślmy w punkcie A styczną i nadajmy jej zwrot zgodny 
ze zwTOtem obranym na krzywej L. Jeżeli ś> 0 , wówczas dla ma
łych A t>0 jest ds>0 ; zatem punkt porusza się po torze w kierunku 
dodatnim, więc v ma zwrot zgodny ze zwrotem stycznej. Podobnie, 
jeżeli ś< 0 , to v ma zwrot przeciwny do zwrotu stycznej. Jeżeli 
więc przez v oznaczymy współrzędną wektora prędkości względem 
stycznej, której nadaliśmy zwrot zgodny ze zwrotem toru, to

(IV) ds

§ 6. P rzy śp ieszen ie . Załóżmy, że w chwili t punkt był w A 
i miał prędkość v, zaś w chwili t +  At był w B  i miał prędkość v'. 
Połóżmy Av — v' —  v.

£v _Granicę lim =  p nazywamy wekto- 
&t-+o At

rem przyśpieszenia lub krótko przyśpie
szeniem w chwili t.

Mech ruch określony będzie funkcjami
Avxy—<p(t)> z—if>(t). Mamy p ^ l im — •At

Ponieważ vx= f'(t)  i vx—f'{t+At), więc

Avx= v x — vx= / '(< + At) — /'(<). Zatem p*=lim
podobnie Py =  <p"(t) i pI =  V'"(f).

d2x d ŷ d2z
W

f(t+ A t)— f{t)
At

Pochodne -~-dt2> oznaczamy przez x, y, z. Stąd:

(I) - X ,
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Zatem: rzuty przyśpieszenia na osie układu równają się drugim 
pochodnym współrzędnych poruszającego się punktu.

Jeżeli ruch określony jest funkcją wektorową

r=F(t),

to — jak wynika z definicji drugiej pochodnej —  mamy:

(II) _ _ dv _  d2r 
P dt di2

P rz y k ła d  1. Punkt porusza się w płaszczyźnie w ten sposób, 
że jego współrzędne w chwili t wyrażają się wzorami:

(1) x — a coskt, y= b sin k t (a>0, b>0, k> 0).

Wyznaczyć prędkość i przyśpieszenie, oraz tor.

Mamy tutaj

x =  —  ak sin kt, y—bk> cos kt, 
x  =  —  ak2 cos kt, y =  — bk2 sin kt,

a więc wartość bezwzględna prędkości będzie |vj=fc Ja2 sin2 kt+b2C0Btkt, 
zaś wartość bezwzględna przyśpieszenia |p|=fc2[/a2cos2fcf+ó2sini fef.

Aby otrzymać tor punktu, należy znaleźć związek między 
współrzędnymi x ,y , t. zn. wyrugować czas t. Dzieląc równania (1) od
powiednio przez a i b, podnosząc do kwadratu i dodając, otrzymujemy

•r2/«2 +  y2/b2 =  1.

A więc tor jest elipsą o osiach 2a, 2b. Wektor prędkości jest 
oczywiście styczny do elipsy. Współrzędne wektora przyśpieszenia 
można, z uwagi na równania (1), napisać w postaci:

ic=  — k2x, y ——  k2y, skąd \p\—k2]‘a^+y2, y lx  — y\x.

Wektor przyśpieszenia jest zatem proporcjonalny do odległości 
od początku układu i zawsze skierowany ku początkowi układu.

P rzy k ła d  2. Wyznaczyć prędkość, przyśpieszenie i tor punktu, 
którego ruch określony jest równaniami

X = | ( l  +  C 0 8 í) , y= 2  sini,(2)
. t z= a  sin -  

Z
(a>0).
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Różniczkując, otrzymujemy

a . a a tx = — -s in i ,  y =  — cos i, 2 = -c o S £ ,

a . a . . \ a . t-jj-cost, y =  —  2-sini, z — — sin  ̂,

skąd |v|==||/l+cos2| i !p|==||/n-^sin*|.

Aby wyznaczyć tor punktu, należy z równań (2) wyrugować 
czas, co da nam dwa związki między x, y, z określające krzywą prze
strzenną, po której się punkt porusza. Rugowanie to w ogólności 
przedstawia duże trudności rachunkowe, w tym przykładzie jednak 
łatwo daje się przeprowadzić. Podnosząc równania (2) do kwadratu 
i dodając, otrzymujemy

aP+yZ-hzP—a*.
Podobnie, z pierwszych dwu równań (2) wynika, że

(*—  a/2)2+y*=(a/2)2.
Z równań otrzymanych widzimy, że tor punktu jest krzywą 

przekroju kuli i walca kołowego.

P rzy k ła d  3. R uch  je d n o s ta jn y  p ro s to lin ijn y . Punkt 
porusza się w ten sposób, że przyśpieszenie jest stale zerem. Zakła
damy więc, że p = 0 . Zatem

¿ = 0 ,  y =  0, z =  0.
Wynika stąd po scalkowaniu, że

(3) x = c t1 y= c 2, ż—o3r
gdzie cltc2, c3 oznaczają pewne stałe. Całkując jeszcze raz, otrzymamy

(4) x = c l t+ d 1, y —c2t-\-d2, z = c 3t+ d 3.

Tutaj d1, d2, d3 oznaczają również pewne stałe. Równania (4) 
przedstawiają parametrycznie równanie linii prostej. Z równań (3) 
wynika, że wektor prędkości jest stały. Ruch więc odbywa się po 
linii prostej z prędkością stałą. Ruch taki nazywamy ruchem jedno
stajnym prostolinijnym.

Zauważmy, że nałożenie p — 0 równoważne jest z założeniem, 
że wektor prędkości jest stały. Mamy bowiem p = v . Jeżeli więc 
v=const., to p =  0 i na odwrót, jeżeli p =  0, to i= 0 ,  zatem i=const.
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H od ogra f. Niechaj punkt porusza się po krzywej L  (rys. 1). 
Obierzmy dowolny punkt O. Dla każdej chwili t wykreślmy 
z punktu O wektor prędkości, jaką punkt ruchomy ma w danej 
chwili (rys. 2). Końce tych prędkości utworzą krzywą H  zwaną 
hodografem.

Na hodografie oznaczyliśmy przez A ’, B', C' końce prędkości, 
jakie punkt poruszający się po krzywej L ma w 4 , B, C. Jeżeli 
więc punkt porusza się po torze L, to koniec odpowiedniej pręd
kości porusza się po hodografie.

Oznaczmy przez vH prędkość punktu na hodografie w A'. Z okreś-
A'B' ___lenia prędkości mamy čw=lim  —v— . Lecz A'B’=áv, więcJ/->o At

ňv _ C/,=:lim-;7 =  p. 
df->0 At

Zatem: przyśpieszenie poruszającego się punktu równa się pręd
kości odpotciedniego punktu na hodografie.

P rzy k ła d  4. Jeżeli punkt porusza się po linii prostej, to kie
runek prędkości jest stały.» Zatem hodograf jest też linią prostą.

P rzy k ła d  fi. Załóżmy, że punkt porusza się po kole K  z pręd
kością stalą co do wartości bezwzględnej (rys. 3).

Hodograf będzie kołem (rys. 4). Punkt po hodografie będzie po
ruszał się również z prędkością stałą co do wartości bezwzględnej.

Ponieważ prędkość punktu A\, na hodografie jest styczna do 
hodografu, zatem jest prostopadła do vv Wynika stąd, że przyśpie
szenie punktu poruszającego się po kole K  jest skierowane ku środ
kowi koła i jest stale co do wartości bezwzględnej.
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§ 7. R ozk ład  przyśp ieszen ia  na styczn e  i norm alne.

R uch  po torze  p łaskim . Niech ruch punktu A po torze L 
określony będzie funkcją s—f(t), gdzie « oznacza współrzędną łukową. 
Wykreślmy w punkcie A styczną t i normalną n. Nadajmy stycznej

zwrot zgodny ze zwrotem krzywej L, zaś 
normalnej zwrot ku środkowi krzywizny.

Rzut przyśpieszenia p na styczną na
zywamy przyśpieszeniem stycznym pr Rzut 
przyśpieszenia na normalną nazywamy 
przyśpieszeniem normalnym pn. Jest oczy
wiście

P = P t+ P n-

Mając więc dane przyśpieszenie styczne i normalne, możemy 
wyznaczyó przyśpieszenie p. Przyśpieszenie styczne będzie określone 
przez podanie współrzędnej pt względem stycznej. Podobnie, współ
rzędna p„ względem normalnej określa przyśpieszenie normalne.

Oznaczmy przez Ja kąt ostry zawarty między stycznymi 
w punkcie A  o współrzędnej łukowej s w bliskim od A punkcie B 
o współrzędnej łukowej s +  As. Załóżmy, że Js> 0 . Mamy wówczas

1Aaiim-j—

Avgdzie ę oznacza promień krzywizny. Jak wiemy, p —■ lim — ; zatem
At-*Q ^  *

Rzut, J v
pt =  lim

.u-ei Jí

gdzie RzuttAv oznacza współrzędną Av względem stycznej i. Lecz 
Rzut,J5=Rzut,(t;-fJij)—Rzut,v. A więc Rzut,Jtj=(t)+Jc)cos Aa—v. 
Stąd

( 1 )

(2)

P /  =  

Lecz
: lim
JÍ-+0

{v+Av) cos Ja — v_

COS J a  —

= v lim
J/-M)

cos Ja— 1 , .. Av .------ r-— — -f- lim -r: cos Ja.Jí Jť-*) Jí

lim
J/-M) Jí = lim cos J a -

Ja
• 1 Ja Js 

As A t'

Ze znanej reguły na obliczalnie symbolów nieoznaczonych 
otrzymujemy

cosJa — 1 ,, — sinJalim cos Ja —1 
Ja - lim - Ja = lim -4fr-*0 ,1 =  0.
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Zatem na mocy (2) lim
J/-+0

cos Ja — 1 „ 1 . , ,=  0 —» =  0, skąd na mocy (1):Jí

pt — dv/dt =  9.

Przejdźmy teraz do obliczenia pn. Mamy

Rzutn J v
p n lim

J f-X> Jí

Lecz Rzut,, Jw =  Rzut„(»+J»)— Rzutu v — (r+Jr) sin Ja. Więc
,. , . . .sinJa . sin Ja sinJa Ja Js _ 1p„=lim(®+Ji)— . Ponieważ lim—— -= lim — ------;— . =1 -— v,
M-,0 J í  Jo+o J í  M-m  J a  J s  J í  o

więc
Pn «*/(»•

Zatem przyśpieszenia: styczne pt i normalne pn wyrażają się 
wzorami

(Tl) P, =  dv/dt—8, pn =  v2l(>,

gdzie o jest promieniem krzywizny.

Ponieważ przyśpieszenie styczne jest prostopadle do przyśpie
szenia normalnego, więc

( H I )  i p\=\p;+Pl-

Ze wzoru (1) wynika, że pn ¡3* 0. Zatem przyśpieszenie normalne 
ma zawsze zwrot ku środkowi krzywizny.

Zauważmy, że przyśpieszenie styczne zależy tylko od zmiany 
wartości bezwzględnej prędkości, a nie zależy od zmiany jej kie
runku. Przyśpieszenie styczne jest wtedy i tylko wtedy stale zerem, 
gdy v =  const.

Przyśpieszenie normalne zależy od promienia krzywizny ę, 
zatem od zmiany kierunku prędkości. Przyśpieszenie normalne jest 
stale zerem, jeżeli stale p= 0 lub l/ę — 0. W pierwszym przypadku 
punkt jest w spoczynku, w drugim ruch odbywa się po linii prostej.

P r z y k ła d . Punkt porusza się po kole o promieniu r z prędkością v 
stałą co do wartości bezwzględnej. Zatem na mocy (1) 

pt~dv/dt=0, p „=i;*/r—const
A więc przyśpieszenie jest wówczas stale skierowane ku środkowi i stale 

co do wartości bezwzględnej (por. sir. 39. przykład 5).
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R uch  po torze  przestrzenn ym . Niech punkt porusza się 
po torze przestrzennym L. Oznaczmy przez v prędkość punktu w A, 
przez vĄ-Av prędkość jego w B.

Przeprowadźmy przez styczną w punkcie A płaszczyznę U  
równoległą do stycznej w punkcie B. Na tej płaszczyźnie leżą wek
tory v i v-\-Av wykreślone z punktu A. Zatem w płaszczyźnie /7 leży 
wektor Av\At. Gdy punkt B dąży do punktu A, płaszczyzna /7 
zmierza do t. z w. płaszczyzny ściśle stycznej w punkcie A. Wynika

stąd, że przyśpieszenie p =  lim-^r leży w płaszczyźnie ściśle stycznej.

A więc: wektor przyśpieszenia leży w płaszczyźnie ściśle stycznej.
Na płaszczyźnie ściśle stycznej leży styczna. Prostą prosto

padłą do stycznej i leżącą w płaszczyźnie ściśle stycznej nazywamy 
normalną głóumą. Na normalnej głównej leży środek krzywizny. 
Tworząc rzuty przyśpieszenia na styczną i normalną, otrzymamy 
analogicznie do wzoru (I), otrzymanego przy ruchu płaskim:

~>,+Pn-

Nadając stycznej zwrot zgodny ze zwrotem krzywej, zaś nor
malnej zwrot ku środkowi krzywizny, otrzymamy postępując jak 
poprzednio

Pt — dvj'dt =  ś i pn =  v2/ę,

gdzie g oznacza promień krzywizny.
Wzory powyższe są identyczne ze wzorami (II) w przypadku 

toru płaskiego.

P rzy k ła d  1. R uch  jed n osta jn y . Niech punkt A  porusza się 
po krzywej i ,  na której obrany jest zwrot i początek O. Załóżmy 
że prędkość punktu A jest stała co do wielkości (t. j. co do war
tości bezwzględnej). Ruch taki nazywamy ruchem jednostajnym 
po krzywej L.

Zakładamy tedy, że r= ś= con st. Całkując, otrzymamy 

(3) s =  r,t +  s0.

Podstawiając i= 0 , dostajemy s—s„. A więc stała oznacza 
współrzędną łukową punktu A w chwili t— 0.
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Ruch jednostajny jest określony funkcją pierwszego stopnia 
względem t. Na odwrót, dowolna funkcja pierwszego stopnia s= at +  b 
określa ruch jednostajny z prędkością v ~ ś—a. Ponadto s0=b.

Na mocy (3) mamy

pt =  v — s — 0 ,  pn =  vi!Q.

Ponieważ przyśpieszenie styczne jest zerem, więc przyśpieszenie 
ma stale kierunek ku środkowi krzywizny. Wielkość przyśpieszenia 
wynosi pn. Zatem przyśpieszenie jest co do wielkości odwrotnie 
proporcjonalne do promienia krzywizny ę (czyli wyprost proporcjo
nalne do krzywizny K —1/q).

Jeżeli w' szczególności punkt porusza się ruchem jednostajnym 
po kole o promieniu r, wówczas Q=r, a więc

Pn =  ® V r■

Zatem: jeżeli punkt porusza się po kole ruchem jednostajnym, 
to przyśpieszenie jest stale co do wielkości i skierowane ku środkowi koła.

P rzy k ła d  2. R u ch  je d n o s ta jn ie  p rzy śp ieszon y . Punkt 
poruszający się po krzywej L ma stałe przyśpieszenie styczne. Ruch 
taki nazywamy ruchem■. jednostajnie przyśpieszonym po krzywej L.

Zakładając, że pt —p == const., dostajemy ś —pt—p, więc

(4) ś =  V~pt-\-C1, 8 — .jp^ +  Cii +  Cj.

Ruch jednostajnie przyśpieszony jest określony funkcją s=f(t ) 
drugiego stopnia względem t. Na odwrót, dowolna funkcja drugiego 
stopnia s—aP-\-bt +  c określa ruch jednostajnie przyśpieszony. Mamy 
bowiem, różniczkując:

p = ś  — 2a =  const.

Przyjmijmy, że w ruchu jednostajnie przyśpieszonym określo
nym funkcją (4) punkt w chwali <=0 miał prędkość v—v0 i współ
rzędną łukową s — s0.

Kładąc 1=0, otrzymujemy z (4) v0= c u 8o ~ cf  Wstawiając 
w równania (4), otrzymamy

V =  pt +  V0, 8=^pt2 +  V0t +  80.

W szczególności, jeżeli r0= 0  i s0= 0 , dostaniemy 

V — pt Í 8 =  | pt'1.
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P rzy k ła d  3. R u ch  po cy k lo id z ie . Niech koło o pro
mieniu r toczy się po prostej. Zbadać ruch dowolnego punktu 
na obwodzie koła.

Załóżmy, że dany punkt P  obwodu koła jest początkowo 
punktem styczności koła i prostej. Obierzmy ten punkt za początek 
układu, zaś prostą za oś r-ów. Jeżeli koło obróci się o kąt y, punkt

zajmie nowe położenieP'(x,y). 
Aby wyrazić współrzędne x, y 
jako funkcje kąta y, zauważ
my, że nowe położenie punktu 

możemy otrzymać, najpierw obracając koło dokoła środka o kąt y wkie- 
runku wskazówki zegara, a następnie przesuwając je wzdłuż osi x-ów 
o odcinek PQ równy łukowi P'Q należącemu do kąta y, którego 
długość wynosi r<p. Zatem x — — r s in y+ ry , y —r — rcos<p, czyli:

x  =  r(<p — siny), y =  r ( l — cosy).
Po wykonaniu przez koło pełnego obrotu, t. j. dla y = 2 n, punkt P 

znowu jest punktem styczności, poczem ruch powtarza się. W yko
nując wykres, otrzymujemy krzywą złożoną z przystających łuków, 
zwaną cykloidą.

Załóżmy, że koło obraca się jednostajnie, t. j. że kąt y jest pro
porcjonalny do czasu: y = w i (gdzie to stałe). Równania ruchu punktu
P  są wówczas

x — r(cot — sin ojí), y—r( 1— cos toi).
Różniczkując je dwukrotnie względem czasu, otrzymujemy 

składowe prędkości i przyśpieszenia
x — n o (l — cos toi), 
X  =  ra>2 sin OJ i,

y =  roj sin toi 
y — riú2 cos fot.

(5) \v\ =  }V2to2(2 — 2 cos coij =  2rto sm-o)t !
! p ! =  rco2.

Ze względu na to, że po wy konaniu pełnego obrotu ruch po
wtarza się, możemy się ograniczyć do przedziału czasu 0 ^ i^ 2 n /c o . 
Ze wzorów powyższych widzimy, że wielkość przyspieszenia punktu P 
jest stała, natomiast wielkość prędkości zmienia się. Mianowicie 
w chwili i= 0  oraz i — 2n/(i), t. j. gdy punkt znajduje się na prostej, 
prędkość równa się zeru, zaś w chwili i =  a/to t. j. gdy punkt osiąga 
położenie najwyższe, prędkość jest największa i wynosi 2rm.

Nadajmy cykloidzie zwrot zgodny z ruchem punktu. W czasie 
0 ^  i ^  2n'<j) mamy v — |», zatem na mocy (5)
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v — 2r<o gin (Ot
~2'

Przyśpieszenie styczne będzie więc

pt— v =  roj2 cos (Ot

Aby wyznaczyć przyśpieszenie normalne, obliczamy krzywiznę 
według znanego wzoru •

_1 _  \xy — yX 1 _  r20)8( 1  —  cos (ot) _  1____
Q (x2jrý 2) ! Sr3(o3 sin3 tot/2 ir  sin (ot/2

Zatem
V„ ~ v2Iq — no2 sin ~  •

Droga przebyta przez punkt do chwili t równa się, z uwagi 
na to, że ds — vdt,

t * 1 i
8 =  I ds =  I vdt — 1 2r(o sin -g - dt =  4r 11 —  cos

A A  A '

(ot\
~2 I

W szczególności dla t=2n/(o otrzymujemy długość toru cykloidy 
przy pełnym obrocie kola. Długość ta wynosi 8r.

§ 8. P ręd k ość  1 p rzyśp ieszen ie  k ą tow e . Niech punkt A 
porusza się po kole o promieniu r i środku M. Obierzmy zwrot na 
kole i punkt początkowy O (rys. 1). Oznaczmy przez <p kąt między 
promieniami MA i MO liczony zgodnie z obranym zwrotem. Mamy 
8—rep, zatem
(1) s r<p i s — r<p.

Pochodną <jp nazywamy prędkością kątową i oznaczamy zazwy
czaj przez w.

Pochodną ep nazywamy przy
śpieszeniem kątowym i oznaczamy 
przez t.
Mamy oczywiście cp =  oj i co =  f.
Na mocy (1) jest więc
(I) v =  rco i pt — re, 
a ponieważ pn =  v2/r, więc
(II) pn =  no2.

1.
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W ek tor p ręd k ości k ątow ej. Niech punkt obraca się około 
pewnej osi l, t. zn. porusza się po kole leżącym w płaszczyźnie pro
stopadłej do l, którego środkiem jest punkt przebicia tej płaszczyzny 
osią l (str. 45, rys. 2).

Niechaj punkt w pewnej chwili t ma prędkość kątową oj. 

Oznaczmy przez To wektor położony na osi l o długości V .  Zwrot 
wektora aj obierzmy tak, aby człowiek, mający głowę w końcu, 
a stopy w początku wektora, widział ruch od ręki prawej ku lewej.

Wektor a> nazywamy wektorem prędkości kątowej.

Łatwo sprawdzić, że prędkość v punktu A równa się momen
towi w wżględem A :
(2) » =  Mom.4S.

Jeżeli przez f  oznaczymy wektor O A, gdzie O jest dowolnym 
punktem na prostej i, to v=>wxAÓ, więc

(III) v — rXui.

Oznaczając przez cox, co„, co. rzuty wektora w na osie układu, 
przez x, y, z współrzędne punktu A i przez x,„ yw zQ współrzędne 
punktu O, otrzymujemy

(IY) vx = Mz(y — yn)—wy(z — Zc>), Vy =  cox(z — zo) — wt(x — x0),
=  wy(x -  x0) — cox(y — y„).

Jeżeli w szczególności l przechodzi przez początek układu, to 
przyjmując x0= y o= z o= 0 ,  otrzymamy

(V) Vx ~  COz y  —  COyZ, VH =  Cpx Z — COx X ,  Vx =  W y X — wxy.

§ 9. Ruch płaski w układzie biegunowym. Jeżeli punkt 
porusza się w płaszczyźnie xy, to położenie punktu wyznaczone 
jest w zupełności przez długość odcinka O A = r, zwanego pro

mieniem wodzącym, oraz kąt cp, jaki 
odcinek OA tworzy z osią x-(m. Ruch 
punktu określony więc będzie dwiema 
funkcjami

r=jP(<), cp = /(i) .
Ponieważ cos f ,  y—rsincp, więc 

tworząc pochodne względem czasu i, do
staniemy:' V..:"
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(1) x — ř cos (p — r<p sin (p, ý — r sin (p+r<p cos <p,
,0. X  =  r COS <p — 2r<f) sin <p — r<j>2 COS <P — r<p sin <p,

y — r sin <p +  2 r<p COS f  —- r<p2 sin (p - rip COS <f .

Z równań (1) i (2) możemy wyznaczyć x ,x ,y ,y ,  znając 
r, r, <jp i na odwrót. Z równania (1) otrzymamy
(3) v2 — x2-\-y2 =  r2-j~r2<p2,

(4) x x + y ý  
j x2-\-y2 '

x ý —yž
x 2+ y 2

Często wygodnem jest rozkładać prędkość i przyśpieszenie nie 
w kierunkach osi współrzędnych, lecz w kierunku promienia wo
dzącego i kierunku do niego prostopadłym, przyczem zwrot do
datni w tych kierunkach obieramy jak na rysunku. Składowe te 
nazywamy odpowiednio składową radialną i transwersalną.

Jeżeli ax, a„ są współrzędnymi dowolnego wektora a wycho
dzącego z punktu A (r,y ), to rzutując ten wektor na oś AR  oraz AL, 
otrzymujemy jako składową radialną ar i transwersalną

ar— ax cos <p+au sin <jr, av =  — ax sin <p +  aH cos <jp.

Stosując te wzory do wektorów prędkości i przyśpieszenia, 
otrzymujemy na mocy równań (1) i (2);

(I) «r—ř, Vy—rý,
(II) pr= r  — rqr, p.f, =rip+ 2 ř<p =  -  Jt (r2 <p).

P r z y k ła d . Punkt porusza się po linii spiralnej r=a+b<p w ten sposób, 
że kąt ip jest proporcjonalny do czasu í. Jest więc <p=uit, gdzie tu jest współ
czynnikiem proporcjonalności. Wówczas ý — tu, ip — O, i — b<j> — ba> i r — O, skąd

I vr =  boi, pl~  —  (a+bo>t)<ot, tiy =(a+6tu<)tu, p^—íbw*.

$ 10. Prędkość połowa. Niechaj ruch odbywa się w płasz
czyźnie xy. Oznaczmy przez AS pole zakreślone przez promień 
wodzący r w czasie od t do t +At. Ze wzoru na obliczenie pola w ukła
dzie biegunowym współrzędnych otrzymamy

A S = \  J r 2 dtp,
v

Bkąd, na podstawie twierdzenia o wartości średniej,
(1) A8^\r;A<p.
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gdzie rs oznacza wartość pośrednią między maximum a minimum 
promienia r w czasie od t do t+At.

Granicę lim nazywamy 'prędkością połową i oznaczamy ją &t-+o At
przez A. Zatem na mocy (1) jest

(I) A=±t*<p.

Ze wzorów (4) str. 47 otrzymujemy <p=\,(xý— yx). Zatem na 
mocy (I)
(II) A =  \(xy— yx).

P r z y  k la d .  Wyznaczyć
prędkość i przyśpieszenie punk
tu poruszającego się po kole 
x2— 2ax -j-y2= 0  ze stałą pręd
kością połową h.

Równanie danego koła we 
współrzędnych biegunowych jest 
r=2acos<jp. Warunek stałości 
prędkości polowej wyraża się 
równaniem

(2) |r2ę;=/i, czyli <p—2hlr2.
Różniczkując równanie koła, otrzymujemy

_ . 4a/i .
t—— 2a<p sm q>—-----nm(p.

Zatem
4ah . 2htv = ----- ^-smgp, v>v=— ■

Z uwagi na to, że prędkość połowa jest stała, wzór (II), str. 47,
’'■i j

p =  -  -y(r'V)) pociąga pr= 0. Zatem przyśpieszenie ma zawsze kie- 

runek promienia wodzącego.
Różniczkując pierwsze z równań (2), otrzymujemy 2rr<p+r2(p=\}, 

więc <p—— 2- -  = sin <jr; różniczkując zaś r, dostajemy
, „ . 16ah* . „ 4h*

r — — 2 aip sin (p — 2 a w2 cos <p= — 2 a sm <p —pr— sm ę  — 2 a cos «¡p -p- =

32 «*** 
r5 sin2 ę  ■ i  a- cos 2<p4fc_2 - g ~ ( l + 8Ul*ę>).



D . -2 4h2 . 4 h* . , , 4A2 16«№Ponieważ rw2= r —T-=r*—-s-= 4 a 2cos2ę> —r- =  — r* r° r°
ze wzoru pr =  r — r<p2 otrzymujemy

p r= — 3 2 a 2ft2/rs. . .

[§11] I. Ruch względem układu odniesienia. 49

C0S2 <P, więc

§ 11. Wymiary wielkości kinematycznych. Miara pręd
kości, przyśpieszenia i t. p. zależy od jednostek długości i czasu. Zaj
miemy się pytaniem, jak zmieniają się te miary, gdy jednostki dłu
gości i czasu będą ulegały zmianom.

Obierzmy dowolnie jednostkę długości L i jednostkę czasu T. 
Przypuśćmy, że punkt w ruchu jednostajnym przebył drogę długo
ści sL w czasie tT (jeżeli np. L oznacza cm, zaś T sek, to sL = s cm, 
tT = t  sek). Miara prędkości v przy jednostkach £  i T wynosi

v=s/t.
Obierzmy teraz nowe jednostki długości i czasu L ’, T'. Załóżmy, 

że między nowymi jednostkami a poprzednimi zachodzą związki
(1) L = W ,  T = iT ',
gdzie i i i  wskazują, ile jednostek nowych mieszczą jednostki stare. 
Oznaczając przez V, v' miary długości, czasu i prędkości w no
wych jednostkach, otrzymamy

V'=8'H'.

Ponieważ s £ = s i£ ',  zaś tT=trT ', więc s'=8Á, ł'=tr,
f 8 A 8 % .

skąd v = — , a więc

v’ = v -  (lubt
Jednostkę prędkości (t. j. prędkość, której miara wynosi 1) przy 

jednostkach L i J  oznaczamy przez

— lub LT~\
T

Prędkość, której miara wynosi v, oznaczamy przez

v -  lub vLT~\
T

Np. 5 cm-sek- 1 oznacza prędkość, której miara wynosi 5, jeżeli za jed
nostkę długości przyjmiemy cm a za jednostkę czasu sek.
S. Banach. Mechanika. 4
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Załóżmy teraz, że obraliśmy nowe jednostki długości i czasu, 
L' i T', związane z dawnymi przez równania (1). Podstawmy 
w wyrażeniu vLT 1 zamiast L  i T odpowiednio AL' i zT', a następnie 
przekształćmy otrzymane wyrażenie tak, jak gdyby litery L' i T' 
oznaczały liczby. Otrzymamy:

vLT~l =  vAL'z~' T'-'i=vkz-'L 'T ’-\

Podstawmy v'=  vAt~'. Zatem

vLT~'=v'L ’ T

Zauważmy, że o' jest według definicji miarą prędkości przy 
jednostkach L' i T '; zatem wyrażenie v'L'T'~1 przedstawia pręd
kość przy jednostkach długości i czasu L', T'.

Widzimy stąd, że symbol LT~X pozwala wyznaczyć rachunkiem 
formalnym miarę prędkości przy zmianie jednostki.

P r z y k ła d . Wyznaczyć iniarę prędkości 12cm. sek“ 1 przy jednost
kach m i min.

Mamy cm=0'01m, sek= 1/60 min. Rachując formalnie, otrzymamy 

12cm. sek- ’ =  12-0'01 m • (l/60m in)—’ =  12 • 0’01 • 60 m. min- ' =  7‘2 m. min- '.
A więc 7,2 jest miarą danej prędkości przy jednostkach m i min.

Wyrażenie LT~', w którym L i T nie oznaczają szczególnych 
jednostek, lecz są symbolami dowolnych jednostek długości i czasu, 
nazywamy wymiarem prędkości.

O gólne ok reślen ie  w ym iaru. Pojęcie wymiaru podane wy
żej dla prędkości można uogólnić na inne wielkości, jak np. przy
śpieszenie, prędkość i przyśpieszenie kątowe, etc.

Wymiarem jakiejkolwiek wielkości A nazywać będziemy wy
rażenie

LnT-,

gdzie wykładniki a, (i są liczbami spełniającymi warunek: jeżeli a jest 
miarą wielkości A  przy jednostkach długości i czasu L, T, zaś a' jej 
miarą przy jednostkach L',T' związanych z L i T równaniami (1), to

a r .

Wymiar wielkości A  oznaczamy przez [A ]. Zatem

[A ’]= L nTf i

(2)
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Jednostkę wielkości A przy jednostkach długości i czasu L, T 
oznaczamy przez L" T .̂ Jeżeli więc a jest miarą wielkości A przy 
jednostce LnT?, to wielkość tę oznaczamy przez

aLaT?.
Załóżmy teraz, że wprowadziliśmy nowe jednostki długości 

i czasu X', T' związane z poprzednimi przez równania (1), str. 49. Rachu
jąc formalnie, otrzymujemy aL" =  a(ŚL’)a {tT 'f  =  al"L'" /  T'\ 
więc aL" T^=(al" r?)L,a T,f>. Stąd, oznaczając przez a' miarę danej 
wielkości przy jednostkach L',T', dostajemy na mocy (2)

(3) aL" T^=a'L'" T,f.
A więc rachun ek  form a ln y  p ozw a la  w y zn a czy ć  m iarę 

p rzy  zm ianie jed n ostek .
P r z y k ł a d .  Wymiar przyśpieszenia jest L T ~ 2 (co można stwierdzić po

dobnie jak przy prędkości). Przedstawić przyśpieszenie 5 cm. sek 2 przy jednost
kach m i min.

Ponieważ cm=0,01 m, sek= 1/60 min., więc .¿=0,01, i=  1/60, a— 1, p = — 2, 
skąd na mocy (3) 5 cm-sek 2=5(0,01 m) (1/60 min)-2 = 5 - 0,01 • 60* m-min ~a, czyli 
5 cm • sek—2=  180 m-min-2 .

A zatem 180 jest miarą danego przyśpieszenia w jednostkach m i min.

W y zn a cza n ie  w ym iaru. Do wyznaczania wymiarów po
mocnym jest następujące

T w ierdzen ie. Niech dane będą wielkości A ,B , dla których

(4) [A ]= L "T ?,

oraz trzecia wielkość C uzależniona od A i B w taki sposób, że ozna
czając przez a, b, c miary wielkości A, B, C wyrażone w dowolnych 
jednostkach L i T, mamy zawsze
(5) c—gapb'',
gdzie liczby g, p, q nie zależą od jednostek L i T.

Przy tych założeniach jest
(I) [C^ LP«+<r; TPi>+'i\

Wzór ten można napisać jeszcze inaczej. Wymiar [C] możemy 
otrzymać, rachując formalnie jak następuje:

[C] (J] * T*)p (1/ Tó)</= 2 /M< Tp?Lqv TqA Lpq+qr 
wzorowi (I) możemy więc również nadać postać

[C ]= [A f [B V .
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D ow ód . Obierzmy nowe jednostki L' i T' związane z po
przednimi przez równania (1), str. 49. Oznaczmy przez a', b’ , c' 
miary wielkości A, B ,C  przy nowych jednostkach. Mamy wedle 
założenia (5) c'=ga'pb'v. Na mocy (4) jest a = A ai?a i b'=ArTSb, 
zatem c '= g (ła^ a )p(l7T6b)9=Apa**y'ip?+vict a stąd w myśl definicji 
wymiaru wynika wzór (I), c. b. d. d.

Z twierdzenia powyższego wypływają następujące wnioski:

W n iosek  1. Jeżeli wzór (5) ma postać

c=ab, to [C ] = [ A ] [ B ] = L a+r jý +i
c=a/b, 11 \_C]=[A]l[B]=La~rT ^
c= a p, u [C~\=[Af=LapTi‘p.

P r z y k ła d y :  1. Prędkość wyraża się wzorem v=s/t. Zatem

2. Przyśpieszenie p w ruchu jednostajnie przyśpieszonym wy
raża się wzorem p = v t .  Zatem

[p ]= M /M = £ r ~ ,/Z’= £ T - 2.
Podobny wynik otrzymamy, opierając się na wzorze #=rpta. 

Obliczamy z niego p=2s/f2. Zatem
[p ]= i»V ltf= L / T 2=LT~\

3. Prędkość kątowa jest co—dipldt. Wymiar kąta ę  jest L° T°, 
gdyż miara łukowa ę> nie zależy od jednostek długości. Zatem

[a>]=l/T=T~\
4. Przyśpieszenie kątowe jest e=d?q>/dt2, więc

[e ]= l IT'=T~\

W niosek  2. Pewne stałe mogą zależeć od wyboru jednostek 
długości i czasu. Możemy wtedy mówić o wymiarze tych stałych.

P r z y k ł a d .  Np. w pewnym ruchu przyśpieszenie jest co do wartości 
proporcjonalne do kwadratu prędkości. Oznaczając współczynnik proporcjonal
ności przez k, mamy

p=Jfcv*.
Przy jednostkach cm, sek jest k = 2. Obliczyć k przy jednostkach m i min. 

Mamy k=p/tj*, zatem [Ł] =  [p]/[e]*=£T  lj ( L T  więc [ k ] = i _l , skąd
2cm_ ,= 2 (l/1 0 0  m)—' =  200 m ~'.

W układzie jednostek m i min jest więc fc=200.
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II. Zmiana układu odniesienia
r

i  12. Związek między współrzędnymi. Prędkość i p rz y 
śpieszenie pu nktu  zależą od układu odniesienia, względem  którego  
b a d a m y ruch punktu. R u c h  tego sam ego pu nktu  będzie w ięc opi
san y odm iennie przez dw óch obserw atorów , k tó rz y  poru szają się 
względem  siebie.

Je ż e li np. jedziem y pociągiem , w ów czas podróżni ja d ą c y  
z nam i są względem  nas w  spoczynku. D la  obserw atora stojącego  
p rz y  torze podróżni poru szają się z prędkością pociągu. M ożem y to  
w ypow iedzieć w  ten sposób: w zględem  układu odniesienia zw iąza
nego z pociągiem  podróżni są w  spoczynku, a względem  układu o d 
niesienia związanego z ziem ią podróżni poru szają się z prędkością  
pociągu.

R u c h y  p lan et i słońca w zględem  układu odniesienia zw iązanego  
z ziem ią są bardzo skom plikowane. K opern ik  zrobił odkrycie, że 
ru ch y p lanet p rzed staw iają się o wiele prościej, jeżeli ja k o  układ  
odniesienia obierzem y układ zw iązan y ze słońcem.

N iech d a n y będzie u kład odniesienia 0 ( x , y . z )  i drugi jeszcze  
układ M (£, rj, f ) p o ru szający się względem  poprzedniego (rys. 1). 
D la  odróżnienia układ (x , y ,  z) n a zyw a ć będziem y układem  stałym , 
a  układ (£;, i?, £) ruchom ym . R u c h  tego sam ego pu nktu  będzie przed
staw iał się rozm aicie w  obu układach.

Z ajm iem y się zadaniem  w yzn aczen ia ruchu pu nktu  A  w zględem  
jednego układu, g d y  zn an y je st ten ruch względem  innego układu.

Zad anie p ow yższe je st bardzo w ażne i sp o tyk a m y się z nim  
w  wielu przyp ad kach.

O znaczm y przez x 0, y 0, z0 współrzędne początku  M  w  układzie  
0 ( x ,y ,z ) ,  a  przez £0, Vo> ?o współrzędne początku  O w  układzie  
M (£ ,  rj, 0 - N iechaj a 1, a2. ..., y3 będą k ątam i m iędzy osiam i obu  
układów, ja k  w skazuje tabelka:

I 2 y, y2 y3 1 1. 2.
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Je ż e li x ,  y , z  i f ,  17, £ są w spółrzędn ym i pu nktu  A  odpowiednio  
w  układzie p ierw szym  i drugim , w ó w czas, ja k  w iadom o z geom etrii 
a n a lityczn ej,

* = * 0 + £  COS < * !+ »?  COS « a+ £  COS Os

(I) y=yo+£cos0x+ł?cos/?a-f-fcos/V
* = » 0  +  i  cos yx +tj  cos y2 + £  cos y3 
i= io  + *  COS O j - j - y  COS & + Z  cos y x 

( I ')  cos a a+ y  cos 0a+ z  cos y a

£ = ? o  + *  cos c a+ y  cos 03 + z  cos ys.

B u c h  układu  w zględem  0 ( x , y , z )  będzie zn an y,
jeżeli dla  każdej ch w ili t podane b ędą w spółrzędne x 0, y 0, z0 i k ą ty  

« u  “ ■ >•••» IV  Z a te m  w spółrzędne * 0, y 0, z 0, i  k ą ty  au a3, . . . , y 3 są 
fu n k cjam i czasu t. Je ż e li ruch p u n k tu  A  w zględem  układu J f ( £ ,  1?, £) 
określony je st fu n k cjam i | = / ( t ) ,  ij=ę>(t), £=y>(t), w ó w czas ruch  
w zględem  układ u  0 ( x , y , z )  o trzym a m y ze w zorów  (I)

x = x 0+ / ( * )  COS a x+y>(t) cos O a + ^ i O  cos a3 
i  podobnie dla y ,  z.

Je ż e li ruch p u n k tu  A  o d b y w a  się w  p łaszczyźn ie U ,  to  obie
r a ją c  osie x, y  i  £ ,17 w  tej płaszczyźn ie i o zn aczając przez <p k ą t  
m ięd zy osiam i a? a  £ (str. 53, ry s. 2), o trzym a m y:

( I I )  x — x 0+ £  cos (p —  łysiną), y = y 0+ |s in ę > -fi7 c o s ę >

( I I ')  £ = £ „  + ®  cos <p +  y  sin <p, V = y 0—  « s i n i jp + y c o s y .

Je ż e li kierunki osi układu  ruchom ego M  (£, rj, £) nie zm ieniają  
się, p o w iad am y, że u k ład  ten  porusza się ruchem  postępowym.

W  ty m  p rzyp a d k u  k ą ty  a x, a a, ..., y3 są stałe.
M ó w im y, że u kład ru ch o m y o braca się około osi l z prędkością  

k ą to w ą <w, jeżeli p u n k ty  położone n a osiach £, »7, £ o b ra ca ją  się 
około osi l z pręd kością k ąto w ą o) .

N iech  układ M (£, » 7 ,  £) o b raca się około osi £ z prędkością k ą to 
w ą  (o. P rz y jm ijm y , że w  ch w ili t = 0 u k ład  sta ły  0 (x, y , 2) p o k ryw a ł się 
z układem  ru ch o m ym  J f ( £ , ??,£). M a m y zatem  ® 0= y 0= z 0= £ 0= ł7 0= £ 0= 0 .  
O zn aczm y przez q> k ą t m iędzy osiam i x,  f .  O czyw iście (p—cot. P o 
niew aż osie x ,  y  i  £,17 leżą stale w  jednej płaszczyźnie, w ięc na  
m o cy ( I I  i  ( I T ) ;

( I I I )  ® = £ c o s t o t —  q sin w i, y = £ s i n  w t + ^ c o s w t ,  z = £

( I I I ')  £=&CO S tot +  y  sintot, 1 7 = — a?8intot-)-yC08tot, £ = 2 .
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P rzy k ła d  1. Ruch punktu względem układu stałego określony 
jest równaniami

(1 ) x =  a cos <ut, y —b sin (ot,

a więc tor punktu jest elipsą o równaniu x*/a2 +  yt/b1=  1 .

Jak przedstawia się ruch tego punktu w układzie ruchomym 
o tym samym początku, jeżeli układ ten obraca się w kierunku 
dodatnim z prędkością kątową oj?

Zakładamy przytem, że w chwili początkowej t =  0 oba układy 
się pokrywają.

Otóż oznaczając przez f, y współrzędne dowolnego punktu 
względem układu ruchomego, mamy

i= x e o s  wt-\-y sin ojí, »?=—a:sin ojí +  y cos ojí,

gdyż na mocy założenia kąt <p zawarty między osiami x, £ wynosi 
tu to i. Podstawiając po prawej stronie tych wzorów wyrażenia (1), 
otrzymujemy równania krzywej opisanej przez punkt w układzie 
ruchomym

£ = o cos2 o j í sin2 ojí, »?=(ó— a) sin ojí cos ojí,

czyli, z uwagi na związki

i sinwí cos o)í=^sin2 o>í:

„ a+b a—b 
*~ ~ 2  h 2

COS2 OJ i

cos 2  oj i,

1  +  cos 2  o>t
2 '

b—a
rl=  2

sin2 O) i

sin 2  ojí,

1—cos 2  ojí
o

skąd

A więc: ze względu na układ ruchomy punkt opisuje koło. 
gdy a +  6 , zaś znajduje się w spoczynku, gdy a=b.

P rzy k ła d  ił. R uch  po lin ii śrubow ej. Ważnym przykła
dem ruchu punktu po krzywej przestrzennej jest ruch śrubowy, 
który powstaje w sposób następujący. Układ ruchomy (£, y, £) obraca 
się z prędkością kątową stałą oj około osi £, zaś punkt porusza się 
względem układu ruchomego ruchem jednostajnym z prędkością c 
po prostej i= r ,  r)—0 (t. j. po prostej równoległej do osi f  i prze
cinającej oś f  w punkcie £=r).
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Ruch taki powstaje np. gdy walec obraca się około swej osi 
z prędkością kątową w, zaś punkt porusza się po tworzącej walca 
ruchem jednostajnym.

Niech w chwili 1 = 0  układ stały (x ,y ,z ) pokrywa się z układem 
ruchomym (Ę,rj,ę), zaś punkt ruchomy ma współrzędne r, 0, 0. Na 
mocy (III)

(2 ) x =  rcoHojt, y =  rsinwt, z —et.

Równania powyższe możemy również 
odczytać wprost z rysunku. Przedstawiają 
one parametrycznie równania linii śru
bowej. Ruch punktu odbywa się więc po 
linii śrubowej. Różniczkując (2) otrzy
mamy

x ——rwsin wi, y= rw  cos wt, ż — c
x =  — raj2 cos wt, y =  — roi2 sin oj i, z =  0.

Zatem
V [ =  J/r2W*+ c2, p  =  r o j 2 .

A więc: w ruchu śrubowym prędkość i przyśpieszenie są stale 
co do wartości bezwzględnej.

g 13. Związek między prędkościami. Prędkość punktu A 
względem układu stałego (x ,y ,z ) nazywamy prędkością bezwzględną 
i oznaczamy przez vh.

Prędkość punktu względem układu ruchomego nazywamy 
prędkością względną i oznaczamy przez vw.

Wyobraźmy sobie, że punkt A, którego rucli badamy, zwią
zany jest z układem ruchomym (f, y,C) sztywnie, t. zn. że jego współ
rzędne i, rj,Z nie zmieniają się. Przy tym zależeniu punkt A, złączony 
z układem ruchomym, posiadałby pewną prędkość względem układu 
stałego. Prędkość tę nazywamy prędkością unoszenia i oznaczamy 
przez vu.

Możemy także powiedzieć, że prędkością unoszenia punktu A  
w chwili danej nazywamy prędkość punktu złączonego z układem 
ruchomym i pokrywającego się w chwili tej z punktem A.
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Przypuśćmy np., że po korytarzu pociągu biegnie podróżny. Za układ 
stały obierzmy układ związany z ziemią, za układ ruchomy — układ związany 
z pociągiem.

Człowiek stojący przy torze będzie obserwował ruch podróżnego względem 
układu stałego, a człowiek siedzący w wagonie — względem układu ruchomego.

Prędkość podróżnego, jaką zaobserwuje człowiek stojący przy torze, bę
dzie prędkością bezwzględną. Prędkość, jaką zaobserwuje człowiek siedzący w po
ciągu, będzie prędkością względną. Prędkością unoszenia będzie prędkość tego 
punktu podłogi korytarza, którego dotyka w danej chwili podróżny biegnący 
przez korytarz.

Prędkość unoszenia będzie więc w tym przypadku prędkością pociągu. 
Prędkość bezwzględna będzie większa lub mniejsza od prędkości unoszenia za
leżnie od tego, czy podróżny biegnie w kierunku ruchu pociągu, czy przeciwnie.

Zajmiemy się teraz związkami zachodzącymi między prędkością 
bezwzględną, względną i unoszenia.

Punkt A ma względem układu stałego współrzędne x ,y ,z .  
Zatem rzuty prędkości bezwzględnej na osie układu stałego będą:

(1) Vbv= i » \ = V’ \ = i ’

Podobnie, rzuty prędkości względnej na osie układu rucho
mego będą

( - )  ¡V .  =  i  »i« • = » ) »  V  =  £•? </ s
Aby porównać prędkość bezwzględną ze względną, utwórzmy 

rzuty prędkości względnej na osie układu stałego. Otrzymamy

(3) v„. — | cos <*, +  >/cos a2-K  cos a3 i t. d.

Na mocy (1), str. 54, współrzędne x, y, z względem układu 
stałego wynoszą

x =  u'0-)-£cos («! +  // cos a2+ f  cos a3 i t. d.

Różniczkując powyższy wzór, dostaniemy więc na mocy (1)

... . . .  udcosa. , dcosa., . A cosa, £ -z
(4) cb = x = x a+ i —-dt + U -~ i t + t  A t  --3+ ; co*«rH cosa 2+gcosa3.

Prędkość unoszenia otrzymamy, zakładając, że punkt A jest 
związany z układem ruchomym sztywnie, t. zn., że współrzędne |,/?,£
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są stałe, czyli że £ = 0 , 17= 0 , ?=0. Na mocy więc (4) rzuty pręd
kości unoszenia na osie układu (x ,y ,z ) wyniosą

(5)
,. , Łd c o so 1 ( _ d c o s « 2 , ^ d c o 8 « 3 

vu ,~  +  S ^  +  V + bdt dt i t. d.

Na mocy (3) i (5) otrzymujemy z (4) v. = v  +t> i podobnie
Ox Ux W x

V. = »  +® , v . —v + v  , czyli
b y  U y  W y 1 b z  U z  W z 7

( I ) Vb= V u +  Vu,.

Udowodniliśmy więc, że prędkość bezwzględna równa się sumie 
prędkości unoszenia i prędkości względnej.

Gdy układ ruchomy porusza się ruchem postępowym, kąty
. . , , , dcosa, dcosa,«u a2, •••» Ya są stałe, zatem pochodne — -g -5»

są zerami. Ze wzoru (5) otrzymujemy przeto
dt

dcosy3
dt

VUX—¿b, VUy—Voi Vuz—®b-

Jeżeli więc v0 jest prędkością początku układu ruchomego, to

Vu — Va.

Zatem: jeżeli układ porusza się ruchem postępowym, to prędkość 
unoszenia jest dla wszystkich punktów ta sama i równa się prędkości 
początku układu.

Uwaga. O punkcie A mówimy, że wykonywa dwa ruchy 
równocześnie: jeden z prędkością względną, a drugi z prędkością 
unoszenia. Ruch względem układu stałego nazywamy ruchem złożo
nym z obu ruchów składowych albo ich ruchem wypadkowym.

Prędkość ruchu wypadkowego jest więc sumą prędkości ru
chów składowych. Aby prędkość ruchu wypadkowego była okre
ślona, wystarczy podać prędkość ruchów składowych; nie potrzeba 
przy tym podawać, która z prędkości jest względna, a która jest 
prędkością unoszenia.

P rzy k ła d  1. Pociąg porusza się z prędkością m; po podłodze 
wagonu toczy się punkt A  z prędkością v względem podłogi. Jaka 
jest prędkość punktu A względem ziemi?
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Przyjmijmy, że osie układu (x , y, z) związane są z ziemią, zaś osie 
y, t z wagonem (rys. 1 ).

Prędkością unoszenia pun- ^  
ktu A jest więc u. Taką 
bowiem prędkość miałby 
punkt A  względem ziemi, 
gdyby był w spoczynku 
względem wagonu. Pręd
kość względna punktu A 
niechaj wynosi v. Zatem
jego prędkość bezwzględna vb (t. j. prędkość względem ziemi) wyniesie

Vb = U +  V .

P r z y k ła d  2. Walec obraca się około osi z prędkością kątową ot. 
Punkt A  porusza się po tworzącej walca z prędkością v (względem 
tworzącej). Jaka jest prędkość bezwzględna punktu A l

Prędkość względna wynosi v. Aby wyznaczyć prędkość uno
szenia, zauważmy, że gdyby punkt A był z walcem związany, wów
czas poruszałby się po kole K  z prędkością kątową (o (rys. 2). Jeżeli 
więc r oznacza promień podstawy walca, to prędkość unoszenia m 
jest styczna do koła K  i \u\=ru>. Prędkość bezwzględna i;* wynosi 
zatem vb—v-{-u, a ponieważ v \_u, więc

I Vb \ =  — (v =  |v|, w=|m|).

j| 14. Związki między przyśpieszeniami. Zajmiemy się 
teraz związkami zachodzącymi między przyśpieszeniami punktu 
względem różnych układów. Przyjmijmy, że mamy dwa układy: 
stały (x ,y ,z )  i ruchomy (f, rj,ę).

Przyśpieszenie punktu A  względem układu stałego nazywamy 
‘przyśpieszeniem, bezwzględnym pb.

Przyśpieszenie punktu względem układu ruchomego nazywamy 
przyśpieszeniem względnym pw.

Przyśpieszenie, jakie by punkt A posiadał (względem układu 
stałego), gdyby z układem ruchomym był związany sztywnie, na
zywamy przyśpieszeniem unoszenia pu.

Możemy również powiedzieć, że przyśpieszeniem unoszenia na
zywamy przyśpieszenie takiego punktu związanego z układem ru
chomym, który w danei chwili pokrywa się z punktem A.
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Jeżeli np. po korytarzu wagonu biegnie podróżny i za układ stały obie
rzemy układ związany z ziemią, za ruchomy zaś —  związany z wagonem, to: 
przyśpieszeniem bezwględnym podróżnego będzie przyśpieszenie, jakie zaobser
wuje człowiek stojący przy torze, przyśpieszeniem względnym będzie przyśpie
szenie, jakie zauważą podróżni jadący tym wagonem, wreszcie przyśpieszeniem 
unoszenia będzie przyśpieszenie względem ziemi tego punktu podłogi, którego 
w danej chwili dotyka biegnący podróżny.

Oznaczmy przez x,y ,z  współrzędne punktu A względem układu 
stałego, zaś przez £, y. C względem układu ruchomego.

Rzuty przyśpieszenia bezwzględnego pb na osie x ,y ,z  są:
( !)  pb =  x , Pb = y ,  Pb = z -X y uz

Rzuty przyśpieszenia względnego pw na osie są:
(2) p =  £, p —iń, p = £ .

Utwórzmy rzuty wektora pw na osie układu stałego. Otrzymamy

(3) pw = f  cos«! +  ijcosa2 +  ¿cosa3 i t. d.

Na mocy (I), str. 54, mamy
(4) x =  x0 +  f  0 0 8 « ! +  i?cos«2 +  £cos«3 i t. d.

Przyśpieszenie unoszenia otrzymamy, zakładając, że punkt A 
jest sztywnie związany z układem ruchomym, czyli że f, y, 'Q są 
stałe, a więc że pochodne f, r],£, f, »7 , £ są równe zeru.

Rzuty wektora pa na osie x ,y ,z  otrzymamy, różniczkując 
dwukrotnie równanie (4) przy założeniu, że f, tj, £ są stałymi:

(5) Pux= Xa +
d2cosax

dt2 +  ri
dzcosa2
~ l№ ~

^d*cosnr3 i t. d.

Jeżeli %, a2, ... są stałe, to pu = x 0.
A więc: jeżeli układ porusza się ruehem postępowym, to przy

śpieszenie unoszenia jest dla wszystkich punktów równe przyśpieszeniu 
początku układu.

Zróżniczkujmy dwukrotnie równanie (4). Otrzymamy

(6)

, _d2cosa, d2cosa2 , yd2cos«3 ,
* = * •  +  s ~ w ^  + 1 - a ? -  + ř - * r -  +

+  i  cos a1 +  ijco.sa2 +  fc o s « 3 +

■ +
. f7cosa2 ¿.d cosa3

dt +  £- dt !)
i t. d.
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Wedle (3) i (5) wyrażenia w pierwszym i w drugim wierszu 
oznaczają rzuty pu i pw na osie x ,y ,z .

Oznaczmy przez pc wektor, którego rzuty na osie x, y, z wy
rażają się wzorami

(7) Pc, = 2(
¿dcoset! 
* dt

■ dcosa« , ¿d cosao\
i - d r - + i s ^ l i t. d.

Wektor pc nazywamy przyśpieszeniem Coriolisa.

Wzór (6) na mocy (1), (3), (5) i (7) możemy napisać w po
staci Pb=Pux+Pwx+Pcx- Podobnie otrzymamy PbjT P Ug+ P w + P c K 

i Vbz=  pMf+ p Wt+ p c . Możemy więc napisać .

(!) Vb =  PU +  PW +  PC-

A więc: przyśpieszenie bezwzględne równa się sumie przyśpieszeń: 
unoszenia, względnego i Coriolisa.

P rzyśp ieszen ie  C oriolisa . Aby uzmysłowić sobie znaczenie 
przyśpieszenia Coriolisa, wykreślmy z początku M  układu ruchomego 
wektor prędkości względnej M B = vw. Współrzędne punktu B wzglę
dem układu (f, rj, f) wynoszą vw^vu, ,̂vŵ  czyli f, j),£. Wyobraźmy 
sobie, że punkt B jest sztywnie związany z układem (£,»?,£), Pręd
kość u punktu B względem układu stałego (x,y,z) równa się zatem 
jego prędkości unoszenia (bo jego prędkość względna jest zerem). 
Pisząc i, rj, t  zamiast f, y, £, otrzymamy więc na mocy (5), str. 58:

, -dcosa, , . dcosa, , ¿dcosa,
■= x °+ e - d i r + , i - d r " + c - d r - it . d.

Porównując ze wzorem (7), otrzymamy:

« ,=  * „ + łP<v " B =  io  +  ł P c f  «* =  * « + *P<v

Jeżeli więc przez v0 oznaczymy prędkość początku układu ru
chomego, to u = v0+  '¿~PC, zatem

(II) pc = r2(u — v0).

Różnica u— «„ jest to prędkość punktu B względem początku M 
układu ruchomego (f, y, f) (por. § 14, str. 65, (I)).
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A więc: aby otrzymać przyśpieszenie Coriolisa, wykreślamy z po
czątku układu ruchomego wektor prędkości względnej vw i wyobrażamy 
sobie, że wektor ten jest związany sztywnie z układem ruchomym.

Przyśpieszenie Coriolisa równa się podwojonej prędkości końca 
wektora vw względem jego początku.

Wynika stąd, że przyśpieszenie Coriolisa jest zerem, jeżeli pręd
kość względna jest zerem lub jeżeli układ ruchomy porusza się ruchem 
postępowym.

W tych bowiem przypadkach początek i koniec wektora vw 
ma tę samą prędkość. Można to również łatwo odczytać ze wzoru (7), 
kładąc £ =  0, rj= 0, f= 0  lub ax=  const., a2=const., a3=const. it .  d.

(III)

Niech układ (£, y, t) obraca się około pew
nej osi l z prędkością kątową d>. Zachowując 
poprzednie znakowanie i obierając dowolny 
punkt O na osi l, otrzymamy

u =  OB x  co, vg— OM x  co.

Zatem pc — 2(u  — v0) =  2(OB — OM) x  co. 
Lecz OB—OM =  vw. A więc

P c = 2^ x " -
Widzimy więc, że przyśpieszenie Coriolisa równa się podwojonemu 

iloczynowi wektorowemu wektora prędkości względnej i prędkości kątowej.

Przyśpieszenie Coriolisa jest tedy prostopadłe do osi obrotu 
i prędkości względnej i wynosi

|pcl=2 H  K Jsin«>
gdzie a jest kątem między osią obrotu a prędkością względną. Wynika 
stąd, że przyśpieszenie Coriolisa jest zerem (poza tym, gdy vw= 0 ), 
wówczas gdy a = 0 , t. j. gdy wektor v w jest równoległy do co.

Wykażemy później (w rozdziale VII), że w każdej chwili 
prędkości punktów związanych sztywnie z układem ruchomym 
(|, )„ £) są takie, jak gdyby układ wykonywał dwa ruchy równo
cześnie: jeden ruch postępowy z prędkością początku układu, 
a drugi obrotowy około pewnej osi, przechodzącej przez początek 
układu, z prędkością kątową w.

Tę oś obrotu nazywamy osią chwilowego obrotu; m nazywamy 
chwilową prędkością kątową.
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W każdym momencie czasu może być inna oś chwilowego 
obrotu i inne w. A więc, oznaczając przez v0 
prędkość początku układu M, otrzymamy na 
prędkość unoszenia vu punktu A wzór

vu =  «o +  MA  x o).

Jeżeli więc przez B oznaczymy koniec 
wektora prędkości względnej wykreślonej z po
czątku układu, zaś przez u (jak poprzednio) 
prędkość unoszenia punktu B, to, u =  t’0 -f- MB x  w =  v0 +  vw X w, 
skąd na mocy (II), str. 61
(IV) pc = 2 v wxm .

Wzór (IV) przedstawia przyśpieszenie Coriolisa w przypadku 
ogólnym.

Przyśpieszenie Coriolisa jest więc zerem: 1° gdy w =0, (t. j. gdy 
układ porusza się ruchem postępowym), 2° gdy vw= 0 ,  3° gdy a> \ vw. .

P rz y k ła d  1. Pociąg porusza po torze prostolinijnym z przy
śpieszeniem p. Po podłodze wagonu porusza się punkt z przyśpie
szeniem a względem wagonu. Wyznaczyć przyśpieszenie punktu 
względem ziemi.

Przyśpieszenie względne jest pw= d , przyśpieszenie unoszenia 
pu—p. Ponieważ układ odniesienia związany z wagonem porusza 
się ruchem postępowym, więc przyśpieszenie Coriolisa pc —0. Zatem 
przyśpieszenie bezwzględne (t. j. przyśpieszenie względem ziemi) 
wynosi

pb = a + p .
P rz y k ła d  2. Walec o promieniu r obraca się około osi z pręd

kością kątową w. Po tworzącej walca porusza się punkt A z pręd
kością stalą v względem tworzącej. Wyznaczyć przyśpieszenie pun
ktu A  względem układu stałego.

Obierzmy układ ruchomy związany z walcem, przyjmując oś 
walca za oś f. Gdyby punkt A  był sztywnie związany z układem 
(f,.j7, f), wówczas posuwałby się po kole K  z prędkością kątową co. 
Przyśpieszenie unoszenia pu jest więc skierowane ku środkowi kola K  
i |pj=ra>2. Przyśpieszenie względne pw—0, wedle założenia. Po
nieważ prędkość względna vw= v  jest równoległa do osi obrotu, więc 
przyśpieszenie Coriolisa pc=  0. Zatem

. V„ =  P,r

15 W



64 ROZDZIAŁ II. Kinematyka punktu.

P r z y k ła d  •{. Płaszczyzna pozioma obraca się z prędkością 
kątową ot około osi pionowej. Po płaszczyźnie porusza się punkt A, 
mający w pewnej chwili względem płaszczyzny prędkość vw i przy
śpieszenie p . Wyznaczyć przyśpieszenie względem układu stałego 
w owej chwili.

Oznaczmy przez O punkt przebicia osi obrotu z płaszczyzną
ruchomą. Gdyby punkt A był z płasz
czyzną ruchomą związany, wówczas 
posuwałby się po kole o środku O 
i promieniu O A =  r z prędkością 
kątową ot. Zatem przyśpieszenie 
unoszenia pu skierowane jest do 
punktu O i |pj — rot2.

Aby wyznaczyć przyśpieszenie Coriolisa p(., obierzmy punkt 0 
za początek układu ruchomego, związanego z płaszczyzną ruchomą 
i wykreślmy z punktu O wektor OB=v,„. Ponieważ prędkość punktu O 
jest zerem, więc \pc równa się prędkości punktu B. Zatem pc \ vm 
i \PC\= 2 0 B  ft>=2|»J ot.

To samo oczywiście otrzymalibyśmy, opierając się na wzorze 
pc—2vwxoj i na tym, że wektor prędkości kątowej w ma kierunek 
osi obrotu, jest więc do płaszczyzny ruchomej prostopadły.

Przyśpieszenie bezwzględne otrzymamy, dodając do siebie 
wektory pw, pu i pc.

P rzy k ła d  4. Kula o. promieniu r obraca się dokoła stałej osi 
ze stałą prędkością kątową w. Po wielkim kole, przechodzącym 
przez oś obrotu, porusza się punkt P  ze stałą prędkością c. Wy
znaczyć prędkość i przyśpieszenie tego punktu względem układu 
stałego {x,y,z).

Niech i, rj, C oznacza układ ru
chomy, którego oś f  jest ta sama co 
dla układu stałego, zaś płaszczyzna f i  
jest płaszczyzną południka, po którym 
porusza się punkt P. Układ ten obraca 
się wraz z kulą dokoła osi z ze stałą 
prędkością kątową o> (którą na rysunku 
przedstawia wektor narysowany na osi z).
Prędkość punktu P  względem układu ruchomego, t. j. prędkość 
względna v„„ jest wektorem o długości c,_ stycznym do południka (po



-którym porusza się P). Prędkość unoszenia va równa się prędkości 
punktu równoleżnika przechodzącego przez P. Ponieważ punkt ten 
porusza się po kole o promieniu g=rcosgj, gdzie <p oznacza sze
rokość geograficzną tego równoleżnika (t. j. kąt zawarty między 
promieniem OP a płaszczyzną równika), więc prędkość vu jest styczna 
do równoleżnika i wynosi ga>=r co cos <p. Prędkości vw i vu są do sie
bie prostopadłe, zatem |»*| =  |̂c2+ r2 co2 cos2 <p. Prędkość bezwzględna ii*

tworzy z południkami kąt ů określony wzorem t g ó = -M r = — cos®.
\ v i v \  C

Ponieważ punkt P  porusza się po południku ze stałą prędkością c, 
więc przyśpieszenie względne pw jest skierowane ku środkowi 
kuli i |pj =  c*/r. Podobnie, przyśpieszenie unoszenia pu jest skie
rowane ku środkowi równoleżnika (przechodzącego przez P) i 
|pu| =  pco* =  rw2cos ę>. Przyśpieszenie Coriolisa pc—‘2vwxa) jest pro
stopadłe do m i vw, zatem jest prostopadłe do płaszczyzny południca 
i ma ten sam zwrot co vu. Ponieważ, jak łatwo widzieć, kąt zawarty 
między w a vw wynosi n— <p, więc \pc\ =  2 |vJ \w\ sin <p =  2c w sin <p. 
Dodając wektory pw, pu i pc, otrzymamy przyśpieszenie bez
względne pb.

15. Wyznaczanie ruchu względnego. Dotychczas zaj
mowaliśmy się wyznaczaniem ruchu względem układu stałego, mając 
dany ruch względem układu ruchomego. Często spotykamy się 
z zagadnieniem odwrotnym, t. zn. mamy znaleźć nich względem 
układu ruchomego, znając ten ruch względem układu stałego.

Ze wzorów (I), str. 58 i 61, otrzymujemy na prędkość względną 
i przyśpieszenie względne:

(I) * . “ * * -* .»  Vw= V b- V u- V c-
A więc: prędkość tozględną otrzymamy, dodając do prędkości bez

względnej prędkość unoszenia ze zwrotem przeciwnym. Przyśpieszenie 
względne otrzymamy, dodając do przyśpieszenia bezwzględnego przy
śpieszenie unoszenia i Coriolisa ze zwrotami przeciwnymi.

B uch  w zględem  punktu. Niech punkty i A 2 poruszają 
się względem pewnego układu stałego (x, y, z) z prędkościami vx i v2. 
Umieśćmy w A 2 początek układu ruchomego (£, r\, £) i załóżmy, 
że układ ten porusza się ruchem postępowym.

Buch punktu A1 względem układu (f, r], C) nazywać będziemy 
ruchem względnym względem punktu A 2.

í§ 15] II. Zmiana układu odniesienia. 65
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Taki ruch zauważyłby obserwator poruszający się ruchem po
stępowym wraz z punktem A 2.

Oznaczmy przez i5|,2 prędkość punktu A1 względem punktu A 2l 
t. zn. względem układu (£, y, f ). Ponieważ prędkość unoszenia równa 
się prędkości v2 punktu A 2, zaś prędkość bezwzględna wynosi «j, 
więc vx—v\,2+ c 2ł skąd v\t2= v x— v2 lub
(II) « 1.2= ^  +  (— vt).

Oznaczając przez pt 2 przyśpieszenie punktu A x względem A a, 
t. j. względem układu (f, y, £), otrzymamy z uwagi na to, że przy
śpieszenie Coriolisa jest zerem, p{2—px—-p2 lub

(III) Pi,2=Pi+(— P2)-
A więc: prędkość (przyśpieszenie) punktu Ax względem A t otrzy

mamy, dodając do prędkości (przyśpieszenia) punktu Ax prędkość (przy
śpieszenie) punktu A 2 ze zwrotem przeciwnym.

P rzy k ła d  1. Punkty A x i A2 poruszają się odpowiednio po 
osiach x  i y ruchem jednostajnym z prędkościami cx i c2. Wyzna
czyć prędkość punktu Ax względem A 2.

Szukana prędkość ¿>1,2 jest różnicą prędkości punktu Ax 
i punktu A 2. A więc » 1,2= ^ — v2. Rzuty prędkości t>i,2 na osie x i y 
wynoszą Ci i — c2. Zatem

|®1,2 \~\c\+ćl.

P rzyk ła d  ił. Punkt Ax porusza się po kole o promieniu r 
ruchem jednostajnym, zaś punkt A 2 porusza się w ten sposób, że 
znajduje się zawsze na drugim końcu średnicy przechodzącej przez A v 
Wyznaczyć prędkość i przyśpieszenie punktu Ax względem A2.

Oczywiście prędkości i przyśpieszenia obu punktów są równe 
co do wartości i mają zwroty przeciwne. Oznaczając przez v i p 
prędkość i przyśpieszenie punktu Alf otrzymamy

\ 2= v— (— v) = 2 v i pUi=;p— (—p )= 2 p .
Ponieważ |t>i,2|=const., więc przyśpieszenie styczne ruchu względ

nego jest zerem; zatem pi2 jest przyśpieszeniem normalnym. Stąd 
\pl2\ =  \vl22l 6— ‘i\v2le, a ponieważ \p]2\— 2 p\ =  2\v2/r, więc

4 |r|2/g =  2 v\2/r czyli q—2r.
A więc ruch punktu A x względem A 2 odbywa się»po kole 

o środku A 2 o promieniu 2 r, z prędkością dwa razy większą od 
prędkości punktu A 2.
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P rzy k ła d  .‘i. Po osi x  porusza się ciało A z prędkością stałą w, 
wyrzucając co T sekund drobne ciałka, biegnące po osi x ruchem 
jednostajnym z prędkością c. Niechaj v oznacza częstość emisji 
(t. j. ilość ciałek wyrzucanych na sekundę,), zaś A odległość dwóch 
po sobie wyrzuconych ciałek. Mamy oczywiście v=l/T .

Ponieważ prędkość względna ciałka wyrzuconego jest względem A 
c — u, więc po czasie T odległość ciałka od A wynosi X—(c—u)T. Zatem

(1) v=  (c— w)/A.

Przypuśćmy teraz, że po osi x  porusza się obserwator B z pręd
kością stałą v. Oznaczmy przez v' częstość względną emisji (t. j. ilość 
ciałek na sekundę, napotykanych przez obserwatora), a przez T' czas 
między spotkaniami dwu kolejnych ciałek. Ponieważ prędkość ciałek 
względem B wynosi c— v, więc X =(c— v)T‘. Zatem

(2) v’= ( c - v ) ¡ X .

Na mocy (1) i (2) otrzymujemy

(3) v '=  v(c— v)/(c— u)— v ( l— v/c) 1(1— u/c).

Załóżmy, że prędkość e jest wielka w porównaniu z prędko
ściami u i v.

Ponieważ dla małych x mamy 1¡(1— x ) = l + x ,  więc na mocy (3) 
jest v' =  v (l— v¡c)(l +u/c)=  v [ l— (v— u)/c—vu/c?]. Opuszczając 
ostatni wyraz w nawiasie jako bardzo mały w porównaniu z pozosta
łymi, otrzymujemy w końcu

(4) v '=  v[l— (v— m)/c].

W szczególności, jeżeli w=0, dostaniemy

(5) v '= v (l  —v¡c).

P rz y k ła d  4. W przestrzeni porusza się rój drobnych ciałek 
z prędkością stałą v. Poprzez rój porusza się ciało A z prędkością u. 
Prędkość względna ciałek względem A  wynosi więc w—v— w. 
Oznaczmy przez w, v i u bezwzględne wartości tych prędkości, 
przez ip kąt między S i  i, a przez a kąt między w i U. Z trójkąta 
o bokach S, — m, w otrzymujemy

u .sin <f =  sina. v(6 1
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Podamy zastosowanie powyższego wzoru.
Jako układ stały obierzmy układ związany ze 

słońcem i gwiazdami stałymi. Pewna gwiazda O 
wysyła ku ziemi promienie światła biegnące 
z prędkością v ( v = 300.000 km/sek). Ziemia 
porusza się z prędkością u (u= 30 km/sek). Pro
mienie światła mają więc względem ziemi pręd
kość względną w. Obserwator na ziemi, chcąc 
zobaczyć gwiazdę Ó, musi ustawić lunetę w kie
runku prędkości względnej w. Będzie więc wi
dział O pozornie w miejscu O'. Kąt <p, wska

zujący odchylenie od prawdziwego kierunku, możemy wyliczyć z (6).
Ponieważ v jest wielkie w porównaniu z u, więc kąt <p jest 

bardzo mały. Ze wzoru (6) otrzymamy

sin (p- sina 
: 10.000'

Dla a=jr/2 (t. j. s in a = l) otrzymujemy dla kąta <p jako wartość 
maksymalną <p= 22".

P rz y k ła d  5. Po okręgu koła o środku O poruszają się punkty 
i A 2 z prędkościami kątowymi w1 i co2 względem pewnego układu 

stałego. Obierzmy osie f, r\ układu ruchomego w płaszczyźnie koła, 
przyjmując O za początek, zaś prostą O A 2 za oś f.

Prędkość kątową punktu A t względem obranego układu ru
chomego nazywamy prędkością kątową (względną) punktu At wzglę
dem punktu J l 2 ;  oznaczamy ją przez o>,>2.

Łatwo można okazać, że

(7) «>1,2 =  &>2.

Przypuśćmy, że punkty A x i A 2 poruszają się z prędkościami 
kątowymi stałymi. Oznaczając przez 2*  T2 odpowiednio czasy obie
gów punktów Alf A 2 w  układzie stałym, zaś przez T\.->_ czas obiegu 
punktu A-l względem A 2 (t. j. czas obiegu punktu Ax w układzie ru
chomym), otrzymamy: 2\ =  2 tt / w1; T2=  2 ti/ w2, T]i2 =  2tc/ wi,2. 
Zatem na mocy (7)

(8) llTi,2=llTl— 1/T 2.
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Czas obiegu dużej wskazówki na zegarku wynosi 2^=1 godz, 
małej T2=12godz. Ze wzoru (8) dostajemy: 1/Ti.->=1— skąd 
T\,i =  f f  godz =  1 godz 5 min 27 sek. Zatem wskazówki pokrywają 
się co 1 godz 5 min 27 sek.

Podróżnikowi odbywającemu podróż naokoło ziemi w kierunku 
z zachodu na wschód wydaje się, że podróż jego trwała n dób, po
nieważ w ciągu podróży miał n dni i n nocy. Wróciwszy jednak 
do miejsca, z którego podróż rozpoczął, stwierdza, że podróż trwała 
nie n, lecz n' dób. Jaki jest związek między n a n'1

Oznaczmy przez Tx okres podróży, a przez T% czas pozornego 
obiegu słońca naokoło ziemi. Zatem Tx= n '  i Ta— — 1 (gdyż słońce 
obraca się pozornie dokoła ziemi ze wschodu na zachód t. j. w kie
runku przeciwnym do kierunku podróży). Podróżnik przyjmował 
za dobę pozorną okres czasu między jednym a drugim przejściem 
słońca przez południk zmienny, na którym się znajdował. Ponieważ 
w ciągu n dni pozornych było n dni prawdziwych, więc doba po
zorna wynosi n' ¡n prawdziwych. Stąd T\,2—n'/n. Ii a mocy więc (8)

n /n '= l /n '- f l  czyli n '= n — 1.

Zatem prawdziwych dni upłynęło o 1 mniej niż pozornych.
Gdyby podróżnik szedł ze wschodu na zachód, to (jak łatwo 

widzieó) prawdziwych dni upłynęłoby o 1 więcej niż pozornych.

[8 is]



ROZDZIAŁ III

DYNAMIKA PUNKTU MATERIALNEGO

I. Dynamika punktu swobodnego

I 1. Podstawowe pojęcia dynamiki. Przedmiotem badań 
dynamiki jest ruch ciał pod wpływem sił, które ruch ten wywołują.

W kinematyce wszystkie układy odniesienia są, jak już wiemy, 
równouprawnione; jest rzeczą obojętną, jak mierzymy czas (t. j. jakie 
przedziały czasu uważamy za równe). Prawa dynamiki natomiast, 
wypowiedziane przez Newtona, ważne są nie dla każdego układu 
odniesienia i nie dla każdego pomiaru czasu.

U kład in erc ja ln y , czas bezw zględny. Układ odniesienia, 
dla którego przy pewnym pomiarze czasu zachodzą prawa dynamiki 
newtonowskiej, nazywamy układem inercjalnym, odpowiedni zaś po
miar czasu — pomiarem czasu absolutnego, a ruch ciała względem 
układu inercjalnego — ruchem absolutnym.

Ściśle biorąc, nie znamy dotychczas przykładu ani układu inercjalnego ani 
czasu absolutnego. W wielkiej liczbie zagadnień możemy jednak obrać takie 
układy odniesienia i takie metody mierzenia czasu, że stosowanie praw dyna
miki doprowadza do wyników dość mało różniących się od doświadczenia, aby 
błędy można było praktycznie pominąć.

Jeżeli np. badamy ruch drobnych ciał w pobliżu ziemi w krótkim prze
ciągu czasu, to wyniki będą naogół wystarczająco dokładne, gdy za układ 
inercjalny przyjmiemy układ odniesienia związany z ziemią, zaś mierzenie czasu 
absolutnego oprzemy na założeniu, że ziemia względem gwiazd stałych obraca 
się około swej osi w równych czasach o równe kąty.

W innych jednak zagadnieniach (jak np. wahadło Foucaulta, giroskop, 
ruch planet) stosowanie praw dynamiki do układu odniesienia związanego z zie
mią nie prowadzi już do równie dobrych wyników. Znacznie lepsze wyniki otrzy
mamy tu, przyjmując za układ inercjalny układ odniesienia, którego początek 
znajduje się w słońcu, osie zaś skierowane są ku gwiazdom stałym.

Prócz poprzednio wspomnianego mierzenia czasu, opartego na jednostaj- 
ności ruchu obrotowego ziemi około swej osi, istnieją jeszcze inne metody mie
rzenia czasu, które podaje astronomia.

W dynamice zakładamy, że dany mamy układ inercjalny 
i czas absolutny.
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Masa i siła. W dynamice występują nowe pojęcia, jak np. 
masa i siła. Przyjmujemy, że są one czytelnikowi znane z fizyki 
i nie będziemy bliżej wchodzili w ich określenia. Podamy tylko 
te ich własności, jakie zakładamy o nich w dynamice.

Masa ciała wyraża się, liczbą dodatnią, zależną od obioru je
dnostki masy t. j. od obioru dowolnego ciała, którego masę ozna
czamy liczbą 1.

Stosunek mas dwóch ciał nie zależy od obioru jednostki.
Jeżeli więc przez ml i m2 oznaczymy masy dwóch ciał przy 

pewnej jednostce, zaś przez m\ i mli masy tych ciał przy innej 
jednostce, to

ml jmi =  w ii/tn ó .

Niech np. masa pewnego ciała A wynosi m, jeżeli za jednostkę 
obierzemy masę ciała B. Przyjmijmy ponadto, że masa ciała A 
wynosi m', ciała zaś B wynosi m", jeżeli za jednostkę obierzemy 
masę innego ciała G. Stosunek mas ciał A i B wynosi zatem m[l, 
gdy jednostką jest masa ciała B, zaś m'\m" , gdy jednostką jest 
masa ciała C. Jest więc na mocy założenia m/l =  m' /m", skąd

m' =  mm".
Możemy zatem, znając masy ciał przy pewnej jednostce, obli

czyć je przy innej jednostce.
Masa ciała jest niezależna od czasu, t. zn. że dane ciało ma w każ

dej chwili tę samą masę.
Siłę uważamy za wyznaczoną, jeżeli podana jest jej wielkość 

(wartość bezwzględna), kierunek, zwrot i punkt zaczepienia. Siłę, 
działającą na ciało, może nam uzmysłowić nitka napięta lub sprę
żyna rozciągnięta, przyczepiona do ciała (p. rysunek).

Siły, których wielkość wyraża się liczbą 0, 
nągywamy silami zerowymi. Przy siłach zero- 
wych nie rozróżniamy kierunku ani zwrotu.

Wielkość siły niezerowej wyraża się liczbą dodatnią, zależną 
od jednostki siły, t. j. od obioru dowolnej siły (niezerowej), której 
wielkość oznaczamy liczbą 1.

Stosunek wielkości dwóch sil (niezerowych) nie zależy od obioru 
jednostki.

Opierając się na tym, możemy z wielkości siły przy pewnej 
jednostce wyznaczyć jej wielkość przy innej jednostce.



Siłę, działającą na ciało, przedstawiamy jako wektor. Obieramy 
w tym celu dowolną jednostkę długości i dowolną jednostkę siły. 
Siłę daną przedstawia wektor, którego długość wyraża się tą samą 
liczbą co wielkość siły, zaś początek, kierunek i zwrot są te same, 
co początek, kierunek i zwrot siły. Wektor mający np. 5 jednostek 
długości przedstawia siłę mającą 5 jednostek siły. Siłę zerową przed
stawia wektor zerowy.

Działania na siłach określamy jako działania na wektorach, 
które przedstawiają te siły. Jeżeli np. wektory Pt, Pz,..., P„ przed
stawiają pewne siły, wówczas sumą tych. sił nazywamy siłę, którą 
przedstawia wektor P—P ,+ P i+ ...4-P„.

Momentem siły (przedstawionej przez wektor P) względem 
punktu 0  nazywamy moment wektora P  względem O.

P unkt m aterialny . W dynamice zajmiemy się najpierw 
ruchem punktów, a następnie ruchem ciał. Podobnie jak w kine
matyce, punkt będziemy niekiedy uważali za model ciała (np. w przy
padku, gdy rozmiary ciała są drobne w stosunku do toru).

Masą punktu nazywamy masę ciała., które dany punkt przed
stawia; sam punkt nazywamy' wówczas punktem materialnym.

Jeżeli siła działa na ciało, którego obrazem jest punkt ma
terialny A, wówczas siłę tę przedstawiamy w postaci wektora o po
czątku w A.

Siła, działająca na punkt materialny, może się zmieniać w czasie 
zarówno co do wielkości, jak co do kierunku i zwrotu.

$ 2. Prawa dynamik! Newtona. Prawa dynamiki, wypo
wiedziane przez Newtona, podają związki, jakie zachodzą w ruchu 
absolutnym między masą, przyśpieszeniem i siłami, działającymi na 
punkt materialny.

Praw a ruchu. Niech układ odniesienia (x, y, z) będzie układem 
inercjalnym, zaś t niech oznacza czas absolutny. Przy tych założe
niach prawa ruchu możemy wypowiedzieć jak następuje:

I. Jeżeli m oznacza masę punktu materialnego, p przyśpieszenie 
w chwili t, P  sumę sił działających na punkt materialny w chwili t, to
(1) m p —K P ,
gdzie K  oznacza pewną liczbę (dodatnią), zależną tylko od obioru 
jednostek długości, czasu, masy i siły (a więc niezależną od czasu, 
masy i siły).

Y2 ROZDZIAŁ III. Dynamika punktu materialnego.
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Z równości (1) wynika, że

(2) Wł|/>| =  A'|P|.

Jeżeli więc ze wspomnianych jednostek trzy obierzemy do
wolnie, to czwartą możemy zawsze tak dobrać, by K —1. Obierzmy 
np. dowolnie jednostki czasu, długości i masy, a za jednostkę siły 
obierzmy taką siłę, która punktowi o masie 1 nadaje przyśpieszenie 1. 
Przy tych jednostkach dla m—1 i Pj=l mamy j/>|=l, zatem ze 
wzoru (2) otrzymamy A '= l. Związek (1) przyjmie wtedy postać

(I) m p—P.

Na przyszłość będziemy stale zakładać, że jednostki są tak 
dobrane, by K =1. Prawo Newtona będziemy więc zawsze przyj
mowali w postaci (I).

Tworząc rzuty na osie układu otrzymamy na mocy (I):

(II) mpx= P x, mVu= P,r m p~ P t .

Równości (I) i (II) są oczywiście równoważne.
Ponieważ p=dv/dt, zaś m jest liczbą stałą, więc mp =  d\mv)jdt. 

Zatem związek (I) możemy napisać również w postaci

(III) d(mv)/dt=P.

Wektor mv nazywamy pędem (ilością ruchu).
A więc: pochodna pędu (względem czasu) równa się sumie sił 

działających na punkt materialny.

Niech na punkt materialny o masie m działają siły, których 
suma P w pewnym okresie czasu stale jest zerem. Wtedy mp— 0, 
więc przyśpieszenie p—0, i punkt porusza się wówczas ruchem 
jednostajnym prostolinijnym (lub jest w spoczynku). Mamy więc 
następujące prawo, zwane prawem bezwładności Newtona:

II. Jeżeli na punkt materialny w pewnym okresie czasu dzia
łają siły o sumie 0, to punkt jest w spoczynku albo w ruchu jedno- 
staj nym prostolinijn y m.

Na odwrót, jeżeli punkt jest w spoczynku lub w ruchu jedno
stajnym prostolinijnym, to przyśpieszenie p— 0, a ponieważ na 
mocy prawa (I) jest mp—P , więc suma sił działających P jest zerem.
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Siły działające na punkt materialny pochodzą zazwyczaj z dzia
łania innych punktów materialnych na dany punkt. Dla sił tych 
Newton podał prawo następujące, zwane prawem akcji i reakcji:

III. Jeżeli punkt materialny A działa na punkt materialny B 
z pewną siłą, to również punkt B działa wówczas na punkt A z silą 
równą co do wielkości i kierunku, ale o zwrocie przeciwnym; siły 
z jakimi punkty A i B działają na siebie są zawsze skierowane 
wzdłuż prostej AB, łączącej te punkty.

Jeżeli siła z jaką punkt A działa na punkt B ma zwrot ku A 
(a więc siła, z jaką punkt B działa na A, ma zwrot ku B), to mó
wimy, że punkty A i B przyciągają się; w przypadku przeciwnym 
mówimy, że punkty te się odpychają.

R ów now aga punktu i sił. Jeżeli punkt materialny jest 
w spoczynku, to powiadamy, że jest w równowadze. O siłach 
P\, Pi, ..., Pn mówimy, że są w równowadze lub że się równoważą, 
jeżeli ich suma jest zerem, t. zn. jeżeli P\-\-P-i-\-...-{-P „= 0 .

Jeżeli więc punkt materialny jest w równowadze, to siły dzia
łające na ten punkt również są w równowadze. Jeżeli natomiast 
siły działające na punkt materialny w pewnym okresie czasu są 
w równowadze, to w tym okresie czasu przyśpieszenie p =  0, za
tem punkt jest bądź w równowadze, bądź w ruchu jednostajnym 
prostolinijnym.

Siła bezw ładn ości. Zasada ďA lem berta. Prawo (I) mo
żemy napisać również w postaci
(IV) P + (— m p ) = 0 .

Wektor —mp o początku w punkcie m nazywamy siłą bez
władności.

Nie należy sądzić, że wektor — mp przedstawia silę działającą 
na punkt materialny m. Tylko dla wygody nazywamy ten wektor 
siłą (bezwładności). Na punkt m działają tylko siły, których suma 
wynosi P.

Związek (IV) możemy wypowiedzieć jak następuje:
Siły działające na punkt materialny są w równowadze z siłą 

bezwładności.
Powyższe sformułowanie jest równoważne I prawu Newtona 

i nosi nazwę zasady ďAlemberta. Zasada ta daje duże usługi przy 
badaniu ruchu punktów t. zw. nieswobodnych.



153] I. Dynamika punktu swobodnego. 75

§ 3. Układy jednostek dynamicznych. Zasadniczymi 
jednostkami, jakie przyjmujemy w dynamice, są jednostki długości 
czasu i masy. Przy pomocy tych jednostek określamy jednostkę 
siły. Za jednostkę siły obieramy mianowicie siłę, która masie 1 na
daje przyśpieszenie 1.

U kład f iz y cz n y  cgs. Otóż za jednostkę długości przyjmuje 
się centymetr (cm), masy gram (g), za jednostkę czasu sekundę (sek) 
i siły dynę (dyn).

Pierwotnie metr (m=100 cm) miał przedstawiać jedną czter- 
dziestomilionową część południka ziemskiego. Przy obliczeniach je
dnak popełniono pewien niewielki błąd. Dzisiaj metr określamy 
przy pomocy długości wzorca przechowywanego w Paryżu. Podobnie 
jednostka masy 1 g miała być pierwotnie masą 1 cm3 wody che
micznie czystej przy 4° C pod ciśnieniem 760 mm rtęci. Obecnie 
jednak przyjmujemy za 1 kilogram (kg=1000 g) masę wzorca pla
tynowego, przechowywanego w Paryżu.

Jednostkę czasu 1 sek określamy z pomocą t. zw. średniej doby 
słonecznej, której wyznaczeniem zajmuje się astronomia. Średnia 
•doba słoneczna =  24 godzin (godz), godzina =  60 minut (min), mi
nuta =  60 sek.

Jednostką siły 1 dyn jest siła, która masie 1 g nadaje przy
spieszenie 1 cm • sek ' 2.

Układ zasadniczych jednostek (centymetr, gram, sekunda) na
zywamy krótko układem fizycznym cgs.

M ierzenie mas i sił. Drobne ciała w pobliżu ziemi, pusz
czone swobodnie, spadają ku ziemi pionowo ruchem jednostajnie 
przyśpieszonym (jeżeli pominiemy opór powietrza). Przyśpieszenie 
to (zwane ziemskim) jest w danym miejscu na ziemi dla wszyst
kich ciał jednakowe, zmienia się jednak wraz z szerokością geo
graficzną. Oznacza się je przez g. U nas przyśpieszenie ziemskie 
wynosi w przybliżeniu gr=981 cm • sek '2.

Niechaj m oznacza masę drobnego ciała. Siłę skierowaną pio
nowo w dół, o wielkości Q=mg, nazywamy ciężarem tego ciała.

Ciężar jest więc proporcjonalny do masy ciała; ciała mające 
równe ciężary (w tym samym miejscu na ziemi) mają równe masy 
i na odwrót.

Przy pomocy przyrządu zwanego wagą (którego zasadę po
znamy w rozdz. VI), możemy porównywać ciężary dwóch ciał. Ponieważ
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z równości ciężarów wynika równośó mas, więc przy pomocy wagi 
możemy pośrednio porównywać masy ciał. Wynika stąd, że przy 
pomocy wagi możemy mierzyć, t. j. wyznaczać masy ciał.

Siły mierzymy sposobem dynamicznym lub statycznym.
Sposób dynamiczny opiera się na I prawie Newtona (P=mp). 

Ze wzoru tego możemy wyznaczyć siłę P, gdy znamy masę ciała m 
i przyśpieszenie p, jakie mu siła P  nadaje.

Sposób statyczny opiera się na tym, że pod działaniem sił 
ciała zmieniają swój kształt (odkształcają się). Ze znajomości od
kształceń możemy w pewnych przypadkach wnioskować o wielkości 
sił, wywołujących te odkształcenia. Jeżeli np. na sprężynkę, zawie
szoną pionowo, działa w dolnym jej końcu siła skierowana pionowo 
w dół, wówczas sprężynka się wydłuża. Wydłużenie jest (przy ma
łych siłach) proporcjonalne do wielkości siły działającej. Przyrządy 
służące do statycznego mierzenia sił nazywamy dynamomćtrami.

U kład te ch n iczn y  jed n ostek . W technice rozpowszech: 
niony jest t. zw. układ techniczny jednostek. W układzie technicznym 
przyjmuje się za jednostki zasadnicze jednostki długości, czasu i siły. 
Jednostkę długości jest 1 m, czasu 1 sek, a siły 1 kilogram (kg). 
Jest to ciężar 1 dcm3 wody (w normalnych warunkach) pod 45° 
szerokości geograficznej północnej (gdzie przyśpieszenie ziemskie 
3=981 cm-sek“ 2=9,81 m-sek”2).

Jeżeli we wzorze \P\ =  m\p\ położymy P| =  1 i \p\ =  1, dosta
niemy m = 1. A zatem jednostką masy będzie masa, której siła 1 kg 
nadaje przyśpieszenie 1 m-sek” 2.

Niech m będzie masą ciała, Q jego ciężarem (pod 45° szer. 
geogr. płn.) i połóżmy 3=9,81 m-sek“ 2. Zatem Q=mg, więc
(1) m = Q lg  =  QI 9,81.

Ze wzoru powyższego możemy wyznaczyć masę ciała w je
dnostkach układu technicznego, gdy znamy ciężar ciała. Ponieważ 
ciężar 9,81 dcm3 wody (pod 45° szer. geogr. płn.) wynosi 9,81 kg, 
więc jednostkę masy w układzie technicznym przedstawia masa 
9,81 dcm3 wody.

W układzie cgs masa 9,81 dcm3 wody wynosi 9,81 kg (masy) =  
=  9810g (masy). Zatem:
(2) Jedn. masy w ukł. techn. =  9,81 kg (masy) =  9810 g (masy).

Aby znaleźć związek między jednostką siły (kg) w układzie 
technicznym a jednostką siły (dyną) w układzie cgs, zauważmy, że



1 dcm3 wody (t. j. masa 1000 g) spada na ziemię pod wpływem swego 
ciężaru 1 kg z przyśpieszeniem 981cm-sek 2. Zatem 1 kg (siły) =  
=  1000-981 dyn, skąd
(3) 1 kg (siły) =  981.000 dyn.

W ym iary  w ie lk ości dyn am iczn ych . W dynamice wystę
pują jeszcze inne wielkości (np. praca, energia kinetyczna i t. p.), któ
rych jednostki określamy, podobnie jak jednostkę siły, przy po
mocy jednostek zasadniczych, t. j. długości, masy i czasu. Podobnie 
jak dla wielkości kinematycznych (por. Eozdz. II, § 11), można 
wprowadzić dla wielkości dynamicznych pojęcie wymiaru. Znajomość 
wymiaru danej wielkości pozwala w łatwy sposób wyznaczyć miarę 
tej wielkości przy zmianie zasadniczych jednostek.

Przypuśćmy, że obraliśmy dwa układy jednostek długości, masy 
i czasu, które oznaczymy odpowiednio przez L, M ,T  i L ’, M', T' 
i że między tymi jednostkami zachodzą związki

(4) L =  kL', M = n M ’, T =  xT'.

Niechaj miara jakiejś wielkości dynamicznej A wynosi a przy 
jednostkach L, M, T, zaś a' przy jednostkach L', M', T'.

Jeżeli można dobrać takie liczby a, /5, y, żeby dla każdych 
dwóch układów jednostek L, M, T i L', M', T' spełniających 
związki (4) zachodził związek

(5) a '= a\ af/ry,

to wymiarem wielkości A nazywamy wyrażenie

(6) La M? TY.

Wymiar wielkości A  oznaczamy przez [A ], a jednostkę wiel
kości A przy jednostkach L, M, T przedstawiamy symbolem LaM?rF .

Wielkość A wynosi zatem a L“M?l iy przy jednostkach L, M, T, 
zaś a'L'uM'^T'y przy jednostkach L', M't T', skąd

(7) a La M? Ty =  a' L'a M'? T'y-

Opierając się na wzorach (4) i rachując formalnie, dostaniemy 
aLuM9Ty =  a().L')u (rT ’ )y, skąd

(8) a La M? Try =  (a A“ / r 7) L'a M'ęT'y.

Ze wzorów (7) i (8) otrzymujemy przez przyrównanie wzór (5). 
W  ten sposób przy pomocy rachunku formalnego możemy, znając
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wymiar wielkości A , otrzymać jej miarę przy zmianie jednostek 
długości, masy i czasu.

Czytelnik łatwo uogólni twierdzenie podane na str. 51, które 
daje duże usługi przy wyznaczaniu wymiaru.

P rzy k ła d  1. Siła o wielkości (wartości bezwzględnej) P, dzia
łając na punkt materialny o masie m, nadaje mu przyśpieszenie
0 wielkości p. Zatem P —mp, skąd [P ]=[m ]-[p ]. Ponieważ [rri]=M
1 [p]=LT~2, więc

(I) [siła] =  L M  TT2.

Jednostką siły w układzie cg 8 jest dyna. Zatem

(II) dyn =  cm • g • sek-2.

P rz y k ła d  ii. Siłę o wielkości 6 m kg min-2 przedstawić w ukła
dzie cgs.

Mamy

6 m • kg ■ min -2 =  6 (100 cm) • (1000 g) • (60 sek) 2 —
=  (6 • 100 • 1000 • 60-2) • (cm g sek-2) =  1662/s dyn.

§ 4. R ów nania  ruchu. Jednym z głównych zagadnień dy
namiki jest wyznaczenie ruchu punktu materialnego, gdy dana jest 
masa m tego punktu i siła P, działająca na ten punkt. W najprostszym 
przypadku siła P może być podana, jako funkcja czasu, t. zn. że 
dane są funkcje:

a) Px=p(t), p t =  Pz='P(t),

określające w każdej chwili t (pewnego okresu czasu) rzuty siły P  
na osie układu.

Spotykamy się jednak z przypadkami bardziej skomplikowa
nymi. Zdarzyć się może, że jakiś obszar D ma tę własność, że na 
dany punkt materialny, umieszczony gdziekolwiek w- obszarze D, 
działa pewna siła P.

Jeżeli siła P zależy tylko od położenia punktu, a nie zależy 
od niczego więcej (np. prędkości), to obszar D nazywamy polem sil.

Przykładem pola sil jest pole grawitacyjne ziemskie: na dany bowiem 
punkt materialny umieszczony w pobliżu ziemi, działa siła ciężkości zależna tylko 
od położenia tego punktu (a niezależna od prędkości).



W polu sił jest więc siła P  funkcją współrzędnych x ,y , z da
nego punktu. Pole jest określone, jeżeli są dane funkcje:

(2) P x =  F (x ,y ,z ), P u= 0 ( x ,y ,z ) ,  P z= P (x ,y ,z ) ,

wyznaczające w każdym punkcie pola rzuty siły P. Jeżeli więc ba
damy ruch punktu w polu sił, to mamy do czynienia z silą, która 
zależy od położenia punktu.

Jeżeli punkt materialny porusza się w pewnym ośrodku (np. 
w powietrzu), wówczas na punkt materialny oprócz innych sił działa 
również siła oporu, jaki ośrodek przeciwstawia ruchowi. Siła ta za
leży między innymi od prędkości punktu materialnego. W tym 
przypadku mamy więc siłę zależną również od prędkości punktu.

W najogólniejszym przypadku przyjmować będziemy, że siła P  za
leży od czasu, położenia i prędkości punktu. Zakładać więc będziemy, 
że siła P  działająca na punkt materialny określona jest funkcjami:

(3) Px=F (x,y,z,x,y,ż,t), P y=0(x,y ,z ,x ,y ,ż ,t), Px=P (x,y ,z,x ,y ,ż,t),

których wartościami są rzuty tej siły, zależne od współrzędnych 
położenia punktu (x, y, z) i jego prędkości x, y, ż, oraz od czasu t.

O funkcjach (3) zakładamy zazwyczaj, że są ciągle i mają po
chodne cząstkowe ciągłe w pewnym obszarze zmiennych x, y, z, x, y, ż, t.

Oczywiście, że w poszczególnych zagadnieniach siła P  nie musi 
zależeć od wszystkich zmiennych x, y, ..., t, lecz od niektórych może 
być niezależna.

Teoretycznie jest do pomyślenia, że siła P  może zależeć od 
wyższych pochodnych (np. od drugich, trzecich, it . d.) zmiennych 
x, y, z. Z przypadkami takimi nie spotykamy się jednak w zagad
nieniach praktycznych i nie będziemy ich tu rozważać.

Niechaj ruch punktu materialnego dany będzie przez funkcje:
(4) « = /(< ) ,  z — y>(t).

Na mocy równości (11), str. 73, otrzymujemy:
(I) mx — Px, my = P ,„  m z— Pz.

Jeżeli założymy, że PX,P ,„P Z są funkcjami kształtu (3), rów
nania (I) przyjmą postać

mx = F (x , y, z, x, y, ż, t), 
my = 0 (x ,  y, z, x, y ,ż ,t) , 
mż =  P(x, y, z, x, y, ż, t).
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(II)



Powyższe równania przedstawiają układ równań różniczkowych 
rzędu drugiego, przyczem szukanymi funkcjami są funkcje (4).

Przypuśćmy, że badamy ruch w otoczeniu pewnej chwili t0. 
Załóżmy, że w chwili t0 punkt miał współrzędne x0, y0, z0, zaś pręd
kość jego miała rzuty x0, y0, ż0. Załóżmy nadto, że funkcje (3) są 
funkcjami ciągłymi, posiadającymi ciągłe pochodne cząstkowe w oto
czeniu wartości #0, y0, z0, i 0, y0, ż0,

Z teorii równań różniczkowych wiadomo, że przy powyższych 
założeniach istnieje jeden i tylko jeden układ funkcyj (4) ciągłych 
wraz z pierwszymi i drugimi pochodnymi w otoczeni»! chwili t0, 
spełniających równania (II) oraz związki:

(5) f(^o) =  xw (f‘(to)==yoy ¥, (^o)==2oi /  <P (to)~yoi y, (io)~*o-

Układ ten, jako jedyny układ funkcyj (4) czyniący zadość 
wszystkim żądanym warunkom, wyznacza więc ruch punktu ma
terialnego, mającego w chwili f0 współrzędne x0, y01 z0 i prędkość 
o rzutach x0, y0, ż0.

Widzimy stąd, że ruch punktu jest w zupełności wyznaczony 
przez podanie masy punktu, sił działających na niego i t. zw. warunków 
początkowych (t. j. jego położenia i prędkości w chwili początkowej <0). 

Równania (II) noszą nazwę równań ruchu Newtona.

P rzyk ła d . S iła zależna ty lk o  od czasu. Niech siła P 
zależy tylko od czasu i dana będzie przez funkcje (1). Równa,nia 
ruchu (II) będą więc miały postać:

mx — F(t), my =  0(t), mz =  *P(t).

Dzieląc przez m i całkując obustronnie, otrzymamy dla i„= 0 :
t t i

x = ±  l ‘F(t)dt +  e1, y =  ±  J<P(t)dt +  cv  ż =  yn j  V(t)dt +  c3.
o o o

Przyjmijmy, że dla t—0 mamy x—x0, y = y 0, ż = ż 0 (warunki 
początkowe). Podstawiając w powyższych równaniach i= 0 , dosta
niemy c1—x0, c2= y 0, c3= ż 0. Zatem:

(6) x =  F1( t ) + x  0, y =  # ! ( « )+ 2/o> i = 'P l (t) +  &o,
t

gdzie 2̂ j(<) =  — f  F(t)dt i t. d. Całkując równania (6), otrzymamy:
7YI J  

0
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/ i t
(7) x = j F 1(t)d t+ x J + c \ , y = f 0 l( t ) a t + y j + c i, z = j 4 ' 1(t)d t+ ż ¿ + с * .

u b о

Przyjmijmy teraz, że dla t= 0  jest x = x 0, y — y 0, z — z0. Zatem 
z równań (7), kładąc ¿= 0 , dostaniemy c',— x 0, ci— y 0, ci— z0. A więc

(8) x  =  F t(t) + Ż J  +  x 0, у  =  Ф 2(<) + y J - \ - y 0, 2  =  ¥**(*) -M o * +  «er
t

gdzie f  2(t) =  I F ^tydt  it . d. Z równań (8) wynika, że ruch będzie
o

określony, jeżeli w chwili początkowej 1=0 podamy położenie punktu 
(t. j. x 0, y 0, z0) i prędkość początkową (t. j .  xm y 0, ż0).

Щ 5. Ruch pod wpływem siły ciężkości. Niech na punkt 
materialny o masie m działa siła P  stała co do wielkości, kierunku 
i zwrotu.

Z tym przypadkiem mamy do czynienia, badając ruch drobnych ciał 
w pobliżu ziemi i przyjmując za układ inercjalny układ związany z ziemią. Je
żeli pominiemy opór powietrza, to na ciało wyrzucone działać będzie tylko siła 
ciężkości, którą na małej przestrzeni uważać możemy za stałą.

Niech P  oznacza siłę ciężkości. Zatem \P\=mg (g przyśpie
szenie ziemskie). Obierzmy układ (x, y , z) w ten sposób, by oś z  była 
zwrócona pionowo ku górze. Zatem:

P x = 0 ,  Р у = 0 ,  Р г =  —  mg.

Eównania ruchu Newtona (str. 79, wzory (II)) przyjmą więc 
postać: m x =  0, m y — 0, m ż = — mg  czyli:
(1) x  =  0, у  =  0, z = — g.

Całkując powyższe równania, otrzymamy:
(2) ¿  =  Ci, у  =  c2, ż —  —  gt +  c3.

Całkując jeszcze raz, dostaniemy:
(3 ) x = o it +  ci, y = c j  +  ei, z  -^ l g f i  . +  e j  +  c-j.

Liczby ą , e2, e3, c[, ci, c'3 oznaczają stałe całkowania, które wy
znaczymy, znając warunki początkowe, t. j. współrzędne x 0, y 0, sQ 
i rzuty x0, у o, ż 0 prędkości v0 punktu ruchomego w chwili początko
wej i0. Bez szkody dla ogólności możemy założyć, że <0= 0 ; ponadto 
(dobierając odpowiednio układ współrzędnych) możemy przyjąć, że 
w chwili <„=0 punkt znajdował się w początku układu, zaś prędkość w, 
leżała w płaszczyźnie pionowej zx.
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Zakładamy więc, ie dla t=  0 jest a0= 0 , //„=  0, z0= 0  i y0=  0. 
Wstawiając t= 0  w równania (2) i (3), otrzymamy: 

ct =  ś u, '•, =  //„=(», «3=2,,; c ,W 0= 0 , e.j =  y0= 0 , c.; =  20= 0 .
Równania (2) i (3) przyjmują więc postać:

(2') ¿ = ^ 0, (/=0, ż = — gt +  ż o,
(3') x = x 0t, y== 0, ¿ =  — i gt--ri0t-

Ponieważ jest stale y =  0, więc ruch odbywa się w płaszczyźnie 
pionowej zx.

Rozpatrzymy dwa przypadki: t. zw. rzut pionowy i rzut ukośny. 
Rzut p ion ow y. Załóżmy, że w chwili i= () prędkość r0 miała 

kierunek pionowy (lub była zerem), a więc że i #= 0 . Kładąc ż= v  
i 20= r 0, otrzymamy z (2') i (3'):
(4) .(•=<), >j= 0, j?=0, y =  0,
(5) r =  — <jt +  v0, z = — \gti -\-o0t.

Ponieważ jest stale x =  0 i //= (), więc punkt porusza się po osi z 
t. j. po pionie. Mamy nadto v =  p —— g.

A więc: jeżeli prędkość początkowa ma kierunek pionowy (lub 
jest zerem), wówczas punkt pod wpływem siły ciężkości porusza się 
ruchem jednostajnie przyśpieszonym po pionie.

Przyjmijmy, że r0 > 0 , t. j. że w chwili początkowej prędkość 
miała zwrot ku górze (np. że wyrzuciliśmy punkt pionowo w górę 
z prędkością c0). Oznaczmy przez li wysokość rzutu, t. j. wzniesienie 
maksymalne, jakie punkt osiągnie. Aby otrzymać li, należy obli
czyć maksimum funkcji 2 =  — \gt3+ e 0t. Dostaniemy 
(0) h=r(J2g w chwili t^ e jg .

R zut ukośny. Załóżmy, że prędkość f0(^  <•) tworzy z osią x 
kąt «4= ±  ■"’*/-• Kładąc r0 =  eu, dostaniemy ,ř„= r0 cos «, ż0=P 0sina. 
Na mocy więc (2') i (3'):
(7) .6= r0 cos u, y = 0 , i = — gt +  r0 sin a
(8) x = v 0t cos«, // =  (), 2 = — 1 gil -\- rut sin a.

Ponieważ cos a ^  0 i r0 =(= 0, więc na mocy pierwszego z rów
nań (8) t= x jv0 cos a, skąd

(9) z = - tg«.

Równanie powyższe jest równaniem paraboli.
A więc: punkt w rzucie ukośnym porusza się po paraboli.
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Parabola ta przecina oś x  w punktach O i D. Długość odcinka 
O D =d  nazywamy odległością rzutu.

Aby wyliczyć d, podstawiamy z— 0 w (9).
Otrzymamy

(10) d =  — sin 2a.
9

A więc: maksymalna odległość rzutu przy danej prędkości po
czątkowej v0 wypada dla kąta a - n j  4 =  45°.

Aby otrzymać wysokość rzutu h, należy obliczyć maximum 
funkcji (9). Dostaniemy
(11) h=vlsin2a/2g dla x—v\ sin 2a/2g.

§ 6. R u ch  w  ośrod k u  staw ia jącym  op ór . Punkt ma
terialny, poruszający się. w ośrodku takim jak np. powietrze, napo
tyka na opór. Doświadczenie okazuje, że opór powietrza daje się 
wyrazić przez siłę zależną tylko od prędkości punktu (przy ciałach 
opór zależy jeszcze od kształtu ciała). Opór ma kierunek prędkości, 
ale zwrot przeciwny. Wielkość oporu zależy od wielkości prędkości, 
a nie zależy od jej kierunku. Oznaczmy wielkość oporu przez T7, 
a wielkość prędkości przez v. Możemy więc napisać

r = f ( v ) .

Funkcja /  jest rosnącą, przyczem /(0 ) =  0. Dla prędkości mniej
szych od prędkości głosu (wynoszącej w powietrzu 333 m/sek) mo
żemy z dużą dokładnością przyjąć, że
(1) r=№,
gdzie A jest współczynnikiem zależnym od temperatury i gęstości 
powietrza.

R zu t p ion ow y . Rozpatrzymy przypadek spadania punktu. 
Załóżmy, że punkt spada po osi z, której nadajmy zwrot pionowo 
w dół. Zatem współrzędna prędkości ż—v > 0 . Opór jest skierowany 
ku górze, więc rzut jego na oś z jest ujemny. Przyjmując, że wielkość 
oporu wyraża się wzorem (1), otrzymujemy, kładąc X = k m :

. dv n o
(2 ) mz — mA* =  m9— kmv2.

Stąd dv dt, a więc

(3)

g — kv2
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Kładąc «<*,= dostaniemy

dv 1  f  dv  1  . ® o o + ®  .
k j  v í —  v1 ~  2TcoJ°g  Voo— o '

gdzie c jest stałą całkowania. Na mocy więc (3)

W
1  . Voo - \ -V

2 k V o o  g  Veo---V
e = t .

Załóżmy, że w chwili początkowej 1=0 prędkość wynosiła t;=0. 
Podstawiając r = 0  i 1=0 we wzorze (4), dostaniemy c= 0 . Zatem

(5) v
e2^co‘ _ l  1  2 \

“ «*■«> + i  e ^ - t  +  l  r

Ze wzoru (5) wynika, że stale v < v oa.

A więc: prędkość punktu spadającego pionowo w ośrodku stawia
jącym  opór nie wzrasta nieograniczenie, lecz jest stale mniejsza od
prędkości granicznej t w*

Po pewnym czasie prędkość v mało się różni od i punkt 
spada ruchem prawie jednostajnym. Zaobserwować to możemy na 
kroplach deszczu.

R zu t u kośn y. Załóżmy obecnie, że punkt porusza się w płasz
czyźnie pionowej xz. Przyjmijmy ogólnie, że -wielkość oporu wynosi

r = m -  Oznaczając opór przez T , otrzymamy więc

skąd T ’x = — f— vx i r t= — ®*. Zatem: 
v v

Bównania ruchu będą więc miały postać

m x = — i ,  m z = m g — v — \ & + & .
v v

Rozwiązaniem powyższych równań zajmuje się t. zw. balistyka 
zewnętrzna. Zadanie to jest bardzo trudne, gdyż wartości funkcji 
f(v) znamy tylko z pomiarów.
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§  7. Moment ilości rachu. N iech  p u n k t m aterialn y A  o m a
sie m  porusza się z prędkością v. W ek to r m v  o p o czątk u  w  A  n a
zw aliśm y pędem  albo ilością ruchu (str. 7 3 ). Je ż e li x , y , z  są  w spół
rzędn ym i p u n k tu  A ,  to  rz u ty  pędu n a  osie u k ład u  w yn o szą odpo
wiednio m i, m ý, mż.

O zn aczm y przez K  m om ent ilości ruchu m v  względem  p o czątk u  
układu. Z a te m  (str. 1 8 ,  w zó r (II)) :

( 1 )  K x— m (y z — ży), K g— m  {żx—  xz), K z= m ( ż y — yx).

U tw ó rzm y  pochodną (względem  czasu) m om entu ilości ruchu. 
O trzym a m y:

(2) K x= m ( y z — ż y ) , K g= m ( ż x — x z), K z= m ( x y — y x ) .

Z ałó żm y, że układ odniesienia je st układem  in ercjaln ym , a  n a  

p u n k t A  działa siła P .  W ó w czas m x = P X, m y = P y ,  m z = P * ,  skąd  
n a  m o cy (2)

( 3 )  K X= P g Z — P Zy ,  K g = P ZX —  P XZ, K Z= P x y — P g X .

Wyrażenia, stojące po prawych stronach równań ( 3 ) ,  przed
stawiają momenty siły P  względem osi układu. Oznaczając więc 
przez M  moment siły P  względem początku układu, mamy na mocy ( 3 ) :

(4) K X= M X, K g =  Mg, K Z=  M z.

Równania powyższe możemy napisać w postaci jednego rów
nania wektorowego:
(5) Ř  =  M .

Za początek układu mogliśmy obrać punkt dowolny.
A więc: pochodna momentu ilości ruchu względem dowolnego 

punktu stałego równa się momenUmi siły działającej względem tego 
punktu.

Z równań (4) wynika również, że pochodna momentu ilości 
ruchu względem dowolnej osi stałej równa się momentowi siły względem 
tej osi.

Zasada zach ow an ia  pól. Przypuśćmy, że moment siły P  
względem pewnej osi l jest stale zerem; albo więc kierunek siły P  
przecina oś l, albo siła P  jest do osi l równoległa. Obierzmy oś l za 
ośs. .Mamy zatem M z= 0 .  Xa mocy (4) jest więc K z— 0. czyli K z=  const. 
Stąd na mocy (1) otrzymujemy
(«) m{xy— jx)  =  const. czyli ży—yx — const.

[§ 7] I. Dynamika punktu swobodnego. 85
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"Niechaj A'  będzie rzutem punktu A na płaszczyznę .tą/. 
Punkt A'  ma współrzędne x,y.  Zatem prędkość połowa (str. 17) 
punktu A' wynosi —{ ( x y —yx). Ze wzoru (C) wynika, że prędkość 
połowa punktu A' jest stała.

A więc: jeżeli moment siły względem pewnej osi jest stale zerem, 
to moment ilości ruchu względem tej osi jest stały i prędkość połowa 
rzutu ruchu na płaszczyznę prostopadłą do tej osi jest stała.

Twierdzenie powyższe nosi nazwę zasady zachowania momentu 
ilości ruchu lub zasady zachowania pól.

8 8. Ruch środkowy. Jeżeli punkt materialny porusza się 
w ten sposób, że jego przyśpieszenie w każdej chwili ma kierunek 
przechodzący przez pewien stały punkt O, to ruch punktu nazy
wamy ruchem środkowym, punkt zaś O środkiem ruchu.

Np. ruch jednostajny punktu po okręgu koła jest ruchem środkowym, 
gdyż przyśpieszenie jest stale skierowane ku środkowi koła, będącemu w tym 
przypadku środkiem ruchu (str. 43).

Ponieważ przyśpieszenie ma kierunek siły działającej na punkt 
materialny, więc w ruchu środkowym kierunek siły przechodzi przez 
środek ruchu.

Pole sił w którym kierunki sił przechodzą przez pewien stały 
punkt 0  nazywamy polem środkowym, a punkt O środkiem pola.

Punkt o masie M umieszczony nieruchomo w stałym punkcie O 
i przyciągający inny punkt o masie m z siłą, która zależy tylko od 
wzajemnej odległości tych punktów, wytwarza pole sił. Pole to jest 
polem środkowym, gdyż siła działająca na punkt m ma — wedle prawa 
akcji i reakcji (str. 74, III) — kierunek przechodzący przez punkt M.

Punkt materialny porusza się w polu środkowym ruchem 
środkowym; środek ruchu leży oczywiście w środku pola.

Obierzmy początek układu współrzędnych w środku pola. Po
nieważ kierunek siły przechodzi stale przez początek układu, więc 
jej moment względem każdej osi jest zerem. Na mocy zasady za
chowania pól ruch rzutu punktu na każdą płaszczyznę układu 
ma wówczas prędkość połową stałą, zatem:
(1) yz— ży =  a, żx— x z = b ,  xy— yx =  c,
gdzie a, b, c są pewnymi stałymi. Mnożąc równanie pierwsze obu
stronnie przez x, drugie przez y, trzecie przez z i dodając stronami, 
otrzymamy
( 2 ) ax -j- by +  cz =  0.
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Widzimy więc, że współrzędne punktu spełniają stale równanie (2). 
Jest ono równaniem płaszczyzny, przechodzącej przez początek 
układu (t. j. przez środek pola). Zatem punkt porusza się w płasz
czyźnie, przechodzącej przez początek układu.

Jeżeli na tej płaszczyźnie obierzemy osie x ,y ,  wówczas z (1 ) 
wynika, że prędkość połowa w płaszczyźnie ruchu jest stała; pro
mienie wodzące zakreślają więc w równych czasach równe pola.

A zatem: tor ruchu środkowego jest torem płaskim, leżącym 
w płaszczyźnie przechodzącej przez środek; promienie wodzące, wy
chodzące ze środka, zakreślają w równych czasach równe pola.

Udowodnimy teraz twierdzenie odwrotne:

Jeżeli tor punktu jest płaski, a promienie wodzące, wychodzące 
z pewnego stałego punktu O (leżącego w płaszczyźnie toru), zakreślają 
w równych czasach równe pola, wówczas kierunek siły działającej 
przechodzi stale przez punkt O.

D ow ód. Obierzmy początek układu w O, zaś osie x ,y  w płasz
czyźnie ruchu. Punkt porusza się więc w płaszczyźnie xy. Ponieważ 
prędkość połowa jest stała, więc xy— y x =  const. Różniczkując obu
stronnie, dostaniemy x y —yx=Q , więc (m x)y— (my) .r= 0 , skąd

(3) P.xV PuX— 0.
Ponieważ ¿ =  0, więc Pt =  mż =  0. Biła P leży zatem w płasz

czyźnie xy\ na mocy (3) moment siły P  względem O jest zerem, 
więc kierunek siły P  przechodzi przez O, c. b. d. d.

Uwaga. Załóżmy, że prędkość połowa w ruchu środkowym 
jest zerem. Wtedy xy— y x =  0 lub (we współrzędnych biegunowych) 
r*<p=0. Wynika stąd, że albo jest stale r= 0 , t. zn. że punkt jest 
w spoczynku, albo jest stale ip=0 czyli <p=<p0= const, t. zn., ze punkt 
porusza się po prostej przechodzącej przez środek (i nachylonej do 
osi x pod kątem <p0).

A więc: jeżeli w ruchu środkowym prędkość połowa jest zerem, 
to punkt porusza się po prostej przechodzącej przez środek.

Jeżeli zaś założymy, że prędkość połowa jest różną od zera, 
to r2ip 4 = 0 , ozylj -r iji 0 .

A więc: jeżeli w ruchu środkowym prędkość połowa jest różna, 
od zera, to punkt nigdy nie przechodzi przez środek.



88 ROZDZIAŁ III. Dynamika punktu materialnego.

W zór B ineta . Punkt. A o masie m porusza się w środkowym 
polu sił w płaszczyźnie xy z prędkością połową różną od zera. Wpro
wadźmy współrzędne biegunowe r, tp. Oznaczmy przez P  rzut siły P  
na promień wodzący O A. Zatem Px=Pcos<p i PB= P  sin tp, więc 
Px cos tp P H sin tp—P, skąd

(4) P = m (*  cos 95+ y sin tp).

Ponieważ x = r  cos tp i y = r  sin y, więc (por. str. 47, wzór (2))

ós cosęs-fy sin tp — r — rip?,

skąd na mocy (4)
(5) P = m (r — r<pi).

Oznaczmy prędkość połową przez c. Z założenia jest i c 4= 0. 
Ponieważ we współrzędnych biegunowych prędkość połowa wynosi 

(str. 47), więc

(6 ) r2̂ =<■ czyli tp =  cjr2.

Przypuśćmy, że tor ma równanie r = f(rp). Zatem

(7) 
więc

(8)

dr _  dr dtp _  dr c _  d(l/r) 
dt dtp dt dtp r* dtp

dr dr dtp , d*(l/r) 1
r ~  dt ~  dtp dt = ~  *  d tf r*'

Ze wzoru (5) na mocy (6 ) i (8 ) otrzymujemy:

m ( _ c *  d*(l/r)
\ r2 dtp?

zatem

(I )
_  mc* /d*(l/r) 

r* \ dtp*

Wzór powyższy nosi nazwę wzoru Bineta.
Wzór ten z kształtu toru pozwala wyznaczyć siłę, działającą 

w ruchu środkowym. Na odwrót, znając siłę P  jako funkcję 
zmiennych r i tp, możemy wyznaczyć tor.
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$ 9. Ruchy planet. Praw a K eplera . Opierając się na obser
wacjach, podał Kepler następujące trzy prawa odnoszące się do 
ruchów planet:

1) Planety krążą po elipsach, w których ognisku znajduje się 
słońce.

i?) Promienie wodzące, wychodzące ze słońca zakreślają w rów
nych czasach równe pola.

3) Kwadraty czasów obiegu dwóch planet są do siebie w sto
sunku takim, jak trzecie potęgi ich średnich odległości od słońca 
(przyezem przez średnią odległość rozumie się połowę wielkiej osi 
elipsy, po której krąży planeta).

Trzecie prawo nie jest zupełnie ścisłe. Przyczynę tego poznamy 
później. Zauważmy jeszcze, że prawa Keplera mają charakter ściśle 
kinematyczny.

W niosk i z praw  K eplera . Z praw Keplera wyprowadził New
ton (przy pomocy dynamiki) prawo, określające siły, które wywołują 
ruch planet. Z pierwszych dwóch praw Keplera wynika mianowicie, że 
planety krążą po torach płaskich z prędkością połową stałą. Na mocy 
więc twierdzenia odwrotnego ze str. 87, siły działające na planety 
są siłami środkowymi, których kierunki przechodzą przez słońce.

Obierzmy w płaszczyźnie ruchu planety osie x, y, umieszczając 
początek układu w słońcu jako ognisku elipsy, po której planeta 
krąży. Za kierunek osi x  obierzmy kierunek wielkiej osi elipsy i na
dajmy osi x  taki zwrot, by środek elipsy leżał w części ujemnej 
osi x. Oznaczmy oś wielką elipsy przez 2«, oś małą przez 2b, a mi- 
mośród przez 2e. Równanie elipsy we współrzędnych biegunowych 
będzie wówczas miało postać

«(1—es)
( 1 ) “ 

gdzie

(2)

1 +£COS^

e \a* — ft*

Ze wzoru Bineta (str. 88, (I)) możemy otrzymać siłę, działającą
„  . . .  1 1+ecos© , ,na planetę. Mamy mianowicie na mocy (1) - =  __skąd

<P(l/r) ecosy 
o ( l —£*)’

(3)

a więc na mocy (2) i wzoru Bineta
nn?a 
bh* '
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Pole elipsy wynosi abrr, oznaczając przez T czas obiegu pla
nety, otrzymamy z uwagi na to, że j e jest prędkością połową, 
i  e =  abn/T, czyli c =  2abn/T. Na mocy zatem (3) dostaniemy

(4) 4 7i 2ma3 
r2! 2

Ponieważ P  <  0, więc siła jest skierowana ku słońcu.
Na mocy trzeciego prawa Keplera mamy dla dwóch planet 

T’- T j =  a%/d3, czyli a:ł/T2 =  a*/Tj. Iloraz an/T2 ma zatem stałą 
wartość dla wszystkich planet. Kładąc

( 5 )
otrzymamy z (4)

(6)

,i =  a3/T2,

P 4?t2 fi m

A więc: siła, pod której wpływem planeta się porusza, jest skie
rowana ku słońcu i wprost proporcjonalna (co do wielkości) do masy 
planety, a odwrotnie do kwadratu odległości od słońca.

Praw o ogó ln ego  ciążen ia . Wynik powyższy, wyprowadzony 
z praw Keplera, nasunął Newtonowi przypuszczenie, że siła działa
jąca na planetę pochodzi ze wzajemnego przyciągania się planety 
i słońca. Myśl tę uogólnił Newton w postaci prawa powszechnej 
grawitacji czyli ogólnego ciążenia:

Dwa jakiekolwiek punkty materialne przyciągają się z siłami, 
których wielkość jest wprost proporcjonalna do mas, a odwrotnie do 
kwadratu odległości tych punktów.

Według prawa akcji i reakcji, siły, z jakimi się punkty ma
terialne przyciągają, są co do wielkości równe, przeciwnie skiero
wane i działają wzdłuż prostej łączącej te punkty. Oznaczając przez 
Wj i m, masy punktów, przez r ich odległość, a przez P  wielkość 
siły, z jaką się przyciągają, otrzymamy więc

gdzie K  jest pewną stalą, t.zw. stałą ciążenia, zależną tylko od jedno
stek długości, masy i czasu.

Z równania (I) mamy l \ = P r - j zatem [/v ]=[P][r]2/[w1][»t2], 
więc [A 'J  =  L'M 'T ł. Pomiary okazały, że w układzie cgs:

K =  (>,(). 10 "cm8 g 1 sek -.
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Stałą ciążenia można zmierzyć przy pomocy t.zw. wagi Jolly'ego. 
Jest to waga, która po jednej stronie ma dwie szalki, górną i dolną, 
a po drugiej jedną. Ciało a o masie m 
kładziemy na szalce górnej i równoważymy 
je na szali przeciwnej ciężarkiem o masie m.
Ciało a przenosimy następnie na szalkę 
dolną; równowaga nie zostanie przez to 
zachwiana. Jeżeli jednak pod szalkę dolną 
podstawimy ciało b o masie M, waga się 
przechyli. Żeby równowagę przywrócić, 
musimy do ciężarka m dołożyć ciężarek o masie ¡i.

W  doświadczeniu ciało b było kulą ołowianą. Ponieważ, jak 
można okazać, kula jednorodna przyciąga punkt materialny poło
żony zewnątrz tak, jak gdyby jej całkowita masa była skupiona 
w środku, więc oznaczając przez r odległość środka kuli od ciała a, 
mamy Km Mjr1 =  czyli

K  — ygr2\mM.

Masa ziem i. Można okazać, że kula złożona z warstw współ- 
środkowych o gęstości stałej przyciąga punkt położony zewnątrz 
tak, jak gdyby cała jej masa skupiona była w środku kuli. Przyj
mując, że ziemia spełnia powyższe założenie, i oznaczając przez M 
masę ziemi, przez R jej promień, a przez Q ciężar ciała o masie m 
(na powierzchni ziemi), otrzymamy Q =Km M IR2. Ponieważ Q=mg, 
więc mg=KmM\R*, czyli
(7) M =  gR*IK.

Przyjmując </=9,81m -sek2, # = 6 3 0 0 km, # = 6 ,6 .1 0 -tłcm3g 'sek -*, 
otrzymamy (po zamianie m i km na cm)

J /= 6 .1027 g.

Gęstość ziemi otrzymujemy ze wzoru

q — M/% R2ti =  3<//4 KR 7i =  5,6 g cm- *.

R ów n an ie  K ep lera . Zajmiemy się teraz wyznaczaniem po
łożenia planety w dhnej chwili czasu. Obierzmy układ współrzędnych 
w płaszczyźnie ruchu planety, jak na str. 89. Elipsa, po której 
krąży planeta, ma we współrzędnych prostokątnych równanie

(x +  e)2/«2+ ?/2/ó2 =  1.
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Wprowadźmy kąt pomocniczy u, określony przez równania:
(II) (x+ e)la  =  cos u, yjb =  sin u.

K ą t  u n a z y w a m y  anomalią mimośrodową.

Równania (II) określają kąt u jednoznacznie. Z (II) dostajemy: 
x  =  a (cos u— e/a), y =  b sin «.

Podstawiając e=? e/a, b = a \ l—e2, otrzymujemy stąd:

(8) *=a(coBW— e), y = a \ l—ê  sin « .

Promień r otrzymujemy z równania

r2 =  ** +  y2 =  «*(1—e cos «)*.
Z a te m

( I I I )  r =  a ( l — e cos u).

K ą t  q>, ja k i r  tw o rz y  z osią x , n a z y w a m y  anomalią prawdziwą.

Z  ró w n an ia elip sy w e w spółrzędn ych b iegu n o w ych  (str. 89, ( 1))  
do stan iem y r e c o s ę > = a ( l — e2)— r , w ięc

r e ( l  +  cosę>) =  ( 1 — e) [ a ( l  +  e)— r],

skąd n a m o cy  ( I I I ) ,  r ( l  +  cosę>) =  a ( l — e) ( 1  +  cos u). Pon iew aż

1  +  cos ę> =  2  cos2 ~r i 1 +  cos «  =  2  cos2 ^ , w ięc
A A

(IV) ]fr cos Ę- =  ^ a (l— e)cos^  i podobnie \rsin - =  |^o(l+ e) sinA A  A A
stąd

(V)

Wzory (IV) i (V) wyznaczają jednoznacznie <p przy pomocy u.

Przypuśćmy, że w chwili t= 0  jest « =  O, a więc <p= 0. Pole 
elipsy wynosi abn. Jeżeli T oznacza czas obiegu planety, wówczas 
prędkość połowa wynosi abn/T. Promień wodzący zakreśli więc

abnw czasie od 0 do t pole ^ t. Pole to możemy również przedstawić 

w postaci całki

abn
“ i\ f ' ’**■(9)
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Bóżniczkując (V), otrzymamy — =  \/\ e . Na
cos* f  r 1 — « cos* I

mocy więc (IV) dę> =  | /~~^ ^  du =  c du. Podstawiając______ U

w (9) otrzymamy ^ r i== - ^ —— j'rd u , skąd na mocy (III),
ó

i =  — —— (w—esinu). Stąd z uwagi na to, że a*| l̂—e*= ab, 

dostaniemy
(VI) m — esinu =  2 irf/T.

Wyrażenie 2Jtl/T nazywamy anomalią średnią.
Bównanie (VI) nosi nazwę równania Keplera.
Przy pomocy równania Keplera możemy dla każdej chwili t 

wyznaczyć u, a następnie przy pomocy równań (III), (IV), (V) pro
mień r i kąt <p. Astronomia podaje liczne metody rozwiązywania 
równania Keplera.

W  astronomii anomalię mimośrodową u oznacza się zazwyczaj literą E , 
anomalię prawdziwą <p literą V , a anomalię średnią 2nt/T literą 2f.

§ 10. Praca. Przypuśćmy, że punkt materialny przesunął się 
z punktu A  do B i że podczas tego przesunięcia działała nań 
(oprócz być może innych sił) siła P.

Siła stała. Załóżmy, że siła P, działająca na punkt materialny 
podczas jego ruchu od A  do B, była stała co do wielkości, kierunku 
i zwrotu (choć ruch mógł się odbywać po linii krzywej).

Pracą siły P na przesunięciu AB  nazywamy iloczyn skalarowy

P A B .

Jeżeli więc pracę oznaczymy przez L, to

(I) L =  P A B .

Niechaj a będzie kątem zawartym między P  i AB. Zatem

(II) L  =  |P1 • \AB\ cos a.
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Praca może być liczbą dodatnią, ujemną lub zerem. Praca 
siły P jest zerem, jeżeli P = 0  lub A B = 0 (t. zn. gdy nie ma prze
sunięcia) lub jeżeli a =  tt/2 (t. zn. gdy siła jest prostopadła do prze
sunięcia). Jeżeli P^O » A B ^ O  i cosa^ O  to praca jest liczbą do
datnią lub ujemną, zależnie od tego czy a jest kątem ostrym czy 
rozwartym.

Jeżeli a =  0 lub a =  n (t. zn. jeżeli siła ma kierunek przesunię
cia), mamy

L =  ±\F\.\AB\,

przyczem znak zależy od tego, czy siła i przesunięcie mają zwroty 
zgodne czy przeciwne.

Z twierdzeń o iloczynie skalarowym (rozdz. I, str. 7) wynika, że 
praca siły P na przesunięciu AB  równa się iloczynowi przesunięcia 
i rzutu siły na kierunek przesunięcia łub iloczynowi siły i rzutu 
przesunięcia na kierunek siły.

Należy zwrócić uwagę, że —według określenia — praca nie zależy 
od czasu, w jakim punkt materialny przesunął się od A do B. •

• Oznaczmy rzuty przesunięcia AB  na osie układu przez Ax, Ay, Az. 
Na mocy więc (I)

(1)  ̂ L =  PxA x +  P„Ay +  PzAz.

Jeżeli punkt A  ma współrzędne x0, y0, z0, zaś B xlt yv zv  to 
Ax =  xx— x0 i t. d. Zatem

(2) L =  Px(x1— x0) +  P y ^ — y0) +  Pz(zt— z0).

Siła zm ienna. Załóżmy teraz, że punkt porusza się po krzy
wej C określonej parametrycznie przez funkcje:

(3) x = f ( o ) ,  y =  <p(cr), z=:yj(a) (ct' < ct< ct").

Przypuśćmy przytem, że jeżeli <  o2, to położenie punktu 
odpowiadające wartości ol jest wcześniejsze od położenia odpowia
dającego wartości o-2.

Załóżmy dalej, że na punkt działa siła zmienna P, której 
rzuty w dowolnym punkcie toru o współrzędnych x, y, z dane są 
przez funkcje:

Px =  F (x ,y ,z ) , P y = 0 (x ,y ,z ) ,  Pz= 'P (x ,y ,z ) .(4)
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O funkcjach F, 0 , 0  zakładamy oczywi
ście, że są określone w każdym punkcie toru.
Utwórzmy dowolny podział b odcinka a'a" 
przy pomocy punktów a'—a0,a l, . . . ,a „=a ".
Niechaj tym wartościom parametru a odpo
wiadają na krzywej C punkty:

Vo, ~o)> -4i(.rj, //i, A„(xni y,n z„) =  A .
Na mocy (3) jest:

(5) Xi =  /(o>), Zi=v(oi) dla i = 0 ,1 , n.
Połóżmy:

(6) Ax. =  x.+i—x., Ayt= y i+ —yn Azt =  zl+i— si (t=Of l,...,H —1).
Oznaczmy wreszcie przez P„, P „ P„ siły działające w punk

tach A n, A v A „. Na mocy (4) jest:
(7) P.x =  F (x„ i/., z l), P.u =  0(xit y., zt), Pit - 'P(x., y., z.).■

Gdyby siła P  na przesunięciach A 0AV .4,-4.,, ... była stała 
i odpowiednio równa Po, Px, - ,  to prace na poszczególnych prze
sunięciach wyrażałyby się wzorami:

L^—PuxAx%\ -f- Pui/Ai/u +  P»¡Az»,
L\=P\xAx\ -f- P \ijA\j\ P\zAz\,

Kładąc 1/ =  L0 +  Z, +  ..., otrzymamy więc

(8) . L ’ =  " ¿ {P ixAx, +  P ^ y ,  +  P „**>)-
i o

Wyrażenie stojące po prawej stronie powyższej równości zależy 
oczywiście od podziału b odcinka

Jeżeli L' dąży do pewnej granicy dla każdego ciągu normal
nego1) podziałów {Ó*} odcinka a'a", to granicę tę nazywamy pracą 
siły P po krzywej (1 (albo wzdłuż krzywej V).

Wyrażenie (8) możemy więc uważać za wartość przybliżoną 
pracy L siły P.

Granicą wyrażenia (8) jest tak zwana całka krzywolinijna2) 
po krzywej C:
(III) L = f ( P x d x+  P„ dy +  Pz dz).

*) t. j. takiego, w którym długość największego odcinka podziału dąży do 
zera. Por. S. B anach, Rachunek różniczkowy i całkowy, T. II, Lwów, str. 69.

2) tamże, str. 187 i 196.
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Całkę krzywolinijną możemy zamienić na zwyczajną całkę 
oznaczoną, wyrażając zmienne x, y, z funkcjami (3) przy pomocy 
parametru a. Otrzymamy wówczas

o"

L =  J [P*/'(<x) +  Py <p'{a) +  PzV(o)] da,

gdzie Px =  F(1(a),<p(o),rp(o)), PH =  0(/(<r), <p(o), yĄo)) i t. d. Jeżeli 
w szczególności a oznacza czas i, wówczas f'(a)=x, <p'(o)=y, y>'(a)=ż. 
Zatem

r
(IV) L  =  f [ P * i +  P „y+ P £ \  dt.

f
Ponieważ x,y,ż  są rzutapii prędkości v, więc P^k+Pyy-\-P^—Pv. 

Zatem
r

(V) L — f {P v )  dt.
r

Uwaga. Wzór (III) jest słuszny, gdy położenia punktu rucho
mego na krzywej następują po sobie w porządku, który odpowiada 
wzrostowi parametru a. Jeżeli jednak jest przeciwnie, t. zn. jeżeli 
ai >  CT2, to położenie odpowiadające ax jest późniejsze od położenia 
odpowiadającego a2 i wówczas należy we wzorze (III) zamiast 
dx,dy,dz  podstawić — d x ,— d y ,— dz. Otrzymamy wtedy

L —— f  (Pxd x + P gdy +  P xdz).
c

Jeżeli więc punkt materialny poruszał się po krzywej C od A' 
do A "  i siła P  wykonała pracę L, to gdy punkt poruszać się bę
dzie po krzywej C od A "  do A ' (przyczem położenia będą nastę
powały po sobie w porządku odwrotnym niż poprzednio), ta sama 
siła P  wykona pracę —L.

P ra ca  sum y sił. Przypuśćmy, że punkt materialny, poru
szając się po krzywej (7, był pod działaniem dwóch sił P  i Q- Po
łóżmy jB = P + ę . Oznaczmy przez L  pracę siły R, przez L' pracę
siły P  i przez L "  pracę siły Q. Wówczas L = J  (R ^ + R gd y+ R zd z)—

c
= fi{P *+ Q *)d x+ (P y+ Q „)d y+  (Pz+Q z)d z]= j\ P xd x+ P „d y+ P zdz)+

c c
+ f\Qxdx+Qgd y+Q xdz)=L ’+ L " ,  a więc 

c
(VI) L = L '+ L " .
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Możemy zatem powiedzieć, że praca sumy dwóch (lub kilku) 
sil na pewnej krzyicej równa się sumie prac poszczególnych sil na tej 
krzywej.

W ym iar i jed n ostk i pracy . Na mocy (II), str. 93, mamy 
[praca] =  [siła]-[droga] = L M T  lL, a więc

[praca] =  L2M T~l.
Jednostką pracy w układzie cgs jest erg. Jest to praca, jaką 

wykona siła 1 dyn na drodze 1 cm. Zatem
erg = cm 2 gsek 2.

Większą jednostką jest Joule (J)=10Terg. W układzie technicz
nym jednostką pracy jest kilogramometr (kgm). Jest to praca siły 
Ikg na drodze lm . Ponieważ 1 kg (siły)=981000dyn, a lm =100cm , 
więc

kgm =  9,81 107 erg =  9,81 J.

§ 11. P ole  sił p oten cja ln e . Obszar D nazwaliśmy (str. 78) 
polem sil, jeżeli na punkt materialny, gdziekolwiek w obszarze D 
umieszczony, działa siła zależna tylko od położenia tego punktu. 

Pole sił jest określone przez podanie funkcyj:
(1) Px = F ( jc, y, z), P ,,=  0 (x , y, z), Px= 'F (x , y, z),
które wyznaczają rzuty siły działającej P  w punkcie o współrzę
dnych X, y, z.

N atężen ie poła. Może się zdarzyć, że siła P  jest proporcjo
nalna do masy m punktu materialnego. Wówczas siłę działającą na 
jednostkę masy (t.j. siłę P/m) w pewnym punkcie pola nazywamy 
natężeniem pola w tym punkcie.

Przykładem takiegp pola jest pole grawitacyjne ziemskie. 
Ciężar ciała jest proporcjonalny do masy ciała. Na powierzchni 
ziemi natężenie pola jest co do wielkości równe g (przyśpieszeniu 
ziemskiemu).

L inie sił. Na specjalną uwagę zasługują pewne krzywe w polu 
sił, zwane liniami sil. Są to krzywe o tej własności, że styczna w do
wolnym punkcie ma kierunek siły działającej w tym punkcie. 
Np. w polu grawitacyjnym ziemskim liniami sił są linie pionowe. 
Linie sił są określone układem równań różniczkowych:

(2) dx/Px =  dy/P„ =  dzjPz.
S. Banach. Mechanika. 7
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O kreślenie pola  p o ten c ja ln eg o . Gdy w polu sił punkt 
materialny przesunie się od punktu A do punktu B po jakimś luku A B, 
wówczas praca siły działającej P  (str. 95, (III)) wynosi

(I) L dx-\-P№dy +  Pzdz).
A d

Praca zależeć będzie na ogól nie tylko od punktów A  i B, lecz 
także od przebytej drogi, t. j. od luku AB. W mechanice ważną rolę 
odgrywają pola, w których praca zależy tylko od punktów A i B, 
a nie zależy od luku AB. Jeżeli więc w takim polu punkt materialny 
przesuwać się będzie od A do B po rozmaitych torach, to siła P  
wykona zawsze tę samą pracę. Pola takie nazywamy polami po
tencjalnymi lub zachowawczymi (konserwatywnymi).

A więc: polem potencjalnym jest takie pole sil, w którym praca nie 
zależy od drogi przejścia, lecz tylko od punktu początkowego i końcowego.

Jeżeli w polu potencjalnym punkt odbył drogę zamkniętą 
(czyli wyszedł z punktu A i powrócił do A), to praca wykonana 
wzdłuż tej drogi jest zerem. Praca bowiem w polu potencjalnym 
zależy tylko od punktu początkowego i końcowego, więc jeśli się 
one pokrywają, to praca jest taka, jak gdyby punkt wogóle się 
nie poruszył.

Na odwrót, jeżeli pole sił ma tę własność, że praca po każdej dro
dze zamkniętej jest zerem, to pole jest polem potencjalnym. Obierzmy 

bowiem dwa dowolne punkty A, B i łuki A MB, ANB.
.—^ Oznaczmy przez L' pracę na luku A MB, a przez L "  

y  J  na luku ANB. Praca po linii zamkniętej A MBNA 
/  y  jest wedle założenia zerem. Pracę tą można przedstawić 

L— /  jako sumę prac: od A do B po luku AM B  i od B
do A  po luku BN A. Ponieważ praca po luku BN A 

równa się —L "  więc L '+ (—L " ) = 0, skąd L'=L". Zatem praca 
po obu lukach jest ta sama.

Możemy więc powiedzieć, że na to aby pole sil było polem po
tencjalnym, potrzeba i wystarcza, by praca po wszelkiej Unii zamkniętej 
była w nim zerem.

P oten cja ł. Obierzmy dowolny układ współrzędnych (x,y,z) 
i punkt A w polu potencjalnym. Jeżeli będziemy uważać punkt A 
za stały, to praca LAH, gdzie B jest dowolnym punktem pola, będzie
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zależeć tylko od współrzędnych x, y, z punktu B. Zatem praca LAr 
będzie funkcją współrzędnych x ,y , z. Oznaczając tę funkcję przez
V (x, y. z), otrzymamy

(3) Lab =  V (x, y, z).

Funkcję V(x, y, z) nazywamy funkcją sił albo 
potencjałem.

Weźmy pod uwagę jakiś punkt B' o  współ
rzędnych x', y', z'. Praca po dowolnej linii ABB'A  
jest zerem. Zatem LAB +  J W  + L B'a =  0. Lecz 
Lb a— — LAB’ — — V (x ', y', z'). Więc na mocy (3) 
V (x, y, z )+ L BB—  V (x ’, y', z ' )= 0, skąd

(II) LBB' =  V(x', y', z') — V(x, y, z).

Wzór (II) możemy wypowiedzieć, jak następuje:

Przy przejściu od jednego punktu do drugiego praca równa się 
różnicy potencjałów w tych punktach.

Potencjał określiliśmy w zależności od obioru punktu A. Gdy
byśmy obrali inny punkt A'(x', y ’ , z'), to potencjał wyraziłby się 
inną funkcją V '(x, y, z). Ponieważ na mocy określenia potencjału 
mamy dla dowolnego punktu B (x, y, z)

V'(x, y, z ) = L A’B =  V (x , y, z) — V (x', y', z'),
więc

v (x , y, z)— V' (x , y ,z )= V (x \  y,' z') =  const.

A więc różnica obu funkcyj V i V' jest stała. Widzimy stąd, 
że w polu sił potencjał jest funkcją określoną tylko po za pewną 
stałą (podobnie jak całka nieoznaczona). Stała ta jednak, jak wska
zuje wzór (II), nie gra roli, ponieważ na wielkość pracy wpływa 
jedynie różnica potencjałów w dwóch punktach.

W ym iar p o te n c ja łu . Ponieważ na mocy określenia potencjał 
równa się pracy, więc wymiar potencjału jest taki, jak wymiar 
pracy. Zatem

[potencjał] =  I?M T  -.

Jednostki pracy są również jednostkami potencjału.
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Z w iązek  m iędzy  siłą  a p o ten cja łem . Przesuńmy punkt 
materialny z punktu A (x0, y, z) do punktu B(x, y, z) po prostej 
równoległej do osi x. Praca wynosi więc na mocy (I) i (II):

LAb =  V(x, y, z) — V (x0, y, z) lub Lab =  I (Pxdx+P„dy +  P zdz).
A B

Ponieważ punkt przesunął się po prostej równoległej do osi x f
• *

więc dy—0 i dz=  0. Zatem LAb =  f P xdx =  f*Pxdx, skąd
A B

a
V (x, y, z) — V (x0, y , z) =  /  Pxdx.

■*«
Tworząc pochodną cząstkową względem x, dostaniemy 3V/3x=Px; 
analogiczne wzory otrzymamy dla pozostałych pochodnych cząst
kowych.

A więc: pochodne cząstkowe potencjału równają się odpowiednio 
rzutom siły na osie układu, t. j.

3V(III) 3F =  P  3x x’
dV =  P  
9y 3z =  P*.

Na odwrót, jeżeli założymy, że w danym polu sił istnieje funk
cja V spełniająca związki (III), wówczas pole jest polem potencjal
nym. Niech bowiem pewna funkcja V spełnia związki (III). Zatem, 
praca od punktu A (x l,y l,z l) do punktu B (x2,y 2, z2) po dowolnym 
luku AB  wynosi:

/ rt3V ' 3V 3V \
(Pxd x + P ydy +  P zdz) =  J  [ - ¿ d x + 2y dy +  Jz dzj-

A B  A B

Ponieważ wyrażenie zawarte w nawiasie ostatniej całki jest 
różniczką zupełną dV, więo otrzymujemy wzór

(4) Lab — /  dV — I (x2, y2, z2) 1 (®i> y lt zt),

wyrażający, że praca nie zależy od drogi, lecz tylko od punktu po
czątkowego i końcowego. Na mocy (4) funkcja V jest tedy potencjałem.

A więc: jeżełi dla poła sił istnieje funkcja V spełniająca równa
nia (III), wówczas to połę sił jest potem potencjalnym, zaś funkcja V 
jest potencjałem.
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P ow ierzch n ie  p o ten c ja ln e . Gdy c jest dowolną stalą, po
wierzchnię określoną równaniem

(5) V (x ,y ,z )= c

nazywamy powierzchnią potencjalną.

A więc: powierzchnia potencjalna jest to taka powierzchnia, na 
której potencjał ma wartość stalą.

W  geometrii różniczkowej dowodzi się, że dostawy kierunkowe 
cosa, cos/?, cosy normalnej do powierzchni (5) w punkcie (x ,y ,z ) 
spełniają warunki:

r . 3V 3V 3Vcosa : cos/?: cosy =  : -*->dX Sy c/Z

skąd na mocy (III) str. 100,

cos a : cos /?: cos y =  P x : P„ : P z.

Ponieważ dostawy kierunkowe cosa', cos/?', cosy' siły P  speł
niają podobne warunki: cosa ': cos/3': cosy' — Px :P y :P 2, więc siła P  
ma kierunek normalny do powierzchni potencjalnej.

A zatem: w każdym punkcie powierzchni potencjalnej siła dzia
łająca jest prostopadła do tej powierzchni. Wynika stąd, że linie sil 
są prostopadle do powierzchni potencjalnych.

Obierzmy dwie powierzchnie potencjalne 8  i 8', dość bliskie, 
o potencjałach c i c', gdzie ć  > c .  Z dowolnego 
punktu A powierzchni 8  wykreślmy normalną do 
tej powierzchni aż do przecięcia A' z powierz^ 
chnią S'.

Praca przy przesunięciu od A do A ' wynosi 
LAa- — ć —c >  0. Ponieważ praca jest dodatnia, 
więc siła P ma zwrot przesunięcia A A '.

A więc: siła zwrócona jest względem powierzchni potencjalnej 
w stronę wzrostu potencjału.

W przybliżeniu mamy A A '= c '— c czyli |P|=(c'—c)/AA'.

A więc: na jednej i tej samej powierzchni potencjalnej siła jest 
w przybliżeniu odwrotnie proporcjonalna do odcinka normalnej, za
wartego między tą pou erzchnią a powierzchnią potencjalną dość bliską.



H 2 .  P rzyk ła d y  p ó l p o ten cja ln y ch . Rozpatrzymy obecnie 
kilka rodzajów pól potencjalnych, z którymi często mamy do czy
nienia w praktyce.

P o le  stałe. Jeżeli siła P jest w pewnym polu stała co do 
wielkości, kierunku i zwrotu, to pole takie nazywamy polem stałym.

Pole grawitacyjne ziemskie w małym otoczeniu danego punktu 
na ziemi jest polem stałym.

Obierzmy układ współrzędnych (x , y, z), nadając osi 2 kierunek 
siły P, zwrot zaś przeciwny. Kładąc |P| =  mg, otrzymamy

Px =  0 , P„ =  0 , P* =  —mg.
Łatwo sprawdzić, że funkcja

F =  — mgz
jest potencjałem. Mamy bowiem

9V/9x =  0 =  PX, 9V/9y — 0 =  Ptf, 9 V ¡9z =  — mg =  P*.
A więc: pole stałe jest polem potencjalnym.
Praca od punktu A (x1,y 1)Z1) do punktu B(x2, y2, z2) po do

wolnej drodze wynosi L a b  =  — mgz2 — ( — mgz )̂, więc
(1) LAb=  mg(z1 — z2).

Przy założeniu, że siła P jest siłą ciężkości, jasnym jest, że 
zt— za= h  jest różnicą poziomów, na których znajdują się punkty A 
i B. Kładąc więc \P\ =  Q=mg, otrzymamy

Lab =  Qh-
Powierzchnia potencjalna ma równanie V =  const., zatem 

— mgz — const. czyli z — const. A więc powierzchniami potencjal
nymi są płaszczyzny poziome (t. j. prostopadłe do kierunku siły). 
Ponieważ linie sił są prostopadłe do powierzchni potencjalnych, więc 
liniami sił są proste równoległe do osi z, t. j. linie pionowe.

P ole  środkow e czyli centralne. Jeżeli w polu sił kierunek 
siły przechodzi zawsze przez pewien stały punkt O, to pole nazywa 
się środkowym lub centralnym, a sam punkt O środkiem pola (str. 86).

Załóżmy, że w danym polu środkowym wielkość siły w do
wolnym punkcie A zależy tylko od odległości r punktu A  od 
środka O. Oznaczmy przez P rzut siły P działającej w A na 
kierunek O A. Zatem P jest funkcją r. Połóżmy

P =  /(»•).
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Obierzmy początek układu współrzędnych w O. Oznaczając 
przez x,y, z współrzędne punktu A, a przez «kąt, jaki O A tworzy 
z osią x, otrzymamy cos a =  xtr. Zatem

(2) P v= P c o s « = P -  i podobnie P „ = P ^ ,  Pt= P - -r r t.

Połóżmy V =  j  Pdr— I f(r)dr. Ponieważ r — \tr2+?/2—i2, więc 
3r\2x—xjr, 2r/2y—y/r i 2r/2z—z/r. Zatem

3F dV 2r ,x  „ x 
c X

K  .iL = f,r)- ==p - =P
dr 3x n ' r  r '

i analogicznie ^  =  Pin =  Pz. Pole nasze jest ^  o
c y  oZ ’ *

więc polem potencjalnym i funkcja V jest potencjałem.
A więc: pole środkowe, w którym siła zależy tylko od. odległości 

punktu od środka, jest polem potencjalnym i potencjał wyraża się wzorem

(3) V — j  Pdr.

Ponieważ potencjał w punkcie A jest funkcją odległości r  
punktu A od środka O, więc na kulach o środku O potencjał ma 
wartość stałą. Powierzchniami potencjalnymi będą więc tutaj kule 
o środku O. Liniami sił są oczywiście proste przechodzące przez 
punkt O.

P o le  g ra w ita cy jn e  N ew ton ow sk ie . Przypuśćmy, że punkt 
o masie m jest przyciągany z siłą P przez stały punkt o masie M 
według prawa ciążenia Newtona (str. 90, (I)), t. zn. że

|P| =  Km M/r2.
Ponieważ siła' skierowana jest ku punktowi M, więc pole jest 

polem środkowym* którego środkiem jest punkt M. Zatem, wedle’ 
określenia liczby P, P =  — KmM/r2.

Mamy V — I P d r— — j  KmM dr/r2. Zatem

(4) V =  KmM/r.
A więc praca po dowolnym luku A 'A wynosi LAA = KmM (1/r—1/r'), 

gdzie r i r‘ oznaczają odległości punktów A i A ' od środka. Jeżeli 
w szczególności punkt A ' obierzemy w nieskończoności czyli po
łożymy r '=  3o, to otrzymamy
(5) L^a =  KmM/r =  V.
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A więc: w polu grawitacyjnym Newtonowskim potencjał w punk
cie A równa się pracy, jaką wykonałaby siła P, sprowadzając punkt 
materialny z nieskończoności do A.

P ole  osiow e. Pole sił o tej własności, że w każdym punkcie 
pola kierunek siły przecina pod kątem prostym pewną stałą prostą i, 
nazywamy polem osiowym, a prostą l nazywamy osią pola.

Załóżmy, że wielkość siły P, działającej w dowolnym punkcie A, 
zależy tylko od odległości r punktu A od osi pola. Połóżmy P =  — |P| 
lub P=\P\ zależnie od tego, czy siła P  ma zwrot ku osi l czy prze
ciwnie. Ponieważ wielkość siły P  jest funkcją r (t. j. odległości 
punktu A od osi l), więc możemy napisać

P =  f(r).

Obierzmy układ współrzędnych, przyjmując oś pola za oś z. 
Łatwo zauważyć, że rzuty siły P  działającej w punkcie A (x, y, z)

Xz wynoszą Px= P  —, P„ =  P -  i P , =  0, gdzie

P

,y

r =  \xl+ y 2. Połóżmy

V =  f  Pdr =  / 'f(r)dr.

Zatem 3F Px. Podobnie 2F
Sy

waż F nie zależy od z (gdyż r nie zależy od z), więc

dV
dr S x ~  r =  Pu. Ponie- 

9V
3z =  0 = P Z.

Wynika stąd, że pole dane jest polem potencjalnym, zaś V 
jest potencjałem.

A więc: pole osiowe, w którym wielkość siły zależy tylko od odleg
łości punktu od osi, jest polem potencjalnym i potencjał wynosi

(6) V =  I  Pdr.

Łatwo zauważyć, że powierzchniami potencjalnymi są tutaj 
walce, których wspólną osią jest oś pola. Liniami sił są proste prze
cinające oś pola pod kątem prostym.

Jeżeli np. P —mofir (co stałe) wówczas F =  j  Pdr— f moflrdr,
więc F =  l ww2r !=  \ ma‘2(xz-\-y2). Powierzchnie potencjalne otrzy
mamy, kładąc F =  const., zatem '¡m(o2(x2 +  y2) =  const., więc 
**+  y2— const.; jest to równanie walca o osi z.
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¡Suma pól p o ten c ja ln y ch . Niechaj w pewnym obszarze D 
danych będzie kilka pól o siłach Px, P2, .... Pole w obszarze D 
o sile P = P 1+ P 2+ ... nazywa się sumą pól sił Pi, P . . .. .

Jeżeli pola sil P\i P î ••• są potencjalne, to — jak łatwo okazać — 
suma pól jest również polem potencjalnym, którego potencjał V równa 
się sumie potencjałów Fx, V2... poszczególnych pól.

3V 3V 3VPołóżmy bowiem V - V ,+ F2+ . . . . Mamy +  -=-?4- ...=
CX c X  ¿ X

3V 3VP, i analogicznie -j^  =  PH, ~ ^ = P Z. A więc=  P, +P-, +  ...
*.V 1 X  1

F jest potencjałem sumy danych pól.
Przypuśćmy lip., że punkt o masie m przyciągany jest wedle 

prawa Newtona przez dwa stałe punkty o masach mL i m.2 z si
łami P1 i P2. Siła więc wypadkowa będzie P = P 1+ P 2. Na str. 103 
wykazaliśmy, że siły P, i P2 mają potencjał.
Zatem wedle (4), str. 103, oznaczając przez rx, r2 
odległości punktu m od mx i m2, otrzymamy:

VX =  K mm i F, . mm 2
'1 '2

Silą P ma więc potencjał F =  Fx4- F2. Zatem V —

Podobnie, jeżeli punkt o masie m przyciągany jest wedle prawa 
New tona przez n punktów stałych o masach mu m2, ..., m,„ wówczas

ń>p> / / \// m,

(ml + a Vu + r j

(7)
,r (mx=  Km I—- \*i +  ̂  +  , +

m„\
u)'

gdzie rx, r2, ..., r„ oznaczają odpowiednio odległości punktu m od 
punktów7 w,, m2, ..., m„.

§ 13. Energia kinetyczna i potencjalna. Niech na punkt 
materialny A (x, y, z) o  masie m działa siła P. Zatem (str. 79, (I)):

mx =  P „  my =  Pu, mz — Pz.
Pomnóżmy obie strony pierwszego równania przez x, drugiego 

przez y, trzeciego przez ż i dodajmy następnie równania stronami. 
Otrzymamy
(1) m(xx + y y  +  zz) =  PJb +  P,,!t +  Pzż-

Oznaczmy przez c wartość bezwzględną prędkości punktu A. 
Zatem e2 =  i 2 +  y2 4- i2, skąd d(e2)/dt =  2 (xx +  yy 4- zz), a więc
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d(\mv2)!dt =  m(xx +  yy +  ¿z), Wstawiając to w równanie (1), 
otrzymamy

d( '¡mv2)ldt =  Px± +  Puy +  Ptż.

Całkując obustronnie (względem t) od chwili początkowej t0 
do chwili t, dostaniemy

(2) / ~  y } dt =- f i P * i + P » y + P j ] d t .
i„ »„

Niechaj v0 będzie wartością bezwzględną prędkości w chwili 
początkowej <0; lewa strona równania (2) wynosi więc \mv2— \mv\ 
a prawa strona równa się (str. 96, (IV)) pracy, jaką wykonała siła P 
w czasie od t0 do t. Oznaczmy tę pracę przez £ w. Eównanie (2) 
możemy więc napisać w postaci
(3 )  .j «№ * —  V m v l = L tJ.

Wyrażenie ¡mr2 nazywamy energią kinetyczną punktu.
Kładąc

(4 ) E  =  \mv2, E0=\m v\,

otrzymamy:
(I) E —E0 =  Lij.

A więc: przyrost energii kinetycznej w pewnym czasie równa się 
pracy siły działającej w tym czasie.

Twierdzenie to nosi nazwę zasady równowartości pracy i energii 
kinetycznej.

W szczególności, jeżeli praca siły P  jest stale zerem, to E—E0=  0 
czyli E = E 0, więc na mocy (4) v—v0. Punkt ma zatem wówczas 
prędkość stałą co do wielkości. Jeżeli więc siła jest np. stale prosto
padła do toru, to punkt porusza się ruchem jednostajnym. Przy
kładem jest ruch jednostajny punktu po kole pod wpływem siły 
stałej co do wielkości i skierowanej ku środkowi koła.

Niech teraz punkt porusza się w polu potencjalnym. Oznaczmy 
przez V i F0 potencjały jakie punkt posiada odpowiednio w chwi
lach t i t0. Zatem Ltj = V —1'0, skąd na mocy (I) E— E0=  F — Ir0 
czyli
(5) E — V = E 0 — V0.

Wyrażenie — F nazywamy energią potencjalną.
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Kładąc — V =  U i — V0=  UQ, otrzymamy 
(II) E +  U =  E0 +  F0 =  const.

Sumę energii kinetycznej i potencjalnej t. j. wyrażenie EĄ-TJ 
nazywamy energią całkowitą.

A więc: jeżeli punkt porusza się w polu potencjalnym, wówczas 
jego energia całkowita jest stała.

Twierdzenie powyższe nosi nazwę zasady zachowania energii 
całkowitej.

W ym iar en erg ii k in e ty czn e j i p o te n c ja ln e j Na mocy (4) 
jest [^7]=[w] [r8], więc

[energia kinetyczna] =  L1 M T
A zatem energia kinetyczna ma wymiar pracy. Jednostki pracy 

są więc również jednostkami energii kinetycznej.
Energia potencjalna ma na mocy określenia wymiar potencjału, 

zatem ma również wymiar pracy (str. 99).

$ 14. Ruch punktu przyciąganego przez masę nieru
chomą. R uch  po k rzyw ej rzędu dru g iego. Niech punkt ma
terialny A o masie m przyciągany będzie przez punkt nieruchomy 
o masie M z siłą P, działającą według prawa Newtona. Umieśćmy 
w punkcie M  początek O układu współrzędnych. Oznaczając (jak na 
str. 103) przez P  rzut siły na kierunek O A, otrzymamy

( 1 )

Oznaczając przez x, y, z współrzędne punktu A, otrzymamy
X 7)1 J / X(str. 103): P * = P - = — K -pr—-  i t. d. Równania ruchu punktu A 

są więc

(I) mx =
mM x-A —;---- »r2 r my = . .  m ili ?/— A —=- —» m z — — KrmM z

r
W naszym przypadku siła P ma potencjał V— Km Mjr 

(str. 103), zatem energia potencjalna f ' =  — Km Mjr. Na mocy 
zasady zachowania energii całkowitej łsmr2 — Km M r =  const., skąd 
kładąc y = K M ,

2/ir2=  —  +  h, gdzie li =  const.(2)
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Ponieważ w rozważanym przypadku ruch jest ruchem środko
wym (str. 8 6 ), więc tor jest płaski. Przyjmijmy więc, że ruch odbywa 
się w płaszczyźnie xy i że prędkość połowa jest różna od zera.

Ze wzoru Bineta (str. 8 8 , (I)) otrzymamy na mocy (1 )

KmM mc* |flf2(l/r) , 1]
1 ’ r2 -  r2 P +

a ponieważ K M —p, więc

(4) m i r )
dq?

1
r

Ł .
<*

Podstawmy w =l/r. Otrzymujemy

(5) ¿Pu ,
d fi+U =

Ł

Rozwiązaniem szczególnym powyższego równania jest M=/u/ca.

Rozwiązanie ogólne równania jednorodnego ^  +  w= 0  jest —  jak

rłatwo stwierdzić —  postaci « = a cos 99+  6 sin 9 . Ogólnym więc roz
wiązaniem równania (5) będzie

u — p\& +  a cos y +  b sin <p,

gdzie a i b są dowolnymi stałymi. Kładąc a=Q  cosę>0, b=Q sin <p0 
(gdzie g i <p0 są dowolnymi stałymi) i podstawiając z powrotem 
1  ¡r= u , otrzymamy rozwiązanie ogólne równania (4)

(6) 1/r =  /m/c2+ p cos (ę> —9P0).

Otóż ogólne równanie krzywej rzędu drugiego, gdy biegun jest 
w ognisku, ma kształt

r ^ p + p GOS

gdzie p jest parametrem, e mimośrodem, zaś <p0 kątem, jaki oś 
krzywej tworzy z osią układu. Równanie więc (6 ) jest równaniem 
krzywej rzędu drugiego. Z przyrównania dostajemy

(7) p =  c?lfi i e =  Q<?lfi.

Krzywa taka jest elipsą, hyperbolą lub parabolą, zależnie od 
tego czy e < l ,  £ >  1 lub e = l .  Aby rozpoznać rodzaj krzywej, 
musimy obliczyć stalą o. Wyznaczymy ją ze wzoru (2). Mamy
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v2= r2+ r2(p2. Ponieważ jest prędkością połową, więc \r=', r-rp czyli 

9>=c/r2; zatem (str. 88, wzór (7)) v2 =  c2{ ~ ^ j  +  ^- Na mocy (6) 

otrzymujemy tedy

(8) v2= ~ + 2 p g  cos (<p — <p0) +  c*g*.

Wyrażając r przez <p przy pomocy wzoru (6) i wstawiając we 
wzór (2), otrzymujemy v2=2p2jct-\-2pg cos (cp—<p0)-f h, skąd przez 
przyrównanie ze wzorem (8)

(9)
a więc na mocy (7)

-F ?
Zatem e = l zależnie od tego czy łt = 0. Kładąc t = i0, v =  v0, r= r0, 

otrzymujemy ze wzoru (2) /¡ =  r2— 2/ł/r0; zatem:
zależnie od tego czy ®2$2 /i/r0.

Wynika stąd, że rodzaj krzywej nie zależy od kierunku pręd
kości, lecz tylko od jej wielkości.

Rodzaj krzywej możemy więc wyznaczyć, znając jedno poło
żenie punktu i szybkość jego w tym położeniu.

Komety np. poruszają się w obrębie układu słonecznego pod wpływem 
przyciągania przez słońce, krążą więc (względem słońca) po krzywych rzędu 
drugiego.

Załóżmy obecnie, że punkt porusza się po elipsie o rów- 
1 1 enaniu - =  -  + - c o s  (<p— ę>0). Ze wzoru Bineta (3) dostaniemy

KMm — — rĄ  czyli K M  = — ■
p r 2 p

Niech a i b będą osiami

elipsy, zaś T czasem obiegu. Prędkość połowa będzie wówczas 
\c=ab7ilT. Ponieważ p — b2/a, więc K M = á n 2a3IT2, skąd 
(10) a3IT2 =  KM/łn2.

Wynika stąd, że stosunek a3jT2 zależy tylko od masy ciała przy
ciągającego, a nie od masy poruszającego się punktu.

Gdyby słońce było w spoczynku, to stosunek a3/ ! '2 byłby dla planet wiel
kością stałą (tak jak tego wymaga trzecie prawo Keplera). Słońce nie jest jednak 
w spoczynku, ponieważ jest przyciągane przez planety. Stąd pochodzą odchylenia 
od prawa Keplera.

Sprawą tą zajmiemy się później przy t. zw. zagadnieniu divóch ciał (rozdz. V).
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R uch  po lin ii p roste j. Zbadajmy jeszcze przypadek szcze
gólny, gdy prędkość połowa jest zerem. Ruch wtedy odbywa się 
po prostej przechodzącej przez środek pola, t. j. przez punkt M  
(str. 87). Ponieważ v oznacza wartość bezwzględną prędkości, więc

(11) o =  |ż|.

Przypuśćmy, że dla i=0 jest r=r0, v=v0. Z równości (2), str. 107,
wynika
(12) v2 =  2 tur~] +  h,
skąd
(13) h =  v0— 2{iťo •

Załóżmy, że w chwili początkowej < =  0 prędkość poruszającego 
się punktu zwrócona była od punktu M, czyli że punkt się oddalał. 
Dla <=0 jest więc r > 0 .

Rozpatrzymy dwa przypadki zależnie od tego, czy h ^ O , 
czy li <  0.

1°. h^  0. Na mocy (12) jest stale r2^2jur_1, więc w2 > 0 ; zatem 
stale v >  0. Wynika stąd, że punkt nigdy się nie zatrzyma i ciągle 
będzie oddalał się od M. Będzie więc stale r> 0 , skąd na mocy (11) 
v—r przez cały czas ruchu. Z (12) otrzymujemy

(14) r =  v =  \'2 +  h czyli dr/\2fj.r~l +  h =  dt.

Zatem

(15) J w 0 m = ur„
Z równości powyższej wynika, że gdy t dąży do oo, r także 

dąży do oo, a więc punkt oddala się do nieskończoności.
2°. h < 0. W tym przypadku istnieje takie r = r lt dla którego v= 0 . 

Wartość rx otrzymamy z (12), kładąc » = 0  i r ~ r v Dostaniemy
(16) rl =  — 2fj./h.

Łatwo okazać, że r, >  r0. Mamy bowiem 2 [i> 2 [i — r0»2=  
=  >\,(2,ur~'— t-2) =  r j  — h). Ponieważ h < 0, więc — 2^/ft>r0, zatem 
na mocy (16) jest r1> r c.

Na początku ruchu, dopóki r < r u punkt będzie się więc od
dalał od M. W tym okresie będzie więc stale r> 0 , zatem na 
mocy (11) r=  v i wskutek tego będą zachodziły wzory (14) i (15).
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Podstawiając we wzorze (15) zamiast górnej granicy całkowa
nia r wartość r„ otrzymamy chwilę dla której *•= r,. Zatem

f  »  ...
J  ' +  h *rn

Dla t = t 1 będziemy mieli e= 0 , a dla O t ,  punkt będzie się 
z powrotem zbliżał do M.

Przyjmując, że ziemia jest kulą złożoną z warstw jednorod
nych (t. j. o stałej gęstości), współśrodkowyeh, można okazać, że 
ziemia przyciąga punkt materialny ze
wnętrzny tak, jak gdyby cala masa ziemi 
skupiona była w jej środku 0. Otrzymane 
wyniki możemy więc stosować do ruchu 
ciał przyciąganych przez ziemię, oznaczając 
przez M masę ziemi (skupioną w jej środku 0) i zakładając, że po
czątek układu znajduje się w punkcie 0, zaś poruszający się punkt 
materialny nad powierzchnią ziemi, t. zn. że r^s/i*, gdzie R jest 
promieniem ziemi.

P rzy k ła d .  Załóżmy, że punkt materialny został wyrzucony 
z powierzchni ziemi pionowo do góry z prędkością v0. Zatem ru—R 
i na mocy (13) 7i=»2— 2 p R ' .  Ze wzoru (7) str. 91, wynika, że 
p = K M  =()R2, gdzie <j oznacza przyśpieszenie ziemskie. Zatem

h =  vl— 2(jR.
Jeżeli v0<\'2gR, to h <  0, a więc punkt spadnie z powrotem 

na ziemię. Jeżeli natomiast v0^ [2 ( jR ,  to 0, a więc punkt nie 
powróci więcej na ziemię.

Przyjmując 12 =  6300kni, </ =  9,81 m-sek “ 2, otrzymamy [2 y l l—12km-sek- '. 
Zatem, jeżeli ciało wyrzucimy w górę z prędkością i;0> 1 2  km-sek *, to nie spadnie 
nigdy z powrotem na ziemię. Wynik ten nie uwzględnia jednak oporu powietrza.

§ 15. R uch  harm oniczny. R uch harm on iczn y  prosty . 
Niech w polu środkowym na punkt materialny o masie m działa 
siła P, skierowana stale ku środkowi 0  i której wielkość jest pro
porcjonalna do odległości punktu od O.

Siłę P  nazywamy wówczas -siłą sprężystą.
Załóżmy na razie, że punkt porusza się po osi x, której O 

jest początkiem. Oznaczając przez ./; współrzędną punktu m, zaś 
przez P  współrzędną siły, będziemy więc mieli
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(1) P = - X 2x,
gdzie X2 jest współczynnikiem proporcjonalności. Zatem mx = — X2x. 
Kładąc fc2=A2/m, otrzymamy x  =  — k2x  czyli
(2) ¿  +  k2x — 0.

Z równania (2) wynika, że przyśpieszenie punktu ma wielkość 
proporcjonalną do odległości punktu od początku O i zwrot stale 
ku O.

Ruch, mający tę własność nazywamy ruchem harmonicznym 
(lub drgającym) prostym.

Równanie różniczkowe (2) jest równaniem liniowym drugiego 
rzędu o współczynnikach stałych. Pierwiastki równania charaktery
stycznego r2+fc2= 0  są riy2= ± k i .  Ogólnym więc rozwiązaniem rów
nania (2) jest
(3) x —cx sin kt -f- c*2 cos kt.

Pisząc stale clt ct w postaci c, =  a cos kt0, ct—— a sin kt0, (gdzie 
a i t0 są dowolnymi stałymi, przyczem a ^ 0), otrzymamy

(4) a;=asinfc(< — <0), 

skąd, zaczynając rachubę czasu od chwili t0,

(I) x —a sin kt.
Stalą a nazywamy amplitudą.
Ponieważ |sinfci|^l, więc amplituda a wyraża największe od

chylenie punktu od O. Dla t—±.n l‘2k  dostajemy x = ± a .  Torem 
punktu jest więc odcinek od —a do a. Połóżmy
(5) T =2ji/k .

Wówczas asinfc(t +  T) =  asin (kt+ 2n) =  asinkt. Na mocy 
więc (I) punkt zajmie to samo położenie w czasie i i t-\-T* Ruch 
jest zatem okresowy (czyli periodyczny) o okresie T.

Wstawiając w (I) zamiast k wartość wyznaczoną z (5). otrzy
mamy
/TT\ •(II) x = a  sm-p-t.

Jeżeli n oznacza ilość okresów na 1 sek, to n=l/T. Na mocy 
więc (II)
( H I ) x — a sin 2nnt.
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Różniczkując (II), otrzymamy:

(6) X — r :an Z7l
Ť~ 008 Y

4 an* . J.7T.
= -  S li l  -= r  t

Na mocy (II) i (ii) możemy ułożyć następującą tabelkę, 
podającą położenie, prędkość i przyśpieszenie punktu dla 1 =  0, \ T
i T, 1 T i Tl

ł 0 ł  T i-T l  t T

X 0 a
~

0
..........- ....................... -

— a «

V 2anjT 0 — 2anjT 0 'lanjT

V 0 — Irt.-r2/ ! ’2 0 Aaji*IT* 0

Z tabelki tej widzimy, że w ciągu okresu T punkt porusza się od 
początku układu O do punktu x —a, następnie wraca przez punkt O 
i dochodzi do punktu .r= — a, następnie powraca do O i t. d. Naj
większa prędkość jest w O, natomiast na krańcach toru (t. j. w pun
ktach x — ±u)  prędkość jest zerem. Przyśpieszenie zaś jest naj
większe na krańcach, t. j. dla j — ±  «; w O przyśpieszenie jest zerem.

W dolnym końcu sprężyny zawieszonej pionowo 
przyczepiona jest kulka o masie m. Niech O oznacza punkt w któ
rym jest ona w spoczynku (w równowadze). Jeżeli kulkę odchylimy 
wzdłuż linii pionowej od położenia równowagi, to kulka zacznie się 
wahać pionowo. Jeżeli masa sprężyny jest mała, to możemy w przy
bliżeniu przyjąć, że sprężyna działa na kulkę z silą P  proporcjonalną 
do wydłużenia (wzgl. skrócenia) i skierowaną stale ku punktowi A 0, 
w którym znajdował się koniec sprężyny nierozciągniętej przed za
wieszeniem kulki.

Obierzmy w punkcie O początek osi x, skierowa
nej pionowo w dół. Kładąc A nO — d, otrzymamy

P -~  - A*(j*"M ),

gdzie X jest liczbą stałą, zależną od sprężyny. Ponieważ 
w O kulka jest w równowadze i P =  X2d (bo ,r=ń), 
zatem —AVÍ -f- mg — 0, skąd XA—myíd. Podczas ruchu 
jest mx=P-\-m(j — — A2(.r-f-d)4 »u/, więc m.i -(- P x  = 0  
czyli x -+- A-2.r =  O. gdzie

s. Ranach. Mechanika
t'2 /A m --- o il
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Na mocy (I), str. 112, rozwiązaniem powyższego równania jest 
x=asinkt, zatem

x  =  a sin

Kulka będzie więc odbywała ruch harmoniczny prosty około 
punktu O. Na mocy (5) okres ruchu wynosi

T — 2fi;k — 2n\'djg =  2n \rmfX.

Okres ruchu zależy więc od masy punktu.

R uch  h arm on iczn y  płaski. Niechaj punkt porusza się 
w polu sił środkowym, w którym siła P  ma zwrot ku środkowi poła 
i jest (co do wielkości) proporcjonalna do odległości punktu od środka.

Obierzmy w środku pola początek O układu współrzędnych. 
Ponieważ ruch środkowy jest ruchem płaskim, więc możemy przy- 
jąć, że odbywa się w płaszczyźnie xy.

Według prawa Newtona jest mp—P, gdzie p oznacza przyśpie
szenie punktu. Przyśpieszenie ma więc zwrot ku środkowi pola 
i jest (co do wielkości) proporcjonalne do odległości punktu od 
środka.

Ruch mający tę własność nazywamy ruchem harmonicznym 
płaskim, a siłę P siłą sprężystą (por. str. 111).

Na mocy założenia mamy

Px= - P x  i Pu= - ? ? y ,

gdzie A jest współczynnikiem proporcjonalności. Równania ruchu 
będą miały postać

mi =  — A2x, my — — Aay.

Kładąc, jak poprzednio fca =  A*/m, otrzymamy

(7) x =  — Klx, y = ~  khj.

Na str. 112, wzór (4), wykazaliśmy, że rozwiązaniem powyż
szych równań jest:

(8) x  — ď  sin k(t — ió), y — a" sin k(t — řj),

gdzie a', a” , ť0, Ú są dowolnymi stałymi.
Jak łatwo sprawdzić, ruch ten jest również ruchem okresowym 

w okresie T — 2njk.
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Z równań (8) otrzymujemy:

a” x cos — a'y cos kio =  a,'a" cos kt sin k(t'ó — to), 
a "x  sin kto — a'y sin kio =  a’a" sin kt sin k(/ó' — to).

Podnosząc do kwadratu i dodając stronami, otrzymamy

(9) a"'l3? +  a'“y2— 2 a'a"xy cos k(4' — tó) =  [a'a"  sin k(4' — <ó)]ł-

Jeżeli o '= 0 , lub a "=  0, lub to — Ą-nn/k (gdzie n całkowite), 
to równanie (9) jest równaniem linii prostej. W  pozostałych przy
padkach (9) jest równaniem elipsy, której środek leży w początku 
układu.

A więc: ruch harmoniczny płaski odbywa się po prostej, przecho
dzącej przez środek pola, lub po elipsie, której środek leży w środku pola.

Ruch harmoniczny płaski, odbywający się po prostej, jest oczy
wiście ruchem harmonicznym prostym.

R u ch  h a rm on iczn y  tłu m ion y , Niech na punkt mate
rialny, poruszający się po osi x, działa oprócz siły sprężystej P 
(t. j. proporcjonalnej do odległości od środka i skierowanej ku środ
kowi), jeszcze siła Q (tłumiąca czyli hamująca ruch), co do wielkości 
proporcjonalna do prędkości, lecz wprost przeciwnie skierowana niż 
prędkość.

Ruch, jaki punkt będzie wówczas wykonywał, nazywamy ru
chem harmonicznym tłumionym.

Oznaczając przez P  i Q współrzędne sił P i Q, możemy napisać:
(10) P — — }?x i Q — — 2 px,
gdzie A* i ¿m> 0 są współczynnikami proporcjonalności. Zatem 
m x=  — /?x— 2 fix. Kładąc
(11) A2/m — № i fi/m — e,
otrzymamy więc
(IV) x  +  2ex +  k*x =  0.

Równanie (IV) jest równaniem liniowym o współczynnikach 
stałych rzędu drugiego. Jego równaniem charakterystycznym jest
(12) r*+2er + * * =  0, 
skąd
( 1 3 )  ř.,i = - e ±
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Rozpatrzymy tu trzy przypadki, zależnie od tego czy wyróżnik 
e2 — k2 jest ujemny, dodatni czy równy zeru.

1°. e2 — k2<  0. Przypadek ten występuje, gdy e jest małe, t. j. 
gdy siła hamująca Q jest mała. Połóżmy
(14) [k T ^ ?  =  jfcr

Zatem, na mocy (13) ri:l= — e ±  ikxt. Rozwiązaniem ogól
nym równania (IV) jest więc w tym przypadku

x =  e_"(e, sin -(- c2 cos k2t).
Pisząc stałe c,, c~, w postaci c, =  A cos k,t0 i c2— — A sin A.Ł.,

gdzie .4 >  0 i t0 są dowolnymi

(15) x — A e~fi sin kx (< — 10).

Obierzmy, jako nowy po
czątek czasu, chwilę i0; pod
stawmy zatem t — 10 =  V. Do
staniemy x — sin fcji';
pisząc z powrotem t zamiast f  
i kładąc Ae~e,"=a , otrzymamy ,

(V) x ~ a e~ t,Hiak1t, gdzie a>0.

stałymi, otrzymamy

Wykres powyższej funkcji podany jest na rysunku. Aby wy
znaczyć ekstrema tej funkcji, należy obliczyć miejsca zerowe po
chodnej x  =  ae f<(Aicosk j — e sinkji), Będzie więc ¿  =  0 dla tych 
wartości t, dla których
(16) t{)Kt — kj/e.

Jeżeli t0 jest najmniejszym pierwiastkiem dodatnim równania (16), 
to pozostałe pierwiastki mają postać
(17) <« =  <0 +  najk,,
gdzie n jest dowolną liczbą całkowitą. Badając znak drugiej pocho
dnej, stwierdzamy, że maximum występuje dla n parzystych, a mi
nimum dla w nieparzystych. Wynika stąd, że w chwilach t„ po
chodna x zmienia znak, a więc prędkość zmienia zwrot.

Chwile t, nazywamy chwilami zwrotu, odpowiednie zaś położe
nia poruszającego się punktu punktami zwrotu

Punkty zwrotu wypadają okresowo co n',kx sek, i to kolejno, 
raz na prawo, raz na lewo od początku O.



[f 15] I. Dynamika punktu swobodnego. 117

Czas T1 =  2njkl nazywamy jak wprzódy okresem ruchu.
Czas .J- Tl — 7i/k1 między dwiema chwilami zwrotu nazywa się 

okresem drgania.

Na mocy (17) mamy więc

(18) t„ =  t0+ i n T v

Weźmy pod uwagę dwa po sobie następujące punkty zwrotu 
x,„ *«+i, odpowiadające chwilom t„, t„+1. Na mocy (V) i (18) jest:

\x„\ == ae“ £U,+]',r,) |sinktt0\, |**-h| = ae- £̂ +i(«+i)r’, jgin

skąd
|«»+i|/W =  •

Wynika stąd, że współrzędne x„ maleją do zera (co do modułu) 
według postępu geometrycznego.

A wrięc: jeżeli siła hamująca jest mała, to maksymalne odchylenia 
punktu następują po sobie w równych odstępach czasu (okres drgania) 
i maleją do zera według postępu geometrycznego.

2°. fi2— k2 >  0. Przypadek ten występuje gdy siła tłumiąca 
jest duża. Łatwo stwierdzić, że pierwiastki równania charakterystycz
nego (13) są w tym przypadku ujemne. Oznaczając je przez — g, 
i — Oj, otrzymujemy rozwiązanie ogólne równania (IV) w postaci

(VI) x — A e ^ '  +  Be-M,

gdzie A i B są stałymi dowolnymi oraz ^ > 0  i >  0.
Gdy czas t wzrasta, to x  szybko dąży do zera. Nie trudno, 

sprawdzić, że istnieje co najwyżej jeden punkt zwrotu. Prędkość 
jest więc co najwyżej raz tylko zerem.

3°. £2— k2 — 0. Przy tym założeniu równanie charaktery
styczne (13) ma pierwiastek podwójny — e. Rozwiązanie ogólne rów
nania (IV) ma postać k
(VII) jc =  e -» (A t +  B),

gdzie A i B są stałymi dowolnymi.
Gdy czas wzrasta, x  dąży szybko do zera. Podobnie jak po

przednio, istnieje co najwyżej jeden punkt zwrotu, a więc prędkość 
staje się zerem co najwyżej raz tylko.
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B uch  h arm on iczn y  w ym uszony. Niech na punkt mate
rialny, poruszający się po osi x, działa oprócz siły sprężystej P 
i tłumiącej Q jeszcze siła R, skierowana wzdłuż osi x i zależna tylko 
od czasu.

Współrzędna siły R będzie więc
R — mw/(i),

gdzie w jest stałe.
Przypuśćmy, że siła R  jest periodyczna, np. że

(19) R =  mw sin (a t +  ¡3),
gdzie a i /? są stałe. Równanie ruchu ma więc postać (por. (IV), 
str. 115):
(20) x  +  2ex-\ -¥x  =  w sin (at-f-/3),

gdzie znaczenie stałych e i & jest takie same jak poprzednio. Aby 
otrzymać rozwiązanie ogólne równania (20), wyznaczamy jedno szcze
gólne postaci
(21) x =  b sin (ai-f-y).

W  celu wyznaczenia stałych b i y, podstawmy (21) w (20). Do
staniemy

(22)

(23) 
skąd
(24)

(k2— a*)b sin (a< -f- y) +  2 aeb cos (at +  y) =  w sin (at+  ft). 
Kładąc raz a i+ y = 0 , drugi raz a t+ y —nl2, dostaniemy 

2 aeb — w sin ($ — y), (fe2 — a*)b =  w cos (fł— y),

, , a . 2ae
b tg(0 — y)-* kt _ <£ ’

a z równości tych wyznaczamy już b i y.
Opierając się na (24), łatwo stwierdzić, że funkcja (21) spełnia 

równanie (20) tożsamościowo dla każdego t.
Rozpatrzmy przypadek e2— №< 0. Rozwiązanie ogólne równa

nia jednorodnego x  4- 2 ex +  k2x =  0 podaje wzór (15), str. 116. Za
tem ogólnym rozwiązaniem równania (20) jest

(25) x  =  Ae~el sin ky(t —  t0) -f b sin (at +  y), gdzie k1 — j/fe2— s2-

Gdy i wzrasta, pierwszy składnik dąży szybko do zera i ruch 
staje się w przybliżeniu harmonicznym o równaniu

x  =  b sin (at +  y).
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Amplitudą tego ruchu jest • b. Siła R jest silą periodyczną 
o okresie T’ =  2 n/a. Okres ruchu harmonicznego tłumionego wy
nosi I\— 2njkv Przypuśćmy, że okresy T' i 1\ mało się różnią od 
siebie, czyli że a mało się różni od kt. Jeżeli siła tłumiąca jest mała, 
to e jest małe, więc k, =  ^k2 — e2 mało się różni od fc. Zatem i fc 
mało się będzie różniło od a. Na mocy więc (24) może być b wielkie 
nawet wówczas, gdy w jest małe (t. zn. gdy siła R jest mała).

Widzimy stąd, że małą siłą periodyczną, o okresie zbliżonym 
do okresu ruchu, możemy wywołać wielkie odchylenia punktu od środka, 
gdy siła tłumiąca jest mała.

Oddział żołnierzy, przechodzących przez most krokiem miarowym, wy
wołuje drgania (własne) mostu. Jeżeli okresy kroków i drgania mostu mało się 
różnią od siebie, to odchylenia mostu mogą stać się szybko tak duże, że most 
się załamie. Podobnie gdy automobil doznaje na złej drodze wstrząsów, drob
nych nawet, ale których okres jest zbliżony do okresu drgań (własnycli) jego 
resorów, to wahania mogą stać się tak wielkie, że resor pęknie.

K rzy w e  L issa jous. Niech na punkt materialny działa siła P, 
której rzuty na osie układu są (co do wielkości) proporcjonalne do 
współrzędnych punktu i skierowane ku początkowi układu. Możemy 
więc przyjąć, że:

Px — — M x, Pu =  — Ů y , P ,=  — ki z,
gdzie kL, /o, A3 są stałe. Równania ruchu mają postać: 

m x — — XÍ x, my — — /J y, mz — — ki z.

Kładąc k\jm — k\, kijm—ki i ^¡m =ki, otrzymamy więc:

(26) x — — k\x, y =  — lĄy, z ——ktz.
Rozwiązaniami powyższych równań (por. str. 112, wzór (4)) są 

funkcje:
(27) x —a\ sink, (t — ť0), y —a2smki(t — t'ó), z—-ai&wk*(t — C).

Okresy tych funkcji wynoszą (str. 112, wzór (5j):

(28) Tj =  27i/kx, T2 — 2jT/ka, '1\ =  2n/k3.

Jeżeli ruch jest okresowy o okresie T, to ilorazy T : 1\, T\ Tv T: T-, 
muszą być liczbami całkowitymi. Zatem ilorazy T j: Tt, 1\: Ts i 1\: T3 
(łub ze względu na (28) ilorazy k,z: ku fc3:fc, i k3:k2) muszą być 
liczbami wymiernymi. Jeżeli więc nie wszystkie te ilorazy są 
liczbami wymiernymi, to ruch nie jest ruchem okresowym.
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W  przypadku ruchu na płaszczyźnie, tory ruchu określonego 
równaniami (27) noszą nazwę krzywych Lissajous; odgrywają one 
ważną rolę w akustyce.

P rzyk ła d . Ruch odbywa się w płaszczyźnie xy. Nieci» ki:k l =  2 
i 4 =  4' =  0.

Kładąc k i kt = ‘lk , otrzymamy zatem na mocy (27): 

x =  <łj sin fct i // =  a2 sin 2fct.

Ponieważ y = 2 «2sin&icoskt, więc sinfct—x/'a, i coskt=a1y/'2aix, - 
skąd (x/al)t +  (a,jf/2a>K)>=  1, czyli

4 a* x ‘ — 4 aj aj x- +  i/2 =  0.

Tor będzie więc krzywą rzędu czwartego.

§ 16. Warunki równowagi w polu sił. Jeżeli w pewnym 
polu sił punkt materialny jest w punkcie A w równowadze, to oczy
wiście siła P  działająca w A równa się zeru. Na odwrót, jeżeli w pew
nym punkcie A (x0, y0, z0) pola, siła P = 0, to punkt materialny 
umieszczony w A w chwili t= t0 bez prędkości początkowej (t. zn. 
r0= 0) pozostanie stale w spoczynku t. j. w równowadze. Wynika 
to stąd, że warunki początkowe wyznaczają ruch jednoznacznie, 
a spoczynek (t. j. ruch określony równaniami x = x 0, y ~ y0, z— z0) 
spełnia warunki początkowe i równanie mp—P ; mamy bowiem stale 
p —0 i P = 0 .

W polu potencjalnym pochodne cząstkowe potencjału V równe 
są, jak wiemy, rzutom siły na osie układu (§ 11, str. 100). Jeżeli 
więc punkt A jest położeniem równowagi, wówczas w punkcie Ai

(1) SV/3x= 0, 3V/9y=0, 3F>/ Sz—t).

Bównania powyższe zachodzą w szczególności w tych punktach, 
w których występują maxima lub minima potencjału.

A więc: punkty, w których występują ekstrema potencjału, są 
położeniami równowagi.

Położenia równowagi mogą jednak występować również w ta
kich punktach, w których potencjał nie ma ekstremum; równania (1) 
przedstawiają bowiem tylko warunki k on ieczn e  istnienia ekstremum.
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R ów now aga stała. Niech w polu sił punkt materialny znaj
duje się w równowadze w punkcie A.

Powiadamy, że równowaga jest stała, jeżeli punkt materialny 
po małym przesunięciu z punktu A i po otrzymaniu malej energii 
kinetycznej początkowej, będzie poruszał się stale w niewielkiej od
ległości od A i posiadał stale małą energię kinetyczną. Ściślej mówiąc, 
równowaga w A jest stała, jeżeli do każdych dwu liczb R > 0  i e>0  
można dobrać takie liczby Ro> 0  i e0> 0 , że punkt materialny, znaj
dujący się gdziekolwiek w odległości mniejszej niż R0 od A, będzie 
po otrzymaniu energii kinetycznej początkowej mniejszej niż e0 po
ruszał się w odległości od A stale mniejszej niż R i posiadał energię 
kinetyczną stałe mniejszą niż e.

Jeżeli równowaga w punkcie A nie jest stała, mówimy, że 
w punkcie tym jest równowaga niestała.

T ir  te  r d z e n i e  D i r i c h l e t a .  W poła potencjalnym punkt, w któ
rym potencjał osiąga maximum właściwe, jest położeniem równowagi 
stałej.

D ow ód. Niech w pewnym polu potencjalnym potencjał V 
osiąga maximum właściwe w punkcie A  (mówi się, że funkcja 
osiąga w punkcie A maximum właściwe, jeżeli w pewnym otoczeniu 
tego punktu największą wartość przyjmuje tylko w punkcie A).

Załóżmy, że w punkcie A potencjał ma wartość 0; możemy 
to zawsze uzyskać przez dodanie odpowiedniej stałej, ponieważ po
tencjał określony jest tylko z dokładnością do pewnej stałej (str. 99).

Weźmy dowolne /¿> 0  i e>(). Bez szkody dla ogólności do
wodu możemy też obrać R tak male, by w kuli K  o środku A i pro
mieniu R potencjał był wszędzie po za A ujemny. Oznaczmy przez L 
maksimum potencjału na powierzchni kuli A'; zatem L < 0.

Niech teraz e0 będzie dowolną liczbą, spełniającą nierówności:

(2) e0 >  0, e0<  — \L, e0<  ł-e.

Ponieważ w A potencjał jest zerem, więc istnieje taka kula K 0 
o środku A i promieniu R0 <  R, że
(3) — e0< 7 < ;0  wkuli K0.

Umieśćmy punkt materialny gdziekolwiek w odległości <  R0 od A 
(t. j. w kuli K0) i nadajmy mu energię kinetyczną początkową

(4) Eb< e 0.
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Na mocy (5), str. 106, jest podczas ruchu stale 

<») E - V  =  E0- V 0.

Ponieważ na mocy (3) jest — e#< F e, więc wobec (5) i (4) jest

(6) E — F <  2 e0.

Z uwagi na to, że E ^  0, otrzymujemy —F ^ 2 « ,„  skąd na 
mocy (2) — F <  — L, czyli V>L. A więc punkt materialny nigdy 
nie przekroczy powierzchni kuli K  (bo potencjał na niej jest ^  L)\ 
ruch jego będzie się tedy odbywał wewnątrz kuli K, t. j. wr odle
głości od A mniejszej niż B. Ponieważ ponadto w kuli K  jest stałe 
Fs^.0, czyli — F^sO, więc na mocy (6) jest E< 2eB, skąd na mocy (1) 
E <  e. A więc w A jest równowaga stala, c. b. d. d.

P r - 1/kła fi. Weźmy pod uwagę pole sil, w którym Px — — k2x, 
P v =  — khf, Bz == — k2z. Pole to jest więc polem potencjalnym o po
tencjale V — — i **/•*, gdzie r2 =  x2 -f- y2 +  z2.

Punkt A (0,0,6) jest położeniem równowagi stałej, bo w punkcie 
tym potencjał osiąga wartość największą 0, a poza tym jest ujemny. 

Stałość równowagi w A udowodnimy teraz bezpośrednio. 
Niech dane będą dowolne liczby R > 0 i e>0. Umieśćmy punkt 

materialny w odległości r0 od A i nadajmy mu energię kinetyczną E. 
Zatem E +  1 A - r- — Ea +  .V k- r~, skąd

(7) E ^ E 0 +  i-k!rl.

Ponadto FV2 -f !s k2r2 czyli

<») r < y E 0+ > i-

Jeżeli więc dobierzemy e0 i B0 tak, by było równocześnie

fo +  r * ‘* i  <  e * J/' p~e» +  K  <

to otrzymamy dla wszelkich E0< e0 i r0<  K0 na mocy (7) i (8) 
E < e  i r< R . Udowodniliśmy więc, że równowaga w A jest stała.
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II Dynamika punktu nieswobodnego.

§ 17. R ów nania  ruchu . Dotychczas badaliśmy ruch punktu 
materialnego swobodnego, t. j. takiego, który mógł wykonywać do
wolne ruchy przy odpowiednich siłach. Spotykamy się jednak rów
nież z zagadnieniami, w których ruchy punktu podlegają pewnym 
ograniczeniom, takim np., że punkt musi stale pozostawać na pewnej 
linii, powierzchni i t. p.

P rzyk ład . Wyobraźmy sobie, że drobna kulka nawleczona jest na sztywny 
drut (np. w kształcie koła). Jakimikolwiek siłami działalibyśmy na kulkę, bę
dzie ona mogła wykonywać jedynie takie ruchy, przy których pozostanie stale 
na drucie. Zagadnienie sprowadza się więc w tym przypadku do badania ruchu 
punktu materialnego, który ma pozostawać stale na pewnej linii.

Punkt taki nazywamy nieswobodnym, a warunki ograniczające, 
jakim muszą czynić zadość ruchy punktu nieswobodnego, nazywamy 
więzami.

R ea k cja . Przy rozpatrywaniu ruchu punktów nieswobodnych 
będziemy zakładali, że na punkt nieswobodny działa (oprócz danych 
sił) pewna dodatkowa siła, która sprawia, że punkt zachowuje więzy. 
Tę dodatkową siłę nazywamy reakcją (oddziaływaniem).

Reakcję przypisujemy działaniu na punkt materialny ciał wywołujących 
więzy. Reakcją drutu jest więc np. siła, z jaką drut przeciwstawia się porzuceniu 
go przez nawleczoną na niego kulkę.

Niech punkt materialny nieswobodny A ma pozostawać stale 
na krzywej C (rys. 1). Niech reakcja w pewnym położeniu punktu A 
będzie R. Składową N reakcji, prostopadłą do stycznej, nazywamy 
reakcją normalną, składową T styczną nazywamy reakcją styczną 
lub tarciem.

Podobnie, jeżeli punkt ma pozostawać stale na pewnej po
wierzchni 8  (rys. 2), to składową reakcji prostopadłą do powierzchni 8 
nazywamy reakcją normalną, składową zaś styczną reakcją styczną 
łub tarciem.

Ř
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Ilekroć więc zakładamy, że nie ma tarcia, to przyjmujemy 
tym samym, że reakcja jest prostopadła do krzywej (powierzchni). 
Gdy nie ma tarcia, mówimy też, że krzywa (powierzchnia) jest gładka.

Jeżeli o punkcie A, leżącym po pewnej stronie powierzchni, 
zakładamy tylko, że nie może przejść na drugą jej stronę (choć 
może porzucić tę powierzchnię), to reakcję uważamy za skierowaną 
w tę stronę powierzchni, z której znajdu je się punkt (str. 123, rys. 3).

(idy lip. kulka leży na stole, wówczas reakcja stołu skierowana jest 
ku górze.

R ów n an ia  ruchu. Reakcje określiliśmy jako siłę dodatkową, 
która sprawia, że punkt nieswobodny zachowuje więzy. Jeżeli więc 
do siły działającej P dodamy reakcję R, to będziemy mogli uważać 
punkt materialny za punkt swobodny. Oznaczając przez m masę, 
a przez p przyśpieszenie punktu, otrzymamy więc

(I) m p — P  + R .

W ten sposób badanie ruchu punktu nieswobodnego sprowa
dzamy do badania ruchu punktu swobodnego. Jeżeli o reakcji R 
przyjmiemy jeszcze pewne założenia specjalne, np. że nie ma tarcia, 
to (jak okażemy później) równanie (I) wystarcza do wyznaczenia ruchu.

P rzy k ła d . Niech punkt o masie m spada pod wpływem cię
żaru Q— mg po płaszczyźnie, nachylonej do poziomu pod kątem a.

Załóżmy, że nie ma tarcia. Reakcja R 
jest zatem prostopadła do płaszczyzny.

Oznaczając przez p przyśpieszenie punktu, 
mamy na mocy (I) mp—Q + R. Tworząc rzuty 
na płaszczyznę pochyłą i kładąc p==|p|, otrzy
mamy mp—mgmui, skąd

p—g sin«.
E nergia  k in ety czn a . Przyrost energii kinetycznej punktu 

nieswobodnego równa się sumie prac siły działającej P i reakcji R. 
Przy założeniu braku tarcia reakcja jest prostopadła do toru, zatem 
praca reakcji równa się zeru. Wynika stąd, że gdy nie ma tarcia, 
przyrost energii kinetycznej równa się jedynie pracy wykonanej 
przez siłę P.

W szczególności, jeżeli nie ma tarcia, to suma energii kinetycznej 
i potencjalnej punktu poruszającego się w polu potencjalnym jest stała.
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# 18. Ruch punktu nieswobodnego po krzywej.
R uch  po k rzyw ej p łask ie j. Załóżmy, że punkt A o ma

sie m ma pozostawać na krzywej płaskiej (' i że sila P działająca 
na punkt leży w'płaszczyźnie krzywej ('. Przypuśćmy, że nie ma 
tarcia, t. zn. że reakcja R jest prostopadła do krzywej.

Oznaczając przez p przyśpieszenie punktu, mamy więc (por. 
wzór (I), str. 124)
(1) m p —P + R .

Nadajmy stycznej ł zwrot zgodny ze zwrotem krzywej, a nor
malnej n zwrot ku środkowi krzywizny (rys. 1). Niechaj pt, p„, Pt, P„ 
będą rzutami przyśpieszenia p i siły P na styczną i normalną zaś R 
rzutem reakcji Ř na normalną. Z równania (1) otrzymamy, tworząc 
rzuty na styczną i normalną:

(2) mp,—Pt, mp„—P„+R.

Niech r oznacza rzut prędkości na styczną, zaś p promień 
krzywizny. Wówczas (str. 41):

Pierwsze z równań (Í) pozwała wyznaczyć ruch, znając siłę P

gdzie .v oznacza współrzęd
ną łukową na krzywej C. *'

Drugie z równań (I) pozwala obliczyć reakcję R, znając pręd
kość r.

Ruch po krzyw ej przestrzen n ej. Załóżmy, że tor jest 
krzywą przestrzenną C i że nie ma tarcia.

Nadajmy stycznej t zwrot zgodny ze zwrotem krzywej, normal
nej głównej n zwrot ku środkowi krzywizny, wreszcie binormalnej b 
zwrot taki, by układ (t,n,b) miał zwrot zgodny z układem współ
rzędnych (rys. 2).

Pt=v, p„= v2Iq,
skąd na mocy (2):

(I) mi'—Pt, | mc2jg—P„+R.

lub jej rzut Pt. Równanie 
to możemy także napisać 
w innej jeszcze postaci, 
mianowicie:

6
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Utwórzmy rzuty na styczną, na normalną główną i na binor- 
malną. Ponieważ rzut przyśpieszenia na binormalną (str. 12) i rzut R 
na styczną są zerami, więc otrzymamy z równania mp—P + R :

mpt—Pt, mp„=Plt+R „, 0=P*+Pi,,
skąd
(II) mv—Pt, mv2lQ—P„+R„, Pb+ R b= 0.

Pierwsze z równań (II) pozwala wyznaczyć ruch, z dwóch zaś 
pozostałych równań (II) możemy obliczyć składowe R„ i Rb, a więc 
reakcję R.

R uch  punktu  n iesw obod n eg o  ciężk iego . Niech na punkt 
materialny nieswobodny o masie m działa siła ciężkości. Załóżmy, 
że nie ma tarcia. Potencjał siły ciężkości wynosi V ——mgz (oś z 
skierowana pionowo w górę). Na mocy zasady zachowania energii 
całkowitej otrzymamy więc { mv2+m gz=  const. lub po uproszczeniu
(III) '  ®2 +  2 gz—h.

Stałą h możemy wyznaczyć, znając prędkość v„ i współrzędną z0 
w pewnej chwili t0. Dostaniemy

(4) h = e- +  2gz0, skąd vi +  2gz=v2 +  2gz0.

Z (III) wynika 2gz^h, zatem z^h/2g. Maksymalna więc wy
sokość, na jaką punkt może się wznieść, wynosi

(•r> )

Jeżeli punkt w ciągu ruchu znajduje się kilka razy na tym 
samym poziomie z= z ', wówczas na mocy (III) mamy v2= h —2gz'.

A więc: na jednym i tym samym poziomie punkt ma jedną i tę 
samą prędkość.

P rzyk ła d  / .  Punkt spada po krzywej C o równaniu z= f(x ), 
położonej w płaszczyźnie pionowej xz. Załóżmy, że w czasie i= 0  
punkt znajduje się w punkcie A (x0,z0) i ma prędkość v0—0.

Oznaczając przez s współrzędną łukową, dostaniemy więc na 
mocy (1), z uwagi na to, że o= ś ,

š2 +  2gz= 2gz0 czyli **=2«/(z0—-2 ).

Obierzmy na krzywej C zwrot zgodny z początkowym ruchem 
punktu (t.j. zwrot ku dołowi). Aż do chwili, gdy punkt mate-
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rialny dojdzie do punktu B, położonego na tej samej wysokości co 
punkt A (rys. 1J, mamy ś=Ą%2g(z9—z), więc fis \'lg{z9—z)=fit. 
Ponieważ fis — \ 1 +  f'\x)dx, więc

(6 ) f h
] Ą-f'2(x) f i j t .

Wzór powyższy podaje czas, w którym punkt materialny 
osiągnie punkt D o współrzędnych x=£, ;/= /(£ ). Jeżeli .r, oznacza 
odciętą punktu B, to dla x(l̂ ś < x l całką, (6) ma wartość skończoną, 
więc czas i jest skończony. Dla S ~ x1 funkcja podcałkowa staje się 
nieskończoną, bo z założenia zú= j (x 0)= f (x l ). W tym przypadku 
wartość całki może być więc skończona lub nieskończona. Wynika 
stąd, że punkt materialny może dojść do punktu B lub nie: zależeć 
to będzie od kształtu krzywej f .  Łatwo okazać, że jeżeli styczna 
w punkcie B nie. jest pozioma (t. zn. jeżeli ń). wówczas war
tość całki (6) jest skoń
czona, więc punkt mate
rialny osiągnie punkt B.

P  r z y  k ł a d  "i.
Niech punkt zsuwa się 
w płaszczyźnie pionowej 
po krzywej (J, której 
część BEDF jest kołem 
o środku O i promie
niu r. Załóżmy, że nie ma tarcia. Załóżmy też, że punkt nie musi 
stale pozostawać na krzywej (J, byleby tylko nie przeszedł na drugą 
jej stronę; reakcja będzie więc skierowana w tę stronę, po której 
punkt się znajduje (rys. 2).

Zapytajmy się, z jakiej wysokości z0 należy punkt opuścić bez 
prędkości początkowej, ażeby obiegł okrąg koła BEDF.

Obierzmy na kole punkt E dowolnie. Oznaczmy przez c pręd
kość punktu w E, przez i) kąt, jaki tworzy z pionem promień OE. 
Zatem na mocy (T), str. 125, jest mvt/r=nuj i-m ů+li, czyli

li =  — (v2—ijr cos i) ).

Ponieważ l i ^  0 (gdyż reakcja musi być skierowana w stronę 
punktu, t. j. ku środkowi koła), więc
(7) v2 <jr cos 0 ^  0.
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Ponieważ punkt opuścił wysokość z„ bez prędkości początko
wej, więc oznaczając przez z współrzędną punktu E, będziemy 
mieli v2+ 2 g z=  2gz0. Wyznaczając stąd r2 i wstawiając w (7). otrzy
mamy 2gz0 — 2gz— gr cosÓ ^ O , skąd

(8 ) ?+ ./ r cos Ó.

Nierówność (8) jest warunkiem koniecznym i wystarczającym, 
jaki musi spełniać wysokość z0, aby punkt obiegł okrąg BDEF. Prawu 
strona tej nierówności osiąga maksymalną wartość w najwyższym 
punkcie koła, w którym z—2r i 0=0 . Wstawiając te wartości 
w (8), dostaniemy

z0>  or/2.

Jeżeli więc spuścimy punkt materialny z wysokości z„>.V 2, 
to punkt obiegnie koło.

Jeżeli zaś *„<5r/2, to w pewnym punkcie koła nasz punkt 
materialny opuści koło, mianowicie w tym punkcie, w którym, 
z0= z - f£ r  cos i). Gdyby bowiem dalej poruszał się po kole, to, jak 
łatwo stwierdzić, mielibyśmy H<(\, co jest niemożliwe, gdyż to by 
oznaczało, że punkt jest przyciskany do krzywej. Po opuszczeniu 
koła punkt będzie spadał oczywiście tylko pod wpływem swego 
ciężaru.

I*rxf/klfiil .7. Punkt o masie m porusza się pod działaniem 
siły ciężkości po linii śrubowej

(9) x —t cos y, y — r siny, z—ky.

Mamv

i  — — ry sin y, y ry cosy i ż—ky,

więc v2—x2-t-yi+ ż 2— (r2+  k2)y2, skąd na mocy (III), str. 120, otrzy
mujemy {r2+ k i )y2 +  2gky=h, a zatem dtl<ly=±\f(t2+ k 2)']/(h—2gky) 
i wreszcie

gk \ /  +  kl \ li —2gky-j- c.

Znak po prawej stronie i stała <■ zależą od warunków począt
kowych. Wyrażając y przez t i wstawiając w (9), otrzymamy 
równania ruchu.
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H 19. Ruch punktu nieswobodnego po powierzchni.
Niech na punkt materialny o masie m działa siła P. Załóżmy, że 
punkt ma pozostawać stałe na powierzchni fi o równaniu
( 1 )  F (x ,  y , z ) = 0

i że nie ma tarcia. Reakcja fi jest więc prostopadła do 8. 
Z geometrii różniczkowej wiadomo, że współczynniki kierunkowe 
normalnej do powierzchni są proporcjonalne do pochodnych cząst
kowych 3Fj3x, 3F/3y, 3F/3z. Ponieważ reakcja fi ma kierunek 
normalnej, więc:
(2) Hx=X3FI3t , R№=X3F/dy, R,=X3F/3z,
gdzie A jest współczynnikiem proporcjonalności zależnym od czasu. 
Zatem A=A(<).

Z równania m p = P + fi  otrzymamy na mocy (2):
9F 3F 3F

(I )  m x = P x +  X - ^ ,  my=P„ +  X - j^ ,  m z = P x +  X - ^ .

Równania (1) i (I) wyznaczają łącznie nieznane funkcje czasu 
x = f(t ) ,  y=(p(t), i A=A(<). Po wyznaczeniu tych funkcyj
możemy reakcję fi obliczyć z równań (2)."

P rzyk ła d  1. Punkt ciężki o masie m porusza się po powierz
chni walca kołowego (oś z skierowana pionowo w górę)

x2 +  y2=r*.
Mamy tutaj F(x, y, z) ** +  y2 — r2 — 0, Px =  0, Pu =  0

i Px — — mg, więc na mocy (I):
(3) mx=2Xx, my — '2Xy, mz ——mg.

Trzecie z równań (3) daje po scałkowaniu
(4) z = —bgtl + a i+ b ,
gdzie a i b są stałe. Przejmijmy warunki początkowe dla 1=0:
(5) '̂o== *̂? ^0=0, Xq= 0 ,  ¿0=  w,
gdzie u i w oznaczają pewne stałe ( i0= 0 , gdyż w chwili t= 0  
prędkość e0 jest styczna do walca, więc prostopadła do osi x). Na 
mocy (4) i (5) dostajemy b— 0 i a=w , zatem
(6) z——\gil +wt.

Ponieważ vl+ 2gz=vl+2gz0, więc xi+ ij2+ z t+  2gz=u*+ w*, skąd 
na mocy (6) i* + v 2ł ( —gt+w)*—gH*+2icgt=iP+v?, a zatem
(7 ) x  * + j /2= « 2.
S. Banach. Mechanika. 9
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A więc rzut punktu na płaszczyznę poziomą porusza się po 
kole xljr y2== r2 z prędkością stałą w; prędkość kątowa wynosi 
więc oj=ujr. Stąd x — rcos (ut/r-\-<p0) i y = r  sin (ut/r+<p0). Ponieważ 
dla 1=0 jest według (5) x0—r i y0=0, więc możemy przyjąć 950= 0 . 
Dostaniemy zatem:

(8) x = r c o s  — t, y —rsm — t.

Równania (6) i (8) określają ruch punktu. Czynnik A otrzymamy 
z równań (3), wstawiając zamiast x  i x  wartości z (8). Dostaniemy 
A =  —mu2l2r2, skąd na mocy (2):

R,
mu1
ri Ro

mu*
y, R2= 0

i wreszcie

A więc: reakcja jest stała co do wielkości i zawsze prosto
padła do osi walca.

Prst/k ła d  ii. Punkt o masie rn porusza się pod działaniem 
siły ciężkości po kuli (oś s skierowana pionowo w górę)

(9) x2+ y 2 +  z2—r*= 0.

Na mocy więc (I), str. 129:

(10) mix — 2 Ax, my — 2 Ay, mg =  2?.z —my.

Równania (10) nie dadzą się rozwiązać przy pomocy funkcyj 
elementarnych. Możemy jednak wyprowadzić pewne wnioski, nie 
rozwiązując tych równań.

Zauważmy, że reakcja R jest stale skierowana ku środkowi 
kuli, a więc, że jej rzut R' na płaszczyznę poziomą jest stale skie
rowany ku początkowi O układu. Rzut Ě' jest więc siłą środkową.

Ponieważ rzut siły ciężkości na płaszczyznę poziomą jest ze
rem, więc oznaczając przez p' rzut przyśpieszenia punktu na 
płaszczyznę poziomą, otrzymamy mp'—R'.

Wynika stąd (str. 86), że ruch rzutu będzie ruchem środkowym. 
Tor rzutu będzie więc albo linią prostą l, przechodzącą przez po
czątek O, albo krzywdą C, która nigdy przez początek nie przejdzie 
(str. 87).
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W  przypadku pierwszym ruch samego punktu będzie odbywał 
się w płaszczyźnie pionowej, której śladem jest i; punkt będzie 
więc poruszał się po południku. Przypadek ten zajdzie, jeżeli punktowi 
nadamy prędkość początkową styczną do południka, wtedy bowiem 
rzut prędkości (na płaszczyznę xy) będzie skierowany ku początkowi O, 
prędkość połowa rzutu będzie zerem i tor rzutu będzie linią prostą 
przechodzącą przez środek O.

W przypadku drugim, gdy tor rzutu jest krzywą G nigdy nie 
przechodzącą przez O, będziemy mieli, oznaczając przez r0 i rt naj
mniejszą i największą odległość rzutu od O, r%^:x2-j-y2*^rf.

Na mocy (9) jest z2—r2— (aP+y2), więc r2— r2̂ « 2̂ ^ — raczyli

j/r2— J/r2— r2.

Wynika stąd, że punkt będzie krążył po kuli między dwiema 
płaszczyznami poziomymi. Przypadek ten zajdzie, jeżeli prędkość 
początkowa v0 punktu nie będzie styczna do południka; wtedy bo
wiem rzut prędkości v0 na płaszczyznę xy nie będzie skierowany 
ku O i prędkość połowa rzutu będzie różna od zera.

§ 20. W ahadło m atem atyczn e . Wahadłem matematycznym 
nazywamy punkt materialny m zawieszony w polu ciężkości na 
nici niematerialnej i nierozciągliwej, utwierdzonej jednym końcem 
w punkcie S.

Nić działa na punkt materialny tylko wówczas, gdy jest na
pięta; reakcja R jest skierowana wzdłuż nici ku punktowi 8. Od
ległość punktu m od punktu S jest stale niewiększa od długości 
nici l .  Punkt może się zatem poruszać wewnątrz i na powierzchni 
kuli K  o środku 8  i promieniu l .

Jeżeli przy napiętej nici, tworzącej z pionem SO kąt <  n/2 
puścimy wolno punkt m (t. j. bez prędkości początkowej), to punkt 
będzie się poruszał w płaszczyźnie pionowej, przechodzącej przez 8, 
po kole o środku O i promieniu l.

Przyjąwszy na kole dowolny zwrot, oznaczmy położenie pun
ktu A  (leżącego na dolnej połowie koła) przy pomocy współrzędnej 
łukowej s, liczonej od najniższego punktu koła O. Oznaczmy przez 
<p kąt między OS i O A, przyczem znak kąta <p niechaj będzie 
zgodny ze zwrotem łuku O A. Zatem

(11 8  —  lfp .
9 *
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Tworząc rzuty siły ciężkości i reakcji R 
na styczną w punkcie A, otrzymamy m« =
=  — mg sin <p, a ponieważ na mocy (1) jest 
8 =  lip, więc mltp —— mg sin <p, a więc

(1) <p=—j8in<p.

Przyjmijmy, że w chwili początkowej 
t= 0  mieliśmy >0. W  ciągu całego ruchu będzie oczywiście
—<p0̂ ę><ę>0) gdyż punkt nie może się wznieść do położenia wyż
szego niż początkowe .

Jeżeli <p0 jest dość małe, wówczas z wielkim przybliżeniem mo

żemy przyjąć f=sinę>. Zatem na mocy (I) otrzymamy ęs+|?>= 0, 
a ponieważ według (1) jest ę>=»/i, więc

(2 ) 8 +  ^ s = 0 .

Porównując równanie (2) z równaniem ruchu harmonicznego 
(str 112), widzimy, że punkt będzie poruszał się ruchem harmonicz
nym. Okres ruchu w myśl (5), str. 112, i z uwagi, że k—\gji, wynosi

(3) T=2n\if(,.
Wzór (3) jest wzorem przybliżonym, wyprowadzonym przy 

założeniu, że kąt <p0 jest mały. Ciekawem jest, że okres T nie zależy 
od kąta wychylenia <p0.

Odrzućmy teraz założenie, że kąt <p0 jest mały. Pomnóżmy 
obie strony równania (I) przez <p i scałkujmy. Otrzymamy:

(4) ę̂>8 = ^ 00895+ 0.

Dla <=0 jest <p—q>0 i s = 0 ; zatem na mocy (1) jest ę>=0. Zrów

nania (4) dla ť= 0  dostaniemy 0 =|  cos ą>0+ c  czyli c =  — ̂ cosę>0,
1  Oa więc g ę?2 =   ̂(eosę?—cosę>0) czyli

(5) ¿ = ± | / y  l^cos? — cos f0.

Przypuśćmy, że badamy ruch punktu od chwili początko
wej i= 0  do chwili, w której osiągnął on to samo wzniesienie po
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przeciwnej stronie prostej OS. Zatem ę><;0, a więc wobec (5) będzie

9 =  ^  ^ c o s  ̂  —  0 0 8  <řo, s k ą d  —  | / ¿̂g f ĉosę) — cosę?n 
Oznaczając przez T okres wahania, otrzymamy

d<p
--dt.

zatem

(6)

_|/ 1  T ___#
r  2 jf J  \ COS <P— COSę>0

, l TO 1 >

T J /2 *  C dy J / 2 1 r _
!  9 J  ('cos®— cos o?« !  9 J Vi

dtp
 ̂ ĈOSę>— cosęjg f  9 J \COS<p — cosę>o

Wprowadźmy nową zmienną u , podstawiając sini <p=sinw sin.) <p0- 
Ponieważ cos?) — cosę)0=2(8in*|ę>0— sin* ̂ <p), otrzymamy

o

du
\ 1 —  sin2 u sin* | ę)0

Obliczając całkę przy pomocy rozwinięcia w szereg1), dosta
niemy:

r -2 ^ [1+ g )V (ł№) + (||)V (lft)+ (l||)'8i,,«(łi.) + ...].
Dla małych <pQ otrzymujemy wzór (3), pomijając wyrazy sze

regu począwszy od drugiego.

ii 21. Równowaga punktu nleswobodnego. Jeżeli punkt 
nieswobodny jest w równowadze, znaczy to, że siła działająca P 
równoważy się z reakcją R. Zatem

(I) p+i?=o.
Równanie powyższe przedstawia warunek konieczny równowagi.

(Idy punkt ma pozostawać na powierzchni i nie ma tarcia, to 
— jak wiemy — reakcja jest prostopadła do powierzchni. W przy
padku więc równowagi siła działająca P  musi być również prosto
padła do powierzchni.

Na odwTÓt, jeżeli w pewnej chwili t siła P  jest prostopadła  
do powierzchni S, a punkt ma prędkość v = 0 ,  wówczas P + R — 0,

) Por. S. B ;i 11 ¡1 <• li, Rachunek różniczkowy i całkowy, T. II. Lwów, str. 110.



134 ROZDZIAŁ III. Dynamika punktu materialnego.

czyli punkt pozostanie w spoczynku. Przypuśćmy bowiem, że 
punkt posuwałby się więc po pewnej krzywej C, położonej na po
wierzchni 8. Zauważmy, żę w chwili t przyśpieszenie normalne jest 
P „ = v 2/q = 0. Z równania mp=P-\-P, tworząc rzuty na styczną do C, 
otrzymamy mpt— 0, gdyż P i R są prostopadłe do stycznej. Po
nieważ p„= 0  i p ,= 0 , w ięcp=0. Zatem byłoby P-\-R=mp— 0 wbrew 
założeniu.

A więc: warunkiem koniecznym i wystarczającym równowagi 
punktu nieswobodnego, mającego pozostawać (bez tarcia) na pewnej po
wierzchni, jest to, by siła działająca P była prostopadła do powierzchni.

To samo odnosi się do linii krzywej.
R ów now aga  stała. Równowagę stałą określamy dla punktu 

nieswobodnego podobnie jak dla punktu swobodnego (str. 120), z tą 
różnicą, że wychylenie z położenia równowagi ma być zgodne z wię
zami. Punkt będzie więc w równowadze stałej, jeżeli przy małym 
(i zgodnym z więzami) wychyleniu z położenia równowagi i przy 
małej energii kinetycznej początkowej punkt ten będzie poruszał się 
stale w pobliżu położenia równowagi i stale z małą energią kinetyczną.

R ów n ow aga  w polu  p oten cja ln ym . Niech w polu sił 
potencjalnym punkt materialny ma pozostawać na pewnej powierz
chni S o równaniu F (x ,y ,z )—0. Załóżmy, że nie ma tarcia.

Jeżeli w pewnym punkcie A (x, y, z) powierzchni 8 potencjał V 
osiąga ekstremum ze względu na punkty tej powierzchni, to punkt A 
jest położeniem równowagi.

W  punkcie A występuje bowiem ekstremum funkcji V z wa
runkiem ubocznym F (x ,y ,z )= 0. Na mocy więc twierdzenia z teorii 
maximów i minimów istnieje taka liczba X, że:

£F SF
3x +  dx~~ = 0, dy Sy

3V SF 
Śz+ 9z: = 0.

3F ,3F SFZatem P *+ A ^ r= 0 , P f,+ A ^ =  0, P2+ = 0 .  Ponieważ zaś c CC ' c y c*
9F 3F cF— , -ą—, są proporcjonalne do współczynników" kierunkowych nor

malnej w A, więc siła P  ma kierunek normalnej, czyli punkt A jest 
istotnie położeniem równowagi.

Jeżeli w A występuje maximum właściwe potencjału ze względu 
na punkty powierzchni S, to punkt A jest położeniem równowagi stałej. 

Dowód przebiega podobnie jak na str. 121.
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Uwagi powyższe odnoszą się również do przypadku, gdy punkt 
materialny ma pozostawać na krzywej.

Niech np. punkt ma pozostawać w polu siły ciężkości na po
wierzchni 8 o równaniu z = f(x , y) (oś z skierowana pionowo do 
góry). Położeniami równowagi są te punkty, w których siła cięż
kości jest prostopadła do powierzchni, t. j. w których płaszczyzna 
styczna jest pozioma. Mogą to być punkty 
najwyższe lub. najniższe (ze względu na oto
czenie) lub t. zw. punkty siodłowe. Maximum 
właściwe potencjału V —— myz występuje w tych 
punktach, w których funkcja z = f(x ,y )  osiąga minimum właściwe. 
W punktach najniższych występuje więc równowaga stała. Punkty 
A ,B  są tedy położeniami równowagi stałej; punkt zaś C położe
niem równowagi niestałej (p. rysunek).

Jeżeli punkt wychylimy z położenia A, np. do A', i nadamy 
mu małą prędkość, to będzie on krążył w zagłębieniu koło punktu A 
z małą prędkością. Jeżeli natomiast punkt wychylimy z położenia (7 
(choćby nieznacznie nawet) do położenia C , to oczywiście oddali się 
on od C pod wpływem ciężaru.

P rzy k ła d  1. Punkt materialny ciężki, zawieszony na nici 
tworzącej z pionem kąt u, jest w równowadze pod wpływem siły 
poziomej P  (rys. 1). Na punkt działa reakcja nici R skierowana

wzdłuż nici (ku punktowi zawie
szenia), ciężar Q i siła P. Zatem

£ + £ + /5  =  0 .

Kładąc \R\—R, |P|=P i i£i|=wi</, 
otrzymujemy z trójkąta utworzo
nego przez siły R, Q i P

1 . 2. P —my tg u, R —myj cos a.

P rzy k ła d  ił. Na krzywej V o równaniu « =  f(x), leżącej 
w płaszczyźnie xz, znajduje się punkt ciężki, przyciągany ku po
czątkowi układu O z siłą P, o wielkości proporcjonalnej do odle
głości punktu od O. W jakim położeniu punkt będzie w równowadze, 
przy założeniu, że nie ma tarcia?

W położeniu równowagi siła P, ciężar Q i reakcja R równo
ważą się (rys. 2), więc
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(1 ) P + Q + Il= (l.

(2 )

Rzuty siły P na osie układu wynoszą:

P ,=  — A2jy  Pt =  — X2z,

gdzie A jest współczynnikiem proporcjonalności. Niechaj u oznacza 
kąt, jaki w położeniu równowagi styczna tworzy z osią x. Rzutując 
na styczną, otrzymamy z (1) i (2) — №x cos« — A2« sin« — m^sin«=0. 
Dzieląc przez cos«, dostaniemy z uwagi na to, że tgn=z'

Znając funkcję z= f(x ),  możemy z równania (3) wyznaczyć 
współrzędną x położenia równowagi.

Jeżeli np. krzywa C jest parabolą z= j? —a, to na mocy (3) 
mamy A2a:-|-2A2(x2— a)x+2m gx—0, skąd

Rozwiązania x±# istnieją przy założeniu, że wyrażenie pod pier
wiastkiem jest dodatnie.

Zapytajmy teraz: jaka to jest krzywa, na której punkt jest w każ
dym położeniu w równowadze f

Dła krzywej tej równanie (3) musi być spełnione tożsamosciowo. 
Całkując je, otrzymamy } A2x2jr !i a2z1 +  myz =  const., skąd

Krzywą taką jest więc dowolne kolo o środku w punkcie (O,—my/A2).

(3) ?.2x -j- 7?zz‘ -f  myz' — 0.

=  const.
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III. Dynamika ruchu względnego.

$ 22. Praw a ruchu. Przypuśćmy, że badamy ruch punktu 
materialnego w układzie (x, y, z), poruszającym się względem układu 
inercjalnego. Uważając układ inercjalny (p. str. 70) za stały, zaś 
układ (x,y,z) za ruchomy, otrzymamy (str. 61):

(1) Ph — Pm +~PU+  Pc czy1» P,u =  Pb - P u- P c,

gdzie pb, pw, pu, pc oznaczają przyśpieszenia: bezwzględne, względne, 
unoszenia i Coriolisa. Mnożąc (1) obustronnie przez masę m danego 
punktu, dostaniemy

(2) mpw =  mpb — mpu — mpc .
Połóżmy:

(I) P b =  mpb, - P u =  mpu, P c — — mpc .

Ponieważ pb jest przyśpieszeniem punktu względem układu 
inercjalnego, więc P* jest wedle prawa Newtona siłą działającą na 
dany punkt materialny; nazywamy ją silą bezwzględną. Wektor P„ 
nazywamy silą unoszenia lub silą odśrodkową, a wektor Pc silą Corio
lisa lub silą odśrodkową złożoną.

Należy zwrócić uwagę na to, że wektory —mpu i —mpc nie 
przedstawiają żadnych sil, lecz nazwaliśmy je tylko ze względów 
praktycznych siłami unoszenia i Coriolisa.

Na mocy (2) i (1) jest

W  mPu, =  P c-

Według prawa Newtona mamy w układzie inercjalnym mp—P\ 
widzimy, że równanie (1J) ma postać podobną.

A więc: prawa ruchu w układzie ruchomym współrzędnych są 
takie, jak gdyby układ był układem inercjalnym, pod warunkiem jednak, 
że do sil działających dodamy silę unoszenia i siłę Coriolisa.

Sumę sił: bezwzględnej, unoszenia i Coriolisa nazywamy silą 
względną i oznaczamy przez P,..

Zatem
(3) Pm— Ph +  Pu +  Pc- 

Równanie (II) możemy więc napisać w postaci

(III) nP„
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Obserwator, będący w spoczynku względem układu ruchomego i przyjmu
jący go za układ inercjalny, będzie sądził, że siłą działającą na punkt mate
rialny jest właśnie siła względna P m. Jeżeli układ rozpoczął ruch w pewnej 
chwili t„, to obserwatorowi będzie się wydawało, że oprócz siły I‘b, działającej 
poprzednio, zaczęła działać od chwili t0 nowa siła P u+ P c . Np. człowiek jadący 
na karuzeli sądzi, że oprócz siły ciężkości działa na niego jeszcze nowa siła, 
skierowana od środka ruchu i starająca się zrzucić go z karuzeli (siła odśrodkowa). 
Dla obserwatora zaś będącego w spoczynku względem układu inercjalnego siły 
unoszenia i Coriolisa oczywiście nie istnieją.

Jeżeli układ ruchomy porusza się względem pewnego układu 
inercjalnego ruchem postępowym z prędkością stałą, to-pu= 0  i pc—0 
(p. str. 62); wobec tego Pu =  0 i Pc=  0 i na mocy (II)

mK .=  Ph-
Do takiego układu ruchomego stosują się zatem prawa Newtona.

A więc: każdy układ współrzędnych, który porusza się względem 
układu inercjalnego ruchem postępowym z prędkością stałą, jest rów
nież układem inercjalnym.

Widzimy stąd, że prawa mechaniki nigdy nie pozwolą roz
strzygnąć, czy dany układ inercjalny jest w spoczynku czy nie.

Jeżeli ruch punktu materialnego badamy w pewnym układzie 
odniesienia (x,y,z), to z równania (III) możemy otrzymać siłę 
względną Pw. Jeżeli znamy przytem skądinąd siłę bezwzględną Ph 
i zauważymy, że Pĥ P w, to wówczas będziemy mogli stwierdzić, 
że układ (x ,y,z) nie jest układem inercjalnym, więc że porusza się 
względem każdego układu inercjalnego.

§2 3 . P rzyk łady ruchu. Ruch p ostęp ow y  układu.
Gdy układ porusza się ruchem postępowym, przyśpieszenie 

Coriolisa jest pc —0 (str. 62), więc siła Coriolisa Pc—0. Przyśpiesze
nie unoszenia jest dla wszystkich punktów' stałe i równa się przy
śpieszeniu początku układu (względem układu inercjalnego). Zatem 
siła unoszenia jest stalą. Wynika stąd, że siła unoszenia tworzy pole 
potencjalne (str. 102). Na mocy (II), str. 137, mamy wówczas

(I) ™Vw =  Ph +  P„-

P rzyk ła d  1. Płaszczyzna pochyła porusza się ze stałym przy
śpieszeniem poziomym a. Na płaszczyźnie pochyłej znajduje się 
punkt ciężki o masie m. Tarcia nie uwzględniamy. Jakie przy
śpieszenie względem płaszczyzny pochyłej będzie miał punkt mi
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Siłami bezwzględnymi są: ciężar Q i reakcja R, prostopadła 
do płaszczyzny pochyłej. Siła unoszenia wynosi — ma. Obierzmy za 
oś a?-ów prostą przecięcia płaszczyzny pochyłej z płaszczyzną pionową, 
przechodzącą przez m, i nadajmy jej zwrot ku dołowi (rys. 1). 
Oznaczając przez a kąt, jaki płaszczyzna pochyła tworzy z poziomem, 
i tworząc rzuty na oś x-6w, otrzymamy z (I)
(1) p =  (l sin a — a cos a,

gdzie p —pUx, zaś a =  |o|. Wi-

l§23]

dzimy stąd, że p > 0  lub p< 0 , . /A 7
zależnie od tego czy a<glga ^ /  4
czy a >  g tg a. ma m ma

l*rxyh-la<l 2. Układ fo\ a
ii

(x, y, z) porusza się wr polu i7 mg
v /

mg i
siły ciężkości ruchem postę- i . 2.
powym ze stałym przyśpie
szeniem poziomym a. Przyjmijmy, że oś z skierowana jest pionowo 
w górę, zaś oś x  ma kierunek przyśpieszenia o, zwrot zaś przeciwny.

Siła unoszenia jest Pu =  — ma-, kładąc a=|a| otrzymamy 
* v =  ma, Pu =  0 i Pu =  0. Łatwo zauważyć, że siła unoszenia 
wytwarza pole potencjalne o potencjale Vu—max; potencjał siły 
ciężkości wynosi V„— — myz. Siła względna wytwarza więc pole 
o potencjale
(2) V =  max — myz.

Jeżeli na punkt materialny działa tylko siła ciężkości Q, to sto
sując zasadę zachowania energii całkowitej i kładąc r=|f,„|, otrzy
mamy na mocy (2) .(»¡e2—V— const. czyli

(3) v2— 2 ax +  2 <jz — h, 
gdzie h jest pewną stałą.

Przypuśćmy teraz, że badamy ruch punktu rtieswobodnego, 
mającego pozostawać na krzywej leżącej w płaszczyźnie xz o rów
naniu z —ac2 (rys. 2).

Załóżmy, że dla 1=0 jest x =  0 i e =  0. Jeżeli nie uwzględniamy 
tarcia, to reakcja jest prostopadła do toru i nie wykonuje pracy. 
Do ruchu stosuje się więc wzór (3). Z warunków początkowych wy
nika, że A =  0, więc r2—2ox +  2g.r2= 0  czyli

(4) r2 =  2.c(a  —  y.r).
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Ponieważ v2̂ 0 ,  więc 2x(a— g x )^ 0; wynika stąd, że 0^xK,a/g. 
Ruch odbywać się więc będzie po łuku zawartym między odciętymi

* ,= 0  a xi=a/g. Ponieważ 1 + \ ^ J  =  ż  ] [ !+ & ,

więc na mocy (4) będzie x2(l+ 4 x2)=2x(a  - gx), skąd 

a więc

<te =  e.

\ 2x (a -
l+4a? dx=dt,

J V 2 x(a—gx)

Wzór powyższy ważny jest od chwili t= 0  aż do chwili gdy 
punkt osiągnie odciętą xt =a/g. Dla x2=a/g na mocy (4) mamy c= 0 . 
Następnie odbywaó się będzie ruch powrotny aż do chwili, gdy 
punkt osiągnie odciętą j; = 0 i t. d.

R u ch  o b ro to w y  układu. Niech układ (x, y, z) obraca się około 
osi z z prędkością kątową w stałą. Przyśpieszenie unoszenia ma rzuty: 

pUx= —xa)2, pUi)——yo)2 i pUz=  0. Zatem dla 
siły unoszenia mamy:

''*MU
N i
! , i

PUx =  mx co4, PUu =  my co2, Pu., =  0.

(5)

Łatwo zauważyó, że siła unoszenia wytwa
rza pole o potencjale

V =  }j m fo4(x* +  (/*).

Przyśpieszenie Coriolisa będzie p( —2vwx  w (str. 63). Ponieważ rzuty 
prędkości względnej na osie x ,y ,z  wynoszą x ,y ,ż , zaś wx= 0 , <»u= 0  
i ojz=o), więc będzie pc — 2ym, p.. ==— 2xw i pc ={), skąd

Pcx =  ~~2mym, Pcu =  2mxoj, Pc, = 0.

Równania ruchu będą więc miały postać (str. 137, wzór (II)):

(6) mx =  Pf)X - f  mx M2— 2myo), my —Pb„ +  my(o2+2mxo>, mz =  Ph,.

Pracę siły w ruchu względnym nazywamy pracą względną.
Ponieważ pc jest prostopadle do vu, więc P(. jest prostopadłe 

do vw-, zatem siła Coriolisa nie wykonywa pracy względnej. Praca 
względna siły względnej sprowadza się więc do pracy siły bez
względnej i siły unoszenia.
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Jeżeli siłą bezwzględną jest siła ciężkości, to przyjmując, że oś z 
jest skierowana pionowo w górę, otrzymamy jako potencjał siły 
ciężkości Vg=  — mgz. Siła ciężkości wraz z silą unoszenia wytwarza 
pole potencjalne o potencjale

V =  — mgz +  Ił2)-

Jeżeli więc położymy t?=|tv|, to na mocy zasady równowartości 
pracy i energii kinetycznej (str. 106) dostaniemy

lmv2 — V — const., więc ¿mv2 +  mgz — .Jtw oj2 (.r2 -j- y2) =  const. 
czyli
(7) v2 +  2gz — (o2(x2 +  V2) =  h, 
gdzie h jest stałą.

Jeżeli badamy ruch punktu nieswobodnego po krzywej (lub 
powierzchni) nieruchomej względem układu (x ,y ,z), to przy zało
żeniu, że nie ma tarcia, reakcja nie wykonywa pracy względnej; 
wzór (7) zachodzi więc również i w tym przypadku.

P rz y k ła d  H. Krzywa G plaska obraca się około osi pionowej, 
leżącej w jej płaszczyźnie, ze stałą prędkością kątową co. Wyznaczyć 
ruch punktu nieswobodnego poruszającego się po krzywej G pod 
wpływem siły ciężkości.

Obierzmy za oś obrotu oś z skierowaną pionowo ku górze; za 
płaszczyznę krzywej C obierzmy płaszczyznę xz. Niechaj krzywa G 
ma równanie z =  f(x). Na mocy (7), wobec y — 0, dostaniemy 
v2+2gz— w2x2= h . Zakładając, że dla ť= 0  jest x —x0, z = z 0—f (x0) 
i 0 = 0 , otrzymamy h=2gz0—(o2x2. Ponieważ ds= d x\ l+ f"l{x), więc 
v=s=x\l-\-f'i(x)‘, zatem
(8) ¿*(1 + / ”2(®)) +  2 gf(x) — (o2xP — h.

Z równania powyższego możemy wyznaczyć x  jako funkcję 
czasu t.

P rzy k ła d  4. Niech w szczególności G 
(z przykładu poprzedniego) będzie prostą l prze
chodzącą przez początek układu O i nachyloną 
do osi z pod kątem <p.

Aby wyznaczyć ruch punktu po prostej i, możnaby zastosować 
wzór (8), podstawiając z=f{x)=xc,tg<p. Wyprowadzimy jednak rów
nania ruchu bezpośrednio.
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Siła unoszenia jest prostopadła do osi z i wynosi mx<oK 
Oznaczmy przez s długość odcinka O A. Ponieważ siła Coriolisa 
i reakcja są prostopadłe do prostej l, więc rzut siły względnej na l 
wynosi— mg cos <p+ mxa>2 sin <p. Z uwagi na to że x—s sin <p, otrzy
mamy więc

ms =  — mg cos <p +  msw2 sin2 <p
czyli

(9) ii — 8 co2 sin2 9o — — g cos <p.

Równanie jednorodne s — sto2 sin2 <p — 0  ma rozwiązanie ogólne 
postaci 8—aeu,,s""f 4- be~",lsinv. Ponieważ rozwiązaniem szczególnym

równania (9) jest s— f więc rozwiązaniem ogólnym tego

równania będzie

(1 0 ) s=ti cw,smv:- t - 4- co2 sm2 <p

• Stałe a i b wyznaczymy z warunków początkowych. Jeżeli 
w szczególności <p—n\2, czyli prosta l jest osią x-ów, to

(11) s =  ae'ot - f  be"11.

§ 24. Równowaga względna. Jeżeli punkt materialny jest 
w równowadze (czyli spoczynku) względem układu ruchomego, to 
przyśpieszenie względne jest pw= 0 , a prędkość względna « ,„= 0 . 
Wynika stąd, że również przyśpieszenie Coriolisa jest pc=  0, a zatem 
i siła Coriolisa P c=  0. Z równania (II), str. 137, otrzymamy więc

(I) PA +  Pu =  0 .

A więc: gdy punkt jest w róumowadze względnej, siła bezwzględna 
równoważy się z siłą unoszenia.

R ów now aga  w zględna w uk ładzie  p oru sza jącym  się 
ruchem  postępow ym . Gdy układ porusza się ruchem postępo
wym, przyśpieszenie unoszenia ma wartość stałą dla wszystkich 
punktów; stąd i siła unoszenia musi być jednakowa w każdym 
punkcie.

Jeżeli w szczególności układ ruchomy porusza się ruchem po
stępowym z prędkością stałą, to pu= 0 ,  skąd P a= 0 i równanie (I), 
wyrażające warunek równowagi, sprowadza się do postaci Pb—0.
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P rz y k ła d  1. W windzie, poruszającej się z przyśpieszeniem p, 
zawieszony jest na nici nierozciągliwej punkt ciężki o masie m. 
Niechaj nić ma kierunek pionowy i niech punkt pozostaje w równo
wadze względem windy (t. j. układu związanego z windą). Siły 
działające, mianowicie ciężar Q i napięcie nici T znoszą się więc 
z siłą unoszenia (rys. 1). Połóżmy p —\p i T—\TK

Przyśpieszenie unoszenia jest p. Załóżmy, że jest skiero
wane w górę. Zatem siła unoszenia jest skierowana w dół i wynosi mp. 
Tworząc rzuty sił na oś skierowaną pionowo w górę, otrzymamy 
T— mg—m p=0  czyli T=m y -{-mp. Napięcie nici jest więc większe 
niż ciężar. Gdybyśmy trzymali ciało w ręce, uczulibyśmy pozorny 
wzrost ciężaru.

Na odwrót, jeżeli przyśpieszenie jest skierowane w dół, to 
T = m y—mp; napięcie nici jest więc mniejsze niż ciężar i ciało 
w tym przypadku wydaje się lżejsze.

Wreszcie, jeżeli p =  0, to T=m g. A więc podczas ruchu jedno
stajnego windy napięcie nici równe jest ciężarowi.

P rzy k ła d  2. Wagon kolejki zębatej porusza się z przyśpie
szeniem p po torze nachylonym do poziomu pod kątem a. Punkt 
materialny, zawieszony na nici nierozciągliwej, znajduje się w równowa
dze względem wagonu. Niech /3 oznacza kąt odchylenia nici od pionu.

Ciężar punktu Q i napięcie nici T równoważą się z siłą uno
szenia P„ (rys. 2), zatem

(1) T + Q  +  Plt=  0.

Przyśpieszenie unoszenia jest p. Załóżmy, że jest skierowane 
w górę. Pu jest więc skierowane w dół i \Pu\— m\p\. Tworząc rzuty 
na oś poziomą i pionową, otrzymamy z (1 ):
(2) T sin P — mp cos a =  0, T cos /3 — mp sin a — mg =  0,
gdzie T —\T\ i p —\p\. 7i równań (2) otrzymujemy:
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T — m \p2 +  g2 2pg sin a, tg
g +  p sm u

Gdy w szczególności u = 0 , t. zn. gdy tor jest poziomy, będzie 
T =  m | p2 -f- g2 i tg fl — plg. Możemy więc w wagonie kolejowym 
wyznaczyć z kąta wychylenia nitki od pionu przyśpieszenie wa
gonu: mamy bowiem p = g  tg fi.

P r z y k ła d  !t. Po torze poziomym, zakrzywionym, porusza się 
wagon z prędkością stałą v. Możemy więc przyjąć, że wagon obraca 
się około pewnej prostej pionowej l. Niech punkt ciężki o masie m, 
zawieszony na nici nierozc-iągliwej, będzie w równowadze względem 
wagonu (str. 143, rys. 3).

Oznaczmy przez «  kąt, jaki nić tworzy z pionem, przez r od
ległość punktu zawieszenia nici od prostej l. Odległość punktu m 
od osi l wynosi więc r'—rĄ-x=r-\-d  sin u (gdzie d długość nici). 
Przyśpieszenie unoszenia pu punktu m jest prostopadłe do l i jest 
skierowane ku l, przyczem \pj =  v2l(r+x). Siła unoszenia, ma
jąca zwrot przeciwny, wynosi zatem |P„| =  mr2/( r+ x ). Ponieważ 
ciężar Q i napięcie nici T równoważą się z-siłą unoszenia, więc 
z trójkąta sił otrzymamy

tg« =  \Pu\t\Q\ =  V*ly(r +  X).

Gdy x  jest małe w stosunku do r, to tgu—v2jgr.

P rzy k ła d  4. Punkt nieswobodny ciężki o masie rn ma pozo
stawać na krzywej C, obracającej się z prędkością kątową w około 
stałej prostej pionowej l. Tarcia nie uwzględniamy. W jakim poło
żeniu punkt będzie w równowadze względem krzywej C?

Obierzmy układ ruchomy (x.y,z) obracający się wraz z krzywą C 
około osi l z prędkością kątową w, przyjmując l za oś г-ów skiero
waną ku górze. Niech krzywa C, będąca w spoczynku względem 
układu (x,y,z), dana będzie parametrycznie przy pomocy funkcyj:

(3) x = / ( « ) ,  y =  <p(o), z =  ip(a).

W położeniu równowagi względnej ciężar Q, reakcja R i siła 
unoszenia Pa równoważą się. Zatem suma Q + P u jest prostopadła 
do krzywej C. Oznaczając przez x, y, z współrzędne punktu w po
łożeniu równowagi względnej, otrzymamy więc pUx— - w 2, Puu— ~У0>г 
i pUz=  0 , skąd PUx=  тхш2, PUH=m yw 2 i PUt — 0. Suma Pu +Q  ma 
zatem rzuty: тхш2, туш2 i — mg.
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Współczynniki kierunkowe stycznej są proporcjonalne do po
chodnych x'~ f'(a ), y'=z(p'(a), z'—y'(o). Z warunku prostopadłości 
Pu-\-Q do stycznej wynika tedy (po skróceniu przez to), że
(4) xx'a>2 +  yy'a>2 — gz' =  0.

Z równania powyższego możemy wyznaczyć wartość para- 
metru a, odpowiadającą położeniu równo
wagi względnej.

Jeżeli wr szczególności krzywa C jest 
krzywą płaską o równaniu z=y>(x), leżącą 
w płaszczyźnie xz, wówczas dla położenia 
równowagi otrzymamy z równania (4)
(kładąc x= a , y = 0  i z=y>(a)) łub bezpo
średnio z rysunku:
(5) tga=y>'(x) =  xm2lg.

Jeżeli np. krzywa G ma równanie z—— \'r2—x? (czyli jest 
dolną częścią koła ;r2+ s 2= r 2), to z (5) dostaniemy x/\'r2—x^—xw2lg1

V ’

Z

V  A
\ / ' p ,  1

x s ' m iuf

mg

skąd Xt — () i x2;ą= ±  ] / r2— —̂  Rozwiązania #2.3 istnieją tylko wtedy,
<rgdy r2— t. zn. gdy ■fa/r

Zapytajmy teraz, jakie to są krzywe, na których punkt jest w każ
dym położeniu w równowadze względnej.

Dla krzywych tych równanie (4) musi być spełnione tożsamoś- 
ciowo, t. j. dla każdej wartości parametru a. Otrzymamy tedy z (4) 

dzg — = 0 . Całkując, dostajemy (#*-|-y2)ft>2/2— <7z=const.1  d[x2-\-y2] 2
2  da W

CO6
2 = 2 ^ *+y*)-i-c,

czyli
(6)

gdzie e = const.
Równanie (6 ) przedstawia zbiór paraboloid obrotowych, po-

(rft
wstałych przez obrót paraboli z= ~ -x2+ c  dokoła osi z. Na mocy (6 )

~g
krzywa, leżąca na którejkolwiek z tych paraboloid, spełnia równa
nie (4) tożsamościowo. Krzywe płaskie, spełniające równanie (4), 
otrzymamy, tworząc przekrój paraboloidy dowolną płaszczyzną. 
Jako przekroje dostaniemy elipsy i parabole. W szczególności, prze-
krój płaszczyzną pionową y — 0  będzie parabolą o równaniu z = —x2+c.

S. Banach. Mechanika. 10
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§2 5 . R uch w zg lęd em  ziem i. Siła ciężk ości. P o jm ijm y  
za układ inercjalny układ, którego początek znajduje się w słońcu, 
a osie skierowane są ku gwiazdom stałym. Ziemia nie jest w spo
czynku względem tego układu. Badając ruch punktu w ciągu krót
kiego czasu, możemy się ograniczyć do ruchu obrotowego ziemi 
tylko około pewnej osi.

Niech punkt zawieszony na nici w pewnym miejscu powierzchni 
ziemi będzie względem ziemi w spoczynku. Siłami bezwzględnymi są: 
przyciąganie ziemi A i napięcie nici T (równe co do wielkości i kie
runku ciężarowi, lecz o zwrocie przeciwnym).

Przyciąganie ziemi nie jest równe ciężarowi, bo w przeciwnym 
razie równoważyłoby się ono z napięciem nici i punkt byłby w spo
czynku lub w ruchu jednostajnym prostolinijnym. To jednak nie 
zachodzi, gdyż punkt obraca się wraz z ziemią około jej osi.

Stosując warunki równowagi względnej (§ 24, str. 142) do 
układu związanego z ziemią, możemy powiedzieć, że przyciąganie 
ziemi A i napięcie nici T równoważą się z siłą unoszenia P„. A więc

J + f + P „ = 0 .
Ponieważ ciężar ciała Q = —T, więc .4—Q -fP „= 0 , skąd 

(I) Q = A + P „.

A więc: ciężar jest wypadkową siły odśrodkowej (siły unoszenia) 
i siły przyciągania ziemi.

W ielk ość  i k ierunek p rzycią gan ia  ziem i. Załóżmy, że 
ziemia ma kształt bryły obrotowej, której osią jest oś obrotu ziemi. 
Załóżmy ponadto, że gęstość ziemi jest rozłożona symetrycznie 
względem środka masy. Można udowodnić wówczas, że siła przy
ciągania jest skierowana stale ku środkowi masy ziemi.

. Niechaj a  będzie kątem, jaki siła A  tworzy
z pionem, t. j. z ciężarem Q. Oznaczmy przez q 

i  N. ó 10 111 *eI1 równoleżnika, na którym znajduje się
/_______ \ j punkt materialny, przez 7; szerokość geogra-
r j  ficzną tego punktu (t. j. kąt między prze-
\ J  chodzącym przezeń pionem a płaszczyzną

\  równika), wreszcie przez co prędkość kątową
obrotu ziemi.

Siła unoszenia leży w płaszczyźnie równoleżnika i jest skiero
wana od osi obrotu, przyczem \Pa\=mc>or. Utwórzmy rzuty sił 
J , Q i p u na oś z zwróconą pionowo w górę oraz na oś y poziomą (t. j.
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prostopadłą do pionowej), leżącą w płaszczyźnie południka (t. j. 
w płaszczyźnie sił) i zwróconą na południe. Kładąc A=\A\ i Q—\Q\, 
otrzymamy na mocy (I)

—Q——A cosa+m(?w2cos 99, —A  sina-fmg« 2 sin 99=  0.
Zatem:

(1) J.eosa=(?+?»eft>2 cosęj, A mia=mQa>28in<p.
Stąd, znając Q, g, co i 99, możemy obliczyć A  i a. Na równiku 

marny 99=  0; zatem na mocy (1) dostajemy a = 0 . Oznaczając przez 
A g, Q0 i o0 odpowiednie wartości na równiku, otrzymamy
(2) A 0=Q 0+mg0w2.

Znając Q0 i g0, możemy więc obliczyć A0. Znając A 0, otrzymamy

(3) wg0o)2/.<l0= l/289=l/17*.

Gdyby prędkość ziemi wynosiła a>i=17ttj, byłoby więc mgua)'lJA0= l  
czyli A 0—mg0oĄ. Ka mocy (2 ) otrzymujemy stąd Q0—A 0—m ę == 0; 
gdyby więc ziemia obracała się 17 razy szybciej, wówczas ciała na 
równiku pozbawione były by ciężaru.

Załóżmy teraz, że ziemia jest kulą, złożoną z warstw współ- 
środkowych o stałej gęstości. Wówczas, jak można wykazać, A  musi 
być stałe na powierzchni ziemi. Zatem A —A 0. Oznaczając przez R 
promień ziemi, otrzymamy
(4) g—i? 0 0 8 (99— a).

»i i? fi »2
Na mocy (1 ) jest sina=- cos (99 — a) sin 95, a ponieważ

g0—R, więc na mocy (3)

Sin 61='289 COS (99 — u) sin 99.

Kąt a jest bardzo mały; przyjmując więc w przybliżeniu 
sina=a i cos (99 — a)=cos 99, dostaniemy

sin 299.2-289
Widzimy stąd, że a ma największą wartość dla

Kładąc a = 0 , dostaniemy na mocy (1) i (4)

Q = A 0 — mi? to2 cos2 99=^ł0 (1 mRi -COS'»*?),

: 45°.
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skąd na mocy (3), wobec q0—B, otrzymamy

Siła C oriolisa . Badając ruch punktu względem ziemi, należy 
do sił bezwzględnych dodać siły unoszenia i Coriolisa. Załóżmy, że 
oprócz siły przyciągania A  działa na punkt materialny jeszcze pewna 
siła P. Oznaczając przez p przyśpieszenie względem ziemi, otrzymamy 
m p=P  -\-A-\-Pu-\-Pc> a ponieważ A + P „ równa się ciężarowi Q, więc

Zatem: przy badaniu ruchu punktu względem ziemi należy do 
siły P i ciężaru Q dodać silę Coriolisa Pc-

południowego ku północnemu. Kładąc |<o|—co, otrzymamy na pół
kuli północnej:

Oznaczając przez v prędkość punktu względem ziemi, otrzy
mamy pc= 2 vxw , zatem Pc= — mpc= — 2mvxw  czyli

Jeżeli punkt ma tylko prędkość pionową, t. j. gdy vx= 0  i vy—0, 
otrzymamy Pcx=  — 2mwvt cos <p, P Cf) =  0  i Pc±— 0 . Przy wzno
szeniu się punktu jest vz> 0 ,  a więc Pcx < 0  i Pc jest skierowane

(5) m p = P + Q + P c .

Obierzmy w danym miejscu na ziemi oś z 
skierowaną pionowo w górę, oś x  poziomo

* skierowaną na wschód i oś y poziomo skie
rowaną na południe. Oś obrotu będzie leżała 

| w płaszczyźnie yz i utworzy z osią z kąt 
90° — p (porównaj rysunek na str. 146). 
Ponieważ ziemia obraca się z zachodu na 
wschód, więc wektor prędkości kątowej w, 
położony na osi obrotu, ma zwrot od bieguna

(N) «>*=<
a na południowej: 
(S) wx= (

odx—0, w,,— — co cos <p, wx—o>SUi<p,

(ox= 0 , Wy—— w cos (p, wz= — w sin <p,

(6) Pc~  2mwXv,
skąd na mocy (N), dla półkuli północnej:

(II)
Pcx=  — 2m a>(® sin (p +  vt co»q>), PcH=2m wvx&m<p, 

Pct—2mwvx cos <p.
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poziomo na zachód; przy opadaniu zaś punktu » < 0 , Pcr>  0 , 
a zatem Pc jest skierowane poziomo na wschód.

Wynika stąd, że ciało spadające zbacza na wschód pod wpływem 
siły Coriołisa.

Jeżeli punkt porusza się stale w płaszczyźnie poziomej, czyli 
gdy vz= 0 ,  to Pcx= —2mcov(ińnip i P Cg=2mo)Vxs,m<p. Składowa 
pozioma siły Coriołisa jest więc wtedy prostopadła do prędkości 
i ma w stosunku do niej zwrot na prawo.

A zatem: punlct poruszający się w płaszczyźnie poziomej na 
półkuli północnej dąży (pod wpływem siły Coriołisa) do zbaczania 
w prawo od kierunku prędkości.

Z tego powodu np. prawa szyna jest bardziej uciskana przy biegu po
ciągów niż lewa.

Efekty siły Coriołisa są małe, bo siła jest mała. Na mocy (6 ) 
mamy bowiem |Pc|=2mco|t5|sin e, gdzie e oznacza kąt między v 
a osią obrotu. Ponieważ

«>== ̂  sek“ ' = ~ ~ ™  sek~‘ =  0,00007 sek“ 1,

gdzie T oznacza czas obrotu ziemi dookoła osi, więc Pc jest małe. 
Utwórzmy rzuty (5) na osie x ,y ,z . Na mocy (II) otrzymamy:

(III) m^ ~ ^ x— 2meo(i/sin<p +  ijcos<p), my =  P y+ 2 m w xsin<p,
mz = P Z— mg+2mo>x cos <p.

Z b oczen ie  na w schód  p rzy  spadku. Zajmiemy się wy
znaczeniem zboczenia od pionu dla punktu materialnego spadają
cego swobodnie.

Załóżmy, że dla <—0 mamy:

(7) a;=0, y —0, 2 = 0 , v=Q.

Na mocy (III), otrzymamy przy założeniu, że P = 0 :

(8 ) x —— 2 w(t/sin <p-{-ż cos 9?),) y — 2(ox sin <pt z = —g+2wx cob <p*

Całkując, dostaniemy z uwagi na warunki początkowe (7):

(9 ) x —— 2a)(y sin 9 5+ 2  cosf), y=2(oxsin<p, ż=~gt+2coxcOB<p. 

Wstawiając w (8 ) wartości y i ż, otrzymamy

• — ia>lx+2cogtcoa<p.
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Równanie powyższe możnaby było scałkować, a następnie, pod
stawiając w (9), moglibyśmy wyznaczyć y i 2 . Rozwiązanie przy
bliżone otrzymamy, opuszczając wyraz — 4w8#, bardzo mały w po
równaniu z 2ojjrfcos^. Dostaniemy x=2wgt cos <p, skąd
(1 0 ) x —^cogt3 cos <p.

Opuszczając w trzecim z równań (9) wyraz 2wxcos <p, jako 
mały w porównaniu z —gt, otrzymamy ż—— gt, skąd z——\gt2. 
Gdy punkt spadnie do poziomu z—— h, będzie —h—— '.¡gil, zatem 
t=^2h/g. Na mocy więc (1 0 )
(1 1 ) a;=§ft>/icosę>|/2 /i/</.

Wzór powyższy przedstawia zboczenie na wschód (gdyż x>0 )  
ciała spadającego z wysokości h.

W Harvard (Stany Zjednoczone) wykonano doświadczenia, przyjmując 
ft=23m i <jp—42°. Z około tysiąca doświadczeń otrzymano zboczenie zawarte mię
dzy 1,3 m a 1,7 m. Ze wzoru przybliżonego (11) wypada natomiast * =  1,8 cm. 
Różnica jest więc niewielka.

W ahadło  Foucaulta .  Zbadajmy wpływ siły Coriolisa na 
ruch wahadła. Umieśćmy początek układu (x, y, z) w punkcie za
wieszenia nici nierozciągliwej, na której końcu umocowany jest 
punkt ciężki o masie m. Niechaj l będzie długością wahadła (t. j. nici). 
Ponieważ reakcja P  ze strony nici działa na punkt wzdłuż nici, 
więc, oznaczając przez x, y, z współrzędne punktu m, otrzymamy:

Px—Xmx, P y—Xmy, Pz—Xmz,
gdzie A jest współczynnikiem proporcjonalności, zależnym od czasu. 

Na mocy (III), str. 149, otrzymamy, dzieląc przez m:
(1 2 ) x —Xx—2 co(ysin<p+żcos tp), y —Xy+2coxsin<p,
(13) z = X z —g+2a>xcos<p.

Zajmiemy się tylko przybliżonym rozwiązaniem równań (12) 
i (13). Załóżmy, że kąt wychylenia jest dostatecznie mały, by można 
było przyjąć w przybliżeniu
(14) z——i, ż=0 ,  z — 0.

Z równania (13) otrzymamy zatem 0 = —XI— <7 +  2 «  ¿cos q>, skąd

A O p u s z c z a j ą c  w liczniku drugi wyraz jako mały 
i

w porównaniu z pierwszym, dostaniemy
(15) X——g/l.
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Współczynnik /. możemy więc uważać w przybliżeniu za stały. 
Eównania (12) przyjmą na mocy (14) i (15) postać:

(16) ¿ = — — 2<Ut/siny, y — —  ̂y +  2oj X 8in (f.

Mnożąc pierwsze z równań (16) przez x, a drugie przez y, i do
dając, otrzymamy x x + y y  ——j (x x  + y y ),  skąd po scałkowaniu

(17) xi + y 2= —^(xi + y 2)+ a ,

gdzie a jest pewną stałą. Mnożąc pierwsze z równań (16) przez y , 
a drugie przez x  i odejmując, dostaniemy y x —xy — — 2oj(yy+xx) sin <p, 
skąd po scałkowaniu
(18) yx— x y =  — w ^ -f-y ^ s in y -f  b.
gdzie b jest pewną stałą. Wprowadźmy współrzędne biegunowe: 

x = r cos y, y — r sin y>.
Na mocy (17 i (18) otrzymamy:

(19) ż2-fr2y 2 = —jV2 +  a,

(20) r2ý =  r2 0) sin y — b.
Wprowadźmy nowy układ współrzędnych {xv yv zt), mający 

z układem poprzednim (x ,y ,z ) wspólny początek oraz wspólną oś z 
i obracający się dookoła osi z z prędkością kątową w siny w kie
runku od wschodu na południe, t. j. od x  ku y. Dla współrzędnych 
biegunowych rlf yt otrzymamy w nowym układzie wzory:

(21) r~ rv V~Vi + M t ®in y.
Przez podstawienie (21) w (20) otrzymamy w nowych współ

rzędnych rv rpx równanie r?(yi+«8iny)==r2w siny—i», skąd
(22) r\% =  - b ,
a przez podstawienie (21) w równanie (19) dostaniemy

f i + * 1  V?-ł-2r*v»t w sin <p +  r2<w2 sin2 <p—— ̂ rj +  a,

skąd opuszczając wyraz r\ o>2 sin2 ę  jako bardzo mały i stosując rów
nanie (22), otrzymamy

(23) — f >•?+«!, 
gdzie a1 =  a+2bco  sin y=const
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Łatwo sprawdzić, że (22) i (23) są równaniami ruchu, który 
we współrzędnych x1,y l,z l ma równania:

(24) * i=  — fc i, & = —f  Vv

Istotnie, równania (16) przyjmują tę właśnie postać dla <o=0. 
A więc, wprowadzając współrzędne biegunowe, otrzymamy, jak 
widać z równań (19) i (20) dla co=0, równania (22) i (23).

Równania (24) wyznaczają ruch punktu pod wpływem siły P, 
której rzuty wynoszą:

(25) Px ~ —g mx1, PUl= - gmyv

Jest to siła sprężysta t. j. skierowana stale ku początkowi 
układu współrzędnych i wprost proporcjonalna do odległości punktu 
od początku układu. Na str. 114 wykazaliśmy, że ruch pod wpły
wem siły sprężystej odbywa się po elipsie. A więc punkt materialny 
będzie odbywał ruch w układzie (x1} yv z1) po elipsie. Że zaś ten 
układ obraca się około osi z z prędkością kątową co sin <p, więc oś 
tej elipsy będzie obracała się z prędkością kątową a> sin cp ze wschodu 
na południe. Czas obrotu wynosi

T —2n/(o sin cp.
Ponieważ obrót ziemi trwa 24godz, więc 2.-r/&)=24godz, skąd T=24/sinę>godz. 

Dla y=45° dostajemy T=34 godz.
Zjawisko powyższe pierwszy stwierdził doświadczalnie L. F o u c a u l t .  

Stanowi ono dowód obrotu ziemi naokoło osi.



KOZDZIAŁ IV

GEOMETRIA MAS 

I. Układy punktów

$1. Momenty statyczne. M om ent staty  czn y  punktu. 
Weźmy pod uwagę dowolną płaszczyznę 77. Dzieli ona przestrzeń 
na dwie części; jedną z tych części uważajmy za dodatnią, a drugą 
za ujemną. Niech A  oznacza pewien punkt materialny, a d jego 
odległość od płaszczyzny 77. Będziemy pisali o—+ d  lub a = —d, 
zależnie od tego, czy punkt A leży w dodatniej części przestrzeni 
czy w ujemnej.

Oznaczając masę punktu A  przez m, wyrażenie

Mn—mo

nazywać będziemy momentem statycznym punktu materialnego A 
względem płaszczyzny 77.

Moment statyczny punktu może więc być liczbą dodatnią, 
ujemną lub zerem (jest on zerem dla każdego punktu A leżącego 
na płaszczyźnie 77).

Jeżeli za płaszczyznę 77 obierzemy jedną z płaszczyzn rzuto
wych xy, yz, zx, to za część dodatnią przestrzeni uważać będziemy 
tę część, w której znajduje się część dodatnia osi prostopadłej do 
obranej płaszczyzny rzutowej. Gdy punkt A  o masie m ma współ
rzędne x, y, z, mamy na mocy powyższej umowy:

Mx„=m z, M!X=m y,

gdzie Mxy, My2, M2X oznaczają odpowiednio momenty statyczne 
punktu A względem płaszczyzn xy, yz i zx.
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Moment, s ta ty czn y  układu punktów . Zbiór punktów 
materialnych nazywamy układem punktów, sumę zaś momentów 
statycznych poszczególnych jego punktów nazywamy momentem 
statycznym (ogólnym) układu punktów.

Jeżeli więc punkty materialne o masach mx, m2, ..., m,„ mają 
odpowiednio względem płaszczyzny /7 momenty statyczne: m1al, 
m2o2, ... m„a„, to momentem statycznym ogólnym układu tych 
punktów będzie

/1
M u =  mx ot +  m2 crg +  ... - f  m„ an—̂ m t o-,-,

Jeżeli punkty materialne danego układu punktów mają odpo
wiednio współrzędne xv yx,zv x2,y.l,z.l, ..., Xn, yn, z„, to momenty 
statyczne ogólne tego układu punktów względem odpowiednich 
płaszczyzn rzutowych wyrażają się wzorami:

n
Mx„ = mx z1 +  m2z.i + . . .+  m„ zn= £ m i z„- 1—1

n
M„t =  mx xx +  m2 xt + . . .  +  m„ xn—£  mi xh

i = \
n

Mzx =  w, y, +  m, y, -f- ... +  mn y„=-^m :yr
i— 1

Momenty statyczne nazywamy także momentami stopnia 
pierwszego.

§ 2. Środek masy. Xieeh będzie dany układ U punktów 
materialnych m{(xv y t, «,), m,(x2, y,, z ,),..., m jx n, yn, z,). Weźmy 
pod uwagę punkt *ś’ o współrzędnych:

( I )

m 1x 1+ m ítx 3+ . . . - { - m „ x„  
TOj -j- m2 4- ••• +  w » ’

^ miy1+m 2y2+  ...+m „yu 
y° mx +  m% +  ... - f  m„ ’

. wi si +  /na zs +  — +  m'i g» 
ml +  mi +  ... +  m„

Punkt S nazywamy środkiem masy lub środkiem ciężkości 
danego układu punktów' V.

Sumę mas poszczególnych punktów (występującą w miano
wniku ułamków (I)) nazywać będziemy masą całkowitą układu 
punktów.

Jakkolwiek określiliśmy środek masy przy pomocy układu 
współrzędnych, to jednak wykażemy, że położenie środka masy jest 
od układu współrzędnych nie zależne, lecz że zależy ono tylko od
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mas punktów i ich wzajemnego rozmieszczenia. Wyniknie to łatwo 
z następującego twierdzenia:

T w ierd zen ie  1. Moment statyczny układu punktów względem 
dowolnej płaszczyzny równa się momentowi statycznemu masy całko
witej, umieszczonej w środku ciężkości.

D ow ód. Niechaj TI będzie dowolną płaszczyzną, której rów
nanie normalne ma kształt

£ceosa-f ycos/8-f scos y —p =  0.
Przyjmijmy za dodatnią tę z dwóch części przestrzeni, dla 

której x cos a + y  cos fi+ z  cos y —p > 0 , gdy za x, y i z podstawić 
współrzędne dowolnego punktu tej części. Jeżeli więc A (x ,y ,z )  
jest dowolnym punktem przestrzeni, to ponieważ odległość punktu 
A  od płaszczyzny /7 wyraża się wzorem

d—\x cos a + y  cos fi+ z  cos y —p\, 
zatem możemy w myśl naszej umowy położyć: 

a = x  cos a + y  cos ft+ z  cos y —p.
Moment statyczny punktu A o masie m względem płaszczyzny /7 

wynosi więc
(I) M n~ m a —mx cos a+m y  cos fi+m z cos y —mp.

Niech dany będzie układ punktów materialnych mx(xx, yv zt), 
m2{xv yv z2), ..., mn(xn, yn, z j .  Moment statyczny tego układu pun
któw względem płaszczyzny 77 będzie na mocy (1)

M n—(m1x i cosa-t-m,^, cos (i+ m lzi cos y —m,p) +  ...
cos a + m nyn cos p + m nzn cos y —mnp)

czyli
M i /=  (mlx i+■m2x2-+ . . .+ mnxn) cos a +  (m,y , + .. .  +  mnyn) cos 0-f 

+ (m 1z1+ ...m nzn) co sy—(m1 +  ...+ m n)p.

Kładąc m1+ m i +...m n=m , mamy na mocy (I):
(II) mx0= £ m lx l, m y^Z m .y^  m z^ ^ m p , i= l ,2 , . . . ,n ,  

skąd na mocy (2)
(3) M n—mx0 cos a +  myQ cos fi+mz0 cos y —mp.

Ponieważ prawa strona równości (3) przedstawia na mocy (1) 
moment statyczny masy m, umieszczonej w środku ciężkości 8 o współ
rzędnych x0, y0, z0, więc twierdzenie zostało udowodnione.
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Aby wykazać teraz, że środek masy układu punktów nie za
leży od wyboru układa współrzędnych, przypuśćmy, że własność 
środka ciężkości 8, wypowiedzianą w twierdzeniu, posiada, prócz 
punktu S, jeszcze jakiś inny punkt 8'. Udowodnimy, że to jest 
nie możliwe.

Poprowadźmy w tym celu przez punkt S dowolną płaszczyznę 77, 
nie przechodzącą przez 8'. Zatem
(4) M n=m<r i M n—ma',
gdzie a i a’ oznaczają odpowiednio odległości (ze znakami) punktów 
8  i 8' od płaszczyzny 77. Z (4) wynika, że o —o'. Lecz ct= 0, po
nieważ 77 przechodzi przez 8. Zatem musiałoby być również cr'=0, 
co jednak nie możliwe, gdyż S' nie leży w płaszczyźnie 77.

Widzimy więc, że położenie środka masy układu punktów nie 
zależy od układu współrzędnych.

Ś rodek  m asy dw óch  układów  punktów . Niech układ V 
złożony będzie z punktów materialnych
m\(x\,y\,z\), m2{x'2, y'2, z2), ..., m ','« , y',', m2{x’2,y'2,z2), ...

Środek 8' masy układu punktów m'„ m2... ma na mocy 
określenia współrzędne:

x0={m\ x t+ m 2 x ’2 +  y0 ={m\ y\+m2 y2 -f-

*0=(m ' z\+m'2z2 +  ...)/m', 

gdzie Dla środka 8  masy całego układu U będzie zaś

(5)

X n ---
(m\ x\+ m2x'2 +  ...)+{m'[ +  m2 x2 +  ...)

0 +
skąd na mocy (5)

(6) x0
m xa+ (m ’’ x [ - f  m'2x'2 + ...)

m - ł - ( ł» i '+ w "+ ...)

Podobne wzory otrzymamy na y0 i z0. Wzór (6) przedstawia 
odciętą środka masy układu, jaki otrzymamy z układu danego U, 
jeżeli część jego, mianowicie punkty o masach m', m2, ... zastąpimy 
jednym punktem materialnym o masie m —m'i+ m 2+ ..., umieszczo
nym w środku masy tej części. Otrzymaliśmy zatem

T w ierd zen ie  2. 8rodek masy układu punktów nie zmieni się, 
jeżeli jego część zastąpimy punktem materialnym o masie równej masie 
tej części i umieszczonym w środku jej masy.
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Jeżeli więc w szczególności mamy dwa układy punktów U' 
i U o masach całkowitych m' i m”  i o środkach ciężkości 8' i 8 ”, 
to środek masy układu V  Ą-U" otrzymamy, wyznaczając środek 
masy układu dwu punktów materialnych o masach m' i m", umiesz
czonych odpowiednio w punktach 8' i S". Układy U’ i U" możemy 
bowiem uważać za części układu U'+U".

U kład p łask i punktów . Układ punktów materialnych na
zywamy płaskim, jeżeli wszystkie jego punkty leżą w jednej płasz
czyźnie. Obierając tę płaszczyznę za płaszczyznę xy (co wolno nam 
uczynić, ponieważ środek masy nie zależy od wyboru układu współ
rzędnych), będziemy mieli dla punktów układu: % =0, z2— 0,..., z„=  0, 
skąd na mocy wzorów (I), str. 154, dostaniemy z0—0.

Środek ciężkości układu płaskiego leży zatem w płaszczyźnie 
układu.

Momentem statycznym układu płaskiego względem dowolnej 
prostej l leżącej w płaszczyźnie układu nazywamy wyrażenie

(7 ) =  '

gdzie |(7,| jest odległością punktu o masie od prostej l, zaś znak 
przy a i zależy od tego, czy m( znajduje się w dodatniej czy ujemnej 
części płaszczyzny, na które dzieli płaszczyznę prosta l. Widzimy stąd, 
że moment statyczny układu płaskiego względem prostej l jest to 
moment statyczny tego układu względem płaszczyzny prostopadłej 
do płaszczyzny układu i przecinającej ją wzdłuż prostej l. W szcze
gólności więc momenty względem osi x  i y wyrażają się wzorami:
(8) Mx—Smiyi, My—2viiXj.

U kład lin iow y  punktów . Jeżeli punkty układu leżą na 
jednej prostej i, to środek masy układu leży również na tej prostej. 
Obierając bowiem prostą l za oś a>ów, mamy ^ = 0 ,  y2= 0 , ... 
i ^ = 0 , z2~  0,..., skąd na mocy wzorów (I), str. 154, dostaniemy 
y0— 0, z0=  0. Środek masy będzie więc także leżał na osi x.

Środek  m asy dw óch  punktów . Niech punkty materialne 
o masach w, i m2 będą od siebie w odległości d. Środek masy leży 
oczywiście na prostej łączącej te punkty. Umieśćmy w mx początek 
osi aj-ów, zaś dodatnią jej część przeprowadźmy przez w2. Punkty 
mx i w2 będą więc miały współrzędne odpowiednio xx— 0 i x2= d , 
a środek masy współrzędną
(9) x2=m 2dj(m1 +  m2).
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Ponieważ 0< x 0<d, więc środek masy leży między punktami. 
Oznaczając przez dr i d2 odległości środka masy od punktów i m2, 
otrzymujemy c^—x0= m zd!(m^+ma) i d2—d—d^-m^dj{myĄ~m,2), 
skąd
(10) djdu—mjm^

Mamy więc następujące
T w ierd zen ie 3. Środek masy układu dwupunktowego leży mię

dzy punktami układu i dzieli odcinek, łączący te punkty, w stosunku 
odwrotnym do ich mas.

Opierając się na twierdzeniu 2, str. 156, możemy w następujący 
sposób wyznaczyć środek masy skończonego 
układu punktów, A u A t, A 3>... o masach 

m, n>i, m2, ... (rys. 1): wyznaczamy najpierw środek 
masy układu punktów A t i A 2; wyznaczamy 
następnie środek masy S2 układu dwu punktów, 
złożonego z punktu o masie -}- m2, umiesz
czonego w Slt i z punktu A., o masie m3; 

postępując tak dalej, otrzymamy środek masy całego danego układu.
U kłady punktów  sym etryczn e . Punkt O (prostą l, płasz

czyznę 17) nazywamy środkiem, ( prostą, płaszczyzną) symetrii układu 
punktów materialnych, jeżeli do każdego punktu m, istnieje w ukła
dzie punkt o te j sam ej m asie mh symetrycznie względem O 
(prostej l, płaszczyzny 17) położony.

Jeżeli środkiem symetrii jest początek układu współrzędnych 
(rys. 2 ) ,  to wraz z każdym punktem y., zt)  układ punktów za

wiera punkt m(( —x., —ť/(, —z,). Jeżeli płaszczyzną symetrii jest płasz
czyzna xy (rys. 3), to wraz z każdym punktem mt(xt, yt, z.) układ 
zawiera punkt *»,(xn yn —zt). Jeżeli osią symetrii jest oś z (rys. 1), 
to wraz z każdym punktem tnf(xlt yt, 2 .) układ zawiera punkt 
Mi(~ -x ., - y j,z i).
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Łatwo okazać, że zawsze środek symetrii jest środkiem masy.
Środek masy pary punktów symetrycznych leży bowiem na 

n.ocy twierdzenia 3, str. 158, w środku symetrii. Na mocy twier
dzenia 2, str. 156, możemy więc taką parę zastąpić przez punkt 
materialny umieszczony w środku symetrii. Robiąc to z każdą parą, 
przekonywamy się, że środek symetrii jest środkiem masy całko
witej układu.

Podobme, środek masy leży na prostej symetrii f  i na płaszczyźnie 
symetrii ).

Z tych samych bowiem powodów środek pary punktów syme
trycznych leży- na prostej (i na płaszczyźnie) symetrii.

3 M om enty stopnia  dru g iego . M om ent bezw ładn ości. 
Niech będzie dany punkt materialny A  o masie m i pewna płasz
czyzna 1J. Oznaczmy przez r odległość punktu A od płasz
czyzny 17. Wyrażenie
(1) I = mrl
nazywamy momentem bezwładności punktu A względem płasz
czyzny /7. Jeżeli przez r oznaczymy odległość punktu material
nego A od pewnej prostej l (lub od pewnego punktu O), to (1) 
będzie momentem bezwładności punktu A  względem prostej l (lub 
względem punktu O).

Momentem bezwładności ogólnym układu punktów nazywamy 
sumę momentów bezwładności poszczególnych punktów tego układu.

M om ent zb oczen ia  (dew iacji). Niech dane będą dwie 
płaszczyzny Ily i 172, prostopadłe do siebie. Połóżmy nx ±  <7,, gdzie 
dx oznacza odległość punktu materialnego A od 71 v  przyczem znak 
zależeć ma od tego, czy punkt znajduje się w dodatniej czy ujem
nej z dwu części, ifa jakie dzieli przestrzeń płaszczyzna // ,.  Po
dobnie określamy a2 względem płaszczyzny TT2. Wyrażenie
(2) B —moxa2
nazywamy momentem zboczenia (lub dewiacji) punktu materialnego A 
względem płaszczyzn /7, i TI2.

Momentem zboczenia ogólnym układu punktów A v A 2, ... wzglę
dem płaszczyzn 17l i 772 nazywamy sumę momentów zboczenia 
poszczególnych punktów. A więc
(3) , D ^ V m ^ a f ,
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gdzie tnlf o\'\ <r<° oznaczają odpowiednio masę punktu A. i jego od
ległości od płaszczyzn f lx i 772 (opatrzone właściwymi znakami).

Momenty bezwładności i momenty zboczenia nazywamy mo
mentami stopnia drugiego.

R am ię bezw ład n ości. Niech I  oznacza ogólny moment bez
władności układu punktów U względem pewnej płaszczyzny /7 
(prostej l, punktu O). Liczbę

W  k—\ljm, gdzie m =m 1+ m s-\-...

nazywamy ramieniem bezwładności układu punktów U względem 
płaszczyzny TI (prostej l, punktu O). Na mocy (4) jest

(5) I= m lil.

A  więc: ramię bezwładności k jest odległością, w jakiej umiesz
czona masa całkowita układu ma moment bezwładności równy ogólnemu 
momentowi bezwładności układu.

Masa zredu ko wana. Niech r będzie dowolną liczbą dodatnią. 
Masą układu zredukowaną na odległość r względem danej płaszczyzny 
(prostej lub punktu) nazywamy liczbę

(6) mr— Ijr*.

Zatem Z=wiTr2. A więc: moment bezwładności układu względem 
płaszczyzny (prostej, punktu) równa się momentowi bezwładności jego 
masy zredukowanej mr, umieszczonej w odległości r od tej płaszczyzny 
(prostej, punktu).

Momenty stopnia drugiego układu punktów:

m,{xx, y v z{), m2(ic2, y.L, z.z), ..., mn{xn, yn, zn)

względem płaszczyzny, osi i początku układu spółrzędnych wyrażają 
się następującymi wzorami:

Momenty bezwładności względem płaszczyzn xy, yz i xz:

(7) I  =Vm .zf,xy  l i ’ I Ui= Ę m txJ,
1 =2  miVri=\

Momenty bezwładności względem osi x, y i z:

(») ^ = > ,(^ + * 1 )1 i , ,  = ¿ > , ( ^ + 2;) , = 2 mÁtf+yf).-
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Momenty bezwładności względem początku O układu współ
rzędnych :

Momenty zboczenia względem par płaszczyzn xy i zx, xy i yz 
oraz xz i zy:

l o —  i(Ix ~ \ ~ Iu  +  l z ) — l\ u Jr  Inz~\~lzxi I o — I x  +  I y t  —  I y  - ( -  I x z —  I z  +  I x y

M om enty bezw ładn ości w zględem  p rosty ch  rów n o 
leg łych . Znając momenty bezwładności układu punktów o masie 
całkowitej m względem prostych przechodzących przez jeden punkt 
np. przez początek układu spółrzędnych, możemy łatwo wyznaczyć 
moment bezwładności tegoż układu punktów względem dowolnej 
prostej w przestrzeni, opierając się na następującym twierdzeniu:

Jeżeli prosta l przechodząca przez środek masy układu punktów 
■jest równoległa do prostej l, to

gdzie d oznacza odległość między l a X, zaś Ii i Ir momenty bezwład
ności względem tych prostych..

D ow ód. Środek S masy układu punktów, przez który prze-

n
«9) i 0= 2 m,(tf +  y*+zl).

( i ) I r — Irj- md2,

r

z mj.zj
chodzi prosta l, obierzmy za początek 
układu współrzędnych, prostą l za oś aj-ów, 
a płaszczyznę przesuniętą przez proste 
równoległe l i  Z za płaszczyznę xy. Ozna
czając odpowiednio przez r i r' odległość 
dowolnego punktu A(x,y,z) od prostych 
Z i Z', mamy r'2~ z i -\-(d —y f  i ri = z 2+ y ’i,

skąd r'i= r i -\-d?—2dy, a więca więc

S. Hunach. Mechanika. 11
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Lecz ¿ 'm (yi= łn y0= 0 , gdyż środek 8  masy układu-punktów /—1
leży w początku układu współrzędnych. Zatem Ir=Ii+md*, c. b. d. d.

Z wzoru (I) wynika, że jeżeli wziąć pod uwagę wszystkie proste 
równoległe do prostej o pewnym danym kierunku, to moment bez
władności będzie najmniejszy względem tej prostej, która przechodzi 
przez środek masy. Oczywistym jest również, że jeżeli proste l' i l" 
są równoległe, to oznaczając przez d, i d2 odległości środka masy od 
tych prostych, będziemy mieli

(10) Ir — md*—Ir— md|,

ponieważ na mocy (I) obie strony równości wynoszą h, gdzie l jest 
prostą równoległą do l  i l”, przechodzącą przez środek masy.

Ze wzoru (10) mamy

( 1 1 )  l r  =  lr+m (d\-d\).

Wzór powyższy pozwala obliczyć moment bezwładności układu 
punktów względem dowolnej prostej w przestrzeni, gdy znane są 
momenty bezwładności tego układu względem •wszystkich prostych 
przechodzących przez jeden punkt i położenie środka masy układu.

M om enty zb oczen ia  w zględem  p ła szczyzn  rów n o le g 
łych. Dla momentów zboczenia można udowodnić twierdzenie po
dobne do twierdzenia o momentach bezwładności (str. 161).

Niechaj płaszczyzny 77,, II2 będą do siebie prostopadłe 
i przechodzą przez środek masy m danego układu punktów ma

terialnych. Obierzmy dowolnie płaszczyzny 
77,', H'i równoległe odpowiednio do płasz
czyzn 77,, 772. Niech o-, oznacza odległość 
między płaszczyznami 77,, 77,', zaopatrzoną 
znakiem -)- lub — zależnie od tego, czy 
płaszczyzna /7,' leży w dodatniej czy ujemnej 
części przestrzeni, na jakie dzieli przestrzeń 
płaszczyzna 77,. Analogicznie określmy a., dla 

pary płaszczyzn 772,77j. Wreszcie oznaczmy przez D i D momenty 
zboczenia danego układu względem par płaszczyzn 77,,77? i Tiuli',. 
Mamy wówczas analogicznie do (I) wzór

7)'«=7)-f-mala}.(III)
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Uwaga, Zauważmy, że iloczyn maxa2 oznacza moment zbo
czenia względem pary płaszczyzn Tlx, IJ2 masy całkowitej m układu, 
umieszczonej gdziekolwiek bądź na prostej przecięcia pary płasz
czyzn n\ i n 2.

D ow ód  w zoru (III). Obierzmy początek układu współrzęd
nych (x ,y ,z ) w środku 8 masy całkowitej m danego układu punk
tów. Za oś x-ów weźmiemy prostą przecięcia płaszczyzn /7, i 772, 
zaś płaszczyzny te obieramy odpowiednio za płaszczyzny xy i yz.

Analogicznie obieramy drugi układ współrzędnych (x', y', z’ ) 
dla pary płaszczyzn 77i, Ui, przyjmując za początek dowolny punkt P 
leżący na prostej przecięcia płaszczyzn 77j i /72.

Oznaczmy współrzędne punktu P  względem układu współrzęd
nych (x, y, z) przez f, t], £. Oczywiście rj=a2 i ę = o x. Niech x, y, z 
będą współrzędnymi dowolnego punktu A względem układu współ
rzędnych (x,y,z), zaś x ',y ',z ' współrzędnymi tegoż punktu A  wzglę
dem układu współrzędnych (x ', y', z'). Wówczas:

(11) x' =  x — i, y' — y z'*=z—f.
Ponieważ

(12) zty'n D = I m tzlyl, 
więc na mocy (11)

D'<=Iml(z— C)(y— r])=ymi[zlyi+Cr]—l:yl— ritt)~
= I ^ i  ̂  V,+  £ n l mt—Clm^y,— rjYm. z..

Lecz Zm,iyi~m y0= 0  i 2 m izi—mz0= 0 ,  gdyż środek S masy m 
danego układu punktów leży z założenia w początku układu (x, y, z). 
Na mocy (12) i (13) jest więc D '=D  +  mCt], a ponieważ C=ox 
i y = a 2, więc otrzymujemy w końcu D'—D + m axa2, c. b. d. d.

§ 4. Elipsoida bezwładności. Osie bezwładności. Niech 
(){x, y, z) będzie dowolnym układem współrzędnych prostokątnych 
o początku O. Udowodnimy, że znając 
momenty bezwładności względem osi i mo
menty zboczenia względem płaszczyzn tego 
układu współrzędnych, można wyznaczyć mo
menty bezwładności względem dowolnej pro
stej i, przechodzącej przez O.

Niechaj prosta l tworzy z osiami układu 
współrzędnych 0 (x, y, z) kąty a, fi, y. Obierzmy 
dowolny punkt A (x ,y ,z )  i niechaj P będzie rzutem punktu A  na

11*
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prostą Z. Zatem A P —r jest odległością punktu A  od prostej Z.
Połóżmy

(1 )

Oznaczając przez <p kąt między prostą O A  a prostą l, otrzymamy

(2) A P —r —psiny.

Ponieważ, jak wiadomo z geometrii analitycznej,

OP—x  cos a - f  y cos 04-2 cos y,

więc z uwagi na to, że OP==q cos <p, otrzymamy

x  cos a + y  cos 0 + z  cos y cos <p—------------ž--------------------
e

Na mocy (2) jest r2= e 2 sin* 9?=ea( l — cos2 q?), więc

„ „T, (a? cos a + 1/cos z cos y)2l „ r , _ ,r*=e2 l i— ------------  q2 -----------— [cc cos a 4- y cos 0 4 -»cos y]2,

skąd na mocy (1 ) jest r2= a 4 [l—cos2 a\+y\l — cos2 0 ] 4-z2[ l  —cos2 y ]— 
— 2xy cos a cos 0 — 2 xz cos a cos y — 2 yz cos 0  cos y.

Ponieważ cos2a4-eos204-cos2y = l ,  więc podstawiając 1—cos*a= 
=  cos2 04-cos2 y it . d., dostaniemy:

r2 == (y2 4 - »*) cos2 a - f  (a?2 -f- z2) cos2 0  4 - (a4 4- y2) cos2 y —
— 2 xy cos a cos 0  —2xz cos a cos y — 2 yz cos 0  cos y.

Oznaczając przez m i  masę, a przez 17 odległość punktu A t da
nego układu punktów A lf A s, ... od prostej Z, otrzymamy na mo
ment bezwładności Ii tego układu punktów wrzględem prostej Z wzór

Ii—X ’t»/fi=cos2a^;Wi(y/- ) - Z ( )  4 -cos2 02;m,(£c?4-z/) 4-cos2 y^tMilaii-fy/)— — 2 cos a cos 0j£łra,a;,y, —- 2 cos a  cos y ̂ m i X , Z i — 2 cos 0 cos y ¿ ’w iyiz„ 

skąd

Ii—Zxcos2a4-Zj/cos204- /*cos2y —
— 2 D* cos a cos 0 —21)u cos a cos y —2Dx eos0  cosy.

Ze wzoru (I) możemy wyznaczyć moment bezwładności układu 
punktów materialnych względem prostej Z, znając I x, l y, Iz, Dx, Du, Dz 
oraz kąty, jakie prosta Z tworzy z osiami układu współrzędnych.
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Zachowując znakowanie poprzednie, oznaczmy przez kt długość 
ramienia bezwładności danego układu punktów względem prostej ł. 
Zatem" (str. 160)
(3) ki=]fhjrn.

Załóżmy, że dla każdej prostej l przechodzącej przez O jest 
J/^O. Założenie to równoważne jest założeniu, że punkty materialne 
danego układu nie leżą na jednej i tej samej prostej przechodzącej 
przez O. Ponieważ I t 4 1 0, więc na mocy (3) jest również A, 4= 0.

Odetnijmy na każdej prostej l odcinki OQ i OQ' o długości 
odwrotnie proporcjonalnej do ramienia bezwładności A-/, t. zn.

(4) OQ= OQ '—alk,— a\mjlh

gdzie a jest dowolną stałą dodatnią, nie zależną od prostej l. Ozna
czając przez x, y, z współrzędne punktu Q, mamy:

( 5 )
I /m I Im I
J/ y- cos a, y =  ± a  1/ j^osjfi, 2 = ± a | ■ cos y.

Punkt Q' ma współrzędne — x, — y, — z. Zbiór wszystkich punk
tów Q i Q‘ utworzy pewną powierzchnię Z. Aby otrzymać jej rów
nanie, wyznaczmy z (5) cos a, cos /3, cos y i wstawmy otrzymane 
wartości do równania (I). Dostaniemy:

I i = ~ ^ [ IxXi + Iy y i +  I tz?—2Dxyz—2Duxz—2Dtxy],

skąd

(6) l x3? +  I„y2 +  Z, z2 — 2Dxyz—2Duxz — 2Dzxy =  (?,

gdzie <?—ma2. Widzimy stąd, że powierz
chnia Z  jest powierzchnią rzędu drugiego.
Wykażemy, że Z  jest elipsoidą. Wystarczy 
w tym celu udowodnić, że Z  jest powierz
chnią ograniczoną (t. zn. że odległości jej 
punktów od początku układu współrzędnych 
nie przekraczają pewnej liczby). W rzeczy 
samej, założyliśmy, że //=}=0, a więc mamy 
stale / /> 0 . Ponieważ na mocy wzoru (I) l t jest funkcją ciągłą 
kątów a, /1, y, więc minimum Ii jest również dodatnie. Ozna
czając to minimum przez h, mamy na mocy (3) ki^yh/m, skąd 
na mocy (4) OQ'—OQ^.a\m/h. A zatem powierzchnia Z  jest po
wierzchnią ograniczoną. Wynika stąd, że powierzchnia Z  jest
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elipsoidą, gdyż jedyną powierzchnią ograniczoną drugiego rzędu 
jest elipsoida. „

Otrzymaną elipsoidę £  nazywamy elipsoidą bezwładności da
nego układu punktów względem punktu O.

Ponieważ w równaniu (6) brak jest wyrazów pierwszego sto
pnia, t. j. y,x ,z , więc punkt O jest środkiem elipsoidy bezwładności.

Zatem: elipsoida bezwładności układu punktów materialnych 
względem punktu O ma tę własność, że odległość od O każdego jej putiktu 
jest odwrotnie proporcjonalna do ramienia bezwładności układu wzglę
dem średnicy, przechodzącej przez ten punkt.

Osie elipsoidy bezwładności względem punktu O nazywamy 
osiami bezwładności względem punktu O.

Elipsoidę bezwładności względem środka ciężkości nazywamy 
elipsoidą bezwładności środkową, osie jej osiami bezwładności 
środkowymi a płaszczyzny przeprowadzone przez dwie osie płasz
czyznami środkowymi.

Istnieje oczywiście nieskończenie wiele elipsoid bezwładności 
danego układu względem jednego i tego samego punktu 0. Zależą 
one od wyboru współczynnika proporcjonalności. Wszystkie te eli
psoidy mają jednak wspólny środek i wspólne kierunki osi głównych. 
Ponadto stosunek osi głównych jest we wszystkich elipsoidach je
dnakowy. Wszystkie elipsoidy bezwładności względem jednego i tego 
samego punktu O są więc do siebie podobne.

Ramię bezwładności ma największą wartość względem osi ma
łej; zatem moment bezwładności ma najmniejszą wartość wzglę
dem osi małej. Względem wielkiej osi jest na odwrót.

W szczególności, gdy elipsoida jest kulą, punkt O nazywamy 
punktem kulistym.

Momenty bezwładności względem każdej prostej przechodzącej 
przez punkt kulisty są równe (i na odwrót).

W yzn aczan ie  osi bezw ładn ości. Jeżeli za osie spółrzęd- 
nych x, y, z przyjąć osie bezwładności, to równanie elipsoidy bez
władności będzie miało kształt
(7) Ax2 +  By2-\-Cz2 =  F.

Porównując równania (6) i (7), widzimy, że w tym przypadku 
Dx— 0, Dy—0 i Dz=  0; równanie elipsoidy bezwładności będzie zatem
(8) I xx2 +  I„y2 -f- Izż2 =  c2.
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A więc: warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by osie 
układu współrzędnych były osiami bezwładności, jest by momenty zbo
czenia Dx, Du, Dz były równe zeru.

Jeżeli osie spółrzędnych x, y, z obierzemy tak, by tylko jedna 
z nich, np. oś z, pokrywała się z jedną z osi bezwładności, to rów
nanie elipsoidy bezwładności przyjmie kształt

(9) Ax2 +  By2 +  C'z2 +  Exy =  F.

Porównując równania (6) i (9), widzimy, że Dx=  0 i Dy—0. 
Eównanie elipsoidy bezwładności będzie więc w tym przypadku

(10) 1 ^  -f  I„y2 +  I tz2 — 2D,xy =  c2.

A więc: warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, by oś z 
była osią bezwładności, jest by momenty zboczenia Dx i DH były równe zeru.

Łatwo sformułować analogiczne warunki na to, by osiami bez
względności były oś x, lub oś y.

Przyjmijmy teraz za początek układu współrzędnych (x, y, z) 
środek S masy całkowitej m danego układu punktów materialnych, 
zaś jego osie środkowe za osie współrzędnych x,y,z. Mamy oczywiście:

(11) Dx =  0, Dy =  0, Dt =  0.

Przyjmijmy następnie dowolny punkt 0(£, y, f) za początek 
nowego układu współrzędnych {x', y', z') o osiach odpowiednio rów
noległych do osi x, y i z. Na mocy (III), str. 162, będzie:

Dx' — Dx +  mljr), Dy' =  Dy +  m£tj, D ^^  Dz +  wft;,

skąd na mocy (11):

(12) DX' -  rnCp, Dy' =  m£C, Dx’ =  mfip

Załóżmy, że punkt O (í, r\, C) leży na jednej z płaszczyzn środ
kowych, np. na płaszczyźnie xy. Zatem f= 0 .  Na mocy więc (12) 
otrzymamy Dx>=0 i Dy =  0. Wynika stąd, że oś z' jest osią bez
władności względem punktu O. Mamy więc twierdzenie:

Jedna z osi bezwładności względem punktu położonego w płasz
czyźnie środkowej jest prostopadła do tej płaszczyzny.
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W  szczególności, gdy punkt O leży na osi środkowej, np. na 
osia?, mamy »;=0 i £=0, skąd na mocy (12) D y—O, D!l= 0  i Dť = 0 .  
Wynika stąd, że osie x', y ‘, z' są osiami bezwładności względem 
punktu 0. Otrzymujemy wrięe wnioski:

1° Osie bezwładności względem punktu położonego na osi środ
kowej są równolegle do osi środkowych.

2° oś środkowa jest osią bezwładności względem każdego jej punktu.

Jeżeli dany układ punktów materialnych posiada oś lub płasz
czyznę symetrii, wówczas można dowieść następującego twierdzenia:

Oś symetrii układu punktów materialnych jest osią środkową; 
podobnie płaszczyzna symetrii jest płaszczyzną środkową.

D ow ód. Aby dowieść pierwszej części twierdzenia, zauważmy, 
że na osi symetrii leży środek »$' masy m układu. Weźmy 8  za począ
tek układu współrzędnych (x ,y ,z ), a oś symetrii za oś 2 . Wobec tego 
dany układ punktów materialnych zawiera do każdego punktu At 
o masie m, i współrzędnych x.,yl,zj drugi punkt A] o masie równej 
w, i o współrzędnych —x., —y., zf. Mamy więc:

4- mj(— y:)z.} mm 0, DH = I [m ixizi +  m.(— »,)*,] =  0.

Wynika stąd, że oś symetrii z jest zarazem osią bezwładności 
względem środka masy 8, & zatem jest osią środkową.

Aby dowieść drugiej części twierdzenia, zauważmy, że na 
płaszczyźnie symetrii leży środek masy 8. Przyjmijmy S za po
czątek układu współrzędnych, zaś osie x  i y obierzmy w płaszczyźnie 
symetrii. Ponieważ płaszczyzna xy jest płaszczyzną symeti i, więc 
do każdego punktu A t o masie m, i współrzędnych xp yp z. .stnieje 
w naszym układzie punktów materialnych punkt A) o masie rów
nej m, i o współrzędnych xp y , —zr Mamy więc:

Dx= l [ m iyizt +  mty,(— «,)]= 0, J>„=Z [™ Ą zt +  mtxt(—ż ,) ] - ° -

Wynika stąd, że oś z jest osią środkową, a więc płaszczyzna 
symetrii xy, jako prostopadła do osi środkowej z, jest płaszczyzną 
środkową.
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$ 5. Momenty kwadratowe układu płaskiego. Niech 
dany będzie układ punktów materialnych leżących w płaszczyźnie /7. 
Jako płaszczyzna symetrii jest więc płaszczyzna /7 na mocy twier
dzenia poprzedniego płaszczyzną środkową. W każdym punkcie 
płaszczyzny /7 jedna z osi bezwładności jest tedy prostopadła do 
płaszczyzny /7, podczas gdy dwie pozostałe osie bezwładności leżą 
w płaszczyźnie 77.

Jeżeli wziąć pod uwagę tylko momenty bezwładności względem 
prostych leżących w płaszczyźnie 77, to rozważania §§ 3 i 4 można 
uprościć.

Obierzmy dany punkt O za początek układu współrzędnych 
(x, y) płaszczyzny /7. Wykreślmy z punktu 0 
dowolną prostą l leżącą w tej płaszczyźnie 
i tworzącą kąt a z osią r-ów. Moment bez
władności względem l otrzymamy ze wzoru (I), 
str. 164, kładąc /3=90°—a i y=90°. Zatem

(1) h —Ix cos2 a +  I y sin2 a — i )2 sin 2a.

Moment zboczenia DXH—£m,xjyl nazywać będziemy momentem zbo
czenia względem osi x i y.

Zaznaczmy na prostej l punkty Q i Q', których odległości od O 
są odwrotnie proporcjonalne do ramienia bezwładności. Zbiór takich 
par punktów zaznaczonych na wszystkich prostych l, jakie prze
chodzą přířez O, .utworzy krzywą, która będzie przekrojem płasz
czyzny 77 z elipsoidą bezwładności względem punktu O. Krzywa ta 
będzie zatem elipsą; nazywamy ją elipsą bezwładności względem O.

Równanie jej otrzymamy z równania (6), str. 165, kładąc 2=0. 
A więc równaniem elipsy bezwładności będzie

(2) I xxi +  I uyi —2Dzx y = c i.

Jeżeli za osie x , y obierzemy osie bezwładności, to równanie 
elipsy bezwładności przyjmie postać

(3) I xxi +  I yy*=<?.
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II. Bryły, powierzchnie i linie materialne.

$ 6. G ęstość. Gdy ciało nie jest tak małe, byśmy je mogli 
uważać za punkt materialny, to oprócz masy ciała podajemy także 
rozmieszczenie masy w ciele. W wielu bowiem zagadnieniach me
chaniki duże znaczenie ma nie tylko znajomość masy całego ciała, 
lecz także znajomość masy jego poszczególnych części.

Często się zdarza, że masa części ciała jest proporcjonalna do 
objętości. Oznaczając wówczas przez m masę, a przez v objętość 
ciała, otrzymamy, że masa przypadająca na jednostkę objętości, 
wynosi

(I) Q=m/v.

Liczbę q hazywamy gęstością ciała.
Mówimy w tym przypadku, że masa jest w ciele rozmieszczona 

jednostajnie, łub że ciało jest jednorodne, lub wreszcie, że gęstość 
jest stała.

Masa części ciała o objętości v' wyniesie wówczas m'=v'g. 
ii a mocy (I) wymiar gęstości jest

(1) [gęstość] =L~aM

Przejdźmy teraz do przypadku ogólnego, t. j. nie zakładajmy, 
że masa jest w danym ciele rozmieszczona jednostajnie. Niechaj A 
będzie jakimkolwiek punktem danego ciała. Obierzmy w ciele do
wolny sześcian o masie Am i objętości Av, którego środkiem jest 
punkt A. Granicę

( I I ) lim Am
Av =  e

nazywamy gęstością ciała w punkcie A.
Gęstość q zależy w ogólności od punktu A. Jeżeli A ma współ

rzędne x, y, z, to q jest funkcją zmiennych x, y , z; możemy więc 
napisać Q—Q (x,y,z). Jeżeli £>=const., to masa w ciele jest roz
mieszczona jednostajnie i mamy rozpatrzony już przypadek ciała 
jednorodnego.

Zakładać będziemy zawsze, że q jest funkcją ciągłą.
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O blicza n ie  m asy. Znając gęstość w każdym punkcie ciała 
możemy obliczyć jego masę, jak również masę dowolnej jego części.

Przy pomocy płaszczyzn równoległych do płaszczyzn xy, yz, zx 
podzielmy mianowicie dane ciało na drobne prostopadłościany (t. zw. 
elementy objętości) i na ewentualne kawałki brzeżne o kształcie nie
regularnym. Oznaczmy objętości kolejnych prostopadłościanów przez 
Avlt Av2,... i obierzmy w każdym z nich po jednym punkcie o współ
rzędnych xu ?/j, zv x2, y2, z2, .... Masy poszczególnych prostopadło
ścianów wynoszą w przybliżeniu g(X], yv z^Ac^ o(x2,y 2,z2)Av2, __
Zatem suma

przedstawia w przybliżeniu masę ciała. Tworząc podział na coraz 
drobniejsze prostopadłościany o wymiarach dążących do zera i prze
chodząc do granicy, otrzymamy dla masy m danego ciała wzór

gdzie obszar całkowania D obejmuje całe ciało.
W szczególności, gdy p =  const., dostajemy ze wzoru (III) 

m=QV zgodnie ze wzorem (I).
Wzór (III) podaje również masę dowolnej części danego ciała, 

jeżeli przyjmiemy, że D  oznacza obszar zajęty przez tę część.

P ow ierzch n ia  m ateria ln a , lin ia  m aterialna . Niekiedy 
jeden lub dwa wymiary ciała są drobne w porównaniu z pozostałymi. 
Przykładami takich ciał są płyty, pręty, druty i t. p. W tych przy
padkach przedstawiamy ciało, jako powierzchnię lub linię materialną 
i mówimy, że masa jego jest rozłożona powierzchniowo lub liniowo.

Niech masa będzie rozłożona na powierzchni S i niechaj 
A  oznacza dowolny punkt tej powierzchni. Oznaczmy przez Aa pole 
małego płata powierzchni 8, pokrywającego punkt A (t. zw. element 
pola), przez Am masę tego płata. Jeżeli wymiary płata będą dążyły 
do zera, granicę

Q(Xi,  Viy « ¿ A v y + Q i X t ,  3/2, «2 ) ^ 2  +  -

(III)
D

(IV) Acr-H) O

nazywamy gęstością powierzchniową ic punkcie A.
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W szczególności, gdy j>=const, wówczas o przedstawia masę 
płata o polu 1 cm*, wyciętego z powierzchni 8.

Można wykazać (podobnie jak poprzednio przy bryłach), że 
masa powierzchni 8  wyraża się wzorem

( V )  m =

gdzie obszar całkowania 8  rozciągnięty jest na całą powierzchnię. 
Gdy e=const. i P  oznacza pole powierzchni 8, mamy m — gP ,

skąd
(2) Q=  m/P.

Ze wzoru powyższego otrzymujemy dla gęstości powierzchnio
wej wymiar

(3) [gęstość powierzchniowa] =  Z~2M.

Podobnie postępujemy w przypadku masy rozłożonej liniowo 
na pewnej krzywej C. Jeżeli A  jest punktem krzywej C, wówczas 
obieramy dowolny łuk krzywej C, pokrywający punkt A .  Jeżeli 
As oznacza długość tego łuku (t. zw. element długości), zaś Am jego 
masę, wówczas granicę

(VI) .. Am lim — =  g

nazywamy gęstością liniową w punkcie A.
W szczególności jeżeli g=const, wówczas g przedstawia masę 

łuku (krzywej C) o długości 1 cm.
Masa m na całej krzywej C wynosi

(VII) m — J gds,
c

gdzie obszar całkowania rozciągnięty jest na całą tą krzywą.
Gdy q= const i s oznacza długość krzywej C, mamy na 

mocy (VII):
(4) m — Q8, skąd g =  mis.

Na wymiar gęstości liniowej otrzymujemy więc wzór

(5) [gęstość liniowa] =L ~'M .
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§ 7. Momenty statyczne bezwładności. Środek masy.
Moment statyczny ciała względem pewnej płaszczyzny, np. xy. okre
ślamy w sposób następujący. Dzielimy ciało na drobne prostopadło
ściany o objętośeiach Avlt Av2, ... i ewentualnie na pewne kawałki 
nieregularne brzeżne. W każdym prostopadłościanie obieramy do
wolnie po jednym punkcie o współrzędnych xv yv zx, x2, y2, z2, ... 
Oznaczmy przez g(x, y, z) gęstość ciała w punkcie x, y, z. Masa 
prostopadłościanu Avx wynosi w przybliżeniu g(xv ylf z1)-Av1; gdy
byśmy całą jego masę umieścili w punkcie xv yx, zv  to mo
ment statyczny tej masy względem płaszczyzny xy byłby równy 
zx • g (iCj, yx, zx) • Avv Możemy więc przyjąć, że suma

* i  • 3/ 1,  % )  • ¿ « i  +  z s • e ( * a, y2, z2) -Av2 +  . . .

przedstawia w przybliżeniu moment statyczny ciała względem płasz
czyzny xy. Z tego powodu granicę powyższej sumy, gdy wymiary 
prostopadłościanów dążą do zera, nazywamy momentem statycznym 
ciała względem płaszczyzny xy.

Ponieważ granicą powyższej sumy jest całka potrójna j  f f  zgdv,
D

gdzie obszar całkowania D  jest rozciągnięty na całe ciało, więc

(I) Mjcy — f  f  j zqdv i podobnie Mxz — f j  fygdv, MHZ—J j  / xgdv.
O  ' D  '  D

Analogicznie określamy moment statyczny powierzchni i linij. 
Zamiast całek potrójnych wystąpią odpowiednio całki podwójne po 
powierzchniach i pojedyncze po liniach.

W  przypadku masy rozłożonej na powierzchni S otrzymamy

(II) Mxu— ffzg d a , Mn — I  f  ygda, Myr = J  jwgda,
s ' s ' s

gdzie der jest elementem pola, a dla masy rozłożonej liniowo na 
krzywej C:
(III) Mxy~ I zgds, Mju— I y gds, Ml/x—j  xgds,

c c c
gdzie ds jest elementem długości łuku.

Momenty statyczne figur płaskich względem osi x i y wyrażają 
się wzorami

(1) Mx= j fy g d x d y ,  Mv= f jx g d x d y .
D  ' D
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Dla linij płaskich mamy:

(2) Mx—Jygds, My =  lxQds.
c c

Środek masy ciała, powierzchni łub linii materialnej określa
my jako punkt o współrzędnych:

(IV) x0 =  Mzy/m, y0 — Mxz/m, z0 =  MXy/m,

gdzie Mt„, Mxz, Mxy oznaczają momenty statyczne względem płasz
czyzn zy, xz, xy, a m masę ciała.

Dla figur i linii płaskich dostajemy:

(V) x0 =  My Im, y0 =  Mx/m.

Jeżeli gęstość w ciele jest g=const., to Mzy =  q
o

i m — ę f l  Jdv=QV, skąd

/ /  f xdv f f f y dv f f f edv
(VI) X0 =  -Z -v----- , y 9 = z0 =  ~ ^ ------

Widzimy stąd, że x0, y0 i z0 nie zależą od gęstości.

A więc: jeżeli gęstość jest stała, to położenie środka ciężkości nie 
zależy od gęstości.

To samo odnosi się do powierzchni i linij.

Można wykazać, że twierdzenia o środku masy dla układów 
punktów materialnych, udowodnione w § 2, zachodzą również 
w przypadku ciał, powierzchni i linij materialnych.

B ry ły , pow ierzch n ie  i lin ie  geom etryczn e . Momentem 
statycznym bryły geometrycznej nazywamy moment statyczny ciała 
materialnego, mającego postać danej bryły, przy założeniu, że gę
stość o =  const; zazwyczaj przyjmujemy ¡»=1.

Środek masy tego ciała (który nie zależy od q) nazywamy 
środkiem ciężkości bryły geometrycznej.

Analogicznie określamy moment statyczny i środek ciężkości 
dla powierzchni i linii geometrycznych.
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Momenty statyczne i środki masy tworów geometrycznych 
otrzymamy zatem, kładąc w podanych wzorach (I)-(V), (1) i (2) n—1 
i przyjmując wobec tego, że m oznacza objętość, pole lub długość, 
zależnie od tego czy twór geometryczny jest bryłą, powierzchnią 
czy linią.

Poznamy teraz pewne twierdzenie, ułatwiające w wielu wy
padkach znalezienie środka masy. Przetnijmy daną bryłę I) płasz
czyznami równoległymi do pewnej płaszczyzny /7. Załóżmy, że 
środki ciężkości przekrojów leżą w pewnej płaszczyźnie a.

Przy tych założeniach można udowodnić, że środek ciężkości 
bryły D leży również w płaszczyźnie a.

Intuicyjnie jest to jasne. Podzielmy bowiem bryłę D na cienkie 
warstwy przy pomocy płaszczyzn równoległych do płaszczyzny 77. 
Możemy przyjąć w przybliżeniu, że środek masy każdej warstwy 
leży w płaszczyźnie a. Zatem moment statyczny każdej warstwy 
względem płaszczyzny a jest równy zeru. Wynika stąd, że moment 
statyczny całej bryły D względem płaszczyzny a jest zerem (gdyż 
równy jest sumie momentów poszczególnych warstw). A więc śro
dek masy bryły D też będzie leżał w płaszczyźnie a.

(ścisły dowód można przeprowadzić 
w następujący sposób. Przyjmijmy, że 77 
jest płaszczyzną poziomą, zaś a jest płasz
czyzną o równaniu

(3) Ax  +  By +  Cz +  E =  0.

Oznaczmy przez Dz przekrój bryły D 
płaszczyzną poziomą na wysokości z. Nie
chaj f, rj i £ = 2 , będą współrzędnymi środka ciężkości Hz prze
kroju T)z. Oczywiście i, r) i C są funkcjami 2 i na mocy (3)
(4) A ( + B t l +  CC +  E =  0.

Oznaczając przez x0, y0, t 0 współrzędne środka masy bryły D, 
otrzymujemy z (VI)
(5) A x,+B y0+Gz0+ E = U A  f / /  xdv+B j ) f  ydv+C  /  /  jzdv+Ev\.

} ' ' ' D D D
Niech P r będzie polem przekroju 7>„ a z' i z" (gdzie z '< z " )  

granicami, w których się zmienia zmienna z. Wówczas
(6) P ,=  f  jd x  dy.
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Zamieniając całkę potrójną na całkę iterowaną, otrzymamy:
5"  z"

(7) v—f  11d v—Idz j  I dxdy=  f Pzdz,
O *' ó, z;

*" 2"  z"
W  1 1  j z d v = fz d z f  fd x d y = j  P t z d z = j  Pt ędz,

' D ż' ' /i i' z>
■ Z"

(9) f  I  fxd v = z fd z j fxd xd y.
d z'

Ponieważ / fx d x d y  przedstawia moment statyczny prze-
X

kroju Dz względem płaszczyzny yz, więc f  f  xd xd y= P z£. Zatem
X

na mocy (9)
Zn

(10) I/  I xd v= J  Pz£dz i podobnie f  f  j  y d v = f  Pz rjde.
D z! ' D z'

Na mocy więc (6)—(10) dostaniemy

1 r
Ax<,+By0+Cz0+ E = -  I (A S +B t)+C ę+E )P zdz.

V •; z

Ze wzoru (4) otrzymamy tedy

AxQ-\-Byt-\-(Jz0-\-E— 0 .

A więc, środek ciężkości bryły D leży w płaszczyźnie er. Udo
wodniliśmy wiec

Twierdzenie. Jeżeli środki ciężkości przekrojów równoległych 
danej bryły leżą w jednej płaszczyźnie, to środek ciężkości tej bryły 
leży w tej samej płaszczyźnie.

W szczególności wynika stąd, że jeżeli środki ciężkości prze
krojów leżą na jednej prostej, to i środek ciężkości bryły leży na 
tej prostej. Jeżeli bowiem przez tę prostą przeprowadzimy dowolną 
płaszczyznę, to na mocy udowodnionego twierdzenia środek ciężkości 
bryły będzie leżał w tej płaszczyźnie.

Analogiczne twierdzenie zaehodzi dla powierzchni i figur 
płaskich.



í§ 7] II. Bryły, powierzchnie i linie materialne. 177

R egu ły  G uldina. Niech na płaszczyźnie x y  dana będzie 
krzywa C, o równaniu y  =  f(x ),  przyczem f ( x ) ^ 0  dla a ^ .x ^ b .  
Oznaczmy przez i długość krzywej. Na mocy (V) środek ciężkości 
wyznaczony jest wzorami:

« b
(11) x 0= M y/m =  I xds/l, y 0= M xl m =  J ydsjl.

a a

Pole powierzchni zatoczonej przez daną krzywą przy obrocie 
* *

około osi x -ó w  wynosi P — 2 n f  y d s .  Na mocy więc (11) jest
a

I .  P = 2 n l y 0.

Podobny wzór otrzymamy, dla dowolnej krzywej, leżącej ponad 
osią x -ów .

Ponieważ przy obrocie krzywej środek masy zatacza koło o pro
mieniu y 0, więc 2n y0 oznacza obwód tego koła.

A więc: powierzchnia bryły, zatoczonej przez obrót krzywej pła
skiej około osi, leżącej w płaszczyźnie tej krzywej i nie przecinającej 
je j, równa się iloczynowi długości krzywej przez drogę, jaką opisuje 
środek ciężkości.

Jest to t. zw. pierwsza reguła Guldina.

Weźmy teraz pod uwagę dla tej samej krzywej obszar D za
warty między krzywą, osią x  a rzędnymi x = a  i x = b .  Oznaczmy 
przez F  pole obszaru D . Środek ciężkości obszaru D ma na mocy (V), 
str. 174, współrzędne:

( 12) Xfb-- My
F

j  Jxdxdy

F Vo—Ł *
F

J fydxdy

b y  b

Lecz J jy d x d y = J d x lJ y  dyl= ?  J y2 dx. Na mocy więc (12) jest

(13)
u

F y < r = i f  y2dx.

Jeżeli krzywa obróci się około osi x , wówczas objętość zato-
S. Banach. Mechanika. 1 2
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b
czonej bryły będzie wynosiła V—n /  y*dx, skąd na mocy (13)

a

II. F = 2  7vy^\

Podobny wzór otrzymalibyśmy dla dowolnego obszaru położo
nego nad osią x.

A więc: objętość bryły zatoczonej przez obrót obszaru płaskiego 
naokoło osi, leżącej w płaszczyźnie obszaru i nieprzecinającej go, równa 
się iloczynowi poła obszaru przez drogę, jaką odbył środek ciężkości 
obszaru.

Jest to t. zw. druga reguła Guldina.

M om enty b ezw ład n ośc i i m om enty  zboczen ia . Postę
pując podobnie jak przy momentach statycznych, dochodzimy do 
określenia momentów bezwładności i momentów zboczenia dla brył, 
powierzchni i łinij.

Jeżeli q(x, y, z) oznacza gęstość bryły, to momenty bezwład
ności względem płaszczyzn xy,yz  i zx określamy przez wzory:

(VII) I , ff=  [ f  f ez*dv, f  f f  Qx?dv, I « = f f f  &y2dv,
D  *  D  D

momenty bezwładności względem osi współrzędnych:

I*—J / / e ( y a+ **)*> >  * » = / / f  g(a?+s?)dv,
(VIII) °  , D

I l= f J  /  e ( ^ + y 2)dv,
D

a momenty zboczenia względem płaszczyzn układu:

(IX) Dx— ( f f  Qyzdv, Dy=  ¡ / I  Qzxdv, Dz— f f  j  gxydv.
o' ' D ' D

Aby otrzymać momenty bezwładności dla powierzchni (łinij), 
należy w podanych wzorach całkę potrójną zamienić na podwójną 
(pojedyńczą) po powierzchni (po linii) i zastąpić dv przez da (ds), 
podobnie jak dla momentów statycznych. Określenia ramienia bez
władności oraz masy zredukowanej pozostają bez zmiany. Twier
dzenia udowodnione dla układów punktów materialnych zachodzą 
także i tutaj.
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$ 8. Środki ciężkości niektórych linij powierzchni i brył.
Jeżeli linia, powierzchnia lub bryła posiada środek symetrii, to }est 
on równocześnie środkiem ciężkości. Zatem środkiem ciężkości od
cinka, pełnego równoległoboku, kola, równoległościanu, kuli i walca 
jest środek symetrii tych tworów.

L in ia  łam ana. Środek ciężkości linii łamanej, np. ABGD, 
otrzymamy, zastępując każdy odcinek linii 
punktem materialnym, umieszczonym w środku 
odcinka, o masie równej długości odcinka. Śro
dek ciężkości układu tych punktów będzie środ
kiem linii ABGD  (rys. 1).

Niechaj d2, da oznaczają długości odcin
ków AB, BG, GD, zaś Vi)i S2{x2, 1/2)1
Sa(x3, xa) środki tych odcinków. Środek ciężkości łamanej ABGD 
będzie więc miał współrzędne

(1 )
^ dlx1+ d 2x2+ d ax3 

11 di+ d2 -)- d3 ’ Vo-
^i3/i+ ^ 23/2+ ^ 33/3

^l+^2 +  ̂ 3 ’
Łuk k o ła  o promieniu r, należący do kąta środkowego 2a, 

ma za oś symetrii dwusieczną tego kąta. Środek ciężkości luku leży 
więc na tej dwusiecznej (rys. 2),

Aby wyznaczyć odległość środka ciężkości S od środka koła 0, 
opieramy się na pierwszej regule Guldina. Przy 
obrocie naokoło średnicy l, prostopadłej do dwu
siecznej kąta 2a, łuk opisuje powierzchnię pasa 
kulistego o polu 2rnh (gdzie h oznacza długośó 
cięciwy, na której wspiera się łuk). Długośó łuku 
wynosi s —2ra, droga zaś środka ciężkości 2n-08. 
Zatem 2rnh=br7ta-OS, skąd OS=h/2a. Ponie
waż h—2r sin a, więc

2.
(2 ) O Sr. sm a

W szczególności dla półkola jest 2a = n , stąd 0 8 —2r/?t= 0,64r.

T ró jk ą t. Przetnijmy trójkąt prostymi równoległymi do jed
nego z boków. Środki odcinków, a więc i środek ciężkości trójkąta, 
leżą na dośrodkowej.

Wynika stąd, że środek ciężkości trójkąta leży w punkcie 
przecięcia się trzech dośrodkowych, a więc w odległości 1/3 odpo
wiedniej wysokości od każdego boku.

1 2 *
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Trapez. Środki odcinków równoległych do podstawy trapezu, 
a więc również środek ciężkości 8  trapezu, leżą na dośrodkowej.

Aby wyznaczyć odległość y0 środka ciężkości 8  od podstawy, 
obliczmy moment statyczny trapezu względem podstawy. Niechaj 
a oznacza podstawę, b drugi bok równoległy, h wysokość i P  po
wierzchnię trapezu. Moment statyczny względem podstawy wynosi

(3) M = P y 0=^(a+b)hy0.

Dzieląc trapez na równoległobok i trójkąt, dostaniemy

(4) M = b h łh + U a —b)h-łh=łh*(a+2b).

Z porównania (3) i (4) dostaniemy

(5) 2/o=i-
a -f- 2 b 
a-\-b h.

Wynika stąd konstrukcja geometryczna środka ciężkości, przed
stawiona na rysunku 1. Z podobieństwa trójkątów BCS i ADS 
dostajemy ( h - y 0)/y0 =  (P +a)/(^a+fe), skąd otrzymujemy y9 
zgodnie ze wzorem (5).

1. 2.

W ielok ąt. Aby wyznaczyć środek ciężkości wielokąta, roz
bijamy go na trójkąty (trapezy, prostokąty), a następnie obliczamy 
momenty statyczne poszczególnych części względem osi układu.

Oznaczmy przez p np. pole figury podanej na rys. 2. Roz
bijamy ją na 3 prostokąty o polach pv p2 i p3. Niechaj. xlt ylf x2, yt 
i xn będą współrzędnymi środków ciężkości względem osi x i y. 
Mamy Mx= p 1y1+ p 2yi + * M y=p1x1+ p 2x2+ p 3x3; środek cięż
kości S ma więc współrzędne:

x0= M y/p,(6) y0= M xjp.
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W y cin ek  koła. Weźmy pod uwagę wycinek koła OAB. Z po
wodu symetrii środek ciężkości 8  wycinka leży na dwusiecznej kąta 
środkowego 2a. Odległość 0 8  środka ciężkości od środka koła 0  otrzy
mamy opierając się na drugiej regule Guldina. Wycinek OAB za
toczy przez obrót naokoło promienia OA—r 
wycinek kuli. Wysokość czaszy wycinka kuliste
go wyniesie CA—OA—OC—r—rcos2a=2ł,sin2a, 
skąd objętość wycinka kuli p=§ra7r 2rsin2a =
=  |r*Ttsin2a. Środek ciężkości zatoczy koło 
o promieniu y0—OS-sma. Pole wycinka równa 
się r*a. Na mocy drugiej reguły Guldina 
będzie więc sin2a=2ny0-r2a—2jiO8sinawa, skąd

m  o s = 24 5 i r.
oa

Dla półkola mamy w szczególności 2a-—n czyli

(8) 0 8  =  4r/3tt=  0,42 r

O dcin ek  koła. Środek ciężkości 8' odcinka koła znajduje się 
na dwusiecznej kąta środkowego do którego należy ten odcinek. 
Odległość 08' środka ciężkości odcinka od środka koła otrzyma
my ze wzoru, przedstawiającego moment statyczny wycinka OAB 
względem OA jako sumę momentów trójkąta OAB i odcinka koła. 
Oznaczając więc przez p pole wycinka, przez p' pole trójkąta OAB, 
przez p "  pole odcinka, a przez F  środek ciężkości trójkąta OAB, 
otrzymamy p-08 sina—p'-OF &in a + p " -08' sina. Ponieważ p — r2a,

r2 sin 2a, p " — p — p ’ i O F = frcosa , więc

(9) 08' = 4 sin3 a 
3(2a—sin 2a) r.

G ra n iastos łu p .W a lec . Środki ciężkości przekrój ów graniasto - 
słupa płaszczyznami równoległymi do podstawy leżą na prostej, 
łączącej środki ciężkości obu podstaw. Przekroje zaś płaszczyznami 
równoległymi do jednej ze ścian bocznych są równołegłobokami (lub 
składają się z kilku równoległoboków); środki ciężkości tych prze
krojów leżą w płaszczyźnie równoległej do podstawy, poprowadzonej 
w połowie wysokości. Podobnie przedstawia się sprawa dla walca.

Wynika stąd, że środek ciężkości graniastosłupa lub walca leży 
w połowie jego wysokości na prostej, łączącej środki ciężkości obu jego 
podstaw.
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O strosłup . Stożek . Środki ciężkości przekrojów równole
głych do podstawy ostrosłupa leżą na prostej, łączącej wierzchołek 
ze środkiem ciężkości podstawy. Na tej prostej leży więc również

środek ciężkości 8  ostrosłupa. Aby wyznaczyć 
wysokość, na jakiej leży ten środek ciężkości, 
obliczamy moment statyczny ostrosłupa 
względem płaszczyzny podstawy. Obierając 
płaszczyznę podstawy za płaszczyznę poziomą, 
otrzymujemy Mxy=  j j  [ zdbcdydz. Obszar
całkowania jest rozciągnięty na cały ostro
słup. Oznaczmy przez h wysokość ostro

słupa, przez Dz przekrój płaszczyzną poziomą na wysokości z 
i przez P z pole przekroju Dz. Zamieniając całkę potrójną na całkę

h h
iterowaną dostaniemy Mxy—jz d z  f  Jdxdy=  fzP zdz. Niech P  oznacza

o d . ó

■4-0pole podstawy. Jak wiadomo P z/P =  (h— z)2/h2, czyli P z P.

Zatem

Z drugiej strony, oznaczając przez v objętość ostrosłupa, a przez 
z0 wysokość jego środka ciężkości, mamy

Mxg =  z0v =  z0 ■ $hP.

Z przyrównania obu wzorów na Mx„ otrzymujemy

(10) *0 =  */ 4.

Podobnie przedstawia się sprawa dla stożka.
A więc: środek ciężkości ostrosłupa (stożka) leży w */« jego wy

sokości na prostej, łączącej wierzchołek ze środkiem ciężkości podstawy.

§ 9. Momenty bezwładności niektórych linłj, powierz
chni i brył. W  tym § zakładać będziemy, że rozpatrywane linie, 
powierzchnie i bryły mają gęstość stałą q.

O dcinek. Obliczmy moment bezwładności odcinka AB  o dłu
gości a względem prostej l, przechodzącej przez środek O tego od
cinka i nachylonej do niego pod kątem a.
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Przyjmijmy, że AB  leży na osi x-6w i że 0  jest począt
kiem układu współrzędnych. Podzielmy odcinek AB  na drobne 
odcinki przy pomocy punktów xx, x2 ...
Połóżmy Axx =  x2 — xx, Ax2 =  x3—x2 i t. d.
Moment bezwładności odcinka Axt względem 
prostej l wynosi w przybliżeniu r^Am  ̂ gdzie 
Am( oznacza masę i-tego odcinka, zaś r. od
ległość jego lewego końca od l. Ponieważ 
ri= x lsina, Ami—gAxi, więc r2Amj= x 2gAxlsin2a. Możemy zatem 
przyjąć, że moment bezwładności I t względem prostej l wynosi 
w przybliżeniu yx2igAxj sin2a. Przechodząc do granicy, otrzymamy

+ ¥
I , =

- i a
sin2a dx 1̂

12 a3g sin 2 a.

Masa m odcinka AB  wynosi m — ao. Zatem

(1) Ii — fa ma2 sin2 a.

Ponieważ 0  jest środkiem ciężkości odcinka AB, więc moment 
bezwładności względem prostej l' równoległej do i i leżącej w od
ległości d od O wynosi w myśl wzoru (I), str. 161, Ir=It+m ćP, czyli

(2) Ir  — fa m  (a*sin2a + 1 2 d2).

W  szczególności jeżeli V przechodzi przez koniec A, to 
d=|asina, skąd
(3) Ir =  J mař sin2 a.

Jeżeli zaś proste í i i' są prostopadłe do AB, to a=n/2 i mo
menty Ii i Ir redukują się do momentów bezwładności względem 
punktów O i A. Z (1) i (3) otrzymujemy dla a=7i/2:

(4) I o — fama2, I A =  \ma2.

P rostok ąt. Przeprowadźmy przez środek prostokąta o bo
kach a, b osie x ,y  układu współrzędnych. Ponieważ osie te są osiami 
symetrii, więc są zarazem osiami środkowymi i

6/2 n/2W/ m ■ •/ mJ

Iu— f  j  x2gdxdy =  g jd y j  x?dx =  — a3bg
—6 2 —nl 2
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Masa prostokąta jest m—abg, więc ,

(5) I u — ^¡ma2-, podobnie l x =  ^i mb2.

Moment zboczenia Dz jest zerem, więc elipsa 
bezwładności środkowa ma równanieistr. 169, (3)) 
Ixcćl+ Iyyi= ć i czyli -jłg mb2x2 +  ma2y2—c2. 
Stała c jest dowolna; kładąc <?=-fama2b2X2, 
gdzie A jest nową stałą dowolną, otrzy
mamy

(x/Xa)2 +  (y/kb)2= l .

A więc: elipsy bezwładności środkowe mają osie proporcjonalne 
do boków prostokąta.

Moment bezwładności względem prostej l (rys. 1), przecho
dzącej przez O i nachylonej pod kątem a względem osi x, wynosi 
(str. 169, wzór (1)) I i = I xcos,2a +  I usin2a czyli

(7) I i=  ^ m (b2 cos2 a +  a2 sin2 a).

Momenty bezwładności I„ i l h względem boków a i b prostokąta 
wynoszą I a=7,-f-m (ó/2)2 i I b—Ix-\-m(al2)2, czyli

(8) I a =  \mb2, . l b — ^ma2.

K w adrat. Zachowując znakowanie jak dla prostokąta, mamy 
a=b , skąd I X= I U. Wynika stąd, że elipsa bezwładności środkowa 
jest kołem. Środek kwadratu jest więc punktem kołowym.

Trapez. Aby wyznaczyć moment bezwładności trapezu wzglę
dem podstawy o (p. rys. 2), podzielmy trapez na drobne paski 
równoległe do podstawy. Oznaczmy przez Ayu Ayiy... grubości tych 
pasków, przez yu yv ... odległość ich środków od podstawy, a przez 
ru rt, ... długości odcinków, przechodzących 
przez środki pasków równolegle do podstawy.
Możemy przyjąć, że moment bezwładności i-tego 
paska względem boku a wynosi w przybliżę- <»
niu Amty2, gdzie Amt oznacza masę i-tego 2-
paska. Moment bezwładności I„ względem boku a równa się w przy
bliżeniu 2JAm,yJ. Lecz A m ^ A y ^ g . Z rysunku 2 widzimy, że

(r,—b)l(a—b )= (h —yl)lh, skąd r,=  a—(a— Zatem I„ wynosi

b
f —  jy...J

/ — 1— r------1-
/ * H

(6)
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y(]
a—(a—&)— Przechodząc do granicy, do-w przybliżeniu V 

stajemy
Ar -i 1

. ! « = (  « —(a—b Ą ^ d y ^ — g^a+M )}?.

Ponieważ m=^(a-\-b)hg, więc

(9) T 1  « + 3 6  _  Ła 
JL (i — ~  • ; ; TťhYt .6 tx+ 5

T ró jk ą t. Ze wzoru powyższego otrzymamy moment bezwład
ności trójkąta względem podstawy, kładąc 6=0. Dostaniemy

(10) In—^mh*.

R ów n oleg łobok . Kładąc we wzorze (9) b=a , otrzymamy 
moment bezwładności równoległoboku względem jednego z boków:

(11) I a=łmh*.

P rostop a d łościan . Umieśćmy początek układu współrzęd
nych w środku prostopadłościanu, prowadząc osie x, y, z równolegle 
do krawędzi, których długości oznaczymy przez a, 6, c. Moment 
bezwładności względem osi x  wynosi

(i 2 b 2 c 2 ^
Ix=  f  I I e(y*+ i?)dxdydz= e j  dx f  d y f  (y2 +  &)dzx=--dbcQ(b2+<ł).

a 2 —-b'2 —c 2

Kładąc m=abcg, otrzymujemy stąd

( 1 2 )  I x = i ‘s w i(6 2 + c 2)

i podobnie Iy=^m (a'i +e2), Jt= T'5m(a2 +  62).
Moment bezwładności I„ względem krawędzi a jest Ia—l x-\-m<P} 

gdzie d—}j\b2+<? więc

(13) I„=^w(62+ c 2)

i podobnie l6=^m («2+ c 2), I c=$m (a2 +  b2).

O krąg koła. Moment bezwładności okręgu o promieniu r 
względem środka O wynosi oczywiście
(14) I 0=mr*.
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Aby wyznaczyć moment bezwładności względem średnicy, 
obierzmy O za początek układu współrzędnych (x, y ). Mamy oczy
wiście Ix= I„. Ponieważ I 0= I x+ I y, więc 10—2IX czyli Ix==\Io- 
Stąd moment bezwładności względem średnicy wynosi

(15) Z*=.>»w2.

K oło . Ze względu na symetrię momenty bezwładności po
wierzchni koła względem średnic są równe. Obierzmy środek koła O 
za środek układu współrzędnych (x, y). Zatem I x—I y, a ponie

waż moment bezwładności względem środka 
I o = I x + I y, więc I o = 2 I x, więc I X= ^ I0. Aby 
obliczyć Io, podzielmy koło na pierścienie przy 
pomocy kół współśrodkowych o promieniach 
xv x2,.... Połóżmy Axt — x2—xv Ax2—x3—x2,.... 
Możemy przyjąć, że moment bezwładności 
i-tego pierścienia względem O wynosi w przy
bliżeniu Arn^, gdzie Am. oznacza masę tego 

pierścienia. Ponieważ pole pierścienia wynosi w przybliżeniu 2nXiAxi, 
więc Aml=2nxjgAxr Zatem w przybliżeniu Io=E2m ^ęAxr Prze
chodząc do granicy, otrzymujemy stąd

(16) Io— 127ix?Qdx=\ ngr*.

Ponieważ masa koła m = ring, więc:

(17) l o —^mr* i Ix^ m r*.

P ow ierzch n ia  kuli. Moment bezwładności powierzchni kuli 
względem środka wynosi oczywiście

(18) l o —mr2.

Aby wyznaczyć moment bezwładności względem średnicy kuli, 
umieśćmy początek układu współrzędnych w środku kuli. Z powodu 
symetrii mamy I x= I y—I z. Ponieważ 2I0—I x-\-Iy+Iz, więc 
Zatem I x—^Io, skąd
(19) Ix=|wr2.

K uła. Biorąc za początek układu współrzędnych środek kuli, 
marny ze względu na symetrię jak poprzednio Ix=%Io- Moment Io
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obliczymy postępując podobnie jak przy kole, t. j. dzieląc kulę na 
warstwy przy pomocy kul współśrodkowych. Otrzymamy

(20) l o —lmr2 i Zjr=gmr2.

W a lec  ob ro to w y . Oznaczmy przez r promień podstawy, 
a przez k wysokość walca. Weźmy za początek układu współrzędnych 
środek osi walca, przyjmując oś walca za oś z-ów.

Aby obliczyć moment I z, postąpmy podobnie jak przy kole, 
t. j. podzielmy walec na warstwy przy pomocy walców o podstawach 
współśrodkowych z podstawą walca. Otrzymamy

<21) I z=^mr*.

Aby obliczyć momenty I* i lyi podzielmy walec na warstwy 
przy pomocy płaszczyzn równoległych do podstawy. Oznaczmy 
przez Az1, Azt, ... grubości warstw, przez zv z2, ... współrzędne środków 
ich podstaw, przez Arn̂ , Am2y... masy warstw.
Moment bezwzględności i-tej warstwy wzglę
dem prostej równoległej do osi x  i przechodzą
cej przez środek ciężkości tej warstwy równa 
się w przybliżeniu ^Amtr2 (jak moment bez
władności koła względem średnicy). A więc mo
ment bezwładności warstwy względem osi x 
wyniesie w przybliżeniu jAmlr*-i-Am/zf. Ponie
waż Ami= r a3iAziQ, więc będzie w przybliżeniu

skąd, przechodząc do granicy, otrzymujemy
A/2,

- /  i—hi '
jr*+ z ‘jri n g d z = (3r*-|- №).

Ponieważ masa walca jest m = rl7toh, więc

(22) I x=&m{3r*+h*).

Ze względu na symetrię mamy oczywiście I x—l u.
Moment względem tworzącej l walca wynosi I t= I z +mr*, więc

(23) It=\mrA.

Oś z jest osią symetrii, a więc jest ona równocześnie osią środ
kową. Z powodu symetrii osie x  i y są również osiami środkowymi. 
Elipsoida bezwładności ma więc równanie I xxi + I yy2 + I zzi= ć iy skąd 
wobec (22) (afi+y^+^mr2?1—#* czyli
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(24) (*/r)a +  [y irf +  <*/^(3»* +  fc*))s=A4,

gdzie A* jest dowolną stałą.
Elipsoida bezwładności jest więc elipsoidą obrotową. Gdy r\Ź—hT 

elipsoida jest kulą.

S tożek  o b ro to w y . Oznaczmy przez r promień podstawy,, 
a przez h wysokość stożka. Umieśćmy początek O układu współ
rzędnych w wierzchołku stożka i przyjmijmy oś stożka za oś «-ów.

Jako oś symetrii jest ona również osią. 
bezwładności środkową, a więc na mocy twier
dzenia 2°, str, 168, osią bezwładności w punkcie O. 
Z powodu symetrii osie x  i y są również osiami 
bezwładności w punkcie O.

Podzielmy stożek na warstwy o grubości 
Azt przy pomocy płaszczyzn równoległych da 
podstawy. Moment bezwładności i-tej warstwy 
względem osi z wynosi w przybliżeniu Amtf/2' 

(podobnie jak moment bezwładności walca względem osi), gdzie r, 
oznacza promień dolnej podstawy i-tej warstwy. Mech zt oznacza 
współrzędną środka dolnej podstawy i-tej warstwy; wówczas. 
r,/r=«i/A, czyli
(25) rt—rzi/h.

Ponieważ w przybliżeni^ Anty— ńnAz.ę, więc na mocy (25) mamy

(26) ^Amjr2i=l{r/h)*7iQZ*Azl,

skąd w przybliżeniu I z=^Ą(r/h)*itgz^Azr Przechodząc do granicy, 
otrzymamy

Masa stożka jest m—^ n h g , więc

(27)

Aby obliczyć I x, zauważmy, że moment i-tej warstwy wzglę
dem prostej równoległej do osi *-ów i przechodzącej przez środek 
ciężkości tej warstwy wynosi w przybliżeniu jAm rf. Zatem wzglę
dem osi x-ów wynosi on ^Amfi+Amtf. Suma ta równa się na mocy
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<25) i (26) Jre2!/ ( 4 + (^ )  jd z ,=  Aw,, czyli Z, równa się w przy

bliżeniu £ A u>i. Przechodząc do granicy, otrzymamy

Z-=/[|(J) ^ ( 4  +  ( ^ a)]d z= ^ r*T rp (a * + r2)A,

<5Zyli

Oczywiście mamy I x= I g.

Niech <p oznacza kąt między osią z a tworzącą l (leżącą w płasz
czyźnie xz). Ponieważ osie x ,y ,z  są osiami bezwładności w O, więc 
na mocy wzoru (I), str. 164, jest h = I x cos2 a + I g cos*/3+Z* cos* y, 
gdzie a, fi, y oznaczają kąty między tworzącą l a osiami układu

7t 71współrzędnych. Mamy a = - —<p, / }= - i y=<p, skąd
Z Z

h  =  Ix sin* <P +  I Z COS2 <p,
& stąd na mocy (27) i (28)

(29) I, =  m [(r*+ 4 k2) sin2 <p +  2r2 cos2 ę ] . 20

Z uwagi na to, że tgę>=r//i, dostajemy

(3 0 )
_ 3  m 2

1 ,=  20' r* +  W T



ROZDZIAŁ V

UKŁADY PUNKTÓW MATERIALNYCH

§ 1. Równania ruchu. Niech dany będzie układ punktów 
materialnych o masach Oznaczmy przez Pil *̂21 •••> P«
sumy sił działających na poszczególne punkty, a przez pv pt, ..., p„ 
przyśpieszenia tych punktów względem układu inercjalnego współ
rzędnych. Wówczas według prawa Newtona:

mxpx =  P v m2p2= P 2, • . • , ™nP „^ P n-

Równania powyższe zapisujemy krócej
(I) m,ipi=Pi (i =  1,2,

Niechaj punkt m/ ma współrzędne x , ,y i,z r  Równania (I) mo
żemy napisać w postaci:

(II) miXi~Pix, m iy,= P ly, mi'żi=Pit (i =  1 ,2 ,...,» ).

U kłady sw obodne. O siłach PlfP 2, P „  zakładamy, że 
w najogólniejszym przypadku zależą one od czasu, położenia i pręd
kości punktów układu. Przyjmować więc będziemy, że siły są funk
cjami: czasu t, zmiennych x v  y v  zv  ..., xn, y n, zn określających po
łożenia punktów oraz zmiennych x„ y v  żv ..., xn, y n, żn określających 
prędkości punktów. Zatem możemy napisać:

P,x= F i(t, x v  y v  zv  ..., x n, y n, zn, xv  y v  żv ..., xn, y n, ż„), 

i podobnie Pty= (J>i, Piz=W t.

O funkcjach P /jr, P iy i P >t zakładamy, że są ciągłe i że mają 
ciągłe pierwsze pochodne cząstkowe względem każdej zmiennej.

Równania (II) noszą nazwę równań ruchu Newtona.
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Stanowią one układ równań różniczkowych drugiego rzędu. 
Z teorii równań różniczkowych wynika, że równania (II) wyzna
czają ruch układu punktów, jeżeli dane są w chwili początkowej 
t = t 0 położenia początkowe punktów (t.j. współrzędne y°v zf[,...,^n) 
i prędkości początkowe (t.j. ..., żfij.

S iły  w ew nętrzne i zew nętrzne. Siły, działające na punkty 
układu, dzielimy na dwie grupy.

Do pierwszej zaliczamy te siły, które pochodzą ze wzajemnego 
oddziaływania punktów układu na siebie. Siły te nazywamy siłami 
wewnętrznymi.

Pozostałe siły nazywamy siłami zewnętrznymi.

O siłach wewnętrznych zakładamy, że stosują się do prawa 
akcji i reakcji Newtona (str. 73).

Weźmy pod uwagę parę sił, z jakimi działają na siebie dwa 
punkty układu m' i m". Suma tych sił jest zerem, a że nadto dzia
łają one wzdłuż prostej, łączącej punkty m' i m", więc i moment ich 
względem dowolnego punktu jest zerem. Ponieważ siły wewnętrzne 
możemy zgrupować w takie pary, więc suma i ogólny moment sil 
wewnętrznych jest zerem.

E ów n ow aga  układu punktów . Układ punktów jest w rów
nowadze, jeżeli każdy punkt jest w równowadze.

A więc, jeżeli układ punktów jest w równowadze, to suma 
sił działających na każdy punkt jest równa zeru. O układzie sił, 
mającym tę własność, mówimy, że jest w równowadze lub że siły 
tego układu równoważą się.

Niech dany będzie układ sił w równowadze. Weźmy pod uwagę 
siły tego układu, działające na dowolny punkt materialny. Ponieważ 
suma tych sił, jak i moment ogólny względem dowolnego punktu 
przestrzeni, są równe zeru, więc dany układ jest równoważny zeru 
(str. 23).

A więc: jeżeli siły, działające na układ punktów materialnych, 
równoważą się, wówczas suma tych sil i ogólny moment jest zerem.

Warunek powyższy jest warunkiem k on ieczn y m  równowagi 
sił, ale nie jest warunkiem w y sta rcza ją cy m . Ponieważ siły we
wnętrzne mają sumę i ogólny moment równy zeru, więc z podanego 
warunku wynika, że jeżeli układ punktów materialnych jest w równo
wadze, to suma i ogólny moment sił zewnętrznych jest zerem.
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Podobnie jak poprzedni, warunek ten jest tylko warunkiem 
k on ieczn y m  równowagi układu.

Zasada d 'A lem berta . Równania (I), str. 190, możemy na
pisać w postaci

£ ,+ ■ (— *»,?,) =  0  * = 1 , 2 , . . . , « .
Wektory —mtpi nazwaliśmy siłami bezwładności punktów W/ 

(str. 74). Możemy więc powiedzieć, że siły bezwładności równoważą 
się z siłami działającymi na punkty układu.

Twierdzenie powyższe nosi nazwę zasady d'Alemberta.
Znaczenie tej zasady występuje głównie w układach punktów 

nieswobodnych, czym zajmiemy się dalej. Należy pamiętać, o czym 
mówiliśmy na str. 74, że siły bezwładności nie są siłami, lecz wekto
rami, które tylko dla wygody nazywamy siłami.

P rz y k ła d  1. Po osi x poruszają się dwa punkty A 2 o ma
sach « 4 , wij, przyciągające się z siłą P  według prawa Newtona. 
Więc \P\—Kmlm2lr2, gdzie r= A ,A 2. Oznaczając przez xx i x2 (xl< x 2) 
współrzędne punktów, otrzymamy równania ruchu w postaci:
(1) mxxl —Km1m2l(x2—x1)2, m2x2=  —Km1m2/(x2—a )̂2.

Przyjmijmy, że w chwili początkowej 
2— _ L.---- mź—----- - t= 0  jest x t= r f , x2=x%, xx — 0 ,x 2= 0 . Do

dając równania (1 ) stronami, dostaniemy 
»»lx1 -|-TO2a:2= 0 , skąd po scałkowaniu

mlxl +  m2x2 — a, m ^ Ą - m2x2 =  ał +  b.
Ze względu na warunki początkowe otrzymamy a =  0 

i b —  TOj#, -f w2â . Więc:
(2) mii\ +  m2x2 — 0, m\X\ +  m2x2

Z równań (1) otrzymujemy jeszcze
(3) x 2— x1 =  —K(m 1 + m 2)l(x2 — x l)2.

Połóżmy x 2— xx— r  i K ( m 1-\-m2) = h .  Dostaniemy ir = — h/r*. 
Mnożąc obustronnie przez r i całkując, otrzymamy |r*=ft/r-f-c. 
Ponieważ dla i= 0  mamy r = x \ — x®=0 oraz r— a^=r0, więc

C— — —• Zatem \r2 — - —  — » skąd 
r0 2 r r0

(4)
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Przyjęliśmy znak ujemny, gdyż punkty będą tnę zbliżać do 
siebie, więc r będzie maleć, skąd r < 0 . Z (4) dostajemy

dr ■ dt, więc — f  +  &
N i - ? . )

Po scaikowaniu otrzymamy

1 KL L i/-------- i , • r0—2r] , ,-  2 \tqT—- r* -f  r0arc sm —------ +  or0 J(5)

Ponieważ dla i—0 jest r = r 0, więc

(6) c' _ x r0\'rv
m '

Czas T, po którym punkty się spotkają, otrzymamy z (5), 
kładąc r= 0 . Zatem

n r0\‘r0______rY 71______
2 \‘Jh ~  2\2K\mx+m^)

Dla m1—-m2~ l g ,  r0= l  cm i K  =  6,6-10_J! cm3g~l sek~2 otrzy
mujemy T=3055sek.

Wzory (2), (5) i (6) (gdzie r—x2—#1 ) wyznaczają ruch punktów.

U kłady n iesw obodne. Jeżeli istnieją warunki ograniczające 
możliwe ruchy układu punktów' materialnych, wówczas nazywamy 
go układem nieswobodnym, a warunki ograniczające wiązami. Podob
nie, jak w przypadku jednego punktu nieswobodnego, przyjmujemy, 
że więzy są wynikiem pewnych sił, zwanych reakcjami, które po
wodują, że układ zachowuje więzy.

Jeżeli do sił działających na punkty układu dołożymy siły re
akcyjne, wówczas układ możemy uważać za swobodny. W ten spo
sób badanie ruchów układów nieswobodnych sprowadzamy do ba
dania ruchów układów swobodnych.

Jeżeli wdęc na punkty układu o masach {mt} działają siły {Pt}, 
to oznaczając przez {Ri} reakcje, mamy

(III) mfpl= P t +  Rl »= 1 ,2 ,...,» .

W szczególności układ nieswobodny jest w równowadze, jeżeli 
siły działające równoważą się z reakcjami.
S. Ranach. Mechanika. 19
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m,

Więzy układu mogą polegać na tym, że niektóre punkty muszą 
się stale znajdować na pewnych liniach lub powierzchniach. Oprócz

tego rodzaju więzów, poprzednio już poz
nanych (por. str. 123), spotykamy się 
jeszcze z innymi. Np. dwa punkty mate
rialne mogą być połączone nicią nieroz- 
ciągliwą o długości I; odległość zatem 
punktów od siebie musi być stale <Z. Nić 
działa na punkty tylko wtedy, gdy jest 

napięta (rys. górny). Jeżeli założymy, że masa nici jest dość mała, 
by można ją było pominąć, to siły, z jakimi nić działa na punkty, 
będą co do wielkości równe nawet wtedy, gdy nić będzie nawinięta 
na jakieś ciało (rys. dolny) — o ile nie ma tarcia. Siły te są oczywiście 
reakcjami. Reakcje są styczne do nici i mają zwrot w kierunku nici.

Układ sztyw ny. Ważnym przykładem układu punktów nie- 
swobodnego jest t. zw. układ sztywny. Jest to układ nieswobodny, 
którego więzy polegają na tym, że wzajemne odległości punktów 
układu pozostają niezmieime. Przyjmujemy, że w tym przypadku 
występują pewne siły wewnętrzne (t. j. działające między punktami 
układu), które sprawiają, że punkty zachowują odległości stałe, 
mimo działania sił zewnętrznych.

Ciało stałe fizyczne na ogół odkształca się, t. j. zmienia swoją 
postać pod wpływem sił na nie działających. Zdarzyć się jednak 
może, że gdy siły nie przekraczają pewnej granicy, odkształcenia są 
tak niewielkie, iż praktycznie możemy nie brać ich pod uwagę. 
W tym przypadku za model takiego ciała przy małych siłach mo
żemy obrać układ punktów, który nazwaliśmy układem sztywnym. 
Wyniki, jakie otrzymamy, będą wówczas ważne w przybliżeniu dla 
ciała fizycznego. W ten sposób możemy stosować do ciał stałych 
fizycznych twierdzenia, jakie otrzymamy dla układów sztywnych. Ze 
względu na ważną rolę, jaką odgrywa teoria układu sztywnego, zaj
miemy się tą teorią szczegółowo w rozdziale VI. W tym rozdziale 
ograniczymy się tylko do podania kilku przykładów na tle ogólnej 
teorii układu punktów.

Najprostszym przypadkiem układu sztywnego jest układ złożony 
z dwóch punktów materialnych, których odległość r jest stała.

Układ taki możemy zrealizować, łącząc dwa punkty materialne 
sztywnym prętem o małej masie, którą w stosunku do mas samych 
punktów można pominąć. Mówimy wówczas, że punkty połączone



BIJ Równania ruchu. 195

są prętem sztywnym bez masy. W  ten sposób siły wewnętrzne mię
dzy punktami zastępujemy siłami, z jakimi pręt oddziaływa na te 
punkty. Siły te są zatem co do wielkości równe, mają kierunek 
pręta, a zwroty przeciwne.

P rz y k ła d  2. Dwa ciężkie punkty materialne o masach i m3 
połączone są nicią nierozciągliwą (bez masy), przewiniętą przez 
krążek. Punkt m2 musi pozostawać na prostej pionowej l. Jaki 
kąt <p tworzy nić z prostą l w położeniu równowagi, jeżeli nie ma 
tarcia?

5Ta punkt działa nić z siłą T skierowaną pionowo do góry 
oraz ciężar m̂ g skierowany pionowo w dół (rys. 1). Zatem 
T— tn1g = 0, więc
(7) T  =  m1g.

Na punkt m2 działa nić z siłą T skierowaną wzdłuż nici, cię
żar m2g skierowany pionowo w dół i reakcja R prostopadła do 
prostej l. Tworząc rzuty sił na prostą l, dostaniemy T cos 93— m ^ —0, 
więc
(8 ) Tcos <p — mtg.

Z równań (7) i (8 ) otrzy
mamy

cos <p =  m2/m,.
Równowaga jest więc 

możliwa tylko wówczas gdy 
r»2 <  mv

P r z y k ła d  3. Punkty 
materialne ciężkie 1 , i i ,  
o masach mj, m2 połączone są 
nicią nierozciągliwą bez ma
sy Punkt A x zawieszony jest 
na nici. OAx, również nierozciągłiwej i bez masy. Cały układ obraca 
się około osi pionowej ze stałą prędkością kątową co, przyczem 
kąty a i f } ,  jakie nici OAx i A tA 2 tworzą z pionem, nie ulegają 
zmianie podczas tego obrotu. Wyznaczyć kąty a i /3.

Obierzmy w punkcie O początek układu ruchomego (x ,y ,z ), 
obracającego się około osi pionowej z z prędkością kątową w (rys. 2 ). 
Możemy przyjąć, że punkt A t znajduje się stale w płaszczyźnie xz. 
Ponieważ kąt a jest stały, więc punkt At jest w równowadze względ
nej względem układu (x, y, z).
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Wykażemy najpierw, że w płaszczyźnie xz znajduje się również 
punkt A v

Ponieważ punkt A x jest w równowadze względnej, więc jego 
siła unoszenia P(u równoważy się z siłami działającymi t. j. z cię
żarem Qlt reakcją Rt nici OAx i reakcją B2 nici AxA t. Zatem

(9) Pu' -f- +  Ą. +  B2 — 0.
Z równania powyższego wynika, że B2——P{ul)—Q1—Rl. Po

nieważ siły —Pu\ —Qi i —Bx leżą w płaszczyźnie xz, więc B2 leży 
również w płaszczyźnie xz. Ponieważ nadto B2 ma kierunek nici A XA 2, 
więc i nié A tA 2 leży w płaszczyźnie xz; zatem punkt A 2 leży również 
w płaszczyźrde xz.

Przejdźmy do wyznaczenia kątów a i Z uwagi na to, że 
kąty te są stałe, oraz że długości OAx i A XA 2 również się nie zmie
niają, wynika, że punkt A 2 jest także w równowadze względnej 
względem układu (x,y,z). Oznaczając przez P® jego siłę unoszenia, 
a przez Q2 jego ciężar, otrzymamy

(10) p L2)+ & - * *  =  0.

Oznaczmy przez rx i r2 odległości punktów Ax i A 3 od osi 
obrotu. Mamy:

(11) rx =  OAx sin a, r2 =  (Ł4.! sin a +  A XA 2 sin/S,
(12) IPL-'I =  Wĥ co*, |P®| =  m2r2a)K

Utwórzmy rzuty (9) i (10) na osie x  i z. Kładąc Pr=|^il 
i P 2=|P2|, dostaniemy:

(13) mxrx<o2- -  Rx sina + R 2 sin /3=0, —«^¡/-KRiCOSa—P 2cos/?==0,
(14) m2r2(o2— P2sin/1= 0, —m2gf+P2cos /9=0.

Z równań (13) i (14) otrzymujemy:

(15) tg a =  («hrj +  m2r2)a)2l(ml Am 2)g, tg/i =  r2a)2/g.

Jeżeli przez r0 oznaczymy odległość środka S masy układu 
punktów AX,A 2 od osi obrotu z, to otrzymamy m2)r0— mlr1 -(- m2r2, 
skąd na mocy (15) tg a = r 0a>a/<7, a więc z uwagi na to, że rl< r 0< r 2, 
będzie tg a <  tg /3 czyli a <  fi.

Znając OAx i A xA t, znajdujemy a i /3 z równań (11) i (15).
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P rzy k ła d  4. M aszyna A tw ooda . Na końcach nici 
(nierozciągliwej, bez masy), przewiniętej przez krążek (bez masy), 
zawieszone są dwa ciężkie punkty materialne o masach to, i m2. 
Załóżmy, że oba- punkty poruszają się pionowo. Ponieważ nić jest 
nierozciągliwą, więc drogi przebywane przez oba punkty są równe. 
Zatem przyśpieszenia i prędkości obu punktów są równe co do 
wielkości, zwroty zaś mają przeciwne. Oznaczmy przez p rzut 
przyśpieszenia punktu na oś z skierowaną pionowo 
w dół. Niechaj R oznacza wartość bezwzględną siły-, 
z jaką nić działa na punkty mx i to2. Na punkt to, 
działa ciężar i reakcja nici. Zatem

(16) m,p =  m^g—R.

Dla punktu m2 otrzymamy podobnie

(17) — miV — mt9— R.

Z równań (16) i (17) dostajemy:

R
m.

m,g

fi
m,

(18) m,
to, TO 9, R uTOj TO2

%  +  TO2 *
A więc punkty będą się poruszać z przyśpieszeniem stałym.
Z równania (18) dostajemy (ml + m 2)p — mlg—
A więc przyśpieszenie jest takie, jak gdyby na punkt mate

rialny o masie TOj+TOj. działała siła t. j. siła równa różnicy
ciężarów.

Jeżeli to, >  to?, wówczas p > 0 , t. zn. że przyśpieszenie punktu w, 
jest skierowane w dół, zaś punktu m2 w górę.

Jeżeli tox= to2, wówczas p = 0 , t. zn. że punkty poruszają się 
ruchem jednostajnym.

P rz y k ła d  5. Dwa punkty ciężkie o masach i to2, połączone 
nicią nierozciągliwą bez masy, poruszają się w płaszczyźnie pio
nowej po dwóch prostych i, i l2. Na punkt to, działa nić z siłą Tv 
ciężar i reakcja prostej Sv  Podobnie na punkt w2 działają 
siły T2, m $  i K2. Przyjmijmy, że nie ma tarcia, zatem że Ry i R2 
są prostopadłe odpowiednio do prostych i, i l2 (str. 198, rys. 1).

Ponieważ nić jest nierozciągliwą, więc drogi przebywane przez 
oba punkty będą równe, przyśpieszenia będą tedy równe co do 
wielkości.
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Nadajmy prostym ly i i2 zwroty w dół. 
Niechaj p oznacza współrzędną (wzglę
dem 1̂ ) przyśpieszenia punktu mlf zatem 
współrzędna (względem l2) przyśpieszenia 
punktu m2 wynosi —p. Siły T1 i T2 są co do 
wielkości równe; połóżmy T=|3ri1| =  |3r,ł|. 
Oznaczmy przez at i a2 kąty, jakie proste 

la tworzą z poziomem. Tworząc rzuty na proste ^ i 12, otrzy-

. T f f A ,
i j ™ , (rn,

1m,ę
rr.ff

ii i
mamy mj> —T+mtfsinay i —m2p ——T +  m.̂ g sin a2, skąd 

wij sin ax — m2 sin a3
m, +  m2

A więc punkty poruszać się będą po prostych ruchem jedno
stajnie przyśpieszonym.

8 2. R uch  środka  m asy. W ła sn ości k in em atyczn e  
środka  masy. Niechaj będzie dany układ punktów materialnych 
Aj, A 2... o masach m,,m2,..., którego środ
kiem masy jest punkt 8  (rys. 2). Obierzmy 
dowolny punkt O. Połóżmy m='£ml oraz:

f0=O S , f, =  O A, (¿ =  1,2,...).
Przy powyższym znakowaniu zacho

dzi równość
2.

( I )  mf0 =
D ow ód. Obierzmy dowolny układ współrzędnych o początku 

w O. Jeżeli xi,y i,zi oznaczają współrzędne punktu A (, zaś x0,y 0,z0 
współrzędne środka 8 , to na mocy (II), str. 155, jest:
(1) mx0 =  2 m jxi, rny0 =  ^ m iyp mz0 =  JJm,zr

0 ii

Ponieważ wektor f. ma rzuty xp yp *, zaś r0 ma rzuty x0, y0, z0, 
więc równanie (I) jest tylko postacią wektorową równości (1).

Utwórzmy teraz pochodną obu stron równości (I) względem 
czasu; otrzymamy mr0= J to,?;. Ponieważ f, oznacza prędkość v/ 
punktu Ai, zaś ?0 prędkość vg środka masy S względom układu 
0{x ,y , z), więc
(II) mv0=  £  m<v/.

Wektor m.Vi jest pędem (str. 73) punktu A,. Prawa strona 
równości (II) przedstawia więc sumę pędów poszczególnych punktów 
układu. Sumę tę nazywamy pędem (ogólnym) układu.
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Wektor mv0 możemy uważać za pęd punktu materialnego, 
mającego masę równą masie całkowitej układu, umieszczonego 
w środku masy (i poruszającego się wraz ze środkiem masy).

A więc: pęd (ogólny) układu równa się pędowi masy całkowitej 
układu, umieszczonej w środku masy.

Zróżniczkujmy równanie (II) obustronnie względem czasu t. 
Dostaniemy mv0=^md>i. Lecz vt oznacza przyśpieszenie pl punktu A„ 
zaś ®0 przyśpieszenie p0 środka masy S. Więc

(III) m p0 =  £ miPf

Wektor —mżpi nazwaliśmy siłą bezwładności punktu A / 
(str. 74 i 192).

A więc: suma sił bezwładności punktów układu równa się sile 
bezwładności masy całkowitej układu, umieszczonej w środku masy.

Uwaga. Tworząc rzuty na osie układu współrzędnych, otrzy
mamy z równań (II) i (III):

(II ') mx0= 2 m ixt, my0 =  l?m .yi, mż0=  Vm.żn
(III') mx0= 2 m txl, mjf0= 2 m tyr

W yp ad k ow a  sił c iężk ości. Niech układ punktów A „  A v ... 
o masach mu m2, ... znajduje się w polu siły ciężkości. Oznaczmy 
przez g wektor przyśpieszenia ziemskiego, a przez S środek masy. 
Niechaj O będzie dowolnym punktem. Połóżmy jak poprzednio 
r0=OS  i fi—OAi dla i —1,2,... Moment ogólny sił ciężkości względem O 
wynosi M = (m 1g xr1) +  (mig x r t) +  ..., więc M =^ x(?«1r1-)-w2r2-)-...), 
skąd na mocy (I), str. 198,

(2) M  =  g x m f0 — m g x f0.

Jeżeli w szczególności punkt O schodzi się z 8, to r0— 0, skąd 
na mocy (2) M =  0.

a
A więc: moment ogólny ciężarów punktów układu względem środka 

masy jest zerem.
Ponieważ ciężary tworzą układ sił równoległych i zgodnie skie

rowanych, więc układ ten ma wypadkową (str. 26). Wypadkowa 
przechodzi przez środek masy, gdyż moment ogólny względem środka 
masy jest zerem.
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W łasn ości dyn am iczn e  środka m asy. Niechaj na punkty 
materialne to,- danego układa działają siły P,. Oznaczmy przez pf 
przyśpieszenie punktu to,, a przez pg przyśpieszenie środka masy 
tego układu punktów względem inercjalnego układu współrzędnych. 
Na mocy wzoru (III), str. 199, mamy mp,^*^ m(p.f gdzie m - -  ¿'m-f • 
Ponieważ m ^ —P., więc czyli v

(IV) ntp0 = P ,  gdzie P =  £ P i.

A więc: środek masy układu punktów porusza się tak, jak gdyby 
była w nim. skupiona całkowita masa układu, poddana działaniu sumy 
wszystkich sił.

Równanie (IV) możemy napisać w postaci d(mv0)jd t~ P .
Zatem: pochodna pędu układu równa jest sumie wszystkich sił 

działających.
Jeżeli suma sił działających na punkty układu jest równa zeru, 

t. j. jeżeli P — 0, wówczas na mocy (IV) mamy mp0=  0 czyli p0= 0 . 
Jeżeli suma P jest zerem stale, to stale jest p0— 0, więc prędkość v0 
środka masy jest stała. Środek masy jest wtedy w spoczynku albo 
w ruchu jednostajnym prostolinijnym. Zauważmy, że na mocy (II), 
str. 198, jest mv0~ a  więc w tym przypadku pęd ogólny (czyli 
ilość ruchu) układu jest wektorem stałym.

A więc: jeżeli suma sil, działających na układ punktów, jest stale 
równa zeru, to środek masy jest w spoczynku albo w ruchu jednostaj
nym prostoliniowym, a pęd ogólny układu jest wektorem stałym.

Powyższe twierdzenie nosi nazwę zasady zachowania pędu lub 
ilości ruchu.

Jak wiemy (str. 191), suma sił wewnętrznych jest zawsze zerem, 
zatem suma wszystkich sił działających na punkty układu równa 
się sumie sil zewnętrznych. W  podanych twierdzeniach możemy więc 
sumę sił zastąpić przez sumę sił zewnętrznych.

Oznaczmy przez P(I) sumę sił zewnętrznych. Na mocy (IV) jest

(V) mp0— PlzK

Jeżeli na układ nie działają żadne siły zewnętrzne, to po—0, 
więc vQ =  const. Możemy więc powiedzieć, że siły wewnętrzne nie mogą 
zmienić prędkości środka masy ani co do wielkości, ani co do kierunku.
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Weźmy pod uwagę układ słoneczny (t .i. złożony ze słońca i planet). Siły, 
pochodzące z przyciągania ciał układu słonecznego przez gwiazdy stałe, możemy 
pominąć, gdyż siły te są bardzo małe z powodu wielkich odległości gwiazd sta
łych. Możemy więc przyjąć, że na ciała układu słonecznego działają tylko siły 
wewnętrzne, z jakimi ciała te przyciągają się wzajemnie według prawa Newtona 
(str. 90). Wynika stąd, że środek masy układu słonecznego jest względem gwiazd 
stałych w spoczynku albo porusza się ruchem jednostajnym prostolinijnym.

Przypuśćmy, że badamy ruch układu punktów w polu siły 
ciężkości. Suma sił ciężkości wynosi m1g + m tg + ...—mg. Środek 
masy & będzie więc poruszał się tak, jak punkt materialny o ma
sie m pod wpływem siły ciężkości mg, t. j. po prostej lub paraboli, 
aż do chwili gdy choć jeden z punktów układu dotknie ziemi. W tej 
bowiem chwili wystąpi nowa siła zewnętrzna wskutek zderzenia się 
punktu z ziemią.

V rzyk ta d y : 1. Środek masy pocisku biegnie po paraboli nawet wówczas, 
gdy pocisk wybuchnie i pęknie. Ruch środka masy nie zostanie bowiem przez to 
zakłócony, ponieważ wybuch powstaje pod wpływem sił wewnętrznych. Dopiero 
gdy jeden z odłamków spadnie na ziemię, ruch środka masy ulegnie zmianie.

2. Gdy człowiek znajduje się na płaszczyźnie poziomej gładkiej (np. na 
lodzie), silami zewnętrznymi są reakcja płaszczyzny i siła ciężkości; obie siły mają 
kierunek pionowy. Jeżeli w chwili początkowej człowiek był w spoczynku, 
to dopóki nie wystąpią inne siły zewnętrzne, środek masy będzie mógł się po
ruszać tylko po pionie. Ruchy, jakie człowiek wykonywa przy pomocy mięśni, 
odbywają się pod wpływem sił wewnętrznych, a więc nie mogą wpłynąć na ruch 
środka masy w kierunku poziomym. Gdyby zatem nie było tarcia, chodzenia 
byłoby niemożliwe.

Jeżeli pewna część układu punktów zmienia, w jakiejś chwili 
swój pęd pod wpływem sił wewnętrznych, wówczas pęd pozostałej 
części układu doznaje równocześnie zmiany równej co do wielkości 
i kierunku, lecz o zwrocie przeciwnym. Siły wewnętrzne nie mogą 
bowiem zmienić pędu ogólnego. Oznaczając przez m' i m" masę 
jednej i drugiej części układu, a przez v0 i v'ó zmianę prędkości środ
ków tych mas, otrzymamy m'v'o+m"«?o =  0 czyli \v0\l\̂ \—m"hn'.

A zatem: zmiana 'prędkości środków mas jest odwrotnie propor
cjonalna do mas obu części układu.

Tym tłumaczy się cofanie armaty po strzale. Podobnie, jeżeli człowiek 
zacznie biec po pokładzie łodzi, łódź zacznie się poruszać w kierunku przeciwnym. 
Prędkości lodzi i człowieka będą w stosunku odwrotnym do ich mas.
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P rzy k ła d  J. Na gładkiej płaszczyźnie poziomej TI opiera się 
pręt ciężki AB  (o gęstości stałej). Siłami zewnętrznymi są ciężar 
i reakcja w punkcie A; obie siły są pionowe. Jeżeli zatem w chwili 
początkowej pręt był w spoczynku, to pod działaniem sił zewnętrz
nych, których suma ma kierunek pionowy, pręt będzie się poruszał 
w taki sposób, że środek 8 jego masy będzie spadał po pionie.

Obierzmy za oś x krawędź przecięcia płaszczyzny pionowej 
(przechodzącej przez pręt) z płaszczyzną II. Za 
oś y przyjmijmy pion, po którym się porusza 
środek ciężkości 8. Połóżmy A B —l i oznaczmy 
przez a kąt, jaki AB  tworzy z osią x. Oznacza
jąc przez x,y  współrzędne punktu B, otrzy
mujemy: x = \ l coaa i y —i sina, skąd

(® /łi)8 +  (y/i)a= 1.

Koniec pręta B będzie więc poruszał się po elipsie o osiach l, 2 l.

P rz y k ła d  2. Niech układ punktów Av A 2)... o masach »ij, m2, ... 
porusza się w polu środkowym (str. 102) sił sprężystych (str. 114), 
proporcjonalnych do mas. Niechaj O będzie środkiem pola. Połóżmy 
OA1~ f 1, OA2—f2 i t. d. Oznaczając przez Pv Pu ••• siły działające 
na punkty j ł lr A 2, ... i kładąc P = P 1+ P 2+..., otrzymamy P, = —Xtmlrl, 
P2= —)?m2f2 i t. d., skąd P = —ź2(rw1r1-f m2r2+...). Oznaczając przez 8 
środek masy całkowitej to i kładąc O 8 = f0, otrzymamy na mocy (I), 
str. 198,

P — — X2mf0.

A zatem środek masy będzie się poruszał tak jak punkt ma
terialny o masie m, poddany działaniu siły sprężystej P. Środek 
masy będzie się więc poruszał ruchem harmonicznym płaskim po 
prostej lub po elipsie (str. 114).

§ 8. M om ent ilośei ruchu. K ręt w zględem  punktu. 
Niech dany będzie układ punktów 1 „  A 2, ... o masach mv m2, ... 
i masie całkowitej to. Weźmy pod uwagę układ pędów (układ ilości 
ruchu) t. j. wektorów mxvv m2v2, ... o początkach w Av A 2, ... .

Moment ogólny układu pędów (ilości ruchu) względem dowol
nego punktu A nazywamy krętem lub mo- a, m,ż
mentem ilości ruchu układu względem A.

Zatem kręt K  względem A wynosi

K=J^Mom^ (TO/Č,).
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Kładąc r^ A A i, otrzymamy
<1) K  =  £(miV,xri).

Jeżeli £, rj, C są współrzędnymi punktu A zaś x„ y,, z, współ
rzędnymi punktu Ai, to rzuty krętu na osie układu wynoszą:

K x =  2^», [!>,(*/ — O — żt(y,— r))],
< I )  J f »  f )  —  X i ( Z i — C) ] ,

n)—M xt— i)]-
W  szczególności, gdy $—rj=C =  0, mamy:

<I') A y= 2 m ((ż,x—x.z.), K ^ E m ^ y —ý ^ j.

Niechaj S będzie środkiem masy. Połóżmy A S ~ r 0 i 8A 1= qi 
dla t = l ,  2 ,... Mamy r.=  gfA~ r0. Zatem na mocy (1) kręt wzglę
dem A  wynosi

K  = 2 > ,» /x  %  +  f0) = 2 X ^ X 0 ,. +  (2 mí*’í)xř0.
Pierwszy składnik ostatniego człona jest krętem względem 

środka masy. Kręt ten oznaczymy przez S 0. Ponieważ y,m,vi=mv0 
<gdzie v0 oznacza prędkość środka masy), więc 
<2) K = K 0 +  mv0x f 0.

Zauważmy, że mv0x f Q jest to moment względem A ogólnego 
pędu, zaczepionego w środku masy.

Wzór (2) wynika bezpośrednio z twierdzenia na str. 20, odno
szącego się do zmiany ogólnego momentu układu wektorów.

K ręt w ruchu  p ostęp ow ym . Załóżmy, że układ punktów 
porusza się ruchem postępowym z prędkością v, t. zn. że wszystkie 
punkty mają prędkość ii.

Kręt względem dowolnego punktu A wynosi zatem wedle (2) 
K  = ^ (m ivxři)—^(vxm iři)=vx^m iři. Lecz na mocy (I), str. 198, 
jest yniifi =  mr0. Więc K  — vxm r0 czyli
(3) K  =  m vx?0.

A więc: kręt układu punktów, poruszającego się ruchem postę
powym, względem pewnego punktu A, równa się momentowi wzglę
dem A pędu ogólnego, zaczepionego w środku masy układu.

W  szczególności gdy punkt A pokrywka się ze środkiem masy, 
mamy řo= 0 , więc K — 0. Zatem: kręt względem środka masy w ruchu 
postępowym jest równy zeru.

Wynika stąd (str. 26), że układ pędów w ruchu postępowym 
ma wypadkow-ą o początku w środku masy układu.
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K ręt w ruchu w zględem  środka m asy. Niech układ 
współrzędnych O (x, y, z) porusza się ruchem postępowym z pręd
kością u. Oznaczając przez wu wt, ... prędkości względne punktów 
A ltA a, ..., przez w0 prędkość względną środka 8  ich masy, przez K m 
kręt ruchu względnego i przez K b kręt ruchu bezwzględnego układu 
tych punktów względem O, otrzymamy

K w— m1w1x (M 1 +  wł2tt>i xOJ.a+ ....
Ponieważ w1= v1 — u, w2—vg — u, ..., więc 

Ka—(m1vl xO A 1-\-m2vi xO A 2-]-...)— u x (mlOA1-Ą-miOAt + ...) .
Wyrażenie zawarte w pierwszym nawiasie równe jest K ht 

wyrażenie zawarte w drugim nawiasie wynosi m-Ó8 (str. 198). Zatem
(4) K w—K b— m ux08.

W szczególności, gdy początek O ruchomego układu współ- 
rzędnych obierzemy w środku 8  masy układu punktów A v A %, ..., 
będzie 0 8 = 0 ,  skąd na mocy (4) K w=  K b.

Jeżeli więc badamy ruch układu względem środka masy, to 
kręty względem środka masy w ruchu względnym i bezwzględnym są 
r&ume.

K ręt w zględem  osi. Moment ogólny pędów układu punktów 
względem pewnej osi nazywamy krętem układu względem tej osi.

Wzory (I) przedstawiają kręty układu punktów względem osi 
równoległych do osi x, y, z, przechodzących przez punkt A, a wzory (I ') 
kręty względem osi x, y, z. Weźmy pod uwagę kręt względem osi y

K y=^m i(itXt~ x,zf).
Oznaczając przez St prędkość połową (str. 47) ruchu, jaki 

wykonywa rzut punktu A t na płaszczyznę pionową xz, otrzymamy 
ze wzoru (II), str. 48, $/ — (̂¿/¡Cj— xtet), zatem

K „= 2  Sm ,8,.
A więc: kręt względem pewnej osi równa się podwójnej sumie 

iloczynów mas przez prędkości połowę ruchów, jakie wykonują rzuty 
punktów na płaszczyznę prostopadłą do tej osi:
(5) K =  2SmlSl.

Jeżeli w płaszczyźnie prostopadłej do osi wprowadzimy współ
rzędne biegunowe r, <p, wówczas na mocy (I), str. 48, otrzymamy 
8f== r̂j<pt, a więc
(6 )
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Niech układ punktów obraca się około pewnej osi z prędkością ką
tow ą «. Mamy wówczas Zatem K ~ ^ m irjo)=a>yjmiî .
Ponieważ gdzie 2 jest momentem bezwładności względem
osi obrotu, więc
<7) « ■ = !« .

A więc: jeżeli układ punktów obraca się około pewnej osi, wów
czas kręt względem osi obrotu równa się iloczynowi prędkości kątowej 
i  momentu bezwładności względem osi obrotu.

D yn am iczn e w łasn ości krętu. Niech A  będzie dowolnym 
punktem stałym lub ruchomym. Oznaczmy przez f, wektory AA,, 
przez q, wektory O A, (gdzie 0  jest począt
kiem układu inercjalnego współrzędnych), 
przez q wektor O A i przez u prędkość 
punktu A. Zatem:
(8 )  {? =  u i e ,=  v, ( * = 1 , 2 , . . . ) .

Niechaj A  będzie krętem względem A.
Na mocy (1), str. 203, jest K =^(m,viXfi). Oznaczając przez pj 
przyśpieszenia punktów A,, otrzymamy, różniczkując względem t,

<9) R xr,)

Lecz g, więc r —o,—g. Zatem na mocy (8) f j—vi— u,
więc y(m ,v,xfi)=y(miViX.Vt)—^(m /ViXu). Ale t>/X5/=0, zaś 2'»i/tv=m«0, 
gdzie v0 oznacza prędkość środka masy. Zatem
( 10) 2{m,ViXr,)— —mv0xu.

Jeżeli na punkt A, działa siła P,, to m,p,=Pi, a zatem 
mjpix r j= P lx f i=M.omAPl. Jeżeli więc M jest momentem ogólnym 
sił względem Ą, to ^m ipix f .~ y P tx f l= ^ M o m APi= M . Wzór ten 
łącznie ze wzorem (10) daje na mocy (9)
(11) K —M—mv0xu.

Wyrażenie v0xu  będzie zerem, jeżeli przyjmiemy, że punkt A 
jest w spoczynku (zatem że 5 = 0 ) lub że A pokrywa się ze środ
kiem masy (zatem że 5=c„). W  obu przypadkach otrzymamy

(III) K ^ M .

A więc: pochodna krętu (względem punktu stałego lub środka 
masy) równa się ogólnemu momentowi sił działających.

0 3 ]
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Tworząc rzuty na oś stałą lub przechodzącą przez środek masy 
i nie zmieniającą kierunku, wnosimy ze wzoru (III), że pochodna krętu 
względem osi stałej (lub przechodzącej przez środek masy i nie zmie
niającej kierunku)  równa się ogólnemu momentowi sił względem tej osL

W  szczególności gdy moment ogólny sił względem pewnego 
punktu stałego lub względem środka masy jest stale zerem, po
chodna krętu jest zerem czyli kręt jest wektorem stałym.
• A więc: jeżeli moment ogólny sił (względem pewnego punktu 
stałego lub środka masy) jest stałe zerem., wówczas kręt jest wektorem 
stałym.

Twierdzenie powyższe nosi nazwę zasady zachowania krętu. 
Podobne twierdzenie otrzymujemy dla krętu względem osi. 
A więc: jeżeli moment sił względem pewnej osi stałej ( lub prze

chodzącej przez środek masy i nie zmieniającej kierunku) jest stale 
zerem, wówczas kręt względem tej osi jest stały.

Kręt względem osi wynosi w myśl wzoru (5), str. 204, K  =  2 
gdzie przez 8i oznaczyliśmy prędkości połowę ruchów, jakie wyko
nują rzuty na płaszczyznę 17 prostopadłą do osi. Jeżeli więc kręt
jest stały, to
(11) £ m i3 t= c=  const.

t
Zauważmy, że at-  f s t dt przedstawia pole zakreślone w płasz-

U
czyźnie /7 przez rzut na nią promienia wodzącego rt punktu A r 
w czasie od <0 do t. Zatem na mocy (11)
(12) 2 ’r»/a,==c(i—<0).

A więc: suma Uoczynóic mas i pól, zakreślonych przez rzuty pro
mieni wodzących na płaszczyznę prostopadłą do osi, jest proporcjonalna 
do czasu.

Z tego powodu zasada zachowania krętu nosi również nazwę 
zasady zachowania pól.

Jak wiemy (str. 191), moment sił wewnętrznych jest względem 
dowolnego punktu równy zeru. Zatem moment wszystkich sił dzia
łających sprowadza się do momentu sił zewnętrznych. Jeżeli więc 
przez Mu) oznaczymy moment sil zewnętrznych względem pewnego 
punktu stałego A  lub środka masy, równość (III) przyjmie postać
(U D  Ż=M <*.
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W  twierdzeniach poprzednio podanych możemy więc moment 
wszystkich sił działających zastąpić przez moment sił zewnętrznych.

Jeżeli na układ punktó\v żadne siły zewnętrzne nie działają, 
to zachodzi oczywiście zasada zachowania pól (krętu), a więc kręt 
względem każdego punktu stałego lub środka masy jest wtedy 
wektorem stałym. Ponieważ kręt względem każdej osi stałej (lub 
przechodzącej przez środek masy i nie zmieniającej kierunku) jest 
wówczas stały, więc równania (11) i (12) zachodzą dla ruchów, jakie 
wykonują rzuty punktów na dowolną płaszczyznę stałą (lub porusza
jącą się wraz ze środkiem masy i nie zmieniającą kierunku).

B uch  w polu  siły  c iężk ości. Niech układ punktów ma
terialnych Alt i „ ,  ... o masach w,, m2, ... porusza się w polu siły 
ciężkości. Jeżeli jedynymi siłami zewnętrznymi są ciężary punk
tów, to moment ogólny sił ciężkości względem środka masy jest 
zerem (str. 199), więc kręt względem środka masy jest stały.

Przyjmijmy układ ruchomy współrzędnych o początku w środku 
ciężkości, poruszający się ruchem postępowym. Aby otrzymać ruch 
względny, należy do sił działających dodać siły unoszenia (siła Co- 
riolisa jest zerem, bo układ współrzędnych porusza się, w myśl za
łożenia, ruchem postępowym).

Oznaczmy przez g wektor przyśpieszenia ziemskiego. Ponieważ 
środek ciężkości ma przyśpieszenie g, więc przyśpieszenie unoszenia 
wynosi również g. Zatem siła unoszenia dla poszczególnych punktów 
wynosi — mtg, — m2g ,.... Widzimy więc, że siły unoszenia znoszą się 
z ciężarami punktów. A więc ruch względny będzie taki, jak gdyby 
nie działała siła ciężkości. Jeżeli prócz ciężarów nie ma innych sił 
zewnętrznych, to kręt względem środka masy w ruchu względnym 
będzie wektorem stałym i na mocy (4), str. 204, będzie równy 
krętowi względem środka masy w ruchu bezwzględnym.

P r z y k ła d  1 . Dwa punkty materialne A  i B  o masach i m2, 
połączone prętem sztywnym bez masy, poruszają się w polu siły 
ciężkości. Na punkty A  i B działają więc siły ciężkości i reakcje pręta 
R i — R. Eeakcje zachowują się tak jak siły wewnętrzne, działają 
bowiem wzdłuż prostej łączącej te punkty, są co do wielkości równe, 
zwroty zaś mają przeciwne. Środek masy będzie się więc poruszał 
(jak punkt materialny o masie m1+ m t pod wpływem ciężaru) z przy
śpieszeniem pionowym g po linii prostej lub po paraboli.
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Oznaczmy przez i>, i v2 prędkości punktów A i B, a przez S 
środek masy. Kręt względem środka masy wynosi

( 12)

Ponieważ

K  =  m1j)1x  SA. -f- mtvt x SB.

SA-- m.
W j+m 2AB, 8B= AB,

(str. 158), więc

SA-
m..

«h +  m2AB, S B = . . Ti
niy -f maAB,

skąd otrzymujemy przez podstawienie w (12):

(13) K m1mi (vt — ®j) X ALI?.

Załóżmy, że K=4=0; zatem K J.A11?. Ponieważ 
K  jest wektorem stałym, więc odcinek AB 
jest podczas ruchu stale równoległy do pew
nej płaszczyzny FI, prostopadłej do krętu K.

Obierzmy środek masy za początek rucho
mego układu współrzędnych (x ’, y', z'), poru
szającego się ruchem postępowym. Przyj

mijmy, że płaszczyzna x'y' jest stale równoległa do II. Zatem oś z' 
jest równoległa do K. Pręt AB  pozostaje więc stale w płaszczyźnie x'y ’. 
Wynika stąd, że ruch względny pręta AB  będzie obrotem około osi z' 
(punkt S pręta jest bowiem nieruchomy względem układu (x',y',z)). 
Ponieważ kręt w ruchu względnym jest stały, więc kręt względem 
osi z' wyniesie w myśl wzoru (7), str. 205,

(14) K^=I^w — const.,

gdzie moment bezwładnościIz —rr^AS* +  rn2B82==- ^ ~ - A B i, zaś wWj Wg
oznacza prędkość kątową. Zatem co =  const.

A więc ruch względny będzie obrotem w płaszczyźnie x'y' 
około środka masy S z prędkością kątową stałą.
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O brót układu ok o ło  osi. Załóżmy, że na układ U punktów 
materialnych nie działają żadne siły zewnętrzne. Przypuśćmy, że 
układ był na początku w spoczynku, a następnie jakaś część TJl 
układu zaczęła się pod wpływem sił wewnętrznych obracać około 
pewnej osi stałej l. Oznaczmy przez I x moment bezwładności 
względem l, a przez oą prędkość kątową tej części układu. Zatem 
kręt jej względem osi obrotu wynosi K 1—Jr1to1.

Ponieważ kręt całego układu musi być zerem, gdyż siły we
wnętrzne nie mogą zmienić krętu, więc pozostała część Ut układu 
musi wykonać ruch, którego kręt względem osi l wynosi K 2=  —K v 
tak by suma obu krętów była zerem (t. j. aby JT1 -(-JK'2= 0 ). Przy
puśćmy, że ruch drugiej części jest również obrotem około osi l 
{przypadek ten zajdzie, jeżeli założymy np., że obie części mogą 
tylko obracać się około l). Jeżeli przez I 2 oznaczymy moment bez
władności części U2 względem l, zaś przez w2 jej prędkość kątową, 
tO / i  2 — 12̂ 2*

Ponieważ K1+ K 2= 0, więc
(15) 71oj1 +  72co2 =  0.

Równanie powyższe wyraża związek między prędkościami kąto
wymi obu części układu U. Ponieważ
(16) (L>1 / &>2 —
więc obydwie części układu obracają się w kierunkach przeciwnych, 
przyczem ich prędkości kątowe są co do wielkości odwrotnie pro
porcjonalne do momentów bezwładności.

Oznaczmy przez <p2 i <p2 kąty, o jakie obróciły się części Ul i TJ2 
układu U w czasie t. Ponieważ <p1=(ol i (p2=ca2, więc na mocy (13) 
jest Iię>j + I 2<Pi— 0, skąd I ^ + I ^ —c. Zakładając, że dla t—0 jest 

i <p2—0 , otrzymamy I1<p1 + l 2ę>2= 0  czyli
(17) <Pil<Pi= —IJIi-

Kąty obrotu są więc co do wielkości również odwrotnie pro
porcjonalne do momentów bezwładności obu części układu.

Jeżeli w pewnej chwili 9\ —<p2=2kji, gdzie k jest dowolną 
liczbą całkowitą, to położenie układu jest takie, jak gdyby układ 
obrócił się o kąt <pv

Widzimy więc, że układ punktów może się pod działaniem 
jedynie sił wewnętrznych obrócić około osi o dowolny kąt <p. Obrót 
ten może nastąpić np. w ten sposób, że jedna część układu obróci 
się o kąt <p, a druga w kierunku przeciwnym o kąt 2 ji—<p.
S. Banach. Mechanika.



210 ROZDZIAŁ V. Układy punktów materialnych.

Tym tłumaczy się fakt, że kot spadając może obrócić się w powietrzu 
tak, by spaść na wszystkie cztery nogi.

Jeżeli na pokładzie łodzi zaczniemy obracać koło materialne około osi 
pionowej z prędkością kątową wówczas łódź pocznie się obracać w kierunku 
przeciwnym z prędkością kątową m2; obie prędkości będą spełniały związki (15) 
i (10), gdzie 7, i 7, oznaczają odpowiednio momenty bez władności koła i łodzi.

P rz y k ła d  2. Kartka papieru spoczywa na gładkiej płaszczyźnie 
poziomej; kartka jest przebita szpilką w punkcie O tak, że może 
się tylko obracać wkoło tego punktu. Po kartce porusza się owad A.

Załóżmy, że w chwili początkowej t=  0 owad i kartka papieru 
były w spoczynku. Kręt względem osi z będzie więc stale zerem.

Obierzmy w płaszczyźnie poziomej układ współrzędnych (x y ' )  
stały, zaś na kartce papieru układ (x, y) ruchomy, oba mające po
czątek w O. Oznaczmy przez yx kąt między OA a przez y  kąt 
między O A a x, a przez y> kąt, o jaki obróciła się kartka, t. j. kąt 
między osiami x  a x'. Mech wreszcie m oznacza masę owadu, I  mo
ment bezwładności kartki względem O i niech r= O A . Wówczas 
kręt względem osi z wynosi mrlyl ~{-hp =  Q, a ponieważ y1~ yĄ -y , więc
(18) mr2ę>-ł-(TOr*-)-Z)vi =  0.

Przypuśćmy, że owad porusza się po krzywej o równaniu 
r=f(<p). JTa mocy (18), z uwagi że y/cp=dy>/d<p, otrzymamy 
dy>ld<p=—mral(mrl + I ) .  Zatem, całkując od <p0 do y, dostaniemy

Różnica y>—y>0 przedstawia kąt, o jaki obróciła się kartka 
w czasie, gdy owad poruszał się po krzywej r = f (y )  od y0 do y.

Widzimy, że kąt obrotu nie zależy od prędkości owadu, lecz 
tylko od krzywej, po której owad się porusza. W szczególności, 
jeżeli owad porusza się po kole r — const. wówczas na mocy (19)

Siłami zewnętrznymi działającymi na 
układ, złożony z kartki i owadu, są: reakcja 
szpilki o początku w punkcie O, ciężar kartki 
i owadu oraz reakcja płaszczyzny poziomej 
— mające kierunek pionowy. Moment tych

Ir sił względem osi pionowej z przechodzącej 
przez O jest więc równy zeru, a wobec 
tego kręt względem osi z jest stały.

(19)

(20)
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K ręt w ruchu  w zględnym . Niech układ współrzędnych 
0'(x', y', z') porusza się względem inercjalnego układu współrzędnych 
0 (x ,y ,z ) . Aby wyznaczyć ruch względny układu punktów mate
rialnych, należy do sił działających dodać siły unoszenia i Coriolisa. 
Oznaczmy przez Ku, kręt ruchu względnego względem początku 0' 
układu ruchomego, a przez M, M u, M c momenty sił działających, 
unoszenia i Coriolisa względem punktu O'. Ponieważ prawa Newtona 
stosują się do ruchu względnego, jeżeli do sił działających dodać 
siły unoszenia i Coriolisa (str. 137), więc
(21) R m=  M + M u+ M c.

Wzór powyższy upraszcza się w przypadku, gdy O' pokrywa 
się ze środkiem 8  masy układu punktów materialnych, a układ 
współrzędnych (x , y, z) porusza się ruchem postępowym. Udowodni
liśmy bowiem (str. 204), że w tym przypadku jest K W= K ,  gdzie 
K  oznacza kręt (względem środka masy) w ruchu bezwzględnym. 
Zatem Kw =  É, a ponieważ R  — M, więc otrzymujemy

(22) Ř w=  M.

Jeżeli więc badamy ruch względem środka masy, to pochodna 
krętu (względem środka masy) w ruchu względnym równa się mo
mentowi (względem środka masy) sił działających.

§ 4 .  P raca  i p o te n c ja ł układu pu n k tów . Praca. Niech 
na punkty układu działają siły P v  P 2, .... Praca siły P, wyraża się
(str. 95) wzorem X, =  f ( P {  dxi -\-Pi dy^+Pi cŁz*), gdzie Ci oznacza tor

c< U
punktu i-tego.

Pracą całkowitą (lub krótko pracą) sił Pv  P a, ... nazywamy 
sumę prac poszczególnych sił.

Zatem praca całkowita wynosi 

(I) L = Y f ( P i dxi + P i dyi+ P i dZi).

Pracę całkowitą, jaką wykonują siły w czasie od t0 do t, mo
żemy przedstawić w postaci (IY), str. 96,

<n > L = J 2 ‘ (p ixżi + p iyy i+ p i ,żJ dtta
I d *
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lub ((V), str. 96)
i

(U') L = f

gdzie vt oznaczają prędkości punktów, zaś P,i’, jest iloczynem ska- 
larowym.

P raca  rów na zeru. Ważne są przypadki, w których praca 
sił działających na układ jest równa zeru. Podamy kilka przykładów.

J *rsyhład 1. Dla układu sztywnego 
punktów materialnych (str. 194) zachodzi 
twierdzenie następujące:

Praca sił wewnętrznych w układzie sztyw
nym jest zerem.

D ow ód .  Weźmy na razie pod uwagę dwa 
punkty układu sztywnego A t i A 2. Połóżmy:

(1) r1= O A 1, r2 — OA2, r = A 1A t ,

gdzie O jest początkiem układu współrzędnych. Jeżeli vv v2 są pręd
kościami punktów A x,A 2, to

(2) Vj =  rv v2 =  r2.

Na mocy (1) mamy r = r 2 — rv skąd r = f 2—f1, więc

(3) r = v 2 — V

Ponieważ A tA 2 =  const., więc r2 =  const. Różniczkując wzglę
dem czasu t, otrzymamy 2r?=0. Na mocy więc (3)

(4) f(r2 — ą ) = 0 .

Oznaczmy przez (wzgl. P 2) siłę, z jaką punkt ^ł2 (wzgl. A j) 
działa na punkt A , (wzgl. A 2). Na mocy prawa akcji i reakcji jest

(5) P ,=  - P 2.

Ponieważ siły Px i P2 mają kierunek wektora A±A2—t, więc 
możemy przyjąć, że
(6) F1= X f  i P2= - l f ,

gdzie A jest współczynnikiem zależnym od czasu (wielkość sił P2 i Pt
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może się bowiem zmieniać z biegiem czasu). Na mocy (II') praca 
sił Px i P2 wynosi

(7) L = j ( P l vl+ P i v2)dt.

Z równości (6) dostajemy P1v1-\-Plv2—X(fvx— fv2)=Xf{v1— v2), 
na mocy więc (4) Pxvx+ P 2v2= 0 . Wynika stąd wobec (7), że

Z = 0 .

Udowodniliśmy zatem, że praca sił wewnętrznych, z jakimi 
działają na siebie dwa jakiekolwiek punkty układu sztywnego jest 
zerem. Suma prac wszystkich sił wewnętrznych jest więc również 
zerem, c. b. d. d.

P r z y k ła d  2. Dwa punkty materialne A x i A 2 połączone są 
nicią nierozciągliwą (bez masy), przechodzącą przez stały punkt O. 
Załóżmy, że nie ma tarcia. Udowodnimy, że praca sił, z jakimi 
nić działa na punkty układu, równa jest zeru.

Obierzmy punkt O za początek układu współrzędnych. Niechaj 
iCj, yx, % będą współrzędnymi punktu Av  zaś x2, y2, z2 współrzędnymi 
punktu .Aj. Połóżmy

(8) ri= O A x=\aĄ+y\+z\ i r2=  OA^\x\Ą-y\Ą-z\.

Ponieważ długość nici i =  const. i i-x+ r 2=J, więc
(9) rx+ r 2 =  0.

Oznaczmy przez Px i P2 siły, z jakimi nić działa na punkty 
Ax i A 2. Mamy (str. 194)

(10) 1-PilH-P.I-
Kładąc P =  — |PX|= — |P2|, otrzymamy:

P, = P —, P x = P — i P X= P - ,  więc u  ri > rx
X, ,  . T> , , n ,  T1 *1* i+ y xt)1+ZxŻi ]U
PixX\+Pi„y\ +  Pitzi =  F --------- -----------=  ̂ ri / 0

1 •o'
i analogicznie P 2x±2+ P 2yy2+ P 2zż2=  Pr2.

Na mocy (II), str. 211, praca sił Px i P 2 wynosi tedy
t t

L — f  [Prx +  P f2] di =  / P [fx +  f2] dt.

Z (9) dostaniemy więc £ = 0 .
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P rz y k ła d  3. Przypuśćmy, że jakieś ciało K  porusza się w ten 
sposób, że pozostaje stale styczne do pewnej powierzchni Z. Zakła
dając, że siły reakcyjne powierzchni zaczepione są w punktach 
styczności, widzimy, że reakcje zmieniają punkty zaczepienia, je
żeli ciało coraz to innymi punktami styka się z powierzchnią Z. 
Przyjmujemy, że praca sił reakcyjnych wyraża się w tym przy
padku wzorem (II'), str. 212, gdzie w, oznaczają prędkości punk
tów styczności, w których w danej chwili zaczepione są reakcje Pt.

Jeżeli prędkości punktów styczności są stale równe zeru, mó
wimy, że ciało K  toczy się po powierzchni Z.

A więc: przy toczeniu się ciała praca sił reakcyjnych jest zerem.

P o te n c ja ł  układu. Jeżeli siły Pu P , , ... zależą tylko od po
łożenia układu punktów, wówczas powiadamy, że siły tworzą pole sił.

Ponieważ położenie układu określone jest współrzędnymi xlt yv z1 
x t, y2, z2, ... jego punktów, więc siły 2̂1 ••• są funkcjami zmien
nych x1,y 1,z1, x2, y2, z2, .... Zatem

•••)» P i y — &i(xi>ynzii •••)> . P i z — ^ t f a u  Vn *1» •••)•

Jeżeli w polu sił praca całkowita nie zależy od drogi prze
bytej przez układ punktów, lecz tylko od położenia początkowego 
i końcowego tych punktów, to pole sił nazywamy polem potencjal
nym lub zachowawczym ( konserwatywnym).

Weźmy pod uwagę dowolne położenie 80 układu punktów, 
określone współrzędnymi x\,y\, Ą, z®, y®, 2®,.... Oznaczmy przez V 
pracę, jaką wykonają siły przy przejściu układu z położenia S0 do 
położenia 8  o współrzędnych xlf yv z1, x t,y 2,z2, ... .  Jeżeli pole jest 
polem potencjalnym, to praca V nie będzie zależała od drogi przej
ścia. Zatem V będzie funkcją zmiennych ar,, yv z1, x2, y2, z2, .... Funk
cję V nazywamy potencjałem lub funkcją sił.

Postępując podobnie jak w przypadku jednego punktu mate
rialnego (str. 100), można udowodnić następujące wzory:

( H I ) P>,
sv p  _ ‘ F

„  cF
3xJ v  c>; Pt*~9z, ( i = 1,2,...).

Na odwrót, jeżeli istnieje funkcja V spełniająca równania (III), 
to pole jest polem potencjalnym i V jest potencjałem.



Praca i potencjał układu punktów. 216[ § 4 ]

Jeżeli układ przesuniemy z położenia o potencjale V1 w poło
żenie o potencjale V2, praca wyniesie

L ~ V  t —Vv
Jeżeli siły PV P 2,... tworzą każda z osobna pole potencjalne 

o potencjałach Vlt V2, ..., wówczas pole jest polem potencjalnym 
o potencjale
(11) +  V.2 +  ....

P o te n c ja ł siły  c iężk ości. Niech układ punktów o masach 
Wi, m2, ... porusza się w polu siły ciężkości. Jeżeli przyjmiemy, że 
oś z jest skierowana pionowo do góry, wówczas (str. 102)

V1= - -m 1gzl, V2= —m2gz2,

Na mocy więc (11) pole będzie polem potencjalnym o potencjale

(12) V = — {m1z1 +  m2zt + ...)g .

Oznaczając przez z0 współrzędną środka masy układu, będziemy 
mieli m1z] + m2z2-j-...=m z0, gdzie m oznacza masę całkowitą układu 
(str. 154). Według (12) jest więc
(13) V — —mgz0.

Zauważmy, że mg jest ciężarem całego układu (t. zn. sumą 
ciężarów poszczególnych punktów).

Jeżeli w jednym położeniu układu środek ciężkości ma współ
rzędną z{0l), a w drugim zj?\ wówczas praca wykonana przez siły 
ciężkości wynosi L — (— mgzft'*) — (— mgz[0l)) czyli

(14) .Z = mjr (*£>—**>).

A więc: praca w polu ciężkości zależy tylko od różnicy poziomów 
środka ciężkości układu, a nie zależy od torów poszczególnych jego 
punktów.

Praca sil ciężkości równa się zatem pracy, jaką wykonałby cię
żar całkowity układu, zaczepiony w środku jego masy.

P o te n c ja ł sił w ew n ętrzn ych . Niech będzie dany układ 
punktów A v A 2, . . . ,A „  o masach w ,,w 2, ... ,m„. Załóżmy, że siły 
wewnętrzne, z jakimi dwa dowolne punkty układu działają na siebie, 
zależą co do wielkości tylko od odległości tych punktów, t. zn. że 
jeśli oznaczyć przez P IJ siłę, z jaką punkt Aj(Xj,yj,Zj) działa na 
punkt A.(* , y., z.), zaś przez rtJ odległość między punktami A t i Aj,
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to \Tn\ jest funkcją odległości r,j czyli

(15) 
gdzie
(16)

1 ^ 1  - w ,

r,j=  h * ,— ®y)* +  ( y — »;)■ +  (*,—*;)*•
Niechaj P tf oznacza rzut siły Py na kie

runek ALyJ./. Zatem:
1» |P,y|=|n
2° P/y^O, jeżeli punkty At i Aj się przy

ciągają, zaś P v>  0 jeżeli punkty A./ 
i Aj się odpychają.

Ponieważ w myśl prawa akcji i reakcji 
jest PtJ=  —P l, więc P,y=Py/, skąd na mocy (15) i warunku 1°
(i7) P,y=±/,y(r,y) czyli P,y=P,(V.

Z określenia liczby P v wynika, że rzuty siły P IJ na osie układu 
(x ,y ,z ) możemy napisać w postaci:

x —x, _  y —yj pU P Z ~ ZJ( 1 8 )  pVx = P v J — J ,  P < f = p tfi _ _ ,

Połóżmy
( 1 9 )  7 </ =  / P < / d W ’W * V  

Ponieważ P tf=Py, i rtj= r jh więc
(2 0 ) Vfj=?Vji.

Mamy ę i  =  p . ę Ł = PlJ*l— 5/ zatem na mocy (18): 
d X i dr,j c X t f i l

(21) W jj -  P<J r  * )c*,
Połóżmy

5P< / _  p < /7—r »'
W jj
Sm.

P l

(22) y Ą z y n Ą z jP tjd r p

gdzie sumowanie rozciągnięte jest na wszystkie pary liczb i, j takie, 
że i ^ j ,  t< n  i ; < » .

Niechaj P/ oznacza sumę wszystkich sił wewnętrznych, dzia
łających na punkt A/. Zatem

(23) P t=  2JPiJ dla i.j=i
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Obliczmy pochodną cząstkową 2V¡cxt. Zmienna xt występuje 
tylko w funkcjach F/y i VJt, gdzie m=i. Na mocy (22) jest wobec tego

9F 1 y p  Vij 3Vjj\
9xi 2^—/ I cxi ' 3xi I

J =  i

Z równości (20) i (21) wynika więc

9V
Sxi i ż * - 2 ' *j=i j=i

skąd na mocy (23):

dla i 4= j.

dla i 4= j,

W - P
9x,

Zatem F jest potencjałem. Udowodniliśmy więc twierdzenie 
następujące:

Jeżeli siły wewnętrzne, z jakimi punkty układu działają na siebie, 
zależą tyłko od odległości tych punktów, wówczas siły wewnętrzne wy
twarzają pole potencjalne o potencjale danym przez wzór (22).

P rz y k ła d  4. Niech punkty układu przyciągają się wzajemnie 
według prawa Newtona. Wówczas dla ¿4 j jest P,y= —Kmimijrif ‘, 
a więc według (19) F</= J P i/dr(y=iCTOiOTy/r</, skąd na mocy (22)

(24) V=±K2m,mjlr0,

gdzie suma rozciągnięta jest na wszystkie pary liczb i , j  takie, że
1 4= j, i ;< » .

W szczególności dla dwóch punktów mamy

(25) F —JCmjWi2/r12.

P rzy k ła d  •>. Niech punkty układu przyciągają się z si
łami proporcjonalnymi do odległości. Wówczas dla i ^ j  będzie 
Pij— — X\rij, gdzie A/y jest współczynnikiem zależnym od pary 
punktów mt, mh A więc według (19) F,y =  |P,ydr,y=  — r]j. skąd
na mocy (22)

(26)
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§ 5. Energia kinetyczna układu punktów. Niech dany 
będzie układ punktów ą m , , . . . ,  mających w pewnej chwili t pręd
kości v2, v2, ...

Energią kinetyczną układu punktów w chwili t nazywamy sumę 
energij kinetycznych poszczególnych punktów.

Jeżeli więc położymy »¡¡=|t>2|, ..., to energia kinetyczna
układu wyniesie
(I) ... =

E nergia  k in ety czn a  układu w ruchu postępow ym . 
Jeżeli układ porusza się ruchem postępowym^ prędkością v (t. zn. je
żeli wszystkie jego punkty mają tą samą prędkość v), wówczas 
kładąc v—\v\, mamy E =}i^miv2 — lv2̂ m i czyli
(II) E=^mv\ 
gdzie m oznacza masę całkowitą układu.

E nergia  k in ety czn a  w ruchu ob ro tow y m  ok o ło  osi. 
Niech układ punktów obraca się około osi l z prędkością kątową w. 
Oznaczając przez rv r2, ... odległości punktów układu od osi obrotu, 
mamy a zatem E —^ mi^—k2mir̂ a>t===h°^2mirb Ponieważ

jest momentem bezwładności układu względem osi obrotu, 
więc kładąc _Vm/r?=J, otrzymamy
(III) E = .jlw a.

T w ierdzen ie  K óniga. Niech dowolny układ współrzędnych 
o początku O porusza się względem układu odniesienia ruchem 
postępowym. Oznaczmy przez u prędkość punktu 0, zaś przez vi 
prędkości bezwzględne, a przez prędkości względne punktów ma
terialnych m, ( i= 1 .2 , ...). Ponieważ u jest prędkością unoszenia, więc
(1 )  Vi  — U  +  W i ,

skąd v }=  (u-\- m>/)2=  S2 -f  w] +  2uwi. Kładąc vi=\v\, u>t=\w,\ i w=|«j, 
otrzymamy E = -f +  ^nii uw(.

Jeżeli więc położymy m =  ¿V»,-, dostaniemy
(2) I?=.}rau2 -f ^m iw) +  u^mtWt.

Oznaczmy przez v0 prędkość bezwzględną, a przez w0 prędkość 
względną środka masy. Na mocy (1) mamy vQ—u+w0. Ponieważ 
EmiWi—mwo, więc z (2) wynika E ={m u2 -f- -̂Erriiwj -f- muw0 lub, pi
sząc Vq-— u zamiast w*,
(IV) E = ^ m u *  +  ^ ] ?m iW i+m u (v0 —  u).
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Pierwszy wyraz tej sumy oznacza energię ruchu postępowego 
układu punktów, poruszającego się z prędkością u. Wyraz drugi 
oznacza energię kinetyczną ruchu względnego, przyczem prędkości u;, 
możemy uważać za prędkości punktów wi/ względem punktu 0, po
ruszającego się z prędkością u.

Jeżeli więc przyjmiemy, że ruch układu złożony jest z ruchu 
postępowego o prędkości dowolnego punktu 0  i ruchu względnego 
względem tegoż punktu 0 , to energia kinetyczna układu róuma się 
sumie energii kinetycznej ruchu postępowego, energii kinetycznej ruchu 
względnego i iloczynu masy całkowitej układu przez iloczyn skalarowy 
z  prędkości punktu 0  i prędkości względnej środka masy.

Twierdzenie powyższe nosi nazwę twierdzenia Kóniga.
Jeżeli w szczególności za punkt 0  obierzemy środek masy, to 

u —v0, skąd na mocy (IV)

13) E —lmvl - f  w,w/;.
Jeżeli więc ruch układu będziemy uważać za ruch złożony 

z  ruchu postępowego o prędkości środka masy i ruchu względnego 
względem środka masy, wówczas energia kinetyczna układu równa się 
sumie energii kinetycznej ruchu postępowego i energii kinetycznej ru
chu względnego.

Zasada rów n ow a rtośc i p racy  i en erg ii k in ety czn e j. 
Niech na punkty materialne w, działają siły Pt. Oznaczmy przez vt 
prędkość punktu m, w chwili t, przez v f} prędkość jego w chwili t0, 
a  przez L^t pracę siły P, w czasie od <„ do t. Zatem ((3), str. 106) 
\rniv] — \m^vf)f= L ^ h skąd

Kładąc: E =}£̂ m ,v1,, E^l-Jjm faf*)2, L,iit =  ?L )^, otrzymamy
<V) E — E ^ — L^t.

We wzorze tym E oznacza energię kinetyczną układu w chwili t, 
a E0 w chwili <0; wyrażenie L,,t przedstawia sumę prac poszczegól
nych sil działających na układ, t. j. pracę całkowitą, jaką siły te 
wykonały w czasie od t0 do t.

A więc: przyrost energii kinetycznej układu punktów material
nych równa się pracy całkowitej sił działających na punkty układu.

Twierdzenie to nosi nazwę zasady równowartości pracy i energii 
kinetycznej.
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Jeżeli praca całkowita sił działających jest zerem, czyli L ut — Ot 
wówczas na mocy (V) jest E —E0—d czyli

E = E 0.
A więc: jeżeli praca całkowita sił, działających na punkty układu 

jest stale zerem, wówczas energia kinetyczna układu jest wielkością stałą.
Twierdzenie powyższe nosi nazwę zasady zachowania energii 

kinetycznej.
Załóżmy, że układ sił działających posiada potencjał. Jeżeli 

przez V oznaczymy potencjał w chwili t, a przez F0 potencjał w chwili t0, 
to L,o, =  V —F0, a więc na mocy (V) E —E0 — V —F0 czyli

E - V = E 0- V 0.
Wielkość U——V nazywamy energią potencjalną układu.
Zatem

(VI) E + U = E 0+ U 0=  const.

Sumę E + U  nazywamy energią całkowitą układu.
A więc: jeżeli układ punktów porusza się w polu potencjałem, 

to energia całkowita układu jest stała.
Twierdzenia te są oczywiście uogólnieniem odpowiednich twier

dzeń, dowiedzionych na str. 106 i 107 dla jednego punktu materialnego.

E n erg ia  k in e ty czn a  w ruchu  w zględnym . Niech układ 
współrzędnych 0 \ x ',y ',z ’ ) porusza się względem układu inercjal
nego 0 {x ,y ,z ) . Oznaczmy przez Ew i E ^  energię kinetyczną w ru
chu względnym w chwilach t i t0, przez i Lchl prace w ruchu
względnym sił działających, sił unoszenia i Coriolisa w czasie od t̂  
do t. Ponieważ prawa Newtona odnoszą się do ruchu względnego, 
gdy do sił działających dodać siły unoszenia i Coriolisa (str. 137), więc
(4) Ew—E ^ —E^t +-Ł£/+2/£/.

Ponieważ przyśpieszenie Coriolisa jest prostopadłe do prędkości 
względnej, więc siła Coriolisa jest również prostopadła do tej pręd
kości. Zatem praca sił Coriolisa w ruchu względnym jest zerem, 
wobec czego możemy napisać
(5) EK- E ^ = L lel+ L l .

A więc: przyrost energii kinetycznej w ruchu względnym róiona 
się sumie prac w ruchu względnym sil działających i sil unoszenia.
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Mech w szczególności punkt 0' znajduje się w środku 8 
masy układu 0' (x ',y ',z') i niech układ ten porusza się ruchem postę
powym. Ponieważ przy tym założeniu przyśpieszenie unoszenia 
równa się przyśpieszeniu p0 środka masy, więc siły unoszenia po
szczególnych punktów układu ra  ̂m2, ... wynoszą 

/
i®) PXu— P îr  ̂ • • •

Oznaczając przez wv w2, ... prędkości względne punktów układu,

otrzymujemy L^t—j P Xuwxdt +  j P 2uw2dt +  . . . ,  skąd według (6)

Prędkość względna w0 środka masy równa się zeru, gdyż za
łożyliśmy, że środek 8  masy całkowitej m jest stale w początku 
układu ruchomego 0'(x',y',z'). Zatem m1wl -j-m2w2-\-...==mw0= 0 ,  
skąd według ostatniego wzoru L ?j=  0. Na mocy więc (5)

A więc: przyrost energii kinetycznej w ruchu względnym względem 
środka masy równa się pracy w ruchu względnym sił działających.

P rz y k ła d  1. Układ punktów materialnych porusza się w polu 
siły ciężkości. Niech środek masy 8  będzie początkiem układu współ
rzędnych (x',y',z'), poruszającego się ruchem postępowym. Przyj
mijmy, że oś z' jest pionowa i zwrócona ku dołowi.

Ponieważ ciężary poszczególnych punktów mają kierunek osi z', 
więc (podobnie jak w układzie bezwzględnym, str. 215) praca sił 
ciężkości w ruchu względnym równa się pracy, jaką wykona ciężar 
całkowity, zaczepiony w środku masy. Z uwagi na to, że środek 
masy jest w spoczynku względem układu (x',y',z'), gdyż znajduje 
się z założenia stale w początku tego układu, praca sił ciężkości 
w ruchu względnym jest zerem. Przyrost zatem energii kinetycznej 
w ruchu względnym równa się pracy pozostałych sił (poza ciężarami), 
jkkie działają na punkty układu.

W szczególności jeżeli na punkty układu działają same tylko 
ciężary, to energia kinetyczna tego układu w ruchu względnym 
jest stała.

<v
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Przypuśćmy np., że w chwili <=0 puściliśmy swobodnie punkt 
materialny o masie mlt a po T sek drugi punkt o masie m2. Po cza
sie t> T  prędkości punktów TOj i ra2 wynoszą:
(8) vt=gt i v2~ g (t  — T).

Prędkość środka masy v0 otrzymamy z równania
Wjt'j - f  ma®2= (

Zatem v0= (m 1v1+ m 2v2)/(tn1+ m 2). Prędkości względne punktów 
i m2 wynoszą wx= v l — v0 i w2—v2—v0, więc w1—m2(vl —t)2)/(7№1+ m 2) 
i w2=^m1(v2—v1)lm1->r m2), skąd na mocy (8) w1 =  m2gTI(m1 +  m2)
i tc2=  — WjffT/imr-f wi2).

Energia kinetyczna w ruchu względnym wynosi zatem 
Ew— iTOjtci-f \m.2w\— wł«i2ijfi!r 2/2(m1+tn2) =  const.

Widzimy więc, że energia kinetyczna w ruchu względnym 
względem środka masy jest stała.

P rz y k ła d  2. Dwa punkty A  i B o masach m, i m2, połączone 
nicią nierozciągłiwą bez masy, poruszają się w płaszczyźnie pionowej 
w ten sposób, że punkt A musi pozostawać stale na osi poziomej x  
zaś punkt B na osi pionowej z.

Oznaczmy przez l długość nici, a przez x ,z  
współrzędne punktów A, B. Na punkt A  działa 
reakcja Bv prostopadła do osi x  (zakładamy, że 
nie ma tarcia), ciężar Q% i reakcja nici Px; na 
punkt B działa reakcja M2, prostopadła do osi z, 
ciężar Q2 i reakcja nici P2.

7i sił powyższych nie wykonują pracy: reakcje 
Rv R2 i ciężar Qu gdyż siły te są prostopadłe 
do toru. Nie wykonują również pracy siły I\ 

i P2, ponieważ P%——P2, a ponadto odległość punktów A ,B  jest 
stała (str. 212). Tylko więc ciężar Q2 wykonuje pracę.

Przypuśćmy, że w chwili początkowej i„= 0  punkty A ,B  
miały współrzędne x0, z0 i prędkość zero. Energia kinetyczna 
w chwili i wynosi

E —\m1 xiJr\m2 i2.
Praca siły Q2 równa się m2g(z—z0), jeżeli osi z nadamy zwrot 

ku dołowi. Zatem na mocy zasady równowartości pracy i energii 
kinetycznej
(9) }im1xt +  lmtż*=m2g(z—z0).
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Oznaczmy przez <p kąt, jaki nić tworzy z osią x  w chwili i, 
a przez rp0 kąt w chwili i0= 0 . Mamy więc:

X =  l COS <P, z =  l sin 95, 2„=  l sin <p0f
skąd:
(1 0 ) x = —Zaginę?, i  — lip cos 95.

Według (9) jest zatem
(1 1 ) sin2 cos2 <p)=m2gl(sin 93 —sin 9?0).

Z powyższego równania możemy, znając 93, obliczyć <p, a na
stępnie z równań (10) wyznaczyć prędkości x i y. Znając 9?, mo
żemy również wyznaczyć reakcje Rv Rv 1\, P2. Przyjmijmy dla 
prostoty, że w 1 ==TO2= m  1 9 ^ = 0 , Otrzymamy z (11)
(1 2 ) g sin 93.

Różniczkując względem t, dostaniemy 19393=  gg cos 93, skąd

(13) 9 3 = 0  cos 93/I.

Oznaczając przez 73, przyśpieszenie punktu A, otrzymamy

(14) mlpl= R 1+Q1+T\.
Tworząc rzut na oś z  i kładąc 2 >==|jP1 j=|/5J, dostaniemy

(15) mx =  — P cos 93.
Ponieważ na mocy (10)

(10) ić— —Z93sin9?—1932 cos 93,

więc z równań (15) i (16) możemy otrzymać P, znając 93, gdyż 9  i ą> 
możemy obliczyć z równań (12) i (13). Dostaniemy

(17) P =3m y  sin (p.

Tworząc rzut na oś z, dostaniemy z (14) R1 +  mg+ P  sin 9 3 = 0  czyli

(18) ' Rx — —mg —P sin <p,

gdzie Rj oznacza rzut siły Rx na oś z.
Podobnie, dla punktu B  mamy mp2= R 2+ P 2+Qj. Tworząc 

rzut na oś x, otrzymamy z uwagi na to, że P2= —Pi, równość 
R f+ P  cos 93= 0 , skąd
(1 9 ) R2— —P  cos 9 3 .

Wzory (17)—(19) wyznaczają reakcje w zależności od kąta 93.
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P rzy k ła d  ił. Dwa punkty materialne A x i A 2 o masach m1 i m2, 
połączone nicią nierozciągliwą bez masy, przechodzącą przez stały 
punkt O, poruszają się w płaszczyźnie poziomej (przechodzącej 
przez O) bez tarcia. Obierzmy w tej płaszczyźnie układ współrzęd
nych (x, z) o początku w O (p. rys. na str. 213). Ponieważ kierunki sił 
Pu P 2, z jakimi nić działa na punkty A xi A 2, przechodzą stale przez O, 
więc punkty A x i A 2 będą poruszać się ruchem środkowym o środku O.

Połóżmy r1 — OA1 i r2—OA2; niechaj <plt<p2 oznaczają kąty 
między osią x  a odcinkami OAl i OA2. Prędkości połowę punktów 
A x i A 2 są odpowiednio równe \r\<px i r̂\(pY Ponieważ prędkości 
połowę w ruchu środkowym są stałe (str. 87), więc

(2 0 ) r\<Pi=cv i  T>2=Ni
gdzie Cj i c2 są pewnymi stałymi.

Na str. 213 dowiedliśmy, że praca całkowita sił P1 i P* jest zerem. 
Zatem energia kinetyczna układu punktów A X,A 2 ma wartość stałą. 
Oznaczając przez vx i v2 wielkość prędkości punktów A 1 i A 2, otrzy
mamy \rnft -)- \m2v\=c lub
(21) +
gdzie c i h—2c są stałymi. Ale ((3), str. 47):

» ?= * ?+ »• ?$  i  V \=r\ +  r\<p\y

więc na mocy (2 0 ), wyrażając <px i <p2 przez rx i r21 otrzymamy
2 2

v \ = r ]+ Ą  i t?|=r|H—|, skąd na mocy (2 1 )
> T\ Ti

(22) «i 1 r* +  TO2r;, ,  | mA
*  i  '

h.

Oznaczmy przez l długość nici. Zatem r2-\-r2—l czyli r2= l —rlt
skąd
(23) r2= —rx.
Wstawiając w (22), otrzymamy

(24) ,2 , _ m2ó\
(m,-)-TO2)rJ-(- ^  +  ^_r ^2 h.

Równanie różniczkowe (24) wyznacza rx jako funkcję czasu t. 
Z równości (23) i (20) otrzymamy r2, <pv <p2. Aby otrzymać reakcje 
Pii P-u zauważmy, że jeżeli px oznacza przyśpieszenie punktu A l} to 
m1p1—Pv Utwórzmy rzut na kierunek OAv Oznaczając rzuty px i Px 
na OAx przez piT,P , dostaniemy
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(25)

H«1

mlPlr= P .

Na m ocy(II), str. 47, mamy P l r — r l — r J <p\. Zatem wedle (20)

c]
(26)

M
Aby otrzymać r1; zróżniczkujmy równanie (24). Dostaniemy

(27) (mj+WjJri- m2C2
(i —r.w -

Jeżeli ^4=0, to na mocy (25)— (27)

(28) m, +  m2 .((—i1,)3’

Ze wzoru (28) możemy otrzymać reakcję P, znając tylko rx. 
Znając P, znamy J\ i P 2, gdyż |Px|=|Pjj.

§ 6 . Zagadn ien ie  d w óch  cia ł. Niech dwa punkty mate
rialne o masach M  i m przyciągają się wedle prawa Newtona z siłą 
o wielkości

P —KmMjr*,

gdzie r oznacza odległość tych punktów. Na str. 107 badaliśmy 
ruch punktu m przy założeniu, że punkt M  jest nieruchomy. Udo
wodniliśmy, że w tym przypadku zachodzą prawa Keplera. Obecnie 
nie będziemy zakładać, że punkt M  jest nieruchomy, lecz że oba 
punkty są swobodne. Pod wpływem więc wzajemnego przyciągania 
oba punkty m i M  będą się poruszać. Oczywiście, ich środek masy 
będzie w spoczynku lub w ruchu jednostajnym prostolinijnym, bo 
według prawa akcji i reakcji suma sił działających na punkty m i M  
jest równa zeru. Możemy zatem początek układu inercjalnego umieś
cić w środku ciężkości obu punktów.

Niechaj xv yv z1 będą współrzędnymi punktu M, zaś x2, y3, et 
punktu m. Kównania ruchu Newtona dla punktów M i m  będą 
miały postać:

( 1) M xx KmM x2~ x 1 . KmM y2 — yx
yS r » J“ » != ^  r ’ Mii--

KmM z2 — Zj
-ł*2 .y

.... KmM x~-—x1 KmM y ,— y, Km M z2~ z l
( 1  ' )m x t= ----- f2 W t = ------ ^  — r 1, ****=- ri \  ■
S. Banach. Mechanika 15
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Ponieważ środek ciężkości układu M, m jest w początku układu 
współrzędnych, więc Mx1+ m x2= 0 , My1+m y2= 0  i Mz1+m z2= 0 ,  
skąd x2~  —Mx1lm, y2=  —My1/m i z2= —Mz1jm. Zatem:

/ox M +m(2 ) a?2 x1— ^  xlf y2 M +m
m m Vl1 Z2 &1-

M +m
m

A więc
(3) r==\(x2—x1)i + (y 2—y1f + ( z 2—z1)3= ^ ~ ^ - r l,m
gdzie r1—\x\+y\+z\ oznacza odległość punktu M  od środka cięż
kości. Podstawiając w równania (1) wyrażenia ze wzorów (2) i (3), 
otrzymamy:

^  Km3M x t ^  Km3M yx
M x\ =  ~  (M +m fr\T ^ M^l==~ (M + m )3r\71 

(4) i#„ Km3M zt
MZ{=~(M +m ,)*r\rl

Porównując te równania z równaniami (I), str. 107, widzimy, 
że ruch punktu M  będzie taki, jak gdyby punkt ten był przyciągany 
przez masę nieruchomą m3/{M+m)2, umieszczoną w początku układu.

A więc: jeżeli dwa punkty M i m  przycinają się wedle prawa 
Newtona, to każdy z nich, np. M, porusza się względem środka cięż
kości (obu punktów) tak, jak gdyby w środku ciężkości umieszczona 
była masa nieruchoma m3l(M +m )2, przyciągająca punkt M wedle 
prawa Newtona.

Badanie zatem ruchu względem środka masy dwu punktów 
sprowadza się do przypadku rozpatrywanego na str. 107.

Wynika stąd, że oba punkty poruszają się po krzywych rzędu 
drugiego w których ognisku znajduje się środek ciężkości tych pun
któw. Tory więc obu punktów są torami płaskimi.

Zbadajmy jeszcze ruch punktu m względem punktu M. Umieśćmy 
w punkcie M  początek układu współrzędnych (x',y', z'), poruszają
cego się wraz z M  ruchem postępowym. Oznaczając przez f, tj, £ 
współrzędne punktu m względem tego układu współrzędnych, otrzy
mamy
(5) £=X2 ®1 , 'g~y% V\1 f = ®2 *!•

Mnożąc równania (1) przez m/M i odejmując od (1') dostaniemy 
z uwagi na (5)
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mi ■■ K ( M + m ) m i mr\- K ( M +  m)m ??

(6)
to£= K{M-\-m)mi 

r* r ’
Porównując równania (6 ) z równaniami (I), str. 107, widzimy, że 

punkt to porusza się względem punktu M  tak, jak gdyby punkt M  
był nieruchomy, a masa jego była zwiększona o masę punktu to.

A więc: jeżeli dwa punkty M i m  przyciągają się wedle prawa 
Newtona, to ruch względny punktu m względem punktu M jest taki, 
jak gdyby punkt M  był nieruchomy, a masa jego była zwiększona 
o masę punktu to.

Także i w tym przypadku badanie ruchu jednego punktu ma
terialnego względem drugiego sprowadza się więc do przypadku 
rozpatrzonego na str. 107.

Przyjmijmy, że ruch względny punktu to odbywa się po elipsie 
o osi wielkiej 2o, przyczem czas obiegu niechaj będzie T. Na mocy (10)r 
str. 109, otrzymamy a*/Tt= K ( M Widzimy zatem, że w ru
chu względnym stosunek a3/T* zależy od mas obu ciał. Ponieważ 
ruchy planet badamy względem słońca, więc przyjmując, że M  
oznacza masę słońca, a to masę planety, widzimy, że trzecie prawo 
Keplera (str. 89), które odnosi się do ruchu względnego planety 
względem słońca, jest nieścisłe. Dla innej planety (przy odpowiednim 
znakowaniu) jest

(7) a\lT\=K(M +m 1)lin*
skąd

(81 a3/T2 _  ilf +  to 1 +  %
a\jT\ M  +  m t l  +  2 i*

Ponieważ w układzie słonecznym stosunek m/M wyraża się 
w tysięcznych, więc ostatni ułamek mało różni się od jedności. 
Dokładne obserwacje ruchu planet wykazują te odchylenia od trze
ciego prawa Keplera.

Gwiazdami podwójnymi nazywamy dwa ciała niebieskie, krążące wokół 
siebie (zdała od innych ciał). Przyjmując, te gwiazdy podwójne przyciągają 
się według prawa Newtona, możemy stosować do nich wnioski otrzymane 
w tym §. Obserwacje potwierdzają te wnioski, a tym samym prawo powszech
nego ciążenia, z któregośmy je wyprowadzili.

16*
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§ 7. Zagadnienie n  ciał. Niechaj n punktów materialnych 
przyciąga się wzajemnie z siłami działającymi według prawa po
wszechnego ciążenia Newtona (str. 90). Badaniem ruchów w takim 
układzie punktów zajmuje się t. zw. zagadnienie n ciał.

Zagadnienie to jest ważne dla astronomii. Słońce wraz z planetami tworzy 
taki układ, jeżeli pominąć działanie gwiazd stałych, bardzo małe wskutek wiel
kiego ich oddalenia od układu słonecznego.

Zagadnienie dwóch ciał, którym zajmowaliśmy się w § 0, jest szczególnym 
przypadkiem zagadnienia n ciał.

Zagadnienie n ciał nie jest rozwiązane w całej ogólności. Nawet 
w przypadku trzech ciał jest jeszcze wiele spraw nierozstrzygniętych. 
Przy pomocy jednak t. zw. teorii perturbacji (czyli zaburzeń) mo
żemy wyznaczyó ruchy układu słonecznego z żądaną dokładnością.

W zagadnieniu n ciał mamy do czynienia tylko z siłami we
wnętrznymi. Z twierdzenia o środku masy (str. 200) wynika zatem, 
że środek masy układu jest w spoczynku lub w ruchu jednostajnym 
prostolinijnym. Możemy więc początek układu inercjalnego współ
rzędnych obrać w środku masy. Względem tak obranego układu 
współrzędnych pęd układu n punktów będzie stale zerem (str. 199).

Z twierdzenia o kręcie (str. 206) wynika, że kręt układu punk
tów jest stały. Płaszczyzna przechodząca przez środek masy i prosto
padła do krętu nie zmienia zatem położenia.

W  przypadku układu słonecznego środek masy leży w słońcu (ze względu 
na wielką masę słońca w stosunku do pozostałych planet).

Płaszczyznę przechodzącą przez środek masy układu słonecznego i pro
stopadłą do krętu nazwał Łaplace płaszczyzną, niezmienną.

Płaszczyzna ta nie zmienia swego położenia w przestrzeni względem układu 
inercjalnego współrzędnych o początku w słońcu. Podług obliczeń wykonanych 
przez Laplace’a płaszczyzna niezmienna tworzy z ekliptyką kąt a = 1,7689°.

Z agad n ien ie  trzech  cia ł. Niechaj dane będą trzy punkty 
materialne A 1,A 2,A S o masach mv m21ms. Oznaczmy przez Py 
siłę, z jaką punkt rnj przyciąga punkt mr, niech Wy będzie siłą, z jaką 
jednostka masy umieszczona w A/ przyciąga jednostkę masy umiesz
czoną w A Według prawa Newtona mamy zatem

(1 ) Py — mimjWij.

Z prawa akcji i reakcji wynika, że Py ——Pji, więc

W y~—Wjt.(2)
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Oznaczmy przez pt przyśpieszenie punktu ml w układzie iner
cjalnym współrzędnych. A  więc mipl= P 12 +  P 13==mim9wn -{-m,m3wl3> 
skąd
(3) px =  m2wX2 +  m3w{3.

Podobnie

(4) p2r=miw2i +  mi w23.

Na mocy (3) i (4) otrzymamy z uwagi na 
to, że w myśl (2 ) jest u>12= —w2i i wia— —w31:

(5) Pt—Pi =  (™, +  « S ) " «  +  ms{wi3 +  w3l).

Eóżnica ~p.l —pl przedstawia przyśpieszenie względne punktu A 2 
względem A v t. j. przyśpieszenie punktu A 2 względem układu współ
rzędnych o początku A lf poruszającego się ruchem postępowym. 
Połóżmy p = p 2—py Z równania (5) dostaniemy

(6 ) m2p — m2(m, +  m,)«>21 +  m2m3(wj23 +  w3X).

Prawa strona równości (6 ) przedstawia siłę względną punktu A t 
w ruchu względem A v

Pierwszy jej składnik, t. j. m2(Wj-f-m2)ič21, przedstawia siłę 
względną, jaka działałaby na punkt A 2, gdyby nie było trzeciego 
punktu A3 (t. j. gdyby było m3= 0 ). Siła ta miałaby (zgodnie z twier
dzeniem podanym na str. 227) kierunek ku punktowi A 1 i byłaby taka, 
jak gdyby masa punktu A x była zwiększona o masę punktu A 2.

Drugi składnik sumy, t. j. m2m3(w23Aw31), nazywamy siłą 
perturbacyjną (lub zaburzającą)-, pochodzi ona zdziałania punktu A 3.

P rz y k ła d  1. Niech mx oznacza masę ziemi, m2 masę księżyca, 
a m3 masę słońca.

W przybliżeniu masa słońca =^106 masy ziemi, odległość ziemi 
od słońca =  400 odległości ziemi od księżyca, wreszcie masa księżyca 
=  masy ziemi. A więc:

(7 ) m3 = ^ 10 6raj, m2 — j^m ,, A jA 3 — 400AjA 2.

Z trójkąta A lA 2A 3 otrzymujemy

( 8 ) 3 9 9 A ,A 2 <  A 2A 3 <  4 0 1 A ,A „.
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Ze względu na wielką odległość słońca od ziemi i od księżyca 
(w stosunku do odległości księżyca od ziemi) wektory w23 i ui3l będą 
mało różniły się od siebie co do wielkości i kierunku, a zwroty będą 
miały przeciwne. Suma w23+w 3l jest więc mała co do wartości bez
względnej. Opierając się na danych (7) i (8 ), można okazać, że
(9 ) » ,m ,[ » „ + Ą ,|  5 1 0 - ^

TO2(TO1 +  TO2)|li>i!1|

Widzimy stąd na mocy (6 ), że siła perturbacyjna, pochodząca 
od słońca, jest mała i możemy ją w pierwszym przybliżeniu opuścić.

Zatem: w 'pierwszym przybliżeniu ruch względny księżyca wzglę
dem ziemi otrzymamy, pomijając działanie słońca.

Przybliżone badanie ruchu względnego sprowadza się więc 
w danym przypadku do zagadnienia dwóch ciał. Odnosi się to rów
nież do innych planet mających księżyce.

i»„ #„ iv„ P r z y k ła d  2. Niech A 1 będzie środkiem
j  ziemi, A 2 punktem na powierzchni ziemi i A 3

środkiem księżyca. Niech mt,m 2 i m3 ozna
czają odpowiednio masy ziemi, punktu A 2 

K K. ______ k  i księżyca. Załóżmy że punkty A l} A 2 i A 3 leżą
i, 4. a, na jednej prostej.
Wektory w23 i w3l mają zwroty przeciwne. Jeżeli A., leży między 

A 1 i A 3, wówczas |m;23!>  |w3l|, zatem wektor w23+w 31 ma zwrot 
wektora w23. Jeżeli zaś A x leży między A 3 i A 2, to !w23|<|w3i| i wektor 
w23+w 31 ma wówczas zwrot wektora w31. W  obu przypadkach siła 
purturbacyjna księżyca m2m3{w23-\-w31) jest skierowana względem 
ziemi pionowo w górę. Działaniem tej siły tłumaczą się przy
pływy i odpływy morza.

P r z y k ła d  3. Niech m1 oznacza masę jakiejś planety, m2 masę 
jej księżyca, a średnią odległość planety od jej księżyca, T czas 
obiegu księżyca dokoła planety w ruchu względnym (względem 
planety). Na mocy (7), str. 227, mamy

(10) u3/T 2 =  K{m\ +  m i)lin.

Jeżeli to'j, mL, a i T oznaczają odpowiednie wielkości dla innej 
planety i jej księżyca, wówczas analogicznie do (1 0 )

(11) o s/ T 2 =K(mi  +  mi)l±n.
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Na mocy (10) i (11) jest (mi+ m i)l(m'l+ m l)= a 3T'ila3T2. Opusz
czając masy księżyców m2 i mv jako zazwyczaj małe w stosunku 
do mas planet, dostajemy

( 1 2 ) ł»i/wi| =  o3T 2 /a*T 2.

Zatem: stosunek mas dwóch planet możemy otrzymać z obserwacji 
ruchów ich księżyców.

Uwaga. Możemy również przyjąć, że m\ oznacza masę słońca, 
m2—mv a średnią odległość planety od słońca, zaś T' jej czas obiegu. 
Przy tych założeniach wzór (12) przedstawia stosunek masy danej 
planety (posiadającej księżyc) do masy słońca.

§ 8. Ruch ciał o masie zmiennej. Zbadajmy teraz ruch 
ciała, którego masa się zmienia wskutek odrywania się od ciała 
(lub przyłączania się nowych) cząstek podczas ruchu.

Przykładem takim jest poruszający się wózek 
do którego dosypujemy piasek (lub z którego piasek 
się wysypuje). Iiyiym przykładem jest rakieta. 
Materiały pędne, spalając się, wywołują wypływ 
gazów i siłę popędową rakiety. Masa rakiety 
maleje zatem o masę uchodzących gazów.

Przyjmijmy, że ciało składa się z wielkiej liczby drobnych 
cząstek, które możemy uważać za punkty materialne. Oznaczmy 
przez m masę ciała, przez v prędkość środka 8  jego masy w chwili t, 
zaś przez m +A m  i v +A v  masę i prędkość środka 8  w chwili t+At.  
Niechaj wreszcie P  oznacza sumę sił działających na ciało w chwili t.

Masa oderwanych cząstek w czasie od t do t+A t  wynosi 
( —Am)-, niech u i u+Au  oznaczają prędkości (w chwilach t i t +  At) 
środka 8 "  masy oderwanych cząstek.

Weźmy pod uwagę układ U wszystkich cząstek, z którychjikłada 
się dane ciało w chwili t. Pęd tego układu w chwili t jest H=mv,  
a w chwili t +  At będzie H '— (m +  Am)(v +  Av) +  (— Am)(u +Au) .  
Przyrost pędu wyniesie zatem

H'—H — mAv—Am(u +  Au — v) -f  AmAv.

Dzieląc przez At, otrzymamy w granicy dla At dążącego do zera

(1)
dH dv 
~dt ~ m dt

dm._
- a r '— •>•
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Ponieważ pochodna pędu układu równa się sumie wszystkich 
sił działających (str. 200), więc dH/dt—P. Na mocy (1) jest więc

(2) mv—rh(u—v) =  P.

Równość powyższą możemy napisać w postaci mvĄ-mv—mu-{-P
czyli
(3) d(,mv)ldt — mu~\-P.

Wzory (2) i (3) stosują się również do przypadku, gdy nowe 
cząstki dołączają się do ciała. W równaniach (2) i (3) wektor u 
przedstawia prędkość środka 8 "  masy cząstek odrywających się 
od ciała (lub dołączających się do ciała).

Kładąc u — v—w w równaniu (2), otrzymamy

(4) mv—rhw— P.

Wektor w przedstawia prędkość względną środka masy odry
wających się cząstek względem środka masy ciała.

P rzy k ła d .  R u ch  ra k iety . Oznaczmy przez m masę rakiety, 
przez v jej prędkość, przez w prędkość względną (względem rakiety) 
gazów wypływających z rakiety, a przez P  sumę sił zewnętrznych 
działających na rakietę (jak ciężar, opór powietrza it . d.). Przy 
tych oznaczeniach zachodzi wzór (4).

Przyjmijmy najpierw, że rakieta porusza się w płaszczyźnie 
poziomej po linii prostej, którą obierzemy za oś a;-ów, nadając jej 
zwrot zgodny z kierunkiem ruchu rakiety. Połóżmy v =  v i w=\w\. 
Załóżmy, że P = 0  (a więc, że siła ciężkości znosi się z reakcją płasz
czyzny, przyczem pomijamy opór powietrza i tarcie). Ponieważ 
v i w mają zwroty przeciwne, więc na mocy (4) mv+mw—0, skąd

(5 ) V — -------w.m
Prędkość względną w wypływających gazów możemy uważać 

za stałą. Całkując równanie (5), otrzymamy więc

(6 ) v —— log m +  c.
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Przyjmijmy, że dla t= 0  jest to= to0 i v=0 .  Według równania (6 ) 
jest tedy Ó = —wlogm0+ c, więc c~ w logm 0, a zatem na mocy (6 )

(7) v — w log^°>m

skąd m0/m =e1’ w czyli

(8 ) m =  m0e~o,w.

Przypuśćmy, że rakieta osiągnęła szybkość ®=100km/godz= 
=  27 m/sek. Jako prędkość wypływu gazu można przyjąć 
to—lOOOm/sek. Zatem na mocy (8 ) to—to0<?~0'027= 0,973 to0, skąd 
rn0—m—0,03 m0.

Aby więc uzyskać prędkość rakiety 100 km/godz, trzeba spalić 
materiałów pędnych o masie równej 3% masy rakiety.

Niech teraz rakieta porusza się pionowo w górę. Przyjmijmy oś z 
skierowaną pionowo ku górze i zachowajmy znakowanie poprzed
nie. Otrzymamy z (4) (pomijając opór powietrza) mv-\-mw——mg 
czyli

■< . . .

(9) v ——w -----g.' m *

Całkując i przyjmując, że dla i= 0  jest » = 0  i m—mw otrzy
mamy podobnie jak poprzednio

(1 0 ) v — w\og — —ÿt.to
Aby rakieta nie spadła z powrotem na ziemię i oddaliła się 

w przestrzenie międzyplanetarne, należałoby nadać jej prędkość

*>12km /sek (str. 111). Z równania (10) otrzymujemy a ^ tc lo g -A

skąd evu>̂ m 0lm czyli me1' a zatem

m0—to^  m(e"w— 1 ).

Kładąc v—12km/sek i w=1000 m/sek= 1  km/sek, dostaniemy 

m0—to >160000 to.

W nierówności tej m oznacza masę rakiety po uzyskaniu pręd
kości v= 1 2  km/sek, zaś to0 — m masę spalonych materiałów pędnych. 
Jeżeli wuęc przyjmiemy to—-1 kg, wówczas to0— to> 160000 kg.
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Trzebaby zatem spalić 160000 kg materiałów pędnych, by 1 kg 
masy uleciał w przestworza.

Żeby więc odbyć podróż międzyplanetarną w wozie, mającym wraz z pod
różnymi masę 1 tony, należałoby zabrać z sobą 160000 ton materiałów pęd
nych, co jest oczywiście niemożliwe. Dowodzi to, że przy dzisiejszym stanie tech
niki podróż taka jest niewykonalna. Sprawa posunęłaby się naprzód, gdybyśmy 
mogli wydatnie zwiększyć w, t. j. prędkość wypływu gazów, która dzisiaj, prak
tycznie biorąc, dochodzi do 2000 m/sek.
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