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ROZDZIAL |

TEORIA WEKTOROW

I. Dziatania na wektorach

$1. Okreslenia wstepne. Wielkosci, ktére mozemy okreslié
przy pomocy jednej liczby rzeczywistej, nazywamy skalarami. Ska-
larern jest wiec masa, praca, energia kinetyczna i t.p.

Wektorem nazywamy odcinek, w ktérym wyro6zniony jest po-
czatek i koniec. Do wektoréw zaliczamy punkty i nazywamy je
wektorami zerowymi.

Wielkosci takie jak np. predko$¢, przyspieszenie, sita, mozemy
przedstawi¢ przy pomocy wektorow. Wektor oznaczamy badz jedng
literg z kreska u gory np. a, badZz symbolem AB, gdzie A oznacza
poczatek, zas B koniec (rys. 1). Na rysunku koniec wektora zazna-
czamy strzatka. Poczatek wektora nazywamy takze punktem [za-
czepienia.

Diugoscig lub wartoscig bezwzgledng wektora AB nazywamy
dtugos¢ odcinka AB i oznaczamy jg przez |AI?|.

Dwa wektory majace ten sam kierunek (t. zn. rdwnolegte) moga
mie¢ zwroty zgodne lub przeciwne (rys. 2).

1 2 3. 4.
Wektory a i b majgce réwne dtugosci, Kierunki i zwroty nazy-
wamy réwnymi (rys. 3), piszac
a=b.
Dwa wektory majgce rowne diugosci i Kierunki, lecz zwroty
przeciwne, nazywamy przeciwnymi. Wektor przeciwny do a ozna-
czamy przez —a (p. str. 4, rys. 3).

S. Banach. Mechanika.
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Potozeniem wektora nazywamy prostg, na ktérej wektor lezy.
Wektory cii b rowne i majace to samo potozenie (t. zn. lezace
na jednej prostej) nazywamy wektorami réwnowaznymi (str. 1, rys. 4):

ab.

Dwa wektory zerowe uwazamy za réwne i réwnowazne.

Wektory réwne oznacza¢ bedziemy czesto jedng i tg sama
literg (gdy nie bedzie obawy pomyiki).

Rzutem wektora a na prostg (lub ptaszczyzne) nazywamy wek-
tor, ktorego poczatkiem jest rzut poczatku wektora a, zas koncem
rzut jego konca.

Przypus¢my, ze mamy dany w przestrzeni uktad wspoétrzednych
0(x,y,z) prostokatny lub skos$nokatny. Obré¢my o$ x okoto O

w ptaszczyznie xy o kat <n tak,
by dodatnia cze$¢ osi x padia
na dodatnig czes$¢ osi y. Jezeli
dla widza znajdujgcego sie po
tej strome ptaszczyzny xy, po
ktérej lezy dodatnia czes¢ osi z,
ruch ten odbywa sie zgodnie
z ruchem wskazowek zegara,
wowczas uktad O(x, y, z) nazywamy lewoskretnym, w przeciwnym razie
prawoskretnym.

W ksigzce tej uzywal bedziemy stale ukladu prostokatnego
lewoskretnego (t, j. jak na rys. 1, a nie 2).

Powiadamyf ze uklad wektoréow (a, b, c) nie réwnolegtych do
jednej ptaszczyzny ma zwrot lewy (wzgl. prawy), jezeli prowadzac
przez dowolny punkt O osie x, y, z rownolegte do wektoréw a, b, ¢

i zgodnie z nimi skierowane, otrzymamy uktad lewoskretny (wzgl.
prawoskretny).

8 2. Wspo6irzedne wektora. Niechaj a bedzie dowolnym
wektorem, zas a’' rzutem jego na dang o0$ X.

Wspotrzedng wektora a wzgledem osi x nazywamy liczbe, ktdrg
oznaczamy przez ax, okreslong jak nastepuje: a, = [d], jezeli a' ma
zgodny kierunek z osig x, za§ ax—— Jd|] w przypadku przeciwnym.

Mamy oczywiscie

(1) ax=\a\ cos a,

gdzie a oznacza kat miedzy wektorem a a osig x (str. 8, rys. 2).
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Przypusémy, ze mamy dany prostokatny ukiad wsp6trzednych
(x,y,z). Oznaczajgc wspodtrzedne wektora a wzgledem osi ukiadu
przez ax, ay,az, za$ katy, jakie a tworzy z osiami przez o, 7,y
(rys. 1), otrzymamy na mocy (1):

n «a="ja] cos a, ay— Hlcos j?, at= |S]cosy.

A wiec: wektory réwne majg réwne wspotrzedne wzgledem osi
uktadu.

Poniewaz wedtug znanego wzoru z geometrii analitycznej
jest cos2a+ cos*ji4-cos2y= 1, wiec na mocy (I)

(ii) |5 =R+2+",
(rn cosa = fflx/idl, cosp=ay/\a\ cosy = az/|al.

Z réwnan (I11) i (111) wynika, ze wspo6trzedne wektora okres$lajg
jego dtugos¢, kierunek i zwrot.

A wiec dwa wektory a i b, majgce odpowiednio réwne wspot-
rzedne wzgledem osi uktadu prostokgtnego (t. zn. dla ktérych ax=bx,
ag—by, az—bt), sg rowne.

Jezeli wektor a lezy w ptaszczyznie xy (rys. 2), to

av) ax— [pjcos a, ay= ja]sin a,
V) bl= cos a = ox/iaj, sina=a,/|a].

Czesto (gdy pomytkajest
wykluczona) rzutami wektora
a na osie uktadu nazywamy
takze wspotrzedne o,, ay, a-.
tatwo mozna okazad,
ze jezeli punkty A i A" ma-
ja wspotrzedne odpowiednio
X, ¥,z i x',y’,z', to wektor
a—AA' ma wspotrzedne: o, —x'—Xx, ay=y'—y i a,—z2'—z

$8. Suma i roznica wektordw. Sumg wektoréw g i b na-

zywamy kazdy wektor, ktory daje sie otrzymacw sposob nastepujacy:

Z dowolnego punktu O kres$limy wektor rédwny wektorowi a,

z konca tego wektora drugi wektor réwny wektorowi 5; wektor,

ktérego poczatkiem jest O, koncem za$ koniec drugiego wektora,

nazywamy sumg wektoréw a i. b (str. 4, rys. 1) i oznaczamy przez
a -f-5.

I*
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Dla wektoréw przeciwnych (rys. 3) otrzymamy wiec w szcze-
goélnosci
a+ (—a)= 0.
Sume kilku wektoréw np. a+5 +c¢ otrzymujemy, tworzac sume
0-j-¢, a nastepnie dodajgc otrzymang sume do wektora a (rys. 2).
Do sumy wektoréw sto-
suje sie prawa przemiennosci
i tgcznosci. A wiec:
a-{-b=b J
(u--bj-Fe= 11 (o)

Z praw tych wynika, ze suma ilukolwiek wektoréw nie zmieni
sig, jezeli zmienimy porzadek skiadnikéw lub jezeli kilka z nich
zastgpimy ich suma. Np.:

a-fb+c d+e=a-fé-fe+ b+ d=(a+¢)+e (b+d).
Boznice a— b okre-
Slamy jako sume a-f (—h).
Zatem wedle definicji
a—b—a+(—5). 3.

Rys. 4 i 5 przedstawiajg, jak wyznacza sie roznice.
Poniewaz
(a—6)4-6=a-]-(—b)+ b=a,

wiec réznica dodana do odjemnika daje w wyniku odjemna.

8 4. lloczyn wektora przez liczbe. lloczynem wektora a
przez liczbe m nazywamy wektor, ktéory ma ten sam kierunek co a,
dtugos¢ [ razy wieksza, a zwrot zgodny z a lub przeciwny, zaleznie
od tego czy m>0, czy m<0. lloczyn 5 przez m oznaczamy przez

ma.

Jezeli w=0 lub a=0, to ma=0.

Mamy oczywiscie (p. str. 5, rys. 1 dla m= 2):
(—m)a——md.

Wynika stad, ze
(—l)a——a
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Dla iloczynu tatwo dowie$¢ prawa rozdzielnosci sumy wzgle-
dem iloczynu i prawa #gcznosci:

m(a-\-b)=ma-\-mb, (m-\-p)a=ma+pa, m(pa)=(mp)a,
gdzie m i p oznaczajg liczby (rys. 2 i 3). Z powyzszych praw

wynikajg zwykte reguty algebraiczne dodawania i mnozenia.

«3 ma pa

_E I_ -
7a mtpaj.-tmp/a

3.

Dzielenie wektora przez liczbe (rézng od zera) okreslamy jako
mnozenie przez odwrotnos¢ tej liczby. A wiec:

#5. Wspo6irzedne sumy i iloczynu. tatwo mozna okazac,
ze rzut (na prosta lub plaszczyzne) sumy wektorow réwna sie
sumie rzutéw tych wektorow (rys. 4). A wiec:

Rzut (o-t-5) = Rzut« + Rzutb.

Podobnie rzut iloczynu wektora przez liczbe réwna sie iloczy-
nowi rzutu wektora przez te liczbe (rys. 5). A wiec:

Rzut (md)= m Rzut a.

Jezeli wektor a ma wspot-
rzedne ax, ay, a,, a wektor b ma
wspoétrzedne bx, b, bz, wéwczas
wektor $=a-\-b ma wspétrzedne

sx~(xx*bX sy—ay-\yi sz=az{-bz.
Wynika to z twierdzenia
0 rzucie sumy.

Podobnie z twierdzenia o rzucie iloczynu wektora przez liczbe wy-
nika, ze wektor 5—ma ma wspétrzedne cx—max, cy—may, cz=maz.

Jezeli np. d—5a— 36— 2c, to:
tIx~ 5gx— 36.t— 2ex, dy—>5ay-~3by— 2cyi dz=5az— 3bz— 2cz.
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$ 6. Rozkiad wektora. Sume wektoréw a i b o wspélnym
poczatku, lecz roznym potozeniu (tj. nie lezgcych na jednej prostej),
przedstawia przekgtna rownolegtoboku zbudowanego na tych wek-
torach. Podobnie sume trzech wektoréw a, b, ¢, 0 wspélnym po-
czatku, lecz nie lezgacych na jednej ptaszczyznie, przedstawia prze-
katna rownolegtoscianu zbudowanego na tych wektorach.

Na powyzszych twierdzeniach opiera sie rozktad danego wek-
tora na sume dwdch lub trzech wektoréw o danych kierunkach.

Przypusémy, ze mamy dany wektor a i dwie proste | i m nie
rownolegte, lezgce w pewnej ptaszczyznie réwnolegtej do a Jezeli
chcemy przedstawi¢ wektor a jako sume dwdch wektoréow a i b
rownolegtych do i i w, to tworzymy rownolegtobok o bokach réwno-
legtych do i i w, ktérego przekatng jest §. W tym celu kreslimy
z poczatku i konca wektora a proste réwnolegte do | i m. Boki
otrzymanego réwnolegtoboku wyznaczg wektory 5 i b (rys. 1).

tatwo zauwazy¢, ze taki rozkiad jest mozliwy w jeden tylko
sposob.

Podobnie, jezeli dany jest wektor $§ i trzy proste I, tn, n nie
réwnolegte do jednej ptaszczyzny i chcemy przedstawi¢ wektor a
jako sume trzech wektoréw 5, b, ¢ rownolegtych do I, m, n, to bu-
dujemy rdéwnolegtoscian o krawedziach réwnolegtych do I, m, n,

ktérego przekatng
jest a. Kreslimy za-
tem z poczatku O
wektora s proste
I'y m'. n* réwnolegte
do i, m,n; nastepnie
z konca wektora a
prostg réwnolegtg do
n az do punktuO
przeciecia tej prostej z ptaszczyzng prostych I', m"\\ wreszcie z pun-
ktu O kreslimy proste réwnolegte do | i m. Punkty przeciecia tych
prostych z prostymi I' i m' sa koncami wektoréw a i b, ktdérych
poczatkiem jest O. Wektor ¢ jest rowny wektorowi tgczgcemu
punkt G z koricem wektora S (rys. 2).

Jeden tylko taki rozkiad jest- mozliwy, poniewaz istnieje
jeden tylko réwnolegtoscian o krawedziach réwnolegtych do + m, n
i 0 przekatnej S.
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Szczegdlnym przypadkiem takiego rozkladu jest przedsta-
wienie wektora przy pomocy wektoréow jednostkowych.
Oznaczamy rzuty wektora a na osie uktadu (x,y,z) przez a',a",a"'.
Mamy oczywiscie (str. 6, rys. 3):

a—a'A-a"-\-a™.

Obierzmy na osiach uktadu wektory i, j, k o dtugosci 1, skie-
rowane zgodnie z odpowiednimi osiami. Z okreslenia wspo6trzednych
ax, a,, az (82, str. 2) wynika, ze

a'—axi, d" —ayj, d'"=axk

Zatem
{n a—axi + ayj +a: k.

Wektory i, j, k nazywamy wektorami jednostkowymi. Wzoér (1)

wyraza wektor d przy pomocy wspétrzednych i wektoréw jedno-
stkowych.

8 7. lloczyn skalarowy. lloczynem skolorowym wektoréw
d i 5 tworzacych kat < (p. rys. obok), nazywamy liczbe |4 Hcos <p
lloczyn skalarowy oznaczamy przez amb
lub dh. Zatem

O ab= \A\Hcos ¢

lloczyn skalarowy jest zerem nie tylko
w przypadku gdy 3—O0 lub 5—0, lecz takze Rzu!a_b
gdy 3_[5, wdedy bowiem g>-n/2, wiec cosy=0.
Jezeli zas d4=0 i 54'0, to iloczyn skalarowy moze byé¢ dodatni lub
ujemny zaleznie od tego, czy < jest katem ostrym czy rozwartym.

lloczyn nie zalezy od porzadku czynnikéw. Mamy bowiem
63 = HRIcos p= H Hcos o= ab.
Wyrazenie [ cos ¢¢ przedstawia rzut wektora 5 na 0§ wy-

znaczong przez wektor a i zgodnie z nim skierowang. Rzut ten na-
zywamy rzutem b na kierunek d i oznaczamy przez Rzut™5. Zatem:

Rzut*5= Hcos 9 Rzutjd— |gcos @
Na mocy wiec (I):
Q) a5=]3|] Rzut,, 5=I5] Rzutka.

Zatem iloczyn skalarowy réwna sie iloczynowi diugosci jednego
wektora przez rzut drugiego na kierunek pierwszego.
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Prawo rozdzielnos$ci. Na mocy okreslenia iloczynu mamy
(a+6)c=]¢j Bzutc(a+h).
Poniewaz Rzut”™ (a+5)=Rzutga+Rzut56, wiec
(a+5)g=| ¢ Rzut™a+|¢] Rzutpo.
Lecz jc!'Rzutga=ac i [JRzuts5=6¢; zatem
(m (a+5)¢=ac+6c.
Podobnie postepujac, otrzymamy
() (a— b)c,—ac—Dbdé.
A wiec dia sumy i réznicy zachodzi prawo rozdzielnosci wzgle-

dem iloczynu. Wynikajg stad zwyczajne prawa mnozenia sumy
przez sume.

Np. (d+b) (¢+d)—(a+b)c+{a+b)d=aé+bc+ad+bd.

Prawo +gcznosci. Niechaj m oznacza jakgkolwiek liczbe.
Zatem

(ma)6--]6]Rzuth(ma)= mb Rzutka, skad (md)b=m(ab).
Niechaj teraz m, n oznaczajg liczby. Na mocy poprzedniego
wzoru jest (ma) (nb)=m(d(nb)} = m[n(db)}, wiec
(v) (md) (nb)—(rnn) (ab).

Wynikajg stad zwykie prawa mnozenia wielomianu przez
wielomian.

Np. (25— 36)5c= 10ac— 156c, (4a— 2b) (3e+d)= 12a¢ — 66¢c+4a<l— 2bd.

Kwadrat wektora. Kwadrat skatarowy a2 okreslamy jako
iloczyn d-d. Zatem d2=d-a—W\\\cos 0, wiec, a2=]«j2 stad \'d\-\R2
Otrzymujemy stad:
) (ft+ 6)2—(a-j-5) (d~\-by—a2-\-2db-\-b2,
(a—b)2—(d—B (d—b)—d2—2db-\-b2
(3+5) (d—b)=d2—b2
Dwa pierwsze wzory mozemy napisa¢ w postaci:
(Yn | a+5j2=Jaj2+2!j Hcos «jp-fI*2
I5—6l2—1BP—2|3[ Hcos pH&]2
Wzory te wyrazajg t. zw. twierdzenie Carnota, znane z trygono-
metrii.
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Przedstawienie analityczne iloczynu skalarowego.
Niech i, j, k oznaczaja wektory jednostkowe (str. 7). Z okres-
lenia iloczynu skalarowego otrzymujemy:

2 ts=ji=i*=1, ij=ik=jk—0.

Przedstawiajgc wektory a i 5 w postaci a—axi-\-auj-\-azk,
bx=b xi+byj-\-bzk (p. str. 7), mozemy iloczyn ab napisaé w postaci
fi5=(a, i+ aH + a,k) (bxi + bH-\-bzk).

Wymnazajgc w mys$l regut mnozenia i opierajac sie na wzo-
rach (2), dostajemy
VI ab=axbx+allbyX azbz.

Wzér powyzszy pozwala obliczy¢ iloczyn skalarowy dwoch
wektoréw, gdy znane sg ich wspétrzedne.

Jezeli wektory a i 5 sg do siebie prostopadie, to «5=0, zatfem
(Vi) axbxA-aubu-t-azbz=Q.

Naodwrét, jezeli «-5=0, to wektory a i 5 sg do siebie prosto-
padle, o ile sg rozne od zera. Zatem wzér (VI1I11) przedstawia warunek
prostopadtosci wektoréw « i b (réznych od zera).

$8. lloczyn wektorowy. Illoczynem wektorowym wektoréow
a i 5 nazywamy wektor ¢ spetniajgcy warunki nastepujace:
1) Dtugos¢. Jezeli poznacza kat, jaki tworzg wektory ai 5, to

(M kH—la Hsin
2) Kierunek. Wektor ¢ jest prostopadty do wektoréw a i 5.

Jezeli wiec np. wektory a i b wychodzg z jednego punktu, to wektor c jest
prostopadty do ptaszczyzny, w ktérej lezg wektory a i b (p. rysunek).

3) Zwrot. Zwrot ukitadu wektoréw (u, 6, r) jest zgodny z przy-
jetym ukladem wspotrzednych, t. zn. lewy.

lloczyn wektorowy oznaczamy przez

« X5,

Ze wzoru (1) wynika, ze |§ jest ze-
rem wtedy i tylko wtedy, gdy «=0 lub 5=0
lub 9—0 lub @—ijt.

Zatem: iloczyn wektorowy jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy je-
den z czynnikéw jest zerem, lub gdy czynniki sg do siebie réwnolegle.
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Jezeli iloczyn jest zerem, to odpadajg oczywiscie warunki 2)
i 3). W szczegolnosci mamy
(1 5x5 —0.

Uwaga. Wartos¢ bezwzgledna iloczynu wektorowego wynosi
Hilsiny (p. wzor (1)). Wyrazenie to przedstawia pole réwnolegto-
boku zbudowanego na wektorach odpowiednio réwnych wektorom
a i 51i wychodzacych z jednego punktu (p. rys. na str. 9).

Zmiana porzagdku czynnikoéw. Jezeli zmienimy porzadek
czynnikéw, to otrzymamy iloczyn
5x5.

lloczyn 5x5 ma (na mocy okreslenia iloczynu) dtugos¢ i kierunek
te same, co iloczyn 5x5, lecz awrrot przeciwny. Zatem

{In) 5x« = — (5x5).

A wiec: wraz ze zmiang porzadku czynnikéw zmienia si¢ znak
iloczynu wektorowego.

Prawo tacznosci. Opierajgc sie na okresleniu iloczynu wekto-
rowego, tatwo mozna wykaza¢ nastepujgce zwigzki (gdzie m i n
oznaczajg liczby):

() m\dxb)=(ma)xb—dx(mb),
(V) (md)x (nfi)—(mn)(axb).
Np. 35x6 = 3(5x6); 25x36 = 8(5x6).

Praw o rozdzielnosci wzgledem sumy. Dla iloczynu wek-
torowego zachodza wzory:

v ¢x(a +5)= cxa-f?x5; (a-f5)x? = ax¢-f-5x¢.
Wyprowadzimy najpierw wzor pierwszy. Mozemy oczywiscie
przyja¢, ze 5,5 i e majg wspolny poczatek O.
Zatézmy na razie, ze jej=1. Poprowadzmy przez O ptaszczyzne
U\ c¢. Potézmy

(1) 3=5-j-6

i oznaczmy przez a', 5', 3' rzuty wektoréw 5, 5, 3 na ptaszczyzne TI
(p. rys. na str. 11). Mamy oczywiscie

) 5= a'-f-6".
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Niechaj ¢ bedzie katem zawartym miedzy c i a Zatem
ja'=|3] sinp= Hjgsinq gdyz zatozyliSmy, ze jg—1. A wiec
) ISI= Icxal i podobnie I8l —icx6], Bl= 17x«].
Obroé¢my teraz wektory a’, b', §' 0 90° w ptaszczyznie Il okoto O
od reki lewej ku prawej, wzgledem cztowieka majacego stopy w po-
czatku, za$ gtowe w koncu wektora ¢. Otrzymamy wektory o", b", s".
Bedzie na mocy (2)

<4) s" = a"+fc",
<5) 1= IS1. I151=15j, IB1=I4i

Wektor a" jest prostopadlty do a i ¢; zwrot ukitadu wektorow
(5, a, a") jest lewy. Poniewaz nadto na mocy (3) i (5) mamy
13"]= [EX o], wiec a" —¢xa i podobnie
b" —cxb, «"= cxs. Na mocy wiec
(4) i (1) otrzymujemy

cx(5-fb) = ¢xra-fcxb.

Wzér powyzszy udowodnilismy
przy zatozeniu, ze jc]—1. Udowodnimy
go teraz w przypadku ogélnym. Nie-
chaj A bedzie wektorem o dtugosci 1,
zgodnie skierowanym z wektorem c.

Zatem

(6) A= 1 i c—kA
skad na mocy prawa tgcznosci

(7) ¢x(a+ b) —jc] Ax(a+6) — | ej{Ax(a-f-5)i.

Ale na mocy wzoru udowodnionego dla przypadku ¢= 1i na
mocy prawa tgcznosci jest kolejno:

| ci{Axo+hxb) = jcl{Axa)-f|c|(Ax §) = [}t A)xat (jc:A)XO,
skad na mocy (6) i (7) otrzymujemy juz w calej ogdlnosci:
cx(«+5) = cx34-cx6.
Drugi ze wzoréw (V1) mozemy otrzymaé z pierwszego, stosujgc
wzor (111):
(a+b)xc —{¢x(a+b)} —{¢xa+Eéxb)=—(¢xd)—(cxb)=:ax¢é+bxi.
Ze wzoru (V1) wynika tatwo wzor
VI (@a+ A)x(e-fd) —ax?+axd+bxc-j-bxd.
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Np. (2a— 36)X(5c+2d)= 10aXe+40X(l— 156xc— 6bxd.
(5+ft)x(o—b)=axa —ax~b+bxa— 6x6= — 2axb.
(35-+-26)x (53— 26)= — 165X6.

Wspo6trzedne iloczynu wektorowego. Oznaczajgc przez
I, ], k wektory jednostkowe (str. 7), mamy:

(8) ixi —jxj=kxJc —0,
9) ~g= — (jxi) =k jxk= —(kxj) = i, kxi—— (ixk) —j.
Ktadac
a= axi-\-ayj-\-azk, 5= bxi+byj-\-bzk,
otrzymamy
axb = (axitayj+axk)x(bxi+byj+bxk).
Wykonujgc mnozenie, dostajemy na mocy (8) i (9);
axb = {dybx azbu)i~A{dzbx dxbz)j“F(dxby dybx)k.
J)la c—axb jest wiec
VI c*-—avbz— dzhyj Cy=dxbx dxbz, = dxby  dybx.
ij9. lloczyn kilku wektorow. 1° WeZmy najpierw pod
uwage iloczyn a(5xe). Kiadgc r= 5xc, otrzymamy
a(bx<S) = df = axrx+d, rutdtrz.
Poniewaz rx= bHz—bzcu i.t. d., wiec
a(bxc) = dx(byCz— bzCy)-\-dy{bzcx  bxcz)\~dz(bxG/  cybx).

Wz6r powyzszy mozemy napisa¢ w postaci

a(bxc) — hr, by, bz
&, Cy, cz

n

Ze znanych wiasnosci wyznacznikdéw wynika tatwo wzor
() 3(5x5) = b(cxd) = c(axb).

Przypus¢émy, ze wektory a, 5, ¢ majg poczatek w poczatku
uktadu. Z geometrii analitycznej wiadomo, ze objeto$¢ V czworo-
dcianu o krawedziach 3, 5, ¢ wynosi £ wartosci wyznacznika (I).
A wiec F="«(5xc).
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Zatem: warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby
wektory a,b,c (o wspolnym poczatku) lezaty w jednej plaszczyznie,
jest, by F=0, czyli by a(6x¢)= 0.

Jezeli za$ nie zakladamy, ze a,b,c majg wspélny pocz ek, to
— jak tatwo widzie¢ — warunek a(5xc)=0 jest warunkiem Kko-
niecznym i wystarczajgcym na to, by wektory a, b, ¢ byly réwnolegle
do jednej plaszczyzny.

2° Wezmy teraz pod uwage iloczyn dx(bx¢). Oznaczmy ten
iloczyn przez u i potézmy f—bxc. Zatem

nx= ayrz azry—aHbxcy— byGx)— az{bzcx— bxcz).
Dodajgc i odejmujac sktadnik axbxcx, otrzymamy
ux= b x(axcx+ayCy+azbz) — cx(axbx-\-auby-\-azbz),

skad Mjr=bx(ac)—cx(ab) ipodobnie Uy=by(dc)—Cy(ab), uz= b z(ac)—czdb).
Zatem

() dx(bx¢)—b(ac) — ¢(dby).

3° Ze wzorow (1), (1) i (111) wynikajg wzory nastepujgce:
(1v) (dxb) (cxd) = (dc) (bd) — (dd) (bc),
V) (axb)x(cxd1l= 6[a(¢xd)] — a[5(cxd)].

§ 10. Funkcje wektorowe. Jezeli kazdej liczbie t przedziatu
(i', t") przypisany jest wektor w, woéwczas powiadamy, ze w prze-
dziale (f, t") okreslong mamy funkcje wektorowg i piszemy
(1) w= F(t),

Wsp6trzedne wx, wy, wz sa rowniez funkcjami (juz w zwykiym
sensie czyli liczbowymi) zmiennej t. Zatem:
) wx—f{(t), Wy = (p(v), wz=tp(t).

Powyzsze trzy funkcje okreslaja doktadnie funkcje wektorowa(l).

Granica. Powiadamy, ze funkcja wektorowa (1) ma granice U0
dla t dgzacego do tO, co piszemy

IJH(]JP(<) = So>

gdy

lim/(i) —w0x, lim<p(t) —woy i limip(t) — wo,z.
t-+t0 I-> 10 t->t0
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Ciagtosé. Funkcja wektorowa (1) jest ciggta dla 10, jezeli
limF(i) = a0, gdzie id= F(t0).

Oczywiscie zachodzg wowczas zwigzki:
lim/(<) = /({0), li i)= , li t) =
i (9 =110 b ap(i) = <p(ta) ;rxn"e( )

Funkcje /, (f, t>sg wiec wtedy ciggte dla t—10. Na odwrot, jezeli
/, sg ciggte dla #0 to funkcja wektorowa w=F(t) jest rdéwniez
cigglta dla io

Pochodna. Oznaczamy przez di przyrost zmiennej i, a przez
Aw odpowiedni przyrost wektora «?. Wiec w-\-Aw==F{t-\-At), zatem
Aw—F(i-f-di) - F(t), skad

Aw  F(t+At) — F(t)
di ~7 At

Aw —
G ice lim— hod funkcji F(t kcie t.
ranice r'rr>r(])at nazywamy pochodng funkcji F(t) w punkcie

Pochodng oznaczamy przez al w' lub F'(t).

Poniewaz wektor Aw ma wspdtrzedne
AWX—i{t-\-At) — /(T1), Aw—Tf(H+At) —e(t), Awi=tp(t+At) — ip(t),
wiec
wx= /(<) wy= (p'(0), wWx=ip (£).
Pochodne wyzszych rzedéw okreslamy w zwykly sposob: a
wiec drugg pochodng jako pochodng pierwszej pochodnej, trzecig

pochodng jako pochodng drugiej pochodnej it.d. Wyzsze pochod-
ne oznaczamy przez

dawv d3w .

di* I3’ lub w ,w it d
tatwo wykaza¢, ze

wx—/"(i), Wy= (f'(t),  wz—1p"(®t) it. d.

Jezeli funkcje w=F(t) i v—3Xt) maja pochodne, to zachodzg wzory:



'§11] |I. Dziatania na wektorach. 15

d{wtv) dw dv

" dt dt ~ dt’
()] d(rcr:tw) mfjl_v,ll (gilzie m jest liczba,),
d(w) dw_ _ dv
(1 dtT" i de
d d d
(1v) ---(-\-’i;fl) ——dl'{VX\r-f-v\/xdf

Wyprowadzimy wzor (111). Mamy A(wv) —(W+Aw) (V-\-Av)—w,
wiec
Aw) Aw_, Av , Av
~AT = -AiV+WM +dw At

skad, przechodzgc do granicy, otrzymujemy (I11).

Funkcje wektorowe wielu zmiennych. Mozemy réwniez
rozpatrywac funkcje wektorowe wielu zmiennych. Np. funkcja wek-
torowa

<= F(£, I, f)
jest funkcjg trzech zmiennych i, rj, f. Rzuty wektora w sg wowczas
okreslone pewnemi funkcjami

W= /(E, V, T), ws = V(i, 'i, i), =V(l, i, B=
Granice, ciggto$¢ i pochodne czgstkowe funkcyj wektorowych

kilku zmiennych tatwo juz poda¢, wzorujac sie na przypadku jednej
zmiennej.

§ 11. Moment wektora. Moment wektora wzgledem
punktu. Przypusémy, ze mamy dany wektor AB i punkt O. Mo-
mentem wektora AB wzgladem punktu O nazywamy wektor M, spetl-
niajacy warunki nastepujgce:

(1) M réwna sie podwéjnemu polu tréj-
kata OAB czyli

\WM\= \AB\h,
0
gdzie h oznacza odlegtos¢ punktu 0 od AB.

(2) Kierunek wektora M jest prostopadty do ptaszczyzny prze-
chodzacej przez O i AB.

(3) Uktad wektoréw (AB, OA, M) ma zwrot zgodny z ukiadem
wspoétrzednych, t. j. zwTot lewy.
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Moment wektora AB wzgledem punktu O oznacza¢- bedziemy

symbolem
Monio-au.

Moment jest zerem tylko w przypadkach, gdy AB—O lub gdy
przedtuzenie wektora AB przechodzi przez O. Jezeli moment jest
zerem, wolwczas warunki (2) i (3) odpadaja.

Dla wektoréw réwnowaznych (str. 2) zachodzi nastepujace

Twierdzenie 7. Wektory rdwnowazne majg wzgledem tego sa-
mego punktu momenty réwne.

__Dowéd. Przyjmijmy, ze AB~”™A'B‘. Zatem wektory AB
i A'B' sg rowne i lezg na tej samej prostej. Latwo stwierdzi¢, ze mo-
menty obu wektorow wzgledem O majg ten sam kierunek i zwrot.
Majg réwniez te samg diugos¢, gdyz trojkaty OAB i OA'B' maja
réowne powierzchnie (réwne podstawy i wspolng wysokos¢). A wiec
MomoAB = MomoA'B', c. b. d. d.

Moment jako__iloczyn wektorowy. Wezmy pod uwage
iloczyn wektorowy ABXxOA. Zauwazmy, ze iloczyn powyzszy ma
ten sam kierunek i zwrot, co Mompifi. Mamy réwniez \ABXOA\=
=|MomoAB]. Bezwzgledna bowiem wartos¢ iloczynu réwna sie polu

rownolegtoboku OABC (p. rys. na str. 15), zatem podwo6jnemu
polu trojkgta OAB. A wiec

MomoAB—ABX0A.

Gdybysmy zamiast wektora AB wzieli wektor rownowazny A'B’,
wowczas mielibysmy

MomOA B'=ATN x OA".
Na mocy wiec poprzedniego twierdzenia
MomOAB = Al)'xOA'= ABxOT.

A wiec: jezeli A' jest dowolnym punktem na prostej, na ktorej
lezy wektor AB, wolwczas

MomoAB = ABxOA".



[8H] I. Dziatania na wektorach. 17

Twierdzenie ii. Jezeli dwa wektory réwne majg wzgledem
pewnego punktu réwne momenty, to sg réwnowazne.

Dowdd. Zaktadamy, ze

ABNJJB' i Momo AB = Momo A/B".

Zatem ABx OA = A'B'x OA', skad ABx OA = ABxOAT wiec
ABX(OA — OA') = 0. Poniewaz zas OA— OA’'= A'A, wiec

ABXxATA —O.
Lecz ABXA'A —MonuAB, wiec
Mom/AB —O0.

Wynika stad, ze punkt A' lezy na przedtuzeniu wektora AB.
Poniewaz nadto AB jest réwnoleglty do A'B', wiec AB i A'B’ lezg
na tej samej proste;j.

Moment sumy wektoréw o wspdélnym poczgtku. Za*
t6zmy, ze dane sg wektory AB i AC (t. j. oba o poczatku
w punkcie A). Niechaj AD bedzie ich suma.

Mamy

Momf, AD = ADxXOA = (AB+AC)xOA,

zatem MomoiZ)= ABXOA+ACXxOA, wiec

Momo A D—Homo AB+ Momo AC.

Podobny wzo6r otrzymamy dla sumy Kkilku wektoréw. A wiec:
suma momentéw kilku wektoréow o wspolnym poezatku réwna si¢ mo-
mentowi ich sumy o tym samym poczatku.

Wspotrzedne momentu. Polozenie wektora a jest okreslone,
jesli dane sa jego rzuty i wspotrzedne x,y,z dowolnego punktu A
prostej I, na ktérej wektor a lezy. Niechaj x0, y0 z0 bedg wspotrzed-
nymi punktu O. Mamy

Momo« = axOA.

Rzuty wektora OA wynoszg x—x0, y—y0, z—z0. Zatem, ozna-
czajgc przez M moment wzgledem O, otrzymamy:

Mx= ajz—z0—ajy—yO0), My= aJx— xQ— aJz— z0),
1 . .
“ z aj.y ya ajx Xo.

S. Banach. Mechanika. 2
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Jezeli w szczeg6lnosci punkt O jest poczatkiem ukiadu, to
~o=°> y«=0j z0=0, a wiec -

(U))] Mx=ayz— ay, M, —axx — axz, M z—axy — aux.

Przypusémy, ze a=o0'. Zatem, oznaczajgc przez Mi M' momenty
wektorow wzgledem dowolnego punktu, mamy a=o0', M—M" czyli

ux=ax, ay=ay, az—az, Mx=M x, My=My, Mz—Mz

Na odwrdt, jezeli zachodza powyzsze rdéwnosci, to a—a’
i M=M", zatem na mocy twierdzenia 2, str. 17, wektory a i a' sg
réwnowazne.

A wiec: rzuty wektora a i rzuty momentu M wzgladem dowolnego
punktu wyznaczajg dtugos¢, kierunek, zwrot i potozenie wektora a.

Moment wektora wzgledem prostej. Niech dane bedg
wektor o i prosta i. Poprowadzmy przez dowolny punkt O prostej |
ptaszczyzne TI prostopadta do I. Utwérzmy rzut a' wektora a na
ptaszczyzne U.

Moment wektora a' wzgledem 0 nazywamy momentem wektora S
wzgladem prostej | i oznaczamy symbolem Mom/o.

Mom,a nie zalezy oczywiscie od obioru punktu O.

Mom/S jest zerem tylko w nastepujgcych

zZ VvV - przypadkach:
1° gdy 0=0,
H 2° gdy d\\, gdyz wtedy 0'=0,
M= 3° gdy przedtuzenie o przecina |, gdyz wtedy
(O przedtuzenie o' przechodzi przez O.

Jezeli d oznacza odlegtos¢ o od I, za$ 9 kat miedzy o i |
to tatwo mozna okazaé, ze

() [Momvo] = d [gj sin 1

Obierzmy prosta | za 0§ z, ptaszczyzne 17 za plaszczyzne xy.
Pot6zmy M = Momoo i L= Mom;o. Poniewaz o' ma rzuty dx—ax,
dy—ay, 0i=0, wiec Lx—0O Ly—O0 i Lz—axy—ayx, gdzie Xx,y,z sg
wspoOtrzednymi poczatku wektora o. Widzimy wiec, ze MZL Z

A zatem: Mom; o0 jest rzutem na prostg | momentu wektora a
wzgladem dowolnego punktu tej prostej.
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Il. Ukftady wektorow
$ 12. Moment ogo6lny uktadu wektoréw. Niech dany
bedzie ukiad wektordw:
#1) flg. ==j &t

Oznaczmy przez 5sume ukiadu (t. j. sume wektoréow uktadu).
A wiec
3=®i+ R+ ...+®n.

Obierzmy dowolny punkt O.

Momentem ogélnym lub krétko momentem uktadu wzgledem O
nazywamy sume momentoéw poszczegélnych wektorow wzgledem O.
Oznaczamy go przez

Mo.
Mamy wiec
Mo = Momo®i + Momoa2+ ... + Momo5,,.
Moment og6lny czasem oznaczamy tez przez
MomO(®i, @, ... dn).
Obierzmy inny punkt O\ Mamy
Mo'= Momo' Si+Momo'52+... Momo- 5,,.

Poniewaz MomO5r—a, x 0'A 1( gdzie Aj jest
poczatkiem wektora ot i t.d., wiec

Mo>= alxO'A + aaxO'l, +...
Lecz O'ANO'O+0Aj i t. d., zatem
Ma —ai X (O'0O+0Aj) + a% (0'0+0A2 +
Po wymnozeniu otrzymujemy:
() Ma —(0jXO'0O + any.0'0 + ..)+ (ajXOMj + atxOA.t + ee=e)

Lecz OjxO'O + dix0'0 + ..=(5)+ at+...)x0'0 = «x0'0.
Suma zawarta w drugim nawiasie réwnosci (1) przedstawia moment
uktadu wzgledem O. Zatem
) Ma= $§x0'0+M o.

lloczyn sxO'O jest momentem wzgledem O' sumy uktadu
wektoréw o poczatku O.
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A wiec: jezeli zmieniamy punkt, wzgledem ktérego wyznaczamy
0g6lny moment uktadu, wéwczas moment ten zmienia sie¢ 0 moment sumy
uktadu zaczepionej w dawnym punkcie, wzietej wzgledem nowego punktu.

Z twierdzenia powyzszego wynikajg nastepujgce wnioski:

1. Jezeli suma uktadu jest zerem, to moment ogélny jest staty
(t. j. nie zalezy od punktu, wzgledem ktorego sie go wyznacza).

Jezeli bowiem §=0, wodwczas 3xO0'0O=0, wiec My= MO.

2. Jezeli momenty ogo6lne wzgledem trzech punktéw nie lezgcych
na jednej prostej sg rowne, to suma ukitadu jest zerem.

Zatozmy bowiem, ze momenty ogélne wzgledem punktow
O, O, O” nie lezacych na jednej prostej sg réwne. Zatem

MO= M= M(y, skad 3x0'0~ 0 i sx0"0 =0.
Jezeli wiec 3~0,-to 5;00' i S]0"0, co niemozliwe, gdy 0,0°, O"
nie leza na jednej prostej.

3. Jesli punkt, wzgledem ktorego wyznaczamy moment ogdlny,
przesuwa sie wzdtuz prostej réwnolegtej do sumy ukladu, wodwczas
moment nie ulega zmianie.

Jedli bowiem «]]00, to sx0'0 —0, wiec Mc —Mo.

4. lloczyn skatarowy momentu ogélnego przez sume ukiadu jest
wielkosScig stata (t. j. nie zalezy od punktu, wzgledem ktdérego mo-
ment jest wyznaczony).

Pomno6zmy bowiem obustronnie rownos¢ (1) skalarowo przez 3.
Otrzymamy 3MO = 3(3x O'O)-fsMO0, lecz 3x 0'013 zatem
3(3x0'0) = 0, skad

3Ma —sMo.

lloczyn skatarowy momentu ogdlnego przez sume nazywa sie
parametrem ukitadu.

5. Rzut momentu na kierunek sumy jest wielkosScig statg (przy-
czem zaklada sie, ze suma jest r6zna od zera).

Mamy bowiem na mocy wniosku 4 i okre$lenia iloczynu ska-
larowego HRzut* = KYRzut, MO, skad

RzutgM(y —RzutgMO.
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$ 13. Parametr. Wyznaczymy obecnie parametr (t. j. iloczyn
skalarowy momentu ogélnego przez sume) dla pewnych ukladéw
wystepujacych czesto w mechanice.

Uktadem srodkowym lub centralnym nazywamy ukiad, w kté-
rym przedtuzenia poszczeg6lnych wektoréw przechodzg przez pe-
wien staly punkt O, zwany sSrodkiem (rys. 1).

Moment uktadu wzgledem $rodka jest zerem, gdyz moment
kazdego wektora jest zerem. Zatem i parametr jest zerem.

A wiec: 'parametr uktadu S$rodkowego jest zerem.

i. 2 3. 4.

Uktadem plaskim nazywamy uktad, w ktorym wszystkie wek-
tory lezg w jednej ptaszczyznie 12 (rys. 2).

Moment og6lny ukiadu wzgledem dowolnego punktu O ptasz-
czyzny /7 jest prostopadty do 17, gdyz momenty poszczeg6lnych
wektorow wzgledem O sa prostopadte do 77. Poniewaz suma lezy
w ptaszczyznie 77, wiec suma jest prostopadta do momentu ogdlnego.
Wynika stad, ze parametr jest zerem.

A wiec: parametr ukladu ptaskiego jest zerem.

Uktadem réwnolegtym nazywamy ukiad, w ktérym wszystkie
wektory sg réwnolegte (rys. 3).

Jezeli sumas jest zerem, to parametr jest oczywiscie rowny zeru.
Zatlézmy wiec, ze $4r0. Obierzmy dowolny punkt O. Momenty
poszczegblnych wnktoréw wzgledem O lezg w ptaszczyznie Fl prosto-
padtej do wektoréw ukiadu i przechodzacej przez O. Zatem moment
ogblny lezy rowniez w plaszczyznie 77. Poniewaz s\_II, wiec s jest
prostopadte do momentu ogdlnego, wobec czego parametr jest
zerem.

A wiec: parametr ukfadu roéwnoleglego jest zerem.

Zatézmy teraz, ze wektory a i 5 sa skosne (t.j. nie lezace wje-
dnej ptaszczyznie). Niechaj O bedzie poczatkiem wektora b (rys, 4).

Moment M uktadu (a, b) wzgledem O réwny Jest oczywi-
scie  Momoo. Parametr K wynosi K = Ms= M(a-\-b) —Ma+Mb.
Lecz M= Momod jest prostopadty do ptaszczyzny 17 przechodzacej
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przez O i wektor a. Poniewaz w ptaszczyznie Tl lezy wektor a, zas
nie lezy wektor 5 wiec,moment M jest prostopadty do o, nie jest
natomiast prostopadty 'do 5, skad na mocy ostatniej roéwnosci
K—Mb~"O.

A wiec: parametr ukitadu ztozonego z dwoch wektoréw skosnych
jest rézny od zera.

§ 14. Uktady réwnowazne. Dwa uktady wektoréw (Oj, a,, .,,)
i (Si, di...) nazywamy réumowaznymi, jezeli majg réwne sumy i réwne
momenty ogélne wzgledem kazdego punktu.

Jezeli mamy ukiad (a) ztozony z jednego tylko wektora o
i ukiad (a") ztozony z jednego tylko wektora 5', to — jak wynika
z twierdzenia 2, str. 17 — warunkiem koniecznym i wystarcza-
jacym na to, by ukilady (o) i (a') byly réwnowazne, jest «*m«'.
A wiec w tym przypadku pojecie réwnowaznosci uktadéw pokrywa
sie z pojeciem réwnowaznosci wektordow.

W przypadku ogélnym mamy nastepujgce twierdzenia:

1. Jezeli dwa uklady majg réwne sumy i réwne momenty ogélne
wzgledem pewnego punktu, to ukiady te sg réwnowazne.

Wynika to ze wzoru (I), str. 19. Jezeli bowiem momenty wzgle-
dem punktu O sg réwne i sumy sg rowne, to momenty wzgledem
kazdego punktu 0' bedg réwne, gdyz przy zastgpieniu punktu O
przez O' ulegng one réwnym zmianom w obu ukladach.

2. Jezeli dwa uklady majg wzgledem trzech punktéw nie lezgcych
na jednej prostej rowne momenty, to uklady te sg réwnowazne.

Jezeli bowiem oznaczymy przez 0V090 3 punkty, wzgledem
ktérych momenty og6lne obu uktadéw sg rowne, zas przez 3i 5 sumy

tych uktadow, to otrzymamy ze wzoru (1), str. 19, 3x010,= 3'x010i
i 8x010a= s'x0x0a skad

(5— 59x010i = 0 i (5— 3x010j = 0.

Gdyby byto s—5'4=0, to mielibySmy 5—¢'i(OjO, i 5— s\\OxOv
co niemozliwe, bo 0If 0§ Oa nie lezg na jednej prostej. Jest zatem
3—5'=0, czyli 5=5', skad na mocy poprzedniego twierdzenia wy-
nika réwnowaznos$¢ uktadow.

Z okreslenia parametru wnosimy natychmiast, ze uktady réwno-
wazne maja réwne parametry.

Twierdzenie odwrotne jest oczywiscie fatszywe.
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Uktady rownowazne zeru. Jezeli suma uktadu jest zerem,
to— jak wiemy — moment og6lny jest staly. Otéz jezeli suma ukiadu
jest zerem i moment ogdlny jest zerem, uktad nazywamy ukitadem
réwnowaznym zeru.

Uktad réwnowazny zeru jest rownowazny wektorowi zerowemu.

Aby przekona¢ sie, czy ukiad jest rownowazny zeru, wystarczy
zbada¢, czy jego suma i moment wzgledem jakiego$ dowolnego
punktu sg réwne zeru.

Z twierdzenia 2, str. 20 wynika tatwo, ze uklad jest réwno-
wazny zeru, jezeli moment ogélny ukladu wzgledem trzech punktow
nie lezacych na jednej prostej jest rowny zeru.

Uktad trzech wektordéw rownowaznych zeru. Jezeli
uktad ztozony z trzech wektoréw, jest rdwnowazny zeru, to przedtuzenia
tych wektoréw przechodzg przez jeden punkt (lub wektory sg réwnolegte).

Przyjmijmy, ze ukitad wektoréw a, b, ¢ jest rownowazny zeru.
Moment og6lny wzgledem A (poczatku wektora d) jest wiec zerem,
skad Mom”~tb+ Monu,c = 0, a wiec Mom”b= — Monice. Wynika
stad, ze wektory Sic lezg w ptaszczyznie Il przechodzgcej przez A.
Poniewaz a4-S+¢=0, wiec <——b—c, zatem d takze lezy w plasz-
czyznie Il. Oznaczmy przez O punkt, w ktdrym przecinajg sie wek-
tory a i b. Poniewaz moment ogélny ukiadu wzgledem O redukuje
sie do momentu wektora ¢ wzgledem O, wiec Momo¢=0, zatem ¢
przechodzi réwniez przez O. Wreszcie, jezeli 5i|S, to réwniez aj5,
bo c——a— b (p. str. 21, rys. 1).

$ 15. Para wektordw. Parg wektoréw nazywamy uktad zto-
zony z dwu wektoréw a i — a rownolegtych, lecz przeciwnie skiero-
wanych i réwnych co do dtugosci.

Poniewaz suma pary wektoréw jest rowna zeru, wiec mo-
ment pary jest staly. OHiczajac go wzgle-
dem poczatku wektora a, widzimy, ze mo-
ment wektora a jest zerem, moment zas
wektora —5, jest prostopadty do ptaszczyzny
pary i réwny polu réwnolegto’ oku zbudowa-
nego na wektorach wchodzacych w sktad pary.

A wiec: moment pary wektoréw jest rowny polu réumolegloboku
zbudowanego na wektorach pary i jest prostopadty do ptaszczyzny pary.

Jezeli wektory pary lezg na tej samej prostej, to oczywiscie
moment jest zerem.
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Jesli hoznacza odlegtosé wektoréw a i — a zas§ M moment pary, to
Q) \M\—\a\h

Do danego wektora M mozna zawsze znalez¢ pare 0 momencie
rownym M. Wystarczy na ptaszczyznie prostopadtej do M obraé
dowolny rownolegtobok o polu rownym jMI1 Przeciwlegte boki, od-
powiednio skierow™ane, otworzg szukang pare wektoréw. Oczywiscie,
zadanie to mozemy rozwigza¢ na nieskonczenie wiele sposobow.

Dwie pary o rownych momentach tworzg ukiady réwnowazne.
Jezeli wiec pare wektoréw dowolnie przesuniemy lub skrecimy
w plaszczyznie pary, to otrzymamy pare réwnowazna.

§ 16. Redukcja uktadu wektoréw. Niech dany bedzie
uktad 8 ztozony z wektoréw olf a2 ..., a,. Zajmiemy sie wyzna-
czeniem najprostszego uktadu réwnowaznego uktadowi 8.

Obierzmy dowolny punkt O. Oznaczmy przez 5 sume ukiadu 8,
przez M moment ogélny wzgledem O. Wezmy pod uwage ukiad R
ztozony z pary (a,—a) o momencie réwnym M i z wektora s o po-
czatku O. Uklady R i 8 sa oczywiscie réwnowazne, bo majg sumy
rowne &i momenty wzgledem O réwne M.

A wiec: kazdy ukiad wektorow réumoioazny jest uktadowi ztozo-
nemu ze sumy o poczatku w dowolnym punkcie O i pary o momencie
rownym momentowi ukiadu wzgledem O.

Jest to t. zw. twierdzenie o redukcji. Punkt O nazywamy
srodkiem redukcji.

Pare (a,—a) mozemy tak dobraé, by punkt O byt poczgtkiem wek-
tora—a. Zastgpmy wektory $ i —a ich sumag bo poczatku O (rys. 1).
'Uktad ztozony z wektoréw Si h jest oczywiscie rownowazny uktadowi S.

Zatem: kazdy uktad wektoréw réwnowazny jest uktadowi dwu wek-
toréw, z ktorych jeden ma poczatek w punkcie dowolnie obranym.

Wszelki ukiad wektoréw jest wiec roéwnowazny pewnemu
uktadowi ztozonemu z wektora
i pary, lub z dwéch wektordéw.
Zajmiemy sie teraz wyzna-
czeniem warunkoéw, przy kto-
rych dany uktad jest rowno-
wazny jednemu tylko wekto-
rowi lub jednej parze.

Rozpatrzmy kolejno przypadki, w ktérych parametr uktadu
jest rozny od zera i rowny zeru.
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1° Parametr r6zny od zera. Uklad zlozony z jednego
wektora lub jednej pary jest ukladem ptaskim, ma zatem parametr
K —0. Jezeli wiec parametr uktadu 8 jest rézny od zera, to ukiad 8
nie moze by¢ réwnowazny jednemu wektorowi ani parze wektoréw,
poniewaz uktady réwnowazne majg rowne parametry.

Zalozmy teraz, ze uktad 8 o parametrze K ~ 0 réwnowazny
jest uktadowi R ztozonemu z dwu wektoréw a i b. Parametr uktadu R
jest zatem takze rozny od zera. Wynika stad, ze wektory a i b nie
moga leze¢ w jednej ptaszczyznie, sg wiec skosne (p. 8§13, str. 21 22).

Zatem: jezeli parametr ukfadu jest rézny od zera, to uklad jest
rownowazny uktadowi dwu wektoréw skosnych.

2° Parametr rowny zeru, suma rézna od zera. Przy-
pusémy, ze parametr K uktadu 8 jest zerem, za$ suma 5°=0. Obierzmy
dowolny punkt O i oznaczmy przez M moment ukiadu 8 wzgledem O.
Poniewaz K —M$—Q, wiec M 15. Przeprowadzmy przez O ptasz-
czyzne |l prostopadtg do M (str. 24, rys. 2). Na Il mozemy obrac
wektor f réwny wektorowi §, tak, by Mom<)F=3i. Odlegtos¢ h
wektora f od O dostaniemy z réwnosci \H\—kf\. tatwo zauwazy¢,

ze uklad 8 rownowazny jest wektorowi F.

A wiec: jezeli parametr ukladu jest réwny zeru, za$ suma rdézna
od zera, to uktad réwnowazny jest jednemu wektorowi.

Wektor f, ktoremu réwnowazny jest caly ukiad 8, nazywa sie
wektorem wypadkowym lub krétko wypadkowa ukiadu 8.

Nie nalezy miesza¢ sumy z wypadkowa. Suma ma tylko okre-
Slong dtugos¢, kierunek i zwrot; wypadkowa ma ponadto okreSlone
potozenie, t.j. prostg, na ktérej lezy.

3° Parametr i suma réwne zeru. Zalbzmy wreszcie, ze
zar6éwno parametr jak suma uktadu sg réwne zeru. Na mocy twierdze-
nia o redukcji wynika stad, ze ukfad jest réwnowazny parze wekto-
row. Poniewaz suma jest zerem, wiec moment ogolny M jest staty.

Jezeii M 0, wowczas para wektorow jest najprostszym ukia-
dem réwnowaznym danemu. Jezeli zas M—O0, to poniewaz z zato-
zenia suma réwna sie zeru, wiec uktad jest réwnowazny zeru, czyli
wektorowi zerowremu.

A wiec: uktad o parametrze i sumie réwnych zeru jest réneno-
wazny parze wektoréw lub wektorowi zerowemu, zaleznie od tego czy mo-
ment og6lny jest rézny od zera czy réwny zeru.
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Powyzsze wyniki zebrane sg w nastepujacej tabelce:

Parametr  Suma Moment Najprostszy ukiad réwnowazny

wektor i para lub
dwa wektory skosne

=t © —_ wektor wypadkowy *
K=0 5=0 M 4:0 para wektorow
§—0 M=20 wektor zerowy

Wynikajg z nich tatwo twierdzenia nastepujace:

1. Jezeli moment ukladu jest zerem wzgledem pewnego punktu O,
to uklad ma wypadkowag o poczatku w O.

2. Uklad srodkowy ma wypadkowa zaczepiong w srodku.

Twierdzenia te wynikajg z twierdzenia o redukcji (str. 24), je-
zeli za $rodek redukcji wzig¢ punkt O (wzgl. srodek uktadu).

3. Ukiad ptaski ma wypadkowg albo jest r&umowazny parze.
4. Uktad rownolegly ma wypadkowa albo jest rdionowazny parze.

Twierdzenia 3 i 4 otrzymujemy od razu z tabelki, gdyz w obu
przypadkach parametr K jest zerem.

#17. OS$ srodkowa. Skretnik. Niech dany bedzie uktad 8
0 sumie réznej od zera. Wyznaczmy miejsce geometryczne punktéw,
wzgledem ktérych moment ogélny jest réownolegty do § (lub =0).

Obierzmy w tym celu dowolny punkt O. Niechaj M0—OA
bedzie momentem og6lnym ukiadu wzgledem punktu O, zas OB
rzutem Mo na S

Wyznaczmy teraz punkt O', wzgledem ktérego moment sumy #
0 poczatku w O, réwna sie AB. Punkt taki znajdziemy odle-
gltosci d od O na prostej prostopadiej w punkcie 0 do AB i «,
gdzie d spetnia warunek:

d\S\—\AB\
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Mamy zatem Momo-«= AB czyli
sx O'0—AB,
wiec na mocy (l), str. 19 8 & B
Ma —8x0O'0-rMo,
s*.ad
Ma = AB -f OA —OB.

A wiec Ma jest réwnolegty do 8§ (lub =0, gdy MOi«).*
Przeprowadzmy przez O' prostg | rownolegtg do sumy 5. Dla do-

wolnego punktu O" prostej | zachodzi zwiazek S| ]0'0", wiec 3x0'0"—0,
skad M a—Ma'" (p. str. 20, wniosek 3).

A wiec: moment ogélny wzgledem dowolnego punktu prostej |
jest roéwnolegty do $§ (lub =0).

Punkty poza prosta | nie posiadaja powyzszej wiasnosci. Jezeli
bowiem dla jakiego$ punktu 01 moment Mo, jest rownolegly do s
lub réwny zeru, to na mocy twierdzenia 5, str. 20, mamy
Rzut, Mo, —Rzutj Ma- Zatem MO0,= Ma. Wynika stad na mocy
wzoru (1), str. .19, ze 5x0'O1= 0, czyli ze *]1100,. Punkt Ox lezy
wiec na prostej .

UdowodniliSmy zatem, ze szukanym miejscem geometrycznym
jest prosta réwnolegta do 3. Prostg te nazywamy osig srodkowa ukiadu.

0O$ sSrodkowa ukladu jest to wiec prosta o tej wilasnosci, ze
moment ogo6lny wzgledem dowolnego jej punktu jest rownolegty do
sumy lub réwny zeru.

A wiec: uktad, ktérego suma jest rézna od zera, posiada jedng
(i tylko jedng) o$ Srodkowa.

Uktad ztozony z wektora i pary o momencie réwnolegtym do
wektora nazywamy skretnikiem.

W szczegdblnosci skretnikiem nazywamy jeden wektor lub pare.

Obierajgc punkt na osi Srodkowej, widzimy, ze na mocy tw.
o ,redukcji, str. 24, ukiad redukuje sie do skretnika. Jesli suma
uktadu jest zerem, to ukiad redukuje sie do pary wektoréw, a wiec
rowniez do skretnika.

Zatem: wszelki uklad jest réwnowazny pewnemu skretnikowi.
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$ 18. Srodek wektoréw réwnolegtych. Niech dany bedzie
uktad wektoréw rownolegtych («,, ii2 ..., an) o sumis réznej od zera.
Oznaczmy przez w wektor o dtugosci 1, rownolegty do wektorow
uktadu. Wektory ..., dn mozemy przedstawi¢ w postaci

A~ (V) @82\ - dn— AtV

gdzie liczby au a2 ..., a, sgco do wartosci bezwzglednej réwne dtugo-
sciom wektoréw «lta2..., a,. Zatem 5= (Oj-fa2+...+<&,)<. Ponie-
waz 54=0, wiec a, h«2+ -"+«» t 0.
Obierzmy dowolny punkt O' i oznaczmy
przez fhft, ..., f, wektory 0'Ah0'A2 ..., 0'A,,
gdzie A), A2..., A, sa poczatkami wektorow
ai,S¢,...,an A wiec

Jlo- = fllt5xrl+ a2MX r2+ ... + a,tcx r,
czyli
1) Mo X¢ 'a, ZI.
Obierzmy punkt 0 tak, by

2 f—CYO= |e_£a’——
Nl mocy wzoru (I), str. 19, jest -
3) iifo—~X00"'fMo'.
Poniewaz
5X00" —(yx 1€)X(— r) —— wxrYa-i,

wiec wedtug (2) jest .5x00'--— wxYatf,. Stad na mocy (1) i (3)
wynika, ze Mo —o.
Zatem wypadkowa ukiadu przechodzi przez 0 (str.26, tw. 1).
Zauwazmy, ze wedle (2) potozenie punktu O nie zalezy od kie-
runku w wektoréw 3/. Jezeli wiec skrecimy wektory 5/ okoto ich punk-
tow zaczepienia, to wypadkowa znowu przejdzie przez O.

Punkt 0 nazywa sie srodkiem uktadu wektoréw ah ..., a,.
Jezeli wspotrzedne poczatkéw' A( oznaczymy przez X., ynzt

wspotrzedne za$ Srodka przez xO0, y0, zO, to obierajgc punkt 0' w po-
czatku ukiadu, otrzymamy na mocy (2)

| a txt Ya. Ya.z
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$ 19. Przeksztatcenia elementarne ukiadu. Nastepujace
przeksztatcenia uktadu wektoréw nazywamy elementarnymi:

a) dodanie do ukiadu (lub usuniecie z niego) dwoch wektorow
lezacych na jednej prostej, rownych co do diugosci, lecz przeciwnie
skierowanych,

b) dodanie do ukiadu (lub usuniecie z niego) kilku wektorow
0 wspoélnym poczatku i o sumie réwnej zeru.

Przeksztatcenia elementarne nie zmieniajg oczywiscie sumy ani
momentu uktadu. Stosujgc zatem do uktadu przeksztatcenia elemen-
tarne, otrzymamy zawsze uktady z nim réwnowazne. Przeksztatcenia
elementarne grajg wazng role w teorii ciata sztywnego.

tatwo wykazaé, ze przy pomocy przeksztatcenh elementarnych
mozemy:

1) punkt zaczepienia wektora przesungé do dowolnie obranego
punktu na prostej, na ktérej wektor lezy,

2) kilka wektorow o wspolnym poczatku zastgpi¢ ich sumg
0 tym samym poczatku,

3) jeden wektor zastgpi¢ kilkoma wektorami o tym samym
poczatku co wektor dany i o sumie réwnej wektorowi danemu.

Dowod: 1) Przypusémy, ze wsrdd wektoréw danego uktadu
wystepuje wektor a o poczatku A.

Obierzmy na prostej I, na ktérej a lezy, dowolny punkt B. Do-
dajmy do ukladu dwa wektory a i — d o poczatku B. Wykona-
lisSmy wiec przeksztatcenie ele-
mentarne (a). Usunmy teraz
z ukiadu wektory: a (0 po-
czatku A) i —a. Bedzie
to przeksztatcenie elemen-
tarne (b). Operacje, jakie wy-
konalismy na ukladzie, sprowadzajg sie do przesuniecia punktu za-
czepienia wektora d z A do B (p. rys. 1).

2) Przypusémy, ze punkt A jest poczatkiem wektorow

di, 5j, ..., Dodajmy do ukfadu dwa wektory o poczatku A: wektor
g= ...+a,, i wektor — s (przeksztatcenie elementarne (a)).
Usunmy teraz wektory a a >,...,a,, — $ (przeksztatcenie elemen-

tarne (b)). Operacje, jakie wykonalismy, sprowadzajg sie do zastg-
pienia wektorow di,di,...,d,, ich suma $ (p. rys. 2).

3) dowodzi sie podobnie.
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Udowodnimy teraz nastepujgce twierdzenia:

Twierdzenie 1. Wszelki uklad wektoréw mozna sprowadzi¢
przy pomocy przeksztatcen elementarnych do uktadu z nim réwnowaz-
nego, ztozonego z trzech wektoréw.

Dowdd. Przypusémy, ze mamy ukitad wektoréow (o0j,a2...,a,
zaczepionych odpowiednio w punktach Au A2 ..., A,,. Obierzemy trzy
dowolne punkty L, M, N nie lezace na jednej prostej i takie, by
w ptaszczyznie przechodzacej przez L, M, N nie lezat zaden z punktéw
Ai, A>,..., A,,.

' Poniewaz proste A, A,M i AXN nie lezg w jednej ptaszczyzZnie,
wiec wektor a, mozemy zastgpi¢ trzema wektorami uu vv wlo po-
czatku Au lezacymi na prostych AIL,A 1M, AXN, przyczem oczywiscie
a, —ux-f -fm¥ (rys. 1). Wektory uv w wx mozemy przesungé
wzdtuz prostych, na ktérych lezg, odpowiednio do punktéw L, M, N.
W ten sposdb zastgpiliSmy wektor al wektorami ul,vr,wL zaczepio-
nymi w punktach L, M, N. Podobnie zastgpimy kazdy z wekto-
row &i, ..., a, trzema wektorami zaczepionymi w L, M, N.

Wektory o poczatku L zastgpmy teraz ich sumg u, zaczepiong
rowniez w L. Podobnie wektory o poczatkach M i N zastgpmy
sumami v i w zaczepionymi odpowiednio w M i N.

W ten spos6b przy pomocy przeksztatcenn elementarnych
sprowadziliSmy dany uktad do uktadu ztozonego z trzech wektordw,
c. b. d. o

Twierdzenie 2. Uklad réwnowazny zeru mozna przy pomocy
przeksztatcen elementarnych sprowadzi¢ do iccktora zerowego.

Dowéd. Zatézmy, ze ukiad («i, &i, ..., a,) jest réwnowazny
zeru. Na mocy tw. 1 mozemy go zastgpi¢ przy pomocy przeksztat-
cen elementarnych uktadem ztozonym z trzech wektoréw u, v, w,
zaczepionych odpowiednio w punktach L, M, N. Uktad (u, v, w)
jest rbwnowazny zeru, bo jest réwnowazny uktadowi danemu (prze-
ksztatcenia elementarne nie zmieniajg bowiem sumy ani momentu).
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Na mocy twierdzenia ze str. 23, wektory u, v, w sg albo réwno-
legte albo ich przedtuzenia przecinaja sie w jednym punkcie O (str. 30,
rys. 2). W drugim przypadku mozemy punkty zaczepienia wekto-
row u, v, w przenies¢ do O, a nastepnie wektory te usung¢, gdyz
suma ich jest zerem.

Zatézmy wiec, ze wektory u, v, w sg rownolegte (str. 30, rys. 3).
Gdyby u-f«=0, byloby oczywiscie w=<). Uklad sprowadzatby sie
zatem do pary u, v. Poniewaz moment jest zerem, wiec wektory ui v
lezatyby na tej samej prostej; poniewaz nadto u-\-v—0, wiec mogli-
bySmy wektory u i v usung¢. Niech wiec u+r~0O. Dodajmy dwa
wektory f i —r lezace na prostej LM i zaczepione odpowiednio
w L i M. Wektory uir o poczatku L mozemy zastgpi¢ ich sumg u’
zaczepiong réwniez w L. Podobnie wektory wi —f mozemy za-
stgpi¢ ich sumg Vv' zaczepiong w M. Wektory u' i v' nie sg rowno-
legte, zatem wektory u', v\, w mozemy jak poprzednio usung¢. A wiec
uktad réwnowazny zeru sprowadziliSmy przy pomocy przeksztat-
cen elementarnych do wektora zerowego, ¢. b. d o.

Twierdzenie ii. Jezeli dwa uklady wektorow sg réwnowazne,
to przy pomocy przeksztatceh elementarnyod mozna jeden uklad prze-
prowadzi¢ w drugi.

Dowod. Zatézmy, ze ukilad wektoréw {L\ai,... ,a,) zaczepio-
nych w punktach Aj, At,..., A,, jest rbwnowazny uktadowi wekto-
row (6i, &2,..., B) zaczepionych w punktach Bj, B2 ..., Br.

Dodajmy do pierwszego ukitadu wektory bif—blo poczatku BIf
wektory bt,—b2 o poczatku B2 itd,. Poniewaz wektory o,, 52 ..., an
—HE, —K —,—br tworza uktad réwnowazny zeru, wiec na mocy
tw. 2 mozemy uktad ten przy pomocy przeksztatcern elementarnych
usungé, t. j. zastgpi¢ wektorem zerowym. Po usunieciu zostanie
ukitad (5i, B, ..., br).



ROZDZIAL 11

KINEMATYKA PUNKTU

1. Ruch wzgledem ukitadu odniesienia

£1. Czas. W kinematyce oprocz poje¢ znanych z geometrii
wystepuje pojecie czasu. W rozwazaniach kinematyki teoretycznej
wystarczy przyjac, ze kazdej chwili przypisana jest pewna liczba i,
przyczem chwili wczes$niejszej przypisana jest mniejsza liczba niz.
pozniejszej; ponadto przy tym przyporzadkowaniu kazdej liczbie t
odpowiada¢ ma, na odwrot, pewna chwila: liczbie wiekszej chwila
pozniejsza.

Dla kinematyki teoretycznej jest zupetnie obojetne, w jaki spo-
s6b powyzsze przyporzadkowanie zostato okreslone. W zagadnie-
niach konkretnych postepujemy w sposéb nastepujacy. Obieramy
dowolng jednostke czasu, np. sekunde, i dowolng chwile, ktora nazy-
wamy chwilg poczatkowg. Chwili poczatkowej przypisujemy liczbe O.
Kazdej innej chwili przyporzadkowujemy liczbe i, ktérej bezwzgledna
wartos¢ réwna sie liczbie sekund, jakie uptynety miedzy chwilg po-
czatkowg a dana; liczba t jest dodatnig dla chwil pdzniejszych od
poczatkowej, ujemng za$ dla chwil wczes$niejszych.

$2. Uklad odniesienia. W kinematyce przyjmujemy, ze
dany jest pewien ukitad wspétrzednych zwany uktadem odniesienia.

Ciato porusza sie wzgledem ukiadu odniesienia, jezeli zmie-
niajg sie wspotrzedne punktéw ciata. Zadaniem kinematyki jest opis
ruchu ciata wzgledem uktadu odniesienia, polegajacy na podaniu
wspotrzednych punktéw tego ciata dla kazdej chwili czasu.

Dla kinematyki jest rzecza obojetna, jak zostat obrany ukitad
odniesienia. W zagadnieniach konkretnych obieramy uktad odnie-
sienia zwigzany z pewnymi ciatami jak np. z ziemig, storicem, gwiaz-
dami statymi i t. p.
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Ruch ciata zalezy od ukiladu odniesienia. Wzgledem jednego
uktadu odniesienia ciatlo moze by¢ w spoczynku, wzgledem innego
za$ w ruchu. Podrézny siedzgcy w wagonie kolejowym jest wzgle-
dem wagonu (tj. uktadu odniesienia zwigzanego z wagonem) w Spo-
czynku, a wzgledem ziemi jest w ruchu.

Wytania sie pytanie czy w zadaniach konkretnych nie mozna
bada¢ ruchu ciata niezaleznie od innych ciat. Ruch taki bytby t. zw.
ruchem bezwzglednym (absolutnym). Okazuje sie jednak (z uwagi
na to, ze punkty przestrzeni sg nierozréznialne), ze przy pomocy po-
miardw odlegtosci i twierdzernt geometrycznych niepodobna stwierdzi¢
w zaden sposéb, czy ciato badane w dwu chwilach zmienito swoje
potozenie czy nie. Pojecie ruchu absolutnego jest wiec bezuzyteczne.
Musimy sie zatem ograniczyé do badania ruchu wzglednego, t.j. ru-
chu ciala wzgledem innych ciat.

$ 3. Ruch punktu. Zajmiemy sie na poczatku ruchem je-
dnego punktu. Opis ruchu ciata sprowadza sie bowiem do opisu
ruchu jego punktéw. Nadto w wielu przypadkach opis ruchu ciata
sprowadza sie praktycznie do podania ruchu jednego jego punktu,
np. gdy wymiary ciata sg drobne w stosunku do przebywanej drogi
(ruch ziemi wkoto stonca, ruch kuli karabinowej) tub jezeli ruch
jednego punktu wyznacza ruch catego ciata (np. ruch wagonu).

Oznaczmy wspo6trzedne poruszajgcego sie punktu M wzgledem
pewnego ukiadu odniesienia przez Xx, y, z. Wspétrzedne x, y, z zalezg
od czasu, sg wiec funkcjami zmiennej t:

*:/(((), y:<P(t), Z:ty(t)

Funkcje te dajg nam opis ruchu punktu M wzgledem przy-
jetego ukiadu odniesienia. Znajac je, mozemy podaé wspotrzedne
X, Y, Z punktu M w kazdej chwili t.

O funkcjach f, tp i ip zaktadamy, ze sg ciaggte wraz z pierwsza
i druga pochodng w pewnym przedziale <<0, §J> w ktorym ruch badamy.

Ruch punktu mozna okresli¢ przy pomocy jednej funkcji wek-
torowej. Potézmy r= OM (O poczatek ukiladu). Zatem

r=F{t).

Powyzsza funkcja wektorowa opisuje ruch w zupetnosci, po-

dajgc dla kazdej chwili czasu wektor F, a wiec potozenie punktu M.
Zauwazmy, ze funkcje /, 9 i ip podajg skladowe wektora f.

S. Kanach. Mechanika. 3
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Linie, jaka zakresla punkt podczas ruchu nazywamy torem lub

trajektoria.
Przypus¢my, ze torem punktu jest tuk L. Nadajmy tukowi

temu pewien zwrot i obierzmy na nim dowolny punkt O, ktéry
nazwiemy poczgtkiem (rys. 1). Potozenie punktu M natuku L bedzie
wyznaczone przez podanie liczby s, ktérej bezwzgledna wartos¢ rdwna
sie dtugosci tuku OM, przy czym liczba s jest dodatnia lub ujemna
zaleznie od tego, czy zwrot tuku OM jest zgodny ze zwrotem obra-
nym na L czy nie. Liczbe s nazywamy wspotrzedng tukoiog punktu M

na luku L.
Kuch punktu M po tuku L bedzie wyznaczony réwniez funkcjag

»=/«),

podajaca w kazdej chwili t wspotrzedng tukowg s punktu M.

4. Wykres ruchu. Niechaj ruch punktu po krzywej L
okreslony bedzie funkcjg s—f(t). Obierzmy dwie osie prostopadie si t.

Wykres funkcji s—f(t) nazywamy wykresem lub diagramem ruchu
(rys. 2).

Na rys. 3 mamy wykres ruchu dwoch pociggdéw, z ktérych jeden
biegnie od stacji A do stacji 1) (przez stacje B, C), drugi za$ od
stacji 1) do A. Z wykresu odczytujemy np., ze w chwili 0 pociag
wyjechat ze stacji A i przybyt do B w chwili t0. Stacje B opuscit
w chwili g i t. d. "Wspo6trzedne (t',s") punktu przeciecia obu wykreséw
przedstawiajg chwile i miejsce spotkania obu pociggéw.

85. Predkos¢. Zatézmy, ze punkt poruszajacy sie po krzywej L
znajdowat sie w chwili t w punkcie i, aw chwili t+At w punkcie B.

Wektor AB nazywamy przesunieciem poruszajgcego sie punktu
w czasie At. lloraz

(1) ABjAt —AG
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przedstawia przesuniecie przypadajgce na jednostke czasu. lloraz
powyzszy nazywamy takze wektorem predkosci Sredniej lub krotko
predkoscia Srednig w czasie At

Zalézmy, ze istnieje granica ilo-
razu (1) gdy przyrost czasu At dazy do O.
Oznaczmy te granice przez v. Zatem

0 ii=lim 4r

j/-m>
Wektor v nazywamy wektorem predkosci lub krdtko predkoscig

w chwili t

Jezeli di—0, sieczna AB dazy do stycznej. A wiec: wektor
predkosci jest styczny do toru.

Niechaj ruch okreslony bedzie funkcjami x —f(t), y~<p(t), z—xp(t).
Oznaczmy wspotrzedne punktu A przez Xx,y, z, a punktu B przez
Xx+AXx, y+Ay, z+Az. Wektor AB ma zatem rzuty Ax,Ay,Az. Rzu-
tami ilorazu A]B bedg wiet ‘ilorazy, ‘JA)i A R
Wynika stad, ze rzuty predkosci v -wyrazajg sie wzorami:

Ax dx , dx
B55® = * =m dt

W mechanice pochodng wzgledem czasu przyjete jest oznaczac
kropka u goéry. Zatem

(13) vX—X, . W=y, vZ= Z.

A wiec: rzuty wektora predkosci na osie uktadu réumajg sie po-
chodnym (wzgledem czasu) wspétrzednych poruszajgcego sie punktu.

Niech teraz ruch okreslony bedzie funkcjg wektorowg f=F(t).
Przyjmujgc AB=Af, otrzymamy

o A% = i =T

A= mA
A wiec

U 11) V=r.



36 ROZDZIAL 11. Kinematyka punktu.

Predkos¢ jako pochodna drogi. Mech wreszcie ruch
punktu po torze L okreSlony bedzie funkcjg «=/(<), gdzie s oznacza
wspotrzednag tukowg. Poniewaz predkos$¢ jest styczna do toru, wiec
dla wyznaczenia predkosci w punkcie A wystarczy podac -wielkos¢
i zwrot predkosci. Z okreslenia predkosci wynika, ze

. AB . AB
HoUR e 4 as
L 4 . . .. ABI ,
gdzie jdsj oznacza diugos¢ tuku AB. Ponlewaz'lqlsM ds! L,owies
lim r8ds He
atto At dt ’

Wykreslmy w punkcie A styczng i nadajmy jej zwrot zgodny
ze zwTOtem obranym na krzywej L. Jezeli $§>0, woéwczas dla ma-
tych At>0 jest ds>0; zatem punkt porusza sie po torze w Kierunku
dodatnim, wiec v ma zwrot zgodny ze zwrotem stycznej. Podobnie,
jezeli $§<0, to v ma zwrot przeciwny do zwrotu stycznej. Jezeli
wiec przez v oznaczymy wspoétrzedng wektora predkosci wzgledem
stycznej, ktérej nadaliSmy zwrot zgodny ze zwrotem toru, to

(V) ds

8 6. PrzysSpieszenie. Zatézmy, ze w chwili t punkt byt w A
i miat predkos¢ v, zas w chwili t+ At byt w B i miat predkosé¢ v'.
Potézmy Av—Vv' — v.

Granice lim =’ = Kkt

ranice étToAt_ P nazywamy wekto-

rem przyspieszenia lub krotko przyspie-
szeniem w chwili t.

Mech ruch okre$lony bedzie funkcjami

y—(t)> z—if>(t). Mamy p’\lim%xo
Poniewaz wvx=f'(t) i vx—f'{t+At), wiec
Avx=vVX—vx= ['(<+At) — /'(<). Zatem p*=lim f(t+A2t_f{t)
podobnie Py= <p"(t) i pl= V"(f).

Pochodne SVZ( % dz oznaczamy przez x,Yy, z. Stad:

0
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Zatem: rzuty przyspieszenia na osie ukladu réwnaja sie drugim
pochodnym wsp6trzednych poruszajacego sie punktu.

Jezeli ruch okreslony jest funkcjg wektorowa

r=F(t),

to — jak wynika z definicji drugiej pochodnej — mamy:
__ Ov_ dx
(n P dt di2

Przyktad 1. Punkt porusza sie w ptaszczyznie w ten sposob,
ze jego wspotrzedne w chwili t wyrazajg sie wzorami:

Q) x—a coskt, y=bsinkt (a>0, b>0, k>0).

Wyznaczy¢ predkos¢ i przyspieszenie, oraz tor.

Mamy tutaj
x = — ak sinkt, y—hkcos kt,
x = — ak2cos kt, y = — bk2sin kt,

a wiec warto$¢ bezwzgledna predkosci bedzie |vj=fc Jazsin2kt+b2DBRkt,
za$ wartos¢ bezwzgledna przyspieszenia |p]=fc/a2cos2fcf+062sini fef.

Aby otrzymaé¢ tor punktu, nalezy znaleZzé zwigzek miedzy
wspotrzednymi x,y, t. zn. wyrugowac czas t. Dzielgc réwnania (1) od-
powiednio przez ai b, podnoszac do kwadratu i dodajgc, otrzymujemy

2«2+ y2/P= 1.

A wiec tor jest elipsg o osiach 2a,2b. Wektor predkosci jest
oczywiscie styczny do elipsy. Wspdtrzedne wektora przyspieszenia
mozna, z uwagi na réwnania (1), napisa¢ w postaci:

ic= — k2, y ——— k2, skad Y—k2]'an+y2 yIx —y\x.

Wektor przyspieszenia jest zatem proporcjonalny do odlegtosci
od poczatku ukladu i zawsze skierowany ku poczatkowi ukiadu.

Przyktad 2. Wyznaczy¢ predkos¢, przy$pieszenie i tor punktu,
ktérego ruch okreslony jest réwnaniami

. .t
(2) X =1 (1 + CO8i), y=2 sini, z=asing (a>0).
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Rézniczkujac, otrzymujemy

x:—?sihi, y:Ecosi, 2:-65108£,t
Bcost  y= —Zsinic Y z—  ZsinA
skad Jv]==]|/l1+cos2] i !p]l==]]/n-~sin*].

Aby wyznaczy¢ tor punktu, nalezy z réwnan (2) wyrugowac
czas, co da nam dwa zwigzki miedzy x,y, z okreslajace krzywa prze-
strzenng, po ktérej sie punkt porusza. Rugowanie to w ogdlnosci
przedstawia duze trudnosci rachunkowe, w tym przykiadzie jednak
tatwo daje sie przeprowadzi¢. Podnoszgc réwnania (2) do kwadratu
i dodajac, otrzymujemy

aP+yZ-hzP—a*.
Podobnie, z pierwszych dwu réwnan (2) wynika, ze
(*— al2)2+y*=(al2)2

Z réwnan otrzymanych widzimy, ze tor punktu jest krzywag
przekroju kuli i walca kotowego.

Przyktad 3. Ruch jednostajny prostolinijny. Punkt
porusza sie w ten sposoOb, ze przy$pieszenie jest stale zerem. Zakla-
damy wiec, ze p=0. Zatem

(=0, y= 0, z= 0.

Wynika stad po scalkowaniu, ze

3) x=ctl y = C2, 2—0X
gdzie cltc2 c3 oznaczajg pewne state. Catkujac jeszcze raz, otrzymamy
(4) x=clt+dl y —c2t-\-d2, z=c3t+d3

Tutaj di, d2 d3 oznaczajg réwniez pewne state. Rownania (4)
przedstawiajg parametrycznie réwnanie linii prostej. Z rownan (3)
wynika, ze wektor predkosci jest stalty. Ruch wiec odbywa sie po
linii prostej z predkoscig stata. Ruch taki nazywamy ruchem jedno-
stajnym prostolinijnym.

Zauwazmy, ze natozenie p—O0 rownowazne jest z zatozeniem,
ze wektor predkosci jest staty. Mamy bowiem p=v. Jezeli wiec
v=const., to p= 0 i na odwrot, jezeli p=0, to i=0, zatem i=const.
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Hodograf. Niechaj punkt porusza sie po krzywej L (rys. 1).
Obierzmy dowolny punkt O. Dla kazdej chwili t wykresimy
z punktu O wektor predkosci, jakg punkt ruchomy ma w danej
chwili (rys. 2). Konce tych predkosci utworzg krzywg H zwang
hodografem.

Na hodografie oznaczyliSmy przez A’, B', C' korice predkosci,
jakie punkt poruszajacy sie po krzywej L ma w 4, B, C. Jezeli
wiec punkt porusza sie po torze L, to koniec odpowiedniej pred-
kosci porusza sie po hodografie.

Oznaczmy przez vHpredkos$¢ punktu na hodografie wA". Z okres-

. - . .. A'B' . .
lenia predkosci mamy CV\/:I\VQO—XI—. Lecz A'B’'=av, wiec

Zatem: przys$pieszenie poruszajgcego sie punktu réwna sie pred-
kosci odpotciedniego punktu na hodografie.

Przyktad 4. Jezeli punkt porusza sie po linii prostej, to Kkie-
runek predkosci jest staty.» Zatem hodograf jest tez linig prosta.

Przyktad fi. Zatézmy, ze punkt porusza sie po kole K z pred-
koscig stalg co do wartosci bezwzglednej (rys. 3).

Hodograf bedzie kotem (rys. 4). Punkt po hodografie bedzie po-
ruszat sie réwniez z predkoscig statg co do wartosci bezwzglednej.

Poniewaz predkos$¢ punktu A\, na hodografie jest styczna do
hodografu, zatem jest prostopadta do w Wynika stad, ze przyspie-
szenie punktu poruszajgcego sie po kole K jest skierowane ku $rod-
kowi kota i jest stale co do wartosci bezwzglednej.
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8§ 7. Rozktad przys$pieszenia na styczne i normalne.

Ruch po torze ptaskim. Niech ruch punktu A po torze L
okreslony bedzie funkcjg s—f(t), gdzie « oznacza wsp6trzedng tukowa.
Wykreslmy w punkcie A styczng t i normalng n. Nadajmy stycznej

zwrot zgodny ze zwrotem krzywej L, za$
normalnej zwrot ku Srodkowi krzywizny.

Rzut przyspieszenia p na styczng na-
zywamy przys$pieszeniem stycznym pr Rzut
przyspieszenia na normalng nazywamy
przyspieszeniem normalnym pn Jest oczy-
wiscie

P=Pt+Pn

Majgc wiec dane przys$pieszenie styczne i normalne, mozemy
wyznaczyd przyspieszenie p. Przy$pieszenie styczne bedzie okreslone
przez podanie wspotrzednej pt wzgledem stycznej. Podobnie, wspo6t-
rzedna p, wzgledem normalnej okresla przyspieszenie normalne.

Oznaczmy przez Ja kat ostry zawarty miedzy stycznymi
w punkcie A o wspoétrzednej tukowej s w bliskim od A punkcie B
0 wspodtrzednej tukowej s+ As. Zatdzmy, ze Js>0. Mamy wodwczas

.. Aa 1
iim-j—

. L . . . Av
gdzie ¢ oznacza promien krzywizny. Jak wiemy, p—alim— ; zatem
ALFQ A *

y Rzut, Jv
Pt=la i
gdzie RzuttAv oznacza wspo6trzedng Av wzgledem stycznej i. Lecz
Rzut,J5=Rzut,(t;-fJij) —Rzut,v. A wiec Rzut,Jtj=(t)+Jc)cos Aa—v.
Stad

{v+Av) cosJa—vVv cos Ja— Av
(1) by lim v lim ——————r——-f—ll cos Ja.
JH0 JV Ji J .J
Lecz
5 lim CcosJa — dim cosJa- <1 Ja Js
S ny o Ji Ja As At
Ze znanej reguty na obliczalnie symboléw nieoznaczonych
otrzymujemy
. cosJa—1 . cosJa—1 .,  —sinJa
lim - lim - =lim - = 0

Ja Ja ]
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. cosJa—1 1 .
Zatem na mocy (2) \IJ}TO i =0 —»=0, skad na mocy (1):
pt—dv/dt= 9

Przejdzmy teraz do obliczenia pn. Mamy

lim Rzutndv
Y i Ji

Lecz Rzut,,va: Rzut,,(»+J»)— Rzutuv— (r+Jr) sinJa. Wiec

sinJ sinJa sinJa Ja Js 1
—I|r6|(®+J|)— . Poniewaz lim——-=lim— —-—-— . =1t-—v,
Jo+o Ji M-m Ja Js J| o]
wiec
Pn (e

Zatem przy$pieszenia: styczne pt i normalne pn wyrazajg sie
wzorami

Q) P, = dv/dt—S8, pn= v,
gdzie o jest promieniem Kkrzywizny.

Poniewaz przyspieszenie styczne jest prostopadle do przyspie-
szenia normalnego, wiec

(K1) ip\=\p;+PlI-

Ze wzoru (1) wynika, ze pni3*0. Zatem przysSpieszenie normalne
ma zawsze zwrot ku srodkowi krzywizny.

Zauwazmy, ze przyspieszenie styczne zalezy tylko od zmiany
wartosci bezwzglednej predkosci, a nie zalezy od zmiany jej kie-
runku. Przys$pieszenie styczne jest wtedy i tylko wtedy stale zerem,
gdy v = const.

Przyspieszenie normalne zalezy od promienia krzywizny e,
zatem od zmiany kierunku predkosci. Przyspieszenie normalne jest
stale zerem, jezeli stale p= 0 lub I/e—0. W pierwszym przypadku
punkt jest w spoczynku, w drugim ruch odbywa sie po linii prostej.

Przyktad. Punkt porusza sie po kole o promieniu r z predkoscig v
stalg co do wartosci bezwzglednej. Zatem na mocy (1)

pt~dv/dt=0, p,=i;*/r—const

A wiec przyspieszenie jest woéwczas stale skierowane ku $rodkowi i stale
co do wartosci bezwzglednej (por. sir. 39. przykiad 5).
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Ruch po torze przestrzennym. Niech punkt porusza sie
po torze przestrzennym L. Oznaczmy przez v predkos$¢ punktu w A,
przez vA-Av predkos¢ jego w B.

Przeprowadzmy przez styczng w punkcie A plaszczyzne U
rownolegltg do stycznej w punkcie B. Na tej ptaszczyznie lezg wek-
tory v i v-\-Av wykreslone z punktu A. Zatem w plaszczyznie /7 lezy
wektor AWAL. Gdy punkt B dazy do punktu A, plaszczyzna /7
zmierza do t. zw. ptaszczyzny Scisle stycznej w punkcie A. Wynika

stad, ze przyspieszenie p= lim-"~r lezy w ptaszczyznie Scisle stycznej.

A wiec: wektor przyspieszenia lezy w ptaszczyznie Scisle styczne;j.

Na ptaszczyznie Scisle stycznej lezy styczna. Prostg prosto-
padta do stycznej i lezgcg w ptaszczyznie Scisle stycznej nazywamy
normalng gtbuma. Na normalnej gtéwnej lezy Srodek krzywizny.
Tworzac rzuty przyspieszenia na styczng i normalng, otrzymamy
analogicznie do wzoru (lI), otrzymanego przy ruchu ptaskim:

>+

Nadajgc stycznej zwrot zgodny ze zwrotem Kkrzywej, za$ nor-
malnej zwrot ku sSrodkowi krzywizny, otrzymamy postepujac jak
poprzednio

Pt—dvj'dt= $ i pn= v2/g,

gdzie g oznacza promien krzywizny.
Wzory powyzsze sg identyczne ze wzorami (11) w przypadku
toru ptaskiego.

Przyktad 1. Ruch jednostajny. Niech punkt A porusza sie
po krzywej i, na ktérej obrany jest zwrot i poczatek O. Zatézmy
ze predkos¢ punktu A jest stata co do wielkosci (t. j. co do war-
tosci bezwzglednej). Ruch taki nazywamy ruchem jednostajnym
po krzywej L.

Zaktadamy tedy, ze r=$=const. Calkujac, otrzymamy
3) s= rt+ sO

Podstawiajgc i=0, dostajemy s—s,. A wiec stata oznacza
wspoOtrzedng tukowag punktu A w chwili t—O0.
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Ruch jednostajny jest okreslony funkcjg pierwszego stopnia
wzgledem t. Na odwrot, dowolna funkcja pierwszego stopnia s= at+ b
okresla ruch jednostajny z predkoscia v~$—a. Ponadto sO=b.

Na mocy (3) mamy

pt= v—s—I, pn= vilQ

Poniewaz przyspieszenie styczne jest zerem, wiec przys$pieszenie
ma stale kierunek ku Srodkowi krzywizny. Wielkos¢ przyspieszenia
wynosi pn Zatem przy$pieszenie jest co do wielkosci odwrotnie
proporcjonalne do promienia krzywizny e (czyli wyprost proporcjo-
nalne do krzywizny K—1/q).

Jezeli w szczegdlnosci punkt porusza sie ruchem jednostajnym
po kole o promieniu r, woéwczas Q=r, a wiec

Pn: §Vrm

Zatem: jezeli punkt porusza sie po kole ruchem jednostajnym,
to przyspieszenie jest stale co do wielkosci i skierowane ku srodkowi kola.

Przyktad 2. Ruch jednostajnie przys$pieszony. Punkt
poruszajacy sie po krzywej L ma state przys$pieszenie styczne. Ruch
taki nazywamy ruchenm jednostajnie przyspieszonym po krzywej L.

Zakladajgc, ze pt—p=const., dostajemy $—pt—p, wiec
4) §= V~pt-\-CJ, 8— .jp~+ dii+ .

Ruch jednostajnie przys$pieszony jest okreslony funkcjg s=f(t)
drugiego stopnia wzgledem t. Na odwr6t, dowolna funkcja drugiego

stopnia s—aP-\-bt+ c okresla ruch jednostajnie przyspieszony. Mamy
bowiem, roézniczkujgc:

p=$ —2a= const.
Przyjmijmy, ze w ruchu jednostajnie przyspieszonym okreslo-
nym funkcjg (4) punkt w chwali <=0 miat predko$¢ v—v0 i wspot-
rzedng tukowa s—s0.

Ktadgc 1=0, otrzymujemy z (4) vO=cu 8o~cf Wstawiajac
w réwnania (4), otrzymamy

V= pt+ W, 8="pt2+ Vx+ 80.
W szczegolnosci, jezeli r0=0 i sO0=0, dostaniemy

V—pt [ 8= ]ptl
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Przyktad 3. Ruch po cykloidzie. Niech koto o pro-
mieniu r toczy sie po prostej. Zbadaé ruch dowolnego punktu
na obwodzie kota.

Zatézmy, ze dany punkt P obwodu kota jest poczgtkowo
punktem stycznosci kota i prostej. Obierzmy ten punkt za poczatek
uktadu, zas prostg za oS r-éw. Jezeli koto obréci sie o kat y, punkt

zajmie nowe potozenieP'(x,y).
Aby wyrazi¢ wspotrzedne x,y
jako funkcje kata y, zauwaz-
my, ze nowe potozenie punktu
mozemy otrzymac, najpierw obracajgc koto dokota srodka o kat y wkie-
runku wskazoéwki zegara, a nastepnie przesuwajac je wzdtuz osi x-6w
0 odcinek PQ rowny tukowi P'Q nalezacemu do kata y, ktérego
dtugos¢ wynosi r<p. Zatem Xx——rsiny+ry, y—r—rcos<p, czyli:
X = r(<p— siny), y = r(l— cosy).

Po wykonaniu przez koto petnego obrotu, t.j. dlay=2n, punkt P
znowu jest punktem stycznosci, poczem ruch powtarza sie. Wyko-
nujac wykres, otrzymujemy krzywa ztozong z przystajgcych tukéw,
zwang cykloida.

Zat6zmy, ze koto obraca sie jednostajnie, t. j. ze kat y jest pro-
porcjonalny do czasu: y=w i (gdzie tostate). Rownania ruchu punktu
P sg woéwczas

X —r(cot —sin gji), y—r(1—cos toi).

Ro6zniczkujac je dwukrotnie wzgledem czasu, otrzymujemy

sktadowe predkosci i przyspieszenia

x —no(l —cos toi), y = roj sin toi
X = ra>2sin Qi, y —ril2cos fot.
.. ot!
(5) W= }V2t02(2 — 2 cos coij = 2rto sm- » 1= 1CO2

Ze wzgledu na to, ze po wykonaniu pelnego obrotu ruch po-
wtarza sie, mozemy sie ograniczy¢ do przedziatu czasu 0”™i~2n/co.
Ze wzordw powyzszych widzimy, ze wielko$¢ przyspieszenia punktu P
jest stata, natomiast wielko$¢ predkosci zmienia sie. Mianowicie
w chwili i=0 oraz i—2n/(i), t. j. gdy punkt znajduje sie na prostej,
predkos¢ réwna sie zeru, zas w chwili i= a/to t. j. gdy punkt osigga
potozenie najwyzsze, predkos¢ jest najwieksza i wynosi 2rm.

Nadajmy cykloidzie zwrot zgodny z ruchem punktu. W czasie
0N i”™ 2n'<)) mamy v— |», zatem na mocy (5)
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@

v —2r<ogin
Przyspieszenie styczne bedzie wiec
pt—v= roj2cos @

Aby wyznaczy¢ przyspieszenie normalne, obliczamy krzywizne
wedtug znanego wzoru -

1 WwWy—yX1l_ r)8(1 — cos (ot) _ 1
Q (x2jry2 ! Sr3(03sin3tot/2 ir sin (ot/2
Zatem

V, ~ vAg—no2sin ~ e

Droga przebyta przez punkt do chwili t rowna sie, z uwagi
na to, ze ds—vdt,
t * 1 i (ot\
8= lds= I vdt —12r(osin-g-dt = 4r 11— cos
A A A ' ~21
W szczeg6lnosci dla t=2n/(o otrzymujemy dtugos¢ toru cykloidy
przy petnym obrocie kola. Dtugos¢ ta wynosi 8r.

8§ 8. Predkos¢ 1 przys$pieszenie katowe. Niech punkt A
porusza sie po kole o promieniu r i srodku M. Obierzmy zwrot na
kole i punkt poczatkowy O (rys. 1). Oznaczmy przez $ kat miedzy
promieniami MA i MO liczony zgodnie z obranym zwrotem. Mamy
8—rep, zatem

Q) s P i s—rp

Pochodng nazywamy predkoscig katowa i oznaczamy zazwy-
czaj przez w.
Pochodng e nazywamy przy-
$pieszeniem katowym i oznaczamy
przez t.
Mamy oczywiscie o= oj i co= f.
Na mocy (1) jest wiec

n v=ro i pt—re,
a poniewaz pn= v2/r, wiec

() pn= no2
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Wektor predkosci katowej. Niech punkt obraca sie okoto
pewnej osi |, t. zn. porusza sie po kole lezgcym w ptaszczyznie pro-
stopadtej do |, ktérego Srodkiem jest punkt przebicia tej ptaszczyzny
osig | (str. 45, rys. 2).

Niechaj punkt w pewnej chwili t ma predkos¢ katowg oj.
Oznaczmy przez To wektor potozony na osi | o diugosci V. Zwrot
wektora g obierzmy tak, aby czlowiek, majacy gtowe w koncu,
a stopy w poczatku wektora, widziat ruch od reki prawej ku lewe;j.

Wektor & nazywamy wektorem predkosci katowe;j.

tatwo sprawdzi¢, ze predkos¢ v punktu A réwna sie momen-
towi w wzgledem A:

2) » = Mom.4S.

Jezeli przez f oznaczymy wektor OA, gdzie O jest dowolnym
punktem na prostej i, to v=>wxAO, wiec

(rn v —rXui.

Oznaczajac przez o, co,, co. rzuty wektora w na osie uktadu,
przez X, Yy, z wspoOtrzedne punktu A i przez x,,ywzQ wspotrzedne
punktu O, otrzymujemy

(1Y)  wx=M@y—yn)—wy@z—2), W= ox(z—z0) —wt(x—x0),
= wy(Xx - X0) — ax(y —V.).

Jezeli w szczegblnosci | przechodzi przez poczatek ukiadu, to
przyjmujgc x0=yo=zo0=0, otrzymamy

(V) Vx ~ Oy — COyz, VH= Oz — axX, VX = Wy X — WXY.

§ 9. Ruch ptaski w uktadzie biegunowym. Jezeli punkt
porusza sie w plaszczyznie xy, to potozenie punktu wyznaczone
jest w zupetnosci przez diugos¢ odcinka OA=r, zwanego pro-

mieniem wodzacym, oraz kat o jaki
odcinek OA tworzy z osig x-(m. Ruch
punktu okreslony wiec bedzie dwiema
funkcjami
r=jP(<), @=/(i).

Poniewaz cosf, y—rsincp, wiec
tworzac pochodne wzgledem czasu i, do-
staniemy:’ A\
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Q) X —Fcos (p—rPpsin(p, Yy —rsin(ptr<pcos q

,0. x = r cos P— &) sin P—rgRcos P—rPpsin q
y —r sinPp+ 2rpcosf — rg2sin (p - ripcos <.

Z réwnan (1) i (2) mozemy wyznaczyé X,X,y,Y, znajgc
r,r, i na odwrét. Z réwnania (1) otrzymamy
3) V2—X2-\-y2= r2-j~rXq®,
xXx+yy Xy —yz
Jx2-\-y2' X2+y2
Czesto wygodnem jest rozktadaé¢ predkos¢ i przyspieszenie nie
w kierunkach osi wspétrzednych, lecz w kierunku promienia wo-
dzacego i kierunku do niego prostopadtym, przyczem zwrot do-
datni w tych kierunkach obieramy jak na rysunku. Skitadowe te
nazywamy odpowiednio skitadowag radialng i transwersalna.
Jezeli ax, a, sg wspodtrzednymi dowolnego wektora a wycho-
dzacego z punktu A(r,y), to rzutujac ten wektor na 0§ AR oraz AL,
otrzymujemy jako skladowg radialng ar i transwersalng

4)

ar—axcos <p-+ausin r, av= — axsin p+ aktos 4

Stosujgc te wzory do wektoréow predkosci i przyspieszenia,
otrzymujemy na mocy réwnan (1) i (2);

n «r—, Wy—ry,
() pr=r —rqr, pf=rip+ 2ip= - Jt (r29.

Przyktad. Punkt porusza sie po linii spiralnej r=a+b<p w ten sposob,
ze kat ip jest proporcjonalny do czasu i. Jest wiec <p=uit, gdzie tu jest wspo6t-
czynnikiem proporcjonalnosci. Wéwczas y —tu, ip—O, i —bg>—be> i r—0O, skad

| vr= boi, pl~ — (atbo>t)<ot, tiy =(a+6tu<)tu, p~—ibw*.

$ 10. Predkos¢ potowa. Niechaj ruch odbywa sie w ptasz-
czyznie xy. Oznaczmy przez AS pole zakreslone przez promien
wodzacy r w czasie od t do t+At. Zewzoru na obliczenie pola w ukta-
dzie biegunowym wspétrzednych otrzymamy

AS=\J r2dtp,
v
Bkad, na podstawie twierdzenia o wartosci Sredniej,
Q) A8™M\r;A<p.
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gdzie rs oznacza wartos¢ posrednig miedzy maximum a minimum
promienia r w czasie od t do t+At.
Granice |lim nazywamy ‘predkoscig potowa i oznaczamy j
€ S At y y pre anp a yla
przez A. Zatem na mocy (1) jest

n A=xt*<p.

Ze wzordw (4) str. 47 otrzymujemy <p=\,(xy— yx). Zatem na
mocy (I)
(U] A= \(xy— yx).

Przy klad. Wyznaczy¢
predkos¢ i przyspieszenie punk-
tu poruszajgcego sie po kole
X2—2ax -j-y2=0 ze stalg pred-
koscig potowg h.

Réwnanie danego kota we
wspotrzednych biegunowych jest
r=2acos<jp. Warunek statosci
predkosci polowej wyraza sie
réwnaniem

2) Ir2e;=/i, czyli <p—2hir2
Ro6zniczkujgc réwnanie kota, otrzymujemy

t—— 2a<psm cP—---A-'?l/r{(p.

Zatem
4ah . 2h
tv=-—- ~A-smgp, V>V=—~m
Z uwagi na to, ze predkos¢ potowa jest stata, wzoér (I1), str. 47,
W
p =- -y(r'V)) pocigga pr= 0. Zatem przyspieszenie ma zawsze Kie-

runek promienia wodzacego.
Rézniczkujgc pierwsze z rdwnan (2), otrzymujemy 2rr<p+r2p=\},

wiec Pg——2-- = singr, rézniczkujgc za$ r, dostajemy
. . _leah* . ah*
r —— 2aipsin (p — 2aw2cos <p= — Za sm <p—|%r—sm e —2a.cos ¢ -p-=

3D (*F*

5 sin2e m i&a (:052<p4fc—2 -g ~ (1+ 8ul*e>).
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Pomewaz rvv%- — -—r*——§-—4a2c032§>—{-— 16«Ne cos2<p, Wiec

ze wzoru pr=r — R otrzymujemy

pr= — 32a2ftZrs.

§ 11. Wymiary wielkosci kinematycznych. Miara pred-
kosci, przyspieszenia i t. p. zalezy od jednostek dtugosci i czasu. Zaj-
miemy sie pytaniem, jak zmieniajg sie te miary, gdy jednostki dtu-
gosci i czasu beda ulegaty zmianom.

Obierzmy dowolnie jednostke diugosci L i jednostke czasu T.
Przypusémy, ze punkt w ruchu jednostajnym przebyt droge diugo-
sci sL w czasie tT (jezeli np. L oznacza cm, za$ T sek, to sL=scm,
tT =t sek). Miara predkosci v przy jednostkach £ i T wynosi

v=s/t.

Obierzmy teraz nowe jednostki dtugosci i czasuL’, T'. Zatézmy,
ze miedzy nowymi jednostkami a poprzednimi zachodzg zwigzki
(1) L=W, T=iT',
gdzie i i i wskazuja, ile jednostek nowych mieszczg jednostki stare.
Oznaczajac przez V,v' miary dtugosci, czasu i predkosci w no-
wych jednostkach, otrzymamy

V'=8'H'.
Poniewaz s£=sif', za§ tT=trT', wiec s'=8A, ¥#'=tr,
f 8A 8 % .
skad v = — , a wiec
Vi=vy (lub

Jednostke predkosci (t. j. predkosé, ktorej miara wynosi 1) przy
jednostkach L i J oznaczamy przez

— lub LT~\

Predkos¢, ktorej miara wynosi v, oznaczamy przez

V- lub VLT~\
T
Np. 5cm-sek- 1 oznacza predkos$¢, ktérej miara wynosi 5, jezeli za jed-
nostke diugosci przyjmiemy cm a za jednostke czasu sek.
S. Banach. Mechanika. 4
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Zatézmy teraz, ze obraliSmy nowe jednostki diugosci i czasu,
L' i T', zwiagzane z dawnymi przez réwnania (1). Podstawmy
W wyrazeniu VLT 1zamiastL i T odpowiednio AL'i zT', a nastepnie
przeksztat¢my otrzymane wyrazenie tak, jak gdyby litery L' i T
oznaczaty liczby. Otrzymamy:

vLT~I= vAL'zZ~"' T'-'i=vkz-'L'T’-\
Podstawmy v'=vAt~'. Zatem
VLT~'=v'L'T

Zauwazmy, ze o' jest wedtug definicji miara predkosci przy
jednostkach L' i T'; zatem wyrazenie v'L'T'~1 przedstawia pred-
kos¢ przy jednostkach dtugosci i czasu L', T'.

Widzimy stad, ze symbol LT~Xpozwala wyznaczy¢ rachunkiem
formalnym miare predkosci przy zmianie jednostki.

Przyktad. Wyznaczy¢ iniare predkosci 12cm. sek“1l przy jednost-
kach m i min.

Mamy cm=0'01m, sek=1/60 min. Rachujgc formalnie, otrzymamy

12cm. sek- '= 12-0'01 m «(1/60min)— = 120’01 «60 m. min- '= 7'2m. min- ".

A wiec 7,2 jest miarg danej predkosci przy jednostkach m i min.

Wyrazenie LT~', w ktorym L i T nie oznaczajg szczegélnych
jednostek, lecz sga symbolami dowolnych jednostek diugosci i czasu,
nazywamy wymiarem predkosci.

Ogodlne okreslenie wymiaru. Pojecie wymiaru podane wy-
zej dla predkosci mozna uogo6lni¢ na inne wielkosci, jak np. przy-
Spieszenie, predkos¢ i przyspieszenie kagtowe, etc.

Wymiarem jakiejkolwiek wielkosci A nazywaé bedziemy wy-
razenie

LnT-,
gdzie wyktadniki a, (i saliczbami spetniajagcymi warunek: jezeli a jest
miarg wielkosci A przy jednostkach dtugosci i czasu L, T, za$ a' jej
miarg przy jednostkach L', T" zwigzanych z L i T réwnaniami (1), to

(2) a r.
Wymiar wielkosci A oznaczamy przez [A]. Zatem

[A]=LnTfi
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Jednostke wielkosci A przy jednostkach dtugosci i czasu L, T
oznaczamy przez L" T~ Jezeli wiec a jest miarg wielkosci A przy
jednostce LnT?, to wielkosé¢ te oznaczamy przez

aLaT?.

Zatozmy teraz, ze wprowadziliSmy nowe jednostki dtugosci
i czasu X', T' zwigzane z poprzednimi przez réwnania (1), str. 49. Rachu-
jac formalnie, otrzymujemy aL" = a(SL)a{tT'f=al"L™/ T'\
wiec alL"T~=(al"r?)L,aT & Stad, oznaczajgc przez a' miare danej
wielkosci przy jednostkach L', T', dostajemy na mocy (2)

3) aL"Tr=a'L™T,f.
A wiec rachunek formalny pozwala wyznaczy¢ miare
przy zmianie jednostek.

Przyktad. Wymiar przyspieszenia jest LT~2 (co mozna stwierdzi¢ po-
dobnie jak przy predkosci). Przedstawi¢ przyspieszenie 5cm. sek 2 przy jednost-
kach m i min.

Poniewaz ¢cm=0,01 m, sek= 1/60 min., wiec .;,=0,01, i= 1/60, a—1, p=—2,
skad na mocy (3) 5cm-sek 2=5(0,01 m) (1/60 min)-2=5- 0,01 «60* m-min ~a czyli
5cm esek—2= 180 m-min-2.

A zatem 180 jest miara danego przyspieszenia w jednostkach m i min.

Wyznaczanie wymiaru. Do wyznaczania wymiarow po-
mocnym jest nastepujgce

Twierdzenie. Niech dane bedg wielkosci A,B, dla ktérych
(4) [A]=L"T?,

oraz trzecia wielko$¢ C uzalezniona od A i B w taki sposéb, ze ozna-
czajac przez a, b,c miary wielkosci A, B, C wyrazone w dowolnych
jednostkach L i T, mamy zawsze

®) c—gapb”,
gdzie liczby g, p, q nie zaleza od jednostek L i T.

Przy tych zatozeniach jest
mn [CN LPe<r; TR>Hi\

Wz6r ten mozna napisac jeszcze inaczej. Wymiar [C] mozemy
otrzymacé, rachujgc formalnie jak nastepuje:
[C] A*T*)p(/ TOE2/MTp?LavTAA Lpotar
wzorowi (I) mozemy wiec réwniez nada¢ postaé

[C]=[Af[BV.
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Dowdd. Obierzmy nowe jednostki L' i T' zwigzane z po-
przednimi przez rdéwnania (1), str. 49. Oznaczmy przez a', b, c'
miary wielkosci A, B,C przy nowych jednostkach. Mamy wedle
zatozenia (5) c'=ga'pb'v. Na mocy (4) jest a=Aai?a i b'=ArT,
zatem c'=g(ta™a)p(17Teb)=Apa**y'ip?+vict a stad w mysl definicji
wymiaru wynika wzoér (1), c. b.d. d.

Z twierdzenia powyzszego wyptywajg nastepujgce wnioski:

Wniosek 1. Jezeli wzor (5) ma postac

c=ab, to [CI=[A]l[B]=Latrjy+i
c=a/b, n \_C]=[A]ll[B]=La~rT »
c=ap, u [C~\=[Af=LapTip.

Przyktady: 1. Predkos¢ wyraza sie wzorem v=s/t. Zatem

2. Przy$pieszenie p w ruchu jednostajnie przyspieszonym wy-
raza sie wzorem p=vt. Zatem
[PI=M /M =£r~,/Z=£T -2
Podobny wynik otrzymamy, opierajac sie na wzorze #=rpta
Obliczamy z niego p=2s/f2 Zatem
[p]l=i»VItf=L/T2=LT~\
3. Predkos$¢ katowa jest co—dipldt. Wymiar kata ¢ jest L° T°,
gdyz miara tukowa € nie zalezy od jednostek dtugosci. Zatem
[a>]1=1/T=T~\
4. Przyspieszenie katowe jest e=d?g>/dt2 wiec
[e]=11T'=T~\
Wniosek 2. Pewne stale moga zaleze¢ od wyboru jednostek
dtugosci i czasu. Mozemy wtedy moéwi¢ o wymiarze tych statych.

Przyktad. Np. w pewnym ruchu przyspieszenie jest co do wartosci
proporcjonalne do kwadratu predkosci. Oznaczajac wspoétczynnik proporcjonal-
nosci przez k, mamy

p=Jfov,
Przy jednostkach cm, sek jest k=2. Obliczy¢ k przy jednostkach m i min.
Mamy k=p/tj*, zatem [L]=[p]/[e]*=£T Ij(LT wiec [k]=i_l, skad

2cm_,=2(1/100 m)—=200m~".

W uktadzie jednostek m i min jest wiec fc=200.
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Il. Zmiana ukfadu odniesienia
r

i 12. Zwiazek miedzy wspoirzednymi. Predkosé i przy-
$pieszenie punktu zalezg od uktadu odniesienia, wzgledem ktérego
badamy ruch punktu. Ruch tego samego punktu bedzie wiec opi-
sany odmiennie przez dwoéch obserwatoréow, ktérzy poruszajg sie
wzgledem siebie.

Jezeli np. jedziemy pociggiem, wodwczas podrézni jadacy
z nami sa wzgledem nas w spoczynku. Dla obserwatora stojacego
przy torze podrdézni poruszajg sie z predkoscig pociggu. Mozemy to
wypowiedzie¢ w ten sposéb: wzgledem uktadu odniesienia zwigza-
nego z pociggiem podrézni sa w spoczynku, a wzgledem uktadu od-
niesienia zwigzanego z ziemia podrdézni poruszajg sie z predkoscig
pociagu.

Ruchy planet i storica wzgledem uktadu odniesienia zwigzanego
z ziemig sg bardzo skomplikowane. Kopernik zrobit odkrycie, ze
ruchy planet przedstawiajg sie o wiele prosciej, jezeli jako uktad
odniesienia obierzemy uktad zwigzany ze storicem.

Niech dany bedzie uktad odniesienia O(x,y.z) i drugi jeszcze
uktad M (£, 4, f) poruszajacy sie wzgledem poprzedniego (rys. 1).
Dla odréznienia uktad (x,y,z) nazywaé bedziemy ukiadem statym,
a ukiad (£, 1?7, £) ruchomym. Ruch tego samego punktu bedzie przed-
stawiat sie rozmaicie w obu ukitadach.

Zajmiemy sie zadaniem wyznaczeniaruchu punktu A wzgledem
jednego uktadu, gdy znany jest ten ruch wzgledem innego ukifadu.

Zadanie powyzsze jest bardzo wazne i spotykamy sie z nim
w wielu przypadkach.

Oznaczmy przez x0,y0,z0 wspétrzedne poczatku M w uktadzie
O(x,y,z), a przez £0, Ww>? wsp6irzedne poczatku O w uktadzie
M (£, rj,0- Niechaj al,a2 ..,y3 beda katami miedzy osiami obu
uktadéw, jak wskazuje tabelka:

2y, y2 y31 1 2.
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Jezeli x,y,z i f,17,£ sa wspoétrzednymi punktu A odpowiednio
w uktadzie pierwszym i drugim, wéwczas, jak wiadomo z geometrii
analitycznej,
*= %0+ £ COS<*l+»? COS « a+ £ COSOs
m y=yo+£cos0x-?cos/?af-fcos/V
*=»0 + icosyXx+tjcosy2+£ cosy3

i=i0 + * COSOj-j-y COS& +Z COSyx
(D) cosaaty cosOa+z cosya
£=?0 + * coscaty cos03+z cosys.

Buch uktadu wzgledem O (x,y,z) bedzie znany,
jezeli dla kazdej chwili t podane bedg wspétrzedne x0,y0,z0 i katy
«U “1>ee» |V Zatem wspOirzedne *0,y0,z0, i katy aua3....y3 sa
funkcjami czasu t. Jezeli ruch punktu A wzgledem uktadu Jf(£, 1?2 £)
okreslony jest funkcjami |=/(t), ij=e>(t), £=y>(t), wobwczas ruch
wzgledem uktadu O(x,y,z) otrzymamy ze wzoréw (l)

x =x O+/(*) cos ax+y>(t) cos 0O a+~i0 cos a3

i podobnie dla vy, z

Jezeli ruch punktu A odbywa sie w ptaszczyznie U, to obie-
rajagc osie x,y i £,17 w tej ptaszczyznie i oznaczajac przez < kat
miedzy osiami & a £ (str. 53, rys. 2), otrzymamy:

() X — x 0+ £ cos (p— tysina), y =y O+|sine>-fi7cose>
() £=£,+ ® cos p+ y sin P V=y0—«sinijp+ycosy.

Jezeli kierunki osi ukfadu ruchomego M (£, rj, £) nie zmieniaja
sie, powiadamy, ze uktad ten porusza sie ruchem postepowym.

W tym przypadku katy ax aa ..., y3 sa state.

Moéwimy, ze uktad ruchomy obraca sie okoto osi | z predkoscia
katowag <w jezeli punkty potozone na osiach £,»,£ obracajg sie
okoto osi | z predkoscig katowg o).

Niech uktad M (£,)], £) obraca sie okoto osi £ z predkoscig kato-
wa (0. Przyjmijmy, ze w chwili t= Ouktad staty O(x,y, 2) pokrywat sie
z uktadem ruchomym Jf(£,??,£). Mamy zatem @0=y 0=z 0=£0=t70=£0=0.
Oznaczmy przez P kat miedzy osiami x, f. Oczywiscie (p—oot Po-
niewaz osie x,y i £,17 lezg stale w jednej ptaszczyznie, wiec na
mocy (Il i (IT);

1
th

() @=£costot— qsinwi, y=£sin wt+”~coswt, z

1
N

(111')  £=&COS tot+ y sintot, 17=—a?8intot-)-yCO08tot, £
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Przyktad 1. Ruch punktu wzgledem uktadu statego okreslony
jest réwnaniami

1) X= acos <u, y—bsin (ot,
a wiec tor punktu jest elipsg o réownaniu x*/a2+ yt/bl= 1{.

Jak przedstawia sie ruch tego punktu w ukiadzie ruchomym
0 tym samym poczatku, jezeli ukitad ten obraca sie w kierunku
dodatnim z predkoscig katowg oj?

Zakladamy przytem, ze w chwili poczatkowej t= 0 oba ukiady
sie pokrywaja.

Ot6z oznaczajagc przez f,y wspo6trzedne dowolnego punktu
wzgledem uktadu ruchomego, mamy

i=xeos wt-\-y sin oji, »?=—a:sin oji + Yy COS ojf,

gdyz na mocy zatozenia kat < zawarty miedzy osiami x, £ wynosi
tu toi. Podstawiajgc po prawej stronie tych wzorow wyrazenia (1),
otrzymujemy réwnania krzywej opisanej przez punkt w ukladzie
ruchomym

£=0c0S20 j i SiN2oji, »?=(6— a) Sin oji COS oji,

. . . . . l+cos2ot . . 1—CO0S 2 oji
czyli, z uwagi na zwigzki ORwi 5 . sin20)i 0 o
i sinwicoso0)i="sin2o>i:

., a+b a—b N b-a. o,
*—D h 2 COSZOJI, = 2 SINZ oji,

skad

A wiec: ze wzgledu na ukitad ruchomy punkt opisuje koto.
gdy a+ 6, zas znajduje sie w spoczynku, gdy a=b.

Przyktad it. Ruch po linii Srubowej. Waznym przykia-
dem ruchu punktu po krzywej przestrzennej jest ruch Srubowy,
ktory powstaje w spos6b nastepujacy. Uktad ruchomy (£, y, £) obraca
sie z predkoscig katowa stalg o okoto osi £ za$ punkt porusza sie
wzgledem uktadu ruchomego ruchem jednostajnym z predkosScig c
po prostej i=r, r—O0 (t. j. po prostej réownolegtej do osi f i prze-
cinajacej o8 f w punkcie £=r).
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Ruch taki powstaje np. gdy walec obraca sie okoto swej osi
z predkoscia katowg w, za$ punkt porusza sie po tworzacej walca
ruchem jednostajnym.

Niech w chwili 1= 0 ukifad stalty (x,y,z) pokrywa sie z uktadem
ruchomym (E,rj,e), zas punkt ruchomy ma wspotrzedne r, 0, 0. Na
mocy (I11)

2) X = rcoHojt, y = rsinwt, z—et.

Réwnania powyzsze mozemy roéwniez
odczyta¢ wprost z rysunku. Przedstawiajg
one parametrycznie réwnania linii Sru-
bowej. Ruch punktu odbywa sie wiec po
linii $rubowej. Rézniczkujac (2) otrzy-

mamy
X——rwsin wi, y=rw cos wt, Z—cC
X= —raj2coswt, y= —roi2singi, z= 0.
Zatem
v[= JIr2W*+c2 p -

A wiec: w ruchu Srubowym predko$¢ i przyspieszenie sa stale
co do wartosci bezwzglednej.

g 13. Zwigzek miedzy predkosciami. Predkos¢ punktu A
wzgledem uktadu statego (x,y,z) nazywamy predkoscig bezwzgledng
i oznaczamy przez vh

Predkos¢ punktu wzgledem ukfadu ruchomego nazywamy
predkoscig wzgledng i oznaczamy przez vw

Wyobrazmy sobie, ze punkt A, ktdérego rucli badamy, zwia-
zany jest z uktadem ruchomym (f, y,C) sztywnie, t. zn. ze jego wspot-
rzedne i, rj,Z nie zmieniajg sie. Przy tym zalezeniu punkt A, ziaczony
z uktadem ruchomym, posiadatby pewng predkos¢ wzgledem uktadu
statego. Predkos¢ te nazywamy predkoscig unoszenia i oznaczamy
przez vu.

Mozemy takze powiedzie¢, ze predkoscig unoszenia punktu A
w chwili danej nazywamy predkos¢ punktu zlgczonego z ukiladem
ruchomym i pokrywajacego sie w chwili tej z punktem A.
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Przypusémy np., ze po korytarzu pociggu biegnie podrézny. Za ukiad
staty obierzmy ukiad zwigzany z ziemia, za uklad ruchomy— uktad zwigzany
Z pociggiem.

Czlowiek stojacy przy torze bedzie obserwowat ruch podréznego wzgledem
uktadu statego, a cztowiek siedzacy w wagonie — wzgledem ukfadu ruchomego.

Predkos$¢ podréznego, jaka zaobserwuje cztowiek stojacy przy torze, be-
dzie predkoscig bezwzgledna. Predkos¢, jaka zaobserwuje cztowiek siedzacy w po-
ciagu, bedzie predkoscig wzgledng. Predkoscia unoszenia bedzie predko$¢ tego
punktu podiogi korytarza, ktérego dotyka w danej chwili podrézny biegnacy
przez korytarz.

Predko$¢ unoszenia bedzie wiec w tym przypadku predkoscia pociggu.
Predko$¢ bezwzgledna bedzie wieksza lub mniejsza od predkosci unoszenia za-
leznie od tego, czy podrézny biegnie w kierunku ruchu pociggu, czy przeciwnie.

Zajmiemy sie teraz zwigzkami zachodzacymi miedzy predkoscig
bezwzgledng, wzgledng i unoszenia.

Punkt A ma wzgledem uktadu statego wspotrzedne x,y,z.
Zatem rzuty predkosci bezwzglednej na osie ukiadu statego beda:

(1) Vbv= i » \ =V \ =i’

Podobnie, rzuty predkosci wzglednej na osie ukladu rucho-
mego beda

(-) iV?: i »i«.f»)» \Y) S: £e

Aby poréwnaé predkos¢ bezwzgledng ze wzgledng, utwérzmy
rzuty predkosci wzglednej na osie uktadu statego. Otrzymamy

3) V,. —|cos <+ >cosa2-K cos a3 it d

Na mocy (1), str. 54, wspoétrzedne x,y, z wzgledem ukiadu
statego wynoszag

X = U0-)-£cos («+ //cos a2+ f cos a3 it d.
Rézniczkujgc powyzszy wzdr, dostaniemy wiec na mocy (1)

udcosa. , dcosa., . A cosa, £
(4) cb=x=xati—dt +U-~it+t At 3+ co*«rHcosa2+gcosa3

Predkos¢ unoszenia otrzymamy, zakiadajgc, ze punkt A jest
zwigzany z ukltadem ruchomym sztywnie, t. zn., ze wspo6trzedne |,?.£
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sg state, czyli ze £=0, 17=0, ?=0. Na mocy wiec (4) rzuty pred-
kosci unoszenia na osie ukfadu (x,y,z) wyniosa

, £kdcosol (_dcos«2 , ~"dco8«3 .
(%) wu,~  +S N+ Ve D dt it d
Na mocy (3) i (5) otrzymujemy z (4) V. SV +t>W i podobnie

V. =» +® V.—V +Vv czyli
by Uy wyl bz Uz wz7

[O) Vb=V u+ Vu,.

Udowodnilismy wiec, ze predko$¢ bezwzgledna réwna sie sumie
predkosci unoszenia i predkosci wzglednej.

Gdy ukitad ruchomy porusza sie ruchem postepowym, katy

«U a2 ==Ya sg state, zatem pochodne d_co_sga_,5) dcodsta, dcgtsy?)

sg zerami. Ze wzoru (5) otrzymujemy przeto
MUK—b, W/—Vai \z— @b

Jezeli wiec vO jest predkoscig poczatku uktadu ruchomego, to
VW—\a

Zatem: jezeli uklad porusza sie ruchem postepowym, to predkos¢
unoszenia jest dla wszystkich punktéw ta sama i réwna sie predkosci
poczatku uktadu.

Uwaga. O punkcie A moéwimy, ze wykonywa dwa ruchy
réwnoczesnie: jeden z predkoscig wzgledng, a drugi z predkoscig
unoszenia. Ruch wzgledem uktadu statego nazywamy ruchem ztozo-
nym z obu ruchéw skitadowych albo ich ruchem wypadkowym.

Predko$¢ ruchu wypadkowego jest wiec sumg predkosci ru-
chow skiadowych. Aby predkos¢ ruchu wypadkowego byta okre-
Slona, wystarczy podac¢ predkos¢ ruchow sktadowych; nie potrzeba
przy tym podawac, ktéra z predkosci jest wzgledna, a ktéra jest
predkoscig unoszenia.

Przyktad 1. Pocigg porusza sie z predkoscig m; po podtodze
wagonu toczy sie punkt A z predkoscig v wzgledem podiogi. Jaka
jest predkos$¢ punktu A wzgledem ziemi?
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Przyjmijmy, ze osie uktadu (x,y, z) zwigzane sa z ziemia, za$ osie
y, t z wagonem (rys.!l).
Predkoscig unoszenia pun- n
ktu A jest wiec u. Taka
bowiem predkos¢ miatby
punkt A wzgledem ziemi,
gdyby byt w spoczynku
wzgledem wagonu. Pred-
kos¢ wzgledna punktu A
niechaj wynosi v. Zatem
jego predkos¢ bezwzgledna vb(t. j. predkos¢ wzgledem ziemi) wyniesie

Vb =U + V.

Przyktad 2. Walec obraca sie okoto osi z predkoscig katowa ot.
Punkt A porusza sie po tworzgcej walca z predkoscig v (wzgledem
tworzgcej). Jaka jest predkos¢ bezwzgledna punktu Al

Predkos$¢ wzgledna wynosi v. Aby wyznaczyé predkos¢ uno-
szenia, zauwazmy, ze gdyby punkt A byt z walcem zwigzany, wow-
czas poruszatby sie po kole K z predkoscig katowg (0 (rys. 2). Jezeli
wiec r oznacza promien podstawy walca, to predkos$¢ unoszenia m
jest styczna do kota K i \u\=ru>. Predkos$¢ bezwzgledna i;* wynosi
zatem vb—v-{-u, a poniewaz v \u, wiec

1Vb \= — v=M w=]m].

jl14. Zwiazki miedzy przyspieszeniami. Zajmiemy sie
teraz zwigzkami zachodzgacymi miedzy przy$pieszeniami punktu
wzgledem roéznych uktadéw. Przyjmijmy, ze mamy dwa uktady:
staty (x,y,z) i ruchomy (f, rj.e).

Przys$pieszenie punktu A wzgledem ukiadu statego nazywamy
przyspieszeniem, bezwzglednym ph.

Przys$pieszenie punktu wzgledem uktadu ruchomego nazywamy
przys$pieszeniem wzglednym pw

Przyspieszenie, jakie by punkt A posiadat (wzgledem ukiadu
statego), gdyby z ukladem ruchomym byt zwigzany sztywnie, na-
zywamy przy$pieszeniem unoszenia pu.

Mozemy réwniez powiedzie¢, ze przy$pieszeniem unoszenia na-
zywamy przyspieszenie takiego punktu zwigzanego z ukiadem ru-
chomym, ktéry w danei chwili pokrywa sie z punktem A.
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Jezeli np. po korytarzu wagonu biegnie podrézny i za uktad staty obie-
rzemy uktad zwigzany z ziemia, za ruchomy za§ — zwigzany z wagonem, to:
przyspieszeniem bezwglednym podréznego bedzie przyspieszenie, jakie zaobser-
wuje cztowiek stojacy przy torze, przys$pieszeniem wzglednym bedzie przyspie-
szenie, jakie zauwazag podrézni jadacy tym wagonem, wreszcie przys$pieszeniem
unoszenia bedzie przyspieszenie wzgledem ziemi tego punktu podtogi, ktérego
w danej chwili dotyka biegnacy podroézny.

Oznaczmy przez x,y,z wspotrzedne punktu A wzgledem uktadu
statego, zas przez £,y. C wzgledem uktadu ruchomego.
Rzuty przy$pieszenia bezwzglednego pb na osie x,y,z sa:

| = = = -

M pR= X, Pby Y, Ph =z
Rzuty przyspieszenia wzglednego pw na osie sa:

(2 p =£ p —in p =£.

Utworzmy rzuty wektora pwna osie uktadu statego. Otrzymamy

3) pw = f cos«! + ijcosa2+ ;cosa3 it d.

Na mocy (I), str. 54, mamy
4) x= X0+ f008«!+ i?cos«2+ £c0s«3 it d

Przyspieszenie unoszenia otrzymamy, zaktadajac, ze punkt A
jest sztywnie zwigzany z uktadem ruchomym, czyli ze f,y, Qsa
stale, a wiec ze pochodne f, r],£, f, ¥, £ sg rowne zeru.

Rzuty wektora pa na osie x,y,z otrzymamy, ro6zniczkujac

dwukrotnie réwnanie (4) przy zatozeniu, ze f,tj,£ sg statymi:
d2cosax _ dzcosa2 ~d*cosnr3 it d
(5) Pux= Xa+ dt2 * Mo Ne ~ Hta

Jezeli %, a2 ... sg state, to pu =x0.

A wiec: jezeli uklad porusza sie ruehem postepowym, to przy-
$pieszenie unoszenia jest dla wszystkich punktéw réwne przy$pieszeniu
poczatku ukiadu.

Zrozniczkujmy dwukrotnie réwnanie (4). Otrzymamy

, _d2cosa, d2cosa2 , yd2cos«3 ,
*=*e + s~w N +1-a?- +F-*r- +

(6) + icosal + ijco.sa2 + fcos«3 +
.f7cosa2 j.dcosa3 .
nt dt é- dt l) it d
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Wedle (3) i (5) wyrazenia w pierwszym i w drugim wierszu
oznaczajg rzuty pui pwna osie X,y,zZ.

Oznaczmy przez pc wektor, ktérego rzuty na osie X,y,z wy-
razajg sie wzorami

¢dcoset!  mdcosa« , ¢dcosao\

(7) PC,:Z(* dt i-dr-+is ”~ 1 it d.

Wektor pc nazywamy przyspieszeniem Coriolisa.

Wzor (6) na mocy (1), (3), (5) i (7) mozemy napisa¢ w po-
staci Pb=Pux+Pwx+Pcx- Podobnie otrzymamy PHTPUg+Pw +PcK
i Voz= pMi+pW+ pc . Mozemy wiec napisaé

M Vb= PU+ PW+ PG

A wiec: przyspieszenie bezwzgledne réwna sie sumie przyspieszen:
unoszenia, wzglednego i Coriolisa.

Przyspieszenie Coriolisa. Aby uzmystowi¢ sobie znaczenie
przyspieszenia Coriolisa, wykreslmy z poczatku M ukiadu ruchomego
wektor predkosci wzglednej M B=vw Wspo6trzedne punktu B wzgle-
dem uktadu (f, nj,f) wynoszg wvu™vw™ czyli f, j,£. Wyobrazmy
sobie, ze punkt B jest sztywnie zwigzany z uktadem (£»?,£), Pred-
ko$¢ u punktu B wzgledem uktadu statego (x,y,z) rowna sie zatem
jego predkosci unoszenia (bo jego predkos¢ wzgledna jest zerem).
Piszac i, rj,t zamiast f,y, £ otrzymamy wiec na mocy (5), str. 58:

, -dcosa, , .dcosa, , ;dcosa, .
o . . . it. d.
E=Xx°+e-dir+,i-dr"+c-dr-

Poréwnujac ze wzorem (7), otrzymamy:

«,=* +{P<v "B= io+ tPcf «* = *«+ *P<v

Jezeli wiec przez vOoznaczymy predkos$¢ poczatku ukiadu ru-
chomego, to u=v0+ '+FC zatem

(1 pc=r2(u— v0).

Réznica u—«, jest to predkos¢ punktu B wzgledem poczatku M
uktadu ruchomego (f,y, f) (por. § 14, str. 65, (I)).
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A wiec: aby otrzymac przyspieszenie Coriolisa, wykreslamy z po-
czatku ukladu ruchomego wektor predkosci wzglednej vw i wyobrazamy
sobie, ze wektor ten jest zwigzany sztywnie z ukitadem ruchomym.

Przyspieszenie Coriolisa réwna sie podwojonej predkosci korica
wektora vw wzgledem jego poczatku.

Wynika stad, ze przys$pieszenie Coriolisa jest zerem, jezeli pred-
kos¢ wzgledna jest zerem lub jezeli uklad ruchomy porusza sie ruchem
postepowym.

W tych bowiem przypadkach poczatek i koniec wektora vw
ma te samg predkos¢. Mozna to réwniez tatwo odczytac ze wzoru (7),
ktadac £= 0, rj=0, f=0 lub ax const., a2=const., a3=const. it. d.

Niech ukiad (£,y,t) obraca sie okoto pew-
nej osi | z predkoscig katowa d> Zachowujac
poprzednie znakowanie i obierajac dowolny
punkt O na osi I, otrzymamy

u= OB X co, vg—OM X co.

Zatem pc—2(u —v0)= 2(OB — OM) x oo
Lecz OB—OM= w A wiec

(rn Pc=2/~ x "
Widzimy wiec, ze przys$pieszenie Coriolisa réwna sie podwojonemu
iloczynowi wektorowemu wektora predkosci wzglednej i predkosci katowej.

Przyspieszenie Coriolisa jest tedy prostopadie do osi obrotu
i predkosci wzglednej i wynosi

|pcl=2H KJsine
gdzie a jest katem miedzy osig obrotu a predkoscig wzgledng. Wynika
stad, ze przyspieszenie Coriolisa jest zerem (poza tym, gdy w=0),
wowczas gdy a=0, t. j. gdy wektor vw jest réwnolegty do co.

Wykazemy pézniej (w rozdziale VII), ze w kazdej chwili
predkosci punktéw zwigzanych sztywnie z ukladem ruchomym
(1. ). £ sa takie, jak gdyby ukitad wykonywat dwa ruchy réwno-
czesnie: jeden ruch postepowy z predkoscia poczgtku ukiadu,
a drugi obrotowy okoto pewnej osi, przechodzgcej przez poczatek
uktadu, z predkoscig katowg w.

Te 0$ obrotu nazywamy osig chwilowego obrotu; m nazywamy
chwilowa predkoscig katowa.
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W kazdym momencie czasu moze by¢ inna o0$ chwilowego
obrotu i inne w. A wiec, oznaczajac przez vO
predkos¢ poczatku ukitadu M, otrzymamy na
predkos¢ unoszenia wu punktu A wzor

w= « + MA X 0).

Jezeli wiec przez B oznaczymy Kkoniec
wektora predkosci wzglednej wykreslonej z po-
czatku uktadu, za$ przez u (jak poprzednio)
predkosé¢ unoszenia punktu B, to, u= t0O-- MB x w= vO+ vwX w,
skad na mocy (Il), str. 61

(V) pc=2vwxm.,

Wzér (1V) przedstawia przyspieszenie Coriolisa w przypadku
ogélnym.

Przyspieszenie Coriolisa jest wiec zerem: 1° gdy w=0, (t.j. gdy
uktad porusza sie ruchem postepowym), 2° gdy w=0, 3° gdy a\vw.

Przyktad 1. Pocigg porusza po torze prostolinijnym z przy-
Spieszeniem p. Po podiodze wagonu porusza sie punkt z przyspie-
szeniem a wzgledem wagonu. Wyznaczy¢ przyspieszenie punktu
wzgledem ziemi.

Przys$pieszenie wzgledne jest pw=d, przyspieszenie unoszenia
pu—p. Poniewaz ukiad odniesienia zwigzany z wagonem porusza
sie ruchem postepowym, wiec przyspieszenie Coriolisa pc—0. Zatem
przys$pieszenie bezwzgledne (t. j. przyspieszenie wzgledem ziemi)
wynosi

pb=a+p.

Przyktad 2. Walec o promieniu r obraca sie okoto osi z pred-
koscig katowag w. Po tworzacej walca porusza sie punkt A z pred-
koscig stalg v wzgledem tworzacej. Wyznaczy¢ przyspieszenie pun-
ktu A wzgledem ukiadu statego.

Obierzmy uktad ruchomy zwigzany z walcem, przyjmujac o0$
walca za o$ f. Gdyby punkt A byt sztywnie zwigzany z ukladem
(f,.j7, ), woéwczas posuwatby sie po kole K z predkoscig katowa co.
Przyspieszenie unoszenia pu jest wiec skierowane ku $rodkowi kola K
i |pj=ra>2 Przyspieszenie wzgledne pw—O0, wedle zatozenia. Po-
niewaz predkos¢ wzgledna vw=v jest réwnolegta do osi obrotu, wiec
przyspieszenie Coriolisa pc= 0. Zatem

V,= Pr
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Przyktad <{ Plaszczyzna pozioma obraca sie z predkoscig
katowa ot okoto osi pionowej. Po ptaszczyznie porusza sie punkt A,
majacy w pewnej chwili wzgledem ptaszczyzny predkosé vw i przy-
Spieszenie p . Wyznaczy¢ przyspieszenie wzgledem ukiadu statego
w owej chwili.

Oznaczmy przez O punkt przebicia osi obrotu z ptaszczyzng
ruchoma. Gdyby punkt A byt z ptasz-
czyzng ruchomg zwigzany, woéwczas
posuwatby sie po kole o $rodku O
i promieniu OA =r z predkoscig
katowa ot. Zatem przysSpieszenie
unoszenia pu skierowane jest do
punktu O i |pj — rot2

Aby wyznaczy¢ przyspieszenie Coriolisa p(., obierzmy punkt 0
za poczatek ukitadu ruchomego, zwigzanego z ptaszczyzng ruchomag
i wykreslmy z punktu O wektor OB=v,,. Poniewaz predkos¢ punktu O
jest zerem, wiec \pc réwna sie predkosci punktu B. Zatem pc \vm
i \RO\=20B ft>=2]»J ot.

To samo oczywiscie otrzymaliby$Smy, opierajgc sie na wzorze
pc—2vwxoj i na tym, ze wektor predkosci katowej w ma kierunek
osi obrotu, jest wiec do ptaszczyzny ruchomej prostopadty.

Przy$pieszenie bezwzgledne otrzymamy, dodajgc do siebie
wektory pw, pu i pc.

Przyktad 4. Kula o. promieniu r obraca sie dokota statej osi
ze stalg predkoscig katowg w. Po wielkim kole, przechodzgcym
przez o$ obrotu, porusza sie punkt P ze stalg predkoscig c¢c. Wy-
znaczy¢ predkosé i przyspieszenie tego punktu wzgledem ukiadu
statego {x,y,z).

Niech i, rj, C oznacza ukiad ru-
chomy, ktorego o$ f jest ta sama co
dla uktadu statego, za$ ptaszczyzna fi
jest ptaszczyzng potudnika, po ktérym
porusza sie punkt P. Uklad ten obraca
sie wraz z kulg dokota osi z ze stalg
predkoscig katowg o> (ktérg na rysunku
przedstawia wektor narysowany naosi z).
Predkos¢ punktu P wzgledem ukiadu ruchomego, t.j. predkosc
wzgledna v, jest wektorem o dtugosci c,_stycznym do potudnika (po
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-ktorym porusza sie P). Predkos$¢ unoszenia va réwna sie predkosci
punktu réwnoleznika przechodzacego przez P. Poniewaz punkt ten
porusza sie po kole o promieniu g=rcosgj, gdzie < oznacza sze-
rokos¢ geograficzng tego réwnoleznika (t. j. kat zawarty miedzy
promieniem OP a ptaszczyzng réwnika), wiec predkos¢ vujest styczna
do réwnoleznika i wynosi ga>=r mcos <o Predkosci vw i vu sg do sie-
bie prostopadte, zatem = 2+ ro2cos2< Predkos¢ bezwzgledna ii*

tworzy z potudnikami kat 0 okreslony wzorem tg6=-M r=— cos®.

\v vy Cc

Poniewaz punkt P porusza sie po potudniku ze statg predkoscig c,
wiec przyspieszenie wzgledne pw jest skierowane ku S$rodkowi
kuli i |pj= c*r. Podobnie, przyspieszenie unoszenia pu jest skie-
rowane ku S$rodkowi rdéwnoleznika (przechodzgcego przez P) i
IuE poo*= rw2cos €= Przyspieszenie Coriolisa pc—2vwxa) jest pro-
stopadte do mi vw, zatem jest prostopadie do ptaszczyzny potudnica
i ma ten sam zwrot co vu Poniewaz, jak tatwo widzie¢, kgt zawarty
miedzy w a vw wynosi n— 9 wiec \x\= 2 [vJ\W\sin 9= 2cwsin
Dodajgc wektory pw,pu i pc, otrzymamy przyspieszenie bez-
wzgledne pb.

15. Wyznaczanie ruchu wzglednego. Dotychczas zaj-
mowalismy sie wyznaczaniem ruchu wzgledem uktadu statego, majac
dany ruch wzgledem ukiadu ruchomego. Czesto spotykamy sie
z zagadnieniem odwrotnym, t. zn. mamy znalez¢ nich wzgledem
uktadu ruchomego, znajgc ten ruch wzgledem ukladu statego.

Ze wzorow (1), str. 58 i 61, otrzymujemy na predkos¢ wzgledng
i przy$pieszenie wzgledne:

(1) *oH ok x W=V b-V u-V c-

A wiec: predkos¢ tozgledng otrzymamy, dodajac do predkosci bez-
wzglednej predkos¢ unoszenia ze zwrotem przeciwnym. Przy$pieszenie
wzgledne otrzymamy, dodajac do przy$pieszenia bezwzglednego przy-
$pieszenie unoszenia i Coriolisa ze zwrotami przeciwnymi.

Buch wzgledem punktu. Niech punkty i A2 poruszajg
sie wzgledem pewnego uktadu statego (X, Yy, z) z predkosSciami vx i v2
Umiesémy w A2 poczatek ukitadu ruchomego (£, AN£) i zaldézmy,
ze uktad ten porusza sie ruchem postepowym.

Buch punktu A1l wzgledem uktadu (f, r], © nazywac bedziemy
ruchem wzglednym wzgledem punktu A2

S. Banach. Mechanika
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Taki ruch zauwazytby obserwator poruszajgcy sie ruchem po-
stepowym wraz z punktem A2

Oznaczmy przez B|2 predkos¢ punktu Alwzgledem punktu A2
t. zn. wzgledem uktadu (£, y, f). Poniewaz predkos¢ unoszenia réwna
sie predkosci v2 punktu A2 za$ predkos¢ bezwzgledna wynosi «j,
wiec Ww—W\2+c22d skad W2=vx—v2 lub
() «l2=" + (—wt).

Oznaczajac przez pt2 przyspieszenie punktu Ax wzgledem Ag
t. j. wzgledem uktadu (f,y, £), otrzymamy z uwagi na to, ze przy-
$pieszenie Coriolisa jest zerem, p{2—px—p2 lub

(1) Pi,2=Pi+(—P2)-

A wiec: predkos¢ (przyspieszenie) punktu Ax wzgledem At otrzy-
mamy, dodajac do predkosci (przyspieszenia) punktu Ax predkosé (przy-
$pieszenie) punktu A2 ze zwrotem przeciwnym.

Przyktad 1. Punkty Ax i A2 poruszajg sie odpowiednio po
osiach x i y ruchem jednostajnym z predkosciami cx i c2 Wyzna-
czy¢ predkos$¢ punktu Ax wzgledem A2

Szukana predkos¢ 2 jest roznicg predkosci punktu Ax
i punktu A2 A wiec »12="—v2 Rzuty predkosci ti2na osie x iy
wynoszg G i —c2 Zatem

LA ~\c\+El.

Przyktad it. Punkt Ax porusza sie po kole o promieniu r
ruchem jednostajnym, za$ punkt A2 porusza sie w ten sposdb, ze
znajduje sie zawsze na drugim koncu $rednicy przechodzacej przez Av
Wyznaczy¢ predkosé i przyspieszenie punktu Ax wzgledem A2

Oczywiscie predkosci i przyspieszenia obu punktdéw sg réwne
co do wartosci i majg zwroty przeciwne. Oznaczajgc przez vi p
predkosé i przyspieszenie punktu AIf otrzymamy

\2=2v—(—Vv)=2v i pU=;p—(—p)=2p.

Poniewaz [ti2]=const., wiec przy$pieszenie styczne ruchu wzgled-
nego jest zerem; zatem pi2 jest przyspieszeniem normalnym. Stad
\pl2\= M226—9\v2le, a poniewaz \J2\—2 A= 2\v2/r, wiec

4)Rg=2 W/r czyli g—2r.

A wiec ruch punktu Ax wzgledem A2 odbywa sie»po kole

0 Srodku A2 o promieniu 2r, z predkoscig dwa razy wieksza od
predkosci punktu A2
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Przyktad i. Po osi x porusza sie ciato A z predkoscig statg w,
wyrzucajgc co T sekund drobne ciatka, biegngce po osi x ruchem
jednostajnym z predkoscig c. Niechaj v oznacza czesto$¢ emisji
(t. j. ilos¢ ciatek wyrzucanych na sekunde,), zas A odlegto$¢ dwoch
po sobie wyrzuconych ciatek. Mamy oczywiscie v=I/T.

Poniewaz predkos¢ wzgledna ciatka wyrzuconego jest wzgledem A
c—u, wiec po czasie T odlegtos¢ ciatkaod A wynosi X—c—u)T. Zatem

(D) v= (c— w)/A

Przypus¢my teraz, ze po osi X porusza sie obserwator B z pred-
koscig statg v. Oznaczmy przez V' czestos¢ wzgledng emisji (t. j. ilos¢
ciatek na sekunde, napotykanych przez obserwatora), a przez T' czas

miedzy spotkaniami dwu kolejnych ciatek. Poniewaz predkosé ciatek
wzgledem B wynosi ¢c—v, wiec X=(c—Vv)T'. Zatem

(2) v'=(c-v)iX.

Na mocy (1) i (2) otrzymujemy
3) v'z v(c—v)/(c— u)—v (I— v/c) 1(1— u/c).

Zatozmy, ze predkos¢ e jest wielka w poréwnaniu z predko-
Sciami u i v.

Poniewaz dla matych x mamy 1j(1—x)=1+x, wiecnamocy (3)
jest Vv = v(l—vijc)(l +u/c)= v[l— (v— u)/c—wu/c?]. Opuszczajgc
ostatni wyraz w nawiasie jako bardzo maty w poréwnaniu z pozosta-
tymi, otrzymujemy w Kkoricu
(4) v'= v[l—(v— m)/d].

W szczeg6lnosci, jezeli w=0, dostaniemy

(5) v'=v (I—vijc).

Przyktad 4. W przestrzeni porusza sie r6j drobnych ciatek
z predkoscig statg v. Poprzez rdj porusza sie ciato A z predkoscig wu.
Predkos¢ wzgledna ciatek wzgledem A wynosi wiec w—v—w.
Oznaczmy przez w, v i u bezwzgledne wartosci tych predkosci,
przez p kat miedzy Si i, aprzez a kat miedzy w i U Z tréjkata
0o bokach S, —m w otrzymujemy

. u .
sin = ~ sina.
(61 v
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Podamy zastosowanie powyzszego wzoru.

Jako ukiad staly obierzmy uktad zwigzany ze

stornicem i gwiazdami statymi. Pewna gwiazda O

wysyta ku ziemi promienie Swiatlta biegngce

z predkoscig v (v=300.000 km/sek). Ziemia

porusza sie z predkoscig u (u= 30 km/sek). Pro-

mienie Swiatta majg wiec wzgledem ziemi pred-

kos¢ wzgledng w. Obserwator na ziemi, chcac

zobaczy¢ gwiazde O, musi ustawi¢ lunete w Kie-

runku predkosci wzglednej w. Bedzie wiec wi-

dziat O pozornie w miejscu O'. Kat ¢ wska-

zujacy odchylenie od prawdziwego kierunku, mozemy wyliczy¢ z (6).

Poniewaz v jest wielkie w poréwnaniu z u, wiec kat < jest
bardzo maly. Ze wzoru (6) otrzymamy

sina

SIn® 16000

Dla a=jr/2 (t.j. sina=Il) otrzymujemy dla kata < jako wartos¢
maksymalng <p=22".

Przyktad 5. Po okregu kota o srodku O poruszajg sie punkty

i A2 zpredkosciami kgtowymi wli co2 wzgledem pewnego ukiadu

statego. Obierzmy osie f, A uktadu ruchomego w ptaszczyznie kota,
przyjmujagc O za poczatek, zas prosta OA2 za o$ f.

Predkos¢ katowg punktu At wzgledem obranego ukiadu ru-
chomego nazywamy predkoscig katowa (wzgledna) punktu At wzgle-
dem punktu ;... oznaczamy jg przez o2

tatwo mozna okazaé, ze
) &12= &2

Przypusémy, ze punkty Ax i A2 poruszajg sie z predkosciami
katowymi statymi. Oznaczajac przez 2* T2 odpowiednio czasy obie-
gow punktéw AIlf A2 w ukiadzie statym, zas$ przez N> czas obiegu
punktu A-1 wzgledem A2 (t. j. czas obiegu punktu Ax w ukladzie ru-
chomym), otrzymamy: 2\= 2w/wl, T2= 2ti/w2 TI2= 2« wi?2
Zatem na mocy (7)

®) HTi,2=1TI—1/T2
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Czas obiegu duzej wskazowki na zegarku wynosi 27=1 godz,
matej T2=12godz. Ze wzoru (8) dostajemy: 1/Ti.->=1— skad
T\i= ff godz= 1godz 5 min 27 sek. Zatem wskazowki pokrywajg
sie co 1godz 5min 27 sek.

Podréznikowi odbywajacemu podr6z naokoto ziemi w kierunku
z zachodu na wschod wydaje sie, ze podr6z jego trwata n doéb, po-
niewaz w ciggu podrézy miat n dni i n nocy. Wréciwszy jednak
do miejsca, z ktorego podréz rozpoczat, stwierdza, ze podréz trwata
nie n, lecz n' dob. Jaki jest zwigzek miedzy n a n'l

Oznaczmy przez Tx okres podrozy, a przez T% czas pozornego
obiegu stonca naokoto ziemi. Zatem Tx=n' i Ta——1 (gdyz stonice
obraca sie pozornie dokota ziemi ze wschodu na zachod t. j. w Kie-
runku przeciwnym do kierunku podrézy). Podréznik przyjmowat
za dobe pozorng okres czasu miedzy jednym a drugim przejsciem
storica przez potudnik zmienny, na ktérym sie znajdowat. Poniewaz
w ciggu n dni pozornych byto n dni prawdziwych, wiec doba po-
zornawynosi n'jn prawdziwych. Stad T\2—n'/n. lia mocy wiec (8)

n/n'=1/n'-fl czyli n'=n—1.

Zatem prawdziwych dni uptyneto o 1 mniej niz pozornych.
Gdyby podréznik szedt ze wschodu na zachéd, to (jak tatwo
widzie6) prawdziwych dni uptynetoby o 1 wiecej niz pozornych.
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DYNAMIKA PUNKTU MATERIALNEGO

I. Dynamika punktu swobodnego

I 1. Podstawowe pojecia dynamiki. Przedmiotem badan
dynamiki jest ruch ciat pod wptywem sit, ktére ruch ten wywotuja.

W kinematyce wszystkie uktady odniesienia sg, jak juz wiemy,
rownouprawnione; jest rzecza obojetng, jak mierzymy czas (t. j. jakie
przedzialy czasu uwazamy za réwne). Prawa dynamiki natomiast,
wypowiedziane przez Newtona, wazne sg nie dla kazdego uktadu
odniesienia i nie dla kazdego pomiaru czasu.

Uktad inercjalny, czas bezwzgledny. Uklad odniesienia,
dla ktérego przy pewnym pomiarze czasu zachodzg prawa dynamiki
newtonowskiej, nazywamy ukiadem inercjalnym, odpowiedni za$ po-
miar czasu — pomiarem czasu absolutnego, a ruch ciata wzgledem
uktadu inercjalnego — ruchem absolutnym.

Scisle biorac, nie znamy dotychczas przyktadu ani ukfadu inercjalnego ani
czasu absolutnego. W wielkiej liczbie zagadnien mozemy jednak obra¢ takie
uktady odniesienia i takie metody mierzenia czasu, ze stosowanie praw dyna-
miki doprowadza do wynikéw do$¢ mato réznigcych sie od doswiadczenia, aby
btedy mozna byto praktycznie pominag.

Jezeli np. badamy ruch drobnych ciat w poblizu ziemi w krétkim prze-
ciggu czasu, to wyniki beda naog6t wystarczajgco doktadne, gdy za ukiad
inercjalny przyjmiemy ukiad odniesienia zwigzany z ziemia, za$ mierzenie czasu
absolutnego oprzemy na zatozeniu, ze ziemia wzgledem gwiazd statych obraca
sie okoto swej osi w réwnych czasach o réwne katy.

W innych jednak zagadnieniach (jak np. wahadto Foucaulta, giroskop,
ruch planet) stosowanie praw dynamiki do ukladu odniesienia zwigzanego z zie-
mig nie prowadzi juz do réwnie dobrych wynikéw. Znacznie lepsze wyniki otrzy-
mamy tu, przyjmujac za ukiad inercjalny uktad odniesienia, ktérego poczatek
znajduje sie w stoncu, osie za$ skierowane sg ku gwiazdom statym.

Précz poprzednio wspomnianego mierzenia czasu, opartego na jednostaj-
nosci ruchu obrotowego ziemi okoto swej osi, istniejg jeszcze inne metody mie-
rzenia czasu, ktére podaje astronomia.

W dynamice zaktadamy, ze dany mamy uklad inercjalny
i czas absolutny.
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Masa i sita. W dynamice wystepujg nowe pojecia, jak np.
masa i sita. Przyjmujemy, ze sg one czytelnikowi znane z fizyki
i nie bedziemy blizej wchodzili w ich okreslenia. Podamy tylko
te ich wilasnosci, jakie zaktadamy o nich w dynamice.

Masa ciata wyraza sig, liczbg dodatnig, zalezng od obioru je-
dnostki masy t.j. od obioru dowolnego ciata, ktérego mase ozna-
czamy liczbg 1.

Stosunek mas dwoch ciat nie zalezy od obioru jednostki.

Jezeli wiec przez ml i m2 oznaczymy masy dwdch ciat przy
pewnej jednostce, zas przez m\ i nli masy tych cial przy innej
jednostce, to

mljmi = wii/tno.

Niech np. masa pewnego ciata A wynosi m, jezeli za jednostke
obierzemy mase ciata B. Przyjmijmy ponadto, ze masa ciata A
wynosi m', ciata za§ B wynosi m", jezeli za jednostke obierzemy
mase innego ciata G. Stosunek mas ciat A i B wynosi zatem m[l,
gdy jednostka jest masa ciata B, za$ m"\m", gdy jednostkag jest
masa ciata C. Jest wiec na mocy zatozenia m/l= m'/m", skad

m'= mm".

Mozemy zatem, znajgc masy ciat przy pewnej jednostce, obli-
czyC¢ je przy innej jednostce.

Masa ciata jest niezalezna od czasu, t. zn. ze dane ciato ma w kaz-
dej chwili te samg mase.

Site uwazamy za wyznaczong, jezeli podana jest jej wielko$é
(warto$¢ bezwzgledna), kierunek, zwrot i punkt zaczepienia. Sife,
dziatajgcg na ciato, moze nam uzmystowi¢ nitka napieta lub spre-
zyna rozciggnieta, przyczepiona do ciala (p. rysunek).

Sity, ktérych wielkos¢ wyraza sie liczba O,
nagywamy silami zerowymi. Przy sitach zero-
wych nie rozrézniamy kierunku ani zwrotu.

Wielkos¢ sity niezerowej wyraza sie liczbg dodatnig, zalezng
od jednostki sity, t.j. od obioru dowolnej sity (niezerowej), ktorej

wielko$¢ oznaczamy liczbg 1.
Stosunek wielkosci dwoch sil (niezerowych) nie zalezy od obioru

jednostki.
Opierajac sie na tym, mozemy z wielkosSci sity przy pewnej
jednostce wyznaczy¢ jej wielko$¢ przy innej jednostce.
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Site, dziatajacg na ciato, przedstawiamy jako wektor. Obieramy
w tym celu dowolng jednostke diugosci i dowolng jednostke sity.
Site dang przedstawia wektor, ktorego diugos¢ wyraza sie tg samag
liczbg co wielkos¢ sity, zas poczatek, kierunek i zwrot sg te same,
co poczatek, kierunek i zwrot sity. Wektor majacy np. 5 jednostek
dtugosci przedstawia site majgca 5 jednostek sity. Site zerowa przed-
stawia wektor zerowy.

Dziatania na sitach okreslamy jako dziatania na wektorach,
ktére przedstawiajg te sity. Jezeli np. wektory Pt, Pz,..., P, przed-
stawiajg pewne sity, wowczas sumag tych. sit nazywamy site, ktérg
przedstawia wektor P—P ,+Pi+..4-P,,.

Momentem sity (przedstawionej przez wektor P) wzgledem
punktu 0 nazywamy moment wektora P wzgledem O.

Punkt materialny. W dynamice zajmiemy sie najpierw
ruchem punktéw, a nastepnie ruchem ciat. Podobnie jak w Kkine-
matyce, punkt bedziemy niekiedy uwazali za model ciata (np. w przy-
padku, gdy rozmiary ciata sg drobne w stosunku do toru).

Masg punktu nazywamy mase ciata.,, ktére dany punkt przed-
stawia; sam punkt nazywamy' woéwczas punktem materialnym.

Jezeli sita dziata na ciato, ktoérego obrazem jest punkt ma-
terialny A, woéwczas site te przedstawiamy w postaci wektora o po-
czatku w A.

Sita, dziatajgca na punkt materialny, moze sie¢ zmienia¢ w czasie
zaréwno co do wielkosci, jak co do Kierunku i zwrotu.

$ 2. Prawa dynamik! Newtona. Prawa dynamiki, wypo-
wiedziane przez Newtona, podajg zwigzki, jakie zachodzg w ruchu
absolutnym miedzy masg, przyspieszeniem i sitami, dziatajgcymi na
punkt materialny.

Prawa ruchu. Niech uktad odniesienia (x,y, z) bedzie uktadem
inercjalnym, za$ t niech oznacza czas absolutny. Przy tych zaloze-
niach prawa ruchu mozemy wypowiedzie¢ jak nastepuje:

l. Jezeli m oznacza mase punktu materialnego, p przyspieszeni
w chwili t, P sume sit dziatajgcych na punkt materialny w chwili t, to

(1) mp—KP,

gdzie K oznacza pewna liczbe (dodatnig), zalezng tylko od obioru
jednostek dtugosci, czasu, masy i sity (a wiec niezalezng od czasu,

masy i sity).



[§2] I. Dynamika punktu swobodnego. 73

Z réwnosci (1) wynika, ze
@) WH= AlP|.

Jezeli wiec ze wspomnianych jednostek trzy obierzemy do-
wolnie, to czwartg mozemy zawsze tak dobraé, by K —1. Obierzmy
np. dowolnie jednostki czasu, diugosci i masy, a za jednostke sity
obierzmy taka site, ktéra punktowi o masie 1 nadaje przyspieszenie 1.
Przy tych jednostkach dla m—1 i Pj=lI mamy j/>]=l, zatem ze
wzoru (2) otrzymamy A'=l. Zwigzek (1) przyjmie wtedy postac

) mp—P.

Na przyszto$¢ bedziemy stale zakiada¢, ze jednostki sg tak
dobrane, by K=1. Prawo Newtona bedziemy wiec zawsze przyj-
mowali w postaci (1).

Tworzgc rzuty na osie ukitadu otrzymamy na mocy (1):
(1 mpx= P x, mVu= P,r mp~Pt.

Réwnosci (1) i (I1) sg oczywiscie rdwnowazne.
Poniewaz p=dv/dt, zas m jest liczbg statg, wiec mp = d\mv)jdt.
Zatem zwigzek (1) mozemy napisa¢ réwniez w postaci

an d(mv)/dt=P.

Wektor mv nazywamy pedem (iloscig ruchu).

A wiec: pochodna pedu (wzgledem czasu) réwna si¢ sumie sit
dziatajacych na punkt materialny.

Niech na punkt materialny o masie m dziatajg sity, ktorych
suma P w pewnym okresie czasu stale jest zerem. Wtedy mp—O0,
wiec przyspieszenie p—O0, i punkt porusza sie wowczas ruchem
jednostajnym prostolinijnym (lub jest w spoczynku). Mamy wiec
nastepujace prawo, zwane prawem bezwladnosci Newtona:

1. Jezeli na punkt materialny w pewnym okresie czasu
taja sity o sumie 0, to punkt jest w spoczynku albo w ruchu jedno-
stajnym prostolinijnym.

Na odwrot, jezeli punkt jest w spoczynku lub w ruchu jedno-
stajnym prostolinijnym, to przyspieszenie p—O0, a poniewaz na
mocy prawa (l) jest mp—P, wiec suma sit dziatajacych P jest zerem.

dzia-
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Sity dzialajgce na punkt materialny pochodzg zazwyczaj z dzia-
tania innych punktéw materialnych na dany punkt. Dla sit tych
Newton podal prawo nastepujace, zwane prawem akcji i reakcji:

1. Jezeli punkt materialny A dziala na punkt materialny E
z pewng sita, to rowniez punkt B dziata wowczas na punkt A z silg
rowng co do wielkosci i kierunku, ale o zwrocie przeciwnym; sity
z jakimi punkty A i B dziatajga na siebie sg zawsze skierowane
wzdtuz prostej AB, taczacej te punkty.

Jezeli sita z jakg punkt A dziata na punkt B ma zwrot ku A
(a wiec sita, z jakg punkt B dziala na A, ma zwrot ku B), to mo-
wimy, ze punkty A i B przyciagajg sie; w przypadku przeciwnym
mowimy, ze punkty te sie odpychaja.

Réwnowaga punktu i sit. Jezeli punkt materialny jest
w spoczynku, to powiadamy, ze jest w rownowadze. O sitach
P\, Pi, ..., Pn moéwimy, ze sg w rdwnowadze lub ze sie réwnowaza,

jezeli ich suma jest zerem, t. zn. jezeli P\-\-P-i-\-...-{-P,,=0.

Jezeli wiec punkt materialny jest w rownowadze, to sity dzia-
tajgce na ten punkt réwniez sg w réwnowadze. Jezeli natomiast
sity dziatajgce na punkt materialny w pewnym okresie czasu sg
w rownowadze, to w tym okresie czasu przyspieszenie p= 0, za-
tem punkt jest badz w réwnowadze, badz w ruchu jednostajnym
prostolinijnym.

Sita bezwtadnosci. Zasada dAlemberta. Prawo (I) mo-
zemy napisa¢ réwniez w postaci
(1v) P+(—mp)=o0.

Wektor —mp o poczatku w punkcie m nazywamy sitg bez-
wiadnosci.

Nie nalezy sadzi¢, ze wektor — mp przedstawia sile dziatajaca
na punkt materialny m. Tylko dla wygody nazywamy ten wektor
sitg (bezwtadnosci). Na punkt m dziatajg tylko sity, ktdrych suma
wynosi P.

Zwigzek (1V) mozemy wypowiedzie¢ jak nastepuje:

Silty dziatajgce na punkt materialny sg w réwnowadze z sila
bezwtadnosci.

Powyzsze sformutlowanie jest réwnowazne | prawu Newtona
i nosi nazwe zasady dAlemberta. Zasada ta daje duze ustugi przy
badaniu ruchu punktéw t. zw. nieswobodnych.
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8§ 3. Uklady jednostek dynamicznych. Zasadniczymi
jednostkami, jakie przyjmujemy w dynamice, sg jednostki diugosci
czasu i masy. Przy pomocy tych jednostek okreslamy jednostke
sity. Za jednostke sity obieramy mianowicie site, ktéora masie 1 na-
daje przyspieszenie 1.

Uktad fizyczny cgs. Otéz za jednostke ditugosci przyjmuje
sie centymetr (cm), masy gram (g), za jednostke czasu sekunde (sek)
i sity dyne (dyn).

Pierwotnie metr (m=100 cm) miat przedstawia¢ jedna czter-
dziestomilionowg czes$¢ potudnika ziemskiego. Przy obliczeniach je-
dnak popetniono pewien niewielki blgd. Dzisiaj metr okreslamy
przy pomocy dtugosci wzorca przechowywanego w Paryzu. Podobnie
jednostka masy 1g miala by¢ pierwotnie masg 1cm3 wody che-
micznie czystej przy 4° C pod cisnieniem 760 mm rteci. Obecnie
jednak przyjmujemy za 1 kilogram (kg=1000 g) mase wzorca pla-
tynowego, przechowywanego w Paryzu.

Jednostke czasu 1 sek okreslamy z pomoca t. zw. Sredniej doby
stonecznej, ktérej wyznaczeniem zajmuje sie astronomia. Srednia
=doba stoneczna = 24 godzin (godz), godzina = 60 minut (min), mi-
nuta = 60 sek.

Jednostka sity 1 dyn jest sita, ktdra masie 1g nadaje przy-
spieszenie 1cm e=sek'2

Uktad zasadniczych jednostek (centymetr, gram, sekunda) na-
zywamy krotko ukladem fizycznym cgs.

Mierzenie mas i sit. Drobne ciata w poblizu ziemi, pusz-
czone swobodnie, spadajg ku ziemi pionowo ruchem jednostajnie
przyspieszonym (jezeli pominiemy opdr powietrza). PrzysSpieszenie
to (zwane ziemskim) jest w danym miejscu na ziemi dla wszyst-
kich ciat jednakowe, zmienia sie jednak wraz z szerokoscig geo-
graficzng. Oznacza sie je przez g. U nas przyspieszenie ziemskie
wynosi w przyblizeniu g=981 cm esek 2

Niechaj m oznacza mase drobnego ciata. Site skierowang pio-
nowo w dot, o wielkosci Q=mg, nazywamy ciezarem tego ciala.

Ciezar jest wiec proporcjonalny do masy ciata; ciata majgce
rowne ciezary (w tym samym miejscu na ziemi) maja réwne masy
i na odwrot.

Przy pomocy przyrzadu zwanego waga (ktérego zasade po-
znamy w rozdz. V1), mozemy poréwnywac ciezary dwoch ciat. Poniewaz
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z réwnosci ciezarow wynika rowno$é mas, wiec przy pomocy wagi
mozemy posrednio porownywaé masy ciat. Wynika stad, ze przy
pomocy wagi mozemy mierzy¢, t.j. wyznacza¢ masy ciat.

Sity mierzymy sposobem dynamicznym lub statycznym.

Spos6b dynamiczny opiera sie na | prawie Newtona (P=mp).
Ze wzoru tego mozemy wyznaczy¢ site P, gdy znamy mase ciata m
i przyspieszenie p, jakie mu sita P nadaje.

Spos6b statyczny opiera sie na tym, ze pod dziataniem sit
ciata zmieniaja swoj ksztalt (odksztatcaja sie). Ze znajomosci od-
ksztatcen mozemy w pewnych przypadkach wnioskowac¢ o wielkosci
sit, wywotujacych te odksztatcenia. Jezeli np. na sprezynke, zawie-
szong pionowo, dziata w dolnym jej koncu sita skierowana pionowo
w dot, wéwczas sprezynka sie wydtuza. Wydtuzenie jest (przy ma-
tych sitach) proporcjonalne do wielkosci sity dziatajgcej. Przyrzady
stuzace do statycznego mierzenia sit nazywamy dynamomctrami.

Uktad techniczny jednostek. W technice rozpowszech:
niony jest t. zw. ukiad techniczny jednostek. W uktadzie technicznym
przyjmuje sie za jednostki zasadnicze jednostki dtugosci, czasu i sity.
Jednostke diugosci jest 1 m, czasu 1sek, a sity 1 kilogram (kg).
Jest to ciezar 1dcm3 wody (w normalnych warunkach) pod 45°
szerokosSci geograficznej poinocnej (gdzie przysSpieszenie ziemskie
3=981 cm-sek” 2=9,81 m-sek”2).

Jezeli we wzorze A= mM\p\ potozymy P]= 1 i Y= 1, dosta-
niemy m=1. A zatem jednostkg masy bedzie masa, ktorej sita 1 kg
nadaje przy$pieszenie 1 m-sek”2

Niech m bedzie masag ciata, Q jego ciezarem (pod 45° szer.
geogr. pin.) i potézmy 3=9,81 m-sek“2 Zatem Q=mg, wiec

1) m=QIlg = QI9,81.

Ze wzoru powyzszego mozemy wyznaczy¢ mase ciata w je-
dnostkach uktadu technicznego, gdy znamy ciezar ciata. Poniewaz
ciezar 9,81 dcm3 wody (pod 45° szer. geogr. pin.) wynosi 9,81 kg,
wiec jednostke masy w ukiladzie technicznym przedstawia masa
9,81 dcm3 wody.

W uktadzie cgs masa 9,81 dcm3 wody wynosi 9,81 kg (masy) =
= 9810g (masy). Zatem:

(2) Jedn. masy w ukt. techn. = 9,81 kg (masy) = 9810 g (masy).

Aby znalez¢ zwiazek miedzy jednostka sity (kg) w ukiadzie
technicznym a jednostka sity (dyna) w ukladzie cgs, zauwazmy, ze
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1 decm3 wody (t. j. masa 1000 g) spada na ziemie pod wplywem swego
ciezaru 1kg z przyspieszeniem 981lcm-sek 2 Zatem 1Kkg(sity) =
= 1000-981 dyn, skad

3) 1 kg (sity) = 981.000 dyn.

Wymiary wielkos$ci dynamicznych. W dynamice wyste-
puja jeszcze inne wielkosci (np. praca, energia kinetyczna i t. p.), kto-
rych jednostki okresSlamy, podobnie jak jednostke sity, przy po-
mocy jednostek zasadniczych, t. j. dtugosci, masy i czasu. Podobnie
jak dla wielkosci kinematycznych (por. Eozdz. Il, § 11), mozna
wprowadzi¢ dla wielkosci dynamicznych pojecie wymiaru. Znajomo$¢
wymiaru danej wielkosci pozwala w tatwy sposéb wyznaczy¢ miare
tej wielkosci przy zmianie zasadniczych jednostek.

Przypusémy, ze obraliSmy dwa uktady jednostek dtugosci, masy
i czasu, ktore oznaczymy odpowiednio przez L, M, T i L’ M", T’
i ze miedzy tymi jednostkami zachodzg zwigzki

4) L = kL', M=nM", T= xT.

Niechaj miara jakiej$ wielkosci dynamicznej A wynosi a przy
jednostkach L, M, T, zas a' przy jednostkach L', M', T".
Jezeli mozna dobra¢ takie liczby a, /5y, zeby dla kazdych

dwoch ukladdéw jednostek L, M, T i L', M',T' speklniajacych
zwigzki (4) zachodzit zwigzek
(5) a'=a\af/ry,

to wymiarem wielkosci A nazywamy wyrazenie
(6) LaM?TY.

Wymiar wielkosci A oznaczamy przez [A], a jednostke wiel-
kosci A przy jednostkach L, M, T przedstawiamy symbolem LaM .

Wielkos¢ A wynosi zatem aL“M?liy przy jednostkach L, M, T,
za$ a'L'uM'"T'y przy jednostkach L', M'tT', skad

) aLaM? Ty= a'L'aM"?T'y-

Opierajac sie na wzorach (4) i rachujac formalnie, dostaniemy
aLuM9Ty= a().L")u (rT)y, skad
(8) aLaM?Tiy= (@A /r 7)L'aM'eT'y.

Ze wzoréw (7) i (8) otrzymujemy przez przyréwnanie wzor (5).
W ten sposéb przy pomocy rachunku formalnego mozemy, znajac
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wymiar wielkosci A, otrzymac jej miare przy zmianie jednostek
dtugosci, masy i czasu.

Czytelnik tatwo uogdlni twierdzenie podane na str. 51, ktore
daje duze ustugi przy wyznaczaniu wymiaru.

Przyktad 1. Sita o wielkosci (wartosci bezwzglednej) P, dzia-
tajac na punkt materialny o masie m, nadaje mu przy$pieszenie
0 wielkosci p. Zatem P —mp, skad [P]=[m]-[p]. Poniewaz [rri]=M
1[p]=LT~2 wiec

Q) [sita] = LM TT2

Jednostka sity w ukladzie cg8 jest dyna. Zatem

() dyn = cm =g =sek-2.

Przyktad ii. Site o wielkosci 6 m kg min-2 przedstawi¢ w ukia-
dzie cgs.

Mamy

6 m <kg mmin-2= 6 (100 cm) «(1000 g) =(60 sek) 2—
= (6 =100 <1000 =60-2) =(cm g sek-2) = 1662/sdyn.

8 4. RoOwnania ruchu. Jednym z gtdbwnych zagadnien dy-
namiki jest wyznaczenie ruchu punktu materialnego, gdy dana jest
masa m tego punktu i sita P, dziatajgca na ten punkt. W najprostszym
przypadku sita P moze by¢ podana, jako funkcja czasu, t. zn. ze
dane sg funkcje:

a) Px=p(t), pt= Pz="P(t),

okreslajgce w kazdej chwili t (pewnego okresu czasu) rzuty sity P
na osie ukiadu.

Spotykamy sie jednak z przypadkami bardziej skomplikowa-
nymi. Zdarzy¢ sie moze, ze jaki$s obszar D ma te wihasnos¢, ze na
dany punkt materialny, umieszczony gdziekolwiek w obszarze D,
dziata pewna sita P.

Jezeli sita P zalezy tylko od potozenia punktu, a nie zalezy
od niczego wiecej (np. predkosci), to obszar D nazywamy polem sil.

Przyktadem pola sil jest pole grawitacyjne ziemskie: na dany bowiem
punkt materialny umieszczony w poblizu ziemi, dziata sita ciezkosci zalezna tylko
od potozenia tego punktu (a niezalezna od predkosci).
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W polu sit jest wiec sita P funkcjg wspoétrzednych x,y, z da-
nego punktu. Pole jest okre$lone, jezeli sg dane funkcje:

2 Px= F(x,y,z), Pu=0(x,y,z), Pz=P(x,y,z),

wyznaczajgce w kazdym punkcie pola rzuty sity P. Jezeli wiec ba-
damy ruch punktu w polu sit, to mamy do czynienia z silg, ktéra
zalezy od potozenia punktu.

Jezeli punkt materialny porusza sie w pewnym osrodku (np.
w powietrzu), wéwczas na punkt materialny oprécz innych sit dziata
réwniez sita oporu, jaki osrodek przeciwstawia ruchowi. Sita ta za-
lezy miedzy innymi od predkosci punktu materialnego. W tym
przypadku mamy wiec site zalezng réwniez od predkosci punktu.

W najogdlniejszym przypadku przyjmowac bedziemy, ze sita P za-
lezy od czasu, potozenia i predkosci punktu. Zaktada¢ wiec bedziemy,
ze sita P dzialajgca na punkt materialny okreslona jest funkcjami:

3) Px=F(x,y,z,x,y,z,t), Py=0(x,y,z,x,y,z,t), PxP(x,y,z,x,y,z,t),

ktérych wartoSciami sa rzuty tej sity, zalezne od wspétrzednych
potozenia punktu (x,y, z) i jego predkosci x,y,z, oraz od czasu t.

O funkcjach (3) zaktadamy zazwyczaj, ze sg ciagle i maja po-
chodne czastkowe ciggte w pewnym obszarze zmiennych Xx,y,z X, Y,z t.

Oczywiscie, ze w poszczegélnych zagadnieniach sita P nie musi
zaleze¢ od wszystkich zmiennych X, vy, ..., t, lecz od niektérych moze
by¢ niezalezna.

Teoretycznie jest do pomys$lenia, ze sita P moze zaleze¢ od
wyzszych pochodnych (np. od drugich, trzecich, it. d.) zmiennych
X, Y, z. Z przypadkami takimi nie spotykamy sie jednak w zagad-
nieniach praktycznych i nie bedziemy ich tu rozwazac.

Niechaj ruch punktu materialnego dany bedzie przez funkcje:
(4) «=/(<), z — y>(b).

Na mocy roéwnosci (11), str. 73, otrzymujemy:
n mx —PXx, my =P, mz—Pz.

Jezeli zatozymy, ze PXP,,PZ sg funkcjami ksztattu (3), row-
nania (1) przyjma postac

mx =F (X, VY, z, X, Y, z, 1),
(1)) my =0(x, VY, z, X, y,Z,t),
mz = P(X,Y, z XY, Z t).
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Powyzsze réwnania przedstawiajg uktad réwnan rozniczkowych
rzedu drugiego, przyczem szukanymi funkcjami sg funkcje (4).

Przypusémy, ze badamy ruch w otoczeniu pewnej chwili t0.
Zatézmy, ze w chwili tO punkt miat wspdtrzedne x0,y0 z0, za$ pred-
kos¢ jego miata rzuty x0, y0, z0. Zatézmy nadto, ze funkcje (3) sa
funkcjami ciggtymi, posiadajgcymi ciggte pochodne czgstkowe w oto-
czeniu wartosci #0,y0, z0, i 0, y0, z0,

Z teorii rownan rozniczkowych wiadomo, ze przy powyzszych
zatozeniach istnieje jeden i tylko jeden ukiad funkcyj (4) ciggtych
wraz z pierwszymi i drugimi pochodnymi w otoczeni»! chwili t0,
spetniajgcych réownania (11) oraz zwigzki:

(5) f("o)= xw (f(to)==yoy ¥(™0)==20i / ¥(to)~yoi vy, (io)~*o-

Uktad ten, jako jedyny ukiad funkcyj (4) czynigcy zadosé
wszystkim zgdanym warunkom, wyznacza wiec ruch punktu ma-
terialnego, majacego w chwili fO wspotrzedne x0 yQz0 i predkosc
o rzutach x0, y0, z0.

Widzimy stad, ze ruch punktu jest w zupetnosci wyznaczony
przez podanie masy punktu, sit dziatajacych na niego i t. zw. warunkéw
poczatkowych (t. j. jego potozenia i predkosci w chwili poczgtkowej <0).

Réwnania (11) noszg nazwe réwnan ruchu Newtona.

Przyktad. Sita zalezna tylko od czasu. Niech sita P

zalezy tylko od czasu i dana bedzie przez funkcje (1). Roéwna,nia
ruchu (11) bedg wiec mialy postac:

mx —F(t), my = 0(t), mz = *P(t).
Dzielgc przez m i catkujac obustronnie, otrzymamy dla i,=0:
t t i
x== | F(t)dt+ el y= = J<P(t)dt + cv z=yj V(t)dt+ c3
0 0 0

Przyjmijmy, ze dla t—0 mamy x—x0, y=y0 z=z0 (warunki
poczatkowe). Podstawiajgc w powyzszych réwnaniach i=0, dosta-
niemy ¢1—x0, ¢c2=y0 ¢3=z0. Zatem:

(6) x=F1t)+x0 y= #1(«)+ 20> i='PI(t) + &
t
gdzie 2N(<= — f F(t)dt i t. d. Catkujgc réwnania (6), otrzymamy:
g
0
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/ i t
(7) x=jF wt)dt+xJI+c\, y=f0I(t)at+yj+ci, z=ja'1(t)dt+z,+c*.
u b 0
Przyjmijmy teraz, ze dla t=0 jest x=x0, y—y0, z—z0. Zatem
z réwnan (7), kladac (=0, dostaniemy c',—x0, ci—y0, ci—z0. A wiec

(8) x=Ft(t)+ZJ + x0, y= ®2(<)+yJ-\-y0, 2= ¥**(*)-Mo*+ «er
t
gdzie f 2t)= 1 F~tydt it. d. Z rownan (8) wynika, ze ruch bedzie
0
okreslony, jezeli w chwili poczgtkowej 1=0 podamy potozenie punktu

(t. j. x0,y0, z0) i predkos¢ poczatkowg (t.j. xmyo, z0).

Ub5. Ruch pod wpltywem sity ciezkosci. Niech na punkt
materialny o masie m dziata sita P stata co do wielkosci, kierunku
i zwrotu.

Z tym przypadkiem mamy do czynienia, badajac ruch drobnych ciat
w poblizu ziemi i przyjmujac za ukiad inercjalny ukitad zwigzany z ziemig. Je-
zeli pominiemy op6r powietrza, to na ciato wyrzucone dziata¢ bedzie tylko sita
ciezkosci, ktéra na malej przestrzeni uwaza¢ mozemy za stala.

Niech P oznacza site ciezkosci. Zatem \P\=mg (g przyspie-
szenie ziemskie). Obierzmy uktad (x,y,z) w ten sposéb, by 0$ z byta
zwrécona pionowo ku gorze. Zatem:

Px=0, Py=0, Pr= — mg.
Edéwnania ruchu Newtona (str. 79, wzory (l11)) przyjma wiec
postaé: mx=0, my—0, mz= —mg czyli:
1) X = 0, y =0, = —a0.

Catkujac powyzsze rdwnania, otrzymamy:

(2) ¢ = Ci, y = c2 72— — gt+ c3.
Catkujac jeszcze raz, dostaniemy:

@3) X =o0it+ ci, y=cj + ei, z -~Mgfi.+ ej + ¢

Liczby a, €2 €3 c[, ci, ¢3 0znaczaja state catkowania, ktére wy-
znaczymy, znajac warunki poczgtkowe, t.j. wspotrzedne xo0, yo0, sQ
i rzuty x0 yo,z0 predkosci vO punktu ruchomego w chwili poczatko-
wej i0. Bez szkody dla ogdlnosci mozemy zatozyé, ze ¥0=0; ponadto
(dobierajgc odpowiednio ukiad wspdétrzednych) mozemy przyjaé, ze
w chwili <,,=0 punkt znajdowat sie w poczatku uktadu, zas$ predkos¢ w,
lezata w ptaszczyznie pionowej zx.
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Zaktadamy wiec, ie dla t= 0 jest a0=0, //,=0, z0=0 i y0= 0.
Wstawiajac t=0 w rdéwnania (2) i (3), otrzymamy:
ct= sy 'e=//,=(», «3=2,,; c,WO0=0, e€=y0=0, c;=20-=0.
Réwnania (2) i (3) przyjmujg wiec postac:
2" (=70, (/1=0, z=—gt+ 20,
3" x=xQ& y==0, ¢(=—igt--rile

Poniewaz jest stale y= 0, wiec ruch odbywa sie w ptaszczyznie
pionowej zx.

Rozpatrzymy dwa przypadki: t. zw. rzut pionowy i rzut ukosny.

Rzut pionowy. Zatozmy, ze w chwili i=() predkos¢ rO miata
kierunek pionowy (lub byla zerem), a wiec ze i#=0. Kiladgc z=v
i 20=r0 otrzymamy z (2" i (3"):

4) (+=9, >j=0, j?=0, y=0,
(5) r= —gt+ v0, z=—\gti-\-olt.

Poniewaz jest stale x= 0 i //=(), wiec punkt porusza sie po osi z
t. j. po pionie. Mamy nadto v=p——ag.

A wiec: jezeli predkos$¢ poczatkowa ma kierunek pionowy (lub
jest zerem), wowczas punkt pod wpltywem sity ciezkosSci porusza sie
ruchem jednostajnie przy$pieszonym po pionie.

Przyjmijmy, ze r0>0, t.j. ze w chwili poczgtkowej predkos¢
miata zwrot ku gorze (np. ze wyrzuciliSmy punkt pionowo w gore
z predkoscig c0). Oznaczmy przez li wysokos¢ rzutu, t. j. wzniesienie

maksymalne, jakie punkt osiagnie. Aby otrzymac li, nalezy obli-
czy¢ maksimum funkcji 2= —\gt3+ e Dostaniemy
(0) h=r(J2g w chwili t™ejg.

Rzut ukosny. Zatézmy, ze predkos¢ fO(™ < tworzy z osig x
kat «4= + /- Kltadgc rO= eu dostaniemy ,F,=r0Ocos «, z0=POsina.
Na mocy wiec (2" i (3):

7 .6=r0cos u, y=0, i= —gt+ rOsina
(8) x=v@&cos«, 1= (), = — lgil-~\rusina

Poniewaz cos a” 0 i rO==0, wiec na mocy pierwszego z row-

nan (8) t=xjv0cos a, skad

© 2= tge.

Réwnanie powyzsze jest réwnaniem paraboli.
A wiec: punkt w rzucie uko$nym porusza sie po paraboli.
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Parabola ta przecina 0$ x w punktach O i D. Dtugos$¢ odcinka
OD=d nazywamy odlegtoscig rzutu.

Aby wyliczy¢ d, podstawiamy z—0 w (9).
Otrzymamy

(10) d= o sin 2a.

A wiec: maksymalna odlegto$¢ rzutu przy danej predkosci po-
czatkowej VO wypada dla kata a-nj 4= 45°.

Aby otrzyma¢ wysokos$¢ rzutu h, nalezy obliczy¢ maximum
funkcji (9). Dostaniemy

(12) h=vlsin2a/2g dla x—Asin2a/2g.

8§ 6. Ruch w o$rodku stawiajgcym opdér. Punkt ma-
terialny, poruszajacy sie. w osrodku takim jak np. powietrze, napo-
tyka na opér. Doswiadczenie okazuje, ze opOr powietrza daje sie
wyrazi¢ przez site zalezng tylko od predkosci punktu (przy ciatach
opoOr zalezy jeszcze od ksztattu ciata). Op6r ma kierunek predkosci,
ale zwrot przeciwny. Wielko$¢ oporu zalezy od wielkosci predkosci,
a nie zalezy od jej kierunku. Oznaczmy wielko$¢ oporu przez T/
a wielkos¢ predkosci przez v. Mozemy wiec napisaé

r=f(v).

Funkcja / jest rosngca, przyczem /(0)= 0. Dla predkosci mniej-
szych od predkosci gtosu (wynoszacej w powietrzu 333 m/sek) mo-
zemy z duzg dokladnoscig przyjac, ze

[¢) r=No,

gdzie A jest wspdiczynnikiem zaleznym od temperatury i gestosci
powietrza.

Rzut pionowy. Rozpatrzymy przypadek spadania punktu.
Zat6zmy, ze punkt spada po osi z, ktérej nadajmy zwrot pionowo
w dét. Zatem wspotrzedna predkosci z—v >0. Opor jest skierowany
ku goérze, wiec rzut jego na o$ z jest ujemny. Przyjmujac, ze wielko$é
oporu wyraza sie wzorem (1), otrzymujemy, kiadgc X=km:

(2) mz —m Y= m9— Em?/z
dv

Stad g— kv2

dt, a wiec

(3)
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Kladac «<*,= dostaniemy

dv I f dv I . G@oo+® .
kj vi—vl~ 2TcoJd°g Voo—oO '
gdzie c jest statg catkowania. Na mocy wiec (3)

1 . Voo -\-V ¢
e=t.
W 2kVoo g Veo—V

Zatozmy, ze w chwili poczatkowej 1=0 predkos¢wynosita t;=0.
Podstawiajagc r=0 i 1=0 we wzorze (4), dostaniemy c=0. Zatem

e2”co' _ | 1 2 \

(%) v .
GEeS+ i en-t+1Ir

“

Ze wzoru (5) wynika, ze stale v<vaa

A WieC: predkos$¢ punktu spadajacego pionowo w osrodku stawia-
jacym opo6r nie wzrasta nieograniczenie, lecz jest stale mniejsza od
predkosci granicznej tw,

Po pewnym czasie predkos¢ v mato sie rézni od i punkt
spada ruchem prawie jednostajnym. Zaobserwowac¢ to mozemy na
kroplach deszczu.

Rzut uko$ny. Zalézmy obecnie, ze punkt porusza sie w ptasz-
czyznie pionowej xz. Przyjmijmy ogolnie, ze -wielkos¢ oporu wynosi

r=m - Oznaczajgc op6r przez T, otrzymamy wiec

skad TX:—fT v i rt= — y ®. Zatem:

Bdéwnania ruchu bedg wiec miaty postac
mx= — i, mz=mg— V—\&+&.
\
Rozwiazaniem powyzszych réwnan zajmuje sie t. zw. balistyka

zewnetrzna. Zadanie to jest bardzo trudne, gdyz wartosci funkcji
f(v) znamy tylko z pomiardw.
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§ 7. Moment ilo$ci rachu. Niech punkt materialny A o ma-
sie m porusza sie z predkoscig v. Wektor mv o poczatku w A na-
zwalismy pedem albo iloscig ruchu (str. 73). Jezeli x,y,z sg wspoéit-
rzednymi punktu A, to rzuty pedu na osie uktadu wynoszg odpo-
wiednio mi, my, mz.

Oznaczmy przez K momentilosci ruchu mv wzgledem poczatku
uktadu. Zatem (str.18, wzor (11)):

(1) Kx—m(yz— zy), Kg—m {Zx— x2z), Kz=m (zy— yx).

Utwérzmy pochodng (wzgledem czasu) momentu ilosci ruchu.
Otrzymamy:
(2) Kx=m (yz— zy), Kg=m (zZx—Xx2z), Kz=m (xy—yXx).
Zaté6zmy, ze uktad odniesienia jest uktadem inercjalnym, a na
punkt A dziata sita P. Wéwczas mx=P X my=Py, mz=P*, skad
na mocy (2)
(3) KX=PgZ—PZy, Kg=P ZX— P XZ, KZz=P xy — PgX.
Wyrazenia, stojace po prawych stronach réwnan (3), przed-

stawiajg momenty sity P wzgledem osi uktadu. Oznaczajgc wiec
przez M moment sity P wzgledem poczatku uktadu, mamy namocy (3):

%) KX= M X Kg= Mg, KZ= Mz.

Réwnania powyzsze mozemy napisa¢ w postaci jednego row-
nania wektorowego:
(5) R = M.

Za poczatek ukiadu moglismy obraé¢ punkt dowolny.

A wiec: pochodna momentu ilosci ruchu wzgledem dowolnego
punktu statego réwna sie momenUmi sity dziatajgcej wzgledem tego
punktu.

Z réwnan (4) wynika réwniez, ze pochodna momentu ilosci
ruchu wzgledem dowolnej osi statej rowna sie momentowi sity wzgledem
tej osi.

Zasada zachowania p6l. Przypusémy, ze moment sity p
wzgledem pewnej osi 1 jest stale zerem; albo wiec kierunek sity P
przecina o$ 1, albo sita P jest do osi I rownolegta. Obierzmy o0$ 1 za
08s. .Mamy zatem M z=0. Xa mocy (4)jest wiec K z—0. czyli K z= const.
Stad na mocy (1) otrzymujemy

(«) m{xy—jx) = const. czyli zy—yx — const.
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"Niechaj A' bedzie rzutem punktu A na plaszczyzne 4.
Punkt A' ma wspétrzedne x,y. Zatem predkos¢ potowa (str. 17)
punktu A' wynosi —{(xy—yx). Ze wzoru (C) wynika, ze predkos¢
potowa punktu A' jest stala.

A wiec: jezeli moment sity wzgledem pewnej osi jest stale zerem,
to moment iloSci ruchu wzgledem tej osi jest staty i predkos¢ potowa
rzutu ruchu na plaszczyzne prostopadtg do tej osi jest stata.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady zachowania momentu
ilosci ruchu lub zasady zachowania pol.

8 8. Ruch srodkowy. Jezeli punkt materialny porusza sie
w ten sposéb, ze jego przyspieszenie w kazdej chwili ma kierunek
przechodzacy przez pewien staty punkt O, to ruch punktu nazy-
wamy ruchem s$rodkowym, punkt zas O srodkiem ruchu.

Np. ruch jednostajny punktu po okregu kota jest ruchem $rodkowym,
gdyz przyspieszenie jest stale skierowane ku $rodkowi kota, bedacemu w tym
przypadku $rodkiem ruchu (str. 43).

Poniewaz przyspieszenie ma kierunek sity dziatajgcej na punkt
materialny, wiec w ruchu $srodkowym Kkierunek sity przechodzi przez
Srodek ruchu.

Pole sit w ktérym kierunki sit przechodzg przez pewien staty
punkt 0 nazywamy polem $rodkowym, a punkt O Srodkiem pola.

Punkt o masie M umieszczony nieruchomo w statym punkcie O
i przyciggajacy inny punkt o masie m z sitg, ktora zalezy tylko od
wzajemnej odlegtosci tych punktéw, wytwarza pole sit. Pole to jest
polem Srodkowym, gdyz sita dziatajgca na punkt m ma — wedle prawa
akcji i reakcji (str. 74, 111) — kierunek przechodzacy przez punkt M.

Punkt materialny porusza sie w polu srodkowym ruchem
srodkowym; Srodek ruchu lezy oczywiscie w Srodku pola.

Obierzmy poczatek uktadu wspétrzednych w srodku pola. Po-
niewaz kierunek sity przechodzi stale przez poczatek ukiadu, wiec
jej moment wzgledem kazdej osi jest zerem. Na mocy zasady za-
chowania po6l ruch rzutu punktu na kazdg ptaszczyzne uktadu
ma wowczas predkos¢ potowg stalg, zatem:

1) yz—zy = a, zXx—xz=b, Xy—YyX = ¢,

gdzie a, b, ¢ sg pewnymi staltymi. Mnozac réwnanie pierwsze obu-
stronnie przez x, drugie przez y, trzecie przez z i dodajgc stronami,
otrzymamy

2) ax -j-by + cz= 0.
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Widzimy wiec, ze wspotrzedne punktu spetniaja stale rownanie (2).
Jest ono roéwnaniem plaszczyzny, przechodzacej przez poczatek
uktadu (t.j. przez srodek pola). Zatem punkt porusza sie w plasz-
czyznie, przechodzacej przez poczatek ukiadu.

Jezeli na tej ptaszczyznie obierzemy osie x,y, wodwczas z (1)
wynika, ze predkos¢ potowa w ptaszczyznie ruchu jest stata; pro-
mienie wodzgce zakreslaja wiec w réwnych czasach réwne pola.

A zatem: tor ruchu Srodkowego jest torem ptaskim, lezacym
w plaszczyznie przechodzgcej przez $rodek; promienie wodzace, wy-
chodzace ze s$rodka, zakreSlajg w réwnych czasach réwne pola.

Udowodnimy teraz twierdzenie odwrotne:

Jezeli tor punktu jest ptaski, a promienie wodzace, wychodzace
z pewnego statego punktu O (lezacego w ptaszczyznie toru), zakreslajg
w rownych czasach réwne pola, woéwczas kierunek sity dziatajacej
przechodzi stale przez punkt O.

Dowdd. Obierzmy poczatek uktadu w O, za$ osie x,y w plasz-
czyznie ruchu. Punkt porusza sie wiec w ptaszczyznie xy. Poniewaz
predkos¢ potowa jest stata, wiec xy— yx= const. Ro6zniczkujgc obu-
stronnie, dostaniemy xy—yx=Q, wiec (mx)y— (my).r=0, skad

) PxXV  PuX—oO.

Poniewaz ;= 0, wiec Pt= mz= 0. Bita P lezy zatem w ptasz-
czyznie xy\ na mocy (3) moment sity P wzgledem O jest zerem,
wiec kierunek sity P przechodzi przez O, c. b. d. d.

Uwaga. Zaldzmy, ze predkos¢ potowa w ruchu srodkowym
jest zerem. Wtedy xy—yx=0 lub (we wspoétrzednych biegunowych)
r*<p=0. Wynika stad, ze albo jest stale r=0, t. zn. ze punkt jest
w spoczynku, albo jest stale ip=0 czyli <p=0= const, t. zn., ze punkt
porusza sie po prostej przechodzacej przez Srodek (i nachylonej do
osi x pod katem <b).

A wiec: jezeli w ruchu Srodkowym predkos¢ potowa jest zerem,
to punkt porusza sie po prostej przechodzacej przez srodek.

Jezeli zas zatozymy, ze predkos¢ potowa jest rozng od zera,
to r2ip4=0, ozylj -rijio0.

A wiec: jezeli w ruchu srodkowym predkos¢ potowa jest rézna,
od zera, to punkt nigdy nie przechodzi przez Srodek.
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Wz6r Bineta. Punkt A o masie m porusza sie w Srodkowym
polu sit w ptaszczyznie xy z predkoscig potowg rézng od zera. Wpro-
wadZmy wspétrzedne biegunowe r, tp. Oznaczmy przez P rzutsity P
na promien wodzacy OA. Zatem Px=Pcos<p i PB=P sintp, wiec
Pxcostp PHsintp—P, skad

4) P=m (* cos %+ y sin tp).
Poniewaz x=r costpi y=r siny, wiec (por. str. 47, wzdr (2))
scoses-fy sin (p—r — rip?,
skad na mocy (4)
(5) P=m (r— r<i).

Oznaczmy predkos¢ potowg przez c. Z zatozenia jest ic4=0.
Poniewaz we wspoétrzednych biegunowych predkos¢ potowa wynosi
(str. 47), wiec

(6) r2x=m czyli tp= cjr2

Przypusémy, ze tor ma réwnanie r=f(rp). Zatem

dr _ drdtp_ dr ¢ _ d(/r)
7 dt  dp dt  dp r* dtp
wiec
dr dr dp L d*(I/r) 1
8 r~ dt~dpdt=~ * dtf re

Ze wzoru (5) na mocy (6) i (8) otrzymujemy:

(_c* d*(l/r)
T\ 2 dp
zatem
_ mc*/d*(l/r)
) r* \ dp*

Wz06r powyzszy nosi nazwe wzoru Bineta.

Wz6r ten z ksztattu toru pozwala wyznaczy¢ site, dziatajacg
w ruchu s$rodkowym. Na odwrdt, znajgc site P jako funkcje
zmiennych r i tp, mozemy wyznaczy¢ tor.
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$ 9. Ruchy planet. Prawa Keplera. Opierajac sie na obser-
wacjach, podat Kepler nastepujace trzy prawa odnoszace sie do
ruchéw planet:

1) Planety kraza po elipsach, w ktérych ognisku znajduje sie
storice.

i?) Promienie wodzgce, wychodzgce ze stonca zakreslajg w row-
nych czasach réwne pola.

3) Kwadraty czaséw obiegu dwoch planet sg do siebie w sto-
sunku takim, jak trzecie potegi ich $rednich odlegtosci od storica
(przyezem przez Srednig odlegtos¢ rozumie sie potowe wielkiej osi
elipsy, po ktdrej krazy planeta).

Trzecie prawo nie jest zupetnie Sciste. Przyczyne tego poznamy
pozniej. Zauwazmy jeszcze, ze prawa Keplera majg charakter Scisle
kinematyczny.

Wnioski z praw Keplera. Z praw Keplera wyprowadzit New-
ton (przy pomocy dynamiki) prawo, okreslajgce sity, ktére wywotujg
ruch planet. Z pierwszych dwoch praw Keplera wynika mianowicie, ze
planety krazg po torach ptaskich z predkoscig potowg statg. Na mocy
wiec twierdzenia odwrotnego ze str. 87, sity dziatajgce na planety
sg sitami srodkowymi, ktdrych kierunki przechodzg przez stonce.

Obierzmy w ptaszczyznie ruchu planety osie x,y, umieszczajac
poczatek uktadu w storicu jako ognisku elipsy, po ktorej planeta
krazy. Za kierunek osi x obierzmy kierunek wielkiej osi elipsy i na-
dajmy osi x taki zwrot, by S$rodek elipsy lezat w czeSci ujemnej
osi x. Oznaczmy o$ wielkg elipsy przez 2«, o$ matg przez 2b, a mi-
mosrod przez 2e. Rdéwnanie elipsy we wspotrzednych biegunowych
bedzie wéwczas miato postac

«(1—es)
) " 1+£cosn
gdzie
2 e \a-—ft*

Ze wzoru Bineta (str. 88, (1)) mozemy otrzymac site, dziatajgca
1 1+eco§© ,

na planete. Mamy mianowicie na mocy (1) -= _ skad ’
<P(l/r) ecosy . . .
a wiec na mocy (2) i wzoru Bineta

nn?a

3) bh*
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Pole elipsy wynosi abrr, oznaczajac przez T czas obiegu pla-
nety, otrzymamy z uwagi na to, ze je jest predkoscig potowa,
i e= abn/T, czyli c= 2abn/T. Na mocy zatem (3) dostaniemy

4 472ma3
) ral 2

Poniewaz P < 0, wiec sita jest skierowana ku stoncu.

Na mocy trzeciego prawa Keplera mamy dla dwdéch planet
T-Tj= a%d3 czyli a¥T2= a*/Tj. lloraz ar/YT2 ma zatem stalg
wartosé¢ dla wszystkich planet. Kladac

(5) J= a’¥T2
otrzymamy z (4)

22fim
(6) P

A wiegc: sita, pod ktérej wptywem planeta sie porusza, jest skie-
rowana ku stoncu i wprost proporcjonalna (co do wielkosci) do masy
planety, a odwrotnie do kwadratu odlegtosci od stonca.

Prawo ogdlnego cigzenia. Wynik powyzszy, wyprowadzony
z praw Keplera, nasungt Newtonowi przypuszczenie, ze sita dziata-
jaca na planete pochodzi ze wzajemnego przyciggania sie planety
i stonca. Mysl te uogoélnit Newton w postaci prawa powszechnej
grawitacji czyli ogoélnego cigzenia:

Dwa jakiekolwiek punkty materialne przyciggaja sie z sitami,
ktérych wielkos¢ jest wprost proporcjonalna do mas, a odwrotnie do
kwadratu odlegtosci tych punktow.

Wedtug prawa akcji i reakcji, sity, z jakimi sie punkty ma-
terialne przyciagaja, sa co do wielkosci rowne, przeciwnie skiero-
wane i dzialajg wzdtuz prostej taczacej te punkty. Oznaczajac przez
Wj i m, masy punktdw, przez r ich odlegtos¢, a przez P wielkos¢
sily, z jaka sie przyciggaja, otrzymamy wiec

gdzie K jest pewna stalg, t.zw. stalg cigzenia, zalezng tylko od jedno-
stek dtugosci, masy i czasu.

Zrownania (1) mamy I\ = P r -jzatem [/v]=[P][r]2[w][»t]],
wiec [AJ = L'M 'T + Pomiary okazaly, ze w ukiadzie cgs:

K= (>0.10 "cm8g 1Isek -.
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Statg cigzenia mozna zmierzy¢ przy pomocy t.zw. wagi Jolly'ego.
Jest to waga, ktéra po jednej stronie ma dwie szalki, gérng i dolna,
a po drugiej jedng. Cialo a o masie m
ktadziemy na szalce gornej i rownowazymy
je na szali przeciwnej ciezarkiem o masie m.

Ciatlo a przenosimy nastepnie na szalke
dolng; réwnowaga nie zostanie przez to
zachwiana. Jezeli jednak pod szalke dolng
podstawimy ciato b o masie M, waga si¢
przechyli. Zeby réwnowage przywrocic,
musimy do ciezarka m dotozy¢ ciezarek o masie ji.

W doswiadczeniu ciato b byto kulg otowiang. Poniewaz, jak
mozna okaza¢, kula jednorodna przycigga punkt materialny poto-
zony zewnatrz tak, jak gdyby jej catkowita masa byla skupiona
w $rodku, wiec oznaczajac przez r odlegtosé srodka kuli od ciata a,
mamy KmMjrl= czyli

K —ygr2AmM.

Masa ziemi. Mozna okaza¢, ze kula ztozona z warstw wspot-
srodkowych o gestosci statej przycigga punkt potozony zewnatrz
tak, jak gdyby cata jej masa skupiona byta w Srodku kuli. Przyj-
mujac, ze ziemia spelnia powyzsze zatozenie, i oznaczajgc przez M
mase ziemi, przez R jej promien, a przez Q ciezar ciala o masie m
(na powierzchni ziemi), otrzymamy Q=KmM IR2 Poniewaz Q=mg,
wiec mg=KmM\R*, czyli

(7) M = gR*IK.
Przyjmujac </=9,81m-sek2, #=6300km, #=6,6.10-tkcm3g 'sek -*
otrzymamy (po zamianie m i km na cm)
J/=6.10Zqg.
Gestos$¢ ziemi otrzymujemy ze wzoru
q—M/% R24i= 3<//[4KR 7= 5,6 g cm-*

Rownanie Keplera. Zajmiemy sie teraz wyznaczaniem po-

tozenia planety w dhnej chwili czasu. Obierzmy uktad wspo6trzednych

w ptaszczyznie ruchu planety, jak na str. 89. Elipsa, po ktorej
krazy planeta, ma we wspoétrzednych prostokgtnych réwnanie

(X + €)2«2+ A262= 1.
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Wprowadzmy kat pomocniczy u, okreslony przez réwnania:
) (x+e)la = cosu, yjb = sinu.

Kat U nazywamy anomalia mimosrodowa.

Réwnania (1) okreslajg kat u jednoznacznie. Z (11) dostajemy:

x = a(cos u—e/a), y= bsin«.

Podstawiajac e=?e/a, b=a\ l—, otrzymujemy stad:
(8) *=a(coBW—e), y=a\l—e*sin«.

Promien r otrzymujemy z réwnania

r2= **+ y2= «*(1—e cos «*.
Zatem
) r= a(l—ecos u).

Kat o jaki r tworzy z osiag x, nazywamy anomalig prawdziwa.

Z réwnania elipsy we wspétrzednych biegunowych (str. 89, (1))
dostaniemy recose>=a(l—e2)—r, wiec

re(l + cose>)= (l—e)[a(l+ e)— r],
skad na mocy (IIl), r(l + cose>) = a(l—e) (1l + cosu). Poniewaz

1 + cose= 2 cosZ~Ar i 1+ cos« = 20052"&, wiec

(1V) Ifr cos I;:: "a(IKe)cos’\ i podobnie \rsmA: |"0(I;& e) sin
stad

V)

Wzory (1V) i (V) wyznaczajg jednoznacznie <p przy pomocy u.

Przypusémy, ze w chwili t=0 jest «= O, a wiec <p=0. Pole
elipsy wynosi abn. Jezeli T oznacza czas obiegu planety, wéwczas
predkos¢ potowa wynosi abn/T. Promien wodzacy zakresli wiec

. abn . P .
w czasie od 0 do t pole R t. Pole to mozemy réwniez przedstawic
w postaci catki

abn

© R
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B6zniczkujgc (V), otrzymamy — =W\ e . Na
cos*f r 1— « cos*l
mocy wiec (1V) &&= | /-~ n du= ¢ du. Podstawiajgc
w (9) otrzymamy ~ ri== -~ ——j'rdu, skad na mocy (III),
0

i= — ——(w—esinu). Stad z uwagi na to, ze a*|N—e*= ab,
dostaniemy
vl m—esinu = 2irf/T.
Wyrazenie 2Jtl/T nazywamy anomalig Srednia.

Béwnanie (V1) nosi nazwe roéwnania Keplera.

Przy pomocy réwnania Keplera mozemy dla kazdej chwili t
wyznaczy¢ u, a nastepnie przy pomocy roéwnan (I11), (1V), (V) pro-
mienn r i kat <@ Astronomia podaje liczne metody rozwigzywania
réwnania Keplera.

W astronomii anomalie mimos$rodowg u oznacza sie zazwyczaj literg E,
anomalie prawdziwg < literg V, a anomalie $rednig 2nt/T literg 2f.

8 10. Praca. Przypusémy, ze punkt materialny przesunat sie
z punktu A do B i ze podczas tego przesuniecia dziatata nan
(oprécz byé moze innych sit) sita P.

Sita stata. Zatézmy, ze sita P, dziatajgca na punkt materialny
podczas jego ruchu od A do B, byta stata co do wielkosci, kierunku
i zwrotu (cho¢ ruch mogt sie odbywac po linii krzywej).

Pracg sity P na przesunieciu AB nazywamy iloczyn skalarowy
PAB.
Jezeli wiec prace oznaczymy przez L, to
) L=PAB.
Niechaj a bedzie katem zawartym miedzy P i AB. Zatem
an L = JPL=\AB\cos a.
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Praca moze by¢ liczbg dodatnia, ujemng lub zerem. Praca
sity P jest zerem, jezeli P=0 Ilub AB= 0 (t. zn. gdy nie ma prze-
sunigcia) lub jezeli a= w2 (t. zn. gdy sifa jest prostopadta do prze-
suniecia). Jezeli P~"O» AB”~O i cosa”™O to praca jest liczbg do-
datnig lub ujemna, zaleznie od tego czy a jest katem ostrym czy
rozwartym.

Jezeli a= 0 lub a= n (t. zn. jezeli sita ma Kierunek przesunie-
cia), mamy

L = £\F\\AB\,

przyczem znak zalezy od tego, czy sifa i przesuniecie majg zwroty
zgodne czy przeciwne.

Z twierdzen o iloczynie skalarowym (rozdz. I, str. 7) wynika, ze
praca sity P na przesunieciu AB réwna sie iloczynowi przesuniecia
i rzutu sity na Kkierunek przesuniecia tub iloczynowi sity i rzutu
przesuniecia na kierunek sily.

Nalezy zwréci¢ uwage, ze —wedtug okreSlenia —praca nie zalezy
od czasu, w jakim punkt materialny przesunat sie od A do B.e

= Oznaczmy rzuty przesuniecia AB na osie uktadu przez Ax, Ay, Az.
Na mocy wiec (1)
Q) n L = PxAx+ P,Ay + PzAz.

Jezeli punkt A ma wspotrzedne x0,y0z0 za$ B xltyvzv to
Ax= xx—x0 i t. d. Zatem

2) L = Px(x1—x0)+ Py~ —y0)+ Pz(zt— z0).

Sita zmienna. Zatézmy teraz, ze punkt porusza sie po krzy-
wej C okreslonej parametrycznie przez funkcje:

®) x=f(0), y=<@) z=vj(a) (< a< o).

Przypusémy przytem, ze jezeli < 02 to potozenie punktu
odpowiadajace wartosci ol jest wczesniejsze od potozenia odpowia-
dajgcego wartosci o2

Zatézmy dalej, ze na punkt dziata sita zmienna P, ktdrej
rzuty w dowolnym punkcie toru o wspétrzednych x,y, z dane sg
przez funkcje:

(4) Px= F(x,y,z), Py=0(x,y,z), Pz="P(x,y,z).
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O funkcjach F, 0, 0 zaktadamy oczywi-
&cie, ze sg okres$lone w kazdym punkcie toru.
Utwoérzmy dowolny podziat b odcinka a'a"
przy pomocy punktéw a'—a0al,...,a,=a".
Niechaj tym warto$ciom parametru a odpo-
wiadaja na krzywej C punkty:

Vo, ~0>  -4i(.rj, /i, A,(xniy,nz,)= A .
Na mocy (3) jest:
(5) Xi= /(0>), Zi=v(oi) dla i=0,1 , n.

Potézmy:
(6) Ax.= x.+i—x., Ayt=yi+—yn Azt= zl+i—si (t=Ofl,...,H—1).
Oznaczmy wreszcie przez P,, P, P, sily dziatajgce w punk-
tach AnAv A,. Na mocy (4) jest:
7))  P.x= F(x, i, zl), P.u= 0(xity., zt), Pit -'P(x.,y., z)m
Gdyby sita P na przesunieciach AOAV .4,-4., ... byla stata
i odpowiednio réwna Po, Px, -, to prace na poszczeg6lnych prze-
sunieciach wyrazatyby sie wzorami:
LN—PuxAx%f- P w/Avu+ P»jAz»,
L\=P\xAX\ f-PNJAN\  P\zAz\,

Kiadgc /= LO+ Z, + ..., otrzymamy wiec
8 . L'= i"%{P iXAX, + PNy, + P **>)-

Wyrazenie stojace po prawej stronie powyzszej réwnosci zalezy
oczywiscie od podziatu b odcinka

Jezeli L' dazy do pewnej granicy dla kazdego ciggu normal-
negol) podziatéw {&% odcinka a'a", to granice te nazywamy praca
sity P po krzywej (1 (albo wzdtuz krzywej V).

Wyrazenie (8) mozemy wiec uwaza¢ za wartos¢ przyblizong
pracy L sity P.

Granicg wyrazenia (8) jest tak zwana catka krzywolinijna2)
po krzywej C:
(rn L =f(P xdx+ P, dy+ Pzdz).

* t.j. takiego, w ktérym diugos¢ najwiekszego odcinka podziatu dazy do
zera. Por. S. Banach, Rachunek rézniczkowy i catkowy, T. Il, Lwoéw, str. 69.
2 tamze, str. 187 i 196.



96 ROZDZIAL 111. Dynamika punktu nmaterialnego.

Catke krzywolinijng mozemy zamieni¢ na zwyczajng catke
oznaczong, wyrazajac zmienne Xx,Yy, z funkcjami (3) przy pomocy
parametru a. Otrzymamy woéwczas

o

L = J[P*'(<x)+ Py<p{a)+ PzV(0)]da,

gdzie Px= F(1(a),<p(0),rp(0)), PH= 0(/(<r),<p(0),yA0)) i t. d. Jezeli
w szczeg6lnosci a oznacza czas i, wowczas f'(a)=x, <p'(0)=y, y>'(a)=z.

Zatem
r

(1V) L=f[P*i+ P,y+P£\ dt
f

Poniewaz x,y,z sarzutapii predkosci v, wiec P k+Pyy-\-P"—Pv.

Zatem
r

V) L —f{Pv)dt
r

Uwaga. Wzér (111) jest stuszny, gdy potozenia punktu rucho-
mego na krzywej nastepujg po sobie w porzadku, ktory odpowiada
wzrostowi parametru a. Jezeli jednak jest przeciwnie, t.zn. jezeli
ai > @, to potozenie odpowiadajgce ax jest poOzniejsze od potozenia
odpowiadajacego a2 i wowczas nalezy we wzorze (l11) zamiast
dx,dy,dz podstawi¢ —dx,—dy,—dz. Otrzymamy wtedy

L —f (Pxdx+Pgdy+ Pxdz).
c

Jezeli wiec punkt materialny poruszat sie po krzywej C od A’
do A" i sita P wykonata prace L, to gdy punkt porusza¢ sie be-
dzie po krzywej C od A" do A" (przyczem potozenia bedg naste-
powaty po sobie w porzadku odwrotnym niz poprzednio), ta sama
sita P wykona prace —L.

Praca sumy sit. Przypusémy, ze punkt materialny, poru-
szajgc sie po krzywej (7, byt pod dziataniem dwdch sit P i Q- Po-
t6zmy jB=P+e. Oznaczmy przez L prace sity R, przez L' prace
sity P iprzez L" prace sity Q. Wéwczas L=J (R*"+Rgdy+Rzdz)—

c
=fi{P*+Q*)dx+(Py+Q,)dy+ (Pz+Q2dz]=j\Pxdx+P ,dy+Pzdz)+
c c

+ A\Qxdx+Qgdy+Qxdz)=L'+L", a wiec
c

v L=L"'+L".
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Mozemy zatem powiedzie¢, ze praca sumy dwoich (lub kilku)
sil na pewnej krzyicej réwna sie sumie prac poszczegélnych sil na tej
krzywej.

Wymiar i jednostki pracy. Na mocy (Il), str. 93, mamy
[praca] = [sita]-[droga] =LM T IL, a wiec

[praca] = L2M T~I.

Jednostkg pracy w ukladzie cgs jest erg. Jest to praca, jaka
wykona sita 1 dyn na drodze 1cm. Zatem

erg =cm2gsek 2

Wiekszg jednostkag jest Joule (J)=10Terg. W ukiadzie technicz-
nym jednostka pracy jest kilogramometr (kgm). Jest to praca sity
Ikg nadrodze Im. Poniewaz 1kg (sity)=981000dyn, a Im=100cm,
wiec

kgm = 9,81 107erg = 9,81 J.

§ 11. Pole sit potencjalne. Obszar D nazwaliSmy (str. 78)
polem sil, jezeli na punkt materialny, gdziekolwiek w obszarze D
umieszczony, dziala sita zalezna tylko od potozenia tego punktu.

Pole sit jest okreSlone przez podanie funkcyj:

1) Px=F (ig y, 2), P,=0(x,Yy, 2), Px="F(x, Y, 2),
ktére wyznaczajg rzuty sity dziatajgcej P w punkcie o wspotrze-
dnych X vy, z

Natezenie pota. Moze sie zdarzy¢, ze sita P jest proporcjo-
nalna do masy m punktu materialnego. Wéwczas site dziatajgcg na
jednostke masy (t.j. site P/m) w pewnym punkcie pola nazywamy
natezeniem pola w tym punkcie.

Przyktadem takiegp pola jest pole grawitacyjne ziemskie.
Ciezar ciata jest proporcjonalny do masy ciata. Na powierzchni
ziemi natezenie pola jest co do wielkosci réwne g (przyspieszeniu
ziemskiemu).

Linie sit. Na specjalng uwage zastugujg pewne krzywe w polu
sit, zwane liniami sil. Sg to krzywe o tej wlasnosci, ze styczna w do-
wolnym punkcie ma Kkierunek sity dzialajgcej w tym punkcie.
Np. w polu grawitacyjnym ziemskim liniami sit sg linie pionowe.
Linie sit sa okreslone uktadem rownan rézniczkowych:

2) dx/Px= dy/P, = dzjPz.

S. Banach. Mechanika. 7
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Okres$lenie pola potencjalnego. Gdy w polu sit punkt
materialny przesunie sie od punktu A do punktu B po jakims$ luku A B,
woweczas praca sity dziatajgcej P (str. 95, (111)) wynosi

n L dx-\-PNdy + Pzdz).
Ad

Praca zaleze¢ bedzie na og6l nie tylko od punktéow A i B, lecz
takze od przebytej drogi, t.j. od luku AB. W mechanice wazng role
odgrywaja pola, w ktérych praca zalezy tylko od punktéw A i B,
a nie zalezy od luku AB. Jezeli wiec w takim polu punkt materialny
przesuwaé¢ sie bedzie od A do B po rozmaitych torach, to sita P
wykona zawsze te samg prace. Pola takie nazywamy polami po-
tencjalnymi lub zachowawczymi (konserwatywnymi).

A wiec: polem potencjalnym jest takie pole sil, w ktérym praca nie
zalezy od drogi przejscia, lecz tylko od punktu poczgtkowego i koricowego.

Jezeli w polu potencjalnym punkt odbyt droge zamknieta
(czyli wyszedt z punktu A i powrdécit do A), to praca wykonana
wzdtuz tej drogi jest zerem. Praca bowiem w polu potencjalnym
zalezy tylko od punktu poczatkowego i koncowego, wiec jesli sie
one pokrywajg, to praca jest taka, jak gdyby punkt wogdle sie
nie poruszyt.

Na odwrét, jezeli pole sit ma te wiasno$é, ze praca po kazdej dro-
dze zamknietej jest zerem, to pole jest polem potencjalnym. Obierzmy

bowiem dwa dowolne punkty A, B i tuki A MB, ANB.

—" Oznaczmy przez L' prace na luku AMB, aprzez L"

y J naluku ANB. Praca po linii zamknietej AMBNA

/ y jest wedle zatozenia zerem. Prace ta mozna przedstawié

L—/ jako sume prac: od A do B po luku AMB iod B

do A po luku BNA. Poniewaz praca po luku BNA

rowna sie —L" wiec L'+(—L")=0, skad L'=L". Zatem praca
po obu lukach jest ta sama.

Mozemy wiec powiedzie¢, ze na to aby pole sil bylo polem po-
tencjalnym, potrzeba i wystarcza, by praca po wszelkiej Unii zamknietej
byla w nim zerem.

Potencjat. Obierzmy dowolny ukiad wspotrzednych (x,y,z)

i punkt A w polu potencjalnym. Jezeli bedziemy uwaza¢ punkt A
za staty, to praca LAH gdzie B jest dowolnym punktem pola, bedzie
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zaleze¢ tylko od wspoétrzednych x,y,z punktu B. Zatem praca LAr
bedzie funkcjg wspoétrzednych x,y, z. Oznaczajac te funkcje przez
V (X, y. z), otrzymamy

() Lab= V (X, Y, 2).

Funkcje V(x,y,z) nazywamy funkcjg sit albo
potencjatem.

Wezmy pod uwage jaki$s punkt B' o wspdt-
rzednych x',y', z'. Praca po dowolnej linii ABB'A
jest zerem. Zatem LAB+ JW +LBa= 0. Lecz
Lba——LAB——V (X', y' z'). Wiec na mocy (3)
V(X vy, z)+LBB— V(x',y', z')=0, skad

an LBB= V(x', y', z')—V(X, Yy, 2).
Wzér (1) mozemy wypowiedzieé, jak nastepuje:

Przy przejsciu od jednego punktu do drugiego praca réwna sie
réznicy potencjatbw w tych punktach.

Potencjat okreslilismy w zaleznosci od obioru punktu A. Gdy-
bysmy obrali inny punkt A'(x', y’', z"), to potencjal wyrazitby sie
inng funkcja V '(x,y, z). Poniewaz na mocy okreslenia potencjatu
mamy dla dowolnego punktu B (x, Y, 2)

V'(X,y,z)=LAB= V(,Y, z) —V (X', Yy z,
wiec
v(x,y,z)—V'(X,y,2)=V (x\ vy," z') = const.

A wiec rdéznica obu funkcyj V i V' jest stata. Widzimy stad,
ze w polu sit potencjat jest funkcjg okreslong tylko po za pewng
statg (podobnie jak catka nieoznaczona). Stata ta jednak, jak wska-
zuje wzo6r (11), nie gra roli, poniewaz na wielko$¢ pracy wplywa
jedynie réznica potencjatow w dwdch punktach.

Wymiar potencjatu. Poniewaz na mocy okreslenia potencjat
rébwna sie pracy, wiec wymiar potencjatu jest taki, jak wymiar
pracy. Zatem

[potencjat] = I?MT -

Jednostki pracy sg réwniez jednostkami potencjatu.
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Zwigzek miedzy sitg a potencjatem. Przesunmy punkt
materialny z punktu A(x0,y, z) do punktu B(X, Yy, z) po prostej
réwnolegtej do osi x. Praca wynosi wiec na mocy (1) i (11):

LAo= V(x,Y, 2)—V(x0, vy, 2) lub Lab= | (Pxdx+P,dy + Pzdz).

AB

Poniewaz punkt przesunat sie po prostej réwnolegtej do osi xf

wiec dy—O0 i dz=0. Zatem LAb= fP xdx = f*Pxdx, skad
AB
a

V(X,Y,z)—V(0y,z) =/ Pxdx.
[ &
Tworzac pochodng czgstkowa wzgledem x, dostaniemy 3V/3x=PX;
analogiczne wzory otrzymamy dla pozostatych pochodnych czast-
kowych.

A wiec: pochodne czgstkowe potencjatu réwnajg sie odpowiednio

rzutom sity na osie ukiadu, t.j.
- dv =P 3V _

(1 FE=P, & s = P~

Na odwrét, jezeli zatozymy, ze w danym polu sit istnieje funk-
cja V speilniajgca zwigzki (I11), wowczas pole jest polem potencjal-
nym. Niech bowiem pewna funkcja V spetnia zwigzki (I11). Zatem,
praca od punktu A(xl,yl,zlI) do punktu B(x2y2z2 po dowolnym
luku AB wynosi:

rt3v '3V 3V '\
/dex+Pydy+ Pzdz)=J [-;dx+2y dy+ Jz dzj-
A

AB
Poniewaz wyrazenie zawarte w nawiasie ostatniej catki jest
rézniczkg zupetng dV, wieo otrzymujemy wzor

(4) Lab—/dV —I (x2y22z2 1@>yltzt),

wyrazajgcy, ze praca nie zalezy od drogi, lecz tylko od punktu po-
czatkowego i koncowego. Na mocy (4) funkcja V jest tedy potencjatem.

A wiec: jezeti dla pota sit istnieje funkcja V spetniajaca réwna-
nia (111), wowczas to pote sit jest potem potencjalnym, zas funkcja V
jest potencjatem.
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Powierzchnie potencjalne. Gdy c jest dowolng stalg, po-
wierzchnie okreslong réwnaniem

®) V(x,y,z)=c
nazywamy powierzchnig potencjalna.

A wiec: powierzchnia potencjalna jest to taka powierzchnia, na
ktorej potencjat ma wartos¢ stala.

W geometrii rézniczkowej dowodzi sie, ze dostawy kierunkowe
cosa, cos/?, cosy normalnej do powierzchni (5) w punkcie (x,y,z)
spetniajg warunki:

cosar'cos/">'cos = 3V 3V'§f\-/>
: 7:CoSy X Sy oF

skad na mocy (l11) str. 100,
cosa:cos/?:cosy = Px:P, :Pz

Poniewaz dostawy kierunkowe cosa', cos/?', cosy' sity P spel-
niajg podobne warunki: cosa':cos/3":cosy'—Px:Py:P2 wiec sita P
ma kierunek normalny do powierzchni potencjalnej.

A zatem: w kazdym punkcie powierzchni potencjalnej sita dzia-
tajgca jest prostopadta do tej powierzchni. Wynika stad, ze linie sil
sg prostopadle do powierzchni potencjalnych.

Obierzmy dwie powierzchnie potencjalne 8 i 8', dos$¢ bliskie,
o potencjatach c¢ i c¢', gdzie ¢ >c. Z dowolnego
punktu A powierzchni 8 wykresimy normalng do
tej powierzchni az do przecigcia A' z powierz
chnig S'.
Praca przy przesunieciu od A do A' wynosi
LAe-—¢ —c> 0. Poniewaz praca jest dodatnia,
wiec sita P ma zwrot przesuniecia AA".

A wiec: sita zwrocona jest wzgledem powierzchni potencjalnej
w strone wzrostu potencjatu.

W przyblizeniu mamy AA'=c'—c czyli |P]=(c'—c)/AA".

A wiec: na jednej i tej samej powierzchni potencjalnej sita jest
w przyblizeniu odwrotnie proporcjonalna do odcinka normalnej, za-
wartego miedzy ta pou erzchnig a powierzchnia potencjalng dos¢ bliska.
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H 2. Przyktady p6l potencjalnych. Rozpatrzymy obecnie
kilka rodzajow po6l potencjalnych, z ktérymi czesto mamy do czy-
nienia w praktyce.

Pole state. Jezeli sita P jest w pewnym polu stata co do
wielkosci, kierunku i zwrotu, to pole takie nazywamy polem statym.

Pole grawitacyjne ziemskie w matym otoczeniu danego punktu
na ziemi jest polem statym.

Obierzmy uktad wspétrzednych (x,y, z), nadajgc osi 2 kierunek
sity P, zwrot za$ przeciwny. Kladgc |[JPl= mg, otrzymamy

Px= o, P,=o, P*= —mg.
tatwo sprawdzié¢, ze funkcja
F= —mgz
jest potencjatem. Mamy bowiem
9V/9% = 0= PX 9V/9y — 0 = P, 9Vi9z= —mg = P*

A wiec: pole state jest polem potencjalnym.

Praca od punktu A(xl1Ly1Zl) do punktu B(x2y2z2) po do-
wolnej drodze wynosi L ab = —mgz2— (—mgz”"), wiec
(D) LAo= mg(zl—=z2).

Przy zatozeniu, ze sita P jest silg ciezkosci, jasnym jest, ze
zt—za=h jest réznicg poziomow, na ktérych znajdujg sie punkty A
i B. Kladac wiec WA= Q=mg, otrzymamy

Lab= Qh-

Powierzchnia potencjalna ma réwnanie V = const., zatem
—mgz—const. czyli z—const. A wiec powierzchniami potencjal-
nymi sa ptaszczyzny poziome (t.j. prostopadie do kierunku sity).

Poniewaz linie sit sg prostopadte do powierzchni potencjalnych, wiec
liniami sit sg proste réwnolegte do osi z, t. j. linie pionowe.

Pole srodkowe czyli centralne. Jezeli w polu sit kierunek
sity przechodzi zawsze przez pewien staly punkt O, to pole nazywa
sie Srodkowym lub centralnym, a sam punkt O $rodkiem pola (str. 86).

Zatézmy, ze w danym polu Srodkowym wielko$¢ sity w do-
wolnym punkcie A zalezy tylko od odlegtosci r punktu A od
srodka O. Oznaczmy przez P rzut sity P dzialajgcej w A na
kierunek OA. Zatem P jest funkcja r. Potézmy

P = /(»=).
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Obierzmy poczatek ukiadu wspotrzednych w O. Oznaczajgc
przez Xx,y, z wspotrzedne punktu A, a przez «kat, jaki OA tworzy
z osig x, otrzymamy cos a= xtr. Zatem

2 Pv=Pcos«=P; i podobnie P,=P", Pt=P

Potozmy V = j Pdr—If(r)dr. Poniewaz r—\r2+?/2—i2 wiec
3N\2x—xjr, 2r/2y—y/r i 2r/2z—z/r. Zatem
SF RV A =f, )X =pX=P
3x n r r '

cX dr

i analogicznie’g = Pin o - Pz Pole nasze jest ~_ o

wiec polem potencjalnym i funkcja V jest potencjatem.

A wiec: pole srodkowe, w ktérym sita zalezy tylko od. odlegtosci
punktu od Srodka, jest polem potencjalnym i potencjat wyraza sie wzorem

@) V —j Pdr.

Poniewaz potencjat w punkcie A jest funkcja odlegtosci r
punktu A od srodka O, wiec na kulach o Srodku O potencjat ma
wartos¢ stalg. Powierzchniami potencjalnymi bedg wiec tutaj kule
o srodku O. Liniami sit sg oczywiscie proste przechodzgce przez
punkt O.

Pole grawitacyjne Newtonowskie. Przypusémy, ze punkt

0 masie m jest przyciggany z sita P przez staly punkt o masie M
wedtug prawa cigzenia Newtona (str. 90, (l)), t. zn. ze

IPl= Km M/r2
Poniewaz sita' skierowana jest ku punktowi M, wiec pole jest

polem sSrodkowym* ktdérego srodkiem jest punkt M. Zatem, wedle
okreslenia liczby P, = —KmM/r2

Mamy V—IPdr——jKmM dr/r2 Zatem

)

4) V = KmM/r.

A wiec praca po dowolnym luku A'A wynosi LAA=KmM (1/r—1/r"),
gdzie r i r' oznaczajg odlegtosci punktéw A i A' od Srodka. Jezeli
w szczeg6lnosci punkt A' obierzemy w nieskonczonosci czyli po-
tozymy r'= 3o, to otrzymamy

(5) Lra= KmM/r= V.
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A wiec: w polu grawitacyjnym Newtonowskim potencjat w punk-
cie A rowna sie pracy, jaka wykonataby sita P, sprowadzajgc punkt
materialny z nieskonczonosci do A.

Pole osiowe. Pole sit o tej wiasnosci, ze w kazdym punkcie
pola kierunek sity przecina pod katem prostym pewng statg prostg i,
nazywamy polem osiowym, a prostg | nazywamy osig pola.

Zatozmy, ze wielkos¢ sity P, dziatajgcej w dowolnym punkcie A,
zalezy tylko od odlegtosci r punktu A od osi pola. Potozmy P= —|H
lub P=\P\ zaleznie od tego, czy sita P ma zwrot ku osi | czy prze-
ciwnie. Poniewaz wielkos¢ sity P jest funkcja r (t. j. odlegtosci
punktu A od osi I), wiec mozemy napisac

P = f(r).

Obierzmy uktad wspétrzednych, przyjmujgc o$ pola za o$ z
tatwo zauwazyé¢, ze rzuty sity P dzialajgcej w punkcie A (x,Y,2)

z wynoszg Px= PL p,=PY iP, =0 gdzie
r=\xl+y2 Potézmy
P
V = fPdr = /'f(r)dr.
Zatem 3F dv Px. Podobnie 2F = Pu. Ponie-
dr Sx~ r
waz F nie zalezy od z (gdyz r nie zalezy od z), wiec v =0=PZ

3z
Wynika stad, ze pole dane jest polem potencjalnym, zas V
jest potencjatem.

A wiec: pole osiowe, w ktorym wielko$¢ sity zalezy tylko od odleg-
fosci punktu od osi, jest polem potencjalnym i potencjat wynosi

tatwo zauwazy¢, ze powierzchniami potencjalnymi sg tutaj
walce, ktérych wspolng osia jest o$ pola. Liniami sit sg proste prze-
cinajgce 0$ pola pod katem prostym.

Jezeli np. P—mofir (co state) woéwczas F = j Pdr—f mofirdr,
wiec F= lww2r!= \ma'2(xz-\-y2). Powierzchnie potencjalne otrzy-
mamy, kladgc F = const., zatem ‘'im(02(x2+ y2)= const., wiec
**+ y2—const.; jest to réwnanie walca o osi z.



[8 13] I. Dynamika punktu swobodnego. 105

iSuma pdél potencjalnych. Niechaj w pewnym obszarze D
danych bedzie kilka p6l o sitach Px P2 .... Pole w obszarze D
o sile P=P1+P 2+ ... nazywa sie sumg pol sit Pi, P.....

Jezeli pola sil P\i P"i ==sg potencjalne, to— jak tatwo okazac¢ —
suma pol jest réwniez polem potencjalnym, ktorego potencjat V réwna
sie sumie potencjatow Fx V2... poszczegélnych pél.

L . 3v. 3V 3V
Pot6zmy bowiem V -V ,+F2+ .... Mamy + -=-?4-...=
CX cX o X
_ . . . 3Y _ 3V, _ .
= PW+1P-,X+1 .. P, i analogicznie -j» = PH ~*=PZ A wiec

F jest potencjatem sumy danych pdl.

Przypus¢my lip., ze punkt o masie m przyciggany jest wedle
prawa Newtona przez dwa stale punkty o masach mL i m2z si-
tami P1i P2 Sita wiec wypadkowa bedzie P=P 1+ P2 Na str. 103

wykazalismy, ze sity P, i P2 majg potencjat.
Zatem wedle (4), str. 103, oznaczajgc przez rx, r2 i
odlegtosci punktu m od mx i m2 otrzymamy: Sﬁ \
vk ™ 5 o MM2 rom
"1 '2
Sila P ma wiec potencjat F= Fx4-F2 Zatem V— Sm '_"I_ al’\j/

Podobnie, jezeli punkt o masie m przyciaggany jest wedle prawa
New tona przez n punktéw statych o masach mu m2 ..., m,, woéwczas

(7) :I{m¥+/\ +,+m"\.
I u)

gdzie rx r2..., r, oznaczajag odpowiednio odlegtosci punktu m od
punktéw? w,, m2 ..., m,.

8 13. Energia kinetyczna i potencjalna. Niech na punkt
materialny A(X, y, z) o0 masie m dziata sita P. Zatem (str. 79, (I)):
mx =P, my = Py mz —Pz

Pomnézmy obie strony pierwszego réwnania przez x, drugiego
przez y, trzeciego przez z i dodajmy nastepnie réwnania stronami.
Otrzymamy
Q) m(xx +yy + zz) = PJb + P,It + Pzz-

Oznaczmy przez ¢ wartos¢ bezwzgledng predkosci punktu A.
Zatem e2= i2+ y24-i2 skad d(e2/dt= 2(xx + yy 4-zz), a wiec
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d\mv2!dt = m(xx + yy + ;z), Wstawiajgc to w rdwnanie (1),
otrzymamy
d('imv2ldt = Px+ + Puy + Ptz
Catkujgc obustronnie (wzgledem t) od chwili poczatkowej tO
do chwili t, dostaniemy

@) /| ~y }d=fiP*i+P»y+Pj]dt.
i, %,

Niechaj vO bedzie wartoscig bezwzgledng predkosci w chwili
poczgtkowej <U; lewa strona réwnania (2) wynosi wiec \mv2— \nwv\
a prawa strona réwna sie (str. 96, (1V)) pracy, jaka wykonata sita P
w czasie od t0 do t. Oznaczmy te prace przez £w. Edéwnanie (2)
mozemy wiec napisa¢ w postaci
(3) J«Ne* — Vmvi= L tJ.

Wyrazenie jmr2 nazywamy energig kinetyczng punktu.

Kiadac
) E = \mv2 EO=\mv\,
otrzymamy:
) E —EO= Lij.

A wiec: przyrost energii kinetycznej w pewnym czasie réwna sie
pracy sity dziatajacej w tym czasie.

Twierdzenie to nosi nazwe zasady réwnowartosci pracy i energii
kinetyczne;j.

W szczegélnosci, jezeli praca sity P jest stale zerem, to E—EO= 0
czyli E=EOQ, wiec na mocy (4) v—v0. Punkt ma zatem wdwczas
predkosé stalg co do wielkosci. Jezeli wiec sita jest np. stale prosto-
padia do toru, to punkt porusza sie ruchem jednostajnym. Przy-
ktadem jest ruch jednostajny punktu po kole pod wpltywem sity
statej co do wielkosci i skierowanej ku $Srodkowi kota.

Niech teraz punkt porusza sie w polu potencjalnym. Oznaczmy
przez V i FO potencjaty jakie punkt posiada odpowiednio w chwi-
lach t i t0. Zatem L=V —1'0, skad na mocy (I) E—EO= F— IO
czyli
(5) E—V=E0— VO

Wyrazenie —F nazywamy energig potencjalna.
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Ktadgc —V=U i —V0= UQ otrzymamy
() E + U= EO+ FO= const.

Sume energii Kinetycznej i potencjalnej t. j. wyrazenie EA-TJ
nazywamy energig catkowita.

A wiec: jezeli punkt porusza sie w polu potencjalnym, wowczas
jego energia catkowita jest stata.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady zachowania energii
catkowitej.

Wymiar energii kinetycznej i potencjalnej Na mocy (4)
jest [~7]=[w] [r8], wiec

[energia kinetyczna] = LIM T

A zatem energia kinetyczna ma wymiar pracy. Jednostki pracy
sg wiec réwniez jednostkami energii kinetycznej.

Energia potencjalna ma na mocy okreslenia wymiar potencjatu,
zatem ma réwniez wymiar pracy (str. 99).

$14. Ruch punktu przycigganego przez mase nieru-
chomg. Ruch po krzywej rzedu drugiego. Niech punkt ma-
terialny A o masie m przyciggany bedzie przez punkt nieruchomy
0 masie M z silg P, dzialajgcg wedtug prawa Newtona. Umies¢my
w punkcie M poczatek O ukiadu wspdtrzednych. Oznaczajgc (jak na
str. 103) przez P rzut sity na kierunek OA, otrzymamy

(1)

Oznaczajac przez X, Yy, z wspbtrzedne punktu A, otrzymamy

X X . . .
(str.103): P*=P-= — K%Lg/— i t. d. Rownania ruchu punktu A
sa wiec
~omoili 7 M
mnH mx= -A mrg_ﬂ")_l('» my= —A ﬂélll» mz——I{m i

W naszym przypadku sita P ma potencjat V—Km Mjr
(str. 103), zatem energia potencjalna f'= —Km Mjr. Na mocy
zasady zachowania energii catkowitej kmr2—Km M r = const., skad
ktadgc y=KM,

i
2) r2= k + h, gdzie li = const.
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Poniewaz w rozwazanym przypadku ruch jest ruchem sSrodko-
wym (str.86), wiec tor jest ptaski. Przyjmijmy wiec, ze ruch odbywa
sie w ptaszczyznie xy i ze predkos¢ potowa jest rézna od zera.

Ze wzoru Bineta (str. 88, (1)) otrzymamy na mocy (1)

KmM mc* #2(1/r) , 1]
1’ r2 - r2 P +

a poniewaz KM —p, wiec

mir) 1 .
(4) dg? r <

Podstawmy w=I/r. Otrzymujemy

¢Pu
) dfi+U =

Rozwigzaniem szczegdlnym powyzszego réwnania jest M=l/ca
Rozwiazanie ogb6lne rownania jednorodnego ~ + w=0 jest— jak

rtatwo stwierdzi¢ — postaci «= acos 9+ 6sin9. Ogdélnym wiec roz-
wigzaniem réwnania (5) bedzie

u—p\&+ acosy + bsin<q

gdzie a i b sg dowolnymi statlymi. Kladgc a=Q cose>0 b=Q sin <)
(gdzie g i 9D sg dowolnymi staltymi) i podstawiajac z powrotem
ljr=u, otrzymamy rozwigzanie og6lne réwnania (4)

(6) 1/r = M+ pcos (—99).

Ot6z ogo6lne rownanie krzywej rzedu drugiego, gdy biegun jest
w ognisku, ma ksztatt

r*p+p QB

gdzie p jest parametrem, e mimosrodem, za$ D katem, jaki 0$
krzywej tworzy z osig uktadu. Roéwnanie wiec (6) jest réwnaniem
krzywej rzedu drugiego. Z przyréwnania dostajemy

) p=cidfi i e= Q.
Krzywa taka jest elipsg, hyperbola lub parabolg, zaleznie od
tego czy e<lI, £>1 lub e=Il. Aby rozpoznaé¢ rodzaj krzywej,

musimy obliczy¢ stala o. Wyznaczymy jg ze wzoru (2). Mamy
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v2=r2+r2®2 Poniewaz jest predkoscig potowg, wiec \r=', r-p czyli
9>=c/r2 zatem (str. 88, wzor (7)) v2=c2{~ ~ j + - Na mocy (6)
otrzymujemy tedy

(8) V2=~+2pg cos (p—gb) + cig~

Wyrazajac r przez 9 przy pomocy wzoru (6) i wstawiajgc we
wzor (2), otrzymujemy v2=2pZct-\-2pg cos (p—D)-f h, skad przez
przyréwnanie ze wzorem (8)

“F?

a wiec na mocy (7)
Zatem e=1 zaleznie od tego czy #=0. Ktadgc t=i0 v= V0 r=rQ
otrzymujemy ze wzoru (2) /j= r2—2/Hr0; zatem:

zaleznie od tego czy ®2$2/i/rQ.

Wynika stad, ze rodzaj krzywej nie zalezy od kierunku pred-
kosci, lecz tylko od jej wielkosci.

Rodzaj krzywej mozemy wiec wyznaczy¢, znajgc jedno poto-
zenie punktu i szybkos$¢ jego w tym potozeniu.

Komety np. poruszajg sie w obrebie ukiadu stonecznego pod wptywem

przyciagania przez storice, kraza wiec (wzgledem stonca) po krzywych rzedu
drugiego.

Zatézmy obecnie, ze punkt porusza sie po elipsie 0 row-
naniu 1 -l+-%os(<p—@0). Ze wzoru Bineta (3) dostaniemy

KMm Y. czyli KM :?- Niech a i b bedg osiami
elipsy, zas T czasem obiegu. Predkos¢ potowa bedzie wowczas
\c=ab7ilT. Poniewaz p—b2/a, wiec KM=an2a3lT2 skad
(20) allT2= KM/in2

Wynika stad, ze stosunek a3 T2 zalezy tylko od masy ciata przy-
ciggajacego, a nie od masy poruszajgcego sie punktu.

Gdyby stonce byto w spoczynku, to stosunek a3!'2 bytby dla planet wiel-
koscig statg (tak jak tego wymaga trzecie prawo Keplera). Stonce nie jest jednak
w spoczynku, poniewaz jest przyciggane przez planety. Stad pochodza odchylenia
od prawa Keplera.

Sprawa ta zajmiemy sie p6zniej przy t. zw. zagadnieniu divéch ciat (rozdz. V).
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Ruch po linii prostej. Zbadajmy jeszcze przypadek szcze-
gélny, gdy predko$¢ potowa jest zerem. Ruch wtedy odbywa sie
po prostej przechodzgcej przez srodek pola, t.j. przez punkt M
(str. 87). Poniewaz v oznacza wartos¢ bezwzgledng predkosci, wiec

(11) o= K

Przypusémy, ze dla i=0 jest r=r0, v=vO0. Z réwnosci (2), str. 107,
wynika

(12) V2= 2ur~]+ h,
skad
(23) h= W— 2{ito =

Zatézmy, ze w chwili poczgatkowej <= 0 predkos$¢ poruszajgcego
sie punktu zwrocona byta od punktu M, czyli ze punkt sie oddalat.
Dla <=0 jest wiec r>0.

Rozpatrzymy dwa przypadki zaleznie od tego, czy h”"O,
czy li< O.

1°. h™ 0. Na mocy (12) jest stale r2*2jur_1, wiec v2>0; zatem
stale v> 0. Wynika stad, ze punkt nigdy sie nie zatrzyma i ciagle
bedzie oddalat sie od M. Bedzie wiec stale r>0, skad na mocy (11)
v—r przez caty czas ruchu. Z (12) otrzymujemy

(14) r=v=\2 + h czyli dr/\2fj.r~I+ h= dt.

Zatem

@ Jw 0 m =u
L,

Z réwnosci powyzszej wynika, ze gdy t dazy do oo, r takze
dazy do oo, a wiec punkt oddala sie do nieskonczonosci.

2°. h<0. W tym przypadku istnieje takie r=rltdla ktérego v=0.
Warto$¢ rx otrzymamy z (12), kladac »=0 i r~rv Dostaniemy

(16) rl= — 2fi/h

tatwo okazaé, ze r,>r0 Mamy bowiem 2[i>2[i—rO»2=
= >\,(Qur~'—t2) = rj —h). Poniewaz h<0, wiec — 2//ft>rQ, zatem
na mocy (16) jest ril>rc.

Na poczatku ruchu, dopdéki r<ru punkt bedzie sie wiec od-
dalat od M. W tym okresie bedzie wiec stale r>0, zatem na
mocy (11) r=v i wskutek tego beda zachodzity wzory (14) i (15).
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Podstawiajac we wzorze (15) zamiast gérnej granicy catkowa-
nia r warto$¢ r,, otrzymamy chwile dla ktdrej *e=r,. Zatem

f »
J "+ h =

m
Dla t=t1 bedziemy mieli e=0, a dla Ot, punkt bedzie sie
z powrotem zblizat do M.

Przyjmujagc, ze ziemia jest kulg ztozong z warstw jednorod-
nych (t. j. o statej gestosci), wspdtsrodkowyeh, mozna okazaé, ze
ziemia przycigga punkt materialny ze-
wnetrzny tak, jak gdyby cala masa ziemi
skupiona byta w jej srodku 0. Otrzymane
wyniki mozemy wiec stosowa¢ do ruchu
cial przycigganych przez ziemie, oznaczajac
przez M mase ziemi (skupiong w jej srodku 0) i zaktadajac, ze po-
czatek ukiadu znajduje sie w punkcie 0, za$ poruszajgcy sie punkt
materialny nad powierzchnig ziemi, t. zn. ze r~s/i*, gdzie R jest
promieniem ziemi.

Przyktad. Zatéozmy, ze punkt materialny zostat wyrzucony
z powierzchni ziemi pionowo do goéry z predkoscia V0. Zatem ru—R
i na mocy (13) 7i=»2—2pR"'. Ze wzoru (7) str. 91, wynika, ze
p=KM =()R2 gdzie g oznacza przy$pieszenie ziemskie. Zatem

h= vl— 2(jR.
Jezeli VO<\'2gR, to h< 0, a wiec punkt spadnie z powrotem
na ziemie. Jezeli natomiast vO™[2(jR, to 0, a wiec punkt nie

powrdéci wiecej na ziemie.

Przyjmujac 12= 6300kni, <= 9,81 m-sek “2, otrzymamy [2yll—12km-sek- .
Zatem, jezeli ciato wyrzucimy w gére z predkosciag i;0>12 km-sek * to nie spadnie
nigdy z powrotem na ziemie. Wynik ten nie uwzglednia jednak oporu powietrza.

8 15. Ruch harmoniczny. Ruch harmoniczny prosty.
Niech w polu srodkowym na punkt materialny o masie m dziata
sita P, skierowana stale ku Srodkowi O i ktorej wielkos¢ jest pro-
porcjonalna do odlegtosci punktu od O.

Site P nazywamy wowczas -sitg sprezysta.

Zatézmy na razie, ze punkt porusza sie po osi X, ktérej O
jest poczatkiem. Oznaczajac przez [/, wspoétrzedng punktu m, zas
przez P wspo6trzedng sity, bedziemy wiec mieli
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1) P=-X2,
gdzie X jest wspoétczynnikiem proporcjonalnosci. Zatem mx = — XX.
Kiadgc f2=A2m, otrzymamy x = —k2x czyli

2) i+ kx —0.

Z réwnania (2) wynika, ze przyspieszenie punktu ma wielkosé
proporcjonalng do odlegtosci punktu od poczatku O i zwrot stale
ku O.

Ruch, majacy te wilasnos¢ nazywamy ruchem harmonicznym
(lub drgajgacym) prostym.

Réwnanie rdézniczkowe (2) jest réwnaniem liniowym drugiego
rzedu o wspoétczynnikach statych. Pierwiastki réwnania charaktery-
stycznego r2+fc2=0 sg ri=+ki. Ogdlnym wiec rozwigzaniem row-
nania (2) jest
3) x —cxsin kt-f-¢2cos kt.

Piszac stale cltct w postaci c,= acos kt0, ct—— asin kt0, (gdzie
a i t0 sa dowolnymi statymi, przyczem a ~ 0), otrzymamy
4) a;=asinfc(< — ),
skad, zaczynajgc rachube czasu od chwili t0,
n X —a sin kt.
Stalg a nazywamy amplituda.

Poniewaz |sinfci]”l, wiec amplituda a wyraza najwieksze od-
chylenie punktu od O. Dla t—+.nl2k dostajemy x=*a. Torem
punktu jest wiec odcinek od —a do a. Potézmy

5) T=2ji/k.
Wowczas asinfc(t + T) = asin (kt+ 2n) = asinkt. Na mocy

wiec (I) punkt zajmie to samo potozenie w czasie i i t-\-T* Ruch
jest zatem okresowy (czyli periodyczny) o okresie T.

Wstawiajac w (I) zamiast k wartos¢ wyznaczong z (5). otrzy-
mamy

(I X=a sm-p-t.

Jezeli n oznacza ilo$¢ okreséw na 1 sek, to n=1/T. Na mocy
wiec (1)
(H1) X — a sin 2nnt.
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Rézniczkujac (I1), otrzymamy:
an z7l dan* . J7T
1-~OO8Y = - Slil-=rt

Na mocy (I1) i (ii) mozemy utozy¢ nastepujacg tabelke,
podajgca potozenie, predkos¢ i przysSpieszenie punktu dla 1= 0, \ T
iT, 1T i TI

(6) X —r

} 0 PT i-T It T
X 0 a 0 —a «
vV ooaniT 0 —2aniT 0 ‘lanjT
V 0 —Irt-r2 12 0 Aaji*IT* 0

Z tabelki tej widzimy, ze w ciagu okresu T punkt porusza sie od
poczatku ukiadu O do punktu x—a, nastepnie wraca przez punkt O
i dochodzi do punktu .r= —a, nastepnie powraca do O it. d. Naj-
wieksza predkosé jest w O, natomiast na krancach toru (t. j. w pun-
ktach x—zu) predkos¢ jest zerem. Przy$pieszenie za$ jest naj-
wieksze na krancach, t. j. dla j—=* «; w O przys$pieszenie jest zerem.

W dolnym Kkoncu sprezyny zawieszonej pionowo
przyczepiona jest kulka o masie m. Niech O oznacza punkt w kté-
rym jest ona w spoczynku (w rownowadze). Jezeli kulke odchylimy
wzdtuz linii pionowej od potozenia réwnowagi, to kulka zacznie sie
wahac pionowo. Jezeli masa sprezyny jest mata, to mozemy w przy-
blizeniu przyja¢, ze sprezyna dziata na kulke z silg P proporcjonalng
do wydtuzenia (wzgl. skrécenia) i skierowang stale ku punktowi AQ,
w ktérym znajdowat sie koniec sprezyny nierozciggnietej przed za-
wieszeniem Kkulki.

Obierzmy w punkcie O poczatek osi x, skierowa-
nej pionowo w dot. Kladgc AnO —d, otrzymamy

P-~ - A%i*"M),

gdzie X jest liczba stala, zalezng od sprezyny. Poniewaz
w O kulka jest w réwnowadze i P= Xd (bo ,r=n),
zatem —AM -f-mg —0, skad XA—myid. Podczas ruchu
jest mx=P-\-m(j ——AA.r-f-d)4 »u/, wiec m.i(-Px =0
czyli x +~A2r= O gdzie

t2 /Am-—oil

s. Ranach. Mechanika
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Na mocy (l), str. 112, rozwigzaniem powyzszego réwnania jest
x=asinkt, zatem

X = asin

Kulka bedzie wiec odbywata ruch harmoniczny prosty okoto
punktu O. Na mocy (5) okres ruchu wynosi

T —2fi;k—2n\'djg = 2n \mfX.
Okres ruchu zalezy wiec od masy punktu.

Ruch harmoniczny ptaski. Niechaj punkt porusza sie
w polu sit srodkowym, w ktérym sita P ma zwrot ku srodkowi pota
i jest (co do wielkosci) proporcjonalna do odlegtosci punktu od $rodka.

Obierzmy w sSrodku pola poczatek O ukiadu wspétrzednych.
Poniewaz ruch srodkowy jest ruchem ptaskim, wiec mozemy przy-
ja¢, ze odbywa sie w plaszczyznie xy.

Wedtug prawa Newtona jest mp—P, gdzie p oznacza przyspie-
szenie punktu. Przyspieszenie ma wiec zwrot ku Srodkowi pola
i jest (co do wielkosci) proporcjonalne do odlegtosci punktu od
Srodka.

Ruch majacy te wiasnos¢ nazywamy ruchem harmonicznym
ptaskim, a site P sitg sprezystg (por. str. 111).

Na mocy zatozenia mamy
Px=-P x i Pu=-??y,

gdzie A jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci. Réwnania ruchu
beda miaty postac
mi= —AX, my — — Ay.

Ktadac, jak poprzednio fa= A*m, otrzymamy
) = —Kk, y = ~ khj.

Na str. 112, wzér (4), wykazaliSmy, ze rozwigzaniem powyz-
szych réwnan jest:
(8) x —d sin k(t — i¢), y —a" sin k(t — ¥j),

gdzie a', a”, t0, U sg dowolnymi statymi.
Jak tatwo sprawdzi¢, ruch ten jest réwniez ruchem okresowym
w okresie T — 2njk.
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Z réwnanh (8) otrzymujemy:

a”xcos —a'ycos kio= a,'a" cos kt sin k(t'6— to),
a"x sin kto— a'y sin kio = a’a" sin kt sin k(/6'— to).

Podnoszgc do kwadratu i dodajgc stronami, otrzymamy
9) a"Ix?+ a™y2— 2a'a"xy cos k(4'— to) = [a'a" sin k(4'— <G}t-

Jezeli 0'=0, lub a"=0, lub t—A-nn/k (gdzie n catkowite),
to réwnanie (9) jest réwnaniem linii prostej. W pozostatych przy-
padkach (9) jest réwnaniem elipsy, ktorej srodek lezy w poczatku
uktadu.

A wiegc: ruch harmoniczny ptaski odbywa sie po prostej, przecho-
dzacej przez srodek pola, lub po elipsie, ktorej srodek lezy w srodku pola.

Ruch harmoniczny ptaski, odbywajacy sie po prostej, jest oczy-
wiscie ruchem harmonicznym prostym.

Ruch harmoniczny ttumiony, Niech na punkt mate-
rialny, poruszajgcy sie po osi X, dziata oprdcz sity sprezystej P
(t. j. proporcjonalnej do odlegtosci od srodka i skierowanej ku $rod-
kowi), jeszcze sita Q (ttumiaca czyli hamujgca ruch), co do wielkosci
proporcjonalna do predkosci, lecz wprost przeciwnie skierowana niz
predkosc.

Ruch, jaki punkt bedzie wéwczas wykonywat, nazywamy ru-
chem harmonicznym ttumionym.

Oznaczajac przez P i Q wspoétrzedne sit P i Q, mozemy napisac:

(20) P——1}?x i Q—— 2px,

gdzie A i ¢> 0 sg wspoétczynnikami proporcjonalnosci. Zatem
mx= —/?2x—2fix. Kladac

(12) Alm — Ne i fi/m —e,

otrzymamy wiec

(v) X + 2ex+ k*x = 0.

Réwnanie (1V) jest réwnaniem liniowym o wspdtczynnikach
stalych rzedu drugiego. Jego réwnaniem charakterystycznym jest

(12) r*+2er +**= 0,
skad

(13)

=
1
'

(0]

I+
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Rozpatrzymy tu trzy przypadki, zaleznie od tego czy wyroznik
e2—k2 jest ujemny, dodatni czy réwny zeru.

1°. e2—k2< 0. Przypadek ten wystepuje, gdy e jest mate, t.]j.
gdy sita hamujgca Q jest mata. Pot6zmy

(14) [KTA~? = jir

Zatem, na mocy (13) ri:l= —e = ikd. Rozwigzaniem o0g6l-
nym réwnania (IV) jest wiec w tym przypadku

x = e_"(e, sin -(- c2cos k2t).

Piszgc state c,, c~, w postaci c¢,= Acosk,t0O i c2——A sinAt,
gdzie 4> 0 i tO sg dowolnymi staltymi, otrzymamy

(15) x —A e~fisin kx(c— ).

Obierzmy, jako nowy po-
czatek czasu, chwile i0; pod-
stawmy zatem t—10= V. Do-
staniemy x — sin fcji';
piszac z powrotem t zamiast f
i ktadgc Ae~g"=a, otrzymamy

(V) x~ae~t,Hiakl, gdzie a>0.

Wykres powyzszej funkcji podany jest na rysunku. Aby wy-
znaczy¢ ekstrema tej funkcji, nalezy obliczy¢é miejsca zerowe po-
chodnej x = ae fqAicoskj —esinkji), Bedzie wiec ¢ = 0 dla tych
wartosci t, dla ktérych

(16) t)Kt —Kkijle.

Jezeli tOjest najmniejszym pierwiastkiem dodatnim réwnania (16),
to pozostate pierwiastki majg postaé
an «= D+ najk,,

gdzie n jest dowolng liczbg catkowitg. Badajac znak drugiej pocho-
dnej, stwierdzamy, ze maximum wystepuje dla n parzystych, a mi-
nimum dla w nieparzystych. Wynika stad, ze w chwilach t, po-
chodna x zmienia znak, a wiec predkos¢ zmienia zwrot.

Chwile t, nazywamy chwilami zwrotu, odpowiednie za$ potoze-
nia poruszajacego sie punktu punktami zwrotu

Punkty zwrotu wypadajg okresowo co n'kxsek, i to kolejno,
raz na prawo, raz na lewo od poczatku O.
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Czas T1= 2njkl nazywamy jak wprzody okresem ruchu.
Czas JTI—7/AKl miedzy dwiema chwilami zwrotu nazywa sie
okresem drgania.

Na mocy (17) mamy wiec
(18) t,= t0O+inTv

Wezmy pod uwage dwa po sobie nastepujgce punkty zwrotu
X,» *«+i, odpowiadajace chwilom t,, t,+1. Na mocy (V) i (18) jest:

\=ae“ £U+'r,) |sinkttO\ I"*h |= ae- 22 +i(«+i)r, jgin
skad
o |/W = -

Wynika stad, ze wspo6trzedne x,, malejg do zera (co do modutu)
wedtug postepu geometrycznego.

A wiec: jezeli sita hamujaca jest mata, to maksymalne odchylenia
punktu nastepujg po sobie w réwnych odstepach czasu (okres drgania)
i malejg do zera wedlug postepu geometrycznego.

2°, fic—k2> 0. Przypadek ten wystepuje gdy sita ttumigca
jest duza. tatwo stwierdzi¢, ze pierwiastki rdwnania charakterystycz-
nego (13) sg w tym przypadku ujemne. Oznaczajac je przez —g,
i —Oj, otrzymujemy rozwigzanie ogélne réwnania (IV) w postaci

(\A)) X —Ae”N' + Be-M,

gdzie A i B sg statymi dowolnymi oraz ~>0 i > 0.

Gdy czas t wzrasta, to x szybko dazy do zera. Nie trudno,
sprawdzi¢, ze istnieje co najwyzej jeden punkt zwrotu. Predkos¢
jest wiec co najwyzej raz tylko zerem.

3°. £2—k2—0. Przy tym zalozeniu réwnanie charaktery-
styczne (13) ma pierwiastek podwoéjny —e. Rozwigzanie ogolne réw-
nania (1V) ma postac k

(VI1I) jc= e-»(At + B),

gdzie A i B sa statymi dowolnymi.

Gdy czas wzrasta, x dazy szybko do zera. Podobnie jak po-
przednio, istnieje co najwyzej jeden punkt zwrotu, a wiec predkos¢
staje sie zerem co najwyzej raz tylko.
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Buch harmoniczny wymuszony. Niech na punkt mate-
rialny, poruszajgcy sie po osi X, dzialta oprdcz sity sprezystej P
i thumiacej Q jeszcze sita R, skierowana wzdtuz osi x i zalezna tylko
od czasu.

Wspédtrzedna sity R bedzie wiec

R — mw/(i),
gdzie w jest state.

Przypusémy, ze sita R jest periodyczna, np. ze
(19) R = mwsin (at + i3),

gdzie a i ? sg state. Rdwnanie ruchu ma wiec posta¢ (por. (1V),
str. 115):

(20) X + 2ex-\-¥x = w sin (at-f-/3),
gdzie znaczenie statych e i & jest takie same jak poprzednio. Aby

otrzymad rozwigzanie ogbélne réwnania (20), wyznaczamy jedno szcze-
gblne postaci

(21) x = bsin (ai-f-y).

W celu wyznaczenia statych b i y, podstawmy (21) w (20). Do-
staniemy

(22) (k2—a*)b sin (a<-f-y) + 2aeb cos (at + y) = wsin (at+ ft).
Kladac raz ai+y=0, drugi raz at+y—nl2, dostaniemy

(23) 2aeb —w sin ($—vy), (fe2—a*)b = w cos (fl—y),

skad

(24) b tolB—y)-* K% -

a z réwnosci tych wyznaczamy juz b i vy.

Opierajac sie na (24), tatwo stwierdzi¢, ze funkcja (21) spetnia
rownanie (20) tozsamosciowo dla kazdego t.

Rozpatrzmy przypadek e2—Ne<0. Rozwigzanie og6lne réwna-
nia jednorodnego x 4- 2ex + kX = 0 podaje wzér (15), str. 116. Za-
tem ogélnym rozwigzaniem rdwnania (20) jest

(25) x = Ae~elsinky(t — tQ)-f bsin(at + y), gdzie kl— jfe2— s2-

Gdy i wzrasta, pierwszy skiadnik dgzy szybko do zera i ruch
staje sie w przyblizeniu harmonicznym o réwnaniu

X = bsin (at+ y).
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Amplituda tego ruchu jest «b. Sita R jest silg periodyczng
0 okresie T'= 2n/a. Okres ruchu harmonicznego tlumionego wy-
nosi IN\—2njkv Przypusémy, ze okresy T' i 1\ mato sie roznig od
siebie, czyli ze a mato sie rézni od kt. Jezeli sita ttumiaca jest mata,
to e jest mate, wiec k, = ~k2—e2 mato sie rozni od ft. Zatem i f
mato sie bedzie réznito od a. Na mocy wiec (24) moze by¢ b wielkie
nawet wowczas, gdy w jest male (t. zn. gdy sita R jest mata).

Widzimy stad, ze malg sitg periodyczna, o okresie zblizonym
do okresu ruchu, mozemy wywota¢ wielkie odchylenia punktu od $rodka,
gdy sita ttumigca jest mata.

Oddziat zotnierzy, przechodzacych przez most krokiem miarowym, wy-
wotuje drgania (wlasne) mostu. Jezeli okresy krokéw i drgania mostu mato sie
réznig od siebie, to odchylenia mostu moga sta¢ sie szybko tak duze, ze most
sie zatamie. Podobnie gdy automobil doznaje na zlej drodze wstrzgséw, drob-

nych nawet, ale ktérych okres jest zblizony do okresu drgan (wikasnycli) jego
resoréw, to wahania moga sta¢ sie tak wielkie, ze resor peknie.

Krzywe Lissajous. Niech na punkt materialny dziata sita P,
ktdérej rzuty na osie ukiadu sg (co do wielkosci) proporcjonalne do
wspotrzednych punktu i skierowane ku poczatkowi ukitadu. Mozemy
wiec przyjac, ze:

Px ——Mx, Pu= —Uy, P,= —kiz
gdzie KL /o, A3 sg state. Rownania ruchu majg postac:
mx ——Xx, my ——/Jy, mz ——kiz

Ktadac k\jm—Kk\, kijm—ki i ~jm=Kki, otrzymamy wiec:

(26) X ——k\x, = —IlAy, z —ktz.

Rozwigzaniami powyzszych réwnan (por. str. 112, wzér (4)) sa
funkcije:

(27) x—asink, (t —t0), y—a2smki(t—t9, z—ai&wk*(t—C).
Okresy tych funkcji wynosza (str. 112, wzor (5j)):
(28) Tj = 27i/kx T2—2jT/ka, "N\= 2n/k3

Jezeli ruch jest okresowy o okresie T, to ilorazy T:1\, \Tv T: T
muszg by¢ liczbami catkowitymi. Zatem ilorazy Tj: Tt, I1\: Ts i 1\: T3
(tub ze wzgledu na (28) ilorazy kz:ku f3:fc, i k3:k2) muszg by¢
liczbami wymiernymi. Jezeli wiec nie wszystkie te ilorazy sa
liczbami wymiernymi, to ruch nie jest ruchem okresowym.
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W przypadku ruchu na ptaszczyznie, tory ruchu okreslonego
réwnaniami (27) nosza nazwe krzywych Lissajous; odgrywaja one
wazng role w akustyce.

Przyktad. Ruch odbywa sie w ptaszczyznie xy. Nieci» ki:kl= 2
id4=4=0.
Kladac k i kt= 1k, otrzymamy zatem na mocy (27):

x = <jsin fct i /I = a2sin 2fct.

Poniewaz y=2«2sin&icoskt, wiec sinfct—x/'a, i coskt=aly/"2aix, -
skad (x/alt+ (a,jfl2a>>= 1, czyli

da*x‘—4ajajx-+ ilR= 0.

Tor bedzie wiec krzywa rzedu czwartego.

§ 16. Warunki réwnowagi w polu sit. Jezeli w pewnym
polu sit punkt materialny jest w punkcie A w réwnowadze, to oczy-
wiscie sita P dziatajaca w A rdwna sie zeru. Na odwrot, jezeli w pew-
nym punkcie A(x0 y0 z0) pola, sita P =0, to punkt materialny
umieszczony w A w chwili t=t0 bez predkosci poczatkowej (t. zn.
rO= 0) pozostanie stale w spoczynku t. j. w réwnowadze. Wynika
to stad, ze warunki poczatkowe wyznaczajg ruch jednoznacznie,
a spoczynek (t.j. ruch okreslony réwnaniami x=x0, y ~y0, z—z0)
spetnia warunki poczatkowe i réwnanie mp—P ; mamy bowiem stale
p—0 i P=0.

W polu potencjalnym pochodne czastkowe potencjatu V réwne
sa, jak wiemy, rzutom sity na osie uktadu (8 11, str. 100). Jezeli
wiec punkt A jest potozeniem réwnowagi, wdéwczas w punkcie Ai

1) SV/3x=0, 3V/9y=0, 3F/Sz—1).

Béwnania powyzsze zachodzg w szczegélnosci w tych punktach,
w ktorych wystepuja maxima lub minima potencjatu.

A wiec: punkty, w ktérych wystepujg ekstrema potencjatu, sa
potozeniami réwnowagi.

Potozenia réwnowagi moga jednak wystepowal réwniez w ta-
kich punktach, w ktorych potencjat nie ma ekstremum; réwnania (1)
przedstawiajg bowiem tylko warunki konieczne istnieniaekstremum.
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Rownowaga stata. Niech w polu sit punkt materialny znaj-
duje sie w réwnowadze w punkcie A.

Powiadamy, ze rownowaga jest stala, jezeli punkt materialny
po matym przesunieciu z punktu A i po otrzymaniu malej energii
kinetycznej poczatkowej, bedzie poruszat sie stale w niewielkiej od-
legtosci od A i posiadat stale mata energie kinetyczna. Sci$lej méwiac,
rownowaga w A jest stala, jezeli do kazdych dwu liczb R>0 i e>0
mozna dobraé takie liczby Ro>0 i e0>0, ze punkt materialny, znaj-
dujacy sie gdziekolwiek w odlegtosci mniejszej niz RO od A, bedzie
po otrzymaniu energii Kinetycznej poczatkowej mniejszej niz e0 po-
ruszat sie w odlegtosci od A stale mniejszej niz R i posiadat energie
kinetyczng state mniejsza niz e.

Jezeli réwnowaga w punkcie A nie jest stata, méwimy, ze
w punkcie tym jest réwnowaga niestata.

Tirterdzenie Dirichleta. W pola potencjalnym punkt, w ktd-
rym potencjat osigga maximum wiasciwe, jest potozeniem réwnowagi
statej.

Dowéd. Niech w pewnym polu potencjalnym potencjat V
osigga maximum wiasciwe w punkcie A (mdwi sie, ze funkcja
osigga w punkcie A maximum wiasciwe, jezeli w pewnym otoczeniu
tego punktu najwiekszg warto$¢ przyjmuje tylko w punkcie A).

Zatézmy, ze w punkcie A potencjat ma wartos¢ 0; mozemy
to zawsze uzyskaé przez dodanie odpowiedniej statej, poniewaz po-
tencjat okreslony jest tylko z doktadnosScia do pewnej statej (str. 99).

Wezmy dowolne />0 i e>(). Bez szkody dla og6lnosci do-
wodu mozemy tez obra¢ R tak male, by w kuli K o $rodku A i pro-
mieniu R potencjat byt wszedzie po za A ujemny. Oznaczmy przez L
maksimum potencjatu na powierzchni kuli A'; zatem L <0.

Niech teraz €0 bedzie dowolng liczbg, spetniajaca nierdéwnosci:

2) e0> 0, e0< —\L, e0< te.

Poniewaz w A potencjat jest zerem, wiec istnieje taka kula KO
o $rodku A i promieniu RO< R, ze

3) —e0<7<;0 wkuli Ko

Umiesémy punkt materialny gdziekolwiek w odlegtosci < ROod A
(t.j. w kuli KO) i nadajmy mu energie kinetyczng poczatkowg

(4) Eb<eO
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Na mocy (5), str. 106, jest podczas ruchu stale
<») E-V = EO-VQ

Poniewaz na mocy (3) jest —e#ti<Fe, wiec wobec (5) i (4) jest
(6) E—F< 2ed

Z uwagi na to, ze E~ 0, otrzymujemy —F”"2«,, skad na
mocy (2) —F< —L, czyli V>L. A wiec punkt materialny nigdy
nie przekroczy powierzchni kuli K (bo potencjat na niej jest ™ L\
ruch jego bedzie sie tedy odbywat wewnatrz kuli K, t. j. wr odle-
gtosci od A mniejszej niz B. Poniewaz ponadto w kuli K jest stale
Fs™.0, czyli —F”sO, wiec na mocy (6) jest E< 2eB skad na mocy (1)
E<e A wiec w A jest rdwnowaga stala, c. b. d. d.

P r-Vktafi. Wezmy pod uwage pole sil, w ktorym Px——KkX,
Pv= —khf, Bz=-—kZ. Pole to jest wiec polem potencjalnym o po-
tencjale V——i *e* gdzie r2= x2-f-y2+ z2

Punkt A (0,0,6) jest potozeniem réwnowagi statej, bo w punkcie
tym potencjat osigga wartos¢ najwiekszg 0, a poza tym jest ujemny.

Statos¢ réwnowagi w A udowodnimy teraz bezposrednio.

Niech dane bedg dowolne liczby R> 0 i e>0. Umiesémy punkt
materialny w odlegtosci rOod A i nadajmy mu energie kinetyczna E.
Zatem E + 1Ar-—Ea+ Mk-r~ skad

@) E ~E 0+ i-k!rl.
Ponadto FV2 -f 5k2r2 czyli
<) r< y E 0+>i-

Jezeli wiec dobierzemy e0 i BO tak, by byto réwnoczesnie

fo+ r**ji < e * J p~e)+ K <

to otrzymamy dla wszelkich EO<e0 i rO< KO na mocy (7) i (8)
E<e i r<R. UdowodniliSmy wiec, ze rownowaga w A jest stala.
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Il Dynamika punktu nieswobodnego.

8§ 17. Rownania ruchu. Dotychczas badaliSmy ruch punktu
materialnego swobodnego, t.j. takiego, ktéory mogt wykonywaé do-
wolne ruchy przy odpowiednich sitach. Spotykamy sie jednak réw-
niez z zagadnieniami, w ktdérych ruchy punktu podlegajg pewnym
ograniczeniom, takim np., ze punkt musi stale pozostawac¢ na pewnej
linii, powierzchni i t.p.

Przyktad. Wyobrazmy sobie, ze drobna kulka nawleczona jest na sztywny
drut (np. w ksztatcie kota). Jakimikolwiek sitami dziataliby$my na kulke, be-
dzie ona mogta wykonywa¢ jedynie takie ruchy, przy ktérych pozostanie stale

na drucie. Zagadnienie sprowadza sie wiec w tym przypadku do badania ruchu
punktu materialnego, ktdry ma pozostawac stale na pewnej linii.

Punkt taki nazywamy nieswobodnym, a warunki ograniczajace,
jakim muszg czyni¢ zados¢ ruchy punktu nieswobodnego, nazywamy
wiezami.

Reakcja. Przy rozpatrywaniu ruchu punktéw nieswobodnych
bedziemy zaktadali, ze na punkt nieswobodny dziata (oprocz danych
sit) pewna dodatkowa sita, ktora sprawia, ze punkt zachowuje wiezy.
Te dodatkowg site nazywamy reakcjg (oddziatywaniem).

Reakcje przypisujemy dziataniu na punkt materialny ciat wywotujacych

wiezy. Reakcja drutu jest wiec np. sita, z jaka drut przeciwstawia sie porzuceniu
go przez nawleczong na niego kulke.

Niech punkt materialny nieswobodny A ma pozostawaé stale
na krzywej C (rys. 1). Niech reakcja w pewnym potozeniu punktu A
bedzie R. Skiadowa N reakcji, prostopadtg do stycznej, nazywamy
reakcjg normalng, sktadowg T styczng nazywamy reakcjg styczng
lub tarciem.

Podobnie, jezeli punkt ma pozostawac¢ stale na pewnej po-
wierzchni 8 (rys. 2), to sktadowg reakcji prostopadtg do powierzchni 8
nazywamy reakcjg normalng, skladowa za$ styczng reakcjg styczng
tub tarciem.
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llekro¢ wiec zaktadamy, ze nie ma tarcia, to przyjmujemy
tym samym, ze reakcja jest prostopadta do krzywej (powierzchni).
Gdy nie ma tarcia, méwimy tez, ze krzywa (powierzchnia) jest gtadka.

Jezeli o punkcie A, lezagcym po pewnej stronie powierzchni,
zakltadamy tylko, ze nie moze przejs¢ na drugg jej strone (choc
moze porzuci¢ te powierzchnie), to reakcje uwazamy za skierowang
w te strone powierzchni, z ktérej znajdu je sie punkt (str. 123, rys. 3).

(idy lip. kulka lezy na stole, woéwczas reakcja stotu skierowana jest
ku gérze.

Rownania ruchu. Reakcje okreslilismy jako site dodatkowa,
ktéra sprawia, ze punkt nieswobodny zachowuje wiezy. Jezeli wiec
do sity dziatajacej P dodamy reakcje R, to bedziemy mogli uwazac
punkt materialny za punkt swobodny. Oznaczajac przez m mase,
a przez p przyspieszenie punktu, otrzymamy wiec

(O] mp—P +R.

W ten spos6b badanie ruchu punktu nieswobodnego sprowa-
dzamy do badania ruchu punktu swobodnego. Jezeli o reakcji R
przyjmiemy jeszcze pewne zalozenia specjalne, np. ze nie ma tarcia,
to (jak okazemy p6zniej) rownanie (l) wystarcza do wyznaczenia ruchu.

Przyktad. Niech punkt o masie m spada pod wplywem cie-
zaru Q—mg po ptaszczyznie, nachylonej do poziomu pod katem a.
Zatézmy, ze nie ma tarcia. Reakcja R

jest zatem prostopadta do ptaszczyzny.
Oznaczajgc przez p przys$pieszenie punktu,
mamy namocy (1) mp—Q+ R. Tworzac rzuty
na ptaszczyzne pochyia i ktadac p=]|p|, otrzy-

mamy mp—mgmui, skad

p—qg sin«.

Energia kinetyczna. Przyrost energii kinetycznej punktu
nieswobodnego réwna sie sumie prac sity dziatajgcej P i reakcji R
Przy zatozeniu braku tarcia reakcja jest prostopadta do toru, zatem
praca reakcji réwna sie zeru. Wynika stad, ze gdy nie ma tarcia,
przyrost energii kinetycznej roéwna sie jedynie pracy wykonanej
przez site P.

W szczeg6lnosci, jezeli nie ma tarcia, to suma energii Kinetycznej
i potencjalnej punktu poruszajgcego sie w polu potencjalnym jest stata.
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#18. Ruch punktu nieswobodnego po krzywej.

Ruch po krzywej ptaskiej. Zatozmy, ze punkt A o ma-
sie m ma pozostawac¢ na krzywej ptaskiej (' ize sila P dzialajgca
na punkt lezy w'ptaszczyznie krzywej ('. Przypusémy, ze nie ma
tarcia, t. zn. ze reakcja R jest prostopadta do krzywe;j.

Oznaczajgc przez p przyspieszenie punktu, mamy wiec (por.
wzor (I), str. 124)

(D) mp—P+R.

Nadajmy stycznej + zwrot zgodny ze zwrotem krzywej, a nor-
malnej n zwrot ku srodkowi krzywizny (rys. 1). Niechaj pt, p,, Pt, P,
bedg rzutami przyspieszenia p i sity P na styczng i normalng zas$ R
rzutem reakcji R na normalna. Z réwnania (1) otrzymamy, tworzac
rzuty na styczng i normalna;

(2) mp,—Pt, mp,—P,+R.

Niech r oznacza rzut predkosci na styczng, zas p promien
krzywizny. Woéwczas (str. 41):

Pt=v, p,= vAq,
skad na mocy (2):

) mi'—Pt, | mc3g—P,+R.

Pierwsze z rownan (I) pozwata wyznaczyé¢ ruch, znajac site P
lub jej rzut Pt Réwnanie 6
to mozemy takze napisacé
W innej jeszcze postaci,
mianowicie:

gdzie voznacza wspo6trzed-
na tukowg na krzywej C. *

Drugie z rownan (l) pozwala obliczy¢ reakcje R, znajac pred-
kos¢ .

Ruch po krzywej przestrzennej. Zatézmy, ze tor jest
krzywa przestrzenng C i ze nie ma tarcia.

Nadajmy stycznej t zwrot zgodny ze zwrotem krzywej, normal-
nej gtébwnej n zwrot ku Srodkowi krzywizny, wreszcie binormalnej b
zwrot taki, by ukiad (t,n,b) miat zwrot zgodny z ukitadem wspot-
rzednych (rys. 2).



120 ROZDZIAL 11l. Dynamika punktu materialnego.

Utwdérzmy rzuty na styczng, na normalng gtéwng i na binor-
malna. Poniewaz rzut przys$pieszenia na binormalng (str. 12) i rzut R
na styczna sg zerami, wiec otrzymamy z réwnania mp—P+R:

mpt—Pt, mp,=PIt+R,,, 0=P*+Pi,,
skad

) mv—~Pt, mv2aQ—P,+R,,, Pb+Rb= 0.

Pierwsze z rownan (I1) pozwala wyznaczy¢ ruch, z dwoch za$
pozostatych réwnan (I1) mozemy obliczy¢ skltadowe R, i Rb, a wiec
reakcje R.

Ruch punktu nieswobodnego ciezkiego. Niech na punkt
materialny nieswobodny o masie m dziata sita ciezkosci. Zatézmy,
ze nie ma tarcia. Potencjat sity ciezkosci wynosi V——mgz (0$ z
skierowana pionowo w goére). Na mocy zasady zachowania energii
catkowitej otrzymamy wiec { mvZmgz= const. lub po uproszczeniu

() ' &+ 2gz—h.

Statg h mozemy wyznaczyé, znajac predkosé¢ v,, i wspotrzedng z0
w pewnej chwili t0. Dostaniemy
(4) h=e-+ 29z0, skad Vi + 2gz=v2+ 29z0.

Z (111) wynika 2gz~h, zatem z~h/2g. Maksymalna wiec wy-
sokos$é, na jakg punkt moze sie wzniesé, wynosi

(or>)

Jezeli punkt w ciggu ruchu znajduje sie kilka razy na tym
samym poziomie z=z"', woéwczas na mocy (I1l1) mamy v2 h —2gz'.

A wiec: na jednym i tym samym poziomie punkt ma jedng i te
samg predkosc.

Przyktad /. Punkt spada po krzywej C o réwnaniu z=f(x),
potozonej w plaszczyznie pionowej xz. Zatézmy, ze w czasie i=0
punkt znajduje sie w punkcie A(x0,z0) i ma predkos¢ vO—O.

Oznaczajgc przez s wspotrzednag tukowag, dostaniemy wiec na
mocy (1), z uwagi na to, ze 0=§,

§2+ 2gz= 29z0 czyli **=2«/(z0—2).

Obierzmy na krzywej C zwrot zgodny z poczgtkowym ruchem
punktu (t.j. zwrot ku dotowi). Az do chwili, gdy punkt mate-
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rialny dojdzie do punktu B, potozonego na tej samej wysokosci co
punkt A (rys. 1], mamy $=A29(z9—z), wiec fis \'lg{z9—z)=fit.
Poniewaz fis—\1+ f"\x)dx, wiec

6) ¢ h IATA) 4t

Wz6r powyzszy podaje czas, w ktdrym punkt materialny
osiggnie punkt D o wspoétrzednych x=£, ;/=/(£). Jezeli .r, oznacza
odcieta punktu B, to dla x(* § < x | catka, (6) ma wartos$¢ skoriczona,
wiec czas i jest skonczony. Dla S~x1 funkcja podcatkowa staje sie
nieskonczona, bo z zatozenia z(=j(x0)=f(xI). W tym przypadku
wartos¢ catki moze by¢é wiec skoriczona lub nieskonczona. Wynika
stad, ze punkt materialny moze doj$¢ do punktu B lub nie: zaleze¢
to bedzie od ksztattu krzywej f. tatwo okazaé, ze jezeli styczna
w punkcie B nie. jest pozioma (t. zn. jezeli n). wowczas war-
tos¢ catki (6) jest skon-
czona, wiec punkt mate-
rialny osiggnie punkt B.

Przy ktad i
Niech punkt zsuwa sie
w ptaszczyznie pionowej
po krzywej (J, ktorej
cze$¢ BEDF jest kotem
o Srodku O i promie-
niu r. Zatézmy, ze nie ma tarcia. Zatézmy tez, ze punkt nie musi
stale pozostawa¢ na krzywej (J, byleby tylko nie przeszedt na drugg
jej strone; reakcja bedzie wiec skierowana w te strone, po ktorej
punkt sie znajduje (rys. 2).

Zapytajmy sie, z jakiej wysokosci z0 nalezy punkt opusci¢ bez
predkosci poczatkowej, azeby obiegt okrag kota BEDF.

Obierzmy na kole punkt E dowolnie. Oznaczmy przez c pred-
kos¢ punktu w E, przez i) kat, jaki tworzy z pionem promien OE.
Zatem na mocy (T), str. 125, jest mvt/r=nuj i-ma+li, czyli

li = — (v2—ijrcosi)).

Poniewaz i~ 0 (gdyz reakcja musi by¢ skierowana w strone
punktu, t. j. ku Srodkowi kota), wiec

@) v2 <grcos O™ O.
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Poniewaz punkt opuscit wysokos¢ z, bez predkosci poczgtko-
wej, wiec oznaczajgc przez z wspoOtrzedng punktu E, bedziemy
mieli v22gz= 2gz0. Wyznaczajgc stad r2i wstawiajac w (7). otrzy-
mamy 2gz0—2gz—gr cosO~ 0O, skad

(8) ?2+./ rcos O,

Nierownos¢ (8) jest warunkiem koniecznym i wystarczajgcym,
jaki musi spetnia¢ wysokos¢ z0, aby punktobiegt okrag BDEF. Prawu
strona tej nier6éwnosci osigga maksymalng warto$¢ w najwyzszym
punkcie kota, w ktorym z—2r i 0=0. Wstawiajac te wartosci
w (8), dostaniemy

z0> or/2.

Jezeli wiec spuscimy punkt materialny z wysokosci z,>.V 2,
to punkt obiegnie koto.

Jezeli zas *,<5r/2, to w pewnym punkcie kola nasz punkt
materialny opusci koto, mianowicie w tym punkcie, w ktérym,
z0=z-fEr cosi). Gdyby bowiem dalej poruszat sie po kole, to, jak
tatwo stwierdzi¢, mielibysmy H<(\, co jest niemozliwe, gdyz to by
oznaczato, ze punkt jest przyciskany do krzywej. Po opuszczeniu
kota punkt bedzie spadat oczywiscie tylko pod wplywem swego
ciezaru.

I*rxf/klfiil .7. Punkt o masie m porusza sie pod dziataniem
sity ciezkosci po linii Srubowej
(9) x—tCos Yy, y—r siny, z—Xky.
Mamv
i——rysiny, y rycosy i z—Kky,

wiec v2—x2-t-yi+z2—(r2+ k?2y2 skad na mocy (I11), str. 120, otrzy-
mujemy {r2+ki)y2+ 2gky=h, a zatem dtl<ly=+\f(t2+k 2']/(h—2gky)
i wreszcie

ok \/ + KkI\li—2gky-j- c.

Znak po prawej stronie i stata #zalezg od warunkéw poczat-
kowych. Wyrazajagc y przez t i wstawiajgc w (9), otrzymamy
réwnania ruchu.
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H19. Ruch punktu nieswobodnego po powierzchni.
Niech na punkt materialny o masie m dziata sita P. Zatézmy, ze
punkt ma pozostawac stale na powierzchni fi o réwnaniu
(€))] F(x,y,z)=0
i ze nie ma tarcia. Reakcja fi jest wiec prostopadta do 8.
Z geometrii rozniczkowej wiadomo, ze wsp6tczynniki kierunkowe
normalnej do powierzchni sg proporcjonalne do pochodnych czagst-
kowych 3Fj3x, 3F/3y, 3F/3z. Poniewaz reakcja fi ma kierunek
normalnej, wiec:
2) Hx=X3F13t, RNeX3F/dy, R,=X3F/3z,
gdzie A jest wspoétczynnikiem proporcjonalnosci zaleznym od czasu.
Zatem A=A(<).

Z rownania mp=P+fi otrzymamy na mocy (2):

(a1 mx=Px+ X9'E, my:P,,+X-3J":‘, mz=Px+ Xg'E.

Réwnania (1) i () wyznaczajg tgcznie nieznane funkcje czasu
x=f(t), y=(p(b), i A=A(<). Po wyznaczeniu tych funkcyj
mozemy reakcje fi obliczy¢ z réwnan (2)."

Przyktad 1. Punkt ciezki o masie m porusza sie po powierz-
chni walca kotowego (0$ z skierowana pionowo w goére)

X2+ y2=r*,

Mamy tutaj F(x,y,2)** + y2—r2—0, Px=0, Pu=0

i Px——mg, wiec na mocy (I):

3) mx=2XXx, my —'2Xy, mz ——mg.
Trzecie z rownan (3) daje po scatkowaniu
(4) z=—Dbgtl +ai+b,
gdzie a i b sg state. Przejmijmy warunki poczatkowe dla 1=0:
(5) No="% ~0=0, XF O, 0= w,

gdzie u i w oznaczajg pewne state (i0=0, gdyz w chwili t=0
predkosé e0 jest styczna do walca, wiec prostopadia do osi x). Na
mocy (4) i (5) dostajemy b—O0 i a=w, zatem
(6) z—\gil +wt.

Poniewaz vl+2gz=vI+2gz0, wiec xi+ij2+zt+ 2gz=u*+w*, skad
na mocy (6) i*+v2(—gt+w)*—gH*+2icgt=iP+v?, a zatem
(7) X*+jl2= « 2.
S. Banach. Mechanika. 9
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A wiec rzut punktu na plaszczyzne poziomg porusza sie po
kole xljry2=r2 z predkoscig statg w;, predkos¢ katowa wynosi
wiec oj=ujr. Stgd x—rcos (U/F\~<0) i y=r sin (ut/r+<p0). Poniewaz
dla 1=0 jest wedtug (5) xO—r i yO=0, wiec mozemy przyja¢ B=0.
Dostaniemy zatem:

(8) X=rcos —t, y—rsm —t.

Réwnania (6) i (8) okreslajg ruch punktu. Czynnik Aotrzymamy
z réwnan (3), wstawiajgc zamiast x i x wartosci z (8). Dostaniemy
A= —mu22r2 skad na mocy (2):

mul mu*
R, ri Ro Y, R2=0

i wreszcie

A wiec: reakcja jest stata co do wielkoSci i zawsze prosto-
padta do osi walca.

Prst/ktad ii. Punkt o masie m porusza sie pod dziataniem
sity ciezkosci po kuli (0$ s skierowana pionowo w goére)

9) X2+y2+ 22—r*=0.
Na mocy wiec (I), str. 129:
(20) mix—2AX, my —2Ay, mg= 22.z—my.

Réwnania (10) nie dadzg sie rozwigza¢ przy pomocy funkcyj
elementarnych. Mozemy jednak wyprowadzi¢ pewne wnioski, nie
rozwigzujac tych réwnan.

Zauwazmy, ze reakcja R jest stale skierowana ku S$rodkowi
kuli, a wiec, ze jej rzut R' na ptaszczyzne pozioma jest stale skie-
rowany ku poczatkowi O ukiadu. Rzut E' jest wiec sitg Srodkowa.

Poniewaz rzut sity ciezkosci na ptaszczyzne pozioma jest ze-
rem, wiec oznaczajgc przez p' rzut przyspieszenia punktu na
ptaszczyzne poziomg, otrzymamy mp'—R".

Wynika stad (str. 86), ze ruch rzutu bedzie ruchem srodkowym.
Tor rzutu bedzie wiec albo linig prosta |, przechodzacg przez po-
czatek O, albo krzywdg C, ktéra nigdy przez poczatek nie przejdzie
(str. 87).
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W przypadku pierwszym ruch samego punktu bedzie odbywat
sie w plaszczyznie pionowej, ktdérej Sladem jest i; punkt bedzie
wiec poruszat sie po potudniku. Przypadek ten zajdzie, jezeli punktowi
nadamy predkos¢ poczatkowg stycznag do potudnika, wtedy bowiem
rzut predkosci (na ptaszczyzne xy) bedzie skierowany ku poczgtkowi O,
predkos¢ potowa rzutu bedzie zerem i tor rzutu bedzie linig prostg
przechodzacg przez Srodek O.

W przypadku drugim, gdy tor rzutu jest krzywa G nigdy nie
przechodzaca przez O, bedziemy mieli, oznaczajac przez rOi rt naj-
mniejszg i najwiekszg odlegtos¢ rzutu od O, r%”™: x2-j-y2*~rf.

Na mocy (9) jest z2—r2— (aP+y2), wiec r2— r2™ « 28 N~ —raczyli

jire— I2—r2

Wynika stad, ze punkt bedzie krazyt po kuli miedzy dwiema
ptaszczyznami poziomymi. Przypadek ten zajdzie, jezeli predkos¢
poczgtkowa vO punktu nie bedzie styczna do potudnika; wtedy bo-
wiem rzut predkosci vO na ptaszczyzne xy nie bedzie skierowany
ku O i predkosé¢ potowa rzutu bedzie rézna od zera.

§ 20. Wahadto matematyczne. Wahadlem matematycznym
nazywamy punkt materialny m zawieszony w polu ciezkosci na
nici niematerialnej i nierozciggliwej, utwierdzonej jednym koricem
w punkcie S.

Ni¢ dziata na punkt materialny tylko wowczas, gdy jest na-
pieta; reakcja R jest skierowana wzdtuz nici ku punktowi 8. Od-
legtos¢ punktu m od punktu S jest stale niewieksza od dtugosci
nici 1. Punkt moze sie zatem porusza¢ wewnatrz i na powierzchni
kuli K o Srodku 8 i promieniu 1.

Jezeli przy napietej nici, tworzacej z pionem SO kat < n/2
puscimy wolno punkt m (t. j. bez predkosci poczgtkowej), to punkt
bedzie sie poruszat w ptaszczyznie pionowej, przechodzgcej przez 8,
po kole o srodku O i promieniu I.

Przyjawszy na kole dowolny zwrot, oznaczmy potozenie pun-
ktu A (lezacego na dolnej potowie kota) przy pomocy wspoétrzednej
tukowej s, liczonej od najnizszego punktu kota O. Oznaczmy przez
$ kat miedzy OS i OA, przyczem znak kata < niechaj bedzie
zgodny ze zwrotem tuku OA. Zatem

(11 8— lfp.
g%
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Tworzac rzuty sity ciezkosci i reakcji R
na styczng w punkcie A, otrzymamy m«=
= —mgsin 9 a poniewaz na mocy (1) jest
8= lip, wiec mltp——mg sin 9 a wiec

Q) <p=—j8in<p.

Przyjmijmy, ze w chwili poczatkowej
t=0 mielisSmy >0. W ciggu catego ruchu bedzie oczywiscie
—qD"e><e>0) gdyz punkt nie moze sie wznies¢ do potozenia wyz-
szego niz poczatkowe .

Jezeli gD jest dos¢ mate, woéwczas z wielkim przyblizeniem mo-
zemy przyjaé f=sine>. Zatem na mocy (I) otrzymamy es+]|?>=0,
a poniewaz wedtug (1) jest e>=»/i, wiec

2) 8+ Ns=0.

Poréwnujac réwnanie (2) z réwnaniem ruchu harmonicznego
(str 112), widzimy, ze punkt bedzie poruszat sie ruchem harmonicz-
nym. Okres ruchu w mysl (5), str. 112, i z uwagi, ze k—\gji, wynosi

A3) T=2n\if(,.

Wzor (3) jest wzorem przyblizonym, wyprowadzonym przy
zatozeniu, ze kat 4D jest maly. Ciekawem jest, ze okres T nie zalezy
od kata wychylenia 0.

Odrzuémy teraz zatozenie, ze kat 9O jest maly. Pomnézmy
obie strony réwnania (1) przez i scatkujmy. Otrzymamy:

(4) ~g>8= " 00895+ 0.

Dla <=0 jest —¢0i s=0; zatem na mocy (1) jest e>=0. Zrodw-
nania (4) dla t=0 dostaniemy O0=] cos gb+c czyli c= —"cose>0,

a wiec 5@?2: R (eose?—cose>0) czyli

(5) ;=2 |1y Incos?—cosfO.

Przypusémy, ze badamy ruch punktu od chwili poczatko-
wej i=0 do chwili, w ktdrej osiggnat on to samo wzniesienie po
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przeciwnej stronie prostej OS. Zatem e><;0, a wiec wobec (5) bedzie

dp
1 /5 —dt
¢g f~cose) — cose?n
Oznaczajac przez T okres wahania, otrzymamy

VT __ #

r 2jfJ \cos<P- cose>0

9= A ~Ncos”™ — 008<io, skad —

b1 >
zatem
T3 /2* C dy J/21r_ ap
I 92 (cosB—cosaiy 'f DI WOOSP— cose>0

Wprowadzmy nowa zmienng u, podstawiajac sini <p=sinwsin.) {0-
Poniewaz cos?) — cose)0=2(8in*|e>0—sin*"<p), otrzymamy

(6)

du

o \1— sin2Usin* | €0

Obliczajac catke przy pomocy rozwiniecia w szeregl), dosta-
niemy:

r-27[g)VAN+(|DV )+ |])'8«h.)+..].

Dla matych qQotrzymujemy wzér (3), pomijajac wyrazy sze-
regu poczawszy od drugiego.

ii 21. Roéwnowaga punktu nleswobodnego. Jezeli punkt
nieswobodny jest w rownowadze, znaczy to, ze sila dzialajgca P
rownowazy sie z reakcjg R. Zatem

() p+i?=0.
Réwnanie powyzsze przedstawia warunek konieczny réwnowagi.
(Idy punkt ma pozostawac¢ na powierzchni i nie ma tarcia, to
— jak wiemy —reakcja jest prostopadta do powierzchni. W przy-
padku wiec réwnowagi sita dziatajgca P musi by¢ réwniez prosto-
padta do powierzchni.

Na odwTOt, jezeli W pewnej chwili t sita P jest prostopadta
do powierzchni S, a punkt ma predkosé v=0, wéwczas P+R —O0,

) Por. S. B;illil<li, Rachunek rdzniczkowy i catkowy, T. Il. Lwéw, str. 110.
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czyli punkt pozostanie w spoczynku. Przypusémy bowiem, ze
punkt posuwatby sie wiec po pewnej krzywej C, potozonej na po-
wierzchni 8. Zauwazmy, ze w chwili t przyspieszenie normalne jest
P.,=v2/q= 0. Z rownania mp=P-\-P, tworzac rzuty na styczna do C,
otrzymamy mpt—O0, gdyz P i R sg prostopadte do stycznej. Po-
niewaz p,,=0 i p,=0, wiecp=0. Zatem bytoby P-\-R=mp—0 wbrew
zatozeniu.

A wiec: warunkiem koniecznym i wystarczajgcym réwnowagi
punktu nieswobodnego, majgcego pozostawac (bez tarcia) na pewnej po-
wierzchni, jest to, by sita dziatajagca P byta prostopadta do powierzchni.

To samo odnosi sie do linii krzywej.

Réwnowaga stata. Réwnowage statg okreslamy dla punktu
nieswobodnego podobnie jak dla punktu swobodnego (str. 120), z ta
réznicag, ze wychylenie z potozenia réwnowagi ma by¢ zgodne z wie-
zami. Punkt bedzie wiec w rownowadze stalej, jezeli przy matym
(i zgodnym z wiezami) wychyleniu z potozenia réwnowagi i przy
matej energii Kinetycznej poczatkowej punkt ten bedzie poruszat sie
stale w poblizu potozenia rownowagi i stale z matg energig kinetyczna.

Rownowaga w polu potencjalnym. Niech w polu sit
potencjalnym punkt materialny ma pozostawac¢ na pewnej powierz-
chni S o réwnaniu F(x,y,z)—0. Zatézmy, ze nie ma tarcia.

Jezeli w pewnym punkcie A (X, y, z) powierzchni 8 potencjat V
osiaga ekstremum ze wzgledu na punkty tej powierzchni, to punkt A
jest potozeniem réwnowagi.

W punkcie A wystepuje bowiem ekstremum funkcji V z wa-
runkiem ubocznym F (x,y,z)=0. Na mocy wiec twierdzenia z teorii
maximow i minimoéw istnieje taka liczba X ze:

£F SF 0 3V SF 0
3X + e~ dy Sy Sz+ 9z:
Zatem P*+A2\F =0, Pf+ Aiy =0, P2+ :if) . Poniewaz za$
9_|:, %F— cF sg proporcjonalne do wspétczynnikéow" kierunkowych nor-

malnej w A, wiec sita P ma kierunek normalnej, czyli punkt A jest
istotnie potozeniem réwnowagi.

Jezeli w A wystepuje maximum whasciwe potencjatu ze wzgledu
na punkty powierzchni S, to punkt A jest potozeniem réwnowagi stalej.

Dowdd przebiega podobnie jak na str. 121.
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Uwagi powyzsze odnosza sie rowniez do przypadku, gdy punkt
materialny ma pozostawa¢ na krzywe;j.

Niech np. punkt ma pozostawa¢ w polu sity ciezkosci na po-
wierzchni 8 o réwnaniu z=f(x, y) (0$ z skierowana pionowo do
gory). Potozeniami réwnowagi sg te punkty, w ktorych sita ciez-
kosci jest prostopadta do powierzchni, t. j. w ktérych ptaszczyzna
styczna jest pozioma. Mogg to by¢ punkty
najwyzsze lub. najnizsze (ze wzgledu na oto-
czenie) lub t. zw. punkty siodtowe. Maximum
wiasciwe potencjatu V——myz wystepuje w tych
punktach, w ktérych funkcja z=f(x,y) osigga minimum wilasciwe.
W punktach najnizszych wystepuje wiec réwnowaga stata. Punkty
A ,B sa tedy potozeniami rownowagi statej; punkt zas C potoze-
niem réwnowagi niestatej (p. rysunek).

Jezeli punkt wychylimy z potozenia A, np. do A', i nadamy
mu matg predkos¢, to bedzie on krazyt w zagtebieniu koto punktu A
z matg predkoscig. Jezeli natomiast punkt wychylimy z potozenia (7
(choc¢by nieznacznie nawet) do potozenia C, to oczywiscie oddali sie
on od C pod wptywem ciezaru.

Przyktad 1. Punkt materialny ciezki, zawieszony na nici
tworzacej z pionem kat u, jest w réwnowadze pod wptywem sity
poziomej P (rys. 1). Na punkt dziata reakcja nici R skierowana

wzdtuz nici (ku punktowi zawie-
szenia), ciezar Q i sita P. Zatem

£+£+/5=0.

Ktadgc \R—R, |P|=P i ifi|]=2wnig,
otrzymujemy z tréjkata utworzo-
nego przez sity R, Qi P

1. 2 P —mytgu, R —myjcos a.

Przyktad it. Na krzywej V o rdwnaniu «= f(x), lezacej
w plaszczyznie xz, znajduje sie punkt ciezki, przyciagany ku po-
czatkowi uktadu O z sitg P, o wielkosci proporcjonalnej do odle-
gtosci punktu od O. W jakim potozeniu punkt bedzie w réwnowadze,
przy zatozeniu, ze nie ma tarcia?

W potozeniu réwnowagi sita P, ciezar Q i reakcja R réwno-
wazg sie (rys. 2), wiec
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(1) P+Q+I1I=(l.
Rzuty sily P na osie ukladu wynosza:
(2) P,= — Ay Pt= — X%,

gdzie A jest wspoétczynnikiem proporcjonalnosci. Niechaj u oznacza
kat, jaki w potozeniu réwnowagi styczna tworzy z osig x. Rzutujac
na styczna, otrzymamy z (1) i (2) —Nox cos« —AXksin« —m~”sin«=0.
Dzielac przez cos«, dostaniemy z uwagi na to, ze tgn=2z'

3) 22X § 7722 myz' —O0.

Znajac funkcje z=f(x), mozemy z réwnania (3) wyznaczy¢
wspotrzedng x potozenia réwnowagi.

Jezeli np. krzywa C jest parabolg z= j?—a, to na mocy (3)
mamy Aa-|-2A2(x2—a)x+2mgx—0, skad

Rozwigzania x+# istniejg przy zatozeniu, ze wyrazenie pod pier-
wiastkiem jest dodatnie.

Zapytajmy teraz: jaka to jest krzywa, na ktdrej punkt jest w kaz-
dym potozeniu w réwnowadze f

Dia krzywej tej rownanie (3) musi by¢ spetnione tozsamosciowo.
Catkujac je, otrzymamy } AX2jr | a2z1+ myz = const., skad

= const.

Krzywa taka jest wiec dowolne kolo o srodku w punkcie (O,—my/A2).
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I1l. Dynamika ruchu wzglednego.

$22. Prawa ruchu. Przypusémy, ze badamy ruch punktu
materialnego w uktadzie (x,y, z), poruszajacym sie wzgledem uktadu
inercjalnego. Uwazajac ukitad inercjalny (p. str. 70) za staty, zas
uktad (x,y,z) za ruchomy, otrzymamy (str. 61):

@ Ph—Pm+~PU+ Pc czy» Pu= Pb-P u-P c,

gdzie pb, pw, pu, pc oznaczajg przyspieszenia: bezwzgledne, wzgledne,
unoszenia i Coriolisa. Mnozac (1) obustronnie przez mase m danego
punktu, dostaniemy

(2) mpw= mpb— mpu— mpc.

Potozmy:
) Pb= mpb, - Pu= mpu, Pc— —mpc.

Poniewaz pb jest przyspieszeniem punktu wzgledem uktadu
inercjalnego, wiec P* jest wedle prawa Newtona silg dziatajgcg na
dany punkt materialny; nazywamy jg silg bezwzgledna. Wektor P,

nazywamy silg unoszenia lub silg od$rodkowa, a wektor Pc silg Corio-
lisa lub silg odsrodkowa ztozona.

Nalezy zwrdci¢ uwage na to, ze wektory —mpui —mpc nie
przedstawiajg zadnych sil, lecz nazwaliSmy je tylko ze wzgledéw
praktycznych sitami unoszenia i Coriolisa.

Na mocy (2) i (1) jest
w mPuy = Pc-

Wedtug prawa Newtona mamy w uktadzie inercjalnym mp—P\
widzimy, ze réwnanie (1J) ma posta¢ podobna.

A wiec: prawa ruchu w uktadzie ruchomym wspétrzednych sa
takie, jak gdyby uktad byt uktadem inercjalnym, pod warunkiem jednak,
ze do sil dziatajgcych dodamy sile unoszenia i site Coriolisa.

Sume sit: bezwzglednej, unoszenia i Coriolisa nazywamy sila
wzgledng i oznaczamy przez P,..

Zatem
3) Pm—Ph+ Pu+ Pc-

Réwnanie (I1) mozemy wiec napisa¢ w postaci

(1) nP,,
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Obserwator, bedacy w spoczynku wzgledem ukiadu ruchomego i przyjmu-
jacy go za ukiad inercjalny, bedzie sadzit, ze sitg dzialajaca na punkt mate-
rialny jest whasnie sita wzgledna Pm Jezeli ukiad rozpoczgt ruch w pewnej
chwili t, to obserwatorowi bedzie sie wydawato, ze oprécz sity I'b, dziatajacej
poprzednio, zaczeta dziata¢ od chwili t0 nowa sita Pu+Pc. Np. cztowiek jadacy
na karuzeli sadzi, ze oprécz sity ciezkosci dziata na niego jeszcze nowa sita,
skierowana od Srodka ruchu i starajgca sie zrzuci¢ go z karuzeli (sita odSrodkowa).
Dla obserwatora za$ bedacego w spoczynku wzgledem uktadu inercjalnego sity
unoszenia i Coriolisa oczywiscie nie istnieja.

Jezeli uktad ruchomy porusza sie wzgledem pewnego ukiadu
inercjalnego ruchem postepowym z predkoscig stata, to-pu=0 i pc—0
(p. str. 62); wobec tego Pu=0 i Pc=0 i na mocy (Il)

mK .= Ph-
Do takiego uktadu ruchomego stosujg sie zatem prawa Newtona.

A wiec: kazdy uktad wspétrzednych, ktory porusza sie wzgledem
uktadu inercjalnego ruchem postepowym z predkoscig stata, jest row-
niez ukladem inercjalnym.

Widzimy stad, ze prawa mechaniki nigdy nie pozwolg roz-
strzygnaé, czy dany ukiad inercjalny jest w spoczynku czy nie.

Jezeli ruch punktu materialnego badamy w pewnym uktadzie
odniesienia (x,y,z), to z rdéwnania (I11) mozemy otrzymacé site
wzgledng Pw. Jezeli znamy przytem skadinad site bezwzgledng Ph
i zauwazymy, ze PMPw to wdwczas bedziemy mogli stwierdzi¢,
ze ukiad (x,y,z) nie jest uktadem inercjalnym, wiec ze porusza sie
wzgledem kazdego uktadu inercjalnego.

8§23. Przyktady ruchu. Ruch postepowy ukitadu.

Gdy uktad porusza sie ruchem postepowym, przyspieszenie
Coriolisa jest pc—0 (str. 62), wiec sita Coriolisa Pc—0. Przys$piesze-
nie unoszenia jest dla wszystkich punktéw' state i rowna sie przy-
$pieszeniu poczatku ukitadu (wzgledem ukiadu inercjalnego). Zatem
sita unoszenia jest stalg. Wynika stad, ze sita unoszenia tworzy pole
potencjalne (str. 102). Na mocy (Il), str. 137, mamy wolwczas

0) ™Av= Ph+ P,-

Przyktad 1. Plaszczyzna pochyta porusza sie ze statym przy-
Spieszeniem poziomym a. Na ptaszczyznie pochytej znajduje sie
punkt ciezki o masie m. Tarcia nie uwzgledniamy. Jakie przy-
$pieszenie wzgledem plaszczyzny pochytej bedzie miat punkt mi



1823] I11. Dynamika ruchu wzglednego. 139

Sitami bezwzglednymi sg: ciezar Q i reakcja R, prostopadia
do ptaszczyzny pochytej. Sita unoszenia wynosi —ma. Obierzmy za
0$ a?-0w prosta przeciecia ptaszczyzny pochytej z ptaszczyzng pionowa,
przechodzacg przez m, i nadajmy jej zwrot ku dotowi (rys. 1).
Oznaczajgc przez a kat, jaki ptaszczyzna pochyta tworzy z poziomem,
i tworzac rzuty na o$ x-6w, otrzymamy z (l)

Q) p= (Isina—acosa,

gdzie p—pUx, zas a = |o}. Wi-

dzimy stad, ze p>0 lub p<0, . /A 7

zaleznie od tego czy a<glga ~ | |

czy a> gtga na m na
I*rxyh-la<l 2. Ukiad fo\ a b

(X, y, z) porusza sie wr polu TAL! v ng 1

sity ciezkosci ruchem poste- i. 2

powym ze statym przyspie-
szeniem poziomym a. Przyjmijmy, ze 0$ z skierowana jest pionowo
w gore, za$ oS x ma kierunek przyspieszenia o, zwrot za$ przeciwny.
Sita unoszenia jest Pu= —ma-, kladac a=]a] otrzymamy
*v=ma Pu=0 i Pu=0. tatwo zauwazy¢, ze sita unoszenia
wytwarza pole potencjalne o potencjale Vu—max; potencjat sity
ciezkosci wynosi V,——myz. Sita wzgledna wytwarza wiec pole
0 potencjale
(2) V = max — myz.
Jezeli na punkt materialny dziata tylko sita ciezkosci Q, to sto-

sujgc zasade zachowania energii catkowitej i kiadac r=|f, |, otrzy-
mamy na mocy (2) .(»je2—V—const. czyli

() v2—2ax + 2gz—h,
gdzie h jest pewng stala.

Przypus¢my teraz, ze badamy ruch punktu rtieswobodnego,
majgcego pozostawac¢ na krzywej lezacej w plaszczyznie xz o réw-
naniu z—a2 (rys. 2).

Zalézmy, ze dla 1=0 jest x= 0 i e= 0. Jezeli nie uwzgledniamy
tarcia, to reakcja jest prostopadta do toru i nie wykonuje pracy.
Do ruchu stosuje sie wiec wzor (3). Z warunkéw poczatkowych wy-
nika, ze A= 0, wiec r2—2ox+ 2g.r2=0 czyli

4 r2= 2.c(a — y.r).
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Poniewaz v2* 0, wiec 2x(a—gx)”"0; wynika stad, ze 0"xK,a/g.
Ruch odbywacé sie wiec bedzie po tuku zawartym miedzy odcietymi

*,=0 a xi=a/g. Poniewaz 1+\"J = z2]['+ &,

1+4a?

\ 2x(a- dx=dt,

wiec na mocy (4) bedzie xA1+4x2=2x(a - gx), skad

a wiec

<t=e
Jv  2x(a—gx)

Wz6r powyzszy wazny jest od chwili t=0 az do chwili gdy
punkt osiggnie odcietg xt=a/g. Dla x2=a/g na mocy (4) mamy c=0.
Nastepnie odbywad sie bedzie ruch powrotny az do chwili, gdy
punkt osiggnie odcietg j;=0 i t.d.

Ruch obrotowy uktadu. Niech uktad (x, y, z) obraca sie okoto
osi z z predkoscig katowg w statlg. Przy$pieszenie unoszenia ma rzuty:
pUe —xa)2 pUr——vy0)2 i pUz= 0. Zatem dla

sity unoszenia mamy:

"*MU
N i Plk= mxoA, PW= myao2 Pu, = O.
b
tatwo zauwazyd, ze sita unoszenia wytwa-
rza pole o potencjale
(5) V= Jmfod(x*+ ().

Przys$pieszenie Coriolisabedzie p(—2vwx w(str. 63). Poniewaz rzuty
predkosci wzglednej na osie x,y,z wynosza x,y,z, zas wx=0, <su=0
i 0jz=0), wiec bedzie pc —2ym, p.. =—2xw i pc ={), skad

Pcx= ~~2mym, Pcu= 2mxaoj, Pc, = 0.
Réwnania ruchu beda wiec mialy postaé (str. 137, wz6r (11)):
(6) mx=PHX-f mxM2—2myo), my—Pb,+ my(02+2mxo>, mz = Ph,
Prace sity w ruchu wzglednym nazywamy pracg wzgledna.
Poniewaz pc jest prostopadle do vu, wiec P(. jest prostopadie
do ww zatem sita Coriolisa nie wykonywa pracy wzglednej. Praca

wzgledna sity wzglednej sprowadza sie wiec do pracy sity bez-
wzglednej i sity unoszenia.
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Jezeli sitg bezwzgledng jest sita ciezkosci, to przyjmujac, ze oS z
jest skierowana pionowo w gére, otrzymamy jako potencjat sity
ciezkosci Vg= —mgz. Sita ciezko$ci wraz z silg unoszenia wytwarza
pole potencjalne o potencjale

= —mgz + K2

Jezeli wiec potozymy t?=|tv], to na mocy zasady réwnowartosci
pracy i energii kinetycznej (str. 106) dostaniemy

Imv2—V —const.,, wiec (mv2+ mgz — Iwg2(r2-j-y2 = const.
czyli
@) V2+ 29z —(02(x2+ V2) = h,
gdzie h jest stala.

Jezeli badamy ruch punktu nieswobodnego po krzywej (lub
powierzchni) nieruchomej wzgledem ukfadu (x,y,z), to przy zato-
zeniu, ze nie ma tarcia, reakcja nie wykonywa pracy wzglednej;
wzoOr (7) zachodzi wiec rowniez i w tym przypadku.

Przyktad H. Krzywa G plaska obraca sie okoto osi pionowej,
lezgcej w jej ptaszczyznie, ze stalg predkoscia katowag co. Wyznaczyc¢
ruch punktu nieswobodnego poruszajgcego sie po krzywej G pod
wpltywem sity ciezkosci.

Obierzmy za o0$ obrotu 0$ z skierowang pionowo ku gorze; za
ptaszczyzne krzywej C obierzmy ptaszczyzne xz. Niechaj krzywa G
ma rdéwnanie z= f(x). Na mocy (7), wobec y—O0, dostaniemy
v2+2gz—w2X2=h. Zaktadajgc, ze dla t=0 jest x—x0, z=z0—f(x0)
i 0=0, otrzymamy h=2gz0—(0X2 Poniewaz ds=dx\I+f"l{x), wiec
v=s=x\I-\-f'i(x); zatem
(8) J*(1 + /'2A®)) + 2gf(x) — (0P — h.

Z réwnania powyzszego mozemy wyznaczy¢ x jako funkcje
czasu t.

Przyktad 4. Niech w szczegélnosci G
(z przyktadu poprzedniego) bedzie prosta | prze-
chodzacg przez poczatek ukitadu O i nachylong
do osi z pod katem <

Aby wyznaczy¢ ruch punktu po prostej i, moznaby zastosowaé
wzdér (8), podstawiajac z=f{x)=xc,tg<p. Wyprowadzimy jednak row-
nania ruchu bezposrednio.
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Sita unoszenia jest prostopadta do osi z i wynosi mxeK
Oznaczmy przez s dtugos¢ odcinka OA. Poniewaz sita Coriolisa
i reakcja sg prostopadie do prostej I, wiec rzut sity wzglednej na |
WYynosi— mgcos pr mxa>2sina Z uwagi na to ze Xx—s sin qq otrzy-
mamy wiec

ms = — mg cos P+ Msw2sin2<p
czyli

(9) ii —80®2sin2%——g cos

Réwnanie jednorodne s — sto2sin29—0 ma rozwigzanie ogolne
postaci 8—aeu,s"'f4- be~"Isinv. Poniewaz rozwigzaniem szczegélnym

rownania (9) jest s— f wiec rozwigzaniem ogélnym tego
réwnania bedzie

10 =ti -t 4-
(10) s=ticwsnv o2 SM2+p

eState a i b wyznaczymy z warunkéw poczatkowych. Jezeli
w szczegO6lnosci —\2, czyli prosta | jest osig x-0w, to

(11) s= ag'd-f be"1l

§ 24. Réwnowaga wzgledna. Jezeli punkt materialny jest
w rownowadze (czyli spoczynku) wzgledem ukiadu ruchomego, to
przyspieszenie wzgledne jest pw= 0, a predko$¢ wzgledna «,,=0.
Wynika stad, ze roéwniez przyspieszenie Coriolisa jest pc= 0, a zatem
i sita Coriolisa Pc= 0. Z réwnania (I1), str. 137, otrzymamy wiec

0) PA+ Pu= 0.

A wiec: gdy punkt jest w réumowadze wzglednej, sita bezwzgledna
rownowazy sie z sitg unoszenia.

Rownowaga wzgledna w uktadzie poruszajgcym sie
ruchem postepowym. Gdy uktad porusza sie ruchem postepo-
wym, przyspieszenie unoszenia ma warto$¢ stalg dla wszystkich
punktéw; stad i sita unoszenia musi by¢ jednakowa w kazdym
punkcie.

Jezeli w szczego6lnosci uktad ruchomy porusza sie ruchem po-
stepowym z predkoscig statg, to pu=0, skad Pa= 0 i rownanie (1),
wyrazajgce warunek rownowagi, sprowadza sie do postaci Pb—O.
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Przyktad 1. W windzie, poruszajgcej sie z przy$pieszeniem p,
zawieszony jest na nici nierozciggliwej punkt ciezki o masie m.
Niechaj ni¢ ma kierunek pionowy i niech punkt pozostaje w réwno-
wadze wzgledem windy (t.j. ukladu zwigzanego z windg). Sily
dziatajgce, mianowicie ciezar Q i napiecie nici T znoszg sie wiec
z sitg unoszenia (rys. 1). Potézmy p—\p i T—\IK

Przyspieszenie unoszenia jest p. Zatézmy, ze jest skiero-
wane w gére. Zatem sita unoszenia jest skierowana w dét i wynosi mp.
Tworzac rzuty sit na o$ skierowang pionowo w goére, otrzymamy
T—mg—mp=0 czyli T=my -{-mp. Napiecie nici jest wiec wieksze
niz ciezar. GdybySmy trzymali ciato w rece, uczulibySmy pozorny
wzrost ciezaru.

Na odwrot, jezeli przysSpieszenie jest skierowane w doét, to
T=my—mp; napiecie nici jest wiec mniejsze niz ciezar i ciato
w tym przypadku wydaje sie lzejsze.

Wreszcie, jezeli p= 0, to T=mg. A wiec podczas ruchu jedno-
stajnego windy napiecie nici réwne jest ciezarowi.

Przyktad 2. Wagon kolejki zebatej porusza sie z przy$pie-
szeniem p po torze nachylonym do poziomu pod katem a. Punkt
materialny, zawieszony na nici nierozciggliwej, znajduje sie w réwnowa-
dze wzgledem wagonu. Niech /3 oznacza kat odchylenia nici od pionu.

Ciezar punktu Q i napiecie nici T réwnowazg sie z sitg uno-
szenia P, (rys. 2), zatem
Q) T+Q + Plt= 0.

Przyspieszenie unoszenia jest p. Zatézmy, ze jest skierowane
w goére. Pu jest wiec skierowane w d6t i \PU\—nN\o\ Tworzac rzuty
na o$ pozioma i pionowa, otrzymamy z (1):
2) T sinP— mp cosa= 0, T cos B— mpsina— mg= 0,

gdzie T—\N\i p—W\\ 7 réwnan (2) otrzymujemy:
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T—m\p2+ g2 2 ina, t
m\p2+ g pg sin a g g+ psmu
Gdy w szczeg6lnosci u=0, t.zn. gdy tor jest poziomy, bedzie
T=m|p2fg2 i tgfl—plg. Mozemy wiec w wagonie kolejowym
wyznaczy¢ z kata wychylenia nitki od pionu przy$pieszenie wa-
gonu: mamy bowiem p=g tgfi.

Przyktad !t. Po torze poziomym, zakrzywionym, porusza sie
wagon z predkoscig statg v. Mozemy wiec przyjaé, ze wagon obraca
sie okoto pewnej prostej pionowej I. Niech punkt ciezki o masie m,
zawieszony na nici nierozc-iggliwej, bedzie w réwnowadze wzgledem
wagonu (str. 143, rys. 3).

Oznaczmy przez « kat, jaki ni¢ tworzy z pionem, przez r od-
legtos¢ punktu zawieszenia nici od prostej |. Odlegtos¢ punktu m
od osi | wynosi wiec r'—rA-x=r-\-d sinu (gdzie d dtugos¢ nici).
Przyspieszenie unoszenia pu punktu m jest prostopadte do | i jest
skierowane ku I, przyczem \pj= vA(r+x). Sita unoszenia, ma-
jaca zwrot przeciwny, wynosi zatem |P,|]= mr2(r+x). Poniewaz
ciezar Q i napiecie nici T réwnowazg sie z-sitg unoszenia, wiec
z trojkata sit otrzymamy

tg« = \ANNQA= V*ly(r + X).
Gdy x jest mate w stosunku do r, to tgu—vdgr.

Przyktad 4. Punkt nieswobodny ciezki o masie m ma pozo-
stawac¢ na krzywej C, obracajacej sie z predkoscig katowg w okoto
statej prostej pionowej |. Tarcia nie uwzgledniamy. W jakim poto-
zeniu punkt bedzie w réwnowadze wzgledem krzywej C?

Obierzmy uktad ruchomy (x.y,z) obracajacy sie wraz z krzywg C
okoto osi | z predkoscia katowag w, przyjmujac | za 0$ r-6w skiero-
wang ku gorze. Niech krzywa C, bedgca w spoczynku wzgledem
uktadu (x,y,z), dana bedzie parametrycznie przy pomocy funkcyj:

3) x=1(«), y = <p(0), z = ip(a).

W potozeniu réwnowagi wzglednej ciezar Q, reakcja R i sita
unoszenia Pa rdwnowazg sie. Zatem suma Q+Pu jest prostopadia
do krzywej C. Oznaczajgc przez Xx,Y,z wspoétrzedne punktu w po-
tozeniu réwnowagi wzglednej, otrzymamy wiec plk—-w 2 Puu—~YOr
i pU=0, skad PU= w2 PUHEMyw2 i PU—0. Suma Pu+Q ma
zatem rzuty: TXW?2 Tyw2i —mg.
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Wspoétczynniki Kierunkowe stycznej sa proporcjonalne do po-
chodnych x'~f'(a), y'=z(p'(@), z'—y'(0). Z warunku prostopadtosci
Pu\Q do stycznej wynika tedy (po skréceniu przez to), ze

(4) xxX'a>2+ yy'a>2—gz' = 0.

Z réwnania powyzszego mozemy wyznaczy¢ warto$¢ para-
metru a, odpowiadajgcg potozeniu réwno-
wagi wzglednej.

Jezeli wrszczego6lnosci krzywa C jest
krzywa ptaskag o réwnaniu z=y>(x), lezacg
w plaszczyznie xz, woéwczas dla potozenia .
rownowagi otrzymamy z réwnania (4) X\S{ p’miif
(ktadgc x=a, y=0 i z=y>(a)) tub bezpo-
Srednio z rysunku:

(5) tga=y>'(x) = xm2g.

Jezeli np. krzywa G ma réwnanie z——\r2—x? (czyli jest
dolng czescig kota ;2+s2=r2), to z (5) dostaniemy x/\'r2—x~—xwagl

z

mg

skad Xt—() i x2& = ]/r2——" Rozwigzanig #23 istnieja tylko wtedy,
gdy ro— < t. zn. gdy wfa/r

Zapytajmy teraz, jakie to sg krzywe, na ktérych punkt jest w kaz-
dym potozeniu w réwnowadze wzglednej.

Dla krzywych tych réwnanie (4) musi by¢ spetnione tozsamos-
ciowo, t.j. dla kazdej wartosci parametru a. Otrzymamy tedy z (4)

1 d[x2-\- 2 d . .
[x2-\y2 g—Z:O. Catkujac, dostajemy (#*-]-y2)fft2/2— Fz=const.

2 da W
czyli

as .
(6) 2=2"*+y*)-i-C,

gdzie e=const.
Réwnanie (6) przedstawia zbiér paraboloid obrotowych, po-

wstatych przez obrét paraboli z=~-x2+c¢ dokota osi z. Na mocy (6)

krzywa, lezgca na ktérejkolwiek z~gtych paraboloid, spetnia rowna-
nie (4) tozsamosciowo. Krzywe ptaskie, spetniajgce réwnanie (4),
otrzymamy, tworzac przekroj paraboloidy dowolng ptaszczyzna.
Jako przekroje dostaniemy elipsy i parabole. W szczegélnosSci, prze-

kroj ptaszczyzng pionowg y — 0 bedzie parabolg o réwnaniu z=—x2+c.

S. Banach. Mechanika. 10
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8§25. Ruch wzgledem ziemi. Sita ciezkosci. Pojmijmy
za uktad inercjalny ukiad, ktérego poczatek znajduje sie w stoncu,
a osie skierowane sg ku gwiazdom statym. Ziemia nie jest w spo-
czynku wzgledem tego ukiadu. Badajgc ruch punktu w ciggu krot-
kiego czasu, mozemy sie ograniczy¢ do ruchu obrotowego ziemi
tylko okoto pewnej osi.

Niech punkt zawieszony na nici w pewnym miejscu powierzchni
ziemi bedzie wzgledem ziemi w spoczynku. Sitami bezwzglednymi sa:
przycigganie ziemi A i napiecie nici T (réwne co do wielkosci i Kie-
runku ciezarowi, lecz o zwrocie przeciwnym).

Przycigganie ziemi nie jest réwne ciezarowi, bo w przeciwnym
razie rownowazytoby sie ono z napieciem nici i punkt bytby w spo-
czynku lub w ruchu jednostajnym prostolinijnym. To jednak nie
zachodzi, gdyz punkt obraca sie wraz z ziemig okoto jej osi.

Stosujgc warunki réwnowagi wzglednej (8§ 24, str. 142) do
uktadu zwigzanego z ziemig, mozemy powiedzie¢, ze przycigganie
ziemi A i napiecie nici T réwnowazg sie z sitg unoszenia P,. A wiec

J+f+P ,=0.
Poniewaz ciezar ciata Q =—T, wiec .4—Q-fP,=0, skad
n Q=A+P,,.

A wiec: ciezar jest wypadkowa sity odsrodkowej (sity unoszenia)
i sity przyciggania ziemi.

Wielkos$¢ i kierunek przyciggania ziemi. Zatézmy, ze
ziemia ma ksztatt bryly obrotowej, ktorej osig jest oS obrotu ziemi.
Zatézmy ponadto, ze gestos¢ ziemi jest roztozona symetrycznie
wzgledem S$rodka masy. Mozna udowodni¢ wowczas, ze sita przy-
ciggania jest skierowana stale ku Srodkowi masy ziemi.

Niechaj a bedzie katem, jaki sita A tworzy
Z pionem, t.j. z ciezarem Q. Oznaczmy przez q

i N. 610111%ll réwnoleznika, na ktérym znajduje sie
/ \ j punkt materialny, przez 7; szeroko$¢ geogra-

r j ficzng tego punktu (t. j. kat miedzy prze-
\ J chodzgcym przezen pionem a ptaszczyzng
\ rownika), wreszcie przez o predkos¢ katowag

obrotu ziemi.
Sita unoszenia lezy w ptaszczyznie réwnoleznika i jest skiero-
wana od osi obrotu, przyczem \Pa\=mc>or. Utwoérzmy rzuty sit
J, Qi puna o0$z zwrbécong pionowo w gore oraz na 0§ y poziomg (t.j.
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prostopadta do pionowej), lezacg w plaszczyznie potudnika (t. j.
w plaszczyznie sit) i zwrécong na potudnie. Kladgc A=\A\ i Q—\Q\
otrzymamy na mocy (I)

—Q——A cosa+m(?w2cos 9, —A sina-fmg« 2sin 9= 0.
Zatem:
Q) J.eosa=(?+?»eft>2 cosegj, A mia=mQa>28in<.

Stad, znajac Q, g, @i ¥, mozemy obliczy¢ A i a. Na réwniku
marny 9= 0; zatem na mocy (1) dostajemy a=0. Oznaczajgc przez
Ag QO i o0 odpowiednie wartosci na rowniku, otrzymamy

2) A0=Q0+mgOn2
Znajac QO0i g0, mozemy wiec obliczy¢ AO. Znajgc AOQ, otrzymamy
3) wg)2.<10=1/289=1/17*.

Gdyby predkos$é ziemi wynosita a>i=17ttj, bytoby wiec mgue’'DAO= |
czyli AG—mgmA. Ka mocy (2) otrzymujemy stad QG—AO0—m e =0;
gdyby wiec ziemia obracata sie 17 razy szybciej, wéwczas ciata na
rowniku pozbawione byty by ciezaru.

Zatozmy teraz, ze ziemia jest kula, ztozona z warstw wspot-
Srodkowych o stalej gestosci. Wéwczas, jak mozna wykazac¢, A musi
by¢ state na powierzchni ziemi. Zatem A —AOQO Oznaczajgc przez R
promien ziemi, otrzymamy
4) g—i? 008(9—a).

»i 72
Na mocy (1) jest sina=- cos (¥—a) sin %, a poniewaz

g0—R, wiec na mocy (3)

Sin 6l=, QB (P—u) sin 9.

289
Kat a jest bardzo maly; przyjmujac wiec w przyblizeniu
sina=a i cos (¥—a)=cos W, dostaniemy

2289 sin 299.

Widzimy stad, ze a ma najwiekszg wartos¢ dla 145°,
Kladac a=0, dostaniemy na mocy (1) i (4)

"
Q=A0—mi?tRcos2@=RH0 (L OG5,
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skad na mocy (3), wobec g0—B, otrzymamy

Sita Coriolisa. Badajac ruch punktu wzgledem ziemi, nalezy
do sit bezwzglednych dodac¢ sity unoszenia i Coriolisa. Zatézmy, ze
oprocz sity przyciggania A dziata na punkt materialny jeszcze pewna
sita P. Oznaczajgc przez p przyspieszenie wzgledem ziemi, otrzymamy
mp=P -\-A-\-Pu\-Pc> a poniewaz A +P, roéwna sie ciezarowi Q, wiec

(5) mp=P+Q+Pc.

Zatem: przy badaniu ruchu punktu wzgledem ziemi nalezy do
sity P i ciezaru Q dodac sile Coriolisa Pc-

Obierzmy w danym miejscu na ziemi 0$ z

skierowang pionowo w gore, 0$ X poziomo

* skierowang na wschod i 0§ y poziomo skie-

rowang na potudnie. O$ obrotu bedzie lezala

| w ptaszczyznie yz i utworzy z osig z kat

90° —p (poréwnaj rysunek na str. 146).

Poniewaz ziemia obraca sie z zachodu na

wschod, wiec wektor predkosci katowej w,

potozony na osi obrotu, ma zwrot od bieguna

potudniowego ku pétnocnemu. Kiladac ko, otrzymamy na pot-
kuli pétnocnej:

(N) <0, W,,——00C0S 4 Wx—0>SUI<,

a na potudniowej:

(S) w0, Wy——w cos (p, wz= —wsin <
Oznaczajac przez v predkos$¢ punktu wzgledem ziemi, otrzy-

mamy pc=2vxw, zatem Pc= —mpc=—2mvxw czyli

(6) Pc~ 2mwXyv,

skad na mocy (N), dla pétkuli péinocnej:

Pcx= —2ma(® sin (p+ vtcorg>), PcH2mw vx &rp,
Pct—2mwvxcos

an

Jezeli punkt ma tylko predkos¢ pionowa, t. j. gdy vx=0 i vy—0,
otrzymamy Pcx= —2mwvtcosqq P@=0 i Pct—0. Przy wzno-
szeniu sie punktu jest vz>0, a wiec Pcx<0 i Pc jest skierowane
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poziomo na zachéd; przy opadaniu za$ punktu » <0, Pcr>0,
a zatem Pc jest skierowane poziomo na wschod.

Wynika stad, ze ciato spadajace zbacza na wschéd pod wpltywem
sity Coriotisa.

Jezeli punkt porusza sie stale w plaszczyZnie poziomej, czyli
gdy vz=0, to Pcx= —2mcov(innip i PCg=2mo)Vxsnmp. Skiadowa
pozioma sity Coriotisa jest wiec wtedy prostopadta do predkosci
i ma w stosunku do niej zwrot na prawo.

A zatem: punlct poruszajacy sie w plaszczyznie poziomej na
potkuli potnocnej dazy (pod wplywem sity Coriotisa) do zbaczania
w prawo od kierunku predkosci.

Z tego powodu np. prawa szyna jest bardziej uciskana przy biegu po-
ciggbw niz lewa.

Efekty sity Coriotisa sg mate, bo sita jest mata. Na mocy (6)
mamy bowiem |Pc|=2mw|t5]sine, gdzie e oznacza kat miedzy v
a osig obrotu. Poniewaz

o=" sek“'= ~ ~ ™ gek~‘= 0,00007 sek“ 1,

gdzie T oznacza czas obrotu ziemi dookota osi, wiec Pc jest mate.
Utwoérzmy rzuty (5) na osie x,y,z. Na mocy (Il) otrzymamy:

(1) m™ ~ " x—2meo(i/sin<p + ijcos<p), my = Py+2mwXxsin<g
mz =P Z—mg+2mo>Xx cos

Zboczenie na wschdd przy spadku. Zajmiemy sie wy-
znaczeniem zboczenia od pionu dla punktu materialnego spadaja-
cego swobodnie.

Zatézmy, ze dla <—0 mamy:

(7) a;=0, y—0, 2=10, v=Q.
Na mocy (l11), otrzymamy przy zatozeniu, ze P =0:

8) x——2w(t/sin<p{zcosP?),) y —2(oxsingt z=—g+2wWX cob*
Catkujac, dostaniemy z uwagi na warunki poczgtkowe (7):

(9) x——2a)(ysin95+2 cosf), y=2(oxsin<p, z=~gt+2coxcOB<p.
Wstawiajac w (8) wartosci y i z, otrzymamy

- — ia>lx+2cogtcoa<p.
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Réwnanie powyzsze moznaby byto scatkowac, a nastepnie, pod-
stawiajac w (9), moglibySmy wyznaczy¢ y i 2. Rozwigzanie przy-
blizone otrzymamy, opuszczajgc wyraz —4wg#, bardzo maty w po-
rownaniu z 2ojjrfcos”™. Dostaniemy x=2wgtcos < skad

(10) X —”cogt3cos

Opuszczajac w trzecim z réwnan (9) wyraz 2wxcos 4 jako
maty w poréwnaniu z —gt, otrzymamy z——gt, skad z——\gt2

Gdy punkt spadnie do poziomu z——h, bedzie —h—"jgl, zatem
t="2h/g. Na mocy wiec (10)
(8] a;=§ft>/icose>|/2 fil<l.

Wz0Or powyzszy przedstawia zboczenie na wschéd (gdyz x>0)
ciala spadajgcego z wysokosci h.

W Harvard (Stany Zjednoczone) wykonano doswiadczenia, przyjmujac
ft=23m i §p—42°. Z okoto tysigca doswiadczern otrzymano zboczenie zawarte mie-
dzy 1,3m a 1,7m. Ze wzoru przyblizonego (11) wypada natomiast *= 1,8cm.
Ro6znica jest wiec niewielka.

Wahadto Foucaulta. Zbadajmy wplyw sity Coriolisa na
ruch wahadta. Umies¢my poczatek uktadu (x, y, z) w punkcie za-
wieszenia nici nierozciggliwej, na ktérej koricu umocowany jest
punkt ciezki o masie m. Niechaj | bedzie dtugoscig wahadta (t. j. nici).
Poniewaz reakcja P ze strony nici dziata na punkt wzdtuz nici,
wiec, oznaczajac przez X, Yy, z wspobtrzedne punktu m, otrzymamy:

P x—Xmx, P y—Xmy, P z—Xmz,

gdzie Ajest wspdtczynnikiem proporcjonalnosci, zaleznym od czasu.
Na mocy (Il11), str. 149, otrzymamy, dzielgc przez m:

(12) X —Xx—2 co(ysin<p+zcos tp), y —Xy+2coxsin<p,
(13) z=Xz—g+2a>xcos<p.

Zajmiemy sie tylko przyblizonym rozwigzaniem réwnan (12)
i (13). Zatézmy, ze kat wychylenia jest dostatecznie maty, by mozna
byto przyjaé w przyblizeniu

(14) z——i, z=0, z—0.

Z réwnania (13) otrzymamy zatem 0=—XI— J+ 2« ;cos o skad
A Opuszczaijac wliczniku drugi wyraz jako maty
w por()wna{niu z pierwszym, dostaniemy

(15) X——g/.
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Wspotczynnik /. mozemy wiec uwaza¢ w przyblizeniu za staly.
Edéwnania (12) przyjma na mocy (14) i (15) postac:

(16) ¢ =— —2<Utssiny, y —"y + 20j X8in (f.

Mnozac pierwsze z réwnan (16) przez x, a drugie przez vy, i do-

dajgc, otrzymamy xx+yy ——j(xx +yy), skad po scatkowaniu

am) Xity2= —"(xi+y2+a,

gdzie a jest pewng stalg. Mnozac pierwsze z rownan (16) przez vy,
a drugie przez x i odejmujac, dostaniemy y x—xy ——20j(yy+xx) sin <y
skad po scatkowaniu

(18) yX—xy= —w?"-f-y~siny-fh.

gdzie b jest pewng statg. Wprowadzmy wsp6trzedne biegunowe:
X= rcosy, y—rsiny
Na mocy (17 i (18) otrzymamy:

(19) 22-fry 2= —jV2+ a,

(20) r2y = r20 siny—»h.

Wprowadzmy nowy ukiad wspotrzednych {xv yv zt), majacy
z uktadem poprzednim (x,y,z) wspdlny poczatek oraz wsp6lng os$ z
i obracajgcy sie dookota osi z z predkoscig katowa wsiny w Kie-
runku od wschodu na potudnie, t.j. od x ku y. Dla wsp6trzednych
biegunowych rlfyt otrzymamy w nowym ukladzie wzory:

(22) r~rv V~Vi+ Mt@iny.

Przez podstawienie (21) w (20) otrzymamy w nowych wspot-
rzednych rv mx réwnanie r?(yi+«8iny)==r2wsiny—i» skad

(22) N%=-b,

a przez podstawienie (21) w réwnanie (19) dostaniemy
fi+*1 V2--2r=v»tWSin P+ r2ee sin2Pp——~=rj + a,

skad opuszczajgc wyraz n\o2sin2e jako bardzo maty i stosujgc row-
nanie (22), otrzymamy
(23) —f >+,

gdzie al= a+2bco siny=const
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tatwo sprawdzié, ze (22) i (23) sg réwnaniami ruchu, ktéry
we wspotrzednych x1yl,zI ma réwnania:

(24) *j= —fci, =—fWw

Istotnie, rdwnania (16) przyjmujg te wiasnie postaé¢ dla <o0=0.
A wiec, wprowadzajgc wspotrzedne biegunowe, otrzymamy, jak
wida¢ z rownan (19) i (20) dla co=0, rownania (22) i (23).

Réwnania (24) wyznaczajg ruch punktu pod wplywem sity P,
ktérej rzuty wynosza:

(25) Px~ —gmxy PU= - gmyv

Jest to sita sprezysta t.j. skierowana stale ku poczatkowi
uktadu wspotrzednych i wprost proporcjonalna do odlegtosci punktu
od poczatku uktadu. Na str. 114 wykazalismy, ze ruch pod wpty-
wem sity sprezystej odbywa sie po elipsie. A wiec punkt materialny
bedzie odbywat ruch w ukladzie (x1}yv z1) po elipsie. Ze za$ ten
uktad obraca sie okoto osi z z predkoscig katowag msin 9 wiec 0$
tej elipsy bedzie obracata sie z predkoscig katowg asin @ ze wschodu
na potudnie. Czas obrotu wynosi

T—2n/(osinq

Poniewaz obrét ziemi trwa 24godz, wiec 2.-r/&)=24godz, skad T=24/sine>godz.
Dla y=45° dostajemy T=34 godz.

Zjawisko powyzsze pierwszy stwierdzit doswiadczalnie L. Foucault.
Stanowi ono dowod obrotu ziemi naokoto osi.



KOZDZIAL 1V

GEOMETRIA MAS

I. Uktady punktow

$1. Momenty statyczne. Moment staty czny punktu.
Wezmy pod uwage dowolng ptaszczyzne 77. Dzieli ona przestrzen
na dwie czes$ci; jedng z tych czesci uwazajmy za dodatnig, a druga
za ujemng. Niech A oznacza pewien punkt materialny, a d jego
odlegtos¢ od ptaszczyzny 77. Bedziemy pisali o—+d lub a=—d,
zaleznie od tego, czy punkt A lezy w dodatniej czesci przestrzeni
czy w ujemne;j.

Oznaczajgc mase punktu A przez m, wyrazenie

Mn—mo

nazywa¢ bedziemy momentem statycznym punktu materialnego A
wzgledem ptaszczyzny 77.

Moment statyczny punktu moze wiec byc¢ liczbg dodatnig,
ujemng lub zerem (jest on zerem dla kazdego punktu A lezacego
na ptaszczyznie 77).

Jezeli za ptaszczyzne 77 obierzemy jedng z ptaszczyzn rzuto-
wych xy, yz, zx, to za czes¢ dodatnig przestrzeni uwazaé¢ bedziemy
te czes¢, w ktorej znajduje sie czes¢ dodatnia osi prostopadiej do
obranej ptaszczyzny rzutowej. Gdy punkt A o masie m ma wspot-
rzedne X, y, z, mamy na mocy powyzszej umowy:

Mx,=mz, MIX=my,

gdzie Mxy, My2 M2X oznaczajag odpowiednio momenty statyczne
punktu A wzgledem ptaszczyzn xy, yz i zx.
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Moment, statyczny ukiadu punktéw. Zbiér punktéow
materialnych nazywamy ukfadem punktéw, sume zas momentdw
statycznych poszczegdlnych jego punktéw nazywamy momentem
statycznym (ogélnym) ukiadu punktow.

Jezeli wiec punkty materialne o masach mx, m2 ..., m,, maja
odpowiednio wzgledem ptaszczyzny /7 momenty statyczne: mial,
m202 ... m,a,, to momentem statycznym og6lnym ukiadu tych

punktéw bedzie 1
Mu = mxot+ m2ag+ ...-f m,an—m to,,

Jezeli punkty materialne danego ukiadu punktéw majg odpo-
wiednio wspotrzedne xvyxzv x2y.lzl, ..., Xn,ynz, to momenty
statyczne ogo6lne tego ukladu punktéow wzgledem odpowiednich
ptaszczyzn rzutowych wyrazajg sie wzorami:

n

Mx,= mxzl+ m2zi+ ...+ m, zne£mi z,,
- o
n

M, t= mxxx+ m2xt+... + m,xn—£ mixh

i=
n
Mzx= w,y,+ m,y,f ..+ mny,=-"m:yr
i—1

i—
Momenty statyczne nazywamy takze momentami stopnia
pierwszego.

§ 2. Srodek masy. Xieeh bedzie dany uktad U punktéw
materialnych m{(xvyt «,), m,(x2vy,, z,),...mjxnynz). Wezmy
pod uwage punkt * o wspoétrzednych:

mix 1+ m itx3+...-{-m ,x,, A miyl+m2y2+ ...+m,yu
TOj -j- M24- e + w» ' y° mx+ m% ...-fm, '
v Wwisi+ /nazs+ —+ m'ig
ml+ mi+ ...+ m,

Punkt S nazywamy srodkiem masy lub sSrodkiem ciezkoSci
danego ukitadu punktéw' V.

Sume mas poszczegolnych punktéw (wystepujacg w miano-
wniku utamkéw (1)) nazywaé bedziemy masg catkowitg ukiadu
punktow.

Jakkolwiek okreslilismy Srodek masy przy pomocy ukiadu
wspotrzednych, to jednak wykazemy, ze potozenie sSrodka masy jest
od uktadu wspdtrzednych nie zalezne, lecz ze zalezy ono tylko od
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mas punktéw i ich wzajemnego rozmieszczenia. Wyniknie to fatwo
Z nastepujgcego twierdzenia:

Twierdzenie 1. Moment statyczny ukladu punktéow wzgledem
dowolnej ptaszczyzny réwna sie momentowi statycznemu masy catko-
witej, umieszczonej w $rodku ciezkosci.

Dowod. Niechaj Tl bedzie dowolng ptaszczyzng, ktérej row-
nanie normalne ma ksztaht

£ceosa-fycos/8-fscos y—p= 0.

Przyjmijmy za dodatnig te z dwdch czesci przestrzeni, dla
ktérej x cosa+y cos fi+z cosy—p>0, gdy za x, y i z podstawic
wspotrzedne dowolnego punktu tej czesci. Jezeli wiec A(Xx,y,z)
jest dowolnym punktem przestrzeni, to poniewaz odlegtos¢ punktu
A od ptaszczyzny /7 wyraza sie wzorem

d—\xcos a+y cos fi+z cos y—p\
zatem mozemy w mysl naszej umowy potozyé:
a=x cos a+y cos ft+z cos y—p.

Moment statyczny punktu A o masie m wzgledem ptaszczyzny /7
wynosi wiec
n Mn~ma—mx cos a+my cos fi+mz cos y—mp.

Niech dany bedzie uklad punktéw materialnych mxxx yv zt),

mZxv yv z2), ..., mrxn yn zj. Moment statyczny tego ukiadu pun-
ktow wzgledem ptaszczyzny 77 bedzie na mocy (1)

M n—(mlxicosa-t-m,”, cos (i+mlzicos y—m,p) + ...
CO0S a+mnyncos p+m nzncos y —mnp)

czyli
M i/= (mlIxi+mm2x2+ ...+ mmxn)cosa+ (m,y,+... + mnyn)cos O-f
+(m1z1+...m nzn) cosy—(ml+ ...+ mn)p.
Kfadgc ml+mi+..mn=m, mamy na mocy (I):
() mx0=£m IxlI, my*Zm.y» mz**mp, i=1,2,...,n,

skad na mocy (2)
3) M n—mx0cos a+ myQcos fi+mz0cos y —mp.

Poniewaz prawa strona réwnosci (3) przedstawia na mocy (1)
moment statyczny masy m, umieszczonej w srodku ciezkosci 8 o wspot-
rzednych x0Q yQ zQ wiec twierdzenie zostato udowodnione.
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Aby wykazaé teraz, ze srodek masy ukiadu punktéow nie za-
lezy od wyboru ukiada wspdtrzednych, przypusémy, ze wihasnosc
srodka ciezkosci 8, wypowiedziang w twierdzeniu, posiada, prdcz
punktu S, jeszcze jaki$ inny punkt 8. Udowodnimy, ze to jest
nie mozliwe.

Poprowadzmy w tym celu przez punkt S dowolna ptaszczyzne 77,
nie przechodzgcg przez 8'. Zatem

4) M n=m<r i Mn—ma’,

gdzie a i a' oznaczajg odpowiednio odlegtosci (ze znakami) punktow

8 i 8' od ptaszczyzny 77. Z (4) wynika, ze 0—o0'. Lecz o= 0, po-

niewaz 77 przechodzi przez 8. Zatem musiatoby by¢ réwniez cr'=0,

co jednak nie mozliwe, gdyz S' nie lezy w ptaszczyznie 77.
Widzimy wiec, ze potozenie Srodka masy ukitadu punktéw nie

zalezy od uktadu wspdtrzednych.

Srodek masy dwéch uktadéw punktéw. Niech uktad V
ztozony bedzie z punktéw materialnych

m\CA\Y\,2\), mZx2Yy21z2, ..., m','«, y,, m2{x2,y'2,z2),

Srodek 8 masy uktadu punktéw m', m2.. ma na mocy
okreslenia wspdtrzedne:

X0={m\ xt+m 2x2+ yo={m\ y\+m2y2-f-
®) *0=(m"' z\+m'2z2+ ...)/m’,
gdzie Dla srodka 8 masy catego uktadu U bedzie zas
(MXAN\+ m2x2+ .)+{m'[  + m2x2+ ...)
xp— +

skad na mocy (5)
m xa+(m " x[-f m2x2+ ..)

(6) x0 m -+-(bi'+w"+..)

Podobne wzory otrzymamy na y0 i z0. Wzér (6) przedstawia
odcieta srodka masy uktadu, jaki otrzymamy z ukiadu danego U,
jezeli czes¢ jego, mianowicie punkty o masach m', m2 ... zastgpimy
jednym punktem materialnym o masie m —nli+m 2+ ..., umieszczo-
nym w Srodku masy tej czesci. Otrzymalismy zatem

Twierdzenie 2. 8rodek masy ukladu punktéw nie zmieni sig,
jezeli jego czes¢ zastgpimy punktem materialnym o masie réwnej masie
tej czesci i umieszczonym w Srodku jej masy.
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Jezeli wiec w szczeg6lnosci mamy dwa ukiady punktéw U
i U o masach catkowitych m' i m” i o Srodkach ciezkosci 8' i 87,
to Srodek masy ukiadu V A-U" otrzymamy, wyznaczajac Srodek
masy uktadu dwu punktéw materialnych o masach m' i m", umiesz-
czonych odpowiednio w punktach 8" i S". Ukiady U’ i U" mozemy
bowiem uwaza¢ za czesSci ukiadu U'+U".

Uktad ptaski punktow. Uklad punktéw materialnych na-
zywamy plaskim, jezeli wszystkie jego punkty lezg w jednej ptasz-
czyznie. Obierajac te ptaszczyzne za ptaszczyzne xy (co wolno nam
uczyni¢, poniewaz $rodek masy nie zalezy od wyboru uktadu wspoét-
rzednych), bedziemy mieli dla punktéw uktadu: % =0, z2—0,..., z,,= 0,
skad na mocy wzoréw (1), str. 154, dostaniemy z0—O.

Srodek ciezkoéci uktadu ptaskiego lezy zatem w plaszczyznie
ukiadu.

Momentem statycznym ukiadu ptaskiego wzgledem dowolnej
prostej | lezacej w plaszczyznie ukladu nazywamy wyrazenie

(M =

gdzie |[7] jest odlegtoscia punktu o masie od prostej |, zas znak
przy ai zalezy od tego, czy m( znajduje sie w dodatniej czy ujemnej
czesci ptaszczyzny, na ktore dzieli ptaszczyzne prosta |. Widzimy stad,
ze moment statyczny ukladu plaskiego wzgledem prostej | jest to
moment statyczny tego ukiadu wzgledem plaszczyzny prostopadtej
do ptaszczyzny ukiadu i przecinajacej ja wzdtuz prostej I. W szcze-
gbélnosci wiec momenty wzgledem osi x i y wyrazajg sie wzorami:
(8) Mx—Smiyi, My—2viiXj.

Uktad liniowy punktéow. Jezeli punkty ukladu lezg na
jednej prostej i, to $Srodek masy uktadu lezy réwniez na tej proste;j.
Obierajgc bowiem prostg | za oS a>6w, mamy =0, y2=0,..
i ~=0, z2~0,..., skad na mocy wzordéw (I), str. 154, dostaniemy
y0—0, z0= 0. Srodek masy bedzie wiec takze lezat na osi x.

Srodek masy dwoéch punktéw. Niech punkty materialne
o masach w, i m2beda od siebie w odlegtosci d. Srodek masy lezy
oczywiscie na prostej tgczacej te punkty. Umiesémy w mx poczatek
osi aj-0w, zas dodatnig jej czes¢ przeprowadzmy przez w2 Punkty
mx i w2 bedg wiec mialy wspoétrzedne odpowiednio xx—O0 i x2=d,
a Srodek masy wspdtrzedng

(9) x2=m 2dj(m1+ m2).
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Poniewaz 0<x0<d, wiec $rodek masy lezy miedzy punktami.
Oznaczajac przez dr i d2odlegtosci srodka masy od punktow i m2
otrzymujemy c¢c*~x0=mzd!(m”~+ma i d2—d—d™-m~dj{myA-m?2),
skad
(10) djdu—mjm~

Mamy wiec nastepujgce

Twierdzenie 3. Srodek masy uktadu dwupunktowego lezy mie-
dzy punktami uktadu i dzieli odcinek, taczacy te punkty, w stosunku
odwrotnym do ich mas.

Opierajac sie na twierdzeniu 2, str. 156, mozemy w nastepujacy
spos6b wyznaczy¢ Srodek masy skonczonego
uktadu punktéw, Au At, A3>.. 0 masach

m i, m2 ... (rys. 1); wyznaczamy najpierw srodek
masy  ukladu punktéw At i A2, wyznaczamy
nastepnie srodek masy S2 uktadu dwu punktéw,
ztozonego z punktu o masie -+m2 umiesz-
czonego w Slt i z punktu A, o masie m3

postepujgc tak dalej, otrzymamy $rodek masy catego danego uktadu.

Uktady punktow symetryczne. Punkt O (prostg |, ptasz-
czyzne 17) nazywamy Srodkiem, (prosta, ptaszczyznag) symetrii ukfadu
punktéow materialnych, jezeli do kazdego punktu m, istnieje w ukta-
dzie punkt o tej samej masie mh symetrycznie wzgledem O
(prostej |, ptaszczyzny 17) potozony.

Jezeli srodkiem symetrii jest poczatek uktadu wspotrzednych
(rys. 1), to wraz z kazdym punktem y., Z) ukiad punktow za-

wiera punkt m((—x., —t/(, —z,). Jezeli ptaszczyzna symetrii jest ptasz-
czyzna xy (rys. 3), to wraz z kazdym punktem mt(xt,yt,z) ukiad
zawiera punkt *»,(xn yn—zt). Jezeli osig symetrii jest 0$ z (rys. 1),
to wraz z kazdym punktem tnf(xltyt,2) uklad zawiera punkt
Mi(~-x.,-y]j,zi).
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tatwo okazaé, ze zawsze S$rodek symetrii jest Srodkiem masy.

Srodek masy pary punktéw symetrycznych lezy bowiem na
n.ocy twierdzenia 3, str. 158, w srodku symetrii. Na mocy twier-
dzenia 2, str. 156, mozemy wiec taka pare zastapi¢ przez punkt
materialny umieszczony w $rodku symetrii. Robigc to z kazdg para,
przekonywamy sie, ze Srodek symetrii jest Srodkiem masy catko-
witej uktadu.

Podobme, $rodek masy lezy na prostej symetrii fi na ptaszczyznie
symetrii).

Z tych samych bowiem powoddéw S$rodek pary punktéw syme-
trycznych lezy- na prostej (i na ptaszczyznie) symetrii.

3 Momenty stopnia drugiego. Moment bezwtadnosci.
Niech bedzie dany punkt materialny A o masie m i pewna ptasz-
czyzna 1J. Oznaczmy przez r odlegtos¢ punktu A od plasz-
czyzny 17. Wyrazenie

1) 1= mrl

nazywamy momentem bezwladnosci punktu A wzgledem plasz-
czyzny /7. Jezeli przez r oznaczymy odlegtos¢ punktu material-
nego A od pewnej prostej | (lub od pewnego punktu O), to (1)
bedzie momentem bezwitadnosci punktu A wzgledem prostej | (lub
wzgledem punktu O).

Momentem bezwtadnosci ogélnym ukiadu punktéw nazywamy
sume momentow bezwiladnosci poszczegdlnych punktow tego ukiadu.

Moment zboczenia (dewiacji). Niech dane beda dwie
ptaszczyzny Ily i 172 prostopadte do siebie. Potézmy nx =* <7, gdzie
dx oznacza odlegtos¢ punktu materialnego A od 7lv przyczem znak
zaleze¢ ma od tego, czy punkt znajduje sie w dodatniej czy ujem-
nej z dwu czesci, ifa jakie dzieli przestrzen ptaszczyzna //,. Po-

dobnie okreslamy a2 wzgledem ptaszczyzny TI2 Wyrazenie

2) B —moxa2

nazywamy momentem zboczenia (lub dewiacji) punktu materialnego A
wzgledem ptaszczyzn /7, i TI2

Momentem zboczenia ogélnym ukitadu punktéw Av A2 ... wzgle-
dem plaszczyzn 171 i 772 nazywamy sume momentdéw zboczenia
poszczegb6lnych punktow. A wiec

3 , DAV mA~af,
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gdzie tnlf O\\ << oznaczajg odpowiednio mase punktu A. i jego od-
legtosci od ptaszczyzn flx i 772 (opatrzone wiasciwymi znakami).

Momenty bezwitadnosci i momenty zboczenia nazywamy mo-
mentami stopnia drugiego.

Ramie bezwtadnosci. Niech | oznacza og6lny moment bez-
wihadnosci ukiadu punktéw U wzgledem pewnej ptaszczyzny /7
(prostej I, punktu O). Liczbe

w k—\Ijm, gdzie m=ml+ms-\-...

nazywamy ramieniem bezwladnosci ukladu punktéw U wzgledem
ptaszczyzny TI (prostej I, punktu O). Na mocy (4) jest

(5) I=miil.

A wiec: ramie bezwladnosci k jest odlegtoscia, w jakiej umiesz-
czona masa catkowita uktadu ma moment bezwtadnosci rowny ogélnemu
momentowi bezwtadnosci uktadu.

Masa zreduko wana. Niech r bedzie dowolng liczbg dodatnia.
Masg uktadu zredukowang na odlegtos¢ r wzgledem danej ptaszczyzny
(prostej lub punktu) nazywamy liczbe

(6) mr—Ijr*

Zatem Z=wiTr2 A wiec: moment bezwtadnosci ukiadu wzgledem
ptaszczyzny (prostej, punktu) réwna sie momentowi bezwtadnosci jego
masy zredukowanej mr, umieszczonej w odlegtosci r od tej ptaszczyzny
(prostej, punktu).

Momenty stopnia drugiego ukiadu punktéw:
m{xx,y v z{), mAic2, yL, zz), .., mn{xn, yn, zn)

wzgledem ptaszczyzny, osi i poczatku ukiadu spétrzednych wyrazaja
sie nastepujacymi wzorami:

Momenty bezwiadnosci wzgledem ptaszczyzn xy, yz i xz:

(7 IXy :Vm.gif, IUi:Ecin ™©J, :ig\min

Momenty bezwiladnosci wzgledem osi x, y i z:

() A=>,(M+F1)L L= e> (M 2), = 2 MAFH).-
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Momenty bezwtadnosci wzgledem poczatku O uktadu wspot-

rzednych: n

«9) i0=2 m,(tf + y*+zl).

Momenty zboczenia wzgledem par plaszczyzn xy i zx, xy iyz
oraz Xz i zy:

lo — i(Ix=\~lu+ 1z)— I\NuJr Inz~\~Izxi lo—Ix+ lyt— ly -(-Ixz— lz+ Ixy

Momenty bezwtadnosci wzgledem prostych rowno-
legtych. Znajgc momenty bezwladnosci uktadu punktéw o masie
catkowitej m wzgledem prostych przechodzacych przez jeden punkt
np. przez poczatek ukladu spdtrzednych, mozemy tatwo wyznaczyé
moment bezwiadnosci tegoz ukiadu punktow wzgledem dowolnej
prostej w przestrzeni, opierajac sie na nastepujgcym twierdzeniu:

Jezeli prosta | przechodzaca przez $rodek masy ukitadu punktow
mest rownolegta do prostej |, to

0 Ir—Irj- md2
gdzie d oznacza odlegto$¢ miedzy | a X za$ li i Ir momenty bezwlad-
nosci wzgledem tych prostych..
Dowéd. Srodek S masy ukfadu punktéw, przez ktéry prze-
chodzi prosta |, obierzmy za poczatek
z iz uktadu wspotrzednych, prostg | za oS aj-6w,
a plaszczyzne przesunietg przez proste
rownolegte li Z za ptaszczyzne xy. Ozna-
czajgc odpowiednio przez r i r' odlegtosé
dowolnego punktu A(x,y,z) od prostych
r ZiZ, mamy r'2-zi\{d—yf i ri=z2+yi,
skad r'i=ri-\-d>—2dy, a wiec

S. Hunach. Mechanika.
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Lecz IL—Ilm (yi=tny0=0, gdyz Srodek 8 masy ukitadu-punktow
lezy w poczatku uktadu wspétrzednych. Zatem Ir=li+md*, c. b. d. d.

Z wzoru (1) wynika, ze jezeli wzig¢ pod uwage wszystkie proste
rownolegte do prostej o pewnym danym Kierunku, to moment bez-
wiadnosci bedzie najmniejszy wzgledem tej prostej, ktéra przechodzi
przez srodek masy. Oczywistym jest réwniez, ze jezeli proste I'i I"
sg réwnolegte, to oznaczajac przez d, i d2odlegtosci $rodka masy od
tych prostych, bedziemy mieli

(10) Ir —md*—Ir— md],
poniewaz na mocy (I) obie strony réwnosci wynoszg h, gdzie | jest
prosta rownolegtg do | i I”, przechodzgacg przez Srodek masy.
Ze wzoru (10) mamy
(11) Ir=Ir+m(d\-d\).

Wzor powyzszy pozwala obliczy¢ moment bezwladnosci uktadu
punktow wzgledem dowolnej prostej w przestrzeni, gdy znane sa
momenty bezwladnosci tego uktadu wzgledem ewszystkich prostych
przechodzacych przez jeden punkt i potozenie srodka masy uktadu.

Momenty zboczenia wzgledem ptaszczyzn rdwnoleg-
tych. Dla momentéw zboczenia mozna udowodni¢ twierdzenie po-
dobne do twierdzenia o momentach bezwtadnosci (str. 161).

Niechaj ptaszczyzny 77,, 112 bedg do siebie prostopadie
i przechodzg przez $rodek masy m danego ukiadu punktéow ma-

terialnych. Obierzmy dowolnie ptaszczyzny
77, Hi rownolegte odpowiednio do ptasz-
czyzn 77, 772 Niech o, oznacza odlegtosé
miedzy plaszczyznami 77, 77/, zaopatrzong
znakiem -)- lub — zaleznie od tego, czy
ptaszczyzna /7, lezy w dodatniej czy ujemnej
czesci przestrzeni, na jakie dzieli przestrzen
ptaszczyzna 77,. Analogicznie okresimy a, dla
pary plaszczyzn 77277j. Wreszcie oznaczmy przez D i D momenty
zboczenia danego ukiadu wzgledem par ptaszczyzn 77,77? i Tiuli',.
Mamy wowczas analogicznie do (I) wzor

(rn 7)'«=7)-f-mala}.
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Uwaga, Zauwazmy, ze iloczyn maxa2 oznacza moment zbo-
czenia wzgledem pary ptaszczyzn TIx 1J2 masy catkowitej m ukiadu,
umieszczonej gdziekolwiek badz na prostej przeciecia pary ptasz-
czyzn n\ i n2

Dowd6d wzoru (111). Obierzmy poczatek ukiadu wspoétrzed-
nych (x,y,z) w $rodku 8 masy catkowitej m danego ukiadu punk-
tow. Za 0§ x-6w wezmiemy prosta przeciecia ptaszczyzn /7, i 772
za$ ptaszczyzny te obieramy odpowiednio za ptaszczyzny xy i yz.

Analogicznie obieramy drugi uklad wspo6trzednych (x', y', z')
dla pary ptaszczyzn 77i, Ui, przyjmujac za poczatek dowolny punkt P
lezacy na prostej przeciecia ptaszczyzn 77 i /72

Oznaczmy wsp6trzedne punktu P wzgledem ukiadu wspotrzed-
nych (x, y, z) przez f, 4, £ Oczywiscie rj=a2i ¢=ox Niech x, vy, z
beda wspotrzednymi dowolnego punktu A wzgledem uktadu wspot-
rzednych (x,y,z), za$ x',y",z" wspotrzednymi tegoz punktu A wzgle-
dem uktadu wspoétrzednych (x', y', z'). Wowczas:

(12) X'= X —i, y'—y z'*=z—f,
Poniewaz
(12) ztyn D =1m tzlyl,
wiec na mocy (11)
D'<=Iml(z—C)(y—r])=ymi[zlyi+Cr]— L:yl— ritt) ~
=17 MV + En Imt—CIm2y,—rjYm. z.

Lecz Zm,iyi~my0=0 i 2mizi—mz0=0, gdyz $rodek S masy m
danego uktadu punktow lezy z zatozenia w poczatku uktadu (x,y, z2).
Na mocy (12) i (13) jest wiec D'=D + mCt], a poniewaz C=o0x
i y=a2 wiec otrzymujemy w koicu D'—D+maxa2 c. b. d. d.

8 4. Elipsoida bezwladnosci. Osie bezwtadnosci. Niech
0Ofx, vy, z) bedzie dowolnym uktadem wspdtrzednych prostokgtnych
0 poczatku O. Udowodnimy, ze znajac
momenty bezwladnosci wzgledem osi i mo-
menty zboczenia wzgledem ptaszczyzn tego
uktadu wspotrzednych, mozna wyznaczy¢ mo-
menty bezwladnosci wzgledem dowolnej pro-
stej i, przechodzgcej przez O.

Niechaj prosta | tworzy z osiami ukiadu
wspoétrzednych 0 (x, y, z) katy a, fi, y. Obierzmy

dowolny punkt A(x,y,z) i niechaj P bedzie rzutem punktu A na
:IJ_*
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prosta Z Zatem AP —r jest odlegtoscia punktu A od prostej Z
Potézmy
(1)

Oznaczajac przez fpkat miedzy prostg OA aprosta |, otrzymamy
2) AP —r—psiny.

Poniewaz, jak wiadomo z geometrii analitycznej,

OP—x cos a-f y cos 04-2 cos vy,

wiec z uwagi na to, ze OP==qcos qu otrzymamy

xcosa+%coso+z cosy
e

cos P

Na mocy (2) jest r2=e2sin*®=eg |—cos2q), wiec

(@cosa+ 1/0%3

r’*:eﬂi— 2503 )iz[oc cBs ar4-y cos 04-»cosVy]2

skad na mocy (1) jest r2=a4[l—cos2a\+y\|l —co0s20]4-z2[1 —cos2y]—
—2xy cosacos0—2xzcosacosy—2yzcos0cosy.

Poniewaz cos2a4-e0s204-cos2y =1, wiec podstawiajac 1—cos*a=
= c0s204-cos2y it. d., dostaniemy:
r2=(y2 4-»*) cos2a -f (@ -f-z2) cos20 4- (a4 4- y2) cos2y —
— 2Xy €0S a cos0 —2xz cos acosy—2yz cos 0 cosy.
Oznaczajac przez mi mase, a przez 17 odlegtos¢ punktu At da-
nego ukiadu punktéow AIf As, ... od prostej Z otrzymamy na mo-
ment bezwitadnosci li tego ukladu punktdéw wrzgledem prostej Zwzor
li—Xt»/fi=cos2a”™;Wi(y/-)-1(] 4-c0s202;m,(Ec?4-z/) 4-cos2ytMilaii-fy/)—
— 2 cos acos Ojttra,a;y,—2cosacosy mix,zi—2cos0cosy 'wiyiz,
skad
li—Zxcos2a4-Zjlcos204- [*cos2y —
—2D*cosacos0 —21)ucosacosy —2Dxeos0 cosy.
Ze wzoru (1) mozemy wyznaczy¢ moment bezwladnosci ukiadu

punktéw materialnych wzgledem prostej Z znajac Ix, 1y, 1z Dx, Du, Dz
oraz katy, jakie prosta Z tworzy z osiami ukiadu wspoétrzednych.
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Zachowujgc znakowanie poprzednie, oznaczmy przez kt dtugosc
ramienia bezwladnosci danego ukiadu punktéw wzgledem prostej +.
Zatem" (str. 160)

(©)] ki=]fhjrn.

Zatézmy, ze dla kazdej prostej | przechodzacej przez O jest
J/INO. Zatozenie to rownowazne jest zatozeniu, ze punkty materialne
danego uktadu nie lezg na jednej i tej samej prostej przechodzacej
przez O. Poniewaz 1t410, wiec na mocy (3) jest réwniez A4=0.

Odetnijmy na kazdej prostej | odcinki OQ i OQ' o dtugosci
odwrotnie proporcjonalnej do ramienia bezwiadnosci A, t. zn.

(G)] 0Q= 0Q'—alk,—a\mjlh

gdzie a jest dowolng stalg dodatnig, nie zalezng od prostej I. Ozna-
czajac przez X, Y,z wspotrzedne punktu Q, mamy:

1/m I)m . |
(5) J/y-cos a, y= ta 1/ j™osjfi, 2=ta| mosy.

Punkt Q' ma wspdtrzedne —x, —y, —z. Zbior wszystkich punk-
tow Qi Q' utworzy pewng powierzchnie Z. Aby otrzymacé jej row-
nanie, wyznaczmy z (5) cosa, cos/3 cosy i wstawmy otrzymane
wartosci do réwnania (I). Dostaniemy:

li=~"[IxXi+lyyi+ 1z?—2Dxyz—2Duxz—2Dtxy],
skad
(6) Ix3?+ 1,y2+ Z,22—2Dxyz—2Duxz—2Dzxy = (?,

gdzie <>—ma2 Widzimy stad, ze powierz-
chnia Z jest powierzchnig rzedu drugiego.
Wykazemy, ze Z jest elipsoidg. Wystarczy
w tym celu udowodni¢, ze Z jest powierz-
chnig ograniczong (t.zn. ze odlegtosci jej
punktéw od poczatku uktadu wspoirzednych
nie przekraczajg pewnej liczby). W rzeczy
samej, zatozyliSmy, ze //=}=0, a wiec mamy
stale //>0. Poniewaz na mocy wzoru (l) It jest funkcjg ciagla
katow a, /1, y, wiec minimum 1li jest réwniez dodatnie. Ozna-
czajac to minimum przez h, mamy na mocy (3) ki“yh/m, skad
na mocy (4) OQ—OQ”N.a\m/h. A zatem powierzchnia Z jest po-
wierzchnig ograniczong. Wynika stad, ze powierzchnia Z jest
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elipsoidg, gdyz jedyna powierzchnig ograniczong drugiego rzedu
jest elipsoida. ,,

Otrzymang elipsoide £ nazywamy elipsoidg bezwladnosci da-
nego ukiadu punktéw wzgledem punktu O.

Poniewaz w rownaniu (6) brak jest wyrazéw pierwszego sto-
pnia, t.j. y,x,z, wiec punkt O jest srodkiem elipsoidy bezwtadnosci.

Zatem: elipsoida bezwladnosci ukitadu punktéw materialnych
wzgledem punktu O ma te wkasnos$¢, ze odlegtosé od O kazdego jej putiktu
jest odwrotnie proporcjonalna do ramienia bezwtadnosci uktadu wzgle-
dem S$rednicy, przechodzgcej przez ten punkt.

Osie elipsoidy bezwladnosci wzgledem punktu O nazywamy
osiami bezwhadnosci wzgledem punktu O.

Elipsoide bezwiadnosci wzgledem srodka ciezkosci nazywamy
elipsoidg bezwiladnosci s$rodkowa, osie jej osiami bezwladnosci
srodkowymi a plaszczyzny przeprowadzone przez dwie osie ptasz-
czyznami Srodkowymi.

Istnieje oczywiscie nieskonczenie wiele elipsoid bezwladnosci
danego ukiadu wzgledem jednego i tego samego punktu 0. Zalezag
one od wyboru wspétczynnika proporcjonalnosci. Wszystkie te eli-
psoidy majg jednak wspdélny Srodek i wspolne kierunki osi gtéwnych.
Ponadto stosunek osi gtéwnych jest we wszystkich elipsoidach je-
dnakowy. Wszystkie elipsoidy bezwladnosci wzgledem jednego i tego
samego punktu O sg wiec do siebie podobne.

Ramie bezwtadnosci ma najwiekszg wartos¢ wzgledem osi ma-
tej; zatem moment bezwiadnosci ma najmniejszg wartos¢ wzgle-
dem osi matej. Wzgledem wielkiej osi jest na odwrot.

W szczegdlnosci, gdy elipsoida jest kulg, punkt O nazywamy
punktem kulistym.

Momenty bezwitadnosci wzgledem kazdej prostej przechodzacej
przez punkt kulisty sg réwne (i na odwrét).

Wyznaczanie osi bezwtadnosci. Jezeli za osie spétrzed-
nych x,y, z przyja¢ osie bezwladnosci, to réwnanie elipsoidy bez-
wihadnosci bedzie miato ksztatt

@) Ax2+ By2-\-Cz2= F.

Poréwnujac réwnania (6) i (7), widzimy, ze w tym przypadku
Dx—0, Dy—0 i Dz= 0; réwnanie elipsoidy bezwtadnosci bedzie zatem

(8) I xx2+ 1,,y2-f-1z22= c2
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A wiec: warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by osie
uktadu wspo6trzednych byly osiami bezwtadnosci, jest by momenty zbo-
czenia Dx, Du, Dz byly réwne zeru.

Jezeli osie spotrzednych x,y,z obierzemy tak, by tylko jedna
z nich, np. o$ z, pokrywala sie z jedng z osi bezwiadnosci, to réw-
nanie elipsoidy bezwladnos$ci przyjmie ksztatt

9) Ax2+ By2+ CZ2+ Exy = F.

Poréwnujgc réwnania (6) i (9), widzimy, ze Dx= 0 i Dy—O.
Eownanie elipsoidy bezwladnosci bedzie wiec w tym przypadku
(20) 1~ -fl,y2+ 1z2—2D,xy = 2

A wiec: warunkiem koniecznym i wystarczajagcym na to, by o$ z
byta osig bezwtadnosci, jest by momenty zboczenia Dxi DHoyty réwne zeru.

tatwo sformutowac analogiczne warunki na to, by osiami bez-
wzglednosci byty 0$ x, lub o$ .

Przyjmijmy teraz za poczatek ukiadu wspétrzednych (x, vy, 2)
Srodek S masy catkowitej m danego ukladu punktéw materialnych,
zas jego osie srodkowe za osie wspoétrzednych x,y,z. Mamy oczywiscie:

(11) Dx= 0, Dy = 0, Dt= 0.
Przyjmijmy nastepnie dowolny punkt O(£, y, f) za poczatek

nowego ukiadu wspétrzednych {x',y',z') o osiach odpowiednio réw-
nolegtych do osi X,y i z. Na mocy (l11), str. 162, bedzie:

Dx'—Dx + mljr), Dy'= Dy + m£tj, DN Dz+ wift;,

skad na mocy (11):
12) DX - mCp, Dy = m£C, DX = mfip

Zatézmy, ze punkt O(i, N\ O lezy na jednej z ptaszczyzn $rod-
kowych, np. na plaszczyznie xy. Zatem f=0. Na mocy wiec (12)
otrzymamy Dx>=0 i Dy= 0. Wynika stad, ze o$ z' jest osig bez-
wihadnosci wzgledem punktu O. Mamy wiec twierdzenie:

Jedna z osi bezwtadnosci wzgledem punktu potozonego w ptasz-
czyznie Srodkowej jest prostopadita do tej plaszczyzny.
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W szczegolnosci, gdy punkt O lezy na osi srodkowej, np. na
osia?, mamy »;=0 i £=0, skad na mocy (12) Dy—O D=0 i Dt =0.
Wynika stad, ze osie X', y‘, z' sg osiami bezwiadnosci wzgledem
punktu 0. Otrzymujemy wiee wnioski:

1° Osie bezwhadnosci wzgledem punktu potozonego na osi Srod-
kowej sg réwnolegle do osi $rodkowych.
2° 0$ srodkowa jest osig bezwhadnosci wzgledem kazdego jej punktu.

Jezeli dany uktad punktdéw materialnych posiada o$ lub ptasz-
czyzne symetrii, wowczas mozna dowies¢ nastepujgcego twierdzenia:

Os symetrii ukladu punktéw materialnych jest osig Srodkowa;
podobnie ptaszczyzna symetrii jest ptaszczyzng S$rodkowa.

Dowdd. Aby dowiesé pierwszej czesci twierdzenia, zauwazmy,
ze na osi symetrii lezy Srodek »$ masy m uktadu. Wezmy 8 za pocza-
tek uktadu wspotrzednych (x,y,z), a oS symetrii za 0$2. Wobec tego
dany ukiad punktéw materialnych zawiera do kazdego punktu At
0 masie m, i wspétrzednych x.,yl,zj drugi punkt A] o masie réwnej
w, i 0 wspbtrzednych —x., —y., zf. Mamy wiec:

4- mj(—y:)z.}om®, DH=I[m ixizi+ m.(—»)*]= 0.

Wynika stad, ze o$ symetrii z jest zarazem osig bezwtadnosci
wzgledem $rodka masy 8, & zatem jest osig $rodkowa.

Aby dowies¢ drugiej czesci twierdzenia, zauwazmy, ze na
ptaszczyznie symetrii lezy $rodek masy 8. Przyjmijmy S za po-
czatek ukiadu wspdtrzednych, zas osie x i y obierzmy w plaszczyznie
symetrii. Poniewaz ptaszczyzna xy jest ptaszczyzng symeti i, wiec
do kazdego punktu At o masie m, i wspétrzednych xpypz. .stnieje
w naszym uktadzie punktéw materialnych punkt A) o masie row-
nej m, i o wspotrzednych xpy, —zr Mamy wiec:

Dx=I[m iyizt+ mty,(—«,)]= 0, P, =Z[™Azt+ mixt(—z,)]-°-

Wynika stad, ze o$ z jest osig Srodkowg, a wiec ptaszczyzna
symetrii xy, jako prostopadia do osi $rodkowej z, jest plaszczyznag
srodkowa.
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$ 5. Momenty kwadratowe uktadu ptaskiego. Niech
dany bedzie ukfad punktéw materialnych lezgcych w ptaszczyznie /7.
Jako ptaszczyzna symetrii jest wiec ptaszczyzna /7 na mocy twier-
dzenia poprzedniego ptaszczyzng S$rodkowa. W kazdym punkcie
ptaszczyzny /7 jedna z osi bezwiadnosci jest tedy prostopadia do
ptaszczyzny /7, podczas gdy dwie pozostale osie bezwiadnosci lezag
w plaszczyznie 77.

Jezeli wzig¢ pod uwage tylko momenty bezwitadnosci wzgledem
prostych lezacych w ptaszczyznie 77, to rozwazania 8 3 i 4 mozna
uproscic.

Obierzmy dany punkt O za poczatek uktadu wsp6irzednych
(x, y) ptaszczyzny /7. Wykreslmy z punktu 0
dowolng prostg | lezaca w tej plaszczyznie
i tworzacg kat a z osig r-6w. Moment bez-
wihadnosci wzgledem | otrzymamy ze wzoru (I),
str. 164, kladgc /3=90°—a i y=90°. Zatem

1) h —Ixcos2a+ lysin2a—i)2sin 2a.

Moment zboczenia DX4+£m,xjyl nazywac¢ bedziemy momentem zbo-
czenia wzgledem osi x i .

Zaznaczmy na prostej | punkty Q i Q', ktérych odlegtosci od O
sg odwrotnie proporcjonalne do ramienia bezwtadnosci. Zbior takich
par punktéow zaznaczonych na wszystkich prostych |, jakie prze-
chodza prifez O, .utworzy krzywa, ktora bedzie przekrojem plasz-
czyzny 77 z elipsoidg bezwtadnosci wzgledem punktu O. Krzywa ta
bedzie zatem elipsg; nazywamy ja elipsg bezwtadnosci wzgledem O.

Réwnanie jej otrzymamy z réwnania (6), str. 165, kladgc 2=0.
A wiec réwnaniem elipsy bezwladnosci bedzie

(2) Ixxi+ luyi—2Dzxy=ci.

Jezeli za osie x,y obierzemy osie bezwiadnosci, to réwnanie
elipsy bezwladnosci przyjmie postaé

3) Ixxi + yy*=<?.
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Il. Bryty, powierzchnie i linie materialne.

$6. Gestosé. Gdy cialo nie jest tak male, bySmy je mogli
uwaza¢ za punkt materialny, to oprécz masy ciata podajemy takze
rozmieszczenie masy w ciele. W wielu bowiem zagadnieniach me-
chaniki duze znaczenie ma nie tylko znajomos$¢ masy catego ciata,
lecz takze znajomos$¢ masy jego poszczeg6lnych czesci.

Czesto sie zdarza, ze masa czesci ciala jest proporcjonalna do
objetosci. Oznaczajgc woOwczas przez m mase, a przez v objetosé
ciala, otrzymamy, ze masa przypadajaca na jednostke objetosci,
wynosi

n Q=m/v.

Liczbe g hazywamy gestoscig ciata.

Méwimy w tym przypadku, ze masa jest w ciele rozmieszczona
jednostajnie, tub ze ciatlo jest jednorodne, lub wreszcie, ze gestos¢
jest stata.

Masa czesci ciata o objetosci v' wyniesie wowczas m'=v'g.
iia mocy (1) wymiar gestosci jest

1) [gesto$é]=L~aM

Przejdzmy teraz do przypadku ogélnego, t. j. nie zakladajmy,
ze masa jest w danym ciele rozmieszczona jednostajnie. Niechaj A
bedzie jakimkolwiek punktem danego ciata. Obierzmy w ciele do-
wolny szescian o masie Am i objetosci Av, ktorego Srodkiem jest
punkt A. Granice

. Am
an lim PR
nazywamy gestoscig ciata w punkcie A.

Gestos¢ g zalezy w ogdlnosci od punktu A. Jezeli A ma wspot-
rzedne X, vy, z, to q jest funkcjg zmiennych X, y, z; mozemy wiec
napisa¢ Q—Q(x,y,z). Jezeli £>=const., to masa w ciele jest roz-
mieszczona jednostajnie i mamy rozpatrzony juz przypadek ciata
jednorodnego.

Zaktada¢ bedziemy zawsze, ze q jest funkcja ciggla.
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Obliczanie masy. Znajac gestos¢ w kazdym punkcie ciata
mozemy obliczy¢ jego mase, jak réwniez mase dowolnej jego czesci.

Przy pomocy ptaszczyzn réwnolegtych do ptaszczyzn xy, yz, zx
podzielmy mianowicie dane ciato na drobne prostopadtosciany (t. zw.
elementy objetosci) i na ewentualne kawaltki brzezne o ksztaicie nie-
regularnym. Oznaczmy objetosci kolejnych prostopadto$Scianow przez
Avlt Av2... i obierzmy w kazdym z nich po jednym punkcie o wspo6t-
rzednych xu ?j,zv x2y2 z2 .... Masy poszczeg6lnych prostopadito-
Scianéw wynoszg w przyblizeniu g(X], yv z Ac™ 0(x2y2z2Av2,
Zatem suma

Q(Xi, Viy <. Avy+QiXt, 92 @)r2 + -

przedstawia w przyblizeniu mase ciata. Tworzac podziat na coraz
drobniejsze prostopadtosciany o wymiarach dgzacych do zera i prze-
chodzac do granicy, otrzymamy dla masy m danego ciata wzdr

(1)

D

gdzie obszar catkowania D obejmuje cate ciato.

W szczeg6lnosci, gdy p= const., dostajemy ze wzoru (lII)
m=QV zgodnie ze wzorem (I).

Wzor (111) podaje réwniez mase dowolnej czeSci danego ciata,
jezeli przyjmiemy, ze D oznacza obszar zajety przez te czesc.

Powierzchnia materialna, linia materialna. Niekiedy
jeden lub dwa wymiary ciata sg drobne w poréwnaniu z pozostatymi.
Przyktadami takich ciat sg ptyty, prety, druty i t. p. W tych przy-
padkach przedstawiamy ciato, jako powierzchnie lub linie materialng
i méwimy, ze masa jego jest roztozona powierzchniowo lub liniowo.

Niech masa bedzie roztozona na powierzchni S i niechaj
A oznacza dowolny punkt tej powierzchni. Oznaczmy przez Aa pole
matego ptata powierzchni 8, pokrywajacego punkt A (t. zw. element
pola), przez Am mase tego ptata. Jezeli wymiary ptata bedg dazyty
do zera, granice

(V) R

nazywamy gestoscig powierzchniowa ic punkcie A.
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W szczegélnosci, gdy j>=const, wowczas o0 przedstawia mase
ptata o polu 1cm*, wycietego z powierzchni 8.

Mozna wykazaé¢ (podobnie jak poprzednio przy brytach), ze
masa powierzchni 8 wyraza sie wzorem

(V) m =

gdzie obszar catkowania 8 rozciggniety jest na calg powierzchnie.
Gdy e=const. i P oznacza pole powierzchni 8, mamy m— gP,

skad

2 Q= m/P.

Ze wzoru powyzszego otrzymujemy dla gestosci powierzchnio-
wej wymiar

3) [gestos¢ powierzchniowa] = Z~2M.

Podobnie postepujemy w przypadku masy roztozonej liniowo
na pewnej krzywej C. Jezeli A jest punktem krzywej C, woéwczas
obieramy dowolny tuk krzywej C, pokrywajacy punkt A. Jezeli
As oznacza diugosé tego tuku (t. zw. element dtugosci), zas Am jego
mase, wowczas granice

v IimAm: g

nazywamy gestoscig liniowg w punkcie A.

W szczegdlnosci jezeli g=const, wdwczas g przedstawia mase
tuku (krzywej C) o diugosci 1cm.
Masa m na catej krzywej C wynosi

(vin m —J gds,
c

gdzie obszar catkowania rozciggniety jest na catg tg krzywa.
Gdy g=const i s oznacza diugos¢ krzywej C, mamy na
mocy (VII):

(4) m — Q8, skad g= mis.
Na wymiar gestosci liniowej otrzymujemy wiec wzor

(5) [gestos¢ liniowa] =L~'M.
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§ 7. Momenty statyczne bezwitadnosci. Srodek masy.
Moment statyczny ciata wzgledem pewnej ptaszczyzny, np. xy. okre-
Slamy w spos6b nastepujgcy. Dzielimy ciato na drobne prostopadto-
Sciany o objetoseiach Avlt Av2 ... i ewentualnie na pewne kawalki
nieregularne brzezne. W kazdym prostopadtosScianie obieramy do-
wolnie po jednym punkcie o wsp6trzednych xv yv zx, x2 y2 z2 ..
Oznaczmy przez g(x, Yy, z) gestos¢ ciata w punkcie X, y, z. Masa
prostopadtoscianu Avx wynosi w przyblizeniu g(xv ylf z1)-Avl, gdy-
bysmy calg jego mase umiescili w punkcie xvyxzv to mo-
ment statyczny tej masy wzgledem ptaszczyzny xy bytby réwny
zx=g(ig, yx, zX) *"Avw Mozemy wiec przyjaé, ze suma

*j ® 31,%).(;«i + zs.e(*a,yZZZ)-AV2+

przedstawia w przyblizeniu moment statyczny ciata wzgledem ptasz-
czyzny xy. Z tego powodu granice powyzszej sumy, gdy wymiary
prostopadtoscianéw daza do zera, nazywamy momentem statycznym
ciata wzgledem ptaszczyzny xy.

Poniewaz granicg powyzszej sumy jest catka potréjna j f f zgdv,
D
gdzie obszar catkowania D jest rozciggniety na cate ciato, wiec

() Mcy—f f jzgdv i podobnie Mx—fj fygdv, MHE-Jj [/ xgdv.
o ' D ' D
Analogicznie okreslamy moment statyczny powierzchni i linij.
Zamiast catek potrojnych wystgpig odpowiednio catki podwojne po
powierzchniach i pojedyncze po liniach.
I przypadku masy roztozonej na powierzchni S otrzymamy

n Mxu— ffzgda, Mn—I fygda, Myr=J jwgda,

S 'S 's
gdzie dr jest elementem pola, a dla masy roztozonej liniowo na
krzywej C:

() Mxy~ | zgds, Mju—I y gds, MIA— xgds,
c c c

gdzie ds jest elementem diugosci tuku.

Momenty statyczne figur ptaskich wzgledem osi x i y wyrazajg
sie wzorami

Q) Mx=jfygdxdy, Mv=fjxgdxdy.

D D
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Dla linij ptaskich mamy:

2) Mx—Jygds, My= IxQds.
c c

Srodek masy ciata, powierzchni tub linii materialnej okreéla-
my jako punkt o wspoétrzednych:

() x0= Mzy/m y0— Mxz/m, z0= MX/m,

gdzie Mt,, Mxz, Mxy oznaczajg momenty statyczne wzgledem ptasz-
czyzn zy, Xz, Xy, a m mase ciala.
Dla figur i linii ptaskich dostajemy:

(V) x0= Mylm, y0= Mx/m

Jezeli gestos¢ w ciele jest g=const., to Mz= q

i m—efl Jdv=QV, skad

/ /£ xdv fffy dv fffedv
(V)  X0= -Z -v—- , yo= 0= ~ A .

Widzimy stad, ze x0, yO i zO nie zalezg od gestosci.

A wiec: jezeli gestos¢ jest stata, to potozenie $rodka ciezkoSci nie
zalezy od gestosci.

To samo odnosi sie do powierzchni i linij.

Mozna wykazaé, ze twierdzenia o Srodku masy dla uktadéw
punktéw materialnych, udowodnione w 8§ 2, zachodzg roéwniez
w przypadku ciat, powierzchni i linij materialnych.

Bryty, powierzchnie i linie geometryczne. Momentem
statycznym bryly geometrycznej nazywamy moment statyczny ciata
materialnego, majacego posta¢ danej bryty, przy zatozeniu, ze ge-
stos¢ o= const; zazwyczaj przyjmujemy i»=1.

Srodek masy tego ciata (ktéry nie zalezy od q) nazywamy
Srodkiem ciezkosci bryly geometrycznej.

Analogicznie okreslamy moment statyczny i Srodek ciezkosci
dla powierzchni i linii geometrycznych.
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Momenty statyczne i Srodki masy twordéw geometrycznych
otrzymamy zatem, kiltadac w podanych wzorach (1)-(V), (1) i (2) n—1
i przyjmujac wobec tego, ze m oznacza objetos¢, pole lub diugosc,
zaleznie od tego czy twoOr geometryczny jest brylg, powierzchnig
czy linia.

Poznamy teraz pewne twierdzenie, utatwiajgce w wielu wy-
padkach znalezienie $rodka masy. Przetnijmy dang bryte 1) ptasz-
czyznami réwnolegtymi do pewnej ptaszczyzny /7. Zatbézmy, ze
Srodki ciezkosci przekrojow lezg w pewnej ptaszczyznie a

Przy tych zalozeniach mozna udowodni¢, ze $rodek ciezkosci
bryty D lezy rowniez w ptaszczyznie a

Intuicyjnie jest to jasne. Podzielmy bowiem bryle D na cienkie
warstwy przy pomocy ptaszczyzn réwnolegtych do plaszczyzny 77.
Mozemy przyja¢ w przyblizeniu, ze Srodek masy kazdej warstwy
lezy w ptaszczyznie a. Zatem moment statyczny kazdej warstwy
wzgledem plaszczyzny a jest rowny zeru. Wynika stad, ze moment
statyczny catej bryly D wzgledem plaszczyzny a jest zerem (gdyz
rowny jest sumie momentéw poszczeg6lnych warstw). A wiec Sro-
dek masy bryly D tez bedzie lezat w plaszczyZnie a

(scisty dowdéd mozna przeprowadzié
w nastepujacy sposéb. Przyjmijmy, ze 77
jest plaszczyzng pozioma, za$ a jest plasz-
czyzna o réwnaniu

3) Ax+ By+ Cz+ E= 0.

Oznaczmy przez Dz przekrdj bryty D
ptaszczyzng pozioma na wysokosci z. Nie-
chaj f, g i £=2, bedg wspdtrzednymi S$rodka ciezkosci Hz prze-
kroju Tz Oczywiscie i, ) i Csg funkcjami 2 i na mocy (3)
4) A(+Btl+ CC+ E= 0.

Oznaczajgc przez x0,y0,t0 wspotrzedne Srodka masy bryly D,
otrzymujemy z (VI)
(B) Ax,+By0+GzO+tE=UA f/ /xdv+Bj ) fydv+C/ [jzdv+Ev\.

}" ' 'D D D

Niech Pr bedzie polem przekroju 7>, a z' i z" (gdzie z'<z")

granicami, w ktorych sie zmienia zmienna z. Wdéwczas

(6) P,=fjdx dy.
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Zamieniajac catke potrdjng na catke iterowang, otrzymamy:

5" zZ'
7) v—f 11dv—Idzj ldxdy= f Pzdz,
o * ()! Z
* 2 Zu
W 11 jzdv=fzdzf fdxdy=jPtzdz=j Ptedz,
'D z i i’ z
7
9) f I fxdv=zfdzj fxdxdy.
d z

Poniewaz /[ fxdxdy przedstawia moment statyczny prze-
X
kroju Dz wzgledem ptaszczyzny yz, wiec f fxdxdy=Pz£ Zatem
X

na mocy (9)

(10) 1/ Ixdv=J Pz£dz i podobnie ffjydv=FfPzrjde.
D il 'D z

Na mocy wiec (6)—(10) dostaniemy
1
Ax<,+By0+CzO0+ E = .Ir(AS+Bt)+Ce+E)Pzdz.
P

Ze wzoru (4) otrzymamy tedy
AXQ\-Byt-\(Jz0-\-E—I .

A wiec, srodek ciezkosci bryty D lezy w ptaszczyznie a. Udo-
wodniliSmy wiec

Twierdzenie. Jezeli srodki ciezkosci przekrojéw rownoleghych
danej bryly leza w jednej plaszczyznie, to Srodek ciezkosci tej bryly
lezy w tej samej plaszczyznie.

W szczego6lnosci wynika stad, ze jezeli srodki ciezkosci prze-
krojow leza na jednej prostej, to i srodek ciezkosci bryty lezy na
tej prostej. Jezeli bowiem przez te prosta przeprowadzimy dowolng
ptaszczyzne, to na mocy udowodnionego twierdzenia srodek ciezkosci
bryty bedzie lezat w tej plaszczyznie.

Analogiczne twierdzenie zaehodzi dla powierzchni i figur
ptaskich.
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Reguty Guldina. Niech na ptaszczyznie xy dana bedzie
krzywa c, o réwnaniu y= f(x), przyczem f(x)~0 dla a~.x~b.
Oznaczmy przez i ditugos¢ krzywej. Na mocy (V) Srodek ciezkosci
wyznaczony jest wzorami:

« b
(11) x0=M y/m = Ixds/I, y0o=M xim = J ydsjl.

a a
Pole powierzchni zatoczonej przez dang krzywg przy obrocie
* *

okoto osi x-6w wynosi P —2nfyds. Na mocy wiec (11) jest
a

l. P=2nlyO0.

Podobny wzor otrzymamy, dla dowolnej krzywej, lezacej ponad
0sig x-6w.

Poniewaz przy obrocie krzywej $srodek masy zatacza koto o pro-
mieniu yo, wiec 2ny0 oznacza obwoOd tego kota.

A WieC: powierzchnia bryty, zatoczonej przez obrét krzywej pta-
skiej okoto osi, lezacej w ptaszczyznie tej krzywej i nie przecinajacej
jej, rowna sie iloczynowi diugosci krzywej przez droge, jaka opisuje
Srodek ciezkosci.

Jest to t. zw. pierwsza reguta Guldina.

WezZzmy teraz pod uwage dla tej samej krzywej obszar D za-
warty miedzy krzywag, osig x a rzednymi x=a i x=b. Oznaczmy

przez F pole obszaru b. Srodek ciezkosci obszaru D ma na mocy (V),
str. 174, wspoétrzedne:

j Ixdxdy Jfydxdy
My

_ t*
(12) Xfo . F VO_F

b y b

Lecz Jjydxdy=3dxIJy dyl=?Jy2dx. Na mocy wiec (12) jest

u

(13) Fy<r=ify2dx.

Jezeli krzywa obrdci sie okoto osi x, woéwczas objetos¢ zato-

S. Banach. Mechanika. 12
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b
czonej bryly bedzie wynosita V—n/ y*dx, skad na mocy (13)
a
1. F=27w™\

Podobny wzo6r otrzymaliby$smy dla dowolnego obszaru potozo-
nego nad osig X.

A wiec: objetos¢ bryly zatoczonej przez obrét obszaru ptaskiego
naokoto osi, lezgcej w ptaszczyznie obszaru i nieprzecinajgcej go, rowna
sie iloczynowi pota obszaru przez droge, jaka odbyt Srodek ciezkosci
obszaru.

Jest to t. zw. druga reguta Guldina.

Momenty bezwitadnos$Sci i momenty zboczenia. Poste-
pujac podobnie jak przy momentach statycznych, dochodzimy do
okre$lenia momentéw bezwladnosci i momentéw zboczenia dla bryt,
powierzchni i tinij.

Jezeli g(x, y, z) oznacza gestos¢ bryty, to momenty bezwiad-
nosci wzgledem ptaszczyzn xy,yz i zx okreslamy przez wzory:

(VI 1,f= [f fezrdy, ff f Qadv, I« = fff &2,
' D

D D

momenty bezwiadnosci wzgledem osi wspdtrzednych:

I*~J//e (y at**)*>> *» =[] g(@?*+s?)dv,
(VI111) ° , D
II=fJ[; e (™ +y2dy,

a momenty zboczenia wzgledem ptaszczyzn ukitadu:

(1X) Dx— ( ff Qyzdv, Dy= /1 Qoa, Dz—ff j gxydv.
o' "D ' D

Aby otrzymaé¢ momenty bezwiadnosci dla powierzchni (tinij),
nalezy w podanych wzorach catke potrojng zamieni¢ na podwdjng
(pojedyncza) po powierzchni (po linii) i zastgpi¢ dv przez da (ds),
podobnie jak dla momentéw statycznych. Okre$lenia ramienia bez-
wihadnosci oraz masy zredukowanej pozostajg bez zmiany. Twier-
dzenia udowodnione dla ukfadéw punktow materialnych zachodza

takze i tutaj.
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$8. Srodki ciezkosci niektérych linij powierzchniibryt.
Jezeli linia, powierzchnia lub bryta posiada $rodek symetrii, to }est
on réwnoczesnie Srodkiem ciezkosci. Zatem S$rodkiem ciezkosci od-
cinka, petnego réwnolegtoboku, kola, réwnolegtoscianu, kuli i walca
jest Srodek symetrii tych twordw.

Linia tamana. Srodek ciezkosci linii tamanej, np. ABGD,
otrzymamy, zastepujgc kazdy odcinek linii
punktem materialnym, umieszczonym w $rodku
odcinka, o masie réwnej dtugoéci odcinka. Sro-
dek ciezkosci uktadu tych punktdw bedzie $rod-
kiem linii ABGD (rys. 1).

Niechaj d2daoznaczajg dtugosci odcin-
kow AB, BG, GD, za$ Vi)i SZx2 121
Sax3 xa) $rodki tych odcinkéw. Srodek ciezkosci tamanej ABGD
bedzie wiec miat wspotrzedne

7 dix1+d 22+ dax3 Ni3fi+ N 232+ N 333
(1) 1 di+ d2)-d3 VO Ala2e g

tuk kota o promieniu r, nalezacy do kagta Srodkowego 2a,
ma za 0$ symetrii dwusieczng tego kata. Srodek ciezkosci luku lezy
wiec na tej dwusiecznej (rys. 2),

Aby wyznaczy¢ odlegtos¢ srodka ciezkosci S od $rodka kota 0O,
opieramy sie na pierwszej regule Guldina. Przy
obrocie naokoto Srednicy I, prostopadiej do dwu-
siecznej kata 2a, tuk opisuje powierzchnie pasa
kulistego o polu 2rnh (gdzie h oznacza dtugosé
cieciwy, na ktérej wspiera sie tuk). Dtugoso tuku
wynosi s—2ra, droga zas srodka ciezkosci 2n-08.
Zatem 2rnh=br7ta-0OS, skad 0OS=h/2a. Ponie-
waz h—2r sin a, wiec

2) og Sma

W szczeg6lnosci dla potkola jest 2a=n, stagd 08 —2r/?t=0,64r.

Trojkat. Przetnijmy trdjkat prostymi réwnolegtymi do jed-
nego z bokéw. Srodki odcinkéw, a wiec i $rodek ciezkoéci tréjkata,
lezg na dosrodkowej.

Wynika stad, ze Srodek ciezkosci tréjkgta lezy w punkcie
przeciecia sie trzech dosrodkowych, a wiec w odlegtosci 1¥/3 odpo-
wiedniej wysokosci od kazdego boku.

12*
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Trapez. Srodki odcinkéw réwnolegtych do podstawy trapezu,
a wiec rowniez srodek ciezkosci 8 trapezu, lezg na dosrodkowej.
Aby wyznaczy¢ odlegtos¢ yO0 srodka ciezkosci 8 od podstawy,
obliczmy moment statyczny trapezu wzgledem podstawy. Niechaj
a oznacza podstawe, b drugi bok rownolegty, h wysokos¢ i P po-
wierzchnie trapezu. Moment statyczny wzgledem podstawy wynosi

3) M =Py0="(a+b)hyO.

Dzielgc trapez na réwnolegtobok i tréjkat, dostaniemy
4) M=bhth+Ua—b)h-th=th*(a+2b).

Z poroéwnania (3) i (4) dostaniemy

5 ] a-f—2bh
( ) 2/o0=i- a\-b

Wynika stad konstrukcja geometryczna Srodka ciezkosci, przed-
stawiona na rysunku 1. Z podobieristwa trdjkagtow BCS i ADS
dostajemy (h-yQ/0= (P+a)/(~a+fe), skad otrzymujemy y9
zgodnie ze wzorem (5).

Wielokat. Aby wyznaczy¢ S$rodek ciezkosci wielokata, roz-
bijamy go na tréjkaty (trapezy, prostokaty), a nastepnie obliczamy
momenty statyczne poszczeg6lnych czesci wzgledem osi ukiadu.

Oznaczmy przez p np. pole figury podanej na rys. 2. Roz-
bijamy jg na 3 prostokaty o polach pv p2i p3 Niechaj. xlt yIf x2 yt
i xn beda wspotrzednymi Srodkéw ciezkosci wzgledem osi x i vy.
Mamy Mx=p lyl+p2yi+ * My=pIx1+ p 22+ p X3; Srodek ciez-
kosci S ma wiec wspotrzedne:

(6) x0=M y/p, y0=M xjp.
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Wycinek kota. Wezmy pod uwage wycinek kota OAB. Z po-
wodu symetrii Srodek ciezkosci 8 wycinka lezy na dwusiecznej kata
srodkowego 2a. Odlegtosé 08 Srodka ciezkosci od srodka kota O otrzy-
mamy opierajgc sie na drugiej regule Guldina. Wycinek OAB za-
toczy przez obrdét naokoto promienia OA—r
wycinek kuli. Wysokos$¢ czaszy wycinka kuliste-
go wyniesie CA—OA—OC—r—rcos2a=24,sin2a,
skad objeto$¢ wycinka kuli p=8ran 2rsin2a=
= |rTtsin2a. Srodek ciezkosci zatoczy koto
0 promieniu y0—OS-sma. Pole wycinka réwna
sie rYa. Na mocy drugiej reguty Guldina
bedzie wiec sinza=2ny0r2a—2jiO8sinawa, skad

m os=2 5ir.
oa

Dla poétkola mamy w szczeg6lnosci 2a—n czyli
(8) 08= 4r/3u= 0,42r

Odcinek kota. Srodek ciezkosci 8' odcinka kota znajduje sie
na dwusiecznej kata srodkowego do ktorego nalezy ten odcinek.
Odlegtos¢ 08' srodka ciezkosci odcinka od srodka kota otrzyma-
my ze wzoru, przedstawiajgcego moment statyczny wycinka OAB
wzgledem OA jako sume momentéw trojkgta OAB i odcinka kota.
Oznaczajac wiec przez p pole wycinka, przez p' pole trojkagta OAB,
przez p" pole odcinka, a przez F Srodek ciezkosci trojkata OAB,
otrzymamy p-08 sina—p'-OF &na+p"-08'sina. Poniewaz p—r2a,

r2sin2a, p"—p—p’' i OF=frcosa, wiec

. 4 sin3a
©) 08" = 3(2a—sin2a) "

Graniastostup.W alec. Srodki ciezkoéci przekréjéw graniasto-
stupa ptaszczyznami roéwnolegtymi do podstawy lezg na prostej,
taczacej Srodki ciezkosci obu podstaw. Przekroje za$ ptaszczyznami
rownolegtymi do jednej ze Scian bocznych sg réwnotegtobokami (lub
sktadaja sie z kilku réwnolegtobokéw); Srodki ciezkosSci tych prze-
krojow lezg w ptaszczyznie rownolegtej do podstawy, poprowadzonej
w potowie wysokosci. Podobnie przedstawia sie sprawa dla walca.

Wynika stad, ze Srodek ciezkosci graniastostupa lub walca lezy
w potowie jego wysokosci na prostej, tgczacej srodki ciezkosci obu jego
podstaw.
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Ostrostup. Stozek. Srodki ciezkosci przekrojéow réwnole-
gtych do podstawy ostrostupa lezg na prostej, tgczacej wierzchotek
ze Srodkiem ciezkosci podstawy. Na tej prostej lezy wiec rowniez

srodek ciezkosci 8 ostrostupa. Aby wyznaczy¢
wysokos$¢, na jakiej lezy ten srodek ciezkosci,
obliczamy moment statyczny ostrostupa
wzgledem ptaszczyzny podstawy. Obierajgc
ptaszczyzne podstawy za ptaszczyzne pozioma,

otrzymujemy Mxy= j j [zdbcdydz. Obszar

catkowania jest rozciggniety na caty ostro-
stup. Oznaczmy przez h wysoko$¢ ostro-
stupa, przez Dz przekroj plaszczyznag poziomag na wysokosci z
i przez Pz pole przekroju Dzh Zamieniajac crz]i’fke potréjng na catke

iterowang dostaniemy Mxy—jzdz f Jdxdy= fzP zdz. Niech P oznacza
o d . 0

pole podstawy. Jak wiadomo PZP = (h—z)2A2 czyli Pz4_OP.

Zatem

Z drugiej strony, oznaczajac przez v objeto$¢ ostrostupa, a przez
z0 wysokos¢ jego Srodka ciezkosci, mamy

Mxg= zO/= zOm$ShP.
Z przyréwnania obu wzoréw na Mx, otrzymujemy
(10) *0= */4.
Podobnie przedstawia sie sprawa dla stozka.

A wiec: Srodek ciezkosci ostrostupa (stozka) lezy w */« jego wy-
sokosci na prostej, tgczacej wierzchotek ze srodkiem ciezkosci podstawy.

§ 9. Momenty bezwtadnosci niektérych lintj, powierz-
chni i bryt. W tym § zakltada¢ bedziemy, ze rozpatrywane linie,
powierzchnie i bryly majg gestos¢ stalg q.

Odcinek. Obliczmy moment bezwtadnosci odcinka AB o dtu-
gosci a wzgledem prostej |, przechodzacej przez srodek O tego od-
cinka i nachylonej do niego pod katem a.
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Przyjmijmy, ze AB lezy na osi x-6w i ze 0 jest poczat-
kiem uktadu wspoétrzednych. Podzielmy odcinek AB na drobne
odcinki przy pomocy punktow xx X2...

Potézmy Axx= x2—xx Ax2= x3—x2 it. d.
Moment bezwtadnosci odcinka Axt wzgledem
prostej | wynosi w przyblizeniu rm™Am”™ gdzie
Am( oznacza mase i-tego odcinka, za$ r. od-
legtos¢ jego lewego konca od |. Poniewaz
ri= xIsina, Ami—gAxi, wiec r2Amj=x2gAxlsin2a. Mozemy zatem
przyja¢, ze moment bezwladnosci It wzgledem prostej | wynosi
w przyblizeniu yxPgAxjsinZa. Przechodzac do granicy, otrzymamy

+¥ "
= inZad in2a.
1, . sinZa dx 12 a3jgsinza
-ia
Masa m odcinka AB wynosi m—ao. Zatem

(@8] li —fa ma2sin2a.

Poniewaz 0 jest Srodkiem ciezkosci odcinka AB, wiec moment
bezwtadnosci wzgledem prostej I' rownolegtej do i i lezacej w od-
legtosci d od O wynosi w mysl wzoru (1), str. 161, Ir=1t+m¢P, czyli

(2) Ir — fam (a*sin2a + 12 d2).

W szczeg6lnosci jezeli V przechodzi przez koniec A, to
d=]asina, skad

) Ir = Jmaf sin2a.
Jezeli za$ proste i i i' sa prostopadite do AB, to a=n/2 i mo-
menty li i Ir redukujg sie do momentéw bezwladnosci wzgledem

punktow O i A. Z (1) i (3) otrzymujemy dla a=7i/2:
4) lo—famaz2 1A= \ma2.

Prostokat. Przeprowadzmy przez $rodek prostokata o bo-
kach a, b osie x,y uktadu wspétrzednych. Poniewaz osie te sg osiami
symetrii, wiec sa zarazem osiami Srodkowymi i

W ok
lu—f j x2gdxdy = gjdyjx?dx = — a3bg

—62 —nl2
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Masa prostokgta jest m—abg, wiec ,
(5) lu—~jma2; podobnie [|x= "i mb2

Moment zboczenia Dz jest zerem, wiec elipsa
bezwtadnosci sSrodkowa ma réwnanieistr. 169, (3))
Ixd+lyyi=¢i  czyli 4igmbx2+ maz2—c2
Stata c¢ jest dowolna; kladgac <?=-fama2o2x,
gdzie A jest nowg statg dowolna, otrzy-
mamy

(6) (x/Xa)2+ (y/kb)2=1.
A wiec: elipsy bezwtadnosci srodkowe majg osie proporcjonalne
do bokéw prostokata.

Moment bezwladnosci wzgledem prostej | (rys. 1), przecho-
dzacej przez O i nachylonej pod katem a wzgledem osi x, wynosi

(str. 169, wzor (1)) li=Ixcos,2a+ lusin2a czyli
@) li= “m(b2cos2a + a2sin2a).
Momenty bezwtadnosci I,, i | hwzgledem bokéw a i b prostokgta

wynoszg la=7,-f-m(6/2)2 i Ib—Ix-\-m(al2)2 czyli
(8) la= \mb2 . |b—"ma2

Kwadrat. Zachowujac znakowanie jak dla prostokata, mamy
a=b, skad IX=1U Wynika stad, ze elipsa bezwtadnosci srodkowa
jest kotem. Srodek kwadratu jest wiec punktem kotowym.

Trapez. Aby wyznaczy¢ moment bezwiadnosci trapezu wzgle-
dem podstawy o (p. rys. 2), podzielmy trapez na drobne paski
rownolegte do podstawy. Oznaczmy przez Ayu Ayiy... grubosci tych
paskdéw, przez yu yv ... odlegtos¢ ich srodkéw od podstawy, a przez

rurt, .. diugosci odcinkéw, przechodzacych b .
przez $rodki paskéw réwnolegle do podstawy. f— . JV-J
Mozemy przyjac, ze moment bezwtadnosci i-tego / * H
paska wzgledem boku a wynosi w przyblize- s

niu Amty2 gdzie Amt oznacza mase i-tego 2-

paska. Moment bezwtadnosci I, wzgledem boku a réwna sie w przy-

blizeniu 2JAmyJ. Lecz Am~™Ay~g. Z rysunku 2 widzimy, ze
(r,—b)l(a—b)=(h—yDhlh, skad r,= a—(a— Zatem 1, wynosi
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N y(l
w przyblizeniu V a—(a—&— Przechodzac do granicy, do-

stajemy
A i 1
J«=( «—(a—bANdy”™r—gta+tM)}?.

Poniewaz m="(a-\-b)hg, wiec

£4

1 «+'3'6'|ThY{i-a
6 tx+5 '

©)

Trojkat. Ze wzoru powyzszego otrzymamy moment bezwiad-
nosci trojkata wzgledem podstawy, kladgc 6=0. Dostaniemy

(10) In—"mh*,

Rownolegtobok. Kladagc we wzorze (9) b=a, otrzymamy
moment bezwiadnosci réwnolegtoboku wzgledem jednego z bokow:

(11) la=tmh*.

Prostopadtoscian. Umiesémy poczatek ukiadu wspotrzed-
nych w $rodku prostopadto$cianu, prowadzac osie x, y, z rownolegle
do krawedzi, ktoérych diugosci oznaczymy przez a, 6, c. Moment
bezwladnosci wzgledem osi x wynosi

(2 b2 c2 ~
Ix=f I le(y*+ i?)dxdydz=ej dxfdyf(y2+ &)dzx=--dbcQ(b2+<¥).
az R —2

Ktadgc m=abcg, otrzymujemy stad
(12) Ix=i'swi(62+ c2)

i podobnie ly="m(a‘'i+e2), Jt= Tom(a2+ 62).
Moment bezwladnosci 1,, wzgledem krawedzi a jest |a— x-\-m<P}
gdzie d—}j\b2+<? wiec

(13) 1, ="w(62+c2)
i podobnie 16="m(«2+c2, lc=$m(a2+ h2).

Okrag kota. Moment bezwiadnosci okregu o promieniu r
wzgledem $rodka O wynosi oczywiscie

(14) 10=mr*.
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Aby wyznaczy¢ moment bezwladnosci wzgledem $rednicy,
obierzmy O za poczatek ukiadu wspétrzednych (x, y). Mamy oczy-
wiscie Ix=1,. Poniewaz 10=1Ix+1y, wiec 10—2IX czyli Ix==\lo-
Stad moment bezwladnosci wzgledem Srednicy wynosi

(15) Z*=>»w2

Koto. Ze wzgledu na symetrie momenty bezwiadnosci po-
wierzchni kota wzgledem S$rednic sg rowne. Obierzmy $rodek kota O
za sSrodek uktadu wspétrzednych (x, y). Zatem Ix—ly, a ponie-

waz moment bezwladnosci wzgledem Srodka
lo=Ix+1ly, wiec lo=21x, wiec 1X~10. Aby
obliczy¢ lo, podzielmy koto na pierscienie przy
pomocy kot wspotsrodkowych o promieniach
XV X2.... Potozmy Axt—x2—xv Ax2—x3—x2....
Mozemy przyja¢, ze moment bezwladnosci
i-tego pierscienia wzgledem O wynosi w przy-
blizeniu Arn”, gdzie Am. oznacza mase tego
pierscienia. Poniewaz pole pierscienia wynosi w przyblizeniu 2nXiAxi,
wiec Aml=2nxjgAxr Zatem w przyblizeniu lo=E2m~eAxr Prze-
chodzac do granicy, otrzymujemy stad

(16) 10—127ix?Qdx=\ ngr*.

Poniewaz masa kota m=ring, wiec:
()] lo—"mr* i Ix~mr¥*.

Powierzchnia kuli. Moment bezwtadnos$ci powierzchni kuli
wzgledem S$rodka wynosi oczywiscie
(18) lo—mr2

Aby wyznaczyé moment bezwtadnosci wzgledem Srednicy kuli,
umiesémy poczatek uktadu wspoétrzednych w srodku kuli. Z powodu

symetrii mamy Ix=1ly—lz Poniewaz 210—x-\-ly+1z, wiec
Zatem Ix—"lo, skad

(19) Ix=]wr2

Kuta. Biorgc za poczatek ukiadu wspétrzednych srodek kuli,
marny ze wzgledu na symetrie jak poprzednio Ix=%lo- Moment lo
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obliczymy postepujac podobnie jak przy kole, t.j. dzielac kule na
warstwy przy pomocy kul wspétsrodkowych. Otrzymamy

(20) lo—Imr2 i Zjr=gmr2

Walec obrotowy. Oznaczmy przez r promien podstawy,
a przez k wysokos$¢ walca. Wezmy za poczatek uktadu wspétrzednych
Ssrodek osi walca, przyjmujac oS walca za 0§ z-6w.

Aby obliczy¢é moment 1z postgpmy podobnie jak przy kole,
t.j. podzielmy walec na warstwy przy pomocy walcéw o podstawach
wspotsrodkowych z podstawag walca. Otrzymamy

<21) | z="mr*,

Aby obliczy¢ momenty I* i lyi podzielmy walec na warstwy
przy pomocy ptaszczyzn rownolegtych do podstawy. Oznaczmy
przez Azl, Azt, ... grubosci warstw, przez zv z2, ... wspotrzedne srodkow
ich podstaw, przez Am\, Am2y... masy warstw.

Moment bezwzglednosci i-tej warstwy wzgle-
dem prostej rownolegtej do osi x i przechodzg-
cej przez srodek ciezkosci tej warstwy rowna
sie w przyblizeniu ~Amtr2 (jak moment bez-
wiadnosci kota wzgledem Srednicy). A wiec mo-
ment bezwtadnosci warstwy wzgledem osi x
wyniesie w przyblizeniu jAmIr*-i-Am/f. Ponie-
waz Ami=ra3iAziQ wiec bedzie w przyblizeniu
skad, przechodzac do granicy, otrzymujemy
Al2,

__(1 ir*+z‘jrin g d z = (3r]-No.
il

Poniewaz masa walca jest m =rl7toh, wiec
(22) Ix=&m{3r*+h¥*).

Ze wzgledu na symetrie mamy oczywiscie Ix—u
Moment wzgledem tworzgcej | walca wynosi It=1z+mr*, wiec

(23) It=\mrA

Os z jest osig symetrii, a wiec jest ona réwnoczesnie osig $rod-
kowa. Z powodu symetrii osie X i y sg réwniez osiami $srodkowymi.
Elipsoida bezwtadnosci ma wiec rownanie |Ixxi+ lyy2+ 1zzi=¢iy skad
wobec (22) (afi+ty™+"mr221—#* czyli
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(24) (*/In)a+ [yirf+ <*/"3»* + fc*)s=A4

gdzie A* jest dowolng stala.

Elipsoida bezwtadnosci jest wiec elipsoidg obrotowg. Gdy N\Z—hT
elipsoida jest kula.

Stozek obrotowy. Oznaczmy przez r promien podstawy,,
a przez h wysokos$¢ stozka. Umiesémy poczatek O ukiadu wspét-
rzednych w wierzchotku stozka i przyjmijmy o0$ stozka za oS «-Ow.
Jako o$ symetrii jest ona rdéwniez osia.
bezwtadnosci Srodkowa, a wiec na mocy twier-
dzenia 2°, str, 168, osig bezwtadnosci w punkcie O.
Z powodu symetrii osie x i y sg réwniez osiami
bezwtadnosci w punkcie O.
Podzielmy stozek na warstwy o grubosci
Azt przy pomocy ptaszczyzn rownolegtych da
podstawy. Moment bezwitadnosci i-tej warstwy
wzgledem osi z wynosi w przyblizeniu Amtf/2'
(podobnie jak moment bezwladnosci walca wzgledem osi), gdzie r,
oznacza promien dolnej podstawy i-tej warstwy. Mech zt oznacza
wspotrzedng Srodka dolnej podstawy i-tej warstwy; wowczas.
r,/r=«ilA, czyli

(25) rt—rzi/h.
Poniewaz w przyblizeni® Anty—nnAz.e, wiec na mocy (25) mamy
(26) AAMjre=lr/h)*7iQz*Azl,

skad w przyblizeniu 1z="A(r/h)*itgzAzr Przechodzgc do granicy,
otrzymamy

Masa stozka jest m—*nhg, wiec
(27)

Aby obliczy¢ 1x, zauwazmy, ze moment i-tej warstwy wzgle-
dem prostej rownolegtej do osi *-6w i przechodzacej przez $Srodek
ciezkosci tej warstwy wynosi w przyblizeniu jAmrf. Zatem wzgle-
dem osi x-6w wynosi on “Amfi+Amtf. Suma ta réwna sie na mocy
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<25) i (26) Jed(4+ (™) jdz,= Aw,, czyli Z, rébwna sie w przy-

blizeniu £ A wi. Przechodzac do granicy, otrzymamy

Z=/T|(J) ~ (4 + (~aldz=rr*Trp(a*+2)A
<5zyli

Oczywiscie mamy Ix=1g.

Niech poznacza kat miedzy osig z a tworzacg | (lezgcg w plasz-
czyznie xz). Poniewaz osie Xx,y,z sg osiami bezwtadnosci w O, wiec
na mocy wzoru (l), str. 164, jest h =Ixcos2a+ | gcos*/3+Z* cos*y,
gdzie a, fi, y oznaczaja katy miedzy tworzacg | a osiami ukiadu

wspotrzednych. Mamy a :;t—<p /}=Zl- i y=<p, skad
h = Ixsin*<$P+ | Zcos2

& stad na mocy (27) i (28)

(29) I, = 20 m[(r*+4Kk2) sin2 p+ 2r2cos2¢e].

Z uwagi na to, ze tge>=r//i, dostajemy

~3m 2

(30) 1= 20 rr+WT



ROZDZIAL V

UKLADY PUNKTOW MATERIALNYCH

§ 1. Roéwnania ruchu. Niech dany bedzie uktad punktéw
materialnych o masach Oznaczmy przez Pil M2 e=P«
sumy sit dziatajgcych na poszczegdlne punkty, a przez pv pt, ..., p,
przyspieszenia tych punktow wzgledem uktadu inercjalnego wspo6t-
rzednych. Woéwczas wedtug prawa Newtona:

mxpx= Pv m2p2=P 2 e e | ™nP NP n-

Réwnania powyzsze zapisujemy kroécej
n m,ipi=Pi (i=1,2,

Niechaj punkt m/ ma wsp6trzedne x,,yi,zr Réwnania (1) mo-
zemy napisa¢ w postaci:

(L)) miXi~PiXx, miy,= Ply, mi'zi=Pit (i=1,2,...,»).

Uktady swobodne. O sitach PIfP2 P , zaktadamy, ze
w najogblniejszym przypadku zalezg one od czasu, potozenia i pred-
kosci punktéw uktadu. Przyjmowaé wiec bedziemy, ze sity sg funk-
cjami: czasu t, zmiennych xvyv zv ..., xn,yn zn okre$lajagcych po-

tozenia punktéw oraz zmiennych x,, yv zv ..., xn, yn, zn okreslajgcych
predkosci punktéw. Zatem mozemy napisac:

Px=Fi(t, xv yv zv ..., xn, yn, ZN, xv yv ZV ..., xn, yn, Z,,),
i podobnie Pty= (M, Piz=Wt.
O funkcjach P/, Piy i P>t zakladamy, ze sa ciggte i ze maja
ciggte pierwsze pochodne czastkowe wzgledem kazdej zmiennej.

Réwnania (11) nosza nazwe réwnan ruchu Newtona.
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Stanowig one ukiad réwnan rdézniczkowych drugiego rzedu.
Z teorii rownan rézniczkowych wynika, ze réwnania (I1) wyzna-
czajg ruch ukitadu punktow, jezeli dane sg w chwili poczatkowej
t=t0potozenia poczagtkowe punktow (t.j. wspotrzedne v zf[,...,~n)
i predkosci poczgtkowe (t.j. .y Zfij.

Sity wewnetrzne i zewnetrzne. Sily, dzialajgce na punkty
uktadu, dzielimy na dwie grupy.

Do pierwszej zaliczamy te sity, ktére pochodzg ze wzajemnego
oddziatywania punktéw ukiladu na siebie. Sity te nazywamy sitami
wewnetrznymi.

Pozostate sity nazywamy sitami zewnetrznymi.

O sitach wewnetrznych zakladamy, ze stosujg sie do prawa
akcji i reakcji Newtona (str. 73).

Wezmy pod uwage pare sit, z jakimi dziatajg na siebie dwa
punkty ukfadu m' i m". Suma tych sit jest zerem, a ze nadto dzia-
taja one wzdtuz prostej, taczacej punkty m'im", wiec i moment ich
wzgledem dowolnego punktu jest zerem. Poniewaz sity wewnetrzne
mozemy zgrupowac¢ w takie pary, wiec suma i ogolny moment sil
wewnetrznych jest zerem.

Eownowaga uktadu punktéw. Uktad punktéw jest w row-
nowadze, jezeli kazdy punkt jest w réwnowadze.

A wiec, jezeli ukiad punktéw jest w réwnowadze, to suma
sit dziatajgcych na kazdy punkt jest rowna zeru. O ukladzie sit,
majagcym te wihasnos¢, moéwimy, ze jest w réownowadze lub ze sity
tego uktadu réwnowazg sie.

Niech dany bedzie uktad sit w réwnowadze. Wezmy pod uwage
sity tego ukifadu, dziatajace na dowolny punkt materialny. Poniewaz
suma tych sit, jak i moment og6lny wzgledem dowolnego punktu
przestrzeni, sg réwne zeru, wiec dany uktad jest réwnowazny zeru
(str. 23).

A wiec: jezeli sity, dziatajgce na uklad punktéw materialnych,
rownowaza sie, wowczas suma tych sil i og6lny moment jest zerem.

Warunek powyzszy jest warunkiem koniecznym réwnowagi
sit, ale nie jest warunkiem wystarczajgcym. Poniewaz sity we-
wnetrzne majg sume i ogélny moment réwny zeru, wigc z podanego
warunku wynika, ze jezeli uktad punktéw materialnych jest w réwno-
wadze, to suma i ogdlny moment sit zewnetrznych jest zerem.
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Podobnie jak poprzedni, warunek ten jest tylko warunkiem
koniecznym réwnowagi ukiadu.

Zasada d'Alemberta. Roéwnania (lI), str. 190, mozemy na-
pisa¢ w postaci
£,+m(—*»?)=0 *=1,2,...,«.

Wektory —mtpi nazwaliSmy sitami bezwtadnosci punktéw W
(str. 74). Mozemy wiec powiedzieé¢, ze sity bezwladnosci réwnowazg
sie z sitami dziatajacymi na punkty ukiadu.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady d'Alemberta.

Znaczenie tej zasady wystepuje gtdwnie w ukiadach punktéw
nieswobodnych, czym zajmiemy sie dalej. Nalezy pamietaé, o czym
mowiliSmy na str. 74, ze sity bezwtadnosci nie sa sitami, lecz wekto-
rami, ktdére tylko dla wygody nazywamy sitami.

Przyktad 1. Po osi x poruszajg sie dwa punkty A20 ma-
sach «4,wij, przyciggajgce sie z sita P wedlug prawa Newtona.
Wiec \PA—KmIm2Ar2 gdzie r=A,A2 Oznaczajac przez xxi x2 (xl< x 2)
wspoétrzedne punktéw, otrzymamy réwnania ruchu w postaci:

Q) mxx| —KmIm2A(x2—x1)2 m2x2= —KmIn2/(x2—a™2
Przyjmijmy, ze w chwili poczatkowej
2— _ L-——nm——--—- t=0 jest xt=rf, x2=x%, xx—0,x2=0. Do-
dajagc réwnania (1) stronami, dostaniemy
wIx!-}FTQa2= 0, skad po scatkowaniu

mixl + m2x2—a, m~™A- m2x2= at+ b.

Ze wzgledu na warunki poczatkowe otrzymamy a=0
i b—Toj#, -f w2\ Wiec:

(2) mii\ + m22— 0, MX\ + m2x2

Z rownan (1) otrzymujemy jeszcze
3) X2—x1l= —K(m1l+m 2I(x2—xI)2

Poldzmy x2—xx—r i K(m1-\-m2)=h. Dostaniemy ir= — h/r*.
Mnozac obustronnie przez r i calkujgc, otrzymamy |r*=ft/r-f-c.
Poniewaz dla i=0 mamy r=x\—x®=0 oraz r— an™=r0, wiec
C-_— Zat \r2e— - — —», kad

ro atem 2r2 r rosa

©)
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PrzyjeliSmy znak ujemny, gdyz punkty bedg tne zblizaé do
siebie, wiec r bedzie male¢, skad r<0. Z (4) dostajemy

dr

dt, wiec — f + &
N i-?2.)
Po scaikowaniu otrzymamy
(5) 1KL '2\/t'E;"I='—"|"’J-f roarc sm LO—%ZI}J— 0’

Poniewaz dla i—O0 jest r=rQ wiec

. _ X rO\rv
o -
m

(6)
Czas T, po ktorym punkty sie spotkajg, otrzymamy z (5),
ktadac r=0. Zatem

n rON\rO ry i
2 \Jh ~ 2\2K\mx+m~")

Dla ml—m2-1g, rG=1cm i K= 6,6-10 Jcm3g~Ilsek~2 otrzy-
mujemy T=3055sek.
Wzory (2), (5) i (6) (gdzie r—x2—#1) wyznaczajg ruch punktow.

Uktady nieswobodne. Jezeli istniejg warunki ograniczajgce
mozliwe ruchy ukiadu punktéw' materialnych, wéwczas nazywamy
go ukladem nieswobodnym, a warunki ograniczajace wigzami. Podob-
nie, jak w przypadku jednego punktu nieswobodnego, przyjmujemy,
ze wiezy sg wynikiem pewnych sit, zwanych reakcjami, ktére po-
wodujg, ze uktad zachowuje wiezy.

Jezeli do sit dzialajacych na punkty ukiadu dotozymy sity re-
akcyjne, woéwczas uktad mozemy uwazac¢ za swobodny. W ten spo-
s6b badanie ruchow uktadéw nieswobodnych sprowadzamy do ba-
dania ruchéw uktadéw swobodnych.

Jezeli wdec na punkty ukiadu o masach {mt} dziatajg sity {Pt},
to oznaczajgc przez {Ri} reakcje, mamy

(r mfpl=P t+ RI »=1,2,...,».

W szczegoélnosci uktad nieswobodny jest w réwnowadze, jezeli
sity dziatajace réwnowazg sie z reakcjami.
S. Ranach. Mechanika. 19
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Wiezy ukiadu moga polegaé¢ na tym, ze niektére punkty musza
sie stale znajdowa¢ na pewnych liniach lub powierzchniach. Oprocz
tego rodzaju wiezdéw, poprzednio juz poz-
nanych (por. str. 123), spotykamy sie
jeszcze z innymi. Np. dwa punkty mate-
rialne moga by¢ potaczone nicig nieroz-
ciggliwvg o dtugosci I; odlegtos¢ zatem
punktéw od siebie musi by¢ stale <Z. Ni¢
dziata na punkty tylko wtedy, gdy jest
napieta (rys. gorny). Jezeli zatozymy, ze masa nici jest do$¢ mata,
by mozna ja byto poming¢, to sity, z jakimi ni¢ dziata na punkty,
beda co do wielkosci rowne nawet wtedy, gdy ni¢ bedzie nawinieta
na jakies$ ciato (rys. dolny) —o ile nie ma tarcia. Sity te sg oczywiscie
reakcjami. Reakcje sg styczne do nici i maja zwrot w Kierunku nici.

m

Uktad sztywny. Waznym przyktadem ukiadu punktow nie-
swobodnego jest t. zw. uklad sztywny. Jest to ukiad nieswobodny,
ktérego wiezy polegaja na tym, ze wzajemne odlegtosci punktéw
uktadu pozostajg niezmieime. Przyjmujemy, ze w tym przypadku
wystepujg pewne sity wewnetrzne (t.j. dziatajgce miedzy punktami
ukitadu), ktdére sprawiaja, ze punkty zachowujg odlegtosci stale,
mimo dziatania sit zewnetrznych.

Ciato state fizyczne na ogét odksztatca sig, t.j. zmienia swojg
posta¢ pod wpltywem sit na nie dzialajagcych. Zdarzy¢ sie jednak
moze, ze gdy sity nie przekraczajg pewnej granicy, odksztatcenia sg
tak niewielkie, iz praktycznie mozemy nie bra¢ ich pod uwage.
W tym przypadku za model takiego ciata przy matych sitach mo-
zemy obra¢ uktad punktéw, ktéry nazwaliSmy uktadem sztywnym.
Wyniki, jakie otrzymamy, beda woéwczas wazne w przyblizeniu dla
ciata fizycznego. W ten spos6b mozemy stosowa¢ do ciat statych
fizycznych twierdzenia, jakie otrzymamy dla uktadéw sztywnych. Ze
wzgledu na wazng role, jaka odgrywa teoria uktadu sztywnego, zaj-
miemy sie ta teorig szczeg6towo w rozdziale VI. W tym rozdziale
ograniczymy sie tylko do podania kilku przyktadéw na tle ogolnej
teorii ukfadu punktow.

Najprostszym przypadkiem uktadu sztywnego jest uktad ztozony
z dwdch punktéw materialnych, ktérych odlegtos¢ r jest stala.

Uktad taki mozemy zrealizowac, tgczac dwa punkty materialne
sztywnym pretem o matej masie, ktérg w stosunku do mas samych
punktéw mozna pomingé. Méwimy woéwczas, ze punkty polaczone
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sg pretem sztywnym bez masy. W ten sposéb sity wewnetrzne mie-
dzy punktami zastepujemy sitami, z jakimi pret oddzialywa na te
punkty. Sity te sg zatem co do wielkosci rowne, maja kierunek
preta, a zwroty przeciwne.

Przyktad 2. Dwa ciezkie punkty materialne o masach i m3
potaczone sg nicig nierozciggliwg (bez masy), przewinietg przez
krgzek. Punkt m2 musi pozostawaé¢ na prostej pionowej . Jaki
kat 9 tworzy ni¢ z prostg | w potozeniu réwnowagi, jezeli nie ma
tarcia?

5Ta punkt dziata ni¢ z sitg T skierowang pionowo do gory
oraz ciezar mg skierowany pionowo w doét (rys. 1). Zatem
T—tnlg =0, wiec
7) T = mlg.

Na punkt m2 dziata ni¢ z sitg T skierowana wzdtuz nici, cie-
zar mg skierowany pionowo w dot i reakcja R prostopadia do
prostej I. Tworzac rzuty sit na prostg I, dostaniemy T cos 8—m™—0,
wiec
(8) Tcos p— mtg.

Z rownan (7) i (8) otrzy-
mamy

cos P= m2/m,.

Réwnowaga jest wiec
mozliwa tylko wowczas gdy
Mm2< mv

Przyktad 3. Punkty
materialne ciezkie 1, i i,
0 masach mj, m2 potgczone sg
nicig nierozciagliwg bez ma-
sy Punkt Axzawieszony jest
na nici. OAx, roéwniez nierozciagtiwej i bez masy. Caty ukitad obraca
sie okoto osi pionowej ze stalg predkoscig katowg co, przyczem
katy aif}, jakie nici OAx i AtA2 tworzg z pionem, nie ulegaja
zmianie podczas tego obrotu. Wyznaczy¢ katy a i 3

Obierzmy w punkcie O poczatek uktadu ruchomego (x,y,z),
obracajgcego sie okoto osi pionowej z z predkoscig katowa w (rys. 2).
Mozemy przyjaé, ze punkt At znajduje sie stale w ptaszczyznie xz.
Poniewaz kat a jest staty, wiec punkt At jest w réwnowadze wzgled-
nej wzgledem uktadu (x,vy, 2).
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Wykazemy najpierw, ze w ptaszczyznie xz znajduje sie rowniez
punkt Av

Poniewaz punkt Ax jest w réwnowadze wzglednej, wiec jego
sita unoszenia P rdéwnowazy sie z sitami dziatajgcymi t.j. z cie-
zarem QIt reakcjg Rt nici OAx i reakcjg B2 nici AXAt. Zatem

9) Pu'-f- + A.+ B2—0.

Z rownania powyzszego wynika, ze B2—P{)—Q1—RIl. Po-
niewaz sity —Pu\ —Qi i —Bx lezg w ptaszczyznie xz, wiec B2 lezy
rowniez w ptaszczyznie xz. Poniewaz nadto B2ma Kkierunek nici AXA 2
wiec i nié AtA2lezy w ptaszczyZnie xz; zatem punkt A2lezy réwniez
w plaszczyzrde xz.

Przejdzmy do wyznaczenia katow a i Z uwagi na to, ze
katy te sa state, oraz ze diugosci OAx i AXA 2 réwniez sie nie zmie-
niajg, wynika, ze punkt A2 jest takze w roéwnowadze wzglednej
wzgledem uktadu (x,y,z). Oznaczajgc przez P® jego site unoszenia,
a przez Q2 jego ciezar, otrzymamy

(20) pR+ & -** = 0.

Oznaczmy przez rx i r2 odlegtosci punktéow Ax i A3 od osi
obrotu. Mamy:
(11) rx= OAXsina, r2= (k4.!sina + AXA 2sin/S,
(12) IPL-1 = Wh''co*, IPR®] = m2x2aK

Utwoérzmy rzuty (9) i (10) na osie x i z. Kladac Pr=|nil
i P2=]P2] dostaniemy:
(13) mxrx<-- Rxsina+R 2sin/3=0, —«"Ni/-KRiICOSa—P 2cos/?==0,
(14) m2r2(02—P2sin/1= 0, —m2gf+P2cos /9=0.

Z rownan (13) i (14) otrzymujemy:
(15) tga = («hrj + m2r2a)2(ml Am 2)g, tg/i = r2a2/y

Jezeli przez rO oznaczymy odlegtos¢ srodka S masy ukiadu
punktéw AXA 2o0d osi obrotu z, to otrzymamy m2)r0—mlrl--m22
skad na mocy (15) tga=r0a8<, a wiec z uwagi na to, ze rl<r0<r2
bedzie tga< tg/3 czyli a< fi.

Znajagc OAx i AXAt, znajdujemy a i 3 z rédwnan (11) i (15).
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Przyktad 4. Maszyna Atwooda. Na koncach nici
(nierozciggliwej, bez masy), przewinietej przez krazek (bez masy),
zawieszone sg dwa ciezkie punkty materialne o0 masach t i m2
Zatézmy, ze oba- punkty poruszajg sie pionowo. Poniewaz ni¢ jest
nierozciggliwg, wiec drogi przebywane przez oba punkty sg réwne.
Zatem przy$pieszenia i predkosci obu punktéw sg réwne co do
wielkosci, zwroty za$ majg przeciwne. Oznaczmy przez p rzut
przyspieszenia punktu na o$ z skierowang pionowo
w dot. Niechaj R oznacza wartos¢ bezwzgledng sity-,

z jakag ni¢ dziata na punkty mx i w2 Na punkt w,
dziata ciezar i reakcja nici. Zatem

(16) mp = mg—R. f
m
Dla punktu m2 otrzymamy podobnie R
. m
@an —miV —mt9—R.
Z réwnan (16) i (17) dostajemy: mg
m, urg T
(18) o, O " %+

A wiec punkty bedg sie poruszaé z przyspieszeniem statym.

Z réwnania (18) dostajemy (ml+m 2p —mlg—

A wiec przyspieszenie jest takie, jak gdyby na punkt mate-
rialny o masie Tg +TQOj dziatata sita t.j. sita rdwna roznicy
ciezarow.

Jezeli w,> w?, wowczas p>0, t.zn. ze przyspieszenie punktu w,
jest skierowane w doét, za$ punktu m2 w gore.

Jezeli o= w2 wéwczas p=0, t.zn. ze punkty poruszajg sie
ruchem jednostajnym.

Przyktad 5. Dwa punkty ciezkie o masach i w2 potaczone
nicia nierozciggliwg bez masy, poruszajg sie w ptaszczyznie pio-
nowej po dwoch prostych i, i 12 Na punkt to, dziata ni¢ z sitg Tv
ciezar i reakcja prostej Sv Podobnie na punkt w2 dziatajg
sity T2 m$ i K2 Przyjmijmy, ze nie ma tarcia, zatem ze Ryi R2
sg prostopadte odpowiednio do prostych i, i 12 (str. 198, rys. 1).

Poniewaz ni¢ jest nierozciggliwg, wiec drogi przebywane przez
oba punkty bedg rdwne, przysSpieszenia beda tedy réwne co do
wielkosci.
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Nadajmy prostym lyi i2 zwroty w dét.

T A Niechaj p oznacza wspétrzedng (wzgle-

'i i (n, dem 1) przyspieszenia punktu mlf zatem

wspotrzedna (wzgledem 12) przyspieszenia

im.e punktu m2wynosi —p. Sity T1li T2saco do
rr.ff

wielkosci réwne; potézmy T=|3ilf B#l
Oznaczmy przez at i a2 katy, jakie proste
ii i latworzg z poziomem. Tworzac rzuty na proste ~ i 12 otrzy-
mamy mj> —T+mtfsinay i —mZ2——T + m’gsina2 skad
Wij sinax—m2sin a3
m, + m2

A wiec punkty porusza¢ sie bedg po prostych ruchem jedno-
stajnie przyspieszonym.

8 2. Ruch srodka masy. Wtasnosci kinematyczne
srodka masy. Niechaj bedzie dany ukitad punktéw materialnych
Aj, A2... omasach m,,m2..., ktérego $rod-
kiem masy jest punkt 8 (rys. 2). Obierzmy
dowolny punkt O. Pot6zmy m='£ml oraz:

fo=0S, f,=0A, (= 1,2,.).
Przy powyzszym znakowaniu zacho-
dzi réwnosc
(1) mfO=
Dowdd. Obierzmy dowolny ukiad wspétrzednych o poczatku

w O. Jezeli xi,yi,zi oznaczajg wspotrzedne punktu A(, zas x0y0zO0
wspotrzedne Srodka 8, to na mocy (Il), str. 155, jest:

(1) mx0= 2 m jxi, rmy0= ~m iyp mz0= JJm,zr
Poniewaz wektor f. ma rzuty xpyp*, za$ rOma rzuty x0y0 z0
wiec rownanie (l) jest tylko postacig wektorowg réwnosci (1).
Utwdrzmy teraz pochodng obu stron réwnosci (1) wzgledem
czasu; otrzymamy mr0O= J w?,. Poniewaz f, oznacza predkos¢ W
punktu Ai, za$ ?0 predkos¢ vg srodka masy S wzgledom ukladu
0{x,y, z), wiec
n mv0= £ mxv/.
Wektor mVi jest pedem (str. 73) punktu A,. Prawa strona

rownosci (I1) przedstawia wiec sume pedéw poszczeg6lnych punktow
ukiadu. Sume te nazywamy pedem (og6lnym) ukiadu.
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Wektor mvO0 mozemy uwaza¢ za ped punktu materialnego,
majgcego mase roéwna masie catkowitej ukiadu, umieszczonego
w S$rodku masy (i poruszajacego sie wraz ze srodkiem masy).

A wiec: ped (og6lny) ukiadu réwna sie pedowi masy catkowitej
uktadu, umieszczonej w Srodku masy.

Zrozniczkujmy rownanie (I1) obustronnie wzgledem czasu t.
Dostaniemy mvO="md>i. Lecz vtoznacza przyspieszenie pl punktu A,
za$ ® przyspieszenie p0O $srodka masy S. Wiec

() mpO0= £ miPf

Wektor —mzpi nazwaliSmy sila bezwladnosci punktu A/
(str. 74 i 192).

A wiec: suma sit bezwladnosci punktow ukladu réwna sie sile
bezwtadnosci masy catkowitej ukiadu, umieszczonej w Srodku masy.

Uwaga. Tworzac rzuty na osie ukitadu wspétrzednych, otrzy-
mamy z réwnan (I1) i (11):

() mx0= 2 m ixt, myO0= 1?m.yi, mz0= Vm.zn
(1) mx0=2m txl, mjf0=2 m tyr

Wypadkowa sit ciezkosci. Niech ukiad punktow A, Av ..
0 masach mu m2 ... znajduje sie w polu sity ciezkosci. Oznaczmy
przez g wektor przy$pieszenia ziemskiego, a przez S $rodek masy.
Niechaj O bedzie dowolnym punktem. Potézmy jak poprzednio
ro=0S i fi—OAi dlai—1,2,... Moment ogoélny sit ciezkosci wzgledem O
wynosi M=(mlgxrl)+ (migxrt)+ ..., wiec M="x(?«1rl)-w2r2)-...),
skad na mocy (I), str. 198,

2) M = gxm fO—m gxfO.

Jezeli w szczeg6lnosci punkt O schodzi sie z 8, to r0—0, skad
na mocy (2) M= 0.

A wiec: moment ogolny ciezaréw punktow ukiadu Wzglegem Srodka
masy jest zerem.

Poniewaz ciezary tworza ukitad sit rownolegtych i zgodnie skie-
rowanych, wiec uktad ten ma wypadkowa (str. 26). Wypadkowa
przechodzi przez srodek masy, gdyz moment og6lny wzgledem $rodka
masy jest zerem.
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Wiasnosci dynamiczne $rodka masy. Niechaj na punkty
materialne to- danego uklada dziatajg sity P,. Oznaczmy przez pf
przyspieszenie punktu o, a przez pg przyspieszenie $rodka masy
tego ukiadu punktéw wzgledem inercjalnego uktadu wspotrzednych.
Na mocy wzoru (I11), str. 199, mamy mp,*~m(p.f gdzie m-- ;/m-fe
Poniewaz m~—P., wiec czyli \%

(1v) ntpO=P, gdzie P = £Pi.

A wiec: Srodek masy ukladu punktéw porusza sie tak, jak gdyby
byla w nim. skupiona catkowita masa uktadu, poddana dziataniu sumy
wszystkich sit.

Réwnanie (1V) mozemy napisa¢ w postaci dmv0)jdt~P.
Zatem: pochodna pedu ukiadu réwna jest sumie wszystkich sit
dziatajacych.

Jezeli suma sit dziatajacych na punkty ukiadu jest réwna zeru,
t.j. jezeli P—0, woéwczas na mocy (IV) mamy mp0O= 0 czyli pO=0.
Jezeli suma P jest zerem stale, to stale jest p0—O0, wiec predkosé¢ VO
$rodka masy jest stata. Srodek masy jest wtedy w spoczynku albo
w ruchu jednostajnym prostolinijnym. Zauwazmy, ze na mocy (II),
str. 198, jest mvO~ a wiec w tym przypadku ped ogolny (czyli
ilos¢ ruchu) ukiadu jest wektorem statym.

A wiec: jezeli suma sil, dziatajgcych na ukiad punktéw, jest stale
réwna zeru, to Srodek masy jest w spoczynku albo w ruchu jednostaj-
nym prostoliniowym, a ped ogdlny uktadu jest wektorem statym.

Powyzsze twierdzenie nosi nazwe zasady zachowania pedu lub
iloSci ruchu.

Jak wiemy (str. 191), suma sit wewnetrznych jest zawsze zerem,
zatem suma wszystkich sit dziatajgcych na punkty uktadu réwna
sie sumie sil zewnetrznych. W podanych twierdzeniach mozemy wiec
sume sit zastgpi¢ przez sume sit zewnetrznych.

Oznaczmy przez P(I) sume sit zewnetrznych. Na mocy (1V) jest
(V) mp0—P IK

Jezeli na uklad nie dziatajg zadne sity zewnetrzne, to po—O0,
wiec v@ const. Mozemy wiec powiedzie¢, ze sity wewnetrzne nie moga
zmieni¢ predkosci srodka masy ani co do wielkosci, ani co do kierunku.
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Wezmy pod uwage ukiad stoneczny (t.i. ztozony ze storica i planet). Sity,
pochodzace z przyciggania ciat ukladu stonecznego przez gwiazdy state, mozemy
pominaé, gdyz sity te sa bardzo mate z powodu wielkich odlegtosci gwiazd sta-
tych. Mozemy wiec przyja¢, ze na ciata ukladu stonecznego dziatajg tylko sity
wewnetrzne, z jakimi ciata te przyciggaja sie wzajemnie wedtug prawa Newtona
(str. 90). Wynika stad, ze $rodek masy uktadu stonecznego jest wzgledem gwiazd
statych w spoczynku albo porusza sie ruchem jednostajnym prostolinijnym.

Przypusémy, ze badamy ruch ukiadu punktéw w polu sity
ciezkosci. Suma sit ciezkoéci wynosi mig+mtg+...—mg. Srodek
masy & bedzie wiec poruszat sie tak, jak punkt materialny o ma-
sie m pod wptywem sity ciezkosci mg, t.j. po prostej lub paraboli,
az do chwili gdy cho¢ jeden z punktéw ukiadu dotknie ziemi. W tej
bowiem chwili wystgpi nowa sita zewnetrzna wskutek zderzenia sie
punktu z ziemia.

Vrzyktady: 1. Srodek masy pocisku biegnie po paraboli nawet wéwczas,
gdy pocisk wybuchnie i peknie. Ruch $rodka masy nie zostanie bowiem przez to
zaktécony, poniewaz wybuch powstaje pod wpltywem sit wewnetrznych. Dopiero
gdy jeden z odfamkéw spadnie na ziemie, ruch $rodka masy ulegnie zmianie.

2. Gdy cztowiek znajduje sie na ptaszczyZznie poziomej gtadkiej (np. na
lodzie), silami zewnetrznymi sg reakcja ptaszczyzny i sita ciezkosci; obie sity maja
kierunek pionowy. Jezeli w chwili poczatkowej czlowiek byt w spoczynku,
to dopoki nie wystgpig inne sity zewnetrzne, Srodek masy bedzie mdgt sie po-
rusza¢ tylko po pionie. Ruchy, jakie cztowiek wykonywa przy pomocy miesni,
odbywaja sie pod wptywem sit wewnetrznych, a wiec nie moga wptynaé¢ na ruch
$rodka masy w kierunku poziomym. Gdyby zatem nie byto tarcia, chodzenia
bytoby niemozliwe.

Jezeli pewna czes¢ uktadu punktéw zmienia, w jakiejs chwili
swoj ped pod wplywem sit wewnetrznych, woéwczas ped pozostatej
czesci uktadu doznaje réwnoczesnie zmiany réwnej co do wielkosci
i kierunku, lecz o zwrocie przeciwnym. Sity wewnetrzne nie moga
bowiem zmieni¢ pedu ogo6lnego. Oznaczajgc przez m' i m" mase
jednej i drugiej czesci uktadu, a przez v0i V6 zmiane predkosci Srod-
kéw tych mas, otrzymamy m'v'o+m"«<20= 0 czyli NON\\—m"hn'.

A zatem: zmiana 'predkosci Srodkdw mas jest odwrotnie propor-
cjonalna do mas obu czesci ukiadu.

Tym tlumaczy sie cofanie armaty po strzale. Podobnie, jezeli czlowiek
zacznie biec po poktadzie todzi, +6dZ zacznie sie poruszaé¢ w kierunku przeciwnym.
Predkosci lodzi i cztowieka beda w stosunku odwrotnym do ich mas.
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Przyktad J. Na gladkiej ptaszczyznie poziomej Tl opiera sie
pret ciezki AB (o gestosci statej). Sitami zewnetrznymi sg ciezar
i reakcja w punkcie A; obie sity sa pionowe. Jezeli zatem w chwili
poczatkowej pret byt w spoczynku, to pod dziataniem sit zewnetrz-
nych, ktérych suma ma kierunek pionowy, pret bedzie sie poruszat
w taki sposéb, ze Srodek 8 jego masy bedzie spadat po pionie.

Obierzmy za 0$ x krawedz przeciecia ptaszczyzny pionowej

(przechodzacej przez pret) z ptaszczyzng Il. Za
0§ y przyjmijmy pion, po ktérym sie porusza
Srodek ciezkosci 8. Pot6zmy AB—I i oznaczmy
przez a kat, jaki AB tworzy z osig x. Oznacza-
jac przez x,y wspobtrzedne punktu B, otrzy-
mujemy: x=\1lcoaa i y—isina, skad

(®M4i)8+ (yli)a= 1.
Koniec preta B bedzie wiec poruszat sie po elipsie o osiach I, 21.

Przyktad 2. Niech uktad punktéw Av A 2)... 0 masach »ij, m2, ...
porusza sie w polu srodkowym (str. 102) sit sprezystych (str. 114),
proporcjonalnych do mas. Niechaj O bedzie srodkiem pola. Pot6ozmy
OAl~fl, OA2—f2i t.d. Oznaczajgc przez Pv Pu == sily dzialajace
na punkty jHlir A2 ... i kladac P=P 1+ P 2+..., otrzymamy P, = —Xmirl,
P2=—)?m2f2it.d., skad P = —z2mirl-f m2r2+...). Oznaczajgc przez 8
Srodek masy catkowitej wi kladac O8=f0 otrzymamy na mocy (1),
str. 198,

P ——X2mf0.

A zatem S$rodek masy bedzie sie poruszat tak jak punkt ma-
terialny o masie m, poddany dziataniu sity sprezystej P. Srodek
masy bedzie sie wiec poruszat ruchem harmonicznym ptaskim po
prostej lub po elipsie (str. 114).

8§ 8. Moment iloSei ruchu. Kret wzgledem punktu.
Niech dany bedzie ukiad punktéw 1, A2 .. o masach mv m2 ..
i masie catkowitej to. WezZzmy pod uwage ukiad pedéw (uktad iloSci
ruchu) t. j. wektorow mxw m2v2 ... o poczatkach w Av A2 ... .

Moment ogélny ukiadu pedoéw (ilosci ruchu) wzgledem dowol-
nego punktu A nazywamy kretem lub mo- a mz
mentem ilosci ruchu ukiadu wzgledem A.

Zatem kret K wzgledem A wynosi
K=J"Mom~ (TQC).
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Kiadgc r~AAi, otrzymamy
<1) K= £(miV,xri).

Jezeli £, rj, C sa wspotrzednymi punktu A zas$ x, Y, z, wspot-
rzednymi punktu Ai, to rzuty kretu na osie uktadu wynosza:

Kx= 2%, [1>,(—0 —zt(y,—n)],

i T ) — Xi(zi— 0],
n)—M xt—i)]-
W szczeg6lnosci, gdy $—rj=C=0, mamy:
<I") Ay=2m ((z,x—x.z), KM"E m Ny —y~j.

Niechaj S bedzie s$rodkiem masy. Potézmy AS~r0i 8Al= qi
dla t=1, 2,... Mamy r.= gfAr0. Zatem na mocy (1) kret wzgle-
dem A wynosi

K=2>»/x% + f0)=2X"X0,.+ (2mi*)xFO.
Pierwszy skladnik ostatniego cztona jest kretem wzgledem

srodka masy. Kret ten oznaczymy przez S 0. Poniewaz y,m,vi=mv0
<gdzie v0 oznacza predkosé¢ srodka masy), wiec
<2) K = K 0+ mvOx fO.

Zauwazmy, ze mvOx fQjest to moment wzgledem A ogdlnego
pedu, zaczepionego w Srodku masy.

Wz6r (2) wynika bezposrednio z twierdzenia na str. 20, odno-
szacego sie do zmiany ogdélnego momentu ukiadu wektordéw.

Kret w ruchu postepowym. Zatézmy, ze ukitad punktdéw
porusza sie ruchem postepowym z predkoscig v, t. zn. ze wszystkie
punkty maja predkos¢ ii.

Kret wzgledem dowolnego punktu A wynosi zatem wedle (2)
K =~A(mivxFi)—"(vxmiFi)=vx~mifi. Lecz na mocy (l), str. 198,
jest yniifi = mr0 Wiec K —vxmrO0 czyli
(3) K = mvx?0.

A wiec: kret ukladu punktéw, poruszajgcego sie ruchem poste-
powym, wzgledem pewnego punktu A, réwna sie momentowi wzgle-
dem A pedu ogolnego, zaczepionego w Srodku masy ukiadu.

W szczeg6lnosci gdy punkt A pokrywka sie ze Srodkiem masy,
mamy Fo=0, wiec K—0. Zatem: kret wzgledem $rodka masy w ruchu
postepowym jest réwny zeru.

Wynika stad (str. 26), ze ukitad pedéw w ruchu postepowym
ma wypadkow-g o poczatku w $rodku masy uktadu.
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Kret w ruchu wzgledem s$rodka masy. Niech ukiad
wspoétrzednych O(x, y, z) porusza sie ruchem postepowym z pred-
koscig u. Oznaczajgc przez wu wt, ... predkosci wzgledne punktow
AltA4q ..., przez w0 predko$¢ wzgledng $rodka 8 ich masy, przez Km
kret ruchu wzglednego i przez Kb kret ruchu bezwzglednego uktadu
tych punktéw wzgledem O, otrzymamy

Kw—milwlx (M 1+ w2tti xO J.a+ ...
Poniewaz wl=vl—u, w2—-vg—u, ..., wiec
Ka—(mIvVIXOA1-\-m2vixO A2-]-...)—ux (MIOALAMIOAt+...).

Wyrazenie zawarte w pierwszym nawiasie réwne jest Kht
wyrazenie zawarte w drugim nawiasie wynosi m-O8 (str. 198). Zatem

(4) Kw—Kb—mux08.

W szczeg6lnosci, gdy poczatek O ruchomego ukiadu wspot-
rzednych obierzemy w Srodku 8 masy ukiladu punktéw Av A%...,
bedzie 08=0, skad na mocy (4) Kw= Kh.

Jezeli wiec badamy ruch ukiadu wzgledem s$rodka masy, to
krety wzgledem $rodka masy w ruchu wzglednym i bezwzglednym sg
r&ume.

Kret wzgledem osi. Moment og6lny pedéw ukitadu punktéw
wzgledem pewnej osi nazywamy kretem ukladu wzgledem tej osi.

Wzory (I) przedstawiajg krety ukitadu punktéw wzgledem osi
réwnolegtych do osi x, y, z, przechodzgcych przez punkt A, awzory (1)
krety wzgledem osi x, y, zz WeZzmy pod uwage kret wzgledem osi y

Ky="mi(itXt~ x,zf).

Oznaczajac przez St predkos¢ potowa (str. 47) ruchu, jaki
wykonywa rzut punktu At na ptaszczyzne pionowag xz, otrzymamy
ze wzoru (lI1), str. 48, $/—"¢/iCj—xtet), zatem

K,=2Sm,8,.

A wiec: kret wzgledem pewnej osi réwna sie podwojnej sumie
iloczynéw mas przez predkosci potowe ruchéw, jakie wykonujg rzuty
punktéw na ptaszczyzne prostopadig do tej osi:

(5) K= 2SmISI.

Jezeli w plaszczyzZnie prostopadtej do osi wprowadzimy wspot-
rzedne biegunowe r, 9 woéwczas na mocy (l), str. 48, otrzymamy
8f="rj<pt, a wiec
(6)
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Niech uktad punktoéw obraca sie okoto pewnej osi z predkosciag ka-
towa«. Mamy wowczas Zatem K~”"m irjo)=a>yjmii™
Poniewaz gdzie 2 jest momentem bezwladnos$ci wzgledem
osi obrotu, wiec

<7) «m=l«,

A wiec: jezeli uklad punktéw obraca sie okoto pewnej osi, wow-
czas kret wzgledem osi obrotu réwna sie iloczynowi predkosci katowej
i momentu bezwladnosci wzgledem osi obrotu.

Dynamiczne witasnosci kretu. Niech A bedzie dowolnym
punktem statym lub ruchomym. Oznaczmy przez f, wektory AA,,
przez g, wektory OA, (gdzie O jest poczat-
kiem uktadu inercjalnego wspo6trzednych),
przez q wektor OA i przez u predkos¢
punktu A. Zatem:

(8) = u i e,= v, (*=1,2,...).

Niechaj A bedzie kretem wzgledem A.
Na mocy (1), str. 203, jest K="(m,viXfi). Oznaczajac przez pj
przyspieszenia punktéw A,, otrzymamy, rézniczkujac wzgledem t,
<9) R Xr,)

Lecz g, wiec r—o,—g. Zatem na mocy (8) fj—vi—u,
wiec y(m,v, xfi)=y(miViX.Vt)—"(m XiXu). Ale t>/X5/=0, zas 2'»i/tv=m«Q,
gdzie vO oznacza predkos$¢ srodka masy. Zatem

(10 2{m,ViXr,)——mvOxu.

Jezeli na punkt A, dziala sita P,, to m,p,=Pi, a zatem
mjpixrj=P Ixfi=M.omAPI. Jezeli wiec M jest momentem og6lnym
sit wzgledem A, to "mipixf.~yPtxfl="Mom APi=M. Wzor ten
tacznie ze wzorem (10) daje na mocy (9)

(11) K —M —mvOxu.

Wyrazenie vOxu bedzie zerem, jezeli przyjmiemy, ze punkt A
jest w spoczynku (zatem ze 5=0) lub ze A pokrywa sie ze S$rod-
kiem masy (zatem ze 5=c,). W obu przypadkach otrzymamy

() KAM .

A wiec: pochodna kretu (wzgledem punktu statego lub $Srodka
masy) réwna sie ogolnemu momentowi sit dziatajacych.
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Tworzac rzuty na o$ statg lub przechodzacg przez Srodek masy
i nie zmieniajgca kierunku, wnosimy ze wzoru (I111), ze pochodna kretu
wzgledem osi statej (lub przechodzacej przez Srodek masy i nie zmie-
niajacej kierunku) réwna sie ogélnemu momentowi sit wzgledem tej osL

W szczegélnosci gdy moment ogdélny sit wzgledem pewnego
punktu stalego lub wzgledem $rodka masy jest stale zerem, po-
chodna kretu jest zerem czyli kret jest wektorem statym.

A wiec: jezeli moment ogélny sit (wzgledem pewnego punktu
statego lub Srodka masy) jest stale zerem., wowczas kret jest wektorem
statym.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady zachowania kretu.

Podobne twierdzenie otrzymujemy dla kretu wzgledem osi.

A wiec: jezeli moment sit wzgledem pewnej osi statej (lub prze-
chodzacej przez Srodek masy i nie zmieniajgcej kierunku) jest stale
zerem, wowczas kret wzgledem tej osi jest staly.

Kret wzgledem osi wynosi w mys$l wzoru (5), str. 204, K = 2
gdzie przez 8i oznaczyliSmy predkosci potowe ruchéw, jakie wyko-
nujg rzuty na ptaszczyzne 17 prostopadia do osi. Jezeli wiec kret
jest staly, to

(11) £mi3t=c= const.
t
Zauwazmy, ze at fstdt przedstawia pole zakresSlone w ptasz-
U

czyznie /7 przez rzut na nig promienia wodzgcego rt punktu Ar
w czasie od O do t. Zatem na mocy (11)

(12) 2'mla,==c(i—0).

A wiec: suma Uoczynoic mas i pol, zakreslonych przez rzuty pro-
mieni wodzacych na ptaszczyzne prostopadig do osi, jest proporcjonalna
do czasu.

Z tego powodu zasada zachowania kretu nosi réwniez nazwe
zasady zachowania pol.

Jak wiemy (str. 191), moment sit wewnetrznych jest wzgledem
dowolnego punktu réwny zeru. Zatem moment wszystkich sit dzia-
tajacych sprowadza sie do momentu sit zewnetrznych. Jezeli wiec
przez Mu) oznaczymy moment sil zewnetrznych wzgledem pewnego
punktu statego A lub $rodka masy, réwnosc (I111) przyjmie postac

(UD Z=M<*,
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W twierdzeniach poprzednio podanych mozemy wiec moment
wszystkich sit dziatajacych zastapi¢ przez moment sit zewnetrznych.

Jezeli na ukiad punkté\v zadne sity zewnetrzne nie dziataja,
to zachodzi oczywiscie zasada zachowania pdl (kretu), a wiec kret
wzgledem kazdego punktu statego lub sSrodka masy jest wtedy
wektorem statym. Poniewaz kret wzgledem kazdej osi statej (lub
przechodzgcej przez srodek masy i nie zmieniajgcej kierunku) jest
wowczas staty, wiec réwnania (11) i (12) zachodzg dla ruchoéw, jakie
wykonujg rzuty punktéw na dowolna ptaszczyzne statg (lub porusza-
jaca sie wraz ze Srodkiem masy i nie zmieniajgca kierunku).

Buch w polu sity ciezkos$ci. Niech ukiad punktéw ma-
terialnych Alti,, ... o masach w,, m2 ... porusza sie w polu sity
ciezkosci. Jezeli jedynymi sitami zewnetrznymi sag ciezary punk-
téw, to moment ogdlny sit ciezkosci wzgledem $rodka masy jest
zerem (str. 199), wiec kret wzgledem s$rodka masy jest staly.

Przyjmijmy ukiad ruchomy wspdétrzednych o poczatku w srodku
ciezkosci, poruszajgcy sie ruchem postepowym. Aby otrzymac ruch
wzgledny, nalezy do sit dziatajgcych dodac sity unoszenia (sita Co-
riolisa jest zerem, bo uktad wspdtrzednych porusza sig, w mysl za-
tozenia, ruchem postepowym).

Oznaczmy przez g wektor przyspieszenia ziemskiego. Poniewaz
Srodek ciezkosci ma przy$pieszenie g, wiec przysSpieszenie unoszenia
wynosi réwniez g. Zatem sita unoszenia dla poszczegélnych punktow
wynosi —mtg, —m2g,.... Widzimy wiec, ze sity unoszenia znoszg sie
z ciezarami punktéw. A wiec ruch wzgledny bedzie taki, jak gdyby
nie dziatata sita ciezkosci. Jezeli procz ciezaréw nie ma innych sit
zewnetrznych, to kret wzgledem $rodka masy w ruchu wzglednym
bedzie wektorem statym i na mocy (4), str. 204, bedzie réwny
kretowi wzgledem $rodka masy w ruchu bezwzglednym.

Przyktad 1. Dwa punkty materialne A i B o masach i m2
potaczone pretem sztywnym bez masy, poruszajg sie w polu sity
ciezkosci. Na punkty A i B dzialajg wiec sity ciezkosci i reakcje preta
R i —R. Eeakcje zachowujg sie tak jak sity wewnetrzne, dziatajg
bowiem wzdtuz prostej tgczacej te punkty, sa co do wielkosci rowne,
zwroty za$ maja przeciwne. Srodek masy bedzie sie wiec poruszat
(jak punkt materialny o masie ml1+mt pod wptywem ciezaru) z przy-
$pieszeniem pionowym g po linii prostej lub po paraboli.
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Oznaczmy przez i v2 predkosci punktow A i B, a przez S
srodek masy. Kret wzgledem Srodka masy wynosi

(12) K= mlix SA --mtvtx SB.
Poniewaz
sA- .M AB 8B= AB
Wij+m2 '

(str. 158), wiec

SA- M AB SB

«h+ m2 ’ A—B’

:niy-f ma
skad otrzymujemy przez podstawienie w (12):

(13) ko MM e x AR

Zatézmy, ze K=4=0;zatem K J.A11?. Poniewaz

K jest wektorem statym, wiec odcinek AB

jest podczas ruchu stale rownolegty do pew-

nej ptaszczyzny Fl, prostopadiej do kretu K.

Obierzmy srodek masy za poczgtek rucho-

mego uktadu wspotrzednych (x’,y', z'), poru-

szajgcego sie ruchem postepowym. Przyj-

mijmy, ze ptaszczyzna x'y' jest stale réwnolegta do Il. Zatem o$ z'

jest rownolegta do K. Pret AB pozostaje wiec stale w ptaszczyznie x'y’.

Wynika stad, ze ruch wzgledny preta AB bedzie obrotem okoto osi z'

(punkt S preta jest bowiem nieruchomy wzgledem uktadu (x',y",z)).

Poniewaz kret w ruchu wzglednym jest staly, wiec kret wzgledem
osi z' wyniesie w mysl wzoru (7), str. 205,

14) K~=1~w —const.,

gdzie moment bezwiadnos$cilz —rr*AS* + m2382=—Wj" ~V_\é Bi, zaSw

oznacza predkos$¢ katowg. Zatem o = const.

A wiec ruch wzgledny bedzie obrotem w plaszczyznie x'y'
okoto srodka masy S z predkoscig katowa stata.
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Obrot uktadu okoto osi. Zatézmy, ze na uktad U punktow
materialnych nie dziatajg zadne sity zewnetrzne. Przypusémy, ze
ukiad byt na poczatku w spoczynku, a nastepnie jaka$ czes¢ ™
uktadu zaczeta sie pod wpltywem sit wewnetrznych obracac¢ okoto
pewnej osi statej |. Oznaczmy przez Ix moment bezwladnosci
wzgledem |, a przez oa predkos¢ katowg tej czesci uktadu. Zatem
kret jej wzgledem osi obrotu wynosi K 1—Jitol

Poniewaz kret catego ukitadu musi by¢ zerem, gdyz sity we-
wnetrzne nie moga zmieni¢ kretu, wiec pozostata czes¢ Ut ukiadu
musi wykonac¢ ruch, ktorego kret wzgledem osi | wynosi K2= —Kv
tak by suma obu kretéw byta zerem (t.j. aby JN1«(-JK2=0). Przy-
pus¢my, ze ruch drugiej czesci jest réwniez obrotem okoto osi |
{przypadek ten zajdzie, jezeli zatozymy np., ze obie czesci moga
tylko obraca¢ sie okoto 1). Jezeli przez 12 oznaczymy moment bez-
wihadnosci czesci U2 wzgledem |, za$ przez w2 jej predkosé katowa,
tO /i2—129*

Poniewaz K1+ K 2= 0, wiec
(15) 7101+ 7202= 0.

Réwnanie powyzsze wyraza zwigzek miedzy predkosciami kato-
wymi obu czesci uktadu U. Poniewaz
(16) X &2—
wiec obydwie czesci uktadu obracajg sie w kierunkach przeciwnych,
przyczem ich predkosci katowe sg co do wielkosci odwrotnie pro-
porcjonalne do momentéw bezwiadnosci.

Oznaczmy przez 421 92 katy, o jakie obrdcity sie czesci Ul i TR
uktadu U w czasie t. Poniewaz fi=(ol i (®2=ca2 wiec na mocy (13)
jest liesj+ 12<A—0, skad | ~ + | ~ —c. Zakladajgc, ze dla t—O0 jest

i 92—0, otrzymamy I1¢i+ 12e2=0 czyli
a7) <PilPi=—I1J1i-

Katy obrotu sg wiec co do wielkosci réwniez odwrotnie pro-
porcjonalne do momentéw bezwiadnosci obu czesci ukiadu.

Jezeli w pewnej chwili \—g2=2kji, gdzie k jest dowolng
liczbg catkowita, to potozenie ukiadu jest takie, jak gdyby ukitad
obrécit sie o kat qv

Widzimy wiec, ze ukiad punktow moze sie pod dziataniem
jedynie sit wewnetrznych obré6ci¢ okoto osi o dowolny kat <o Obrét
ten moze nastgpi¢ np. w ten sposéb, ze jedna cze$¢ ukiadu obroci
sie 0 kgt €9 a druga w kierunku przeciwnym o kat 2ji—<p

S. Banach. Mechanika.
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Tym tlumaczy sie fakt, ze kot spadajac moze obréci¢ sie w powietrzu
tak, by spas¢ na wszystkie cztery nogi.

Jezeli na poktadzie todzi zaczniemy obraca¢ koto materialne okoto osi
pionowej z predkoscig katowa woéwczas t6dZz pocznie sie obracaé¢ w kierunku
przeciwnym z predkoscia katowag n®2, obie predkosci beda spetniaty zwiazki (15)
i (10), gdzie 7, i 7, oznaczajg odpowiednio momenty bezwtadnosci kota i todzi.

Przyktad 2. Kartka papieru spoczywa na gtadkiej ptaszczyznie
poziomej; kartka jest przebita szpilka w punkcie O tak, ze moze
sie tylko obraca¢ wkoto tego punktu. Po kartce porusza sie owad A.

Sitami zewnetrznymi dziatajgcymi na
uktad, ztozony z kartki i owadu, sa: reakcja
szpilki o poczgtku wpunkcie O, ciezar kartki
i owadu oraz reakcja ptaszczyzny poziomej
— majace Kierunek pionowy. Moment tych

Ir sit wzgledem osi pionowej z przechodzacej
przez O jest wiec réwny zeru, a wobec
tego kret wzgledem osi z jest staty.

Zatézmy, ze w chwili poczatkowej t= 0 owad i kartka papieru
byty w spoczynku. Kret wzgledem osi z bedzie wiec stale zerem.

Obierzmy w ptaszczyznie poziomej ukiad wspdtrzednych (xy ')
staly, za$ na kartce papieru ukiad (x,y) ruchomy, oba majace po-
czatek w O. Oznaczmy przez yx kat miedzy OA a przez y kat
miedzy OA a x, a przez y>kat, o jaki obrécita sie kartka, t.j. kat
miedzy osiami x a x'. Mech wreszcie m oznacza mase owadu, | mo-
ment bezwitadnosci kartki wzgledem O i niech r=0A. Wodwczas
kret wzgledem osi zwynosi mrlyl~{-hp= Q a poniewaz yl~yA-y, wiec
(18) mr2e>4-(TOr*-)-2)vi = 0.

Przypusémy, ze owad porusza sie po Kkrzywej o roéwnaniu
r=f(<p). Jla mocy (18), z uwagi ze y/cp=dy>/d<p, otrzymamy
dy>ld<p=—mral(mrl+1). Zatem, catkujac od €D do y, dostaniemy

(19)

Réznica y>—y0 przedstawia kat, o jaki obrocita sie kartka
w czasie, gdy owad poruszat sie po krzywej r=f(y) od yOdo vy.

Widzimy, ze kat obrotu nie zalezy od predkosci owadu, lecz
tylko od krzywej, po ktérej owad sie porusza. W szczegdlnosci,
jezeli owad porusza sie po kole r —const. wéwczas na mocy (19)

(20)
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Kret w ruchu wzglednym. Niech uktad wspdtrzednych
0'(x',y', z') porusza sie wzgledem inercjalnego uktadu wspoétrzednych
0(x,y,z). Aby wyznaczy¢ ruch wzgledny ukitadu punktéw mate-
rialnych, nalezy do sit dziatajgcych dodac¢ sity unoszenia i Coriolisa.
Oznaczmy przez Ku, kret ruchu wzglednego wzgledem poczgtku 0’
uktadu ruchomego, a przez M, Mu Mc momenty sit dziatajacych,
unoszenia i Coriolisa wzgledem punktu O'. Poniewaz prawa Newtona
stosujg sie do ruchu wzglednego, jezeli do sit dziatajgcych dodac
sity unoszenia i Coriolisa (str. 137), wiec

(21) Rm= M+MuwMec.

Wzbr powyzszy upraszcza sie w przypadku, gdy O' pokrywa
sie ze Srodkiem 8 masy ukltadu punktéw materialnych, a uktad
wspotrzednych (x,y, z) porusza sie ruchem postepowym. Udowodni-
lismy bowiem (str. 204), ze w tym przypadku jest KWEK, gdzie
K oznacza kret (wzgledem S$rodka masy) w ruchu bezwzglednym.
Zatem Kw= E, a poniewaz R —M, wiec otrzymujemy

(22) Rw= M.
Jezeli wiec badamy ruch wzgledem srodka masy, to pochodna

kretu (wzgledem $rodka masy) w ruchu wzglednym rdéwna sie mo-
mentowi (wzgledem Srodka masy) sit dziatajacych.

84. Praca i potencjat uktadu punktéw. Praca. Niech
na punkty ukladu dziatajg sity Pv P2 .... Praca sity P, wyraza sie

(str. 95) wzorem X, = f(P { dxi-\-Pi dy”~+Pi 29, gdzie Ci oznacza tor
< ]
punktu i-tego.

Pracg catkowita (lub kroétko praca) sit Pv Pa ... nazywamy
sume prac poszczegélnych sit.

Zatem praca catkowita wynosi

0 L=Yf(Pidxi+Pi dyi+Pi dzi).

Prace catkowita, jaka wykonujg sity w czasie od tO do t, mo-
zemy przedstawi¢ w postaci (1Y), str. 96,

< > L:ﬁJZ‘(pix2i+piyyi+pi,int

1d*
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lub ((V), str. 96)

(O] L="f

gdzie vt oznaczajg predkosci punktéw, zas P,i’, jest iloczynem ska-
larowym.

Praca rowna zeru. Wazne sg przypadki, w ktérych praca
sit dziatajgcych na ukitad jest rdwna zeru. Podamy Kilka przyktadéw.

J*rsyhtad 1. Dla ukiadu sztywnego
punktéow materialnych (str. 194) zachodzi
twierdzenie nastepujace:

Praca sit wewnetrznych w uktadzie sztyw-
nym jest zerem.

Dowdd. WeZzmy na razie pod uwage dwa
punkty ukiadu sztywnego Ati A2 Potézmy:

Q) r=0Al1, r2—OA2, r=A 1At,

gdzie O jest poczatkiem uktadu wspoétrzednych. Jezeli w v2 sg pred-
kosciami punktéow AxA 2 to

2) V= rv V2= r2.
Na mocy (1) mamy r=r2—rv skad r=f2—f1 wiec
3) r=va2—V

Poniewaz AtA 2= const., wiec r2= const. Rézniczkujac wzgle-
dem czasu t, otrzymamy 2r?=0. Na mocy wiec (3)

4) f(r2—a)=0.

Oznaczmy przez (wzgl. P2 site, z jakg punkt M2 (wzgl. Aj)
dziata na punkt A, (wzgl. A2. Na mocy prawa akcji i reakcji jest

(5) P=-P 2

Poniewaz sity Px i P2 maja kierunek wektora AtA2—t, wiec
mozemy przyjac, ze

(6) Fl=Xf i P2=-1f,

gdzie Ajest wspotczynnikiem zaleznym od czasu (wielkos¢ sit P2i Pt
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moze sie bowiem zmienia¢ z biegiem czasu). Na mocy (I1') praca
sit Pxi P2 wynosi

(1) L =j(P Ivi+ P iv2dt.

Z réwnosci (6) dostajemy P 1vI\-Plv2—X(fux—fv2=Xf{vli—v2),
na mocy wiec (4) Pxvx+ P 2v2=0. Wynika stad wobec (7), ze
Z=0.
UdowodniliSmy zatem, ze praca sit wewnetrznych, z jakimi
dziatajg na siebie dwa jakiekolwiek punkty ukiadu sztywnego jest

zerem. Suma prac wszystkich sit wewnetrznych jest wiec réwniez
zerem, c. b.d. d.

Przyktad 2. Dwa punkty materialne Ax i A2 polgczone sa
nicig nierozciggliwg (bez masy), przechodzgca przez staty punkt O.
Zalézmy, ze nie ma tarcia. Udowodnimy, ze praca sit, z jakimi
ni¢ dziata na punkty ukiadu, réwna jest zeru.

Obierzmy punkt O za poczatek uktadu wspétrzednych. Niechaj
ig,yx % beda wspoétrzednymi punktu Av za$ x2 y2 z2 wspbtrzednymi
punktu .Aj. Potézmy
(8) ri=0 Ax=\aA+y\+z\ i r2= OAM\X\A-y\A-z\.

Poniewaz dtugos¢ nici i = const. i ix+r2=J, wiec
9) x+r2= 0.

Oznaczmy przez Pxi P2 sily, z jakimi ni¢ dziala na punkty
Ax i A2. Mamy (str. 194)

(10) 1-PilH-P.1-
Ktadac P = — |P{=— |P2} otrzymamy:
Pu=Pms Px=P— i PX=P; wiec

X, ... &> . ,n .
PixX\+Pi,y\ + Pitzi= F ----—----- R
i analogicznie P 22+ P 2yy2+ P 2z22= Pr2
Na mocy (Il), str. 211, praca sit Pxi P2 wynosi tedy

t t
L—f [Prx+ Pf4di= /P[fx+ f7dt.

T*T* i+ y X1+ Z¥Zi U
y4 =i /(}

Z (9) dostaniemy wiec £=0.
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Przyktad 3. Przypusémy, ze jakie$ ciato K porusza sie w ten
spos6b, ze pozostaje stale styczne do pewnej powierzchni Z. Zakila-
dajgc, ze sity reakcyjne powierzchni zaczepione sg w punktach
stycznosci, widzimy, ze reakcje zmieniaja punkty zaczepienia, je-
zeli ciato coraz to innymi punktami styka sie z powierzchnig Z.
Przyjmujemy, ze praca sit reakcyjnych wyraza sie w tym przy-
padku wzorem (I11'), str. 212, gdzie w oznaczaja predkosci punk-
téw stycznosci, w ktérych w danej chwili zaczepione sg reakcje Pt

Jezeli predkosci punktéw stycznosci sg stale réwne zeru, mo-
wimy, ze ciato K toczy sie po powierzchni Z.

A wiec: przy toczeniu sie ciata praca sit reakcyjnych jest zerem.

Potencjat uktadu. Jezeli sity PuP,,... zalezg tylko od po-
tozenia uktadu punktéw, wéwczas powiadamy, ze sity tworza pole sit.

Poniewaz potozenie uktadu okreslone jest wspétrzednymi xltyv z1
xt,y2 22 ... jego punktow, wiec sity 2] == sg funkcjami zmien-
nych x1ylzl x2y2z2.... Zatem

o= piy— &IXI>YNzii «=&> . s i s irauw VN s

Jezeli w polu sit praca catkowita nie zalezy od drogi prze-
bytej przez ukiad punktow, lecz tylko od potozenia poczatkowego
i koncowego tych punktéw, to pole sit nazywamy polem potencjal-
nym lub zachowawczym (konserwatywnym).

Wezmy pod uwage dowolne potozenie 80 ukitadu punktéw,
okreslone wspotrzednymi x\y\, A, z® y® 2®,.... Oznaczmy przez V
prace, jakg wykonajg sity przy przejsciu uktadu z potozenia SO do
potozenia 8 o wspotrzednych xIfyv zl, xt,y2z2.... Jezeli pole jest
polem potencjalnym, to praca V nie bedzie zalezata od drogi przej-
Scia. Zatem V bedzie funkcjg zmiennych ar,yv zl, x2y2z2.... Funk-
cje V nazywamy potencjatem lub funkcjg sit.

Postepujac podobnie jak w przypadku jednego punktu mate-
rialnego (str. 100), mozna udowodni¢ nastepujgce wzory:

SV . ” cF
(HD P> 3 v > Pt*~9z,

(i=1,2,...).

Na odwrot, jezeli istnieje funkcja V spetniajgca rownania (111),
to pole jest polem potencjalnym i V jest potencjatem.
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Jezeli uktad przesuniemy z potozenia o potencjale V1w poto-
zenie o potencjale V2 praca wyniesie

L~Vt—Vv
Jezeli sity PVP2... tworzg kazda z osobna pole potencjalne
0 potencjatach VItV2 ..., wowczas pole jest polem potencjalnym
0 potencjale
(11) + V2+ ...

Potencjat sity ciezko$ci. Niech ukiad punktéw o masach
Wi, m2, ... porusza sie w polu sity ciezkosci. Jezeli przyjmiemy, ze
0$ z jest skierowana pionowo do gdry, woéwczas (str. 102)

V1=--m 1gzl, V2= —mZXz2,
Na mocy wiec (11) pole bedzie polem potencjalnym o potencjale
(12) V = —{milzl+ m2zt+...)g.

Oznaczajac przez zOwspotrzedng srodka masy ukiadu, bedziemy
mieli mlz] + m2z2-j-...=mz0, gdzie m oznacza mase catkowitg uktadu
(str. 154). Wedtug (12) jest wiec

(13) V ——mgz0.

Zauwazmy, ze mg jest ciezarem catego ukiadu (t. zn. sumag
ciezarow poszczeg6lnych punktéw).

Jezeli w jednym potozeniu uktadu sSrodek ciezkosci ma wspdét-
rzedng z{l), a w drugim zj2\ wowczas praca wykonana przez silty
ciezkosci wynosi L —(—ngzft™*) —(—mgzfl)) czyli

(14) Z= mjr(E>—*>),

A wiegc: praca w polu ciezkosci zalezy tylko od r6znicy pozioméw
srodka ciezkosci uktadu, a nie zalezy od toréw poszczegdlnych jego
punktéw.

Praca sil ciezkosci rowna sie zatem pracy, jakg wykonatby cie-
zar catkowity uktadu, zaczepiony w Srodku jego masy.

Potencjat sit wewnetrznych. Niech bedzie dany ukiad
punktow AvAZ2...,A, o masach w,w?2..,m,. Zalézmy, ze silty
wewnetrzne, z jakimi dwa dowolne punkty ukiadu dziatajg na siebie,
zalezg co do wielkosci tylko od odlegtosci tych punktéw, t.zn. ze
jesli oznaczy¢ przez PU site, z jakg punkt Aj(Xj,yj,Zj) dziala na
punkt A.(*,y., z.), zas przez rtJodlegtos¢ miedzy punktami Ati Aj,
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to \Tn\jest funkcjg odlegtosci r,j czyli
(15)
gdzie

nr-w

(16) r,j= h*,—@)+ (y —»;)m+ (*,—*ye
Niechaj Ptf oznacza rzut sity Py na Kie-
runek Alyld/. Zatem:
» |Pyl=In
2° P/y"O, jezeli punkty Ati Aj sie przy-
ciggaja, zas Pv> 0 jezeli punkty A/
i Aj sie odpychaja.
Poniewaz w mysl prawa akcji i reakcji
jest Ptx= —P I, wiec P,y=Py/, skad na mocy (15) i warunku 1°
(i7) P.y=%/,y(ry) czyli P,.y=P,(V.

Z okres$lenia liczby Pv wynika, ze rzuty sity P na osie ukiadu
(x,y,z) mozemy napisa¢ w postaci:

X —X, —Vj
(18) pvx = P vl — J, p<f=thi)/_ Yl pu P 72~ 2

Potézmy
(19) 7 /= /P</dW w * Vv

Poniewaz Ptf=Py, i rf=rjh wiec

(20) VAj=?Viji.
Mamy e i = p, .e £ = PIJ*I—5/ zatem na mocy (18):
dxi drj’ cxt fil
. 5P W-_
W jj- I_ p<l, i)
(21 M 5= PY Pl
Pot6zmy
(22) yAzynAzjPtjdrp

gdzie sumowanie rozciggniete jest na wszystkie pary liczb i,j takie,
ze i), t<n i ;<».

Niechaj P/ oznacza sume wszystkich sit wewnetrznych, dzia-
tajacych na punkt A/. Zatem

(23) Pt=jg\|JPiJ dla i.
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Obliczmy pochodng czgstkowg 2Vijcxt Zmienna xt wystepuje
tylko w funkcjach Fyi V3 gdzie m=i. Na mocy (22) jest wobec tego

9F lyp Vi, 3vij

o 2°4 lexi | 3xi dla i4=j.
J=i
Z roéwnosci (20) i (21) wynika wiec
9V
dla i4=j,

Sioi.z. * -2.'*
= J:
skad na mocy (23):

w -P
9x,
Zatem F jest potencjatem. UdowodniliSmy wiec twierdzenie
nastepujace:

Jezeli sity wewnetrzne, z jakimi punkty ukladu dziatajg na siebie,
zalezg tytko od odlegtosci tych punktéw, wowczas sity wewnetrzne wy-
twarzajg pole potencjalne o potencjale danym przez wzér (22).

Przyktad 4. Niech punkty ukfadu przyciagaja sie wzajemnie
wedlug prawa Newtona. Woéwczas dla ¢4 jest P,y=—Kmimijrf’,

a wiec wedtug (19) F<=JP Vdr{=iCTOIOIYr< skad na mocy (22)
(24) V=+K2m,mjlr0,

gdzie suma rozciggnieta jest na wszystkie pary liczb i,j takie, ze
1 4=j, i <».
W szczegdlnosci dla dwéch punktéw mamy

(25) F —JOmjwi2/r 12

Przyktad = Niech punkty uktadu przyciggaja sie z si-
tami proporcjonalnymi do odlegtosci. Woéwczas dla i~ j bedzie
Pij——X\rij, gdzie Ay jest wspoiczynnikiem zaleznym od pary

punktéw mt, mh A wiec wedtug (19) Fy= |P,ydry= — r]j. skad
na mocy (22)

(26)
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§ 5. Energia kinetyczna ukfadu punktéw. Niech dany
bedzie uktad punktéw am ,,..., majgcych w pewnej chwili t pred-
kosci v2 v2 ...

Energig kinetyczng uktadu punktéw w chwili t nazywamy sume
energij kinetycznych poszczeg6lnych punktéw.

Jezeli wiec potozymy »i=|t>2} ..., to energia kinetyczna
uktadu wyniesie
n =

Energia kinetyczna uktadu w ruchu postepowym.
Jezeli ukiad porusza sie ruchem postepowym” predkosciag v (t. zn. je-
zeli wszystkie jego punkty majg tg samg predkos¢ v), wowczas
ktadgc v—\W\ mamy E=}i"miv2—Iv2®mi czyli
an E="mv\
gdzie m oznacza mase catkowita ukiadu.

Energia kinetyczna w ruchu obrotowym okoto osi.
Niech ukiad punktéw obraca sie okoto osi | z predkoscig katowa w.
Oznaczajgc przez rvr2 ... odlegtosci punktéw uktadu od osi obrotu,

mamy a zatem E—" mi*—k2mirtat=h°~2mirb Poniewaz
jest momentem bezwiadnosci ukiadu wzgledem osi obrotu,

wiec ktadac _Vm/r?=J, otrzymamy

(1) E=.jlwa

Twierdzenie Kodéniga. Niech dowolny uktad wsp6trzednych
0 poczatku O porusza sie wzgledem ukiadu odniesienia ruchem
postepowym. Oznaczmy przez u predkos¢ punktu 0, za$ przez vi
predkosci bezwzgledne, a przez predkosci wzgledne punktéow ma-
terialnych m, (i=1.2,...). Poniewaz u jest predkos$cig unoszenia, wiec
(1) Vi— U+ Wi,
skad v}= (U-\- 2= S2-f w]+ 2uwi. Kladac vi=\v\, i=t=\Ww\ i w=]«j,
otrzymamy E= -f + ~niiuw(.

Jezeli wiec potozymy m= ;\W»,-, dostaniemy
()] 1?7=}rau2-f "miw) + u™mtWit.

Oznaczmy przez vO predko$¢ bezwzgledng, a przez w0 predkosé
wzgledng srodka masy. Na mocy (1) mamy v@—-u+wO0. Poniewaz
EmiWi—mwo, wiec z (2) wynika E={m u2-f- ~Emriiwj-f~-muwO0 lub, pi-
szgc Vg—u zamiast w*,
av) E="mu* + A"]?"miWi+mu(vO— u).
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Pierwszy wyraz tej sumy oznacza energie ruchu postepowego
uktadu punktoéw, poruszajgcego sie z predkoscig u. Wyraz drugi
oznacza energie kinetyczng ruchu wzglednego, przyczem predkosci u,
mozemy uwazac za predkosci punktéw wi/ wzgledem punktu 0, po-
ruszajacego sie z predkoscig u.

Jezeli wiec przyjmiemy, ze ruch ukiadu ztozony jest z ruchu
postepowego o predkosci dowolnego punktu O i ruchu wzglednego
wzgledem tegoz punktu 0, to energia kinetyczna uktadu réuma sie
sumie energii kinetycznej ruchu postepowego, energii kinetycznej ruchu
wzglednego i iloczynu masy catkowitej uktadu przez iloczyn skalarowy
z predkosci punktu O i predkosci wzglednej srodka masy.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe twierdzenia Koéniga.

Jezeli w szczegdlnosci za punkt O obierzemy $rodek masy, to
u—v0, skad na mocy (1V)

13) E —Imvl -f w,w/;.

Jezeli wiec ruch ukitadu bedziemy uwaza¢ za ruch ztozony
z ruchu postepowego o predkosci srodka masy i ruchu wzglednego
wzgledem srodka masy, wdéwczas energia kinetyczna uktadu réwna sie
sumie energii kinetycznej ruchu postepowego i energii kinetycznej ru-
chu wzglednego.

Zasada rownowartosci pracy i energii kinetycznej.
Niech na punkty materialne w, dziatajg sity Pt Oznaczmy przez vt
predkos¢ punktu m, w chwili t, przez vf} predkosé jego w chwili t0,
a przez Lt prace sity P, w czasie od <, do t. Zatem ((3), str. 106)
\rniv] —\m~vf)f= L~ h skad

Ktadgc: E=}*m,v] E~I-Jjmfaf*)2 L,it= ?L)", otrzymamy
) E — E~A— LAt

We wzorze tym E oznacza energie kinetyczng ukiadu w chwili t,
a EOw chwili <€; wyrazenie L,,t przedstawia sume prac poszczegdl-
nych sil dziatajagcych na ukiad, t.j. prace catkowitag, jakag sity te
wykonaty w czasie od tO do t

A wiec: przyrost energii kinetycznej ukladu punktow material-
nych réwna sie pracy catkowitej sit dziatajacych na punkty ukiadu.

Twierdzenie to nosi nazwe zasady réwnowartosci pracy i energii
kinetycznej.



220 ROZDZIAL V. Uktady punktéw materialnych.

Jezeli praca catkowita sit dziatajacych jest zerem, czyli Lut—Ot
wowczas na mocy (V) jest E—E0—d czyli
E=EO.
A wiec: jezeli praca catkowita sit, dziatajgcych na punkty ukiadu
jest stale zerem, wlwczas energia kinetyczna uktadu jest wielkoscig stata.

Twierdzenie powyzsze nosi nazwe zasady zachowania energii
kinetycznej.

Zatozmy, ze ukiad sit dziatajgcych posiada potencjat. Jezeli
przez V oznaczymy potencjat w chwili t, aprzez FOpotencjat w chwili tQ,
to L,o = V—FO a wiec na mocy (V) E—EO0—V —FO0 czyli

E-V=EO-V O

Wielkos¢ U——V nazywamy energig potencjalna ukiadu.

Zatem
vl E +U =E 0+ U 0= const.

Sume E+U nazywamy energig catkowitg ukiadu.

A wiec: jezeli uktad punktéw porusza sie w polu potencjatem,
to energia catkowita ukladu jest stata.

Twierdzenia te sg oczywiscie uogolnieniem odpowiednich twier-
dzen, dowiedzionych nastr. 106i 107 dla jednego punktu materialnego.

Energia kinetyczna w ruchu wzglednym. Niech ukiad
wspotrzednych 0\x',y',z’) porusza sie wzgledem ukiadu inercjal-
nego 0{x,y,z). Oznaczmy przez Ewi E” energie kinetyczng w ru-
chu wzglednym w chwilach ti t0 przez i Lbl prace w ruchu
wzglednym sit dziatajacych, sit unoszenia i Coriolisa w czasie od t*
do t. Poniewaz prawa Newtona odnoszg sie do ruchu wzglednego,
gdy do sit dziatajacych doda¢ sity unoszenia i Coriolisa (str. 137), wiec

4) Ew—E N —EM+-LE/+2/E].

Poniewaz przyspieszenie Coriolisa jest prostopadte do predkosci
wzglednej, wiec sita Coriolisa jest réwniez prostopadta do tej pred-
kosci. Zatem praca sit Coriolisa w ruchu wzglednym jest zerem,
wobec czego mozemy napisaé

(5) EK-E~=Llel+LI.

A wiec: przyrost energii kinetycznej w ruchu wzglednym rdiona
sie sumie prac w ruchu wzglednym sil dzialajacych i sil unoszenia.
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Mech w szczeg6lnosci punkt 0' znajduje sie w Srodku 8
masy uktadu 0’ (x',y",z") i niech ukiad ten porusza sie ruchem poste-
powym. Poniewaz przy tym zalozeniu przyspieszenie unoszenia
réwna sie przyspieszeniu p0 Srodka masy, wiec sily unoszenia po-
szczegoblnych punktéw/ uktadu ra®m2 ... wynoszag

i®) PX— PAIrA .ee

Oznaczajgc przez wv w2, ... predkosci wzgledne punktéw ukiadu,

otrzymujemy L~M—jP Xwxdt + jP 2uw2dt + ..., skad wedtug (6)

Predkos¢ wzgledna w0 $srodka masy rowna sie zeru, gdyz za-
tozylismy, ze srodek 8 masy catkowitej m jest stale w poczatku
uktadu ruchomego 0'(x',y',z'). Zatem mlwl-j-m2w2-\-...==mw0=0,
skad wedtug ostatniego wzoru L?j=0. Na mocy wiec (5)

<V

A wiec: przyrost energii kinetycznej w ruchu wzglednym wzgledem
srodka masy réwna sie pracy w ruchu wzglednym sit dziatajgcych.

Przyktad 1. Uklad punktow materialnych porusza sie w polu
sity ciezkosci. Niech srodek masy 8 bedzie poczatkiem uktadu wspoét-
rzednych (x'y',z'), poruszajacego sie ruchem postepowym. Przyj-
mijmy, ze oS z' jest pionowa i zwrocona ku dotowi.

Poniewaz ciezary poszczeg6lnych punktdw maja kierunek osi z',
wiec (podobnie jak w ukladzie bezwzglednym, str. 215) praca sit
ciezkosci w ruchu wzglednym réwna sie pracy, jaka wykona ciezar
catkowity, zaczepiony w $rodku masy. Z uwagi na to, ze S$rodek
masy jest w spoczynku wzgledem uktadu (x',y',z'), gdyz znajduje
sie z zatozenia stale w poczatku tego uktadu, praca sit ciezkosci
w ruchu wzglednym jest zerem. Przyrost zatem energii kinetycznej
w ruchu wzglednym rdwna sie pracy pozostatych sit (poza ciezarami),
jkkie dziatajg na punkty ukiadu.

W szczegdlnosci jezeli na punkty ukiadu dziatajg same tylko
ciezary, to energia kinetyczna tego ukiadu w ruchu wzglednym
jest stata.
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Przypusémy np., ze w chwili <=0 pusciliSmy swobodnie punkt
materialny o masie mit a po T sek drugi punkt o masie m2 Po cza-
sie t>T predkosci punktow TG i ra2 wynosza:

(8) vt=gt i v2~g(t—T).
Predkos¢ srodka masy vO otrzymamy z réwnania
Wijt'j -f maRe= (

Zatem vO0=(m 1lvl+m 2v2)/(tn1+ m 2). Predkosci wzgledne punktdw
i m2wynoszg wx=Vv Il —v0i w2—v2—v0, wiec wl—m2Avl—12)/(7Nd+m 2)
i w2="ml(v2—vD)Iml¥m2), skad na mocy (8) wl= mYTI(ml+ m2)
i tc2= —WjffT/imr-fwi2).
Energia kinetyczna w ruchu wzglednym wynosi zatem
Ew— iTOjtci-Ff\m2m\—wi«iZfilr 22(m1+tn2) = const.

Widzimy wiec, ze energia kinetyczna w ruchu wzglednym
wzgledem Srodka masy jest stata.

Przyktad 2. Dwa punkty A i B o masach m, i m2 potgczone
nicig nierozciggtiwg bez masy, poruszajg sie w ptaszczyznie pionowej
w ten sposob, ze punkt A musi pozostawac stale na osi poziomej x
za$ punkt B na osi pionowej z.

Oznaczmy przez | dtugos¢ nici, a przez x,z
wspotrzedne punktéw A, B. Na punkt A dziata
reakcja Bv prostopadta do osi x (zaktadamy, ze
nie ma tarcia), ciezar Q%i reakcja nici Px na
punkt B dziata reakcja M2, prostopadta do osi z,
ciezar Q2 i reakcja nici P2

7i sit powyzszych niewykonujg pracy: reakcje
Rv R2 i ciezar Qu gdyz sity te sg prostopadte
do toru. Nie wykonujg réwniez pracy sity I\

i P2 poniewaz P¥%——P2 a ponadto odlegtos¢ punktéw A,B jest
stata (str. 212). Tylko wiec ciezar Q2 wykonuje prace.

Przypusémy, ze w chwili poczatkowej i,=0 punkty A,B
miaty wspotrzedne x0,z0 i predkos¢ zero. Energia kinetyczna
w chwili i wynosi

E —\mIxigr\m2i2

Praca sity Q2 rowna sie m2g(z—z0), jezeli osi z nadamy zwrot
ku dotowi. Zatem na mocy zasady réwnowartosci pracy i energii
kinetycznej

© imixt+ Imtz*=m2g(z—z0).
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Oznaczmy przez < kat, jaki ni¢ tworzy z osig x w chwili i,
a przez O kat w chwili i0=0. Mamy wiec:

X=lcos P z=1sin %, 2,,= | sin g&f
skad:
(10) X = —Zaging?, i —lipcos %.
Wedtug (9) jest zatem
1) sin2 cos2 <p)=m2Zl(sin B—sin 90).

Z powyzszego réwnania mozemy, znajac %, obliczy¢ 9 a na-
stepnie z réwnan (10) wyznaczy¢ predkosci x i y. Znajac 9% mo-
zemy rowniez wyznaczy¢ reakcje Rv Rv 1\, P2 Przyjmijmy dla
prostoty, ze wl=T2=m 197~ =0, Otrzymamy z (11)

(12) g sin B
Rézniczkujgc wzgledem t, dostaniemy 19393= gg cos %, skad
(13) 93=0 cos %/1.

Oznaczajac przez 7, przyspieszenie punktu A, otrzymamy

(14) mipl=R 1+Q1+T\.

Tworzgc rzut na oS z i kladac 2>=]jRj=]/5J, dostaniemy
(15) mx = —P cos ®.

Poniewaz na mocy (10)
(20) i¢——Z93sin9?—1% cos %,

wiec z rownan (15) i (16) mozemy otrzymac P, znajgc %, gdyz 9 i &
mozemy obliczy¢ z rownan (12) i (13). Dostaniemy

@7 P=3my sin (p
Tworzac rzut na o8 z, dostaniemy z (14) R1+ mg+ P sin93=0 czyli
(18) Rx——mg —P sin ¢4

gdzie Rj oznacza rzut sity Rx na o$ z

Podobnie, dla punktu B mamy mp2=R2+P 2+Qj. Tworzac
rzut na o$ x, otrzymamy z uwagi na to, ze P2= —Pi, réwnos¢
R f+P cos 93= 0, skad

(19) R2——P cos 9.
Wzory (17)—(19) wyznaczajg reakcje w zaleznosci od kata %.
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Przyktad it. Dwa punkty materialne Axi A20 masach mli m2
potaczone nicig nierozciggliwg bez masy, przechodzacag przez staly
punkt O, poruszajg sie w plaszczyznie poziomej (przechodzacej
przez O) bez tarcia. Obierzmy w tej ptaszczyznie uklad wspo6trzed-
nych (x,z) o poczatku w O (p. rys. na str. 213). Poniewaz kierunki sit
Pu P2 zjakimi ni¢ dziata napunkty Axi A2 przechodzg stale przez O,
wiec punkty Axi A 2bedg poruszac sie ruchem Srodkowym o $rodku O.

Potézmy rl1—OA1l i r2—OA2 niechaj gtq? oznaczajg katy
miedzy osig x a odcinkami OAIl i OA2 Predkosci potowe punktow
Ax i A2 sg odpowiednio rowne \N\gx i “Y\(pY Poniewaz predkosci
potowe w ruchu Srodkowym sg state (str. 87), wiec
(20) r\<Pi=cv i T2=Ni-
gdzie g i c2 sg pewnymi statymi.

Na str. 213 dowiedlismy, ze praca catkowita sit P1i P*jest zerem.
Zatem energia kinetyczna uktadu punktdéw AXA 2 ma wartos¢ stata.
Oznaczajac przez vx i v2 wielko$¢ predkosci punktéw Ali A2 otrzy-
mamy \rnft-)-\m2v\=c lub

(21 +
gdzie ¢ i h—2c sg statymi. Ale ((3), str. 47):
»?=*24+»22% i V\=r\+ N<ply
wiec na rznocy (20),zwyra2ajac i 92 przez rx i r2 otrzymamy

v\=r]+ i ?]=r|[H—], skad na mocy (21
\ ]% IITII a y (21)

(22) <ilre+ Tan |ma
* i v
Oznaczmy przez | dtugosé nici. Zatem r2-\-r2—I czyli r2= | —rlt
skad
(23) r2= —rx.
Wstawiajgc w (22), otrzymamy
2 m26\
(24) (M-)-TO)rJ-- ~ +~ 172 h

Réwnanie rézniczkowe (24) wyznacza rx jako funkcje czasu t.
Z rownosci (23) i (20) otrzymamy r2 gv 2 Aby otrzymac reakcje
Pii P-u zauwazmy, ze jezeli px oznacza przy$pieszenie punktu Al} to
mlpl—Pv Utwdrzmy rzut na kierunek OAv Oznaczajac rzuty pxi Px
na OAXx przez piT,P, dostaniemy
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(25) mIPIr=P .
Na mocy(ll), str. 47, mamy Plr—rl—ri<p\. Zatem wedle (20)
c]
(26) M
Aby otrzymac rl; zrézniczkujmy réwnanie (24). Dostaniemy

m2C2
(i—r\ywy -
Jezeli ~4=0, to na mocy (25)—(27)

@27 (mj+WjJri-

28
(28) m,+ m2 ((—i1)3
Ze wzoru (28) mozemy otrzymac reakcje P, znajgc tylko rx
Znajagc P, znamy J\ i P2, gdyz |Px]=|Pjj.

8§ 6. Zagadnienie dwoch ciat. Niech dwa punkty mate-
rialne o masach M i m przyciggaja sie wedle prawa Newtona z silg
o wielkosci

P —KmM;jr*,

gdzie r oznacza odlegtos¢ tych punktéow. Na str. 107 badalismy
ruch punktu m przy zatozeniu, ze punkt M jest nieruchomy. Udo-
wodnilismy, ze w tym przypadku zachodzg prawa Keplera. Obecnie
nie bedziemy zaktadaé, ze punkt M jest nieruchomy, lecz ze oba
punkty sg swobodne. Pod wplywem wiec wzajemnego przyciggania
oba punkty m i M beda sie porusza¢. Oczywiscie, ich srodek masy
bedzie w spoczynku lub w ruchu jednostajnym prostolinijnym, bo
wedtug prawa akcji i reakcji suma sit dziatajgcych na punkty m i M
jest réwna zeru. Mozemy zatem poczatek uktadu inercjalnego umies-
ci¢ w Srodku ciezkoSci obu punktdw.

Niechaj xvyvzl beda wspétrzednymi punktu M, zas x2y3et
punktu m. Kdéwnania ruchu Newtona dla punktéw M im beda
miaty postac:

KmM x2~x1 . KmM y2—yx .. KmM z2—4
(1) MXxx VS r » Jr»k= ~ r~ 0 Mii- +2 y
KmM x~—x1 KmMy,—y, KmMz2~zI
(I")ym xt=-——--12 W t= - N — ol *PYR=- ri \ =

S. Banach. Mechanika 15
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Poniewaz Srodek ciezkosci uktadu M, m jest w poczatku uktadu
wspotrzednych, wiec Mx1l+mx2=0, Myl+my2=0 i Mzl+mz2=0,
skad x2~ —Mx1llm, y2= —Myl/m i z2= —Mzljm. Zatem:

_ Mxm M+m M+m
@ @ xi— MAMur 2 MLz oe

A wiec
3) r==\(x2—x2i + (y2—yIf + (z 2—zD)3=" ~m’\ -rl,
gdzie rl—\x\+y\+z\ oznacza odlegto$¢ punktu M od S$rodka ciez-

kosci. Podstawiajgc w rownania (1) wyrazenia ze wzoréw (2) i (3),
otrzymamy:

n Km3J xt N Km3V  yx
Mx\= ~ (M+mfr\T» MA ==~ (M +m )3\71
(4) i#, Kmav  zt

MZ{=~(M+m,)*r\rl

Poréwnujac te réwnania z réwnaniami (1), str. 107, widzimy,
ze ruch punktu M bedzie taki, jak gdyby punkt ten byt przyciggany
przez mase nieruchoma m3/{M+m)2 umieszczong w poczatku uktadu.

A wiec: jezeli dwa punkty M im przycinajg sie wedle prawa
Newtona, to kazdy z nich, np. M, porusza sie wzgledem Srodka ciez-
kosci (obu punktow) tak, jak gdyby w Srodku ciezkosci umieszczona
byla masa nieruchoma m3(M+m)2 przyciggajaca punkt M wedle
prawa Newtona.

Badanie zatem ruchu wzgledem S$rodka masy dwu punktow
sprowadza sie do przypadku rozpatrywanego na str. 107.

Wynika stad, ze oba punkty poruszajg sie po krzywych rzedu
drugiego w ktérych ognisku znajduje sie srodek ciezkosci tych pun-
ktéw. Tory wiec obu punktéw sa torami ptaskimi.

Zbadajmy jeszcze ruch punktu mwzgledem punktu M. Umies¢my
w punkcie M poczatek ukiadu wspotrzednych (x'y', z"), poruszaja-
cego sie wraz z M ruchem postepowym. Oznaczajac przez f, 4, £
wspotrzedne punktu m wzgledem tego uktadu wspétrzednych, otrzy-
mamy

(5) £=X2 @, 'g~y% WL f= 02 e
Mnozac réwnania (1) przez m/M i odejmujac od (1') dostaniemy
z uwagi na (5)
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mim K(M+m)mi i\ K(M+ mm?
6) e KIMA-m)mi
r« r’

Porownujac réwnania (6) z rownaniami (1), str. 107, widzimy, ze
punkt to porusza sie wzgledem punktu M tak, jak gdyby punkt M
byt nieruchomy, a masa jego byta zwiekszona o mase punktu to.

A wiegc: jezeli dwa punkty M im przyciggaja sie wedle prawa
Newtona, to ruch wzgledny punktu m wzgledem punktu M jest taki,
jak gdyby punkt M byt nieruchomy, a masa jego byla zwiekszona
0 mase punktu to.

Takze i w tym przypadku badanie ruchu jednego punktu ma-
terialnego wzgledem drugiego sprowadza sie wiec do przypadku
rozpatrzonego na str. 107.

Przyjmijmy, ze ruch wzgledny punktu w odbywa sie po elipsie
o osi wielkiej 20, przyczem czas obiegu niechaj bedzie T. Na mocy (10)r
str. 109, otrzymamy a*/Tt= K ( M Widzimy zatem, ze w ru-
chu wzglednym stosunek a3/T* zalezy od mas obu ciat. Poniewaz
ruchy planet badamy wzgledem stonca, wiec przyjmujac, ze M
oznacza mase stonca, a o mase planety, widzimy, ze trzecie prawo
Keplera (str. 89), ktore odnosi sie do ruchu wzglednego planety
wzgledem storica, jest niesciste. Dla innej planety (przy odpowiednim
znakowaniu) jest

7) a\IT\=K(M+mlin*
skad
(81 a¥/T12_ ilf+ o 1+ %

a\jT\. M + mt |+ 2i*

Poniewaz w ukladzie stonecznym stosunek m/M wyraza sie
w tysiecznych, wiec ostatni utamek mato rézni sie od jednoSci.
Dokladne obserwacje ruchu planet wykazujg te odchylenia od trze-
ciego prawa Keplera.

Gwiazdami podwdéjnymi nazywamy dwa ciata niebieskie, krgzace wokoét
siebie (zdata od innych ciat). Przyjmujac, te gwiazdy podwdéjne przyciggaja
sie wedtug prawa Newtona, mozemy stosowa¢ do nich wnioski otrzymane
w tym 8 Obserwacje potwierdzajg te wnioski, a tym samym prawo powszech-
nego cigzenia, z ktéregoSmy je wyprowadzili.

16*
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8 7. Zagadnienie n ciat. Niechaj n punktéw materialnych
przycigga sie wzajemnie z sitami dziatajgcymi wedlug prawa po-
wszechnego cigzenia Newtona (str. 90). Badaniem ruchdéw w takim
uktadzie punktéw zajmuje sie t. zw. zagadnienie n ciat.

Zagadnienie to jest wazne dla astronomii. Stonce wraz z planetami tworzy
taki uktad, jezeli poming¢ dziatanie gwiazd statych, bardzo mate wskutek wiel-
kiego ich oddalenia od uktadu stonecznego.

Zagadnienie dwéch ciat, ktérym zajmowalismy sie w §0, jest szczeg6lnym
przypadkiem zagadnienia n ciat.

Zagadnienie n ciat nie jest rozwigzane w catej og6lnosci. Nawet
w przypadku trzech ciat jest jeszcze wiele spraw nierozstrzygnietych.
Przy pomocy jednak t.zw. teorii perturbacji (czyli zaburzenn) mo-
zemy wyznaczy6 ruchy uktadu stonecznego z zadang doktadnoscig.

W zagadnieniu n ciat mamy do czynienia tylko z sitami we-
wnetrznymi. Z twierdzenia o $rodku masy (str. 200) wynika zatem,
ze Srodek masy uktadu jest w spoczynku lub w ruchu jednostajnym
prostolinijnym. Mozemy wiec poczgtek ukiadu inercjalnego wspodt-
rzednych obra¢ w S$Srodku masy. Wzgledem tak obranego ukiadu
wspodtrzednych ped ukiadu n punktéw bedzie stale zerem (str. 199).

Z twierdzenia o krecie (str. 206) wynika, ze kret uktadu punk-
tow jest staly. Ptaszczyzna przechodzaca przez srodek masy i prosto-
padta do kretu nie zmienia zatem potozenia.

W przypadku uktadu stonecznego $rodek masy lezy w storicu (ze wzgledu
na wielkg mase storica w stosunku do pozostatych planet).

Ptaszczyzne przechodzacg przez $rodek masy ukiadu stonecznego i pro-
stopadig do kretu nazwatl taplace plaszczyzng, niezmienna.

Ptaszczyzna ta nie zmienia swego potozenia w przestrzeni wzgledem ukiadu

inercjalnego wspotrzednych o poczatku w stoncu. Podiug obliczern wykonanych
przez Laplace’'a ptaszczyzna niezmienna tworzy z ekliptyka kat a=1,7689°.

Zagadnienie trzech ciat. Niechaj dane bedg trzy punkty
materialne ALA2AS o masach mvm2lms. Oznaczmy przez Py
site, z jakg punkt mj przycigga punkt mr, niech Wy bedzie sita, z jakg
jednostka masy umieszczona w A/ przyciaga jednostke masy umiesz-
czong w A  Wedlug prawa Newtona mamy zatem
1) Py — mimjWij.

Z prawa akcji i reakcji wynika, ze Py——Pji, wiec

(2) Wy~—Wjt.
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Oznaczmy przez pt przysSpieszenie punktu ml w uktadzie iner-
cjalnym wspotrzednych. A wiec mipl=P 2+ P 13==mim9wn -{-m,m3wI3>
skad

3) px= m2wX+ m3w{3.
Podobnie
4) p2r=miw2 + miw23,

Na mocy (3) i (4) otrzymamy z uwagi na
to, ze w mysl (2) jest 2= —w2i i wia——w3L

(5) Pt—Pi= (™, + «S)"« + ms{wi3+ wal).

Edéznica | —pl przedstawia przyspieszenie wzgledne punktu A2
wzgledem Av t.j. przyspieszenie punktu A2 wzgledem uktadu wspét-
rzednych o poczatku AIf poruszajgcego sie ruchem postepowym.
Potézmy p=p2—py Z réwnania (5) dostaniemy

(6) m2p —m2(m, + m,)«>21 + m2m3(Wwj23 + w3X.

Prawa strona réwnosci (6) przedstawia site wzgledng punktu At
w ruchu wzgledem Av

Pierwszy jej skiadnik, t.j. m2(Wj-f-m2)i¢2l, przedstawia site
wzgledng, jaka dziatataby na punkt A2 gdyby nie byto trzeciego
punktu A3 (t. j. gdyby byto m3=0). Sita ta miataby (zgodnie z twier-
dzeniem podanym na str. 227) kierunek ku punktowi A li bytaby taka,
jak gdyby masa punktu AXx byta zwiekszona o mase punktu A2

Drugi skiadnik sumy, t.j. man3w23Aw3l), nazywamy silg
perturbacyjng (lub zaburzajgcg)-, pochodzi ona zdziatania punktu A3.

Przyktad 1. Niech mx oznacza mase ziemi, m2mase ksiezyca,
a m3 mase stonca.

W przyblizeniu masa stonca =~106 masy ziemi, odlegtos¢ ziemi
od storica = 400 odlegtosci ziemi od ksiezyca, wreszcie masa ksiezyca
= masy ziemi. A wiec:

(7 m3="106raj, m2—j~m,, AjA3—A400AjJA2
Z tréjkata AIA2A3 otrzymujemy

8) 399A,A2< A2A3< 401AA,.
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Ze wzgledu na wielkg odlegtosé stonca od ziemi i od ksiezyca
(w stosunku do odlegtosci ksiezyca od ziemi) wektory w23 i uidl beda
mato roznity sie od siebie co do wielkosci i kierunku, a zwroty beda
miaty przeciwne. Suma w23+w3l jest wiec mata co do wartosci bez-
wzglednej. Opierajgc sie na danych (7) i (8), mozna okaza¢, ze

9) ».m ,[»,+A,]| 510-~
(M + TQ)|iH1]

Widzimy stad na mocy (6), ze sita perturbacyjna, pochodzaca
od stonca, jest mata i mozemy jg w pierwszym przyblizeniu opuscic.

Zatem: w 'pierwszym przyblizeniu ruch wzgledny ksiezyca wzgle-
dem ziemi otrzymamy, pomijajgc dziatanie storica.

Przyblizone badanie ruchu wzglednego sprowadza sie wiec
w danym przypadku do zagadnienia dwoch ciat. Odnosi sie to row-
niez do innych planet majgcych ksiezyce.

», #, N, Przyktad 2. Niech Al bedzie $rodkiem

j ziemi, A2punktem na powierzchni ziemii A3

Srodkiem ksiezyca. Niech mt,m2 i m3 ozna-

czajg odpowiednio masy ziemi, punktu A2

K K k i ksiezyca. Zatozmy ze punkty AI} A2i A3lezg
i, 4, a na jednej prostej.

Wektory w2Zi w3l majg zwroty przeciwne. Jezeli A., lezy miedzy
Ali A3 wodwczas 23> WBl], zatem wektor w23+w3l ma zwrot
wektora w23 Jezeli zas Axlezy miedzy A3i A2 to W23]<|w3i]i wektor
w23+w 3 ma wowczas zwrot wektora w3l W obu przypadkach sita
purturbacyjna ksiezyca m2m3w23-\-w3l) jest skierowana wzgledem
ziemi pionowo w goére. Dziataniem tej sity ttumaczg sie przy-
ptywy i odptywy morza.

Przyktad 3. Niech mloznacza mase jakiej$ planety, m2mase
jej ksiezyca, a $rednig odlegtos¢ planety od jej ksiezyca, T czas
obiegu ksiezyca dokota planety w ruchu wzglednym (wzgledem
planety). Na mocy (7), str. 227, mamy
(10) udT2= K{m\ + mi)lin.

Jezeli wj, mL, a i T oznaczajg odpowiednie wielkosci dla innej
planety i jej ksiezyca, wowczas analogicznie do (10)

(11) os/T2=K(mi + mi)lxn.
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Na mocy (10) i (11) jest (mi+m )I(m'I+m1)=a3T'ila3T2 Opusz-
czajgc masy ksiezycow m2 i mv jako zazwyczaj mate w stosunku
do mas planet, dostajemy

(12) bilwi] = 03T 2/a*T2

Zatem: stosunek mas dwdéch planet mozemy otrzymac z obserwacji
ruchéw ich ksiezycow.

Uwaga. Mozemy rowniez przyjac, ze m\ oznacza mase stonca,
m2—myv a S$rednig odlegtos¢ planety od storica, za$ T' jej czas obiegu.
Przy tych zalozeniach wzo6r (12) przedstawia stosunek masy danej
planety (posiadajgcej ksiezyc) do masy stonca.

8 8. Ruch ciat o masie zmiennej. Zbadajmy teraz ruch
ciata, ktorego masa sie zmienia wskutek odrywania sie od ciata
(lub przytaczania sie nowych) czastek podczas ruchu.

Przyktadem takim jest poruszajacy sie wézek
do ktérego dosypujemy piasek (lub z ktérego piasek
sie wysypuje). liyiym przykladem jest rakieta.
Materialy pedne, spalajac sie, wywotujg wyptyw
gazéw i site popedowag rakiety. Masa rakiety
maleje zatem o mase uchodzacych gazéw.

Przyjmijmy, ze ciato sklada sie z wielkiej liczby drobnych
czgstek, ktére mozemy uwazaé za punkty materialne. Oznaczmy
przez m mase ciata, przez v predkos¢ srodka 8 jego masy w chwili t,
zas$ przez m+Am i v+Av mase i predkos¢ srodka 8 w chwili t+At.
Niechaj wreszcie P oznacza sume sit dziatajagcych na ciato w chwili t.

Masa oderwanych czgstek w czasie od t do t+At wynosi
(—Am)-, niech u i u+Au oznaczajg predkosci (w chwilach ti t+ At)
srodka 8" masy oderwanych czastek.

Wezmy pod uwage uktad U wszystkich czgstek, z ktérychjiktada
sie dane ciato w chwili t. Ped tego ukiadu w chwili t jest H=mv,
a w chwili t+ At bedzie H'—(m+ Am)(v+ Av) + (— Am)(u +Au).
Przyrost pedu wyniesie zatem

H'—H —mAv—Am(u + Au—v) -f AmAuv.
Dzielgc przez At, otrzymamy w granicy dla At dazacego do zera

dH dv dm._
@ ~dt ~mdt -ar'— e
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Poniewaz pochodna pedu ukiadu réwna sie sumie wszystkich
sit dziatajgcych (str. 200), wiec dH/dt—P. Na mocy (1) jest wiec

(2) mv—rh(u—v) = P.

Réwnos$¢ powyzszg mozemy napisa¢ w postaci mvA-mv—mu-{-P
czyli
3) d(,mv)ldt — mu~\-P.

Wzory (2) i (3) stosujg sie roéwniez do przypadku, gdy nowe
czastki dotgczajg sie do ciata. W rdwnaniach (2) i (3) wektor u
przedstawia predkos¢ sSrodka 8" masy czgstek odrywajgcych sie
od ciata (lub dotgczajgcych sie do ciata).

Ktadac u—v—w w réwnaniu (2), otrzymamy

4) mv—rhw—P.

Wektor w przedstawia predkos$¢ wzgledng srodka masy odry-
wajgcych sie czgstek wzgledem $Srodka masy ciata.

Przyktad. Ruch rakiety. Oznaczmy przez m mase rakiety,
przez v jej predkos¢, przez w predkosé wzgledng (wzgledem rakiety)
gazéw wyptywajacych z rakiety, a przez P sume sit zewnetrznych
dziatajacych na rakiete (jak ciezar, op6r powietrza it. d.). Przy
tych oznaczeniach zachodzi wzér (4).

Przyjmijmy najpierw, ze rakieta porusza sie w plaszczyZnie
poziomej po linii prostej, ktérg obierzemy za 0$ a;-6w, nadajac jej
zwrot zgodny z kierunkiem ruchu rakiety. Potézmy v=v i w=\w\.
Zatézmy, ze P=0 (a wiec, ze sita ciezkosci znosi sie z reakcjg plasz-
czyzny, przyczem pomijamy op6Or powietrza i tarcie). Poniewaz
v i w majg zwroty przeciwne, wiec na mocy (4) mv+mw—O0, skad

(5) Ve,

Predkos¢ wzglednga w wyptywajacych gazéw mozemy uwazaé
za stalg. Catkujgc réwnanie (5), otrzymamy wiec

(6) v— logm+ c.
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Przyjmijmy, ze dla t=0 jest to= w0 i v=0. Wedtug réwnania (6)
jest tedy O=—wlogmO0+c, wiec c~wlogmO0 a zatem na mocy (6)

J— No
) v—w log m>

skad m0/m=elw czyli
@) m= mOe~oWw.

Przypusémy, ze rakieta osiagneta szybkos¢ ®=100km/godz=
= 27 m/sek. Jako predkos¢ wyptywu gazu mozna przyjac
to—IO0O0Om/sek. Zatem na mocy (8) to—wd00®~= 0,973 0, skad
mO—m—~0,03 mO.

Aby wiec uzyskaé¢ predkos¢ rakiety 100 km/godz, trzeba spalié¢
materiatébw pednych o masie rownej 3% masy rakiety.

Niech teraz rakieta porusza sie pionowo w gore. Przyjmijmy os z
skierowang pionowo ku goérze i zachowajmy znakowanie poprzed-
nie. Otrzymamy z (4) (pomijajac opor powietrza) mv-\-mw——mg
czyli

(9) VW e g

Catkujac i przyjmujac, ze dla i=0 jest »=0 i m—mw otrzy-
mamy podobnie jak poprzednio

(10) v—w\og E—yt.
Aby rakieta nie spadta z powrotem na ziemie i oddalita sie
W przestrzenie miedzyplanetarne, nalezatoby nada¢ jej predkos¢

*>12km/sek (str. 111). Z réwnania (10) otrzymujemy a~”tclog-A
skad ew”*mOIm czyli mel a zatem

m0—to™ m(e"w—1).
Kiadgc v—12km/sek i w=1000 m/sek=1 km/sek, dostaniemy
mM0—10>160000 to.

W nieréwnosci tej m oznacza mase rakiety po uzyskaniu pred-
kosci v=12 km/sek, za§ «0—m mase spalonych materiatéw pednych.
Jezeli wuec przyjmiemy to—1 kg, wéwczas w0—to> 160000 kg.
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Trzebaby zatem spali¢ 160000 kg materiatéw pednych, by 1kg
masy uleciat w przestworza.

Zeby wiec odbyé podréz miedzyplanetarng w wozie, majagcym wraz z pod-
ré6znymi mase ! tony, nalezaloby zabra¢ z sobg 160000 ton materiatéw ped-
nych, co jest oczywiscie niemozliwe. Dowodzi to, ze przy dzisiejszym stanie tech-
niki podréz taka jest niewykonalna. Sprawa posunetaby sie naprzéd, gdybysmy
mogli wydatnie zwiekszy¢ w, t.j. predkos¢ wyptywu gazéw, ktéra dzisiaj, prak-
tycznie biorgc, dochodzi do 2000 m/sek.
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