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CZCIONKAMI DRUKARNI NARODOWEJ W KRAKOWIE



Ksigzeczka niniejsza przeznaczona jest zasad-
niczo dla studentéw matematyki, a w szczegolnosci
dla stuchaczy kursu Analizy. Pierwsza jej cze$¢
obejmuje elementy opisowej i metrycznej teorji
zbioréw linjowych, druga zawiera¢ bedzie ele-
menty topologji zbioréw piaskich i wiecejwymia-
rowych. Zadaniem jej bedzie podanie dowodow
twierdzen o charakterze topologiczno -geometrycz-
nym, ktorych znajomosci wymaga Analiza i Teorja
funkcyj analitycznych, a po ktérych dowody od-
syta sie zwykle stuchacza do mato dostepnych mu
czesto Zrodet.

Z punktu widzenia dydaktycznego chciatem ce-
lowo przyzwyczai¢ czytelnika do dowodéw tak
formalnych jak i jakoSciowych, stad pewna nie-
jednolito$¢ postaci dowodzen.






§ 1. Zbiory i ich Algebra.

1 Wzyciu codziennem spotykamy sie bezusta
nie z gromadami, zbiorami, zespotami it. d. przed-
miotow mniej lub wiecej konkretnych. Fura cegiet,
worek jabtek, ale tez kompleks uderzen zegara,
bijagcego 10-tg godzine, zesp6t waznych faktow po-
litycznych w danym okresie, wszystko to przy-
ktady rzeczonego rodzaju.

Ten stan rzeczy stwarza potrzebe abstrakcyj-
nego zainteresowania sie pojeciem przedmiotu
i zbioru, aby moc zastosowa¢ metody ogolne,
upraszczajace postepowanie w poszczegblnych wy-
padkach. Juz niegdy$ w czasach, o ktérych nic
nam blizszego nie wiadomo, zainteresowanie sie
tg sprawa, stworzyto pojecie liczby catkowi-
tej, jako wyraz iloSci przedmiotbw w groma-
dzie. Dalo nam to arytmetyke liczb, poczatkowo
tylko catkowitych, pO6zniej i innych, a w kon-
sekwencji caty ten dziat matematyki, ktéry zwiemy
krétko analiza w przeciwstawieniu do geome-
trji. Ze swej strony geoinetrja zmusita nas
do rozpatrywania gromad swych punktéw czy in-
nych utworoéw, lecz dosadnie wystgpita ta potrzeba
dopiero w nowoczesnej nauce.

Tymczasem logika, ujeta w kanony, poczat-
kowo do$¢ pierwotne, w genjalnym ,,Organonie*
Arystotelesa [384—322 prz. Chr] stworzyta
idee pojecia ogdlnego (nomen generale), Kto-

Wilkosz: Teoria mnogosci. 1



2

rego zakres jest ujeciem abstrakeyjnem zyciowej
idei gromady przedmiotow, wzglednie idee te
obejmuje w czeSci swych zastosowan. Pomysty
Leibniza (1648—1716) majace na celu utwo-
rzenie nowej abstrakcyjnej teorji zakreséw pojec
ogolnych, nie ujrzaty Swiatta dziennego, pozostajac
przewaznie w rekopisach, z ktorych je dopiero
w XX juz wieku L. Couturat wydobyt. Przyczynity
sie jednak do stworzenia t. zw. algebry lo-
giki, nad ktoérg pracowali gtownie Bo ole, De
Morgan, Jevons, Schroder w 19 wieku,
az do czaséw wystgpienia Giuseppe Peano
(1858—1932) i jego logiki matematycznej, konty-
nuowanej przez Bertranda Russella i na-
stepcow.

Ze strony matematyki, potrzebe ujecia teorji
zbioréw, jako odpowiednika abstrakcyjnego gro-
mad przedmiotéw konkretnych, zrozumiat naprawde
w peini dopiero Jerzy Cantor (1877—1918),
majac do pewnego stopnia za poprzednikéw B o I-
zane, Weierstrassa, P. du Bois Rey-
monda i innych.

2. Pojecie zbioru, jakiem postuguje sie ma
matyczna teorja zbiorow, czyli mnogosci (lub klas),
odbiega w kilku punktach od abstrakcyjnego obrazu
idei gromady przedmiotéw, a zbliza sie bardzo do
idei zakresu pojecia ogoOlnego, takiej jak ja zna
logika. Pojmujac, ze zbior powstaje przez podanie
pewnego warunku zdaniowego, ktorego spetnienie
przez dany przedmiot powoduje —i to jedynie — na-
lezenie do danego zbioru x teorja mnogosci zezwala

1 p. moje Podstawy Ogdlnej Teorji Mnogosci. War-
szawa 1925.
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na rozwazanie zbioréw: 1° pustych, pozbawionych
przedmiotow, 2° jednostkowych, posiadajacych tylko
jeden przedmiot, 3° skonczenie licznych, posiada-
jacych przynajmniej dwa przedmioty, 4° nieskon-
czenie licznych.

Idee gromady konkretnej reprezentuje wiasci-
wie tylko wypadek (3°), pozostate wypadki sg juz
raczej jej uogOlnieniem.

3. W algebrze zbioréw wprowadzamy szer
poje¢ i dziatan, z ktérych pewne przedstawiajg
duzg analogje w stosunku do poje¢ algebry liczb.
Aby te podobienstwa uwypuklié¢, bedziemy wpro-
wadzali znaki poje¢ i dziatan zupetnie analogiczne
do arytmetycznych, opatrujgc je odrézniajagcym
znaczkiem u dotu (,,,) {,,mnogosc¢''}, ktéry to znaczek
opuszczaé bedziemy w praktyce. Postepujac w ten
sposob, zblizamy sie mozliwie do zwyczajow panu-
jacych wsréd matematykdéw, a oddalamy od logi-
kow formalnych, ktoérzy posiadajga odrebne znaki
dla wyrazenia potrzebnych im idej algebry zbio-
row.

Definicja |. Aby wyrazi¢, ze przedmiot a
nalezy do zbioru A, piszemy:

flei »a nalezy do A".

Zaprzeczenie tego zdania piszemy:
~aeA lub fl~ei

[,,nie— a nalezy do A* lub ,,a nie nalezy do A“]
Znak jest ogoélnym znakiem przeczenia.
Def. IlI- Zdanie VA zawiera sie w Bu zapi-

szemy w postaci:

ACB.

\*



Oznacza ono, ze kazdy przedmiot, ktéry nalezy

do A, nalezy tem samem do B.
Zbior A jest wtedy podzbiorem zbioru B.

Def. Ill. Réwnos$é (identyczno$¢) zbiorow
A 1 B zaznaczamy jako:
A=B

i oznacza ona zawsze, ze jednocze$nie
ACB i B CA.

Def. IV. Jezeli A i i? sg zbiorami, to zbiér
utworzony z warunku, ze majg don naleze¢ wszyst-
kie przedmioty, ktére naleza do zbioru A lub do
zbioru B i jedynie te, nazwiemy sumg (,,logiczng*
lub ,,mnogos$ciowa*) zbioréw A i B i oznaczymy
przez:

A -j-mB (krotko A -j- B).

Def. V. Jezeli A i B sg zbiorami, to zbior
utworzony z warunku, ze majg don nalezeC i je-
dynie te przedmioty, ktére jednocze$nie nalezg do
zbioru A i B, nazwiemy iloczynem zbioréw A i B
(,,wspollng czescig4) i oznaczymy:

A X»< B [krotko A X 5],

Def. VI. Jezeli A i B sg zbiorami, to zbior
utworzony z warunku, ze majg don naleze¢ i je-
dynie te przedmioty, ktére nalezg do zbioru A,
lecz nie nalezg do B, nazwiemy rdznicg zbiorow
A i B i oznaczymy przez:

A— B [krotko A — B],

4, Rozwaze obecnie problem wykonalnosci dzi
tan powyzej okre$lonych. Teorja mnogosci, ujmo-



wana zbyt ogoélnie i abstrakcyjnie, doprowadza do
niezmiernych trudnosci logicznych, z ktéremi ma-
tematyka nie chciataby mie¢ do czynienia. Trud-
nosci te powodujg przewaznie, zbyt ogdlnie ujete
zasady tworzenia nowych zbioréw przy pomocy
danych, przeto postaram sie zajg¢ stanowisko
skromniejsze, ograniczajgc przedewszystkiem wy-
konalno$¢ dziatan logicznych (teorjo-mnogoscio-
wych) do wezszych rozmiardw.1l

W praktyce wykonujemy jedynie dziatania
dodawania, mnozenia czy odejmowania zbiorow
w wypadkach, gdy zbiory sg, jak to mowimy
»~jednego gatunku', jak np. zbiory punktéw na
ptaszczyznie (figury ptaskie), w przestrzeni czy
na linji prostej, zbiory ztozone z liczb rzeczywi-
stych czy wymiernych lub zespolonych it p. Wa-
halibySmy sie moze, gdyby nam przyszto doda¢ zbior
wszystkich kul w przestrzeni do zbioru wszystkich
liczb wymiernych, sagdzac (niewiadomo czy stusznie),
ze sg to zbiory o zbyt réznym charakterze.

Aby powyzszym instynktownym tendencjom
czy niecheciom odpowiedzie¢ w teorji, stawiamy
nastepujaca zasade:

Zasada |. Jezeli zbiory A i B sg podzbio-
rami tego samego zbioru M, jesli zatem:

ACM i BCM,
to dziatania -m X»0 — m S wykonalne
i A+ B, AXb, A—B
sg znbéw podzbiorami zbioru M.

1 Pokrywa sie ono ze stanowiskiem, zajetem w mym
Faseieule XLV: Proprietes topologigues du plan euclidien
[Memoriat des Sciences Matematigues. Paryz 1930].



Zasada powyzsza posiada powazne nastepstwa,
na ktore chce zwrdéci¢ uwage. Jezeli A i B sa za-
warte w M i nie posiadajg elementéw wspoélnych,
to aby A X B byto wykonalne, musi ws$réd pod-
zbiorow zbioru M figurowac zbiér pusty.

Sprawe te zalatwia:

Zasada Il. W kazdym zbiorze M Jest za-
warty jako podzbior pewien zbidr pusty.

Kwestje moznosci poréwnywania miedzy sobg
zbioréw pustych zatatwia ostroznie:

Zasada Ill. Podzbiér pusty zhioru M jest
zawarty w kazdym podzbiorze zbioru M.

Pocigga to za soba, ze podzbiory puste zbioru
M sa identyczne (def. Ill, ust. 3).

Def. Jedyny pusty podzbiér zbioru M ozna-
czymy przez: 0JM lub krétko Om wzglednie na-
wet przez O, o ile nie obawiamy sie nieporozumien.

Jezeli zbiér N zawiera sie w M, to podzbidr
pusty dla -A7 jest zndw identyczny z podzbiorem
pustym dla M; podobnie On(A) i O0mB) sg iden-
tyczne, o ile A CM i B CM, atoli moze sie zda-
rzy¢, ze nie bedziemy mogli poréwnaé ze sobg
pustych zbioréw, o ile nic nam blizszego nie wia-
domo, w jakich zbiorach sg one zawarte.

Z elementarnemi prawidtami dziatan: -f-m
—m zechce sie czytelnik zapoznaé teoretycznie
z ksigzek wymienionych w kroétkiej bibljografji na
kohcu dzietka, zreszta sg to prawidia intuicyjnie
oczywiste.

5. Czesto zdarza sie nam rozwazaé zbiol
o0 ktérych elementach wiemy, Ze sg znow zbio-
rami. Mowimy wtedy, ze dany zbior jest rodzing
zbiorow. Odpowiednikami konkretnemi takich ro-
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dzin sg nprz. og6t archipelagbw jakiego$ morza,
wszystkie konstelacje pétnocnej potkuli nieba, ogét
narodéw Europy i t. p.

Rozwazmy rodzine zbioréw R, ktorej elemen-
tami sg zbiory A, B, ...

Def. I. Zbiér utworzony z warunku, ze majg
don naleze¢ i jedynie te przedmioty, ktére nalezg
do jednego choéby zbioru A, B, ... rodziny K,
nazwiemy suma rodziny FL i oznaczymy przez:

[krotko 1K1,
Def. Il. Zbiér utworzony z warunku, ze maja

don naleze¢ i jedynie te elementy, ktore jedno-
cze$nie naleza do wszystkich zbioréow A, B,...
rodziny nazwiemy iloczynem rodziny R lub
»Wspollng czeScig4l i oznaczymy przez:

n mH [krotko 11H].

Wykonalno$¢ nowych dziatan zapewnig nam
nastepujace zasady.

Zasada |IV. Podzbiory daneyo zbioru AL tworza
rodzine, zwang petng rodzing podzbioréw mnogo-
§ci AL OznaczaC ja bedziemy czasami praez:

.podzbiory M*.

Zasada V. Jezeli dana rodzina TL jest pod-
zbiorem jakiej$ petnej rodziny podzbioréw pewnej
mnogosci AL, to 1 H jest wykonalne ijest dalej pod-
zbiorem mnogosci M.

Zasada VI. Jezeli rodzina R jest podzbio-
rem jakiejS peinej rodziny podzbiorow pewnego
zbioru M i nie jest rodzing pusta, to UH jest
wykonalne i jest dalej podzbiorem mnogosci M.



Uwaga. Zwracam z naciskiem uwage, ze nie
zastrzegamy sobie wykonalnosci 11H, gdyby ro-
dzina .H byta zbiorem pustym.

Niezamierzajgc w naszej ksigzeczce wyktadaé
podstaw teorji mnogosci, zaznaczam tylko, ze zda-
nia cytowane tu jako ,zasady*“ winne by¢ postu-
latami czy twierdzeniami kazdej teorji, ktéra ma
stuzy¢ normalnym celom matematyki. By¢ moze,
ze teorja og6lna pozwoli ich zasieg rozszerzyé,
w kazdym razie nie powinna ich zwezi¢ i tego
nawet ostrozna ,hierarchja typéw* Russella nie
czyni.l

6. Pozostaje nam do omowienia sprawa zb
row posiadajacych jeden jedyny element. Oznacz-
my zbidor, ktorego caty zapas stanowi
jedynie element (i przez

H

Nie stawiamy zadnych zasad, ktéreby pozwa-
laty rozstrzygaé o identycznos$ci czy réznosci zbioru
{a} 1 jego elementu a. Tendencje nowoczesnej lo-
giki idgjednakze w Kkierunku odrozniania od sie-
bie tych dwdch twordéw logicznych, wzglednie ku
uwazaniu ich za nieporéwnywalne.

Dla wygody czytelnika zestawiam tu znaki uzy-
wane przez logikéw2 ze znakami naszej ksig-
zeczki, bedacymi rdéwniez, pomingwszy znaczek
odrozniajacy (), znakami ksigzek matematycz-
nych.

1p. moje Podstawy Ogolnej Teorji mnogosci.
2 przyjete rowniez w mych Podstawach T. M.
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Znakowanie logikow Znakowanie nasze
A™jB A -j-mB
Ar~B AX* B
A om
s K ~m'"
p'K n,,H
\'a

pozostate znaki sg w obu ujeciach jednakowe.
Autorzy niemieccy piszg czesto:

SH = M(H), rm = D(K).

§ 2. Mnogosci Punktowe.

1. Geoinetrja, tak ptaska jak i przestrzenna, |
do czynienia bezustannie z pojeciem zbioru. Kazda
figura tinjowa czy ptaska, kazda bryla w prze-
strzeni jest dla geometrji, w klasycznem jej ujeciu,
zbiorem punktow.

Od chwili jednak stworzenia, przez genjalnego
Rene Descartesa [1596—1650] geometrji ana-
litycznej, nauczyliSmy sie oznacza¢ punkty licz-
bami lub uktadami liczb, przyczem, biorgc zazwy-
czaj za podstawe ukiad odniesienia kartezjanski,
postugujemy sie dla oznaczenia punktéw na pro-
ste] pojedynczemi liczbami rzeczywistemi. Punkty
w plaszczyznie wyrazamy przy pomocy par takich
liczb, a w przestrzeni przy pomocy trojek liczb
rzeczywistych. Pozwala to geometrze zastgpi¢ zawsze
zbiory punktéw geometrycznych, czyli figury geo-
metryczne, zbiorami liczb rzeczywistych, wzglednie
mnogosciami par czy tréjek takich liczb. Mozemy
tez odrazu uwolni¢ sie od rozwazan czysto geo-
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metrycznych i calg te sprawe uja¢ analitycznie,
stwarzajac pojecie analitycznej przestrzeni, dowol-
nie wymiarowej w nastepujgacy sposob:

Def. I. Przestrzenig analityczng n-wymiarowsg
zwaé bedziemy og6t wszelkich mozliwych ukiadéw
(uporzadkowanych) n liczb rzeczywistych

Xy X2...Xn (n > o);

uktady te zwal bedziemy jej punktami, liczby
XX, X2...xn spoétrzednemi (1-sza, 2-ga, ... n-ta)
punktu:

(XX X2, ...Xxn).
Def. il. Odlegto$cia punktow

{xu x2, ... xn) i {ijjx 2, ...V,,)
nazwiemy liczbe nieujemnag:

6= V- yj2+ eee(Xn—yn)’.

Bedziemy oznaczali przestrzen n-wymiaroiva
analityczng przez (Jn wyjatkowo zamiast gx pisze-
my tez q.

Majac pojecie punktu i odlegtosci mozemy, tak
jak w zwyktej geometrji, tworzy¢ juz definicje
utworéw geometrycznych i to az do n = 3 wiacz-
nie, przez nieomal literalne przeniesienie definicyj
utwordéw i ich zwigzkéw, na iinji prostej, w pta-
szczyznie czy przestrzeni zwykiej, przyczem inter-
pretacje geometryczng uzyskujemy metodg geome-
trji analitycznej. Dla n > 3 interpretacja w zwyk-
tym sensie ustaje, tworzymy jednak definicje pro-
stych, ptaszczyzn, nadptaszczyzn, kot, kul it d.
w Scistej analogji do definicyj zwyczajnych. Spot-
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kamy sie z tem Jeszcze pOzniej, gdzie pewne
utwory tego rodzaju bedziemy okreSlali szczeg6-
towo.

Zasady arytmetyki i teorji mnogosci winne wy-
kazaC, ze przestrzenie: qu q%... gn sa zbiorami,
zatem w obrebie podzbioréw, wzglednie rodzin
podzbioréw it d. jakiej§ przestrzeni gn mieC be-
dziemy zapewniong wykonalnos¢ dziatan mnogo-
Sciowych.

Def. Ill. Podzbiory jakiejkolwiek przestrzeni
analitycznej gn zwac¢ bedziemy Kkrotko mnogo-
$ciami punkiowemi. W szczeg6lnosci dla n= 1
mnogos$ciami linjowemi, dla n = 2 ptaskiemi, dla
n = 3 przestrzennemi (zwyktemi) i t. d.

2. Rozpoczniemy najpierw od szczeg6towe
zapoznania sie z mnogosciami linjowemi, przej-
dziemy potem do mnogosci wiecejwymiarowych,
spotykajac sie juz od n — 2 ze specyficznemi
trudno$ciami, z ktéremi poznamy sie cho¢by w drob-
nej mierze.

Wiele definicyj i twierdzeh waznych dla n = 1
przeniesiemy wprost na wypadek n> 1 przy po-
mocy metod, o ktérych bedzie p6zniej mowa.

Definicje te i twierdzenia bedziemy oznaczali
gwiazdkg w rozdziatach o mnogosciach linjowych.

Budowanie ogolnej teorji mnogosci punktowych
n-wymiarowych (wzglednie jeszcze szerszej) nie
bedzie przedmiotem niniejszej ksigzeczki.

§ 3. Mnogosci linjowe.
1. Interpretacja geometryczna. Wed
umowy poprzedniej, mnogosci linjowe sg to pod-
zbiory przestrzeni qt, ktorg jest ogdt liczb rzeczy-
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wistych, oznaczany tez krotko przez q. Obrawszy
dowolng prostg /, na niej dwa rozne punkty O i A,
mozemy kazdemu punktowi P prostej / przypisac¢
liczbe:

~OP,
xP:—O’\
O A

odcinka skierovganego OP w jedynostce OA; do-

bedgcg miarg algebraiczng [diugoscig ze znakiem]

datnig, gdy OP zgodne co do kierunku z OA, uje-
mng w przeciwnym wypadku, a zerem, gdy P = O.
Odpowiednio$é, w ten sposéb ustalona, jest do-
skonatgczyli jedno — jednoznaczng mie-
dzy punktami prostej /, a liczbami zbioru g. Sta-
nowi ona klasyczng interpretacje geometryczng
przestrzeni g. Ze wzgledu na nig mowimy zwykle
w teorji mnogosci o liczbach jako o ,,punktach"
zbiorow linjowych.

2. Odcinki [Przedziaty]. Def. 1. Jez
(i i b sg punktami (liczbami) i n< b, to przez
(«, b) oznaczamy ogét liczb (punktéw) x spetnia-
jacych warunek:

ci<x<b.

Bedzie to odcinek lub przedziat otwarty o koncach
ainb.

Def. 2. Wprowadzimy tez oznaczenia:
[«,b] = (a b) +\a)-)- {& [przedziat zamkniety]

[a,b) = (a,b) -f- {9 [przedziat zamkniety
na lewo]
(n?5] = (a,&)-}-{&} [przedziat zamkniety

na prawo].
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Dodatkowo, gdy a jest liczbg, [a, a] ma ozna-
czac¢ {a}.
Def. 3. Jezeli a jest liczba, to przez

(@, -f co), (— o0, @)

oznaczymy zbiory wszystkich liczb X, spetniajgcych
warunek a<Cx wzglednie x <ia. Beda to promie-
nie otwarte.

Def. 4. Podobnie oznaczymy:

[a, -f- 00) = {a} -(- (n, -j- 00)
(— oo, a] = {a} -f- (— o0, a)
oraz: (— o0, -j- 00) = q (prosta liczbowa)

Promienie oraz prostg liczbowg zwiemy tez odcin-
kami niewtasciwemi.

Zbior pusty linjowy 0m> oznacza¢ bedziemy
najczesciej krotko przez O lub Om

3. Otoczenia punktéow. Def. 1. Jez
a jest liczbg, to kazdy odcinek otwarty (s,t), taki
ze: X e(s,t),
czyli ze: s< X<t

zwaé bedziemy otoczeniem punktu X.
Def. 2. Jezeli (s,t) jest otoczeniem dla X,
i usuniemy zen X punkt X, otrzymamy:

(s,t) - {x}, czyli (s,x)-f (x,2),

zwane sgsiedztwem punktu X.

Def. 3. Otoczenie (5,t) punktu X, wzglednie
sgsiedztwo (s, /) — {x} jest symetryczne, gdy

s+t
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czyli, gdy x znajduje sie doktadnie w $rodku od-
cinka (s,t).
Zwykle jednak nadajemy takiemu otoczeniu
postac:
(x — 8, x -J- 8) 8> o0

i méwimy krotko: ,otoczenie punktu x na 8
lub ,,0 promieniu S“. Analogicznie dla sasiedztw.
Def. 4. Ze wzgledu na pewne zastosowania
wprowadzimy jeszcze pojecia:
Otoczenie punktu x prawe:

Kazdy odcinek \x,t), gdzie$ < t.
Sgsiedztwo punktu x prawe:
Kazdy odcinek {x,t), gdzie x < t.

Otoczenie lewe: (s, x\ s < X.
Sgsiedztwo lewe: (s,X) s < X.

4. Podstawowe witasnosci otoczen.

Zanotujemy grupe wiasnosci otoczen punktow,
ktéora odgrywa zasadnicza role w teorji mnogosci
punktowych. Obecnie zastosujemy je jedynie do
linjowych.

Twierdzenia odno$ne sg niezmiernie proste
i czytelnik zechce je bez trudu udowodni¢ droga
¢wiczen.

Twierdzenie i. Kazdy punkt posiada oto-
czenia.

Tw. Il. Kazde otoczenie kazdego punktu jest
zbiorem linjowym.

Tw. Ill. Punkt nalezy do kazdego ze swych

otoczen.
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Tw. V. Jezeli I* i ]2 sa otoczeniami punktu
X, to istnieje takie otoczenie Vs punktu Xx, ze

Tw. V. Jezeli V jest otoczeniem punktu X,
a punkt y nalezy do V, to istnieje takie otoczenie
U punktu vy, ze
Uuc V.

Tw. VI. Jezeli x i y sg punktami i x 4=y,
to istnieje takie otoczenie U punktu x i takie V
punktu vy, ze

Z7XV= 0.

Czytelnik zechce rowniez przekona¢ sie o stu-
sznos$ci powyzszych twierdzen, gdy stowu ,oto-
czenie" nada sens: ,,otoczenie symetryczne”, za-
uwazy natomiast, ze twierdzenia powyzsze sg

stuszne, z wyjatkiem tw. Ill dla ,,sgsiedztw®.
5. OgraniczonosSc¢ zbioru. Kresy.
Def. I. Powiemy, ze zbiér linjowy A jest

ograniczony u gory, jezeli istnieje cho¢ jedna liczba
T gbrujgca nad zbiorem A, to znaczy taka, ze
kazde x, nalezgce do A, spetnia:
nierownosc: X

Def. Il. Zbiér A bedzie natomiast ograniczony
u dotu, jesli istnieje cho¢ jedna liczba g dotujaca
wobec zbioru Al to znaczy taka, ze kazde x
nalezagce do. zbioru A, spetnia nierownosc:

y= X-

1 Wyrazenie zapozyczone z astronomiji.
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Def. Ill. Zbiér A bedzie, krétko, ograniczony,
jezeli jest ograniczony, tak u dotu, jak i u gory.
Przyktady:

(0, 1), [0, 1], (— o0, 5) sag ograniczone u gory
(0, 1), [0, 1], (5, -f- 00) sg ograniczone u dotu
0, 1), [0, 1], (0, 1) -f- (2, 3) sg ograniczone.
Cwiczenia I:

1. Jezeli T gbéruje nad zbiorem A i & > T to
T réwniez géruje nad A.

2. Jezeli g dotuje wobec A i19g'< g tog
dotuje wobec A.

3. Jezeli A i B sg ograniczone u goéry (u dotu,
obustronnie), to A B, Aj/"B i A—B sg row-
niez ograniczone u goéry (dotu, obustronnie).

4. Zbior pusty Om nalezy uwaza¢ za ograni-
czony, tak u gory, jak i u dotu, przyczein kazda
liczba rzeczywista, jednocze$nie géruje nad nim
i dotuje wobec niego. (Wynika to stad, ze zdanie:

»jezeli x e Om to x jJATc czy x ™ k*

nalezy, wobec tego, ze poprzednik jego xeOnu
jest zawsze fatszywy, uwazac¢, wedle prawidet lo-
giki zdan, stale za prawdziwe).

5. Jezeli A F=0Omi liczba T jednocze$nie go-
ruje i dotuje wobec zbioru A, to

A= {&

6. Jezeli Te A i T goruje nad A, przyczem
A #+0,,, to kazda liczba Tc, gorujaca nad A, spet-
nia zwigzek:
TcNTc!
(analog, dla liczb dotujacych).
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Wprowadzimy teraz pojecie kresu gornego i dol-
nego, zwigzane istotnie ze zbiorami linjowemi.

Def. IV. Kresem gornym zbioru linjowego A
zwiemy najmniejszg z liczb gérujacych, o ile taka
istnieje 1 tylko jedna.

Analogicznie: Kresem dolnym nazwiemy naj-
wiekszg z liczb dotujacych, o ile taka istnieje i tylko
jedna.

Udowodnimy teraz fundamentalne twierdzenie
0 istnieniu kresow.

Tw. 1. Jezeli A jest zbiorem linjowym, nie-
pustym i ograniczonym u gory, to A posiada kres
gorny.

Dem. Kres gorny zbioru mozemy scharakte-
ryzowac jeszcze inaczej, a mianowicie jako jedyna
liczbe k taka, ze

(1) jezeli xz A, to xii /;

[,h goruje nad A “]

1 (2) jezeli ¥ < k, to istniejg takie y, ze
VeA | ¥ <y

[,& jest najmniejszg z gorujacych™].

Szukamy liczb k, posiadajacych powyzsze wia-
snosci. W tym celu utworzmy dwie klasy:

@ niechaj bedzie klasg wszystkich liczb, ktére
gorujag nad A.

a niech bedzie réwne q—[3 a wiec rowne
klasie wszystkich pozostatych liczb.

Twierdzimy, ze para klas (a, J3 tworzy prze-
kroj Dedekinda ws$rod liczb rzeczywistych. Albo-
wiem:

(1) @ nie jest puste, gdyz A ograniczone u gory.

Wilkosz: Teoria mnogosci. 2
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(2) a nie jest puste, gdyz A niepuste, a gdy
tylko zs A, to z— 1 nalezy do a, nie mogac juz
gérowaé nad A.

(3 a-f-P= 4 z definicji.

(4) Niechaj @ecc yej3

Poniewaz x nie goruje nad A, wiec jakie$ z0

musi naleze¢ do A i byé wieksze od x — atoli
y goruje nad A, wiec:

N N y’
skad: X <.

Cztery powyzsze wiasnosci sg jednakze ce-
chami, charakteryzujacemi przekrdj.

Otoz, powyzszy przekr6j moze przedstawiac
jednag tylko z dwoch mozliwosci:

albo: (1) a posiada element najwiekszy, lecz |3
nie posiada najmniejszego,

albo (2) a nie posiada elementu najwiekszego,
lecz p posiada najmniejszy.

Wykluczymy (1) wypadek. Przypusémy, ze
nprz. | jest najwiekszym elementem w a. Wtedy
lea, wiec | nie goruje nad A, zatem jakie$ z0
nalezy do A i speinia:

| <

. N1
Obierzmy: X' — —=—»

wtedy: | < x' < z0, z0eA;

zatem x' nie goruje nad A, wiec Xrea, co znow
niemozliwe, bo | < x\ a przeciez | mialo by¢ naj-
wiekszym elementem w
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Pozostaje zatem wypadek (2). A wiec:

Istnieje najmniejsza ws$réd liczb gdrujacych.
Niechaj bedzie nig k. Gdyby inna jeszcze liczba
¥ posiadata wihasnosci charakterystyczne dla kresu
gérnego, to k47 ¥, ale k < ¥ pociagnetoby, ze k
nie jest gorujgca, wiec k= ¥,

Dowdd posiadania jedynego kresu gdrnego jest
tern samem ukonczony.

Tw. 2. Jezeli A jest zbiorem linjowym, nie-
pustym i ograniczconym u dotu, to A posiada kres
dolny.

Dem. Dowdd zupetnie analogiczny.

Uwaga 1: Zbidér linjowy niepusty i ograniczony
(obustronnie) posiada zatem kres gorny i dolny.
Zbior pusty, aczkolwiek ograniczony, nie posiada
ani jednego kresu, gdyz gorujgce nad nim czy do-
tujgce liczby tworza cate g, ktére nie posiada, ani
najwiekszego, ani najmniejszego elementu.

Def. V. Nazwiemy maximum (A) wzglednie
minimum (/i) najwiekszy ewentualnie najmniejszy
element danego zbioru. ktatwo je scharaktery-
zowac:

max. A jest to jedyny element k taki, ze

Q) keA,

2 gdy xei, tox K,
analogicznie:

min. A jest to jedyne | takie, ze

(1) leA,

@) gdy xeA, tol”™x.

Tw. 3. Gdy k jest kresem gérnym dla A
i ke A, to k— max. A.
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Dem. Skoro k= kr.g. A, to k gbéruje nad A
wiec, gdy xeA, to x"™Nk,

procz tego keA, co konczy dowod.

Tw. 4. Gdy k jest kresem dolnym dla A
i kzA, to A= minA

Dem. Analogicznie.

Przyktady.
1) A - [0, 1]
kr.g. A— max.A = 1,
kr.d. A= minnA —0.
(2) A= (0,1

kr.g. A= 1 kr.d A= 0
max. I min. brak.
) N o=

O N+ {2
kr.g. A= max. A= 2
(4) A — (0, -j- 00)

kr. d. L= 0, min. brak, kr. gérnego i max. brak.

Cwiczenia il. 1. Jezeli A CB, A
ograniczone, to

i B
kr. g. A kr. g, B
kr. d. A > kr. d. B.

2. Jezeli A 1 B niepuste i ograniczone, to
(@) A-f-B i AXB
(43 kr. g. A =

kr. d. A =

ograniczone;

max {kr. g. A, kr. g. B),

min (kr. d. A, kr. d. B)-,

(y) oile AX B 40,
kr.g. AX B

to
min (kr. g. A, kr. g. B),
kr.d. 1 X ™~ = max {kr.d. A, kr. d Bj.
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. a-i-bea—»>b
3. max {a,b} = — —=—-\~1— —1 [Sierpinski]

min.

4. Jezeli A jest zbiorem linjowym skohczonym
i niepustym, to A posiada max. i min. [dowdd
przez indukcje].

5. Jezeli A posiada max., to A posiada kres
gérny i max. A — kr. g. A. — Analogicznie dla
minimum.

6. Jezeli A posiada kres gérny i dolny, to

A Clkr.d. A, kr.g. Al
7. Jezeli kr.g. A= kr.d A= m, to A— {ni}.

8 4. Punkty skupienia mnogosci linjowych.

1. Wprowadzamy teraz wazne pojecie punktu
skupienia, ktére w matematyce pojawito sie po raz
pierwszy w pismach B. Bolzany, przez dlugi czas
zapomnianego pioniera teorji mnogosci. Punkt sku-
pienia jest niezbednym elementem przy badaniu
struktury zbioréw punktowych, o ile w gre wcho-
dza mnogos$ci nieskoniczenie liczne.

Def. 1. Nazwiemy punkt a punktem sku-
pienia zbioru A linjowego, jezeli dla kazdego
otoczenia (s,t) punktu fl, czes¢ wspdlna zbioru A
I tego otoczenia:

AX (M)

jest zbiorem nieskonczenie licznym.
Ogdét punktow skupienia zbioru A nazwiemy
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pochodng zbioru A Ilub zbiorem pochodnym dla
A i oznaczymy przez D*A.

Uw. 1. Gdy a jest punktem skupienia dla A,
to a moze, lecz nie musi, naleze¢ do ™!

Uw. 2. Wielu autoréw oznacza pochodng zbioru
A przez A'. F. Hausdorff w swej znanej
Mengenlehre pisze A3.

Uw. 3. Zwrot: A jest zbiorem nieskonczenie
liczcnym (nieskonczonym) rozumie¢ chcemy w ten
sposéb, ze jakakolwiek liczbg catkowitg bytoby w,
to zawsze znajdzie sie w zbiorze A podzbior, li-
czacy n elementéw. Co do innych definicyj ,,zbioru
nieskonczonegoft, ktére nie wymagaja znajomosci
pojecia liczby catkowitej, patrz moje Podstawy
Teorji Mnogosci, str. 61 i nast.

Przyktady: 1 A = [0, 1], punktami skupie-
nia sg wszystkie liczby odcinka [0, 1], D’A = A.

2. Niechaj A skfada sie z liczb

Zbiér A posiada jedyny punkt skupienia, a mia-
nowicie 0:

D'A = {0}
3. A — (0, 1), punkty skupienia tworza:
1YA — [0, 1].

4. Niechaj A skiada sie z wszystkich liczb
wymiernych, zawartych w przedziale [0, 1], wtedy
D'A — [0, 1], a wiec kazda liczba wymierna czy
niewymierna przedziatu [0, 1] jest punktem sku-
pienia dla A.
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5. Niechaj A sktada sie z wszystkich lic
ksztattu:

—_—1— 11, ml1, 2, 3, ...
n m

D 'A == 0g0t liczb ksztattu gdziep = 1, 2,...

oraz O.
jta = {0, vx 7* Veed

Czytelnik zechce utatwi¢ sobie zrozumienie
tych przykiadow, postugujgc sie geometryczng in-
terpretacja.

Przystepujemy do zapoznania sie z twierdze-
niami o punktach skupienia.

(*>Tw. 1. Jezeli A jest zbiorem linjowym i w kaz-
dem sgsiedztwie punktu X znajduje sie choc jeden
punkt zbioru A, to x jest punktem skupienia dla
A i odwrotnie.

Dem. a. przypus¢my, ze x~el)'A. Wtedy
jakie$ otoczenie punktu X, powiedzmy (s, t) za-
wiera tylko skonczong ilo$¢ punktéw zbioru A.
Utwdrzmy sgsiedztwo:

S = (s,x) + («)).
Niech bedzie:
1= max. [(5 x) ;< A -T {%]
T— min. [(x,t) X A+ {/}];
max. i min. powyzsze istniejg, gdyz mamy tu do
czynienia z niepustemil zbiorami skonczonemi

Mamy przytem:
/< x< Ig

1W tym celu dotgczono s wzglednie t
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Atoli: (hx) X A= 0m (x, k) X »
zatem sgsiedztwo: 1
Lk = (/,x) (x,k)

nie zawiera punktéw zbioru A, co sprzeczne z za-
tozeniem.

|3. Odwrotne twierdzenie widoczne z definicji
punktu skupienia.

Uwaga: twierdzenie powyzsze przyjmujg nie-
ktorzy za definicje punktu skupienia.

Podamy obecnie tres¢ i dowod stawnego twier-
dzenia Bolzano-Wei erstrassa, ktore zala-
twia dla zbioréw linjowych sprawe istnienia punk-
tow skupienia. Poniewaz nie chcemy zakiadac zbyt
wielu wiadomosci, nalezacych do analizy, wybie-
rzemy sposrod wielu dowodoéw ten, ktéry nie wy-
kracza poza elementarne S$rodki teorji mnogosci.
Znajduje on sie w Arytmetyce Teoretycznej Tan-
nery’ego.

(*>Tw. 2. [Bolzano-Weierstrass]. Jezeli A jest
zbiorem liniowym, ograniczonym i nieskonczo-
nym, to A posiada choé¢ jeden punkt skupienia.
{D’A 4=0m)

Dem. Dzieki zatozeniom, zbiér nasz (oczywi-
Scie nie pusty, skoro nieskonczony) posiada [§8 3,
tw. 1] kresy, dolny i gdérny.

NDb. a= kr.d A, b—kr.g A
Bedziemy mieli:
a<b i AC fab] I§ 3, ust. 5
Cwicz. Il. 6, 7}.

Jezeli a jest punktem skupienia dla A, to
twierdzenie jest stuszne. Przypus¢my jednak, ze A
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nie jest punktem skupienia, wtedy pewne oto-
czenie (s,}) [?< g < t) zawiera skonczong liczbe
punktéw zbioru A.
Niech bedzie x0= min. [t, 6}, wtedy przedziat
[fl,5r0] zawiera skonczong ilos¢ punktow zbioru A.
Oznaczmy przez M og6t takich punktéw x, ze:

1) a~x”"hb i
(2) jest zbiorem skonczonym.
Zbior M jest: (1) linjowy, (2) ograniczony, gdyz
zawarty w [a, 6], (3) niepusty, gdyz naprz. x0
{> a) nalezy do M. Zatem (8 3, tw. 1) M posiada
kres gorny. Niech bedzie /= kr. g. M,
wtedy: a</ b
{8 3, nr. 5. Cwicz. I, 1}.
Jedliby w jakiem$ otoczeniu (m,n) punktu |
byta skonczona ilo$¢ punktéw zbioru A, to niechaj:
m' = max. {fl, ni},
Bytoby: (1) a”SLm'<C.Kn,
2 [m*, A] X A skonczenie liczne.
Skoro m'< / i 1= kr.g M, to jakies m"
spetnia warunki:

(1) m'< m" 1
(2) m'eM. (dzigki wtasnosciom kre-
su gornego § 3, nr. 5}
Ale: [n,mn] X A skohczone,
[m\ «] X A skonczone,
wiec: [a,n] X A= [a,m"]X A-{-[m17i]] X A

[skohczone.



26

Jezeli n5'Db, to ne M, co niemozliwe, bo
/< n i I= kr.g. M, ale znbw n~>b pociggne-
toby, ze A=-[a,n\y™ A skonczone.

Zatem kazde otoczenie punktu | zawiera nie-
skonczenie wiele punktéw zbioru A i tern samem
leD’A, wiec D’A 0.

Uwagi: 1. Warunek, aby A byto ograniczone,
jest istotny, gdyz nprz. zbiér wszystkich liczb cat-
kowitych nieujemnych (oznaczany u Peany przez
NO) jest linjowy i nieskohczony, lecz D’NO= O.

2. Zbiér skonczenie liczny nie moze posiadaé
zadnego punktu skupienia, co wynika wprost z de-
finicji.

Tw. 3. Jezeli zbiér linjowy A posiada kres
gorny, ktory nie nalezy do A, to kr. g. A jest
punkiem skupienia dla A.

Dem. Rozwazmy dowolne sgsiedztwo:

(s, 19 -j- (Ic, 1)

punktu TG gdzie T— kr. g. A. — Poniewaz s <Ck=
= kr. g. A, wiec jakie$ x0 spetnia warunki:
(1) x0eA i (2) s<x0 T {83, nr.5, tw. 1},
ale = T wykluczone z zatozenia, wiec w do-
wolnem sgsiedztwie punktu T znalazt sie choC je-
den punkt zbioru A, co dowodzi tw. {Tw. 1}

Analogiczny wniosek dla kresu dolnego.

Tw. 4. Jezeli A jest zbiorem linjowym, ograni-
czonym, niepusiym, to

D'A C[kr. d. A , kr. g. Al

jezeli jeszcze D'A #£0, to

kr.d. A 5~ kr. d. D'A, kr.g.D'A ™ kr.g. A.
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Dem. Gdy 1z > kr.g. A, to:
(kr.g. A,z-}-1) X A= 0, wiec z nie moze juz
naleze¢ do D’A, analogicznie dla z < kr. d. A.
Druga cze$¢ tw. wynika z 8 3, ust. 5. Cwicz. Il, 1.
Tw. 5. Jezeli A i B sg zbiorami linjowemi, to
D'A-fJ)B= D(A+ B)
D\A X B) CD'A {a takze CD'B\.
Dem. Widocznem jest, ze
D'AQD{A'-\-B) i 1))BC D’{A -f B), (a)
gdyz: ACA-J-B i BCA-j-/?
wiec: A+ TTBCD’(A-f 5).
Odwrotnie, niechaj ze Z)(A -f- B);
gdyby 0O—eZ)A |1 "~~ce
to pewne sasiedztwo punktu A, dajmy na to
(su x) -j- (x, ¢), nie zawieratoby punktéow zbioru A ;
inne znow: (s2, x) -\-{x,ti) nie zawieratoby punk-
tow B, zatem sgsiedztwo:
(s, «) +_(«, 1),
gdzie: s — max. {sI? s2p> *— min. {"5"2],
bedzie pozbawione punktéw zbioru A -)- B, co
niemozliwe wobec tw. 1 naszego ustepu.
Zatem: zeD'A lub =zeD'B,
stad: IN\A + B)C7)A+ D'B 0)
Zwiazki (a) i (j3) dajg nam wynik pierwszej
czesci twierdzenia. Druga cze$¢ wynika z uwagi, ze
AXBCA i AXBtB,

co pocigga widocznie:
D'(AX B)CB'A, D’'(AXb)CD?B,
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a nawet: D’A (X £)C D’A X D'’B,

lecz réwnos$¢ nie musi zachodzic.

[Przyktad: A = [0, 1] + [2, 3], B = [0, 1] -f [3, 4],

D'(AXE£)= 10,1, PA X DB= [0,1]+ {3}
Tw. 6. Jezeli R jest rodzing zbioréw linio-

wych i jezeli utworzymy rodzine B, zastepujac

kazdy zbior A rodziny R przez jego pochodng

TT.I, to:

SB cD’SK.

Dem. Jezeli JeH, to A CSH, wiec
UA CTASH,

stad: SBC D’SH.

Réwnos¢ zachodzi¢ nie musi! Przykiad: niechaj

R skiada sie ze zbioréw An=

n—4i'n
‘b = (o, 1],

SH = (0,1], ir SH = [0, 1].
Tw. 7. Jezeli R i B sg rodzinami jak
w tw. 6 i R nie jest rodzing pustg, to
I>)TH CHB  [réwno$¢ nie mu-
si zachodzic¢.]

Dem. B nie bedzie rodzing pusta, gdyz jakies$
A nalezy do R, wiec D'A nalezy do B, mozna
zatem wykona¢ nietylko 117£, lecz i 11 B.
Atoli, jezeli JeH, to 11K( i,
D’nn cda, wiec Tynh cnb.
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Cwiczenia:

Zastepujac w definicji punktu skupienia termin
,»otoczeniediprzez ,,otoczenie prawe' wzglednie ,,oto-
czenie lewe4 otrzymamy definicje ,,punktu skupienia
prawostronnego' wzglednie ,,lewostronnego

Udowodnic¢, ze

(1) Kazdy prawostronny czy lewostronny pun
skupienia jest punktem skupienia w sensie def. 1.

(2) Okaza¢ na przykiadzie, ze analogiczne twier-
dzenie do Bolzano-Weierstrassa nie zachodzi dla
punktow jedynie prawostronnego skupienia czy
jedynie lewostronnego.

(3) Wykaza¢, ze w tw. 3 mozna mowié¢ o lewo-
stronnym punkcie skupienia.

(4) Podac¢ twierdzenie analogiczne do tw. 1 dla
punktéw prawostronnego skupienia.

8 5. Zbiory zamkniete, geste w sobie
I doskonate.

1. Def. 1. Zbioér linjowy A zwaé bedzier
zamknietym, gdy kazdy punkt skupienia zbioru A
nalezy do A. Inaczej, gdy:

D'A CA.

(*) Def. 2. Zbiér linjowy A nazwiemy gestym
w sobie, gdy kazdy jego punkt jest tez jego punk-
tem skupienia. Inaczej, gdy:
ACDA.
(*) Def. 3. Zbioér linjowy A jest doskonaly,

gdy jest jednocze$nie zamkniety i gesty w sobie,
gdy zatem jest identyczny ze swg pochodna:

A = D’A.
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<) Def. 4. Nazwiemy punkt x, nalezacy do
zbioru linjowego A, izolowanym, gdy a nie iest
punktem skupienia dla A, a wiec gdy:

xeA |1 x ~ eD’A.

Uw.: 1. W mysl tej umowy bedziemy mogli
powiedzie¢, ze zbior zamkniety A Jest doskonaty,
gdy nie posiada punktéw izolowanych.

2. Udowodnimy Kkilka twierdzen o zbiorse
zamknietych.

*>Tw. 1. Jezeli A iB sgzamkniete, to A -j-B
jest zamkniete.

Dem. Wedle 8§ 4, tw. 5

DA+ DB = U(A + fi),

atoli z zatozenia:
TTA CA, D’'B CB, wiec
D'(A-{-fiy)= D'A-fD'B CA + B,
co dowodzi twierdzenia.

*)Tw. 2. Jezeli A i fi zamkniete, to A X B
jest zbiorem zamknietym.
Dem. Wedle § 4, tw. 5

D’(AXB)CD’A, D\AXB)CD B,

ale TTA CA, TTB CB 1z zatozenia,
wiec TT{A X fi) CA, D\A X B)”"B,
stad: [1’(4Xfi)CIX™

co dowodzi twierdzenia.

*)Tw, 3. Jezeli JA jest niepusta rodzing
zbioréw linjowych zamknietych, to 11H jest zbio-
rem zamknietym.
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Dem. Jezeli 4eH, to A jest zamkniete, wiec
iyA CA, zatem n B ( n K,
gdzie przez B rozumie¢ bedziemy, jak w 8§ 4,
tw. 6 i 7 rodzine, utworzong z pochodnych zbio-
row rodziny

Atoli [8 4, tw. 7] JJAIK CTIB, wiec
D’'nju nh,
co dowodzi twierdzenia.

<>Uw. 1. Jezeli jest rodzing zbioréw za-
mknietych, to SH nie zawsze jest zbiorem za-
mknietym!

(*) uw. 2. Twierdzenie 1 i 2 przenosimy na-
tychmiast przez indukcje na wypadek sumy czy
iloczynu skonhczonej ilosci zbiorow.

Przyktady elementarnych zbioréw zamknie-
tych:

1. Zbiory Omi g sa zamkniete.

2. Jezeli a i b sg liczbami i a”S=b, to zbiory:

[a,b], (= cc,al, [a, + o00)

sg zamkniete.

3. Kazdy zbiér linjowy skonczenie liczny jest
zamkniety.

(*) tw . 4. Jezeli A i B sg geste w sobie, to
A -f- B jest geste w sobie.

Dem. Wedle 8§ 4, tw. 5.

JTA -f DB = D\A -f B),

lecz A C-D’A, B CD’B =z zatozenia,
wiec: AArBCD’A-\-D'B= D’(A + B),

co dowodzi twierdzenia.
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W Tvv. 5. Jezeli jest rodzing zbiordéw ge-
stych w sobie, to SK jest rowniez zbiorem gestym
w sobie.

Dem. Niechaj B oznacza rodzine, jak w 8 4,
tw. 6. Wtedy: gdy tylko 4eK, to ACI)'A,

wiec:
NH CNB,
atoli [§ 4, tw. 6]:
NB CD’NH,
wiec:
co dowodzi twierdzenia.
taczagc tw. 1 naszego ustepu z tw. 1 ustepu
poprzedniego, otrzymamy jeszcze:
Tw. 6. Jezeli A i B sa doskonate, to

A -f- B jest rowniez zbiorem doskonatym.
Przyktady: Gestemi w sobie sg zbiory:

Om, q, (a,h), (a, + cc), (— cc, a);
doskonatemi:
[a,b]. [«,+ »), (= cc,a, ¢ O,

3. Cwiczenia:

(1) Poda¢ przykiad iloczynu dwu zbioréw ge-
stych w sobie, ktéry juz tej wiasnosSci nie posiada.

(2) Analogiczne przyktady dla sumy czy iloczynu
zbioréw doskonatych.

(3) Przykiad, w ktérym iloczyn (wspdlna czesc)
rodziny zbioréw gestych w sobie juz tej wiasno-
$ci nie posiada*

4. Udowodnimy jeszcze nastepujgce twierdzenia.

*)Tw. 1. Jezeli A jest zbiorem linjowym, to
D'A jest zbiorem zamknietym.
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Dem. Niechaj xeD’'DA. Gdy s<Cx<C.t, to
w otoczeniu (s,t) mamy choé¢ jeden punkt nprz.
z nalezacy do D’A i dalej s<Cz<Ct, atoli zeD'A,
wiec (s,t) X A jest nieskohczenie liczne. Poniewaz
(5, t) byto otoczeniem dowolnem dla x, wiec stad
juz wynika, ze

xel)A
A zatem:
D'D'A CDW,

co dowodzi twierdzenia.

Tw. 2. Zbior linjowy A, zamkniety i niepu-
sty posiada maximum i minimum.

Dem. Zbior A posiada kres gorny i dolny.

Gdyby kr. g. A nie nalezat do A, bytby jego
punktem skupienia [§4, tw. 3], atoli wtedy mu-
siatby naleze¢ do A, gdyz zbiér ten jest za-
mkniety. Analogicznie dla kr. d. A. Stad:

kr. g. A= max. A, kr.d. A — min. A.

Cor. Jezeli pochodna D’A zbioru linjowego
A jest ograniczona i niepusta: to, jako zbiér za-
mkniety, posiada max. i min.

Elementy: max.D’A i min. DA, zwane tez naj-
wyzszym i najnizszym punktem skupienia mno-
gosci A, odgrywaja niekiedy role w badaniu zbio-
row linjowych.

§ 6. Zbiory Otwarte.

1. Zajmiemy sie w tej chwili pewng Kklasy
kacja punktow prostej liczbowej ze wzgledu na
dany zbior linjowy.

Wilkosz: Teorja mnogosci. 3
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(*) Def. 1. Nazwiemy punkt x wewnetrznym
zbioru A, gdy istnieje otoczenie (s,t) punktu x,
zawarte catkowicie w A:

(s,t) C A

Ogdt punktéw wewnetrznych zbioru A zwiemy
jego wnetrzem:

TA (interior A).

Jezeli, tacznie ze zbiorem A, bedziemy rozwa-
zali zbiér B = q — A, czyli ,,uzupetnienie zbioru
A do linji liczbowej™, to:

(*) Def. 2. Zewnetrznemi punktami zbioru A,
zwaé bedziemy punkty wewnetrzne jego uzupet-
nienia :

EA= TB= V(Q—A) - (exterior A).

(*) Tw. 1. Jezeli A jest zbiorem linjowym, to

TA CA, EACqg — A.

Pozostate punkty prostej liczbowej moga byé
dwojakiego rodzaju:

(1) punkty nalezace do A, lecz bedace punk-
tami skupienia dla B (= q— A),

(2) punkty nie nalezgace do A, lecz bedace
punktami skupienia dla A.

Tworzg one zbiory:

(1) AX &B, (2) B X V A
Def. 3. Wszystkie punkty zbioréw (1)i (2)
zwaé bedziemy brzeznemi, tak dla A, jak i B.
Ogot ich tworzy brzeg A czy B
F'A= FB= AX DB+ D’A
(B—aq— A).
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OtOTw. 2. Jezeli A jest zbiorem linjowym, to
(1) PA i PA sg zbiorami gestemi w sobie.

2y pa—a—dbxa pa=b—bxd,a
(B=q-A).
Dem. Oczywiste z definicji.
(“"Tw. 3. Jezeli A jest zbiorem linjowym, to
FA jest zbiorem zamknietym.
Dem.:

PF=P {D'AXB+ PBX A)= D'(P'AXB)A-
+D\D'BXA)CD,D'AXB,B+ DDBX B’AC
CDAX DB+ PBX D A=PA X B’B =
=d'axb b'X{(=d,axd,b xu -\-b)=
= paxbXI)b+ i)b x a x jda c
CD*AXB + D'BXA =F c b. d o
[p. 84, tw. 5; § 5, ust. 5, tw. 1.] (B— qg— A).

* Tw. 4. Gdy A jest zbiorem zamknietym, to

F'A CA.
Dem.
F'A=DAX B-\-BBX ACAXb+ PBXA
CA (B— qg— A). c. b. d. o.

WprowadZzmy jeszcze jedno pojecie:

<*) Def. 4. Domknieciem zbioru linjowego A
nazwiemy sume DA -f- A i oznaczymy przez A.

*>Tw. 5. Jezeli A jest zbiorem linjowym, to

(1) A jest zbiorem zamknietym
i PA = BA,
() A = A-j- F’A.
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Dem.
(1) D'A=D'{A+ D'A)= D'A+ DDA,
lecz D'D'A CD’A, wiec D’A = D'A.
(2) AA-F*A =A-\-D'AXBJrA XYV B=:
= A+tD’AXB=A+ D' AX A+ D’AX B=

A-fB'A=A (B= qg—A).
2. Przechodzimy Juz do niezmiernie waznej
tegorji zbioréw otwartych.

(™) Def. 1. Zbior linjowy A jest otwarty, gdy
sktada sie jedynie z punktow wewnetrznych. Ina-
czej, gdy:

PA = A.

Przyktady:

(1) Kazdy odcinek otwarty (a,b),

(2) kazdy promien otwarty (—oo, a), (a, -|- 00),

(3) prosta liczbowa, (4) Om

® Tw, 1. Jezeli A i B sg zbiorami linjowemi
i ACB, to PA CPB.

Dem. Oczywiste z definicji.

(¥)Tw. 2. Jezeli A i B sg otwarte, to A-\-B
i A X B sg rowniez otwarte.

Dem.

(1) P(A + B)QA-\-B.

A+ B=rA + PB CP{A -j-B) CA+ B,
wiec: P{A -j-B)= M-f-B c. b. d o

@

[ust. 1, tw. 2]
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lecz: q—AX B —(@—A)-f (gq—B),

= AXBXV(Q-A)+ AXBX&(q-B)
CAXD'(g-A)-\-BXV’'(Q-B)= Om
(z zatozenia, skoro A i B otwarte),

wiec: J'(AXE) = AXB.

* Tw. 3. Jezeli H jest rodzing zbioréw linjo-
wych otwartych, to 2 H jest otwarte:

Dem. Jezeli xe XK, to x nalezy do jakiego$
zbioru A tej rodziny, przyczem A otwarte, zatem
xeTA, lecz AC2H, skad xeT”~K. Mamy wiec:

J’SH,

co juz wystarcza dla dowodu.

Uwaga 1. Tw. powyzsze obejmuje w szczegol-
nosci pierwsza czes¢ tw. 2 i daje nam, miedzy inne-
mi, jak zobaczymy, najogoélniejsza metode tworzenia
zbiorow otwartych z rodzin odcinkéw otwartych.

Uwaga 2. Dlailoczynu rodziny zbioréw otwar-
tych wniosek analogiczny do tw. 3 nie zawsze
bytby stuszny, jak pokazuje przykiad:

niechaj rodzine stanowig zbiory:

An \ n on) n=1,2,3...
lloczyn tej] rodziny = {0} i nie jest zbiorem
otwartym.

3. Przystepujemy do zbadania struktury n
ogéblniejszych zbioréow otwartych. Wyniki strescimy
na koncu w postaci twierdzenia, ktorego dowod
bedzie zawarty w toku badania. Rozpoczynamy
najpierw od zbiorow otwartych ograniczonych.
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(1) Niechaj x bedzie punktem takiego zbioru
poniewaz jest to jego punkt wewnetrzny, wiec
istnieje otoczenie (s,t) punktu x zawarte w A.

Rozwazmy zbiér wszelkich liczb t takich,

by t>x 1 [x,t)CA.

Zbior ten jest linjowy, niepusty (nalezy don
chocby 7) i ograniczony u gory. To ostatnie wy
nika z ograniczonosci A, gdy bowiem obierzemy

t> kr.g. A,

to \x,t) nie bedzie juz zawarte w A.

Oznaczmy kres gdérny powyzszego zbioru
przez fix. Analogicznie utwoOrzmy zbior wszelkich
s takich, by

s<x 1 (vx]CA

oraz kres dolny tego zbioru oznaczmy przez a.(.
Przedziat otwarty:

T= RV, ]3)
jest zawarty w A:
S*C A.

Chwila zastanowienia wystarcza, aby przeko-
na¢ sie, ze 8* mozna byto otrzymaé jeszcze ina-
czej, a mianowicie rozwazy¢ rodzine wszelkich
otoczen (s,t) punktu x, zawartych catkowicie w A.
Suma tej rodziny databy nam wiasnie 8* Jezeli
zatem jakie$S otoczenie (s,t) punktu x jest za-
warte w A, to napewne

(s,0 C8*

Tak wiec do kazdego punktu Xx przywigzemy
okres$lony odcinek Sx, powstaty w powyzej podany
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spos6b. Utworzg one pewng rodzing odcinkow
otwartych. Oznaczmy jg przez H..

Gdyby zbiér A byt pusty, |i niechaj oznacza
pustg rodzine odcinkéw otwartych.

(2) W kazdym wypadku bedzie:

SH = 4,
gdyz kazdy punkt zbioru A do jakiego$ odcinka
w i nalezy i odwrotnie kazdy punkt odcinka
z rodziny i nalezy do A.

(3) Niechaj 6x i 62 beda odcinkami rodzi
li. Twierdzimy, ze albo sg one identyczne, albo
nie posiadajg punktow wspoélnych;

Przypus¢my rzeczywiscie, ze X 72 0 inie-
chaj £ nalezy do 8l i do S2

Wtedy:

81 Cs2, 02C8Z

Atoli § byto jakiem$ 8r,S2 jakiem$ 8y,
wiec:
zatem:

(4) Rodzina |'i sktada sie wiec z odcinkdw otw
tych, nie posiadajgcych miedzy sobg punktéw wspdl-
nych [bedziemy moéwili: ,,niekrzyzujacyeh sie*J

Przypusémy, ze jaka$ rodzina B posiada wia-
snosci nastepujace:

(1) skitada sie z odcinkéw otwartych, niekrzy-
zujacych sie ze soba,

(2) SB = 4.

Twierdzimy, ze B = H. Rzeczywiscie:

(1) Niechaj 6eB i niechaj xe8. Weimy 8r
z rodziny H.

Wtedy: 6 CSr.
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Niech bedzie: 8= (cc, (3)," S3— (ax, (3%); jezeli
84S, to a Ilub [3 lezy wewnatrz 8r, naprz.
niechaj

aeS* >ar < a < fix};

atoli a nalezy do jakiego$ odcinka 8' z rodziny B,
gdyz NB = A, wtedy jednak:

8'X &4=0 i 8'4=6,
co sprzeczne z zatozeniem, ze odcinki rodziny B
nie krzyzuja sie ze soba.

(I1) Niechaj 8* bedzie odcinkiem rodziny
utworzonym dla punktu x, nalezacego do A.
Ot6z x musi leze¢ w jakim$ odcinku rodziny B,
naprz. 8. Wedle definicji 8* mamy:

8 C8*.
Rozumowanie czesci (I) pokazuje, ze wtedy
8- 8,.

W ten sposob identyczno$¢ obu rodzin jest juz
wykazana. Mamy zatem twierdzenie:

Tw. 1. Kazdy otwarty zbiér linjowy, ogra-
niczony jest sumg rodziny odcinkéw otwartych,
niekrzyzujacych sie ze sobg. Rodzina ta jest jedyng.

Zakonczymy nasze badanie, rozwazajac jeszcze
zbiér otwarty nieograniczony. Bedziemy znow dla
kazdego punktu x zbioru A tworzyli rodzine tych
otoczen punktu x, ktore sg zawarte catkowicie w A.
Zajs¢ moga jednak nastepujgce okolicznosci. Suma
powyzszej rodziny moze by¢:

(1) odcinkiem otwartym: 8X= (a*, {3%),

(2) promieniem: (a”-j-oc),

(3) promieniem: (— oc, {3,

(4) catg prostg liczbowg: Q= (— oo, -f- 00).



41

Uwzgledniajgc te okolicznosé, snujemy watek
poprzedniego rozumowania z drobng tylko mody-
fikacjg, ktorg czytelnik sam przeprowadzi. Da nam
to nakoniec:

Tw. 2. Kazdy nieograniczony zbior
otwarty jest sumg rodziny odcinkéw otwartych,
wiasciwych lub niewtasciwych, niekrzyzujgcych sie
ze sobg. Rodzina ta jest jedynag.

Uw. Przypominam, ze odcinkiem (przedziatem)
niewtasciwym zwiemy promien lub prostg liczbowa.

Tw. 1 i 2 dajg nam tacznie wglad w strukture
zbioru otwartego 1 pozwalajg na konstruowanie
tych zbioréw w sposdb najogdlniejszy.

Def. Rodzine odcinkéw, o ktérej mowa w tw.
1 i 2, nazwiemy: ,analizujagca dany zbior otwaityu.

Dodatkowo mamy jeszcze:

Tw. 3. Jezeli H jest rodzing odcinkéw [wia-
Sciwych lub nie] otwartych [krzyzujgcych sie lub
nie], to -H jest zbiorem otwartym 1 znajdziemy
jedyng rodzine B odcinkéw otwartych, niekrzyzu-
jacych sie taka, ze

Dem. Pierwsza cze$¢ wynika z tw. 3, ust. 2,
a druga z moznosci rozktadu UH na odcinki nie-
krzyzujace sie ze soba.

4, Wykazemy obecnie niezmiernie wazny, w:
jemny zwigzek miedzy zbiorami otwartemi, a za-
mknigtemi.

Tw. 1. Jezeli A jest zbiorem linjowym otwar-
tym, a B = q— A jest uzupetnieniem A (do ca-
tej prostej liczbowej), to B jest zbiorem zamknie-
tym i odwrotnie.
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Dem. (1) Skoro 4 jest otwarte, to A= FA,
wiec Ayr1)B= 01 [B= qg— 4]
zatem DBCqg— A= B c. b. d. o

(2) Jezeli teraz A jest zamkniete, to

1)'A C4, wiec B X.TFA — 0,
FB= B—BXT)’A= B c. b. d. o

Tw. 2. Jezeli 4 jest zbiorem otwartym i [a,b]
odcinkiem zamknietym, to

M= [a,b] —4 (,,uzupetnienie#®
jest zamkniete. A do odcinka [a, &)
Dem. B = gq— 4 jest zamkniete (tw. 1).
M=1[a,&—4 = X [a»&

i jest zbiorem zamknietym, jako wspoOlna cze$¢
zamknietych.
Uwaga. Nie wymagamy wcale, by 4 C[a,&
Tw. 3. Jezeli 4 zamkniete, odcinek (a,b)
otwarty, to
N — (a,b)— 4 jest otwarte.
Dem. B —a— 4 jest otwarte,
(a,6?—4 =5 X («,&
otwarte, wedle tw. o iloczynie otwartych.
Tw. 4. Jezeli 4 jest zbiorem linjowym, ogra-
niczonym, niepustym i zamknietym, to zbior:
M= [kr.d 4, kr.g. 4] — 4
jest otwarty.
Dem. Kres gorny i dolny istniejg i nalezg do A.
Wedtug tw. 3, zbior: (a,b) — 4, gdzie
a—kr.d. 4, h= kr.g. 4, jest otwarty,
lecz [a,b] —A = (a,b) — 4,
gdyz a i b nalezg do 4, zatem Al otwarte.
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5. Twierdzenie ust. 3, w potgczeniu z twierd:
niami ustepu 4, pozwalaja nam tworzy¢ najbardziej
interesujgce przyktady zbiorow zamknietych czy
otwartych. Najogolniejszy zbiér zamkniety po-
wstaje z prostej liczbowej q przez wyjecie z niej
rodziny odcinkéw otwartych (krzyzujacych sie lub
nie); najogdlniejszy zamkniety ograniczony,
przez wyjecie takiej rodziny z odcinka zamknietego.

Zapytujemy, kiedy tak powstaty zbiér bedzie
jeszcze doskonaty. Rozstrzyga to twierdzenie:

(*>Tw. 1. Uzupeinienie zbioru otwartego do
odcinka zamknietego (witasSciwego Ilub nie) jest
wtedy i1 tylko wtedy zbiorem doskonatym, gdy
zbiér otwarty jest sumg rodziny odcinkéw otwar-
tych, niekrzyzujacych sie ze soba, z ktérych zadne
dwa nie stykajg sie kohcami i ktorych kohce nie
sg koncami danego odcinka zamknietego.

Dem. Punkt zetkniecia sie takich odcinkow
bytby oczywiscie punktem izolowanym dla uzu-
petnienia i1 odwrotnie punkt izolowany powodo-
watby stykanie sie dwodch odcinkéw, z ktorych
sktada sie zbidr otwarty, wzglednie bytby koncem
odcinka otwartego i zamknietego.

Uwaga. W § obecnym podaliSmy kilka dowo-
dow twierdzen w sposob formalnie algorytmiczny.
Czytelnik zechce moze przeprowadzi¢ te dowody
metodg podobng do uzywanej w dowodach po-
przednich.

§ 7. Zbiory wszedzie i nigdziegeste.

1. Pojecie zbioru wszedzie gestego, pierwotr
tylko w odcinku zamknietym lub prostej liczbo-
wej, pojawito sie jeszcze w pracach z okresu przed-
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Cantorowskiego. Ujmiemy je zwyczajem dzisiejszym
nieco ogolniej.

1*) Def. 1. Zbiér linjowy A jest wszedziegesiy
w zbiorze doskonatym P, jezeli pochodna wspdl-
nej czesci 4 X ™ jest identyczna z P:

"i)la xp )= P-

Udowodnimy kilka twierdzen w zwiazku z no-
wem pojeciem.

OiOTw. 1. Jezeli A i B sg linjowe, ACB i A
jest wszedziegeste w P doskonatem, to B jest row-
niez wszedziegeste w P.

Dem.

P= D'(AX P)CD\B X P) CP>P = P,
wiec: D’'(BXP)=P-

Cor. Ztw. 1 wynika, ze szzma zbiorow wsze-
dziegestych w P, a nawet suma rodziny takich
zbioréw, jest wszedziegesta w i3

® Tw. 2. Jezeli yl jest wszedziegeste w P do-
skonatem i A jest zamkniete, to 1)( P = P.

Dem.

P=P’'(-4X p)C X PP=P’'AXP C

CAXPtP, gdyz D’ACA,
wiec AX P —P-

Przyktady. (1) r= og6t liczb wymiernych
jest wszedziegesty w kazdym odcinku zamknigtym
(skohczonym lub nie). (2) Tak samo ir= gq—r=
0g6t liczb niewymiernych. (3) Ogo6t liczb algebraicz-
nych t. zn. liczb, spetniajgcych rdéwnania alge-
braiczne o spotezynnikach catkowitych jest, dzieki
tw. 1, wszedziegesty w kazdym przedziale zamknieg-
tym, gdyz obejmuje wszystkie liczby wymierne
(i wiele innych).
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2. Przechodzimy do zbioréw nigdziegestych.

(*) Def. Zbiér linjowy A jest nigdziegesty w P
doskonatem, gdy ogét tych punktow zbioru P, ktore
nie nalezg do A i nie sg punktami skupienia dla
A X P, jest wszedziegesty w P.

Formalnie da sie to napisaC tak:

UI[(P—~AXP) X F)= P <AXP = domk-
lub: niecie AXP)

Zy(P—AXp)=p,
gdyz P—AXptP-
Gdyby P byto odcinkiem zamknietym 5, to mo-
glibySmy powiedzie¢, ze
P(S-A)

ma byé wszedziegeste w Q

Omowimy poprzednie definicje w sposéb mniej
formalny.

(1) Jezeli A jest wszedziegeste w P doskona-
tem, oznacza to, ze w kazdym przedziale otwar-
tym (s,t), gdzie tylko znajdujg sie punkty P, tam
tez znajdujg sie punkty A, nalezace do P.

(2) Jezeli ™ jest nigdziegeste w P, oznacza to,
ze w kazdym przedziale otwartym (s,t), w ktorym
znajdujg sie punkty zbioru P, znajdzie sie prze-
dziat (?,&) otwarty, w ktorym beda punkty zbio-
ru P, lecz nie bedzie punktow zbioru A X.P
Jeszcze prosciej przedstawia sie sytuacja, gdy P
jest przedziatem. Wtedy nigdziegestos¢ A ozna-
cza, ze w kazdym przedziale (s,t) znajdzie sie
przedziat [P, 4, pozbawiony punktéw zbioru A.

(*>Tw. 1. Gdy A i B sg nigdziegeste w P
doskonatem, to A B jest nigdziegeste w P.
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Dem. W kazdym odcinku (s,t), gdzie sg
punkty P, znajdzie sie (I,&), gdzie sg punkty P,
lecz niema punktéw A P ; w (/, X) znajdzie sie
(P,Q gdzie sg punkty P, lecz niema punktow
B)/P, wiec w (p,g) sa punkty P, lecz niema
punktow (A+ B)X P. c b.d o.

*>Tw. 2. Gdy B jest nigdziegeste w P
i A CP, to A jest nigdziegeste w P.

Dem.

AXPCBXP, P—WyrPCP—4XP,

P= 7V(P—PX*P)CP’(P—-T><P)C P,
wiec: P’(P- Z><P)= P.

*)Tw. 3. Gdy A jest nigdziegeste w P, cfo-
skonatem, P2 doskonate i A CP1CP2, to -4 jest
nigdziegeste w P2

Dem.
4 = 4 XP1= i X ~
A= (A -tD)+ PIl=V’[P2~ Px+ Pj
= + A
P’(P2- A)+ P’[PX- =
= P (r2- A)+ N X N
P’[P2-7TV-HP1-A X P 2]
P’'[P2—AX P2 CP’P2= P2, skad:
P’[Pa— A X P2J— P2 c. b. d. o
Przyktad: Gdy M jest nigdziegestew P i PC [a,6],
to N nigdziegeste w [a, ],

[Czytelnik zechce odtworzy¢é dowdd w sposob
mniej formalny].
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3. Z poprzedniego otrzymamy wazng reguie:

Gdy z odcinka [a, 6] wyjmiemy rodzine odcin-
kow niekrzyzujacych sie, otwartych, to aby pozo-
staly zbiér zamkniety byt nigdziegesty w [a, 6],
potrzeba i wystarcza, aby suma tej rodziny byta
wszedziegesta w [ci, b].

Mozemy dzieki temu tworzy¢ zbiory zamk-
niete (lub nawet doskonate), nigdziegeste, nie-
puste, usuwajac z przedziatlu zamknietego rodziny
odcinkéw otwartych, niekrzyzujacych sie, wsze-
dziegeste w przedziale, to znaczy o sumie wsze-
dziegestej w odcinku.

Przykiad: Zbidér tréjkowy Cantora.

Wydzielamy z przedziatu [0, 1], odcinki otwarte:

(Var*h); (79,79), (713+ 79,73 + 7.);
(727,729, (7g9+ 72/, 79+ 7279), (713+ 797,73+ Tn)

(Is+ g+ 727, 13+ g+ 27) i t
— dzielimy zatem [0, 1J na 3 réwne czesci i wy-
dzielamy $rodkowa; pozostate dwa przedziaty dzie-
limy dalej, kazdy na 3 réwne czeSci i wydzielamy
odcinki $rodkowe i t. d.

Wydzielamy zatem rodzine odcinkdéw nastepu-

jacych :
y Ti ~
sil3 T 3"+l M o g
n=0,1,2,...
gdzie («!, d2,... an) jest jakimkolwiek uktadem

o_.
liczb 0i 2. Przyjmujemy: 2 T*' 0
> 3

Latwo widzie¢, ze tak wydzielona rodzina jest



48

wszedziegesta w [O 1] i ze skilada sie z odcinkow,
niestykajgcych sie koncami; O i 1 nie sg koncami
odcinkow.

Pozostaje nam zbior doskonaly Z, niepusty
(nalezg don chocby 0, V3, 23, 1 e Jest to
stawny zbidr tréjkowy Cantora.

Punkty tego zbioru, z wyjatkiem 0, mozna
scharakteryzowac, jako liczby postaci:

*i 3¢

gdzie — 0 lub 2, x= 1,2, 3..., przyczezn
nigdy ,,cyfryll ak nie sg od pewnego miejsca stale
zerami. Nalezy zatem liczby zbioru Z napisaé
w systemie trojkowym w sposob istotnie nie-
skonczony [naprz. ¥3= °/3-f 29-]- 227 + e«

W analogiczny sposéb moglibySmy wiele po-
dobnych zbioréw utworzy¢. Obliczmy jeszcze, ile
wynosi tgczna diugos¢ wydzielonych odcinkéw
z [0, 1], Jest ona réwna:

oo 2k- 1 1 1

1
A v .
s H +2 U-~~¥~==sr~1 "

a wiec rowna catej dtugosci odcinka [0, 1]. Mimo
to, pozostaje jeszcze zbior doskonaty. Fakt to
niewatpliwie nieco paradoksalny!

§ 8. Zbiory Rozproészone.

Rozwazmy dowolny zbiér linjowy A, a jedno-
czeSnie rodzine H, zlozong z wszelkich zbioréw
gestych w sobie izawartych w A. Suma M= 2 H
tej rodziny jest, jak wiadomo [§ 5, ust. 3, tw. 5],
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zbiorem gestym w sobie. Jest to najobszer-
niejszy zbioér gesty w sobie, zawarty w A.

(*) Def 1, Sume rodziny zbioréw gestych w so-
bie, zawartych w A, bedacg najobszerniejszym
zbiorem tego rodzaju, zawartym w A, zwiemy
jadrem zbioru A.

(*) Def. 2. Zbioér linjowy, ktérego jadro jest
puste, zwiemy rozprészonym.

® Tw. 1. Jezeli A jest zbiorem linjowym, M
jego jadrem, to N = A — M jest zbiorem roz-
prészonym.

Dem. Oczywiste z definicji.

Rozwazmy w szczegdlno$ci zbidr linjowy za-
mkniety A. Niechaj M bedzie jego jadrem. Mamy
tu twierdzenie:

(*) Tw. 2. Jadro M zbioru A linjowego, zamknie-
tego, jest zbiorem doskonatym.

Dem. M CJAAI, gdyz M geste w sobie; MCA,
wiec M CD'M CA, gdyz A zamkniete.

M= M+ JAM= JAM;
D'M = JAJAM -f JAM = JAM,

stad: M = JAM, wiec M doskonate,
zatem i geste w sobie, co pocigga, ze ALCAJ,
ale ze M CM, wiec M= Al

Otrzymamy stad natychmiast wazne twierdzenie:

(*)Tw. 3. Kazdy zbiér A linjowy zamkniety
jest sumg zbioru doskonatego i rozprészonego.

D e m. Wystarczy potozy¢: A — AJ-(-N, gdzie M
jest jadrem zbioru A oraz N = A — M. Przytem
jeszcze

Al 0.

Wilkosz: Teoria mnogosci. 4
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8 9. Ciaggi zbioréw. Kategorje Baire’a.

1. Przypominamy, nie wdajac sie w subtelnosci\
ze ciggiem (nieskonczonym) jakichkolwiek przedmio-
tow pewnego rodzaju zwiemy przepis (operator, funk-
cje), ktory kazdej liczbie catkowitej lub tylko od pewnej
poczawszy, przypisuje jednoznacznie ktéry$ przed-
miot rzeczonego rodzaju. Jezeli przedmiot, przypi-
sany catkowitemu n oznaczymy naprz. przez aMto
cigg zapisujemy zwykle w postaci symbolicznej:

®D) @LL 72> o
lub clk, Ctfctl, filc+ 2, o o«

Jezeli przepis dziata tylko wséréd liczb od 0 do E

lub od Tdo I, to mamy cigg skonczony:

5 }Je*x*A
lub fifc, flc+ 1, (lk+2, ee<al

Mozemy tworzy¢ ciggi punktow, zbiorow,
rodzin zbioréw, par punktow it p.

Zasada VII. Jezeli kazdy wyraz an ciggu:

ao, O], ... [czy ck  --1,...J
nalezy do zbioru M, to ogdét wyrazéw tego ciggu
stanowi podzbior mnogosci M. Nazywamy go zapa-
sem ciggu. Analogicznie dla ciagéw skonczonych.

Def. I. Przedstawi¢ dany zbiér A w postaci
ciggu (skonczonego lub nie) oznacza: znalezé taki
cigg, ktdérego zapasem jest A.

2. Zwrécimy sie obecnie do ciggéw, ktorych wyra-
zami sg zbiory. Z zasady bedg to ciggi jednorodne,
to znaczy ciggi zbiordw, nalezacych do petnej rodziny
podzbioréw jakiego$ zbioru, naprz. beda to ciggi zbio-1

1p. moja Arytmetyka Liczb Catkowitych, str. 93 i nast.
[nr. 1 obecnej Biblioteczki. Krakéow 1932].

|
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réw linjowych, ciggi rodzin zbioréw linjowych it.p.
Zapewni nam to wykonalno$¢ pewnych dziatan,
ktore sa kombinacja dziatan algebry zbiordw.
Stawiamy kilka definicyj.
Def. I. Ciag zbioréw

Ax, A2 A3, ... (skoiAczony lub nie)
jest wstepujacy, gdy:
At CA2, A2CA3,... it d
zstepujacy, gdy
A2CAIt AsCA2, ... it d
Def. Il. Suma czy iloczynem ciggu zbioréw:
AO, Ar, A2, ... (skoriczonego lub nie)

jest suma czy iloczyn rodziny, bedacej zapasem
naszego ciggu.
Bedziemy pisali:

co co
2An i nAn.
«|0 «|0

W szczegdlnosci, gdy cigg jest nieskonczony
I wstepujgcy, wtedy sume, a gdy zstepujacy, ilo-
czyn ciggu nazywamy tez granicg ciggu.

Tw. 1. Gdy cigg zbiorow jest jednorodny, t. zn.
gdy wyrazy ciggu sa podzbiorami jednego i tego
samego zbioru M, to suma i iloczyn ciggu sg wy-
konalne i sg dalej podzbiorami M.

Dem. Wynika to z zasad V, VI i VIl iacz-
nie z uwaga, ze zapas ciggu nie jest nigdy ro-
dzing pusta.

Def. Illl. Ogoét elementéw, z ktérych kazdy na-
jezy do nieskonczenie wielu wyrazow ciggu zbioréw:
A\, A2, ... (1)

nazwiemy gorng granicg ciagu (1).

4
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Ogot takich elementdéw x, ze do kazdego z nich
mozna dobra¢ n tak, by element x nalezat juz
do wszystkich wyrazéw:

An, An4-1» Anf2»ee e

ciggu (1), nazwiemy dolng granicg ciggu (1).
Bedziemy pisali:
limes superior A,, = gorna granica ciggu (1).
n|oo

limes interior An= dolna granica ciggu (1).

n|oo
Uwaga. Dolna czy gérna granica ciagu zbio-
row noszg u réznych autorow rézne nazwy. Dosc
czesto spotyka sie terminy:
dolna granica = zbior graniczny
gérna granica — zbidér akumulacji.
Tw. 2. Jezeli ciag zbioréw jest jednorodny,
to dolna i gorna granica sg okreSlonemi zbiorami.
Dem. Zalézmy, ze wyrazy ciggu:

Ai, Aa, . .. (1)
sg podzbiorami zbioru M.
1. Utworzmy ciag:

A’A’_"’ (2)

gdzie Bn jest iloczynem ciggu:

An, Au+i,... (Bn— TITAp~™.
\ /

Wedle tw. 1, Bn (71— 1, 2 ..) sa okreSlonemi
podzbiorami mnogosci M i cigg (2) jest jednorodny.
otoz:

0o

lim inf. An= 2

njoo wll
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2. Utwdrzmy teraz ciag:

C, a, -. ©)

gdzie: ©

Natychmiast spostrzezemy, ze:

oc co co

lim sup. An= Il NAp— n Cn,

przyczem, tak wyrazy ciggu (3), jak i iloczyn za-
pasu tego ciggu sg wykonalne, a granica gorna
jest zawarta w M.

3. A teraz dwa wazne twierdzenia.

<M)Tw. 1 [Cantora]. Wspblna czes¢ (iloczyn,
granica) ciggu zstepujacego zbioréw linjowych,
zamknietych, niepustgch, z ktérych pierwszy jest
ograniczony, jest zbiorem niepustym

Dem. Oznaczmy nasz ciag przez:

Ay fioyee 0)

1 niech bedzie AxC[a,3,
Oznaczajac przez pn kres gorny zbioru An,
utworzymy zbior:

m = {pl, p2, ..

Kres pn zawsze istnieje i nalezy do An.

Zbior M jest ograniczony (M Cla,6]) i nie-
pusty.

1 wypadek. M jest skonczone.

Temsamem Kktdry$ jego element, naprz. p'°-, na-
lezy do nieskonczenie wielu wyrazéw ciggu (1).
Lecz, gdy pweA,, to pQeAk,dlak= 1, 2, ... n,
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gdyz cigg (1) jest zstepujacy; stad juz p(°>> nalezec
musi do wszystkich wyrazéw ciggu (1), wiec:
\r/1\“a h4=0.

2 wypadek. M jest nieskonczone.

Wtedy, wedle tw. Bolzano-Weierstrassa, M po-
siada cho¢ jeden punkt skupienia, naprz. p.
Poniewaz M CA®, wiec p e ITAN, zatem p e AX;
lecz peD’[M— {p1}], wiec pelAANCA~, gdyz
M—{pt}CA2 it d
Ostatecznie:

peU An i UAn~ 0.
n\l 1

(*) Tw. 2. [Ascoliego, uogo6lnione]. Wspdlna
cze$¢ ciggu zstepujacego odcinkéw zamknietych:
K, \], [, 61, -« (1)
(ograniczonych) jest (niepustym) odcinkiem za-
mknietym.
Dem. Z zatozenia
«i N N N N QA N\
Niechaj: a= kr. g {at, a2, ..}
b= kr. d {6, 6g, ...}
Oczywiscie: a”b, a metoda dowodu twierdze-

nia Cantora wykaze, iz a i b nalezg do iloczynu
ciggu (1). Wtedy tez:

a,b] CnJ[ffn, M)
[a,b] m{ )]

Gdy jednak a < a Ilub b< b, to znajdg
siec Oh czy bn takie, ze a' < a,SSa wzglednie
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b “"Abn<Cb' wiec, ani a\ ani b' do iloczynu ciggu
(1) nie nalezg. Ostatecznie:

n [a». bn]= [a,b].
n|l
4, W Def. 1. Zbiorem 1 kategorji (Bail
wzgledem zbioru doskonatego P nazywamy sume
ciggu zbioréw nigdziegestych w P:

A —£|1A,,, An nigdziegeste w P.

Gdyby A n byly zamkniete, mowilibySmy o 1 ka-
tegorji w znaczeniu wezszem.

(*) Def. 2. Zbiér linjowy, niebedacy 1 katego-
rii zwiemy zbiorem 2 kategorji.

(*) Def. 3. Zbiéor A jest residualnym w do-
skonaleni P,1 gdy A jest zawarte w P i P — A
jest 1 kategorji wgledem P w znaczeniu wezszem.

Uwagi. 1. Jezeli A jest 1 kategorji wzgledem P
[ew. w znaczeniu wezszem] i naprz. A= XAN,
gdzie An (zamkniete), nigdziegeste w P, to mozna
potozy¢:

[e]e)

P X A—’TlAn, gdzie An'— ? X An,

przyczem ANK sg juz zawarte w P (zamkniete
I wedle § 7, ust. 2) nigdziegeste w P.
n

2. Ktadac Bn= 'ZAn, otrzymamy:

ol

An-—-;‘ bin,

nill

1w znaczeniu wezszem.
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przyczem Bn sg nigdziegeste w P, aBx, B2, ...
jest ciggiem wstepujgcym.

3. Nie rozwazamy tutaj zbiorow residualny
w doskonaleni P w znaczeniu szerszem. to znaczy
réznic P — A, gdzie A CP, jest 1 kategorji wzgle-
dem P w znaczeniu szerszem.

*)Tw. 1. Suma zbioréw A i B pierwszej ka-
tegorji wzgledem P (ew. w zn. wezszem) jest zbio-
rem tej samej kategorji wzgledem P.

Dem. Niechaj A= HAn, B =~ B n, gdzie
An i Bn (zamkniete i) nigdziegeste w P, to

= Bn), gdzie znéw An-j- Bn (za-
mknlete) nigdziegeste w P.

< Tw. 2. Zbiér A residualny w doskonaleni P,
jest wszedziegesty w P.

co

Dem. Potozmy P— A =B ,B — ‘IIIB,,, gdzie
n

Bn nigdziegeste w P, zamkniete i niechaj [p. uwa-
ga 2] ciagg BI CB2CB3,... bedzie wstepujacy
oraz BnCP. Korzystamy z kryterjow, wystowio-
nych na poczatku ustepu 2, § 7. Obieramy do-
wolny odcinek otwarty (a,b). Poniewaz BXx ni-
gdziegeste w P, wiec znajdzie sie w (a,b) odcinek
(«i, bj) taki, ze

(«i,k)y X Bi= 0 («iXi)X-P+0.

Widocznie wiec jeden z przedziatdéw otwartych,
nalezacych do rodziny B1? analizujacej zbior
otwarty (a,b) — P, zawierat punkty zbioru P.
Przedziaty rodziny B X, posiadajace na sobie punkty
zbioru P, tworzg podrodzine B/ niepustg. Wy-
bierzemy jeden z tych przedziatéw, naprz. (a,, ).
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Bedzie wtedy:
K, Pi)C(a,6), (at, Pi)X”i = 05@i~i)X p + 0.
Przynajmniej jeden ze zbiorow:

(ai, Ti] X P, [YnPi) X X gdzie vi = ™ -y-—,

nie jest pusty. Oznaczmy przez pl kres gorny
pierwszego z nich, o ile jest on niepusty, ewen-
tualnie kres dolny drugiego, o ile pierwszy
pusty. Wtedy jol, jako punkt skupienia dla P
doskonatego, nalezy do P. Niech bedzie:

X ---y —, S N—

Otoz: (X, P-) C(a,, X), [X, Pil X Bi= 0,

ale (X, Pi)X P 4=0, gdyz ple(X, Pt) X P
Bioragc za punkt wyjscia (X, Pi), tak jak po-

przednio (a,b), otrzymamy odcinek [X2 pZ o wia-

snosciach:

[X5 p2) ~ [X’P|]+ [X, P2] Xp 2 — 0j
X.P)X p + 0.

Ostatecznie, kladgc jeszcze Pn= [X, PuX X
otrzymamy ciggi:

[X5Pi]* [X Pal? eee (1)

X, P2 G5eeo (2

zstepujgce odcinkéw zamknietych, wzglednie zbio-
row zamknietych pn, niepustych.

Wedle tw. Cantora, znajdzie sie punkt X nale-
zacy do wspolnej czesci (iloczynu) ciggu (2), wiec
I ciggu (1), gdyz

Pn ™ [ Pyl<

Punkt I nalezy do (a,b), lecz nie nalezy ani

do Bu ani P2 ... it d, wiec nie nalezy do
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B= 2Pn czyli nalezy do A. Z drugiej strony

P, CP (n= 1, 2,...), wiec &eP. Tem samem
w dowolnem (a,b), gdzie P posiadato swe punkty,
znalazty sie punkty zbioru A, nalezace do P, co
dowodzi, ze A jest wszedziegeste w P.

Dowdd nasz wymaga jednak uzupetnienia. Nie
podaliSmy, mianowicie, sposobu wybierania prze-
dziatu (aj, JX) z rodziny B/, ani analogicznego
(@*, @ z rodziny B2 it d

Ot6z problem: wybraé¢ okreslony odcinek z da-
nej niepustej, o sumie ograniczonej rodziny od-
cinkbw otwartych, niekrzyzujacych sie ze soba,
rozwigzemy w nastepnym ustepie obecnego para-
grafu. Wtedy dowdd nasz bedzie juz bez zarzutu.
Spotykamy sie tu z trudnoscig, o ktérej pomowimy
w nastepnym dopiero paragrafie.

W Tw. 3. Wspélna cze$¢ zbioréow A i B re-
sidualnych w zbiorze doskonatym P jest zbiorem
residnalnym i temsamem wszedziegestym w P.

Dem. Z definicji: A CP, BCP, M= P —A
i N— P — B 1 kategorji wzgledem P w zn. w.

Otoz:

P—(IX P)= (P—A)+ (P—P)= M+ N,

atoli M -f- N, wedle tw. 1, jest zbiorem 1 katego-
rji wzgledem P w zn. w. c. b d o

<*>Tw. 4. Jezeli jest zbiorem residualnym
w P doskonatem, niepustem, to .4 nie jest 1 kate-
gorji wzgledem P w zn. w.

Dem. Gdyby A byito pierwszej kategorji w zn. w.
w P, to P = ™M-f-B byloby réwniez takiern w P,
wiec 0= P — (A -I- B) byloby wszedziegeste w P
czyli: P’[P X 0]— P, wiec P = 0.
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Cwiczenia:
(1) Okaza¢, ze kazdy =zbior skonczony jest
1 kategorji wzgledem kazdego P doskonatego.

(2) Udowodni¢, ze gdy A CP, P doskonate

i A jest zapasem ciggu punktow:
aii az2i e« ‘i

to A jest pierwszej kategorji wzgledem P.

(3) Uogdlni¢ przez indukcje tw. 3 na wypadek
skonczonej ilosci zbiorow.

(4) Kazdy zbior A nigdziegesty w P dosko-
naleni jest 1 kategorji wzgledem P.

(5) Kazdy zbior linjowy jest 1 kategorji wzgle-
dem zbioru pustego.

5. Rozwigzemy teraz problem, o ktorym b
mowa w dowodzie tw. 2 poprzedniego ustepu.

Tw. Jezeli 2$. jest rodzing niepustg odcinkéw
otwartych, niekrzyzujgcych sie ze sobg i 2 H jest
ograniczona, to odcinki tej rodziny mozna usta-
wi¢ w cigg (skoniczony Ilub nie) wedle pewnego
okres$lonego prawa.

D em. Niechaj C(a,b). Zauwazmy, ze gdy
8 — (a,|3) jest odcinkiem rodziny, to ilos¢ odcin-
koéw, ktorych ditugos$é (odlegtos¢ koncow) jest
wieksza lub rowna dtugosci odcinka 8, jest

skonczona i — =

Wynika to stad, ze odcinki nie krzyzujg sie
ze sobg i sg wszystkie zawarte w (a,b). Oznacz-
my, dla danego 8, ilos¢ odcinkéw rodziny dtuz-
szych niz 8 przez m (8). llo$¢ odcinkéw o diugo-
§ci réwnej diugosci 8 i lezacych na prawo od 8
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oznaczmy przez n (6). Przypiszmy odcinkowi 5
naszej rodziny liczbe: &= m(S) -j- n(8) -]- 1 i
oznaczmy:

5= 8,

Jezeli liczba catkowita zostata przypi-
sana odcinkowi 8, to numer T— 1 nosi¢ bedzie
ten odcinek rodziny, ktory albo jest réwnie dhugi
jak 8, lecz lezy bezposrednio za nim na prawo,
albo, gdy takiego brak, odcinek, bezposrednio
dtuzszy i lezacy najbardziej na lewo w odcinku
(«,&). Jasnem bedzie teraz, ze ciag:

8i, 82, 83,. ..,

skonczony Ilub nie, bedzie posiadat jako zapas
rodzine jRI i ze odcinki tego ciggu bedg rézne
miedzy soba.

Uwagi. Ciag powyzszy, uktadajgcy nam ro-
dzine R w okreSlonym porzadku, nazwiemy nor-
malnym. Jezeli jest on skonczony i ostatnim
wyrazem jest 8P, to kiadac

8Pyh— G T—1, 2 ...,

mozemy rodzine przedstawi¢ jako zapas ciggu
nieskonczonego:

8i, 82, ... 8p, 8j 4+, *-*,
atoli wyrazy tego ciggu nie beda juz rézne mie-
dzy soba.

Zastrzezenie, by IH byta zbiorem ograniczo-
nym, nie jest istotne i twierdzenie nasze jest stu-
szne ogoOlnie. Dla dowodu wystarczytoby wie-
dzie¢, ze kazdy niepusty zbior, ktérego elemen-
tami sg liczby wymierne, da sie ustawi¢ w okreslony
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spos6b w cigg. UstawilibySmy w okreslony ciag
wszystkie liczby wymierne, poniewaz za$ w kaz-
dym odcinku rodziny sa jakie$ liczby wymierne,
wybralibySmy dla odcinka 8 naszej rodziny te,
ktora w ciggu liczb wymiernych nosi najmniejszy
numer. Tak wybrane liczby wymierne, tworzgce
zbiér niepusty, o ile rodzina R jest niepusta, usta-
wilibySmy znowu w ciag (skoniczony lub nie) i nu-
mery liczb w tym ciggu przyjeli za numery odpo-
wiadajacych im odcinkdow.

Teraz mamy juz odpowiedZ na problem z ust. 4.

Problem: W danej niepustej, o sumie ogra-
niczonej rodzinie odcinkéw otwartych, niekrzyzu-
jacych sie, obraé¢ jeden odcinek.

Odp.: Ustawiamy rodzine w cigg normalni/
I obieramy odcinek naprz. o numerze jeden.

Bedzie to najdtuzszy odcinek rodziny, lezacy
najbardziej na prawo.

§ 10. Zasada Zermeli.

1. Niechaj R bedzie niepusta rodzing zbiorow
niepustych i roztagcznych (t. zn., ze ro6zne zbiory
rodziny maja zawsze iloczyn pusty).

Def. 1. Zbior M o tej wiasnosci, ze gdy tylko
A jest zbiorem rodziny R, to iloczyn
sktada sie z jednego elementu, nazwiemy selekcja
rodziny R.

Majac dang rodzing, o wiasnosciach powyzszych
pytamy teraz o istnienie cho¢ jednej selekcji.

W wielu wypadkach potrafimy istnienie takiej
selekcji udowodni¢. Przedewszystkiem mamy twier-
dzenie:
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Tw. 1. Rodzina R jednorodna, niepusta, skon-
czona zbioréw niepustych i rozigcznych posiada
cho¢ jednag selekcje.

Dem. Jednorodno$¢ rodziny ma oznaczaé, ze
wszystkie klasy rodziny sg podzbiorami jednej i tej-
samej klasy K. Jezeli R sklada sie z jednego zbio-
ru A niepustego, to dowodzimy tak:

(1) Istnieje element, naprz. a, nalezacy do A.

(2) Jezeli as A, to {« CA.

(3) Jezeli H= {™ i [a] (LA, to \a\ jest se-
lekcjg dla H.

(4) Wiec istnieje selekcja rodziny H.

Opieramy sie tu na zasadach:

Zasada VIII. Jezeli x&X, to [x\ CX.

Zasada IX. Jezeli x e X, to istniejg elementy,
nalezagce do X. [Zasada dowodu ,,przez przyktad*].

W dalszym ciggu, gdy ilos¢ klas rodziny R
wynosi 1), prowadzimy dowoOd przez in-
dukcje.

Niestety w ogélnym wypadku rodziny nie-
skonczenie licznej nie umiemy udowodnic istnienia
selekcji. Stawiamy tedy hipoteze, zwang Zasadg
Zermeli [E. Zermeto 1904],

Zasada Zermeli. Kazda niepusta rodzina
klas niepustych, roztgcznych posiada selekcje.

Ograniczymy jeszcze postugiwanie sie hipotezg
Zermeli do rodzin jednorodnych.

Twierdzenia uzyskane przy pomocy tej hipo-
tezy oznaczymy osobno przez {Z). Nic nam do
dzi$§ dnia pewnego nie wiadomo, czy zasada po-
wyzsza jest od pozostatych zasad niezalezng, czy
nawet nie prowadzi do sprzecznosci! Wiecej szcze-
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gétébw w tej trudnej kwestji znajdzie czytelnik
w literaturze wymienionej w bibljografji.

Matematycy postugujg sie przewaznie inng posta-
cig tej zasady, ktorg nazwiemy Zasada Wyboru.

Zasada Wyboru. Jezeli R jest rodzing
jednorodna, niepusta, zbioréw niepustych, to istnieje
przepis f (operator, funkcja, przyporzadkowanie),
ktory kazdemu zbiorowi A, rodziny R, przypisuje
element f(A), nalezacy do tego zbioru: f(A)e A.1

Naszkicujemy krotko wywéd nowej zasady z za-
sady Zermeli: Jezeli Je K, to zastgpmy kazdy ele-
ment x klasy A przez pare (x,A); pary te utwo-
rzg zbior A'; ogdét tak skonstruowanych klas utwo-
rzy nowa rodzine R', zbioréow niepustych i juz
roztgcznych. Rodzina ta posiada¢ bedzie selekcje,
powiedzmy M"', ktoéra z kazdg klasg A' posiadac
bedzie wspdlnie jedng jedyng pare (a, A). Element
a juz tu wyznaczony przez selekcje M' i klase A
jednoznacznie; odpowiednio$¢ / przypisujgca kla-
sie A element a jest zadanym przepisem, czyli
jak mowi¢ bedziemy, selektorem rodziny R .

Odwrotny wywodd zasady Zermeli z zasady wy-
boru jest oczywisty.

Terminy selekcja i selektor przyjelismy za B.
Russellem.

2. W dwu szczegbélnych wypadkach wykazemy
stuszno$¢ Zasady Wyboru.

(*) 1 wyp. Rodzina niepustg, jednorodna R ,
zbiorow niepustych, zamknietych posiada selektor.

Dem. Jezeli A jest zbiorem tej rodziny 04 4=0),

1 Jest to w zasadzie oryginalna forma zasady Zer-
meli, tak, jak ja wypowiedziat Zermelo.



64

to A = 4X(-00)°] 1 4 = AXI[().+ 00)
sg zamkniete 1 chociaz jedno z nich niepuste.
Obieramy:

a= f(A) = kr.g. At, oile AXxF0
ewent. a—f(A) = kr.d A2, o ile Ax= 0.

Przepis f jest zadanym selektorem.

(*) n wyp. Rodzina niepusta, jednorodna, skta-
dajagca sie ze zbiorow niepustych, otwartych, po-
siada selektor.

Dem. Niecha] A bedzie zbiorem tej rodziny.
Porzadkujemy rodzinge odcinkdéw, z ktérych skiada
sie A, w sposéb opisany (jednoznacznie) w § 9,

ust. 5. 1 obieramy odcinek S oznaczony nume-
rem 1.
Jezeli: 6 = (a,[3to niechaj f(A) =

» 8= (—o00,a), , . f{A)

n N= (30O, ., . f(A)

—1
|-t
’ 8= (-oc, + 00), ’ f(A)

X
P
0.
Przepis f jest selektorem.

§ 11. Ciagi punktow. Twierdzenie
0 pokryciu Borela~Lebesgue’a.

1 Def. 1. Powiemy, ze cigg punktéw:
PI,P2, eoe

zdgza do punktu p lub posiada za granice p, jezeli
dla kazdego e> 0, dobraé mozemy nO catkowite
tak, ze gdy n22n0, to odl. (pn,p) < e

{wiec: \p—pn\—\j(p—pn)2< e}.
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Okreslimy jeszcze:
(*) Def. 2. Ciggiem wybranym z ciggu:

Pi, Pi, - mm D
nazwiemy kazdy ciag:
«i. Qi, - m-, 2

ktory powstanie w nastepujacy sposob:
(1) obieramy ciag liczb naturalnych:
nt, n2, ... zdazajacy do -f- oo;
(2) ktadziemy: gk= p rk k=1, 2,...
Majac te definicje, wykazemy stuszno$¢ naste-
pujacych twierdzen:
(*) Tw. 1. Jezeli cigg: pt, p> ... zdgza do
Viipt, to /=1".
Dem. Niech bedzie e>o0o dowolne. Od pew-
nego w, mamy:
odl. (j)n, ") < e, dla n”™ n,.
Od pewnego n2 mamy:
odl. (pn,p") < e, dla n”™ w8
Stad:
odl. (p', _p')< 2e, dla n”™ max. {nj, n2).
Lecz e(>o0) dowolne, wiec odl. (p',p,,)= o0
a zatem: p'= p".
Opieramy sie tu na nastepujacych, tatwych do
uzasadnienia twierdzeniach.
(a) Jezeli odl. (p,qy— 0, to p =
(p) Odl. (p,e) ™ odl. ,r>-f odl (q,r).
Twierdzenia te udowodni czytelnik z fatwoscia,
opierajac sie na definicji odlegtosci.
Bedziemy pisali czesto: limpn= p dla wyra-
njoo

zenig, ze pXx,p2 ... zdaza do p.

Wilkosz: Teoria mnogosci. 5
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F>Tw. 2. Jezeli w ciggu p1l,jo2, ... wszystkie
wyrazy sg =i>, to cigg zdgza do p.
Dem. Odl. (pn, P) = 0, wiec stale mniejsza od
kazdego e > 0.
rt, Tw. 3. Jezeli Pi, P2,... (1) zdaza do p
19,02 ... (2) jest ciggiem wybranym z (1), to
cigg (2) zdaza do p.
Dem. Niech bedzie e (> 0) dowolne. Od pewnego
n0 mamy: odl. (pn,p)< e, dla n™ nQ
Niechaj: &= Pns, gdzie:
rtj, n2, . .. zdgza do -f- oo.
Od pewnego sO mamy:
ns” n0, dla s” s0
a wiec: odl (gs, p) = odl. (Pms,jP)< e,
co dowodzi twierdzenia.

2. (*) Def. 1. Nazwijmy ciag: pl p2, ... pc
stawowym dla punktu p w zbiorze A, gdy:
(1) pneA, dla =1, 2,...

(2) jon4=V, dla n— 1, 2,...

(3; Pi,P2, - nm zdaza do jo.
: Tw. 1. Jezeli dla punktu istnieje ciag
podstawowy w zbiorze A, tojj jest punktem sku-
pienia dla A.

Dem. Obierzmy dowolne otoczenie (s,/) dlap.
[s<p <t].

Od pewnego n0O mamy dla n” nO:

1p,—p\ = odl. (pn,p) < min.\p— s ,t—p) > O.
zatem: 'S<p*0<t, PnO=t=i?, jPoe”l,
wiec w dowolnem sgsiedztwie = (s,p) -KOM)
znalazt sie cho¢ jeden punkt zbioru ”, co juz do-
wodzi twierdzenia.
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Nie umiemy wykaza¢ w ogélnym wypadku od-
wrotnego twierdzenia, bez uciekania sie¢ do zasady
Zermeli (lub Wyboru). Mamy atoli:

<>Tw. 2. (Z) Jezeli p jest punktem skupienia
zbioru A, to istnieje w A cigg podstawowy dla
punktu p.

Dem. Oznaczmy:

n= 1, 2, 3, ...

Zbiory An nie sg puste i zasada wyboru da
nam przepis f taki, ze:

temsamem cigg: px,p2, ... jest zgdanym podsta-
wowym.

W dwu waznych wypadkach mozemy ominagé
zasade wyboru:

1 wypadek: A jest zbiorem zamknietym ( 4= 0).

Wybieramy wtedy:

o ile

ewentualnie
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2. wypadek: p jest punktem wewnetrznym
zbioru A i naprz. otoczenie (s,t) jest zawarte w A.
Potozmy wtedy:

Pn=p — n=1, 2,3, ...

3. A teraz przechodzimy do waznego twier-
dzenia ,,0 pokryciu¥ — Borela-Lebesgue'a, zwa-
nego u niemieckich autoréw twierdzeniem ,,Heine-
Borela®.

(*>Tw. 1. Jezeli rodzina odcinkéw otwartych
wiasciwych H posiada w stosunku do odcinka
zamknietego [a, 6] te wiasnos¢, ze kazdy punkt
tego odcinka znajduje sie wewnatrz jakiego$ od-
cinka rodziny {,rodzina H pokrywa [a,b\”), to
pewna skonczona podrodzina rodziny H posiada
dalej te samg wiasnos¢ w stosunku do [a,b] {,,po-
krywa" [a,b]).

Dem. Zbior M wszystkich punktéw x od-
cinka [a, 6] takich, ze twierdzenie zachodzi dla
odcinka [a,x\ jest zbiorem niepustym (nalezy don
choéby a, przykryte jakim$ odcinkiem z K) i ogra-
niczconym (zawartym w [a, i]). Kres gorny zbioru
Al, powiedzmy |, nalezy do Al, gdyz jest przy-
kryty jakiem$ 8= (a,jd z rodziny H i znajdzie
sie x0 takie, ze

ax< x0™ I, x0eM,

poniewaz za$ odcinek [a,x0] jest pokryty przez
skonczong ilos¢ odcinkdw:
Sj, 62, ... 8t rodziny K,
wiec [a, ] pokryte przez:
8, St, 82,... 8t
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Atoli I — b, gdyz inaczej x = min.

nalezatoby do M, co niemozliwe. Zatem twier-
dzenie stuszne dla [a,b].

Tw. 2. Jezeli rodzina odcinkéw otwartych
H ,pokrywa*“ (w sensie tw. 1) zbiéor A, ograni-
czony, niepusty i zamkniety, to jaka$ skoriczona
podrodzina rodziny H czyni dalej to samo.
Dem. Niechaj AC(a,b) i niechaj B o0znacza
rodzine analizujgcg zbior otwarty

B= (a—1, b—j 1) —A,

Rozwazmy teraz sume rodzin H i B. Bedzie
to znowu rodzina odcinkéw otwartych, pokrywa-
jaca odcinek [«, & Czes$¢ jej skonczona pokrywa
rowniez, wedle tw. 1, caty odcinek [fl, 6], skiada
sie ona z odcinkéw nalezagcych do K i ew. do B;
atoli odcinki nalezgce do B nie przykrywajg
zadnego punktu zbioru A; odrzuémy je, a po-
zostate:

beda zadanem pokryciem dla A.

Uwaga. Czytelnik zauwazy z tatwoscig, ze
zalozenie, by odcinki rodziny pokrywajgcej byty
wiasciwe, nie jest istotne.

§ 12. Odlegtos$¢ zbiorow.
Nazwijmy:
<*)Def. 1. Odlegto$cia punktu p od zbioru A

nazwiemy kres dolny odlegtosci: odl. (p,q), gdzie
g jest dowolnym punktem zbioru ™.
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Mamy wtedy oczywiscie:

(*>Tw. 1. Kazdy punkt p posiada okreslong
odlegto$¢ (nieujemna) od kazdego zbioru linjo-
wego, niepustego A. Oznaczymy jg przez: odl. [A,p).

(*) Def. 2. Odlegtoscig zbioréw A i B (linjo-
wych) nazwiemy kres dolny odlegtosci: odl. \A,p),
gdzie p jest dowolnym punktem zbioru B.

Mamy znowu natychmiast:

(*) Tw. 2. Kazde dwa zbiory linjowe, niepu-
ste A i B posiadajg okreslong nieujemng odle-
gtos¢: odl. (A, B\, przyczem:

odl. (A, B) = odl. {B, A}

(*)Tw. 3. Jezeli A jest zbiorem zamknietym,
niepustym, to warunkiem koniecznym i do-
statecznym, by”~eA jest: odl. {A,9= 0.

Dem. 1. Konieczno$¢é widoczna, gdyz wtedy
pe A i odl (p,p) = 0.

2. Dostatecznos$¢. Jezeli odl {A,p\ —
to dla kazdego s<C.p < ¢ znajdzie sie punkt g, nale-
zacy do A i taki, ze odl. (p,q) < min.{p—s,t—p)\;
wtedy jednak qe(s,t), stad p musi by¢ punktem
skupienia dla A, a temsamem naleze¢ do zamknie-
tego A.

*)Tw. 4. Warunkiem koniecznym i dosta-
tecznym, by zbiory A i B niepuste, ograniczone
i zamkniete mialy punkty wspdlne, jest:

odl. [A,B) = 0.

Dem. 1. Koniecznos$¢ widoczna z definicji
odlegtosci.
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2. Dostateczno$é. Oznaczmy przez
zbiér wszystkich punktéow p zbioru B takich, ze

odl. [A pA = n—1,23 ...

An jest zbiorem niepustym (z zatozenia), ograniczo-
nym i, jak fatwo widzie¢, zamknietym {n= 1,2,...),
przytem: Alt A2, A3 ... Cy
tworzg cigg zstepujacy. Wedle tw. Cantora istnieje

cho¢ jeden punkt p0 nalezacy do wszystkich An
f8 9, ust. 3). Wtedy:

odl. ™ ,i?0} n= 12 ...,

wiec odl. {4 ,p0}= 0, czyli lecz réwniez
pO0&B, a stad A X B 4=0.

Cwiczenia:

1. Udowodni¢, ze dla A niepustego:

odl. {A ,p} = odl. {a ,p] [A — domkniecie A].

2. Udowodnié, ze dla A i B niepustych:

odl. [A,B] = odl.{!,!}.
3. Okazac, ze:
odl. {A ,p) ™ odl. {A,q) -f odl. (p,09),
odl. {A,B\ odl. {A,C}-f odl. {C, B\,
gdy A, /?, C sa dowolnemi zbiorami niepustemi,
V i q dowolnemi punktami.

4. Udowodnié, ze gdy A i B sa ograniczone,
niepuste i zamkniete, to znajdg sie punkty p i g
takie, ze

peA, ge B i odl.(p, 9 — odl. {4 ,B\
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8 13. Miara (Lebesgue’a) zbiorow linjowych.

Od dawna starano sie uog6lni¢ elementarne po-
jecie dtugos$ci odcinka na wypadek dowolnych
zbioréw linjowych, ograniczonych. Proby 19 wieku
(Hankel, Cantor, Jordan) musiaty powoli ustgpic¢
miejsca niezmiernie pozytecznej i o0go6lnej teorji
miary, stworzonej przez E. Borela i rozwinietej
w peini przez H. Lebesgue’a (r. 1901). W naszym
wyktadzie potrzebne nam bedg jednakze pewne
pojecia z dawniejszych teoryj miary, zresztg jedy-
nie przejsciowo i w roli pomocniczej.

(*) Def. 1. Nazwiemy pokryciem zbioru linjo-
wego A kazdy zbiér otwarty B taki, ze:

ACB.

Pokrycie B jest szczelne, gdy zaden odcinek ro-
dziny analizujgcej B nie jest wolny w swem wne-
trzu od punktow zbioru A.

Niechaj B bedzie zbiorem otwartym, ograniczo-
nym i niepustym. Ustawmy odcinki rodziny, ana-
lizujgcej zbior B w cigg normalny [§ 9, ust. 5]:

«I5 s2, ... (1) 28,= B.

Nazwijmy dtugoscia odcinka [a,6] czy (a,b)
liczbe (nieujemng) b — a i okre$lmy:
Def. 2. Dhugos¢ B = dl. B = - dt 8;.

Liczba dt. B, nawet w wypadku, gdy ciag (1)
jest nieskonczony, posiada okre$long w zupeino-
$ci wartos¢, niezalezng od uporzadkowania ciggu (1),
gdyz szereg:

dt. 8j 4 dt. 824 . ..
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jest bezwzglednie zbiezny. Wpynika to stad, ze
gdy B (ograniczone) jest zawarte naprz. w odcinku
{(i,b), to

k

2 dh. 6irb — a, Tec=1,2,...,
fL

gdyz odcinki ciggu (1) nie krzyzujg sie ze sobg
(sa roziaczne).
Dodatkowo:
Def. 2 bis: Dtugoscig zbioru otwartego
pustego niech bedzie liczba zero.
Tw. 1. Kazdy zbiér otwarty, ograniczony po-
siada dtugos¢ (i? 0).
m Lemmaty. 1. Gdy A otwartei A C(ab), to
d. A b—a= dl (a,hb).
Dem. Oczywiste z definicji.
2. Gdy A i1 B otwarte, A CB i B ograniczone,
to di. A~ dl. B.
Dem. Ustawmy odcinki, analizujace A i B
w ciagi:
s2, ... @
%, ri2, s (2)
Rozdzielmy odcinki ciggu (1) na grupy analizu-
jace zbiory:
Ah= A X ric c— 1,2 ...

Oczywiscie: dl. Ak S dl.
di. A= zZdl. Ak~ 2 dl. ij*= dl. B.
k k
3. Jezeli: A{ A2, ... (1)

jest ciggiem zbioréw otwartych, ograniczonych
I szereg:
d. A1— dl. A» 44— .. (2)
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jest zbiezny (a zatem bezwzglednie zbiezny, gdyz
dt. Aic™ 0), to:
da. 2 Ain 2 dh Al

Dem. Niechaj A\ skiada sie z odcinkow:

V0, Sav, ... (3)
i=1,2,... ,
zbior zas B — 2 A' z odcinkéw:
mH» oe
przyczem: = (a*, R t—1,2,. ..
Rozwazmy:
A L pe—
*t ac* H—--ﬁ-_ — Rfe------ Ve P
n= 1, 2,...

Jezeli M jest rodzing wszystkich 8~ ?,s=1,2,...,

to wedle Borela—Lebesgue’a [§ 12, tw. 1], skon-
czona ilo$¢ odcinkéw rodziny M, powiedzmy od:
cinki: 81?7 83... 9p,

pokrywajg cate rj". Stad:
ot bll= n , gdh ty-~ dt 8, + eee+ dh 8P

N2 db A4S n= 12, ...
S
W granicy: dt. p*» ZSdL As.
m
Taksamo: 2dbty 2dbAs m=1,2,...,
K\I S

a wreszcie: di. 2 AsSS 2 di. As c. b. d o
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Cor. 1. Gdyby As s= 1,2, ... byly roz-
taczne, to widocznie kazde i> byloby jednem z 8,(5)
I temsamem:

di. I' As — £ dt. As.
S S

Cor. 2. Twierdzenie powyzsze odnosi sie
w szczegllnosci do wypadku, gdy ciag (1) jest
skonczony, da nam ono naprz.:

gt (A -J-B)<zdLA + dt B.

Uwaga. Korzystamy w dowodach z twierdzen
0 szeregach bezwzglednie zbieznych 1 pomijamy
trywjalne wypadki zbiorow pustych.

2. O Def. 1. ZawartosScig zbioru A ogranic.
nego i zamknietego nazwiemy kres dolny diugosci
wszelkich ograniczonych pokry¢ zbioru A.

(*)Tw. 1. Kazdy zbiéor zamkniety i ograni-
czony posiada zawarto$¢ (i"0O). Piszemy: zaw. A.

Dem. Dtugosci ograniczonych pokry¢ zbioru A
sg nieujemne i tworzg zbidér ograniczony od dotu,
niepusty.

(*) Tw. 2. Kazde pokrycie ograniczone, szczelne
zbioru zamknietego i ograniczonego A skilada sie
ze skonczonej ilosci odcinkéw.

Dem. Niechaj takiem bedzie B, zanalizowane
jako:

A — 'A5i (S; roztgczne i wiasciwe
i= 1,2,.. )
Oczywiscie Ak= 8/t = 1 2,...) saza-
mkniete i z zatozenia niepuste. Niechaj:
Pk — kr. g. Ak t—12 ...,

C=[Pu P2 eee }
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Zbior ograniczony C byiby nieskonczony, o ile
takim bytby ciag
5i, S2,... ,
posiadatby zatem cho¢ jeden punkt skupienia pO.
Otéz pO0 lezatoby w jakiem$s 8Q= (v-m, fim),
< p0< j3w, lecz w 8m znajduje sie najwyzej
jeden punkt zbioru C, co przeczy temu, ze eD’C.

Uwaga. Zatozenie, ze B ograniczone nie jest
istotne.

(*)ad. Tw. 2. Zawarto$¢ zbioru A zamknie-
tego i ograniczonego jest kresem dolnym diugosci
pokry¢ szczelnych i ograniczonych zbioru A.

Dem. Pokrycia szczelne sg tez pokryciami,
przyczem kazde pokrycie zawiera w sobie pokry-
cie szczelne, wiec:

kr. d. dt. pokry¢ szczelnych = kr. d. di. pokry¢.

*>Lemmaty. 1. Gdy A =m 0m to zaw. A = 0.

Dem. Oczywiste.

2. zaw. [a,b] = b — a.

Dem. [a,b]C(a—e, b-f-e) dla kazdego &> 0,

zaw. [a,b]™ di. (a— e, b-fe)= b—a-f2e

i e(>0) dowolne, wiec zaw.[a,b]”™b — a
Lecz rowniez (a,b)CB, gdy B jest pokryciem,
wiec takze b— a5S zaw. [a,b],

3. Jezeli A i B zamkniete, B ograniczone
i A CB, to:

zaw. A S zaw. B.

Dem. Kazde pokrycie dla B jest tez pokry-
ciem dla A.

4. Jezeli A i B zamkniete, ograniczone i roz-
taczne (A y( B = 0), to:

zaw. (A -f- B) = zaw. A -j- zaw. B.
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Dem. Niech bedg A ==0O i B X 0. Odszu-
kamy, przy danem £>0, pokrycie M dla i po-
krycie A dla B takie, by

00X dt M — zaw. A <Ce
0 SCdt. A7— zaw. B < e.
Odlegtosc¢:
odl. (.4, B) — p musi by¢ >0 [§8 11, tw. 4],
Kazdy punkt x zbioru A czy zbioru B przy-

kryjmy odcinkiem Utworza

one rodziny H ew. B dla zbioru A wzglednie B.
Oznaczajgc: 1° N'—aSB, mamy
ograniczone pokrycia: A CM\ B C A7, przyczem
W X A'= 0O
Niechaj: M"= M X M, N" = A7X A,
wtedy M" CM i N" CA7 a zbiory M i A
sg pokryciami dla A wzglednie B i przytern:
M"™ X A= O
d. M" 'Adl. M, di. A7 X dt. A7 di. (M™ + N")=
= di. M" X di N"
[ust. 1, lemmaty].

0X dh.(M"+ A")—zaw. (A + B) X
X zaw. AX £ X zaw. B -j- e — zaw. (A X X),
stad: zaw. (A-\-B) —zaw. A—zaw.B |< 2e,

a ze e(>0) dowolne, wiec zaw. (A X B) —
— zaw. A X zaw. B. Wypadki A= 0 lub B—0
sg trywjalne.
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5. Gdy A zamkniete i A C(a,Db), to
zaw. M -j-db. [« M — A\= b— a.

Dem. Oznaczmy: B — (a,b)— A {B otwarte!}.

Pokryjmy zbiér A przez ograniczone, otwarte
M tak, by 0~ dt M — zaw. A < e, (e > 0).
Rozwazmy pokrycie My”~(a,h) = M' i odrzuémy
z M' odcinki niepotrzebne tak, by uzyska¢ pokry-
cie szczelne At" CM, ztozone z odcinkdw:

ox, 82, ... 8S. (skoniczona ilosc!)
Niechaj: 8;= (et;,[3), 8;= [c™N[3), 1—1,2,... s

Reszta (a ,b) — 2 8; rozpada sie na skonczong
ilo§¢ odcinkow: 1

%, oo nN#, nk= (Y*A)
T- 1,2 ... ¢
przyczem B°= ’((’1* jest zawarte w B.
Mamy tu:
zaw. A -f-d.B" ™ 2 g‘ljfl §-—e-f-dt. B'= b—a—e

d. B' S dt/?, zaw. A di.B™ b—a— e,
e(>0) dowolne,
wiec: zaw. A -f-dt. B~ b— a. (D)
Z drugiej strony, niechaj B rozpada sie na od-
cinki otwarte:
Re— Q.i, jl,).
Oznaczmy:
v | PRkc— - X*
2 (?n -f- 2) 2 (m -f- 2)
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Bm= Zdk, M'l= (a,h)—Bm
p kii p v p
&=1,2,... ,m=1,2,...
Ot6z Mpm rozpada sie na skonczong ilos¢ odcin-
kow i pokrywa A wewnatrz (a,b).

zaw. A -f-% at. d.Mp 2dtolT= b—a
p
-%d’:. o* - -\2fe||d* ax
%m&—ﬁza
wiec: zaw. zt + Sdl k< b—a-|-—-- ﬁ_
m= 1, 2, ..
stad: zaw. 7t - S dh ok b— a,

*Ii ]
lecz jo dowolne, wiec:
zaw. zt -j- dt. B 5 &—a. (2)

Zwiagzki (1) i (2) dajg nam zadany wynik.
Uwaga. Lemmat powyzszy przenosimy na-
tychmiast na wypadek skonczonej iloSci zbiorow.

6. Jezeli zt zamkniete, B otwarte i ograniczo
oraz A CB, Jo

dt. B — zaw. zt -j- di. (B — A),
Dem. Niechaj<B C(a,b).
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Otrzymamy:
b—a= zaw. A -|-dt [(a,b) — A] (lemm. 5),
b— a— zaw. [(a, b) —B] -j- dt.
{(a, 6)— B zamkniete!}
zaw. [(a, b) — B] -j- zaw. A = zaw. [(a,b) — B Al
(lemm. 5),
b—a= d.{B —A)-j-zaw. [(a,b) — (B —A)] =
di. (B — A) -f- zaw. [{a,b) — B -f- A] =
dt. (22— A) 4" zaw. A 4~ zaw. [(a, b) — B\ =

—d.(B—A)-j-zaw.A-{- —a)—dt/Z
stad: dt. B= zaw. A -(-dt. (5 — A).
3. Przechodzimy juz teraz do miary Lebesgue

(*) Def. 1. Miarg zewnetrzng zbioru linjowego,
ograniczonego A nazwiemy kres dolny dtugosci
pokry¢ zbioru A. Oznaczamy ja: meA lub |A .

Miarg wewnetrzng zbioru linjowego, ograniczo-
nego A zwiemy kres gérny zawartosci zbioréow za-
mknietych, zawartych w A. Oznaczamy jg: m;A.

Zbior A linjowy, ograniczony zwiemy mierzal-
nym w sensie Lebesgue’a {,,mierzalny (£)“}, gdy
miA — ni, A. Wspo6lng warto$¢ obu miar zwiemy
wtedy miarg (Lebesgue’a) zbioru A i oznacza-
my: mA.

(*) Tw. 1. Kazdy zbior linjowy i ograniczony
posiada okreSlong miare wewnetrzng i zewnetrzng
I obie miary sg liczbami nieujemnemi.

Dem. Z definicji 1 tw. ust. 1 i 2.

(*)Tw. 2. Gdy A i B ograniczone, to:

(A -J- B) 5S meA -\-mcB.
Dem. Obierzmy pokrycia M i ATdla A i B tak, by
0 diM—meA<e, 0 diN—meB<e s> 0.
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Wtedy:
A-f-BCM+ N, me(A+ B)™ di(M-f-N) fg
dt. M d.N ~*m eA meB 2e,

e (> 0) dowolne, wiec: me(A -)- B) me meB.
(¥ Tw. 3. Gdy A CB i B ograniczone, to
meA”~meB, mA miB.

Dem. (1) Kazde pokrycie dla B jest pokry-
ciem dla A, skad wniosek. (2) Kazdy zbior za-

mkniety, zawarty w A jest tez zawarty w B,
skad wniosek.

(*>Tw. 4. Gdy A ograniczone, to:
miA™MA meA.
Dem. Gdy F zamkniete, zawarte wA ,aff po-

krywa A, to: zaw.F ™ di G, skad natychmia-
stowy juz wniosek.

W Tw. 5. Gdy A linjowe puste, to
mA = meA = mA — 0.
Dem. Kazdy zbior otwarty pokrywa A, kazdy
zamkniety, zawarty w A jest pusty.

(*>Tw. 6. (Z)\ Jezeli cigg nieskonczony, o nie-
skoniczenie wielu réznych cztonach:

AN L Q)
sktada sie ze zbioréw ograniczonych, jezeli dalej
A = ~2Ai jest zbiorem ograniczonym i 2 meAi

i i

zbiezna, to:
meA = me2 Ai 2 meA,.
i i

Dem. Zasada Wyboru pozwoli nam do kazdego
zbioru Ai przytagczy¢ pokrycie Bi tak, by

Wilkosz: Teorja mnogosci. 6
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di. Bi> meAi> dl.Bi — —m
2*

Oznaczmy: = - Bi.
o i

wtedy [ust. 1, lemmaty]:
mtA~dl.B~I1, dh. Bi< 2 m,Ai-fe2-i-
t i < 2
= NmeAi+ e.
i
Poniewaz e(>0) dowolne, wiec stad Juz wniosek.
<*)Tw. 7. Jezeli A C[a, &, 5 = [a,b] —A, to
m,A -(-meB= b—a {oraz meA-\-miB = b—a}.
Dem. Obierzmy e> 0 i -F zawarte w A tak, by
0S niilA — zaw. F < e
Niechaj: G= (a—e,b-j-e) — F, wtedy:
MiA -\-meB —e< zaw.F dlL. G= b—a-f-2¢,
lecz e(>0) dowolne, wiec:
nitA -f meB~g b— a. (2)
Pokryjmy teraz B przez K tak, by
K Ca—e, &f=¢), dh K —meB < e.
Niech bedzie: F'= (6— & —+f+F + (b,b-+-e)
i L= (a—e, &{-e)— F"; wtedy L C[a,§
I zamkniete oraz zawarte w A

miA -\- meB zaw. L -f- di. K’
= b—a-(-2e
Poniewaz e (> 0)dowolne, wiec:
nitA -j- meB Sr &— «. (2)
Zwiazki (1) i (2) dajg nam twierdzenie.
4. Mamy teraz szereg fundamentalnych twi

dzen o mierzalnosSci.
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<>Tw. 1. Miara zbioru linjowego, ograniczo-
nego i mierzalnego (L) jest liczbg nieujemng. Miarg
zbioru pustego jest O.

Dem. Patrz ust. 3, tw. 11 5.

*)Tw. 2. Jezeli ~4C[ai], mierzalne (L) i
B—[a,5]— A, to B jest mierzalne (L) i
mB = (b—a) — niA.

Dem.

meA -f-miB — mjiA meB = b— a,

lecz meA = miA, wiec m;B= meB= mB =
= (b —a) —mA.

<) Tw, 3. Kazdy zbior A zamkniety ograni-
czony jest mierzalny (L) i mA = zaw.A.

Dem. (1) meA = zaw.A z definicji.

(2) Jezeli K zamkniete i zawarte w A, to
zaw. K S zaw. A, wiec zaw. A™ miA zaw. A,
stad: miA — zaw. A = meA = mA.

~Tw, 4. Kazdy zbiér A otwarty ograniczony
jest mierzalny (L) i

mA — dl. A.

Dem. Niechaj: AC[«,&] i B=[a,b] —A.
Poniewaz B jako zamkniete jest mierzalne, wiec
A jako uzupetnienie jest tez mierzalne (L). [tw. 2],

Zbior A jest sam dla siebie pokryciem, wiec:

meA dh A meA, {A zawarte w kaz-
skad: mA = meA = di A dem pokryciu'}
Cor. od tw. 3 i 4: Odcinki (a,b) 1 [n,&] s3
mierzalne (L) i
m(a,b) = m[a,b]= b—a
6*
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Dem. m(a,b) = d. (a,b) = b—a
mla,b] = b—a—m {[a, & — [«&]} =
—b—a—0=b —a

(*>Tw. 5. [Kryterjum Mierzalnosci de
la Vallee Poussina]. Warunek konieczny i dosta-
teczny, by zbidr linjowy i ograniczony A byt mie-
rzalny (L) brzmi: dla kazdego e dodatniego istnieje
rozktad: (1) A= F K, gdzie

FX ~=20, F jest zamkniete i mgbT<e.

Dem. 1 Koniecznos$¢. Obierzmy FCA
zamkniete i G, pokrycie dla A otw%rte tak, by:

mA = niiA < zaw. F -)- T
0
MA — meA > dt. G —
Niech bedzie K — A — F. Wtedy: K CG —F,

meK*"A me(G—F)F di. (G—F) =
= dh. G— zaw. F < ¢,

2. Dostatecznos$¢. Jezeli rozkiad (1) zaws
istnieje, to

meA fS meFA- mek Czaw.F -j-e” m-A+ e
stad: MIiIA"mMeA"miA,
zatem: ImMA = meA = mA.

(*Tw. 6. Jezeli A i B sg mierzalne (L), to
A -f- B jest rowniez mierzalne (L).

Dem. Niech bedzie: e>0 i A = Fx-\-Kx,

b= f2+ k2, f,x k 1= 0, £2x k 2= o,

i 6
Fx, F2 zamkniete, mer<.K, meK 2< ra
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i F =+ F1-jJ- F2 (zamkniete)
i K= (A-AX"™Mi)+ W - *1X *%*)e
Mamy tu:
N+ = N+ M24TAl+ A2—
- = jp+(x1. p2x M D+ (M2-N Ix N D
= N+ firh f x kK = 0,
rmekK X we(A"i+ AR X *i+ K2< e,
co wedle Kryterjum dowodzi twierdzenia.
Uwaga. Uogo6lniamy natychmiast twierdzenie
na wypadek skoniczonej ilosci zbiordw.
Cor. ad. tw. 6. Jezeli jeszcze A i B rozigczne,
to m(A -j-B)= wA -j- mB.
Dem.
A+ B=FA-K, m(A+ B)=
= me(4-fA) X meF = zaw. F =
— zaw. -f- zaw. F2
[ust. 2, lemmat 4, ust. 3, tw. 3].

Lecz A= F1-\-K1, w IS zaw. F1A- A

B= F2A- A2, mB X zaw.i>®-f-

wiec — €,
stad: m(A+ 1?7)X wA-[-w 0)
lecz réwniez:

w (A -j-B) — me(A -f-B) X w, A -f-meB —

= mA-\~mB. 2

Zwiagzki (1) i (2) dajg twierdzenie.

0I0Tw. 7. Jezeli A i B sg mierzalne (L), to
A X A? mierzalne (L).

Dem. Niechaj A C[a,b], B C[a,&],

A' = [a,b]—A, B'= [a,b] —B.
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Wtedy: A", B' i A" -j- B' mierzalne wedle tw. 216,
wiec: AX B—ia,b— {A'-j- B
réwniez mierzalne (L) [tw. 2].

Uwaga. Twierdzenie bedzie oczywiscie stu-
szne dla kazdej skonczonej iloSci zbiorow mie-
rzalnych.

(*)Tw« 8. Jezeli A i B mierzalne (L), to
A — B rowniez mierzalne (L).

Dem. Niechaj A C[a,lA, B C]|a,b],

A 1> . &]-«],
lecz: [a,6]— B mierzalne, wiec A X [[«, 4] - 5]
rowniez mierzalne.
(*)Tw. 9. (Z) Jezeli:
A\, A2 . ..

jest ciggiem nieskoriczonym zbioréw mierzalnych
(L), posiadajgcym nieskonczenie wiele wyrazow
réznych i A = X An ograniczone, to A jest mie-

rzalne (L). M
Dem. Kladgc: Bx— Ax, B2— A2— Al1X-42,
Z8B3= A3— (Ax+ A2X A, it d. widzimy, ze

(1) Bn sg mierzalne, (2) XBn= A,
(3) BX B2,... rozigczne.
n

Zasada Wyboru pozwoli nam wybra¢ po jed-
nym rozktadzie, dla kazdego Bnie > 0 takim, ze:
Bn— Fn-(- Kn, FnX =

B
Fn zamkniete, meKn<

n—1 2
Poniewaz: Fx-j-F2—4—. ..-—FpCA
tnFx-j- ... €MMFp—
— me{F&sj- ... - Xp =
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wiec szereg:
mF1-\-mF2-\- . .. (1)
jest bezwzglednie zbiezny. Obierzmy 2> tak duze,
00 S
by ‘Lm Fk<.-~ i niech bedzie
fclp+i 2

FNy= F1-f ...+ FP,K=A —FW.
Zbiér K jest zawarty w sumie, ztozonej ze zbio-

low. A2?*me ? Fp~i, Fp-i-2, ...
Utozymy je w cigg:
~i> Fp+1, N2, + .. (2)

Suma miar zewnetrznych wyrazow ciggu (2) jest
mniejsza niz:
) e £_8.6
n 2W1 I o o | o 6"’
zatem:
A — --K, FAy~K = 0, zamkniete,
WEK < 8.
Poniewaz e(>0) dowolne, wiec A mierzalne (L).

ad. Tw. 9. (Z2) Jezeli jeszcze zbiory An
(hn—1,2,...) sa rozigczne, to

mi= mZ An= XmAn.
n n

Dem. Mamy wtedy: Bn— An n—1, 2, ...

n n n n Q}'rnr n
O"ml—wF =«A X e, [tw. 8]
2w —wi7/(p)z=ZmFn<e,

n n\p-\-1
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zatem: AimAn— mA |<3e.

Lecz e(>0) dowolne, wiec A= ~mAn.

(1) Tw . 10. (Z) Jezeli ciag: Ax, A2, ... sklada
sie z nieskohczenie wielu réznych zbioréw mie-
rzalnych (L), to:

A = \\An jest mierzalne (L).

Dem. Niechaj: AXC[«,&], potozmy Bx= Alt
Bn— Al'y*Andla n— 2, 3, ...
Wtedy: A = JIBn, Bn mierzalne i AQ\a, &
n

Oznaczmy: C,=[a,&]—Bn n=1,2,...,
wtedy: Cn mierzalne, 'ZCn— C ograniczona,
C mierzalne (tw. 9) w

i 4= [a,6]—XC,= [a,6] —C,
zatem A mierzalne.

(*}Tw. 11. (2) Jezeli A1, A2,... mierzalne(/>),
A — NytMograniczone i Ax, A2, ... jest ciggiem

wstepujgcym, to:
mA = limmAn.
nloo
Dem. Potozymy:
n + §/\2—’\i) "N3—"2 b eee
wyt=lim [mMx-f-m (A2—AD+ ...-]-m{An—A, _i)]
nloo

—4Him M[AXA- (yR2— Ax)-\-... -j- (An—yin i)]

njoc

= limmAn, gdyz AxCA2, A2CAs, ...
wjoo
»Tw . 12. (Z) Jezeli A1, A2, ... jest ciggiem
zstepujacym zbiorow mierzalnych (L), to yt= riyin

jest mierzalne (L) i mA=\\mmAn.
n 00
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Dem.
Jezeli A1C]Ja, 6], Bn= [fl,b] —An (n—1, 2,...)
= ~"Bn, to ciagg A, 1?2, . . jest wstepujacy,

»
ZBn= B ograniczona i Bn mierzalne.
Procz tego:

myIM= [«5p] — mB N, 4= [a,6]— £
m4= (b—a)—mMB= (b—a)—IlimmBn=

n|oo

= limmAn. c. b. d. o

njoo
(»Tw. 13- {Z) Jezeli Aly A2, ... sa mierzalne
i ZAn ograniczona, to zbiory
n H= liminfAn, A = limsup An
n|oo n\oo
sg mierzalne (L).

Dem. Wedle 89, ust. 2 zbiory H i AT po-
wstajg z iloczynow i sum zbioréw Ax, A2, . . .,
zatem wystarczy stosowac twierdzenie 9 i 10, aby
uzyska¢ zadany wynik.

Uwaga. W twierdzeniach 9—13 powotywano
sie na zasade Zermeli. Moznaby ja omingé, gdy-
bySmy w danym wypadku umieli efektywnie prze-
prowadzi¢ rozkiad zbioru A na sume A — F -j- K,
Fy~K= 0, F zamkniete i meK<ie ito dla kaz-
dego e dodatniego. Uda sie to zawsze w dwu
waznych wypadkach:

1 wypadek. Zbior A jest ograniczony i za-
mkniety. Kladziemy wtedy: A = A-\- Om

2. wypadek. A jest ograniczone i otwarte.

Jezeli A rozpada sie na odcinki:

8j, Sqg, , .. op. 8, — (cxj, PO
*= 1! 21 . 'pl
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to kiadziemy: F = 8j-J- «+«.+ 8P, gdzie
_ . p;—al = pi—o
8= it [ IV P o

przyczem wybrano n mozliwie najmniejsze tak, by
pPt— a, dt. A

. < e
w2 n-j-2
Jezeli A=SE8- .... -j- ....,
to najpierw bierzemy najmniejsze p takie, by
Q0
2 db8;<
Pi

a nastepnie naj°mniej°sze n takie, by—dir&‘

p_
przyczem kfadziemy F — £ 8/,, jak poprzednio,
m

(*) Tvif. 14. Jezeli A jest zapasem ciggu punktow

JPi, Pa, ¢ ¢ e« )
I zapas ten jest ograniczony, to A jest mierzalne (L)
i mA= 0.
Dem. Mozemy zauwazyc, ze:
A= S {>,
n

przyczem: w }= w[j9,, _pJ= pn—pn= 0.
Stosujemy obecnie tw. 6 lub tw. 9, otrzymujac:
myl = Sm\pn)= 0,

przyczem mozemy Oczywiscie zatozy¢, ze punkty
ciggu (1) sa rozne miedzy sobag. Ze wzgledu na
to, ze zbiory {pn\ jednostkowe sg zamkniete, nie
potrzebujemy powotywac sie na zasade Zermeli.
BezposSrednio moglibySmy tez postgpi¢ w sposéb
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nastepujacy: punkt p,, pokrywamy odcinkiem

Sn= \Pn— -pT+i, Pn+ ~T+t) »
odcinki 6w n — 1, 2, ... utworzg rodzine, ktorej
suma B = 'Z8nbedzie ograniczonem pokuciem dla A
Otoz: *di.B ™ Zdl. ™ e, e> 0.
n

Poniewaz e (> 0) dowolne, wiec:

0 rSSnitA”™ meA e, nftfA= meA— mA = 0.

Uwaga. Zbiér A bedacy zapasem ciggu ele-
mentow:

ali e o o0

nazywa ogoélna teorja mnogosci przeliczalnym, o ile
jest on nieskonczony, w ogélnym za$ wypadku
najwyzej przeliczalnym (przeliczalnym lub skon-
czonym).

Cwiczenia i Uzupetnienia.

1 Jezeli zbiér A jest nieograniczony, e
(1) dla kazdego n zbior

A=AXENn€d @&=L2..D
jest mierzalny (L) i (2) istnieje granica:
limmAn— Ic
njoo
to nazywamy zbiér A mierzalnym (L) (w sensie
uogdlnionym) i T jego miara.

Ktore z twierdzen o mierzalnosci (tw. 1—14)
zachowujg sie i w jakiem brzmieniu, gdy odrzu-
cimy w ich zalozeniach warunek ograniczonosci
zbioréw tam wystepujacych, a mierzalno$¢ rozu-
mie¢ bedziemy w sensie uogdlnionym?
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2.a) Nazwijmy punkt x (nalezacy do A lub nie)
punktem mierzalno$ci zbioru A, gdy znajdzie sie
takie 8> 0, ze byleby s<,x<A i 0<it—5< 8,
to juz A X (s50 bedzie mierzalne (L). W prze-
ciwnym wypadku nazwiemy punkt x punktem nie-
mierzalnosci zbioru A.

Okazac, ze

(a) Jezeli A jest zbiorem mierzalnym (L) (ogra-
niczonym lub nie), to kazda liczba x jest punktem
mierzalnosci dla A.

(@ Udowodni¢ twierdzenie odwrotne do (a).

(y) Okaza¢, ze zbior punktéw mierzalnosci zbio-
ru A jest zawsze doskonaty.

§ 14. Ogdélny Problem Miary.

Def. Zbiory linjowe A i B nazwiemy przy-
stajgcemi, gdy B powstaje z A przez zastgpienie
kazdego punktu x zbioru A punktem X'= Xx + *,
gdzie T jest statg liczbg rzeczywistg.

Jezeli poddamy catg prostg liczbowg q prze-
ksztatceniu :
X'—x-\-& (1) (& state),

zbiory przechodza w przystajace. Przytem, jak to
z tatwosScig zauwazy czytelnik, wszelkie dotych-
czas okreslone wiasnosci zbiorow zachowujag sie
bez zmiany. A wiec, gdy naprz. zbiér A byt czy
ograniczony, czy zamkniety, gesty w sobie i t. d.
to jego obraz B, powstaly przez wykonanie prze-
ksztalcenia (1), bedzie roéwniez ograniczony, za-
mkniety, gesty w sobie i t. d. Wszystkie bowieml

1p. W. Wilkosz. Sugli insiemi non misurabili (L).
Fund. Math. t. 1
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cechy zbioréw okres$laliSmy przy pomocy, badz to
otoczen, badZ odlegtosci. Otoz:

(1) otoczenia punktu przechodzg dzieki prze-
ksztatceniu (1) w otoczenia jego obrazu; (2) od-
legtosSci punktéw nie ulegajg zmianie przy zasto-
sowaniu (1).

2. Dotychczas niewierny, czy istnieja zbiory
ograniczone niemierzalne (L). Zanim na to pyta-
nie odpowiemy, postawimy problem bardzo ogdlny:

Problem Miary Uniwersalnej. Zapytajmy sie czy
mozna kazdemu zbiorowi A ograniczonemu przy-
pisa¢ w okres$lony sposéb pewng liczbe: mA tak,
by nastepujgce wiasnosci stale tu zachodzity:

. Miara mA jest liczbg nieujemna.

Il. Istniejg zbiory A (ograniczone), dla ktorych

m A > 0.
I1l. Jezeli A iB sg ograniczone i przystajace, to:
mA — mB.

IV. Jezeli suma ciggu roztgcznych zbioréw ogra-
niczonych :

ALY N2 e,
jest ograniczona, to
mX Ai = Xm Ai.
i i

Wiasnosci powyzsze posiada miara Lebesgue’a,
lecz jedynie w obrebie zbioréw mierzalnych (L),
a jeszcze nie wiemy, czy sg to wszystkie zbiory
ograniczone.

Gdyby tego rodzaju ,,mierzenie" o witasnosciach
I—IV. rzeczywiscie udato sie okres$lic, zauwazmy,
ze pociggnetoby to za soba nastepujgce konse-
kwencje:
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1. Jezeli A CB i B ograniczone, to
mA mB.
Dem. mB = mA m(B — A) A mA, gdyz
m(B — A) =0.
2. Musi istnie¢ odcinek [a,b] taki, ze
mla,b] > O.
Dem. Jezeli bowiem m A > 0, A ograniczone
i A C[a,b],to O<mA mJ[a,b]
3. Jezeli p jest punktem, to m{p) = O.
Dem. Jezeli p i q sg punktami, to {p) przy-
staje do {8}, wiec m{p) — m[q).

Jesliby m[p] — k> 0, tom =h'> 0,
n= 1, 2,
zatem:
co niemozliwe, bo szereg k-j- k-{- ... nie byiby
zbiezny.

4. Jezeli a i b sg punktami i a< b, to
m[a,b] = m[a,b) = m(a,b] = m(a,b).
Dem. mJ[a,6J= m(a,b)-j- m{a) -(- m{b)
— m(a, b) it d
5. Jezeli d< b, to m[a,b]> 0.
Dem. Niechaj [a, bedzie odcinkiem o mierze
dodatniej (p. 2). Wtedy:
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. £—a . 8—a\ .
-f-m a-|--—- = ot:-}-1 2. . }-|-1

N —a), 0] +»»{P},
a wystepujace tu odcinki przystajg do siebie.
Ot6z, biorgc n dostatecznie duze dostaniemy

0 a —a
- a-\- ,
a N <t>, a,a N Cla,b]

o- 4@

. 0—a ]
i o przystajace do a.a 4 0

zatem m[a,6] > O.

3. Pokazemy teraz, niestety z koniecznem prawc
podobnie powotaniem sie na Zasade Zermeli wzgled-
nie Wyboru, ze problem uniwersalnej miary linjo-
wej nie posiada pozytywnej odpowiedzi. Udowod-
nimy, ad absurdum, konieczno$¢ istnienia zbioru
niemierzalnego w obrebie kazdej, przypuszczalnie
uniwersalnej, teorji miary, spetniajgcej wymaganie
I—IV. Postapimy wraz z G. Vitalim, w nastepu-
jacy sposob:

(1) Podzielimy wszystkie liczby rzeczywiste na
klasy wedle zasady, ze do tej samej klasy na-
lezg i tylko takie liczby x iy, ktérych rdznica
axc— Y jest liczbg wymierng. Dla danej liczby x, klasa
do ktérej ona nalezy bedzie ogo6t liczb typu x-\-p,
gdzie p przybiera wszystkie wartosci wymierne.

Jedng z tych klas jest r = klasa wszystkich
liczb wymiernych. Jezeli A i B sg takiemi klasa-
mi, to natychmiast widoczne, ze albo A = B,
albo A )x(B = 0. Rodzina 1A wszystkich takich
klas skitada sie ze zbioréw roztgcznych i niepu-
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stych. Wszystkie klasy sg miedzy sobg przystajgce,
gdyz Jezeli A jest takg i xe A, to A sklada sie
z liczb typu xA-p, gdzie p wymierne, zatem po-
wstaje z klasy r = og6t wymiernych przez prze-
ksztatcenie: x' — x-\-p, {p wymierne). Poniewaz
r jest wszedziegeste w kazdym odcinku zamknietym
[p. 8 7, ust. 1], wiec kazda klasa jest rowniez wsze-
dziegesta w kazdym odcinku zamknietym.

(2) Zasada wyboru pozwoli nam z kazdej klasy A
wybrac¢ element a— f{A) lezacy w odcinku [0, 1].

Tak wybrane elementy utworzg zbior naprz. M.

Niechaj B oznacza zbior wszelkich liczb wy-
miernych odcinka [0, 1]. Zbior ten mozna ustawic
w cigg nieskohczony, o wyrazach réznych mie-
dzy sobal:

Pli PN P31 - . .
Niechaj Bn oznacza zbior liczb:
Pn+ £>,

gdzie ¢ przebiega wszelkie elementy zbioru M.
Powstang zbiory:

B2, Bs, . ..

oczywiscie roztaczne i przystajgce, przyczem:
L= XBnC]J0, 2], wiec L ograniczone.
n

(3) Twierdzimy, ze [|, 1] CL. Rzeczywiscie,
gdy ze |Ih 1], to z nalezy do pewnej klasy, po-
wiedzmy A, rodziny H; klasa ta posiada swego
przedstawiciela 3= f(A) w odcinku [0, |], ktory
nalezy do M, lecz:

05*-S<i,
przytem z —t, wymierne, gdyz z i £ nalezg do

1 Twierdzenie to udowodnimy nieco po6zniej [§ 16],
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jednej klasy, zatem dla pewnego n bedzie z — L—pn
I temsamem: z— L-\-pneBnCL.
Stad wynika (p. ust. 2), ze
mL "™ ml[£, 1]> O.
Lecz, skoro L ograniczone, to
mL = ZmBn> 0,
)
co niemozliwe, bo gdyby k= m(BJ= (/i2d=... > 0,
to szereg: 1lc-\-k-\-lc ... bylby rozbiezny, a gdy
= 0, to byloby mL — O.

Zatem zaden ze zbiorbw Bn(n= 1, 2...)
nie moze posiada¢ miary.

W szczegdblnosci:

Tw. (Z) lIstniejg zbiory ograniczone, niemie-
rzalne w sensie Lebesgue’a.

Uwagi. 1. Mozna okazaé, ze problem uniwer-
salnej miary linjowej posiada pozytywne rozwig-
zanie, jezeli w zadaniu IV ograniczymy sie tylko
do ciggéw skonczonych. Wykazat to St. Banach
[p. Fundamenta Mathematicae, t IV, str. 7,
I nast.].

2. Mozna okazaé, ze wewnagtrz kazdego zbioru
0 mierze dodatniej Lebesgue’a znajduje sie pod-
zbior niemierzalny (L), o ile cho¢ jeden zbidr nie-
mierzalny (L) wogdle istnieje, a wiec zawsze, o ile
przyjmiemy zasade Zermeli. 1l

3. Wskazane powyzej trudnosci teorji miary
przekonywujg nas dosadnie, jak dalece jest nie-
bezpiecznem uwazac zwyczajem starozytnych (naprz.
Euklidesa), sprawe moznosci mierzenia za rzecz
oczywista.

1p. mojg prace z Fund. Math. t. 1, cyt. wyz.

Wilkosz: Teoria mnogosci. 7



4, Aksjomatycznie zdefinjowat miare Leb
gue'a W. Sierpinski [p. Buli. Acad. Sc. Gracovie.
1918;j.

§ 15. Twierdzenia o pokryciu Vitaliego
I Rademachera.

1. Niechaj dany bedzie zbior linjowy A. Przy-
pusémy, ze do kazdego punktu X tego zbioru przyis-
czono cigg przedziatow otwartych luh zamknietych

8;(x) = (Oi (x), ™ (x)) lub 6i(x)=[a; (x), pi(x)]

atk(x) M x55p;(x), a-(xX)< pi(x) (z= 1,2,...)
takich, ze lim dt. 88?) = O.

iljoo

Ogdét odcinkow S-@?) dla wszelkich z catkowitych
i wszelkich x ze zbioru A niechaj tworzy ro-
dzine IM Kazdg taka rodzing nazwiemy rodzing
typu (V), pokrywajgcg zbior (.4),

Twierdzenie Vitaliego (Z). Jezeli JM jest
rodzing typu (V), pokrywajaca zbior A linjowy
ograniczony i nie pusty, to znajdzie sie w rodzi-
nie M cigg (skonczony lub nie)

82, » me (1)
odcinkéw roztgcznych o tej wiasnosci, ze

m 4 8i = 0.
n

Innemi stowy: cigg (1) odcinkéw rodziny IM ,,po-
kryje A az do miary zero* lub ,,prawie pokryje A 41
przyczem odcinki ciggu nie bedg sie krzyzowaty
ze soba.

1 Bedziemy stale moéwili, ze jaka$ wiasnos$¢ zacho-
dzi ,,prawie wszedzie w zbiorze Au, gdy punkty zbioru A,

dla ktérych ona nie zachodzi, tworzg zbiér o mierze
zero (ew. pusty).
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Dem. Podamy dowo6d St. Banacha [Fund.
Math. t. VJ. Zatozymy najpierw, ze odcinki rodziny
M sg zamkniete.

1. Mozemy zatozy¢ z géry, bez uszczerbku dla
ogolnosci twierdzenia, ze dtugosci odcinkéw rodziny
IX! tworzg zbior ograniczony. Woystarcza bo-
wiem zamkng¢ A w odcinku [o,b] i z rodziny XL
odrzuci¢ wszystkie te odcinki, ktére wystepujg poza
[ft, b], pozostate utworzg analogiczng rodzine typu
(F), pokrywajaca (A), gdyz w ten sposob z ciggu:

6>ikE), S2(a?), . .
odcinkéw, przywigzanych do punktu x, odrzucamy
jedynie skonczong ilo$¢ wyrazéw poczatkowych.

2. Niechaj M1 bedzie kresem gérnym dtugosci
odcinkéw rodziny 1*1. Odszukajmy i wybierzmy
z rodziny odcinek: 81= 8SI(pl) tak, by

M, _3

a. S1 "2
Wtedy, dla kazdego wskaznika i oraz punktu p
w zbiorze A, bedzie:

dt. 5, (p) 3

a. 55 < 2*

Odrzuémy teraz z rodziny 1IXL wszystkie od-
cinki, ktére krzyzujg sie z odcinkiem Sj. Pozo-
stanie nam rodzina Mi typu (F), pokrywajgca
A — = Av

3. Niechaj M2 bedzie kresem goérnym diugosci
odcinkow w Obierzmy w tej nowej rodzinie
odcinek

taki, ze
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Dla kazdego p w A i kazdego wskaznika i bedzie

wtedy: db 8%(p) ™ 8 ”
io r < 2'"olle 8<0>)X8,=0.

4, Jezeli, postepujgc w ten sposdb dalej, otr.
mano juz: 6,,= &n(Pn\ KL.-i, Mn, Au, to:
(1) dtg < 8i> 62>e oo roztaczne,
n—1 P Q 4

(2) 8i(p)'X'L8k= 0 pocigga, ze dt ™ 1< /™

[wtedy p eAn, i—1,2,...].
5. W tworzeniu 8t mozemy zatrzymacé sie je-
dynie w wypadku, gdyby odcinki roztgczne:
§1’ 62’ oo e
pokryty caly zbiér A, lecz wtedy dowdd bytby
skonczony. Przypuszczamy jednak, ze cigg, tak
utworzonych odcinkéw roztgcznych:
8i» S2>e e e fo,, = 8s,(p,) = [&M p,.]I
{ n=12,...}
jest nieskonczony. Twierdzimy, ze czyni on
zado$¢ wymaganiom twierdzenia.
Zauwazmy jeszcze, Ze SzeregQ:
dt. 8j -}-dt. 84 . . .
bedzie zbiezny, gdyz odcinki Sx S2,... sg roz-
tgczne i lezg wspdlnie w odcinku, ograniczajgcym
A i1 2M, naprz.. [kr.d A— MIf kr.g.A -j- MX],

zatem jeszcze: limdt 8,,= 0.
noo

6. Celem przeprowadzenia dowodu postgpmy
W nastepujacy sposoéb.
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Niechaj riMoznacza odcinek zamkniety:

[a, —| dt. 8, 0,+ fdit.5,], dtnn= 44dt S,
Oznaczmy: Ig)n: 18*-J-§?r\k
Afm
w= 1,2,...

Stwierdzimy teraz, ze dla kazdego n==1, 2, 3,...
zbior Bn przykrywa juz cate A:
A CBn. n—1,2,3, ...
Przypusémy, ze tak nie jest i ze punkt jakis$
p nie nalezy do danego B,,. Mozemy zatozy¢ n> 1,
gdyz p ~r?18n pocigga p - e Bn+x.

Zbiér ~ 8t jest zamkniety, wiec:

*ll

[8 12, tw. 3].

odl. J28tjp|= p> 0.
&3 in p
Poniewaz lim dl. 8j(p) = 0, wiec dla pewnego s

i joo

%(P)XEIIS*<P i M 10 x,ﬁla*z °5
CO pociaga, ze
dt. 8S(p) < §d;r. Sw

[ust. 4 dowodu].
Zwigzek: Ss(p))(Z =

0 nie moze zachodzié

m
dla kazdego t X n, gdyz toby pociggato, ze stale
di, 8S(p) < | dt Sf, atoli limdt 8= 0.

/|oo

Obierzmy najmniejsze t takie, by jeszcze:

8s(p)X I{\ k=0, (1),
Hi

lecz juz:
8s0 >)X’:i\t8’ N0,
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Pocigga 1, ze: Ss(p) X ¥= $s0) X ™) 4= 0.
Lecz wtedy: dk. 8S.(o< |dt.8,, dzieki (D),
hf= [°/ 1dt8,, j3-j-| 8,],

wiec 8S(I®C1iY 1per], oraz psB t.
Teinbardziej: })eBn. {n<N1}

7. Dowdd konhczymy teraz uwaga, Z2e nief
kryta ewentualnie przez X8n cze$¢ zbioru A,

musi leze¢ we wspdlnej czeSci ciggu zstepujgcego
zbioréw:

Qo 00

IGCZ -

00 00 00
mXiE 4mX8~" 4Xm8§.

zdgza do zera, wiec:

skoro WuU-ssJsirb,,
t n ) h\p
P=23 ...
2attM - ej A — X 8,]= 0= mIA — XSA.
t n ) t » /
8. Jezeli teraz przyjmiemy, ze odcinki rodziny

nie byty wszystkie zamkniete lub nawet wszystkie
byty otwarte, to domykajgc je, utworzymy z do-
mknietych rodzine KT typu (T7), pokrywajacg A.
Z tej rodziny wybierzemy cigg:

8i, 82, . ..
odcinkow roztgcznych, ,,prawie* pokrywajgcych A,
przyczem 8X 82, . . . niech bedg domknigciem

(roztacznych):
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Wtedy niepokrytemi przez 2 8; mogag by¢ jeszcze
ewentualnie konce odcinkéw 81?S2. .., o iledo A
naleza, ale te tworzg zbior 6 mierze zero, gdyz dadza
sie ustawi¢ tatwo w cigg ograniczony [§ 3, tw. 13].

Cor- Obrawszy dowolnie e>0 mozemy je-
szcze zazadaé, by

0O 24d.8,— meA < e.

Wystarczy w tym celu wyszukac¢ pokrycie B dla
zbioru A tak, by:

0"MAd\.B —meA < e I I
i z rodziny 1Xu odrzuci¢ wszystkie te odcinki,
ktore posiadajg punkty lezgce poza B. Pozostanie
nam rodzina 1X1' typu V, pokrywajgca A, z ktorej
dokonamy wyboru. Wtedy jednak:
4C2Sn+ L I1— 28nCB,
n \

n f

wiec: me.l”~ me 8nA- (1 —2z8Yj <
me2 8n-f-me(.i —28,,) =
= d’f28n fo= 2d| 5n”~ dl. B,

[§ 13, ust. 3, tw. 6].

a stad: o0nN 2 dh 8,,— meA <e.
n

Podamy obecnie tres¢ i dowdd twierdzenia
mato Znanego, cho¢ bardzo waznego w zastosowa-
niach, ktére uzasadnit H. Rademacher w swej tezie
z roku 1916.

Twierdzenie Rademachera. Niechaj A
bedzie zbiorem ograniczonym o mierze (L) zerowej.
Niech dalej 1*1 bedzie rodzing typu (F), pokry-
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wajacg zbiér A, przyczem punkt p, nalezacy do
A jest zawsze punktem Srodkowym, odcinkow

8-(p) i= 1,2, , przytaczonych do niego.
Wiec:  8;(p)= (p- h (p),p-fh (p))
lub Si(p)= [p—\i(p),p+ h (p)j

i= 1,2, ..., peA.

Bedziemy moéwili, ze M pokrywa A vcentrycznie®,

Niech jeszcze e bedzie liczbg dodatnig, obrang
zresztg dowolnie.

Twierdzimy, ze istnieje w rodzinie M ciag
(skonczony lub nie) odcinkow:

hu oo hu — Sin (pn)

niekoniecznie roztgcznych o wiasnosciach:

(1) hi+ ha-- e ee=~hw pokrywa doktadnie

cate A.

(2) Suma dtugosci odcinkéw  jest mniejsza od e.

- dhh,< r
n

Dein. Zastgpmy kazdy odcinek;
S;(P)= (P—A((p).p-fh(>)
czy Si(p)=\p —}i(p),p-f X
przez 8/ (p)= \p—£ (p),p-fE/;(p)
i—1,2,...,peA.
Widzimy, ze: dbt 8/ (p)= ~dt 8, (p).

Nowe odcinki 8/ (p) utworzg rodzine 1X1' typu
(V), pokrywajacg A. Obierzmy teraz pokrycie B
(otwarte) dla zbioru A tak, by

dt.B <],

co mozliwe, gdyz m,4= 0.
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Odrzuémy z 1*1' wszelkie odcinki, wykracza-
jace poza zbior B, tworzac z pozostatych rodzine
1*1" typu (F), pokrywajgacg A. Stosujac literalnie
metode dowodu tw. Vitaliego, co tylko wytozona,
utworzmy dla rodziny M"™ cigg

0j, 82, ... M—1,2, ...
gdzie:
S»=V (Pn)= [Pn~ t >n(I"«),Pn+ i (pn)]e
Jezeli zechcemy teraz utworzy¢ tak, jak w do-

wodzie Vitaliego [str. 101] odcinki u= 1,2, ...,
dla 8,, zauwazymy, ze
M=[Pn —i >h(Pn), + i =),

przyczem, oznaczajgc:
NN — %u(Pn)= [Pn—\ (pn),Pn+ ~inIPn)\
lub = (Pn~ hn(Pn), Pn+ h,n(Pn)),
mamy: dtr)/—8dt8,; di. = 4di oM
Ot6éz z dowodu tw. Vitaliego wiemy, ze
ACQ-(-02H e+ (—A., p. str.101),
tembardziej: A C 442" . . .
I temsamem znalazt sie w rodzinie 1*1 zapowie-
dziany ciag:
V’ C& L X X J
pokrywajacy doktadnie A [nietylko ,,prawie® po-
krywajacy!].

Otéz: 8j, 82, ...s3 roztaczne i wszystkie
zawarte w B, wiec
Sdt. 5n< |,
n (o]
zatem: ~Ndhgl/ < e
n

i ciagg nasz czyni zados$C jeszcze drugiemu wyma-
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ganiu. Temsarnem dowdd tw. Rademachera jest juz
ukonczony.

Uwagi. 1. Zwrdécmy uwage, ze w tw. Rade-
machera jest mowa o sumie dtugosci - di An' nie
o diugosci sumy: d+.Sr)/! "

n

Rodzina M typu (V) pokrywajgca A skiada
sie u nas z odcinkoéw, ktéry Srodkiem jest zawsze
punkt, do ktérego dany odcinek nalezy. Niewia-
domo, czy mozna od tego warunku odstgpi¢ [pro-
blem Sierpinskiego]. Niemozna tego napewno uczy-
ni¢, gdy przejdziemy do zbioréw wiecejwymia-
rowych [p. J. Sptawa Neyman. Fund. Math. V,
str. 328 i nast.].

Twierdzenie (Z). Jezeli A jest zbiorem li-
njowym, ograniczonym, o mierze zewnetrznej do-
wolnej, n rodzing typu (U), pokrywajaca ,,cen-
trycznie* zbior A, jezeli e > 0, to istnieje cigg:

O5%5%5 ¢ » o
odcinkéw rodziny M, niekoniecznie rozigcznych,
0 wiasnosciach:

@ A CSil,,,
(a wiec %, N2, . . . pokrywaja A dokitadnie).
(2) £ dt. gn< meA e.

Dem. Dzieki twierdzeniu Vitaliego wybieramy
najpierw cigg odcinkéw roztagcznych z rodziny M:

oo : e
~d%  WeA -j- —
p &
[p. str. 103] i by 2% " ,prawie* pokryta zbiér A.

tak, by
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Pozostanie nam ewentualnie niepokryty zbidr:
A'= A —2rp o mierze zero.

v
Dzieki tw. Rademachera wybierzemy ciagg:

tak, by 2 r\" pokryta doktadnie A' i by
p

21d Uur< r
Wtedy cigg:

%?% >%?72 56 oo
pokrywa cate A dokladnie i przytem:

wieA I5Sdt Nj/ “f dt. va - &> RF4~ . . A vieA —-s.

Twierdzenie obecne jest synteza twierdzen
Vitaliego i Rademachera, atoli stosowac je mozemy
tylko w wypadku rodzin typu (V), pokrywajacych
dany zbidér centrycznie.1

§ 16. Moc Zbiorow Linjowych.

1. Def. 1. Przypominamy, Zze zbiorem conaj-
wyzej przeliczalnym nazywamy zbidr, ktéry da sie
ustawi¢ w cigg (skonczony lub nie). Obejmiemy tg
nazwa jeszcze zbidr pusty. W szczegdlnosci zbior
bedzie przeliczalny, o ile jest nieskoriczony.

Zapamietajmy sobie leminaty.

Lemmat 1. Jezeli zbi6ér jest skonczony, to
da sie ustawi¢ w cigg lub jest pusty.

Dem. 1. Zbiér zlozony z jednego elementu a

1 Twierdzenie powyzsze podatem w r. 1926 na po-

siedzeniu Pol. Tow. Mat. w Krakowie, tgcznie z tw. Ra-
demachera, ktorego tezy wtedy jaszcze nie znatem.
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ustawiamy w cigg o0 jednym wyrazie «X, kiadac
fli= a

2. Jezeli twierdzenie stuszne dla zbioru posia-
dajacego /*(>0) elementéw, to stuszne dla zbioru
on 1 elementach. Niechaj bowiem A posiada
#——1 elementéw i niechaj aeA, to A —\a) po-
siada n elementéw i da sie ustawié, wedle przy-
puszczenia, w ciag naprz.:

e o o @ci
potozymy ((n+\= «. ustawiamy A w cigg:
, AR, e e e ttti, Qn-f-1le

3. Dzieki zasadzie indukcji zupeinej twierdze-
nie nasze bedzie zatem stuszne dla kazdego n> 0
catkowitego.

Lemmat 2. Jezeli A da sie ustawi¢ wt cigg
skonczony, to da sie ustawi¢ rowniez w cigg nie-
skonczony.

Dem. Niechaj A ustawia sie w ciag:

AL >N21 o o o Qn.
Ktadziemy an™h= an, dla h= 1,2, . . . 1 usta-
wiamy A w ciag nieskonczony:
A2 A25 m o fo* anj \, . . .
Lemmat 3* Jezeli A da sie ustawi¢ w cigg
(skonczony lub nie), to da sie rdéwniez ustawié
w cigg o wyrazach réznych miedzy soba.
Dem. Niechaj A ustawia sie w cigg (skon-
czony lub nie):
aii a2i ¢ ¢
Jezeli ((,, jest wyrazem tego ciggu o skazniku n, to
oznaczmy przez Tn najmniejszg liczbe catkowitg
taka, ze akn— n,,.
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Odrzucajgc stale a,, oile an= as i s < n,
zachowajmy w ciggu jedynie wyraz aki.
Ustawiamy liczby catkowite.
/\21 e o o
w porzadku rosngcym w ciag:
PIiP2L oo e
i kiadziemy 6, = ap. = 1,2, ...
Wtedy ciag (skonczony lub nie):

posiada zapas A 1 wszystkie jego wyrazy sa mie-
dzy sobg rozne.

Lemmat 4» Jezeli zbior A da sie ustawic
w cigg i B CA niepuste, to B da sie rowniez
ustawi¢ w ciag.

Dem. Ustawmy A w ciag:

&,

i odrzuémy z ciggu wyrazy, nalezagce do B — A —
w ten sposob odpadajg tez pewne wskazniki (po-
zostanie cho¢ jeden!) Pozostate wskazniki ustawmy
W cigg rosnacy:
Pi <P2<Ps< oo

i potézmy:

bn— dm h—1,2, ...
ciag. &, b2, . .. ustawia B.

Uwaga. Metoda powyzsza ustawia B w spo-
s6b okreslony jednoznacznie, skoro podano usta-
wienie w cigg zbioru A.

Tw. 1. (Z) Suma (o ile wykonalna) conajwyzej
przeliczalnej rodziny zbioréw conajwyzej przeliczal-
nych jest zbiorem conajwyzej przeliczalnym.
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Dem. W dowodzie pomijamy trywjalne wy-
padki, gdy rodzina jest pusta lub, gdy wsrod
zbioréw rodziny znajduje sie zbidr pusty, ktory
w sumie mozemy oczywiscie odrzuci¢, niezmienia-
igc tej ostatniej. Kazdy zbiér rodziny da sie usta-
wi¢ w ciag nieskonczony. Zasada Wyboru pozwoli
nam dobra¢ po jednym ciggu ustawiajagcym kazdy
zbiér rodziny. Calg rodzine ustawimy w cigg nie-
skonczony:

A2, .. ..
Niechaj wybranym ciggiem dla zbioru A nbedzie:
«inmazs, o
Tworzymy z ciggow:
®1) fl12, (h3, (fu, U5, . . . (1)
r
N, R0 N2 UG5 o o o (2)
[
al> "X f3H ¢ ‘. (3)
/ T2 ™3 (4)
(], smm ®)

ciag:
aii 15 NV/3N? o o o
[metoda ,,przekatnych* Cantora], a wiec kiadziemy:

k—"om o =T N(ii-&=2) .

i,k = 1,2,
Wtedy ciag: N1&3 o o o
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posiada zapas = "™ A P, wiec ™ Ap cotiajwyzej
p p
przeliczalna.

Czytelnik zechce wykazaé sam, ze m przebiega
kolejno wszystkie liczby: 1, 2, 3, . . .

Uwagi 1 Stosowanie zasady Zermeli (Wyboru)
mozemy oming¢ w kilku wypadkach:

1. Gdy umiemy efektywnie ustawi¢ kazdy zbior
An rodziny w okresSlony cigg (tak bytoby naprz.
gdyby An byly zbiorami niepustemi odcinkéw
otwartych, niekrzyzujacych sie ze sobag).

2. Gdy ilos¢ zbiorow rodziny jest skohczona
[zastosujemy posrednio § 10, tw. 1].

Uwaga Il. Tw. 1 nalezy do ogdlnej teo-
rji mnogos$ci, stosowaé je bedziemy jednak
w dalszym ciggu jedynie do zbioréw linjowych
czy rodzin takich zbioréw i t d. Zapewni nam to
wykonalnos$¢ sumy.

Tw. 2- Jezeli A cotiajwyzej przeliczalne i
B CA, to B rdwniez cotiajwyzej przeliczalne.

Dem. Dzigki lemmatowi 4, o ile B 0, agdy
-6 = 0, to z definicji.

Uzasadniamy teraz niezmiernie wazne twier-
dzenie, na ktére juz dwa razy powotywaliSmy sie
poprzednio.

Tw. 3. Zbiér r wszystkich liczb wymiernych
jest przeliczalny.

Dem. Zbior r mozemy rozwaza¢ jako sume
ciggu zbiorow:

NP N2IN3? o 0 0y

gdzie Ansklada sie ze wszystkich utamkow ksztattu:

§6 F>= 0+ 1,—1,+ 2,—2, . ..
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Oczywiscie An da sie ustawi¢ w cigg:
S bl eee (&9

(«=1,2,..))

zatem An przeliczalne (gdyz oczywiscie nieskon-
czone). Stad juz r jest congjwyzej przeliczalne, ale
ze nieskonczone, wiec przeliczalne.

W tym wypadku ustawialismy An(n= 1, 2,...)
efektywnie w ciag (a,), zatem stosowanie zasady
Zermeli odpada.

Cor. Metoda przekatnych, zastosowana do
ciggu ciggow: al5 a2, ... i metoda lemmatu 3 i 4
daja nam w reke mozno$¢ okreSlonego (efektyw-
nego) ustawienia liczb wymiernych, a temsamem
I kazdego niepustego podzbioru klasy r, w cigg
nieskonczony o wyrazach réznych.

Nie wszystkie zbiory linjowe sg jednak skonh-
czone lub przeliczalne. Mamy bowiem twierdzenie:

Tw. 4. Zaden zbiér doskonaty, niepusty nie
jest congjwyzej przeliczalnym.

Dem. W ¢wiczeniach na str. 59 (éwicz. 2)
mamy twierdzenie, ze kazdy zbidér A, dajacy sie
ustawi¢ w ciag, zawarty w doskonaleni P jest ni-
gdziegesty w P, jako suma ciggu zbioréw jednost-
kowych, a wiec nigdziegestych w P. Gdyby P
doskonate i niepuste dato sie ustawi¢ w ciag, by-
toby nigdziege"te w P, lecz

P'{P- PX P}= 120m= Om+ P,

co sprzeciwia sie definicji.
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Def. 2* Zbiof/ ifer-:tte6gcf-00iiajwpzej przeli-
czalnym zwiemy nieprzeliez&IAiprrtil$ N k
Wnioski: yicio>
1. Wszystkie- odcinki- zamkniete, nie skiada-
jace sie- z jednego punktu : [a,b], a< h,
2. wszystkie promienie zamkniete:
[, 4~ °°), o(— oe'c<| Craz
3. prosta liczbowa O0p v B} o
sg .nieprzeliczalne. A{ - aop .l .. Yy

Uwaga. Fakt, ze odcinek [a,&], dla n<: ?
jest nfept~dtiCzalny, odkryt J. ~Cantor w pierwszych
swych badaniach ‘nad teorja mnogdsci. ¢

2. Ogdlna teorja mnogosci okresla dwa .zbiory
A i B jako réwnoliczne: A riB Ilub réwnej mocy,
gdy istnieje moznos$¢ podporzadkowania elementow
zbioru A elementom zbioru B w sposob jedno-
jednbznaczny, czyli doskonaty.

[Kazdy element z A jakiemu$ elementowi w B,
kazdy'w B ma by¢ przypisany jakiemu$ elemen-
towi w A, réznym w A przypisano rozne w B,
kazdemu w A tylko jeden ‘w B],

Obejmujemy jeszcze tg definicjg wypadek, gdy
A i B sg puste.

Dzieki tej definicji mamy:

Tw. 1. Wszystkie zbiory przeliczalne sg réw-
noliczne.

Dem. Gdy A i B sg przeii zalne, ustawmy je
w ciggi:

Al -oj, f12, . . ..
Bi /<j, bo, . ...
nieskonczone, o elementach réznych J[ust. 1. lem-

Wilkosz: Teorja mnogosci. 8
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maty]. Aby wykaza¢ rownoliczno$¢, wystarcza te-
raz przypisa¢ elementowi an element bn.

Przyktad: Zbiory:

sg réwnoliczne i przeliczalne.

[Oznaczenia wedle Formulario di Matematica
Peany].

Réwnoliczno$¢ posiada typowe cechy réwno-
waznosci. Jezeli A, B, C sg zbiorami, to

(1) AriIB.

(2) ArlIB pocigga BrlA. ~’

(31 AriIB i BrlC pociggajg A rl C.

Tw. 2- Kazdy odcinek otwarty (a,b) i kazdy
promien otwarty (a,-f-<x>) czy (— cc, a) jest row-
noliczny ze zbiorem q= (— 00, -j- 00). [A wiec sa
réwnoliczne miedzy sobag].

Dem. 1. Przypiszmy kazdej liczbie x nale-
zacej do (a,b) { a< x< b }

liczbe:

odpowiednio$¢ bedzie doskonata i wykaze, iz:
(a, b)rl q.
2. Przypiszmy kazdej liczbie # > 0 liczbe:
y = log (x — a),
co da nam odpowiednio$¢ doskonalg wykazujaca, ze
(o, + oc)rl q.
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3. Analogicznie formula:
y == Jog (a — Xx), dla x < a

wykazuje, ze (— 09, -j- a)rl q.

Teorja mnogosci ogdlna daje nam w reke bar-
dzo silne kryterjum réwnolicznoSci w postaci t. zw.
twierdzenia Schrddera—Bernsteina 1, ktore brzmi

nastepujgco:
Jezeli A" CA,B'CB, A'rlIB, B'rlA, to
A rl B.
Skorzystamy z niego natychmiast:
Tw. 3> Kazdy odcinek zamkniety gdzie

a<b i kazdy promien zamkniety [a, -j- oc) czy
(— oc, a] jest rownoliczny z ? [a wiec sg tez row-
noliczne miedzy soba].
Dem. 1 Gdy a< b, to
(1) (a,b) C[a,b] i (a,Db)rlq.
(2) [a,b] Cq i [a,b]rl[a,b],
wiec [Schr.—Bern.]: [a,i]rlq.
2. (1) (a, o00)C]Ja,-(-00) i (a,+ 00)Wg,
(2) [«,+ oc) Cg i [a,-}]- 00) r/[a, -f- 00),
wiec: [a, -)- 00) rl q.
3. (1) (—o0,a)C(—oc,a] i (—oc,«)rlq,
(2) (—oc,a]Cq i (— oc,a\rl(— oc, a],
wiec: (— oc,a]rlqg.
Cor. Tg samg metodg okazalibySmy, ze
{a,6] 1 [a,b), oile a< b,

sg réwnoliczne z q.
Def. 1. Kazdy zbiér réwnoliczny z prostg licz-1

1p. naprz. moje Podstawy Ogoélnej T. M str. 50. lub
W. Sierpinski: Zarys Teorji Mnogosci cz. I, str. 69.

8*
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bowag 7 nazwiemy zbiorem mocy continuum lub
vmocy c“.

Tw. 2. Jezli ™-i B sg tinjowe, ACB i A
jest mocy continuum, to B fjest rdéwniez mocy
continuum. V-jv A . n

Dem. (1) A B i1 Arl7,

(2) BCq 1 BriB,
wiec [Schr.—Bern.]: Brl?7.

Tw. 3. Jezeli ArlIB i i? jest mocy c, to ™
jest réwniez mocy continuum.

Dem. B ii g z definicji, ArlB, wiec Arlq.

Tw. 4. Kazdy zbiér moc// continuum jest nie-
przeliczalny.

Dem.-Gdyby A byto mocy c i dato sie ustawic
W szereg, to

(1) ustawilibySmy A w ciag: tA

O j (g dy z 4 40!,

(2) przyporzadkowali kazdemu e A element

f(pc) zbioru 7 w sposéb doskonaty, wtedy ciag:

) z)/\z) e o o 5
gdzie n— f(an)
ustawiatby zbiér doskonaty 7 w cigg, co niemozliwe
[ust. 1, tw. 2]

Tw. 5. Kazdy zbior B linjowy, doskonaty
I niepusty jest mocy continuum.

Dem. 1. Jezeli P nieograniczone i naprz. aeP,
to zbiér A= [o—1, n-f- 1] X ~ jest rowniez do-
skonaty, niepusty, lecz ograniczony — jezeli A
mocy c¢, to rowniez P bedzie mocy c, dzieki tw. 2.
Wystarczy zatem bada¢ zbiory ograniczone.

2. Jezeli P ograniczone, doskonate, niepuste, to

P C|[a, 6], gdzie a==kr.d. P, b= kr.d Pd
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Zatozmy, ze P nie jest nigdziegeste w [« &].
Wyniknie stad, ze
ir {[a,6] - P}= .4 % [a: 5] {8 7, sir. 45}
[a, A—P Cir{[a, A—P\= 4
B =\a,JA- 4 CP.

Zbiér yf jest zamkniety, wiec P = [a,JA— 4
otwarte i nie puste, temsamem jaki$ przedziat
(cx,(3)C[«,6] jest wolny od punktow A, zatem
zawiera sie calty w P. [8 7, ust. 2, str. 45]. Zbiér P
zawiera wtedy podzbiéor mocy c, jest wiec sam
mocy continuum [tw. 2].

3. Wystarczy zatem udowodnié¢ twierdzenie
P nigdziegestego w [a,JA

Zbiér B —Aa, JA— P jest wtedy wszedziegesty
w [a, & i rozpada sie¢ na odcinki, ktére ustawimy
w cigg normalny

W (M

Odcinkéw jest nieskonczenie wiele; nie stykajg sie
koricami i jezeli 5, — (a;, j&), to a; i |¥ nalezg do P,
lecz sa rozne od a i 06; odcinki S; sg wszedziege-
sto rozsiane w [a, 7].

(1) Przypiszemy punktowi liczbe —o

(2) Niechaj 6H bedzie odcinkiem o najmniej-
szym wskazniku w ciggu (1) z posrod lezacych
na lewo od 5r, odcinek 8M o0 najnizszym wskaz-
niku w ciggu (1), lecz z pos$rdéd lezacych na prawo
od 81. Przypiszemy punktowi a,., i a,,, odpowiednio

liczby i ~+
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(3) Wybieramy teraz cztery dalsze odcinki:
5,3— 0 najmniejszym wskazniku z posrod le-
zacych na lewo od 8,,,.
8,4— 0 najmniejszym wskazniku z posréd le-
zacych na prawo od 8tl, a na lewo od 81
8n — 0 najmniejszym wskazniku z posrod le-
zacych na prawo od 8f? a na lewo od 8,,.
Srti — o najmniejszym wskazniku z posrod le-
zacych na prawo od 8rm
Punktom: a,3, o4, an, ali8, przypiszmy odpo-
wiednio liczby:
g nnn FnpnJdL I Jd i1
28’ 2* ' 23’2 ' 2* ' 23’2 * 2* * 23
Postepujgc dalej w ten sposdb, zaopatrzymy
w liczby pewien podzbiér punktow zbioru P, ktéry
oznaczymy sobie przez ™.
Rozwazmy szereg nieskonhczony:

(1),
w Kktorym: N1, ag, n3, . .
majg wartosci O lub 1 i przytem niechaj (1) bedzie
istotnie nieskonczony t zn., ze od zadnego miejsca
poczawszy, ,cyfry" dn nie sg stale zerami.
Granice tych szeregow wyczerpujg wszystkie liczby
odcinka (0, 1], gdyz sa to poprostu liczby tego
odcinka napisane w sposéb istotnie nieskon-
czony w systemie dwoéjkowym numeracji. Oznacz-
my przez pn punkt zbioru A (a wiec zbioru P),
ktébremu przypisano liczbe:
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Ciag ey /3] " e e
czyli szereg (1) jest zbiezny, powiedzmy do liczby s.
Ciag punktow:
Pi,Pi,Ps, o e (2)
jest zbiezny do pewnego punktu p, gdyz
a"PIiNPzNPsN eee N g
wiec wystarczy obra¢ p = kr.g. {j™,p2, . . . }

Poniewaz ,.cyfry" an nie sg od zadnego miejsca

stale zerami, wiec

p > Pn n= 1,2, ..

I ciag (2) jest podstawowym dla p w zbio-
rze A [8 11, ust. 2], Stad peD’A, pelVP i na-
koniec. j>eP. Tak otrzymanemu punktowi”™ przy-
piszemy liczbe s(>0). Dotaczmy jeszcze punkt
a= kr.d. P, ktéremu przypiszemy liczbe zero. Uzy-
skamy ponumerowanie liczbami odcinka [0, 1] pew-
nego zbioru K zawartego w A i to w sposob, jak
tatwo sprawdzié, doskonaty. Zatem Krlg, a ze
KCPCq, wiec P jest rowniez mocy continuum.

3. <*>Tw. 1. Kazdy zbior linjowy rozproszony
[8 7] jest conajwyzej przeliczalny.

Dem. Dowdd tego twierdzenia, bez postugiwania
sie zasadg Zermeli, podat Sierpinski w Fundamenta
Math. t. 1 i to w skroceniu. Jest on dla naszych
celéw zbyt diugi i dlatego podamy dowdd postu-
gujacy sie zasadg wyboru, cho¢ tego mozna uni-
kng¢, o ile posiadamy w ksigzce dostatecznie duzo
miejsca do dyspozycji.

1 Nazwijmy punktem zageszczenia (konden
cji) zbioru A punkt p wtedy, gdy w kazdetn oto-
czeniu (s,t) punktu p, zbior (s,t) X A jest nie-
przeliczalny.
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Udowodnimy lemmat: Kazdy zbiér A liryjowy
i nieprzeliczalny posiada cho¢ jeden punkt zage-
szczenia, nalezacy do A.

Dem. Jezeli .4 jest nieprzeliczalne, to
ktéry$ zbidor ograniczony:

An= 4 X [—n>4“nl n= 12 oo

jest tez nieprzeliczalny, gdyz inaczej

bytaby conajwyzej t przeliczalna. Mozemy zatem
zgoéry zalozy¢, ze A jest ograniczone, gdyz
punkty zageszczenia An nalezace do An sg oczy-
wiscie punktami zageszczenia dla "4 i nalezg do -4.
Gdyby zaden punkt zbioru A- nie byt jego punk-
tem zageszczenia, to zasada wyboru pozwolitaby
nam do kazdego punktu peA przywigza¢ otocze-
nie (p —X(p), + Mp) > 0 takie, ze
(P—X(p),p-\- A(P))X A

bytoby conajwyzej przeliczalne.
>(P) Mp)
n 1 P+ n-f-1
n= 1,2, .. .

Rodzina utworzona z odcinkow &i(p), dla wszel-
kich pe A i wszelkich i catkowitych, jest rodzing
typu (V) pokrywajaca centrycznie A. Wedle uogdl-
nienia tw. Rademachera (§ 15, tw. 3), jaki$ ciag od-
cinkéw tej rodziny:

0j, 02, . . .
pokryje cate A. Lecz wtedy
A=2(8kXA),

Oznaczmy: oOnPp) — p
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8. X -~ conajwyzej przeliczalne [A= 1,2,...],
wiec A Dbytoby conajwyzej przeliczalne.

2. Oznaczmy zbiér wszystkich punktow za
szczenia zbioru -1 nalezagcych do A przez K. Do-
wiedziemy stusznosci lemmatu: K jest geste w sobie.

Dem. Jezeli eA’ to gdyby p nie bylo punk-
tem skupienia dla K, pewien odcinek

[P—a,P-\~c] (o> 0)

bytby wolny od punktéw K, o ile pominiemy sam
punkt p. Lecz fp — o,p -f-0] X A jest nieprzeli-
czalne, atoli zbiory:

:1 P_C’|> M:_l_ nAJ+a X'l
n= 1, 2,
by+yby conajwyzej przeliczalne, a wiec

Xb- X+«J—". + W

bytoby réwniez conajwyzej przellczalne.

3. Jezeli teraz -4 jest zbiorem linjowym nie-
przeliczalnym, to K =0, K geste w sobie i K CA,
wiec K nie moze byC¢ rozprészone.

(*>Tw, 2. Kazdy zbiér zamkniety jest, albo
conajwyzej przeliczalny, albo mocy continuum.

Dem. Rozt6zmy zbiér zamkniety A na jadro Al
i reszte N = A — Al rozprészong [§8 7]. Jadro Al
jest zbiorem doskonatym, reszta N conajwyzejprze-
liczalna.

(1) Jezeli Al30O, to A jest conajwyzej prze-
liczalne.

(2) Jezeli Al ™~ O, to Al jest mocy continuum
(ust. 2, tw. 5), zatem A rdwniez mocy continuum.
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Uwaga. Jako eorollarium otrzymamy tw. Can-
tom—Bendixona: Kazdy zbiér zamkniety da sie
roztozy¢ i to w jedyny spos6b na zbidr doskonaty
i conajwyzej przeliczalny, przyczem czeSci te beda
bez punktéow wspdlnych.

Tw. 3. Kazdy zbidr otwarty niepusty jest mocy
continuum.

Dem. Wtedy bowiem rodzina analizujgca po-
siada cho¢ jeden odcinek otwarty, a wiec zbidr
0 mocy continuum, zawarty w danym zbiorze
otwartym.

Uwaga. Zbiér otwarty pusty jest skonczony,
a wiec conajwyzej przeliczalny.

4, O wielu jeszcze Kkategorjach zbioréw mc
naby udowodnié, ze skiadajg sie one ze zbiorow
conajwyzej przeliczalnych lub mocy continuum.
Zauwazmy, ze gdyby takg Kkategorje stanowity
zbiory geste w sobie, to kazdy zbiér linjowy bytby
conajwyzej przeliczalny lub mocy c, gdyz kazdy
zbiér linjowy rozpada sie na jadro geste w sobie
1 zbiér rozproszony conajwyzej przeliczalny. Nie-
stety tego wiasnie nie wiemy.

Nie udato sie do dzi$ dnia rozstrzygna¢ w zadng
strone hipotezy nastepujacej:

Hipoteza Continuum: Kazdy zbidr linjowy
jest conajwyzej przeliczalny lub mocy continuum.

Nic nam tez pewnego nie wiadomo, czy hipo-
teza powyzsza jest niezalezna od pozostatych hipo-
tez, jakie przyjmujemy w teorji mnogosci ogolnej
czy punktowej.

KONIEC CZESCI PIERWSZEJ.
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Nota

Zestawienie naéwaznlejszych prawidet
algebry zbioréw

Litery a,b ... oznaczajg elementy, A ,B
zbiory, , B, ... rodziny zbioréw. O ile w gre
wchodzg dziatania -)-, X? —, 2, Fl, nalezy sobie
zapewni¢ ich wykonalnos¢.

. aeA i ACB pocigga aeB
ACB i BcC pocigga AcC
ACB i BCA pociagga A= B
aeA pociagga {aj CA.

. A+ B= B+ A
A-{-(B+C)= (A+ B)+ C
A -0, —A
A CB pociagga A f-B= B
ACB i CcD pocigga A-f-CCB -{-D

iii. a x b =
a BXC)=(axb )XC
2§ (BXO)=(ax)
A CB pocigga axb = a
A CB i CCD pocigga

v, gA+ B;XC = (AX8 + (BXC
axb)+ c=( Xib +
[Prawa De MdOrgana]
AX BCAX B.

V. A-BCA- (A—B)XB=0; A-A=0, A-0=A
AX B= 0 pociagga A—B= A
BCA pocigga (A—B)-\-B= A
A—(B+C)={A—B) X (A—C)=(A—B)—C
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A- (B\C)=(A -r-B)+ (A- C)
(.4+5)-C= (A- O+ (£E—0
(A-B)XC=(AX.C)-B=(AXC)-(BXC)
(A- C)X (B-C)= AXB-C
ACMiIiBCM pociagaA —B = AX(M—B)
AXB = A—(A—B).

Uwaga. Jezeli wszystkie rozwazane zbiory sg
podzbiorami jednego zbioru M. to zastepujemy
odejmowanie A — B przez mnozenie A X —X),
gdzie M — B jest uzupeinieniem B do M.

Czytelnik unaoczni sobie tatwo stuszno$é po-
wyzszych wzordow, postugujac sie, znang z trady-
cyjnej logiki, metodg ,.k6t logicznych Eulera™.

VI. 1. Jezeli kazdy zbiér rodziny R jest za-
warty W7 jakim$ zbiorze rodziny B, to
SH CEB,

0 ile jeszcze rodzina jFRS niepusta, to
UH CSB

UH-fB)= UK + UB.

O ile H i B niepuste, to

ri(KXB)—mmHX'riB.

Vil. 1. S(A;+ B)=2",4-SJ3f.
1 1 1

w N

2. n4XiiBi= nUiXfi;).
1 1 1

Dla ciggéw nieskonczonych:
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