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OD TLOMAM.

Wielka teorya ciggtych grup przeksztatcen, dzieto genial-
nego matematyka norweskiego Sophusalie (1842—1899).
szybko rozpowszechnita sie w Swiecie naukowymi pozyskata gor-
liwych zwolennikéw w ogniskach nauki: w Niemczech, Francyi,
Wioszech i Stanach Zjednoczonych. Z zadowoleniem zazna-
czy¢ winnismy, ze i do naszej literatury naukowej przenikneta
ona dos¢ szybko. P. Kazimierz Zorawski, uczen Liego,
obecnie profesor Uniwersytetu Jagiellonskiego, w catym szeregu
rozpraw oryginalnych, ogtoszonych przewaznie w Rozprawach
Akademii Krakowskiej, oraz ,Pracach matematyczno-fizycz-
nych“ bada wazne zagadnienia z rozmaitych dziatow teoryi
przeksztatcen, w wyktadach za$ uniwersyteckich wprowadza
swych stuchaczéw w dziedzine tej teoryi.

Przyswoiwszy dawniej literaturze naszej szereg dziet ma-
tematycznych prof. Pascala, uwazalismy za wiasciwe i te
najnowszg prace uczonego wtoskiego ogtosi¢ w przektadzie pol-
skim, w przekonaniu, Ze dzieto to, obejmujgce zasady teoryi prze-
ksztatcen, nie bedzie bez uzytku dla miodziezy polskiej, poswie-
cajacej sie studyom matematycznym.
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@] zakresie tego dzieta méwi sam Autor w Przedmowie.
Obejmuje ono nie cato$¢ rozlegtego przedmiotu, lecz tylko ogol-
ng czesé teoryi. Ale i wtym szczuptym zakresie powinno ono
pozyskac sobie, zdaniem naszem, chetnych czytelnikow wsréd
miodszego pokolenia, oddajgcego sie studyum powaznym w dzie-
dzinie matematyki wyzszej.

W przektadzie, nie odstepujgc nigdzie od tekstu oryginal-
nego, pozwolilismy sobie poczyni¢ tylko niewielkie dopetnienia
bibliograficzne przez wymienienie prac polskich, odnoszacych sie
do teoryi przeksztatcen. W koricu dodaliSmy spis bibliograficzny
tych prac oraz wykaz alfabetyczny rzeczy.

Nadmieniamy wreszcie, ze w t. X1V ,,Prac mat.-fiz.” (1903)
prof. E. Pascal oglosit streszczenie najnowszych badan swoich
nad twierdzeniami zasadniczemi teoryi grup, o ktérych méwi
w dopetnieniach do tekstu ksigzki niniejszej.

S. D.

Warszawa, w lutym, 1903.



PRZEDMOWA AUTORA.

Jedng z najbardziej wytwornych teoryj nowoczesnej Ana-
lizy matematycznej jest teorya ciggtych przeksztatcen, ktdrg za-
wdzieczamy geniuszowi Sophusa Lie. Jest ona wazna
nietylko sama w sobie, lecz takze przez swe liczne zastosowania
do innych czesci Analizy i Geometryi, na ktdre rzuca niespodzie-
wanie nowe $wiatto i pozwala dostrzedz ich zwigzki wzajemne,
przedtem niewidoczne.

Teorya ta, jakkolwiek powstata dopiero niedawno, wznio-
sta sie i rozwineta zadziwiajgco szybko i zajeta takie stanowisko
pomiedzy swemi siostrzycami, ze dzi$ mtodzieniec, poswiecajgcy
sie studyom nad matematyka wyzsza, nie moze jej nie znac,
przynajmniej wjej podstawach i zasadach.

Lie, wespdt ze swoimi uczniami, ogtosit o tej teoryi wiete
tomow, ktdre sg atoli kopalnig zbyt rozlegts, aby poczatkujacy
mogt sie tatwo w pierwszych swoich studyach w niej oryento-
wac, i dlatego to niejednokrotnie wypowiadano potrzebe takiej
ksigzki, ktoraby, bez szkody dla scistosci i og6lnosci, mogta za-
wrze¢ w niewielkiej objetosci wszystko to, co stanowi podstawe
tej wysokiej czeSci Matematyki czystej.

Daleki jestem od mysli, aby ksigzka, kt6rg niniejszem
przedstawiam publicznosci matematycznej, spetniata catkowicie
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to zadanie, bardzo czesto z r6znych stron ujawniane. Nalezy te
prace uwazac raczej za probe w tym Kkierunku, i bede bardzo
rad, jezeli pi6ro, od mojego uczensze, zechce potrzebom uczacych
sie zados$¢ uczynic lepiej, niz ja to uczyni¢ potrafitem.

Tom ten, powstaty z lekcyj Analizy "Wyzszej, ktore prowa-
dzitem w uniwersytecie w Pawii w roku 1900—01, zawiera tylko
cze$¢ kursu, albowiem z rozmaitych wzgledéw uwazatem za
wiasciwe ograniczy¢ sie do samej czeSci ogdlnej teoryi
grup, poming¢ za$ na teraz to, co dotyczy grup specyalnych,
a zwhaszcza grup przeksztatcen stycznoSciowych, stanowigcych
w sobie przedmiot rozlegly i nadajacy sie do opracowania
w osobnym tomie.

Poniewaz w roku ubiegtym udato mi sie doprowadzi¢ do
konca pewne poszukiwania, podjete z okolicznosci uktadania
tego dzieta, a dotyczace specyalnie dowodow twierdzen zasadni-
czych, zwanych twierdzeniami Liego, mniematem prze-
to, ze nie bedzie rzecza niewtasciwg podac¢ w dopetnieniach na
koncu tomu rozwazania moje nad tym przedmiotem.

Poswiecajgc prace niniejszg mtodym adeptom nauki, wy-
razam zyczenie, aby ona mogta, chociazby w niewielkim stopniu,
przyczynic sie do postepu ich studyow.

E rnesto P ascal”™

Medyolan, wrzesien, 19u2.
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ROZDZIAL 1.

TEORTA OGOLNA GRUP PRZEKSZTALCEN.

§ I-

Wiadomaosci wstepne.  Pojecie przeksztatcenia. Parametry przeksztat-
cenia i warunki ich istotnosci. Przykiady.

Dajmy, ze zmienne w liczbie n: Xj........ X,, dane sg jako
funkcye n innych zmiennych x,,..., xn:

Xi —fi (X) o+ e >X), = B

i ze funkcye f dajg sie rozwigza¢ wzgledem zmiennych x\ moé-
wimy wtedy, ze réwnania te okreSlajg przeksztatcenie
pomiedzy zmiennemi X i X'

Przez funkcye f rozumiemy funkcye analityczne i jedno-
warto$ciowe, okreslone dla pewnego obszaru (x) zmiennosci, rze-
czywistego lub zespolonego zmiennych xu...,x,,; obszar ten moze
by¢é wszczegdlnosSci takze obszarem catkowitym wszy-
stkich mozliwych rzeczywistych lub zespolonych wartosci
tych zmiennych.

Przypu$¢my, ze wzory powyzsze sg takiemi, ze dla kazdych
dwu réznych ukfadéw wartosci zmiennych x otrzymujemy
zawsze dwa rézne uklady wartoSci zmiennych x'. Przyj-
mijmy nadto, ze funkcye f sg regularnemi w otoczeniu
kazdego z punktow X,0 x2u ..., X,,° obszaru, dla ktorego je

-Pascal] Teorya grup przeksztatcit. 1



2 Rozdziat | § 1.  Pojecie przeksztatcenia.

okreslilismy, t. j ze w otoczeniu tem dajg sie rozwing¢ na sze-
reg catkowitych dodatnich poteg réznic xx—ajj°, x2—al*, ...

Poniewaz zatozyliSmy, ze funkcye f sg rozwigzalne wzgle-
dem zmiennych x, pomiedzy ktéremi niema zachodzi¢—co oczy-
wiscie przyjmujemy—zaden zwiazek, przeto wyznacznik fun-
kcyjny tych funkcyj wzgledem zmiennych x musi mie¢ war-
tos¢ skoriczong, rézng od zera-, w takim za$ razie istnie¢ bedzie
obszar zmiennych x', w ktdrym zmienne x moga by¢ uwazane
za funkcye zmiennych x takie, zeiich wyznacznik funkcyjny
jest rézny od zera.

Przeksztatcenie, dane przez wzory, przedstawiajace te wias-
nie funkcye odwrotne, t. j. przez wzory, wyrazajace zmienne X
przez zmienne X\ nazywa sie przeksztatceniem od-
wrdt nem wzgledem danego.

Dwa szeregi zmiennych:

*1) e oot ®* i Uli «+«m1Un)

ktore majg by¢ poddane temu samemu przeksztatceniu, nazy-
wajg sie zwykle zmiennemi spoOtpodstawieniowemi.
Niechaj bedzie przeksztatcenie:

A x!= fi @), (15,2..9) %

pomys$imy, ze przeksztatcenie to wykonano na pewnej funkcyi
zmiennych X, ktore przez to stanie sie pewng funkcyg zmiennych
ic’; wyobrazmy sobie w dalszym ciggu, ze do nowych tym sposo-
bem wprowadzonych zmiennych stosujemy nowe przeksztatcenie:

SY X = H(«)eee

przez ktére przechodzimy od zmiennych x! do innych n zmien-
nych a". Funkcya, do ktdrej stosowalismy przeksztatcenie, sta-
nie sie funkcyg zmiennych X'; ot6z pytamy: przy pomocy ja-
kiego przeksztatcenia pomiedzy zmiennemi g i g" doszlibysSmy

*) Dla krotkosci uzywaé bedziemy czesto znakowania zamiast
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do tego samego wyniku? Oczywiscie, by znales¢ to przeksztat-
cenie, do$¢ wyrugowa¢ zmienne x' pomiedzy wzorami poprze-
dzajgcemi, i otrzymamy wtedy:

X"=<p, [A (*), U (®). eom,/» ()] = W (*) (=L2'-n

Dla moznosci wykonania wskazanych tu rachunkéw nalezatoby
naturalnie poczyni¢ zatozenia o obszarach zmiennosci dla zmien-
nych x i x\ t.j. potrzebaby przyjaé, ze zmienne x\ wystepu-
jace w przeksztatceniu S, mogg przybiera¢ te same wartosci, co
zmienne X', wystepujace w przeksztatceniu S\ inaczej méwigc,
zmienne X' winnyby by¢ wziete w obszarze (x). Przyjmijmy te-
dy, ze w obszarze (x) mozna obra¢ taki obszar ((@?)), iz dla kaz-
dego wzietego w nim uktadu zmiennych x, zmienne x' przypa-
dajg w obszarze (X).

Wzory poprzedzajgce przedstawiajg w takim razie pewne
przeksztatcenie pomiedzy zmiennemi x i X", ktore daje ten sam
wynik, co stosowanie kolejne dwu przeksztatcen Si S°\ prze-
ksztatcenie to, dlatetwo zrozumie¢ sie dajagcego powodu, nazwie-
my iloczynem dwdch przeksztatcen i oznaczac je bedziemy
symbolem S' S, rozumiejac ten sposob pisania tak, ze naj-
przod wykonywamy przeksztatcenie S, a potem przeksztat-
cenie S'.  Gdyby$Smy wykonali najprzéd przeksztatcenie S
potem za$ przeksztatcenie S, otrzymalibySmy przeksztatcenie
SS', i aby mieé wzory tego przeksztatcenia, nalezatoby napisac
Si S* (zmieniajac nazwy zmiennych) w postaci:

S) x'= ft(x), S’) x»= (X 0=Ls »
i otrzymaliby$Smy tym sposobem:
x<=fi {H(X), ..., )] = X (x), 05i,Z,...,).
Jest widocznem, ze w ogolnosci funkcye %rdznié sie bedg od

funkcyj tp, co znaczy, ze wogdlnosci iloczyn SS' nie przedstawia

tego samego przeksztatcenia, co iloczyn S'S. Jezeli w szczegol-
nosci zachodzi przypadek:
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S'S=SS\

mowimy wtedy, ze przeksztalcenia SiS' sg przemienne.

To, co powiedziano oiloczynie dwn przeksztatcen, mozna
bez zadnej trudnosci rozciagnaé na iloczyn wiekszej licz-
by przeksztatcen; z poprzedzajgcego wynika oczywiscie, ze ilo-
czyn, tak okreslony, nie jest niezalezny od porzadku
czynnikdéw, zewiec przeksztatcenia nie czynia wogodle za-
do$¢ t. zw. prawu przemiennoSci.

Przeksztatcenie najprostsze x,"—Xi nazywa sie tozsa-
mos$ciowem; zmienia ono tylko nazwy zmiennych. Ozna-
czamy je zwykle symbolem 1.

Mnozac dane przeksztatcenie przez przeksztatcenie wzgle-
dem danego odwrotne, otrzymujemy oczywiscie przeksztatcenie
tozsamosciowe, i dla tego to przeksztatcenie odwrotne wzgledem
przeksztatcenia danego S oznaczamy symbolem S-1. W samej
rzeczy, mamy wtedy SS-1= 1= S~IS; stagd: kazde prze-
ksztatcenie jest przemienne ze swojem od-
wrét nem.

Z powyzszego wyptywa, ze obliczanie iloczynu dwu lub

wiecej przeksztatcen sprowadza sie w kazdym przypadku do
eliminacyi pomiedzy wzorami na te przeksztatcenia. Itak, je-
zeli mamy przeksztatcenia S, Sr, ..., S i napiszemy wzory na
pierwsze przeksztalcenie pomiedzy zmiennemi x1(*+%; ...,
a zmiennemi X1 ..., xn® wzory na drugie pomiedzy zmien-
nemi x,W, ..., x,{K, a zmiennemi xIk~\ ..., xjk="\ ... wresz-
cie wzory na ostatnie przeksztatcenie pomiedzy zmiennemi
X,y ..., xi axu..., xn, to obliczy¢ iloczyn wszystkich tych
przeksztatcen w porzadku S8-....... (W, (t.j. wykonywajac
najprzdd przeksztatcenie Sik; nastepnie <§A, . . .) znaczy
wyrugowaé pomiedzy wszystkiemi temi wzorami zmienne
xR, ..., x*wW, ..., X,',...,x» 1 otrzymaé zwigzki, taczace
wprost zmienne x1t+)),..., aBi+) ze zmiennemi Xx,, ..., X, .
Tu wystepuje t. z. wtasno$¢ tgcznosciowa przeksztat-
cen, polegajaca na tern, ze jezeli nie zmieniamy kolei pojedyn-
czych przeksztatcen 8, wtedy zamiast dwu lub wiecej prze-
ksztatcen kolejnych mozna podstawic ich iloczyn, t. j. ze:
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SS'3"... 8» = (SSYS"...8» = S(S'S)... 8» = it d.

Wiasnos$€ ta jest jasng na pierwszy rzut oka, jezeli tylko pomy-
$limy, ze wynik wskazanej wyzej eliminacyi jest oczywiscie za-
wsze ten sam, gdy eliminujemy najprzod jedne ktorgkolwiek gru-
pe zmiennych, potem inng i tak dalej.

Niechaj bedzie przeksztatcenie:
Q) Xi—fi (gjj, X3, ..., xnmau a2 ..., ar); «t2...»),

w ktérem uwidocznilisSmy parametry ax a2....... ar, wystepujace
w funkcyi f. Jezeli parametrom nadamy wartosci oznaczone,
okreslimy przez to pewne przeksztatcenie specyalne. Przyjmij-
my nadto, ze funkcye f sg funkcyami analitycznemi, regular-
nemi, okreslonemi w pewnym obszarze tak zmiennych x, jak i pa-
rametrow a. Obszary te oznaczaC bedziemy, jak wyzej, odpo-
wiednio przez (x) i (a).

Pierwsze nasuwajgce sie tu pytanie jest nastepujgce:

Najprzod jest jasnem, ze zmieniajagc parametry a (wogdle
zespolone) wszelkiemi mozliwemi sposobami, otrzymamy
wogolnosci 002 , albo tez oo'l(r~ri ro6znych przeksztatcen; przy-
padek drugi zachodzi wtedy, gdy parametry a tak sg zawarte
w funkcyach f, ze grupuja sie w r—r funkcyj A,, A2 ..., Ar-r
tychze parametrow w ten sposob, iz funkcye f sg funkcyami
parametrow a za posrednictwem tych funkcyj A. Ze wtedy
catkowita mnogo$¢ przeksztatcen wynosi 002 wyptywa stad,
iz roznos¢ przeksztatcen polega na roznych wartosciach nie para-
metroéw, lecz funkcyj A. Jezeli za$ ten przypadek nie zachodzi,
t. j. gdy v—0, wtedy mnogo$¢ przeksztatcen wynosi 002r, i mo-
wimy, ze parametry ax ..., ar zachodzag w funkcyach / spo-
sobem istotnym, lubzesgistotnemi. Ot6z pytamy,
jakim warunkom winny czyni¢ zado$¢ funkcye /, aby parametry
byty istotnemi ?

Dajmy, ze istniejg funkcye Ax A2 ..., A~ gdzie v wiek-
sze od zera, i rozwazmy funkcye o0g6lng @ parametrow a oraz
wyznacznik funkcyjny:
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dp dp
da, *¢  ddry+l
dA, 9A,
da, ,° deir—y+i
dA v OAr-y
da, ' dii?—v4l

funkcyj @ Au..., Ar_y wzgledem r—y-j-1 dowolnie obranych
z pomiedzy parametréw a (dla prostoty obralisSmy tu r—v-\-1
pierwszych parametrow a). Wyznacznik ten, przyréwnany do
zera, da nam réwnanie rdzniczkowe o pochodnych czastkowych,
liniowe, jednorodne, rzedu pierwszego z funkcyg niewiadomg X,
majace postac:

r—v-f-|

) ak(al,...,ar)
h=1

Mozna to réwnanie uwaza¢ za przypadek szczegdlny réw-
nania typu ogolniejszego:

«l

a czynig mu oczywiscie zado$¢ catki:
<P=Ai, <f=Av ..., <p=Ar—nm

Ot6z poniewaz funkcya jakakolwiek funkcyj AL AS..., ArY
bedzie oczywiscie—jak to tatwo okazacél) - czynita zados¢ temu
samemu rownaniu i poniewaz wiasnie funkcye /' sa na zasadzie
zatozenia funkcyami tychze A, wiec wynika stad, ze i funkcye f
czynig zado$¢ powyzszemu réwnaniu rézniczkowemu. Lecz¥

* W samej rzeczy, jezeli mamy pewng funkcye & (Av ..., Ar—y), to
pochodne jej wzgledem parametrow a wyrazajg sie wzorami:
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z rownan takich, jak (2), mozemy utworzy¢ inne, wybiera-
jac pewien uktad r—vA-1 parametréw a; bedziemy wiec mieli
tyle réwnan (2) typu ogdlnego (3), ile jest takich uktadéw mozli-
wych. Mozemy tedy twierdzi¢, ze jezeli parametry av ..., ar nie
sg istotnemi, to funkcye f muszg z pewnoscig czyni¢ zado$¢ pe-
wnej liczbie rownan-rézniczkowych (co najmniej jednemu row-
naniu) o pochodnych czastkowych typu réwnania (3).

Odwrotnie, zatozmy, ze funkcye/ czynig zado$¢ réwnaniu
typu (3). ktére—jak wiadomo z teoryi réwnan rézniczkowych
o0 pochodnych czgstkowych—nie moze mie¢ wiecej ponad r—1
catek niezaleznychl); niechaj niemi bedg qu ... , gg— funkcye
parametrow a. Poniewaz wedtug zatozenia funkcye f sg takze
catkami, wiec bedg one funkcyami catek «t, .. ., g~ a zatem
parametry a, wystepujagc w funkcyach / za posrednictwem
funkcyj € ktérych liczba jest mniejsza od r, nie bedg istot-
nemi.

Stad wyptywa twierdzenie:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby parametry« byty istotnemi we wzo-
rach (1), jest, by funkcye /'nie czynity zado$¢
zadnemu réwnaniu rézniczkowemu typu:

<4)
k—1

di di d/i, di dAr-r
da, dAt 6ald~ ***d~ dAr-v da.

di di dA di  oaAr—v

dar—r-\-1  dM. <Ar—r+1 dAr—v dar—y+1

Mnozac pierwszy z nich przez o,, drugi przez a2i t. d., dodajac i zwazajac, ze
suma wszystkich wyrazdéw, znajdujacych sie po stronie drugiej, réwna sie zeru,
stwierdzamy powyzsze orzeczenie.

) W samej rzeczy, jezeliby tych eatek byto r, to ich wyznacznik fun-
kcyjny wzgledem parametrow ..., ar bytby zerem, gdyz pomiedzy elemen-
tami ktéregokolwiek szeregu zachodzitby jeden i ten sam zwigzek liniowy jed-
norodny, t. j. zwigzek, ktorym jest wtasnie réwnanie (3).



B Rozdziat | § L—Parametry istotne.

Powstaje teraz pytanie: dane sg funkcye ft) ..., /%, znale$¢
sposob praktyczny przekonania sie o tem, czy parametry w nich
zachodzace sg istotne, czy tez nie.

Utworzmy pochodne CXI* i zbudujmy réwnania typu (4)

wyobrazajac sobie w nich wielkosci a nieoznaczonemi; pytanie
nasze sprowadza sie do tego, by przekonac sie, czy z tych réw-
nan, liniowych i jednorodnych wzgledem wielkosci a, otrzymac
mozna wartosci a, bedace funkcyami samych tylko parametréow a
W tym celu mozna stosowac postepowanie takie:

W réwnaniach (4) zamiast < potdzmy i nadaj-
my zmiennym X warto$ci oznaczone lecz ogélne x'; na wyzna-
czanie wielkosci a bedziemy wtedy mieli n réwnarn liniowych
jednorodnych, pomiedzy ktéremi niechaj bedzie r' r nieza-
leznych. Jezeli r'—r, wtedy wielkosci a bedg tozsamosciowo
zerami, a wiec mamy wtedy r parametrow istotnych. Jezeli
r' < r, wtedy w réwnaniach pierwotnych zamiast zmiennych x
podstawiamy inne warto$ci oznaczone X otrzymujemy tym spo-
sobem inne rdwnania na wyznaczenie wielkosci a Dajmy, ze
pomiedzy temi nowemi réwnaniami jest r'* niezaleznych, tak
ze r'-\-r'*Ar.  Gdy r'-j-r"—r, wtedy, jak wyzej, wielkosci a s3
zerami i parametry sg istotnemi; w razie przeciwnym postepu-
jemy jak wyzej, poki nie dojdziemy do liczby r'
réwnan wzajemnie niezaleznych i takich, ze gdy w réwnaniach
pierwotnych (4) za zmienne x podstawimy jakikolwiek uktad
wartosci dowolnych (za za$ naturalnie funkcye /j,— f,,) otrzy-
mamy réwnania, bedace wynikiem poprzedzajacych, tak ze licz-
ba r(>i wszystkie po niej nastepujace ... beda zerami,
bez wzgledu na wybdr wartosci x. Doszedtszy do tego punktu,
dla przekonania sie, czy parametry sg albo nie sg istotnemi, do$¢
zbadaé warto$¢ liczby S E Jezeli ta liczba jest
rowna r, parametry sg istotnemi; gdy jest mniejsza od r, sg nie-
istotnemu

Jako przyktad wezmy przeksztatcenie:

XA-ti,
" (@r- gt
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zawierajace trzy parametry; pochodne czastkowe wzgledem pa-
rametrow (po sprowadzeniu do wspélnego mianownika) sa:

ax-|-a3 X («}*a,) x-\-ay
(a2x -j- a3)s’ (ax-j-a3y (ax-\-a3f '

i jest widocznem, ze nie mozna tak pomnozy¢ tych wielkoSci
przez funkcye samych wielkoS$cig, aby suma otrzyma-
nych iloczynéw byta zerem. W rzeczy samej, po pomnozeniu
tych pochodnych przez trzy wielkosci, dajmy na to M, N, P,
aby byto tozsamosciowo:

M (@ t a3 — Nx (a—4t)) — P (xA-al) — 0,
otrzymujemy:
N—0, Ma3—P —0, Ma3—Pax= 0,

a poniewaz alt a3 a3 sg nieoznaczone, przeto dwie ostatnie row-
nosci moga zachodzi¢ tylko wtedy, gdy M i P nie sg zerami.
Stad trzy parametry sg istotnemi.

Rozpatrzmy teraz przeksztatcenie o czterech parametrach:

.,],[,____a]x+n2j

czterema pochodnemi czastkowemi sg :

x(a3x-\-at) a3x\a4 X (ax-\-a3) alx-{-a2
(@3x-\-ai )i*’ (a3z-fad)*’ (a3x-fad3’ (atx-\-ai)i *

i jest jasnem, ze gdy pomnozymy je odpowiednio przez
d,=«, a¥xa3 axal a4 a4i dodamy iloczyny, otrzymamy
sume tozsamosciowo rowng zeru. Cztery parametry nie sg wiec
istotnemi, co zresztg wyptywa wprost z uwagi, ze przeksztat-
cenie powyzsze zalezy w samej rzeczy od stosunku trzech z po-
miedzy nich do czwartego.
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8 2

Definicya cigghtych grup przeksztatcen. Grupy skoriczone i grupy hie-
skonczone. Grupy Liego. Podobienstwo dau grup.

Niechaj dane bedg wzory:

X' = fi (x- a), fc=ii,..»),0

i niechaj f beda, jak wyzej, funkcyami okreSlonemi, regular-
nemi w pewnym obszarze zmiennosci wielkosci x, ktéry ozna-
czamy przez ((#)), oraz w pewnym obszarze zmiennosci wielko-
Sci a, ktory oznaczamy przez ((u)), i nadto takiemi, ze w za-
dnym punkcie obszaru wyznacznik funkcyjny funkcyj f nie jest
zerem. O funkcyacb tych uczynmy jeszcze zatozenie, ze dla
danego uktadu wartosci parametru a dwdédm réznym uktadom
wartosci zmiennych x odpowiadajg zawsze dwa rézne uklady
wartosci zmiennych X', i ze wielko$ci x' znajdujg sie tez zawsze
w obszarze ((&;)).

Dla kazdego uktadu wartosci parametréw a mamy jedno
przeksztatcenie. Jezeli zatozymy, ze parametry a sg istotnemi,
to wszystkich przeksztatcen bedzie oo2r. Wyobrazmy sobie, ze
przeksztatcenia te sg takiemi, iz iloczyn dwdch z pomiedzy nich
(patrz § 1), t. j. np. iloczyn przeksztatcenia, w ktérem parametry
majg wartosci a, przez przeksztatcenie, w ktdrem parametry maja
wartosci b, jest przeksztatceniem, nalezacem réwniez do tego sa-
mego zbioru przeksztalcen, to znaczy, jest przeksztatceniem, kto-
rego wzorami sg tez same wzory (1), gdzie parametry otrzymujg
pewne wartosci ¢, zawarte w obszarze zmiennosci ((«)). Jezeli
ta okoliczno$¢ zachodzi dla jakichkolwiek dwoch mnozonych
przez siebie przeksztatcen, méwimy wtedy, zeten zbidr prze-
ksztatcen stanowi grupe. Grupata nazywa sie skon-
czong, gdyz przyjmujemy, ze liczba parametrow r jest skon-
czona (patrz nizej).

I) Dla krotkosci pisa¢ bedziemy /(x, 0), zamiast f{x xxv ...,*», a,,«3 ...,ar).
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Grupy moga byé ciggte albo nieciggte. Ciggtemi
sg wtedy, gdy od jednego przeksztatcenia mozna przejsé do in-
nego na drodze ciagtej, zmieniajgc sposobem ciagtym wartosc
parametréw, nieciggtemi sg wtedy, gdy tego uczynié¢ nie mozna.
Grupa ciggta zawiera oczywiscie nieskoniczenie wiele przeksztat-
cen. W wyktadzie dalszym rozwazaé¢ bedzie-
my zawsze grupy ciggte.

Grupa, ktérej wszystkie przeksztatcenia zawarte sg pomie-
dzy przeksztatceniami innej grupy, nazywa sie podg rup g tej
drugiej (zob. nizej).

Wytozone tu pojecie grupy jest scisle pokrewne z analogi-
cznem pojeciem w teoryi podstawien, z tg tylko réznica, iz w tej
teoryi grupa sktada sie zawsze ze skoniczonej liczby podstawien
i jest grupg nieciggta.

Pojecie grupy przeksztatcen jest znacznie pézniejsze od pojecia
grupy podstawien. Podane poraz pierwszy wyraznie w rozprawie S o-
phusa Liego (Akad. nauk w Chrystianii, 1871, str. 243) i w roz-
prawie F. Kleina ("Vergleichende Betrachtungen Uiber neuere geo-
metrische Forschungen, Erlangen 1872, przekfad polski w t. Y ,,Prac
matematyczno fizycznych*), pozyskato rozwiniecie w pracach Liego
i innych, ktére ukazaly sie w ciagu ostatnich lat trzydziestu, a ktére
wymienia¢ bedziemy w odpowiednich miejscach dalszego wykiadu.
Pierwsze systematyczne wyktady tej teoryi ogtosit Lie wr. 1888
i pozniej wraz ze swymi uczniami, Engelem i Scheffersem;
oto ich tytuly: ,,Theorie der Transformationsgruppen®, 3 tomy (Lipsk,
1888— 1893); ,,Vorlesungen Uber gewohnliche Differentialgleichungen
mit bekannten infinitesimalen Transformationen*“ (Lipsk, 1891, stresz-
czone przez J. Paczowskiego wt. VIl ,Prac matematyczno-
fizycznych®, 1896); ,,Vorlesungen Uber contuirliche Gruppen mit geo
metrischen und anderen Anwendungen® (Lipsk. 1893); ,,Untersuchun-
gen Uber unendliche contuirliche Gruppen* (Lipsk, 1895); ,,Geometrie
der Beruhrungstransformationen, | (Lipsk, 1896, streszczenie E.
Wierzbickiego wt IX ,Prac matematyczno-fizycznych®, 1898).
Liczne wskazéwki historyczne i filozoficzne <doniostosci tej nowej te-
oryi, o poprzednikach w niej, o licznych zwigzkach jej z innemi cze-
Sciami matematyki znales¢ mozna w przedmowach do t. I i 1l wspo-
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umianego dzieta Lieg o: ,Tlieorie der Transformationsgruppen
iw8§20 rozprawy Liego w t. XVI czasopisma: ,,Mathematische
Annalen* (str. 523—528). Woyliczenie prac i wynikéw innych auto-
row w tej teoryi zawiera rozdziat 29 t. 11l wspomnianego dzieta L i e-
go (str. 753—815).

Celem rozjasnienia pojecia ogdlnego grupy, poczynmy na-
stepujace rozwazania

Niechaj bedg dane wzory przeksztatcenia x,'=f( x , ar)
i dajmy, ze funkcye f sg analitycznemi i regularnemi swych ar-
gumentow, t. j. ze dajg si¢ rozwing¢ na szeregi poteg catkowi-
tych dodatnich w otoczeniu kazdego punktu obszaru, w ktérym
sg okreSlone. Ograniczenie tego obszaru moze by¢ zalezne
albo od natury funkcyj f, albo od innych okolicznosci. W pierw-
szym przypadku przyjmiemy, ze funkcye f moga by¢ za pomoca
znanych metod teoryi funkcyj analitycznych przeprowadzone
analitycznie mozliwie najdalej, o ile na to pozwala ich natura,
oraz ze niema tu t. zw. obszaréw osobliwych, wewnatrz ktérych
funkcye nie dajg sie przeprowadzi¢ analitycznie, Lecz mozna
takze przyjac, ze obszar, w ktorym przeprowadzamy funkcye f,
uwazane za funkcye parametréw a, moze by¢ wiecej ograniczony
niz obszar poprzedni, byleby przeksztatcenia zacho-
wywaty wtasnos$é tworzenia grupy. Tak np., jezeli
rozwazamy wzor x'~ax, to odpowiadajacg jej grupag w znacze-
niu pierwszem bedzie grupa, dla ktorej wielko$¢ a otrzymuje
wszystkie mozliwe wartos$ci, gdyz dla wszelkich mozli-
wych wartosci mozna przeprowadzi¢ funkcye x' wielkosci a;
wedtug za$ pojecia ogdlniejszego, mozna rozwaza¢ tez grupy,
przedstawione przez ten sam wzor, w ktérym atoli a nie moze
przybiera¢ juz wszelkich mozliwych wartosci, lecz np. tylko
warto$ci 0 module mniejszym od 1. Zauwazy¢ wszakze nalezy,
ze i grupa x'=ax, w ktorej |u|< 1 moze by¢ tez uwazana jako
grupa gatunku pierwszego; dos¢ bowiem zmieni¢ w niej para-
metr i zamiast a wzigC takg funkcye nowego parametru X aby
przy zmienianiu sie tego parametru, funkcyata przybierata jedy-
nie wartosci o module mniejszym od 1. Mozna to uczyni¢, wybie-
rajagc odwrotno$¢ znanej funkcyi z obszarem osobliwym, okreslonej
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jedynie dla wszystkich punktow kota ze S$rodkiem w punkcie
zero i o promieniu rownym 1 (Patrz Lie-Engel Theorie
der Transformationsgruppen, t. I, str. 164).

Fakt, ze w tym przyktadzie szczegd6lnym drugi
punkt widzenia daje si¢ sprowadzi¢ do pierwszego, nie dowodzi
wszakze bynajmniej, by tak zawsze rzecz sie miata ogoélnie.

Nazywac bedziemy grupe, okreSlong wedtug pierwszego
z dwoch przedstawionych wyzej punktéw widzenia, grupg L i e-
go, tej bowiem natury sa wiasnie grupy, ktéremi zajmuje sie
teorya Liego. Nie wylgczamy atoli z rozwazania naszego
i grup drugiego gatunku.

Odpowiednio do tych dwoch punktéw widzenia, mamy
i dwa rézne gatunki podgrup, mianowicie: 1-« grupy, ktére po-
wstajg przy pewnem odpowiedniem ograniczeniu obszaru zmien-
nosci parametrow i zawierajg tez sarne liczbe parametréw istot-
nych, co grupa dana; 2-" podgrupy, w ktorych liczba parame-
trow istotnych jest mniejsza od liczby parametréw grupy danej
Pierwsze nazywa¢ bedziemy podgrupami gatunku
pierwszego, drugie —podgrupami gatunku dru-
giego.

Widocznemi sg twierdzenia nastepujace:

Podgrupa gatunku pierwszego nie moze
by¢ nigdy grupa Liego.

Grupa zjednym parametrem istotnym nie
moze posiada¢ podgrup gatuku drugiego.

L i e rozwaza tylko podgrupy gatunku 2-go ip. Theorie
der Transf., I, s. 204) i my tez w nastepstwie, o iletego wyraznie
inaczej nie zaznaczymy, innych podgrup rozwazac nie bedziemy.

Powiedziano, ze grupy, wyzej okreSlone, nazywajg sie
skonczonemi, gdyz zalezg od skoniczonej liczby r parame-
trow istotnych. Dla uzupetnienia tego pojecia nalezy pokazac¢
jeszcze, w jaki spos6b mozna tu okresli¢ grupe nieskonczo-
na gdyz oczywiscie orzeczenie, ze grupa jest nieskonczong
wtedy, gdy ta liczba r staje sie nieskoriczong, nie ma okreslonego
znaczenia. Trzeba w tym celu okre$lic grupe skoriczong prze-
ksztatcen w sposdb, od wyzej podanego odmienny i taki, aby
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mozna byto bezposrednio uogdlni¢ go dla pozyskania definicyi
grupy nieskonczonej.

Postepujemy w ten sposob: rézniczkujemy roéwnania (1)
wzgledem zmiennych x tyle razy, ile potrzeba, aby ze zwigzkow
otrzymanych médz wyrugowac parametry a, i otrzymujemy uktad
rownan rozniczkowych, ktérego catkami sg réwnania (1). Te
réwnania rézniczkowe mogg wystarcza¢ do okre$lenia grupy,
wzory za$ przeksztatcen grupy sa dokiadnie catkami tych
rownan.

Ze sposobu tworzenia tego uktadu wynikajg oczywiscie
dwie nastepujace jego whasnosci: 1-o jego catki najogdlniejsze
zawiera¢ bedg r statych dowolnych; 2-o jezeli x/ = fi (x, b) jest
rozwigzaniem szczeg6lnem, x/=fi (x,a)—innem takiem rozwia-
zaniem, wtedy i x{—fi (f (x, @), b) bedzie takze rozwigzaniem.

Mozna tedy grupe skonczong przeksztatcen okresli¢ przy
pomocy uktadu réwnan rozniczkowych powyzszego gatunku,
t. j. uktadu o powyzszych dwoch wiasnosciach.

Teraz juz uogdlnienie dla przypadku, gdy r jest nieskon-
czone, wida¢ odrazu: dos¢ bowiem wyobrazi¢ sobie uktad row-
nan rézniczkowych, majacy wasno$¢ druga i nie majacy wias-
nosci pierwszej; catki takiego uktadu dadzg nam wzory prze-
ksztatcenia.

Bardzo prosty przyktad na to daje uktad réwnan réznicz-
kowych:

(gi_))ij( — 8, (V=>*«),
gdzie skazniki i, j majg by¢ zawsze rdzne; catkami
tego uktadu sg zwigzki:

= ()

gdzie < sg funkcye dowolne jednego tylko argumen-
tu X. Zwigzki te czynig zado$¢ temu uktadowi, majg wihasnosc
druga i nie posiadajg wiasnosci pierwszej, gdyz funkcye 3 jako
dowolne, nie zawierajg oznaczonej i skoriczonej liczby parame-
trow dowolnych.
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Mozna okresli¢ grupe nieskonczong jeszcze ogolniej, ale nie
zatrzymujac sie nad tem, odsytamy czytelnika do wstepu w to-
mie | dzieta ,,Theorie der Transf.“ Liego i do innego wyzej
juz cytowanego dzieta, poswieconego specyalnie grupom nie-
skonczonym.

Powrd¢my do definicyi grupy skonczonej i ciagtej.
Aby przeksztatcenia (1) tworzyly grupe, trzeba, aby ilo-
czyn dwdch z nich:

2 x,"=f\ (x, @), x!"'=fi (¥, b),
byt przeksztatceniem typu (c ©). Tym iloczynem jest:

Xi*=fi 1/(L a), 6],

a zatem by¢ winno tozsamosciowo:

f, [f (x,a),6] = fi(x, 0,

t. j. po pierwszej stronie tego ostatniego zwigzku a i b winny
zachodzi¢ w ten spos6b, aby tworzyty ugrupowania, ktére ozna-

czamy przez ¢, a ktore sg funkcyami parametréw a i parame-
trow b, t. j.:

B ck= gk(a, aa,...,ar,b, & ..., br) = qk(a b).

Aby tu zachodzita grupa, trzeba, by wielkosci ¢, przez te
wzory okreslone, byty zawarte w obszarze ((a)), stad gk (a b)
winny by¢ funkcyami parametrow a i b takiemi, ze gdy aib
sg zawarte w obszarze ((.a)), to i wielkosci ¢ sg w tymze obsza-
rze zawarte. Otdz mozna okazaé, ze rownania (3) winny by¢
rozwigzalne tak wzgledem parametrow a, jak i wzgledem para-
metrow b.

W samej rzeczy, niechaj po rozwigzaniu wzgledem x row-
wnan Xi'=fi (x, a) bedzie x (=Ft (x\ a). Podstawmy te wartosci
na & w rownania x,"—fi (x, ¢); bedzie:

xi'—fi [AL(x't @), c].
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Te zwigzki pomiedzy wielkosciami X' i x' winny koniecznie zga-
dzac sie tozsamosciowo z wyzej podanemi zwigzkami pomiedzy
temi samemi zmiennemi, gdyz cate nasze postepowanie jest tyl-
ko szeregiem eliminacyj, stosowanych do dwoch uktadéw wzo-
row zasadniczych (2); musi by¢ zatem tozsamos$ciowo:

fi [F (x\ &), ¢] = fi (x\ b).

Z tych zwigzkow tozsamosciowych wynika, ze wielkosci b
sg funkcyami wielkosci a i wielkosci ¢. Podobniez moznaby
otrzymac¢ wielkosci a jako funkcye wielkosci bi ¢, i tym sposo-
bem twierdzenie nasze zostato udowodnione.

Dajmy, ze ustalamy wartosci a, a wielkosciom b nadajemy
002 wartos$ci zespolonych, wtedy i parametry ¢ mie¢ moga ooir
wartosci dowolnych; inaczej bowiem wielkosci b, bedace fun-
kcyami wielkosci ¢, z ktéremi sa potgczone zwigzkami, nie mo-
gtyby mieé¢ oo2r wartosci dowolnych (w granicach obszaru zmien-
nosci parametréw). Poniewaz za$ parametry ¢ sg niezalezne,
przeto wyznacznik funkcyjny funkcyj wzgle-
dem parametrow b (i takze wzgledem parame-
trow a) musi by¢ rozny od zera w obszarze
zmiennos$ci parametrow, dla ktérego okreSli-
lismy funkcye regularne f

Jako prosty przykfad tych przeksztatcen rozpatrzmy:

x'=al xA-ii3

Jest widocznem, ze przeksztatcenia te tworzg grupe; gdyz mno-
z3c poprzedzajgce przeksztatcenie przez nastepujace:

X'= bix" b3
otrzymujemy:
X'"'= bl(atx -j- ad + b3—Db™a™ -} b -(-b2

€O mozna napisac:
X' —clx + cit
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gdzie:
G —bi g, -|- €2

Otrzymujemy tedy przeksztatcenie tego samego typu, jak
to, z ktérego wyszlismy, a réznigce sie tylko wartosciami para-
metréw. Funkcyami < w naszym przypadku sg:

h= A=\ ai> ra= = Mi+ bi,

a funkcye te sa, w samej rzeczy, rozwigzalne wzgledem «lt a2
oraz wzgledem b,. b7 i daja:

[ @ai — (i
U = ﬂ . (I«a
«l

Uczynimy tu spostrzezenie zasadnicze, dotyczace budowy
grupy, przez nas w sposob podany okreslonej. Wiadomo z teo-
ryi grup podstawien, ze kazda grupa podstawien zawiera w so-
bie podstawienie tozsamosciowe i ze kazda grupa zawiera w So-
bie podstawienie odwrotne do kazdego z podstawien. Otdz za-
stuguje na szczeg6lng uwage okolicznosé, ze wiasnosci te nie
stosujg sie w ogolnosci do grup przeksztatcen, wyzej okreslo-
nych. W samej rzeczy, aby mie¢ przeksztatcenie tozsamoscio-
we, trzeba, by parametry a mogly przybiera¢ takie wartosci
szczegblne - nazwijmy je a°—ze funkcye f((x, a) sprowadzajg
sie tozsamosciowo do formy xt, t. j. ze w wyrazeniach f (x, a°)
znikajg wszystkie zmienne, procz jednej ay, i ta zmienna wy-
stepuje w formie catkowitej stopnia pierwszego ze spétczynni-
kiem rownym 1. Ot6z przedewszystkiem nie mozna twierdzi¢
a priori, zeistniejg zawsze takie wartosci state a“, dla ktd-
rych funkcye /i sprowadzajg sie tozsamosciowo do ay, i nastep-
nie—jezeli nawet przyjmiemy istnienie takich wartosci a*—to
nie wynika stad bynajmniej, ze te wartosci sg zawarte w obsza-
rze zmiennosci ((a)), dla ktdrego okreslilismy funkcye f odpo-
wiadajgce przeksztatceniom rozwazanej grupy.

Zal6zmy teraz, ze grupa zawiera przeksztatcenie tozsamo-
Sciowe, t. j. ze wartosci anistniejg i sg zawarte w obszarze ((a)).
2

Pascal. Teorya grup przeksztatcer.
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Nalezy tu odrézni¢ dwa przypadki: pierwszy, w ktérym obszar
((@)) jest catkowitym obszarem, nierozigcznie zwia-
zanym z naturg funkcyj f, t. j. w ktérym grupa nalezy do na-
zwanych przez nas grupami L ieg o; drugi przypadek, w kto-
rym obszar ((«)) jest przez nas z gory dany, t.j. stanowi cze$¢ po-
przedzajacego ijest naturalnie tak obrany, aby wzory przeksztat-
cenia stanowity grupe. Niechaj w przypadku pierwszym punkt
a° bedzie punktem, w ktérym funkcye f sg regularne, t.j. nie-
chaj istnieje otoczenie punktu a°, w ktérem funkcye te dajg sie
rozwing¢ na szeregi potegowe; wtedy na podstawie twierdzenia,
ktére pdzniej udowodnimy, (patrz Rozdz. |, 85) przynaj-
mniej w jednem takiem otoczeniu, dla kaz-
dego przeksztatcenia grupy istnie¢ bedzie
przeksztatcenie odwrotne, t.j. istnie¢ bedzie
przeksztatcenie, ktérego iloczyn przez dane
bedzie przeksztatceniem tozsamos$ciowe m.
W przypadku drugim nie mozna wywodu tego stosowaé, gdyz
np. punkt a® moégtby sie znajdowa¢ na granicy obszaru ((a)),
ustanowionego przez nas niezaleznie od natury funkcyj f, i wte-
dy przeksztatcenie odwrotne wzgledem danego mogtoby mieé
parametry, znajdujace sie poza obszarem ((a)).

Podamy przyktad bardzo prosty, objasniajacy te rozwaza-
nia. Niechaj bedg przeksztatcenia:

X'= xa,

w ktérych parametr a niechaj bedzie poddany ograniczeniu ta-
kiemu, ze jego warto$¢ bezwzgledna [a] ma by¢ mniejsza od 1.
Jest oczywistem, ze iloczyn dwdch takich przeksztatcen jest tego
samego gatunku, co oba dane; ze wiec przeksztalcenia te tworza
grupe. Lecz jest zarazem rzeczg jasng, iz w grupie tej niema
przeksztatcenia tozsamosciowego (dla ktérego musiatoby by¢
a=1), i nadto, ze dla zadnego przeksztatcenia grupy nie istnieje
przeksztatcenie odwrotne, gdyz dla przeksztatcenia odwrotnego
warto$¢ modutu parametru musiataby by¢ wieksza od 1. Toz
samo bedzie, jezeli zamiast poddawaé wartosci parametru po-
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wyzszemu ograniczeniu, przyjmiemy, ze |a] e< 1, wybiera-
jac na s jakakolwiek wielko$¢, mniejszg od jedno$ci. Lecz je-
zeli potozymy [«1™ 1, to otrzymamy znowu grupe; grupa ta
zawiera przeksztatcenie tozsamosciowe, lecz podobnie jak wyzej,
nie dla kazdego przeksztatcenia istnieje w niej przeksztatcenie
odwrotne Fakt ten pozostaje w zgodzie z tern, co powiedziano
wyzej, ze wasno$¢ pierwsza nie pocigga za sobg wiasnosci dru-
giej, jezeli nie mamy do czynienia z grupami L i e go.

Natomiast jest widocznem, ze whasno$¢ druga pocigga za
sobg wihasnos¢ pierwszg, bo jezeli przyjmiemy, ze w grupie dla
danego przeksztatcenia istnieje odwrotne, to istnie¢ musi tez
przeksztalcenie, bedace iloczynem obu, t. j. przeksztalcenie toz-
samosciowe.

Jezeli ograniczymy obszar zmienno$ci parametrow a spo-
sobem, nie zwigzanym z naturg funkcyi, otrzymamy grupe, ktora
nie jest grupg L ieg o; ale jezeli kladac a=% (2), uskutecznimy
takg przemiane parametru, ze przy przeprowadzeniu analitycz-
nem funkcyi  jak tylko mozna daleko, moduty jej wartosci nie
dochodza do wartosci 1, wtedy otrzymujemy przyktad gru-
py Liego z nowym parametrem k, nie posia-
dajgcej przeksztatcenia tozsamo$ciowego.
Ze mozna to uczynié, wida¢ fatwo, stosujac funkcye z obsza-
rami osobliwemi, jak to pokazat Engel wr. 1884 (patrz L ie,
»Theorie der Transf.”, I, str. 165).

Istniejg tedy takze grupy Liego bez prze-
ksztatcenia tozsamoSciowego, wbrew mniemaniu
pierwotnemu Liego. Nie istniejg wszakze (jak to powiedzia-
no wyzej) grupy, zawierajace przeksztatcenie tozsamosciowe
i zarazem takie, ze przeksztatcenia, przynajmniej wewnatrz gru-
py, nie dajg sie zestawiaC po dwa, z ktorych jedno jest odwrot-
noscig drugiego.

Udowodnimy teraz twierdzenie, odnoszgce sie do przeksztat-
cen odwrotnych do przeksztatcen grupy danej.

Wszystkie przeksztatcenia odwrotne
wzgledem przeksztatcen grupy danej or pa-
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rametrach istotnych tworzg rdéwniez grupe
Or parametrach.
W samej rzeczy, rozwigzujac robwnania:

4 X —fi (x, a), xt"= fi (af, b), xj" = f4(x, ©),
otrzymujemy:

5) Xt=Fi (x\ @), x/—Ft(x\' b), xt=Ft (X", ¢)
ljezeli przeksztatcenia dane tworzg grupe, powinno by¢:

(6) ck= gk (a, b).

Otoz trzy wzory (5), przy uwzglednieniu wzoréw (6), orzekaja
wiasnie, ze podstawienia odwrotne tworzg grupe, albowiem
przedstawiajg ukfad wzoréw, zachodzacych razem tozsamoscio-
wo, t. j. niezaleznie od wartosci zmiennych x; inaczej mowiac,
rugujac np. X' z dwoch pierwszych rownan, otrzymujemy wzory
pomiedzy X i X", ktére koniecznie muszg sie zgadza¢ z ostat-
niemi wzorami (5), t.j. z x,=Fi (xt"); stad musi by¢ tozsamo-
Sciowo:
XiFt [F(x'\'b),a] = Ff (X", 0,

ato wiasnie dowodzi naszego twierdzenia.

Wyjasnimy tu jeszcze pojecie grup wzajemnie po-
dobnych, samg za$ teorye podobienstwa wylozymy pdzniej
(8 5 Rozdziatu III).

Niechaj bedg dane dwie grupy:

Xi:=fi (*n om, X, Qj ..., o) Xi=y>i (A}, ..*, , dj ..., Ar),

0 tej samej liczbie zmiennych i tej samej liczbie parametréw istot-
nych; nazywac je bedziemy podobnemi, wtedy, gdy mozna
zamiast wielkosci X podstawi¢ funkcye wielkosci x, zamiast X f
analogiczne funkcye wielkosci x\ zamiast parametru A funkcye
parametréw a, tak, aby wzory, stojace wyzej na drugiem miej-
scu, staty sie identycznemi z wzorami na pierwszem.
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Mozemy okazaé, ze dwie grupy podobne majg wiasnos¢ na-
stepujaca: przeksztatcenia ich mozna uczynic
odpowiadaj gcemi sobie dwujednoznacznie,
t. j,jedno odpowiadadrugiemuwten sposéb, ze
iloczynowi dwu przeksztatcen odpowiada
iloczyn dwéch przeksztatcen, odpowiadajg-
cych tamtym. Jest to wlasno$é, charakteryzujaca izo-
morfizm dwu grup, o ktérym mowi¢ bedziemy pdzniej
(p. 84 Eozdziatu HI).

Aby udowodni¢ te wkasno$¢, uwazajmy dwa przeksztatce-
nia, jedno z jednej, drugie z drugiej grupy za odpowiadajgce
sobie wtedy, gdy warto$ciom parametrow jednego odpowiadajg
wartosci parametréw drugiego, jako funkcye, wyrazajgce, na
mocy zatozenia, te drugie parametry przez pierwsze. Uwazajmy
nadto dwa przeksztatcenia grupy pierwszej z parametrami a, b
oraz przeksztatcenie, bedace ich iloczynem z parametrem c; be-
dziemy wtedy mieli zwigzki tozsamos$ciowe:

fi[f(*a), = fiO,

WartoSciom a odpowiadajg warto$ci A parametrow drugiej
grupy, to znaczy: funkcye, przy pomocy ktérych drugie wyra-
Zajg sie przez pierwsze, przybierajg wartosci A, gdy pierwsze
majg wartosci a; podobniez warto$ciom parametrow b odpo-
wiadajg wartosci parametréw B. lloczyn przeksztatcen tej dru-
giej grupy, odpowiadajacych wartosciom parametréw A, B, nie-
chaj ma parametry C; bedzie tedy tozsamosciowo:

WW (X d), Bl= (X, O

Otdz, na zasadzie zatozenia, funkcye ip staj g sie funkcyami f, gdy
zamiast X i A napiszemy funkcye wielkosci @i a, wyptywajgce
z definicyi podobienstwa, np. A-= F-(0), Au= W (a). Wi-
dzimy stad, ze po tych podstawieniach strony pierwsze tych
zwigzkow stajg sie tozsamosciowo stronami pierwszemi zwigz-
kéw poprzedzajacych; stad, jezeli zamiast A i B napiszemy tez
same funkcye Jj parametréw ai b (oraz X jako funkcye zmien-



22 Rozdziat | § 3.—Grupa rzutowa.

nych x), wtedy i strony drugie stang si¢ tozsamemi. W samej
rzeczy, strony drugie, na zasadzie zatozenia, stajg sie tozsamo-
Sciowemi, gdy potozymy X, — F-(x) oraz Ck—Vk(c), stad pod-
stawienie:

At = Uc(n), Bk= Uk(b),

jest rownowazne podstawieniu Ck — Uk («), t.j. ze jezeli para-
metr a odpowiada parametrowi A, bparametrowi B, to i ¢ od-
powiadaé bedzie parametrowi C.

W wyktadzie dalszym czesto interpretowaé bedziemy zmien-
ne a jako spotrzedne przestrzeni mwymiarowej, co pozwoli nam
nadaC szate geometryczng rozwazaniom naszym i przedstawiac
grupy jako grupy przeksztatcenn pomiedzy punktami tej prze-
strzeni

§ 3-

Przyktady grup pospolitszych. Grupy liniowe, grupy rzutowe, grupy
Cre mony.

Pomiedzy pospolitszemi grupami przeksztatcenn wymienia-
my najprzéd tak zwana grupe rzutowa, dang przez wzory:

X)_ adX\+ eoet p+ @H N ((EL2..9).
fl J4—.. h % - dne

z n (w-j-2) parametrami istotnemi. We wzorach tycb dla wszel-
kich wartos$ci skaznika i mianownik jest jeden i ten sam.
Podgrupe tej grupy otrzymujemy, ktadac:

al= aZ= ...= an= 0,

tak ze wielkoSci x' stajg sie funkeyami catkowitemi wielkosci x.
Jesttot. zw. grupa liniowa ogo6lna (Lie); jej godne-
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mi uwagi podgrupami sa: jedna, dla ktdrej wszystkie s3
zerami i ta nazywa sie grupg liniowg jednorodnag;
druga, dla ktorej wyznacznik wielkosci a,i, ..., a,, jest jedno-
$cig i ta nazywa si¢ grupg liniowg specyalng.

tatwo widzie€, ze pierwsza z tych podgrup jest istotnie
grupa; Ze jest nig i druga, przekonywamy sie sposobem nastepu-
jacym. Niechaj bedzie przeksztatcenie:

xi = a, j- OlpH

dla ktérego wyznacznik |ay| wielkosci o,j jest rowny jednosci.
Pomndzmy to przeksztatcenie przez inne:

X,”—bn x1I + .ee+ bimxn -j- 6,B+1,

dla ktérego wyznacznik |6y — 1. lloczyn tych dwdch prze-
ksztatcen bedzie:

Xi= (6iau -j-...-j-6»0,i) & — ...
-j- (6 O» 9 - . -}—65,a,n) xn-j- (6i o,»H .. — 6, &,,N+),

a wyznacznik jego spdtczynnikéw réwna sie iloczynowi [ay] .|6),
ma zatem warto$¢ rowng jednosci.

Podgrupa wspélna dwom wyzej okreSlonym podgrupom,
wyraza sie za pomoca Wzorow:

Xi= 0l + ...-(-aiHn,

gdzie |ay]— 1 i nazywa sie grupa specyalng liniowg
jednorodng.

Grupy poprzedzajgce nalezg do gatunku grup, zwanych
grupami Cremony (kremonianskiemi).

Przeksztatcenie pomiedzy wielkoSciami x' i X nazywa sie
kremonianskiem lub dwuwymiernem, jezeli wiel-
kosci X' wyrazajg si¢ wymiernie przez wielkosci x i parame-
try a, oraz odwrotnie, wielkosci x wyrazajg sie wymiernie przez
wielkosci x“i a  Grupa takich przeksztatcen nazywa sie kre-
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monianska, jezelijestgrupg Liego, t. j. jezeli przyjmu-
jemy, ze obszar warto$ci parametrow a jest obszarem catko-
witym wszystkich mozliwych wartosci, dla ktorych wiasnie,
jak wiadomo, okreslajg sie funkcye wymierne.

Do tak okreslonej grupy kremonianskiej nie moga stoso-
wac sie rozwazania, zalezne od ograniczenia obszaréw zmienno-
$ci, podane przez nas na koncu § 2-go; ale mozna dowies¢, ze
grupa ta ma dwie wiasnos$ci nastepujace: posiada przeksztat-
cenie tozsamos$ciowe; do kazdego przeksztat-
cenia zawiera odwrotne. W samej rzeczy, jezeli roz-
wigzemy rk=cpk (a, b) wzgledem a, mie¢ bedziemy ak=%K(b, c).
Kladac tu cl—bi,c3—2t...,cr=br, co uczyni¢ wolno, gdyz,
jak powiedzielisSmy, obszarem zmiennosci jest obszar catkowity,
otrzymamy na parametry a wartosci, ktoremi niechaj beda
a," ..., t'r° Przeksztatcenie:

x/=f, (x, 00),

bedzie przeksztatceniem tozsamosciowem. "W samej rzeczy, na
zasadzie zatozen, iloczyn dwoch przeksztatcen :

x,'=fi (x, a°), Xi'—fi IX.

jest przeksztatceniem Xi—fi (x, b) i te trzy uktady wzoréw za-
chodza réwnocze$nie i tozsamosciowo. Otrzymujemy z nich toz-
samosciowo:

fi (x\b) = fi (x, b).

Stad, uwzgledniajac definicye grupy kremonianskiej, otrzy-
mujemy:

i te zwigzki powinny by¢ temi samemi zwigzkami pomiedzy
a? i X, z ktérych wyszliSmy. W ten sposob twierdzenie jest
dowiedzione.

Uczynimy jeszcze nastepujacg uwage. Otrzymane wyzej
wartosci a°, zdajg sie, wedtug wywodu, zaleze¢ od wielkosci do-
wolnych b; tymczasem sg one, jak to okazemy, niezalezne od
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wielkosci b.  Gdyby bowiem zalezaty od tych wielkosci b, to
rugujac b, otrzymaliby$Smy pomiedzy wielkosciami a° zwigzkdw
r—s (s<"r), albo tez nie otrzymalibySmy zadnego zwigzku
(gdyby byto s= r, t.j. gdyby a° byly funkcyami od b nieza-
leznemi). Jezeli przeto zmieniaé bedziemy 002 r6znemi spo-
sobami parametry b, mie¢ bedziemy oo2—2<9*)= o002 roznych
sposob6éw zmieniania sie wielkosci a° i dla kazdego takiego
uktadu odpowiednie przeksztatcenie bedzie zawsze przeksztaice-
niem tozsamosciowem Wezmy jakiekolwiek przeksztatcenie
z parametrami a i pomndzmy je przez wszystkie oo2s przeksztat-
cen z parametrami a°; przeksztatcenie iloczynowe powinno by¢
tern samem, co przeksztatcenie z parametrami a, gdy tymcza-
sem parametry tego przeksztatcenia miatyby ooz uktadéw war-
tosci réznych. Stad i parametry a przeksztalcenia, z ktorego
wyszlisSmy, i ktore sg zresztg dowolne, moznaby zmienia¢ oo5
ré6znemi sposobami, nie zmieniajac przeksztatcenia. Wyptywa
stad, ze r6znych przeksztatcen grupy bytoby nie oo2r, lecz oox—
t j ze parametry nie bytyby istotnemi, co sprzeciwia sie zato-
zeniu. A wiec wartos$ci a sg niezalezne od pa-
rametrow b

Mozna tez dowies¢, ze w grupie kremonianskiej do kazdego
przeksztatcenia istnieje odwrotne; gdy bowiem bk=y>k (a, C) sg
wzory, otrzymane z rozwigzania wzorow de<pk (a, b) wzgle-
dem ¢, to kfadgc wielkosci réwne a°, otrzymamy bk—k; stad
kazdemu ukfadowi wartosci ak odpowiada¢ bedzie ukfad uk,
a dwa przeksztatcenia, odpowiadajgce parametrom ak i ~€k, be-
dg wzajemnie odwrotnemi. Pomnozywszy je przez siebie, otrzy-
mamy przeksztatcenie, ktorego parametry (wogole c) sg réwne a°.

8 4.

Réwnania rézniczkowe charakterystyczne grupy. Pierwsze twierdze-
nie zasadnicze teoryi grup. Przykiady.

Jezeli funkcye stuzace do ustanowienia wzoréw prze-
ksztatcenia, majg by¢ takiemi, aby przeksztatcenia te tworzyty
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grupe, muszag—tzecz jasna—podlega¢ pewnym warunkom. Po-
staramy sie zbada¢ wiasnie, jakiemi sg te warunki i znajdziemy,
ze mozna je wyrazi¢ przez pewne uktady réwnan rdzniczko-
wych, ktorym winny czyni¢ zado$¢ funkcye f. Rownania te
nazwiemy rownaniami charakterystycznemi grupy;
lecz zwracamy uwage na to, ze stanowig one wogoble warunki
konieczne, nie za$ dostateczne.

Badanie to jest jednem z najbardziej podstawowych w ca-
fej teoryi, a twierdzenie, do ktérego ono prowadzi, L ie nazwat
pierwszem twierdzeniem zasadniczem teoryi
grup (Lie-E ngel Th.d. Tr., I, s. 545).

Pojecie grupy wyraza sie analitycznie za pomocg ukiadu
WZOrow:

1) I *<=A(»)» x"=fi{x",0), x,"=f, (x O, (-1 2,..%)
| ck=<pk (b, ), (=1, 2,..1),

ktore nalezy uwazac jako spotistniejgce tozsamosciowo. Otrzy-
mujemy z nich:

(2 ft {x\ b) —f, (x, ©).

Z dwoch ukfadéw zmiennych x, x“ mozemy jako niezalezny uwa-
zac jeden, np. zmienne X, z trzech za$ ukladéw a, b, ¢ mozemy
uwazac jako niezalezne dwa, np. nic. Z tego punktu widzenia
i pamietajac, ze wielkosci X' zalezg takze od a, rdzniczkujemy
réwnania (2) wzgledem ak; otrzymamy:

2 dfj (x\b1 dxh A ofi (x\'b) dj
axu dik ' doj  dak
h=1 /=1

Ustalmy skaznik k i zmieniajmy i od 1 do w; bedziemy
wtedy mieli uktad n rownan liniowych wzgledem wielkosci
bxf dxf axK
dak dak ** ’ dnk
wyznacznikiem funkcyj /' (x‘, b) wzgledem x\ a ten ostatni, we-
dtug zatozenia jest rozny od zera (patrz § 1). Uktad ten bedzie

ktérego wyznacznik spétczynnikow jest
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tedy mozna rozwigza¢ wedtug powyzszych pochodnych i napi-
sa¢ go w postaci:

dxH = by
3 dex ~ 2 Sk da*
=i

Postarajmy sie teraz przy pomocy zwigzkéw pomiedzy
¢, aib wyrugowac z réwnan (3) pochodne wielkosci b wzgledem
a. W tym celu rézniczkujemy wzgledem a* zwigzki c,=3a,(a,b),
a otrzymamy:

aes, y dej, dy
da* . A dy da* 1
=

o8 dt3 dos
dic 00jc’ "~ " bdie
(co uczyni¢ mozna, gdyz wyznacznik spotczynnikow tych row-
nan liniowych jest wyznacznikiem funkcyjnym funkcyj a wzgle-
dem wielkosci b, a wiec jest rézny od zera; patrz § 2), mie¢ be-
dziemy:

rozwigzujac te rownania wzgledem pochodnych

(@

a podstawiajac te wartosci w réwnaniu (3), otrzymamy wzory:

(4) Jol =2 Sjh  bh) *»(*>*>*
3_11 ) *»(

Oto sg rownania rozniczkowe, ktorym czyni¢ winny zado$¢ wiel-
kosci x , uwazane jako funkcye parametrow a; nalezy przytem
zauwazyc, ze strona druga wzordw (4) sktada sie¢ zawsze z sumy
iloczynow funkcyj wielkosci x!'i b przez funkcye wielkosci aib.

W réwnaniach (4) wystepuja tylko wielkosci X', a, 6; otdz
wielkosci b nie zalezg wcale od wielkosci a; moznaby zatem wy-
bra¢ na b jakiekolwiek wartosci dowolne i za kazdym razem
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otrzymac uktad réwnan rézniczkowych, takich jak (4), ktérym
winny czyni¢ zado$¢ wielkosci xhy; t. j. funkcye fh(x, @), nie
zalezgce od wielko$ci b Stad wyplywa, ze mozna
w roéwnaniach (4) podstawi¢ zamiast b wartosci liczbowe szcze-
golne, tak aby symbole tych wielkosci zniknety z tych réwnan
i twierdzi¢, ze otrzymanym w ten spos6b réwnaniom rozniczko-
wym szczegOlnym czynig zado$¢ te same funkcye ogolne
fh (x'a), wiasnie dlatego, ze nie maja zaleze¢ od wielkosci b.

Wynik stad nastepujgcy: istnieje zawsze uktad
rownan rozniczkowych typu:

=

(4) - (x‘}W*(a)'

.2 -
J=i

ktorym winny czyni¢ zado$¢ wielkoSci X,
t.j. fh(x, a), t.j. istniejg zawsze funkcye | samych tylko wiel-
kosci x‘ i funkcye ip samych tylko wielkosci a, takie, ze spel-
niajg sie rownania (A). Ten to wiasnie uktad réwnan chcielisSmy
przedewszystkiem otrzymac.

Zauwazmy, ze wielkosci 4i y> we wzorach tych wystepu-
jace, sg odpowiednio wielkosSciami E i Wwzoréw (4), w ktdrych
zamiast wielkosci b podstawiono wartosci dowolne szczeg6lne.

O wielkosciach 4, wystepujacych we wzorach (A) mozna
dowie$¢, ze nie mogg one czyni¢ zado$¢ zadne-
mu zwigzkowi liniowemu postaci:

r

@) 2 9inrh= °
>

gdzie wielkosSci g sg niezalezne od wielko$-
ci x.

W samej rzeczy, wielkosci 4 otrzymujg sie z wielkosci E,
gdy w tych ostatnich podstawimy, jak powiedziano wyzej, war-
tosci szczegoblne state wielkosci b; ot6z wielkosci S, otrzymane
z wzoréw 14), w ktérych zmieniamy Icod 1 dor, sa:
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dxh
(6) Sjh (**, b) = Ajida,+---+AAA7’

gdzie spotczynniki A sg funkcyami wielkosci ai b, a wyznacz-
nik ich jest rozny od zera, gdyz réwnania (6) powinny dac sie

rozwigza¢ wzgledem pochodnych dx_I;r’ bo ukiad rdéwnan (6)
ou

jest identyczny z uktadem (4). Jezeli w réwnaniu (6) zamiast
wielkosci b podstawimy wartosci szczegdlne, spotczynniki A sta-
ng sie spétczynnikami a, a rownanie (6) przejdzie na nastepujgce:

7 N . dxh
( & 0*) = ﬁ_lajtdak

Ot6z gdyby zachodzit zwigzek (5), to podstawiwszy w nim war-
tosci (7), mielibySmy:

r r r

= =1

gdzie spdtczynniki P sg funkcyami samych wielkosci a. Stad
wielkosci xh=fh czynityby zado$¢ rownaniom liniowym, jedno-
rodnym rzedu I-go, tego typu, oktérym mowa w 8§ 2, a ktéremu
wiasnie nie moga czyni¢ zados¢, jezeli zaktadamy ze, parame-
try a sg istotnemi. Wynika stad, ze wielkosci P sg zerami, t. j.:

2, didk= e=L%e 1y

lecz w takim razie i spétczynniki g sg zerami, gdyz w tym ostat-
nim uktadzie réwnan liniowych wyznacznik wielkosci a jest roz-
ny od zera, ho,jak wyzej zauwazono, réznym jest od zera
wyznacznik wielkosci A.  Tym sposobem twierdzenie jest do-
wiedzione.
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Wyprowadzimy teraz inny ukfad réwnan rézniczkowych.
Poréwnawszy ukfad (3) z wzorem tozsamosciowym:

dk Vi dxH dhj
ki dk

otrzymujemy:
(6)

a wiec na podstawie réwnan (6):

r

ki~ v a A

® dj - 2§ K dak'

Te za$ rownania, poréwnane z wzorem tozsamosciowym:

dxh_ y da_* dr/
doj %:i doj dak
daja:
dak
(c) A*

. , . . oxi . .
Wstawiajgc w rownania (8) wartosci na wziete z row-

dak’
nan (A), mamy:

LM R )b

Mozemy okaza¢, ze wielkosci O, wystepujace w tych wzorach,
sg niezalezne od wielkosci a, gdyz jezeli bedziemy rd6zniczko-
wali te wzory wzgledem a,, uwazajac wielkosci x\ aib, jako
od siebie niezalezne (co wolno, poniewaz jedynemi zwigzkami
podstawowemi sg wzory (1), z ktérych nie mozna otrzymac
zwigzkow pomiedzy temi wielko$ciami), znajdziemy:
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poniewaz za$, na zasadzie dowiedzionego wyzej twierdzenia, nie
moze istnieC taki zwigzek liniowy pomiedzy wielkosciami $ kto-
ry bytby typu (5), wynika stad, ze pochodne wielkosci 0 wzgle-
dem wielko$ci a sa zerami.

Mamy zatem réwnania:

r

Zwazywszy, ze wielkosci X', X', b sg zwigzane pomiedzy sobg
przy pomocy réwnan (1) w ten sam sposob, w jaki sg zwigzane
pomiedzy sobg wielkosci X', X, 8, mozemy we wzorach (9) za-
miast X' napisa a, zamiast b napisa¢ a, i zmieniwszy jeszcze
skaznikij na £ qnaj, otrzymamy:

r

Jest to drugi uktad réwnan podstawowych, ktéry pragne-
lisSmy wyprowadzig.

Z réwnan (A) i (B) mozemy otrzymac inne wzory. W pierw-
szych z rownan (1) uwazajmy wielkosci a jako funkcye wielko-
§ci X' i a, irdézniczkujemy je wzgledem a*; bedzie:

n

co, na mocy wzoréw (A) i (_B), daje:

r n r
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Jest to uktad réwnan rozniczkowych o pochodnych czastkowych
wielkosci x“ wzgledem x.

Uktad (C) mozna przeksztatci¢ na inny, w ktorym zamiast
pochodnych wielkoscia;' wzgledem x wystepujg pochodne wzgle-
dem x i X' funkcyi ogdlnej F tych zmiennych. Dos$¢ w tym celu

pomnozy¢ réwnania (C) przez dF , wzig€ sume wzgledem skaz-

nika z oraz uwzglednig, e N dF O c(ijxlil ; otrzymamy
i=i
wtedy:

(0) 2. w * 2 ~Awo+ 2 M (@2 M ()t =0-
= E y=i i=i

gdzie dla wiekszej symetryi w wyrazie drugim postawiono skaz-

nik i zamiast skaznika h.

Uzytek wyprowadzonych wzorow pokazemy na prostym
przyktadzie, zapozyczonym od Liego (Th. der Transf., I,
str. 34, 43).

Niechaj bedzie grupa:

X 4

| — = al
= e

o trzech parametrach istotnych (patrz 8 1). Pochodne wielko-
§ci x' wzgledem parametréow a:
ax' 1 dx'__  x{x\al) <W X-\-ax _
3a, ax-\- a3’ da2 " das ' {a2x-\-a32
mozemy napisa¢ w postaci:
dx’
dax a%a,a2 a3—g a2 da, a,—a| 02

ax' 1 £ X4
da, —aja, lio-—iii1glp
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skad widac, ze poehodne te dajg sie wyrazi¢, jak tego Zzadaja
wzory (A), jako sumy iloczynéw funkcyj samych parametréw «
przez funkcye tylko wielkosci x'; i te to funkcye 4 samych wiel-
kosci x sg jednakowemi dla wszystkich trzech pochod-
nych; jest mianowicie:

Sil0) =1, HO)= x< 78 (X)= x2¢

Jezeli teraz zamiast pochodnych wielkosci x' wzgledem para-
metrow a, wezmiemy pochodne wielkosci x wzgledem tychze
parametrow, znajdziemy:

dx aj. a2 X dx Al ® L i ]
3ax a3—a, a2 a3—axa2 = Sa, -axa2 ~‘ ad3—ax02

dx aj . 1
da3 a3— a2 ' a3—a:a2

t. j. pochodne te, jak tego wymagajg wzory (B), dajg sie wyrazic¢
jako iloczyny funkcyj samych wielkosci a przez te same fun-
kcye 4wielkosci x.

Wyzej znalezione rownania rézniczkowe nie sg, jak powie-
dziano na poczatku tego 8-u, dostateczne do okre$lenia grupy.
Ze tak jest, mozna pokaza¢ na nastepujacym przyktadzie. Nie-
chaj beda przeksztatcenia:

xX=x1 , X2—X, - X2j-a2,

ktore, jak tatwo sprawdzi¢® nie tworzg grupy. Tymczasem wiel-
kosci x' sg catkami uktadu rownan:

dx' 1 ox'__  dxj_ dxj_.
da3 T de2 > daL 7 da2 ’

ktore sg rownaniami postaci (A).

Pascal: Teoryagrup przeksztatcen.
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8 5

Grupy jednoparamatrowe.

Podamy w postaci 0g6lnej przeksztatcenia, nalezace do gru-
py, zawierajgcej jeden tylko parametr istotny a
Wyjdziemy z réwnan:

(1) A=li...

ktorym wedtug réwnan ogdlnych (A) poprzedzajacego §-u, win-
ny czyni¢ zado$¢ rownania grupy jednoparametrowej; dajmy, ze
funkcya ip jest okreSlona w catym obszarze ((«)), w Kktorym
nadto niechaj nie staje sie nieskorczona.

Calki tego uktadu n réwnan rézniczkowych zwyczajnych,
gdzie funkcyami niewiadomemi sg x', zmienng niezalezng jest a,
dajg nam szukane wzory przeksztatcen, o ile odpowiednie
przeksztatcenia tworzg grupe; ta uwaga jest ko-
nieczna, gdyz jak wiemy réwnania (1) nie sg warunkami d o-
statecznemi do okreslenia grupy. W réwnaniach ogdlnych
(d) 8-u 4-go wielkosci X' wystepuja jako funkcye wielkosci x i a,
lecz pierwsze w rownaniach tych mozna uwaza¢ za state, gdyz
mamy tam tylko pochodne wielkosci x' wzgledem parametréw a.
Stad wynika, ze state, jakie zachodzi¢ bedg w catkach uktadu
(1), spetnia¢ beda te sama role, jak wielkosci aw szukanych wzo-
rach na przeksztatcenie; state te przeto nazwiemy xt, ..., xn.
Zapytujemy teraz, czy catki uktadu (1) sa funkcyami okreslonemi
n statych, czy nie? Oczywiscie nie, gdyz jest jasnem, ze jezeli
zamiast kazdej z tych wielkosci potozymy funkcye dowolne in-
nych n statych, przy jedynym warunku, aby te funkcye nie bytly
zaleznemi, otrzymamy n catek, ktdre zaleze¢ bedg od statych
w sposéb odmienny, niz poprzednio. Wskazuje to, ze szukane
wzory przeksztatcenia, ktére mamy otrzymaé jako catki ukia-
du (1), nie sg bez dalszego warunku, okreslone jako funkcye wiel-
kosci x.
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Lecz jezeli damy z gory sposob, wjaki wielkosci x/ maja za-
leze¢ od statych x dla oznaczonej dowolnej warto$ci a® zmiennej
a, wtedy wielkosci te bedg okreslone w sposdb jedyny pod wzgle-
dem zaleznosci od wielkosci x. Gdyz jezeli nazwiemy na chwile
Cj,state calek ukiadu (1)i przyjmiemy, ze po rozwigzaniu
ich wzgledem a?, otrzymujemy x,'=(pi (c,, ..., <, a), anastep-
nie zamiast wielkosci c wprowadzimy state .r,, .. ., X,,, tak aby
dla a=a° funkcye 9@ staty sie z gory oznaczonemi funkcyami
/j (x3 ..., xn a°), dos¢ bedzie, oczywiscie, napisa¢ n zwigzkow:

qi(«, ..., c,a) = fi (xL....... X,sy @)

i z nich otrzymac wielkosci ¢ jako funkcye wielkosci x.

Naturalnie, warto$¢ a° musi by¢ taka, aby wyznacznik fun-
kcyjny wielkosci  wzgledem wielkosci ¢ nie byt zerem, aby za-
tem mozna byto uskuteczni¢ powyzsze rozwigzanie; w przeciw-
nym bowiem razie rownania xi~<pi(cv ..., cHa) dla tej warto-
$ci a nie datyby sie rozwigza¢ wzgledem wielkosci ¢, nie bytyby
zatem dla tej wartosci a catkami ogdlnemi rownan (1).

Widzimy tedy, ze dla otrzymania wzoréw przeksztatcenia
grupy szukanej dos¢ ustali¢ funkcye x/=fi dla oznaczonej war-
tosci a, t. j. ustali¢ jedno przeksztatcenie, do tej grupy nalezace;
poczem wypadnie tylko przekonaé sie, czy przeksztatcenia tak
otrzymane tworzg grupe. Ot6z ustalamy, ze grupa szuka-
na zawiera przeksztatcenie tozsamos$ciowe;
zobaczymy zaraz, w jaki spos6b mozna warunek ten uwzglednié
analitycznie.

Z wzorow (1) otrzymujemy nastepujace:

2 _\;,X/T dxi _ g&: in (a) da :

niechaj catkami uktadu n -1 réwnan rézniczkowych, otrzyma-
nych z poréwnania pierwszych n stosunkéw (po rozwigzaniu ich
wzgledem statych, ktére oznaczmy przez clt.. ., beda:

(Bj N (Ti, ..., Xn) C j$§in —(&te*e, )  Cmtl-
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Pozostaje znale$¢ jeszcze ostatnig catke uktadu (a); w tym
celu zauwazmy, ze poniewaz state we wzorach (3) sg od siebie
niezalezne, to nie moze by¢, aby wszystkie wyznaczniki fun-
kcyjne wielkosci i2, ..., wzgledem n—1 zmiennych a/
byty zerami; bo gdyby tak byto, to pomiedzy wielkosciami Q
moglibySmy wyrugowaé n wielkosci X' i pozostatby zwiazek po-
miedzy statemi c.

Niechaj N bedzie jednym z tych wyznacz-

nikow funkcyjnych, réznych od zera; z rownan. (3) wyznaczmy
warto$ci zmiennych x4\ ..., x'n i w funkcyi zmiennej xr i sta-
tych. Podstawiwszy te wartosci w funkcyi  (A/, ..., xn), za-
wartej w réwnaniu:

df' - ipfa) da,

otrzymamy réwnanie rozniczkowe zwyczajne o dwoch zmien-
nych rozdzielonych; zcatkowawszy je, otrzymamy wyrazenie
postaci:

Q 1 Q!
a podstawiwszy tu wartosci cv ..., c*_i, wziete z réwnan (3),
znajdziemy wreszcie:
a
4 Qn(»/, ..., xXn—J mp@da on

Wprowadzmy teraz zatlozenie, ze grupa zawiera prze-
ksztatcenie tozsamo$ciowe dla pewnej wartosci a° parametru a,
i dla dogodnosci épmierﬁmy wartos¢ statej ¢, t.j. napiszmy

zamiast niej: ¢,—J m(a) da ; réwnanie (4) bedzie wtedy postaci:
a
(5) Qhix1z ..., xm) = | p (@@ da-{-c,.
k:1
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Winnismy za state ¢ wzig¢ takie funkcye zmiennych x, aby dla
«=a° rownania (3) i (5) daty x1=Xi; lecz kfadac:

.-*>Kn),mee Cn==0n (Xij ..., XH),

otrzymujemy wiasnie to, o czem mowa, i tym sposobem znajdu-
jemy state cjako funkcye wielko$ci x} czynigce zado$¢ powyz-
szym warunkom. Bedziemy tedy mieli nastepujgce wzory prze-
ksztatcenia:

Ol (*/, . *» (#, oo.i
(6) any B« L., X ) — BN fi>eee>

teegxn)  QN(N... ., xH4- | (a) da
Potdzmy:

i > [ yj (@ da
&

Poniewaz z zatozenia y>(a) jest funkcya regularng w ca-
tym obszarze ((«)), a° za$ jest punktem tego obszaru, przeto fun-
kcya yj da sie rozwing¢ na szereg wedtug poteg réznicy a—a°
w pewnem otoczeniu punktu a°, jezeli przyjmiemy
jeszcze, ze punkt a°jest punktem wewnetrz-
nym obszaru, nie potozonym na jego obwo-
dzie. Wotedy catka t bedzie okreslona dla pewnego otoczenia
punktu a°; przyjmijmy nadto, ze otoczenie to
jest takie, zZze w niem a mozna uwaza¢ jako
funkcye jednowarto$ciowg wielkos$ci t oraz
tjako takaz funkcye wielkos$ci a

Przychodzimy tym sposobem do dziatahh w rzeczonem oto-
czeniu punktu a°, ktéremu odpowiada¢ znéw bedzie przeksztat-
cenie parametrow w otoczeniu punktu t= 0. Przeksztatcenia,
ktérych parametr znajduje sie¢ w otoczeniu punktu a°, przejda
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na przeksztatcenia, ktérych parametr i znajduje sie w otoczeniu
punktu t= 0; przeksztalcenie tozsamosciowe otrzymamy dla
t=0. Z zalozen o naturze wielkosci t wynika, ze gdy wartosci
a obracaja sie okoto a°, wielkosci t obracac sie bedg okoto pun-
ktu t=0;t. j. obszar naokoto punktu ¢ =0, odpowiadajacy otocze-
niu punktu a=a°, powinien we wnetrzu swem zawiera¢ punkt
zero. Wozory (6) bedzie mozna napisa¢ w postaci:

A (x) = VAT (x) — (x),

0 Q, (x') — Qn{x) -\-1)

przeksztalcenia za$, wyrazone temi wzorami, zlewajg sie z prze-
ksztatceniami grupy omawianej, lecz wogdle tylko dla wszyst-
kich warto$ci t w pewnem otoczeniu punktu t=0.

Rozpatrzmy teraz r6wnania (7) same w sobie, t.j. bez
wzgledu na rozwazang grupe o parametrze a; i niechaj i prze-
biega wszystkie mozliwe wartosci. Jest jasnem, ze rownania (7)
tworzg wtedy grupe. W rzeczy samej, wezmy przeksztatcenie
0 parametrze txi inne o parametrze tA mnozacjeprzez siebie—co
znaczy to samo, co napisa¢ drugie przeksztatcenie w zmiennych
X" i 1" i nastepnie wyrugowa¢ x' pomiedzy dwoma uktadami
wzoréw tak otrzymanych—mie¢ bedziemy uktad wzoréw pomie-
dzy wielkoSciami X' i x, analogiczny do wzoréw (7), gdzie uczy-
niono t—t1-\-42, czyli inaczej méwiac, bedziemy mieli inne z prze-
ksztatcen ogdlnych, przedstawionych we wzorach (7).

Grupe jednoparametrowg, ktérg w ten sposéb zbudowa-
liSmy, nazwijmy grupa kanoniczng, rozumiejac przez
to grupe, dang przez wzory (7), gdy t przebiega wszelkie
wartosci mozliwe. Grupa ta posiada kilka waznych wiasnosci,
ktore w krétkosci udowodnimy.

WidzieliSmy, ze przeksztatcenie, bedace iloczynem dwdch
przeksztatce, ma parametr tx-\-t2 réwny sumie parametrow
przeksztatcen danych; a poniewaz suma i,-j-t2jest niezalezna od
porzadku skiadnikéw, przeto iloczyn dwoéch przeksztatcen jest
niezalezny od porzadku czynnikéw, t.j. dwa przeksztat-
cenia sg zawsze przemienne. Nadto, poniewaz pa-
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rametr t moze przybiera¢ wszelkie mozliwe wartosci (rzeczywi-
ste i zespolone), przeto dla kazdego przeksztatce-
nia (o parametrze ¢= il istnieje w grupie prze-
ksztatcenie odwrotne (o parametrze t= —<).
Rozpatrzmy wreszcie grupe, dang przez wzory:

Y/ = ilu y* = 7z, ...>y'»_i = y*-i
yn = «*~H

i nazwang—powdd czego tatwo zrozumieé- grupg przesu-
nie¢; wtedy na podstawie definicyi podobienstwa grup, danej
w 82, jest jasnem, ze grupa nasza jest podobna do
grupy przesunieg.

Rozpatrzona tu grupa zlewa sie, jak powiedzielismy juz,
z grupg dang, jedynie dla wszystkich przeksztatcen w otoczeniu
punktu t= 0, odpowiadajacem otoczeniu punktu a= a° stad,
rzecz jasna, ze wihasnosci wyzej wskazane posiada¢ tez beda
i przeksztatcenia grupy danej, o ile ograniczymy je do pewnego
otoczenia przeksztatcenia tozsamosciowego. W samej rzeczy,
jakiekolwiek bedzie to otoczenie, byleby zawierato wew netrz-
nie—jak to zatozyliSmy —punkt a°, bedzie mozna zawsze zna-
le$¢ w niem punkt taki, ze otoczenie, odpowiadajgce punktowi
t—Qjezeli zawiera punkt t,, to zawiera takze punkt —4} i je-
zeli nadto zawiera punkty tli t2 to punkt h~Ma bedzie zawsze
zawarty w dawnem otoczeniu obszerniejszem. Mozemy tedy
powiedzie¢:

Niechaj bedzie grupa o jednym parame-
trze al, przebiegajgcym wszystkie punkty
pewnego obszaru ((«)) i zawierajaca prze-
ksztatcenie tozsamo$ciowe, mianowicie dla
wartos$ci a=a°®° wewnatrz ((aj); wtedy dla wszy-
stkich przeksztatcen w pewnem otoczeniu
przeksztatcenia tozsamos$ciowego zachodzg
nastepujgce wtasnosci: 1) przeksztatceniom
tym mozna nada¢ postac¢ (7); 2) przeksztatce-
nia sg przemienne; 3) dla kazdego przeksztat-
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cenig istnieje w grupie przeksztatcenie od-
wrotne; 4) przez odpowiednig zamiane zmien-
nych wzory przeksztatcenia przechodzg na
wzory grupy przesuniec.

Jezeli zatozymy, ze rozwazana grupa jest grupg Lieg o
(patrz §2), zawierajgcg przeksztatcenie tozsa-
mosciowe, wtedy a°> musi z pewnoscig znajdowac sie we-
wnatrz obszaru ((«)), a wiec dla tej grupy majg miejsce wszyst-
kie wyzej wymienione whasnosci.

Jezeli natomiast wytaczymy grupy Lieg o i przyjmiemy,
ze obszar ((0)), odnoszacy sie do niej, jest ograniczony w ten spo-
sOb, iz punkt a° znajduje sie naobwodzie (poniewaz od naszej
woli zalezy ograniczenie obszaru przy utrzymaniu wiasnosci,
aby przeksztatcenia tworzyty grupe) i jezeli przyjmiemy jeszcze,
ze catka t jest okreslona dla pewnego obszaru, zawartego w ((«))
i majgcego punkt a° na swym obwodzie, wtedy mozemy powto-
rzy¢ wszystkie powyzsze rozumowania i otrzymac rezultaty ana-
logiczne, wyjawszy przypadek, w ktérym zdarzy¢ sie moze, ze
otoczenie punktu fc=0, o ktérem wyzej mowa, ma punkt zero na
swym obwodzie, a wtedy nie mozna twierdzi¢, ze zawiera punkt
— i1, skoro zawiera punkt tv  Wtedy tez twierdzi¢ nie mozna,
ze dla kazdego przeksztatcenia, obranego w odpowiedniem oto-
czeniu przeksztatcenia tozsamosciowego, istnieje przeksztatce-
nie odwrotne. Jako przyktad przytoczy¢ mozna grupy, dane
przez tez wzory (7), w ktérych atoli przyjmiemy, ze¢ t nie moze
przybiera¢ wszystkich mozliwych wartosci, a przybiera tylko np.
wartosci rzeczywiste ujemne (wigczajac zawsze i zero); mamy
wtedy, jak fatwo widzie¢, zawsze dwie grupy, zawierajace prze-
ksztatcenie tozsamosciowe, ale nie posiadajace wskazanej wyzej
wiasnosci.

Przy pomocy powyzszych rozwazan znalezliSmy prostg po-
sta¢ kanoniczng nie dla wszystkich przeksztatcen grupy para-
metrowej, lecz tylko dla przeksztatcen, nalezacych do pewnego
otoczenia przeksztatcenia tozsamo$ciowego.

Analogiczne rozwazania przeprowadzi¢ sie dajg dla wszy-
stkich przeksztatcen nie tylko w otoczeniu przeksztatcenia toz-
samosciowego, lecz takze w otoczeniu jakiegokolwiek przeksztat-
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cenig grupy. Przyjmijmy, ze a° nie jest juz, jak wyzej, para-
metrem przeksztatcenia tozsamos$ciowego,—Kktdrego istnienia na-
wet teraz nie zaktadamy—i dla uniknienia pomieszania, postaw-
my &', zamiast a° we wzorach poprzednich. Dla otrzymania
wzorow przeksztatcenia w otoczeniu punktu a', musimy we wzo-
rach (3) i (5) nada¢ statym ct, ,c,_i, G, wartosci takie, aby
dla a—a' otrzymane przeksztatcenie byto przeksztatceniem da-
nem, t. j. x,"=f, (xu..., X,).

Dajmy, ze dla tych wartosci zmiennych x' funkcye
Qt, ..., Qnstajg sie odpowiednio funkcyami co, .. ., con zmien-
nych x; jest jasnem, ze wielkosci ¢ stang sie rownemi tym wiel-
kosciom co. t. j. ze bedzie (po wprowadzeniu, jak wyzej, wiel-
kosci t):

Di (x)—a, (f), . ..., iki(X)= o ()

(x ) — con () e

Jest to whasnie posta¢ kanoniczna dla wszystkich prze-
ksztatcen grupy, ktére nalezg do odpowiedniego otoczenia prze-
ksztatcenia o parametrze al Dla t=0, t.j. dla a—a, réwna-
nia (8) przechodzg na nastepujgce:

9 QxxH= 01, ..., (X)) = (on=i(X), QN(X")— (0 ,,(X),

rownowazne danemu przeksztatceniu.
Rozpatrzmy teraz przeksztatcenia:

QI X) —QI(X), .. .., 1 () = Qm\ (X),
QnX)=Qn(e) + 1,

bedace przeksztatceniami grupy, zawierajgcej przeksztatcenie
tozsamosciowe dla a—a] jest jasnem, ze iloczyn przeksztat-
cen (9) przez przeksztatcenia (10) daje przeksztatcenia (8), mo-
zemy wiec twierdzi¢, ze:

Gdy dana jest grupa jednoparametrowa,
to jej przeksztatcenia, znajdujgce sie w oto-
czeniu jednego ktdregokolwiek przeksztat-
cenia, mozna uwaza¢ za iloczyny tego prze-

8)

(10
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ksztatcenia przez przeksztatcenie jednej

z grup, nazwanych grupami kanonicznemi.
Dla wyjasnienia podamy prosty przyktad nastepujacy:
Niechaj bedzie uktad rownan rézniczkowych:

dx'  , 1 dx2
d X 'a’ da
Catkujac i kiadac:
a
(‘da a
- |t = lok7?’

mie¢ bedziemy réwnania:
B8=c. log*i'= %+ 1,

i jezeli potozymy e, = —I" 2= log a:;,, mozemy wzory prze-
$
ksztatcenia napisaC w postaci:

G = —3” loS*i = loSxi+ J°gf -
Rozwigzujac je wzgledem x1' i x2, otrzymamy:
aa, aur,,
8§ 6.

Wozory wyrazne kanoniczne na przeksztatcenia grupy jednoparametro-
wej. Przeksztatcenia nieskoriczonostkowe.

Wyszedtszy z wzoréw (1) paragrafu poprzedzajacego, do-
szlisSmy do wzoréw (7), ktdre w istocie sg wzorami wszystkich
przeksztatcen grupy, nalezacych do pewnego otoczenia prze-
ksztatcenia tozsamos$ciowego. Obecnie podamy te wzory w po-
staci odmiennej, a mianowicie rozwigzane wzgledem wielkosci X',



Rozdziat | §6.—Przeksztatcenia nieskonczonostkowe. 43

a wiec w postaci rozwinie¢ na szeregi wedtug poteg catkowitych
dodatnich rosnagcych wielkosci t-

Réwnania (1) paragrafu poprzedzajacego, po wprowadze-
niu wielkosci t, przechodzg na nastepujgce:

W W =

Dla i—0 wielkosci X' stajg sie, stosownie do zatozenia,
rownemi wielkosciom X, mozemy wiec napisac:

F&Xj 1 _ [dj, (P)] Tdi,~\x) dxH 1

Ldi2Ji=o L dt Ji=o ey Kt X=0

A%
e dxk

Ktadac wiec ogolnie:

h=1
mamy:

N |-

Podobniez otrzymalibysmy:

a wiec, na podstawie zwyktego rozwiniecia wedtug wzoru Tay -
lora, bedzie:
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) Xi=Xrf tXxi-\-~ X2xi-f . . ..

W podobny sposéb otrzyma¢ mozna analogiczne rozwinigcie ja-
kiejkolwiek funkcyi wielkosci x':

@) F{xH=F(X) + tX(F(x)) +  AXF()+ ..

i ten wzér mozna uwazac jako ogolny, obejmujacy w sobie wszy-
stkie wzory (2).

Znalezlismy tym sposobem szukane wzory wyraZzne prze-
ksztatcen grupy, nalezacych do pewnego otoczenia przeksztat-
cenia tozsamos$ciowego; wzory (2) nazwaé mozna wzorami k a-
nonicznemi przeksztatcen grupy.

Wazng jest rzeczg wskazaé, w jak prosty sposob z wzo-
row (2) i (3) otrzymaé mozna wzory odwrotne, t. j. wzo-
ry, wyrazajace wielkosci x przez wielkosci x‘. Wiemy, ze para-
metrem przeksztatcenia, odwrotnego wzgledem przeksztatcenia
0 parametrze t, jest —< do$¢ wiec we wzorach (2) zamiast t
napisa¢ - t, zamiast x‘ napisa¢ x. aby otrzymaé przeksztatce-
nie odwrotne, ktdre zreszty, jak wiemy, nalezy takze do gru-
py, a wiec powinno by¢ dane przez tez same wzory (2).

Wazno$¢ wzoréw poprzedzajacych polega gtownie na
wprowadzeniu symbolu X, ktérego badanie jest $ciSle zwigzane
z badaniem przeksztatcen grupy, jak to widac juz z wzordw (2).

Jezeli wyobrazimy sobie, ze t jest nieskonczenie mate, tak
ze mozemy pomingc¢ jego potegi wyzsze, otrzymamy wtedy prze-
ksztatcenie, ktdrego wzorami —az do nieskonczonostek rzedu
WYyzszego—sa;

4 X[ —Xi+ tii.

Przeksztalcenie to nazywamy przeksztatceniem nie-
skonczonostkowem grupy; jest jasnem, ze kazda
grupa jednoparametrowa, zawierajgca prze-
ksztatcenie tozsamoSciowe, zawiera zawsze
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przeksztatcenie, dla ktérego wielkosci a zmieniajg sie o wiel-
kosci nieskonczonostkowe, proporcjonalne do £, ..., £5 t.].
do funkcyj, wystepujacych w réwnaniach rézniczkowych (1)
i bedacych temi samemi funkcyami, ktore stuzg do konstrukcyi
symbolu:

Przyrost, jakiego doznaje jakakolwiek funkcya F wielko-
Sci X" wskutek przeksztatcenia nieskofczonostkowego, otrzymu-
jemy bezpos$rednio z wzoru (3), mianowicie:

\F= F(*) —F (*) = tX (F ().

Stad ujawnia sie Scista tgcznos¢ symbolu X, i przeksztatcenia nie-
skonczonostkowego; ztego powodu symbol ten przyjmuje sie
zwykle jako symbol tego przeksztatcenia. Gdy moéwimy: nie-
chaj bedzie dane przeksztatcenie nieskon-
czonostkowe X, nalezy przez to rozumie¢: niechaj be-
dzie dane przeksztatcenie nieskonczonost-
kowe (4), ktérego spotczynniki i sg temi sa-
memi wielko$ciami, ktére stuza do utworze-
nia symbolu X

Wzory (2), gdy dany jest symbol X, okreslajg przeksztat-
cenia grupy w pewnem otoczeniu przeksztatcenia tozsamoscio-
wego; z drugiej strony, dana grupa okres$la symbol X. Mozemy
wiec powiedzie¢, ze zawarte w pewnem skoficzonem otoczeniu
przeksztatcenia tozsamo$ciowego przeksztatcenia grupy, zawie-
rajgcej przeksztatcenie tozsamosciowe, charakteryzuje (w zna-
czeniu, jak na teraz, czysto formalnem) to wiasnie przeksztatce-
nie nieskonczonostkowe grupy. Lecz mozemy powiedzie¢ i wiecej,
mianowicie, ze kazde przeksztatcenie skonczone rzeczonego oto-
czenia otrzymujemy, powtarzajac nieskonczenie wiele razy prze-
ksztatcenie nieskoriczonostkowe, t.j. ze grupe wytwarza
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jej przeksztatcenie nieskohnczonostkowe, co
widaé z powyzszych wzoréw (2).

Zachodzi inny jeszcze zwigzek, bardziej Scisty pomiedzy
przeksztatceniami grupy a symbolem X, o czem méwic bedziemy
w nastepnym paragrafie.

Zaznaczmy wreszcie, ze symbol X mozna uwazaé tez jako
symbol dziatania, wykonywanego na pewnej nieoznaczonej fun-
kcyi f.  Symbol ten posiada oczywiscie wiele wiasnosci analo-
gicznych do zwyktego symbolu rézniczkowania.

s 7.

Trajektorye grupy jednoparametrowej. Redukcya i posta¢ kanoniczna
symbolow przeksztatceri nieskoriczonostkowych.  Wyznaczenie grupy
kanonicznej z danegojej przeksztatcenia nieskoriczonostkowego.

Niechaj bedzie punkt P przestrzeni n-wymiarowej o spot-
rzednych x,, xa, ..., Xn. Zastosujmy do niego wszystkie prze-
ksztatcenia grupy jednoparametrowej; spétrzedne punktu prze-
ksztatconego dajg nam wzory:

(1) X1'=fl (®j, ..+, X,,, t), ..., X, =fn o0 %ni i) e L.

Spotrzedne te zmieniajg sie tedy wraz z wielkoscig t; miejscem
punktéw przeksztatconych bedzie wiec wogole krzywa, t. j. roz-
maito$¢ oolpunktow. Jezeli zamiast z punktu x4 ..., xHwy-
szlibySmy z innego punktu tejze rozmaitosci ool punktow, to
poniewaz przeksztatcenia tworzg grupe, krzywa, otrzymana
w sposéb analogiczny, bytaby ta sama, co poprzednio. Gdyz
jezeli przyjmiemy, ze przy pomocy pewnego przeksztatcenia
przechodzimy od punktu P do punktu Pr, a potem za pomocg
innego przeksztatcenia od punktu P* do punktu P, to iloczyn
tych dwoch przeksztatcen powinien prowadzi¢ od punktu P do
P". Lecz iloczyn dwoch przeksztatcen jest znowu innem z tych-
ze przeksztatcen, a wiec punkt P jest jednym z ool punktow,
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na ktére przeksztatca sie punkt P, t.j. powinien znajdowaé sie
na krzywej, utworzonej przez przeksztatcenia punktu P. Widzi-
my tedy, ze punkty przestrzeni sg ze wzgledu na dang grupe je-
dnoparametrowg rozmieszczone na nieskonczenie wielukrzy-
wych, zktérych jednaitylko jedna przechodzi przez kazdy punkt.
Krzywe te nazywajg sie traj ektory ami grupy. Traje-
ktoryi jest tym sposobem oon_1.

A teraz zapytajmy o styczng do trajektoryi w jednym zjej
punktéw. Dostawy kierunkowe stycznej okreslone sg przez po-
chodne wielkosci x' wzgledem t dla ¢=0. Pochodne te, na za-
sadzie rownan rézniczkowych (1) §-u poprzedzajacego, sg odpo-
wiednio proporcyonalne do wielkosci £ (X), ...,£,, (X). Stad—
co byto do przewidzenia—styczna, o ktdrej mowa, jest prosta,
taczacy punkt xI7.. ., xHz punktem nieskonczenie blizkim, kto-
ry otrzymujemy z pierwszego za pomocg przeksztatcenia nie-
skoriczonostkowego (4) §-u poprzedzajacego

Poszukajmy zwigzkow pomiedzy trajektoryami a symbo-
lem X. Roéwnania:

dx] _ dxi dxn

)~ 2200 ~ =’
sg oczywiscie rownaniami rozniczkowemi trajektoryj, albowiem
rozniczki dxv ..., dx, sa, jak wiadomo, proporcyonalne do do-

staw kierunkowych stycznej do krzywej, réwnania za$ te wyra-
zaja, ze dostawy kierunkowe sg wiasnie proporcyonalne do
£1, ..., i,,. Jezeli teraz oznaczymy na chwile przez:

Q\ L Ai,e e e —1 (*1, .+ ., Xn) Cn—1

rownania skonczone trajektoryj, to rézniczkujac je, otrzymamy
zwigzki tozsamosciowe:

(3)
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a podstawiajgc w nich zamiast dxtl ... , dxn proporcyonalne do
tych rozniczek na podstawie réwnan (2) wielkosci 4j,
mieé bedziemy:

dij | i A
m*eT + +

. .oda-
6 g 4000t I«C‘dXn = 0,

gdzie , 12,,_i sg catkami rownania o pochodnych czast-
kowych, liniowego, jednorodnego rzedu 1-go:

Roéwnanie o pochodnych czastkowych tego gatunku nie
moze mie¢ wiecej, niz n—1 calek niezaleznych J), stad: przy-
rownywaj gc do statych n—1 catek niezalez-
nych rdwnania Xf= 0, otrzymujemy rdéwna-
nia skonczone trajektoryj grupy.

Mozemy tez powiedziec:

Dany punkt i symbol X okre$lajg w ogol-
nosSci pewien przechodzacy przez ten punkt

* W samej rzeczy, gdybysmy przyjeli, ze catek tych jest n, mielibySmy
réwnania:
dii, di, _
diT+ ee'+ 1ST™

dii» . ddn 0.

a poniewaz wyznacznik takiego uktadu liniowego wzgledem wielkosci £ musi
by¢ zerem, to wyznacznik funkcyjny n catek wzgledem wielkosci x bytby ze-
rem, co znaczy, ze pomiedzy temi catkami zachodzitby pewien zwigzek.



Rozdziat | § 7.—Przeksztatcenie symbolu X. 49

kierunek (t. j. styczne do trajektoryj), ktére-
go dostawy sg proporcyonalne do wartos$ci
spotczynnikéw JsymboluZw punkcie danym.

Niechaj bedzie dany symbol X przeksztatcenia nieskonczo-
nostkowego; zbadajmy, jak przeksztatca sie ten symbol, gdy za-
miast wielko$ci X wprowadzimy zmienne y, potgczone ze zmien-
nemi x przy pomocy zwigzkow:

Vi= A (*i, eee, %), ..., yHE (T xn).

Zauwazmy, ze jezeli T jest jakgkolwiek funkcyg zmiennych
X, wtedy:

d(fh? )Ié:dl gyt td%(ih:
a wiec: |
N« k-L«., S-E.
lub:

e ©E)E-L «B

Widzimy wiec, ze symbol X przeksztatca sie
na symbol tego samego gatunku i ze spbétczyn-
niki nowe sg wynikiem zastosowania tegoz
symbolu do funkcyj, wyrazajgcych nowe
zmienne przez dawne.

Pozostawmy nieoznaczong funkcye q funkcye za$ g ....gnv
uczynmy odpowiednio réwnemi catkom Qu .. ., Qn+ réwnan
Xf= 0, t.j. pierwszym stronom réwnan trajektoryj; poniewaz
wtedy:

XQl=0, XQt=0, ..., XQ,~= 0,

Pascal: Teorya grup przeksztatcen.
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przeto:
X f= XpH-jr

i jezeli wyznaczymy gn tak, aby byio:
(5) x(pn —1 ’

bedziemy mieli:

(6) xf=w

Ta zredukowana postaé symbolu X, otrzymana po wprowadze-
niu nowych zmiennych, nazywa sie kanoniczng.

Dla uzupetnienia tego badania nalezy jeszcze pokazac, w ja-
ki spos6b z rownania (5) mozna wyznaczy¢ fnnkcye qn  Otéz
rownanie (5) jest rdwnaniem o pochodnych czastkowych rzedu
1-go, liniowem, niejednorodnem- wediug znanej teoryi L a-
grange’a, catkowanie takiego rownania sprowadza sie do cat-
kowania uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

litF. dxH  dgn

() 17

Do celu naszego wystarcza miec jedne catke tego ukiadu, za-
wierajacg funkcye <{m; wezmy wiec np. réwnanie:

doen
(& d(pn~ 4 7

i podstawmy w niem zamiast zmiennych xv ..., xn zachodza-
<t:ych w funkeyi i,, wartosci ich, otrzymane z rownan:

., —2=0H,
bodacych catkami uktadu (2) i zarazem uktadu (7) (w ktorym
stosunki dJ:xl:_*___ ...=d—)§‘m-]saz te same, co w ukladzie (21)),

P



Rozdziat I § 7.—Konstrukcja grUpj kanoniczne;j. 51

a otrzymamy z réwnania (8) réwnanie rozniczkowe zwyczajne
pomiedzy @, i X, . Catkujagc to réwnanie i podstawiajgc za
G, , cH\ ichwartosci, znajdziemy szukang funkcye €,zmien-
nych xv .. ., xH

Niechaj bedzie przeksztatcenie nieskonczonostkowe X ;
utwdrzmy rozwiniecia szeregowe:

9 x'h= xh+ £- XX, A-~X*xh+ ....

stosujgce sie do pewnego otoczenia punktu i=0.

Do tych rozwinie¢ doszliSmy w 8§ 6, rozwijajac na szeregi
w otoczeniu punktu t—0 wielkosci x', otrzymane z wzordw (7)
8-u 5-go, ktore, jak to powiedzieliSmy, sg wzorami przeksztatce-
nia grupy kanonicznej.

Postepowanie, wskazane w 8§ 5, moze postuzy¢ do okazania,
w jaki sposob, majac X, mozemy stad otrzymaé réwnania skon-
czone grupy kanonicznej; bedzie przeto rzecza uzyteczng podaé
te rachunki w formie nieco réznej, ktére wskaze zarazem zwig-
zek ich z rozwazaniami powyzszemi nad redukcya do formy ka-
nonicznej symboléw przeksztatcen nieskonczonostkowych.

Wzory (9) mozna zjednoczy¢, jak wiemy, w jednym wzo-
rze ogolnym (patrz § 6):

(10) FX)= F (X + X (F(x)) +— X2(F(x) + ...

Wybierzmy na F takie funkcye, aby bylo tozsamosciowo
X7 = 0; poniewaz wtedy sg zerami XiF, X3J, . .., wiec strona
pierwsza wzoru (10) sprowadza sie do pierwszego jej wyrazu
a wielko$¢ t zostaje tym sposobem wyeliminowana. Wypadnie
wiec wzigé za F catki rdwnania XF—0, posiadajacego, jak
wiemy, n—1 calek niezaleznych Qu ..., Qn Kladac w réw-
naniu (10) za F kolejno kazdg z tych catek, otrzymujemy bez-
posrednio wzory:

(V) Xx(x)= QA ), .... (KX)—Qn-1(x),
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ktore sg dokfadnie n—1 pierwszemi wzorami (7) § 5-go i ktére
mozemy uwazac jako rezultat eliminacyi wielkosci t z réwnan (it).
Pozostaje znale$¢ ostatni z wzoréw 6) § 5-go, zawierajacy wiel-
ko$¢ t. Dojdziemy do tego, obliczajagc funkcye Qntak, aby
byto XQ,—I. W samej rzeczy jest wtedy XQn=X n=...—Q
a z rownania (10), ktadac w niem F—OQn, otrzymujemy wprost:

(12) QK@) = fl. (*) -j- t.

Widzimy wiec, ze wyznaczenie funkcyi Q, odpowiada
ciSle wyznaczeniu powyzszemu funkcyi <m, sprowadzajgcej
symbol X do postaci kanonicznej, i podobnie wyznaczenie
funkcyj odpowiada wyznaczeniu funkcyj <, .
ktore stuzyty do tej samej redukcyi. Mozemy wiec powiedziec:
Eedukcy a przeksztatcenia X do postaci kano-
nicznej i wyznaczenie grupy kanonicznej,
zawierajgcej dane przeksztatcenie X, sg zu-
petnie réwnowazne.

Mozemy nadto powiedzie¢:

Majgc dane przeksztatcenie nieskonczo-
nostkowe X, mozna utworzy¢ grupe (kanoni-
czng) o jednym parametrze istotnym, zawie-
rajgcg przeksztatcenie tozsamosSciowe i da-
ne przeksztatcenie nieskonczonostkowe, za-
wierajacg nadto do kazdego przeksztatce-
nia odwrotne; wzory przeksztatcenia tej grupy
dajg sie w otoczeniu przeksztatcenia tozsa-
mosSciowegorozwinag¢ na szeregi, takie jak (9),
w otoczeniu za$ innego jakiegokolwiek prze-
ksztatcenia, np. w otoczeniu przeksztatce-
nia o parametrze t,przedstawi¢ sie dajg jako
iloczyny pewnego ustalonego przeksztatce-
nia o parametrze t przez przeksztatcenie, da-
ne przez wzory (9), gdzie zamiast t wzieto t—tu
Ta ostatnia wiasno$¢ wynika z rozwazan analogicznych do roz-
wazan, podanych na korcu § 5-go.
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gdzie symbol operacyjny wykfadniczy etx ma na podstawie defini-
cyi, rozwija¢ sie na szereg, podobny do tego, na jaki rozwi-
jatby sie, gdyby wyktadnik byt wielkosScig istotna.

88.

Rozmaite wihasnosci symbolow przeksztatceri nieskoriczonostkowych
i zwigzki pomiedzy niemi. Symbol Poissona i wzér Jacobi'ego. Rzad
przeksztatcenia nieskorczonostkowego wpunkcie danym.

Niechaj bedzie r przeksztatcen nieskonczonostkowych:

n n

Utworzmy przy pomocy r funkcyj dowolnych lu ..., kr kom-
binacye:

(1* )/ + e \-Xr Xrf-

bedziemy mieli, oczywiscie, wyrazenie tego samego typu, co X,
t. j. symbol pewnego przeksztatcenia nieskonczonostkowego. Dla
kazdego przeksztatcenia nieskoficzonostkowego X, przyrosty nie-
skonczonostkowe zmiennych shsg proporcyonalne do wielkosci
dla nowego przeksztatcenia, otrzymanego liniowo z danych, przy-
rosty te bedg proporcyonalne do takichze kombinacyj liniowych
wielkosci 4, t.j. do wielkosci X £ Widzimy
tedy, ze kombinacya liniowa symboléw pocigga za sobg kom-
binacye liniowa przyrostow wielkosci x.
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Nazwiemy r przeksztatcen nieskornczonostkowych wprost
lub zwyczajnie niezaleznemi, gdy symbole ich X
nie czynig zado$¢ zadnemu zwigzkowi liniowemu postaci:

@ elX ff + e Xif+ ... + erXrf=0,

w ktorym spotczynniki e, €, ..., ey sa niezalezne od X i nie
sg wszystkie réwne zeru. Nazwiemy te przeksztatcenia X bez-
wzglednie niezaleznemi, jezeli nie istnieje zaden
zwigzek liniowy jak (1). w ktdrym spoétczynniki e mogg by¢
jakiemikolwiek funkcyami zmiennych x.

Jest oczywistem, ze gdy r symboldw X sg niezaleznemibez-
wzglednie, to sg niezaleznemi zwyczajnie, lecz nie odwrotnie.
Jest nadto oczywistem, ze warunkiem koniecznym
i dostatecznym niezalezno$ci bezwzglednej
jest, by macierz:

£11 il2> « 7 £In

Sr., e » frw

byta ré6zna od zera.

tatwo okaza¢, ze gdy zmiennych jest n, to pomiedzy n-\-1
symbolami przeksztatcen nieskonczonostkowych zachodzi zawsze
zwigzek liniowy jednorodny o spoOtczynni-
kach, ktére sg funkcyami zmiennych x t j.
m+ 1 przeksztatcen nieskonczonostkowych
onzmiennych nie moga by¢ bezwzglednie
niezaleznemi.

W samej rzeczy, aby istniat ukfad:

(0]

df
ny dx1 + n ln
w o . . i df
x“41' - HtrH +eo oo+ *ton m

musi by¢ zerem wyznacznik:
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*xf, fn, . tfb

Xrffi B#11,

skad otrzymujemy wiasnie zwigzek liniowy pomiedzy symbo-
lami X.

PowiedzieliSmy na korcu § 6-go, ze symbol X mozna uwa-
zac takze jako symbol operacyjny, majacy wiele wiasnosci sym-
bolu rézniczkowania. Istotnie, jest oczywistem, ze posiada onwia-
sno$¢ przemienno$ei z symbolem sumy, t.j. ze operujemy tym
symbolem na sumie, operujac na kazdym wyrazie sumy; podob-
niez fatwo widzie¢, ze dziatanie, wskazane symbolem X, stoso-
wane do iloczynu, podlega tym samym prawidtom, co rézniczko-
wanie iloczynu i t. d. Dalej, gdy mamy wykona¢ dziatanie X
na funkcyi ztozonej f (g ip, ...), gdzie 9 m ... sa funkcyami
zmiennych x, do$¢ w takim razie zastosowaC prawidto znane,
by otrzymac wzor:

Xv + X Xv+ ...

analogiczny do wzoru na pochodng funkcyi ztozonej.

Dla dwdch symboléw X nie istnieje prawo przemiennosei,
t. j. ze dziatajac najprzod jednym, a potem drugim, nie otrzy-
mujemy wogole tego samego wyniku, jaki otrzymujemy; dzia-
tajagc symbolami w porzadku odwrotnym. Jezeli zatem X-Xj f
oznacza wynik pierwszego, Xj X, f wynik drugiego dziatania,
roznica:

X, Al-- XOXify o

nie jest wogdle zerem. Ro&znice te oznaczaC bedziemy krotko
za pomocg symbolu 5

@) . (x, Xj) f,

ktéry nazywamy zwykle nawiasem Poissona. Okazo>
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my, ze symbol (2) jest tego samego typu, co X, t. j. jest liniowym

jednorodnym wzgledem pochodnych rzedu 1-go funkcyi f i nie
zawiera pochodnych rzedu 2-go. W samej rzeczy:

k=1

tijh ir AN
= da» A > dxk

zmieniajac tu i na j, hna i odejmujgc, otrzymujemy:

A nT dijh ’ e df »\
(x « )2):1(;:1fcg-2 £)£
€
Al

W ten sposob twierdzenie zostato dowiedzione. Widzimy
stad nadto, w jaki sposdb powstajg spoOtczynniki nowego sym-
bolu: sg one réwne réznicom wynikéw, otrzymanych przez sto-
sowanie dziatann X, i Xj odpowiednio do spotczynnikdw sym-
boli Xji X,.

tatwo okaza¢ prawdziwo$¢ wzoru:

@PE) X, + v, )X+ ..., X f
= <P (XEXJY f+y,(x) (Xt XJf+...
— X3 (X) XJ — X3 (x) XX —

Wazng jest tozsamos$¢, nazwana tozsamoscig Jacobi’ego:
(O xa) x3 + ((X2x3 XJ 4- (X3X3 X2 = o.

Aby ja wyprowadzi¢, zauwazmy, ze:
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(*. X2 —-X Xg— X2Xt,
stad:

(1 X2 X3 = (X, X2z3- Z, (XtX)= Z, Z2X3 * 2Z, Z3
—Z37Zj ¥3-(-z3z2zt.

Przemieniajac kotowo skazniki 1, 2, 3 i sumujac, otrzymu-
jemy zwigzek zadany.

Pomiedzy symbolami Z zachodzg jeszcze inne zwigzki,
podane w nocie ,,O pewnych tozsamosciach, zachodzacych po-
miedzy symbolami operacyjnemi, przedstawiajgcemi przeksztat-
cenia nieskoriczonostkowe “1), a ktore stuzg do rozwigzania waz-
nego zadania, dotyczacego iloczynu dwoch przeksztatcen skon-
czonych. Podamy tu tylko sam rezultat, odsyfajac czytelnika
po szczegOty do tej noty oraz do innej p. t.: ,,O wzorze na iloczyn
dwoch przeksztatcen skonczonych i t. d.xJ.

Niechaj bedzie li symbolow X,, .. ., Xh przeksztatcen nie-
skoriczonostkowych; zatézmy, ze sg one albo wszystkie rézne,
albo tez, ze niektore z nich sg sobie rowne. Utworzmy ich ilo-
czyny, zmieniajac porzadek czynnikow wszelkiemi mozli-
wemi sposobami, tak aby otrzymac iloczyny wogdle rézne. Je-
zeli pomiedzy symbolami X jest a symboléw réwnych Xt fi row-
nych X2 it. d,tak ze a-|-fi-j- .. .= h, to liczba iloczynéwréz-

nych bedzie oczywiscie l"h\---- Sume wszystkich tych ilo-

czyndw nazwijmy sumg elementarng dziatan rze-

du h, dziatania za$ Xia, X,nazwijmy dziataniami

sktadowemi. Wyniki, otrzymane przez nas w powyzej

wymienionej nocie, wyrazajg sie w twierdzeniach nastepujacych:
Dziatanie rzedu h

¢ X{x/-r

r)

* E. Pascal Sopra alcune identita fra i simboli operativi rappresen-
tanti trasiormazioai infinitesime. Rend 1st. Lomb. (2), 34,1901.

") E. Pascal: Sulla formola di prodotto di due trasformazioni finite
etc. Tamze.
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moze by¢ wyrazone liniowo przez sumy ele-

mentarne rzedu k k—, k—2, .. .; te za$ dziatania i ich
spotczynniki otrzymujemy sposobem nastepujacym.

Utworzmy m nawiasdw postaci: - . n
©) (X (X (X, (X X)) #e0))>
gdzie skazniki it, w liczbie s majg tylko wartosci 1i 2,

skombinowane dowolnie; liczba v wszystkich symboléw X2>znaj-

dujgcych sie w tych nawiasach, niechaj nie bedzie wieksza od r,

a liczba wwszystkich symboléw X1 niechaj nie przewyzsza k—.

Stad, jezeli przynajmniej jeden symbol X znajduje sie w kaz-

dym z tych nawiaséw, bedzie ni v inadto v r>wX U—>
mX ri liczba s i skazniki z,, ..., is zmieniajg sie¢ wogdlnosci od

jednego z m nawiaséw do drugiego, przyczem nie jest wylgczo-

ne, ze niektére z nich, a nawet wszystkie te nawiasy sg iden-

tyczne.

Suma elementarna S, ktorej sktadowemi
sg /""", «Z/-> i m nawiasow (5), jest jednym
z wyrazow rozwiniecia, ktére tu rozwazamy-
rozwiniecie to otrzymujemy tedy, tworzac
wszelkiemi mozliwemi sposobami sumy eley
mentarne S i z nich kombinacye liniowg
o0 spOtc zynnikach, ktdre ponizej wskazemy. r

Suma elementarna S jest rzedu:

kK—r—wW-\-r—v (m = k-\-rn—v—w,

t.j. rzedu k—t, gdzie t=w-\-v—in; a sp6t czynnik licz-;
bowy sumy S bedzie /<,(&-1)...@&+f1)U, gdzie
r jest wielkos¢ niezalezna, od & a zalezgca
jedynie od dziatan sktadowych sumy elemen-

tarnej S
Mamy tedy:
(61 (*)X/X*':A *(*-!) LX) F-&

gdzie znak sumy rozcigga sie na wszystkie
mozliwe sumy elementarne S )



Rozdziat 1§ 8.—Symbole przekszt. nieskoriczonostkowejro. 59

Pozostaje jeszcze wskazaC, w jaki sposéb wyznacza sie
wielko$¢ F. Rozwazmy w tym celu szereg dziatan:

«*»), (*. (*1*.), (Z, (Z, A Z2)), ...

I niechaj kazdemu z nich odpowiada jedna z liczb /, v
zwigzanych nastepujacym wzorem zwrotnym:

I LS SRS

dziataniom XTI Z2 niechaj odpowiada liczba 1, ktorg dla ana-
logii oznaczmy przez y*> wreszcie kazdemu nawiasowi ogolniej-
szemu, takiemu jak (5), w ktérym symbole Z od pierwszego az
do przedostatniego nie sg wszystkie Z,, lecz juz to Z,, juz
to Z2, niechaj odpowiada liczba oznaczona, dana przez pew-
ne prawo, ktorego do celu naszego znaé nie potrzebujemy,
Zresztg na zasadzie wynikow, podanych i udowodnionych we
wspomnianej nocie, mozna przy pomocy indukcyi wywniosko-
wac, ze to prawo jest nastepujace. Dajmy, ze postepujac od stro-
ny prawej ku lewej w wyrazeniu (2) (po pierwszym skazniku 2)
mamy a razy symbol X ze skaznikiem 1, firazy skaznik 2, drazy
skaznik 1, s razy skaznik 2 itak dalej; liczba odpowiadajaca
symbolowi (2) bedzie iloczynem liczb y postaci: yfat?\ }(*b),

co istotnie sprawdza sie dla r—L. 2. Zresztg, jak powiedziano,
to czy inne prawo jest dla naszego celu obojetne; dos¢ wiedziec,
ze kazdemu dziataniu (5) odpowiada liczba niezalezna od liczby
lc Wielkos¢ za$ V wyznacza si¢ na podstawie nastepujgcego
twierdzenia:

Spétczynnik liczbowy Rwe jwzorze (6) row-
na sie iloczynowi liczb, odpowiadajgcych
kazdemu z dziatan sktadowych sumy S

Zaznaczymy jeszcze, ze dla prostoty pisaé bedziemy sym-
bol (5) w postaci:

) X, XU...%, X, X2,

i ze liczby y majg wartosci:



60 Roz iziat | § 8.—Rzad przekszt. nieskoriczonostkowego.

7 = = Q y’V: - Bl »*x**

Wyniki te spozytkujemy w § 9.

Wprowadzimy obecnie pojecie rzedu przeksztat-
cenia nieskonczonostkowego w punkcie da-
nym.

Niechaj bedzie punkt o spétrzednych «° i zatézmy, ze
spotczynniki przeksztatcenia nieskoriczonostkowego
sg funkcyami regularnemi w tym punkcie, t.j. ze wjego
otoczeniu dajg sie rozwing¢ na szeregi wedtug poteg catkowi-
tych dodatnich roznic av- &¢°. Wyobrazmy sobie te rozwinie-
cia, wykonane dla wszystkich funkcyj f; podstawmy je w wy-
razeniu:

® + 513x.

zbierzmy razem wyrazy tego samego rzedu roznic «,—«,° i przyj-
mijmy w ogdlnosci, ze k jest najnizszym rzedem, jaki wystepuje
w rozwinieciach wszystkich funkcyj $ Wtedy wyrazenie (8)
rozpadnie sie na sume pewnej liczby przeksztatceri nieskonczo-
nostkowych, z ktérych pierwsze bedzie miato jako spoétczynniki
funkcye jednorodne catkowite stopnia 1 roznic x,—xt°, spétczyn-
nikami drugiego bedg funkcye analogiczne stopnia ic-j-1, i tak
dalej; méwimy wtedy, ze dane przeksztatcenie nieskonczonost-
kowe, rozwinigete w sposéb wyzej podany, daje nam przeksztat-
cenie, ktore rozpoczyna sie od wyrazéw rzedu K i jest rzedu
kw uwazanym punkcie«Q

Jest jasnem, ze dwa przeksztatcenia nieskonczonostkowe,
bedace réznego rzedu w punkcie danym, s3 wprost nieza-
lezne; mozna powiedzie€ i wiecej, mianowicie, ze dwa prze-
ksztatcenia nieskoriczonostkowe jednego rzedu w tym samym
punkcie sg wprost niezalezne, jezeli niezaleznemi sg od siebie
ich wyrazy rzedu najnizszego, od ktorych rozpoczynajg sie roz-
winiecia na szereg tych dwoch przeksztatcen.
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Niechaj beda dwa przeksztatcenia nieskoficzonostkowe
X, T, rzedow k, h w punkcie a,0; szukajmy rzedu przeksztat-
cenia (XY) w tymze punkcie.
Stosujac wzor (3), widzimy, ze spétczynnikami przeksztat-
cenia (X 17 sa:
n

=1

jezeli £, 1j sg odpowiednio sp6tczynnikami przeksztatcen X, Y.
Poniewaz przyjmujemy, ze funkcye £ sgrzedu k, funkcye za$
fj rzedu T wzgledem réznic x—x,°, przeto pochodne ich sg od-
powiednio rzedéw k—1, h—1, mamy tedy:

.Jezeli rzedami przeksztatcen X, Y w pun-
kcie w®sg odpowiednio 4 /i,to rzgd przeksztat-
cenia (XY) jest k\-h—1.

"Waznemjest, ze rzgd przeksztatéenia nie$ kon-
czonostkowego X w punkcie a0 nie zmienia
sie przez zamiane zmiennych. W samej rzeczy,
zamiast zmiennych x wprowadZmy zmienne y przy pomocy
WZOrow:

Vi=<Pi (*i, LR a?«), oo 1, y=<p» (®,

ktore, jak zwykle przyjmujemy, dajg sie rozwigza¢ wzgledem
wielkosci X, t.j. wyznacznik funkcyjny:

d(yt,. m,yM

jest rozny od zera. Zatdozmy nadto, ze funkcye y sg regular-
nemi w punkcie xt°, t. j. ze zachodzg rozwiniecia:
n
V)—yf+ 2 a* + oo
1=
W rozwinieciach tych spotczynniki a-nie moga by¢ wszystkie
zerami, nie mogg by¢ tez zerami wszystkie spotczynniki, ktérych
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pierwszy skaznik jest ten. sam, gdyz wyznacznik wielkosci a jest
rowny wyznacznikowi funkcyjnemu wielkosci y wzgledem x
dla punktu aQ ten za$ wyznacznik funkcyjny jest, jak zatozy-
lisSmy, rézny od zera.

Wiemy z 8§ poprzedzajgcego, ze spotczynniki przeksztatce-
nia nieskoriczono$ciowego po zamianie zmiennych sg Xyj, t.j.:

n

s=1

i jezeli przez ~ oznaczymy czeSC wyraZenia' e,, bedacg rzedu
k, i zauwazymy, ze:

dh _
dxs ~ ¥

to wyrazy rzedu najnizszego przeksztatcenia Xyj beda:

n

31

wszystkie za$ one nie moga by¢ zerami, bo
w razie przeciwnym bytby tez zerem wyznacznik wielkosci a,
Co sprzeciwia sie zatozeniu. A wiec rzed k nie ulega zmianie.

Wiemy z § poprzedzajgcego, ze punkt i przeksztatcenie
nieskonczonostkowe X okreslaja w ogdélnosci pewien kieru-
nek, przez ten punkt przechodzacy, i ze dostawy tego kierunku sg
proporcyonalne do wartosci spotczynnikéw f przeksztatcenia X
w tym punkcie. Jezeli teraz zatozymy, ze przeksztalcenie nie-
skoriczonostkowe jest w tym punkcie rzedu wyzszego niz zero,
wtedy oczywiscie wszystkie spotczynniki f znikajg w tym pun-
kcie, a wiec kierunek, o ktorym wyzej mowa, staje sie nieozna-
czonym. Uzupetniajac tedy twierdzenie 8-u poprzedzajgcego,
mozemy powiedzie¢, ze przeksztatcenie nieskonczonostkowe wte-
dy okresla kierunek, przechodzacy przez punkt dany, jezeli jest
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rzedu zero dla tego punktu, a nie jest rzedu wyzszego od zera.
W tym drugim za$ przypadku méwimy, ze przeksztatce-
nie nieskonczonostkowe nie zmienia punktu
(in Rutie lasst, wedtug wyrazenia Lieg 0); mamy tedy twier-
dzenie:

Przeksztatcenie nieskonczonostkowe, be-
dace w punkcie danym rzedu wyzszego niz
zero, nie zmienia tego punktu.

§ 0.

WZzory na iloczyn dwu przeksztatcen skoriczonych, danych wpostaci
kanonicznej.

Niechaj beda dwa przeksztatcenia w zwyktej postaci kano-
nicznej:

=
oCi = Xi-r 55 X, Xi-\- o X2 o< etx' xt,

(1)
X," = Xxi-\- X 2x1 + 2 xt */+ oo = X5

gdzie Xj, X2 sg symbolami dwoch roznych przeksztatcen nie-
skonczonostkowych, t i f— parametrami dwdch danych prze-
ksztatcen skonczonych. W drugim z tych wzoréw nalezy natu-
ralnie rozumie¢ symbol X2 jako wypisany w zmiennych x\ za-
miast w zmiennych x\ przeksztatcajac za$ zmienne xrna zmienne
X, mozemy symbol ten.rozumie¢ jako wyrazony w zmiennych x,
podobnie jak symbol Xt. lloczyn dwu przeksztatcen (1) mozemy
znow przedstawi¢ w postaci kanonicznej, t. j. w postaci:

2 X,"=xt4 -NM1 A -t-0 XF+ L= x!.
Powstaje tedy pytanie, w jaki sposob przeksztatcenie nieskon-

czonostkowe X3 otrzymac mozna z przeksztatcen nieskonczo-
nostkowych X* i X2 Niewiadomo mi, czy zagadnienie to zo-
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stato dotad rozwigzane; traktuje o niem nota moja: ,,O wzorze na
iloczyn dwu przeksztatcen skoniczonych® m. Jezeli X2=X If wte-
dy Xs= X,, lecz rozpatrzymy tu przypadek, w ktorym
przeksztatcenia X2 i Xt sg niezalezne Dowdd wzoru, ktory
podamy, opiera sie na tozsamo$oiach ogolnych, podanych w pa-
ragrafie poprzedzajagcym; wzor ten mozna uwaza¢ za Zzrodio je-
dyne, z ktérego mozemy otrzymac szereg rezultatéw, ktére w te-
oryi grup przeksztatcen osiggnieto bardzo réznemi drogami.

Eliminujac wielkosci x' z wzoréw (1), otrzymujemy przede-
wszystkiem wzor na iloczyn, postaci:

X'= X+ 0= XyXi+ ~ X\
-fil (@ %+ iy X X,a -f~ X, XI*xi+ )

(x2%a, -f -i- X2X, x(+ il X’ X2x<+ ...)

ktéry mozna i tak napisac:
xI—Xi-f {tXi -f t'X2 X

3) +oi- (3X,2+ 2WXLZ, + i'2

+ -i- (i* Xt3-F 32VX2X* + Sr2X2X j+t'3X 23 xt

Aby rozwigza¢ zagadnienie nasze, winniSmy postarac sie tak
przeksztatci¢ wyrazy tego wzoru, aby po sprowadzeniu jego wyra-
zow do sumy wyrazen réznego rzedu, a nastepnie zebraniuwszy-
stkich wyrazéw tego samego rzedu, zbiér wyrazéw rzedu k

* E, Pascal Sulla formola del prodotto di due trasformazioni finite.
(Rend. Ist. Lorah (2), 84,1901).
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byt —pomijajac czynnik ----potega /c-tg sumy wyrazow rze-

du pierwszego.
Ktorykolwiek wyraz rzedu k-go wzoru (3) —pomijajac czyn-

nik /Y- tk+ tr—jest wynikiem dziatania:

4 (")~ tr,

stosowanego do zmiennych a,. Do kazdego takiego wyrazu,
jak (4), zastosujmy twierdzenie paragrafu poprzedzajgcego (str.
58—59), zmieniajmy Aod 2 do oo, r od 0 do ki zbierzmy wszyst-
kie wyrazy rzedu oznaczonego, np. rzedu k. Pierwszy wyraz tego
rzedu otrzymujemy z wyrazéw rzedu k we wzorze (3); jest on:

jj- ikertrsS (X /-; Xt')-
gdzie przez <S(Xli~r; X2) rozumiemy sume elementarng, ktorej
sktadowemi sg XI*~ri X2. Zmieniajac r od 0 do k, mamy:

k

©) Fertrs w-* mem
r=0

Ot6z wyrazenie to rowna sie:
41 1ixi+ tXf e

jezeli rozwijajac te k-tg potege, nie zaktadamy naturalnie prze-
miennosci iloczynu przeksztatcen Xv X2

Drugi wyraz rzedu k-tego otrzymujemy, rozwijajac wyra-
zy rzedu k-\-1 we wzorze (3); jest on:

1
(A)!

Pascal: Teorya grup przeksztatcen. 5

t*-r fr+1(A}1) y>S Xf]  Za),
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gdzie przez S X I; (Xt X2) rozumiemy sume elemen-
tarng, ktorej sktadowemi sg Xle-r~i, X,/, (XxX2) i gdzie, jak
wiemy, (Zc+l)y' jest spotczynnikiem takiej sumy S. Zmienia-
jac r od 0 do /i—1, otrzymujemy razem:

Podobniez wyrazy rzedu ¢+2 we wzorze (3), po podobnym
rozktadzie, daja:

(¢]! twm (i+ 2 S@Zi X% X2,

a sumujac od r=0 do r=k—2, otrzymujemy:

i tak dalej.
Suma wyrazéw (&), (6), (7) i analogicznych
rowna sie:

+[tX HUX2\Y W (X, XK

gdzie, jak zwykle, w rozwinieciu tej potegi
A:-tej nie zaktadamy przemiennos$ci iloczy-
now przeksztatcenia |Ij przez 12i przez (X1X2.

Rozwazania powyzsze wystarczajg do zrozumienia, ze za-
gadnienie nasze, t.j. wyznaczenie przeksztalcenia nieskonczo-
nostkowego X3we wzorze (2) rozwigzuje sie przy pomocy o0gol-
nego rozkladu, o ktérym moéwiliSmy w paragrafiie poprzedzaja-
cym (str. 58—59). Nie zatrzymujac sie¢ na dalszych rozwa-
zaniach, ktére co do swej istoty nie réznityby sie od powyz-
szych, mozemy juz wnie$¢ odrazu, ze przeksztatcenie
nieskonczonostkowe X3, odpowiadajgce ilo
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czynowi dwoch danych przeksztatcen skon-
czonych, wyraza sie wzorem:

X3—- y tt' (Xj X2
+ [ FVXIX X3+y"tr (X, X, X2
® + oyytnri (XIX2KIXD)+/"w (XA X, xa)-\ymr(x3XxXIx3
+ e e
w ktorym symbole (XArZ2); ... okresla
wzor (7) 8u poprzedzajacego, i ktdérego pra-

wo tworzenia wyrazow widzie¢ tatwo, mia-
nowicie: kazdy wyraz jest przeksztatceniem
nieskonczonostkowem typu (X-,...XsXxX2 (wzor
(7) 8-u poprzedzajgcego), pomnozonem przez spot-
czynnikjT, niezalezny od k i nalezgcy do te-
go przeksztatcenia wedtug twierdzenia §-u
poprzedzajacego, oraz przez parametry tit
podniesione do poteg, ktérych wyktadniki
sg réwne liczbom catkowitym, wyrazajgcym,
ile razy powtarzajg sie wsymbolu tego prze-
ksztatcenia symbole Xxi X2 Wreszcie liczby
y sag okreSlone wzorem zwrotnym:

§ 10.

Myrazenia Xf, uwazane jako pierwsza strony réwnarn opochodnych czag-
stkowych.  Uklady zupetne rownan X/'—O.

Przyrownawszy do zera wyrazenie Xf, t. j. piszac:
n
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otrzymujemy réwnanie o pochodnych czastkowych rzedu pierw-
szego, liniowe, jednorodne, w ktorego spdtczynnikach nie wy-
stepuje funkcya niewiadoma f.

Dajmy, ze mamy uktad r takich wyrazen X, wtedy otrzy-
mujemy ukfad r réwnan:

O X, /<0, Xrf=Q,

tegoz gatunku.

Pomiedzy wiasno$ciami wyrazen X a catkami, stanowigce-
mi rozwigzania wspdlne tego uktadu, zachodzg pewne zwigzki,
ktére tu wyprowadzimy.

Przedewszystkiem jest rzeczg jasng, ze jezeli idzie o roz-
wigzania wspolne uktadu, mozemy poming¢ wyrazenia X, ktore
dajg sie wyrazi¢ liniowo przez inne wyrazenia tegoz uktadu (ze
spotczynnikami i zmiennemi, t. j . bedacemi funkcyami wielkosci x),
gdyz odpowiadajace im rdwnania bedg zawsze spetnione przez
rozwigzania wspolne pozostatych réwnan; tym sposobem wyra-
zenia, o ktérych mowa, nie majg zadnego wptywu na rozwiaza-
nie zagadnienia. Przyjmijmy tedy, ze pomiedzy wyrazeniami
X nie zachodzi zaden zwigzek liniowy o spotczynnikach jakich-
kolwiek, zmiennych lub statych.

Jest jasnem, ze liczba r musi by¢ mniejsza od
n, aby uktad (1) miat rozwigzania rdézne od
rozwigzania oczywistego f= const.

Gdyby bowiem r byto réwne n lub wigksze od », wtedy
spotistnienie tych réwnarn dla tej samej funkcyi f, ktorej wszy-
stkie pochodne nie sg zerami, ktora zatem nie réwna sie statej,
wymagatoby, aby macierz:

fil 2o i fln

frljo o>fr*

byta tozsamosciowo zerem, t. j., aby wszystkie wyznaczniki rze-
du »-tego, w macierzy tej zawarte, byty zerami; stagd za$ na mo-
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cy znanych wiasnosci wyznacznikéw rownych zeru, wynikatoby,

ze wszystkie elementy jednego wiersza bytyby takiemiz samemi

kombinacyami liniowemi elementéw innych wierszy, ato wbrew

zatozeniu powyzszemu o niezaleznosci liniowej wyrazen (2).
Jezeli utworzymy kombinacye:

() {Xixjpf=0,

otrzymamy nowe réwnanie tego samego gatunku, i fatwo do-
wies¢, ze réwnaniu temu czynig zado$¢ te sa-
me funkcye f, ktore czynig zado$¢ réwnaniom
Xif=0, Xjf=0. Gdyzjezeli /"jest rozwigzaniem wspdlnem row-
nan Xif=0, Xjf—0, bedzie wtedy tozsamosciowo:

X, Xjf=10 XjX<f=o,
a stad:
(X X- XX)f- X, X)f=0.

Whynika stad wazny wniosek:

Moze sie zdarzy¢, ze rownanie (X, Xy)f=0 jest kombina-
cya liniowg rownan (1) i wtedy niema potrzeby rozwazania go;
ale gdy nie jest takg kombinacya liniowa, wtedy, jezeli dotgczy-
my to rownanie do ukiadu (1), to nie zmieni ono rozwigzan
wspolnych, gdyz réwnaniu dotgczonemu czynig zado$¢ tez same
funkcye, ktére czynig zado$¢ rownaniom pierwotnym. Wynika
stad, ze jezeli do réwnan uktadu (1) dotgczymy wszelkie mozli-
we rownania (2). nie bedace kombinacyami liniowemi réwnan
(1), otrzymamy uktad rozszerzony; postepujac z tym uktadem
podobnie jak z pierwotnym i powtarzajagc kolejno tozsamo po-
stepowanie, dojdziemy wreszcie do uktadu wiekszej liczby row-
nan, pomiedzy ktéremi nie zachodzi juz zaden zwigzek liniowy,
a ktorycli rozwigzania wspodlne sg zupetnie te same, co rozwig-
zania uktadu danego.

Postepujac tym sposobem, musimy koniecznie od uktadu
danego dojs$¢ do takiego uktadu réwnan, ze tworzac dla tego
uktadu wszystkie kombinacye (2), otrzymamy zawsze réwnania,
ktore sg kombinacyami liniowemi réwnan tego ostatniego ukta-
du. Gdyby bowiem byto inaczej, to prowadzac dalej toz samo po-
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stepowanie, otrzymaliby$my réwnan «, lub wiecej niz n, a w ta-
kim razie jedynem rozwigzaniem wspélnem ukfadu roéwnan by-
toby f = const. Wnosimy stad, ze mozna zawsze zbu-
dowaé¢ taki uktad, ze wszystkie wyrazenia
(Xi Xj) sa kombinacyami liniowemi wyrazen X

Uktad taki nazywamy zupetnym; mozemy wiec po-
wiedzie¢: kazdy uktad dany daje sie sprowa-
dzi¢ do uktadu zupetnego; stad, gdy idzie o szuka-
nie rozwigzan wspolnych, mozna zaktada¢ zawsze, ze ukiad (1)
jest zupetny.

Jezeli strony pierwsze rownan ukfadu sg bezwzgled-
nie niezalezne (patrz str. 64), mowimy ze ukfad zupeiny
jest nieprzywiedlny.

Nie mozemy tu wchodzi¢ w szczeg6towy rozbiér tego za-
gadnienia, ktérego teorya nalezy wiasciwie do teoryi uktadow
rownan o pochodnych czastkowych i wigze sie Scisle z teoryg
réwnan o rozniczkach catkowitych rzedu pierwszego.

Przedmiotem tym zajmowali sie: Deahna (Crelle 20), Nata-
ni (tamze 58), A. Mayer (Math. Ann. 5), Probenius (Crelle
82) it d Poréwnaj wtym przedmiocie rozprawe K. Zorawskie-
g o: ,,0 catkowaniu uktadéw réwnan rézniczkowych czastkowych rze-
du pierwszego, liniowych i jednorodnych z jedng zmienng zalezng™.
(Prace mat.-fiz., 3, 1892).

Podamy tu tylko rezultat: Uktad zupetny nie-
przywiedlny r réwnan postaci () o n zmien-
nych ma zawsze n—r catek niezaleznych zty-
lomaz statemi dodaj nemi.

tatwo dowies¢ twierdzen nastepujgcych, nad ktoremi tu
zatrzymywac sie nie bedziemy.

Z uktadu zupetnego przez zamiane zmien-
nych otrzymujemy uktad zupetny.

Jezeli mamy uktad zupetny i jezeli z pe-
wnej liczby albo ze wszystkich jego réwnan
utworzymy uktad rownowazny (t. j. uktad,
ktérego rownania sg kombinacyami liniowe-
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mi niezaleznemi roéwnan danych), otrzyma-
my znowu uktad zupetny.

Majac, uktad zupetny r rownan oraz fun-
kcye yy(x1,..., X,,-r) n— zmiennych, mozemy za-
wsze znale$¢ catke taka, ze dla xH++i=al,..., xn=ar
catka ta sprowadza sie do funkcyi y innych
zmiennych.

Jezeli u jest catkg uktadu zupetnego,
zaS Wj,sg innemi s catkami niezaleznemi, tak
pomiedzy sobg, jak iodwto biorgc z rownan
vl=cl, ..., v,=cs, gdzie csg state dowolne, warto-
§ci pewnej liczby zmiennych, np. zmiennych
X, .. ,X, i podstawiajgc te warto$ci w catke u,
otrzymamy znowu catke uktadu.

Przytoczymy jeszcze o ukfadach zupetnych twierdzenie,
ktére bedzie nam potrzebne nieraz w dalszym wyk#tadzie; dowdd
tego twierdzenia, ktéry pomijamy, zalezy od wspomnianego juz
zwigzku pomiedzy teoryg réwnan o rézniczkach catkowitych
rzedu pierwszego zupetnie catkowalnych a teoryg
uktadu réwnan rézniczkowych takich, ojakich méwimy obecnie.
Twierdzenie to jest nastepujace:

Majgc dany uktad n— catek niezaleznych

3 ) = o1 QnF i) = G+,

gdzie wielkoSci ¢ sg dowolne, wielko$ci zaSitnie
sg potaczone zadnym zwigzkiem, mozemy zawsze
zbudowa¢ uktad zupetny»-réwnan o pochod-
nych czgstkowych, liniowych, jednorodnych
rzedu pierwszego, ktérego n—r catkami nie-
zaleznemi sg wtasnie catki (3).

W przypadku r=1 twierdzenie to udowodniliSmy w nocie
w § 1-ym. W przypadku r wiekszego od 1, konstrukcya szuka-
nego uktadu uskutecznia sie sposobem analogicznym, t.j. przez
przyrdwnanie do zera r wyznacznikbw niezaleznych rzedu
n—-j-1 macierzy:
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df df
dxx.”" 7 dxH
dQx

dxl1 *“ ” dxH

dQnr -+
dxt """’ dx,

gdzie f jest symbolem funkcyi nieoznaczonej. Otrzymujemy
tym sposobem réwnania, ktérych catkami sg oczywiscie wszy-
stkie catki (3). Nalezatoby jeszcze dowies¢, ze ukiad ten jest
zupetnym, lecz to doprowadzitoby nas za daleko po za granice,
ktore zakresliliSmy sobie w tej pracy.

§U.
Konstrukcya CO2 przeksztatcen o r parametrach istotnych przy po-
mocy I' przeksztatcen nieskoriczonostkowyéh niezaleznych.

Niechaj bedg przeksztatcenia nieskoriczonostkowe:
(1) X 22 ..., X,

w liczbie r, niezalezne w znaczeniu podanem w §8, i o spotczyn-
nikach z,, z2 ..., kr, niezaleznych od x\ utwoérzmy ich kombina-
cye liniowa:

2 X = 11X1+ 13X, + .,.+XrXr,
ktéra bedzie nowem przeksztatceniem nieskoriczonostkowem.
Wiemy, ze kazde przeksztatcenie nieskoriczonostkowe indywi-

dualizuje grupe przeksztatcen jednoparametrowg, ktoérego wzo-
rami sg:

€] X" =Xt -f -j- Xxt-f -[j X?Xi = etxxt.
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Jezeli za X podstawimy wartosci (2), wtedy wzory (3) dadzg
nam przeksztatcenia, zalezne od parametrow DU D3 ..., ¢m
Napozor we wzorach (3) wystepuje r-1-1 parametréw, t. j.
t, Mt ..., H, lecz poniewaz kazda wielko$¢ X wystepuje w nich
zawsze pomnozona przez t, przeto kazdy z iloczynéw tu ..., tXr
spetnia role jednego tylko parametru; stgd we wzorach (3) mamy
nie wiecej, niz r parametrow, ktére oznaczmy przez:

) flu

Nie mozna utrzymywac, ze wszystkie te przeksztatcenia,
jakie otrzymujemy, zmieniajagc parametry (4) wszystkiemi mozli-
wemi sposobami lub w pewnym obszarze (nie za$ zmieniaj gc
tylko parametr t a ustalajgc inne parame-
try) tworzg grupe; zobaczymy tez nizej, ze to zachodzi tylko
wowczas, gdy przeksztatcenia X czynig zado$¢ pewnym warun-
kom. Dla wiekszej ogdlnosci przyjmijmy, ze wielkosci fa,... fi,
nie mogg mie¢ wszelkich mozliwych wartosci, lecz ze przybie-
rajg tylko wartosci, zawarte w pewnym obszarze »-wymiarowym.
Bedziemy mieli wtedy co2 przeksztatcen, albo tylko ooiir~"\
stosownie do tego, czy parametry fx sg istotne, albo nie (patrz
8 1). Pytanie, ktore sobie stawiamy, jest mianowicie takie: czy
i kiedy parametry sg istotnemi ?

Dowiedziemy, ze warunkiem koniecznym i do-
statecznym, aby parametry (4), ktorych jest r,
byty w przeksztatceniach (3) istotnemi, jest,
by przeksztatcenia nieskonczonostkowe (1)
w liczbie r byty wprost niezaleznemi.

W samej rzeczy, gdyby pomiedzy przeksztatceniami (1) za-
chodzit zwigzek tozsamosciowy liniowy ospo6tczynnikach statych:

e X, ... CRhXr=0,

wtedy przynajmniej jedno z tych przeksztatcen datoby sie wy-
razi¢ przez inne, a gdybySmy wyrazenie takie wstawili do row-
nan (2), otrzymalibySmy przeksztatcenie nieskonczonostkowe,
podobne jak (2), lecz o mniejszej liczbie wyrazéw, a wiec
z mniejszg liczbg spétczynnikow statych. Lecz spétczynniki
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state, wystepujgce w réwnaniach (2), pomnozone przez t, odpo-
wiadajg parametrom przeksztatcen (3), stad liczba ich moze wy-
nosi¢ najwyzej 0021, a wiec wszystkie parametry (4) w licz-
bie r nie mogtyby by¢ istotnemi. Pozostaje udowodnic¢jeszcze ‘wha-
snos¢ odwrotng. W tym celu rozpatrzmy najprzéd przypadek,
w ktorym r” n, macierz zas:

f.1, e yEnl
©)

flr, e« tfnr

nie jest tozsamosciowo zerem. Jezeli zwazymy, ze wtedy i ma-
cierz:

(te/ (te/
dK* v o dfr
(te/ (te/
ofir 7' W dfir

nie moze by¢ takze tozsamosciowo zerem, gdyz dla wl= /2= ..
= pr= 0 sprowadza sie do poprzedzajagcej, wniesiemy stad, ze
mozna bedzie wybra¢ z pomiedzy réwnan (3) przynaj-
mniej jeden uklad r rwnan, dajacych sie rozwigza¢ wzgle-
dem fty, .. ., & . Podstawiwszy te wartosci na /*, — , [¢r w po-
zostatych n -r réwnaniach (3), otrzymamy najwyzej n—r
zwigzkoéw pomiedzy wielkosciami X' i X.

Lecz gdyby parametry fi nie byly r parametrami istotnemi,
t. j. gdyby daty sie wyrazi¢ przez mniejszg liczbe innych
parametrow, wtedy eliminujac te inne parametry pomiedzy row-
naniami (3), otrzymalibySmy wiecej, niz w— zwigzkéw po-
miedzy wielko$ciami X' i X, co jak widzieliSmy, miejsca mie¢ nie
moze. A wiec parametry te w liczbie r sg istotnemi, gdy spet-
niajg sie poprzednie zatozenia, t. j. gdy r n i macierz (5) jest
rézna od zera.
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Tylko te zestrzezenia przyjmujgc, zastosujemy nastepujacy
sposdb redukcyi do przypadku poprzedzajgcego.

Wraz ze zmiennemi ........ xn wprowadzamy r—1 szere-
géw zmiennych spotpodstawieniowych, ktére oznaczmy przez
aVid, ..., xrH tak ze catkowity uktad wszystkich zmiennych
przedstawiac bedzie tablica:

e , XH
®»+il......... >Y2*
Dot xn

3M—Hapht » o+, Xmm

Poddajmy zmienne, zawarte w kazdym z wierszy tej tabli-
cy tym samym przeksztalceniom, jakim poddajemy zmienne
Xu , Xrt i oznaczmy, jak zwykle, zmienne przeksztatcone przez
xai, ... >xm  Og6t wszystkich wzoréw, w ten sposéb otrzy-
manych, przedstawia¢ bedzie jedno przeksztatcenie wszystkich
zmiennycb uktadu (6); bedziemy mieli tym sposobem przeksztat-
cenie r-parametrowe, w ktérem liczba zmiennych jest rn, a wiec
z pewnoscig wieksza od r lub réwna r. Oznaczmy przez s prze-
ksztatcenie, odnoszace sie do samych zmiennych xv ..., xH t.].
przeksztatcenie, dane przez wzory (3), przez S za$ przeksztatce-
nie, rozszerzone do wszystkich rn zmiennych.

Jezeli parametry w liczbie r w przeksztatceniu s nie sg
istotne, t. j. gdy we wzorach (3) dajg sie zgrupowa¢ w pewng
liczbe funkcyj tych parametréw, mniejsza od r, wtedy wzory,
w ktérych wystepuja elementy wiersza 2-go tablicy (6), schodza
sie z wzorami (3), w ktérych zmieniono tylko nazwy zmiennych.
Stad za$ wynika, ze i wtych ostatnich wzorach parametry dajg
sie zgrupowaé w spos6b podobny, jak poprzednio. Toz samo
zachodzi¢ bedzie dla wzoréw, odnoszacych sie do kazdego innego
wiersza tablicy (6). Widzimy tedy, ze we wszystkich wzorach
przeksztatcenia catkowitego 5 parametry grupujg sie zawsze
w sposéb identyczny, co znaczy, ze nie sg one istotnemi w tern
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podstawieniu S. Jezeli wiec dowiedziemy, ze parametry/z w liczbie
r sg istotnemi dla przeksztatcenia S, to beda réwniez takiemi
i dla przeksztalcenia s.

Utworzmy dla przeksztatcenia S macierz, analogiczng do
macierzy (5) dla przeksztatcenia « Funkcye  zawarte w ma-
cierzy (5), sa funkcyami zmiennych pierwszego wiersza tablicy
(6); tez same funkcye, wypisane dla zmiennych wiersza drugiego
tablicy (6), oznaczmy przez:

fw-j-1 1+ — *j "1 >

fn-(1r, oo, , EMrJ

i podobniez, powiekszajac liczbe n w pierwszym skazniku wiel-
kosci £, otrzymamy wielkoSci £ w zmiennych wiersza trzeciego
i nastepnych. Szukang macierzg jest wiec:

fil2 o ot frm\ fn+1,li o« ool f(r—1) e e?8&m,1

. e 1fwr? fea>.r, o1 e) A o o) £r—)»4-1r] = e»omr

Jezeli przynajmniej jeden z wyznacznikéw rzedu r tej ma-
cierzy nie jest zerem, wtedy powtarzajgc rozumowanie, Stoso-
wane w rozwazonym poprzednio przypadku, wywnioskujemy,
ze parametry sg istotnemi dla przeksztatcenia S, a wiec i dla
przeksztatcenia s. Jezeli za$ macierz (7) jest tozsamosciowo
zerem, wtedy pomiedzy elementami jednej i tej samej kolumny
zachodzi¢ beda zawsze takiez same zwiazki liniowe jednorodne:

At FA2S:-j-cesH Arly= 0,

gdzie wielkosci A sg wogdle funkcyami wszystkich zmiennych
tablicy (6), skaznik za$ i moze zmienia¢ sie od 1 do rn Zmie-
niajgc i tylko od 1 do n, otrzymamy n roéwnan, ktére nie
moga byé wszystkie wynikami innych, gdyby bowiem
tak byto, to poniewaz pomiedzy zwigzkami (8) sa takie, w kto-
rych funkcye £ zawierajg wielkosci X z pierwszego wiersza
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tablicy (6), te wielkosci x nie wchodzityby zadnym sposobem
do wielkosci A, t.j. wielkosci A nie zalezatyby od xnH, ..., X2,
W tym za$ przypadku tez same n pierwszych réwnan (8) wyka-
zywatyby, ze pomiedzy przeksztatceniami Xu ..., Xr, wypisa-
nemi w zmiennych xv ..., xn zachodzitby zwigzek liniowy,
jednorodny o spotczynnikach niezaleznych od tych zmiennych,
a stad, wbrew zatozeniu, przeksztatcenia X nie bytyby wprost
niezaleznemi.

Jeden zatem przynajmniej ze zwigzkow (8), w ktorych i
zmienia sie od 1 do n, powinien by¢ niezalezny od wszystkich
pozostatych. Podobnie tez okaza¢ mozna, ze jeden przynaj-
mniej ze zwigzkow (8), w ktorych zmieniamy i od  j-1 do 2n,
musi by¢ niezalezny od wszystkich innych. Rozumujac w ten
sposéb dalej, dochodzimy do tego, ze pomiedzy zwigzkami (8)
przynajmniej r musi by¢ niezaleznych.

Lecz wyznacznik tych r réwnan liniowych jednorodnych
wzgledem wielkosci A jest jednym z wyznacznikow rzedu r
macierzy (7), a wiec, zgodnie z zatozeniem, musi by¢ zerem-, stad
te réwnania w liczbie r, bytyby od siebie niezaleznemi, jak to
okazaliSmy. Z tej sprzecznosci wynika prawdziwo$¢ twier-
dzenia.

§ 12

Grupy r-parametrowe, zawierajace przeksztalcenie tozsamosciowe.

W poprzedzajacym paragrafie widzieliSmy, w jaki sposob
majac r przeksztatcen nieskonczonostkowych niezaleznych, moz-
na zbudowac oo2 przeksztatcen or parametrach istotnych, ktére
to przeksztatcenia wogdlnosci nie tworzg grupy.

Okazemy teraz, ze gdy mamy grupe o r parametrach istot-
nych, zawierajaca przeksztatcenie tozsamosciowe, to te z prze-
ksztatcen grupy, ktdre nalezg do pewnego otoczenia przeksztat-
cenia tozsamo$ciowego, mozna zawsze przedstawi¢ w postaci,
wskazanej w paragrafie poprzedzajgcym.
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Rozwazmy réwnania rézniczkowe charakterystyczne (A),
znalezione w 84, ktdrym czynig zado$¢ strony pierwsze wzo-
row przeksztatcenia grupy o r parametrach istotnych:

r

(") =2 Wi e

Rozwigzujac je wzgledem wielkosci f, otrzymujemy wzory,
podane juz w 8 4:

r

) mo = 2 A
}=
WprowadZzmy wielkosci dowolne 2z, ..., Zr, pomnozmy

obie strony tego réwnania przez 2, a nastepnie sumujmy wzgle-
dem i; bedzie:

r r r

3) 2 A (x)= 2 dat 2 ~ak
i-1 *=1 >=1

Wprowadzmy zmienng nieoznaczong t, ktorej funkcyami
niechaj beda parametry a, i potdézmy:

4 2

nie ograniczamy przez to bynajmniej zmiennosci parametréw a,
ktore sg od siebie niezalezne, gdyz we wzorach tych wystepuja
parametry nieoznaczone ..., Zr, a stad w istocie rzeczy pa-
rametry a, w liczbie r, sg funkcyami nietylko nieoznaczonej t,
lecz i r wielkoSci nieoznaczonych ). Innemi stowy, réwnania
rozniczkowe (4) stuzg do zamiany parametréw, a mianowicie do
wprowadzenia, zamiast parametrow a, parametrow t, Y
zupetnie w taki sam sposob, w jaki w § 5 wprowadziliSmy para-
metr t zamiast parametru a.
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Nie nalezy atoli mniemac, ze tym sposobem wprowadzamy
r+1 parametréw zamiast r parametrow, gdyz, jak to wida¢ bez-
posrednio, wzory (4) nie ulegaja zmienne, jezeli t pomnozymy

przez nieoznaczong q, wielkosci X przez nieoznaczong — , bo
wielkosci a zalezg tylko od iloczynow tXp=/A,, . «., Di=/Ar.

Przyjmijmy teraz, ze grupa zawiera w sobie przeksztatce-
nie tozsamosciowe i ze temu przeksztatceniu odpowiadajg war-
tosci a° parametru. Wielkos$ci a, otrzymane z réwnan (4), beda
funkcyami jeszcze r statych; ale jezeli polozymy warunek, ze
dla t= 0 wielkosci a redukujg sie do a°, wtedy wartosci tych sta-
tych bedg juz oznaczone, a przeksztatceniem tozsamos$ciowem
grupy bedzie to, ktére odpowiada¢ bedzie wartosci (=0, t.]j.
wartosciom ju= /&6 ..= jir= 0.

Teraz zastosowac nalezy rozwazania analogiczne do tych,
jakie stosowaliSmy w § 5. Przyjmijmy, ze funkcye ipw réwna-
niach (1), a wiec i funkcye a sg funkcyami regularnemi wogdle
tylko dla pewnego obszaru ((a)) i ze punkt a° jest punktem we-
wnetrznym tego obszaru. Wtedy istnieC bedzie pewne oto-
czenie skonczone punktu a°, zawarte w ((a)) i takie, ze w niem
funkcye a dajg sie rozwingé na szeregi catkowitych dodatnich
poteg réznic a*—a°k, catki za$ rownan (4) beda wogolnosci okre-
$lone jedynie dla tego otoczenia punktu a°, w ktérem tez jedynie
przy pomocy réwnan (41 bedg okreslone parametry Xjt=aj. Je-
zeli przyjmiemy, ze i odwrotnie te rdwnania (4) okreslajg w spo-
séb jedyny wielkosci g jako funkcye wielkosci/a. pewnym
obszarze punktu /al=...=/a=0 (t.j. przy ustaleniu wielkosci X
i zmienianiu parametru t) w pewnym obszarze punktu 1=0, wy-
niknie stad, ze rdwnania (4) uskuteczniajg zamiang parametrow,
stosujaca sie tylko do tych wszystkich przeksztatcen grupy, kto-
re naleza do pewnego otoczenia przeksztatcenia tozsamosciowe-
go. Wzory, ktére w ten sposéb otrzymamy, nie bedg tedy stoso-
waty sie do wszystkich przeksztatcen grupy, lecz jedynie do
przeksztatcen rzeczonego otoczenia, i dla tych to wiasnie prze-
ksztatcen znajdziemy prostg posta¢ kanoniczng. Wystarczy tedy,
jezeli rozwazania nasze do tej whasnie postaci stosowac bedziemy.
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Potozmy:
©) 2 H& (X)—t,(X);
/=

z wzorow (3), (4), (5) otrzymamy réwnania:

(6) & (0 = -Ar=2 A (x)>

okreslajgce wielkosci a' jako funkcye wielkosci t i wielkosci X
réwnania te powinny da¢ sie rozwigza¢ przy warunku, ze dla
t~ 0 wielkosci x' stajg sie rowne wielkoSciom x.

Jezeli wielkosciom X nadamy wartosci okreSlone, wtedy
rownania (6) wyznaczg nam przeksztatcenia grupy jednopara-
metrowej, zawierajgcej przeksztatcenie tozsamosciowe; na co
mamy, podobnie jak w § 6, wzory:

) X — xh-j- -y Xxn + G- Xixl, + oo

a przeksztatceniem nieskonczonostkowem tej grupy bedzie:

(sl x = 2 %) = 2 2 XSie)fai= 2 1j2, 0] ;

— =iy=i =i 4
jest to kombinacya liniowa r przeksztatcern nieskonczonostko-
wych, wyrazajacych sie wzorami:

n

©) Xj= 2 &(*) " e 0=1,
=}

Przeksztatcenie (7), jezeli na i wybierzemy jedne z warto-
4ci, zawartych w pewnym obszarze otoczenia (—0, wszystkie za-
wierajg sie w grupie danej, jak to juz powiedziano; tworzg one
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.grupe jednoparametrowg tylko wtedy, jezeli wartosci | sg usta-
lone. Mozemy przeto powiedzie¢, ze dana grupa z kazda z grup,
jakie otrzymujemy, nadajgc wielkosciom k wszelkie mozliwe
wartosci zespolone 1), bedzie miata wspdlne wszystkie przeksztat-
cenia pewnego otoczenia +=0.

Uwazana grupa r-parametrowa zawiera
tedy kazde z przeksztatcen nieskonczonost-
kowych kazdej =z tych grup; w szczegol-
nosci za$ zawiera r przeksztatcen nie-
skonczonostkowych (9, w ogd6lnosSci za$ za-
wiera przeksztatcenie nieskonczonostkowe,
bedgce jakakolwiek kombinacyg liniowg
0 spétczynnikach statych przeksztatcen (9).

taczac to, co podano w § poprzedzajacym, z tern, co poda-
no w niniejszym, widzimy, ze te z przeksztatceri uwazanej gru-
py, ktore nalezg do pewnego otoczenia przeksztatcenia tozsamo-
Sciowego, poniewaz moga by¢ zawsze przedstawione w postaci (7),
sg temi samemi przeksztatceniami, ktére w innym celu otrzyma-
lisSmy w §poprzednim. Mozemy wiec stosowac do nich twierdzenie,
ktore odnosito sie do tych ostatnich przeksztatcen, i wnies¢ stad,
ze przeksztatcenia nieskonczonostkowe wlicz-
biersg wprost niezalezne.

Zbierajac to wszystko, mozemy powiedziec:

Jezeli dana jest grupa or parametrach
istotnych, zawierajgca przeksztatcenie toz-
samos$ciowe, wtedy te zjej przeksztatcen, ktore
nalezag do pewnego otoczenia przeksztatcenia
tozsamo$ciowego, mogag by¢ przedstawione
w postaci (7); grupa ta zawiera r przeksztat-¥

* Zaznaczmy, ze zmieniajgc parametry X ktorych jest r, otrzymamy
z wzoréw (7) co2”~—', a nie 002r grup, gdyz pomnozywszy wszystkie X przez
jeden czynnik, otrzymamy zawsze te samg grupe, co rdwnowazy sie ze zmienia-
niem jedynie parametru t. Zauwazmy jeszcze, ze jezeli przez nieskorniczonosé
pojedynczg rozumie¢ bedziemy ogdét wszystkich wartosci zespolo-
nych zmiennej, powinnibysmy pisa¢ (jak to uczynit L ie) co'—, a nie 002(—b
wolimy jednak uzywa¢ drugiego sposobu pisania, przyjetego juz w § 1.

P scal: leorya grup przeksztatcen. 6
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cen nieskonczonostkowyeh wprost niezalez-
nych, z ktérych wytworzone by¢ mogag wszy-
stkie przeksztatcenia grupy danej.

Zauwazmy, ze o ile jest prawda, iz przeksztatcenia (7) two-
rzg grupe, gdy ustalamy parametry  to nie mozna twierdzic,
iz to samo ma miejsce, gdy zmieniamy parametry 1 Mozemy
tyle powiedzie¢, ze w ogd6lnoSci przypadek ten
zachodzi tylko wtedy, gdy pomiedzy prze-
ksztatceniami X zachodzg pewne zwigzki,
0 ktérych mowa bedzie p6zniej. A zatem réwnania (1), jak to
wielokrotnie juz powiedziano, nie s§ dostateczne do okre-
$lenia grupy. Celem naszym w tym paragrafie bylo tylko wypo-
wiedzenie wynikow koniecznych zprzyjecia istnienia gru-
py r-parametrowej, zawierajacej przeksztatcenie tozsamosciowe.

Uczynimy jeszcze nastepujgce spostrzezenie. Znajac prze-
ksztatcenie nieskoriczonostkowe ogdlne, nalezace do grupy, zna-
my funkcye £ wzoru (5), mozemy wiec bezposrednio utworzyé
rownania rézniczkowe (6), charakterystyczne dla tej grupy.
Mozemy tedy powiedzie¢, ze znajomo$é przeksztat-
cenia nieskonczonostkowego ogdlnego, na-
lezgcego do grupy, pocigga za soba znajo-
mos$¢ réwnan rozniczkowych charakterysty-
cznych, i odwrotnie.

Jako przyktad obierzmy, jak zwykle, grupe rzutowg o je-
dnej zmiennej:

y __x+ ai
@xJr 3

dla ktérej w § 4 znaleZliSmy rownania rozniczkowe:

dx' 2 dx’
Ot CEg——Ug 0/j U j ) fole]] Clg  itj ug Ug—Fljw,
dx’ 1 #, V) )

da3 B A& Uj—fgij * 81
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tak ze funkcye £(x") sg nastepujace:
fu (pd)= 1. £A0") = £, (*)=x"i.

Grupa omawiana zawiera przeksztatcenie tozsamosciowe,
ktérego parametry sa:

«j0= 0, a2= 0, a¥= 1.

Trzema przeksztatceniami nieskoriczonostkowemi wprost nieza-
leznemu beda wedtug réwnan (9) w tym przypadku:

ZX= dx

tak, ze przeksztatceniem nieskofczonostkowem ogdlnem (8) gru-
py bedzie:

X = x-\-" X2 ~

Z powyzszych uwag wynika, ze wzory przeksztatcenia gru-
py otrzymamy, catkujac rownanie:

dx'

7j-t-2j X-j-Ag X*~N

dt -

do ktérych w naszym przypadku sprowadzajg sie rownania (6)
i gdzie zmieniamy trzy niezalezne zmienne wielkosci Awszelkiemi
mozliwemi sposobami. ROwnanie to nalezy catkowac, uwzgled-
niajgc warunek, ze dla (=0 ma by¢ x'—x. Catka bedzie wtedy:

X'—a , X—a
X'~ p x—p’
gdzie ai /? s3 dwa pierwiastki rownania:

A+z2x" + Bxn—Q

y zas$ jest jego wyrdznikiem.
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Widzimy wiec, ze otrzymaliSmy wiasnie grupe dang (na-
pisang naturalnie tylko w innych parametrach), gdyz z poprzed-
niego wzoru znajdujemy ad jako funkcye liniowg wielkosci x.
Rozwigzujac ten wzdr wzgledem X' i poréwnywajgc go z danym
na poczatku, znalezlibySmy zwigzki pomiedzy dawnemi parame-
trami a a nowemi, i zwiazki te powinny zgadzac sie ze zwigz-
kami, ktére otrzymanoby bezposrednio ze zwigzkéw (4), obliczo-
nych dla naszego przypadku. Sprawdzenia tego wykonywac
nie bedziemy.

§ 13.

Wihasnosci zbioru co2 przeksztatcen, ktérych wzory majg strony dru
gie, czyniace zados$¢ rownaniom typu (A) §-u 4 go.

Wiemy juz, ze rownania rozniczkowe (A) 8-u 4-go sg ko-
nieczne, aby zachodzita grupa, lecz nie sg dostateczne. Ot6z
dajmy teraz, ze mamy uktad co2 przeksztatcen:

(1) Xh = fh (-Ti, ». ., 0, Cli, *m*1 CIj) (=t - »),

o r parametrach istotnych i ze drugie strony rownan (1) czynig
zados$¢ rownaniom typu (A), t. j. rownaniom:

r

zbadajmy wiasnos$¢ ogdlng tego zbioru przeksztatcen, nie zakta-
dajac z gory, ze tworzg one grupe.
Przyjmijmy, jak zwykle, ze funkcye y> i £ sg okreSlone
jako funkcye regularne tylko w pewnych obszarach ((«)) i ((#)).
Okazemy przedewszystkiem, ze gdy przyjmiemy, iz w row-
naniach (1) parametry a, ktorych jest r, sg istotnemi, to fun-
kcye > we wzorach (2) bedg miaty whasnos¢, ze ich wyznacz-



Rozdziat | 5 13.—Zbiér co*' przeksztatcen. 85

nik funkcyjny jest rozny od zera w catym obszarze ((a)), fun-
kcye za$ | w tych réwnaniach w catym obszarze ((a;)) nie moga
r

czyni¢ zados¢ zwigzkom liniowym typu N gjih=0, gdzie spot-

czynniki g sa niezalezne od wielko$ci x'\ inaczej moéwiac, jezeli
parametry sg istotnemi, to rownania (2) nie tylko beda typu row-
nan (4) 8-u4-go, lecz nadto beda czynity zado$¢ tym samym
warunkom, co te ostatnie.

Gdyby wyznacznik wielkosci ip byt zerem, wtedy pomiedzy
wielkosSciami thyi, V/2 « mm zachodzityby jednakowe zwigzki
liniowe, jednorodne, dla kazdej wartosci skaznika j, t.j. bytoby
dla kazdego,; tozsamosciowo:

@y'«@+ ...+ xr@ipgr(@ = 0
z réwnan (2) mielibySmy wiec:

r

Ar=l

dla kazdej wartosci /i, a stad wielkosci xh, dane przez réwnania
(1), czynityby wszystkie zado$¢ réwnaniom takim, jak wyzej na-
pisane, z czego na zasadzie §-u 1-go wyptywatoby, ze parame-
try nie sg istotnemi.

Poniewaz wiec wyznacznik wielkosci £ jest rézny od zera,
mozemy rozwigza¢ rownania (2) wzgledem wielkosci £, i otrzy-
mamy:

€]

r

Oto6z, gdyby wielkosci £ czynity zado$¢ zwigzkom takim, jak:
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to podstawiwszy w nie wartosci (3), mielibysmy:

r r

a wiec, gdyby spoétczynniki g byty niezalezne od wielko-
§ci x\ réwnania te, ktérym czynityby zado$¢ wielkosci X', wska-
zywaltyby, ze parametry w réwnaniu (1), wbrew zatozeniu, nie
sg istotnemi.

Aby znale$¢ zapowiedziang wyzej wiasnos¢ rownan (1), sta-
rajmy sie otrzymaé te rGwnania innym sposobem, a mianowi-
cie za pomoca bezposredniego catkowania réwnan (2). Jakkol-
wiek nie mozna otrzyma¢ zupetnie oznaczonych catek rownan
(2), o ile nie ustalimy tego, jak wyraza¢ si¢ majg wielkosci X'
jako funkcye wielkosci x dla pewnego okreslonego uktadu warto-
4ci a, ktore oznaczmy przez a',—ato na zasadzie rozwazanw §5—
to wszakze skoro zatozymy, ze jest znana jedna tylko z wielko-
ci (1), mianowicie ta, ktéra odpowiada wartosciom parametrow
0j',..., al, wtedy catkujac rownania (2) w tern zatozeniu, otrzy-
mamy caitki, zupetnie zgodne z wyrazeniami (1).

Aby wykonac to catkowanie, uzyjemy tego samego sposo-
bu, co w § poprzedzajgcym, t. j. wprowadzimy wielkosci
A, ..., X i tizapomocy takich samych rachunkéw i rozwazan,
jak powyzej (zwihaszcza rozwazan, dotyczacych obszaréw rozwi-
jalnosci), znajdziemy réwnania (3), (4), (5), (6; tego paragrafu.

Szukane catki sg wiec catkami réwnan:

r

ktore nalezy catkowaé przy warunku, aby dla t= 0 wielkosci Xh
staty sie rownemi /* (x, @'). Jedyna roznica pomiedzy przy-
padkiem niniejszym a przypadkiem, rozpatrzonym w § poprze-
dzajacym, polega na tern, ze nie zaktadamy teraz, jak poprzednio,
iz wartosci a' — poprzednio a° — odpowiadajg przeksztatceniu
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tozsamosciowemu, albo inaczej moéwigc, iz funkcye fh(x,a’) spro-
wadzajg sie wprost do wielkosci
Catki rownan (5) niechaj beda:

Qh(V, eem>x»\ V, . ® At)= const;
uwzgledniajac powyzszy warunek, mozna je napisac tak:
6 Qh(x,\...xn z,i... k)= Qh(m (x,a"),...,fn(x,a"), 0,...,0).

Wzory te, po rozwigzaniu ich wzgledem x’ i podstawieniu za
Af, ..., At wartosci, wyrazonych przez dawne parametry a, po-
winny nam dac Scisle wzory (1), o ile ograniczymy sig;
do pewnego, otoczenia punktu a’, ktéore odpo-
wiada pewnemu otoczeniu punktu t=0.

Otdz widzimy bezposrednio, ze réwnania (6) sa wynikiem
eliminacyi wielkosci X' pomiedzy dwoma nastepujacemi ukia-
dami wzorow:

) X fh(xi>eeejxij Hjtees) ),
® Q{xh  xn At..., A= Qhk X, 0,..., 0);

innemi stowy, przeksztatcenie (6) jest iloczynem dwoch prze-
ksztatcen (7) i (8). Lecz czemze jest przeksztatcenie (8)? Ponie-
waz wyrazenia Qh—const. sg catkami rownan (5), jezeli Al,...,Ar
uwazamy za state, t za zmienng, przeto wzory (8) sa wzorami
przeksztatcen grupy o jednym parametrze t, zawierajacej prze-
ksztatcenie tozsamosciowe dla t=0; wynika to bezpo$rednio z sa-
mych réwnan (8). DoszliSmy tym sposobem do wiasnosci ogol-
nej, o ktdrej mowa byta na poczatku, a ktéra wystowi¢ mozna
w ten sposéb:

Te z pomiedzy o0Z'przeksztatcen (1), ktoé-
rych parametry przyjmujemy wszystkie ja-
ko istotne, ktore czynig zado$¢ rownaniom
rozniczkowym (2) i nalezg do pewnego oto-
czenia przeksztatcenia z parametrami a\ mozna
zawsze uwazat jako iloczyny z tego przeksztat-
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¢enia statego z parametrami a' przez przeksztatce-
nie (zmienne) pasma 00— grup ojednym parame-
trze t, ktore wszystkie zawierajg przeksztatcenie
tozsamos$ciowe i ktérych przeksztatcenia, brane
pod uwage, odnoszg sie do pewnego otoczenia prze-
ksztatcenia tozsamos$ciowego.

Nalezy zauwazy¢, ze przeksztatceniem nieskonczonostko-
wem, nalezagcem do grupy ogo6lnej pasma 002(—3 przeksztatcen,
0 ktérem mowa w twierdzeniu powyzszem, jest:

n r

gdzie czynniki X sg statemi ustalonemi. To przeksztalcenie nie-
skoriczonostkowe jest widocznie kombinacyg liniowg r innych;
jezeli potozymy:

bedzie:

Niechaj beda dane, jak zwykle, rownania rézniczkowe:
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z ktérych mamy:
@)

Réwnaniom tym czynig zado$¢ wielkosci x\ wyrazone wzorami:

3 Xh fhXy jooo, cl A9

nalezgcemi do grupy o r parametrach istotnych. Zbadajmy,
czy wielkosci £ sg dowolne, czy tez zachodzg pomiedzy niemi
pewne zwigzki. Znajdziemy, jak to juz zapowiedzieliSmy w §-ach
poprzedzajacych, ze funkcye te nie sg dowolne, lecz ze, gdy
w sposob wskazany w 8-ie poprzedzajagcym utworzymy przy po-
mocy funkcyj £zwykle symbole dziatan X (ktore zresztg w przy-
padku ogélnym, w ktérym nie zaktadamy z géry, ze grupa za-
wiera przeksztatcenie tozsamosciowe, nie sa symbolami prze-
ksztatcen nieskornczonostkowych, nalezgcych do grupy), to
pomiedzy dziataniami X zachodzi¢ bedg pewne zwigzki. Nadto
zwigzki analogiczne zachodzi¢ bedg pomiedzy innemi symbola-
mi dziatar analogicznemi z symbolami X, utworzonemi nie przy
pomocy funkcyj £ lecz przy pomocy funkcyj a, a wiec wyra-
zonych nie przez zmienne x, lecz przez wielkosci u.

Rozwigzawszy réwnania (3) wzgledem wielkosci x, znaj-
dziemy:

) xh— Fh (x, a)

tatwo znale$¢ roéwnania rézniczkowe, ktérym czynig zado$¢
funkcye Fh gdyz rézniczkujac rownania (4) wzgledem ah, otrzy-
mamy:

a mnozac przez a,*, sumujgc wzgledem skaznika k i uwzgled-
niajagc rownanie (2), mie¢ bedziemy:
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n r

Potdzmy:

Z zalozenia, ze parametry we wzorach (3) sg istotne, wnie$¢
mozna, podobnie jak na poczatku 8§-u poprzedzajgego, ze nie
tylko wyznacznik \\p\ wielko$ci pjest rozny od zera, lecz i ze
wielkosci fr sg liniowo niezalezne, skad wynika nieza-
leznos¢ liniowa wyrazen X/, ..., X/. Z tego za$, ze wyznacz-
nik wielkosSci yj nie jest nieskorczenie wielki (gdyz w rozwaza-
nym obszarze kazda funkcya xp jest funkcyg regularng, a zatem
skonczong), wyptywa, ze i wyznacznik wielkosci a, jako wy-
znacznik odwrotny do wyznacznika wielkosci ip (gdyz kazda
wielko$¢ a réwna sie minorowi rzedu r—1 wyznacznika |y|, po-
dzielonemu przez \ip\) jest rézny od zera. Stad za$ wynika
niezalezno$¢ liniowa wielkosci A.

Potozmy jeszcze:

(6) XJ+ Aj= O

i rozpatrzmy ukiad réwnan o pochodnych czastkowych, rzedu
pierwszego, liniowych, jednorodnych:

(N QlF: 0,

Uktadowi temu r rownan, w ktéorym zmiennemi sg
« [, w liczbie nAr, czynig zado$¢, oczywiscie, wszystkie
funkcye F—H,, ktorych jest w; nadto, réwnania tego ukfadu,
jak otern juz powiedziano, sg liniowo niezalezne. Uklad ten
nalezy do gatunku uktadéw, rozpatrzonych w § 10, a poniewaz
posiada przynajmniej n catek niezaleznych, musi by¢ uktadem
zupetnym. Gdyby bowiem nie byt takim, to dotgczajac do nie-
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go wedtug metody, wskazanej w § 10, rdwnania typu {iij O,)—0,
mogliby$my go uczyni¢ zupetnym, lecz wtedy liczba jego catek
niezaleznych (réwna zawsze réznicy pomiedzy liczbg zmiennych,
ktorg jest w tym przypadku n-\-r, a liczbg rownan uktadu zu-
petnego zredukowanego) bytaby mniejsza od n, co pozostaje
w sprzecznosci z powyzszem. Stad nawiasy (OjOt) dadzg
sie wyrazi¢ liniowo przez symbole O i bedzie:

r

) (Gi0)= 2 GsQx>
=

gdzie spétczynniki ¢ powinnyby by¢ w ogélnosci funkcyami
wielkosci x' i wielko$ci a\ dowiedziemy, ze sg wielkoS$cia-
mi statemi.

Przedewszystkiem, podstawiwszy zamiast wielkosci ii ich
warto$ci z wzoréw (6), mie¢ bedziemy:
iijOi = (X/ X1) + (X/ Al) + AjX>) -f- (A] AA
lecz:
(X/A) = 0; (iyl/) = 0,
gdyz zmienne, do ktorych odnosi sie symbol X', sg rézne od
zmiennych, do ktérych odnosi sie symbol A; pozostanie zatem:
(G Oi) = (XI XI) + (A A,
a wiec na podstawie rownania (8):

(XIXNH + (AjA))-=2 = X[+ 2 Cf o
»=i »

Stad za$, na tej zasadzie, ze symbole X' i A odnoszg sie do
dwdch réznych kategoryj zmiennych, bedzie ostatecznie:
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r t

@ (XiX)= 2 °*& i UjA)= 2 Q'A<m

Poniewaz:

r r r

2 QuA*— 2 (2jGu a%) dae’

przeto:

31

Te ostatnie réwnania, gdy w nich zmieniamy g, stanowig
uktad r réwnan liniowych wzgledem wielkosci Gn, G2,..., G,
a wyznacznik spoétczynnikéw, ktdry jest wyznacznikiem, utwo-
rzonym z wielko$ci aSj jest rozny od zera na podstawie twier-
dzen, dowiedzionych w 8 4. ROwnania te przeto rozwigzujg sie
wzgledem wielkosci ¢ i dajg na nie warto$ci, zalezne wogdle od
parametrow a, nie za$ od zmiennych X'. Locz mozna dowies¢
jeszcze, ze wielkosci ¢ nie zalezg tez od wielkosci a. W samej
rzeczy, jezeli dziatania, wskazane przez strone pierwszg i strone
druga pierwszego z rownan (9), zastosujemy do jakiejkolwiek
funkcyi /, nie zawierajacej wielkosci a, a nastepnie zrdzniczku-
jemy strone pierwszg i drugg wzgledem ak otrzymamy zwigzek:

r

ktory—z powodu tego, ze/'jest jakgakolwiek funkcya wielko-
§ci X' — moze zachodzi¢ tylko wtedy, gdy wyrazenia X, sg
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wprost niezalezne; stad wynika, ze spétczynniki iﬂi

muszg by¢ zerami, a wiec wielkosci o sg niezalezne od para-
metrow a

Mozemy przeto powiedzieé:

Aby réwnania rézniczkowe (1) mogty okre-
$§la¢ grupe orparametrachistotnych, potrze-
ba, by symbole Z'i A okre$lone przez réwna-
nia (5), czynity zado$¢ zwigzkom (9), w ktérych
wielko$ci csg statem i

Otoz z rozwazan, podanych w 8§ 12, wiemy, ze jezeli grupa
r-parametrowa zawiera przeksztatcenie tozsamosciowe, wtedy
wyrazenia X sg symbolami przeksztatcen nieskonczonostko-
wych (napisanych w zmiennych x'), nalezgcych do tej grupy;
mozemy wiec wypowiedzie¢ nastepujgce twierdzenie, jako wnio-
sek z poprzedzajacego:

Jezeli grupa r-parametrowa zawiera prze-
ksztatcenie tozsamosSciowe, to pomiedzy jej r
przeksztatceniami nieskonczonostkowemi
zachodzg zwigzki:

XIX)—  GgXs,

w ktérych wielkoSci c sg state.

Piszemy tu X zamiast X dlatego, ze symbole, wystepu-
jace w tym wzorze, sg wyrazone w zmiennych x nie za$ w zmien-
nych £.

Pozostaje dowie$C teraz, ze odwrotnie, warunki (9), ktore
sg koniecznemi, aby réwnania rdzniczkowe (1), zcatkowa-
ne, daty grupe o r parametrach, sg zarazem warunkami
dostatecznemi, jezeli dolagczymy jeszcze warunek, aby
grupa zawierata przeksztatcenie tozsamosciowe.

Utworzmy r réwnan rozniczkowych:

AF=0 ..., rF= 0
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ktore na zasadzie zatozen (9) (skad wynikajg réwnania (8)) sta-
nowig uktad zupelny, a wiec majg (n-\-r)——n calek niezalez-
nych. Przyjmijmy, ze dla:

ak—ak®,

wielkosci X', otrzymane z catek tych rownan w funkcyi wiel-
kosci, wystepujacych wnich jako state, ktére nazwijmy xv ..., xn
sprowadzajg si¢ do wielkosci Xh; otrzymamy wtedy wzory,
w ktorych wielkosci x' wyrazone sg jako funkcye okreSlone
wielko$ci x, mianowicie:

(10 X = fh(xk....... Xn au , ar).

Z natury rdwnan it=0 wynikaja, jak zwykle, ogranicze-
nia dla obszaru stosowalnosci réwnan (10); wog6lnosci powiedzie¢
mozna, ze rébwnania (10) majg miejsce w pewnem otoczeniu pun-
ktu a,0 ..., ar’. Przy takich ograniczeniach wzory te przed-
stawiajg grupe, ktdra naturalnie, na zasadzie poczynionych zato-
zen, zawiera przeksztatcenie tozsamosciowe.

W samej rzeczy, jezeli catki réwnan it, okreslone w spo-
s6b wskazany i rozwigzane wzgledem wielkosci x, oznaczymy
przez Xh=Fh(x',a), a nastepnie zro6zniczkujemy wzgledem ak,
bedzie:

mnozac te rOwnania przez o«, sumujagc wzgledem £i uwzgled-
niajgc zwigzek:

iljFh=X /F h+ AjFh= 0,

ktoremu czynig zado$¢ wszystkie funkcye FKk, znajdziemy:

n r
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Lecz wyznacznik pochodnych funkcyj F, wzgledem wielkosci x*
jest rozny od zera, stad spotczynniki w tych réwnaniach linio-
wych musza by¢ zerami, t. j. by¢ musi:

£/ (») = 2 @y~ -
k=1

Sg to wiasnie rdwnania (2) niniejszego 8-u, ktére po odpowied-
niej redukcyi prowadza do rdwnan (1).

Doszlismy tedy przy pomocy zcatkowania réwnan Q do
uktadu (10), czynigcemu zado$¢ réwnaniom zasadniczym (1),
o ktorych juz na poczatku uczyniliSmy zatozenia zwykie, t. j. ze
w odpowiednich obszarach wyznacznik wielkosci ¥ jest rozny
od zera, oraz ze wielkosci f nie czynig zado$¢ zadnemu zwigz-

kowi postaci * gj £lh, w ktérym wielkosci g sg niezalezne od
-
wielkosci x'.  Przy takich zatozeniach parametry w réwna-
niach (10) sg istotne. Bo gdyby nie bytly takiemi, t. j. gdyby
T .

2 %@ ko,
1=1
wtedy eliminujac pochodne wielkosci x\ otrzymaliby$my z row-
nan (1):

2 i) (2 Ws («) 25 («)) = 0,
/=1 k=l

a takie zwigzki na zasadzie tego, co powiedziano wyzej, zacho-
dzi¢ nie moga.

Zastosujmy teraz do oo przeksztatcen (10) twierdzenie,
dowiedzione w § poprzedzajagcym, obierajagc najprzéd wielkosci
a° jako wartosci parametrow a'. Wtedy kazde przeksztatcenie
(10), w ktérem parametry at,..., ar s3 zawarte w otoczeniu
punktu a”,..., ar®, o ktbrem mowa wyzej, da sie przedstawic



96 Rozdziat 1§ 14—Drugie twierdzenie Liego.

jako iloczyn przeksztatcenia z parametrami a°, t. j. przeksztat-
cenia tozsamosciowego przez przeksztatcenia (w pewnem oblicze-
niu tozsamos$ciowem) pasma 00*I—i) grup o jednym parametrze,
zawierajacych przeksztatcenie tozsamosciowe; przeksztatcenie nie-
skoriczonostkowe ogolne, do tych drugich nalezace, jest prze-
ksztatceniem X, o ktorem mowa na koncu § poprzedzajgcego.
Wynika stad, ze przeksztatcenie (10), o ktdrych mowa wyzej,
dajg sie przedstawi¢ w postaci:

r

(11) * = xh+ A2 XX+ eme
71

gdzie t nalezy obra¢ w odpowiedniem otoczeniu punktu t=0.
Zastosujmy w dalszym ciggu toz samo twierdzenie § po-
przedzajacego, obierajac jakiekolwiek wartosci parametrow ci
(naturalnie pomiedzy warto$ciami, zawartemi w obszarze zmien-
nosci ((«)). Znajdziemy wtedy, ze kazde z przeksztatcen (10)
lub (11) da sie zawsze przedstawic¢ jako iloczyn przeksztatcenia
z parametrami a' przez jedno z przeksztatcen (11). Lecz ponie-
waz przeksztatcenia (11) sg temi samemi, co przeksztatcenia (10),
i poniewaz parametry a' obraliSmy dowolnie, przeto iloczyn
dwdch jakichkolwiek przeksztatcen (10) jest znowu przeksztat-
ceniem (10), t. j. przeksztatcenia (10), w ktérych zmienno$¢ pa-
rametrow jest ograniczona w sposéb wyzej wskazany, tworza
grupe. Twierdzenie nasze tym sposobem jest udowodnione.

Twierdzenie to mozna znacznie uproscié, gdyz warunki (9),
jakie w niem wystepuja, dotyczg tak symboléw Z', jak i sym-
bolow A.

Dajmy, ze mamy jedynie r symboléw X' wprost niezalez-
nych, czynigcych zado$¢ zwigzkom:

r

(12) (ZI' X)= 2
S1
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Pytamy, czy wystarczajg one do okreslenia grupy (zawie-
rajacej przeksztatcenie tozsamosciowe)? Innemi stowy: czy ma-
jac wyrazenia X', czynigce zado$¢ zwigzkom (12), mozna wy-
znaczy¢ wyrazenia A, czynigce zados¢ drugim réwnaniom (9);
albo tez, czy zatozenie istnienia wyrazeri A pociaga za sobg no-
we warunki, ktérym poddane by¢ winny wyrazenia X' ?

Dowiedziemy, ze wyrazenia (12) wystarczajg do wyznacze-
nia wskazanej grupy, gdyz mozna zawsze zbudowa¢ ukiad wy-
razen At, ..., Ar, czynigcych zado$¢ zwigzkom takim, jak (12),
bez potrzeby wprowadzania jakiegokolwiek nowego ogranicze-
nia dla wyrazen X'

Wprowadzmy, podobnie jak w 8§ 11, r—1 szeregdw zmien-
nych, spétpodstawieniowych ze zmiennemi xi\ , xrf, tak ze
bedziemy mieli r szeregbw:

U3)
oee (),
i oznaczmy przez X/, X7 ... ,X¥) symbole Xy, napisane
w zmiennych, wzietych odpowiednio z tych szeregow.
Pot6zmy:

W= X/ + X/ + ...+ X/>

dla kazdej wartosci j.

tatwo widziec, ze skoro przyjmiemy, iz wyrazenia X' s
wprost niezalezne, to takgz wiasno$¢ posiada¢ beda i wyrazenia
W, a poniewaz zatozyliSmy, ze wyrazenia X' czynig zado$¢ row-
naniom (12), przeto rownaniom analogicznym czyni¢ beda za-
dos¢ wyrazenia W. Skutkiem tego réwnania WyF—O utworzg
uktad zupetny r réwnan z nr zmiennemi, beda wiec miaty nr—r
catek niezaleznych (patrz §10), ktdremi niechaj bedg bub2, ..b,r-r.
Wprowadzmy r nowych, niezaleznych od wielkosci b, funkcyj
at, ..., ar wszystkich zmiennych. Mozemy w wyrazeniach W

Pascal: Teorya grup przeksztatcit. 7
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zamiast zachodzacych w nich rn zmiennych, wzia¢ wielkosci bi a,
a wtedy na podstawie wzoréw § 10 otrzymamy:

r m—r

W= | “><»*>(;+2'W S -

A- 1 A- 1

Poniewaz wielkosci b sg catkami rbwnan Wj—O0, przeto druga
suma znika i pozostaje jedynie:

(14) W.=2 A (™) gak

Spotczynniki w tym symbolu sg wogdle funkcyami wszy-
stkich wielkosci a i wszystkich wielkosci 6; bez wzgledu na
wartosci tych zmiennych, wyrazenia IV sg wprost niezalezne
i czynig zado$¢ zwigzkom takim, jak (12). Gdy wiec nadamy
wielkosciom b wartosci state i oznaczone (co uczyni¢ mozna, po-
niewaz w rownaniach (14) nie wystepuja pochodne, wzigte wzgle-
dem wielkosci b), otrzymamy z roéwnan (14) wyrazenia:

(i5) d,= 2 ak@i >

Ar=l

ktore beda wprost niezalezne i czyni¢ bedg zado$¢ zwigzkom ta-
kim, jak (12), z temi samemi spétczynnikami statemi Gu.

Utworzylismy tym sposobem tez same symbole A, ktére
wystepowaty w twierdzeniu poprzedzajgcem, stad za$ wynika
istnienie grupy o r parametrach.

Mamy zatem nastepujgce twierdzenie:

Majagc r przeksztatcen nieskonczonost-
kowych wprost niezaleznych Xj (/=J2...,0n
czynigcych zado$¢ warunkom:

Piszemy X zamiast X', gdyz symbole s3, pisane w zmiennych X,
a nie w zmiennych x', jak wyzej, dla dogodnosci w dowodzeniu.
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(Xjix)= n n
s=1

gdzie spétczynniki c sg statemi, mozemy wy-
znaczy¢ grupy o r parametrach istotnych,
zawierajgce przeksztatcenie tozsamosciowe
i r przeksztatcen nieskonczonostkowych Xj\
wzory przeksztatcen dla ktorejkolwiek
z tych grup mozna zawsze w otoczeniu prze-
ksztatcenia tozsamos$Sciowego przedstawic
W postaci:

r 1.r
(16) X,/ = xk+ Ij Xjxh+t ~ ~ X XiXjxhA-...
0

Dajmy, ze mamy grupe Liego o r parametrach
istotnych, zawierajagcg przeksztatcenie toz-
samos$ciowe dla a—a°. Poniewaz przeksztatcenia tej
grupy dajg sie w otoczeniu przeksztatcenia tozsamosciowego
przedstawi¢ w postaci powyzszej, i poniewaz, jak o tern mowili-
$my juz w 8 5, punkt a° bedzie punktem wewnetrznym
obszaru zmiennosci parametrow a, przeto, podobnie jak dla
grup jednoparametrowych, przeksztatcenia tej gru-
py, przynajmniej dla pewnego otoczenia prze-
ksztatcenia tozsamo$ciowego, s3g parami od-
wrotne jedno do drugiego.

Stanowi to wazng wtasno$¢ og6lng grup Liego,
zawierajgcych przeksztatcenie tozsamo-
Sciowe.

Z twierdzenia poprzedzajagcego wynika, ze wzory (16)
przedstawiajg te z pomiedzy przeksztatlcen grupy o r parame-

trach istotnych /tE=All ..., ktore naleza do pewnego
otoczenia przeksztalcenia tozsamosciowego, odpowiadajgcego
wartosciom fi2= ...==jir= 0. Innemi stowy, w przestrzeni

r-wymiarowej istnieje otoczenie punktu /it=... = 0 takie.
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ze jezeli wezmiemy dwa punkty tego otoczenia odpowiednio
0 spotrzednych /z', ., [il; fi",..., ju", wtedy odpowiednie
dla nich wzory (16) bedg zbiezne i dadzg nam dwa przeksztat-
cenia; wzigwszy iloczyn tych dwoch przeksztatcen, otrzymamy
przeksztatcenie, wyrazajace sie temiz wzorami (16), a ktorego
parametry fx sg spotrzednemi innego punktu rozwazanego oto-
czenia.

Zbadajmy, w jaki sposob, majagc wyrazenia X, czynigce za-
dos¢ zwyktym warunkom, mozna zbudowac przeksztatcenia gru-
py, ktorej parametry istotne /ij, ..., jur w liczbie r moga przy-
biera¢ wszystkie mozliwe wartosci bez Zzadnego ograniczenia,
t. j. grupy, odgrywajacej dla przeksztatcen o r parametrach takg
samg role, jaka grupa kanoniczna (patrz § 5) odgrywa w teoryi
grup jednoparametrowych. Grupe, o ktérej mowa, nazywac tez
bedziemy dlatego grupg kanoniczng o r parame-
trach.

Niechaj bedzie przeksztatcenie nieskorniczonostkowe ogélne:

Z — A 4~ Ir Xr,

w ktérem wielkosci 1 sg dowolne, wyrazenia za§ X czynig za-
dos¢ wiadomym warunkom; za pomocg metody, wskazanej na
koncu § 7, mozemy znale$¢ rownania skonczone:

(.0, ....A= §XD,....A)

17)
-1 @>A} meenir) = 1@} e, A),

b At L an = D5 A )

ktére, na zasadzie powyzszego, powinny odpowiada¢ réwnaniom
(16), ale wogdlnosci tylko dla wartosci A, ..., At, dostatecz-
nie matych. Lecz réwnania (16) dla tych wartosci tworza grupe,
przeto i rownania (17) tworzy¢ winny grupe, to znaczy, ze gdy
wezmiemy inny ukiad wartosci A np. A/, ..., X' i tez samg
warto$¢ i, wtedy wzory:
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fir(*, V, e, V)= 1 (» V. V),

(18) L .
i2, 0 (X\ Xi........ ki) = 2 1(x, k', , kn),

oneCKt..., k)= Q (X\V, ... ki) + t

skombinowane z wzorami (17), po wyeliminowaniu wielkosci X',
dadzg uktad taki sam, jak uktad (17), w ktérym warto$ei k zmie-
niajg sie na inne wartosci K' byleby tylko tak iloczyny

jako tez iloczyny k/t, ..., kr't byly dostatecznie mate. Co sie
tyczy wartosci na t, to jest widocznem, ze mozna przyjaé, iz t
jest state, tak w rownaniach (17) i (18), jak i w iloczynie, gdyz
rownania (17) zalezg tylko od iloczynéw wielkosci t przez wiel-
kosci k Eliminacya wskazana prowadzi do wzoréw nastepu-

jacych:

O, « V'..ee V)= iii (ir,V', eee I,
(19)

a.-i(ar,k"™,..., k"= XV, comV)>

on (X', k", L,k = oQn (X, KT, L,V )+t

Jezeli ustalimy t, to réwnania (19) powinny by¢ wynikiem
réwnan (17) i (18) dla wszystkich co2r ukfadoéw wartosci k i K,
obranych w odpowiednim obszarze r-wymiarowym okoto pun-
ktu (0,0,..., 0). Lecz jest rzeczg jasna, ze skoro to ma miej-
sce dla obranych w sposéb wskazanj', zreszta dowolnych, war-
tosci k ktore nie wptywajg na wynik eliminacyi, to zachodzi¢
tezmusi i dla jakichkolwiek wartoSci. Wnosimy stad,
ze przeksztatcenia (17), w ktorych wartosci x zawarte sg w pe-
wnym obszarze ((cc)), rozwazane w catosci, t. j. przy zmie-
nianiu wielkosci k it wszelkiemi mozliwemi sposobami, two -
rzag grupe, ktdrajest wiasnie grupag kanoniczng or
parametrach istotnych. Jest ona oczywiscie zbiorem
wszystkich oo2(— grup kanonicznych o jednym parametrze,
ktore charakteryzuje przeksztatcenie nieskonczonostkowe ogol-
ne Z



102 Rozdziat | § 14.—Drugie twierdzenie Lie(o.

Grupa ta posiada wtasnos¢, ze kazdemu jej przeksztatceniu
odpowiada przeksztatcenie odwrotne, gdyz zmieniajagc w row-

naniach (17) znak wielkosci t, otrzymujemy przeksztatcenie
w tychze wzorach zawarte.
Mamy tedy twierdzenie:

Niechaj bedzie r przeksztatcen nieskon-
czonostkowych wprost niezaleznych X}
0=i.2...1),, czynigcych zado$¢ zwigzkom:

Xj Xi)=  GiSXs,
=

gdzie spoOtczynnikicsg statemi; przeksztat-
cenia te okre$lajg grupe o r parametrach
istotnych, zawierajgcg przeksztatcenie toz-
samos$ciowe i do kazdego w niej przeksztatce-
nia odwrotne. Grupatajest zbiorem wszystkich
002r~0) grup kanonicznych, okre$Slonych przez
przeksztatcenia nieskonczonostkowe
A --..-\-krXr, gdzie wielko$ci A przybieraja
wartos$ci stale dowolne.

Z powyzszego wynika, ze warunkiem koniecz-
nym i dostatecznym na to, aby przeksztatce-
nia nieskonczonostkowe wprost niezalezne
Xjw liczbie rtworzyty grupe or parametrach
istotnych, jest, by przeksztatcenia te czyni-
ty zado$¢ zwigzkom postaci:

(XjX.)= 2 <V,
s=1
gdzie spdtczynniki c sg state.

To wazne twierdzenie nazywa sie drugiem twierdze-
niem zasadniczem teoryi grup.
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Pierwszy pomyst tego twierdzenia znajduje sie w pracy Liego
(Math. Ann., 8, 1874, s. 303), p. tez Gottinger Nachr., 1874, str.
533, 540; Archiv, for Math. og. Naturw., 1878; Math. Ann., 16,
1879, s. 460 i nast.; Leipz. Ber., 1890, s. 453, a zwlaszcza s. 472—A476.

Przytoczony tn dowdd drugiego twierdzenia zasadniczego
jest zupetnie ten sam, jak w dziele Liego. Podamy tn jeszcze
inne dowodzenie, znacznie prostsze i prawie bezposrednie, postu-
gujac sie rezultatami, otrzymanemi w § 9.

Z przeksztatcen X utwdrzmy kombinacye:

(20) Z= XX1+ + Xr,

gdzie spotezynniki Xsg state, i napiszmy wzory kanoniczne prze-
ksztatcen grupy jednoparametrowej, utworzonej zprze-
ksztatcenia nieskoriczonostkowego Zx ktdére otrzymujemy z prze-
ksztatcen pasma (20), biorgc na X pewne wartosci state; napisz-
my tez wzory analogiczne dla grupy, utworzonej z przeksztat-
cenia nieskonczonostkowego Z2 ktére otrzymujemy, bioragc we
wzorze (20) inne state wartosci spétczynnikow X

By dowie$¢ naszego twierdzenia, musimy znale$¢ warunki,
jakim czyni¢ winny przeksztatcenia X, aby, obrawszy w jaki-
kolwiek sposob z pomiedzy przeksztatcen (20) dwa przeksztatce-
nia Zx Z2 otrzymac dwie grupy jednoparametrowe, nalezace do
tej samej grupy o r parametrach, albo innemi stowy: aby pomno-
zywszy jedno z przeksztatcen skorczonych grupy, wytworzonej
z przeksztatcenia nieskonczonostkowego Zx przez jedno z prze-
ksztatcen skoriczonych grupy, wytworzonej z przeksztatcenia Zn
otrzymac przeksztatcenie, nalezace do grupy, wytworzonej z pe-
wnego przeksztatcenia Zit zawartego pomiedzy przeksztatce-
niami pasma (20) ?

Widzimy, ze pytanie nasze sprowadza sie do szukania wa-
runku koniecznego i dostatecznego na to, aby iloczyn dwdch
przeksztatcen (1) w 89 (gdzie przedewszystkiem wyrazenia X
nalezy zastapi¢ wyrazeniami Z) byt przeksztatceniem, ktorego
przeksztatcenie nieskoriczonostkowe tworzace jest kombinacyg
liniowag wyrazen X o spotczynnikach statych, bez wzgledu na
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to, jakimi sg fxi ZA lub innemi stowy: warunku koniecz-
nego i dostatecznego na to, aby przeksztat-
cenie Z3 dane przez wzdr (7) §8u 9-go, byto kom-
binacyg liniowg o spoOtczynnikach statych
wyrazen X, przy jakichkolwiek parametrach
tit'.

Ot6z warunek ten znale$¢ tatwo. W samej rzeczy, jezeli
przyjmiemy najprzod, ze zachodzg zwigzki:

.
(21) Xh Xk —  cuXs,

J=i
wtedy widocznem jest, ze wszystkie nawiasy:
(21 ), (Z, ZxZA (2272 2,). Z,2tZ, Z,) ...

beda wyrazeniami liniowemi wyrazen X o spétczynnikach sta-
tych, a stad Z3bedzie takiem wyrazeniem, t. j. naleze¢ bedzie
do pasma (20).

Z drugiej strony, jezeli za Z3potozymy kombinacye liniowg
wyrazen X o spotczynnikach statych, wtedy takaz kombinacyq
byé musi Z3—Zx—VZ2 a stad na podstawie wzoru (7) w 89
(w ktorym zamiast X napisano Z) takagz kombinacyg bedzie:

w[/{Ztz 2-\-r"t (ZZ2&)- T t\zZzxd- [ t{ze2Zz.2+ ..j,

a po zniesieniu czynnika wspdlnego ii', i wyrazenie, zawarte
w nawiasie klamrowym, t. j.

(22) | (ZtZ)+ Tt (D) + | f(Z2ZEd)+ ...

musi by¢ kombinacyg liniowg o spétczynnikach statych, wyra-
zen X, bez wzgledu na wartos$ci parametrowi,#'.
Wynika stad, ze tez wlasno$¢ posiada¢ musi wyraz pierwszy
wyrazenia (22), t. j. (Zt Z2) i ze takgz wkasno$¢ posiadajg i inne
nawiasy w tem wyrazeniu.
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Niechaj teraz ZXZ2bedg dwa jakiekolwiek prze-
ksztatcenia nieskonezonostkowe, zawarte w pasmie (20); czyniac
je kolejno réwnemi réznym przeksztatceniom X, wyprowa-r
dzimy stad konieczno$¢ istnienia zwigzkéw (21). DowiedlisSmy
wiec najzupetniej twierdzenia, ze zwigzki (21) sg wa-
runkami koniecznemi i dostatecznemi na to,
aby przeksztatcenia X mogty wytworzyod gru-
pe or parametrach.

Widzimy tu, ze dowodzenie to, oparte na wzorze (7) § 9-go
(dajgcym sie uzy¢ i do wielu innych badan) jest bardzo prostem
i bezpoSrednie m.

Dowodzenie to podaliSmy w Nocie, ogtoszonej w Rend. dell Ist.
Lomb. (2), t. 34, s. 1118 (1901).

Z powyzszego twierdzenia wynika wazny wniosek:

Jezeli przeksztatcenia Xx...,Xr wytwa-
rzajg grupe o r parametrach, to i nawiasy
(Xj X,j sa przeksztatceniami nieskonczonost-
kowemi, majgcemi witasno$¢ wytwarzania
grupy, ktéra moze mie¢ najwyzej r parame-
trow.

W samej rzeczy, jezeli mamy zwigzki:

r

a wiec i zwigzki:

to bedzie :

((Xi X)), (XAXK) = 2 it dk (X, XY) |
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t. j. tworzac nawiasy nawiasdw, otrzymujemy kombinacye linio-
we o spotczynnikach statych tychze nawiaséw, co dowodzi wia-
$nie tego, ze przeksztatcenia (Xj X,) tworzg grupg Poniewaz
kazdy z tych nawiasow jest kombinacyg liniowg o spotczynni-
kach statych wyrazen X, przeto jakiekolwiek przeksztatcenie
grupy kanonicznej, przez nawiasy te wytworzonej, jest zawarte
pomiedzy przeksztatceniami grupy danej. Stad grupa, wytwo-
rzona przez przeksztatcenia (Xj X)), nie moze mie¢ wiecej, niz
r parametréw. Jezeli ma mniej niz r parametréw, wtedy bedzie
podgrupa grupy danej; w innych przypadkach bedzie identyczna
z grupg dana.

§ 15

Zwigzki miedzy sialemi C. Trzecie twierdzenie zasadnicze teoryi
grup. Budowa grupy.

Pomiedzy statemi cp,, o ktérych mowa w § poprzedzaja-
cym, istniejg pewne zwigzki, ktére znales¢ tatwo.
W wyrazeniu:

() XjX)= 2 aqwX,,
y:|

przemienmy skazniki i ij; poniewaz wtedy (Xj X,) zmienia
znak, otrzymujemy wiec odrazu:

(2) Gjit -j- Cijs — 0,

co stanowi pierwszy z szukanych zwiazkéw. Inny zwigzek znaj-
dziemy, stosujgc znany wzor Jacobiego (88), mianowicie:

{(XX) X,) + (X X0) X)) + ((X,2) X) = o

ktory, po uwzglednieniu wzoréw (1), przybiera postac:
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2 XK+ cit, (X, X)) + G, XX)\ = 0,

a stosujac tu raz jeszcze wzory (1), otrzymamy:

r r

Poniewaz wielkosci X sg liniowo niezalezne, wynika stad, ze
kazdy spétczynnik przy Xt musi by¢ zerem, t. j.:

r

s=\

Zwigzki (2)i (3 sg tozsamos$ciami, ktorym
winny czyni¢ zado$¢ state ¢ zachodzgce we
wzorach (2).

Zbior liczb ¢ ma, jak widzimy, zwigzek bardzo Scisty z gru-
pa, wytworzong przez r przeksztatcern nieskoriczonostkowych;
zbior ten charakteryzuje t. zw. budowe (strukture) grupy.
Zobaczymy poézniej, jak waznem jest to pojecie, zwiaszcza przy
porownywaniu dwu grup i dlat. zw. izormorfizmu.

Waznem jest pytanie nastepujace:

Dany jest uktad liczb d,, czynigcych za-
do$¢ warunkom (2)i (3); ozy mozna twierdzi¢,
ze istnieje zawsze uktadrprzeksztatceAnie-
skonnczonostkowych niezaleznych X, zwigza-
nych réownaniami (1)?

Odpowiedz na to pytanie brzmi twierdzaco i tym sposobem
mamy twierdzenie, ktére mozna uwazac¢ za odwrotne wzgledem
twierdzenia wyzej dowiedzionego o0 zwigzkach pomiedzy wiel-
kosciami c. Twierdzenie proste i odwrotne nazywajg sie razem
trzeciem twierdzeniem zasadniczem teoryi

grup.
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Nie podajemy na teraz dowodu twierdzenia odwrotnego. Po-
wiemy tylko, ze pierwszg probe dowodzenia podat L ie (Math. Ann.,
25, s. 92 i nast., 1885), lecz rozwazania te podlegaly powaznym za-
rzutom (poréw. Theorie der Transfer., Ill, s. 598, 1893). Dowodze-
nie Sciste dat pézniej Lie w r. 1888 (Akad. Chrystianska, 1888,
Leipz. Ber., 1888, s. 14) i powtdrzyt je nastepnie w rozdz. Xt t. 1l
swego dzieta o grupach przeksztatcen. Inny dowdd podat Schur
(Leipz. Ber., 1889, s. 229, Math. Ann., 35, s. 179, p. tez Math. Ann.,
4], s. 529, nota). Woreszcie odsytamy czytelnika do t. 111 Theorie d.
Transfor., s. 599 i nast. W ostatnich czasach przedmiotem tym zaj-
mowalt sie Poincare, wychodzac z innego punktu widzenia (Comp-
tes rendus, 138, s. 1065, 1899, Trans. Cambr. Phil. Soc., 18, s. 220,
1900, oraz w dziele zbiorowem, poswieconem Sir G. G. Stokesowi).
E. Pascal podat inny dowdd, ogtoszony w Rend. dell’lst. Lomb.

§ 16.

Przeksztatcenia nieskoriczonostkowe grupy r-oarametrowej, okreslone
za pomocg ukladu réwnan o pochodnych czgstkowych.

Niechaj bedg przeksztatcenia nieskonczonostkowe nieza-
lezne X, (<=1, .. ., 1), tworzace dla grupy kanonicznej or para-
metrach istotnych:

A-1

Przeksztatcenie nieskonczonostkowe ogdlne, nalezace do grupy,
daje kombinacya liniowa o spotczynnikach statych przeksztatcen
A ; spotczynnikami takiego przeksztatcenia bedg tedy:

t2]
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gdzie 1 sa spOtczynniki state lub od wielkosci x nieza-
lezne

WeZzmy pochodne réwnan (2) wzgledem pojedynczych
zmiennych tyle razy, ile potrzeba, aby mozna bylo wyelimino-
wac state A z tak otrzymanego uktadu réwnan; dojdziemy tym
sposobem do uktadu réwnan o pochodnych czastkowych, dla
ktérego wielko$ci £ przedstawione przez wzoér (2), stanowi¢ beda
uktad catek z r statemi dowolnemi.

Jest widocznem, ze z powodu formy specyalnej réwnan (2)
co do statych A réwnania rézniczkowe, jakie otrzymamy, bedg
rownaniami liniowemi jednorodnemi wzgledem wielkosci £+i ich
pochodnych, t. j. beda postaci:

n n n

(3) A i~2 2 o''z= 0"
Al fe=1/=1 3

gdzie A, B, ... sg funkcyami zmiennych x i gdzie liczba war-
tosci, jakg przybieraé moze skaznik /u jest liczbg réwnan uktadu.
Catki te okreslajg nam funkcye e a wiec i najogélniejsze
przeksztatcenie nieskoficzonostkowe, nalezace do grupy danej;
mozna wiec powiedzie¢, ze réwnania te okre$lajg grupe
i dlatego uktad (3) nazywamy uktadem réwnan réz-
niczkowych, stanowigcym definicye grupy.

Pierwsze nasuwajgce sie tu pytanie jest nastepujagce: dany
jest uktad rownan (3), czy i kiedy okre$la on grupe w sposéb
wskazany?

Przedewszystkiem najogdlniejsze rozwiazanie uktadu za-
wiera¢ winno skonczong liczbe r statych, gdyz w przeciwnym
razie nie otrzymaliby$my grupy skorczone;.

Wiemy nadto, ze gdy dwa przeksztatcenia nieskoriczonost-
kowe Xi, X) nalezg do grupy, to i przeksztatcenie (X, Xj) po-
winno takze naleze¢ do grupy, t. j. powinno da¢ si¢ wyrazic li-
niowo przy pomocy spotczynnikéw statych przez przeksztatce-
nia nieskonczonostkowe grupy (wedlug drugiego twier-
dzenia Liego, §14); stad wynika, ze:
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%) fiueee» i

sg dwoma uktadami rozwigzan réwnania (3), to rozwigzaniem
uktadu musi by¢ takze utworzony z nich nastepujacy ukiad:

n n

Gdy to ma miejsce, wtedy na podstawie drugiego twierdzenia
Lieg o, wielkosci $ s istotnie spoOtczynnikami przeksztatcen
nieskoriczonostkowych, wytwarzajacych grupe.

Co sie tyczy warunku, ze najogolniejsze rozwigzanie uktadu
zawiera¢ ma skonczong liczbe statych, to mozna dowies¢, ze jest
on nietylko konieczny lecz i dostateczny, to znaczy, ze gdy ten
warunek jest spetniony, to state wystepujg liniowo w wyra-
zeniu najogolniejszego rozwigzania. Nie wchodzac w szczegoty,
wypowiemy to tylko twierdzenie:

Aby uktad (3) mbégt okre$la¢ grupe skon-
czong, jest koniecznem i dostatecznem, by
najogdlniejsze rozwigzanie jego zawierato
skonczong liczbe statych dowolnych, oraz gdy
wielkosci (4 sa dwoma uktadami rozwigzan,
by wyrazenie (6) byto takze rozwigzaniem.

Dajmy, ze uktad (3) sktada sie z mréwnan. ROzniczkujgc
ich strony pierwsze wzgledem kazdej ze zmiennych, otrzymamy
rownania tego samego typu lecz rzedéw coraz wyzszych. | tak
rozniczkujac v razy wzgledem wszystkich zmiennych, otrzyma-
my wogble mnv réwnan, ktére zawiera¢ bedg pochodne rzedu
co\-v wielkosci £ jezeli rbwnania (3) zawieraty pochodne tych
wielkosci rzedu najwyzszego . Pochodnych rzedu co-\-v tych
n wielkosci $jest:

i tatwo widzie¢, ze mozna zawsze wybra¢ takg liczbe v, aby
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liczba (6) nie byta wieksza niz mnr. W samej rzeczy, stosunek:

mnr
(N lu-\-(D-\-V- 1
\' O\
gdy v powiekszamy o 1, pozyskuje czynnik -W S Y

wiec powiekszymy v o o ieduosci, wypadnie stosunek (7) po-
mnozy¢ przez iloczyn:

n (aj-f-r+l) n (WA-rA-1) n (co-f-r-f-a)
9 nNA-co-\-v  ’ W--CO-J-r-j-1 WH-00§-v-\-0—1
Otdz, przy powiekszaniu liczby o iloczyn ten moze prze-
wyzszyé wszelka liczbe, gdyz granica czynnika og6lnego
*
Fr\]—r(nc—%gif—aa)_ - dla o=00JIest n, t. j WI@Rsza od 1

Potozmy dla skrocenia co+v=s i tgz samg literg literg s
oznaczmy pierwsza z liczb stakich, ze z rbwnan, otrzyma-
nych drogg wyzej wskazang, wyznaczy¢ mozna pochodne rze-
du s; wszystkich wielkosci 4 przez pochodne rzedu nizszego; po-
niewaz réwnania, z ktorych wychodzimy, sg liniowe wzgledem
tych wielkosci 4 i ich pochodnych, przeto jest widocznem, ze
pochodne rzedu s wyrazi¢ sie dadzg jako funkcye liniowe i je-
dnorodne pochodnych rzedu nizszego.

Niechaj bedzie punkt x1° ..., xr?, w ktérym wszystkie
spétczynniki tych funkcyj wymiernych sg regularnemi. Wtedy
w otoczeniu tego punktu funkcye 4 dadza sie rozwing¢ na sze-
regi, uporzagdkowane wedtug iloczynéw réznic:

(9) «i® ..., Xn—xKO

po jednej, po dwie it. d. ze spétczynnikami statemi, ktore oznacz-
my odpowiednio przez ¢, cy, cjh ..., gdzie skaznik pierwszy
jest skaznikiem tej wielkosci f, ktorg rozwijamy, skaznik za$
drugi, trzeci i t. d. sg skaznikami rdznic (10), ktére wchodzg jako
czynniki rozwinie¢ do danego wyrazu.
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Jest widocznem, ze te spotczynniki c sg wartosciami, jakie
przybierajg w punkcie x° odpowiednie pochodne rdéznych rze-
dow wielkosci £; gdyby wiec wszystkie spétczynniki ¢ az do
spotczynnikow z s skaznikami byty rébwnemi zeru, wtedy by-
tyby tez dla x=x° réwnemi zeru wszystkie pochodne wiel-
kosci f az do pochodnych rzedu s—1 wigcznie; a poniewaz na
zasadzie powyzszego pochodne rzedu s i rzedu wyzszego wyra-
zajg sie liniowo i jednorodnie przez pochodne rzeddéw poprze-
dzajacych, wynikatoby stad, ze w punkcie x° bytyby tez zerami
pochodne wielkosci £ wszelkiego rzedu, a stad i spdtczynniki c
z ilukolwiek skaznikami bytyby takze zerami. Wyniktoby stad,
ze i wielkosci f sg zerami i mielibySmy uktad wartosci f, kto-
remu nie odpowiada zadne przeksztatcenie nieskoriczonostkowe.
Whnosimy stad, ze nie jest rzeczg mozliwa, aby rozwiniecia wiel-
koSci £ na szeregi rozpoczynaty sie od wyrazéw rzedu s lub wyz-
szego od 8 t. j. (patrz § 8) pomiedzy okreslonemi przeksztatce-
niami nieskonczonostkowemi uktadu nie ma zadnego przeksztat-
cenia rzedu s lub wyzszego od s. Mamy zatem twierdzenie:

Majac grupe rparametrowa, powstajacy
zrprzeksztatcen nieskonczonostkowych nie-
zaleznych, mozna zawsze znale$d liczbe s ta-
ka, by jedno ktdrekolwiek z przeksztatcen
nieskonczonostkowych grupy byto w punkcie
dowolnym przestrzeni rzedu zawsze nizsze-
go ods. Istnieje przeto granica wyzsza rze-
du przeksztatcenia nieskohnczonostkowego,
nalezgcego do grupy skonczonej.
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TEORYA OGOLNA NIEZMIENNICZOSCI WZGLEDEM GRUPY PRZEKSZTALCEN.

§ I-

Niezmienniczo$¢ funkcyi wzgledem grupy.  Niezmienniki grupy.

Niechaj bedzie dana funkcya F(xlt ... ,xn) zmiennych
XV ...,Xn oraz pewna grupa. Mowimy, ze funkcya F jest
niezmiennikiem grupy, albo ze zezwala na
wszystkie przeksztatcenia grupy, albo wreszcie,
ze nalezy do grupy, gdy pozostaje niezmienng przy wszy-
stkich przeksztatceniach tej grupy.

Dajmy najprzod, ze mamy grupe jednoparametrowg. tatwo
wtedy znale$¢ warunek konieczny i dostateczny na to, aby fun-
kcya F byta niezmiennikiem. W samej rzeczy, przypomniawszy
sobie wzér (Rozdz. | § 6):

FX)7F 00 2 X (RO o e

, trzeba, by X(F(x)) byto zerem; z drugiej strony, gdy
jest zerem, bedzie takze A2(F(a)) = 0, X3(F#) = 0
Mamy wiec twierdzenie:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby funkcya F(X) byta niezmiennikiem

idzimy, ze aby byto F(x') = F(x) dlajakiejkolwiek \1% rFth i
)i
it d.

Pascal: Teoryagrup przeksztatcen S
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grupy o jednym parametrze jest, by ta fun-
kcya byta rozwigzaniem réwnania o pocho-
dnych czgstkowych liniowego, jednorodne-
go rzedu pierwszego: XF= 0.

Gdy to ma miejsce, méwimy zwykle, ze funkcya F ze-
zwala na przeksztatcenie nieskonczonost-
kowe X

Dajmy teraz, ze mamy grupe o r parametrach (Rozdz. I,
8 13]. Jest widocznem, ze przy pomocy analogicznego rozwa-
zania dojdziemy do tego, ze aby funkcya F byta niezmiennikiem,
potrzeba i wystarcza, by zezwalata na kazde z r przeksztatcen
nieskonczonostkowych grupy, a wiec:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby funkcya F byta niezmiennikiem
grupy o f parametrach jest, by ta funkcya
byta jednem z rozwigzan wspdlnych uktadu
zupetnego rownan:

Pamietajac o tern, ze gdy funkcya F jest rozwigzaniem kazdego
z rbwnan Xx=0, X =0, to wtedy jest takze rozwigzaniem
rownania (XxX2 F= 0, mozemy powiedzie¢:

Jezeli funkcya F jest niezmiennikiem
dwu grup wytworzonych odpowiednio z prze-
ksztatcen nieskonczonostkowych X,, X2, to
jest zarazem niezmiennikiem grupy, wytwo-
rzonej z przeksztatcenia nieskonczonostko-
wego X3,

Inne wiasnosci niezmiennikdw grupy podamy w 8§ 1, k
Rozdziatu lii-go.
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§ 2

Niezmienniczo$¢ uktadu réwnan skonczonych wzgledem grupy.

Niechaj bedzie réwnanie ¢2 (cc, .. ., xn) —0, przedstawia-
jace zwigzek pomiedzy zmiennemi, ktéry nie zmienia sie przez
przeksztatcenia grupy; moéwimy wtedy, ze rownanie ¢2=0
jest niezmienniczem dla przeks ztatcen grupy.

Réwnanie ¢2—0 przedstawia geometrycznie rozmaito$¢
w przestrzeni n-wymiarowej. Gdy jest ono niezmienniczem
w znaczeniu wyzej wskazanem, wtedy przy pomocy przeksztat-
cen grupy mozna zawsze przej$¢ od jednego punktu tej rozma-
itosci do kazdego innego jej punktu, t. j. méwiac geometrycznie,
mamy wtedy rozmaito$¢, ktéra przeksztatca sie na
samg siebie przez przeksztatcenia grupy, albo inaczej mo-
wigc: rozmaito$¢é niezmienniczg.

Jest widocznem, ze gdy funkcya jest niezmiennikiem w zna-
czeniu, wskazanem w 8 poprzedzajacym, wtedy, bedac przyréw-
nana do zera lub wogdle do statej, daje zawsze rozmaitos¢ nie-
zmiennicza. Mamy wtedy szereg pojedynczo nieskonczony roz-
maito$ci niezmienniczych. Lecz odwrotnie z takiej rozmaitosci
niezmienniczej nie otrzymujemy funkcyi niezmienniczej.

Poszukajmy warunku koniecznego i dostatecznego na to,
aby rownanie byto niezmienniczem dla grupy. Dla wigkszej
za$ ogolnosci rozpatrzmy przypadek nie jednego réwnania, lecz
uktadu n—m roéwnan ¢21=0, ..., ¢2,_,—0, o ktérych czynimy,
naturalnie, zatozenie, ze sg z sobg zgodne, i nadto, ze nie wszyst-
kie wyznaczniki rzedu n—m macierzy:

3% dQi
dxt "* '’ OXH
1)
M di“'n—m

dxH'" «" dx.
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sg zerami na mocy réwnan danych, t. j. zakladamy, ze macierz
ta, na mocy réwnan danych, ma charakterystyke n—m

Jezeli rbwnania dane majg tworzy¢ ukiad niezmienniczy
dla grupy, wytworzonej z przeksztatcenia nieskornczonostkowego:

2) i = .
wtedy uktad réwnan:
oyO=0,..., (x) = 0,
t. j. ukfad:
& (*) + v X+ ...=0,
&— “j—J- XQn-m(x) 0,

powinien by¢é rownowazny uktadowi danemu, t. j. by¢ powinno:
©) XQy = 0,..., XQn—-m—0,

i XiQI=0, ... -
<ﬁ | Q 1X%1 193 01

Zwigzkite powinny spetniaC si¢ wogole nie tozsamo-
§¢iowo, lecz na mocy rownan uktadu danego, t.j.
powinny stanowi¢ uktad, wynikajgcy z danego.

Powstaje pytanie nastepujace: czy dos¢ przyjaé, iz spet-
niajg sie rdbwnania (3), aby wnie$¢ stad, iz wtedy spetniajg sie
takze rownania (4); czy tez rownania (4) przedstawiajg warunki
niezalezne od réwnan (3)? Gdyby pierwsze strony roéwnan (3)
znikaly tozsamos$ciowo, jak w §*poprzedzajgcym, pytanie
to bytoby zbytecznem, gdyz wtedy widocznie i rownania (4) by-
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tyby tozsamosciowe. Ot6z okazemy, ze i w naszym przypadku
rownania (4) sg wynikiem réwnan (3). Aby to udowodni¢, wy-
prowadzimy najprzéd pewng tozsamos¢, z ktérej wypadnie nam
korzystac.

Poniewaz macierz (1) jest, wedtug zatozenia, r6zna od zera,
przeto przynajmniej jeden z wyznacznikéw rzedu n—m, w niej
zawartych, jest rozny od zera; dajmy, ze tym wyznacznikiem jest
wyznacznik, utworzony z pierwszych n—m wierszy i kolumn.
Na podstawie zatozen, wyznacznik ten jest rézny od zera na
mocy rownan danych, bedzie wiec tern bardziej rézny od zera
tozsamosciowo, t. j. gdy nie uwzglednimy zwigzkéw po-
miedzy wielkosciami x. Mozemy wiec réwnania dane rozwig-
za¢ wzgledem xu ..., X, m i znajdziemy:

{5 =l > -n), L L X Pt e oo, XN).
Dla dogodno$ci oznaczmy symbolem [i] wynik, jaki otrzy-
mujemy, podstawiajagc w funkeyi F zmiennych xlIt ..., xH za-
miast pierwszych n—m zmiennych, ich wyrazenia (5); tym spo-
sobem bedzie tozsamoseiowo:
[&J =0 ...,[&_,]= 0.

Z réwnan (2) otrzymamy wtedy:

(6, m Z%JS, <*>][E]= %;1 [*>1] [fe]-

Obliczmy teraz wynik dziatania X, wykonanego na fun-
kcyi [.F]. Poniewaz [Aj jest funkcya wyrazen @ i zmiennych
. *, Xn, przeto:

d\F] Xt

i=n—m-f-1
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skad:
d[F]
ot W
i-=n—m-\1
gdyz wyrazenia j 1 nie roznig sie, stosownie do
oznaczen naszych, odpowiednio od i > albowiem

w funkcyi [irj podstawienie wyrazen (5) zostato juz dokonane.
Wia ¥ —m mamy oMy = df] >t

n—m n—m

(M) [XFAAZ [M]]=2 [~ {IX x-[X<Pi]}= ~ [g][*(*.-<P.)].

Jest to wiasnie tozsamosc, ktorg chcielismy wyprowadzic.

Pot6zmy w niej F=QKk; wtedy z uwagi, ze gdy [i2¥]= 0,
bedzie X [(2]= 0, [X[i2X]]=0 i ze gdy XQk= 0, bedzie
[Xiik = 0, otrzymamy:

N—m

©) i2:i [Sf] < oo

Otdz, na podstawie zatozenia, wyznacznik:
dore
dxi

jest rozny od zera, takze na mocy réwnan danych, t.j. rownan
(5), a wiec i wyznacznik:
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bedzie rdzny od zera, i dlatego z réwnan (8) otrzymamy:
[X (Xi- 5 )]=0r

Wz6r (7) sprowadza sie tedy do postaci:

) [XF] - [X[iPII= O,

dla wszelkiej funkcyi F.

Jezeli we wzorze (9) potozymy F=X QK i przyjmiemy,
ze rownania (3) maje miejsce na mocy réwnan danych, t. j. ze
dla jakiejkolwiek wartosci Ic jest tozsamos$ciowo = 0,
a wiec takze X \XQK|=0, [X [XE*]] = 0, wyniknie stad:

[X.XQK = [X*QK = 0,

t. j. ze rownania X42*=0 (i podobnie dowies¢ by mozna, ze
i rownania X3A=0, . ..) sg wynikiem ukfadu danego, co byito
do okazania.

Mamy zatem twierdzenie:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na
to, aby uktad rdédwnan x)=0, ..., x)=0
(dla ktérego macierz pochodnych rzedu pierw-
szego wzgledem wszystkich zmiennych nie
jest zerem) byt niezmienniczym dla grupy
jednoparametrowej, wytworzonej z prze-
ksztatcenia nieskonczonostkowego X jest
by réwnania X&+0, ..., XQH»=0 byty wynikiem
réwnan danych.

Jezeli mamy grupe o wiekszej liczbie parametréw, wytwo-
rzong tedy z r przeksztatcen X,, ..., Xr, to pamietajgc o tern,
ze przeksztatcenia tej grupy mozna napisa¢ jako przeksztatce-
nia grupy jednoparametrowej, wytworzonej z przeksztatcenia

2 AXi, wniesiemy stad, ze warunkiem koniecznym i do-
i=1

statecznym niezmienniczo$ci uktadu roéwnan wzgledem
uwazanej grupy jest, by wyniki zastosowania dziatania X do
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kazdego z réwnan ii byly zerami na mocy réwnan danych.
A zatem twierdzenie poprzedzajgce stosuje sie
nietylko do grup, wytworzonych z jednego
przeksztatcen ia nieskonczonostkowego, lecz
takze do grup, wytworzonych zr takich prze-
ksztatcen. .-

Poprzednie rozwazania opieraty sie na zatozeniu, ze ma-
cierz (1) jest rézna od zera. Twierdzenie nie utrzymuje sie
wogolnosci, jezeli ten warunek nie jest spetniony. Ale nie be-
dziemy rozpatrywali szczegotowo tego przypadku i odsytamy
w tym wzgledzie czytelnika do T. | dziefa ,,Theorie der Tranfor.”,
s. 112—115. Przytaczamy tylko rezultat:

Jezeli macierz (1) jest zerem, wtedy dla
niezmienniczo$ci uktadu nie wystarcza juz,
by réwnania XOj= 0 byty wynikami rownan
Q—0 (wszakze warunek ten pozostaje, oczy-
wiscie, koniecznym); warunek dostateczny
wyraza sie ogoOlnie przez to, ze wyrazenia
Xiij dajg sie przedstawi¢ liniowo przez wy-
razenia Qj ze spétczynnikami, bedgcemi fun-
kcyami. regularnemi dla tych wszystkich
wartos$ci zmiennych x, dla ktérych wyraze-
nia Q znikajg.

Twierdzenie to zawiera w sobie, oczywiscie, twierdzenie
poprzedzajace, jako przypadek szczegdlny. Gdy bowiem spet-
nia sie warunek powyzszy, wtedy réwnania XQj= 0 sg wynika-
miréwnan iij=0; odwrotnie wszakze, ten ostatni przypadek mogt-
by zachodzi¢, jakkolwiek wyrazenia XQj = 0 nie datyby sie
przedstawic liniowo przez wyrazenia iij.

Waznem jest twierdzenie nastepujgce:

Jezeli uktad rownan jest niezmienniczy
wzgledem grupy, Kktorej przeksztatceniem
nieskonczonostkowem jest Xj, oraz wzgledem
innej grupy, ktdérej przeksztatceniem nie-
skonczonostkowem jest Xi, wtedy jest takze
niezmienniczym wzgledem grupy, Kktorej



Rozdziat Il § 3.—Réw nania zezwalajace ua przekszt. niesli. 1>1

orzeksztatceniem nieskonczonostkowem jest
\Xj XX

Dowdd tego twierdzenia jest taki sam, jak dowod twier-
dzenia analogicznego w 8 poprzedzajgcym. Jezeli réwnania
XjQh= 01 XiQk=0 sg wynikiem rownan Qk=0, to bedzie nim
takze XjX,Qk— XtXjQk=0, t.j. (XjXi) Qk= O bedzie wjmikiem
uktadu Qk=0.

Dodajmy wreszcie, ze zamiast mowic, iz uktad réwnan jest
niezmienniczy wzgledem grupy, wytworzonej z przeksztatcenia
nieskonczonostkowego X,, mowi¢ bedziemy prosciej, ze uktad
zezwala na przeksztatcenie nieskonczonost-
kowe X,.

83

0 zagadnieniu, dotyczacem wyznaczenia wszystkich mozliwych uktadéw
réwnan, zezwalajgcych najedno lub wiecej danych przeksztatcen nie-
skonczonostkowych.

Z § poprzedzajacego wyptywa, ze wyznaczenie ukiadow
rownan rdzniczkowych niezmienniczych dla danej grupy o je-
dnym lub wiecej parametrach sprowadza sie w istocie rzeczy do
wyznaczenia funkcyj takich, ze stosujgc do nich dziatania,
wyrazone symbolami przeksztatcen nieskonczonostkowych, wy-
twarzajagcych grupe, i uwzgledniajac znikanie tych funkcyj,
otrzymujemy tozsamosciowo zero, czyli, jak sie zwykle mowi,
rownania, zezwalajgce na dane przeksztatce-
nia nieskonczonostkowe. Stad powstaje pytanie
0 rozwigzaniu zagadnienia, o ktorem mowa wyzej w nagtéwku.
Podamy tu tylko niektore o tern zagadnieniu uwagi.

Niechaj bedzie dane jedno przeksztatcenie nieskonczo-

nostkowe: N

M)
=
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Uk#ad jakikolwiek n—m rownan:
() fl.=0, =0,

o jakich mowa wyzej, moze by¢ taki, ze albo réwnania:

€]

nie sg wszystkie wynikiem rownan (2), albo wszystkie wynikaja
z tych réwnan.

W przypadku pierwszym, jezeli przez qv ..., i+ o0zna-
czymy n—1 catek niezaleznych réwnania XF—O, tatwo dowiesc,
ze pierwsze strony réwnan (2) musza by¢ funkcyami catek q
W samej rzeczy, jezeli przyjmiemy, ze przynajmniej jedna
z wielkosci 4, np. 4»jest r6zna od zera, przy uwzglednieniu row-
nan (2), wtedy bioragc zamiast zmiennych xv .. ., a2, i nowe
zmienne (pit. .., sprowadzimy réwnanie (1) (patrz Kozdz.
| 8 7) do postaci:

C)

WprowadZzmy teraz wyrazenia $ do réwnarn Q=0. Gdyby
jedno z wyrazen, np. Qk, zawierato zmienng x,,, wtedy rozwia-
zujac réwnanie Qk—0 wzgledem x,, otrzymalibysmy réwnanie
rownowazne:

s tolc (971, *+ + y (fn—) - Oj

lecz powinno by¢ takze XQk=0. gdzie X ma posta¢ (4), a wiec
by¢ by musiato 4»—0, wbrew powyzszemu zatozeniu.  Stad
wszystkie wyrazenia  moga by¢ tylko funkcyami samych wiel-
kosci @ Z drugiej za$ strony jest jasnem, ze bioragc n—m do-
wolnych funkcyj catek 4 otrzymujemy zawsze rozwigzanie za-
gadnienia. A zatem:

Jezeli szukamy wszystkich mozliwych

uktadéw N réwnan, zezwalajgcych na dane
przeksztatcenie nieskonczonostkowe X ita-
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kich, by znikanie spoOtczy nnikéw $ nie byto
wynikiem tych rownan, wtedy jest koniecz-
nem i wystarczaj acem wzigé¢ dowolnie i fun-
kcyj n—1 catek niezaleznych réwnania XF=0.

Jezeli za$ znikanie funkcyj 5L ..., ma by¢ wynikiem
rownan ukfadu niezmienniczego, wtedy przyja¢ trzeba oczywi-
scie, ze réwnania $=0, ..., £,=0 sg zgodnemi, t j. ze istnieje
przynajmniej jeden uktad wartosci zmiennych, ktory roéwnania
te spetnia i ze ten uktad jest zawarty w obszarze, w ktérym fun-
kcye te uwazamy za regularne. Przyjmijmy, ze wogolnosci tyl-
ko m pierwszych réwnan sg niezalezne, t. j. ze pozostate sg wy-
nikami tych m pierwszych. Jest wtedy jasnem, ze znajdziemy
szukany uktad niezmienniczy N rownan, jezeli rozwazymy naj-
przéd réwnania £<0, ..., 0, a nastepnie N—m réwnan
dowolnych, lecz nie niezgodnych z poprzedzajgcemi.

A zatem, gdy mamy dane jedno tylko przeksztatcenie nie-
skonczonostkowe, zagadnienie nasze sprowadza sie do wyzna-
czenia wszystkich uktadéw réwnan niezmien-
niczych dla przeksztatcen grupy jednopara-
metrow ej.

Pokazemy, jak przedstawia sie rozwigzanie tego zagadnie-
nia w przypadku, gdy mamy danych wiecej przeksztatcen nie-
skonczonostkowych.

Wiemy juz (Rozdz. Il 82), ze gdy uklad zezwala na dwa
przeksztatcenia nieskonczonostkowe Xi i X2 to zezwala tez i na
przeksztatcenie (X, X3). Stad wyptywa, ze majac q danych
przeksztatcen nieskonczonostkowych, dla ktérych szukamy nie-
zmienniczego uktadu réwnan, mozemy dotgczy¢ wszystkie inne
przeksztatcenia nieskoriczonostkowe (Xj X,) i postepowac w ten
sposob dalej, az zbidr wszystkich réwnan rézniczkowych, otrzy-
manych z przyréwnania do zera wszystkich wyrazen X, nie be-
dzie uktadem zupelnym (Rozdz. | 89). Mozemy tedy przyjac,
ze dane przeksztatcenia nieskoniczonostkowe, w liczbie g, sg ta-
kie, iz przyréwnane do zera, dajg uktad zupetny, albo tez ogol-
niej, ze pomiedzy q przeksztatceniami jest g—r przeksztatcen,
bedacych komkinacyami liniowemi (0 spétczynnikach zmien-
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nych) pozostatych r przeksztatcen, wzajemnie niezaleznych i sta-
nowigcych, po przyréwnaniu do zera, ukfad zupetny. Wynika
stad, ze, jezeli oznaczymy, jak zwykle, przez f,,, ..., spot-
czynniki podstawienia Xj, macierz:

fil 7e==afi*

fil,=. 28

bedzie miata charakterystyke r.

Uktady szukanych rdwnan Q =0 sg, jak wyzej, dwojakie-
go gatunku: dla jednych z nich znikanie wszystkich wyznaczni-
kéw macierzy (5) nie jest wynikiem tych réwnan; dla drugich
znikanie tych wyznacznikéw wynika z samych réwnan.

W sposob zupetnie podobny do powyzszego, t.j. wprowa-
dzajac, zamiast zmiennych X, nowe zmienne ¢ w liczbie n—,
bedace catkami uktadu zupetnego r rownan X1= 0, .. ., Xr= 0,
mozna dowies¢, ze wyrazenia Q stang sie funkcyami samych
wielkosci q@ Stad:

Aby otrzymac¢ wszystkie mozliwe uktady
Wrdéwnan ii =0 niezmienniczych wzgledem
zbioru g przeksztatcen nieskonczonostko-
wych Aj,..., A,,z ktéorych r pierwsze, przyrow-
nane do zera, tworza uktad zupetny, pozo-
state za$ sa kombinacyami liniowemi po-
przedzajgcych, i takich rownan, ze znikanie
wszystkich wyznacznikow rzedu r macierzy
spéiczynnikow nie jest wynikiem samych

rownan, jest koniecznem i wystarczaj gcem
przyréwnanie do zera N dowolnych funkcyj
n—+ rozwigzan uktadu Al=0 ...,Ar=0.

Co sie tyczy uktadow réwnan drugiego gatunku, to te mo-
zna podzieli¢ na rozne klasy; mozemy bowiem przyjac, ze wyni-
kiem réwnan uktadu jest znikanie nietylko wszystkich wyznacz-
nikdw rzedu r macierzy (5), ale takze znikanie wszystkich wy-
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znacznikow rzedu r—1,r—2, ,r—fi{%* Stad dla kazdej
wartosci liczby h bedziemy mieli inng klase, a wszystkich klas
bedzie r.

Ustaliwszy wartosci liczby i, obliczamy wszystkie wy-
znaczniki rzedu r macierzy (5). Otdz moze sie zdarzyc,
ze znikanie wszystkich tych wyznacznikéw pocigga za sobg zni-
kanie rowniez wszystkich wyznacznikow rzedu r—i, albo tez,
ze znikanie tych wyznacznikéw rzedu r-h-1-1 ma miejsce dla
warto$ci zmiennych X, znajdujacych sie zewnatrz obszaru,
w ktorym funkcye £ przyjmujemy jako regularne.

Grdy zdarza si¢ jeden z tych przypadkdéw, wtedy jest wido-
cznem, ze nie istnieje uktad réwnarn szukanych, odpowiadajacych
danej liczbie In Gdy za$ zaden z tych przypadkéw nie zachodzi,
wtedy znikanie wyznacznikow rzedu r—i% moze zaleze¢ wogol-
nosci od znikania pewnej liczby najmniejszej g pewnych fun-
kcyj 3 zmiennych x. | wogolnosci bedzie mozna znale$¢ roz-
maitemi sposobami ten uktad nieprzywiedlny réwnan
A=0,..,3e= 0.

Ustaliwszy jeden z takich uktadéw nieprzywiedinych, mia-
nowicie ukfad, z ktérego nie wyptywa znikanie wszystkich wy-
znacznikéw rzedu r—li macierzy (5), utworzmy uktad réwnan:

(6) 3= 0, Aicii= 0, xjxkeii— 0, ...

prowadzac to postepowanie dop6ty, dopdki nie otrzymamy réw-
nan, bedacych wynikiem poprzedzajacych, a ktére odrzuci¢ juz
bedzie mozna; albo tez rdwnan, ktére juz to nie bedg zgodne
z poprzedzajacemi lub spetniac sie beda dla wartosci x, znajdu-
jacych sie poza obszarem, w ktorych funkcye $ sg regularne.
W dwdch ostatnich przypadkach nie istnieje oczywiscie szukany
uktad réwnan; w pierwszym za$ przypadku bedzie mozna wska-
zanym wyzej sposobem zbudowa¢ ukfad réwnan,-zezwalajacy na
wszystkie przeksztatcenia nieskoriczonostkowe X, mianowicie
sposobem, jakim zbudowalismy uktad (6).

Uktad (6) daje sie, wogdlnosci, sprowadzi¢ do mniejszej
liczby réwnan, mianowicie, tak, ze gdy spetniajg sie wszystkie
rownania uktadu zredukowanego, to spetniajg sie tez i wszystkie
rownania uktadu (6). Ten uktad zredukowany bedzie tedy obej-
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mowat z pewnoscig wszystkie rownania £,= 0, co wyptywa juz
z samego sposobu utworzenia wyrazed £,. Niechaj:

(7) w, = 0,...,¢8g= 0, - 0,...,%*g-fc==0,

bedzie uktadem zredukowanym.

W zatozeniu, ze z rownan (7) nie wyptywa
znikanie wyznacznikéw rzedu r—h macierzy
(5), uktad (7) jest uktadem szukanym, nalezg-
cym do liczby ki nieprzywiedlnym.

Lecz jakiz bedzie uktad najogdlniejszy tego gatunku, obej-
mujacy w sobie uktad (7); innemi stowy, jakie réwnania mozna
dotaczy¢ do réwnan (7), aby uktad rozszerzony zachowat wia-
snosci uktadu (7)?

Dajmy, ze wyznacznik rzedu r—li:

Eln—+fF24i o o mt £i»

—tn—r\h-FPe o >ffetn

nie staje sie zerem na mocy réwnan (7). Utworzmy jakikolwiek
uktad réwnan, zezwalajacy na przeksztatcenia Xu ... ,Xq i nie
sprowadzajgcy wyznacznika A do zera. Dotaczywszy ten ukitad
rownan do ukfadu (7), otrzymamy ukfad, majacy te same wias-
nosci co ukfad (7), a powtarzajagc to dziatanie dla wszystkich
wyznacznikéw A réznych od zera, dojdziemy do wszystkich
ukfadéw szukanych. Ot6z przedewszystkiem tatwo widzie¢, ze
z réwnan (7) nie podobna wyprowadzi¢ zwigzku pomiedzy sa-

memi wielko$ciami xr+ r+h+1 gdyby bowiem by¢ mogto:
(8) X n % e > e 1) » 0,
wtedy stosujgc do tego zwigzku przeksztatcenia Xlt , At

powinnismy w wyniku otrzymac zawsze zero, a tym sposobem
doszlibysmy do uktadu réwnan liniowych wzgledem pochodnych
funkcyi ®. Poniewaz rownania tego ukiadu powinnyby spot-
istnie¢ na mocy rownan (7), a wiec przy uwzglednieniu tych
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rownan wyznacznik A (ktory jest wyznacznikiem tych réwnan
liniowych) znikatby wbrew zatozeniu.

Wynika stad, ze liczba g-f-o rownan (7) nie moze by¢ wigk-
sza od n—r-|-n; gdyby bowiem byta wieksza, wtedy rugujac
z réwnan (7) zmienne xt, . .., X,_r+j, otrzymalibySmy zwigzek
postaci (8). A zatem:

(€)] q-f-ae<n - (r—n.

Rozwigzmy réwnania (7) wzgledem xx , Xeta, wtedy
znajdziemy ukfad:

(10) d21— <PX ..., Xn), . . +« , XgA.a=(Pgnr-a{Xg~irar.l1l.. ,Xn),

mogacy zastapi¢ uktad (7).

Majac te wzory, mozemy zawsze wyobrazi¢ sobie, ze szu-
kane rownania, ktére mamy dotgczy¢ do uktadu (7), zawierajg
jedynie zmienne xetati, ..., Xn, oraz ze wyrazenia S sg prze-
ksztatcone w ten sposob, ze zawierajg tylko tez same zmienne.
Z drugiej strony, poniewaz z pomiedzy przeksztatcen X dosé
rozwazac tylko r—h, gdyz pomiedzy r—7i-|-I przeksztatceniami
X na mocy rownan (7) istnie¢ bedzie zawsze zwigzek liniowy, bo
wyznaczniki rzedu r—i3-+macierzy (5) sg wszystkie zerami; wi-
dzimy wiec ostatecznie, ze zagadnienie o wyznaczeniu réwnan,
majacych by¢ dotgczonemi do réwnan (7), sprowadza sie do szu-
kania wszystkich uktadéw réwnan zawierajacych tylko n—g—o
zmiennych i zezwalajacych na r—h przeksztatcen pomiedzy te-
miz zmiennemi. Zagadnienie to jest, jak widzimy, podobne do
rozwazanego na poczatku, tylko o mniejszej liczbie zmiennych
i przeksztatcen nieskoriczonostkowych.

Tym sposobem wyczerpaliSmy rozbiér zagadnienia ogol-
nego, o ktérym mowa w tym paragrafie.
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8 4.

Przypadek, wktorym dane przeksztatcenia nieskoriczonostkowe maja

pewng wiasnos¢, a wszczegdllnosci moga wytworzy¢ grupe o I para-

metrach. Uklady rownan niezmienniczych wzgledem grupy o I para-
metrach.

WidzieliSmy w poprzednim §, w jaki spos6b mozna wyzna-
czy¢ wszystkie uktady réwnan, zezwalajacych na dane g prze-
ksztatcen nieskoriczonostkowych, z ktorych istnienia wyptywa
znikanie wszystkich minoréw rzedu r—h-1-1 macierzy wielkosci
$oraz nieznikanie minorow rzedu r—h. Obliczywszy wszystkie
minory rzedu r—ti-j-lI, przyrownawszy je do zera, odrzuciwszy
wszystkie te rownania, ktére sg wynikiem innych, i szukajac,
jezeli to jest mozliwe, uktadu rownan najbardziej zredukowane-
go, z ktérego wynikajg wszystkie juz zbudowane, otrzymamy
uktad nieprzywiedlny, ktory wszakze w przypadku og6lnym nie
jest uktadem, majgcym wiasnosci zadane. Aby ten ostatni uktad
otrzymad, trzeba bedzie koniecznie dotgczyé jeszcze inne row-
nania, ktérych konstrukcya zajmowaliSmy sie w § poprzedza-

jacym.

Zbadajmy teraz przypadek, w ktérym ukiad, otrzymany
wprost sposobem dopiero co wskazanym, t.j. przez przyréwna-
nie do zera wszystkich minoréw rzedu r—h-\-1 zwyktej macie-
rzy i przez nastepne wykonanie odpowiednich redukcyj, jest juz
uktadem, majacym zadane wikasnosci; w tym przypadku znacznie
uprosci sie poszukiwanie, o ktérem mowiliSmy juz ogdlnie w §
poprzedzajacym.

Niechaj beda, jak poprzednio, przeksztatcenia nieskonczo-
nostkowe w liczbie q; z pomiedzy nich mozna wybra¢, jak wy-
zej, r przeksztatcen, stanowigcych uktad zupetny, gdy pozostate
przeksztatcenia w liczbie g¢—r wyrazi¢ sie dadzg liniowo (ze
spotczynnikami zmiennemi) przez pierwsze. Jezeli r przeksztat-
cen stanowi ukfad zupetny, wtedy zachodzi¢ beda zwigzki:
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r

U) (xjx,)="y 7 x,

gdzie spdtczynniki y sg wogoble funkcyami zmiennych x, regu-
larnemi w pewnym obszarze. Przyréwnajmy do zera wszystkie
wyznaczniki rzedu r-h-\-1 macierzy wielkosci f i dajmy, ze
otrzymujemy uktad réwnan zgodnych; sprowadzmy go do liczby
najmniejszej i wyrazenia najprostszego i rozwazajmy ogot wszy-
stkich wartosci zmiennych x, dla ktérych spetniajg sie te row-
nania, w zatozeniu, jak zwykle, ze wartosci te naleza do obszaru,
w ktorym funkcye f sg regularne.

Ot6z, jezeli przyjmiemy, ze obszar, w kto-
rym sg regularnemi funkcye y, obejmuje w so-
bie obszar, w ktérym znikajg rzeczone wy-
zej wyznaczniki rzedu r—fej-l, mozna okazac,
ze tak zbudowany uktad rownah zezwala na
wszystkie dane przeksztatcenia nieskonczo-
nostkowe.

Aby tego dowies¢, skorzystamy z twierdzenia, wypowie-
dzianego na koncu 8 2, mianowicie, aby uktad réwnan zezwa-
lat na kazde z przeksztatcen nieskonczonostkowych X, jest do-
statecznem, by przeksztatcenie X, zastosowane do kazdego
z rdwnan ukiadu, dato na rezultat kombinacye liniowg stron
pierwszych tychze réwnan ze spotczynnikami, ktére
sg funkcyami regularnemi w obszarze wszy-
stkich uktadow warto$ci, czynigcych zados$¢
tym réwnaniom réwnoczes$nie.

Oznaczmy przez Z2, ... wyznaczniki rzedu r-h-A-1
macierzy wielko$ci $ i zastosujmy przeksztatcenie Xj do jedne-
go zwyznacznikow D, dajmy na to, do wyznacznika, utworzo-
nego z r—A4E pierwszych wierszy i tyluz pierwszych kolumn.
Mozemy napisac:

r-hA-1

Pascal: Teorya grup przeksztatcen. 9
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gdzie pochodne sg oczywiscie dopetnieniami algebraiczne-

mi elementéw £,, w wyznaczniku D.
Otdz, z réwnania (1) mamy:

XjSiy— Xiijy= " Ti*b»,
»1

t. j. 0 ;

podstawiajac te wartos¢ we wzorze (2), otrzymujemy:

rr-h+1 A

HE T TEY: B

3 r Al AR

+ 2 «*¥2 N £ -
*=1 *=1 =1

Wyrazenia:

r-h-i1 Afl
* 67) ’

= g W

sg sumami iloczynéw dopetnierr algebraicznych elementow ko-
lumny lub wiersza wyznacznika D przez elementy kolumny lub
wiersza rownolegtego w tymze wyznaczniku, albo ogdlniej w dwu
macierzach, bedacych czesciami catkowitej macierzy wielkosci £,
a ktorych przecieciem jest wiasnie wyznacznik D. Sumy te, od-
powiednio do wartosci liczby s, sg albo zerem, albo réwnemi
wyznacznikowi D, albo wreszcie sg wyznacznikami rzedow
r—A+I, zawartemi w rzeczonych dwoch macierzach. Widzimy
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tedy, ze wyrazenie X,D da sie przedstawi¢ liniowo przez wy'
znacznik D i ze sp6tczynnikami, ktdre sg sumami wyrazow ta-
kich’ Jak dx, 1 Tjis Na podstawie uczynionych zatozen, po-
niewaz pochodne wielkosci | sg tez regularnemi w obszarze,
w ktorym sa regularnemi i same funkcye £ i poniewaz w obsza-
rze tym zawiera sie, wedtug zatozenia, obszar, w ktérym znikajg
wszystkie wyznaczniki D, a w tym ostatnim funkcye y sg re-
gularne, stosujac przeto wyzej wymienione twierdzenie, znajdu-
jemy, ze rbwnania D—0 zezwalajg na wszystkie przeksztatcenia
nieskofnczonostkowe X.

Wielce interesujgcym przypadkiem szczeg6lnym tego twier-
dzenia jest ten, w ktérym dane przeksztatcenia nieskoné¢zonost-
kowe w liczbie r moga wytworzy¢ grupe r-parametrowsa, co za-
chodzi wtedy i tylko wtedy, gdy funkcye y sg wielkos$ciami
statemi. W tym przypadku spetnia si¢ zawsze, oczywiscie, wa-
runek regularno$ci funkcyj vy, a wiec stosowa¢ mozna twierdze-
nie powyzsze. Mamy przeto wazny rezultat:

Dane sg przeksztatcenia nieskonczonost-
kowe w liczbie g z ktérych r przeksztatcen
moze wytworzy¢ grupe, pozostate za$ sg kom-
binacyami liniowemi (ze spétczynnikami
zmiennemi) pierwszych. Przyrdwnywaj gc do
zera wszystkie minory rzedu r—--1 macierzy
wielkos$ci i, redukujgc te réwnania do liczby
najmniejszej i najprostszego wyrazenia, i za-
ktadajgc, ze obszar, w Kktérym te ydwnania
spetniajg sie, jest obszarem regularnos$ci
funkcyj $ otrzymujemy odrazu uktad row-
nan, zezwalajgcy na dane przeksztatcenia
nieskoAczonostkowe. Na zasadzie za$ tego, co podano
w 8 2, mozemy jeszcze powiedzie¢, ze ten uktad réownan
jest niezmienniczy dla wszystkich przeksztat-
cen. grupy r-parametrowej, wytworzonej z da-
nych r przeksztatcen nieskonczonostkowych
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W dziele Liego (Th. d. Transfor., 1, 8 228, 239, 241; po-
dane sg trzy dowody tego waznego twierdzenia, ktdre co do grap wie-
loparametrowych, wytworzonych z przeksztatcen nieskonczonostko-
wych, uzupetnia odnosne badanie grupy jednoparametrowej, wytozone
w pierwszej czedci 8J1. Zdawalo sie nam bardziej odpowiedniem
przedstawienie tego twierdzenia, jako wniosku z twierdzenia daleko
ogolniejszego, ktére podaje sam L ie na str. 244—245 i dowodzi go
sposobem, w istocie rzeczy, zgodnym z tu podanym.

Przy pomocy tego twierdzenia mozna zbudowac uktady
rownan niezmienniczych dla grupy r-parametrowej, bioragc za
punkt wyjscia przeksztatcenia nieskoriczonostkowe tej grupy.

Zauwazmy wszakze, ze moznaby tez zbudowaC podobne
uktady, odwracajac uwage od przeksztatcen nieskoriczonostko-
wych grupy (ktérych grupa mogtaby nawet nie posiadac), a ma-
jac tylko wzory skonczone przeksztatcen grupy.

Ktadagc w tych wzorach za xu...,Xx, wartosci state
xXxQ , XH, i piszac Xi zamiast x/f mamy wzory:
4 Xi= fi(x°,av... ,dn)

Zmieniaj ac wielkosci a wszelkiemi mozliwemi sposobami, otrzy-
mujemy nieskonczenie wiele uktadoéw wartosci na zmienne X,
ktore to wartosci bedg spétrzednemi nieskonczenie wielu pun-
ktow, na jakie przeksztatca sie punkt xI° ... ,xra Niechaj
2j, ..., yHbedzie jednym z tych punktéw, dajmy na, to pun-
ktem, ktéry odpowiada wartosciom alt . . ., ar parametréw; za-
stosujmy do niego przeksztalcenie grupy, np. to, ktére ma
parametry ..., br\ otrzymamy wtedy punkt:

z.= fi(y, K -mm b)= fi (f (x\a)b),

a poniewaz zatozyliSmy, ze przeksztatcenia tworzg grupe, przeto
zi—fi (x° ¢), t. j. punkt zu . .., zHjest innym z punktéw, na
ktére przeksztatca sie punkt x.,°, ..., xn* Wynika stad, ze
zbior wszystkich tych punktow bedzie przedstawiony przez
uktad roéwnan niezmienniczych wzgledem grupy. Otoz taki
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uktad réwnan znajdujemy odrazu, eliminujac wielkosci a z réw-
nan (4); mamy stad sposéb znalezienia wszystkich uktadéw nie-
zmienniczych grupy, gdy dane sg jej rbwnania skofczone. Zwra-
camy uwage na to, ze w metodzie tej nie potrzeba zaktadac, iz
grupa posiada przeksztatcenie tozsamosciowe, a wiec i prze-
ksztatcenia nieskoriczonostkowe.

§ 5.

Przedstawienie geometryczne ukiadéw rownan niezmienniczych wzgle-
demgrupy. Podgrupa statecznosci punktu.

Jest rzecza pozyteczng zbadal znaczenie geometryczne
wielu poprzednio podanych rezultatéw, w celu znalezienia rezul-
tatdbw nowych z punktu widzenia geometrycznego.

Ukfad réwnan, gdy zmienne x uwazamy za spétrzedne
punktu przestrzeni n-wymiarowej, przedstawia rozmaitos¢
0 mniejszej liczbie wymiaréw, znajdujaca sie w tej przestrzeni.

Jezeli uktad réwnan zezwala na przeksztatcenie nieskon-
czonostkowe X, a wiec (patrz 8 2) jest niezmienniczym wzgle-
dem grupy jednoparametrowej, wytworzonej z tego przeksztat-
cenia, wtedy punkt rozmaitosci geometrycznej, ktérg ten uktad
przedstawia, przechodzi, przez zastosowanie przeksztatcen grupy,
na inny punkt tejze rozmaito$ci. Lecz poniewaz, jak wiemy,
kazdy punkt przeksztatca sie w ogélnosci na inny punkt, nale-
zacy do trajektoryi, przez punkt uwazany przechodzacej (patrz
Rozdz. | § 7), wnosimy stad, ze cata ta trajektorya nalezy do
rozmaitosci, t. j. rozmaito$é geometryczna nie-
zmiennicza jest w ogdlnosSci miejscem nie-
skonczenie wielu trajektoryj (oczywiscie, w przy-
padku szczegblnym moze by¢ takze pojedyricza trajektorya).

Mamy tym sposobem interpretacye geometryczng rozwia-
zania zagadnienia, ktérem zajmowaliSmy sie na poczatku § 3,
gdzie widzieliSmy, ze, aby znale$¢ uktad réwnan niezmienni-
czych wzgledem grupy, trzeba rozwaza¢ uktad réwnan dowol-
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nych pomiedzy catkami agt,. .., g+ ktore, jak wiemy, przy-
rownane do statych, sg wiasnie rbwnaniami og6lnemi trajektoryj.

Lecz moze sie zdarzy¢, ze trajektorya punktu redukuje sie
do tego jednego punktu, t. j. ze punkt pozostaje niezmiennym
przy wszystkich przeksztatceniach grupy; ma to miejsce wtedy,
gdy dla tego punktu wszystkie spotczynniki 4 w wyrazeniu na
X znikajg. Stad, jezeli wszystkie punkty rozmaito$ci geome-
trycznej sg tego gatunku, wtedy rozmaito$¢ ta jest niezmienni-
cza nietylko jako cato$¢, ale i w kazdej swej czesci, i uktad row-
nan, przedstawiajacych te rozmaito$¢, obejmuje w sobie wszy-
stkie rownania 4=0. Mamy wtedy drugi z przypadkéw, roz-
wazanych w 8§ 3.

Wezmy punkt rozmaitosci niezmienniczej i zastosujmy
do niego przeksztatcenie nieskoriczonostkowe. Punkt przesunie
sie wzdtuz stycznej do trajektoryi, przezen przechodzacej; lecz
poniewaz trajektorya nalezy do rozmaitosci, przeto kierunek
przesuniecia bedzie styczny do rozmaitosci. Jezeli przeto punkt
nalezy do drugiego gatunku wyzej rozwazonego, to nie przesunie
sie w zadnym kierunku. Mozemy tedy powiedzie¢, ze rozmai -
toS¢ bedzie albo nie bedzie niezmiennicza
dla grupy, wytworzonej z przeksztatcenia Ji,
stosownie do tego, czy sktada sie albo nie
sktada z punktéw, z ktorych kazdemu albo
nie odpowiada zaden kierunek za posSrednic-
twem przeksztatcenia nieskonczonostkowe-
go X (t. j. punktow, ktére przeksztatcenie X
pozostawia bez zmiany, p.Rozdz. 188), albo tez
odpowiada kierunek styczny do rozmaitoS$ci.

Niechaj bedzie g przeksztalcen nieskoriczonostkowych
Juj, . .. , Xq Wiemy, ze uktady réwnan, zezwalajacych nate g
przeksztatcen nieskonczonostkowych, mozna rozklasyfikowad
wedtug najwyzszego rzedu tych wyznacznikobw macierzy wiel-
kosci f, ktére na mocy réwnan uktadu sg rézne od zera (patrz
8 4). Niechaj r—h bedzie takim rzedem najwyzszym, gdzie, jak
zwykle, r jest liczbg przeksztatcenn X, odpowiadajgcych uktado-
wi zupetnemu, gdy ag—r jest liczbg przeksztatcen, wyrazajacych
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sie liniowo przez tamte. Poniewaz spdtczynniki £ kazdego prze-
ksztatcenia X sg proporcyonalne do dostaw kierunku, w ktérym
punkt przesuwa sie nieskonczenie mato skutkiem przeksztatcenia
nieskofnczonostkowego X, i poniewaz dla wszystkich punktow
rozmaitosci wszystkie wyznaczniki rzedu r—h-f-1 macierzy
wielkosci f sg zerami, przeto Kierunki przesunie¢ wszystkich
tych punktéw skutkiem wszystkich przeksztatcen X, redukuja
sie do r—z kierunkow niezaleznych. | odwrotnie, jezeli
te kierunki redukuja sie do r—h kierunkéw niezaleznych, wtedy
oczywiscie dla tych punktéw nie moga by¢ zerami wszystkie
minory rzedu r —Ili macierzy wielkosci £ Poniewaz rozmai-
tos¢ musi byc¢, jak zawsze, styczna do kazdego z tych r—h kie*
runkéw niezaleznych, przeto musi ona posiada¢ przynajmniej
r—h wymiaréw, a zatem:

Kazdy uktad réwnan, zezwalajgcy na q
danych przeksztatcen nieskonnczonostkowych,
na mocy ktérych macierz wielkos$ci f ma cha-
rakterystyke r—/z daje sie przedstawi¢ za
pomocg rozmaito$ci, majgcej przynajmniej
r—h wymiarow, ktdérej punktom za poSredni-
ctwem przeksztatcen X,,..., X4 odpowiada
r -h kierunkéw niezaleznych, stycznych do
tej rozmaitos$ci.

Zajmijmy sie teraz rozmaitoscig niezmienniczg dla grupy
r -parametrowej i zbadajmy, w jaki sposob mozna zbudowac geo-
metrycznie takg rozmaitosc.

Wezmy punkt przestrzeni i zastosujmy do niego sposobem,
wskazanym na korcu poprzedzajacego paragrafu, wszystkie prze-
ksztatcenia grupy. Wiemy juz, ze zbidér wszystkich
punktow, na ktore przeksztatca sie punkt
dany, jest rozmaito$cig niezmienniczg wzgle-
dem grupy. Moznaokazaé, ze rozmaitos¢ ta nie daje
sie przywie$s¢ do cze$ci mniejszych, czyli, ze
%jednego jej puktu mozna zawsze za pomo-
ca przeksztatcen grupy przejs¢ do innego
punktu. W samej rzeczy, niechaj P bedzie punktem poczatkp-
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wym, do ktdrego stosujemy wszystkie przeksztatcenia grupy
i niechaj Q i R beda, dwoma punktami, na ktore przeksztatca sie
punkt P przez przeksztatcenia odpowiednie «, . ; wtedy jest wi-
docznem, ze przez przeksztatcenie odwrotne 1 do przeksztat-
cenia r przechodzimy od punktu Q do P, a przez przeksztatce-
nie, bedace iloczynem przeksztatcenia o przez przeksztatcenie
x~*, t. j. przez przeksztatcenie ar~' przejdziemy od punktu Q
do R

Pomiedzy przeksztatceniami grupy niectiaj bedzie wogole
ooh przeksztatcen, pozostawiajgcych bez zmiany punkt oznaczo-
ny P; tworzg one oczywiscie podgrupe grupy danej. Pomno-
zywszy jedno przeksztatcenie r, ktore przeksztatca punkt P
na punkt Q przez kazde z tych przeksztatcen, otrzymujemy
wszystkie przeksztatcenia, zmieniajace punkt P na punkt Q.
Z drugiej strony, jezeli rxjest innem przeksztatceniem, zmie-
niajgcem P na Q to iloczyn t~lrx réwniez pozostawi punkt
P bez zmiany, bedzie wiec jednem z powyzszych 00Aprze-
ksztatcen, skad wynika, ze t musi by¢ iloczynem prze-
ksztatcenia tprzez jedno z ooh przeksztatcen. Wreszcie dwa
takie przeksztatcenia, zmieniajgce punkt P na punkt Q muszg
by¢ zawsze rézne od siebie, gdyz gdyby przyja¢, ze sg réwne,
otrzymalibySmy tatwo to z dwoch przeksztatcen, ktére pozosta-
wia punkt P niezmiennym Istnieje zatem oohprze-
ksztatcen, zmieniajgcych punktPna punkt Q
i nie wiecej niz oo* jezeli tylko przyjmiemy,
ze istnieje jedno przeksztatcenie r; wszyst-
kie te przeksztatcenia sg postaci to, gdzie
ajest jednem z ktorychkolwiek ooAprzeksztat-
cen, nie zmieniajgcych punktu P.

Rozpatrzmy teraz przeksztatcenie rot'l Pozostawia ono
niezmiennym punkt Q; jezeli za$ bedziemy zmieniali o, otrzy-
mamy coh przeksztalcen roznych. Gdyby bowiem dwa takie
przeksztatcenia byty rowne, to tatwo bytoby stad wyprowadzié
rowno$¢ dwdch odpowiednich przeksztalcen a Nadto, kazde
inne przeksztatcenie  ktdére pozostawia bez zmiany punkt Qr
jest tejze postaci, gdyz iloczyn r“1  pozostawia bez zmiany
punkt P, a wiec jest jednem z przeksztatcen o. A zatem:
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Gdy dana grupa r-parametrowa zawiera
o0* przeksztatcen, pozostawiajgcych bez zmia-
ny punkt P, to zawiera tez oo* przeksztatcen)
pozostawiajgcych bez zmiany punkt Q na
ktéry przeksztatca sie punkt P, t j. wszyst-
kie punkty rozmaito$ci niezmienniczej, wy-
tworzonej przez punkt P sposobem wyzej
wskazanym, zezwalajg na wszystkie te prze-
ksztatcenia na same siebie, na jakie zezwa-
la punkt P. Nadto, jezeli przez a oznaczymy
przeksztatcenia, nie zmieniajgce punktu P,
to przeksztatcenia, nie zmieniajgce punktu Q
bedg postaci wocr \ gdzie rjest jednem z prze-
ksztatcen, zmieniajgcych punkt P na punkt Q
Innemi stowy, stosujgc nazwe, ktdérg wprowadzimy nizej w § 8,
mozemy powiedzie¢: podgrupa przeksztatcen, nie
zmieniajacych punktu Q jest przeksztatco-
Ng grupy przeksztatcen, nie zmieniajacych
punktu P.

Biorac pod uwage wszystkie takie punkty jak P, ktore ze-
zwalajg na oo* przeksztatcen na same siebie, widzimy, ze skut-
kiem przeksztatcen grupy punkty te moga najwyzej przechodzi¢
jedne na drugie, mozemy wiec powiedziec:

Zbior wszystkich punktéw, zezwalajacych
naoo*przeksztatcen na same siebie, jest nie-
zmienniczy wzgledem grupy.

Mozemy okaza¢, ze punkt, zezwalajgcy na co*
przeksztatcen na samego siebie, zezwala do-
ktadnie na h przeksztatcen nieskodéczonost-
kowych niezaleznych grupy, t j. musi istnie¢ h
symboléw X, ktore sg kombinacyami liniowemi niezaleznemi
0 spdtczynnikach statych r przeksztatcen, tworzacych dla grupy
1takich, ze ich spotczynniki 4 sg tozsamosciowo zerem dla spot-
czynnikow punktu rozwazanego; albo innemi stowy: (Rozdz. |
8§ 8) musi istnie¢ h przeksztatcen nieskoriczonostkowych nieza-
leznych, ktére dla tego punktu sg rzedu wyzszego, niz
zero, t.j. przedstawiajg punkt ten bez zmiany (statecznym).
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W samej rzeczy, napiszmy przeksztatcenia grnpy kanoni-
cznej w postaci zwyktej:

.
o)) *[ = ML X
i-1

jezeli istnieje przeksztatcenie (nie bedace tozsamosciowem, ktdre-
mu odpowiadataby warto$¢ ;=0), ktore daje x|1—Xi i ktéremu od-
powiadajg wartosci ..., t parametrow, wtedy dla spét-
rzednych tego punktu bedg tozsamo$ciowo zerem wyrazenia:

(2) (V z, + ...+ V Xr)x,

t. ;. jezeli oznaczymy, jak zwykle, przez spotczyn-
niki wyrazenia Xj, bedziemy mieli réwnania:

(3)] MML ~eoo~~ir £ri— 0, . . ., ... +Art,n= 0.

Jezeli ustaliwszy wartosci i', bedziemy zmieniali wielkosci t
nieskonczenie wieloma sposobami, otrzymamy oczywiscie, o ile
spetniajg sie rownania (B), nieskonczenie wiele przeksztatcen, kto-
re podobnie jak to przeksztatcenie, ktdrego istnienie zatozylismy,
pozostawiajg punkt bez zmiany.

Dajmy, ze jest ooh przeksztatcen, pozostawiajgcych punkt
bez zmiany; stad wyptywa, ze bedzie h uktadéw niezaleznych
wartosci parametréw z, dla ktorych spetniajg sie rGwnania (3)i nie
wiecej, niz li takich uktadéw. Dlatego to charakterystyka macie-
rzy wielkosci f, wzietych dla tego punktu, bedzie dokfadnie row-
na r —h i bedziemy mieli h przeksztatcen nieskorczonostkowych
niezaleznych (2), na jakie ten punkt zezwala, i nie wiecej, niz h.

Poniewaz z wzor6w poprzedzajacych wyptywa jasno, ze
kazdy punkt, zezwalajacy na li przeksztatcen nieskoriczonostko-
wych niezaleznych, zezwala na oo* przeksztatcen na samego
siebie, przeto:

Ogo6t punktow, zezwalajgcych na /ti nie
wiecej nizna hprzeksztatcen nieskonczonosfc-
kowych niezaleznych zpomiedzy przeksztat-
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«eh, wytwarzajgcych grupe, tworzy rozmai-
tosS¢ niezmienniczg.

Stad mozna wywnioskowaé twierdzenie, udowodnione przez
nas analitycznie na koncu § 4-go, mianowicie, ze przyrow -
nawszy do zera wszystkie wyznaczniki pe-
wnego rzedu macierzy wielkos$ci f, otrzymu-
jemy uktady rownan niezmienniczych wzgle-
dem grupy.

Istotnie, gdy przyréwnamy do zera wszystkie wyznaczniki
rzedu r—A-|-1 macierzy wielkosci f (gdzie h jest liczbg jaka-
kolwiek mniejsza albo réwng r) i przyjmiemy, jak zwykle, ze te
réwnania sg zgodne, otrzymamy rozmaitos¢, ktérej punkty ze-
zwalajg przynajmniej na li przeksztatcen nieskoriczonosi-
kowych niezaleznych. Poniewaz w ogo6lnosci mozemy wyobra-
zi¢ sobie, ze niektére z nich przywodza do zera wyznaczniki
rzedu r—t-j-1, nie przywodzac do zera wyznacznikow rzedu
r—h, inne zamieniajg na zero wszystkie wyznaczniki rzedu r—j,
inne znéw—wszystkie wyznaczniki rzedu r—h—1i t. d, wynik-
nie stad, ze ogdt wszystkich rzeczonych punktow dzieli sie na
rozne czesci, tak ze punkty, nalezace do czeSci pierwszej, ze-
zwalajg doktadnie na h przeksztatcen nieskoriczonostkowych,
punkty, nalezace do drugiej na /i§-1 przeksztatcen it d. Na
mocy ostatniego twierdzenia, kazda z tych czesci stanowi w so-
bie rozmaito$¢ niezmiennicza, a wiec i zbior ich bedzie tez nie-
zmienniczym.

Z rozwazan, poczynionych w tym paragrafie, postugujac
sie pojeciem rzedu przeksztatcenia nieskoriczonostkowego (patrz
Rozdz. | §8), mozemy powiedziec:

»Jezeli w punkcie x° macierz wielkos$ci 4
ma charakterystyke r—ht to istnie¢ bedzie
doktadnie |li przeksztatcen nieskonczonost-
kowych niezaleznych, nalezgcych do grupy
i bedgcych w punkcie x° rzedu wyzszego od
zera, t.j pozostawiajgcych bez zmiany punkt
ten, nie przyporzgdkowujgc don zadnego Kie-
runku. Lecz przeksztatcern nieskonczonostkowych niezalez-
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nych grupy jest r, przeto istnie¢ musi r—h innych
przeksztatcen nieskonczonostkowych nieza-
leznych, ktore w tym punkcie sg rzedu zero,
t. j. ktore dla punktu tego wyznaczajg do-
ktadnie r—h kierunkéw niezaleznych.

Zatbzmy teraz, ze macierz wielkosci f ma charakterystyke
r—h, wszakze nie, jak wyzej, w punkcie szczegolnym x°, lecz dla
jakiegokolwiek punktu .r, co znaczy, ze przeksztatcenia X,,...,Xr
nie sg bezwzglednie niezalezne, tylko jest r—h pomiedzy niemi
niezaleznych, pozostate za$ h wyrazajg sie liniowo przez pierwsze
ze spotczynnikami, bedgcemi funkcyami zmiennych x. Przyj-
mijmy dla ustalenia mysli, ze przeksztalcenia Xy......... XTHk
s3 bezwzglednie niezalezne (patrz Rozdz. I, §8), pozo-
state za$ wyrazaja sie wzorami:

4) Xrh>= (X)) "rees  Xi*00 Xr—b)

gdzie spotczynniki %sg funkcyami zmiennych x. Wezmy punkt
x°, dla ktérego macierz spétczynnikow pierwszych r—h prze-
ksztatcen X (t.j. tych, ktore sa bezwzglednie niezaleznemi) nie
znika; punkt taki dla krotkosci nazywac¢ bedziemy punktem
potozenia ogo6lnego. Dla tego punktu macierz zupetna
wielkosci £ bedzie miata charakterystyke doktadnie rowng r—h\
mozemy wiec tu zastosowac twierdzenie poprzedzajace i powie-
dzie¢: Jezeli pomiedzy r przeksztatceniami
nieskonczonostkowemi grupy »'-parametro-
wej jest r—h i nie wiecej przeksztatcen bez-
wzglednie niezaleznych, to tylez Dbedzie
przeksztatcen, ktore dla punktu potozenia
0gblnego bedag rzedu zero, za$ h przeksztat-
cen bedzie rzedu wyzszego od zera.

Mozna tez fatwo pokaza¢, ktore przeksztatcenia sg pierw-
szemi, ktore drugiemi, gdyz jest widocznem, ze w punkcie x—x°
nie moze znika¢ zadne z przeksztatcen Xtf..., Xr i takze ich
kombinacya liniowa o spotczynnikach stafych, gdyz w przeciw-
nym razie znikataby w punkcie x=x° macierz spétczynnikow
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pierwszych r—h przeksztatcen X, co sprzeciwia si¢ zatozeniu, ze
punkt x° jest punktem potozenia ogblnego. A zatem prze-
ksztatcenia A,,... ,Xr-h sg przeksztatceniami
rzedu zero. Zdrugiej strony, jezeli utworzymy h kombi-
nacyj o spotczynnikach statych:

) Xr—hH —osl @) A ... Xr-k(x°) %h,

ktére powstajg sposobem widocznym z wzoréw (4) przez podsta-
wienie wielkosci xuzamiast x w argumentach funkcyj % otrzy-
mamy przeksztatcenia nieskoficzonostkowe, nalezace do grupy,
wzajemnie niezalezne (bo zwigzek liniowy o spétczynnikach sta-
tych, pomiedzy niemi zachodzacy, bytby z koniecznosci zwigz-
kiem pomiedzy wszystkiemi przeksztatceniami A,, ..., Xr,ato
sprzeciwia sie zatozeniu) i znikajace tozsamosciowo dla x=x°
na mocy zwigzkéw (4) i ktére dlatego sg rzedu wyzszego od zera.
Tym sposobem zbudowaliSmy h przeksztat-
cen nieskonczonostkowych rzedu wyzszego,
niz zero, oktérych mowa w twierdzeniu poprzedzajacem.
Kazde przeksztatcenie nieskonczonostkowe
grupy i rzedu wyzszego niz zero w punkcie
a=iccjest kombinacyag o sp6tczynnikach sta-
tych przeksztatcen (5).

Przeksztatcenia nieskonczonostkowe (B) pozostawia-
ja bez zmiany punkt x° (patrz Rozdz. | 88); i dlatego
to przeksztatcenia moznaby nazwaé przeksztatceniami
nieskofAczonczonostkowemi stateczno$ci gru-
py danej w punkcie aQ

Jest widocznem, ze przeksztatcenia te nadajg sie do wy-
tworzenia grupy o h parametrach, gdyz jezeli z dwdch takich
przeksztatcen utworzymy nawias, otrzymamy przeksztatcenie
nieskonczonostkowe rzedu wyzszego niz zero (patrz Rozdz. | §8,
gdzie mowa o twierdzeniu, dotyczacem wielko$ci rzedu nawiasu
wzgledem wielkosci rzedéw jego sktadowych); z drugiej za$ stro-
ny, poniewaz wszystkie przeksztatcenia A,, ..., Xr tworzg juz
grupe, przeto tenze nawias powinien da¢ sie wyrazi¢ liniowo
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przez te przeksztatcenia (patrz drugie twierdzenie Liego w &
IB Rozdz 1), a wiec przez te z pomiedzy przeksztatcen Xu ..., Xr,
ktore sg rzedu wyzszego niz zero, t.j. whasnie przez przeksztat-
cenia (5). Grupa, utworzona z nich, jest pod-
grupg o hparametrach grupy danej; jestto mia-
nowicie podgrupa wyzej rozwazana, ztozona z oohprzeksztatcen,
pozostawiajgca niezmiennym punkt P=(x0] mozemy jg na-
zwa¢ podgrupg statecznos$ci punktu x°. Mamy
tedy twierdzenie: Jezeli r przeksztatcen nieskon-
czonostkowych grupy jest bezwzglednie nie-
zaleznych (t.j. jezeli h=0), wtedy podgrupa sta-
tecznosci punktu potozenia ogblnego sprowa-
dza sie do przeksztatcenia tozsamos$ciowego.
Nadto: Podgrupa stateczno$ci punktu jest prze-
ksztatcona podgrupy innej grupy (p. wyzej).

§ 6.

Niezmienniczo$¢ ukiadu zupelnego réwnan o pochodnych czastkowych,
liniowych rzedu 1-go, jednorodnych, rozwazana wzgledem grupy danej.

Niechaj bedzie uktad zupetny réwnan, rozwazanych w § 10
Rozdz. I, ktére oznaczmy przez:

(1) r,F=0,..., YaF*~0
I inny uktad analogiczny, napisany w zmiennych x':
) TXF=0, ..., r4" = o

Wiemy (Rozdz. | § 10), ze uktad pozostaje zupetnym, jezeli
zamiast rownan jego wezmiemy ich kombinacye liniowe nieza-
lezne i jest rzeczg jasna, ze wtedy catki wspolne uktadu pozo-
stajg bez zmiany.
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Dajmy, ze wykonaliSmy przeksztatcenie zmiennych x na
zmienne X" w ten sposob, ze uktad (1) zostat przez te zmienne
wyrazony, i niechaj kazde z rownan, ta droga (1) otrzymanych,
bedzie kombinacyg liniowg rownan (2), tak ze rownania (1) od-
powiada¢ bedg g kombinacyom liniowym niezaleznym réwnan
(2) . Jezeli to ma miejsce, wtedy méwimy, ze uktady (1) i (2) sa
rownowazne, i wtedy oczywiscie kazda catka rownan (1),
przeksztatcona przez wprowadzenie zmiennych x\ staje sie catkg
rownan (2), i odwrotnie. Mozna tedy te wiasnos$¢ przyja¢ za
podstawe definicyi rownowaznosci. Jezeli kazde z rownan ukia-
du (2)jest tylko kombinacya liniowg rownan ukiadu (1), gdy
w tym ostatnim zmienne X zmienimy na zmienne wtedy
ukfad (1) jest rGwnowazny samemu sobie, i mo-
wimy wtedy, ze uktad (1) jest niezmienniczy
wzgledem danego przeksztatcenia

Poszukajmy warunkéw nato, aby ukfad, takijak (1), byt
niezmienniczym wzgledem danego przeksztatcenia, albo tez
wzgledem wszystkich przeksztatcen grupy o jednym parametrze.

Niechaj przez przeksztatcenie:

©) xj —f, (),

uktad (1) przeksztatca sie sam na siebie, wtedy kazda catka
wsp6lna réwnarn (1) powinna przez to przeksztatcenie przeksztat-
cac sie sama na siebie; odwrotnie, jezeli kazda catka uktadu (1)
przeksztatca sie za pomocy przeksztatcenia (3) na catke tegoz
uktadu (napisang naturalnie w zmiennych x'), wtedy, poniewaz
uktad przeksztatcony z uktadu (1) ma jako catki przeksztatcone
catki tego uktadu, to ukfad przeksztatcony z uktadu (1) bedzie
rownowazny ukfadowi (1), napisanemu w zmiennych xr, t. j. be-
dzie rownowazny samemu sobie. A zatem:

"Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby uktad (1) byt niezmienniczy wzgle-
dem przeksztatcenia (3) jest by catkg tego
uktadu byto p{f#), jezeli jest nig 9(at)d).

) Dla wyjasnienia dodajemy: jezeli uktad (1) napiszemy w zmiennych
7', jedng z jego catek bedzie p(aly. zastosujmy do niej przeksztatcenie (3), Wie-
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Niechaj teraz bedzie grupa, wytworzona z przeksztatcenia
nieskonczonostkowego X; poszukajmy warunku koniecznego
i dostatecznego na to, aby ukfad (1) byt niezmienniczy wzgle-
dem wszystkich przeksztatcen tej grupy.

Dla przeksztatcer w otoczeniu przeksztatcenia tozsamoscio-
wego mamy, jak wiadomo, wzory:

<4) PX) = cp() + -j- Xp () .. ..

gdzie @(x) jest funkcya dowolng, za ktorg w przypadku naszym
mozna wzig¢ jedne z catek ukiladu (1). Uwzgledniajac twier-
dzenie poprzedzajace, widzimy, ze dla niezmienniczosci uktadu
(1) potrzeba, by catka @(x'), wyrazona w zmiennych X, t.j.
wyrazenie po drugiej stronie wzoru (4) bylo catkg ukiadu (1).
Poniewaz jest nig @(x), bedzie wiec catkg i @ (x') — @{x) oraz
PR)—PH) ",
i

Xg>(x)+-L xv (*)+ ...

dla jakiejkolwiek wartosci t, a wiec i dla i=0. Wynika stad;
ze i Xg>(x) winno by¢ catkg uktadu (1). Z drugiej strony, je-
zeli Xcp (x) jest catkg uktadu (1), wtedy oznaczywszy przez
% ..., qn g wszystkie n —q catek niezaleznych ukfadu (1),
whniesiemy na zasadzie znanego twierdzenia (Rozdz. | § 10), ze
Xep (X) powinno by¢ funkcya catek qv ..., qgn.g a wiec np.
rowng ip (4, ..., ?>»,). Tworzac wtedy Xi@ (x), t.j. Xip, czyli:

i zwracajac uwage na to, ze kazdy z wyrazéw strony drugiej na

dy otrzymamy r (f(x)) i to powinno by¢ catka uktadu (1) napisanego w zmien-
nych X [ ]
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mocy zatozen naszych jest funkcyg wyrazen q znajdziemy, ze
i XV (x) jest funkcya tych wyrazen, t. j catkg uktadu (1). Po-
dobniez catkami sg X3@ (X), . . ., t. j. wszystkie wyrazy strony
drugiej, a wiec i cafa Strona druga, t. j. P (x'). A zatem:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby uktad (1) byt niezmienniczym dla
wszystkich przeksztatcen grupy, wytworzo-
nej z przeksztatcenia X jest, by dziatanie X
wykonane na kazdej catce uktadu (1), dato
znowu catke tego uktadu

Warunkowi temu mozna nada¢ posta¢, nie wgmagajaca
uprzedniej znajomosci catek uktadu (1).

Poniewaz Xp jest catkg ukiadu (1), przeto T* Xop—0,
lecz z rbwnania F¢? = 0 mamy XYkyp a zatem (+* X) o—0.
Jezeli rozwazamy przeto uktad rownan rézniczkowych o pochod-
nych czastkowych, liniowych, jednorodnych, rzedu pierwszego:

) (YKX)F = 0, (*<i... Q.

to ukfadowi temu czynig zado$¢ catki uktadu danego, a wiec
réwnania tego uktadu, na mocy powyzszego, muszg by¢ kombi-
nacyami liniowemi réwnan ukfadu (1). Z drugiej strony, jezeli
przypadek ten zachodzi, wtedy kazda catka @ uktadu (1) jest
takze catkg uktadu (5), a poniewaz wtedy XYk ®= 0, bedzie
takze YkXcp—0, t.j. Xcp jest catkg uktadu (1), a stad na pod-
stawie twierdzenia poprzedzajgcego, ukiad (1) jest uktadem nie-
zmienniczym wzgledem przeksztatcen grupy. A zatem:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
niezmienniczos$ci uktadu (1) wzgledem wszy-
stkich przeksztatcen grupy, wytworzonej
z przeksztatcenia X jest, by wyrazenia YkX
daty sie przedstawi¢ liniowo przez wyraze-
nia F

Mozna wykaza¢, ze uktad (1), niezmienniczy
wzgledem grupy * oraz wzgledem innej gru-

Pascal: T*orya grup ijrzeksztatcen. 10
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pv X2 jest takze niezmienniczj”m wzgledem
grupy (XxX2.

W samej rzeczy, na podstawie tozsamosci Jacobiego
(Rozdz. | §8), mamy:

(6) ((X*X,) X9 + ((Xj X2 X*) + ((X2YKR XX = o,

lecz:
9
(\kx,) = 2 a~ ",
4=1
przeto:
9 9
(X X)) =(2h, X2=2 a*r,x2
4=1 S=1
9 9
= N **) - 2 ¥‘m
4=1 4=1

Na podstawie zatozen, kazdy z wyrazOw sumy pierwszej
strony ostatniej redukuje sie do funkcyi liniowej wyrazen X
przeto i cata strona ta bedzie takaz funkcya tych wyrazen. Wy-
konywajac podobne dziatanie na ostatnim wyrazie wzoru (6)
i sprowadzajac go tez do funkcyi liniowej wyrazen X, spostrze-
zemy wreszcie, ze wyraz ((X, X2) X*) jest, na mocy zatozen na-
szych, funkcyg liniowg wyrazen X i dlatego tez uktad (1)
jest niezmienniczym wzgledem grupy (X, X2.

Pokazemy wreszcie, ze jezeli uktad (1) jest nie-
zmienniczy wzgledem grup, wytworzonych
odpowiednio z przeksztatcen X, ..,, X,,to be-
dzie tez niezmienniczym wzgledem grupy,
wytworzonej z przeksztatcenia clX1\: .. .-\-crXr,
gdzie spotczynniki csg wielko$ciami statemi.



Rozdziat 11 § 6.—Uktad niezm. przekszt. niesk. 147

Jezeli bowiem oblicz3my nawiasy: %
0

(Yk, Cj CrXr) — (Yk -57) —+- .. . -f-cr (Yt Xr)

i zauwazymy, ze na zasadzie zatozen naszych strona druga jest
funkcyg liniowg wyrazen Y, przekonamy sie o prawdzie powyz-
szego twierdzenia.

Zauwazmy jeszcze, Ze poniewaz wyrazenia Y stanowig
uktad zupetny, ze wiec wyrazenia (T*T/) s zawsze kombina-
cyami liniowemi wyrazen Y, to uktad (1) jest zawsze
niezmienniczym wzgledem wszystkich grup,
wytworzonych z kazdego z przeksztatcen I
a wiec jest takze kombinaeyg liniowg o spot-
czynnikach statych tychze wyrazen.

§ 7.

Niezmienniczo$¢ wzgledem grupy uktadu przeksztatcen n/eskoriczonost-
kowych.  Uklad przeksztatceri nieskoriczonostkowych, ktére nalezg do
grupy r-parametrowej, jest niezmienniczy wzgledem tej grupy.

Niechaj bedzie uktad g przeksztatcen nieskoriczonostkowych:
(@)) Yt, . ., Y0,
i niechaj spdtczynnikami bedg odpowiednio:
> o 0 »Ti% i T @ 0 0 A

Jezeli wykonamy przeksztalcenie zmiennych x na zmienne
od, wtedy wyrazenia Y przybiorg inng postaé. Jezeli kazde
z przeksztatconych wyrazen Y jest kombinaeya liniowg jedno-
rodng o ap6t czynnikach statych dawnych wyrazen
Yt napisanych w zmiennych od, wtedy méwimy, ze uktad (1) jest
niezmienniczy wzgledem danego przeksztatcenia. Jezeli
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to ma miejsce, wtedy takze kombinacya liniowa o spétczynni-
kach statych wyrazen (1), po wykonaniu danego przeksztatcenia,
sprowadza sie do kombinacyi liniowej o spétczynnikach statych
tychze wyrazen (1), gdy w nich uskutecznimy zamiane formalng
zmiennych x na zmienne x'. Bedziemy wtedy mieli zwigzek
postaci:

(2) 2 c'Yt clY:>

5 1 #=1

gdzie przez Y oznaczone sg wyrazenia Y, napisane w zmien-
nych x' zamiast w zmiennych X\ Zwiagzki te powinny zacho-
dzi¢ tozsamosciowo na mocy danego przeksztatcenia; a gdy da-
my dowolnie wielkosci ¢, wtedy wielkosci ¢ powinny by¢ fun-
kcyami jedynie wielkosci ¢ i spotczynnikéw przeksztatcenia, t.j.
powinny zmienia¢ sie tylko wraz z wielkosciami c, jezeli prze-
ksztatcenie pozostaje niezmienionem.

Mozemy wykazac, ze wielkosci ¢ sg funkcyami
liniowemi o sp6tczynnikach statych wielko-
§ci ¢ "Wsamej rzeczy, na mocy zatozenia, kazde wyrazenie
I, jest kombinacyg liniowg o spotczynnikach statych wyra-
zen Y, t.j:

«

rs=2 & Y’

gdzie spotczynniki q sg state, t. j niezalezne od g i od X'; mno-
zac ostatnie rownanie przez cs, sumujac wzgledem s i porow-
nywajac z rébwnaniem (2), znajdujemy:

L4 . «
©)] ej= N qc,.

s=1

Mozemy nadto zauwazyc¢, ze mozna zawsze wybrac, przy-
najmniej jednym sposobem, spétczynniki c tak, aby przeksztat-
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cenie nieskonczonostkowe ~c.T . pozostalo niezmiennem przez
5=1
przeksztatcenia, t. j. tak, aby spotczynniki c¢' byty proporcyo-
nalne do spotczynnikow c. W tym celu dos¢ przyjaé w row-
naniach (3), ze kazde ¢, rdbwna si¢ ¢s, pomnozonemu przez pe-
wien czynnik g, i z tak otrzymanego ukiadu réwnan linio-
wych wzgledem wielkosci ¢, wyznaczy¢ uktad wartosci c.
WyobraZzmy sobie teraz wszystkie przeksztatcenia grupy
jednoparametrowej, wytworzonej z przeksztatcenia nieskonczo-
nostkowego X, ktérego spotczynnikami niechaj bedg f,, ..., £n,
i zbadajmy, czy i kiedy spetnia sie zwigzek (2) na mocy wszy-
stkich przeksztatcern grupy. Spotczynniki ¢ mogg naturalnie
zmienia¢ sie w ogolnosci od jednego przeksztatcenia do drugiego»
gdyz, jak powiedziano wyzej, zalezg one w ogolnosci, précz od
spotczynnikdw c, takze od parametréw przeksztatcenia.
Dowiedziemy najprzod wzoru:

<) yl = $+.-£-m ) +eees,

ktory utrzymuje sie, gdy wielkosci x i X' sg potgczone zwykie-
mi zwigzkami:

Xj —Xi XX -)-...

W samej rzeczy:

n
5=1
lecz:
X, = X,"-—---- X', f- o =xtt—L ) -
gdzie X i  oznaczajg to samo, co | i i, »wyrazone w zmien-

nych x1 Otrzymujemy stad:
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YIx,= 7Ix,*-j- F [r»-j- Yjfl + ...

gdzie j/ sg spotczynnikami 17, napisanemi w zmienDych od Roz-
wijajgc za pomocg znanych wzoréw wyrazenia I/ i F/ t.j.
ktadac:

_j_ #//*+ cee>
YIE'—Y]  j- fF /6 -f...,

podstawiajac te wyrazenia i zbierajac wyrazy, zawierajgce pierw-
szg potege zmiennegj t, otrzymujemy wzoér (4).

Jezeli tedy dla jakiejkolwiek wartosci t, wyrazenie 7/ ma

by¢ kombinacyg liniowg o spdtczynnikach statych wyrazen Y,

to na podstawie wzoru (4) potrzeba, by nawias (XYj) byt

kombinacyg liniowg o spétczynnikach statych wy-
«

razen F, t.j. aby byt rowny”T gv Yr. Z drugiej strony,
\AL

warunek ten jest i konieczny; mozemy mianowicie dowies¢, ze

gdy ten warunek sie spetnia, wtedy mozna wyznaczy¢ takie wiel-

kosci g, zalezne od ti niezalezne od zmiennych x, aby wyrazenie:

1

5) 2 & 7>

-1

byto niezaleznem od t, gdy w niem zamiast zmiennych X' napi-
szemy wyrazenia ich w zmiennych x it, oraz, ze dla t= 0 wszy-
stkie wielkosci y znikajg, procz wielkosci q,,, ktora staje sie row-
ng jednosci. Jezeli dowiedziemy tego, wtedy twierdzenie nasze
bedzie udowodnione, gdyz wtedy w rzeczy samej wyrazenie (5)
staje sie rbwnem temu, co otrzymujemy z niego przy t—0. Lecz
dla t—O0 staje si¢ ono tozsamosciowo réwnem Y, , bedziepiy za-
tem mieli:
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(6) r.=2i?_y. rj.

>oj

Pochodng wyrazenia (5) wzgledem zmiennej t jest:

dy/

) dt
>

. s . . dr .
Nalezy wyjasnic, co oznacza tu wyrazenie ar , gdzie vr

jest symbolem. Rozumiec€ je nalezy w ten sposéb: w wyraze-
nia Y' wyobrazamy sobie wprowadzone zmienne x, t i pochodne
wzgledem x, tak ze spotczynniki bedg funkcyami tych zmien-
nych; nastepnie wykonywamy wskazane przez symbol ten dzia-
fanie na pewnej funkcyi zmiennych x, wreszcie zamiast spot-
czynnikéw wprowadzamy pochodne ich wzgledem zmiennej t,
Z wzoru (4) znajdziemy szukang pochodng wyrazenia Y/ wzgle-
dem t w postaci szeregu. Rozwazmy na chwile przeksztatcenie
0 parametrze i oznaczmy przez X' zmienne, na ktdre zmie-
niajg sie wtedy zmienne X, przez Y' oznaczmy wyrazenia Y,
napisane w zmiennych x.  Z wzoru (4) otrzymamy:

(8) 57= 1 1 4d (%)) +

Szukajac po stronie drugiej tego wzoru spétczynnika pierw-
szej potegi wielkosci #t, znajdziemy wiasnie pochodng wzgledem
t, otrzymanag z drugiej strony wzoru (4); jezeli wiec potrafimy
uporzadkowacé strone drugg réwnania (8) wedtug poteg rosnacych
wielkosci tj, rozwigzemy zadanie nasze Lecz wiemy, ze prze-
ksztatcenie o parametrze i + tx odpowiada iloczynowi dwoch
przeksztatcen, jednego o parametrze t, drugiego o parametrze
oraz ze przeksztalcenie o parametrze i, jest wiasnie tern prze-
ksztatceniem, ktére od zmiennych xr przeprowadza do zmien-
nych a". Mozemy wiec napisa¢ (zawsze na podstawie wzoru (4)):
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y,"= y; (XY j)+...

i tym sposobem otrzymujemy rozwiniecie wyrazenia Y/' we-
dtug poteg wielko$ci < stad wnosimy, ze szukang pochodng jest:

. k4
(Jvi

©)

a na mocy zatozenia strona druga réwnosci (9) bedzie kombina-
cya liniowg o spotczynnikach statych wyrazen Y\ t.j. bedzie:

Podstawiajgc to wyrazenie w wyrazeniu (7) i odpowiednio zbie-
rajac wyrazy, znajdziemy wreszcie, ze pochodna wyrazenia (5)
wzgledem t jest postaci:

* r - \

Q> 2(1=+2@'®-) F-
y-1 s—i

i ze bedzie ona zerem, gdy spetnione bedg warunki:

9

(12) “%p=-
! i-1

Warunki te tworzg ukfad g roéwnan rézniczkowych, kté-
rym winny czyni¢ zado$¢ funkcye qu, ..., Qp w liczbie q zmien-
nej t Mozemy rOwnania te rozwigza¢ zawsze przy warunku,
aby przy i—O0 wielkosci g stawaty sie zerem, précz wielkosci
Qt, ktore ma stawac sie wtedy jednoscig. UdowodniliSmy zatem
twierdzenie:
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Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby uktad przeksztatcen nieskonczo-
nostkowycb Fj, ..., Yq byt niezmienniczym
wzgledem grupy jednoparametrowej, wytwo-
rzonej z przeksztatcenia nieskoncz onostko-
wego X jest, by nawiasy (XI} byty kombina-
cyami liniowemi o spétczynnikach statych
wyrazen Y.

Z tego twierdzenia wynikajg niektore wnioski, fatwe do
udowodnienia:

Jezeli uktad Yt ..., Ygjest niezmienniczy
wzgledem grup, okre$lonych przez przeksztat-
cenia X, X,,..., to bedzie tez niezmienniczym
i dla wszystkich grup, okre$lonych przez ja-
kakolwiek kombinacye liniowg ospdtczynni-
kach statych przeksztatcen X

Jezeli uktad F}, ..., Z jest niezmienniczy
dla grup, wytworzonych z przeksztatcen X, X2
to bedzie takze niezmienniczym dla grupy,
wytworzonej zprzeksztatcenia (X, X2.

Dowody tych twierdzen sg analogiczne do dowoddéw, poda-
nych juz kilkakrotnie w podobnych przypadkach, i dlatego je
pomijamy, nadmieniajac tylko, ze dowod drugiego twierdzenia
uskutecznia sie przy pomocy tozsamosci J acobi ego.

Dodamy jeszcze uwage o wzorze (4), w ktérym nie obli-
czalisSmy wyzej wyrazéw dalszych. Z dowodzen przytoczonych
wyptywa bezposrednio wiasnos$¢ tych wyrazéw, mianowicie, ze
gdy (XI1}) jest kombinacyg liniowg ospétczyn-
nikach statych wyrazen Y, to i te wyrazy mu-
3Z3 by¢ takiemiz kombinacyami. Jestto jasnem,
dlatego, ze wtedy na mocy dowiedzionego twierdzenia, wyraze-
nie Yj dla kazdej wartosci t musi by¢ kombinacya liniowg
0 spotczynnikach statych wyrazen Y. Mozemy nadto okazad,
ze gdy (XY) jest zerem, to i rzeczone wyrazy bedg zerem. Lecz
0 tern bedzie mowa w § nastepnym.

Dajmy teraz, ze przeksztatcenia F sg przeksztatceniami X,
t.j. ze mamy ukiad przeksztatcen nieskonczonostkowych Xi,...,Xr,
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majacy by¢ niezmienniczym dla wszystkich przeksztatcer grupy,
wytworzonej przez jakakolwiek kombinacye liniowg o spot-
czynnikach statych przeksztatcen X, np. przez kombinacye
AX -j-.. .- AXr. Stosujac wtedy twierdzenie poprzedza-
jace, znajdziemy bezposrednio, ze warunkiem koniecz-
nym i dostatecznym na to jest, by nawiasy
(X-X,) daty sie wyrazi¢ liniowo i przy pomocy
sp6d tczynnikdéw statych przez przeksztatce-
nia X

Ot6z wiemy, ze to samo stanowi warunek konieczny i do-
stateczny na to, aby r przeksztatcen nieskonczonostkowych mo-
gto wytworzy¢ grupe o r parametrach istotnych (p, B.ozdz. |
§ 14). Wyprowadzamy stad przedewszystkiem inng posta¢ dru-
giego twierdzenia zasadniczego teoryi grup, a nastepnie ito, ze
przeksztatcenia nieskonczonostkowe, nale-
zgce do grupy ocparametrach, maja te wta-
sno$¢ zasadniczg, ze tworzg uktad niezmien-
niczy wzgledem jakiegokolwiek przeksztat-
cenia tej grupy.

Czy i kiedy kazde z przeksztatcen nieskorczonostkowych
grupy samo przez sie jest niezmienniczem dla grupy? Na pyta-
nie to odpowiemy w 8§ nastepnym.

§ 8.

Hiezmienniczo$¢ jednego przeksztatcenia lub grupy wzgledem prze-

ksztatcenia lub grupy, czyli przemiennos$¢ dwochprzeksztatcen lub dwdch

grup. Przeksztatcenia nieskonczonostkowe i podgrupy wyréznione lub
niezmiennicze dla grupy danej.

Niechaj bedg dwa przeksztalcenia S, T, dane przez wzory:

(M xI=f, (%), ) y/=<Pi (y);
I
i niechaj z drugiego bedzie y(=y>, (y'). Te ostatnie wzory na-
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piszmy dwoma r6znemi sposobami przy pomocy dwoch, réznych
ukfadéw zmiennych, mianowicie napiszmy je w postaci:

3) Xf=Vi (g) i @) zi=cpt (x).

Nastepnie we wzorach przeksztatcenia S zamiast zmiennych x
i X' podstawmy ich wartosci, otrzymane odpowiednio z réwnan
(3) i (4); bedziemy mieli wtedy przeksztatcenie:

©) =

To nowe przeksztatcenie nazywamy przeksztatcong
przeksztatcenia (1) przy pomocy przeksztatcenia (2)
i mowimy, ze przeksztatcenie (1) jest niezmienniczem
wzgledem przeksztalcenia (21, jezeli wzory (5) wyrazajg te same
zwigzki pomiedzy zmiennemi z' i z, co wzory (1) pomiedzy
zmiennemi X' i x. Latwo poznaé, ze przeksztatcenie (5) powstaje
z przeksztatcen danych jako iloczyn postaci:

(6) TST-1,

gdzie, jak zwykle, wykonywamy przeksztatcenie od reki prawej
ku lewej. Dowodzi sie tego sposobem bardzo prostym, dos¢
bowiem zbadac eliminacye. jakie uskuteczni¢ nalezy pomiedzy
wzorami (1), (3), (4), aby doj$¢ do wzoru i'5). Po wyeliminowa-
niu wielkosci Xi z réwnan (1), (3), mamy przeksztatcenie pomie-
dzy wielko$ciami X' i z, ktore réwna sie oczywiscie ST~X elimi-
nujac nastepnie wielkosci X' pomiedzy tak otrzymanemi wzorami
a wzorem (4), dochodzimy do przeksztatcenia (6).

Niechaj teraz przeksztatcenie (6) réwna sie przeksztatce-
niu S, t.j. 2NT-1— S, wtedy bedzie:

) TS= ST,
skad:

8) T= STS !
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Wzory te wykazuja, ze:

1) Kiedy jedno przeksztatcenie jest nie-
zmiennicze wzgledem drugiego, to iloczyn
ich jest niezalezny od porzadku czynnikow,
i odwrotnie; wtedy te dwa przeksztatcenia
sg, jak méwimy, przemiennemi

2) Kiedy jedno przeksztatcenie jest nie-
zmiennicze wzgledem drugiego, wtedy od-
wrotnie i drugie jest niezmiennicze wzgle-
dem pierwszego.

Niechaj G bedzie grupg, T jakimkolwiek przeksztatceniem.
Przeksztatci¢ grupe G przy pomocy przeksztatcenia T znaczy
utworzy¢ zbior wszystkich przeksztatconych za posrednictwem
T pojedynczych przeksztatcen, nalezacych do grupy G. tatwo
widziec, ze:

Przeksztatcajgc grupe G przy pomocy
przeksztatcenia T, otrzymujemy znow grupe.

W samej rzeczy, jezeli S, 8t sg dwa przeksztatcenia, nale-
zace do grupy G, ich przeksztalconemi bedg odpowiednio
T8T~', TSIT~, ailoczyn tych dwdch:

T8T~'TSiT~x= 7SS, |~ —7(SN,) TT~I,

t. j. przeksztatcona iloczynu dwoch danych przeksztatcen, a po-
niewaz ten iloczyn jest zawarty w grupie G, przeto przeksztat-
cona zawieraé sie bedzie pomiedzy przeksztatceniami, poprzednio
otrzymanemi.

Grupa, otrzymana z przeksztatcenia grupy G, bedzie oczy-
wiscie tgz samg grupg G, jezeli przeksztatcenie T nalezy do
grupy G; bedzie za$ wogdle grupg rozng od G w przypadku
przeciwnym, co zresztg nie wytgcza mozliwosci, ze nawet wprzy-
padku, gdy przeksztatcenie T do grupy G nie nalezy, grupa
przeksztatcona moze byc¢ i grupg G.

Jezeli przyjmiemy, ze G jest podgrupg innej grupy H i ze
przeksztatcenie T nalezy do grupy H, to za pomocag podobnego
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rozumowania stwierdzimy, ze przeksztatcona grupy
Ojest inng podgrupa grupy ii.

Niechaj bedg dane dwa przeksztatcenia nieskonczonostko-
we X, Y. Wedlug zasad, wylozonych w § poprzedzajacym, po-
wiemy, ze Y jest przeksztatceniem niezmiennicze:m
wzgledem'wszystkich przeksztatceh grupy, wytworzonej z prze-
ksztatcenia X jezeli napisawszy y w zmiennych x\ potgczonych
ze zmiennemi X zwigzkami, tym przeksztatceniom odpowiada-
jacym, bedziemy mieli v'=qY, gdzie q jest wielkoscia, zalezna
tylko od i, t. j. parametru przeksztatcenia i rowng 1 dla <=0;
stad wyptywa, jak wiemy, ze:

) (XY) = cY.

Wazny przypadek szczegélny mamy wtedy, gdy ten zwigzek
pomiedzy dwoma przeksztatceniami X i Y jest wzajemny, t. j.
gdy i przeksztatcenie X jest niezmiennicze wzgledem wszystkich
przeksztatcen, wytworzonych z przeksztatcenn Y. Mozemy wy-
kazac, ze w przypadku tej wzajemnosci wielko$¢ o jest niezalez-
ng od t, ma zatem warto$¢ réwng 1. W samej rzeczy wiemy
(8 poprz.), ze wielko$¢ g jest okreslona réwnaniem rdznicz m

| | 460

otéz gdy i>=1, réwnanie to daje c=0, a wtedy zwigzek (9) spro-
wadza sie do postaci:

(10) (XY) = 0,

wykazujacej, ze zwigzek pomiedzy przeksztatceniami Z i Y jest
wzajemny, gdyz strone drugg tego zwigzku mozna uwazac jako
przypadek szczegdlny funkcyi liniowej wyrazen X lub jako przy-
padek szczegdblny funkcyi liniowej wyrazen Y. Jezeli nastepnie
przyjmiemy, ze zachodzi zwigzek (10), wtedy bedzie c=0, stad
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ri 0, a wiec wielko$¢ c jest niezalezna od t, a mianowicie

réwna 1, gdyz ma wartos¢ 1 dla t=0. Kiedy réwnanie (10) spet-
nia sie, mowi¢ bedziemy, ze przeksztatcenia I, i sg wzajem-
nie przemienne. Nazwa ta znajduje usprawiedliwienie
tez w tern, ze wtedy XY= YX

Mozemy, na podstawie powyzszego, wypowiedzie¢ nastepu-
jace wazne twierdzenie:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby kazde przeksztatcenie skonczone
grupy X pozostawiato bez zmiany przeksztat-
cenie nieskonczonostkowe Y, t j. prowadzito
do prostego zwigzku Y=Y, jest, by nawias (XI")
byt zerem.

Nalezy zauwazyé, ze gdy (ZF)=0, t.j. Y—Y, wtedy
spétczynnikiprzyz, i*...it. d we wzorach (4)
sg zerami, a wiec w tern zatozeniu Y musi byérow-
nem Y dla wszelkiej wartosci t

Postawmy nastepujace zagadnienie: Niechaj bedzie r prze-
ksztatcen nieskonczonostkowych, nadajacych sie do wytworze-
nia grupy; wjaki sposéb wyznaczy¢ najogdlniejsze przeksztat-
cenie, pozostawiajace bez zmiany kazde z przeksztatcen Y, t.j.
prowadzace do tozsamosci:

r'= Ti__ Y/=Yr?

Jest oczywistem, ze wszystkie te przeksztatcenia tworzg
grupe; mozna przeto zagadnienie to wyrazi¢, mowigc: wyzna-
czy¢ grupe wszystkich przeksztatcen pomiedzy zmiennemi & i te,

czynigcych przeksztatcenia Y' tozsamosciowo réwnemi prze-
ksztatceniom Y.

Nie wchodzimy w szczegbtowe rozpatrzenie tego zagad-
nienia; tylko przypadek jego szczegdlny rozwazymy w § 6 Roz-
dziatu 1Y-go.
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Rozwazmyjedno przeksztatcenie grupy, wytworzonej z prze-
ksztatcenia X, np.:

(T Xi= X,-J--]- Xxt+ ...

i przeksztat¢my je sposobem wyzej wskazanym za pomocg prze-
ksztatcenia:

<r,) yl= y<+\- y<+ ...

grupy wytworzonej z przeksztatcenia Y, nie zaktadajgc na te-
raz zadnego zwigzku pomiedzy X a Y. Dla znalezienia prze-
ksztatconej przeksztatcenia T postepujemy w ten sposob:

Niechaj tg przeksztatcong bedzie:
2t = zi-j— — ZZi

mamy znale$¢ parametr z i przeksztatcenie nieskoficzonostkowe
Z. Otdz jest widocznem, ze Z jest przeksztatceniem X, jezeli
w tern ostatniem zamiast zmiennych x podstawimy ich wartosci
wfunkcyi zmiennych z, otrzymanych z przeksztatcenia T,, w kt6-
rem zmiennemi y' sg zmienne z, a zmiennemi y zmienne X, t.j.
z przeksztatcenia Tu napisanego w postaci:

zi= Xi-\-~ Yxi+

Wielkosci x, otrzymane z tych wzoréw, jezeli na chwile
przez Y' oznaczymy wyrazenia Y, napisane w zmiennych z,
beda:

: Ctw
Xi — Zi-—-- - YZi-|- ...

Jezeli teraz w przeksztatceniu X zamiast wielko$ci x podstawimy
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te wartosci, to na podstawie wzoru (4) w § poprzedzajgcym,
oznaczajgc przez X' wyrazenie X, napisane w zmiennych z, znaj-
dziemy:

= @ F) + ....

Strona ostatnia tego wzoru jest wiasnie szukanem wyraze-
niem Z; mamy tedy:

7*— - A —X"Y)--. . dd+ L

Parametr r obliczymy tfatwo, z uwagi, ze dla.;,=0 wyra-
zenie T powinno pozosta¢ niezmiennem, przeto, poza nazwg
zmiennych (ktérych zmiana pocigga z sobg zmiane notacyi
X na X") przeksztatcenie to powinno zlewaé sie z przeksztat-
ceniem T, a wiec porownanie obu daje z = t. Przeksztatcenie
przeksztatcone, jezeli je napiszemy znéw w zmiennych x i x\
bedzie:

(11)  a/= a,-f-j-[x + -JL(*r)+ ...]%,+ soee

Aby teraz przeksztatcona (11) rownata sie przeksztatceniu
1, bez wzgledu na wartosci parametrow t i i,, potrzeba, aby
(XY) byto zerem. Z drugiej strony na zasadzie wyzej przyto-
czonego spostrzezenia, wiemy, ze gdy (XY) jest zerem, to sg
takze zerami wszystkie nastepujgce wyrazy spotczynnika przy t,
t. j. przeksztalcenia nieskoficzonostkowego, wystepujacego we
wzorze (11); gdyz wiemy, ze to przeksztalcenie nieskonczonost-
kowe jest w istocie rzeczy tylko przeksztatlceniem strony drugiej
wzoru (4) § poprzedzajgcego, a wiec, gdy (XY) jest zerem, prze-
ksztatcenia (11) zlewajg sie z przeksztalceniem T. Mamy zatem
twierdzenie:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby .przeksztatcenia dwodch grup, wy-
tworzonych z przeksztatcen Ai Y byty wza-
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jemnie przemiennemi, jest, by nawiasy (XT) by-
ty zerami, t j. by dwa przeksztatcenia nie-
skonczonostkowe grup byty przemienne.

Kiedy to ma miejsce, dwie grupy nazywajg sie prze-
miennemi.

Pokazemy, ze ten sam rezultat mozna otrzymac¢ z wielkg
fatwoscia, wychodzac z wzoru na iloczyn dwu przeksztatcen
skonczonych, t. j. z wzoru (7) w § 9 Rozdziatu I-go.

Jezeli przeksztatcenie X3 (patrz 1 c.) ma pozostaé niezmie-
nionem przy przemianie Xxna X2oraz tna t\ i to przy j akim-
kolwiek ukfadzie wartosci t, t\ wtedy tozsamo powinno mie¢
miejsce dla:

t W (Xj X2 f-y't (XIXIX2) + ...],
a wiec takze i dla:
I (X X2+ y't (XxKxX2) + ..
Lecz przestawiajgc Xxi X2 ti  mamy:
[ (X X))+ ['TI"(X2x2X,))+ ...

a poniewaz to wyrazenie musi sie zlewa¢ z poprzedzajagcem dla
jakiegokolwiek uktadu wartosci ti t', przeto by¢
musi (XxX2 = 0.

Z drugiej strony, jezeli (XxX2)=0, wtedy sg oczywiscie ze-
rami i wszystkie nawiasy, wystepujace we wzorze (7), i wzoér ten
sprowadza sie do nastepujgcego:

X3 <=tXX-j- X2

t. j. pozostaje niezmieniony przy wskazanych wyzej przestawie-
niach. Twierdzenie nasze zostato tym sposobem udowodnione.

Z twierdzenia tego wyptywa wazne zastosowanie w przy-
padku grup wieloparametrowych. Jezeli rozwazamy przeksztat-
ceniatakiej grupy, np. przeksztatcenia, wytworzone z przeksztat-

Pascal: Teorya grup przeksztatcen. 1
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cenig nieskonczonostkowego Xi i wszystkie przeksztatcenia, wy-
tworzone z przeksztalcenia X2, wtedy warunkiem na to, aby
pierwsze z nich byty przemienne z drugiemi jest, by (X1 X2
byto zerem, a zatem:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
nato, aby wszystkie przeksztatcenia grupy
»e-parametrowej parami byty przemienne,
jest, by przeksztatcenia nieskonczon6stkowe
niezalezne tej grupy w liczbie r byty prze-
mienne parami.

Moze sie zdarzy¢, ze nie wszystkie przeksztalcenia grupy
»e-parametrowej sg parami przemienne, lecz istnieje jedno pomie-
dzy niemi, przemienne ze wszystkiemi innemi. W tym przy-
padku takie przeksztatcenie nieskonczonostkowe nazywa sie
przeksztatceniem wyjgtkowem grupy. Wido-
cznem jest twierdzenie:

Grupa, wytworzona z przeksztatcenia nie-
skorfniczonostkowego wyjagtkowego grupy o r
parametrach, jest podgrupa przemienng ze
wszystkiemi przeksztatceniami grupy catko-
witej.

Przypominajgc sobieto, co udowodnionowyzej, ze gdy (XT)
jest zerem, wtedy przeksztatcona przeksztatcenia Y, utworzona
przy pomocy jakiegokolwiek przeksztatcenia grupy X, jest tem-
ze przeksztatceniem Y, i stosujgc to twierdzenie do naszego
przypadku, mozemy powiedzie¢, ze przeksztatcona prze-
ksztatcenia nieskonczonostkow ego wyjagtko-
wego grupy, utworzona przy pomocy jakiego-
kolwiek przeksztatcenia skohczonego tej gru-
py, jest temze samem przeksztatceniem nie-
skonczonostkowem, t.j. jest sama przez sie nie-
zmienniczg wzgledem grupy.

Oczywiscie, gdy wszystkie przeksztatcenia
grupy sa wyjatkowe, t. j. gdy wszystkie na-
wiasy (XtYj) sg zerami, wtedy przy wszystkich
przeksztatceniach grupy, kazde z nich pozo-
staje samo przez sie niezmiennem.
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tatwo widzie¢, ze gdyz przeksztatcen nieskoni-
czonostkowych niezaleznych jest r—1 wyj at-
kowych, wtedy i r-te przeksztatcenie, nieza-
lezne od poprzedzajgcych., jest wyjatkowe.

W poprzednich przypadkach mieliSmy przykitad podgrup
grupy r-parametrowej, ktére przeksztatcajg sie same na siebie
przez przeksztatcenia grupy, lecz w ten sposob, .ze kazde ich
przeksztatcenie przeksztatca sie samo przez sie na siebie. Teraz
rozwazymy przypadek ogolniejszy, w ktérym podgrupa prze-
ksztalca sie sama na siebie, lecz tak, ze jej przeksztatcenia prze-
mieniajg sie wzajemnie. Grdy to zachodzi, podgrupa nazywa
sic wyjatkowa Ilub niezmienniczg wzgledem
grupy danej.

Niechaj beda, jak zwykle, Xv ..., Xr przeksztatcenia nie-
skoriczonostkowe grupy r-parametrowej; rozwazmy grupe je-
dnego tylko przeksztatcenia Xt. Przeksztalcona przeksztatcen
tej grupy, utworzona przy pomocy jednego ktéregokolwiek prze-
ksztatcenia grupy catkowitej, ktoremu odpowiada np. przeksztat-
cenie nieskonczonostkowe:

<i2)
51

mdana jest przez wzoér (11), w ktérym kiadziemy Axzamiast X\ wi-
dzimy tedy, ze aby to przeksztatcenie nalezato do grupy, wytwo-
rzonej z przeksztatcenia X1, trzeba, by (X,Y) réwnato sie statej,
pomnozonej przez X1 Z drugiej strony, gdy to ma miejsce,
wtedy na zasadzie twierdzenia, dowiedzionego w § poprzedza-
jacym, wiemy, ze w tenze sposob wyrazi¢ sie dadzg rozmaite
spotczynniki przy potegach zmiennej tu wystepujagce we wzo-
rze (11); wzor ten tedy przedstawia istotnie przeksztatcenie gru-
py Xt. Jezeli za$ (XIY) ma rownac sie cX1 dla jakiegokolwiek
Y, danego przez wzoér (12), t.j. ..przy zmienianiu spotczynnikéw
es wszystkiemi mozliwemi sposobami, jest koniecznem i dostate-
scznem, by nawiasy, utworzone z przeksztatcenia X, iz jakiego-
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kolwiek z przeksztatcen X3 ..., X r, byly iloczynami statych
pomnozonych przez X1 Mozemy wiec powiedziec:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby podgrupa, wytworzona z przeksztat-
cenia W, byta podgrupag niezmienniczg, jest,
by wszystkie nawiasy (A X3, ..., (A Xr byty
iloczynami statej przez przeksztatcenie Xx

Dajmy teraz, ze przeksztatcenia nieskonczonostkowe
Xlt ... , Xrm, z pomiedzy r przeksztatcen, tworzacych grupe
o r parametrach, same przez sie tworzg grupe, a mianowicie pod-
grupe o r—m parametrach grupy danej. Aby to miato miejsce,
jest koniecznem i dostatecznem, jak wiemy, by nawiasy:

(X Xj) 44 rA)

daty sie wyrazi¢ jako kombinacye liniowe wyrazen XIf..., Xr-m
Mozemy zapytac, kiedy taka podgrupa jest niezmiennicza. Po-
wtarzajgc powyzsze rozumowania, znajdujemy:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby rzeczona podgrupa, wytworzona
z przeksztatcen Xx..., byta niezmienni-
cza wzgledem grupy catkowitej, jest, by na-
wiasy :

(13)

daty sie przedstawi¢ jako kombinacye linio-
we ospollczynnikach statych wyrazen Xu..,Xrm
Tym sposobem kazde z r—m przeksztatcenn X, potaczone w na-
wias z jednem z tychze przeksztatcen lub z jednem z pozosta-
tych, powinno da¢ zawsze kombinacye liniowg o spotczynni-
kach statych tylko pierwszych r—m wyrazeA X.

WidzieliSmy (Rozdz. | § 14), ze gdy Xx....X, tworzg gru-
pe or parametrach, wtedy i ogdt nawiasow (AA,) tworzy grupe,
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ktéra jest juz to tozsamosciowg z dana, juz to podgrupa danej.
Mozemy fatwo dowies¢, ze w przypadku drugim nawiasy (Xj X
tworza podgrupe niezmienniczg grupy danej. Gdy bowiem:
r
X, X)= 2 0»X,,

bedzie:

(XA@Z, X)) = 2 d» (X>X).
$

a ten wzor, na zasadzie twierdzenia poprzedzajagcego, dowodzi
tego, co powiedzielismy.
tatwo tez mozna dowie$¢ twierdzenia nastepujacego:

Jezeli, jak wyzej, Xu..., Xr_mtworzg podgru-
pe niezmienniczg grupy catkowitej, wytwo-
rzonej z przeksztatcen Xt,...,Xr, wtedy i na-

wiasy, zbudowane tylko z pierwszych r—m prze-
ksztatcen X tworzg podgrupe niezmienniczg.

"W samej rzeczy, nawiasy (Xj X,j {/4=i,-,r—n)tworzg w kaz-
dym przypadku grupe, ktéra albo jest identyczng z grupg, wy-
tworzong z przeksztatcen X1 ..., Xr—m albo jest podgrupg tej
ostatniej, a wiec w kazdym przypadku tworzg podgrupe grupy
catkowitej. Ot6z, poniewaz podgrupa, wytworzona z przeksztat-
cen XI5. .., X,_mjest niezmiennicza, mamy zwigzki:

(X- Xi—ma-i ) s
=1
Lecz mamy tozsamosciowo:
X/, X) Xr-m+j) -f- ((X- Xr=rH)) X1)) -j- ([Xr—rjX/) X-) = 0;

podstawiajac tu za (X, Xr_My) warto$¢, otrzymang z wzoru po-
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przedzajacego i za (Xh Xr—mtj) warto$¢ analogiczng, w zatoze-
niu, ze tak hjak ii jest jednym ze skaznikow 1, , t—m, widzi-
my, ze ((XAXi) daje sie wyrazi¢ liniowo przy pomooy
spotczynnikow statych przez nawiasy (X, Z ), gdzie si hprzybie-
rajg tylko wartosci 1,...,r—m. Tym sposobem twierdzenia
jest udowodnione.



ROZDZIAL m.

WEASNOSCI, DOTYCZACE ISTOTY GRUPY.

§ I-

Prze¢hodnios¢ grup.

Grapa nazywa sie przechodnig wtedy, gdy zawiera
zawsze przynajmniej jedno takie przeksztatcenie przy pomocy
ktorego od jakiegokolwiek oznaczonego uktadu wartosci xu...,a»
(zawartego naturalnie w obszarze ((a:;), w ktérym zawierajg sie
wartos$ci zmiennych, ktore ta grupa przeksztatca) przechodzimy
do innego jakiegokolwiek obranego uktadu wartosci a;,',..., xn
w tymze obszarze; albo inaczej, od punktu P przestrzeni ((a;))
w-wymiarowej przechodzimy do innego jakiegokolwiek, danego
z géry, punktu P' tejze przestrzeni.

Moze sie zdarzy¢, ze istniejg przeksztatcenia, przy pomocy
ktorych, gdy przechodzimy od punktu P (dowolnego) do pun-
ktu P' (takze dowolnego), mozemy réwnoczesnie przejs¢ od
punktu Q do punktu @ (obu dowolnych). W tym przypadku
mowimy, ze grapa jest podwodjnie przechodnia; wprze-
ciwnym razie jest pojedynczo-przechodnia. W po-
dobny sposdb okreslic mozna przeéhodnio$¢ potréjng, po-
czwdrng, ...k-krotng.

Niechaj:

(1) xt — fi @, ..., Gfj, ». ., Un), *==1..«)
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bedg wzory przeksztatcen grupy. Z powyzszej defiiiicyi wypty-
wa, ze mozemy w obszarze ((@?)) ustali¢ dowolnie wartosci x i x’
i otrzymac w kazdym przypadku przynajmniej jeden uktad war-
tosci a w obszarze ((a)). Trzeba bedzie zatem, aby liczba r by-
fa rowna n lub wieksza od n. Gdyby bowiem liczba r byta
mniejsza od n, wtedy moznaby wyeliminowac wielkosci a z réw-
nan (1), i otrzymaliby$my zwigzki tozsamo$ciowe pomiedzy wiel-
kosciami x i x\ ktore powinnyby zachowa¢ si¢ dla wszelkiego
przeksztatcenia grupy; wtedy za$ nie moznaby zmiennym x i X'
nada¢ wartosci dowolnych i wzajemnie niezaleznych: grupa nie
mogtaby by¢ przechodnig i bytaby nieprzec hodniag Gdy
r niprzyjmiemy, ze réwnania (1) dajg sie rozwigza¢ wzgle-
dem n z pomiedzy parametréw a, wtedy wybrawszy w sposob
jakikolwiek w obszarze (ta)) wartosci pozostatych parametrow,
wyznaczymy w obszarze ((a)) wartosci n rozwazanych parame-
trow, i bedziemy mieli przeksztatcenia, zmieniajace ustalony
uktad warto$ci x na ustalony uktad wartosci x'. Mozemy tedy
powiedzieC:

.Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby grupa byta przechodnig, jest, by r
byto réwne n lub wieksze od u, oraz aby row-
nania (1), ktéorych jest n, byty rozwigzalne
wzgledem n z pomiedzy parametréow a; roz-
wigzalno$6 te nalezy rozumie¢ w znaczeniu
wyzej wskaz anem.

Z tego jasno wyptywa, ze w kazdej grupie prze-
chodniej istnieje zawsze przeksztatcenie
tozsamos$ciowe, albowiem musi istnie¢ zawsze przeksztat-
cenie, ktére punkt ogdlny zamienia na tenze sam punkt.

Dajmy, ze mamy grupe r-parametrowa, wytworzong z r
przeksztatcenn nieskofnczonostkowych. Przeksztatcenia grupy
w otoczeniu przeksztalcenia tozsamosciowego mozemy napisac
W postaci:

2 X ox,- Zxsxi- ...,
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Aby grupa byta przechodnig, potrzeba i wystarcza, by byto
r ~ n, oraz aby réwnania te daty sie rozwigza¢ wzgledem wiel-
kosci 2, tak iz potrzeba i wystarcza, aby macierz:

dx' dxx
d2, » © ' dr

dx
d2’ 7 ¢ LI dlr

nie byta tozsamo$ciowo zerem. Macierz ta, przy 2,—... =2r=0
{gdy przez $1(, .. .,  oznaczymy, jak zwykle, spétczynniki wy-
razenia X,) przechodzi na nastepujaca:

ex -

E(}e o, Lr

Mozemy tedy wypowiedzie¢ twierdzenie:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby grupa, wytworzona z przeksztat-
cen nieskonczonostkowycn niezaleznych
Xlt..., Xr,byta przechodnig, jest, by iaby
macierz (4 byta rodézna od zera, lub wyrazajgc
to inaczej: by pomiedzy przeksztatceniami
byto ni nie mniej niz n przeksztatcen bez-
wzglednie niezaleznych.

W samej rzeczy, gdy macierz (4) nie jest zerem, nie bedzie
niem takze macierz (3), gdyz druga powstaje z pierwszej, gdy
2,= ...—2r= 0, a wiec grupa jest przechodnig. Z drugiej stro-
ny, gdyby macierz (4) byta zerem i miala charakterystyke m,
wtedy przynajmniej jeden wyznacznik rzedu m tej macierzy,
a wiec i macierzy (3) bytby rézny od zera, t. j. rownania (2) da-
tyby sie rozwigza¢ wzgledem m z pomiedzy parametrow 2, a wiec
mogliby$Smy z nich otrzymac najwyzej n—m zwiazkéw pomie-
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dzy wielkosciami x i x“. Otdz, poniewaz mjest charakterystyka
macierzy (4), przeto pomiedzy przeksztatceniami X,, ..., Xrjest
m niezaleznych, np. Aj, Z«, pozostate za$ dajg sie wyrazi¢
jako ich kombinacye liniowe ze spétczynnikami, ktore sg fun-
kcyami wielkosci x.  Uktad réwnan:

®) X = Q... XnF=0,

bedzie uktadem zupeinym, gdyz: po pierwsze, poniewaz prze-
ksztatcenia X mogg wytworzy¢ grupe, przeto nawias, utworzony
z dwdch jakichkolwiek wyrazen (5), wyrazi sie liniowo ze spot-
czynnikami statemi przez wszystkie przeksztatcenia Xx ... , Aj;
po drugie za$, jezeli w takiem,wyrazeniu liniowem zamiast

..., Xr podstawimy ich wyrazenia liniowe o spétczynni-
kach zmiennych przez Xx ... , Xm, znajdziemy ostatecznie, ze
kazdy nawias, utworzony z dwoch ktorychkolwiek pierwszych
stron rownan (5), wyrazi si¢ liniowo i ze spétczynnikami zmien-
nemi przez strony pierwsze tych réwnan, ktdre stanowig zatem,
jak powiedziano, ukiad zupetny (patrz Rozdz. | § 10> Réwna-
nia (5) bedg miaty przeto n—m catek niezaleznych wspoinych,
ktoremi niechaj beda:

(6) QX (X), ... , Qrr m(x)\
beda to zarazem catki wszystkich réwnan pozostatych:
XmiF=0...,XrF=0.

Na podstawie twierdzenia zasadniczego w § 1 Rozdz. 6-go
cakki (6) sg niezmienniezemi dla grupy danej, to znaczy, ze prze-
ksztatcajagc w nich zmienne x na zmienne x\ dane przez réwna-
nia (2), mie¢ bedziemy:

M QX(X) = QX(X")........ Qn-m (x) = Qn-m (*)-

Istnieje tedy istotnie n—m zwigzkéw niezaleznych pomie-
dzy wielkosciami x i wielkosciami X', igrupa jest z pewnoscig
nieprzechodnia.
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Z tego twierdzenia i dowodzenia mozemy wyprowadzié
wazny wniosek. WidzieliSmy, ze mozna znale$¢ najwyzej
n—m zwigzkdw pomiedzy wielkosciami x i wielkosciami X\,
i istotnie znalezliSmy n—m zwigzkéw' (7), z ktérych kazdemu od-
powiada funkcya Q, niezmiennicza wzgledem grupy. Gdyby
byla jeszcze inna funkcya niezmiennicza, znalezliby$Smy sposo-
bem wyzej wskazanym inny jeszcze zwigzek, co, jak widzielismy,,
jest niemozliwe. Mozemy wiec powiedzie¢, ze grupa posiada
tylko »niezmiennikéw (6), t. j.:

Grupa przechodnia niema zadnego nie-
zmiennika; grupa nieprzeeliodnia majakoje-
dyne niezmienniki rozwigzania wspdlne row-
nan X, F—0, ..., XrF= 0. Znajac wzory skon-
czone na przeksztatcenia grupy, mozemy nie-
zmienniki te otrzymac¢ przy pomocy elimi-
nacyi.

Warto zauwazyé, co nastepuje. Jezeli liczba r parametréw
jest dokfadnie réwna liczbie » i jezelijest n przeksztatcen nie-
skonczonostkowych bezwzglednie mezaleznych, wtedy
grupa jest przechodnia. Wzory na przeksztatcenia dadzg sie
rozwigza¢ wzgledem n parametrow, ktdre beda miaty wartosci
oznaczone, skoro obierzemy pewne warto$ci na wielkosci x i x'.
Bedziemy wtedy mieli wogdlnosci jedno tylko przeksztatcenie,
zmieniajace punkt dowolny na punkt dowolny; przechodnio$¢
bedzie pojedyncza. T.j.. Grupa przechodnia on
parametrach jest pojedynczo przechodnia,
albotezz grupa o n parametrach, ktdrej prze-
ksztatcenia nieskonczonostkowe w liczbie n
sg bezwzglednie niezalezne, jest pojedynczo
przechodnia.

Nie mozna utrzymywagé, ze zachodzi i twierdzenie odwrot-
ne; albowiem, aby mie¢ np. przechodnio$¢ podwdjng, potrzeba,
jak o tern przekonywajg rozwazania, podane na poczatku tego
paragrafu, by mozna byto terni samemi warto$ciami r parame -
tréw uczynic¢ réwnoczes$nie zado$¢ 2n rownaniom, zawierajgcym
spotrzedne czterech punktéw dowolnych; musia-
toby zatem r nie by¢é mniejsze od 2n
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§ 2.
Niepierwotnos¢ grup.

WidzieliSmy w § poprzedzajacym, ze gdy grupa jest nie-
przechodnia, wtedy istniejg funkcye Qt (x), ..., Qnm(a), ktore
pozostajg niezmiennemi przy przeksztatceniach grupy. Jezeli
napiszemy:

(1) N=Gq¢- Q&

gdzie wielkosci ¢ majg wartosci state dowolne, mamy wtedy
rozmaito$¢ »j-wymiarowg w przestrzeni «wymiarowej wielko-
$ci X, rozmaito$¢, przeksztatcajgcq sie na sama siebie przy wszy-
stkich przeksztatceniach grupy, i to bez wzgledu na to, jakiemi
sg wartosci statych ¢.  Jezeli wiec wartosci tych statych bedzie-
my zmieniali wszelkiemi mozliwemi sposobami, otrzymamy po-
dziat przestrzeni «-wymiarowej na 00”~mprzestrzeni «j-wymia-
rowych. z ktorych kazda pozostaje niezmienng przy przeksztat-
ceniach grupy.

Przyjmijmy teraz ogdlniej, ze mozemy uskuteczni¢ analo-
giczny podziat przestrzeni «-wymiarowej na przesti-zenie nizsze
«j-wymiarowe w ten sposob, aby kazda ztych ostatnich przy prze-
ksztatceniach grupy nie pozostawata niezmieniona, lecz aby prze-
strzenie te przechodzity jedne na drugie, tak ze gdy punkt P prze-
chodzi na punkt P, wtedy cata przestrzen «j-wymiarowa, do ktorej
nalezy punkt P, przechodzi na przestrzen, do ktérej nalezy punkt
J Jezeli to zachodzi, méwimy, ze grupa jest niepierwot-
n a, w przeciwnym razie nazywamy grupe pierwotng. Zte-
go punktu widzenia nieprzechodnio$é jest przypadkiem szcze-
g6lnym niepierwotnosci.

m Kazda grupa nieprzechodnia jest niepier-
wotng; kazda grupa pierwotna jest koniecz-
nie przechodnig.

Niechaj, jak wyzej, rownania (1) odpowiadajg temu podzia-
fowi przestrzeni. Na zasadzie twierdzenia o ukiadach zupet-
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nych, podanego w § 10 Rozdz. I-go, mozna wtedy znale$¢ uktad
zupetny m rownan o pochodnych czastkowych :

2 : YIF—o0, ..., YmF=0,

ktorego catkami niezaleznemi sg wyrazenia (1).

Poniewaz grupa dana ma, wedtug zatozenia, te wtasnosé,
ze przy jej przeksztatceniach przemieniajg sie wzajemnie prze-
strzenie »(-wymiarowe, dane przez rownania (1), przeto grupa ta
pozostawia bez zmiany uktad catek (2), t.j. przemienia catki ukita-
du (2) na calki tegoz uktadu. Uklad (2) przeto, zgodnie z defi-
nicya w 8 6 Rozdziatu 11, jest niezmienniczym wzgledem grupy,
I na zasadzie twierdzenia tam dowiedzionego, nawiasy (YhXK),
gdzie wyrazenia X sg przeksztatceniami nieskoficzonostkowemi
grupy danej, sg kombinacyami liniowemi o spétczynnikach sta-
tych wyrazen Y. | odwrotnie, jezeli tak jest, to wtedy ukfad
rownan YF = 0 jest ukladem niezmienniczym wzgledem grupy,
i istniejg catki (2), dajagce podziat przestrzeni. Mozemy tedy
powiedziec:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby grupa c-parametrowa, wytworzona
z przeksztatcen X1,...,Xr, byta niepierwotng,
jest, by istniat uktad zupetny réwnan o po-
chodnych czastkowych:

YXF = o0, YmU =0,

dla ktérego zachodzg zwigzki:

[YhXK = 2 Y,
i=
lub, inaczej mdwigc, by istniat uktad zupet-
ny niezmienniczy wzgledem grupy.

Oczywiscie, grupa moze by¢ niepierwotng rozmaitemi spo-
sobami; z powyzszego twierdzenia wyptywa, ze bedzie niepier-
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wotng tyloma r6znemi sposobami, ile istnieje uktadow zupetnych
niezmienniczych wzgledem tej grapy.

Kazdy taki ukfad, jak (1), nazywa sie uktadem nie-
pierwotnos$ci. Zauwazmy, ze jezeli dane sg dwa uktady
niepierwotnosei: jeden, odpowiadajgcy podziatowi catkowitej
przestrzeni na przestrzenie »¢-wymiarowe, dragi—podziatowi na
przestrzenie m'-wymiarowe, to gdy m  m' jest rbwne n lub
wieksze od n, mozna otrzymac trzeci uktad niepierwotnosei, od-
powiadajacy podziatowi na przestrzenie o —n wymiarach;
przestrzenie te otrzymujemy, rozwazajgc przeciecie ogoélne kaz-
dej z rzeczonych przestrzeni m-wymiarowych przez kazdg z prze-
strzeni m'-wymiarowych.

Z poprzedzajacego twierdzenia wyptywa jeszcze wazny
wniosek. Zal6zmy, ze grupa dana zawiera przeksztatcenie nie-
skonczonostkowe wyjatkowe (patrz Rozdz. I, § 8), i niechaj be-
dzie x = 2 cixc, gdzie spdtczynniki . majg wartosci state
oznaczone. Wtedy réownanie XF=0 (ktére oczywiscie uwazaé
mozna jako uktad zupetny) czyni zado$¢ warunkom twierdzenia,
gdyz wszystkie nawiasy (x x /) sg zerami. Mozemy tedy twier-
dzi¢, ze jezeli grupa zawiera przeksztatcenie
nieskonczonostkowe wyjatkowe, wtedy jest
z pewnos$cig grupg niepierwotna.

Jezeli dana jest grapa niepierwotna, wtedy mozna zawsze
zbudowac przynajmniej jedne grupe, bedacg z nig w Scistym
zwigzku i nazwang grupg niepierwotno$ei. Mowimy
0 niej w 8 4 Rozdziatu 1'Y-go.

PowiedzieliSmy wyzej, ze grapa nieprzechodnia jest nie-
pierwotng. Teraz powiemy, ze i grupa pojedy nczo-
przechodnia, majgca doktadnie » przeksztat-
cen nieskoncz.onostkowych niezaleznych, t.j.
tyle. ile jest zmiennych x jest takze niepier-
wotng.

Aby dowies¢ tego twierdzenia, skorzystamy z wiasnosci
grap, zwanych wzajemnemi, o ktorych mowa w 8§ 6 Rozdz.
IV go. Niechaj bedzie dana grupa pojedynczo-przechodnia
0 A>1 parametrach; wtedy istnieje inna grupa pojedyrnczo-
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przechodnia o n parametrach, zwana wzajemng, taka mianowi-
cie, ze jej przeksztatcenia nieskonczonostkowe Y pozostajg z prze-
ksztatceniami X grupy danej w zwigzkach:

(Xi Yj)= 0, <gj=i.....dm

Otdz, gdy «>1, wtedy grupa przeksztatcen Y bedzie po-
siadata z pewnoscig podgrupy, np. te, ktore sa wytworzone z po-
jedynczych przeksztatcen Y. Niechaj wogélnosci jedna z jej
podgrup bedzie podgrupa, wytworzona z przeksztatcen I \ , Ym
(«<*); wtedy uktad rownan rézniczkowych YIIi'=0,..., YnF—),
bedzie uktadem zupetnym, a istnienie tego uktadu stwierdza od-
razu niepierwotno$¢ grupy, gdyz ukiad ten czyni zado$¢ zwigz-
kom:

Xi Yj) —o0, (g =

ktore sg przypadkiem szczeg6lnym zwigzkow, wystarczajgcych
do okreslenia uiepierwotnosci. Tym sposobem twierdzenie jest
dowiedzione.

§ 3.
Sysfaty6znos¢ grupy.

Wréémy na chwile do rozwazan, podanych na koncu §5
w Rozdz. Il. OkresliliSmy tam, co rozumie¢ nalezy przez grupe
statecznosci wzgledem punktu potozenia og6lnego, i widzieliSmy,
ze jezeli pomiedzy r-parametrami jest tylko r—h bezwzglednie
niezaleznych, wtedy podgrupa statecznosci wzgledem punktu x°
potozenia ogdlnego jest grupg o h parametrach, a przeksztatce-
niami nieskonczonostkowemi, z ktérych sie ona wytwarza, sg na-
stepujace przeksztatcenia w liczbie h:

(@Y) Xr—h+s #sl eee  Xs¥—h (*°) Ar—h>»
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gdzie znaczenie spétczynnikow ~ okreslilismy na wspomnianem
miejscu.

Dla kazdego punktu x° potozenia ogdlnego istnieje spe-
cyalna podgrupa statecznosci grupy danej; otz zbadajmy teraz,
czy i kiedy dwie lub wiecej takich podgrup statecznosci zlewa sie.

Jezeli zamiast punktu x° wezmiemy inny punkt xr, wtedy
podgrupa statecznosci bedzie podgrupa, wytworzona z prze-
ksztatcen:

(2) Xr—{s X L") e Xi-F ) Xr_;

stad wyptywa, ze dwie podgrupy zlejg sie, gdy kazde przeksztat-
cenie (2) jest kombinacya liniowg o spotczynnikach statych prze-
ksztatcen (1). Lecz z przyczyny niezaleznosci zwyczaj nej
przeksztatcen X (zaktadamy istnienie tej niezaleznosci dlatego™
ze przyjmujemy, iz przeksztatcenia te tworzg grupe o r-parame-
trach istotnych), kazde z przeksztatcen (2) powinno by¢ idehty-
cznem z odpowiedniem z przeksztatcer (1), a stad funkcye %dla,
punktu x° muszg by¢ te same, co i dla punktu X'.

Jezeli wiec napiszemy:

i (U cem>®*) == X5, 1(«i0. me*>xn°)

i znajdziemy wszystkie wartosci xx . . ., X,,, dla ktorych spet-
niajg sie te zwigzki w liczbie h (r—h), to otrzymamy wszyst-
kie punkty x, ktérych grupy statecznosci sg te same, co dla x°.

Ot6z zachodzi¢ mogg dwa przypadki: albo te réwnania,
w ktorych x° jest punktem potozenia ogdlnego, redukujg sie do
mniejszej niz n liczby rownan, albo tez nie redukujg sie.

W przypadku pierwszym bedziemy mieli oczywiscie nie-
skoriczenie wiele punktow, tworzacych rozmaito$¢ ciagta, do
ktorej nalezy punkt x°, a podgrupy statecznosci tych punktéw
zlewac sie bedg z grupg statecznosci punktu x°; w przypad-
ku drugim mogg istnie¢ tylko punkty odosobnione tego ga-
tunku. Gdy zachodzi przypadek pierwszy, t.j. gdy przy da-
nym punkcie Xx° pofozenia o0g6lnego, istnieje rozmaito$¢
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ciagla, do ktdrej on takze nalezy i ktérej punkty majg wszystkie
te sarne podgrupe stateczno$ci, wtedy grupe nazwiemy systa-
tyczng (Engel); w przypadku przeciwnym nazywamy jg
asystatyczna.

Mozemy tedy, oczywiscie, wypowiedzieé twierdzenie na-
stepujace:

Jezeli dana jest grupa zr przeksztatcenia-
mi nieskonAczonostkowemi, z ktorych pierw-
sze r—h sg bezwzglednie niezalezne, pozo-
state za$ wyrazajg sie przez poprzednie przy
pomocy wzorow:

Ar— = x*x) Aj j— .. - xsmu () ,
grupa jest systatyczng, albo asystatyczna,
stosownie do tego, czy liczba funkcyj nieza-
leznych pomiedzy h(r—h) funkcyami % jest
mniejsza od « albo tez jest ro6wna lub wigk-
sza od n.

Mozna dowie$¢, ze grupa systaty czna jest za-
wsze niepierwotna.

Aby dowies¢ tego, odrdznimy dwa przypadki: pierwszy”
w ktérym liczba funkcyj % (liczba funkcyj x niezaleznych musi
by¢ wtedy mniejsza od w) jest wieksza od zera, t.j. njest wieksze
od zera; drugi, w ktérym h jest zerem, t.j. gdy mamy r prze-
ksztatcen nieskonczonostkowych niezaleznych, kiedy niema
wcale funkcyj %

Dajmy najprzdd, ze funkcyj y niezaleznych jest n—g; nie-
chaj niemi beda: % .,., x»-e- Utwdrzmy réwnania:

4 X eeei*») = const, ... X*e (*i>m e»'«,.)=const..,

przedstawiajgce podziat przestrzeni n-wymiarowej na 60"- *prze-
strzeni ~-wymiarowych. Powiadamy, ze podziat ten odpowiada
uktadowi niepierwotnosci; to znaczy, ze jezeli przez M oznaczy-
my jedne zrozmaitosci, przedstawionych przez réwnania (4), ije-
zeli pewne przeksztatcenie t zmienia wszystkie punkty rozmai-

Pascal: Teoryagrup przeksztatcen 12
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tosci M na punkty innej rozmaito$ci M\ to i ta ostatnia da sie
przedstawi¢ przez réwnania (4) z innemi warto$ciami statych.

Jezeli w rdwnaniach (4) nadamy statym wartosci okreslone,
wtedy otrzymamy rozmaito$¢ M, ktdrej punkty majg wszystkie
tez sama podgrupe statecznosci; podgrupg statecznosci punktow
rozmaitosci M', powstatych z punktow rozmaitosci M przez prze-
ksztatcenie r, jest przeksztatcona podgrupy punktéw tej ostat-
niej, a to na zasadzie twierdzenia, podanego na koncu § 5 Roz-
dziatu li-go  Stad wszystkie punkty rozmaitosci M‘majg tez
samg podgrupe statecznosci, co dowodzi, ze rozmaitos¢ W jest
inng z rozmaito$ci, przedstawionych przez wzory (4), a wlasnie
tego chcieliSmy dowiesc.

Jezeli h jest zerem, t. j. wszystkie r przeksztatcen nieskon-
czonostkowych sg bezwzglednie niezalezne, wtedy liczba r nie
moze by¢ wieksza od n (patrz Rozdz. | § 8), a wiec r <[ w albo
r—n. Jezeli r<"n grupa jest nieprzechodnia, a wiec i niepier-
wotna; jezeli r—n, to przy niezaleznosci bezwzglednej wszyst-
kich przeksztatcen nieskonczonostkowych, grupa jest pojedyn-
czo przechodnia i ma doktadnie n przeksztatcen nieskonczonost-
kowych (patrz § | Rozdz. Ill), a wiec jest niepierwotna.

Tym sposobem twierdzenie zostato udowodnione dla kaz-
dego przypadku.

Niechaj bedzie dana grupa o r parametrach istotnych, wy-
tworzona, jak zwykle, z przeksztatcen nieskoriczonostkowych
Xi, , .., Xr. Wiemy, ze zachodzg wtedy zwigzki:

r

M
=1
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a ogot statych c stanowi to, co nazywamy budowg lub stru-
kturg grupy. Jestjasnem, ze liczby c nie sg okreslone w spo-
sob jedyny przez te samg grupe, lecz wartosci tych statych zmie-
niajg sie wraz z wyborem r przeksztatcen nieskonczonostkowych
niezaleznych. Jezeli np. zamiast przeksztatcenia Xx wezmiemy
pewng kombinacye liniowg o spotczynnikach statych wszystkich
przeksztatcen X, otrzymamy nowe liczby ¢, i bedzie mozna ta-
two wyznaczy¢ zwigzki pomiedzy nowemi a dawnemi liczbami c.

Nadto, jezeli zamiast przeksztatcen Xlt ..., Xn ktore natu-
ralnie przyjmujemy za wprost niezalezne, wezmiemy ich kombi-
nacye liniowg o spdtczynnikach statych—nazwijmy jg Xr+i—
wtedy ukiad catkowity przeksztatcen Xlt ... , Xr, Xr+i, ktore
nie sg juz niezaleznemi, bedzie tez, oczywiscie, czynit zados$¢
zwigzkom postaci (1), i bedzie mozna znalez¢ liczby ¢, odpowia-
dajace temu nowemu ukladowi przeksztatcen X. Podobniez
rzecz bedzie sie miata, jezeli dotgczymy w tenze sposob jakgkol-
wiek liczbe przeksztatcen nieskonczonostkowych, nalezacych do
grupy danej.

Jezeli dwie grupy o tej samej liczbie r parametréw istot-
nych sg takie, iz ustaliwszy w jednej z nich w sposéb okreslony
uktad przeksztatcen Xt, ..., Xr niezaleznych, mozemy dla dru-
giej obraé uktad przeksztatcen niezaleznych Ij,..., Yr wten
sposob, aby liczby e byty odpowiednio réwnemi dla obu grup,
wtedy mowimy, ze te dwie grupy o réwnej liczbie parametrow
sg rownej budowy.

Spostrzezenie powyzsze, polegajgce na tem, ze mozna roz-
wazac liczby c, odnoszace sie¢ do uktadu przeksztatceri nieskon-
sczonostkowych, ktére nie sg wszystkie niezalezne, a wiec ukia-
du rozleglejszego, niz uktad przeksztatcen tylko samych nieza-
leznych, pozwala na uogélnienie poprzedniego pojecia i prowa-
dzi do pojecia izomorfizmu dwu grup o roznej liczbie
parametrow istotnych. Mianowicie, jezeli mamy dwie grupy,
jedne o r. drugg o r' parametrach istotnych, gdzie /<>, ijezeli,
mobrawszy r przeksztatcen nieskonczonostkowych niezaleznych
Jj, ..., Xr pierwszej grupy, mozna wybraé r przeksztatcen nie-
.skoriczonostkowych*!7, ... | Yr drugiej (ktore, oczywiscie, nie
wszystkie sa niezalezne, a zawierajg tylko r' niezaleznych),
w ten sposéb, aby liczby c dla obu uktadéw wypadty odrowied-
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nio rowne, wtedy te dwie grupy nazywa¢ bedziemy izomor-
ficznemi. Odroznia¢ bedziemy izomorfizm bolo edryez-
ny od meriedrycznego; dla pierwszego jest r'= r, t. .
obie grupy maja réwna liczbe parametréw istotnych; w drugim
liczba r' jest mniejsza od r.

Gdy izomorfizm jest meriedryczny, wtedy oczywiscie pe-
wnej liczbie przeksztatcen nieskonczonostkowych grupy pierw-
szej (t. j. grupy, majacej wiekszg liczbe parametrow istotnych)
odpowiada jedno tylko przeksztatcenie grupy drugiej. W samej
rzeczy, jezeli r'<>, wtedy pomiedzy przeksztatceniami 17,..., Yr
zachodzi r—" zwigzkow liniowych jednorodnych o spotczynni-
kach statych; niechaj niemi beda:

ell 11" eee 4%y vr= 0
2

free —nr dr— 1)
Niechaj teraz:
(3) A, + ... +4, Tr,
bedzie pewnem przeksztatceniem nieskoriczonostkowem dragi€j

grapy; w pierwszej grapie odpowiada¢ mu bedzie przeksztatce-
nie nieskonczonostkowe:

4 b, X1-j- ..+ K Xr.

Lecz przy pomocy zwigzkow (2) przeksztatcenie (8) moze zmie-
nia¢ posta¢ swojg oor~r' sposobami; istotnie, napisawszy to prze-
ksztatcenie (8) w postaci:

(5) N o+ eee+ Mr o Yr

i odjawszy od przeksztatcenia (3), otrzymamy réwnanie:

=) i - . . . - ({fir—X) Yr —0,
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ktére powinno by¢ wynikiem réwnan (2); a wiec jezeli przyrow-
namy do zera macierz spotczynnikbw wyrazen (2) i (5), otrzy-
mamy r' réwnan liniowych pomiedzy r wielkoSciami ju, stad wy-
nika wasnie, ze te ostatnie mogg mie¢ oor— wartosci réznych.
Jezeli za$ przeksztatcenie (8) napiszemy w postaci rownowaznej
{5), wtedy w pierwszej grupie odpowiadaé mu bedziejuz nie prze-
ksztatcenie (4), ale przeksztalcenie:

{6; - ..o+ flro%r,

co wskazuje, ze temu samemu przeksztatceniu nieskorczonost-
kowemu grupy drugiej odpowiada oo'~r' przeksztatcen pierw-
szej.

Powyzsza definicya ustanawia odpowiednio$¢ pomiedzy
przeksztatceniami nieskoniczonostkowemi dwu grup izomorficz-
nych, a wiec—poniewaz kazde przeksztatcenie nieskonczonost-
kowe wytwarza grupe o jednym parametrze, zawartg w danej—
ustanawia takze odpowiednio$¢ pomiedzy podgrupami o jednym
parametrze, zawartemi w dwu grupach danych. Stagd mozna juz
fatwo przejs¢ do ustanowienia odpowiednio$ci i pomiedzy prze-
ksztatceniami skoficzonemi, mianowicie ustalajac, ze odpowiadaja
sobie przeksztatcenia dwu odpowiadajgcych sobie podgrup oje-
dnym parametrze, dla ktérych warto$¢ parametru
tjest jednakowa.

Ta odpowiednio$¢ pomiedzy pojedynczemi przeksztatcenia-
mi skoriczonemi dwu grup izomorficznych ma pewng wilasnosé
zasadniczg charakterystyczna, ktéra moze tez postuzyé za pod-
stawe definicyi izomorfizmu, majacej zupetng analogie z defini-
«cyg W teoryi nieciggtych grup podstawien. Wiasnos¢ te stano-
wi mianowicie to, zeiloczynowi dwu przeksztat-
cen jednej grupy odpowiada w grupie izo-
morficznej iloczyn dwéch odpowiadajagcych
tamtym przeksztatcen. Wiasno$¢ te, ustanawiajgca
doskonatg analogie pomiedzy izomorfizmem L iego w teoryi
przeksztatcen a izomorfizmem w zwyklej teoryi podstawien,
udowadnia Lie w Traktacie swym (Theorie de Transfgr., I,



182 Rozdziat 1(1 § 4.—lzomorfizm dwu grup.

str. 208 i 418—420) przy pomocy t. zw. grupy parametry-
cznej (Parametergruppe) (patrz § 3, Rozdz. IV).

Pokazemy, ze whasnos¢ te mozna tatwo udowodni¢ takze
za pomocg wzoru na iloczyn dwu przeksztatcerh skonczonych,
podanego przez nas w 89, Rozdziatlu I-go. Istotnie, niechaj
Zu X2 beda dwie kombinacye liniowe o spotczynnikach statych,
przeksztatcen X; X/,Z2—analogiczne kombinacye liniowe prze-

ksztatcen y. Przeksztatcenie, bedace iloczynem dwdch prze-
ksztatcen:

X,'= Xi-\--~Z IxiA-..

X,"= Xi'A-~ Z2x,"-f ...,

bedzie postaci:
X, xt -f- ...,

gdzie otrzymujemy z wzoru (7) w 8 9 Rozdziatu I-go (zmie-
niwszy oczywiscie wyrazenia X na Z)\ wzOr ten przy pomocy
zwigzkow (1) sprowadza sie do kombinacyi liniowej wyrazen X
ze spotczynnikami liczbowemi, zaleznemi od t, i', y i od spol-
czynnikéw c.

Jezeli teraz od grupy pierwszej przejdziemy do drugiej, po-
zostawiajac bez zmiany ti (, to musimy zmieni¢ tylko X na Y,
awiec Z na Z* a poniewaz $pétczynniki c nie zmieniajg sie przy
przejsciu od pierwszej grupy do drugiej, przeto przeksztatcenie
Z3 odnoszace sie do nowego iloczynu, bedzietg samg kom-
binacya liniowg wyrazen Y, jakg Z3jest wyrazen X. W ten spo-
sob twierdzenie jest dowiedzione. (Patrz Pascal: Sulla fior-
mola del prodotto etc. Rend. Ist. Lomb. (2) 34, 1901).

Godzi sie zaznaczy¢, ze dowodzenie to stosuje sie zupetnie
jednakowo do izomorfizmu lioloedrycznego, jak i meriedryczne-
go; dowod, podany we wspomnianem dziele L ieg o, tej zalety
nie posiada.
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Niechaj bedag dwie grupy meriedrycznie izomorficzne, je-
dna or, druga o r'<r parametrach istotnych; niechaj przeksztat-
ceniami nieskonczonostkowemi niezaleznemi pierwszej beda
Xlt ... , Xr, odpowiadajagcemi za$ im r przeksztatceniami nie-
skonczonostkowemi grupy drugiej, zwigzanemi r—r roéwnania-
mi (2), niechaj bedg ij, ..., Yr. Rozwazmy réwnania (2)
wzgledem r—r" wyrazen Y, mianowicie zatozywszy, dla ustale-
nia mysli, ze VYj, ..., Y/ sg przeksztatlceniami niezaleznemi, roz-
wigzmy te rownania wzgledem Yrfi, .... Yr‘ niechaj bedzie:

(7 Yr+k - A dti Yi—0, (A-l, ... I-1").
=1

Jezeli uwaza¢ bedziemy strone pierwszg réwnania (7) jako
przeksztatcenie nieskonczonostkowe grupy drugiej, wtedy
w pierwszej odpowie mu przeksztatcenie nieskofnczonostkowe:

® A Gi Xt h1 Irr}
I+

i odpowiadac sobie beda, jak zwykle, dwie podgrupy o jednym
parametrze, wytworzone odpowiednio przez jedno i drugie prze-
ksztatcenie. Poniewaz za$ strona pierwsza rownania (7) jest
tozsamosciowo zerem, przeto podgrupa, wytworzona przez prze-
ksztatcenie nieskoniczonostkowe, przez te strone pierwsza wyra-
zone, sktada sie jedynie z przeksztatcenia tozsamosciowego; gdy
tymczasem, poniewaz li moze przybieraC r—r* wartosci, prze-
ksztatcen nieskonczonostkowych (8) roznych bedzie r —m
i tylez bedzie podgrup o jednym parametrze. Bedzie tedy
oor r' przeksztatcen skonczonych, wytworzonych ze wszystkich
przeksztatcen (8); mozemy wiec powiedziec:

Jezeli dwie grupy dane sg meriedrycznie
izomorficzne, wtedy przeksztatceniu tozsa-
mosciowemu grupy drugiej odpowiada corJ
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przeksztatcen grupy pierwszej, tworzacych
r—+ podgrup tejze ojednym parametrze.

Mozna dowies¢ przedewszystkiem, ze te oor r' prze -
ksztatcen. tworzg grupe. W tym celu okazemy, ze
wyrazenia (8) czynig zado$¢ drugiemu twierdzeniu zasadniczemu
teoryi grup (Rozdz. I, § 14). Oznaczmy na chwile wyrazenie (8)
przez Eh, przez Ta za$ strone pierwszg rownan (7) i utwdrzmy
nawiasy (Eh2*); otrzymamy wtedy wogolnosci kombinacye li-
niowe wyrazen X o spotczynnikach statych, ktoérych wartosci,
z powodu izomorfizmu, powinny by¢ doktadnie rowne spotczyn-
nikom, otrzymanym po utworzeniu nawiasu (Tal®). Te ostat-
nie nawiasy sg rowne zeru, poniewaz takg warto$¢ majg wy-
razenia (7). Mozemy wiasciwie powiedziec, ze nawiasy te sg row-
ne zeru przy uwzglednieniu rownan (7); albo tez, ze znikanie wy-
razen liniowych, utworzonych z przeksztatcen +r, ktérym to wy-
razeniom te nawiasy sg rowne, jest wynikiem réwnan (7); albo
wreszcie, ze nawiasy (TAT®) dajg sie przedstawié liniowo i ze
spoétezynnikami, naturalnie, stalemi, za pomoca wyrazen T. Stad
wynika takze, ze i nawiasy (EhEK dajg sie przedstawic liniowo
i ze spotezynnikami statemi za pomocag wyrazen E, ze wiec te
ostatnie tworzg grupe.

Grupa ta, ktéra bedzie, naturalnie, pod-
grupa grupy, wytworzonej zprzeksztatcen X,
jest podgrupag niezmienniczag tej ostatniej
(p. Rozdz. I, §8).

Aby tego dowies¢, dos¢ okazaé, ze nawiasy:

(Xl Etl), (<:1 r, /|:.|., ven, I—T7)

wyrazaja sie liniowo i ze spbétezynnikami statemi przez prze-
ksztatcenia E W tym celu do$¢ powtorzy¢ powyzsze rozumo-
wanie, poniewaz nawiasy (T,Ta) sg zerami, gdyz sg zerami wy-
razenia Ta, wiec powinny dac¢ sie przedstawi¢ liniowo i ze spot-
czynnikami statemi przez wyrazenia T, a stad, na zasadzie izo-
morfizmu, tozsamo winno zachodzi¢ i dla nawiaséw (X- EN.
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§ 5.

Podobieristwo dwu grup.

Powiedziano juz w § 2 Rozdziatu I-go, co rozumie¢ nalezy
przez podobienstwo dwu grup: dwie grupy:

<1) x,’=fi(x,a), (2) yl= Xy, a),

nazywajg sie podobnemi, gdy mozemy za zmienne x wzigé
fuukcye zmiennych y,za zmienne x'—analogiczne funkcye zmien-
nych X', za wielkosci a—funkcye wielkosci &', w ten sposob, ze
wzory przeksztatcen (1) przechodzg na wzory przeksztatcen (2).
W ten sposéb mozna—jak tojuz w swoim czasie zauwazylisSmy—
ustanowi¢ odpowiednio$¢ dwujednoznaczng pomiedzy przeksztat-
ceniami obu grup; i bezposrednio wida¢, ze przeksztatceniu toz-
samosciowemu (o ile ono istnieje) jednej grupy odpowiada prze-
ksztatcenie tozsamosciowe drugiej.

Przedewszystkiem jest widocznem, ze warunkiem ko-
niecznym podobienstwa jest, by obie grupy
posiadaty te samg liczbe parametréw istot-
nych.

Dajmy, ze mamy, jak zwykle, dwie grupy o r parametrach
issotnych, i niechaj X2..., Xr bedg r przeksztatceniami nie-
skoniczonostkowemi niezaleznemi pierwszej grupy, 17,..., Yr
takiemiz przeksztatceniami drugiej. Niechaj

) y, = Ft(X)

bedg wzory, przy pomocy ktérych zmienne X przeksztalcamy
na zmienne y, w ten sposob, ze wzory (1) przechodza na wzory
{2); jezeli wzory (1) napiszemy (dla otoczenia przeksztatcenia
nieskonczonostkowego) w postaci zwyktej:
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gdzie parametrami sg wielkosci X ..., ilr, bedzie:

®) )= A+ -0-~ 0.~ 5+ ..

Przez wprowadzenie zmiennych y zamiast zmiennych x prze-
ksztatcenie nieskonczonostkowe X, staje sie przeksztatceniem
nieskoriczonostkowem T,, wyrazonem w zmiennych y Jezeli
Xv ..., Xr sg przeksztatceniami wprost niezaleznemi, to takie-
miz bedg Xx ..., Xr; a rOwnania (6) przejda na nastepujace:

r

Lecz takaz posta¢ powinny, na zasadzie uczynionych zatozen,
mie¢ wzory przeksztatcen grupy (2); powinny mianowicie dac
sie wyrazi¢ (zawsze w otoczeniu przeksztatcenia tozsamoscio-
wego) w postaci:

<

i dlatego te wzory winny zlewac sie z wzorami (6), gdyz, jak
zauwazylismy juz, ze w obu grupach odpowiada¢ winny sobie
przeksztatcenia tozsamosciowe; a wiec takze, wedlug zasady
ciggtosci, odpowiadaC sobie winny przeksztatcenia, zawarte
w odpowiednich otoczeniach przeksztatcern tozsamosciowych.
Stad wyptywa, ze wyrazenia X powinny by¢ kombinacyami
liniowemi o statych spotczynnikach wyrazen T, i odwrotnie.
Innemi stowy, jezeli dwie grupy sg podobne, to przeksztalcenia
nieskonczonostkowe niezalezne jednej z nich powinny przeksztat-
cac sie na przeksztatcenia nieskonczonostkowe niezalezne dru-
giej. Z drugiej strony jest jasnem, ze, gdy to zachodzi, dwie
grupy sg podobne. Mamy tedy:
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Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby dwie grupy or parametrach istot-
nych byty podobne, jest, by istniaty zwigz-
ki pomiedzy zmiennemi jednej i drugiej gru-
py, pozwalajgce od przeksztatcen nieskon-
czonostkowych jednej przechodzi¢ do prze-
ksztatcen nieskonczonostkowych drugiej.

Z powyzszego dowodzenia wynika, ze jezeli zamiast prze-
ksztatcen Y przyjmiemy przeksztatcenia T jako przeksztatcenia
nieskonczonostkowe niezalezne grupy drugiej, wtedy parametra-
mi kanonicznemi przeksztatcenia, ktore w grupie drugiej
odpowiada przeksztatceniu (4) w pierwszej, bedg X . .., ikr,
t. j. parametry kanoniczne przeksztatcenia (4). Stad, jezeli
dwie grupy sa podobne, wtedy przez odpo-
wiednig zmiane parametréw mozna sprawic
to, ze odpowiadajgce sobie przeksztatcenia
dwu grup bedg miaty te same wartos$ci para-
metrow.

Nadto, gdy przeksztatcenia Ts bedg rowne przeksztatce-
niom Xs, to nawias (TAT*) bedzie réwny nawiasowi (AZ*);
a wiec nawiasy te wyrazg sie liniowo przez Xsi Xs odpowied-
nio, z temi samemi spotczynnikami statemi c4sj innemi stowy,
jest jasnem, ze obie grupy majg te samg budowe, t. j. sg holoe-
drycznie izomorficzne (patrz § poprzedzajacy). Stad: Dwie
grupy podobne sg lioloedrycznie izomorfi-
czne.

Nie moznatwierdzi¢, ze, odwrotnie, dwie grupy holoedrycz-
nie izomorficzne sg podobne, i aby to miato miejsce, potrzeba,
aby speinialy sie pewne warunki.

Aby to pokaza¢, dajmy, ze pomiedzy przeksztatceniami
Aj, ..., Xrjest g<§”r przeksztatcen bezwzglednie nieza-
leznych, nie potgczonych zadnym zwigzkiem liniowym o spot-
czynnikach, bedacych funkcyami zmiennych e, niechaj temi
przeksztatceniami beda iXj, ..., Xe, a pozostate niechaj wyra-
zajg sie przez nie w ten sposob:
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e

®8) W= M (x) Xt.
«—

Jezeli teraz dwie -grupy sg podobne, jezeli wiec istnieje
przeksztatcenie, zamieniajgce przeksztatcenie nieskonczonostko-
we jednej grupy na takiez przeksztalcenie drugiej, trzeba, by
przeksztatcenia Tt, . .., na ktore zamieniajg sie odpowied-
nio przeksztatcenia X,, . .., Xr, posiadaty wkasnosci tych ostat-
nich, t. j. aby pierwsze . . pomiedzy z nieb byty bezwzglednie
niezalezne (t. j., aby nie zachodzit pomiedzy niemi zaden
zwigzek o spotczynnikach statych) i aby pozostate r—q prze-
ksztatcen daty sie wyrazi¢ przez q pierwszych przy pomocy
zwigzkow, podobnych do zwigzku (8). W zwigzkach tych spdt-
czynniki yjls (y), wystepujace zamiast spétczynnikow 9%, (%,
powinny by¢ temiz samemi funkeyami %x), w ktorych za zmienne
X podstawiono ich wyrazenia w zmiennych y. Z drugiej strony,
te wyrazenia T powinny by¢ takie, ze ich kombinacye nawiaso-
we po dwa, prowadzg do uktadu statych doktadnie iden-
tycznego z uktadem statych, utworzonym z wyrazen X. Wi-
dzimy tedy, ze:

Warunkiem koniecznym na to, aby dwie
grupy izomorficzne byty podobne, jest, by,
po obraniu w jakikolwiek sposob przeksztat-
cen niezaleznych X grupy pierwszej, istniat
dla grupy drugiej uktad przeksztatcen rt,...,rr,
majacy rownocze$Snie wyzej wskazane wtas-
nosci, mianowicie: by liczby ¢ otrzymane dla
tego uktadu, byty identyczne z liczbami ¢
otrzymanemi dla uktadu przeksztatcen X;
aby pierwsze q przeksztatcen T byty bez-
wzglednie niezalezne, pozostate za$ r —q
wyrazaty sie liniowo przez pierwsze, ze spot-
czynnikami ipi»(y) takiemi, ze r6znice %, (X)—nh(y),
przyrownane do zera, dajg uktad qg(r—q) row-
nan niesprzecznych, z ktérych nie mozna wy-
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rugowac¢ rownoczesnie albo wszystkich zmiea-
nych a, albo wszystkich zmiennych y.

Jak widzimy, warunek powyzszy jest warunkiem konie-
cznym podobienstwa dwu grup; jest on wszakze zarazem
i dostatecznym, t.j.jezeli on sie spetnia, to mozna zawsze
znales¢ takie przeksztatcenie zmiennych x na zmienne y, aby
przeksztatcenia nieskonczonostkowe jednej grupy przechodzity na
takiez przeksztatcenia drugiej. Nie bedziemy sie tu zatrzymy-
wali nad szczeg6tami dowodzenia tego twierdzenia w przypad-
ku ogo6lnym, co do ktérego odsytamy do Tomu | cytowanego
wielokrotnie dzieta Liego istr. 341 i nast.); ograniczymy sie
tylko, idac za tern dzietem, na przypadku szczeg6lnym, w kto-
rym q réwnasier, t. j. w ktérym wszystkie r przeksztatcen nie-
skoniczonostkowych sg bezwzglednie niezalezne.

Poniewaz wiemy, ze pomiedzy (-1 przeksztatceniami nie-
skonczonostkowemi 0 n zmiennych zachodzi zawsze zwiazek
liniowy, przeto gdy o=r, musi by¢ rt~r. Poniewaz dalej, na
podstawie zatozenia, wszystkie przeksztatcenia X sg liniowo
niezalezne, przeto w naszym przypadku nie istniejg funkcye
o ktérych mowa w twierdzeniu powyzszem, a twierdzenie to
sprowadza sie wprost do nastepujacego:

Dwie grupy izomorficzne, z ktérych pierw-
sza jest taka, iz jej »przeksztatcen nieskon-
czonostkowych sg bezwzglednie niezalezne
(a wiec n rN, sg podobne wtedy i tylko
wtedy, gdy irprzeksztatcen nieskonczonost-
kowych drugiej grupy sa bezwzglednie nie-
zalezne.

Aby dowies¢ tego twierdzenia, dajmy, ze, obrawszy prze-
ksztatcenia X pierwszej grupy, znalezliSmy odpowiednio prze-
ksztatcenia T drugiej, tak, ze ukiad liczb Qs> dlajednych i dru-
gich jest ten sam. Potdézmy:

©) ¥+ rt= Z7t,

otrzymamy wtedy symbole przeksztatcen nieskoriczonostkowych
Z, wyrazone juz to w zmiennych x, juz to w zmiennych y; po-
niewaz:
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(X*X*) = 2 «oi . <r*r*) = 2 -
« =

bedzie:

(10) (z1, Zlc) = Chla Zg ,

51

a stad przeksztatcenia Z wytworzg grupe o r parametrach istot-
nych, ktorej zmiennemi bedg réwnoczes$nie zmienne X i ij\ wzory
kanoniczne przeksztatcenia tej grupy otrzymamy odrazu, fgczac
wzory kanoniczne obu grup danych dla tych samych wartosci
parametréw. Grdyz, jezeli weZzmiemy zwykte wzory kanoniczne
dla kazdej z dwu grup iw nich zamiast X/, i T* odpowiednio po-
tozymy ZK wzory te pozostang niezmienne, poniewaz wynik
dziatania przeksztatcen Z na funkcye samych zmiennych x jest
ten sam, co wynik dziatania przeksztatcen X, a wynik tychze
przeksztatcen Z na funkcye samych zmiennych y jest ten sam,
co wynik dziatania symboli T. Lecz wiasnie przez takie pod-
stawienie powstaje grupa, ktdrg wytwarzajg przeksztatcenia Z

Poniewaz zatozyliSmy, ze przeksztatcenia X sg bezwzgled-
nie niezalezne, przeto macierz spotezynnikow tych przeksztat-
cen, t. j. zwykta macierz spotezynnikéw £ musi by¢ r6zna od
zera. Jezeli przez £ oznaczymy spotczynniki przeksztatcen Z,
to spostrzezemy odrazu, ze dla kazdego przeksztatcenia Z pierw-
sze n spotezynnikbw C sg rowne odpowiednio spdtczynni-
kom £ a stagd macierz spotezynnikow £ zawiera w sobie macierz
spotezynnikdw £ a wiec jest takze rozna od zera. Wnosimy stad,
ze i przeksztatcenia Z sg bezwzglednie niezalezne.

Rozwazmy teraz uktad rownan o pochodnych czastkowych:

(11) Zt F=z o;

ukfad ten, na podstawie rownan (10), jest ukiadem zupetnym
i jest tez nieprzywiedlnym, gdyz przeksztatcenia Z sg bez-



Rozdziat 111 § 5.- Podobienstwo dwu jrrup. 191

wzglednie niezalezne. Uk#ad ten bedzie miat tedy 2n— roz-
wigzan wspolnych. Jest jasnem, ze n—r z tych rozwigzan sta-
nowi rozwigzania ukfadu zupetnego nieprzywiedlnego XkF —Q
sg one funkcyarui samych zmiennych x\ inne n— z pomiedzy
tych rozwigzan wspolnych sg rozwigzaniami uktadu zupeinego
nieprzywiedlnego YK==0, mianowicie sg one funkcyami samych
zmiennych y. Pozostaje jeszcze 2n——(n—r)—(n—r), t.j. r
rozwigzan uktadu (11), niezaleznych od powyzszych; sg one
funkcyami zmiennych x i zmiennych y. Bo gdyby jedno z nich
byto funkcya samych zmiennych x, to musiatoby by¢ rozwigza-
niem uktadu XkF=0, a wiec nie byloby niezalezne od catek juz
znalezionych. Niechaj:

(12) «j (X)....... if,, r@); vi(y),vnr(y); ic(xy),....wr(x,y),

beda wszystkie catki niezalezne uktadu (11). Mozna okaza¢, ze
uiw, uwazane za funkcye zmiennych x, musza by¢ od siebie
niezalezne, t. j. ze ich wyznacznik funkcyjny wzgledem zmien-
nych x musi by¢ rézny od zera; podobniez réznym od zera jest
wyznacznik funkcyjny wielkosci vi w wzgledem zmiennych .
W samej rzeczy, poniewaz u, v, w s catkami niezaleznemi ukia-
du (11), przeto macierz funkcyjna:

dui dnt
dXX 76 1y dX,, > 0’ PR 0
du,,-r
ax ' odx, o, .... O
dv, dv.
o ’ "y O I * L L]
~*T tyn
13
(1) 0 dUnr dvimr
"% dyl Tees’ dyn
dtvx dwl ¢l dwx
dXX 71 63y dXH’ dyl E] ..., wn
awr O  dwr on

dxx *' 7 dxn = dn
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musi by¢ rozna od zera. Grdyby wyznacznik funkcyjny:

(14) d (2o Urt—r e« IV,, , D)

d &3, , %)

byt zerem, wtedy dla jakiejkolwiek wartosci k musiatyby zacho-
dzi¢ zwiazki postaci:

(15)
i— j=i

gdzie H,, Uj sg funkcye zmiennych x i y. Mnozac te zwigzki
przez (t. j. przez spotczynniki przeksztatcen X)) i sumujgc
wzgledem k od 1 do n, mieliby$my:

®»22fwWSm2az" =-2€e«% 0
*=11=1 J=1 k—I1 j= 1
Poniewaz wyrazenia iv sg catkami réwnan (11j, przeto:
\'o Ui VY a8 n
2 s,,S i+_i"“5i;:O

gdzie i?* sg spdtczynniki, wystepujagce w przeksztatceniach T,;
mnozac przez Wi i sumujgc od i=1 do i—r, znajdziemyj:

I2:I *2:1 L*ll LAY + Ar%l 1 -*(:ZI W S 11} 0’

co, na mocy réwnan (16) sprowadza sie do:

an



Rozdziat 1li § 5.—Podobienstwu dwu grup. 193

a poniewaz wyrazenia v sg catkami rownan Ysf = 0, przeto:

n

(18) 0=1, =t n-H.

Réwnania (17) i (18) utrzymujg sie dla kazdej z wartosci
5= 1,2, ..., r. Stad wyptywa, ze n—r-fl réwnan liniowych
z n niewiadomemi, jakie otrzymujemy z réwnan (17) i (18), kia-
dac wielkosci nieoznaczone yk zamiast spotczynnikéw gsk, mia-
tyby r uktadoéw rozwigzan na wielkosci y, a wiec nie mogtyby
by¢ wszystkie niezalezne. Lecz rozwigzania, otrzymane tylko
z rownan (18), sa niezalezne, gdyz vt, ..., vrrr sg catkami nie-
zaleznemi uktadu Tg/— O, przeto macierz funkcyjna wielkosci
v wzgledem zmiennych y nie moze by¢ zerem. Stad rozwigza-
nie, otrzymane z réwnan (17) powinnoby by¢ wynikiem liniowym
rozwigzan, otrzymanych z rownan (18), t. j. by¢by powinno dla
jakiejkolwiek wartosci k :

(19)

rownania te wraz z rownaniami (14) wskazujg, ze macierz (13)
bytaby tozsamosciowo zerem, wbrew zatozeniu.

Powr6émy teraz do dowodzenia gtéwnego.

Z wynikow 8 2 w Rozdziale Il, wyptywa, ze jezeli mie¢
chcemy uktad n réwnan, pozostajacy niezmiennym dla wszyst-
kich przeksztatcerr grupy, wytworzonej z przeksztatcen Z, t. j.
niezmienny przy zamianie zmiennych x na zmienne X' przy po-
mocy przeksztatcen pierwszej grupy danej, oraz przy zamianie
zmiennych y na zmienne y' przy pomocy przeksztatcen drugiei
grupy danej, majacej te same wartosci parametrow, co pierwsza
(i ktorg uwazamy za odpowiadajaca pierwszej), wtedy jest ko-
niecznem i dostatecznem przyréwnanie do zera n funkcyj catek
(12). Otoz, jezeli okazemy, ze mozna obra¢ n rzeczonych fun-
kcyj tych catek (12) tak, aby réwnania, otrzymane z przyrowna-

Fascal: Teorya gmp przeksztatcen. 13
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nia ich do zera, daty si¢ rozwigza¢ tak wzgledem zmiennych x,
jak iwzgledemy, i aby przedstawiaty takie przeksztatcenie
zmiennych x na zmienne y, ktére przeksztatcenia nieskoriczo-
nostkowe X przeprowadzajg na przeksztatcenia nieskonczo-
nostkowe T, wtedy twierdzenie nasze bedzie dowiedzione, skoro
wykazemy istnienie przeksztatcenia, ktore pierwsza grupe za-
mienia na drugg. Utworzmy ;tedy n nastepujgcych funkcyj
catek (12) i przyréwnajmy je do zera:

Vx M —) 0, ¢, Vn— — (tij,..., 'lin—) 0,

(20
It’i (Hj,...jun—~)-—0j . . ., Wr e e e >Hn—)----0j

tu 0 oznaczajg funkcye niezalezne, zresztg jakiekolwiek, argu-
mentow, Wza$ sg tez funkcyami dowolnemi.

Uktad (20) bedzie z pewnoscig rozwigzalny tak wzgle-
dem zmiennych a jak i wzgledem zmiennych y, gdyz, jak juz
powiedziano, wyznacznik funkcyjny wielkosci v i w wzgledem
zmiennych y jest r6zny od zera; ten za§ wyznacznik jest zara-
zem wyznacznikiem funkcyjnym pierwszych stron réwnan (20)
wzgledem zmiennych y. Podobniez, rozwigzujagc n—r pierw-
szych z powyzszycL rownan wzgledem u,,..., vHr (co mozna
uczyni¢ na zasadzie zatozenia o funkcyach i?), mozna otrzymac
uktad réwnan, identyczny z powyzszym, w ktérym zmieniono
tylko u na v, i ktéry, dla powodu analogicznego do wskazanego
wyzej, bedzie rozwigzalny wzgledem zmiennych x.

Z drugiej strony, jezeli chcemy mie¢ uktad réwnan, otrzy-
many z przyréwnania do zera n funkcyj catek(12) i rozwigzalny
tak wzgledem zmiennych x, jak i wzgledem zmiennych vy, to
uktad ten moze miec jedynie posta¢ wskazang. Albowiem, jezeli
przyjmiemy, ze istnieje taki uktad, rozwigzany wzgledem zmien-
nych y, to podstawiwszy warto$ci tych zmiennych do kazdej z ca-
tek vu ..., virr i (i, eee, powinnismy otrzymaé catke, bedacg
funkcya samych wielkosci x, a wiec funkcyg wielkoSci ux...,un—
stad z przyjetego uktadu otrzymaliby$Smy uktad réwnowazny,
bedacy postaci (20).

Pozostaje wykazaé, ze przeksztatcenie zmiennych x na
zmienne y, przedstawione przez rownania (20), zamienia prze-
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ksztatcenia X na przeksztatcenia T. Wynika to z nastepujace-
go rozwazania. ROwnania (20) przedstawiajg uktad rownan
niezmienniczych wzgledem grupy przeksztatcen Z, a wiec gdy
z tego uktadu otrzymujemy jakimkolwiek sposobem jakie$ row-
nanie, to wynik dziatania Z, zastosowanego do strony pierwszej
tego réwnania, musi by¢é zerem. Rozwigzmy réwnania (20)
wzgledem zmiennych vy, i niechaj bedzie:

(21) ih~ Fi(*)= 0,
musi by¢ zatem Z* (y,—Fi (X)) = O, t.].
rkyt — Xkei (x) = 0.
Lecz wprowadziwszy do przeksztalcen X zmienne y na

podstawie réwnania (21), mie¢ bedziemy:

Xt= A XkFt(X)

i=1
r
a Ze. r. = 2 r* !llj
przeto:
xk= r*

czego wihasnie nalezato dowiesé.

Z dowodzenia tego wyptywa jeszcze sposob, wjaki otrzy-
ma¢ mozna najogoOlniejsze przeksztatcenie,
zamieniajgce przeksztatcenia X na prze-
ksztatcenia r.

Zastuguje na wyroznienie przypadek szczegdlny powyzsze-
go twierdzenia, w ktorym wszystkie nawiasy (Xk XK) sg I¢wne
zeru, co ma miejsce, gdy wszystkie przeksztatcenia nieskornczo-
nostkowe grupy sa wyjatkowe, (patrz § 8 Rozdz. Il). Jezeli
mamy grupe, wytworzong z przeksztatcen nieskonczonostko-
wych:
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gl

ktorej zatem wzorami przeksztatcenia sg wprost:

W — y\ 45 it eeovilr' = yr-j-flr .
(grupa przesunigc)
y>A= M1 eeelya= W,

0 grupa ta jest oczywiscie izomorficzna z dang i przeksztatce-
nia X sg bezwzglednie niezalezne. Stad, przyjawszy, ze
przeksztatcenia X sg bezwzglednie niezalezne, mozna zastoso-
wac twierdzenie, i bedzie:

Grupa, ktorej wszystkie r™ nprzeksztat-
cen nieskonczonostkowych sg wyjagtkowe
1 bezwzglednie niezalezne, jest podobna
do grupy przesuniec.

Jezeli przyjmiemy, ze r=n i ze dwie grupy izomorficzne sg
pojedynczo-przecbodnie, wtedy z pewnoscig n przeksztatcen
nieskonczonostkowych kazdej z nich sg bezwzglednie niezalez-
ne, i mozemy powiedzie¢c: Dwie grupy holoedrycz-
nie izomorficzne o tej samej liczbie zmien-
nych i pojedyinczo-przechodnie, sg grupami
podobnemi.



ROZDZIAL V.

GRUPY, ZWIAZANE Z DANA.

Mamy zamiar zebra¢ tu wszystkie wiasnosci gtéwne pe-
wnych grup, ktére okresli¢ sie daja, gdy dana jest grupa
zasadnicza. Grupy takie, ktore nazywaé bedziemy grupa-
mi, zwigzanemi z dang, tworzy¢ mozna z réznych
punktéw widzenia; sa niemi: 1)t. zw. grupa dotgczona;
2) grupa budowy; 3)t.zw. grupa parametryczna;
4) grupa izomorficzna z grupg niepierwotnag,
a ktorej elementami sg rozmaitosci, na jakie dzieli sie przestrzen
przez jakikolwiek okre$lony uktad niepierwotnosci; 5) t. zw.
grupy rozszerzone; 6)grupy wzajemne z gru-
pami pojedyncz o-przechodniemi o n parame-
trach istotnych.

§ 1.
Grupa dotaczona.

W § 7 Rozdziatu Il, badajac nieprzechodnio$¢ wzgledem
grupy danej ukfadu przeksztatcen nieskonczonostkowych, dowie-
dlismy, ze uktad przeksztatcen nieskonczonostkowych X,...., Xr,
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nalezacych do grupy o r parametrach istotnych, jest niezmienni-
czy wzgledem tej grupy. Jezeli przeto:

(1) ar/ -= f, (a, a),

jest przeksztatceniem grupy, ijezeli przez XZI,...,Xr oznaczymy
przeksztatcenia X, napisane w zmiennych x', otrzymamy za-
wsze, jakiemikolwiek bedg réwnania (1):

r r

&)

»3 *=

gdzie e i € sg stale; state € wyrazajg sie jako funkcye liniowe
jednorodne statych e ze spotczynnikami, ktdre zalezg jedynie
od parametrow przeksztatcenia; mie¢ wiec bedziemy:

r

€)) ej —"Qjs (a,,...,an e,.

8=1

Jezeli zmieniamy au...,ar, zmieniajg si¢ i spotczynniki
QS otoz mozna okazaC, ze przeksztatcenia (3), jeze-
li w nich wielko$ci e uwazamy za zmienne,
tworzg grupe.

W samej rzeczy, na skutek przeksztatcenia x' = f, (a/, A
powinno by¢ podobnie:

V oc27= " g X7,
8=1 8=1

g G (A -osi A Fj i
*j

a tworzac przeksztatcenie, bedace iloczynem dwu poprzednich,
I 0znaczajac jego parametry przez c,,..., a (patrz Rozdz. | 8 2),
mie¢ bedziemy:
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y e"x"=ye,x,
\ N
(5)

IW_W@@Mm

stad by¢ musi:

€r —aoi @»eezbr) Qv 0flj =17’ £V (D eeex  V
5=1r4 v=1
a zatem:
6y Qv H» >Q) P (T oy ) Qsv (M) i) e
S

Strona druga wzoru (6) przedstawia spétczynnik ogolny
wzoréw liniowych jednorodnych, kt6re otrzymujemy, tworzac ilo-
czyn dwdch przeksztatcen (4) i (3); tozsamosé (6) orzeka wihasnie,
ze ten spotczynnik ogodlny jest wartoscig wielkosci p, gdy zmie-
niajg sie wartosci parametréw. Stwierdza to, ze przeksztatce-
nia (3) tworzg grupe.

Kazde przeksztatcenie (3; odpowiada pewnemu przeksztat-
ceniu (1) grupy danej; tozsamos¢ (6) wyraza, ze parametrami
przeksztatcenia, bedacego iloczynem dwu przeksztatcen sa wiel-
kosci c, t.j. whasnie parametry przeksztatcenia, bedacego iloczy-
nem dwu przeksztatcen grupy danej. Mozemy wiec powiedzied,
ze przeksztatcenia (3) odpowiadajg przeksztatceniom (1) w ten
sposob, ze iloczynowi dwdéch przeksztatcen (1) odpowiada ilo-
czyn dwu przeksztatcen (3).

Grupa, dana przez wzory (3), nazywa sie grupg dotga-
czong do danej; jest ona widocznie grupg liniowg jedno-
rodng (patrz Rozdz. | § 2).
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Poniewaz grupa dana posiada przeksztatcenia tozsamoscio-
we, jest widocznem, iz beda takie wartosci parametrow a, dla kto-
rych wielkosci € wypadng tozsamosciowo réwne wielkosciom e,
t. j. grupa, dotgczona do grupy danej, posiada
przeksztatcenie tozsamos$ciowe.

Znajdziemy teraz przeksztatcenia nieskornczonostkowe gru-
py dotgczonej. W tym celu przypomnijmy rozwazania, podane
w 8§87 Rozdz. li-go. PokazaliS$my tam, ze aby przeksztalcenia
Yy, ..., Yq przedstawiaty uktad przeksztatcen nieskonczonost-
kowych, niezmienniczy wzgledem grupy, wytworzonej z prze-
ksztatcen X, jest koniecznem i wystarcza, by byto:

i
) (xr,)=2"r-

v=1

gdzie g sa wielkosci state. Jezeli potozymy nadto:

? « i
(8) cs i c lj, © ci = Qijs CS,

*=i =i =i

wielkosci g beda okreslone przez réwnania rézniczkowe:

do , .
(10 dt 9jy Qt— O.

Aby wynik ten zastosowac do naszego przypadku, w kt6-
rym ukiad X,,..., Xrjest niezmienniczy dla kazdej grupy, wy-
tworzonej z przeksztatcenia:

(11) X= A Xx-j- ... Ir Xr,

gdzie A jak zwykle, sg jakiekolwiek wielkosci state, do$¢ po-
tozyc:
@&=r> ly= X/, Cj=e,, Cs—e, ,
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X za$ rdwne drugiej stronie wzoru (.11); otrzymamy wtedy:

(12) (XX,) = 2 hM ) :yg @k@q

stad znajdziemy wartosci na wielkosci g:

v

03) Y X v,
i=i

a te podstawione w rownania (10), dajg réwnania rézniczkowe,
ktérym czynig zado$¢ wielkosci g :

u4) Af- +V (VI,, ~ =o
J=1 >

Jezeli teraz pomnozymy rownania (14) przez &, zsumuje-
my wzgledem s od 1 do r i uwzglednimy réwnania (9), po zmie-
nieniu w nich wielkosci ¢ na wielkosci e, znajdziemy:

| 2 (@9_
j=i <=

r r

t].
dej .
us) gt 9° (2 covrgj ~
<= j~\

i to sg rownania rozniczkowe, ktdrym czynig zado$¢ zmienne €',
odnoszace sie do grupy dotgczonej. RoOwnania te sg tego same-
go typu, co réwnania (6) w 8§ 12 Rozdziatu li-go, a funkcye
4f* (x"), ktoére w tych ostatnich wystepuja, sa w obecnym przy-
padku—przy uwzglednieniu zmiany wielkosci x' na wielkosci

r

£—roéwne wprost — \  cwej .
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Otdz funkcye f-*tych réwnan (6), napisane w zmiennych xr
sg spotczynnikami przeksztatcen nieskoriczonostkowych Xj, na-
lezacych do grupy, okreSlonej przez te rdwnania rozniczkowe;
stad i spotczynniki przeksztatcen nieskonczonostkowych grupy

dotaczonej, ktdre oznaczymy przez Et, sg rowne

mozemy wiec napisac:

v=\ J=1

a pamietajgc, ze wielkosci ¢ zmieniajg znak, gdy przestawiamy
wzajemnie ich dwa pierwsze skaZzniki, mozna napisac:

r r

v=l j—1

i to sg wiasnie szukane przeksztatcenia nieskofczonostkowe.

Ta droga znalezliSmy r przeksztatcen nieskonczonostko-
wych grupy dotgczonej. Me wynika stad bynajmniej wszakze,
by te wszystkie przeksztatcenia byty niezalezne. Poniewaz gru-
pa dotgczona zalezy, podobnie jak dana, od r parametréw, wi-
docznem jest, ze przeksztatcen nieskonczonostkowych niezalez-
nych nie moze by¢ wiecej, niz n\ ale moze sie zdarzy¢, ze ich jest
mniej, i wtedy grupa dotgczona ma mniej niz r parametrow
istotnych.

W kazdym wszakze przypadku znalezione wyzej r prze-
ksztatcen E wykazujg wtasnos¢ zasadnicza grupy zasadniczej,
oraz ze grupa dotgczona jest izomorficzng
z dang; izomorfizm ten bedzie naturalnie holoedryczny lub
meriedryczny, stosownie do tego, czy przeksztatcenia E sg lub
nie sg niezalezne.

Dla przekonania sie o tej wiasnosci, dos¢ wykonac rachunek
nawiasow, utworzonych z dwdch przeksztatcen E. Jezeli mamy:
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< i=i

bedzie:

(EnER =V gtig}- Ek(V (hej}] £
] > ;=i

- 7 [2_(2_«*0) c2 (2 «<*®)- i,

i=i »=i =i j=1 y=i

r r r

(YA ce< *If CY') e faT r
1=1s=lj=\

a uwzgledniajgc wiasnos¢, ze wielkosci ¢ zmieniajg znak po
przestawieniu wzajemnem dwoch pierwszych skaznikdéw (Rozdz,
1 § 15), mozemy napisaé poprzednie wyrazenie w postaci:

(EnEn) = O*(H“T" A0 o
y=i i=i 51 1
Ot6z na mocy zwigzkdw pomiedzy wielkosciami ¢, a mia-
nowicie na mocy zwigzku (3) w § 15 Rozdziatu I-go, sumawzgle-
dem s w ostatniem wyrazeniu réwna sie:

(ks (s,  t,], A (75,

5=1 =
a stad. J=L

17) (AEn)=2 2 (2 eA¢ = 2

s=1 *=1 j=1

a to wkasnie dowodzi izomorfizmu dwu grup (patrz Roz. Ill, § 3*
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Badajac konstrukcje przeksztatcen E, widzimy, ze ick
spotczynniki pozostajg niezmiennemi, jezeli nie zmieniajg sie
spotczynniki dits otrzymujemy wiec odrazu rezultat:

Dwie grupy o r parametrach istotnych,
dla ktérych uktad liczb c jest ten sam, t.j.
dwie grupy holoe drycznie izomorficzne, ma-
jg te samg grupe dotgczong.

Powstaje teraz wazna kwestya zbadania, jaki jest warunek
konieczny i dostateczny na to, aby przeksztatcenia E byly nie-
zalezne.

Dajmy, ze istnieje zwiazek liniowy o spétczynnikach sta-
tych pomiedzy przeksztatceniami E:

(18) o= ™ I« :2 [2e 2r<«,*] £
v—I j—1 i=1

Wyrazenia, zawarte w nawiasie kwadratowym, powinny
by¢ osobno réwne zeru, stad wyprowadzamy uktad réwnan li-
niowych jednorodnych pomiedzy wielkoSciami e; a poniewaz
wielkosci e sg niezalezne, wynika stad koniecznie znikanie poje-
dynczych spoétczynnikow, t. j.:

r

(19) y Y, cly= 0.
1=

Jezeli utworzymy tedy wyrazenie:

r r r

spostrzezemy, ze strona druga jest tozsamosciowo zerem, t, j. ze
przeksztatcenie nieskoriczonostkowe:
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(21)

skombinowane w nawiasy z innemi jakiemikolwiek przeksztatce-
niami nieskonczonostkowemi tej grupy, daje zawsze jako wynik
zero; jest to zatem jedno z przeksztalcenn, zwanych wyj atk o-
wemi (p. 8 8, Rozdz. li-go). A zatem, jezeli pomiedzy
przeksztatceniami E zachodzi zwigzek liniowy
0 spoOtczynnikach statych, wtedy istnie¢ be-
dzie odpowiednie przeksztatcenie nieskon-
czonostkowe wyjagtkowe grupy.

Z drugiej strony, niechaj istnieje przeksztatcenie nieskonczo-
nostkowe, mianowicie przeksztatcenie, dane przez wzér (21)
druga strona réwnania (20) bedzie zerem, bedg zatem zachodzity
rownania (19), a wiec i (18), a pomiedzy przeksztatceniami E
zachodzi¢ bedzie zwigzek liniowy o spotczynnikach statych. Po-
miedzy temi przeksztatceniami bedzie tedy niezaleznych tyle
1tylko tyle, ile jest przeksztatcen wyjatkowych, niezaleznych,
nalezacych do grupy. Mozemy wiec powiedzieg:

Jezeli grupa dana niezawiera przeksztat-
cen nieskonczonostkowych wyjatkowych, to
jej grupa dotgczona zalezy od r parametréow
istotnych, i odwrotnie: jezeli w grupie da-
nej istnieje vprzeksztatcen nieskonczonost-
kowych wyjatkowych, to grupa dotgczona
zaleze¢ bedzie od r—v parametrow istotnych.

Tym sposobem, jezeli wszystkie przeksztatcenia nieskon-
ezonostkowe grupy sa wyjatkowe, t. j. gdy wszystkie przeksztat-
cenia grupy sg parami przemienne (patrz Rozdz 11, § 8), wtedy
grupa dotgczona sprowadza sie do jednego przeksztatcenia toz-
samosciowego.

Jezeli grupa dana zawiera przeksztatcenie nieskonczonost-
kowe, wtedy jest z pewnoscig grupg niepierwotng (patrz Rozdz
I, 8 2), a stad wnosimy, ze:
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Grupa dotgczona grupy pierwotnej nie
moze mie¢ mniej, niz r parametrow istot-
ny ch, ma ich tedy doktadnie r.

§ 2.
Grupa budowy.

Powiedziano juz wyzej, co rozumie¢ nalezy przez budo-
we grupy o r parametrach istotnych (patrz Rozdz. I, § 14).
Drugie twierdzenie zasadnicze teoryi grup orzeka, ze warunkiem
koniecznym i dostatecznym na to, aby przeksztatcenia nieskon-
.czonostkowe niezalezne X1...,Xr moglty wytworzy¢ grupe o r
parametrach istotnych jest, by nawiasy (X,XJ) daty sie przed-
stawi¢ jako kombinacye liniowe o spotczynnikach statych cy,
wyrazen X. Ogol liczb cys stanowi budowe grupy i pozostaje
w bardzo Scistym zwigzku z samg grupg: wiasnosci grupy zalezg
w istocie rzeczy od natury tych liczb. Aby przekonac sie otern,
do$¢ np. uprzytomnié¢ sobie, ze we wszystkiem tem, co dotyczy
izomorfizmu dwu grup, liczby cys grajg role podstawows. Moze-
my takze przypomnie¢ to, co powiedziano o podgrupach nie-
zmienniczych grupy danej, oraz o przeksztatceniach nieskonczo-
nostkowych wyjatkowych, zawartych w grupie. Tak np., jezeli
te wszystkie spétczynniki cys, ktorych pierwszy skaznik jest
staty, drugi i trzeci zmienne, sg réwne zeru, to stad wyptywa
bezposrednio, ze przeksztatcanie X jest wyjatkowe, ze wiec
wszystkie przeksztatcenia skoriczone grupy, wytworzonej z prze-
ksztalcenia Xt, sg przemienne z przeksztatceniami grupy. Je-
zeli za$ sg rownemi zeru te spotczynniki c, ktorych pierwszy
skaznik jest zawsze i, précz tych, w ktérych itrzeci skaznik jest
tez i, wtedy na podstawie twierdzenia w § 8 Rozdziatu li-go
wynika stad, ze podgrupa, wytworzona z przeksztatcenia Xil jest
niezmiennicza wzgledem grupy. Jezeli dalej wszystkie spétczyn-
niki c sa rowne zeru, wtedy przeksztatcenia grupy sg parami
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przemienne, sama za$ grupa sprowadza sie dojednego przeksztat-
cenia tozsamosciowego i t. d. Nadto w przytoczonych wyzej
przypadkach mozemy zawsze wywnioskowaé, ze grupa dana jest
niepierwotna (patrz Rozdz. 111 §2)it. d.it. d.

Pomiedzy liczbami c¢ zachodza zwigzki, znalezione przez
nas w § 14 Rozdziatu I-go, mianowicie:

Cjtt -f ciit — 0j

<1
) (tyli "skt ~ Gk» 4 (hjs Cgit) ~ O,

Ody mamy grupe, to ukiad liczb c nie jest, jak wiemy, okreslo-
ny w sposéb jedyny, lecz mozna znale$¢ nieskoriczenie wiele
uktadow liczb e, odpowiadajacych tej samej grupie. Nie be-
dziemy wszakze mow ili, ze kazdemu z tych ukfadéw' odpowiada
budowa rozna, gdyz przez budowe grupy rozumiemy ogét tych
wszystkich uktadow.

Tu samo przez sie nasuwa sie pytanie o zwigzkach, zacho-
dzacych pomiedzy temi nieskonczenie wieloma uktadami liczb c.
Okazemy, ze przej $cie od jednego do innego ukta-
du liczb ¢ dokonywa sie przy pomocy prze-
ksztatcen liniowych, ktére tworzg grupe. Gru-
pe te nazywa¢ bedziemy grupa budowy, a wiasnosci tej
ostatniej sg oczywiscie ScisSle zwigzane z wiasnosciami grupy
danej.

Niechaj bedzie uktad r przeksztatcern nieskoriczonostko-
wych niezaleznych Xt, ..., Xr grupy danej, ktorej niechaj odpo-
wiada uktad liczb ¢, danych przy pomocy zwigzku:

) (Z, X)) = "Myl.Z».

Niechaj bedzie inny uktad przeksztatcen niezaleznych
Yj,..., Yr tejze grupy; kazde z nich bedzie kombinacyg liniowa,
0 spotczynnikach statych, wyrazen X:
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€)) n=V /it,X,

gdzie wyznacznik spotczynnikdw h jest rozny od zera; stad:
rr

4) (YkY)= 2 2 htthI{X"X])-
> j=i

Lecz uktad liczb c, odpowiadajgcych przeksztatceniom Y, a kto-
re oznaczymy przez <*» dany jest przez réwnania:

r r r

) (YKYi) = 2 Y -2 2 ¢Mhtxenm
o 54101

Poréwnywajac réwnania (4) i (2), otrzymujemy nastepujace
wzory na przeksztatcenie spotczynnikéw c na spétczynniki c:

r r r

(6) ¢ ici, hai = liki h(f Gijs m (=11 we>r)

1 #5 =i

Poniewaz wyznacznik spotczynnikéw h jest rozny od zeraT
przeto réwnania te dadzg sie rozwigzaé wzgledem wielkosci c',
ktore tym sposobemwyrazajg sie liniowo przez wielkosci ¢. Jezeli
teraz bedziemy zmieniali wszelkiemi mozliwemi sposobami spo6t-
czynniki h, baczac tylko na to, by ich wyznacznik byt rézny od
zera, to rownania (6) dadza nam nieskonczenie wiele przeksztat-
cen liczb cna liczby . Mozemy dowies¢, ze te przeksztat-
cenia tworzg grupe.

W rzeczy samej, zmienmy warto$ci spdétczynnikéw h i nie-
chaj nowemi ich wartosciami bedg h'; jezeli przy tej zmianie
spotczynniki ¢’ przechodzg na spotczynniki ¢, bedziemy mogli
napisac:



Rozdziat IVT§ 2.—Grupa budowy. 209

@) ACCHhes= 2 2 hIBhV'iS™ (=1 1y

<7=1 1=1j—1

Wyrugujmy wielkosci ¢ pomiedzy réwnaniami (6) i (7),
a to w celu otrzymania wzordw, wyrazajacych wielkosci ¢ przez
wielkosci ¢, t. j. wzorow na przeksztatcenie, bedace iloczynem
dwach poprzednich przeksztatcen. Jezeli pomnozymy réwnania

(7) przez hz, a nastepnie zsumujemy je wzgledem s od 1 dor,
bedzie:

r r r. r r

® 2 cW(2KHh)=22 hkihu2 hn A

<7=1 5= —1j —\ 5=1

przy uwzglednieniu réwnan (6), widzimy, ze ze strony drugiej
wzoru (8) mozemy wyrugowac wielkosci ¢, a wtedy otrzymamy:

P =22,

»=1 i=1Jf=I i=1 «=1

Jezeli potozymy wogdblnosci:
r
) Ua-2 U"HT’

5=

to wzor poprzedni sprowadzi sie wprost do postaci:

r r r

(IO’ 2 C"t,°/<,0i:2 2 h™»h">

0=1 >/=le=I

t. j. do wzoru tego samego typu, co (6), a to stwierdza, Zze prze-
Pascal: Teorya grup przeJctztatcen. 14
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ksztatcenia (6) tworzg istotnie grupe. Parametry przeksztatce-
nia, bedacego iloczynem dwu przeksztatcen, wyrazajg sie przez
parametry czynnikéw przy pomocy wzorow (9), z ktérych uja-
wnia sie takze, ze wyznacznik spdtczynnikow h* jest rdwny ilo-
czynowi wyznacznikéw spétczynnikéw hih', a wiec ze jest roz-
nym od zera, skoro r6znym od zera jest kazdy z tych dwoch
ostatnich.

Poniewaz wielkosci c'powinny czynic jeszcze zado$¢ zwigz-
kom takim,jak (1), wynika stad przeto, ze dla przeksztat-
cen grupy budowy uktad réwnan (1) pozostaje
niezmienny.

Jezeli pomiedzy spdtczynnikami c rozwazac bedziemy tylko
te, w ktorych pierwszy skaznik jest mniejszy od drugiego, pomi-
niemy za$ inne spétczynniki, ktére zreszta na podstawie pierw-
szego ze zwigzkow (1) s3 réwne tamtym ze znakiem przeciw-

r3(r—1)

nym, to liczba wielkos$ci ¢ bedzie wtedy a pomiedzy

niemi zachodzi¢ bedg zwigzki dwuliniowe, t. j. drugie rownania
(1). Jezeli te wielkosci ¢ uwazaé bedziemy jako spétrzedne

ri(r—1)

W przestrzeni o wymiarach, to grupa budowy bedzie

w tej przestrzeni grupg kolineacyj, ktore pozostawiajg bez zmia-
ny pewien uktad nadpowierzchni rzedu drugiego. Jezeli zas be-
dziemy uwazali wszystkie r3wielkosci ¢ jako spétrzedne w prze-
strzeni »-wymiarowej, to rownania (1) okreslg w przestrzeni tej
pewng rozmaito$¢, ktdra pozostaje niezmienng dla wszystkich
przeksztatcen grupy. Kazdy punkt tej rozmaitosci odpowiada
pewnemu uktadowi liczb ¢, nadajgcemu sie do przedstawienia
budowy grupy o r parametrach istotnych.
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§3.
Grupa parametryczna.

WidzieliSmy juz, ze majgc grupe i dwa w niej przeksztatce-
nia odpowiednio o parametrach a,,..., ar\ blt..., br, mozemy wy-
razi¢ parametry clt..., cr przeksztatcenia, bedacego iloczynem
tamtych dwaoch, jako fnnkcye parametréw a i b, co mozna napi-
sac tak:

<1) cc= HK(a, b).

Podalismy juz niektore wasnosci ogolne tych funkcyj <
tak np. powiedzielismy, ze dajg sie one rozwigzaé tak wzgledem
wielkosci a, jak i wzgledem wielkosci b. Obecnie pragniemy
pogtebic¢ badanie tych funkcyj, ato postugujac sie rozpatrzeniem
t. zw. wtasnos$ci tagcznosciowej, ktorg posiada¢ winny
przeksztatcenia (patrz § 1 Rozdz. 1-go).

Niechaj bedg dwa przeksztatcenia: jedno o parametrach a.
edrugie o parametrach a, oraz trzecie o parametrach fi.

Na mocy wiasnosci tacznosciowej powinnismy otrzymac je-
den i ten sam rezultat, czy pomnozymy pierwsze przeksztatcenie
przez drugie i iloczyn ich przez trzecie, czy tez pomnozymy
pierwsze z nich przez iloczyn drugiego przez trzecie. Zobaczy-
my, do jakiej wkasnosci funkcyj @ prowadzito spostrzezenie.

lloczyn pierwszych dwaoch przeksztatcen posiada parametry:

Fi(a, ). (a, a),

ailoczyn tego iloczynu przez trzecie przeksztatcenie ma pa-
rametry:

<2 Hi (P (a, a), fi)......... @ (P (a, a), fi).

lloczyn za$ trzech przeksztatceri, wykonany drugim ze wskaza-
nych sposobdw, bedzie miat parametry:

<) Fi (» VK P))e. <Pr(.acp (a, fi)).
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Poréwnywajac wyrazenia (2) z wyrazeniami (3), otrzymujemy
zwigzki tozsamosciowe:

@ @ (< a)f)= ot (& 9@ f)

Uwazajmy wielkosci a za zmienne, ktére niechaj przeksztatcaja
sie na zmienne a' za pomocg Wzorow:

(5) a\t = <P*(a, a),

gdzie wielkosci a grajg role parametrow, mogacych przybierac
i wartosci /i. Wzory (5) sg to wiasnie wzory grupy, ktorg na-
zywac bedziemy grupa parametryczng. Grupa taka
jest oczywiscie okre$lona przez grupe dang. W samej rzeczy,
iloczyn przeksztatcenia (5) przez przeksztatcenie:

t, j. na inne z przeksztatcen, zawartych we wzorze (5), przy zmia-
nie parametru a na parametr P (a, fi). Ztego dowodzenia wy-
nika takze, ze parametr iloczynu wyraza sie przez parametry
czynnikéw przy pomocy funkcyj {3 odpowiadajacych grupie
danej, co stwierdza, ze grupa parametryczna grupy
danej jest parametryczng dla siebie samej.

Wiemy, ze réwnania (1) sg rozwigzalne wzgledem wielko-
$ci b, wiec i rownania (5) bedg rozwigzalne wzgledem wielkosci
a, g zatem: grupa parametryczna grupy danej
ma, jaki dana, »-parametrow istotnych ijest
zawsze pojedyncz o-przechodnig.
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tatwo widzie¢, ze grupa parametryczna za-
wiera przeksztatcenie tozsamosciowe, jezeli
zawiera je grupa dana.

W rzeczy samej, jezeli grupa dana zawiera przeksztatcnie
tozsamosciowe, to bedg istniaty takie wartosci parametrow b, dla
ktérych we wzorze (1) wielkosci c stajg sie tozsamosciowo row-
ne wielkosciom a; jesttedy widocznem, ze gdy w réwnaniach
{5) potozymy zamiast wielkosci a te wihasnie wartosci parame-
trow b, to wielkosci a' stang sie rowne wielkosciom b, a to
stwierdza istnienie przeksztatcenia tozsamosciowego.

Przyjmijmy, ze dana grupa wytworzona zostata z r prze-
ksztatcen nieskonczonostkowych niezaleznych Xit..., Xr; mozna
dowies¢, ze i grupa parametryczna wytwarza sie z r przeksztat-
cen nieskonczonostkowych niezaleznych ..., Ar, ktoére przed-
stawi¢ mozna przy pomocy wzoréw analogicznych do wzoréw

w 8 14 Rozdz. I, t. j.:
r

<6>

A—1

gdzie spétczynniki a# majg znaczenie, wskazane w §4 Roz-
dziatu J-go.

Przeksztatcenia grupy parametrycznej, dane przez wzory
(5), powinny, jako tworzace grupe, czyni¢ zado$¢ rbwnaniom roz-
niczkowym charakterystycznym, t. j. réwnaniom typu réwnan
(A) w § 4 Rozdziatu I1-go. Na podstawie tego, co w tamtem miej-
scu wyprowadzono, mozemy powiedzie¢, ze muszg zachodzi¢
zwigzki postach

r

? o i @) it

w ktorych wielkosci ajhi mpk majg dla grupy tej takie samo zna-
czenie, jakie miaty wielkosci-  (x') i Y%*®<. dla grupy danej,.
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Otoz funkcye wk(a), na mocy wzoru () w §4 Rozdz. Ir
byly pochodnemi wielkosSci bj wzgledem wielkosci ak dla usta-
lonych wartosci szczegdlnych wielkosci b; te pochodne ro-
zumie¢ nalezy jako otrzymane z rownan c, = <t (a b), ktore
dla grupy danej dajg parametry iloczynu dwu przeksztat-
cen, wyrazone przez parametry czynnikéw. W naszym przy-
padku parametrami a,b sg wielkosci a, /2, funkcye za$ (pi po-
zostajg poprzednie, jak to wyzej okazano; widzimy wiec, ze poza
zmiang nazwy zmiennych, funkcye  w tym przypadku sg da-
wnemi funkcyami ip. .

Podobniez na mocy wzoru (6) w tymze §4 Rozdz. I-gcr
wielkosci fIA byty wielkoSciami Z, w ktdrych zamiast wielkoSci
b podstawiono tez same, co wyzej, wartosci szczegolne, t. j. b3ty
pochodnemi wielkosci x' wzgledem wielkosci bj, w ktorych
uczyniono wskazane podstawienie.

Lecz w naszym przypadku wielko$ciami x\ sg a\, wielko-
Sciami bj sg fij, rownania za$ xX""h—Fh(x',b), z ktérych otrzymane
by¢ majg powyzsze pochodne, stajg sie rownaniami a''h=<ph(a‘fi),
stad wyptywa, ze ah(a') s pochodnemi wielkosci a\ wzgle-
dem wielkosci /?', otrzymanemi z tych ostatnich réwnan, gdy
w nich zamiast wielkosci /? potozymy wartosci specyalne
ustalone.

Jezeli z wzoréw zwyktych ck=(pk (a, b) wyznaczymy po-
chodne wielkosci a wzgledem wielkoSci b, a potem tym ostat-
nim nadamy wartosci specyalne ustalone, otrzymamy—poza
zmiang nazwy zmiennych—te same wyniki, co poprzednio. Czy-
nigc tak i uwzgledniajgc wzor (¢) w § 4 Rozdz. 1-go, otrzymamy
funkcye ajk; mozemy wiec by¢ pewni, ze funkcye ak(«) zle-
waja sie z funkcyami ajk(a‘), rozpatrywanemi kilkakrotnie tak
w 8§ 4 Rozdz. I-go, jak i gdzieindziej. Dlatego to réwnania réz-
niczkowe (7) grupy parametrycznej bedg postaci:

" r
(8) o

i dlatego przeksztatcenia nieskonczonostkowe grupy parametry-



Rozdziat IV § 3.—Grupa parametryczna. 215-

cznej dane sg przez rébwnania (6), rozpatrzone juz przez nas w 8
14 Rozdz. I-go. W tem to miejscu udowodniliSmy pewna wia-
snos¢ symboli A, ktéra ma dla nas wielkg waznos$¢; polega ona
na tem, ze nawiasy, utworzone z dwdch takich symboli, daja
uktad liczb Gy, identyczny z uktadem, powstatym z nawiasow,
utworzonych przez dwa symbole X. Oznacza to, ze budowa
grup danej i parametrycznej jest jednakowa, stagd: Grupa pa-
rametryczna jest holoedrycznie izomorficz-
na z dang.

I, oczywiscie, mozemy takze powiedziec:

Aby dwie grupy miaty te samg grupe pa-
rametryczng, koniecznem jest, by byty holo-
edrycznie izomorficzne.

Grupa parametryczna grupy danej jest okreslona jednozna-
cznie tylko wtedy, jezeli ustalony jest sposéb, wjaki wzory prze-
ksztatcenia zalezg od parametrow. Inaczej mowigc, jest wido-
cznem, ze jezeli przyjmiemy, iz parametry grupy sg réwne fun-
kcyom dowolnym niezaleznym innych r wielkosci, przedstawia-
jacych nowe parametry, to grupa parametryczna zmienia sie.
Ale fatwo pokaza¢, jakiego rodzaju zmianom podlega.

Niechaj ..., a,( beda te nowe parametry, ktére wpro-
wadzamy zamiast parametrow al3 ..., ar, i niechaj bedzie:

) aj =C/(ald) ..., alM).

Niechaj wartosciom a,, ..., ar parametrow a odpowiadaja
wartosci a/G..... . ar() parametrow a(l), wzorami przeksztatce-
nia nowej grupy parametrycznej beda:

C <> ., ar)= qt (i «>, ..., a»), C(a,W...., ak))).

Widzimy wiec, ze przechodzi sie od dawnej grupy parame-
trycznej do nowej, ktadac za wielkosci a i a grupy dawnej tez
same funkcye Cwielkosci aO i a() grupy nowej; wnosimy stad,
ze dwie grupy parametryczne sg do siebie po-
dobne (patrz 8 4 Rozdz. lii-go).



216 Rozdziat IV § :i.- Grupa parametryczna

taczac wyniki, otrzymane w § 14 Rozdz. I-go z wynikami
niniejszego paragrafu, mozemy powiedzie¢: Jezeli znane
sg przeksztatcenia nieskonczonostkowe Agru-
py parametrycznej, odpowiadajgce jedno po
jednem w sposéb zwykty przeksztatceniom
nieskonczonostkowym X grupy danej, to row-
nania skonczone tej grupy otrzymamy, cat-
kujagc uktad zupetny:

(10) QF= XIF+ AF=0

gdzie$' jest to A napisane w zmiennych x.
Calki tych rownan nie sg wszakze, jak zwykle, zupetnie okre-
$lone w funkcyi statych, ktéremi w tym przypadku sg wielkosci
X (patrz 85 Rozdz. 1-go). Lecz jezeli znamy warto-
§ci parametréw, odpowiadajgce przeksztat-
ceniu tozsamo$ciowemu, grupa jest okre$lo-
na Odwrotnie, grupa, okreslona w sposob wska-
zany przez rownania. (10), ma grupe parame-
tryczng, okreslong przez wyrazenia 4, ijako
przeksztatcenia nieskofAczonostkowe tworza-
cO—przeksztatcenia X

Z tej wiasnosci skorzystamy przy udowodnieniu nastepu-
jacego twierdzenia, ktére jest odwrotnem do dowiedzionego wyzej:

Jezeli dane sg dwie grupy holoedrycznie
izomorficzne, to mozna w nich zawsze zmie-
ni¢ parametry wten spos6b, aby te dwie gru-
py miaty te sarne grupe parametryczng.

Niechaj X,, ..., Xr bedg przeksztatcenia nieskonczonostko-
we grupy pierwszej, i niechaj bedzie:

(Xj X t) = Cju X ,-;
*5
Mozemy zawsze wybra¢ przeksztatcenia nieskofnczonostkowe
Yv ..., Yr grupy drugiej, aby bylo:
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r

Jgyyp= 2 Ys,

i takie przeksztatcenia nieskonczonostkowe .. , Ar grupy
parametrycznej dla grupy pierwszej, aby byio:

r

Ot6z powiadamy, ze w grupie drugiej mozna zmieni¢ para-
metry tak, aby jej grupa parametryczna stata sie grupg prze-
ksztatcenn A. W rzeczy samej, na mocy tego, co podano wyzej,
jezeli zcatkujemy réwnania uktadu zupetnego:

XJF + AjF -= o

i ustanowimy, ze w catkach wielkosci x‘ majg by¢ réwne wiel-
kosciom x (odgrywajacym role statych catkowania) dla warto-
§ci a° parametrow a (w zatozeniu, ze w grupie danej wartosci
a° odpowiadaja przeksztatceniu tozsamosciowemu), otrzymamy
przeksztatcenia skonczone pierwszej grupy. Jezeli teraz podob-
nie zcatkujemy uktad zupetny:

YIF + AjF = o0,

z tymze warunkiem, aby wielkosci y*' byty rowne wielkoSciom
y dla wartosci a° parametréw a, otrzymamy,, jak powiedziano
wyzej, grupe, ktérej grupa parametrycznag jest grupa przeksztat-
cen A, i ktorej przeksztatceniami nieskoficzonostkowemi tworzga-
scemi sg przeksztatcenia Y, ktora zatem staje sie grupg druga,
gdy w odpowiedni sposéb zmienimy parametry. Tym sposobem
twierdzenie jest dowiedzione.

Z tego twierdzenia wyptywa wiasno$¢ podstawowa dwu
grup holoedrycznie izomorficznych, mianowicie: majgc dwie
takie grupy, mozemy za parametry jednej
z nich wzig¢ takie funkcye parametrow dr u.
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giej, aby funkcye @ (t.j. funkcye, przy pomocy ktérych
parametry iloczynu dwu przeksztatcenn wyrazajg sie przez para-
metry dwu czynnikbw) byty jednakowe dla oby-
dwoch grup.

Prowadzi to do udowodnienia, dla przypadku izomorfizmu
holoedrycznego, wiasnosci, ktérej w inny sposéb dowiedlismy
juz w § 3 Rozdz. 111-go, mianowicie, ze mozna sprawic,
iz przeksztatcenia dwu grup izomorficznych
odpowiada¢ beda sobie wzajemnie w ten spo-
sob, iz iloczynowi dwu przeksztatcen jednej
grupy odpowiada iloczyn odpowiednich prze-
ksztatcen drugiej.

Poniewaz przyjmujemy, ze przeksztatcilismy drugg grupe
w ten sposob, iz do obu grup nalezg sposobem wyzej wskazanym,
te same funkcye < irozumiemy jako odpowiadajgce sobie prze-
ksztatcenia, majace te same wartosci parametrow, to parametry
c*= 9k (a b) iloczynu dwu przeksztatcen grupy pierwszej row-
nac sie bedg parametrom iloczynu dwoch odpowiadajacych tam-
tym przeksztatcen grupy drugiej, a stad oba iloczyny odpowia-
dac sobie bedag wzajemnie, co wiasnie dowodzi naszego twier-
dzenia.

Moznaby dowie$¢ tejze wiasnosci i dla przypadku izomor-
fizmu meriedrycznego, lecz nie zatrzymujemy sie nad tern, przy-
pominajac tylko, ze dowdd, podany w § 3 Rozdz. Ill, stosuje sie
i do tego przypadku.

Pokazemy tu jeszcze, ze wzor na iloczyn dwu przeksztat-
cen, podany w 8§ 9 Rozdz. | 1), moze postuzy¢ do zbudowania prze-
ksztatcen nieskonczonostkowych grupy parametrycznej grupy
danej, ktérej dane sg przeksztatcenia nieskoriczonostkowe.

Niechaj bedzie grupa o r parametrach, wytworzona z r prze-
ksztatcen nieskonczonostkowych Zv | Zr\ utwdérzmy iloczyn
dwu przeksztatcen:

(11) X" = ex'Xi, X/ —eXXi,

1) Poréw. E. Pascal: ,Altre rieerche sulla formula del prodotto etc.*.
(Ist. Lomb. (2), t.35, 1902).
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gdzie niechaj bedzie:
(12) Xi=Vi ZX-j- ... J-vr Zr) X2=itl "1 "W Zr\

tu viu sg parametrami dwu przeksztatcen, X' za$ znaczy to
samo, co X, lecz jest napisane w zmiennych x\ zamiast w zmien-
nych x.

Przeksztatceniem wypadkowem bedzie:

(i3) Xi —ex*Xi,

gdzie X3 powinno by¢ takze kombinacyg liniowg wyrazen Z.
mianowicie:

(14 X3= th'Zzl+ ...-j-n/ Zr,
tu u/,..., Kr sg fnnkcyami parametrow viw t. j.:

(15) uld = gh(u;v).

Wzery (15) sg wzorami przeksztatcern grupy parame-
trycznej, jezeli wnich ui u uwazamy jako zmienne, v za$
jako parametry przeksztatcenia.

Przy pomocy badan, zawartych w cytowanej w przypisku
na str. 218 pracy, mozemy wyznaczy¢ zupetnie funkcye gs i do
tego wyznaczenia nie jest potrzebna znajomo$¢ wszystkich
spétczynnikéw wzoru na iloczyn dwu przeksztatcen: wystarcza
znajomos$¢ niektdrych tylko spotczynnikéw z pomiedzy tych,
ktore juz obliczyliSmy wyzej. | w samej rzeczy wystarczy nam
obliczenie tj-lko przeksztatcen nieskoriczonostkowych grupy, wy-
tworzonej z przeksztatcen (15); te przeksztatcenia nieskonczenie
mate otrzymamy, wyobrazajac sobie, ze rx ..., vr sg nieskorncze-
nie mate. Z tego powodu, w obliczaniu przeksztatcenia X3 dosé
bed2|e ograniczy¢ sie do wyrazéw, zawierajacych potegi wielko-
ci vx ..., i , nie wyzsze od pierwszej, co wychodzi na to samo,
co pOW|edzen|e ze we wzoi'ze (7) 89 w Rozdz. I-ym wystepowac
bedg tylko wyrazy, mnozace pierwszg potege wielkosci t, a ktd-
re—ak wiemy—sg nastepujgce:
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b | (ZA)- tiy'AZA)
(16) Z,- VI (ZiZ))+ 2 *[2)A eeeZ, 7).
n—

Jezeli w tym wzorze potozymy za Z, i Z2 wyrazenia ich
przez symbole Z, to spétczynniki przy p* ..., beda spot-
czynnikami przeksztalcenia nieskonczonostkowego A* grupy
parametrycznej.

Poniewaz przeksztalcenia Z wytwarzajg grupe, to na za-
sadzie drugiego twierdzenia Liego by¢ winno:

17 (ZtZ29)= 2 “zh,
h
gdzie spdtczynniki ¢ sg statemi budowy.
Z wzoru tego mamy:

(X2zt)= N utivk(Zt,ZK)= 2 c»AW,  Z*,

X bh
(h272 %\ ) ==/\. Cftkst Ctvh Wit U/, Vk yoeoo
i,B K
a wogolnosci:
2n
... X,Z2=2 2 2 ci v* Zkt

kh

Podstawiajac to we wzorze (16) i stosujac dla skrocenia
symbol, wprowadzony w nocie mojej o trzeciem twierdzeniu
Lieg o), t.j. kiadac:

2 j;er2 Citks' SCi X ‘- mOmsm~lh~ (r1 72000 i kK}-,

«m _1

>) T« Lomb. (21 35,1902.
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otrzymamy przeksztatcenie nieskonczonostkowe A\ w postaci:

22 2 WRER ‘

f, «=1

gdzie &4, jest zerem dla k~$h, jednoscig dla k=h.
ZnalezliSmy tym sposobem funkcye <p wzoru (15) i otrzy-
mujemy:

(19) ttV:Mi+|2hv*4*)uh-j-"2’”k”\*) Mt oos

jako wzory przeksztatcenia grupy parametryczne!.

§ 4.
Grupa niepierwotnosci.

Niechaj bedzie grupa niepierwotna, ktdrej przeksztakce-
niami nieskonczonostkowemi sg Xv ..., Xr, oraz rbwnania, dajgce
podziat catkowitej przestrzeni w-wymiarowej na con~-mprzestrze-
ni »{-wymiarowych (patrz § 2 Rozdz. Il1):

(4) t-H (1) Cl, ... (x) — -,
t. j. catki uktadu zupeinego:
) NF=0, ...,0nnF=0.

Na mocy tego, co powiedziano w § 2 Rozdz. lii-go, uktad (2) musi
by¢ uktadem niezmienniczym dla grupy; stosujagc przeto jedno-
z dziatan X do ktdrejkolwiek z catek (1), otrzymujemy iunkcye
pierwszych stron wzoréw (1), t. j. mamy wogdlnosci:
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<3) Az ~t—vyh (I-1...., SKAY

Uwazajmy teraz QI f Q,,-mza zmienne, oznaczmy je odpo-
wiednio do réwnan (1) przez cv ..., ¢, i rozpatrzmy nastepu-
jace przeksztatcenia nieskoriczonostkowe w tych zmiennych c:

Mozemy dowiesé, ze te przeksztatcenia wytwa-
rzajg grupe izomorficzng z dang. Grupe te na-
zywac bedziemy grupg niepierwotno$ei grupy da-
nej. Aby dowies¢, ze przeksztatcenia (4) wytwarzajg grape,
rozpatrzmy, jak zwykle, nawiasy, utworzone z dwoch przeksztat-
cen r. Mamy:

A d—yki () = XkCi,

a stad:

Lecz:

a zatem:
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Ten wzdr wystarcza do zupetnego udowodnienia naszych
dwach twierdzen. W samej rzeczy, poniewaz przeksztalcenia X
tworza grupe, bedzie:

(XhXK = V CsX, ,
a zatem:
(XX G—  WlsXgG—  Qfs F$d j

i wreszcie;
n—m r r n=w

{rhA) leAc‘dc,—élOr,%iyl—tic,'*((Z:l Qua

Jezeli ustalimy wartosci ¢ , , t o sprawiony przez
grupe dang podziat przestrzeni ij-wymiarowej na oo**“’* prze-
strzeni m-wymiarowych, bedzie okre$lony. Grupa niepierwot-
nosci jest jednym z pomiedzy uktadéw wielkosci c, jest to mia-
nowicie ten ukfad, ktéry na podstawie grupy niepierwotnej da-
nej, sprawia wzajemng przemiane oor~m przestrzeni rw-wymia-
rowych.

8 5.

Grupy rozszerzone.

Dana grupa przeksztatcen okre$la inne grupy o wiekszej
liczbie zmiennych, mianowicie t. zw. grupy rozszerzone,
ktoremi w krdtkosci chcemy tu sie zajac.
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Niechaj bedzie dane przeksztatcenie:

(1) xj=fi (x, ax ..., ar),
i dajmy, ze xt,...,xg(g<n) sa funkcyami y>zmiennych a\+1,....-r,r
i podobnie ... ,Xq funkcyami \p zmiennych x‘gtl, ..., x‘H

Naturalnie, funkcye y/ nie s dowolnemi, skoro dane sg funkcye
y> gdyz pomiedzy wielkosSciami x i x' zachodzg zwiagzki (1).
otrzymujemy tedy funkcye y>\ wykonywajac przeksztatcenie (1)
na zmiennych xcA—¢ (XX ..., Xa) i rozwigzujac te ostatnie row-
nania wzgledem zmiennych xx, ..., xg.

Wraz ze zmiennemi X rozpatrzmy ich pochodne pierwsze
Pij (i=1,...,dj=g-\-1, ..., n) zmiennych xII...,.xq wzgledem po-
zostatych zmiennych xatl,..., x,, i wraz ze zmiennemi X' ich
analogiczne pochodne pj. Mozna znale$¢ tatwo wzory, wyra-
zajgce pochodne p‘ przez pochodne p i zmienne X\ rozwazajgc
wiec zbiér zmiennych xv .... xn Pi,gH, ...,Pon, otrzymamy wzo-
ry przeksztatcenia tego uktadu n-\-q(n—aq) zmiennych, prze-
ksztatcenia, ktére bedzie naturalnie typu specyalnego. Prze-
ksztalcenie to nazwiemy przeksztatceniem rozsze-
rz onem danego; jest ono, oczywiscie, niezalezne od specyal-
nej natury funkcyj tp.

Pokazemy przedewszystkiem, jak znale$¢ wzory, wyrazaja-
ce wielkosci p' przez wielkosci p i x. Wezmy pochodne row-

nania (1) wzgledem xj (j=q-\-I,..,n:

dx/ _ f, 1 dxx dxgh dxodxn\

dxj <M \)xaA\ dxj ' " dx,dx/j
b s
. / dxq dxqgH , dxgdxn\
"dxgdxgA dxj " 't éxndxY))
m dff dxgH
"drto dx
F

dfi dxn

" dxmoéxf
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Tu strona pierwsza jest p j jezeli ¢=1,..., o\ jest zerem, je-
zeli t=g-r1,.,j—1,j- 1 jestjednoScig, jezeli i=j.

Rozpatrzmy wszystkie te rownania (2|, w ktérych skaznik j
jest staty, i za$ wieksze od g, i zarazem jedno z rownan (2), wkto-
rem i jest mniejsze od glub réwne g Mamy wtedy uktad n—g-f-1

. e dxaH dxn ..
rownan liniowych wzgledem pochodnych 7 dx] ktorych

jest n—q. Rugujac te pocji;odne, otrzymujemy wielkosci p -j, wy-
razone przez wielkosci Sh’ ktore sg funkcyami zmiennych x,

i przez Wle|kOSCI (h’\ k~>q), ktére sg pochodnemi pik.

Znajdujemy wiec tym sposobem szukane wyrazenia pochodnych
ptj przez pochodne pM.

Zatrzymamy sie tylko na przypadku szczegdélnym tego po-
stepowania ogolnego. Dajmy, ze, obok uktadu zmiennych
xlt ..., X,,, mamy zmienng x,-N, ktéra nie wystepuje w n wzo-
rach (1), lecz tylko we wzorze (?i-}-1)-ym postaci specyalnej:

(3) X n+i = Xn+4.

Przeksztatcenie, ktore przedstawiajg rownania (1) i (3), nie
rozni sie w istocie od samego przeksztatcenia (1), jest tylko nowg
forma, w ktorej napisa¢ mozna to przeksztatcenie (1). Zastosujmj-
teraz poprzednig metode, zaktadajgc q=n. Jezeli przez pv ...,p,,
oznaczymy pochodne wielkosci aa,..., X,, wzgledem , to bio-
rac pochodng rownania (1), otrzymamy:

n

h=1

Dajmy, ze przeksztatcenia (1) sg przeksztatceniami grupy
0 r parametrach istotnych; dowiedziemy waznego twierdzenia:
Przeksztatcenia o 2n zmiennych xt,..., xn,
pt,....pH przedstawione przez rownania (1)i(4),

Pascal . Teorya grup przeksztatcen 15
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tworzg grupe o r parametrach istotnych, ho-
]Joed rycznie izomorficzng z grupg dang.

Grupa ta nazywa sie pierwszga grupg rozszerzo-
ng grupy danej, i jestona, jak widzimy, okreslona przez
grupe dang, jak to wyzej powiedziano.

Moznaby rozwaza¢ nieskonczenie wiele grup innych, ktore
otrzymaé mozna albo wedtug metody ogdlnej, obierajgc na q
warto$¢ specyalng, albo tez dotgczajgc do zmiennych xJ) ..., x,,
jakakolwiek liczbe s innych zmiennych i stosujac postepowanie,
podobne do dopiero co opisanego w przypadku s—1. Jezeli zas
drogg wskazang wprowadzimy, procz pochodnych rzedu pierw-
szego, jeszcze pochodne rzedu drugiego, otrzymamy podobnie
drugie grupy rozszerzone it d

Aby dowie$¢, ze przeksztatcenia (1) i (4) tworzg grupe,
trzeba okazac, ze gdy od wielkosci p przechodzimy do wielkosci
p' przy pomocy przeksztatcenia, ktorego parametrami sg wiel-
kosci a, od wielkosci za$ p' do wielkosci p za pomocg prze-
ksztatcenia o parametrach b, to przejdziemy od wielkosci p do
wielkosci p"* przy pomocy przeksztatcenia, bedacego iloczynem
dwdch poprzednich, t. j. przeksztatcenia, ktdrego parametry csg
potaczone z parametrami a i b zwykiemi zwigzkami. Otoz:

) off (g:h A
dfk(x'th) dik (x,b)  dfi (x, a)
dxt a1 2  dxh P

dfk jxfb) dfi (x, a)\
=2 (2 dxi ' i )

Poniewaz:

XK'= fk (# Q= fk(xf b),
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przeto:
Voodfs (XM dx* = dfk (x>c)
dd'  dxh dxh ’<
=
lub:
2 dfk(x',b) df, (x,g)  dft (x,c)
5 dx/ dxh oxh
stad zas:

dft (x, ©)
At=2  oxh o Ph

Do tegoz samego wzoru doszlibySmy, wychodzac z prze-
ksztatcenia x"'k=.fk (X c), ktdre jest iloczynem dwu przeksztat-
cen danych. Tym sposobem dowiedliSmy, ze przeksztat-
cenia rozszerzone tworzg grupe.

Jest widocznem, ze jest to grupa o r-parametrach istot-
nych, jak i dana. Jezeli grupa dana zawiera przeksztatcenie
tozsamosciowe, to i grupa rozszerzona bedzie zawierata takiez
przeksztatcenie, a parametry przeksztatcenia tozsamo$ciowego
beda jednakowe dla obu grup.

Poniewaz grupa rozszerzona zawiera przeksztalcenie toz-
samosciowe, gdy je zawiera grupa dana, przeto, na zasadzie twier-
dzenia w 8§ 12 Rozdz. I-go, zawieraC bedzie r przeksztatcen nie-
skonfczonostkowych niezaleznych, ktére bedg znane, jezeli beda
znane roéwnania rozniczkowe charakterystyczne grupy. Szukaj-
my tych rownan rézniczkowych dla grupy rozszerzone;j.

Niechaj:

r

5 =2 &W a™ A=l .
) 2, WA (

bedg rownania rézniczkowe, odnoszace sie do grupy zasadniczej
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danej. WeZmy pochodne wzgledem xB+l, to z uwagi, ze wiel-
kosci a sg od tej zmiennej niezalezne, bedziemy mieli

=1 s=1
ktadac zas:
(6) _ i_**&ll*'
ji
napiszemy:
) ~a0T= 2 _njh ’
y=i

Bdownaniami rozniczkowemi grupy rozszerzonej sg rowna-
nia (5) i (7), odpowiadajgce za$ im przeksztatcenia nieskonczo-
nostkowe sa:

n n

8 N ~t; + 2 njh~kh;
©) %=| = &
mozna je napisa¢ symbolicznie w postaci:

9 19/ + ty, ="
Zauwazmy, ze z wzoru (6) otrzymujemy bezposrednio:

1241 dnjh (xi 1) diji, (x)

b ds ~ dx

f L]
Przeksztatcenie nieskoriczdnostkowe (8) lub (9) grupy roz-
szerzonej nazywa sie przeksztatceniem nieskonczo-
nestkowem rozszerzone m, i mowi¢ bedziemy, ze



Rozdziat IV § 5.—Grupy rozszerzone. 229

jest przeksztatceniem nieskonczono-
stkowem rozszerzonem przeksztatcenia Xf.

Dowiedziemy teraz drugiej czesci twierdzenia, mianowicie,
ze grupa rozszerzona jest holoedrycznie izo-
morficzna z dang.

W tym celu utworzmy nawiasy:

(X, + llj, X,+ Z)F = (X, X F + |X, Hi) F
+ @-Xi)F+ &nt)F.

tatwo widzie€, ze z czterech wyrazOw po stronie drugiej
tylko pierwszy wyraz zawiera pochodne funkcyi F wzgledem
zmiennych X, pozostale za$§ wyrazy zawierajg tylko pochodne
wzgledem wielkosci p. Poniewaz przeksztatcenia Xj-\-Uj wy-
twarzajg grupe, przeto strona pierwsza powyzszego WzOru po-
winno by¢ tozsamo$ciowo réwna wyrazeniu:

(v)

r

2 Gi> (Xsbll) P, (patrz § 14Rozdz. 1-go)
1

ktérego wyrazami, zawierajgcemi tylko pochodne funkcyi F
wzgledem zmiennych x, sg wyrazy, zawarte w wyrazeniu:

r

2 o f -
j-1

To ostatnie wiec wyrazenie musi zlewac si¢ tozsamosciowo z wy-
razeniem (Xj X,) F, t.j. z wyrazeniem:

r
2 X,F.
<

Widac stad, ze state P sg rowne statym c, czyli ze obie grupy s3
izomorficzne.
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WidzieliSmy, ze przeksztalceniem nieskofczonostkowem
rozszerzonem przeksztatcenia Xj jest Xj -j- Hj; widzimy dalej,
ze przeksztalcenie rozszerzone nawiasu (XjX) jest
rowne nawiasowi, utworzonemu z przeksztat-
cenia rozszerzonego dla Zyi przeksztatcenia
rozszerzonego dla X, t. j. rowna sie stronie pierwszej
réwnania (11). [ ,

Wynika to odrazuz wzoréw poprzedzajacych, gdyz, jak do-
wiedziono, strona pierwsza wzoru (11) jest réwna:

n

2 (X+n) T,

5=1 ,‘

lecz poniewaz (XjXi) réwna sie 3,Vdc]s X, F, przeto przeksztat-
s=1

cenie rozszerzone nawiasu (Xj X,) jest wiasnie dane przez wzor

poprzedni, a wiec twierdzenie powyzsze jest prawdziwe.

Wszystko, co powiedziano wyzej o0 grupie rozszerzonej spe-
cyalnej, daje sie rozciggna¢ na grupe rozszerzong ogolniejsza,
utworzong w zatozeniu, ze zmiennych niezaleznych jest wiecej
niz jedna, i ze wprowadzamy, précz pochodnych rzedu pierwsze-
go, pochodne wyzsze. | wtedy utrzymuje sie twierdzenie, ze
grupa rozszerzona jest holoedrycznie izo-
morficzna z dang. Alenie bedziemy zajmowali sie tu
temi rozwazaniami ogélniejszemi.

§ 6.

Grupa wzajemna z grupg pojedynczo-przechodnig o n parametrach
istotnych.

W 8 8 Rozdz. li-go postawiliSmy zagadnienie o wyznacze-
niu grupy tych wszystkich przeksztatcen, ktore pozostawiajg
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bez zmiany pojedyncze przeksztatcenia nieskonczonostkowe gru-
py i obiecaliSmy rozwigza¢ to zagadnienie w przypadku spe-
cjalnym.

Oto6z rozpatrzymy nastepujacy przypadek: mamy n prze-
ksztatcen nieskonczonostkowycb bezwzglednie niezaleznych
(patrz 8§ 1 Eozdz. lii-go), takich, ze grupa, z nich utwo-
rzona, jest pojedyncz o-przecho dnia. Oznaczmy
te przeksztatcenia przez l1j,..., Y,,. WprowadZmy nowy sze-
reg zmiennych xt',..., xid i oznaczmy przez E/,..., Y, prze-
ksztatcenia Y, napisane w tych nowych zmiennych. Potdézmy:

(12) Yk+ Y t'=2ZKk; =i

to wyrazenia Z bedg symbolami n przeksztatcen nteskonczonost-

kowych, bezwzglednie niezaleznych (bo takiemi sa, wedtug zato-

zenia, przeksztatcenia Y i Y') 0 2n zmiennych xv ..., X,,, xI'i
Uktad rownan:

) Zt F= 0,

Jest jak fatwo widzie¢ (na podstawie naszych zatozen), uktadem
zupetnym i nieprzywiedinym; bedzie on wiec miat 2n—n=n catek
niezaleznych wu ...,wn. Przyrownywajac te catki do statych
dowolnych: e

3) w, (X1....x,,, xI',..,a'M=a,, ..., wn(xu...,xHxZ,...xH)=a,H

otrzymamy to przeksztatcenie zmiennych x na zmienne x\ przez
ktore przeksztatcenia Y1 stajg sie tozsamosciowo roéwne prze-
ksztatceniom Y. Wszystko to wyptywa z rozwazar zupehnie
analogicznych do rozwazan, podanych w § 5 Eozdz. lii-go.
AzatemnajogoOlniejszem szukanem przeksztat-
ceniem jest przeksztatcenie, dane przez wzo-
ry Q). . , ]
Otdz wzory (8) sg rozwigzane wzgledem parametrow, ktd-
rych jest n istotnych, a wiec grupa przeksztatcen (8) bedzie po-
jedynczo - przechodnia. Nadto jest widocznem, ze pomiedzy
przeksztatceniami (3) zawiera si¢ przeksztatcenie tozsamosciowe,
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gdyz przez to przeksztatcenie wyrazenia Y' stajg sie wprost wy-
razeniami Y. Mozemy wiec powiedzie¢, ze istnieje n przeksztat-
cen nieskoriczonostkowych X ,,...,27°, ktére wytwarzajg grupe
(3) , ktora, podobnie jak i dana, jest pojedynczo-przechodnia.
Przeksztatcenia te, na mocy twierdzenia w § 8 Rozdz. li-go,
winny czyni¢ zado$¢ zwigzkom:

) (Yi Xi) = 0, (i,K).

A zatem:

Grupa dana pojedynczo-przechodnia on
parametrach istotnych okre$la inng grupe
rowniez pojedynczo-przechodnig on parame-
trach, ktorej przeksztatcenia nieskonczo-
nostkowe sg przemienne z przeksztatcenia-
mi grupy danej.

Ta grupa nazywa sie¢ wzajemng dla grupy da-
nej. Jest widocznem, ze zaleznos$¢ tych dwoch grup
jest wzajemna.

Przy uwzglednieniu okresSlenia przeksztatcen nieskonczo-
nostkowych wyjatkowych grupy, podanego w 8 8 Rozdz. li-go,
mozemy powiedziec:

Przeksztatcenia nieskonczonostkoWe,
wspoOlne dwdém grupom wzajemnym pojedyn-
czo-przechodnim, sg przeksztatceniami nie-
skonczonostkowemi wyjatkowemi tych dwu
grup.

Zauwazmy jeszcze, ze gdy n—1, wtedy obie grupy
wzajemne stajg sie identycznemi.



ROZDZIAL Y.

TEORYA NIEZMIENNICZA GRUP ROZSZERZONYCH.

§ I-

Niezmienniczos¢ Pfaffa wzgledem grupy przeksztatcen rownan
| wyrazen.

Niechaj bedzie forma rézniczkowa rzedu i stopnia
1-go 0 zmiennych xu t.j. wyrazenie postaci:

n

a) y~usdxt,
=

w ktdrem Un ..., Un sg funkcyami zmiennych x. Przyréwnaw-
szy te forme do zera, otrzymujemy t. zw. rGwnanie oroz-
niczkach catkowitych rzedu pierwszego
i stopnia pierwszego. Wazna czes¢ Analizy matema-
tycznej poSwiecona jest teoryi tych roéwnan, a mianowicie ich
t. zw. catkowaniu, t. j. szukaniu zaleznosci skoriczonych
pomiedzy zmiennemi x a statemi, z ktorych wynikajg te zwigz-
ki r6zniczkowe. P faff pierwszy (w r. 1815) odkryt wazny
rezultat, do tego catkowania odnoszacy sie, i dlatego réwnania,
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o ktérych mowa, nazwano réwnaniami Pfaffa, a wy-
razenia postaci (1) wyrazeniami Pfaffa.

Teorye niezmienniczg tych réwnan, albo uktadu takich row-
nan, utworzy¢ mozna bez trudnosci, stosujac wyniki, otrzymane
w Rozdz. 11, nalezy tylko oczywiscie, zamiast grupy ze zmien-
nemi xu ..., X,, rozwazac¢ grupe rozszerzong, albowiem w rowna-
niach Pfaffa, oprécz zmiennych X, wystepujg i rozniczniki
tych zmiennych. Wynika stad, ze mozemy, jezeli chcemy, wpro-
wadzi¢ tam pochodne wielkosci xIt. . .,xnwzgledem Xx,,+i, t. .
Pi, ,Pma to osiaga sie bezposrednio, dzielgc obie strony rowna-
nia przez ifoc*.

Tym sposobem zagadnienie o niezmienniczo$ci réwnania

Pfaffa wzgledem grupy sprowadza sie do zagadnienia o nie-
zmienniczo$ci rownania:

n

2) 2 UP=0
s—1

wzgledem pierwszej grupy rozszerzonej dla grupy danej. Sto-
sownie do wynikéw § 2 w Rozdz. Il-gim, warunek na to, aby
rownanie (2) pozostato niezmiennem dla wszystkich przeksztat-

cen grupy rozszerzonej, t. j. grupy, ktorej przeksztatceniem nie-
skonczonostkowem ogolnem jest (§ 5 Rozdz. IV):

(3) Xj-f zT;,

polega na tem, by wyrazenie:

n

(4) Xj+ H)* Dp,

|
znikato na mocy réwnania (2). Ot6z, obliczajagc wyrazenie (4),

zwazajac, ze wyrazenia U zawierajg pochodne p, i uwzglednia-
jac warto$¢ wyrazenia Ilj, znajdziemy:
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V XjVp, +2 UHijp=2 * UP*-f2 U njt
5=1 5=1 5=1 5=1
n n U

- N I( * 4 2 Lk
5=1

5=1 5=1

skad widzimy, ze wyrazenie (4) jest funkcya liniowg jednorod-
na wielkosci p,,...,p,, . Jezeli zatem znikanie tego wyrazenia
ma by¢ wynikiem zwigzku (2) pomiedzy wielko$ciami x ip, po-
trzeba i wystarcza, aby wyrazenie (4) réwnato sie iloczynowi
pierwszej strony zwigzku (2) przez pewng funkcye o samych
zmiennych x. Ten wynik mozemy odnie$¢, zamiast do réwnania
n
(2), do odpowiadajacego mu réwnania Pfaffa 2 dx, =0,
5=1
i do tego wystarczy, jezeli wszystkie wielkosci p pomnozymy
przez dxnt\, t. j. jezeli zamiast wielkosci p podstawimy rdzniczki
zmiennych x. Czyniac to w obliczeniu wyrazenia (4), mie¢ be-
dziemy:

n n

2 Ef U dxs+ 2 V d(x>x>p

5=1 5=1

A zatem: warunkiem koniecznym i dostate-
cznym na to, aby rownanie Pfaffa pozostato
niezmiennem dla przeksztatcen grupy o zmien-
nych xu..x» jest, by byto:

w w w
) 2 uddx+ 2 &dw x)=& (*)2 Ls dxs-

Wynik analogiczny otrzymamy, jezeli zamiast jednego
rownania Pfaffa wezmiemy uktad m takich réwnan:
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®) 2 Ug dx, —0, (=

*=1

Przy pomocy podobnych, jak wyzej, rozumowan, dojdzie-
my do tego, ze warunki konieczne i dostateczne
na to, aby uktad (6) byt niezmienniczy wzgle-
dem grupy, ktérej przeksztatceniami nieskon-
czonostkowemi sg przeksztatcenia Xj, stano-
wi zachodzenie rmréwnan:

n n w n

(7) N Xthsdx>+ 2 Ued”™ x¥H =2 gQat Uas dx* ®

5=1 I=1 5=1

(flA:lVD

Gdy te warunki sprawdzajg sie, wtedy mowimy zwykle, ze
dany uktad rownan Pfaffa zezwala na prze-
ksztatcenie nieskonczonostkowe Xj. | fatwo
widzie¢, ze gdy dany uktad zezwala na dwa prze-
ksztatcenia nieskonczonostkowe Xj, Xil to ze-
zwala takze na przeksztatcenie nieskonczo-
nostkowe (Xj Xi).

Dowdd tego twierdzenia przeprowadza si¢ na tej zasadzie
(patrz 8 2 Rozdz. li-go), ze podobne twierdzenie ma miejsce dla
uktadéw niezmienniczych rownan skonczonych. Ot6z na zasa-
dzie powyzszego, badanie niezmienniczosci ukfadéw réwnan
Pfaffa wzgledem grupy przeksztatcen Xj wychodzi na to
samo, co badanie réwnan typu (2) wzgledem grupy rozszerzonej,
a przejscie od jednego do drugiego badania dokonywa sie wprost
przez podstawienie przedewszystkiem rozniczek dxlt..., dxn,
zamiast wielkosci pv...,p, |gdy ukiad rownan Pfaffa ze-
zwala w znaczeniu, powyzej podanem, na przeksztatcenie nieskon-
czonostkowe X ,, to odpowiedni ukfad rownan (2) zezwala (w zna-
czeniu zwyktem wedtug 8§ 2 Rozdz. li-go) na przeksztatcenie roz-
szerzone przeksztatcenia Xj, t.j. na przeksztatcenie (3), i od-
wrotnie. Stad, poniewaz uktad réwnan (2) na zasadzie powyz-
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szego twierdzenia, zezwala na przeksztatcenie nieskonczonost-
kowe (Xj —FLj, X - 17«), przeto uktad réwnan. Pfaffa ze-
zwala¢ bedzie na przeksztatcenie, ktorego to ostatnie jest rozsze-
rzeniem. Lecz wiemy (8 5 Rozdz. 1V-go), ze jest to rozszerze-
nie przeksztatcenia (XjX,), a zatem twierdzenie nasze jest udo-
wodnione.

Jezeli, zamiast uktadu réwnan Pfaffa, rozwazamy wprost
uktad form o ré6zniczkach catkowitych rzedu i stopnia pierwsze-
go, t. . t. zw. wyrazenia Pfaffa, to mozemy powtérzy¢ powyz-
sze rozwazania, stosujgc, obok wynikow 8§ 2 Rozdz. |1, wyniki
8 1-go tegoz rozdziatu. Tym sposobem dochodzimy do twier-
dzenia: warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby wyrazenie Pfaffa:

n

pozostato niezmiennem dla wszystkich prze-
ksztatcen grupy, wytworzonej z przeksztat-
cen X- jest, by byto tozsamos$ciowo:

n

(8) 2 X u,dx, +2 N (Xix,)=0.

Niezmiennik jednoczesny wyrazenia Pfaffa i przeksztatcenia nieskon-
czonostkowego.

Niechaj bedzie wyrazenie Pfaffa U jak w poprzedzajagcym
paragrafie, oraz przeksztalcenie nieskonczonostkowe X, ktérego
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spotczynnikami niechaj beda wielkosci ¢. Przy pomocy jakie-
gokolwiek przeksztatcenia x\=/, (x), tak V, jak i X sprowadza
sie do postaci, w ktdrej zachodzi¢ bedg tylko zmienne X'\ nie-
chaj TT, i is bedg spotczynniki tych form przeksztatconych.
Bedzie:

n

cd_
(1) dxh *
h—1 h—4
Wezmy sume iloczyndéw U, £/ :
n n n
dxh oxFf
2 w«'= 3§ 22 NS dxk
A=1 k=1 s=1

Zauwazmy, Ze:

N g))((h ka JeSt 11 gdy h=k\ Jest 0’ gdy hAk\

tym sposobem stagd wzor poprzedni sprowadza sie wprost do na-
stepujacego:

@) A=~ Dii.

X
pozostaje niezmiennem przy wszelkich prze-
ksztatceniach wielkosci zmiennych.
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Mamy tym sposobem niezmiennik jednoczesny

wyrazenia Pfaffa i przeksztatcenia nieskon-
czonostkowego.

Okazemy, ze ten niezmiennik A wystepuje we wzorze, wy-
razajagcym wynik dziatania X na strone pierwszg wyrazenia

Pfaffa, wzorze, podanym w 8 poprzedzajagcym. Istotnie, znale-
zlismy tam, ze:

n n
®) XU =V XUSX, + 2 Usd @t
5=1 5—1

Strone drugg tego zwigzku mozna tak napisac:

B } dy,
VKU, dx, iisdx, &1%:? hdxh X +2«2 dxh

a dodajac i odejmujac wyraz:

du
22 o

mozemy napisac (po przestawieniu w tym wyrazie skaznikéw
s i li, gdy go bierzemy ze znakiem dodatnim):

nu »m
Lh=1 oA
Wprowadzajac zwykle w tej teoryi oznaczenie:

du, svh_
“h ph s - O

otrzymujemy wreszcie:
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n n

©)

Postugujac sie tym wzorem, mozemy inaczej wyrazic twier-
dzenie, rozwiniete w 8 poprzedzajacym, mianowicie twierdzenie
o warunku koniecznym i dostatecznym na to, aby réwnanie
Pfaffa U= 0 bylo niezmiennicze dla przeksztatcen grupy X
Przyréwnywajac strone drugg wyrazenia (5) do qU, otrzymu-
jemy, ze: aby rdéwnanie U= 0 byto niezmienni-
cze wzgledem grupy, wytworzonej z prze-
ksztatcen jest koniecznem i dostateczne m
by sprawdzat sie zwigzek:

(6) 2 2 fh(sh)ds-\-dA=qU .

Jezeli, zamiast jednego réwnania Pfaffa, mamy, jak w § po-
przedzajacym, uktad takich réwnan, i jezeli po drugiej stronie
tego wzoru napiszemy kombinacye liniowg pierwszych stron
tych rownan, otrzymamy wzory, ktére powinny utrzymywac sie,
aby uktad dany zezwalat na przeksztatcenie nieskoriczonostko-
we X (patrz wzor (7) § poprzedz.).

Niezmiennik, o ktorym mowa w tym paragrafie, rozcigg-
natem na przypadek wyrazenia o rozniczkach catkowitych rzedu
drugiego, a nastepnie na przypadek rozniczek jakiegokolwiek
rzedu.

Poréwn. Introduzione alia teoria invariantiva delle equazioui ai
differenziali totali di second’ordine, Ann. di mat. (3), 7, § 3; Su di in-
variante simultaneo etc. Rend. Ist. Lomb. (2) 35, 1902. O rozciag-
nieciu wzoru (5) na przypadek rozniczek rzedu 2-go patrz prace moje:
Sulla teoria invariantiva delle espresioni ai differenziali totali di 2 or-
dineetc. Rend. Acc. Lincei (5) 11, 2 Sem. 1902, Trasformazioni infi-
nitisime e forme a differenziali di 2° ord., tamze.
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8§ 3.

Uktad dotgczony do danego ukladu réwnan Pfaffa.  Uklady zupelnie
catkowalne.

WskazalisSmy juz w § 10 Rozdz. Igo Scisty zwigzek, zacho-
dzacy pomiedzy uktadami rownan o pochodnych czgstkowych,
liniowych jednorodnych rzedu pierwszego a uktadami réwnan
liniowych o rézniczkach catkowitych rzedu pierwszego (réwnan
Pfaffa). Obecnie zajmiemy sie tym zwigzkiem nieco szczego-
fowiej.

Niechaj bedzie uktad men rownan Pfaffa:

n

TJIks (Ix» _O, n)’ (rn:n)

s=1
i dajmy, ze rdwnania te sg liniowo-niezalezne, t.j., ze macierz
spotczynnikow U, t. j.
Dii... ul
) (5),
Um\?eee?Um

jest rézna od zera. Wtedy istnieje takich uktaddbw n—m nie-
zaleznych po n wielkoSci:

1s 5 , B-wWl»e *e) fehnj

ze zachodza tozsamosciowo zwigzki:

d) 2 Wk, fa—0.

h=\

W samej rzeczy, jezeli w tych réwnaniach liniowych je.
dnorodnych uwaza¢ bedziemy wielkosci £jako niewiadome, i be-

Pascal: Teorya grup przeksztatcen. 16
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dziemy zmieniali skaznik k, otrzymamy ukifad m réwnan po-
miedzy n niewiadomemi, dla ktérego macierz spoétczynnikdw,
czyli macierz (2), jest r6zna od zera, t. j. ma charakterystyke »/.
Bedziemy mieli tedy —m niezaleznych ukfadow rozwig-
zan, ktérych macierz bedzie tez rézna od zera. A zatem ma-
cierz:

fu, ..., fi*

jest r6zna od zera.

Utwérzmy ukfad réwnan o pochodnych czastkowych linio-
wych jednorodnych rzedu pierwszego, ktorych spoétczynnikami
niechaj beda wielkosci £ t. j. uklad:

n

5) N &Ix = c=1"-

Ten uktad n—m rownan nazywamy uktadem dotg-
czonym do uktadu (1); same za$ strony pierwsze wzoru
(5) stanowig to, co nazywamy uktadem przeksztatcen
nieskonczonostkowyoh dotgczonym do ukta-
du (1)

Zalezno$¢ pomiedzy uktadami 11) i (5) jest wzajemna, gdyz
dawszy sobie przeksztatcenie (5) bezwzglednie niezalezne (patrz
§ 8 Rozdz. 1-go), t j. takie, by macierz (4) byla rézna od zera,
mozemy znale$¢ m niezaleznych uktadow wielkosci U, czynia-
cych zados$é réwnaniom (3), mozemy przeto utworzy¢ wyraze-
nia (1). | dlatego tez i uktad (1) nazywac bedziemy uktadem
dotagczonym do uktadu (5).

Zauwazmy, ze ukfady (1) i (5) mozna wyrazi¢ w postaci,
pod pewnym wzgledem, zwieZlejszej i bardziej symetrycznej.
W samej rzeczy, zamiast uktadu (1) mozemy napisac:
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dxi, .., &
(6) «u. - ° y i,.

En—iwl> . oo >fn—mnii

rozumiejac przez to znakowanie, ze wszystkie wyznaczniki
w liczbie m rzedu n—m-f-1, z tej macierzy otrzymane, sg zerem.
Podobnie, zamiast uktadu (5), mozna napisac:

dF dF
3xt T3
(7) Un,..., um
Urire 9 Um

Gdyz fatwo widzie¢, ze, na mocy rownan (1), pomiedzy elemen-
tami kazdego wiersza macierzy (6) zachodzi zawsze ten sam
zwigzek liniowy jednorodny; pomnézmy pierwszg kolumne ma-
cierzy (6) przez WK, drugg przez Un, mme, MHg przez Kk, i do-
dajmy otrzymane iloczyny, a otrzymamy zero dla kazdego
wiersza na podstawie rownan (1) i (3). W podobny sposéb mo-
znaby tego dowies¢ dla macierzy (7).

W przypadku jednego rownania Pfaffa uktad dotgczo-
ny sktada sie z n— réwnan.

Gdy uktad dotgczony (5) jest ukladem zupetnym (patrz
Rozdz. | §9), wtedy méwimy, ze uktad rownan Pfaffa jest zu-
petnie catkowalny.

Jezeli strony pierwsze rownan (5) uwaza¢ bedziemy za
symbole przeksztatcen nieskoficzonostkowych i damy sobie punkt
P w przestrzeni xt, ..., X,,, to kazdemu z tych przeksztatcen nie-
skoriczonostkowych odpowiadac bedzie jeden kierunek, wy-
chodzacy z punktu P (patrz liozdz. Il 85). Bedzie n—mKkierun-
kéw niezaleznych, wychodzacych z tego punktu, ktére wiasdnie,
jako niezalezne, nie bedg lezaty w jednej rozmaitosci liniowej
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rzedu nizszego od n—m, tak, ze najnizszy rzad rozmaitosci,
w ktorej leze¢ beda, bedzie n—m.

Jakiez bedg réwnania tej rozmaitosci liniowej? Poniewaz
dostawy katow, jakie kazdy z n—m kierunkéw tworzy z osiami
spétrzednych (prostokatnych), sga proporcyonalne do ..., £I%,
jezeli wiec utworzymy macierz taka, jak (6), w ktdrej, zamiast
elementdéw pierwszego wiersza, napiszemy Pj—xu ..., Y,—xK
gdzie xnsg spotrzedne punktu P, wielkosci za$ Pj, Y,
sg spotrzednemi biez gcemi rozmaitosci, i przyréwnamy te
macierz do zera, znajdziemy szukane réwnania rozmaitosci:

r-* i, mmt5 YN Xn

Su, am J fIN
(8)

En—»1,1 + « « ¢+, fecn—m,n

Lecz poniewaz uktad macierzy (6) jest, jak powiedzielismy,
rownowazny uktadowi réwnan (1), przeto m réwnan rozmaito-
&ci liniowej (n—m)-wymiarowej, utworzonej przez n—m kierun-
kéw niezaleznych, odpowiadajgcych n—m przeksztatceniom Xr
stanowié bedg réwnania:

n
(9) 2 Us(Ys—x9=0, *-' »).

S=1

ktore, jak widzimy, budowg swa $ciSle zwigzane sg zukfadem (1)
rownan Pfaffa.

Dajmy, ze uklad (5) jest zupelny; bedzie on mial wtedy
m catek:

(10) »j- ,=0, ... <« - orF0,

a rébwnania (10), poniewaz ich strony pierwsze czynig zado$¢
rownaniom (5), tworzg uktad réwnan, zezwalajacy na przeksztat-
cenia nieskoriczonostkowe Xh Na zasadzie za$ twierdzenia, po-
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edanego w 8 5 Rozdz. li-go, rozmaito$¢ »j-wymiarowa, ktorg te
rownania przedstawiajg, ma, jako rozmaito$¢ liniowg styczna,
rozmaitos¢ n—m kierunkdw, odpowiadajgcg przeksztatceniom
Xu...,X mm t.j. rozmaito$¢, ktorej rbwnaniami sg réwnania

(9) . Otdz, jezeli Yv ..., T,, s spotrzednemi punktu rozmaito-
§ci liniowej stycznej, to dwumiany Y1—1 ..., Y,—X,, gdzie
@, ..., xn sg spoOtrzednemi punktu P stycznosci, sg proporcyo-
nalne do rozniczek dxlt ..., dx,, jezeli te rozniczki poddane sg
warunkowi, aby punkt , X,,, pozostawat zawsze na roz-
maitosci (10), t. j. aby byto:

(1) dtpl=0, ..., d(p,,,=0.

Jest stad widocznem, ze réwnania (9) beda spetnione, gdy
w nich, zamiastdwumiandw Yt—xs, potozymy rézniczki dxs pod-
dane warunkom (11); innemi stowy, poniewaz przy tern podsta-
wieniu rownania (9) przechodzg na réwnania (1), mozemy przeto
powiedzie¢, ze rbwnaniom (1) czynig zado$¢ rownania (10), lub
inaczej, ze ukfadowi m rownan Pfaffa (1) czyni zados¢ m catek
(10) z m statemi dowolnemi.

Mamy tedy:

Gdy wuktad dotgczony do uktadu Pfaf-
fa jest uktadem zupetnym, t j. gdy uktad
Pfaffa jest, wedtug definicyi, uktadem zu-
petnie catkowalnym, wtedy catkuje sie on
przy pomocy tylu rownan z tyloma statemi
dowolnemi, ile jest réwnan uktadu.

Moznaby, odwrotnie, przyjaé te wlasno$¢ za podstawe de-
finicyi uktadu Pfaffa zupetnie catkowalnego.

Uktad n—1 niezaleznych réwnan Pfaffa
pomiedzy nzmiennemi jest zawsze zupetnie
catkowalny.)

Rozpatrzmy niezmiennik jednoczesny A (patrz § poprzedz.)
wyrazenia Pfaffa, stanowigcego strone pierwsza jednego z row-
nan (1), i jednego z przeksztatcen X, uktadu dotaczonego. Nie-
zmiennikiem jest oczywiscie strona pierwsza rownan (3), a wiec
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jest on zawsze réwny zeru. Odwrotnie, jezeli dane jest wyraze-
nie Pfaffa U iprzeksztatcenie nieskofiezonostkowe X, ijezeli nie-
zmiennik A jest zerem tozsamosciowo, to spotczynniki f prze-
ksztatcenia nieskoriczonostkowego czynié beda zados¢ zwigzkowi:

n
Lhih- 0,

a stad przeksztatcenie X naleze¢ bedzie do uktadu dotgczonego
do uktadu X=0, stad:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby przeksztatcenie nieskonczonost-
kowe nalezato do uktadu dotgczonego da-
nego uktadu rownan Pfaffa, jest, by wszyst-
kie niezmienniki jednoczesne pierwszych
stron tych rownan i danego przeksztatcenia
nieskonczonostkowego byty réowne zeru.

Z powyzszego wynika takze, ze dwa uktady, dota-
czony i dany, sg zwigzane ze sobg niezmien-
niczo.

Wyprowadzimy jeszcze postac, jakg przybiera uktad dota-
czony do danego uktadu rownan Pfaffa, jezeli ten jest dany w po-
staci specyalnej, nie réznej zreszta zasadniczo od postaci (1),
a otrzymanej przez rozwigzanie tej ostatniej wzgledem rozni-
czek m zmiennych. Rozwigzmy réwnania (1) wzgledem rozni-
czek dxHnm¥j, ..., dxn; otrzymamy wtedy ukfad réwnowazny
naturalnie uktadowi (1):

Znajdzmy wielkosci 4, nalezace do tego ukiadu. Roz-
patrzmy na chwile formalnie uktad (12), jako przypadek szcze-
goIny ukfadu (1); wtedy spotczynniki ogdlne Uk bedg miaty
wartosci: — Wk, gdy s= 1,..., «—m\ 1, gdy s—n —

0, gdy s—n—m-j-r, gdzie r rpzne od k.
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Zwigzki (3) przybierajg wtedy postac:

~2 *4x= 0>
*=

z tych réwnan mamy wyznaczyé n—m niezaleznych uktadéw
ilosci £, z ktérych kazda jest opatrzona skaznikiem i. Mamy wiec
rozwigza¢ uktad réwnan:

(13) — O\, - kmvk= 0,
*:1

uwazajac jako niewiadome wielkosci f, ktérych liczba jest wigk-
sza od liczby rdwnan. Mozemy rozporzadzi¢ dowolnie pierw-
szemi n—m z pomiedzy nich i otrzyma¢ wartosci pozostatych.
Potozmy wiec raz:

$i=I, 12= 0>eee>F -*=0,
a otrzymamy:

Sk = PIrt

t. j. pierwszy uktad wielkosci {, w ktérym jako pierwszy
skaznik przyjmiemy i=1, to jest potozymy:

£l $12==H, «*e h.n—tn 0, £l,»- fii-f1 Pji,eee>£fln 1 ml,
Pot6zmy nastepnie w rownaniach (13):
ft=0, Is=1, $=0........ £n-n¥0,
a otrzymamy:

sn—rk - Vv,
a stad ukiad drugi:
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iii—Q §j2--1)eee>"2h n—0O izn—mHl— 113 eee>fhn—1m2

i tak dalej, tak ze bedzie ogélnie: £,=0 dla —m i rdznego
od i, £,=1, 6,«mfl— >a ukiad dotgczony (5) przybierze
postac:

3F

14 i =
(14) ki ik 0

k=\

Mamy wiec wazny rezultat: ,jezeli uktad rownan
Pfaffa jest rozwigzany wzgledem rdézniczek
&m-ny\, ,dxH to uktad dotgczony jest roz-
wigzany wzgl'ed'em 3 F

Wiasnoscig charakterystyczng uktadu (14) i wiasciwa jedy-
nie tej jego postaci jestto: ze jezeli uktad ten jest zu-
petny (patrz § 10 Rozdz. I-go), to nawiasy (.Y,Xj), za-
miast by¢, jak ogdlnie, kombinacyami linio-
wemi przeksztatcen X, sag zerami. Istotnie, jezeli
wykonamy dziatania, wskazane nawiasami, to tatwo widzie¢, ze
spotczynniki pochodnych:

dF drF

bedg wszystkie réwne zeru, i pozostana tylko wyrazy, zawiera-
jace w--—-. Jezeli'przeto wynik ma byc" kombindcyg liniowg

pierwszych stron rownan (14) (w kazdej z nich wystepuje za-
wsze jedna i tylko jedna z pochodnych (15) i nadto ta z pochod-
nych (15), ktéra wystepuje w jednem z tych réwnan, nie wyste-
puje juz w zadnem innem), to musi by¢ zerem. Uklad zupeiny,
dany w postaci (14), nazywac bedziemy specyalnym ukta-
dem Jacobi’ego, pozostawiajgc nazwe ogbdlnego ukta-
du Jacobi’ego dla uktadu, majacego te wiasnos¢, ze na-
wiasy (Xi Xj) sg rowne zeru, bez potrzeby warunku, by prze-
ksztatcenia Xt miaty forme specyalng (14).
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Dowiedziemy teraz waznego twierdzenia, wykazujgcego
zwigzek Scisty pomiedzy catkowalnoscig zupetng uktadu réwnan
Pfaffa a dopuszczalnemi przeksztatceniami nieskorczonostko-
wemi uktadu, a mianowicie:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby uktad réwnan Pfaffa byt zupetnie
catkowalny, jest, by zezwalat na wszystkie
przeksztatcenia nieskonczonostkowe, przed-
stawione przez jego wtasny uktad dotaczony.

Dowiedziemy z fatwoscig tego twierdzenia, rozwazajac
dany ukfad Pfaffa w postaci (12), tak, by jego uktad dotgczony
mozna byto rozwaza¢ w postaci (14).

Gdy ukiad (14) jest zupetny, wtedy powinny spetniac sie
tozsamos$ciowo warunki:

(16) XiVis— XgV = O; ... fi-m),

z drugiej strony warunki te sg tez i dostateczne na to, aby uktad
(14j byt zupetny.

Zastosujmy wzor (6) §2 i szukajmy warunkéw na to,
aby kazde rdwnanie uktadu (12), np. rdwnanie Ic-te, zezwalato na
przeksztatcenie nieskoniczonostkowe typu, ktéry przedstawia
strona pierwsza réwnania (14). Zauwazywszy, ze W tym przy-
padku nalezy potozy¢ we wspomnianym wzorze (6):

A4=0, iir~0,..., _i=0,],-=1, -68,..., S9»!=0, b_»)/=Mi

otrzymamy:

m

(17) A J(s, )+ A Wi (s n m—j—/*)J dx, (<. x>,

«=1i h=i

jako wynik dziatania X, na pierwszg strone jednego z réwnan
(12). We wzorze tym trzeba obliczy¢ dla naszego przypadku
mwartosci wyrazen (s, i) i (s, n—m-j-h), ktérych wartosci ogdlne
dane sg przez wzor (4) 8-u poprzedzajgcego.
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Spotczynniki w réwnaniu (12) majg wartosci:

przeto:

U = — 1Al,mee_Un-m= — Kn-m,
Un—mj-1 Oj .+., Un—n-\-k— 0,

Uvmak — 1, U-HAA= 0, ... f UH—0,

- bV\s . 3Wi j, ,
x> = sr+ -sr d

3v

(s, 1) = dla s—n—m-\-l, ..., n,

(s,n—m-\-h) = — 2225 dlas=1, ..., n—m
OXn—mArh

(s, n—mAh) =0 dla s=n—m-J-1,. .. , n.

Whyrazenie (17) przyjmie tedy postac:

j—

co mozemy jeszcze tak napisac:
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Woyrazenie, zawarte tu wewnatrz drugiego nawiasu kwa-
dratowego, jest strong pierwszg réwnania (16); widzimy wiec, ze
jezeli réwnania (16) spetniajg sie tozsamosciowo, wtedy wyraze-
nie (18) redukuje sie do kombinacyi liniowej pierwszych stron
réwnan (12). Na zasadzie tego, co powiedziano w § poprzedza-
jacym, oznacza to, ze rébwnania (12) zezwalajg na przeksztatce-
nia nieskonczonostkowe uktadu dotgczonego (14). Z drugiej
strony, jezeli,wyrazenie (18) jest tozsamosciowo rowne kombi-
nacyi liniowej stron pierwszych réwnan (12):

m Hn

2 A dx, ]
Al i=I

i poréwnamy spotczynniki rozniczek dxMnfh, wyniknie stad
z koniecznoscia:
N odvk
dxr—th

Bedzie zatem druga suma we wzorze (18) zerem tozsamo-
§ciowo, t. j. niezaleznie od wartosci rézniczek dxs; a wiec
zwigzki (16) beda spetnione i twierdzenie nasze dowiedzione.

§ 4.

Ukiady réwnan Pfaffa, ztaczone niezmienniczo z ukladem danym
Bibliografia teoryi rownan Pfaffa.

WidzieliSmy w § poprzedzajacym; ze majac dany ukiad
rownan Pfaffa, wyprowadzamy z niego uktad dotgczony (réw-
nan o pochodnych czastkowych), zjednoczony niezmienniczo

z danym. Poszukamy teraz innych ukladow, majacych wia-
sno$¢ analogiczna.
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Przedewszystkiem, uwazajac jak w § poprzedzajacym, stro-
ny pierwsze rownan ukiadu dotgczonego, jako przedstawiajgce
przeksztatcenia nieskoriczonostkowe .X,, zbadamy inny (procz
podanego w § poprzedzajgcym) zwigzek Scisty pomiedzy temi
przeksztatceniami nieskoriczonostkowemi a réwnaniami uktadu
danego.

Poniewaz niezmiennik A, nalezacy do jakiegokolwiek row-
nania uktadu danego i do jednego z przeksztatcen nieskoriczo-
nostkowych X-, jest zerem, przeto, stosujgc wzor (6) 8 2-go, wi-
dzimy odrazu, ze wynik dziatania X, na /i-te réwnanie Pfaffa
uktadu (1) dany bedzie przez wzor:

n n

s=1 h=1

z ktérego okazuje sie, ze jezeli zamiast dziatania Xf
stosowa¢ bedziemy toz dziatanie, pomnozo-
ne przez czynnik o bedacy funkcya zmien-
nej x, to wynik tego drugiego dziatania be-
dzie réwny wynikowi pierwszego, pomnozo-
nemu przez tenze czynnik o stad za$ wypty-
wa, ze jezeli uktad réownan P,faffa zezwala
na przeksztatcenie Xt, to zezwala takze na
przeksztatcenie aX,.

Stad wyptywa takze ito, ze jezeli uktad dany ze-
zwala na pewng liczbe przeksztatcen X, na-
lezgcych do uktadu dotgczonego, to zezwala
tez na jakakolwiek kombinacye liniowatych
przeksztatcen o spotczynnikach zmiennych.

To majac, rozwazmy uktad przeksztatcen nieskoriczonost-
kowych:

(1) XN+ eeet Xm,

w ktérym przeksztatcenia A dane sg przez wzor (5) 8-u poprze-
dzajacego, spoétczynniki za$ y sg funkcyami dowolnemi.



Rozdziat V § 4.—Uktady réwnan Pfatta. 253

Ten uktad przeksztatcen nieskonczonostkowych jest zwia-
zany niezmienniczo z danym ukfadem réwnan Pfaffa, gdyz jest
widocznem, iz niezmiennik A, nalezacy do jednego z réwnan (1)
i do jednego z réwnan Pfaffa, jest zawsze zerem.

Jezeli przeto stosowac bedziemy jedno z przeksztatcen (1)
do stron pierwszych kazdego z réwnan Pfaffa, otrzymamy inne
formy Pfaffa, ktore bedg wogodle r6zne od danych, lecz zwigzane
z niemi niezmienniczo. Tylko w przypadku, w ktérymby uktad
dany byt zupetnie catkowalny, nowy uktad, w ten sposéb otrzy-
many, bylby identyczny z danym, a to na mocy twierdzenia w §
poprzedzajacym.

Zbadajmy teraz, w jaki sposdb tworzy sie ten uktad. Przyj-
mijmy dla prostoty, ze uktad dany i dotgczony dane sg w posta-
ciach zredukowanych (12 i (14) 8-u poprzedzajacego, t.j. ze
pierwszy jest postaci:

i,2) li— —mak Padxg—0, (a+...«),
s=l

drugi za$ postaci:

© XE " gt Ny W Teg = 0 (s

k—1

Wynik dziatania X-na pierwsza strone rownania (2) podalismy
juz w 8 poprzedzajagcym (wzor (18)); jest on:

@) V ./A;,+V iX Vie X, W dx, .

Mnozac przez yj i sumujac wzgledem i od 1 do n—m, otrzy-
malibySmy wynik dziatania (1) na A~ Lecz poniewaz funkeye
y s dowolne, to uktad wszystkich rdwnan, ktore otrzymujemy,
przyréwnywajac te wyniki do zera, jest rownowazny uktadowi
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rownan, ktore otrzymujemy, przyrownywajac do zera wyrazenia
(4). Jezeli dotgczymy dalej do tego uktadu uktad réwnan Aj,=0,
to wyrazy pierwsze wzoréw (4) znikng i pozostang réwnania:

n—m

<5 a,» 2 ix< FAr=°;
i
ktore mozna i tak napisac:
u—m
(6) A<=V (XiXs)x,_mkdx, = 0.

Doszlismy tym sposobem do twierdzenia:
Uktad réwnan Pfaffa:

<) AR=0 A =0,

jest zwigzany niezmienniczo z uktadem da-
nym At=0. Dowiedziemy, ze uktad (7) jest zawsze
uktadem zupetnie catkowalnym.

Oczywiscie, uktad (7) nie bedzie sie sktadat w ogolnosci
z samych réwnan niezaleznych, albowiem, skoro liczba zmien-
nych x jest n, to nie moze by¢ wiecej, niz n—L1 rownan Pfaffa,
niezaleznych i zgodnych ze sobg. Grdy wiec méwimy o ukfadzie
(7) , to marny zawsze na mysli uktad mozliwie najwiekszej liczby
z pomiedzy rownan (7), ktére sa wzajemnie niezalezne.

Poszukajmy przedewszystkiem uktadu dotgczonego do ukta-
du (7), lub, co na jedno wychodzi, przeksztatcen nieskoriczonost-

kowyoh, ktére przedstawia ukiad dotgczony. Jednem z tych
przeksztatcen bedzie:

(8)
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gdzie spotczynniki £ czynia, jak zwykle, zado$¢ warunkom (3)
§-u poprzedzajacego, jezeli tam zamiast wyrazen U podstawimy
odpowiednie spdtczynniki uktadu (7). Spoétczynnikami temi sa:

dla A*: dla Als:
- Um (XX () X—wih
~ o= (X, X ) Y-k
0 0
0 0
0 0
0 0

Stad spétczynniki £ czynig zado$¢ zwigzkom:

0) Uy f/ “F &M= 0, <
7=
(10) 2 (xixj) xn-m+nhij= 0.

J=i c:

Uwzgledniajac wartosci wyrazen X (patrz wzory (3)), ta-
two widzie¢, ze przeksztatcenie (8) mozna napisa¢ wprost w po-
staci:
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istotnie mnozac réwnania (3) (po zmianie w nich i naj), przez
% i sumujac wzgledemj, otrzymujemy:

N—m m—m m n—m
Z **-2%e+2 (21N )N;
7=1 7=1 *=1 7=1

na mocy wzoru (9) spotczynnik czesci drugiej sprowadza sie
wprost do *, a cale to wyrazenie do wzoru (8j.

Zastosujmy teraz przeksztatcenie nieskoriczonostkowe (111
do jakiegokolwiek A*, bedzie:

n—m

o, na mocy wzoru (4), mozna tak napisac:

m n—m n—mn—m

+,;i )2/_}&’\ rd dXs-

Lecz cze$¢ druga, gdy do niej zastosujemy te samg reduk-
cye, ktora od wzoru (5) doprowadzita do wzoru (6), daje sie na-
pisa¢ w postaci:

22" ey

n—m n—M

EFIMA ) Wnemji/ « dXg\

* =1

wyrazenie to jest zerem na mocy zwigzku (10), ktéremu czynig
zado$¢ spotczynniki £ "Widzimy stad, ze przeksztatcenie nie-
skonczonostkowe (11), zastosowane do wyrazenia \k daje jako
rezultat zwigzek liniowy wyrazen A*, te wyrazenia przeto ze-
zwalajg na przeksztatcenia nieskonczonostkowe uktadu dotgczo-
nego do ukiadu (7). Poniewaz nadto uktad (7) jest zwigzany nie-
zmienniczo z uktadem danym (2), przeto na te same przeksztat-
cenia nieskonczonostkowe zezwala¢ bedzie uktad (7), t. j. ukfad
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ten zezwala na wszystkie przeksztatcenia nieskoriczonostkowe,
ktore przedstawia jego wiasny uktad dofgczony. A zatem, na
podstawie twierdzenia w § poprzedzajgcym, uktad (7) jest ukta-
dem zupetnie catkowalnym. DoszliSmy tedy do nastepujacego
twierdzenia:

Jezeli majac dany jakikolwiek uktad (2
rownan Pfaffa, zastosujemy do niego prze-
ksztatcenia nieskonczonostkowe jego ukta-
du dotgczonego i przytagczymy do tak otrzy-
manego uktadu uktad dany, otrzymamy inny
uktad réwnan Pfaffa (t.j. uktad (7)), niezmien-
niczo zwigzany z danym. Przeksztatcenia
nieskonczonostkowe, przedstawione przez
uktad dotgczony do ostatniego, bedag prze-
ksztatceniami, na ktoére zezwala tez uktad
dany. Wreszcie, uktad, otrzymany wskazanym
sposobem, jest uktadem zupetnie catkowalnym.

Stad wynika takze, ze stosujgc ponownie do uktadu (2) lub
(7) przeksztatcenia nieskoriczonostkowe, ktore przedstawia ukfad
dotgczony do uktadu (7), t, j. powtarzajgc dziatania analogiczne
do dziatania, stosowanego na poczatku tego §, nie doszllbysmy
do nowych ukfadéw réwnan Pfaffa. > u.ms !

Zbadajmy teraz przypadek szczeg6lny, w ktérym wi=l,
t. j. w ktérym dane jest jedno tylko réwnanie Pfaffa:
n
AU, dx,—O.
‘ #
g |
Aby przystosowac sie do wyzej uzytyéh znakdwé‘n, Wyo-
brazmy sobie, ze to rownanie zostato rozwigzane wzgledem roz-
niczki dxM(zaktadajac, oczywiscie, ze U* jest r6zne od zera);
napiszmy wiec: .

(12) A= dxn-V V.dx,==0, V——

Pascal: Ttorya grup przeksztatcen. 17
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Przeksztatceniami nieskoriczonostkowemi Xt uktadu dotgczone-
go >8%
<18), ‘o

jtébwnania (6), t.j. rownania A*,=0O paragrafu poprzedzajgcego,
Veda postaci:

AN @ X) ede>=0.

6=1

Przy pomocy fatwych rachunkéw i stosujagc symbol, wprowa-
dzony we wzorze (4) § 2, otrzymamy uktad réwnan:;

a s 1 it *-1 o . o i \ » H i

(-14) > 2 R*»)Vn+(i,n) K+(n,s):i/] Ars=s0, O=Ll«-»,
‘m" -iv Vv VAR '
ktéry wraz z rownaniem (12) przedstawia, na zasadzie powyzsze-
go, uktad zupeinie catkowalny i niezmienniczo potgczony z row-
naniem (12). A zatem ukiad, ztozony Zréwnan (12) i (14), be-
dzie uktadem zupetnym, niezmienniczo zwig-
zanym z uktadem danym; nazwijmy go uktadem V.

Ten ukiad zupeiny V utworzony bedzie z rownan:
0"

w ktorych wielkosci $ sg wszystkiemi mozliwemi uktadami nie
zaleznemi rozwigzan rownan:

1) 2 [*»)U,-j-(i,n)U |, »«) Z]F=0, «=1...»U.
61
- n
()] AU sh =0

6=1
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Spotezynniki rownan (16 >sg to wyrazenia, ktore zmieniajg znak,
gdy przestawiamy dwa z pomiedzy skaznikdw s, i; mazemy je
na chwile przedstawi¢ za pomocag symboli [s,i], ktére czynig
zados$¢ zwigzkowi [s,i] = —Tis]. | dlatego to macierz spotczyn-
nikow rownan (16) jest wyznacznikiem potsymetrycznym rzedu
n~1 Jezeli przyjmiemy, ze n jest parzyste, wyznacznik ten
bedzie zerem, réwnania (16) i (17) sprowadzg sie najwyzZej
do n—1 réwnan, a uktad V zawiera¢ bedzie przynajmniej
jedno réwnanie.

Wogodle, jezeli jest X charakterystykg ma-
cierzy:

0, [1]..[»—1,1], 0

[12l. o 1,2], 0
(18)

[1,«-17,12,n 1], 0

%, u. U,», Xh

uktad (15) sktadaé sie bedzie z n—X réwnan
niezaleznych.

' Macierz poprzednia pozostaje w najsciSlejszym zwigzk
.Z macierzg: ’

Q0 (@1, e , WL D) («1j
(12), 0,.. , W12 W2

(i,w, 2»), ..., wLn) 0
Vr, u2, ..*, R-,, Un

iktérej charakterystyka jest —jak tego tatwo do-
wies¢-1iczbg niezmiennng dla kazdego prze-
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ksztatcenia danej formy Pfaffa. Nie mozemy
wszakze wchodzi¢ w blizsze szczeg6ty co do tego przedmiotu.

Zbadamy jeszcze tylko przypadek, w ktérym charaktery-
stykg macierzy (19) jest liczba 2. Wtedy znika¢ milszg tozsa-
mosciowo wyznaczniki rzedu trzeciego, t. j.:

Ui, Uj, Uh
0, (i,h)
I {K 1), (hj), 0
t. j. bedzie:
u,(G,h)+ Uj(h i) + uha,j) = Q

Widzimy stad, ze wszystkie elementy pierwszych «—1
wierszy macierzy (18) stang sie zerami, a sama macierz (18) be-
dzie miata charakterystyke 1, uktad przeto Fstanie si¢identyczny
z ukfadem dotgczonym réwnania A t. j. z uktadem (13). Lecz
V jest uktadem zupetnym, takim wiec bedzie i uktad (13), a za-
tem rownanie A bedzie zupeinie catkowalne. Mozemy wiec
powiedzie¢: jezeli macierz (I19) ma charakterysty-
ke 2, wtedy rownanie (12) jest zupetnie catko-
walne’

Inne wazne zagadnienie z teoryi niezmienniczosci rownan
Pfaffa dotyczy szukania najogoélniejszego przeksztatcenia nie-
skoniczonostkowego, ktore pozostawiatakie rownanie bez zmiany.
Nie bedziemy wchodzili w szczeg6ly, dotyczace tego zagadnie-
nia, a podamy tylko spis prac gtéwnych, odnoszacych sie do tej
teoryi.

Jezeli pominiemy proby Eulera i Monge’, to po-
ezatki tej teoryi znajdujemy u Pfaffa (Abh. de Beri. Ak.,
1814 — 15, s. 76), ktéry postuguje sie nig w zagadnieniu
o catkowaniu réwnan o pochodnych czesciowych, ktore
najscislej z teoryg ta jest zwigzane. Tak nazwane zagad-
nienie Pfaffa polega na catkowaniu réwnania o pochod-
nych catkowitych rzedu pierwszego przy pomocy naj mniej-
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s zej liczby catek, a rozwigzanie tego zagadnienia zalezy od
rozwigzania réwnan o pochodnych czagstkowych rzgdu pierwsze-
go. Jezeli fijest charakterystyka macierzy (19), to najmniejsza

liczba calek jest dla /z parzystego, " dla fi nieparzy-

stego. Innemi stowy, dana forma r6zniczkowa moze, przy po-
mocy przeksztatcenia zmiennych, by¢ zredukowana do formy,

zawierajgcej odpowiednio -4J lub wyrazéw. Znalezienie

tych wyrazéw zalezy od catkowania uktadu réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych.

Po pracach P faffa nastgpity prace Jacobi®ego. kté-
re rzucity wiele Swiatta na ten przedmiot i posunetly teorye
(Crelle, 2, s 317 i 347, 17, s. 97).

Do nastepnych waznych prac nalezg prace Natani'ego
(Crelle, 58, s. 301), Clebscha (Crelle, 59, s. 190, 60, s. 193, 61,
s. 146, 65, s. 257), Grassmanna: (Die Ausdehnungslehre, Berlin,
1862), Frobeniusa (Crelle, 82, s. 230, 86, s. 1i 54), Mayera
m(Math. Ann., 5, s. 448, 17, s. 523), Darboux’a (Bull, des Sciences
math. (2), 6, s, 14 i 49, Compt. Ren., 94, s. 835).

Z punktu widzeniateoryi przeksztatcen i niezmiennikéw zasadni-
ezemisa: liczne prace Liego (Tow. nauk w Chrystyan., 1873, s. 320, Ar-
chiv. for Math, 2,8.338, Leipz.Ber.,1896, s. 405), Mayera (cyt. wyzej
moraz Math. Ann., 6, s. 162 i 192, 8, s. 313, 12, s. 132 it. d.), Enge-
la (Leipz. Ber., 1889, s. 157, 1890, s. 192, 1896, s. 413, 1899, str.
296), Ed.v. Webera (Leipz. Ber., 1898, s. 207). Wymieniamy
tu-nadto C R Us]j ana: Math. Ann., 50, p. 247 (1878) i ,, Teorye prze-
ksztalcen Pfaffa“, ogtoszong w ,Pracach mat.t,-fiz.“ 8, s. 61—98,
r. 1897 i 9, s. 61—102, r. 1898.

Wyktad tej teoryi zawiera dzielto Forsytha (Th. of. Diff.
Equ. I, Cambridge, 1890, przektad niemiecki, Lipsk, 1893), oraz nowa
ksigzka Ed. v. Webera (Vorlesungen Uber das Pfaffsche Problem
und die Theorie der partiellen Diffg. erster Ordnung, Lipsk, 1900), na
konicu ktdrej znajdujemy zupetng liste prac o tym przedmiocie.
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Analogiczne badania dla rézniczek rzedu 2-go i wyzszego podjat-
w ostatnich czasach E. Pascal (Compt. Rend., 130,1900, Math.
Ann., 54, Rend. Ist. Lomb. (2), 33, 1900, s. 287, 675, 34,1901, s: 580%
1180, 35, 1902, s. 344, 691, Annali di Mat. (3), 7, Rend. Acc, Lineei
(5), 11, 1902, 2-gi sem).

§ 5

niezmienniki rézniczkowe grupy danej. Parametry rézniczkowe

W 88 1i 2 Rozdziatu li-go ustanowili$my zasady teoryi
niezmienniczo$ci uktadu funkcyj i uktadu réwnan skorczonych
wzgledem danej grupy przeksztatcen. Jezeli rozszerzymy gru-
pe w sposob, wskazany w 85 Rozdz. 1V-go, i rozwazac bedzie-
my funkcye niezmienniczg lub niezmiennik grupy rozsze-
rzonej, otrzymamy to, co nazywa si¢ niezmiennikiem
rézniczkowym grupy danej. To pojecie ogolne nie-
zmiennika roézniczkowego wprowadzit Lie (patrz zwiaszcza
Matb. Ann., 24, s. 537); specyalizowane rozmaitemi sposobami,,
obejmuje ono w sobie, jako przypadki szczegblne, pojecia, kto-
remi, z innych punktéw widzenia, zajmowali si¢ r6zni autorowie.

"Wiemy, ze grupa nieprzechodnia (a takg jest zawsze grupa,
w ktorej liczba r parametréw jest nizsza od liczby zmiennych!
posiada zawsze pewna liczbe niezmiennikéw. Ot6z, jezeli
mamy dang jakgkolwiek grupe o r parametrach, to bedzie mozna
wyznaczy¢ takie jej rozszerzenie (rzedu 1 go, 2-go,.), aby liczba
zmiennych grupy rozszerzonej byta wyzsza od liczby parame-
trdw, aby zatem grupa rozszerzona byta nieprzechodnia. Widzi-
my tedy, iz mozna zawsze znale$¢ nieskonhcze-
nie wiele niezmiennikéw rézniczkowych, na-
lezgcych do grupy danej. Poniewaz za$ z drugiej;
strony niezmienniki znale§¢ mozna przy pomocy jedynie proce-
sow eliminacyi, gdy znane sg wzory przeksztatcenia grupy (patrz
8 1 Rozdz ni-go), przeto jest rzeczg jasng, ze niezmienni-
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ki r6zniczkowe grupy mozna znale$é zawsze
bez catkowania. B

Jezeli rozwazana grupa jest grupg rzutowg (patrz 8 3 Roz-
dziatu 1-go), wtedy niezmienniki rozniczkowe nazywajg sie nie-
zmiennikami rézniczkowemi rzutowemi.

Jezeli, zamiast funkcyj niezmienniczych grupy rozszerzo-
nej, rozwaza¢ bedziemy ukiady rownan niezmienni-
czych, wtedy, zamiast niezmiennikéw rézniczkowych grupy
danej, otrzymamy uktady rownan rézniczkowych,
ktére pozostang niezmienne przy przeksztatceniach grupy, t.j.
zezwalac beda na przeksztatcenia grupy danej. W ten sposéb
pozyskujemy $rodek stosowania teoryi przeksztatcer do teoryi
rownan rézniczkowych i osiggniecia przez to waznych korzysci.

Jednym z pierwszych przyktadéw niezmiennikéw réznicz-
kowych byt niezmiennik H. A. Schwarza, stosowany przez
niego w badaniach nad powierzchniami najmniejszemi (Abh. d.
Beri. Akad., 1871; Werke, Berlin, 1890, 2, s. 351). Jest nim wy-
razenie:

dy __ 3 ulhj\
__dx dx3 2 \cte2/

dxl

Grupa, do ktérej ten niezmiennik rézniczkowy nalezy, jest
grupg przeksztatcen:

_ ,_aA-by .
X=Xy c+dy ’
fatwo sprawdzié, ze obliczajac pochodne wielkosci y* wzgledem
X" i tworzac wyrazenie takie, jak «, otrzymamy wynik réwny
temu wyrazeniu. Poniewaz grupa, do ktérej nalezy J, jest rzu-
towa, przeto J jest niezmiennikiem rézniczkowym rzutowym.
Wyrazenie « ma godng uwagi whasnos¢ taka, ze jezeli za-
mienimy pomiedzy sobg zmienne X iy, to J pozostanie bez zmia-

ny poza przybywajagcym czynnikiem —j~-j . W rzeczy same;j:
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-S a4 w oA.r as ; rfJE rﬁ%l, I’f#OIj ICPXY
1oy M2 My L erfyary oy
U ;dx 1 ria2 /rfrfi3” - ~— [rfx\s
oy MW WW
re :iffevo .= ?%aai ;rr/;: ;ur

skad znajdujemy;

fixité Ii io

gind 1KL-n d dx 3 1d>X\s
Vio . jr- /2B dy 2 irfy2)
J > TpTT7 CIW) , /rfe\2
) Vi \rfyl
"o le . e ’

Z tego powodu Sylvestef nazwat ten niezmiennik wzéjem-
ni kiem (recyprokanten), a pOzniej rozciggnat te nazwe na
wszystkie niezmienniki rézniczkowe rzutowe.

Z pomiedzy niezmiennikow rézniczkowych badano specyalnie
rzutowe, ze wzgledu na ich piekne zastosowania do teoryi rownar réz-
niczkowych liniowych, do teoryi krzywychit. d. Najwazniejszemi
pracami w tym przedmiocie sg prace Brioschi’ego (Ann. di mat.
(2), 13 Acta matli. 14), Syl restera (American Journal of Math.
81 10), a zwhaszcza Halphena (Sur les invariants différentiels
These, 1878; Journ. de I’Ecol. Polyt., 1880; Compt. Rend., 81, 1875,
Journ. de Liouv., 1876, 1880, 1883, AetaMath., 3.

Przypusémy, ze grupa zasadnicza, ktdrej niezmienniki roz-
niczkowe rozwaza¢ chcemy, tworzy sie w sposob nastepujacy:
Niechaj bedzie forma rdzniczkowa kwadratowa;

v;:ii jfr q, > » i Vii
Q) vV V zn dxrdxf.
sy @ 1ts. m 2 ' ®83« 1 V: h
r r-®WI'  bo f

w ktorej; wielkosci z sg funkcyami zmiennych x. Wyobrazmy
sobie, zeSmy uskutecznili pewne przeksztatcenie zmiennych, i nie-
chaj ta forma (1) przejdzie wtedy na nastepujaca:
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Ztkd.i‘hdx'k,
R N R ! A=(r=t i

gilzie spétczynniki z' sg funkeyami liniowemi wielkosci z o spot-
czynnikach, ktore sg tatwo wyznaczyC sie dajgcemi funkeyami
zmiennych x, mianowicie:

fiz, dxt

ZHCZ 2 <W dxK'

Rozwazmy razem og6t zmiennych x i z, wyobrazajac so-
bie pierwsze z nich poddane jakimkolwiek przeksztatceniom,
drugie za$ przeksztatceniom (2). Jest widocznem, ze forma (1)
pozostanie niezmieniong; i dlatego jezeli rozwazamy grupe prze-
ksztatcer tego gatunku, bedziemy mieli grupe przeksztatcen
zmiennych x iz na zmienne X' i z', przez ktére forma (1) pozo-
staje niezmieniong. Uwazajac wielkosci z jako funkeye wiel-
kosci z, mozemy utworzy¢ dla grupy tej grupy rozszerzone, we-
dtug teoryi, wytozonej w 8 5 Rozdz. I'Y-go, i rozwazaé niezmien-
niki rézniczkowe tych grup rozszerzonych. Bedziemy wtedy
mieli funkeye zmiennych x, zmiennych z i ich pochodnych, po-
zostajace niezmiennemi, gdy przy stosowaniu tych specyalnych
przeksztatcen x, stanowigcych grupe wyzej podang, forma rdoz-
niczkowa (1) pozostaje niezmieniona.

Mozemy rzecz te rozpatrze¢ ze stanowiska szerszego, mia-
nowicie, zamiast grupy specyalnej przeksztatcenn zmiennych X,
mozna wyobrazi¢ sobie ogdt wszystkich mozliwych przeksztat-
cen; ten, wraz z odpowiedniemi przeksztatceniami (2) zmien-
nych z, datby ogdt wszystkich przeksztatcen, ktére pozostawiajg
bez zmiany forme (1). Jezeli teraz zbudujemy niezmiennik réz-
niczkowy takiej grupy, zawierajacy w sobie, dla wiekszej ogol-
nosci, takze jedne lub wiecej dowolnych funkcyj zmiennych x
i ich pochodne, bedziemy mieli pojecie parametru roz-
niczkowego, nalezacego do formy (1).
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Widzimy wiec, ze teorye parametrow rdézniczkowych moz-
na uwaza¢ za wyptywajgcg wprost z teoryi niezmiennikow roz-
niczkowych, lubo rozwinela sie ona niezaleznie od tej ostatniej®
Poczatek jej znajdujemy w pracach Gaussa nad krzywizng,
catkowitg powierzchni i w badaniach Lamego, ktéremu wia-
$nie zawdzieczamy nazwe parametrow rozniczkowych.

Nie bedziemy wchodzili w szczegélty tej teoryi, wymienimy
tylko najwazniejsze prace w tej dziedzinie po pracach Gaussa
i Lam’ego (Legons sur les coordonnées curvilignes); sa niemi roz-
prawy Jacobiego (Crelle, 36), Beltrami’ego (Mem. Acc Bo-
logne (2), 8, 1869), Christoffela (Crelle, 70), Lipschitza
(Crelle, 70, 71, 72, 74, 78. 81), liicci'ego (Ann. di Mat. (2), 12,
14, Rend. Lincei, 1888—1889, Atti Ist. Veneto, 1893 etc.), Zoraw-
skiego (Acta matli, 16, 1892—3, Rozprawy Akad Krak., t. 23
1891), Tresse ’a(C. R, 115, 1892, Acta mat., 18, 1894., Frobé-
niusa (Crelle, 110), Knoblaueha (Crelle. 111), i t. d.



DOPELNIENIA

1. 0 parametrach Istotnychl). Przyjacielowi memu, prof.
Luigi Bianch i, zawdzieczam nastepujgce kryteryum w celu po-
znania, czy parametry a,,  ar sg albo nie sg istotnemi.

Utworzmy macierz:

*x dfn
dax - da,
i dfn
dar ' dar

nastepnie druga macierz Mx tymze sposobem, dotgczajagc tylko do
funkcyj ..., fMwszystkie ich pochodne pierwsze wzgledem x,,..,,XIP
potem macierz _MP przez dolgczenie do funkcyj fv ..., fHwszystkich
ich pochodnych pierwszych j drugich wzgledem zmiennych x i t. d.

Charakterystyki fi, jw jw,... tych macierzy sg wszystkie nie
wieksze od r, a mianowicie:

f*io( e ool |,

Ot6z dojdziemy do miejsca, w ktorem szereg liczb fx z konie-
cznosci zatrzymuije sie.

) Dol §1str. 8.
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Parametry beda albo nie bedg istotnemi,
odpowiednio do tego, czy najwieksza liczba ¢
z liczb p jest rowna r lub mniejsza od r.

Kryteryum to jest pewnem przeksztatceniem kryteryum L iego,
podanego przez nas na str. 7 tekstu. W samej rzeczy Kkryteryum
Liego moznaby przedewszystkiem tak zmodyfikowac. Zamiast przy-
jecia, ze wartosci x" sg rozne od wartosci x' i tworzenia dla nich row-
nan (4) na str. 7, utworzmy pochodne réwnan (4) wzgledem
xt,...,X,, i podstawmy tam zamiast <p funkcye fu ..., f,, a zamiast
wielkodci x wartosci X'\ odpowiada¢ to bedzie w pewnej mierze przy-
jeciu, ze wielkosci x" sg jedna po jednej nieskonczenie bliskie wielko-
§ci x'. Podobnie tworzymy pochodne drugie réwnan (4) i t. d.

Wszystkie te rownania powinny spotistnieé. Jezeli pomiedzy
niemi mozna znales$¢ r niezaleznych, co zajdzie wtedy, kiedy jedna
z macierzy M, Miy M3 ... bedzie miata charakterystyke r, wtedy spot-
czynniki a* beda zerami i parametry bedg istotnemi. Nie bedg za$
istotnemi w razie przeciwnym.2

2. Onawiasach Poissonal) Musimy powiedzie¢ tu nieco dla
usprawiedliwienia nazwy nawias6w Poissona, nadanej wyra-
zeniom (X, Xj), gdyz z pierwszego wejrzenia zdawaloby sie, Zze na-
wiasy Poissona majg definicye catkiem rézng. W samej rzeczy, jezeli
/i P sq dwie funkcye dwdch szeregdw zmiennych XV ..., X,,, PV P
wtedy nawiasem Poissonajest wyrazenie:

n

Ot6z nazwa nasza jest catkowicie usprawiedliwiona tern, ze sym-
bol (XjXj)f jest prawdziwym nawiasem Poissona, zastosowanym do
dwu funkcyj:

Xif=in Pi -j- . .. £ finPn, Xjf= SiPi -(-... -j- $HA®

j Patrz Rozdziat J, § 8, str. 55.
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gdzie plt...,Pn sg pochodne czastkowe rzedu pierwszego funkcyi f-
W samej rzeczy, jezeli utworzymy nawias (-3T/, X/), mie¢ bedziemy:

a to réwna sie doktadnie wyrazeniu (Z,Z,) f, mozemy wigo napisac¢

W, Xjf) = (i Xj)f,

eo stanowi wiasnie usprawiedliwienie, o ktérem mowa.

3. Tozsamosci, otrzymac sie dajace z tozsamosci Ja-
CObfegOl). Niechaj Z bedzie symbolem przeksztatcenia nieskoftczo-
nostkowego i zastosujmy symbol wzoru (7) na str. 59-ej, wtedy tozsa-

mos$¢ Jacobi’eg o da sie tak napisac:

(Zir./—\): (z.,z222) + (X3(12).,

Stosujac tu kolejno tenze wz6r, znajdziemy:

(X, (XIX1) Z) -f- ({XX%z 2)

(22.2.2,) =
= - (UW )+ 2(2,3722) - (2,2,2,2),
Z(2,2,27~)= - (Z,(2jz.z) z) + (XIxixi) X,Z)
= (Z2,2,2,222)-f 3 (Ziz~JTjzjz) - 3 (71.,2.,7,72,7)

+ (ZjZ.z.z,M.

'} Patrz Rozdz. | §s, str. 6s.



270 Dopetnienia.—Tozsamosci Jacobi’ego.

iwogdlnosci:
= - (XV.XEXiZ) + (y) (XT xiX2X, 2)
2
-(i (O AW jf-.
r \'l g r
= -2 (-Dr()\™ x Ixts™xlz).
r=0

Ta tozsamosciag postugiwaliSmy sie w nocie naszej ,,Altre ricerche
sulla formola del prodotto etc., Rend. fst. Lomb. (2), 35, s. 555.

4. O spotczynnikach liczbowych i7 (patrz str. 59 —60).
Woyznaczenie liczb, odpowiadajacych kazdemu z symboli (7), na
str. 59 uskutecznitem w trzech przypadkach, mianowicie: 1) gdy
*i=V==...=t»=li 2) gdy *=¢ijj=*...=¢,=2; 3) gdy jeden tylko
ze skaznikéw i),..., is jest rowny 2, inne za$ sa rowne 1 (patrz Note
w Rend. Ist. Lomb. (2), 35, 1902, s. 555). Woynik, odpowiada-
jacy pierwszemu przypadkowi, podaliSmy w tekscie na str. 59; Wdwach

pozostatych przypadkach wyraza sie on tak: n

Liczbg, odpowiadajgca symbolowi (X2.. X, X,X3),

n n

jest —y<*H> symboiowi zas (Xt..Xj X2X, .. X, X2 jest:

y(e+H) y(m

<m = - <-I>'fF A )

Zanotujmy wreszcie, ze wszystkie liczby y o skazniku nieparzy-
stym (procz y") sg zerami i ze majg. zwigzek Scisty z liczbami
Berno ul JLego (patrz 5, str. 271). Ich wartosciami sa, jak po-
dano na str: 60:

7= . 13
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5. O liczbach Bernoulliego. Na str. 59 wprowadzilismy
liczby y\ y" ,powiedzieli§my tam, ze pozostajg one w prostym zwigz-
ku z liczbami Bernoulli’ego i ze liczby y o skazniku nieparzystym
{procz y') sa zerami. Dowiedziemy tej wiasnosci i podamy niektore re-
zultaty, zawarte w nocie naszej ,,Soprai numeri liernoulliani  Rend. Ist.
Lomb. (2) 35, 1902, por. ,,Prace mat.-fizycz.”, t. 14, 1903, str. 2—>),
ktére mogg postuzyé do otrzymania nowego, innego niz zwykly, do-
wodu trzeciego twierdzenia Liego (patrz wyzej str. 139 i nizej
str. 279).

Liczby y', y", y'",... tgczy nastepujgcy wzor zwrqtny:

. _— .
A J "ZI!_ -D+L%|!_y7(s_2' \I J *|)- |12(53+|)

v; 1 . L .
ktéry,—poniewaz y = — —U , mozna i tak napisac:

s—1
Q) Ji-har® dr mry(erra+ —n A 2 (s - >

Liczby te pozostajg w prostym zwigzku z liczbami Bernoulli’ego,
ktore sa spétczynnikami Z?j, jS3, .. . rozwiniecia nastepujacej funkcyi
parzystej na‘szeregi potegowe:

X_ e*+l| X6 x4

i-
2 t*—F —1't" 2L 41

<)

.ol . 1»
W samej rzeczy, jezeli przyjmiemy, ze strona pierwsza réwnania (3),

réwna sie:
14) 14-«i X+ @2X2-b: ./,

gdzie c sa spoOtczynniki, nieoznaczone, jezeli pomnozymy pierwsza
i druga strone przez cx—1, podstawimy za ex rozwiniecie tej funkcyi

‘J Codo szczegdétow patrz Saals chUtz Vorl. Gber die Bernoul-
li'sche Zakten, Berlin, 1893 i Pascal: Repertoryiira matematyki wyzszej,
przektad polski, tom I, str. 420.
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i poréwnamy spoétczynniki réwnych poteg imiennej ar, po obu stronach
znajdziemy na spdétczynniki ¢ wzor. zwrotny:

1, 1 : .11 1
C+ 2Tfont+ 3T C-2m+eee+ J a + |a+t) = 27r
) Ay

221 0171121 'l =0, it mii it

astad takze:

1 s—I
(5) ot ML eeed gy 2(5+i)!

Widzimy wiec, ze spétczynniki ¢, poczynajac od spotczynnika c
ze skaznikiem 2, czynig zados¢ wzorowi zwrotnemu, podobnemu do
wzoru, ktéremu czynig zados¢ y\y" , i dlatego mozemy stad wnies¢,
ze ogOlnie jest:

() e

Poniewaz strona pierwsza wzoru (3) jest funkoyg parzysta,
a stad wszystkie spétczynniki c o skaznikach nieparzystych sg zerami,
azatem sg tez zerami wszystkie liczby y o skazni-
kach nieparzystych (procz y)\ nadto poréwnanie wzoru
(¢4) z wzorami (3) i (6) daje nam:

© ik

Wz6r zwrotny (2) tatwo przeksztatci¢ na wzér zwrotny pomie-
dzy liczbami Bernoulli’ego B i tatwo tez widzie¢, ze otrzymuje-
my w ten sposéb wzor, zwany wzorem Moivrea (patrz Pascal:
Repertoryum matematyki wyzszej, przektad polski, i. I, str. 421).

Przez wprowadzenie liczb y wzor (3) zamienia sie na nastepujacy:

X c*+1

1 _|rbri-]-rJF +
2 c*—1
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a uwzgledniajgc wzor na rozwiniecie funkcyi cotg—A na szereg po-

tegowy (patrz Repertorymn, przektad polski, t. 1, str. 137), mozemy
takze napisac:

~ cotg A 1 —y" X\ry” X* — yvixe-j- ...

Ten ostatni wzér mozna tez otrzymac z poprzedzajacego, kfadgc w nim
iX zamiast X.

Ze wzgledu na to, ze liczby y o skaznikacli nieparzystych znikaja,
otrzymujemy z wzoru zwrotnego (2) dwa wzory:

12 4 'é 1(2(_34. s (ZVVl—T)!’\ 2(223\/:];[)! =0
LR L L@l w1’ —(ZWTZ) = 0

Zwigzki gtéwne, zachodzace pomiedzy liczcbami Bernoulli’ego
i stanowigce tylez wzoréw zwrotnych, sg najprzéd stopnia pierwszego,
nastepnie stopnia drugiego; w tych ostatnich wzorach
suma skaznikéw dwoéch czynnikéw kazdego wy-
razu jest stata. Pierwsze z nich, wyrazone w liczbach vy, sg
postaci:

Ul v"

i V1o Ven-2) | ay=(-im— (@
@) a°-T(2n—I)!

J___a-__ YIV_1
AN (2n—=3) ! 3l . ~NTT
drugie za$ postaci:

(9 Ro+R\F t2- 2+ A yivTZ- &+ ...+ /1»-ii -7+ M (2M)=°;

gdzie a i fi sg spdtczynniki liczbowe.

Z wzordw zwrotnych drugiego gatunku znane sg niektore (po-
dane na str. 15—17 cytowanego dzieta Saalscliiitz a); najprost-
szym z nich jest ten, ktdry przedstawia sie w liczbach y w sposéb na-
stepujacy:

Pascal: Teorya grup przeksztatcer . 18
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(10) Y 2~2+TITZ-'4+ -+ 7 F IT"+(2«-F1) YZ''>=0.

Klasa tozsamosci, ktora chcemy teraz podac, a ktora, jak to powiedzie-
liSmy, ma zastosowanie w dowodzeniu trzeciego twierdzenia Liego
1patrz nizej str. 279) ma jako pierwsza przedstawicielke wiasnie wzor
(10). Lecz forma ogdlna tych tozsamos$ci nie przedstawi sie za po-
moca prawa dostatecznie prostego, jezeli nie wprowadzimy pewnych
wyrazenn T1 bedacych stopnia drugiego wzgledem liczb y. Potézmy:
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i précz tego:

pE = 1 L T@ )
(12)

7-.(2«) a(zn) [ tt(ZK) . |

J kS - o le—1 4 a0 2,s—1 + LRI 1 *,s—1.

Przy tych oznaczeniach bedzie mozna napisa¢ zwigzki, o ktérych
mowa, W nastepujacej prostej postaci:

AR i -: .tl-t§?'n7) i 7,9 | i 7l§2») | W 2« H

/ 411 + . .. ~3,1“T 4d2n=21+eee+ 7 Z»—11+ ~I2n,I —U ,

1 i 1 -pi2»; H

VP e I o A0 —o,
I 1 ) I S

I n(29 1 742m) i Q Y

| M,i- T e T N 2»—24-f-LAD “1” 2n—2A-+2 4 U,

-f 2rkn= o.
Z nicli zwiazki, znajdujace sie w wierszu 2-gim, 3-im, ... mozna,

oczywiscie, przy pomocy wzoréw (12) wyrazi¢ wszystkie przez wielko-
§ci r, ktorych drugi skaznik jest 1, t. j. przez wielkosci r tablicy (11).
Bedzie tedy:

2 r(fr'+ = 0,
r=1

2 (@2n—r) r% k= O

( 14) \ 2n—4

i m ->]'«--*

2 <) -FUX 2 -1)]
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Drugi i trzeci z tych zwigzkéw sprowadzajg sie do zwigzku (10).
W samej rzeczy, jezeli dodamy do siebie wszystkie wielkosci F tabli-
cy (11), dotgczymy jeszcze — y i pamieta¢ bedziemy, ze:

spostrzezemy odrazu, ze pierwszy ze zwigzkéw (14) sprowadza sie
do zwigzku (10). Co sie tyczy drugiego ze zwigzkow (14), dos¢ przy-
pomnie¢, ze:) :

@2n-)(@D)-(2n-2)(r+...+(2n-2&)(2» D=-(2n-21i-1),
a zwigzek, o ktérym mowa, przybierze postac:
— (2n—=3) f (Te—=_ (2n—5) 2T 2=-9)

T2-2f - [(@Y - 1] yM=Or

co—przemieszczajgc odpowiednio wyrazy podobne—mozna tak napisac;
— (ii—1) [y7 YZ"-2"-j- Yiv y@b 4™ v, 2 (2w-|-1) Y22 ]—O0,

to za$ wykazuje tozsamos¢ tego zwigzku i zwigzku (10).

Innych ze zwigzkéw (14) nie mozna sprowadzi¢ do zwigzku (10).
Postugujac sie wzorem, stosowanym wyzej, znajdziemy tatwo dla trze-
ciego z tych zwigzkdow:

4 Twierdzenie, zwane twierdzeniem Arndta (Crelle, 81, str. U39),
ktére mozna przypisaé takze i Oau ch y’emu, moéwi, Ze gdy 4], a,, a,,.. two-
rzg postep arytmetyczny rzedu mniejszego od n, wtedy jest zawsze:

(5) «m-(») «+ (5)«,- ..+ (-1)"a*=0.
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[(Y% 4)- I]fT222[(% 6)~1] wiR-9
+ eeet [(I)* 1] R'<YW [Q - 1] 72 27"

w3, M T+ [(231)- (V )] = .

dla czwartego zas:

(V) - T Mevort [l 1 (V) & Lov

+ [(“i'j — (~3)] mke>t"+ (2«—3)in-4) f‘—af
+ [fV 2)-(V )]/\ o

6. O iloczynie dwu przeksztatlcen. (Patrz Rozdz. | § 9).
Nie jest dos¢ jasnym sposéb eliminacyi wielkosci x' pomiedzy réw-
naniami (1) i nadto, aby rezultat otrzymany byt Scistym, jest ko-
niecznem, by réwnania (1) byly napisane w postaci:

(8) a = ex x{

v (V x{ = eX Xi

i aby utworzony byt iloczyn ST (t. j. najprzod wykonano dzia-
fanie S, potem za$ dziatanie T), a nie iloczyn TS.
W wyrazeniu S rozumie¢ nalezy przeksztatcenie X 1( napisane
w zmiennych x\ a nie w zmiennych x, i dlatego to napisaliSmy X t'.
Dla wykonania eliminacyi postepujemy w ten sposéb. Wyraz
ktérykolwiek strony drugiej wyrazenia S (po rozwinieciu ilosci wy-
ktadniczej) jest postaci:
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Otéz ta funkcya zmiennych x\ na mocy wzoru ogdlnego (3]
w 8§ 6 Rozdzialu I-go i na mocy przeksztatcenia T daje sie (z pomi-

nieciem czynnika pj tak napisac:

XUrXs= XIXi+ -jp X2 + 4t *1*Zir*<+eee

stad iloczyn ST wyraza sie sposobem nastepujacym:

? X« X

00 00

=0s=0

Jest to whasnie wzor (3) na str. 64.

Zauwazmy jeszcze, ze gdy w iloczynie ST wykonywamy naj-
przod dziatanie T, a potem dziatanie S, to w rozmaitych wyrazach
tego wzoru pierwszy symbol, ktory najprzdéd stosowaC nalezy,
jest Aj, a nie X2, t. j. symbol, nalezacy do dziatania S, a nie do dzia-
fania T.

Zamiast wzoru (7) na str. 67 (Rozd. |1 §9), nalezy napisaC na-
stepujacy:

X3=tX 1+ tX2 t12 th7H (X1...x1X2)

n=1
00 00 n m
+ <2 2 tmngm ** >
1= 19=0)
+

ktorego kazdy wyraz jest przeksztatceniemnie-
skonczonostkowem typu (7), na str. 59 tekstu, po-
mnozonem przez taki spétczynnik liczbowy,
ktory odpowiada temu przeksztatceniu wedtug
twierdzenia w § 8 igdzie ti Vsg podniesione do
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poteg o wyktadnikach, réwnych odpowiednio
liczbom, wskazujgcym, ile razy symbole X1i X,
wystepujg w tern przeksztatceniu.

Liczby Yo skazniku nieparzystym sg zerami |procz y = ----,
pozostate za$ okre$lajg sie, jak wiemy, wzorami zwrotnemi:

f 2n—n 2n_|
Tan)+-AT @-2)+ g " (n—17 2@n—

spdtczynniki za$ crm wyrazajg sie przez liczby y przy pomocy wzoru:

"+ >
r=0 (,

7. Otrzeciem twierdzeniu Liego. Dla uzupetnienia wykta-
du, podanego w tekscie, przytocze tu dowodzenie, ogtoszone prze-
zemnie w Rend. Ist. Lomb. (2) 35, s. 419 i w Pracach mat.-fizycznych.
14, s. 1—28.

Potdzmy dta krétkosci:
d* eee —+h=N ..tmkh)=  (Icty..tndih)
a I
I nadto:
(< eeotmkh)) = (sti...tmMkh) -f (éxsi2. .. tmkh)
... F @ 2 ngkh).
Na zasadzie pierwszego przyjecia pojedyncze elementy ¢,k mozna be-

dzie oznaczaé przy pomocy dogodnego symbolu (t; ks). tatwo wi-
dzie¢, ze zachodzg tozsamosci;
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Oi =t hh) — Qi les) ("r+i = 1,5, AN),
s=1

@l ... ty ICty+l ... = —2 (- W) (sty+l..<dm

5=1

Mozna nadto dowies¢, ze gdy liczby c czynig zados$¢
dwém zwigzkom (2), (3) w§ 15 Rozdz. I, str. 106—107, to
czynig takze zado$¢ nastepujgcym zwigzkom
bardziej ztozonym:

2 Ol ... miit I W, ..
R ()

+ 22 {( =tm2 Id)" G —2  ithh) ...
-j- (txsts ... tm i; /(/2)} O«; I¢s) Uit... tm

—  (0~2ethhh)ut.. ML,

gdzie rozcigga sie na wszystkie wartosci 1,2, .., r skaznikow

tv ..., im wielkosci za$ ux ..., ur sg jakiemikolwiek zmiennemi.

Jezeli przez oznaczymy dziatanie, polegajgce na zsumowaniu
wszystkich wyrazen, otrzymanych z jednego z nich przez przemiany po-
migdzy sobg wszelkiemi mozliwemi sposobami skaznikow tutix..., ktore
w tern wyrazeniu wystepuja, przez S'kr za$ oznaczymy dziatanie, po-
legajace na odjeciu od jednego danego wyrazenia, zaleznego od skaz-
nikéw k, J\ wyrazenia, otrzymanego przez przestawienie wzajemne
dwoch tych skaznikéw, wtedy drugi zwigzek, bedacy
wynikiem wspomnianych wzoréw (2) i (3) na str.
106—107, wyrazi sie tak:
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S\r s, {t"tD 22 ) ((«<H—li *'/%))

+

+ £2-9F'V (ix <) @8 ,.0%-i5 fil]))
5

+ T ((Hi ... k-d HA)} = 0,

gdzie liczby y sg liczby, pokrewne liczoom Bernoulli’ego (patrz wy-
zej str. 272).

Ustaliwszy te zwigzki, mozemy juz przejs¢ do przedstawienia
zarysu dowodu trzeciego twierdzenia L ie’go. Pokazemy bezposred-
nio, ze majac dany uktad*statych budowy, mozemy zbudowaé wzory,
bedace wzorami przeksztatcern nieskonczonostkowycli pewnej grupy,
jezeli tylko zatozymy, ze rzeczone state czynig zado$¢ zwigzkom (2)
i (3) na str. 106—107.

I w dowodzeniu, podanem przez Schur a, buduje sie podobnie
przeksztatcenia nieskoriczonostkowe grupy, gdy dane sg stale cy9 lecz
dowdd moj rozni sie zasadniczo od dowodu Scbura pod tym wzgle-
dem, ze polega w znacznej czesci na wspomnianych wyzej tozsamo-
Sciach, z ktdérych druga polega znéw na tozsamosciach, zachodzacych
pomiedzy liczbami Bernoullfego (patrz str. 271). Dowo6d mdj jest
zatem bardziej bezposredni i jest bardziej elementarny, bo nie wymaga
zednego innego pojecia z teoryi grup, procz drugiego twierdzenia
Liego.

Dawszy sobie uktad rs licz cyt, czynigcych zado$¢ zwigzkom
(2)i(3) nastr. 106—107, i przyjgwszy uv ...,ur za zmienne,utworzmy
nattepujace przeksztatcenia nieskoriczonostkowe:

Q) i/*—2 [«»-€ .. + t'2 tXCh WA
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Sth réwna sie zeru dla hs~Ic, jednosci dla h—Kk, i gdzie wyraz ogolny-
szeregu zamknietego w nawiasie jest:

) t2)2 2 Gk CM Oow>- Ut - Uve

Mozna zawsze znale$¢ obszar wartosci zmiennych u, w ktérym szereg-
rzeczony (bedacy szeregiem potegowym) jest zbiezny.

W samej rzeczy, niechaj C bedzie wartoscig tego z pomiedzy
spotczynnikéw, ktéry ma najwiekszg warto$¢ liczebng; utwoOrzmy
szereg:

sn —i rCM-\-t"r3c2M*+ TIVv~ C4IM4

3)

~(2n) -1 Q2n \pn _j_

Przypomnijmy sobie zwigzek nastepujacy (Reper. mat. wyz.,,
przektad polski, t 1, str. 420) pomiedzy liczbami Bernoulli’ego:

lim B> " Y gL

n=oo0 I

jezeli podstawimy tu zamiast B in wartos¢ tej liczby, wyrazong przez
liczbe (patrz str. 272), i wezmiemy stosunek dwdch kolejnych
liczb Yj otrzymamy:

lim 74> (24l —iy»+T
N=0 (2n—=2)V. }\ n ) («—1*
a poniewaz:
n—o L N ) ~ e 1 (2m—2)! (n %)2 }

przeto ostatecznie:
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(4)
Jezeli wiec przyjmiemy, ze:
(5)

otrzymamy obszar zbieznosci szeregu (3); zakladajac za$, ze kazda

pole, w ktérym szereg o wyrazie ogélnym (2) jest zbiezny.

Ot6z powiadamy, ze przeksztatcenia nieskonczo-
nostkowe (1) nadajg sie do wytworzenia grupy
0o r parametrach, albowiem <czynig zado$¢ dru-
giemu twierdzeniu Liego, i nadto budowa tak

wytworzonej grupy jest $cisle okreSlona przez
dane liczby c

Stosujgc symbol S'kk' (patrz wyzej str. 280) do nawiasu, utwo-
rzonego z dwoch przeksztatcenn nieskonczouostkowych 27 Uf, mo-
zemy napisac:

a stosujac symbol, wprowadzony na str. 279, mozemy temu wyrazeniu
nada¢ postac :

Do tego samego wyniku doj$¢ by mozna przy pomocy wzordéw na
str. 13 cytowanej ksigzki Saalschtttza.
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(UKUf) = v t2 «i;79

h s it

+_Cgoi f@& 7&';/3*’29— m2» 1

(6)
@

X [—r (s i¢h) + 2?(2,)2 (W V - W )) <eee
Ml V—=x

Rozwinmy iloczyn dwoch nawiaséw kwadratowych i uporzad-
kujmy wyrazy wedtug ich stopnia wzgledem zmiennych u. Wyrazami
stopnia zero beda:

— 22 (kkh) = cw,
a poniewaz y' = ----- , przeto to wyrazenie mozna napisac:
(7) MrArt s

Wyrazenia stopnia pierwszego beda:

i"SK 2 IN</* + (& CAHIHT28&*2 2 &
u tt s

tj.

| T {Ctk's Cksh Ctks Cjc'th) “f" 7 (Cfck's Ctsh -  ~k'kt Ctth)

t * s s

7 (@ GRh ke S8 %

lub na mocy zwigzkéw pomiedzy spétczynnikami c:
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W + Ckk's Cuh u"' -
t S
Lecz 3y'+ y2= 4}] = —\ otrzymujemy wiec:
(8) N QK (-~ 2 Crer

S t

Wyrazami stopnia 2n sg nastepujace:
—/ B &2 [2 [B-1 [cTi)) (¢2; [ir)

— @ ... tinh"\ /&) ut, ... Mx.

Jezeli przestawimy pomiedzy sobg skazniki Ti Z, uwzglednimy
znaczenie symboli (()) i zastosujemy wzdr na str. 280 i zauwazymy, Ze:

(AL R 2 @) 2 *= (kL] ... 23t 2o

S

i ze, gdy bierzemy sume wzgledem wszystkich liczb +, mozna w wyra-
zie ktdrymkolwiek przemieni¢ wzajemne liczby t,—to wyrazenie powyz-
sze przejdzie na nastepujace:

—2y YY) N & ktree*; ~ (tjét,;... & Td) uu... uhit.
a na mocy wzoru (3) na str. 107, przybierze postac:

2 yfiy~ fiTi) «V- “2 >
t.
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lub:
©9) 2 cor |yM2 - i d)ur - g

PrzejdZzmy nakoniee do wyrazéw rzedu nieparzystego 2n—1.
Jezeli uwzglednimy we wzorze (6) mozliwos¢ zamiany wzajemnej
liczb t, spostrzezemy, ze spétczynnik przy Ult,,. ., utin_Xxjest —poza

czynnikiem 1) —pierwszg strong wzoru na str. 281, a wiec jest

1
(2ra—
zerem.

Zbierajac otrzymane wyniki, otrzymujemy:

(Uit TK) — A Y  ah
s h t

0o

+2 f Netagr - "W =2 Gks Us
T T ;

W2zér ten dowodzi, ze przeksztatcenia nieskonczo-
nostkowe U wytwarzajg grupe i ze ta grupa ma
edoktadnie budowe z go6ry dang.

8. Grupy proste i zZtozone. Pomigdzy podgrupami niezmien-
niczemi grupy danej nalezy wyszczeg6lni¢ dang grupe i grupe, utworzo-
ng z jednego tylko podstawienia tozsamosciowego.

Na istnieniu podgrup niezmienniczych opiera sie wazne rozroz-
nienie grup, mianowicie: grupa jest prostg, wtedy, gdy procz wymie-
nionych dwoch podgrup nie posiada zadnej podgrupy niezmienniczej;
nazywa sie ztozong w razie przeciwnym.

O podgrupach niezmienniczych tatwio dowies¢ dwoch twierdzen
nastepujacych:

Przeksztatcenia wspdélne dwom podgrupom
niezmienniczym, tworzg podgrupe niezmien-
niczg.
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Dwie podgrupy niezmiennicze grupy danej,
nie majace zadnego przeksztatcenia nieskon-
czonostkowego wspoOlnego, majg te witasnosc¢, ze
kazde przeksztatcenie jednej jest przemienne
z kazdem z przeksztatcen drugiej.

9. Grupy pochodne i grupy catkowalne. Niechaj bedzie
grupa, wytworzona z przeksztatcern nieskonczonostkowych X,, X ,;
przeksztatcenia (Y, Xj) tworza wogélnosci podgrupe grupy da-
nej, nazwang grupg pochodng. Jezeli utworzymy grupe po-
chodng tej grupy, otrzymamy grupe pochodng druga gru-
py danej it d

Z twierdzenia, dowiedzionego w tekscie, wyptywa bezposrednio:

Grupa pochodna podgrupy niezmienniczej
danej grupy Gr jest sama podgrupa niezmienni-
czej grupy G

Stad zas: Wszystkie podgrupy pochodne grupy
{Tr s3 podgrupami niezmienniczemi tej grupy.

Jest widocznem, ze gdy grupa pochodna grupy Gr skiada sie
z samego przeksztatcenia tozsamosciowego, wtedy przeksztatcenia nie-
skoriczonostkowe grupy Gr kazde z kazdem sg przemienne (patrz Rozdz.
I, 8 8), oraz ze jezeli grupa pochodna jest identyczna z grupa G,,
to i wszystkie nastepne grupy pochodne bedg z nig identyczne.

Szereg grup pochodnych jest oczywiscie skonczony. Jezeli dang
jest grupa Gr i utworzymy jej kolejne grupy pochodne, znajdziemy,
ze grupa (™-|-1)-sza zlewa sie z e-tg. Moze wtedy zdarzy¢ sie, ze albo
ta e-ta grupa pochodna skfada sie z samego przeksztatcenia tozsamo-
sciowego, albo tez skiada sie procz tego z innych jeszcze przeksztat-
cen. W pierwszym przypadku powiemy, wraz z Liem, ze grupa
dana jest catkowalna, wdrugimza$ niecatkowalna.

Jest widocznem, ze:

Kazda podgrupa grupy catkowalnej jest tez
catkowalna.

Mozna dowies¢ tatwo nastepujacego twierdzenia:
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Kazda grupa Gr—mo r—mparametrach izonoig
liczne meried rycz nie z grupg catkowalng Gror
parametrach, jest catkowalna.

Po szczegdty odsytamy czytelnika do dzieta Transfgr. I1l. str.
679 i nast.

10. Rownanie charakterystyczne Killinga. Porzadek
grapy. Niezmienniki grupy dotaczonej). Niechaj bedzie grupa
Gr o r parametrach i niechaj Xj,.,,, Xr bedg jej przeksztatcenia nie-

skonczonostkowe. Rozpatrzmy podgrupe o jednym parametrze i nie-
r

ehaj bedzie ek X* jej przeksztatcenie nieskoniczonostkowe, gdzie
k=

state e sg wielkosci ustalone. Stawiamy nastepujgce pytanie: Czy

istnieje podgrupa o dwéch parametrach grupy

Gr,i taka, ie jednem zjej przeksztatcen nieskon-

czonosikowych jest X* ? Pytanie tojest réwnowaz-

ne z nastepujacem: czy mozna zkz:vlvsze wyznaczy¢ state A,,..., X tak,
aby dwa przeksztatcenia ~ ek Xk, ~ A Xstworzyty grupe?

Aby to bylo, jes': konieezntem i dostatecznem, by nawias

e Xk, ~ A X5 byt toisamosciowo réwny kombinacyi liniowej

k s
o0 spoétczynnikach statych tych dwoch tylko przeksztatcen, t. j. aby byt

rowny:
Q 6* X k-j- co™M AX,.
k s

Gdyby co byto zerem, wtedy grupa ~ e* X* bylaby grupg po-

chodna (patrz note poprzednig) grupy o dwdch parametrach, o ktorej

*) Patrz Rozdziat iY § J, str. 197.
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mowa, przypadek ten wytaczony, t. j. zaktadamy, ze oo jest zawsze
rozne od zera. Podstawiajac za niewiadome Xt ..., A odpowiednie
wielkos$ci, mozemy zawsze sprawié, by strona druga sprowadzona zo-

stata do wyrazenia, sktadajgcego sie z jednego tylko wyrazu. W samej
rzeczy, jezeli potozymy:

) — lig ah

co

wz0r powyzszy przybierze postac:

(2 XK,y IXX - -£-2 **9= «>2 AX, -

k 3 S . S

t.j.
(o) &XKk  fig — co2 X»i
gdzie niewiadomemi sg /it, ..., [iri co.

Aby rozwigza¢ postawione zagadnienie, winnismy zado$¢ uczy-
ni¢ temu réwnaniu. Poniewaz przeksztatcenia X tworzg juz grupe,
przeto strone pierwszga mozna rozwing¢ na wyrazenie:

2 2 2 &fsMer ?

V k s
stad, by wzér (1) zachodzit, by¢ musi:

r r

t2) 2 a»2 Ctsrek — @ly. (=1 -

*= 1 *=1

Mamy tu r réwnan liniowych jednorodnych wzgledem wielkosci fi;
warunkiem koniecznym spétistnienia tych réwnan jest to, by wyznacz -
nik spétczynnikéw byt zerem. Wyznacznik ten jest funkcya catkowita
wymierng stopnia r wzgledem wielkosci co; bedg zatem istniaty wogole
Pascal: Teorya grup przeksztatcen. 19
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wartosci co, dla ktérych réwnania (2) sg zgodne. Mozemy zatem po-
wiedzie¢: Kazde przeksztatcenie nieskonczonost-
kowe grupy Gr nalezy wogo6lnoéci zawsze do
podgrupy o dwoéch parametrach grupy danej
(Lie).

Wyznacznikiem spétczynnikéw réwnan (2) jest:

£sv QO (ksr n.
*=]

gdzie esrjest 1 albo 0, stosownie do tego, czy S=V. albo S™~V. Wy-
znacznik ten, przyréwnany do zera, daje t zw. réwnanie cha-
rakterystyczne Killinga.

Widzimy, ze jednym z pierwiastkéw réwnania A=0 jest zawsze
0 —0, a stad Amozna rozwingé w ten sposéb:

A=a>r—yH (e) aor_1-)-y2(e) o2 + (—Dr 1 gri (c0),

gdzie y>> »W -i funkcye wymierne catkowite jednorodne
wzgledem wielkosci e\ mozna dowie$¢ waznej ich wiasnosci, ze sg one
niezmiennikami (p. Rozdz. Il §1) grupy dotaczonej.

Na tych funkcyach ip Killing opiera wazng klasyfikacje
grup. Moéwimy G>jest porzadku I, jezeli pomiedzy
r—1 funkcyami Ip jest $ci$le | niezaleznych. Je-
zeli wszystkie funkcye y>sg zerem dla jakiegokolwiek uktadu warto-
sci e wtedy I—0 i mamy grupy porzagdku ze ro.

Jest widocznem, ze wszystkie grupy o dwdch pa-
rametrach, zawarte w takich grupach, posiadajg
przeksztatcenia, kazde 2z kazdem przemienne.
tatwo tez mozna dowiesé, ze kazda grupa porzgdku zero
jest grupa catkowalng (patrz dopetnienie 9)

11. Niezmienniki catkowe Jezeli pewna skoriczona IUD nie-
skonczona ciagta grupa przeksztatceri zmiennych Xt, ..., X,\yl, ..., ym
zt, ..., Zn, gdzie wielkosci y sg funkcyami zmiennych X, wielkosci
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za$ z sa pochodnemi tych funkcyj wzgledem X, az do pewnego rzedu p,
posiada te whasnosé, ze kazde przeksztatcenie tej grupy nie zmienia
postaci elementu catki wielokrotnej:

to catka ta nazywa sie niezmiennikiem catkowym uwa-
zanej grupy.
Oprdcz takich catek mozna rozwazaé catki postaci:

I Q (M»ee2Kn> o)) .. jdXn)

gdzie ..., Imsg inne zmienne. Jezeli przy zastosowaniu do catki
przeksztatcenn pewnej grupy r-parametrowej T zmiennych X i izomor-
ficznej z nig grupy L zmiennych I, posta¢ elementu catkowego pozo-
staje bez zmiany, to catka ta nazywa sie takze niezmiennikiem catko-
wym kategoryi drugiej, gdy poprzedniajest niezmiennikiem catkowym
kategoryi pierwszej (ZorawsKki).

Niezmiennikami catkowemi zajmowali sie: Poincare (Acta
matli., 1), Zorawskr (Rozpr. AkaAr~ak., 28, 1895, Prace mat.-
fizyczue, 13, 1902), ie (Leipz. Ber. 49, 342—357, 369—410; 1897),
Donder (Rend. del Circolo mat. di Palermo, 1901) i inni.
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