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OD T Ł Ó M A m .

Wielka teorya ciągłych grup przekształceń, dzieło genial­
nego matematyka norweskiego S o p h u s a L i e  (1842—1899). 
szybko rozpowszechniła się w świecie naukowymi pozyskała gor­
liwych zwolenników w ogniskach nauki: w Niemczech, Francyi, 
Włoszech i Stanach Zjednoczonych. Z zadowoleniem zazna­
czyć winniśmy, że i do naszej literatury naukowej przeniknęła 
ona dość szybko. P. K a z i m i e r z  Zor aws ki ,  uczeń Li e go ,  
obecnie profesor Uniwersytetu Jagiellońskiego, w całym szeregu 
rozpraw oryginalnych, ogłoszonych przeważnie w Rozprawach 
Akademii Krakowskiej, oraz „Pracach matematyczno-fizycz­
nych“, bada ważne zagadnienia z rozmaitych działów teoryi 
przekształceń, w wykładach zaś uniwersyteckich wprowadza 
swych słuchaczów w dziedzinę tej teoryi.

Przyswoiwszy dawniej literaturze naszej szereg dzieł ma­
tematycznych prof. P a s c a l a ,  uważaliśmy za właściwe i tę 
najnowszą pracę uczonego włoskiego ogłosić w przekładzie pol­
skim, w przekonaniu, że dzieło to, obejmujące zasady teoryi prze­
kształceń, nie będzie bez użytku dla młodzieży polskiej, poświę­
cającej się studyom matematycznym.
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O zakresie tego dzieła mówi sam Autor w Przedmowie. 
Obejmuje ono nie całość rozległego przedmiotu, lecz tylko ogól­
ną część teoryi. Ale i w tym szczupłym zakresie powinno ono 
pozyskać sobie, zdaniem naszem, chętnych czytelników wśród 
młodszego pokolenia, oddającego się studyum poważnym w dzie­
dzinie matematyki wyższej.

W przekładzie, nie odstępując nigdzie od tekstu oryginal­
nego, pozwoliliśmy sobie poczynić tylko niewielkie dopełnienia 
bibliograficzne przez wymienienie prac polskich, odnoszących się 
do teoryi przekształceń. W końcu dodaliśmy spis bibliograficzny 
tych prac oraz wykaz alfabetyczny rzeczy.

Nadmieniamy wreszcie, że w t. XIV „Prac mat.-fiz.“ (1903) 
prof. E. P a s c a l  ogłosił streszczenie najnowszych badań swoich 
nad twierdzeniami zasadniczemi teoryi grup, o których mówi 
w dopełnieniach do tekstu książki niniejszej.

Warszawa, w lutym, 1903.
S. D.



P R Z E D M O W A  A U T O R A .

Jedną z najbardziej wytwornych teoryj nowoczesnej Ana­
lizy matematycznej jest teorya ciągłych przekształceń, którą za­
wdzięczamy geniuszowi S o p h u s a  Li e.  Jest ona ważna 
nietylko sama w sobie, lecz także przez swe liczne zastosowania 
do innych części Analizy i Geometryi, na które rzuca niespodzie­
wanie nowe światło i pozwala dostrzedz ich związki wzajemne, 
przedtem niewidoczne.

Teorya ta, jakkolwiek powstała dopiero niedawno, wznio­
sła się i rozwinęła zadziwiająco szybko i zajęła takie stanowisko 
pomiędzy swemi siostrzycami, że dziś młodzieniec, poświęcający 
się studyom nad matematyką wyższą, nie może jej nie znać, 
przynajmniej w jej podstawach i zasadach.

Li e ,  wespół ze swoimi uczniami, ogłosił o tej teoryi wiełe 
tomow, które są atoli kopalnią zbyt rozległą, aby początkujący 
mógł się łatwo w pierwszych swoich studyach w niej oryento- 
wać, i dlatego to niejednokrotnie wypowiadano potrzebę takiej 
książki, któraby, bez szkody dla ścisłości i ogólności, mogła za­
wrzeć w niewielkiej objętości wszystko to, co stanowi podstawę 
tej wysokiej części Matematyki czystej.

Daleki jestem od myśli, aby książka, którą niniejszem 
przedstawiam publiczności matematycznej, spełniała całkowicie
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to żądanie, bardzo często z różnych stron ujawniane. Należy tę 
pracę uważać raczej za próbę w tym kierunku, i będę bardzo 
rad, jeżeli pióro, od mojego uczeńsze, zechce potrzebom uczących 
się zadość uczynić lepiej, niż ja to uczynić potrafiłem.

Tom ten, powstały z lekcyj Analizy "Wyższej, które prowa­
dziłem w uniwersytecie w Pawii w roku 1900—01, zawiera tylko 
część kursu, albowiem z rozmaitych względów uważałem za 
właściwe ograniczyć się do samej części ogólnej teoryi 
grup, pominąć zaś na teraz to, co dotyczy grup specyalnych, 
a zwłaszcza grup przekształceń stycznościowych, stanowiących 
w sobie przedmiot rozległy i nadający się do opracowania 
w osobnym tomie.

Ponieważ w roku ubiegłym udało mi się doprowadzić do 
końca pewne poszukiwania, podjęte z okoliczności układania 
tego dzieła, a dotyczące specyalnie dowodów twierdzeń zasadni­
czych, zwanych t w i e r d z e n i a m i  L i e g o ,  mniemałem prze­
to, że nie będzie rzeczą niewłaściwą podać w dopełnieniach na 
końcu tomu rozważania moje nad tym przedmiotem.

Poświęcając pracę niniejszą młodym adeptom nauki, wy­
rażam życzenie, aby ona mogła, chociażby w niewielkim stopniu, 
przyczynić się do postępu ich studyów.

E r n esto  P a s c a l ^

Medyolan, wrzesień, 19u2.
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ROZDZIAŁ I.

TEORTA OGÓLNA GRUP PRZEKSZTAŁCEŃ.

§ I-

Wiadomości wstępne. Pojęcie przekształcenia. Parametry przekształ­
cenia i warunki ich istotności. Przykłady.

Dajmy, że zmienne w liczbie n: x j ........x„' dane są jako
funkcye n innych zmiennych x, , . . . ,  xn :

Xi —— fi (Xl ) • • • > Xh), (1=1, J, H)

i że funkcye f  dają się rozwiązać względem zmiennych x\ mó­
wimy wtedy, że równania te określają p r z e k s z t a ł c e n i e  
pomiędzy zmiennemi x i x'.

Przez funkcye f  rozumiemy funkcye analityczne i jedno- 
wartościowe, określone dla pewnego obszaru (x) zmienności, rze­
czywistego lub zespolonego zmiennych xu ...,x„; obszar ten może 
być w s z c z e g ó l n o ś c i  także obszarem całkowitym ws z y­
s t k i c h  możliwych rzeczywistych lub zespolonych wartości 
tych zmiennych.

Przypuśćmy, że wzory powyższe są takiemi, że dla każdych 
dwu r ó ż n y c h  układów wartości zmiennych x otrzymujemy 
zawsze dwa r ó ż n e  układy wartości zmiennych x'. Przyj- 
mijmy nadto, że funkcye f  są r e g u l a r n e m i  w otoczeniu 
każdego z punktów X,0, x2u, . . . ,  x„° obszaru, dla którego je

-Pascal] Teorya grup przekształcił. 1
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określiliśmy, t. j że w otoczeniu tem dają się rozwinąć na sze­
reg całkowitych dodatnich potęg różnic xx—ajj°, x2—aJ2*, . . .

Ponieważ założyliśmy, że funkcye f  są rozwiązalne wzglę­
dem zmiennych x, pomiędzy któremi niema zachodzić—co oczy­
wiście przyjmujemy—żaden związek, przeto wyznacznik fun­
kcyjny tych funkcyj względem zmiennych x musi mieć war­
tość skończoną, różną od zera-, w takim zaś razie istnieć będzie 
obszar zmiennych x', w którym zmienne x mogą być uważane 
za funkcye zmiennych x takie, że i ich wyznacznik funkcyjny 
jest różny od zera.

Przekształcenie, dane przez wzory, przedstawiające te właś­
nie funkcye odwrotne, t. j. przez wzory, wyrażające zmienne x 
przez zmienne x \ nazywa się p r z e k s z t a ł c e n i e m  o d ­
w r ó t  n e m względem danego.

Dwa szeregi zmiennych:

* 1 )  • • • ł  ® *  i  U l i  •  •  ■ 1 U n  )

które mają być poddane temu samemu przekształceniu, nazy­
wają się zwykle z m i e n n e m i  s p ó ł p o d s t a w i e n i o w e m i .

Niechaj będzie przekształcenie:

ńj x! =  fi (a:), (1=i, 2,..,») *>;

pomyślmy, że przekształcenie to wykonano na pewnej funkcyi 
zmiennych x, które przez to stanie się pewną funkcyą zmiennych 
ic'; wyobraźmy sobie w dalszym ciągu, że do nowych tym sposo­
bem wprowadzonych zmiennych stosujemy nowe przekształcenie:

S') Xi" =  <Pi («')•• • ..............

przez które przechodzimy od zmiennych x! do innych n zmien­
nych aj". Funkcyą, do której stosowaliśmy przekształcenie, sta­
nie się funkcyą zmiennych x"; otóż pytamy: przy pomocy ja­
kiego przekształcenia pomiędzy zmiennemi aj i aj" doszlibyśmy

*) Dla krótkości używać będziemy często znakowania zamiast
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do tego samego wyniku? Oczywiście, by znaleść to przekształ­
cenie, dość wyrugować zmienne x' pomiędzy wzorami poprze- 
dzającemi, i otrzymamy wtedy:

x,"=<p, [A (*), U (»). ••■,/» («)] =  Wi (*) (,=1' 2" -  n)-

Dla możności wykonania wskazanych tu rachunków należałoby 
naturalnie poczynić założenia o obszarach zmienności dla zmien­
nych x i x\ t. j. potrzebaby przyjąć, że zmienne x \ występu­
jące w przekształceniu S, mogą przybierać te same wartości, co 
zmienne x', występujące w przekształceniu S\ inaczej mówiąc, 
zmienne x' winnyby być wzięte w obszarze (x). Przyjmijmy te­
dy, że w obszarze (x) można obrać taki obszar ((a?)), iż dla każ­
dego wziętego w nim układu zmiennych x, zmienne x' przypa­
dają w obszarze (x).

Wzory poprzedzające przedstawiają w takim razie pewne 
przekształcenie pomiędzy zmiennemi x i x", które daje ten sam 
wynik, co stosowanie kolejne dwu przekształceń S i  S'\ prze­
kształcenie to, dlałetwo zrozumieć się dającego powodu, nazwie­
my i l o c z y n e m  dwóch przekształceń i oznaczać je będziemy 
symbolem S' S, rozumiejąc ten sposób pisania tak, że n a j ­
p r z ó d  wykonywamy przekształcenie S, a p o t e m  przekształ­
cenie S'. Gdybyśmy wykonali najprzód przekształcenie S 
potem zaś przekształcenie S, otrzymalibyśmy przekształcenie 
SS', i aby mieć wzory tego przekształcenia, należałoby napisać 
S i S ‘ (zmieniając nazwy zmiennych) w postaci:

S) x<" =  ft (x'), S ’) x> =  <pi (x) 0=1, s, »

i otrzymalibyśmy tym sposobem:

x<=fi {<Pi (x), . . . ,  9?» (x)] =  Xt (x), 0=i,z,...,«).

Jest widocznem, że w ogólności funkcye % różnić się będą od 
funkcyj tp, co znaczy, że wogólności iloczyn SS' nie przedstawia 
tego samego przekształcenia, co iloczyn S'S. Jeżeli w szczegól­
ności zachodzi przypadek:
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S ' S = S S \

mówimy wtedy, że przekształcenia S i S' są p r z e m i e n n e .
To, co powiedziano o iloczynie dwn przekształceń, można 

bez żadnej trudności rozciągnąć na iloczyn w i ę k s z e j  l i c z ­
by przekształceń; z poprzedzającego wynika oczywiście, że ilo­
czyn, tak określony, n ie  j e s t  n i e z a l e ż n y  od p o r z ą d k u  
c z y n n i k ó w ,  że więc przekształcenia nie czynią wogóle za­
dość t. zw. p r a w u  p r z e m i e n n o ś c i .

Przekształcenie najprostsze x,'—Xi nazywa się t o ż s a- 
m o ś c i o w e m ;  zmienia ono tylko nazwy zmiennych. Ozna­
czamy je zwykle symbolem 1.

Mnożąc dane przekształcenie przez przekształcenie wzglę­
dem danego odwrotne, otrzymujemy oczywiście przekształcenie 
tożsamościowe, i dla tego to przekształcenie odwrotne względem 
przekształcenia danego S oznaczamy symbolem S-1. W samej 
rzeczy, mamy wtedy SS-1 =  1 =  S~lS; stąd: k a ż d e  p r z e ­
k s z t a ł c e n i e  j e s t  p r z e m i e n n e  ze s w o j e m  od­
w r ó t  n e m.

Z powyższego wypływa, że obliczanie iloczynu dwu lub 
więcej przekształceń sprowadza się w każdym przypadku do 
eliminacyi pomiędzy wzorami na te przekształcenia. I tak , je ­
żeli mamy przekształcenia S, Sr, . . . ,  S(k) i napiszemy wzory na 
pierwsze przekształcenie pomiędzy zmiennemi x1(*'+1>, . . . ,  
a zmiennemi x1(k\  . . . ,  xn(k\  wzory na drugie pomiędzy zmien­
nemi x,W, . . . ,  x„{k), a zmiennemi x1(k~l\  . . . ,  x jk~'\ . .. wresz­
cie wzory na ostatnie przekształcenie pomiędzy zmiennemi 
x,', . . . ,  xn' a xu . . . ,  xn, to obliczyć iloczyn wszystkich tych
przekształceń w porządku S8‘........ ¿W, (t. j. wykonywając
najprzód przekształcenie Sik>, następnie <S'(Ar-1), . . .) znaczy 
wyrugować pomiędzy wszystkiemi temi wzorami zmienne 
xl{k), . . . , x*w, . . . , x ,',. . . , x»' i otrzymać związki, łączące 
wprost zmienne x1(t+1),. . . ,  ccB<i+1) ze zmiennemi x,, . . . ,  x„ . 
Tu występuje t. z. w ł a s n o ś ć  ł ą c z n o ś c i o w a  przekształ­
ceń, polegająca na tern, że jeżeli nie zmieniamy kolei pojedyń- 
czych przekształceń 8, wtedy zamiast dwu lub więcej prze­
kształceń kolejnych można podstawić ich iloczyn, t. j. że:
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SS'3" . . .  8 »  =  ( S S ‘) S" . . .  8 »  =  S (S'S") . . .  8 »  =  i t. d.

Własność ta jest jasną na pierwszy rzut oka, jeżeli tylko pomy­
ślimy, że wynik wskazanej wyżej eliminacyi jest oczywiście za­
wsze ten sam, gdy eliminujemy najprzód jednę którąkolwiek gru­
pę zmiennych, potem inną i tak dalej.

Niechaj będzie przekształcenie:

(1) Xi—fi (ajj, x3, . . . ,  xnm, au a2, . . . ,  ar ); («—1,2,...,»),

w którem uwidoczniliśmy parametry ax, a2........ar, występujące
w funkcyi f. Jeżeli parametrom nadamy wartości oznaczone, 
określimy przez to pewne przekształcenie specyalne. Przyjmij­
my nadto, że funkcye f  są funkcyami analitycznemi, regular- 
nemi, określonemi w pewnym obszarze tak zmiennych x, jak i pa­
rametrów a. Obszary te oznaczać będziemy, jak wyżej, odpo­
wiednio przez (x) i (a).

Pierwsze nasuwające się tu pytanie jest następujące:
Najprzód jest jasnem, że zmieniając parametry a (wogóle 

z e s p o l o n e )  wszelkiemi możliwemi sposobami, otrzymamy 
wogólności oo2' , albo też oo'l(r~ri różnych przekształceń; przy­
padek drugi zachodzi wtedy, gdy parametry a tak są zawarte 
w funkcyach f, że grupują się w r—r funkcyj A ,, A2, . . . ,  Ar~r 
tychże parametrów w ten sposób, iż funkcye f  są funkcyami 
parametrów a za pośrednictwem tych funkcyj A. Że wtedy 
całkowita mnogość przekształceń wynosi oo2 wypływa stąd, 
iż różność przekształceń polega na różnych wartościach nie para­
metrów«, lecz funkcyj A. Jeżeli zaś ten przypadek nie zachodzi, 
t. j. gdy v—0, wtedy mnogość przekształceń wynosi oo2r, i mó­
wimy, że parametry ax, . .. , ar zachodzą w funkcyach /  s p o ­
s o b e m  i s t o t n y m ,  lub że są i s t o t n e m i. Otóż pytamy, 
jakim warunkom winny czynić zadość funkcye /, aby parametry 
były istotnemi ?

Dajmy, że istnieją funkcye Ax, A2, . . . ,  Ar—v, gdzie v więk­
sze od zera, i rozważmy funkcyę ogólną cp parametrów a oraz 
wyznacznik funkcyjny:
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dcp dcp
da, ’ ‘ ddr-y+l
dA, 9A,
da, , ' dcir—y+i

dA. r—v ÓAr-y
da, ’ ' dii?—v-4-1

funkcyj <p, Au . . . ,  Ar_y względem r—y-j-1 dowolnie obranych 
z pomiędzy parametrów a (dla prostoty obraliśmy tu r—v-\-1 
pierwszych parametrów a). Wyznacznik ten, przyrównany do 
zera, da nam równanie różniczkowe o pochodnych cząstkowych, 
liniowe, jednorodne, rzędu pierwszego z funkcyą niewiadomą x, 
mające postać:

(2)

r—v-f-l

ak (a| , . . . , ar)
h=1

Można to równanie uważać za przypadek szczególny rów­
nania typu ogólniejszego:

«=1

a czynią mu oczywiście zadość całki:

<P=Ai , <f=Av  . . . ,  <p=Ar—v ■

Otóż ponieważ funkcya jakakolwiek funkcyj A1, ASl . . . , Ar—V 
będzie oczywiście—-jak to łatwo okazać1) - czyniła zadość temu 
samemu równaniu i ponieważ właśnie funkcye /' są na zasadzie 
założenia funkcyami tychże A, więc wynika stąd, że i funkcye f  
czynią zadość powyższemu równaniu różniczkowemu. Lecz *)

*) W  samej rzeczy, jeżeli mamy pewną funkcyę & (Av . . . , A r—y), to 
pochodne jej względem parametrów a wyrażają się wzorami:
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z równań takich, jak (2), możemy utworzyć inne, wybiera­
jąc pewien układ r—vĄ-1 parametrów a; będziemy więc mieli 
tyle równań (2) typu ogólnego (3), ile jest takich układów możli­
wych. Możemy tedy twierdzić, że jeżeli parametry av . . . ,  ar nie 
są istotnemi, to funkcye f  muszą z pewnością czynić zadość pe­
wnej liczbie równań-różniczkowych (co najmniej jednemu rów­
naniu) o pochodnych cząstkowych typu równania (3).

Odwrotnie, załóżmy, że funkcye/ czynią zadość równaniu 
typu (3). które—jak wiadomo z teoryi równań różniczkowych 
o pochodnych cząstkowych—nie może mieć więcej ponad r —1 
całek niezależnych1); niechaj niemi będą q>u . . .  , qpr—i, funkcye 
parametrów a. Ponieważ według założenia funkcye f  są także 
całkami, więc będą one funkcyami całek <pt, . .  . , <pr—i, a zatem 
parametry a, występując w funkcyach /  za pośrednictwem 
funkcyj <p, których liczba jest mniejsza od r, nie będą istot­
nemi.

Stąd wypływa twierdzenie:
W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  

na  to,  a b y  p a r a m e t r y «  b y ł y  i s t o t n e mi  we wzo­
r a c h  (1), j e s t, by  f u n k c y e  / ' n i e  c z y n i ł y  z a d o ś ć  
ż a d n e m u  r ó w n a n i u  r ó ż n i c z k o w e m u  t y p u :

<4)
r

k— 1

d i  d i  d /ł, d i  dAr— r
da, dAt óa1 d~ * * * d~ dAr— v da.

di  di
dar— r-\-l d l̂.

d A,
<>Ar—r+ 1

d i
dA r—v

ÓAr—v 
dar—y+1

Mnożąc pierwszy z nich przez o„ drugi przez a2 i t. d., dodając i zważając, że 
suma wszystkich wyrazów, znajdujących się po stronie drugiej, równa się zeru, 
stwierdzamy powyższe orzeczenie.

') W  samej rzeczy, jeżeliby tych eałek było r, to ich wyznacznik fun­
kcyjny względem parametrów . . . ,  ar byłby zerem, gdyż pomiędzy elemen­
tami któregokolwiek szeregu zachodziłby jeden i ten sam związek liniowy jed­
norodny, t. j. związek, którym jest właśnie równanie (3).
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Powstaje teraz pytanie: dane są funkcye ft) . . . ,  /'*, znaleść 
sposób praktyczny przekonania się o tem, czy parametry w nich 
zachodzące są istotne, czy też nie.

3fUtwórzmy pochodne ——̂ i zbudujmy równania typu (4) 0(1*
wyobrażając sobie w nich wielkości a nieoznaczonemi; pytanie 
nasze sprowadza się do tego, by przekonać się, czy z tych rów­
nań, liniowych i jednorodnych względem wielkości a, otrzymać 
można wartości a, będące funkcyami samych tylko parametrów a. 
W tym celu można stosować postępowanie takie:

W  równaniach (4) zamiast <p połóżmy i nadaj­
my zmiennym x wartości oznaczone lecz ogólne x ' ; na wyzna­
czanie wielkości a będziemy wtedy mieli n równań liniowych 
jednorodnych, pomiędzy któremi niechaj będzie r' r nieza­
leżnych. Jeżeli r'—r, wtedy wielkości a będą tożsamościowo 
zerami, a więc mamy wtedy r parametrów istotnych. Jeżeli 
r' <  r, wtedy w równaniach pierwotnych zamiast zmiennych x 
podstawiamy inne wartości oznaczone x otrzymujemy tym spo­
sobem inne równania na wyznaczenie wielkości a Dajmy, że 
pomiędzy temi nowemi równaniami jest r" niezależnych, tak 
że r'-\-r"^.r. Gdy r'-j-r"—r, wtedy, jak wyżej, wielkości a są 
zerami i parametry są istotnemi; w razie przeciwnym postępu­
jemy jak wyżej, póki nie dojdziemy do liczby r' ...
równań wzajemnie niezależnych i takich, że gdy w równaniach 
pierwotnych (4) za zmienne x podstawimy jakikolwiek układ 
wartości dowolnych (za <p zaś naturalnie funkcye /j,—  f„) otrzy­
mamy równania, będące wynikiem poprzedzających, tak że licz­
ba r(?> i wszystkie po niej następujące . .. będą zerami,
bez względu na wybór wartości x. Doszedłszy do tego punktu, 
dla przekonania się, czy parametry są albo nie są istotnemi, dość 
zbadać wartość liczby . . .  -)- i Jeżeli ta liczba jest
równa r, parametry są istotnemi; gdy jest mniejsza od r, są nie­
istotnemu

Jako przykład weźmy przekształcenie:

x  =
xĄ-ti,

((gir -j- ¿tg ł
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zawierające trzy parametry; pochodne cząstkowe względem pa­
rametrów (po sprowadzeniu do wspólnego mianownika) są :

a2x-|-a3 x («-}• a ,) x-\-ay
(a2x -j- a3)s ' (a2x-j-a3y  ’ (a2x-\-a3f  '

i jest widocznem, że nie można tak pomnożyć tych wielkości 
przez funkcye s a m y c h  w i e l k o ś c i ą ,  aby suma otrzyma­
nych iloczynów była zerem. W rzeczy samej, po pomnożeniu 
tych pochodnych przez trzy wielkości, dajmy na to M, N, P, 
aby było tożsamościowo:

M (a.2x t a3) — Nx (a:—|—otj) — P (xĄ-a1) — 0, 
otrzymujemy:

N  — 0, Ma3 — P — 0, Ma3 — Pax =  0,

a ponieważ alt a3, a3 są nieoznaczone, przeto dwie ostatnie rów­
ności mogą zachodzić tylko wtedy, gdy M i P  nie są zerami. 
Stąd trzy parametry są i s t  o t  n e m i.

Rozpatrzmy teraz przekształcenie o czterech parametrach:

„ , _ a 1x + n 2
•1/ ---  j

czterema pochodnemi cząstkowemi są :

x(a3x-\-at ) a3x \ a 4 x (axx-\-a3) a1x-{-a2
(ci3x-\-ai )‘i * ’ (a3:z-fa4)*’ (a3x-fa4)3 ’ (at x-\-ai )i '

i jest jasnem, że gdy pomnożymy je odpowiednio przez 
«!, =  «,, a3= a 3, a3= a 3, a4= a 4 i dodamy iloczyny, otrzymamy 
sumę tożsamościowo równą zeru. Cztery parametry nie są więc 
istotnemi, co zresztą wypływa wprost z uwagi, że przekształ­
cenie powyższe zależy w samej rzeczy od stosunku trzech z po­
między nich do czwartego.
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§ 2.

Definicya ciągłych grup przekształceń. Grupy skończone i grupy nie­
skończone. Grupy Liego. Podobieństwo dwu grup.

Niechaj dane będą wzory:

Xi' =  fi (x,-, a), (fc=i,i,..,»),1)

i niechaj f  będą, jak wyżej, funkcyami określonemi, regular- 
nemi w pewnym obszarze zmienności wielkości x, który ozna­
czamy przez ((#)), oraz w pewnym obszarze zmienności wielko­
ści a, który oznaczamy przez ((u)), i nadto takiemi, że w ża­
dnym punkcie obszaru wyznacznik funkcyjny funkcyj f  nie jest 
zerem. O funkcyacb tych uczyńmy jeszcze założenie, że dla 
danego układu wartości parametru a dwóm różnym układom 
wartości zmiennych x odpowiadają zawsze dwa różne układy 
wartości zmiennych x', i że wielkości x' znajdują się też zawsze 
w obszarze ((a;)).

Dla każdego układu wartości parametrów a mamy jedno 
przekształcenie. Jeżeli założymy, że parametry a są istotnemi, 
to wszystkich przekształceń będzie oo2r. Wyobraźmy sobie, że 
przekształcenia te są takiemi, iż iloczyn dwóch z pomiędzy nich 
(patrz § 1), t. j. np. iloczyn przekształcenia, w którem parametry 
mają wartości a, przez przekształcenie, w którem parametry mają 
wartości b, jest przekształceniem, należącem również do tego sa­
mego zbioru przekształceń, to znaczy, jest przekształceniem, któ­
rego wzorami są też same wzory (1), gdzie parametry otrzymują 
pewne wartości c, zawarte w obszarze zmienności ((«)). Jeżeli 
ta okoliczność zachodzi dla jakichkolwiek dwóch mnożonych 
przez siebie przekształceń, mówimy wtedy, że ten z b i ó r  prze- 
k s z t a ł c e ń  s t a n o w i  g r u p ę .  Grupa ta nazywa się s koń­
c z o n ą ,  gdyż przyjmujemy, że liczba parametrów r jest skoń­
czona (patrz niżej).

l) Dla krótkości pisać będziemy /(x , o), zamiast f { x x,xv  ...,*», a„«3, ..., ar ).
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Grupy mogą być c i ą g ł e  albo n i e c i ą g ł e .  Ciągłemi 
są wtedy, gdy od jednego przekształcenia można przejść do in­
nego na drodze ciągłej, zmieniając sposobem ciągłym  wartość 
parametrów, nieciągłemi są wtedy, gdy tego uczynić nie można. 
Grupa ciągła zawiera oczywiście nieskończenie wiele przekształ­
ceń. W  w y k ł a d z i e  d a l s z y m  r o z w a ż a ć  b ę d z i e ­
m y  z a w s z e  g r u p y  c i ą g ł e .

Grupa, której wszystkie przekształcenia zawarte są pomię­
dzy przekształceniami innej grupy, nazywa się p o d g  r u p ą tej 
drugiej (zob. niżej).

W yłożone tu pojęcie grupy jest ściśle pokrewne z analogi- 
cznem pojęciem w teoryi podstawień, z tą tylko różnicą, iż w tej 
teoryi grupa składa się zawsze ze skończonej liczby podstawień 
i jest grupą nieciągłą.

Pojęcie grupy przekształceń jest znacznie późniejsze od pojęcia 
grupy podstawień. Podane poraź pierwszy wyraźnie w rozprawie S o- 
p h u s a  L i e g o  (Akad. nauk w Chrystianii, 1871, str. 243) i w roz­
prawie F. K l e i n a  ("Vergleichende Betrachtungen über neuere geo­
metrische Forschungen, Erlangen 1872, przekład polski w t. Y „Prac 
matematyczno fizycznych“), pozyskało rozwinięcie w pracach L i e g o  
i innych, które ukazały się w ciągu ostatnich lat trzydziestu, a które 
wymieniać będziemy w odpowiednich miejscach dalszego wykładu. 
Pierwsze systematyczne wykłady tej teoryi ogłosił L i e w r. 1888 
i później wraz ze swymi uczniami, E n g e l e m  i S c h e f f e r s e m ;  
oto ich tytuły: „Theorie der Transformationsgruppen“, 3 tomy (Lipsk, 
1888— 1893); „Vorlesungen über gewöhnliche Differentialgleichungen 
mit bekannten infinitesimalen Transformationen“ (Lipsk, 1891, stresz­
czone przez J. P a c z o w s k i e g o  w t .  VII „Prac matematyczno- 
fizycznych“, 1896); „Vorlesungen über contuirliche Gruppen mit geo 
metrischen und anderen Anwendungen“ (Lipsk. 1893); „Untersuchun­
gen über unendliche contuirliche Gruppen“ (Lipsk, 1895); „Geometrie 
der Berührungstransformationen“, I (Lipsk, 1896, streszczenie E. 
W i e r z b i c k i e g o  w t. IX „Prac matematyczno-fizycznych“, 1898). 
Liczne wskazówki historyczne i filozoficzne <> doniosłości tej nowej te- 
oryi, o poprzednikach w niej, o licznych związkach jej z innemi czę­
ściami matematyki znaleść można w przedmowach do t. I i III wspo-
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umianego dzieła L i eg  o: „Tlieorie der Transformationsgruppen“ 
i w § 20 rozprawy L i e g o w t. XVI czasopisma: „Mathematische 
Annalen“ (str. 523—528). Wyliczenie prac i wyników innych auto­
rów w tej teoryi zawiera rozdział 29 t. III wspomnianego dzieła L i e- 
go (str. 753—815).

Celem rozjaśnienia pojęcia ogólnego grupy, poczyńmy na­
stępujące rozważania

Niechaj będą dane wzory przekształcenia x ,'= f ( x , ar) 
i dajmy, że funkcye f  są analitycznemi i regularnemi swych ar­
gumentów, t. j. że dają się rozwinąć na szeregi potęg całkowi­
tych dodatnich w otoczeniu każdego punktu obszaru, w którym 
są określone. Ograniczenie tego obszaru może być zależne 
albo od natury funkcyj f, albo od innych okoliczności. W pierw­
szym przypadku przyjmiemy, że funkcye f  mogą być za pomocą 
znanych metod teoryi funkcyj analitycznych przeprowadzone 
analitycznie możliwie najdalej, o ile na to pozwala ich natura, 
oraz że niema tu t. z w. obszarów osobliwych, wewnątrz których 
funkcye nie dają się przeprowadzić analitycznie, Lecz można 
także przyjąć, że obszar, w którym przeprowadzamy funkcye f, 
uważane za funkcye parametrów a, może być więcej ograniczony 
niż obszar poprzedni, b y l e b y  p r z e k s z t a ł c e n i a  zacho­
w y w a ł y  w ł a s n o ś ć  t w o r z e n i a  g r u p y .  Tak np., jeżeli 
rozważamy wzór x'~ax, to odpowiadającą jej grupą w znacze­
niu pierwszem będzie grupa, dla której wielkość a otrzymuje 
wszystkie m o ż l i w e  w a r t o ś c i ,  gdyż dla wszelkich możli­
wych wartości można przeprowadzić funkcyę x' wielkości a; 
według zaś pojęcia ogólniejszego, można rozważać też grupy, 
przedstawione przez ten sam wzór, w którym atoli a nie może 
przybierać już wszelkich możliwych wartości, lecz np. tylko 
wartości o module mniejszym od 1. Zauważyć wszakże należy, 
że i grupa x'=ax, w której | u | <  1 może być też uważana jako 
grupa gatunku pierwszego; dość bowiem zmienić w niej para­
metr i zamiast a wziąć taką funkcyę nowego parametru X, aby 
przy zmienianiu się tego parametru, funkcya ta przybierała jedy­
nie wartości o module mniejszym od 1. Można to uczynić, wybie­
rając odwrotność znanej funkcyi z obszarem osobliwym, określonej
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jedynie dla wszystkich punktów koła ze środkiem w punkcie 
zero i o promieniu równym 1. (Patrz L i e-E n g e 1, Theorie 
der Transformationsgruppen, t. I, str. 164).

Fakt, że w ty m  p r z y k ł a d z i e  s z c z e g ó l n y m drugi 
punkt widzenia daje się sprowadzić do pierwszego, nie dowodzi 
wszakże bynajmniej, by tak zawsze rzecz się miała ogólnie.

Nazywać będziemy grupę, określoną według pierwszego 
z dwóch przedstawionych wyżej punktów widzenia, grupą L i e- 
go, tej bowiem natury są właśnie grupy, któremi zajmuje się 
teorya L i e g o. Nie wyłączamy atoli z rozważania naszego 
i grup drugiego gatunku.

Odpowiednio do tych dwóch punktów widzenia, mamy 
i dwa różne gatunki podgrup, mianowicie: 1-« grupy, które po­
wstają przy pewnem odpowiedniem ograniczeniu obszaru zmien­
ności parametrów i zawierają tęż sarnę liczbę parametrów istot­
nych, co grupa dana; 2-" podgrupy, w których liczba parame­
trów istotnych jest mniejsza od liczby parametrów grupy danej 
Pierwsze nazywać będziemy p o d g r u p a m i  g a t u n k u  
p i e r w s z e g o ,  drugie — p o d g r u p a m i  g a t u n k u  d r u ­
g i e go .

Widocznemi są twierdzenia następujące:
P o d g r u p a  g a t u n k u  p i e r w s z e g o  n i e  mo ż e  

b y ć  n i g d y  g r u p ą  L i e g o .
G r u p a  z j e d n y m  p a r a m e t r e m  i s t o t n y m  nie 

mo ż e  p o s i a d a ć  p o d g r u p  g a t u k u  d r u g i e g o .
L i e rozważa tylko podgrupy gatunku 2-go ip. Theorie 

der Transf., I, s. 204) i my też w następstwie, o ile tego wyraźnie 
inaczej nie zaznaczymy, innych podgrup rozważać nie będziemy.

Powiedziano, że grupy, wyżej określone, nazywają się 
s k o ń c z o n e m i ,  gdyż zależą od skończonej liczby r parame­
trów istotnych. Dla uzupełnienia tego pojęcia należy pokazać 
jeszcze, w jaki sposób można tu określić grupę n i e s k o ń c z o -  
n ą. gdyż oczywiście orzeczenie, że grupa jest nieskończoną 
wtedy, gdy ta liczba r staje się nieskończoną, nie ma określonego 
znaczenia. Trzeba w tym celu określić grupę skończoną prze­
kształceń w sposób, od wyżej podanego odmienny i taki, aby
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można było bezpośrednio uogólnić go dla pozyskania definicyi 
grupy nieskończonej.

Postępujemy w ten sposób: różniczkujemy równania (1) 
względem zmiennych x tyle razy, ile potrzeba, aby ze związków 
otrzymanych módz wyrugować parametry a, i otrzymujemy układ 
równań różniczkowych, którego całkami są równania (1). Te 
równania różniczkowe mogą wystarczać do określenia grupy, 
wzory zaś przekształceń grupy są dokładnie całkami tych 
równań.

Ze sposobu tworzenia tego układu wynikają oczywiście 
dwie następujące jego własności: l-o jego całki najogólniejsze 
zawierać będą r stałych dowolnych; 2-o jeżeli x/ =  fi (x, b) jest 
rozwiązaniem szczególnem, x/ =f i  (x,a)—innem takiem rozwią­
zaniem, wtedy i x{—fi (f (x, a), b) będzie także rozwiązaniem.

Można tedy grupę skończoną przekształceń określić przy 
pomocy układu równań różniczkowych powyższego gatunku, 
t. j. układu o powyższych dwóch własnościach.

Teraz już uogólnienie dla przypadku, gdy r jest n i e s k o ń ­
c z o n e ,  widać odrazu: dość bowiem wyobrazić sobie układ rów­
nań różniczkowych, mający własność drugą i nie mający włas­
ności pierwszej; całki takiego układu dadzą nam wzory prze­
kształcenia.

Bardzo prosty przykład na to daje układ równań różnicz­
kowych:

dx/ n——  — 0, (v = >.*.«),dxj

gdzie skaźniki i, j  m a j ą  b y ć  z a w s z e  r ó ż n e ;  całkami 
tego układu są związki:

a* =  <Pi (*<),

gdzie <pi są funkcye dowolne j e d n e g o  t y l k o  a r g u m e n ­
t u  Xi. Związki te czynią zadość temu układowi, mają własność 
drugą i nie posiadają własności pierwszej, gdyż funkcye <p, jako 
dowolne, nie zawierają oznaczonej i skończonej liczby parame­
trów dowolnych.
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Można określić grupę nieskończoną jeszcze ogólniej, ale nie 
zatrzymując się nad tem, odsyłamy czytelnika do wstępu w to­
mie I dzieła „Theorie der Transf.“ L i  e g o  i do innego wyżej 
już cytowanego dzieła, poświęconego specyalnie grupom nie­
skończonym.

Powróćmy do definicyi grupy skończonej i ciągłej.
Aby przekształcenia (1) tworzyły grupę, trzeba, aby ilo­

czyn dwóch z nich:

(2) x,"=f\ (,x, a), x!'=fi (x/, b),

był przekształceniem typu (pc, c). Tym iloczynem jest:

Xi'=fi 1/ (L a), 6],

a zatem być winno tożsamościowo:

f, [f (,x, a), 6] =  fi (x, c),

t. j. po pierwszej stronie tego ostatniego związku a i b winny 
zachodzić w ten sposób, aby tworzyły ugrupowania, które ozna­
czamy przez c, a które są funkcyami parametrów a i parame­
trów b, t. j.:

(B) ck =  cpk (a„ aa, . . . , ar, b, &3, . . . ,  br) =  cpk (a, b).

Aby tu zachodziła grupa, trzeba, by wielkości c, przez te 
wzory określone, były zawarte w obszarze ((a)), stąd ą>k (a, b) 
winny być funkcyami parametrów a i b takiemi, że gdy a i b 
są zawarte w obszarze ((.a)), to i wielkości c są w tymże obsza­
rze zawarte. Otóż można okazać, że równania (3) winny być 
rozwiązalne tak względem parametrów a, jak i względem para­
metrów b.

W samej rzeczy, niechaj po rozwiązaniu względem x rów- 
wnań Xi'=fi (x, a) będzie X ( = F t (x\ a). Podstawmy te wartości 
na a; w równania x,"—fi (x, c); będzie:

xi'—fi [A1 (x't a), c].
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Te związki pomiędzy wielkościami x" i x' winny koniecznie zga­
dzać się tożsamościowo z wyżej podanemi związkami pomiędzy 
temi samemi zmiennemi, gdyż całe nasze postępowanie jest tyl­
ko szeregiem eliminacyj, stosowanych do dwóch układów wzo­
rów zasadniczych (2); musi być zatem tożsamościowo:

fi [F (x\ a), c] =  fi (x\ b).

Z tych związków tożsamościowych wynika, że wielkości b 
są funkcyami wielkości a i wielkości c. Podobnież możnaby 
otrzymać wielkości a jako funkcye wielkości b i c, i tym sposo­
bem twierdzenie nasze zostało udowodnione.

Dajmy, że ustalamy wartości a, a wielkościom b nadajemy 
oo2'' wartości zespolonych, wtedy i parametry c mieć mogą ooir 
wartości dowolnych; inaczej bowiem wielkości b, będące fun­
kcyami wielkości c, z któremi są połączone związkami, nie mo­
głyby mieć oo2r wartości dowolnych (w granicach obszaru zmien­
ności parametrów). Ponieważ zaś parametry c są niezależne, 
przeto w y z n a c z n i k  f u n k c y j n y  f u n k c y j  w z g l ę ­
d e m p a r a m e t r ó w  b (i t a k ż e  w z g l ę d e m  p a r a m e ­
t r ó w  a) m u s i  b y ć  r ó ż n y  od z e r a  w o b s z a r z e  
z m i e n n o ś c i  p a  ra m e t r o  w, d l a  k t ó r e g o  o k r e ś l i ­
l i ś m y  f u n k c y e  r e g u l a r n e  f.

Jako prosty przykład tych przekształceń rozpatrzmy:

x'=al xĄ-ii3.

Jest widocznem, że przekształcenia te tworzą grupę; gdyż mno­
żąc poprzedzające przekształcenie przez następujące:

x" =  bi x' b3,

otrzymujemy:

x" =  b1 (atx -j- a2) +  b3— b^a^ -}- b ^  -(- b2, 

co można napisać:
x" — c1x +  cit
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gdzie:
C\ — bi öj , -|- ć2

Otrzymujemy tedy przekształcenie tego samego typu, jak 
to, z którego wyszliśmy, a różniące się tylko wartościami para­
metrów. Funkcyami <p w naszym przypadku są:

<h =  <Pi =  \  a i > ra =  =  M i  +  bi ,

a funkcye te są, w samej rzeczy, rozwiązalne względem «lt a2 
oraz względem b,. b2j i dają:

ń ,= /. __C2 a i
Ui  ---  —

— (‘i«a
«i

Uczynimy tu spostrzeżenie zasadnicze, dotyczące budowy 
grupy, przez nas w sposób podany określonej. Wiadomo z teo- 
ryi grup podstawień, że każda grupa podstawień zawiera w so­
bie podstawienie tożsamościowe i że każda grupa zawiera w so­
bie podstawienie odwrotne do każdego z podstawień. Otóż za­
sługuje na szczególną uwagę okoliczność, że własności te nie 
stosują się w ogólności do grup przekształceń, wyżej określo­
nych. W samej rzeczy, aby mięć przekształcenie tożsamościo­
we, trzeba, by parametry a mogły przybierać takie wartości 
szczególne - nazwijmy je a°—że funkcye f( (x, a) sprowadzają 
się tożsamościowo do formy xt, t. j. że w wyrażeniach f  (x, a°) 
znikają wszystkie zmienne, prócz jednej ay, i ta zmienna wy­
stępuje w formie całkowitej stopnia pierwszego ze spółczynni- 
kiem równym 1. Otóż przedewszystkiem nie można twierdzić 
a pr i or i ,  że istnieją zawsze takie wartości stałe a", dla któ­
rych funkcye /i sprowadzają się tożsamościowo do ay, i następ­
nie—jeżeli nawet przyjmiemy istnienie takich wartości a°—to 
nie wynika stąd bynajmniej, że te wartości są zawarte w obsza­
rze zmienności ((a)), dla którego określiliśmy funkcye f  odpo­
wiadające przekształceniom rozważanej grupy.

Załóżmy teraz, że grupa zawiera przekształcenie tożsamo­
ściowe, t. j. że wartości an istnieją i są zawarte w obszarze ((a)).

2Pascal. Teorya grup przekształceń.
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Należy tu odróżnić dwa przypadki: pierwszy, w którym obszar 
((a)) jest c a ł k o w i t y m  o b s z a r e m ,  nierozłącznie zwią­
zanym z naturą funkcyj f, t. j. w którym grupa należy do na­
zwanych przez nas grupami L i e g o; drugi przypadek, w któ­
rym obszar ((«)) jest przez nas z góry dany, t. j. stanowi część po­
przedzającego i jest naturalnie tak obrany, aby wzory przekształ­
cenia stanowiły grupę. Niechaj w przypadku pierwszym punkt 
a° będzie punktem, w którym funkcye f  są regularne, t. j. nie­
chaj istnieje otoczenie punktu a°, w którem funkcye te dają się 
rozwinąć na szeregi potęgowe; wtedy na podstawie twierdzenia, 
które później udowodnimy, (patrz Rozdz. I, §5) p r z y n a j ­
m n i e j  w j e d n e m  t a k i e m  o t o c z e n i u ,  d l a  k a ż ­
d e g o  p r z e k s z t a ł c e n i a  g r u p y  i s t n i e ć  b ę d z i e  
p r z e k s z t a ł c e n i e  o d w r o t n e ,  t. j. i s t n i e ć  b ę d z i e  
p r z e k s z t a ł c e n i e ,  k t ó r e g o  i l o c z y n  p r z e z  d a n e  
b ę d z i e  p r z e k s z t a ł c e n i e m  t o ż s a m o ś c i o w e  m. 
W przypadku drugim nie można wywodu tego stosować, gdyż 
np. punkt a® mógłby się znajdować na granicy obszaru ((a)), 
ustanowionego przez nas niezależnie od natury funkcyj f , i wte­
dy przekształcenie odwrotne względem danego mogłoby mieć 
parametry, znajdujące się poza obszarem ((a)).

Podamy przykład bardzo prosty, objaśniający te rozważa­
nia. Niechaj będą przekształcenia:

x ' =  xa ,

w których parametr a niechaj będzie poddany ograniczeniu ta­
kiemu, że jego wartość bezwzględna [a| ma być mniejsza od 1. 
Jest oczywistem, że iloczyn dwóch takich przekształceń jest tego 
samego gatunku, co oba dane; że więc przekształcenia te tworzą 
grupę. Lecz jest zarazem rzeczą jasną, iż w grupie tej niema 
przekształcenia tożsamościowego (dla którego musiałoby być 
a = l) , i nadto, że dla żadnego przekształcenia grupy nie istnieje 
przekształcenie odwrotne, gdyż dla przekształcenia odwrotnego 
wartość modułu parametru musiałaby być większa od 1. Toż 
samo będzie, jeżeli zamiast poddawać wartości parametru po-
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wyższemu ograniczeniu, przyjmiemy, że | a | e <  1 , wybiera­
jąc na s jakąkolwiek wielkość, mniejszą od jedności. Lecz je­
żeli położymy [«1^ 1 , to otrzymamy znowu grupę; grupa ta 
zawiera przekształcenie tożsamościowe, lecz podobnie jak wyżej, 
nie dla każdego przekształcenia istnieje w niej przekształcenie 
odwrotne Fakt ten pozostaje w zgodzie z tern, co powiedziano 
wyżej, że własność pierwsza nie pociąga za sobą własności dru­
giej, jeżeli nie mamy do czynienia z grupami L i e go.

Natomiast jest widocznem, że własność druga pociąga za 
sobą własność pierwszą, bo jeżeli przyjmiemy, że w grupie dla 
danego przekształcenia istnieje odwrotne, to istnieć musi też 
przekształcenie, będące iloczynem obu, t. j. przekształcenie toż­
samościowe.

Jeżeli ograniczymy obszar zmienności parametrów a spo­
sobem, nie związanym z naturą funkcyi, otrzymamy grupę, która 
nie jest grupą L i e g o; ale jeżeli kładąc a=% (ż), uskutecznimy 
taką przemianę parametru, że przy przeprowadzeniu analitycz- 
nem funkcyi jak tylko można daleko, moduły jej wartości nie 
dochodzą do wartości 1, wtedy otrzymujemy p r z y k ł a d  g r u ­
p y  L i e g o  z n o w y m  p a r a m e t r e m  k , n i e  p o s i a ­
d a j ą c e j  p r z e k s z t a ł c e n i a  t o ż s a m o ś c i o w e g o .  
Że można to uczynić, widać łatwo, stosując funkcye z obsza­
rami osobliwemi, jak to pokazał E n g e l  w r. 1884 (patrz L i e, 
„Theorie der Transf.“, I, str. 165).

I s t n i e j ą  t e d y  t a k ż e  g r u p y  L i e g o  b e z  p r z e ­
k s z t a ł c e n i a  t o ż s a m o ś c i o w e g o ,  wbrew mniemaniu 
pierwotnemu L i e g o .  Nie istnieją wszakże (jak to powiedzia­
no wyżej) grupy, zawierające przekształcenie tożsamościowe 
i zarazem takie, że przekształcenia, przynajmniej wewnątrz gru­
py, nie dają się zestawiać po dwa, z których jedno jest odwrot­
nością drugiego.

Udowodnimy teraz twierdzenie, odnoszące się do przekształ­
ceń odwrotnych do przekształceń grupy danej.

W s z y s t k i e  p r z e k s z t a ł c e n i a  o d w r o t n e  
w z g l ę d e m  p r z e k s z t a ł c e ń  g r u p y  d a n e j  o r p a ­
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r a m e t r a c h  i s t o t n y c h  t w o r z ą  r ó w n i e ż  g r u p ę
0 r  p a r a m e t r a c h .

W samej rzeczy, rozwiązując równania:

(4) Xf — fi (,x, a), xt" =  fi (af, b), xj' =  f4 (x, c), 

otrzymujemy:

(5) Xt=Fi (x\ a), x /—Ft (x'\ b), xt=Ft (x", c)

1 jeżeli przekształcenia dane tworzą grupę, powinno być:

(6) ck =  <pk (a, b).

Otóż trzy wzory (5), przy uwzględnieniu wzorów (6), orzekają 
właśnie, że podstawienia odwrotne tworzą grupę, albowiem 
przedstawiają układ wzorów, zachodzących razem tożsamościo- 
wo, t. j. niezależnie od wartości zmiennych x ; inaczej mówiąc, 
rugując np. x' z dwóch pierwszych równań, otrzymujemy wzory 
pomiędzy x i x", które koniecznie muszą się zgadzać z ostat- 
niemi wzorami (5), t. j. z x ,= F i (xt"); stąd musi być tożsamo- 
ściowo:

X i F t  [F (x'\ b), a] =  Ff (x", c),

a to właśnie dowodzi naszego twierdzenia.
Wyjaśnimy tu jeszcze pojęcie grup w z a j e m n i e  p o ­

d o b n y c h ,  samą zaś teoryę podobieństwa wyłożymy później 
(§ 5 Rozdziału III).

Niechaj będą dane dwie grupy:

Xi :=fi (^n • ■ -, x„, Oj, . . . ,  or ); Xi =y>i (Aj, .. •, , _d.j, . . . ,  Ar ),

o tej samej liczbie zmiennych i tej samej liczbie parametrów istot­
nych; nazywać je będziemy p o d o b n e m i ,  wtedy, gdy można 
zamiast wielkości X  podstawić funkcye wielkości x, zamiast X f 
analogiczne funkcye wielkości x\  zamiast parametru A funkcye 
parametrów a, tak, aby wzory, stojące wyżej na drugiem miej­
scu, stały się identycznemi z wzorami na pierwszem.
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Możemy okazać, że dwie grupy podobne mają własność na­
stępuj ącą: p r z e k s z t a ł c e n i a  i c h  m o ż n a  u c z y n i ć  
o d p o w i a d a j  ą c e m i  s o b i e  d w u  j e d n o z n a c z n i e ,  
t. j, j e d n o  o d p o w i a d a d r u g i e m u w t e n  s p o s ó b ,  że 
i l o c z y n o w i  d w u  p r z e k s z t a ł c e ń  o d p o w i a d a  
i l o c z y n  d w ó c h  p r z e k s z t a ł c e ń ,  o d p o w i a d a j ą ­
c y c h  t a m t y m .  Jest to własność, charakteryzująca i z o ­
m o r f i z m  d w u  g r u p ,  o którym mówić będziemy później 
(p. § 4 Eozdziału HI).

Aby udowodnić tę własność, uważajmy dwa przekształce­
nia, jedno z jednej, drugie z drugiej grupy za odpowiadające 
sobie wtedy, gdy wartościom parametrów jednego odpowiadają 
wartości parametrów drugiego, jako funkcye, wyrażające, na 
mocy założenia, te drugie parametry przez pierwsze. Uważajmy 
nadto dwa przekształcenia grupy pierwszej z parametrami a, b 
oraz przekształcenie, będące ich iloczynem z parametrem c; bę­
dziemy wtedy mieli związki tożsamościowe:

fi [f (*, a), =  fi O, «}•

Wartościom a odpowiadają wartości A parametrów drugiej 
grupy, to znaczy: funkcye, przy pomocy których drugie wyra­
żają się przez pierwsze, przybierają wartości A, gdy pierwsze 
mają wartości a ; podobnież wartościom parametrów b odpo­
wiadają wartości parametrów B. Iloczyn przekształceń tej dru­
giej grupy, odpowiadających wartościom parametrów A, B, nie­
chaj ma parametry C; będzie tedy tożsamościowo:

Wi W (X d), B] =  y>, (X, C).

Otóż, na zasadzie założenia, funkcye ip staj ą się funkcyami f, gdy 
zamiast X  i A napiszemy funkcye wielkości cc i a, wypływające 
z definicyi podobieństwa, np. Aj- =  F,- (cc), Au =  Uu (a). Wi­
dzimy stąd, że po tych podstawieniach strony pierwsze tych 
związków stają się tożsamościowo stronami pierwszemi związ­
ków poprzedzających; stąd, jeżeli zamiast A i  B napiszemy też 
same funkcye Jj parametrów a i b (oraz X  jako funkcye zmień-
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nych x), wtedy i strony drugie staną się tożsamemi. W samej 
rzeczy, strony drugie, na zasadzie założenia, stają się tożsamo- 
ściowemi, gdy położymy X, — F,- (x) oraz Ck— Vk (c), stąd pod­
stawienie:

At =  Uic (n), Bk =  Uk (b),

jest równoważne podstawieniu Ck — Uk («), t. j. że jeżeli para­
metr a odpowiada parametrowi A, b parametrowi B, to i c od­
powiadać będzie parametrowi C.

W wykładzie dalszym często interpretować będziemy zmien­
ne a: jako spółrzędne przestrzeni m-wymiarowej, co pozwoli nam 
nadać szatę geometryczną rozważaniom naszym i przedstawiać 
grupy jako grupy przekształceń pomiędzy punktami tej prze­
strzeni

§ 3-

Przykłady grup pospolitszych. Grupy liniowe, grupy rzutowe, grupy
Cre mony.

Pomiędzy pospolitszemi grupami przekształceń wymienia­
my najprzód tak zwana g r u p ę  r z u t ową ,  daną przez wzory:

X) _  a<l X\ +  • • • +  g» +  «■>+!  ̂ ((=1.2,...,«).
ffll —I— . . .  —(— dn %n -f" d'n+1

z n (w-j-2) parametrami istotnemi. We wzorach tycb dla wszel­
kich wartości skaźnika i mianownik jest jeden i ten sam. 

Podgrupę tej grupy otrzymujemy, kładąc:

a /  =  a2' =  . . . =  an' =  0 ,

tak że wielkości x' stają się funkeyami całkowitemi wielkości x. 
Jest to t. zw. g r u p a  l i n i o w a  o g ó 1 n a (L i e); jej godne-



Rozdział 1 § 3.—Grupa liniowa. 23

mi uwagi podgrupami są: jedna, dla której wszystkie są
zerami i ta nazywa się g r u p ą  l i n i o w ą  j e d n o r o d n ą ;  
druga, dla której wyznacznik wielkości a,i, . . . ,  a,„ jest jedno­
ścią i ta nazywa się g r u p ą  l i n i o w ą  s p e c y a l n ą .

Łatwo widzieć, że pierwsza z tych podgrup jest istotnie 
grupą; że jest nią i druga, przekonywamy się sposobem następu­
jącym. Niechaj będzie przekształcenie:

xi =  a,, -j- 0/,»+l ,

dla którego wyznacznik |a,y| wielkości o,j jest równy jedności. 
Pomnóżmy to przekształcenie przez inne:

x,” — bn x1‘ +  . • • +  bim xn' -j- ó,B+1,

dla którego wyznacznik |6,y| — 1 . Iloczyn tych dwóch prze­
kształceń będzie:

Xi =  (6,i au -j- . . . -j- 6,» o„i) a?! — . . .

-j- (6,i Oi» —)— . - . -j— 6,-„ a„n) xn -j- (6,i o,,»+i —(— . .. — 6,„ a„,n+i),

a wyznacznik jego spółczynników równa się iloczynowi |a,y| . |6,y|, 
ma zatem wartość równą jedności.

Podgrupa wspólna dwóm wyżej określonym podgrupom, 
wyraża się za pomocą wzorów:

Xi =  0,1 +  . . . -(- aiH Xn ,

gdzie | a,y| — 1 i nazywa się g r u p ą  s p e c y a l n ą  l i n i o w ą  
j e d n o r o d n ą .

Grupy poprzedzające należą do gatunku grup, zwanych 
g r u p a m i  C r e m o n y  (kremoniańskiemi).

Przekształcenie pomiędzy wielkościami x' i x nazywa się 
k r e m o n i a ń s k i e m  lub d w u w y m i e r n e m ,  jeżeli wiel­
kości x' wyrażają się wymiernie przez wielkości x i parame­
try a, oraz odwrotnie, wielkości x wyrażają się wymiernie przez 
wielkości x‘ i a. Grupa takich przekształceń nazywa się k r e-
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m o n i a ń s k ą ,  jeżeli jest grupą L i ego,  t. j. jeżeli przyjmu­
jemy, że obszar wartości parametrów a jest obszarem c a ł k o ­
w i t y m  wszystkich możliwych wartości, dla których właśnie, 
jak wiadomo, określają się funkcye wymierne.

Do tak określonej grupy kremoniańskiej nie mogą stoso­
wać się rozważania, zależne od ograniczenia obszarów zmienno­
ści, podane przez nas na końcu § 2-go; ale można dowieść, że 
grupa ta ma dwie własności następujące: posiada p r zeks z t a ł -  
c e n i e  t o ż s a m o ś c i o w e ;  do k a ż d e g o  p r z e k s z t a ł ­
c e n i a  z a w i e r a  o d w r o t n e .  W samej rzeczy, jeżeli roz­
wiążemy rk=cpk (a, b) względem a, mieć będziemy ak=%k (b, c). 
Kładąc tu c1—bi,c3—b2t. . . , c r= b r, co uczynić wolno, gdyż, 
jak powiedzieliśmy, obszarem zmienności jest obszar całkowity, 
otrzymamy na parametry a wartości, któremi niechaj będą 
a ,", . . . ,  t'r °. Przekształcenie:

x /= f , (x, o0),

będzie przekształceniem tożsamościowem. "W samej rzeczy, na 
zasadzie założeń, iloczyn dwóch przekształceń :

x,'=fi (x, a°), Xi'—fi lx'.

jest przekształceniem Xi,—fi (x, b) i te trzy układy wzorów za­
chodzą równocześnie i tożsamościowo. Otrzymujemy z nich toż- 
samościowo:

fi (x\ b) =  fi (x, b).

Stąd, uwzględniając definicyę grupy kremoniańskiej, otrzy­
mujemy:

x' =  Xi

i te związki powinny być temi samemi związkami pomiędzy 
a? i x, z których wyszliśmy. W ten sposób twierdzenie jest 
dowiedzione.

Uczynimy jeszcze następującą uwagę. Otrzymane wyżej 
wartości a°, zdają się, według wywodu, zależeć od wielkości do­
wolnych b; tymczasem są one, jak to okażemy, niezależne od
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wielkości b. Gdyby bowiem zależały od tych wielkości b, to 
rugując b, otrzymalibyśmy pomiędzy wielkościami a° związków 
r —s (s <" r), albo też nie otrzymalibyśmy żadnego związku 
(gdyby było s =  r, t. j. gdyby a° były funkcyami od b nieza- 
leżnemi). Jeżeli przeto zmieniać będziemy oo2r różnemi spo­
sobami parametry b, mieć będziemy oo2r—2 <r~*) =  oo2s różnych 
sposobów zmieniania się wielkości a°, i dla każdego takiego 
układu odpowiednie przekształcenie będzie zawsze przekształce­
niem tożsamościowem Weźmy jakiekolwiek przekształcenie 
z parametrami a i pomnóżmy je przez wszystkie oo2s przekształ­
ceń z parametrami a°; przekształcenie iloczynowe powinno być 
tern samem, co przekształcenie z parametrami a, gdy tymcza­
sem parametry tego przekształcenia miałyby oo2s układów war­
tości różnych. Stąd i parametry a przekształcenia, z którego 
wyszliśmy, i które są zresztą dowolne, możnaby zmieniać oo25 
różnemi sposobami, nie zmieniając przekształcenia. Wypływa 
stąd, że różnych przekształceń grupy byłoby nie oo2r, lecz oo2<r— 
t  j że parametry nie byłyby istotnemi, co sprzeciwia się zało­
żeniu. A więc w a r t o ś c i  a° są  n i e z a l e ż n e  od p a ­
r a m e t r ó w  b.

Można też dowieść, że w grupie kremoniańskiej do każdego 
przekształcenia istnieje odwrotne; gdy bowiem bk=y>k (a, c) są 
wzory, otrzymane z rozwiązania wzorów ck=<pk (a, b) wzglę­
dem ć, to kładąc wielkości równe a°, otrzymamy bk—~k; stąd 
każdemu układowi wartości ak odpowiadać będzie układ u k , 
a dwa przekształcenia, odpowiadające parametrom ak i ~dk, bę­
dą wzajemnie odwrotnemi. Pomnożywszy je przez siebie, otrzy­
mamy przekształcenie, ktorego parametry (wogóle c) są równe a°.

§ 4.

Równania różniczkowe charakterystyczne grupy. Pierwsze twierdze­
nie zasadnicze teoryi grup. Przykłady.

Jeżeli funkcye służące do ustanowienia wzorów prze­
kształcenia, mają być takiemi, aby przekształcenia te tworzyły
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grupę, muszą—rzecz jasna—podlegać pewnym warunkom. Po­
staramy się zbadać właśnie, jakiemi są te warunki i znajdziemy, 
że można je wyrazić przez pewne układy równań różniczko­
wych, którym winny czynić zadość funkcye f. Równania te 
nazwiemy równaniami c h a r a k t e r y s t y c z n e m i  grupy; 
lecz zwracamy uwagę na to, że stanowią one wogóle warunki 
konieczne, nie zaś dostateczne.

Badanie to jest jednem z najbardziej podstawowych w ca­
łej teoryi, a twierdzenie, do którego ono prowadzi, L i e nazwał 
p i e r w s z e m  t w i e r d z e n i e m  z a s a d n i c z e m  t e o r y i  
g r u p  (L ie-E  n ge 1, Th. d. Tr., III, s. 545).

Pojęcie grupy wyraża się analitycznie za pomocą układu 
wzorów:

(1) J *<=A (*»“)• x"=fi{x',o), x,"=f, (x, C), (1 = 1  2,...»),
I ck=<pk (b, u), (*=1, 2,„.,r),

które należy uważać jako spółistniejące tożsamościowo. Otrzy­
mujemy z nich:

(2) ft {x\ b) — f, (x, c).

Z dwóch układów zmiennych x, x‘ możemy jako niezależny uwa­
żać jeden, np. zmienne x, z trzech zaś układów a, b, c możemy 
uważać jako niezależne dwa, np. nic .  Z tego punktu widzenia 
i pamiętając, że wielkości x' zależą także od a, różniczkujemy 
równania (2) względem ak; otrzymamy:

2 dfj (x\ b 1 dxh ^  ofi (x\ b) dbj 
dxu d'ik ' dbj dak

h= 1 / =  1

Ustalmy skaźnik k i zmieniajmy i od 1 do w; będziemy 
wtedy mieli układ n równań liniowych względem wielkości 
bxf dxf dxK'
dak którego wyznacznik spółczynników jestdak ’ ‘ ’ dnk
wyznacznikiem funkcyj /", (x‘, b) względem x\  a ten ostatni, we­
dług założenia jest różny od zera (patrz § 1). Układ ten będzie
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tedy można rozwiązać według powyższych pochodnych i napi­
sać go w postaci:

(3)
dxh'
da* =2  Sjk

j= i

dbj
da*

Postarajmy się teraz przy pomocy związków pomiędzy 
c, a i b  wyrugować z równań (3) pochodne wielkości b względem 
a. W tym celu różniczkujemy względem a* związki c,=ą,(a,b), 
a otrzymamy:

dąs,  y  dęj, dbj
da* i dćy da* 1

>=i
d&i dł>3 dósrozwiązując te równania względem pochodnych - , . . ,
OCljc 00jc Odje

(co uczynić można, gdyż wyznacznik spółczynników tych rów­
nań liniowych jest wyznacznikiem funkcyjnym funkcyj ą wzglę­
dem wielkości b, a więc jest różny od zera; patrz § 2), mieć bę­
dziemy:

(a>

a podstawiając tę wartości w równaniu (3), otrzymamy wzory:

(4) J o l  =  2  Sjh b) *»(*>*>*
3—1

Oto są równania różniczkowe, którym czynić winny zadość wiel­
kości x , uważane jako funkcye parametrów a; należy przytem 
zauważyć, że strona druga wzorów (4) składa się zawsze z sumy 
iloczynów funkcyj wielkości x! i b przez funkcye wielkości aib .

W równaniach (4) występują tylko wielkości x', a, 6; otóż 
wielkości b nie zależą wcale od wielkości a; możnaby zatem wy­
brać na b jakiekolwiek wartości dowolne i za każdym razem
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otrzymać układ równań różniczkowych, takich jak (4), którym 
winny czynić zadość wielkości xhr, t. j. funkcye fh (x, a), n ie  
z a l e ż ą c e  od w i e l k o ś c i  b. Stąd wypływa, że można 
w równaniach (4) podstawić zamiast b wartości liczbowe szcze­
gólne, tak aby symbole tych wielkości zniknęły z tych równań 
i twierdzić, że otrzymanym w ten sposób równaniom różniczko­
wym s z c z e g ó l n y m  czynią zadość te same funkcye ogólne 
fh (x! a), właśnie dlatego, że nie mają zależeć od wielkości b.

Wynik stąd następujący: i s t n i e j e  z a w s z e  u k ł a d  
r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h  t y p u :

r

(4 ) 4 ^ r =  2  (x‘} w *(a)-
j=i

k t ó r y m  w i n n y  c z y n i ć  z a d o ś ć  w i e l k o ś c i  X/,', 
t. j. fh (x, a), t. j. istnieją zawsze funkcye |  samych tylko wiel­
kości x‘ i funkcye ip samych tylko wielkości a, takie, że speł­
niają się równania (A). Ten to właśnie układ równań chcieliśmy 
przedewszystkiem otrzymać.

Zauważmy, że wielkości 4 i y>, we wzorach tych występu­
jące, są odpowiednio wielkościami E i W wzorów (4), w których 
zamiast wielkości b podstawiono wartości dowolne szczególne.

O wielkościach 4, występujących we wzorach (A) można 
dowieść, że n ie  m o g ą  o n e  c z y n i ć  z a d o ś ć  ż a d n e ­
mu  z w i ą z k o w i 1 i n i o w e m u p o s t a c i :

r

(5) 2  9i ^h =  ° ’
>=i

g d z i e  w i e l k o ś c i  g są n i e z a l e ż n e  od w i e l k o ś -  
c i x’.

W samej rzeczy, wielkości 4 otrzymują się z wielkości E, 
gdy w tych ostatnich podstawimy, jak powiedziano wyżej, war­
tości szczególne stałe wielkości b; otóż wielkości S, otrzymane 
z wzorów 14), w których zmieniamy lc od 1 do r, są:
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(6) S jh  ( * ' ,  b )  =  A j  i
dx, dxh
da, + - - - + A^ ^ 7 ’

gdzie spółczynniki A są funkcyami wielkości a i b, a wyznacz­
nik ich jest różny od zera, gdyż równania (6) powinny dać się

dxhr ,rozwiązać względem pochodnych —  , bo układ równań (6)
OUh

jest identyczny z układem (4). Jeżeli w równaniu (6) zamiast 
wielkości b podstawimy wartości szczególne, spółczynniki A sta­
ną się spółczynnikami a, a równanie (6) przejdzie na następujące:

(7) &  o*;) =  2 ajt
k—1

dxh'
dak

Otóż gdyby zachodził związek (5), to podstawiwszy w nim war­
tości (7), mielibyśmy:

r r r

j —\  h—\  ¿ = 1

gdzie spółczynniki P  są funkcyami samych wielkości a. Stąd 
wielkości xh=fh czyniłyby zadość równaniom liniowym, jedno­
rodnym rzędu l-go, tego typu, o którym mowa w § 2, a któremu 
właśnie nie mogą czynić zadość, jeżeli zakładamy że, parame­
try a są istotnemi. Wynika stąd, że wielkości P  są zerami, t. j.:

2  gj ajk =  (*=1 ’*’ • r)’
j=i

lecz w takim razie i spółczynniki g są zerami, gdyż w tym ostat­
nim układzie równań liniowych wyznacznik wielkości a jest róż­
ny od zera, ho, jak wyżej zauważono, różnym jest od zera 
wyznacznik wielkości A. Tym sposobem twierdzenie jest do­
wiedzione.
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Wyprowadzimy teraz inny układ równań różniczkowych. 
Porównawszy układ (3) z wzorem tożsamościowym:

otrzymujemy:

(6)

r
dxk _  v i  dxh' dbj
dcik dbj dctk

/=i

a więc na podstawie równań (6):

(8)

r

dxh' _  v  a da;A' 
dbj -  2 j Jk dak '*=i

Te zaś równania, porównane z wzorem tożsamościowym:

dają:

(c)

dxh  y  da* d r /
dbj 2* dbj dak ’

h= i

A/*
dak
dbj

Wstawiając w równania (8) wartości na 
nań (A), mamy:

oxh' 
dak ’ wzięte z rów-

r r r

^ ¡¡¡-=2   ̂(»') 2  (ct)=2   ̂(**)(a- d) •
i=:i t=i e=i

Możemy okazać, że wielkości 0, występujące w tych wzorach, 
są niezależne od wielkości a, gdyż jeżeli będziemy różniczko­
wali te wzory względem a,, uważając wielkości x\ a ib ,  jako 
od siebie niezależne (co wolno, ponieważ jedynemi związkami 
podstawowemi są wzory (1), z których nie można otrzymać 
związków pomiędzy temi wielkościami), znajdziemy:
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ponieważ zaś, na zasadzie dowiedzionego wyżej twierdzenia, nie 
może istnieć taki związek liniowy pomiędzy wielkościami $, któ­
ry byłby typu (5), wynika stąd, że pochodne wielkości 0 wzglę­
dem wielkości a są zerami.

Mamy zatem równania:

Zważywszy, że wielkości x", x', b są związane pomiędzy sobą 
przy pomocy równań (1) w ten sam sposób, w jaki są związane 
pomiędzy sobą wielkości x', x, a, możemy we wzorach (9) za­
miast x' napisać a:, zamiast b napisać a, i zmieniwszy jeszcze 
skaźniki j  na Zc, q na j, otrzymamy: .

Jest to drugi układ równań podstawowych, który pragnę-

Z równań (A) i (B) możemy otrzymać inne wzory. W pierw­
szych z równań (1) uważajmy wielkości a; jako funkcye wielko­
ści x' i a, i różniczkujemy je względem a*; będzie:

r

r

liśmy wyprowadzić.

n

co, na mocy wzorów (A) i (_B), daje:
r n r
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Jest to układ równań różniczkowych o pochodnych cząstkowych 
wielkości x‘ względem x.

Układ (C) można przekształcić na inny, w którym zamiast 
pochodnych wielkością;' względem x występują pochodne wzglę­
dem x i x' funkcyi ogólnej F tych zmiennych. Dość w tym celu 

, . dF . ,pomnożyć równania (C) przez , wziąć sumę względem skaź-

.. i j •• • V  dF 0x1nika z oraz uwzględnić, ze ^ dF
dxh ; otrzymamy

i=i
wtedy:

( o) 2  w * 2 ^  w  +  2 ^ (a)2 ^ (x)^ = 0 -
y=i i=i y=i i=i

gdzie dla większej symetryi w wyrazie drugim postawiono skaź- 
nik i zamiast skaźnika h.

Użytek wyprowadzonych wzorów pokażemy na prostym 
przykładzie, zapożyczonym od L i e g o  (Th. der Transf., I, 
str. 34, 43).

Niechaj będzie grupa:
, x 4- a,x  =  — i— - , a2x | cî

o trzech parametrach istotnych (patrz § 1). Pochodne wielko­
ści x' względem parametrów a :

dx' _ 1 dx'_ x {x-\-al) <W____ x -\- ax _
3a, a2x -\- a3 ’ da2 ’ d a 3 ' {a2x-\-a3)2

możemy napisać w postaci:

dax a%—a, a2 a3—<ą a2

dx' _ 1
da,

dx'
da, a,—a, oI -2

—a, a, -f-
1 iio---iii dl

X 4
1 M2
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skąd widać, że poehodne te dają się wyrazić, jak tego żądają 
wzory (A), jako sumy iloczynów funkcyj samych parametrów « 
przez funkcye tylko wielkości x ' ; i te to funkcye 4 samych wiel­
kości x są  j e d n a k o w e m i  dla wszystkich trzech pochod­
nych; jest mianowicie:

Sil O') == 1 , Sal O') =  x'< 3̂1 (x‘) =  x'2 •

Jeżeli teraz zamiast pochodnych wielkości x' względem para­
metrów a, weźmiemy pochodne wielkości x względem tychże 
parametrów, znajdziemy:

dx 
3 ax

a.j. a2
a3—a, a2 a3—axa2

dx _ a¡ . 1
da3 a3 — a2 ' a3 — a: a2

x: dx
Sa,

A, i1 gę _L________ f
-axa2 ‘ a3—axo2

t. j. pochodne te, jak tego wymagają wzory (B), dają się wyrazić 
jako iloczyny funkcyj samych wielkości a przez te same fun­
kcye 4 wielkości x.

Wyżej znalezione równania różniczkowe nie są, jak powie­
dziano na początku tego §-u, dostateczne do określenia grupy. 
Że tak jest, można pokazać na następującym przykładzie. Nie­
chaj będą przekształcenia:

xx'= x1 , x2—x, -  x2-j-a2,

które, jak łatwo sprawdzić^ nie tworzą grupy. Tymczasem wiel­
kości x' są całkami układu równań:

dx' _1 ox'__ d x j_ d x j_..
da3 ’ d«2 ’ daL ’ da2 ’

które są równaniami postaci (A).

Pascal : Teorya grup przekształceń.
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§ 5-

Grupy jednoparamatrowe.

Podamy w postaci ogólnej przekształcenia, należące do gru­
py, zawierającej jeden tylko parametr istotny a.

Wyjdziemy z równań:

którym według równań ogólnych (A) poprzedzającego §-u, win­
ny czynić zadość równania grupy jednoparametrowej; dajmy, że 
funkcya ip jest określona w całym obszarze ((«)), w którym 
nadto niechaj nie staje się nieskończoną.

Całki tego układu n równań różniczkowych zwyczajnych, 
gdzie funkcyami niewiadomemi są x', zmienną niezależną jest a, 
dają nam szukane wzory przekształceń, o i le  o d p o w i e d n i e  
p r z e k s z t a ł c e n i a  t w o r z ą  g r u p ę ;  ta uwaga jest ko­
nieczna, gdyż jak wiemy równania (1) nie są warunkami d o- 
s t a t e c z n e m i  do określenia grupy. W równaniach ogólnych 
(d) §-u 4-go wielkości x' występują jako funkcye wielkości x i a, 
lecz pierwsze w równaniach tych można uważać za stałe, gdyż 
mamy tam tylko pochodne wielkości x' względem parametrów a. 
Stąd wynika, że stałe, jakie zachodzić będą w całkach układu 
(1), spełniać będą tę samą rolę, jak wielkości a: w szukanych wzo­
rach na przekształcenie; stałe te przeto nazwiemy xt , . . . ,  xn . 
Zapytujemy teraz, czy całki układu (1) są funkcyami określonemi 
n stałych, czy nie? Oczywiście nie, gdyż jest jasnem, że jeżeli 
zamiast każdej z tych wielkości położymy funkcye dowolne in­
nych n stałych, przy jedynym warunku, aby te funkcye nie były 
zależnemi, otrzymamy n całek, które zależeć będą od stałych 
w sposób odmienny, niż poprzednio. Wskazuje to, że szukane 
wzory przekształcenia, które mamy otrzymać jako całki ukła­
du (1), nie są bez dalszego warunku, określone jako funkcye wiel­
kości x.

(1 ) (A=1, i . ....
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Lecz jeżeli damy z góry sposób, w jaki wielkości x/ mają za­
leżeć od stałych x dla oznaczonej dowolnej wartości a° zmiennej 
a, wtedy wielkości te będą określone w sposób jedyny pod wzglę­
dem zależności od wielkości x. Gdyż jeżeli nazwiemy na chwilę 
C j , s t a ł e  całek układu (1 ) i przyjmiemy, że po rozwiązaniu 
ich względem a?/, otrzymujemy x,'=(pi (c,, . . . ,  <■„, a), a następ­
nie zamiast wielkości c wprowadzimy stałe .r,, .. ., x„, tak aby 
dla a=a° funkcye 99, stały się z góry oznaczonemi funkcyami 
/j (x3, . . . ,  xn, a°), dość będzie, oczywiście, napisać n związków:

cpi («,, . . . ,  c„, a°) =  fi (x1........x,„ a°)

i z nich otrzymać wielkości c jako funkcye wielkości x.
Naturalnie, wartość a° musi być taka, aby wyznacznik fun­

kcyjny wielkości <p względem wielkości c nie był zerem, aby za­
tem można było uskutecznić powyższe rozwiązanie; w przeciw­
nym bowiem razie równania xi~<pi (cv . . . ,  cH, a) dla tej warto­
ści a nie dałyby się rozwiązać względem wielkości c, nie byłyby 
zatem dla tej wartości a całkami ogólnemi równań (1).

Widzimy tedy, że dla otrzymania wzorów przekształcenia 
grupy szukanej dość ustalić funkcye x/=fi  dla oznaczonej war­
tości a, t. j. ustalić jedno przekształcenie, do tej grupy należące; 
poczem wypadnie tylko przekonać się, czy przekształcenia tak 
otrzymane tworzą grupę. Otóż ustalamy, że g r u p a  s z u k a ­
na  z a w i e r a  p r z e k s z t a ł c e n i e  t o ż s a m o ś c i o w e ;  
zobaczymy zaraz, w jaki sposób można warunek ten uwzględnić 
analitycznie.

Z wzorów (1) otrzymujemy następujące:

( 2)
J,x/_ dxi'
T “

dxn' , . ,=  —r— =  ip (a) da ;

niechaj całkami układu n - 1  równań różniczkowych, otrzyma­
nych z porównania pierwszych n stosunków (po rozwiązaniu ich 
względem stałych, które oznaczmy przez cl t .. ., będą:

(B j  ¿2^ (.Tj , . . . , X n )    C j ś i n —l (& l ł • * • , ) Cm—1 -
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Pozostaje znaleść jeszcze ostatnią całkę układu (a); w tym 
celu zauważmy, że ponieważ stałe we wzorach (3) są od siebie 
niezależne, to nie może być, aby wszystkie wyznaczniki fun­
kcyjne wielkości i2,, . . . ,  względem n— 1 zmiennych a/
były zerami; bo gdyby tak było, to pomiędzy wielkościami Q 
moglibyśmy wyrugować n wielkości x' i pozostałby związek po­
między stałemi c.

Niechaj * '' ’ będzie jednym z tych wyznacz­
ników funkcyjnych, różnych od zera; z równań. (3) wyznaczmy 
wartości zmiennych x1\  . . . ,  x'n i w funkcyi zmiennej xn' i sta­
łych. Podstawiwszy te wartości w funkcyi (ń/, . . . ,  xn'), za­
wartej w równaniu:

dx„'
L =  ip {a) da ,

otrzymamy równanie różniczkowe zwyczajne o dwóch zmien­
nych rozdzielonych; zcałkowawszy je, otrzymamy wyrażenie 
postaci:

Q , Cj,

a podstawiwszy tu wartości cv . . . ,  c*_i, wzięte z równań (3), 
znajdziemy wreszcie:

a
(4) Qn (»/, . . . ,  x'n) — J  rp (a) da cn

Wprowadźmy teraz założenie, że grupa zawiera prze­
kształcenie tożsamościowe dla pewnej wartości a° parametru a, 
i dla dogodności zmieńmy wartość stałej c„, t. j. napiszmy

a°
zamiast niej: c„ —J  rp (a) da ; równanie (4) będzie wtedy postaci:

a
Qh {x 1>, . . . ,  xn') =  I rp (a) da-{- c„ .

*a°
(5)
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Winniśmy za stałe c wziąć takie funkcye zmiennych x, aby dla 
«=a° równania (3) i (5) dały x l= X i ; lecz kładąc:

. - • > K n), ■ • • , Cn= = O n  ( Xi j . . . , X H),

otrzymujemy właśnie to, o czem mowa, i tym sposobem znajdu­
jemy stałe c jako funkcye wielkości x} czyniące zadość powyż­
szym warunkom. Będziemy tedy mieli następujące wzory prze­
kształcenia:

Ol (*/, •. • » (#i, • • • i

(6) Q n - \  (#,'« ., . , ,  x ) —- £)n—\ r'i> • • • >

t • • <, j xn ) Q n (Xj, . . ., xH) -j- j  y> (a) da

Połóżmy:

i =» f  yj (a) da
a°

Ponieważ z założenia y> (a) jest funkcyą r e g u l a r n ą  w ca­
łym obszarze ((«)), a° zaś jest punktem tego obszaru, przeto fun- 
kcya yj da się rozwinąć na szereg według potęg różnicy a—a° 
w pewnem otoczeniu punktu a°, j e ż e l i  p r z y j m i e m y  
j e s z c z e ,  że  p u n k t  a ° j e s t  p u n k t e m  w e w n ę t r z ­
n y m  o b s z a r u ,  n i e  p o ł o ż o n y m  n a  j e g o  o b w o ­
dz i e .  Wtedy całka t będzie określona dla pewnego otoczenia 
punktu a°; p r z y j m i j m y  n a d t o ,  że  o t o c z e n i e  t o  
j e s t  t a k i e ,  że  w n i e m  a m o ż n a  u w a ż a ć  j a k o  
f u n k c y ę  j e d n o w a r t o ś c i o w ą  w i e l k o ś c i  t, o r a z  
t j a k o  t a k ą ż  f u n k c y ę  w i e l k o ś c i  a.

Przychodzimy tym sposobem do działań w rzeczonem oto­
czeniu punktu a°, któremu odpowiadać znów będzie przekształ­
cenie parametrów w otoczeniu punktu t =  0. Przekształcenia, 
których parametr znajduje się w otoczeniu punktu a°, przejdą
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na przekształcenia, których parametr i znajduje się w otoczeniu 
punktu t =  0; przekształcenie tożsamościowe otrzymamy dla 
t = 0. Z założeń o naturze wielkości t wynika, że gdy wartości 
a obracają się około a°, wielkości t obracać się będą około pun­
ktu t = 0; t. j. obszar naokoło punktu ¿= 0, odpowiadający otocze­
niu punktu a=a°, powinien we wnętrzu swem zawierać punkt 
zero. Wzory (6) będzie można napisać w postaci:

(7)
A  (x ‘) =  , A,-i (x ') — (x),

Q„ (x ') — Qn {x) -\-t)

przekształcenia zaś, wyrażone temi wzorami, zlewają się z prze­
kształceniami grupy omawianej, lecz wogóle tylko dla wszyst­
kich wartości t w pewnem otoczeniu punktu t = 0.

Rozpatrzmy teraz równania (7) same w sobie, t. j. bez 
względu na rozważaną grupę o parametrze a; i niechaj i prze­
biega wszystkie możliwe wartości. Jest jasnem, że równania (7) 
tworzą wtedy grupę. W rzeczy samej, weźmy przekształcenie 
o parametrze tx i inne o parametrze t2\ mnożącjeprzez siebie—co 
znaczy to samo, co napisać drugie przekształcenie w zmiennych 
x" i i '  i następnie wyrugować x' pomiędzy dwoma układami 
wzorów tak otrzymanych—mieć będziemy układ wzorów pomię­
dzy wielkościami x' i x, analogiczny do wzorów (7), gdzie uczy­
niono t—t1-\-ł2', czyli inaczej mówiąc, będziemy mieli inne z prze­
kształceń ogólnych, przedstawionych we wzorach (7).

Grupę jednoparametrową, którą w ten sposób zbudowa­
liśmy, nazwijmy g r u p ą  k a n o n i c z n ą ,  rozumiejąc przez 
to grupę, daną przez wzory (7), gdy t przebiega w s z e l k i e  
wartości możliwe. Grupa ta posiada kilka ważnych własności, 
które w krótkości udowodnimy.

Widzieliśmy, że przekształcenie, będące iloczynem dwóch 
przekształceń, ma parametr tx-\-t2, równy sumie parametrów 
przekształceń danych; a ponieważ suma i,-j-t2 jest niezależna od 
porządku składników, przeto iloczyn dwóch przekształceń jest 
niezależny od porządku czynników, t. j. d w a  p r z e k s z t a ł ­
c e n i a  są  z a w s z e  p r z e m i e n n e .  Nadto, ponieważ pa­
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rametr t może przybierać wszelkie możliwe wartości (rzeczywi­
ste i zespolone), przeto d la  k a ż d e g o  p r z e k s z t a ł c e ­
n i a  (o parametrze ¿ =  i1) i s t n i e j e  w g r u p i e  p r z e ­
k s z t a ł c e n i e  o d w r o t n e  (o parametrze t =  — <,).

Rozpatrzmy wreszcie grupę, daną przez wzory:

y / =  i/u y* =  2/z, • • • > y'»-i =  y*-i 

yń =  «/* ~H

i nazwaną—powód czego łatwo zrozumieć -  g r u p ą  p r z e s u ­
n i ęć ;  wtedy na podstawie definicyi podobieństwa grup, danej 
w § 2, jest jasnem, że g r u p a  n a s z a  j e s t  p o d o b n a  do 
g r u p y  p r z e s u n i ę ć .

Rozpatrzona tu grupa zlewa się, jak powiedzieliśmy już, 
z grupą daną, jedynie dla wszystkich przekształceń w otoczeniu 
punktu t =  0, odpowiadaj ącem otoczeniu punktu a =  a°; stąd, 
rzecz jasna, że własności wyżej wskazane posiadać też będą 
i przekształcenia grupy danej, o ile ograniczymy je do pewnego 
otoczenia przekształcenia tożsamościowego. W samej rzeczy, 
jakiekolwiek będzie to otoczenie, byleby zawierało wew nęt r z-  
n i e—jak to założyliśmy —punkt a°, będzie można zawsze zna- 
leść w niem punkt taki, że otoczenie, odpowiadające punktowi 
t— 0, jeżeli zawiera punkt t,, to zawiera także punkt — łl} i je­
żeli nadto zawiera punkty t1 i t2, to punkt h~Ma będzie zawsze 
zawarty w dawnem otoczeniu obszerniejszem. Możemy tedy 
powiedzieć:

N i e c h a j  b ę d z i e  g r u p a  o j e d n y m  p a r a m e ­
t r z e  al , p r z e b i e g a j ą c y m  w s z y s t k i e  p u n k t y  
p e w n e g o  o b s z a r u  ( ( « ) )  i z a w i e r a j ą c a  p r z e ­
k s z t a ł c e n i e  t o ż s a m o ś c i o w e ,  m i a n o w i c i e  d l a  
w a r t o ś c i  a=a° w e w n ą t r z  ((aj); w t e d y  d l a  w s z y ­
s t k i c h  p r z e k s z t a ł c e ń  w p e w n e m  o t o c z e n i u  
p r z e k s z t a ł c e n i a  t o ż s a m o ś c i o w e g o  z a c h o d z ą  
n a s t ę p u j ą c e  w ł a s n o ś c i :  1) p r z e k s z t a ł c e n i o m  
t y m  m o ż n a  n a d a ć  p o s t a ć  (7); 2) p r z e k s z t a ł c e ­
n i a  s ą  p r z e m i e n n e ;  3) d l a  k a ż d e g o  p r z e k s z t a ł -
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c e n i ą  i s t n i e j e  w g r u p i e  p r z e k s z t a ł c e n i e  o d ­
w r o t n e ;  4) p r z e z  o d p o w i e d n i ą  z a m i a n ę  z m i e n ­
n y c h  w z o r y  p r z e k s z t a ł c e n i a  p r z e c h o d z ą  na  
w z o r y  g r u p y  p r z e s u n i ę ć .

Jeżeli założymy, że rozważana grupa jest grupą L i eg  o 
(patrz § 2), z a w i e r a j ą c ą  p r z e k s z t a ł c e n i e  t o ż s a ­
m o ś c i o w e ,  wtedy a° musi z pewnością znajdować się we­
wnątrz obszaru ((«)), a więc dla tej grupy mają miejsce wszyst­
kie wyżej wymienione własności.

Jeżeli natomiast wyłączymy grupy L i e g o i przyjmiemy, 
że obszar ((o)), odnoszący się do niej, jest ograniczony w ten spo­
sób, iż punkt a° znajduje się na obwodz i e  (ponieważ od naszej 
woli zależy ograniczenie obszaru przy utrzymaniu własności, 
aby przekształcenia tworzyły grupę) i jeżeli przyjmiemy jeszcze, 
że całka t jest określona dla pewnego obszaru, zawartego w ((«)) 
i mającego punkt a° na swym obwodzie, wtedy możemy powtó­
rzyć wszystkie powyższe rozumowania i otrzymać rezultaty ana­
logiczne, wyjąwszy przypadek, w którym zdarzyć się może, że 
otoczenie punktu fc=0, o którem wyżej mowa, ma punkt zero na 
swym obwodzie, a wtedy nie można twierdzić, że zawiera punkt 
— i1; skoro zawiera punkt tv Wtedy też twierdzić nie można, 
że dla każdego przekształcenia, obranego w odpowiedniem oto­
czeniu przekształcenia tożsamościowego, istnieje przekształce­
nie odwrotne. Jako przykład przytoczyć można grupy, dane 
przez też wzory (7), w których atoli przyjmiemy, żę t nie może 
przybierać wszystkich możliwych wartości, a przybiera tylko np. 
wartości rzeczywiste ujemne (włączając zawsze i zero); mamy 
wtedy, jak łatwo widzieć, zawsze dwie grupy, zawierające prze­
kształcenie tożsamościowe, ale nie posiadające wskazanej wyżej 
własności.

Przy pomocy powyższych rozważań znaleźliśmy prostą po­
stać kanoniczną nie dla wszystkich przekształceń grupy para­
metrowej, lecz tylko dla przekształceń, należących do pewnego 
otoczenia przekształcenia tożsamościowego.

Analogiczne rozważania przeprowadzić się dają dla wszy­
stkich przekształceń nie tylko w otoczeniu przekształcenia toż­
samościowego, lecz także w otoczeniu jakiegokolwiek przekształ-
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cenią grupy. Przyjmijmy, że a° nie jest już, jak wyżej, para­
metrem przekształcenia tożsamościowego,—którego istnienia na­
wet teraz nie zakładamy—i dla uniknienia pomieszania, postaw­
my a', zamiast a° we wzorach poprzednich. Dla otrzymania 
wzorów przekształcenia w otoczeniu punktu a', musimy we wzo­
rach (3) i (5) nadać stałym ct, , c„_i, c„ wartości takie, aby 
dla a—a' otrzymane przekształcenie było przekształceniem da- 
nem, t. j. x,'=f, (xu . . . ,  x„).

Dajmy, że dla tych wartości zmiennych x' funkcye 
Qt, . . . ,  Qn stają się odpowiednio funkcyami co,, .. ., con zmien­
nych x; jest jasnem, że wielkości c staną się równemi tym wiel­
kościom co. t. j. że będzie (po wprowadzeniu, jak wyżej, wiel­
kości t):

Dj (x ) — co, (¡r), . . . . , ił«—i (x ) =  co»—i (*r),
(8 )

( X  ) ------  (O n  (*̂ ) “j“  ̂•
Jest to właśnie postać kanoniczna dla wszystkich prze­

kształceń grupy, które należą do odpowiedniego otoczenia prze­
kształcenia o parametrze a1. Dla t = 0, t. j. dla a—a', równa­
nia (8) przechodzą na następujące:

(9) Qx ( X , ) =  (0 1 (x), . . . , (x') =  ( O n — i (x), Qn(x')— (0 „(x),
równoważne danemu przekształceniu.

Rozpatrzmy teraz przekształcenia:
Ql (x") — Ql (x'), . .  . ., Qn -1 (x") =  Qn-\  (X'),

( 10)
Qn (x") == Qn (x>) +  t,

będące przekształceniami grupy, zawierającej przekształcenie 
tożsamościowe dla a—a'] jest jasnem, że iloczyn przekształ­
ceń (9) przez przekształcenia (10) daje przekształcenia (8), mo­
żemy więc twierdzić, że:

G d y  d a n a  j e s t  g r u p a  j e d n o p a r a m e t r o w a ,  
t o  j e j  p r z e k s z t a ł c e n i a ,  z n a j d u j ą c e  s i ę  w ot o­
c z e n i u  j e d n e g o  k t ó r e g o k o l w i e k  p r z e k s z t a ł ­
c e n i a ,  m o ż n a  u w a ż a ć  za  i l o c z y n y  t e g o  p r z e ­
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k s z t a ł c e n i a  p r z e z  p r z e k s z t a ł c e n i e  j e d n e j  
z g r u p ,  n a z w a n y c h  g r u p a m i  k a n o n i c z n e mi.

Dla wyjaśnienia podamy prosty przykład następujący: 
Niechaj będzie układ równań różniczkowych:

dx'_ , 1 dx2'
da X[ ' a ’ da

Całkując i kładąc:
a

(‘da , a
- | t  =  1o k 7 ? ’

mieć będziemy równania:

t3 =  ci . log *i' =  % + 1;

X,i jeżeli położymy e, =  —̂  , c2 =  log a:,, możemy wzory przę­
śl

kształcenia napisać w postaci:

r r ,  =  — 3 ’ loS *i =  loS xi +  ]° g ^  •«¿1 CL

Rozwiązując je względem x1' i x2', otrzymamy:
aa:, aur,,

§ 6.
Wzory wyraźne kanoniczne na przekształcenia grupy jednoparametro- 

wej. Przekształcenia nieskończonostkowe.

Wyszedłszy z wzorów (1) paragrafu poprzedzającego, do­
szliśmy do wzorów (7), które w istocie są wzorami wszystkich 
przekształceń grupy, należących do pewnego otoczenia prze­
kształcenia tożsamościowego. Obecnie podamy te wzory w po­
staci odmiennej, a mianowicie rozwiązane względem wielkości x',
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a więc w postaci rozwinięć na szeregi według potęg całkowitych 
dodatnich rosnących wielkości t.-

Równania (1) paragrafu poprzedzającego, po wprowadze­
niu wielkości t, przechodzą na następujące:

W w  =
Dla i—0 wielkości x' stają się, stosownie do założenia, 

równemi wielkościom x, możemy więc napisać:

|~&Xj 1 _  [ dj, (P )] Tdi,-\x') dxh' 1 ,
L di2 J i=o L dt Jł=o dxk' dt J<= o ^  * dxkh=1 h=l

Kładąc więc ogólnie:

h= 1
mamy:

[ ■̂ L—
Podobnież otrzymalibyśmy:

a więc, na podstawie zwykłego rozwinięcia według wzoru T a y ­
l o r a ,  będzie:



44 Rozitział I § 6.—Przekształcenia nieskończonostkowe.

(2) Xi=Xrf  t Xxi- \ - ~  X'2xi - f  . . . .

W podobny sposób otrzymać można analogiczne rozwinięcie ja ­
kiejkolwiek funkcyi wielkości x' :

(3) F{x!)=F(x) +  tX (F (x ))  +  A’*(F (*)) +  ...;

i ten wzór można uważać jako ogólny, obejmujący w sobie wszy­
stkie wzory (2).

Znaleźliśmy tym sposobem szukane wzory wyraźne prze­
kształceń grupy, należących do pewnego otoczenia przekształ­
cenia tożsamościowego; wzory (2) nazwać można wzorami k a- 
n o n i c z n e m i  przekształceń grupy.

Ważną jest rzeczą wskazać, w jak prosty sposób z wzo­
rów (2) i (3) otrzymać można w z o r y  o d w r o t n e ,  t. j. wzo­
ry, wyrażające wielkości x przez wielkości x‘. Wiemy, że para­
metrem przekształcenia, odwrotnego względem przekształcenia 
o parametrze t, jest — <; dość więc we wzorach (2) zamiast t 
napisać -  t, zamiast x‘ napisać x. aby otrzymać przekształce­
nie odwrotne, które zresztą, jak wiemy, należy także do gru­
py, a więc powinno być dane przez też same wzory (2).

Ważność wzorów poprzedzających polega głównie na 
wprowadzeniu symbolu X, którego badanie jest ściśle związane 
z badaniem przekształceń grupy, jak to widać już z wzorów (2).

Jeżeli wyobrazimy sobie, że t jest nieskończenie małe, tak 
że możemy pominąć jego potęgi wyższe, otrzymamy wtedy prze­
kształcenie, którego wzorami — aż do nieskończonostek rzędu 
wyższego—są:

(4) x/ — Xi +  t i i .

Przekształcenie to nazywamy p r z e k s z t a ł c e n i e m  n i e -  
s k o ń c z o n o s t k o w e m  grupy; jest jasnem, że k a ż d a  
g r u p a  j e d n o p a r a m e t r o w a ,  z a w i e r a j ą c a  p r z e ­
k s z t a ł c e n i e  t o ż s a m o ś c i o w e ,  z a w i e r a  z a w s z e
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przekształcenie, dla którego wielkości a;' zmieniają się o wiel­
kości nieskończonostkowe, proporcjonalne do £,, . . . ,  £*, t. j.
do funkcyj, występujących w równaniach różniczkowych (1) 
i będących temi samemi funkcyami, które służą do konstrukcyi 
symbolu:

Przyrost, jakiego doznaje jakakolwiek funkcya F wielko­
ści x' wskutek przekształcenia nieskończonostkowego, otrzymu­
jemy bezpośrednio z wzoru (3), mianowicie:

Stąd ujawnia się ścisła łączność symbolu X, i przekształcenia nie­
skończonostkowego; z tego powodu symbol ten przyjmuje się 
zwykle jako symbol tego przekształcenia. Gdy mówimy: n i e ­
c h a j  b ę d z i e  d a n e  p r z e k s z t a ł c e n i e  n i e s k o ń ­
c z o n o s t k o w e  X, należy przez to rozumieć: n i e c h a j  bę ­
d z i e  d a n e  p r z e k s z t a ł c e n i e  n i e s k o ń c z o n o s t ­
k o w e  (4), k t ó r e g o  s p ó ł c z y n n i k i  i s ą  t e m i  s a ­
m e m i  w i e l k o ś c i a m i ,  k t ó r e  s ł u ż ą  do u t w o r z e ­
n i a  s y m b o l u  X.

Wzory (2), gdy dany jest symbol X, określają przekształ­
cenia grupy w pewnem otoczeniu przekształcenia tożsamościo­
wego; z drugiej strony, dana grupa określa symbol X. Możemy 
więc powiedzieć, że zawarte w pewnem skończonem otoczeniu 
przekształcenia tożsamościowego przekształcenia grupy, zawie­
rającej przekształcenie tożsamościowe, charakteryzuje (w zna­
czeniu, jak na teraz, czysto formalnem) to właśnie przekształce­
nie nieskończonostkowe grupy. Lecz możemy powiedzieć i więcej, 
mianowicie, że każde przekształcenie skończone rzeczonego oto­
czenia otrzymujemy, powtarzając nieskończenie wiele razy prze­
kształcenie nieskończonostkowe, t. j. że g r u p ę  w y t w a r z a

\F  =  F (*') — F (*) =  tX  (F (as)).
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j e j  p r z e k s z t a ł c e n i e  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e ,  co 
widać z powyższych wzorów (2).

Zachodzi inny jeszcze związek, bardziej ścisły pomiędzy 
przekształceniami grupy a symbolem X, o czem mówić będziemy 
w następnym paragrafie.

Zaznaczmy wreszcie, że symbol X  można uważać też jako 
symbol działania, wykonywanego na pewnej nieoznaczonej fun- 
kcyi f. Symbol ten posiada oczywiście wiele własności analo­
gicznych do zwykłego symbolu różniczkowania.

§  7 .

Trajektorye grupy jednoparametrowej. Redukcya i postać kanoniczna 
symbolów przekształceń nieskończonostkowych. Wyznaczenie grupy 

kanonicznej z danego je j przekształcenia nieskończonostkowego.

Niechaj będzie punkt P  przestrzeni n-wymiarowej o spół- 
rzędnych x,, xa, . . . ,  xn. Zastosujmy do niego wszystkie prze­
kształcenia grupy jednoparametrowej; spółrzędne punktu prze­
kształconego dają nam wzory:

( 1 )  X 1' = f l  ( ® j ,  .  .  • ,  X „ ,  t ) ,  . .  . ,  X „  = f n  . . .  i  % n i  i )  •  .  •

Spółrzędne te zmieniają się tedy wraz z wielkością t ; miejscem 
punktów przekształconych będzie więc wogóle krzywa, t. j. roz­
maitość oo1 punktów. Jeżeli zamiast z punktu x1} . . . ,  xH, wy- 
szlibyśmy z innego punktu tejże rozmaitości oo1 punktów, to 
ponieważ przekształcenia tworzą grupę, krzywa, otrzymana 
w sposób analogiczny, byłaby ta sama, co poprzednio. Gdyż 
jeżeli przyjmiemy, że przy pomocy pewnego przekształcenia 
przechodzimy od punktu P  do punktu P r, a potem za pomocą 
innego przekształcenia od punktu P' do punktu P", to iloczyn 
tych dwóch przekształceń powinien prowadzić od punktu P  do 
P". Lecz iloczyn dwóch przekształceń jest znowu innem z tych­
że przekształceń, a więc punkt P" jest jednym z oo1 punktów,
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na które przekształca się punkt P, t. j. powinien znajdować się 
na krzywej, utworzonej przez przekształcenia punktu P. Widzi­
my tedy, że punkty przestrzeni są ze względu na daną grupę je- 
dnoparametrową rozmieszczone na nieskończenie wielu krzy­
wych, z których jedna i tylko jedna przechodzi przez każdy punkt. 
Krzywe te nazywają się t r a j  e k t o r y  a mi  g r u p y .  Traje- 
ktoryi jest tym sposobem oon_1.

A teraz zapytajmy o styczną do trajektoryi w jednym z jej 
punktów. Dostawy kierunkowe stycznej określone są przez po­
chodne wielkości x' względem t dla ¿=0. Pochodne te, na za­
sadzie równań różniczkowych (1) §-u poprzedzającego, są odpo­
wiednio proporcyonalne do wielkości £, (x), . . . , £„ (x). Stąd— 
co było do przewidzenia—styczna, o której mowa, jest prostą, 
łączącą punkt xl7 .. ., xH z punktem nieskończenie blizkim, któ­
ry otrzymujemy z pierwszego za pomocą przekształcenia nie- 
skończonostkowego (4) §-u poprzedzającego

Poszukajmy związków pomiędzy trajektoryami a symbo­
lem X. Równania:

dx] _  dxi dxn
Si (*) ~~ S2 (x)  ~  ' ‘ ' — S* (x )  ’

są oczywiście równaniami różniczkowemi trajektoryj, albowiem 
różniczki dxv . . . ,  dx„ są, jak wiadomo, proporcyonalne do do­
staw kierunkowych stycznej do krzywej, równania zaś te wyra­
żają, że dostawy kierunkowe są właśnie proporcyonalne do 
£1; . . . ,  i„ . Jeżeli teraz oznaczymy na chwilę przez:

Q \  • • • ,  ------  ^ i ,  •  • • -  — 1 ( ^ 1 ,  .  •  .  ,  X n )    C n — 1

równania skończone trajektoryj, to różniczkując je, otrzymamy 
związki tożsamościowe:

(3)
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a podstawiając w nich zamiast dxtl . . .  , dxn proporcyonalne do 
tych różniczek na podstawie równań (2) wielkości 4j, 
mieć będziemy:

dfiłj | i . óLJ j
■*eT +  + 0,

6i dxx- 4 - • • • -ł- i« ¿ a -
dxn =  0,

gdzie , i2„_i są całkami równania o pochodnych cząst­
kowych, liniowego, jednorodnego rzędu 1-go:

Równanie o pochodnych cząstkowych tego gatunku nie 
może mieć więcej, niż n—1 całek niezależnych J), stąd: p r z y ­
r ó w n y w a j  ąc  do s t a ł y c h  n—1 c a ł e k  n i e z a l e ż ­
n y c h  r ó w n a n i a  X f  =  0, o t r z y m u j e m y  r ó w n a ­
n i a  s k o ń c z o n e  t r a j e k t o r y j  g r u p y .

Możemy też powiedzieć:
D a n y  p u n k t  i s y m b o l  X  o k r e ś l a j ą  w o g ó l ­

n o ś c i  p e w i e n  p r z e c h o d z ą c y  p r z e z  t e n  p u n k t

*) W  samej rzeczy, gdybyśmy przyjęli, że całek tych jest n, mielibyśmy 
równania:

dii, dii,
diT +  • •' +  1 ST =  o,

dii» . dSłn : 0.

a ponieważ wyznacznik takiego układu liniowego względem wielkości £ musi 
być zerem, to wyznacznik funkcyjny n całek względem wielkości x  byłby ze­
rem, co znaczy, że pomiędzy temi całkami zachodziłby pewien związek.
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k i e r u n e k  (t. j. s t y c z n e  do t r a j e k t  o r y  j), k t ó r e ­
go  d o s t a w y  są p r o p o r c y o n a 1 n e do w a r t o ś c i  
s p ó t c z y n n i k ó w  J s y m b o l u Z w  p u n k c i e  d a n y m.

Niechaj będzie dany symbol X  przekształcenia nieskończo- 
nostkowego; zbadajmy, jak przekształca się ten symbol, gdy za­
miast wielkości x wprowadzimy zmienne y, połączone ze zmień - 
nemi x przy pomocy związków:

Vi =  <Pl (*i, • • •, *„), . . . , yH =  <Pn (x1} xn).

Zauważmy, że jeżeli f  jest jakąkolwiek funkcyą zmiennych 
x, wtedy:

df _ y  #  tyi
dxh ~  Zd dyt dxh :i=i

a więc:

^ 2 «.£-Ż«.2 S -£ .h = \ h =  i'= l

lub:

* - 2 ( 2  «•£)£-i  ««*£■»•=1 *=1 1=1

Widzimy więc, że s y m b o l  X p r z e k s z t a ł c a  s i ę  
n a  s y m b o l  t e g o  s a m e g o  g a t u n k u  i że s p ó ł c z y n -  
n i k i  n o w e  s ą  w y n i k i e m  z a s t o s o w a n i a  t e g o ż  
s y m b o l u  do f u n k c y j ,  w y r a ż a j ą c y c h  n o w e  
z m i e n n e  p r z e z  d a wn e .

Pozostawmy nieoznaczoną funkcyę cp, funkcye zaś cpv ...,cpn~v 
uczyńmy odpowiednio równemi całkom Qu ..  . ,  Qn— i równań 
Xf =  0, t. j. pierwszym stronom równań trajektoryj; ponieważ 
wtedy:

XQl =  0, XQt =  0, . . . , XQ„^ =  0,
Pascal: Teorya grup przekształceń. 4



50 Rozdział I § 7 .—Postać kanoniczna symbolu X

przeto:
X f =  X<pH -jr~

i jeżeli wyznaczymy cpn tak, aby było:

(5) X(p„ — 1 ,

będziemy mieli:

(6) xf= w.
Ta zredukowana postać symbolu X, otrzymana po wprowadze­
niu nowych zmiennych, nazywa się k a n o n i c z n ą .

Dla uzupełnienia tego badania należy jeszcze pokazać, w ja­
ki sposób z równania (5) można wyznaczyć fnnkcyę <pn. Otóż 
równanie (5) jest równaniem o pochodnych cząstkowych rzędu 
1-go, liniowem, niejednorodnem- według znanej teoryi L a- 
g r a n g e’a, całkowanie takiego równania sprowadza się do cał­
kowania układu równań różniczkowych zwyczajnych:

(7)
dcc,i r dxH

1 7
d<pn

Do celu naszego wystarcza mieć jednę całkę tego układu, za­
wierającą funkcyę <pn ; weźmy więc np. równanie:

(&) d(pn~
dcc n
1 7

i podstawmy w niem zamiast zmiennych xv . . . ,  xn, zachodzą­
cych w funkcyi i„, wartości ich, otrzymane z równań:
t , • • :

. . . , —1 === Cn—i ,

bodących całkami układu (2) i zarazem układu (7) (w którym
doc dxstosunki - j  —* =  . . . == —̂ -1 są te same, co w układzie (21)),
»1 ¡on
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a otrzymamy z równania (8) równanie różniczkowe zwyczajne 
pomiędzy cp„ i x„ . Całkując to równanie i podstawiając za 
Ci, , cH-\ ich wartości, znajdziemy szukaną funkcyę <p„ zmien­
nych xv .. ., xH.

Niechaj będzie przekształcenie nieskończonostkowe X ; 
utwórzmy rozwinięcia szeregowe:

(9) x'h =  xh +  ± -  X x „ Ą -~ X * x h +  . . . .

stosujące się do pewnego otoczenia punktu i=0.
Do tych rozwinięć doszliśmy w § 6, rozwijając na szeregi 

w otoczeniu punktu t—0 wielkości x', otrzymane z wzorów (7) 
§-u 5-go, które, jak to powiedzieliśmy, są wzorami przekształce­
nia grupy kanonicznej.

Postępowanie, wskazane w § 5, może posłużyć do okazania, 
w jaki sposób, mając X , możemy stąd otrzymać równania skoń­
czone grupy kanonicznej; będzie przeto rzeczą użyteczną podać 
te rachunki w formie nieco różnej, które wskaże zarazem zwią­
zek ich z rozważaniami powyższemi nad redukcyą do formy ka­
nonicznej symbolów przekształceń nieskończonostkowych.

Wzory (9) można zjednoczyć, jak wiemy, w jednym wzo­
rze ogólnym (patrz § 6):

(10) F {x') =  F (x) +  X  (F(x)) -j— X2 (F (x)) +  . . .

Wybierzmy na F takie funkcye, aby było tożsamościowo 
X 7  =  0; ponieważ wtedy są zerami XiF, X3F, . . ., więc strona 
pierwsza wzoru (10) sprowadza się do pierwszego jej wyrazu 
a wielkość t zostaje tym sposobem wyeliminowana. Wypadnie 
więc wziąć za F całki równania XF — 0, posiadającego, jak 
wiemy, n—1 całek niezależnych Qu . . . ,  Qn—\. Kładąc w rów­
naniu (10,) za F  kolejno każdą z tych całek, otrzymujemy bez­
pośrednio wzory:

(U) Qx (x') =  Ql (x), . . . , (X') — Qn- 1 (x),
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które są dokładnie n—1 pierwszemi wzorami (7) § 5-go i które 
możemy uważać jako rezultat eliminacyi wielkości t z równań (ił). 
Pozostaje znaleść ostatni z wzorów 6) § 5-go, zawierający wiel­
kość t. Dojdziemy do tego, obliczając funkcyę Qn tak, aby 
było XQ„—l. W samej rzeczy jest wtedy X źQn= X 3Qn=...—Q, 
a z równania (10), kładąc w niem F—Qn , otrzymujemy wprost:

(12) Qk Oz') =  fl. (*) -j- t .

Widzimy więc, że wyznaczenie funkcyi Q„ odpowiada 
ściśle wyznaczeniu powyższemu funkcyi <pn, sprowadzającej 
symbol X  do postaci kanonicznej, i podobnie wyznaczenie 
funkcyj odpowiada wyznaczeniu funkcyj <p, , ..
które służyły do tej samej redukcyi. Możemy więc powiedzieć: 
E e d u k c y  a p r z e k s z t a ł c e n i a  X  do p o s t a c i  k a n o ­
n i c z n e j  i w y z n a c z e n i e  g r u p y  k a n o n i c z n e j ,  
z a w i e r a j ą c e j  d a n e  p r z e k s z t a ł c e n i e  X, s ą  zu­
p e ł n i e  r ó w n o w a ż n e .

Możemy nadto powiedzieć:
M a j ą c  d a n e  p r z e k s z t a ł c e n i e  n i e s k o ń c z o -  

n o s t k o w e  X, m o ż n a  u t w o r z y ć  g r u p ę  ( k a n o n i ­
c zną )  o j e d n y m  p a r a m e t r z e  i s t o t n y m ,  z a w i e ­
r a j ą c ą  p r z e k s z t a ł c e n i e  t o ż s a m o ś c i o w e  i d a ­
ne  p r z e k s z t a ł c e n i e  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e ,  z a ­
w i e r a j ą c ą  n a d t o  do k a ż d e g o  p r z e k s z t a ł c e ­
n i a  o d w r o t n e ;  w z o r y  p r z e k s z t a ł c e n i a  t ej  g r u p y  
d a j ą  s i ę  w o t o c z e n i u  p r z e k s z t a ł c e n i a  t o ż s a -  
m o ś c i o w e g o r o z w i n ą ć  n a  s z e r e g i ,  t a k i e  j a k  (9), 
w o t o c z e n i u  z a ś  i n n e g o  j a k i e g o k o l w i e k  p r z e ­
k s z t a ł c e n i a ,  np.  w o t o c z e n i u  p r z e k s z t a ł c e ­
n i a  o p a r a m e t r z e  t, p r z e d s t a w i ć  s i ę  d a j ą  j a k o  
i l o c z y n y  p e w n e g o  u s t a l o n e g o  p r z e k s z t a ł c e ­
n i a  o p a r a m e t r z e  ł, p r z e z  p r z e k s z t a ł c e n i e ,  da­
ne  p r z e z  w z o r y  (9), gdz i e  z a m i a s t  t w z i ę t o  t — tu 
Ta ostatnia własność wynika z. rozważań analogicznych do roz­
ważań, podanych na końcu § 5-go.
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gdzie symbol operacyjny wykładniczy etx ma na podstawie defini- 
cyi, rozwijać się na szereg, podobny do tego, na jaki rozwi­
jałby się, gdyby wykładnik był wielkością istotną.

§8 .

Rozmaite własności symbolów przekształceń nieskończonostkowych 
i związki pomiędzy niemi. Symbol Poissona i wzór Jacobi'ego. Rząd 

przekształcenia nieskończonostkowego w punkcie danym.

Niechaj będzie r przekształceń nieskończonostkowych:

Utwórzmy przy pomocy r funkcyj dowolnych l u . . . ,  kr kom- 
binacyę:

będziemy mieli, oczywiście, wyrażenie tego samego typu, co X, 
t. j. symbol pewnego przekształcenia nieskończonostkowego. Dla 
każdego przekształcenia nieskończonostkowego X, przyrosty nie- 
skończonostkowe zmiennych sch są proporcyonalne do wielkości 
dla nowego przekształcenia, otrzymanego liniowo z danych, przy­
rosty te będą proporcyonalne do takichże kombinacyj liniowych 
wielkości 4, t. j. do wielkości Xr £rh- Widzimy
tedy, że kombinacya l i n i o w a  symbolów pociąga za sobą kom- 
binacyę l i n i o w ą  przyrostów wielkości x.

n n

¿ 1 * /  + ------\-Xr Xrf-
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Nazwiemy r przekształceń nieskończonostkowych wp r o s t  
lub z w y c z a j n i e  n i e z a l e ż n e m i ,  gdy symbole ich X  
nie czynią zadość żadnemu związkowi liniowemu postaci:

(1) e1X 1f  +  ei X i f + . . .  +  er X r f = 0 ,

w którym spółczynniki e,, e2, . . ., ey są niezależne od x i nie 
są wszystkie równe zeru. Nazwiemy te przekształcenia X  b e z ­
w z g l ę d n i e  n i e z a l e ż n e m i ,  jeżeli nie istnieje żaden 
związek liniowy jak (1). w którym spółczynniki e mogą być 
jakiemikolwiek funkcyami zmiennych x.

Jest oczy wistem, że gdy r symbolów X są niezależnemi bez­
względnie, to są niezależnemi zwyczajnie, lecz nie odwrotnie. 
Jest nadto oczywistem, że w a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  
i d o s t a t e c z n y m  n i e z a l e ż n o ś c i  b e z w z g l ę d n e j  
j e s t ,  b y  m a c i e r z :

£ l l i l 2 >  • • 7 £l n

S r . , • » f r wo
b y ł a  r ó ż n a  od zer a .

Łatwo okazać, że gdy zmiennych jest n, to pomiędzy n-\-1 
symbolami przekształceń nieskończonostkowych zachodzi zawsze 
z w i ą z e k  l i n i o w y  j e d n o r o d n y  o s p ó ł c z y n n i -  
k a c h ,  k t ó r e  są  f u n k c y a m i  z m i e n n y c h  x, t. j. 
m +  1 p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t k o w y c h  
o n z m i e n n y c h  n i e  m o g ą  b y ć  b e z w z g l ę d n i e  
n i e z a l e ż n e m i .

W samej rzeczy, aby istniał układ:

X,f df
dx1 + n Ó J‘ n

W  f  _  i  . df  . l i  df
x “+1' -  5b+1-1 + •  • • +  * ton  ■■

musi być zerem wyznacznik:
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* x f ,  fn , . • ł £l»

Xn-)-l fi £»+1,1, •

skąd otrzymujemy właśnie związek liniowy pomiędzy symbo­
lami X.

Powiedzieliśmy na końcu § 6-go, że symbol X można uwa­
żać także jako symbol operacyjny, mający wiele własności sym­
bolu różniczkowania. Istotnie, jest oczywistem, że posiada on wła­
sność przemiennośei z symbolem sumy, t. j. że operujemy tym 
symbolem na sumie, operując na każdym wyrazie sumy; podob­
nież łatwo widzieć, że działanie, wskazane symbolem X, stoso­
wane do iloczynu, podlega tym samym prawidłom, co różniczko­
wanie iloczynu i t. d. Dalej, gdy mamy wykonać działanie X  
na funkcyi złożonej f  (<p, ip, ...), gdzie <p, rp, . . .  są funkcyami 
zmiennych x, dość w takim razie zastosować prawidło znane, 
by otrzymać wzór:

x v  +  X Xv +  . . .

analogiczny do wzoru na pochodną funkcyi złożonej.
Dla dwóch symbolów X nie istnieje prawo przemiennośei, 

t. j. że działając najprzód jednym, a potem drugim, nie otrży- 
mujemy wogóle tego samego wyniku, jaki otrzymujemy; dzia­
łając symbolami w porządku odwrotnym. Jeżeli zatem X,- Xj f  
oznacza wynik pierwszego, Xj X, f  wynik drugiego działania, 
różnica:

X, A',-/'- -  X,Xi f \  ' "

nie jest wogóle zerem. Różnicę tę oznaczać będziemy krótko 
za pomocą symbolu 5

(2) . . .  (x, Xj) f,  .. . . .

który nazywamy zwykle n a w i a s e m P o i s s o n a. Okażo->
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my, że symbol (2) jest tego samego typu, co X, t. j. jest liniowym 
jednorodnym względem pochodnych rzędu 1-go funkcyi f  i nie 
zawiera pochodnych rzędu 2-go. W samej rzeczy:

h=1

tijh i r 
da;*- da;» ,A

¿y
da?» dxk >

zmieniając tu i na j, h na Jc i odejmując, otrzymujemy:

n n n
dijh > df.»\

(x ^ « 2 (2 f c g - 2 * . £ ) £
(3)

»=1 *=1

A=1

W ten sposób twierdzenie zostało dowiedzione. Widzimy 
stąd nadto, w jaki sposób powstają spółczynniki nowego sym­
bolu: są one równe różnicom wyników, otrzymanych przez sto­
sowanie działań X, i Xj odpowiednio do spółczynników sym­
boli Xj i X ,.

Łatwo okazać prawdziwość wzoru:

(<P (*) X, +  y, (x) X, +  .. . ,  Xs) f  
=  <p(x) (Xt X3) f + y , ( x )  (Xt X3) f + . . .

— X3cp (x) X J  — X3xp (x) X2f  — .

Ważną jest tożsamość, nazwana tożsamością J a c o b i’ego:

((X; x a) x 3) +  ((X2 x 3) X J 4- ((X3 X3) X2) =  o.

Aby ją wyprowadzić, zauważmy, że:
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stąd:
(*. X2) — -Xi Xg — X2 Xt ,

((*1 X2) X3) =  (X, X2) z 3 -  Z, (Xt X2) =  Z, Z2 X3- * 2 Z, Z3 
— Z3 Zj .Y3 -(- z 3 z 2 z t .

Przemieniając kołowo skaźniki 1, 2, 3 i sumując, otrzymu­
jemy związek żądany.

Pomiędzy symbolami Z  zachodzą jeszcze inne związki, 
podane w nocie „O pewnych tożsamościach, zachodzących po­
między symbolami operacyjnemi, przedstawi aj ącemi przekształ­
cenia nieskończonostkowe “1), a które służą do rozwiązania waż­
nego zadania, dotyczącego iloczynu dwóch przekształceń skoń­
czonych. Podamy tu tylko sam rezultat, odsyłając czytelnika 
po szczegóły do tej noty oraz do innej p. t.: „O wzorze na iloczyn 
dwóch przekształceń skończonych“ i t. d.*J.

Niechaj będzie li symbolów X,, .. ., Xh przekształceń nie- 
skończonostkowych; załóżmy, że są one albo wszystkie różne, 
albo też, że niektóre z nich są sobie równe. Utwórzmy ich ilo­
czyny, zmieniając porządek czynników w s z e l k i e m i  możli- 
wemi sposobami, tak aby otrzymać iloczyny wogóle różne. Je­
żeli pomiędzy symbolami X jest a symbolów równych Xlt fi rów­
nych X2, i t. d , tak że a -|- fi -j- .. . =  h, to liczba iloczynów róż-

h\nych będzie oczywiście ■  ̂ ---- Sumę wszystkich tych ilo­

czynów nazwijmy s u m ą  e l e m e n t a r n ą  d z i a ł a ń  r z ę ­
d u  h, działania zaś Xia, X, n a z w i j m y  d z i a ł a n i a m i  
s k ł a d o w e m i .  Wyniki, otrzymane przez nas w powyżej 
wymienionej nocie, wyrażają się w twierdzeniach następujących:

D z i a ł a n i e  r z ę d u  h

(4)
r )

X {  x / - r

*) E. P a s c a 1: Sopra alcune identitä fra i simboli operativi rappresen- 
tanti trasiormazioai infinitesime. Rend 1st. Lomb. (2), 34,1901.

") E. P a s c a l :  Sulla formola di prodotto di due trasformazioni finite 
etc. Tamże.
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m o ż e  b y ć  w y r a ż o n e  l i n i o w o  p r z e z  s u m y  e l e ­
m e n t a r n e  r z ę d u  k, k —1, k—2, .. .; te zaś działania i icł̂  
spółczynniki otrzymujemy sposobem następującym.

Utwórzmy m nawiasów postaci: - . ■ i

(5) ( X . ( X . . . ( X , ( X  X) )  •••))>
gdzie skaźniki i t, w liczbie s mają tylko wartości 1 i 2,
skombinowane dowolnie; liczba v wszystkich symbolów X2> znaj­
dujących się w tych nawiasach, niechaj nie będzie większa ód r, 
a liczba w wszystkich symbolów X1 niechaj nie przewyższa k—r. 
Stąd, jeżeli przynajmniej jeden symbol X  znajduje się w każ­
dym z tych nawiasów, będzie ni vi i nadto v r> w X  U—r> 
m X r i liczba s i skaźniki ż,, . . . ,  is zmieniają się wogólności od 
jednego z m nawiasów do drugiego, przyczem nie jest wyłączo­
ne, że niektóre z nich, a nawet wszystkie te nawiasy są iden­
tyczne.

S u m a  e l e m e n t a r n a  S, k t ó r e j  s k ł a d o w e m i  
s ą I /" '" '* ,  •Z /-’ i m n a w i a s ó w  (5), j e s t  j e d n y m  
z w y r a z ó w  r o z w i n i ę c i a ,  k t ó r e  t u  r o z w a ż a m y -  
r o z w i n i ę c i e  t o o t r z y m u j e m y  t e d y ,  t w o r z ą c  
w s z e l k i e m i  m o ż l i w e m i  s p o s o b a m i  s u m y  eley 
m e n t a r n e  S i z n i c h  k o m b i n a c y ę  l i n i o w ą  
o s p ó ł c  z y n n i k a c h ,  k t ó r e  p o n i ż e j  ws k a ż e my .  ,r 

Suma elementarna S jest rzędu:

k—r—w-\-r—v ( m =  k-\-rn—v—w,

t. j. rzędu k —t, gdzie t =  w-\-v—in; a s p ó ł  c z y n n i k  licz-; 
b o w y  s u m y  S b ę d z i e  /<,(&-1). ... (Ze—f-f-1) U, g d z i e  
r  j e s t  w i e l k o ś ć  n i e z a l e ż n a ,  od 7c, a z a l e ż ą c a  
j e d y n i e  od d z i a ł a ń  s k ł a d o w y c h  s u m y  e l e me n ­
t a r n e j  S.

M a m y  t e d y :

(6; ( * ) X / X * -  =  ^  * (* - ! )  • • • F - &

g d z i e  z n a k  s u m y  r o z c i ą g a  s i ę  n a  w s z y s t k i e  
m o ż l i w e  s u m y  e l e m e n t a r n e  S. )
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Pozostaje jeszcze wskazać, w jaki sposób wyznacza się 
wielkość F. Rozważmy w tym celu szereg działań:

« * » ) ,  (* . (*1 *.)), (Z, (Z, (A, Z2))), . . .

i niechaj każdemu z nich odpowiada jedna z liczb / ,  y", . . . ,
związanych następującym wzorem zwrotnym:

v\»> =  _  TJL v<s -u _l _L vt*-2) a . -u. JL /  .i— -— 1 •7 L 2 1 7 X  3 l r s , y + \ J >-

działaniom X1} Z 2 niechaj odpowiada liczba 1, którą dla ana­
logii oznaczmy przez y(°>; wreszcie każdemu nawiasowi ogólniej­
szemu, takiemu jak (5), w którym symbole Z  od pierwszego aż 
do przedostatniego nie są wszystkie Z,, lecz już to Z,, już 
to Z2, niechaj odpowiada liczba oznaczona, dana przez pew­
ne prawo, którego do celu naszego znać nie potrzebujemy, 
Zresztą na zasadzie wyników, podanych i udowodnionych we 
wspomnianej nocie, można przy pomocy indukcyi wywniosko­
wać, że to prawo jest następujące. Dajmy, że postępując od stro­
ny prawej ku lewej w wyrażeniu (2) (po pierwszym skażniku 2) 
mamy a razy symbol X ze skaźnikiem 1, fi razy skażnik 2, d razy 
skaźnik 1, s razy skażnik 2 i tak dalej; liczba odpowiadająca 
symbolowi (2) będzie iloczynem liczb y postaci: y{a+?\ }>(*+•),. 
co istotnie sprawdza się dla r—1. 2. Zresztą, jak powiedziano, 
to czy inne prawo jest dla naszego celu obojętne; dość wiedzieć, 
że każdemu działaniu (5) odpowiada liczba niezależna od liczby 
Ic. Wielkość zaś V wyznacza się na podstawie następującego 
twierdzenia:

S p ó ł c z y n n i k  l i c z b o w y  R w ę  ¡w z o r ze (6) rów ­
n a  s ię  i l o c z y n o w i  l i c z b ,  o d p o w i a d a j ą c y c h  
k a ż d e m u  z d z i a ł a ń  s k ł a d o w y c h  s u m y  S.

Zaznaczymy jeszcze, że dla prostoty pisać będziemy sym­
bol (5) w postaci:

(7) (X„ Xu . . . %, X, X2),

i że liczby y mają wartości:
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7 = =  O, y’v =  - 6! » * * *

Wyniki te spożytkujemy w § 9.

Wprowadzimy obecnie pojęcie r z ę d u  p r z e k s z t a ł ­
c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e g o  w p u n k c i e  d a ­
nym.

Niechaj będzie punkt o spółrzędnych «,° i załóżmy, że 
spółczynniki przekształcenia nieskończonostkowego
są funkcyami r e g u l a r n e m i  w tym punkcie, t. j. że w jego 
otoczeniu dają się rozwinąć na szeregi według potęg całkowi­
tych dodatnich różnic av - sc,°. Wyobraźmy sobie te rozwinię­
cia, wykonane dla wszystkich funkcyj f; podstawmy je w wy­
rażeniu:

(8) +  5,1 3x.

zbierzmy razem wyrazy tego samego rzędu różnic «,—«,° i przyj­
mijmy w ogólności, że k jest najniższym rzędem, jaki występuje 
w rozwinięciach wszystkich funkcyj $. Wtedy wyrażenie (8) 
rozpadnie się na sumę pewnej liczby przekształceń nieskończo- 
nostkowych, z których pierwsze będzie miało jako spółczynniki 
funkcye jednorodne całkowite stopnia 1: różnic x,—xt°, spółczyn- 
nikami drugiego będą funkcye analogiczne stopnia łc-j-1, i tak 
dalej; mówimy wtedy, że dane przekształcenie nieskończonost- 
kowe, rozwinięte w sposób wyżej podany, daje nam przekształ­
cenie, które rozpoczyna się od wyrazów rzędu k i jest r z ę d u  
k w u w a ż a n y m  p u n k c i e « 0.

Jest jasnem, że dwa przekształcenia nieskończonostkowe, 
będące różnego rzędu w punkcie danym, są w p r o s t  n i e z a ­
l e ż n e ;  można powiedzieć i więcej, mianowicie, że dwa prze­
kształcenia nieskończonostkowe jednego rzędu w tym samym 
punkcie są wprost niezależne, jeżeli niezależnemi są od siebie 
ich wyrazy rzędu najniższego, od których rozpoczynają się roz­
winięcia na szereg tych dwóch przekształceń.
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Niechaj będą dwa przekształcenia nieskończonostkowe 
X, T, rzędów k, h w punkcie a;,0; szukajmy rzędu przekształ­
cenia (X Y) w tymże punkcie.

Stosując wzór (3), widzimy, że spółczynnikami przekształ­
cenia (X I7) są:

n

*=1

jeżeli £, rj są odpowiednio spółczynnikami przekształceń X, Y. 
Ponieważ przyjmujemy, że funkcye £ są rzędu k, funkcye zaś 
rj rzędu Ti względem różnic x,—x,°, przeto pochodne ich są od­
powiednio rzędów k—1, h—1-, mamy tedy:

„ J e ż e l i  r z ę d a m i  p r z e k s z t a ł c e ń  X, Y w p u n ­
k c i e  cc® są  o d p o w i e d n i o  4, /i, t o  r z ą d  p r z e k s z t a ł ­
c e n i a  (XY) j e s t  k-\-h — 1.“

"Ważnemjest, że r z ą d  p r z e k s z t a ł ć e n i a  ni eś  koń- 
c z o n o s t k o w e g o  X  w p u n k c i e  a;,0 n ie  z m i e n i a  
s i ę  p r z e z  z a m i a n ę  z m i e n n y c h .  W samej rzeczy, 
zamiast zmiennych x wprowadźmy zmienne y przy pomocy 
wzorów:

Vi=<Pi (*i, • • •, a?«), • • ■ , y»=<p» (®i,

które, jak zwykle przyjmujemy, dają się rozwiązać względem 
wielkości x, t. j. wyznacznik funkcyjny:

d (yt, . ■ . , yM)
d (xx.........xn) '

jest różny od zera. Załóżmy nadto, że funkcye y są regular- 
nemi w punkcie xt°, t. j. że zachodzą rozwinięcia:

n

V) — y f  + 2  ai* +  • • •
i=l

W rozwinięciach tych spółczynniki a,- nie mogą być wszystkie 
zerami, nie mogą być też zerami wszystkie spółczynniki, których
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pierwszy skaźnik jest ten. sam, gdyż wyznacznik wielkości a jest 
równy wyznacznikowi funkcyjnemu wielkości y względem x 
dla punktu a:Q\  ten zaś wyznacznik funkcyjny jest, jak założy­
liśmy, różny od zera.

Wiemy z § poprzedzającego, że spółczynniki przekształce­
nia nieskończonościowego po zamianie zmiennych są Xyj, t. j.:

n

s =  1

w ff . . .i jeżeli przez oznaczymy część wyrażenia ę,, będącą rzędu 
k, i zauważymy, że:

dlh
dxs =  njs

to wyrazy rzędu najniższego przekształcenia Xyj będą:

n

S=1

w s z y s t k i e  z a ś  o n e  ni e  m o g ą  b y ć  z e r a m i ,  bo 
w razie przeciwnym byłby też zerem wyznacznik wielkości a, 
co sprzeciwia się założeniu. A więc rzęd k nie ulega zmianie.

Wiemy z § poprzedzającego, że punkt i przekształcenie 
nieskończon ostko we X  określają w o g ó l n o ś c i  pewien kieru­
nek, przez ten punkt przechodzący, i że dostawy tego kierunku są 
proporcyonalne do wartości spółczynników f przekształcenia X  
w tym punkcie. Jeżeli teraz założymy, że przekształcenie nie- 
skończonostkowe jest w tym punkcie rzędu wyższego niż zero, 
wtedy oczywiście wszystkie spółczynniki f znikają w tym pun­
kcie, a więc kierunek, o którym wyżej mowa, staje się nieozna­
czonym. Uzupełniając tedy twierdzenie §-u poprzedzającego, 
możemy powiedzieć, że przekształcenie nieskończonostkowe wte­
dy określa kierunek, przechodzący przez punkt dany, jeżeli jest
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rzędu zero dla tego punktu, a nie jest rzędu wyższego od zera. 
W tym drugim zaś przypadku mówimy, że p r z e k s z t a ł c e ­
n i e  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e  n i e  z m i e n i a  p u n k t u  
(in Rułie lasst, według wyrażenia L i e g o); mamy tedy twier­
dzenie:

P r z e k s z t a ł c e n i e  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e ,  bę­
d ą c e  w p u n k c i e  d a n y m  r z ę d u  w y ż s z e g o  n i ż  
zer o,  n i e  z m i e n i a  t e g o  p u n k t u .

§ 9.
Wzory na iloczyn dwu przekształceń skończonych, danych w postaci

kanonicznej.

Niechaj będą dwa przekształcenia w zwykłej postaci kano­
nicznej:

P
0Ci =  X i  - f  j j  X, X i  - \ -  - o t  X,2 . r ,  - j -  .  .  .  =  e t x ' x t ,2!

( 1 )

x," =  x i -\ -  x 2 x l  +  x ł  * /  +  - •• =  e> ^  x <2!
f  x,  : r l

gdzie Xj, X2 są symbolami dwóch różnych przekształceń nie- 
skończonostkowych, t i f — parametrami dwóch danych prze­
kształceń skończonych. W drugim z tych wzorów należy natu­
ralnie rozumieć symbol X2, jako wypisany w zmiennych x\  za­
miast w zmiennych x\ przekształcając zaś zmienne xr na zmienne 
x, możemy symbol ten.rozumieć jako wyrażony w zmiennych x, 
podobnie jak symbol Xt. Iloczyn dwu przekształceń (1) możemy 
znów przedstawić w postaci kanonicznej, t. j. w postaci:

(2) x,"=xt 4 - ^ 1 ^ ,  - t - i  X32 */ +  . , .  =  x!.

Powstaje tedy pytanie, w jaki sposób przekształcenie nieskoń­
czonostkowe X3 otrzymać można z przekształceń nieskończo- 
nostkowych X̂  i X2? Niewiadomo mi, czy zagadnienie to zo-
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stało dotąd rozwiązane; traktuje o niem nota moja: „O wzorze na 
iloczyn dwu przekształceń skończonych“ ■). Jeżeli X2= X lf wte­
dy Xs=  X,, lecz rozpatrzymy tu przypadek, w którym
przekształcenia X2 i Xt są niezależne Dowód wzoru, który 
podamy, opiera się na tożsamośoiach ogólnych, podanych w pa­
ragrafie poprzedzającym; wzór ten można uważać za źródło je­
dyne, z którego możemy otrzymać szereg rezultatów, które w te- 
oryi grup przekształceń osiągnięto bardzo różnemi drogami.

Eliminując wielkości x' z wzorów (1), otrzymujemy przede- 
wszystkiem wzór na iloczyn, postaci:

Xi" =  Xi +  i -  Xy Xi +  ~  Xt-\- . . .

- f i l  (ą  *, + i y  X  X, a, - f  ~  X, Xl*xi+  •..)

(x2* a, - f  -i- X22 X, x( +  i l  X ’ X,2 x< + ...)

+ ........................................................................................

który można i tak napisać:

x,!'—Xi- f  {tXi - f  t'X2) Xi

(3) +  i -  (t3X,2 +  2 W Xt Z, +  i' 2

+  -i- (i* Xt3 - f  3i2 V X2 X* +  Stt'2 X22 X j+ t'3 X23) xt

+ ........................................................................................

Aby rozwiązać zagadnienie nasze, winniśmy postarać się tak 
przekształcić wyrazy tego wzoru, aby po sprowadzeniu jego wyra­
zów do sumy wyrażeń różnego rzędu, a następnie zebraniu wszy­
stkich wyrazów tego samego rzędu, zbiór wyrazów rzędu k

*) E, P a s c a 1: Sulla formola del prodotto di due trasformazioni finite. 
(Rend. Ist. Lorah (2), 84,1901).
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był — pomijając czynnik ----potęgą /c-tą sumy wyrazów rzę­
du pierwszego.

Którykolwiek wyraz rzędu k-go wzoru (3) — pomijając czyn­
nik -̂ y- tk ~r t'r —jest wynikiem działania:

(4) ( * ) ^ r ^ ł- r ,

stosowanego do zmiennych ar, . Do każdego takiego wyrazu, 
jak (4), zastosujmy twierdzenie paragrafu poprzedzającego (str. 
58—59), zmieniajmy A; od 2 do oo, r od 0 do k i zbierzmy wszyst­
kie wyrazy rzędu oznaczonego, np. rzędu k. Pierwszy wyraz tego 
rzędu otrzymujemy z wyrazów rzędu k we wzorze (3); jest on:

j j -  ik~ r t‘r S  ( X / - ;  Xt')-

gdzie przez <S(X1i~r ; X2r) rozumiemy sumę elementarną, której 
składowemi są X1*~r i X2r. Zmieniając r od 0 do k, mamy:

k
(5) *k- r t'r s  w - *  ■,**')■

r= 0

Otóż wyrażenie to równa się:

4 i  i ix i + t>xt f  •

jeżeli rozwijając tę k-tą potęgę, nie zakładamy naturalnie prze- 
mienności iloczynu przekształceń Xv X2.

Drugi wyraz rzędu k-tego otrzymujemy, rozwijając wyra­
zy rzędu k-\-1 we wzorze (3); jest on:

1
(A-J-l)! t*-r f r+1 (A-}-1) y>S X f]  Za)),

Pascal: Teorya grup przekształceń. 5
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gdzie przez S X / ; (Xt X2)) rozumiemy sumę elemen­
tarną, której składowemi są X1lc~r~i, X,/, (Xx X2) i gdzie, jak 
wiemy, (Zc+1) y' jest spółczynnikiem takiej sumy S. Zmienia­
jąc r od 0 do /i—1, otrzymujemy razem:

Podobnież wyrazy rzędu ¿+ 2  we wzorze (3), po podobnym 
rozkładzie, dają:

i tak dalej.
S u m a  w y r a z ó w  (5), (6), (7) i a n a l o g i c z n y c h  

r ó w n a  się:

g d z i e ,  j a k  z w y k l e ,  w r o z w i n i ę c i u  t e j  p o t ę g i  
A:-tej n ie  z a k ł a d a  my p r z e m i e n n o ś c i  i l o c z y ­
n ó w p r z e k s z t a ł c e n i a  I j  p r z e z  1 2 i p r z e z  (X1X2).

Rozważania powyższe wystarczają do zrozumienia, że za­
gadnienie nasze, t. j. wyznaczenie przekształcenia nieskończo- 
nostkowego X3 we wzorze (2) rozwiązuje się przy pomocy ogól­
nego rozkładu, o którym mówiliśmy w paragrafiie poprzedzają­
cym (str. 58—59). Nie zatrzymując się na dalszych rozwa­
żaniach, które co do swej istoty nie różniłyby się od powyż­
szych, możemy już wnieść odrazu, że p r z e k s z t a ł c e n i e  
n i e s k o ń c z o n o s t k o w e  X3, o d p o w i a d a j ą c e  i 1 o-

( ¿ ] !  t M  (/i+ 2) S (Z i Xtr; (X, X2)2),

a sumując od r= 0  do r=k—2, otrzymujemy:

± [ t X 1+t'X2-\y ‘W (X, X2)]k\
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c z y n o w i  d w ó c h  d a n y c h  p r z e k s z t a ł c e ń  s k o ń ­
c z o n y c h ,  w y r a ż a  s i ę  wz o r e m:

X 3 -- y tt' (Xj X 2)

+  / 1* V (X! X, X3)+y" t r  (X, X, X2)
(8)

+  y y t n ri (X1X 2X1X2) + / "  w  ( x ^ x ,  x a)-\-y,'rt r ( x 3x 2x lx 3)

w k t ó r y m  s y m b o l e  (X,Ar,Z2); . . .  o k r e ś l a
w z ó r  (7) §-u p o p r z e d z a j ą c e g o ,  i k t ó r e g o  p ra ­
w o t w o r z e n i a  w y r a z ó w  w i d z i e ć  ł a t w o ,  m i a ­
n o w i c i e :  k a ż d y  w y r a z  j e s t  p r z e k s z t a ł c e n i e m  
n i e s k o ń c z o n o s t k o w e m  t y p u  (X,-,. . . X s Xx X2) (wzór 
(7) §-u poprzedzającego), p o m n o ż o n e m  p r z e z  s p ó ł -  
c z y n n i k j T ,  n i e z a l e ż n y  od k i n a l e ż ą c y  do t e ­
g o  p r z e k s z t a ł c e n i a  w e d ł u g  t w i e r d z e n i a  § - u  
p o p r z e d z a j ą c e g o ,  o r a z  p r z e z  p a r a m e t r y  t i t' 
p o d n i e s i o n e  do p o t ę g ,  k t ó r y c h  w y k ł a d n i k i  
s ą  r ó w n e  l i c z b o m  c a ł k o w i t y m ,  w y r a ż a j ą c y m ,  
i l e  r a z y  p o w t a r z a j ą  s i ę  w s y m b o l u  t e g o  p r z e ­
k s z t a ł c e n i a  s y m b o l e  Xx i X2. W r e s z c i e  l i c z b y  
y są  o k r e ś l o n e  w z o r e m  z w r o t n y m :

+  • •

§ 10.
1Vyrażenia Xf, uważane jako pierwsza strony równań o pochodnych czą­

stkowych. Układy zupełne równań X/'— 0.

Przyrównawszy do zera wyrażenie Xf, t. j. pisząc:
n
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otrzymujemy równanie o pochodnych cząstkowych rzędu pierw­
szego, liniowe, jednorodne, w którego spółczynnikach nie wy­
stępuje funkcya niewiadoma f.

Dajmy, że mamy układ r takich wyrażeń X, wtedy otrzy­
mujemy układ r równań:

(1) X, /•=(), Xrf=Q,

tegoż gatunku.
Pomiędzy własnościami wyrażeń X  a całkami, stano wiące- 

mi rozwiązania wspólne tego układu, zachodzą pewne związki, 
które tu wyprowadzimy.

Przedewszystkiem jest rzeczą jasną, że jeżeli idzie o roz­
wiązania wspólne układu, możemy pominąć wyrażenia X, które 
dają się wyrazić liniowo przez inne wyrażenia tegoż układu (ze 
spółczynnikami i zmiennemi, t. j . będącemi funkcyami wielkości x), 
gdyż odpowiadające im równania będą zawsze spełnione przez 
rozwiązania wspólne pozostałych równań; tym sposobem wyra­
żenia, o których mowa, nie mają żadnego wpływu na rozwiąza­
nie zagadnienia. Przyjmijmy tedy, że pomiędzy wyrażeniami 
X  nie zachodzi żaden związek liniowy o spółczynnikach jakich­
kolwiek, zmiennych lub stałych.

Jest jasnem, że l i c z b a  r m u s i  b y ć  m n i e j s z a  od 
n, a b y  u k ł a d  (1) m i a ł  r o z w i ą z a n i a  r ó ż n e  od 
r o z w i ą z a n i a  o c z y w i s t e g o  f =  const.

Gdyby bowiem r było równe n lub większe od », wtedy 
spółistnienie tych równań dla tej samej funkcyi f, której wszy­
stkie pochodne nie są zerami, która zatem nie równa się stałej, 
wymagałoby, aby macierz:

fil ? • • i fln

frl j • • > fr*

była tożsamościowo zerem, t. j., aby wszystkie wyznaczniki rzę­
du »-tego, w macierzy tej zawarte, były zerami; stąd zaś na mo­
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cy znanych własności wyznaczników równych zeru, wynikałoby, 
że wszystkie elementy jednego wiersza byłyby takiemiż samemi 
kombinacyami liniowemi elementów innych wierszy, a to wbrew 
założeniu powyższemu o niezależności liniowej wyrażeń (1).

Jeżeli utworzymy kombinacyę:

(2) {Xi Xj ) f  =  0,

otrzymamy nowe równanie tego samego gatunku, i łatwo do­
wieść, że  r ó w n a n i u  t e m u  c z y n i ą  z a d o ś ć  t e  s a ­
me  f u n k c y e  f, k t ó r e  c z y n i ą  z a d o ś ć  r ó w n a n i o m  
X i f = 0, Xjf=0. Gdyż jeżeli /"jest rozwiązaniem wspólnem rów­
nań Xi f =  0, Xjf— 0, będzie wtedy tożsamościowo:

X , X j f  =  0, X j X < f =  o,
a stąd:

(X  X- -  X  X) f  -  (X, Xy) f  =  0.

Wynika stąd ważny wniosek:
Może się zdarzyć, że równanie (X, Xy) f  = 0  jest kombina- 

cyą liniową równań (1) i wtedy niema potrzeby rozważania go; 
ale gdy nie jest taką kombinacyą liniową, wtedy, jeżeli dołączy­
my to równanie do układu (1), to nie zmieni ono rozwiązań 
wspólnych, gdyż równaniu dołączonemu czynią zadość też same 
funkcye, które czynią zadość równaniom pierwotnym. Wynika 
stąd, że jeżeli do równań układu (1) dołączymy wszelkie możli­
we równania (2). nie będące kombinacyami liniowemi równań 
(1), otrzymamy układ rozszerzony; postępując z tym układem 
podobnie jak z pierwotnym i powtarzając kolejno tożsamo po­
stępowanie, dojdziemy wreszcie do układu większej liczby rów­
nań, pomiędzy któremi nie zachodzi już żaden związek liniowy, 
a którycli rozwiązania wspólne są zupełnie te same, co rozwią­
zania układu danego.

Postępując tym sposobem, musimy koniecznie od układu 
danego dojść do takiego układu równań, że tworząc dla tego 
układu wszystkie kombinacye (2), otrzymamy zawsze równania, 
które są kombinacyami liniowemi równań tego ostatniego ukła­
du. Gdyby bowiem było inaczej, to prowadząc dalej toż samo po­
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stępowanie, otrzymalibyśmy równań «, lub więcej niż n, a w ta­
kim razie jedynem rozwiązaniem wspólnem układu równań by­
łoby f =  const. Wnosimy stąd, że m o ż n a  z a w s z e  z b u ­
d o w a ć  t a k i  u k ł a d ,  że  w s z y s t k i e  w y r a ż e n i a  
(Xi Xj) s ą  k o m b i n a c y a m i  l i n i o w e m i  w y r a ż e ń  X.

Układ taki nazywamy z u p e ł n y m ;  możemy więc po­
wiedzieć: k a ż d y  u k ł a d  d a n y  d a j e  s i ę  s p r o w a ­
d z i ć  do u k ł a d u  z u p e ł n e g o ;  stąd, gdy idzie o szuka­
nie rozwiązań wspólnych, można zakładać zawsze, że układ (1) 
jest zupełny.

Jeżeli strony pierwsze równań układu są b e z w z g l ę d ­
n i e  n i e z a l e ż n e  (patrz str. 64), mówimy że układ zupełny 
jest n i e p r z y w i e d l n y .

Nie możemy tu wchodzić w szczegółowy rozbiór tego za­
gadnienia, którego teorya należy właściwie do teoryi układów 
równań o pochodnych cząstkowych i wiąże się ściśle z teoryą 
równań o różniczkach całkowitych rzędu pierwszego.

Przedmiotem tym zajmowali się: D e a h n a (Crelle 20), N a t a -  
n i (tamże 58), A. M a y e r  (Math. Ann. 5), P r o b e n i u s (Crelle 
82) i t. d. Porównaj w tym przedmiocie rozprawę K. Ż o r a w s k i e -  
g o: „O całkowaniu układów równań różniczkowych cząstkowych rzę­
du pierwszego, liniowych i jednorodnych z jedną zmienną zależną“. 
(Prace mat.-fiz., 3, 1892).

Podamy tu tylko rezultat: U k ł a d  z u p e ł n y  n i e ­
p r z y w i e d l n y  r r ó w n a ń  p o s t a c i  (1) o n z m i e n ­
n y c h  ma  z a w s z e  n—r c a ł e k  n i e z a l e ż n y c h  z t y -  
l o m a ż  s t a ł e m i  d o d a j  n e m  i.

Łatwo dowieść twierdzeń następujących, nad któremi tu 
zatrzymywać się nie będziemy.

Z u k ł a d u  z u p e ł n e g o  p r z e z  z a m i a n ę  z mi e n ­
n y c h  o t r z y m u j e m y  u k ł a d  z u p e ł n y .

J e ż e l i  m a m y  u k ł a d  z u p e ł n y  i j e ż e l i  z p e ­
w n e j  l i c z b y  a l b o  ze  w s z y s t k i c h  j e g o  r ó w n a ń  
u t w o r z y m y  u k ł a d  r ó w n o w a ż n y  (t. j. u k ł a d ,  
k t ó r e g o  r ó w n a n i a  są  k o m b i n a c y a m i  l i n i o w e -
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mi  n i e z a l e ż n e m i  r ó w n a ń  d a n y c h ) ,  o t r z y m a ­
my  z n o w u  u k ł a d  z u p e ł n y .

Maj ąc ,  u k ł a d  z u p e ł n y  r r ó w n a ń  o r a z  f un-  
k c y ę  yj (x1, . . . ,  x„-r) n—r z m i e n n y c h ,  m o ż e m y  z a ­
w s z e  z n a l e ś ć  c a ł k ę  t a k ą ,  że dl a  xH—r+i=a1,..., xn=ar 
c a ł k a  t a  s p r o w a d z a  s i ę  do f u n k c y i  y  i n n y c h  
z m i e n n y c h .

J e ż e l i  u j e s t  c a ł k ą  u k ł a d u  z u p e ł n e g o ,  
zaś W j , s ą  i n n e m i  s c a ł k a m i  n i e z a l e ż n e m i ,  t a k  
p o m i ę d z y  s obą ,  j a k i o d w, t o  b i o r ą c  z r ó w n a ń  
vl= c 1, . . . ,  v,=cs, g d z i e  c s ą  s t a ł e  d o w o l n e ,  w a r t o ­
ś c i  p e w n e j  l i c z b y  z m i e n n y c h ,  np.  z m i e n n y c h  
x,, . .  , x, i p o d s t a w i a j ą c  t e  w a r t o ś c i  w c a ł k ę  u, 
o t r z y m a m y  z n o w u  c a ł k ę  u k ł a d u .

Przytoczymy jeszcze o układach zupełnych twierdzenie, 
które będzie nam potrzebne nieraz w dalszym wykładzie; dowód 
tego twierdzenia, który pomijamy, zależy od wspomnianego już 
związku pomiędzy teoryą równań o różniczkach całkowitych 
rzędu pierwszego z u p e ł n i e  c a ł k o w a l n y c h  a teoryą 
układu równań różniczkowych takich, o jakich mówimy obecnie. 
Twierdzenie to jest następujące:

M a j ą c  d a n y  u k ł a d  n—r c a ł e k  n i e z a l e ż n y c h

(3) (x) =  . . . i Qn—r ipc) == Cr—r ,

g d z i e  wi e l kośc i  c s ą  dowol ne ,  wi e l koś c i  z a ś i ł n i e  
są p o ł ą c z o n e  ż a d n y m  z wi ą z k i e m,  moż emy zaws ze  
z b u d o w a ć  u k ł a d  z u p e ł n y » - r ó w n a ń  o p o c h o d ­
n y c h  c z ą s t k o w y c h ,  l i n i o w y c h ,  j e d n o r o d n y c h  
r z ę d u  p i e r w s z e g o ,  k t ó r e g o  n—r c a ł k a m i  n i e ­
z a l e ż n e m i  są w ł a ś n i e  c a ł k i  (3).

W przypadku r = l  twierdzenie to udowodniliśmy w nocie 
w § 1-ym. W przypadku r większego od 1, konstrukcya szuka­
nego układu uskutecznia się sposobem analogicznym, t. j. przez 
przyrównanie do zera r wyznaczników niezależnych rzędu 
n—r-j-1 macierzy:
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df df
dxx . ’ ' ' ' ’ dXH
dQx
dx1 ’ ‘ ”  dxH

dQn-r dś̂ n—r
dxt ’ ‘ ' ' ’ dx„

gdzie f  jest symbolem funkcyi nieoznaczonej. Otrzymujemy 
tym sposobem równania, których całkami są oczywiście wszy­
stkie całki (3). Należałoby jeszcze dowieść, że układ ten jest 
zupełnym, lecz to doprowadziłoby nas za daleko po za granice, 
które zakreśliliśmy sobie w tej pracy.

§ U.
Konstrukcya co2r przekształceń o r parametrach istotnych przy po­

mocy r przekształceń nieskończonostkowyćh niezależnych.

Niechaj będą przekształcenia nieskończonostkowe:

(1) x „  z 2, . . . ,  x ,

w liczbie r, niezależne w znaczeniu podanem w § 8, i o spółczyn- 
nikach ż,, ż2, . . . ,  kr, niezależnych od x\ utwórzmy ich kombina- 
cyę liniową:
(2) X  =  11X1 + l 3X, +  . , . + X r X r ,

która będzie nowem przekształceniem nieskończonostkowem. 
Wiemy, że każde przekształcenie nieskończonostkowe indywi­
dualizuje grupę przekształceń jednoparametrową, którego wzo­
rami są:

(3) x,' =Xt  - f  -j- Xxt -f - |j  X?Xi =  etx xt .
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Jeżeli za X podstawimy wartości (2), wtedy wzory (3) dadzą 
nam przekształcenia, zależne od parametrów tXu tX3, . . . , tXr ■ 
Napozór we wzorach (3) występuje r -1- 1 parametrów, t. j. 
t, Xlt . . . ,  Hr, lecz ponieważ każda wielkość X występuje w nich 
zawsze pomnożona przez t, przeto każdy z iloczynów tXu . . . ,  tXr 
spełnia rolę jednego tylko parametru; stąd we wzorach (3) mamy 
nie więcej, niż r parametrów, które oznaczmy przez:

(4) flu

Nie można utrzymywać, że wszystkie te przekształcenia, 
jakie otrzymujemy, zmieniając parametry (4) wszystkiemi możli- 
wemi sposobami lub w pewnym obszarze (nie zaś zmi eni a j  ą c 
t y l k o  p a r a m e t r  t, a u s t a l a j ą c  i n n e  p a r a m e ­
t r y )  tworzą grupę; zobaczymy też niżej, że to zachodzi tylko 
wówczas, gdy przekształcenia X  czynią zadość pewnym warun­
kom. Dla większej ogólności przyjmijmy, że wielkości fa,... ,fi, 
nie mogą mieć wszelkich możliwych wartości, lecz że przybie­
rają tylko wartości, zawarte w pewnym obszarze » -wymiarowym. 
Będziemy mieli wtedy co2'' przekształceń, albo tylko ooiir~'\ 
stosownie do tego, czy parametry fx są istotne, albo nie (patrz 
§ 1). Pytanie, które sobie stawiamy, jest mianowicie takie: czy 
i kiedy parametry są istotnemi ?

Dowiedziemy, że w a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i do­
s t a t e c z n y m ,  a b y  p a r a m e t r y  (4), k t ó r y c h  j e s t  r, 
b y ł y  w p r z e k s z t a ł c e n i a c h  (3) i s t o t n e m i ,  j e s t ,  
b y  p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e  (1) 
w l i c z b i e  r b y ł y  w p r o s t  n i e z a l e ż n e m i .

W samej rzeczy, gdyby pomiędzy przekształceniami (1) za­
chodził związek tożsamościowy liniowy o spółczynnikach stałych:

e, X, -f- ... -(- Pr Xr =  0,

wtedy przynajmniej jedno z tych przekształceń dałoby się wy­
razić przez inne, a gdybyśmy wyrażenie takie wstawili do rów­
nań (2), otrzymalibyśmy przekształcenie nieskończonostkowe, 
podobne jak (2), lecz o mniejszej liczbie wyrazów, a więc 
z mniejszą liczbą spółczynników stałych. Lecz spółczynniki
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stałe, występujące w równaniach (2), pomnożone przez t, odpo­
wiadają parametrom przekształceń (3), stąd liczba ich może wy­
nosić n a j w y ż e j  oo2(r"1), a więc wszystkie parametry (4) w licz­
bie r  nie mogłyby być istotnemi. Pozostaje udowodnić jeszcze 'wła­
sność odwrotną. W tym celu rozpatrzmy najprzód przypadek, 
w którym r ^ n ,  macierz zaś:

(5)
f . l , • • y £nl

f l r , • • t £nr

nie jest tożsamościowo zerem. Jeżeli zważymy, że wtedy i ma­
cierz:

(te/
d K '  "

(te/ 
• ’ dfr

(te/ (te/
Ó flr  ’ ' ■’ d f l r

nie może być także tożsamościowo zerem, gdyż dla yu1 =  /z2 =  ... 
=  ¡xr =  0 sprowadza się do poprzedzającej, wniesiemy stąd, że 
można będzie wybrać z pomiędzy równań (3) p r z y n a j ­
m n i e j  j e d e n  układ r równań, dających się rozwiązać wzglę­
dem fty, .. . , fxr . Podstawiwszy te wartości na /*,, —  , [¿r w po­
zostałych n - r równaniach (3), otrzymamy n a j w y ż e j  n—r 
związków pomiędzy wielkościami x' i x.

Lecz gdyby parametry f i  nie były r  parametrami istotnemi, 
t. j. gdyby dały się wyrazić przez m n i e j s z ą  liczbę innych 
parametrów, wtedy eliminując te inne parametry pomiędzy rów­
naniami (3), otrzymalibyśmy wi ę c e j ,  niż w—r związków po­
między wielkościami x' i x, co jak widzieliśmy, miejsca mieć nie 
może. A więc parametry te w liczbie r są istotnemi, gdy speł­
niają się poprzednie założenia, t. j. gdy r ^  n i macierz (5) jest 
różna od zera.
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Tylko te zestrzeżenia przyjmując, zastosujemy następujący 
sposób redukcyi do przypadku poprzedzającego.

Wraz ze zmiennemi ........xn wprowadzamy r—1 szere­
gów zmiennych spółpodstawieniowych, które oznaczmy przez 
aVj_i, . . . ,  xrH, tak że całkowity układ wszystkich zmiennych 
przedstawiać będzie tablica:

, ........... , xH

®»+ii......... > 'r'2*
^2»+! X̂ n

37(r—l)a-plł • • • , Xrn■

Poddajmy zmienne, zawarte w każdym z wierszy tej tabli­
cy tym samym przekształceniom, jakim poddajemy zmienne 
xu , xnt i oznaczmy, jak zwykle, zmienne przekształcone przez 
x'„ą-i , . . .  > x‘rn. Ogół wszystkich wzorów, w ten sposób otrzy­
manych, przedstawiać będzie jedno przekształcenie wszystkich 
zmiennycb układu (6); będziemy mieli tym sposobem przekształ­
cenie r-parametrowe, w którem liczba zmiennych jest rn, a więc 
z pewnością większa od r lub równa r. Oznaczmy przez s prze­
kształcenie, odnoszące się do samych zmiennych xv . . . ,  xH, t. j. 
przekształcenie, dane przez wzory (3), przez S zaś przekształce­
nie, rozszerzone do wszystkich rn zmiennych.

Jeżeli parametry w liczbie r w przekształceniu s nie są 
istotne, t. j. gdy we wzorach (3) dają się zgrupować w pewną 
liczbę funkcyj tych parametrów, mniejszą od r, wtedy wzory, 
w których występują elementy wiersza 2-go tablicy (6), schodzą 
się z wzorami (3), w których zmieniono tylko nazwy zmiennych. 
Stąd zaś wynika, że i w tych ostatnich wzorach parametry dają 
się zgrupować w sposób podobny, jak poprzednio. Toż samo 
zachodzić będzie dla wzorów, odnoszących się do każdego innego 
wiersza tablicy (6). Widzimy tedy, że we wszystkich wzorach 
przekształcenia całkowitego 5 parametry grupują się zawsze 
w sposób identyczny, co znaczy, że nie są one istotnemi w tern
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podstawieniu S. Jeżeli więc dowiedziemy, że parametry/z w liczbie 
r są istotnemi dla przekształcenia S, to będą również takiemi 
i dla przekształcenia s.

Utwórzmy dla przekształcenia S macierz, analogiczną do 
macierzy (5) dla przekształcenia ,« Funkcye zawarte w ma­
cierzy (5), są funkcyami zmiennych pierwszego wiersza tablicy 
(6); też same funkcye, wypisane dla zmiennych wiersza drugiego 
tablicy (6), oznaczmy przez:

fw-j-1, l ł —» * j ^2»,1 >

fn-(-1, r ,  • • . , £2M,r J

i podobnież, powiększając liczbę n w pierwszym skaźniku wiel­
kości £, otrzymamy wielkości £ w zmiennych wiersza trzeciego 
i następnych. Szukaną macierzą jest więc:

f il?  • • ł f  n\ fn + 1,li • • • • • 1 f(r—1) • • ? &rn, 1

. • 1 fwr? f»+>. r, • ■ • ) 2̂łl • • ) £(r— l)»4-l,r| • • » %>rn, r

Jeżeli przynajmniej jeden z wyznaczników rzędu r tej ma­
cierzy nie jest zerem, wtedy powtarzając rozumowanie, stoso­
wane w rozważonym poprzednio przypadku, wywnioskujemy, 
że parametry są istotnemi dla przekształcenia S, a więc i dla 
przekształcenia s. Jeżeli zaś macierz (7) jest tożsamościowo 
zerem, wtedy pomiędzy elementami jednej i tej samej kolumny 
zachodzić będą zawsze takież same związki liniowe jednorodne:

At -J- A2 S12 -j- • • • H-  Ar |,y =  0,

gdzie wielkości A są wogóle funkcyami wszystkich zmiennych 
tablicy (6), skaźnik zaś i może zmieniać się od 1 do rn Zmie­
niając i tylko od 1 do n, otrzymamy n równań, które nie 
mogą być w s z y s t k i e  wynikami innych, gdyby bowiem 
tak było, to ponieważ pomiędzy związkami (8) są takie, w któ­
rych funkcye £ zawierają wielkości x z pierwszego wiersza
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tablicy (6), te wielkości x nie wchodziłyby żadnym sposobem 
do wielkości A, t. j. wielkości A nie zależałyby od xn+-i, . . . ,  x2„. 
W tym zaś przypadku też same n pierwszych równań (8) wyka­
zywałyby, że pomiędzy przekształceniami Xu . . . , X r, wypisa- 
nemi w zmiennych xv . . . ,  xn zachodziłby związek liniowy, 
jednorodny o spółczynnikach niezależnych od tych zmiennych, 
a stąd, wbrew założeniu, przekształcenia X nie byłyby wprost 
niezależnemi.

Jeden zatem przynajmniej ze związków (8), w których i 
zmienia się od 1 do n, powinien być niezależny od wszystkich 
pozostałych. Podobnie też okazać można, że jeden przynaj­
mniej ze związków (8), w których zmieniamy i od j-1 do 2n, 
musi być niezależny od wszystkich innych. Rozumując w ten 
sposób dalej, dochodzimy do tego, że pomiędzy związkami (8) 
przynajmniej r musi być niezależnych.

Lecz wyznacznik tych r równań liniowych jednorodnych 
względem wielkości A jest jednym z wyznaczników rzędu r 
macierzy (7), a więc, zgodnie z założeniem, musi być zerem-, stąd 
te równania w liczbie r, byłyby od siebie niezależnemi, jak to 
okazaliśmy. Z tej sprzeczności wynika prawdziwość twier­
dzenia.

§ 12.
Grupy r-parametrowe, zawierające przekształcenie tożsamościowe.

W poprzedzającym paragrafie widzieliśmy, w jaki sposób 
mając r przekształceń nieskończonostkowych niezależnych, moż­
na zbudować oo2r przekształceń o r parametrach istotnych, które 
to przekształcenia wogólności nie tworzą grupy.

Okażemy teraz, że gdy mamy grupę o r parametrach istot­
nych, zawierającą przekształcenie tożsamościowe, to te z prze­
kształceń grupy, które należą do pewnego otoczenia przekształ­
cenia tożsamościowego, można zawsze przedstawić w postaci, 
wskazanej w paragrafie poprzedzającym.
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Rozważmy równania różniczkowe charakterystyczne (A), 
znalezione w § 4, którym czynią zadość strony pierwsze wzo­
rów przekształcenia grupy o r parametrach istotnych:

r

(!) =  2  Wii ^  •

Rozwiązując je względem wielkości f, otrzymujemy wzory, 
podane już w § 4:

r

(2) m o  =  2 ^
}=i

Wprowadźmy wielkości dowolne ź,, . . . ,  źr, pomnóżmy 
obie strony tego równania przez źy, a następnie sumujmy wzglę­
dem i ; będzie:

r r r

(3) 2  ^ (x') =  2  dat 2  ’̂ ajk'
i - 1 *=1 >=1

Wprowadźmy zmienną nieoznaczoną t, której funkcyami 
niechaj będą parametry a, i połóżmy:

(4) 2
i= i

nie ograniczamy przez to bynajmniej zmienności parametrów a, 
które są od siebie niezależne, gdyż we wzorach tych występują 
parametry nieoznaczone . . . ,  źr , a stąd w istocie rzeczy pa­
rametry a, w liczbie r, są funkcyami nietylko nieoznaczonej t, 
lecz i r wielkości nieoznaczonych ). Innemi słowy, równania 
różniczkowe (4) służą do zamiany parametrów, a mianowicie do 
wprowadzenia, zamiast parametrów a, parametrów t, . . . ,  Ar, 
zupełnie w taki sam sposób, w jaki w § 5 wprowadziliśmy para­
metr t zamiast parametru a.
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Nie należy atoli mniemać, że tym sposobem wprowadzamy 
r+ 1  parametrów zamiast r parametrów, gdyż, jak to widać bez­
pośrednio, wzory (4) nie ulegają zmienne, jeżeli t pomnożymy
przez nieoznaczoną q, wielkości X przez nieoznaczoną — , bo

Q
wielkości a zależą tylko od iloczynów tXp=/A,, . • .,  tXr=/Ar .

Przyjmijmy teraz, że grupa zawiera w sobie przekształce­
nie tożsamościowe i że temu przekształceniu odpowiadają war­
tości a° parametru. Wielkości a, otrzymane z równań (4), będą 
funkcyami jeszcze r stałych; ale jeżeli położymy warunek, że 
dla t= 0 wielkości a redukują się do a°, wtedy wartości tych sta­
łych będą już oznaczone, a przekształceniem tożsamościowem 
grupy będzie to, które odpowiadać będzie wartości ¿=0, t. j. 
wartościom jut =  /a% =  ... =  ¡ir =  0.

Teraz zastosować należy rozważania analogiczne do tych, 
jakie stosowaliśmy w § 5. Przyjmijmy, że funkcye ip w równa­
niach (1), a więc i funkcye a są funkcyami regularnemi wogóle 
tylko dla pewnego obszaru ((a)) i że punkt a° jest punktem we­
w n ę t r z n y m  tego obszaru. Wtedy istnieć będzie pewne oto­
czenie skończone punktu a°, zawarte w ((a)) i takie, że w niem 
funkcye a dają się rozwinąć na szeregi całkowitych dodatnich 
potęg różnic a*—a°k, całki zaś równań (4) będą wogólności okre­
ślone jedynie dla tego otoczenia punktu a°, w którem też jedynie 
przy pomocy równań (41 będą określone parametry Xjt =  / A j .  Je­
żeli przyjmiemy, że i odwrotnie te równania (4) określają w spo­
s ó b  j e d y n y  wielkości a, jako funkcye wielkości /a w  pewnym 
obszarze punktu /a1= .. .= /a,= 0  (t. j. przy ustaleniu wielkości X, 
i zmienianiu parametru t) w pewnym obszarze punktu 1=0, wy­
niknie stąd, że równania (4) uskuteczniają zamianę parametrów, 
stosującą się tylko do tych wszystkich przekształceń grupy, któ­
re należą do pewnego otoczenia przekształcenia tożsamościowe­
go. Wzory, które w ten sposób otrzymamy, nie będą tedy stoso­
wały się do wszystkich przekształceń grupy, lecz jedynie do 
przekształceń rzeczonego otoczenia, i dla tych to właśnie prze­
kształceń znajdziemy prostą postać kanoniczną. Wystarczy tedy, 
jeżeli rozważania nasze do tej właśnie postaci stosować będziemy.
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Połóżmy:
r

(5) 2  i-j &  (x?) — t„ (x’) ;
/=!

z wzorów (3), (4), (5) otrzymamy równania:

r

(6) & (O  =  - ^ r  =  2  ^  (x') >
;=i

określające wielkości a:' jako funkcye wielkości t i wielkości X; 
równania te powinny dać się rozwiązać przy warunku, że dla 
t~ 0 wielkości x' stają się równe wielkościom x.

Jeżeli wielkościom X nadamy wartości określone, wtedy 
równania (6) wyznaczą nam przekształcenia grupy jednopara- 
metrowej, zawierającej przekształcenie tożsamościowe; na co 
mamy, podobnie jak w § 6, wzory:

(7) xh' — xh -j- -jy Xxn +  -gj- Xix/, +  • • •

a przekształceniem nieskończonostkowem tej grupy będzie:

n n r  r n

(sj x = 2 <x ) =  2 2 Xi Sji (-x )  fa i= 2 l j  2 (x'j ;
i—i .=iy=i j=i <=i

jest to kombinacya liniowa r przekształceń nieskończonostko- 
wych, wyrażających się wzorami:

n
(9) X j =  2  & (*) ^  • 0=1,

1—1

Przekształcenie (7), jeżeli na i wybierzemy jednę z warto­
ści, zawartych w pewnym obszarze otoczenia ¿—0, wszystkie za­
wierają się w grupie danej, jak to już powiedziano; tworzą one
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.grupę jednoparametrową tylko wtedy, jeżeli wartości l  są usta­
lone. Możemy przeto powiedzieć, że dana grupa z każdą z grup, 
jakie otrzymujemy, nadając wielkościom k wszelkie możliwe 
wartości zespolone 1), będzie miała wspólne wszystkie przekształ­
cenia pewnego otoczenia ł=0.

U w a ż a n a  g r u p a  r - p a r a m e t r o w a  z a w i e r a  
t e d y  k a ż d e  z p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t -  
k o w y c h  k a ż d e j  z t y c h  g r u p ;  w s z c z e g ó l ­
n o ś c i  z a ś  z a w i e r a  r p r z e k s z t a ł c e ń  n i e -  
s k o ń c z o n o s t k o w y c h  (9), w o g ó l n o ś c i  z a ś  z a ­
w i e r a  p r z e k s z t a ł c e n i e  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e ,  
b ę d ą c e  j a k ą k o l w i e k  k o m b i n a c y ą  l i n i o w ą  
o s p ó ł c z y n n i k a c h  s t a ł y c h  p r z e k s z t a ł c e ń (9).

Łącząc to, co podano w § poprzedzającym, z tern, co poda­
no w niniejszym, widzimy, że te z przekształceń uważanej gru­
py, które należą do pewnego otoczenia przekształcenia tożsamo­
ściowego, ponieważ mogą być zawsze przedstawione w postaci (7), 
są temi samemi przekształceniami, które w innym celu otrzyma­
liśmy w § poprzednim. Możemy więc stosować do nich twierdzenie, 
które odnosiło się do tych ostatnich przekształceń, i wnieść stąd, 
że p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e  wl i cz -  
b i e r s ą  w p r o s t  n i e z a l e ż n e .

Zbierając to wszystko, możemy powiedzieć:
J e ż e l i  d a n a  j e s t  g r u p a  o r p a r a m e t r a c h  

i s t o t n y c h ,  z a w i e r a j ą c a  p r z e k s z t a ł c e n i e  t o ż ­
samośc i owe,  wt e d y  t e z j ej p r z e k s z t a ł c e ń ,  k t ó r e  
n a l e ż ą  do p e wn e g o  o t o c z e n i a  p r z e k s z t a ł c e n i a  
t o ż s a m o ś ć i o w e g o ,  m o g ą  b y ć  p r z e d s t a w i o n e  
w p o s t a c i  (7); g r u p a  t a  z a w i e r a  r p r z e k s z t a ł -  *)

*) Zaznaczmy, że zmieniając parametry X, których jest r, otrzymamy 
z wzorów (7) co2^—i', a nie oo2r grup, gdyż pomnożywszy wszystkie X przez 
jeden czynnik, otrzymamy zawsze tę samą grupę, co równoważy się ze zmienia­
niem jedynie parametru t. Zauważmy jeszcze, że jeżeli przez nieskończoność 
p o j e d y n c z ą  rozumieć będziemy ogół wszystkich wartości z e s p o l o ­
n y c h  zmiennej, powinnibyśmy pisać (jak to uczynił L i e) co'—i, a nie oo2(r—D 
wolimy jednak używać drugiego sposobu pisania, przyjętego już w § 1.

P scal: leorya grup przekształceń. 6
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c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t k o w y e h  w p r o s t  n i e z a l e ż ­
n y c h ,  z k t ó r y c h  w y t w o r z o n e  b y ć  m o g ą  w s z y ­
s t k i e  p r z e k s z t a ł c e n i a  g r u p y  d a n e j .

Zauważmy, że o ile jest prawdą, iż przekształcenia (7) two­
rzą grupę, gdy ustalamy parametry to nie można twierdzić, 
iż to samo ma miejsce, gdy zmieniamy parametry 1. Możemy 
tyle powiedzieć, że w o g ó l n o ś c i  p r z y p a d e k  t e n  
z a c h o d z i  t y l k o  w t e d y ,  g d y  p o m i ę d z y  p r z e ­
k s z t a ł c e n i a m i  X  z a c h o d z ą  p e w n e  z w i ą z k i ,  
o których mowa będzie później. A zatem równania (1), jak to 
wielokrotnie już powiedziano, nie są d o s t a t e c z n e  do okre­
ślenia grupy. Celem naszym w tym paragrafie było tylko wypo­
wiedzenie wyników k o n i e c z n y c h  z przyjęcia istnienia gru- 
py r-parametrowej, zawierającej przekształcenie tożsamościowe.

Uczynimy jeszcze następujące spostrzeżenie. Znając prze­
kształcenie nieskończonostkowe ogólne, należące do grupy, zna­
my funkcye £ wzoru (5), możemy więc bezpośrednio utworzyć 
równania różniczkowe (6), charakterystyczne dla tej grupy. 
Możemy tedy powiedzieć, że z n a j o m o ś ć  p r z e k s z t a ł ­
c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e g o  o g ó l n e g o ,  n a ­
l e ż ą c e g o  do g r u p y ,  p o c i ą g a  z a  s o b ą  z n a j o ­
m o ś ć  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h  c h a r a k t e r y s t y ­
c z n y c h ,  i o d w r o t n i e .

Jako przykład obierzmy, jak zwykle, grupę rzutową o je­
dnej zmiennej:

y _ x +  ai
«2 xJr  «3

dla której w § 4 znaleźliśmy równania różniczkowe:

dx' a? dx'
Ó tt |  CEg-------U g  0/ j  U j  Ó Cl j  Ctg i ł j  U g  U g ----- f l  j  ■ /  ,

1 # , Uodx’
da3 #3 d\&2 Uj—ffi\ cij x’,3 1
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tak że funkcye £(x') są następujące:

fu  (pć) =  1. £21 O') =  £„ (*') = x ' i .

Grupa omawiana zawiera przekształcenie tożsamościowe, 
którego parametry są:

«j0 =  0, a2° =  0, a3° =  1.

Trzema przekształceniami nieskończonostkowemi wprost nieza­
leżnemu będą według równań (9) w tym przypadku:

Zx = dx

tak, że przekształceniem nieskończonostkowem ogólnem (8) gru­
py będzie:

X  =  x-\-^ x2) ~  .

Z powyższych uwag wynika, że wzory przekształcenia gru­
py otrzymamy, całkując równanie:

dt - dx'
ż j - ł - ż j  X - j - A g  X * ^

do których w naszym przypadku sprowadzają się równania (6) 
i gdzie zmieniamy trzy niezależne zmienne wielkości A wszelkiemi 
możliwemi sposobami. Równanie to należy całkować, uwzględ­
niając warunek, że dla ¿=0 ma być x'—x. Całką będzie wtedy:

x' — a , x—a 
x'~ p X — p ’

gdzie a i /? są dwa pierwiastki równania:

A, + ż 2 x' +  A3 xn — O,

y zaś jest jego wyróżnikiem.
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Widzimy więc, że otrzymaliśmy właśnie grupę daną (na­
pisaną naturalnie tylko w innych parametrach), gdyż z poprzed­
niego wzoru znajdujemy od jako funkcyę liniową wielkości x. 
Rozwiązując ten wzór względem x' i porównywając go z danym 
na początku, znaleźlibyśmy związki pomiędzy dawnemi parame­
trami a a nowemi, i związki te powinny zgadzać się ze związ­
kami, które otrzymanoby bezpośrednio ze związków (4), obliczo­
nych dla naszego przypadku. Sprawdzenia tego wykonywać 
nie będziemy.

§ 13.

Własności zbioru co2r przekształceń, których wzory mają strony dru 
gie, czyniące zadość równaniom typu (A) §-u 4 go.

Wiemy już, że równania różniczkowe (A) §-u 4-go są ko­
nieczne, aby zachodziła g r u p a ,  lecz nie są dostateczne. Otóż 
dajmy teraz, że mamy układ co2'' przekształceń:

( 1 )  X h == fh  (-Ti, • . . , OCn, Cli, * ■ * I Clj) (*= t, -  » *),

o r parametrach istotnych i że drugie strony równań (1) czynią 
zadość równaniom typu (A), t. j. równaniom:

zbadajmy własność ogólną tego zbioru przekształceń, nie zakła­
dając z góry, że tworzą one grupę.

Przyjmijmy, jak zwykle, że funkcye y> i £ są określone 
jako funkcye regularne tylko w pewnych obszarach ((«)) i ((#)).

Okażemy przedewszystkiem, że gdy przyjmiemy, iż w rów­
naniach (1) parametry a, których jest r, są istotnemi, to fun­
kcye v> we wzorach (2) będą miały własność, że ich wyznacz­

r



Rozdział I 5 13.—Zbiór co*' przekształceń. 85

nik funkcyjny jest różny od zera w całym obszarze ((a)), fun- 
kcye zaś |  w tych równaniach w całym obszarze ((a;)) nie mogą

czynić zadość związkom liniowym typu N gj iJh = 0 , gdzie spół-

czynniki g są niezależne od wielkości x'\ inaczej mówiąc, jeżeli 
parametry są istotnemi, to równania (2) nie tylko będą typu rów­
nań (4) §-u 4-go, lecz nadto będą czyniły zadość tym samym 
warunkom, co te ostatnie.

Gdyby wyznacznik wielkości ip był zerem, wtedy pomiędzy 
wielkościami t/tyi, V/2, • ■ ■, zachodziłyby jednakowe związki 
liniowe, jednorodne, dla każdej wartości skaźnika j, t. j. byłoby 
dla każdego,; tożsamościowo:

dla każdej wartości /i, a stąd wielkości xh’, dane przez równania
(1), czyniłyby wszystkie zadość równaniom takim, jak wyżej na­
pisane, z czego na zasadzie §-u 1-go wypływałoby, że parame­
try nie są istotnemi.

Ponieważ więc wyznacznik wielkości £ jest różny od zera, 
możemy rozwiązać równania (2) względem wielkości £, i otrzy­
mamy:

r

(a) yjj! («) +  . . .  +  x r (a) ipJr (a) =  0; 

z równań (2) mielibyśmy więc:

r

A r = l

r

(3)

Otóż, gdyby wielkości £ czyniły zadość związkom takim, jak:
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to podstawiwszy w nie wartości (3), mielibyśmy:

r r

a więc, gdyby spółczynniki g były niezależne od wielko­
ści x\ równania te, którym czyniłyby zadość wielkości x', wska­
zywałyby, że parametry w równaniu (1), wbrew założeniu, nie 
są istotnemi.

Aby znaleść zapowiedzianą wyżej własność równań (1), sta­
rajmy się otrzymać te równania innym sposobem, a mianowi­
cie za pomocą bezpośredniego całkowania równań (2). Jakkol­
wiek nie można otrzymać zupełnie oznaczonych całek równań
(2), o ile nie ustalimy tego, jak wyrażać się mają wielkości x' 
jako funkcye wielkości x dla pewnego określonego układu warto­
ści a, które oznaczmy przez a', —a to na zasadzie rozważań w § 5— 
to wszakże skoro założymy, że jest znana jedna tylko z wielko­
ści (1), mianowicie ta, która odpowiada wartościom parametrów 
Oj' ,. . . ,  a/, wtedy całkując równania (2) w tern założeniu, otrzy­
mamy całki, zupełnie zgodne z wyrażeniami (1).

Aby wykonać to całkowanie, użyjemy tego samego sposo­
bu, co w § poprzedzającym, t. j. wprowadzimy wielkości 
Aj, . . . ,  Xr i t i za pomocą takich samych rachunków i rozważań, 
jak powyżej (zwłaszcza rozważań, dotyczących obszarów rozwi- 
jalności), znajdziemy równania (3), (4), (5), (6; tego paragrafu.

Szukane całki są więc całkami równań:

które należy całkować przy warunku, aby dla t= 0 wielkości Xh 
stały się równemi /* (x, a'). Jedyna różnica pomiędzy przy­
padkiem niniejszym a przypadkiem, rozpatrzonym w § poprze­
dzającym, polega na tern, że nie zakładamy teraz, jak poprzednio, 
iż wartości a' — poprzednio a° — odpowiadają przekształceniu

r
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tożsamościowemu, albo inaczej mówiąc, iż funkcye fh (x, a') spro­
wadzają się wprost do wielkości

Całki równań (5) niechaj będą:

Qh (V , • • ■ > x»\ V , . ■ -, Ar t) =  const;

uwzględniając powyższy warunek, można je napisać tak:

(6) Qh (x ,\..., xn\  ż , i ...,krt) =  Qh (/■, (x,a'),...,fn(x,a'), 0,...,0).

Wzory te, po rozwiązaniu ich względem x’ i podstawieniu za 
Arf, ...,Art wartości, wyrażonych przez dawne parametry a, po­
winny nam dać ściśle wzory (1), o ile o g r a n i c z y m y  się; 
do p e w n e g o ,  o t o c z e n i a  p u n k t u  a’, k t ó r e  o d p o ­
w i a d a  p e w n e m u  o t o c z e n i u  p u n k t u  t = 0.

Otóż widzimy bezpośrednio, że równania (6) są wynikiem 
eliminacyi wielkości Xh" pomiędzy dwoma następującemi ukła­
dami wzorów:

(7) Xh   fh (xi> • • • j xrtj łłj ł • • .• ) ^  ),

(8) Qu {x1\  X n ,  A,t,. . ., Art) =  Qh (X x„", 0 , . . . ,  0);

innemi słowy, przekształcenie (6) jest iloczynem dwóch prze­
kształceń (7) i (8). Lecz czemże jest przekształcenie (8)? Ponie­
waż wyrażenia Qh—const. są całkami równań (5), jeżeli A1,...,Ar 
uważamy za stałe, t za zmienną, przeto wzory (8) są wzorami 
przekształceń grupy o jednym parametrze t, zawierającej prze­
kształcenie tożsamościowe dla t = 0; wynika to bezpośrednio z sa­
mych równań (8). Doszliśmy tym sposobem do własności ogól­
nej, o której mowa była na początku, a którą wysłowić można 
w ten sposób:

T e z p o m i ę d z y oo2'" p r z e k s z t a ł c e ń (1), k t ó ­
r y c h  p a r a m e t r y  p r z y j m u j e m y  w s z y s t k i e  j a ­
ko i s t o t n e ,  k t ó r e  c z y n i ą  z a d o ś ć  r ó w n a n i o m  
r ó ż n i c z k o w y m  (2) i n a l e ż ą  do p e w n e g o  o t o ­
c z e n i a  p r z e k s z t a ł c e n i a  z p a r a m e t r a m i  a \  mo ż n a  
zaws ze  uwa ża ć  j a k o  i l oc z yny  z t e g o  p r z e k s z t a ł -
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ćeni a  s t a ł e g o  z p a r a me t r a mi  a' p r z e z  p r z e k s z t a ł c e ­
ni e  ( zmi enne)  pa s ma  oo2(r— g r u p  o j e d n y m p a r a me ­
t r ze  t, k t ó r e  ws z y s t k i e  z a wi e r a j ą  p r z e k s z t a ł c e n i e  
t o ż s a mo ś c i o we  i k t ó r y c h  p r z e k s z t a ł c e n i a ,  b r a ne  
pod uw agę, odnos zą  się do pewnego  o t oc z e n i a  pr ze ­
k s z t a ł c e n i a  t ożs amoś c i owego .

Należy zauważyć, że przekształceniem nieskończonostko- 
wem, należącem do grupy ogólnej pasma oo2(r—1) przekształceń, 
o którem mowa w twierdzeniu powyższem, jest:

gdzie czynniki X są stałemi ustalonemi. To przekształcenie nie- 
skończonostkowe jest widocznie kombinacyą liniową r innych; 
jeżeli położymy:

n r

n

będzie:
r

Niechaj będą dane, jak zwykle, równania różniczkowe:
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z których mamy:
r

(2)

Równaniom tym czynią zadość wielkości x \  wyrażone wzorami:

należącemi do grupy o r  parametrach istotnych. Zbadajmy, 
czy wielkości £ są dowolne, czy też zachodzą pomiędzy niemi 
pewne związki. Znajdziemy, jak to już zapowiedzieliśmy w §-ach 
poprzedzających, że funkcye te nie są dowolne, lecz że, gdy 
w sposób wskazany w §-ie poprzedzającym utworzymy przy po­
mocy funkcyj £ zwykle symbole działań X  (które zresztą w przy­
padku ogólnym, w którym nie zakładamy z góry, że grupa za­
wiera przekształcenie tożsamościowe, nie są symbolami prze­
kształceń nieskończonostkowych, n a l e ż ą c y c h  do grupy), to 
pomiędzy działaniami X  zachodzić będą pewne związki. Nadto 
związki analogiczne zachodzić będą pomiędzy innemi symbola­
mi działań analogicznemi z symbolami X, utworzonemi nie przy 
pomocy funkcyj £, lecz przy pomocy funkcyj a, a więc wyra­
żonych nie przez zmienne x, lecz przez wielkości u.

Rozwiązawszy równania (3) względem wielkości x, znaj­
dziemy:

Łatwo znaleść równania różniczkowe, którym czynią zadość 
funkcye F h, gdyż różniczkując równania (4) względem a h, otrzy­
mamy:

(3) Xh   f 'h (Xy j • • • , ćłrli (A=1, ...,*)

(4) x h — Fh (x ’, a )

n

0 =

a mnożąc przez a,*, sumując względem skaźnika k i uwzględ­
niając równanie (2), mieć będziemy:
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n r

Połóżmy:

Z założenia, że parametry we wzorach (3) są istotne, wnieść 
można, podobnie jak na początku §-u poprzedzająego, że nie 
tylko wyznacznik \\p\ wielkości rp jest różny od zera, lecz i że 
wielkości fr są liniowo niezależne, skąd wynika nieza­
leżność liniowa wyrażeń X /, . . . ,  X/. Z tego zaś, że wyznacz­
nik wielkości yj nie jest nieskończenie wielki (gdyż w rozważa­
nym obszarze każda funkcya xp jest funkcyą regularną, a zatem 
skończoną), wypływa, że i wyznacznik wielkości a, jako wy­
znacznik odwrotny do wyznacznika wielkości ip (gdyż każda 
wielkość a równa się minorowi rzędu r—1 wyznacznika |y|, po­
dzielonemu przez \ip\) jest różny od zera. Stąd zaś wynika 
niezależność liniowa wielkości A.

Połóżmy jeszcze:

i rozpatrzmy układ równań o pochodnych cząstkowych, rzędu 
pierwszego, liniowych, jednorodnych:

Układowi temu r równań, w którym zmiennemi są 
« / , w liczbie n-Ą-r, czynią zadość, oczywiście, wszystkie 
funkcye F—F/,, których jest w; nadto, równania tego układu, 
jak o tern już powiedziano, są liniowo niezależne. Układ ten 
należy do gatunku układów, rozpatrzonych w § 10, a ponieważ 
posiada przynajmniej n całek niezależnych, musi być układem 
zupełnym. Gdyby bowiem nie był takim, to dołączając do nie­

(6) XJ +  A-j =  Oj

(7) Qj F  =  0,
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go według metody, wskazanej w § 10, równania typu {iij O,)—0, 
moglibyśmy go uczynić zupełnym, lecz wtedy liczba jego całek 
niezależnych (równa zawsze różnicy pomiędzy liczbą zmiennych, 
którą jest w tym przypadku n-\-r, a liczbą równań układu zu­
pełnego zredukowanego) byłaby mniejsza od n, co pozostaje 
w sprzeczności z powyższem. Stąd n a w i a s y  (OjOt) dadzą 
się wyrazić liniowo przez symbole O i będzie:

r

(8) (Oj O,) =  2  G>‘s Qs >
*=i

gdzie spółczynniki c powinnyby być w ogólności funkcyami 
wielkości x' i wielkości a\ dowiedziemy, że są w i e l k o ś c i a ­
mi  st  a ł e m i.

Przedewszystkiem, podstawiwszy zamiast wielkości ii ich 
wartości z wzorów (6), mieć będziemy:

iij Oi =  (X/ X!) +  (X/ Ai) +  AjX>) -f- (Aj AA

lecz:

(X/Ai) =  0; ( i yI / )  =  0,

gdyż zmienne, do których odnosi się symbol X', są różne od 
zmiennych, do których odnosi się symbol A; pozostanie zatem:

(Oj Oi) =  (X/ X/) +  (Aj Ai),

a więc na podstawie równania (8):

r r

(X/ X/) +  (Aj Ai) -= 2  *J, X/ +  2  C/f •
»=i »=i

Stąd zaś, na tej zasadzie, że symbole X' i A odnoszą się do 
dwóch różnych kategoryj zmiennych, będzie ostatecznie:
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r  t

(9) (Xj X,) =  2  °i* &  i U j A,:) =  2  CJ" A< ■

Ponieważ:

r

r r r

2  Cju A* — 2  ( 2 j Cju a°e) dae ’

przeto:
r

3—1

Te ostatnie równania, gdy w nich zmieniamy q, stanowią 
układ r równań liniowych względem wielkości Cyn , Cy,-2, . . . ,  Cy,r , 

a wyznacznik spółczynników, który jest wyznacznikiem, utwo­
rzonym z wielkości aSej jest różny od zera na podstawie twier­
dzeń, dowiedzionych w § 4. Równania te przeto rozwiązują się 
względem wielkości c i dają na nie wartości, zależne wogóle od 
parametrów a, nie zaś od zmiennych x'. Locz można dowieść 
jeszcze, że wielkości c nie zależą też od wielkości a. W samej 
rzeczy, jeżeli działania, wskazane przez stronę pierwszą i stronę 
drugą pierwszego z równań (9), zastosujemy do jakiejkolwiek 
funkcyi /, nie zawierającej wielkości a, a następnie zróżniczku­
jemy stronę pierwszą i drugą względem akt otrzymamy związek:

który—z powodu tego, że/'jest j a k ą k o l wi e k  funkcyą wielko­
ści x' — może zachodzić tylko wtedy, gdy wyrażenia X,' są

r
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w p r o s t  n i e z a l e ż n e ;  stąd wynika, że spółczynniki dcjis
dak

muszą być zerami, a więc wielkości o są niezależne od para­
metrów a.

Możemy przeto powiedzieć:
A b y  r ó w n a n i a  r ó ż n i c z k o w e  (1) mo g ł y  okr e ­

ś l a ć  g r u p ę  o r p a r a m e t r a c h i s t o t  n y c h, p o t r z e ­
ba,  b y  s y m b o l e  Z'  i A, o k r e ś l o n e  p r z e z  r ó w n a ­
n i a  (5), c z y n i ł y  z a d o ś ć  z w i ą z k o m  (9), w k t ó r y c h  
w i e l k o ś c i  c s ą  s t a ł e m  i.

Otóż z rozważań, podanych w § 12, wiemy, że jeżeli grupa 
r-parametrowa zawiera przekształcenie tożsamościowe, wtedy 
wyrażenia X  są symbolami przekształceń nieskończonostko- 
wych (napisanych w zmiennych x'), należących do tej grupy; 
możemy więc wypowiedzieć następujące twierdzenie, jako wnio­
sek z poprzedzającego:

J e ż e l i  g r u p a  r-p a r a m e t r o w a  z a w i e r a  p r z e ­
k s z t a ł c e n i e  t o ż s a m o ś c i o w e ,  t o  p o m i ę d z y  j e j  r 
p r z e k s z t a ł c e n i a m i  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e m i  
z a c h o d z ą  z w i ą z k i :

(Xj X.) — Cjig Xs ,

w k t ó r y c h  w i e l k o ś c i  c są  s t a ł e .
Piszemy tu X zamiast X  dlatego, że symbole, występu­

jące w tym wzorze, są wyrażone w zmiennych x nie zaś w zmien­
nych £c'.

Pozostaje dowieść teraz, że odwrotnie, warunki (9), które 
są k o n i e c z n e m i ,  aby równania różniczkowe (1), zcałkowa- 
ne, dały grupę o r parametrach, są zarazem w a r u n k a m i  
d o s t a t e c z n e m i ,  jeżeli dołączymy jeszcze warunek, aby 
grupa zawierała przekształcenie tożsamościowe.

Utwórzmy r równań różniczkowych:

Ą  F =  0, . . . ,  Qr F =  0,
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które na zasadzie założeń (9) (skąd wynikają równania (8)) sta­
nowią układ zupełny, a więc mają (n-\-r)—r—n całek niezależ­
nych. Przyjmijmy, że dla:

wielkości X/,', otrzymane z całek tych równań w funkcyi wiel­
kości, występujących w nich jako stałe, które nazwijmy xv . . ., xn 
sprowadzają się do wielkości Xh; otrzymamy wtedy wzory, 
w których wielkości x' wyrażone są jako funkcye określone 
wielkości x, mianowicie:

Z natury równań ił = 0  wynikają, jak zwykle, ogranicze­
nia dla obszaru stosowalności równan (10); wogólności powiedzieć 
można, że równania (10) mają miejsce w pewnem otoczeniu pun­
ktu a,0, . . . ,  ar°. Przy takich ograniczeniach wzory te przed­
stawiają grupę, która naturalnie, na zasadzie poczynionych zało­
żeń, zawiera przekształcenie tożsamościowe.

W  samej rzeczy, jeżeli całki równań ił, określone w spo­
sób wskazany i rozwiązane względem wielkości x, oznaczymy 
przez Xh=Fh(x',a), a następnie zróżniczkujemy względem ak, 
będzie:

mnożąc te równania przez o«, sumując względem Ze i uwzględ­
niając związek:

i l j F h = X / F h +  A j F h =  0 ,

któremu czynią zadość wszystkie funkcye Fk, znajdziemy:

ak — ak° ,

(10) Xh' =  fh (xk........xn, au , ar).

n

n r
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Lecz wyznacznik pochodnych funkcyj F, względem wielkości x‘ 
jest różny od zera, stąd spółczynniki w tych równaniach linio­
wych muszą być zerami, t. j. być musi:

£,/ ( » ')  =  2  (a ) ^  • 
k = 1

Są to właśnie równania (2) niniejszego §-u, które po odpowied­
niej redukcyi prowadzą do równań (1).

Doszliśmy tedy przy pomocy zcałkowania równań Q do 
układu (10), czyniącemu zadość równaniom zasadniczym (1), 
o których już na początku uczyniliśmy założenia zwykłe, t. j. że 
w odpowiednich obszarach wyznacznik wielkości xp jest różny 
od zera, oraz że wielkości f nie czynią zadość żadnemu związ­

kowi postaci ^  gj £Jh, w którym wielkości g są niezależne od
j=i

wielkości x'. Przy takich założeniach parametry w równa­
niach (10) są istotne. Bo gdyby nie były takiemi, t. j. gdyby

T

2 ĆXh%i-(a) ^ - = 0 ,
1= 1

wtedy eliminując pochodne wielkości x\ otrzymalibyśmy z rów­
nań (1):

2  i37') ( 2  W» («) Z* («)) =  0,
/=1 k=l

a takie związki na zasadzie tego, co powiedziano wyżej, zacho­
dzić nie mogą.

Zastosujmy teraz do oo2r przekształceń (10) twierdzenie, 
dowiedzione w § poprzedzającym, obierając najprzód wielkości 
a° jako wartości parametrów a'. Wtedy każde przekształcenie
(10), w którem parametry at, . . . ,  ar są zawarte w otoczeniu 
punktu a ^ , . . . ,  ar°, o którem mowa wyżej, da się przedstawić
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jako iloczyn przekształcenia z parametrami a°, t. j. przekształ­
cenia tożsamościowego przez przekształcenia (w pewnem oblicze­
niu tożsamościowem) pasma oo*<r—i) grup o jednym parametrze, 
zawierających przekształcenie tożsamościowe; przekształcenie nie- 
skończonostkowe ogólne, do tych drugich należące, jest prze­
kształceniem X, o którem mowa na końcu § poprzedzającego. 
Wynika stąd, że przekształcenie (10), o których mowa wyżej, 
dają się przedstawić w postaci:

r

(11) **' =  xh +  ^ 2  XJ XJ *» +  •■•,
7=1

gdzie t należy obrać w odpowiedniem otoczeniu punktu t = 0.
Zastosujmy w dalszym ciągu toż samo twierdzenie § po­

przedzającego, obierając jakiekolwiek wartości parametrów ci 
(naturalnie pomiędzy wartościami, zawartemi w obszarze zmien­
ności ((«)). Znajdziemy wtedy, że każde z przekształceń (10) 
lub (11) da się zawsze przedstawić jako iloczyn przekształcenia 
z parametrami a' przez jedno z przekształceń (11). Lecz ponie­
waż przekształcenia (11) są temi samemi, co przekształcenia (10), 
i ponieważ parametry a' obraliśmy dowolnie, przeto iloczyn 
dwóch jakichkolwiek przekształceń (10) jest znowu przekształ­
ceniem (10), t. j. przekształcenia (10), w których zmienność pa­
rametrów jest ograniczona w sposób wyżej wskazany, tworzą 
grupę. Twierdzenie nasze tym sposobem jest udowodnione.

Twierdzenie to można znacznie uprościć, gdyż warunki (9), 
jakie w niem występują, dotyczą tak symbolów Z ', jak i sym­
bolów A.

Dajmy, że mamy jedynie r symbolów X' wprost niezależ­
nych, czyniących zadość związkom:

r

(12) (Z / X ) = 2
S= 1
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Pytamy, czy wystarczają one do określenia grupy (zawie­
rającej przekształcenie tożsamościowe) ? Innemi słowy: czy ma­
jąc wyrażenia X', czyniące zadość związkom (12), można wy­
znaczyć wyrażenia A, czyniące zadość drugim równaniom (9); 
albo też, czy założenie istnienia wyrażeń A pociąga za sobą no­
we warunki, którym poddane być winny wyrażenia X' ?

Dowiedziemy, że wyrażenia (12) wystarczają do wyznacze­
nia wskazanej grupy, gdyż można zawsze zbudować układ wy­
rażeń At, . . ., Ar, czyniących zadość związkom takim, jak (12), 
bez potrzeby wprowadzania jakiegokolwiek nowego ogranicze­
nia dla wyrażeń X'.

Wprowadźmy, podobnie jak w § 11, r—1 szeregów zmien­
nych, spółpodstawieniowych ze zmiennemi xi \  , xn‘, tak że
będziemy mieli r szeregów:

U3) .

• • • , «»(r),

i oznaczmy przez X/, X ”, . . .  , X!{r) symbole Xy, napisane 
w zmiennych, wziętych odpowiednio z tych szeregów.

Połóżmy:
Wy =  X/ +  X /  +  . . .  +  X/> 

dla każdej wartości j.
Łatwo widzieć, że skoro przyjmiemy, iż wyrażenia X' są 

wprost niezależne, to takąż własność posiadać będą i wyrażenia 
W, a ponieważ założyliśmy, że wyrażenia X' czynią zadość rów­
naniom (12), przeto równaniom analogicznym czynić będą za­
dość wyrażenia W. Skutkiem tego równania WyF—O utworzą 
układ zupełny r równań z nr zmiennemi, będą więc miały nr—r 
całek niezależnych (patrz § 10), któremi niechaj będą bu b2, ..,b„r- r. 
Wprowadźmy r nowych, niezależnych od wielkości b, funkcyj 
at, . . . ,  ar wszystkich zmiennych. Możemy w wyrażeniach W,

Pascal: Teorya grup przekształcił. 7
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zamiast zachodzących w nich rn zmiennych, wziąć wielkości b i a, 
a wtedy na podstawie wzorów § 10 otrzymamy:

r rn—r

W' = I  “ > < » * > ¿ + 2 ' W s i -
A — 1 Ar— 1

Ponieważ wielkości b są całkami równań Wj—0, przeto druga 
suma znika i pozostaje jedynie:

(14) W ,= 2  ^  ("*) óak '

Spółczynniki w tym symbolu są wogóle funkcyami wszy­
stkich wielkości a i wszystkich wielkości 6; bez względu na 
wartości tych zmiennych, wyrażenia IV są wprost niezależne 
i czynią zadość związkom takim, jak (12). Gdy więc nadamy 
wielkościom b wartości stałe i oznaczone (co uczynić można, po­
nieważ w równaniach (14) nie występują pochodne, wzięte wzglę­
dem wielkości b), otrzymamy z równań (14) wyrażenia:

(i5) d , = 2 ajk (a) i  >
A r = l

które będą wprost niezależne i czynić będą zadość związkom ta­
kim, jak (12), z temi samemi spółczynnikami stałemi Cju.

Utworzyliśmy tym sposobem też same symbole A, które 
występowały w twierdzeniu poprzedzającem, stąd zaś wynika 
istnienie grupy o r parametrach.

Mamy zatem następujące twierdzenie:
M a j ą c  r p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t -  

k o w y c h  w p r o s t  n i e z a l e ż n y c h  Xj (/ = J, 2, . . . ,  r) ń, 
c z y n i ą c y c h  z a d o ś ć  w a r u n k o m :

Piszemy X  zamiast X ',  gdyż symbole są, pisane w zmiennych x, 
a nie w zmiennych x', jak wyżej, dla dogodności w dowodzeniu.
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( X j  X , )  =  ^  ^

S =  1

g d z i e  s p ó ł c z y n n i k i  c są  s t a ł e m  i, m o ż e m y  wy­
z n a c z y ć  g r u p y  o r p a r a m e t r a c h  i s t o t n y c h ,  
z a w i e r a j ą c e  p r z e k s z t a ł c e n i e  t o ż s a m o ś c i o w e  
i r p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t k o w y c h  Xj\ 
w z o r y  p r z e k s z t a ł c e ń  d l a  k t ó r e j k o l w i e k  
z t y c h  g r u p  m o ż n a  z a w s z e  w o t o c z e n i u  p r z e ­
k s z t a ł c e n i a  t o ż s a m o ś c i o w e g o  p r z e d s t a w i ć  
w p o s t a c i :

r 1 ...r
(16) x,/ =  xk +  lj Xj xh +  ~  ^  Xi Xi X jxhĄ - . . .

0

Dajmy, że mamy grupę L i e g o  o r p a r a m e t r a c h  
i s t o t n y c h ,  z a w i e r a j ą c ą  p r z e k s z t a ł c e n i e  t o ż ­
s a m o ś c i o w e  d l a  a — a°. Ponieważ przekształcenia tej 
grupy dają się w otoczeniu przekształcenia tożsamościowego 
przedstawić w postaci powyższej, i ponieważ, jak o tern mówili­
śmy już w § 5, punkt a° będzie punktem w e w n ę t r z n y m  
obszaru zmienności parametrów a, przeto, podobnie jak dla 
grup jednoparametrowych, p r z e k s z t a ł c e n i a  t e j  g r u ­
py,  p r z y n a j m n i e j  d l a  p e wn e g o  o t oc z e n i a  p r z e ­
k s z t a ł c e n i a  t o ż s a m o ś c i o w e g o ,  są  p a r a m i  od­
w r o t n e  j e d n o  do d r u g i e g o .

Stanowi to ważną w ł a s n o ś ć  o g ó l n ą  g r u p  Li ego,  
z a w i e r a j ą c y c h  p r z e k s z t a ł c e n i e  t o ż s a m o ­
ś c i o we .

Z twierdzenia poprzedzającego wynika, że wzory (16) 
przedstawiają te z pomiędzy przekształceń grupy o r parame­
trach istotnych /t1=A1il . . . ,  które należą do pewnego
otoczenia przekształcenia tożsamościowego, odpowiadającego 
wartościom fi2 =  . . .== ¡ir =  0. Innemi słowy, w przestrzeni 
r-wymiarowej istnieje otoczenie punktu /it = . . .  =  0 takie.
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że jeżeli weźmiemy dwa punkty tego otoczenia odpowiednio 
o spółrzędnych /z,', . ,  / i / ; fi" ,. . . ,  ¡ur", wtedy odpowiednie 
dla nich wzory (16) będą zbieżne i dadzą nam dwa przekształ­
cenia; wziąwszy iloczyn tych dwóch przekształceń, otrzymamy 
przekształcenie, wyrażające się temiż wzorami (16), a którego 
parametry fx są spółrzędnemi innego punktu rozważanego oto­
czenia.

Zbadajmy, w jaki sposób, mając wyrażenia X, czyniące za­
dość zwykłym warunkom, można zbudować przekształcenia gru­
py, której parametry istotne /ij, . . . ,  jur w liczbie r mogą przy­
bierać wszystkie możliwe wartości bez żadnego ograniczenia, 
t. j. grupy, odgrywającej dla przekształceń o r parametrach taką 
samą rolę, jaką grupa kanoniczna (patrz § 5) odgrywa w teoryi 
grup jednoparametrowych. Grupę, o której mowa, nazywać też 
będziemy dlatego g r u p ą  k a n o n i c z n ą  o r p a r a m e ­
t r  a c h.

Niechaj będzie przekształcenie nieskończonostkowe ogólne: 

Z  —  A j 4 ~  I r  Xr ,

w którem wielkości 1 są dowolne, wyrażenia zaś X  czynią za­
dość wiadomym warunkom; za pomocą metody, wskazanej na 
końcu § 7, możemy znaleść równania skończone:

iłj (x , lj, . . . , Ar) =  iłj (X, 1), . . . , Ar),

(17)
ił»—1 (® > Ai} ■ • • » Ar) =  ił»—1 (®j ■ • , Ar),

ił» ( x ', At, . . . , A r) =  ii» (*, Ai t  , lr) ~j~

które, na zasadzie powyższego, powinny odpowiadać równaniom 
(16), ale wogólności tylko dla wartości Axt, . . . ,  Art, dostatecz­
nie małych. Lecz równania (16) dla tych wartości tworzą grupę, 
przeto i równania (17) tworzyć winny grupę, to znaczy, że gdy 
weźmiemy inny układ wartości A, np. A/, . . . ,  X,' i tęż samą 
wartość i, wtedy wzory:
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fir (*", V , • • •, V) =  «1 (»', V . • , V),

(18)
i2„_i (X\ Xi........ k/) =  £2»_1 (x', k,', , kr),

9.n (X", kl t . . . ,  kr1) =  Q, (x\ V , . . . .  kr) +  t,

skombinowane z wzorami (17), po wyeliminowaniu wielkości x', 
dadzą układ taki sam, jak układ (17), w którym wartośei k zmie­
niają się na inne wartości k", byleby tylko tak iloczyny 
jako też iloczyny k/t, . . . ,  kr't były dostatecznie małe. Co się 
tyczy wartości na t, to jest widocznem, że można przyjąć, iż t 
jest stałe, tak w równaniach (17) i (18), jak i w iloczynie, gdyż 
równania (17) zależą tylko od iloczynów wielkości t przez wiel­
kości k. Eliminacya wskazana prowadzi do wzorów następu­
jących:

O, «  V'. . • •, V )  =  iii (ir, V', • • •, Ir”),

(19)
a . - i (ar,k",. . . , kr") =  [x, v , • • ■. V')>

Qn (x", k " ,  . . . , kr")  =  Qn (X,  k " ,  . . . , V ) +  t .

Jeżeli ustalimy t, to równania (19) powinny być wynikiem 
równań (17) i (18) dla wszystkich co2r układów wartości k i k', 
obranych w odpowiednim obszarze r-wymiarowym około pun­
ktu (0, 0, . . . ,  0). Lecz jest rzeczą jasną, że skoro to ma miej­
sce dla obranych w sposób wskazanj', zresztą dowolnych, war­
tości k, które nie wpływają na wynik eliminacyi, to zachodzić 
też musi i dla j a k i c h k o l w i e k  wartości. Wnosimy stąd, 
że przekształcenia (17), w których wartości x zawarte są w pe­
wnym obszarze ((cc)), rozważane w c a ł o ś c i ,  t. j. przy zmie­
nianiu wielkości k i t  wszelkiemi możliwemi sposobami, t w o ­
r z ą  g r u p ę ,  która jest właśnie g r u p ą  k a n o n i c z n ą  o r  
p a r a m e t r a c h  i s t o t n y c h .  Jest ona oczywiście zbiorem 
wszystkich oo2(r— grup kanonicznych o jednym parametrze, 
które charakteryzuje przekształcenie nieskończonostkowe ogól­
ne Z.
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Grupa ta posiada własność, że każdemu jej przekształceniu 
odpowiada przekształcenie odwrotne, gdyż zmieniając w rów­
naniach (17) znak wielkości t, otrzymujemy przekształcenie 
w tychże wzorach zawarte.

Mamy tedy twierdzenie:
N i e c h a j  b ę d z i e  r p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń -  

c z o n o s t k o w y c h  w p r o s t  n i e z a l e ż n y c h  X} 
0'=i .2.... r),, c z y n i ą c y c h  z a d o ś ć  z w i ą z k o m :

r

(Xj Xi) =  CjiS Xs ,
*=i

g d z i e  s p ó ł c z y n n i k i c s ą  s t a ł e m i ;  p r z e k s z t a ł ­
c e n i a  t e  o k r e ś l a j ą  g r u p ę  o r p a r a m e t r a c h  
i s t o t n y c h ,  z a w i e r a j ą c ą  p r z e k s z t a ł c e n i e  t o ż ­
s a m o ś c i o w e  i do k a ż d e g o  w ni ej  p r z e k s z t a ł c e ­
ni a  odwr ot ne .  Gr up  a t a j est  z b i o r em w s z y s t k i c h  
002,r~1) g r u p  k a n o n i c z n y c h ,  o k r e ś l o n y c h  p r z e z  
p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e  
A, -j- ... -\-krXr, g d z i e  w i e l k o ś c i  A p r z y b i e r a j ą  
w a r t o ś c i  s t a l e  d o w o l n e .

Z powyższego wynika, że w a r u n k i e m  k o n i e c z ­
n y m  i d o s t a t e c z n y m  n a  to,  a b y  p r z e k s z t a ł c e ­
n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e  w p r o s t  n i e z a l e ż n e  
Xj w l i c z b i e  r t w o r z y ł y  g r u p ę  o r p a r a m e t r a c h  
i s t o t n y c h ,  j e s t ,  by  p r z e k s z t a ł c e n i a  t e  c z y n i ­
ł y  z a d o ś ć  z w i ą z k o m  p o s t a c i :

r

(XjX.) =  2  <yv. V,,
S=1

gdz i e  s p ó ł c z y n n i k i  c są s t ał e.
To ważne twierdzenie nazywa się d r u g i e m t w i e r d z e ­

n i e m z a s a d n i c z e m t e o r y i  grup.
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Pierwszy pomysł tego twierdzenia znajduje się w pracy L i e g o 
(Math. Ann., 8, 1874, s. 303), p. też Göttinger Nachr., 1874, str. 
533, 540; Archiv, for Math. og. Naturw., 1878; Math. Ann., 16, 
1879, s. 460 i nast.; Leipz. Ber., 1890, s. 453, a zwłaszcza s. 472—476.

Przytoczony tn dowód drugiego twierdzenia zasadniczego 
jest zupełnie ten sam, jak w dziele L i e g o. Podamy tn jeszcze 
inne dowodzenie, znacznie prostsze i prawie bezpośrednie, posłu­
gując się rezultatami, otrzymanemi w § 9.

Z przekształceń X  utwórzmy kombinacyę:

(20) Z =  X1X1 +  +  Xr,

gdzie spółęzynniki X są stałe, i napiszmy wzory kanoniczne prze­
kształceń grupy j e d n o p a r a m e t r o w e j ,  utworzonej z prze­
kształcenia nieskończonostkowego Zx, które otrzymujemy z prze­
kształceń pasma (20), biorąc na X pewne wartości stałe; napisz­
my też wzory analogiczne dla grupy, utworzonej z przekształ­
cenia nieskończonostkowego Z2, które otrzymujemy, biorąc we 
wzorze (20) inne stałe wartości spółczynników X.

By dowieść naszego twierdzenia, musimy znaleść warunki, 
jakim czynić winny przekształcenia X, aby, obrawszy w jaki­
kolwiek sposób z pomiędzy przekształceń (20) dwa przekształce­
nia Zx, Z2, otrzymać dwie grupy jednoparametrowe, należące do 
tej samej grupy o r parametrach, albo innemi słowy: aby pomno­
żywszy jedno z przekształceń skończonych grupy, wytworzonej 
z przekształcenia nieskończonostkowego Zx, przez jedno z prze­
kształceń skończonych grupy, wytworzonej z przekształcenia Zn 
otrzymać przekształcenie, należące do grupy, wytworzonej z pe­
wnego przekształcenia Zit zawartego pomiędzy przekształce­
niami pasma (20) ?

Widzimy, że pytanie nasze sprowadza się do szukania wa­
runku koniecznego i dostatecznego na to, aby iloczyn dwóch 
przekształceń (1) w § 9 (gdzie przedewszystkiem wyrażenia X  
należy zastąpić wyrażeniami Z) był przekształceniem, którego 
przekształcenie nieskończonostkowe tworzące jest kombinacyą 
liniową wyrażeń X  o spółczynnikach stałych, bez względu na



104 Rozdział I § 14.—Grupy skończone.

to, jakimi są r/.x i Z2\ lub innemi słowy: w a r u n k u  k o n i e c z ­
n e g o  i d o s t a t e c z n e g o  n a  to,  a b y  p r z e k s z t a ł ­
c e n i e  Z3, d a n e  p r z e z  w z ó r  (7) §-u 9-go, b y ł o  kom-  
b i n a c y ą  l i n i o w ą  o s p ó ł c z y n n i k a c h  s t a ł y c h  
w y r a ż e ń  X, p r z y  j a k i c h k o l w i e k  p a r a m e t r a c h  
t i t ' .

Otóż warunek ten znaleść łatwo. W samej rzeczy, jeżeli 
przyjmiemy najprzód, że zachodzą związki:

r
(21) {Xh Xk) — chu Xs ,

j=i

wtedy widocznem jest, że wszystkie nawiasy:

(Zl Z,), (Z, Zx Z2\  (Z.2 Z' Z,). CZ, Zt Z, Z,) . . .

będą wyrażeniami liniowemi wyrażeń X  o spółczynnikach sta­
łych, a stąd Z3 będzie takiem wyrażeniem, t. j. należeć będzie 
do pasma (20).

Z drugiej strony, jeżeli za Z3 położymy kombinacyę liniową 
wyrażeń X  o spółczynnikach stałych, wtedy takąż kombinacyą 
być musi Z3—tZx—VZ2, a stąd na podstawie wzoru (7) w § 9 
(w którym zamiast X  napisano Z) takąż kombinacyą będzie:

w [/{Ztz 2)-\-r"t (ZZ&) -  f  t \ z 2z xz 2) -  f  /  tt’{zxz 2z z . 2) + ...j,

a po zniesieniu czynnika wspólnego ii', i wyrażenie, zawarte 
w nawiasie klamrowym, t. j.

(22) /  (ZtZ2) +  f t  (ZXZXZ2) +  f  f  (Z2ZXZ2) +  . . .

musi być kombinacyą liniową o spółczynnikach stałych, wyra­
żeń X , b e z  w z g l ę d u  n a  w a r t o ś c i  p a r a me t r o wi , # ' .  
Wynika stąd, że tęż własność posiadać musi wyraz pierwszy 
wyrażenia (22), t. j. (Zt Z2) i że takąż własność posiadają i inne 
nawiasy w tem wyrażeniu.
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Niechaj teraz ZX) Z2 będą dwa j a k i e k o l w i e k  prze­
kształcenia nieskońezonostkowe, zawarte w paśmie (20); czyniąc 
je kolejno równemi różnym przekształceniom X, wyprowa-r 
dzimy stąd konieczność istnienia związków (21). Dowiedliśmy 
więc najzupełniej twierdzenia, że  z w i ą z k i  (21) są  w a­
r u n k a m i  k o n i e c z n e m i  i d o s t a t e c z n e m i  na  to,  
a b y  p r z e k s z t a ł c e n i a  X  m o g ł y w y t  w o r zy ó g ru ­
pę  o r p a r a m e t r a c h .

Widzimy tu, że dowodzenie to, oparte na wzorze (7) § 9-go 
(dającym się użyć i do wielu innych badań) jest bardzo prostem 
i b e z p o ś r e d n i e  m.

Dowodzenie to podaliśmy w Nocie, ogłoszonej w Rend. dell Ist. 
Lomb. (2), t. 34, s. 1118 (1901).

Z powyższego twierdzenia wynika ważny wniosek:
J e ż e l i  p r z e k s z t a ł c e n i a  Xx, .. . , Xr w y t w a ­

r z a j ą  g r u p ę  o r p a r a m e t r a c h ,  t o  i n a w i a s y  
(Xj X,j są p r z e k s z t a ł c e n i a m i  n i e s k o ń c z o n o s t -  
k o w e m i ,  m a j ą c e m i  w ł a s n o ś ć  w y t w a r z a n i a  
g r u p y ,  k t ó r a  m o ż e  m i e ć  n a j w y ż e j  r p a r a m e ­
t r ó w .

W samej rzeczy, jeżeli mamy związki:

r

a więc i związki:

r

to będzie :
r

((Xj X,), (Xh Xk)) =  2  Cjit chkt (X, Xt) ,
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t. j. tworząc nawiasy nawiasów, otrzymujemy kombinacye linio­
we o spółczynnikach stałych tychże nawiasów, co dowodzi wła­
śnie tego, że przekształcenia (Xj X,) tworzą grupą Ponieważ 
każdy z tych nawiasów jest kombinacyą liniową o spółczynni­
kach stałych wyrażeń X, przeto jakiekolwiek przekształcenie 
grupy kanonicznej, przez nawiasy te wytworzonej, jest zawarte 
pomiędzy przekształceniami grupy danej. Stąd grupa, wytwo­
rzona przez przekształcenia (Xj X,), nie może mieć więcej, niż 
r parametrów. Jeżeli ma mniej niż r parametrów, wtedy będzie 
podgrupą grupy danej; w innych przypadkach będzie identyczna 
z grupą daną.

§ 15.

Związki między siałemi c. Trzecie twierdzenie zasadnicze teoryi 
grup. Budowa grupy.

Pomiędzy stałemi cp, , o których mowa w § poprzedzają­
cym, istnieją pewne związki, które znaleść łatwo.

W wyrażeniu:
r

(1) (Xj X,) =  2  cjw X, ,
y=l

przemieńmy skaźniki i i j ; ponieważ wtedy (Xj X,) zmienia 
znak, otrzymujemy więc odrazu:

(2) Cjit -j- Cijs —  0,

co stanowi pierwszy z szukanych związków. Inny związek znaj­
dziemy, stosując znany wzór J  a c o b i’e g o (§8), mianowicie:

{(Xj X,) X,) +  ((X, Xt) Xj) +  ((X, Zj) X,) =  o, 

który, po uwzględnieniu wzorów (1), przybiera postać:
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r

2  Xk) +  cit, (X, Xj) +  Cirj, (XjX,)\ =  0,

a stosując tu raz jeszcze wzory (1), otrzymamy:

r r

Ponieważ wielkości X  są liniowo niezależne, wynika stąd, że 
każdy spółczynnik przy Xt musi być zerem, t. j.:

Z w i ą z k i  (2) i (3) s ą  t o ż s a m o ś c i a m i ,  k t ó r y m  
w i n n y  c z y n i ć  z a d o ś ć  s t a ł e  c, z a c h o d z ą c e  we 
w z o r a c h  (1).

Zbiór liczb c ma, jak widzimy, związek bardzo ścisły z gru­
pą, wytworzoną przez r przekształceń nieskończonostkowych; 
zbiór ten charakteryzuje t. zw. b u d o w ę  (strukturę) g r u p y .  
Zobaczymy później, jak ważnem jest to pojęcie, zwłaszcza przy 
porównywaniu dwu grup i dla t. zw. izormorfizmu.

Ważnem jest pytanie następujące:
D a n y  j e s t  u k ł a d  l i c z b  cj„ , c z y n i ą c y c h  za ­

d o ś ć  w a r u n k o m  (2) i (3); o z y  m o ż n a  t w i e r d z i ć ,  
że  i s t n i e j e  z a w s z e  u k ł  a d r p r z e k s z t  a ł ce  A n ie ­
s k o ń c z o n o s t k o w y c h  n i e z a l e ż n y c h  X, z w i ą z a ­
n y c h  r ó w n a n i a m i  (1)?

Odpowiedź na to pytanie brzmi twierdząco i tym sposobem 
mamy twierdzenie, które można uważać za odwrotne względem 
twierdzenia wyżej dowiedzionego o związkach pomiędzy wiel­
kościami c. Twierdzenie proste i odwrotne nazywają się razem 
t r z e c i e m  t w i e r d z e n i e m  z a s a d n i c z e m  t e o r y i

r

s = \

g r u p .
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Nie podajemy na teraz dowodu twierdzenia odwrotnego. Po­
wiemy tylko, że pierwszą próbę dowodzenia podał L i e (Math. Ann., 
25, s. 92 i nast., 1885), lecz rozważania te podlegały poważnym za­
rzutom (porów. Theorie der Transfer., III, s. 598, 1893). Dowodze­
nie ścisłe dał później L ie  w r. 1888 (Akad. Chrystiańska, 1888, 
Leipz. Ber., 1888, s. 14) i powtórzył je następnie w rozdz. XIł t. II 
swego dzieła o grupach przekształceń. Inny dowód podał S c h u r  
(Leipz. Ber., 1889, s. 229, Math. Ann., 35, s. 179, p. też Math. Ann., 
41, s. 529, nota). Wreszcie odsyłamy czytelnika do t. III Theorie d. 
Transfor., s. 599 i nast. W ostatnich czasach przedmiotem tym zaj­
mował się Po i n c a r e ,  wychodząc z innego punktu widzenia (Comp- 
tes rendus, 138, s. 1065, 1899, Trans. Cambr. Phil. Soc., 18, s. 220, 
1900, oraz w dziele zbiorowem, poświęconem Sir G. G. Stokesowi). 
E. P a s c a 1 podał inny dowód, ogłoszony w Rend. dell’Ist. Lomb.

§ 16.

Przekształcenia nieskończonostkowe grupy r-oarametrowej, określone 
za pomocą układu równań o pochodnych cząstkowych.

Niechaj będą przekształcenia nieskończonostkowe nieza­
leżne X, (<=1, .. . , r), tworzące dla grupy kanonicznej o r para­
metrach istotnych:

Przekształcenie nieskończonostkowe ogólne, należące do grupy, 
daje kombinacya liniowa o społczynnikach stałych przekształceń 
A ; spółczynnikami takiego przekształcenia będą tedy:

( 1 )

A— 1

r

ł ‘2 |
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gdzie 1 są spółczynniki stałe lub od wielkości x nieza­
leżne

Weźmy pochodne równań (2) względem pojedynczych 
zmiennych tyle razy, ile potrzeba, aby można było wyelimino­
wać stałe A z tak otrzymanego układu równań; dojdziemy tym 
sposobem do układu równań o pochodnych cząstkowych, dla 
którego wielkości £, przedstawione przez wzór (2), stanowić będą 
układ całek z r stałemi dowolnemi.

Jest widocznem, że z powodu formy specyalnej równań (2) 
co do stałych A, równania różniczkowe, jakie otrzymamy, będą 
równaniami liniowemi jednorodnemi względem wielkości £* i ich 
pochodnych, t. j. będą postaci:

n  n  n

(3) ^  i~  2 2  • ' ' =  0 ’
A=1 fc= l/= l 3

gdzie A, B, . . .  są funkcyami zmiennych x i gdzie liczba war­
tości, jaką przybierać może skaźnik /u, jest liczbą równań układu.

Całki te określają nam funkcye e, a więc i najogólniejsze 
przekształcenie nieskończonostkowe, należące do grupy danej; 
można więc powiedzieć, że równania te o k r e ś l a j ą  grupę 
i dlatego układ (3) nazywamy u k ł a d e m  r ó w n a ń  r ó ż ­
n i c z k o w y c h ,  s t a n o w i ą c y m  d e f i n i c y ę  g r u p y .

Pierwsze nasuwające się tu pytanie jest następujące: dany 
jest układ równań (3), czy i kiedy określa on grupę w sposób 
wskazany?

Przedewszystkiem najogólniejsze rozwiązanie układu za­
wierać winno skończoną liczbę r stałych, gdyż w przeciwnym 
razie nie otrzymalibyśmy grupy skończonej.

Wiemy nadto, że gdy dwa przekształcenia nieskończonost­
kowe Xi, X) należą do grupy, to i przekształcenie (X, Xj) po­
winno także należeć do grupy, t. j. powinno dać się wyrazić li­
niowo przy pomocy spółczynników stałych przez przekształce­
nia nieskończonostkowe grupy (według d r u g i e g o  t w i e r ­
d z e n i a  L i e g o ,  § 14); stąd wynika, że:
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14) iiu • • • » ł i

są dwoma układami rozwiązań równania (3), to rozwiązaniem 
układu musi być także utworzony z nich następujący układ:

Gdy to ma miejsce, wtedy na podstawie drugiego twierdzenia 
L i e g o, wielkości $ są istotnie spółczynnikami przekształceń 
nieskończonostkowych, wytwarzających grupę.

Co się tyczy warunku, że najogólniejsze rozwiązanie układu 
zawierać ma skończoną liczbę stałych, to można dowieść, że jest 
on nietylko konieczny lecz i dostateczny, to znaczy, że gdy ten 
warunek jest spełniony, to stałe występują l i n i o w o  w wyra­
żeniu najogólniejszego rozwiązania. Nie wchodząc w szczegóły, 
wypowiemy to tylko twierdzenie:

A b y  u k ł a d  (3) m ó g ł  o k r e ś l a ć  g r u p ę  s k o ń ­
c z o n ą ,  j e s t  k o n i e c z n e m  i d o s t a t e c z n e m ,  b y  
n a j o g ó l n i e j s z e  r o z w i ą z a n i e  j e g o  z a w i e r a ł o  
s k o ń c z o n ą  l i c z b ę  s t a ł y c h  do wo l n y c h ,  or az  g d y  
w i e l k o ś c i  (4) są  d w o m a  u k ł a d a m i  r o z w i ą z a ń ,  
b y  w y r a ż e n i e  (6) b y ł o  t a k ż e  r o z w i ą z a n i e m .

Dajmy, że układ (3) składa się z m równań. Różniczkując 
ich strony pierwsze względem każdej ze zmiennych, otrzymamy 
równania tego samego typu lecz rzędów coraz wyższych. I tak 
różniczkując v razy względem wszystkich zmiennych, otrzyma­
my wogóle mnv równań, które zawierać będą pochodne rzędu 
co-\-v wielkości £, jeżeli równania (3) zawierały pochodne tych 
wielkości rzędu najwyższego co. Pochodnych rzędu co-\-v tych 
n wielkości $ jest:

n n

i łatwo widzieć, że można zawsze wybrać taką liczbę v, aby



Rozdział I § 16.—Układy równań różnicz. grupy. 111

liczba (6) nie była większa niż mnr . W samej rzeczy, stosunek:

mnr
(7) l u - \ - ( D - \ - V — 1

\ (O-\-v

gdy v powiększamy o 1, pozyskuje czynnik -W . g<}y

więc powiększymy v o o ieduości, wypadnie stosunek (7) po­
mnożyć przez iloczyn:

<8) n (aj-f-r+l) n (wĄ-rĄ-l) 
nĄ-co-\-v ’ w-j-co-J-r-j-1

n (co-f-r-f-a) 
w-j-co -j- v-\-o—1

Otóż, przy powiększaniu liczby o iloczyn ten może prze­
wyższyć wszelką liczbę, gdyż granica czynnika ogólnego

n (co+r-f-a) ,, . , , . . ■, , *— i—-—■;— 7—----7- dla o=co iest n, t. i. większa od 1.
n-\-m-\-v-\-a—1 J J *

Połóżmy dla skrócenia co+v=s i tąż samą literą literą s 
oznaczmy p i e r w s z ą  z liczb s takich, że z równań, otrzyma­
nych drogą wyżej wskazaną, wyznaczyć można pochodne rzę­
du s; wszystkich wielkości 4 przez pochodne rzędu niższego; po­
nieważ równania, z których wychodzimy, są liniowe względem 
tych wielkości 4 i ich pochodnych, przeto jest widocznem, że 
pochodne rzędu s wyrazić się dadzą jako funkcye liniowe i je­
dnorodne pochodnych rzędu niższego.

Niechaj będzie punkt x1°, . . . ,  xn°, w  którym wszystkie 
spółczynniki tych funkcyj wymiernych są regularnemi. Wtedy 
w otoczeniu tego punktu funkcye 4 dadzą się rozwinąć na sze­
regi, uporządkowane według iloczynów różnic:

(9) «i°, . . . , xn—xK(0\

po jednej, po dwie it. d. ze spółczynnikami stałemi, które oznacz­
my odpowiednio przez c,-, cy, ctjh, . . . ,  gdzie skaźnik pierwszy 
jest skażnikiem tej wielkości f, którą rozwijamy, skaźnik zaś 
drugi, trzeci i t. d. są skaźnikami różnic (10), które wchodzą jako 
czynniki rozwinięć do danego wyrazu.
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Jest widocznem, że te spółczynniki c są wartościami, jakie 
przybierają w punkcie x° odpowiednie pochodne różnych rzę­
dów wielkości £; gdyby więc wszystkie spółczynniki c aż do 
spółczynników z s skaźnikami były równemi zeru, wtedy by­
łyby też dla x=x°  równemi zeru wszystkie pochodne wiel­
kości f aż do pochodnych rzędu s— 1 włącznie; a ponieważ na 
zasadzie powyższego pochodne rzędu s i rzędu wyższego wyra­
żają się liniowo i jednorodnie przez pochodne rzędów poprze­
dzających, wynikałoby stąd, że w punkcie x° byłyby też zerami 
pochodne wielkości £ wszelkiego rzędu, a stąd i spółczynniki c 
z ilukolwiek skaźnikami byłyby także zerami. Wynikłoby stąd, 
że i wielkości f  są zerami i mielibyśmy układ wartości f, któ­
remu nie odpowiada żadne przekształcenie nieskończonostkowe. 
Wnosimy stąd, że nie jest rzeczą możliwą, aby rozwinięcia wiel­
kości £ na szeregi rozpoczynały się od wyrazów rzędu s lub wyż­
szego od 8, t. j. (patrz § 8) pomiędzy określonemi przekształce­
niami nieskończonostkowemi układu nie ma żadnego przekształ­
cenia rzędu s lub wyższego od s. Mamy zatem twierdzenie:

M a j ą c  g r u p ę  r p a r a m e t r o w ą ,  p o w s t a j ą c ą  
z r p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t k o w y c h  n i e ­
z a l e ż n y c h ,  m o ż n a  z a w s z e  z n a l e ś ó  l i c z b ę  s t a ­
ką,  b y  j e d n o  k t ó r e k o l w i e k  z p r z e k s z t a ł c e ń  
n i e s k o ń c z o n o s t k o w y c h  g r u p y  był o  w p u n k c i e  
d o w o l n y m  p r z e s t r z e n i  r z ę d u  z a w s z e  n i ż s z e ­
go  o d s .  I s t n i e j e  p r z e t o  g r a n i c a  w y ż s z a  r z ę ­
du p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e g o ,  
n a l e ż ą c e g o  do g r u p y  s k o ń c z o n e j .



ROZDZIAŁ n .

TEORYA OGÓLNA NIEZMIENNICZOSCI WZGLĘDEM GRUPY PRZEKSZTAŁCEŃ.

§ I-

Niezmienniczość funkcyi względem grupy. Niezmienniki grupy.

Niechaj będzie dana funkcya F(xlt . . .  ,x n) zmiennych 
xv . . . , xn oraz pewna grupa. Mówimy, że funkcya F jest 
n i e z m i e n n i k i e m  g r u p y ,  a l b o  że  z e z w a l a  na  
w s z y s t k i e  p r z e k s z t a ł c e n i a  g r u p y ,  albo wreszcie, 
że n a l e ż y  do g r u p y ,  gdy pozostaje niezmienną przy wszy­
stkich przekształceniach tej grupy.

Dajmy najprzód, że mamy grupę jednoparametrową. Łatwo 
wtedy znaleść warunek konieczny i dostateczny na to, aby fun­
kcya F  była niezmiennikiem. W samej rzeczy, przypomniawszy 
sobie wzór (Rozdz. I § 6):

F ( x ' ) = F  (x) +  ±  X  (F(x)) +  - | j -  Z* ( * ■ < * ) )  +  • • •

widzimy, że aby było F(x') =  F(x) dla jakiejkolwiek wartości 
t, trzeba, by X(F(x)) było zerem; z drugiej strony, gdy X ( F ( j ; ) )  
jest zerem, będzie także A2 (,F(a:)) =  0, X3 (F (#)) =  0 i t. d. 
Mamy więc twierdzenie:

W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  
n a  to,  a b y  f u n k c y a  F (x) b y ł a  n i e z m i e n n i k i e m

Pascal: Teorya grup przekształceń s
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g r u p y  o j e d n y m  p a r a m e t r z e  j e s t ,  b y  t a  f un-  
k c y a  b y ł a  r o z w i ą z a n i e m  r ó w n a n i a  o p o c h o ­
d n y c h  c z ą s t k o w y c h  l i n i o w e g o ,  j e d n o r o d n e ­
go  r z ę d u  p i e r w s z e g o :  XF =  0.

Gdy to ma miejsce, mówimy zwykle, że funkcya F z e ­
z w a l a  na  p r z e k s z t a ł c e n i e  n i e s k o ń c z o n o s t  - 
k o w e X.

Dajmy teraz, że mamy grupę o r parametrach (Rozdz. I, 
§ 13j. Jest widocznem, że przy pomocy analogicznego rozwa­
żania dojdziemy do tego, że aby funkcya F była niezmiennikiem, 
potrzeba i wystarcza, by zezwalała na każde z r przekształceń 
nieskończonostkowych grupy, a więc:

W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  
n a  to,  a b y  f u n k c y a  F b y ł a  n i e z m i e n n i k i e m  
g r u p y  o f p a r a m e t r a c h  j e s t ,  by  t a  f u n k c y a  
b y ł a  j e d n e m  z r o z w i ą z a ń  w s p ó l n y c h  u k ł a d u  
z u p e ł n e g o  r ó w n a ń :

XxF =  0 , ............. , Xr F - : 0.

Pamiętając o tern, że gdy funkcya F jest rozwiązaniem każdego 
z równań XxF=0, X2F =0, to wtedy jest także rozwiązaniem 
równania (Xx X2) F =  0, możemy powiedzieć:

J e ż e l i  f u n k c y a  F j e s t  n i e z m i e n n i k i e m  
d w u  g r u p  wy t w o r z on y c h o d p o w i e d n i o z p r z e ­
k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t k o w y c h  X, , X2, t o  
j e s t  z a r a z e m  n i e z m i e n n i k i e m  g r u p y ,  w y t w o ­
r z o n e j  z p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o -  
w e g o X3),

Inne własności niezmienników grupy podamy w § 1, k 
Rozdziału Iii-go.
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§ 2.

Niezmienniczość układu równań skończonych względem grupy.

Niechaj będzie równanie ¿2 (cc,, .. . , xn) — 0, przedstawia­
jące związek pomiędzy zmiennemi, który nie zmienia się przez 
przekształcenia grupy; mówimy wtedy, że r ó w n a n i e  ¿2=0 
j e s t  n i e z m i e n n i c z e m d l a  p r zeks  z t a ł  ceń grupy.

Równanie ¿2 — 0 przedstawia geometrycznie rozmaitość 
w przestrzeni n-wymiarowej. Gdy jest ono niezmienniczem 
w znaczeniu wyżej wskazanem, wtedy przy pomocy przekształ­
ceń grupy można zawsze przejść od jednego punktu tej rozma­
itości do każdego innego jej punktu, t. j. mówiąc geometrycznie, 
mamy wtedy rozmaitość, k t ó r a  p r z e k s z t a ł c a  s i ę  na  
s a m ą  s i e b i e  przez przekształcenia grupy, albo inaczej mó­
wiąc: r o z m a i t o ś ć  n i e z m i e n n i c z ą .

Jest widocznem, że gdy funkcya jest niezmiennikiem w zna­
czeniu, wskazanem w § poprzedzającym, wtedy, będąc przyrów­
nana do zera lub wogóle do stałej, daje zawsze rozmaitość nie­
zmienniczą. Mamy wtedy szereg pojedyńczo nieskończony roz­
maitości niezmienniczych. Lecz odwrotnie z takiej rozmaitości 
niezmienniczej nie otrzymujemy funkcyi niezmienniczej.

Poszukajmy warunku koniecznego i dostatecznego na to, 
aby równanie było niezmienniczem dla grupy. Dla większej 
zaś ogólności rozpatrzmy przypadek nie jednego równania, lecz 
układu n —m równań ¿21=0, . . . ,  ¿2„_„—0, o których czynimy, 
naturalnie, założenie, że są z sobą zgodne, i nadto, że nie wszyst­
kie wyznaczniki rzędu n—m macierzy:

3^2ł dQi
dxt ’ ‘ ' ’ 0XH

n—m dî n—m
dxH ’ ' • ’ dx.

(1)
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są zerami na mocy równań danych, t. j. zakładamy, że macierz 
ta, na mocy równań danych, ma charakterystykę n—m.

Jeżeli równania dane mają tworzyć układ niezmienniczy 
dla grupy, wytworzonej z przekształcenia nieskończonostkowego:

H

,2) i  =
*=:/

wtedy układ równań:

Oy (O  =  0, . . . , (xr) =  0,

t. j. układ:

&i (*) +  ~y  (x) +  . . . =  0,

&n— “j-- J- XQn—m(x) 0,

powinien być równoważny układowi danemu, t. j. być powinno:

(3) XQy =  0, . . . , XQn—m — 0,

<±)
i X‘iQl = 0 ,  . .. , X3A ,-,„=  0,

Związki te powinny spełniać się wogóle n ie  t o ż s a m o ­
ść i o w o, lecz n a  mo c y  r ó w n a ń  u k ł a d u  danego,  t.j. 
powinny stanowić układ, wynikający z danego.

Powstaje pytanie następujące: czy dość przyjąć, iż speł­
niają się równania (3), aby wnieść stąd, iż wtedy spełniają się 
także równania (4); czy też równania (4) przedstawiają warunki 
niezależne od równań (3)? Gdyby pierwsze strony równań (3) 
znikały t o ż s a m o ś c i o w o ,  jak w §*poprzedzającym, pytanie 
to byłoby zbytecznem, gdyż wtedy widocznie i równania (4) by­
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łyby tożsamościowe. Otóż okażemy, że i w naszym przypadku 
równania (4) są wynikiem równań (3). Aby to udowodnić, wy­
prowadzimy najprzód pewną tożsamość, z której wypadnie nam 
korzystać.

Ponieważ macierz (1) jest, według założenia, różna od zera, 
przeto przynajmniej jeden z wyznaczników rzędu n—m, w niej 
zawartych, jest różny od zera; dajmy, że tym wyznacznikiem jest 
wyznacznik, utworzony z pierwszych n—m wierszy i kolumn. 
Na podstawie założeń, wyznacznik ten jest różny od zera na 
mocy równań danych, będzie więc tern bardziej różny od zera 
t o ż s a m o ś c i o w o ,  t. j. gdy nie uwzględnimy związków po­
między wielkościami x. Możemy więc równania dane rozwią­
zać względem xu . . . ,  x„^m, i znajdziemy:

{5) (Xn—m-fl, * . . , - n), . . . , Xn—tn̂ =(Pn—m (#»— m-j-lł • • • , Xn).

Dla dogodności oznaczmy symbolem [i1] wynik, jaki otrzy­
mujemy, podstawiając w funkeyi F zmiennych xlt . . . ,  xH, za­
miast pierwszych n—m zmiennych, ich wyrażenia (5); tym spo­
sobem będzie tożsamośeiowo:

[&J =  0, . . . , [&,_„] =  0. .

Z równań (2) otrzymamy wtedy:

(6, m  = 2 [ S ,  < * > ][£ ]=  2  [*>•'] [ f e ] -
»=1 2=1

Obliczmy teraz wynik działania X, wykonanego na fun- 
kcyi [.F]. Ponieważ [Aj jest funkcyą wyrażeń cp i zmiennych 

. . • , xn, przeto:

d\F] Xxt
i = n — m -f-1



118 Rozdział II § 2 —Niezmienniczośe układu równań.

skąd:

i-=n—m-\-1

d[F]
óxt W ,

gdyż wyrażenia j  1 nie różnią się, stosownie do

oznaczeń naszych, odpowiednio od i ’ albowiem
w  funkcyi [ir'j podstawienie wyrażeń (5) zostało już dokonane.

•m ■ /  r óin  d[_F] + •,Ula —m mamy |̂ — J =  ~ ^ L > stąd:

n—m n—m

(7) [X F \- \Z [ ^ ] ] = 2  [ ~ ] { [ X x i] - [ X < Pi] } = ^  [g ] [^ ( * .- < P .) ] .

Jest to właśnie tożsamość, którą chcieliśmy wyprowadzić.
Połóżmy w niej F=Qk; wtedy z uwagi, że gdy [i2*] =  0, 

będzie X  [¿2*] =  0, [X [i2*]] = 0  i że gdy XQk =  0, będzie 
[Xiik] =  0, otrzymamy:

n—m

(8) 2  [ S f ]  <*=’ . . »-«>•
i=i

Otóż, na podstawie założenia, wyznacznik:

dś2fc
dxi (k=1 , m'h

jest różny od zera, także na mocy równań danych, t. j. równań 
(5), a więc i wyznacznik:
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będzie różny od zera, i dlatego z równań (8) otrzymamy:

[X (Xi- 95,)] == 0:

Wzór (7) sprowadza się tedy do postaci:

(9) [XF] -  [X [jP]] =  0,

dla wszelkiej funkcyi F.
Jeżeli we wzorze (9) położymy F = X Q k i przyjmiemy, 

że równania (3) maję miejsce na mocy równań danych, t. j. że 
dla jakiejkolwiek wartości lc jest tożsamościowo =  0,
a wiec także X  \XQk |=0, [X [X£*.]] =  0, wyniknie stąd:

[X . XQk] =  [X*Qk] =  0,

t. j. że równania X2i2*=0 (i podobnie dowieść by można, że 
i równania X3iĄ=0, . . .) są wynikiem układu danego, co było 
do okazania.

Mamy zatem twierdzenie:
Warunkiem k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  n a  

to, a b y  u k ł a d  r ó w n a ń  (x) =  0, . . . ,  (x) =  0
(dl a  k t ó r e g o  m a c i e r z  p o c h o d n y c h  r z ę du  p i e r w­
s z e g o  w z g l ę d e m  w s z y s t k i c h  z m i e n n y c h  n i e  
j e s t  z e r e m)  b y ł  n i e z m i e n n i c z y m  d l a  g r u p y  
j e d n o p a r a m e t r o w e j ,  w y t w o r z o n e j  z p r z e ­
k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e g o  X, j e s t  
b y  r ó w n a n i a  X&1—0, . . . , XQH~,»=0 b y ł y  w y n i k i e m  
r ó w n a ń  d a n y c h .

Jeżeli mamy grupę o większej liczbie parametrów, wytwo­
rzoną tedy z r przekształceń X„ . . . , Xr, to pamiętając o tern, 
że przekształcenia tej grupy można napisać jako przekształce­
nia grupy jednoparametrowej, wytworzonej z przekształcenia

2  A,Xi, wniesiemy stąd, że warunkiem k o n i e c z n y m  i do­
i=1
s t a t e c z n y m  niezmienniczości układu równań względem 
uważanej grupy jest, by wyniki zastosowania działania X do
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każdego z równań ii były zerami na mocy równań danych. 
A zatem t w i e r d z e n i e  p o p r z e d z a j ą c e  s t o s u j e  się 
n i e t y l k o  do  g r u p ,  w y t w o r z o n y c h  z j e d n e g o  
p r z e k s z t a ł c e ń  ia n i e s k o ń c z o n o s t k o w e g o ,  l e c z  
t a k ż e  do g r u p ,  w y t w o r z o n y c h  z r t a k i c h  p r z e ­
k s z t a ł c e ń .  . -

Poprzednie rozważania opierały się na założeniu, że ma­
cierz (1) jest różna od zera. Twierdzenie nie utrzymuje się 
wogólności, jeżeli ten warunek nie jest spełniony. Ale nie bę­
dziemy rozpatrywali szczegółowo tego przypadku i odsyłamy 
w tym względzie czytelnika do T. I dzieła „Theorie der Tranfor.“, 
s. 112—115. Przytaczamy tylko rezultat:

J e ż e l i  m a c i e r z  (1) j e s t  z e r e m,  w t e d y  d l a  
n i e z m i e n n i c z o ś c i  u k ł a d u  n i e  w y s t a r c z a  j u ż ,  
b y  r ó w n a n i a  XOj =  0 b y ł y  w y n i k a m i  r ó w n a ń  
Qj— 0 ( w s z a k ż e  w a r u n e k  t e n  p o z o s t a j e ,  o c z y ­
wi ś c i e ,  k o n i e c z n y m ) ;  w a r u n e k  d o s t a t e c z n y  
w y r a ż a  s i ę  o g ó l n i e  p r z e z  to,  że w y r a ż e n i a  
Xiij d a j ą  s i ę  p r z e d s t a w i ć  l i n i o w o  p r z e z  w y ­
r a ż e n i a  Qj ze  s p ó ł c z y n n i k a m i ,  b ę d ą c e m i  f un-  
k c y a m i .  r e g u l a r n e m i  d l a  t y c h  w s z y s t k i c h  
w a r t o ś c i  z m i e n n y c h  x, d l a  k t ó r y c h  w y r a ż e ­
n i a  Q z n i k a j ą .

Twierdzenie to zawiera w sobie, oczywiście, twierdzenie 
poprzedzające, jako przypadek szczególny. Gdy bowiem speł­
nia się warunek powyższy, wtedy równania XQj= 0 są wynika­
mi równań i i j= 0; odwrotnie wszakże, ten ostatni przypadek mógł­
by zachodzić, jakkolwiek wyrażenia XQj =  0 nie dałyby się 
przedstawić liniowo przez wyrażenia i i j .

Ważnem jest twierdzenie następujące:
J e ż e l i  u k ł a d  r ó w n a ń  j e s t  n i e z m i e n n i c z y  

w z g l ę d e m  g r u p y ,  k t ó r e j  p r z e k s z t a ł c e n i e m  
n i e s k o ń c z o n o s t k o w e m  j e s t  Xj, o r a z  w z g l ę d e m  
i n n e j  g r u p y ,  k t ó r e j  p r z e k s z t a ł c e n i e m  n i e ­
s k o ń c z o n o s t k o w e m  j e s t  Xi, w t e d y  j e s t  t a k ż e  
n i e z m i e n n i c z y m  w z g l ę d e m  g r u p y ,  k t ó r e j
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o r z e k s z t a ł c e n i e m  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e m  j e s t
\Xj X X

Dowód tego twierdzenia jest taki sam, jak dowód twier­
dzenia analogicznego w § poprzedzającym. Jeżeli równania 
XjQh=  0 i XiQk=0 są wynikiem równań Qk=0,  to będzie nim 
także XjX,Qk —  Xt XjQk= 0, t. j. (XjXi) Qk= 0 będzie wjmikiem 
układu Qk=0.

Dodajmy wreszcie, że zamiast mówić, iż układ równań jest 
niezmienniczy względem grupy, wytworzonej z przekształcenia 
nieskończonostkowego X,, mówić będziemy prościej, że układ 
z e z w a l a  na  p r z e k s z t a ł c e n i e  n i e s k o ń c z o n o s t -  
k o w e X,.

§ 3

0 zagadnieniu, dotyczącem wyznaczenia wszystkich możliwych układów 
równań, zezwalających na jedno lub więcej danych przekształceń nie- 

skończonostko wych.

Z § poprzedzającego wypływa, że wyznaczenie układów 
równań różniczkowych niezmienniczych dla danej grupy o je­
dnym lub więcej parametrach sprowadza się w istocie rzeczy do 
wyznaczenia funkcyj takich, że stosując do nich działania, 
wyrażone symbolami przekształceń nieskończonostkowych, wy­
twarzających grupę, i uwzględniając znikanie tych funkcyj, 
otrzymujemy tożsamościowo zero, czyli, jak się zwykle mówi, 
r ó w n a n i a ,  z e z w a l a j ą c e  n a  d a n e  p r z e k s z t a ł c e ­
n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e .  Stąd powstaje pytanie 
o rozwiązaniu zagadnienia, o ktorem mowa wyżej w nagłówku. 
Podamy tu tylko niektóre o tern zagadnieniu uwagi.

Niechaj będzie dane jedno przekształcenie nieskończo­
nostkowe: n

1=1
(1)
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Układ jakikolwiek n—m równań:

(2) f l . =0 ,  =  0,

o jakich mowa wyżej, może być taki, że albo równania:

(3)

nie są wszystkie wynikiem równań (2), albo wszystkie wynikają 
z tych równań.

W  przypadku pierwszym, jeżeli przez <pv . . . ,  <pn—i ozna­
czymy n—1 całek niezależnych równania XF—0, łatwo dowieść, 
że pierwsze strony równań (2) muszą być funkcyami całek cp. 
W samej rzeczy, jeżeli przyjmiemy, że przynajmniej jedna 
z wielkości 4, np. 4» jest różna od zera, przy uwzględnieniu rów­
nań (2), wtedy biorąc zamiast zmiennych xv .. . ,  a?„_i nowe 
zmienne (pl t . . . ,  sprowadzimy równanie (1) (patrz Kozdz.
I § 7) do postaci:

Wprowadźmy teraz wyrażenia <p do równań Q = 0. Gdyby 
jedno z wyrażeń, np. Qk, zawierało zmienną x„ , wtedy rozwią­
zując równanie Qk— 0 względem x„, otrzymalibyśmy równanie 
równoważne:

lecz powinno być także XQk=0.  gdzie X  ma postać (4), a więc 
być by musiało 4» — 0, wbrew powyższemu założeniu. Stąd 
wszystkie wyrażenia mogą być tylko funkcyami samych wiel­
kości 9?. Z drugiej zaś strony jest jasnem, że biorąc n—m do­
wolnych funkcyj całek <p, otrzymujemy zawsze rozwiązanie za­
gadnienia. A zatem:

J e ż e l i  s z u k a m y  w s z y s t k i c h  m o ż l i w y c h  
u k ł a d ó w  N  r ó w n a ń ,  z e z w a l a j ą c y c h  n a  d a n e  
p r z e k s z t a ł c e n i e  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e  X  i t a -

(4)

*£/» to]c (9?1, • • • y (fn —l )  ---- Oj
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k i c h ,  b y  z n i k a n i e  s p ó ł c z y  n n i k ó w  $ n i e  b y ł o  
w y n i k i e m  t y c h  r ó w n a ń ,  w t e d y  j e s t  k o n i e c z -  
n e m i w y s t a r c z a j  ą c e m  w z i ą ć  d o w o l n i e  i  f un -  
k c y j  n—1 c a ł e k  n i e z a l e ż n y c h  r ó w n a n i a  X F =  0.

Jeżeli zaś znikanie funkcyj 51, . . .  , ma być wynikiem 
równań układu niezmienniczego, wtedy przyjąć trzeba oczywi­
ście, że równania $x=0, . . . ,  £„=0 są zgodnemi, t j. że istnieje 
przynajmniej jeden układ wartości zmiennych, który równania 
te spełnia i że ten układ jest zawarty w obszarze, w którym fun- 
kcye te uważamy za regularne. Przyjmijmy, że wogólności tyl­
ko m pierwszych równań są niezależne, t. j. że pozostałe są wy­
nikami tych m pierwszych. Jest wtedy jasnem, że znajdziemy 
szukany układ niezmienniczy N  równań, jeżeli rozważymy naj­
przód równania £x=0, . . . ,  0, a następnie N —m równań
dowolnych, lecz nie niezgodnych z poprzedzaj ącemi.

A zatem, gdy mamy dane jedno tylko przekształcenie nie- 
skończonostkowe, zagadnienie nasze sprowadza się do w y z n a ­
c z e n i a  w s z y s t k i c h  u k ł a d ó w  r ó w n a ń  n i e z mi e n ­
n i c z y c h  d l a  p r z e k s z t a ł c e ń  g r u p y  j e d n o p a r a -  
m e t r ó w  ej.

Pokażemy, jak przedstawia się rozwiązanie tego zagadnie­
nia w przypadku, gdy mamy danych więcej przekształceń nie- 
skończonostkowych.

Wiemy już (Rozdz. II § 2), że gdy układ zezwala na dwa 
przekształcenia nieskończonostkowe Xi i X2, to zezwala też i na 
przekształcenie (X, X3). Stąd wypływa, że mając q danych 
przekształceń nieskończonostkowych, dla których szukamy nie­
zmienniczego układu równań, możemy dołączyć wszystkie inne 
przekształcenia nieskończonostkowe (Xj X,) i postępować w ten 
sposób dalej, aż zbiór wszystkich równań różniczkowych, otrzy­
manych z przyrównania do zera wszystkich wyrażeń X, nie bę­
dzie układem zupełnym (Rozdz. I § 9). Możemy tedy przyjąć, 
że dane przekształcenia nieskończonostkowe, w liczbie q, są ta­
kie, iż przyrównane do zera, dają układ zupełny, albo też ogól­
niej, że pomiędzy q przekształceniami jest q—r przekształceń, 
będących komkinacyami liniowemi (o spółczynnikach zmień-
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nych) pozostałych r przekształceń, wzajemnie niezależnych i sta­
nowiących, po przyrównaniu do zera, układ zupełny. Wynika 
stąd, że, jeżeli oznaczymy, jak zwykle, przez f,„, . . . ,  spół- 
czynniki podstawienia Xj, macierz:

fil 7 • •• ą f i*

fii, • .• ? £?»

będzie miała charakterystykę r.
Układy szukanych równań Q = 0  są, jak wyżej, dwojakie­

go gatunku: dla jednych z nich znikanie wszystkich wyznaczni­
ków macierzy (5) nie jest wynikiem tych równań; dla drugich 
znikanie tych wyznaczników wynika z samych równań.

W sposób zupełnie podobny do powyższego, t. j. wprowa­
dzając, zamiast zmiennych x, nowe zmienne q> w liczbie n—r, 
będące całkami układu zupełnego r równań X1 =  0, ..  . ,  Xr=  0, 
można dowieść, że wyrażenia Q staną się funkcyami samych 
wielkości cp. Stąd:

A b y  o t r z y m a ć  w s z y s t k i e  m o ż l i w e  u k ł a d y  
W r ó w n a ń  ii =  0, n i e z m i e n n i c z y c h  w z g l ę d e m  
z b i o r u  ą p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t k o -  
w y c h  Aj , . . . ,  A, , z k t ó r y c h  r  p i e r w s z e ,  p r z y r ó w ­
n a n e  do z e r a ,  t w o r z ą  u k ł a d  z u p e ł n y ,  p o z o ­
s t a ł e  z a ś  s ą  k o m b i n a c y a m i  l i n i o w e m i  p o ­
p r z e d z a j ą c y c h ,  i t a k i c h  r ó w n a ń ,  że  z n i k a n i e  
w s z y s t k i c h  w y z n a c z n i k ó w  r z ę d u  r  m a c i e r z y  
s p ó ł c z y n n i k ó w  n i e  j e s t  w y n i k i e m  s a m y c h  
r ó w n a ń ,  j e s t  k o n i e c z n e m  i w y s t a r c z a j  ą c e m  
p r z y r ó w n a n i e  do z e r a  N  d o w o l n y c h  f u n k c y j  
n—r r o z w i ą z a ń  u k ł a d u  A1 =  0, . . . , A r =  0.

Co się tyczy układów równań drugiego gatunku, to te mo­
żna podzielić na różne klasy; możemy bowiem przyjąć, że wyni­
kiem równań układu jest znikanie nietylko wszystkich wyznacz­
ników rzędu r macierzy (5), ale także znikanie wszystkich wy­
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znaczników rzędu r—1, r—2 , , r —/i—(— 1. Stąd dla każdej
wartości liczby h będziemy mieli inną klasę, a wszystkich klas 
będzie r.

Ustaliwszy wartości liczby li, obliczamy wszystkie wy­
znaczniki rzędu r macierzy (5). Otóż może się zdarzyć,
że znikanie wszystkich tych wyznaczników pociąga za sobą zni­
kanie również wszystkich wyznaczników rzędu r—li, albo też, 
że znikanie tych wyznaczników rzędu r - h - 1-1 ma miejsce dla 
wartości zmiennych x, znajdujących się zewnątrz obszaru, 
w którym funkcye £ przyjmujemy jako regularne.

Grdy zdarza się jeden z tych przypadków, wtedy jest wido- 
cznem, że nie istnieje układ równań szukanych, odpowiadających 
danej liczbie In. Gdy zaś żaden z tych przypadków nie zachodzi, 
wtedy znikanie wyznaczników rzędu r—7i—(—1 może zależeć wogól- 
ności od znikania pewnej liczby najmniejszej g pewnych fun- 
kcyj 3  zmiennych x. I wogólności będzie można znaleść roz- 
maitemi sposobami ten układ n i e p r z y w i e d l n y  równań 
Ą = 0 , . . • , 3e=  0.

Ustaliwszy jeden z takich układów nieprzywiedinych, mia­
nowicie układ, z którego nie wypływa znikanie wszystkich wy­
znaczników rzędu r—li macierzy (5), utwórzmy układ równań:

(6) *3,- =  0, A ic ¿ ii  =  0, X j  X k  ¿ i i  —  0, . . .

prowadząc to postępowanie dopóty, dopóki nie otrzymamy rów­
nań, będących wynikiem poprzedzających, a które odrzucić już 
będzie można; albo też równań, które już to nie będą zgodne 
z poprzedzającemi lub spełniać się będą dla wartości x, znajdu­
jących się poza obszarem, w których funkcye $ są regularne. 
W dwóch ostatnich przypadkach nie istnieje oczywiście szukany 
układ równań; w pierwszym zaś przypadku będzie można wska­
zanym wyżej sposobem zbudować układ równań,-zezwalający na 
wszystkie przekształcenia nieskończonostkowe X, mianowicie 
sposobem, jakim zbudowaliśmy układ (6).

Układ (6) daje się, wogólności, sprowadzić do mniejszej 
liczby równań, mianowicie, tak, że gdy spełniają się wszystkie 
równania układu zredukowanego, to spełniają się też i wszystkie 
równania układu (6). Ten układ zredukowany będzie tedy obej­
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mował z pewnością wszystkie równania £', =  0, co wypływa już 
z samego sposobu utworzenia wyrażeń £, . Niechaj:

(7 ) w , =  0 ,  . . . , ĆJg =  0 , -  0 ,  . . . , “ g-fc == 0 ,

będzie układem zredukowanym.
W z a ł o ż e n i u ,  ż e  z r ó w n a ń  (7) n i e  w y p ł y w a  

z n i k a n i e  w y z n a c z n i k ó w  r z ę d u  r — h m a c i e r z y  
(5), u k ł a d  (7) j e s t  u k ł a d e m  s z u k a n y m ,  n a l e ż ą ­
c y m do l i c z b y  k i  n i e p r z y w i e d l n y m .

Lecz jakiż będzie układ najogólniejszy tego gatunku, obej­
mujący w sobie układ (7); innemi słowy, jakie równania można 
dołączyć do równań (7), aby układ rozszerzony zachował wła­
sności układu (7)?

Dajmy, że wyznacznik rzędu r —li:

£l,n— r-f-Z»4-l i • • ■ t £i,»

—h,n—r-\-h-f-1? • • > £/•—h,n

nie staje się zerem na mocy równań (7). Utwórzmy jakikolwiek 
układ równań, zezwalający na przekształcenia Xu . . .  ,X q i nie 
sprowadzający wyznacznika A do zera. Dołączywszy ten układ 
równań do układu (7), otrzymamy układ, mający te same włas­
ności co układ (7), a powtarzając to działanie dla wszystkich 
wyznaczników A różnych od zera, dojdziemy do wszystkich 
układów szukanych. Otóż przedewszystkiem łatwo widzieć, że 
z równań (7) nie podobna wyprowadzić związku pomiędzy sa- 
memi wielkościami xn- r+h+1 gdyby bowiem być mogło:

( 8 )  X n %p ,  •  > • ,  l )  ^  0 ,

wtedy stosując do tego związku przekształcenia Xlt , -Xr_t, 
powinniśmy w wyniku otrzymać zawsze zero, a tym sposobem 
doszlibyśmy do układu równań liniowych względem pochodnych 
funkcyi tp. Ponieważ równania tego układu powinnyby spół- 
istnieć na mocy równań (7), a więc przy uwzględnieniu tych
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równań wyznacznik A (który jest wyznacznikiem tych równań 
liniowych) znikałby wbrew założeniu.

Wynika stąd, że liczba g-f-o równań (7) nie może być więk­
sza od n—r-|-ń; gdyby bowiem była większa, wtedy rugując 
z równań (7) zmienne xt, . . . , x„_r+j , otrzymalibyśmy związek 
postaci (8). A zatem:

(9) q -f- a •< n -  (r—7i).

Rozwiążmy równania (7) względem xx, , xe+a', wtedy 
znajdziemy układ:

( 1 0 )  d ? ! ------ <PX . . . ,  X n ) ,  .  . • ,  X g Ą .a = ( P g ^ - a { X g ^ r a ^ . l 1 .  .  ,  X n )  ,

mogący zastąpić układ (7).
Mając te wzory, możemy zawsze wyobrazić sobie, że szu­

kane równania, które mamy dołączyć do układu (7), zawierają 
jedynie zmienne xe+a±i , . . . , xn, oraz że wyrażenia S  są prze­
kształcone w ten sposób, że zawierają tylko też same zmienne. 
Z drugiej strony, ponieważ z pomiędzy przekształceń X  dość 
rozważać tylko r —h, gdyż pomiędzy r—7i-|-l przekształceniami 
X  na mocy równań (7) istnieć będzie zawsze związek liniowy, bo 
wyznaczniki rzędu r—7i—)—1 macierzy (5) są wszystkie zerami; wi­
dzimy więc ostatecznie, że zagadnienie o wyznaczeniu równań, 
mających być dołączonemi do równań (7), sprowadza się do szu­
kania wszystkich układów równań zawierających tylko n—q—o 
zmiennych i zezwalających na r—h przekształceń pomiędzy te- 
miż zmiennemi. Zagadnienie to jest, jak widzimy, podobne do 
rozważanego na początku, tylko o mniejszej liczbie zmiennych 
i przekształceń nieskończonostkowych.

Tym sposobem wyczerpaliśmy rozbiór zagadnienia ogól­
nego, o którym mowa w tym paragrafie.
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§ 4.

Przypadek, w którym dane przekształcenia nieskończonostkowe mają 
pewną własność, a w szczególności mogą wytworzyć grupę o r para­
metrach. Układy równań niezmienniczych względem grupy o r para­

metrach.

Widzieliśmy w poprzednim §, w jaki sposób można wyzna­
czyć wszystkie układy równań, zezwalających na dane q prze­
kształceń nieskończonostkowych, z których istnienia wypływa 
znikanie wszystkich minorów rzędu r — h-1-1 macierzy wielkości 
$ oraz nieznikanie minorów rzędu r—h. Obliczywszy wszystkie 
minory rzędu r—łi-j-l, przyrównawszy je do zera, odrzuciwszy 
wszystkie te równania, które są wynikiem innych, i szukając, 
jeżeli to jest możliwe, układu równań najbardziej zredukowane­
go, z którego wynikają wszystkie już zbudowane, otrzymamy 
układ nieprzywiedlny, który wszakże w przypadku ogólnym nie 
jest układem, mającym własności żądane. Aby ten ostatni układ 
otrzymać, trzeba będzie koniecznie dołączyć jeszcze inne rów­
nania, których konstrukcyą zajmowaliśmy się w § poprzedza­
jącym.

Zbadajmy teraz przypadek, w którym układ, otrzymany 
wprost sposobem dopiero co wskazanym, t. j. przez przyrówna­
nie do zera wszystkich minorów rzędu r—h-\-1 zwykłej macie­
rzy i przez następne wykonanie odpowiednich redukcyj, jest już 
układem, mającym żądane własności; w tym przypadku znacznie 
uprości się poszukiwanie, o którem mówiliśmy już ogólnie w § 
poprzedzającym.

Niechaj będą, jak poprzednio, przekształcenia nieskończo­
nostkowe w liczbie q; z pomiędzy nich można wybrać, jak wy­
żej, r przekształceń, stanowiących układ zupełny, gdy pozostałe 
przekształcenia w liczbie q—r wyrazić się dadzą liniowo (ze 
spółczynnikami zmiennemi) przez pierwsze. Jeżeli r przekształ­
ceń stanowi układ zupełny, wtedy zachodzić będą związki:
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r

U) (xj x , ) =  y  7ji, (X) x„

gdzie spółczynniki y są wogóle funkcyami zmiennych x, regu- 
larnemi w pewnym obszarze. Przyrównajmy do zera wszystkie 
wyznaczniki rzędu r -h -\-1 macierzy wielkości f i dajmy, że 
otrzymujemy układ równań zgodnych; sprowadźmy go do liczby 
najmniejszej i wyrażenia najprostszego i rozważajmy ogół wszy­
stkich wartości zmiennych x, dla których spełniają się te rów­
nania, w założeniu, jak zwykle, że wartości te należą do obszaru, 
w którym funkcye f są regularne.

Ot óż ,  j e ż e l i  p r z y j m i e m y ,  że  obszar ,  w k t ó ­
r y m  są  r e g u l a r n e m i  f u n k c y e  y, o b e j m u j e  w so- 
b i e  o b s z a r ,  w k t ó r y m  z n i k a j ą  r z e c z o n e  w y - 
ż e j  w y z n a c z n i k i  r z ę d u  r—fe-j-l, m o ż n a  o k a z a ć ,  
że t a k  z b u d o w a n y  u k ł a d  r ó w n a ń  z e z w a l a  n a  
w s z y s t k i e  d a n e  p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o -  
n o s t k o w e .

Aby tego dowieść, skorzystamy z twierdzenia, wypowie­
dzianego na końcu § 2, mianowicie, aby układ równań zezwa­
lał na każde z przekształceń nieskończonostkowych X, jest do- 
s t a t e c z n e m ,  by przekształcenie X, zastosowane do każdego 
z równań układu, dało na rezultat kombinacyę liniową stron 
pierwszych tychże równań ze s p ó ł c z y n n i k a m i ,  k t ó r e  
s ą  f u n k c y a m i  r e g u l a r n e m i  w o b s z a r z e  w s z y ­
s t k i c h  u k ł a d ó w  w a r t o ś c i ,  c z y n i ą c y c h  z a d o ś ć  
t y m  r ó w n a n i o m  r ó w n o c z e ś n i e .

Oznaczmy przez Z>2, . . .  wyznaczniki rzędu r-h -Ą -1 
macierzy wielkości $ i zastosujmy przekształcenie Xj do jedne­
go z wyznaczników D, dajmy na to, do wyznacznika, utworzo­
nego z r—A—{—1 pierwszych wierszy i tyluż pierwszych kolumn. 
Możemy napisać:

r-hĄ-1

Pascal: Teorya grup przekształceń. 9
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gdzie pochodne są oczywiście dopełnieniami algebraiczne-
mi elementów £„ w wyznaczniku D.

Otóż, z równania (1) mamy:

t. j.:

Xj Siy —  Xi ijy =  ̂  7ji* Ł» ,
»=1

n r

podstawiając tę wartość we wzorze (2), otrzymujemy:

r r-h+ 1 r-A-fl

* * - 2 2 £ 2 * - £S= 1 r=l t=rl
(3) r r—A-fl r—A-f-1

+ 2  2 « * 2 ^ £ -
* =1  *=1  7^=1

Wyrażenia:

r-h-1-1

i=l

r—A-fl 

2 *y=l

¿7)
d$,v ’

są sumami iloczynów dopełnień algebraicznych elementów ko­
lumny lub wiersza wyznacznika D przez elementy kolumny lub 
wiersza równoległego w tymże wyznaczniku, albo ogólniej w dwu 
macierzach, będących częściami całkowitej macierzy wielkości £, 
a których przecięciem jest właśnie wyznacznik D. Sumy te, od­
powiednio do wartości liczby s, są albo zerem, albo równemi 
wyznacznikowi D, albo wreszcie są wyznacznikami rzędów 
r—A+l, zawartemi w rzeczonych dwóch macierzach. Widzimy
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tedy, że wyrażenie X,D da się przedstawić liniowo przez wy' 
znacznik D i ze spółczynnikami, które są sumami wyrazów ta-

kich’ Jak dix , 1 7jis Na podstawie uczynionych założeń, po­
nieważ pochodne wielkości |  są też regularnemi w obszarze, 
w którym są regularnemi i same funkcye £, i ponieważ w obsza­
rze tym zawiera się, według założenia, obszar, w którym znikają 
wszystkie wyznaczniki D, a w tym ostatnim funkcye y są re­
gularne, stosując przeto wyżej wymienione twierdzenie, znajdu­
jemy, że równania D—0 zezwalają na wszystkie przekształcenia 
nieskończonostkowe X.

Wielce interesującym przypadkiem szczególnym tego twier­
dzenia jest ten, w którym dane przekształcenia nieskońćzonost- 
kowe w liczbie r mogą wytworzyć grupę r-parametrową, co za­
chodzi wtedy i tylko wtedy, gdy funkcye y są wielkościami 
stałemi. W tym przypadku spełnia się zawsze, oczywiście, wa­
runek regularności funkcyj y, a więc stosować można twierdze­
nie powyższe. Mamy przeto ważny rezultat:

D a n e  s ą  p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t ­
k o w e  w l i c z b i e  q, z k t ó r y c h  r p r z e k s z t a ł c e ń  
m o ż e  w y t w o r z y ć  g r u p ę ,  p o z o s t a ł e  z a ś  są k o m- 
b i n a c y a m i  l i n i o w e m i  ( z e  s p ó ł c z y n n i k a m i  
z m i e n n e m i )  p i e r w s z y c h .  P r z y r ó w n y w a j  ąc  do 
z e r a  w s z y s t k i e  m i n o r y  r z ę d u  r—łi-j-1 m a c i e r z y  
w i e l k o ś c i  i, r e d u k u j ą c  t e  r ó w n a n i a  do l i c z b y  
n a j m n i e j s z e j  i n a j p r o s t s z e g o  w y r a ż e n i a ,  i z a ­
k ł a d a j ą c ,  że  o b s z a r ,  w k t ó r y m  t e  y ó w n a n i a  
s p e ł n i a j ą  s i ę,  j e s t  o b s z a r e m  r e g u l a r n o ś c i  
f u n k c y j  $, o t r z y m u j e m y  o d r a z u  u k ł a d  r ó w ­
na ń ,  z e z w a l a j ą c y  n a  d a n e  p r z e k s z t a ł c e n i a  
n i e s k o ń c z o n o s t k o w e .  Na zasadzie zaś tego, co podano 
w § 2, możemy jeszcze powiedzieć, że t e n  u k ł a d  r ó w n a ń  
j e s t  n i e z m i e n n i c z y  d l a  w s z y s t k i c h  p r z e k s z t a ł ­
ceń. g r u p y  r - p a r a m e t r o w e j ,  w y t w o r z o n e j  z d a ­
n y c h  r p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t k o w y c h



132 Rozdział II § 4.—Równania niezm. względem grupy r-param.

W dziele L i e g o (Th. d. Transfor., 1, 8. 228, 239, 241; po­
dane są trzy dowody tego ważnego twierdzenia, które co do grap wie­
loparametrowych, wytworzonych z przekształceń nieskończonostko- 
wych, uzupełnia odnośne badanie grupy jednoparametrowej, wyłożone 
w pierwszej części §J1. Zdawało się nam bardziej odpowiedniem 
przedstawienie tego twierdzenia, jako wniosku z twierdzenia daleko 
ogólniejszego, które podaje sam L i e na str. 244—245 i dowodzi go 
sposobem, w istocie rzeczy, zgodnym z tu podanym.

Przy pomocy tego twierdzenia można zbudować układy 
równań niezmienniczych dla grupy r -parametrowej, biorąc za 
punkt wyjścia przekształcenia nieskończonostkowe tej grupy.

Zauważmy wszakże, że możnaby też zbudować podobne 
układy, odwracając uwagę od przekształceń nieskończonostko- 
wych grupy (których grupa mogłaby nawet nie posiadać), a ma­
jąc tylko wzory skończone przekształceń grupy.

Kładąc w tych wzorach za xu . . . , x„ wartości stałe 
xxQ, , xH°, i pisząc Xi zamiast x/f mamy wzory:

(4) Xi =  fi (x°, av . . .  , dr).

Zmieniaj ąc wielkości a wszelkiemi możliwemi sposobami, otrzy­
mujemy nieskończenie wiele układów wartości na zmienne x, 
które to wartości będą spółrzędnemi nieskończenie wielu pun­
któw, na jakie przekształca się punkt xl°, . . .  , xna. Niechaj 
2/j, . . . , yH będzie jednym z tych punktów, dajmy na, to pun­
ktem, który odpowiada wartościom alt . . . , ar parametrów; za­
stosujmy do niego przekształcenie grupy, np. to, które ma 
parametry . . . ,  br\ otrzymamy wtedy punkt:

z. =  fi (y, K  - ■ ■ , br) =  fi (f  (x'\ a) b),

a ponieważ założyliśmy, że przekształcenia tworzą grupę, przeto 
z i—fi (x°, c), t. j. punkt zu . . . , zH jest innym z punktów, na 
które przekształca się punkt x ,°, . . . , xn*. Wynika stąd, że 
zbiór wszystkich tych punktów będzie przedstawiony przez 
układ równań niezmienniczych względem grupy. Otóż taki
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układ równań znajdujemy odrazu, eliminując wielkości a z rów­
nań (4); mamy stąd sposób znalezienia wszystkich układów nie­
zmienniczych grupy, gdy dane są jej równania skończone. Zwra­
camy uwagę na to, że w metodzie tej nie potrzeba zakładać, iż 
grupa posiada przekształcenie tożsamościowe, a więc i prze­
kształcenia nieskończonostkowe.

§ 5.
Przedstawienie geometryczne układów równań niezmienniczych wzglę­

dem grupy. Podgrupa stateczności punktu.

Jest rzeczą pożyteczną zbadać znaczenie geometryczne 
wielu poprzednio podanych rezultatów, w celu znalezienia rezul­
tatów nowych z punktu widzenia geometrycznego.

Układ równań, gdy zmienne x uważamy za spółrzędne 
punktu przestrzeni n - wymiarowej, przedstawia rozmaitość 
o mniejszej liczbie wymiarów, znajdującą się w tej przestrzeni.

Jeżeli układ równań zezwala na przekształcenie nieskoń­
czonostkowe X, a więc (patrz § 2) jest niezmienniczym wzglę­
dem grupy jednoparametrowej, wytworzonej z tego przekształ­
cenia, wtedy punkt rozmaitości geometrycznej, którą ten układ 
przedstawia, przechodzi, przez zastosowanie przekształceń grupy, 
na inny punkt tejże rozmaitości. Lecz ponieważ, jak wiemy, 
każdy punkt przekształca się w ogólności na inny punkt, nale­
żący do trajektoryi, przez punkt uważany przechodzącej (patrz 
Rozdz. I § 7), wnosimy stąd, że cała ta trajektorya należy do 
rozmaitości, t. j. r o z m a i t o ś ć  g e o m e t r y c z n a  n i e ­
z m i e n n i c z a  j e s t  w o g ó l n o ś c i  m i e j s c e m  n i e ­
s k o ń c z e n i e  w i e l u  t r a j e k t o r y j  (oczywiście, w przy­
padku szczególnym może być także pojedyńczą trajektoryą).

Mamy tym sposobem interpretacyę geometryczną rozwią­
zania zagadnienia, którem zajmowaliśmy się na początku § 3, 
gdzie widzieliśmy, że, aby znaleść układ równań niezmienni­
czych względem grupy, trzeba rozważać układ równań dowol­
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nych pomiędzy całkami ą>i , . . . , <pH—i, które, jak wiemy, przy­
równane do stałych, są właśnie równaniami ogólnemi trajektoryj.

Lecz może się zdarzyć, że trajektorya punktu redukuje się 
do tego jednego punktu, t. j. że punkt pozostaje niezmiennym 
przy wszystkich przekształceniach grupy; ma to miejsce wtedy, 
gdy dla tego punktu wszystkie spółczynniki 4 w wyrażeniu na 
X  znikają. Stąd, jeżeli wszystkie punkty rozmaitości geome­
trycznej są tego gatunku, wtedy rozmaitość ta jest niezmienni­
cza nietylko jako całość, ale i w każdej swej części, i układ rów­
nań, przedstawiających tę rozmaitość, obejmuje w sobie wszy­
stkie równania 4=0. Mamy wtedy drugi z przypadków, roz­
ważanych w § 3.

Weźmy punkt rozmaitości niezmienniczej i zastosujmy 
do niego przekształcenie nieskończonostkowe. Punkt przesunie 
się wzdłuż stycznej do trajektoryi, przezeń przechodzącej; lecz 
ponieważ trajektorya należy do rozmaitości, przeto kierunek 
przesunięcia będzie styczny do rozmaitości. Jeżeli przeto punkt 
należy do drugiego gatunku wyżej rozważonego, to nie przesunie 
się w żadnym kierunku. Możemy tedy powiedzieć, że r o z m a i ­
t o ś ć  b ę d z i e  a l b o  n i e  b ę d z i e  n i e z m i e n n i c z ą  
d l a  g r u p y ,  w y t w o r z o n e j  z p r z e k s z t a ł c e n i a  Ji, 
s t o s o w n i e  do t e g o ,  c z y  s k ł a d a  s i ę  a l b o  n i e  
s k ł a d a  z p u n k t ó w ,  z k t ó r y c h  k a ż d e m u  a l b o  
n i e  o d p o w i a d a  ż a d e n  k i e r u n e k  za  p o ś r e d n i c ­
t w e m  p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e -  
go X  (t. j. p u n k t ó w ,  k t ó r e  p r z e k s z t a ł c e n i e  X 
p o z o s t a w i a  be z  z m i a n y ,  p. Rozdz. I§ 8 ), a l b o  t e ż  
o d p o w i a d a  k i e r u n e k  s t y c z n y  d o  r o z m a i t o ś c i .

Niechaj będzie ą przekształceń nieskończonostkowych 
Jlj, . . .  , Xq. Wiemy, że układy równań, zezwalających na te q 
przekształceń nieskończonostkowych, można rozklasyfikowaó 
według najwyższego rzędu tych wyznaczników macierzy wiel­
kości f, które na mocy równań układu są różne od zera (patrz 
§ 4). Niechaj r—h będzie takim rzędem najwyższym, gdzie, jak 
zwykle, r jest liczbą przekształceń X, odpowiadających układo­
wi zupełnemu, gdy q—r jest liczbą przekształceń, wyrażających
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się liniowo przez tamte. Ponieważ spółczynniki £ każdego prze­
kształcenia X  są proporcyonalne do dostaw kierunku, w którym 
punkt przesuwa się nieskończenie mało skutkiem przekształcenia 
nieskończonostkowego X, i ponieważ dla wszystkich punktów 
rozmaitości wszystkie wyznaczniki rzędu r— h -f-1 macierzy 
wielkości f są zerami, przeto kierunki przesunięć wszystkich 
łych punktów skutkiem wszystkich przekształceń X, redukują 
się do r—/z kierunków n i e z a l e ż n y c h .  I odwrotnie, jeżeli 
łe  kierunki redukują się do r—h kierunków niezależnych, wtedy 
oczywiście dla tych punktów nie mogą być zerami wszystkie 
minory rzędu r — li macierzy wielkości £. Ponieważ rozmai­
tość musi być, jak zawsze, styczna do każdego z tych r—h kie* 
runków niezależnych, przeto musi ona posiadać przynajmniej 
r —h wymiarów, a zatem:

K a ż d y  u k ł a d  r ó w n a ń ,  z e z w a l a j ą c y  na  q 
d a n y c h  p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t k o w y c h ,  
n a  m o c y  k t ó r y c h  m a c i e r z  w i e l k o ś c i  f ma  c ha ­
r a k t e r y s t y k ę  r — /z, d a j e  s i ę  p r z e d s t a w i ć  z a  
p o m o c ą  r o z m a i t o ś c i ,  m a j ą c e j  p r z y n a j m n i e j  
r —h w y m i a r ó w ,  k t ó r e j  p u n k t o m  z a  p o ś r e d n i ­
c t w e m  p r z e k s z t a ł c e ń  X , , . . .  , X4 o d p o w i a d a  
r  - h k i e r u n k ó w  n i e z a l e ż n y c h ,  s t y c z n y c h  do 
t e j  r o z m a i t o ś c i .

Zajmijmy się teraz rozmaitością niezmienniczą dla grupy 
r -parametrowej i zbadajmy, w jaki sposób można zbudować geo­
metrycznie taką rozmaitość.

Weźmy punkt przestrzeni i zastosujmy do niego sposobem, 
wskazanym na końcu poprzedzającego paragrafu, wszystkie prze­
kształcenia grupy. Wiemy już, że z b i ó r  w s z y s t k i c h  
p u n k t ó w ,  na  k t ó r e  p r z e k s z t a ł c a  s i ę  p u n k t  
d a n y ,  j e s t  r o z m a i t o ś c i ą  n i e z m i e n n i c z ą  wz g l ę ­
d e m  g r u p y .  Można okazać, że rozmaitość ta n ie  d a j e  
s i ę  p r z y w i e ś ć  do c z ę ś c i  m n i e j s z y c h ,  czyli, że 
% j e d n e g o  j e j  p u k t u  m o ż n a  z a w s z e  z a  p o m o ­
c ą  p r z e k s z t a ł c e ń  g r u p y  p r z e j ś ć  do i n n e g o  
p u n k t u .  W samej rzeczy, niechaj P będzie punktem początkp-
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wym, do którego stosujemy wszystkie przekształcenia grupy 
i niechaj Q i R  będą, dwoma punktami, na które przekształca się 
punkt P  przez przekształcenia odpowiednie t , o ; wtedy jest wi- 
docznem, że przez przekształcenie odwrotne 1 do przekształ­
cenia r przechodzimy od punktu Q do P, a przez przekształce­
nie, będące iloczynem przekształcenia o przez przekształcenie 
x~‘ , t. j. przez przekształcenie ar~' przejdziemy od punktu Q 
do JR.

Pomiędzy przekształceniami grupy niecłiaj będzie wogóle 
ooh przekształceń, pozostawiających bez zmiany punkt oznaczo­
ny P ; tworzą one oczywiście podgrupę grupy danej. Pomno­
żywszy j e d n o  przekształcenie r, które przekształca punkt P 
na punkt Q, przez każde z tych przekształceń, otrzymujemy 
wszystkie przekształcenia, zmieniające punkt P  na punkt Q. 
Z drugiej strony, jeżeli rx jest innem przekształceniem, zmie­
niaj ącem P  na Q, to iloczyn t~l rx również pozostawi punkt 
P  bez zmiany, będzie więc jednem z powyższych ooA prze­
kształceń, skąd wynika, że t musi być iloczynem prze­
kształcenia t przez jedno z ooh przekształceń. Wreszcie dwa 
takie przekształcenia, zmieniające punkt P na punkt Q, muszą 
być zawsze różne od siebie, gdyż gdyby przyjąć, że są równe, 
otrzymalibyśmy łatwo to z dwóch przekształceń, które pozosta­
wia punkt P  niezmiennym I s t n i e j e  z a t e m  ooh p r z e ­
k s z t a ł c e ń ,  z m i e n i a j ą c y c h  p u n k t P n a  p u n k t  Q 
i n i e  w i ę c e j  n i ż  oo*, j e ż e l i  t y l k o  p r z y j m i e m y ,  
że  i s t n i e j e  j e d n o  p r z e k s z t a ł c e n i e  r ; w s z y s t ­
k i e  t e  p r z e k s z t a ł c e n i a  s ą  p o s t a c i  to, g d z i e  
a j e s t  j e d n e m  z k t ó r y c h k o l w i e k  ooA p r z e k s z t a ł ­
ceń,  n i e  z m i e n i a j ą c y c h  p u n k t u  P.

Rozpatrzmy teraz przekształcenie ro t '1. Pozostawia ono 
niezmiennym punkt Q; jeżeli zaś będziemy zmieniali o, otrzy­
mamy coh przekształceń różnych. Gdyby bowiem dwa takie 
przekształcenia były równe, to łatwo byłoby stąd wyprowadzić 
równość dwóch odpowiednich przekształceń a. Nadto, każde 
inne przekształcenie które pozostawia bez zmiany punkt Qr 
jest tejże postaci, gdyż iloczyn r“ 1 pozostawia bez zmiany 
punkt P, a więc jest jednem z przekształceń o. A zatem:
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G d y  d a n a  g r u p a  r - p a r a m e t r o w a  z a w i e r a  
oo* p r z e k s z t a ł c e ń ,  p o z o s t a w i a j ą c y c h  bez zmi a ­
n y  p u n k t  P, t o  z a w i e r a  t e ż  oo* p r z e k s z t a ł c e ń )  
p o z o s t a w i a j ą c y c h  be z  z m i a n y  p u n k t  Q, na  
k t ó r y  p r z e k s z t a ł c a  s i ę  p u n k t  P, t. j. w s z y s t ­
k i e  p u n k t y  r o z m a i t o ś c i  n i e z m i e n n i c z e j ,  wy ­
t w o r z o n e j  p r z e z  p u n k t  P  s p o s o b e m  w y ż e j  
w s k a z a n y m ,  z e z w a l a j ą  na  w s z y s t k i e  t e  p r z e ­
k s z t a ł c e n i a  na  s a m e  s i e b i e ,  n a  j a k i e  z e z w a ­
l a  p u n k t  P. Nadto, j e ż e l i  p r z e z  a o z n a c z y m y  
p r z e k s z t a ł c e n i a ,  n i e  z m i e n i a j ą c e  p u n k t u  P, 
t o  p r z e k s z t a ł c e n i a ,  n i e  z m i e n i a j ą c e  p u n k t u  Q, 
b ę d ą  p o s t a c i  t ô t  \  g d z i e  r j e s t  j e d n e m  z p r z e ­
k s z t a ł c e ń ,  z m i e n i a j ą c y c h  p u n k t  P  n a  p u n k t  Q. 
Innemi słowy, stosując nazwę, którą wprowadzimy niżej w § 8, 
możemy powiedzieć : p o d g r u p a  p r z e k s z t a ł c e ń ,  n i e  
z m i e n i a j ą c y c h  p u n k t u  Q, j e s t  p r z e k s z t a ł c o ­
ną  g r u p y  p r z e k s z t a ł c e ń ,  n i e  z m i e n i a j ą c y c h  
p u n k t u  P.

Biorąc pod uwagę wszystkie takie punkty jak P, które ze­
zwalają na oo* przekształceń na same siebie, widzimy, że skut­
kiem przekształceń grupy punkty te mogą najwyżej przechodzić 
jedne na drugie, możemy więc powiedzieć:

Z b i ó r  w s z y s t k i c h  p u n k t ó w ,  z e z w a l a j ą c y c h  
n a oo* p r z e k s z t a ł c e ń  na  s a m e  s i e b i e ,  j e s t  n i e ­
z m i e n n i c z y  w z g l ę d e m  g r u p y .

Możemy okazać, że p u n k t ,  z e z w a l a j ą c y  n a  co* 
p r z e k s z t a ł c e ń  n a  s a m e g o  s i e b i e ,  z e z w a l a  do­
k ł a d n i e  n a  h p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ó c z o n o s t -  
k o w y c h  n i e z a l e ż n y c h  g r u p y ,  t. j. musi istnieć h 
symbolów X, które są kombinacyami liniowemi niezaleźnemi
0 spółczynnikach stałych r przekształceń, tworzących dla grupy
1 takich, że ich spółczynniki 4 są tożsamościowo zerem dla spół- 
czynników punktu rozważanego; albo innemi słowy: (Rozdz. I 
§ 8) musi istnieć h przekształceń nieskończonostkowych nieza­
leżnych, które dla tego punktu są r z ę d u  w y ż s z e g o ,  n i ż  
z e r o ,  t. j. przedstawiają punkt ten bez zmiany (sta tecznym ).
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W samej rzeczy, napiszmy przekształcenia grnpy kanoni­
cznej w postaci zwykłej:

r

(1) * / =  ^ \ , X j
i -1

jeżeli istnieje przekształcenie (nie będące tożsamościowem, które­
mu odpowiadałaby wartość ¿=0), które daje xl—Xi i któremu od­
powiadają wartości . . . ,  t' parametrów, wtedy dla spół- 
rzędnych tego punktu będą tożsamościowo zerem wyrażenia:

( 2 )  ( V  Z ,  +  .  .  .  +  V  X r )  x „

t. j .  jeżeli oznaczymy, jak zwykle, przez spółczyn-
niki wyrażenia Xj, będziemy mieli równania:

(B) ^1^11 ~)~ • • • ~j~ i-r £ri —  0, . . . , . . .  —|— Art,n =  0.

Jeżeli ustaliwszy wartości i', będziemy zmieniali wielkości t 
nieskończenie wieloma sposobami, otrzymamy oczywiście, o ile 
spełniają się równania (B), nieskończenie wiele przekształceń, któ­
re podobnie jak to przekształcenie, którego istnienie założyliśmy, 
pozostawiają punkt bez zmiany.

Dajmy, że jest ooh przekształceń, pozostawiających punkt 
bez zmiany; stąd wypływa, że będzie h układów niezależnych 
wartości parametrów ż, dla których spełniają się równania (3) i nie 
więcej, niż li takich układów. Dlatego to charakterystyka macie­
rzy wielkości f, wziętych dla tego punktu, będzie dokładnie rów­
na r —h i będziemy mieli h przekształceń nieskończonostkowych 
niezależnych (2), na jakie ten punkt zezwala, i nie więcej, niż h.

Ponieważ z wzorów poprzedzających wypływa jasno, że 
każdy punkt, zezwalający na li przekształceń nieskończonostko- 
wych niezależnych, zezwala na oo* przekształceń na samego 
siebie, przeto:

O g ó ł  p u n k t ó w ,  z e z w a l a j ą c y c h  n a  /t i n i e  
wi ęcej  niż na  h p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń c z o n o s f c -  
k o w y c h  n i e z a l e ż n y c h  z p o m i ę d z y  p r z e k s z t a ł -
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« e ń, w y t w a r z a j ą c y c h  g r u p ę ,  t w o r z y  r o z m a i ­
t o ś ć  n i e z m i e n n i c z ą .

Stąd można wywnioskować twierdzenie, udowodnione przez 
nas analitycznie na końcu § 4-go, mianowicie, że p r z y r ó w ­
n a w s z y  do z e r a  w s z y s t k i e  w y z n a c z n i k i  pe ­
w n e g o  r z ę d u  m a c i e r z y  w i e l k o ś c i  f, o t r z y m u ­
j e m y  u k ł a d y  r ó w n a ń  n i e z m i e n n i c z y c h  w z g l ę ­
d e m  g r u p y .

Istotnie, gdy przyrównamy do zera wszystkie wyznaczniki 
rzędu r—A-|-l macierzy wielkości f (gdzie h jest liczbą jaką­
kolwiek mniejszą albo równą r) i przyjmiemy, jak zwykle, że te 
równania są zgodne, otrzymamy rozmaitość, której punkty ze­
zwalają p r z y n a j m n i e j  na li przekształceń nieskończonosi­
kowych niezależnych. Ponieważ w ogólności możemy wyobra­
zić sobie, że niektóre z nich przywodzą do zera wyznaczniki 
rzędu r—/t-j-1, nie przywodząc do zera wyznaczników rzędu 
r — h, inne zamieniają na zero wszystkie wyznaczniki rzędu r—/¡, 
inne znów—wszystkie wyznaczniki rzędu r—h—1 i t. d , wynik­
nie stąd, że ogół wszystkich rzeczonych punktów dzieli się na 
różne części, tak że punkty, należące do części pierwszej, ze­
zwalają dokładnie na h przekształceń nieskończonostkowych, 
punkty, należące do drugiej na /¿-j-1 przekształceń i t  d. Na 
mocy ostatniego twierdzenia, każda z tych części stanowi w so­
bie rozmaitość niezmienniczą, a więc i zbiór ich będzie też nie­
zmienniczym.

Z rozważań, poczynionych w tym paragrafie, posługując 
się pojęciem rzędu przekształcenia nieskończonostkowego (patrz 
Rozdz. I § 8), możemy powiedzieć:

„ J e ż e l i  w p u n k c i e  x° m a c i e r z  w i e l k o ś c i  4 
m a  c h a r a k t e r y s t y k ę  r — ht t o  i s t n i e ć  b ę d z i e  
d o k ł a d n i e  li p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t ­
k o w y c h  n i e z a l e ż n y c h ,  n a l e ż ą c y c h  do g r u p y  
i b ę d ą c y c h  w p u n k c i e  x° r z ę d u  w y ż s z e g o  od 
z e r a ,  t. j p o z o s t a w i a j ą c y c h  b e z  z m i a n y  p u n k t  
t en,  n i e  p r z y p o r z ą d k o w u j ą c  d o ń  ż a d n e g o  k ie ­
r u n k u .  Lecz przekształceń nieskończonostkowych niezależ­
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nych grupy jest r, przeto i s t n i e ć m u s i  r — h i n n y c h  
p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t k o w y c h  n i e z a ­
l e ż n y c h ,  k t ó r e  w t y m  p u n k c i e  s ą  r z ę d u  z e r o ,  
t. j. k t ó r e  d l a  p u n k t u  t e g o  w y z n a c z a j ą  d o -  
k ł a d n i e r—h k i e r u n k ó w  n i e z a l e ż n y c h .

Załóżmy teraz, że macierz wielkości f ma charakterystykę 
r—h, wszakże nie, jak wyżej, w punkcie szczególnym x°, lecz dla 
jakiegokolwiek punktu .r, co znaczy, że przekształcenia X,, ...,Xr 
nie są bezwzględnie niezależne, tylko jest r—h pomiędzy niemi 
niezależnych, pozostałe zaś h wyrażają się liniowo przez pierwsze 
ze spółczynnikami, będącemi funkcyami zmiennych x. Przyj­
mijmy dla ustalenia myśli, że przekształcenia Xy......... XT—k
są b e z w z g l ę d n i e  niezależne (patrz Rozdz. I, § 8), pozo­
stałe zaś wyrażają się wzorami:

(4) Xr-h+> =  (x) "j" • • • X*, i— * 0*0 Xr—b )

gdzie spółczynniki % są funkcyami zmiennych x. Weźmy punkt 
x°, dla którego macierz spółczynników pierwszych r—h prze­
kształceń X (t. j. tych, które są bezwzględnie niezależnemi) n ie  
znika; punkt taki dla krótkości nazywać będziemy p u n k t e m  
po ł oż en i a  o g ó l n e g o .  Dla tego punktu macierz z u p e ł n a  
wielkości £ będzie miała charakterystykę dokładnie równą r—h\ 
możemy więc tu zastosować twierdzenie poprzedzające i powie­
dzieć: J e ż e l i  p o m i ę d z y  r p r z e k s z t a ł c e n i a m i  
n i e s k o ń c z o n o s t k o w e m i  g r u p y  » ' - p a r a m e t r o ­
we j  j e s t  r — h i n i e  w i ę c e j  p r z e k s z t a ł c e ń  b e z ­
w z g l ę d n i e  n i e z a l e ż n y c h ,  t o  t y l e ż  b ę d z i e  
p r z e k s z t a ł c e ń ,  k t ó r e  d l a  p u n k t u  p o ł o ż e n i a  
o g ó l n e g o  b ę d ą  r z ę d u  z e r o ,  z a ś  h p r z e k s z t a ł ­
c e ń  b ę d z i e  r z ę d u  w y ż s z e g o  od  ze r a .

Można też łatwo pokazać, które przekształcenia są pierw- 
szemi, które drugiemi, gdyż jest widocznem, że w punkcie x—x° 
nie może znikać żadne z przekształceń Xtf . . . , Xr i także ich 
kombinacya liniowa o spółczynnikach stafych, gdyż w przeciw­
nym razie znikałaby w punkcie x=x°  macierz spółczynników
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pierwszych r—h przekształceń X, co sprzeciwia się założeniu, że 
punkt x° jest punktem położenia ogólnego. A zatem p r z e ­
k s z t a ł c e n i a  A, , . . .  , Xr—h s ą  p r z e k s z t a ł c e n i a m i  
r z ę d u  zer o.  Z drugiej strony, jeżeli utworzymy h kombi- 
nacyj o spółczynnikach stałych:

(5) Xr—h+l — %sl (&°) Aj . . .  X,r-k(x°) %r—h ,

które powstają sposobem widocznym z wzorów (4) przez podsta­
wienie wielkości xu zamiast x w argumentach funkcyj %, otrzy­
mamy przekształcenia nieskończonostkowe, należące do grupy, 
wzajemnie niezależne (bo związek liniowy o spółczynnikach sta­
łych, pomiędzy niemi zachodzący, byłby z konieczności związ­
kiem pomiędzy wszystkiemi przekształceniami A,, . . . ,  Xr , a to 
sprzeciwia się założeniu) i znikające tożsamościowo dla x=x° 
na mocy związków (4) i które dlatego są rzędu wyższego od zera. 
T y m  s p o s o b e m  z b u d o w a l i ś m y  h p r z e k s z t a ł ­
c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t k o w y c h  r z ę d u  w y ż s z e g o ,  
n i ż  zer o ,  o których mowa w twierdzeniu poprzedzającem. 
K a ż d e  p r z e k s z t a ł c e n i e  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e  
g r u p y  i r z ę d u  w y ż s z e g o  n i ż  z e r o  w p u n k c i e  
a; =  ic° j e s t k o m b i n a c y ą  o s p ó ł c z y n n i k a c h  s t a ­
ł y c h  p r z e k s z t a ł c e ń  (5).

Przekształcenia nieskończonostkowe (B) p o z o s t a w i a ­
j ą  b e z  z m i a n y  punkt x° (patrz Rozdz. I § 8); i dlatego 
to przekształcenia możnaby nazwać p r z e k s z t a ł c e n i a m i  
n i e s k o ń c z o ń c z o n o s t k o w e m i  s t a t e c z n o ś c i  g ru ­
p y  d a n e j  w p u n k c i e  a:0.

Jest widocznem, że przekształcenia te nadają się do wy­
tworzenia grupy o h parametrach, gdyż jeżeli z dwóch takich 
przekształceń utworzymy nawias, otrzymamy przekształcenie 
nieskończonostkowe rzędu wyższego niż zero (patrz Rozdz. I § 8, 
gdzie mowa o twierdzeniu, dotyczącem wielkości rzędu nawiasu 
względem wielkości rzędów jego składowych); z drugiej zaś stro­
ny, ponieważ wszystkie przekształcenia A,, . . . , Xr tworzą już 
grupę, przeto tenże nawias powinien dać się wyrazić liniowo
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przez te przekształcenia (patrz drugie twierdzenie L i e g o w §■ 
IB Rozdz I), a więc przez te z pomiędzy przekształceń Xu .. . ,  Xr, 
które są rzędu wyższego niż zero, t. j. właśnie przez przekształ­
cenia (5). G r u p a ,  u t w o r z o n a  z n i c h ,  j e s t  p o d ­
g r u p ą  o h p a r a m e t r a c h  g r u p y  d a n e j ;  jest to mia­
nowicie podgrupa wyżej rozważana, złożona z ooh przekształceń, 
pozostawiająca niezmiennym punkt P = ( x 0)] możemy ją na­
zwać p o d g r u p ą  s t a t e c z n o ś c i  p u n k t u  x°. Mamy 
tedy twierdzenie: J e ż e l i  r p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń -  
c z o n o s t k o w y c h  g r u p y  j e s t  b e z w z g l ę d n i e  n ie ­
z a l e ż n y c h  (t. j. jeżeli h=0), w t e d y  p o d g r u p a  s t a ­
t e c z n o ś c i  p u n k t u  po ł oż en i a  o g ó l n e g o  s p r o w a ­
d z a  s i ę  do p r z e k s z t a ł c e n i a  t o ż s a m o ś c i o w e g o .  
Nadto: P o d g r u p a  s t a t e c z n o ś c i  p u n k t u  j e s t  p r z e ­
k s z t a ł c o n ą  p o d g r u p y  i n n e j  g r u p y  (p. wyżej).

§ 6.

Niezmienniczość układu zupełnego równań o pochodnych cząstkowych, 
liniowych rzędu 1-go, jednorodnych, rozważana względem grupy danej.

Niechaj będzie układ zupełny równań, rozważanych w § 10 
Rozdz. I, które oznaczmy przez:

(1) r , F = 0 , . . . ,  YąF *~0

i inny układ analogiczny, napisany w zmiennych x':

(2) Tx'F = 0 ,  . . . , r 4'^  =  o.

Wiemy (Rozdz. I § 10), że układ pozostaje zupełnym, jeżeli 
zamiast równań jego weźmiemy ich kombinacye liniowe nieza­
leżne i jest rzeczą jasną, że wtedy całki wspólne układu pozo­
stają bez zmiany.
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Dajmy, że wykonaliśmy przekształcenie zmiennych x na 
zmienne x' w ten sposób, że układ (1) został przez te zmienne 
wyrażony, i niechaj każde z równań, tą drogą (1) otrzymanych, 
będzie kombinacyą liniową równań (2), tak że równania (1) od­
powiadać będą q kombinacyom liniowym niezależnym równań
(2) . Jeżeli to ma miejsce, wtedy mówimy, że układy (1) i (2) są 
r ó w n o w a ż n e ,  i wtedy oczywiście każda całka równań (1), 
przekształcona przez wprowadzenie zmiennych x\ staje się całką 
równań (2), i odwrotnie. Można tedy tę własność przyjąć za 
podstawę definicyi równoważności. Jeżeli każde z równań ukła­
du (2 ) jest tylko kombinacyą liniową równań układu (1), gdy 
w tym ostatnim zmienne x zmienimy na zmienne wtedy 
układ (1) jest r ó w n o w a ż n y  s a m e m u  s ob i e ,  i mó­
wimy wtedy, że u k ł a d  (1 ) j e s t  n i e z m i e n n i c z y  
w z g l ę d e m  d a n e g o  p r z e k s z t a ł c e n i a

Poszukajmy warunków na to, aby układ, taki jak (1), był 
niezmienniczym względem danego przekształcenia, albo też 
względem wszystkich przekształceń grupy o jednym parametrze.

Niechaj przez przekształcenie:

(3) xj — f, (x),
układ (1) przekształca się sam na siebie, wtedy każda całka 
wspólna równań (1) powinna przez to przekształcenie przekształ­
cać się sama na siebie; odwrotnie, jeżeli każda całka układu (1) 
przekształca się za pomocą przekształcenia (3) na całkę tegoż 
układu (napisaną naturalnie w zmiennych x'), wtedy, ponieważ 
układ przekształcony z układu (1) ma jako całki przekształcone 
całki tego układu, to układ przekształcony z układu (1) będzie 
równoważny układowi (1), napisanemu w zmiennych xr, t. j. bę­
dzie równoważny samemu sobie. A zatem:

" W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  
n a  to,  a b y  u k ł a d  (1 ) b y ł  n i e z m i e n n i c z y  w zg lę ­
dem  p r z e k s z t a ł c e n i a  (3) j e s t  b y  c a ł k ą  t e g o  
u k ł a d u  b y ł o  q> {f (#)), j e ż e l i  j e s t  n i ą  9? (at)J).

') Dla wyjaśnienia dodajemy: jeżeli układ (1) napiszemy w zmiennych 
z', jedną z jego całek będzie <p (a/y. zastosujmy do niej przekształcenie (3), Wte-
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Niechaj teraz będzie grupa, wytworzona z przekształcenia 
nieskończonostkowego X; poszukajmy warunku koniecznego 
i dostatecznego na to, aby układ (1) był niezmienniczy wzglę­
dem wszystkich przekształceń tej grupy.

Dla przekształceń w otoczeniu przekształcenia tożsamościo­
wego mamy, jak wiadomo, wzory:

<4) <p (x') =  cp(x) +  -j- X<p (x) -f- . . . .

gdzie cp (x) jest funkcyą dowolną, za którą w przypadku naszym 
można wziąć jednę z całek układu (1). Uwzględniając twier­
dzenie poprzedzające, widzimy, że dla niezmienniczości układu 
(1) potrzeba, by całka cp (x'), wyrażona w zmiennych x, t. j. 
wyrażenie po drugiej stronie wzoru (4) było całką układu (1). 
Ponieważ jest nią cp (x), będzie więc całką i cp (x') — cp {x) oraz 
<p (x') — <p(x)  ̂, 

i ’

X q > (x )+ - L  x v  (*) +  . . .

dla jakiejkolwiek wartości t, a więc i dla i=0. Wynika stąd; 
że i Xą> (x) winno być całką układu (1). Z drugiej strony, je­
żeli Xcp (x) jest całką układu (1), wtedy oznaczywszy przez 
<px, . . . ,  cpn_ą wszystkie n — q całek niezależnych układu (1), 
wniesiemy na zasadzie znanego twierdzenia (Rozdz. I § 10), że 
Xcp (x) powinno być funkcyą całek <pv . . . ,  cpn_q, a więc np. 
równą ip (<p1, . . . ,  ?>»-,). Tworząc wtedy Xicp (x), t. j. Xip, czyli:

i zwracając uwagę na to, że każdy z wyrazów strony drugiej na

dy otrzymamy r  (f ( x )) i to powinno być całką układu (1) napisanego w zmien­
nych x. ■ ,
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mocy założeń naszych jest funkcyą wyrażeń cp, znajdziemy, że 
i XV (x) j est funkcyą tych wyrażeń, t. j całką układu (1). Po­
dobnież całkami są X3 cp (x), . . . , t. j. wszystkie wyrazy strony 
drugiej, a więc i cała Strona druga, t. j. <p (x'). A zatem:

W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  
n a  to,  a b y  u k ł a d  (1) b y ł  n i e z m i e n n i c z y m  d l a  
w s z y s t k i c h  p r z e k s z t a ł c e ń  g r u p y ,  w y t w o r z o ­
n e j  z p r z e k s z t a ł c e n i a  X, j e s t ,  b y  d z i a ł a n i e  X, 
w y k o n a n e  na  k a ż d e j  c a ł c e  u k ł a d u  (1), d a ł o  
z n o w u  c a ł k ę  t e g o  u k ł a d u

Warunkowi temu można nadać postać, nie w7ymagającą 
uprzedniej znajomości całek układu (1).

Ponieważ Xcp jest całką układu (1), przeto T* Xcp — 0, 
lecz z równania F*ę? =  0 mamy XYkcp, a zatem (ł*  X) cp — 0. 
Jeżeli rozważamy przeto układ równań różniczkowych o pochod­
nych cząstkowych, liniowych, jednorodnych, rzędu pierwszego:

(5) (YkX ) F  =  0, (*=i... «).

to układowi temu czynią zadość całki układu danego, a więc 
równania tego układu, na mocy powyższego, muszą być kombi- 
nacyami liniowemi równań układu (1). Z drugiej strony, jeżeli 
przypadek ten zachodzi, wtedy każda całka cp układu (1) jest 
także całką układu (5), a ponieważ wtedy XYk 9? =  0, będzie 
także YkXcp—0, t. j. Xcp jest całką układu (1), a stąd na pod­
stawie twierdzenia poprzedzającego, układ (1) jest układem nie­
zmienniczym względem przekształceń grupy. A zatem:

W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  
n i e z m i e n n i c z o ś c i  u k ł a d u  (1) w z g l ę d e m  ws z y ­
s t k i c h  p r z e k s z t a ł c e ń  g r u p y ,  w y t w o r z o n e j  
z p r z e k s z t a ł c e n i a  X, j e s t ,  by  w y r a ż e n i a  Yk X 
d a ł y  s i ę  p r z e d s t a w i ć  l i n i o w o  p r z e z  w y r a ż e ­
n i a  F.

Można wykazać, że u k ł a d  (1), n i e z m i e n n i c z y  
w z g l ę d e m  g r u p y  ^  o r a z  w z g l ę d e m  i n n e j  gru-

Pascal: T*orya grup ¡jr ze kształceń. 10
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p v  X2 j e s t  t a k ż e  n i e z m i e n n i c z j ^ m  w z g l ę d e m  
g r u p y  (Xx X2).

W samej rzeczy, na podstawie tożsamości J  a c o b i’e g o 
(Rozdz. I § 8), mamy:

(6) ( (X* X ,) X2) +  ((Xj X2) X*) +  ((X2 Yk) X x) =  o,

lecz:
9

( \ k x ,) =  2  a*. ^ ,
4=1

przeto:
9 9

((r* Xx) X,) =  ( 2 h, X2) =  2  a*, r „ x 2)
4= 1 S =  1

9 9

= 2  ^  **) -  2  • ¥‘■
4=1 4=1

Na podstawie założeń, każdy z wyrazów sumy pierwszej 
strony ostatniej redukuje się do funkcyi liniowej wyrażeń X, 
przeto i cała strona ta będzie takąż funkcyą tych wyrażeń. Wy­
konywając podobne działanie na ostatnim wyrazie wzoru (6) 
i sprowadzając go też do funkcyi liniowej wyrażeń X, spostrze­
żemy wreszcie, że wyraz ((X, X2) X*) jest, na mocy założeń na­
szych, funkcyą liniową wyrażeń X, i dlatego też u k ł a d  (1) 
j e s t  n i e z m i e n n i c z y m  w z g l ę d e m  g r u p y  (X, X2).

Pokażemy wreszcie, że j e ż e l i  u k ł a d  (1) j e s t  n i e ­
z m i e n n i c z y  w z g l ę d e m  g r u p ,  w y t w o r z o n y c h  
o d p o w i e d n i o  z p r z e k s z t a ł c e ń  X, , . . , ,  X, , t o  b ę ­
d z i e  t e ż  n i e z m i e n n i c z y m  w z g l ę d e m  g r u p y ,  
w y t w o r z o n e j  z p r z e k s z t a ł c e n i a  c1X1-\- ...-\-crXr, 
g d z i e  s p ó ł c z y n n i ki  c s ą w i e 1 k o ś c i a mi  s t a ł  emi.
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Jeżeli bowiem oblicz3Tmy nawiasy:
%

(  Y k  , C j  Cr X r )  —  ( Y k  -5 ^ )  -+- . .  . - f -  cr  (  Y t  X r )

i zauważymy, że na zasadzie założeń naszych strona druga jest 
funkcyą liniową wyrażeń Y, przekonamy się o prawdzie powyż­
szego twierdzenia.

Zauważmy jeszcze, że ponieważ wyrażenia Y  stanowią 
układ zupełny, że więc wyrażenia (T*T/) są zawsze kombina- 
cyami liniowemi wyrażeń Y, to u k ł a d  (1) j e s t  z a w s z e  
n i e z m i e n n i c z y m  w z g l ę d e m  w s z y s t k i c h  g r u p ,  
w y t w o r z o n y c h  z k a ż d e g o  z p r z e k s z t a ł c e ń  I*, 
a w i ę c  j e ś t  t a k ż e  k o m b i n a e y ą  l i n i o w ą  o spó ł- 
c z y n n i k a c h  s t a ł y c h  t y c h ż e  w y r a ż e ń .

§ 7.

Niezmienniczość względem grupy układu przekształceń n/eskoriczonost- 
kowych. Układ przekształceń nieskończonostkowych, które należą do 

grupy r-parametrowej, jest niezmienniczy względem tej grupy.

Niechaj będzie układ q przekształceń nieskończonostkowych:

(1) Yt, •. . , Yq,

i niechaj spółczynnikami będą odpowiednio:

»7ii> • • . , »7 i*;............i »7«i» • • • »*?«" •

Jeżeli wykonamy przekształcenie zmiennych x na zmienne 
od, wtedy wyrażenia Y  przybiorą inną postać. Jeżeli każde 
z przekształconych wyrażeń Y  jest kombinaeyą liniową jedno­
rodną o a p ó ł  c z y n n i k a c h  s t a ł y c h  dawnych wyrażeń 
Yt napisanych w zmiennych od, wtedy mówimy, że układ (1) jest 
n i e z m i e n n i c z y  względem danego przekształcenia. Jeżeli
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to ma miejsce, wtedy także kombinacya liniowa o spółczynni- 
kach stałych wyrażeń (1 ), po wykonaniu danego przekształcenia, 
sprowadza się do kombinacyi liniowej o spółczynnikach stałych 
tychże wyrażeń (1), gdy w nich uskutecznimy zamianę formalną 
zmiennych x na zmienne x'. Będziemy wtedy mieli związek 
postaci:

i i ,

(2) 2 c* Yt c / Y: >
5=  1 #=1

gdzie przez Y  oznaczone są wyrażenia Y, napisane w zmien­
nych x' zamiast w zmiennych x\ Związki te powinny zacho­
dzić tożsamościowo na mocy danego przekształcenia; a gdy da­
my dowolnie wielkości c, wtedy wielkości c' powinny być fun- 
kcyami jedynie wielkości c i spółczynników przekształcenia, t.j. 
powinny zmieniać się tylko wraz z wielkościami c, jeżeli prze­
kształcenie pozostaje niezmienionem.

Możemy wykazać, że w i e l k o ś c i  c' są  f u n k c y a m i  
l i n i o w e m i  o s p ó ł c z y n n i k a c h  s t a ł y c h  w i e l k o ­
ś c i  c. "W samej rzeczy, na mocy założenia, każde wyrażenie 
I ,  jest kombinacyą liniową o spółczynnikach stałych wyra­
żeń Y ,  t. j :

«

r s= 2  &  Yi  ’
7=1

gdzie spółczynniki q są stałe, t. j niezależne od a; i od x'; mno­
żąc ostatnie równanie przez cs, sumując względem s i porów- 
nywając z równaniem (2), znajdujemy:

• . «
(3) ej =  N qj, c,.

S =  1

Możemy nadto zauważyć, że można zawsze wybrać, przy­
najmniej jednym sposobem, spółczynniki c tak, aby przekształ­
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cenie nieskończonostkowe ^ c . T .  pozostało niezmiennem przez
5=1

przekształcenia, t. j. tak, aby spółczynniki c' były proporcyo- 
nalne do spółczynników c. W tym celu dość przyjąć w rów­
naniach (3), że każde c,' równa się cs, pomnożonemu przez pe­
wien czynnik g, i z tak otrzymanego układu równań linio­
wych względem wielkości c, wyznaczyć układ wartości c.

Wyobraźmy sobie teraz wszystkie przekształcenia grupy 
jednoparametrowej, wytworzonej z przekształcenia nieskończo- 
nostkowego X, którego spółczynnikami niechaj będą f,, . . . ,  £n, 
i zbadajmy, czy i kiedy spełnia się związek (2) na mocy wszy­
stkich przekształceń grupy. Spółczynniki ć  mogą naturalnie 
zmieniać się w ogólności od jednego przekształcenia do drugiego» 
gdyż, jak powiedziano wyżej, zależą one w ogólności, prócz od 
spółczynników c, także od parametrów przekształcenia. 

Dowiedziemy najprzód wzoru:

<4) y/  =  $ + . - £ -  m )  + • • • • .

który utrzymuje się, gdy wielkości x i x' są połączone zwykłe- 
mi związkami:

xj — Xi -j—— X'Xi - ) - . . .

W samej rzeczy:
n

5 = 1

lecz:

x, =  x,'---- -- X'x,‘ -f- . . . ==xt' — -L  f,' -j- . . .

gdzie X  i oznaczają to samo, co I  i i, »wyrażone w zmien­
nych X 1. Otrzymujemy stąd:
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Y/x, =  7/x ,‘- j -  F / r,»' -  j -  Yj f /  +  . . .

gdzie j/  są spółczynnikami 17, napisanemi w zmienDych od. Roz­
wijając za pomocą znanych wzorów wyrażenia 17,/ i F / t. j. 
kładąc:

—j-  #//* +  • • • >

Y/ £,’— Yj j -  f F / 6 - f . . . ,

podstawiając te wyrażenia i zbierając wyrazy, zawierające pierw­
szą potęgę zmiennej t, otrzymujemy wzór (4).

Jeżeli tedy dla jakiejkolwiek wartości t, wyrażenie 7 /  ma 
być kombinacyą liniową o spółczynnikach stałych wyrażeń Y, 
to na podstawie wzoru (4) potrzeba, b y  n a w i a s  (XYj) b y ł  
k o mb i n a c y ą  l i n i ową  o s p ó ł c z y n n i k a c h  s t a ł y c h  wy-

«
r a ż eń  F, t. j. aby  by ł  r ó wn y ^ T  gjv Yr . Z drugiej strony,

V=1
warunek ten jest i konieczny; możemy mianowicie dowieść, że 
gdy ten warunek się spełnia, wtedy można wyznaczyć takie wiel­
kości g, zależne od t i niezależne od zmiennych x, aby wyrażenie:

1

(5) 2  &  7 >'
i - 1

było niezależnem od t, gdy w niem zamiast zmiennych x' napi­
szemy wyrażenia ich w zmiennych x i t, oraz, że dla t= 0 wszy­
stkie wielkości y znikają, prócz wielkości q„, która staje się rów­
ną jedności. Jeżeli dowiedziemy tego, wtedy twierdzenie nasze 
będzie udowodnione, gdyż wtedy w rzeczy samej wyrażenie (5) 
staje się równem temu, co otrzymujemy z niego przy t— 0. Lecz 
dla t—0 staje się ono tożsamościowo równem Y, , będziepiy za­
tem mieli:
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(6) r .= 2 i ? y .  r j .
>=i

Pochodną wyrażenia (5) względem zmiennej t jest:

( 7 )
dY/

dt
>=i

d r /Należy wyjaśnić, co oznacza tu wyrażenie —  ̂ , gdzie Y r

jest symbolem. Rozumieć je należy w ten sposób: w wyraże­
nia Y' wyobrażamy sobie wprowadzone zmienne x, t i pochodne 
względem x, tak że spółczynniki będą funkcyami tych zmien­
nych; następnie wykonywamy wskazane przez symbol ten dzia­
łanie na pewnej funkcyi zmiennych x, wreszcie zamiast spół- 
czynników wprowadzamy pochodne ich względem zmiennej t, 
Z wzoru (4) znajdziemy szukaną pochodną wyrażenia Y/ wzglę­
dem t w postaci szeregu. Rozważmy na chwilę przekształcenie 
o parametrze i oznaczmy przez x" zmienne, na które zmie­
niają się wtedy zmienne x, przez Y' oznaczmy wyrażenia Y, 
napisane w zmiennych x". Z wzoru (4) otrzymamy:

(8) 5 7 =  Tr 1 4* ¿i (**)) +

Szukając po stronie drugiej tego wzoru spółczynnika pierw­
szej potęgi wielkości łt, znajdziemy właśnie pochodną względem 
t, otrzymaną z drugiej strony wzoru (4); jeżeli więc potrafimy 
uporządkować stronę drugą równania (8) według potęg rosnących 
wielkości tj, rozwiążemy zadanie nasze Lecz wiemy, że prze­
kształcenie o parametrze i +  tx odpowiada iloczynowi dwóch 
przekształceń, jednego o parametrze t, drugiego o parametrze 
oraz że przekształcenie o parametrze i, jest właśnie tern prze­
kształceniem, które od zmiennych xr przeprowadza do zmien­
nych a:". Możemy więc napisać (zawsze na podstawie wzoru (4)):
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y," =  y;  + \ ( x ' Y j ) + . . .

i tym sposobem otrzymujemy rozwinięcie wyrażenia Y/' we­
dług potęg wielkości <x; stąd wnosimy, że szukaną pochodną jest:

*t
(JYi

(0)

a na mocy założenia strona druga równości (9) będzie kombina- 
cyą liniową o spółczynnikach stałych wyrażeń Y\ t. j. będzie:

i

Podstawiając to wyrażenie w wyrażeniu (7) i odpowiednio zbie­
rając wyrazy, znajdziemy wreszcie, że pochodna wyrażenia (5) 
względem t jest postaci:
* i r - \

<n > 2 ( 1 = + 2 ® '® -)  F-'
y — 1 s — i

i że będzie ona zerem, gdy spełnione będą warunki:

9
(12) -%=-
' i - 1

Warunki te tworzą układ q równań różniczkowych, któ­
rym winny czynić zadość funkcye qu , . . . ,  Qq> w liczbie q zmien­
nej t. Możemy równania te rozwiązać zawsze przy warunku, 
aby przy i—0 wielkości q stawały się zerem, prócz wielkości 
Q,t , które ma stawać się wtedy jednością. Udowodniliśmy zatem 
twierdzenie:
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W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  
n a  to,  a b y  u k ł a d  p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń c z o -  
n o s t k o w y c b  Fj, . . . , Yq b y ł  n i e z m i e n n i c z y m  
w z g l ę d e m  g r u p y  j e d n o p a r a m e t r o w e j ,  w y t w o ­
r z o n e j  z p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z  o n o s t k o -  
w e g o  X, j e s t ,  by  n a w i a s y  (XI7}) b y ł y  k o m b i n a -  
c y a m i  l i n i o w e m i  o s p ó ł c z y n n i k a c b  s t a ł y c h  
w y r a ż e ń  Y.

Z tego twierdzenia wynikają niektóre wnioski, łatwe do 
udowodnienia:

J e ż e l i  u k ł a d  Yt, . . . ,  Yq j e s t  n i e z m i e n n i c z y  
w z g l ę d e m  g r u p ,  o k r e ś l o n y c h  p r z e z  p r z e k s z t a ł ­
cę n i a Xj, X, , . . . ,  t o  b ę d z i e  t e ż  n i e z m i e n n i c z y m  
i d l a  w s z y s t k i c h  g r u p ,  o k r e ś l o n y c h  p r z e z  j a ­
k ą k o l w i e k  k o m b i n a c y ę  l i n i o w ą  o s p ó ł c z y n n i -  
k a c h  s t a ł y c h  p r z e k s z t a ł c e ń  X.

J e ż e l i  u k ł a d  F}, . . . ,  Z, j e s t  n i e z m i e n n i c z y  
d l a  g r u p ,  w y t w o r z o n y c h  z p r z e k s z t a ł c e ń  X,,X2> 
to  b ę d z i e  t a k ż e  n i e z m i e n n i c z y m  d l a  g r u p y ,  
w y t w o r z o n e j  z p r z e k s z t a ł c e n i a  (X, X2).

Dowody tych twierdzeń są analogiczne do dowodów, poda­
nych już kilkakrotnie w podobnych przypadkach, i dlatego je 
pomijamy, nadmieniając tylko, że dowód drugiego twierdzenia 
uskutecznia się przy pomocy tożsamości J  a c o b i ego.

Dodamy jeszcze uwagę o wzorze (4), w którym nie obli­
czaliśmy wyżej wyrazów dalszych. Z dowodzeń przytoczonych 
wypływa bezpośrednio własność tych wyrazów, mianowicie, że 
g d y  (XI}) j e s t  k o m b i n a c y ą  l i n i o w ą  o s p ó ł c z y n -  
n i k a c h  s t a ł y c h  w y r a ż e ń  Y, t o  i t e  w y r a z y  mu-  
3'Z ą b y ć  t a k i e m i ż  k o m b i n a c y a m i .  Jest to jasnem, 
dlatego, że wtedy na mocy dowiedzionego twierdzenia, wyraże­
nie Yj dla każdej wartości t musi być kombinacyą liniową 
o spółczynnikacb stałych wyrażeń Y. Możemy nadto okazać, 
że gdy (XY) jest zerem, to i rzeczone wyrazy będą zerem. Lecz 
o tern będzie mowa w § następnym.

Dajmy teraz, że przekształcenia F są przekształceniami X, 
t. j. że mamy układ przekształceń nieskończonostkowych X1,...,Xr,
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mający być niezmienniczym dla wszystkich przekształceń grupy, 
wytworzonej przez jakąkolwiek kombinacyę liniową o spół- 
czynnikach stałych przekształceń X, np. przez kombinacyę 
Aj X, - j- . .  . -j- Ar Xr . Stosując wtedy twierdzenie poprzedza­
jące, znajdziemy bezpośrednio, że w a r u n k i e m  k o n i e c z ­
n y m  i d o s t a t e c z n y m  n a  t o  j e s t ,  b y  n a w i a s y  
(X,- X,) d a ł y  s i ę  w y r a z i ć  l i n i o w o  i p r z y  p o m o c y  
s p ó  ł c z y n n i k ó w  s t a ł y c h  p r z e z  p r z e k s z t a ł c e ­
n i  a X.

Otóż wiemy, że to samo stanowi warunek konieczny i do­
stateczny na to, aby r przekształceń nieskończonostkowych mo­
gło wytworzyć grupę o r parametrach istotnych (p, B.ozdz. I 
§ 14). Wyprowadzamy stąd przedewszystkiem inną postać dru­
giego twierdzenia zasadniczego teoryi grup, a następnie i to, że 
p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e ,  n a l e ­
ż ą c e  do g r u p y  o c p a r a m e t r a c h ,  m a j ą  t ę  w ł a ­
s n o ś ć  z a s a d n i c z ą ,  że  t w o r z ą  u k ł a d  n i e z m i e n ­
n i c z y  w z g l ę d e m  j a k i e g o k o l w i e k  p r z e k s z t a ł ­
c e n i a  t  ej g r u p y .

Czy i kiedy każde z przekształceń nieskończonostkowych 
grupy samo przez się jest niezmienniczem dla grupy? Na pyta­
nie to odpowiemy w § następnym.

§ 8.

Hiezmienniczość jednego przekształcenia lub grupy względem prze­
kształcenia lub grupy, czyli przemienność dwóch przekształceń lub dwóch 
grup. Przekształcenia nieskończonostkowe i podgrupy wyróżnione lub 

niezmiennicze dla grupy danej.

Niechaj będą dwa przekształcenia S, T, dane przez wzory:

(l) x/=f, (x), (2) y/=<Pi (y);
I

i niechaj z drugiego będzie y(=y>, (y'). Te ostatnie wzory na-
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piszmy dwoma różnemi sposobami przy pomocy dwóch, różnych 
układów zmiennych, mianowicie napiszmy je w postaci:

(3) Xf=Vi (g) i (4) zi=cpt (x‘).

Następnie we wzorach przekształcenia S zamiast zmiennych x 
i x' podstawmy ich wartości, otrzymane odpowiednio z równań
(3) i (4); będziemy mieli wtedy przekształcenie:

(5) =

To nowe przekształcenie nazywamy p r z e k s z t a ł c o n ą  
przekształcenia ( 1 ) p r z y  pomoc y  p r z e k s z t a ł c e n i a  (2) 
i mówimy, że przekształcenie (1) jest n i e z m i e n n i c z e m  
względem przekształcenia (21, jeżeli wzory (5) wyrażają te same 
związki pomiędzy zmiennemi z' i z, co wzory (1) pomiędzy 
zmiennemi x' i x. Łatwo poznać, że przekształcenie (5) powstaje 
z przekształceń danych jako iloczyn postaci:

(6) TST-1 ,

gdzie, jak zwykle, wykonywamy przekształcenie od ręki prawej 
ku lewej. Dowodzi się tego sposobem bardzo prostym, dość 
bowiem zbadać eliminacye. jakie uskutecznić należy pomiędzy 
wzorami (1), (3), (4), aby dojść do wzoru i'5). Po wyeliminowa­
niu wielkości Xi z równań (1), (3), mamy przekształcenie pomię­
dzy wielkościami x' i z, które równa się oczywiście ST~X; elimi­
nując następnie wielkości x' pomiędzy tak otrzymanemi wzorami 
a wzorem (4), dochodzimy do przekształcenia (6).

Niechaj teraz przekształcenie (6) równa się przekształce­
niu S, t. j. 2’NT-1 — S, wtedy będzie:

(7) TS =  S T ,

skąd:

(8) T =  STS !
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Wzory te wykazują, że:
1) K i e d y  j e d n o  p r z e k s z t a ł c e n i e  j e s t  n i e ­

z m i e n n i c z e  w z g l ę d e m  d r u g i e g o ,  t o  i l o c z y n  
i c h  j e s t  n i e z a l e ż n y  od p o r z ą d k u  c z y n n i k ó w ,  
i o d w r o t n i e ;  w t e d y  t e  d w a  p r z e k s z t a ł c e n i a  
są,  j a k  m ó w i m y ,  p r z e m i e n n e m i

2) K i e d y  j e d n o  p r z e k s z t a ł c e n i e  j e s t  n i e ­
z m i e n n i c z e  w z g l ę d e m  d r u g i e g o ,  w t e d y  od ­
w r o t n i e  i d r u g i e  j e s t  n i e z m i e n n i c z e  w z g l ę ­
d e m p i e r w s z e g o .

Niechaj G będzie grupą, T jakimkolwiek przekształceniem. 
Przekształcić grupę G przy pomocy przekształcenia T znaczy 
utworzyć zbiór wszystkich przekształconych za pośrednictwem 
T pojedynczych przekształceń, należących do grupy G. Łatwo 
widzieć, że:

P r z e k s z t a ł c a j ą c  g r u p ę  G p r z y  p o m o c y  
p r z e k s z t a ł c e n i a  T, o t r z y m u j e m y  z n ó w  g r u p ę .

W samej rzeczy, jeżeli S, 8t są dwa przekształcenia, nale­
żące do grupy G, ich przekształconemi będą odpowiednio 
T8T~', TSlT~', a iloczyn tych dwóch:

T8T~'TSi T~x =  7SS, l~ l — 7 (SN,) TT~l ,

t. j. przekształcona iloczynu dwóch danych przekształceń, a po­
nieważ ten iloczyn jest zawarty w grupie G, przeto przekształ­
cona zawierać się będzie pomiędzy przekształceniami, poprzednio 
otrzymanemi.

Grupa, otrzymana z przekształcenia grupy G, będzie oczy­
wiście tąż samą grupą G, jeżeli przekształcenie T należy do 
grupy G; będzie zaś wogóle grupą różną od G w przypadku 
przeciwnym, co zresztą nie wyłącza możliwości, że nawet w przy­
padku, gdy przekształcenie T do grupy G nie należy, grupa 
przekształcona może być i grupą G.

Jeżeli przyjmiemy, że G jest podgrupą innej grupy H i że 
przekształcenie T należy do grupy H, to za pomocą podobnego
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rozumowania stwierdzimy, że p r z e k s z t a ł c o n a  g r u p y  
O j e s t  i n n ą  p o d g r u p ą  g r u p y  ii.

Niechaj będą dane dwa przekształcenia nieskończonostko- 
we X, Y. Według zasad, wyłożonych w § poprzedzającym, po­
wiemy, że Y  jest przekształceniem n i e z m i e n n i c z e : m  
względem'wszystkich przekształceń grupy, wytworzonej z prze­
kształcenia X, jeżeli napisawszy y w zmiennych x\ połączonych 
ze zmiennemi x związkami, tym przekształceniom odpowiada­
jącym, będziemy mieli Y ' = q Y, gdzie q jest wielkością, zależną 
tylko od i, t. j. parametru przekształcenia i równą 1 dla <=0 ; 
stąd wypływa, jak wiemy, że:

(9) (XY) =  c Y .

Ważny przypadek szczególny mamy wtedy, gdy ten związek 
pomiędzy d woma przekształceniami X  i Y jest wzajemny, t. j. 
gdy i przekształcenie X  jest niezmiennicze względem wszystkich 
przekształceń, wytworzonych z przekształceń Y. Możemy wy­
kazać, że w przypadku tej wzajemności wielkość q  jest niezależ­
ną od t, ma zatem wartość równą 1. W samej rzeczy wiemy 
(§ poprz.), że wielkość q jest określona równaniem różnicz ■ 
kowem:

i  + Ce = 0;
otóż gdy ¡>=1, równanie to daje c=0, a wtedy związek (9) spro­
wadza się do postaci:

(10) (XY) =  0,

wykazującej, że związek pomiędzy przekształceniami Z  i Y jest 
wzajemny, gdyż stronę drugą tego związku można uważać jako 
przypadek szczególny funkcyi liniowej wyrażeń X  lub jako przy­
padek szczególny funkcyi liniowej wyrażeń Y. Jeżeli następnie 
przyjmiemy, że zachodzi związek (10), wtedy będzie c= 0, stąd
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— =  0, a więc wielkość c jest niezależna od t, a mianowicie dt
równa 1, gdyż ma wartość 1 dla t = 0. Kiedy równanie (10) speł­
nia się, mówić będziemy, że przekształcenia I ,  i  są w z aj e m- 
n ie  p r z e m i e n n e .  Nazwa ta znajduje usprawiedliwienie 
też w tern, że wtedy X Y =  YX.

Możemy, na podstawie powyższego, wypowiedzieć następu­
jące ważne twierdzenie:

W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  
na  to,  a b y  k a ż d e  p r z e k s z t a ł c e n i e  s k o ń c z o n e  
g r u p y X  p o z o s t a w i a ł o b e z  z m i a n y  p r z e k s z t a ł ­
c e n i e  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e  Y, t. j. p r o w a d z i ł o  
do p r o s t e g o  z w i ą z k u  Y = Y ,  j e s t ,  by n a w i a s  (XI") 
b y ł  z er e m.

Należy zauważyć, że g d y (ZF)=0, t. j. Y —Y, w t e d y  
s p ó ł c z y n n i k i p r z y ż ,  i*, . . . i t .  d. we  w z o r a c h  (4) 
są zeram i, a wi ęc  w tern z a ł o ż e n i u  Y' mus i  b y ć r ó w -  
n e m Y  dl a  ws z e l k i e j  wa r t o ś c i  t.

Postawmy następujące zagadnienie: Niechaj będzie r prze­
kształceń nieskończonostkowych, nadających się do wytworze­
nia grupy; w jaki sposób wyznaczyć najogólniejsze przekształ­
cenie, pozostawiające bez zmiany każde z przekształceń Y, t. j. 
prowadzące do tożsamości:

r , '  =  Ti____ Y / = Y r ?

Jest oczy wistem, że wszystkie te przekształcenia tworzą 
grupę; można przeto zagadnienie to wyrazić, mówiąc: wyzna­
czyć grupę wszystkich przekształceń pomiędzy zmiennemi as' i te, 
czyniących przekształcenia Y ' tożsamościowo równemi prze­
kształceniom Y.

Nie wchodzimy w szczegółowe rozpatrzenie tego zagad­
nienia; tylko przypadek jego szczególny rozważymy w § 6 Roz­
działu IY-go.
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Roz ważmy jedno przekształcenie grupy, wytworzonej z prze­
kształcenia X , np.:

(T) x i  =  x, -J- - j-  Xxt + . . .

i przekształćmy je sposobem wyżej wskazanym za pomocą prze­
kształcenia:

<r,) y/ =  y < + \ -  7y< +  . . .

grupy wytworzonej z przekształcenia Y, nie zakładając na te­
raz żadnego związku pomiędzy X  a Y. Dla znalezienia prze­
kształconej przekształcenia T  postępujemy w ten sposób:

Niechaj tą przekształconą będzie:

z ł  =  z  i -j— — ZZi

mamy znaleść parametr z i przekształcenie nieskończonostkowe 
Z. Otóż jest widocznem, że Z  jest przekształceniem X, jeżeli 
w tern ostatniem zamiast zmiennych x podstawimy ich wartości 
wfunkcyi zmiennych z, otrzymanych z przekształcenia T„ w któ- 
rem zmiennemi y' są zmienne z, a zmiennemi y zmienne x, t. j. 
z przekształcenia Tu napisanego w postaci:

z i =  Xi-\- ~  Yxi +  . . .

Wielkości x, otrzymane z tych wzorów, jeżeli na chwilę 
przez Y' oznaczymy wyrażenia Y, napisane w zmiennych z, 
będą:

t w ,
Xi —  Z i----- j -  YZi -|- . . .

Jeżeli teraz w przekształceniu X zamiast wielkości x podstawimy
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te wartości, to na podstawie wzoru (4) w § poprzedzającym, 
oznaczając przez X' wyrażenie X, napisane w zmiennych z, znaj­
dziemy:

=  (a ' F ) +  . . . .

Strona ostatnia tego wzoru jest właśnie szukanem wyraże­
niem Z; mamy tedy:

z* — j- -f- -j— (X' Y') -j- . ... .J Zi +  . . . .

Parametr r obliczymy łatwo, z uwagi, że dla .¿,=0 wyra­
żenie T powinno pozostać niezmiennem, przeto, poza nazwą 
zmiennych (których zmiana pociąga z sobą zmianę notacyi 
X  na X') przekształcenie to powinno zlewać się z przekształ­
ceniem T, a więc porównanie obu daje z =  t. Przekształcenie 
przekształcone, jeżeli je napiszemy znów w zmiennych x i x\ 
będzie:

(11) a;/ =  a , - f - j - [ x  +  - j L ( * r ) +  . . . ] * , +  • • • •

Aby teraz przekształcona (11) równała się przekształceniu 
1, bez względu na wartości parametrów t i i,, potrzeba, aby 
(XY) było zerem. Z drugiej strony na zasadzie wyżej przyto­
czonego spostrzeżenia, wiemy, że gdy (XY) jest zerem, to są 
także zerami wszystkie następujące wyrazy spółczynnika przy t, 
t. j. przekształcenia nieskończonostkowego, występującego we 
wzorze (11); gdyż wiemy, że to przekształcenie nieskończonost- 
kowe jest w istocie rzeczy tylko przekształceniem strony drugiej 
wzoru (4) § poprzedzającego, a więc, gdy (XY) jest zerem, prze­
kształcenia (11) zlewają się z przekształceniem T. Mamy zatem 
twierdzenie:

W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  
n a  to,  a b y  . p r z e k s z t a ł c e n i a  d w ó c h  g r u p ,  wy ­
t w o r z o n y c h  z p r z e k s z t a ł c e ń  A i Y  b y ł y  w za-
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j e m n i e  p r z e m i e n n e m i ,  j e s t ,  b y  n a w i a s y  (X T ) by-  
ł y z e r a m i ,  t. j. by d w a  p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e- 
s k o ń c z o n o s t k o w e  g r u p  b y ł y  p r z e m i e n n e .

Kiedy to ma miejsce, dwie grupy nazywają się p r z e ­
m i e n n e m i .

Pokażemy, że ten sam rezultat można otrzymać z wielką 
łatwością, wychodząc z wzoru na iloczyn dwu przekształceń 
skończonych, t. j. z wzoru (7) w § 9 Rozdziału I-go.

Jeżeli przekształcenie X3 (patrz 1. c.) ma pozostać niezmie- 
nionem przy przemianie Xx na X2 oraz t na t\  i to przy j a k i m ­
k o l w i e k  układzie wartości t, t\ wtedy tożsamo powinno mieć 
miejsce dla:

t  W  (Xj X2) -f- y" t (X1X1X2) +  . . . ] ,  

a więc także i dla:

/  (X X2) +  y" t (XxXxX2) +  . .

Lecz przestawiając Xx i X2, t i mamy:

/  (X  X ) +  / '  i' (X2 x 2 X,) +  . . .

a ponieważ to wyrażenie musi się zlewać z poprzedzającem dla 
j a k i e g o k o l w i e k  u k ł a d u  w a r t o ś c i  t i t', przeto być 
musi (Xx X2) =  0.

Z drugiej strony, jeżeli (XxX2)=0, wtedy są oczywiście ze­
rami i wszystkie nawiasy, występujące we wzorze (7), i wzór ten 
sprowadza się do następującego:

X3 <= tXx -j- ¿'X2,

t. j. pozostaje niezmieniony przy wskazanych wyżej przestawie­
niach. Twierdzenie nasze zostało tym sposobem udowodnione.

Z twierdzenia tego wypływa ważne zastosowanie w przy­
padku grup wieloparametrowych. Jeżeli rozważamy przekształ­
cenia takiej grupy, np. przekształcenia, wytworzone z przekształ-

11Pascal: Teorya grup przekształceń.
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cenią nieskończonostkowego Xi i wszystkie przekształcenia, wy­
tworzone z przekształcenia X2, wtedy warunkiem na to, aby 
pierwsze z nich były przemienne z drugiemi jest, by (X1 X2) 
było zerem, a zatem:

W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  
n a t o ,  a b y  w s z y s t k i e  p r z e k s z t a ł c e n i a  g r u p y  
» • - p a r a m e t r o w e j  p a r a m i  b y ł y  p r z e m i e n n e ,  
j e s t ,  b y  p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n 6 s t  k o w e 
n i e z a l e ż n e  t e j  g r u p y  w l i c z b i e  r b y ł y  p r z e ­
m i e n n e  p a r a m i .

Może się zdarzyć, że nie wszystkie przekształcenia grupy 
»•-parametrowej są parami przemienne, lecz istnieje jedno pomię­
dzy niemi, przemienne ze wszystkiemi innemi. W tym przy­
padku takie przekształcenie nieskończonostkowe nazywa się 
p r z e k s z t a ł c e n i e m  w y j ą t k o w e m  g r u p y .  Wido- 
cznem jest twierdzenie:

G r u p a ,  w y t w o r z o n a  z p r z e k s z t a ł c e n i a  ni e-  
s k o ń c z o n o s t k o w e g o  w y j ą t k o w e g o  g r u p y  o r 
p a r a m e t r a c h ,  j e s t  p o d g r u p ą  p r z e m i e n n ą  ze  
w s z y s t k i e m i  p r z e k s z t a ł c e n i a m i  g r u p y  c a ł k o ­
wi t e j .

Przypominając sobie to, co udowodniono wyżej, że gdy (XT) 
jest zerem, wtedy przekształcona przekształcenia Y, utworzona 
przy pomocy jakiegokolwiek przekształcenia grupy X, jest tem- 
że przekształceniem Y, i stosując to twierdzenie do naszego 
przypadku, możemy powiedzieć, że p r z e k s z t a ł c o n a  p r z e ­
k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w  ego wyj  ą t k o- 
w e g o  g r u p y ,  u t w o r z o n a  p r z y  p o m o c y  j a k i e g o ­
k o l w i e k  p r z e k s z t a ł c e n i a  s k o ń c z o n e g o  t e j  g r u ­
py,  j e s t  t e m ż e  s a m e m  p r z e k s z t a ł c e n i e m  ni e -  
s k o ń c z o n o s t k o w e m ,  t. j. j e s t  s a m a  p r z e z  się n i e ­
z m i e n n i c z ą  wz g l ę d e m gr upy.

Oczywiście, gdy w s z y s t k i e  p r z e k s z t a ł c e n i a  
g r u p y  s ą  w y j ą t k o w e ,  t. j. g d y  w s z y s t k i e  n a ­
w i a s y  (Xt Yj) są  z e r a m i ,  w t e d y  p r z y  w s z y s t k i c h  
p r z e k s z t a ł c e n i a c h  g r u p y ,  k a ż d e  z n i c h  p o z o ­
s t a j e  s a m o  p r z e z  s i ę  n i e z m i e n n e m .
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Łatwo widzieć, że g d y ż  p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń -  
c z o n o s t k o w y c h  n i e z a l e ż n y c h  j e s t  r— 1 w y j ą t- 
k o wy c h ,  w t e d y  i r - t e  p r z e k s z t a ł c e n i e ,  n i e z a ­
l e ż n e  od p o p r z e d z a j ą c y c h . ,  j e s t  w y j ą t k o w e .

W poprzednich przypadkach mieliśmy przykład podgrup 
grupy r-parametrowej, które przekształcają się same na siebie 
przez przekształcenia grupy, lecz w ten sposób, . że każde ich 
przekształcenie przekształca się samo przez się na siebie. Teraz 
rozważymy przypadek ogólniejszy, w którym podgrupa prze­
kształca się sama na siebie, lecz tak, że jej przekształcenia prze­
mieniają się wzajemnie. Grdy to zachodzi, podgrupa nazywa 
się w y j ą t k o w ą  lub n i e z m i e n n i c z ą  w z g l ę d e m  
g r u p y  d a n e j .

Niechaj będą, jak zwykle, Xv . . . ,  Xr przekształcenia nie- 
skończonostkowe grupy r-parametrowej; rozważmy grupę je­
dnego tylko przekształcenia Xt. Przekształcona przekształceń 
tej grupy, utworzona przy pomocy jednego któregokolwiek prze­
kształcenia grupy całkowitej, któremu odpowiada np. przekształ­
cenie nieskończonostkowe:

r
<i2)

5=1

■dana jest przez wzór (11), w którym kładziemy Arx zamiast X\ wi­
dzimy tedy, że aby to przekształcenie należało do grupy, wytwo­
rzonej z przekształcenia X1, trzeba, by (X,Y) równało się stałej, 
pomnożonej przez X1. Z drugiej strony, gdy to ma miejsce, 
wtedy na zasadzie twierdzenia, dowiedzionego w § poprzedza­
jącym, wiemy, że w tenże sposób wyrazić się dadzą rozmaite 
spółczynniki przy potęgach zmiennej tu występujące we wzo­
rze (11 ); wzór ten tedy przedstawia istotnie przekształcenie gru­
py Xt. Jeżeli zaś (Xl Y) ma równać się cX1 dla jakiegokolwiek 
Y, danego przez wzór (12), t. j. ..przy zmienianiu spółczynników 
es wszystkiemi możliwemi sposobami, jest koniecznem i dostate- 
•cznem, by nawiasy, utworzone z przekształcenia X, i z jakiego-
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kol wiek z przekształceń X3, . . . , X r, były iloczynami stałych 
pomnożonych przez X1. Możemy więc powiedzieć:

W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  
n a  to,  a b y  p o d g r u p a ,  w y t w o r z o n a  z p r z e k s z t a ł ­
c e n i a  vY1; b y ł a  p o d g r u p ą  n i e z m i e n n i c z ą ,  j e s t ,  
by  w s z y s t k i e  n a w i a s y  (Aj X3), . . . , (Aj Xr) b y ł y  
i l o c z y n a m i  s t a ł e j  p r z e z  p r z e k s z t a ł c e n i e  Xx.

Dajmy teraz, że przekształcenia nieskończonostkowe 
Xlt . . .  , Xr-m, z pomiędzy r przekształceń, tworzących grupę 
o r parametrach, same przez się tworzą grupę, a mianowicie pod­
grupę o r — m parametrach grupy danej. Aby to miało miejsce, 
jest koniecznem i dostatecznem, jak wiemy, by nawiasy:

dały się wyrazić jako kombinacye liniowe wyrażeń Xlf. . . ,  Xr- m. 
Możemy zapytać, kiedy taka podgrupa jest niezmienniczą. Po­
wtarzając powyższe rozumowania, znajdujemy:

W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  
n a  to,  a b y  r z e c z o n a  p o d g r u p a ,  w y t w o r z o n a  
z p r z e k s z t a ł c e ń  Xx, . . . ,  b y ł a  n i e z m i e n n i ­
cza  w z g l ę d e m  g r u p y  c a ł k o w i t e j ,  j e s t ,  b y  n a ­
w i a s y  :

d a ł y  s i ę  p r z e d s t a w i ć  j a k o  k o m b i n a c y e  l i n i o ­
we  o s p ó l c z y n n i k a c h  s t a ł y c h  wy r a ż e ń  Xu ..., Xr— m. 
Tym sposobem każde z r—m przekształceń X, połączone w na­
wias z jednem z tychże przekształceń lub z jednem z pozosta­
łych, powinno dać zawsze kombinacyę liniową o spółczynni- 
kach stałych tylko pierwszych r—m wyrażeń X.

( X  Xj) <!,/=!, r—m),

(13)

Widzieliśmy (Rozdz. I § 14), że gdy X x.....X, tworzą gru­
pę o r parametrach, wtedy i ogół nawiasów (AA,) tworzy grupę,
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która jest już to tożsamościową z daną, już to podgrupą danej. 
Możemy łatwo dowieść, że w przypadku drugim nawiasy (Xj X,j 
tworzą podgrupę niezmienniczą grupy danej. Gdy bowiem:

r
(X , X ,) =  2  0 » X , ,

będzie:
r

(XA (Z, X,)) =  2  ci» (X> x ’) .
S=1

a. ten wzór, na zasadzie twierdzenia poprzedzającego, dowodzi 
tego, co powiedzieliśmy.

Łatwo też można dowieść twierdzenia następującego:
J  e ż e li, j a k wy ż e j ,  Xu . . . ,  Xr_m t w o r z ą  p o d g r u ­

pę  n i e z m i e n n i c z ą  g r u p y  c a ł k o w i t e j ,  w y t w o ­
r z o n e j  z p r z e k s z t a ł c e ń  Xt, . . . , X r, w t e d y  i n a ­
wi a s y ,  z b u d o w a n e  t y l k o  z p i e r w s z y c h  r—m p r z e ­
k s z t a ł c e ń  X, t w o r z ą  p o d g r u p ę  n i e z m i e n n i c z ą .

"W samej rzeczy, nawiasy (Xj X,j {/,ł=i,-,r—m) tworzą w każ­
dym przypadku grupę, która albo jest identyczną z grupą, wy­
tworzoną z przekształceń X1( . . . ,  Xr—m, albo jest podgrupą tej 
ostatniej, a więc w każdym przypadku tworzą podgrupę grupy 
całkowitej. Otóż, ponieważ podgrupa, wytworzona z przekształ­
ceń Xl5 . . ., X,_m, jest niezmiennicza, mamy związki:

( X,- X,—mĄ-j )   s

s=1

Lecz mamy tożsamościowo:

((X/, X,) Xr-m+j) -f- ((X,- X r—m+j) X/,) -j- ([Xr—m+jX/,) X,-) =  0; 

podstawiając tu za (X, Xr_M+y) wartość, otrzymaną z wzoru po-
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przedzającego i za (Xh Xr—m+j) wartość analogiczną, w założe­
niu, że tak h jak i i jest jednym ze skaźników 1, , t —m, widzi­
my, że ((XA Xi) daje się wyrazić liniowo przy pomooy
spółczynników stałych przez nawiasy (X, Z a), gdzie s i h przybie­
rają tylko wartości 1, . . . , r—m. Tym sposobem twierdzenia 
jest udowodnione.

\
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ROZDZIAŁ m .

WŁASNOŚCI, DOTYCZĄCE ISTOTY GRUPY.

§ I-

Przećhodniość grup.

Grapa nazywa się p r z e c h o d n i ą  wtedy, gdy zawiera 
zawsze przynajmniej jedno takie przekształcenie przy pomocy 
którego od jakiegokolwiek oznaczonego układu wartości xu ...,a» 
(zawartego naturalnie w obszarze ((a:;), w którym zawierają się 
wartości zmiennych, które ta grupa przekształca) przechodzimy 
do innego jakiegokolwiek obranego układu wartości a;,',.. . ,  xn' 
w tymże obszarze; albo inaczej, od punktu P  przestrzeni ((a;)) 
w-wymiarowej przechodzimy do innego jakiegokolwiek, danego 
z góry, punktu P' tejże przestrzeni.

Może się zdarzyć, że istnieją przekształcenia, przy pomocy 
których, gdy przechodzimy od punktu P  (dowolnego) do pun­
ktu P ' (także dowolnego), możemy równocześnie przejść od 
punktu Q do punktu Q' (obu dowolnych). W tym przypadku 
mówimy, że grapa jest p o d w ó j n i e  p r z e c h o d n i a ;  w prze­
ciwnym razie jest p o j e d y ń c z o - p r z e c h o d n i ą .  W po­
dobny sposób określić można p r z e ć h o d n i o ś ć  potrójną, po­
czwór ną ,  . . . k - k r o t n ą .

Niechaj:

(1) xt -— fi (a?j, . . . , Gfj, • . . , Ur), (*==!,...,«)
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będą wzory przekształceń grupy. Z powyższej defiiiicyi wypły­
wa, że możemy w obszarze ((a?)) ustalić dowolnie wartości x i x’ 
i otrzymać w każdym przypadku przynajmniej jeden układ war­
tości a w obszarze ((a)). Trzeba będzie zatem, aby liczba r by­
ła równa n lub większa od n. Gdyby bowiem liczba r była 
mniejsza od n, wtedy możnaby wyeliminować wielkości a z rów­
nań (1), i otrzymalibyśmy związki tożsamościowe pomiędzy wiel­
kościami x i x\ które powinnyby zachować się dla wszelkiego 
przekształcenia grupy; wtedy zaś nie możnaby zmiennym x i x' 
nadać wartości dowolnych i wzajemnie niezależnych: grupa nie 
mogłaby być przechodnią i byłaby n i e p r z e c  ho d n i ą. Gdy 
r n i przyjmiemy, że równania (1) dają się rozwiązać wzglę­
dem n z pomiędzy parametrów a, wtedy wybrawszy w sposób 
jakikolwiek w obszarze (ta)) wartości pozostałych parametrów, 
wyznaczymy w obszarze ((a)) wartości n rozważanych parame­
trów, i będziemy mieli przekształcenia, zmieniające ustalony 
układ wartości x na ustalony układ wartości x'. Możemy tedy 
powiedzieć:

. W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  
n a  to,  a b y  g r u p a  b y ł a  p r z e c h o d n i ą ,  j e s t ,  b y  r 
b y ł o  r ó w n e  n l u b  w i ę k s z e  od  u, o r a z  a b y  r ó w ­
n a n i a  (1), k t ó r y c h  j e s t  n, b y ł y  r o z w i ą z a l n e  
w z g l ę d e m  n z p o m i ę d z y  p a r a m e t r ó w  a; r o z - 
w i ą z a l n o ś ó  t ę n a l e ż y  r o z u m i e ć  w z n a c z e n i u  
w y ż e j  w s k a ż  anem.

Z tego jasno wypływa, że w k a ż d e j  g r u p i e  p r z e ­
c h o d n i e j  i s t n i e j e  z a w s z e  p r z e k s z t a ł c e n i e  
t o ż s a m o ś c i o w e ,  albowiem musi istnieć zawsze przekształ­
cenie, które punkt ogólny zamienia na tenże sam punkt.

Dajmy, że mamy grupę r-parametrową, wytworzoną z r 
przekształceń nieskończonostkowych. Przekształcenia grupy 
w otoczeniu przekształcenia tożsamościowego możemy napisać 
w postaci:

(2) x. x ,  -j- ż* x s X i  -j- . . . .



Rozdział III § 1.— Prrzeehodniośe grup. 169

Aby grupa była przechodnią, potrzeba i wystarcza, by było 
r ^  n, oraz aby równania te dały się rozwiązać względem wiel­
kości 2, tak iż potrzeba i wystarcza, aby macierz:

dx' dxx‘
d2, ’ ‘ ' ’ d2r

dx
d2, ’ ‘ ' ’ dlr

nie była tożsamościowo zerem. Macierz ta, przy 2, — ... =2r= 0  
{gdy przez $1(, ..  ., oznaczymy, jak zwykle, spółczynniki wy­
rażenia X,) przechodzi na następującą:

e,x. -

£«1} • • , Lr

Możemy tedy wypowiedzieć twierdzenie:
W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  

n a  to,  a b y  g r u p a ,  w y t w o r z o n a  z p r z e k s z t a ł ­
c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t k o w y c ń  n i e z a l e ż n y c h  
X lt . . . ,  Xr, b y ł a  p r z e c h o d n i ą ,  j e s t ,  b y  i a b y
m a c i e r z  (4) b y ł a  r ó ż n a  od z e r a ,  lub wyrażając 
to inaczej: by p o m i ę d z y  p r z e k s z t a ł c e n i a m i  
b y ł o  n i n i e  m n i e j  n i ż  n p r z e k s z t a ł c e ń  b e z ­
w z g l ę d n i e  n i e z a l e ż n y c h .

W samej rzeczy, gdy macierz (4) nie jest zerem, nie będzie 
niem także macierz (3), gdyż druga powstaje z pierwszej, gdy 
2, =  . . . —2r =  0, a więc grupa jest przechodnią. Z drugiej stro- 
ny, gdyby macierz (4) była zerem i miała charakterystykę m, 
wtedy przynajmniej jeden wyznacznik rzędu m tej macierzy, 
a  więc i macierzy (3) byłby różny od zera, t. j. równania (2) da­
łyby się rozwiązać względem m z pomiędzy parametrów 2, a więc 
moglibyśmy z nich otrzymać najwyżej n—m związków pomię­



170 Rozdzinł III § 1.—Przechodnio^ grup.

dzy wielkościami x i x‘. Otóż, ponieważ m jest charakterystyką 
macierzy (4), przeto pomiędzy przekształceniami X,, . . . ,  Xr jest 
m niezależnych, np. Aj, Z«, pozostałe zaś dają się wyrazić 
j ako ich kombinacye liniowe ze spółczynnikami, które są fun- 
kcyami wielkości x. Układ równań:

(5) XxF =  O, . . . , XmF =  0,
I

będzie układem zupełnym, gdyż: po pierwsze, ponieważ prze­
kształcenia X  mogą wytworzyć grupę, przeto nawias, utworzony 
z dwóch jakichkolwiek wyrażeń (5), wyrazi się liniowo ze spół­
czynnikami stałemi przez wszystkie przekształcenia Xx, . . .  , Aj; 
po drugie zaś, jeżeli w takiem, wyrażeniu liniowem zamiast 

. . . , Xr podstawimy ich wyrażenia liniowe o spółczynni- 
kach zmiennych przez Xx, . . .  , Xm, znajdziemy ostatecznie, że 
każdy nawias, utworzony z dwóch którychkolwiek pierwszych 
stron równań (5), wyrazi się liniowo i ze spółczynnikami zmien- 
nemi przez strony pierwsze tych równań, które stanowią zatem, 
jak powiedziano, układ zupełny (patrz Rozdz. I § 10>. Równa­
nia (5) będą miały przeto n—m całek niezależnych wspólnych, 
któremi niechaj będą:

(6) Qx (x), . . .  , Qn- m (x)\

będą to zarazem całki wszystkich równań pozostałych:

Xm+1 F =  0, . . . , X r F =  0.

Na podstawie twierdzenia zasadniczego w § 1 Rozdz. 6-go 
całki (6) są niezmienniezemi dla grupy danej, to znaczy, że prze­
kształcając w nich zmienne x na zmienne x\ dane przez równa­
nia (2), mieć będziemy:

(7) Qx (x) =  Qx (x')........ Qn-m (x) =  Qn-m (*')-

Istnieje tedy istotnie n—m związków niezależnych pomię­
dzy wielkościami x i wielkościami x', i grupa jest z pewnością 
nieprzechodnią.
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Z tego twierdzenia i dowodzenia możemy wyprowadzić 
ważny wniosek. Widzieliśmy, że można znaleść n a j w y ż e j  
n—m związków pomiędzy wielkościami x i wielkościami x'\. 
i istotnie znaleźliśmy n—m związków' (7), z których każdemu od­
powiada funkcya Q, niezmiennicza względem grupy. Gdyby 
była jeszcze inna funkcya niezmiennicza, znaleźlibyśmy sposo­
bem wyżej wskazanym inny jeszcze związek, co, jak widzieliśmy,, 
jest niemożliwe. Możemy więc powiedzieć, że grupa posiada 
tylko »niezmienników (6), t. j.:

G r u p a  p r z e c h o d n i a  n i e m a  ż a d n e g o  n i e ­
z m i e n n i k a ;  g r u p a  n i e p r z e e l i o d n i a  m a j a k o j e -  
d y n e  n i e z m i e n n i k i  r o z w i ą z a n i a  w s p ó l n e  r ów­
n a ń  X, F — 0, . . . ,  XrF =  0. Z n a j ą c  w z o r y  s k o ń ­
c z o n e  n a  p r z e k s z t a ł c e n i a  g r u p y ,  m o ż e m y  n ie ­
z m i e n n i k i  t e  o t r z y m a ć  p r z y  p o m o c y  e l i m i -  
n a c y i.

Warto zauważyć, co następuje. Jeżeli liczba r parametrów 
jest dokładnie równa liczbie » i jeżeli jest n przekształceń nie- 
skończonostkowych b e z w z g l ę d n i e  mezależnych, wtedy 
grupa jest przechodnia. Wzory na przekształcenia dadzą się 
rozwiązać względem n parametrów, które będą miały wartości 
oznaczone, skoro obierzemy pewne wartości na wielkości x i x'. 
Będziemy wtedy mieli wogólności jedno tylko przekształcenie, 
zmieniające punkt dowolny na punkt dowolny; przechodniość 
będzie p o j e d y ń c z a .  T. j.: G r u p a  p r z e c h o d n i a  o n 
p a r a m e t r a c h  j e s t  p o j e d y ń c z o  p r z e c h o d n i a ,  
albo też: g r u p a  o n p a r a m e t r a c h ,  k t ó r e j  p r z e ­
k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e  w l i c z b i e  n 
są b e z w z g l ę d n i e  n i e z a l e ż n e ,  j e s t  p o j e d y ń c z o  
p r z e c h o d n i a .

Nie można utrzymywać, że zachodzi i twierdzenie odwrot­
ne; albowiem, aby mieć np. przechodniość podwójną, potrzeba, 
jak o tern przekonywają rozważania, podane na początku tego 
paragrafu, by można było tern i samemi wartościami r parame - 
trów uczynić równocześnie zadość 2n równaniom, zawierającym 
spółrzędne c z t e r e c h  p u n k t ó w  d o w o l n y c h ;  musia­
łoby zatem r nie być mniejsze od 2n.
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§ 2.

Niepierwotność grup.

Widzieliśmy w § poprzedzającym, że gdy grupa jest nie- 
przechodnia, wtedy istnieją funkcye Qt (x), . . . ,  Qn-m (a-), które 
pozostają niezmiennemi przy przekształceniach grupy. Jeżeli 
napiszemy:

(1) {X) =  Cj, • . • , Qn—m (&)   —m ,

gdzie wielkości c mają wartości stałe dowolne, mamy wtedy 
rozmaitość »¡-wymiarową w przestrzeni «wymiarowej wielko­
ści x, rozmaitość, przekształcającą się na samą siebie przy wszy­
stkich przekształceniach grupy, i to bez względu na to, jakiemi 
są wartości stałych c. Jeżeli więc wartości tych stałych będzie­
my zmieniali wszelkiemi możliwemi sposobami, otrzymamy po­
dział przestrzeni «-wymiarowej na oo”~m przestrzeni «¡-wymia­
rowych. z których każda pozostaje niezmienną przy przekształ­
ceniach grupy.

Przyjmijmy teraz ogólniej, że możemy uskutecznić analo­
giczny podział przestrzeni «-wymiarowej na przesti-zenie niższe 
«¡-wymiarowe w ten sposób, aby każda z tych ostatnich przy prze­
kształceniach grupy nie pozostawała niezmienioną, lecz aby prze­
strzenie te przechodziły jedne na drugie, tak że gdy punkt P prze­
chodzi na punkt P', wtedy cała przestrzeń «¡-wymiarowa, do której 
należy punkt P, przechodzi na przestrzeń, do której należy punkt 
J Jeżeli to zachodzi, mówimy, że grupa jest n i e p i e r w o t -  
n a; w przeciwnym razie nazywamy grupę p i e r w o t n ą .  Z te­
go punktu widzenia nieprzechodniośó jest przypadkiem szcze­
gólnym niepierwotności.
■ K a ż d a  g r u p a  n i e p r z e c h o d n i a  j e s t  n i e p i e r -  
w o t n ą ;  k a ż d a  g r u p a  p i e r w o t n a  j e s t  k o n i e c z ­
n i e  p r z e c h o d n i ą .

Niechaj, jak wyżej, równania (1) odpowiadają temu podzia­
łowi przestrzeni. Na zasadzie twierdzenia o układach zupeł­



Rozdział U l i; 2.—Niopierwotnośe grup. 17?»

nych, podanego w § 10 Rozdz. I-go, można wtedy znaleść układ 
zupełny m równań o pochodnych cząstkowych :

(2) . Y l F — 0 ,  . . . , Y m F = 0 ,

którego całkami niezależnemi są wyrażenia (1).
Ponieważ grupa dana ma, według założenia, tę własność, 

że przy jej przekształceniach przemieniają się wzajemnie prze­
strzenie »(-wymiarowe, dane przez równania (1 ), przeto grupa ta 
pozostawia bez zmiany układ całek (2), t. j. przemienia całki ukła­
du (2) na całki tegoż układu. Układ (2) przeto, zgodnie z defi- 
nicyą w § 6 Rozdziału II, jest niezmienniczym względem grupy, 
i na zasadzie twierdzenia tam dowiedzionego, nawiasy ( Yh Xk), 
gdzie wyrażenia X  są przekształceniami nieskończonostkowemi 
grupy danej, są kombinacyami liniowemi o spółczynnikach sta­
łych wyrażeń Y. I  odwrotnie, jeżeli tak jest, to wtedy układ 
równań YF =  0 jest układem niezmienniczym względem grupy, 
i istnieją całki (2), dające podział przestrzeni. Możemy tedy 
powiedzieć:

W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  
na  to,  a b y  g r u p a  c - p a r a m e t r o w a ,  w y t w o r z o n a  
z p r z e k s z t a ł c e ń  X1, . . . , X r, b y ł a  n i e p i e r w o t n ą ,  
j e s t ,  by i s t n i a ł  u k ł a d  z u p e ł n y  r ó w n a ń  o p o ­
c h o d n y c h  c z ą s t k o w y c h :

Y X F =  0 ,  Y m U = 0 ,  

d l a  k t ó r e g o  z a c h o d z ą  z w i ą z k i :

r

[Yh Xk) = 2  y , ,
i=l

l ub,  i n a c z e j  m ó w i ą c ,  b y  i s t n i a ł  u k ł a d  z u p e ł ­
n y  n i e z m i e n n i c z y  w z g l ę d e m  g r u p y .

Oczywiście, grupa może być niepierwotną rozmaitemi spo­
sobami; z powyższego twierdzenia wypływa, że będzie niepier-
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wotną tyloma różnemi sposobami, ile istnieje układów zupełnych 
niezmienniczych względem tej grapy.

Każdy taki układ, jak (1), nazywa się u k ł a d e m  n i e -  
p i e r w o t n o ś c i .  Zauważmy, że jeżeli dane są dwa układy 
niepierwotnośei: jeden, odpowiadający podziałowi całkowitej 
przestrzeni na przestrzenie »¿-wymiarowe, dragi—podziałowi na 
przestrzenie m'-wymiarowe, to gdy m m' jest równe n lub 
większe od n, można otrzymać trzeci układ niepierwotnośei, od­
powiadający podziałowi na przestrzenie o —n wymiarach;
przestrzenie te otrzymujemy, rozważając przecięcie ogólne każ­
dej z rzeczonych przestrzeni m-wy mi arowych przez każdą z prze­
strzeni m'- wymiarowych.

Z poprzedzającego twierdzenia wypływa jeszcze ważny 
wniosek. Załóżmy, że grupa dana zawiera przekształcenie nie- 
skończonostkowe wyjątkowe (patrz Rozdz. II, § 8), i niechaj bę­
dzie X  =  2  Ci X c , gdzie spółczynniki c  mają wartości stałe 
oznaczone. Wtedy równanie XF= 0 (które oczywiście uważać 
można jako układ zupełny) czyni zadość warunkom twierdzenia, 
gdyż wszystkie nawiasy ( X X / )  są zerami. Możemy tedy twier­
dzić, że j e ż e l i  g r u p a  z a w i e r a  p r z e k s z t a ł c e n i e  
n i e s k o ń c z o n o s t k o w e  w y j ą t k o w e ,  w t e d y  j e s t  
z p e w n o ś c i ą  g r u p ą  n i e p i e r w o t n a .

Jeżeli dana jest grapa niepierwotna, wtedy można zawsze 
zbudować przynajmniej jednę grupę, będącą z nią w ścisłym 
związku i nazwaną g r u p ą  n i e p i e r w o t n o ś e i .  Mówimy 
o niej w § 4 Rozdziału IY-go.

Powiedzieliśmy wyżej, że grapa nieprzechodnia jest nie- 
pierwotną. Teraz powiemy, że i g r u p a  p o j e d y  ń c z o -  
p r z e c h o d n i a ,  m a j ą c a  d o k ł a d n i e  » p r z e k s z t a ł ­
c e ń  n i e s k o ń c z . o n o s t k o w y c h  n i e z a l e ż n y c h ,  t. j. 
t y l e .  i l e  j e s t  z m i e n n y c h  x, j e s t  t a k ż e  n i e p i e r -  
wo t n ą .

Aby dowieść tego twierdzenia, skorzystamy z własności 
grap, zwanych w z a j e m n e m i ,  o których mowa w § 6 Rozdz. 
IV go. Niechaj będzie dana grupa pojedyńczo-przechodnia 
o A> 1  parametrach; wtedy istnieje inna grupa pojedyńczo-
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przechodnia o n parametrach, zwana wzajemną, taka mianowi­
cie, że jej przekształcenia nieskończonostkowe Y pozostają z prze­
kształceniami X grupy danej w związkach:

(Xi Yj) =  0 , <tj=i.....«)■

Otóż, gdy «>1, wtedy grupa przekształceń Y będzie po­
siadała z pewnością podgrupy, np. te, które są wytworzone z po- 
jedyńczych przekształceń Y. Niechaj wogólności jedną z jej 
podgrup będzie podgrupa, wytworzona z przekształceń I \ , Ym 
(«><*); wtedy układ równań różniczkowych Yll i'=0,. . . ,  YmF—(), 
będzie układem zupełnym, a istnienie tego układu stwierdza od- 
razu niepierwotność grupy, gdyż układ ten czyni zadość związ­
kom:

(Xi Yj) — 0, (*=i, i=i>

które są przypadkiem szczególnym związków, wystarczających 
do określenia uiepierwotności. Tym sposobem twierdzenie jest 
dowiedzione.

§ 3.

Sysfatyózność grupy.

Wróćmy na chwilę do rozważań, podanych na końcu § 5 
w Rozdz. II. Określiliśmy tam, co rozumieć należy przez grupę 
stateczności względem punktu położenia ogólnego, i widzieliśmy, 
że jeżeli pomiędzy r-parametrami jest tylko r—h bezwzględnie 
niezależnych, wtedy podgrupa stateczności względem punktu x° 
położenia ogólnego jest grupą o h parametrach, a przekształce­
niami nieskończonostkowemi, z których się ona wytwarza, są na­
stępujące przekształcenia w liczbie h:

( 1) X r —h+s #sl • • • X s>r—h (*^°) ^ r —h »
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gdzie znaczenie spółczynników ^ określiliśmy na wspomnianem 
miejscu.

Dla każdego punktu x° położenia ogólnego istnieje spe- 
cyalna podgrupa stateczności grupy danej; otóż zbadajmy teraz, 
czy i kiedy dwie lub więcej takich podgrup stateczności zlewa się.

Jeżeli zamiast punktu x° weźmiemy inny punkt xr, wtedy 
podgrupą stateczności będzie podgrupa, wytworzona z prze­
kształceń:

(2) X r—h-{-s X L ' ) . • . Xj j  - /* ) X r _ ;

stąd wypływa, że dwie podgrupy zleją się, gdy każde przekształ­
cenie (2) jest kombinacyą liniową o spółczynnikach stałych prze­
kształceń (1). Lecz z przyczyny niezależności z w y c z a j  n e j  
przekształceń X  (zakładamy istnienie tej niezależności dlatego^ 
że przyjmujemy, iż przekształcenia te tworzą grupę o r-parame- 
trach istotnych), każde z przekształceń (2) powinno być idehty- 
cznem z odpowiedniem z przekształceń (1), a stąd funkcye % dla, 
punktu x° muszą być te same, co i dla punktu x'.

Jeżeli więc napiszemy:

, i (®u • • ■ > ®*) == X s, 1 ( « i0. ■ • • > x n° )

i znajdziemy wszystkie wartości xx, . . ., x„, dla których speł­
niają się te związki w liczbie h (r—h), to otrzymamy w s z y s t ­
ki e  punkty x, których grupy stateczności są te same, co dla x°.

Otóż zachodzić mogą dwa przypadki: albo te równania, 
w których x° jest punktem położenia ogólnego, redukują się do 
m n i e j s z e j  niż n liczby równań, albo też nie redukują się.

W  przypadku pierwszym będziemy mieli oczywiście nie­
skończenie wiele punktów, tworzących rozmaitość ciągłą, do 
której należy punkt x°, a podgrupy stateczności tych punktów 
zlewać się będą z grupą stateczności punktu x°; w przypad­
ku drugim mogą istnieć tylko punkty odosobnione tego ga­
tunku. Gdy zachodzi przypadek pierwszy, t. j. gdy przy da­
nym punkcie x° położenia ogólnego, istnieje rozmaitość
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ciągła, do której on także należy i której punkty mają wszystkie 
tę sarnę podgrupę stateczności, wtedy grupę nazwiemy s y s t a -  
t y c z n ą  ( Engel ) ;  w przypadku przeciwnym nazywamy ją 
a s y s t a t y c z n ą .

Możemy tedy, oczywiście, wypowiedzieć twierdzenie na­
stępujące:

J e ż e l i  d a n a  j e s t  g r u p a  z r p r z e k s z t a ł c e n i a ­
mi  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e m i ,  z k t ó r y c h  p i e r w ­
s z e  r— h są b e z w z g l ę d n i e  n i e z a l e ż n e ,  p o z o ­
s t a ł e  z a ś  w y r a ż a j ą  s i ę  p r z e z  p o p r z e d n i e  p r z y  
p o m o c y  wz o r ó w:

A*r— =  X '*  \ X )  A j -j— . . . -j- X <,>■-. u (■/.') ,

g r u p a  j e s t  s y s t a t y c z n ą ,  a l b o  a s y s t a t y c z n ą ,  
s t o s o w n i e  do t ego ,  c z y  l i c z b a  f u n k c y j  n i e z a ­
l e ż n y c h  p o m i ę d z y  h (r — h) f u n k c y a m i  % j e s t  
m n i e j s z a  od «, a l b o  t e ż  j e s t  r ó w n a  l u b  w i ę k ­
s z a  o d n.

Można dowieść, że  g r u p a  s y s t a t y  c z n a  j e s t  z a ­
w s z e  n i e p i e r w o t n a .

Aby dowieść tego, odróżnimy dwa przypadki: pierwszy^ 
w którym liczba funkcyj % (liczba funkcyj x niezależnych musi 
być wtedy mniejsza od w) jest większa od zera, t.j. n jest większe 
od zera; drugi, w którym h jest zerem, t.j. gdy mamy r prze­
kształceń nieskończonostkowych niezależnych, kiedy niema 
wcale funkcyj %.

Dajmy najprzód, że funkcyj y niezależnych jest n—g; nie­
chaj niemi będą: %u . , . ,  x»-e- Utwórzmy równania:

(4) Xi • • • i *») =  const., . . .  x*- e (*i> ■ • •,» '«,.)= const..,

przedstawiające podział przestrzeni n-wymiarowej na óo"- * prze­
strzeni ^-wymiarowych. Powiadamy, że podział ten odpowiada 
układowi niepierwotności; to znaczy, że jeżeli przez M oznaczy­
my jednę z rozmaitości, przedstawionych przez równania (4), i je ­
żeli pewne przekształcenie t zmienia wszystkie punkty rozmai-

Pascal: Teorya grup przekształceń 1 2
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tości M na punkty innej rozmaitości M\ to i ta ostatnia da się 
przedstawić przez równania (4) z innemi wartościami stałych.

Jeżeli w równaniach (4) nadamy stałym wartości określone, 
wtedy otrzymamy rozmaitość M, której punkty mają wszystkie 
tęż samą podgrupę stateczności; podgrupą stateczności punktów 
rozmaitości M', powstałych z punktów rozmaitości M  przez prze­
kształcenie r, jest przekształcona podgrupy punktów tej ostat­
niej, a to na zasadzie twierdzenia, podanego na końcu § 5 Roz­
działu Ii-go Stąd wszystkie punkty rozmaitości M‘ mają tęż 
samą podgrupę stateczności, co dowodzi, że rozmaitość W  jest 
inną z rozmaitości, przedstawionych przez wzory (4), a właśnie 
tego chcieliśmy dowieść.

Jeżeli h jest zerem, t. j. wszystkie r przekształceń nieskoń- 
czonostkowych są bezwzględnie niezależne, wtedy liczba r nie 
może być większa od n (patrz Rozdz. I § 8), a więc r <[ w, albo 
r — n. Jeżeli r<^n grupa jest nieprzechodnia, a więc i niepier- 
wotna; jeżeli r—n, to przy niezależności bezwzględnej wszyst­
kich przekształceń nieskończonostkowych, grupa jest pojedyń- 
czo przechodnia i ma dokładnie n przekształceń nieskończonost­
kowych (patrz § I Rozdz. III), a więc jest niepierwotna.

Tym sposobem twierdzenie zostało udowodnione dla każ­
dego przypadku.

Niechaj będzie dana grupa o r parametrach istotnych, wy­
tworzona, jak zwykle, z przekształceń nieskończonostkowych 
Xi, , . .  , Xr . Wiemy, że zachodzą wtedy związki:

r

=1
(1)
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a  ogół stałych c stanowi to, co nazywamy b u d o w ą  lub s t r u ­
k t u r ą  grupy. Jest jasnem, że liczby c nie są określone w spo­
sób jedyny przez tę samą grupę, lecz wartości tych stałych zmie­
niają się wraz z wyborem r przekształceń nieskończonostkowych 
niezależnych. Jeżeli np. zamiast przekształcenia Xx weźmiemy 
pewną kombinacyę liniową o spółczynnikach stałych wszystkich 
przekształceń X, otrzymamy nowe liczby c, i będzie można ła­
two wyznaczyć związki pomiędzy nowemi a dawnemi liczbami c.

Nadto, jeżeli zamiast przekształceń Xlt . . . ,  Xn które natu­
ralnie przyjmujemy za wprost niezależne, weźmiemy ich kombi­
nacyę liniową o spółczynnikach stałych—nazwijmy ją Xr+i— 
wtedy układ całkowity przekształceń Xlt . . .  , Xr, Xr+i, które 
nie są już niezależnemi, będzie też, oczywiście, czynił zadość 
związkom postaci (1), i będzie można znaleźć liczby c, odpowia­
dające temu nowemu układowi przekształceń X. Podobnież 
rzecz będzie się miała, jeżeli dołączymy w tenże sposób jakąkol­
wiek liczbę przekształceń nieskończonostkowych, należących do 
grupy danej.

Jeżeli dwie grupy o tej samej liczbie r parametrów istot­
nych są takie, iż ustaliwszy w jednej z nich w sposób określony 
układ przekształceń Xt , . . . ,  Xr niezależnych, możemy dla dru­
giej obrać układ przekształceń niezależnych I j , . . . ,  Yr w ten 
sposób, aby liczby e były odpowiednio równemi dla obu grup, 
wtedy mówimy, że te dwie grupy o równej liczbie parametrów 
są r ó w n e j  b u d o w y .

Spostrzeżenie powyższe, polegające na tem, że można roz­
ważać liczby c, odnoszące się do układu przekształceń nieskoń- 
•czonostkowych, które nie są wszystkie niezależne, a więc ukła­
du rozleglejszego, niż układ przekształceń tylko samych nieza­
leżnych, pozwala na uogólnienie poprzedniego pojęcia i prowa­
dzi do pojęcia i z o m o r f i z m u  d w u  g r u p  o różnej liczbie 
parametrów istotnych. Mianowicie, jeżeli mamy dwie grupy, 
jednę o r. drugą o r' parametrach istotnych, gdzie /< > , i jeżeli, 
■obrawszy r przekształceń nieskończonostkowych niezależnych 
J lj, . . . ,  Xr pierwszej grupy, można wybrać r przekształceń nie- 
.skończonostkowych*!7!, . . .  , Yr drugiej (które, oczywiście, nie 
wszystkie są niezależne, a zawierają tylko r' niezależnych), 
w ten sposób, aby liczby c dla obu układów wypadły odrowied-
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nio równe, wtedy te dwie grupy nazywać będziemy i z o m o r -  
f i c z n e m i .  Odróżniać będziemy izomorfizm b o l o  e d r y e z -  
n y  od m e r i e d r y c z n e g o ;  dla pierwszego jest r' =  r, t. j. 
obie grupy mają równą liczbę parametrów istotnych; w drugim 
liczba r' jest mniejsza od r.

Gdy izomorfizm jest meriedryczny, wtedy oczywiście pe­
wnej liczbie przekształceń nieskończonostkowych grupy pierw­
szej (t. j. grupy, mającej większą liczbę parametrów istotnych) 
odpowiada jedno tylko przekształcenie grupy drugiej. W samej 
rzeczy, jeżeli r'<>, wtedy pomiędzy przekształceniami I7, , ..., Yr 
zachodzi r —r' związków liniowych jednorodnych o spółczynni- 
kach stałych; niechaj niemi będą:

(2)

e ll i  1 "f* • • • 4* elr  Y r  =  0

@r— r', 1 “j— * • • —r\ r 4 r ---  t).

Niechaj teraz:

( 3 )  A, +  . . .  + 4 ,  T r ,

będzie pewnem przekształceniem nieskończonostkowem dragi e j  
grapy; w pierwszej grapie odpowiadać mu będzie przekształce­
nie nieskończonostkowe:

(4) ł, X1 -j- . • . +  K Xr .

Lecz przy pomocy związków (2) przekształcenie (8) może zmie­
niać postać swoją oor~r' sposobami; istotnie, napisawszy to prze­
kształcenie (8) w postaci:

( 5 )  ^  ł j  +  • • • +  M r Y r

i odjąwszy od przekształcenia (3), otrzymamy równanie:

(f*i—^i) i  -j- . . . -j- (fjr — X) Yr — 0,
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które powinno być wynikiem równań (2); a więc jeżeli przyrów­
namy do zera macierz spółczynników wyrażeń (2) i (5), otrzy­
mamy r' równań liniowych pomiędzy r wielkościami ju, stąd wy­
nika właśnie, że te ostatnie mogą mieć oor—r' wartości różnych. 
Jeżeli zaś przekształcenie (8) napiszemy w postaci równoważnej 
{5), wtedy w pierwszej grupie odpowiadać mu będzie już nie prze­
kształcenie (4), ale przekształcenie:

{6; -j- . . . +  flr %r ,

co wskazuje, że temu samemu przekształceniu nieskończonost- 
kowemu grupy drugiej odpowiada oo'~r' przekształceń pierw­
szej.

Powyższa definicya ustanawia odpowiedniość pomiędzy 
przekształceniami nieskończonostkowemi dwu grup izomorficz­
nych, a więc—ponieważ każde przekształcenie nieskończonost- 
kowe wytwarza grupę o jednym parametrze, zawartą w danej— 
ustanawia także odpowiedniość pomiędzy podgrupami o jednym 
parametrze, zawartemi w dwu grupach danych. Stąd można już 
łatwo przejść do ustanowienia odpowiedniości i pomiędzy prze­
kształceniami skończonemi, mianowicie ustalając, że odpowiadają 
sobie przekształcenia dwu odpowiadających sobie podgrup o je­
dnym parametrze, d la  k t ó r y c h  w a r t o ś ć  p a r a m e t r u  
ł j e s t  j e d n a k o w a .

Ta odpowiedniość pomiędzy pojędyńczemi przekształcenia­
mi skończonemi dwu grup izomorficznych ma pewną własność 
zasadniczą charakterystyczną, która może też posłużyć za pod­
stawę definicyi izomorfizmu, mającej zupełną analogię z defini- 
•cyą w teoryi nieciągłych grup podstawień. Własność tę stano­
wi mianowicie to, że i l o c z y n o w i  d w u  p r z e k s z t a ł ­
c e ń  j e d n e j  g r u p y  o d p o w i a d a  w g r u p i e  i z o ­
m o r f i c z n e j  i l o c z y n  d w ó c h  o d p o w i a d a j ą c y c h  
t a m t y m  p r z e k s z t a ł c e ń .  Własność tę, ustanawiającą 
doskonałą analogię pomiędzy izomorfizmem L i e g o w teoryi 
przekształceń a izomorfizmem w zwykłej teoryi podstawień, 
udowadnia L i e w Traktacie swym (Theorie de Transfgr., I,
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str. 208 i 418—420) przy pomocy t. zw. g r u p y  p a r a m e t r y ­
c z n e j  (Parametergruppe) (patrz § 3, Rozdz. IV).

Pokażemy, że własność tę można łatwo udowodnić także 
za pomocą wzoru na iloczyn dwu przekształceń skończonych, 
podanego przez nas w § 9, Rozdziału I-go. Istotnie, niechaj 
Zu X2 będą dwie kombinacye liniowe o spółczynnikach stałych, 
przekształceń X; X/,Z2'— analogiczne kombinacye liniowe prze­
kształceń y. Przekształcenie, będące iloczynem dwóch prze­
kształceń:

x,' =  X i-\- - ~ Z l x i Ą -. . 

x ,"  =  Xi'Ą- ~  Z2 x ,' - f  . . . ,

będzie postaci:

X, xt -f- . . .  ,

gdzie otrzymujemy z wzoru (7) w § 9 Rozdziału I-go (zmie­
niwszy oczywiście wyrażenia X na Z)\ wzór ten przy pomocy 
związków (1) sprowadza się do kombinacyi liniowej wyrażeń X 
ze spółczynnikami liczbowemi, zależnemi od t, i', y i od spól- 
czynników c.

Jeżeli teraz od grupy pierwszej przejdziemy do drugiej, po­
zostawiając bez zmiany t i (, to musimy zmienić tylko X na Y, 
a więc Z  na Z‘; a ponieważ śpółczynniki c nie zmieniają się przy 
przejściu od pierwszej grupy do drugiej, przeto przekształcenie 
Z3\  odnoszące się do nowego iloczynu, będzie t ą  s a m ą  kom- 
binacyą liniową wyrażeń Y, jaką Z3 jest wyrażeń X. W ten spo­
sób twierdzenie jest dowiedzione. (Patrz P a s c a l :  Sulla fior- 
mola del prodotto etc. Rend. Ist. Lomb. (2) 34, 1901).

Godzi się zaznaczyć, że dowodzenie to stosuje się zupełnie 
jednakowo do izomorfizmu lioloedrycznego, jak i meriedryczne- 
go; dowód, podany we wspomnianem dziele L i e g o, tej zalety 
nie posiada.
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Niechaj będą dwie grupy meriedrycznie izomorficzne, je­
dna o r, druga o r'<r  parametrach istotnych; niechaj przekształ­
ceniami nieskończonostkowemi niezależnemi pierwszej będą 
X lt . . .  , X r, odpowiadającemi zaś im r przekształceniami nie­
skończonostkowemi grupy drugiej, związanemi r—r równania­
mi (2), niechaj będą i j ,  . . . , Yr . Rozważmy równania (2) 
względem r —r' wyrażeń Y, mianowicie założywszy, dla ustale­
nia myśli, że Yj, . . . ,  Y/ są przekształceniami niezależnemi, roz­
wiążmy te równania względem Yr>.fi, . . . .  Yr‘ niechaj będzie:

r'

(7) Yr’+k - ^  sit i Yi — 0, (A -l, . ... r-r').
.=1

Jeżeli uważać będziemy stronę pierwszą równania (7) jako 
przekształcenie nieskończonostkowe grupy drugiej, wtedy 
w pierwszej odpowie mu przekształcenie nieskończonostkowe:

(8) A Ghi X t {h— 1, 1 r r'}
l—l

i odpowiadać sobie będą, jak zwykle, dwie podgrupy o jednym 
parametrze, wytworzone odpowiednio przez jedno i drugie prze­
kształcenie. Ponieważ zaś strona pierwsza równania (7) jest 
tożsamościowo zerem, przeto podgrupa, wytworzona przez prze­
kształcenie nieskończonostkowe, przez tę stronę pierwszą wyra­
żone, składa się jedynie z przekształcenia tożsamościowego; gdy 
tymczasem, ponieważ li może przybierać r—r‘ wartości, prze­
kształceń nieskończonostkowych (8) różnych będzie r — »■' 
i tyleż będzie podgrup o jednym parametrze. Będzie tedy 
oor r' przekształceń skończonych, wytworzonych ze wszystkich 
przekształceń (8); możemy więc powiedzieć:

J e ż e l i  d w i e  g r u p y  d a n e  s ą  m e r i e d r y c z n i e  
i z o m o r f i c z n e ,  w t e d y  p r z e k s z t a ł c e n i u  t o ż s a ­
m o ś c i o w e m u  g r u p y  d r u g i e j  o d p o w i a d a  cor- J'
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p r z e k s z t a ł c e ń  g r u p y  p i e r w s z e j ,  t w o r z ą c y c h  
r  —r' p o d g r u p  t e j ż e  o j e d n y m  p a r a m e t r z e .

Można dowieść przedewszystkiem, że te oor_r' p r z e ­
k s z t a ł c e ń .  t w o r z ą  g r u p ę .  W tym celu okażemy, że 
wyrażenia (8) czynią zadość drugiemu twierdzeniu zasadniczemu 
teoryi grup (Rozdz. I, § 14). Oznaczmy na chwilę wyrażenie (8) 
przez Eh , przez Ta zaś stronę pierwszą równań (7) i utwórzmy 
nawiasy (Eh 2*); otrzymamy wtedy wogólności kombinacye li­
niowe wyrażeń X o spółczynnikach stałych, których wartości, 
z powodu izomorfizmu, powinny być dokładnie równe spółczyn- 
nikom, otrzymanym po utworzeniu nawiasu (TaT*). Te ostat­
nie nawiasy są równe z e r u ,  ponieważ taką wartość mają wy­
rażenia (7). Możemy właściwie powiedzieć, że nawiasy te są rów­
ne zeru przy uwzględnieniu równań (7); albo też, że znikanie wy­
rażeń liniowych, utworzonych z przekształceń ł r, którym to wy­
rażeniom te nawiasy są równe, jest wynikiem równań (7); albo 
wreszcie, że nawiasy (TAT*) dają się przedstawić liniowo i ze 
spółezynnikami, naturalnie, stałemi, za pomocą wyrażeń T. Stąd 
wynika także, że i nawiasy (Eh Ek) dają się przedstawić liniowo 
i ze spółezynnikami stałemi za pomocą wyrażeń E, że więc te 
ostatnie tworzą grupę.

G r u p a  ta,  k t ó r a  b ę d z i e ,  n a t u r a l n i e ,  p o d ­
g r u p ą  g r u p y ,  w y t w o r z o n e j  z p r z e k s z t a ł c e ń  X, 
j e s t  p o d g r u p ą  n i e z m i e n n i c z ą  t e j  o s t a t n i e j  
(p. Rozdz. II, § 8).

Aby tego dowieść, dość okazać, że nawiasy:

( Xi Eti), (<=1 r , /¡=1,..., r —r’)

wyrażają się liniowo i ze spółezynnikami stałemi przez prze­
kształcenia E. W tym celu dość powtórzyć powyższe rozumo­
wanie, ponieważ nawiasy (T,Ta) są zerami, gdyż są zerami wy­
rażenia Ta, więc powinny dać się przedstawić liniowo i ze spół- 
czynnikami stałemi przez wyrażenia T, a stąd, na zasadzie izo­
morfizmu, tożsamo winno zachodzić i dla nawiasów (X,- Eh).
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§ 5.

Podobieństwo dwu grup.

Powiedziano już w § 2 Rozdziału I-go, co rozumieć należy 
przez podobieństwo dwu grup: dwie grupy:

nazywają się p o d o b n e m i ,  gdy możemy za zmienne x wziąć 
fuukcye zmiennych y, za zmienne x '—analogiczne funkcye zmien­
nych x', za wielkości a—funkcye wielkości a', w ten sposób, że 
wzory przekształceń (1) przechodzą na wzory przekształceń (2). 
W ten sposób można—jak to już w swoim czasie zauważyliśmy— 
ustanowić odpowiedniość dwujednoznaczną pomiędzy przekształ­
ceniami obu grup; i bezpośrednio widać, że przekształceniu toż­
samościowemu (o ile ono istnieje) jednej grupy odpowiada prze­
kształcenie tożsamościowe drugiej.

Przedewszystkiem jest widocznem, że w a r u n k i e m  k o ­
n i e c z n y m  p o d o b i e ń s t w a  j e s t ,  b y  o b i e  g r u p y  
p o s i a d a ł y  t ę  s a m ą  l i c z b ę  p a r a m e t r ó w  i s t o t ­
n y c h .

Dajmy, że mamy, jak zwykle, dwie grupy o r parametrach 
issotnych, i niechaj X1? . . . , X r będą r przekształceniami nie- 
skończonostkowemi niezależnemi pierwszej grupy, I7, , . . . ,  Yr 
takiemiż przekształceniami drugiej. Niechaj

będą wzory, przy pomocy których zmienne x przekształcamy 
na zmienne y, w ten sposób, że wzory (1) przechodzą na wzory 
{2); jeżeli wzory (1) napiszemy (dla otoczenia przekształcenia 
nieskończonostkowego) w postaci zwykłej:

<1) x,’=fi(x ,a), (2) y / =  ?< (y, a'),

<3) y, =  Ft (x)
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gdzie parametrami są wielkości tXx, . . . ,  ilr, będzie:

(5) F, (x') =  Fi (x) +  -J- ^  i .  ^  (*) +  . .

Przez wprowadzenie zmiennych y zamiast zmiennych x prze­
kształcenie nieskończonostkowe X, staje się przekształceniem 
nieskończonostkowem T,, wyrażonem w zmiennych y Jeżeli 
Xv . . . , Xr są przekształceniami wprost niezależnemi, to takie- 
miż będą Xx, . . . , Xr; a równania (6) przejdą na następujące:

Lecz takąż postać powinny, na zasadzie uczynionych założeń, 
mieć wzory przekształceń grupy (2); powinny mianowicie dać 
się wyrazić (zawsze w otoczeniu przekształcenia tożsamościo­
wego) w postaci:

i dlatego te wzory winny zlewać się z wzorami (6), gdyż, jak 
zauważyliśmy już, że w obu grupach odpowiadać winny sobie 
przekształcenia tożsamościowe; a więc także, według zasady 
ciągłości, odpowiadać sobie winny przekształcenia, zawarte 
w odpowiednich otoczeniach przekształceń tożsamościowych. 
Stąd wypływa, że wyrażenia X powinny być kombinacyami 
liniowemi o stałych spółczynnikach wyrażeń T, i odwrotnie. 
Innemi słowy, jeżeli dwie grupy są podobne, to przekształcenia 
nieskończonostkowe niezależne jednej z nich powinny przekształ­
cać się na przekształcenia nieskończonostkowe niezależne dru­
giej. Z drugiej strony jest jasnem, że, gdy to zachodzi, dwie 
grupy są podobne. Mamy tedy:

r

r

.«=1
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W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  
n a  to,  a b y  d w i e  g r u p y  o r  p a r a m e t r a c h  i s t o t ­
n y c h  b y ł y  p o d o b n e ,  j e s t ,  b y  i s t n i a ł y  z wi ą z ­
ki  p o m i ę d z y  z m i e n n e m i  j e d n e j  i d r u g i e j  g ru ­
py, p o z w a l a j ą c e  od p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń -  
c z o n o s t k o w y c h  j e d n e j  p r z e c h o d z i ć  do p r z e ­
k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t k o w y c h  d r u g i e j .

Z powyższego dowodzenia wynika, że jeżeli zamiast prze­
kształceń Y przyjmiemy przekształcenia T jako przekształcenia 
nieskończonostkowe niezależne grupy drugiej, wtedy parametra­
mi k a n o n i c z n e m i  przekształcenia, które w grupie drugiej 
odpowiada przekształceniu (4) w pierwszej, będą iXv . . . , ikr, 
t. j. parametry kanoniczne przekształcenia (4). Stąd, j e ż e l i  
d w i e  g r u p y  są  p o d o b n e ,  w t e d y  p r z e z  o d p o ­
w i e d n i ą  z m i a n ę  p a r a m e t r ó w  m o ż n a  s p r a w i ć  
to,  że  o d p o w i a d a j ą c e  s o b i e  p r z e k s z t a ł c e n i a  
d w u  g r u p  b ę d ą  m i a ł y  t e  s a m e  w a r t o ś c i  p a r a ­
m e t r ó w .

Nadto, gdy przekształcenia Ts będą równe przekształce­
niom Xs, to nawias (Tń T*) będzie równy nawiasowi (ĄZ*); 
a więc nawiasy te wyrażą się liniowo przez Xs i Xs odpowied­
nio, z temi samemi spółczynnikami stałemi cAjsj innemi słowy, 
jest jasnem, że obie grupy mają tę samą budowę, t. j. są holoe- 
drycznie izomorficzne (patrz § poprzedzający). Stąd: D w i e  
g r u p y  p o d o b n e  są l i o l o e d r y c z n i e  i z o m o r f i ­
czne .

Nie można twierdzić, że, odwrotnie, dwie grupy holoedrycz- 
nie izomorficzne są podobne, i aby to miało miejsce, potrzeba, 
aby spełniały się pewne warunki.

Aby to pokazać, dajmy, że pomiędzy przekształceniami 
Aj, . . . , Xr jest g<ś r̂ przekształceń b e z w z g l ę d n i e  nieza­
leżnych, nie połączonych żadnym związkiem liniowym o spół- 
czynnikach, będących funkcyami zmiennych er, niechaj temi 
przekształceniami będą iXj, . . . , Xe , a pozostałe niechaj wyra­
żają się przez nie w ten sposób:



188 Ko/.dział III § 5.—Podobieństwo dwu grup.

e
(8) ê-W* == Xh* (x) Xt.

«=i

Jeżeli teraz dwie -grupy są podobne, jeżeli więc istnieje 
przekształcenie, zamieniające przekształcenie nieskończonostko- 
we jednej grupy na takież przekształcenie drugiej, trzeba, by 
przekształcenia Tt, . . . , na które zamieniają się odpowied­
nio przekształcenia X,, . . . , Xr, posiadały własności tych ostat­
nich, t. j. aby pierwsze q  z  pomiędzy z nieb były bezwzględnie 
niezależne (t. j., aby nie zachodził pomiędzy niemi żaden 
związek o spółczynnikach stałych) i aby pozostałe r—q prze­
kształceń dały się wyrazić przez q pierwszych przy pomocy 
związków, podobnych do związku (8). W związkach tych spół- 
czynniki yjks (y), występujące zamiast spółczynników %/,, (%), 
powinny być temiż samemi funkeyami % (x), w których za zmienne 
x podstawiono ich wyrażenia w zmiennych y. Z drugiej strony, 
te wyrażenia T powinny być takie, że ich kombinacye nawiaso­
we po dwa, prowadzą do układu stałych dokładnie iden­
tycznego z układem stałych, utworzonym z wyrażeń X. Wi­
dzimy tedy, że:

W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  n a  to,  a b y  d w i e  
g r u p y  i z o m o r f i c z n e  b y ł y  p o d o b n e ,  j e s t ,  by, 
po o b r a n i u  w j a k i k o l w i e k  s p o s ó b  p r z e k s z t a ł ­
c e ń  n i e z a l e ż n y c h  X g r u p y  p i e r w s z e j ,  i s t n i a ł  
d l a  g r u p y  d r u g i e j  u k ł a d  p r z e k s z t a ł c e ń  r t, . . . , r r, 
m a j ą c y  r ó w n o c z e ś n i e  w y ż e j  w s k a z a n e  w ł a s ­
nośc i ,  m i a n o w i c i e :  by l i c z b y  c, o t r z y m a n e  d l a  
t e g o  u k ł a d u ,  b y ł y  i d e n t y c z n e  z l i c z b a m i  c, 
o t r z y m a n e m i  d l a  u k ł a d u  p r z e k s z t a ł c e ń  X;  
a b y  p i e r w s z e  q p r z e k s z t a ł c e ń  T b y ł y  b e z ­
w z g l ę d n i e  n i e z a l e ż n e ,  p o z o s t a ł e  z a ś  r — q 
w y r a ż a ł y  s i ę  l i n i o w o  p r z e z  p i e r w s z e ,  ze  spół -  
c z y n n i k a m i  ipi»(y) t aki emi ,  że  r ó ż n i c e  %i,,(x)—ryh,(y), 
p r z y r ó w n a n e  do z e r a ,  d a j ą  u k ł a d  q (r—q) r ó w ­
n a ń  n i  e s p r z e c z n y c h, z k t ó r y c h  ni e  mo ż n a  wy­
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r u g o w a ć  r ó w n o c z e ś n i e  a l bo  ws z y s t k i c h  zm iea- 
n y c h a:, a l b o  w s z y s t k i c h  z m i e n n y c h  y.

Jak widzimy, warunek powyższy jest warunkiem k o n i e ­
c z n y m  podobieństwa dwu grup; jest on wszakże zarazem 
i d o s t a t e c z n y m ,  t.j. jeżeli on się spełnia, to można zawsze 
znaleść takie przekształcenie zmiennych x na zmienne y, aby 
przekształcenia nieskończonostkowe jednej grupy przechodziły na 
takież przekształcenia drugiej. Nie będziemy się tu zatrzymy­
wali nad szczegółami dowodzenia tego twierdzenia w przypad­
ku ogólnym, co do którego odsyłamy do Tomu I cytowanego 
wielokrotnie dzieła L i e g o  istr. 341 i nast.); ograniczymy się 
tylko, idąc za tern dziełem, na przypadku szczególnym, w któ­
rym q równa się r, t. j. w którym wszystkie r przekształceń nie- 
skończonostkowych są bezwzględnie niezależne.

Ponieważ wiemy, że pomiędzy (-1 przekształceniami nie- 
skończonostkowemi o n zmiennych zachodzi zawsze związek 
liniowy, przeto gdy o=r, musi być rt^r. Ponieważ dalej, na 
podstawie założenia, wszystkie przekształcenia X są liniowo 
niezależne, przeto w naszym przypadku nie istnieją funkcye 
o których mowa w twierdzeniu powyższem, a twierdzenie to 
sprowadza się wprost do następującego:

D w i e  g r u p y  i z o m o r f i c z n e ,  z k t ó r y c h  p ie rw ­
s z a  j e s t  t a k ą ,  iż j e j  >• p r z e k s z t a ł c e ń  n ie sk o ń - 
c z o n o s t  ko w y c h są  b e z w z g l ę d n i e  n i e z a l e ż n e  
(a w i ę c  n r), są  p o d o b n e  w t e d y  i t y l k o  
w t e d y ,  g d y  i r p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t -  
k o w y c h  d r u g i e j  g r u p y  są  b e z w z g l ę d n i e  n i e ­
z a l e ż n e .

Aby dowieść tego twierdzenia, dajmy, że, obrawszy prze­
kształcenia X  pierwszej grupy, znaleźliśmy odpowiednio prze­
kształcenia T drugiej, tak, że układ liczb Cu> dla jednych i dru­
gich jest ten sam. Połóżmy:

(9) z* +  r  t =  Zt ,

otrzymamy wtedy symbole przekształceń nieskończonostkowych 
Z, wyrażone już to w zmiennych x, już to w zmiennych y; po­
nieważ:



190 Rozdział III § 5. Podobieństwo dwu grup.

(x*x*) =  2  ««»i .  <r*r*) =  2  «**• ł " -
«=i *=i

będzie:

r
( 1 0 )  ( Z / ,  Z/ c )  =  Chla Z g  ,

5=1

a stąd przekształcenia Z  wytworzą grupę o r parametrach istot­
nych, której zmiennemi będą równocześnie zmienne x i ij\ wzory 
kanoniczne przekształcenia tej grupy otrzymamy odrazu, łącząc 
wzory kanoniczne obu grup danych dla tych samych wartości 
parametrów. Grdyż, jeżeli weźmiemy zwykłe wzory kanoniczne 
dla każdej z dwu grup iw  nich zamiast X/, i T* odpowiednio po­
łożymy Zkt wzory te pozostaną niezmienne, ponieważ wynik 
działania przekształceń Z na funkcyę samych zmiennych x jest 
ten sam, co wynik działania przekształceń X, a wynik tychże 
przekształceń Z  na funkcyę samych zmiennych y jest ten sam, 
co wynik działania symboli T. Lecz właśnie przez takie pod­
stawienie powstaje grupa, którą wytwarzają przekształcenia Z.

Ponieważ założyliśmy, że przekształcenia X  są bezwzględ­
nie niezależne, przeto macierz spółezynników tych przekształ­
ceń, t. j. zwykła macierz spółezynników £ musi być różna od 
zera. Jeżeli przez £ oznaczymy spółczynniki przekształceń Z, 
to spostrzeżemy odrazu, że dla każdego przekształcenia Z  pierw­
sze n spółezynników C są równe odpowiednio spółczynni- 
kom £, a stąd macierz spółezynników £ zawiera w sobie macierz 
spółezynników £, a więc jest także różna od zera. Wnosimy stąd, 
że i przekształcenia Z  są bezwzględnie niezależne.

Rozważmy teraz układ równań o pochodnych cząstkowych:

( 1 1 )  Zt F=z 0 ;

układ ten, na podstawie równań (10), jest układem zupełnym 
i jest też nieprzywiedlnym, gdyż przekształcenia Z  są bez-
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względnie niezależne. Układ ten będzie miał tedy 2n—r roz­
wiązań wspólnych. Jest jasnem, że n—r z tych rozwiązań sta­
nowi rozwiązania układu zupełnego nieprzywiedlnego Xk F — C\ 
są one funkcyarui samych zmiennych x\ inne n—r z pomiędzy 
tych rozwiązań wspólnych są rozwiązaniami układu zupełnego 
nieprzywiedlnego YkF =0 , mianowicie są one funkcyami samych 
zmiennych y. Pozostaje jeszcze 2n—r—(n—r)—(n—r), t. j. r 
rozwiązań układu (11), niezależnych od powyższych; są one 
funkcyami zmiennych x i zmiennych y. Bo gdyby jedno z nich 
było funkcyą samych zmiennych x, to musiałoby być rozwiąza­
niem układu X kF =  0, a więc nie byłoby niezależne od całek już 
znalezionych. Niechaj:

(12) «j (x).......if„_r (a?); vl ( y ) , v n- r (y); icl (x,y), .. . ,wr(x, y ),

będą wszystkie całki niezależne układu (11). Można okazać, że 
u i w, uważane za funkcye zmiennych x, muszą być od siebie 
niezależne, t. j. że ich wyznacznik funkcyjny względem zmien­
nych x musi być różny od zera; podobnież różnym od zera jest 
wyznacznik funkcyjny wielkości v i w względem zmiennych y. 
W samej rzeczy, ponieważ u, v, w są całkami niezależnemi ukła­
du (11), przeto macierz funkcyjna:

( 13)

dui dnt
> o , . . . .  0dxx ’ ‘ ' ’ dx„

du„-r , o , . . . .  0dx, ’ ' ’ dx„
0 , . . . , 0 ,

dv, dv.
~ * T ’ ' "  ’ tyn

0 , . . . , o ,
dUn-r dvn̂ r
dyl ’ • • • ’ dyn

dtvx dw1 ¿hv1 dwx
dxx ’ ' ‘ ’ ’ dxH’ dy1 ’ • • • ’ dyn

dwr ÓWr dwr ÓWr
dxx ’ ' ' ’ dxn ■ ' ’ dyn
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musi być różna od zera. Grdyby wyznacznik funkcyjny:

d ( ? ', ............Urt—r • IV,, , tVr)(14) d (a3j, , %»)

był zerem, wtedy dla jakiejkolwiek wartości k musiałyby zacho­
dzić związki postaci:

(15)
i—i j= i

gdzie H„ Uj są funkcye zmiennych x i y. Mnożąc te związki 
przez (t. j. przez spółczynniki przekształceń X,) i sumując 
względem k od 1 do n, mielibyśmy:

de» 2 2 {-w S ■= -2 aż ̂ =-2 • a« %> - o-
*= 1 1 = 1 J = l  k—l j =  1

Ponieważ wyrażenia iv są całkami równań (11 j, przeto:

\ '  . f)u'i V ' 6W,- n
2 s , ,S i + i ’'“ 5 i ; = 0

dic,-

i=l

gdzie i?,* są spółczynniki, występujące w przekształceniach T,; 
mnożąc przez Wi i sumując od i = l  do i—r, znajdziemyj:

2 2 Ł * " ’' ^ + 2 ’ -*(2 w S “ 0’
i=l *=j Ar=l i=l

co, na mocy równań (16) sprowadza się do:

1 i= i

(17)
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a ponieważ wyrażenia v są całkami równań Ysf  =  0, przeto:

Równania (17) i (18) utrzymują się dla każdej z wartości 
5= 1, 2, . . . ,  r. Stąd wypływa, że n—r - f l  równań liniowych 
z n niewiadomemi, jakie otrzymujemy z równań (17) i (18), kła­
dąc wielkości nieoznaczone yk zamiast spółczynników t]sk, mia­
łyby r układów rozwiązań na wielkości y, a więc nie mogłyby 
być wszystkie niezależne. Lecz rozwiązania, otrzymane tylko 
z równań (18), są niezależne, gdyż vt, . . . ,  vn- r są całkami nie- 
zależnemi układu Tg/— 0, przeto macierz funkcyjna wielkości 
v względem zmiennych y nie może być zerem. Stąd rozwiąza­
nie, otrzymane z równań (17) powinnoby być wynikiem liniowym 
rozwiązań, otrzymanych z równań (18), t. j. byćby powinno dla 
jakiejkolwiek wartości k :

równania te wraz z równaniami (14) wskazują, że macierz (13) 
byłaby tożsamościowo zerem, wbrew założeniu.

Powróćmy teraz do dowodzenia głównego.
Z wyników § 2 w Rozdziale II, wypływa, że jeżeli mieć 

chcemy układ n równań, pozostający niezmiennym dla wszyst­
kich przekształceń grupy, wytworzonej z przekształceń Z, t. j. 
niezmienny przy zamianie zmiennych x na zmienne x' przy po­
mocy przekształceń pierwszej grupy danej, oraz przy zamianie 
zmiennych y  na zmienne y' przy pomocy przekształceń drugiei 
grupy danej, mającej te same wartości parametrów, co pierwsza 
(i którą uważamy za odpowiadającą pierwszej), wtedy jest ko- 
niecznem i dostatecznem przyrównanie do zera n funkcyj całek 
(12). Otóż, jeżeli okażemy, że można obrać n rzeczonych fun­
kcyj tych całek (12) tak, aby równania, otrzymane z przyrówna-

Fascal: Teorya g m p  przekształceń. 13

n
(18) 0=1, ••• t n—r).

(19)
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nia ich do zera, dały się rozwiązać tak względem zmiennych x, 
jak i względem y, i aby przedstawiały takie przekształcenie 
zmiennych x na zmienne y, które przekształcenia nieskończo- 
nostkowe X  przeprowadzają na przekształcenia nieskończo- 
nostkowe T, wtedy twierdzenie nasze będzie dowiedzione, skoro 
wykażemy istnienie przekształcenia, które pierwszą grupę za­
mienia na drugą. Utwórzmy ; tedy n następujących funkcyj 
całek (12) i przyrównajmy je do zera:

Vx 9 1̂ —r) 0 ,  • • • , Vn—r —r ( t  i j , . . . ,  'lin—r) 0 ,
(20)

lt ’i  (H j , . . .  j Un—r ) ----Oj . . . , Wr • • • > Hn—r ) ----Oj

tu 0  oznaczają funkcye niezależne, zresztą jakiekolwiek, argu­
mentów, W zaś są też funkcyami dowolnemi.

Układ (20) będzie z pewnością rozwiązalny tak wzglę­
dem zmiennych cc, jak i względem zmiennych y, gdyż, jak już 
powiedziano, wyznacznik funkcyjny wielkości v i w względem 
zmiennych y jest różny od zera; ten zaś wyznacznik jest zara­
zem wyznacznikiem funkcyjnym pierwszych stron równań (20) 
względem zmiennych y. Podobnież, rozwiązując n—r pierw­
szych z powyższycL równań względem u , , . . . , vH- r (co można 
uczynić na zasadzie założenia o funkcyach i?), można otrzymać 
układ równań, identyczny z powyższym, w którym zmieniono 
tylko u na v, i który, dla powodu analogicznego do wskazanego 
wyżej, będzie rozwiązalny względem zmiennych x.

Z drugiej strony, jeżeli chcemy mieć układ równań, otrzy­
many z przyrównania do zera n funkcyj całek(12) i rozwiązalny 
tak względem zmiennych x, jak i względem zmiennych y, to 
układ ten może mieć jedynie postać wskazaną. Albowiem, jeżeli 
przyjmiemy, że istnieje taki układ, rozwiązany względem zmien- 
nych y, to podstawiwszy wartości tych zmiennych do każdej z ca­
łek vu ..., vn-r i »(-'i, • • •, powinniśmy otrzymać całkę, będącą 
funkcyą samych wielkości x, a więc funkcyą wielkości ux,...,un—r-, 
stąd z przyjętego układu otrzymalibyśmy układ równoważny, 
będący postaci (20).

Pozostaje wykazać, że przekształcenie zmiennych x na 
zmienne y , przedstawione przez równania (20), zamienia prze-
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kształcenia X na przekształcenia T. Wynika to z następuj ące- 
- go rozważania. Równania (20) przedstawiają układ równań 

niezmienniczych względem grupy przekształceń Z, a więc gdy 
z tego układu otrzymujemy jakimkolwiek sposobem jakieś rów­
nanie, to wynik działania Z, zastosowanego do strony pierwszej 
tego równania, musi być zerem. Rozwiążmy równania (20) 
względem zmiennych y, i niechaj będzie:

( 21) ih ~  Fi (*) =  0,

musi być zatem Z* (y,—Fi (x)) =  0, t. j.

r kyt — Xk F i (x) =  0.

Lecz wprowadziwszy do przekształceń X  zmienne y na 
podstawie równania (21), mieć będziemy:

Xt =  ^  Xk Ft (x)
i= 1

a że:
r

r .  =  2 r * !" j

przeto:
x k =  r*.

czego właśnie należało dowieść.
Z dowodzenia tego wypływa jeszcze sposób, w jaki o t r z y ­

m a ć  m o ż n a  n a j o g ó l n i e j s z e  p r z e k s z t a ł c e n i e ,  
z a m i e n i a j ą c e  p r z e k s z t a ł c e n i a  X  n a  p r z e ­
k s z t a ł c e n i a  r .

Zasługuje na wyróżnienie przypadek szczególny powyższe­
go twierdzenia, w którym wszystkie nawiasy (Xk Xk) są lćwne 
zeru, co ma miejsce, gdy wszystkie przekształcenia nieskończo- 
nostkowe grupy są wyjątkowe, (patrz § 8 Rozdz. II). Jeżeli 
mamy grupę, wytworzoną z przekształceń nieskończonostko- 
wych:
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1*1

której zatem wzorami przekształcenia są wprost:

V\ --  y.\ 4* j“i ł • • • vi/r' =  yr -j- flr
(grupa przesunięć)

y >-+1 =  Vr+ \ 1  • • • I y a =  Vn ,

0 grupa ta jest oczywiście izomorficzna z daną i przekształce­
nia X są bezwzględnie niezależne. Stąd, przyjąwszy, że 
przekształcenia X  są bezwzględnie niezależne, można zastoso­
wać twierdzenie, i będzie:

G r u p a ,  k t ó r e j  w s z y s t k i e  r ^  n p r z e k s z t a ł ­
c e ń  ń i e s k o ń c z o n o s t k o w y c h  s ą  w y j ą t k o w e
1 b e z w z g l ę d n i e  n i e z a l e ż n e ,  j e s t  p o d o b n a  
do g r u p y  p r z e s u n i ę ć .

Jeżeli przyjmiemy, że r=n  i że dwie grupy izomorficzne są 
pojedyńczo-przecbodnie, wtedy z pewnością n przekształceń 
ńieskończonostkowych każdej z nich są bezwzględnie niezależ­
ne, i możemy powiedzieć: D w i e  g r u p y  h o l o e d r y c z -  
n i e  i z o m o r f i c z n e  o t e j  s a m e j  l i c z b i e  z m i e n ­
n y c h  i p o j e d y ń c z o - p r z e c h o d n i e ,  są  g r u p a m i  
p o d o b n e m i .



ROZDZIAŁ IV.

G R U P Y ,  Z W I Ą Z A N E  Z DA NĄ .

Mamy zamiar zebrać tu wszystkie własności główne pe­
wnych grup, które określić się dają, gdy dana jest grupa 
zasadnicza. Grupy takie, które nazywać będziemy grupa­
mi, z w i ą z a n e m i  z d a n ą ,  tworzyć można z różnych 
punktów widzenia; są niemi: 1) t. zw. g r u p a  d o ł ą c z o n a ;  
2) g r u p a  b u d o w y ;  3) t. zw. g r u p a  p a r a m e t r y c z n a ;  
4) g r u p a  i z o m o r f i c z n a  z g r u p ą  n i e p i e r w o t n ą ,  
a której elementami są rozmaitości, na jakie dzieli się przestrzeń 
przez jakikolwiek określony układ niepierwotności; 5) t. zw. 
g r u p y  r o z s z e r z o n e ;  6) g r u p y  w z a j e m n e  z g r u ­
p a m i  p o j e d y ń c z  o-p r z e c h o d n i e m i  o n p a r a m e ­
t r a c h  i s t o t n y c h .

§ 1.

Grupa dołączona.

W § 7 Rozdziału II, badając nieprzechodniość względem 
grupy danej układu przekształceń nieskończonostkowych, dowie­
dliśmy, że układ przekształceń nieskończonostkowych X,...., Xr,
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należących do grupy o r parametrach istotnych, jest niezmienni­
czy względem tej grupy. Jeżeli przeto:

(1) ar/ -= f, (ar, a),

jest przekształceniem grupy, i jeżeli przez X1',...,Xr oznaczymy 
przekształcenia X, napisane w zmiennych x', otrzymamy za­
wsze, jakiemikolwiek będą równania (1):

r  r

(2)
»=i *=i

gdzie e i e' są stałe; stałe e' wyrażają się jako funkcye liniowe 
jednorodne stałych e ze spółczynnikami, które zależą jedynie 
od parametrów przekształcenia; mieć więc będziemy:

r

(3) ej — ̂ Q js  (a„...,ar) e,.
8= 1

Jeżeli zmieniamy au . . . , a r, zmieniają się i spółczynniki 
QjS; otoż można okazać, że p r z e k s z t a ł c e n i a  (3), j e ż e ­
l i  w n i c h  w i e l k o ś c i  e u w a ż a m y  za  z m i e n n e ,  
t w o r z ą  g r u p ę .

W samej rzeczy, na skutek przekształcenia x," =  f , (a/, 7*1 
powinno być podobnie:

r  r

V  c;  2 7  =  ^  ej' XJ' ,
8=1  8=1

r >•

e/" Qjs (A> - • • i A) fj i
*=i

a tworząc przekształcenie, będące iloczynem dwu poprzednich, 
i oznaczając jego parametry przez c ,,..., cr (patrz Rozdz. I § 2), 
mieć będziemy:
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(5)
\ ń

y e," x," =  y e , x ,

i
(>j 1 — y* Qis («1, ••• i C/-) ,

stąd być musi:

€j r -Q /t  (&!» • • : br) Qfv 0 f1j ••• 1 ̂ ”) £;v (̂*1» • • • » ¿V
5=1 r—1 v= 1

a zatem:

( 6) Qjv (łł|» > Cr)
S=1

P / k  ( ^ l i  y ^ r )  Qsv ( ^ l )  i ^ ’)  •

Strona druga wzoru (6) przedstawia spółczynnik ogólny 
wzorów liniowych jednorodnych, które otrzymujemy, tworząc ilo­
czyn dwóch przekształceń (4) i (3); tożsamość (6) orzeka właśnie, 
że ten spółczynnik ogólny jest wartością wielkości p, gdy zmie­
niają się wartości parametrów. Stwierdza to, że przekształce­
nia (3) tworzą grupę.

Każde przekształcenie (3; odpowiada pewnemu przekształ­
ceniu (1 ) grupy danej; tożsamość (6) wyraża, że parametrami 
przekształcenia, będącego iloczynem dwu przekształceń są wiel­
kości c, t. j. właśnie parametry przekształcenia, będącego iloczy­
nem dwu przekształceń grupy danej. Możemy więc powiedzieć, 
że przekształcenia (3) odpowiadają przekształceniom (1) w ten 
sposób, że iloczynowi dwóch przekształceń (1) odpowiada ilo­
czyn dwu przekształceń (3).

Grupa, dana przez wzory (3), nazywa się g r u p ą  d o ł ą ­
c z o n ą  do d a n ej; jest ona widocznie grupą liniową jedno­
rodną (patrz Rozdz. I § 2).
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Ponieważ grupa dana posiada przekształcenia tożsamościo­
we, jest widocznem, iż będą takie wartości parametrów a, dla któ­
rych wielkości e' wypadną tożsamościowo równe wielkościom e, 
t. j. grupa, d o ł ą c z o n a  do g r u p y  d a n e j ,  p o s i a d a  
p r z e k s z t a ł c e n i e  t o ż s a m o ś c i o w e .

Znajdziemy teraz przekształcenia nieskończonostkowe gru­
py dołączonej. W tym celu przypomnijmy rozważania, podane 
w § 7 Rozdz. Ii-go. Pokazaliśmy tam, że aby przekształcenia 
Yy, ..., Yq przedstawiały układ przekształceń nieskończonost- 
kowych, niezmienniczy względem grupy, wytworzonej z prze­
kształceń X, jest koniecznem i wystarcza, by było:

i

(7) ( x r , ) = 2 ^ r -
V = 1

gdzie g są wielkości stałe. Jeżeli położymy nadto:

? « i
(8) Cs i  i Cs I j , (9) Cj =  Q js cs ,

* = i  j = i  * = i

wielkości q będą określone przez równania różniczkowe:

(10)
do , 
clt 9jy Qjt —  0.

Aby wynik ten zastosować do naszego przypadku, w któ­
rym układ X ,,..., Xr jest niezmienniczy dla każdej grupy, wy­
tworzonej z przekształcenia:

(11) X =  Aj Xx -j- . . . -j- Ir Xr ,

gdzie A, jak zwykle, są jakiekolwiek wielkości stałe, dość po­
łożyć:

Q==r> ly= X / , Cj=e,, Cs—e, ,
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X  zaś równe drugiej stronie wzoru (.11); otrzymamy wtedy:

r r r

(12) (XX,) =  2h ( M )  =  2 (2 ki CA Xr’
i—1 y=1 *=l

stąd znajdziemy wartości na wielkości g:
V

03) gJV Xi C{jv,
i=i

a te podstawione w równania (10), dają równania różniczkowe, 
którym czynią zadość wielkości g :

U4) Ą f -  + V ( V l , , ^ , = 0.
j= 1 >=1

Jeżeli teraz pomnożymy równania (14) przez et , zsumuje­
my względem s od 1 do r i uwzględnimy równania (9), po zmie­
nieniu w nich wielkości c na wielkości e, znajdziemy:

t. j.

U5)

| 2  cćv) e-> — 
j=i <=i

dej
dt

r r

-j* ( 2  cvr ejj ~
<=i j~\

i to są równania różniczkowe, którym czynią zadość zmienne e', 
odnoszące się do grupy dołączonej. Równania te są tego same­
go typu, co równania (6) w § 12 Rozdziału Ii-go, a funkcye 
4/* (x '), które w tych ostatnich występują, są w obecnym przy­
padku—przy uwzględnieniu zmiany wielkości x' na wielkości

r

.e'— równe wprost — \  c,yv ej .
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Otóż funkcye f,-* tych równań (6), napisane w zmiennych xr 
są spółczynnikami przekształceń nieskończonostkowych Xj, na­
leżących do grupy, określonej przez te równania różniczkowe; 
stąd i spółczynniki przekształceń nieskończonostkowych grupy

dołączonej, które oznaczymy przez Et, są równe 

możemy więc napisać:

r r

v=\ J=1

a pamiętając, że wielkości c zmieniają znak, gdy przestawiamy 
wzajemnie ich dwa pierwsze skaźniki, można napisać:

r r

v = l j —  1

i to są właśnie szukane przekształcenia nieskończonostkowe.
Tą drogą znaleźliśmy r przekształceń nieskończonostko­

wych grupy dołączonej. Me wynika stąd bynajmniej wszakże, 
by te wszystkie przekształcenia były niezależne. Ponieważ gru­
pa dołączona zależy, podobnie jak dana, od r parametrów, wi- 
docznem jest, że przekształceń nieskończonostkowych niezależ­
nych nie może być więcej, niż n\ ale może się zdarzyć, że ich jest 
mniej, i wtedy grupa dołączona ma mniej niż r parametrów 
istotnych.

W każdym wszakże przypadku znalezione wyżej r prze­
kształceń E  wykazują własność zasadniczą grupy zasadniczej, 
oraz że g r u p a  d o ł ą c z o n a  j e s t  i z o m o r f i c z n ą  
z d a n ą ;  izomorfizm ten będzie naturalnie holoedryczny lub 
meriedryczny, stosownie do tego, czy przekształcenia E  są lub 
nie są niezależne.

Dla przekonania się o tej własności, dość wykonać rachunek 
nawiasów, utworzonych z dwóch przekształceń E. Jeżeli mamy:
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r r

<=i i=i

będzie:

r r r

(En Ek) =  V  cjti ej} -  Ek (V  Cjhi ej}] ±
■=i >=( ;=i

-  Ź  [ 2  ( Ź  « *  o) - 2  ( Ź  « *  *>) -  ] i ,
i=i »=i i=i j= / y=i

r r r

((!/A» c«*< *'!/*» CS/") eJ faT  r
1=1 s=l j= \

a uwzględniając własność, że wielkości c zmieniają znak po 
przestawieniu wzajemnem dwóch pierwszych skaźników (Rozdz, 
1 § 15), możemy napisać poprzednie wyrażenie w postaci:

r r r

(En En) =  (O** ('ski “I” csA')| 0’ •
y=i i=i 5=1 1

Otóż na mocy związków pomiędzy wielkościami c, a mia­
nowicie na mocy związku (3) w § 15 Rozdziału I-go, suma wzglę­
dem s w ostatniem wyrażeniu równa się:

('/<ks (*5/V, t , j ,  /̂jArj (75* ,

a stąd.
5=1 J=1

(17) (Ą  En) =  2  ĉ 2  ( 2  eJ* Ą  ¿ = 2
S=1 *=1 j = 1

a to właśnie dowodzi izomorfizmu dwu grup (patrz Roz. III, § 3)̂
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Badając konstrukcję przekształceń E, widzimy, że ick 
spółczynniki pozostają niezmiennemi, jeżeli nie zmieniają się 
spółczynniki Cjit •, otrzymujemy więc odrazu rezultat:

D w i e  g r u p y  o r p a r a m e t r a c h  i s t o t n y c h ,  
d l a  k t ó r y c h  u k ł a d  l i c z b  c j e s t  t e n  s am,  t. j. 
d w i e  g r u p y  h o l o e  d r y c z n i e  i z o m o r f i c z n e ,  ma ­
j ą  t ę  s a m ą  g r u p ę  d o ł ą c z o n ą .

Powstaje teraz ważna kwestya zbadania, jaki jest warunek 
konieczny i dostateczny na to, aby przekształcenia E  były nie­
zależne.

Dajmy, że istnieje związek liniowy o spółczynnikach sta­
łych pomiędzy przekształceniami E:

r r r r

(18) o =  ^  r. «  =2 [2 e'  2 r<« ,* ]  £  •
i — l  v — l  j — 1  i = l

Wyrażenia, zawarte w nawiasie kwadratowym, powinny 
być osobno równe zeru, stąd wyprowadzamy układ równań li­
niowych jednorodnych pomiędzy wielkościami e; a ponieważ 
wielkości e są niezależne, wynika stąd koniecznie znikanie poje- 
dyńczych spółczynników, t. j.:

r

(19) y  y, cJty =  0.
1=1

Jeżeli utworzymy tedy wyrażenie:

r r r

spostrzeżemy, że strona druga jest tożsamościowo zerem, t, j. że 
przekształcenie nieskończonostkowe:
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(21)
i = l

skombinowane w nawiasy z innemi jakiemikolwiek przekształce­
niami nieskończonostkowemi tej grupy, daje zawsze jako wynik 
zero; jest to zatem jedno z przekształceń, zwanych w y j ą t k o- 
w e m i (p. § 8, Rozdz. Ii-go). A zatem, j e ż e l i  p o m i ę d z y  
p rze k s z t a ł c eni  a mi  E  z a chodz i  z w i ą z e k  l i n i o w y
0 s p ó ł c z y n n i k a c h  s t a ł y c h ,  w t e d y  i s t n i e ć  b ę ­
d z i e  o d p o w i e d n i e  p r z e k s z t a ł c e n i e  n i e s k o ń -  
c z o n o s t k o w e  w y j ą t k o w e  g r u p y .

Z drugiej strony, niechaj istnieje przekształcenie nieskończo- 
nostkowe, mianowicie przekształcenie, dane przez wzór (21); 
druga strona równania (20) będzie zerem, będą zatem zachodziły 
równania (19), a więc i (18), a pomiędzy przekształceniami E  
zachodzić będzie związek liniowy o spółczynnikach stałych. Po­
między temi przekształceniami będzie tedy niezależnych tyle
1 tylko tyle, ile jest przekształceń wyjątkowych, niezależnych, 
należących do grupy. Możemy więc powiedzieć:

J e ż e l i  g r u p a  d a n a  n i e z a w i e r a  p r z e k s z t a ł ­
c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t k o w y c h  w y j ą t k o w y c h ,  t o  
j e j  g r u p a  d o ł ą c z o n a  z a l e ż y  od  r  p a r a m e t r ó w  
i s t o t n y c h ,  i o d w r o t n i e :  j e ż e l i  w g r u p i e  d a ­
n e j  i s t n i e j e  v p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s k o ń c z o n o s t ­
k o w y c h  w y j ą t k o w y c h ,  t o  g r u p a  d o ł ą c z o n a  
z a l e ż e ć  b ę d z i e  od r —v p a r a m e t r ó w  i s t o t n y c h .

Tym sposobem, jeżeli wszystkie przekształcenia nieskoń- 
ezonostkowe grupy są wyjątkowe, t. j. gdy wszystkie przekształ­
cenia grupy są parami przemienne (patrz Rozdz II, § 8), wtedy 
grupa dołączona sprowadza się do jednego przekształcenia toż­
samościowego.

Jeżeli grupa dana zawiera przekształcenie nieskończonost- 
kowe, wtedy jest z pewnością grupą niepierwotną (patrz Rozdz 
III, § 2), a stąd wnosimy, że:
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G r u p a  d o ł ą c z o n a  g r u p y  p i e r w o t n e j  n i e  
m o ż e  m i e ć  mn i e j ,  n i ż  r p a r a m e t r ó w  i s ł o t ­
n y  c h, m a i c h  t e d y  d o k ł a d n i e  r.

§ 2.

Grupa budowy.

Powiedziano już wyżej, co rozumieć należy przez budo-  
w ę grupy o r parametrach istotnych (patrz Rozdz. I, § 14). 
Drugie twierdzenie zasadnicze teoryi grup orzeka, że warunkiem 
koniecznym i dostatecznym na to, aby przekształcenia nieskoń- 
.czonostkowe niezależne X1, . . . ,X r mogły wytworzyć grupę o r 
parametrach istotnych jest, by nawiasy (X,XJ) dały się przed­
stawić jako kombinacye liniowe o spółczynnikach stałych c,y, 
wyrażeń X. Ogól liczb c,ys stanowi budowę grupy i pozostaje 
w bardzo ścisłym związku z samą grupą: własności grupy zależą 
w istocie rzeczy od natury tych liczb. Aby przekonać się o tern, 
dość np. uprzytomnić sobie, że we wszystkiem tem, co dotyczy 
izomorfizmu dwu grup, liczby c,ys grają rolę podstawową. Może­
my także przypomnieć to, co powiedziano o podgrupach nie­
zmienniczych grupy danej, oraz o przekształceniach nieskończo- 
nostkowych wyjątkowych, zawartych w grupie. Tak np., jeżeli 
te wszystkie spółczynniki c,ys, których pierwszy skaźnik jest 
stały, drugi i trzeci zmienne, są równe zeru, to stąd wypływa 
bezpośrednio, że przekształcanie X  jest wyjątkowe, że więc 
wszystkie przekształcenia skończone grupy, wytworzonej z prze­
kształcenia Xt, są przemienne z przekształceniami grupy. Je­
żeli zaś są równemi zeru te spółczynniki c, których pierwszy 
skaźnik jest zawsze i, prócz tych, w których i trzeci skaźnik jest 
też i, wtedy na podstawie twierdzenia w § 8 Rozdziału Ii-go 
wynika stąd, że podgrupa, wytworzona z przekształcenia Xil jest 
niezmiennicza względem grupy. Jeżeli dalej wszystkie spółczyn­
niki c są równe zeru, wtedy przekształcenia grupy są parami
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przemienne, sama zaś grupa sprowadza się do jednego przekształ­
cenia tożsamościowego i t. d. Nadto w przytoczonych wyżej 
przypadkach możemy zawsze wywnioskować, że grupa dana jest 
niepierwotna (patrz Rozdz. III § 2) i t. d. i t. d.

Pomiędzy liczbami c zachodzą związki, znalezione przez 
nas w § 14 Rozdziału I-go, mianowicie:

<1 )

Cjtt - f  C |/ł  ----- O j

r

(tyli ^skt ~ Cik» 4“ (’hjs Cgit) ~ O,

Ody mamy grupę, to układ liczb c nie jest, jak wiemy, określo­
ny w sposób jedyny, lecz można znaleść nieskończenie wiele 
układów liczb e, odpowiadających tej samej grupie. Nie bę­
dziemy wszakże mów ili, że każdemu z tych układów' odpowiada 
budowa różna, gdyż przez budowę grupy rozumiemy ogół tych 
wszystkich układów.

Tu samo przez się nasuwa się pytanie o związkach, zacho­
dzących pomiędzy temi nieskończenie wieloma układami liczb c. 
Okażemy, że p r z e j ś c i e o d  j e d n e g o  do i n n e g o  uk ł a ­
d u  l i c z b  c d o k o n y w a  s i ę  p r z y  p o m o c y  p r z e ­
k s z t a ł c e ń  l i n i o w y c h ,  k t ó r e  t w o r z ą  gr upę .  Gru­
pę tę nazywać będziemy g r u p ą  b u d o w y ,  a własności tej 
ostatniej są oczywiście ściśle związane z własnościami grupy 
danej.

Niechaj będzie układ r przekształceń nieskończonostko- 
wych niezależnych X t, ..., Xr grupy danej, której niechaj odpo­
wiada układ liczb c, danych przy pomocy związku:

(2) (Z, Xj) =  ^ ty /.Z » .

Niechaj będzie inny układ przekształceń niezależnych 
Yj,..., Yr tejże grupy; każde z nich będzie kombinacyą liniową, 
o spółczynnikach stałych, wyrażeń X:
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(3) n = V / i t ,X ,

gdzie wyznacznik spółczynników h jest różny od zera; stąd:

r r

(4) ( Yk Yi) =  2 2  htt h,J {X‘Xj)-
>=i j=i

Lecz układ liczb c, odpowiadających przekształceniom Y, a któ­
re oznaczymy przez </*;», dany jest przez równania:

r r r

(5) ( Yk Yi) =  2  Y  - 2 2  c'*‘3 h°‘ x>■
O— 1 5=1 0=1

Porównywając równania (4) i (2), otrzymujemy następujące 
wzory na przekształcenie spółczynników c na spółczynniki c':

r r r

( 6)  c  ici„ h ai  =  l i k i  h ( f  G ijs  ■ (, = 1 ! ••• >r)-

<7 = 1 #=i }=. i

Ponieważ wyznacznik spółczynników h jest różny od zeraT 
przeto równania te dadzą się rozwiązać względem wielkości c', 
które tym sposobem wyrażają się liniowo przez wielkości c. Jeżeli 
teraz będziemy zmieniali wszelki emi możliwemi sposobami spół­
czynniki h, bacząc tylko na to, by ich wyznacznik był różny od 
zera, to równania (6) dadzą nam nieskończenie wiele przekształ­
ceń liczb c na liczby c'. Możemy dowieść, że te  p r z e k s z t a ł ­
c e n i a  t w o r z ą  g r u p ę .

W rzeczy samej, zmieńmy wartości spółczynników h i nie­
chaj nowemi ich wartościami będą h' ; jeżeli przy tej zmianie 
spółczynniki c' przechodzą na spółczynniki c", będziemy mogli 
napisać:
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(7) ^  C"kl° h‘°s = 2 2  h lCi h'V °'ijS ’ (i=1’ ’r)'
<7=1 1=1 j —1

Wyrugujmy wielkości c' pomiędzy równaniami (6) i (7), 
a to w celu otrzymania wzorów, wyrażających wielkości c" przez 
wielkości c, t. j. wzorów na przekształcenie, będące iloczynem 
dwóch poprzednich przekształceń. Jeżeli pomnożymy równania
(7) przez h,z, a następnie zsumujemy je względem s od 1 do r, 
będzie:

r r r r r

(8) 2  c"*<° ( 2 K  h'° ') = 2 2  h'ki h'u 2 hn ^
<7=1 5=1 I— I j —\ 5=1

przy uwzględnieniu równań (6), widzimy, że ze strony drugiej 
wzoru (8) możemy wyrugować wielkości c', a wtedy otrzymamy:

r r r r r r

2j  ^  kia |2 ,̂<7* ) =22 ̂ i 'ki ^ '>22 î 'r  >̂*
0=1 »=1 i= l  Jf=l i = l  «=1

r r r r

=22 (2 h 'ki hip)  (2 h ', j  h j )  Cm j  ■
ł-=l q—\ i—l j=1

Jeżeli położymy wogólności:

r

(9) U"ar - 2  U'°' hfT ’
5 =  i

to wzór poprzedni sprowadzi się wprost do postaci:

r r r

(io; 2  c"t,° /<,'oi=2 2  h"*» h""> ’
0=1  > /= lę= l

t. j. do wzoru tego samego typu, co (6), a to stwierdza, że prze-
Pascal: Teorya grup przeJctzłałceń. 14
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kształcenia (6) tworzą istotnie grupę. Parametry przekształce­
nia, będącego iloczynem dwu przekształceń, wyrażają się przez 
parametry czynników przy pomocy wzorów (9), z których uja­
wnia się także, że wyznacznik spółczynników h" jest równy ilo­
czynowi wyznaczników spółczynników hih', a więc że jest róż­
nym od zera, skoro różnym od zera jest każdy z tych dwóch 
ostatnich.

Ponieważ wielkości c'powinny czynić jeszcze zadość związ­
kom takim,jak (1), wynika stąd przeto, że dla p r z e k s z t a ł ­
c e ń  g r u p y  b u d o w y  u k ł a d  r ó w n a ń  (1) p o z o s t a j e  
n i e z m i e n n y .

Jeżeli pomiędzy spółczynnikami c rozważać będziemy tylko 
te, w których pierwszy skaźnik jest mniejszy od drugiego, pomi­
niemy zaś inne spółczynniki, które zresztą na podstawie pierw­
szego ze związków (1) są równe tamtym ze znakiem przeciw­
nym, to liczba wielkości c będzie wtedy r3(r-—1 ) a pomiędzy
niemi zachodzić będą związki dwuliniowe, t. j. drugie równania 
(1). Jeżeli te wielkości c uważać będziemy jako spółrzędne 

r'1 (r—1 )w przestrzeni o wymiarach, to grupa budowy będzie
w tej przestrzeni grupą kolineacyj, które pozostawiają bez zmia­
ny pewien układ nadpowierzchni rzędu drugiego. Jeżeli zaś bę­
dziemy uważali wszystkie r3 wielkości c jako spółrzędne w prze­
strzeni »-’-wymiarowej, to równania (1) określą w przestrzeni tej 
pewną rozmaitość, która pozostaje niezmienną dla wszystkich 
przekształceń grupy. Każdy punkt tej rozmaitości odpowiada 
pewnemu układowi liczb c, nadającemu się do przedstawienia 
budowy grupy o r parametrach istotnych.
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§3.

Grupa parametryczna.

Widzieliśmy już, że mając grupę i dwa w niej przekształce­
nia odpowiednio o parametrach a ,, ..., ar\ bl t ..., br, możemy wy­
razić parametry cl t ..., cr przekształcenia, będącego iloczynem 
tamtych dwóch, jako fnnkcye parametrów a i b, co można napi­
sać tak:

Podaliśmy już niektóre własności ogólne tych funkcyj <p; 
tak np. powiedzieliśmy, że dają się one rozwiązać tak względem 
wielkości a, jak i względem wielkości b. Obecnie pragniemy 
pogłębić badanie tych funkcyj, a to posługując się rozpatrzeniem 
t. zw. w ł a s n o ś c i  ł ą c z n o ś c i o w e j ,  którą posiadać winny 
przekształcenia (patrz § 1 Rozdz. I-go).

Niechaj będą dwa przekształcenia: jedno o parametrach a. 
•drugie o parametrach a, oraz trzecie o parametrach fi.

Na mocy własności łącznościowej powinniśmy otrzymać je­
den i ten sam rezultat, czy pomnożymy pierwsze przekształcenie 
przez drugie i iloczyn ich przez trzecie, czy też pomnożymy 
pierwsze z nich przez iloczyn drugiego przez trzecie. Zobaczy­
my, do jakiej własności funkcyj cp prowadziło spostrzeżenie.

Iloczyn pierwszych dwóch przekształceń posiada parametry:

.a iloczyn tego iloczynu przez trzecie przekształcenie ma pa­
rametry:

Iloczyn zaś trzech przekształceń, wykonany drugim ze wskaza­
nych sposobów, będzie miał parametry:

< 1 ) c* =  <Pk (a, b).

<Pi (a, a)........... ..  (a , a),

<2) <Pi (<p (a, a), fi)......... <pr (<p (a, a), fi).

<3) <Pi (», V K  P))........... <Pr(.a,cp (a, fi)).
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Porównywając wyrażenia (2) z wyrażeniami (3), otrzymujemy 
związki tożsamościowe:

Uważajmy wielkości a za zmienne, które niechaj przekształcają 
się na zmienne a' za pomocą wzorów:

gdzie wielkości a grają rolę parametrów, mogących przybierać 
i wartości /i. Wzory (5) są to właśnie wzory grupy, którą n a ­
zywać będziemy g r u p ą  p a r a m e t r y c z n ą .  Grupa taka 
jest oczywiście określona przez grupę daną. W samej rzeczy, 
iloczyn przekształcenia (5) przez przekształcenie:

t, j. na inne z przekształceń, zawartych we wzorze (5), przy zmia­
nie parametru a na parametr <p (a, fi). Z tego dowodzenia wy­
nika także, że parametr iloczynu wyraża się przez parametry 
czynników przy pomocy funkcyj <p, odpowiadających grupie 
danej, co stwierdza, że g r u p a  p a r a m e t r y c z n a  g r  u p y  
d a n e j  j e s t  p a r a m e t r y c z n ą  d l a  s i e b i e  s ame j .

Wiemy, że równania (1) są rozwiązalne względem wielko­
ści b, więc i równania (5) będą rozwiązalne względem wielkości 
a, ą zatem: g r u p a  p a r a m e t r y c z n a  g r u p y  d a n e j  
ma,  j a k i  d a n a ,  » - p a r a m e t r ó w  i s t o t n y c h  i j e s t  
z a w s z e  p o j e d y ń c z  o-p r z e c h o d n i ą .

(4) (<P («, a) fi) =  <pt  (a, <p (a, fi)).

(5) a \ ■ =  <P* (a, a),
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Łatwo widzieć, że g r u p a  p a r a m e t r y c z n a  z a - 
w i e r a  p r z e k s z t a ł c e n i e  t o ż s a m o ś c i o w e ,  j e ż e l i  
z a w i e r a  j e  g r u p a  d a n a .

W rzeczy samej, jeżeli grupa dana zawiera przekształcnie 
tożsamościowe, to będą istniały takie wartości parametrów b, dla 
których we wzorze (1) wielkości c stają się tożsamościowo rów­
ne wielkościom a; jest tedy widocznem, że gdy w równaniach 
{5) położymy zamiast wielkości a te właśnie wartości parame­
trów b, to wielkości a' staną się równe wielkościom b, a to 
stwierdza istnienie przekształcenia tożsamościowego.

Przyjmijmy, że dana grupa wytworzona została z r prze­
kształceń nieskończonostkowych niezależnych Xi t ..., Xr; można 
dowieść, że i grupa parametryczna wytwarza się z r przekształ­
ceń nieskończonostkowych niezależnych ..., Ar , które przed­
stawić można przy pomocy wzorów analogicznych do wzorów 
w § 14 Rozdz. I, t. j . :

r
<6>

A —  1

gdzie spółczynniki a# mają znaczenie, wskazane w § 4 Roz­
działu J-go.

Przekształcenia grupy parametrycznej, dane przez wzory 
(5), powinny, jako tworzące grupę, czynić zadość równaniom róż­
niczkowym charakterystycznym, t. j. równaniom typu równań 
(A) w § 4 Rozdziału I-go. Na podstawie tego, co w tamtem miej­
scu wyprowadzono, możemy powiedzieć, że muszą zachodzić 
związki postach

r

(?) h aji, (a') y>jt (a),oak —

w których wielkości ajh i rpJk mają dla grupy tej takie samo zna­
czenie, jakie miały wielkości- (x') i ,%•*■(«). dla grupy danej,.
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Otóż funkcye y>Jk (a), na mocy wzoru (a) w § 4 Rozdz. l r 
były pochodnemi wielkości bj względem wielkości ak dla usta­
lonych wartości szczególnych wielkości b; te pochodne ro­
zumieć należy jako otrzymane z równań c, =  <pt (a, b), które 
dla grupy danej dają parametry iloczynu dwu przekształ­
ceń, wyrażone przez parametry czynników. W naszym przy­
padku parametrami a, b są wielkości a, /?, funkcye zaś (pi po­
zostają poprzednie, jak to wyżej okazano; widzimy więc, że poza 
zmianą nazwy zmiennych, funkcye w tym przypadku są da- 
wnemi funkcyami ip. .

Podobnież na mocy wzoru (6) w tymże § 4 Rozdz. I-gcr 
wielkości f/A były wielkościami Z, w których zamiast wielkości 
b podstawiono też same, co wyżej, wartości szczególne, t. j. b3’ły 
pochodnemi wielkości x' względem wielkości bj, w których 
uczyniono wskazane podstawienie.

Lecz w naszym przypadku wielkościami x \  są a \ , wielko­
ściami bj są fij, równania zaś x"h—fh (x',b), z których otrzymane 
być mają powyższe pochodne, stają się równaniami a"h=<ph (a'fi), 
stąd wypływa, że aJh (a') są pochodnemi wielkości a \  wzglę­
dem wielkości /?', otrzymanemi z tych ostatnich równań, gdy 
w nich zamiast wielkości /? położymy wartości specyalne 
ustalone.

Jeżeli z wzorów zwykłych ck=(pk (a, b) wyznaczymy po­
chodne wielkości a względem wielkości b, a potem tym ostat­
nim nadamy wartości specyalne ustalone, otrzymamy—poza 
zmianą nazwy zmiennych—te same wyniki, co poprzednio. Czy­
niąc tak i uwzględniając wzór (c) w § 4 Rozdz. I-go, otrzymamy 
funkcye ajk; możemy więc być pewni, że funkcye aJk («') zle­
wają się z funkcyami ajk(a‘), rozpatrywanemi kilkakrotnie tak 
w § 4 Rozdz. I-go, jak i gdzieindziej. Dlatego to równania róż­
niczkowe (7) grupy parametrycznej będą postaci:

r
(8)

da',h

i dlatego przekształcenia nieskończonostkowe grupy parametry-
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cznej dane są przez równania (6), rozpatrzone już przez nas w § 
14 Rozdz. I-go. W tem to miejscu udowodniliśmy pewną wła­
sność symboli A, która ma dla nas wielką ważność; polega ona 
na tem, że nawiasy, utworzone z dwóch takich symboli, dają 
układ liczb Cy, identyczny z układem, powstałym z nawiasów, 
utworzonych przez dwa symbole X. Oznacza to, że budowa 
grup danej i parametrycznej jest jednakowa, stąd: G r u p a  p a ­
r a m e t r y c z n a  j e s t  h o l o e d r y c z n i e  i z o m o r f i c z ­
n a  z d a n ą .

I, oczywiście, możemy także powiedzieć:
A b y  d w i e  g r u p y  m i a ł y  t ę  s a m ą  g r u p ę  p a ­

r a m e t r y c z n ą ,  k o n i e c z n e m  j e s t ,  by  b y ł y  h o l o ­
e d r y c z n i e  i z o m o r f i c z n e .

Grupa parametryczna grupy danej jest określona jednozna­
cznie tylko wtedy, jeżeli ustalony jest sposób, w jaki wzory prze­
kształcenia zależą od parametrów. Inaczej mówiąc, jest wido- 
cznem, że jeżeli przyjmiemy, iż parametry grupy są równe fun- 
kcyom dowolnym niezależnym innych r wielkości, przedstawia­
jących nowe parametry, to grupa parametryczna zmienia się. 
Ale łatwo pokazać, jakiego rodzaju zmianom podlega.

Niechaj ..., a,(1) będą te nowe parametry, które wpro­
wadzamy zamiast parametrów al3 ..., ar, i niechaj będzie:

(9) aj = C /(a1(1), ..., aJM).

Niechaj wartościom a,, ..., ar parametrów a odpowiadają 
wartości a/G..... . ar(1) parametrów a(1); wzorami przekształce­
nia nowej grupy parametrycznej będą:

C* («',<*>, ...., a'r(1)) =  <pt ( i  « > ,  ..., a,»)), C (a,W ...., a,«))).

Widzimy więc, że przechodzi się od dawnej grupy parame­
trycznej do nowej, kładąc za wielkości a i a grupy dawnej też 
same funkcye C wielkości aO i a(1) grupy nowej; wnosimy stąd, 
że dwie g r u p y  p a r a m e t r y c z n e  s ą  do s i e b i e  p o ­
d o b n e  (patrz § 4 Rozdz. Iii-go).
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Łącząc wyniki, otrzymane w § 14 Rozdz. I-go z wynikami 
niniejszego paragrafu, możemy powiedzieć: J e ż e l i  z n a n e  
są  p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e  A g r u ­
p y  p a r a m e t r y c z n e j ,  o d p o w i a d a j ą c e  j e d n o  po  
j e d n e m  w s p o s ó b  z w y k ł y  p r z e k s z t a ł c e n i o m  
n i e s k o ń c z o n o s t k o wy m X  g r u p y  da ne j ,  t o  rów ­
n a n i a  s k o ń c z o n e  t e j  g r u p y  o t r z y m a m y ,  c a ł ­
k u j ą c  u k ł a d  z u p e ł n y :

(10) Qj F =  X/F  +  A, F =  0,

g d z i e ś '  j e s t  t o  A', n a p i s a n e  w z m i e n n y c h  x'. 
Całki tych równań nie są wszakże, jak zwykle, zupełnie okre­
ślone w funkcyi stałych, któremi w tym przypadku są wielkości 
x (patrz § 5 Rozdz. I-go). L e c z  j e ż e l i  z n a m y  w a r t o ­
ś c i  p a r a m e t r ó w ,  o d p o w i a d a j ą c e  p r z e k s z t a ł ­
c e n i u  t o ż s a m o ś c i o w e m u ,  g r u p a  j e s t  o k r e ś l o -  
n ą. Odwrotnie, g r u p a ,  o k r e ś l o n a  w s p o s ó b  w s k a ­
z a n y  p r z e z  r ó w n a n i a .  ( 10 ), ma  g r u p ę  p a r a m e ­
t r y c z n ą ,  o k r e ś l o n ą  p r z e z  w y r a ż e n i a  4,  i j a k o  
p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e  t wór zą -  
c 0—p r z e k s z t a ł c e n i a  X.

Z tej własności skorzystamy przy udowodnieniu następu­
jącego twierdzenia, które jest odwrotnem do dowiedzionego wyżej: 

J e ż e l i  d a n e  s ą  d w i e  g r u p y  h o 1 o e d r y c z ni e  
i z o m o r f i c z n e ,  t o  m o ż n a  w n i c h  z a w s z e  z m i e ­
n i ć  p a r a m e t r y  w t e n  s pos ób ,  a b y  t e  d w i e  g r u ­
p y  m i a ł y  t ę  s a r nę  g r u p ę  p a r a m e t r y c z n ą .

Niechaj X,, ..., Xr będą przekształcenia nieskończonostko­
we grupy pierwszej, i niechaj będzie:

r

( X j  X t )  =  C j u  X , - ;

*=i

Możemy zawsze wybrać przekształcenia nieskończonostkowe 
Yv ..., Yr grupy drugiej, aby było:



Rozdział IV § 3 .-G rupa parametryczna. 217

r

( j j  Y{) =  2  Ys ,

i  takie przekształcenia nieskończonostkowe .... , Ar grupy 
parametrycznej dla grupy pierwszej, aby było:

Otóż powiadamy, że w grupie drugiej można zmienić para­
metry tak, aby jej grupa parametryczna stała się grupą prze­
kształceń A. W rzeczy samej, na mocy tego, co podano wyżej, 
jeżeli zcałkujemy równania układu zupełnego:

i ustanowimy, że w całkach wielkości x‘ mają być równe wiel­
kościom x (odgrywającym rolę stałych całkowania) dla warto­
ści a° parametrów a (w założeniu, że w grupie danej wartości 
a° odpowiadają przekształceniu tożsamościowemu), otrzymamy 
przekształcenia skończone pierwszej grupy. Jeżeli teraz podob­
nie zcałkujemy układ zupełny:

z tymże warunkiem, aby wielkości y' były równe wielkościom 
y  dla wartości a° parametrów a, otrzymamy,, jak powiedziano 
wyżej, grupę, której grupą parametryczną jest grupa przekształ­
ceń A, i której przekształceniami nieskończonostkowemi tworzą- 
•cemi są przekształcenia Y, która zatem staje się grupą drugą, 
gdy w odpowiedni sposób zmienimy parametry. Tym sposobem 
twierdzenie jest dowiedzione.

Z tego twierdzenia wypływa własność podstawowa dwu 
grup holoedrycznie izomorficznych, mianowicie: m a j ą c  d wi e  
t a k i e  g r u p y ,  m o ż e m y  za  p a r a m e t r y  j e d n e j  
z n i c h  w z i ą ć  t a k i e  f u n k c y e  p a r a m e t r ó w  dr  u-.

r

X J F  +  A jF  -=  0

Y / F +  A j F  =  0 ,
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g i e j ,  a b y  f u n k c y e  cp (t. j. funkcye, przy pomocy których 
parametry iloczynu dwu przekształceń wyrażają się przez para­
metry dwu czynników) b y ł y  j e d n a k o w e  d l a  o b y ­
d w ó c h  g r u p .

Prowadzi to do udowodnienia, dla przypadku izomorfizmu 
holoedrycznego, własności, której w inny sposób dowiedliśmy 
już w § 3 Rozdz. 111-go, mianowicie, że m o ż n a  s p r a w i ć ,  
i ż p r z e k s z t a ł c e n i a  d w u  g r u p  i z o m o r f i c z n y c h  
o d p o w i a d a ć  b ę d ą  s o b i e  w z a j e m n i e  w t e n  spo­
sób,  i ż  i l o c z y n o w i  d w u  p r z e k s z t a ł c e ń  j e d n e j  
g r u p y  o d p o w i a d a  i l o c z y n  o d p o w i e d n i c h  p rze - 
k s z t a ł c e ń  d r u g i e j .

Ponieważ przyjmujemy, że przekształciliśmy drugą grupę 
w ten sposób, iż do obu grup należą sposobem wyżej wskazanym, 
te same funkcye <p, i rozumiemy jako odpowiadające sobie prze­
kształcenia, mające te same wartości parametrów, to parametry 
c* =  <pk (a, b) iloczynu dwu przekształceń grupy pierwszej rów­
nać się będą parametrom iloczynu dwóch odpowiadających tam­
tym przekształceń grupy drugiej, a stąd oba iloczyny odpowia­
dać sobie będą wzajemnie, co właśnie dowodzi naszego twier­
dzenia.

Możnaby dowieść tejże własności i dla przypadku izomor­
fizmu meriedrycznego, lecz nie zatrzymujemy się nad tern, przy­
pominając tylko, że dowód, podany w § 3 Rozdz. III, stosuje się 
i do tego przypadku.

Pokażemy tu jeszcze, że wzór na iloczyn dwu przekształ­
ceń, podany w § 9 Rozdz. I 1), może posłużyć do zbudowania prze­
kształceń nieskończonostkowych grupy parametrycznej grupy 
danej, której dane są przekształcenia nieskończonostkowe.

Niechaj będzie grupa o r parametrach, wytworzona z r prze­
kształceń nieskończonostkowych Zv , Zr\ utwórzmy iloczyn 
dwu przekształceń:
(11) x" =  e x'Xi, x/ — e XiXi,

l ) Porów. E. P a s c a l :  „Altre rieerche sulla formula del prodotto etc.“. 
(Ist. Lomb. (2), t .3 5 , 1902).
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gdzie niechaj będzie:

(12) Xi=Vi Zx -j- .... -j- Vr Zr) X2= itl ”1“   "j“ Ur Zr\

tu v i u są parametrami dwu przekształceń, X' zaś znaczy to 
samo, co X, lecz jest napisane w zmiennych x\  zamiast w zmien­
nych x.

Przekształceniem wypadkowem będzie:

( i 3) Xi — e x*Xi,

gdzie X3 powinno być także kombinacyą liniową wyrażeń Z. 
mianowicie:

(14) X3 =  th'Z l +  . . . - j - n /  Zr ,

tu u / , ..., Kr są fnnkcyami parametrów v i w, t. j.:

(15) uh' =  cph (u ; v).

Wżery (15) są wzorami przekształceń g r u p y  p a r a m e ­
t r y c z n e j ,  jeżeli w nich u i u' uważamy jako z m i e nn e, v zaś 
jako p a r a m e t r y przekształcenia.

Przy pomocy badań, zawartych w cytowanej w przypisku 
na str. 218 pracy, możemy wyznaczyć zupełnie funkcye cps i do 
tego wyznaczenia nie jest potrzebna znajomość w s z y s t k i c h  
spółczynników wzoru na iloczyn dwu przekształceń: wystarcza 
znajomość niektórych tylko spółczynników z pomiędzy tych, 
które już obliczyliśmy wyżej. I w samej rzeczy wystarczy nam 
obliczenie tj-lko przekształceń nieskończonostkowych grupy, wy­
tworzonej z przekształceń (15); te przekształcenia nieskończenie 
małe otrzymamy, wyobrażając sobie, że rx, ..., vr są nieskończe­
nie małe. Z tego powodu, w obliczaniu przekształcenia X3 dość 
będzie ograniczyć się do wyrazów, zawierających potęgi wielko­
ści vx, ..., i , nie wyższe od pierwszej, co wychodzi na to samo, 
co powiedzenie, że we wzoi'ze (7) § 9 w Rozdz. I-ym występować 
będą tylko wyrazy, mnożące pierwszą potęgę wielkości t, a któ­
re—jak wiemy—są następujące:
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/  (ZA) -  tri y" AZA)
Jub:

oo 2»

(16) Z , -  V /  (ZjZ j) +  2  **’ / 2,,) A  • • • Z, Z ,).
n—l

Jeżeli w tym wzorze położymy za Z, i Z2 wyrażenia ich 
przez symbole Z, to spółczynniki przy p* ..., będą spół- 
czynnikami przekształcenia nieskończonostkowego A* grupy 
parametrycznej.

Ponieważ przekształcenia Z  wytwarzają grupę, to na za­
sadzie drugiego twierdzenia L i e g o  być winno:

(17) (Zt Zs) =  2  °tsh Zh ,
h

gdzie spółczynniki c są stałemi budowy.
Z wzoru tego mamy:

(X2 Zt) =  ^  uti vk (.Zt, Zk) = 2  cr,»'A Wt, Z*,
sx łxkh

( ^ 2 ^ 2  * \  ) ==^ \. Cftkst Ct2sxh W/t U/, Vk y • • • • 

i, /3 kh
a wogólności:

2n

,(Z> . . . X ,Z  = 2  2  2  c,i*łi v* Zkt
‘ kh

Podstawiając to we wzorze (16) i stosując dla skrócenia 
symbol, wprowadzony w nocie mojej o trzeciem twierdzeniu 
L i eg  o1), t. j. kładąc:

2 j; • ' 2  C‘tks' s‘ C>i >J ‘ ‘ ■ Ctmsm ~lh ~  (^1  ^2 • • • i kK}-,
« m _ l

>) T.«t. Lomb. (21  35,1902.
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otrzymamy przekształcenie nieskończonostkowe A\ w postaci:

OO _

4**=2 2  m<'+2 r(ia) 2  »■

It f, « = 1  lu —i h n

gdzie eki, jest zerem dla k~śh, jednością dla k=h.
Znaleźliśmy tym sposobem funkcye <p wzoru (15) i otrzy­

mujemy:

(19) t tV = M i+ |2 v* 4*)uh-j-^ 2 ^ * ^ * )  ?<A +  • • •
h k

jako wzory przekształcenia grupy parametryczne!.

§ 4.

Grupa niepierwotności.

Niechaj będzie grupa niepierwotna, której przekształce­
niami nieskończonostkowemi są Xv ..., Xr, oraz równania, dające 
podział całkowitej przestrzeni w-wy mi arowej na con~m przestrze­
ni »{-wymiarowych (patrz § 2 Rozdz. III):

(4 )  t-łl (^*1)  C'|, . . . • (x )  —  f.‘n - ,

t. j. całki układu zupełnego:

(2) l \ F = 0 ,  . . . , Qn- mF = 0 .

Na mocy tego, co powiedziano w § 2 Rozdz. Iii-go, układ (2) musi 
być układem niezmienniczym dla grupy; stosując przeto jedno- 
z działań X  do którejkolwiek z całek (1), otrzymujemy iunkcyę 
pierwszych stron wzorów (1), t. j. mamy wogólności:
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<3) A-z- ~~t — yh (I-1...., Ś2lt—m')'

Uważajmy teraz Ql f Q„-m za zmienne, oznaczmy je odpo­
wiednio do równań (1) przez cv ..., c„—m, i rozpatrzmy następu­
jące przekształcenia nieskończonostkowe w tych zmiennych c:

Możemy dowieść, że te p r z e k s z t a ł c e n i a  w y t w a ­
r z a j ą  g r u p ę  i z o m o r f i c z n ą  z d a n ą .  Grupę tę na­
zywać będziemy g r u p ą  n i e p i e r w o t n o ś e i  g r u p y  da­
nej .  Aby dowieść, że przekształcenia (4) wytwarzają grapę, 
rozpatrzmy, jak zwykle, nawiasy, utworzone z dwóch przekształ­
ceń r .  Mamy:

A. Ci — yki (c) =  Xk Ci,

a  stąd:
n—m n—m

Lecz:

a zatem:
h — m
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Ten wzór wystarcza do zupełnego udowodnienia naszych 
dwóch twierdzeń. W samej rzeczy, ponieważ przekształcenia X 
tworzą grupę, będzie:

a zatem:

(Xh Xk) =  V  Chks X, ,

(XhX k) Ci— Uhks Xg Ci — Chhs F$ Ci j

i wreszcie:
n—m r

{ rh A) Cuks A c‘ dc, —2  Cm,2  yHdc, ~ 2  Chu a
r n—w

s=l i=i «=1

Jeżeli ustalimy wartości c , , t o  sprawiony przez 
grupę daną podział przestrzeni ij-wymiarowej na oo*'“ ”* prze­
strzeni m-wymiarowych, będzie określony. Grupa niepierwot- 
ności jest jednym z pomiędzy układów wielkości c, jest to mia­
nowicie ten układ, który na podstawie grupy niepierwotnej da­
nej, sprawia wzajemną przemianę oon~m przestrzeni rw-wymia- 
rowych.

§ 5.

Grupy rozszerzone.

Dana grupa przekształceń określa inne grupy o większej 
liczbie zmiennych, mianowicie t. zw. g r u p y  r o z s z e r z o n e ,  
któremi w krótkości chcemy tu się zająć.
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Niechaj będzie dane przekształcenie:

(1) xj=fi (x, ax, ..., ar),
i dajmy, że xt, ...,xq (q<n) są funkcyami y> zmiennych a\,+1,.....-r„r 
i podobnie . . .  ,xq funkcyami \p zmiennych x‘q+1, . . . ,  x‘H. 
Naturalnie, funkcye y/ nie są dowolnemi, skoro dane są funkcye 
y>, gdyż pomiędzy wielkościami x i x' zachodzą związki (1);. 
otrzymujemy tedy funkcye y>\ wykonywając przekształcenie (1) 
na zmiennych xqĄ.,—xpt (xx, ..., xą) i rozwiązując te ostatnie rów­
nania względem zmiennych xx, ..., xą'.

Wraz ze zmiennemi x rozpatrzmy ich pochodne pierwsze 
Pij ( i = l , ..., q\ j=q-\-l , ..., n) zmiennych xl l ...,xq względem po­
zostałych zmiennych xq+1,..., x„ i wraz ze zmiennemi x' ich 
analogiczne pochodne p j.  Można znaleść łatwo wzory, wyra­
żające pochodne p‘ przez pochodne p  i zmienne x\ rozważając 
więc zbiór zmiennych xv .... xn, Pi,q+i, . . . ,Pb,n, otrzymamy wzo­
ry przekształcenia tego układu n-\-q(n—q) zmiennych, prze­
kształcenia, które będzie naturalnie typu specyalnego. Prze­
kształcenie to nazwiemy p r z e k s z t a ł c e n i e m  r o z s z e ­
r z  o n e m danego; jest ono, oczywiście, niezależne od specyal- 
nej natury funkcyj tp.

Pokażemy przedewszystkiem, jak znaleść wzory, wyrażają­
ce wielkości p' przez wielkości p i x. Weźmy pochodne rów­
nania (1 ) względem x j (j=q-\-l,... , n :

dx/  _  <)f, 1 dxx dxq+i dxx dxn \
dxj <Jxj \')xąĄ-\ dx’j ' ‘ ‘ ' dx„ dx/j

+ ..............................................................

. / dxq dxq+i , dxq dxn \
' dxq \ dxqjĄ dxj ' ‘ ' ’ ' ćxn dx'j)

■ dfj dxq+i
' d.r,+i dxj

+ ..........................

dfi dxn
' dxm óxf
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Tu strona pierwsza jest p ¡j jeżeli ¿=1,..., q\ jest zerem, je­
żeli t=q-r  1 ,..., j—1, j-j- 1 jest jednością, jeżeli i= j.

Rozpatrzmy wszystkie te równania (2|, w których skażnik j  
jest stały, i zaś większe od q, i zarazem jedno z równań (2), wktó- 
rem i jest mniejsze od q lub równe q. Mamy wtedy układ n—g-f-1

dxq+i dxnrównań liniowych względem pochodnych których<)x'j ’ ’ ’ ' ’ dx’j  ’
jest n — q .  Rugując te pochodne, otrzymujemy wielkości p ‘, j ,  wy-

■j r
rażone przez wielkości , które są funkcyami zmiennych x,<Jxh

. dxhi przez wielkości-—  (h .̂q, k^>q), które są pochodnemi pi,k .
O X :

Znajdujemy więc tym sposobem szukane wyrażenia pochodnych 
p’tj przez pochodne pM .

Zatrzymamy się tylko na przypadku szczególnym tego po­
stępowania ogólnego. Dajmy, że, obok układu zmiennych 
xlt ..., x„, mamy zmienną x„- î, która nie występuje w n wzo­
rach (1), lecz tylko we wzorze (?i-}-l)-ym postaci specyalnej:

(3) X n+ i  =  X n+ -i .

Przekształcenie, które przedstawiają równania (1) i (3), nie 
różni się w istocie od samego przekształcenia (1), jest tylko nową 
formą, w której napisać można to przekształcenie (1). Zastosujmj- 
teraz poprzednią metodę, zakładając q=n. Jeżeli przez pv ...,p„ 
oznaczymy pochodne wielkości aą,..., x„ względem , to bio­
rąc pochodną równania (1), otrzymamy:

n

h = l

Dajmy, że przekształcenia (1) są przekształceniami grupy 
o r parametrach istotnych; dowiedziemy ważnego twierdzenia : 

P r z e k s z t a ł c e n i a  o 2 n z m i e n n y c h  xt , . . . ,  xn, 
pt, . . . ,pH, p r z e d s t a w i o n e  p r z e z  r ó w n a n i a  (1) i (4),

Pascal : Teorya grup przekształceń 15
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t w o r z ą  g r u p ę  o r p a r a m e t r a c h  i s t o t n y c h ,  ho- 
] o e d  r y  c z n i e  i z o m o r f i c z n ą  z g r u p ą  d a n ą .

Grupa ta nazywa się p i e r w s z ą  g r u p ą  r o z s z e r z o ­
n ą  g r u p y  d a n e j ,  i jest ona, jak widzimy, określona przez 
grupę daną, jak to wyżej powiedziano.

Możnaby rozważać nieskończenie wiele grup innych, które 
otrzymać można albo według metody ogólnej, obierając na q 
wartość specyalną, albo też dołączając do zmiennych x1) ..., x„ 
jakąkolwiek liczbę s innych zmiennych i stosując postępowanie, 
podobne do dopiero co opisanego w przypadku s—1. Jeżeli zas 
drogą wskazaną wprowadzimy, prócz pochodnych rzędu pierw­
szego, jeszcze pochodne rzędu drugiego, otrzymamy podobnie 
d r u g i e  g r u p y  r o z s z e r z o n e  i t. d.

Aby dowieść, że przekształcenia (1) i (4) tworzą grupę, 
trzeba okazać, że gdy od wielkości p przechodzimy do wielkości 
p' przy pomocy przekształcenia, którego parametrami są wiel­
kości a, od wielkości zaś p' do wielkości p" za pomocą prze­
kształcenia o parametrach b, to przejdziemy od wielkości p do 
wielkości p" przy pomocy przekształcenia, będącego iloczynem 
dwóch poprzednich, t. j. przekształcenia, którego parametry c są 
połączone z parametrami a i b zwykłemi związkami. Otóż:

p 2 dfi (x, a)
dXh Vh ,

dfk (x't b)
dxt

dfk (x',b) 
dx1 2

dfi (x, a) 
dxh P»

= 2 ( 2
dfk jxfb) dfi (x, a)\ 

dxh' ' dx/i ) ^h

Ponieważ:

Xk" =  fk (#, C) =  fk (xf b),



Rozdział IV § 5. “-(Trupy rozszerzone. 227

przeto:

V  df* (X'M  dx* =  dfk (x > c)
dXi' dxh dxh ’ <

1=1

lub:

stąd zaś:

2 dfk (x',b) 
dx/t=i

df, (x , g)
dxh

dft (x,c) 
óxh

^ " = 2
h— \

dft (x, c) 
óxh Ph

Do tegoż samego wzoru doszlibyśmy, wychodząc z prze­
kształcenia x"k=.fk (Xj c), które jest iloczynem dwu przekształ­
ceń danych. Tym sposobem dowiedliśmy, że p r z e k s z t a ł ­
c e n i a  r o z s z e r z o n e  t w o r z ą  g r u p ę .

Jest widocznem, że jest to grupa o r-parametrach istot­
nych, jak i dana. Jeżeli grupa dana zawiera przekształcenie 
tożsamościowe, to i grupa rozszerzona będzie zawierała takież 
przekształcenie, a parametry przekształcenia tożsamościowego 
będą jednakowe dla obu grup.

Ponieważ grupa rozszerzona zawiera przekształcenie toż­
samościowe, gdy je zawiera grupa dana, przeto, na zasadzie twier­
dzenia w § 12 Rozdz. I-go, zawierać będzie r przekształceń nie- 
skończonostkowych niezależnych, które będą znane, jeżeli będą 
znane równania różniczkowe charakterystyczne grupy. Szukaj­
my tych równań różniczkowych dla grupy rozszerzonej.

Niechaj:
r

(5) =  2  & W y,/k (a  ̂ ’ (A=l.... .
j —1

będą równania różniczkowe, odnoszące się do grupy zasadniczej
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danej. Weźmy pochodne względem .xB+1, to z uwagi, że wiel-
kości a są od tej zmiennej niezależne, będziemy mieli

J = l  S =  1

kładąc zaś:

(6) - i  * * & ■ ■ * •
j~ i

napiszemy:

(7)
r

~aoT= 2  njh ’
y=i

Bównaniami różniczkowemi grupy rozszerzonej są równa­
nia (5) i (7), odpowiadające zaś im przekształcenia nieskończo- 
nostkowe są:

n n

(8) 2  ^  ~ Ł ; +  2  njh ~kh ;
h=i h— 1

można je napisać symbolicznie w postaci:

(9) ■ ?/ +  t y , 0=';- r).

Zauważmy, że z wzoru (6) otrzymujemy bezpośrednio:

/ 2 q \  dnjh (x i 1 ')   dljji, (x)
'  ’ dps ~  dx,

f •
Przekształcenie nieskończdnostkowe (8) lub (9) grupy roz­

szerzonej nazywa się p r z e k s z t a ł c e n i e m  n i e s k o ń c z o ­
n e  s t k o w e m  r o z s z e r z o n e  m, i mówić będziemy, że
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j e s t  p r z e k s z t a ł c e n i e m  n i e s k o ń c z o n o -  
s t k o w e m  r o z s z e r z o n e m  p r z e k s z t a ł c e n i a  X f-.

Dowiedziemy teraz drugiej części twierdzenia, mianowicie, 
że g r u p a  r o z s z e r z o n a  j e s t  h o l o e d r y c z n i e  i z o ­
m o r f i c z n a  z d a n ą .

W tym celu utwórzmy nawiasy:

{ X ,  +  l l j , X, +  ZZ,) F  =  (X, X<) F  +  |X, Hi) F
( U )

+  (Z7,-Xi)F  +  (ZZ,- n t) F.

Łatwo widzieć, że z czterech wyrazów po stronie drugiej 
tylko pierwszy wyraz zawiera pochodne funkcyi F względem 
zmiennych x, pozostałe zaś wyrazy zawierają tylko pochodne 
względem wielkości p. Ponieważ przekształcenia Xj-\-Uj wy­
twarzają grupę, przeto strona pierwsza powyższego wzoru po­
winno być tożsamościowo równa wyrażeniu:

r

2  G'ji> (Xs-bll,) P, (patrz § 14 Rozdz. I-go)
S=1

którego wyrazami, zawieraj ącemi tylko pochodne funkcyi F 
względem zmiennych x, są wyrazy, zawarte w wyrażeniu:

r

2  cv* f -
j-1

To ostatnie więc wyrażenie musi zlewać się tożsamościowo z wy­
rażeniem (X j X,) F, t. j. z wyrażeniem:

r
2 X ,F .
<=i

Widać stąd, że stałe P są równe stałym c, czyli że obie grupy są 
izomorficzne.
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Widzieliśmy, że przekształceniem nieskończonostkowem 
rozszerzonem przekształcenia Xj jest Xj -j- Hj; widzimy dalej, 
że przekształcenie r o z s z e r z o n e  n a w i a s u  (Xj  X,) j e s t  
r ó w n e  n a w i a s o w i ,  u t w o r z o n e m u  z p r z e k s z t a ł ­
c e n i a  r o z s z e r z o n e g o  d l a  Zy i p r z e k s z t a ł c e n i a  
r o z s z e r z o n e g o  d l a  X,, t. j. równa się stronie pierwszej 
równania (11). ■ ,

Wynika to odrazuz wzorów poprzedzających, gdyż, jak do­
wiedziono, strona pierwsza wzoru (11) jest równa:

n
2  (X + n.) f ,
5 = 1

/•
lecz ponieważ (XjXi) równa się ^  cJls X, F, przeto przekształ-JwmJ

s= 1

cenie rozszerzone nawiasu (Xj X,) jest właśnie dane przez wzór 
poprzedni, a więc twierdzenie powyższe jest prawdziwe.

Wszystko, co powiedziano wyżej o grupie rozszerzonej spe- 
cyalnej, daje się rozciągnąć na grupę rozszerzoną ogólniejszą, 
utworzoną w założeniu, że zmiennych niezależnych jest więcej 
niż jedna, i że wprowadzamy, prócz pochodnych rzędu pierwsze­
go, pochodne wyższe. I wtedy utrzymuje się twierdzenie, że 
g r u p a  r o z s z e r z o n a  j e s t  h o l o e d r y c z n i e  i z o ­
m o r f i c z n a  z d a n ą .  Ale nie będziemy zajmowali się tu 
temi rozważaniami ogólniejszemi.

§ 6.
Grupa wzajemna z grupą pojedyńczo-przechodnią o n parametrach

istotnych.

W § 8 Rozdz. Ii-go postawiliśmy zagadnienie o wyznacze­
niu grupy tych wszystkich przekształceń, które pozostawiają
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bez zmiany pojedyncze przekształcenia nieskończonostkowe gru­
py i obiecaliśmy rozwiązać to zagadnienie w przypadku spe­
cjalnym.

Otóż rozpatrzymy następujący przypadek: mamy n prze­
kształceń nieskończonostkowycb bezwzględnie niezależnych 
(patrz § 1 Eozdz. Iii-go), takich, że g r u p a ,  z n i c h  u t w o ­
r z o n a ,  j e s t  p o j e d y ń c z  o-p r z e c h o  d n i a .  Oznaczmy 
te przekształcenia przez I j , . . . , Y„. Wprowadźmy nowy sze­
reg zmiennych xt' , ..., xn' i oznaczmy przez E / , ..., Y,,' prze­
kształcenia Y, napisane w tych nowych zmiennych. Połóżmy:

(11) Yk + Y t ' = Z k; «=i... »>.

to wyrażenia Z  będą symbolami n przekształceń nteskończonost- 
kowych, bezwzględnie niezależnych (bo takiemi są, według zało­
żenia, przekształcenia Y i Y') o 2n zmiennych xv ..., x„, xl'i 

Układ równań:

(2) Zt F =  0,

.jest jak łatwo widzieć (na podstawie naszych założeń), układem 
zupełnym i nieprzy wiedlnym; będzie on więc miał 2n—n= n  całek 
niezależnych wu ...,wn. Przyrównywając te całki do stałych 
dowolnych: •

(3) w, (x1,...,x„, xl',. .,a'M')= a„  . . . ,  wn (xu ..., xH, x1',...,xH')=a,H,

otrzymamy to przekształcenie zmiennych x na zmienne x\  przez 
które przekształcenia Y1 stają się tożsamościowo równe prze­
kształceniom Y. Wszystko to wypływa z rozważań zupełnie 
analogicznych do rozważań, podanych w § 5 Eozdz. Iii-go. 
A zatem n a j o g ó l n i e j s z e m  s z u k a n e m  p r z e k s z t a ł ­
c e n i e m j e s t  p r z e k s z t a ł c e n i e ,  d a n e  p r z e z  wz o ­
r y  (3).

Otóż wzory (8) są rozwiązane względem parametrów, któ­
rych jest n istotnych, a więc grupa przekształceń (8) będzie po- 
jedyńczo - przechodnia. Nadto jest widocznem, że pomiędzy 
przekształceniami (3) zawiera się przekształcenie tożsamościowe,
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gdyż przez to przekształcenie wyrażenia Y' stają się wprost wy­
rażeniami Y. Możemy więc powiedzieć, że istnieje n przekształ­
ceń nieskończonostkowych X ,,... ,2^, które wytwarzają grupę
(3) , która, podobnie jak i dana, jest pojedyńczo-przechodnią. 
Przekształcenia te, na mocy twierdzenia w § 8 Rozdz. Ii-go, 
winny czynić zadość związkom:

(4) (Yi Xi) =  0, ( i , K ) .

A zatem:
G r u p a  d a n a  p o j e d y ń c z o - p r z e c h o d n i ą  o n  

p a r a m e t r a c h  i s t o t n y c h  o k r e ś l a  i n n ą  g r u p ę  
r ó w n i e ż  p o j e d y ń c z o - p r z e c h o d n i ą  o n  p a r a m e ­
t r a c h ,  k t ó r e j  p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o -  
n o s t k o w e  są  p r z e m i e n n e  z p r z e k s z t a ł c e n i a ­
mi  g r u p y  d a n e j .

Ta grupa nazywa się w z a j e m n ą  d l a  g r u p y  d a ­
nej .  Jest widocznem, że z a l e ż n o ś ć  t y c h  d wó c h  g r u p  
j e s t  w z a j e m n a .

Przy uwzględnieniu określenia przekształceń nieskończo­
nostkowych wyjątkowych grupy, podanego w § 8 Rozdz. Ii-go, 
możemy powiedzieć:

P r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o W e ,  
w s p ó l n e  d w ó m  g r u p o m  w z a j e m n y m  p o j e d y ń -  
c z o - p r z e c h o d n i m ,  s ą  p r z e k s z t a ł c e n i a m i  ni e -  
s k o ń c z o n o s t k o w e m i  w y j ą t k o w e m i  t y c h  d w u  
g r u p .

Zauważmy jeszcze, że g d y n—1, w t e d y  o b i e  g r u p y  
w z a j e m n e  s t a j ą  s i ę  i d e n t y c z n e m i .



ROZDZIAŁ Y.

TEORYA NIEZMIENNICZA GRUP ROZSZERZONYCH.

§ I-

Niezmienniczość Pfaffa względem grupy przekształceń równań 
/ wyrażeń.

Niechaj będzie f o r m a  r ó ż n i c z k o w a  rzędu i stopnia 
1-go o zmiennych xu t.j. wyrażenie postaci:

n

a )  y ^ u s dxt ,
$=i

w którem Un ..., Un są funkcyami zmiennych x. Przyrównaw­
szy tę formę do zera, otrzymujemy t. z w. r ó w n a n i e  o r ó ż ­
n i c z k a c h  c a ł k o w i t y c h  r z ę d u  p i e r w s z e g o  
i s t o p n i a  p i e r w s z e g o .  Ważna część Analizy matema­
tycznej poświęcona jest teoryi tych równań, a mianowicie ich 
t. z w. c a ł k o w a n i u ,  t. j. szukaniu zależności skończonych 
pomiędzy zmiennemi x a stałemi, z których wynikają te związ­
ki różniczkowe. P f  a f  f  pierwszy (w r. 1815) odkrył ważny 
rezultat, do tego całkowania odnoszący się, i dlatego równania,
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o których mowa, nazwano r ó w n a n i a m i  P f a f f a ,  a wy­
rażenia postaci (1) w y r a ż e n i a m i  P f a f f a .

Teoryę niezmienniczą tych równań, albo układu takich rów­
nań, utworzyć można bez trudności, stosując wyniki, otrzymane 
w Rozdz. II, należy tylko oczywiście, zamiast grupy ze zmien- 
nemi xu ..., x„, rozważać grupę rozszerzoną, albowiem w równa­
niach Pfaffa, oprócz zmiennych x, występują i różniczniki 
tych zmiennych. Wynika stąd, że możemy, jeżeli chcemy, wpro­
wadzić tam pochodne wielkości xl t . . . ,x n względem x„+i, t. j. 
Pi, , Pm a to osiąga się bezpośrednio, dzieląc obie strony równa­
nia przez ifcc*+i.

Tym sposobem zagadnienie o niezmienniczości równania 
Pfaffa względem grupy sprowadza się do zagadnienia o nie­
zmienniczości równania:

n

(2) 2  U‘P' = 0
s—1

względem pierwszej grupy rozszerzonej dla grupy danej. Sto­
sownie do wyników § 2 w Rozdz. II-gim, warunek na to, aby 
równanie (2) pozostało niezmiennem dla wszystkich przekształ­
ceń grupy rozszerzonej, t. j. grupy, której przekształceniem nie- 
skończonostkowem ogólnem jest (§ 5 Rozdz. IV):

( 3 )  X j  - f  ZT; ,

polega na tem, by wyrażenie:

n

(4) (Xj +  Hj) ^  D. p. ,
S ~  I

znikało na mocy równania (2). Otóż, obliczając wyrażenie (4), 
zważając, że wyrażenia U zawierają pochodne p, i uwzględnia­
jąc wartość wyrażenia Ilj, znajdziemy:
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V  Xj V,p, + 2  U, Hjp, = 2  *  UjP* - f  2  U‘ njt
5=1 5=1 5=1 5=1

n n

- 2 ^ K * + 2  Ut
5 = 1  5 = 1

U

5 = 1

skąd widzimy, że wyrażenie (4) jest funkcyą liniową jednorod­
ną wielkości p ,, ... ,p„ . Jeżeli zatem znikanie tego wyrażenia 
ma być wynikiem związku (2) pomiędzy wielkościami x i p, po­
trzeba i wystarcza, aby wyrażenie (4) równało się iloczynowi 
pierwszej strony związku (2) przez pewną funkcyę o samych 
zmiennych x. Ten wynik możemy odnieść, zamiast do równania

n
(2), do odpowiadającego mu równania Pfaffa 2  dx, = 0 ,

5=1
i do tego wystarczy, jeżeli wszystkie wielkości p pomnożymy 
przez dxn+\, t. j. jeżeli zamiast wielkości p podstawimy różniczki 
zmiennych x. Czyniąc to w obliczeniu wyrażenia (4), mieć bę­
dziemy:

n n

2  Ęf U, dxs + 2  V' d (x > x> )•
5=1 5=1

A zatem: w a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e ­
c z n y m  na  to,  a b y  r ó w n a n i e  P f a f f a  p o z o s t a ł o  
n i e z m i e n n e m  d l a  p r z e k s z t a ł c e ń  g r u p y  o zmi en­
n y c h  xu ... ,x», j e s t ,  b y  b y ł o :

W W W

(5) 2  u >) dx‘ + 2  & d w x’) = &  (*) 2 Ls dXs -

Wynik analogiczny otrzymamy, jeżeli zamiast jednego 
równania Pfaffa weźmiemy układ m takich równań:
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(6) 2  Uic, dx, — 0, (*=
* = 1

Przy pomocy podobnych, jak wyżej, rozumowań, dojdzie­
my do tego, że w a r u n k i  k o n i e c z n e  i d o s t a t e c z n e  
n a  to,  a b y  u k ł a d  (6) b y ł  n i e z m i e n n i c z y  w z g lę ­
dem  g r u p y ,  k t ó r e j  p r z e k s z t a ł c e n i a m i  n ieskoń- 
c z o n o s t k o w e m i  są p r z e k s z t a ł c e n i a  Xj, s t a n o ­
wi  z a c h o d z e n i e  rm r ó w n a ń :

n n w n

(7) ^  Xg Dts dx>+ 2  Uk> d ^ x*) = 2 Qka ̂  Uas dx‘ •
5 = 1  .«=1  <7 = 1  5 = 1

(/= 1, Ar=l w).

Gdy te warunki sprawdzają się, wtedy mówimy zwykle, że 
dany u k ł a d  r ó w n a ń  P f a f f a  z e z w a l a  n a  p r z e ­
k s z t a ł c e n i e  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e  Xj . I łatwo 
widzieć, że gdy d a n y  u k ł a d  z e z w a l a  n a  d w a  p r z e ­
k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e  Xj, Xil t o z e ­
z w a l a  t a k ż e  n a  p r z e k s z t a ł c e n i e  n i e s k o ń c z o ­
n o s t k o w e  (Xj Xi).

Dowód tego twierdzenia przeprowadza się na tej zasadzie 
(patrz § 2 Rozdz. Ii-go), że podobne twierdzenie ma miejsce dla 
układów niezmienniczych równań skończonych. Otóż na zasa­
dzie powyższego, badanie niezmienniczości układów równań 
Pfaffa względem grupy przekształceń Xj wychodzi na to 
samo, co badanie równań typu (2) względem grupy rozszerzonej, 
a przejście od jednego do drugiego badania dokonywa się wprost 
przez podstawienie przedewszystkiem różniczek dxl t . . . ,  dxn, 
zamiast wielkości pv . . ., p„. I gdy układ równań Pfaffa ze­
zwala w znaczeniu, powyżej podanem, na przekształcenie nieskoń­
czonostkowe X , , to odpowiedni układ równań (2) zezwala (w zna- 
czeniu zwykłem według § 2 Rozdz. Ii-go) na przekształcenie roz­
szerzone przekształcenia Xj, t. j. na przekształcenie (3), i od­
wrotnie. Stąd, ponieważ układ równań (2) na zasadzie powyż­
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szego twierdzenia, zezwala na przekształcenie nieskończonost- 
kowe (Xj — TLj, X  —)- 17«), przeto układ równań. Pfaffa ze­
zwalać będzie na przekształcenie, którego to ostatnie jest rozsze­
rzeniem. Lecz wiemy (§ 5 Rozdz. IV-go), że jest to rozszerze­
nie przekształcenia (XjX, ), a zatem twierdzenie nasze jest udo­
wodnione.

Jeżeli, zamiast układu równań Pfaffa, rozważamy wprost 
układ form o różniczkach całkowitych rzędu i stopnia pierwsze­
go, t. j. t. zw. wyrażenia Pfaffa, to możemy powtórzyć powyż­
sze rozważania, stosując, obok wyników § 2 Rozdz. II, wyniki 
§ 1-go tegoż rozdziału. Tym sposobem dochodzimy do twier­
dzenia: w a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  
n a  to,  a b y  w y r a ż e n i e  P f a f f a :

p o z o s t a ł o  n i e z m i e n n e m  d l a  w s z y s t k i c h  p r z e ­
k s z t a ł c e ń  g r u p y ,  w y t w o r z o n e j  z p r z e k s z t a ł ­
c e ń  X,-, j e s t ,  b y  b y ł o  t o ż s a m o ś c i o w o :

Niezmiennik jednoczesny wyrażenia Pfaffa i przekształcenia nieskoń-
czonostkowego.

Niechaj będzie wyrażenie Pfaffa U, jak w poprzedzającym 
paragrafie, oraz przekształcenie nieskończonostkowe X, którego

n

n

(8) 2  X  U, dx, + 2  ^  (Xj x , ) = 0 .
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spółczynnikami niechaj będą wielkości ę. Przy pomocy jakie­
gokolwiek przekształcenia x\  = / ,  (x), tak V, jak i X  sprowadzą 
się do postaci, w której zachodzić będą tylko zmienne x'\ nie­
chaj TT, i i‘s będą spółczynniki tych form przekształconych. 
Będzie:

( 1)

n

h— 1 h—1

dxi_ 
dxh ‘

Weźmy sumę iloczynów U,’ £/ :

dxh oxf’
n n n

2 w «.' =  S 2 2 ^ * S
h= i k=l

dxk

A = 1  k= 1 s = l

Zauważmy, że:

. i dxh .
dx, dxk jest 1, gdy h=k\ jest 0, gdy h ^ k \

tym sposobem stąd wzór poprzedni sprowadza się wprost do na-
stępującego:

2  w  a  =  v  uh ,
5= 1

co dowodzi, że wyrażenie: 2

(2) A =  ^  Di i.
A = 1 X

p o z o s t a j e  n i e z m i e n n e m  p r z y  w s z e l k i c h  p r z e ­
k s z t a ł c e n i a c h  w i e l k o ś c i  z m i e n n y c h .
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Mamy tym sposobem n i e z m i e n n i k  j e d n o c z e s n y  
w y r a ż e n i a  P f a f f a  i p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń -  
c z o n o s t k o w e g o .

Okażemy, że ten niezmiennik A występuje we wzorze, wy­
rażającym wynik działania X na stronę pierwszą wyrażenia 
Pfaffa, wzorze, podanym w § poprzedzającym. Istotnie, znale­
źliśmy tam, że:

n n
(8) X U  =  V  XUS dx, + 2  U> d (■**#)•

5 = 1  5—1

Stronę drugą tego związku można tak napisać:

V  KU, dx, jjs dU,
A ^ ^ hdxh
5=1 h= 1

dx,- y y dx +2 «2 dxh

a dodając i odejmując wyraz:

2 2
d_U
óxs dx.

możemy napisać (po przestawieniu w tym wyrazie skaźników 
s i li, gdy go bierzemy ze znakiem dodatnim):

nu » m
“ \=1 h = 1

Wprowadzając zwykłe w tej teoryi oznaczenie:

dU, SVh
(4) i)Xh dxs =  (*,

otrzymujemy wreszcie:
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n n
(5)

Posługując się tym wzorem, możemy inaczej wyrazić twier­
dzenie, rozwinięte w § poprzedzającym, mianowicie twierdzenie 
o warunku koniecznym i dostatecznym na to, aby równanie 
Pfaffa U =  0 było niezmiennicze dla przekształceń grupy X. 
Przyrównywając stronę drugą wyrażenia (5) do qU, otrzymu­
jemy, że: a b y  r ó w n a n i e  U =  0 b y ł o  n i e z m i e n n i ­
c z e  w z g l ę d e m  g r u p y ,  w y t w o r z o n e j  z p r z e ­
k s z t a ł c e ń  j e s t  k o n i e c z n e m  i d o s t a t e c z n e  m, 
by s p r a w d z a ł  s i ę  z w i ą z e k :

Jeżeli, zamiast jednego równania Pfaffa, mamy, jak w § po­
przedzającym, układ takich równań, i jeżeli po drugiej stronie 
tego wzoru napiszemy kombinacyę liniową pierwszych stron 
tych równań, otrzymamy wzory, które powinny utrzymywać się, 
aby układ dany zezwalał na przekształcenie nieskończonostko- 
we X  (patrz wzór (7) § poprzedź.).

Niezmiennik, o którym mowa w tym paragrafie, rozciąg­
nąłem na przypadek wyrażenia o różniczkach całkowitych rzędu 
drugiego, a następnie na przypadek różniczek jakiegokolwiek 
rzędu.

Porówn. Introduzione alia teoria invariantiva delle equazioui ai 
differenziali totali di second’ordine, Ann. di mat. (3), 7, § 3; Su di in­
variante simultaneo etc. Rend. Ist. Lomb. (2) 35, 1902. O rozciąg­
nięciu wzoru (5) na przypadek różniczek rzędu 2-go patrz prace moje: 
Sulla teoria invariantiva delle espresioni ai differenziali totali di 2 or- 
dineetc. Rend. Acc. Lincei (5) 11, 2 Sem. 1902, Trasformazioni infi- 
nitisime e forme a differenziali di 2° ord., tamże.

(6) 2 2  f h (s,h) ds-\-dA= q U .
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§ 3.
Układ dołączony do danego układu równań Pfaffa. Układy zupełnie

całkowalne.
Wskazaliśmy już w § 10 Rozdz. Igo ścisły związek, zacho­

dzący pomiędzy układami równań o pochodnych cząstkowych, 
liniowych jednorodnych rzędu pierwszego a układami równań 
liniowych o różniczkach całkowitych rzędu pierwszego (równań 
Pfaffa). Obecnie zajmiemy się tym związkiem nieco szczegó­
łowiej.

Niechaj będzie układ m en  równań Pfaffa:
n

TJks (Ix » — 0,
s = l

.... m), (m<n)

i dajmy, że równania te są liniowo-niezależne, t. j., że macierz 
spółczynników U, t. j.:

(2)

Dii... u ln

Um\? • •• ? Umn

(*»<»),

jest różna od zera. Wtedy istnieje takich układów n—m n i e- 
z a l e ż n y c h  po n wielkości:

1S 5 , £n—w, 1 » • * • ) £«—m,n j

że zachodzą tożsamościowo związki:

(3) 2  Uk„ fa—0.
h = \

W samej rzeczy, jeżeli w tych równaniach liniowych je. 
dnorodnych uważać będziemy wielkości £ jako niewiadome, i bę-

16Pascal: Teorya grup przekształceń.
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dziemy zmieniali skaźnik k, otrzymamy układ m równań po­
między n niewiadomemi, dla którego macierz spółczynników, 
czyli macierz (2), jest różna od zera, t. j. ma charakterystykę »/. 
Będziemy mieli tedy n—m n i e z a l e ż n y c h  układów rozwią­
zań, których macierz będzie też różna od zera. A zatem ma­
cierz :

fu, • • • , fi*

5 —Dl, U

jest różna od zera.
Utwórzmy układ równań o pochodnych cząstkowych linio­

wych jednorodnych rzędu pierwszego, których spółczynnikami 
niechaj będą wielkości £, t. j. układ:

n

(5) ^  & lx =  ° ’ (’=I’' -

Ten układ n—m równań nazywamy u k ł a d e m  d o ł ą ­
c z o n y m  do u k ł a d u  (1); same zaś strony pierwsze wzoru 
(5) stanowią to, co nazywamy u k ł a d e m  p r z e k s z t a ł c e ń  
n i e s k o ń c z o n o s t k o w y o h  d o ł ą c z o n y m  do  u k ł a ­
du  (1).

Zależność pomiędzy układami 11) i (5) jest wzajemna, gdyż 
dawszy sobie przekształcenie (5) bezwzględnie niezależne (patrz 
§ 8 Rozdz. I-go), t j. takie, by macierz (4) była różna od zera, 
możemy znaleść m niezależnych układów wielkości U, czynią­
cych zadość równaniom (3), możemy przeto utworzyć wyraże­
nia (1). I  dlatego też i układ (1) nazywać będziemy u k ł a d e m  
d o ł ą c z o n y m  do u k ł a d u  (5).

Zauważmy, że układy (1) i (5) można wyrazić w postaci, 
pod pewnym względem, zwięźlejszej i bardziej symetrycznej. 
W samej rzeczy, zamiast układu (1 ) możemy napisać:
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dx  i , • . . , (LXn

(6) « u .  - • , i , .

£n—iw,l> . • • > £n—tn.ii

rozumiejąc przez to znakowanie, że wszystkie wyznaczniki 
w liczbie m rzędu n—m-f-1 , z tej macierzy otrzymane, są zerem. 
Podobnie, zamiast układu (5), można napisać:

dF dF
3xt ’ ' ' ‘ ’ 3*'n

(7) Un, . . . ,  um

Utn\̂  • • •) Umn

Gdyż łatwo widzieć, że, na mocy równań (1), pomiędzy elemen­
tami każdego wiersza macierzy (6) zachodzi zawsze ten sam 
związek liniowy jednorodny; pomnóżmy pierwszą kolumnę ma­
cierzy (6) przez Uk\ , drugą przez Un, ■ ■ •, M-tą przez Uk„ i do­
dajmy otrzymane iloczyny, a otrzymamy zero dla każdego 
wiersza na podstawie równań (1) i (3). W podobny sposób mo- 
żnaby tego dowieść dla macierzy (7).

W przypadku j e d n e g o  równania Pfaffa układ dołączo­
ny składa się z n — 1 równań.

Gdy układ dołączony (5) jest układem zupełnym (patrz 
Rozdz. I § 9), wtedy mówimy, że układ równań Pfaffa jest z u- 
p e ł n i e  c a ł k o w a l n y .

Jeżeli strony pierwsze równań (5) uważać będziemy za 
symbole przekształceń nieskończonostkowych i damy sobie punkt 
P  w przestrzeni xt, ..., x„, to każdemu z tych przekształceń nie- 
skończonostkowych odpowiadać będzie jeden k i e r u n e k ,  wy­
chodzący z punktu P  (patrz Iiozdz. II § 5). Będzie n—m kierun­
ków niezależnych, wychodzących z tego punktu, które właśnie, 
jako niezależne, nie będą leżały w jednej rozmaitości liniowej
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rzędu niższego od n—m, tak, że najniższy rząd rozmaitości, 
w której leżeć będą, będzie n—m.

Jakież będą równania tej rozmaitości liniowej? Ponieważ 
dostawy kątów, jakie każdy z n—m kierunków tworzy z osiami 
spółrzędnych (prostokątnych), są proporcyonalne do . . . ,  £1)t, 
jeżeli więc utworzymy macierz taką, jak (6), w której, zamiast 
elementów pierwszego wiersza, napiszemy P j—xu . . . ,  Y„— xK, 
gdzie xn są spółrzędne punktu P, wielkości zaś Pj, Y„
są spółrzędnemi b i eż  ą c e m i  rozmaitości, i przyrównamy tę 
macierz do zera, znajdziemy szukane równania rozmaitości:

r - * i ,  ■ ■ • 5 Y n  X n

( 8 )
S u ,  ■■ j  f l  n

£ n — » 1 , 1  ł  • • • , fcn— m ,n

Lecz ponieważ układ macierzy (6) jest, jak powiedzieliśmy, 
równoważny układowi równań (1), przeto m równań rozmaito­
ści liniowej (n—m)-wymiarowej, utworzonej przez n—m kierun­
ków niezależnych, odpowiadających n—m przekształceniom Xr 
stanowić będą równania:

n
(9) 2  Uts(Ys—xs) = 0, (*-' »).

S=1

które, jak widzimy, budową swą ściśle związane są z układem (1) 
równań Pfaffa.

Dajmy, że układ (5) jest zupełny; będzie on miał wtedy 
m całek:

(10) 9 ? j — f,=0, . . . , <P„ — om=0,

a równania (10), ponieważ ich strony pierwsze czynią zadość 
równaniom (5), tworzą układ równań, zezwalający na przekształ­
cenia nieskończonostkowe Xh Na zasadzie zaś twierdzenia, po-
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•danego w § 5 Rozdz. Ii-go, rozmaitość »j-wymiarowa, którą te 
równania przedstawiają, ma, jako rozmaitość liniową styczną, 
rozmaitość n —m kierunków, odpowiadającą przekształceniom 
Xu . . . , X n̂ m, t. j. rozmaitość, której równaniami są równania
(9) . Otóż, jeżeli Yv . . . ,  T„ są spółrzędnemi punktu rozmaito­
ści liniowej stycznej, to dwumiany Y1—x1, . . . ,  Y„—x,„ gdzie 
a?!, . . . ,  xn są spółrzędnemi punktu P  styczności, są proporcyo- 
nalne do różniczek dxlt . . . ,  dx„, jeżeli te różniczki poddane są 
warunkowi, aby punkt , x„, pozostawał zawsze na roz­
maitości (10), t. j. aby było:

(11) dtpl= 0 , . . . , d(p,„=0.

Jest stąd widocznem, że równania (9) będą spełnione, gdy 
w nich, zamiast dwumianów Yt—xs, położymy różniczki dxs, pod­
dane warunkom (1 1 ); innemi słowy, ponieważ przy tern podsta­
wieniu równania (9) przechodzą na równania (1), możemy przeto 
powiedzieć, że równaniom (1) czynią zadość równania (10), lub 
inaczej, że układowi m równań Pfaffa (1) czyni zadość m całek
(10) z m stałemi dowolnemi.

Mamy tedy:
G d y  u k ł a d  d o ł ą c z o n y  do u k ł a d u  P f a f ­

f a  j e s t  u k ł a d e m  z u p e ł n y m ,  t. j. g d y  u k ł a d  
P f a f f a  j e s t ,  w e d ł u g  d e f i n i c y i ,  u k ł a d e m  z u ­
p e ł n i e  c a ł k o w a l n y m ,  w t e d y  c a ł k u j e  s i ę  on 
p r z y  p o m o c y  t y l u  r ó w n a ń  z t y l o m a  s t a ł e m i  
d o w o l n e m i ,  i l e  j e s t  r ó w n a ń  u k ł a d u .

Możnaby, odwrotnie, przyjąć tę własność za podstawę de­
finicyi układu Pfaffa zupełnie całkowalnego.

U k ł a d  n — 1 n i e z a l e ż n y c h  r ó w n a ń  P f a f f a  
p o m i ę d z y  n z m i e n n e m i  j e s t  z a w s z e  z u p e ł n i e  
c a ł k o w a l n y . )

Rozpatrzmy niezmiennik jednoczesny A (patrz § poprzedź.) 
wyrażenia Pfaffa, stanowiącego stronę pierwszą jednego z rów­
nań (1), i jednego z przekształceń X, układu dołączonego. Nie­
zmiennikiem jest oczywiście strona pierwsza równań (3), a więc
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jest on zawsze równy zeru. Odwrotnie, jeżeli dane jest wyraże­
nie Pfaffa U i przekształcenie nieskońezonostkowe X, i jeżeli nie­
zmiennik A jest zerem tożsamościowo, to spółczynniki f prze­
kształcenia nieskończonostkowego czynić będą zadość związkowi:

a stąd przekształcenie X  należeć będzie do układu dołączonego 
do układu X=0, stąd:

W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  
n a  to,  a b y  p r z e k s z t a ł c e n i e  n i e s k o ń c z o n o s t -  
k o w e  n a l e ż a ł o  do u k ł a d u  d o ł ą c z o n e g o  d a ­
n e g o  u k ł a d u  r ó w n a ń  P f a f f a ,  j e s t ,  by  w s z y s t ­
k i e  n i e z m i e n n i k i  j e d n o c z e s n e  p i e r w s z y c h  
s t r o n  t y c h  r ó w n a ń  i d a n e g o  p r z e k s z t a ł c e n i a  
n i e s k o ń c z o n o s t k o w e g o  b y ł y  r ó w n e  ze r u .

Z powyższego wynika także, że d w a  u k ł a d y ,  d o ł ą ­
c z o n y  i d a n y ,  są  z w i ą z a n e  ze s o b ą  n i e z m i e n ­
n i c z o .

Wyprowadzimy jeszcze postać, jaką przybiera układ dołą­
czony do danego układu równań Pfaffa, jeżeli ten jest dany w po­
staci specyalnej, nie różnej zresztą zasadniczo od postaci (1), 
a otrzymanej przez rozwiązanie tej ostatniej względem różni­
czek m zmiennych. Rozwiążmy równania (1) względem różni­
czek dxH- m+j, . . . , dxn; otrzymamy wtedy układ równoważny 
naturalnie układowi ( 1):

Znajdźmy wielkości 4, należące do tego układu. Roz­
patrzmy na chwilę formalnie układ (12), jako przypadek szcze­
gólny układu (1); wtedy spółczynniki ogólne Uk, będą miały 
wartości: — Vkx, gdy s =  1, . . . ,  «—m\ 1, gdy s — n —
0, gdy s—n—m-j-r, gdzie r rpżne od k.

n
Uh ih - 0,
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Związki (3) przybierają wtedy postać:

h—m

--2  *4*= 0>
*=1

z tych równań mamy wyznaczyć n—m niezależnych układów 
ilości £, z których każda jest opatrzona skaźnikiem i. Mamy więc 
rozwiązać układ równań:

n—»

(13) — Vici, -j- kn—m+k =  0,
*=1

uważając jako niewiadome wielkości f, których liczba jest więk­
sza od liczby równań. Możemy rozporządzić dowolnie pierw- 
szemi n—m z pomiędzy nich i otrzymać wartości pozostałych. 
Połóżmy więc raz:

$ i= l, l 2= 0> • • • > $ .-*= 0,

a otrzymamy:

Sn—łnĄ-k === P/rt ,

t. j. pierwszy układ wielkości {, w którym jako p i e r w s z y  
skażnik przyjmiemy i = 1 , to jest położymy:

£ l l  $ 1 2 = = H ,  • * • , h . n —tn 0 ,  £ l , » — ffł-f-1 P j i , • • • > £ l n  1  m l ,

Połóżmy następnie w równaniach (13):

ft=0, ls = l ,  $3==0........£n-m= 0 ,

a otrzymamy:

Sn-—m-\-k =  v,

a stąd układ drugi:
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i i i --O, Sj2---1) • • • > ^2,h—m--O, i-2,n— m+1--- 1 13* • • • > £ł,n---1 m,2

i tak dalej, tak że będzie ogólnie: £„=0 dla —m i różnego
od i, £„=1, 6i,«_m-fł— > a układ dołączony (5) przybierze 
postać:

(14) 3F
'ki

k=\
3*«-,

=  0. ( i = \ —m)-
mĄ-k

Mamy więc ważny rezultat: „ j e ż e l i  u k ł a d  r ó w n a ń  
P f a f f a  j e s t  r o z w i ą z a n y  w z g l ę d e m  r ó ż n i c z e k  
&xn~mjr\ , , dxH, t o u k ł a d  d o ł ą c z o n y  j e s t  r o z -

i , 3 F 3 F uw i ą z a n y  w z g l ę d e m

Własnością charakterystyczną układu (14) i właściwą jedy­
nie tej jego postaci jest to: że j e ż e l i  u k ł a d  t e n  j e s t  z u ­
p e ł n y  (patrz § 10 Rozdz. I-go), to  n a w i a s y  (.Y,Xj), z a ­
m i a s t  być ,  j a k  o g ó l n i e ,  k o m b i n a c y a m i  l i n i o -  
w e m i  p r z e k s z t a ł c e ń  X, są  z e r a mi .  Istotnie, jeżeli 
wykonamy działania, wskazane nawiasami, to łatwo widzieć, że 
spółczynniki pochodnych:

(15) dF d F
dx̂  —m

będą wszystkie równe zeru, i pozostaną tylko wyrazy, zawiera-
d F  . . . . .jące w----- . Jeżeli przeto wynik ma być kombinacyą liniową

pierwszych stron równań (14) (w każdej z nich występuje za­
wsze jedna i tylko jedna z pochodnych (15) i nadto ta z pochod­
nych (15), która występuje w jednem z tych równań, nie wystę- 
puje już w żadnem innem), to musi być zerem. Układ zupełny, 
dany w postaci (14), nazywać będziemy s p e c y a l n y m  u k ł a ­
d e m J a c o b i ’ego, pozostawiając nazwę o g ó l n e g o  u k ł a ­
du  J a c o b i ’e g o  dla układu, mającego tę własność, że na­
wiasy (Xi Xj) są równe zeru, bez potrzeby warunku, by prze­
kształcenia Xt miały formę specyalną (14).
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Dowiedziemy teraz ważnego twierdzenia, wykazującego 
związek ścisły pomiędzy całkowalnością zupełną układu równań 
Pfaffa a dopuszczalnemi przekształceniami nieskończonostko- 
wemi układu, a mianowicie:

W a r u n k i e m  k o n i e c z n y m  i d o s t a t e c z n y m  
n a  to,  a b y  u k ł a d  r ó w n a ń  P f a f f a  b y ł  z u p e ł n i e  
c a ł k o w a l n y ,  j e s t ,  b y  z e z w a l a ł  n a  w s z y s t k i e  
p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e ,  p r z e d ­
s t a w i o n e  p r z e z  j e g o  w ł a s n y  u k ł a d  d o ł ą c z o n y .

Dowiedziemy z łatwością tego twierdzenia, rozważając 
dany układ Pfaffa w postaci (12), tak, by jego układ dołączony 
można było rozważać w postaci (14).

Gdy układ (14) jest zupełny, wtedy powinny spełniać się 
tożsamościowo warunki:

(16) Xi Vks --  Xg V =  0; (<,*=!....fi-m),

z drugiej strony warunki te są też i dostateczne na to, aby układ 
(14j był zupełny.

Zastosujmy wzór (6) § 2 i szukajmy warunków na to, 
aby każde równanie układu (12), np. równanie lc-te, zezwalało na 
przekształcenie nieskończonostkowe typu, który przedstawia 
strona pierwsza równania (14). Zauważywszy, że w tym przy­
padku należy położyć we wspomnianym wzorze (6):

.4=0, ii r-- 0 ,. . . ,  _i=0, |,-=1, —0 ,.. . ,  Są—»!=0, !»._,»-)./,= Vi,i
(fc=1,.... m),

otrzymamy:
n rn

(17) ^  J (s, i) +  ^  Vhi (s, n m —j- /*) J dx„ (<=i... *-*>.
« = i  h=i

jako wynik działania X, na pierwszą stronę jednego z równań
(12). We wzorze tym trzeba obliczyć dla naszego przypadku 
■wartości wyrażeń (s, i) i (s, n—m-j-h), których wartości ogólne 
dane są przez wzór (4) §-u poprzedzającego.
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Spółczynniki w równaniu (12) mają wartości:

Ui =  - 1 A,1 , ■ • • , Un-m =  - Vk,n—m ,

Un—rn j- 1  Oj . • . , Un—tn-\-k—1  0 ,

Uv—mĄ-k — 1, Un—tn+kĄA =  0, . . .  f UH — 0 ,

przeto:

. -i bV\s . 3Vki j, ,
<*• * > = -  s r  +  - s r  d .

3 V
(s, i) =  dla s—n —m-\-l, . . . ,  n,

d V k -(s, n—m-\-h) =  — -z----- -— dla s = l ,  . . . ,  n —m,
OXn—mĄ-h

(s, n—m-Ą-h) =■ 0 dla s= n —m-J-1,. . .  , n. 

Wyrażenie (17) przyjmie tedy postać:

ji—i

co możemy jeszcze tak napisać:

r=  1
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Wyrażenie, zawarte tu  wewnątrz drugiego nawiasu kwa­
dratowego, jest stroną pierwszą równania (16); widzimy więc, że 
jeżeli równania (16) spełniają się tożsamościowo, wtedy wyraże­
nie (18) redukuje się do kombinacyi liniowej pierwszych stron 
równań (12). Na zasadzie tego, co powiedziano w § poprzedza­
jącym, oznacza to, że równania (12) zezwalają na przekształce­
nia nieskończonostkowe układu dołączonego (14). Z drugiej 
strony, jeżeli,wyrażenie (18) jest tożsamościowo równe kombi­
nacyi liniowej stron pierwszych równań (12):

m n —m
2  7>‘ ^  dx, ]
A= 1 i=l

i porównamy spółczynniki różniczek dxM_m̂ h, wyniknie stąd 
z koniecznością:

 ̂ , d V k,
dxn—nt-\-h

Będzie zatem druga suma we wzorze (18) zerem tożsamo­
ściowo, t. j. niezależnie od wartości różniczek dxs ; a więc 
związki (16) będą spełnione i twierdzenie nasze dowiedzione.

§ 4.

Układy równań Pfaffa, złączone niezmienniczo z układem danym. 
Bibliografia teoryi równań Pfaffa.

Widzieliśmy w § poprzedzającym; że mając dany układ 
równań Pfaffa, wyprowadzamy z niego układ dołączony (rów­
nań o pochodnych cząstkowych), zjednoczony niezmienniczo 
z danym. Poszukamy teraz innych układów, mających wła­
sność analogiczną.
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Przedewszystkiem, uważając jak w § poprzedzającym, stro­
ny pierwsze równań układu dołączonego, jako przedstawiające 
przekształcenia nieskończonostkowe .X,, zbadamy inny (prócz 
podanego w § poprzedzającym) związek ścisły pomiędzy temi 
przekształceniami nieskończonostkowemi a równaniami układu 
danego.

Ponieważ niezmiennik A, należący do jakiegokolwiek rów­
nania układu danego i do jednego z przekształceń nieskończo- 
nostkowych X,-, jest zerem, przeto, stosując wzór (6) § 2-go, wi­
dzimy odrazu, że wynik działania X, na /i-te równanie Pfaffa 
układu (1 ) dany będzie przez wzór:

n n

s = l  h= 1

z którego okazuje się, że jeżeli z a m i a s t  d z i a ł a n i a  Xf 
s t o s o w a ć  b ę d z i e m y  t o ż  d z i a ł a n i e ,  p o m n o ż o ­
n e  p r z e z  c z y n n i k  o, b ę d ą c y  f u n k c y ą  z m i e n ­
n e j  x, t o  w y n i k  t e g o  d r u g i e g o  d z i a ł a n i a  b ę ­
d z i e  r ó w n y  w y n i k o w i  p i e r w s z e g o ,  p o m n o ż o ­
n e m u  p r z e z  t e n ż e  c z y n n i k  o; s t ą d  z a ś  w y p ł y ­
wa,  ż e  j e ż e l i  u k ł a d  r ó w n a ń  P , f a f f a  z e z w a l a  
n a  p r z e k s z t a ł c e n i e  Xt, t o  z e z w a l a  t a k ż e  n a  
p r z e k s z t a ł c e n i e  aX,.

Stąd wypływa także i to, że j e ż e l i  u k ł a d  d a n y  ze ­
z w a l a  na  p e w n ą  l i c z b ę  p r z e k s z t a ł c e ń  X, n a ­
l e ż ą c y c h  do u k ł a d u  d o ł ą c z o n e g o ,  t o  z e z w a l a  
t e ż  n a  j a k ą k o l w i e k  k o m b i n a c y ę  l i n i o w ą t y c h  
p r z e k s z t a ł c e ń  o s p ó ł c z y n n i k a c h  z m i e n n y c h .

To mając, rozważmy układ przekształceń nieskończonost- 
kowych:

(1) Xl - l̂ +  • • • +  Xm,

w którym przekształcenia A' dane są przez wzór (5) §-u poprze­
dzającego, spółczynniki zaś y są funkcyami dowolnemi.
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Ten układ przekształceń nieskończonostkowych jest zwią­
zany niezmienniczo z danym układem równań Pfaffa, gdyż jest 
widocznem, iż niezmiennik A, należący do jednego z równań (1) 
i do jednego z równań Pfaffa, jest zawsze zerem.

Jeżeli przeto stosować będziemy jedno z przekształceń (1) 
do stron pierwszych każdego z równań Pfaffa, otrzymamy inne 
formy Pfaffa, które będą wogóle różne od danych, lecz związane 
z niemi niezmienniczo. Tylko w przypadku, w którymby układ 
dany był zupełnie całkowalny, nowy układ, w ten sposób otrzy­
many, byłby identyczny z danym, a to na mocy twierdzenia w § 
poprzedzającym.

Zbadajmy teraz, w jaki sposób tworzy się ten układ. Przyj­
mijmy dla prostoty, że układ dany i dołączony dane są w posta­
ciach zredukowanych (12 i (14) §-u poprzedzającego, t. j. że 
pierwszy jest postaci:

i,2) l i —- —mĄ-k Pas  d x g —0 , (a —i,...«),
s=l

drugi zaś postaci:

(3) XtF ^ d- l - +  V  Vm-T-—-— = 0,oxi —J  dx„-m+h
k—1

dF (/=!,... ,n—m).

Wynik działania X,- na pierwszą stronę równania (2) podaliśmy 
już w § poprzedzającym (wzór (18)); jest on:

(4) V
dx,n—OT-f//-  A;, + V  i X, Vks- X ,  Vkl] dx, .

Mnożąc przez yj i sumując względem i od 1 do n—m, otrzy­
malibyśmy wynik działania (1) na A/.-. Lecz ponieważ funkeye 
y są dowolne, to układ wszystkich równań, które otrzymujemy, 
przyrównywając te wyniki do zera, jest równoważny układowi
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równań, które otrzymujemy, przyrównywając do zera wyrażenia 
(4). Jeżeli dołączymy dalej do tego układu układ równań Aj,=0, 
to wyrazy pierwsze wzorów (4) znikną i pozostaną równania:

n — m

<5) a „ » 2  ix < F*<] ^ = ° ;  .
i

które można i tak napisać:
u—m

(6) A*. =  V  (Xi Xs) x„_m+k dx, =  0.

Doszliśmy tym sposobem do twierdzenia:
U k ł a d  r ó w n a ń  P f a f f a :

<7) A* =  0, A*, =  0,

j e s t  z w i ą z a n y  n i e z m i e n n i c z o  z u k ł a d e m  da­
n y m  At=0. Dowiedziemy, że u k ł a d (7) j e s t  z a w s z e  
u k ł a d e m  z u p e ł n i e  c a ł k o w a l n y m .

Oczywiście, układ (7) nie będzie się składał w ogólności 
z samych równań niezależnych, albowiem, skoro liczba zmien­
nych x jest n, to nie może być więcej, niż n— 1 równań Pfaffa, 
niezależnych i zgodnych ze sobą. Grdy więc mówimy o układzie
(7) , to marny zawsze na myśli układ możliwie największej liczby 
z pomiędzy równań (7), które są wzajemnie niezależne.

Poszukajmy przedewszystkiem układu dołączonego do ukła­
du (7), lub, co na jedno wychodzi, przekształceń nieskończonost- 
kowyoh, które przedstawia układ dołączony. Jednem z tych 
przekształceń będzie:

W

j =  1 A = 1

(8 )
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gdzie spółczynniki £ czynią, jak zwykle, zadość warunkom (3) 
§-u poprzedzającego, jeżeli tam zamiast wyrażeń U podstawimy 
odpowiednie spółczynniki układu (7). Spółczynnikami temi są:

dla A* : dla A/„• :
-  Um ( X1 X( ) Xn—w-j-h

fi1s1 ( X,Xn—m) %n—mĄ~k
0 0

ó ó
1 0

0 0

0 0

Stąd spółczynniki £ czynią zadość związkom:

0)
n —m

Uy f/ “l-  £«—M-f-J: =  0, 
z=l

<*=i

(10)
n—w

2  ( X i X j )  x n - m + h i j  =  0. C :J= i

Uwzględniając wartości wyrażeń X  (patrz wzory (3)), ła­
two widzieć, że przekształcenie (8) można napisać wprost w po­
staci:
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istotnie mnożąc równania (3) (po zmianie w nich i na j), przez 
$,• i sumując względem j, otrzymujemy:

n—m m—m m n—m

Z * * - 2 * ę + 2 ( 2 ^ ) ^ ;
7= 1  7=1 * = l  7=1

na mocy wzoru (9) spółczynnik części drugiej sprowadza się 
wprost do *, a całe to wyrażenie do wzoru (8j.

Zastosujmy teraz przekształcenie nieskończonostkowe (111 
do jakiegokolwiek A*; będzie:

n—m

co, na mocy wzoru (4), można tak napisać:

m n— m n—mn—m

2 2  ^ + 2  2  & ^  r d dXs-/,=1 t=i " ’"+/' ,=i y—]

Lecz część druga, gdy do niej zastosujemy tę samą reduk- 
cyę, która od wzoru (5) doprowadziła do wzoru (6), daje się na­
pisać w postaci:

n—m n—m
£7* i ^ ł ^ ł )  Wn—m- j ■ /: • dXg\

*=1 j =  1

wyrażenie to jest zerem na mocy związku (10), któremu czynią 
zadość spółczynniki £. "Widzimy stąd, że przekształcenie nie­
skończonostkowe (11), zastosowane do wyrażenia \ k, daje jako 
rezultat związek liniowy wyrażeń A*, te wyrażenia przeto ze­
zwalają na przekształcenia nieskończonostkowe układu dołączo­
nego do układu (7). Ponieważ nadto układ (7) jest związany nie­
zmienniczo z układem danym (2), przeto na te same przekształ­
cenia nieskończonostkowe zezwalać będzie układ (7), t. j. układ
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ten zezwala na wszystkie przekształcenia nieskończonostkowe, 
które przedstawia jego własny układ dołączony. A zatem, na 
podstawie twierdzenia w § poprzedzającym, układ (7) jest ukła­
dem zupełnie całkowalnym. Doszliśmy tedy do następującego 
twierdzenia:

J e ż e l i  m a j ą c  d a n y  j a k i k o l w i e k  u k ł a d  (2) 
r ó w n a ń  P f a f f a ,  z a s t o s u j e m y  do n i e g o  p r z e ­
k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o n o s t k o w e  j e g o  u k ł a ­
d u  d o ł ą c z o n e g o  i p r z y ł ą c z y m y  do  t a k  o t r z y ­
m a n e g o  u k ł a d u  u k ł a d  d a n y ,  o t r z y m a m y  i n n y  
u k ł a d  r ó w n a ń  P f a f f a  (t. j. u k ł a d  (7)), n i e z m i e n ­
n i c z o  z w i ą z a n y  z d a n y m .  P r z e k s z t a ł c e n i a  
n i e s k o ń c z o n o s t k o w e ,  p r z e d s t a w i o n e  p r z e z  
u k ł a d  d o ł ą c z o n y  do  o s t a t n i e g o ,  b ę d ą  p r z e ­
k s z t a ł c e n i a m i ,  n a  k t ó r e  z e z w a l a  t e ż  u k ł a d  
d a n y .  W r e s z c i e ,  u k ł a d ,  o t r z y m a n y  w s k a z a n y m  
s p o s o b e m ,  j e s t  u k ł a d e m  z u p e ł n i e  c a ł kowa l nym.

Stąd wynika także, że stosując ponownie do układu (2) lub 
(7) przekształcenia nieskończonostkowe, które przedstawia układ 
dołączony do układu (7), t, j. powtarzając działania analogiczne 
do działania, stosowanego na początku tego §, nie doszli byśmy 
do nowych układów równań Pfaffa. > u .■■■' !

Zbadajmy teraz przypadek szczególny, w którym wi=l, 
t. j. w którym dane jest jedno tylko równanie Pfaffa:

n
^  U, dx,—0.

' #=/
• -V 'i'-’:- ; lL "': ■Aby przystosować się do wyżej użytych znakowań, wyo­

braźmy sobie, że to równanie zostało rozwiązane względem róż­
niczki dxM (zakładając, oczywiście, że U* jest różne od zera); 
napiszmy więc:

n—1
A =  dxn - V  V. dx,== 0, V,— — .( 12)

Pascal: Ttorya grup przekształceń. ,17
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Przekształceniami nieskończonostkowemi Xt układu dołączone­
go >§%
<18), '•

jłównania (6), t . j .  równania A*,=O paragrafu poprzedzającego, 
Vędą postaci:

^  (%• X) • dx> =  0 .
6=1

Przy pomocy łatwych rachunków i stosując symbol, wprowa- 
dzóny we wzorze (4) § 2, otrzymamy układ równań:

q S 1  j : * - l  O  : ■ Ó  i  \  i » H i

(-14) >; 2  R*») Vn+(i,n) K + (n ,s ) : i/,] Ars= 0 , 0=1. « - » ,
' ■ ' '  . - i  v  , V  ' V'.' ' :
który wraz z równaniem (12) przedstawia, na zasadzie powyższe­
go, układ zupełnie całkowalny i niezmienniczo połączony z rów­
naniem (12). A zatem układ, złożony Z równań (12) i (14), b ę- 
d z i e  u k ł a d e m  z u p e ł n y m ,  n i e z m i e n n i c z o  z wi ą ­
z a n y m  z u k ł a d e m  d a n y m ;  nazwijmy go układem V.

Ten układ zupełny V utworzony będzie z równań:

O’)

w których wielkości $' są wszystkiemi możliwemi układami nie 
zależnemi rozwiązań równań:

(16) ! 2  [(*.») U„ -j- (i,n) U , (»,«) Z7,] Ss'= 0 ,  «=1,....»-u.
6=1

- n
(17) ^ U s ^  =  0.

6 = 1
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Spółezynniki równań (16 > są to wyrażenia, które zmieniają znak, 
gdy przestawiamy dwa z pomiędzy skaźników s, i ; mażemy je 
na chwilę przedstawić za pomocą symboli [s, i], które czynią 
zadość związkowi [s,i] =  — [i,s]. I dlatego to macierz spółczyn- 
ników równań (16) jest wyznacznikiem półsymetrycznym rzędu 
n ~ 1. Jeżeli przyjmiemy, że n jest parzyste, wyznacznik ten 
będzie zerem, równania (16) i (17) sprowadzą się n a j w y ź e j 
do n— 1 równań, a układ V zawierać będzie p r z y n a j m n i e j  
jedno równanie.

Wogóle, j e ż e l i  j e s t  X c h a r a k t e r y s t y k ą  m a ­
c i e r z y :

(18)

0, [2,1]........ [»—1, 1], 0

[1,2]. 0, 1 ,2], 0

[ l , « - l ] , | 2 , n - l | ....... 0, 0

?j , u,, U„^, XJn

u k ł a d  (15) s k ł a d a ć  s i ę  b ę d z i e  z n — X r ó w n a ń  
n i e z a l e ż n y c h .

' Macierz poprzednia pozostaje w najściślejszym związku 
.z macierzą: - ’

0, (21), • • , (w—1, 1) («, lj

(12), 0 , . . , (w—1,2) (w, 2)

(i, w), (2,»), .. ., (w—1, n), 0

V r , u 2 , . . • , R,-, , Un

¡ k t ó r e j  c h a r a k t e r y s t y k a  j e s t  — jak tego łatwo do­
wieść - 1  i c z b ą n i e z m i e n n n ą  d l a  k a ż d e g o  p r z e ­
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k s z t a ł c e n i a  d a n e j  f o r m y  P f a f f a .  Nie możemy 
wszakże wchodzić w bliższe szczegóły co do tego przedmiotu.

Zbadamy jeszcze tylko przypadek, w którym charaktery­
styką macierzy (19) jest liczba 2. Wtedy znikać milszą tożsa- 
mościowo wyznaczniki rzędu trzeciego, t. j.:

U i ,  U j ,  Uh

o ,  (i,h)

I {K  t), (h ,j), 0

t. j. będzie:
u, (j , h) +  Uj (h, i) + uh a,j) =  o.

Widzimy stąd, że wszystkie elementy pierwszych « —1 
wierszy macierzy (18) staną się zerami, a sama macierz (18) bę­
dzie miała charakterystykę 1, układ przeto Fstanie się identyczny 
z układem dołączonym równania A, t. j. z układem (13). Lecz 
V jest układem zupełnym, takim więc będzie i układ (13), a za­
tem równanie A będzie zupełnie całkowalne. Możemy więc 
powiedzieć: j e ż e l i  m a c i e r z  (l9) m a c h a r a k t e r y s t y ­
kę  2, w t e d y  r ó w n a n i e  (12) j e s t  z u p e ł n i e  c a ł k o ­
w a l n e ’.

Inne ważne zagadnienie z teoryi niezmienniczości równań 
Pfaffa dotyczy szukania najogólniejszego przekształcenia nie- 
skończonostkowego, które pozostawi a takie równanie bez zmiany. 
Nie będziemy wchodzili w szczegóły, dotyczące tego zagadnie­
nia, a podamy tylko spis prac głównych, odnoszących się do tej 
teoryi.

Jeżeli pominiemy próby E u l e r a  i M o n g e ’a, to po- 
ezątki tej teoryi znajdujemy u P f a f f a  (Abh. de Beri. Ak., 
1814 — 15, s. 76), który posługuje się nią w zagadnieniu 
o całkowaniu równań o pochodnych częściowych, które 
najściślej z teoryą tą jest związane. Tak nazwane z a g a d ­
n i e n i e  P f a f f a  polega na całkowaniu równania o pochod­
nych całkowitych rzędu pierwszego przy pomocy n a j  m n i e j -



Rozdział V § 4.—Układy równań Pfuffa. 261

s z e j liczby całek, a rozwiązanie tego zagadnienia zależy od 
rozwiązania równań o pochodnych cząstkowych rządu pierwsze­
go. Jeżeli fi jest charakterystyką macierzy (19), to najmniejsza
liczba całek jest dla /z parzystego, ' dla fi nieparzy­
stego. Innemi słowy, dana forma różniczkowa może, przy po­
mocy przekształcenia zmiennych, być zredukowana do formy,
zawierającej odpowiednio -4J- lub wyrazów. Znalezienie

tych wyrazów zależy od całkowania układu równań różniczko­
wych zwyczajnych.

Po pracach P f a f  f  a nastąpiły prace J  a c o b i’e g o. któ­
re rzuciły wiele światła na ten przedmiot i posunęły teoryę 
(Crelle, 2, s 317 i 347, 17, s. 97).

Do następnych ważnych prac należą prace N a t a n i'e g o 
(Crelle, 58, s. 301), C 1 e b s ch a (Crelle, 59, s. 190, 60, s. 193, 61, 
s. 146, 65, s. 257), G r a s s m a n n a :  (Die Ausdehnungslehre, Berlin, 
1862), F r o b e n i u s a  (Crelle, 82, s. 230, 86, s. 1 i 54), M a y e r a  
■(Math. Ann., 5, s. 448, 17, s. 523), D a rb o u x’a (Bull, des Sciences 
math. (2), 6, s, 14 i 49, Compt. Ren., 94, s. 835).

Z punktu widzeniateoryi przekształceń i niezmienników zasadni- 
ezemisą: liczne prace Li ego (Tow. nauk w Chrystyan., 1873, s. 320, Ar­
chiv. for Math, 2,8.338, Leipz.Ber.,1896, s. 405), Ma y e r a  (cyt. wyżej 
■oraz Math. Ann., 6, s. 162 i 192, 8, s. 313, 12, s. 132 i t. d.), E n g e ­
l a  (Leipz. Ber., 1889, s. 157, 1890, s. 192, 1896, s. 413, 1899, str. 
296), Ed. v. W e b e r a  (Leipz. Ber., 1898, s. 207). Wymieniamy 
tu- nadto C. R u s j a n a: Math. Ann., 50, p. 247 (1878) i „Teoryę prze­
kształceń Pfaffa“, ogłoszoną w „Pracach mat.t,-fiz.“ 8, s. 61—98, 
r. 1897 i 9, s. 61— 102, r. 1898.

Wykład tej teoryi zawiera dzieło F o r s y t h a  (Th. of. Diff. 
Equ. I, Cambridge, 1890, przekład niemiecki, Lipsk, 1893), oraz nowa 
książka Ed. v. W e b e r a  (Vorlesungen über das Pfaffsche Problem 
und die Theorie der partiellen Diffg. erster Ordnung, Lipsk, 1900), na 
końcu której znajdujemy zupełną listę prac o tym przedmiocie.
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Analogiczne badania dla różniczek rzędu 2-go i wyższego podjął- 
w ostatnich czasach E. P a s c a 1 (Compt. Rend., 130,1900, Math. 
Ann., 54, Rend. Ist. Lomb. (2), 33, 1900, s. 287, 675, 34,1901, s: 560% 
1180, 35, 1902, s. 344, 691, Annali di Mat. (3), 7, Rend. Acc, Lineei 
(5), 11, 1902, 2-gi sem ).

§ 5-

niezmienniki różniczkowe grupy danej. Parametry różniczkowe

W §§ 1 i 2 Rozdziału Ii-go ustanowiliśmy zasady teoryi 
niezmienniczości układu funkcyj i układu równań skończonych 
względem danej grupy przekształceń. Jeżeli rozszerzymy gru­
pę w sposób, wskazany w § 5 Rozdz. IV-go, i rozważać będzie­
my funkcyę niezmienniczą lub n i e z m i e n n i k  grupy rozsze­
rzonej, otrzymamy to, co nazywa się n i e z m i e n n i k i e m  
r ó ż n i c z k o w y m  g r u p y  d a n e j .  To pojęcie ogólne nie­
zmiennika różniczkowego wprowadził L ie  (patrz zwłaszcza 
Matb. Ann., 24, s. 537); specyalizowane rozmaitemi sposobami,, 
obejmuje ono w sobie, jako przypadki szczególne, pojęcia, któ- 
remi, z innych punktów widzenia, zajmowali się różni autorowie.

"Wiemy, że grupa nieprzechodnia (a taką jest zawsze grupa, 
w której liczba r parametrów jest niższa od liczby zmiennych! 
posiada zawsze pewną liczbę niezmienników. Otóż, jeżeli 
mamy daną jakąkolwiek grupę o r parametrach, to będzie można 
wyznaczyć takie jej rozszerzenie (rzędu 1 go, 2-go,.), aby liczba 
zmiennych grupy rozszerzonej była wyższa od liczby parame­
trów, aby zatem grupa rozszerzona była nieprzechodnia. Widzi­
my tedy, iż m o ż n a  z a w s z e  z n a l e ś ć  n i e s k o ń c z e ­
n i e  w i e l e  n i e z m i e n n i k ó w  r ó ż n i c z k o w y c h ,  n a ­
l e ż ą c y c h  do  g r u p y  d a n e j .  Ponieważ zaś z drugiej; 
strony niezmienniki znaleść można przy pomocy jedynie proce­
sów eliminacyi, gdy znane są wzory przekształcenia grupy (patrz 
§ 1 Rozdz ni-go), przeto jest rzeczą jasną, że n i e z m i e n n i -
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ki  r ó ż n i c z k o w e  g r u p y  m o ż n a  z n a l e ś ć  z a w s z e  
b e z  c a ł k o w a n i a .  ' ■

Jeżeli rozważana grupa jest grupą rzutową (patrz § 3 Roz­
działu I-go), wtedy niezmienniki różniczkowe nazywają się n i e ­
z m i e n n i k a m i  r ó ż n i c z k o w e m i  r z u t o w e m i .

Jeżeli, zamiast funkcyj niezmienniczych grupy rozszerzo­
nej, rozważać będziemy układy r ó w n a ń  n i e z m i e n n i ­
c z y c h ,  wtedy, zamiast niezmienników różniczkowych grupy 
danej, otrzymamy u k ł a d y  r ó w n a ń  r ó ż n i c z k o w y c h ,  
które pozostaną niezmienne przy przekształceniach grupy, t. j. 
zezwalać będą na przekształcenia grupy danej. W ten sposób 
pozyskujemy środek stosowania teoryi przekształceń do teoryi 
równań różniczkowych i osiągnięcia przez to ważnych korzyści.

Jednym z pierwszych przykładów niezmienników różnicz­
kowych był niezmiennik H. A. S c h w a r z a ,  stosowany przez 
niego w badaniach nad powierzchniami najmniejszemi (Abh. d. 
Beri. Akad., 1871; Werke, Berlin, 1890, 2, s. 351). Jest nim wy­
rażenie:

dy ___3_ ulhj \2
_dx dx3 2 \cte2 /

dxI
ii ' 1 : . . • : :

Grupa, do której ten niezmiennik różniczkowy należy, jest 
grupą przekształceń:

x ~ x , y,_aĄ -by  . 
c+dy ’

łatwo sprawdzić, że obliczając pochodne wielkości y' względem 
x' i tworząc wyrażenie takie, jak «7, otrzymamy wynik równy 
temu wyrażeniu. Ponieważ grupa, do której należy J, jest rzu­
towa, przeto J jest niezmiennikiem różniczkowym rzutowym.

Wyrażenie «7 ma godną uwagi własność taką, że jeżeli za­
mienimy pomiędzy sobą zmienne x i y, to J pozostanie bez zmia­

ny poza przybywającym czynnikiem — j^ - j . W rzeczy samej:
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- S ä  w  -i . r  a  5  ;

<fy _  1 rf*y
<U ; dx 1 ría;2 

rt rfy

skąd znajdujemy;
f ix ité  I i i o  

-:;qin3 íK ..-:.;,.;
V, v io  . j r -  

J .> ,TrpTT7 ;

rfjE rf3a; rf#oij IcPxŸ
rfy2 rf3y _ , • rfy3 rfy ' \rfy2)
/rfrfi3 ’ dx'-' ~~ /rfx\s
MW WW

r •; : iff •• v  o . = -, ? *. a à i  ; rr /; : ; u r;

d*x dx 3 I d>x \s
, , / rfy\2 rfy3 dy 2 irft/2 )
: W )  , /rfæ\2

1 ) V Í 'r ■ • \rfyl
' - 1 • . ' . ■ I ■ •' ’ .

Z tego powodu S y l v e s t e r  nazwał ten niezmiennik wz a j e m­
n i  k i e m (recyprokanten), a później rozciągnął tę nazwę na 
wszystkie niezmienniki różniczkowe rzutowe.

Z pomiędzy niezmienników różniczkowych badano specyalnie 
rzutowe, ze względu na ich piękne zastosowania do teoryi równań róż­
niczkowych liniowych, do teoryi krzywych i t. d. Najważniejszemi 
pracami w tym przedmiocie są prace B r i o s c h i ’ego (Ann. di mat. 
(2), 13, Acta matli. 14), S y l r e s t e r a  (American Journal of Math. 
8 i 10), a zwłaszcza H a l p h e n a  (Sur les invariants différentiels 
Thèse, 1878; Journ. de l’Ecol. Polyt., 1880; Compt. Rend., 81, 1875-, 
Journ. de Liouv., 1876, 1880, 1883, AetaMath., 3.

Przypuśćmy, że grupa zasadnicza, której niezmienniki róż­
niczkowe rozważać chcemy, tworzy się w sposób następujący: 
Niechaj będzie forma różniczkowa kwadratowa;

■7;:i j fr q , >. » ' i f . ' :  ■ ■ v i i
(1) v  V  zn dxr dxf.

■ -fv, •■■■ 1 ts. m  ;■ ' ; ® 8 3 «  1 V: h ■
r r -■"WT bo f

w której; wielkości z są funkcyami zmiennych x. Wyobraźmy 
sobie, żeśmy uskutecznili pewne przekształcenie zmiennych, i nie­
chaj ta forma (1) przejdzie wtedy na następującą:
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z't,k d.i ‘h dx'k ,
.. : ' :.!;0 i; i i ,  ' A = (łr=t ii

gilzie spółczynniki z' są funkeyami liniowemi wielkości z o spół- 
czynnikach, które są łatwo wyznaczyć się dającemi funkeyami 
zmiennych x, mianowicie:

Z hk= 2 2 > /iż,. dxt 
<W dxk' '

Rozważmy razem ogół zmiennych x i z, wyobrażając so­
bie pierwsze z nich poddane jakimkolwiek przekształceniom, 
drugie zaś przekształceniom (2). Jest widocznem, że forma (1) 
pozostanie niezmienioną; i dlatego jeżeli rozważamy grupę prze­
kształceń tego gatunku, będziemy mieli grupę przekształceń 
zmiennych x i z na zmienne x' i z', przez które forma (1) pozo­
staje niezmienioną. Uważając wielkości z jako funkeye wiel­
kości z, możemy utworzyć dla grupy tej grupy rozszerzone, we­
dług teoryi, wyłożonej w § 5 Rozdz. IY-go, i rozważać niezmien­
niki różniczkowe tych grup rozszerzonych. Będziemy wtedy 
mieli funkeye zmiennych x, zmiennych z i ich pochodnych, po­
zostające niezmiennemi, gdy przy stosowaniu tych specyalnych 
przekształceń x, stanowiących grupę wyżej podaną, forma róż­
niczkowa (1) pozostaje niezmienioną.

Możemy rzecz tę rozpatrzeć ze stanowiska szerszego, mia­
nowicie, zamiast grupy specyalnej przekształceń zmiennych x, 
można wyobrazić sobie ogół wszystkich możliwych przekształ­
ceń; ten, wraz z odpowiedniemi przekształceniami (2) zmien­
nych z, dałby ogół wszystkich przekształceń, które pozostawiają 
bez zmiany formę (1). Jeżeli teraz zbudujemy niezmiennik róż­
niczkowy takiej grupy, zawierający w sobie, dla większej ogól­
ności, także jednę lub więcej dowolnych funkcyj zmiennych x 
i ich pochodne, będziemy mieli pojęcie p a r a m e t r u  r ó ż ­
n i c z k o w e g o ,  należącego do formy (1).
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Widzimy więc, że teoryę parametrów różniczkowych moż­
na uważać za wypływającą wprost z teoryi niezmienników róż­
niczkowych, lubo rozwinęła się ona niezależnie od tej ostatniej^ 
Początek jej znajdujemy w pracach G a u s s a  nad krzywizną, 
całkowitą powierzchni i w badaniach L a m e g o ,  któremu wła­
śnie zawdzięczamy nazwę parametrów różniczkowych.

Nie będziemy wchodzili w szczegóły tej teoryi, wymienimy 
tylko najważniejsze prace w tej dziedzinie po pracach G a u s s a  
i L a m’e g o (Leçons sur les coordonnées curvilignes); są niemi roz­
prawy J a c o b i’e g o (Crelle, 36), B e l t r a m i ’e g o  (Mem. Ącc Bo­
logne (2), 8, 1869), C h r i s t o f f e l a  (Crelle, 70), L i p s c h i t z a  
(Crelle, 70, 71, 72, 74, 78. 81), li i c c i’e g o (Ann. di Mat. (2), 12, 
14, Rend. Lincei, 1888—1889, Atti Ist. Veneto, 1893 etc.), Ż o r a w ­
s k i e g o  (Acta matli, 16, 1892—3, Rozprawy Akad Krak., t. 23 
1891), T r e s s e  ’a(C. R., 115, 1892, Acta mat., 18, 1894., F r o b é­
n i u s a (Crelle, 110), K n o b l a u e h a  (Crelle. 111), i t. d.



DOPEŁNIENIA

1 . 0 param etrach Istotnych1). Przyjacielowi memu, prof. 
Luigi B i a n c h  i, zawdzięczam następujące kryteryum w celu po­
znania, czy parametry a„ ar są albo nie są istotnemi.

Utwórzmy macierz:

*rx dfn
dax ’ da,

¿fi dfn
dar ’ ' dar

następnie drugą macierz Mx tymże sposobem, dołączając tylko do 
funkcyj ..., fM wszystkie ich pochodne pierwsze względem x,,..„xn> 
potem macierz _M2 przez dołączenie do funkcyj fv ..., fH wszystkich 
ich pochodnych pierwszych j drugich względem zmiennych x i t. d.

Charakterystyki fi, juv  ju2,... tych macierzy są wszystkie nie 
większe od r, a mianowicie:

f*i •< • • • •< r.
Otóż dojdziemy do miejsca, w którem szereg liczb fx z konie­

czności zatrzymuje się.

‘) Do I § 1 str. 8.
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P a r a m e t r y  b ę d ą  a l b o  n i e  b ę d ą  i s t o t n e m i ,  
o d p o w i e d n i o  do  t e g o ,  c z y  n a j w i ę k s z a  l i c z b a  q 
z l i c z b  p, j e s t  r ó w n a  r  l u b  m n i e j s z a  od r.

Kryteryum to jest pewnem przekształceniem kryteryum L i ego, 
podanego przez nas na str. 7 tekstu. W samej rzeczy kryteryum 
L i e g o  możnaby przedewszystkiem tak zmodyfikować. Zamiast przy­
jęcia, że wartości x" są różne od wartości x' i tworzęnia dla nich rów­
nań ( 4 )  na str. 7, utwórzmy pochodne równań (4) względem 
xt,...,x„  i podstawmy tam zamiast <p funkcye fu ..., f„, a zamiast 
wielkości x  wartości x'\ odpowiadać to będzie w pewnej mierze przy­

jęciu, że wielkości x" są jedna po jednej nieskończenie bliskie wielko­
ści x'. Podobnie tworzymy pochodne drugie równań (4) i t. d.

Wszystkie te równania powinny spółistnieć. Jeżeli pomiędzy 
niemi można znaleść r  niezależnych, co zajdzie wtedy, kiedy jedna 
z macierzy M, Miy M3, ... będzie miała charakterystykę r, wtedy spół- 
czynniki a* będą zerami i parametry będą istotnemi. Nie będą zaś 
istotnemi w razie przeciwnym. 2

2. O nawiasach Poissona1) Musimy powiedzieć tu nieco dla 
usprawiedliwienia nazwy n a w i a s ó w  P o i s s o n a ,  nadanej wyra­
żeniom (X, Xj), gdyż z pierwszego wejrzenia zdawałoby się, że na­
wiasy Poissona mają definicyę całkiem różną. W samej rzeczy, jeżeli 
/  i <p są dwie funkcye dwóch szeregów zmiennych xv  ..., x„, pv p„, 
wtedy n a wi a s e m Po i s s o na j e s t  wyrażenie:

Otóż nazwa nasza jest całkowicie usprawiedliwiona tern, że sym­
bol (X jX j) f  jest prawdziwym nawiasem Poissona, zastosowanym do 
dwu funkcyj:

n

Xif=in Pi -j- . . . -f- fin Pn , X jf=  Syi Pi - ( - . . .  -j- $/H Pn%

j  Patrz Rozdział J, § 8, str. 55.
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gdzie plt ...,Pn są pochodne cząstkowe rzędu pierwszego funkcyi f- 
W samej rzeczy, jeżeli utworzymy nawias (-3T,/, X /), mieć będziemy:

I

a to równa się dokładnie wyrażeniu (Z,Z,) f, możemy więo napisać:

W ,  Xjf) =  ( i  Xj) f,

eo stanowi właśnie usprawiedliwienie, o którem mowa.

3. Tożsamości, otrzymać się dające z tożsamości Ja- 
CObfegO1). Niechaj Z  będzie symbolem przekształcenia nieskoftczo- 
nostkowego i zastosujmy symbol wzoru (7) na str. 59-ej, wtedy tożsa­
mość J a c o b i’e g o da się tak napisać:

(Zi r . Ą )  =  -  ( z , z 2z )  +  (X3x 1z ) . ,

Stosując tu kolejno tenże wzór, znajdziemy: ;

( Z Z . Z . Z , )  =  -  (X, (Xlx t) Z)  - f -  ({XxX%\  Z , Z )

=  -  ( U W )  +  2 ( 2 , 3 ^ 2 )  -  (Z , Z, Z, Z), 

Z ( 2 , 2 , 2 ^ )  =  -  (Z , (Z jZ .Z ,) Z) +  ((X1x ix i) X,Z)

=  ( Z , Z , Z , Z 2Z )  - f  3  ( Z i Z ^ J T j Z j Z )  -  3  ( Z , Z , Z , z , Z )

+  (Z jZ .z .z ,^ .

’} Patrz Rozdz. I § 8 , str. 6 8 .



270 Dopełnienia.—Tożsamości Jacobi’ego.

iwogólności:

V V  V — 1

=  -  (X v ..XtX iZ) +  ( y )  ( x T x i X2 X , Z)

y— 2
- ( ¡ ( ( O A W j f - .

r v— r r
= -  2  ( -  Dr (l ) \ ^ x lx ts ^ x lz ) .

r= 0

Tą tożsamością posługiwaliśmy się w nocie naszej „Altre ricerche 
sulla formola del prodotto etc.“, Rend. fst. Lomb. (2), 35, s. 555.

4. O spółczynnikach liczbowych i 7 (patrz str. 59 — 60). 
Wyznaczenie liczb, odpowiadających każdemu z symboli (7), na 
str. 59 uskuteczniłem w trzech przypadkach, mianowicie: 1) gdy 
* i= V = = ...= t»= l i 2) gdy ^=¿¡¡=*...=¿,=2; 3) gdy j e d e n  t y l k o  
ze skaźników i ) , ... ,  i s jest równy 2, inne zaś są równe 1 (patrz Notę 
w Rend. Ist. Lomb. (2), 35, 1902, s. 555). Wynik, odpowiada­
jący pierwszemu przypadkowi, podaliśmy w tekście na str. 59; W dwóch 
pozostałych przypadkach wyraża się on tak: n

Liczbą, o d p o w i a d a j ą c ą  s y m b o l o w i  (X 2... X , X ,X 3),
n n

jest — y<*+l>, s y m b o i  o w i z a ś  (Xt ... Xj X 2 X, ... X, X 2) jest:

. * ■  =  -  <-!>' f ^ ) y(*+r+l) y(m—r)

Zanotujmy wreszcie, że wszystkie liczby y o skaźniku nieparzy­
stym (prócz y') są zerami i że mają. związek ścisły z l i c z b a m i  
B e r n o  u l  JLego (patrz 5, str. 271). Ich wartościami są, jak po­
dano ńa str: 60:

7 =  - /«
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5. O liczbach Bernoulli ego. Na str. 59 wprowadziliśmy 
liczby y\ y" ,p o w ied zie liśm y  tam, że pozostają one w prostym związ­
ku z liczbami Bernoulli’ego i że liczby y o skaźniku nieparzystym 
{prócz y') są zerami. Dowiedziemy tej własności i podamy niektóre re­
zultaty, zawarte w nocie naszej „Sopra i numeri liernoulliani Rend. Ist. 
Lomb. (2) 35, 1902, por. „Prace mat.-fizycz.“, t. 14, 1903, str. 2—ł>), 
które mogą posłużyć do otrzymania nowego, innego niż zwykły, do­
wodu trzeciego twierdzenia L i e g o  (patrz wyżej str. 139 i niżej 
str. 279).

Liczby y', y", y'",... łączy następujący wzór zwrqtny:

71) _L y(*-D _i_ JL y (S -2 , i j---ł
' ' J ' 2! 7 +  3! 7 \  I)- 1 2 (s+ l)3!

, i s - 1  _  „

v;  1 :
który,—ponieważ y =  — -¡r , można i tak napisać:U

<2) j 'i' - h 4 r 3,<" 1)+ ^ r y(’“2>+ * ‘- +3! (s— 1)! ^ 2 (s-j-1)!
s—1 =  0.

Liczby te pozostają w prostym związku z liczbami Bernoulli’ego, 
które są spółczynnikami Z?j, jS3, . .  . rozwinięcia następującej funkcyi 
parzystej na‘szeregi potęgowe:

<3)
x_ e*+ l 
2 t*—T

X 6

— 1 "ł" ~2!----
x 4
4!

i -

. • ■ ....  1 »
W samej rzeczy, jeżeli przyjmiemy, że strona pierwsza równania (3),
równa się:

.14) 1 4-«i X +  c2 X2 -b : . / ,

gdzie c są spółczynniki, nieoznaczone, jeżeli pomnożymy pierwszą 
i drugą stronę przez cx—1, podstawimy za ex rozwinięcie tej funkcyi

‘J Codo szczegółów patrz S a a 1 s c h U t z: Vorl. über die Bernoul- 
li’sche Zakten, Berlin, 1893 i P a s c a l :  Repertoryiira matematyki wyższej, 
przekład polski, tom I, str. 420.
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i porównamy spółczynniki równych potęg imiennej ar, po obu stronach, 
znajdziemy na spółczynniki c wzór. zwrotny: ;

. 1 „ , 1 , . 1 , 1  1
C,+  2T font +  3T C’- 2 ■ + • • • +  ST a  +  |.a+t)! =  2^ r3!

2  21 01^ 1121 , ' j l c\ =  0,

a stąd także:

-  ̂ -u -•/ .
-Jii ;■ ¡.i iił

(5) c« +  -^  c*-1 “f  • • • +
1

t s - l ) !
s— l

2 (5+ i)!

Widzimy więc, że spółczynniki c, poczynając od spółczynnika c 
ze skaźnikiem 2, czynią zadość wzorowi zwrotnemu, podobnemu do 
wzoru, któremu czynią zadość y\ y" , i  dlatego możemy stąd wnieść, 
że ogólnie jest:

(6 ) „ W  —

Ponieważ strona pierwsza wzoru (3) jest funkoyą p a r z y s t ą ,  
a stąd wszystkie spółczynniki c o skaźnikach nieparzystych są zerami, 
a zatem są też z e r a m i  w s z y s t k i e  l i c z b y  y o s k a ź n i ­
k a c h  n i e p a r z y s t y c h  ( p r ó c z  y')\ nadto porównanie wzoru 
(•4) z wzorami (3) i (6) daje nam:

(?)
Sin

(2n)l ‘

Wzór zwrotny (2) łatwo przekształcić na wzór zwrotny pomię­
dzy liczbami B e r n o u 11 i’ego B  i Łatwo też widzieć, że otrzymuje­
my w ten sposób wzór, zwany wzorem M o i v r e a (patrz P a s c a l :  
Repertoryum matematyki wyższej, przekład polski, i. I, str. 421).

Przez wprowadzenie liczb y wzór (3) zamienia się na następujący:

X c * + l
2 c*— 1

1 _|_r b ;ri - | - r JF +  _
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a uwzględniając wzór na rozwinięcie funkcyi cotg —  na szereg po-
A

tęgowy (patrz Repertorymn, przekład polski, t. 1, str. 137), możemy 
także napisać:

~  cotg =  1 — y" X*-\ry”  x* — yvi xe -j- ...
A A

Ten ostatni wzór można też otrzymać z poprzedzającego, kładąc w nim 
ix zamiast x.

Ze względu na to, że liczby y o skaźnikacli nieparzystych znikają, 
otrzymujemy z wzoru zwrotnego (2) dwa wzory:

1/(2») +
1

"3!
1,(2«—2) +  •••

_1__
(2w —1)!^ 2 (2w-r 1)!

2 n— 1 =  0,

JL v(2«) _L _L v(2»-2) _i_
21 7 ^  4! * ^  • (2w)! i '  —

n
(2w+2) !

=  0.

Związki główne, zachodzące pomiędzy liczbami B e r n o u lli’ego 
i stanowiące tyleż wzorów zwrotnych, są najprzód stopnia pierwszego, 
następnie stopnia drugiego; w t y c h  o s t a t n i c h  w z o r a c h  
s u m a  s k a ź n i k ó w  d w ó c h  c z y n n i k ó w  k a ż d e g o  w y ­
r a z u  j e s t  s t a ł a .  Pierwsze z nich, wyrażone w liczbach y, są 
postaci:

(8 )
i ui

a°-T(2n—I)!
v" J _ _ _ _ _ a -_ _ _ _  YIV _1_ I Y (2 n - 2 ) I _ay~(-in)—  (J
' ^  (2n—3)! ' 3! • ^ l !7

drugie zaś postaci:

(9) ßo+ß\ f  t(2”- 2)+ A  yiv T(2’,- 4)+ . . .+ / î » - iï (2* -2)7,' + M (2fl)= ° ;

gdzie a i fi są spółczynniki liczbowe.
Z wzorów zwrotnych drugiego gatunku znane są niektóre (po­

dane na str. 15—17 cytowanego dzieła S a a 1 s c li ii t z a); najprost­
szym z nich jest ten, który przedstawia się w liczbach y w sposób na­
stępujący:

Pascal: Teorya grup przekształceń . 18
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(10) fY 2”~2)+TlvT'2”-'4,+ - + 7 (ż'I- 2)T"+(2«-f 1) Yż">=0.

Klasa tożsamości, którą chcemy teraz podać, a która, jak to powiedzie­
liśmy, ma zastosowanie w dowodzeniu trzeciego twierdzenia L i e g o 
1 patrz niżej str. 279) ma jako pierwszą przedstawicielkę właśnie wzór 
(10). Lecz forma ogólna tych tożsamości nie przedstawi się za po­
mocą prawa dostatecznie prostego, jeżeli nie wprowadzimy pewnych 
wyrażeń T1, będących stopnia drugiego względem liczb y. Połóżmy:
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i  prócz tego:

( 12)

r»(2*) __  Tli2* ) i TTtBnj i I tt(z
7  k ,2 —  J - 1,1 + - 1 2 , !  +  . . . -f- -1 Zr,

(2n) -.(Sn)

7-.(2«) ___ a (2 n )  [ tt(2k) . |
J- k ,S  ----- - 1  1,«—1 +  - 1  2, s — 1 +  • • • +  1  * ,s —1.

(2K) -r(2n;

Przy tych oznaczeniach będzie można napisać związki, o których 
mowa, w następującej prostej postaci:

l 7-1(2») i i t-t(2m ) i 7,(2«) I i 71(2») I o  W 2«) __  7-7
/ -1 1,1 + . . . +  •! 277— 3,1 “T  -1 2n— 2,1 + • • • +  7  Z»— 1,1 +  ̂ -l2n,l -- U  ,

I pi2") 1 - p i2»; q  7-t(2«) __  7-7
I 7  1,* + • • • + - !  2n— 3 ,2 +  ^1 2n— 2,2 -- C»,

<13) / ..............................................................................................
I  n ( 2;<) I 7-t(2m) i Q  ___ /-V
I  M , i -  T  • • • T  ^  2 » — 2ł-f-l,A : “ I”  2n— 2A -+ 2 ,ł   U ,

- f  2rŁn) =  0.

Z nicli związki, znajdujące się w wierszu 2-gim, 3-im, . . .  można, 
oczywiście, przy pomocy wzorów (12) wyrazić wszystkie przez wielko­
ści r ,  których drugi skaźnik jest 1, t. j. przez wielkości r  tablicy (11). 
Będzie tedy:

( 14)

2  r,(.fr'+ =  o,
r= 1 
2 n -2

2  (2n—r) r% H> =  O,
r=  1 

\  2 n — 4

z m - > ] ' « • - *

2»-2 k

2  ,<+1) - f ” X 2 - 1 )]
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Drugi i trzeci z tych związków sprowadzają się do związku (10). 
W samej rzeczy, jeżeli dodamy do siebie wszystkie wielkości F  tabli­
cy (11), dołączymy jeszcze — y i pamiętać będziemy, że:

spostrzeżemy odrazu, że pierwszy ze związków (14) sprowadza się 
do związku (10). Co się tyczy drugiego ze związków (14), dość przy­
pomnieć, ż e :) :

( 2 n - l ) ( 20i ) - ( 2 n - 2 ) ( 2̂ + . . .+ ( 2 n - 2 & ) (2^ 1) = - ( 2 n - 2 i - l ) ,  

a związek, o którym mowa, przybierze postać:

— (2n—3) f  (T(2»—a> _  (2n—5) ?1V f 2*-“)

T2”- 2 f  -  [(22w) -  l ]  yM =Or

co—przemieszczając odpowiednio wyrazy podobne—można tak napisać;

— (ii—1) [y7 Y'2”-2  ̂ -j- Ylv y(2b_4̂ +  y(2,,_2) (2w-|-l) Y*2̂ ]—0,,

to zaś wykazuje tożsamość tego związku i związku (10).
Innych ze związków (14) nie można sprowadzić do związku (10). 

Posługując się wzorem, stosowanym wyżej, znajdziemy łatwo dla trze­
ciego z tych związków:

4) Twierdzenie, zwane twierdzeniem A r n d t a  (Crelle, 81, str. U39), 
które można przypisać także i O a u ch y’emu, mówi, że gdy a], a,, a , , ... two­
rzą postęp arytmetyczny rzędu mniejszego od n, wtedy jest zawsze:

( 5 )  « ■ - ( » )  «. +  ( 5 ) « , -  .. + (-1)” a*=0.
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[(%  4) -  l ] fT 2“- 2+ [ (%  6) ~ l ]  ttvT<2”- 4)

+  • • • +  [(I) “  l ]  T<2"-<YV+  [ Q  - 1] 7(2- 2) 7"

+  (2w—3) , M  T" +  [(2? 3_ 1 ) -  ( V ) ]  =  °’

dla czwartego zaś:

[ ( V )  -  f  T 7)] « • - » +  [(27 7) -  ( V ) t2- 1+ •  • •
+  [ (“ ¡'j — ( ~ 3) ]  ■!«—'> t" +  (2«—3) i n - 4 )  f ‘—a f

+ [ f V 2) - ( V ) ] ^ - ° '

6. O iloczynie dwu przekształceń. (Patrz Rozdz. I § 9). 
Nie jest dość jasnym sposób eliminacyi wielkości x ' pomiędzy rów­
naniami (1) i nadto, aby rezultat otrzymany był ścisłym, jest ko- 
niecznem, by równania (1) były napisane w postaci:

a =  etx‘ x {

x{ =  e‘'Xi Xi

i aby utworzony był iloczyn S T  (t. j. n a j p r z ó d  wykonano dzia­
łanie S, p o t e m  zaś działanie T), a nie iloczyn TS.

W wyrażeniu S rozumieć należy przekształcenie X 1( napisane 
w zmiennych x\ a nie w zmiennych x, i dlatego to napisaliśmy X t'.

Dla wykonania eliminacyi postępujemy w ten sposób. Wyraz 
którykolwiek strony drugiej wyrażenia S  (po rozwinięciu ilości wy­
kładniczej) jest postaci:

( 1)
(8) 

( V
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Otóż ta funkcya zmiennych x\ na mocy wzoru ogólnego (3j 
w § 6 Rozdziału I-go i na mocy przekształcenia T daje się (z pomi­
nięciem czynnika p j tak napisać:

Xt‘r X> =  Xl'xi +  -jp X2 +  4t  * 1* Z ir *<+•••

stąd iloczyn ST  wyraża się sposobem następującym:

oo oo

;-=0 s=0

t’S-V x,« x rs! 1

Jest to właśnie wzór (3) na str. 64.
Zauważmy jeszcze, że gdy w iloczynie ST  wykonywamy naj­

przód działanie T, a potem działanie S, to w rozmaitych wyrazach 
tego wzoru pierwszy symbol, który n a j p r z ó d  stosować należy, 
jest Aj, a nie X2, t. j. symbol, należący do działania S, a nie do dzia­
łania T.

Zamiast wzoru (7) na str. 67 (Rozd. I § 9), należy napisać na­
stępujący:

X3= tX 1+ t ’X2+ t l 2  tn 7(H) (Xl...x1 X2)
n = 1

oo oo n  m

+  <'» 2  2 tm+n c,im ** *»> 
m=l n=0

, , + ........................................................................

k t ó r e g o  k a ż d y  w y r a z  j e s t  p r z e k s z t a ł c e n i e m n i e -  
s k o ń c z o n o s t k o w e m  t y p u  (7), na st r .  59 t e ks t u ,  po- 
mn o ż o n e m p r z e z  t a k i  s p ó ł c z y n n i k  l i c z b o wy ,  
k t ó r y  o d p o w i a d a  t e mu  p r z e k s z t a ł c e n i u  w e d ł u g  
t w i e r d z e n i a  w § 8, i g d z i e  t i V s ą  p o d n i e s i o n e  do
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p o t ę g  o w y k ł a d n i k a c h ,  r ó w n y c h  o d p o w i e d n i o  
l i c zbom,  w s k a z u j ą c y m ,  i l e  r a z y  s y mb o l e  X1 i X, 
w y s t ę p u j ą  w tern p r z e k s z t a ł c e n i u .

Liczby Y o skaźniku nieparzystym są zerami |prócz y' = ----,
pozostałe zaś określają się, jak wiemy, wzorami zwrotnemi:

T(2n)+ - ^ T (2"-2)+  15!
2n—n) 2n—l

(2n—l) ! 7” 2(2n—1)1 =0,

spółczynniki zaś cmn wyrażają się przez liczby y przy pomocy wzoru:

(” + I + >
r=.0

7. O trzeciem twierdzeniu Liego. Dla uzupełnienia wykła­
du, podanego w tekście, przytoczę tu dowodzenie, ogłoszone prze- 
zemnie w Rend. Ist. Lomb. (2) 35, s. 419 i w Pracach mat.-fizycznych. 
14, s. 1—28.

Połóżmy dła krótkości:

d',«,*, • • • —ih === (̂ i ... tm. kh) =  (lcty... tm! ih)
sa sm—1

i nadto:

((*<. • • • t-mj kh)) =  (sti . . . tm\ kh) - f  (ćx si2 . . .  tm; kh)

-f- . . . -f- (tj ¿2 tmSy kh).

Na zasadzie pierwszego przyjęcia pojedyncze elementy c,kt można bę­
dzie oznaczać przy pomocy dogodnego symbolu (t; ks). Łatwo wi­
dzieć, że zachodzą tożsamości;
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0 i ••• tm\ hh) —^  Oi les) (̂ r+i •• t,„', gh),
s= 1

r

(¿1 ... ty lćty+l ... =  — 2  (<i -  Uy *») (sty+1 ... <m; .
5 = 1

Można nadto dowieść, że g d y  l i c z b y  c c z y n i ą  z a d o ś ć  
d w ó m  z w i ą z k om (2), (3) w § 15 Rozdz. I, str. 106—107, to  
c z y n i ą  t a k ż e  z a d o ś ć  n a s t ę p u j ą c y m  z w i ą z k o m  
b a r d z i e j  z ł o ż o n y m :

2  Ol ... tm li1; Ich) W/, ...
*• ••• 0»

+  2 2  { ( ••• tm—1 Idl) “j'' Oj —2 i} hh) —[- .. .

-j- (tx sts ... tm_ i; /(/z)} 0«; Ićs) Uit ... t,m 

—— (0 ¿̂2 ••• t,n\ hh) u,t ... M/(/1 ,

gdzie rozciąga się na wszystkie wartości 1, 2, . . ,  r  skaźników

tv . . . ,  im, wielkości zaś ux, . . . ,  ur są jakiemikolwiek zmiennemi.
Jeżeli przez oznaczymy działanie, polegające na zsumowaniu 

wszystkich wyrażeń, otrzymanych z jednego z nich przez przemiany po­
między sobą wszelkiemi możliwemi sposobami skaźników tu tix..., które 
w tern wyrażeniu występują, przez S'kr zaś oznaczymy działanie, po­
legające na odjęciu od jednego danego wyrażenia, zależnego od skaź­
ników k, Jc\ wyrażenia, otrzymanego przez przestawienie wzajemne 
dwóch tych skaźników, w t e d y  d r u g i  z w i ą z e k ,  b ę d ą c y  
w y n i k i e m  w s p o m n i a n y c h  w z o r ó w  (2) i (3) n a  str.  
106—107, w y r a z i  s i ę  t ak:
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s \ r  s ,  {t" t'2b- 2> 2  **) ((«<*—li *'/*))

+

+  f 2"-2)f 'V  (ix /«) ((*#3 ,.J2» -i-, /i'//))
5

+  T!2x) ((Hi ... k - d  HA))} =  0,

gdzie liczby y są liczby, pokrewne liczbom Bernoulli’ego (patrz wy­
żej str. 272).

Ustaliwszy te związki, możemy już przejść do przedstawienia 
zarysu dowodu trzeciego twierdzenia L ie ’go. Pokażemy bezpośred­
nio, że mając dany układ*stałych budowy, możemy zbudować wzory, 
będące wzorami przekształceń nieskończonostkowycli pewnej grupy, 
jeżeli tylko założymy, że rzeczone stałe czynią zadość związkom (2) 
i  (3) na str. 106—107.

I w dowodzeniu, podanem przez S c h u r a, buduje się podobnie 
przekształcenia nieskończonostkowe grupy, gdy dane są stale c,yS) lecz 
dowód mój różni się zasadniczo od dowodu S c b u r a pod tym wzglę­
dem, że polega w znacznej części na wspomnianych wyżej tożsamo- 
ściach, z których druga polega znów na tożsamościach, zachodzących 
pomiędzy liczbami Bernoullfego (patrz str. 271). Dowód mój jest 
zatem bardziej bezpośredni i jest bardziej elementarny, bo nie wymaga 
żednego innego pojęcia z teoryi grup, prócz drugiego twierdzenia 
Li e g o .

Dawszy sobie układ r s licz c,yt , czyniących zadość związkom 
(2)i (3) na str. 106—107, i przyjąwszy uv ...,ur za zmienne,utwórzmy 
nattępujące przekształcenia nieskończonostkowe:

(i) i/*—2 [« » - t2  c i ’ * h  +  t" 2 t̂JC8x Cfaih W/a
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Sth równa się zeru dla hs~lc, jedności dla h—k, i gdzie wyraz ogólny- 
szeregu zamkniętego w nawiasie jest:

(2) t(2,,) 2  2  C,'ks' C,M Cvv> -  Ut' -  U'2» •

Można zawsze znaleść obszar wartości zmiennych u, w którym szereg- 
rzeczony (będący szeregiem potęgowym) jest zbieżny.

W samej rzeczy, niechaj C będzie wartością tego z pomiędzy 
spółczynników, który ma największą wartość liczebną; utwórzmy 
szereg:

(3)
sn — i  r C M-\- t" r 3 C2 M* +  TIV ^  C4 IM4

^(2n) -1 Q2n J\p n  _j_

Przypomnijmy sobie związek następujący (Reper. mat. wyż.,, 
przekład polski, t I, str. 420) pomiędzy liczbami Bernoulli’ego:

lim Bo»
n = o o

ne \2i, + Y 
n I =  1 n V e ;

jeżeli podstawimy tu zamiast B in wartość tej liczby, wyrażoną przez 
liczbę (patrz str. 272), i weźmiemy stosunek dwóch kolejnych 
liczb Yj otrzymamy:

lim
n-=oo

7<2i,> (2«)l — iy »  + T
(2n—2)V } \  n ) («—1>*

a ponieważ:

lim
n—oo

n 1\2M + t— 2
t n )  ~ e  1

y (2w|! 1 _
( 2m—2)! (n — 1 )2 ł

przeto ostatecznie:
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( 4 )

Jeżeli więc przyjmiemy, ż e :

( 5 )

otrzymamy obszar zbieżności szeregu (3); zakładając zaś, że każda

pole, w którym szereg o wyrazie ogólnym (2) jest zbieżny.

Otóż powiadamy, że  p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o -  
n o s t k o w e  (1) n a d a j ą  s i ę  do w y t w o r z e n i a  g r u p y  
o r  p a r a m e t r a c h ,  a l b o w i e m  c z y n i ą  z a d o ś ć  d r u ­
g i e m u  t w i e r d z e n i u  L i e g o ,  i n a d t o  b u d o w a  t a k  
w y t w o r z o n e j  g r u p y  j e s t  ś c i ś l e  o k r e ś l o n a  p r z e z  
d a n e  l i c z b y  c.

Stosując symbol S'kk' (patrz wyżej str. 280) do nawiasu, utwo­
rzonego z dwóch przekształceń nieskończouostkowych 27*-, Uf, mo­
żemy napisać:

a stosując symbol, wprowadzony na str. 279, możemy temu wyrażeniu 
nadać postać :

Do tego samego wyniku dojść by można przy pomocy wzorów na 
str. 13 cytowanej książki S a a l s c h t t t z a .
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( Uk Uf )  =  v  t'2  « i ; 7iS)
h s it

co

+2 f(an) 2& -  7a"; /is) **«> -  m,2» 1
(6) -=i

OO

X  [ — r  (s- ićh) +  2 ?(2,,) 2 ( W  V  -  W )) < •••
M=1 V — *2«—1

Rozwińmy iloczyn dwóch nawiasów kwadratowych i uporząd­
kujmy wyrazy według ich stopnia względem zmiennych u. Wyrazami 
stopnia z e r o  będą:

— 2? (kk'h) =  c*w,

a ponieważ y' = -----, przeto to wyrażenie można napisać:

( 7 ) ^ArAr' s •

Wyrażenia stopnia p i e r w s z e g o  będą: 

i '  S’kf  2  !(</*; +  (&i/; /c'A) H//+T'2 &*2 2 (<1
u t t s

t. j.:

| T  {Ctk 's Cksh Ctks Cjc’ th ) “ f "  7  (Cfck's Ctsh —  ^k 'k t Ctth)

t * s s

“f" 7 (Cfk* Csk'h fyk't £$£/>) j  %

lub na mocy związków pomiędzy spółczynnikami c :
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W  +  Ckk's Cuh u ‘  •
t s

Lecz 3y" +  y'2=  - 4-  =  — y\  otrzymujemy więc:¿i

(8) ^  Ckk's (~  2  C""“*
S t

Wyrazami stopnia 2n są następujące:

—y' ir(2B) &**■ 2  [ 2  Í2B~1’ /c7i)) (¿2»; /ír)

— (Zt ... tinh'\ /eZt)j ut, ... M(2x .

Jeżeli przestawimy pomiędzy sobą skaźniki Tc i Ze', uwzględnimy 
znaczenie symboli (()) i zastosujemy wzór na str. 280 i zauważymy, że:

(^1 2̂«—i, Ze/ij (Z*2»j Zes) *= (¿2nZc t ¡ ... Z2>1—1, Ze/łj
s

i że, gdy bierzemy sumę względem wszystkich liczb ł, można w wyra­
zie którymkolwiek przemienić wzajemne liczby t,—to wyrażenie powyż­
sze przejdzie na następujące:

— 2y' Y(2n) ^  &  kt‘* ••• *2»; ~  (tjćt,;... ¿2«; Tch)) uu ... uhit.

a na mocy wzoru (3) na str. 107, przybierze postać:

- 2  y' f ln) ^  /í7i) «V - “<2- >
t,..j
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lub:

(9) 2  C**r | y'2M) 2  -  iin’ s//) Ul‘ -  U‘2 «[
s ' tt. . J  "

Przejdźmy nakoniee do wyrazów rzędu nieparzystego 2n— 1.
Jeżeli uwzględnimy we wzorze (6) możliwość zamiany wzajemnej 

liczb t, spostrzeżemy, że spółczynnik przy U/t , , .  . , ut.in_ x jest —poza

czynnikiem 1
(2ra—1)! —pierwszą stroną wzoru na str. 281, a więc jest

zerem.
Zbierając otrzymane wyniki, otrzymujemy:

( Uit TJk’') — |̂ £sA Y 6tsh
s h t

oo

+  2  f (2B)2  ^  - t2a' s1̂  Ut‘ -  “ »J  ¿ = 2  Ckk's Us'
*=1 h—tfn s

Wzór ten dowodzi, że p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń c z o -  
n o s t k o w e  U  w y t w a r z a j ą  g r u p ę  i ż e  t a  g r u p a  ma  
• d o k ł a d n i e  b u d o w ę  z g ó r y  d a n ą .

8. Grupy proste i złożone. Pomiędzy podgrupami niezmien- 
niczemi grupy danej należy wyszczególnić daną grupę i grupę, utworzo­
ną z jednego tylko podstawienia tożsamościowego.

Na istnieniu podgrup niezmienniczych opiera się ważne rozróż­
nienie grup, mianowicie: grupa jest prostą, wtedy, gdy prócz wymie­
nionych dwóch podgrup nie posiada żadnej podgrupy niezmienniczej; 
nazywa się z ł o ż o n ą  w razie przeciwnym.

O podgrupach niezmienniczych łatwro dowieść dwóch twierdzeń 
następujących:

P r z e k s z t a ł c e n i a  w s p ó l n e  d w ó m  p o d g r u p o m  
n i e z m i e n n i c z y m ,  t w o r z ą  p o d g r u p ę  n i e z m i e n ­
n i c z ą .
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D w i e  p o d g r u p y  n i e z m i e n n i c z e  g r u p y  d a n e j ,  
n i e  m a j ą c e  ż a d n e g o  p r z e k s z t a ł c e n i a  n i e s k o ń -  
c z o n o s t k o w e g o  w s p ó l n e g o ,  m a j ą  t ę  w ł a s n o ś ć ,  ż e  
k a ż d e  p r z e k s z t a ł c e n i e  j e d n e j  j e s t  p r z e m i e n n e  
z k a ż d e m  z p r z e k s z t a ł c e ń  d r u g i e j .

9. Grupy pochodne i grupy całkowalne. Niechaj będzie 
grupa, wytworzona z przekształceń nieskończonostkowych X ,, X ,; 
przekształcenia (.Y, Xj) tworzą wogólności p o d g r u p ę  grupy da­
nej, nazwaną g r u p ą  p o c h o d n ą .  Jeżeli utworzymy grupę po­
chodną tej grupy, otrzymamy g r u p ę  p o c h o d n ą  d r u g ą  g r u ­
p y  d a n e j  i t. d.

Z twierdzenia, dowiedzionego w tekście, wypływa bezpośrednio:
G r u p a  p o c h o d n a  p o d g r u p y  n i e z m i e n n i c z e j  

d a n e j  g r u p y  Gr j e s t  s a m a  p o d g r u p ą  n i e z m i e n n i ­
c z e j  g r u p y  Gr.

Stąd zaś: W s z y s t k i e  p o d g r u p y  p o c h o d n e  g r u p y  
{Tr s ą  p o d g r u p a m i  n i e z m i e n n i c z e m i  t e j  g r u p y .

Jest widocznem, że gdy grupa pochodna grupy Gr składa się 
z samego przekształcenia tożsamościowego, wtedy przekształcenia nie- 
skończonostkowe grupy Gr każde z każdem są przemienne (patrz Rozdz. 
II, § 8), oraz że jeżeli grupa pochodna jest identyczna z grupą G, , 
to i wszystkie następne grupy pochodne będą z nią identyczne.

Szereg grup pochodnych jest oczywiście skończony. Jeżeli daną 
jest grupa Gr i utworzymy jej kolejne grupy pochodne, znajdziemy, 
że grupa (^-|-l)-sza zlewa się z ę-tą. Może wtedy zdarzyć się, że albo 
ta ę-ta grupa pochodna składa się z samego przekształcenia tożsamo­
ściowego, albo też składa się prócz tego z innych jeszcze przekształ­
ceń. W pierwszym przypadku powiemy, wraz z L i e m, że grupa 
dana jest c a ł k o w a l n a ,  w drugim zaś n i e c a ł k o w a l n a .

Jest widocznem, że:
K a ż d a  p o d g r u p a  g r u p y  c a ł k o w a l n e j  j e s t  t e ż  

c a ł k o w a l n a .
Można dowieść łatwo następującego twierdzenia:
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K a ż d a  g r u p a  Gr—m o r —m p a r a m e t r a c h  i z o ni o ig­
l i c z n e  m e r i e d  r y c z  n i e  z g r u p ą  c a ł k o w a l n ą  Gr o r  
p a r a m e t r a c h ,  j e s t  c a ł k o w a l n a .

Po szczegóły odsyłamy czytelnika do dzieła Transfgr. III. str. 
679 i nast. .

10. Równanie charakterystyczne Killinga. Porządek 
grapy. Niezmienniki grupy dołączonej1). Niechaj będzie grupa 
Gr o r  parametrach i niechaj X j,.„ , Xr będą jej przekształcenia nie- 
skończonostkowe. Rozpatrzmy podgrupę o jednym parametrze i nie-

r

ehaj będzie ek X* jej przekształcenie nieskończonostkowe, gdzie
k=l

stałe e są wielkości ustalone. Stawiamy następujące pytanie: C z y  
i s t n i e j e  p o d g r u p a  o d w ó c h  p a r a m e t r a c h  g r u p y  
Gr, i t a k a ,  i e  j e d n e m  z j e j  p r z e k s z t a ł c e ń  n i e s ko ń -

c z o n  o s i k o w y c h  j e s t  ^  X* ? Pytanie to jest równoważ-
k = l

ne z następującem: czy można zawsze wyznaczyć stałe A, , . . . ,  Xr tak, 

aby dwa przekształcenia ^  ek X k, ^  As Xs tworzyły grupę?
k t

Aby to było, jest konieeznem i dostatecznem, by nawias 

e* Xk, ^  As X5j był toisamościowo równy kombinacyi liniowej
k s

o spółczynnikach stałych tych dwóch tylko przekształceń, t. j. aby był 
równy:

Q 6* X k -j- co^^ A, X,.
k s

Gdyby co było zerem, wtedy grupa ^  e* X* byłaby grupą po - 

chodną (patrz notę poprzednią) grupy o dwóch parametrach, o której

*) Patrz Rozdział iY § J, str. 197.
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mowa, przypadek ten wyłączony, t. j. zakładamy, ze co jest zawsze 
różne od zera. Podstawiając za niewiadome Xlt . . . ,  Ar odpowiednie 
wielkości, możemy zawsze sprawić, by strona druga sprowadzona zo­
stała do wyrażenia, składającego się z jednego tylko wyrazu. W samej 
rzeczy, jeżeli położymy:

Xg -- lig 6$,
CO

wzór powyższy przybierze postać:

( 2  e* Xk, y  IX, X  -  - £ - 2  * * s) =  «>2 A*. X, -
k  3 S  . S

t. j.

(0 &k Xkt fig —  co2 X» i

gdzie niewiadomemi są /it, . . . ,  [ir i co.
Aby rozwiązać postawione zagadnienie, winniśmy zadość uczy­

nić temu równaniu. Ponieważ przekształcenia X  tworzą już grupę, 
przeto stronę pierwszą można rozwinąć na wyrażenie:

2 2 2  &k fts Vksv ? 
V k s

stąd, by wzór (1) zachodził, być musi:

r r

t2) 2  a* » 2  Ctsr ek —  CO/ly .
*= 1  * = 1

(»=!,. -,r).

Mamy tu r  równań liniowych jednorodnych względem wielkości f i ; 
warunkiem koniecznym spółistnienia tych równań jest to, by wyznacz - 
nik spółczynników był zerem. Wyznacznik ten jest funkcyą całkowitą 
wymierną stopnia r  względem wielkości co; będą zatem istniały wogóle

19Pascal: Teorya grup przekształceń.



290 Dopełnienia.—Równania charakterystyczne Killinga i t. d.

wartości co, dla których równania (2) są zgodne. Możemy zatem po­
wiedzieć: K a ż d e  p r z e k s z t a ł c e n i e  n i e s k o ń c z o n o s t -  
k o w e  g r u p y  Gr n a l e ż y  w o g ó l n o ś c i  z a w s z e  do  
p o d g r u p y  o d w ó c h  p a r a m e t r a c h  g r u p y  d a n e j  
( L i e ).

Wyznacznikiem spółczynników równań (2) jest:

£sv CO ('ksr

*=1
r).

gdzie esr jest 1 albo 0, stosownie do tego, czy s=v. albo s^~v. Wy­
znacznik ten, przyrównany do zera, daje t. zw. r ó w n a n i e  c h a ­
r a k t e r y s t y c z n e  K i l l i n g a .

Widzimy, że jednym z pierwiastków równania A =0 jest zawsze 
co — 0, a stąd A można rozwinąć w ten sposób:

A=a>r—y>l (e) cor_1-)-y2 (e) cor~2 +  (—l )r_1 cpr-i (co),

gdzie y>i> » W -i funkcye wymierne całkowite jednorodne
względem wielkości e\ można dowieść ważnej ich własności, że są one 
n i e z m i e n n i k a m i  (p. Roźdz. II §1) g r u p y  d o ł ą c z o n e j .

Na tych funkcyach ip K i 11 i n g opiera ważną klasyfikację 
grup. Mówimy G> j e s t p o r z ą d k u  l, j e ż e l i  p o m i ę d z y  
r— 1 f u n k c y a m i  rp j e s t  ś c i ś l e  l n i e z a l e ż n y c h .  Je­
żeli wszystkie funkcye y> są zerem dla jakiegokolwiek układu warto­
ści e, wtedy l—0 i mamy grupy p o r z ą d k u  z e  ro.

Jest widocznem, że w s z y s t k i e  g r u p y o d w ó c h  pa­
r a m e t r a c h ,  z a w a r t e  w t a k i c h  g r u p a c h ,  p o s i a d a j ą  
p r z e k s z t a ł c e n i a ,  k a ż d e  z k a ż d e m  p r z e m i e n n e .  
Łatwo też można dowieść, że k a ż d a  g r u p a  p o r z ą d k u  z e r o  
j e s t  g r u p ą  c a ł k o w a l n ą  (patrz dopełnienie 9)

11. Niezmienniki całkowe Jeżeli pewna skończona lub nie­
skończona ciągła grupa przekształceń zmiennych xt, . .., x„\ yl, . . . ,  ym; 
zt , ...,  Zn , gdzie wielkości y są funkcyami zmiennych x, wielkości
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zaś z są pochodnemi tych funkcyj względem x, aż do pewnego rzędu p, 
posiada tę własność, że każde przekształcenie tej grupy nie zmienia 
postaci elementu całki wielokrotnej:

to całka ta nazywa się n i e z m i e n n i k i e m  c a ł k o w y m  uwa­
żanej grupy.

Oprócz takich całek można rozważać całki postaci:

gdzie . ..,  Im są inne zmienne. Jeżeli przy zastosowaniu do całki 
przekształceń pewnej grupy r-parametrowej T  zmiennych x i izomor­
ficznej z nią grupy L  zmiennych l, postać elementu całkowego pozo­
staje bez zmiany, to całka ta nazywa się także niezmiennikiem całko­
wym kategoryi drugiej, gdy poprzednia jest niezmiennikiem całkowym 
kategoryi pierwszej (Ż o r a w s k i).

Niezmiennikami całkowemi zajmowali się: P o i n c a r e  (Acta 
matli., 1), Ź o r a w s k r (Rozpr. AkaĄr^ak., 28, 1895, Prace mat.- 
fizyczue, 13, 1902), i e (Leipz. Ber. 49, 342—357, 369—410; 1897), 
D o n d e r  (Rend. del Circolo mąt. di Palermo, 1901) i inni.

I Q (m,1» ••• ? Kn > • • • ) ?m) j ... j dXn )
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