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Ukoniczona obecnie | cz. Zarysu Algebry zawiera
nieomal tylko najniezbedniejsze wiadomosci z za-
kresu Algebry Kilasycznej, bezustannie przydatne
w Analizie i Geometrji.

Druga czes¢, ktérej druk jest w toku, zajmie
sie wyktadem nieco mniej elementarnych rozdzia-
tow tej gatezi matematyki.

Na tern miejscu chciatbym ztozy¢ podziekowanie
P. Lidji Stankiewiczownie, asyst. U. J. za dzielng
pomoc przy kontroli tekstu, jakotez Kotku Mat.
Fiz. U. U. J. za nieszczedzenie trudéw i kosztow,
zwigzanych z wydaniem niniejszej ksigzki.






Algebra w ujeciu klasycznem jest wiasciwie roz-
dziatem ogolnej teorji funkcyj analitycznych o jed-
nej lub wiecej zmiennych zespolonych (w sensie
klasycznym). Zajmuje sie ona wiasnosciami szcze-
golnej klasy tych funkcyj, a mianowicie wielomia-
nami. W drugiej potowie XIX wieku rozwija sie,
zapoczatkowana juz w pierwszej potowie i kontynuo-
wana gorliwie w XX w., algebra w ujeciu odrebnem.
Tworzy jg (w szerokiem tego stowa znaczeniu) teorja
grup, pierscieni, ciat oraz liczb algebraicznych. Alge-
bra ta (a raczej algebry), rozwija sie jako doktryna
autonomiczna, niezalezna od teorji funkcyj anali-
tycznych, ktorej twierdzenia w zastosowaniu nawet
do wielomianéw klasycznych uchodzg w oczach ry-
gorystycznego algebraika za co$ obcego algebrze
wiasciwej. Algebrg w takiem ujeciu nie bedziemy sie
zasadniczo zajmowali w dzietku obecnem. Jednakze
algebra w sensie klasycznym stanowi tak wazny
Srodek pomocniczy wielu rozdziatow analizy, jak
i geometrji, ze znajomosC jej musi uchodzi¢ za nie-
odzowng potrzebe dla kazdego matematyka. PoSwie-
camy jej zarysowi obecny tomik, przyczem nie za-
mierzamy zrywa¢ zwigzku z teorjg funkcyj anali-
tycznych, lecz przeciwnie wskazywac bedziemy na
istotne Zrédto pewnych twierdzen algebry, ktore
znajduje sie niejednokrotnie wiasnie w obrebie tej
teorji.

W. Wilkosz: Zarys Algebry. Cz. 1. 1



Zaktadamy u czytelnika znajomo$¢ poczatkdw
teorji funkcyj rzeczywistych zmiennych, znajomosc
teorji liczb rzeczywistych oraz elementow nauki
0 wyznacznikach.

Rozdziat |
Teorja Liczb Zespolonych.

8 1. Konstrukcja Hamiltona.

Znakomity angielski matematyk Sir William
Rowan Hamilton [1805—1865] profesor astro-
nomji na uniwersytecie w Dublinie i ,,Royal Astro-
nomer of Ireland“ stworzyt nam w pracy pod ty-
tutem: Theory of conjugates functions or algebraic
couples, drukowanej w Transactions of the
Royal Irish Academy (t. 17, r. 1835) teorje
konstruktywnag liczb zespolonych; liczb, ktérym juz
petne prawo obywatelstwa w matematyce nadali K
F. Gauss, J. L. Lagrange i A Cauchy. Teorje Ha-
miltona, zwang czesto teorja ,,par Hamiltona", wy-
tozymy obecnie z nieistotnemi zmianami natury ter-
minologicznej.

1 Pary elementéw. Zwielu wzgledow uwa-
zamy za konieczne podanie precyzyjnej definicji
pary elementow, jakkolwiek z pojeciem tern spotkat
sie zapewne juz nawet poczatkujacy matematyk.

Df. Przez pare elementow a i b (dowolnych),
oznaczang jako (a, b), rozumiec¢ bedziemy ciag skoni-
czony o dwdch cztonach, ktérego poczgtkowym czto-
nem jest a, koncowym zas b.

Zgodnie z definicjg ciggu skonczonego omo-
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wiong przezemnie gdzieindziej 1, parg (a,b) bedzie
zatem przepis (funkcja, operator, relacja jedno-
znaczna), ktory liczbie 1 przypisuje element a oraz
liczbie 2 przypisuje element b.

Tw. Uzywajgc tak tu, jak i nadal znaku ,,=*“
jedynie dla zaznaczenia identycznosci, uzy-
skamy z definicji klasyczne wtasnosci
par, a mianowicie:

(8 (ab)= (ab)

P) (@,8= (c,d.D.a=cib=d

(y) a==cib—d.") .(a, b= (¢,d)

8 a4=b.) .(a,b) #F(b,a)

e (@,b)=(b,a).D.a=h

() Kazda para posiada jednoznacznie okre-
Slony element poczgtkowy i jednoznacznie okre-
Slony element koncowy.

Oznaczmy poczatkowy element pary (a, b) przez
P {a,b), koncowy przez &(a,6)

p’(a,6) = a, k'(a,b) —h

Uw. 1 Znak czytaC¢ nalezy ,,pociaga*.

Uw. 2. Definicja pary oraz wiasnosci (0) i (e)
wskazujg dosadnie, ze para elementéw (a,b) jest
pojeciem réznem od klasy ziozonej z elemen-
tow a i b, klasy ktorg wedle znakowan mej Teo-
rji Mnogosci Punktowych [Nr. 2 obecnej bibljoteczki]
oznaczylibySmy przez {a, b\ lub

2. Wielkosci zespolone (Hamiltona).

Ogot par (a,b), gdzie tak « jak i b sg liczbami
rzeczywisiemi oznaczymy przez g2 Ogdt liczb rze-

1 p. moja Arytmetyka Liczb Catkowitych Nr. 1 obec-
nej bibljoteczki, str. 98.

I*
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czywistych oznaczymy wraz z Peang IFormulario]
przez q.

Df. WielkoScig zespolong (Hamiltonowska) na-
zwiemy kazdg pare nalezacg do g2, a wiec kazda
pare (a,b), gdzie ai b nalezg do q.

Uw. 1. Okreslamy tu pewne szczeg6lne wielkosci
zespolone, co zaznacza dopisek ,,Hamiltona*. Termin
~wielkos¢ zespolona* lub, jak bedziemy mowili
pozniej, ,liczba zespolona*, posiada w algebrze dzi-
siejszej rozlegte znaczenie Tutaj oznacza on pewne
klasyczne wielkosci zespolone. Sam termin pocho-
dzi od Gaussa.

Oznacza¢ bedziemy w obecnym rozdziale liczby
rzeczywiste przewaznie matemi facinskiemi literami,
wzglednie ich zespotami takiemi, jak a-j-b, n.b
it p., wielkosci za$ zespolone przewaznie matemi
greckiemi, wzglednie ich kombinacjami.

Tw. Jezeli a jest wielkoscig zespolong (nalezy
do g2, to istnieja jednoznacznie okreSlone liczby
rzeczywiste a i b takie, ze

a= (a,h),
przyczem: a—p’a
b— Ta.
Uw. 2. Moznaby odrazu napisaé, ze:
jezeli aeqg
to a= (p’a,Fa),
przyczem p‘aeg, Faeq.

[Znak ,e* czytamy: ,nalezy do*].

Z uwagi tej skorzystamy niejednokrotnie.

3. Rbwnos$¢. Oznacza u nas, jak zawsze,
identycznos¢, dlatego twierdzenia odnosne sg zna-
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nemi twierdzeniami o identycznosci, ktérych nie-
ma potrzeby osobno wystawia¢. Conajwyzej zazna-
czymy:

Tw.

(1) a,[3eg2.a= ":) ;p’a=p’fi.Tca= &§{
@ a,j3eg2-Pa=Pfi. Ta=s¥EF@D:a™ @
Uw. Znak miedzy zdaniami nalezy czyta¢
; zwrot taki, jak

a,j3£e2 jest skrotem dla: azq<i.$zq2

4. Uwagi o pojeciu dziatania.

Jezeli mamy dang jaka$ klase (H) dowolnych
elementéw to wprowadzenie pewnego
dziatania w obrebie klasy R polega na ustaleniu
droga umow pewnego przepisu (funkcji, operatora),
ktoryby pewnym lub nawet wszystkim parom ele-
mentéw nalezacych do klasy (R) przypisywat ja-
kieS okreSlone elementy w spos6b jednoznaczny.
Bedzie to zatem pewna funkcja f, ktdra przypisuje
pewnym parom (A, B), gdzie A ,B &(R), elementy
oznaczone kazdorazowo przez f{A ,B), przyczem
elementy f(A ,B) moga, lecz nie musza, nalezec
do klasy (R).

Z treSci umow co do znaczenia przepisu f wy-
niknie dla jakich par (A, B) elementow nalezacych
do (R ) symbol f(A , B) ma sens, to znaczy umowy
te zadecydujg jakie jest pole dziatania (funkcji) f.
Jezeli dla kazdej pary (A ,B) elementow z klasy
(R) f(A,B) oznacza okreslony element, to mo-
wimy, ze dziatanie / jest nieograniczenie wyko-
nalne w klasie MY Wartos¢ funkcji (wogole) jest
okreSlona przy pomocy opisu jednostkowego, jako
»jedyne co$ spetniajace pewne warunki” czyli przy
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pomocy definicji jednostkowejllub deskryptu (Rus-
sella). Aby symbolem typu f(A ,B) moznasie byto po-
stugiwaé, musimy wiec stwierdzi¢ czy ma on sens, to
znaczy czy zadany przedmiot okreslany jako f(A,B)
istnieje i czy jest jedynym zadanego rodzaju.

OpisalisSmy powyzej wiasciwie tylko typ dzia-
tania na parach elementéw czyli dziatania dwojko-
wego., spotykanego najczesciej w praktyce; moznaby
z tatwoscig rozszerzyC to pojecie na dziatanie troj-
kowe, czwoérkowe i t. d.

Metoda zapisywania wyniku dziatania f na parze
(A ,B) w postaci funkcyjnej f(A ,B) nie zawsze
jest wygodna. Praktyka pokazuje, ze lepiej jest stwo-
rzy¢ sobie jaki$ znak dziatania, dajmy na to ,0 “
dla dziatania f, by zapisywac

f(A ,B) = AOB.

Korzystnos¢ tego znakowania staje si¢ widoczng,
gdy naprz. dziatanie f posiada t. zw. wtasnosc ,tacz-
nosci" to znaczy, gdy zachodzi (pod pewnemi wa-
runkami) zwigzek:

f(f(A,B), )= f(A,f(B,C)\
co zanotowalibySmy w nowym systemie znakowa-
nia jako:
(AOB)OC—AO(BOQOQ.
Réwniez niekorzystnym wielokrotnie jest t. zw.

system ,,komoérkowy" znakowan, polegajacy na tern,
ze zapisujemy wynik dziatania na parze (A, B)

1w przeciwienstwie do klasowej. Blizsze szczegoty
0 pojeciu deskryptu znajdzie czytelnik w mej Arytm.
L C str. 43 nast. oraz 93 nast.
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przez ujecie A i B w nawias szczeg6lnego ksztattu,
dajmy na to:

[A,B] czy
gdzie ksztatt nawiasu oznacza dane dziatanie.

Jezeli dziatanie wykonywane wsrdd par elemen-
tow klasy (JR) posiada te wiasno$é, ze wynikiem
jego (o ile tylko ma sens) jest zawsze jaki$ element
klasy (jFE), powiemy, ze jest ono dziataniem we-
wneirznem w tej klasie.

5. Dodawanie wielkoSci zespolonych.

Df. Jezeli (a,b) i (c,d) sg wielkoSciami zespo-
lonemi, to przez ich sume rozumiemy pare

(i c,b-J- (i)

Formalnie:

(0,6), (c,d)eq20:(a,b)-\-z(c,d)M=
(a -|- e b-j- d).

O ile piszemy wielkosSci zespolone przy pomo
jednej litery, to definicja bedzie miata postac:

a,pee2.3.a-f*P= (p’a-|- k*$).
Znak = czytamy: ,,0znacza (lub réwna sie) z de-
finicji®.

Uw. Znak -J-* przypomina, ze mamy tu do
czynienia z nowem pojeciem w zakresie wielkosci
zespolonych w przeciwienstwie do w zakresie
liczb rzeczywistych.

Przechodzimy do wiasnosci sumy.

Tw. 1 Jezeli a i s zespolone, to a-f-zj3
ma sens i jest wielkoscig zespolong, jednoznacznie
okreslong; krétko:

a,pe~2.D.a-(-zpeg2
[wykonalno$¢ -f-z nieogra-
niczona i to wewnatrz q\.



2. a,pe92.X a-|-2p=:p-|-2a
[przemienno$¢ sumy],
3. <x,p,rey2.3.(a+2p)-fy=a-f *(p+ .y)
[tacznos$¢ sumy].
4. a,p,ye”2.a+rp= a+ 2y:
[monotonja sumy].
Dem. (1) Skoro a,peg?2 top’a, p’fi, Fu, k'$
maja sens i sg liczbami rzeczywistemu Majg sens
zatem: p'a-\-p'$ oraz &a-f-&’@i sg znow licz-
bami rzeczywistemi dzieki odnosnym wiasnosciom
.t Zatem (p’a p’@,Fa -f- &]j3 jest oznaczong
parg liczb rzeczywistych, a wiec wielkoScig zespo-
lona.
(2) Wtedy: a+*0 = (p’a-\-p’fi, k'a-\-k’$) =
= (p’$+P'a, &P+ fda) = p-|-2a,
gdyz p’a,p’$,Fa,k’$sq,
wiec pra-\-p’$= jp’p-j-pa,
¥a-f-¥p= ¥[3-]-¥a,
dzieki przemiennosci
Dowody (3) i (4) zupeinie analogiczne i ele-
mentarne, zostawiamy czytelnikowi.
Dzieki prawu tgcznosci dla -\-z optaca sie, tak
jak dla -(-, postawienie definiciji:

aH2P *v=—(a+ zP)4~zy
i analogicznych.

6. Zero zespolone.
Df. Nazwiemy zerem zespolonem pare (0,0),

02= (0,0).



Tw. (1) 0Oz<r?
(2) aeqg2.D.cc-f202= 02+ 2a= a*
[zerowe dodawanie],
(3) a, fie<r2.a-}-zP—a: D:~= 02
Dem. Dowody elementarne.
7. Pojecie dziatania odwrotnego.
Rozwazmy klase R dowolnych elementow oraz
pewne dziatanie ,,Ott wewnetrzne w klasie R . Majac
dane elementy A i B klasy R, postawmy problem:
(1) Czy istnieje cho¢ jeden element A'klasy R
taki, by zachodzit zwigzek:
501 = 7,
(2) Czy moga istnieC rozne miedzy sobag ele-
menty wymaganego rodzaju?
Df. Otéz: jedyny element X Kklasy R taki, ze

BOX=A
nazwiemy wynikiem prawostronnego dziatania od-
wrotnego do dziatania , Zastosowanego do pary

(A, B).
GdybySmy analogiczne pytania postawili co do
elementu X spetniajgcego zwigzek
X0 B—A

mielibysSmy do czynienia z wynikiem lewostronnego
dziatania odwrotnego do ,,0*, zastosowanego do
pary (A ,B).

Woprowadzajgc naprzyktad znaki w' i w" dla
dziatania odwrotnego prawostronnego, wzglednie
lewostronnego, zapisalibySmy:

Aw 'B = jedyne takie X, ze XeR i ze
BOX —A,
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A\j " BM=jedyne takie I, ze leH i Ze
Z OB = A.

Umowy dotyczace dziatania ,,O" pozwolityby

rozstrzygng¢, w ktérych wypadkach symbole
i Aw'B

miatyby sens, to znaczy pozwalatyby ustali¢ przy
jakich wartosciach A i B zadany element istnieje
I jest jedyny. Gdyby sie okazato, ze dla pewnych
A i B z klasy 25. symbole A w' B, wzglednieA w" B,
maja sens, to wtedy mielibysmy fakty nastepujace:

(1)

2 BO(Aw'B)= A,

3 CeK.BO C=A:1:C= A"j'B,

wzglednie analogiczne zwigzki dla A w" B.

Jezeli dziatanie ,O a jest przemiennem, co zna-
czy, ze oile AOB ma sens, to B OA ma go row-
niez i

AOB = BO A,
wtedy jasnem jest, ze dziatanie prawostronne od-
wrotne i lewostronne sg jednem i tem samem, krétko
mowiagc, odwrotnem do dziatania ,,0".

8. Odejmowanie zespolone.

Df. Okres$limy dziatanie odejmowania jako od-

wrotne do dziatania -f-2. Potozymy wiec:
a—zP==jedyne £ takie, ze 2eR2

I ze -J-2E= a.

Uw. Dziatanie -j-2 jest przemienne!!

Mamy tu podstawowe twierdzenie:

Tw. Dziatanie —?2 jest nieograniczenie wyko-
nalne i wewnetrzne w klasie g2
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Inaczej:
a,peg2.9.a —z%eqi.

Uw. Stwierdzenie, ze a —zpeg2 powiada juz
tem samem, ze a—2p jest okreSlonym elementem,
ze wiec symbol a —2p ma sens, jak to wynika
z 0go6lnych umoéw co do opisu jednostkowego.l

Dem. (1) W zalozeniu, ze a,pee2 mamy:

P+ *(P*a—P*P, a—WP)= {? P,VP)+ *

-\-z(p*a — a— Efi)=z(p’a,Fa) = a
gdyz p*a —py$,I¢a — &P majg sens, dzieki nie-
ograniczonej wykonalnosci dziatania ,,—*“ w qoraz

pa—p’$,k'o. —kfieq,
elementem szukanym jest zatem chocby
(p’a —p’fi,Ica— &p).
Jezeli jednak: a,”,"i)eg2 i zachodzi

rownos¢ p-|-2£= a,p-f-21= a,
to P~zb= P~\z#%
a wiec o= )

dzieki monotonji sumy. Zatem roznych elementow
zadanych niema. Z uwag o dziataniu odwrotnem
wynika juz, ze wtedy
a—>peeg2
a procz tego, ze
P-fZ(c—2P)= (a—2P)+ *P= a
I jeszcze:
a.Pirafia eP+*r ==a: D:y = a—,p.
Opuszczamy inne tatwe do przewidzenia i udowod-
nienia twierdzenia o odejmowaniu.

1p. Arytm. L. C, str. 43 nast.
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9. Mnozenie zespolone.
Df. lloczyn wielkosci zespolonych a i |3 okre-

Slamy formuta:

aXz"=(iJa-PP—&a.£'B,p’a. &[3-F-A’a .ju’P).

Piszac: a= (a,b) i *=(c,<®) mielibySmy:
(a,&)X*(cX) =(«c— + ic).
Uw. Wyjasnimy pdzniej, skad zrodzita sie po-
wyzsza, dosC sztucznie wygladajgca definicja.
Tw.

(D a,peR.} .aX*Pe?” »
nieograniczona wykonalnosc
mnozenia wewnatrz g2,

(2) a,peg2.3.aX*P= PX*a
[przemienno$¢ mnozenia],

(B) «,P,ye?2.}.(aX;p)Xzr= aXz(PX*r),
[tacznoS¢ mnozenia].

a,P,re@-" «0X»(P+*v) =

(4) (0X.P) + .(aX»r)—.

« XM+ *FaX*r
[rozdzielno$¢ mnozenia
wobec dodawania].

(5) aeg8.3 .aX*02= 02X*a-=
[prawo zerowego mnozenia].

(6) a,peqg2.aXzP= 02:D:a= 02lub P= 0Z
[prawo zerowego iloczynu].

Dem. Dowody twierdzen (1)—(5) sa najzupet-
niej elementarne i otrzymujemy je, badz dla tw. (1)
przez analogje do dowodu o sensie dla -j-z, wzgled-
nie przez proste przerachowanie.

Zatrzymamy sie jedynie nad dowodem tw. (6),
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bedacego jednem z najwazniejszych praw teorji
wielkosci zespolonych. Oto dowdd:
Potozmy: a= (a,b),f= (c,d), wiec

a,b,c,deq.
Zwigzek: 0-XzP = 02 da nam
ac —bd=0
ad {-bc=0
0 ile p= 02, to twierdzenie stuszne. Jezeli za-
tozymy toc4=0 Ilub d4=0, wiec wy-
znacznik
3'_0' = o-f-dl 3=0,
a zwigzki (*) dadzg nam:
a= 0, b—0,
czyli a= (a,b)= (0,0)= 0*

10. Jedynka zespolona.
Df. Oznaczymy przez 12pare (1,0),
*= (1,0).
Tw. (1) Leq2
(2) aeg2.} .aX*I*= |*X*a= a
[prawo jednostkowego mnozenia].
Dem. Dowody elementarne.

11. Odwrotnos$¢ wielkosci zespolone;j.

Df. Przez odwrotno$¢ a-1 wielkosci zespolo-
nej a rozumiemy jedyne takie £ zespolone, ze

a><*f = 1%
Potozmy a= (a,b),a,beq.
Szukajmy x 1y rzeczywistych tak, by

aX*(*»y) = i*»
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a wiec tak, by
axby=11
bx-\-ay = OQJ W '
Pierwszy wypadek: a 4=02, wiec a 4=0 lub &410.
Witedy:
'(7)* a =a* ph- 684=0
i ukkadowi (*) uczyni zado$¢ w jedyny sposéb

(_5 » _V

Drugi wypadek: a—0z,a= b= 0.
Ukfad (*) nie moze byc spe’mlony przez zadne
X 1y rzeczywiste. Otrzymamy tacznie:

Tw.
(@) aeg2.a 4~02.D.a- leg238
aeg2.a402.3 .a1=
f f’a k’a \
(p’a)2+(fc’a)2 (la)2+(Fa)*/
(3) Symbol 0*~1 niema sensu.

4) aeg2.a4=02.3. a_1—1%e
{ a,pf£g2.aX"P = U: 3:a 4=02.
A .p4:OZ.a—[3—1,/\: a—1

Dem. Dowody (1)—(4) wynikajg wprost z ba-
dania przeprowadzonego powyzej. Dowdd (5) wy-
nika rowniez z tego badania #gcznie z uwaga, ze
gdyby a= 02lub P= 02, to aX*P = 024= 1%

12. Dzielenie zespolone.

Df. OkreSlamy iloraz a X* 3 jako wynik dzia-
tania odwrotnego do X* e
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Kladziemy wiec:
a /zp= jedyne § takie, ze "eg2i ze OX *£=a-
Jezeli 0 3021 0eg2 to ma sens 0—1 i nalezy
do g2
Wtedy dla aeg2 mamy jeszcze:
O0X; («X*P-)= 0 X,«) X .?-1=
= («X.0)X.0-4= « X .(0X .0-1=
—aXzlz—a*
A wiec a X* P—1 czyni zado$¢ wymaganiu, by byto
OX*Ef = «.
Jezeli jednak:
PX*£=a j 0+ 02,
to: 0-1X»(0X.S) = 0-1X««.
PAIX*0)X*E£= aX*P_1>
i*><2$8= aX zp_t,
S= axX*0_1»
wiec jedynie aX”~0—1 czyni zado$¢ wymaganiom
co do ilorazu.
Jezeli 0= O2,lecz ct4=02, to zwigzki

OX MN=aine?2
zachodzi¢ nie mogg, gdyz pociggatoby to, ze
0*=PX*£ = a 40",
Jezeli a= 02i B= 02, to zwiazki:
PX*I* = P= °; = a,

QXA°A = °z= ad
1z=002

stwierdzajg, ze wymaganiom:
OX"N=a i1 ™2

uczyni¢ mozemy zado$¢ przynajmniej na dwa rdzne
sposoby. Otrzymamy #tacznie:
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Tw.
a,0e02.$4=0z.} .a/™* pe?2.

ca/*P = aX N _1»

(2) symbola/'20znie posiada nigdy sensu.

Uw. ad 2. Dla ae™.a”0Oj brak sensu po-
chodzi z nieistnienia, dla a = fi— Ozz niejednotli-
WOSCI.

3) a,pe.p™ 02:3:pX*(@l/* P= <&

4 a , P X * T =«™r=«/ll*-

Dem. Dowody wynikajg z przeprowadzonego
badania.

Uw. Nie piszemy wyraznie formuty dla ilorazu
w postaci pary liczb rzeczywistych, gdyz poznamy
wkrétce wygodne sposoby mnozenia i dzielenia ze-
spolonego.

8 2. Wielkosci rzeczywiste. lzomorfja.

1 Wielkos$ci rzeczywisto-zespolone.

Df. WielkosScig rzeczywisto-zespolong nazwie-
my kazdag wielko$C zespolong a, dla ktérej mamy
ra= 0. Sg to zatem pary:

(a,0),

gdzie aeq.

Oznaczymy pare (a,0) w tym wypadku przez:
az czytajac: a zespolone.

Uw. Dwie z tych wielkosci poznaliSmy poprzed-
nio. Byly to 021 \z.

Df* Ogot wielkosci  rzeczywisto-zespolonych
oznaczymy przez qz. Jest to klasa bedaca czescig
klasy g2
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Df. Dla wielkosci klasy qz wprowadzimy po-
jecie mniejszosci zespolonej < 2, kladac:

az<zbz=a<b (a,beq).
A wiec naprz.: 1z<C2Z,0Z< 12it. d.

2. lzomorfja rzeczywisto-zespolonych i liczb
rzeczywistych.
Zauwazmy nastepujace fakty:

Tw, Jezeli a,b,c,.. .eq, wiecaz, bz, cz,... e qz,
to:

(1) a<b.= .a2< bz,
(2) (&-f-b)z= ax-(-* bz,
(3) (a—t)2—a2 2bj
4 (a'Xb)z= azy*zhd
5) a= 0.ee.w2= 0Z
(6) b4=0.3.(a/ b)z= az/ zb~
(7) a—b.".0z= hz

Uw< Znak ez miedzy zdaniami oznacza: ,,jest
rownowazne4} a wiec: ,pocigga i odwrotnie4 lub
»jest warunkiem koniecznym i dostatecznym, by*“.

Rozwazmy operacje @ ktora zamienia kazdg
liczbe rzeczywistg x w odpowiednig rzeczywisto-
zespolong xz\

@ (X) = Xz.

Operacja ta, ktorej polem jest g, stanowi przy-
porzadkowanie czy odpowiednio$¢ doskonata (jedno-
jednoznaczng) miedzy elementami klasy qa klasy qz.
Oznacza to, ze:

(1) Kazda liczba x z klasy q ma okreSlony od-
powiednik @(x) = xz w klasie 0z.

(2) Kazda wielkos¢ £ z klasy gz jest wynikiem

W. Wilkosz: Zarys Algebry. Cz. I. 2
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dziatania @ na pewnej liczbie z klasy g, a miano-
wicie: 9G’E) = £

(3) RoOzne elementy x iy z klasy q otrzymuja
rézne odpowiedniki xz,yz*

(4) Rbézne elementy z klasy oz powstaty
z réznych elementow 1] klasy a.

Odpowiednio$¢ @ ma atoli kapitalng jeszcze
wiasnos¢: ,,zachowuje* ona <, -j-, —, X> />

to znaczy, ze zachodzg fakty wyrazone powyzej
jako Tw. (1—7).

Rozwazmy jakie$ twierdzenie modwigce o licz-
bach rzeczywistych, naprz.:

() a,b,ceg.a< b.b< c:3:a<c

Zalozmy teraz, ze:

(P) "2,bz,z&0z, 8z <2bz.bz <zcz
stad wyniknie zaraz, ze:

(y) a,b,ceq.a< &b< g
a wiec dzieki tw. (a) zawnioskujemy:

(8) a< ¢ co pozwoli na stwierdzenie, ze:

(e) dz<2c~

Otrzymamy zatem twierdzenie:

(y 72,2, zeqz.( (Zbz.bz<Zcz:3:d2<"22
lub znakujac ogolniej:

fa) a,p,yeg2.a<zp.0<*y: 3:a <fy,

a zatem twierdzenie SciSle analogiczne do twier-
dzenia (a).

Nasuwa sie przypuszczenie, ze kazde twierdze-
nie z teorji liczb rzeczywistych da sie w powyzszy
sposob, dzieki operacji @ i wkasnosciom wielkosci ze-
spolonych, przeksztatci¢ na analogiczne twierdze-
nie teorji wielkosci rzeczywisto-zespolonych, jezeli
tylko w zrozumiaty przez sie sposob uzupeinimy te
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ostatnig potrzebnemi definicjami, jak naprz.:
a>2plLp <za it p----

Musimy sie zastanowi¢ nad trescig tego przypu-
szczenia. Aby zrozumie€ i uzasadni¢ nasze twier-
dzenie, posiadamy w obecnym stanie wiedzy jedng
zdaje sie tylko droge. Cofnijmy sie do uswiado-
mienia sobie odpowiedzi na pytanie: co to jest
teorja liczb rzeczywistych? Ot6z najpierw okreslimy
pojecie abstrakcyjnej teorji wielkosci rzeczywistych.
Wedle E. v. Huntingtona teorja ta powstaje w na-
stepujacy sposéb (aksjomatyczny):

(I) Obieramy: pewng klase C, dwa dziatania
,O" i (powiedzmy) i pewng relacje R.

(I) Zaktadamy, ze dane te spetniajg ukiad na-
stepujacych zwigzkow:

IIX a,beC.D.aObeC.

12 a,beC .aOb= hOa

1U3: a,b,ceC.3.(a0li)Oc= a0 P0Oo).

14: a,b,b’eC.aOb=aOb" :b=Db"

116: Istnieje takie k, ze keC.k Ok = k.

Df. Jezeli istnieje jedyny taki element jak w 116,
to nazywamy go zerem systemu: O.

16 : aeC:D: istnieje x, zexeC.aOx — 0.
17 : a,beC.D.ad beC
]:IS:a,& e C .1).o
m: fl,6,C6a.). (ap&)nc——lD(6nc)
110: a,b ,b'eC. 0.a[Jb= a[2b':N) :b=D".
UU: a,b,ceC.D.aQ(&Oc): (@ao ) O (ad o).
112 Istnieje takie x, ze e C.a=£0.x Q x = X.
Df. Jezeli taki element jak w 112 istnieje je-
dyny, to nazywamy go jedynkag systemu: 1.
2*
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«»: «eC.a 4=00: istnieje £ takie, ze "eC.
.aQ 0= 1.

il14 a,bzC.a”b.”).aRb Ilub frica.

115 a,beC.aRb.M.a™ D

116 a,b,ceC.aRb .bR c:0:aRc

117: Jezeli M jest dowolng, niepustg podklasg
klasy C i jezeli w klasie C istnieje taki element c,
ze dla kazdego elementu a podklasy M zachodzi
zwigzek aRe, w takim razie istnieje w klasie C
element x taki, ze:

(1) cieM.!).aRx lub a= x,

(2 ijeC.yRx. . istnieje takie z, zezeM.
ajR z.

118 a,x,jeC.xRy.a0 x £=«0y ;D:
(a0 t) y).

1119 a,beC.0R a.0 Rb:9:0 R (a\Z}b).

(1 Uwazamy za .jedyne i wszystkie pojecia tec
rji te, ktoére z poje¢ C, 0,0 ,R (,pierwotnych”
teorji) zdotamy skonstruowa¢ drogag definicji lo-
giczneyj.

Uwazamy za jedyne i wszystkie twierdzenia teo-
rji te, ktore ze zwigzkow (postulatow teorji) 11X—1119
mozna uzasadni¢ drogg dowodu logicznego. [Obej-
muje to réwniez 1IX—I119 jako twierdzenia teorji].

W teorji konstrukcyjnej liczb rzeczywistych okre-
Slamy przy pomocy liczb wymiernych (naprz. me-
todg przekrojow Dedekinda) klase q oraz pojecia
-f, X, <. Zadajmy sobie trud sprawdzenia, czy
ktadgc w miejsce C, O, O, R odpowiednio q,
X> < uczynimy zwigzkom 11X—1119 zado$¢? Tak,
i w ten sposdb uzyskujemy pewien szczegblny
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egzemplarz teorji abstrakcyjnej, ktory jest nasza
zwyktg teorjg liczb rzeczywistych.

A teraz przyjmijmy za C, O, O, R elementy:
gz, -tz Xz> Z tatwoscig sprawdzimy znowu po-
stulaty 11X—I1199i otrzymamy znow egzemplarz teorji;
tym razem teorje wielkoSci rzeczywisto-zespolonych.

Ustalmy teraz nastepujaca odpowiednio$¢ T mie-
dzy elementami klasy g a elementami zbioru g*

Jezeli aeq, niechaj odpowiednikiem elementu a
w relacji T bedzie:
T(a) = iz= (a,0).

Z tatwoscig spostrzezemy, ze odpowiednio$¢ T
jest doskonata (jedno-jednoznaczna) i ze wyczer-
puje z jednej strony wszystkie elementy klasy q,
a z drugiej wszystkie elementy klasy qz. Dzieki
wiasnosciom powyzej uzasadnionym mie¢ bedziemy:

jezeli a,beq, to:

()] T(a+ 6)= 7(«)-f,m

(2) T(aXb)=T(a)X*m,

(3) a<fe wtedy i tylko, gdy T{o) <izT{b).
Odpowiednio$¢ T ,,zachowuje" zatem oba dziatania
i relacje ,,porzadkujaca*.

Fakt ten wypowiemy w postaci nastepujacej:

(</,+,X,<) 1 ([*+*, X*><*)

sg dwoma egzemplarzami abstrakcyjnej teorji wielko-
§ci rzeczywistych, izomorfijnemi. Kazde twier-
dzenie teorji abstrakcyjnej da nam dwa odpo-
wiednie twierdzenia — po jednym w kazdym egzem-
plarzu — przyczem, aby przejs¢ od jednego do
drugiego wystarczytoby usung¢ znaczki odrdznia-
jace (s) lub przeciwnie, dotaczy¢ je w odpowiednich
miejscach.
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W obrebie twierdzen teorji abstrakcyjnej egzem-
plarze sg formalnie nieodrdznialne. Nie jest atoli
prawda, ze kazde twierdzenie teorji (<7,-KX> <)
jest odpowiednikiem twierdzenia teorji (qz, -j-*, X*>
< 2): naprz. twierdzenie:

xeq.D.(x,0)eq

takiem nie jest. Podobienstwo formalne odnosi sie
tylko do twierdzen wyptywajgcych z zatozen ab-
strakcyjnej teorji. O tern sie czesto zapominal

Zauwazmy z naciskiem, ze zadna wielkos¢
rzeczywist o-zespolona nie jest nigdy iden-
tyczna z zadng liczbag rzeczywistg. Wracajgc do
precyzyjnego okreSlenia pary, widzimy przeciez,
ze para liczb rzeczywistych nie moze byc¢ iden-
tyczna z liczbg rzeczywists.

Dzieki formalnemu podobienstwu stworzonemu
przez izomorfje mozemy jednak wprowadzi¢ naste-
pujacg konwencje:

Zarzucimy catkowicie dawny egzemplarz (<, -j-,
X, O i zastgpimy go wszedzie przez (<* + z,
X*> <*)e W praktyce jednak nie bedziemy pisali
znaczka (2). Jest to tak zwana symboliczna iden-
tyfikacja wielkosci rzeczywisto-zespolonych z rze-
czywistemi (Hamilton).

O zadnej identycznosci typu:

a==(a,0)
niema tu oczywiscie mowy. Bytby to absurd $wiad-
czacy o niedostatecznej znajomos$ci zawitego dosyc
pojecia izomorfji i symbolicznej identyfikacji.

Poniewaz klasa gz jest czescia Klasy d% nieiden-
tyczng z catocig, mozemy powiedziec, ze wielkoSci
zespolone stanowig rozszerzenie zakresu wielkosci
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rzeczywisto-zespolonych. W mysl konwencji moze-
my to wypowiedzie¢ w postaci:

Liczby zespolone stanowig rozszerzenie za-
kresu liczb rzeczywistych.l1

3. Dalsza rozbudowa teorji.
Niech bedzie:

zeq2,p’z= a, €z= Db, (a,beq).
Zauwazmy, Zze:

2= («,*)==(a,0) + (0,&)==(a,0) X (I>0)-|-
+ (MSX(O,I).
Df. Nazwijmy dla z zespolonego:
(D) (p’z=0)Jkczes¢ rzeczywista liczby z = pars
realis z= R’z
(2) {¥z,0)JL czes¢ urojona liczby z = pars
imaginaria z = |’z
(3 (0,1)JU (,jednostka urojona*j.
Otrzymamy twierdzenia:
Tw. Kazda liczba zespolona z da sie przedsta-
wi¢ w postaci:
z= a-\-bi, gdzie a,beq.*
Dem. Kiadziemy:
z= R’z-(-Fz.i [piszemy zamiast ,,X*]
R’z,Fzeq
Tw. Jezeli zsq2;
z= a-4-bi, gdzie a,beq,
to: a= R’z,b = Fz.
Dem. Pamietajagc o konwencji wiemy, ze:
z= a-\-bi, a,be.qg mowi wikasciwie, iz

t i tylko w tym sensie !l
* a wiec \vlasciwje do </z!l
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z— OzA-gbz X * 1 — (ci, 0) -f-z(b,0) X (0,1) —

= (a,b), a,beq.
z= Wz-T,z.i=(p,z,0)+z (&2, 0)X* (0,1)
= (p’z,Jc’2);
skad: p’z= a, k’z= b, R’z= (a,0) = az,
I’z= (b,0) = b,,

a wiec symbolicznie:
R’z= a,Vz=1.

Df. Rozkiad z = a-\-bi, gdzie a,bsqg, jedyny
tego rodzaju, zwiemy rozktadem kanonicznym liczby
zespolonej na czesC rzeczywistg a i ,,czysto uro-
jong" Dbi.

Liczba z jest rzeczywista wtedy i tylko, gdy
Vz = 0; czysto urojong wtedy i tylko, gdy R’z= 0.

Dziatania: Sprawdzimy wedle regut poprzed-
nich: jezeli a,b,c,deq, to:

(1) (a-\-bi)-j- (c-J-di) = (a-F ¢ -(- (b-J-d) i,
(2) (a-f-bi)—(c di)= (a—c) -f-6—ad)i,
(3) (ciA-bi). (cf-di) = (ac—Nhbd) -f- (ad-\-bc)i.
Ostatni zwigzek otrzymamy tatwo, operujac, tak

jak w teorji liczb rzeczywistych, prawami mnoze-.
nia i dodawania, jesli tylko zauwazymy kapitalny

zwigzek: oi—_ 1.
(4) Aby wykonaC dzielenie:
a-f- bi

c-3 di (przy zatozeniu, ze ¢5=0 lub d F=0)

pomnozymy licznik 1 mianownik ilorazu przez
(c—di) (" 0)
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a-\-bi (a-\-bi){c—di) (acA-bd)-\-{bc—ad)i
c+ di ~ (c~frfl) (c—di) ~ e+ do*
ac-\-bd , bc—ad .
= tf+ d* + c2-fd2l
Potegi jednostki urojonej:
Sprawdzmy, ze:
i°=1i,72= —1,i3= —i, i4= 1.
Ogolniej: _
ih= 1}idl= AW2= — | A3 _ —"
w= 0,1 1, 2,...
Uw. Widzimy, ze réwnanie:
=—1 @
posiada przynajmniej dwa rozwigzania w zakresie
liczb zespolonych, a mianowicie:
i,—I.
Sa to jedyne rozwigzania rownania (a), gdyz (a)
jest rownowazne rownaniu:
x2-f1=0
lub: (ccA-1))(x—1)= 0,
co da nam ukfad alternatyw:
X-\-i= 0 lub x —i*"=0;
a wiec odpowiedzi: _
((,—I_
Uw. Fizycy 1 elektrotechnicy piszg czesto, dla
unikniecia nieporozumien, jednostke zespolong przy
pomocy litery j.1

1 u elektrotechnikow ,,i* oznacza zwyczajowo nate-
zenie pradu.
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4. Reprezentacja geometryczna.
. Metoda Gaussa: Obierzmy w plaszczyznie

uktad prostokatny osi Ox i Oy. Nazwiemy o0$ 0x

osig rzeczywista, Oy osig urojong. Reprezentantem
liczby zespolonej z bedzie ten punkt M plaszczy-
zny (xy), ktorego odcietg w uktadzie (xQy) jest
R’z, rzedng zas$ |’z

Punkt M o spoétrzednych (x,y) reprezentuje
zatem naodwro6t liczbe zespolona:

z= x-\-yl.

Tak ustalona odpowiednio$¢ miedzy punktami
ptaszczyzny, a liczbami zespolonemi jest doskonata.

Powiadamy zwykle, ze rozwazamy liczby zespo-
lone na ,plaszczyznie Gaussa".

Odmianke powyzszej reprezentacji stanowi:

. Reprezentacja wektorjalna: Repr

zentantem liczby zespolonej z bedzie tu wektor
AB o dowolnym poczatku A na paszczyznie (x 0 /1

I 0 skfadowych
R'z 1 Vz
Zazwyczaj za poczatek wektora obieramy po-
_

czatek ukfadu. Zatem wektor OM jest reprezen-
tantem liczby z = x-\-yi, gdy spotrzednemi punktu
M sg xiy.

Konstrukcja sumy i roznicy liczb
zespolonych.

Zwazywszy, ze:
(a-\-bi)-\-(c-\-di) = (a-\-¢) -j- (b-\-d)i 1
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i biorgc pod uwage elementarne wiadomosci z geo-
metrji analitycznej, otrzymamy konstrukcje.
Suma: W ukiadzie (#0y) obieramy wektor:

OM o sktadowych ai b, nastepnie obieramy wek-
tor MP o skiadowych cid. Wtedy wektor wy-
padkowy 6P>reprezentuje sume: (a-j-6?) -)- [c-\-di).

RéZnica Obleramy OI_\/I>0 sktadowych a i b‘

nastepnie ON 0 sk’fadowych c i d Wektor NP
(ktory mozemy przenie$¢ pdzniej do poczatku O)
reprezentuje roznice (a-j- bi)—(c  di).

1. Reprezentacja biegunowa.

Df. Nazwiemy bezwzgledng wartoscig liczby
zespolonej a liczbe nieujemng, dang przez wzor:

la |= V(i?’a)2{- (Z*a)2

Df. Nazwiemy amplitudg liczby zespolonej a
roznej od zera (a 3=0), kazda liczbe @ rzeczy-
wistg, spetniajgcg zwigzki:

R’a Pa
COS (pz= —'———r| Sm |-
** Ta " lal

Df. Nazwiemy amplitudg liczby zespolonej 0
kazdg liczbe rzeczywista.

Tw. (1) Kazda liczba zespolona posiada okre-
Slong warto$¢ bezwzgledng. Warto$¢ ta jest liczbg
rzeczywistg, nieujemna.

(2 |0|= 0 i odwrotnie.
3) |la pj lal-f10], (a,@ zespolone).
4 la-(i[S[a]-[fS|
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) a.?!' —|al.|p| (a,[3 zespolone),
6 __lal /QxA 3 3 zespolone).

Dem. Kiadziemy: a= a-\-bi, $= c-\-di,
a,b,c,deq.
() |a|= a2, co posiada sens i jest =2 0.
(2 wtedy a= 0, 6= 0 \a\= "020~02=0
i odwrotnie: \ja2-f- b2= 0 pociggaa=b=0,
a= 0.
@) la-f-Bl= \N(a-j-¢)2-j- (b-f- d)258
S VA+T2+ = I« I+ 1P|
co wynika z nierownosci:
(ac-\- bd)2S*(a2-f- b (c2 d2,
bedacej nastepstwem identycznosci Lagrange’a:
(ac -f bd)2-\-(ad — bc)2= (a2-f b2 (c8+ <2.
(4) Dzieki (3):
l« —PI+IPI*"la—P+ 0l = lab
skad: la —f)|2”a] — | ]3|
(5) la.@|= \ (ac—Dbd)2-f- (ad -f- bc)2=
= V(a2-j- b2 (c2f-d2 = |a|.|3]
dzieki identyczno$ci Lagrange’a.

Gdy p=j=0, to &A= a i || %0, wiec:
(6)
Bl= la’, skad @l
IPI’
Tw. (1) Kazda liczba zespolona posiada nie-
skonczenie wiele amplitud.
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2 Jezeli qO jest amplitudg liczby a, roznej
zera, to wszystkie amplitudy liczby a sg dane przez
wzor. @= qD-f-2An &= 0, 1,+ 2,...

Dem. (1) Wystarczy okaza¢ dla a 4=0, wtedy:

A a=a-\-bi,a,beq),

308 1 vae 65 D
wiec rownania:

B 9 b

sm
b TP veoof 62

posiadajg nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach
rzeczywistych.

(2) z elementarnej trygonometrji.

Tw. (1) Jezeli @ jest amplitudg a, \V ampli-
tudg 3 to cp-|-\}r jest amplitudg a.@

(2) Jezeli @i\r sg odpowiednio amplitudami dla
a i@ przyczem p 30, to @—i|r jest jedng z am-

plitud ilorazu ‘;5
Dem. (1) Zatbzmy a 4=0iP 0, a= a-\-bi,
P= c-fdi, a,b,c,deq.

COS — == —", SiNCP— o

\/o*-f- 62 sja*-\-b2’
Cos A= , sin = d.
Ve2-f d* s\c2-j- d*
Stad:
D ac — bd ad-\-bc
Ccos<9+ * )= -jJ™p sn(9+t)--r" r>

co dowodzi twierdzenia.



30

Uzupetnimy z tatwoscia dowod w wypadkach,
gdy a—20 lub 3= 0.

(2) Dowdd analogiczny.

Uw. W przypadku liczby zespolonej roznej od
zera, amplitudy sg miarami kata, jaki tworzy Kkie-
runek dodatni osi rzeczywistej z kierunkiem wek-

tora OM, reprezentujgcego naszg liczbe. Sprawa
mierzenia katow w sensie uogélnionym jest omo-
wiona szczegbtowo w t. I. znakomitego Zarysu
Mechaniki Teoretycznej, prof. St. Zaremby (Kra-
kow 1933).

Konstrukcja iloczynu i ilorazu.

lloczyn. Twierdzenia poprzednie dowodza, ze
jezeli @1 \r sg odpowiednio amplitudami dla a i [3
to obracajagc w kierunku dodatnim wektor o po-
czatku w O, reprezentujgcy liczbe 1, o kat cp-|-\J/
i odcinajac na jego nowym kierunku wielkos¢

[a].|(3], otrzymamy punkt M taki, ze OM repre-
zentuje iloczyn a . [3

lloraz (3 3=0). Obracamy wektor jednostkowy
osi rzeczywiste] o kat @— 1 odcinamy na nim
wielkos¢ |a |:| B[

Nowa postaC kanoniczna liczby zespolonej.

Niechaj a bedzie liczbg zespolong. Oznaczmy:

t= |a|, @= jedna z amplitud a.

Witedy: a= r(cos@ isino).

Jezeli |a| = |, to:

a= cosq@-f-isinq

Geometrja analityczna. Biorgc pod uwage wszyst-
kie trzy reprezentacje geometryczne, mozemy catg
geometrje analityczng na pfaszczyznie wystowié



31

w jezyku liczb zespolonych. Jest to niekiedy bar-
dzo wygodne. Zauwazmy jedynie kilka mozliwosci:
1. Wielkos¢ |a — (3| reprezentuje odlegtos¢
punktow M i N przedstawiajagcych a i
2. Rownanie kola o $rodku (a,b) i promieniu
r ma postac:

|z—a |Z=r, gdzie a = a-j- bi.
3. |z—a|< r wzglednie |[z—a|>r

reprezentujg wnetrze wzglednie zewnetrze naszego
kota.
4. Rbéwnanie parametryczne prostej ma postac:

teq N | ta 5P zespolone. 34=0].

Uw.l Zmurko [Wykfady Matematyki, Lwow]
i Puzyna [Teorja Funkcyj Analitycznych, Lwow
1900] wprowadzajg oznaczenie:
a= r?, gdzie r= ja|, @ jest amplitudg liczby a,
co czytajg / z obrotem .

5. Liczby sprzazone.

Df. Liczba sprzezong do zespolonej a jest
z definicji:

a= R'a—Il’a.l
_>
Reprezentacja geomet»ryczna. Jezeli OM repre-

zentuje liczbe a, to OM', gdzie M' jest punktem
symetrycznym do M wobec osi rzeczywistej, re-
prezentuje sprzezong a.

Czytelnik udowodni z tatwoscig nastepujace ele-
mentarne twierdzenia, gdzie a i (3 oznaczajg liczby
zespolone:
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Tw. aeQg2.3 .

a= a.

a= a.3,

<+ P=

a— = R
a.@8= a
3k
\P/ P
8. aM= (a)

N ook~

n< Q to a30).
9. 1a1= 1a
10. a.a= (i¢a)2+f (/'a) X norma® a.

8 3. Funkcje zespolonej zmiennej.

1 Zbiory liczb zespolonych. Majac
oku geometryczng reprezentacje Gaussa liczb ze-
spolonych, w ktorej liczbom odpowiadaja punkty
na ptaszczyznie, mowimy o zbiorach liczb zespo-
lonych, a wiec o zbiorach A takich, ze:

A Cg2, [,C"= zawiera sig]

jako o zbiorach ,punktéw* na pfaszczyznie.

Df. Otoczeniem ,,punktu” (L zesp.) a nazwie-
my wnetrze kazdego kota o Srodku w a i promie-
niu dodatnim, a wiec kazdy zbiér okreslony przez
nierdwnosc:

|lz—a <r (r> 0).

Sasiedztwem punktu a nazwiemy kazdy zbidr,
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ktory powstat z otoczenia punktu a przez wyjecie
zen samego punktu a, dany zatem przez:

O< |z—a|<T (r>0).

Df. Jezeli A jest zbiorem liczb zespolonych, to
punkt z nazwiemy jego punktem skupienia, gdy
w kazdem otoczeniu punktu z znajduje sie nie-
skonczenie wiele punktéw nalezacych do zbioru A.

Df. Jezeli A jest zbiorem liczb zespolonych, to
Z nazwiemy jego punktem wewnetrznym, gdy ist-
nieje takie otoczenie punktu z, ktére catkowicie za-
wiera sie w zbiorze A.

Czytelnik znajagcy mojg Teorje Mnogosci Punk-
towych [Nr. 2 bibljoteczki niniejszej] zauwazy, ze de-
finicje powyzsze sg, po ustaleniu pojecia otoczenia,
przeniesione dostownie z wypadku linjowych zbio-
row na zbiory ptaszczyzniane liczb zespolonych.
Czytelnik zechce na podstawie tej ksigzeczki prze-
nie$¢ i odpowiednio zainterpretowa¢ wszystkie umo-
wy i twierdzenia tej ksigzeczki w sposob zupet-
nie analogiczny, o ile sg one tam zaznaczone
gwiazdka (*).

2. Funkcje.

Df. Pojecie funkcji jest tu zupeinie analogiczne
do tego, ktore czytelnik zna z teorji rzeczywistej
zmiennej. Przez funkcje f zmiennej z rozumiemy
przepis (operator), ktéry kazdej liczbie okre$lonego
zbioru liczb zespolonych, zwanego polem funkgciji,
przypisuje odpowiednio okreslong liczbe zespolong
/ (2). Liczby w = f(z) otrzymane w ten sposéb two-
rza, gdy z przebiega pole funkcji, zbior zwany za-
pasem (wartosci) funkcji f.

W. Wilkosz: Zarys Algebry. Cz. I. 3
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Poniewaz liczby tworzace pole jak i tworzace za-
pas funkcji sg tu roztozone na ptaszczyznie Gaussa,
wiec wygodne pojecie wykresu na plaszczyznie,
tak pozyteczne w teorji rzeczywistej zmiennej, za-
wodzi tu catkowicie. Postugujemy sie, od biedy,
dwiema ptaszczyznami: ptaszczyzna, powiedzmy,
vz —tbiva i plaszczyzng przyczem na pierw-
szej wynotujemy wszystkie punkty z pola funkgcji,
a na drugiej odnosne wartoSci w = f(z) zapasu.
Funkcje dwu lub wiecej zmiennych zespolonych
okreSlamy w sposéb analogiczny.

W dalszym ciagu ustalimy kilka poje¢ z dzie-
dziny funkcyj zespolonych jednej zmiennej; czy-
telnik przeniesie je sam z fatwoscig na wypadek
kilku zmiennych.

Df. Powiadamy, ze funkcja f, przy z dazs-
cem do *o, zdgza do wartosSci A, gdy:

(1) z0 nalezy do punktow skupienia pola Pif)

funkgji,
(2) do kazdego e > 0 mozna dobra¢ 0 > 0 tak,
ze skoro:
z nalezy do pola Pif)
I 0<\z —z0\<6,
to juz: |f(z) —A | < e.

Uw. Jest to, podobnie jak i inne, definicja
wzorowana catkowicie na analogicznej dla funkcyj
rzeczywistej zmiennej.

Df. Powiadamy, ze f(z) zdgza do oo, gdy z
zdgza do z0 o ile:

(1) zOnalezy do punktow skupienia pola funkcji,

(2) do kazdego R > O dobra¢ mozna e > 0,
tak iz, skoro:
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ObP(f) i O< |"—20|< &,
to juz: |f(z) | > Ii.

Uw. Definicja ta nie jest analogiczng do defi-
nicji w wypadku rzeczywistej zmiennej, odpowiada
ona raczej wypadkowi:

Ii\m|/(x) =-f-00
gdyby f{x), jak i x byty stale rzeczywiste.

Df. Funkcja f jest ciggta w punkcie zQ

gdy: Ii\m/’(.?): f(z0).

Df. O ile zatozymy jeszcze w wypadku gra-
nicy, ze funkcja f jest okreSlona w sasiedztwie
punktu *o» a w wypadku ciggtosci w otoczeniu te-
goz punktu, to mamy do czynienia z granicg czy
ciggtoscig w sensie "“zwyczajnym1l

Czytelnik przetozy teraz znane mu z Analizy
rzeczywistych zmiennych twierdzenia o granicy
i ciggtosci na jezyk Analizy zespolonej.

3. Ciaggi. Szeregi.

Df. Prostym wypadkiem funkcji jest t. zw. ciag,
to znaczy funkcja, ktorej polem jest zbidr liczb cat-
kowitych:

0,1, 2,...

[ew. zbidr catkowitych od pewnej dopiero poczaw-
szy], a wartoSciami liczby zespolone, powiedzmy:

uo, M, u2, e..

Df. Orzeczenie, ze:
limuk= A

fcloo

oznacza, ze do kazdej liczby e > 0 mozna dobra¢

3*
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catkowite n0 tak, by zwiazki:
I™ n0i & jest catkowite
pociggaty stale:
luk—A|< 6.
Df. Orzeczenie:
lim Wk— o0
Aloc
oznacza:
do kazdej liczby R > 0 mozna dobra¢ catko-
wite n0 tak, ze zwigzki:
I jest catkowite i £ nO
pociggajg stale:
|uk| > R.

Uw. Odpowiadatoby to znowu w rzeczywistych

zmiennych wypadkowi:
lim W|= -f-oo.

Tw. Warunkiem koniecznym i dostatecznym, by:
limWk—A

k\oo

jest:

ImR'Uk.= R'A i \imI"Wk—1’A.

Aloo Aloo

Dem. (1) Koniecznos¢. Nb. e > Q obieramy
n0 catkowite tak, ze zwigzki:
N nQ X catkowite
pociggaja: Wk—A|< e
stad: —R’Ay -f-(Ruk— RA) 1< e,
CO pocigga, ze:
IRWKk—R’A|<ei |Ruk—RA\<&.
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Stad juz:
IIimR'uk= KA 1 liml’uk= |"A.
fcloo fcloo

(2) Dostatecznos¢. Zatozywszy, ze:
limR’uc= R'A; Wml,lk=1,A ie>0,
Zdoo ftjoo
obierzmy nO catkowite tak, by zwigzki:
&>n0, T catkowite

pociggaty:
R’Uh—R’AIK 4= i ITuk —I"A\< 4=
N2 V2
Da nam to:
|[Uk— A | < e.
Stad: limuk= A.
k\oo
Df. Szereg zespolony:
Symbol: uo-f- ux-f- u2-(- . ..
oznacza:

(1) albo ciagg: uo, ux, U0-f- ux-f w2, e,
(2) lub granice ciggu:

uo,Ui+ ui,uo+ ux-\-wz...

w wypadku, gdy granica ta ma sens.

Uw. Pojmowanie podwojne sensu symbolu sze-
regu jest uswiecone przez tradycje; nie odpowiada
ono w zupetnosci nowoczesnym tendencjom, aby
kazdy symbol oznaczat tylko jedno pojecie.

Df. Szereg:  uO-f-ux
jest bezwzglednie zbiezny, gdy zbieznym jest sze-
reg (rzeczywisty):

luol B+ TunId ¥ Tuzl L
A teraz czytelnik przeniesie znowu z tatwoscig
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gtéwne twierdzenia z teorji szeregow rzeczywistej
zmiennej na wypadek zespolony.

4. Funkcje: ez,cosz, sinz.

Df. Szereqi:
. | I 'V a
1+ TT+ 21+ 3i+
ZA
=5 #a

* , * |
*~31 + 51 h'
sg bezwzglednie zbiezne dla kazdej wartosci zespo-

lonej z. Okreslajg one trzy funkcje o polu =q2
ktore przez analogje oznaczymy symbolami:

ez,Ccos z, sin z.

Przez klasyczne mnozenie szeregow (wazne
w stosunku do naszych szeregdw) otrzymamy dla
tych funkcyj trzy fundamentalne zwigzki:

(1) ez.e?— ez+z,

(2 cos(z-f-z')= coszcosz —sinz.sinz

(3) sin(z-{-z') —sinzcosz -f-cosz.sinz'
wazne dla wszelkich z iz' zespolonych. Sg one, jak
wiadomo z teorji funkcyj rzeczywistych zmiennych,
podstawg do uzyskania rozlicznych innych iden-
tycznosci.

5. Formuty: De Moivre’a i Eulera.

Niechaj bedzie g rzeczywiste,

i==1 i ii4itijL.
* U 2! 314+ 5{ + *



39

cosp= 1 o . f

L ® @

NP= P g 5
wiec:

?si ="+ + 1 ¥
coscp+ ?sincp= (—J- 3T) +

+(E+E)+-.

Zwazywszy, ze szeregi sg (bezwzglednie) zbiezne,
mozemy rozwigza¢ nawiasy:

cos qo-if ?sinp= 1-(- @?_ﬂ_qﬁ? +

w1 aot .= e
+ 41+ BT+
Zatem:

Tw. Dla kazdego @ rzeczywistego mamy:

e?i = cos @—i sin
[Euler].

Uw. Stad: [e?»| = | (cpee).

Dzieki zwigzkowi fundamentalnemu dla ez otrzy-
mamy:

(ezgm=e"lz (m catkowite).

Stad: €?¥™*= enri (@e Q).
Ostatecznie:

Tw. Dla kazdego @ rzeczywistego i m catko-
witego mamy:

(cos @-j- i sin ¢p)““= cos wep -|- 1 Sin mep.
[De Moivre].
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Uw. Zwigzek de Moivre’a zachodzi dla wszel-
kich m rzeczywistych, lecz to nam jest niepo-
trzebne.

Uw. Jezeli |a|= ri@jest amplitudg liczby a, to

a—re?l [p. § 2, ust. 4].

Zauwazmy zwigzki:
c’°=1¢eilKi= + I,e%h= —1, 6K =—1,e =1

6. Pochodne. OkreSlamy pochodng funkc
zespolonej zmiennej zupeinie tak, jak w analizie
rzeczywistych zmiennych.

Df. Pochodng funkcji f w punkcie zQjest gra-
nica:

im fo+y-w,
ft|0 n

gdzie oczywiscie h przebiega wartosci zespolone.
Analogicznie okreslamy wyzsze pochodne wzgled-
nie czastkowe pochodne czy rozniczki zupetne
funkcyj wielu zmiennych.

Dzieki zachowaniu sie klasycznych wiasnosci
granicy, czytelnik przeniesie z fatwoscig znane mu
elementarne twierdzenia o pochodnej sumy, roznicy,
iloczynu, ilorazu, funkcji ztozonej i odwrotnej na
wypadek zespolonej zmiennej czy zmiennych.

Zachodzi jednak kapitalna réznica miedzy funk-
cjami rzeczywistej a zespolonej zmiennej: Jezeli za-
tozymy mianowicie, ze funkcja zespolona f{z) po-
siada pochodng w otoczeniu pewnego
punktu z0, to fundamentalnego znaczenia twierdze-
nie, pochodzace od Cauchy’ego powiada, ze w tern
otoczeniu bedzie ona posiadata wszystkie pochodne
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wszystkich rzedow!! Nie do$¢ na tem! Bedzie ona
w otoczeniu punktu z0 rozwijalna na szereg Tay-
lora o Srodku w to znaczy szereg:

f\z) = a0+ ox(z—z0 + a2(z—z0*+ ...

Szereg ten bedzie zbiezny bezwzglednie wewnatrz
pewnego kota |z—zO0\< r (r> 0) o promieniu
przynajmniej tak wielkim, by koto to zmiescito sie
jeszcze w danem nam otoczeniu punktu zO.

Dowod tego fundamentalnego twierdzenia od-
szukaC trzeba w traktatach funkcyj analitycznych
(tak sie bowiem nazywajg funkcje rozwijalne w sze-
reg Taylora). Z posrod niezliczonej iloSci ksigzek
zajmujacych sie tym tematem cytuje mata, lecz
bardzo piekng ksigzeczke K. Knoppa: Funktionen-
theorie (2 tomiki Sammlung Goschen).

Szereg:

[(z)=a0+ al(z—z0) + 02(z-z0Q*+...
wazny, powiedzmy, dla ]z—z0 < r, mozna réz-
nil(zzk_owaé dowolnie wiele razy wyraz po wyrazie
tak, ze:

f'™®= «i+ 2«a(*—1z0 + 3«g(z—z0)2-f ...
f"((z)): 202+ 2.(3 03(2)—20)-%(... 0

I wszystkie te zwigzki wazne bedg dla |z—z0|< .
Stad tez, ktadgc Z— O otrzymamy:
f(z)= 00...,/ W (@Z0O= WwoM n= 1,2, 3,...
Uw. Zwykle méwimy, ze sama funkcja f jest
swg pochodng rzedu zero (@ = f(z), wtedy
zwigzki powyzsze zapiszemy krotko:

t (N)(z0 = n\On n—o0,1,2,...
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Uw. Kfladagc z—z0= h dostaniemy szereg:
f o+ h)= f(z,,)+ ™ N

wazny dla |h\< .

Rozdziat Il
Wielomiany.
8 1. Jednomiany i Wielomiany.

1 Jednomiany jednej zmiennej.

Df. Jednomianem zmiennej zespolonej z nazy-
wamy kazda funkcje / zmiennej z, dla ktérej znaj-
dzie sie liczba zespolona a i catkowita nieujeinna
n, taka, ze:

f(z) = azn.

Uw. Roéwnowaznos¢ (=) funkcyj f i g ozna-
cza, z¢ (1) f i g majg to samo pole okreslenia
(sensu) i (2) w obrebie (wspdlnego) pola stale
f\z)=g{z2).

Uw. f{z) oznacza wartos¢ funkcji f dla war-
tosci argumentu z. Znakiem funkcji (przepisu) jest
f lub, jezeli, jak to sie zdarza w wyrazeniach zto-
zonych, trudno nam odrzuci¢ zmienng z, znakiem
funkcji bedzie u nas /(z) {,gaszenie zmiennej*}.
Nie jest to znakowanie powszechnie przyjete, acz-
kolwiek z wielkg niejednokrotnie szkodg dla ja-
snosci i poprawnosci logicznej. Bedziemy z niego
korzystali w wypadkach budzacych obawe niepo-
rozumienia.

Uw. Posta¢ azn nie jest jedyng postacig jedno-
mianu danego, mamy przeciez rownie dobrze naprz.:

az”’= az"'-j-ez—ez.
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Uw. Poczawszy od obecnhego rozdziatu ozna-
czaC bedziemy liczby zespolone najczeSciej matemi
literami facinskiego alfabetu.

Tw. Jezeli azn=bzm

(a,b zespolone, n,m catk.  0),
to albo: a=b=20
lub: agF0,bgF0,a—bin=m

Dem. 1. Jezeli a= b—0, to twierdzenie stuszne.
Zatozmy a 4=0, to dla z— 1 otrzymamy: a—Db,
wiec b 0 i znns zZ

Ktadziemy naprz. z = 2, skad:

2n= 2m,
wiec: 2n_ "=\, n—m=0,n=m.

Tw. Jezeli azn= 0, to a—~0.

Tw. Jednomian zmiennej z albo jest identycz-
nie zerem lub ma posta azn, gdzie a4=0, n™ 0
catkowite, przyczem a i n sg jedynemi tego ro-
dzaju.

Df. Jezeli jednomian nie jest zerowym (iden-
tycznie zerem), to wykiadnik n (catkowity, * 0)
nazywa sie jego stopniem. Jednomian zerowy nie
posiada stopnia.

Df. W jednomianie niezerowyin:

azn

nazywamy « spotczynnikiem, z" zasadg jednoinianu.

Df. Jednomiany az” i bzm sg podobne, gdy
majg identyczne zasady, a wiec gdy n= m.

Tw. Suma, rdznica jednomiandéw podobnych
jest jednomianem podobnym do swych sktadnikow
lub zerowym.

Dem. az”+ bz"— (a+ b)z* (redukcja).
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Tw. lloczyn jednomianu przez statg jest jed-
nomianem podobnym do danego lub zerowym.

Dem. k.azn= {ka)zZl.

Tw. lloczyn jednomianéw jest jednomianem,
ktory jest zerowym wtedy i tylko, gdy cho¢ jeden
z czynnikdw byt identycznie zerem.

Dem. arlbzm= (ab)zn+m
Gdyby (ab)zn+m= 0, to ab = 0, skad

a= 0 lub 6= 0, wiec azn= 0 lub 62™= 0.
Odwrotnie: azn= 0 lub 6zm= 0 pociggajg
odpowiednio: a= 0 lub 6= 0, skad (a6)zn+"“= 0.

Uw. Wkracza tu zasadnicze prawo arytmetyki
liczb zespolonych:

a6= 0.= .a= 0 lub 6= 0O

2. Wielomiany jednej zmiennej.

Df. Wielomianem zmiennej z zwiemy kazdg
funkcje rownowazng jednomianowi lub sumie skon-
czonej ilosci jednomianéw zmiennej z.

Jezeli / (z) jest wielomianem, wtedy istniejg liczby:

kIf k2, . *ks zespolone
I nx,n2,... ns catk. » 0
takie, ze:
f(z) = Ix -f-k22*%4 ... kszrs.

Redukujac jednomiany podobne (o ile takie ist-
niejg) otrzymamy nakoniec:

(1) albo f(z) = 0,

(2) albo f{z) = a0z"-j- axz*~x+ ... -f an,
gdzie: a0== aobai *** an zespolone

n catkowite, 0.
[«i,a2... &, moga byC takze zerami].

Stad:
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Tw. Kazdy wielomian zmiennej z jest albo ze-
rowym lub moze byC przedstawiony w postaci:

f{z)=a0z"-\- axzn- x_- .. .-\-an, (*)
gdzie a0=+=0, a0, al, ... an zespolone
n catk., * 0.

Df. Posta¢ (*) nazywamy zredukowang posta-
cig wielomianu niezerowego.

Tw. Kazdy wielomian jest funkcjg okreslong
dla catego g2, ciagla i dowolnie wiele razy réznicz-
kowalng w catem 2

Dem. Z elementarnych wiasnosci funkcyj cig-
gtych i pochodnych.

Tw. Posta¢ zredukowana wielomianu jest je-
dyna.

Dem. Zauwazmy, ze gdy:

f(z) = a0z” + axzn~ x+
a0,al...anzespolone, n catk. * O,

J=0.
(*=1,2...)
Stad: Jezeli f(z) = 0 musi byc:
Un U ... —'H
Jezeli: /(z) = alzn-\- axzn~x-f-... -f-n,,, % =0
i /(z) = bOzm-|- blzm~1-|- .. .-f-bm

i gdyby: m > n, to:

un—ebm—f (0), un— z—bm—-+ —— e°*

a0— bm» = “bm_ k= />+*>(0) —0,
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stad: /"(z2) — bm—hzn bn—mti 27 " “F eee£ M
przyczem: &» ¢,— a0, = al... bm—a,,
--Mj- 0.
Uw. Jezeli wielomian f(z) — const 3=0, to
f(z) = az°= a (a= const4 0),

zatem stopien f jest zerem (i odwrotnie).

Df. Stopniem wielomianu niezerowego
nazywamy wyktadnik n przy najwyzszej potedze
jego postaci zredukowanej. Wielomian identycznie
zerowy nie posiada stopnia.

Umowa: Powiemy, ze wielomian f{z) jest niz-
szego stopnia niz wielomian g(z), gdy g(z) 0
i /(z) €0 i f ma stopien nizszy niz g lub gdy
f(z)*EO 1 g(z) =j=0.1

Tw. Suma i réznica wielomianow f(z) i g(z),
stopni n i m odpowiednio, jest wielomianem

(1) stopnia = max (n, m), gdy n &=m,
(2) stopnia nizszego lub rownego”) = max (n, ni),
gdy n—m.

Suma wielomianu stopnia n i wielomianu zero-
wego jest wielomianem stopnia n. Suma wielomia-
now zerowych jest wielomianem zerowym.

Dem. Przedstawimy /°i g w postaci zredu-
kowanej:

f{z) = «0zMt n"™-1-f ...+ «,% F=0,
g(z) = b0zm4- blz"t~i14-... 4-bm, b04 O
I potdzmy naprz. n > m. Wtedy:
/(z) £ L A-(awmz&0z1-1 ...
... 4”7ifln 4~ bm)
«Q“R

1 Wygodng te umowe przejatem z Perrona, Algeb

Tom. 1.
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gdyby n=m, to
f@+9g@= (@0 bOzn+ (axx \) 77=1... («H+ b,),
przyczem a0+ b03=0 lub a0+ b0O= 0.

Reszta widoczna.
Tw. lloczyn wielomianéw stopni n i m odpo-
wiednio, jest wielomianem stopnia n-\-m.

Dem. Nb. f{z) = aOzn-f-... -f an, a0 3=0,
g(@@ = b0zm-j-... 4- bm, b0 4=0,
to f(2) g (z) = a0b0zn+m-f (aObx-f axbv) z"+m~-1-f ...,

gdzie widocznie wyraz a0&z"+" nie podlega re-
dukcji 1 a0b0 O.

Tw. lloczyn wielomianu stopnia n przez liczbe
statg, rézng od zera jest wielomianem stopnia n.

Dem. Liczba stata a (H=0) jest identycznie
rowna wartosciom wielomianu az° stopnia 0, stad
iloczyn jest stopnia n-f-0= n.

Uw. Mobwi sie wprawdzie do$¢ czesto, ze liczba
stata a jest identyczna wielomianowi ciz°® lecz nie-
stusznie. Wielomian az°® — poprawniej az°® — jest
funkcjg (przepisem, operatorem) i nie jest liczba!

Tw. Wielomian /(z) nie zerowy mozna zawsze
»uporzadkowaé¢ wedle poteg (z— «)*, gdzie a jest.
dowolng zespolong, w nastepujacy sposob:

/ ()= aoz!l-f-..e-f-an= al[(z—a) -f- a]'1-}-

-J- —a)j-an I-j-...*han
= AOz—a)n-f Ax(z— «wl-f-... -f A,,

Wystarczy tylko rozwingC potegi:
[(z— a)-\-a\k, tT=0,1,2 ...n
wedle dwumianu Newtona.
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Z fatwoscig zauwazymy, ze:
An= /m(q), MZE«) .
Tw. Jezeli /(z) jest wielomianem, to:
Izilg?f(z) =0, gdy f{z) = 0.
limf{z) — a =0, gdy st’f = O.

Ii|mf(z) = 00, gdy st’f>0.
21D [sff= stopien f].
Dem. (1) widoczne, (2) réwniez, gdyz wtedy:
f(z) = const 4=
(3): f(z) ee a0Z" -j- axzH-x-f-... -J-a,,, a0£E=0,n>0.
Dla z 40 mamy:

I'(z)-a02>» |1+~ + A + ...+ N J;

otoz: . .
lim—= lim %= . —
zloo 2 zloo £ hﬂy\\ -V,
a wiec: limf(z) = lima0zn= oo0.

z|oo z|oo
Uw. Definicja I?m f(z) analogiczna do def. na str. 34—35.
Z|oo

3. Wielomiany jednej zmiennej z punktu widzenia
teorji funkcyj analitycznych.

Rozwazmy funkcje f(z) okreSlong w catej ptaszczyz-
nie gt i posiadajgca pochodng w kazdym punkcie tej pta-
szczyzny. Dzieki twierdzeniu cytowanemu wyzej bedziemy
te funkcje mogli rozwing¢ na szereg Taylora okoto punktu
z —0, a wiec przedstawi¢ ja jako:

f(z) = A0-\- Alz + Asza+ ... @

Szereg ten bedzie bezwzglednie zbiezny w kazdem kole
zatoczonem z poczatku ukiadu, gdyz funkcja f{z) posiada
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wszedzie pochodng. Zatem bedzie on bezwzglednie zbiezny
w catem g2i wszedzie wartoscig jego bedzie f(z). Funkcja
analityczna powyzszego rodzaju zwie sie funkcjg catko-
witg (entisre). Spotkalismy juz takie funkcje, a miano-
wicie: e*, cos 2, sin™ sg witasnie tego rodzaju.

Lecz réwniez i wielomian:

P*= 4%+ Axz + ... + A,zn,

napisany w postaci:

f(z) T7 40+ Atz ...+ Anzn Anjlzn¥t+ ...
gdzie: Mefi= Antz = ... —0
jest widocznie funkcjg catkowity.

Zauwazmy, mimochodem, ze rozwiniecie funkcji na
szereg (1) jest jedynem, gdyz spéiczynniki AO, At, A2...
sg okreslone jednoznacznie przez to, iz:

<0 -
An n')\() n=20,1,2,...

Otéz teorja funkcyj analitycznych klasyfikuje funkcje
catkowite w nastepujacy sposob.
I wyp. nie istnieje lim (z).
z\oo
Funkcja zwie sie wtedy przestepna.
I wyp. Ii|m f(z) = oo.
Z|0o

Teorja funkcyj udawadnia, ze istnieje wtedy (jedyna)
liczba naturalna n taka, ze:

lim jest liczbg 0.

zloo  Zn
I wyp. \l\mf(z) —a, gdzie a jest liczbg zespolona.
Z|oo

W tym wypadku t. zw. twierdzenie Liouville’a gtosi,

ze: f(z) = const. Zatem:
f(z) = f(0) = AQ
Otoz, albo: = 0, wtedy f(z) = 0,
lub: ~,4=0, wtedy f{z) = A0 0 i f(s) jest wielo-

mianem stopnia zerowego.
W wypadku drugim analitycy moéwiag krétko, ze f(z)
,posiada biegun rzedu n w nieskonczonosci.

W. Wilkosz: Zarys Algebry. Cz. I. 4
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Zauwazmy, ze dla zz\:0 mie¢ bedziemy:

m A A " An—1
m ‘mmtmatect t AN+
+ An+1Z + An-\-272*+ ...
Nazwijmy:

g(z) = An+\z + Arnx275+ ... 2

Bedzie to znéw funkcja catkowita, gdyz dla z —0 szereg

(2) jest oczywiscie bezwzglednie zbiezny, a dla kazdego

z 0 szereg Ant\ 2™+t + Ant2zt+2+ ... byt bezwzglednie
zbiezny, wiec rowniez:

An+lz + An+2 272+ ... (3)

ktory powstat zen drogg podzielenia przez z*(rjr 0), bedzie

bezwzglednie zbiezny i wedle znanych wiasnosci szeregu po-

tegowego funkcjag{z) bedzie posiadata wszedzie pochodna.
Atoli, oznaczywszy przez a granice:

lim =0
zloo z*
otrzymamy:
lim g(2) "m{ m I m—+ An

= a mAn.
Zatem, wedle twierdzenia Liouville’a:
g(z) = const= y(0) = 0.

Stad: Amtl= Ant2= ... =0 i
A :
m A a
o4 Zr;Ail—'— + An, @

dla kazdego j~O. Wtedy tez:
f(z)= A0 Alz+ ... + Anznf

gdyz dlaz =(=0 stuszne wedle (4), a dlaz=0 jest/,(0)= A#

Widzimy wiec, ze w wypadku drugim funkcja nasza
jest wielomianem stopnia n. Z twierdzenia w poprzednim
ustepie wynika, ze wielomian posiada zawsze granice dla
z -> 00, skonczong lub nie. Wobec tego mozemy scharakte-
ryzowa¢ wielomiany mowigc:
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Wielomian jest to funkcja analityczna catkowita, ktora
posiada w nieskonczonosci biegun lub granice skoriczong
(,,biegun rzedu zero* moglibySmy powiedzie¢). Rzad bie-
guna daje nam stopien wielomianu za wyjatkiem, gdy
wielomian jest identycznie zerem.

Z badania poprzedniego wynikajg nastepujgce kon-
sekwencje:

(1) Funkcje: ez,cosz, sin z nie sg wielomianami, po-
niewaz nieprawda jest, by spotczynniki ich rozwiniecia na
szereg Taylora okoto Z = 0 (szereg Mac-Laurina) byty od
pewnego miejsca zerem.

(2) Nie istniejg granice (skonczone ani nieskoriczone):

lime2, limcosz, limsinz.
Z\oo z|oo z|oo

Uw. Dla rzeczywistych zmiennych:

limex = + 00, limex= 0,
zI+00 X\—oo0

ale w zespolonych niema granicy w nieskonczonosci.

4, Jednomiany wielu zmiennych.
Df. Jednomianem zmiennych zi, z2, ... ZKnazy-
wamy funkcje réwnowazng nastepujacej:
az{”...
gdzie: aeqz i cci,... a* catkowite, ™ 0.
Tw. Jezeli:
azis. .. zkk= bzi*... zkk
a,beq2, ai... a*,0i... @ catk. » 0,
to (1) albo: a= b—0,
(2) albo: a3o, &Fo, a=b

i ci= 0i,... =
Dem. (1) Gdy a= b=0 to, twierdzenie stuszne,
zatozmy (2), ze a=4=0, wtedy dla zZ\=22= ...=zk—\
otrzymamy: a=b"0.

Kiadgc: zi= I,...zs i= 1,252, z»+i=I,...2* = |,

4%
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dostaniemy: 2H/= 2%, wiec as= ¥
dla: s=1,.&.
Tw. Jezeli azifi..zkk= 0, to a= 0 i od-
wrotnie.
Tw. Jednoinian zmiennych Zi, z2, ... K jest
albo zerowym (identycznie zerem) lub ma postac:
azi"*... zkna,

gdzie a #0, ai... ak catk. 25:0, wyznaczone jed-
noznacznie.

Df. Stopniem jednomianu niezerowego zmien-
nych Zi,... Z& wzgledem zmiennej zs(s= 1,2,...10
nazywamy wyktadnik ayjego postaci (jedynej) typu:

azid ... zkuk >

Rzedem lub stopniem ogolnym (wzgledem wszyst-
kich zmiennych) nazwiemy wtedy sume:

m= cti-j- a2-f-... -)- ok
Jednomian zerowy nie posiada stopnia ani wzgle-
dem z, ani ogdlnego.

Df. W postaci azili...Zkm (« 4=0) zwiemy a
spotczynnikiem, 2z\“l1...Zfca* zasadg jednomianu.
Jednomiany podobne majg identyczne zasady.

Tw. Suma, rdznica, iloczyn jednomiandéw zmien-
nych Z\...zk sg dalej jednomianami tych zmien-
nych.

Tw. Stopien iloczynu jednomianow niezero-
wych zmiennych A, 24 ... zk jest rowny sumie
stopni czynnikow. [Stopien wzgledem ktorejkolwiek
Zi lub ogodlny].

Dem. Elementarne, analogiczne jak w wypadku
jednej zmienne;j.
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5. Uporzadkowanie jednomiandw.
Woprowadzimy za przyktadem Gaussa pewien
sposob uporzadkowania jednomiandw niezerowych.

Df. Jednomian: f=azin... Zk («=F0)
bedzie nizszego typu niz:

g= bzt .. .zZA (b 40),
gdy w ciggu roznic:
(P1“f" oo, -f- Pi)— (@0  eeeH @A) PI—RI,. Hc—-o.

pierwsza, ktora nie jest zerem ma waiio$¢ dodatnia.
Zapiszemy to: f-<g.

Czytelnik uzasadni z fatwoScig nastepujgce wia-
snosci, odnoszace sie jedynie do jednomianOw nie-
zerowych, zmiennych z\... X

1. gdy rzad f < rzad g, to f*.g,

2. gdy rzad/—rzad g if nie jest podobne do g,
to /-'.g lub g-<f,

3. f —g wyklucza g <f,

4. f-<g ig h pocigga, ze fmh,

5. f g pocigga, ze f .h-"g.h.

Przyktad: (dla trzech zmiennych):
3*¥2*2*3  Z\Z?7Z3 27082273 <Z"Z"z7).

Uw. 1 Zwigzki 1, 2 i3 powoduja, ze relacja
porzadkuje w sensie Cantora kazdg klase ztozong
z jednomiandéw tych samych zmiennych, niepo-
dobnych miedzy soba.

2. Porzadek ustalony przez relacje — zwie sie
tez leksykograficznym, w podobny sposob porzad-
kuje autor stownika wyrazy wedle nastepstwa al-
fabetycznego, nie zwraca jedynie uwagi na ilos¢
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liter w stowie (co odpowiadatoby* pominieciu roz-
wazania roznicy (|3i4-... - j3)— (i -(-**a?*-
6. Wielomiany wielu zmiennych.

Df. Wielomianem zmiennych zi... Zk zwiemy
kazda funkcje rownowazng jednomianowi lub sumie
skonczonej ilosci jednomianéw zmiennych zx... Z

Jezeli f(zi...Zk) jest wielomianem, to istnieje

(1) ciag liczb zespolonych:

Ol,e.e (p catkowite, > 0),
(2) cigg uktadow liczb catkowitych nieujemnych:
(on...di™),...

(fc catkowite, > 0)
takich, ze:

p
f(zi... ZK) he )H asZirs\ ... Zaxk
S

Redukujgc jednomiany podobne dostaniemy na-
koniec:
(1) albo: f(zv...zH)= 0.
(2) albo:
f(z1...7,)= Az\n'... ZkKk-|- Bzi™ ... ZA -}-
-j-Lzih...zA (¥
A ,B,... L =#=0, cti... a*, pi... o X\ kK

catkowite, A 0? przyczem jednomiany po stronie
prawej nie sg miedzy sobg podobne.

Df. Posta¢ (*) poprzedniego twierdzenia na-
zywamy zredukowang wielomianu niezerowego.

Tw. Kazdy wielomian wielu zmiennych jest
funkcja ciagta i dowolnie wiele razy rézniczko-
walng dla wszelkich ukfadow wartosci zmiennych
zespolonych wystepujacych w wielomianie.
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Tw. Posta¢ zredukowana wielomianu jest je-

dyna.
Dem. Zauwazmy, ze gdy:

p
f(zi... K~ "A jzia*i... X,
s\l
przyczem jednomiany AsZirsi... ZKisk nie sg po-
dobne miedzy sobg, to:

Oasi+—+a*/'(0,... 0)
d zZyls\ ... 0 Zlca*k

8= 1, 2...p),
I widocznie A, jak i ukfady (afi... a*) sg wyzna-
czone jednoznacznie jako wartosci pochodnych
czastkowych typu:
$&+...+* y(05... 0)

Hzix...dZIA

pod warunkiem, o ile wartosci te sg rézne od zera.

Df. Rzedem lub stopniem ogo6lnym wielomianu
f(zi.. .Z) jest najwyzszy ze stopni jednomianow
figurujgcych w postaci zredukowanej, o ile wielo-
mian nie jest zerowy. Wielomian zerowy nie po-
siada rzedu. Stopniem f(zi...za) wzgledem zt na-
zywa sie analogicznie najwyzszy ze stopni wzgle-
dem zs jednomianow figurujagcych w postaci zre-
dukowanej, o ile taka istnieje. Wielomian zerowy
stopnia wzgledem zs nie posiada.

Tw. Wielomian f(zi...Zk) posiadajacy postac
zredukowang nie jest identycznie zerem.

Dem. Witedy bowiem cho¢ jedna pochodna
czastkowa ktorego$ rzedu obliczona dla zl = z2=
= Z= 0 nie jest zerem, co bytoby niemozliwem
dla /m=(>,

< l...odd A —
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Umowa. f{z\...Zk) jest rzedu nizszego od
g{zi...zk, gdy (1) f=1=0 i rzad f< rzad g lub
(2) f= 0, lecz g"E O.

Tw. Gdy wielomian f(zi...zJ) = const 410,
to f posiada posta¢ zredukowana:

const. 2i°...2/° (const. #0)

I jest rzedu zero.

Df. Wyrazem gtownym wielomianu niezerowego
f(zi...Zk) nazywa sie ten jednomian jego postaci
zredukowanej, ktory jest najwyzszego typu.

Tw. Kazdy wielomian niezerowy / (21... 239
posiada okre$lony gtowny czion.

Dem. W postaci zredukowanej mamy jedynie
wielomiany niepodobne w skonczonej ilosci. Wsrod
nich istnieje okreslony najwyzszego typu.

Tw. Wielomian niezerowy i jego wyraz gtowny
majg ten sam rzad.

Tw. Suma, roéznica i iloczyn wielomianéw
zmiennych 21 ... Zk sg dalej wielomianami tych
zmiennych.

Dem. Z definicji wielomianu.

Tw. Rzad sumy (réznicy) wielomianow f(zi.. .zj)
i g{z\... zK), gdzie m= rzadf, n = rzadg.

() réwna sie max (m,n), gdy m 4=n,

(2) rowna sie max (m,n) lub suma (roznica)
jest rzedu nizszego niz max (m, 1), gdy n= m.

Dem. (1) Nb. naprz. m > n oraz niechaj:

Azih... Zlk, Bz\P' ... zitF
oznaczajg gtébwne wyrazy dla f i g odpowiednio.

Musi by¢ ai -} ... -f-ak> Pi-f- ...4~  wiec wyraz
A 2ifi*... Zk(k nie ulegnie w sumie (réznicy) redukciji.
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Tw. Rzad iloczynu wielomianow f(zi...zK
| g(zi...zk), gdzie m= rzad/, n= rzad g, jest
rowny m-\- n.

Dem. Uzyskajmy iloczyn mnozac Wlelomla-
ny f i g w ich postaci zredukowanej. Niechaj
fi— Azi'l... Zk&k i (Ji= Bz\P'...zkk beda gtowne-
mi wyrazami wielomianow f czy g.

Dadzg one w iloczynie wyraz:

Th— AB ZI'vtA . Zkak+Pk .

Dla jakichkolwiek wyrazéw f' i g' wazietych
z postaci zredukowanych wielomianéw /i# mamy:

f'=fi, g'g1,
wiec: f'g'=fig =/i"i= K
Jezeli obierzemy f' <fx, lub gr<gx, to juz
f'g' -<hx, zatem wyraz hx nie posiada w iloczynie
podobnego sobie i nie ulegnie redukcji. Bedzie to
przytein wyraz gtowny iloczynu.
Stad: rzad ffg = rzqd hi = (ai -f-... -f- a*) -j-
. -PH= m+ n
7. Rézne sposoby przedstawiania wie-
lomianéw wielu zmiennych.
Jezeli napiszemy wielomian niezerowy w po-
staci zredukowanej:
f(zi...Zk) = Azia:...zkak+ ... f-LzJ1... zfK(
to mozemy zawsze dotgczyC po prawej stronie do-
wolng ilos¢ skfadnikow postaci:
0.z i ...zk°k.
Jest to niekiedy przydatne ze wzgledoéw na symetrje.
Jezeli typem jednomianu Aziai... zklk nazwiemy
uktad liczb («i... aA, to wielomian f{z\... zK) na-
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zwiemy zupetnym rzedu n, o ile w jego postaci

zredukowanej figurujg jednomiany wszystkich moz-

liwych typow rzedu n, to znaczy takich, ze:
o~ ai--... a* n.

Rozwazmy wielomian niezerowy f{z\...Zz%),
gdzie /o> 1. Napiszmy go w postaci zredukowanej
i zwréCmy uwage na jedng z jego zmiennych,
naprz- zf. taczac ze sobg te wyrazy postaci zre-
dukowanej, gdzie zs figuruje w tej samej potedze
(przez wytgczenie tej potegi zs za nawias) otrzy-
mamy;

f(zx .. ZK)—fi.z2/1-J-eee+ fpez/p,
gdzie: (1) fx,...fP sg wielomianami zmiennych:
Zi,... 5, zs+1,... ZK, niezerowemi,

(2) ol> c2> ...> ap

(3) < jest stopniem f wzgledem zs.

Zauwazmy, ze kazdy wielomian niezerowy po-
siada stopien wzgledem kazdej ze swych zmiennych.
Dodajagc ewentualnie wielomiany zerowe, mozemy
przedstawi¢ f w postaci:

9<m+ gxzia~x-\-
gdzie znow: (1) fJo-..y0 sg wielomianami (ew. ze-

rowemi) zmiennych: zi,... z, i, Zj+i,.,. zt,
(2 90(zi... Zs—4Zs+i... ZK) nie jest wielomianem
zerowym,

(3) a= stopien f wzgledem zs.

Niechaj f(zi...zK bedzie wielomianem zmien-
nych zi... Z i niechaj u\... wp bedg zmiennemi
zespolonemi, roznemi od zi... Zkm Utworzmy wy-
razenie:

F zx... Zk Ul ... wp zR . UI°. °
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Jest to oczywiscie wielomian zmiennych:
Zl.. . ZK w\... wp
0 tej wiasnosci, ze jakikolwiek obierzemy system
wartosci:
ni... (ije, b\,.. bp
dla zmiennych: zi... zk, ..wp, to:
7™ (ail...ak,bi...bp = f(ax... ak).
Niezbyt precyzyjnie moznaby to zapisa¢ jako:
f(zi...za)= F(zi...Zk, w\... wp).
Wielomian F nazwiemy rozszerzeniem wielo-
mianu f, zmiennych zi...Zk do zmiennych:
ZIl.. .Zk, Wi.. . Wp.
Mozemy teraz objasni¢ tworzenie sum, roznic,
iloczynow i t. d. wielomianébw o rdéznych zmien-

nych w obu wielomianach.
Naprz. rozwazmy sume wielomianow:

f(x, y)-\-9i$,2),
gdzie x, y, z sa zmiennemi zespolonemi. Rozumie-
my przez to, ze:

(1) rozszerzylismy f{x,y) i g(x,z), do wielo-
mianéw zmiennych a2y, z,
(2) rozszerzone wielomiany dodaliSmy do siebie.
A wiec:
f(*,y) + g(x,z)t f(x,y).z°-\-g(x,2) .Yy"
Analogicznie w innych, podobnych wypadkach.
8. Wielomiany jednorodne.

Df. Wielomian f(z\ ...zK jest jednorodny,
gdy.(l) albo jest identycznie zerem (2) albo wszyst-
kie jednomiany jego postaci zredukowanej maja
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ten sam rzad:
f{zi...za) —Azn' ... Zkk+ BZz\A... ZkKk+ eee
+ Lziv...Z k,
gdzie:
tki-J-... -f-d*= Pi-j-... “FP= ... = Xi-f..f- X
Df. Wielomian jednorodny rzedu m jest zupet-
nym, gdy w jego postaci zredukowanej figuruja
jednomiany wszystkich typéw rzedu m.
Rozwazmy dowolny wielomian: f(zi...Zk) rze-
du m. Piszagc go w postaci zredukowanej i zbie-
rajgc razem jednomiany tego samego rzedu, mo-
zemy / przedstawi¢ w postaci:
f(zi... K= p«(zi... za) 4 (20 mmK) + ...
-f o (FieeezK),
gdzie: o,,qn,... q3,, Sg wielomianami jednorodnemi
rzedow powstatemi przez zebranie jed-
nomianéw tego samego rzedu w postaci zreduko-
wanej wielomianu f i gdzie m> n> ...> w.
Dotaczajac ewentualnie, dla symetrji, jednomiany
zerowe, moglibysmy napisac:
*y f(z1-.Zk= Mm@...ZK +—pr—1(zi...za) - ...
-f (2. zi).
gdziepewnym cp,(zi. .. o) nadano postac jednorodnych
wielomiandéw rzedu s, przez wpisanie jednomiandw,
ktorych zasady majg typy rzedu s, gdzie jednak spot-
czynniki sg zerem. Jednakze @,(zi... za) 0.
Formuta (*) przedstawia: rozktad /(zi... za)
na czesci jednorodne.
Majac dany wielomian /(zi...:a) rzedu m, na-
piszemy go w postaci poprzedniej:
[(zi...ZQ "N q@»(zi...ZK) + —2t(zi.%%a) -j- ;..
-f- g0 (zX. . . za).
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Df. Rozwazmy teraz wielomian: r(z\...zk,t)
zmiennych zi...zk,t okre$lony w nastepujacy sposéb:
Fzn ooz )2 (21 2d b ll—1zin. 2z B4

AR vz s | DD 0 (2] zky e,

Wida¢ odrazu, ze r jest wielomianem jedno-
rodnym rzedu m zZmiennych: z\__ zk, « Nazywamy
00 wielomianem powsta’fym 2/(21 .zj) przez ujed-
norodnienie lub krotko: sujednorodnionem f“.

Oczywistem jest tez nastepujgce twierdzenie:

Tw. Jezeli f(zi... &) jest wielomianem zu-
pe’mym rzedu m, tO ujednorodnione f(ZI ZI) do
F(Z\ Zk,t) jest wielomianem jednorodnym ZU-
petnym zmiennych: zi...zk,t.

Df. Ujednorodnieniem wielomianu zerowego
zmiennych 21...z« nazwiemy wielomian zerowy
zmiennych 21... 2*+

TwW. 1os¢ wyrazéow (jednomiandéw) w postaci

Zredukowanej wielomianu zupetnego f(zi .. . zj)
rzedu m wynosi: | j

m+ h\_(m+ &'
[z definicji 5‘ h ):( m! l(Jg()

dla m 1 x catkowitych nieujemnychj.

Dem. llos¢ wyrazé6w jest oczywiscie réwna
iloSci mozliwych rozwigzan W liczbach catkow itych,
nieujemnych nierdwnosci:

Cit Lttt m
Jest ona zalezng jedynie od &i m. Oznaczmy

ja przez .
Kazdemu takiemu rozwigzaniu:

a, «2,...C (1)
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przypiszmy jednoznacznie system:
Oi-(-1, Gi+402-j-2,..., 0i §m-j-a&;-j-k. (2
Poniewaz: 0< oi-)-1<o0 1 02--2<

< Ql-f-02-j------1-Ot-)-fe<ffl4-~
wiec (2) przedstawi okreslong kombinacje bez pow-
torzen z liczb: 1, 2,..., m-j-k (3)
Niech bedzie naodwrot:
3i» F»eee3* 4)

takg kombinacjg bez powtorzen z liczb (3)
Mozemy zawsze zatozyC, ze:
O<0i< 0*<---<pmM
gdyz w kombinacjach bez powtdrzen elementy syste-
mu sg rozne a porzadek ich nie wchodzi w rachube.
Kladac: ai= 0Oi—1,a2= 02— 0i—1,...
= 0*—
widzimy, ze: 0SI10i, 0 02...0S ot,
0~ 01-j-02H------(-a*55 — k~m-\-k —k= m,
zatem: oi, 02,...u*: jest rozwiqza,;\iem nieréwnosci:

0" oi4---—-- fak m )
w liczbach catkowitych nieujemnych.
Odpowiednios¢ miedzy systemami (1) i (2) jest
wiec jedno-jednoznaczna, co pociaga, ze ilos¢ zada-
nych rozwigzan nierownosci (5) jest rowna ilosci
kombinacyj bez powtdrzen z liczb systemu (3).
Ta ostatnia wynosi jak wiadomo:

(mV \

co ostatecznie konczy nasz dowdd.

Uw. Powyzszy piekny dowdd podat O. Perron
w swej Algebrze. Inne znajdziemy w dzietach E. Netto
1 H. Webera, poswieconych wykfadom algebry.
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Tw. los¢ wyrazow wielomianu zupetnego jed-
norodnego f(z\.. .Z) rzedu m wynosi:

- | 1
\ Jc- i
Dem. llo$¢ ta rowna S|e oczywiscie:
Pm—1 gdy m> 0,

wiec
[7YI—|—rc » - &— 1i
V) ' | J
DIa m= 0 mamy jednak
(mA-h— 1\
\ /’

co dowodzi waznosci formuty i dla m= 0.
Niechaj f(z\...Zk) bedzie wielomianem jedno-
rodnym rzedu m. Potézmy za: zi...Zk odpowiednio:

I 11...~kzk, gdzie | jest dowolng zespolong. Be-
dziemy mieC oczywiscie:
f(kzi...yzw = Inl'{1l... 1), ]

Zatozmy odwrotnie, ze identycznos¢ (*) ma miej-
sce dla danego wielomianu niezerowego f(zi...zi>)
i ze m jest catkowitg nieujemng. Oznaczmy rzad
wielomianu f przez p i roztézmy | (11, z2) na
czesci jednorodne:

f{a.. 2= yP{z\...Z) A-... A R (zi m*X).

Po podstawieniu:
Inl' (i zo= Hraplei ozt oot K0epoful i),

RoOzniczkujac obie strony az do rzedu m wzgle-
dem X i kladac | = 0, otrzymamy dla p”"m :

flrivemzg= (il . 1a),
zatem f jest wielomianem jednorodnym rzedu m
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Hipoteza: p < m jest niemozliwa, gdyz wtedy przy
m-krotnem rézniczkowaniu otrzymalibySmy, ze
f(zi...Z&) = 0.

Mamy zatem kryterjum:

Tw. Warunkiem koniecznym i dostatecznym,
by wielomian niezerowy f(zi... zi) bytjednorodnym
rzedu m jest identycznosc:

fQ-z\,... kzi) = \""f(21...Z)
dla wszelkich wartosci X, zi... &

Rozdziat Il

Podzielnos¢ Wielomiandw.
§ 1. Ogdblne okreSlenia i twierdzenia.

1 Podzielnosc.

Df. Wielomian f(zi...Zk) jest podzielny przez
wielomian g(zi...Z), jezeli istnieje wielomian
h(zi...zi,) taki, ze:

f(zi...Zk) = g(zi... Zk).h (zi... &)
I gdy jeszcze g{z\... Y™ O.

Piszemy to krétko:

g\f (czytaj ,.g dzieli / *).

Wielomian g jest podzielnikiem f, przeciwnie:
wielomian f jest wielokrotnoscig g.

Df. Wielomian g{z\...zj) jest wspdélnym po-
dzielnikiem wielomianéw fi{zi... zi) ... fP(zi... ),
gdy: _

g\fi,...g\fP.
Jest on natomiast wspdlng wielokrotng dla

gdy:
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Df. Wielomian g jest najwiekszym wspdlnym
podzielnikiem dla gdy:

(1) g jest wspdlnym podzielnikiem dla /i,..fp,

(2) kazdy wspolny podzielnik h Wlelomlanc’)w

fi,... fp dzieli g:
h\g.

Uw. Termin najwiekszy wspolny podzielnik*
jest terminem ogolnym, nie jednostkowym, gdyz,
jak to zobaczymy, istnieje nieskonczenie wiele naj-
wigkszych wspolnych podzielnikéw danych wielo-
mianow.

Df. Wielomian g jest najmniejszg wspdlng wie-
lokrotng wielomianéw fi,...fP, gdy:

(1) g jest wspdlng wielokrotng f\,...fP

i (2) g dzieli kazdg wspdlng wielokrotng tych
wielomiandw.

Tw. 1 Gdyf jest dowolnym wielomianem, a g

wielomianem rzedu zero, to g f,
2. gdy / jest wielomianem niezerowym,
to /1/,
h\g .g\f:~)) :h\f,
h\g.h\f:?) :h\(fx g),
h|g i/ jest dowolnym wielomianem,
to h\g.f.

Uw. Mamy tu na mysli wielomiany tych sa-
mych zmiennych, ewentualnie rozumielibySmy na-
sze twierdzenia w ten sposdb, ze wielomiany za-
stapiono przez odpowiednie rozszerzenie Ip. str. 58]
do potrzebnej ilosci zmiennych.

Dem. 1. Gdy/=0, to widocznie: f= g ./,
gdy /~J=0, to:

f{z\.. .z)) "EzAzia*... ZKIk-j-... -f-L zi\... ZkK,

W. Wilkosz: Zarys Algebry. Cz. 1. 5

ok~ w



stad: f— g.h, gdzie:

h= <ZiHi... Zkak - - .. HZS’ZkAK ‘
O=Fs= g(zi...zi).

2. Wtedy: /=1/.,?, gdzieg= 1. zi°..Zfco/E~=0.
3. Wtedy:g= h.gx,f=g .fx, gdzie gx i A s3
wielomianami, wiec:
f— h e (/i «.9i)i
gdzie f\.gx jest wielomianem.
4. Nb.: g= h.gx,f=h .fx, (fx i » wielomia-
ny), to:
f£g = h.(f1x£ ™),
gdzie fi = gi jest wielomianem.

5 Nb. g= h.g1 (gl wielomian), to:

f,g=nh.(fgj) (fgx jest wielomianem).

Df- Wielomiany sg pierwsze wzgledem
siebie, gdy jedynemi ich wspolnemi podzielnikami
sg wielomiany rzedu zero.

Df. Wielomian f(zi... zi) jest rozktadalny, je-
zeli istniejg wielomiany g i h, oba rzedow wiek-
szych niz zero i takie, ze:

/= g-eh
w przeciwnym wypadku / jest wielomianem nie-
rozktadalnym.

Z ftatwoscia mozemy podaC przykiady wielo-
miandéw nierozktadalnych rzedu wiekszego niz je-
den w wypadku wielomianéw wiecej niz jednej
zmiennych. Takim jest naprz. wielomian: x*A-y,
co tatwo udowodnic.

W nastepnym rozdziale przekonamy sie, ze jedy-
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nemi wielomianami nierozktadalnemi jednej zmien-
nej sa wielomiany zerowe oraz rzeddw: zerowego
I pierwszego.

8 2. Algorytm Euklidesa.

1. Rozktad Euklidesowski dlajednej zmiennej.
Tw. Jezeli /(z) i g(z) sa wielomianami, przy-
czem g (2) 0, to istniejg wielomiany Q(2) i ji (2)
takie, ze:
(1) fc) = Q(2).9{z) + R(2)t
(2 K(z) jest nizszego stopnia niz g(z)
[p. Umowa na str. 46J.
Dem. 1 wypadek: /(z) = 0; wtedy:
1(z)=1(z).0(z)+/(z)
i /(z) = 0, wiec stopnia nizszego niz &(z)(=|=0)
wedle brzmienia umowy na str. 46.
2. wypadek: sVf<sVg\ wtedy:
I(z) = (0.2°)g(2)+f(2),
przyczem: st’f<st’g.
3. wypadek: st'fAstlg.
Zapiszmy / i g w postaci:
f(z) =EaGzm-j- ... -|-an, g(z) = bozn-J...
004=0, &40, zatem st'f=m, st'g= n, m> n,
f@= Ql(@g®@ -|-Ri(z), gdzie:
Q M = («, - Z—I1+ m»

wiec: st'R1<Lst'f lub Rx= 0.
Jezeli jeszcze: st'Rx”"?ist'g, to przedstawmy dalej:
Ki(z) = Q2(*) «.7W +

5*
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gdzie: Q2(z) obliczono znéw ,dzielac najwyzszy
wyraz w Ri(z) przez blzn
Bedziemy mieli:
nz) = {Ql(z)-"Q2(z)}.9(z)"B22),
sVR2< st,R1< st’f lub R2(z) = 0.
Posuwajac ten proces dalej, o ile tego zachodzi

potrzeba, dojdziemy po skonczonej ilosci krokow
do wyniku:

I(*)= Qf2)g(z) -\-R(2), gdzie:
sVR<sVg lub R(z)= 0.

UW. Rozktad: /(z) = Q(2)g(z)-]-R (z), gdzie
Q i R sg wielomianami i gdzie R(z) jest nizszego
stopnia niz g(z), nazwiemy rozktadem Euklidesow-
skim.

TW. Rozktad Euklidesowski jest mozliwy tylko
w jeden sposéb:

Dem. zatézmy, ze:

f(2)= Q@y(2) -bR(x) jQ Q,R, R"\

f(z2)= Q@ @92 R (2’1 wielomiany j

R 1 R' nizszego stopnia niz g.

Wtedy: £(Z)- <@)9(@) = R'(@)- R ®.
Jezeli: Q(z)—Q'(z) O, to:

sz’{((2(2) — Q' (2))9(2)} " sVg, lecz:

R' (z2) — R(z) stopnia nizszego niz g(z).
Jest to niemozliwe, wiec Q(z) = Q'(z) i co zatem
idzie: R(z) = R' (2).

. Wielomiany Q(z) i R(z), wyznaczone przez
rozktad Euklidesowski:

f(z) = Q(2)9{2)+R(2),
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zwiemy odpowiednio: catkowitg czescig ilorazu i re-
sztg ilorazu wielomianéw / i g.

Tw. Catkowita czes$¢ ilorazu i reszta majg okre-
Slony sens zawsze, gdy dzielna i dzielnik sg wie-
lomianami i dzielnik nie jest wielomianem zerowym.

2. Najwiekszy wspolny podzielnik dla
jednej zmiennej.

Rozwazmy najpierw wypadek dwu wielomia-
now /(z) i g(2).

1. wypadek: f= 0, g=0. W tym wypadku
kazdy wielomian li(z) niezerowy jest wspolnym
podzielnikiem dla fig, zatem najwiekszego wspdl-
nego niema.

2. wypadek: /=|"0, g= 0. Jednym z najwiek-
szych wspdlnych podzielnikéw jest widocznie wie-
lomian /(z).

3. wypadek: ¢ 0, f= 0 analogiczny.

4. wypadek: /s|=0,d="0. Niechaj bedzie:

sffrstfg (wyp. st’f*rst’g zupet-
nie analogiczny).

Utworzmy szereg rozktadoéw Euklidesa:

f(z) = QL(z)g(z)A-R1() Q
g@= Q2z).A\(z) + R2{2) 2

RpM{z) = Qp™z) .A.(2) + A+i(*) (P+ 1)
Rp(2) = Qpt+2(z).Rp+l(2), P+ 2
[,,fancuchowe dzielenie* lub ,algorytm Euklidesatt]

przyczem prowadzimy rozktady tak diugo, az w fan-
cuchu stopni:

sfg> sVR\ > sVRi>...> st’Rp+Hi
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zejdziemy do tego miejsca, ze Rp+2=dk Zatrzy-
mujemy sie jednak na ostatnim kroku tak, ze
-Rf+i =}=0.

Twierdzimy, ze Rp+i(2) jest jednym z najwigk-
szych wspdlnych podzielnikéw dla / i g.

Rzeczywiscie:

(1) Kp+t\Rp ze zwigzku (p-j-2), stad Rp-\-\\Rp—i
ze zwigzku (p+ 1) ee*Rp+l|g [z (2)] i1 Rp+l /
[z (1)J, zatem /Cp+i jest wspdlnym podzielnikiem
dla/ ig

(2) Niechaj h\f i h|g. Wtedy h\ Rx [z (D)],
stad: h\R2 [z (2)]... h\Rp+\ [z (p—F )]

Zatem kazdy wspolny podzielnik A(z) dzieli Rp+\(z2).

Tw. Jezeli h(z) i &(Z) sa najwiekszemi wspél-
nemi podzielnikami dla /(z) i1 g(z), to:

h(z) = Ale(z), gdzie Aeq2.A~f0.

Dem. Wedle definicji [str. 65]

Jillci k h,
zatem istniejg takie wielomiany cp(™ 1 ~(z), ze:
h(z) = "z)Hz),Hz)=<[r(z).h(2),
stad: h(@)= p@H (@) h(2), [A(z) . 0.z defl,
wiec: sVh = st' (@\]r) -f-st'h, st' (q)\j =
sfcp= 0 @= const= A %0,
h(@)= Ak(z), Ae g2, A 0.

Tw- Jezeli h(z) jest najwiekszym wspolnym
podzielnikiem dla /(z) i 2 1 Aeg2.A £0,
to Al/(z) jest rowniez najwiekszym wspolnym po-
dzielnikiem dla f i g.

Dem. Widoczne.

Tw. Wszystkie najwigksze wspélne podziel-
niki dla /() i'g(z) sa tego samego stopnia i kazdy
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z nich powstaje z innego przez mnozenie przez
statg, 4=0.

Tw. WsSrod najwiekszych wspdlnych podziel-
nikow dla /(z) i 9(2), taki, dla ktérego przy naj-
wyzszej potedze z spotczynnikiem jest jednoSc ist-
nieje tylko jeden.

Dem. Gdy takiemi sg k(z) 1 &(z), to:
h(z)=zp+ ... -f-0p, Jc(z)=zp-\-. . *+&,,,
h(z)= Ak(z), Aeg2 ™M=£0,

Zp-j- *oe-|- ap=Azp-f- eo. -f- Alp
Bioragc n-tg pochodng obu stron, otrzymamy:

N

h(z) = k(Z)
Df. Najwiekszy wspdlny podzielnik dla /(z)
i y(z), w ktorym spotczynnik najwyzszego wyrazu
formy zredukowanej jest jednoscig, nazywamy
gtbwnym i bedziemy oznaczali przez:

[f,91
Tw. Gdy h(z) jest najwiekszym wspolnym po-
dzielnikiem dla /(z) i g(z), to istniejg wielomiany
P(z) 1 Q(z) takie, ze:
P(z).f(z) + Q{z).9(z) = Hz2).
Dem. Przypomnijmy sobie fancuchowe dzie-
lenie [str. 69] i najwiekszy wspolny podzielnik
Rp+i(z). Otrzymamy kolejno:
[ Q\9 = MMii
9= Qu(f- Qi9) D - Mgt (1 I qv099-= ‘
f— Q\9— QA— Qif+i\l \ Q\QAy]AB~ Wile:
IRNOINE - wawens— ~at 0,
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Ostatecznie, wprowadzajac odpowiednie oznaczenia:

P(2)f(2)+Q(z)9(z) = RP+r(2).
Jezeli teraz h(z) jest dowolnym najwiekszym
wspolnym podzielnikiem, to:
h (z) = Alip+i (z), Aeg2, A 5=0.
Wtedy zastepujac AP 1 AQ przez Pi Q, mamy.
P/+ Qy=nh.
Cor. Wielomiany P(z) i Q(z) poprzedniego
tw. sg pierwsze wzgledem siebie.
Dem. Zapiszmy:
I(z)= M(2)h(z), 9(2) = N(z) h(2),
\M{z) 1 1V(z) wielomiany]. Stad:
h(z)[PM+QN\ = h(2),
zatem: st (PM-f- QA = 0,
PM -(- QNz=const= 1.
Gdy: s(z) |[P(z) i 6'(2)|<5(z), to s(z) musi dzielic
1(= 1.z°), wiec st's = 0, co dowodzi twierdzenia.
Tw. Gdy h\f i h\g i Pf-\- Qg=h, to h jest
najwiekszym wspdlnym podzielnikiem dla f i g.
Dem. Gdy bowiem s\f i s\g, to s\Pf-(- Qg,
wiec sjh.
Tw. Warunek konieczny i dostateczny, by
f 1 g byly pierwsze wzgledem siebie, brzmi:
[f,9]1= 1
Dem. Widoczne z definicji i poprzednich twier-
dzen.
Tw. Inny warunek konieczny i dostateczny,
by wielomiany f i g byly pierwsze wzgledem siebie,
brzmi: Istniejg wielomiany P(z) i Q(z) takie, ze:

Pef+ Qeg=1
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Dem. Konieczno$¢ z tw. poprzedniego, dosta-
teczno$C¢ stad, ze gdy s\f i s\g, to s Pf-\-Qg,
wiec sl11 i st’s— Q.

Mamy teraz trzy wazne twierdzenia o podziel-
nosci.

Tw. Gdy h f.g i [h,g]=1, to h f.

[h,f, g wielomiany jednej zmienngj].

Dem. Istniejg P i Q takie, ze Ph-\-

stad: Phf-f Qgf=f,
h\hf i h|gf, wiec h|Phf+ Qgf,
skad: h\f.
Tw. Gdy h\f.g i h jest nierozktadalne, to:
h|f lub h|g.

Dem. Jezeli h f, to twierdzenie stuszne.
Zatozmy, ze nie zachodzi: h\f;
wtedy /efeO i [h,f] = 1,
gdyz, skoro: s\his!f, tost*s— 0 lub st’s = sVh.
Gdyby st's = st’h, bytoby:
s= Ah, Aeg2 A 4=01i h\f.
Zatem istniejg P i Q takie, ze:
Ph -f- Qf= 1
Stad: Phg-\-Qgf=g, h\hg,h\gf,
h Phg -J]- Qgf, wiec ostatecznie: h g.
Tw. Gdy h jest najwiekszym wspolnym po-
dzielnikiem dla f i g i zaznaczamy:
f=Mh, g=Nh, to: \M,N] = L
Dem. Gdyby s\M i s|iV i st’s> 0, to:
M=s.Mf, N=s.N', f=M'.hs, g= N'.hs,
wiec: hs\f, hs\g i sVhs > sVh, co niemozliwe.
Najwiekszy wspolny podzielnik funkcyj fx, .. .fp,
gdzie p > 2, otrzymamy z uwagi, ze skoro:
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h jest najw. wsp. podz. dla /x .. -/[p—,
k jest najw. wsp. podz. dla fpi h, to:
Ic jest najw. wsp. podz. dla f\, mmfP.
Uwaga ta wynika wprost stad, ze:
(1) I\h, k\fp, wiec fc|/j,.. \fp_1 i h\fP.
(2) gdy s\f1,...slfp, to s|/i,.. wiec
s|h i s\fp, wiec sjlc
Czytelnik przeniesie sam z tatwoscig potrzebne

twierdzenia z wypadku dwu funkcyj na dowolng,
skonczong ich ilosc.

3. Rozktad Euklidesa dla wielomianow
dwdch zmiennych.

Nieco odmiennie przedstawia sie sprawa roz-
ktadu Euklidesa, jako tez najwiekszego wspdlnego
podzielnika, dla wielomianéw dwu lub wiecej zmien-
nych. Przeprowadzimy badanie dla dwu zmien-
nych, gdyz dalej juz przedstawia sie ono analo-
gicznie.

Dla wielomianéw dwoch zmiennych mamy dwa
rozktady Euklidesa: wzgledem pierwszej i wzgledem
drugiej zmiennej. Analogicznie dla k zmiennych
mamy k rozktadoéw wzgledem kazdej ze zmiennych.

W wypadku dwu zmiennych oznaczymy zmienne
przez x i y. Rozwazymy naprzykiad:

Rozktad wzgledem .

Tw. Niechaj f{xy) ig{xy) bedg wielomianami
I niechaj g(xy)""0. Wrtedy istniejg trzy wielo-
miany: P(x), Q(xy), R(xy), takie, ze:

() P().Fxy) = Q(xy)"y(y) + R(xy),

(2) R(xy) jest nizszego stopnia wzgledem vy

niz g(xy).
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Dem,

1. wypadek: f= O, #7=0. Potézmy wtedy:
P[x) =1, Q(xy) = 0, R[xy) = 0, stad:
P{x)f[xy) = Q(xy) g(xy) + R[xy),

przyczem R[xy) {= O} jest nizszego stopnia niz
y{xy) wzgledem y 1
2. wypadek: st\f < st\g [.sfy = stopien
wzgledem vy].
Kfadziemy: 1J(x) = 1, Q(xy) = 0, R [xy) = f{xy).

3. wypadek: st’yg.

Zapiszmy: f{xy) = a0[x) .«dm+ eeeH a»0*0,

glxy) = bO(x) .yn+ ... + bn(x),

(h){x)... am(x), BO[X) ... bn(x) sg wielomianami

«0 (470, bO[X) 0, m~n.
Najpierw:
60(«) o/ (w*/, o« <I(*?) + (**,

O i) “hilb v,

(«/) = [«i0*0K 40 ~ ao0*0hi 00]7™ 1H--
lub -Rjee 0. W kazdym razie R1(xy) jest nizszego
stopnia wzgledem y niz f[xy). Jezeli si\IRI[xy)”"
A sl\g[xy) to kladziemy dalej

\[X)RX[Xy) —QZ(Xy)g[Xy) RZ)Xy)
gdzie: Q2(@?%y) = AO(x).yp~n, R2(x/) =
= K 0*0b0(./) — bx[x) c04 )Jyp~"4-...
W ten sposéb postepujemy dalej, az bedzie:
st\ Rp[xy) < st\g (xy) lub Rp (xy) = 0.
Mnozac przez odpowiednie czynniki i dodajac
do siebie powyzsze réwnania, dostaniemy:
___ P()f(xy) = QIxy)alxy) 4 R[xy),

1 p. Umowa aa str. 46,

gdzie:
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gdzie R(xy) jest wzgledem y stopnia nizszego niz
o{pcy). Widoczne przytem, ze P(a?)=|"0 i ze
Q i R sg wielomianami.
Tw. Jezeli P(x)f{xy) = Q(pcy) g{pcy)-\- R{xy)
i POOT(xij) = Q{xy) g(pcy) -\-R{xy)
sg rozktadami Euklidesa wzgledem y dla f i g,
to: Q=0Q, R=R.
Dem. Wtedy bowiem: (Q—Q)g~~R—R i jesliby

Q—Q"=0, to st\(Q —Q)g~styg, @ niemoz-
liwe, gdyz R— R nizszego stopnia wzgledem vy
niz g Zatem Q~Q I R=R.

Uw. Zauwazmy, ze zatozono tu identycznosc¢
spotczynnikow-wielomiandéw przy f(xy) w obu roz-
ktadach!

4. Dzielenie wielomianéw dwu zmien-
nych przez wielomiany jednej zmiennej.
Niechaj f(xy) i cp(sr) beda wielomianami. Zato-
zymy przytem, ze f(xy) =*O i cp(@?)j=0. Przed-
stawmy f(xy) w postaci:
fAxy) = a0(X)y'» -j------- - am(x),
|a0(x),... am(x) wielomiany, a0(x) 0, m= st\f
— stopien wzgledem y wielomianu f(xy)\.
Jezeli: 9(x)|00(r), ... @) amx),
to potdézmy:
(i) —bi(x)y(x)
g(xy) = bQ{x)ymA------ \-K{x),
wtedy:  g(x!) jest wielomianem
i f(x y)—g(x 3°<p(“g

zatem | f(xy
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Zatozmy przeciwnie, ze <pX) /(«?/),
wtedy: f{xy) = g(xy). cp@), gdzie:
f/(x V) iest wielomianem i gdzie st’vf = st’yg
zatem:  g{xy) = bO{x)ym-\------ f- bmfco)
\bdx)... bm{x) wielomiany, bO(x) a.
Stad:
«(r)ymbH— "+ an(r) = &(*)9 («) symH—

Biorgc pochodne czastkowe obu stron wzgle-
dem y dla x dowolnego i y= 0 az do rzedu m,
otrzymamy:

a0(x) = bO(x) cp(x)... am{x) = bm(x) @(r),
wiec: @|a0... @|am Stad twierdzenie:

Tw. Warunek konieczny i dostateczny, aby
wielomian niezerowy f(xy) byt podzielny przez
wielomian niezerowy cp(x), brzmi:

Wszystkie spétczynniki -wielomiany w rozwi-
nieciu f{xy) wedle poteg y majg byC podzielne
przez qu@).

Uw. Pojmujemy tu, wedle umowy na str. 58,
op(X) jako: op{x).y°. _ _

Rozwazmy teraz w poprzednim wypadku naj-
wiekszy wspdlny podzielnik wielomiandéw: a0(x)...
...am(x), naprz.:

h(x) = [a0(x) ... am(X)] (gtéwny najw. wsp. podz.}

Oczywiscie: (1) h(x) \f{xy) i (2) gdy I{x) \f(xy),
to:  k{x) (a0(a:),... ic{x) \am{x), wiec Jc{z) \h{x).

Df. NaZW|emy najwiekszy wspdlny podzielnik
spotczynnikow-wielomianéw w  rozwinigciu wedle
poteg y wielomianu niezerowego f{xy) jego naj-
wiekszym dzielnikiem zaleznym tylko od zmiennej x.
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Uw. Wida¢ natychmiast, ze gdy h(x) jest ta-

kim, to wszystkie inne majg postac:
Ah{x), Aeq2, A 0.

Uw. Jezeli f(xy) = 0, to kazdy wielomian cp(.r),
niezerowy dzieli f(xy).

Tw. Jezeli wielomian f{xy) jest niezerowy, h(x)
jest jednym z jego najwiekszych dzielnikow za-
leznych tylko od x i gdy potozymy:

f(xy)=h(x) .g(xy), [y{xy) wielomian ],
to y(xy) nie posiada dzielnikéw typu k(x),

gdzie: st'k(x) > O.
Dem. Gdyby I{x)\g{xy), Tm) . t{pcy)=g[xy),
to: f{xy) = Ta.r) .h(x) .i(xy), wiec:
k(x) .h(x) [f(xy), I(X)h(X) h(x).
Stad: st’k(x) —

Tw. Jezeli y{x) \f{xy).g(xy) I cp(x) jest nie-

rozktadalne, to y\x)\f(xy) lub cp®# g(xy).
Dem. Rozwazmy tylko wypadek nietrywjalny:

[~ 0, gA” 0 i zatbzmy, ze cp(;r) nie dzieli wie-
lomianu f{xy). Napiszmy:

f{xy) = a0(x)ym-j-—--|-amx)

g(xy) = bO(x) y”* -J------- \-bn{a),

«0(«), ...am(x), b0(x),... bn{x)
wielomiany, a0 0, b0 0.

Nie wszystkie: ao{x),..,an(x) sg podzielne przez
tp(a). Naprz. niechaj bedzie: @|«0e. *@|w@—, lecz
nie gjrtr . Jesliby nie @;g, to me wszystkie bo...bn
bytyby podzielne przez o Naprz. niechaj:

@|bo... @ i, lecz nie q/[bs.
Rozwazmy iloczyn:
f{xy)g(pcy) = d(x)ymt"-\----—- omHN(R0),
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dzie:
° o0[x)=a0[x) b0(x), . . . cmAn— om(3:) bn[Xx).

Wezmy pod uwage spotczynnik:

cr+s{po) = a0(x)br+s[x) -l----- 4 -ar-i(x)bs+I(x) -
+ «r\x) bs{x) + ard1(i)bs_i(x) +
-)-----J- ar+s(x) b0(x),
ktadac, o ile zachodzi potrzeba:
[x) OmAZ(x)= ee=—0,
b,+1@)= 6nt2 @)= = 0.
Widzimy, ze nie prawdg jest, by: ¢ |cr+s(%),
bo: nie  y(x) or[x)bs[x), gdyz:
nie () [ar i nie ) |bs,
przyczem:
@lofibras-\- " “\-0 r—1&*+1 “F"ar+\bs— 1 -j-—---- (- Ar+s "0,
Tern samem nieprawdg jest, by:
f-9-

Tw. Jezeli cpx) [f[xy)glxy) 1 @(x) i f(xy)
sg pierwsze wzgledem siebie, to () [x)\g[xQg).

Dem. Jezeli cp(;r) = const 4=0, to @|g. Zatozmy,
ze sf@> 0, wtedy nie @lIf. Jezeli &) nie jest
nierozktadalne, to roztozymy je na czynniki stopnia
wiekszego niz zero nierozkiadalne:

()= qi(*) »eeqP[Y).

Oczywiscie: qx(@?),... yp[x) sa”pierwsze wzgle-
dem f[xij), dzielg f[xy)g[cy) i nie dzielg f[xy).
Zatem: @x(&;) dzieli, wedle tw. poprz. g[xy) i mamy:

g(xy) = gl(xy) "{cc).
g(xy) .f{xy)=cp(a?).h[xy)= q@j) {pXx)..spp{x)) -h [xy),
f(xy) gllxy) qx(x) = q2[Xx)... i}p[x).h [xy). qt[x),
idif— @2--—-cpi>V)Pi=0leczqg O
wiec: gd=y2...yph. Znow: [/,q] = |
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i nie <qal|/, lecz qRld/, wiec
a wiec: gx(xy)= g2(xy) (2(x) 1t d.

Ostatecznie:

g(xy) = T1000g200e ¢ TrO'Oefr(x u)
= "(x)gp(xy\

skad: V(x)\g(xy).

5 tancuchowe dzielenie dla dwu zmiennych.

Zatozymy, ze [(#?/) i g(xg) sa wielomianami,
I ze gipcy) 0. Prowadzmy fancuch rozktadéw Eu-
klidesa wzgledem vy :

1\(x) f(xy) ze QI(xy)g(xy) -f R10xy)  I]

12(x) g (XV) = Qz(x ) Ri (x V) -Tr 20%7
10 g o= e Tem B

A +100#p-i10GU/)= Qp+i0*/)"p (**/)-f
“h-"p+i (*7/) Ip+1J
tak ditugo, az bedzie:
sVy Rp+ (xy) = 0 lub Rp+1(r«/)= 0.
Zapisujmy krotko: Rp+{(xy) = Rp+[(x).
Mamy jednak jeszcze: sty Rp(xy) > O
Przypus¢my teraz, ze:
M*Z/) If (xV) 1 Hxy)\g{xy) i st’yh> 0.
Wtedy otrzymamy kolejno:
h\R 1 (dzieki [L]), h\R 2 (dzieki [2])...
h |Rp (dzieki [p]), h\ RPH (dzieki [p-f-1J).
Mamy tu dwie mozliwosci:
1 Rp+l(«) 0. Wtedy podzielniki takie jak
h(xy), gdzie sV,,h> 0 nie istnieja. ,,/ i g nie
posiadajg podzielnikdéw wspdlnych, zaleznych od y*“.
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Il. Apti(E) = 0. Oddzielmy od Rp(xy) najwyz-
szy dzielnik zalezny tylko od x. Niechaj nim bedzie

naprz. k(x):
RP(xy) = k(x) .r(xy).
Otrzymamy Kkolejno:
r(xy) | Pp+i (x) /A—\xy), lecz [r(xy), PpH{x)\= 1,
stad: r(xy) \RP_v(xy).
W dalszym ciggu z réwnosci [p]:
PH(x) Rp—=2(xy)  Qo(xy) Alp_, (xy) -f Rp(xy)
otrzymamy:
r(xy)\RR 2(xij)...
Ostatecznie:
r(xy) \g(xy) i r(xy)\f(xy).
Poprzednio widzieliSmy, ze jezeli:
h{xy) \f(xy) 1 h(xy)\y(xy) i st\h(xy)> 0,
to: h(xy) Rp(xy), wiec h(xy) |r{xy).k(x).
Zatozmy, ze h(xy) nie posiada czynnikéw zalez-
nych od samego stopnia dodatniego, to [h(xy),

£(.r)]=1, skad:
h(xy)\r(cy).

Wielomian v{xy) moznaby nazwal najwiek-
szym wspolnym podzielnikiem /1 g dla dzielnikdw
nie zawierajacych czynnikow zaleznych od samego
tylko x, stopnia dodatniego. Oddzielmy teraz od
f(xy) najwyzszy podzielnik ofpc) zalezny od x i tak
samo od y(xy) najwyzszy podzielnik *(£). Niechaj:

t(x) = [a(x),s(x)]

R\xy) = t{x).r{xy).
Mamy tu:

W. Wilkosz: Zarys Algebry. Cz. 1. 6
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(1) t(x) \f(xy), Hpo)lg(xy),
f(xy)=t(x)f" (xy), g(xy) = t(x) g (xy).
r(xIN\f(xy), r(xy) \g(xy), wiecr(xy) \t(x)f'(xy),
r(xy) t(x)g'(xy) i PF{zy),t{x)\=z 1, skad:
r{xy) [f'(xy), r(xy) \g'(xy),
f'(xy) = f"(xtj) . r(xy), g (xy) = g"(xy) r(ry),
f(xy) =1(x) r(xy)f*(xy), g(xy) = t(x) r(xy)g"(xy),
R(xV) If(xy), R(xy) lg(xy)e
(2) Jezeli I(xy) [f(xy) 1 I(xy) \g(xy), to od-
dzielmy od I{xy) najwyzszy podzielnik m(x) tak, ze:
I[xy)=m(x). U(xy).
Witedy: V(xy)|r(xy), r(xy) = I'(xy) . 1" (xy).
m(x) [f{pcy), m(x) |g(xy), zatem:
m{x) [t{x)r{xy)f"[xy), m|1] [t0)r[pcy)g" (xy),
m(x) pierwsze wzgledem rf" 1irg", skad:
m(x) \t(x), i1(x) = m(x). V().
R(xy) = m(x) t'(x), V(xy). I" (xy).
= I(xy) .t" (x) . 1" (xy)
I ostatecznie: 1(xy)\ H(xy).

Widzimy wiec, ze JI(xy) jest jednym z najwiek-
szych wspolnych podzielnikéw dla f(xy) i g(xy).

Dla f{xy) = 0, g(xy) *=0 widzimy, ze g(xy)
jest jednym z najwiekszych wspolnych podzielnikow.

Dla /= 0 i ¥= 0 najwiekszego wspolnego po-
dzielnika brak.

Tw. Jezeli R(xy) jest najwiekszym wspdlnym
podzielnikiem dla f(xy) ig(pcy), to wszystkie inne
maja postaé: AR(xy), Asq2 AA1O.

Dem. Dowdd jak dla jednej zmiennej.

Df. Gtéwnym najwiekszym wspolnym podziel-
nikiem dla f[xy) i y(xy) nazwiemy ten, w kté-
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rym gtdbwny wyraz jego postaci zredukowanej ma
spotczynnik 1. Ten tez oznaczamy przez:

[f&y), g{xy)\

Tw. Dla tancuchowego dzielenia f(xy) ig{xy)
wzgledem y otrzymamy jak dla jednej zmiennej:
istniejg wielomiany P(xy) i Q,(xy) takie, ze:

P(xy)f{xy) -f Q{xy) g(xy) = Rp*(x).

Dem. Analogicznie jak dla jednej zmiennej.

Tw. Jezeli h(xy) \f (xy) g(ocy), h{pcy) nieroz-
ktadalne, to h f lub h g.

Dem. Jezeli st,Jh(xy) = 0, to twierdzenie
stuszne wedle tw. nr. 4. Jezeli sVgh > 0 i nie h\f,
to [h,f]== 1 Witedy jednak:

0~ P FH(x)=P(xiy)f(xy) -f- Q(xy)h(xy),
[Rp+\{X) odnosnie do / i h\.

Stad : h(xy) Rp+j{x) g(xy);
h(xy) nie moze zawiera¢ czynnikdw zaleznych od
samego x stopnia dodatniego, gdyz jest nierozkfa-
dalne i sfyh”O, wiec [/, Rp+]— 1.
Z drugiej strony:
RP+((z) g(xty)  h(xy).I(xy).
Rp+11h.1, wiec RPH{X) I(xy),
I(xy) = R?+i(x).1"(xy),
Rp+H\ (x)g(xy) =h(xy).RPH(x) V(xy),
Pp+1 (") [9(pey) — h(xy) V(xy)\ = 0,
RP+ (/) ~ 0,9(xg) —h(ocy)l'(xy) = O,
g{xy) = h{xy) . V(xy), h(xy) \g(xy).

Tw. Jezeli h{pcy)\f{pcy) g{xy) i [h,f]= 1,
to hjg.

Dem. Jezeli h(xy) nierozktadalne, to twier-

r*
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dzenie stuszne wedle tw. poprzedniego. Jezeli nie,
to roztozmy h(xy) na nierozktadalne rzedu > O.
h(xy)=hx(xy)...hp{xy).
Wtedy: hx|fg, [hx,/J =1, wiec hx\g.
Stad: g (xy) =hx(xg).gx(xy),
fg = h.l = hxh2...hp.I,
fgxhxr_hxi... hp. I,
(fgi— h2...hph)hx=0, AI*O,
fgx~h2...hpl,h2ifgx [h2, f]*1,h 2\gx
Stad zndw:
fh="h .g2,
f gx— h2h3.. .hpl,
(fg2 h3...hpl)h2=0, h2 O,
fg2= h3...hpl,h3\fg2 [h3,f] = \,h3\g2
I t. d. Ostatecznie:
g= hxh2... hpgp= h.gp, h\g.
Kazdy wielomian h (xtj) rozktadalng mozna
przedstawi¢ w postaci iloczynu:
h = hx. .. hp,
gdzie: hx...hp nierozktadalne rzedu > O.
Przypusémy, ze przedstawiono w ten sposéb
h{xy) jako:
h—hx. .. hp,
h=nh\...h'q.
Widocznie: hx\hx ... h’q, wiec:
hx|hX lub hx hf lub hxjh'q.
Naprz : hx\h/, lecz hi nierozktadalne,
wiec: hi'~Axhx, Axzq2,
hx...hp Axhx.hi ...hiHhijl...hq,
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hi {h2A..hp— Athi ... h":Ah'i+\...h'q)= 0
hi =3 0. ho...hp— A\h\ .._h % ihsa\,*, hq.

Postepujgc dalej w ten sposob, zrozumiemy, ze:
p=qi, ze hi...h\ roznig sie od hx...hp ew.
porzadkiem i czynnikami statemi, r6znemi od zera.
Powiemy:

Tw. Rozkiad wielomianu h(xy) na czynniki
nierozktadalne rzedu dodatniego jest mozliwy w je-
den tylko istotny sposob.

Czytelnik zechce sam juz odtworzy¢ sobie bieg
teorji podzielnosci i najwiekszego wspdlnego po-
dzielnika dla wiecej niz dwu zmiennych.

Musze zauwazyC, ze z posrod roznych metod
wyktadu teorji podzielno$ci wiecej niz jednej zmien-
nej, wybratem metode zblizong do wytozonej w zna-
komitej ksigzce M Bochera: Introduction to the
higher Algebra [thum. niemieckie H. Becka z roku
1910]. Wprowadzitem jednak pewne modyfikacje,
pragnac rzecz przedstawiC jeszcze nieco prosciej.

Rozdziat 1V.
Pierwiastki Wielomiandéw.

8 1. Zasadnicze twierdzenie Algebry
jednej zmiennej.

1 Df. Umowimy sie nazywac pierwiastkie
lub lepiej miejscem zerowem funkcji /(z) liczbe ze-
spolong a, oile /(«) = 0. Jednocze$nie miejsca ze-
rowe funkcji / sa pierwiastkami czy rozwiqzaniami
rownania: /(z) =L 0 [czyt.,,/(z) kiedy rowne zeru"].

Dla nas powstaje niezmiernie wazny problem:



86

Dany jest wielomian jednej zmiennej /(z). Zapy-
tujemy, czy istnieje choC jedno miejsce zerowe
(pierwiastek) tego wielomianu?

Rozwazmy przedewszystkiem dwa wypadki ele-
mentarne:

1. wypadek: /(z)hz0, wtedy kazda liczba ze-
spolona jest pierwiastkiem.

2. wypadek: sff — 0, f (2 Wtedy
zadna liczba nie jest pierwiastkiem.

Pozostaje nam wypadek: s ff > 0.

Tutaj rozstrzyga tak zwane zasadnicze twier-
dzenie Algebry, ktore brzmi:

Tw. Kazdy wielomian /(z), stopnia wiekszego
niz zero posiada cho¢ jedno miejsce zerowe (pier-
wiastek).

Dem. Przystepujemy do dowodu tego, tak za-
sadniczego twierdzenia. Dowdd, zresztg elemen-
tarny, roztozymy sobie na kilka czesci.

Zaktadamy zatem, ze /(z) jest wielomianem
i ze sff> 0.

I. Zamiast szukaC miejsc zerowych dla /(z),
szukajmy miejsc zerowych dla if(z) , co wyjdzie
na to samo, gdyz liczba zespolona zeruje sie jed-
nocze$nie wraz ze swg wartoscig bezwzgledna.

II. Jezeli pisa¢ bedziemy x = I+’z, y— Vz,
z— x-\-yi, to kazdej parze liczb rzeczywistych
X,y odpowiada jedyne z= X -j-yi, a temu z war-
toSC okreSlona /(z)|, tak, ze gdy potozymy:

<2(xy) = \f(x fyi)\

otrzymamy funkcje rzeczywistg ty(xy), okres$long
dla wszelkich par rzeczywistych (xy), a zadanie
nasze polegaC bedzie na odszukaniu takiej pary
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liczb rzeczywistych (x,y), by y{ocy) = O, gdyz
jeszcze naodwrot:
\f(z)\ = v\R’z,rz}.

Il. Iilm (/(2) j= Iilm/(z) = 00, gdyz sff >0
[str. 48].

Obierzmy takie /i0(> 0), by dla|2|5?R0 byto
juz: |[/(2)i> 1, a wiec dla:

x2-\-y2" J i mie¢ bedziemy:
kaxv) 1>1-

Miejsc zerowych, czy to dla f{z) czy |/(2)],
czy @(xy) szuka¢ mozemy zatem jedynie w obrebie
wnetrza kota: \2\ < M0 czy x2+ y2< U2

IV. Funkcja @{pcy) jest ciagta wzgledem (x,y)
dla wszelkich x i y rzeczywistych. Rozwazmy
bowiem dany punkt x{),y0 i nb. z0= x0+ yO0i,
e > 0. Poniewaz f(z) jest ciggta w 2 —20, wiec
dobierzemy takie 6 > 0, ze dla:

\Z—-01<s 0)
bedzie juz: If(z) —/(20 I< e-
Zatem: dla x —x0\< V£46, |y— /M1 V28
bedzie:
|<p(*2/) — <p(*02o)l =  1/(")l — 1/(M0)
f(z)—f{z0)| < e,
przyczem potozono tu: z— x +yi-

V. W obrebie kota x2-f-y2S 182 funkcja ciagta

@(TV) jest ograniczona i przybiera w pewnym
punkcie (x0,y0 tego kota swdj kres dolny, po-
wiedzmy p.

PCYA)= P, I/(*Q|=p., 20= «0+ o>
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V1. Wystarczy udowodni¢, ze p= 0. Idea do-
wodu polega¢ bedzie na tem, ze gdyby w jakim$
punkcie (x0ij0 byto y{xOy0Q + O (wiec > 0), to
na pewnym promieniu, wychodzacym z (xQj0) war-
tosci qfpcij) bytyby w poblizu tego punktu mniejsze
niz <p@#0720. Zatem 9(~0%) n'e byloby wartoscig
kresu dolnego, nawet w sensie lokalnym.

Uw. Rozwazajac powierzchnie Z - o(xy) w ukiadzie
osi (x,y,Z) moglibySmy udowodni¢, ze oile ?(“0yQ) O,
to pOW|erzchn|a przedstawia okoto tego punktu obraz
taki, jak przetecz w gorach z ktoérej, w pewng strong
|da,c, mozna zawsze zeJ$C nizej.

Niech bedzie zatem 0< H= (020 = f{zo0)|,
/™ QrpO. Rozwazmy /(zO-f h) dla dowolnych h
zespolonych.

Mozemy rozwingé f(z0-j-h) wedle poteg h
[str. 42].

(% + h)y=/(*)+ *["«+oee+ ~ [,
gdzie n= svf > 0.
Napewne f (n)(z0Q £0, gdyz kfadac:
! (Z) HE (t¢ Zn H------—--- \~ &n. 0
mamy: ma0=/w(2) =/ (0 =hoO.
Moze byC jednak:
["W = eem= fa->W = o0,/w W * o0

) 0S 1 s i
Zatem napiszemy:
f(z,, + h)=/(*,) + hX A-------h h\
skad:
I>,+*)_ I<X(*0) V™

" /(*o> M/(*0)
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Potozymy: h==re”’r, " °(}) \ses™>

s! (
s=\,...n,rx> 0, rM> 0, r,rx @, qX... B
rzeczywiste.
Otrzymamy:
~ 1-f A rxe(x9+9x0_|------- \- A r Hen(?+7n)i.
J\z0)
. o _ _jt=9)
Kladziemy najpierw: a@ 9x==n, 9= —"*—1, co

wyznacza pewien okreSlony promien dla zO0-f- h.
Wtedy:

= 1— rx)H-—-—-- for' rnen? +a)*.
J\z0)

Jezeli ~k=n, to = 1— rXx,wiec obierajac:

/(z0)

1

0<r<T]="
dostaniemy:

/(z0+ A

/(z0)

1/(z0+ A 1< ;/(z0)],
cp(x?)) < cp(«0//Q), #4 -t/z— z0-f h.
Jezeli X< n, to:

= (1_ rxrx) -A+irx+icex+ )9+2X+11 4 -
/(z0)
-frnrMeB9+9")*
Ktadac: W = max {»X+i, eeern)
otrzymamy:
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/(*04- h) 1
f{*0)
[pamietamy, ze dla c>eq mamy |eoij= t!]

Otéz: 4 ~, r™+1,...rn dgzg do zera wraz zr,

zatem obierajagc odpowiednie S> 0, mie¢ bedziemy:

— r*ri\-\-m {r+1-j-------- f-m)

l—r*r\> 0
oraz: 1 — --m (™ 1-]-eee-(-vn) < 1.
Wiec dla wszelkich h zespolonych takich, ze:
re2\ 0< r< 8, @= _xa»(
bedzie: f(z0+ h) ' _
| /(*0)
czyli: Y6+ [ <|/("]

@(xy) < @(roy0), cc-flyi= z9-fh.
Poniewaz \{= @(ro//o) 1,13 by¢ kresem dolnym,
wiec widzimy, ze nie moze by¢ p.> 0. Zatem
cp(™0lfo) = b, f(zQ = 0 i odszukaliSmy cho¢ jedno
miejsce zerowe dla wielomianu /(z).
2. Inny dowdd twierdzenia zasadniczego.

Teorja funkcyj analitycznych pozwala nam podac
dowod twierdzenia zasadniczego w kilku wierszach. Zato-
zymy, ze wielomian f(z) jest stale rézny od zera i ze
sI’f> 0.

Potézmy g (2): ; bytaby to funkcja okreslona
w catej plaszczyznie, posiadajaca wszedzie pochodng
g9'(z) = —}/\/\qlz?v zatem funkcja catkowita (entiere). Ponie-

waz: lim f(z) = oo, gdyz 0, wiec ;i|m g(z) = 0, a wiec
z\oo 00

g(z) byloby wielomianem identycznie zerowym [str. 49],

co przeciez niemozliwe. Zatem choé raz na ptaszczyznie

m =0
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3. Czynniki pierwiastkowe.

Zatozmy, ze [(z) jest wielomianem. Badajmy
podzielno$é /(Z) przez (z— a), gdzie aeg2 Wedle
rozktadu Euklidesa mamy:

[(*)=£(*) (i-a)+ *(*),

Qi wielomiany, R(z) stopnia nizszego niz (z—a).

Stad: li (z)= const. (= lub+ 0).
R(z) = Ii.
Kladac z = a, otrzymamy: f{a) = R, zatem:
f(z) =Q@) z— 9 Stad:

Tw. Warunkiem koniecznym i dostatecznym,
by /(z) byto podzielne przez (z—a) jest /(«) = O,
czyli nalezenie « do pierwiastkow wielomianu/(z).

Df. Wielomian I —a nazywa sie czynnikiem
pierwiastkowym dla wielomianu /(z), gdy a jest
pierwiastkiem dla /(z).

Wtedy i tylko wtedy: 1 — a\/(z).
Zatozmy, ze st'f = n~>0. Wielomian /(z) posiada
choC jeden pierwiastek ax, wiecf{z)~ Q x{z). (z—%),
gdzie Qx(z2) jest wielomianem isf Q\= n— 1. Jezeli
n— 1> 0,to Qi(z) posiada cho¢ jeden pierwiastek a2
I (@ JZq2(z) (z—a”, gdzie Q2 jest wielomianem
I st'Q2= n— 2, /(2) = Q2(z) = — (i) (z — a2,
/(«632 0. ] ) )

ostepujac w ten sposob dalej, otrzymamy ciag:

«l, «2.. *«n (@)

taki, ze: ax, a2, e« sg pierwiastkami dla /(z) i, ze:

I W= ®@2).{z— aj...(z—a,),
przyczem: s£Qm(z) =0 1] = ™M4=0, gdyz ina-
czej bytoby /(z) = O.
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Ciag .
nazywa sie petnym ciggiem pierwiastkow wielo-
mianu /(z) niezerowego, gdy:

f(z) = A(z—4q) ... (z—ap), Aeg2 A4:0.

Mamy tu zaraz twierdzenia:

Tw. (1) Kazdy wielomian/(Z) stopnia > O po-
siada choC jeden pelny cigg pierwiastkdw.

(2) Nos$¢ cztonbw petnego ciggu pierwiastkdw

%J /\21000
jest rowna stopniowi wielomianu:

st’f(z)=P,
zatem wszystkie petne ciggi pierwiastkow majg te
samg ilos¢ cztondw.

(3) Kazdy pierwiastek wielomianu /(z)=|=0
figuruje choé¢ raz w kazdym pelnym ciggu jego
pierwiastkow.

(4) Rbzne ciggi petne tego samego wielomianu
niezerowego rézni¢ sie moga miedzy sobg jedynie
porzadkiem cztondw.

(5) Kazdy pierwiastek a wielomianu niezero-
wego figuruje w kazdym ciggu petnym jego pier-
wiastkéw taka samg ilos¢ razy a (a catkowite, > 0)
przyczem:

Df. @ zwie sie rzedem pierwiastka a wzgle-
dem /(z).

(6) Wielomian stopnia n posiada najwyzej n
roznych pierwiastkow.

Dem. (1) Wynika z przeprowadzonego badania.

(2) Wtedy bowiem:

/(z) = A(z—aj)... z—aj),A 0,
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wiec:
sVf= st*(Az°)+ sV(z—aj \-—-- \-st\z—aj =
04~ TH= 1 - e
(3) Jezeli b jest pierwiastkiem dla /, wiec
f(b) = 0O, to:
0= Ab—aj... (b—ap), A =£0,
wiec: b—ax— 0 lab... lub b—ap= 0,
zatem: b= ax lub... lub b= ap.
(4) Jezeli: al}..ap i bx..bp sg petnemi ciggami
dla /(z) (sJ*0), to:
f(z)=A(z—aj...(z—aj, A" 0,
= B\z—bj...(z— bp), B £0.
Ale: /(6] = 0, wiec bl— qjl 1ZS2 iS p catkowite,
f(z) — X(Z)(z—bX) A(z—aj...

C—al ). (z—alt)...(z—ap (z—n)
[Ntz —AG—nY... 2—2,,_] (z— a1+ ..—ap])
(*—a& =0,

stad:
Qx(z) Az—aj..(z—au_J(z—a<y)... (z—aj,
bo 2— bx~\=0, wiec:
i(z)—A(z—aj... (z—a,—Y)(z—ail+] ... (z—aj.
nie moze mieC stopnia. Z drugiej strony:
f(z)~(z~bx.Qx(@2)
=B(@z—b2... (z— bp.(z— Y,

wiec: Qx(2) = B\z —Dj)... (z—bp),
gdyz rozktad Euklidesa jest jedyny.
Dalej:

Qi(") :=0, X@)=A(z aj)...(z—avwd.
(z—ait+d ... (z—aj,
wiec znow: &= g2, 1 /Bi2= |°> catkowite
1 944 itd
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Postepujac w ten spos6b, otrzymamy:

, ) ~~ ooobp---
?1,12,.. .1} rozne miedzy soba, catkowite, »# 1, p,
co dowodzi twierdzenia.
(5) Wynika bezposrednio z (4).
(6) Wynika z (2) i (3).
Df. Jezeli al5 a2... a, jest petnym ciagiem pier-
wiastkow wielomianu /(z) niezerowego, to rozkiad:

[(@)= "Nz—aj)... @—ap)
nazywa sie rozktadem /(Z) na czynniki (liniowe
pierwiastkowe). A jest statg rozktadu.

Tw. Rozkiady wielomianu /(z) niezerowego na
czynniki linjowe rdznig sie co najwyzej porzad-
kiem czynnikdéw linjowych (I¢0 stopnia); state tych
rozktadow sa jednakowe. . _ _

Dem. Nb. /(Z) =+ :—a]...(z—aj, » F0

=B (z-b)...(z— kp), £ + 0,
to wiemy juz, ze: al...api bl... bp
roznig sie najwyzej porzadkiem,
zatem: ?Z—aj . G—ap)= 22— ... (Z—Mp),
stad:  (/l —B) (Z—aj ... @Z—ap)eeO,
Co pocigga, ze A=B, gdyz:
z—a*E"0, s==1,2 ...p.

Cor. Statarozktadu A da sie wyznaczy¢ w spo-
s6b nastepujacy:

Jezeli: /(z) = aOzp - f -----\-ap, a0 4=0,
to: A = n0, gdyz:

a0z? -j---—--- i1op=A(z—aj ... (z—ap);
dzielimy obie strony przez zp (dla z 4=0), co da
nam:
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*+ 72+ Mee+? = F(F-Flemm(i-7?)
I zdgzamy z 2 do 00, wtedy w granicy otrzymamy:
o0= A.

Uw. WidzieliSmy juz, ze spotczynnik najwyz-
szej potegi z wielomianu /(z) w jego postaci zre-

dukowanej réwna sie /( (O) , gdzie p = st’f.

Uw. Wielomian nlezerowy /(z) stopnia p jest

kanonicznym, gdy ‘= /<*>(0)

— 1, gdy zatem jego
spotczynnik najwyzszej potegi z w postaci zreduko-
wanej \gs\ jedynka. Statgrozktadu jest wtedy jednosc.

Niech bedzie /(z) wielomianem stopnia >0;
ax,...ap petnym ciggiem jego pierwiastkow. Jezeli:

sg wszystkiemi r6znemi warto$ciami czionow tego
ciggu, wiec wszystkiemi roznemi pierwiastkami /(z),
a liczby cti... ar ich rzedami, to widocznie:
[(z) = A(z— q])... (z—ap =
= A(z— &i)V..(z—6f)*

(«i,... a,, catkowite, > 0).

Df. Rozkiad: /(z)eE/l(z—h)NAH..(z —
zl =0, gdzie: sg wszystkiemi réznemi
pierwiastkami f (z) niezerowego, ... ar ich od-
powiedniemi rzedami, zwie sie rozktadem na dziel-
niki pierwiastkowe, A jego stata.

Df. (z—b)d zwie sie dzielnikiem pierwiastko-
wym dla /(z) niezerowego, gdy b jest pierwiast-
kiem f i a jego rzedem.
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Mamy tu twierdzenie:

Tw. (1) Kazdy wielomian stopnia dodatniego
posiada choC jeden rozkiad na dzielniki pierwiast-
kowe.

(2) Jezeli A (z—hi)a ... (z—»vr) v jest rozkia-
dem dla f(z), to r™ p, ai-f-eee-|-ar = p, gdzie
p= st’f( > 0).

(3) Rbzne rozkfady tego samego f(z) moga sie
rozni¢ jedynie porzadkiem dzielnikow pierwiast-
kowych; state rozkladdéw sg jednakowe.

Dem.

(1) Wynika z przeprowadzonego badania.

(2) Wynika z definicji i porownania stopni
obu stron.

(3) Wynika z definicji i analogicznego twier-
dzenia dla rozkfadu na czynniki linjowe.

Uwagi. Niezmiernie czesto spotyka sie jeszcze
staromodne przekonanie, jakoby wielomian stopnia
p posiadat p pierwiastkbéw, przyczem ,niektore
z nich moga by¢ réwne miedzy sobgl. Jest to
przezytek z niekrytycznych czaséw, gdy niebardzo
odrozniano Ciag zupetny pierwiastkow, posiada-
jacy p cztondw, od zbioru pierwiastkow posiada-
jacego r elementow, gdzie r SSp.

Df. Pierwiastek a rzedu a nazywajg tez czesto
pierwiastkiem wielokrotnym, o krotnosci a. Nie na-
lezy jednak mowiC przestarzatym sposobem, ze
wtedy wielomian ,posiada a pierwiastkow row-
nych a*! Tradycje nalezy szanowac, lecz nie tam,
gdzie prowadzitoby to do absurdu!

4. Rzad pierwiastka wielomianu jednej

zmiennej.

OkresliliSmy juz pojecie rzedu a pierwiastka a
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wielomianu /(z) niezerowego, jak rowniez odno-
$nego dzielnika pierwiastkowego (z—a)n.
Niechaj, dla /(z)*“|=0, bedzie dany rozkiad
na dzielniki pierwiastkowe:
/(z) = A (z—ai)*... (z—anm, A =0,
r~p, ax...arrozne, p—sl*f> 0.
Widzimy, ze:
(z—a9lls|/ (2),s=1,...r,aE> 0
catkowite. Tem samem:
(z—ay |/(z), gdzie O [3" CcE
catkowite. Przypusémy, ze:
(z—aty\f(z), gdzie P>at, catkowite.
Witedy: N = A> 0, catkowite:
f(z) = Q(z)(z— a9, (Q jest wielomianem).

Q(z): (z—a9h.(z—agas= A (z— oo (z—ds—)a*.
.(z—ar+i)fli+i... (z—an)r(z—ann*
Stad zndw:

\Q{2) (z—a,)A— A (z—ai)*>... (z—ar_i)"s—.
(z—af)*™*H...(z—Onar] . (z—a9ls= 0,
a wiec, skoro (z—a9)ls=f*0, otrzymujemy:
Q(2) (z—4aj)'8~ A (z—aiV>... (z—fj—)s— .
. (z—Of+i)g*+ eee(z— «r)IT-
Kiadac: z = as i uwzgledniajac, ze:

cti,...ar> 0, ai...as—, ar-|_i...ar rozne od as,

dostaniemy:

0= A (a*— ai)®i... (as— i(a,—a,+i)ti+i...
... (@*—ant,

wiec: as= di lub ... ds= ds— lub ds= asti...
... lub ds= ar,

co niemozliwe. Mamy zatem twierdzenie:

W. Wilkosz: Zarys Algebry. Cz. I. 7
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Tw. Rzad a pierwiastka a wielomianu niezero-
wego /(z) jest najwiekszym wyktadnikiem (3 catko-
witym takim, ze:

(z— a)# \f (2).
Dla a mamy: f(z) = Q(z)(z—a)n, Q(a) 0, Q jest
wielomianem.

Inne kryterjum dla rzedu dadzg nam pochodne:

Tw. Warunkiem koniecznym i dostatecznym,
by a bylo rzedem pierwiastka a wielomianu nie-
zerowego /(z), jest:

f(a) = 0,/'(d) = 0../<«-»>(a) = 0, /«>(a) F 0.

Dem. 1. Dostatecznosc.
Rozwinmy /(z), stopnia _p(>0), wedle poteg
(z— a):
f(z)=A0(z—a)p-f - t Ap,
gdzie [str. 48]:
_ f(p-s) ()
S_ (F-«)!
Z zatozenia bedzie:
Ap — Ap—= eee—mAp—u+i—0, Ap—4 O,
wiec:
/(z) = AO{z-ay-\--—--—--- h Ap-a (z—d)n
= (z—a)" [AO(z—=a)p~n A——-Ap_]
= (z—a)aQ),
gdzie: Q(a) = Ap_n”=0, wiec:
(z—a)n|/(z), lecz nie (z a}l|/(z), gdy p> a,
catkowite.
2. Koniecznosc.
Gdy a jest rzedem dla a, to:
1(z) —Q(z) (z—a)'1, Q(a) 4=0, Q jest wielomianem.
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/ 1z) = Ao(z—a)p-J-----h Ap
p—=*(n).
p= st'f,As— (p —syi»*= O, 1,...p.

Stad: Q(z){z— a)a= AO0(z~a)p-\--—---- h Ap
Bioragc pochodng obu stron rzedu s=0,1,2... a—!1
I kfadgc za kazdym razem z = a, otrzymamy:

Ap — 0, Ap— —0,... Ap~a\1— 05
lecz juz dla pochodnej rzedu a otrzymamy po
podstawieniu z = a:

Q\a).al = Ap_a.a!,

wiec: Ap a O Tern samem:

I O)@= .../ ("—>(@)= 0, e F0.

Uw. Wyzsze pochodne dla Q(z)(z—a)L two-
rzymy wedle znanego wzoru Leibniza dla pochod-
nych iloczynu.

5 Interpolacja.

Tw. Przypus¢my, ze wielomiany /(z) i g(z)
sg stopnia nizszego lub réwnego m1 (m catko-
wite, i*0), ze nastepnie cigg:

0] 2\ Z2leeeZll
sktada sie z m--1 liczb rézngch i ze nakoniec:
/ )= q(z) dlai=0,1,... m.
Witedy: 1(z)=gr(z)
Dem. W tych warunkach cp(z)=/(z)— g{2)

jest wielomianem stopnia nizszego lub réwnego m
I przytem @(z)= 0 (i= 0,1,... m), zatem o2

1 znaczy to, ze f(z) czy g(z) posiadajg stopien m
lub f(z) czy g(z) sa identycznie zerem.

7*
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posiada m-j- 1rdéznych pierwiastkow. Dzieki tw. (6)
na str. 92 musi by¢ cp(*)=0. Stad: f(z)=g(z).

Uw. Widzimy, ze wielomian stopnia ® m jest
jednoznacznie wyznaczony, gdy kazemy mu przy-
bierac w m -(- 1 miejscach: z0, zi...zm, okreSlone
wartosci, powiedzmy:

w0, wi, W2, ...wm (niekoniecznie rézne),

pod warunkiem, ze wogole istnieje.

Te ostatnig sprawe zatatwia twierdzenie:

Tw. interpolacyjne Lagrange’al

Gdy ciag: £0, zi...zm
sktada sie z liczb réznych, a ciag:
Uo, WI.. .wm

z liczb zespolonych (réznych lub nie), to istnieje
jedyny wielomian stopnia mniejszego lub réwnego
m (m catkowite, M 0), taki ze:
f(zi) = Wi (i—0,1,... m).
Dem. Zbudujmy nastepujacy cigg funkcyj:
Y(@)d —Z)eee(z zs—1)(z -frH)...(2—2zm)
(zs—zx) ... (zs— Zs—1) (z5-—-Zj+0O ... (z5---Zm)
Sa to wielomiany zawsze okreslone dlas= 0... m,
gdyz zo,... zmsg rozne.

Zauwazmy, ze wielomiany te, zwane wielomia-
nami interpolacyjnemi Lagrange a, posiadajg wia-
sno$C nastepujaca:

Xs(@zk) —O0 dla k= 0,1,... m, lecz k 4=s
I X, {s) = 1. (s= 0,l-——m).
Zbudujmy teraz wielomian:
f(z) = X0(zjwo -)------ b (@wm

1 Lagrange: Journal de l’ecole polytechnigue 7 et
8 cahier (1812).
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Widzimy odrazu, ze:
f(z5)= Xoiz9m A S i(zy) Ws—i -J- A s(zy) WS-(-
“h AJJ_].(zy) WS f- eee-f- Am:+) Wn=
= 2 taHhpws= ws s= 0,1,... m,;
tern samem wielomian /(.) spetnia zadane wyma-
ania.
’ Ze jednak innych juz wielomianéw tego rodzaju
niema, o tern moéwi poprzednie twierdzenie.

Uw. Jezeli oznaczaC bedziemy przez y(z)/Ar(z)
iloraz wielomianu @ przez wielomian 3, o ile
1 £(?) 1"(2); 1 jezeli utworzymy sobie wielomian:

(1) = (Z--20) ... (22N,
to tatwo wyrachujemy, ze:

A a— 2o (@
Albowiem:
<t>'1) = (1= 20). .. (1= Zy,) -f- (2— 120) (21— 12 ...
(2 2n) v o) ... (2 In—,
stad:

A (zy) = @y zo) ... (2S-B5--1) (Zy--- zy+l) . .. (zy---- ZN).

Formuty Eulera.
Rozwazmy wielomiany:

fiz) ~z"-, mcalk.> 0, i= 0,1... m,
jakotez ciag: zo, zi... z,, liczb réznych miedzy soba.
Starajmy sie wyznaczy¢ /,(z) przy pomocy formut
Lagrange’a. Mamy tu:
ws= fi@y) =2z s"~i

ZM-\-aQi(t> 2" = 1 Hoeeeeee -auto

Af(z) — S= 0,1.../?!

S (1) = (1--20) . (2 2)
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Zatem:
mv_ £ 2"+ ail + eecd-anVv
W (%)

Po lewej stronie mamy wielomian w postaci
zredukowanej, po prawej ewentualnie nie zredu-
kowany. Redukujagc prawg strone i poréwnujac
spotczynniki przy zmpo obu stronach [postaé zre-
dukowana jest jedyng!], otrzymamy:

>

£ MiT~\= 0edlai= 1,2... m,
10 A\%)

~m

\TZS = 1

Sg to tak zwane formuty Eulera.

Uw. Zastosowawszy formute Lagrange’a do
wielomianu f(z)~ 1, otrzymamy:
I=2ZM z),
*0
gdzie X szbudowano przy pomocy ciagu liczb réznych:
n, Zl ...Zm.

Metoda Newtonali Gauss’aZ2
Zadajemy sobie zndéw ciggi:
"o, Z1... z,, (liczb roznych),
WO, wi... wh (dowolnych).
Wiemy juz, dzieki metodzie Lagrange’a, ze ist-
nieje jedyny wielomian /(z) stopnia m taki, ze:
[(z)= ws (s= 0,1... m).
11 Newton. ,Principia™. Liber Ill. Lemmab. (1687).

2 K.F. Gauss. ,,Theoria interpolationis methodo nova
tractata'”. Dzieta t. Il
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Prébujmy go przedstawi¢ w postaci:

f(z) = o-f-ci(z—z0) + Qz—z0)(z— zi) -f------b
~f- On(z--20) .. .(z— Zm—i).

GdybySmy znali juz /(), to c,, C,—i.. otrzy-

maliby$Smy, dzielagc kolejno 7(z) przez (z—zo)...

...(z—1z,nH), otrzymang reszte przez (z—zo)...

...(z—zm-2 i. t. d. lIstnienie i jednoznaczno$¢

Co, Ci,...Cm sg zatem zapewnione. Postaramy sie

te liczby odszukaé efektywnie:

(1) kiadziemy z = zo, stad:
- /(zo0) — Wo,
(2) kfadziemy z= =z, stad:
__f(zi) —co wi- Wb
zi—20 zZi— 20
(3) kiadziemy z= 22, stad:
_/Q)- w- a@- zo)__
(22--Z0)(Z2—21)
(W2 —- WO)———ZI—:—Z)(ZZ— 20)
@- 20) (z2--2)
_ (W2 — Wo) @i— z0) — {wi--wo) (22— Zo) .
@--oy@2- ) @i— D)
Otrzymamy w ten sposob wszystkie Co...c,«.
Mozna tatwo obliczy¢, #*
o Wo
(10---Z1)...(z0---- Z9)

w I
(Zi— 20)(2:— 2oy .. -(21- ZS+
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.+ » £

(zs-—-20) ... (& —ZF_
s=0,1,...m.

Uw. Gauss wyraza cf przy pomocy nieco in-
nych formut.

6. Miejsca zerowe wielomianéw wiecej niz
jednej zmiennej.

Df. Miejscem zerowem (gorzej: pier-
wiastkiem) wielomianu /(zi.. .za) nazywamy kazdy
uktad liczb zespolonych:

(ai... ak)
taki, ze: /[(ai...a*)—0.

Tw, Kazdy wielomian /(zi...za), gdzie /c>1,
rzedu wiekszego niz zero posiada nieskonczenie
wiele miejsc zerowych:

Dem. Wielomian nasz nie moze by¢ stopnia
zero wzgledem kazdej ze swych zmiennych. Za-
t6zmy dla prostoty, ze naprz. si\kf = p> 0.

Przedstawmy tedy /(zi... z¥) jako:

[(zi...4C)= "o(zi... zk—i) zkp - |——-j-Ap(Zi... ZA_l),
gdzie. Ao, A\,...AP sg wielomianami
i -do(zi... Z—) 0.
Obierzmy teraz uktad (ai...ak-) tak, by:
vio(ai.. .ak~i) 4=0.
I rozwazmy:
(za) = f(ai... dk—i, z) = Ao (ai... dk—i) Zkp
... -]- Ap(ax... dk-i).
Jest to wielomian zmiennej z*, stopnia p > O.
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Posiada on zatem przynajmniej jeden pierwia-
stek naprz. dk; wtedy jednak:

0= cp(afh = ak)
I (ai... dk) jest miejscem zerowem dla /.
Atoli Ao(zi...Zk) jest funkcja ciagty, zatem, gdy
e> 0 i dos¢ male,
Jhi— di]< e , - 1,
to: A0{bi... bk—) 4= 0.
Szukamy teraz bk tak, by:

Pok) = f(bi...bk—1, K= 0.
Otrzymamy: f(bi...bk) = 0.

W ten sposob otrzymamy widocznie nieskonczenie
wiele uktadow:
{h... bk),

bedacych miejscami zerowemi dla f(zi... zk).
Cor. Mozna okazaé, iz po odszukaniu miejsca
(ai ...dk) jak poprzednio i obraniu dowolnego
e > o, udatoby sie wybraC e 8> o, tak, by nie-
rownosci:
|bs—as|< 8, s—1,2,... A—1

pozwolity odszukaC potrzebne bk, spetniajgce wa-
runek:
|bk— dk| < e. 7

Wielomian / posiada zatem nieskonczenie wiele
miejsc zerowych w kazdem otoczeniu miejsca (di...dk).
Dowodu tego twierdzenia podaC tu atoli nie moze-
my; wymaga on uzycia silniejszych Srodkdw teorji
funkcyj analitycznych lub dalszych twierdzen al-
gebry, ktorych tu jeszcze nie mamy.
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Podamy jeszcze dwa twierdzenia:

Tw. Gdy f(xy) i g{xy) sapierwsze wzgledem
siebie [str. 66], to/ i g majg conajwyzej skonczong
ilos¢ wspolnych miejsc zerowych.

Dem. Pominmy wypadki trywjalne, gdy /= 0
lub g= 0 czy tez rzf — 0 lub rz’g= 0 i zatézmy,
ze rz’/> 0, rzg > 0.

Dzielac tancuchowo naprz. wzgledem x [str. 80],
otrzymamy zwigzek:

P(xy)f(xy) + Q(xy)g(xy) = Rp+1(y)

P, Q, Pp+i wielomiany, Rp+i
Jezeli (xoyo) jest wspolnem miejscem zerowem
dla f{xy) i g(xy), to:

0= Rp+1(yo).

Miejsca wspolne moga mie¢ do dyspozycji zatem
tylko takie y, dla ktorych Rp+i(;/) = 0, a takich
jest skonczona ilos¢.

Analogiczne dzielenie wzgledem y przekona nas
o tern, ze miejsca zerowe wspdllne posiadajg do
dyspozycji tylko skonczong ilos¢ wartosci na x.
Stad twierdzenie:

Tw. Jezeli g(xy) nierozktadalne, f{xy) ig(xy)
zerujg sie wspolnie dla (xoyo) i jezeli w otoczeniu
(xoyo) kazde miejsce zerowe dla g(xy) jest miej-
scem zerowem dla f{xy), to g{xy) dzieli f(xy).

Dem. Widocznie f(xy) ig{xy) majg nieskon-
czenie wiele wspdlnych miejsc zerowych, zatem nie-
prawdg jest, by / i g byly pierwsze wzgledem
siebie, lecz g(xy) nierozktadalne, wiec g(xy) \f(xy).
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8 2. Rownanie dwumienne. Pierwiastki jednosci.

1 Pierwiastki jednosci.

Df. Rownaniem dwumiennem nazywa sie row-
nanie postaci:

zm—a= 0 lub zm’ a, mcatk. > 0, ae R

Rozwigzanie tego réwnania polega na wyszu-
kaniu pierwiastkdw (miejsc zerowych) wielomianu
zm—a. SzczegOlnie wazny wypadek przedstawia
wielomian:

zm— 1,
ktorego miejsca zerowe nazywajg sie m-temi pier-
wiastkami jednosci.

Przystepujemy do ich oznaczenia.

Tw. Pelnym ciggiem pierwiastkow m-tych jed-
nosci, gdzie m catkowite, dodatnie, jest cigg:

.0 1 LR (\

a zatem:
e’ <& gdzie 5= 0,1,...m —I.

Dem. 1 (e2xi'£)* ==e2xi’s= 1[p. str. 39140],
wiec wszystkie cziony ciggu (*) sg pierwiastkami
wielomianu: zm— 1.

2. Cziony ciggu (*) sg réznemi liczbami. Rz
czywiscie: rownosc¢

e2m'm= e2xi'm, s\ s"—0,1...m —1,5s" 4=s",

pociggnetaby, ze:
el St ==
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wiec: cos 2n ms— = 1 sifl 25 S—m Q

stad: 2n m musiatoby by¢ wielokrotnoscia
catkowitg liczby 2jt czyli§------s- catkowite, co nie-
mozliwe. m

3. llos¢ cztondéw ciggu (*) o wartosciach roz-
nych wynosi m, ilos¢ pierwiastkow wielomianu
zm—1 wynosi conajwyzej m, zatem cigg (*) jest
ciggiem zupetnym pierwiastkow.

Uw. Kazda liczba: e2*'gdzie s catkowite,
bedzie rowniez pierwiastkiem naszego wielomianu,

atoli wydzieliwszy z - catosci i reszte w postaci:

s—m.q-f-r, O r< m,9 catkowite,
otrzymamy:

. maqg-\-r
e2*em= e*' = ew q _ °*—
= 1.e8%
wiec temsamem dostajemy tylko jeden z czionéw
ciagu (*).

Uw. 2. W znakowaniu Zmurki mozemy zapi-
saC cigg () w postaci:
10, 1zzi,...I2(m—1)*$
Inaczej jeszcze:
. . 2)r*
e2¢-»r  coS--=—--- h /S'n"Fﬁ"

s=0,l...m—=1
Poczatkowym cztonem ciggu (*) jest zawsze e°=1I.
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Df. Pierwiastek m-ty jednosci (m catk. > 0)
jest pierwotnym (dla m), gdy nie jest jednocze-
$nie pierwiastkiem n-tym, gdzieby n bylo catko-
wite, dodatnie i n < m.

Uw. Zatem nie jest takim nigdy 1, o item > 1

Jezeli m-tym pierwiastkiem jednosci jest naprz.:

e2Ki'~
I jest on jednoczesnie pierwiastkiem /i-tym, gdzie
n < m, to zachodzi réwnos¢:
2tc * 2 7tSi

e\r~= e~"~ 0S r< n, < m.
Zatem:

TR g .
ejzln m—1, P catkowite,
co mozliwe jedynie, gdy: I ’§, a zatem gdy ufa-

inek " dat sie skrocic. Warunek ten jest tez wi-

docznie dostateczny. Stad:

Tw. Jedynemi i wszystkiemi pierwiastkami
pierwotnemi jednosci, rzedu m sa:

2718*

€ y S_Oilim_ll

gdzie jednak s i m sg pierwsze wzgledem siebie.
Uw- 1los¢ liczb pierwszych wzgledem m cal-
kowitego i dodatniego i nie wiekszych niz m ozna-
czamy, za przyktadem Gaussa, przez cp(m).
Zatem: Istnieje dokiadnie cp(m) pierwotnych
pierwiastkow m-tych jednosci. Gdy m jest liczbg
pierwszg (> 1), to @(m) = m — 1 i wszystkie pier-
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wiastki rézne od 1 sg pierwotne. Zawsze pier-
wotnym jest pierwiastek:

2Kl
e®.
Tw. Jezeli e jest pierwiastkiem pierwotnym
m-tym jednosci, to cigg:

e 1 *)
jest zupelnym ciggiem m-tych pierwiastkéw jed-
NOSCI.

Dem. 1 (er)*=emr= (emr= Ir=1

dar=20,1,...m—1,
wiec cziony (*) sg pierwiastkami.
2. ROwnosc:
er=¢e¢ ,0"r<m 0N r <mr+r,
pocigga:
2nsri ixsrJi .S

e m —e m  gdy:e= e "&

\r—'
\'ml=1, o catkowite,

wiec r—r podzielne przez m, bo s pierwsze
wgledem m. Stad juz r—/ =0, r=r"' wbrew
przypuszczeniu. W ciggu (*) mamy zatem m réz-
nych cztonow.

Uwi Twierdzenie powyzsze nie jest stuszne, gdy
e nie jest pierwotne i gdy temsamem 1 < k— najw.
wsp. podz. dla s i m(m> 1), gdyz:

™ 2nsi m 2%i

e

8k=e m Kk 1 K catkowite
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wiec w ciggu (**) mamy juz dwa cztony:

majace te samg wartosc.
Obecnie odszukamy efektywnie m-te pierwiastki
jednosci dla m— 1, 2, 3, 4, 5.

m= 1
Petny cigg pierwiastkdw:
&
Pelny ciag:
czyli 1, - 1.
Pierwotnym jest — 1.
m= 3.
Pelny ciag:
2ni 4ni
l=¢e% ed3,e3
= QB jt
sin 2N _ sin = sin 3
o B 3—~2~
dni / 2ni
(2)e 3 = I& 3

Zatem mamy pierwiastki



112

PierV\_/otnir sg tu wszystkie z wyjatkiem 1
ni=

Petny ciag:
1, & " e2"
czyli: 1,1, —1, —I.
Pierwotne: i, —I.
m= 5.
Peiny ciag:
2ri /1 2ni\2 /  2jtt\ 3 / 2rci\4
1, e~r, [es ][ , (<Trd
2ni

gdyz e 5 jest pierwotnym.
. 27c 2jt
(1) Obliczmy cos 5TisinT ),
Rozwazamy trojkat rownoramienny ABC, gdzie
= <EA =<£ £ = 72°, N(7=36°. Obie-
ramy M na AC tak, ze "EMBA = -$£CBM
i rozwazamy trojkat AMB. W nim:
3: A= 72° 3r/? = 36°, "r=T72°,
wiec trojkaty A5C i A ALB s3g podobne, Stad:
A5: AC= AM: AB= (AC—JfC):A5.
Lecz trojkat MCB jest réwnoramienny, bo:
MBC = "iMCB = 36°. Zatem:
1:AC= (AO—1):1 [MC— MB = AB]
AC2— AC=1
_ odwrotny stosunek
ac= Y &, ,Zlotego podziatu" T’
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Stad juz:

2n 1 1 Wo—1
cos — =

5 2AC 1-f V5 _ 4

H “f_ON

Sin 2_Jt .\!.1.(.)._ .f___2___5’_)

5

2XI A
5= V51 M0 2
4 4

Oznaczajac na chwile:

a= \/10 -\-2\l5, a'= \/10 —2"5,
otrzymamy przez potggowanie z fatwoscig petny
ciag:

1, —(— 1+ V5+ «0, "(—1—V~ a

j(—1—d5—a’f), |( — 1+v'5 —ai).

Uw. Czytelnik obliczy jeszcze z tatwoScig wy-
padek m= 6 czy m= 8 Dla m= 17 i m= 19
formuty podat Gauss (Dzieta t. 1), a dla m= 257
Richelot (Journal de Crelle t. IX).

Jezeli dla m > 2 wypiszemy peiny cigg m-tych
pierwiastkow jednosci:

2 4x* 2(m—)rci
l,e'», e, ...e it

i zauwazymy, ze na ptaszczyznie Gaussa lezg one
wszystkie na kole o $rodku w poczatku ukadu
i promieniu — 1, i dzielg obwdd tego kota na m
rownych czesci, zrozumiemy, ze 13czac punkty

W. Wilkosz: Zarys Algebry. Cz. I. 8
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reprezentacyjne odcinkami prostemi, otrzymamy
umiarowy wielobok o m bokach i zobaczymy, ze
problem konstrukcji takiego wieloboku i problem
rozwiazania réwnania zm—1=0 sg sobie réwno-
wazne. RoOwnanie powyzsze nazywajg tez czesto
rownaniem podziatu kota. Bylo ono i jest przed-
miotem rozlegtych studjow algebraikow i teorety-
kow liczb. Klasycznem dzietem jest Bachmanna
,Die Lehre von der Kreisteilung*. Lipsk. 1872.

Réwnanie podziatlu kota posiada znany nam
pierwiastek 1, wiec (z—1)j(zm—1).

Rzeczywiscie:

zm—al = 2—1)(z'""-1+ zm 2A-—---- D).
Aby odszuka¢ inne niz 1 pierwiastki, nalezy roz-
wigza¢ rownanie:

7 R— )

UczyniliSmy to wiasnie dla m — 2, 3, 4, 5.
Gaussl okazat, w zwigzku z rownaniem podziatu
kota, ze jedynemi wielobokami umiaroweini, gdzie
liczba bokéw m jest liczbg pierwsza, konstruowal-
nemi przy pomocy linijki i cyrkla sa wieloboki
odpowiadajgce wypadkom:

m= 2"-f-1 (n catkowite).

Sg to kolejno wypadki: m= 3, 5, 17, 257...
[Rozumiemy dlaczego Richelot podawat formuty
dla m= 257!]. Czytelnik zechce zwrdci¢ sie w tym
wzgledzie do pieknego artykutu F. Enriguesa: O row-
naniach algebraicznie rozwigzalnych zapomocg pier-

1 K F. Gauss: ,,Disguisitiones arithmeticae™ 1801,
[Dzieta, t. 1]. Art. 365.
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wiastkow stopnia drugiego... w zbiorze: Enrigues
»,Zagadnienia geometrji elementarnej”, ttum. Kwiet-
niewskiego i Wojtowicza.
2. Ogo6lne rownanie dwumienne.
Rozwazmy réwnanie:
Zzm= a, *)
gdzie m catkowite, > O i a zespolone.
Przedstawmy liczbe a w postaci:
a= rc9,
gdzie r=\a\, @ jest jedng z amplitud liczby a
Jezeli a= 0, to widocznie jedynie liczba zero
jest pierwiastkiem réwnania (*).
Dla a 0 (r> 0) mamy inne twierdzenie:
Tw. Gdy a £0, m catk. >0, to ciag:

/<p42jT,s-v.
r.e" w/,
s=0,1,... m—1
jest petnym ciggiem pierwiastkbw rownania (*).
17+ 2itS\.

Dem. (1) o o (P2 =
= r.eyl.e28—a. i—a.

(2) Wyrazy ciggu (**) sa rézne, gdyz przy-
puszczenie:
1?7+2KS"\.

Vr.e'l m ' "Hr . e'
0<s<m,0<s'<m, s s, prowadzi do wniosku:

1
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Stad: e (VO = 1 m catkowite

s= s'' wbrew zatozeniu.

(3) Rownanie (*) ma atoli najwyzej m réznych
pierwiastkow.

Uw. 1. Jezeli eoe*... e,, I 0znacza petny ciag
m-tych pierwiastkdw jednosci, to cigg (**) dany
jest przez:

Df- Gdy a~O, to obierzmy amplitude cpotak,
by 05Sqo<C2jt, co jest mozliwe i to w jedyny
sposob. Amplitude takg nazwiemy gtowna.

Df. Nazwiemy gtownym pierwiastkiem m-tym
liczby a, réznej od zera, liczbe:

gdzie r=\a\, oraz qo jest gtdowng amplitudg
liczby a

Giownym pierwiastkiem m-tym liczby 0 na-
zwiemy O.
OznaczaC bedziemy gtowny m-ty pierwiastek

liczby a (m catk., > 0) znakiem: "[ja.

Przyktady:

(1)Yii—: ij.e'~: l.e

(2) ANl == em = 1, Cpo— O.
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(3) J—a, gdzie aeq i a]>0, wyraza sie przez:

yl\al.ez = i\J\a\, qo= |T.
[Pozostatym pierwiastkiem jest: — i\J\a| ].

§ 3. Zwiagzki miedzy pierwiastkami aspotczyn-
nikami wielomianu jednej zmiennej.

1 Wielomiany kanoniczne i wzory s.

Rozwazmy dowolny wielomian /(z) niezerowy.
Napiszmy go w postaci zredukowanej:
f(z) = cioz“- f ----- \-am, a0d=0.
Dzielgc /(z) przez ao otrzymamy wielomian:
a>(*) fao Zm-| - h <

Df. Wielomian f(z) niezerowy jest kanonicznym,
gdy spotczynnik przy najwyzszej potedze jego po-
staci zredukowanej jest jednoscia.

Wielomian o) jest kanonicznym wielomianu
f(z), gdy @ jest kanonicznym, i /(z) = ao#(2),
gdzie ao jest spdtczynnikiem najwyzszej potegi
postaci zredukowanej wielomianu /(z). Definicja
odnosi sie tylko do wielomiandéw niezerowych.

Niechaj bedzie 7(z) stopnia =5; 1, () jego ka-
nonicznym oraz: zi,zz,...zm ™
ciggiem zupeinym pierwiastkow /(z).

Poniewaz: f(k) = 0.= .9(k) = 0, wiec cigg (*
jest zupetnym ciggiem pierwiastkow wielomianu
przyczem:

/()= 00(z—24) ... (Zz—2zn).
°9@= (@-4)...@z—-2m).
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Tw. Wielomian f(z) stopnia ~ 1 i jego kano-
niczny ()|l maqu ten sam cigg zupetny pierwiast-
kow. Rozktady (1] i()(1] na czynniki jak i dziel-
niki pierwiastkowe rozni¢ sie moga tylko w statej
rozktadu, ktorg jest dla kanonicznego jednosc.

Rozwazmy wielomian kanoniczny / (1], stopnia
m~* 1:

f(z) = Z'n-f- aiz"+t 4 Onm
i cigg zupeiny jego pierwiastkow:
Zl, 22...Zm.
Mamy tu identycznosc: |
" fail"l - |s et am= (z—11) ... [1—2,).
Wymnazajac i redukujgc prawag strone, a nastepnie
poréwnujac z lewa, dostaniemy zwiazki:

4 [ —— ¢z,
02 = A2sr e b Zm—\ Zm
--03= Z7172Z3H------ bZm—27Zm-1Zm (1)

t-- )" an= 2. .Zn

Nalezy dobrze rozumie¢ symbolike wyrazen po
prawych stronach zwigzkow (1). Mamy tu na mysli,
ze przy zwiazku dla as wzieto 1° wszystkie kom-
binacje bez powtorzen, po s cztonéw ciagu: zi,...z»,,
2° zesumowano odnosne iloczyny razem, co dato
w sumie (—I)sr.

Symbolika formut (1) nie jest jasna i subtelna,
Jak  zreszta przewaznie symbolika kombinatoryki;
nie optaca sie jednak obcigza¢ ksigzki specjalnie
skonstruowanem znakowaniem, zadowolimy sie sym-
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bolikg mniej dokladna, poparta stownem objasnie-
niem.
Tw. Jezeli dla ciggu zupelnego pierwiastkow:
Zl .. .Zm
wielomianu f(z) = z"-j- ai 2"~ | -)-ees-{- a,, kano-
nicznego, wprowadzimy znakowania:

51 = Zl -j— -|-Zm

52 —Z1Z22~(~"'" Zm—IZm

53= 2z12z22z3 212224 H———— 1-Zm_2 zm—1Zm

Sm-—zl1z2... Zm, to.
(*2)  Ste= ar (= 1)r, K= 1.2 ..1m.

Wprowadzamy jeszcze definicje: so=1.

Formuty («i) i ($2 nazywac bedziemy wzo-
rami S.

Wielomian f{z) mozemy zapisa¢ w postaci:
f{z) = 7" —siz"'-1+ 221 2H-—---\-(-1)" 9
lub f(z) = Soz'l—-SIZm+t -f- -— 1 (—1)" Sn=
m
= 2 (—Dk.sk.z"= k
kjo
Przyktad: dla f(z) = z2-\-az-\-b mamy:
zi-\-Z2= —a, ziZ2= b,
dla f(z) =z3-f-az2f-bz+ c mamy:
21 4-z2-f-23= —a, z1z2 z2z3z3 z1= D
z1z223= - C

Spotkamy sie z wzorami s jeszcze w dalszym
ciggu.
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8 4. Wielomiany rzeczywiste i ich pierwiastki.
1. Wielomiany rzeczywiste jednej zmiennej.

Df. Wielomianem rzeczywistym jednej zmien-
nej jest wielomian zerowy jakotez kazdy wielomian,
ktérego wszystkie spétczynniki formy zreduko-
wanej sg liczbami rzeczywistemi.

f{z)= 0, lub /(z) = aozm-j------- f anl,
a0 0; dod\... ameq

Nie kazdy wielomian rzeczywisty posiada pier-
wiastki rzeczywiste. Typowym przyktadem bedzie
wielomian z2-j- a, gdzie ueq i a> 0. Ta wiasnie
okoliczno$¢ sktonita algebraikdéw do stworzenia so-
bie zakresu liczb oi czesciowego opuszczenia za-
kresu g, aby posiada¢ zasadnicze twierdzenie al-
gebry, ktorego brak w zakresie liczb rzeczywistych.

Mamy atoli twierdzenie:

Tw. Kazdy wielomian rzeczywisty, stopnia nie-
parzystego posiada cho¢ jeden pierwiastek rze-
czywisty.

Dem. Niech bedzie:

/ (2) = doz"l|------- \-d/n do £0.
ao... d,,,eq, m catk. nieparzyste.

Zamiast f(z) rozwazmy jego kanoniczny:

p(z) = zm+ aozm~IH- ------ hdo

ktory jest rowniez rzeczywisty i tego samego sto-
pnia, a posiada te same pierwiastki co /(z).

Rozwazajmy tylko rzeczywiste wartosci na z.
Dla z + 0 mamy:
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_ dm ]
)= 2mJIi4- 4p -+ —+ doZwj

W granicy:
dl

z|+o00 Uoz ' oo O%}maz !
-f oo, limi) (2 = — oo.
2|+°0 z\—o00

[m nieparzyste!]

Mozemy zatem obra¢ dwie liczby a i b rzeczy-
wiste tak, by:

a<b, <pla) <0 op(b]> 0,
Poniewaz cp(*) jest ciggta funkcjg w przedziale
rzeczywistym [a, 6], wiec znajdzie sie takie zo
rzeczywiste, ze:
a<zo<b i cpizo) = 0, WIQC 1/(z0) = O.

2.Wielomiany sprzezone jednej zmiennej.

Rozwazmy wielomian:

/(z) = aozh-j-----—-tam a0 V0, m catkk. O
I wielomian:

f (2) ee @0Z" -f- oo“f- dm,

gdzie: as jest liczbg sprzezong do as, s= 0,...m.

Df. Sprzezonym wielomianu /(z) niezeromeyo
nazwiemy wielomian /(z), ktéry powstat z 7(2)
w ten sposéb, ze wszystkie spétczynniki postaci
zredukowanej wielomianu /(z) zastgpiono przez
ich sprzezone. Sprzezonym wielomianu zerowego
nazwiemy wielomian zerowy.

Tw. 1 Kazdy wielomian posiada okre$lony
wielomian sprzezony.



122

2. Jezeli w postaci zredukowanej wielomianu/(z)
zastgpimy spotczynniki przez sprzezone, otrzymamy
zredukowang posta¢ wielomianu /(z).

3. Gdy f{u) = 0, to f(u)=0.

4. J(z)="1(z)

51 Kz) = /[<>(), k= 0,1, 2 .......

6. Wielomian /(z) jest wtedy i tylko wtedy
rzeczywisty, gdy jest rownowazny swemu sprze-
zonemu : /(z) = /(-2).

Dem. 1 Z badania poprzedniego i definicji.

2. Gdy [/ (2 = aozwH------ bam a 0, to:
ao+ 0, wiec doz"l-j-eee-j-a», jest postacig zredu-
kowang dla /(z).

3. Widocznie, dzieki twierdzeniom o sprzezo-
nych na str. 32, mamy:

[(")=1 (")
zatem f(u) — 0.D.fiu) =0 .D.f(u) = 0.

4. Dzieki temu, ze ae g2/>.a = a

5. Udowadniamy przez zastosowanie formut dla
pochodnych i powotanie sie na okreSlenie.

6. (1) /(z)=/(z) pocigga:
do= do,... am= am (dzieki 2.)
wiec: ao, ai,... a,, e Q.
(2) Odwrotnie: ao,... ame g pocigga:
00= ao-—am—a,, i f(z) = /(z).
Osobno oddzielimy od poprzednich wazne twier-
dzenie:
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Tw. Jezeli a Jest pierwiastkiem rzedu k [str. 92]
wielomianu (niezerowego) /(z), to a jest pier-
wiastkiem rowniez rzedu k dla sprzezonego /(z).

Dem. Witedy:

[(«) =1'(«) = eee=1f (ex)(a) = 0,/ ({)a)-F0,
[str. 98] wiec:

f(a) —f'(a) = mwe= f(k-1)(a) —0, (a)+ O.
stad: a jest pierwiastkiem rzedu k dla /(z).

Tw. Gdy a jest pierwiastkiem rzedu k wielo-
mianu rzeczywistego /(z), to a jest rowniez pier-
wiastkiem i to rzedu k tego wielomianu.

Dem. Wrtedy: /(z) = /(z), wiec wystarczy po-
wotaC sie na twierdzenie poprzednie.

Rozwazmy wielomian rzeczywisty stopnia m”*>0

/(z) = koz"*-j------- bk,
i jego zupeiny cigg pierwiastkow:
Z1...Zm

Dzigki twierdzeniu poprzedniemu jasnem sig
staje, ze jezeli rzeczywistemi w ciggu pierwiast-
kow sa: ai... ar,

to pozostate rozpadng sie na dwie grupy:
C\ ®eeCis } d\ eeeqQs
[a{ sprzezone do a/} i—1...s.
Napiszmy wtedy rozktad /(z) na czynniki pier-
wiastkowe w postaci:
/(z) = ko(z—ai) . (z—ar (z—oi") (z—ai') . ..
..(z—al) (z—al), r-f-2s= m.
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Rozwazmy iloczyn:
(z— ai) (z— al), iI=1...s
Jest on rownowazny:
z2— (ai -f- a/) z -f- ai cii.
Lecz: bi——(ai-)-hi) i a= aihi
sg liczbami rzeczywistemi, gdyz:
T(ai+oi)=Tait Tai= Tai-Tai =0,
T{ai .ai)= Tai .Ryhi+ Tai.R’a,=
= Tai.R’ai—Tai.Kai=0.
Zatem mamy rozkiad:
f(z) = ko(z—ai) ...{z — an (z2+ biz ci)...
oo {z22-}- bsz -f- 9.
na czynniki linjowe i kwadratowe o spotczynnikach
rzeczywistych.
Jezeli teraz rozwazymy pelny cigg roznych

pierwiastkéw wielomianu [ (1], to znéw rozdzielimy
je na trzy grupy:

(1) ai...ap rzeczywiste (rézne),

(2) ai’...aa) istotnie zespolone

(3 h\...hi) hi sprzezone do di.
Jezeli cci... ap sg odpowiedniemi rzedami pier-
wiastkow pierwszej grupy, ... [3arzedami dla dru-
giej grupy, to 8X..  sgrowniez rzedami dla trzeciej.

Rozktad na dzielniki pierwiastkowe da nam
[str. 95]:

f{z) = ko{z —ai)a*... (z— ap)rp. (z2-\-b\z -\- ci)

(z2+ M+ ¢/«
gdzie: bi= — (a/ -f- di), ¢;= ai .hi
rzeczywiste {i— 1,... Q).
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OtrzymaliSmy zatem rozkiad typu:

I (2) = koyi(2) ... qpt+g(2),

gdzie cpi... qpH{Z sa potegami catkowitemi dodat-
niemi wielomianéw 1¢0 lub 2o stopnia. Stad:

Tw. Kazdy wielomian niezerowy stopnia do-
datniego da sie roztozy¢ na czynniki rzeczywiste
stopnia zerowego, pierwszego lub drugiego. Ewen-
tualnie mozemy statg rozkitadu wigczy¢ do jednego
z czynnikow.

3. Kanoniczne i sprzezone wielomianow
wielu zmiennych.

Czytelnik zechce sam przenie$¢ dostownie okre-
Slenia z 1 12 na wypadek wielu zmiennych i za-
stanowiC sig, ktére z twierdzen udowodnionych
poprzednio zachowujg swg moc i nadal.

Wspominam jeszcze o tem, ze wedle niektérych
autorow wielomian jest rzeczywistym, gdy jego ka-
noniczny jest rzeczywisty w sensie nr. 1. Wielo-
mian f(zi...zic) ma wtedy postac:

f(zi... )= a.q(zi... X,
gdzie @(zi... Z) jest wielomianem rzeczywistym,
lecz a moze byC istotnie zespolone.

85.PrzywiedIno$¢ wielomianow jednej zmiennej.

1. Wielomiany catkowite i wymierne

jednej zmiennej.

Df- Wielomian /(z) stopnia m ™ O jest cat-
kowity wzglednie wymierny, gdy wszystkie spot-
czynniki jego postaci zredukowanej s liczbami
catkowitemi wzglednie wymiernemi (= 0).)
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Df. Wielomian niezerowy f (z) catkowity wzgled-
nie wymierny jest przywiedlny, jezeli mozna go
przedstawi¢ w postaci:

- 1(*) = <B(YW™),
gdzie:

(1) op@ 1 ~(z) sa wielomianami catkowitemi

wzglednie wymiernemi.

(2) sVvep> 0,sv > 0.

W przeciwnym wypadku mowimy o nieprzywiedl-
nosci wielomianu f(z).

Uw. Przywiedlno$¢ jest szczegblnym wypad-
kiem rozktadalno$ci, podczas, gdy jednak kwestja
rozktadalnosci wielomianu jednej zmiennej jest spra-
wa trywjalna, gdyz dzieki twierdzeniu zasadni-
czemu algebry, kazdy wielomian stopnia wigkszego
niz jednos$¢ jest rozktadalny, tu przeciwnie mozemy
tatwo podac przyktady nieprzywiedInosci wielomia-
now dowolnie wysokiego stopnia. Dalsze twierdze-
nia pozwolg nam naprzyktad stwierdzi¢, ze takiemi
sg, miedzy innemi:

z2-]-5z+ 5
lub: 23-{-5z2f-5z--5 it p.

Zbadamy najpierw sprawe przywiedlnosci wy-
miernej. Poniewaz wielomian catkowity jest tez wy-
miernym, wiec wyrdznia¢ bedziemy przywiedlno$c¢
wymierng wielomianu catkowitego, przywiedInos¢
catkowitg wielomianu catkowitego i t. d.

Tw .1 Jezeli wielomian catkowity jest wymier-
nie przywiedlny, to jest rowniez catkowicie przy-
wiedlIny.

1 Gauss: ,,Disguisitiones arithmeticae™ 842 (niezu-
petnie w tem samem brzmieniu).
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Dem. Zalozmy, ze:

(1) f(z) = ooz" H------ \~a,,, a04=0, do.. . a,,
[catkowite.

2) IW ="'P(2)-1(4
(3) <p(2)"60z*H------ \-bs bo Q co”O, bo...bs, co...

Arfy~coz'-]-—- \-ct wymierne, s> 0,/> Q

S-(-1=m

Niechaj najmniejszym wspdlnym mianownikiem
dodatnim dla bo...bs bedzie b, dla co... ct za$ c (> 0)
I niechaj:

b= X 01,..sd= >i—01,..

<pW=i("+--+ A)=]4>W,

Mz)—J_E(Ioz I A (2),
bcf(z)ee  (z)  (z)= MOZSH - m i [ —
ms+t,
gdzie: lii= Aoli4~ b—— **mH kilo,
wiec: bcai= nn, i= 0,
ktadac, gdy zajdzie potrzeba:
/Mt = kst2= eee= 0, fttl= /82— eee— Q.

Przypus¢my, ze liczba pierwsza p(> ) jest
podzielnikiem iloczynu bc, czyli ze p bc.
Twierdzimy, ze:
p' ko. ... p\ks lub p\lo ... p\It.
Gdyby tak nie byito, to:
p |ko... p \kgH, lecz nie p |kg (qS 9)
I pllo...p Ir—, lecz nie p\lr (r 1)-
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Zbadajmy wtedy magtr:

bcacgdyr — mat+r= kol -f- e— (- kg Ir-1+—

“h kg lr -j= <« -j- kg+rlo.

Otoz:
p \kolg+r H----- b kg Ir+l 4~kgH I ~----- h kat, /o
lecz: nie p\kqlr, gdyz nie p\kag i nie p\lr,
a jednak: pl6éca5tr czyli p | m?r,
co niemozliwe.

A wiec naprz. p\ko,... p \ks. Kifadac:

ko/p = ko',...kdyp = ks, bc/p ==

ofrzymamy:

d.f(z) = (ko z1-f- ses-j- ks) (10zt \-----(- It) =

= (T/(z). (2), gdzie “(z) i "K()
sg wielomianami calkowitemi.

Szukamy w dalszym ciggu podzielnikdw pierw-
szych dla d, o ile jeszcze <i> 1 i powtarzamy po-
przednie postepowanie. Ostatecznie otrzymamy:

f(z) = (kozs-j- **e-}- ks) (loz* -j-------h k) =

= &(z). r(z), gdzie f>(2) | W (2
sq wielomianami catkowitemi stopni s i | wiekszych
niz zero, i stad rozktad catkowity dla f(z), co do-
wodzi twierdzenia.

PrzejdZmy teraz do rozktadalnoSci wymiernej
wielomianu wymiernego. Niechaj bedzie:

/ (z) = doz"l+ e— (-am, do==0, cio... amwymierne.

Oznaczmy przez a najmniejszy wspolny mia-
nownik dla ao... am, nastepnie bi= d;Ja, i=0...m

1 F(z) = df{z).
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F(z) jest wielomianem catkowitym. Jezeli F(z)
jest catkowicie przywiedlne: FI(2) = 9(2)4'(2), gdzie
fp(2) 1 4/(2) catkowite, to:

wiec f(z) jest wymiernie przywiedlne.
Jezeli teraz f(z) jest wymiernie przywiedlne:
[(2)EEcp(2)\V(2), (2) i 4/(2) wymierne;
to: F (2)= af(z) = a9(24/(2)= 9(2) 4°(2)

jest wymiernie przywiedlne, a wiec jest tez i cal-
kowicie przywiedlne. Badanie wymiernej przywiedl-
nosci wymiernego f(z) sprowadza sie zatem do zba-
dania catkowitej przywiedlnosci catkowitego F(z).

Pozostaje nam zatem catkowita przywiedlnosé
catkowitych wielomianéw do zbadania. Mamy tu
przedewszystkiem zasadniczego znaczenia wynik
badan L. Kroneckera-1

Tw. Zbadanie catkowitej przywiedIno$ci catko-
witego wielomianu moze by¢ zawsze uskutecznione
przez wykonanie skonczonej ilosci algebraicznych
operacyj.

Metoda Kroneckera.

Niechaj bedzie:

/(2) N «0Z"™ -j-------- (-am, do 4=0, o0o0... dm calk.
Jezeli f (2) ma by¢ przywiedlne: f(z) =7 (2).7(2),
9(2) 1 4U) catkowite, sffp= s> 0, sl,A=1> 0,

gdzie

1 Grundziige einer arithmetischen Theorie der alge-
braischen Grbssen. Journal de Crelle, t. 92.

W. Wilkosz: Zarys Algebry. Cz. I. 9
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. n jest catkowity czescig m, Wystarcza za-

tem szukaé czynnikéw ()[1] catkowitych stopnia
zawartego miedzy la n. Aby to uczyni¢, obie-
ramy dowolnie cigg n-% 1 liczb catkowitych, roz-
nych miedzy soba:

o"O} }ouo
Oznaczmy: wi—f(zi), i= 0, 1... n. Sg to wi-
docznie liczby catkowite. Jezeli istnieje rozkiad
catkowity: /(1] = ¢p(2)~(z), 0< sV@SUnN, 0 < sVA,
to: Wi= @) (z),i=0...n.
Lecz ( (Z} i sg wielomianami catkowitemi,
wiec ) FZ< i 4\z,) sa catkowite i do tego:

0 (1) | wi
Widzimy wiec, ze wartosci:
tpfee).tplt,]

trzeba szuka¢ wsréd podzielnikdw liczb wo...wn.
Tworzymy zatem tabliczke podzielnikdw:

podzielniki
wo do', do",...
Wi di, di",...
Wh dn, dn ,...

Jest to mozliwe do wykonania przy pomocy skon-
czonej ilosci operacyj algebraicznych, na liczbach
catkowitych.

Obieramy teraz dowolnie po jednym podziel-
niku dla kazdego wn
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gdzie: dO Wo.,... d(n) |a».

Wyboréw takich jest skonczona ilosc.

Dokonawszy wyboru, szukamy metodg inter-
polacyjng (naprz. Lagrange’a) wielomianu cp(z) sto-
pnia  n, takiego, by:

Mz0 = dQO,... @@ = d(n).

Odszukawszy go, probUJemy dzieli¢ f(z) przez
<p(2). Odrzucamy @ gdy nie cp(®™ |/(z). W ten
sposob otrzymamy, po odrzuceniu nieodpowiednich,
wszystkie podzielniki cp(z) catkowite wielomianu
/(z), a tern samem zbadamy, czy f(z) takowe wo-
gole posiada. Wynik badania powie nam czy /(z)
jest catkowicie przywiedlne czy nie.

Uw. Runge i Mandl w pracach zamieszczo-
nych w Journal de Crelle t. 99 i t. 113 starali sie
wprowadzi¢ pewne uproszczenia do metody Kro-
neckera, pozwalajace zmniejszy¢ iloS¢ interpolacyj
i dzielen tej metody.

Posiadamy niezliczong ilos¢, przewaznie mato
waznych w praktyce, kryterjéw nieprzywiedInosci
catkowitej. Z tych cytujemy tylko najbardziej znane:

Tw. Eisensteinal (i Schonemanna).

Jezeli wielomian kanoniczny:

[(z) = zm-f- aiz"'~1-j------- dm

jest catkowity i1 znajdzie sie taka liczba pierwsza
p (> 1), ze

p|di...p|dm lecz nie p2|d,,
to f(z) jest nieprzywiedlne.

1Eisenstein (uczeh Gaussa): Journ. de Crelle, t.39;
SchOnemann: Journ. de Crelle, t. 32.

9*
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Dem. Gdyby:
1(*) ~cp(z) Ar2),
y{z) = bozs-\--————- \-bs | bo £0, CoPO, bo...bs, Co...
>]/(z)=cozt-}—--—-hct \ . ctcalk s>0,t>0, s+t=m,
to:
Clm bs C(, (Im—1 bsCi 1-(~Cths—1,... 1 — UO0O— bo Co.
Poniewaz: p\bsct i nie p2lbsct, wiec naprz.

p|bs i nie p\ct [lub przeciwnie],

wtedy: plam\, stad: p\ctbs— i nie p\ct,
a wiec: p \6s i. ldac tak dalej otrzymaliby$Smy nako-
niec, ze p\bo, wiec pjl, co niemozliwe. Zatem
[{1] nieprzywiedine.

Przyktad: L Gdy p jest liczbg pierwszg (>1),
to wielomian: 1" -f- pz”—t+ eee+ p (m> 0) jest
nierozktadalny. [W przyktadach na poczatku ustepu

niniejszego obraliSmy p = 5].

2. Wiadomo nam [str. 114], ze:

z—11lzm—1 (m catk. > 0),

przyczem:
ML (= e b L) i 1),
Oznaczmy: fr(1)=1"-1+ e eml

Kfadac I — 1=y, otrzymamy:

Q+y)m- I=yF{l jy),

A oy)=yr-ir+ (Ty~2H-—- (/2 y + U-1)
Niech bedzie m liczbg pierwszg (> 1). Wtedy:

m

m m ., lecz nie m2 ,

zatem F{l -J-y) nie jest catkowicie rozkiadalne.
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Tern samem F(z) jest tez nieprzywiedlne, bo:
Nz)=<P(z)t(z) datoby: .F(I+y%:cp(I-fy)\l/(l-f-i/)_.

Zakonczymy uwaga o rozkladalnosci rzeczywi-
stej wielomiandw rzeczywistych. Powotujgc sie na
badania 8 4 ust. 2 obecnego rozdziatu, zawniesku-
jemy tatwo:

Tw. Wielomian rzeczywisty niezerowy jest
tylko wtedy rzeczywiscie nierozkladalny, gdy jest
stopnia zeroweyo lub pierwszego albo stopnia dru-
giego i nie posiada pierwiastkow rzeczywistych.

Zagadnienia, zwigzane z rozktadalnoscig wielo-
miandéw wiecej niz jednej zmiennej, przekraczajg
ramy niniejszej ksigzeczki.

2. Pierwiastki wymierne wielomianu cat-

kowitego.
Niechaj bedzie:

[(z) ~ noz"" +------- t am, a0 4=0, ao,...a« catkowite.
Jezeli a jest pierwiastkiem catkowitym dla /(z), to:
aort" + rtia""'—-|------- J-a, = 0,

skad: a;a,,.

Jezeli utamek nieskracalny Ljest pierwiastkiem
dla /(z), to:
i pin—1

pin
WOsn+ il " tH----h"»= B
aor*-f- ai r''~ls-f— e<-j- a,,s"1= 0.
Stad: r\amsm, lecz [r,sm= |, wiec nra,,,
I s\aor™, lecz [s,r"']= 1, wiec s ]ao.
Mamy zatem twierdzenia, ktore jednocze$nie dajg
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nam w reke metode szukania pierwiastkdw catko-
witych i wymiernych wielomianu catkowitego.

Tw. 1. Jedynemi pierwiastkami catkowitemi
wielomianu catkowitego:

f(z) = mzmH---—--- b ,«w=DO,

moga byC¢ podzielniki wyrazu am
2. Jedynemi pierwiastkami wymiernemi, typu

| <

. gdzie [r,s] = I, moga by¢ takie g— gdzie r a,,
i s do
3. Wielomian catkowity kanoniczny moze mie¢

pierwiastki wymierne tylko takie, ktore sg licz-
bami catkowitemi [s oo, = 1, s= £ 1],

U W. Poszukujac pierwiastkow wymiernych typu

w

r . . o
o gdzie [r,s] = |, mozemy zawsze zatozyC, ze s

jest dodatnie.

§ 6. Teorja Sturma.

1. Problem. Zagadnienie jakie stawiato sobie
wielu algebraikdéw, jak Descartes, Harriot, Budan
czy Fourier, polegato na tern, by majac dany wie-
lomian niezerowy rzeczywisty i jaki$ przedziat licz-
bowy, odszukac ilo$¢ pierwiastkdw rzeczywistych,
zawartych w tym przedziale. Wynikiem ich badan
jest szereg twierdzen, noszacych imiona swych
tworcow, ktére pozwalajg odpowiedzie¢ na to py-
tanie w sposéb mniej lub wiecej dokfadny.

Matematyk francuski Ch. Sturm podat me-
tode, pozwalajgca na rozstrzygniecie tego problemu
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przy pomocy skonczone] ilo$¢ operacyj algebraicz-
nych.l Zajmiemy sie teraz jej wyktadem.

2. tancuchy Sturma.

Df. Nazwiemy fancuchem Sturma w przedziale

liczbowym otwartym (a,b) cigg skonczony wielo-
miandw rzeczywistych:

0 wiasnosciach:
1. /o(a) 4=0, fo(b) 1=0.

U /p@+0dlaa™z”b.

. Gdy ft(Z0= 0, a*zo”b, I1"s~p —1,
to: fs—i (z0).fs+i(z0) < O,
fa wiec fs—i(zo) + 0, /,fi(z0)4=0; fsi (z0) i/ f+i(z0)
majg przeciwne znaki].

IV. Gdy a< zo< b i /o(zo) = 0, to:

/i(zo)./o/(z0)>02 [te same znaki!].

Df. Jezeli /(z) jest wielomianem rzeczywistym,
to fancuch Sturma: /o(z) ...fP(z) w przedziale (ab)
jest tancuchem dla /(z), gdy:

/(z) ./lo(z) —o, dla a”*z"Db,
pocigga, ze /(z)=0 1 /o(z) = 0, a wiec gdy:
/(z) i lo(z2) zeruja sie jednoczeSnie w przedziale
(@ab) i /(«)=£ 0 oraz /(/>)E O.

Tw. Jezeli /o(z),.../p (2) jest *ancuchem
Sturma w przedziale (a&), to wielomian /o(z) nie

1 p. Analyse d’un M¢émoire sur la resolutions des 6qua-
tions numerigues. Buli. de Ferussac. t. Xl, 1829 i Me-
moire sur la résolution des eguations numerigues. Mem.
des Savants Etrangers. Paris. 1835 [thum. niem. w Ostwald
Klassiker, t. 143].

2 fo (z) jest pochodng /,,(2) |



136

posiada w przedziale (ab) pierwiastkow rzeczywi-
stych wielokrotnych.

Dem. Gdyby takim byto «, to mielibysmy:

fok) = 0, o (K)= 0, (a< k < h),
co sprzeciwiatoby sie warunkowi V.

Oczywiscie musi by¢ /o(z)=|"0.

Tw. Kazdy wielomian rzeczywisty niezerowy
posiada w kazdym przedziale (ab) choC jeden tan-
cuch Sturma, o ile tylko konce przedziatu a i b
nie sg jego pierwiastkami.

Dem. Niechaj bedzie:

f(z) = aozm -A------ \-am a0 4=0, ao,... ame q,
f@ O, f(b)+ 0.
Jezeli roztozymy f(z) na dzielniki pierwiast-
kowe [str. 95] i przedstawimy jako:
f(z) = ao(z—DbiY' ... (z—DrYr,

gdzie: bi...br jest pelnym ciagiem roznych pier-
wiastkow f(z); (3i...j3r sg odnosnemi rzedami, to
najwiekszy wspolny podzielnik dla f(z) i f (2
ma postac:

W= [IW. ' «] = (z-6X)«.-l ...
stad: dzielgc f(z) przez f(z), otrzymamy:

cp(2 = ao(z—Dhi)... (z—hr),

wiec cp(z) posiada doktadnie te same pierwiastki
co f(z), lecz wszystkie rzedu jeden.

Q) Obierzmy za fo(z) wielomian <p(z), przy
czem zwazmy, ze gdy f(z) rzeczywiste, to ¢ (2)
rzeczywiste i f(z), otrzymane droga tancuchowego
dzielenia, tez bedzie wielomianem rzeczywistym.
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Stad iloraz () (z) bedzie rzeczywisty i nie moze si¢
zerowaé jednoczes$nie ze swa pochodng (] '[1], gdyz
posiada jednokrotne tylko pierwiastki. Poniewaz:
[(«)tO.). fp)t=0 i f(b) tO .). (p(b) =t O,
wiec spetniony bedzie warunek |I.
(2) Obierzmy za fi(z) wielomian /0'(?) (=<p\z)),
przez co spetniamy warunek IV.
(3) Przeprowadzmy fancuchowe dzielenie fo(z)
przez fx(z) zmieniajac tylko znaki reszt:
U(z)=QIl(z)fI(z) ~ R 1¢2)
fl(z) = Qz(z) h\(z) — H2(2)

R2—i(?) = Q?+i(?) R?(?) — Rp+L(?)
sVfi > SVR\> eee> gV , Rp+i(?)= const = A .
Poniewaz fo(z) ifi(z) sg pierwsze wzgledem siebie,
wiec Rp+i(z)= A 410.
Potozmy teraz:

h (?) = (7)> ee/p+2(?) = Rp+i(?), P+ 2= p.
Otoz fp(z)=A t0 wszedzie, wiec i w przedziale
(ab) tacznie z koncami. Tern samem czynimy za-
dos¢ warunkowi IT.

Jezeli: a<k<b,1*s”*p —1 fdk) — 0= 1lis_ 1K),
to: /s i (2)= /éy—2(?) = Qs(?) jRy—1(?) — Rs(2) =
= Q(2).1.(*)-1.+1(?). _

[dla s= t trzeba potozyé: i20= /i, F—=/0l].
Stad: ry_i (l)= —I»+1(ff)

Gdyby/, {4(/c)= 0, to bytoby i¢s i (/i) = 0 i /i*ffc)—O0,
wiec dzieki zwigzkom (*) kolejno:

fFri( &= "+2(k)=...= Rp+t1(A= 0
co niemozliwe, bo A ~t0.

*



138

Zatem: fs4l(k) 4&=0, /f 1(k)7 O
i lih (k) . ft—\(k) <0,
przez co juz czynimy zado$¢ warunkowi Il

Ciag: /o, /1, eee//> jest wiec zadanym ‘tancu-
chem Sturma.

Uw. Nie jest to oczywiscie jedyny sposob
tworzenia tancucha Sturma. Naprzykiad moznaby
sie natychmiast zatrzymac¢ w ciggu reszt Ri, R2. ..,
gdyby sie pokazato, ze pewna reszta nie zeruje sie
w przedziale (a, b), ani na jego koncach. Rozprawa
Sturma z r. 1835, cytowana wyzej, zawiera wiele
podobnych praktycznych uwag, upraszczajgcych
tworzenie tancucha.

3. 1llosé zmian znakow.

Oznaczmy przez I(o,/>), gdzie o i b rzeczywiste,
070 1i1b70, liczcbe 1, gdy o.A< 0, natomiast
liczbe 0, gdy a.b > 0.

Niechaj teraz ciag:

ao, ai... ap
sktada sie z liczb rzeczywistych réznych od zera.

Df- lloscia zmian znakéw w ciggu liczb rze-
czywistych roznych od zera:
ao, ai... ap Q)
nazwiemy liczbe:
I'(ao, ai,... ap)= 7(ao0, 01) + 7(ai, 02) H----
----- f-V(ap—,op).
lloscig zmian znakdéw w ciggu liczb rzeczy-
wistych :
00, 01... ap (2
gdzie nie wszystkie cztony sg zerem, lecz gdzie
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mogg wystepowac cztony zerowe, nazwiemy ilos¢
zmian znakéw w ciaggu, ktory powstaje z (2) przez
odrzucenie zer.

Dla zupetnosci potozymy jeszcze:

I (a,0,...0)= 0, aeq.

Przyda nam sie bardzo nastepujacy:

Lemmat: Gdy a b,ceq, ak0, ¢c kO
i I7(a, b,c) == 1,
to: k(a, Ac)= | dla dowolnego k
rzeczywistego.

Dem. Zastepujac, co oczywiscie wolno, liczby
dodatnie przez -j-1, ujemne przez —1 mamy na-
stepujagce mozliwosci:
1(a,sc)=I1 (+1,f1,—1)—1(+1, —1,—1)=

= F(+1,0,—1)
lub I (a bc)=Il (—1,-]-1,£D=1 (—1,—1, )=
= F(-1,0,+1).
Wykluczone sg kombinacje:
F(a,M=7(+1,6,+1) iF<abye)= 7(-1,64+1),
co datoby dla b= 0 zawsze 2 lub 0.

4, Twierdzenie Sturma.

Jezeli: f(z) jest wielomianem rzeczywistym nie-
zerowym, (@, b) przedziatem liczbowym otwartym

a<b, f{a) kO, f(b) IO,
Mz), M z)...TP©2)
tancuchem Sturma dla f(z) w przedziale (oh) i je-
zeli oznaczymy:
A= V{fo(d), fi( a ) (i
B=V{Mb),Mb),...tP(b)i
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to iloS¢ pierwiastkOw rzeczywistych wielomianu f(z)
w przedziale otwartym (ab) wynosi:
E(a,b) = A —B.

Dem. Utwo6rzmy zbiér (M) ztozony z liczb
a i b oraz wszystkich pierwiastkow wszystkich
wielomianéw: /o, /i__fP lezagcych w przedziale
domknietym [ab\. Bedzie to zbidér skonczony, po-
siadajgcy przynajmniej dwa elementy. Ustawmy
wszystkie elementy zbioru (M) w cigg rosngcy:

a= go< ai< ...< a,= b
Oznaczmy:
V(z)=V{fo(z),Mz),...fP(2)}

dla z e g 1 badajmy przebieg funkcji rzeczywistej
I (3), gdy z wedruje od a do b

Q) T@) = A, Yb) =B.
(2) Gdy z wedruje wewnatrz przedziatu czescio-
wego (as, aj-fi), s= 0,I,...m—1, to Y(z) nie

ulega zmianie (= const.)), ze wzgledu na znang
wiasno$¢ funkcyj ciagtych rzeczywistych zmien-
nych.

(3) I (z) ulega¢ moze zmianie swej wartosci
jedynie przy przejSciu przez czton as ciggu:

ClO, Cli ®** Cni.
(4) Jezeli fi-i(at) |r(), f k(ag UO, fk+i(as) UO,
to Y{fk—(2), f k(z), fk+i(z)}

nie ulega zmianie przy przejSciu przez ar, gdyz
nie zmieniajg sie znaki zadnej z trzech funkcyj:
[Fe—i >fk, fk+I .
(5) Jezeli A> 1 i fk(as)= 0, to:
f k—(a,).fk+i(at) < 0
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(war. 11) zatem:

U'{f I—(«9, fu(flf),fk+M)}= 1o
Funkcje //,_i(z) 1/ ali(z) zachowujg swe znaki
w przedziale (as—, as+i) lub w (as, Us+i) gdy s= 0,
czy tez (aj_i, aj), gdy s= m.

W takim przedziale:
V{tk-\ (2), fk(a9, fu+i{z) }= 1=
= V{fkd®), /I*(*),/*+1«},

dzieki Lemmatowi poprzedniego ustepu,
zatem: [ az), I*+i(*) )
nie ulega zmianie przy przejsciu przez as.

(6) Nie moze by¢ fp(ng—0, gdyz fP{z) 40
w przedziale i na jego koncach.

(7) Gdy fo(a9) =0, to «<s F«0o= a i as4a,, = 6.
Funkcja /o(z) zmienia znak przy przejSciu przez
as, bo gdyby fo{z) miato ten sam znak w (ay i. a9
co w (ay, ay+i), to /o(z) miatoby w punkcie as
extremum, zatem bytoby:

fo'(«1) = 0, wiec fi (ns)—0,
co wykluczone wedle warunku IV.
iI’(/o (z), fi(z)) = V(fo(z), /</(*)) w otoczeniu
punktu as. [war. IV].

Atoli: AN

Ma, + A= /o(a,) +/,'(a,).H - b —A
—fo () h -t r—sflo

J{e f b Jo" (ar) Jon (@

fo () 2!/0,(8)>)A t-t- /o (@)
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zatem lewa strona dla dostatecznie matych h jest
ujemna przy A <0, dodatnia przy h~> 0; fi(a9 nie
zmienia znaku w przedziatach (as—, a9) i (as, ar+i),
zdtsm*

v{fo(2,fiu)}= +1 w(a_i,a)

y {/<+),fi(z) }= 0 w (as, al+i)
Stad wida¢, ze + /o(z), fi(z) } przy przejsciu przez
as pomniejsza sie o jednosc.

(8) Uwzgledniajac definicje 1'{fo (z),...f v(*
widzimy, ze V(z) pomniejsza sie 0 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy as jest pierwiastkiem dla fo(z), a wiec
dla f(z). Stad juz:

E(a, b= V(@) —V(b) — A—B.

5. Uzupeiniajgce uwagi.

Jezeli chcemy zbadac iloS¢ pierwiastkéw w prze-
dziale otwartym (a, b) w wypadku, gdy f(a) = 0
lub f(b) = 0, to poniewaz ilo$¢ pierwiastkow f(z)
niezerowego w tym przedziale jest skoniczona, mo-
zemy obraC tak mate e> 0, by:

1) /(*) 40w przedziale(a, a -f-e).

2) f(z) £0w przedziale(b—e,6).

3 a e<b—e

4 /(a+ 6)4:0, f(b—e) O.

szukamy nastepnie E(a-j~ e, b—e) metodag Sturma,
co da nam odpowiedZ na nasz problem.

Jezeli chcemy znaleZ¢ iloSC pierwiastkow w prze-
dziale zamknietym [a, b], to zndéw obieramy tak
e> 0, ze:

(1) [(*)4=0 w (a—e, a) i {b,b-f ),
(2) /(a —6)4:0, /(6-|-e)4=0.
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Szukamy wtedy E{a —e, b-f-¢).

Ze wzgledu na skonczong wogole ilos¢ pier-
wiastkbw wielomianu niezerowego mozemy zna-
lez¢ takie k> 0 i 0, ze:

() I o, /(i) 40

I ze (2) wszystkie pierwiastki rzeczywiste dlaf(z)
znajdg sie w przedziale (/, k).

Wtedy, odszukane metodg Sturma:

E (1,k), E(0,k),E(1,0),
dadzg nam odpowiednio:
A(0,+°°), #(—oc,0)

a wiec: ilos¢ pierwiastkdw rzeczywistych wogole,
ilos¢ pierwiastkow dodatnich, ewentualnie ilos¢
pierwiastkow ujemnych.

Aby odszuka¢ E(a,-\-oc) czy E (—oo0, a),
trzeba tylko obra¢ k > a wzglednie /< a i szukac
E(a,k) wzglednie E(Ita). Analogicznie radzimy
sobie w innych jeszcze wypadkach.

W dalszym toku wyktadu poznamy sposoby
odszukiwania efektywnego liczb takich jak e, k1 Z
w obecnych rozwazaniach.

6. Zwigzek z teorjg funkcyj analitycznych.

Teorja funkcyj analitycznych pozwala nam rozwig-
zaC problem obszerniejszy jeszcze niz zagadnienia do-
tychczasowe, dzieki genjalnym odkryciom A. Cauchy’ego
Tak zwane twierdzenie Cauchy’ego o residuach, (,,pozo-
stato$ciach™, jak ttumaczy J. Sochocki) daje nam w zasto-
sowaniu do wielomiandéw wynik nastepujacy. Pomys$imy
sobie, ze na ptaszczyznie Gaussa zatoczono pewng krzy-
wag zamknietg C, ktéra dzieli te ptaszczyzne na dwie
czesci i zatézmy, ze krzywa ta nie przechodzi przez zadne
miejsce zerowe wielomianu niezerowego f (2) (rzeczywi-
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stego lub nie) oraz, ze posiada naprz. w kazdym punkcie
styczng, zmieniajacg sie w sposob ciaglty wzdtuz Krzywej.
Oznaczmy przez:

l...

cigg wszystkich rdéznych pierwiastkéw wielomianu f (z)
lezacych wewnatrz C oraz przez: al} a2,...afcich rzedy.
Rozwazmy catke: .

wzietg wzdtuz krzywej C w kierunku dodatnim.
Otoz twierdzenie Cauchy’ego powiada, ze:

m d2~ U+ eee + “lee

Jezeli wielomian /'(z) zastagpimy przez wielomian/*(.z),
ktory posiada doktadnie te same pierwiastki, co f(z),
lecz wszystkie rzedu jeden, to:

-5-/ta *

2*1J I'»
daje nam wprost ilo$¢ pierwiastkow /'(z) zawartych
w obrebie krzywej C.

Jezeli teraz f(z) jest wielomianem rzeczywistym
i /’(n)~zO, f(b) rj:0, a< b, a,bzq, to szukamy takiego
:(>0), by wewnatrz i na brzegu prostokata o wierzchot-
kach lezgcych w punktach:
a-fzi, u—zi, b zi, b— zi,

nie byto pierwiastkow istotnie zespolonych i za C obie-
ramy obwod tego prostokata, wtedy:

L fm dz —E{a, b),
2nid f{z)
C

Na stronie 105 pozostawiliSmy bez dowodu wazne
twierdzenie o miejscach zerowych wielomianéw o wiecej
niz jednej zmiennej. Luke te chcemy teraz wypehhic.
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Bedziemy jednak zmuszeni powotaé¢ sie na teorje funk-
cyj analitycznych, a mianowicie na twierdzenia, ktore
przyjeliSmy w poprzednim ustepie.
Przypus¢émy wiec, ze wielomian:
*> 1'
posiada stopien dodatni wzgledem naprz. zk i ze:
f(al...ak) = 0.

Obieramy dowolnie liczbe e,>0. Widocznie wielomian
<p(?) EEEf{p\ ==+ —i,'z) posiadat pierwiastek ak i mozna
bedzie, wobec tego, obra¢ 0 < A< £tak, by w otoczeniu:
|z — ak | < © tacznie Z brzegiem pierwiastek ak byljedy-
nym. Rzedem jego niech bedzie a (~0).

Oznaczajac przez K ograniczenie powyzszego oto-
czenia dostaniemy wedle ust. 6:

S 1S | PP

2ni ] cp(z)

Funkcja ma sens wzdtuz K, atoli wielomiany
f(z\ ... Zkzk) i 'K (21... Z zk) sg funkcjami ciaz%’remi,
wiec mozna bedzie dobra¢ liczbe 8> 0 tak, by wzdtuz K
idia]\ —«i|<;8... |bk——ak—t 1< 8zachodzity zwigzki:

b pypo et Bt ey L
(1) f(bi...bk—)+ O, @)le() |f(bi.. .be—is) ) =

Wtedy
\]t tt‘IiZk(}>lbk_IZ)_dZ _ . e() dz
Ixij f(bi ... bk—iz) IxiJd cp(z) 2nid
K K
a+ — [e@ad. (*)
i
. 1
Lecz: I t(z) dz -—e2jrrj. maxe(z)
:I)CL}Q ZX
<r).—= 1.
) 3

W. Wilkosz: Zarys Algebry. Cz. I. 10
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Atoli prawa strona rownosci (#) musi by¢ liczbg

catkowitg, wiec:
- dz=0
2>|(—|er(2) z
K

i JFrzibi... bk—z)
xid f(bi... bz 2- 270

co Swiadczy, ze f(b\.. .bk—iz) posiada cho¢ jeden pier-
wiastek, powiedzmy bk, w otoczeniu |z —ak|< < e
Stad wnioski:
(1) Do kazdego systemu b\...bk—\ takiego, ze:

|&—ai|< 8,... |e—Kk—ak—11<5
mozna dobraé bk tak, ze:
\f(bi... bk bk)=0i|a*—bk|< e
(2) Biorgc 8= min(8,e) i zadajagc w (1), by:
|bi —a\|< 8" .. |k —ak— 1< &
spostrzezemy, ze w otoczeniu:
|& —«l |< e... |bk—ak]|< e

wielomian f(zy ... ZY posiada nieskonczenie wiele pier-
wiastkow.

(3) Dla kazdego ukiadu b\ ... bk—i takiego, ze:
|&8—A|< 8... |bk— —ak—i |< 8,

petny cigg pierwiastkéw wielomianu f(bi... bk—i z), le-
zacych w otoczeniu |z — ak | < 3 posiada doktadnie a
cztondw.

[Celem zrozumienia wywodow niniejszego i jak i po-
przedniego ustepu, zechce czytelnik zaczerpnaé¢ kilka po-
trzebnych wiadomosci z dziedziny catek funkcyj zespo-
lonej zmiennej z cytowanej juz ksigzeczki Knoppa:
Funktionentheorie].
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8 7. Oddzielanie pierwiastkéw rzeczywistych
wielomianu jednej zmiennej.

1. Kresy pierwiastkow rzeczywistych.
Obierzmy wielomian rzeczywisty, niezerowy,
stopnia dodatniego:
/(z) = aozm-j------- lam m> 0, ao=b0, ao... ameq
Zatézmy, ze:
ao,... as—+ sg nieujemne, as< 0, 0<Cs”™ m.
Rozwazajmy tylko 2 rzeczywiste i >1. Witedy:
\f2) |~ alzm-\—---f ar 12"™—9+1—

— {la,| zm—s -\-------- (- lom}.
Oznaczmy: K = max {|a,|,... A > 0
Otrzymamy:
\fer~ a0z"l— K {zm-sH------- 1 1}
A eSS+l 1
W02 ,_ 1
ZH-%1 —25-)— A] -+ A"
2- 1

Obierzmy 2 tak, by ao(z*—1zs-* > K. Atoli:
a0(zs— zs~-1) = aozi—(z— 1) > ao(z— I)1dlaz> 1,

wiec wystarczy zatozy¢, zez>1 + V—- Zatem

dla tych wartosci na z bedzie /(z) >0. Stad:
Tw. Gdy w wielomianie rzeczywistym stopnia
dodatniego:
/(z) = a0z'"-1------- j-Om a0~ o, a0... a,,e.q,m> 0,
mamy: ao,...a* i 0,as< 0 0< s5"m,
10+



148

to liczba dodatnia 1—\\// , gdzie A"=max{\as\,...

la \} stanowi granice gorng dla pierwiastkow do-
datnich.

Uw. Wielomian /(z) i jego kanoniczny majg
te same pierwiastki, czesto optaca sie rozwazac
tylko wielomiany kanoniczne, wtedy aO= 1> 0.
Uzyskana granica jest tern lepsza im mniejsze
jest K. Gdy wszystkie spoétczynniki sg =70, to
wielomian nie posiada pierwiastkow rzeczywistych
dodatnich.

Uw. 2. Jezeli w /(z) zastgpimy z przez —z,
to wielomian:

@)= —1)"/(—2)= a0z" —aiz"—t |- + am

posiada pierwiastki przeciwnego znaku niz f(z),

a rowne im co do wartosci bezwzglednej. Gdy a
jest granicag gérna dla pierwiastkéw dodatnich cp(2),
to — a bedzie granicg dolng dla pierwiastkow
ujemnych /(z).

Uw. 3. Warunkiem Kkoniecznym i dostatecz-
nym, by zero bylo pierwiastkiem wielomianu:

/ (2) = a0zm-\------ f a,, (a0%=0),

jest oczywiscie: a, = 0.

Jezeli ogdlniej: a* U0, as+i*0O... a,= 0, 0< s<m,
to wielomian: ~(z) = don—f—----|— a wiec taki®
ze: 1(z) = Mr(z2).2"s

posiada za pierwiastki jedynie (i wszystkie) pier-
wiastki wielomianu/(z) po odrzuceniu zera. Celem
zbadania zatem dodatnich i ujemnych pierwiast-
kow wielomianu rzeczywistego /(z) mozemy zawsze
zastapi€ /(z) przez ~(2).
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Uw- 4. Jezeli zatozymy (co mozna wobec uw. 3),
ze wielomian rzeczywisty /(z)=aoZ'"'-j------1-a,,,
a0 k0, nie posiada pierwiastka zero, a wiec, ze
a,, 0, to wielomian:

®@)'= amm+ dm—Z"—1-|-—-- (<0
—Znf (*) dlaz+ 0

posiada pierwiastki doktadnie réwne odwrotno$ciom
pierwiastkow wielomianu /(z).
Odszukawszy gorng granice a (> 0) dla dodat-

nich pierwiastkbw @(z) widzimy, ze (> 0)bedzie

dolng granicg dodatnig pierwiastkdw dodatnich wie-
lomianu /(z). Analogicznie znajdziemy gérng gra-
nice ujemng pierwiastkow ujemnych /(z).
Przyktad. Niechaj bedzie:
[(z) = 3z5-|- 224+ 23— 4724~z 4~
Obliczamy: max {4, 1, 7}= 7.
Granica gorna pierwiastkow dodatnich /(z) =

= 14-W|-=1 4-"63 = 2-326... <2-4.

Kiadziemy: cp@2)= (— 1)5/(—2)=
= 325—2744-723+ 4z224-N—1,
max {2, 1, 4, 1, 7}= 7,

granica dolna pierwiastkdw ujemnych/ (z) =
= --333...> — 34
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Ktadziemy: A(z) = 7z5-f- z4— 4z3f-z2+ 2z-f-3
=i/(]) dla~ O.

max {4, 1, 2, 3}= 4,

1\ APz ea Y 53

granica dolna dodatnia pierwiastkow dodatnich/(z)=
- 1 _ 7
_ 1+4VvV 28 "7-hv/28 _

= 0-569... > 0-5.
Kiadziemy:

X@) = (—1)5" (—2)= 725—24—4B—72-f-27—3,
max(l,d, 1‘2,3]:4‘ [+ \jj= "<
granica gorna ujemna pierwiastkéw ujemnych f(z) =
= —~=—063... < —0-6.

A wiec ostatecznie wielomian /(z) posiada ewen-
tualne pierwiastki dodatnie zawarte w przedziale
0%, 2'4), ujemne w przedziale (— 34, — (0*6).
Zero nie jest pierwiastkiem.

Metoda powyzsza daje nam mozno$¢ obliczania
mniej lub wiecej dobrych granic dla pierwiastkow
rzeczywistych wielomianu rzeczywistego. Wiele
podobnych regut podano dotychczas. Najbardziej
znanemi sg jeszcze reguty Newtona, Cauchy’ego
I Laguerra, ale w tej kwestji odestaé musimy juz
czytelnika do obszerniejszych traktatow algebry.
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2. Oddzielanie pierwiastkow.

Zamknawszy dodatnie i ujemne pierwiastki wie-
lomianu niezerowego rzeczywistego w odnos$nych
przedziatach, chcielibySmy obecnie podzieli¢ te prze-
dziaty na drobniejsze podprzedziaty tak, by w obre-
bie kazdego z nich (wewnatrz lub na brzegu) znaj-
dowaé sie mogt conajwyzej jeden pierwiastek na-
szego wielomianu. Wielomian nasz posiada jedynie
skonczong liczbe pierwiastkow, zatem, oznaczywszy
pelny cigg réznych pierwiastkéw przez:

oo 0pr

widzimy, ze:
H= min{jz\ —zz|,... |zi— -],
| zz zs|... |z3 Zf| ... | zr—\ zy|J

jest liczbg dodatnig. Wystarczytoby nam zna¢ choc
jedng liczbe h < H, by przedziaty o dtgosci h
czynity juz zado$¢ naszemu zyczeniu. Zagadnie-
niem szukania takich liczb jak h zajmowali sie nie
bylejacy matematycy, bo Cauchy, Lagrange, Kro-
necker i inni. Atoli nie mozna powiedzie¢, by re-
guty podane przez nich nalezaty do najwygodniej-
szych. W rozdziale o rugowniku poznamy jedng
z tych regut, moze jeszcze najlepszg w praktyce.

Zauwazmy tymczasem, ze gdy obierzemy do-
wolnie liczbe d dodatnig i rozwaza¢ bedziemy prze-
dziaty domkniete:

10,d], [d, 2d]. ] ’- d, — d].

to, o ile jednym z nlch Jest [a,b] i/(a) f(b) < 0,
Wtedy wewnatrz [a,b] lezy przynajmniej jeden
pierwiastek wielomianu rzeczywistego /(z). W po-
szukiwanip naszem nalezy sie ograniczy¢ tylko
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do takich [a, b], ktére nie wykraczajag poza prze-
dziaty dla pierwiastkbw dodatnich czy ujemnych,
jakie mozna bylo uzyska¢ metodami poprzed-
niego ustepu. Jezeli w ten spos6b znajdziemy n
takich przedziatow [ab], gdzie lezy choC jeden pier-
wiastek /(z) isVf — n, to rozdzieliliSmy juz wszyst-
kie pierwiastki rzeczywiste. Skonstatowanie, ze
f(a) = 0 czy f(b) = 0 ufatwia nam tylko zadanie.
GdybySmy nie doszli za pierwszym razem celu,

to obierzmy d' = —i powtdrzmy nasze badanie

jeszcze raz. Ostatecznie musimy dojs¢ do liczby
mniejszej niz H.

Jednakze wielomian rzeczywisty /(z) stopnia n
nie musi mie¢ n rzeczywistych pierwiastkdw. Bada-
nie ilosci pierwiastkdbw w danym przedziale metodg
Sturma bedzie tu, wobec wielkiej ilosci prob, zwykle
zbyt ucigzliwe. Znajomos¢ H lub liczby mniejszej
niz H bylaby nieodzowna. Przypus¢my jednak, ze
O<d<H i ze [a,b] jest jednym z przedziatdw:

[kd, (fc-f1)d], fe= 0, % 1, + 2,...

Zatozmy tez, ze /(a)™ 0 i f(b) t 0.

Mozemy zawsze przypusci¢, ze / (z) posiada je-
dynie pierwiastki rzedu jeden, gdyz umiemy zastg-
pi¢c dany nam wielomian przez inny o takich sa-
mych pierwiastkach, lecz pojedynczych.

Jezeli: /(<*)*/(&)< 0, to w {ab) lezy jeden
jedyny pierwiastek wielomianu /(z).

Jezeli: /(a)./(6)> 0, to moze ich znajdowac
sie jedynie parzysta ilos¢, lecz d < H, wiec w [a6]
nie lezy zaden pierwiastek dla /(z).



153

W ten sposob dowiedzielibySmy sie nie tylko
0 rozmieszczeniu wszystkich pierwiastkow rzeczy-
wistych, w czem wypadek f(a) = 0 lub f(b) — O
jeszczeby nam dopomogt, lecz takze zbadalibySmy
ich ilos¢. Te ostatnia mozemy tez oznaczyC przy
pomocy metody Sturina.

Jeden z pdzniejszych rozdziatow poswiecimy za
rysowi metod obliczania przyblizonego pierwiast-
kow rzeczywistych, przyczem przyblizone z zadang
doktadnoscig wyrachowanie pierwiastka polega na
zamknieciu go w przedziale, ktérego dtugos¢ jest
dostatecznie mata. Juz tu nalezy jednak zwrdcic¢
uwage, ze sprawa to trudna i ze poznawszy jedng
czy dwie metody, nie nabedziemy jeszcze przez to
moznosci praktycznego obliczania. Jest to zadaniem
stosowanej matematyki wynalez¢ odpowiednie me-
tody techniki rachunkowej i zagadnieniem tern zaj-
mujg sie dzieta specjalnie temu posSwiecone.

Gdyby teraz wielomian niezerowy /(z) nie byt
rzeczywisty, to moglibySmy rozwazy¢ wielomian:

F{z)=1{z)J{z)

gdzie /(z) jest sprzezonym do /(z) [str. 121].

Otoz wielomian F{z) jest rzeczywisty, przytem
[str. 122] kazdy pierwiastek /(z) jest tez pier-
wiastkiem dla F(z), przeciwnie za$, gdy-F(a)= 0,
to /(«) = O lub /(a) = O.

Mozemy zatem bada¢ tylko rzeczywiste pier-
wiastki wielomianu F(z). Nie twierdzimy bynaj-
mniej, ze jest to najprostsza droga prowadzgca
do celu.
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8 8. Roéwnania 2, 3 i 4 stopnia.

1 Rownanie drugiego stopnia.

Rozwazmy wielomian:

f(z) = Azz-féBz -f- C, ylI-4°0, A,B,Ceq2
Réwnanie: f{z)==0 posiada oczywiscie te same
pierwiastki, co réwnanie:

tAf {zy= 0.
Otoz:
4.14/(z) = 4z12z24- 4 [)fiz4-4]/1C =
(2-Az -(-i1?)2— (£ 2— 4™4(T)
(2Az+ B —VA) RAz-fB + VA),
gdzie A = B 2—4M(7, \' A jest pierwiastkiem gtow-
nym [str. 116]. Stad: pelny ciag pierwiastkow
wielomianu /(z) dany jest przez:
—B -+ A —B~\]JA
~2A ’ 2N
Mamy tu: 1. dwa pierwiastki, gdy At O
2. jeden pierwiastek, gdy A= 0.

2. ROwnanie trzeciego stopnia.
Rozwazymy: F(z) = Az3-)- Bz24~0z-A-D,
A 0, ABG,Deq
Przez podstawienie: y = z—m otrzymamy:
GE)=FU+ m=A(({/-f m)3-f B(/-f m)2+
C(y -j-m) 4-D =
= Ay3-]- BAm 4B)y2 (BAm2-}2Bm fQC)y
-]- Am3-)- Bm2-\-Lm 1),
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B :
3A to G(y) przybie-
rze postaé: G(y)=Ay3A - C 'y zatem wy-
starcza zajaC sie wielomianem typu:
f{z) = z3-\-pz-\-q, piqg zespolone.
1. wypadek: p+0, *=0. Wtedy /(z) =z(z2-f p).
Pelny ciag pierwiastkow:
0, \}—p, —\—P (V—P pierwiastek gtowny}.
Zatem: trzy pierwiastki.
2. wypadek: p= 0, q" 0. Wtedy/(z) = z3 «q
Pelny cigg pierwiastkéw:

\E?> =~ (—|+M\/s). SF« (-4 \ff)
[yf—< gtéwny, zresztg p. str. 111].

Zatem: trzy pierwiastki.

3. wypadek: p= 01 q= 0. Wtedy: /(z) = Z.
Pelny cigg pierwiastkéw : 0.
Zatem: jeden pierwiastek.

4. wypadek: p =0 i q4=0,!
Przypus¢my, ze z jest pierwiastkiem i prébujmy
przedstawi¢ z jako sume:

Z= u-\-v (1)

tak, by: u2--v3-\-q= 0. (2)
Witedy byitoby:
u--2)3-f-pu{v)-fg= 01w+ zZ3-f-q= 0 (3)

Jezeli potozymy: m =

1 Rozwigzany przez Scipione del Ferro w 1515, ogto-
szony przez Cardano w 1545. Rowniez Tartaglia podat
rozwigzanie w r. 1535.
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a wiec: (3uv-\-p){u-\-v) = Oiu3--v3--q— O (4)
skad: 3«v-f-p=0 1 u3-f -f-g=0 lub
u v=0iw-{v3-J-q= O
Druga mozliwos¢ odpada, bo wtedy q— 0 wbrew

zatozeniu. Zatem:

u3d \3-}g= 01 3uv-{-p=0. (5)
Poniewaz p + 0, wiec bytoby:
m+ + v= —-E-1u3-fv3 g= 0. (6
Zatem: u3 27~1~3 -~-\-g=o0, 34 @)
Stad: u*-\-qu3—-*=0, v=—"- (8)
Temsamem:

U—eV (#)

gdzie: e jest ktorymkolwiek trzecim pierwiastkiem
jednosci [str. 111], e'= + 1,

podobnie jak \ UR, jest pierwiastkiem gtéwnym.
Aby wartosci podyktowane przez (9) miaty sens,
potrzeba 1 wystarcza, by:

~2 "W AN
czyli:
-«=-£% =<>, p*o,

CO rzeczywiscie ma miejsce.



157

Badamy, czy wartosci (9) spetniaja zwigzki

w (5).
Otéz: (1) 3uv-\-p = Q dzieki (9),
A TR Ty S
L), e 11t b
g

r
2
| ;
. £ _
& ’4£ + EZY 2 - 0
Stad juz widzimy, ze zwiazki (4) i (3) sg spet-
nione, zatem u-\-v, podyktowane przez (9) spetnia
rownanie: z3-f-pz qg= 0.
Atoli: _
P pe\i

iy ore e VR 3e*y+ , 2

zatem mamy petny ciag pierwiastkow dla /(z):

e | + \ + e » —| —v« ), gdzie:

%
[Formuty Cardana].
Badajac, przy pomocy fancuchowego dzielenia
/(z) 1/'(z), wyrachujemy, ze / i1/' sg pierwsze

wzgledem siebie lub nie zaleznie od tego czy R*"pO
czy R — 0. Trzykrotny pierwiastek wystapi zatem
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wtedy i tylko wtedy, gdy A= 01if"(z) = 0, a wiec
gdy z= 0 jest pierwiastkiem i A = 0, co pocigga,

ze q= 01 A= £-)-| = 0, wiec p=qg= 0.

Mamy zatem wypadki:

1. A4&0 3 pierwiastki.

2. A= 0,e+ 0 2 pierwiastki.

3. A—0,9= 0 (wiecip= 0) 1 pierwiastek.

3. Rownanie 39° stopnia rzeczywiste.

Gdy teraz zatozymy, ze w /(z) = z3 pz-\-Q

liczby p i q sg rzeczywiste, to gdy:

(1) AMO, mamy 3 pierwiastki rézne, 'wilec jeden
rzeczywisty i dwa zespolone sprzezone lub
wszystkie twrzy rzeczywiste [str. 123]; gdy:

(2) A= 0,94:0, mamy dwa pierwiastki rze-
czywiste (jeden pojedynczy 1 jeden po-
dwaojny); gdy:

(3 R=0,p =0,9g= 0, mamy jeden pierwia-
stek rzeczywisty zero (potrojny).

Musimy jeszcze zbadaC wypadek (1) nieco do-

kiadniej. 2
(@) Gdy p= 01 Ad0, toA = ~ > 0imamy,

wedle ustepu poprzedniego, jeden pierwiastek rze-
czywisty.
(P) Gdy p~O i A~0, to zbadamy pochodna:
/' (*)= 3z2+ p.
(pi) Gdy p> 0, to A>0, /'(z)> 0 dla wszel-
Kich z rzeczywistych, zatem f(z) stale rosnaca, wiec
posiada jeden pierwiastek rzeczywisty.

(Pd Gdy p< 0, to f'(z) =0 dla+y—
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I —y' —| >przyczem—\J—f<+ f-’
/ (z) ro$nie dla zBEBS—y —", maleje dla
—y — ~ "~ zfSy'—” i znowu rosnie dla

z™ -]-y —” e« Wielomian / (z) posiada zatem dla

P
2= “ VvV 3
minimum. Ot0z;

r -,o0. 2P
[ 1 Nr3~)= Nz

oo (2HWY bRy

Zatem: gdy tf>0,to/ 1—y — *j< 0i/ (+y/=3P)<0

maximum, a dla z:_|_V—3D

lub / j—y ~3%)> 0 «/ (+ \Z~37) >0 wi<%
/(z) posiada Jerfe« pierwiastek rzeczywisty, gdyz

lim/(z) = —oo, lim/(z) = + o00;
zZ|—00 z|+c»

gdy: E<O0,to O \q\< —*y /—p,

gH2FV M <0, 7~¥V"3E>0" Zam
I( yl 3p)>°l/(+~~3P)<0’ wi% /W
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przechodzi od —co do /( ~ A~ ~ s)>0" stad

do < 01 znowu do -f-°o, tein sa-

mem posiada trzy pierwiastki rzeczywiste.

Ostatecznie: -K>0 1 pierwiastek rzeczywisty.
R<CO 3 pierwiastki rzeczywiste.

Wypadek R < 0 nazywajg starzy algebraicy
,Lcasus irreducibilis”“ z tego powodu, ze formuty Car-
dana dajg nam pierwiastki rzeczywiste w postaci:

e

pozornie zespolonej, jednakze udowodniono, iz
zadna skonczona iloS¢ operacyj algebraicznych nie
zdota nadac¢ tym wzorom postaci efektywnie rze-
czywistej.

4, Rownanie stopnia czwartego.

Rozwazmy wielomian:

F(z) = Azi-\-Bz2-\- Cz2+ Dz-fE,
A40,A,B,C, D,Ezdgh
Przez podstawienie analogiczne jak ust. 1:
B

Z= 1~ JA

Ay*+ C'y2-j-D'y -f-E".
Wystarcza zatem bada¢ wielomian typu:
f{.z) = 7+ pz2-\- qzA-r, p,q,rzq2
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Oznaczmy przez: zj, z2, z3, z\ petny ciag jego pier-
wiastkow. Wzory (s), rozwazane na str. 119, po-
wiedzg nam, ze:
z1-f-z2*h z3-f-z4a= 0.
Potozmy: a— z\-f-z2= — (z3-f- 29,
b= zi1z2, c= z3z4,
to: /(z) =z—2) (z2—22(z—23 (z— 2 =
= (22— az f-b).(z2+ az + c); (@9)
a rownanie: /(z)=LO jest rownowazne alterna-
tywom :
z2—az-)-&= 0 lub z2-j-az+ ¢ = 0.
Widzimy, ze byleby mozna byto odszukac a,b
i ¢, to rozwigzanie réwnania 4@ stopnia sprowa-
dzimy do rozwigzania dwu réwnan 2¢0 stopnia.
Porownujac spotczynniki obu stron (1) po wy-
mnozeniu i zredukowaniu, otrzymamy ukfad zwigz-
kow:
bc=r, ab—ac—aq, b-j-c—a2=p. (2
Gdy: g= 0, to /(z) =z4+ pz2-j-r,
zatem przez podstawienie z2= w trudno$¢ spro-
wadza sie do rozwigzania réwnania:
w2+ pw -f- r= 0.
Zatozmy zatem, ze q4=0. Wtedy a £0, gdyz
alb—c—aq
W tym wypadku otrzymamy z (2)
b-j-c— az2-f-p

6-c = | ©

W. Wilkosz: Zarys Algebry. Cz. I. 11
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Stad:
)

Podstawienie w bc = r da nam:

()
Kiadgc s = a2 otrzymamy:
s(s-f-p)2—qg2—4rs= 0.

Jest to rownanie stopnia 3g0, rozwigzane po-
przednio. Wyznaczymy stad s, a tern samem a
i nastepnie ze zwigzkéw (4) otrzymamy wprost
juz bic

Ze wzgledu na dos¢ mate praktyczne znaczenie
tego rozwigzania, pomijamy dyskusje szczegbtowa.

Rownanie 4¢0 stopnia rozwigzat pierwszy Ferrari,
uczen Cardana.l

3. Algebraiczne rozwigzywanie réwnan.

Rownania az do stopnia czwartego wigcznie
nauczyliSmy sie rozwigzywac algebraicznie. Rozu-
miemy przez to, ze w kazdym z tych wypadkéw
udato sie nam wyrazi¢ pierwiastki rownania przy
pomocy skonczonej ilosci dziatan: dodawania, odej-
mowania; mnozenia, dzielenia i pierwiastkowania,
zastosowanych do spétczynnikow réwnania i liczb
zespolonych statych. Mozno$¢ ta konczy sie atoli
od stopnia pigtego poczagwszy. Dla réwnania stopnia
pigtego udowodnit to Niels Abel, a wogole dla row-

1 H. Cardano ogtosit ten wynik w , Artis magnae
seu de regulis algebraicis liber unus* [Norymberga 1545].
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nan stopnia n > 4, Euariste Galois. Nie znaczy to
wcale, aby przy pomocy innych niz wymienione
dziatan, nie dato sie to uskutecznié. Tak naprzy-
ktad Ch. Hermite rozwigzat ogdlne réwnanie stopnia
pigtego przy pomocy funkcyj eliptycznych wr. 1859,
W dalszych rozdziatach tej ksigzeczki poznamy me-
tode rozwigzywania rownania stopnia 3go wzglednie
40 przy pomocy formut gonjometrycznych, co prak-
tycznie jedynie prowadzi do celu.

Metoda rozwigzywania algebraicznego nie jest,
jak wida¢, jedyna w wypadku réwnan algebraicz-
nych, nawet stopni nizszych niz platy Fakt nie-
moznosci algebraicznego rozwigzania réwnan ogol-
nych stopnia wyzszego niz 4 posiada atoli wielkie
znaczenie w dziejach algebry, gdyz spowodowat
stworzenie tak zwanej teorji Galois, a wraz z nig no-
woczesnej algebry grup, ciat i liczb algebraicznych.

Rozdziat V.
Rugownik i Wyroznik.
8 1. Rugownik wielomianoéw jednej zmiennej.

1 Okres$lenie i gtdwne witasnosci.

Rozwazmy dwa wielomiany niezerowe o0 stop-
niach dodatnich:

f{z) = aozm -1---—-—---j- am, do 1=0, m >0,
g(z) = bo”™ -f eee+ bn, &40, n > 0.
Niechaj petnemi ciggami pierwiastkow beda:
Uieeeum dla f(z),
vi- eevn dla g(2).
u*
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Warunek konieczny i dostateczny, by /(z) i y(z)
posiada}y_ cho¢ jeden pierwiastek wspolny, brzmi
oczywiscie:

fl{u\)) ...g{um= 0
lub: f(vi)... f{vn = 0.
Otoz: /(z) —a0(z —u\)... (z—um

g(z) = bo{fz—vi)...(z— w),

wiec:  g(u\))...g(um = b)ralnI P;i(U—vk),
f(n) ...f(v,,)= J\rl]l*g(\’k_u)'

Df- Wprowadzamy ze wzgleddw na symetrje
wyrazenie:

K (/,0) = <0hQ{r;n<qn1 (»—w

i nazwiemy rugownikiem wielomiandw niezerowgch,
o stopniach dodatnich, /(z) i g(2).

Widzimy wtedy, ze:

<Bg (1) *=-g(um) = R(f, 9),

KM me/(»«) = «&./) = ( - D)'anR(f< g)-
Mamy juz zatem twierdzenia:

Tw. Warunkiem koniecznym i dostatecznym,
by wielomiany /(z) i9{z), gdzie sf/> 0, st’g> 0,
posiadaty choC¢ jeden wspolny pierwiastek, jest:

R(fg) = o
Tw. Gdy m= sVf(z) > 0, n=sl’g(z)>0, to:
R(f,9) = (-i)ninR (gJ
(f.9) ([Tw)ierdzer(ﬂge o)odwréceniu].
Udowodnimy kilka dalszych twierdzen.
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Tw- Gdy sVf(z)> O, sPg(z) > O, sPh{z)>Q
to: R(f.g,h) =R(f,h) .R{g ,h).

[Twierdzenie o iloczynie].

Dem. Niech bedzie o najwyzszym spétczyn-
nikiem!l dla h(z), cigg: cti...ap niech przedstawia
petny cigg pierwiastkow dla h(z). Witedy:

PSR (-|)"*C”‘/(«,).../(«,)!

IR (// , h)y= (— l)wc”gr(aj)... #(cg,

| = (— D) (™) JCo'"+,/ (a DIAai).../(ap)¥(cy,
co dowodzi twierdzenia,

Tw. Gdy m= ¢7> 0, p= sPg~>0,
sVh-\- sPg<.sPf, to:

GENRERITY

[TW|erdzen|e o redukgji].

Dem. Niech bedzie: b0 najwyzszym spétczyn-
nikiem oraz ax... petnym ciagiem pierwiastkow
9(z). Wtedy: si{/-f h. )]

«(Ireno)= (C10 glie) + AGY (@)]=

= (=hH™ 11/ @)=R{f, fi), gdyz 9«)= o,
1=1,2...p.
Cor. Twierdzenie stuszne jeszcze dla wypadku:
sPh-\-sPg = &/, gdy tylko sP(f-\-hg) =
a wiec gdy aO-j- 60c0=£0, gdzie cO jest najwyz-
szym spoétczynnikiem w h(z).

1 tak nazwiemy Kkrotko spotczynnik najwyzszej po-
tegi postaci zredukowanej wielomianu.
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Tw. Gdy m =sf/> 0, n—st’g>0, Aeq2 zI"O,
to: R(Af,g) = AnR({f, g),
R(f,Ag) = A*R{f,q).
[Twierdzenie o wytaczaniu stalej].
Dem. Gdy cci...aB jest pelnym ciggiem pier-
wiastkow dla/(z),  najwyzszym spotczynnikiem
/(z), to:
R (Af,9) = An.ang(ai) ...g («,,) =
= AnR(f, g).
Analogicznie obliczymy R(f,AQ).
2. Rugownik jako wyznacznik.
Spétczynniki postaci zredukowanej wielomianu
wyznaczaja jego pierwiastki, tern samem podanie
spo’fczynnlkow wielomianow/(z) i g(z) powinno dac
juz mozno$¢ rozstrzygniecia, czy /(z) ig(z) posia-
daja wspdlne pierwiastki czy nie. Nasuwa to podej-
rzenie, ze rugownik R{f,g) da sie wyrazi¢ alge-
braicznie przy pomocy samych tylko spotczynni-
kow /(z) i g(z). Zobaczymy teraz, ze tak jest
rzeczywiscie.
Rozwazamy najpierw wielomiany:
/(z) = z—k, g(z) = bozn-)------ €bn,
bo4=0, n> 0, k&qz...
oraz wyznacznik stopnia n-\-\ = sVg-\-s?f
& o o

o o
0, O0,...1,—k
bo, b\, ... bn—>n

Przeksztalcajmy go w nastepujacy sposob:
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(1) Pierwszg kolumne, pomnozong przez k do-
dajmy do drugiej.

(2) W otrzymanym wyznaczniku, drugg kolumne,
pomnozong przez k dodajmy do trzeciej.

(n) W otrzymanym wyznaczniku n-tg kolumne,
pomnozong przez k dodajmy do (az— I)-ej.
Otrzymamy wtedy:

1,0, .. ... O
0,1, e .- 0O

A k) — R (z— k. 9).
0,0, ... , 1,0

bo, by-j-kbo,. « g (k)
Jezeli teraz: f(z) aoz-f-ai, <(2@= Famn-f + bn,

ao 0, bo 3=0, n > 0,

©: 01;0 0
il(,bl
R(f,9) = aol i &-\-~0" Q) = i
(1,9) = aol T{-A-~0"0) ®0.00.... 1 &
a0
bo, bi, bz... bn— , b«
ao, ai, 0 .cccoeeeenn. 0
0,a0, al....... 0

0,0,0...a0, ai
boiby , 62,... bn—i, bn
Twierdzimy, ze ogdlnie:
Tw.
Jezeli svf> 0, sVg> 0, /(z) = aoz"'-j-——-- h axM
9(2) = bozn-\------- \-bn, ao”O, bo"=0, to:
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ao,ai9""dmjo, ............ (@)
O, ao, al......... Om, O O
0O, O, o IR a,H
bo, bi, e bn, O........ (ON
O, 60, coovrrrrrrrrnnnns b,, O... O
O, O.... bo, bi, evrvrrrrenn. b,

przyczem wyznacznik jest stopnia n -|- m.

Dem. [ G dysff: [, to twierdzenie stuszne,
jak to wykazuje przeprowadzone powyzej badanie.

2. Przypusémy, ze twierdzenie stuszne dla da-
nego catkowitego i dodatniego m; okazemy jego
stuszno$¢ jeszcze dla m -|-I.

Tworzymy wyznacznik stopnia n-f- m -f- 1:

ao,a .... ami,0...0

O, 0... bobi, ... bn
gdzie: F {z) = a0'zmHl (- a'mH = f(z) (1 —K)
= @—R (" e,
Mamy tu zwigzki:
a0 = ao, ai = ai—kao, a{ = &0—ka ...
..@ —am kand, ax#l— kamb
wiec: aak-\-ai=ai, a\k + a* = a%....
...a —tk-]- (im= a,, amk amH\= 0.
Aby zaoszczedzi¢ miejsca, opisujemy stowami
przeksztatcenia, ktore przeprowadzimy na A
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(1) Pierwszg kolumne w A, pomnozong przez k
dodajemy do drugiej.

(2 W otrzymanym wyznaczniku drugg kolumne,

pomnozong przez k dodajemy do trzeciej.

(n-j-m) W otrzymanym wyznaczniku n -J- m-tg ko-

lumne, pomnozong przez k dodajemy do

(n -f- m -f- 1)-ej.
Otrzymamy w ten sposob:
ao, cii,...dm, O............ 0
_ (n)
A= 0,0,...«w, di,...dmO
6o, 6i + /c6o, ... /I(A), - 0
(m-f 1)

0,0,...bo, bi-{-kbo,-..g(k)

A teraz:

(n -f- 2) — wiersz, pomnozony przez k odejmu-
mujemy od (n ~f I)-go.

W otrzymanym wyznaczniku;

(n -J- 3) — wiersz, pomnozony przez k odejmu-

jemy od (n-f 2)-go.

W otrzymanym wyznaczniku:

(n-f m-f1) —wiersz, pomnozony przez k odej-
mujemy od (n -j- m)-go.

Ostatecznie dostajemy:

do, dl, 0
(n)
0,0 do dl dm 0
A= bo, bi , crriiiiins bn,0 . . 0]
(m-f1)
bo o I
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&) dljes. +. (IMj0... 0

) (n)
0,0,...a0, ai,...dm

= 9ih) * po b bn.... 0 = d.W , Sy
(m)

Stad:
&= g(k) mR (f,g) = R(z—k, g).R(f, g) =
= B [{z—k) .f,g\ = R(F, 9).
Zatem twierdzenie stuszne jeszcze dla m-f-1.
3. Dzieki zasadzie indukcji matematycznej twier-

dzenie bedzie stuszne dla kazdego n i m naturalnego.
Przyktad.

f(z) = Az2-)-Bz - C, g(z) = dz2--bz + c,

A 30, dF=0.
AaBaC’O i’j&’%'o
B(f.q) 0,A, B, C 1 0, A, B1C
9 d,b,c,0 A2 1 o
0,d,b,c 0,a,b,c
, |
A" h O \A B C
1 0, A,B ,C 1 c C
Aa o j-¢ o /laa A"a A" "
a Na A a b
O, a, b ,c ’
A B , C

Ab—aB, ylc—a6 0
a b , C
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= ACbhb2-BCab + C2a2— 2ACac + A2c2
-|- B2ac — ABbc

= (Ac —Ca)2— (Ab —Ba) (Bc — Cbh) =
__ Ac—Ca, Ab—Ba
Bc—Cb, Ac —Ca

Znikanie tego wyrazenia jest warunkiem koniecz-
nym i dostatecznym, by wielomiany f(z) i g(z)
stopnia drugiego posiadaty cho¢ jeden wspolny
pierwiastek.

Rozwazajagc rugownik i (J, g) jako funkcje
spotczynnikow postaci zredukowanej wielomianow
f(z) = a0z"*- f ----- (-am, o{z) = boz" -j------- \-bn wi-
dzimy, ze:

Tw. Rugownik wielomiandéw stopni dodatnich
jest wielomianem spotczynnikow postaci zreduko-
wanej obu wielomiandw.

Dem. Wynika to stad, ze wyznacznik jest
wielomianem swych elementow.

Tw. Rugownik wielomianow f(z) ig(z) stopni
dodatnich m i n jest wielomianem jednorodnym
rzedu n spotczynnikow wielomianu/(z), a rzedu m
spotczynnikéw  wielomianu g(z) [spotczynniki po-
staci zredukowanej].

Dem.

Gdy / (z) = a0z**H-—- (-am g(@ bozn-)------- {-bn,

0, &&=0, m>0, n> 0 i napiszemy rugow-
nik jako:

B{f,g) = ®en>>bo,... b,),
to zwiazki:
R(yf,g)="RU,g)fi(/,X9)=X»«(/,9)
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powiedzg nam, ze:
F(Xao,... *am; bo, ... bn) = 'knF(ao...a,,, bo... bn),
F(ao...am; *bo... kbn = 'kmF{ao... am, bo...bn),

co wedle twierdzenia na [str. 64] dowodzi stu-
sznosci naszej tezy.

Uw. Mamy jeszcze:
R(kf\g) =
wiec rugownik jest wielomianem jednorodnym rzedu
m -f- n wszystkich spotczynnikdw.

82. Wyro6znik wielomianu jednej zmiennej.
Wiemy juz [str. 98], ze warunkiem koniecznym
I dostatecznym, by wielomian:

f(z) = aor™ H------ am a0+ 0, m> 1,
posiadat cho¢ jeden pierwiastek wielokrotny jest:
f/(2),/'(2)I I» a wiec, by f(z) 1/'(*) posiadaty
cho¢ jeden pierwiastek wspdlny, tern samem by:

*(1/) = 0
Df; Wyroznikiem wielomianu f(z) = aoz"1-j-
-|------J- &,,,, n01=0, m> 1, nazwiemy wyrazenie:

[>(1) = Lxe(/,)m

Uw. Czynniki a—o,nie majace zadnego wpltywu

na zerowanie sie D (/) wprowadziliSmy celem uzy-

skania lepszej symetrji wzorow. U niektorych auto-
m(m—1)

row mamy jeszcze czynnik: (—1) 2
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Tw. Warunkiem koniecznym i dostatecznym,
by wielomian f(z) stopnia > 1 posiadat cho¢ jeden
pierwiastek wielokrotny, jest: T)(f) = O.
Przyktady: 1 f(z) = Az2-f Bz -f C, ™4=0,

Mamy tu: f'(z) = 2Az -j- B.

A B, C
D (f) 2A, B, 0 —4AC

0, 2A, B

D(f) = 0 réwnowazne zatem: B2—4AC = 0.

2. 1{z) = zs-\-pz + q, f'(z) = 3z2+ p.

11 01 pa q1 0
] la 01 pi q

1 0! pl 01 0 _4p3-(- 27 q2
] 31 O’ pl O
] Oa 3’ O’ p
D(f)=0 réwnowazne zatem:

p3 . f
27 ' 4 0. Lp. str. 156).
Tw. Jezeli zi...zin jest petnym ciggiem pier-
wiastkow /(z) » aozm+ eee-f- avh «4=0isVf> 1,

inm—1 2n—2 m—1 m

to. y; (/)=(—i)—2 - .00 rJJ|i N .(zi— z,)2

O O wo

*IfH
Dem. Wystarczy zastosowac formute na str. 164.
do naszego wypadku i przypomnie¢ sobie, ze:
f'(z9 = a>55—1zi)... (z&—1z51)(z25—25H) ... (z5—2M),
s=1,2...m
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co otrzymamy rozkfadajac /() na czynniki linjowe,
rozniczkujac i podstawiajagc z= zs, s= 1,2... m.

Tw. Gdy /(z) = aozn-j-—----1-am, g(2) = bozn-)-
H------ J-bn, ao4l0, &+ 0, m>1, n>1, to:
M) = (= D)™en (1) «D(g) (£ (1, #.

Dem. i)(/.ff) = al6o™ (/.9./'sr + 1[7) =

aobom f 'g+ 9'f) m

=~ m n =% ,g)mJ(/,Q)-Ji(g,f) =

Zastosowano tu Corr. do twierdzenia o redukcji,
gdyz najwyzszy spétczynnik w / g -f- g'f wynosi:
(n+ m)aobo* O, st\fg -f g'f) = sl\f'g) =
= s?Wf) = tn-f~-n— 1.

8 3. Rownanie rdznic pierwiastkow.

Rozwazmy wielomian [(1]= §01"|------f- am
ao j=0, ni > 1. Aby zachodzity jednoczesnie /(1] = 0
i /(Z4u)= 0, potrzeba i wystarcza, by z i z-\-u
byly pierwiastkami, a wiec by: Z bylo pierwiast-
kiem i u roznica pierwiastkow wielomianu /(2).
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Otbz:

4+ Q-IW =)+~ 1 O+ m+

+ "2 = u.M(z, u),

gdzie M(z, u) jest wielomianem zmiennych z i u.
1° Jezeli 2o jest pierwiastkiem /(z) 1 iz jest
réznicg roznych pierwiastkéw /(z), a wiec:
uo4=0, to: M(zo, uo) = O.
Naodwrot: gdy 2o jest pierwiastkiem /(z) i u4:0
oraz il/(zo, «0)= 0, to /(zo)= 0 i /(zo-f uwg)= O,

a wiec i/o jest réznicg roznych pierwiastkow wielo-
mianu /(z).

2° Dla zadnej wartosci statej «04=0 wielomian
M(z, uo) nie jest identycznie zerem. Pociggneto
by to bowiem za sobag, ze f(z-\-uo)—f(z)~0

Otoz:  f(uo -J- z) —/(z) =f{uo) -j-f'{uo) z §—===-(-

-f Z'l—f(2) = (/(*0) — Q) H-mmme- h

[l(m M <
+ (|('n ]}1)| —«i )Z -1
Zatem byitoby:

An-) (WD) _
t-—-——- \{ r— M — rnclouo 4- ai — ai = maOM= 0,
m— )r!

skad: ug= 0.
Widzimy tez, ze sVz{f(z-f- vo) —f(z)}=m—1,
wiec rowniez: sVzM (z, = m—1> 0.
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Dla u= O mamy: M(z 0)=/'(z), wiec:
sVM(z,0)= m—1.

3° Utworzymy rugownik wielomianow /(z)
I JVI(z, dla u statego, * O.

Rugownik ten jest wielomianem F(u) zmiennej w

4° Zerowanie sie wielomianu F{u) dla vo+ 0
jest warunkiem koniecznym i dostatecznym, by
/(z) i /(z -f- uo) posiadaty wspolne miejsce zerowe,
a wiec by uo byto rdznicg roznych pierwiastkow
wielomianu /(z).

Df. Roéwnanie F{u) = 0, utworzone w po-
wWyzszy sposob nazywamy rownaniem roznic pier-
wiastkow wielomianu /(z) stopnia > 1.

Uw. Sciéle biorac jest to réwnanie rdznic nie-
zerowych.

W paragrafie 7. rozdziatlu poprzedniego poda-
liSmy sposdb obliczania gérnych i dolnych gra-
nic pierwiastkow wielomianu rzeczywistego. Jezeli
/(z) jest wielomianem rzeczywistym, to F{u) jest
rowniez rzeczywistym; zatem, gdy obliczymy dolng
granice bezwzglednych wartosci pierwiastkow nie-
zerowych rzeczywistych wielomianu F(u), otrzy-
mamy w ten sposdb dolng granice bezwzglednych
wartosci roznic roznych pierwiastkOw rzeczywistych
wielomianu /(z), ktéra byla nam potrzebna w roz-
wazaniach na str. 151.

Uw. 1 Zauwazmy, ze M{z, 0) =f'(z) 0.
sttM(z,0)= m—1 > 0, wiec:
FO)=li{/(z),M(z,0)}= = D(f),
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zatem F(0) = Owyraza warunek konieczny i dosta-
teczny, by /(z) posiadato wielokrotne pierwiastki.

Gdy [/,/']=1, to ~(0) + O, zatem roOznica
u=0 jednakowych pierwiastkow /(z) nie speia
warunku: F(u) = 0.

Metoda Cauchy’ego obliczania granicy
roznic pierwiastkow.

Niechaj:
/(Z): zm4-d|z“1—1-) ------- ‘-amm > 2
posiada petny cigg roznych pierwiastkow:

Zi, 2... 2« [m roznych]

[mozemy sie zawsze ograniczy¢ do rozwazania tego
jedynie wypadku].

Rozwazamy wyroznik 7)(/), oraz granice gorna

X wartosci bezwzglednych pierwiastkow /(z), ktérg

umielibySmy obliczy¢ metoda, wytozong na str. 147.

X > max {|zi|,... |z,,|[}
0< \D(MH\ = *I<I/5$Z z,)2<(z,—2,)2.(2X)"<— D=2

s, I=1,2... m s%1.
Stad: |7¢ zfi < XCe—i)——-- - 17>(/) IK
22X 1
Zatem: AT (2 X1 »CZ )

przedstawia dolng granice bezwzglednych rdznic,
réznych miedzy sobg pierwiastkéw wielomianu /(z).

W. Wilkosz: Zarys Algebry. Cz. 1. 12



178
Gdy /(z) jest wielomianem catkowitym, mozemy
za warto$¢ granicy przyjac :
| bo)

gdyz wtedy \D(f)\ jest liczbg catkowitg > 1.

W praktyce, granice obliczone powyzszg metoda,
wypadajg najczesciej zanadto mate, co przy od-
dzielaniu pierwiastkbw zmusza do zbyt wielu ra-
chunkow.

KONIEC
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