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Przewazna czes$¢ tej ksigzki — przeznaczonej dla poczatkuja-

cych — powstata w polu, podczas stuzby wojskowej, do ktorej
zmuszony bylem ogtoszong dnia 1. sierpnia 1914 r. mobili-
zacyg. Ostatnie arkusze pisatem w okresie walki o Lwow,
w bardzo nielicznych godzinach wolnych od stuzby wojskowej.

Techniczne wykonanie rysunkéw zawdzieczam asysten-
tom przy mojej katedrze pp. dr. Antoniemu Plamitzerowi i Mie-
czystawowi Teliczce.

Niezwykle trudne warunki, ws$réd ktoérych powstata
ksigzka, sg dostatecznem usprawiedliwieniem jej brakdéw.

We Lwowie, dnia 24. grudnia 1918.

Dr. Kazimierz Bartel
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WIADOMOSCI WSTEPNE

1. Przedmiot geometryi wykreslnej. Podobnie jak mowa
lub pismo, jest wszelki rysunek sposobem porozumiewawczym,
stuzagcym celom nauki, techniki lub sztuki.

Prawa rzgdzace mowa lub pismem sg przedmiotem nauki
gramatyki, wzglednie ortografii; niezmienne, a wiec w dzie-
dzinie nauk Scistych lezace prawa, ktérym podlega kazdy ry-
sunek, sg przedmiotem geometryi wykres$inej. Geometrya
wykreslna jest wiec, nie ulegajgca zmianom, gramatyka wszel-
kiego rysunku.

Odtworzenie przedmiotu przedstawionego rysunkiem wy-
maga wspoétdziatania tej wiadzy naszego umystu, ktérg okre-
Slamy mianem zmystu przestrzeni. Zdolnos¢ wyobra-
zania sobie S$cisle okreslonych i okreslone potozenie w prze-
strzeni zajmujacych utwordéw przestrzennych, w najogélniejszem
ich rozumieniu, nie jest wiasciwg w réwnym stopniu kazdemu
umystowi. Sg ludzie, ktérzy patrzg a nie widzg, w podwojnem
znaczeniu tego wyrazu: nie umiejg spostrzegac i nie posiadaja
zdolnosci nalezytego zapamigtania, wzglednie odtworzenia tego
na co patrzg. Zdolno$¢ spostrzegania da sie rozbudzi¢ i wy-
ksztatci¢, podobnie jak i pamie¢ przestrzeni, a nauka, ktora
posrednio zadanie to speinia, jest geometrya wykresina.

Geometrya wykreslna podaje wiasciwe sposoby notowania,
kreslenia tego, co spostrzegamy albo wyobrazamy sobie w prze-
strzeni, uczy wykresy te odczytywaé, bada¢ ich wiasnosci
i wnosi¢ na podstawie otrzymanych wynikéw o wiasnosciach
utworéw przedstawionych rysunkiem. Umiejetnos¢ czytania
rysunkéw polega przedewszystkiem na zdolnosci wywotywania
wyobrazen, C¢wiczenie sie w tern czytaniu jest déwiczeniem
zmystu przestrzeni.

Bartel, Geometrya wykreslna. 1



2 WIrtDOMOSCI WSTEPNE

A wreszcie, jak zapomoca praw gramatyki sprawdzamy
poprawno$¢ z jakg wyraziliSmy mysl swojg pismem, tak geo-
metrya wykre$lng sprawdzamy poprawnos¢ kazdego rysunku,
ktory jest rowniez jedynie wyrazem naszych wyobrazen i pojec.

2. Uwagi o rysunku geometrycznym. Znajomo$¢ geo-
metryi wykreslnej ftaczy sie SciSle z umiejetnoscig wyko-
nania rysunku, ktéry mysl geometryczna wyraza. Od najprost-
szych zadan poczgwszy, winng by¢ rysunkowi geometrycznemu
poswiecona szczegllna uwaga i stata daznos$é osiggniecia jak
najwiekszej w nim biegtosci. Rysunek winien byé zawsze
dokiladny i najstaranniej wykonany. W wielkim stopniu zalezy
osiagnieta doktadnos¢ rysunku od przyboréw rysunkowych, ktére
jednak ani w czesci nie zastapig wprawy, nabytej ¢wiczeniami.

Otdéwek do rysunku musi byé dostatecznie twardy i zawsze
ostro, stozkowato zaciety; uzycie otdwkéw w rodzaju ,,Penkala”
jest tu niemozliwe. Do zacinania otéwkow uzywaé nalezy
scyzoryka; wszelkiego rodzaju maszynki nie odpowiadaja celowi.
Koniec otéwka musi by¢ stale ostry jak rylec, co osiggnaé
sie da w doskonaty, fatwy i szybki sposéb tylko zapomoca
matego, drobno siekanego, ptaskiego pilnika; papier pia-
skowy, czy szklany, a takze i kamien nie zastgpig pilnika.
Uzywanie zbyt twardych otowkéw z dwoch wzgledow nie jest
wskazane: Przedewszystkiem wzglad na oczy, ktore cierpig
bardzo zmuszone do diuzszego, wytezajgcego wpatrywania sie
w zbyt cienkie, szarej barwy linie, a po drugie, niemoznos¢
usuniecia linij wykresSlonych, albo raczej wycisnietych, zbyt
twardym otéwkiem.

Papier na rysunki moze by¢ bardzo rozmaity. Na ¢wi-
czenia wykonywane tylko otdbwkiem nadaje sie zwykly papier
do pisania, wycieranie linij jest tu jednak tylko woéwczas mo-
zliwe, gdy do rysowania uzyto otdwka Sredniej twardosci, wiec
np. ,,Polonia*“ Majewskiego Nr. HB. Poczatkujacy, ktéry uzywac
bedzie czesciej gumy dla wytarcia swych nieudolnych préb
rysunkowych, nie moze postugiwaé sie papierem pisarskim
i musi takze do rysunkéw wykonanych tylko otéwkiem, uzyé
papieru rysunkowego. Jakos$¢ tych ostatnich, bardzo rozmaita,
zalezy od ceny i pochodzenia. Rysownik biegty zadowoli sie
papierem cienkim, dobrze gumowanym o powierzchni gtadkiej;
poczatkujacy uzyje z wiekszg korzyscig papieru grubszego,
dobrze gumowanego jednak o powierzchni mniej gtadkiej, raczej
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szorstkiej. Papier taki znosi bardzo cierpliwie zcieranie linij
wykres$lonych nietylko otéwkiem ale i tuszem.

Przybornik. Zespot cyrkli i przyrzadéw do kreslenia
tuszem t. zw. grafionéw, stanowi przybornik. W handlu wyste-
puja przyborniki od najtariszych i mato dokiadnych az do
kosztownych szkatut, wykonanych z nadzwyczajng doktadnoscia.
Przybornik zawieraé¢ winien w kazdym razie: cyrkiel z wkiadka
na otéwek i grafion, cyrkiel do kreslenia malenkich két t. zw.
zerownik i grafion. Nézki cyrkla powinne dawaé sie nastawiac
prostopadle do ptaszczyzny papieru. Grafion stuzacy do kre-
Slenia, a raczej pociggania, tuszem linij narysowanych otow-
kiem, winien by¢é zawsze dostatecznie ostry i po kazdorazowem
uzyciu starannie oczyszczony, jednak nie papierem lub bibuta,
tylko cienka szmatka, ktéra nalezy do przyboréw rysunkowych.

Kierownica, wykonana z drzewa nie powinna by¢ krotszg
od deski rysunkowej, a gtowa jej musi by¢ dobrze przymoco-
wang do lineatu. Uzywania kierownic, w ktorych glowa na-
stawiaé sie da wzgledem lineatu pod rozmaitymi kagtami, zalecié
nie mozna.

Trojkatow, ktére wykonywane bywaja z drzewa, masy
papierowej, celuloidu, twardej gumy, metalu a takze i szkia,
potrzebuje rysownik dwéch: prostokatny tréjkat rownoramienny
i prostokatny trdjkat, w ktérym stosunek jednej przyprostokat-
nej do przeciwprostokatnej wynosi 1:2. Katy jakie przeciw-
prostokagtna zawiera z przyprostokatnemi sg wiec w pierwszym
tréjkacie réwne 45°, w drugim wynosza 30° i 60°. Polecenia
godne sg przedewszystkiem trojkaty z drzewa w dobrem wy-
konaniu, a potem dopiero z twardej gumy, celluloidu i masy
papierowej. Metal brudzi zbytnio papier, szkto jest zbyt kruchym
materyatem, chociaz ze wszystkich wymienianych da sie naj-
czysciej utrzymaé. Trojkaty z drzewa odczyszcza¢é mozna
tylko guma lub chlebem. Do kreSlenia tuszem nadaja sie naj-
lepiej trojkaty z drzewa, przy uzyciu innych nastepuje fatwo
zalewanie linij. *

Deska rysunkowa stuzagca do przypinania zapomocg
pluskiewek, wzglednie naklejania papieru, powinna by¢ wyko-
nana z zupeinie suchego drzewa lipowego, topolowego, jawo-
rowego lub sosnowego, ujetego w dwie faty z drzewa twardego.
Sciany czotowe tych fat musza byé najdoktadniej obrobione,
po nich bowiem posuwa sie kierownica.

1
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Guma do wycierania $ladéw otéwka musi by¢ miekka.
Woytarcie linij wykreslonych tuszem osiagnaé¢ sie da tylko na
papierze nie najgorszego gatunku, a na papierach dobrych jest
zawsze mozliwe, przy pomocy ostrej gumy i ewentualnie
bardzo ostrego scyzoryka. Uzycie scyzoryka wymaga wprawy
i doswiadczenia, poczatkujacy postugiwaé sie nim nie powinien.
Usuniecie tuszem blednie wykreslonych linij, wzglednie wiek-
szych plam z tuszu, taczy sie z umiejetnoscia rysowania. Przy
pewnej wprawie, a zawsze przy znacznej cierpliwosci, wytarcie
choéby catej siatki linij, lub dowolnie wielkich plam, bez
pozostawienia znaczniejszych S$ladéw, jest zawsze mozliwe.

Tusz t.j, czarna farba stuzaca do pociggania linij wykre-
Slonych otdwkiem, wystepuje w handlu w dwojakiej formie:
ptynny, a wiec gotowy do uzytku i staly w laseczkach, ktéry
rysownik przez roztarcie z woda na szkle matowem lub w mi-
seczce przygotowuje do uzytku. Pierwszy, przy matej wprawie
w postugiwaniu sie grafionem ,zalewa“, t zn. spltywa zbyt
gwattownie, zwilaszcza przy kresleniu grubych linij. Tusz tarty
wady tej nie posiada i jest zawsze znacznie czarniejszy.

Jezeli rysunek wykonywamy na matych kartkach papieru,
wzglednie w notatce, a wiec bez postugiwania sie deskg ry-
sunkowa i kierownica, to linie réwnolegte
i prostopadte do nich kreslimy przy pomocy
dwoch trojkatow. Jezeli tréjkat 1, (Rys. 1),
przytrzymamy lewa reka, za$s trojkat 2 oparty
stale o 1 posuwac bedziemy
prawa reka w kierunkach
oznaczonych strzatkami, to
proste kreslone wzdtuz prze-
ciwprostokatnej tréjkata 2 sg do siebie ré-
whnolegte. Przez obrét trojkata 2, (Rys. 2.),
przy zachowaniu potozenia trojkata 1 uzy-
skujemy moznos$¢ kreslenia prostych prosto- Rys. 2.
padtych do poprzednich. Jezeli rysujemy na
desce, to kierownica, ktérej glowa posuwaé sie musi zawsze
po lewej krawedzi deski, stuzy do rysowania prostych pozio-
mych, uzycie tréjkata umozliwia kreslenie prostych prostopad-
tych do pierwszych lub nachylonych do nich pod ~ 30°, 45°i60°
(Rys. 3.). Aby rysunek geometryczny, ktérego konstrukcya jest
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niejednokrotnie zawitg, uczyni¢ przejrzystym i tatwo czytelnym,
nadajemy liniom odpowiednie grubosci. W szczeg6lnosci odroz-
niamy linie pomocnicze, prowadzace do wyniku, od innnych.
W zadaniach poczatkowych wyréznia¢ bedziemy trojakiego
rodzaju linie: dane, pomocnicze i wynikowe. Pierwsze wykreslaé
bedziemy zawsze petne, Sredniej gru-
bosci, drugie tak cienko, * jagk tylko
pozwala grafion, a to albo jako linie
ciggte, albo jako ztozone z punktéw ~3
i kresek. Linie wynikowe kreslimy
jako ciagte, czyli jak moéowimy petne
i znacznie od danych grubsze. W zada-
niach odnoszacych sie do utworéw prze-
strzennych, wiec wieloScianéw i powierzchni,, uzywac¢ bedziemy
rowniez trojakiego rodzaju linij, jednak czesto w innem ich
znaczeniu. Linie pomocnicze pozostana jak poprzednio, liniami
najgrubszemi wykreslamy nie tylko wynik, ale takze i obrazy
danego utworu przestrzennego,jesli linie wynikowe lezg na
tych utworach. Przykiad najlepiej sprawe wyjasni: zadanie
wymaga wyznaczenia przeciecia kuli ptaszczyzng. Obrazy kuli
wraz z wyznaczonym przekrojem wykreslimy grubo, obraz
ptaszczyzny, ktéra jest dana, $rednig gruboscig, a reszte linij
jako linie pomocnicze bardzo cienko i w rozmaity sposéb
poprzerywane. Linie pomocnicze wykreslaé mozna tuszem
barwnym, jednak tylko barwy niebieska i sepia sg polece-
nia godne.

Ale najlepiej pod wzgledem doboru linij wykonany ry-
sunek geometryczny nie jest zupelny, dopdki nie jest opisany,
t j. dopoki punkty i linie nie otrzymajg oznaczen. Staranne
opisanie rysunku nalezy do waznych zadan rysownika, gdyz
dopiero opisanie rysunku czyni go czytelnym.

Do opisywania uzywaé nalezy pisma wedtug nizej poda-
nego wzoru (Rys. 4.), pismo t zw. rondowe uwazamy dla
rysunkow geometrycznych za nieodpowiedne.

3

Rys. 3.

abcdefghijklmnopgrst uvwxy z

ABCDEFGHIJJKLM NOPQ.RSTUVW X VZ

1234567890

Kys. 4.
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ALFABET GRECKI

A, a Alpha I, 1 lota p, p Rho

B, R Beta K, k Kappa ¥> o Sigma
r, r Gamma A, A Lambda T, 7 Tau

A, 6 Delta M p My Y, U Ypsilon
E, e Epsilon N, v Ny o, Phi

Z, Zeta s Xi X, x Chi

H + Eta 0, o Omikron *  Psi

0, £ Theta n, jt Pi Q, ® Omega

3. Elementy przestrzeni. Oznaczenia. Przedmiotem roz-
wazann geometrycznych wogéle jest przestrzen, aw szcze-
golnosci utwory geometryczne, powstajace wskutek rozwazan
geometrycznych.

Najprostszymi utworami geometrycznymi, stanowigcymi
punkt wyjscia dla naszych rozumowan, utworami zasa-
dniczymi, ktore tez zwiemy elementami przestrzeni
sg. punkt, linia prosta czyli krotko prosta i pta-
szczyzna. Dla jednostajnosci wyktadu oznacza¢ bedziemy
stale: punkty duzemi literami alfabetu tacinskiego np. A, B, C....
wzglednie liczbami arabskiemi, proste matemi literami tegoz
alfabetu (a, b, c...,), plaszczyzny matemi literami alfabetu
greckiego (u, 0,y ...,).

4. Proste przecinajace sie i rownolegte na ptaszczyznien
Dwie proste posiada¢ moga jeden punkt wspdlny, czyli jak
moéwimy, przecinac sie. Wtedy istnieje jedna ptaszczyzna, pro-
stemi temi wyznaczona, czyli przez owe proste ,,przechodzgca*,
albo jak tez wyrazaé sie bedziemy, na prostych owych lezaca.

WeZzmy pod uwage dwie proste

a i b przecinajace sie w punkcie Py

(Rys. 5), a na prostej a punkt A.

Jezeli prosta a obraca sie okoto pun-

ktu A, wkierunku wskazowki zegara,

przyjmujac potozenia ai, aa,...

dg, __ a,, to punkt P posuwa sie

po prostej b od reki prawej ku lewej,

oddalajgc sie od pierwszego uwazanego potozenia P iprzyj-
mujac potozenia Pi, Pa... Przez dalszy obroét prostej a, ruchomy
punkt P, znajdzie sie po prawej stronie punktu P, zblizajac
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sie do niego od reki prawej ku lewej. Najwidoczniej prosta a,
obracajac sie okoto punktu A i przecinajgc prosta b w pun-
ktach coraz dalej lezgcych od punktu P, osiggneta pewne poto-
Zenie graniczne , po przekroczeniu ktdrego, jej punkty
przeciecia sie Pn, Pn+i__ z prostag b, poczety zbliza¢ sie do
punktu P. Owo graniczne potozenie prostej a wzgledem prostej b
nazywamy potozeniem rownolegte m, a prostgag prostg
réwnolegta do b.

O punkcie przeciecia sie prostej a z prostg b w potozeniu
granicznem mowimy, ze lezy w odlegtosci nieograniczenie,
albo nieskonczenie dalekiej na prostej b i nazywamy go pun-
ktem niewtasciwym, w odroznieniu od punktow wta-
sciwych, lezacych w odlegtosci skoriczonej na prostej. Dla
oznaczenia punktow niewlasciwych uzywamy znaku oo, piszac
go jako wskaznik wiec np. P”o, a potozenie punktu niewla-
Sciwego na ptaszczyznie oznaczamy linig opatrzong strzatka
czyli t. zw. Kierunkiem.

Z powyzszego widzimy, ze przez punkt A przechodzi
jedna prosta ag réwnolegta do danej prostej b i, ze nawzajem
prosta b jest réwnolegta do prostej as, gdyz punkt niewtasciwy
Poo jest punktem wspolnym obu prostych ag i b. Dwie proste
rownolegte stanowia tedy szczegolny przykitad prostych prze-
cinajacych sie, gdzie punkt wspélny lezy w odlegtosci nie-
ograniczenie dalekiej, czyli jest punktem niewtasciwym. Prze-
prowadzone rozumowanie poucza nas dalej, ze prostg uwazaé
mozemy za zbidr (mnogo$¢) nieograniczonej ilosci, nastepuja-
cych po sobie, w sposob ciggly, punktow
wiasciwych i jednego punktu niewtasciwego.

Przez kazdy punkt A, prostej a, prze-
chodzi dowolna, nieograniczona ilo$¢ pro-
stych, ktérych mnogos$¢, wraz z prostg a
nazywamy pekiem prostych, apunktA h)
wierzchotkiem tego peku (Rys. 6a.). Przez —
punkt niewfasciwy POO prostej a przecho-
dzi réwniez pek prostych, ktéry nazywamy —
pekiem prostych réwnolegtych. Rys. 6.
(Rys. 6b.).

Nieograniczona ilos¢ punktéw linii prostej stanowi t. zw.
szereg punktéw, dla ktérego prosta ta jest podstawg.
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5. Proste skosne. Jezeli dwie proste a i b znajdujace
sie w przestrzeni, nie posiadajg punktu wspdélnego ani wiasci-

Rys- 7-

i rownolegte.

wego ani niewtasciwego — to potozenie
ich okreslamy jako skos$ne Ilub wi-
chrowate (Rys. 7.).

6. Prosta i ptaszczyzna. Prosta
posiada¢ moze jeden punkt wspoélny,
wihasciwy z plaszczyzng, a wtedy jg
przebija (Rys. 8.), albo jeden punkt
wspolny lezacy w odlegtosci nieograni-
czenie dalekiej, czyli punkt niewta-
sciwy. Wtedy mowimy, ze prosta jest
do ptaszczyzny réwnolegla.

7. Plaszczyzny przecinajgce sie

Przyjmijmy dwie ptaszczyzny a i i3 przecina-

jace sie w prostej a (Rys. 9.), a na ptaszczyznie o« dowolna
prostag b réwnolegta do prostej a. Niechaj potozenie prostej b,

w odniesieniu do plaszczyzny @ bedzie
niezmienne i niechaj ptaszczyzna Cobraca
sie okoto tej prostej jako osi i to np.
w kierunku wskazowki zegara, przyjmu-
jac potozenia al, as.. ag an... Prosta a
posuwal sie bedzie na ptaszczyZnie p od
reki prawej ku lewej, oddalajgc sie od
pierwszego uwazanego potozenia a, przyj-
mujac potozenie ai, ai... az przekro-
czywszy pewne potozenie graniczne agpo-

jawi sie po drugiej

stronie prostej a, zblizajgc sie do niej.

Owo graniczne potozenie ptaszczyzny @, nazywamy poto-

zeniem rownolegtem,
a ptaszczyzne o ktdra osia-
gneta owo potozenie, ptasz-
czyzng réwnolegltg do ptasz-
czyzny 3. O prostej prze-
ciecia sie ptaszczyzn ag i p
w potozeniu granicznem mo-
wimy, ze lezy w odlegtosci
nieograniczenie, albo nieskon-

czenie dalekiej i nazywamy jg prosta niewtasciwg ptasz-
czyzn ag i {3 Podobnie, gdy w miejsce prostej b przyjmiemy
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dowolny punkt B, dojdziemy do tegoz samego rezultatu
i stwierdzimy, ze przez punkt ten przechodzi dowolna ilos¢
ptaszczyzn przecinajacych ptaszczyzne 3, ale jedna tylko ptasz-
czyzna do niej rownolegla. Ptaszczyzny ag i [3 sa wtym przy-
padku wzajemnie réwnolegte, a prosta niewlasciwa aao jest
prostg wspélng obu ptaszczyzn. Podobnie jak przy prostych
rownolegltych — stanowiag dwie ptaszczyzny réwnolegte szcze-
g6lny przyktad ptaszczyzn przecinajacych sie, przyczem prjosta
przeciecia sie lezy w odleglosci nieograniczenie dalekiej i jest
prosta niewtasciwa.

Przez kazda
prostg a (Rys. 10.)
na plaszczyznie =
przechodzi dowol-
na, nieograniczona
ilo§¢ ptaszczyzn,
ktérych zbiér wraz
z plaszczyzng n
tworzy t zw. pek
ptaszczyzn o Rys. 10.
osi a. Przez pro-
stg niewlasciwg plaszczyzny je przechodzi réwniez pek ptasz-
czyzn, ktoéry nazywamy pekiem pilaszczyzn roéwno-
legtych (Rys. 11).

Dowolna ptaszczyzna przecina pek; ptaszczyzn w peku
promieni, ktorego wierzchotkiem jest punkt przeciecia sie osi
peku z ptaszczyzng sieczng. Gdy pek ptaszczyzn jest pekiem
rownolegtym — otrzymany pek promieni jest réwniez rowno-
legly, punkt bowiem przebicia sie osi peku, ktérg jest prosta
niewfasciwa, jest niewtasciwym wierzchotkiem peku promieni.

Z rozwazanh ustepu 4. i powyzszego widzimy, ze na ptasz-
czyznie znajduje sie nieograniczona ilo$¢ punktéw i prostych
wiasciwych i jedna prosta niewtasciwa. Owo pojecie wszyst-
kich punktéw wzglednie prostych danej ptaszczyzny okreslamy
mianem uktadu ptaskiego.

Zbiér nieograniczony prostych przechodzacych przez jeden
punkt w przestrzeni nazywamy wigzkg promieni, a punkt
ow Ssrodkiem albo wierzchotkiem tej wigzki. Jezeli $rodek
wigzki lezy nieograniczenie daleko, to wigzka skiada sie z pro-
mieni réwnolegtych.
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8. Pojecie rzutu srodkowego i réwnolegtego.

a) Rzuty na prostg. Przyjmijmy na pt rysunku prostg
(Rys. 12) i zewnatrz niej punt S, a nadto dowolne punkty A,
B, C,___ Wykre$lmy proste pi, p* p?... taczace punkt S

z punktami A, B, C.., to punkty przeciecia sie A", B\ C'_

Pi P2
B ’SOO
a A B >
¥
Rys. 13. Rys. 14.

Zz prostg a nazywamy rzutami punktéw A, B, C... na prostg a.
Punkt S nazywamy $rodkiem rzutdw, a proste pi, p2,p$...
promieniami rzucajacymi punkty A, B, C,... na pod-
stawe a.

Jezeli $rodek rzutéw jest punktem niewlasciwym
ptaszczyzny rysunkowej, a wiec wyznaczony kierunkiem, to
promienie rzutéw sa do danego kierunku réwnolegte (Rys. 13.).

Rzut A', B'... punktow A, B,.... ze S$rodka rzutéw S
(Rys. 12)), ktéry jest punktem wiasciwym ptaszczyzny rysun-
kowej, nazywamy rzutem sSrodkowym; gdy $rodek rzutéw
jest punktem niewtasSciwym, rzut nosi nazwe rzutu réwno-
legtego (Rys. 13).

Szczegblny, a dla nas bardzo wazny, przypadek rzutu
rownolegtego stanowi rzut, ktorego kierunek jest prostopadty
do podstawy a, a ktéory nazywamy rzutem prostokat-
nym (Rys. 14.).

b) Rzuty na
ptaszczyzne. Przyj-
mijmy plaszczyzne X
(Rys. 15) i zewnatrz
niej punkt S, to proste,
taczace dane punkty
A, B,... z punktem
S, przebijg pt. x w
punktach A*, B'...>
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ktore nazywamy rzutami Srodkowymi punktéw R, B...
na ptaszczyzne Xx. Punkt S jest S$rodkiem rzutéw, pt jt
pt. rzutow albo krotko rzutniag, a proste pi, pj... promie-
niami rzucajgcymi. Jesli potozenie punktu C w przestrzeni
jest tego rodzaju, ze promien ps rzucajgcy go na pt mjest
do niej réwnolegty, to rzut punktu C jest punktem niewtasci-
wym, lezy w odlegtosci nieograniczenie wielkiej na pt m.

Przyjmijmy, ze S$rodek rzutdw jest punktem niewtasci-
wym (Rys. 16.), to woOwczas promienie rzutdw tworza pek
rownolegty i réwnoleglty do danego kierunku, zwanego kierun-
kiem rzutu. Méwimy w tym wypadku o rzucie réwno-
legtym punktow na plaszczyzne. 4

Jezeli kierunek rzutu jest prostopadly do rzutni, to mamy
szczegoblnie wazny przypadek rzutu réwnolegtego, zwany rzu-
tem prostokatnym.

Procz punktéw odosobnionych rzuca¢ mozna na plasz-
czyzne cale ich skupienia, zbiory, w formie linij, figur i t. d.;
poznanie sposobdw kresSlenia rzutéw tych utwordéw jest jednem
z zadan geometryi wykresine;.

9. O konstrukcyach geometrycznych. Przy zatozeniu”
ze przyrzady rysunkowe, ktorymi sie postugujemy, sg doktadne,
ze otdwek jest ostro zaciety, a papier gtadki, rysunek nasz nie
bedzie nigdy dokiadny w znaczeniu matematycznem. Mozemy
tylko bardziej lub mniej zblizy¢ sie do tej idealnej doktadnosci,
a stopienn tego zblizenia stanowi o stopniu doktadnosci rysunku.
Rysujemy wiec zawsze z pewnym bledem, a staraniem naszem
popartem doswiadczeniem i wprawg jest, by bltedy rysunkowe
nie przekraczaly pewnych granic.

Jest rzeczg zrozumialg, ze np. linia prosta tern dokiadniej
wyznaczona jest na ptaszczyznie rysunkowej, im dalej lezg od
siebie punkty, prostg te wyznaczajgce, ze punkt przeciecia sie
dwoch prostych tern dokiadniej jest wyznaczony, im bardziej
zbliza sie do kata prostego kat, jakie proste te tworzg, i t. p.
Pamietajagc o tern, mozemy w wpadkach, w ktérych konstrukeya
pozwala na pewna dowolno$¢ i pozostawia rysownikowi zasto-
sowanie tej lub innej metody — uzy¢ zawsze tej, ktéra zabez-
piecza osiggniecie najdokladniejszego rezultatu.

Dalsze trudnosci wynikajg z tego, ze ptaszczyzna rysun-
kowa jest ograniczona i ze potrzebne nam do konstrukcyi
punkty i proste lezag poza jej obrebem. W tych wypadkach
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stosowac¢ bedziemy szczeg6lne konstrukcye, z ktérych najwa-
Zniejsze ponizej podamy.

a) Przez dany punkt P i nie lezacy w obrebie ptasz-

czyzny rysunkowej punkt R, prze-

P* ciecia sie prostych pi i p2, wy-
kresli¢ prostg (Rys. 17.).

Pierwszy sposéb. Z punktu

P kreslimy dowolnie dwie proste P R

i PB, ado prostej R B w dowolnem-

miejscu réwnolegta Ri B 1. Réwnole-

gta wykreslona z punktu R\ do R P

Rys. 17, przecina prostg wykreslong z punktu

B 1, réwnolegle do B P, w punkcie Pi,

ktéry jest punktem szukanej prostej P R, gdyz punkt R jest
srodkiem podobienstwa tréjkatéw R B P i Ri B\ Pi.

Drugi sposéb. Z punktu P kre-
Slimy PRi Lp:1iPBil p2(Rys. 18),
to prostopadta wykreslona z punktu P
do prostej R2 B2 rozwigzuje zadanie.
W istocie proste Ri Ri, Bi Bj a takze r\
P R sa wysokosciami trojkata R Ri B2.

b) Przez niedostepny punkt R,
przeciecia sie prostych p1ip2, wykre-
§li¢ réwnolegta do danej prostej m
(Rys. 19.). Kreslimy dobrowolnie prosta
Pi P2, a przez punkty Pi i Pa rownolegte do danych prostych
(pi/Z/p2, q* ljpi). Z punktu 0 prowadzimy rownolegta QM

do m, a nastepnie odcinamy

Pi Jv=Pi M. Prosta n wykreslo-

na przez punkt N, réwnolegle do

prostej m, rozwigzuje zadanie.

c)

chodzacg przez dwa niedostepne

punkty P i Q przeciecia si¢ pro-

stych pipi i qigi. Z dowolnego

punktu C (Rys. 20.) prostej R B

kreslimy n//pa i m//pa, to prosta
M N jest rownolegta do szukanej, ktérej punkt E na prostej R B
znajdziemy na podstawie proporcyi R E:R D=R B :R C. Jezeli
punkt C jest $rodkiem odcinka R B, to wéwczas R D—D E.

Rys. 18.
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d) Znalez¢ dwu-

sieczng kata, ktérego
wierzchotek lezy po-
za obrebem rysunku
(Rys. 21.). Do prostej
pi kreslimy réwno-
legle mi i ni a do
prostej pa w tych sa-
mych odlegtosciach
rownolegte mi i n2.
Prosta g, przechodzg-
ca przez otrzymane
punkty M i N réwno
oddalone od ramion

pi i p > rozwigzuje zadanie.

Rys. 20.

Rys. 21.

13



ROZDZIAL PIERWSZY

GEOMETRYA WYKRESLNA
ELEMENTOW PRZESTRZENI, UTWOROW
PLASKICH | WIELOSCIANOW

§ 1 ZASADY RZUTOW CECHOWANYCH

10. Okreslenie potozenia punktu w przestrzeni. Przy
mijmy dowolny punkt A i postanéwmy stworzy¢ warunki, umo-
zliwiajace wzgledne ustalenie potozenia tego punktu w prze-
strzeni.

W tym celu przyjmiemy dowolng ptaszczyzne 7z (Rys. 22.),
z punktu A wyprowadzimy prostg p, prostopadig do tej ptasz-
czyzny i znajdziemy punkt przebicia sie A' tej prostopadiej
z ptaszczyzng m. Punkt A', odcinek A A' i zaznaczenie, po

ktorej stronie ptaszczyzny t znajduje

A sie punkt A, wyznaczajg potozenie tego

punktu, w odniesieniu do ptaszczyzny jt

Ptaszczyzne nt, ktéra z reguty jest

ptaszczyzng poziomg, hazywamy

ptaszczyzng rzutdow, Ilub krocej

rzutnig, prostg p zwiemy promie-

niem rzucajgcym lub krotko rzuca-

22 jaca, a punkt A' rzutem prosto-

katnym punktu A. Liczbe wyraza-

jaca, w przyjetych jednostkach dtugosci, odlegtos¢ puntu A od

jego rzutu A', czyli dtugos¢ odcinka A A' nazywamy cechg
lub znamieniem punktu A.

Odlegto$¢ punktu, lezacego nad ptaszczyzng rzutébw od
iejze ptaszczyzny, nazywamy ,,wysokos$cig“ tego punktu;
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miarg odlegtosci punktéw lezacych pod piaszczyzng rzutéw
od tej ptaszczyzny jest ,,gtebokos$¢“ tych punktéw. Cechom
punktow znajdujgcych sie nad ptaszczyzng rzutéw dajemy znak
dodatni, cecha wyrazajgca gtebokos¢ punktu otrzymuje znak
ujemny. Jezeli w rysunku wystepujg jedynie cechy ze zna-
kami dodatnimi albo jedynie ujemnymi, to znaki te pomijamy.

Rzut prostokatny A\ punktu A, na ptaszczyzne ;r, przy
znajomosci wzglednej wartosci cechy tego punktu, nazywamy
rzutem cechowanym punktu A. Niechaj ptaszczyzna
rzutow jest plaszczyzng tej kartki; jesli na prostopadiej, wy-
prowadzonej w punkcie A' do ptaszczyzny rzutéw, odmierzymy
&7 przyjetych jednostek dtugosci, wiec np. 7'6 cm nad ptasz-
czyzna kartki — to otrzymamy punkt A (Rys. 23.). Punkt B,
ktorego rzut znajduje sie w punkcie B* a cecha
wynosi — 3 ¢cm, lezy o 3 cm pod plaszczyzna a”g b Njj
kartki. Punkt lezacy na plaszczyznie rzutéow
oznaczymy np. litera C bez kreski i bez cechy, Rys> 23,
ktora rowna jest zeru. Aby zaznaczyé, ze w da-
nym wypadku chodzi o punkt np. A, ktérego rzut A' i cecha
np. 76 cm sg dane, uzywa¢ bedziemy nhastepujacego wyra-
zenia: Dany jest punkt A (A', 7°6). Rzut prostokatny punktu
na dana ptaszczyzne wyznacza potozenie tego punktu wzgledem
tej ptaszczyzny, jesli opatrzony jest cecha czyli znamieniem.
Metoda geometryi wykreslnej postugujgca sie cechami, nazywa
sie metodg rzutéw cechowanych i ona bedzie przed-
miotem naszych rozwazan w nastepnych ustepach.

11. Rzut cechowany prostej. Przez rzut prostokatny pro-
stej rozumiemy miejsce geometryczne rzutéw prostokatnych
dowolnej ilosci punktéw tej prostej.

Prorta a i promien b (Rys. 24),
rzucajgcy dowolny jej punkt B na pt It
wyznaczajg (ust. 4.) ptaszczyzne y, ktéra
przecina pt. m w prostej a. Poniewaz
na pt. tej, ktéra nazywamy ptaszczyzng
rzucajgcyg, lezg wszystkie promie-
nie rzucajgce punkty prostej a, wiec
prosta a' jest miejscem geometrycznem
rzutbw wszystkich punktéw prostej a,
jest tedy rzutem prostej a. Widoczne stad, ze rzut linii
prostej jest prosta.
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Prostg wynaczajg dwa punkty; znajomo$¢ wiec
rzutdbw dwoch punktow i ich cech okre$la jednoznacznie poto-
zenie prostej w przestrzeni, w odniesieniu do danej rzutni«
Jezeli np. ptaszczyzne tej kartki uwazamy za rzutnie, to w od-
niesieniu do niej okreslone jest jednoznacznie potozenie pro-
stej a, ktorej rzuty cechowane dwoch punktéw, a mianowicie
R i B sg dane, jeSli przytem podana jest jednostka
miary w ktorej cechy tych punktéw wyrazamy.
Napis V—1 cmu na Rys. 25. oznacza, ze przyjeta dla tego
rysunku jednostkg diugosci jest centymetr.

12. Podziatka rysunku. Odcinek R! B' w Rys. 25. wyraz
prawdziwg odlegtos¢ rzutéw punktéw R i B; rysunek wyko-
nany jest w podziatce (wielkosci) naturalnej, co zazna-

czamy na rysunku literami n. w. Jezeli jednak jednostka dtu-
gosci w stosunku do ptaszczyzny rysunku jest za wielka, to
woweczas rysunek wykonaé musimy — w stosunku do prawdzi-
wych wymiarbw — w pewnem pomniejszeniu, w pewnej
podziatce pomniejszonej. W tym wypadku obok je-
dnostki dtugosci np.. ,,J— m* (Rys. 26.) poda¢ musimy na
rysunku stosunek jego wymiarow do wymiaréw naturalnych,
czyli ,podziatke®. Napis ,,Podziatka: 1:100“ (Rys. 26.)
rozumieé¢ nalezy w ten spos6b, ze 1 cm na rysunku oznacza
100 cm w rzeczywistosci, ze w celu otrzymania natural-
nej, prawdziwej] dilugosci odcinka R* B nalezy odcinek
R! B"= 1’55 cm pomnozy¢ sto razy.

Notowanie na rysunku rodzaju przyjetej jednostki dtugosci
i stosunku pomniejszenia zastepujemy zazwyczaj umieszczeniem
na tymze rysunku pojedynczej lub podwojnej linii prostej, na
ktérej odmierzamy pewng ilo$¢ w zadanym stosunku pomniej-
szonych jednostek dltugosci, piszagc obok ostatniej miano
jednostki naturalne,j.
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W Rysunku 27. jednostke dlugosci metr wyraziliSmy
rowniez centymetrem, stosunek wiec wymiaréw rysunku do
wymiaréw rzeczywistych ma sie tak, jak 1:100. Rysunek ten
wykonany jest w sethem pomniegjszeniu, czyli w podziatce
1: 100.

13. Ktad prostej. Rzuty cechowane A*(1‘0) i B*(2’2) (Rys. 28.)
okreslaja potozenie prostej a, wyznaczonej punktami A i B.
Wyprowadziwszy bowiem w punktach
A' i B" prostopadte pi i p> do pt
rysunku i odmierzywszy na pierw-
szej z nich od punktu A" nad pt ry-
sunku 1cm, za$ na drugiej 2’2 cm od
punktu B* réwniez nad pt rysunku —
otrzymamy punkta A i B, a wiec
i prosta a punktami tymi wyznaczona.

W celu wyznaczenia prawdziwej
wielkosci odcinka, ktérego rzut ce-
chowany dwoch punktéw jest znany,
wezmy pod uwage punkta A, B, A’
i B", bedace wierzchotkami trapezu, ktorego trzy boki i dwa
katy sg znane. Bokami tymi sa odcinki A" B', A" A iB' B; ka-
katami, katy proste A Pi B" i B B" A". Przez wyrysowanie wiec
tego trapezu otrzymamy nieznany bok A B. Na prostopadtych,
wyprowadzonych w punktach A" i B" do prostej a' (Rys. 28.),
odmierzymy A" A°=1’0cm, B' B{=2'2 cm; otrzymany odcinek
A°B° rowny jest prawdziwej diugosci odcinka A B. Przepro-
wadzenie konstrukcyi trapezu A" B' A° B° nazywamy wyko-
naniem ktadu odcinka AB. W istocie bowiem trapez A'B" A°B°
powstaje, jesli trapez AB A" B*, znajdujacy sie na ptaszczyznie
poziomo-rzucajacej, potozymy okolo jego boku A! B' na
pt. rysunku. Odcinek A° B° jest ktadem odcinka A B i réwny
jego diugosci; odcinki A" A° i B* B° sg kladami promieni rzu-
cajacych A'A' i B B".

Jesli rysunek wykonany jest w podziatce pomniejszajgcej,
to dtugos¢ odcinka A B réwna jest ilorazowi z dhugosci jego
ktadu A° B° i wyktadnika stosunku pomniegjszenia.

14. Kat nachylenia prostej z ptaszczyzna/rzutéw. Slad
i nachylenie prostej. Kat @ jaki prosta b tworzy ze swoim
rzutem poziomym b', nazywamy katem nachylenia prostej b
z plaszczyzng pozioma. Kat ten otrzymamy przez wykonanie

aB°

Bartel, Geometrya wykreslna.
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ktadu prostej, a wiec kladu dwoch jej punktéw na pt. rysunku.
Kat bowiem o (Rys. 29.) jaki zamyka prosta b°, bedaca kta-
dem prostej b, z prostg b, rowny jest katowi q bez wzgledu
na podziatke w jakiej wykonany jest ry-
/;f sunek. W istocie bowiem gdy podziatka
bo/ VvV bt rysunku wynosi np. 1:nf to boki A
/  "N°'b? B°HbB" sa proporcyonalne do bokoéw
trojkata wyrazonego rysunkiem; oba tréj-
katy sg wiec podobne, a zatem katy ich

sg rowne.

Poprowadzmy przez punkt A° pro-
stag bi° réownolegtg do b*, to kat cpia jaki
tworza proste b° bi® réwny jest oczy-
wiscie katowi oF, a wiec i katowi @ jaki

prosta b zawiera z pt pozioma. Prostg b\° postuzymy sie
w wypadku, gdy punkt przeciecia sie Hb prostych b' i b° nie
lezy w obrebie rysunku.

Punkt Hb, ktérego wysokos$¢ (cecha) réwng jest zeru, jest
punktem przebicia sie prostej b z pt rzutow, a wiec elementem
wspélnym prostej b i rzutni i nazywa sie $ladem poziomym
tej prostej.

Oznaczmy odcinek A" B" = A° B\° literg d, za$ r6znice wy-
sokosci punktéw A i B réwng odcinkowi B° B\° literg A, to
stosunek:

d =t SV e 1

nazywamy nachyleniem prostej b.

Jezeli cechy dwéch punktéw wyznaczajacych prostag sa
réwne, to cechy kazdego dowolnego punktu tej prostej sa
réwne, a prosta jest réwnolegltag do ptaszczyzny rzutéw.

15. Podziat odcinka. Obierzmy na danej prostej, wyzna-
czonej punktami A (A\ a) i B (B, b) punkt C, ktérego cecha
wynositaby ¢ jednostek diugosci w podziatce rysunku. W tym
celu (Rys. 30.) wykonamy kiad A° B° odcinka A B, a na-
stepnie odmierzymy od punktu B', w podziatce rysunku, od-
cinek B' N=c. Prosta wykreslona z punktu N, réwnolegle do
p*, przecina prostg p° w punkcie C°; prostopadta z C° do p’
przecina te ostatniag w punkcie C', ktéry jest szukanym rzutem
punktu C o cesze c¢. Na Rys. 30., wykonanym w podzialce
1:100 przy przyjetej jednostce miary réwnej 1 m (1 cm na



16. PODZIAL ODCINKA. PL. ROWNOLEGLE 19

na rysunku wyraza Im w rzeczywistosci) obrano: a=0'8m,
b—2'3 m, ¢c= V65 m.

Poniewaz A° C°:C°B°=A" C :C' B", wiec punkt C" dzieli
odcinek A' Br w tym samym stosunku, w jakim punkt C°
dzieli odcinek A° B\ A poniewaz
odcinek A° B°, jako ktad odcinka A B
lezgcego w przestrzeni, wyraza jego
prawdziwg wielkos¢ i potozenie
wzgledem swego rzutu, wiec stosu-
nek podziatu odcinka w prze-
strzeni nie zmienia sie wsku-
tek rzutu tego odcinka.

Innemi stowy: podzieliwszy od-

. . oS 0 2m
cinek w przestrzeni w pewnym sto-

sunku, a wiec takze na pewng ilos¢
czesci i rzuciwszy punkty podziatu
na rzut tego odcinka, podzielimy ten
rzut w tym samym stosunku, wzglednie na te samg ilo$¢ czesci*
W szczegdlnosci, punktowi potowigcemu odcinek w przestrzeni,
odpowiada punkt potowigcy rzut odcinka, jako rzut punktu
potowiacego.

16. Plaszczyzny rownolegle i klad prostych na nie.
Plaszczyzny rownolegte do rzutni poziomej nazywamy ptasz-
czyznami warstwowe mi albo poziomem i Przez
wysokos$¢ plaszczyzny poziomej rozumiemy oddalenie jej
od ptaszczyzny rzutéw, ktérg w odniesieniu do pierwszych
nazywamy plaszczyzng pordéwnawczg. Plaszczyzny war-
stwowe, ktdrych wysokosci sg liczbami calemi, nazywamy
gtéwne mi, inne posredniemi.

Jezeli cechy koncowych punktow odcinka sg duze, to
wykonanie jego kladu, ze-wzgledu na ograniczong pt. rysunku,
natrafia na trudnosci, albo tez jest nawet niewykonalne. W tych
wypadkach kilad odcinka wykonujemy na pt warstwowa, prze-
chodzaca przez jeden z punktdéw koricowych, zazwyczaj przez
punkt o cesze mniejszej.

Rys. 31. podaje konstrukcye kfadu prostej [A (A*, a= 18),
B (B, b=19'8)] na pt warstwowa, przechodzaca przez punkt
A (A", 18). Na prostopadtej wykreslonej w punkcie B' od-
mierzymy w podziatce rysunku odcinek B* B°, réwny roznicy
wysokosci punktéw B i A, wiec b —a=1@ m i punkt B° po-

2%

Rys. 30.
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taczymy z A', otrzymujac tym sposobem kilad odcinka A B
na gtéwng pt. warstwowag o wysokosci a= 18 m. Oczywiscie,
ze * B° A' B'= ¢ rowny jest ka-

Bl towi, jaki prosta (A B) zawiera
c M Az pt poréwnawcza.
PO TI') Rzut punktu C, ktoryby lezat
2% na prostej (A B), a miat zadang
Al , , ceche np. ¢=19'1 m, znajdziemy
wtel i °e B podobnie jak w ust. 15., odmie-
, B 0 7 2m rzajac jednak na prostej B' Ba
1 n odcinek B" M, réwny réznicy wy-
Rys. 31. sokosci punktow C i A, wiec

c—a—1'1 m.
Z Rys. 31. czytamy:

A'Cr:C'B'=A"C°:C°B°=B"M:MB°=(c- a):(b- ¢)
jesli literami a, b, ¢, oznaczymy cechy punktéw A, B i C.
Z réwnosci powyzszych wynika, ze
7T¥~C.C~-W=(c—a)i(b—c) . .../ .

co oznacza, ze punkt C' dzieli odcinek A! B*' w stosunku
(c—a): (b —c), albo, ze wyznaczenie

rzutu punktu C o zgdanej cesze C ha

prostej, danej cechowanymi rzutami

dwéch punktéw A (A°, a) i B (B, b),

sprowadza sie do znalezienia punktu

C’, dzielgcego odcinek A' B" w sto-

sunku (c—a): (b —c). W Rys. 32. przy-

jelismy a=08 b=23 c¢c—16—

odcinek tedy A! B' podzielimy w sto-

sunku (c—a):(b —c)=08:0’7 a otrzymany punkt C' roz-
wigzuje zadanie.

17. Stopniowanie i modut prostej. Wyznaczenie rzutéw
tych punktéw danej linii prostej, ktérych cechy sg liczbami
catemi, nazywamy zestopniowaniem prostej, albo wy-
znaczeniem jej podziatki nachylenia.

Gdy cechy dwoch danych punktéw prostej sg liczbami
catlemi, to zestopniowanie prostej wykona¢ mozna zapomocg
podziatki milimetrowej, dzielgc dany odcinek na czesci, ktérych
ilos¢ réwna jest rdznicy cech.

|
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Zestopniowanie prostej A (A', 5’4), B (B 5*7) (Rys. 33))
wykonaé mozna zapomoca jej kladu na pt warstwowg 5’4 —
powtarzajgc zadanie w ustepie 16., albo dzielagc dany odcinek
wedtug proporcyi (réwnanie 1.), podobnie jak w Rys. 32

W tym celu w punkcie A*(5’4)
poprowadzimy dowolng prostg q
(Rys. 33.) i odmierzymy na niej
kolejno, od punktu A' poczawszy,
odcinki réwne 0’6, 1, 1'0, 0’7 do-
wolnej jednostki diugosci, a przez
punkta podziatu wykreslimy réwno-
legte do boku Q B'. Otrzymane
punkty na prostej p° posiadajg ce-
chy 6, 7, 8 i tworzg podziatke Rys. 33.
nachylenia.

Odlegto$¢ rzutéw poziomych dwoéch punktéw prostej, kto-
rych réznica wysokosci, a wiec i roznica cech, réwna jest

jednostce, stanowi jednostke

podziatki nachylenia i nazywa

& sie modutem (p) prostej. Mo-

dutem np. prostej (A B), Rys. 34.

jest odcinek C' D*'= D" E'=p.

Rys. ten poucza tez nas bezpo- .

P o $rednio, ze im wiekszy jest

- : o kat nachylenia prostej

o, o do rzutni, tern mniejszy

ABYCEO D@ E@ BB) P jest jej modut i odwrotnie.

J=Im. Proste nachylone do

Podziatka 1:100 pt. rzutow pod tym sa-

mym katem, majg rowne,

moduty. Modut prostej na-

chylonej pod 45° réwny jest
przyjetej na rysunku jednostce diugosci.

Jezeli w réwnaniu /. (str. 18.) wstawimy A=/, to wedtug
okreslenia powyzej podanego d stanie sie modutem p. prostej,
czyli:

Rys. 34.

1 1 Y

co znaczy, ze nachylenie i modut proste sa licz-
bami odwrotnemi.
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Potozenie prostej w przestrzeni w odniesieniu do pt. rzu-
téw jest w zupetlnosci wyznaczone, gdy procz jej rzutu i cechy
jednego jej punktu, znany jest jej modut i wskazany (strzatka)
kierunek jej nachylenia, przez ktéry rozumiemy Kkierunek
nastepstwa punktéw prostej, o cechach malejacych.

W dalszym ciggu wyznacza¢ bedziemy prosta przewaznie
jej podziatkag nachylenia czyli jej zestopniowanym
rzutem. Liczby podziatki nachylenia nazywamy wskazni-
kami tejze podziafki.

18. Dwie proste przecinajgce sie. Przez kazdy punkt P
prostej a, wyznaczonej np. podzialtkg nachylenia o module pi,
przechodzi dowolna ilo$¢ prostych, ktére prosta a przecinaja
w punkcie P. 7\by okres$li¢ potozenie jednej z nich, np. b
(Rys. 35.), musimy dowolnie przyjetym modutem ps zestopnio-
wac prosta b' przeprowadzong dowolnie przez j&mkt P*(8)y

Podziafka 1:100.

Rys. 35. Rys. 36.

ktory jest punktem wspélnym prostych a i b. Proste, tgczace
jednakowe wskazniki prostych a' i b*, sg do siebie réwnolegte
i odwrotnie: jezeli proste, tagczgce rownowartosciowe
wskazniki rzutéow dwoch prostych, tworza pek
rbwnolegty — to rzuty owe wyrazajg dwie
proste przecinajgce sie.

19. Dwie proste skosne. Jezeli punkt przeciecia sie¢ M’
rzutéw a' i b" dwoéch prostych, uwazany za rzut punktu pro-
stej b, ma inng ceche anizeli uwazany za rzut punktu prostej a,
to proste a i b nie posiadajg punktu wspdélnego, nie przecinajg
sie; ich wzajemne potozenie okre$lamy jako skosne Ilub
wichrowate. Przez kat nachylenia dwoch prostych sko$nych
rozumiemy Kkat, jaki otrzymamy, je$li przez dowolny punkt
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w przestrzeni poprowadzimy proste réwnolegte do danych
prostych skosnych.

20. Dwie proste réwnolegte. Rzuty prostych réwnolegtych
sg prostemi rownolegtemi o zgodnych kierunkach nachylenia
i 0 rownych modutach, gdyz proste réwnolegte nachylone sg
do poziomu pod tym samym katem.

Z réwnosci modutéw dwéch prostych réwnolegtych i zgod-
nosci ich Kkierunkéw nachylenia wynika, ze proste taczace
punkty o jednakowych cechach sa rownolegte (Rys. 36.). | na-
wzajem: jesSli proste tgczgce jednakowe wskazniki rzutow
dwoch prostych a' Zb' tworza pek promieni réwnolegtych, to
owe dwie proste a i b sg réwnolegte.

21. Zadanie. Wyznaczy¢ rzut prostej g, rownolegtej
do danej prostej p, a przechodzacej przez dany punkt
P (P, 9-4) (Rys. 37.).

Rzut q" przejdzie przez
punkt P* réwnolegle do p'.

Kierunki nachylenia obu pro- g™
stych sg zgodne, modutly ré- / 1t 5 '\ Z-fl
wne, halezy tylko zestopnio- j j j
wa¢, — w jeden z poznanych

sposobow, (np. zapomocg po- 8 ? Phi) w Lnf
dziatki) — prosta q'.

22. Wyznaczenie ptasz- , O o 1 %n

czyzny. Potozenie punktu '

W przestrzeni, w odniesieniu Rys. 37.

do pt. rzutéw, wyznacza jego

rzut cechowany, a wiec réwniez punkt; wzgledne potozenie
prostej w przestrzeni wyznacza jej zestopniowany rzut,
czyli réwniez prosta. Potozenie trzeciego zasadniczego ele-
mentu geometryi t. j. ptaszczyny, wyznaczone jest potozeniem
dwoch prostych przecinajgcych sie lub réwnoleglych, prostej
i punktu, wzglednie trzech dowolnych punktow.

Méwimy, ze dwie proste przecinajgce sie, dwie proste
rownolegte, wzglednie trzy dowolne punkty wyznaczaja
ptaszczyzne, w tern rozumieniu tego wyrazenia, ze:

1) istnieje jedna jedyna ptaszczyzna przechodzaca réwno-
czed$nie przez obie proste, wzglednie przez trzy puagkty, ze:

2) znajac potozenie dwodch prostych przecinajacych sie
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lub réwnolegtych, wzglednie trzech punktéw, znamy potozenie
ptaszczyzny elementami tymi wyznaczonej i ze:

3) znajomo$¢ potozenia dwdch prostych przecinajgcyct
sie lub réwnolegtych, wzglednie trzech punktéw, dozwala na
wyznaczenie potozenn kazdej dowolnej ilosci punktéw i prostych
ptaszczyzny, owymi elementami okre$lonej.

Poniewaz prosta wyznaczajg dwa jej punkty, wiec gdy
dwa punkty prostej lezg na ptaszczyznie, to
prosta — a wiec zbior wszystkich jej punktéw, lezy na
ptaszczyznie.

Proste a" i b" (Rys. 38.) sg rzutami dwoch prostych przeci-
najacych sie, wyznaczajg wiec po-
tozenie pewnej ptaszczyzny, ktorg
nazwijmy literg e.

Poltagczmy wskaznik 2 prostej
a ze wskaznikiem 1 prostej b\ to
otrzymana prosta m' jest rzutem
prostej m przecinajgcej zaréwno
prostg a jak i b, a wiec lezgcej
na plaszczyznie e, wyznaczonej
prostemi a i b.
Na szczego6lng uwage zastu-
gujg proste, lezgce na ptaszczyznie
a rownolegte do rzutni. Rzuty Oe,
Rys. 38. le, 2e, Je___ tych prostych otrzy-
mamy, tgczac punkty o jednako-
wych cechach prostych a" i b". Proste te, lezace na ptaszczy-
Zznie s, a réwnolegte do poziomej, sa liniami tagczgcemi punkty
przebicia sie prostych a i b z gtbwnemi ptaszczyznami warstwo-
wemi, a wiec takze ~iniami przeciecia sie tych ptaszczyzn
z ptaszczyzng e. Proste Oe, le, 2e... nazywamy liniami
warstwowemi albo liniami poziomu, rzuty za$ tych
linijj warstwicami ptaszczyzny £

Linia warstwowa Oe= he lezy na rzutni poziomej (pt. po-
rownawczej), jest prostg przeciecia si¢ pt. £ z tg rzutnig i na-
zywa sie $ladem poziomym plaszczyzny £ Slad oo-
ziomy ptaszczyzn oznaczaé¢ bedziemy stale literg h.

Ptaszczyzna prostopadta do rzutni, czyli t zw. ptaszczyzna
rzucajgca (ustep 11.), wyznaczona bedzie swoim $ladem pozio-
mym, z ktérym schodza sie rzuty wszystkich punktéw i prostych,
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lezacych na tej ptaszczyznie, ktéra tym sposobem rzuca je
w swoj $lad.

23. Prosta prostopadta do ptaszczyzny. Przyjmijmy n:
ptaszczyznie jt (Rys. 39.) trzy proste a, b, ¢ przechodzace
przez punkt M, i w ktérym to punkcie wyprowadZzmy prostg p
prostopadtg zaréwno do pro-
stej a jak i b. Niechaj do-
wolnie na plaszczyZznie X
przyjeta prosta ( przecina
proste a, b i ¢ w punktach
A, B i C. Obierzmy na-
stepnie na prostej p punkty
Pi i P> przyczem niech
Pi M=Pi M i potagczmy je
z punktami A, B i C. Z ry-
sunku 39. czytamy:

AAMPIi AAMP2i ABMPIi 22AB MP:

wiec Pi A=Pi A, P\B=P*B jako odpowiednie boki w tréj-
katach przystajacych. Nastepnie mamy:
AABP121AABP2 wiec
~Pi AB=< P2A B jako odpowiednie katy w tréjkatach przy-
stajgcych. Z kolei otrzymujemy:
AACPi ri AACP2 a wiec Pi C=p:2C.
A wreszcie:
AiIWCPi~AMCP2 zatem

* CMPi1=* CM P2, a poniewaz katy te sg katami przyle-
glymi, wiec skoro oba sg réwne, to kazdy z nich musi by¢
katem prostym czyli: ptc. Tym sposobem dowiedliSmy na-
stepujacego twierdzenia: Jezeli prosta p, przechodzaca przez
punkt przeciecia sie dwdch prostych, jest do nich prosto-
padta, to woéwczas jest prostopadtag do kazdej prostej prze-
chodzacej przez ten punkt, a lezacej na ptaszczyznie n wy-
znaczonej przez owe dwie proste. Moéwimy, ze prosta p jest
prostopadtg albo normalng do ptaszczyzny Jt Innemi stowy:
gdy prosta jest normalng do do dwdéch prostych w ich punkcie
przeciecia sie, to jest normalng do ptaszczyzny temi prostemi
wyznaczone;j.

Przez dowolny punkt Mi ptaszczyzny x (Rys. 39.) popro-
wadzimy proste Cilic i pi #Zp. Kat, jaki zawierajg proste
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skoéne p i ci, rowny katowi jaki tworza proste pi i Ci, jest
katem prostym (ust. 19.), a poniewaz prosta p jest prostopadia
do kazdej prostej przechodzacej przez punkt M, a lezgcej na
ptaszczyznie &, wiec jest prostopadig do kazdej prostej ptasz-
czyzny jt Czyli: gdy prosta jest prostopadtg do ptaszczyzny,
to jest prostopadtg do wszystkich prostych, lezacych na tej
ptaszczyznie.

24. Rzut kata prostego. Twierdzenie: Rzut kata
prostego na ptaszczyzne jest katem prostym, gdy jedno jego
ramie jest réwnolegte do ptaszczyzny rzutow.

Przyjmijmy ramie a Kkata

prostego, jaki tworza proste a i b,

rownolegle do pt. rzutéw jt (Rys.

40.), to rzut a' jest rownolegly do

prostej a. Poniewaz promien rzu-

cajacy p jest L do prostej a, a ta

znowu _L do prostej b, zatem prosta

a jest _L rownoczesnie do prostych

Rys. 4C. b ip, a wiec prostopadta do ptasz-

czyzny 3 prostemi temi wyzna-

czonej. 7\le z ustepu poprzedniego wiemy, ze gdy prosta jest
normalng do plaszczyzny, to jest normalng do kazdej prostej,
lezacej na tej plaszczyznie; prosta tedy a jest prostopadig do
prostej b*, ktéra lezy na ptaszczyznie p= {p, b) i jest rzutem
prostej b na pt Poniewaz wkoncu prosta a' jest rownolegla
do prostej a, wiec i a' jest L do b — co bylo do wykazania.

25. Linia spadu ptaszczyzny. Prosta /e, lezgca na ptasz-
czyznie e a prostopadta do jej linij warstwowych, nazywa sie

linia najwiek- "

szego spadu, 2 2
lub krécej linia
spadu tej ptasz- j e

czyzny (Rys.
41). Poniewaz
linie warstwowe
sg rownolegte do
pt. poréwnaw- fog 23 4m
czej, wiec na
podstawie uste-
pu poprzedniego rzut /e linii najwiekszego spadu

Rys. 41. Rys. 42.
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£ jest prostopadty do warstwie ptaszczyzny
(Rys. 42)). Kat nachylenia linii spadu pt e do ptaszczyzny
rzutbw nazywamy katem nachylenia pt b do pt rzutdw.

Prosta £ jest L do /Zie podobnie jak I'e L he — a poniewaz
he jest prostg wspélng (przeciecia sie) ptaszczyzn e i 20— wiec
ogl6lnie powiedzie¢ mozemy: przez kat nachylenia
dwéch ptaszczyzn rozumiemy kat, jaki tworzg
dwie proste tych ptaszczyzn, poprowadzone
w dowolnym punkcie prostopadle do wspélnej
prostej obu ptaszczyzn.

Podziatke nachylenia rzutu Te, linii spadu ptaszczyzny,
nazywamy podziatka nachylenia ptaszczyzny,
modut linii spadu ptaszczyzny — modulem tej ptaszczyzny.
Najczesciej wyznacza¢ bedziemy potozenie ptaszczyzny jej
podziatkg nachylenia, ktérg rysujemy jako dwie blizko siebie
lezace rownolegte proste. Wskazniki podziatki sg oczywisScie
liczbami catemi, a odcinek ograniczony dwiema liczbami po-
rzgdkowemi jest modutem ptaszczyzny; odwrotng warto$¢ mo-
dulu nazywamy nachyleniem ptaszczyzny. Im wiekszy
jest wiec modut, tern mniejsze nachylenie ptaszczyzny, czyli
tern mniejszg jest styczna trygonometryczna kata, jaki uwazana
ptaszczyzna zamyka z plaszczyzng poréwnawcza (rzutow).
W dalszym ciagu wyktadu uzywaé bedziemy zwrotéw: dana
jest linia spadu, wykresli¢ linie spadu it p. rozumiejac zawsze
przez linie spadu jej rzut.

Plaszczyzna _L do rzutni wyznaczona jest swoim $ladem
poziomym t. j. prosta przeciecia sie z rzutnig; potozenie ptasz-
czyzny réwnolegtej do rzutni wyznacza cecha jednego, dowol-
nego jej punktu.

26. Zadania. 1. Wykresli¢ podziatke nachylenia ptasz-
czyzny e, wyznaczonej prostg a i punktem A (Rys. 43.).

Na prostej a szukamy punktu
M o cesze punktu A. Prosta AM —
jako réwnolegta do pt. poréwnaw-
czej i lezaca na ptk, ktorej linii
spadu szukamy, jest warstwicg
tejze ptaszczyzny. W ten sposéb
linia spadu i jej podziatka sg wy-
znaczone.

2. Wyznaczy¢ ptaszczyzne, Rys. 43.
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przechodzacag przez prosta a, ktorej podziatka nachylenia a*
jest dana (Rys. 44.).

Przez prosta przechodzi dowolna ilo$¢ ptaszczyzn; proste
rownolegte Ce, /s,.... przechodzace przez wskazniki podziatki
nachylenia a' sg warstwicami jednej z tych plaszczyzn. Rzu-
tem linii spadu tej ptaszczyzny jest prosta I'e prostopadta do
tych warstwie. Punkty przeciecia sie linii 1re z warstwicami
sa wskaznikami podziatki nachylenia ptaszcyzny e.

Rys. 44. * Rys. 45,

3. Wyznaczy¢ podziatke nachylenia ptaszczyzny e, wy-
znaczonej trzema punktami A (Aj 5, B (Bj 9), C (C" 6).
(Rys. 45)).

Z trzech prostych, wyznaczonych danymi punktami, wezmy
pod uwage dwie n. p. a= (AB) i b =(BC), ktére przecinajg
sie w punkcie B. Zestopniujmy obie proste — to linie taczace
rownoliczbowe wskazniki sg warstwicami pt. e i wyznaczajg
na prostopadtej I'e podziatke nachylenia.

4. Wykresli¢ rzut pieciokata ptaskiego, lezacego do-
wolnie w przestrzeni.

Rozréozniamy wielokaty ptaskie od przestrzen-
nych, zwanych takze skosnymi. Wielokat, ktorego wszyst-
kie wierzchotki, —*a wiec i boki, lezg na ptaszczyznie, nazy-
wamy ptaskim; dowolna ilo$¢ punktéw przestrzeni potaczona
prostemi daje wielokat, ktérego nie mozna potozy¢ na ptasz-
czyznie, ktéry nazywamy wielokgtem skosnym.

Poniewaz trzy dowolne punkty wyznaczajg ptaszczyzne,
wiec trojkat jest utworem plaskim.

Z pieciu wierzchotkébw zadanego wielokata trzy, np.
A (Aj 3), B (Bj 7) i C(Cj 9 (Rys. 46.), przyjmiemy do-
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wolnie, dwa dalsze t. j. D i E obra¢ musimy na ptaszczyznie
wyznaczonej trzema pierwszymi.

W tym celu zestopniujmy pro- )
stg A! B" i dwa dowolne wskazniki
np. 5 i 6 potgczmy prostemi p* i q"

z punktem C'.

Proste p iq, wyznaczone rzuta-
mi p' iq", lezg na ptaszczyznie troj-
kata AB C, gdyz majg z tq ptasz-
czyzng po dwa punkty wspolne.

Zatem kazdy punkt tych pro-
stych np. D (D 4) i E (E 3) Rys- 46.
lezg na ptaszczyznie tréjkata, moga
wiec by¢ przyjete za dalsze wierzchotki pieciokata ptaskiego
A, B, C, D, E.

217. Przenikanie sie dwéch ptaszczyzn. Dwie ptaszczyzn
przenikaja sie w linii prostej, ktdérg nazywamy krawedzig
tych ptaszczyzn. Poniewaz prostg wyznaczajg dwa jej punkty,
a krawedz jest prosta lezaca roéwnoczesnie na dwoch plasz-
czyznach — wiec dwa punkty, lezace rdéwnoczesnie na obu
ptaszczyznach, wyznaczajg ich krawedz.

Dowolna ptaszczyzna warstwowa przecina dwie plasz-
czyzny a i p w dwéch warstwicach, ktérych punkt przeciecia
sie lezy réwnoczesnie na obu ptaszczyznach, a wiec jest
punktem szukanej krawedzi.

Krawedz dwodch plaszczyzn
/s okreslic wiec mozna jako miegjsce
geometryczne punktow przeciecia
sie linij warstwowych obu ptasz-
czyzn, lezacych w tych samych
wysokosciach, a wiec na wspolnych
ptaszczyznach warstwowych (Rys.
47). Punkt przeciecia sie Sladow
poziomych obu ptaszczyzn jest $la-
dem poziomym Hk krawedzi, ktérej
rzut oznaczyliSmy literg k.
Przyktady. 1. Obie ptaszczy-
myn 47, zny zamykajg z poziomem jedna-
kowe katy. W tym przypadku rzut k'
krawedzi jest dwusieczng kata, jaki tworza warstwice danych



30 § 1 ZASADY RZUTOW CECHOWANYCH

ptaszczyzn. W istocie bowiem niechaj w Rys. 48. b i @ uzmy-
stawiajg nam dwie ptaszczyzny, nachylone pod jecjnakowym
katem do ptaszczyzny
rzutow a, czyli takie
dwie ptaszczyzny, kto-
rych linie spadu zawie-
rajg z pt. 3 te same
katy a. Proste he i hep
sg S$ladami poziomy-
mi danych ptaszczyzn.
Rzuémy punkt A, obra-
ny na krawedzi k, na
pi. & i otrzymany punkt
A! potaczmy z punktem
Hk, éladem poziomym
krawedzi k. Prosta k" (A" Hk) jest rzutem poziomym kra-
wedzi k. Ptaszczyzna, przechodzaca przez prosta A A’ i L do
he, przecina pt. e w linii spadu U, a ptaszczyzne + w prostej
I'e, bedacej rzutem prostej le. Podobnie ptaszczyzna, przecho-
dzaca przez prostg A A' i L do hp, wyznacza linie spadu Lv
ptaszczyzny @ i rzut /@ tejze linii. WeZmy pod uwage trojkaty
prostokatne AA" M i A A" N — to poniewaz bok A A" jest
wspdlny, katy A M A" i A N A', bedace katami nachylenia obu
ptaszczyzn s i ¢p, wedlug zatozenia rOwne — wiec oba uwa-
zane trdjkaty sa przystajgce. Wobec tego A" M—A" N, a po-
niewaz l'e L he zas | @ L hep wiec
punkt A* jest réwno oddalony od $la-
déw obu ptaszczyzn, lezy zatem na
dwusiecznej kata, jaki owe Slady ze
sobg zawieraja.

2. Podziatki nachylenia obu k,<0tu) AL
ptaszczyzn sa réwnolegte (Rys. 49.). -——-
Warstwice obu danych ptaszczyzn e i @
sg wzajemnie réwnolegte. Poniewaz B@&
krawedz okreslilismy jako miegjsce J-lem
geometryczne punktéw przeciecia sie nw
warstwie dwdch plaszczyzn, wiec wobec
wzajemnej réwnolegtosci warstwie —
wyznaczaja te ostatnie tylko jeden punkt w odlegtosci nie-
ograniczenie dalekiej, czyli kierunek krawedzi, réwnolegly do

Rys. 49.
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warstwie. Polgczmy dwa punkty np. Ai'(l) i Bi'(2) prostej
I b z punktami Az i B> o tych samych cechach na prostej
Ip — to, wskutek zachodzacej proporcyonalnosci odcinkéw,
kazda prosta, przechodzaca przez punkt M, wyznacza na po-
dziatkach Ib i i @ punkty o jednakowych cechach. Prosta wiec
k', przechodzaca przez punkt M i réwnolegta do warstwie, jest
rzutem krawedzi ptaszczyzn e' i ¢

28. Punkt przebicia sie prostej z ptaszczyzng wyzna-
czamy w ten sposéb, ze przez prosta poprowadzimy dowolng
ptaszczyzne, znajdziemy krawedz tej pt. z pt dang, a punkt
przeciecia sie tej krawedzi z dang prostg jest szukanym punktem.

Niechaj zestopniowana linia spa-
du I'e wyznacza pt e, a zestopnio-
wana prosta p' prostg p (Rys. 50.). Do-
wolng ptaszczyzne 'k przechodzacg
przez prostg p wyznaczg dwie war-
stwice N/ i Nr. Prosta k' = (A" B)
jest rzutem krawedzi ptaszczyzn ei
a punkt P' szukanym punktem prze-
ciecia sie prostej p z pt e

29. Zadania. 1 Wyznaczy¢

. , J-Im.
I'Zl:lt kraweld2| dwoch, .p+aszczyzn, Podziatka: 1:100.
ktorych  réwnowarto$ciowe war-
stwice przecinajg sie zewnatrz Rys. 50.

ptaszczyzny rysunkowej.
Krawedz dwoéch plaszczyzn okresli¢ takze mozna jako
miejsce geometryczne punktéw przebicia sie prostych jednej
ptaszczyzny z pt druga. Prosta
wiec, tgczgca punkty przebicia sie
dwoch dowolnie obranych prostych
na jednej pt z pt druga, jest kra-
wedzig owych ptaszczyzn.
W naszym przykiadzie (Rys.
51.), gdzie ptaszczyzny a i p wy-
znaczone sa swojemi podziatkami
Rys. 51. nachylenia I'a i zp, znajdziemy rzut
k' krawedzi, taczac rzut A' punktu
przebicia sie linii 1a z pt. 3 — z rzutem B' punktu przebicia
sie linii z pt a.
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2. Wykreslié rzut prostej, przechodzacej przez punk
A (A', 6'6) i przecinajacej dwie proste skosSne a (a') i b (b".

Pierwszy sposdb. Przez punkt A i prostg a, a na-
stepnie przez punkt A i prostg b, poprowadzimy ptaszczyzny,
ktorych krawedz jest rozwigzaniem zadania.

Na prostych a i b" (Rys. 52.) szukamy punktow M' i N*
0 cechach réwnych cesze punktu A, wiec 6 6. Prosta A" Mr
jest warstwicg pt. (A, a), prosta A' AT warstwicg pt. (A, b).
Wyznaczywszy punkt przeciecia sie B" (7) warstwie 7 obu
ptaszczyzn i potaczywszy go z punktem A" (6*6) otrzymamy
zadany rzut p' prostej p, przechodzacej przez dany punkt A
1 przecinajacej dane proste a i b.

Drugi sposéb. Przez punkt A i jedng z prostych
poprowadzimy ptaszczyzne a i wyznaczymy punkt przebicia
sie drugiej prostej z tg pt, a prosta tgczgca otrzymany punkt
z punktem A, rozwigzuje zadanie (Rys. 53.).

30. Plaszczyzny réwnolegle. Przecigwszy pek ptaszczyzn
warstwowych ptaszczyznami réwnolegltemi, otrzymamy peki
promieni réwnolegtych, jako linie warstwowe, wzajemnie do
siebie rownolegte. Poniewaz rzuty prostych réwnolegtych sg
do siebie rownolegte, wiec otrzymane warstwice ptaszczyzn
rownolegtych, a wiec i ich linie spadu, sa do siebie wzajemnie
rownolegte. Z pojecia ptaszczyzn réwnolegtych wynika, ze ich
moduty muszg by¢ réwne.

Stad: rownolegte, o zgodnym kierunku nachy-
lenia i tym samym modutem zestopniowane linie
spadu, wyznaczajg ptaszczyzny rownolegte.
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31. Zadania: 1. Wyznaczy¢ potozenie pt.e, przechodzgace
przez punkt A(A",11°5), a rownolegtej do pt q@ ktérej linia
spadu I\p jest dana (Rys.

54.). Linia I'e #/%, a po-
prowadzona przez punktu/,
zestopniowana  modutem
prostej /oo, stanowi podziat-

ke nachylenia pt e, a wiec W
ptaszczyzne te wyznacza. w

2. Przez punkt P
(P', 14’6)poprowadzi¢ pro-  J-icm. nyy
stg réwnolegta do pt. e, Rys. 54.
wyznaczonej linig spa-
du is (Rys. 55.). Na pt e przyjmiemy dowolng prostg a(a"),

to b'H a' zestopniowana modutem prostej a,
jest rzutem prostej réwnolegtej do pro-
stej a, a wiec takze i do ptaszczyzny e.

3. Przez punkt P(P", 15} poprowa-
dzi¢ pt rownolegty do dwoéch danych
prostych skosnych a(@") i b(bj (Rys.586.).
Przez punkt P kreslimy proste pi i p2
réwnolegte do a i b. Plaszczyzna, prostemi
temi wyznaczona, jest réwnolegta do danych
prostych; I'e jest linig spadu tejze ptasz-
czyzny.*

4. Wyznaczy¢ prostg, przechodzacg
przez dany punkt A(A',9), przecinajagcg dang prostg a(aj
i rownolegta do danej ptaszczyzny e (I'E).

1 Sposo6b. Szukana prosta faczy
punkt A z punktem przebicia sie prostej a
zptaszczyzng g przechodzacg przez punkt-A
rownolegle do pt. e (Rys. 57.). Prosta i
wykresélona przez Al réwnolegle do I'e i ze-
stopniowana jej modutem p, wyznacza,
jako podziatka nachylenia, ptaszczyzne o
robwnolegla do e i przechodzaca przez
punkt A. Punkt B' jest rzutem punktu
przebicia sie prostej a z plaszczyzng
aprosta p'=(A" B rzutem prostej przechodzacej przez punktu,
przecinajacej prosta a w puncie B i réwnolegtej do pt e

A(B

Bartel, Geometrya wykreslna.
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2. Sposo6b. Szukana prosta jest krawedzig ptaszczyzny
a=(A,a) i plaszczyzny qa poprowadzonej przez punktu, réwno-
legle do pt e (Rys. 58.). Piaszczyzne o
wyznacza — jak poprzednio — jej po-
dziatka nachylenia rcp. £gczgc punkt A’
z punktem M’ prostej a!l o tej samej co
punkt A' cesze, otrzymamy warstwice 9a
pt. a. Punkt A" i punkt przeciecia sie
warstwie 8 plaszczyzn @ i a wyznaczaja
szukang prostg p".

W 32. Prosta prostoy
tem czyzny. Wiemy (ust. 23.), ze prosta pro-
Rys. 58. stopadta do ptaszczyzny jest prostopadia do

kazdej prostej, lezacej na lej ptaszczyznie.

Poniewaz linie warstwowe ptaszczyzny sga rownolegte do pt
rzutébw, wiec rzut prostej prostopadtej do pt. musi
by¢ prostopadty do warstwie (tj. rzutu linii warst-
wowych), rzut kata prostego jest bowiem katem prostym, jesli
jedno jego ramie jest réwnolegte do pt.

\e p rzutéw. Poniewaz dalej warstwice pt.
& u sg prostopadte do rzutu linii najwiek-
) szego spadu, wiec: rzut prostej
L 7 Nim .
i be prostopadtej do ptaszczyzny
S

Bt AD jest rownolegty do rzutu jej
r im/~ linii spadu.

prJ @ /a® Jezeli podziatka nachylenia I'e (Rys.
59.) wyznacza potozenie pt.e, to prosta b\
przechodzaca przez dany punkt A{A\ 12)
- ~ rownolegle do I'e, jest rzutem prostej b,
prostopadiej do tej ptaszczyzny. Jednak

do wyznaczenia potozenia prostej po-

0s 2m  trzebna jest znajomos¢ jej modutu
i Kkierunku nachylenia, ktére znaj-

Rys. 59. dziemy w sposéb nastepujacy. Wy-
obrazmy sobie, ze procz prostej b,

poprowadziliSmy przez punkt A prostag a, réwnolegta do linii
spadu pt. e. Pol6zmy nastepnie pt. poziomo-rzucajgca, prze-
chodzaca przez owe dwie, do siebie prostopadie proste, wraz
z temi prostemi na pt. warstwowag w wysokosci 11. W tym
celu odmierzmy na prostopadiej w punkcie A' do prostej a'
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poprowadzonej jednostke diugosci A' A° = 1m, w podziatce
rysunku. Jezeli A'M® =Y jest modutem pt e, to prosta A° M’
jest ktadem a° prostej a. Prostopadta b°®, wykreslona w punkcie .4°
do ao, jest ktadem prostej b, przyczem odcinek A" N' wyznacza
jej modut ju. Jak z Rys. 59. wprost widzimy, kierunek nachy-
lenia prostej i?jest przeciwny kierunkowi nachylenia prostej a,
a wiec i przeciwny kierunkowi U, do ktorej a jest réwnolegia.

Z tréjkata A° N* M' czytamy:

Al A jx= ]xi: A" A°, wiec p.jii = 1
czyli Pi= — t zn, ze: modut prostej prostopadtej
P-

dopt. jest odwrotnos$cia modutu ptaszczyzny.

Tak tedy jesli prosta jest iL do pt to:

1. jej rzut jest rownoleglty do rzutu linii spadu pt.,

2. jej kierunek nachylenia jest przeciwny kierunkowi
nachylenia ptaszczyzny,

3. jej modut jest odwrotnoscia modutu plaszczyzny.

33. Zadania: 1. W punkcie A(A',4M) danej prostej
poprowadzi¢ ptaszczyzne prostopadtg (Rys 60.). Znajdziemy
modut pi szukanej ptaszczyzny a, kreSlimy prostg Ira #Zp

i warstwice 4'4a plaszczyzny a. Odmierzywszy 0’4 p.i i 0'6p. i,
jak to wskazuje Rys. 60., otrzymamy cechy 4 i 5 prostej I'a,
a wiec podziatke nachylenia ptaszczyzny a
2. Wyznaczy¢ odlegtos¢ punktu A(A',4'3) od proste
p(pj (Rys. 61.). Przez punktu poprowadzimy ptaszczyzne a
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prostopadty do prostej p i znajdziemy punkt przebicia P. Od-
cinek AP rozwiazuje zadanie.

Rzut ia, linii spadu/a ptaszczyzny a, bedzie réwnolegly
do p', a jego zestopniowanie przeprowadzimy jak w Rys. 60.

Prosta p przebija ptaszczyzne a w punkcie P (P', 5*6), ktory
otrzymaliSmy w znany sposOb. Odcinek A'P' jest rzutem
odlegtosci punktu A od prostej p, za$ odcinek A'P° = a
jej ktadem na ptaszczyzne pozioma, przechodzacg przez punkt A

3. Znalez¢ odlegtosé dwoch prostych réownolegtych. Pro-
wadzimy ptaszczyzne a, prostopadty do danych prostych a i b,
a odcinek zawarty miedzy punktami przebicia A i B rozwig-
zuje zadanie (Rys. 62.). Prawdziwg wielkos¢ tego oddalenia,
otrzymanego w rzucie cechowanym, znajdziemy, kiadac odci-
nek A B na jedng z ptaszczyzn poziomych.

4. Znalezé odlegtos¢ dwoch praszczyzn réwnolegtych.
Prowadzimy prostag p prostopadtg do danych ptaszczyzn a i p,
a odcinek, zawarty miedzy punktami przebicia, wyraza zadang
odlegtos¢ (Rys. 63.).

§ 2. ZASADY RzZUTOW PROSTOKATNYCH NA DWIE
PLASZCZYZNY

34. Rzuty punktéw. Rozwazania, przeprowadzone w § 1,
opieraly sie na wyznaczeniu potozenia punktu w przestrzeni
zapomocg jego rzutu i cechy, t. j. liczby wyrazajgcej odlegtos¢
danego punktu od rzutni. Rzutom towarzyszyly tam zawsze
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liczby, a przeprowadzenie zadan wymaga znajomosci podziatki,
w ktorej rysunek jest wykonany. Od cechy punktu uwolnimy
sie, jesli jego potozenie wustalimy w odniesieniu do drugiej
ptaszczyzny rzutéw, na ktérej zaznaczymy w formie odcinka
wysoko$¢ danego punktu. Te nowa ptaszczyzne rzutdw przyj-
mujemy z reguty prostopadle do pierwszej i nazywamy plasz-
czyzng pionowa rzutéw, albo krétko rzutniag pionowg.
Przez wprowadzenie drugiej ptaszczyzny rzutéw, otrzymanag
metode geometryi wykreslnej nazywac bedziemy od jej tworcy
metodg Monge’a (Gaspard Monge, znakomity matema-
tyk francuski, twdérca geometryi wykresinej, jako nauki, ur. 10.
maja 1746, um. 28. lipca 1818 w Paryzu).

Rzutnia pionowa Jts przecina rzutnie poziomg ni wzdtuz
prostej X, ktorg zwiemy osig rzutdow. Obie rzutnie dzielg
przestrzen na cztery obszary, kto-
rych nastepstwo oznaczone jest
liczbami /, //, 111 i IV na Rys. 64.
0§ rzutdéw dzieli kazdg z rzutni
na dwie czesci. Mowi¢ wiec be-
dziemy o rzutni poziomej przed
i za osig a, orzutni pionowej nad
i pod osig X.

Przyjmijmy dowolny punkt A,
lezacy w pierwszej czesci prze-
strzeni i wyznaczmy rzut Ar (czy-
taj A z kreskg) tego punktu na ptaszczyzne ni i rzut A"

(czytaj A z dwiema) na ptaszczyzne nt
(Rys. 65.). Rzuty A" i A" wyznaczajg w Spo-
sob jednoznaczny potozenie punktu A
W przestrzeni, na odwrét bowiem pro-
ste pi i p2, prostopadte w punktach
A' i A" do ptaszczyzn ni i jt*, przeci-
naja sie w punkcie A. Punkt A" nazy-
wamy rzutem poziomym, punkt A’
rzutem pionowym punktu A. Jesli
napiszemy: A (ArA") to symbol ten
rozumie¢ nalezy w ten spos6b, ze punkt A wyznaczony jest
swoim rzutem poziomym Al i pionowym A".

Odlegtos¢ punktu A od ptaszczyzny poziomej rzutéw,

réwng odcinkowi AA\ nazwaliSmy wysokoscig, odlegtosé

Rys. 64.
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za$ od ptaszczyzny pionowej, wyrazong odcinkiem A A", na-
zwiemy gtebokos$cig punktu A.

Azeby okreslic obszar przestrzeni, w ktérej znajduje
sie punkt, zachodzi potrzeba wzglednego oznaczenia wysokosci
i gtebokos$ci punktu. Przyjmujemy wiec, ze wysokos¢ wszyst-
kich punktéw, znajdujacych sie nad ptaszczyzng poziomg
rzutéw, jest dodatna, za$ punktoéw, znajdujacych sie po d rzutnig
poziomg — wiec w czesci Il i IV — jest ujemna. Giebokosé
punktéw lezacych przed rzutnig pionowg, a wiec w /i IV
czesci przestrzeni, uwazamy na dodatna, punkty za rzutnig
pionowa, t j. w obszarach Il i Ill, majg gteboko$¢ ujemna.
Przez uwzglednienie znakéw przy odlegtosciach punktéw od
rzutni, wyznaczamy potozenie tych punktow w odpowiednich
czesciach przestrzeni.

Ptaszczyzna, poprowadzona przez proste PP"' i PP",
przetnie o$ rzutdw X w punkcie PX, rzutnie poziomg tu w pra-
stej P' Px prostopadiej do osi X, za$ rzutnie pionowag 22
w prostej P" Px, prostopadtej do tejze osi X. Z Rys. 66. czy-
tamy, ze wysoko$¢ punktu P réwna sie odlegtosci rzutu pio-
nowego tego punktu od osi rzutéw, zas glebokos¢ tegoz punktu P
rowna jest odlegtosci jego rzutu poziomego P® od osi rzutéw X.
Azeby rzuty punktu na dwie prostopadte do siebie ptaszczyzny
wyrazi¢ sie daty rysunkiem na jednej ptaszczyznie rysun-
kowej, wiec na tablicy lub papierze, postepujemy w ten sposéb,
ze jedng z tych ptaszczyzn rzutdw obracamy okoto osi x tak,

az padnie, wraz ze znajdujgcym sie

na niej rzutem, na druga rzutnie.

Jezeli pflaszczyzng rysunku

jest ptaszczyzna stotu, a wiec

ptaszczyzna pozioma, to obracamy

okoto osi rzutébw x plaszczyzne

pionowa 2B, jak to uzmystawia

Rys. 66. Podczas obrotu tego, prosta

P" Px prostopadta do osi X nie

Zmienia swego potozenia na rzut-

Rys. 66. ni fz, — gdy wiec rzutnia Jt

padnie na rzutnie nlf prosta

Po" Px pozostanie prostopadta do osi rzutéw x. Poniewaz
jednak prosta P' Px jest rOowniez prostopadtg do osi rzutéw —
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po dokonanym wiec obrocie rzutni js prosta Po" PXx zejdzie
sie z prostg P' Px, stanowiac jej przedtuzenie.

Jezeli ptaszczyzng rysunku jest ptaszczyzna tablicy, a wiec

ptaszczyzna pionowa, to ptaszczy-
zne te pozostawiamy nieruchoma,
obracamy za$ okoto osi rzutéow X
rzutnie poziomg iti tak, aby jej
cze$¢ przednia padia na dolng
cze$¢ rzutni pionowej (Rys. 67.).
Rzut poziomy P' punktu P zajmie
potozenie oznaczonelitera PO', przy-
czem prosta Po'Px stanowi¢ be-
dzie przedtuzenie prostej P" PX,
prostopadtej do osi rzutow X.

Tak wiec po sprowadzeniu
ptaszczyzn rzutbw do jednej
ptaszczyzny, bedacej ptaszczyzng rysunku, rzut poziomy i rzut
pionowy punktu lezg na prostej prostopadiej do osi rzutéw.

I odwrotnie: dwa punkty, umieszczone na prostopadiej do
osi rzutbw, sg rzutami pewnego, oznaczonego punktu w prze-
strzeni. Jezeli bowiem M" i M" sg rzutami punktu, umieszczonymi
na prostopadtej do osi rzutbw x — to prosta M" Mx
(Rys. 68.), pozostajac stale
na plaszczyznie prostopadiej
w punkcie Mx do osi rzutéw,
zajmie, po podniesieniu ptasz-
czyzny pionowej wjej pierwot-
ne potozenie, miejsce Mo" Mx.
Prostopadte, poprowadzone w
punktach M' i M0', przetng sie
w punkcie M, ktorego rzutami,
sprowadzonymi na ptaszczyzne
rysunku, sg punkty M'i M". Z powyzszego wyhika tez wprost,

Zze dwa punkty, nie lezgce na jednej prostopadiej do osi rzu-
téw, nie moga by¢ rzutami jednego punktu przestrzeni.

Kazda prostg prostopadty do osi rzutéw, tgczaca dwa
rzuty tego samego punktu, nazywa¢ bedziemy prostg odno-
szacg albo wprost odnoszgcg.

35. Rozmaite potozenia punktu w przestrzeni. Poniewaz
dwie rzutnie dzielg przestrzen na cztery czesci, wiec moéwic

Rys. 68.
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mozemy o0 punkcie, znajdujgcym sie w pierwszym, drugim,
trzecim lub czwartym obszarze przestrzeni.

a) Punkt lezy w pierwszym obszarze (Rys. 69a.).

Po kfadzie rzutni pionowej na ptaszczyzne pozioma, ktorg
przyjmujemy za plaszczyzne rysunku, rzuty punktu A lezg
po obu stronach osi rzu-
tow, w szczegodlnosci, rzut
poziomy A' lezy pod osia
X, rzut pionowy A" nad
osig X (Rys. 69b.). Dotad
oznaczaliSmy rzuty punk-
tu mianem tego punktu,
wiec duzg literg alfabetu
i kreskg umieszczong u
gory tej litery, gdy cho-
dzito o rzut poziomy, dwie-
ma kreskami, gdy wyraza-
liSmy rzut pionowy. Rzut punktu sprowadzony na rzutnie, bedaca
ptaszczyzng rysunku, otrzymywat u dolu znak malego zera.
(Rys. 66, 67, 68, 69a.). Z tego tez powodu winien byé ozna-
czony rzut pionowy (Rys. 69b.) punktu A znakiem Ao". Jesli
jednak zauwazymy, ze przez kilad rzutni poziomej na pio-
nowg znak zera przypadiby literze A' — ze wiec kazdy z obu
rzutéw punktu oznaczony by¢ moze u dotu znaczkiem zera,
wiec pomijamy Ow znaczek i oznaczamy rzuty punktu na

rysunku jedynie kreskami.
Rzut poziomy otrzymuje
jednag, rzut pionowy dwie
kreski. Znak A', czytany
A z kreskg, wyraza rzut
poziomy, znak A", czyta-
ny A z dwiema, okresla
rzut pionowy punktu A.
Odcinek A" Ax (Rys.
69 aib) réowny jest od-
legtosci punktu A od ptasz-
czyzny poziomej, przed-
stawia wiec wysokos¢ tego punktu; odcinek A’ AX réwny
jest odlegtosci punktu A od rzutni pionowej, jest wiec jego
gtebokoscia.

Rys. 69 a. Rys. 69 b.
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b) Punkt lezy w drugim obszarze przestrzeni.

W tym wypadku rzut poziomy B' punktu B znajduje sie
na tylnej czesci rzutni poziomej; — po obrdceniu rzutni pio-
nowej oba rzuty B"' i Bo" (Rys. 70a.) znajdg sie po jednej
stronie osi rzutéw, a mianowicie nad osig rzutow. W Rys. 70b.
rzuty punktu B oznaczyliSmy przez B* i B". Je$li wysokosé
punktu B, a wiec jego odlegtos¢ od rzutni poziomej, wieksza
jest, anizeli jego gtebokos¢, czyli odlegtos¢ od rzutni pionowej —
to punkt B" leze¢ bedzie nad punktem B".

Wysokosé punktu znajdujgcego sie w drugiej czesci prze-
strzeni jest dodatna, gtebokos$¢ zas ujemna.

¢) Punkt znajduje sie w trzeciej czeSci przestrzeni.

Rzut poziomy C' punk-
tu C lezy na tylnej czesci
rzutni poziomej, rzut piono-
wy C" na dolnej czesci rzut-
ni pionowej (Rys. 7la.).

Po sprowadzeniu obu
rzutni do jednej ptaszczy-
zny, rzut poziomy lezec
bedzie nad osig rzutow,
rzut za$ pionowy pod osig
rzutbw x (Rys. 71b.).
Zarébwno  wysokosé
jak i glebokos¢ punktu, znajdujacego sie w czesci trzeciej,
sg ujemne.

d) Punktprzynalezy
do czwartego obszaru.

Rzut poziomy D'
punktu D lezy na przedniej
czesci rzutni poziomej; rzut
pionowy, podobnie jak w
przypadku poprzednim, na
dolnej czesci rzutni piono-
wej (Rys. 72 a.). Po spro-
wadzeniu obu rzutni do
jednej ptaszczyzny, oba
rzuty leze¢ beda pod osig x (Rys. 72h.).

Wysokos¢ punktu, znajdujgcego sie w czwartej czesci prze-
strzeni, jest ujemna, jego gtebokos¢ natomiast dodatna.
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e) Punkty lezace na rzutniach.

Gdy punkt E lezy na przedniej cze$ci rzutni poziomej,
to z nim schodzi sie réw-
noczesnie jego rzut po-
ziomy E\ za$ rzut piono-
wy E" lezy na osi rzutow
(Rys. 73 aib.).

Frox Rzut  pionowy F"
punktu F, lezgcego na gor-
nej czesci rzutni pionowej,
schodzi sie z punktem F,
rzut za$ poziomy F° lezy

Rys. 73a. Rys. 73 b. na osi X. (Rys. 73 aib.).
Punkt G, lezacy na
tylnej czesci rzutni poziomej, jest rownocze$nie swoim rzutem
poziomym; jego rzut pio-
nowy znajduje sie na osi X
(Rys. 74 aii b.).

Punkt H, lezacy na
dolnej czesci rzutni piono-
wej, jest réwnoczesnie swo-

im rzutem pionowym; jego
rzut poziomy lezy na osi
rzutéw (Rys. 74aib.).

36. Rzuty i$lady pro-
stej na dwie ptaszczyzny.
Potozenie prostej w przestrzeni, w odniesieniu do dwdéch ptasz-

czyzn rzutébw, wyznaczone

jest rzutami tej prostej na te
ptaszczyzny, a jakzust.il.

wiadomo, rzut prostej na

ptaszczyzne jest linig pro-

stg. Jezeli punkty A i B

wyznaczajg prostg p

(Rys. 75a.), a punkty A" iB"

sg rzutami poziomymi tych

punktow — to prosta p°

Rys. 75 b (czytaj p z kreskga), wyzna-
czona punktami A' i B’

i lezaca na rzutni pozionej, jest rzutem poziomym prostej p.

Rys. 74 a. Rys. 74 b.




36. RZUTY | SLADY PROSTEJ 43

Prosta p" (czytaj p z dwiema), tgczgca rzuty pionowe A" i B'r
punktéw A i B, jest rzutem pionowym prostej p. Majgc rzuty
p' ip"'prostej p, odtworzymy te prostg w przestrzeni, jesli przez
prostg p' poprowadzimy ptaszczyzne prostopadtg do rzutni po-
ziomej t. zw. plaszczyzne poziomo-rzucajgcg (patrz
ust. 11.), a przez prostg p" ptaszczyzne prostopadty do rzutni
pionowej, czyli t zw. plaszczyzne pionowo-rzucajgcag.
Prosta przeciecia sie obu pfaszczyzn jest prostg p. Nawzajem:
rzut poziomy p* prostej p okresli¢ mozna jako przeciecie sie
ptaszczyzny poziomo rzucajacej, poprowadzonej przez te prosta,
Z rzutnig poziomg, a rzut pionowy p" jako prostg powstaty
Z przeciecia sie ptaszczyzny pionowo rzucajgcej, przechodzacej
przez prostg p, z rzutnig pionowg. — Po sprowadzeniu obu
rzutni, zapomoca obrotu okoto osi rzutéw x, do ptaszczyzny
rysunkowej, rzut poziomy p' prostej p tgczy¢ bedzie punkty
A' i B", lezace pod osig rzutéw, a rzut pionowy p" przejdzie
przez punkty A" iB", lezace nad osig rzutow x — Rys. 75 h.

Rozwazmy rozmaite potozenia prostej N
wzgledem rzutni. a) m

a) Potozenie dowolne. Mianem tern X
okre$la¢ bedziemy proste, nachylone do obu
rzutni. Przy takiem potozeniu prostej oba
jej rzuty przecinaja o$ jc. (Rys. 75 a ib.).

b) Prosta pozioma. Tak nazywaé be-
dziemy prostg rownolegta do rzutni poziomej,

a nachylona do pionowej. ,,Wysoko$¢“wszyst- >
kich punktow takiej prostej jest jednakowa, \ X
jej rzut pionowy m" — Rys. 76 a. — jest "
rownolegly do osi rzutéw, a rzut poziomy m'
0$ te przecina.

¢) Prosta czotowa. Mianem tern ozna- 7
cza¢ bedziemy prostg, réwnolegta do rzutni c)
pionowej a nachylonag do poziomej (Rys. 76 b.). N X
Wszystkie punkty takiej prostej majg te sa- 2

ma ,,gtebokos¢; rzut poziomy n* jest wobec
tego rownolegty do osi X, a rzut pionowy Ryc. 76 a—c.
przecina te oS.

d) Prosta réwnolegta do osi rzutéw. Oba jej rzuty sg
rownolegte do osi rzutéw x (Rys. 76c.).
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e) Prosta pionowa, czyli prostopadta do rzutni poziomej
(Rys. 77 a.). Rzut poziomy takiej prostej jest punktem, rzut pio-
nowy prostopadiag do osi rzutow.

f) Prosta prostopadta do rzutni pionowej. Rzut pio-
nowy s" tak potozonej prostej jest punktem — Rys. 77 a. —
rzut poziomy s" prostopadta do osi rzutow.

g) Prosta lezy najednej z rzutni. Rzut poziomy prostej t,
lezacej na rzutni poziomej, schodzi sie z tg prostg, rzut pio-

nowy lezy na osi rzutbw — Rys. 77 b. Gdy prosta u lezy na

rzutni pionowej, to schodzi sie ze swoim rzutem pionowym,
a jej rzut poziomy lezy na osi X — Rys. 77c.

h) Prosta prostopadta do osi rzutéw, czyli lezaca na

ptaszczyznie e prostopadiej do osi rzutbw — Rys. 78 a i b.

Rzuty q' i q" takiej

prostej sg prostopadte

do osi rzutéw i nie

wyznaczajg potozenia

prostej g w przestrze-

ni; wszystkie bowiem

proste, lezace na ptasz-

czyznie e, majg te

same rzuty, a mia-

nowicie q" i q". Do

wyznaczehn ia

potozenia pro-

Rys. 78a. Rys. 78 b. stej prostopadtej

do osi rzutéw,

potrzebna jest znajomos$¢ rzutéw dwoch punktéw

tej prostej. We wszystkich potozeniach prostej dwa jej rzuty

potozenie to wyznaczajg, z jedynym wyjatkiem prostej prosto-

padtej do osi rzutéw, gdzie potrzebna jest znajomos¢ rzutow
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dwoch punktéw prostej. Kby zaznaczyé¢, ze wzieta pod uwage
prosta np. p wyznaczona jest, w odniesieniu do dwoch ptasz-
czyzn rzutéw, swoimi rzutami, uzywaé¢ bedziemy symbolu:
p{p'p"), wodréznieniu od przypadku, gdzie prosta wyznaczaja
dwa jej punkty, co wyrazamy znakiem tozsamosci, piszac np.
m = (A, B).

Slady prostej. Wiadomo z ust. 14., ze punkt lezacy row-
noczes$nie na prostej i na rzutni, a wiec punkt przebicia sie
prostej z plaszczyzng rzutéw, nazywa sie Sladem prostej.
W odniesieniu do dwdch piaszczyzn rzutéw, moéwié bedziemy
o $ladach pozio-
mych i oznacza¢
je stale literg H
ze wskaznikami u
dotu, wyrazajgcy-

mi proste, do kto-
rych sie odnosza,
wiec np. Ha, Hb...
Hp i o S$ladach
pionowych, t j.
punktach, w Kkto6-
rych proste prze-

bijaja rzutnie pionowa. Te ostatnie oznaczamy literg V ze wskazni-

kiem u dotu, wy-

razajgcym mia-

no prostej, do

ktorej sie odnosi,

wiec np. Va,

Vb... Vp.

W przypadku

przedstawionym

na Rys. 79 a,

prosta p przebija

rzutnie pozioma

Rys. 80 b. w punkcie Hp,

rzutnie pionowa

w punkcie Vp. Rzut pionowy Hp" $ladu poziomego Hp lezy na

osi rzutéw, podobnie jak rzut poziomy V'p $ladu pionowego Vp.

Rys 80 a. uzmystawia takie potozenie prostej, w ktdrem
prosta przebija rzutnie pionowa, lezacg ponizej osi rzutéw X.



46 § 2. RZUTY PROSTOKATNE Nfl DWIE PLASZCZYZNY

Slad pionowy proste] m lezy pod osig X, jego rzut poziomy

na osi. Po sprowadzeniu obu rzutni

wej otrzymamy Rys. 80 b.

do ptaszczyzny rysunko-

Przy potozeniu prostej / podanem na Rys. 81 a.,, prosta

ta przebija rzutnie poziomg w obszarze, rozciagajgcym sie
za osig rzutbw. Po sprowadzeniu obu rzutni do ptasz-
czyzny rysunku, $lad poziomy Hi prostej / lezy nad osig x

(Rys. 81 b.).

Slad poziomy prostej
r(r'r") réwnolegtej do
rzutni poziomej (Rys. 82a.)
jest punktem niewtasciwym
zaréwno prostej jak i ptasz-
czyzny poziomej rzutéw.
Podobnie $lad pionowy
prostej s (s' s") réwno-
legtej do rzutni pionowej

(Rys. 82b.) jest punktem niewlasciwym tej prostej.

37. Dwie proste.

1. Proste przecinajgce sie. Punktem wyjscia do wyzna-
czenia rzutéw tych prostych jest pewnik, ze proste te posia-
dajg jeden punkt wspolny. Rysujemy rzuty m® im" prostej m,
na niej przyjmujemy dowolny punkt A (A\ A"), przez ktéry
prowadzimy prostg p (p' p"') przecinajaca prosta m (Rys. 83 a.).

Jezeli wiec punkt przeciecia sie rzutow poziomych dwaoch
prostych lezy na wspdlnej odnoszacej z punktem przeciecia sie
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rzutdw pionowych tychze samych prostych — to proste rzu-
tami wyznaczone przecinajg sie.

2. Proste réownolegte. Poniewaz ptaszczyzny, rzucajgce
poziomo dwie proste réwnolegte, sg roéwnolegte, wiec proste

Rys. 83 a. Rys. 83 b. Rys. 83c.

przeciecia sie tych plaszczyzn z rzutnig pozioma, czyli rzuty
poziome danych prostych sg réwnolegte. Poniewaz dalej ptasz-
czyzny, rzucajace pionowo dwie proste réwnolegte, sg réwniez
réwnolegte — wiec i rzuty pionowe tych prostych sa réwno-
legte (Rys. 83 b.). lJezeli tedy rzuty poziome i rzuty pionowe
dwoch prostych sg rownolegle — to proste, rzutami tymi wy-
znaczone, sg réwnolegte.

3. Proste skosne. Rzuty dwoch prostych skosnych podaj
Rys. 83 c. W punkcie przeciecia sie rzutow pionowych ¢ i d"
prostych ¢ i d schodzg sie rzuty pionowe dwbéch punktow:
punktu A (A'Ay, lezacego na prostej ¢ (d, ¢") i punktu
B (B" B"), lezacego na prostej d (d*d"). Podobnie w punkcie
przeciecia sie rzutéw poziomych d id' prostych ¢ i d schodzg
sie rzuty poziome dwéch punktow, a mianowicie: punktu
C (C C"), lezacego na prostej ¢ (d d") i punktu D (D" D"), leza-
cego na prostej d (cT d").

Jezeli tedy prosta,taczgca punkt przecie-
cia sie rzutéow poziomych z punktem przecie-
cia sie rzutéw pionowych, nie jest prostopadita
do osi rzutéw — to proste rzutami wyznaczone
sa skos$ne.

38. O ptaszczyznie i jej Sladach. Wiadomo z ust. 22,
ze dwie proste przecinajace sie lub réwnolegte, prosta i punkt,
wzglednie trzy punkty wyznaczajg ptaszczyzne. Znajgc wiec
rzuty tych elementéw, przyjetych na ptaszczyznie, znamy po-
fozenie samej ptaszczyzny, t. zn. potrafimy okresli¢ potozenie
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dowolnych dalszych punktéw i prostych, lezacych na tej ptasz-

czyznie. Poniewaz jednak rzuty trzech punktéw, wzglednie

dwdch dowolnie na ptaszczyznie przyjetych prostych, nie do-

zwalaja na szybkie odtworzenie i uzmystowienie potozenia tej

ptaszczyzny wzgledem rzutni, dlatego chetnie wyznaczaé be-

dziemy ptaszczyzny zapomocg dwoéch prostych przecinajgcych

sie lub réwnolegtych, takich jednak, z ktérych jedna lezy na

rzutni poziomej a druga na pionowej (Rys. 84 aib.). Proste te

okreslajg wy-

razniej, ani-

zeli dwie do-

wolne proste

przecinajgce

sie lub réwno-

legte, potoze-

nie plaszczy-

Rys. 84 a. Rys. 84 b. Rys. 84 c. zny W prze-

strzeni i zwa

sie jej Sladami, gdyz uwazac¢ je mozna za proste przeciecia

sie (analogia ze ,Sladem* prostej!) danej plaszczyzny z rzut-
niami.

Prostg a{aa") — Rys. 84 aib. — lezacg na rzutni
poziomej, nazywamy S$ladem poziomym, prostg za$
b (b*'b), lezaca na rzutni pionowej, $ladem pionowym
ptaszczyzny @ wyznaczonej temi prostemi. Dla uproszczenia,
a raczej celem lepszego oryentowania sie w rysunku, ozna-
cza¢ bedziemy stale $lady poziome ptaszczyzn — dla analogii
ze $ladami prostych — matg literg ,,hu z grecka literg alfabetu,
okreélajaca ptaszczyzne, jako wskaznikiem udotu. Slady pio-
nowe piaszczyzn oznaczane beda matg literg ,,u“ z odnos$ng
literg alfabetu greckiego (Rys. 84 c.). Symbolem a (ha Va) za-
stepowaé bedziemy zdanie: ,plaszczyzna a, ktérej $lad po-
ziomy ha i $lad pionowy Va sg dane“. Punkt przeciecia sie
obu sladéw, lezacy na osi rzutéw, oznaczamy literg ,, X*“
ze wskaznikiem, bedacym mianem ptaszczyzny, wiec w przy-
padku przedstawionym na Rys. 84 c. Xa.

Omowimy z kolei rozmaite potozenia ptaszczyzn wzgle-
dem rzutni.

a) Ptaszczyzna dowolna. Jezeli ptaszczyzna — jak to
widzimy na Rys. 84 a, b, c., nachylong jest do obu rzutni — to
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takie potozenie okreSlamy mianem

»dowolne®“. W tym przy-

padku oba $lady przecinajg sie na osi rzutbw w punkcie wia-

Sciwym i oba nachylone sg pod katami

" 90°.

b) Ptaszczyzna réwnolegta do jednej z rzutni. Slad
pionowy i33 ptaszczyzny 0 réwnolegtej do rzutni poziomej, jest

hy

Rys. 85c.

rownolegly do osi jc; jej Slad poziomy jest prostg niewtasciwg

(ust. 7.) rzutni poziomej (Rys. 85 a).

czyzny y, rownoleglej do
rzutni pionowej, jest réw-
nolegly do osi x; $lad
pionowy lezy w odlegtosci
nieograniczenie dalekiej.

c) Pilaszczyzna ro-
wnolegta do osi rzu-
tdw przecina obie rzutnie
wzdtuz prostych, sladow,
rownolegtych do tej osi
(Rys. 86 a i h).

d) Pilaszczyzny

Rys. 87 a.

Bartel, Geometrya wykres$lna.

rzucajgce

Rys. 87 b.

Rys. 86 a.

Slad poziomy hy, ptasz-

hs

Rys. 86 b.

Mianem tern okresliliSmy
(ust. 36.) ptaszczyzny pro-
stopadte do ptaszczyzn
rzutow. Slad pionowy W
ptaszczyzny e, prostopadiej
do rzutni poziomej, wiec
ptaszczyzny poziomo rzu-
cajacej (Rys. 87 aib.), jest
prostopadtly, a $lad pozio-
my he nachylony do osi
rzutow.
4
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Rys. 88 a uzmystawia ptaszczyzne pionowo rzucajgca,

a Rys. 88b podaje jej
obraz w rzutach prosto-
katnych. Siad poziomy
jest prostopadty do osi jc,
$lad pionowy zawiera z nig
kat ~ 90°.

e) Ptaszczyzne Apre
stopadta do osi rzutéw po-
daje Rys. 89 a i b. Oba Slady
tak potozonej ptaszczyzny
sa prostopadie do osi X.

f) Plaszczyzna przechodzi przez o$ rzutéw. Oba $lad:

wszystkich ptaszczyzn prze-
chodzacych przez o$ X, scho-
dzg sie z tg osig. Do wy-
znaczenia potozenia jednej
z tych plaszczyzn, potrze-
bna jest znajomos¢ jednego
dowolnego punktu tej ptasz-
czyzny.

39. Kiad odcinka i je-
go podziat. Prawdziwag dtu-
gos$¢ odcinka, ktérego rzuty

na dwie ptaszczyzny sg dane,

hn

Rys. 89 b.

otrzymamy, wykonujac kiad
tego odcinka, podob-
nie, jak to uczyni-
lismy w ust. 13, na
jedng z rzutni. Za-
danie sprowadza sie
wiec do wykreslenia
trapezu, ktérego bo-
kami  réwnolegtymi
Sg proste, rzucajace
punkty koncowe od-
cinka, jednym z bo-
kéw nieréwnolegtych
jest dany odcinek, a
drugim jego rzut.
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W Rys. 90 a wykonalisSmy kiad odcinka A B okoto jego
rzutu A' B' na rzutnie poziomg, otrzymujgc odcinek A° B°;
Rys. 90 b podaje kiad tego samego od-
cinka na rzutnie pionowa. Wskazniki ,,0",
umieszczone u dotu liter, oznaczac¢ beda
w ciagu catego wyktadu punkty, wzgle- zi-zr
dnie proste, po dokonanym kiadzie. Za-
miast na plaszczyzne rzutéw, dokonaé
mozna kladu odcinka na ptaszczyzne
réwnolegltg do rzutni, poprowadzong przez
jeden z punktéw koncowych odcinka.

W miejsce trapezu wchodzi wéwczas troj-
kat, jak o tern dostatecznie wyraZznie po-
ucza Rys. 91.

Wykazane w ust. 15. twierdzenie, od-

noszace sie do rzutu poziomego odcinka,

a opiewajace, ze stosunek podziatu odcinka Rys. 91.

W przestrzeni wskutek rzutu prostokgtnego

na ptaszczyzne poziomag nie zmienia sie, odnosi sie oczywiscie
i do rzutu pionowego odcinka. W istocie bowiem czytamy bez-
posrednio z Rys. 92.:

A'C :.C'"B'=AC :CB=A"C":C"B"

Podzieliwszy wiec rzut poziomy danego odcinka w pew-
nym stosunku i odnidstszy punkty podziatu na rzut pionowy,
otrzymamy rzuty punktéw, dzielgcych ten odcinek w przestrzeni
w tym samym stosunku.

40. Zadanie. Dane sg rzuty troj-

kata A B C; wyznaczy¢ rzuty jego

Srodka ciezkosci (Rys. 93.). Wiadomo,

ze proste, tgczace Srodki bokow trojkata

z jego wierzchotkami, czyli t zw. do-

srodkowe, przecinajg sie w jednym

punkcie, zwanym Srodkiem ciezkoSci

tego tréjkata. W mysl tego, coSmy po-

wiedzieli w ustepie poprzednim, rzut

poziomy O' $rodka ciezkosci O jest

punktem przeciecia sie O' dosrodko-

wych /7 C i // A" trojkata A B' C', a rzut pionowy O"
punktem, w ktdrym przecinajg sie dosrodkowe I C" i II'"" A"

4+
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rzutu pionowego A" B" C" tro¢j-

kata ABC.

Wiadomo, ze Srodek

ciezkosci trojkata dzieli kazdg do-
srodkowag na dwa takie odcinki,
ktérych stosunek wynosi 1:2. Wy-
kresliwszy wiec dosrodkowe I' C’
i 1" C" otrzymamy na nich punkty
O' i O", przyjmujgc TO' =] FC7
i /" O"\i" C", a wtedy odpada
potrzeba kreslenia rzutow drugiej

dosrodkowej.

Rys. 93.

§ 3. ZADANIA ODNOSZACE SIE DO WZAJEMNYCH
POLOZEN PUNKTOW, PROSTYCH | PLASZCZYZN.

41. Proste i punkty na ptaszczyZznie. Dwie przecinajgce

sie proste a (a' a")

i b (b"b"™) wyznaczajg plaszczyzne ¢

Jezeli punkt A (A" A"™) (Rys. 94.), obrany na prostej a (a' a"),
potaczymy z punktem B (B* B"), przyjetym na prostej b (b" b"™),
to punktami A i B wyznaczona prosta ¢ (¢ ¢") lezy na ptasz-
czyznie ¢ Jeden z pewnikéw geometrycznych powiada bowiem,

Rys. 94.

ze gdy prosta ma z ptaszczyzng dwa
punkty wspélne, to ma z nig wszystkie
punkty wspélne, czyli, jak moéwimy, na
tej ptaszczyznie lezy.

Ptaszczyzna \jzi, przechodzaca przez
0$ rzutdéw, wyznaczona jest jednym punk-
tem (ust. 38. f). Dowolny punkt B osi
rzutow, potaczony z danym punktem
A (A" A"), wyznacza prostg m (m" m")f
lezacg na ptaszczyznie -Jn (Rys. 95 a).
Czes$¢ prostej m* lezgca pod osig rzutéw

i cze$¢ prostej m"™ znajdujgca sie nad tg osig, sg rzutami tej
czesci prostej m, ktéra lezy na ptaszczyznie > w pierwszej czesci
przestrzeni; cze$¢ prostej m' lezagca nad oS$lg X i czes¢ prostej
m™f ktéra lezy pod osig rzutéw, sg rzutami tej czesci prostej m,
ktora znajduje sie na ptaszczyznie  wtrzeciej czesci przestrzeni.
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Punkt C (C7 C7) lezy wiec na ptaszczyznie Jn» wyznaczonej

punktem A (A7A"™) i osig rzutébw, w trzeciej czesci przestrzeni.
Miedzy ptaszczyznami, przechodzacemi przez o$ rzutdw,

znajduja sie i takie, ktére rozciggaja sie w drugiej i czwartej

czesci przestrzeni. Podobnie jak w przypadku

poprzednim, ptaszczyzna taka wyznaczona jest

przez punkt lezacy, jednak nie w pierwszej my
lub trzeciej, ale w drugiej i czwartej czesci prze- =< ~8 X
strzeni. Prosta r (r' r") (Rys. 95b), taczaca A

dowolny punkt Q osi rzutéw z przyjetym

wdrugiej czesci przestrzeni punktem P (P7P™), h) I.p"
lezy na ptlaszczyZznie K> rozciggajacej sie X h
w drugiej i czwartej czesci przestrzeni, a wy- -
znaczonej osig rzutéw i punktem P (P7 P").

Czesci prostych r7i r", lezagce nad osig X, [ r*

sg rzutami tej czesci prostej r, ktéra znajduje Rys. 95 a i b.

sie w drugim obszarze przestrzeni na ptasz-

czyznie Ap. Czesci prostych r' i r", lezace pod osig rzutlw,
sg rzutami czesci prostej r, znajdujacej sie w czwartym obszarze
przestrzeni. Jezeli na ptaszczyznie J2 wyznaczy¢ mamy punkt,
lezacy w czwartej czesci przestrzeni, to najpierw obieramy na
ptaszczyznie ~2 prostg r (r7 r"), a na niej dopiero punkt
R (R* R"), ktérego rzuty leza pod osig X.

42. Plaszczyzny dwusieczne. Plaszczyzny & i 6/ prze-
chodzace przez o$ rzutéw, ktérych punkty sg réwno oddalone
od obu rzutéw, nazywamy plaszczyznami dwusiecznemi.

Ptaszczyzna &, przecho-

dzaca przez lg i lik czes¢

\AK przestrzeni, wyznaczona

' jest osig rzutdw i punk-

tem, ktérego ,,wysokos$é“

rowna jest ,,gtebokosci,
a ktéry, jak np. punkt
A (A7TA") (Rys. 96.), lezy
Rys. 97. w pierwszej, albo jak

punkt B (B' B") w trze-

ciej czeSci przestrzeni. Przez potaczenie dowolnego punktu
C (C7C™) osi rzutow z punktem A {A" Ai") lub B (B" B"),
otrzymamy prosta a (a7 a7), lezaca na plaszczyznie dwu-
siecznej &. Oczywiscie, ze * a7x=V a" X, wiec: dwie proste,

a*!
\
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przecinajgace sie na osi rzutéw i zamykajace
Z nig te same katy, wzglednie dwie proste réwno-
legte do osi rzutéw i réwno od niej oddalone, sa
rzutami prostej lezacej na ptaszczyznie dwu-
siecznejS/, rozciggajacej sie wpierwszym i trze-
cim obszarze przestrzeni.

Punkt réwno oddalony od obu rzutni, znajdujacy sie
w drugiej lub czwartej czeSci przestrzeni i 0§ rzutéw, wyzna-
czajg plaszczyzne 8/ rozciggajaca sie w drugim i czwartym
obszarze przestrzeni. Rzut poziomy A" kazdego punktu A
(Rys. 97.) ptaszczyzny %/ nakrywa sie z rzutem pionowym A"
tego punktu, gdyz jego ,,wysokos$¢“ réwna jest ,,gtebokosci‘.
Kazdy punkt, lezagcy nad lub pod osig rzutéw, uwaza¢ mozna
za skupienie rzutu poziomego i pionowego punktu, lezacego na
ptaszczyznie 8/ Rzuty al i a" prostej a, lezacej na ptaszczyznie
6/, zejdg sie na jednej prostej. Prosta, przecinajgca o0S$
rzutow albo do niej réwnolegta uwazana by¢ moze
zawsze za skupienie obu rzutéw prostej, lezgcej
na ptaszczyznie dwusiecznej 8/ rozciggajacej sie
w drugim i czwartym obszarze przestrzeni.

43. Proste i punkty na ptaszczyznach, wyznaczonych
Sladami. Niechaj dang bedzie plaszczyzna e, wyznaczona
swoimi $ladami he i ve, czyli jak piszemy, ptaszczyzna e (he ve)
(Rys. 98.). Punkt Hp, przyjety na S$ladzie poziomym he, lezy

Rys. 98. Rys. 99.

na ptaszczyznie e, podobnie jak punkt Vp obrany na $ladzie
pionowym ve Prosta p, tgczgca punkty Hp i Vp, lezy wiec
na piaszczyznie e.

Po sprowadzeniu ptaszczyzn rzutéw do jednej ptaszczyzny
(Rys. 99), otrzymamy rzuty p" i p" prostej p, lezacej na ptasz-
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czyznie e (ne pe), tgczac odpowiednie rzuty punktéw Hp i Vp.
W szczegélnosci rzut poziomy p' otrzymamy przez potgczenie
punktow Hp i V'p, za$ rzut pionowy p" przez potgczenie
punktéw H"p i Vp. Punkty Hp i Vp, lezace na rzutniach
i rownoczesSnie na prostej p, sg Sladami tej proste;.

Zatem; gdy prosta lezy na ptaszczyznie, to
§lady tej prostej lezg na odpowiednich $ladach
ptaszczyzny.

Punkt A (A" A"), obrany na prostej p (p"p") (Rys. 99.),
lezy na ptaszczyZnie e (he, De).

Jesli chodzi o przyjecie dowolnego punktu na ptaszczyznie,
wyznaczonej zapomocg S$ladéw, to obieramy na tej ptaszczyznie
prosta, a na niej dopiero punkt.

Proste tworzgce. Prosta m (m" m"), lezaca na ptaszczy-
znie @ (hep Dp) (Rys. 100a
i b), jest réwnolegla do
rzutni poziomej, Slad tedy
poziomy Hm tej prostej
lezy w odlegtosci nieogra-
niczenie dalekiej na $la-
dzie poziomym nep plasz-
czyzny o a co zatem idzie,
rzut poziomy m' prostej m
jest do sladu nep réwno-
legly. Kazda prosta, lezgca na ptaszczyznie, a ro6-
wnolegta do rzutni poziomej, jest rownolegtag do

§ladu poziomego da-

nej ptaszczyzny i na-

zywa sie prostg po-

ziomg tej ptaszczyzny.

Prosta n (n' n"), le-

zaca na pt. p (hp Vp), jest

rownoleglty do rzutni pio-

nowej (Rys. 101 a i b). Slad

pionowy Vn tej prostej lezy

w odlegtosci nieogranicze-

nie dalekiej,na rzutni pionowej i na $ladzie pionowym dp ptasz-

czyzny p, rzut tedy pionowy n' prostej n jest réwnolegly do
$ladu pionowego Dp.
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Proste, lezace na ptaszczyznie i rownolegte
do rzutni pionowej, sa réownolegte do $ladu pio-
nowego danej ptaszczyzny i zwg sie prostemi
czotowemi tej ptaszczyzny. Proste poziome i czotowe
ptaszczyzny okreslamy takze mianem prostych tworzgcych
tej ptaszczyzny.

Przez ruch prostej m (Rys. 100 a), stale réwnolegtej do
rzutni poziomej i do swego pierwotnego potozenia, utworzy
sie plaszczyzna q jezeli $lad pionowy Vm tej prostej porusza
sie po S$ladzie pionowym Up ptaszczyzny q

Prosta n, poruszajac sie réwnolegle do swego pierwotnego
potozenia (Rys. 101.), zakres$li ptaszczyzne p, jesli $lad poziomy
Hn prostej n przebiega $lad poziomy hp ptaszczyzny p.

44, Zadania. 1. Dany jest jeden rzut prostej, lezgcej na
ptaszczyznie; wyznaczy¢ rzut drugi.

a) Plaszczyzna wyznaczona jest dwiema prostemi
a (@ a") i b (b" b") (Rys. 102).

Prosta c¢' przecina proste a" i b w punktach A" i B’,
ktére sg rzutami
poziomymi punk-
téw, lezacych ré-
whnocze$nie na

N prostef ¢ i na

NANZ! pt. (@ bh). Wy-
znaczmy  rzuty

pionowe A" i B"

Rys. 102. Rys. 103. punktow A i B,
to prosta c", ia-
czaca punkty A" i B", jest szukanym rzutem pionowym
prostej c.
b) Piaszczyzna wyznaczona jest zapomocag $laddw
(Rys. 103.).

Przy zalozeniu, ze dany rzut poziomy a' jest rzutem
prostej a, lezacej na ptaszczyznie a, punkt przeciecia sie Ha
rzutu a" ze Sladem ha jest $ladem poziomym prostej a — rzut
pionowy H"a tego $ladu lezy na osi rzutow. Punkt przeciecia
sie V'a proste] a" z osig rzutéw jest rzutem poziomym $ladu
pionowego tej prostej, ktéry to Slad znajdziemy na $ladzie va.
Przez potaczenie punktow H"a i Va otrzymujemy zadany rzut
pionowy a'" prostej a.
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c) Dany rzut prostej jest rzutem pionowym c¢" i réwno-
legtym do osi x.

Gdy ptaszczy-

Zne wyznaczajg dwie

proste a (a' a") i

b (b'b") (Rys. 104.), X
to prosta ¢, tgczaca

punkty A' i B", jest

szukanym  rzutem.

Prosta ¢ (c' c") jest

pozioma ptaszczy- Rys. 104. Rys. 105.
zny {a, b).

Gdy ptaszczyzna 5 wyznaczona jest zapomocg S$ladow,
to rzut poziomy C przejdzie przez punkt V'c, réwnolegle do
do $ladu poziomego hh (Rys. 105.).

2. Znany jest rzut poziomy P" punktu P, lezacego na
danej ptaszczyznie; wyznaczyé rzut pionowy P".

Przez dany rzut poziomy P*' punktu P prowadzimy prosta,
ktorg uwazamy za rzut poziomy prostej, lezacej na dangj
ptaszczyznie; wykres$limy rzut pionowy tej prostej (ust. 41.),

a linia odnoszaca wy-
znaczy rzut pionowy P"
punktu P.

W Rys. 106. ptasz-
czyzna wyznaczona jest
zapomocg dwdch pro-
stych rownolegtych

w Rys. 107. zapomocy
Rys. 106. Rys. 107. Sladoéw he i ve. W tym
drugim przypadku uzy-
lismy do wyznaczenia rzutu pionowego P"™ punktu P prostej
poziomej ptaszczyzny e.
3. Wyznaczy¢ rzuty pieciokata ptaskiego, lezacego do-
wolnie w przestrzeni,
Z pieciu wierzchotkdw Zzadanego wielokgta trzy np.
A (A" A"), B (B"B") i C (C' C") przyja¢ mozna dowolnie,
trzy punkty bowiem wyznaczajg ptaszczyzne (ust. 22.). Dwa
dalsze wierzchotki D i E obra¢ musimy na ptaszczyznie,
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trzema pierwszymi wyznaczonej. W tym celu na jednym boku
trojkata np. B C (Rys. 108.) przyjmiemy dwa punkty 1 (/' 1")
i2(2 2") i potaczymy je z wierzchotkiem R. Otrzymane proste
1R i 2R leza na ptaszczyznie (R B C), gdyz majg po dwa
punkty z tg ptaszczyzng wspdélne. Kazdy zatem punkt prostych
1R i 2R, awiec punkty D (D" D") i E (E'E"™) leza na
ptaszczyznie (R B C) i moga by¢ uwazane za dalsze wierz-
chotki wielokata.

Jezeli dane sg Slady hqi Up
ptaszczyzny wielokgta, to rzuty
jego wyznaczymy, kreslagc rzuty
punktow lezacych na rzutach pro-
stych, przyjetych na tej plasz-
czyznie.

W Rys. 109. przyjeliSmy na
ptaszczyznie @ (hep i"p) dwie proste
poziome a (a'a") i b (b"b™)
i jedng czotowa c (c' ¢"), za po-
Srednictwem  ktérych wyznaczy-
liSmy rzuty wierzchotkéw piecio-

Rys. 108. kata.

45, Cwiczenia.

1. Dana jest dowolna ptaszczyzna a (ha va) i rzut pionowy A" B" CD "
czworokata; wykresli¢ rzut poziomy A'B" C' D’ tak, aby czworokat A B C D
lezat na ptaszczyznie, a.

2. Rozwigza¢ zadanie powyzsze dla
potozen ptaszczyzn i rzutdw czworokatéw,
okre$lonych Rysunkami 110 a—1

3. Dane sa rzuty dwoch prostych

/ i m, przecinajacych sie w punkcie A.
Na ptaszczyznie a = (I, m) lezy pieciokat
MNRS T; wykresli¢ rzut pionowy tego
pieciokata, jezeli rzut poziomy M'N'R" S* V
jest dany.

4. Rozwigza¢ zadanie poprzednie,
jezeli proste /i m maja potozenie na-

stepujace: Rys. 109.
a) I/1.jti, m dowolne;

b) 11l ni, ml/je;
c) Z//*, mllx;
d) ///«2, m dowolne;
e) Illm, m_L 32
5. Dane sa rzuty prostych roéwnolegtych | i m, ktére wyznaczaja
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plaszczyzne a i rzut pionowy A" B" C" trojkata ABC, lezacego na tej ptasz-
czyznie ; wyznaczy¢ rzut poziomy A'B' C' tego tréjkata.

6. Rozwigza¢ zadanie powyzsze, jezeli potozenie danych elementéw
okres$lone jest Rysunkami 111 a—e.

7. Na ptaszczyznie a=(7, A), wyznaczonet prostg Z (I 1") i punktem
A (A'A"), lezy czworokat P QR S. Wykresli¢ rzut pionowy tego czworokata,
skoro jego rzut poziomy P' Q R Sr jest dany.

8. Rozwiaza¢ zadanie poprzednie, jezeli prosta | zajmuje potozenia:

a) ///*;

b) /7//*»;

c) 11x;

d) I lezy na pt dwusiecznej 5/, wzglednie %/, a dla kazdego z tych
potozen punkt A znajduje sie w I, Il., Ill. i IV. czeSci przestrzeni.
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9. Plaszczyzna a wyznaczona jest dwiema prostemi przecinajgcemi sig
/i m, ktérych potozenie okres$lajg Rysunki 112 a—e:

Wyznaczy¢ rzut pionowy tréjkata lezacego na ptaszczyznie a, gdy jego
rzut poziomy jest dany.

10. Na ptaszczyznie dwusiecznej 5/ lezy trojkat, ktérego rzut poziomy
A'B'C" jest dany; wykresli¢ rzut pionowy tego trojkata.

Rys. 112 a—e.

46. O ptlaszczyznach przechodzacych przez proste
i punkty.

a) Ptaszczyzny przechodzace przez jedng prostg. Wia
domo (ust. 7.), ze przez jedna prostg poprowadzi¢ mozna do-
wolng, nieograniczong ilos¢ plaszczyzn, stanowigcych t. zw.
pek ptaszczyzn, dla ktdrego owa prosta jest osia.

Jezeli 0o$ peku ptaszczyzn jest dana, to poszczego6lne ele-
menty tego peku wyznaczy¢ mozemy w sposéb nastepujacy:
na osi p przyjmiemy punkt A, przez ktéry poprowadzimy proste
a, bc,proste (p,a), (p,b), (p,c)... wyznaczaja ptasz-
czyzny, bedace elementami peku o osi p.

W odniesieniu do dwoch piaszczyzn rzutédw, wyznaczamy
najczesciej elementy peku plaszczyzn o osi p zapomocg S$la-
dow tych plaszczyzn. W tym celu tgczymy dowolny punkt X a
osi rzutéw (Rys. 113 a) ze $ladami Hp i Vp prostej p {p' p")

Rys. 113 a—d.

i otrzymujemy $lady ha i va ptaszczyzny a. Proste bowiem
ha i Va, jako dwie proste przecinajgce sie w punkcie Xa, wy-
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znaczajg ptaszczyzne a; prosta p lezy na tej plaszczyznie,
ma bowiem z nig dwa punkty wspolne, a mianowicie punkt
HP (HPH"P) i Vp(VP V'P).

Zatem: Slady ptaszczyzny przechodzacej przez
prosta, przechodzg przez $lady tej prostej.

Jezeli prosta a (2" a") (Rys. 113 b) jest réwnolegty do
rzutni poziomej, wiec jej $lad poziomy Ha znajduje sie w od-
legtosSci nieograniczenie dalekiej, to $lady poziome ha, hp...
ptaszczyzn, przechodzacych przez prosta a, sg rownolegte do
rzutu poziomego a' tej prostej. Slady pionowe va,
przejdg przez punkt Va jako $lad pionowy prostej a.

Siady pionowe i%, vb... plaszczyzn y, S... przesunie-
tych przez prostag a (a' a"), réwnolegta do rzutni pionowej
(Rys. 113 c), sa réwnolegte do rzutu pionowego a" tej prostej.

Z pomiedzy ptaszczyzn, przechodzacych przez prostg c,
wyrozni¢ nalezy plaszczyzny rzucajgce te prostag (ust. 36.):
ptaszczyzne poziomo rzucajaca e (he Ve) i pionowo rzucajgcg
@ (hep i) (Rys. 113 d).

b) Wykreslenie $ladéw ptaszczyzny wyznaczonej zapo-
mocg dwo6ch prostych lub trzech punktéw. W ustepie 38.
zauwazyliSmy, ze potozenie ptaszczyzny w przestrzeni chetnigj
wyznaczamy zapomocg jej $ladéw, anizeli prostych dowolnych.
Bardzo tez czesto zachodzi potrzeba wykreslenia Sladéw ptasz-
czyzny, wyznaczonej przez dwie proste przecinajgce sie, rowno-
legte, przez prostg i punkt lub przez trzy punkty.

Konstrukcya $ladéw ptaszczyzny a,

poprowadzonej przez dwie proste a (2" a")

i b(b"b™) (Rys. 114.), opiera sie na twier-

dzeniu, ze $lady ptaszczyzny przechodza-

cej przez prosta, przechodzg przez S$lady

tej prostej (ust. 46a.). Prosta wiec ha, 13-

czaca S$lady poziome Ha i Hb prostych

\a i b, jest §ladem poziomym, prosta Va,

taczaca slady pionowe Va i Vb danych

prostych, jest sladem pionowym piaszczy-

zny a. Slady ha i Va przetng sie w punk-

cie Xa na osi rzutdw. Gdy punkt Xa lezy w obrebie ptasz-

czyzny rysunkowej, to nie zachodzi potrzeba wyznaczenia

wszystkich czterech sladéw prostych — trzy $lady wystarcza,
czwarty zastgpiony bedzie punktem Xa.
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W Rys. 115. wyznaczyliSmy $lady plaszczyzny a, prze-
chodzacej przez dwie proste réwnolegte ¢ (¢' ¢") i d (cT d").

Slad poziomy Hd potaczylisémy ze $ladem
Hc, lezacym w drugiej czeSci przestrzeni,
prosta ha, bedaca sladem poziomym piasz-
czyzny a. Otrzymany punkt Xa i slad Vc
wyznaczaja jej Slad pionowy va.

Jezeli chodzi o wykreslenie S$ladéw
ptaszczyzny, wyznaczonej zapomocg trzech
punktow np. R, B, C, to fgczymy punkty
R zB inp. R zC, otrzymujac tym spo-
sobem dwie proste przecinajgce sie, kto-
rych slady wyznaczajg $lady ptaszczyzny.
Potgczywszy punkt R z B, mozemy przez

punkt C poprowadzi¢ prosta rownolegla do poprzedniej i wy-
kresli¢ Slady ptaszczyzny, wyznaczonej przez dwie proste

rownolegte.

47. Zadania.

1. Wykresli¢ slady ptaszczyzny wyznaczonej przez dwie
proste przecinajgce sie: pozioma a (a" a")
i czolowg b (b* b") (Rys. 116.).
Slad poziomy ha plaszczyzny a jest ro-
wnolegty do rzutu poziomego a' i przechodzi
przez $lad Ho\ $lad pionowy Va jest réwno-
legty do rzutu pionowego b" prostej b i prze-

Rys. 117.

chodzi przez $lad Va

2. Wykresli¢ Rys. ii6.
§lady ptaszczyzny
wyznaczonej przez dwie proste,
ktorych $lady nie lezg w obrebie
ptaszczyzny rysunkowej..

Na ptaszczyznie a, wyznaczo-
nej prostemi a {a" a") i b (b* b"),
obieramy dwie proste p (p' p")
iq(@'q") (Rys. 117.), ktérych $lady
leza w obrebie rysunku. Slady po-
ziome Hp i Hg tych prostych wy-
znaczajg $lad poziomy ha, za$ Slady
pionowe Vp i Vg okreslaja poto-

zenie Sladu pionowego Va pilaszczyzny a.
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48. Cwiczenie.

Wykreslic Slady plaszczyzny, wyznaczonej dwiema prostemi Z m,
prosta Z i punktem A, wzglednie trzema punktami A, B, C w przypadkach
podanych na Rysunkach 118 a—s.

49. O ptaszczyznach przecinajgcych sie i réwnolegtych.
a) Dwie ptaszczyzny przecinajgce sie. Wiadomo, ze gdy
dwie plaszczyzny posiadaja dwa punkty wspélne, to posia-
dajg calg prostg wspOlna, a mianowicie prosta, taczacg owe
dwa punkty. Te prostg wspélng obu plaszczyzn nazwalismy
w ust. 27. ich krawedzig. Wezmy pod uwage ptaszczyzny
u i @ nachylone do obu rzutni (Rys. 119 a), to prosta k, #3-
czaca punkt przeciecia sie Hk $ladéw poziomych ha i /ip obu
pt. z punktem
Vk, ktéory po-
wstat jako prze-
ciecie sie Sladow
pionowych Va i
»B plaszczyzn
a ip, jest krawe-
dzig tych ptasz-
czyzn. Ponie-
waz punkt Hk Rys. 119a. Rys. 119b.
jest sladem po-
ziomym, a punkt VK Sladem pionowym prostej k, wiec wykre-
Slenie rzutéw krawedzi dwdéch plaszczyzn sprowadza sie do
wyznaczenia rzutdw prostej, ktorej Slady sg dane. Rzut pio-
nowy H"k §ladu poziomego (Rys. 119 b) tgczymy ze $ladem
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pionowym VK, otrzymujac rzut pionowy k" krawedzi k ; prosta
k tgczaca $lad poziomy Hk z rzutem poziomym V'k $ladu
pionowego, jest rzutem poziomym krawedzi ptaszczyzn a (ha tfp)
i p /zp np).
b) Trzy piaszczyzny przecinajg sie w punkcie. Wy-
znaczywszy prostg ki (K\ Kki") jako krawedz ptaszczyzn
a i p (Rys. 120.), a nastepnie prostg
k2 (ki* ki™), w ktorej ptaszczyzna a
przecina plaszczyzne vy, otrzymamy
punkt przeciecia sie A (A" A") pro-
stych ki i ki, przez ktéry przecho-
dzi takze krawedz ki plaszczyzn
p I y. Punkt A jest punktem leza-
cym rownoczesnie na ptaszczyznach
a, p i Y.

C) Pias
ptaszczyzny, nie majace zadnego
wspoélnego punktu wiasciwego, okre-

Slamy mianem piaszczyzn réwnolegtych. Wiadomo, ze dwie
ptaszczyzny réwnolegte przeciete trzecia, tworzg z nig krawedzie
rownolegte. Poniewaz $lady poziome ha, -z, hy (Rys. 121)
ptaszczyzn a// p//y sa prostemi przeciecia sie tych ptaszczyzn
Z rzutnig pozioma, Slady za$
pionowe Va =z, VYy... s3
prostemi, w ktoérych rzutnia
pionowa ptaszczyzny te prze-
cina, wiec: $Slady po-
ziome jak tez i Slady
pionowe ptaszczyzn
rownolegtych, sa ré-
wnolegte (Rys. 121.). | nawzajem, jes$li slady poziome
i Slady pionowe ptaszczyzn sg rownolegte, to
ptaszczyzny Sladami tymi wyznaczone sa réwno-
legte. Wyjatek od tej reguly stanowig ptaszczyzny rowno-
legte do osi rzutéw x (Rys. 122.), ktéorych S$lady sg zawsze
rownolegte, ale ptaszczyzny przenikajg sie w ogolnosci podiug
prostej witasciwe;.
d) Przyktady wyznaczania krawedzi dwdch ptaszczyzn.
1. Ptaszczyzna a (ha Va) jest nachylona do
obu rzutni, ptaszczyzna ~ jest rownolegtag do
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rzutni poziomej (Rys. 123.). Slad poziomy ptaszczyzny jt
jest prosta niewlasciwg na rzutni poziomej, Slad poziomy Hk
szukanej krawedzi jest wiec punktem ni

na $ladzie na

ptaszczyzny a.

Szukana  kra-

wedz jest zatem

rownolegta do

rzutni poziomej,

gdyz posiada na

tej rzutni jeden

punkt niewla- Rys. 124.
sciwy.

2. Dwa rownoimienne $lady ptaszczyzn
sg rownolegte (Rys. 124). | w tym przypadku $lad po-
ziomy krawedzi jest jej punktem niewtasciwym, lezagcym na
rzutni poziomej, krawedz wiec obu piaszczyzn jest réwnolegly
do tej rzutni.

J. Potozenie ptaszczyn i p okreslone jest
Rys. 125. Slad poziomy Hk krawedzi k (k' k™) lezy w tym

wypadku w obszarze przestrzeni, rozciggajgcym sie poza rzutnig
pionowa.
4, Slady ptaszczyzn nie przecinajg sie

w pierwszej czeéci przestrzeni (Rys. 126). Slady
poziome na i NP plaszczyzn a i @ przecinajg sie na rzutni
poziomej, lezacej poza rzutnia pionowa. Slady pionowe va i i
danych ptaszczyzn przecinajg sie w punkcie VK, ktéry jest
Sladem pionowym szukanej krawedzi, a ktory lezy pod ptasz-
czyzng pozioma. Krawedz k (k' k') lezy poza obszarem pierw-
szej czesSci przestrzeni, jest wiec niewidoczng, czemu dalismy

Bartel, Geometrya wykre$lna. 5
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wyraz kreslgc rzuty tej krawedzi liniami ztozonemi z punktow
i kresek.
5. Dwie ptaszczyzny poziomo rzucajace.
W przypadku podanym na Rys. 127. krawedz, bedaca prosta
pionowg, lezy w obszarze przestrzeni rozciaggajacym sie za
rzutnig pionowa.
6. Slady pionowe ptaszczyzn nie przecinaja
sie w granicach ptaszczyzny rysunkowej.
Rozwigzanie pierwsze. Jeden punkt szukanej kra-
wedzi, a mianowicie Slad poziomy Hk, jest znany (Rys. 128.).
Drugi punktkra-
wedzi otrzyma-
my przy pomocy
trzeciej ptasz-
czyzny y, tnacej
dwie dane wzdiuz
prostycha(a'a™)
i b{b'b"). Punkt
przeciecia sie A
prostych a i b
lezy na szukanej
Rys. 128. Rys. 129. krawedzi. Ptasz-
czyzna pomocr
nicza y moze by¢ oczywiscie dowolng, wzglad na uproszczenie
konstrukcyi podyktowat nam plaszczyzne y réwnolegla do
rzutni poziomej. n
Rozwigzanie drugie. Do jednej z danych ptaszczyzn,
np. a, prowadzimy ptaszczyzne rownolegta y (hy > (Rys. 129.),
wyznaczymy krawedz a (a'a'") tej ptaszczyzny z druga dang
ptaszczyzng, otrzymujgc tym sposobem kierunek szukanej
krawedzi.

7. Zarowno $lady poziome jak i pionowe nié

przecinaja sie w granicach rysunku.

Zadanie rozwigza¢ mozemy w dwojaki sposéb:

1°. Dwie dane ptaszczyzny a i s przecinamy dwiema
ptaszczyznami pomocniczemi y i 8 Plaszczyzny a, p iy,
przecinajg sie w punkcie A, ptaszczyzny a, p i s w punkcie B.
Prosta k, taczaca punkty A i B, jest krawedzig ptaszczyzn a i p.

2°. Dane ptaszczyzny a i p przecinamy piaszczyzng
pomocniczg y (Rys. 130.) i wyznaczamy punkt przeciecia sie



49. O PLASZCZYZNACH PRZECINAJACYCH SIE | ROWNOLEGLYCH 67

A (A" A") tych trzech ptaszczyzn. W miejsce drugiego punktu
krawedzi ptaszczyzn a i A znajdziemy kierunek tej krawedzi.
W tym celu przeprowadzimy ptaszczyzne 8 (hb Vb}, réwnole-
gfa do jednej z danych ptaszczyzn, np. do a, wyznaczymy

krawedz c (c' ¢") ptaszczyzny 8 z druga dang plaszczyzna,
a wiec z p a prosta k (k'k"), przechodzaca przez punkt
A (A" A") réwnolegle do prostej ¢ (¢" ¢"), jest krawedzig ptasz-
czyzn a i 0.

8. Jedna ptaszczyzna jest rownolegta do
0si rzutéw, druga do rzutni poziomej.

W tym wypadku chodzi o wyznaczenie jednego punktu
krawedzi, ktorej kierunek, réwnolegly do osi rzutéw, jest znany.

Prowadzimy ptaszczyzne pomocnicza y, W nhaszym wy-
padku (Rys. 131.) poziomo rzucajgcg, ktora przecina plasz-
czyzne a (ha Da) w prostej a (a' a"), za$ ptaszczyzne o wzdluz
prostej b (b* b™). Punkt A (A" A") przeciecia sie tych pro-
stych lezy takze na krawedzi ptaszczyzn a i p Rzuty k' i k"
krawedzi k, przejdg przez rzuty A' i A" punktu A, réwnolegle
do osi rzutéw, przyczem rzut pionowy k' schodzi sie ze $ladem
pionowym up ptaszczyzny p.

9. Obie ptaszczyzny sg rownolegte do osi
rzutow.

KrawedzZ bedzie w tym wypadku takze réwnolegtg do osi
rzutbw — potrzebny do wyznaczenia krawedzi jeden punkt,
znajdziemy, przecinajac dane ptaszczyzny trzecig piaszczyzna
dowolna. Przykiad, gdzie krawedz ptaszczyzn a i p znajduje sie

5
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w pierwszym obszarze, podaje Rys. 132. Potozenie rzutow k" ik"

krawedzi ptasz-

th ; """" W3 e czyznaip wWRys.
i r1£r > 133. dO\{VOdZI, _ze
) A krawedz? ta lezy
1T g N w drugim obsza-
x Vap\ \Ha T X X s VDN rze. W obu przy-
NIX i ko hp s liE
o Han I Hb\ ktadach uzylis
1 W\ my ptaszczyzny
hp Vinri hu _pOZI_OmO_ rzuca-
Ho jacej y, jako po-
Rys. 132. Rys. 133. mocnicze).
10. Wszystkie Slady przecinajg sie w
nym punkcie naosi rzu-

tow (Rys. 134.). Punkt Xa jest jed-
nym punktem szukanej krawedzi.
Drugi punkt, a mianowicie punkt
A (A" A"), znalezlismy jako prze-
ciecie sie danych ptaszczyzn, z ptasz-
czyzng pomocniczg y (hy i?y).

50. Wyznaczenie punktu prze-
bicia sie prostej z ptaszczyzna.
a) Prosta p (Rys. 135a.), nachylona
do ptaszczyzny o przebija ja w punk-
cie A, ktory znajdziemy w ten sp?
sOb, ze przez prostg p poprowadzimy
dowolng ptaszczyzne e i wyzna-

czymy jej krawedz k z plaszczyzng a. Punkt przeciecia sie

Rys. 135h.

A prostych
p ik jest za-
danym punk-
tem. Zazwy-
czaj przyjmu-
jemy pfasz-
czyzne e ja-
ko poziomo
lub pionowo
rzucajacg, Uu-
zyskujac za

—

ed
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ich  posrednictwem najprostszg konstrukcye. Rozwigzanie
zadania w rzutach prostokgtnych podaje Rys. 135b. Przez
prosta p (p"p") poprowadziliSmy ptaszczyzne poziomo rzuca-
jaca e(neizey, ktora przeciela dang ptaszczyzne a(hava)
w prostej k (k" k™). Prosta k" przecieta p" w punkcie A",
ktory jest rzutem pionowym szukanego punktu przebicia sie
prostej p z ptaszczyzng @ Rzut poziomy A' otrzymamy na p'.
b) Przykiady.
/.Punkty przebicia sie prostej a (@' a")
z ptaszczyznami dwusiecznemi &i5% (Rys. 136.).
Punkt A* = A", w ktéorym przecinaja
sie rzuty prostej a, lezy na ptaszczyznie
dwusiecznej 87 (ust. 42.) i jest jednym
z szukanych punktéw.
Rzuty punktow przebicia sie pro-
stej a z ptaszczyzng dwusieczng & znaj-
dziemy w spos6b nastepujacy: Spo-
tébwny odcinek P" P" (Rys. 136.) do-
wolnej prostej odnoszacej i jej $rodek S
potagczmy z A' = A". Przez punkt T,
w ktorym prosta S A' przecina 0§
rzutdbw, poprowadzona prostopadta do
osi X wyznacza na a" i a" punkty B' i B", ktore sg rzutami
punktu przebicia sie B prostej a z ptaszczyzng &. Gdyby
punkt T wypadt po
prawej stronie punktu
A' = A", to punkt
B (B* B") lezatby
na ptaszczyznie dwu-
siecznej & w trzeciej
czesci przestrzeni.
2.
czyzna a (ha I17a) jest
réwnolegta do osi rzu-
Rys. 137. Rys. 138. téw, a prostap (p'p")
ma potozenie jak na
Rys. 137., to punkt przebicia A (A" A") lezy w drugiej czesci
przestrzeni.
J. Punkt przebicia sie A (A" A") prostej p (p'p") z ptasz-
czyzng poziomo-rzucajacg a (haVa) wyobraza Rys. 138.
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4. Przebicie sie prostej p (p"= p"), lezacej na ptlaszczy-
znie dwusiecznej 6;/, z ptaszczyzna nachylong do obu rzutni
podaje Rys. 139. Punkt A (A= A") lezy

w czwartym obszarze przestrzeni.

5. Rys. 140. przedstawia konstruk-
cye rzutébw punktu przebicia sie prostej
poziomej p (p° p*) z plaszczyznami dwu-
siecznemu Punkt przeciecia sie A(A'=A")
obu rzutéw prostej jest punktem przebicia
sie prostej p z ptaszczyzng dwusieczng &/
Punkty B" i B", tak obrane na prostych
p*ip", ze B'Bx —B" Bx = a, sg rzuta-
mi punktu przebicia sieB prostej p z ptasz-

czyzng dwusieczng O;f przechodzaca przez pierwszg i trzecia
cze$C przestrzeni.

6. Rzuty punktéw przebicia sie prostej p (p'p'") prosto-
padiej do rzutni pionowej z plaszczyznami dwusiecznemi

wyznaczyliSmy na

Rys. 141. W punk-

cie p" schodzg sie

oba rzuty Al i A'r

punktu przebicia

sie prostejpzptasz-

czyzng &7 i rzut

pionowy B" punk-

tu B, w ktérym

Rys. 140. Rys. 141. prosta p przebija

ptaszczyzne 51 Od-

mierzywszy B' Bx —B" Bx, otrzymamy rzut poziomy B’
punktu B.

51. Dalsze przyktady wyznaczania krawedzi dwoch
ptaszczyzn.

1. Plaszczyzna a wyznaczonajest §ladami, ptaszczyzna p
dwiema prostemi réwnolegtemi a (a"a"™) i b (b" b") (Rys. 142.).
Poniewaz krawedz dwoch plaszczyzn okreslic mozna jako
miejsce geometryczne punktow przebicia si¢ prostych jednej
ptaszczyzny z ptaszczyznag druga, wiec prosta k (k' k'), taczaca
punkty przebicia sie A (A" A") i B (B'B") prostych a i b
z ptaszczyzna a, jest szukang krawedzia. Kontrolg dokfadnosci

Rys. 139.
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rysunku jest to, ze $lady Hk i Vk lezg na S$ladach nha i va
ptaszczyzny a.

2. Ptaszczyzna a (ha va) ma potozenie dowolne, ptasz
czyzna @ przechodzi przez o$ rzutéw i przez punkt P (PfP")
(Rys. 143.). Szukana krawedz przejdzie przez punkt Xa, a za-
danie nasze ogranicza sie do wyznaczenia jeszcze jednego jej

Rys. 142. Rys. 143.

punktu. W tym celu potgczmy dowolny punkt A osi a z punk-
tem P, to prosta a (a' a") lezy na ptaszczyznie p. Punkt prze-
bicia sie B (B" B") prostej a z piaszczyzng a, jest szukanym
punktem krawedzi k (k" k™).

3. Wyznaczy¢ rzuty krawedzi plaszczyzny dowolnej
« (ha Va) z ptaszczyznami dwusiecznemi s/ i av.

Pierwszy sposéb: Na ptaszczyznie dwusiecznej 8/
przyjmujemy prostg a (a* a") (Rys. 1&4), a punkt przebicia

Rys. 144. Rys. 145.

sie tej prostej z ptaszczyzng a (ha va) fgczymy z punk-
tem Xa, otrzymujac jedng z szukanych krawedzi, a mianowicie
ki (ki* ki™).
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Uwazajmy nastepnie prosta a" za ztaczenie rzutéw b" i b"
prostej b, przyjetej na ptaszczyznie dwusiecznej &7 Punkt
(C' = C") jest skupieniem dwoéch rzutéw punktu przebicia sie
prostej b z ptaszczyzng &7 Prosta (C'= C", Xa) wyraza
rzuty drugiej szukanej krawedzi ki (kz k/").

Drugi sposo6b: Na ptaszczyznie a przyjmujemy prostg
dowolng m (m'm") i szukamy punktéw przebicia sie jej z ptasz-
czyznami dwusiecznemi (patrz ust. 50b.).

Konstrukcyjne rozwigzanie zadania podaje Rys. 145., ktory
czytelnik z fatwos$cia odczyta.

4. Slad poziomy na ptaszczyzny a schodzi sie ze $la
dem pionowym up ptaszczyzny p za$ $lad pionowy Va na-
krywa $lad poziomy ftp.

Pierwszy sposéb: Punkt Xa (Rys. 146.) jest jednym
punktem szukanej krawedzi k, ktérej kierunek znajdziemy przy
pomocy pilaszczyzny y (fty Uy), poprowadzonej rownolegle do
ptaszczyzny p (ftp up). Plaszczyzny a iy przecinajg sie w pro-
stej a (a' a"), rownolegtej do krawedzi ft. Poniewaz punkty
Xee, Va, Xy i Ha tworza réwnolegtobok, wiec proste a' i a" sg
rownolegte, a w nastepstwie tego rzuty k' i k™ krawedzi k
zejda sie na jednej prostej. Plaszczyzny a i p przenikajg sie
wobec tego w prostej, lezacej na ptaszczyznie dwusiecznej &/

Rys. 146. Rys. 147.

Drugi sposOb: Obierzmy na ptaszczyznie a (ha va)
prosta p (p* p") (Rys. 147). Rzut poziomy p' oznaczony literg
r'' i rzut pionowy p" oznaczony literg r', wyznaczajg prosta r,
lezacg na plaszczyznie p, Slady bowiem prostej r lezg na od-
powiednich $ladach ptaszczyzny p. Proste p i r przecinajg sie
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w punkcie A (A'= A"), ktéry lezac réwnocze$nie na obu
prostych jest punktem szukanej krawedzi k.

52. Zadania.

1 Znalezé rzuty punktu przebicia sie prostej p (p' p"
z ptaszczyzng a, wyznaczong dwiema prostemi przecinajg-
cemi sie a (a" a"™) i b (b* b") (Rys. 148.). Przez prostg p pro-
wadzimy ptaszczyzne s, jak w naszym przykiadzie, poziomo
rzucajaca. Szukamy krawedzi k (k'gk™) ptaszczyzny a= (a, b)
z ptaszczyzna €, a punkt przeciecia sie P (P' P") prostych
k i p rozwigzuje zadanie.

Rys. 148. Rys. 149.

2. Znalez¢ rzuty punktu przebicia sie prostej p (p' p"
z plaszczyzng trojkata A (A" A"), B (B'B"), C (C'C")
(Rys. 149.). Szukamy punktu przebicia sie P (P' P") prostej p
z ptaszczyzng wyznaczong dwiema prostemi AB i B C, ktore
przecinajg sie punkcie B (B*'B").

53. O punktach ,,widocznych* i ,,niewidocznych*. Kie
runek rzutéw jest réwno-
cze$nie Kkierunkiem, w b) A™B

ktorym patrzymy na od-

nosna rzutnie, z odle-

glosci  nieograniczenie )
dalekiej. Na rzutnie pio-

nowa patrzymy wiec z

przodu, w kierunku

strzatki sa (Rys. 150 a.), A

. . . Rys. 150 a. Rys. 150 b.

na rzutnie pozioma z go6-

ry, w Kierunku strzat

ki si (Rys. 150c.). Przyjmijmy dwa punkty A iB (Rys. 150aib.)
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tak potozone, aby ich rzuty pionowe A™ i B" padly na siebie,
to punkt B, ktorego gtebokos¢ jest wieksza od gtebokosci
punktu A, uwaza¢ bedziemy za widoczny, gdy patrzymy
w kierunku rzutu pionowego. Rzut pionowy B' punktu B
nakrywa rzut A" punktu A. Analogicznie: z dwoch punktow

Si np. C i D (Rys. 150cid.),

is, d) ktorych rzuty poziome
—c nakrywajg sie, ten uwazaé
D bedziemy, w odniesieniu

X X do rzutu poziomego za wi-

doczny, ktérego wysokosc
jest wieksza. Rzut pozio-
my Dr punktu D bedzie

Rys. 150 c. Rys. 150 d. wiec niewidoczny, zakryty

punktem C .

Pojmowanie rzutow jako ,widokow* z przodu wzgled-
nie z gory, przy réwnoczesnem uwzglednieniu punktéw ,,wi-
docznych® i ,,niewidocznych®, przyczynia sie do podniesie-
nia przejrzystosci i plastyki rysunku.

Zastosujmy uwagi powyzsze do

rozpatrywanego zadania (Rys. 151.).
Przyjmijmy, ze tréjkat A BC
wykonany jest z materyatu nieprzezro-
czystego, to w nastepstwie tego zato-
zenia, rzuty tego trojkata nakryja cze-
§ciowo rzuty prostej p. W celu wyzna-
czenia rzutéw niewidocznej, ptaszczyzna
tréjkata zakrytej «czesci prostej p, wezmy
pod uwage dwie proste skosne p
Rys. 151. i A C. Punkt przeciecia sie rzutéw
pionowych tych prostych jest sku-
pieniem rzutéw pionowych dwoéch punktéw: punktu 7/ (/' 1)
lezacego na prostej A C i punktu 2 (2/ 2") prostej p (p' p").
Glebokos¢ punktu 2 jest wieksza anizeli punktu 1, zatem punkt 1
obserwowany z przodu, przystoniety jest punktem 2, a wiec
niewidoczny. Skoro rzut pionowy 2" jest widoczny, wiec wi-
doczng jest takze prosta p" az do punktu P", lezgca przed

ptaszczyzng trdjkata.

W podobny spos6b zbadamy, ktéra cze$¢ rzutu pozio-

mego p° jest widoczna. Punkt przeciecia sie prostych p' i C'B'

c’>D .
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jest zlgczeniem rzutéw poziomych Il i " dwéch punktéw:
punktu Il lezacego na boku C B i punktu Ill przynaleznego
do prostej p. Poniewaz wysoko$¢ punktu 11l jest wieksza ani-
zeli punktu Il, wiec w widoku z gory punkt Il jest widoczny,
a zatem i prosta p, na ktérej punkt Il lezy, jest w rzucie po-
ziomym widoczna. W widoku z gory czes$¢ prostej od punktu Il
do P lezy nad tréjkatem, wiec odcinek IlI* P* jest widoczny.

54. Zadania.

1. Wykresli¢ rzuty linii przenikania sie ptaszczyzny
trojkata A (A" A™), B (B' B") i C(C' C") z ptaszczyzng

czworokagta | Il Il IV (Rys. 152). Znajdziemy punkt prze-
bicia sie Pi {Pi Pi") bo-
ku Il czworokata z ptasz-

czyzng trojkata i punkt
przebicia sie P2 (P2' P2")
boku B C trojkata z ptasz-
czyzng czworoboku, a od-
cinek Pi P2 rozwigze za-
danie. Czesci niewidoczne
wyznaczymy sposobem po-
danym w ustepie poprzed-
nim, co czytelnik niechaj
przeprowadzi na Rys. 152.

2. Wykresli¢ rzuty
krawedzi dwoéch plasz-
czyzn, z ktérych jedng
wyznaczajg dwie proste
rownolegte, a druga dwie
proste przecinajace sie.

Prosta, taczgca punkty prze-
bicia sie jednej pary prostych z ptaszczyzng wyznaczong przez
druga pare, rozwigzuje zadanie.

J. Wyznaczyé rzuty prostej przechodzacej przez dany
punkt P (P P"), a przecinajacej dwie proste skosne a (' a")
i b (" b").

Pierwszy sposdb: Bierzemy pod uwage ptaszczyzne
wyznaczong przez dany punkt i jedng z prostych, szukamy
punktu przebicia sie M drugiej prostej z tg ptaszczyzna
i tgczymy go z danym punktem P. Prosta M P rozwiazuje
zadanie.
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Drugi sposob: Szukamy krawedzi ptaszczyzn, wyzna-
czonych przez dany punkt i kazdg z danych prostych.

4. Wyznaczyé prostg przecinajaca trzy proste skosne.

Pierwszy sposob: Na jednej z prostych obierzemy
dowolny punkt i wyznaczymy prostag przechodzacg przezen,
a przecinajgcag pozostate dwie proste (patrz zadanie poprzednie).
Poniewaz przez kazdy punkt, przyjety na pierwszej prostej,
przechodzi prosta przecinajgca dwie pozostate, wiec istnieje tyle
prostych przecinajagcych trzy skosne, ile punktéw posiada
prosta, wiec nieograniczenie wiele.

Drugi sposoOb: Przez jedng z prostych poprowadzimy
ptaszczyzne i znajdziemy punkty przebicia sie pozostatych
prostych z tg ptaszczyzna. Prosta, wyznaczona owymi punk-
tami przebicia, rozwigzuje zadanie, lezgc bowiem na plasz-
czyznie, ktéra przechodzi przez pierwsza prosta, prostg te
takze przecina. Na kazdej ptaszczyznie, przechodzacej przez
pierwszg prosta, lezy jedna prosta przecinajgca trzy dane skos-
ne, ktorych zatem ilo$¢ rowna jest iloSci ptaszczyzn przecho-
dzacych przez prostg, a wiec jest nieograniczona.

Zadanie nasze posiada nieograniczong ilos¢ rozwigzan,
czyli, jak sie wyrazamy, jest nieoznaczone.

5. Przez dany punkt A poprowadzi¢ ptaszczyzne réwno
oddalong od trzech danych punktéw B, C, D. PoprowadZzmy

przez punkt A proste m,n,p, row-
nolegte do bokéw tdjkata B C D,
a nadto potgczmy go ze $rod-
kami E, F, G tychze bokow
(Rys. 153.). Wezmy pod uwage
ptaszczyzne ai = (m, A F), to
poniewaz prosta m jest réwno-
legta do B D, wiec ptaszczyzna
ta jest rowno oddalona od punk-
tbw B i D. Poniewaz jednak
ptaszczyzna cu przechodzi przez
prosta A F, wiec jest takze réwno oddalona od punktéw B i C,
a wiec jest réwno oddalong od trzech danych punktéw. Prosta
F G, taczaca srodek dwoch bokéw trojkata, jest réwnolegty do
boku B D, a wiec i do prostej m, czyli, ze ptaszczyzna
ai = {m, A F) przechodzi tez przez prosta A G. Jak to z ry-
sunku z fatwoscig odczytamy, zadanie nasze posiada cztery
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rozwigzania,a mianowicie: 1°. ptaszczyzna cci=(m ,AF,A G,FG);
2°. ptaszczyzna a2 = (n, A E, AG, EG); 3° ptaszczyzna
o8= (p, AF, AE FE)id4° plaszczyzna cu = (m, n, p).

55. Cwiczenia.

1. Wyznaczy¢ proste przeciecia sie ptaszczyzn a i p w nastepujgcyct
przypadkach (Rys. 154 a—1).

Rys. 154 a—1

2. Wyznaczy¢ w nastepujacych przykitadach punkt przebicia sie prostej
| (/ /) z ptaszczyzng a (/ja na) (Rys. 155 a—h).

3. Wyznaczy¢
krawedz ptaszczyzny
a (ha na), réwnolegtej
do osi rzutéw x z ptasz-
czyzng p, ktéra wyzna-
czona jest: a) osig X
i dowolnym punktem
zt (ArA™), b) dwiema
prostemi réwnolegtemi,

c) dwiema  prostemi

przecinajgcemi sie na

osi rzutéw, d) trzema

dowolnie przyjetymi

punktami w przestrzeni,

e) trzema punktami, z

ktérych jeden lezy na Rys. 155 a—h.

rzutni poziomej, drugi

na pionowej, a trzeci na ptaszczyznie dwusiecznej %, wzglednie 7.

4. Wykredli¢ rzuty krawedzi ptaszczyzn dwusiecznych % i 8/ z ptlasz-
czyzng a (ha na), ktéra ma nastepujgce potozenia: a) jest rownolegta do osi
rzutéw, b) jest réwnolegla do rzutni poziomej, c) jest rownolegla do rzutni
pionowe;j.
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5. Wyznaczy¢ punkt przebicia sie prostej p (prp") z ptaszczyzng a,
wyznaczong przez dwie proste rownolegte a i b, bez postugiwania sie $Sladami
ptaszczyzny, w nastepujacych przypadkach: a) a /#b /#/x, p dowolnie; b)
ailb/lx, pn«ii c)yallb/ljn, p//*; d) a//b// «=, p /i, e) al/b //**,
p_L~2;f)allb Iljri, p lezy na 5, wzglednie &/

6. Plaszczyzna a przechodzi przez trzy punkty /1 (/T /1"), B (B' B"™)
i C(C'C"); wyznaczy¢ punkt przebicia si¢ prostej p (prp") z tg ptaszczyzna,
jezeli a)p//jrl} b) p/Zi2, c)p=x, dpllX e pl«i, f) pi-jra,
g) p lezy na 8, h) p lezy na &/.

7. Wyznaczy¢ krawedzie ptaszczyzn dwusiecznych &/ i 8/ z ptaszczyzna
a, wyznaczong przez dwie proste rownolegte /i m, przyczem: a) |/ m /H «y,
b) ilmHN2, ¢c) Il xm = x; d) /#/m K/

56. Proste rownolegte do plaszczyzny. Aby prosta byla
rownolegta do ptaszczyzny, potrzeba i wystarcza, aby byta

rownolegta do

jednej prostej,

lezgcej na tej

ptaszczyznie.

Jezeli zada-

niem naszem

jest poprowa-

dzenie przez

dany punkt

P{P'P") pro-

stej rownole-

Rys. 157. gtej do pt

a (ha, Va) —

(Rys. 156.), to na ptaszczyznie tej przyjmiemy dowolnie prostg

a (a' a"), do ktorej przez punkt P (P' P") poprowadzimy row-

nolegta p (p'p'"). Zadanie nasze jest nie-

oznaczone, t. j. posiada nieograniczong ilos¢

rozwigzan, tyle mianowicie, ile prostych
przyja¢ mozna na ptlaszczyznie «

Proste pi1 (pi' pi) i p> (p2' p2")
(Rys. 157.) sa takze roéwnolegte do ptasz-
czyzny a(ha,Va); pierwsza jednak jest
rownolegta do Sladu poziomego, a druga
do sladu pionowego tej ptaszczyzny.

Rzuty prostych réwnolegtych do ptasz-
czyzn dwusiecznych 6; i dlIi> musza za-
wiera¢ z osig rzutdw te same katy (ust. 42.).

W szczeg6lnoséci prosta a (a' a") (Rys. 158 a.) jest réwnolegly

Rys. 158 aib.
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do ptaszczyzny s/ za$ prosta b (b" b™) (Rys. 158 b.) réwnoleglg
do ptaszczyzny dwusiecznej s/

57. Zadania. 1. Wykre$li¢ Slady ptaszczyzny &przecho-

dzacej przez dany punkt P (P* P"™) i réwnolegtej do danej
ptaszczyzny a (ha Ua) (Rys. 159). Réwnoimienne $lady obu
ptaszczyzn bede réwnolegte (ust. 49.),
wystarczy zatem wyznaczy¢ jeden
punkt ktérego$ ze szukanych sSladow.
Przez punkt P (P' P") poprowadzimy
prostg pozioma p (p'p') szukanej
ptaszczyzny p a réwnolegta do ptasz-
czyzny @ Przez $lad pionowy Vp
prostej p, przechodzi $lad pionowy ip
réownolegly do va, a przez punkt Xp
$lad poziomy /2 /# ha

2. Przez dany punkt A po-
prowadzi¢ prosta, przecinajagcg dang prostg a i rownolegla
do danej ptaszczyzny a. Przez punkt A poprowadzimy ptasz-
czyzne € rownolegla do @ znajdziemy punkt przebicia sie
prostej a z plaszczyzng e i punkt ten potgczymy z danym
punktem A.

3. Wyznaczyé prosta, ktéra przecina dwie dane skosne
a(@a"), b (b"b"™) ijest rownolegtg do trzeciej danej pro-
. stei ¢ (c'c"). Pierwszy sposob: Przez prosta a prowa-
dzimy ptaszczyzne a réwnole-
gla do prostej ¢ (Rys. 160.),
szukamy punktu przebicia sie P
prostej b z tg ptaszczyzna i przez
ten punkt prowadzimy prostg p
réwnoleglta do c, rozwigzujaca
zadanie.

Dla wyznaczenia ptasz-
czyzny a roéwnolegtej do pro-
stej ¢, obraliSmy na prostej
a(a a") punkt A (A"A") i po-
prowadzili$my prosta d (cf d") #/

c (c' ¢"). Plaszczyzna a= (a, d)
jest réwnolegta do prostej ¢ i przecina prosta b (b* b™) w punk-
cie P (P'P™).

Drugi sposdéb: Przez prostg a, a nastepnie b, popro-
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wadzimy plaszczyzne roéwnolegty do prostej ¢; krawedz tych
obu ptaszczyzn spetnia zgdany warunek.

4. Przez jedng z dwdch danych prostych sko$nych po
prowadzié¢ ptaszczyzne rownolegta do drugiej prostej. Na
jednej prostej, np. a, obierzemy punkt, przez ktéry poprowa-
dzimy prosta ¢ réwnolegta do prostej b. Ptaszczyzna e = (a, ¢)
rozwigzuje zadanie.

58. Cwiczenia.

/. Przez punkt A poprowadzi¢ prosta réwnolegta do dwoch danych
ptaszczyzn, w nastepujacych przypadkach:

a) a i p nachylone do obu rzutni,
b) a dowolnie potozona, p // Jti,
c) al/l ni, pllx,
d) a_Lijti, p I/ x,
e) aEE8/ p /X,
f) a= 8/ p dowolnie potozona.

Uwaga: Szukana prosta jest rownolegty do krawedzi obu ptaszczyzn ai p.

2. Przez dany punkt A poprowadzi¢ takg ptaszczyzne @, réwnolegty do
danej prostej p, aby:

a) a byfa réwnolegta do osi rzutéw X,
b) a byla réwnolegta do jti,
c) a byta prostopadta do jt2.

3. Dane sa proste skosne | (/' /") i m (m" m"); przez prosta m popro-

wadzi¢ ptaszczyzne réwnoleglta do prostej /i wyznaczy¢ $lady tej ptaszczyzny

skoro:
a) | Il nl, m nachylona do obu rzutni,

jb) /N1 2, m 1l iri,
c) /1/ 8/ m nachylona do obu rzutni,
dy 71/ Si, m Il x,
e) /J_jti, m= X,
f) /. L«2, m L 87m.

4. Dany jest punkt P (P* P”) i proste skosne Z(/ I”) i m(m'm"); wy-
kresli¢ $lady plaszczyzny, przechodzacej przez punkt P, a réwnolegtej do
prostych I i m.

59. Proste prostopadte. Prosta prostopadta do ptasz-
czyzny. WykazaliSmy w ustepie 24., ze aby rzut kata prostego
byt katem prostym, jest koniecznem i wystarczajgcem, by
jedno ramie kata bylo réwnolegte do ptaszczyzny rzutédw. Stad
wynika bezposrednio, ze prosta jest prostopadta do
prostej poziomej (czotowej), skoro rzuty poziome
(pionowe) obu prostych tworzag kat prosty. Rby
z punktu P (P* P") (Rys. 161 a.) poprowadzi¢ prostg prosto-
padta i przecinajacg dang prosta m (m'm"), wykreslimy
p' L m' odniesiemy punkt A' na prostg m", a punkt A" potg-
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czymy z punktem P", otrzymujac rzut pionowy p" szukanej
prostej p (p*p"). Podobnie (Rys. 161 b.)(pro-
sta q (9" q") przechodzi przez dany punkt a) vy ty
Q (Q' Q"\ jest prostopadtg do prostej czoto- D" \M .
wej n(n'n") i przecina jg wpunkcie N(N"N")."
R\t précz prostej p (p' p"), prostopadtej do x
prostej m (m"m") i prostg te przecinajaca,
poprowadzi¢ mozna z punktu P dowolng,
nieograniczong ilo$¢ dalszych prostych row-
niez prostopadtych do prostej p, jednak pro-
stej tej nieprzecinajgcych, a wiec prostych
skosnych. Miejscem geometrycznem wszyst-
kich tych prostych jest ptaszczyzna pro-
stopadta do prostej m, a przechodzaca
przez punkt P. Rzut poziomy wszystkich
tych prostych w przypadku, gdy prosta m
jest pozioma, musi by¢é prostopadlty do m®,
a wiec schodzi¢ sie z prostg p*. Ptaszczyzna
p (hy. vix), przechodzaca przez punkt P i pro-
stopadta do prostej poziomej m, jest wiec
ptaszczyzng poziomo rzucajaca, podobnie jak
ptaszczyzna v (hv vv), przechodzaca przez
punkt Q i prostopadia do prostej czotowej n, jest ptaszczyzna
pionowo rzucajaca.
Niechaj dang bedzie ptaszczyzna a, wyznaczona prostemi
a(@a") ibMm'b"); wykreslmy rzu-
ty prostej, przechodzgcej przez
dany punkt P (P'P") a prostopa-
diej do ptaszczyzny a Przyjmijmy
na ptaszczyznie a prostg poziomg m{m* m"")
i z punktu P* wykreslmy prostg s* L m'
(Rys. 162 a.). Prosta s" jest rzutem pozio-
mym nie tylko pewnej okreslonej prostej s,
lecz dowolnej, nieograniczonej ilosci pro-
stych, przechodzacych przez punkt P,
prostopadtych do prostej m, a lezacych Rys. 162a.
na plaszczyznie poziomo rzucajacej p,
prostopadiej do prostej m. W istocie bowiem rzut katéw pro-
stych, jakie prosta pozioma m tworzy z prostemi lezacemi na

Bartel, Geometrya wykreslna. 6
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ptaszczyznie p, jest katem prostym ito zawartym miedzy pro-
stemi m" i s".

Obierzmy nastepnie na tej samej ptaszczyznie a = (a, b)
druga prosta, a mianowicie prostag czotowg n (n' n"), przyczem
dla tatwiejszej oryen-
tacyi przeprowadzimy
konstrukcye na dru-
gim rysunku (Rys.
162 b.), bedagcym ko-

pig pierwszego.
Z punktu P" po-
prowadzimy prostg s"
prostopadtg do n", to
prostg te uwazaé¢ mo-
Rys. 162 b. Rys. 162 c. zerny za rzut piono-
wy nie tylko jednej
prostej s, lecz dowolnej ilosci prostych, przechodzacych przez
punkt P, prostopadlych do prostej n, a lezagcych na jednej
ptaszczyZznie pionowo rzucajgcej. Wynika to stad, ze prosta n
jest réwnolegty do rzutni pionowej, a zatem rzut katéw pro-
stych, jakie ona tworzy =z prostemi, przechodzacemi przez
punkt P, jest katem prostym i to zawartym miedzy prostemi
n" i s". Polgczmy teraz Rysunki 162 a i 162b w jeden Rys.
163 c., to proste s" i s sa rzutami jednej prostej, prostopadiej
jednak zaréwno do prostej m, jak i n, a wiec prostopadiej do
ptaszczyzny prostemi temi wyznaczonej. R poniewaz proste
m i n lezg na ptaszczyznie a = (a, b), wiec prosta s (s's")
jest do tej ptaszczyzny prostopadty i roz-

wigzuje zadanie.

Rozwiazmy to samo zasadnicze i bar-
dzo wazne zadanie, t. zn. wykres$imy
rzuty prostej prostopadtej do
ptaszczyzny a, ktéra jednak wy-
znaczona jest swoimi Sladami
ha i va. Prosta m" (Rys. 162 c.), jako
rzut poziomy prostej poziomej przyjetej
na ptaszczyznie a, jest réwnolegta do sladu
poziomego tej ptaszczyzny, podobnie jak

prosta n", bedaca rzutem pionowym prostej czotowej na ptasz-
czyznie a, jest réwnolegty do $ladu pionowego tej plaszczyzny.
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Zatem: rzuty prostej prostopadtej do ptaszczyz-
ny sa prostopadte do $ladéw tej ptaszczyzny,
a to rzut poziomy do $ladu poziomego, a rzut pionowy do
Sladu pionowego (Rys. 163.). | wzajemnie: Slady ptasz-
czyzny prostopadtej do prostej sg prostopadte
do odpowiednich rzutdw tej prostej.

60. Plaszczyzna prostopadta do ptaszczyzny. W punkcie
ptaszczyzny poprowadzi¢ mozna dowolng, nieograniczong ilos¢
ptaszczyzn prostopadtych do tej plaszczyzny. Wszystkie te
ptaszczyzny tworza pek, ktérego osig jest prosta prostopadia,
poprowadzona w danym punkcie do ptaszczyzny. Aby wiec
w danym punkcie ptaszczyzny poprowadzi¢ ptaszczyzne pro-
stopadta, wyprowadzimy w nim prosta prostopadtg a przez niag
poprowadzimy ptaszczyzne. Mozemy tez przez dany punkt po-
prowadzi¢ prostg lezacg na ptaszczyznie, a wtym punkcie ptasz-
czyzne prostopadty do tej prostej.

61. Zadania.

L Wykresli¢c $lady plaszczyzny
prostopadtej do prosteja (a"a"), aprze-
chodzgcej przez punkt A (A" A™) (Rys.

164.). Przez punkt A (A'A") prowadzi-

my prostg poziomg m (m'm") prosto-

padtg do danej prostej a (a" a"). Przez

$lad pionowy Vm prostej m kreslimy

$lad pionowy Va ptaszczyzny a prosto-

padle do a a przez punkt Xa S$lad Rys. 164.

poziomy ha . Ptaszczyzna a (ha Da)
jest prostopadta do prostej a (2" a"), gdyz
Slady jej sg prostopadie do rzutéw pro-
stej, a przechodzi przez punkt A (A" A"),
gdyz zawiera prosta m (m" m"), poprowa-
dzong przez ten punkt.

2. Na prostej p

rowno oddalony od danych punktéw
A (A" A") i B (B'B") (Rys. 165.). Przez
srodek C odcinka A B poprowadzona ptasz-
czyzna prostopadta, przecina prostg p w
punkcie P (P' P"), rozwigzujacym zadanie.
Znalaztszy srodek C (C* C™), wykreslilismy

prostg poziomg m (m'm"), przyczem m' _LA" B', wyznaczyliSmy

6*
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S§lad Vm a nastepnie slady \Wei he plaszczyzny przechodzacej
przez punkt C i prostopadiej do odcinka A B. Przy pomocy
pionowo rzucajacej ptaszczyzny y (kr Vy), poprowadzonej przez
prosta p, otrzymaliSmy punkt P (P' P").

3. Wyznaczy¢ odlegtos¢ punktu A (A" A") od ptaszczyz-
ny a (ha va). Z punktu A prowadzimy prostg p prostopadig
do ptaszczyzny a, a odcinek zawarty miedzy punktem A a punk-
tem przebicia sie B, prostej p z ptaszczyzng a, wyraza odle-
gtos¢ punktu A od ptaszczyzny a

aj Ptaszczyzna a(ha va) nachylona jest do
obu rzutni (Rys. 166.). Prostopadta p (p'p") przechodzaca

przez punkt A (A" A"), przebija ptasz-
czyzne a w punkcie B (B* B"). Odcinek
A° B° jest kladem odcinka A B na ptasz-
czyzne pozioma rzutdw i wyraza praw-
dziwag odlegto$¢ punktu A od plasz-
czyzny a

b) Ptaszczyzna a jest wy-
znaczona dwiema prostemi réw-
nolegtemu W sposéb podany w ust.
59. wykreslimy z punktu A prostopadia
do ptaszczyzny, znajdziemy jej punkt

Ryst J66. przebicia i klad odcinka podobnie jak

w zadaniu powyzszem.

4. Wyznaczyé odlegtos¢ dwéch ptaszczyzn réwnolegtych.

Prowadzimy prostag prostopadta do obu ptaszczyzn, a odcinek
zawarty miedzy punktami przebicia
wyraza zadang odlegto$é. Dla uprosz-
czenia konstrukcyi prowadzimy (Rys.
167.) prostopadtg p (p* p'") z punktu
Xa ptaszczyzny a. Odcinek Xa B°
rozwigzuje zadanie.

5. Wyznacz
tu A od prostej m. Przez dany
punkt prowadzimy ptaszczyzne pro-
stopadtg do danej prostej, szukamy

Rys. i67. punktu przeciecia sie tej ptaszczyzny
z tg prostg, a odcinek zawarty mie-
dzy otrzymanym a danym punktem rozwigzuje zadanie.
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W Rys. 168. prosta m (m'm") jest
poziomg. Ptaszczyzna e (he ve), przecho-
dzaca przez punkt A (A'A") prostopadle
do prostej m, jest poziomo rzucajaca i prze-
cina prosta m w punkcie B (B' B").
Odcinek A B potozony na ptaszczyzne
poziomg przechodzacyg przez prostag m daje
odcinek B* A° rozwiazujacy zadanie.

Odlegtos¢ punktu A (A' A") od pro-
stej m (m* m"), majacej dowolne potozenie
w przestrzeni, wyznaczyliSmy na Rys. 169.
Odcinek A B potozyliSmy na ptaszczyzne

mt" Br,

Rys. 168.

odcinek A" B°, wyrazajacy prawdziwg odlegtosé

pozioma, przechodzaca przez punkt A,
otrzymujac

Rys. 169.
a nastepnie
te plaszczyzne. Rzut nu przetnie
prostg p. w puncie Mi, w ktérym

wyprowadzona prostopadita n do
do ptaszczyzny o przetnie prostg m
w punkcie M. Odcinek M Mi jest
wspdlnie prostopadly do prostych
m i p i wyraza ich najkrotsza od-
legtosé.

punktu A od prostej m.
6.
legtos¢ dwoch  pro-
stych skosnych m i p.
Przez odlegto$¢ dwoch
prostych skosnych ro-
zumiemy ich odlegtosé
najkrétsza, a wiec
odcinek wspoélnie pro-
stopadty do obu pro-
stych. Odcinek ten znaj-
dziemy w og6lnym przy-
padku w nastepujacy
sposo6b: Przez prostg p
(Rys. 170.), poprowadzi-
my plaszczyzne o row-
nolegta do prostej m,

rzucimy prostg m w kierunku prostopadtym na

170.
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a) Prosta p(p'p") jest pionowa (Rys. 171.). Wspoélna
prostopadia n (ri n") jest pozioma, jej rzut poziomy ri jest

Rys. 171.

prostopadly do m'. Odcinek M' Mi' wy-
raza wprost odlegtos¢ prostych skosnych
m ip.

b) Obie proste m i p majag do-
wolne potozenie w przestrzeni
(Rys. 172.). Na prostej p (p' p") przyjmie-
my dowolny punkt P (P' P"), przez ktéry
prowadzimy prostag g (' q"), réwnolegla
do prostej m (m"m"). Proste q i p wy-
znaczaja ptaszczyzne @ (hep Vep), réwno-
legtg do prostej m.

Rzuémy prostopadle na ptaszczyzne o

dowolny punkt N (AT N") prostej m, a przez otrzymany punkt

Ni [Ni*Ni") po-
prowadzmy pro-
sta mi (m/ mi")
rownolegta do
m (m* m"). Pro-
sta mi przetnie
prosta p (p* p™)
w punkcie
Mi [Mi  Mi"),
z ktérego wy-
prowadzimy
prostopadta do
ptaszczyzny @
Prosta ta prze-
tnie prostg m
w punkcie
M (M" M"). Od-
cinek Mi M jest
wspolnie prosto-
padty do obu
Rys. 172. prostych skos-
nych, jego kiad

Mi"M° wykonany na pt. pionowa przechodzaca przez Mi, wy-
raza prawdziwg odlegto$¢ tych prostych.
Inny spos6b wyznaczenia wspoélnej prosto-
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padtej do dwéch prostych sko$snych mip otrzymamy
zwazywszy, ze owa wspolna prostopadia jest réwnolegly do
kazdej ptaszczyzny prostopadtej zaréwno do jednej, jak i do
drugiej prostej. Prowadzimy wiec plaszczyzne prostopadty do
prostej m i drugag prostopadtg do prostej p. Wyznaczymy kra-
wedz k obu ptaszczyzn, a nastepnie prostg, przecinajagca dahe
proste skosne i réwnolegta do krawedzi k (patrz ust. 57. za-
danie 3.).

7. Dane sg: punkt A (A" A"™) i dwie sko$ne | (VI
im(m! m"™); przez punkt A poprowadzi¢ prostag przecina-
jacg prostg |, a prostopadtg do prostej m. Przez punkt A po-
prowadzimy ptaszczyzne o« prostopadig do prostej m, a krawedz
tej ptaszczyzny z ptlaszczyzng B = (A, 1) rozwigze zadanie.

8. Dane sg: punkt A (A'A™), prosta | (VI") i ptasz-
CZyzna a (ha, ua); przez punkt A poprowadzi¢ prostg row-
nolegta do ptaszczyzny a, a prostopadtg do prostej |. Przez
punkt A poprowadzimy ptaszczyzne B /o, a nastepnie pilasz-
czyzne y / Krawedz plaszczyzn R i y rozwigze zadanie.

9. Przez dang prostg p poprowadzi¢ ptaszczyzne pro-
stopadtg do danej ptaszczyzny o= Z dowolnego punktu pro-
stej p prowadzimy prostg g, prostopadlg do plaszczyzny o
ptaszczyzna 9r= (p, q) rozwigzuje zadanie.

62. Cwiczenia.

1. Wyznaczy¢ odlegto$¢ punktu A (A" A") od ptaszczyzny a (ha va),
w nastepujacych przy-
padkach (Rys. 173 a,

b, c, d.).

2. Wyznaczy¢
rzut Drostokatny odcin-
ka A B na ptaszczyzne
a (ha ua) w nastepuja-
cych przypadkach:

a) a nachylona do obu rzutni,

b) a H x,
ga=¥Y,
d a= g

3. Przez dang prostg /(/' I') poprowadzi¢ ptaszczyzne, prostopadta do danej
ptaszczyzny a (ha ua) i wyznaczy¢ jej Slady w nastepujacych przypadkach:
a) /1l xi, a dowolnie potozona,

b) /7 xi, a , »
c) /lezy na &, a dowolnie potozona,
d 7/ ., . 8#/a

e) I —x, a
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a) b) c) . 4. Wyznaczy¢ odlegto$¢ punktu
AOQO cropn ot »C'oP P (P' P") od ptaszczyzny, przecho-
fi ii dzacej przez punkty A, B, C wprzy-

i 1 ic" iB" W BA padkach podanych na Rys. 174 a—!.
A pla °B" ¢ "tPL A °Bn 5. Przez kazdy z czterech do-
d) e) s wolnie w przestrzeni lezagcych punk-
* c* 7 A/n P téw A, B, C i D, poprowadzi¢ ptasz-
x A" Bn c A BC P C” B \x czyzne tak, aby wszystkie byly do
i pip* siebie rownolegte i réwno od siebie

iA °B < %" oddalone.
Rozwigzanie: Wezmy pod
Rys. 174 a—i. uwage odcinek AD (Rys. 175)

i wyznaczmy punkty E i F dzielagce

go na trzy roéwne czesci. Polagczmy punkt B z punktem E, a przez ten
ostatni poprowadzmy prostg e, réwnolegla do

F C. Piaszczyzna p = (e, E B) i ptaszczyzny

a, yi5, przechodzace przez punkty A, F i D

réwnolegle do ptaszczyzny p, rozwigzujg za-

danie. Dalsze rozwigzanie otrzymamy {3-

czac punkty A zB, AzC BzC BzD

i Cz D i powtarzajagc te sama konstrukcye.

Otrzymamy w ten sposéb dalszych pie¢ rozwia-

en. TUe zwazmy jeszcze, odnosnie do pierw-

szego rozwigzania, ze punkt B potaczy¢ mozna

z punktem F, a za$ punkt C z punktem E a pro-

sta e poprowadzi¢ réwnolegle do C E. Wow-

czas plaszczyzna p, wyznaczona przez proste

e i B F i ptaszczyzny przechodzace przez

punkty A, C i D, rownolegte do p, stanowig

dalsze rozwigzanie zadania, a poniewaz moz-

liwos¢ ta zachodzi dla dalszych pieciu rozwig-

zan, wiec mamy w rezultacie 12 rozwigzan.

§ 4 WPROWADZENIE TRZECIEJ PLASZCZYZNY RZUTOW

63. Rzutnia boczna. Rzuty boczne punktéw. Zauwazy
lismy, Zze w pewnych przypadkach (prosta prostopadta do osi
rzutéw, plaszczyzna przechodzaca przez o$) potozenie prostej
W przestrzeni nie da sie okresli¢ jej rzutami, a potozenie ptasz-
czyzny jej. sladami i ze w tych przypadkach ucieka¢ sie¢ mu-
simy do posrednictwa poszczegélnych punktéw przyjetych na
prostej, wzglednie na ptaszczyznie. Wzglad na korzysci wyni-
kajace z wyznaczania potozenia prostej jej rzutami, a ptasz-
czyzny jej Sladami, ale przedewszystkiem wzglad na mozli-
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wo$¢ uproszczenia i skrécenia konstrukéyj, odnoszacych sie do
zadan bardziej zawitych — o czem przekonamy sie na dlugim
szeregu przyktadéw — poleca wprowadzenie trzeciej ptasz-
czyzny rzutéw, t zw. plaszczyzny bocznej rzutdw, czyli krétko
rzutni bocznej. Plaszczyznie tej nadajemy potozenie pro-
stopadite do osi rzutéw X, a wiec prostopadte do rzutni pozio-
mej i pionowej, albo prostopadie tylko do jednej z tych rzutni.

a) Ptaszczyzna boczng X3 prostopadia do osi rzutéw X
przecina rzutnie poziomg Jti w prostej, ktérg nazywamy o0sig
rzutow Yy,; prosta przeciecia sie ptaszczyzn Jti i Jts stanowi
oS rzutdéw z (Rys. 176.). Osi X,V iz sg wzajemnie do siebie
prostopadie i przecinajg sie w punkcie O, kféry nazywamy
poczatkiem lub
Srodkiem tego u-
ktadu osi. Ptaszczyz-
ny rzutdéw JTi, 2 its
dzielg przestrzen na
oSm czesci; za pierwi
szg cze$¢ przestrzeni
uwazamy te, ktéra
lezy przed rzutnig
pionowag, po prawej
stronie bocznej a nad
rzutnig pozioma. O po-
tozeniu dalszych 6se-
mek przestrzeni in- Rys. 176.
formuje nas Rys. 176.

Ptaszczyzny przechodzace przez dowolny punkt A, pro-
stopadle do osi rzutéw, przecinajg je w punktach Ax, Ay, Az
i wraz z ptaszczyznami rzutéw tworzg rownolegtoscian prosty.
Wierzchotki A', A" i A'™ tego rownolegtoscianu sg rzutami
punktu A na plaszczyzne pozioma, pionowa i boczng. Odcinki
OAX (My, OAz osi rzutéw, nazywamy spotrzednemi punktu A
i oznaczamy mianem odpowiednich osi, wiec literami X, vy, z.

Z Rys. 176. czytamy, ze wysokos¢ AA' punktu A, réwna
jest odlegtosci rzutu pionowego .A"™ od osi X, réwna odlegtosci
rzutu bocznego A"" od osiy i réwna w koncu spoétrzednej
OAz = z. Glebokos¢ AA™ punktu A, rowna jest odlegtosci
rzutu poziomego A' tego punktu od osi X, réwna odlegtosci
rzutu bocznego A'™ od osi z i rébwna wreszcie spOirzednej
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Odlegto$¢ punktu od rzutni bocznej nazywaé bedziemy
krotko ,,szerokos$cig“ punktu. Jezeli punkt znajduje sie po
prawej stronie rzutni bocznej, wiec w 7/ I, Il lub IV
czesci przestrzeni — to szerokos¢ jego okreslamy jako dodatna,
szerokos¢ punktow lezacych po lewej stronie rzutni bocznej
uwazamy za ujemna.

Szeroko$¢ A A™ punktu A, réwna jest — jak czytamy,
z Rys. 176. — odlegtosci rzutu poziomego A' od osiy, réwna
odlegtosci rzutu pionowego A" od osi z i réwna spotrzednej
* = OAX.

Azeby spoéirzedne punktu wyrazi¢ mogly takze i cze$é
przestrzeni, w ktérej dany punkt sie znajduje, nadajemy osiom
rzutéw, a przez to i spotrzednym znaki + lub —.

W szczegdblnosci, cze$¢ osi a rozciggajacg sie na prawo
od poczatku O, otrzymuje znak -f, cze$¢ osi x lezacg na lewo
od punktu O oznaczymy znakiem —. Cze$¢ osiy, znajdujaca
sie przed rzutnig pionowa i cze$¢ osi z nad rzutnig pozioma
otrzymuja znaki +; cze$€ osi y rozciggajacg sie za rzutnig
pionowa i cze$¢ osi z lezaca pod rzutnia poziomg oznaczamy
znakami — (Rys. 176.).

W ten sposéb wszystkie trzy spétrzedne punktéw znaj-
dujacych sie w I. czeSci przestrzeni sg dodatnie, w czesci Il;

y=+,y=— z=+;wecezesci lll: x=+,y=— 2= —;
wlilV: x = +,y=+,z2=—, wWVix=— Yy =+, = +;
wVEkXx=—y=— z=-F;wVIl x= y = —z=—,
wVIE X = —y = +,2=—.

Przystepujac do sprowadzenia ptaszczyzn rzutéw na jedng
ptaszczyzne rysunkowa, zauwazmy, ze rzutnie boczng potozyé
mozna na poziomg, albo tez pionowa, a nastepnie te dwie
rzutnie — w poznany juz sposéb — (ust. 34.), sprowadzi¢ do
jednej ptaszczyzny.

Obrotu ptaszczyzny bocznej rzutébw na rzutnie pionowa
dokonywamy okoto osi z, i to dla punktéw lezgcych w czes-
ciach przestrzeni na prawo rzutni ns, zgodnie z ruchem wska-
z6wki zegara, lezgcego na plaszczyznie poziomej, dla punktow
lezacych w czesciach V, VI, VII i VIII w kierunku prze-
ciwnym.

Obrét rzutni bocznej na poziomg wykonywamy okoto
osi y, a mianowicie dla punktéw znajdujacych sie w pierw-
szych czterech ésemkach, w kierunku przeciwnym ruchowi wska-
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zOwki zegara, przytwierdzonego na ptaszczyznie pionowej, dla
punktéw znajdujacych sie w innych ésemkach, w kierunku
zgodnym z ruchem wskazéwki tego zegara.

Przyjmijmy punkt A w pierwszej czesSci przestrzeni, a pa
wyznaczeniu jego rzutow A! A" A" (Rys. 177.), obroémy rzut-
nie boczng okoto osi z, aby padfa na
pionowsa, a nastepnie rzutnie pionowsa
potézmy na pozioma.

OS$ rzutéw y lezy rownoczesnie na
rzutni poziomej i bocznej; po kiadzie
ptaszczyzny bocznej na pionowa, zna-
kiem + oznaczona cze$¢ osi y padnie
na ujemng czes$¢ osi X, a rownoczesnie
oS —y zleje sie z osig AX. Po spro-
wadzeniu plaszczyzny pionowej na
rzutnie poziomg, 0§ — z nakryje sie
osig + Yy, za$ 0§ + z padnie na 0§ —y (Rys. 177.).

Punkt Ay po zakresleniu ¢wiartki obwodu kota na ptasz-
czyznie poziomej, padnie na o$ oznaczong literami —Xx, + y>
po lewej stronie poczatku ukiadu O. Rzut boczny A" po spro-
wadzeniu plaszczyzny bocznej na pionowa, oznaczyliSmy na
Rys. 176. literg Ao0'™\ aby w ten sposéb wskaza¢ nowe poto-
zenie tego punktu. W Rys. 177. znak o przy A" opusciliSmy
jako zbedny.

Z Rys. 178 a. odczytamy z tatwoscig przebieg kfadu rzutni
bocznej na poziomg, dokonanego dokota osi y. Znakiem 4-
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oznaczona cze$¢ osi z padnie na 0§ — X, a za$ — z zejdzie
sie z osig -~ X

Poniewaz o0$ z lezy na rzutni bocznej i na pionowe;,
wiec po sprowadzeniu ptaszczyzny pionowej na poziomag 0§ -fz
zleje sie z osig —Yy, a 0§ — z z osig +Yy. Punkt Az zakreSli
¢wiartke obwodu kota na rzutni pionowej i padnie na oS, ozna-
czong literami — x, + z (Rys. 178 b.).

Bez trudnos$ci potrafimy wyznaczy¢ teraz rzuty punktu
znajdujacego sie w przestrzeni na lewo od rzutni bocznej, wiec
np. w czesci V. (Rys. 179 a). Jak w przypadku poprzednim,

ktad rzutni bocznej wykonaé mozemy na rzutnie pionowg
(Rys. 179 b.), albo poziomg (Rys. 179 c.).
Uwaga. Symbol: A (a, b, ¢) oznacza¢ bedzie punkt A
o spotrzednych x = a, y=b, z=c przyjetych jednostek dtugosci.
Cwiczenie. Wykreéli¢ rzuty nastepujacych punktéw: A (4, 5, 4);
B(@4 -3, -3); C(—3 +4, +3); D(-3 —3 —4)); E (1, —4 +3);
F (4 6 - 5).
b)
jest ptaszczyzng poziomo
lub pionowo rzucajaca.
Slad poziomy rzutni bocz-
nej Jts oznacza¢ bedziemy
literg y (Rys. 180a.), po-
mijajac jej Slad pionowy,
ktory dla konstrukcyi prze-
waznie nie ma znaczenia.
Punkt A"" jest rzutem bocz-
nym punktu A. Gdy ptaszczyzna Jt3 padnie na rzutnie pozioma,
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punkt A" zajmie potozenie A0, na prostopadtej wyprowa-
dzonej z punktu Al do osi y. Po sprowadzeniu trzech rzutni
do ptaszczyzny rysunku, otrzymamy Rys. 180b., w ktérym
jednak rzut boczny oznaczylismy literg A'™\ pomijajac jako
zbedny znak o u dotu. Gdy dana jest 0§ y i rzuty A" i A"y
znajdziemy rzuM ', uwzgledniajgc,ze: AA' —A"AX=A""Ay= z.

Slad pionowy ptaszczyzny pionowo rzucajgcej, uwazanej
za rzutnie bocznag, ozna-
czamy literg z. Z korzyscig
bedzie dla czytelnika, gdy
sprawe rzutu punktu B na
ptaszczyzne pionowo rzu-
cajgcg Jiz odtworzy bez-
posrednio z Rys. 181 a i b,
bez wszelkich z naszej
strony wyjasnieni.

64. Rzuty i S$lady
boczne prostej. Z dwdch
danych rzutéw a' i a" prostej a, znajdziemy rzut trzeci a™
(Rys. 182.), jesli wyznaczymy trzecie rzuty dwoch dowol-
nych punktéw A i B tej proste;.

Przy tej sposobnosci zauwazy¢ nalezy, ze tuki, ktérymi
przenosimy punkty z jednej osi na druga, zastepujemy chetnie
prostemi, jak to uwidocznione jest na
Rys. 182.

W ogbélnym wypadku dwa rzuty
prostej (poziomy i pionowy, poziomy
i boczny, pionowy i boczny) wyzna-
czajg potozenie prostej w przestrzeni.

Jezeli jednak prosta lezy na plasz-

czyznie cp ktora jest prostopadig do

ktorejkolwiek z osi rzutéw, a wiec

prostopadtg do dwéch rzutni, to jed-

nym z dwoch rzutéw, wyznaczajg-

cych potozenie prostej w przestrzeni, musi by¢ rzut na te
rzutnie, do ktdrej plaszczyzna @ nie jest prostopadia.

Gdy rzutnia boczna jest prostopadty do osi rzutow
to prosta réwnoleglta do tej ptaszczyzny wyznaczona jest
rzutem bocznym i jednym z dwéch dalszych rzutéw;
potozenie prostej, réwnolegtej do plaszczyzny poziomej
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wyznaczone
wym

Rys. 183.

Rozwazmy z kolei
(Rys. 185.), odniesionej

jest

lub bocznym;

rzutem poziomym
prosta
wyznaczona jest rzutem
pionowym i jednym
z dwoch dalszych rzutéw.

Rzut boczny V" pro-
stej / na plaszczyzne po-
ziomo rzucajgcg (Rys. 183.)
znajdziemy, #aczac rzuty
boczne dwo6ch dowolnych
punktéw @ i B tej prostej.
Podobnie wyznaczyliSmy
rzut boczny V" prostej
/(/ /") na ptaszczyzne pio-
nowo rzucajgcg (Rys. 184.).

§ 4. WPROWADZENIE TRZECIEJ PLASZCZYZNY RZUTOW

rzutem piono-

rownolegta do rzutni pionowej

Rys. 184.

sprawe $ladéw prostej a (a* a" a''")
do uktadu trzech wzajemnie prosto-

padtych ptaszczyzn rzutéw. Slad pionowy Va lezy, jak widzimy,

przed
czyli
przestrzeni.

rzutnig pionowa,
uwaza¢ go mozna za nalezacy do V. lub VIII. czesci
Rzut pionowy Ha' $ladu poziomego leze¢ bedzie

ty
Rys. 185.

a po

lewej stronie

nad osig rzutéw
X, jego rzut po-
ziomy W lezec
bedzie oczywi
$cie na osi

a w szczegoblno-
§ci na te] jej
czesci, ktorg o-
znaczyliSmy
znakiem 4 -. Rzut
pionowy Va"
$ladu pionowego
lezy na osi + z
Slad poziomy Ha
prostej a lezy
na obszarze rzut-
ni pozionej, roz-
ciggajacym sie
rzutni bocznej,

na osi — x i oczywiscie na a"; rzut boczny Ha" lezy na osi
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mmy ina rzucie a'". Aby otrzyma¢ punkt Ha", rzucimy punkt
Ha na o$ (+ y —z) i otrzymany punkt Hay odniesiemy na
0§ +y, lezaca na rzutni bocznej. Slad boczny Ka lezy przed
rzutnig pionowag i nad poziomg, a wyznaczenie go ttdmaczy
wyraznie Rys. 185.

Rys. 186. przedstawia rozwigzanie zadania nastepujgcego:
dang jest prosta a(a'a"), wyznaczy¢ jej rzut
boczny za po-

Srednictwem jej

§ladow. Szukana

prosta a'" przejdzie

przez wyszukaé sie

majgce punkty Ha™

i Va". Wyznaczenie

$§ladu pionowego Va

i jego rzutu poziome-

go Va ibocznego Va"

nie wymaga wyjas-

nien. Slad poziomy

Ha lezy w obszarze

przestrzeni rozcigga- Ryc* 186-
jacym sie za rzutniag

pionowa i po lewej stronie bocznej. Slad boczny Ka lezy nad
rzutnig pozioma

a za pionowa; . "kst W"  'zY  ab-
najpierw otrzy- an
mamy jego rzut Yy tr

pionowy Ka", a
na przecieciu sie

, i \ o' 0 % X
rownolegtej do Ha -y wn
osi X z prostg v V- b
a'™, édlad ka. \\ 6
Poniewaz “Hsp
rzut  poziomy,
$ladu bocznego, "Ka Z sy TeT
leze¢ musi na Rys. 187. Rys. 188.

rzucie pozio-

mym prostej a, wiec bedzie to punkt przeciecia sie k'a pro-
stych a' i z. Podczas obrotu rzutni bocznej okoto osi z, punkt
K*a zakresli na rzutni poziomej w Il. obszarze przestrzeni tuk
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kota i znajdzie sie w punkcie Kay. Odcinek KaKa' po obro-
cie zajmie potozenie Kay Ka ! Xx.

Wyznaczenie $ladéw prostych, réwnolegtych do rzutni
bocznej przeprowadzilismy na Rys. 187. i 188. Siady boczne
a wiec i ich rzuty sa punktami niewtasciwymi. Slady pionowe
i ich rzuty wyznaczymy bez trudnosci. Rzut boczny Ha'™
$ladu poziomego, jest punktem przeciecia sie prostych a"" i -f x.
Przed sprowadzeniem rzutni bocznej do ptaszczyzny rysunko-
wej punkt Ha"™ zajmowatl miejsce Hay; prosta wykreslona
z tego punktu réwnolegle do osi rzutu przecina a' w punk-
cie Ha, ktory jest Sladem poziomym prostej a. Analogicznie
przedstawia sie sprawa ze $ladem poziomym prostej b (b, b",b"")
(Rys. 188.).

65. Siady boczne ptaszczyzn. Prostg przeciecia sie ptasz.
czyzny z rzutnig boczng nazywamy Sladem bocznym

tej ptaszczyzny i oznaczamy li-

terg k ze wskaznikiem u dotu,

wyrazajagcym uwazanag ptasz-

czyzne. Slad boczny ka ptasz-

czyzny a wyznaczony jest dwo-

ma punktami, a mianowicie

punktem przebicia sie Ya osiy

z tg ptaszczyznag i punktem Za,

w ktérym o$ z przebija ptasz-

Rys. 189. czyzne a (Rys. 189)

Podczas obrotu rzutni

bocznej na pionowa, punkt Ya zakre$li ¢wieré obwodu kota,
punkt Va lezagcy na osi — X, +Yy potlgczony z punktem Za,

Zy 42 -y wyznacza
z* Z:4 $lad bocz-
kiy* Ny«t ny ka
X 0 A~ Natx < U 0 ~ ptaszczyz-
o T /Yy \ 2 nya (Rys.
ka\. /ha, 190a). —
Gdy rzut-
Zay -ZIS: nie pog:znq
obrécimy
Rys. 190 a. Rys. 190 b. na pozio-

ma, to $lad boczny bedzie prostg taczgacg punkt Ya z punk-
tem Za, lezacym na osi — x, +y (Rys. 190 b.).
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Aby znalez¢ $lad boczny ptaszczyzny przy zatozeniu, ze

rzutnia boczna pa-
da na pionowa, na-
lezy punkt prze-
ciecia sie Sladu
poziomego ptasz-
czyzny z o0sig Yy
przenies¢ w Kie-
runku zgodnym
z ruchem wska-
z6wki zegarowej na
0§ X i punkt ten

potaczy¢ z punktem przeciecia sie $ladu pionowego ptasz-

czyzny z osig z. Przy zaloze-
niu, ze rzutnia boczna pada na
pozioma, obracamy punkt prze-
ciecia sie $ladu pionowego ptasz-
czyzny z osig z w kierunku
przeciwnym ruchowi wska-
zOwki zegarowej na 0$ a i otrzy-
many punkt tgczymy z punk-
tem przeciecia sie $ladu pozio-
mego plaszczyzny z osig Vv,
otrzymujac $lad boczny.

Rys. 191. jest przykiadem
wyznaczenia $ladu bocznego
ptaszczyzny, ktéra przecina o0$ z
pod ptaszczyzng pozioms; rzut-

nie boczng potozyliSmy na pionowa. Rys. 192. podaje to samo

zadanie, zta roz-
nica, ze rzutnie
boczng obraoci-
lismy na pozio-
ma.

Wyznacze-
nie $ladu bocz-
nego ptaszczyz-
ny p, ktéra prze-
bija 0§ z pod

120
!Z ly

Rys' t94a‘’

rzutnig poziomg w punkcie Zp, za$ oSy za rzutnig pionowa
w puncie Yp, podajag Rysunki 193. i 194 a—b.

Bartel, Gcometrya wykreilna.
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Obrot rzutni bocznej wRys. 194 a. wykonaliSmy na pio-
nowa, w Rys. 194 b. na poziomg ptaszczyzne rzutw.

66. Przyktady uzycia rzutni bocznej do rozwigzani
zadan.

1. Wyznaczy¢ rzuty punktu przebicia sie prostej a(a"a")
z ptaszczyzng a (ha va) (Rys. 195.). Przez prosta a, wyzna-

czong dwoma punk-
tami A (A" A") i
B (B" B"™), popro-
wadzmy ptaszczy-
zne prostopadig do
0si rzutéw X i uwa-
zajmy jg za rzutnie
boczna. Wyznacz-
my rzutboczny a!"
prostej a i $lad
boczny «ka ptasz-
czyzny a, to punkt
przeciecia sie P”r prostych a' i ka jest rzutem bocznym
szukanego punktu. Z tatwoscig wyznaczymy teraz rzut pozio-
my P" i pionowy P".

2. Wyznaczy¢ odlegtos¢ punktu A (A" A") od osi rzu-
tbw X. Przez punkt A poprowadzmy ptaszczyzne prostopadig
do osi rzutéw X, auwazajac jg za rzutnie boczng, poté6zmy np.
na rzutnie pozioma (Rys. 196.), to odcinek A" Ax wyraza od-
legto$¢ punktu A do osi Xx.

3. Wyznaczy¢ odlegto$é punktu A {A" A") od ptaszczy-
Zny a (ha va), rownolegtej do osi rzu-
tow Xx. Przez punkt A prowadzimy rzut-
nie boczng prostopadta do osi rzutéw X,
va W wyznaczymy $lad boczny ka plaszczyzny a
Ny i rzut boczny A'™ punktu A (Rys 197.).
z Z punktu A'™ KkreSlimy prostopadty do

Zy

T/ i
- BT i prostej ka, a odcinek A,n B'™" réwny jest
y odlegtosci punktu A od plaszczyzny a
A 4, Wyznaczyé
czyzn a (ha va) i fi (hp vp), réwnolegtych
Rys. 197. do osi rzutbw X. Przyjawszy rzutnie

boczna prostopadta do osi X, wyznaczy-
my $lady boczne ka i kp danych ptaszczyzn (Rys. 198.)
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i otrzymamy rzut boczny a"', a takze i dwa dalsze r zuty a'r
i @' szukanej krawedzi.

5. Wyznaczy¢ odlegtosé
dwoch prostych skoSnych a(a'a")
i b (b b™). Jezeli przez prostg b
poprowadzimy ptaszczyzne e row-
nolegta do prostej a, to odlegtos¢
prostej a od ptaszczyzny e wyraza
odlegto$¢ prostych skosnych aib.

Niechaj punkt przeciecia sie
M' rzutéw poziomych a' i b' da-
nych prostych (Rys. 199.) bedzie Rys. 198.
rzutem poziomym punktu M, le-
Zzacego na prostej b. Oznaczywszy rzut pionowy punktu M
litera M™"t poprowadzimy przezeh prostg c¢", ktorg uwazajmy
za rzut pionowy prostej ¢, przechodzacej przez punkt M réw-
nolegle do prostej a. Rzut poziomy c¢' prostej ¢ schodzi sie
z prostg a'. Proste b i ¢ wyznaczajg ptaszczyzne e, réwno-
legta do prostej a. Wyznaczmy $lad poziomy ne ptaszczyzny e,
a nastepnie,
przyjawszy
ptaszczyzne
rzutbw  pro-
stopadts do
poziomej i do
ptaszczyzny
e,wyznaczmy
Slad boczny
ke tej ostat-
niej, a to i3-

czac rzut Rys. 199. Rys. 200.*

boczny M'™
punktu M z punktem przeciecia sie osi y ze Sladem he. Po-
niewaz prosta a jest réwnolegtag do plaszczyzny e, wiec jej
rzut boczny a'" otrzymamy, kreslac z punktu Ha  prostg row-
nolegta do ke. Odlegto$¢ prostych réwnolegtych ke ia"" réwna
jest odlegtosci prostych skosnych a i b.

6. Wyznaczy¢ odlegto$¢ punktu P (P* P™) od prostej
p (p*'p") (Rys. 200.*). Wyznaczmy rzut boczny p'" prostej p
i rzut boczny P " punktu P na ptaszczyzne poziomo rzuca-

7

a
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jaca, a zarazem rownolegla do prostej p. Odcinek P™™ Q™

prostopadty do p'", jest rzutem bocznym odcinka prosto-
padtego do prostej p, rzut boczny
bowiem kata prostego A QP be-
dzie w tym wypadku katem pro-
stym, gdyz ramie A Q jest roéwno-
legte do rzutni bocznej. Wyznaczyw-
szy punkty Q" i Q" otrzymamy rzuty
poziomy i pionowy odcinka, wyraza-
jacego odlegtos¢ punktu P od prostej
p. Prawdziwg wielkos¢ odcinka P Q
znajdziemy, wykonujagc jego kiad
Po Qo na rzutnie boczna.

7. W

A (A"A") od ptaszczyzn dwusiecz-
nych ¢/is# Odcinki A" B"" iA""C"r

(Rys. 201) rozwigzujg zadanie.

8. Wyznaczy¢ odlegtos¢ prostej a (" a™), rownolegtej dc
ptaszczyzny dwusiecznej 8n od tejze ptaszczyzny (Rys. 202).
Wiadomo (ust. 56),
ze rzuty prostej ro-
wnolegtej do ptasz-
czyzny &/ sa wza-
jemnie rownolegte,
zatem a' /Z a".

Ptaszczyzne
e (/ie Ve) prosto-
padta do osi x u-
wazamy za rzutnie
boczng, wyznaczy-
my rzut boczny a™'
prostej a, wykre-
slimy $lad boczny
k&u ptaszczyzny 8r» a odlegto$é n tych dwoch réwnolegtych

prostych rozwiazuje zadanie.
67. Cwiczenia.

Va Va

1. Wyznaczy¢ rzuty i $lady prostych, ktére przechodzg przez punkty
a) A (1,2, 3)iB (-2, 4, -5),
b) C (O -3, 4 iD (4 -2, +2),
C) E (2, -2, -3) iF (-2, +2, +3),
d G (5,3, -3) i H (2, —5, 2).
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2. Dane sa rzuty prostej Z przechodzacej przez punkty A (0, 5, 3)
i B (7, —3, 1); wyznaczy¢ rzuty punktéw, lezacych na prostej Z a majacych
gtebokos$¢ réowng 4; 3; 0; —4 i rzuty punktéw o wysokosci 4; 2; 0; —2; —3.
3. Wyznaczy¢ rzuty i $lady poszczeg6lnych bokéw tréjkata ABC,
ktérego wierzchotkami sg punkty:
a) A4 5 4),B (7,28), C (10,2, 1),
by A(1,7 3),B (6 23), C(9 3, 1),
c) A (-4, 7,B (6 -5,3),C(9 -5, 3),
d A (1,-5,-1), B4, - 1 -8), C(, -9, -4),
e) A (7,-3, —6), B (—3, —6,7), C(—6,7, —3),
i) A6 3 -4), B (3 -4, 6), C (-4, 6 3),
g A (O 40),B (5 1 0), C (3 0, 6).
4. Wykresli¢ rzuty réwnolegtoboku A B C D, ktérego trzy wierzchotki
sa dane:
a) A2 5 3),B (7,238), C (135, 2),
b) A1, 4 3),B (5 8 3), C (11,3, 7),
¢c) A (1,-2,4), B (6, 5 -10), C (9, -5, 10),
d A 4,-1,-8), B (-1, -8,4), C(-8,4, -1).
5. Dane sg rzuty punktu A (5, 4, 6). Wyznaczy¢ rzuty oraz S$lady
prostej, ktora przechodzi przez punkt A i jest:

a) Il do «i, b) I do Jt2, «¢) // do osi x, d) L do ju, e _L doJt,
6. Rozwigza¢ powyzsze zadania, skoro potozenie punktu A jest na-
stepujace :
a) A (0, -5, 4), b) A -4, 4), c) A (0, -4, -5),
d A (0, 0, 5), e) A (0, -5, 0), i) A (0, -3, +3).
7. Dane sg rzuty punktu P (5, 1, 4) i prostej Z wyznaczonej $ladar

H (3, 8, 0)i V (10, 0, 8).
Wyznaczy¢ rzuty prostej m, ktéra przechodzi przez punkt P, przecina
prostg Zi jest:
a) rownolegta do jti,

b) ' do Jr2.
8. Rozwigza¢ zadanie 7, jezeli potozenie punktu P i prostej Z= (H,
okreslaja:
a) P (2, 7,5, H (8 9 0, V009,
b) P (6, -7, 4), H (3, -4, 0), V (13, 0, 6),
c) P (7, 1, -4), H (2,10,0), V (5 0, -8).
9. Dane sag rzuty dwoch prostych Zi m, przecinajgcych sie w punkc
A (3, 5, 4).
Skonstruowac¢ $lady ptaszczyzny @, wyznaczonej prostemi Z i m,
przyczem:
a) ZIl jti, m dowolna, g) Z L Jgti, m#m,
b) z/ jti, m jl je, h) ZL ?ti, m/# do osi X,
c) zZ/# Jti, m Il do osi X, Ky 2/ m, ml
d) Z_L Jti, m dowolna, 2 ZH#/ M2, m_L "2,
e) ZJ_ jti, m Il jti, m) IH do osix, m J_Xo,

i) ZIl ni, m Il do osi x, n l1J_m, m_L *2.
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10. Rozwigza¢ zadanie 9. w przypadkach a)... n), jezeli potozenie punktu
A bedzie nastepujace:

a) A (38, -4,6), dA (3 4,- 6),

by A 3, -4,-5), e)A (3, 4,-4),

cl A (3, -4,4), A (3, 0,-4),
g A (3 0 5).

11. Dane sg rzuty prostej | i punktu A, nie lezgcego na tej prostej;
wykresli¢ Slady plaszczyzny a (ha pa), wyznaczonej elementami | i A, ktére
zajmujg nastepujace potozenia w przestrzeni:

a) Z lljti, A (0,3, —5), i) ZIl do osi x, A (3, 3, —3),

b) Z Wjti, A (0,—4, —4), g) 21 *1, A 4, -5, 2),

c) Z lliti, A (6,—5, +2), h) z1*2, A (2,-3, -5),

d Z 1jt2, A (3,2, —4), i =l A (3,0, 3),

e) Z 1M, A (3,—3, —3), k) ZU *2, A (3, —3, 0).

12. Dane sj rzuty dwoch trojkatow A B C M NP ; nie postugujac
sie Sladami ptaszczyzn tych trdjkatéw, wyznaczy¢ przenikanie sie tych troj-
katow, jezeli:

a) A (2,2 4), B (12,5 5), C(8, 9, 9);M(3, 5 9), N(10, 3, 1), P (12, 9, 7),
b) A (2,4,2), B (10,2,10),C(6,10,-3); M(4, 6, 1), N(5,—3,3), P (10,5,10).
c) A(2-4), B(800),C(3, -4, 4);M(0,-3,0), N(2,4,2), P(,-3,6).

13. Dane sg rzuty punktu P (P'P"™) i $lady ptaszczyzny a (ha [CB.)

Przez punkt P poprowadzi¢ ptaszczyzne B # do a, skoro:
a) a/l *i, P (0,6, —6),
b) a il do osi x, P (0, —4, 6),
c) aijl m, P (5 —4, —4).

14. Wykresli¢ slady ptaszczyzny @ 1 do prostej a (a' a"), a przecho-

dzacej przez punkt A (A' A"), gdy:
a) all *1} A (0, 5, 6),
by all *!, A (0, -5, -6),
c)all*2,A (0, —5, 5),
d)ya Il *2,A (0, 4, —86),

15. Dane sg rzuty A’ B' i A” B" odcinka A B. Wyznaczy¢ rzeczywistg

wielko$¢ tego odcinka, jezeli potozenie punktéw A i B jest nastepujace:
a) A (0,--3, 6),B (8 3,3),
b) A (2,-3, 3),B (10, -6, -2),
c) A (3-3, 3),B(12, 6, —6),
dA 03 -7),B(@7 4 -2),
e) A (0,3, —3),B (10, —5, 5).

16. Wyznaczy¢ odlegto$¢ punktu A (A' A") od ptaszczyzny a (ha pa)

w przypadkach okres$lonych Rysunkami 203 a—d.

b, )
a) Va ) Va ¢ ha d)
1V ha A" M
tla
X K
A A ha

Mc ¥

Rys. 203 a—d.
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17. Wyznaczy¢ rzeczywistg odlegtos¢ punktu A (A" A") od ptaszczyzn
dwusiecznych 8/i 8// jezeli potozenie punktu A jest okresSlone:
a) A (o, 6, 0), c) A (4, -8, 2),
b) R (5, 0/5), d)A (3, -8, -2),
e) A (0, 3 -10).
18. Wyznaczy¢ odlegto$¢ punktu A (A' A") od plaszczyzny a, wyzna-
czonej przez proste przecinajace lub réwnolegte [im
a) / INTL, m ljra,
b) Z I1*i, m Il osi
¢) / jlosi x, mdowolne,
d) 7/ llm Il do osi x.
19. Wyznaczy¢ odlegtos¢ punktu A (A! A") od prostej 7 (1 1), jezel
potozenie tych elementéw jest nastepujace:

a) A (0, 5, —5), | dowolne,

by A (O, 4, -8), I 1l *If
c) A (3 -6,2) 11 *2,
d 7/t 3, —3, —3). | Il do osi rzutow X.

e) /t (3, 8, 2), | lezy na 8/
D /1 4, 2, 6), | lezy na 8/,
g) A (4, 4, 4), | lezy na rr,,
h) 7t (3, 6, —6), /lezy na
i) /t 2, —4, -6), | =

k)

Rys. 204.

20. Wykresli¢ $lady ptaszczyzny przechodzacej przez dang prostg /(/ .
prostopadle do danej ptaszczyzny a (ha pa), w nastepujacych przypadkach:
a) / dowolna, a /# do x,
b) /1l «i, a dowolna,
c) /1l )2, a = (x, yd,
d) 1'J. ~i, a dowolna,
ey / LD, a= 8/
f) /-L *T3 a dowolna,
g) /Il X, a= 8/
h) /lezy na 8/ a / jc
i) /lezy na 8/, a dowolna,
ky /= X, a = (x,/}).
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68. O metodzie obrotu. W dotychczasowych rozwaza-
niach naszych istnieje luka, uniemozliwiajgca rozwigzanie za-
dan, zwlaszcza natury miarowej, t. j. takich, gdzie w rezul-
tacie chodzi o poznanie wielkosci odcinkow i katow. Przykiad
najlepiej rzecz wyjasni. Niechaj zadaniem naszem bedzie wy-
znaczenie prawdziwej wielkosci kata, ktérego rzuty ramion sg
dane. Wiadomosciami, ktéremi dotad rozporzadzamy, zadania
tego rozwigza¢ nie potrafimy, nie znane nam sg bowiem spo-
spoby, ktérymi nada¢by mozna ramionom kata potozenie réw-
nolegte do rzutni, lub tez wprost ramiona te, bez zmiany za-
wartego miedzy niemi kata, na te rzutnie potozy¢. Istota roz-
wigzania omawianego zadania polega na zmianie potozenia
ramion kata w przestrzeni, przy zachowaniu danego odchyle-
nia tych ramion. Owdz, zmiana potozenia ramion kata doko-
nywa sie przy pomocy pewnej metody konstrukcyjnej, zwanej
metoda obrotéw.

Najpierw zajmiemy sie poznaniem metody jako takiej,
a nastepnie zastosowaniem jej do rozwigzywania zadanh.

69. Obroty punktu. Mowigc o obrocie punktu, mamy
na mysli jego obrét okoto danej prostej, zwanej osig obrotu
i 0o dany kat, przyczem punkt pozostaje stale na ptaszczyZznie

prostopadtej do osi obrotu, zwa-
nej ptaszczyzng obrotu.
Os obrotu m przebija ptaszczyz-
ne obrotu € (Rys. 205.) w punk-
cie S, ktory jest Srodkiem
obrotu. Odcinek r, tgczacy punkt
A z punktem S, nazywamy
promieniem obrotu. Punkt A
Rys. 205. zakre$li podczas .obrotu okoto
osi m na plaszczyznie e tuk
kota, réwny danemu katowi 9 i zajmie potozenie Aui.

Przeprowadzimy zadanie powyzsze w rzutach cechowa-
nych, przyczem niechaj o§ m lezy na plaszczyznie porow-
nawczej, a punkt A, ktéry obroci¢ mamy o 9, niechaj ma
ceche 3’4 danych jednostek (Rys. 206.).

Ptaszczyzna obrotu, przechodzgca przez punkt A L m,
przecina rzutnie wdtuz $ladu he L m. Punkt S jest $rodkiem

m
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obrotu, a odcinek S A' = f rzutem promienia obrotu. Aby
modz dokonaé¢ obrotu punktu A okoto osi m, wykonajmy kiad
ptaszczyzny € okoto jej $ladu ne na plaszczyzne rysunku,
czyli w naszym przypadku na rzutnie. Kiad ten ujawni sie
ktadem pro-

mienia r na

ptaszczyzne

poziomag i wy-

zZnaczy jego

prawdziwa

wielkos¢  re.

Nastepnie za-

kreslimy  ze

srodka S pro-

mieniem  r°

tuk kota w za-

danym  kie- Rys. 206. Rys. 207.

cajgc tym sposobem punkt w kitadzie o dany katzp az do
potozenia Ai°. Z kolei wr6ci¢é musimy z punktem A\ na ptasz-
czyzne obrotu w jej pierwotnem potozeniu, t. j. niejako ptasz-
czyzne te wraz z punktem Ai podnie$é¢, albo raczej obroci¢
okoto $ladu he 0 90°. W tym celu rzucimy punkt Ai° prosto-
padle na prosta he, a odcinek Ai°c Ai* wyraza w przyjetej
jednostce diugosci wysokosé punktu Ai po obrocie, a wiec
jego ceche. — Konstrukcyjne rozwigzanie tego zadania w rzu-
tach Monge’a podaje Rys. 207.

Poziomo rzucajgca ptaszczyzna obrotu wyznaczona jest
Sladem he i Ve $rodek obrotu S (S* S"), potaczony z danym
punktem A (A" A"), daje promien obrotu r (r' r"). Doko-
namy obrotu, a rzut pionowy Ai" punktu po obrocie znajdziemy,
odmierzajgc od osi X na prostej odnoszgcej otrzymang wyso-
kos¢ z = Ai" Ai°.

Jezeli o$ obrotu jest rownolegta do rzutni np. pionowej
(Rys. 208.), to obrét dowolnego punktu o dany kat wykonamy
zupetnie analogicznie: kreslimy $lady ne i ve plaszczyzny
obrotu prostopadtej do osi obrotu m (m' m")y wyznaczymy
srodek obrotu S (S" S"), promien obrotu r (r'r"), wykonamy
kfad ptaszczyzny obrotu i otrzymanym promieniem r° obré-
cimy punkt A° 0 dany kat ¢ Po podniesieniu plaszczyzny
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obrotu w jej pierwotne potozenie, otrzymamy rzuty A\" i A\
punktu A:. po dokonanym obrocie. Zadanie uprosci sie w pew-
nej mierze, jesli, jak to
widzimy na Rys. 209,
ktad ptaszczyzny obrotu
i obr6t wykonamy na
ptaszczyzne réwnolegta
do rzutni je, a przecho-
dzaca przez o$ m.
70. Obroty prostej.
Poniewaz prostg wy-
znaczajg dwa punkty,
wiec obrot prostej spro-
wadza sie w ogolnosci
do obrotu dwbéch jej
punktow, o ten sam Kkat
i wtym samym Kkierunku. Jezeli 0$ obrotu i prosta przecinajg
sie, a punkt przeciecia sie M lezy w granicach rysunku, to
woéwczas obrocimy jeden punkt prostej i fgczymy go po obrocie
z puntem M, ktéry jako lezacy na osi obrotu, polozenia swego
nie zmienia. Gdy prosta jest rownolegta do osi obrotu, to
i wowczas obrocimy tylko jeden jej punkt o dany kat i w za-
danym kierunku, po obrocie prosta pozostanie bowiem do osi
obrotu réwnolegta.
Przykitady.
a) Obréci¢ prostg a{a" a") okoto osi m, lezacej na rzutni
poziomej, o dany kat a (Rys. 210.).
Obrocilismy punkty A' (A" A™) i
B (B' B") prostej a okoto osi m
0 * a, aotrzymane punkty ™M (™' M"Y
1 Bi (Bi' Bi") wyznaczajg prostg
di (a/ di") po obrocie.
b)
rzutni poziomej, obrécié prosta a,
przecinajacg oS w punkcie M, o da-
ny kat @ (Rys. 211.). Zadanie wy-
konaliSmy w rzutach cechowanych.
Rys. 210. Punkt A {A\ (2)), przyjety na prostej d,
obréciliSmy okoto m o ¢p, a otrzy-
many punkt Atr potgczyli ze statym punktem M. Wysokos$é
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punktu Ax réwna jest dlugosci odcinka Atr Ai° i rowna w na-
szym rysunku 2’5 przyjetych jednostek. Zestopniowanie pro-
stej ai przeprowadziliSsmy wedtug ust. 17.

c) Odcinkowi A B, majacemu dowolne potozenie, nada
potozenie réwnolegte do rzutni poziomej (Rys. 212.). Przyj-
miemy o8 m, przecinajgcg odcinek AB w puncie M i obro-
cimy okoto niej punkt np. A tak, az znajdzie sie na wyso-
kosci punktu M.

71. Obrét ptaszczyzny. W najogélniejszym przypadku
obro6t ptaszczyzny sprowadza sie do obrotu dwoch prostych,
przyjetych na
tej ptaszczyz- \y« mm I w
nie.Jezeli pro- a" Va,/ ar
stam{m'm") ANIN /K
(Rys. 213) a ~~~AVa, A
jest osia, o- /Ta ~/\2Z
koto  ktorej [/ A X/p

obréci¢ ma- /a; / . . v\
my ptaszczy- . W\
zne a {ha Ua)

0o ~ 9,toptasz- Rys. 213.

czyzng obro-

tu dla $ladu poziomego ha jest rzutnia pozioma. Styczna hat
w pukcie Pi do kota, zakre$lonego z punktu m" promieniem
m" P, jest sladem poziomym ptaszczyzny po obrocie. Tworzaca
a (@' a") ptaszczyzny a, obrécona okoto m, o * 9, zajmie poto-
zenie a1 (a¢ ai"), a jej $lad pionowy Va potozenie Kai (Va/ Va,).
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Slad pionowy Dat ptaszczyzny a po obrocie jest tym sposobem
takze wyznaczony.

Rys. 214. przedstawia rowniez obrét ptaszczyzny a (ha Ua)
okoto prostej pionowej m (m' m"), dokonany jednak w inny
sposéb. Obro6ciwszy $lad poziomy na do potozenia nat, jak
w przykiadzie pierwszym, znajdziemy punkt przebicia sie
A (A" A") osi obrotu m (m' m") z plaszczyzng a. Poniewaz
punkt ten udziatu w obrocie nie bierze i przez niego przejdzie a
po obrocie, wiec wykresliwszy tworzaca p (p'p") ijej $lad Vp,
otrzymamy S$lad pionowy Da, ptaszczyzny a po obrocie.

Przykiad obrotu plaszczyzny
a (ha pa), hachylonej do obu rzutni,
do potozenia pionowego widzimy na
Rys. 215. Przyjmiemy o0$ obrotu
m (m* m") prostopadta do rzutni pio-
nowej i okoto niej obrécimy Slad pio-
nowy va tak, az zajmie potozenie
prostopadte do x. Slad poziomy ha®
przejdzie przez rzut poziomy .A punktu
przebicia sie A osi obrotu z ptasz-
czyzna a.
72.
cej. Szczegodlny, a dla dalszych rozwazan naszych bardzo
wazny, przyktad obrotéw stanowi obro6t piaszczyzn, wzglednie
punktéw i prostych, lezacych na nich, okoto $ladéw wzgled-
nie warstwie, albo tworzacych. Katami obrotéw sg katy, jakie
ptaszczyzny te zawierajg z ptaszczyznami rzutdéw. Po tak do-
konanym obrocie, ptaszczyzna wraz z utworami na niej leza-
cymi znajdzie sie na ptaszczyznie rzutéw, wzglednie na ptasz-
czyznie do rzutni réwnolegtej; dokonang operacye nazywamy
wykonaniem ktadu ptaszczyzny. Jako zadanie odwrotne
wystepuje podnoszenie z kiadu, t. j. obrdét punktow, pro-
stych, czy tez linij lezagcych na ptaszczyznach rzutéw lub na
ptaszczyznach do rzutni rownolegtych, okoto odnos$nych S$la-
déw, wzglednie warstwie o taki kat, ze po obrocie utwory te
znajda sie na danej ptaszczyznie.

Z kladem ptaszczyzn rzucajagcych zapoznaliSmy sie przy
sposobnosci wyznaczenia prawdziwej wielkosci odcinka (ust. 13.
i 39.). Wistocie bowiem wyznaczenie dtugosci odcinka jest kladem
ptaszczyzny rzucajgcej ten odcinek na rzutnie poziomg wzgled-
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nie pionowa. Wyznaczmy S$lady H i V prostej (A, B) (Rys. 216.),
a takze slad pionowy ptaszczyzny poziomo rzucajgcej, prze-
chodzacej przez nia, to prosta va° bedzie kladem $ladu piono-
wego ha rzutnie po-

ziomg, a punkt V° bV Y A
potagczony z H wy- va .
znaczy kilad prostej al noo v
w granicach jej $la- HwA e V A h°lhy? SAv X

dow. A° B° jest kia-
dem poziomym od-
cinka AB.

Klad tejze sa-
mej ptaszczyzny a na
rzutnie pionowg wi- Rys. 216. Rys. 217.
dzimy na Rys. 217.

Slad poziomy H zakreéli na rzutni poziomej tuk kota o $rodku
V', a punkty A i B obrdcag sie na plaszczyznach poziomych,
jako ptaszczyznach obrotu prostopadtych do osi obrotu Va

73. Katy nachylenia prostej z ptaszczyznami rzutéw
Katem nachylenia prostej z ptaszczyzng nazywamy Kkat, jaki
prosta tworzy ze swoim rzutem prostokatnym na te ptasz-
czyzne (ust. 14.). Jezeli p" (Rys.

218.*) jest rzutem poziomym pro-
stej p, a p" rzutem pionowym
tej prostej, to jak z rysunku wi-
dzimy: «c+ y=90°. Lecz Kkat,
jaki prosta tworzy ze swoim
rzutem na ptaszczyzne, jest naj-
mniejszy, jaki zawiera¢ moze
z prostemi, lezacemi na ptasz-
czyznie rzutéw, a przechodza-
cemi przez jej $lad; zatem B<y,
awiec a+ p<90° czyli: suma
katow nachylenia prostej z obu
rzutniami jest mniejsza od kata prostego.

Przez wykonanie kladu px prostej p (Rys. 219.) na rzut-
nie pozioma, otrzymamy kat a, jaki prosta zawiera z rzutnia
pozioma; kiad p° prostej p na rzutnie pionowa wyznacza kat ™
tej prostej z rzutnig pionowg. O ile $lady prostej nie leza
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w obrebie ptaszczyzny rysunkowej, to klady wykonamy na
ptaszczyzny rdéwnolegle do rzutni, jak to widzimy na Rys. 220.
Niechaj za-
daniem naszem
bedzie wykre-
Slenie rzutéw
prostej, prze-

chodzagcej

przez dany
punkU((zl'zl"),
a zawieraja-
cej z rzut-

niami dane
katy a i o.
Najpierw znaj-
dziemy dowolng prostg, tworzacg z rzutniami zgdane Kkaty,
a nastepnie przez punkt A poprowadzimy do niej rownolegia.
Przypusémy, ze prosta p (Rys. 218.*) jest szukang prostg
i przeprowadzmy rozbiér konstrukcyi. hby otrzymac a,
jaki prosta p tworzy z rzutnig poziomg, obréémy ja okoto osi
(Vp, Vp') na rzutnie pionowa. Otrzymamy prawdziwg wielkos¢
odcinka prostej ograniczonej Sladami Hp i Vp, rowng odcinkowi
Hp® Vp i * a. Odcinek Hp Vp, jego rzut pionowy Hp" Vp
i odcinek Hp Hp" tworzg tréjkat prostokatny =z katem 0
przeciwlegtym bokowi Hp Hp" i z katem prostym w wierz-
chotku Hp". Znajac * 0 i odci-
nek Hp°® Vp, wykreslimy tréj-
kat prostokatny Hp® Hpx Vp,

przystajgcy dotrojkagtaHpHp™ Vp
a przy jego pomocy rzuty za-
danej prostej w spos6b nastepu-
jacy. Przez dowolnie na osi X
przyjety punkt Hp°® (Rys. 221.)
kreslimy prostg p° pod katem a
do osi x i dowolny punkt Vp
uwazamy za jej $lad pionowy.
Kreslimy trojkat Hp” Hp* Vp o
kacie prostym przy Hpx a kacie 0 przy Vp. Bok Hpx Vp réwny
jest diugosci rzutu pionowego szukanej prostej p, a poniewaz
punkt Vp jest jej sladem pionowym, wiec zakresliwszy pro-
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mieniem Vp Hpx, z punktu Vp jako $rodka, tuk kota az do
przeciecia sie z osig X, otrzymamy rzut pionowy Hp' S$ladu
poziomego prostej p, a wiec i jej rzut pionowy Hp" Vp = p".
tuk kota o $rodku Vp' a o promieniu VpfHp° przetnie prosto-
padtg, wykreslong w puncie Hp™ do osi &, w punkcie Hp, ktéry
jest $ladem poziomym prostej p. Prosta (Hp, Vp) jest rzutem
poziomym p" prostej p, przyczem oczywiscie Hp Hp" = Hp° Hp x.
Przez A (A' A") poprowadzona rownolegta s (s's") do prostej
p(p'p") rozwigzuje zadanie.

Rozwazmy jeszcze warunek, ktory speilniony by¢ musi,
aby rozwigzanie zadania byto mozliwe. Przedewszystkiem tuk
Hp* Hp" musi przecigé o$ jy, czyli musi by¢: Vp Vp'ZHp* W
albo (patrz Rys. 218.*) Hp Vp sin a z hp VP cos p czyli:
sinaz sin (90 — 13, albo poniewaz katy @ i p sa ostre

azZ 900—P czyli

a+ pz 90°
wykazaliSmy juz, ze powyzszy warunek jest konieczny,
widzimy teraz, ze jest on tez wystarczajacy.

74. Katy nachylenia ptaszczyzny z rzutniami. W ust. 25
okredlilisSmy kat dwoch ptaszczyzn jako kat zawarty miedzy
dwiema prostemi, lezacemi na tych ptaszczyznach, a prosto-
padiemi w dowolnym punkcie ich krawedzi. Poniewaz owe
proste sg prostopadte do krawedzi danych dwdch paszczyzn,
wiec ptaszczyzna niemi wyznaczona jest do tej krawedzi pro-
stopadta. Stad wynika nastepujacy sposéb postepowania przy
wyznaczaniu kata nachylenia dwdch ptaszczyzn: W dowolnym
punkcie krawedzi dwoch ptaszczyzn prowadzimy do niej ptasz-
czyzne prostopadta, wyznaczamy proste przeciecia sie z obiema
ptaszczyznami, a kat zawarty miedzy temi prostéhii, mierzy
kat, jaki tworzg dwie uwazane ptaszczyzny.

Suma katéw, jakie ptaszczyzna zawiera z dwiema rzut-
niami, lezy w granicach miedzy jednym i dwoma katami
prostymi. Suma ta osigga swa granice dolng, kat prosty, gdy
ptaszczyzna jest réwnolegta do osi x, katy a i p sg w tym
wypadku uzupetniajace. Suma katéw a i p o0siagga granice
gorna, dwa katy proste, gdy ptaszczyzna jest prostopadig do
osi x. Dla wszystkich innych potozen plaszczyzny, suma ka-
téw z ptaszczyznami rzutdw jest wiekszg od kata prostego,
a mniejszg od dwoch katéw prostych. W istocie, dwie nie-
prostopadie ptaszczyzny tworzg jeden kat ostry i jeden roz-
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warty, spetniajgce sie do dwoch katow prostych; kat ostry jest
wedle umowy katem, ktéry mierzy nachylenie dwoch plasz-
czyzn, w nastepstwie czego musi by¢ a + p z. 180°. Zresztay
mamy takze: a + p 4- 900 > 180°, poniewaz suma trzech
katow naroza tréjsciennego jest wiekszg od dwoch katéw pro-
stych, wiec istotnie:

a 4- p > 90°

Celem wyznaczenia kata, jaki ptaszczyzna @ (hep V)
(Rys. 222.) zawiera z rzutnig pozioma, poprowadzimy, zgodnie
z podanym wyzej tokiem postepowania, ptaszczyzne e (he 2s)
prostopadta do krawedzi obu ptaszczyzn, t j. do $ladu pozio-
mego hep i znajdziemy krawedz k (k' k™) tej ptaszczyzny
z ptaszczyzng q@ Kat a, zawarty miedzy tg krawedzig a $ladem
poziomym ne, rozwiazuje zadanie.

Ale z ust. 25. wiemy, ze krawedZ k jest linig najwiek-
szego spadu ptaszczyzny @ w odniesieniu do rzutni poziomej,

t. z. taka
prosta
ptaszczyz-
ny g ktéra
ze swoim
rzutem
tworzy naj-
mniejszy
kat. Powie-
my wiec:
kat nachy-
lenia danej ptaszczyzny z rzutnig poziomg lub pionowg wy-
raza sie katem nachylenia linii najwiekszego spadu tej
ptaszczyzny w odniesieniu do rzutni poziomej lub pionowej.

Rzut poziomy kata a réwny jest zeru, gdyz k' i ne na-
krywajag sie; rzut pionowy kata a oznaczyliSmy na Rys. 222.
przez a". Wykénawszy kiad k° krawedzi k na rzutnie po-
zioma lub na pionowg (hiQ, otrzymamy prawdziwg wielkos¢
tego kata. Na Rys. 223. podaliSmy ponadto konstrukcye kata
nachylenia p ptaszczyzny @ z rzutnig pionowa.

Przyjmijmy ptaszczyzne @ (hep Up) nachylona do obu rzutni
(Rys. 224.). Poprowadzmy przez punkt A, obrany na osi
ptaszczyzne e (he ve) prostopadlta do hp i ptaszczyzne
y (hy px)xvp. Krawedz h, ptaszczyzn @ i e obréémy
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okoto De na rzutnie pionowg, a krawedz & plaszczyzn @iy
okoto hy na rzutnie pozioma. Kat <, jaki « ,° utworzy zosig X,
jest katem nachylenia ptasz-

czyzny @ 2z rzutnig pozioma,

a kat p= A V2°H> jest katem

nachylenia ptaszczyzny @z rzut-

nig pionowa. Wykresimy z punk-

tu /i prostopadie m i n do k>°

i /3°, o A B = A C, gdyz kazdy

z tych dwdch odcinkéw wyraza

odlegtos¢ punktu A od plasz-

czyzny o. W istocie, prostopadta

wyprowadzona z punktu A do

ptaszczyzny ¢ jest krawedzig

ptaszczyzn e iy, prostopadiy do

linij najwiekszego spadu k”ikz

tych plaszczyzn. Po wykonaniu

ktadow ptaszczyzn e iy, a wiec Rys. 224.

i prostych k\ikz, odcinki A B

iAC sa kladami tej samej prostopadiej.

Przeprowadzone rozumowanie umozliwi rozwigzanie na-
stepujacego zadania: Przez dany punkt P poprowadzi¢ ptasz-
czyzne zawierajg-
cg z rzutniami da-
ne katy a i j3

Wiemy, ze
musi by¢: a » 90°,
e~ 90° a a -f@
> 90°.

Najpierw po-
prowadzimy ptasz-
czyzne @ hieprze-
chodzaca przez
punkt P, a nastep-
nie przez ten punkt
ptaszczyzne \créw-
wnolegla do ptaszczyzny Na prostopadtej wykreslonej
w punkcie A do osi X (Rys. 225.*) obierzmy dowolnie punkt M»
z ktérego wyprowadzmy prostg kio zawierajaca z osig x kat a.
Odcinek AC = n, prostopadty do hi°, réwny jest odlegtosci

B artel, Geometrya wykresina. 8
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punktu A od szukanej ptaszczyzny. Zakre$lmy z punktu A*
jako $rodka, promieniem A C kofo i drugie z niem wsp6¥rod-
kowe promieniem A H°. Do pierwszego kota wykre$lmy styczna
&2° pod * p do je. Z punktu N wykresSlona styczna /p do
drugiego kofa jest Sladem poziomym szukanej plaszczyzny o,
a prosta (Xcp, M) jej sladem pionowym.

Oczywiscie, ze koto zakreslone promieniem A V° z punk-
tu A jako S$rodka jest styczne do Sladu Dp

Aby médz wykresli¢ styczng nep, musi punkt N lezec
zewngtrz kota H H°, czyli musi by¢ A H® ™ A N, albo biorac
pod uwage trojkaty prostokatne ACHO i ABN, wyrazimy
powyzszy warunek w ten sposob

AC ~ AB
sin @ — sin (900 — p)
a poniewaz AC — AB, wiec mamy:
sin a sin (90° — p).
A poniewaz katy a i p sg z zatozenia ostre, wiec
a 2l (90°—py czyli (a + p) > 90°.

WykazaliSmy juz poprzednio, ze dwa warunki sg ko-

nieczne, aby rozwigzanie zadania byto wogd6le mozliwe:
1) c+ » ™ ISO0i 2) (a+ p > 90°

Z powyzszego widzimy, ze warunki te sa zarazem wy-
starczajgce.

Ptaszczyzna ty (h” i?"), poprowadzona przez punktP (PrP™)
réwnolegle do @ (hep v<p), rozwiazuje zadanie.

75. Klady ptaszczyzn dowolnie potozonych w prze
strzeni. Wykona¢ ktad ptaszczyzny a (na ua) na rzutnie po-
ziomg znaczy, obréci¢ jag wraz z punktami i prostemi lezg-
cemi na niej, okoto jej $ladu poziomego tak, az padnie na
rzutnie poziomg. Wykonanie kladu plaszczyzny, o ile nie
sg brane pod uwage inne punkty i proste na niej lezgce, spro-
wadza sie do obrotu Sladu pionowego tej ptaszczyzny okoto
§ladu poziomego jako osi obrotu tak, az $lad ten padnie na
rzutnie pozioma. Przykiad takiego kfadu widzimy na Rys. 226 a.
Punkt A, obrany na $ladzie va, obréciliSsmy okoto na 0 kat
180° — ty, jaki ptaszczyzna a zawiera z rzutnig pozioma. Pro-
sta pao, tgczgca punkty A° iXa, jest kladem S$ladu pionowego
ptaszczyzny a.

Odcinek Xa/fo réowny jest odcinkowi XaA, wobec czego
zakres$liwszy ze $rodka X« (Rys. 226 b.) promieniem XaA tuk,
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az do przeciecia sie
Z prostopadig wy-

prowadzong z punk-
tu A! do ha, otrzy-

mamy punkt A°i tg
droga uzyskamy

réwniez rozwigza-

nie zadania.

Jezeli na

ptaszczyznie Rys. 226 a. Rys. 226 b.

a (ha va) (Rys.
227 a.) lezy prosta a (a'a"), to po wykonaniu kladu tej ptasz-
czyzny prosta
taznajdzie sie % n %

rébwniez  na /7.

rzutni pozio- v xash e A"

mej. Wyzna-
czywszy Da0

znajdziemy

klad Va° $la-
du pionowego

prostej a i po-
faczymy go

ze Sladem
poziomym Ha. Prosta a° jest kladem prostej a (a' a") na rzut-
nie poziomg. —

Kiad A° punktu
A (A" A") pro-
ste] a otrzyma-

my, rzucajac

punkt A" prosto-

padledo/ianaal

Rys. 227 b.

podaje ktad

ptaszczyzny a Rys. 228 b.
narzutnie pozio-

mg, dokonany w ten sposob, ze $lad pionowy Va prostej a
obréciliSmy okoto ha na rzutnie pozioma i otrzymany punkt Va°
potaczyli z Ha prostg a°. Prosta (Xa, Va°) bytaby ktadem $ladu
pionowego ptaszczyzny a

8
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Przyktady kitadéw ptlaszczyzny na ptaszczyzne warstwowag

(réwnolegta do rzutni

Rys.229.

poziomej) widzimy na Rys. 228 a i b.

Osig obrotu jest w tym przypadku
dana warstwica (prosta tworzgca)
w (w' w") ptaszczyzny a. Dowolnie
obrany punkt A $ladu pionowego V a
obrécilismy okoto w (w'w"), az padt
na ptaszczyzne poziomg, przecho-
dzacg przez w. Prosta tgczgca punkt
A° z V' jest kladem S$ladu piono-
wego; prostopadta do w*' wykreslona
z Xa przetnie va° w punkcie Xa°, przez
ktory przechodzi, rownolegle do w'y
kfad h &’ éladu poziomego ptaszczyz-
ny a. Po-
niewaz

AV-A°V'
wieckorzy-

stajgc z tego uproscimy konstruk-

cye zadania,
Rys. 228 b.

postepujac tak, jak na

Klad ptaszczyzny a na plasz-

czyzne warstwowag

wykona-

ny w rzutach cechowanych, przed-

stawia Rys.

Plaszczyzne

obrotu poprowadzilismy przez li-
nie najwiekszego spadu, na warst-

wicy 9a odmierzyli

9 9X=3m

w podziatce rysunku. Odcinek ¢ X0
jest ktadem linii najwiekszego spadu
i tworzy z la kat qq réwny katowi,
jaki ptaszczyzna a zawiera z pozio-

mem. 7a%> 8a°, 9a°...

sg to kiady

warstwie plaszczyzny a na plasz-

czyzneg WarStWOWSz jts.
Cwiczenie.

Wyznaczy¢ prawdziwg wielko$¢ troj-
kata, ktérego rzut cechowany, wzglednie rzuty

Monge'a sg dane.

Rys. 230 a i b.

aj Rzut cechowany (Rys. 230a.).
Wykonamy klad trojkata na ptaszczyzne warstwowa, przechodzaca przez jeden
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z jego wierzchotkéw, np. C (C'[2'6]). Wyznaczywszy na prostej A' B* punkt D’
0 cesze 25 i potgczywszy go z punktem C', otrzymamy warstwice 2°'5e
ptaszczyzny trojkata. Punkt A obréciliSmy okoto tej warstwicy, az padt na
ptaszczyzne warstwowg j25 i punkt A° potaczyli z D' i C'; kiad B° trzeciego
wierzchotka lezy na prostej (D', A°).

b) Rzuty Monge’a (Rys. 230b.). Kilad tréjkata wykonaliSmy na
ptaszczyzne pozioma a, przeprowadzong przez punkt C {C C"). Punkt
A (A" A") obréciliSmy wiec okoto krawedzi m (m' m") plaszczyzny tréjkata
1 ptaszczyzny a, na te ostatnig. Punkt A° taczymy z Dri C' i otrzymamy
punkt B°, ktéry leze¢ bedzie wraz z punktem B' na prostodadtej do m'.

76. Rzut na dowolnag ptaszczyzne. W § 4. rozpatryws
liSmy wprowadzenie trzeciej ptaszczyzny rzutéw i zastosowa-
nie jej do rozwigzywania zadan. Owa trzecia rzutnia byta z re-
goOty prostopadtg do osi x, albo do jednej z dwéch rzutni.
W pewnych przypadkach chodzi¢é nam bedzie (patrz ust. 89.)
0 wyznaczenie rzutu utworu geometrycznego na plaszczyzne
dowolnie potozong; rozpatrzmy wiec przedewszystkiem rzut
prostokatny punktu na takg ptaszczyzne.

Zasadniczo postgpiCby mozna — wyszediszy z pojecia
erzutu — w sposOb nastepujacy: z danego punktu Zl poprowa-
dzi¢ prostopadts do danej ptaszczyzny rzutéw a, znalez¢ jej
punkt przebicia, a nastepnie wykona¢ ktad ptaszczyzny a na
jedng z rzutni. Sprawa da sie
jednak znacznie uproscic.

Wyobrazmy sobie, ze przez
dany punkt A poprowadzi-
lismy dwie plaszczyzny pro-
stopadte do a, przyczem jedng
poziomo, a drugg pionowo
rzucajaca. Kazda z nich prze-
cina ptaszczyzne a w linii
najwiekszego spadu, a wiec
w prostych prostopadtych do
$ladow ha i va. Przez wyko-
nanie kladu ptaszczyzny a
wraz z owemi liniami naj-
wiekszego spadu pi i p2 na
jedng z rzutni, otrzymamy ja-
ko punkt przeciecia sie owych
linij zadany kilad Ai° rzutu Ai punktu A na ptaszczyzne a

Konstrukcye zadania podaje Rys. 231. Przez punkt

A (A" A") poprowadzilismy ptaszczyzny p (/zo Dp) i y (/ly i?y)
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prostopadte: pierwszg do $ladu na, drugg do $ladu va danej
ptaszczyzny a. Nastepnie wykonaliSmy kiad nao $ladu pozio-
mego ha Na rzutnie pionowa, a wraz z nim i klad Hi0 punktu
Hi. Prostopadta pi°, wykreslona do ha® w Hi°, jest kladem
linii najwiekszego spadu ptaszczyzny o« w odniesieniu do
rzutni poziomej. Ktad p2° linii najwiekszego spadu pj (p2' pi*)
ptaszczyzny a, w odniesieniu do rzutni pionowej, schodzi sie
z pz". Punkt A t° bedacy przecieciem sie prostych pt° i p2°y
rozwigzuje zadanie.

77. Podnoszenie ptaszczyzn. Jako zadanie odwrotne kiadl
ptaszczyzny wystepuje t. zw. podnoszenie ptaszczyzny, przez
ktore rozumiemy takze obrot punktow i prostych, wzglednie
wielokatéw albo dowolnych linij, lezacych na ptaszczyznach
rzutow okoto $ladéw danych ptaszczyzn tak, az padng na te
ptaszczyzny. Kilka przyktadéw rzecz najlepiej wyjasni.

a. Przypusémy, ze dany jest kiad poziomo rzucajacej
ptaszczyzny a (ha va) wraz z kwadratem, ktéry na niej lezy
(Rys. 232 a.). Tak wiec $lad poziomy ha, prosta va® £ ha jako
ktad $ladu pionowego va ptaszczyzny a, a wreszcie kwadrat
A° B° C° D° sg dane. Podnie$¢ ptaszczyzne a z klkadu w jej

pierwotne poto-
zenie oznacza to
samo, co wykre-
§li¢ rzuty kwa-
dratu, lezgcego
na tej ptaszczy-
znie. Rzut po-
ziomy kwadratu
lezy na S$ladzie
poziomym ha:
ptaszczyzny a
Slad pionowy va
Rys. 232 a. Rys. 232 b. ptaszczyzny €
jest prostopadty
do osi X w punkcie Xa. Rzuty pionowe A", B", C", D" wierzchot-
kéw kwadratu znajdziemy, odmierzajac na promieniach odno-
szgcych od osi x ich wysokosci. 1tak np. wysokos$¢ punktu A
rowna jest odcinkowi A° A', wysokos¢ punktu B odcinkowi
WW it d
Wysokosci poszczegélnych punktéw przenies¢ mozna
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takze zapomocg tukoéw kot zakresSlonych z punktu Xa i prostych
rownolegtych do ha wzglednie x, jakto przeprowadziliSmy dla
punktu B".

Jezeli dany jest klad ptaszczyzny a wraz z kwadratem
na rzutnie pionowag (Rys. 232 b.), to rzuty tego kwadratu znaj-
dziemy w sposOb nastepujacy: Rzuémy punkty C° D°,... na
0$ X i przenieSmy te rzuty tukami két o srodku Xcc na $lad
poziomy ha, a otrzymamy rzuty poziome C',D... wierzchot-
kéw kwadratu. Rzuty pionowe C", D"... sg oczywiscie punk-
tami przeciecia sie prostych odnoszacych i $ladéw pionowych
ptaszczyzn obrotéw, przechodzacych przez punkty C° D°..
prostopadle do $ladu pa, ktéry jest osig obrotu. Uwzgledniajac,
ze boki kwadratu A° B° C° D° przecinajg 0§ obrotu pa, i ze
przez punkty te. Z Il i Ill przejda takze rzuty pionowe odnos-
nych bokéw, mozemy znalezé, wyznaczywszy w wyzej podany
spos6b C' i C", dalsze punkty jak D", A"™ i B" przy pomocy
tych wiasnie punktéow 1, 11 i 11l

b. Przyjmijmy proste ha i va°, przecinajace sie w punk-
cie Xa na osi x (Rys. 233 a) i uwazajmy je za kiad ptasz-
czyzny a dokonany okoto ha na rzutnie pozioma. Obréémy
ptaszczyz-
ne a okoto
$ladu haja-
ko osi obro-
tu tak, az
$lad piono-

wy v a’

padnie na

rzutnie pio-

nowa, czy-

li podnies-

my ptasz-

Czyzng a Rys. 233 a. Rys. 233 b*.

w jej pier-

wotne potozenie. Na prostej Da0 obierzemy dowolnie punkt Vp°,
przez ktéry wykreslimy prostopadta do ha, az do przeciecia
sie z osia X w punkcie Vp'. tuk kota zakre$lony promieniem
Xa Vp° z punktu Xa jako $rodka przetnie odnoszaca, poprowa-
dzong w punkcie Vp', w punkcie Vp. Prosta (Xa, Vp) jest szu-
kanym $ladem pionowym ptaszczyzny a. Jesliby précz i?a®° dany
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byt klad p° prostej lezacej na ptaszczyznie a, to wyznaczenie
rzutéw tej prostej, czyli podniesienie jej w przestrzen w pier-
wotne potozenie przeprowadzimy w sposéb nastepujgcy: Punkt
Hp (Rys. 233 a.) jest sladem poziomym prostej p, ktérego rzut
pionowy Hp"™ lezy na osi X. Punkt Vp° jest kladem $ladu pio-
nowego prostej p; znajdziemy Vp' i Vp i tym sposobem otrzy-
mamy pr i p". Gdyby punkt A° na p° byt dany, to rzut
poziomy A" leze¢ bedzie na prostopadtej do ha.

c. Niechaj dana jest ptaszczyzna a (ha Da) a na rzutni
poziomej prosta p°; obré¢my prostg p okoto ha tak, az padnie
na plaszczyzne a. Postgpi¢ mozemy w dwojaki sposob: albo
wykonamy kiad $ladu pionowego va i zadanie sprowadzimy
do poprzedniego, albo jak w Rys. 233b.* obrécimy dowolny punkt
prostej p okoto ha o kat, jaki ptaszczyzna a zawiera z rzutnig
pozioma. W tym celu przy pomocy poziomo rzucajacej ptasz-
czyzny £ (he De) _L @{ha Da) Wyznaczymy kat o ptaszczyzny a
Z rzutnig poziomg, a nastepnie podniesiemy punkt A na ptasz-
czyzne @, otrzymujac jego rzuty A' i A™; {A’, Hp) = p\
a (A", Hp") = p".

78. Zadania. /. Wykresli¢ rzut cechowany kwadratu
lezacego na danej ptaszczyznie « (Rys. 234.). Potozenie ptasz-

czyzny « okreslone jest zestopniowana
linig najwiekszego spadu la, kat /70 /x= @
jest katem nachylenia tej ptaszczyzny.
Na ptaszczyznie poréwnawczej przyje-
lismy kwadrat A° B° C° D°, ktéry
obrécimy okoto $ladu ha o kat 9 i ktéry
tym sposobem padnie na ptaszczyzne a.
Ptaszczyzny obrotdw przejdg przez po-
szczegblne punkty przyjetego kwadratu
prostopadle do osi obrotu ha. Obroémy
punkt C°; ze $rodka obrotu S wykresli-
my prostag rownolegta do 0 /x i zakre-
$limy tuk promieniem S C°. Otrzymany
punkt Cx rzucimy w kierunku _L do
law i otrzymamy rzut C' punktu C, le-
zacego na ptaszczyznie a. Prosta (B°, C°)
przecina o$ obrotu ha w punkcie /, ktéry tagczymy z C' i otrzy-
mamy punkt B'. Przy pomocy punktu Il na ha otrzymamy
punkt A", a poniewaz rzuty prostych réwnolegtych sa réwno-
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legte, wiec rzut kwadratu bedzie réwnolegtobokiem. Dwa bra-
kujace boki otrzymamy, kreslac C' D' #B* A" i A' D' /B" C".
2. Wykreslié¢ rzuty kwadratu, lezacego na danej ptasz:

czyznie a (ha va) (Rys. 235.). Punkt V, obrany na S$ladzie
pionowym Da, obrdcimy okolo ha jako osi na rzutnie pozioma
i otrzymany punkt V° potgczymy z Xa prostag va°, bedaca
ktadem $ladu piono-

wego ptaszczyzny a.

Boki a°® ic° kwadratu

A° B° C° D° przeci-

najg prosta va°c w

punktach Va°® i Vc°,

ktére podniesione

padna na $lad pa ja-

ko punkty Va i Vc

Punkt Ha jest sladem

poziomym prostej a,

ktorej rzut poziomy a'

przechodzi przez ten

punkt i przez rzut po-

ziomy W $ladu pio-

nowego Va. Slady po-

ziome plaszczyzn o-

brotu, przechodzace

przez punkty A° i B

prostopadle do ha,

przecinajg prostg a'

w punktach A" i B’,

ktore odniesione na

prostg (Va, Ha") = a"

wyznaczajag na niegj

rzuty pionowe A" iB" wierzchotkéw A i B kwadratu. Punkt Hb,
$lad poziomy prostej b, tgczymy z B', otrzymujac rzut po-
ziomy b', a na nim punkt C\ podobnie za posrednictwem
punktu Hd otrzymamy bok cT i punkt D'. W ten sposéb rzut
poziomy A'B' C' D" kwadratu, ktory bedzie réwnolegtobokiem,
jest wykre$lony. Punkt Hd" tagczymy z A", a na otrzymang
prostg odniesiemy punkt D, otrzymujac punktD"; c¢" bedzie
rownolegte do a"™ i przejdzie przez punkt Vc, oczywiscie, ze
b" bedzie réwnolegte do d".
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3. Wyznaczy¢ odlegtos¢ dwadch prostych réwnolegtych
Rys. 236 a. podaje rozwigzanie zadania metoda rzutéw cecho-
wanych. Poniewaz proste a i b sg réwnolegte, wiec linie
s a, 9a, 10a..., tgczace punkty tych prostych o tych samych

cechach, tworzg
pek promieni
rownolegtych i
sg warstwicami
ptaszczyzny a,
wyznaczonej
temi prostemi.—
Okoto warstwicy
10a obraocilismy
punkt/t prostej a
na plaszczyzne
warstwowg jiio i otrzymany punkt A° polaczyli z punktem id
prostej a'. Prosta a° jest kladem prostej a, prosta b° #aoktadem
prostej b na ptaszczyzne ttio. Odcinek n, prostopadty do obu
otrzymanych prostych, wyraza odle-
gtos¢ prostych réwnolegtych a i b.
To samo zadanie, rozwigzane
w rzutach prostokgtnych na dwie
ptaszczyzny, widzimy na Rys. 236 b.
ZnalezliSmy $lad poziomy ha ptasz-
czyzny a, wyznaczonej prostemi a ib,
a nastepnie wykonali kiad tej ptasz-
czyzny. W tym celu przyjeliSmy na
prostej a (a' a") punkt A (A" A")
i obrocili go okolo ha na pozioma.
Punkt A°, polaczony ze $ladem Ha
prostej a, daje prostg ao; prosta ho
przejdzie przez $lad Hb rdéwnolegle
do ao.
4. Z danego punktu A poprowa
dzi¢*prostopadtg do danej prostej a.
a. Rzut cechowany. Jezeli
punkt A" (Rys. 237 a) ma ceche 5,
to prosta 5«, tgczgca ten punkt z punk-
tem 5 prostej a', jest warstwicg ptaszczyzny a, wyznaczonej
prosta a i punktem A. Punkt B (£', 6) obrécilismy okoto 5«
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tak, az padt na plaszczyzne warstwowg a w ten sposob
otrzymalismy klad a° prostej a. Z punktu A" wykreslimy
prostopadta do a°, ktérg nastepnie podniesiemy na pilasz-
czyzne a. W tym celu rzucimy punkt P° w kierunku prosto-
padtym do sa na prostg a' i otrzymany punkt P' polgczymy
z A'. Odcinek A'P" jest rzutem odcinka prostopadiego do
prostej a. Odcinek A" P° wyraza odlegto$¢ punktu A od
prostej a.

b. Rzuty Monge’a (Rys.237b.). Przez dany punkt A (A*A™)
kre$limy prostg c(c'c") réwnolegta dodanej prostej a {a" a").
Szukamy $ladu pionowego Da ptaszczyzny a= {a, ¢) i wyko-
namy jej kiad, otrzymujgc punkt A° i proste c° ia°. Z punktu
A° kreslimy prosto-
padig do a°, a odcinek
A° P° réowny jest od-
legtosci punktu A od
prostej a. Prostopadta
wykres$lona zP odo Da
przecinaa" w punkcie
P", ktéry odniesiemy
naa' jakoP'. Odcinek
AP (A'-PT, A" P")
rozwigzuje zadanie.

79. Kat nachyle-
nia dwaoch prostych.
a) Proste przecinajgce sie. Jezeli dane sg proste a {a* a"

i b("b") (Rys. 238a), to po wy-
konaniu kiadu ptaszczyzny a, wy-
znaczonej temi prostemi, na jedng
z rzutni, albo na ptaszczyzne réwno-
legta do rzutni, otrzymamy prawdzi-
wg wielko$é katéw, jakie proste te
tworza. Wyznaczywszy $lad poziomy
ha ptaszczyzny @, obr6cimy okoto
niego punkt P (P' P") az padnie na
rzutnie pozioma. Proste a° i b°, ia-
czace punkt P° ze $ladami Ha i Hb,
tworzg kat @ rozwigzujacy zadanie.
W Rys. 238 b. wykonalismy kfad
prostych a i b na plaszczyzne Rys. 239.
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rownolegta do rzutni pionowej. Osig obrotu jest w tym przy-
padku prosta m (m*m™), bedaca krawedzig ptaszczyzny ty
i ptaszczyzny a = (a, b).
Rozwiazanie zadania w rzutach cechowanych podaje Rys.
239., gdzie ktad prostych a ib wykonaliSmy na ptaszczyzne
warstwowa Jt2. Osig obrotu jest warst-
wica 2a, a odcinek P' P xréwny jest
trzem jednostkom dtugosci.

b) Proste skosne. Przez
nachylenia dwéch prostych skosnych
rozumiemy kat, jakie tworzg dwie
proste, przechodzace przez dowolnie
obrany punkt w przestrzeni, réwno-
legle do danych prostych skosnych.
Jezeli na jednej prostej np. a{a"a")
(Rys. 240.) obierzemy punkt A (A*A™),
przez ktory poprowadzimy prostg
¢ (c'c¢"™) réownolegly do drugiej pro-
stej b (b* b™), to kat qu jaki tworzg

Rys. 240. proste a i ¢, rozwigzuje zadanie.

80. Cwiczenia.

1. Wyznaczyé kat nachylenia dwoch prostych skosnych ai b, ktére maja
nastepujace potozenia:

a) @ dowolne, D 77 jci: b) a # «i, Dw «2;
c) a _L «i, bl *2; d) a dowolne, b= «x

2. Na ptaszczyznie poziomo rzucajgcej a (ha pa) lezy krzywa k, ktorej
rzut pionowy K" jest kotem; wyznaczy¢ kiad tej krzywej.

3. Na pionowo rzucajgcej ptaszczyznie a (ha va) dany jest punkt
S (S' S")> jako $rodek szeSciokata umiarowego, lezacego na tej ptaszczyznie;
wyznaczy¢ rzuty tego wielokata, jesli dtugos¢ boku jest dana.

4. Wykresli¢ rzuty trojkata réwnobocznego, lezacego na ptaszczyznie a,
jezeli:

a) a_Lijri, b)a_Ln2 c¢)a/#x, da= 5, e a=EY

5. Wyznaczy¢ rzuty pieciokata umiarowego, lezacego na ptaszczyznie a,
ktora zajmuje potozenia okre$lone w zadaniu poprzedniem.

6. Dane sg rzuty tréjkata, lezacego na ptaszczyznie a (ha va); wyzna-
czy¢ prawdziwg wielkos$¢ tego trdjkata, jezeli

a) al/l x, by all5,c) a_l Xd a5/l ea= 8,1 a= 8,

g) a przechodzi przez x i punkt P (P* P"), lezacy w drugiej, trzeciej lub
czwartej czesci przestrzeni.

7. Na ptaszczyznie a (ha va) lezy czworokat A B C D, ktérego rzut
pionowy jest dany (Rys. 110 a—1 str. 59). Wykresli¢ drugi rzut tego czworokata,
a nastepnie wyznaczy¢ jego prawdziwg wielko$¢.

k
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8. Na ptaszczyznie a (ha I’H), nachylonej do obu rzutni, lezy tréjkat
ABC, ktérego rzut poziomy jest dany. Wykresli¢ rzut pionowy i rzuty punk-
tow osobliwych tego trdjkata.

Uwaga. Punkt przeciecia sie wysokosci, srodek ciezkosci i Srodek kola
opisanego lezag na jednej prostej.

9. Wyznaczy¢ kat nachylenia dwoch prostych przecinajgcych sie 1im
i rzuty dwusiecznych tych katéw, jezeli:

a) ZIl nt, m dowolna;
b) I Il ni, m 1l
cy Il *i, mIl x;
d 7/ 72 m / x
10. Rozwiaza¢ zadanie poprzednie, jezeli punkt przeciecia sie A pro-

stych /i m lezy w Il, Il i IV czesSci przestrzeni, atakze gdy lezy na &, Y/
i na osi Xx.

11. Dana jest plaszczyzna a (ha va) i plaszczyzna p = (/, m); na kra-
wedzi obu ptaszczyzn wyznaczy¢ punkty réwno oddalone od prostych /i m.

12. Dana jest ptaszczyzna a (ha va) oraz trzy punkty: A (A" A"),
B (B*B") i C(C'C"), nie lezagce na tej ptaszczyznie. Wyznaczy¢ na plasz-
czyznie a punkt réweo oddalony od tych trzech punktow.

13. Dane dwie proste | #/ m. Wyznaczy¢ rzuty takiej prostej p rowno-
legtej do danych, aby odlegto$¢ prostych /i p wynosita 5 cm, a prostych
mip 3cm.

14. Na danej prostej Z(/ /) wyznaczy¢ punkty oddalone od danego
punktu A (A" A") o dana odlegtosc. «

81. Kat nachylenia prostej z plaszczyzng. W okresleniu
kata nachylenia prostej z ptaszczyzng, podanym w ust. 14,
mieszcza sie dwa sposoby rozwigzania zadania.

1. Sposdb. Wyznaczymy kat 9 jaki prosta p zawiera
ze swoim rzutem pt na dang ptaszczyzne e. W tym celu wy-
znaczymy punkt przebicia sie P (Rys.

241.) prostej p z € a nastepnie rzut
prostokatny (Q\ dowolnego punktu Q
na ptaszczyzne e. Prosta pi, taczgca
punkty P i Qi, jest rzutem prosto-
katnym prostej p na ptaszczyzne e
i tworzy z nig kat qu ktory nazywa-
my katem nachylenia prostej pz ptasz-
czyzng €. Rozwigzanie zadania w rzu-
tach prostokatnych na dwie ptasz-
czyzny podaje Rys. 242. Prosta p (p' p") przebija ptaszczyzne
e (he Ve) w punkcie P (P' P"™), ktory znalezlismy przy po-
mocy ptaszczyzny pionowo rzucajacej a (ha Da). Z punktu
Q (Q" Q") prostej p wyprowadziliSmy prostopadtg q (q" q") da
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ptaszczyzny e i znalezli je] punkt przebicia sie Qi {Qif Qi").
Prosta pi (pi' pi"), taczaca punkty P i Q\ jest rzutem prostej p

na ptaszczyzne e. Okoto $ladu pionowego W ptaszczyzny vy,

Rys. 243.

wyznaczonej prostemipiq,
dokonalismy  kladu tej
ptaszczyzny, a w szcze-
golnosci  kiadu prostych
p i pi. Kat @ zawarty mie-
dzy p° iPjQ rozwiazuje za-
danie.

2. Sposob. Z do-
wolnego punktu Q prostej
p (Rys. 243) prowadzimy
prosta q prostopadlag do
ptaszczyzny e, a kat @ u-
zupetniajgcy kat A za-
warty miedzy prostemipiq,
jest szukanym katem. —
W Rys. 243. wykonalismy
ktad ptaszczyzny vy, prze-

chodzacej przez proste p i g, na rzutnie pionowa, a otrzy-
many kat i)/ uzupehili do 90\ otrzymujac kat q
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82. Zadania.

1 Wyznaczy¢ kat, jakipt. a (ha va) zawiera z osig X.

1. Sposéb. Dowolny punkt A osi X (Rys. 244 a.) rzu¢my
prostopadle na plaszczyzne o, a otrzymany punkt/J)j (A/A/l")

potaczmy z punktem xa prostg m (m'm"). Prosta ta jest rzu-
tem osi X na ptaszczyzne a, a kat, jaki tworzy ztg osig, roz-
wigzuje zadanie. Celem wyznaczenia prawdziwej wielkosci tego
kata, wykonalismy
klad mo prostej m
okolo X na rzutnie
pionowa, otrzymuijac
< P=* mox.

2 Sposoéb.
Z dowolnego punktu
A osi rzutéw prowa-
dzimy prostopadig
P (P p") do ptasz-
czyzny a (ha Da)
(Rys. 244 b)) i znaj-
dziemy kat, jaki ona
zawiera z 0sig rzutow.
Wtym celu obrécimy
dowolny punkt P pro-
stej p okoto osi X na
rzutnie pionowsa. Kat
9, uzupetniajgcy do
90n otrzymany kat \¥ jest szukanym katem.

2. Wyznaczyé kat, jaki dowolna prosta m (m! m") za-
wiera z ptaszczyzng dwusieczng &7 Wyznaczmy rzut boczny
m danej prostej (Rys. 245.) a takze $lad boczny kb ptasz-

Rys. 245.
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czyzny dwusiecznej. Z dowolnego punktu A (A* A" A'™) pro-
stej m poprowadzmy prostopadta p (p* p" p*"*) do ptaszczyzny
s/ i znajdzmy Kkat, jaki prosta ta tworzy z prostg m. W tym
celu wyznaczyliSmy S$lady poziome Hm i Hp obu prostych,
i Slady ha, Da ptaszczyzny @, na ktérej lezg. Wykonawszy kiad
tej ptaszczyzny na rzutnie pozioma, otrzymamy proste moi po,
a kat g uzupetniajacy kat  tych prostych, rozwigzuje zadanie.
3. Wyznaczy¢ kat nachylenia prostej p (p'p") z ptas:
czyzng a (ha Da), przyczem potozenie prostej jest takie, ze
rzuty jej schodzg sie ze $ladami ptaszczyzny (Rys. 246.). Dla
zoryentowania sie co do wza-
jemnego potozenia prostej i ptasz-
czyzny, wyznaczyliSmy rzut
boczny p'" prostej p i$lad bocz-
ny ka ptaszczyzny a. Nastep-
nie z punktu B (B* B") prostej
P ip* p") poprowadzilismy pro-
stopadta m (m* m") do a i wy-
konali kiad ptaszczyzny e(he De),
wyznaczonej prostemi p i m,
na rzutnie pionowa. Kat qa uzu-
petniajacy kat m° p°, jest roz-
Rys. 246. wigzaniem zadania.
83. Cwiczenia.
Wyznaczy¢ kat nachylenia prostej p z ptaszczyzng @ dla nastepujacych
potozen:
a) a J_jri, p dowolnie; b) a _Lje, p /Il jri;
c) a il do x, p dowolnie; d) a // 5/, p Il jts;
e) a EE 5/, p dowolnie; f) a dowolnie, p // x.
84. Kat nachylenia dwéch ptaszczyzn. Ogolnie omoéwi-
liSmy rozwigzanie tego za-
dania w ust. 74. Sprawa
da sie jednak pod wzgledem
konstrukcyjnym znacz-
nie uproscic.
1. Sposob. W punk-
cie A, krawedzi k ptasz-
czyzn a i i3 (Rys. 247),
poprowadzona ptaszczyzna
prostopadta e, przecina
ptaszczyzne a w prostej
, (A, M), za$ ptaszczyzne » Rys. 247.
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w prostej R N, przyczem slad poziomy he tej ptaszczyzny jest
prostopadty do rzutu k' krawedzi K i przecina go w punkcie P,
Kat MRN jest szukanym katem. Prosta R P, lezaca na ptasz-
czyznie poziomo rzucajagcej HK R P i na plaszczyznie e, jest
prostopadtg do krawedzi k i do $ladu he; w istocie k, jako
prostopadta do €, jest prostopadta do R P, a élad he prosto-
padly do k' jest prostopadty do ptaszczyzny rzucajacej HKRP,
a wiec i do prostej R P.

Przystapmy do rozwigzania zadania w rzutach prostokat-
nych (Rys. 248 a.). Wyznaczmy rzut poziomy k' krawedzi k

danych ptaszczyzn ai p i w punkcie dowolnym P wykresimy
he L k', jako $lad poziomy ptaszczyzny prostopadtej do kra-
wedzi k. Wykonajmy kiad k x krawedzi k na rzutnie poziomg
(poréwnaj Rys. 247. z Rys. 248 a.) i wykresimy z punktu P
prostg (P, Rx) _Lk x,a otrzymany punkt R x przeniesmy lukiem
kota o $rodku P nak'. Punkt/J° potaczymy z punktami M i N,
a kat MR°N = * @ rozwigzuje zadanie. Rzuty kata @ otrzy-
mamy, gdy znajdziemy rzuty R! i R" jego wierzchotka R.
Prostopadta wykreslona z Ry do k* przecina jg w punkcie R’,
ktory jest wierzchotkiem rzutu poziomego kata ¢q ktorego ra-
miona przechodza przez M i N. Punkt R! odniesiony na k"
i potagczony z punktami M" i N" wyznacza kat M" R" N",
bedacy rzutem pionowym kata g jaki tworzg ptaszczyzny a i p.

Wykresimy dwusieczng s° kata @ (Rys. 248 b.) i potaczmy
punkt przeciecia sie B ~ (s°, he) z punktem Hk. Otrzymana

Bartel Geometrya wykreslna. 9
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prosta .. jest Sladem poziomym ptaszczyzny dwusiecz-
nej c, ktérej Slad pionowy przejdzie przez punkt VK.
2. Spos6b. Z dowolnego punktu M prowadzimy prosto-
padte pi i pi do danych plaszczyzn a i p (Rys. 249.). Proste
te wyznaczajg ptaszczyzne € prostopadig
do obu danych, a wiec i prostopadtg do
ich krawedzi k. Oznaczmy proste prze-
ciecia sie ptaszczyzny e z a i p przez
aib, to kat g jaki tworza te proste,
przecinajace sie w punkcie A, jest ka-
tem danych pfaszczyzn.
Z Rys. 249. czytamy:

w+ = 1s00iq@+ Y= 180N

a stad @i = ¢ to znaczy, ze
Rys. 249. wielko$¢ kata dwoch plaszczyzn wy-
* raza kat, ktorego wierzchotkiem jest

dowolny punkt przestrzeni, a ktdrego ramiona sg prosto-
padie do tych ptaszczyzn.

Rozwiagzanie zadania wrzu-

tach Monge’a podaje Rys. 250.

Wykresliwszy z dowolnie przy-

jetego punktu M (M' M") pro-

stopadte pi (pi'pi") ip2(p/Zps"”)

do ptaszczyzn a (ha va) i

p (/is z?p), wykonaliSmy kiad

ptaszczyzny €= (pi, pi) okoto

jej sSladu pionowego e na rzut-

Rys. 250. nie piotiowa, otrzymujgc szu-

kany kat @i = o

85. Zadania.

1. Obréci¢ dany punkt A (A" A"™) okoto osi m (m! m")
tak, aby padt na dang ptaszczyzne a (ha Da). PoprowadZzmy
przez punkt A (Rys. 251.) plaszczyzne € (he De) prostopadig
do prostej m i wyznaczmy punkt przebicia sie S (S" S") ftej
prostej z € a takze krawedz k (krk'™) ptaszczyzn ai €. Jezeli
promieniem S A ze $rodka obrotu S zakres$limy koto, to punkty
przeciecia sie Ai i Az tego kota z krawedzig k rozwigzujg za-
danie. W celu otrzymania tych punktéw wykonalismy kiad
ptaszczyzny € wraz z punktami A, S i prostg kK na rzutnie
pozioma, gdzie promieniem S nA° zakreslilismy koto, ktore
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przecieto prosta k° w punktach AP i A20 Punkty te od-
niesione na prosty
k (k* k") daja rzuty
JW i A", A2 i AT
punktow Ai i A, spet-
niajagcych zadany wa-
runek. (Rys. 251. na-
lezy poprawié¢ o tyle,
zeby punkt Ai le-
zat na k', a punkt
Ai" na k" jako rzut
otrzymanego punktu
Ai").

Zadanie posiada
dwa rozwiagzania, je-
dno lub zadne, zalez-
nie odtego, czy pro-
sta k przecina koto,
jest don stycznag lub
nie przecina go w zad-
nym punkcie rzeczy-
wistym.

2. Miedzy dwie proste a i b wstawi¢ dany odcinek m,
rownolegty do danej ptaszczyzny €. Przypu$émy, ze zadany
odcinek m = M N wstawiliSmy miedzy proste a i b (Rys. 252.))
przyczem jest m /€. Poprowadzmy
prosta (N,P) Ha, to ptaszczyzna prze-
chodzaca przez proste b i (N, P) jest
rownolegta do prostej a i przecina
dang ptaszczyzne € w prostej Q.

Oczywiscie, ze PPI — M N = m.
Zadanie rozwigzemy wiec w sposéb
nastepujacy: Wyznaczywszy punkt
przebicia sie P, prostej a z ptasz-
czyzng s, zakreSlimy z niego jako
srodka, promieniem réwnym danemu
odcinkowi m, koto, a przez prostg b
poprowadzimy ptaszczyzne rownoleglta do a. Plaszczyzna ta
przetnie plaszczyzne € w prostej (, a ta znowu koto w punk-
tach P i Q. Rownolegte doa, wyprowadzone z punktéw P i Q,
g+
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przetng prosta b w punktach N i Nt. Prosta, wyprowadzona
z punktu N réwnolegle do P P,, przecina a w punkcie M, przy-
czem odcinek M N = m rozwigzuje zadanie. Podobnie prosta,
wyprowadzona z Nt réwnolegle do f\ Q, przecina prostg a
w punkcie MIt przyczem odcinek Mx = m stanowi drugie
rozwigzanie zadania.

Przeprowadzenie konstrukcyi w rzutach prostokagtnych
podaje Rys. 253., ktérego studyum pozostawiamy czytelnikowi.

Zauwazymy tylko, ze dla wyznaczenia ptaszczyzny, przecho-
dzacej przez prostg b (b' b™) réwnolegle do a (a' a"), wzieliSmy
pod uwage prostg ¢ {& c¢") #Za (a' a") a przecinajaca b {b* b")
w punkcie B (B'B"), przyczem przyjeliSmy c¢' = a'. Prosta ¢
przebija ptaszczyzne € (hs vu) w punkcie C (C'C"), a prostg b
w punkcie Pa {Pz P2"). Punkty te wyznaczajg prosta q (4" q").

Jezeli prosta q nie przecina kota zakreslonego z punktu Pi
promieniem m, to zadanie nie ma rozwigzan rzeczywistych,
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odcinek m jest za krotki. Jezeli prosta q jest styczng do kota,
to wéwczas otrzymamy tylko jedno rozwigzanie.

3. Przez punkt P ptaszczyzny n wykresli¢ na niej prosta,
rowno oddalong od dwo6ch danych punktéw w przestrzeni,
a mianowicie A i B. Przedewszystkiem rozwazmy sprawe
nastepujgca: Przyjgwszy proste skosne m ip (Rys. 254.), a na
pierwszej punkty A i B, odpowiedzmy na pytanie, kiedy i pod
jakimi warunkami punkty A i B beda roéwno oddalone od
prostej p. W tym celu poprowadzmy
przez prostg p ptaszczyzne w, réw-
nolegta do prostej m i znajdZmy rzut
prostokatny mx prostej m na te ptasz-
czyzne, a to przez wyznaczenie rzu-
tow At i Bi punktéow A i B. Rzu¢-
my jeszcze punkty A i B prosto-
padle na prosta p i potagczmy otrzy-
mane punkty C i D, pierwszy z A,
drugi z Bi. Niechaj M Mtjest wspdlng
prostopadtag do prostych m i poniechaj AM = MB, to woéw-
czas AXMX= MXB X AXC —B XD a takze A C = B D, tréjkaty
bowiem A AXC i BB XD bedg przystajgce. Poniewaz odcinki
A C i B D sg oddaleniami punktéow A i B od prostej p, wiec
widzimy, ze: aby dwa punkty A i B, prostej m, byly réwno
oddalone od innej prostej p, to potrzeba i wystarcza, aby
punkty te byly réwno oddalone od wspo6lnej prostopaditej
obu prostych. 1 na wzajem, skoro dwa punkty prostej m sg
rowno oddalone od prostej p, to wspdélna prostopadta tych pro-
stych przecina prosta m w srodku M odcinka A B.

W ten spos6b zadanie nasze wykresSlenia na danej ptasz-
czyznie jt, przez dany punkt P, prostej réwno oddalonej od
dwoéch danych punktéw A i B w przestrzeni, sprowadza sie
do wyznaczenia na plaszczyznie jt takiej prostej p przecho-
dzacej przez punkt P, aby wspdlna prostopadta dop im= (A,B)
przeszta przez Srodek odcinka A B.

W tym celu poprowadzmy przez srodek M odcinka A B
(Rys. 225.) ptaszczyzne e prostopadig do niego i wyznaczmy
krawedz k ptaszczyzn s i it. Rzuémy nastepnie punkt M pro-
stopadle na ptaszczyzne jo a na $rednicy MxP zakre$imy koto.
Proste p i pt, taczace punkt P z punktami przeciecia sie
N iN x krawedzi k z tym kotem, spetniaja zadany warunek
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i rozwigzujg zadanie. W istocie bowiem prosta (M, N), jako
lezaca na ptaszczyznie e, (€ LA B), jest prostopadia do 71B;

nastepnie prosta p jest
prostopadta do N Af,, gdyz
-ZzZPNMi wspiera sie na
$rednicy, a nadto p jest
prostopadta do M M?, gdyz
M Mt jest prostopadta do”.
Wobec tego prosta p jest
prostopadtg do ptaszczyz-
ny MMIN, a zatem i do
prostej MN. Ta ostatnia
jest wspdlng prostopadta
do prostych (A, B) i p, a po-
niewaz przechodzi przez

$rodek M odcinka A B, wiec prosta p jest rowno oddalong od
punktébw A i B i rozwigzuje zadanie. Z tych samych powo-

Rys. 256.

doéw prosta pi czy-
ni rowniez zado$¢
postawionemu wa-
runkowi.

Jezeli prosta k
bytaby styczng do
kota, to =zadanie
posiadatoby tylko
jedno rozwiazanie;
gdyby krawedz k
nie przecieta kota,
zakreslonego na
Srednicy P Mi, to
zadanie nie posiada
zadnego rozwigza-
nia rzeczywistego.
Jezeli odcinek A B
jest rownolegty do
ptaszczyzny jg to
punkt Mj pada na
prosta k, a wow-

czas otrzymamy zawsze dwie proste rozwigzujgce zadanie; jedna
przejdzie przez punkt Af, a druga bedzie do niej prostopadia.
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Rozwigzanie omawianego zadania w rzutach prostokat-
nych podaje Rys. 256., gdzie punkt B (B'B") przyjelismy
w czwartej cze$ci przestrzeni.

86. Cwiczenia.

/. Obréci¢ punkt A okoto danej prostej m tak, aby po obrocie padt na
dang ptaszczyzne @ Prosta m i plaszczyzna @ maja nastgpujace potozenia:

aym _Ljti, & ju; Om Le. avx;
by m Lju, & _Lju; h) m na ju, @ = 5/
c)m L tu, all ju; i) mna % a= &/
d m w2, a /l ?r j) m na 87 a /5/,
e) M  ju, adowolnie potozona, k) m // &, a= 8,
) ml)E a i, v Dm/ 8 a= gl

2. Wyznaczy¢ kat nachylenia ptaszczyzn a i i3 w nastepujacych przy-
padkach:
a a__lJt, p ju; D a_Lju, p= 8&r

p =
b) a dowolna, 3 I nl; 9 a Lm P= &/

c) a / jc, p dowolna; h) a ~2, P/ /i3
d a«ll x, pJ_ju; i) a= 8, p dowolna:
e) a _Ljt, p= 8/ k) a = 8/ p dowolna.

3. Dane sg dwie ptaszczyzny @ i Pi prosta p; wyznaczy¢ na tej pro-
stej punkt réwno oddalony od obu ptaszczyzn.

4. Dane sg dwie ptaszczyzny a i Pi trzy punkty A, B, C; wyznaczy¢
punkt réwno oddalony od obu ptaszczyzn i od danych punktéw. (W $rodku
kota opisanego na tréjkacie A BC poprowadzimy prostopadtag do ptaszczyzny
trojkata i znajdziemy punkty przebicia sie z ptaszczyznami dwusiecznemi).

5. Dane sg dwie proste réwnolegte a i b i trzecia prosta ¢ skosna
wzgledem dwéch pierwszych; wyznaczy¢ prosta, ktéra przecina wszystkie trzy
dane, a jest réwnolegla do rzutni poziomej. (Przez punkt przebicia sie P pro-
stej ¢ z ptaszczyzng a = (a, b) poprowadzimy ptaszczyzne pozioma rc; kra-
wedz plaszczyzn @ i n rozwigzuje zadanie).

6. Znalez¢ prosta réwno oddalong od trzech danych réwnolegtych.

7. Wyznaczy¢ miejsce geometryczne punktéw, ktére sg réwno oddalone
od obu $ladéw danej ptaszczyzny @, od tej ptaszczyzny i od rzutni poziomej.
(Wyznaczymy dwusieczng d kata, jaki tworzg S$lady ptaszczyzny @, a przez
nig poprowadzimy ptaszczyzne [ prostopadty do . Ptaszczyzna dwusieczna
kata, jaki dana ptaszczyzna a tworzy z rzutnig pozioma, przecina plaszczy-
zng p w prostej, rozwigzujacej zadanie).

8. Dana jest prosta a i trzy punkty A, B, C; obréci¢ punkt A okoto
prostej a tak, az bedzie réwno oddalony od B i C. (Przez A poprowadzimy
ptaszczyzne @ prostopadta do a i wyznaczymy punkt przebicia sie S. Pro-
mieniem S A zakre$limy na a koto i znajdziemy krawedZ ptaszczyzny a z ptasz-
czyzng symetryi odcinka B C. Punkty przeciecia sie tej krawedzi z kotem
rozwiazujg zadanie).

87. Rzuty wieloscianéw. Poznanie metody obrotow i kia-
déw umozliwia nam zajecie sie¢ pewng grupg utworéw prze-
strzennych, jakimi sg, znane nam z nauki stereometryi,
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wiclosciany. Wiadomo, ze przestrzen ograniczona ze wszech
stron ptaszczyznami, stanowi wieloScian. Prostg przeciecia sie
dwoch ptaszczyzn ograniczajgcych wieloscian, nazywamy kra-
wedzig tego wieloscianu. Krawedzie te tworzg wielokaty,
ograniczajgce wieloScian i tworzace jego Sciany. Do najprost-
szych wielo$Scianéw nalezg ostrostupy i graniastostupy.

Wieloscian ograniczony dowolnym wielokgtem i trojka-
tami, majagcymi jeden wierzchotek wspdlny, nazywamy ostro-
stupem. Ow wielokat nazywa sie podstawa, a boki tego wie-
lokgta krawedziami podstawy. Wspomniane wyzej trojkaty sta-
nowig $ciany boczne ostrostupa, a ich boki, z wyjatkiem
tych, ktdére stanowig krawedzie podstawy, nazywamy krawe -
dziami bocz nem i. Wszystkie krawedzie boczne schodzg
sie w punkcie, ktory nazywamy wierzchotkiem ostrostupa.
Odlegtos¢ wierzchotka od podstawy nazywamy wysokos$cig
ostrostupa. Ostrostup, ktorego wszystkie krawedzie boczne sa
rownej dtugosci, okres$la¢ bedziemy mianem prosty, w od-
roznieniu od ukosnego, ktéry warunku tego nie speknia.
lloé¢ scian bocznych ostrostupa nadaje mu miano; mowimy
tedy o ostrostupie tréjsciennym, czworosciennym it. d., zaleznie
od tego, czy tréjkat, czworokat, czy tez inny wielokat stanowi
jego podstawe. Podstawa i wierzcholek wyznaczajg ostrostup,
stwarzajg bowiem warunki, umozliwiajgce wyznaczenie braku-
jacych krawedzi i $cian bocznych.

Wieloscian.ograniczony dwoma przystajacymi wielokatami
i rownolegtobokami, ktérych ilo$¢ réwna jest ilosci bokéw wielo-
kata, nosi nazwe graniastostupa. Owe dwa przystajagce
wielokaty stanowig podstawy, a rownolegtoboki sciany boczne
graniastostupa. Boki wielokagtow podstawowych nazywamy kra-
wedziami podstawy, a boki réwnolegtobokoéw, nie schodzace
sie z bokami podstaw, krawedziami bocznemi graniastostupa.
Odlegtos¢ ptaszczyzn podstawowych nazywamy wysokoscig
graniastostupa. Graniastostup, ktorego krawedzie boczne sg
prostopadte do ptaszczyzny podstawy, okreslaé bedziemy jako
prosty; inaczej graniastostup jest ukosény. Sciany boczne
graniastostupa prostego sg prostokatami, graniastostupa ukos-
nego réwnolegtobokami. Zaleznie od iloSci $cian bocznych,
mowimy o graniastostupie tréjSciennym, czworosciennym i d. t
Z okreslenia graniastostupa wynika, ze jedna podstawa i jedna
krawedz boczna, wyznaczajg go w zupetnosci. Graniastostup,
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ktérego jedna tylko podstawa i $ciany boczne sa dane, nazywac
bedziemy nieograniczonym.

Wezmy pod uwage dowolny wieloscian, np. ostrostup
czworoscienny, ktérego podstawa znajduje sie na rzutni pozio-
mej i wigzke promieni prostopadtych do tej rzutni. Pewne
promienie wiagzki przebija ostrostup i te bedziemy nazywali
siecz nem i, inne leze¢ bedg zewnatrz ostrostupa, a wreszcie
beda i takie, ktore przecinaé¢ beda jedynie krawedzie ostrostupa
i te nazywac bedziemy stycznemi. Kazda styczna wyznacza
z krawedzig, ktorg przecina, ptaszczyzne styczng wie-
loScianu. Wszystkie te plaszczyzny styczne utworzg graniasto-
stup, ktorego $ciany przechodza przez pewne krawedzie wie-
loscianu. Krawedzie te stanowig zawsze zamkniegta linie
tamang w przestrzeni, czyli wielokat przestrzenny, ktory nazy-
wamy zarysem albo konturem uwazanego wieloScianu. Na
zarys wieloscianu skladajg sie wiec takie jego krawedzie, kto-
rych plaszczyzny rzucajace nie przecinajg wieloscianu. W od-
niesieniu do rzutni pionowej otrzymamy drugi kontur wielo-
$cianu, podobnie jak w odniesieniu do rzutni bocznej. Wiadomo
(ust. 53.), ze rzut poziomy jest widokiem z goéry z odlegtoSci
nieograniczenie dalekiej, ze rzut pionowy jest obrazem przed-
miotu, na ktéry patrzymy w kierunku prostopadtym do rzutni
pionowej z odlegtosci nieograniczenie dalekiej, czyli, jak mo-
wimy z przodu. Wreszcie rzut boczny jest rbwnoznaczny z wi-
dokiem z boku, w Kkierunku prostopadtym do rzutni bocznej,
zawsze z odlegtosci nieograniczenie dalekiej. Przy zalozeniu,
ze wieloscian nie jest przezroczysty, kontur jego oddziela,
w odniesieniu do kazdej rzutni, czes¢ widoczng od niewi-
docznej.

Rzut wieloscianu na dang rzutnie otrzymamy, znajdujgc
rzuty wszystkich jego krawedzi, a wiec takze i jego zarysu.
Rzuty krawedzi widocznych, do ktérych naleza zawsze kra-
wedzie konturowe, wykresla¢ bedziemy liniami petnemi, w od-
réznieniu od rzutéw krawedzi niewidocznych, rysowanych
zawsze liniami kreskowanemi.

Zastosujmy te uwagi do przyjetego juz wyzej ostrostupa
ukosnego, ktérego podstawa A B CD spoczywa na rzutni po-
ziomej (Rys. 257). Jezeli W (W' W™ W) jest wierzchotkiem
ostrostupa, to konturem jego w odniesieniu do rzutni poziomej
bedzie wielokat przestrzenny W B A D C W, odgraniczajacy
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cze$¢ widoczng od niewidocznej. W szczegblnosci $ciany WBA,

Rys 257

WADI WDC
sg W rzucie po-
ziomym widocz-
ne, za$ Sciana
W B C i podsta-
wa ostrostupa sg
niewidoczne.
Krawedz BC, ja-
ko nalezaca do
dwoch Scian nie-
widocznych, jest
niewidoczna idla-
tego wykresko-
wang. Zarys dla
rzutu pionowego
jest linig tamana
W A D C W
Krawedz W B

jest w tym rzucie niewidoczna. W rzucie bocznym, na ktory

Rys. 258.

patrzymy w kierunku Ss, nie jest widoczng krawedz boczna W A.
Rys. 258. przedstawia rzuty czworosciennego graniasto-
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stupa ukos$nego, ktérego podstawa A B C D lezy na rzutni

poziomej.
88. Przyktady.
1 Wyznaczmy rzuty prostego ostrostupa, ktorego poc

stawa, dowolny czworokat, spoczywa na ptaszczyznie po-
ziomo rzucajgcej, a ktorego wysokos$¢ jest dana.

Wiadomo, ze krawedzie boczne ostrostupa prostego sg
rownej dlugosci, a poniewaz wszystkie przechodzg przez jeden
punkt, wierzchotek, wiec rzuty tych krawedzi na ptaszczyzne
podstawy beda odcinkami réwnej dtugosci. Rby warunek ten
mogt by¢ spetlniony, wielokat podstawy musi by¢
wpisany w koto, a rzut wierzchotka ostrostupa
schodzi¢ sie ze Srodkiem tego kota.

Jezeli e (/ie De) jest ptaszczyzng podstawy (Rys. 259.),
to czworokat A'" B'" C'" D' wpisany w koto wraz z bo-
kami S A'™, SB"", S" C" i
S D' jest kladem rzutu ostrostupa
na ptaszczyzne £, dokonanym na
rzutnie poziomg. Klad ten uwazaé
mozna za trzeci (boczny) rzut ostro-
stupa. Podniesiemy podstawe wraz
ze Srodkiem S kota na ptaszczyzne e;

w punkcie S (S'S") wyprowadzimy
prostopadta do e i odmierzymy na
niej odcinek S W réwny danej wy-
sokosci. Skonstruowany w ten sposob
wierzchotek ™ (W '~A")  potgczymy
z wierzchotkami czworokata podsta-
wy, otrzymujgc rzuty ostrostupa.
Z tatwoscig zauwazymy, ze w rzucie
poziomym krawedz D W, a w rzu-
cie pionowym krawedz C W sg nie-
~ widoczne.

2. Wykres$li¢ rzuty prostego ostrostupa, ktérego wierz-
chotek znajduje sie w Srodku ukladu, a podstawa, be-
daca umiarowym pieciokatem, lezy na danei ptaszczyznie a
(ha Daka) (Rys. 260.).

Znajdziemy punkt przebicia sie O (O" O" O"") prostej p
(p" p" p"), wyprowadzonej ze $rodka uktadu prostopadle do
ptaszczyzny @@ Po wykonaniu kladu ptaszczyzny a wraz
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z punktem O na rzutnie pozioma, wykreslimy pieciokat A°....E°
i podniesiemy go na te ptaszczyzne, kre$lac jego rzut poziomy,
pionowy i boczny. Rzuty wierzchotkéw pieciokgta podstawy

Rys. 260.
E \
taczymy ze srodkiem ukiadu, w ktérym lezy wierzchotek ostro-
stupa W i otrzymamy rzuty krawedzi bocznych, a wiec i rzuty
catego ostrostupa.

J. Wykres$li¢ rzuty prostego graniastostupa o danej wy-
sokosci w, ktorego podstawa (prostokat) lezy na ptaszczy-
Znie a (ha va) (Rys. 261.).

Prostokat A° B° C° D° przyjety na rzutni poziomej pod-
nieslismy okoto $ladu na na plaszczyzne a, otrzymujgc naj-
pierw rzut poziomy A' B" C' Dr, a nastepnie rzut pionowy
A" B" C" D". Na prostopadtych, wyprowadzonych w wierz-
chotkach podstawy do ptaszczyzny a, nalezy odmierzy¢ diu-
gos$¢ krawedzi bocznych.
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W tym celu obraliSmy na jednej z nich, a mianowicie na
pi (pi' pi") punkt N (N" N") i wykonali jej ktad ptx na rzutnie
pionowa. Od-
mierzywszy
A*EX = w,
wrocilismy z
punktem E na
prostg pt o-
trzymujac je-
go rzuty E"i
E". Poniewaz
rzuty pro-
stych réwno-

legtych sa
réwnolegte,
wiec rzuty
krawedzi pod-
stawy gornej
beda réwno-
legte do rzu-
téw odpowied-
nich krawedzi podstawy dolnej.

89. Rzuty wielo$cian6w umiarowych. Wielokgtem
umiarowym nazywamy taki wielokat pfaski, w ktérym
wszystkie boki i katy sg rowne. Na wielokacie umiarowym
opisa¢ mozna koto, podobnie jak w wielokat umiarowy da
sie zawsze wpisa¢ koto. Oba kota sg wspotsrodkowe, a ich
wspoélny srodek nazywamy Srodkiem wielokata.

Wielo$Scian nazywamy umiarowym, gdy wszystkie
jego Sciany boczne sg przystajacymi umiarowymi wielokatami,
ktérego katy dwuscienne sa réwne, a naroza sa wierzchot-
kami wielosciennych, umiarowych i przystajagcych katéw
brytowych. W kazdy wielosScian i na kazdym z nich da sie
wpisa¢ i opisa¢ kula. Obie kule sg wspotsrodkowe, ktory to
srodek nazywamy S$rodkiem wieloscianu. W zakres naszych
rozwazan wciggniemy wieloéci any umiarowe rodzaju
pierwszego, czylit zw. ciata Platona, ktorych jest pie¢,
a mianowicie: czworoscian, szesScian, osmioscian, dwunasto-
$cian i dwudziestoScian.
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a) Czworoscian ograniczony jest czterema przystajgcymi
tréjkatami réwnobocznymi i stanowi tréjscienny ostrostup prosty,
ktéorego krawedzie podstawy i krawedzie boczne sg réwnej
dtugosci. Wysokos¢ tego ostrostupa réwna jest przyprostokatnej

tréjkata prostokatnego, ktérego przeciw-
prostokatna réwna jest krawedzi czworo-
$cianu, a ktérego druga przyprostokatna
robwna jest promieniowi kota, opisanego
na trojkacie réwnobocznym, stanowigcym
$ciane tego czworoscianu.
Przyjmijmy $ciane A B C czworo-
§cianu na rzutni poziomej (Rys. 262.), to
rzut D' czwartego wierzchotka D lezec
bedzie w $rodku tréjkagta ABC, zas$ wy-
soko$¢ z réwna bedzie przyprostokatnej
D' D° trojkata A D' D°, przyczem
AD* = AB.
Rys. 262. b) SzesScian jest graniastostupem
prostym, ktérego wszystkie $ciany sa
kwadratami. W Rys. 263. wykonaliSmy précz rzutu poziomego
i pionowego, rzut na ptaszczyzne a (ha v<x), W SposOb omé-
wiony w ust. 76.
Wykre$lmy rzuty szescia-
nu, ktérego dlugosé krawedzi
jest dana, a ktérego przekatna

H™ gtbwna, t j. odcinek taczacy

FZk* dwa przeciwlegte wierzchotki

Al \ /¢E \\ szescianu, mapotozenie pionowe.

I \ v+ N\ \ Obrawszy punkt A na rzutni
er.o- . 1A

poziomej (Rys. 264.), wykre$Slmy
trzy kwadraty: A B*C°D°,
i H/ AD*EnF° i AF*G°B\ ato
w ten sposOb, aby katy, jakie

tworza dwie sgsiednie krawedzie

kwadratéw, przechodzace przez

punkt A, wynosity 30* Kwa-

Rys. 263. draty owe uwazajmy za rozwi-

niecie prostokatnego naroza troj-

$ciennego o wierzchotku A na rzutnie pozioma. Wyobrazmy
sobie, ze kwadrat A B* C D° obracamy okoto osi, przechodzacej
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przez A rownolegle do przekatnej B°D°, a za$ kwadrat
A D° E° F° okoto osi, przechodzacej rowniez przez punkt A
rownolegle do przekatnej
D°F\ W pewnym momen-
cie obrotu wierzchotki, ozna-
czone literg D° w obu kwa-
dratach, zejdg sie w punkcie
D (D" D"), a odcinek D A
bedzie rzutem poziomym kra-
wedzi szescianu. Punkt D'
bedzie przecieciem sie pro-
stych, wykreslonych z obu
punktéw Dn prostopadle do
kierunkdéw osi obrotéw, a wiec Ge
do WIT i DrF\ W ten sam
sposéb otrzymamy punkty
F* i B*, a wiec zarys
B'C D'E'F' G' szescianu na
rzutni poziomej. A B\ A D’
i AF" sa rzutami niewidocz-
nych krawedzi szescianu, a
AC, AE' i AG' rzutami
pozostatych trzech krawedzi
widocznych. Dtugosé przeka-
tnej szescianu wynosi a Ts,
ktore to wyrazenie, algebraicz-
nie niewymierne, otrzymamy
jako przeciwprostokatng A P
trojkata prostokatnego o bokach A £° = aV2, i E° P = a
Punkty B, D i F lezg wtej samej wysokos$ci, a wiec na ptasz-
czyznie poziomej, podobnie jak punkty C, E, G, ktérych wyso-
kos¢ jest réwniez wspolna. Nachylenie krawedzi CH, CD
i AD do przekatnej gtownej A H jest jednakowe, gdyz kra-
wedz CD jest rownolegta do HE.

Wskutek tego, gdy punkt A lezy na rzutni poziomej, od-
legto$é tej rzutni od ptaszczyzny B D F i tej ostatniej od ptasz-
czyzny poziomej C E G, a tej znowu od punktu H, sg réwne*
Podzieliwszy wiec przekatng A" H™ na trzy réwne czesci i po-
prowadziwszy przez punkty podziatu /i Il poziome, otrzymamy
na nich szukane rzuty wierzchotkdéw.
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Pamietajgc o tem, ze rzut poziomy szes$cianu w omawia-
nem potozeniu jest umiarowym szesciokgtem i ze odcinek,
taczacy dwa nieprzylegte wierz-
chotki tego szesciokata, wiec np.
B'D" (Rys. 264.) jest przekatna
kwadratu, stanowiacego $ciane
boczng, wyznaczymy ztatwoscia
rzut poziomy i bez podnoszenia
kwadratow, jak to widzimy na
Rys. 265. Wykresliwszy diugosé

przekatnej gtownej rowng
a V3 = A" H", podzielimy jg na
trzy réwne cze$ci, a na proste
poziome, poprowadzone przez
punkty podziatu, odniesiemy od-
powiednie punkty z rzutu po-
ziomego.

c) Os$mioscian ograniczony jest oSmioma réwnobocznym
trojkatami. Rys. 266. przedstawia rzuty o$mioscianu, ktdérego

przekatna gtéwna jest pionowa. Rzut po-
ziomy jest w tem potozeniu kwadratem,
a E" F" jego przekatna.

Rys. 267. podaje rzuty osSmioscianu,
ktorego jedna $ciana lezy na rzutni po-
ziomej. Przez boki trojkata ABC prze-
chodza trzy dalsze trojkaty, ktorych wierz-
chotki E, D, F w rzucie poziomym lezg na
prostych, tgczacych $rodek S tréjkagta AB C
Z jego wierzchotkami. Poniewaz ptasz-
czyzny tych trzech tréjkatow sg jednakowo
nachylone do poziomu, wiec wierzchoiki
D, E, F sg rowno oddalone od 5 i od rzutni
poziomej. Tréjkat D' E' Fr jest wiec row-
noboczny, réwnolegly do poziomej i tworzy

jeden bok osmioscianu. Przez potaczenie wierzchotkéw obu
tréjkatow réwnobocznych otrzymamy rzut poziomy dalszych
krawedzi, a zarys osmioscianu na rzutni poziomej bedzie umia-
rowym sze$ciokatem. Odlegto$¢ ptaszczyzny tréojkata D E F
od rzutni poziomej réwna jest przyprostokatnej tréjkata prosto-
katnego, ktorego przeciwprostokatng jest wysokos¢ jednego z troj-

Rys. 265.
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katow, stanowigcych rzut $ciany bocznej np. A C D', a przeciw-
prostokatng prawdziwa jego wysokosé, rowna wysokosci tréj-

kata A B C. Wykresliwszy trojkat D'G D\ otrzymamy szukang
wysokos$¢ w, rowng odcinkowi D' D°. Na Rys. 267. wykona-
lismy takze ktad rzutu osmiosécianu na ptaszczyzne a (ha Ua).
d) Dwunastos$cian ograniczony jest umiarowymi piecio
katami, ktérych w kazdem narozu schodzi sie trzy (Rys. 268.).
Pieciokat Ai Aa Aa A+ A6, lezgcy na rzutni poziomej, niechaj
stanowi podstawe dwunastoscianu. Dwa dalsze pieciokaty
Ai Aa BA Ci0OBA iAi Aa Ban CsOBa- niechaj wyobrazajg
ktad dwodch Scian naszego wieloscianu, dokonany przez obrét
okoto krawedzi ai Aa i aa A3. Podniesmy réwnocze$nie oba
te pieciokaty w ich wiasciwe potozenie, to boki ich aAa Ba0
zejda sie i utworzg krawedZ dwunastoscianu. Prostopadie, wy-
kreslone z punktéw Bando bokéw A\ Aa i Aa A3, stanowiagcych
osi obrotu, przetng sie w punkcie B2', ktory potgczony z aa *

Bartel, Geometrya wykreslna. 10
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daje rzut krawedzi bocznej dwunastoscianu. Koto zakre$lone
ze Srodka s, przez punkt Ba', jest miejscem geometrycznem
rzutéw poziomych dziesieciu wierzchotkéw narozy dwunasto-
Scianu, ktérych wyznaczenie ttémaczy dostatecznie Rys. 268.
Pieciokat Di' D2' Da' Di' Db' jest rzutem poziomym S$ciany,
zamykajgcej dwunastoscian. —
Znajac rzut poziomy Ba' i jego
ktad Bao, znajdziemy jego wy-
sokos¢ wsposob nastepujacy:
z punktu Ba' wykreslimy pro-
stopadtg do boku aa aa. Z punk-
tu / zakreslimy tuk kota pro-
mieniem 18 a 0, az do przeciecia
sie z prostopadta, wyprowadzong
do 18 ,0 wpunkcie Ba'. Odcinek
Ba' B ;x = a jest wysokoscig
punktu Ba, a takze punktéw
Btlsa, Bi iBa. Wysoko$¢ (a+b),
punktéw oznaczonych literg C,
rowng odcinkowi Cs' Csx znaj-
dziemy w sposéb analogiczny.

Wykreslmy jeszcze rzuty
dwunastoscianu  umiarowego,
gdy jego przekatna gtdwna,
a wiec przechodzgca przez $ro-
dek i tgczgca dwa przeciwlegte
wierzchotki, jest prostopaditg do
rzutni poziomej (Rys. 269). Plaszczyzny trzech pieciokatow,
tworzacych naroze o wierzchotku a, nachylone sg do rzutni
poziomej pod tym samym katem. Wykresimy kiad tych trzech
pieciokatéw, przy zachowaniu wspélnosci wierzchotka a, a na-
stepnie podnieSmy je tak, azeby pary sgsiednich krawedzi
zeszly sie. Osiami obrotéw beda proste, przechodzace przez
punkt A a réwnolegte do bokdéw C ,0cso, ca°ciOi cs0CeO.
Prosta wykres$lona z punktu Ba °, prostopadle do m # caOci \
a wiec prosta By" /, przetnie prostg, wykreSlong z drugiego
punktu Ba0Q prostopadle do C5°C6n, w punkcie Ba', ktory jest
rzutem wierzchotka Ba. Na plaszczyznie poziomej, przecho-
dzacej przez Ba, lezg jeszcze punkty Bi i Ba, ktérych rzut
poziomy lezy na kole, zakreslonym z punktu A, jako $rodka,



89. RZUTY WIELOSCIRNOW UMIAROWYCH. 147

promieniem A BA. Wykre$lmy ze $Srodka obrotu / tuk kota,
a z punktu BA poprowadzmy roéwnolegta do m, to odcinek
BA Bnx = a jest wysokoscig punktéow Bu Bz i B3. Podnie$Smy
punkt CA okoto osi m o ten sam kat, o jaki podniesiony jest
punkt BA (wiec 11 CA » 1Bs*), to koto zakreslone z punktu A
promieniem A CA jest
miejscem geometrycz-
nem rzutdbw pozio-
mych punktéw, ozna-
czonych litera C, a
majacych te samg wy-
soko$¢, rowng odcin-
kowi CACA = (a+ b).
W ten sposéb otrzyma-
my punkty Ci(C/Ci"),

CO,...
Ce (Cc' Ce"). Naprze-
ciw wierzchotka A
lezy wierzchotek F
naroza, przystajacego
do naroza o wierz-
chotku A. Rzut po-
ziomy jego krawedzi
jest linig tamang Di"
Ei* DA DA EA DA
DA EA DA Di' wraz
z prostemi F' EA,
F* EA i F' EA. Na
boku Ci* CA wykre-
Slony pieciokat C/C2' Rys- 269-
DA EA D2ouwazajmy
za kiad S$ciany ci c2 Di Ei D2 na ptaszczyzne pozioma It
przechodzacg przez punkty Cd c2... Ce, a wiec lezacg w wy-
sokosci (a+ ) nad rzutnia pozioma. Uwazajac prostg (CA, C27)
za rzut poziomy osi obrotu i znajac rzut poziomy DA punktu
D2 po obrocie, otrzymamy odlegtos¢ ¢ punktu Dt od ptasz-
czyzny ir, rowng odcinkowi DA DA. Tym sposobem wyzna-
czone sg wszystkie wielkosci, potrzebne do wykreslenia obu
rzutéw dwunastoscianu, ktorego dlugos¢ krawedzi jest dana.

10'
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e) DwudziestoScian ograniczony jest réwnobocznymi
tréjkgtami, z ktorych pieé schodzi sie w kazdem narozu. Wy-
kreslenie rzutu poziomego nie nastrecza zadnych trudnosci.
Rys. 270. ttdmaczy rzecz w spos6b wystarczajacy. Dtu-

go$¢ boku pieciokata £i' B/..Bs'y

> czy tez pieciokgta C\ C2'.. Cs',
rowna jest krawedzi bocznej dwu-

dziestosScianu. Dla otrzymania rzutu

pionowego pozna¢ musimy Wwyso-

kos¢ a punktéw £1, £2,.. £5, lezgcych

na ptaszczyznie poziomej i wysokosé

b punktéw Ci, Cz,.. Cs, lezacych

rowniez na ptaszczyznie poziome;.

Pierwsza z nich otrzymamy jako
przyprostokatng £2' £2° trojkata

£2' R £2°, ktoérego drugg znang przy-

prostokatng £2' A jest rzut poziomy

krawedzi dwudziestoscianu, a ktdrego
przeciwprostokagtng R £2" jest diu-

gos¢ tej krawedzi. Z kolei wykresli-

my tréjkat prostokgtny Cs' Csx i,

w ktérym przeciwprostokatng G|

rowna jest wysokosci tréjkata réwno-

Rys. 270. bocznego £1'£5' Cs0, stanowigcego
jedna $ciane; przyprostokatng CsxCs' = b jest szukang wysokoscia.

§ 6. RZUTY UKOSNE

90. Rzut ukosny punktu. Niechaj dowolny punkt A wy-
znaczony jest, w odniesieniu do przyjetych rzutni Ji i %, rzu-
tem poziomym Al i rzutem pipnowym A" (Rys. 271.). Rzuémy
punkty A i A’, w przyjetym Kkierunku p, na rzutnie pionows ira
Otrzymany punkt Au jest rzutem uko$nym punktu A,
a punkt A'u rzutem ukosnym rzutu poziomego tego punktu.
Punkt R'u nazywa¢ bedziemy rzutem ukos$nym pozio-
mym. Potozenie promienia p, rzucajacego punkt .4, jak i pro-
mienia pi /# p, a rzucajgcego punkt A' na plaszczyzne pio-
nowg J, wyznaczone jest katem a, jaki promienie te zawierajg
z ptaszczyzng rzutéw ukos$nych itz i katem o, jaki rzut pio-
nowy p'", promienia p, zawiera z Kkierunkiem osi rzutow X.
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Znajac oba te katy wyznaczymy z tatwoscig'rzut ukosny i rzut
ukosny poziomy dowolnego punktu, ktérego rzuty prostokatne
na dwie plaszczyzny sa dane.

W istocie bowiem, wykresliwszy

przez punkt AXx (Rys. 272 a.)

promien pi", zawierajacy z osig

rzutbw X dany o, a nastepnie

odmierzywszy na prostopadiej

poprowadzonej w punkcie AX

do pi" ,gtebokosc” y punktu

A(A"A™), otrzymamy punkt A0'.

Wykreslmy z punktu A0, jako

wierzchotka, kat (90—a), to

otrzymamy punkt AU' a na-

stepnie punkt Au, lezacy na

promieniu p" /#Z pi". Trojkat

Ax Au' Ao' jest kltadem tréjkata

Ax Au' A' (patrz Rys. 271.) okoto prostej pi" na rzutnie pio-
nowa, przyczem kierunek A0 AU' opatrzony strzatka jest
ktadem Kkierunku rzutu

ukosnego, a kierunek

Ax Au’, podobnie jak

A" Au, rzutem piono- Ja-50+

wym kierunku rzutu N

ukosnego. poeyN s\
W Rys. 272 b. wy-

znaczyliSmy rzut ukosny W\ .

poziomy punktu A(A'A™)
dla o= 45°, a = 60°, !
przyczem kierunek rzu-

téw jest przeciwny do Rys. 272 a. Rys. 272 b.
poprzednio przyjetego.

Poltagczmy w Rys. 272 a. lub 272 b. punkt A" z Au', to trojkat
A' Au' AX jest charakterystyczny dla okre$lonego przez
sie rzutu uko$nego. W istocie, znajac ten tréjkat znajdziemy rzut
ukosny i rzut ukosny poziomy dowolnego punktu B (B' B") (Rys.
272 a.) jesli przez punktB* poprowadzimy réwnolegta do Ax Au’,
przez punkt B' réwnolegta do A' Au', a otrzymany punkt Bu'
odniesiemy na prosta, wykresSlong przez punkt B"' réwnolegle
do Bx Bu'
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91. O stosunkach skrécen. Niechaj zadaniem naszem
bedzie wykreslenie rzutu ukosnego pieciokagta umiarowego
B CDEF, lezacego na rzutni poziomej, przyczem tréjkat
charakterystyczny AXx A" Au' jest dany (Rys. 273.). Z kazdym
z poszczegOllnych wierzchotkdéw pieciokgta postgpimy tak, jak
uczyniliSmy z punktem B' w Rys. 272 a., szukajgc jego rzutu

ukosnego poziomego. Z punk-

tow wiec B, C, D, Ei F wy-

kreslimy rownolegte do boku

A' Au' trojkata charaktery-

stycznego, a z punktéw

B", Cc", D", E" \F™_rowno-

legte do boku Ax Au" tego

tréjkata. Otrzymany pieciokat

tHlu Bu Cu Du Eu Fu jest rzu-

tem ukosnym danego piecio-

Rys. 273. kata, (lezacego na rzutni po-

ziomej) na rzutnie pionowa.

Z Rys. 271. widzimy wprost, ze Au Au®" = AA' czyli, ze rzut

ukosny odcinka AA*, stanowigcego ,,wysokosé“ punktu, réwny

jest co do dlugosci temu odcinkowi i do niego réwnolegty,
a wiec prostopadty do osi rzutéw Xx.

Rys. 273. poucza nas, ze rzut ukosny Bu Cu odcinka
B C réwny jest temu odcinkowi i do niego réwnolegly, a wiec
rownolegly do osi rzutéw x. Z Rys. 272. i 273. widoczne jest,
ze rzuty ukos$ne odcinkéw roéwnolegtych do osi rzutéwy, wiec
np. rzut ukosny AxX Au' odcinka AXA' =y w Rys. 272., za-
lezne sg od kata a i moga tez by¢ od danych odcinkéw wieksze,
mniejsze lub im réwne. | tak dla a < 45° AxAu' > AXA', dla
a = 45° AXAU' = AXA', adla a >45° AXAu' < AX A', R wiec:
rzuty ukosne odcinkéw, prostopadtych do rzutni poziomej
i rownolegtych do osi x, sg réwne tym odcinkom i do nich
rownolegte; rzuty uko$ne odcinkéw prostopadtych do rzutni
pionowej doznajg wydtuzenia, skrécenia lub sg tym odcinkom
réwne, zaleznie od tego, czy kat nachylenia a promieni rzu-
tow do ptaszczyzny rzutéw jest mniejszy, wiekszy lub rowny
45°, Kierunki rzutow odcinkéw prostopadtych do rzutni pio-
nowej sg rownolegte do przyjetego kierunku, tworzacego z osig
rzutdbw X kat o Oznaczmy stosunek AX Ru' : AXx A0 = X
(Rys. 272 a.)), to zazwyczaj przyjmujemy X = 1, X= \ albo
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X =i, a stosunek ten nosi na-
zZwe stosunku skrécenia.
Kat @ obieramy 30°, 45° lub 60°.
92. Zadania. 1. Dane sg
rzuty prostokatne szescianu,
stojgcego na rzutni poziomej;
wykresli¢ jego rzut ukosny
dla = 300i X = /:2 (Rys.
274.). Wyznaczymy rzut ukos$ny
Au Bu Cu Du podstawy sze-
$cianu, a na prostopadtych wy-
kreslonych w  wierzchotkach
otrzymanego romboidu odmie-
rzymy dtugo$¢ krawedzi bocz-
nej szescianu. Sciany rownolegte do rzutni pionowej pozostana
kwadratami nie zmie-
nionymi co do dtu-
gosci boku, rzuty u-
kosne $cian rowno-
legtych do rzutni po-
ziomej i bocznej beda
romboidami.

2. Wykresli¢ rzut
ukosny dla ¢= 30°
X = 1:2 przedmiotu,

przedstawionego
w rzutach poziomym
ipionowym. Rys. 275.
wykonalismy zupet-
nie wten sam sposéb,
jak poprzedni.

Z rzutéw prosto-
katnych otrzymamy
rzut ukosny takze
w inny sposéb. Przyj-
mijmy mianowicie w
puncie A" (Rys. 275.)

poczatek uktadu
trzech wzajemnie do
siebie prostopadtych
Rys. 275. osi X, ¥ \z. Rzut
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ukosny tego uktadu przy @= 300 bedzie xuyu zy (Rys. 276.).
Dla stosunkéw skrocen xu: yu:zu= 1:\:1 spéirzedne x iz
nie ulegng zmianie, spotrzedne y skréca sie do potowy.
Wykreslmy rzut ukosny rzutu poziomego naszego przed-
miotu. Tak wiec A"™ Au w Rys. 276. rOwne jest potowie od-
cinka A" A z Rys.
275. Odcinek AuDu
(Rys. 276.) réwny jest
potowie dtugosci od-
cinka AD w Rys.
275. AuBu(Rys.276.)
rowne jest AB wRys.
275. Na prostej, wy-
kreslonej w punkcie
Du réwnolegle do zu
(Rys. 276.), odmierzy-
my odcinek E" C"
z Rys. 275., wykre-
slimy rownolegte do
Du Cu i Du Au, az do
przeciecia sie z proste-
mi, poprowadzonemi
przez punkty Cu i Au
rownolegle do zu. Nastepnie uzupelnimy ten romboid, po-
prowadzimy w nim przekatne, wyznaczymy romboid wewnatrz
niego, poczem wykreslimy dalsze krawedzie, jak to z Rys. 276.
z tatwoscig odczytamy.

Nu

§ 7. POWINOWACTWO SRODKOWE. ELIPSA

93. Rzut ukosny uktadu ptaskiego. Plaszczyzne, jako
pojecie nieograniczonego zbioru punktéw i prostych, nazywamy
uktadem ptaskim (ust. 7.); mianem tern okresla¢ tez bedziemy
czesto ograniczony zbiér, czyli grupe punktéw, wzglednie pro-
stych, na ptaszczyznie.

Przyjmijmy ptaszczyzny ei i ¢2 (Rys. 277.) przecinajgce
sie w prostej p i dowolny kierunek rzutéw K. Punktowi Ai
na plaszczyznie 1 odpowiada punkt Ai w ukladzie 82,
jako rzut ukos$ny punktu Ai na ptaszczyzne £2. Prostej ai,
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nalezacej do uktadu si, odpowie prosta w uktadzie £2, ktorg
otrzymamy jako przeciecie sie ptaszczyzny £2 z plaszczyznag i
przechodzaca przez prosta 3i réwnolegle do kierunku rzutéw K.
Plaszczyzny ei, £2 i o przecinajg sie w punkcie P prostej p,
przez ktory przechodzi szukana prosta s2. Kazdemu punktowi
prostej di odpowiada jeden

punkt prostej 32 i odwrotnie,

kazdemu punktowi prostej 32

odpowiada jeden jedyny punkt

prostej 3i, przyczem para od-

powiednich punktéw lezy zaw-

Sze na promieniu rzutow,

rownoleglym do przyjetego

kierunku k. Punktowi P, uwa-

zanemu za element prostej 31,

odpowiada tenze sam punkt

P, jako roéwnoczesny ele-

ment prostej 32. Prosta p jest wiec miejscem geometrycz-
nem punktéw odpowiadajgcych sobie rdéwnocze$nie w obu
uktadach ptaskich 1 i £2. Punktowi niewtasciwemu prostej si
odpowiada punkt niewtasciwy prostej a>. Przez przyjecie Kie-
runku rzutdw zwigzaliSmy punkty i proste obu ptaszczyzn,
czyli elementy obu ukiaddéw plaskich, w ten sposéb, ze:

1. Kazdemu elementowi jednego ukiadu odpowiada jeden
element tego samego rodzaju (wiec punktowi punkt, prostej
prosta) w ukfadzie drugim. Prostej przeciecia sie p obu ptasz-
czyzn, uwazanej za element ptaszczyzny £i, odpowiada taz
sama prosta p na ptaszczyznie £2.

2. Pary odpowiadajgcych sobie punktéw lezg na promie-
niach, stanowiagcych wiazke prostych réwnolegtych, a pary od-
powiadajgcych sobie prostych, jak np. 31 i 32, przecinaja sie
w punktach, ktérych miejscem geometrycznem jest krawedz p
ptaszczyzn £1 i £2. Prostej réwnolegtej do krawedzi p na ptasz-
czyznie ei odpowiada prosta rowniez do p rownolegta, a lezaca
na plaszczyznie £2. Te zalezno$¢ miedzy elementami dwdch
ptaszczyzn nazywamy powinowactwem w potozeniu $rodko-
wem,albo krétko: powinowactwem $rodkowem. Prosta p
nosi miano osi powinowactwa, a promienie, na ktérych
lezg pary odpowiednich punktéw, promieniami powino-
wactwa.
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94. Powinowactwo dwéch ukladéw plaskich zlgczco
nych na jednej plaszczyznie. Przyjmijmy dwa ukiady ptaskie
q i q Srodkowo powinowate o kierunku kz (Rys. 278.). Pro-
stym ai, bi, G jakotez punktom ai, 8i, Ci na ptaszczyznie i,
odpowiadajg na ptaszczyznie q® proste az,bz,cz i punkty A2,Bz, Ca,
przyczem odpowiadajgce sobie proste przecinajg sie w punk-
tach Pi, Pz, Pi osi powinowactwa p. Rzuémy proste ai, hi, G
i punkty ai, B\, Ci, wprzyjetym nowym kierunku ki, na ptasz-
czyzne 92 i zbadajmy zwiagzki, zachodzace miedzy otrzymanemi
prostemi as, bs, G i punktami as, 8i, ci, a prostemi az, bz, cz
i punktami Az,8z, cz. Przedewszystkiem widzimy, ze: 1) kazdemu

punktowi A2, Bz... odpo-
wiada jednoznacznie punkt
AiQ, Bi...; 2 kazdej prostej
jak np. az... odpowiada
jedyna prostaai..., przy-
czem obie posiadajg punkt
wspoélny Pi na prostej p.
Z latwoscia zauwazymy,
ze plaszczyzny Ai A2 Ai,
Bi Bz Bz, Ci Cz ci $g do
siebie rownolegte, ze zatem:
3) punkty odpowiednie, jak
Rys. 278. A2 1 Ai, Bz i Bi, cz | ci,
leza na prostych do siebie
rownolegtych. Zwiazki wymienione pod 1) 2) i 3) znamionuja,
jak wiemy z ustepu poprzedniego, powinowactwo S$rodkowe,
a zatem; miedzy ukladem ptlaskim q@ a rzutem ukladu
w kierunku ki na ptaszczyzne e, zachodzi powinowactwo
srodkowe. Oznaczmy rzut uktadu q@ w kierunku ki na ptasz-
czyzne @ symbolem g8 to na podstawie powyzszych wywo-
dow stwierdzamy miedzy ukladami qi q i gs istnienie naste-
pujacych zwigzkow:
a) uktad qiiukiad @2 sa powinowate,
b) uktad qdi uklad g8 sa powinowate,
c) uklad qRiukiad g8 sa powinowate.
Widzimy stad, ze: dwa uktady ptaskie, powinowate
z trzecim, sg miedzy sobg powinowate. O ukfadach
takich jak ~2 i g8 lezacych na jednej ptaszczyznie, méwimy,
ze s ztgczone na jednej plaszczyZznie, w odr6znieniu od
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dwoéch uktadéw ptaskich, lezgcych na dwoéch réznych plasz-
czyznach.

Wezmy pod uwage (Rys. 279.) ptaszczyzny o i cpi, ktore
niech beda $rodkowo powinowate; kierunkiem powinowactwa
niech bedzie kierunek k, a osig krawedz p obu ptaszczyzn.
Prostej a na ptaszczyznie o odpowie prosta ai na ptaszczyznie
cpi. Niechaj ptaszczyzna o obrdci sie okoto krawedzi p tak, az
padnie na ptaszczyzne cpi; kazdy punkt prostej a opisze koto,
ktérego ptaszczyzna jest prostopadlys do osi powinowactwa p
i przecina jg w punktach O, Oi... Po dokonanym kifadzie ptasz-
czyzny o nha plaszczyzne cpi, punkt A zajmie potozenie Aoy
punkt B potozenie Bo, za$
prostaa potozenie ao. Roz-
wazmy pytanie, czy mie-
dzy uktadami o i cpi, zia-
czonymi zapomocag doko-
nanego obrotu na ptasz-
czyznie cpi, zachodzi zwia-
zek powinowactwa $rodko-
wego. Punkty A, Ai, Ao Wy-
znaczajg ptaszczyzne, ktorg Rys. 279.
oznaczmy literg a, punkty
B, B\, Bo lezg na ptaszczyznie 3. Proste A Ao i B Bo S3 row-
rolegte, gdyz obie lezg na réwnolegtych ptaszczyznach A ao o
i 8 Bo Oi, ktére sg prostopadte do osi p, a na ktérych doko-
nywa sie obrét punktéw a is; te dwie plaszczyzny przeciete
ptaszczyzna poprowadzona przez proste a i ao, dajg wiasnie
owe dwie proste rownolegte A Ao i B Bo. Plaszczyzny a i g,
jako przechodzace przez A ai'// 8 Bi i A Ao /B Bo, S3 do
siebie réwnolegte i przecinaja ptaszczyzne cpi w prostych ao A
i BoBi, ktdére sg wzajemnie réwnolegte. Widoczne stad, ze
miedzy dwoma ukladami ptaskimi, sprowadzonemi do jednej
ptaszczyzny zapomocg obrotu okoto ich krawedzi, zachodzg
te same zwiazki, ktére zauwazyliSmy miedzy elementami
uktadow o icpi w potozeniu przed dokonaniem obrotu. Istotnie

bowiem punktom ai,Bi... jednego ukladu odpowiadajg jedno-
znacznie punkty Ao, Bo... w ukiadzie drugim, przyczem punkty
odpowiednie, wiec np. Ai iAo, Bi \Bo..., lezg na promieniach do

siebie rownolegtych ; kazdej prostej np. a\, bedacej elementem
jednego ukfadu, odpowiada jedna prosta, wiec a0 w ukiladzie
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drugim, przyczem obie przecinaja sie¢ w punkcie, lezacym na
osi powinowactwa. Punktom niewtasciwym jednego uktadu od-
powiadajg punkty niewlasciwe w uktadzie drugim.

Z rozwazah ustepu tego wynika, ze skoro raz dane sg
dwa uktady ptaskie i kierunek rzutéw (powinowactwa), to stwo-
rzona tym sposobem zalezno$¢ miedzy elementami obu ukia-
déw pozostaje niezmieniona dla kazdego potozenia ptaszczyzn,
obracajacych sie okoto wspdlnej prostej p, a takze i wéwczas,
gdy oba te uklady zigcza sie skutkiem rzutu lub obrotu na
jednej ptaszczyznie. Gdy dana jest plaszczyzna i, to ptasz-
czyzne @ wyznacza prosta p i jeden dowolny jej punkt np. A.
Punkt A potaczony z dowolnym punktem P prostej p daje
prostg na ptaszczyznie qa odpowiadajaca jej prosta na ptaszczyznie
g wyznaczona jest punktami P i Au Stad takze powino-
nowactwo $rodkowe dwoch uktadow ptaskich,
ztgczonych na jednej ptaszczyznie, wyznaczone
jest osig powinowactwa ijedna parg punktéw od-
powiednich.

Jezeli promienie powinowactwa sg prostopadie do osi, to
powinowactwo nazywamy prostokgtnem, w odrdznieniu od
ukos$nego, gdzie promienie tworzg z osig kat rézny od
prostego.

Niechaj dane beda dwa ukiady S$rodkowo powinowate
qd i g ztagczone na ptaszczyZnie rysunku, a wyznaczone osig p

i parg punktow odpowiednich

Mi i Ma (Rys. 280.). W ukta-

dzie q@ dany jest czworokat

Ai Bi Ci Dr, zadaniem na-

szem jest wyznaczy¢ czwo-

rokat, odpowiadajacy w ukia-

P dzie q@@ czworokagtowi danemu.

Prostej ai, taczacej punkty

Ai i Mi, odpowiada w ukta-

Rys. 280. dzie q prosta dt, przecho-

dzaca przez punkty P i Ma

Rzuémy punkt A\ w kierunku powinowactwa Mi Mt na prostg
aa, to otrzymany punkt At jest powinowaty z punktem Au
Prosta Ai Di przecina o$ powinowactwa w punkcie Pi, przez
ktory przejdzie prosta At Da, odpowiadajgca pierwszej. W ten
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sposob przy pomocy punktéw P:2iPu wzglednie Pi otrzymamy
dalsze wierzchotki szukanego czworokata.

Dokonajmy teraz wzajemnego przesuniecia, potgczonego
z obrotem, tych dwdch czworokatow srodkowo powinowatych.
Punktowi Mi odpowie woéwczas, podobnie jak przed wzajem-
nem przesunieciem, punkt Mz, punktom Ai, Bi, Ci... odpowiedzg
punkty A2,BzCi ... jednak odpowiednie punkty, jakimi sg
A i A2 Bi i B2 CiiC2... nie bedg lezaty na promieniach
do siebie réwnolegtych a odpowiednie proste, wiec ai i a>y
Ai Di i A2D2, Ai Bi i A2B2, Bi Ci 1B2Cz..., nie beda prze-
cinaty sie w punktach, lezagcych na jednej prostej. Zapomocg
wzajemnego, dowolnego przesuniecia dwoch ukladoéw ptaskich,
ztaczonych na jednej ptaszczyznie, zniszczyliSmy potozenie
srodkowe tych ukladdw, pozostata jednak nadal odpowiednio$¢
miedzy elementami obu ukladéw polegajgca na tern, ze kazdemu
elementowi w jednym uktadzie odpowiada jeden jedyny element
tego samego rodzaju w uktadzie drugim. O takich dwoch ukta-
dach ptaskich méwimy, ze s3 powinowate w potozeniu
0go6lnem albo dowolnem.

Cecha powinowactwa $rodkowego. Niechaj dana bedzie
0$ powinowactwa p (Rys. 281.) i para punktéw odpowiednich
Ai i A2 wdwoéch uktadach powinowatych, ztgczonych na ptasz-
czyznie rysunku. Prostej ai, przecinajgcej o$ p w punkcie P,
odpowiada w drugim uktadzie prosta ai, przechodzaca réwniez
przez punkt P. Punktowi Bi, przyje-
temu na prostej ai, odpowie punkt Bi
na prostej a-i, ktéry otrzymamy, kre-
$lac przez Bi promien powinowactwa,
rownolegty do kierunku Ai A*. Po-
dobnie prostej bi odpowie prosta bz,
przechodzgca przez punkty Pi iB2,

a punktowi Ci punkt C2. Z Rys. 281.

czytamy:

A Aj B Bi_C Ci
Aa2 BB2~CC2
co oznacza, ze gdy dwa ukiady ptaskie sg Srodkowo powino-
wate, to stosunek odcinkdw, ograniczonych punktami odpo-
wiednimi i punktem lezagcym na osi, dla kazdej pary punk-
tow, jest staty. Wyktadnik A tego stosunku charakteryzuje
powinowactwo S$rodkowe i zwie sie jego cecha.

= constans = A Rys. 281.
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Jezeli jedna para odcinkéw np. A Ai i AAi (Rys. 282a))

jest réwna, to wowczas wszystkie pary sg réwne, a powino-

wactwo nosi na-

zZwe sym etryi

osiowej.

W szczeg6lnym

przypadku, gdy

promienie  po-

winowactwa sta-

nowigcego sy-

Rys. 282 a. Rys. 282 b. metrye, sg pro-

stopadte do osi

(Rys. 282 b.), to symetrya osiowa nosi nazwe sym etryi
prostokatnej.

95. Rzuty prostokatne i ukosne a powinowactwo $rod
kowe. Z dotychczasowych rozwazan wynika bezposrednio, ze
miedzy dowolnym wielokgtem ptaskim a jego rzutem pozio-
mym, tak samo, jak miedzy tym wielokatem a jego rzutem
pionowym, zachodzi powinowactwo srodkowe, ktérego kierunek
jest kierunkiem rzutéw, a osia $lad poziomy, wzglednie pionowy
ptaszczyzny tego wielokata. Przez wykonanie kladu ptaszczyzny
wielokagta na rzutnie poziomg, otrzymamy na niej dwa ukilady
srodkowo powinowate, ktoremi bede 6w kiad i rzut poziomy
wielokagta. Osig powinowactwa, a wiec prostg, na ktorej leze¢
bedg punkty przeciecia sie odpowiednich bokéw, jest slad po-
ziomy plaszczyzny wielokata; promienie powinowactwa sg
prostopadte do osi powinowactwa, ktére tym sposobem jest
prostokatne. Podobnie miedzy kitadem wielokgta na rzutnie pio-
nowa i jego rzutem pionowym zachodzi prostokatne powino-
wactwo Srodkowe (patrz Rys. 232b.). Wezmy pod uwage dowolny
wielokat ptaski w przestrzeni, np. czworokagt AB CD (Rys. 283.)
i jego rzuty poziomy i pionowy. Kazdemu punktowi, wzglednie
kazdej prostej wielokata odpowiada jeden punkt, wzglednie jedna
prosta na rzutni poziomej i jeden punkt, wzglednie prosta na
rzutni pionowej. Czworokat A B C D jest wiec powinowaty ze
swoim rzutem poziomym A" B' C' D' i rzutem pionowym
A" B" C" D". Ale wykazaliSmy w ustepie poprzednim, ze
dwa uktady powinowate z trzecim sg miedzy sobg powinowate,
wobec czego rzut poziomy wielokata i jego rzut pionowy sa
powinowate. Sprowadzmy obie rzutnie zapomocag obrotu okoto
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osi X do ptaszczyzny rysunkowej i zbadajmy rodzaj powino-.
wactwa, zachodzgcego miedzy obu rzutami wielokata. W punkcie
przeciecia sie Pi prostych

a' i a" schodzg sie rzuty

punktu przebicia sie prostej

a (@' a") z ptaszczyzna dwu-

sieczng 8/przechodzacy przez

I1i1V cze$¢ przestrzeni. Po-

niewaz jednak prosta a lezy

na ptaszczyznie a (ha Da),

wiec punkt Pi, lezac réwno-

czesnie na plaszczyznie dwu-

siecznej 8/ i na ptaszczyznie

a, jest punktem krawedzi obu

ptaszczyzn. Miejscem geo-

metrycznem punktéw prze-

ciecia sie rzutow prostych,

lezacych na plaszczyznie a, jest wiec prosta p przeciecia sie
tej ptaszczyzny z plaszczyznag dwusieczng 87 Uwazajgc wiec
rzut poziomy utworu plaskiego lezgcego w przestrzeni za ele-
menty jednego ukladu, a rzut pionowy tego utworu za odpo-
wiadajgce im elementy ukladu drugiego, stwierdzamy, po spro-
wadzeniu obu ukladéw zapomoca obrotéw okoto osi rzutéw X
na ptaszczyzne rysunku, istnienie miedzy nimi powinowactwa
srodkowego. Osig tego powinowactwa jest rzut krawedzi ptasz-
czyzny danego utworu plaskiego z ptaszczyzng dwusieczng &7
a kierunkiem, kierunek prostopadty do osi X.

Osi powinowactwa, tgczacego oba rzuty wielokatow, uzyé
mozna przy wykres$laniu tychze rzutéw, a takze jako linii
sprawdzajacej doktadnos$é konstrukcyi.

Z tatwosciag zauwazymy, cofnagwszy sie do rozwazan
w § 6., ze miedzy ukladem punktéw i prostych, lezgcych na
rzutni poziomej a ich rzutem ukosnym na ptaszczyzne pio-
nowa, zachodzi powinowactwo S$rodkowe, ktérego kierunkiem
jest kierunek rzutéw, a osig 0$S X. Po sprowadzeniu. rzutni
poziomej Zapomoca obrotu okoto osi X na rzutnie pionowsa,
0§ powinowactwa nie zmieni swego potozenia, a Kkierunek
powinowactwa okreSlony jest rzutem poziomym np. A’
punktu A i jego rzutem ukosnym poziomym Au' (poréwnaj
Rys. 273).
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96. Rzut ukos$ny kota. Elipsa. Rzut ukos$ny kota, przyje
tego na rzutni poziomej, na rzutnie pionowg bedzie linig nie
posiadajaca, podobnie jak koto, zadnych punktéw niewtasciwych,
czyli t zw. liniag zamknieta, gdyz rzuty ukosne punktéow wia-
sciwych sg punktami wiasciwymi, a koto punktéw niewtasci-
wych nie posiada.

Opiszmy na kole k (Rys. 284.) kwadrat | Il II1 1V, styczny
don w punktach A, B, C, D i znajdzmy jego rzut uko$ny
lu llu Ilu 1Vu, to punkty Au, Bu, Cu, Du sa punktami linii, be-
dacej rzutem uko$nym kota. Wierzchotki rzutu ukosnego kwa-
dratu E F G H wpisanego w koto, sg dalszymi punktami rzutu

kota. Rzuty ukosne
dalszych punktow
kota  otrzymamy
w ten sposéb, ze
obiera¢ bedziemy
proste przecinajgce
koto i szukac rzu-
téw otrzymanych
punktéw przeciecia
sie. (Patrz Rys.
284. proste m, mu,
i punkty I, K i
lu, Ku). Dostatecz-
na ilo$¢ w ten spo-
s6b otrzymanych
pnnktéw, potaczo-
na linig ciagta,
daje rzut uko$ny
kota, lezgcego na
ptaszczyznie  po-
ziomej rzutéw, na rzutnie pionowa. Z konstrukcyi wynika, ze
otrzymana linia posiada nastepujace wiasnosci wspélne z kotem:
1) nie posiada zadnych punktéw niewtasciwych, 2) dowolna
prosta przecina jg w dwdéch punktach i 3) z dowolnego punktu
poprowadzi¢ do niej mozna dwie styczne, /\le z ustepu po-
przedniego wynika, ze miedzy kotem k a linig k u, bedaca jego
rzutem ukosnym, zachodzi powinowactwo srodkowe, ktdrego
osig jest o$ x, a kierunkiem kierunek P Pu. Linie ku powi-
nowatg z kotem, a majagcg z niem wymienione wyzej wilasnosci
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wspolne, okreslamy mianem elipsy. Rzut uko$ny kota jest
wiec elipsa.

Z Rys. 284. odczytamy wprost caty szereg dalszych wias-
nosci elipsy. | tak: $rednicom AB, CD, EH kofa odpowia-
dajg w elipsie cieciwy Au Bu, Cu Du, Eu Hu, ktére jak z kon-
strukcyi wynika — podobnie jak u kota — potowig sie. Cie-
ciwy te, przechodzace przez punkt Su, ktéry jest rzutem uko$-
nym S$rodka kota, nazywamy Ssrednicami elipsy.

Punkt Su, potowiacy wszystkie $rednice, nazywamy $rod-
kiem elipsy. Pare prostopadtych do siebie $rednic w kole
nazywamy S$rednicami sprzezone mi; posiadajg one te
wilasnos¢, ze jedna potowi cieciwy roéwnolegte do drugiej,
czyli kazda z dwodch Srednic sprzezonych taczy srodki cieciw,
rownolegtych do $rednicy drugiej. Pare S$rednic elipsy, np.
Au Bu i CuDu, odpowiadajgcg parze $rednic prostopadiych
w kole, nazywamy S$rednicami sprzezonemi elipsy.
Jak to z Rys. 284. widzimy, jedna S$rednica potowi cieciwy row-
nolegte do drugiej; kazda ze $rednic jest wiec osia symetryi
ukosnej dla punktéw, lezacych na cieciwach réwnolegtych do
drugiej S$rednicy. Stycznej e do kota w punkcie E, odpowiada
styczna eu do elipsy w punkcie Eu, przyczem obie przecinajg
sie w punkcie Pi ma osi powinowactwa X.

Stycznym do kota w punktach koricowych A i B $red-
nicy, odpowiadajg styczne do elipsy w punktach Au, Bu, ogra-
niczajgcych $rednice AuBuU; styczne te sg # do érednicy CuDu,
a wiec do cieciw do tej $rednicy, réwnolegtych. Kwadratowi
I Il I 1V, opisanemu na kole i stycznemu dori w punktach
A, B, C, D, odpowiada rownolegtobok lu llu lllu IVU, opisany na
elipsie i styczny do niej w punktach Au, Bu, Cu i Du. Boki
tego rownolegtoboku sg rownolegte do $rednic sprzezonych
Au Bu i Cu Du elipsy, a wiec i do cieciw réwnolegtych do
tych Srednic.

Na podstawie wykazanej wiasnosci $rednic sprzezonych
elipsy, a mianowicie tej, ze jedna potowi cieciwy réwnolegte do
drugiej, potrafimy rozwigza¢ nastepujace zadania:

a) Dana jest elipsa, wyznaczy¢ S$rednice i $rodek.

b) Dana jest elipsa, wyznaczy¢ pare $rednic sprzezonych.

c) Do danej elipsy wykresli¢ styczne, réwnolegte do da-
nego kierunku.

Bartel, Geometrya wykreslna.
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Rd a) Kreslimy dwie sieczne m #Z n (Rys. 285 a.), prosta,
taczaca srodki /i Il cieciw, jest $rednicg, a $rodek S, odcinka

Rys. 285aib. s

A B, Srodkiem elipsy.

Rd b) Wyznaczymy
Srednice AB, a przez srodek
S elipsy poprowadzona réw-
nolegta CD do siecznej m,
jest srednica, sprzezona zAB
(Rys. 285 a.).

Rd e) Kreslimy sieczne
m i n (Rys. 285 b.), rdbwno-
legte do danego kierunku g,
taczymy S$rodki /i Il cieciw
i otrzymamy Srednice AB.
Proste a i b, wykreslone przez
punkty A i B réwnolegle do
kierunku q, rozwigzujg zada-
nie. O Srednicy A B  modwi-
my, ze jest sprzezong z kie-
runkiem p. Srednica sprzezo-
na ze srednicg A B przejdzie
przez srodekSréwnolegledoi/.

Poniewaz koto posiada dowolng, nieograniczong ilos¢ par
$rednic sprzezonych, wiec to samo odnosi sie do elipsy, jako

Rys. 286.

linii powinowatej z kotem.
Przyjmijmy koto ki, 0$
powinowactwa p (Rys. 286.)
i punkt S2, odpowiadajagcy w
uktadzie elipsy $rodkowi Si kota.
Parze $rednic sprzezonych Ai Bi
i Ci Di w kole, odpowiada para
$rednic sprzezonych .i2B2i C2D>
w elipsie k2. Przez punkty
Si i Sz poprowadzimy takie koto
k, ktérego S$rodek O lezy na
osip, a punkty M i N, w kto-
rych koto k przecina prostg p,
potaczmy z punktem Si. Sred-
nicom sprzezonym Ei Fi i Gi Hi
w kole odpowiedzg $rednice
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sprzezone Ei Fi i Gz2H2 w elipsie fo. Poniewaz jednak katy
MSi N i M Sz N wspierajg sie na $rednicy, wiec otrzymane
Srednice sprzezone elipsy sa do siebie prostopadle. Dowie-
dliSmy tym sposobem istnienia, miedzy Srednicami sprzezonemi
elipsy, jednej pary $rednic sprzezonych wzajemnie prostopa-
diych, ktorg okreslamy mianem osi elipsy. Punkty koncowe
osi nazywamy wierzchotkami elipsy. Witasnosci, ktére po-
siadajg Srednice sprzezone, sa oczywiscie takze wiasnosciami
osi, a zatem: kazda 0$ potowi cieciwy prostopadie do niej,
a wiec réwnolegte do drugiej osi. Wskutek tego osi elipsy sa
osiami symetryi prostokatnej tej
krzywej (Rys. 287.).
Jezeli elipsa jest naryso-
wana i jej $rodek S dany, to
osi elipsy znajdziemy zapomocg A
kota, zakreslonego ze $rodka S
i przecinajgcego krzywg w czte-
rech punktach. Prosta, tgczaca
srodki cieciw /77, i Il 1V, jest pys 287.
jedng, a prosta poprowadzona
przez srodek S réwnolegle do tych cieciw, drugg osig elipsy.
97. Konstrukcye elips z danych $rednic sprzezonych
wzglednie osi.
a) Niechaj dane jest
koto ki, 0§ powinowactwa
p ipunkt S2, odpowiadaja-
cy Srodkowi kota w ukia-
dzie elipsy ki, czyli jej
Srodek (Rys 288%).
Opiszmy na kole kwa-
drat Ei Fi Gi Hi styczny
don w punktach Ai, BI, Ci
i Di i znajdZzmy odpowia-
dajacy mu réwnolegtobok
Ei Fi G: Hi w ukladzie
elipsy. Odcinki A1B1 i Ci Di
stanowia pare $rednic
sprzezonych elipsy ki. Po-
dzielmy promien kota Di Si Rys‘ 288 *
np. na trzy rowne czesci i na tylez czesci bok Di Fi. Potgczmy
11~
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punkty A'i li, pierwszy z punktem Ai, drugi z punktem Bi, to:
A Ai h Si ~ ABi h Fi, a wiec
li Bi Fi = li Ai si = 8§,

a poniewaz ramie Bi Fi jest prostopadte do Ai Si, wiec i ramie
h Ai musi by¢ prostopadte do ramienia li Bi, a w takim razie
punkt Mi musi by¢ punktem kota, gdyz katy, wspierajace sie
na Srednicy w kote, sg proste. Poniewaz stosunki zachodzace
miedzy odcinkami prostych, po przeniesieniu ich w ukfad po-
winowaty, nie ulegajg zmianie, wiec poszczegblne punkty elipsy
znajdziemy w sposob nastepujgcy: Odcinki Si Di, Di Ei i Di Fi
podzielimy kazdy na te sama ilos¢ réwnych czesci; punkty
podziatu li ilh na odcinku Si Di rzuémy z punktu Ai a punkty
li i 22 z punktu £2; punkty przeciecia sie Mi i Ni tych pro-
mieni sg punktami elipsy ki. Promienie Bi li, Bi Ih przecinajg
sie z promieniami, taczacymi punkty podzialu na odcinku
Di Ei z punktem Ai, w dalszych dwdéch punktach szukanej
krzywej. Podobnie promienie Ai Ji, Ai 4i i Bi Uh, Bi IV*
przecinajg sie w punktach elipsy Ki.

b) Jezeli powinowactwo s$rodkowe dwdéch ukladow pta-
skich, zlgczonych na plaszczyzZnie rysunku, jest prostokatne,
t. zn. jesli promienie powino-
wactwa sg! prostopadie do osi,
to oczywiscie kotu ki w jednym
uktadzie odpowie elipsa ki w
uktadzie drugim (Rys. 289.).
Kazdej parze S$rednic sprzezo-
nych w kole ki, np. Mi Ni, Ri Ti
odpowiada para Srednic sprze-
zonych MiNi, Ri Ti welipsie ki;
parze srednic sprzezonych Ai Bi
i Ci Di w kole odpowie para
$rednic sprzezonych Ai Bi i C1D1
wzajemnie prostopadtych, a wiec
para osi. PoszczegOlne punkty
G elipsy, znajac jej osi, znajdziemy
Rys. 289. przez zastosowanie poznanej
pod a) konstrukcyi, o czem

zresztag poucza nas dostatecznie wyraznie rysunek.
c) Zakre$lmy na danych osiach Ai Bi = 2a i Ci Di = 2b
elipsy (Rys. 290.), jako na $rednicach, kota ki i£2. Kazde z nich
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uwaza¢ mozna za powinowate z elipsg k, wyznaczong parg
osi Ai Bi i Ci Du Przy powinowactwie miedzy kotem Ki
a elipsa k, osig powi-

nowactwa jest Ai Bi,

a punkty Ci, Ci i Di,Di

stanowig pary punk-

tow  odpowiednich;

jesli  bierzemy pod

uwage powinowactwo,

zachodzace miedzy

ki i k, to osig jego

jest prosta wyznaczo-

na punktami Ci i Di,

a kierunkiem, kieru-

nek do tej osi prosto-

padty. Punkty Bi i B2

stanowig wiec w tym

wypadku pare punk- /

téw odpowiednich.

Wykreslmy przez $rodek S dowolng prostg ai, a przez
otrzymane na kotach ki i ki punkty Pi iP2 proste pi # Ci Di
i pi Il Ai Bi. Uzupetniajagc Rys. 290. oznaczmy punkt prze-
ciecia sie prostej pi z osig Ai Bi litera Z, a prostej pi z osia
Ci Di literg T. Punkt przeciecia sie P, prostych pi i pi, jest
punktem elipsy k, co wynika z nastepujgcego rozwazania.

Z Rys. 290. czytamy:

WZ :PZ =P7S :PTS=CiS :0S =a:b=A
Poniewaz promien ai jest dowolny, wiec zwigzek ten odnosi
sie do wszystkich punktow, otrzymanych w ten sam sposoéb,
jak punkt P. Stosunek a:b = A jest cechg powinowactwa,
taczacego wszystkie punkty kota k2 i otrzymane powyzszym
sposobem punkty krzywej k, ktéra, jako powinowata z kotem,
jest elipsa. Ze i koto ki jest powinowate z elipsg k, wynika
Z nastepujacej relacyi:

A P Pi Pi ~A TS Pi, a zatem:
p~Pi_pn\
ptt“pts
a poniewaz, jak wiadomo, w kazdej proporcyi suma lub réznica
wyrazéw pierwszego stosunku ma sie tak do wyrazu pierwszego
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(lub drugiego), jak sie ma suma lub réznica wyrazéw drugiego
stosunku do wyrazu trzeciego (lub czwartego) wiec:
PPi+ PiT PiPiXxPiS BiS_a_~"
PTT ” Pi S “BiS b
Ten sam zwigzek wyprowadzi¢ mozna dla kazdego punktu elipsy
k, ktéra jest wiec powinowatg
takze i z kolem Ki.
d) Wykresimy (Rys. 290.)
prosta PR # P*S to:
PQ=IP7S=b,iPP =PTS=a,
na czem oprzemy szczegdlnie
dogodng konstrukcye punktéw
elipsy przy danych osiach. Na
Rys. 291. ostrym,nozemodcietym skrawku
papieru, odmierzmy potowe osi
duzej PR = a i p6t osi matej P Q = b (Rys. 291.); nastepnie
przyktadajmy 6w skrawek pa-
pieru tak, aby punkt R lezal
zawsze na osi matej, za$ punkt
Q na osi duzej, to punkt P,
ktéry zaznaczymy otéwkiem, jest
przy kazdorazowem potozeniu
skrawka papieru punktem elipsy*
e) Na danych osiach 2a i2b
(Rys. 292 a.), jako na srednicach,,
zakre$lmy kota ki i ki, a na-
stepnie obrawszy pare prosto-
padtych $rednic Pi Pi i Qi Qi
w kole wiekszem, znajdZmy od-
powiadajgca im w ukfadzie elipsy
pare srednic sprzezonych P P'
i QQ'. Przez punkty Qi i
wykre$§lmy rownolegle do osi
elipsy i otrzymany punkt R
potaczmy z Q Oznaczmy punk-
ty przeciecia sie prostej R Q
z osiami elipsy, literami T i U,
a srodek prostokgta R Qi QQi
literg M i polgczmy punkty
Rys. 292aib. R i .S prosta.
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Z Rysunku czytamy:

L A /NQ ~ AP PiP:a dale
SCh = QT =b; UR|=SQ* = b; I~Q = SQi = a,
wiec: U T=Qf+U Q =a+Db i 1

przyczem punkt M jest Srodkiem odcinka U T.

Poniewaz ramiona katow R Qi S i P Pi S sg zgodnie pro-
stopadte, wiec katy te sg sobie réwne, a ze RQ = P Pi
iSQ =S Pi, wiec:

A SRQi21A SPPi, a stad wynika, ze
5R ji_* RSQi=* PSPi

adalej, ze: SR £ S P )

Relacye 1) i 2) dajg nam mozno$¢ wyznaczenia osi
elipsy z danej pary Srednic sprzezonych. | tak niechaj PP
i QQ (Rys. 292b.) sa para S$rednic sprzezonych elipsy.
W srodku S wykre$lmy prostopadts do $rednicy P P' i od-
mierzmy SR = S P; R fgczymy z Q, a ze srodka M odcinka
R Q zakreSimy koto, przechodzace przez srodek 5. taczymy
punkty T i U ze S$rodkiem

5 i odmierzamy
UQ = a = AS = SB
i QT = b=2cCcs =

f) Poniewaz punkt Q
(patrz Rys. 292 a), jest do-
wolnym punktem elipsy, wiec
na podstawie rownosci 1)
otrzymamy dowolng ilosé
punktéw elipsy z danych osi
w sposéb nastepujgcy: Na skrawku papieru (Rys. 293.) od-
mierzymy odcinek a + b, a
nastepnie porusza¢ bedziemy
tym skrawkiem papieru tak,
aby punkty koncowe Ui T po-
zostawaly przy kazdorazowem
potozeniu na osiach, wzglednie
ich przedtuzeniach; punkty Q
bedg punktami elipsy.

g) Zanotujemy tu jeszcze,
jednak bez podania uzasadnienia,
bardzo praktyczng konstrukcye
punktéw elipsy przy pomocy



168 § 7. POWINOWACTWO SRODKOWE. ELIPSA

skrawka papieru, z danej pary $rednic sprzezonych AB iCD
(Rys. 294.). Z punktu C kreslimy CF ! A B, odmierzymy
CE = AS i fgczymy E z S. Na skrawku papieru odmierzymy
odcinek ECF, a nastepnie ustawia¢ bedziemy skrawek papieru
tak, aby punkt E lezal zawsze na prostej ES, a punkt F na
A B. Punkty C beda punktami elipsy.
98. Styczne do elipsy. Wezmy pod uwage elipse
i sieczng a, przecinajgca ja w dwoch punktach A i B (Rys. 295.).
Przyjmijmy, ze sieczna ta obraca
sie okoto punktu A, to wowczas
punkt B porusza sie po krzy-
wej, zbizajgc sie do punktu
statego A. W pewnej chwili
sieczna zajmie potozenie gra-
niczne ag po przekroczeniu
ktérego, poruszajacy sie punkt
B znajdzie sie po drugiej stronie
punktu A. Owo graniczne poto-
zenie siecznej, okre$lamy mia-
nem stycznej krzywej w punk-
cie A. Okreslenie stycznej jest
tu zupetnie ogolne iodnosi sie do kazdej linii krzywej, naryso-
wanej na ptaszczyznie.
Poniewaz w dwoéch ukladach powinowatych zlgczonych
na ptaszczyznie, kazdemu punktowi odpowiada punkt, a prostej
prosta, wiec siecznej kota, ktore
spowinowacone jest z elipsa,
odpowie sieczna tej elipsy,
a stycznej do kota w pewnym
punkcie, odpowiada styczna do
elipsy, w punkcie odpowiadaja-
cym punktowi kota. Kazda para
odpowiadajacych sobie stycz-
nych w dwodch ukladach powi-
nowatych przetnie sie oczywi-
$cie w punkcie na osi powino-
wactwa.
a)
elipsy k wykresli¢ styczna. Jezeli osi elipsy k sg dane (Rys.
296.), to koto ki, zakresSlone na osi AB ze $rodka S, jest
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powinowate z elipsa. Kierunek tego powinowactwa jest prosto-
padly do R B. Danemu punktowi M elipsy odpowiada na kole
ki punkt Mi; styczna si w punkcie Mi do ki przecina o$ po-
winowactwa p wpunkcie P. Prosta (P, M) = s jest szukang styczna
w punkcie M do elipsy k.

Jezeli znane sg S$rednice elipsy k (Rys. 297.), to koto ki,
zakreslone na $rednicy R B, jest
w powinowactwie uko$nem z tg
elipsg. Prostopadta wykreslona
w $rodku 5 do R B przecina
ki w punkcie Ci, ktéry odpo-
wada punktowi C elipsy k. C Ci
jest kierunkiem powinowactwa.
Przez dany punkt M elipsy k
poprowadzimy réwnolegta do
CCi, a w punkcie Mi wykresli-

my styczna Si. Prosta PMe s Rys. 297.
rozwigzuje zadanie.
b) Z danego punktu P wykresli¢ styczne do elipsy, kté

rej para osi jest dana (Rys. 298.). Na obu osiach, jako na
$rednicach, za-
kreslimy  kota,
powinowate, jak
wiadomo, z eli-
psa. Prostej PCI
w ukitadzie eli-
psy odpowiada
prosta /Ci Pi
w uktadzie kota,
przyczem punkt
Pi lezy na pro-
mieniu  prosto-
padtym do osi
powinowactwap.
Z punktu Pi

kresSlimy stycz- Rys. 298.
ne mi i m do
kota ki, a punkty Il illl, lezace na osi p, taczymy z punktem

P. Proste m i n rozwiazuja zadanie; punkty M i iV sa ich
punktami stycznosci z elipsa.
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c) Réwnolegle do danego kierunku ,,a“ wykresli¢ stycz
ne do elipsy, ktdrej para osi jest dana (Rys. 299.). Przez
wierzchotek C elipsy kreslimy réwnolegta do prostej a i punkt/

taczymy z punktem Cu
Styczne mi i m do kota
ki, réwnolegte do pro-
stej Ci/, przecinajg o0$
powinowactwa p wpunk-
tach Il i lIl. Proste m
i n, rownolegte do a, wy-
kreSlone przez punkty
I1i Il rozwigzujg zada-
nie, sg bowiem prostemi
powinowatemi z mi i m.
Prostopadte, poprowa-
dzone z punktéw stycz-
nosci Mi i Ni do osi p,
wyznaczajg na prostych m i n punkty M i N, w ktérych proste
te dotykaja elipsy.

c) Z danego punktu P wykresli¢ styczna do dane
elipsy (Rys. 300.). Z punktu P wykres$limy sieczne a, b, ¢
i potagczymy punkty A z Bi, A\ z B, B z Ci, C z Ri. Prosta

I Il przecina elipse w punktach M i A,
ktore potgczone z punktem P rozwigzujg
zadanie. Uzasadnienie tej niezwykle
dogodnej konstrukcyi wymaga wiado-
mosci, ktére nie lezg w zakreslonym
przez nas obszarze i dlatego podane tu
by¢ nie moze.
99. Rzuty prostokatne kota. Ponie
waz miedzy danym ukfadem ptaskim
W przestrzeni, a jego rzutem prostokat-
nym zachodzi powinowactwo S$rodkowe
(ust. 95.), wiec rzuty prostokagtne kota sg
elipsami.
a) Gdy dana
a (ha Vva) a na niej punkt o (0' o") jako Srodek kota (Rys.
301.), to rzuty kofa, o danym promieniu r, wyznaczymy w Spo-
sOb nastepujacy: Po wykonaniu kladu ptaszczyzny a na rzutnie
pozioma, zakreslimy z punktu 0°, jako $rodka, koto o promie-
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niu r. Parze $rednic sprzezonych A°B° i C°D° w kole, odpo-
wie para osi A'B' i C D", wzglednie $rednic sprzezonych
A" B" i D" C" w elipsach, stanowiacych rzuty kota. Podnie-

sienie z kiadu punktow A°, B°, C° D° nie nastrecza zadnych
trudnosci. Rys. 301. ttdmaczy rzecz dostatecznie.

b) Niech dany bedzie punkt O (O, 2) jako $rodek kotz
lezagcego na ptaszczyznie a (Rys. 302.), wyznaczonej zestopnio-
wang linig najwiekszego
spadu la"; wykresimy rzut
cechowany kota o danym
promieniu r. Zadanie roz-
wigzacby mozna podobnie
jak poprzednie, przez wy-
konanie kladu ptaszczyz-
ny a na rzutnie pozioma,
wzglednie na jedna z ptasz- Rys. 302.
czyzn warstwowych.

W Rys. 302. zastosowaliSmy jednak inng metode, dajaca
sie takze uzy¢ w przypadku rzutéw na dwie ptaszczyzny,
a mianowicie uzyliSmy ptaszczyzny @ prostopadtej do warstwie.
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Prosta k° jest kladem krawedzi ptaszczyzny a i ptaszczyzny @
na rzutnie pozioma, a odcinek C° D° kfadem rzutu kota na ptasz-
czyzne o O$ A' B" rowna jest $rednicy kota, druga osig jest
odcinek C’'D".

c) Rzuty kota, lezacemo ptaszczyznie poziomo rzu'
cajacej, podajg Rys. 303 a i b. W pierwszym, podnie$'

Rys. 303 a. Rys. 303 b.

poziomej, w drugim, z rzutni pionowej.

d) Rys. 304. podaje konstrukcye rzu-
tow kota, lezacego na ptaszczyznie oo prze-
chodzacej przez o$ rzutdbw X i punkt
0 (O' O"). Najpierw wykonano kiad 0°
punktu O, a nastepnie podniesiono $red-
nice sprzezone A° B° i C° D° okoto osi x
na ptaszczyzne qu O$ X jest osig powi-
nowactwa miedzy kladem k° i rzutem k'
kota, a takze miedzy rzutami k' i k™.
Stad przez punkt /, w ktérym prosta A° D°
przecina 0§ X, przejdg proste A! D’

1 AII Dll.
e) Rzuty prostokatne kota fc, przyje-
Rys. 304. tego na plaszczyznie a /# X przedstawia

Rys. 305. Na ptaszczyznie a (ha ua) przy-
jeliSmy prostg a (a" a") a na niej punkt S (S' SA), jako $rodek
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kota k. Wykonawszy ktad S° punktu S na rzutnie pionowa,
zakreslimy koto k°, a nastep-
nie podniesiemy S$rednice
R°B° i cHD°® okoto $ladu va,
jako osi obrotu na ptaszczyz-
ne a, .otrzymujgc osi A" B't
cny i rew/cny’ dis
k' i k", bedacych rzutami
kota k.

100. Elipsa jako krzywa
powinowata z elipsg. Z fak-
tu, ze w dwoch ukladach
srodkowo powinowatych kaz-
demu punktowi w jednym
uktadzie odpowiada jeden
punkt w uktadzie drugim, ze
kazdej prostej przechodzacej
przez ten punkt w pierwszym
uktadzie, odpowiada prosta Rys. 305.
przechodzaca przez odpo-
wiedni punkt w ukladzie drugim, a dalej, ze punktom wi#asci-
wym w jednym ukiadzie odpowiadajg
punkty wiasciwe w uktadzie drugim —
wynika, ze elipsie, przyjetej w jed-
nym ukladzie, odpowie w uktadzie
drugim takze elipsa. Innemi stowy,
elipsa moze by¢ spowinowacong albo
z kotem (ust. 95.) albo z elipsa.

Elipsie wiec ki (Rys. 306.), przy
danej osi powinowactwa p i pary
punktow odpowiednich Oi i Oz, odpo-
wie elipsa 72 w ukladzie powinowa-
tym. Parze osi Ai Bi i ci Di odpo- Rys. 306.
wie para $rednic sprzezonych As Bi
i c2 D2 elipsy ki. Srodkowi Oi, elipsy ki, odpowiada $rodek Oz,
w elipsie 172,

§ 8. PRZEKROJE | PRZENIKANIE WIELOSCIANOW

101. Ptaskie przekroje wieloscianéw. Wyznaczenie prze
kroju wieloScianu ptaszczyzna, sprowadza sie do wyznaczenia
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punktow przebicia sie krawedzi wieloscianu z plaszczyzng
sieczna. Z okreslenia tego wynika, ze potozenie ptaszczyzny
siecznej wplywa na przebieg
konstrukcyi, ktéra w przy-
padku, gdy ptaszczyzna ta
jest rzucajgca,- przedstawia
sie najprosciej i sprowadza
sie — jak to widzimy na Rys.
307. — do odniesienia punk-
téw, lezacych na $ladzie ptasz-
czyzny, na odpowiednie kra-
wedzie w drugim rzucie.
Przez wprowadzenie trze-
ciej ptaszczyzny rzutéw, pro-
stopadtej doptaszczyzny siecz-
nej i do jednej z dwoch rzutni,
sprowadzi¢ sie da przypadek,
w ktérym ptaszczyzna sieczna
ma potozenie dowolne, do powyzszego. W Rys. 308. chodzi
0 wyznaczenie przekroju umiarowego o$mioscianu, lezacego
jedng Sciang na rzutni poziomej, z ptaszczyzng a (ha va), ha-
chylong do obu rzutni. Przyjawszy plaszczyzne poziomo rzu-
cajacg prostopadtag do a, wyznaczyliSmy rzut o$Smioscianu na
te ptaszczyzne i $lad boczny ka plaszczyzny a.

Rzut boczny wielokata przekroju schodzi sie ze $ladem
bocznym «ka, rzut poziomy i pionowy otrzymamy przez odnie-
sienie punktéw 2" )", 4" 5 i 6" na odpowiednie
krawedzie w tych rzutach.

Podany spos6b wyznaczenia przekroju wieloscianu, pole-
gajacy na wprowadzeniu trzeciej ptaszczyzny rzutéw, jakkol-
wiek ogélny i dajacy sie zastosowaé do kazdego wieloscianu,
bez wzgledu na jego potozenie, nie jest wystarczajacy. Za-
uwazmy bowiem, ze odniesienie punktu z rzutu bocznego na
poziomy odbywa sie z tern mniejsza dokiadnoscig, im bardziej
odnosny rzut krawedzi, na ktérg punkt przenies¢ mamy, zbliza
sie do potozenia prostopadtego do osi y, a w przypadku, gdy
krawedz ta jest prostopadta do tej osi, mozliwos¢ przeniesienia
punktu na nig nawet zupetlnie upada. W Rys. 308. widzimy,
ze odnoszgca punkt 6"" na prostg C D' przecina jg pod katem
zbyt ostrym, aby dokladnos¢ potozenia punktu 6° nie mogta
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by¢ watpliwg. Z tego powodu posigé¢é musimy drugi sposéb
wyznaczenia przekroju wieloscianu ptaszczyzng, aby zastoso-
waé go w przypadku,
gdy pierwszy zawie-
dzie, wzglednie nie
jest dos$¢ dokiadny.
Woprawdzie posiada-
my zawsze moznosé
wyznaczenia punktow
przebicia poszczegél-
nych krawedzi zptasz-
czyzng sieczna, ale
i ten spos6b — jak to
zauwazyé mozna przy
punkcie 6 (6" 6") —
nie da wyniku doktad-
nego, a nastepnie cho-
dzitloby o metode,
ktéra z goéry wskaze
krawedzie, przebijaja-
ce plaszczyzne siecz-
ng i zaoszczedzi szu-
kania.

Niechaj dang be-

dzie ptaszczyzna
a (ha va) 1 prosta
p{p'p") (Rys. 309.).
Obierzmy na prostej p
dowolny punkt Rys. 308.

B (B B") i popro-
wadzmy przezen prostg, réownoleglta do dowolnie na ptasz-
czyznie a przyjetej prostej. Rby sprawe mozliwie uproscic,
niechaj prosta / (/' /"), przechodzaca przez punkt B, bedzie
prosta czotowg, a wiec rownolegly do pa. Proste p i /wyzna-
czajg ptaszczyzne € (he pe), ktora przecina ptaszczyzne a
w prostej Z(/ /"). Poniewaz ptaszczyzna € jest réwnolegla do
$ladu pa, wiec 1 prosta t (t' t") jest do $ladu tego réwno-
legta. Punkt przeciecia sie P (P* P") prostych 7/ (/' /")
i p(p'p") jest punktem przebicia sie tej ostatniej z a. Otrzy-
maliSmy sposéb szukania punktu przebicia sie prostej z ptasz-
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czyzna za posrednictwem piaszczyzny réwnolegtej do $ladu
pionowego danej ptaszczyzny. Metode te zastosujemy do
wyznaczania prze-

krojow wieloScia-

néw i wtedy tez

poznamy jej celo-

wos¢ i zalety.

W tern miejscu

zauwazmy tylko,

ze kreSlenie $ladu

pionowego e jest

zbedne, a prostej t"

tylko wéwczas po-

trzebne, gdyby od-

noszaca punkt P’

przecinata p" pod

zbyt ostrym katem.

Wykreslmy rzuty umiarowego os$mioscianu (Rys. 310.)

i wyznaczmy rzuty przekroju ptaszczyzng a (ha va), a to
przez zastosowanie poznanej wyzej metody szukania punktow
przebicia prostych z ptaszczyznami. Przez krawedzie wielo-
Scianu poprowadzimy ptaszczyzny réwnolegte do $ladu va.
W tym celu poprowadzmy przez wierzchotki B, C, D, E, F
narozy, proste réwnolegte do va i wyznaczmy ich $lady poziome
Bh,... Fh, ktore potagczmy, uwzgledniajac takze punkt A, wtym
samym porzadku, w jakim potagczone sg odpowiadajace im
wierzchotki narozy o$mioscianu. Otrzymane w ten sposéb od-
cinki, tgczace po dwa S$lady, sg $ladami poziomymi plaszczyzn,
przechodzacych przez odnosne krawedzie o$mioScianu réwno-
legle do S$ladu va ptaszczyzny siecznej. Przedewszystkiem
zauwazymy bezposrednio, ktére krawedzie o$SmioScianu prze-
bijajg ptaszczyzne a, a ktdre lezg zewnatrz niej; jezeli bowiem
odcinki, jak np. Dh Eh lub Dh Fh nie przecinajg $ladu na, to
odnos$ne krawedzie a wiec DE i DF nie przebijajg ptasz-
czyzny a. Natomiast odcinki FhBh, FhCh, ChDh, DhA, Eh A
i Eh RA przecinajg $lad na w punktach Fh... Ha, ktére sg
$ladami poziomymi prostych przeciecia sie ptaszczyzn, prze-
chodzacych przez krawedzie o$mioScianu réwnolegle do pro-
stej va, z plaszczyzng cc. Proste te sg réwnolegte do va, ich
rzuty poziome sa réwnolegte do osi X i wyznaczaja na odnos-



102. PRZEKROJE PLASKIE GRANIASTOSLUPOW 177

nych krawedziach punkty 1',Z,3',45" i 6 ktérych rzut"pio-
nowy otrzymamy zapomoca odnoszacych, albo, o ile doktadnosé

Rys. 310.

rysunku tego sie domaga, zapomocg prostych réwnolegtych do
ua jak to uczynilismy dla punktu 4",

102. Przekroje ptaskie graniastostupow.

a) Procz poznanych dwdch metod wyznaczania przekro-
jéw, zastosowac sie da do graniastostupéw metoda odmienna,
oparta o pewne zwigzki, zachodzgce miedzy jego dwoma prze-
krojami, wzglednie miedzy podstawa a przekrojem.

Przyjmijmy graniastostup, ktérego podstawa A B C D
spoczywa na ptaszczyznie a (Rys. 311.), a nadto ptaszczyzne P
przecinajacg ten graniastostup. Przypusémy, ze znany nam
jest punkt 1, w ktérym krawedZ A E przebija ptaszczyzne ft
znajdzmy punkty 2, 3 i 4, w ktérych dalsze krawedzie boczne

Bar tet, Geometrya wykresina. 12
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przebijaja ptaszczyzne sieczng 0. Wyznaczywszy krawedz p

ptaszczyzn a i i3 znajdzmy punkt przeciecia sie ptaszczyzn

a4, 0 i ABEF. Punkt

ten leze¢ bedzie na

krawedzi p, na Kkra-

wedzi ptaszczyzn

ai ABEF, atakze

na krawedzi tej ostat-

niej z ptaszczyzna 0.

/lleponiewazkrawedz

A B ptaszczyzny a

i Sciany bocznej

A B E F jest znana,

wiec znany jest takze

punkt Pi, jako prze-

ciecie sie prostych p

i A B. Przez punkt

Pi przechodzi oczy-

wiscie krawedz ptasz-

czyzn 0 i AB EF,

Rys. 311. a poniewaz punkt 1

tej krawedzi jest takze

znany, wiec znany jest i punkt 2. Przy pomocy punktu Pa

otrzymamy punkt J, ktory potgczony z punktem Ps przecina

krawedz boczng D H w punkcie 4. Oczywiscie, ze punkt prze-

ciecia sie Pi prostych 14 i A D lezy na prostej p. Cz\Jorokat

podstawy A B C D uwaza¢ mozna za przekrdj graniastostupa

ptaszczyzng a, a zatem miedzy dwoma przekrojami graniasto-

stupa stwierdzamy, w skutku powyzszego rozumowania, naste-
pujgce zwigzki:

1) Punkty Ail, Bi2 Cil, Di4 lezg na prostych
do siebie réwnolegtych (krawedziach bocznych graniastostupa).

2) Proste AB i 12, BCi23 CD i34, AD i 14 prze-
cinaja sie w punktach prostej p, ktéra jest krawedzia obu
ptaszczyzn siecznych.

Jezeli punkty A\l Bi2... iproste AB\12, BCi2]...
okre$limy jako pary punktéw, wzglednie prostych odpowied-
nich, to w takim razie miedzy dwoma przekrojami graniasto-
stupa stwierdzamy istnienie powinowactwa srodkowego, ktérego
osig jest prosta p, a kierunkiem, kierunek krawedzi bocznych
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graniastostupa. Wiemy z ust. 94., ze rzuty dwoch uktadéw po-
winowatych na dowolng ptaszczyzne tworzg dwa ukiady po-

winowate, ztgczone na tej pilaszczyznie — a wiec rzuty
poziome dwodch przekrojéw graniastostupa sa
wielokgtami powinowatymi. Kierunek tego powino-

wactwa schodzi sie z kierunkiem rzutéw poziomych krawedzi
bocznych graniastostupa, a osig powinowactwa jest rzut po-
ziomy krawedzi ptaszczyzn siecznych. Analogicznie przedstawia
sie sprawa z rzutami przekrojéw graniastostupa na ptaszczyzne
pionowa lub jakgkolwiekbgdz dowolng. Poniewaz powinowactwo
dwdch uktadéw ptlaskich wyznaczone jest osig i parg punktow
odpowiednich, wiec w ogllnym przypadku znajdziemy rzut
przekroju graniastostupa, wyznaczywszy krawedz ptaszczyzny
siecznej i plaszczyzny podstawy i punkt przebicia sie jednej
krawedzi bocznej graniastostupa z ptaszczyznag sieczna.

Przyklad przekroju graniastostupa czworosciennego, kté-
rego podstawa A B C D spoczywa na ptaszczyznie a (ha Va)
rownolegtej do osi X, ptaszczyzng p (/zp yp) przedstawia Rys. 312,
Plaszczyzny a i p przecinajg sie w prostej p (p* p"), ktora
jest osig powinowactwa miedzy wielokagtem podstawy A B CD
i szukanym wielokatem przekroju; rzut poziomy p* prostej p
jest osig powinowactwa $rodkowego, zachodzgcego miedzy rzu-
tem poziomym A' B' C' D' czworokata podstawy, a rzutem
poziomym wielokagta przekroju, podobnie jak prosta p" jest
osig powinowactwa S$rodkowego, taczacego rzut pionowy pod-
stawy z rzutem pionowym przekroju.

Wyznaczymy punkt przebicia sie 3 (T 3") krawedzi
bocznej, przechodzacej przez punkt C (C' C") z |3 to dalsze
punkty wielokata przekroju znajdziemy na zasadzie zwiazku,
taczacego wielokaty podstawy i przekroju, a polegajacego na
tern, ze odpowiednie ich boki przedtuzone przecinajg sie na
osi powinowactwa. Otrzymawszy wiec punkt pi', jako przeciecie
sie boku B" C' z osig p', tgczymy go z punktem 3' i otrzy-
mujemy punktu, wzglednie bok 2! 3'. Przy pomocy punktéow
Pi ira' otrzymamy punkty 4' i 1\ a wiec rzut poziomy czworo-
kata przekroju.

W ten sam sposéb przy pomocy punktéw Pi",P2f' ,Ps" ip i~
wychodzac z punktu 3", otrzymamy punkty 2", 4" i i". Kon-
trolg doktadnosci konstrukcyi bedzie stwierdzenie, ze odpo-
wiednie punkty w obu rzutach lezg na prostych odnoszacych.

12-
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Miedzy obu rzutami czworokata przekroju zachodzi powino-
wactwo Srodkowe (ust. 95.), ktorego 0§ przechodzi przez punkt
Xp i jest miejscem geometrycznem punktow przeciecia sie
Ri, R2, Ra i Ri rzutébw bokéw czworokata przekroju. Znajac

wiec np. bok 34 (J 43 ™ 4™) a przez to i punkt R2, a wiec
i 0§ powinowactwa pi, mozemy i przyjej pomocy wyznaczy¢
dalsze dwa punkty czworokata przekroju. Odpowiednie bowiem
boki, jak V 2" i1" 2", 2" J i2" 3" 1'4" i 1" 4", przecinaja
sie w punktach Ri, Ri i Ra na prostej pi, wyznaczonej punktami
Xp i R2. Na Rys. 312. punkty Pi i Pi" nakryty sie, wobec
czego i punkt Ri zeszedt sie z poprzednimi, gdyz w tym
przypadku punkt Pi = Ri jest punktem przeciecia sie ptasz-
czyzn a, p, 9/ i Sciany bocznej A B 12 graniastostupa.

b) Ptaszczyzna réwnolegta do krawedzi bocznych gra:

niastostupa przecina go w rownolegtoboku, jezeli krawedZ
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ptaszczyzny siecznej z ptaszczyzng podstawy przecina wielokat
podstawowy.

Przyktad takiego przekroju podaje Rys. 313. Przez przy-

*jeta, rownolegle do krawedzi bocznych graniastostupa, prostg
| (+# I'") poprowa-
dziliSmy ptaszczyz-
Nea (ha va), kKtorej
krawedz k (k' k")
Z ptaszczyzng pod-
stawy p przecina
czworokat podsta-
wy W punktach
1u'1mi2 2.
Przez punkty te
poprowadzone pro-
ste, réwnolegte do
krawedzi bocz-
nych, sag liniami
przeciecig sie od-
nosnych $cian bocz-
nych z ptaszczyz-
na sieczng, a od-

cinek 34 Rys. 313.
(J 4\ 3" 4") sta-
nowi czwarty bok szukanego réwnolegtoboku.

103. Zadanie. Prosty graniastostup, ktérego podstaw:
jest réwnoleglobok, przecigé takg ptaszczyzna, aby przekroj
byt kwadratem (Rys. 314.). Rzut poziomy A' B* C' D" kwa-
dratu schodzi sie z podstawg graniastostupa, ktorej przekatne
sg przekatnemi kwadratu. Elipsa, wyznaczona Srednicami sprze-
zonemi A" C'" i B' D', jest rzutem poziomym kota, opisanego na
kwadracie.

Wyznaczmy w znany sposéb (ust. 97 e.) osi tej elipsy,
to o$ wielka T II' jest poziomg, a wiec réwnolegty do $ladu '
poziomego szukanej ptaszczyzny i réwna Srednicy kota. OS$
mata 11" V' wyznacza Kkierunek linii najwiekszego spadu
(ust. 25.) ptaszczyzny siecznej.

Poniewaz pek ptaszczyzn rownolegtych przecina grania-
stostup w wielobokach przystajacych, wiec istnieje pek ptasz-
czyzn réwnolegtych, przecinajgcych dany graniastostup w kwa-
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dracie. Wezmy pod uwage jedng z tych ptaszczyzn, a miano-
wicie te, ktérej Slad poziomy ha przechodzi przez punkt 1V,
oczywiscie réw-
nolegle do osi
TTF. W celu
wyznaczenia$la-
du pionowego
ptaszczyzny a,
wyznaczmy rzut
pionowy linii
spadu, a raczej
rzut pionowy S"
$rodka kota, kto-
rego rzut pozio-
my S' jest zna-
ny. Poniewazod-
cinek S' 1V jest
rzutem potowy
Srednicy kota,
ktorej dlugosé
rowna jest od-
cinkowi T I,
wiec wykreslmy trojkat prostokatny S* Sx IV, ktérego przeciw-
prostokatna niechaj réowng jest potowie duzej osi elipsy, a otrzy-
mamy przyprostokatng S* S x, rowng wysokosci punktu S. W ten
sposob otrzymamy punkt S™, a takze i rzut pionowy S" IV"
linii spadu szukanej ptaszczyzny a. Slad pionowy va przejdzie
przez $lad pionowy Vm prostej poziomo tworzacej m (m" m"™),
poprowadzonej przez punkt S. Przy pomocy prostych tworzg-
cych otrzymamy rzut pionowy A" B" C" D" kwadratu. Rzecz
zrozumiata, ze kazda plaszczyzna rownolegia do a spetnia
rowniez zadany warunek, t. j. przecina graniastostup w kwa-
dracie.

WeZzmy teraz pod uwage ptaszczyzne p, przechodzaca
przez 5 (S' ™ "ale tak potozonag, zejej $lad poziomy hp przecho-
dzi przez punkt IlI" réwnolegle do ha, a linia spadu ma kierunek
przeciwny linii spadu ptaszczyzny a. Plaszczyzna p (Zip tfp)
i wszystkie ptaszczyzny do niej réwnolegte przecinajg gra-
niastostup réwniez w kwadracie. Tym sposobem istniejg dwa
uktady ptaszczyzn, rozwigzujgcych zadanie.
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104. Plaskie przekroje ostrostupow.

a) Podobnie jak do graniastostupéw, zastosowac¢ sie da-
dza, gdy chodzi o przekroje ptaskie i do ostrostupow, procz
metod ogdlnych, poznanych w ust. 101.,, pewne proste zwigzkKi,
zachodzace miedzy podstawg a przekrojem, wzglednie ogdélnie
mowiac, miedzy dwoma przekrojami.

Rys. 315. wyobraza ostrostup czworoscienny, ktérego pod-
stawa znajduje sie na plaszczyznie a, a ktdry przeciety jest
ptaszczyzng 3 Powtarzajgc rozumowanie przeprowadzone przy
sposobnosci omawiania Rys. 311., zauwazymy, ze miedzy czwaoro-
katem podstawy a czworokgtem przekroju zachodzg naste-
pujace zwigzki:

1. Pary punktéw A i1, B i2, Ci 3, o i4, ktbre nazy-
waé bedziemy odpowiednimi, lezg na krawedziach bocznych
ostrostupa, a wiec na prostych, przechodzacych przez jeden
punkt i

2. Proste A8 112, B c i23 cD i34, AD 1| 14 prze-
cinajg sie w punktach Pi, P2, Piiri, lezgcych na krawedzi p
ptaszczyzn a i p

Jezeli  miedzy
dwoma ukladami pta-
skimi zachodzg po-
wyzsze zwiagzki, to
moéwimy, ze uklady
te s3 Srodkowo
kol ineacyj ne, a
zwigzki owe okresla-
my mianem Kkolinea-
cyi Srodkowej. Prostg
przeciecia sie dwoch
ptaszczyzn, a wiec
w naszym przypadku
prostag p, nazywamy Rys. 315.
osig kolineacyi, pro-
ste tgczace odpowiednie punkty, wiec krawedzie boczne ostro-
stupa, promieniami kolineacyi, a wreszcie punkt, przez ktéry
przechodza te promienie (punkt W w Rys. 315.) $rodkiem ko-
lineacyi. Szczegdtowiej zajmiemy sie kolineacyg Srodkowsg
w § 9., tu zauwazymy tylko, ze podobnie jak rzuty uktadow
powinowatych sg powinowate, tak i przez rzut dwoch utworow
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srodkowo kolineacyjnych zwigzki, charakteryzujgce kolineacye
srodkowa, zostajg zachowane. Stad powiedzie¢ mozemy, ze
miedzy rzutem poziomym podstawy a rzutem poziomym prze-
kroju ostrostupa zachodzi kolineacya $rodkowa, ktorej srodkiem
jest rzut poziomy wierzchotka, a osig rzut poziomy krawedzi
ptaszczyzny podstawy i ptaszczyzny siecznej. To samo odnosi
sie do rzutu pionowego podstawy graniastostupa, do rzutu pio-
nowego jego przekroju, wierzchotka i krawedzi ptaszczyzny pod-
stawy i ptaszczyzny siecznej.

Przyklady. 1. Piecioscienny ostrostup ukosny, ktérego
podstawa lezy na plaszczyznie poziomej a, przeciety jest plasz-

czyzng p (Rys. 316.).

Celem  wykreslenia

rzutéw przekroju wy-

znaczylismy rzuty

punktu przebicia sie

5(3'3") krawedzi CW

z plaszczyzng p ato

przy pomocy pionowo

rzucajacej ptaszczyz-

ny y (hx Vy). Wyzna-

CZywszy krawedz

p (p'p") plaszczyzn

a | p, Zznajdziemy dal-

sze wierzchotki piecio-

kata przekroju, ko-

rzystajagc ze zwiaz-

kéw kolineacyi $rod-

kowej, zachodzacej

miedzy rzutami pod-

stawy i rzutami prze-

Rys. 316. kroju. | tak np. bok
B C przecina o$ koli-

neacyi wpunkcie Pi (PT PT'), ktéry polgczony z punktem 5(5' 3")

wyznaczy na krawedzi bocznej B W punkt 2 (2" 2").

Z kolei wyznaczymy przy pomocy punktu Pi (/V Pi") na
osi kolineacyi p punkt 1 (/' 1"), nastepnie punkt Pa (Pa' Pa"),
w ktérym krawedz A E przecina o$ kolineacyi, umozliwi wyzna-
czenie punktu 5 (5' 5"), ktéry potgczony z punktem Pi (PT PT')
przecina krawedz boczng D W ostrostupa w punkcie
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4(4'4™). O$pi powinowactwa, jakie zachodzi miedzy pieciokgtami
V2] 45 i1" 2" 3" 4" 5", przechodzi przez punkt X p
i jest miejscenf geometrycznem punktéw przeciecia sie Z//.///..
odpowiednich bokdéw obu pieciokatow.

2. Ptaszczyzna przechodzgca przez wierzchotek ostrostupa
przecina go w tréjkacie, jezeli kra-
wedz plaszczyzny siecznej z ptasz- v
czyzng podstawy przecina podstawe.
Jako przykiad takiego przekroju niech
postuzy Rys. 317., ktéry przedstawia
przekroj czworosciennego, prostego
ostrostupa ptaszczyzng p (ftp tfp),

przechodzacg przez wierzcholek
W (W7 W"). Ptaszczyzna podstawy a
przecina p w prostej k (k"k™), a punk-
ty 1 (/' 1") i 2 (2" 2") potaczone
z wierzchotkiem rozwigzuja zadanie.

105. Zadanie. Dany ostrostup

czworoscienny przecia¢ w réwno-
legtoboku. Proste AC i BD (Rys. 318.) uwaza¢ mozna za
Slady poziome ptaszczyzn a i p, przechodzacych przez pary
przeciwlegtych krawedzi bocznych
ostrostupa, a prosta N W za krawed?z
tych ptaszczyzn. Plaszczyzna szuka-
nego roéwnolegtoboku przetnie ptasz-
czyzny a i p wzdluz prostych, ktére
bedg przekatnemi tegoz réwnolegto-
boku. Punkt przeciecia sie tych prze-
katnych leze¢ bedzie na prostej N W.
Niechaj ptaszczyzna sieczna prze-
chodzi przez dowolny punkt S (S'S")
prostej N W, to rozwigzanie zadania
sprowadza sie do wykreslenia w jed-
nym rzucie np. pionowym takich od-
cinkbw F Y i Y Y, dla ktérych
punkt S" bytby srodkiem; wiadomo
bowiem, ze rzut réwnolegtoboku jest
rownolegtobokiem.

Wykreslmy przez punkt S"
rownolegts do W" D" i odmierzmy na prostej W' B" odcinek
1" 2" = 1" W". Punkt 2" potgczmy z S" a otrzymamy prze-

B7 A'r C

N Yik/7

Rys. 317.
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katng réwnolegtoboku, ktorego srodkiem jest punkt S™. W istocie
bowiem, gdy wezmiemy pod uwage tréjkat W' 2h 4" i prostg
I" S™ i1 W"™ 4", to otrzymamy proporcye:
W T7:7HJ7= 4"~S" :S7T"™ a poniewaz
W"I"=1"2", wiec 4" S" = S" 2".

Wykresliwszy z punktu S* réownolegla do boku W™ C", od-
mierzymy 11" 1" = [I"" W" i polgczymy otrzymany punkt 1"

z punktem S", otrzymujgc na prostej W C" punkt 3". Odcinek
1" 3" jest druga przekatng szukanego réwnolegtoboku. Zwr6émy

uwage na tréjkat W™ 3" I" i réwnoleglty do jego boku W™ 3"
odcinek S" II". Z rysunku czytamy:

W* ™ jrT" = 37rS™ : S"T\ a ze

W™ ™ =11" 1", wiec tez: 3"S" =S"1".

Tym sposobem otrzymaliSmy rzut pionowy réwnolegtoboku
przekroju. Rzut poziomy znajdziemy przez odniesienie otrzy-
manych punktéw na rzut poziomy; krawedzi bocznych ostro-
stupa, albo przez powtdrzenie przeprowadzonych konstrukcyi
dla rzutu poziomego.

106. Punkty przebicia sie prostej z wieloscianem znaj-
dziemy w ten sposéb, ze przez dang prosta poprowadzimy

ptaszczyzne, wyznaczymy jej prze-

y krdj z wieloScianem, a punkty prze-

£ _/’ !ljn PEVK ™ ciecia sie wielokata przekroju z prosta
N A rozwigzujg zadanie. Co do wyboru

\Ax B ptaszczyzny, poprowadzone] przez
rfj/lr prostg, to baczymy zawsze, aby wy-

znaczenie przekroju jej z wieloscia-
nem uskuteczni¢ sie dato mozliwie
najprosciej, przy uzyciu najmniejszej
ilosci linij. Stad uzywamy najchet-
niej ptaszczyzn rzucajgcych, a od-
nosnie do graniastostupow i ostro-
stupow takze takich, ktére przecinajg
pierwsze w réwnolegtobokach a dru-
gie w tréjkatach.

Przyktady. 1 Punkty przebicia
sie Pi (Pi'Pi") i Pt\Pt'P%") prostej
/(/ /") ze szeScianem, ktorego prze-
katna gtéwna jest pionowa (Rys. 319.), wyznaczyliSmy przy
pomocy ptaszczyzny poziomo rzucajacej a, przechodzacej przez

x/ Xy X

Rys. 319.
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prosta / a przecinajgcej ten szeScian w pieciokacie 12345,
Rzut poziomy tego pieciokagta schodzi sie ze sladem poziomym
ha ptaszczyzny a, a rzut pionowy otrzymalismy, odnoszac
poszczegolne punkty na rzuty pionowe odpowiednich krawedzi.

2. Na ptaszczyznie, przechodzacej przez 0$ X i punkt
V(U U"), przyjelismy kwadrat A B C D, jako podstawe gra-
niastostupa ukos-
nego, ktoérego rzuty
przedstawia Rys.
320. Zadaniem jest
wyznaczy¢ punkty
przebiciasigprostej
p{p’ p") ztym gra-
niastostupem.

Przez punkt
T (T* T"), obrany
na prostej p(p* p"),
poprowadzilismy
prostg m (m' m™)
réwnoleglg do kra-
wedzi  bocznych.

Ptaszczyzna

= (m, /), ktérej
Slady hp i itp wy-
kresliliSmy,  jest
rownolegtg do kra-
wedzi bocznych gra-
niastostupa i prze-
cina ptaszczyzne
podstawy w prostej Rys. 320.
k (k* k™), ktora
przejdzie przez punkt Xcp, a ktdrej jeszcze jeden punkt, a mia-
nowicie K (K' K") znalezliSsmy w sposéb nastepujacy: Na
prostej A D przyjeliSmy punkt Z (Z' Z"), przez ktéry popro-
wadzilisSmy prosta z (z*z") Il X; prosta ta przebija ptaszczyzne @
w punkcie K (K*K™), ktéry wraz z punktem Xp wyznacza
prostg k (k' k™). Ta ostatnia przecina podstawe graniastostupa
w punktach M i N, a réwnolegtobok M N PQ jest tym, w kto-
rym ptaszczyzna @ przecina graniastostup. Prosta p (p* p"') prze-
cina ten réwnolegtobok w punktach R (R*R"™) i 5 (S'5"),
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ktore sg szukanymi punktami przebicia sie prostej p z gra-
niastostupem.

3. Niechaj zadaniem naszem jest wyznaczenie punkt
przebicia sie prostej /(/ 1) (Rys. 321.) z ostrostupem, o pod-
stawie umiarowego szesciokata, lezacym jedng $ciang boczng
na rzutni poziomej.

Rzuty ostrostupa wykreslimy w sposéb tatwy do odczy-
tania z rysunku. Nastepnie, poniewaz osiagniecie $ladéw pro-
stej / w obrebie ptaszczyzny rysunkowej jest niemozliwe, przy-
jelisSmy na / punkty M(M* M™) i N (ATN") i polaczyli z wierz-

chotkiem ostro-
stupa W pro-
stemi m (m" m")
in(n"n"). Plasz-
CZyzZna mp (/ZcpUcp),
wyznaczona te-
mi dwiema pro-
stemi, przecina
ptaszczyzne pod,
stawy a (ha va)
W prostej
k(k"k™), aostro-
stup w tréjkacie
1 2 W. Punkty
Pi (Pi* PI") i
p2 (P/ P/") sa
punktami, wkto-
rych prosta 7/
przebija ostro-
stup.

107. Rozwiniecia wieloScianOw. Przez rozwiniecie wie-
loscianu, albo t. zw. siatke, rozumiemy wykreslenie na ptasz-
czyznie wszystkich $cian danego wieloscianu w takim ich
zestawieniu, ze, po wycieciu tego wykresu np. z papieru, od-
tworzenie wieloScianu jest mozliwe.

1. Siatka ostrostupa. Ostrostup czworoscienny, ukosny,
stoi podstawa na rzutni poziomej (Rys. 322.); prawdziwe diu-
gosci jego krawedzi bocznych otrzymamy przez wykonanie
ktadu $cian okoto krawedzi podstawowych na rzutnie pozioma,
jak to uczyniliSmy ze Sciang B C W, albo przez sprowadzenie
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tych krawedzi zapomocg obrotu do potozenia réwnolegiego
wzgledem rzutni pionowej, jak to uczyniliSmy z krawedziami
KW iD W. Zestawienie tréjkatow, stanowiacych $ciany boczne,
z podstawg R B C D, wobec
znajomosci  wszystkich ele-
mentéw nie nastrecza zad-
nych dalszych trudnosci.

2. Siatka graniasto-
stupa. Rozwiniecie grania-
stostupa prostego, ktérego
podstawa znajduje sie na
rzutni poziomej, sprowadza
sie do wykreslenia prosto-
katow o znanych bokach,
stanowigcych Sciany boczne,
i do wykreslenia . podstaw.

Przyktad rozwiniecia
czworosciennego  graniasto-
stupa ukos$nego widzimy na
Rys. 323. Jezeli graniastostup
ten przetniemy plaszczyzng
a (ha va) prostopadts do
krawedzi bocznych, to boki
czworokata przekroju beda
prostopadie do tych krawedzi,
a po rozwinieciu $cian bocz-
nych, przejda w linie prosta,
do ktorej krawedzie boczne Rys. 322.
pozostang prostopadie. Zada-
nie sprowadza sie tym sposobem niejako do rozwiniecia dwoch
graniastostupéw prostych o wspoélnej podstawie, powstatej z prze-
ciecia graniastostupa ptaszczyzng a, a ograniczonych podsta-
wami graniastostupa ukosnego. Wykresliwszy rzut boczny
graniastostupa na ptaszczyzne prostopadig do a i rzuty czwo-
rokata przekroju 1 2 3 4, wykonajmy jego klad 1° 2° 3° 4°
na rzutnie boczng i rozwinmy go na prostg p. Otrzymamy:
12 =P2°,23=2°3,Ti=3°4iTi =TTO Na prostopa-
dtych, wykreslonych w punktach 1, 2, 3, 4 i 1, odmierzymy
prawdziwe ditugosci krawedzi obydwu graniastostupéw prostych,



190 § 8. PRZEKROJE | PRZENIKHNIH WIELOSCIANOW

ktérych wspélng podstawa jest czworokat 1 (1' 1™)... 4 (4" 4™).
Bedzie wiec 77T = T 77 171, IB =2z" JC =~WT7~Cm
\4D=4'""D"", awresz€iz AE=BF=..=DH=A""E'""=B""FT.

108. Przenikania sie wieloscian6w w ogdlnosci. O dwdch
wieloscianach, ktére czeSciowo zajmujg te samg przestrzen,
méwimy, ze sie przenikaja, wzglednie wzajemnie prze-
cinajg. Przestrzen, nalezaca réwnoczesnie do obu wieloscianéw,
ograniczona jest w ogdlnosci wielokatem przestrzennym (skos-
nym). Jego wierzchotki sg punktami przebicia sie krawedzi
jednego wieloscianu ze Scianami wieloscianu drugiego, a jego
boki sg prostemi przeciecia sie Scian przenikajgcych sie wielo-
Scianéw. Jezeli wszystkie krawedzie jednego wieloScianu prze-
bijajg Sciany wieloscianu drugiego, to wielokat przenikania
sktada sie z dwdch czesci, a przenikanie nazywa sie zupet-
nem. Jezeli jedna lub wiecej krawedzi zaréwno jednego jak
i drugiego wieloscianu lezy poza obrebem przenikania, to wielo-
kat przenikania jest jednolity, a przenikanie nazywa sie nie-
.zupetnem lub czesSciowem.
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Sprawa wyznaczenia wielokagta przenikania dwoch wielo-
$cianbw polega w zasadzie na zastosowaniu zadania wyzna-
czenia punktu przebicia sie prostej z ptaszczyzng wzglednie
z wieloscianem. Co do wierzchotkéw i bokéw tego wielokata,
wzglednie ich rzutéw, to pamieta¢ musimy o nastepujgcych
punktach, ktore rozumiejg sie same przez sie:

a) Punkt przebicia sie krawedzi widocznej ze $ciang
widoczng, jest widoczny,

b) Prosta przeciecia sie dwoéch $cian widocznych jest
widoczna,

€) Punkt przebicia sie krawedzi widocznej ze $ciang nie-
widoczng jest punktem niewidocznym i

d) Krawedz $ciany widocznej ze $ciang niewidoczng, po-
dobnie jak dwoch $cian niewidocznych, jest niewidoczna.

109. Przenikanie sie ostrostupéw.

a) Niechaj dane beda, przedstawione w rzutach uko$nych
(Rys. 324.%), dwa ostrostupy o wierzchotkach Wi i Wi, ktérych
podstawy AB CD i EFCiH spoczywaja na wspélnej ptasz-
czyznie q@ Celem wyznaczenia wielokata przenikania, potgczmy

w

Rys. 324.*

oba wierzchotki prostg w, ktora przebija @ w punkcie P. Aby
wyznaczy¢ punkty przebicia sie krawedzi jednego ostrostupa
ze Scianami ostrostupa drugiego, poprowadZzmy przez prostg w
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i te krawedz ptaszczyzny, ktéra przetnie drugi graniastostup
w tréjkacie. Punkty przeciecia sie bokdéw tego tréjkata z kra-
wedzig sg szukanymi punktami. Krawedz ptaszczyzny, prze-
chodzacej przez krawedz ostrostupa, z ptaszczyzng @ przejdzie
przez punkt P i wierzchotek wielokata podstawy, z ktorego
wychodzi krawedz boczna. Ten sposob szukania wierzchotkdw
wielokata przenikania wskazuje od razu, ktére krawedzie biora
udziat w przenikaniu, a ktére lezga po za niem. | tak, jezeli
prosta P A jest prosta przeciecia sie ptaszczyzny poprowa-
wadzonej przez krawedZz Wi A z ptlaszczyzng q to poniewaz
prosta ta nie przecina podstawy ostrostupa W:, wiec i krawedz
Wi A nie przebija tego ostrostupa. Inaczej jest z ptaszczyzna
przechodzacg przez krawedz W: H. Przecina ona bowiem ostro-
stup Wi w tréjkacie Wi Ill, co oznacza, ze krawedz W H
przebija ten ostrostup w dwéch punktach, oznaczonych liczbami
1 i 2. Podobnie krawedz Wi E przebija ostrostup Wi w punk-
tach J i 4, krawedz Wi G w punktach 5i 6. Krawedz Wi D
ostrostupa Wi przebija ostrostup Wi w punktach 7i 8, a wresz-
cie krawedz Wi F ostrostupa Wi przebija ostrostup Wi w punk-
tach 9 i 10. Krawedzie Wi B \Wi C nie biorg udziatlu w prze-
nikaniu. Poniewaz wszystkie krawedzie graniastostupa Wi
przebijajg graniastostup Wi, wiec mamy przykiad przenikania
zupelnego, gdzie wielokat skitada sie z dwdch oddzielnych
czesci. Teraz nalezy potaczy¢ otrzymane wierzchotki wielokata
przenikania. W przypadkach prostych, gdzie ilos¢ punktéw nie
jest wielka, a wiec i siatka linij konstrukcyjnych nie utrudnia
oryentacyi, ustalenie nastepstwa punktow, ktére potgczy¢ na-
lezy, nie nastrecza zbytnich trudnosci; zazwyczaj jednak rzecz
ma sie odmiennie, a woéwczas postepujemy w sposéb na-
stepujacy:

Bierzemy pod uwage wierzchotki wielokata przenikania
i notujemy krawedz jednego wieloscianu i $ciany drugiego, na
ktérych punkty te leza. | tak np. punkty 1 i 2 lezg na kra-
wedzi powstatej z przeciecia sie $cian WIEH i Wi HG,
a nadto punkt 1 lezy na $cianie A B Wi, a punkt 2 na $cianie
A D Wi. Do oznaczenia $cian bocznych wystarczg krawedzie
u podstawy, ktore te sciany dostatecznie okres$lajg. Jezeli Sciana
jes|] widoczna, to jej krawedzi podstawowej damy znak dodatni
(+), inaczej znak ujemny (—). Notatke naszg, odnoszgcg sie
do punktéw 1 i 2, wyrazimy nastepujacym symbolem:
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1 4- EH, 4- HG, + AB,

2. + EH, + HG, + AD.
Przettdmaczone na stowa, symbole te brzmig: Punkt / lezy na
krawedzi, powstatej z przeciecia sie widocznych (+) $cian
EH i HG ostrostupa W2 i na $cianie widocznej A B ostro-
stupa Wi; punkt 2 lezy na krawedzi $cian widocznych EH i HG
ostrostupa W2 i na widocznej $cianie AD ostrostupa Wi.

Dla punktéw 3 i 4 otrzymamy:

3. 4- EH, —EF, 4- AB,
4, 4- EH, -EF, + AD,
przyczem znak — przy $cianie EF oznacza, ze Sciana ta jest

niewidoczna. Jezeli to samo przeprowadzimy dla wszystkich
dziesieciu punktéw, to otrzymamy nastepujgca tablice, ktorg
zestawiliSmy takze na Rys. 324.*
Aby otrzymaé¢ porzadek,
1 4 EH 4 HGg 4 aB Wjakim otrzymane punkty nale-
zy potaczyé, postepujemy w spo-
, 4 EH 4 ue 4 as SOb nastepujacy” Wyszedtszy
z punktu 1, niechaj czytelnik
przekresli w pierwszym szeregu
naszej tablicy wiersz ostatni i np.
pierwszy, a wiec oba dodatnie
i niechaj szuka w nastepnych
szeregach tych samych liter,
awie +AB i + EH. Zna-
laztszy je w szeregu 3, niechaj
zanotuje obok liczby 4- 1 liczbe
+ 3. PrzekreSliwszy w tymze
samym szeregu 3 ponownie wy-
raz ostatni, t j. 4- AB i pozo-
8 4AD 4CD 4FG  staly —EF, niechaj szuka tych
wyrazen z tymi samymi zna-

9 4 FG -EF 4 AB  kami w dalszych szeregach.
Znajdzie je w szeregu 9, co za-
10 4 FG -EF 4 co notuje obok poprzedniej 4- 3,

jednak ze znakiem ujemnym,
a to dlatego, ze jeden z wyrazéw (—EF) jest ujemny, z czego
wynika, ze punkt 9 jako lezacy na $cianie — EF moze by¢

niewidoczny. Przekres$liwszy wyrazy 4 AB i 4-FG znaj-
dziemy je powtdrnie w szeregu 5, a pozostatg tam pare wy-
Bartel Geometrya wykre$lna. 113
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razow A B i HG w szeregu pierwszym. Tym sposobem
tancuch, ktoérego pierwszem ogniwem byt punkt +1, a ktory
przedstawia sie w ten sposéb:
+ 1 +3, —9, + 5 + 1

zamknagt sie. Otrzymany szereg liczb wskazuje nam bezpo-
$rednio porzadek tgczenia punktéw, stanowiacych jeden z dwdch
wielokgtéw przenikania, a ponadto poucza, ktére krawedzie
tego wielokata sg niewidoczne. 1 tak, jezeli dwie nastepujace
po sobie liczby sg dodatnie, to krawedz przenikania tymi
punktami okreS$lona jest widoczng (np. krawedz 1+ 3). Jezeli
punkt dodatni potaczy¢é mamy z ujemnym, to oznacza to, ze
odnosna krawedZ przenikania jest niewidoczng (krawedz 5 —9).
Punkt —9 potaczony z 5 daje krawedZz widoczng, a 5 pota-
czony z 1 zamyka wielokat przenikania rowniez krawedzig
widoczna.

Dla pozostatych szeregdbw naszej tabeli przeprowadzimy,
wychodzgc z punktu 2, to samo i otrzymamy szereg:

+ 2, +4 - 7, - 10, + 8 + 6, + 2,
a wiec drugi wielokat przenikania.

Otrzymanie z tablicy szeregu liczb wskazujacych, z wy-
kluczeniem pomylek zar6wno co do nastepstwa punktow, ktore
nalezy potaczy¢, jak i co do ,,widocznosci“i ,,niewidocznosci‘
krawedzi wielokgta przenikania, polega na nastepujacem rozu-
mowaniu: Przekre$lajgc w pierwszym szeregu tablicy wyrazy
+ AB i + EH, zaznaczamy tern, ze punkt 1 lezy na Scia-
nach AB W i EHWI; szukajagc wyrazéw AB i EH w dal-
szych szeregach tabeli, szukamy punktu lezgcego na tychze
samych Scianach obu ostrostupéw, a wiec punktu, ktory po-
taczony z pierwszym, wyznacza krawedz obu tych $cian. Prze-
kreslajgc poraz drugi w szeregu J wyraz ostatni A B i pozo-
staty — E F szukamy krawedzi $ciany E F W¥ i Sciany A BWi,
ktora to krawedz wyj$s¢ musi z punktu 5, gdyz plaszczyzny
ABWi, EHW-i i EFW i przecinajg sie wiasnie w punkcie 3.
Sciana ostrostupa, na ktérej lezy wierzcholek wielokata prze-
nikania, musi wiec by¢ dwukrotnie przekreslona w tablicy,
gdyz uwazany wierzchotek jest punktem wyjscia dla dwodch
krawedzi wielokgta przenikania, lezacych na jednej Scianie.
Sciana wiec np. A B, na ktérej lezg punkty 1, 3, 9 i 5 wy-
stapi w tabeli cztery razy, ale bedzie oSm razy przekreslona;
na Scianie FG lezy tylko punkt 8, wiec w tabeli naszej wy-
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stapi tylko raz jeden wyraz FG, jednak dwukrotnie prze-
kreslony.

Prosta R B przecina sie z krawedzig EH w punkcie M,
ktory jest punktem przeciecia sie ptaszczyzn RB Wi, EH W i
i cp, prosta wiec 14-J) przechodzi¢ musi przez punkt m. Po-
dobnie prosta 1+ 5 przechodzi przez punkt N, w ktérym prze-
cinajg sie ptaszczyzny RB Wif HG Wi i . To samo odnosi
sie do wszystkich bokéw wielokgta przenikania.

b) Rys. 325. podaje przyktad niezupetnego przenikanie
sie dwoch ostrostupéw wi i wi, ktorych podstawy R B C
i DEF lezg na dwéch ptaszczyznach, a mianowicie @ i q.
Zasadniczo zadanie roz-
wigzemy w ten sam
sposéb, jak poprzednie:
wiec przez wierzchotki
obu ostrostupow i przez
ich poszczegélne kra-

wedzie prowadzimy
ptaszczyzny, przy po-
mocy ktérych znajdzie-
my punkty przebicia sie
krawedzi jednego ostro-
stupa ze Scianami ostro-
stupa drugiego.

Jezeli punkty prze-
bicia sie prostej w, ia-
czacej wierzchotki obu o-
strostupOw, z ptaszczyz-
nami cpi i 92 0znaczymy
przez Pi i Pi, to prosta
Pi R jest Kkrawedzig Rys- 325-
ptaszczyzny 91 i ptlasz-
czyzny a, przechodzgcej przez prostg w i krawedz R VTi. Kra-
wedz ta przecina prostg przeciecia sie p plaszczyzn cpi i 92
w punkcie P3, ktéry wraz z punktem Pi wyznacza krawedz
ptaszczyzn a i92. Krawedz ta przecina podstawe ostrostupa wi
w punktach / i 11, a proste 1 wi i 11 W2 sg temi, w ktorych
ptaszczyzna a przecina ostrostup wi. Punkty przeciecia sie
1i 2 tych prostych z krawedzig R wi sg punktami, w ktérych
krawedz ta przebija ostrostup wi. W ten spos6b znajdziemy

13*



196 § 8. PRZEKROJE | PRZENIKANIA WIELOSCIANOW

punkty przebicia sie J i 4 krawedzi C Wi z ostrostupem W&
punkty przebicia sie 5 i 6 krawedzi E W/ z ostrostupem Wi
i punkty 7 i 8, w ktérych krawedz F W* przebija ten sam
ostrostup Wi. Tablice, na postawie ktorej otrzymamy nastep-

3 +AC —BC + DE
4 + AC BC + DF
5 + DE -EF + AB
6 + DE —EF B C

7 + DF —EF + AB
8 + DF —EF —BC

stwo wierzchotkdéw wielokata przenikania, zestawiong jak w przy-
ktadzie pierwszym, widzimy powyzej. Wielokat przenikania
niezupeinego jest:
+1 +3 —7 +2 +4, —8, —6, —3, + 1
c) Przyktad przenikania dwdch tréjsciennych ostrostupow

przeprowadzony w rzutach Monge’a, podaje Rys. 326*. Ostrostup
Wi stoi na rzutni poziomej, podstawa ostrostupa W: znaj-
duje sie na plaszczyznie poziomo rzucajgcej €(fte ve). Pro-
sta w (W' w"), taczaca wierzchotki obu ostrostupdw, przebija e
w punkcie P (P' P"), a rzutnie poziomg wpunkcie Hw (Hw Hw")e
PoprowadZzmy przez prostg w i krawedz boczng B Wi ostro-
stupa Wi ptaszczyzne p, to jej élad poziomy /ip przejdzie przez
punkty Hw i B; rzut pionowy krawedzi ptaszczyzn e i @taczy
punkty P"™ i Hb" f i przecina tréjkat D" E" F" w punktach
I" i II", ktére odrzucone na $lad ne dajg punkty f i //.
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Punkty / (/" I'") i W (II' II') potaczone z wierzchotkiem
W2 (wv W2") dajg proste, w ktérych ptaszczyzna 0 przecina
ostrostup W2. Punkty 1(1'1") i 2(2"'2"), w ktérych krawedz
B Wi przecina proste | W2 i Il W2, sg punktami przebicia sie

tej krawedzi** z ostrostupem W2. W ten sam sposéb znajdziemy
punkty przebicia sie 3 (3'3") i 4 (4'4") krawedzi AWi z ostro-
stupem W2, a to przy pomocy ptaszczyzny o, przechodzacej
przez te krawedz i przez prostg w. Z kolei wyznaczymy przy
pomocy ptaszczyzny o punkty 5(5° 5") i 6(6'6"), w ktérych
krawedz FW 2 przebija ostrostup Wi, a w koncu punkty prze-
bicia sie 7(7" 7') i 8(8" 8') krawedzi C Wi z ostrostupem Wt.
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Zestawmy otrzymane punkty i sciany, na ktérych punkty
te lezg, osobno dla kazdego rzutu, w tablice.

V +AB +BC +UEr 1"
» +AB +BC - DF 2"
¥ +AB +AC +DE 3"
#4 +AB +AC - DF’ 4"
5 _UF - E'F +AC 5"
& —UF - E'F' +BC 6"
T +AC +BC +UE Tr
& +AC +BC - EF 8

Rys. 327. Cerkiew $w. Tréjcy w Zotkwi
(Zdjecie fotograficzne prof. dr. Jana Sas Zubrzyckiego)

A"B" - B"C" — D"E"

A"B" —B"C" —D"F"

— A"B" + A"C" - DyrE"

A" B"

+

A" C" —D"F"

D"F" + E"F" + A" C"

—D"FE" + E"E" —B"C"

+

+

A"C" —_B"C - D"E"

A" C" —B" C" + E"F"

Z tablic tych,
W sposob omowiony
szczego6towo przy za-
daniu pierwszem, o-
trzymamy wzory po-
taczenn wierzchotkow
wielokata, identyczne
oczywiscie dla obu
rzutéw, a réznigce sie
tylko znakami, okre-
Slajagcymi  ,,widocz-
nos¢“ i ,,niewidocz-
nosc¢“poszczegollnych
krawedzi, a miano-
wicie :

Dla rzutu pozio-
mego mamy:
+r, )L, +7, i

- 4 - 5

- 8", - 6, — 24
Rzut pionowy wielo-

katow wyrazi sie:
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I A e A
-2", -4", —5" + 8", —6", -2".

Zazwyczaj zestawiamy tylko tabele dla jednego rzutu
1z niego po wykresSleniu oryentujemy sie, ktére krawedzie
wielokagta przenikania w drugim rzucie sg widoczne, a ktore
zakryte.

d) Przenikania wielo$cianéw spotykamy bardzo czesto
w budownictwie; jedno z nich widzimy na Rys. 327. Dachy,
bedace czworosSciennymi ostrostupami, przenikajg sie tam
z oSmiosciennymi ostrostupami, stanowigcymi trzon wiezy. Roz-
wigzanie tego zadania w rzutach prostokatnych przeprowadzi-
lismy na Rys. 328. Ze wzgledu na to, ze oba ostrostupy maja
wspoblna o$ pionowg, wyznacze-
nie rzutéw wielokata przenika-
nia jest bardzo proste. | tak, aby
znalez¢ punkt przebicia sie kra-

P"i:‘ R"
1IN W

wedzi A W ostrostupa czworo- h |\/|n S3m\
. 7 m

$ciennego ze $ciang boczna 5 /AN
E F P N oSmiosciennego ostro- sk li "2 |r\ P

stupa Scietego, poprowadzmy
przez te krawedZz ptaszczyzne
poziomo rzucajgcg. Ptaszczyzna
ta przetnie te Sciane w prostej
I, ktéra wyznacza na krawe-
dzi A W szukany punkt 1(1" 1").
Najpierw otrzymamy rzut pio-
nowy 1", a potem, przez od-
niesienie go na prostg A W',
fzut poziomy 1. W podobny
spos6b otrzymamy punkty
2 (2 2"™), 3 (3 3")i4 {4 4.
Sciana FG P Q przecina $ciane Rys. 328.
AB W w krawedzi 5 6, ktéra
jest prostopadtg do rzutni pionowej. Krawedzie $cian HI RS
iBCW, sian KLTU i CDW, a wreszcie EMNYV
i ADW leza na tej samej plaszczyznie poziomej, wraz
z krawedzig 5 6. tagczac punkty 5i 12 z punktem 1, punkty
6i 7z2 81i92z3 a l0\ll z4, otrzymamy szukany wielo-
kat przenikania.
e) Rys. 329. jest dalszym przyktadem stosowanych w bu-
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downictwie przenikann wielo$cianbw. Mamy tu réwniez przeni-
kanie ostrostupa czworosciennego z osmiosciennym, ktdrego
konstrukcyjne rozwigzanie przeprowadziliSmy na Rys. 330.

Rys. 329. Zakonczenie wiezy kosciota w Brusniku,
zbudowanego wedtug* projektu
profesora dr. Jana Sas Zubrzyckiego

110. Przenikania sie graniastostupow.

a) Wezmy pod uwage dwa graniastostupy Fi i Pa, ktérycl
podstawy znajdujg sie na ptaszczyznie @ (Rys. 331.). W celu
wyznaczenia wielokagta przenikania, wiec punktéw przebicia
sie krawedzi jednego graniastostupa z drugim, obierzmy do-
wolny punkt P w przestrzeni i poprowadzmy przezen prostg pi
rownolegty do krawedzi bocznych graniastostupa Ti i prostg pa
rownolegta do krawedzi bocznych graniastostupa Fa. Prosta p,
taczgca punkty przebicia sie Pi i Pa prostych pi i pa z ptasz-
czyzng @ jest Sladem plaszczyzny roéwnolegtej do krawedzi
bocznych obu graniastostupéw, zwanej ptaszczyzng Kkie-
rowniczg. Plaszczyzny, przechodzace przez krawedzie boczne
jednego graniastostupa, rownolegle do ptaszczyzny kierowni-
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czej, przecinajg drugi graniastostup w rownolegtoboku. W szcze-
golnosci ptaszczyzna przecho-
dzaca przez krawedz boczng AAi
graniastostupar 2przecina ptasz-
czyzne pw prostej, przechodza-
cej przez punkt A roéwnolegle
do prostej p i przecinajgcej pod-
stawe graniastostupa Ti w punk-
tach 7 i Il. Réwnolegte, wykre-
S$lone do krawedzi bocznych
graniastostupa Fi przez punkty
/i ll, przecinajg krawedz A Ai
wpunktach 1i 2, ktére sg punk-
tami przebicia sie tej krawedzi
z Ti. W analogiczny sposéb
znajdziemy punkty przebicia sie
J i 4 krawedzi E Ei graniasto-
stupa Fi z Ta, dalej punkty 5i 6,
w ktérych krawedz G Gi prze-
bija Fa, punkty 718 a w koncu
9 i 10. Ukladamy tablice, jak Rys. 330.
to czyniliSmy przy przenikaniu
sie ostrostupéw, oznaczajgc w niej Sciany boczne graniasto-
stupow literami od-

nosnych krawedzi
podstawowych. Tak
np. punkty 1i2 lezg
na krawedzi widocz-
nych $cian bocznych
AB Ai Bi\ACAIi ci,
a ponadto punkt 1 le-
zy na widocznej $cia-
nie ED Ei Di apunkt 2
na widocznej $cianie
D G Di Gi. Wyrazimy
to wiec symbolicznie
wnastepujacy sposob:

1. +AB,+AC,+DE,
2. +AB,+AC,+DG. Rys. 331.

N"Pn U"'Q" R"S"
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Zestawienie
1 +AB +AC
2 +AB +AC
3 +EF +DE
4 +EF +DE
5 +DG —FG
6 +DG —FG
7 +AB -BC
8 + AB —BC
9 +AC —BC
10 +AC -BC

dla wszystkich punktow podaje tablica. Zu-

+DE
+DG
+AB
+AC
+ AB
+AC
-FG
+ EF
-FG
+EF

petnie w ten sam sposéb, jak to
czyniliSmy przy przenikaniu sige ostro-
stupébw, wyznaczymy  nastepstwo
punktéw stanowigcych wierzchotki
wielokata przenikania, ktory skiada
sie z dwobch pieciokatéw skosnych,
a mianowicie:

+/, +3, +5, —10, +4, 1

4-2, +5, —7, —9, —6, -j-2.

b)

dwoch graniastostupéw, stojgcych na
rzutni poziomej, przedstawione wrzu-
tach Monge’a, widzimy na Rys. 332.

Plaszczyzna kierownicza p wyznaczona jest prostemi a (a'a")

A

i b{b*Db"™), poprowadzonemi przez dowolnie przyjety punkt

P (P*P") w przestrzeni

rownolegle do krawedzi bocznych

P
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graniastostupow. Ptaszczyzna 5 / p a przechodzaca przez
krawedz D Di przecina drugi graniastostup w réwnolegtoboku,
a ten krawedz D Di w punktach

11" 1™ i 2(2' 2"), ktére sa punktami V. +DE —DG +AC
przebicia sie tej krawedzi z grania- 2’ +DE - DG +AB
stostupem. Tg drogg otrzymamy 3 +DE +EF +AC
wszystkie dziesie¢ punktow przeni- 4+ +DE +EF +AB
kania, ktdrych rozmieszczenie dla 5
. . +AB -BC —DG
rzutu poziomego ujmiemy w tabele.
Wielokat przenikania otrzymany z tej 6 +AB —BC +EF
tabeli jest: T —DG —FG +AC
+r, +y, +io', -6', +4', +2', g8 —DG -FG -BC
—5, =8, —9' -7, —r. 9 +/IC -BC -FG

Bez trudnosci odréznimy z rzutu
poziomego krawedzie widoczne od
niewidocznych w widoku z przodu, a wiec w rzucie pionowym.

10° + AC —BC +EF

c) Jezeli podstawy graniastostupéw znajduja sie na dwaock
ptaszczyznach przecinajacych sie w prostej p (Rys. 333.), to
3]

\

i wéwczas zadanie rozwigzemy w spos6b wyzej wskazany.
Plaszczyzna Kkierownicza wyznaczona jest prostemi Si i s*,
poprowadzonemi przez dowolnie w przestrzeni obrany punkt S.
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Przyjmijmy, ze ptaszczyzna kierownicza przecina ptaszczyzny
<@ i @@ w prostych pi i p2, to proste te wyznaczajg kierunki
krawedzi ptaszczyzn, poprowadzo-
+AB '+AC +DF nych przez krawedzie boczne gra-
+AB +AC +EF niastostupdw, z ptaszczyznami qiosz.
\+AC -BC +DF Krawedz A Ai przebija drugi gra-
niastostup, w punktach /i 2, a kra-
wedz CCi w punktach 3 i 4; kra-
wedzie boczne D Di i EEi przebijajg
-ED +DF -BC graniastostup o podstawie A B C
+EF - ED +AB w punktach 5,6 i 7, 8. Zestawimy
. +EF -ED —BC tablice, a z niej nastepstwo wierz-
chotkéw wielokata przenikania:
+ 1 +5 —7 +2, + 4, —8, 6, 3 + 1L

d) Przyktad przenikania dwéch graniastostupéw prostych

ktérych krawedzie boczne sg prostopadie, widzimy na Rys. 334.

1

2

3

4 +AC -BC +EF
5 -ED +DF +AB
6
7
8

Rys. 334.

Rzut poziomy wielokagta przenikania schodzi sie z rzutem po-
ziomym graniastostupa, ktérego krawedzie boczne sg pionowe.
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Celem dokladnego wyznaczenia rzutu pionowego punktow
1,2, 3i4, wktérych te pionowe krawedzie przebijajg drugi
graniastostup, wykonalismy ktad pod-
stawy D E F na ptaszczyzne pozio-
ma, przechodzacag przez punkt F, aby
mobdz wyznaczy¢ wysokosci punktéw
I, I, I i1V, a wzglednie punktéow
1,2,3 i 4

Rzuty pionowe punktéw przeni-
kania zestawimy w tablice, a z nigj
otrzymamy rzut pionowy wielokata
przenikania, a mianowicie:
+i,+3,+6,—8, +4,+7—2,—5,—1.

Czytelnik zechce uzupetni¢ rysunek wykresleniem kre-
skowanych odcinkow:

r~¥', 237> i (TW".

111. Przenikanie si¢ ostrostupdw z graniastostupami.

a) Wezmy pod uwage graniastostup czworoscienny, sto-
jacy na ptaszczyznie ¢ (Rys. 335.) i trojscienny ostrostup
ktoérego podstawa znaj-
duje sie réwniez na
ptaszczyznie q Aby
wyznaczy¢ wzajemne
przenikanie sie tych
wielo$cianéw, popro-
wadzmy przez wierz-
chotek ostrostupa pro-
sta w, réwnoleglg do
krawedzi  bocznych
graniastostupa. Ptasz-
czyzny, przechodzace
przez prostg w i kra-
wedzie boczne ostro-
stupa, przecinaja gra-
niastostup w réwno- Rys. 335.
legtobokach, a ptasz-
czyzny, przechodzace przez prostg w i krawedzie boczne gra-
niastostupa, przecinajg ostrostup w trdjkatach. Niechaj punkt P
jest sladem prostej w na ptaszczyznie g to proste, tgczgce ten
punkt z wierzchotkami wielokatow podstawy ostrostupa i gra-

+AB -AC +DF
+AB —AC —EF
+AB +BC +DF
+AB +BC +EF
+DF -EF -AC
+DF -EF +BC
+DE -EF +AB

© g4 o O A~ W N

+DE -EF +BC
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niastostupa, sg sladami ptaszczyzn, przechodzacych przez od-
powiednie krawedzie boczne tych wieloScianéw, na ptaszczyz-
nie q@ | tak ptaszczyzna, poprowadzona przez prosta w i kra-
wedZz AW, przecina podstawe gra-
niastostupa w punktach | i ll, a Scia-
+AC -KB +DG ny boczne graniastostupa w prostych
+AC +BC +DE rownolegtych do krawedzi bocznych,
+AC +BC +DG wychodzacych z punktéw Zi Il. Tym
sposobem otrzymamy punkty prze-
nikania 11 2, a nastepnie dalsze az do
9i 10, ktére zestawimy, jak w po-
przednich przyktadach w tablice, a
+DG -FG +BC Z niej zestawimy wielokaty przenika-

+AC -AB +DE

+DE -EF +BC

1

2

3

4

5 +DE -EF -AB
6

7 + DG -FG —AB
8

9

+BC —AB -EF nia zupetnego:
10 +BC -AB -FG +/, +3, +6, —9, —5, —1 i
\2, +4, +5, —10, —7, —2.
b) Rys. 336. przedstawia, w rzutach prostokatnych na dwi

ptaszczyzny, przenikanie zupetne tréjSciennego ukosnego ostro-
stupa z takimze
graniastostupem.
Zadanie rozwig-
zane jest w spo-
séb omoéwiony
powyzej; czytel-
nikowi pozosta-
wiono zestawie-
nie tablicy, a
Zz niej wieloka-
tow przenikania
dla obu rzutéw.

c)

przenikania o-
strostupa z gra-
niastostupem,
wziety z budow-
nictwa, podaje
Rys. 337. Dach,
wksztatcieczwo-

rosciennego ostrostupa, przenika sie z trzonem wiezy, bedgcym

prostym os$miosciennym graniastostupem.
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Rozwigzanie tego zadania w rzutach Monge’a przeprowa-
dzilismy na Rys. 338., ktéry sam ttdmaczy sie dostatecznie
jasno i nie wymaga stownych wyijasnien.

Rys. 337. Dzwonnica przy cerkwi Uspienia M. B.
w Czortkowie
(Zdjecie fotograficzne prof. dr. Jana Sas Zubrzyckiego)

d) Jezeli podstawy ostrostupa i przenikajgcego sie z nim
graniastostupa nie leza na wspélnej ptaszczyznie, to metoda
szukania poszczegélnych wierzchotkédw przenikania nie ulega
zmianie. Przyklad takiego przenikania podaje Rys. 339. Pod-
stawa A B C ostrostupa lezy na rzutni poziomej, podstawa
D EF prostego graniastostupa znajduje sie na pfaszczyznie
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poziomo rzucajgcej a. Prosta w (w"w'"), poprowadzona przez

2\
6’ 9’
w /
5'V>( \ \] 10
12 v

Rys. 338.

wierzchotek réwnolegle do kra-
wedzi bocznych graniastostupa,
przebija ptaszczyzne a w punk-
cie P (P"P"). Wykonajmy ktad
ptaszczyzny a, wraz z podstawg
graniastostupa i punktem p, na
rzutnie pozioma. Ptaszczyzna 8,
poprowadzona przez w i krawedz
D Di graniastostupa, przecina
ptaszczyzne a w prostej d. Ktad
d° prostej d, ktéry uwazany
by¢é moze za jej rzut boczny,
otrzymamy taczac punkt pPo zDo.
Slad poziomy hb ptaszczyzny 8
przecina podstawe ostrostupa
w punktach | i Il; proste | W'
i W' sa rzutami poziomymi
prostych, w ktérych ptaszczyz-

na8, przechodzgca przez krawedz DDi, przecina ostrostup. Punk-

Rys. 339.

ty 1 (i" n
i 2(2'2") sg
punktami
przebicia sie
krawedzipDi
zostrostupem.
Przy pomocy
ptaszczyzny
Y, ktorej $lad
poziomy hy
przechodzi
przez punkt C,
a ktoéra po-
prowadzona
jest przez kra-
wedz boczna
W C ostrostu-
pa, otrzyma-
my  punkty

przebicia sie 3(3" 3") i 4(4" 4") tej krawedzi z graniastostupem.
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Ptaszczyzny e iq przechodzace przez krawedzie boczne E E\
i FFi graniastostupa, a przecinajgce ptaszczyzne a w pro-
stych e i f, umozliwig wyznaczenie punktéw przenikania 5, 6
i 7, 8. Zestawiwszy otrzymane punkty i $ciany, na ktérych
one lezg, w tablice, otrzymamy nastepnie wzér potgczen, wy-
kazujacy dwa wielokaty przenikania, ktére tym sposobem jest
przenikaniem zupetnem.

§ 9. KOLINEACYA SRODKOWA UKLADOW PLASKICH

112. Rzut $Srodkowy. Z pojeciem rzutu S$rodkowego na
prostg i ptaszczyzne zapoznaliSmy sie w ust. 8. W tym i wnastep-
nych ustepach zajmiemy sie blizej tg metodg rzutéw, jednak roz-
wazania nasze ograniczymy do wykazania jedynie pew-
nych zwiagzkoéw, ktére
znajda nastepnie za-
stosowanie w meto-
dzie rzutéw prosto-
katnych.

Przyjmijmy ptasz-
czyzne poziomo rzu-
cajagca H (hej Usj)
(Rys. 340.) i uwazaj-
my ja za ptaszczyzne
rzutéw,czyli jak wme-
todzie rzutéw $rod-
kowych mowimy,
ptasz czyzne obra-
zu albo tto. Do-
wolnie w przestrzeni

przyjety punkt
0 (O 0" niechaj
bedzie Srodkiem
rzutéw, a wiec punktem, przez ktéry przechodza wszystkie pro-
mienie rzutéw. Wezmy pod uwage dowolng prostg tfiz (rm' m/")
w przestrzeni i znajdzmy jej rzut srodkowy na ptaszczyzne ei.
W tym celu obierzmy na prostej m2 dwa punkty As (As Az")
1Bs (Bs Bs"), potaczmy je ze $rodkiem rzutéw O (O' O")
i wyznaczmy punkty przebicia sie Ai (Ai" Ai"") i Bi (Bi Bi")

Bartel, Geometrya wykreslna. 14
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tych promieni rzutéw z ptaszczyzng ei. Punkt Ai jest rzutem
srodkowym punktu Aa na plaszczyzne ei, punkt Bi rzutem
$srodkowym punktu Ba. Prostg nu (mi mi"), wyznaczong punk-
tami Ai (Ai Ai") i Bi (Bi Bi"), bedacg zarazem prosta prze-
ciecia sie ptaszczyzny, przechodzacej przez prostg m2 i punkt
O, nazywamy rzutem S$rodkowym prostej ma na plasz-
czyzne EL

Rzut s$rodkowy Zi (Zi Zi") punktu niewtasciwego
Za (Z2£F Za"00) prostej ma (ma' ma") otrzymamy jako punkt
przebicia sie promienia z (z/ z"), przechodzacego przez S$rodek
rzutdw rownolegle do prostej ma, z ptaszczyzng obrazu fi.
Punkt Zi nazywac bedziemy $ladem zbiegu, albo punk-
tem wzajemnym prostej ma. Prosta w (w'w"), wyprowa-
dzona przez $rodek rzutéw réwnolegle do prostej mi (mi' nu™),
przetnie prostg ma w punkcie Wa (Wa' Wa"), ktéry nazywamy
punktem wzajemnym prostej mi.

Rozpatrzmy z kolei pytanie zasadnicze, czy rzuty $rod-
kowe Ai i Bi punktéw Aa i Bi prostej ma, wyznaczajg poto-
Zenie prostej tej w przestrzeni w sposob jednoznaczny, czyli
innemi stowy, czy z rzutu $rodkowego nu prostej ma odtwo-
rzy¢ mozemy potozenie tej ostatniej w przestrzeni. Jest rzecza
natychmiast widoczna, ze punkt Ai (Ai' Ai") jest rzutem nie-
tylko punktu Aa, ale takze wszystkich punktéw promienia,
przechodzgcego przez ten punkt i Srodek rzutéw O. Rzut $rod-
kowy Ai punktu Aa nie wyznacza wiec potozenia tego punktu
w przestrzeni, a to samo odnosi sie do punktu Bi, jako rzutu
srodkowego punktu Ba, a wiec i do wszystkich punktéw pro-
stej mi, czyli do samej prostej nu. Widoczne stad, ze prosta
mi, jako rzut S$rodkowy prostej ma, nie wyznacza potoze-
nia tej prostej w przestrzeni w sposob jednoznaczny; pro-
sta mi, jako krawedz ptaszczyzny ei z ptaszczyzng 9, prze-
chodzacag przez prostg mz i $rodek O, jest rownoczes$nie rzutem
wszystkich prostych, lezacych na ptaszczyznie 9. Miedzy punk-
tami prostej mi znajdujg sie jednak dwa takie, ktore wyzna-
czajg potozenie prostej ma w przestrzeni w sposéb jednoznaczny.
Punktami tymi sg: $lad P (P' P") prostej ma na ptaszczyznie
obrazu zwany $ladem ttowym i punkt wzajemny
Zi (Zi' Zi"). W istocie znajgc bowiem oba te punkty, znamy
potozenie prostej ma, ktéra przejdzie przez punkt P réwno-
legle do promienia OZi.
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Jezeli ptaszczyzna rysunku bedzie ttem, punkt O (O 4)
Srodkiem rzutéw (Rys. 341.), punkt P sladem ttlowym, a punkt
Zi Sladem zbiegu prostej m2, to potozenie tej prostej w prze-
strzeni wyznaczone jest w sposéb jedno-
znaczny. Wyprowadzmy bowiem w punk- /0'w
cie O' prostopadtg i odmierzmy na niej
od ptaszczyzny rysunku cztery jednostki
dlugosci, a otrzymany $rodek rzutéw O

potagczmy z puntem Zi, to prosta, prze- Nl v
chodzaca przez punkt P réwnolegle do Rys. 341,
promienia OZi, jest prostg mg.

113. Wyznaczenie potozenia ptaszczyzny metodg rzut

srodkowego. Przyjmijmy ptaszczyzne ei (Rys. 342.) jako
ptaszczyzne rzutéw, tto, a punkt O jako sSrodek rzutéw. Do-
wolna ptaszczyzna s2
przecina tto w pro-
stej p, a ptaszczyzna
£, przechodzaca przez
O réwnolegle do sz,
w prostej zi. Prostap.
zwana S$ladem tio-
wym i prosta Zi, zwa-
na sladem zbiegu,
wyznaczajg potozenie
ptaszczyzny s2 w spo-
sob jednoznaczny.
Ptaszczyzna s2 prze-
chodzi bowiem przez $lad ttowy p, rownolegle do ptaszczyzny,
wyznaczonej prostg Zi i srodkiem rzutéw O. Jezeli ptaszczyzna
tej kartki jest ttem, a potozenie $rodka
rzutdbw wzgledem niej wyznaczone
jest rzutem cechowanym O' (3) (Rys.
343.), to znajac $lad ttowy p i slad
zbiegu zi ptaszczyzny s2, odtworzymy
potozenie jej w sprzestrzeni w sposéb
nastepujacy; przez Srodek rzutow O Rys. 343,
i przez prostg Zi wyobrazmy sobie
przechodzacg ptaszczyzne ptaszczyzna poprowadzona przez
prosta p, réwnolegle do jest ptaszczyzng so2.

losO 1

14+
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Jezeli prosta mi2 (Rys. 342.) lezy na plaszczyznie £2, to
jej slad tlowy P lezy na Sladzie ttowym p, a $lad zbiegu Zi
na Sladzie zbiegu Zi tej ptaszczyzny. Jezeli punkt M* lezy na
prostej mi2, to jego rzut Srodkowy Mi lezy na rzucie mi tej
prostej. (Poréwnaj Rys. 342. z Rys. 343)).

Poprowadzmy przez $rodek rzutéw O ptaszczyzne oo /Z ei
(Rys. 342.) i oznaczmy prostg przeciecia sie jej z ptaszczyznag =2
literg W2, to prosta, tgczgca punkt O z punktem przeciecia sie
W2 prostej z W2, jest réwnoleglta do mi.

114. Kolineacya S$rodkowa. Rozwazania powyzsze na-
prowadzajg nas na istnienie pewnych zwigzkéw miedzy punk-
tami i prostemi ptaszczyzn 1 i £2, ktore to zwigzki dadzg sie
ujg¢ w nastepujace zdania:

a) Kazdemu punktowi jednej ptaszczyzny odpowiada
jeden jedyny punkt na ptaszczyznie drugiej jako punkt prze-
bicia sie promienia, przechodzgcego przez ten punkt i przez
$rodek rzutow O z ptaszczyzng druga.

b) Kazdej prostej jednej ptaszczyzny odpowiada jedna
jedyna prosta na ptaszczyznie drugiej, przyczem odpowiednie
proste (np. mi i mi w Rys. 342.) przecinaja sie w punktach, le-
zacych na krawedzi obu ptaszczyzn. Punktowi niewtasciwemu
jednej prostej odpowiada punkt wiasciwy na prostej drugiej
i odwrotnie. W odniesieniu do Rys. 342. punktowi Z2°° prostej
ri2 odpowiada punkt Zi na prostej mi; punkt W2 prostej mt
odpowiada punktowi niewtasciwemu Wi® prostej mu

Jezeli miedzy uktadami punktéw i prostych na dwoch
ptaszczyznach zachodzg wymienione pod a) i b) zwiazki, to
méwimy, ze ukiady te sg Srodkowo kolineacyjne,
a zwigzki same nazywamy kolineacyg Srodkowg. Punkt O,
w ktdrym przecinajg sie proste, tgczgce odpowiadajgce sobie
punkty obu uktadéw (Srodek rzutéw), nazywamy Srodkiem
kolineacyi, a prostap, na ktorej lezg punkty przeciecia sie
odpowiednich prostych (krawedz ptaszczyzn 1 i £2), zwiemy
osig kolineacyi. Proste Zi i W2, w ktérych plaszczyzny
t, ito, przechodzace przez srodek kolineacyi O réwnolegle do
¢1 | £2, te ostatnie przecinajg, nazywac bedziemy osiami
wzajemnemi. Punkty, lezagce na osiach wzajemnych, odpo-
wiadajg punktom niewfasciwym odnosnych plaszczyzn.

Z Rys. 342. czytamy: odlegtos¢ srodka kolineacyi od osi
wzajemnej Z réwna jest odlegtosci osi wzajemnej W2 od osi
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kolineacyi p, a odlegtos¢ srodka kolineacyi od osi wzajemnej
wi réwna jest odlegtosci osi wzajemnej zi od osi kolineacyi.

Podkresli¢ wkoncu nalezy, ze stowem ,kolineacya®“ wy-
razamy jedynie pewng grupe zwigzkow, wilasciwg metodzie
rzutow Srodkowych, ze w réwnej mierze mozemy, zaniechajgc
wprowadzenia nazwy ,kolineacya“, postugiwa¢ sie mianem
»rzutu Srodkowego“.

115. Rzuty ukiadow S$rodkowo kolineacyjnych. Przyj
mijmy ptaszczyzny £i i e2 (Rys. 344.%), przecinajgce sie w pro-
stej p i punkt O, ktéry uwazajmy za Srodek kolineacyi (rzu-
téw). Prostej /@2 na plaszczyznie £2 odpowie na piaszczyznie z

prosta //u, a punktowi Ad prostej mi punkt Ai prostej 7,
przyczem oba punkty lezg na promieniu kolineacyi (rzutu),
przechodzacym przez $rodek O. Plaszczyzna £, przechodzgca
przez $rodek O réwnolegle do £2, przecina z1 w prostej Zi,
ktora jest jedng osig wzajemng kolineacyi (Sladem zbiegu
ptaszczyzny £2); ptaszczyzna 00, réwnolegta do £1 a przecho-
dzaca przez Srodek O, przecina ptaszczyzne £2 w prostej we,
bedacej druga osig wzajemng kolineacyi (§ladem zbiegu ptasz-
czyzny £1). Prosta rm {gczy swoj $lad ttowy P ze Sladem
zbiegu Zi i jest réwnolegta do promienia OWt.
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Rzuémy w dowolnym kierunku $rodek kolineacyi O

i ptaszczyzne ej, wraz ze znajdujacemi sie na nie] prostemi

i punktami, na ptaszczyzne £i1. Niechaj punkt O' jest rzutem

punktu O na ptaszczyzne £1, to prosta w/ # p jest rzutem osi

wzajemnej w2, przyczem odlegtos¢ n punktu O od osi Z

rowna jest odlegtosci prostej w2 od osi kolineacyi p. Prosta

O" Ai jest rzutem promienia OAI, a punkt A/ przeciecia sie

promienia, poprowadzonego z punktu A2 réwnolegle do 00,

z prostg O Ai, rzutem punktu At na ptaszczyzne ei, w przy-

jetym kierunku 00'. Prosta im', faczaca $lad thowy P prostej

TI& z punktem A**, jest rzutem prostej m* na £1. Rzu¢my jeszcze

punkt W2 prostej W2 na ptaszczyzne £i, to prostas', gczgca

otrzymany punkt W2' z punktem O, jest réwnolegta do mi,

gdyz promien OW2 = s jest réwniez réwnolegty do rm. Zau-

wazmy wreszcie, ze prosta m-/ bedzie réwnolegta do promie-

nia 0'Zi, gdyz prosta OZi jest réwnolegta do mi, a rzuty pro-

stych rownolegtych sg do siebie réwnolegte. Sytuacye na

ptaszczyznie ei, gdy jest nig plaszczyzna tej kartki, przestawia
Rys. 345., ktory poréwnac¢ nalezy z Rys. 344*,

Zapomoca rzutu uktadu & na ptaszczyzne € otrzymalismy,

jak widzimy, dwa uktady s$rodkowo kolineacyjne, ztgczone na

ptaszczyznie £1. Rzut O° $rodka

kolineacyi O jest $rodkiem ko-

lineacyi tych dwoéch ztaczonych

uktadoéw ptaskich, a prostej np.

mi  w ukladzie £ odpowiada

rzut m/ prostej mi w uktadzie

£2, schodzacym sie z uktadem £i.

Gdybysmy teraz owe dwa zia-

czone na ptaszczyznie z1 ukla-

dy, tak jak je przedstawia Rys.

345., rzucili w kierunku dowol-

nym na przyjeta ptaszczyzne es,

to otrzymany ukfad bedzie, jak wiemy, powinowaty z pierw-

szym. Punktom ukiadu & = £2 odpowiedza jednoznacznie

punkty w ukiadzie £3, a kazdej prostej, przechodzacej przez

punkty ukladu s1 = £2, odpowie prosta w ukladzie £3. Otrzy-

mane na ptaszczyznie £3 zigczone dwa uklady ptaskie, jako

rzut ztgczonych na plaszczyznie ¢ dwdch ukiaddéw, sg Srod-

kowo kolineacyjne. 0Ogdlnie powiedzie¢ wiec mozemy: rzut
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dwéch Srodkowo kolineacyjnych uktadéw ptaskich na do-
wolng ptaszczyzne, daje dwa uktady srodkowo kolineacyjne,
ztgczone na tej ptaszczyZnie.

Srodek, o$ kolineacyi i jedna 0$ wzajemna wyznaczaja
kolineacye ztaczong na jednej ptaszczyznie, w tem znaczeniu,
ze utworom ptaskim w jednym ukladzie umozliwiajg pod-
porzadkowanie odpowiednich utworéw w ukladzie drugim.
Na podstawie relacyi, ze odlegtos¢ srodka kolineacyi od jednej
osi wzajemnej rowna jest odlegtosci drugiej osi wzajemnej od
osi kolineacyi, wyznaczy¢ mozemy, znajgc srodek, o$ kolineacyi
i jedng o$ wzajemng, drugg 0$ wzajemna.

Gdy znamy S$rodek, o$ kolineacyi i jedng pare punktow

odpowiednich, to kolineacya jest réwniez wyznaczona, a zna-
lezienie obu osi wzajemnych z tatwoscia mozliwe. Wr6émy
do Rys. 345. i przypusémy, ze punkt O', o$ p i punkty Ai iA/
sq dane. W celu wyznaczenia osi wzajemnych w/ i Zi, wy-
kreslmy przez Ai dowolng prostag mi, to prosta m/, odpowia-
dajaca jej wuktadzie £2, przejdzie przez punkty P i A/. Punk-
towi niewtasciwemu Wioo prostej mi, odpowie na prostej mi*
punkt W2 , ktory otrzymamy, kreslagc przez O' promien rowno-
legty do mu O$ wzajemna Wo
przejdzie przez punkt W2 ré-
wnolegle do osi kolineacyi p.
Rownolegta, wykreslona z punk-
tu O' do m/, przetnie prostag mi
w punkcie Zi, przez ktory przej-
dzie druga o$ wzajemna Zi. O-
czywiscie, ze odlegtosé O' od Z
rowna jest odlegtosci osi w2
od osi p.

116. Przykiady.

1 Dane sa dwa uklady
srodkowo kolineacyjne z1 i £2,
ztagczone na plaszczyznie ry-
sunku a wyznaczone $rodkiem Rys. 346.

O, osig kolineacyi p i para punk-
tébw odpowiednich Ai i A6 (Rys. 346.). W ukladzie ei znajduje
sie kwadrat Bi Ci Di Ei; znalez¢ odpowiadajgcy mu kolinea-
cyjnie czworokat w ukladzie f2.
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Prostej ai\ taczacej punkty ri isi, odpowie w ukladzie
et prosta aa, przechodzaca przez punkty ra i P. Promien ko-
lineacyi Bi O przecina prostg aa w punkcie Bi. Punkt pi,
w ktorym prosta Bi ci przecina 0$ kolineacyi, potgczymy
Z Bt, a na przecieciu sie otrzymanej prostej z promieniem
kolineacyi Oci lezy punkt ca. Podobnie przy pomocy punktu
Pt otrzymamy punkt et, a punkt pa umozliwi wyznaczenie
punktu pi. Czworokat Bt ca pa Ea odpowiada w ukladzie 2
kwadratowi Bi ci pi Ei, przyjetemu w ukiadzie £1.

2. Dane sg dwa uklady srodkowo kolineacyjne, ztgczon
na ptaszczyznie rysunku, a wyznaczone S$rodkiem, osig koli-
neacyi i o0sig wzajemng wa. W ukladzie 1 lezy kwadrat

Ri BiciDi; znalez¢ odpowiadajacy mu kolineacyjnie czwo-
rokagt w uktadzie 2 (Rys. 347.)

Przez punkt przeciecia sie P prostej h z osig p przej-
dzie prosta la. Punktowi niewasciwemu Li® prostej h odpowie
punkt La na osi wa, ktéry otrzyma-
my, kreslac przez srodek O promien
rownoleglty do h. Wyznaczywszy
w ten sam sposob punkt ma, odpo-
wiadajacy kolineacyjnie  punktowi
Mi® prostej mi, potagczymy go z punk-
tem Pi, otrzymujgc prosta ma. Punkt
La odpowiada rdéwnoczes$nie punkto-
wi niewtasciwemu prostej si, ktora
jest réwnolegta do n, podobnie jak
punkt ma odpowiada punktowi nie-
wiasciwemu prostej Tii. Spos6b otrzy-
mania wierzcholtkOw RrRa, Ba, Ca i Da
szukanego czworokata ttdbmaczy zresz-
ta Rys. 347.

3. D
nego ostrostupa ukosnego, ktérego podstawa lezy na rzutni po-
ziomej, a nadto dana jest pilaszczyzna pionowo rzucajaca
a (ha va), przecinajgca ten ostrostup (Rys. 348.).

Jest rzecza natychmiast widoczng, ze czworokat przekroju
ostrostupa jest rzutem Srodkowym czworokata podstawy na
ptaszczyzne sieczng a, czyli innemi stowy, ze miedzy pod-
stawg a przekrojem ostrostupa zachodzi kolineacya s$rodkowa.
Srodkiem tej kolineacyi jest wierzchotek W ostrostupa, osig

Rys. 347.
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kolineacyi p $lad poziomy ha ptaszczyzny sieczne] a, osig
wzajemng Z $lad poziomy hc, plaszczyzny £, poprowadzonej
przez wierzchotek o-
strostupa réwnolegle
do ptlaszczyzny a.
Druga osig wzajemna,
wiec Wz, jest krawedz
plaszczyzny siecznej
z plaszczyzng pozio-
ma to, przechodzgaca
przez wierzchotek
ostrostupa. Poniewaz
rzuty dwéch uktaddéw
srodkowo kolineacyj-
nych sg réwniez
srodkowo kolineacyj-
ne, wiec miedzy rzu-
tem poziomym pod-
stawy a rzutem po-
ziomym czworokata
przekroju  zachodzi
kolineacya $rodkowa.
Punkt W' jest érodkiem, $lad ha osig kolineacyi, $lad "= Z
jedna, a rzut poziomy w2 Kkrawedzi w2 drugg osig wzajemna.

Bok Ai Bi przecina o$ kolineacyi w punkcie Pi; punk-
towi niewtasciwemu prostej Pi Bi odpowiada punkt W' na
osi w/, ktéry otrzymamy, kreslac ze srodka W' réwnolegta
do Pi Bu Prosta Pi W2" odpowiada prostej Pi Bi, a punkty
A2 i B2" punktom Ai i Bi. Polgczmy punkt Zi, przeciecia sie
prostej Pi Bi z osig wzajemng Zi, ze $rodkiem kolineacyi W',
to otrzymana prosta jest réwnolegla do prostej A2 B2', gdyz
punktowi Zi odpowiada punkt niewlasciwy prostej Az B>'.
W ten sam sposob, przy pomocy punktéw P2, Ps, Pi, W' i Si,
znajdziemy dalsze boki, wzglednie wierzchotki czworokata
przekroju. Oczywiscie, ze znajac punkty A* i B/, wyznaczy¢
mozemy dalsze, jedynie przy pomocy punktéw P2, Pn i Pi,
uzycie osi wzajemnych wskazane jest jednak wzgledem na
dokladnos¢ konstrukcyi.

4 Jako dalszy przykiad zastosowania kolineacyi $rodko-
wej, wyznaczmy rzuty przekroju ostrostupa ukosnego, ktérego
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podstawa znajduje sie na ptaszczyznie € réwnolegtej do rzutni
poziomej, z ptaszczyzng a (ha Va) (Rys. 349.).
Wyznaczmy krawedz p (p* p") ptaszczyzn a i € a takze
prostag przeciecia sie wz (w/ wz") plaszczyzny a i ptaszczyzny
poziomejto, prze-
chodzacej przez
wierzchotek o-
strostupa. Na
rzutni poziomej
otrzymamy zig-
czong kolinea-
cye dwdch ukta-
dow  plaskich,
wyznaczona:
Srodkiem W',
osig p' i osig
wzajemng wz'.
W zupeknie ana-
logiczny sposob
jak w zadaniu
poprzedniem --
jednak bez po-
$rednictwa  osi
wzajemnej zi —
wyznaczymy punkty Az', B/, Cz i Dz', odpowiadajace kolinea-
cyjnie punktom Ai', Bi‘', C\ i Di'. | tak np. rownolegta do
Ai' Bi', wykreslona przez punkt W', przecina o$ wzajemng w?'
w punkcie R*, ktéry potaczony z punktem Pi daje bok Az' Bz
rzutu poziomego czworokata przekroju. Rzut pionowy Az" Bz"
Cz" Dz" czworokata przekroju otrzyma¢ mozemy — uwzgled-
niajac, ze czworokat lezy na ptaszczyznie a (ha va) — zapo-
mocg tworzgcych tej ptaszczyzny. W Rys. 349. otrzymalismy
zadane punkty, przy pomocy rzutéw pionowych prostych
Pi R, PzT i Pz S.
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117. Peki i szeregi jednokre$lne. Punktem wyjscia dI:
naszych rozwazan stanowi¢ beda: pek promieni, ktory
oznaczamy symbolem W (a, b,c...), gdzie W jest wierzchot-
kiem, za$ a, b, c... promieniami, albo, jak sie tez wyrazamy,
elementami tego peku i szereg punktow, ktéry oznaczamy
symbolem p Litera p oznacza tu prostg czyli
t zw. podstawe, a litery w nawiasie sg punktami tej prostej,
stanowigcymi eleme nty szeregu. Peki promieni i szeregi punk-
tbw nazywamy utworami zasadniczymi.

Miedzy elementami peku W (a, b, ¢, d... n) i szeregu
p (/1, B, C, D... WO0), powstatego z przeciecia peku prosta p
(Rys. 350.), zachodzi ten prosty zwigzek, ze kazdemu elemen-
towi w peku, odpowiada jeden je-
dyny element w szeregu i odwrotnie.
Punkty szeregu leza na odpowiada-
jacych im promieniach peku, a pro-
mienie peku przechodzg przez odpo-
wiadajgce im elementy szeregu. Pro-
mien n, odpowiadajacy punktowi nie-
wiasciwemu WD podstawy p, jest do
niej rownolegly. Moéowimy, ze pek W (a, b, c...) jest jedno-
kreslny i perspekty wiczny z szeregiem p (A, B, C..))
i wzajemnie, szereg p (A, B, C..) jest jednokre$lny i per-
spektywiczny z pekiem W (a, b, c...). Stowo ,jednokres$l-
ny“ wyraza jedno — jednoznaczng odpowiednios¢ miedzy

w
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elementami peku i szeregu, a stowo , perspektywiczny*“
okresla wzajemne ich potozenie, to mianowicie, ze elementy
szeregu leza na odpowiadajacych im elementach peku, wzgled-
nie, ze promienie peku przechodza przez odpowiadajgce im
punkty szeregu. Je$li, zachowujac rozmieszczenie punktéw na
podstawie p i wzajemne potozenie elementéw peku W (a, b, c...),
utwory te rozdzielimy, np. przez przesunigcie na plaszczyznie
(Rys. 351.), to i wbéwczas kazdemu ele-
mentowi jednego utworu odpowie jeden
jedyny element w utworze drugim, jednak
nie lezacy na nim, ani przezeh nie prze-
chodzacy. ZmieniliSmy wzajemne potoze-
nie obu utworéw, nie znoszac jednak od-

Rys. 351. powiedniosci jedno jednoznacznej, zacho-

dzacej miedzy ich elementami. Méwimy
wowczas, ze pek W (a,b,c...) jest ,jednokre$lny*“ z sze-
regiem p (A, B, C...), pomijajagc okreslenie ,,perspektywiczny*,
jako w tym wypadku nie zachodzace.

Na oznaczenie zwigzku jednokre$lnoSci wraz z perspek-
tywicznoscig uzywamy znaku 4, na okre$lenie za$ jednokresl-
nosci znaku a. Rys. 350. przedstawia wiec:

W@ b, c...) J p (A B, C..)
(czytaj: pek o wierzchotku W i elementach a, b, c... perspek-
tywiczny z szeregiem o podstawie p a o elementach A, B, C...).
Rys. 351. wyraza pek promieni jednokreSlny z szeregiem
punktow, czyli symbolicznie: W (a, fr,c...) ap (A, B, C...).

Pojecie perspektywicznosci miesci w sobie juz pojecie
jednokresinosci, czyli dwa utwory perspektywiczne sg zawsze
i jednokre$lne, gdy przeciwnie, dwa utwory jednokresline nie
muszg by¢ rownoczes$nie perspektywiczne. ,Jednokreslnosc¢*
charakteryzuje rodzaj odpowiedniosci miedzy elementami dwaoch
utwordéw, tern mianowicie, ze elementowi w jednym utworze
odpowiada jeden element w utworze drugim. Perspektywicz-
nos¢ charakteryzuje natomiast wzajemne potozenie elementéw
w dwoch utworach jednokresinych.

Zwiagzki perspektywicznosci, wzglednie jednokresinosci,
zatozy¢ sie dadzg takze miedzy utworami zasadniczymi tego
samego rodzaju. |tak dwa szeregi, powstate z przeciecia peku
promieni W {a, b, c...) prostemi pi i pi (Rys.352a.), sg szere-
gami jednokresinymi z tytutu odpowiedniosci swoich elemen-
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téw. Z racyi swego wzajemnego potozenia, gdzie odpowiadajgce
sobie punkty lezg na
promieniach peku,
szeregi owe sg row-
noczesnie perspekty-
wiczne. Poniewaz kaz-
dy z tych dwdéch sze-

regéw jest perspekty- Rys. 352 a. Rys. 352 b.
wiczny, a wiec i jed-
nokreslny z pekiem promieni W (a, h, ¢.. wec otrzymamy

nastepujacy fancuch utworéw:

W (a, b, c...) api (/h, B\, Ci...) f p* (/h, B> Cs..)).
Punkt przeciecia sie ~prostych pi i pa jest elementem wspolnym
obu szeregom. Przez wzajemne przesuniecie podstaw pi i pa
(Rys. 352b.) zniszczymy potozenie perspektywiczne; otrzymane
szeregi bedg jednokre$ine, a ich punkt przeciecia sie nie bedzie
wspélnym elementem obu szeregéw. Jezeli punkt przeciecia sie
podstaw dwoch jednokresinych szeregéw jest elementem wspol-
nym obu szeregbw, to szeregi te sg perspektywiczne, a wow-
czas proste tgczace ich odpowiednie punkty sg elementami
jednego peku promieni.

Dwa peki Wi (ai, hi, ci...) i W2 (aa, ha, ca...) (Rys. 353 a.),
powstate z potaczenia punktéw Wi i W2 z elementami szeregu

p(A,B,C...), sa pekami jednokre$inymi, a z tytutlu swego
wzajemnego potozenia takze i perspektywicznymi. Mamy fan-
cuch utworéw perspektywicznych, a mianowicie:

p {A, B, C...) aWi (ai, {1, Ci...) a W2 (aa, ha, Ca...).
Promien, taczacy wierzchotki obu pekdw, jest elementem wspol-
nym obu pekéw, a przestanie nim by¢, gdy oba te peki wza-
jemnie przesuniemy (Rys. 353 b.). W tym drugim wypadku oba
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peki bedg tylko jednokresine. | nawzajem, jezeli w dwoch
jednokresinych pekach promieni stwierdzimy, ze promien 1ta-
czacy ich wierzchotki jest elementem wspolnym obu pekow,
to peki te sg perspektywiczne.

118. Peki jednokres$lne w kole. Uwazajmy dwa dowolne
punkty Wi i Wi (Rys. 354.) kota k za wierzchotki pekdw,
ktorych elementy przechodzg przez punkty A, B, C... tego

kota. Posrednictwo kota stwarza
miedzy elementami pekéw
Wi (ai, bi, ci...) i W2 (32, bi, C...)
tego rodzaju zalezno$¢, ze kaz-
demu promieniowi w jednym
peku odpowiada jeden promien
w peku drugim. Ale takg zalez-
no$¢ miedzy elementami dwaoch
pekéw okreslilismy mianem jed-
B A nokreslnosci, powiemy wiec, ze
Rys. 354. peki Wi (ai, bi, ci...) i
W2 (ai, bi, Ci...) sa jednokresine.
Peki te nie sa jednakze perspektywiczne, gdyz promien taczacy
wierzchotki Wi i Wi nie jest elementem wsp6lnym obu pekéw.
Promieniowi temu, uwazanemu za element ei peku Wi (ai, bu..),
odpowie promien w peku Wi (32, 42...) styczny w punkcie
W2 do kota k. Promieniowi Wi W2 = di, uwazanemu za ele-
ment peku W2, odpowiada w peku Wi (ai, b\...) promien d\
styczny do kota k w punkcie Wi.

Reasumujac powiemy: dwa peki, ktérych promienie ta-
czg dowolne punkty kota z dwoma jego punktami przyje-
tymi za wierzchotki, sg pekami jednokreSinymi.

119. Twierdzenie Pascala. Sze$¢ punktéw A BCD Eb,
dowolnie przyjetych na kole, tworzy szesciokat wpisany w te
krzywa. Bez wzgledu na wzajemne rozmieszczenie tych punk-
téw nazywac¢ bedziemy boki AB i DE, BC iEF, CD i AF
bokami przeciwlegtymi szesciokata.

Uwazajmy punkty A i C wszeSciokacie A B C D E b,
wpisanym w koto k (Rys. 355.), za wierzchotki dwéch pekéw,
ktérych promienie przechodzg przez dalsze cztery punkty. Na
podstawie tego, cosmy powiedzieli w ustepie poprzednim, otrzy-
mane peki A (bi, di, e\, fi) i C (¢, d2, a, fi) sg jednokreslne.
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Proste ED = p\ i EF = pi przecinajg oba te peki w dwdch
szeregach jednokres$inych, a punkt przeciecia sie tych prostych
jest elementem wsp6lnym obu szeregéw. Szeregi pi(Bi,Di,Ei,Fi)
i pi (Bi, Di, Ei, Fi) sg wiec perspektywiczne. Ale wiadomo
z ust. 117. (Rys. 352 a.), ze dwa
szeregi perspektywiczne po-
wstajg z przeciecia jednego pe-
ku, czyli, ze proste, tgczace
odpowiednie punkty dwoéch sze-
regow perspektywicznych, prze-
chodzg przez jeden punkt. Punk-
tem tym bedzie punkt prze-
ciecia sie O promieni Bi Bi,
Di Di i Fi Fi.

Wezmy raz jeszcze pod
uwage szesciokat AB CDEh
i wyznaczmy punkty przeciecia Rys. 355.
sie jego bokdéw przeciwlegtych.
Boki AB i D E przecinajg sie w punkcie Bi, boki B C i Et
w punkcie Bi, a wreszcie para bokéw CD i AF w punkcie
O. Ale wiemy z rozwazania poprzedniego, ze punkty B\,Bi"\0
leza na jednej prostej, a tym sposobem dowiedliSmy nastepuja-
cego twierdzenia, znanego pod
nazwa twierdzenia Pascala:
Punkty przeciecia sie trzech
par bokéw przeciwlegtych sze-
Sciokata wpisanego w koto lezg
na linii prostej.

Jezeli dwa z punktéw sta-
nowigcych szesciokat wpisany
w koto schodzi sie, np. punkty
A i B w Rys. 356., to prosta
tagczaca je jest styczng do kota
w tym punkcie. Punkty przecigcia sie I, I1illl bokéw prze-
ciwlegltych tego szesciokata leza i w tym przypadku na jed-
nej prostej p.

Wz6r potaczen bokéw przeciwlegtych szeSciokata
A B CD E F, przecinajgcych sie w trzech punktach 7/ 11 lll
prostej p przedstawi¢ mozna w sposob nastepujacy:
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AB DE... 1
B C EF... 1l P-
CD AF... I
120. Kolincacya $srodkowa kota. Wust. 115. rozwazylism

kolineacye srodkowa dwdch uktadéw ptaskich ei ic2 w przestrzeni,
wzglednie dwdch uktadéw ztgczonych na jedne] ptaszczyznie,
a jako przykiady utworéw srodkowo kolineacyjnych braliSmy
pod uwage wielokaty (Rys. 346.). Przedmiotem naszych roz-
trzasan uczynimy z kolei kolineacye srodkowg kota, a mogace
zachodzi¢ tu trzy przypadki rozpatrzymy kazdy z osobna.

a) Koto ki, lezagce na ptaszczyZnie ei, nie przecina os
wzajemnej zi (Rys. 357.). Kazdemu punktowi kota odpowie
na ptaszczyznie t2 jeden punkt, jako punkt przebicia sie pro-
mienia, przechodzacego przez ten punkt kota i $rodek kolinea-
cyi (promien kolineacyi™ z plaszczyzng £2. Poniewaz tylko
punktom lezagcym na osi wzajemnej Zi odpowiadajg na plasz-
czyznie s2 punkty niewtasciwe, a koto ki, wedle zatozenia, nie
posiada z osig Zi zadnych punktéw wspélnych, wiec miejscem
geometrycznem punktéw, odpowiadajgcych na ptaszczyznie s2
punktom kota ki, jest linia krzywa kt, nie posiadajagca zad-
nych punktéw niewtasciwych. Kazdej prostej na ptaszczyznie ei,
przecinajacej koto ki w dwoéch punktach, odpowiada na ptasz-
czyznie s2 prosta, przecinajgca lezacg tam linie &2 réwniez
w dwoéch punktach. Kazdej parze stycznych, wykreslonych
z dowolnych punktéw do kota ki, odpowie w uktadzie 62 para
stycznych, poprowadzonych do linii k* z punktéw odpowiada-
jacych poprzednim. Krzywa nie posiadajgca zadnych punktéw
niewtasciwych, ktérg prosta przecina w dwoch punktach, a do
ktérej z dowolnego punktu poprowadzi¢ mozna dwie styczne,
nazwaliSmy w ust. 96. elipsg. Stagd dochodzimy do
twierdzenia, ze kotu, nalezgcemu do uktadu ei
i nie majgcemu zadnego punktu wspdlnego z osig
wzajemng Zi, odpowiada w uktadzie 6 elipsa,
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czyli innemi stowy, ze rzut $Srodkowy kota, ktére nie przecina
$§ladu zbiegu Zi, jest elipsa.

Celem wyznaczenia pary S$rednic sprzezonych elipsy ki
opiszemy na kole ki taki czworobok, ktérego rzut $rodkowy
na ptaszczyzne e2 bedzie réwnolegtobokiem, opisanym na elip-
sie ki. Punkty stycznosci opisanego na kole ki czworoboku,
rzucone z punktu O, jako $rodka kolineacyi, na ptaszczyzne e2

dadza punkty stycznoéci opisanego na elipsie ki réwnolegto-
boku, ktore potgczone stanowig pare Srednic sprzezonych elipsy
(ust. 96.). Czworobok (trapez) opisany na kole K\, ktérego rzut
srodkowy na plaszczyzne e2jest rownolegtobokiem, znajdziemy
w spos6b nastepujacy: Przez $rodek S kota ki poprowadzimy
prostopadtg do osi wzajemnej zi, a z punktu Zi styczne ai i bi
do kota. W punktach Ci i Di wykre$lone styczne beda réow-
nolegte do Zi /A p i utworza wraz ze stycznemi ai, bi trapez
rownoramienny |li 2i Ji 4i, opisany na kole i styczny do
niego w punktach Ai, Bi, Ci, Du Rzuty S$rodkowe &i i bi

Barte i, Geometrya wykreslna.
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stycznych ai i bi przejdg przez punkty Pi i Pz réwnolegle do
prostej OZi, a rzuty h 2i i Jz2 42 prostych h A i Ji 4i bedg
do siebie réwnolegte i réownolegle do osi kolineacyi p. Tym
sposobem otrzymamy réwnolegtobok h 22 Ja 42 opisany na
elipsie, jako rzut $rodkowy trapezu li 2i 3i 4i. Punktom stycz-
nosci Ai, Bi, Ci, Di czworoboku opisanego na kole ki, odpo-
wiedzg punkty stycznosci A2, B2, Ca, D2 bokéw réwnolegtoboku
opisanego na elipsie fta Odcinki A2 B2 i C2Di stanowig pare
$rednic sprzezonych e-
lipsy &, a punkt S2 jej
Srodek.
Zapomocg  rzutu
w dowolnym kierunku
inadowolna ptaszczyzne
ptaszczyzn 8L i 82, albo
zapomocag kladu jednej
z nich na druga okoto
osi p, zlgczymy oba u-
ktady na jednej ptasz-
czyznie, przyczem
zwigzki kolineacyi $rod-
kowej, zachodzace mie-
dzy tymi ukfadami, po-
zostajg nienaruszone.
Niechaj dane sa:
$rodek O, o$p i 0$ wza-
jemna zi (Rys. 358.)
dwoéch ukladéw Srodko-
wo kolineacyjnych, zia-
czonych na plaszczyz-
nie rysunku. Wyznacz-
my pare Srednic sprze-
zonych elipsy, odpowia-
dajgcej kolineacyjnie ko-
tu ki, nalezacemu do
ukfadu £1.
Idac $ladem prze-
prowadzonego wyzej ro-
zumowania, wykreslmy przez $rodek kota ki prosta ai j Z
i wyznaczmy trapez réwnoramienny li 2i Ji 4i, opisany na
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kole i styczny do niego w punktach Ai, Bi, Ci, Di. Prostym
ai, di i d odpowiedza w ukfadzie elipsy (£2) proste 32, di i ¢i
rownolegte do promienia OZi, a przechodzace przez punkty
P, Pi i Pi. Punktom AIi, Bi iSi prostej ai odpowiedza punkty
Ai, B> i Si prostej ai, lezace parami z poprzednimi na pro-
mieniach kolineacyi, ktére przechodzg przez Srodek O. Punkt
Si jest Srodkiem elipsy ki, a odcinek Ci D2 # Ci Di $rednica,
sprzezong ze $rednicg Ai Bi.
b) Koto ki, lezace naptaszczyznie ei, przecina 0§ wze

jemng zi w dwoch punktach (Rys. 359.%). Podobnie jak w przy-

padku poprzednim, rzut kota na ptaszczyzne £2 jest miejscem
geometrycznem punktéw przebicia sie promieni rzutéw, prze-
chodzacych przez $Srodek O z ptaszczyzng 82. Promienn OAI,
lezacy na ptaszczyznie £ /# 82, jest rownolegly do tej ostatniej, |,
podobnie jak promien OBu Z wyjgtkiem tych dwdch promieni,
ktére przebija ptaszczyzne s2 w punktach niewtasciwych
/o0 i Bi°°, wszystkie inne przebijajg ptaszczyzne sz w punk-
15*
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tach wiasciwych. Krzywa tedy fo, bedaca rzutem kota, posiada
w tym wypadku dwa punkty niewlasciwe, skiada sie z dwoch
gatezi i zwie sie hiperbolg. Podobnie jak elipse, przecina do-
wolna prosta hiperbole w dwoch punktach, a z dowolnego punktu
wykreslic do niej mozna dwie styczne. Kazdej stycznej do
kota ki odpowie styczna do hiperboli k*; stycznym ai i bi
do kota w punktach Ai i Bi, odpowiedzg styczne aa i fo,
w punktach niewfasciwych hiperboli, zwane jej asympto-
tami. Punkt przeciecia sie S2 asymptot, odpowiadajacy punk-
towi przeciecia sie Si stycznych ai i bi, nazywamy $rod-
kiem hyperboli.

Niech dang jest kolineacya $rodkowa dwoch ukladéw
ptaskich el i £2 zlgczonych na ptaszczyznie rysunku, wyzna-
czona srodkiem O, osig p i osiag wzajemng zi (Rys. 360.).

Kotu ki, przyjetemu

w uktadzie ei, a prze-

cinajgcemu o$ ZI w

punktach A\i Bi, od-

powie w ukladzie 2

hiperbola. Stycznym

ai i bi w punktach

Ai i Bi odpowiedzg

asymptoty aa i ha

rownolegte do promie-

nia OAI i OBi, a prze-

chodzgce przez punk-

ty Pi iPa. Punktowi

Si odpowie $rodek S2

hiperboli, ktéra przej-

dzie przez punkty M

Rys. 360. i N, w ktérych o$ ko-

lineacyi p przecina

koto. Poszczegolne punkty hiperboli znalez¢é mozemy przy po-

mocy prostych, przecinajacych koto wdwéch punktach. | tak

np. prostej mi odpowiada ma, réwnolegta do ORi i przecho-

dzgca przez punkt Ps, a punktom h i Ih kota, punkty h ilh

hiperboli. Dwusieczne C i c¢a katéw, jakie tworzg asymptoty,

sg osiami symetryi prostokatnej hiperboli i zwag sie jej osiami.

Punkty przeciecia sie’ dwusiecznej C z hiperbolg tworzg jej
wierzchotki.
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c) Koto ki, lezace na ptaszczyznie £1, jest styczne di
osi wzajemnej zi (Rys. 361.*). Poniewaz prostej zi odpowiada
na ptaszczyznie e2 prosta niewtasciwa, wiec krzywa, odpowia-
dajaca kolineacyjnie kotu jest styczng do prostej niewtasciwej
ptaszczyzny :2 i zwie sie parabolg. Punktowi stycznosci Zi

kota ki z osig wzajemng Zi, odpowiada punkt niewtasciwy Zzw
paraboli, ktory jest jej punktem stycznosci z prostg niewtla-
Sciwg plaszczyzny £.. Pekowi promieni Zi (ai, bi...) odpo-
wiada na ptaszczyznie 2 pek prostych rownolegtych as, ¢ 7 »,
a punktom Ai, Bi... kota ki, punkty A2, Bi... paraboli ki.

Rozpatrzmy jeszcze kolineacye kota z parabolg w przy-
padku, gdy oba ukiady zitgczone sg na jednej pitaszczyznie
(Rys. 362.). Prostej mi odpowiada prosta nq roéwnolegta do
promienia OZi, punktowi Mi kota ki punkt M2 paraboli, a stycz-
nej Si do kota w punkcie Mi styczna & do paraboli w punk-
cie M2. Styczna S2 bedzie réwnolegta do promienia r, tgcza-
cego Srodek kolineacyi O z punktem przecigcia sie Si stycz-
nej Si z osig wzajemng 2\ Z Rys. 362 widzimy, ze:

S2mi = * rn= a.
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Wykre$lmy w punkcie O prostg OTi n, a z punktu Ti
styczng ti do kota. Prostej zi ZL = ai odpowie $rednica aa pa-
raboli, a stycznej Hi styczna h do paraboli w punkcie Az, pro-
stopadta do Srednicy aa. Takg Srednice, przecinajgcg parabole

wpunkcie, wkto-

rym poprowa-

dzona styczna

jest do owej

$rednicy prosto-

padtg, nazywa-

my osig para-

boli, a 6w punkt

wi erzchot-

kiem. Prosta

aa jest wiec osia,

apunkt/T wierz-

Rys. 362. chotkiem para-

boli ki, odpowia-

dajacej kolineacyjnie kotu ki, lezacemu w ukfadzie ei i stycz-

nemu do osi wzajemnej zi w punkcie Zi. Parabola przejdzie

oczywiscie przez punkty przeciecia sie Ps i P; kota z osig

kolineacyi p. Dogodng konstrukcye, umozliwiajgca wyznacze-

nie dowolnej ilosci punktéw paraboli z danej osi, wierzchotka
i jednego punktu, poznamy w ust. 121.l.

Z rozwazan powyzszych widoczne jest, ze miedzy kotem
z jednej strony, a elipsg, hiperbolg i parabolg z drugiej, za-
chodzi $ciste pokrewieristwo, ze krzywe te otrzymac sie mia-
nowicie dadzg za posrednictwem kolineacyi $rodkowej z kota.
Wszystkie one wraz z kotem posiadaja dwie wiasnosci wspolne:
a) prosta przecina kazda z nich w dwoch punktach i b)
z dowolnego punktu poprowadzi¢ mozna do kazdej z nich
dwie styczne. Koto, elipse, hiperbole i parabole okres$lamy na
zasadzie tych dwdéch wiasnosci mianem krzywych stopnia
drugiego, oznaczajac je wspélnym symbolem c2 Krzywe
te nazywamy tez przekrojami stozkowymi lub krotko
stozkowemi.

121. Twierdzenie Pascala w zastosowaniu do elipsy
hiperboli i paraboli. Z pojecia kolineacyi $rodkowej i z jej
podstawowych wiasnosci wynika, ze szeSciokatowi wpisanemu
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w koto, lezace na ptaszczyznie ei, odpowie w ukiadzie dru-
gim szesciokat, wpisany w te krzywa stozkowa c2 ktora odpo-
wiada kolineacyjnie kotu. W ten sposob wilasnosci szesciokata
wpisanego w koto przechodzag na wiasnosci szesciokgta wpisa-
nego w kazda krzywa stozkowa, a twierdzenie Pascala przyj-
muje forme og6lng i brzmi: Sze$¢ punktéw krzywej stopnia
drugiego wyznacza szeSciokgt wpisany w te krzywag, a boki
przeciwlegte tego szeSciokata przecinaja sie w trzech punktach,
lezacych na linii prostej. Prosta te nazywaé bedziemy prostg
Pascala.

Z twierdzenia powyzszego wynika bezposrednio nastepu-
jace: krzywa stozkowa wyznaczona jest pieciu punktami.
W istocie bowiem przyjawszy punkty A, B, C, D, E (Rys. 363)),
znajdziemy punkt szosty F i kazdy nastepny przy pomocy
twierdzenia Pascala, przez zastosowanie wzoru potgczed, poda-
nego w ust. 119., a mianowicie:

ABC DEF

A B DE... |

B C EF... I p
CD AF... 1

Boki A B i D E szeSciokata, ktérego pie¢ punktow jest zna-
nych, przecinajg sie w punkcie /Z Z drugiej pary bokow wy-
znaczony jest bok B C, co za$ doboku E F, to zauwazmy, ze
jezeli przez punkt E krzywej c2
poprowadzimy dowolnhg prostg, to
prosta ta przecina te krzywag jeszcze
w jednym punkcie. Punkt ten, na
razie nie wyznaczony, niechaj bedzie
wiasnie szukanym punktem F. Bok
E F bedzie wiec dowolng prosta m,
wykre$long przez punkt E, a przeci-
najagca bok B C w punkcie Il. Punkty
1i Il wyznaczajg prosta Pascala p,
ktérg bok C D przecina w punkcie lll, i przez ktéry to punkt
przejs¢ musi, zgodnie z twierdzeniem Pascala, bok A F. Punkt
przeciecia sie wiec prostej m z prostg A Ill jest szukanym
punktem F. W ten sposéb wykazaliSmy, ze znajgc pie¢ punk-
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tow krzywej c2 znalez¢ mozemy kazdg dowolng ilos¢ dalszych
jej punktéw, czyli innemi stowy, ze pie¢ punktow wyznacza
krzywa stopnia drugiego.
Twierdzenie Pascala pozostaje w mocy, gdy jeden albo
i dwa wierzchotki szesSciokata sg punktami niewtasciwymi,
stosuje sie wiec zar6wno do paraboli jak i hiperboli. To samo
*odnosi sie do przypadku, gdy dwa wierzchotki szesciokata wpi-
sanego w c2 schodzg sie, t j. gdy jeden Ilub wiecej bokdw
przejdzie w potozenie graniczne i stanie sie stycznemi stozkowe;j.
Kilka zadan sprawe najlepiej wyjasni.
a) Danych jest pie¢ punktéow krzywej c2; wykresli¢
w punkcie 5 styczng (Rys. 364.). Styczna w punkcie 5 zawiera
takze i punkt 6, taczy bowiem dwa, bezposrednio po sobie
nastepujace, punkty krzywej. Wyzna-
czymy punkty Zill prostej Pascala p,
a punkt przeciecia sie Il tej prostej
zbokiem 2 3 potaczymy z punktem 5.
Prosta s rozwigzuje zadanie.

1 2, 3 4,5 6

1, 2 4,5... 1l
2, 3 5 6... Il P-
Rys. 364. 3 4 6,1... |

b) Stozkowa ¢~ wyznaczona jest dwiema stycznemi siist
wraz z punktami stycznos$ci 1i3 i punktem 5; wyznaczy¢
dalszy punkt tej krzywej (Ry i.365.). Z punktem 1 schodzi sie

punkt 2, a z punktem 3 punkt 4.
Styczna Si stanowi bok 12, stycz-
nasz2bok 34. Stosujac wzor pota-
czeh nizej przedstawiony, otrzy-
mamy punkt 6 na prostej m,
wykreslonej  dowolnie przez
punkt 5.

Uz 4, 5, 6

Uu?2 4,5... |

2,3 5 6... 1 P
Rys. 365. 3, 4 6 1... Il
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¢) Stozkowa c2 wyznaczona jest punktami witasciwymi
1, 2, 3 i punktami niewtasciwymi
4%« z5%; znalezé dalszy punkt tej
krzywej (Rys. 366.). Punkty 4@ i 5~
wyznaczone sg kierunkami; bok 4X5X
jest prostg niewlasciwg plaszczyzny
rysunkowej, punkt | prostej Pascala
jest wiec punktem niewtasciwym pro-
stej 1, 2. Dowolna prosta, wykreslo-
na réwnolegle do kierunku 5X, uwa-
zana za prostg 5X 6 przecina bok

2 3 w puncie Il. Prosta Pascala p jest wiec réwnolegltg do
prostej 1 2. Prosta 3 4X przecina prostg p w punkcie Il
ktory poliatczony Z punk- U2 3 4X. 5X. 6

tem 1 daje prostg m. Ta

ostatnia przetnie prosta, U2 4X 5%“.. r
prz.echodzaca przez punkty 2.3 5X 6 i
/7/i5x, w szukanym punk-

cie 6 hiperboli. J, 4X L6 . i

d) Dane sg asymptoty ai, a2 i punkt 5 hiperboli; wy-

Rys. 367 a. Rys. 367 b.

znaczy¢ dalsze jej punkty (Rys. 367 a.). Asymptotg nazywamy

styczng do hiperboli w jej r,2*r 5 6
punkcie niewtasciwym.
Kazda z asymptot wyzna- 4X, 5... /

cza wiec dwa punkty hi-
perboli. Ut6zmy znany nam
wzOr potaczen. Punkt / r, 6... iii
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prostej Pascala lezy na a\, punkt II* na prostej m, wykreslo-
nej dowolnie przez punkt 5. Asymptota aa przecina prostg
Pascala p # m w punkcie Ill. Roéwnolegta, wykre$lona do ai
przez Ill, przecina prosta m wszukanym punkcie 6 hiperboli.

Oznaczmy punkty przeciecia sie prostej m z asymptotami
literami A i B, to poniewaz m /Zp, ai ll111 6 iaa #//5, wiec
/Il =B 6i/lll = A 5 azatem /i5 = 6 6. WykazaliSmy
tym sposobem, ze odcinki prostej, zawarte miedzy hiperbolg
a jej asymptotami, sg sobie réwne.

Twierdzenie to zastosujemy zawsze w tych wypadkach,
gdzie chodzi¢ bedzie o wyznaczenie punktéw hiperboli, ktorej
asymptoty ai, aa i jeden punkt, np. A, sa dane (Rys. 367 b.).
Z punktu A wykresSlimy prosta i odmierzymy A | = 2 B,
z punktu B prosta przecinajgca asymptoty w dwoch punktach,
otrzymamy dalszy punkt hiperboli i t. d

e) Dany jest kierunek osi i trzy punkty paraboli;
znaczy¢ dalszy jej punkt (Rys. 368.). Kierunkiem osi paraboli

wyznaczone sg dwa, bezposrednio po
sobie nastepujace, punkty /" i 2*“ pa-
raboli. Procz nich dane sa punkty
3, 4 i 5. Zastosowanie wzoru potla-
czenn umozliwi wyznaczenie dalszego
dowolnego punktu paraboli.
f)
A i punkt 3 paraboli; wyznaczy¢
dalsze punkty tej krzywej (Rys.
369.). OS$ i wierzchotek paraboli wy-
znaczajg cztery jej punkty, poniewaz
okreslajg rownoczes$nie styczng w wierzchotku i styczng nie-
wiasciwg do paraboli w jej punkcie
niewtasciwym. Oznaczmy dwa punk-
ty paraboli, okreslone jej wierzchot-
kiem A i styczng w tym wierzchotku,
prostopadtg do osi a, liczbami 1 2,
a punkty niewtasciwe na osi liczba-
mi 4° i 5". Stosujgc wzoér potaczen,
otrzymamy punkt 6 na prostej m,
rownolegtej do osi parabolk Oznacz-
my punkty przeciecia sie stycznej
w wierzchotku z prostemi m i5 ///literami Mi A, toz Rys. 369.

wy
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czytamy: M6 MA 1Ll Al 6 czyh
M6. NA=MA.NM; lill. M6=116. MA,

a dzielagc ostatnie rownanie przez poprzednie otrzymamy:

i I 6
_NA N ITW

Uwzgledniajagc, ze MN —II 11 i M1l = I, mamy
MN _ 11 6
NA~ Mir

Na tym ostatnim zwigzku opiera si¢ nastepujaca konstrukcya
punktow paraboli, ktdrej o$ a, wierzchotek A i jeden punkt P
sg dane (Rys. 370.). W wierzchotku
A paraboli kreslimy styczng m, a na-
stepnie prostokat P Q Pi Qi. Boki
A Qi P Q dzielimy na te samg ilo$¢
rownych czesci. Przez punkty 1\2/
y ... kreslimy rownolegte do osi a,
a punkty podziatu na boku P Q ia-
czymy z wierzchotkiem paraboli.
Punkty przeciecia sie /11, I11... pro-
stych, poprowadzonych przez réwno-
imienne punkty, sa punktami paraboli.

g) Dana jest Ssrednica m, styczna s w punkcie przecie
cia sie A tej Srednicy z parabolg i punkt 3; wyznaczy¢
dalsze punkty paraboli. Mamy pie¢ punktéw paraboli (Rys. 371.),
a stosujagc wzér potaczen Pascala, znajdziemy w ten sam
sposb6b, co powyzej, dalszy punkt np. 6, a to na prostej n Z m.
Otrzymamy proporcye jak w Rys. 369., a w rezultacie:

MN = //6
N A MIl®

Rys. 372.
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Na tej podstawie otrzymamy punkty paraboli, gdy dana jest
$rednica m, styczna s w punkcie A i punkt np. P, przeprowa-
dzajgc konstrukcye podang na Rys. 372. Czytelnika uderzy
oczywiscie powinowactwo miedzy Rys. 370. a Rys. 372.
122. Konstrukcya stycznych do elipsy. Na kole
(Rys. 373.) opiszmy kwadrat, styczny w punktach A, B, C, D
i wezmy pod uwage dowolny
punkt M tego kota. Oznaczmy
punkt M liczbg 1, punktem D,
w ktérym dana jest styczna do
kota, okreslone sg punkty 2 i 3,
punkt A nazwijmy 4, a punkt B
niechaj skupia w sobie punkty
51 6. Punkty 5 i 6 potaczone
daja bok kwadratu styczny do
kota w punkcie B. Stosujac
twierdzenie Pascala do szeScio-
kata 1, 2, 3, 4, 5, 6, otrzymamy prostg Pascala p z nastepuja-
cego zestawienia:

U2 3 4, 5 6

U 2 4,5... /
2, 5 5 6... Il Pe
5 4 L 6... I

Wykresimy w punkcie M styczng m do kota, a oznaczyw-
szy punkty A, B, D i M liczbami tak, jak to wskazuje Rys. 374,
znajdzmy prostag Pascala p dla szeSciokata 1, 2, 8, 4, 5, 7.

Uz 38 4,5, 7

U2 4,5... |
5, 7... 1l P
4 1,7... 1V

Widocznem jest, ze otrzymana prosta p jest identyczng z po-
przednig, i ze punkt przeciecia sie IV, stycznej m ze styczna
do kota w punkcie A, lezy na tej prostej.
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Jezeli koto k, wraz z opisanym na nim kwadratem i stycz-
ng m, rzucimy w dowolnym kierunku na dowolng ptaszczyzne,,
to otrzymamy rysunek powi-
nowaty z pierwszym. Kotu k
odpowie elipsa ki, $rednicom
A B i CD s$rednice sprzezone
Ai Bi i Ci Di tej elipsy. Stycz-
na m w punkcie M do kota
bedzie, po dokonanym rzucie,
styczng mi w puncie Mi elipsy.

Prosta Mi Di przetnie $rednice

Ai Bi w punkcie li, ktéry po-

taczony z punktem |Ih daje pro-

stg p. Prosta ta przejdzie przez

punkt IVi, w ktérym styczna mi przecina styczng do elipsy
w punkcie Al.

Przeprowadzone rozumowanie
stanowi podstawe do bardzo dogod-
nego wykreslenia stycznych do elip-
sy w jej punktach. Dany punkt Mi
taczymy z punktem Di; otrzymana
prosta przecina srednice Ai Bi w punk-
cie li. Prosta h Ih wyznacza punkt

IVi, a ten wraz z danym punktem Mi zadang styczng mi.

Styczna m (Rys. 376.) przecina $red-
nice CD kota k w punkcie T, a bok kwa-
dratu, styczny w punkcie C do kota, w punk-
cie N. Prostopadta wykreslona z punktu
M do $rednicy CD przecina jg w punk-
cie U

Poniewaz trojkat TOM jest prosto-
katny w wierzchotku M, wiec:

MO2= r2= OT. OUczyli Q-y

Dalej mamy:
AMUT~ANCT, a stad:

r2_ nil
MU TU OT—OU OU r2—ou2 r+ OU
NC TC OT—r~j+ ~r(r-OUj~ r

ou r
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Z tréjkatow podobnych M UD i /ZOD otrzymamy pro-

porcye: /Q- = QMUQD- irj-O_U ...................................... 2).
Z poroéwnania réwnan /) i 2) widzimy, ze:
MU MU

A/C = /0O’ astad wy°ika»ze A&/C 10, czyli ze prosta
/ iV jest rownolegtg do Srednicy CD.

W odniesieniu do elipsy znaczy to, ze prosta L Ni (Rys.
375.) jest réwnolegla do srednicy CD, co w lgcznosci z poda-
nym poprzednio sposobem kre-
$lenia stycznej w danym punk-
cie elipsy daje bardzo praktycz-
ny sposob wyznaczenia dowol-
nej ilosci stycznych i ich punk-
tobw stycznosci, gdy dana jest

para S$rednic sprzezonych,
wzglednie osi elipsy, jak to wi-
dzimy na Rys. 377.

123. O kolineacyi i powinowactwie krzywych stozkec
wych. Przypusémy, ze w miejsce kota (Rys. 357.) znajduje
sie na plaszczyzZnie ei elipsa, hiperbola lub parabola i starajmy
sie da¢ odpowiedz na pytanie, jakie krzywe odpowiedza tym
liniom na ptaszczyZznie 82. Podobnie jak przy kole, zachodzi¢
tu beda trzy przypadki:

a) Elipsa, hiperbola wzglednie parabola nie
Sg przeciete o0sig wzajemng Zi. W tym wypadku
krzywe, bedace rzutem elipsy, hiperboli czy paraboli na ptasz-
czyzne s2 z punktu O, nie posiadajg zadnych punktow nie-
wiasciwych, sg wiec elipsa mi. Punktom niewlasciwym hiper-
boli odpowiedza dwa punkty na osi wzajemnej w2, ktéra wo-
bec tego przetnie otrzymana elipse w dwdch punktach. Punk-
towi niewlasciwemu paraboli, lezacej na ptaszczyznie si, od-
powie punkt na osi ; elipsa jako krzywa, kolineacyjnie
zwigzana z parabolg, bedzie styczng do osi wzajemnej wo.

b) Elipsa, hiperbola i parabola przeciete sa
osia wzajemng zi. Punktom, lezagcym na osi zi, odpowiedzg
punkty niewlasciwe na plaszczyznie s2, a krzywym, lezagcym
na 81, hiperbole.

c) Jezeli elipsa, hiperbola Ilub parabola sg
styczne do osi Zi, to krzywe, odpowiadajgce im kolineacyj-

N1 C
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nie na ptaszczyznie Sz, posiadaé bedag jeden punkt niewtasciwy,
albo $cislej sie wyrazajac, bedg styczne do prostej niewta-
Sciwej ptaszczyzny E, beda wiec parabolami. Parabola,
odpowiadajgca hiperboli, przetnie 0§ w* w dwodch punktach,
parabola, odpowiadajgca paraboli lezgcej na ei, bedzie stycznag
do osi wzajemnej w.

W dwéch uktadach powinowatych punktom wiasci-
wym odpowiadajg punkty wiasciwe, a punktom niewtasciwym
punkty niewfasciwe. Krzywej stozkowej, nie majgcej, punktéw
niewtasciwych (elipsie), odpowie takaz krzywa w ukladzie po-
winowatym ; stozkowej, posiadajacej dwa punkty niewfasciwe
(hiperboli), odpowie hiperbola, a paraboli, parabola.

§ 11. O KRZYWYCH | POWIERZCHNIACH
W OGOLNOSCI

124. Okreslenie i podziat linij krzywych. Jezeli punkt
porusza sie na ptaszczyznie, wedlug okre$lonego prawa,
to miejscem geometrycznem potozen tego punktu jest w ogol-
nym przypadku linia krzywa ptaskg, czyli jak sie krétko
wyrazamy, krzywa ptaska. Jezeli prawo ruchu punktu jest
nieokreslone, to krzywa nosi nazwe krzywej graficznej,
w odr6znieniu od krzywej, powstatej wedlug pewnego prawa,
zwanej krzywg matematyczng. Prawo powstawania krzy-
wych matematycznych, a wiec i same Kkrzywe, wyrazi¢ sie
zawsze dadzg réwnaniami matematycznemi, krzywe gra-
ficzne wyrazajg sie wylgcznie rysunkiem. Krzywe stozkowe,
wiec koto, elipsa, hiperbola i parabola, sg przyktadami krzy-
wych matematycznych, linia wyrazajaca ksztatt, np. liscia kasz-
tanu, jest linig graficzna.

Jezeli punkt porusza sie w przestrzeni wedlug okre-
S§lonego prawa, to miejscem geometrycznem potozen tego
punktu jest linia krzywa przestrzenna, zwana takze
krzywg sko$ng. Podobnie, jak krzywe ptaskie, rozrézniamy
krzywe sko$ne matematyczne od graficznych.

125. Okreslenie i podziat powierzchni. Niechaj krzywa
ptaska lub skosna, nie zmieniajgc swego ksztattu, albo zmie-
niajac go w okreslony sposéb, porusza sie wedlug pewnego
prawa w przestrzeni, to miejsce geometryczne potozen tej



240 §11.0 KRZYWYCH | POWIERZCHNIACH W OGOLNOSCI

krzywej okreslamy mianem powierzchni. Poruszajgca sie
krzywag nazywamy tworzgcg powierzchni. Jezeli powierzch-
nia powstata w wyzej okreslony sposob, utworzyé¢ sie da takze
ruchem linii prostej, to nazywamy jg powierzchniag prosto-
liniowg albo prostokres$lina, wodréznieniu od powierzchni
krzywoliniowej, czyli krzywokreslnej, ktora nie da
sie utworzy¢ ruchem linii prostej. Przykltadem pierwszego ro-
dzaju powierzchni jest np. stozek, ktéry powstaje gdy koto,
zmieniajgc swodj promien, porusza sie réwnolegle do swego
potozenia, a jego $rodek opisuje linie prosta. Ale stozek po-
wstaé moze i w ten sposOb, ze prosta obroci sie okoto drugiej
prostej, ktéra jg przecina. W pierwszym przypadku, porusza-
jace sie i zmieniajgce swoj promien koto, w drugim porusza-
jaca sie prosta, sg tworzacemi stozka. Przykladem po-
wierzchni krzywoliniowej jest np. kula.

W zakres naszych elementarnych rozwazan wiaczymy
tylko bardzo ograniczong grupe powierzchni, a srodki badania,
ktéremi rozporzgdzamy, nie pozwalajg nawet na bardziej szcze-
go6towa systematyke powierzchni.

Powierzchnie prostoliniowe, dajgce sie rozwina¢ na ptasz-
czyznie, a takze i odwrotnie, moggce powstaé ze zwiniecia
ptaszczyzny, bez jej rozdarcia, zagiecia lub zatamania, okre-
S§lamy mianem powierzchni rozwijalnych. Powierzchnie,
nie dajgce sie rozwingé na plaszczyznie, nazywamy po-
wierzchniami nierozwijalnemi, albo sko$nemi.

126. O ptaszczyznach stycznych do powierzchni. Styczn:
w punkcie krzywej, lezgcej na powierzchni, okreSlamy jako
styczng do powierzchni w tym punkcie. Wezmy pod uwage
dowolng powierzchnie (Rys. 378.), a przez jeden z jej punktéw
np. A, nakre$lmy na niej dwie linie krzywe ki i ki. Obierzmy
nastepnie na powierzchni trzecia krzywa ka, przecinajaca
pierwsze w punktach B i C. Uwazajmy krzywe ki i ki za
kierownice, a krzywa ka za tworzaca, ktéra, poruszajac sie po
ki i ki i zmieniajagc odpowiednio swéj ksztatt, opisuje naszg
powierzchnie. Proste o\, @bica tgczace punkty A, B i C, sa
siecznemi krzywych ki, kilka, awiec i siecznemi powierzchni
i leza na jednej ptaszczyznie 8. Podczas ruchu krzywej ka,
punkt B porusza sie po krzywej ki, zblizajac sie do punktu/I,
gdy réwnoczes$nie punkt C posuwa sie po krzywej k>, zblizajgc
sie réwniez do punktu A, przyczem sieczne ci, & i ca pozostajg
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stale na jednej ptaszczyznie o. W potozeniu granicznem
krzywa &3 zajmie potozenie k\, sieczna Ci przejdzie w styczna Si,
sieczna CGa w styczng Sa, a sieczna Cs w styczng ss3. Plasz-
czyzna a zajmie rdOwniez potozenie graniczne o1 i zawierac
bedzie styczne si, S2 i Ss. Plaszczyzne o, w owem potozeniu
granicznem, nazywamy ptaszczyzng styczng powierzchni
w punkcie A. Obrawszy w miejsce krzywej K> inna krzywa
jako tworzacg, wykazemy w ten sam
spos6b jak poprzednio, ze styczna, po-
prowadzona do tej krzywej w punk-
cie A, nie identyczna zresztg ze stycz-
ng ss, lezy réwniez na plaszczyznie
stycznej o1. Widoczne stad, ze styczne,
poprowadzone do powierzchni w je-
dnym jej punkcie, lezg na jednej ptasz-
czyznie, ktora jest ptaszczyzng stycznag
do powierzchni wtym punkcie. | wza-
jemnie: ptaszczyzna styczna do po-
wierzchni w jej punkcie jest miejscem
geometrycznem stycznych, poprowa-
dzonych w tym punkcie do krzywych,
przechodzacych przez ten punkt, a lezgcych na powierzchni.
Z okres$lenia powyzszego wynika bezposrednio, ze 1) dla
wyznaczenia ptaszczyzny stycznej do powierzchni w danym
jej punkcie, wystarczy wyznaczy¢ styczne do dwdch linij krzy-
wych, poprowadzonych przez ten punkt na tej powierzchni;
2) jezeli powierzchnia jest prostoliniowa, to ptaszczyzna styczna
w danym punkcie zawiera prostg tworzaca, przechodzacg przez
ten punkt, gdyz styczna w tym punkcie do uwazanej tworzacej
jest wiasnie nig sama.
Prosta prostopadia do pfaszczyzny stycznej powierzchni
w punkcie stycznos$ci, nazywa sie prosta3 normalng po-
wierzchni w danym punkcie. Ptaszczyzny, przechodzgce przez
prostg normalng, zwiemy ptaszczyznami normalnemi danego
punktu powierzchni.

§ 12. POWIERZCHNIE STOZKOWE i WALCOWE

127. Tworzenie i podziat powierzchni stozkowycl
i walcowych. Jezeli prosta, przechodzaca przez punkt, po-

Bartel, Geometrya wykreslna. n
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rusza sie w ten spos6b w przestrzeni, ze przecina stale dana
linie krzywg ptaskg lub skos$na, to powstata w ten sposéb
powierzchnia nazywa sie powierzchnig stozkowa. Porusza-
jaca sie prostg, w kazdem jej potozeniu, nazywamy two-
rzacg powierzchni stozkowej; punkt, przez ktory przechodzi
tworzgca, jest wierzchotkiem, a krzywa, ktérg przecina
tworzaca, kierownica powierzchni stozkowej. Jako Kiero-
whnice przyja¢ mozna na danej powierzchni stozkowej kazdag
dowolna linie krzywg, byleby tylko przecinata wszystkie two-
rzace tej powierzchni. W szczeg6lnosci przyja¢ mozna jako
kierownice stozka dowolny przekrdj powierzchni stozkowej
ptaszczyzna, t. zw. przekréj ptaski, a wtedy Kkierownica nosi
nazwe podstawy. Przekroje stozka ptaszczyznami rzutéw,
nazywamy jego Sladami. Méwimy tedy o $ladzie poziomym,
pionowym lub bocznym powierzchni stozkowej. Slady stozka
sg zatem jego podstawami, lezagcemi na rzutniach.

Powierzchnia stozkowa rozcigga sie nieograniczenie po
obu stronach wierzchotka; zazwyczaj ograniczamy sie do roz-
wazania czesci powierzchni, zawartej miedzy wierzchotkiem
a przekrojem plaskim (podstawg) i takg ograniczong czes¢
powierzchni nazywamy stozkiem. Odlegtos¢ wierzchotka od
ptaszczyzny podstawy, nazywamy wysokos$ciag stozka.

Jezeli wierzchotek powierzchni stozkowej jest punktem
niewlasciwym przestrzeni, czyli lezy nieograniczenie daleko
w danym kierunku, to powierzchnia nazywa sie walcowa.
Tworzgce powierzchni walcowej sg do siebie réwnolegte i ré-
wnolegte do danego kierunku. Cze$¢ powierzchni walcowej,
lezacej miedzy dwoma rownoleglymi przekrojami ptaskimi,
nazywamy walcem, a krzywe przekroju jego podstawami.
W tern samem znaczeniu, co przy stozkach, méwimy i tu
0 Sladach walca, rozumiejgc przez nie przekroje powierzchni
walcowej ptaszczyznami rzutdéw. Odlegtos¢ obu podstaw nazy-
wamy wysokos$cig walca.

Przedmiotem naszych rozwazan uczynimy te powierzchnie
stozkowe i walcowe, ktérych kierownicami, a wiec takze pod-
stawami, sg krzywe stozkowe, wiec: koto, elipsa, hiperbola
1 parabola. Powierzchnie te okreslamy wspdélnem mianem po-
wierzchni stozkowych i walcowych rzedu drugiego.

128. Ptaszczyzny styczne do stozkéw i walcow.
tworzacej t powierzchni stozkowej obierzmy punkt A (Rys. 379.),
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przez ktéry poprowadzmy krzywa k, lezacg na tej powierzchni.
W mys$l okreélenia ptaszczyzny stycznej, podanem w ust. 126.,
tworzaca t i styczna s w punkcie A do krzywej k wyzna-
czajg ptaszczyzne styczng a do stozka w punkcie A. Obierzmy
na krzywej k punkt B i potagczmy go
z punktem A, to sieczna a = (A, B)
wraz z tworzacg t wyznaczajg ptlasz-
czyzne a, ktéra przecina powierzchnie
stozkowg wzdtuz tworzacych t i A.
Wyobrazmy sobie, ze ptaszczyzna @
obraca sie okoto tworzacej t, to punkt B
zbliza sie do punktu A, a w potozeniu
granicznem, gdy punkt B zejdzie sie
z punktem A, sieczna a przejdzie
w styczng s do krzywej k w punk-
cie A, a ptaszczyzna a, w plaszczyzne
styczng o. W ten sposéb okresli¢ mozna
ptaszczyzne styczng do powierzchni
stozkowej, wzglednie walcowej, jako
graniczne potozenie plaszczyzny siecznej, przyczem, jak
widzimy, ptaszczyzna ta zawiera jedng tworzaca powierzchni
i jest styczng do powierzchni w kazdym punkcie tej tworzace;.

W danym punkcie powierzchni stozkowej lub walcowej
wyznaczymy wiec ptaszczyzne styczng w sposéb nastepujacy:
Powierzchnie przetniemy plaszczyzng, przechodzacg przez
dany punkt i poprowadzimy w tym punkcie styczng do linii
przekroju. Styczna ta, wraz z tworzacg stozka, przechodzacy
przez dany punkt, wyznaczajg ptaszczyzne styczna do po-
wierzchni w kazdym punkcie tworzacej, a wiec i w punkcie
danym.

129. Podziat i rzuty powierzchni walcowych rzedt
drugiego. Biorgc pod uwage takie potozenia powierzchni
walcowych rzedu drugiego, przy ktérych tworzace ich sa
pionowe, otrzymamy jako $lady poziome tych powierzchni
koto, elipse, hiperbole i parabole. Rodzaj krzywej stozkowej,
wystepujacej jako $lad poziomy powierzchni walcowej, ktorej
tworzace sg pionowe, charakteryzuje te powierzchnie. W przy-
padku, gdy Sladem tym jest koto, walec nazywaé bedziemy
walcem obrotowym (Rys. 380 a), gdy Sladem jest elipsa,
hiperbola lub parabola, méwimy o walcu eliptycznym

16
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(Rys. 380 b), hiperbolicznym (Rys. 380c) i parabo-
licznym (Rys. 380 d). Walec paraboliczny — poniewaz para-
bola posiada jeden punkt niewtasciwy — ma jedng tworzaca
niewtasciwg. W praktycznem przedstawianiu rysunkiem walca
parabolicznego, bierzemy pod uwage ograniczong czesé para-
boli jako Sladu walca, ktéry wskutek tego ograniczony jest
dwiema tworzgcemi. Walec hiperboliczny sklada sie z dwdéch
gatezi i posiada dwie tworzace niewlasciwe. Podobnie, jak przy
walcu parabolicznym, bierzemy pod uwage tylko ograniczona
cze$¢ kazdej gatezi walca hiperbolicznego, a to jego tworzacemi.

Prosta a (a"a'"), poprowadzona przez $rodek podstawy (Sladu)
walca, nazywa sie jego osig. Plaszczyzny poziomo rzucajace,
poprowadzone przez asymptoty hiperboli, jako podstawy walca,
noszg nazwe ptaszczyzn asymptotycznych;

Plaszczyzny styczne do walca i prostopadte do rzutni
pionowej, dzielg kazda powierzchnie walcowg na dwie czesci,
ktérych granicami sg tworzace stycznos$ci walca z temi plasz-
czyznami. Tworzace te, oznaczone literami ti i .2 na Rys.
380 a—d, stanowig zarys walca, a ich rzut pionowy, iden-
tyczny ze $ladami pionowymi piaszczyzn stycznych, jest za-
rysem, czyli rzutem walca na rzutnie pionowa.

Kazda ptaszczyzna, przechodzaca przez o$ walca obroto-
wego, jest jego ptaszczyzng symetryi prostokatnej. Walec elip-
tyczny i hiperboliczny posiadaja po dwie takie ptaszczyzny
symetryi, ktéremi sg plaszczyzny, przechodzace przez o$ walca



130. O PRZEKROJACH WALCOW RZEDU DRUGIEGO W OGOLNOSCI 245

i osi elipsy, wzglednie hiperboli, stanowigcych podstawy. Walec
paraboliczny ma tylko jedng ptaszczyzne symetryi. llos¢ ptasz-
czyzn symetryi znamionuje i wyrdznia walce rzedu drugiego
miedzy sobg. W szczegdlnosci wazng jest ta charakterystyka
przy odr6znianiu walca obrotowego od eliptycznego.

Jezeli tworzace walca sg prostopadte do jego ptaszczyzny
podstawy, to walec nazywamy prosty, inaczej ukos$ny.

130. O przekrojach walcéw rzedu drugiego w ogdélnosc
Linia przekroju walca z ptaszczyzng jest miejscem geome-
trycznem punktéw przebicia sie tworzacych walca z ptaszczyzng
sieczng. Z okreslenia powierzchni walcowej wynika, ze miedzy
jej Sladem i przekrojem dowolng ptaszczyzng, a wiec takze
miedzy dwoma przekrojami, zachodzi ten sam zwiazek, ktory
wykazaliSmy miedzy dwoma przekrojami graniastostupa (ust.
102), t j. powinowactwo S$rodkowe. W istocie bowiem
kazdemu punktowi Ai, Bi, Ci... linii przekroju ki, lezacej na
ptaszczyznie ei (Rys. 381.), odpowiada jeden jedyny punkt

A2, B2, Cz2... drugiej linii przekroju k2, lezacej na ptaszczyznie £*,
przyczem odpowiadajgce sobie punkty lezg na tworzgcych walca,
stanowigcych promienie powinowactwa. Kazdej prostej np. ci,
lezacej na ptaszczyznie 1 i przecinajgcej krzywa ki w punk-
tach Ci i Mi, odpowiada na ptaszczyznie :2 prosta C, prze-
cinajgca krzywa k2 w punktach C: i M2. Kazdej stycznej, np. S
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do ki w punkcie Mi, odpowiada na ptaszczyznie t2 prosta sa,
styczna do krzywej kz w punkcie Afs, lezacym wraz z punk-
tem Mi na jednej tworzacej. Miejscem geometrycznem punktéw
przeciecia sie, odpowiadajacych sobie prostych na obu ptasz-
czyznach, jest krawedz p tych ptaszczyzn, stanowiaca 0$ po-
winowactwa.

Jezeli ptaszczyzny ei i £2 sg réwnolegle, to 0§ powino-
wactwa lezy nieograniczenie daleko, a miedzy obu uktadami
ptaskimi zachodzi przystawanie. Plaszczyzny rownolegte
przecinajag wiec walec w krzywych przystajacych.

Wiadomo, ze kotu, lezacemu na ptaszczyznie ei, odpo-
wiada w ukiadzie powinowatym £2 elipsa, dalej, ze elipsa
spowinowacong jest z elipsa, parabola z parabola, a hiperbola
z hiperbolg (ust. 123.). Stad wynika wprost, ze walec obro-
towy przecig¢ mozna zawsze wzdluz elipsy, walec eliptyczny
wzdtuz elipsy, a jak to pdzniej zauwazymy, takze i wzdtuz kota
(ust. 131., Rys. 384.), ze przekro] walca parabolicznego moze
by¢ tylko parabolg, a walca hiperbolicznego hiperbolg. Rzecz
oczywista, ze plaszczyzny, rownolegte do tworzacych walca,
przecinajg go w dwdch tworzacych. Parze $rednic sprzezonych
krzywej przekroju, nalezacej do jednego ukiadu, odpowiada
w ukladzie drugim para Srednic sprzezonych krzywej spowi-
nowaconej z pierwszg. Osi paraboli w jednym uktadzie odpo-
wiada $rednica w ukladzie drugim. Srodkowi kota, elipsy lub
hiperboli, jako podstawy walca, odpowiada sSrodek krzywej
stozkowej, bedacej przekrojem odnosnego walca ptaszczyzna.

Wiemy z ustepu 94., ze rzut dwoch powinowatych utwo-
row (uktadéw) ptaskich w dowolnym kierunku i na dowolng
ptaszczyzne daje dwa uklady ziaczone na tej pilaszczyznie
i ze sobg powinowate. Wobec tego miedzy rzutami poziomymi
dwéch przekrojow walca zachodzi powinowactwo, ktdérego osig
jest rzut poziomy krawedzi obu ptaszczyzn siecznych, a Kie-
runkiem, kierunek rzutu poziomego tworzacych walca. Po-
dobnie miedzy rzutami pionowymi dwdch przekrojow walca
zachodzi powinowactwo o Kkierunku roéwnolegtym do rzutu
pionowego tworzacych tego walca, a osi, ktora jest rzut pio-
nowy krawedzi ptaszczyzn siecznych. Gdy jednym z dwdch
uwazanych przekrojéw walca jest jego $lad, to osig powino-
wactwa jest odpowiedni Slad pozostatej ptaszczyzny siecznej.
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Gdy oba przekroje walca sa jego S$ladami, a wiec lezg na
rzutniach, to osig powinowactwa jest 0$ rzutéw Xx.

Zadanie: ,,Wyznaczy¢ przekréj walca ptaszczyzng a =, po-
lega¢ bedzie na wykresleniu rzutéw krzywej przekroju, wzglednie
na wyznaczeniu $rednic sprzezonych lub osi tej krzywe;j.

131. Przyktady przekrojéw walcow.

a) Wyznaczy¢ przekrdj walca obrotowego ptaszczy-

Zng a (ha va) (Rys. 382). Krzywa przekroju jest elipsa Ki,
ktérej rzut poziomy ki* scho-
dzi sie z podstawag ki walca.
Rzut pionowy Ki" krzywej
przekroju bedzie elipsa, a po-
niewaz miedzy rzutem pozio-
mym i pionowym zachodzi
powinowactwo (ust. 95.), wiec
parze S$rednic sprzezonych
R/W , C7D/ kota ki' od-
powiada para S$rednic sprze-
zonych Ri". Bi" i Ci" Di"
elipsy kN

b) Wyznaczy¢ rzuty
przekroju prostego walca
eliptycznego ptaszczyzng
a (ha pa) (Rys. 383.). Ce- Rys. 382.
lem wykreslenia rzutu pio-
nowego walca, czyli rzutu pionowego tworzacych, wzdtuz kto-
rych plaszczyzny styczne prostopadie do rzutni pionowej sty-
kajg sie z walcem, a wiec celem wyznaczenia tworzgcych
konturowych — wykres$limy styczne do ki, prostopadte do
osi *. W tym celu spotowimy cieciwe elipsy ki, prostopadta
do osi * i polagczymy jej $rodek ze $rodkiem Si elipsy. Otrzy-
mana $rednica elipsy przecina ja w punktach Mi i Ni, ktére
sg rzutami poziomymi tworzacych konturowych.

Krzywa przekroju jest elipsa, ktorej rzut poziomy k/
schodzi sie z podstawg ki. Osi Ri Bi" i C/ pi' elipsy Ki
schodza sie z osiami Ri Bi i Ci Di podstawy ku Przy pomocy
prostej s (s' s") znajdziemy punkt Si", t j. rzut pionowy
srodka elipsy Kki", a przy pomocy dalszych prostych przyje-
tych na ptaszczyznie @, $rednice sprzezone Ri"™ Bi"™ i Ci" Di"
tejze elipsy.
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c) Wyznaczy¢ kierunek ptaszczyzn, tngcych walecelip
tyczny wzdtuz két. Nadajmy walcowi takie potozenie, aby o0$
jego a (a', a") byta pionowa (Rys. 384.), a ptaszczyzna prze-
chodzaca przez te 0§ i przez malg 0§ elipsy byla plasz-
czyzng czotowa (réwnoleglta do rzutni pionowej). Z dowolnego
punktu S-/* prostej a" zakre$lmy koto promieniem réwnym
duzej pétosi elipsy k\, a otrzymane punkty Ca", Da" i E/", Fa"
potaczmy ze soba. Niechaj (Ca", D*") = Va bedzie $ladem pio-

nowym pionowo rzucajgcej plaszczyzny siecznej a, to odci-
nek A2 Ba, przechodzacy przez punkt S2 i prostopadty do rzutni
pionowej, jest jedna, a odcinek Ca D2 prostopadly do A2 B2,
druga osig linii przekroju, powinowatej z elipsg ki. Osi te sg
rownej diugosci, a wiec Kkrzywa, niemi wyznaczona, jest
kotem. Z tych samych wzgledow ptaszczyzna pionowo rzu-
cajaca B (hp np) przecina walec eliptyczny réwniez wzdtuz
kota. Ptaszczyzny réwnolegte do ptaszczyzn a i @ przecinajg
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nasz walec wzdtuz két, a stad wynika, ze na powierzchni
walcowej eliptycznej istniejg dwa uktady kot.

d) Wyznaczyé przekrdj walca eliptycznego, ktdrego $lac
poziomy jest kotem, piono-
WO rzucajacg ptaszczyzng
@ (ha Da). Przekrd] walca
bedzie elipsa ki, ktorej rzut
pionowy schodzi sie ze $la-
dem Da (Rys. 385.). Parze
$rednic sprzezonych /h Bi
i Ci Di w kole ki odpowiada
para S$rednic sprzezonych
AzB> i CzDi w elipsie Ki,
powinowatej z kotem ki. Osig
powinowactwa jest $lad ha
ptaszczyzny siecznej, kierun-
kiem, Kkierunek tworzacych
walca. Punkty A-/, B/, Ci i
Di* otrzymamy, odnoszac
punkty A-i", Bi", O/' i Di"
na rzuty poziome odpowied-
nich tworzacych. Proste Ai Bi i A-/ Bi' przecinajg sie w punk-

cie Pi osi powinowa-
ctwa ha, podobnie jak i
inne proste tgczace pary
odpowiadajgcych sobie
punktéw kota ki i spo-
winowaconej z  nim
elipsy k-i. Punktom Mi
i Ni odpowiedza punkty
stycznosci Mi' i Ni
elipsy k-i' z rzutami two-
rzacych  konturowych
walca.

e) Wyznaczyé¢ prze-
kroj walca eliptyczne-
go, ktdérego $lad pozio-
my jest kotem, ptasz-
czyzng a (ha Da) —
(Rys. 386.). Wyzna-

Rys. 385.
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czymy punkt przebicia sie B2 (Bi* B2") tworzacej konturowej
b (b’ b") z ptaszczyzna a. Punkt ten wraz z osig ha wyzna-
czajg powinowactwo, jakie zachodzi miedzy kotem ki a szu-
kana elipsa k2. Znajdziemy pare $rednic sprzezonych R2 Bi’
i C2 D2 elipsy ki, podobnie jak w zadaniu poprzedniem.
Rzut pionowy ki elipsy k2 jest elipsa, ktorej Srednice sprze-
zone otrzymamy, znajdujgc punkty R2", Bi", C2" i Di" na
rzutach pionowych odpowiednich tworzacych walca.

f) Wyznaczyé przekréj walca eliptycznego dowolng
ptaszczyzng. O$ a (a"a") walca (Rys. 387.) przebija ptasz-
czyzne sieczng a (ha va) W punkcie si (S2's2v), ktory wy-
znacza, wraz z punktem si i 0sig ha, powinowactwo zacho-
dzace miedzy Sladem ki walca a jego przekrojem k2 (ki* Ki™).
Srednice sprzezo-
ne JW B2 i C2 Di'
elipsy ki' znaj-
dziemy, podobnie
jak w Rys. 385.
wzglednie w 386.

Srednicy Pi Qi

sprzezonej z kie-

runkiem prostopa-

dtym do osi  od-

powiada na ptasz-

czyznie a $rednica

P2 qi, przyczem

punkty P2" i qi"

sg punktami stycz-

nosci elipsy ki" z

rzutem pionowym

tworzacych kontu-

rowych. Srednicy

Mi Ni, sprzezonej

z Kierunkiem réw-

nolegtym do rzutu

poziomego tworzacych walca, odpowie w elipsie £2' $rednica,
ktorej punkty koncowe M2', N2' sg punktami stycznosci
elipsy ki z rzutem poziomym tworzacych konturowych.

g) Wykresli¢ Slad pionowy walca eliptycznego, ktorego
§lad poziomy ki i rzuty tworzgcych konturowych sg dane

Rys. 387.
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(Rys. 388.). Miedzy obu Sladami walca zachodzi powinowactwo,,
ktorego osig jest 0§ rzutdw X, jako krawedZ ptaszczyzn siecz-

nych. Prosta, taczaca slad
pionowy Sz osi a (a' a")
walca ze $rodkiem Si elip-
sy ki, jest kierunkiem powi-
nowactwa. Punkty / i Il
w ktérych osi elipsy ki prze-
cinajg 0$ powinowactwa
taczymy z punktem S2, a na
otrzymane proste rzucimy
w kierunku powinowactwa
wierzchotki Ai, Bi, Ci i D\
Tym sposobem otrzymamy
pare S$rednic sprzezonych
A2B2 i C2 Da szukanego $la-
du pionowego 2 walca.
Punktom Mi i Ni, w
ktérych Srednica elipsy ki,
sprzezona z  Kkierunkiem

Rys. 388.

prostopadtym do osi x, elipse te przecina, odpowiedzg na rzutni

Rys. 389.

pionowej punkty stycz-
nosci Mz i Nz elipsy k*
Z rzutem pionowym two-
rzacych konturowych.
h)

walca eliptycznego, ktd-
rego $lad poziomy jest
kotem ki (Rys. 389.).
Wyznaczy¢ rzuty prze-
kroju tegowalca wzdtuz
kota, nalezgcego do dru-
giego uktadu kot. Przyj-
mijmy trzecig ptaszczy-
zne rzutow, prostopadig
do rzutni poziomej i
rownolegta do tworza-
cych walca. Slad po-
ziomy tej nowej rzutni
oznaczyliSmy literg vy.
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Przyjawszy na osi walca punkt si (SV'SI'), wyznaczmy jego
rzut boczny s2. Prosta si'" s2" jest rzutem bocznym osi
walca; rzuty boczne tworzacych konturowych przejdg przez
punkty A \* iB\" rownolegle do a'*. Zakresimy z punktu s2'"
koto o promieniu réwnym promieniowi kota ki i oznaczmy
punkty przeciecia sie tego kota z zarysem walca na rzutni
bocznej literami A2 iBi'". Uwazajmy prostg ka= (a2"', Bi'")
za slad boczny ptaszczyzny siecznej a, prostopadtej do rzutni
bocznej, to przekréj walca ta plaszczyzng bedzie zgdanym
przekrojem wzdluz kota ki, (poréwnaj zadanie ¢ w tym
ustepie). Kazda ptaszczyzna réwnolegta do plaszczyzny a
przecina walec wzdluz kota.

Wyznaczenie osi A2 B2' i Ci Di" elipsy ki', jako rzutu
poziomego kota k2, podobnie jak i $rednic sprezonych A2" B2"
i C2" D2" elipsy ki", nie nastrecza zadnych trudnosci i spro-

wadza sie¢ do odnie-
sienia odpowiednich
punktow z rzutu bocz-
nego na poziomy i pio-
nowy. Punkty stycz-
nosci M2" i N2" znaj-
dziemy réwniez przy
pomocy rzutu bocz-
nego. ktéry podaje
ich wysokosci, jak
nas o tern poucza
rysunek.
i)
przekréj walca pa-
rabolicznego wzdtuz
dwdch tworzacych —
(Rys. 390.). Réwno-
legle do tworzacych
walca, prowadzimy
prosta /(/ I'"), a przez
nig ptaszczyzne a (ha Va), ktorej slad poziomy przecina pod-
stawe walca w punktach 1 (/7 I") i Il {Il 1I'"). Proste | h
i Il Ih rozwigzujg zadanie.

132. O punktach przebicia sie prostej z walcem. Rby

wyznaczy¢ punkty, w ktérych prosta przebija powierzchnie
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walcowsg, poprowadzimy przez te prostg ptaszczyzne, wyzna-
czymy przekrdj walca tg ptaszczyzna, a punkty przeciecia sie
prostej z otrzymang linig przekroju rozwigzujg zadanie.
Rysunkowo przedstawi sie rozwigzanie zadania najprosciej
wolweczas, gdy ptaszczyzna, poprowadzona przez prostg, bedzie
rownoleglag do tworzacych walca, a wiec, gdy przetnie go
wzdtuz dwoch tworzacych. Tak tez z reguly postepujemy. Na
danej prostej m, ktérej punktéw przebicia

sie z walcem szukamy, obierzemy punkt, = -—- e T

przez ktéry prowadzimy prostg p réwno- 1 |
legla do tworzacych walca. Ptaszczyzna ]

®= (m, p), jako réwnolegta do tworzacych S>>\ |
walca, przetnie go wzdtuz dwéch tworza- b N
cych, wzglednie w réwnolegtoboku, jesli a

bierzemy pod uwage takze krawedzie ! i
ptaszczyzn ograniczajgcych walec z ptasz-
czyzng 9. Punkty przeciecia sie otrzyma-
nego przekroju walca z prosta m stanowig
rozwigzanie zadania.

Przyktady.

a) Rys. 391. przedstawia walec obro-
towy, o0 o0si pionowej, przebity prosta
m (m' m") ‘w punktach M {M' M") Rys. 391.
i N (N'" N"). Ze wazgledu na potozenie
walca, rzuty poziome punktéw przebicia sg znane; zadanie
ograniczyto sie do wyznaczenia rzutéw pionowych tych
punktdw.

b) Wyznaczy¢ punkty przebicia sie prostej m (m* m")
z walcem obrotowym, ktdrego o$ jest réwnolegta do rzutni
bocznej (Rys. 392.). Wykre$lenie rzutéw walca, przy uzyciu
ptaszczyzny bocznej, nie wymaga blizszych wyjasnien. Prosta
p {p" p"), poprowadzona przez punkt P {P' P") prostej
m (m* m") réwnolegle do tworzacych walca, wyznacza wraz
z prosta m plaszczyzne @ (hep u®), ktdéra przecina ptaszczyzne
podstawy a w prostej k (k' k™). Przez punkty 1 (1" 1)
i 2 (2' 2"), w ktorych prosta k przecina podstawe walca,
kreSlimy tworzgce, ktére przecinaja druga podstawe walca
w punktach 7 (/ 1I'") i Il {Il II"). Prosta m {m" m") przecina
prostokat / 2 Il I w punktach M {M" M"™) i N {N* N"), ktore
sg szukanymi punktami przebicia sie jej z walcem.
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Rys. 392.

133. Rzuty i podziat powierzchni stozkowych rzedu

drugiego.

a) W sérodku 5 kota k (Rys. 393),
przyjetego na rzutni poziomej i uwazanego
za $lad powierzchni stozkowej, poprowadz-
my prostag pionowg a (a' a") i obierzmy
na niej dowolny punkt W (W' W™). Prosta
t (/' /), przechodzaca przez punkt W i po-
ruszajgca sie w ten sposéb, ze stale prze-
cina koto k, opisze powierzchnie stozkowa,
zwang powierzchnig stozkowg
obrotowa. Prosta a jest osig, prosta i
w kazdem ze swych potozen tworzaca,
a punkt W wierzchotkiem tej po-
wierzchni. Kazdy punkt tworzacej opisuje
podczas jej obrotu koto na plaszczyznie
prostopadtej do osi, a kazda ptaszczyzna,
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przechodzaca przez o$, jest plaszczyzng symetryi tej po-
wierzchni stozkowej. W dwdch potozeniach, a mianowicie
h (// h"™) i h (fe' h"") poruszajgca sie tworzaca jest réwnolegla
do rzutni pionowej, a ptaszczyzna e= (/i, h) dzieli powierzchnie
stozkowg na dwie czesci. Cze$¢ powierzchni, lezaca przed
ptaszczyzng e, jest widoczna, czes¢ pozostata, niewidoczng;
proste i i ti stanowig wiec zarys stozka dla widza, patrzacego
z punktu niewtasciwego na rzutnie pionowa. Proste h™ i k"
sg zarysem stozka na rzutni
pionowej, czyli jego rzutem
pionowym.

Rzut ukos$ny stozka o-
brotowego dla @=45°, a sto-
sunkow skrécen ¥: 2 -U
przedstawia Rys. 394. Przy-
jawszy punkt Su jako rzut
ukosny srodka kota, popro-
wadzimy przezen prostg row-
nolegly do xu i drugg rowno-
legta do yu. Odmierzymy
nastepnie Au Su = Bu Su = r, jeéli r réwne jest promieniowi

kota, jako podstawy stozka. Odmie-

Rys. 394.

rzywszy cu Su = DuSu = ~otrzymamy

$rednice elipsy, sprzezong ze Srednicg
Au Bu. Z punktu Su wykreslimy réwno-
legta do osi zu i odmierzymy Su W
rowne wysokosci stozka. Styczne, wy-
kreslone z punktu WU do elipsy ku, sta-
nowig rzut ukosny tworzacych konturo-
wych stozka.

b) W srodku S elipsy k (Rys. 395.),
uwazanej za kierownice powierzchni stoz-
kowej, poprowadzimy prostg pionowa
a (a' a") i obierzemy na niej dowolny
punkt W{W" W'). Proste, tgczace punkt W
z wszystkimi punktami elipsy, utworzg
powierzchnie stozkowa, ktéra posiada
trzy plaszczyzny symetryi prostokatnej,

Rys. 395. a mianowicie: ptaszczyzne przechodzaca
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przez prostg a i malg o$ elipsy, ptaszczyzne przechodzaca
przez prostg a i duzg o$ elipsy, i wreszcie ptaszczyzne pozioma,
przechodzacg przez wierzchotek W. Prosta a jest jedng z trzech
osi stozka, dwie dalsze przechodzg przez W réwnolegle do osi
AB i CD elipsy k. Tworzace ti i h, lezace na ptaszczyznie
czotowej, sg tworzgcemi konturowemi powierzchni stozkowej,
proste ti" i h" stanowig zarys powierzchni na rzutni pionowe;.

c) Tak wiec rozroznia¢ bedziemy dwie powierzchnie stoz
kowe rzedu drugiego: 1) powierzchnie stozkowa obrotowg,
zwang krotko stozkiem obrotowym i 2) powierzchnie stozkowa
rzedu drugiego nieobrotowa, ktérg nazywac¢ bedziemy zawsze
w skréceniu stozkiem. Stowo ,,stozek* odnosi¢ sie wiec
bedzie zawsze do powierzchni rzedu drugiego, posiadajacej
trzy ptaszczyzny symetryi prostokatnej (Rys. 395.); ,,stozek
obrotowy*“ wywola zawsze wyobrazenie powierzchni stoz-
kowej rzedu drugiego, posiadajgcej nieograniczong ilos¢ ptasz-
czyzn symetryi prostokatnej, a powstalej przez obrot prostej
okoto osi, ktdrg przecina. Podobnie, jak dla powierzchni walco-
wych rzedu drugiego, jest ta roznica w ilosci ptaszczyzn sy-
metryi charakterystyczna takze i dla powierzchni stozkowych
rzedu drugiego.

134, Przekroje stozkéw plaszczyznami. Miedzy Slader
poziomym (podstawa) stozka, czy tez stozka obrotowego, a jego
przekrojem dowolng ptaszczyzng zachodzi kolineacya, ktorej
srodkiem jest wierzchotek stozka, osig $lad poziomy ptlasz-
czyzny siecznej, a promieniami kolineacyi tworzace stozka.
Kazdemu punktowi $ladu poziomego stozka odpowiada jeden
punkt krzywej przekroju, lezacy z nim na jednej tworzacej.
Poniewaz liniami, odpowiadajgcemi kolineacyjnie kotu lub elipsie
sg. elipsa, hiperbola lub parabola, wiec zaréwno stozek obro-
towy jak i stozek przecig¢é mozna wzdtuz elipsy, hiperboli lub
paraboli. W szczegdlnosci gdy ptaszczyzna sieczna przecina
wszystkie tworzgce stozka w punktach witasciwych, czyli, gdy
nie jest réwnolegta do zadnej z nich, to otrzymana linia prze-
kroju jest elipsa (Rys. 357.*); gdy ptaszczyzna sieczna jest
rownolegta do dwoch tworzacych stozka, to krzywa przekroju
posiada dwa punkty niewlasciwe, a wiec jest hiperbolg (Rys.
359.*); gdy wreszcie ptaszczyzna sieczna jest rownolegly do
jednej tworzgcej stozka, to linia przekroju posiada jeden punkt
niewtasciwy i jest parabolg (Rys. 361.%).
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Z powyzszego wynika tez wprost, ze zaleznie od poto-
Zzenia stozka obrotowego, czy tez stozka, wzgledem ptaszczyzn
rzutéw, Slady ich moga byc¢ elipsami, hiperbolami lub para-
bolami, ze zatem krzywa, bedaca $ladem, podstawa, wzglednie
kierownicg stozka, powierzchni tej bynajmniej nie okresla i nie
charakteryzuje. Elipsa moze by¢ S$ladem poziomym zaréwno
stozka jak i stozka obrotowego, podobnie jak koto, elipsa i para-
bola. O tern, czy mamy przed soba stozek obrotowy, czy tez
stozek, stanowi nie rodzaj krzywej, bedacej podstawg stozka,
ale jedynie i wytgcznie ilos¢ wystepujacych tam plaszczyzn
symetryi prostokatnej. Jezeli ilos¢ ta jest nieograniczona, to
stozek jest obrotowy, a ptaszczyzny prostopadte do osi prze-
cinajg go wzdtuz koét. Jezeli badana powierzchnia stozkowa
posiada tych plaszczyzn symetryi tylko trzy, to jest stozkiem
w znaczeniu odrebnem od stozka obrotowego. Spos6b umozli-
wiajagcy rozpoznanie stozka obrotowego, ktoérego rzuty sa
dane, poznamy przy sposobnosci omawiania powierzchni obro-
towych (ust. 148.).

Jezeli prosta, tgczgca srodek elipsy lub hiperboli, ktore
stanowig podstawe stozka, z wierzchotkiem tego stozka, jest
prostopadta do ptaszczyzny podstawy, to stozek nosi nazwe
prostego, w odréznieniu od ukosnego.

Z tego, coSmy dotgd powiedzieli o powierzchni stozkowej
rzedu drugiego wynika, ze stozek ten moze byc¢ prosty, majac
za podstawe zarowno elipse jak i hiperbole. Stozek prosty,
ktorego podstawa jest koto, jest stozkiem obrotowym.

Ptaszczyzny, przechodzace przez wierzchotek stozka, po-
dzieli¢ sie dadzg na trzy grupy. Do jednej nalezg te, ktore
précz wierzchotka nie posiadajg ze stozkiem zadnych punktéw
ani linij wspdélnych; drugg grupe stanowig ptaszczyzny prze-
cinajace stozek wzdtuz dwdch tworzacych, wzglednie — o ile
bierzemy pod uwage cze$¢ powierzchni stozkowej, zawartej
miedzy wierzchotkiem a podstawg — w tréjkacie. Trzecig
grupe stanowig ptaszczyzny, lezace na granicy obu wymie-
nionych grup i posiadajace po jednej tworzacej wspOlnej ze
stozkiem, czyli ptaszczyzny styczne (ust. 128.).

Poniewaz rzut dwéch utworéw (uktadéw) ptaskich $rod-
kowo kolineacyjnych, na dowolng ptaszczyzne i w dowolnym
kierunku, daje dwa uklady S$rodkowo kolineacyjne, zlaczone

na tej ptaszczyznie rzutéw (ust. 115.), wiec miedzy rzutami

Bartel Geometrya wykresina. 17
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poziomymi dwéch przekrojéw stozka zachodzi kolineacya, ktorej
srodkiem jest rzut poziomy wierzchotka stozka, a osig rzut
poziomy krawedzi obu ptaszczyzn siecznych. To samo odnosi
sie do rzutu pionowego tych dwdéch przekrojow stozka; osig
kolineacyi jest rzut pionowy krawedzi obu ptaszczyzn siecz-
nych, a $rodkiem rzut pionowy wierzchotka stozka. Miedzy
stadem poziomym i pionowym stozka zachodzi kolineacya,
ktorej osig jest 0$ rzutdow X, a Srodkiem wierzchotek stozka.

Podobnie jak przy walcu, polega wyznaczenie przekroju
stozka dang ptaszczyzna na wykresleniu rzutdw krzywej prze-
kroju i na wynalezieniu punktéw stycznosci otrzymanych krzy-
wych z zarysami stozka na obu rzutniach.

135. Przekroje powierzchni stozkowych wzdtuz dwadcl
tworzgcych. Wiadomo z poprzedniego ustepu, ze pewna grupa
ptaszczyzn, przechodzacych przez wierzchotek stozka, prze-
cina go wzdluz dwoch tworzacych. Kazda z tych plaszczyzn
przetnie $lad, wzglednie podstawe stozka, w dwoch punktach,
ktore potaczone z wierzchotkiem dajg owe dwie tworzace
przekroju.

Tok rozwigzania zadania jest wiec nastepujacy: przez
wierzchotek stozka prowadzimy prostg, a przez nig plasz-
czyzne, takg jednak, ktorej krawedz z plaszczyzng podstawy

przecina podstawe (Slad) w dwoch
punktach. Proste, tgczgce te punkty
z wierzchotkiem stozka, rozwigzuja
zadanie.

Przyktady.

a) Stozek, ktérego Slad poziomy
jest elipsa (Rys. 396.), przecielismy
ptaszczyzng a (ha tfa), przechodzacg
przez prostg p (p'p"), ktérg to prostg
poprowadziliSmy przez wierzchotek
W (W' W"). Proste AW iBW sg
tworzgcemi, wzdtuz ktorych plasz-
czyzna a przecina stozek.

b) WeZmy pod uwage stozek
obrotowy, ktérego wierzchotek lezy
na rzutni poziomej (Rys. 397.). Ptasz-
czyzna a (ha Va), przechodzaca przez

Rys. 396. wierzchotek, przecina ptaszczyzne
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podstawy stozka w prostej m (m* m"),

w punktach A (A" A") i B (B' B").
Proste A W i B W rozwiazujg za-
danie.

136. Punkty przebicia sie pro-

stej z powierzchnig stozkowa znaj-
dziemy, podobnie jak punkty prze-
bicia sie prostej z walcem (ust. 132.),
wiec za posrednictwem piaszczyzny,
przechodzacej przez prosta i przeci-
najgcej powierzchnie stozkowg —o ile
moznosci — wzdtuz tworzacych. Po-
stgpimy wiec w sposob nastepujacy:
Przez dang prostg i wierzchotek po-
wierzchni poprowadzimy ptaszczyzne,
wyznaczymy tworzace, wzdiuz Kkto-
rych ptaszczyzna ta przecina po-
wierzchnie stozkows, a punkty prze-
ciecia sie tych tworzacych z prosta
sg szukanymi punktami.
Przyktady.

a) Wyznaczy¢ punkty przebicia sie prostej m (m' m")
ze stozkiem

a koto k (k' k™)

Rys. 397.

obrotowym (Rys.

398.). Pozioma prosta p (p* p"),

przechodzgca przez wierzchotek
stozka i przecinajgca dang prosta

m (m'm") w punkcie P (P' P"),

wyznacza z tg ostatnig ptaszczy-
zng a (ha va), ktdra przecina sto-

zek wzdtuz tworzacych A WiB W.
Punkty M (AT M"™) i N (AT AT)
rozwigzuja zadanie.

b)

Wyznaczy¢ punkty

bicia sie prostej m (m' m™"™) ze
stozkiem, ktory styka sie wzdtuz

jednej tworzacej z rzutnig po-

zioma (Rys. 399.). Podstawa stozka,

elipsa k (k' k'), przyjeta jest na

ptaszczyZznie a (ha va) i styka sie
Rys. 398. ze Sladem na w punkcie C. Przez

17*

prz
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wierzchotek stozka poprowadziliSmy prostg n (n' n"), réwno-
legla do prostej
m (m' m") i wy-
znaczyliSmy  sla-
dy ptaszczyzny
y={m,n). Krawedz
e(e" e") ptaszczyzn
a i @przecina elip-
se k(k" k™) wpunk-
tach P (P' P") i
Q (Q" Q"), ktore
wraz z wierzchot-
kiem W wyzna-
czajg przekroj stoz-
ka ptaszczyzng q
Boki P W i PQ,
trojkata P Q W,
przecinajg sie z
prostg m w punk-
tach M (AT M™) i
N (AT N™), stano-

Rys. 399. wigcych rozwigza-
nie zadania.
137. Przyktady ptaszczyzn stycznych do powierzchn

stozkowych i walcowych. Z okre$lenia ptaszczyzny stycznej
do stozka, po-

danego w ust.

128., wynika, ze

ptaszczyzna

styczna w punk-

cie P (P'P")

do stozka obro-

towego (Kys.

400.) jest stycz-

nag w kazdym

punkcie two-

rzacej t (/' t"),

na ktérej lezy

punkt P. Stycz-

na m (m m") Rys. 400. 401.
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w punkcie M $ladu poziomego k stozka obrotowego, wyznacza
wraz z tworzacg t zadang ptaszczyzne styczng a. Slad po-
ziomy tej ptaszczyzny schodzi sie z prosta m; w celu wyzna-
czenia S$ladu pionowego, uzyliSmy posrednictwa prostej po-
ziomej p (p* p"), przechodzacej przez punkt P (P* P") réwno-
legle do prostej m.

Rys. 401. przedstawia rzuty walca eliptycznego i zupeknie
Zz poprzednig analogiczng konstrukcye S$ladéw plaszczyzny
stycznej do walca w puncie P (P" P"), przyjetym na two-
rzacej t (/' t).

Przy pomocy rzutni z
bocznej, obréconej okoto
osi Yy na rzutnie pozio-
ma (Rys. 402.), wykresli-
liSmy rzuty stozka obro-
towego, stykajacego sie
Z rzutnig poziomag wzdtuz
tworzacej prostopadiej do
osi X. Na stozku tym
obraliSmy tworzaca t (t't")
i przez nig poprowa-
dzili ptaszczyzne styczng
P(hep i*p) do stozka. Plasz-
czyzna @ wyznaczona jest

tworzaca / i 'stycznag
m (m" m"™) do podstawy
stozka k (k" k") w punk- Rys. 402.
cie M (M M").
138. Przyktady przekrojow powierzchni stozkowyct
wzdtuz etips.
a) Stozek obrotowy, oo0si pionowej, przeciety jest ptasz

czyzng pionowo rzucajacg a (ha va); wykresli¢c rzuty linii
przekroju (Rys. 403.). Miedzy $ladem ki stozka a rzutem po-
ziomym elipsy przekroju ki zachodzi — jak wiemy — koli-
neacya, ktorej srodkiem jest rzut poziomy wierzchotka stozka,
a osig $lad poziomy na plaszczyzny siecznej a. Siad po-
ziomy ne plaszczyzny €, poprowadzonej przez wierzchotek
réownolegle do ptaszczyzny siecznej, jest osig wzajemnag Zi.
Osi Ri Bi" i Ci Di' elipsy ki' znajdziemy w sposéb, omé-
wiony szczegétowo w ust. 120. pt. a). Rys. 357*. Wiec:
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z punktu W' kreslimy prostopadta do Zi, a z punktu Zi
styczne do ki. Trapezowi réwnoramiennemu li 2i Ji 4\ opisa-
nemu na kole ki, odpowiada w ukiadzie elipsy k2 prostokat
h* 2-/ 36 42', ktéry otrzymamy, prowadzac przez punkty Pi i Pj
proste réwnolegte do Zi Bi i rzucajgc na nie z punktu W'
wierzchotki trapezu. Punktom Ai, Bi, Ci i Di odpowiedzg
wierzchotki Ai*, Bi, Ci" i Di" elipsy k2. Rzut pionowy Kki"
elipsy przekroju lezy na $ladzie pionowym ptaszczyzny sieczne;j.

Rys. 403.

Inne rozwigzanie tego samego zadania podaje Rys. 404.
Duzg o$ Ai B2" elipsy kz2' otrzymamy wprost z rzutu piono-
wego. Aby wyznaczy¢ o$ mala tej elipsy, poprowadZzmy przez
$rodek S2 (Si' S2") odcinka Ai B2, a wiec przez $rodek Si
elipsy ki, prostopadtag p (p'p") do rzutni pionowej i wyznaczmy
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punkty przebicia sie jej ze stozkiem. Punkty te, stanowigce
dwa dalsze wierzchotki elipsy, znajdziemy w sposéb nastepu-
jacy: Przez prostg p i wierzcholek W stozka poprowadzimy
ptaszczyzne y (hy vy), ktoéra przetnie stozek wzdtuz dwéch
tworzacych, a mianowicie Ci W i Di W. Tworzace te przetng
prostg p w szukanych punktach C2 (C2' C2") i D2 {Ds' Dz").
Do tego samego wyniku dojdziemy, prowadzac przez prosta p
ptaszczyzne poziomg p, ktora przetnie stozek wzdluz kota
o promieniu r. Punkty przeciecia sie tego kota z prostg p sg
punktami C2 (G/ C2") i D2 (Dz" D2").

Rys. 405.
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b) Stozek obrotowy o osi pionowej przecigé dowoln
ptaszczyzng a. Przez przyjecie trzeciej ptaszczyzny rzutdw,
prostopadtej do ptaszczyzny siecznej (Rys. 405.) i wyznaczenie
trzeciego rzutu stozka, sprowadzimy zadanie do poprzedniego.
Rzut pionowy elipsy przekroju 2 jest elipsg k/r, ktérej para
$rednic sprzezonych A%' B%' i " D/' odpowiada osiom
A6 B2 i C2 D2" elipsy ki. Przechodzaca przez o$ stozka
czotlowa plaszczyzna y przecina plaszczyzne a w prostej
fn (m*m™). Punkty przecigcia ,sie M2" i N2", prostej m"
z rzutem pionowym stozka, sg punktami stycznosci elipsy ki"
z tworzgcemi konturowemi na rzutni pionowe;.

Drugi spos6b rozwigzania zadania polega¢ bedzie na
zastosowaniu zwigzkow kolineacyi s$rodkowej, jaka zachodzi
miedzy podstawg (Sladem poziomym) a przekrojem stozka
(Rys. 406.). Slad poziomy ha plaszczyzny siecznej jest osig
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kolineacyi, a $lad poziomy he ptaszczyzny, poprowadzonej
przez wierzchotek W réwnolegle do ptaszczyzny siecznej, osig
wzajemng Zi, kolineacyi $rodkowej dwdéch uktadow plaskich,
ztgczonych zapomoca rzutu prostokatnego na ptaszczyznie
poziomej rzutébw. Punkt W' jest S$rodkiem tej kolineacyi.
Rozwigzanie zadania nie nastreczy zresztg zadnych nowych
trudnosci. Z punktu W' wykreslimy prostopadta do zi,
a z punktu Zi styczne do kota ku Cieciwie stycznosci Ci Di
w kole odpowie 0§ Cs'Ds" elipsy k/, a $rednicy Ai Bi oS
As Ba' tej elipsy. Prostej ci, tagczacej punkty Bi i Ci kota ki,
odpowiada w uktadzie elipsy ks' prosta Cs, przechodzaca przez
punkt Pi réwnolegle do prostej W' Tu Punkty Bi i Ci, rzu-
cone na cs z punktu W' wyznaczajg wierzchotki Bs' i Cs
elipsy ks'. Poniewaz cieciwa Ci Di jest réwnolegta do osi
kolineacyi ha= p, wiec 0§ Cs' Ds' elipsy k2 bedzie rownolegta
do cieciwy Ci Di. Znajagc $rodek S2° elipsy, odpowiadajacy
punktowi Si i wierzchotki Bs' i Cs, otrzymamy dwa dalsze
wierzchotki elipsy ks', a mianowicie As i Ds', odmierzajac
As Ss —Bs" Ss' i Ds'Ss' = Cs' Ss'. Rzut pionowy punktéw
As, Bs, Cs, Ds i Ss znajdziemy za posrednictwem prostych
tworzacych plaszczyzny siecznej, otrzymujac pare Srednic
sprzezonych, wyznaczajgcych elipse ks". KrawedZz m (m' m"),
ptaszczyzny siecznej a i ptaszczyzny czotowej, przechodzacej
przez wierzchotek stozka, przecina tworzace konturowe w punk-
tach Ms i Ns, ktérych rzuty pionowe Ms"™ i Ns" sg punktami
stycznosci elipsy ks" z zarysem stozka na rzutni pionowe;.
c) Wyznaczy¢ rzuty elipsy, wzdtuz ktérej ptaszczyzna
a (ha Va) przecina stozek (Rys. 407.). Koto, jako $lad po-
ziomy stozka i rzuty wierzchotka sg dane. Podobnie jak
w zadaniu poprzedniem, postuzymy sie i tu zwigzkiem Kkoli-
neacyi $rodkowej, taczacej $lad i przekréj stozka. Slad po-
ziomy he plaszczyzny e, poprowadzonej przez wierzchotek
stozka réwnolegle do ptaszczyzny siecznej a, jest osig wza-
jemna zi. Ze $rodka Oi kota ki wykreslimy prostopadty do
osi Zi, a z punktu Zi styczne do ku Réwnoramiennemu tra-
pezowi li 2i 3i 4i, opisanemu na kole ki i stykajgcemu sie
z nim w punktach Ai, Bi, Ci i Di, odpowie w ukladzie elipsy
przekroju ks' réwnolegtobok, opisany na tej elipsie i styczny
do niej w punktach As', Bs', Cs' i Ds". Odcinki As Bs" i Cs' Ds’,
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odpowiadajace $rednicy Ai Bi i cieciwie stycznosci Ci D\, sta-
nowig pare $rednic sprzezonych elipsy ku'.

Rzut pionowy elipsy ki jest elipsa ki, ktorej S$rednice
Ai" Bi" i C2" Di" sa rzutami pionowymi $rednic sprzezonych
elipsy ki".

Punkty Mi" i Ni", w ktérych elipsa Ki" styka sie z rzu-
tem pionowym tworzacych konturowych, znajdziemy w sposéb

Rys. 407.

nastepujacy: Wykresliwszy proste Mi W' i Ni W', t . rzuty
poziome tworzacych konturowych, znajdziemy punkty Mi' i Ni’,
odpowiadajgce kolineacyjnie punktom Mi i Ni, a bedace punk-
tami elipsy W . W Rys. 407. postgpilismy w ten sposéb, ze
potaczywszy punkt Ni z Ci, znalezliSmy te prosta w ukfadzie
elipsy, jako prostag Pi Ci, a na niej szukany punkt Ni'. Prostej
Mi Ni odpowiada w uktadzie elipsy prosta Ps N i, przecinajgca
promien Mi W' w drugim szukanym punkcie, t. j. Ma'. Proste
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odnoszgce wyznaczg na rzucie pionowym stozka zgdane punkty
Mi" i Ni™.

d) Wykreslié¢ rzuty elipsy, wzdluz ktdérej piaszczyzna

p(/zp v$) przecina stozek, ktdrego podstawa (koto) lezy na
ptaszczyznie poziomej a (Rys. 408.), a wierzchotek na rzutni
poziomej. Krawedz p (p' pr/) ptaszczyzn a i p jest osig, a kra-
wedZz zi (A Zi") ptaszczyzny a i ptaszczyzny e, przechodzacej

Rys. 408.

przez wierzchotek W réwnolegle do ptaszczyzny P, osig wzajemng
kolineacyi, jaka zachodzi miedzy kotem ki (ki* ki") jako pod-
stawa, a elipsg k2 (/27 ki) jako przekrojem stozka. Srednice
sprzezone As Bi' i C/pi elipsy ki' i $rednice sprzezone
As* Bi" i cs* D/" elipsy ki, a takze i punkt Mi" znaj-
dziemy w ten sam sposéb, jak w Rys. 407.
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139. Kolowe przekroje stozka. Koto ki o $rodku O
(Rys. 409.) uwazajmy za $lad poziomy, a punkt W (W' W")
za wierzchotek stozka, przyczem niechaj prosta Oi W jest
rownolegtg do rzutni pionowej. Czolowa ptaszczyzna e, prze-
chodzaca przez prosta Oi W, dzieli stozek na dwie czesci,
symetryczne wzgledem tej ptaszczyzny i przecina go wzdhuz
tworzacych konturowych W Ai \ W Bi. Wykreslmy dwusieczng

a (a' a/f) tych tworzacych
i poprowadzmy przez nia
pionowo-rzucajgca ptasz-
czyzne @ (hep tfcp) i wy-
znaczmy tworzace Ci W
i Di W, wzdluz ktérych
ptaszczyzna ta przecina
stozek. Plaszczyzna o jest
drugg ptaszczyzng syme-
tryi naszego stozka.
Pionowo - rzucajaca
ptaszczyzna a (ha Va),
prostopadta do  prostej
a (a" a"), przetnie stozek
wzdtuz elipsy, ktérej srod-
kiem jest punkt przebicia
sie S (S' S") prostej a
z ptaszczyzng a. Osi AB
i CD tej elipsy leza na
prostych  przeciecia sie
ptaszczyzn e i @ z ptasz-
czyznag sieczng a. Czesé
powierzchni stozkowej, za-
warta miedzy przekrojem
ptaszczyzng a a wierz-
chotkiem, jest stozkiem prostym (ust. 134.). Wykresimy z punk-
tow Ai" i Bi" prostopadte do prostej a" i oznaczmy punkty
przeciecia sie ich z prostemi W' Bi""> wzglednie W™ Ai" lite-
rami A2" i B/". Polgczmy punkty A-i" i Bi" prosta, a przez
nig poprowadzmy pionowo-rzucajacg ptaszczyzne ty (h up).
Przekr6j stozka tg ptaszczyzng bedzie linig przystajgcg do
$ladu poziomego stozka, gdyz miedzy obu tymi przekrojami
zachodzi symetrya prostokgtna ze wzgledu na ptaszczyzne o
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jako ptaszczyzne symetryi. Przekro6j wiec stozka ptaszczyzng ¥
jest kotem. Kazda ptaszczyzna roéwnolegta do ~ przecina
stozek wzdtuz kota, podobnie jak ptaszczyzny poziome. W ten
sposéb wykazaliSmy, ze powierzchnie stozkowag prze-
cig¢ mozna dwoma uktadami ptaszczyzn réowno-
legtych wzdtuz koét.

Fakt istnienia dwoch uktadéw két na powierzchni stoz-
kowej rzedu drugiego, wyréznia jg od stozka obrotowego, na
ktorym znajduje sie tylko jeden uklad kot, a to mianowicie
na ptaszczyznach prostopadtych do osi tego stozka.

140. Przyktady przekrojow powierzchni stozkowyck
wzdtuz hiperbol.
a) Stozek obrotowy o osi pionowej (Rys. 410.) przecia

ptaszczyznag poziomo-
rzucajaca a (ha Va).
Ptaszczyzna e (he Ve),
przechodzgca przez oS
stozka  rownolegle do
ptaszczyzny siecznej,
przecina go wzdtuz two-
rzacych h (i t") i
k (h* U"™). Stad wiec,
ptaszczyzna sieczna a,
jako réwnolegta do tych
dwéch tworzacych stoz-
ka, przecina go wzdtuz
krzywej rzedu drugiego,
posiadajacej dwa punkty
niewtasciwe, a wiec
wzdtuz hiperboli. Ptasz-
czyzna @ L a przecina
te ostatnia w prostej
c (c" c"), astozek wzdhuz
tworzacych Pi WiRi W.
Punkty przeciecia sie
P2(P2P 2%i/?2 (R/R/")
tych tworzacych z pro-
stag ¢ sg punktami prze-
bicia sie tej prostej ze stozkiem, a zarazem wierzchotkami
hiperboli kz (ki* ki"). Srodek S2 odcinka P2 R2 jest $rodkiem
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hiperboli ki, $rodek Si" odcinka Pi" Ri" jest wiec wierzchot-
kiem hiperboli ki". Plaszczyzny vy i styczne do stozka
wzdtuz tworzacych o i ti, przecinajg ptaszczyzne a w prostych
a (&' Gy idi(di"di"), ktére sa réwnolegte do tworzacych
« i h, przechodza przez punkt Si i sa asymptotami hiper-
boli ki. Punkty przeciecia sie 1 i 2 $ladu ha z kotem ki sg
punktami hiperboli ki, ktérych dalsze punkty znajdziemy
w spos6b poznany w
ust. 121. pkL d. Ptasz-
czyzna a przecina ph
czotowa, przechodzacyg
przez o$ stozka, w pro-
stej pionowej, ktora
wyznacza na  two-
rzacych konturowych
punkty Ri (Ai" Ri")
i Bi (Bi" B>"). W punk-
tach tych styka sie
hiperbola z tworzacemi
konturowemi stozka.
b)
towy o0 osi pionowej
przecigé wzdtuz hi-
perboli ptaszczyznag,
nachylong do obu
rzutni (Rys. 411.) Przez
wierzchotek stozka po-
prowadzona ptaszczy-
zna e (he vo) prze-
cina go wzdluz two-
rzacych U (ti" ti™) i
ti (h* ti"); plaszczy-
zna a, réwnolegta do
ptaszczyzny e, przetnie stozek wzdluz hiperboli ki (ki' Ki™).
Ptaszczyzna q przechodzaca przez o$ stozka i prostopadia
do ptaszczyzny a, przecina stozek wzdtuz tworzacych Pi W
i Pi W, a plaszczyzne a w prostej ¢ (c" c"), ktéra jest, po-
dobnie jak w Rys. 410., osig symetryi krzywej przekroju.
W szczegélnosSci rzut poziomy c' jest osig symetryi prosto-
katnej, a wiec osig hiperboli ki®, prosta za$ c" osig symetryi
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ukosnej hiperboli W . Kierunek tej symetryi ukosnej jest
réwnoleglty do osi rzutéw X. Punkty przeciecia sie P2 (P2' Pa")
i Ri (R2"Ri") prostej ¢ (¢' ¢") z tworzacemi WPi i W Ri,
sq punktami hiperboli ki, przyczem punkty Pa' i Ri* sg wierz-
chotkami hiperboli k/. Rsymptoty hiperboli k2 (ki* k2") znaj-
dziemy przy pomocy zwigzkow kolineacyi, zachodzgcych miedzy
$ladem poziomym ki stozka, a jego przekrojem ptaszczyzng a.
Siad ha jest osig kolineacyi, $lad he osig wzajemna zi (po-
rownaj Rys. 359.*), a punkt W' S$rodkiem kolineacyi dwdch
uktadow ptaskich (pt. a i rzutni poziomej), zlgczonych zapo-
mocg rzutu prostokatnego na rzutni poziomej).

Stycznym ai i bi w punktach Ri i Bi kota ki odpowiedza
asymptoty s2' i W hiperboli ki*, przechodzace przez punkty
Ha i Hb réwnolegle do promieni \ i h'. Punkt ST, w ktérym
przecinajg sie asymptoly ai" i bi', jest $rodkiem hiperboli ki",
a punkt S2", lezacy na prostej ¢" i bedacy srodkiem odcinka

Pi" R2", $rodkiem hiperboli Kki". Z/lsymptoty ai" i bi" tej
ostatniej przechodza przez punkty Ha" i Hb", réownolegle do
ti" i ii". WykreSlmy jeszcze krawedz m (m*® m™) plaszczyzn

a iy, topunkty 3 (3" 3") i 4 (4" 4") — podobnie jak 1 (1 i)
i 2(2 2") — sa punktami hiperboli k2 (ki* ki"). Wykresliwszy
rzuty hiperboli k2, wyznaczymy jeszcze punkty stycznosci
hiperboli ki" z tworzacemi konturowemi stozka tak, jak to
uczyniliSmy w Rys. 406. Szukane punkty sg punktami przecie-
cia sie rzutu pionowego n", krawedzi n ptaszczyzn a i;t, z two-
rzacemi konturowemi stozka na rzutni pionowej. W naszym
przyktadzie ptaszczyzna ji przechodzi przez punkt 1, przez
ktory to punkt przejdzie tez i krawedz n. Wobec tego punkt 1"
jest jednym, a punkt N2" drugim punktem stycznosci hiper-
boli ki'* z zarysem stozka na rzutni pionowe;j.

Inne rozwigzanie powyzszego zadania polegatoby na
wprowadzeniu trzeciej rzutni, prostopadiej do ptaszczyzny
siecznej. Tym sposobem — podobnie jak w przypadku prze-
kroju stozka wzdtuz elipsy (Rys. 405.) — sprowadzilibySmy
zadanie do poprzedniego.

c) Nasrubek. Jako przyktad przekrojow stozka wzdtu
hiperbol postuzyé moze znany powszechnie element maszy-
nowy, nasrubek (Rys. 412), ktéry spotykamy wykonany
z zelaza, mosigdzu lub niklu. Geometrycznie wyobrazi¢ sobie
mozemy powstanie nasrubka w ten sposdb, ze dwa stozki
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obrotowe o wspoélnej kierownicy i o katach wierzchotkowych,
rownych 120°, przeciete sg szeScioma ptaszczyznami roéwno-
legtemi do osi stozka, a tworzgcemi umiarowy graniastostup
szescioscienny. Nastepnie stozki te ograniczono dwiema ptasz-
czyznami prostopadtemi do osi. Na Rys. 412, ktérego odczy-
tanie i odtworzenie przebiegu konstrukcyi pozostawiamy czy-
telnikowi, narysowaliSmy tez rzut uko$ny nasrubka, a to
dla < 9= 30° a dla stosunkéw skrécen X :y:z=/:x2: le

Rys. 412.

d) Stozek, ktdérego $lad poziomy ki jest elipsg, a ktér
ograniczony jest ponadto przekrojem poziomg ptaszczyzng vy,
przecig¢é wzdtuz hiperboli (Rys. 413.). Zadanie rozwiagzalismy
przy pomocy zwigzkow kolineacyi $rodkowej tak, jak Rys. 411.
Stycznym ai i bi do elipsy ki w punktach A i Bi, w ktérej
0$ wzajemna Zi = hz elipse te przecieta, odpowiadajg asymptoty
ai (as" ai') i bi (bi' bi") hiperboli przekroju ki (ki* ki"). Wy-
znaczmy S$rednice Mi Ni elipsy ki, sprzezong z kierunkiem
prostopadtym do osi x i $rednice M' N" elipsy ki, sprzezong
z tym samym kierunkiem, to prosta TTi = n jest krawedzig
ptaszczyzny siecznej a i ptaszczyzny, przechodzacej przez
Srednice M N i AfTiVi. Punkty Mi"™ i Ni", w ktérych prosta n"
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przecina proste Mi" M" i Ni" N", sg punktami stycznosci
hiperboli W z zarysem stozka na rzutni pionowej.

141 Przyktady przekrojéw powierzchni stozkowych
wzdtuz parabol.
a) Stozek obrotowy przecig¢ wzdtuz paraboli ptasz-

czyzng rzucajgcy. Ptaszczyzna sieczna musi byé réwnolegly
do jednej tworzacej stozka, a mianowicie do jednej z dwoch
tworzacych konturowych. W przypadku, przedstawionym na
Rys. 414., poprowadziliSmy ptaszczyzne sieczng a (ha va)
réwnolegle do tworzacej t (i* t"). Punkt A2 (Az' A2") jest
wierzchotkiem, a punkty Bi (Bi Bi") i Ci (Ci Ci") punktami
paraboli k2 (ki® ki'"). O$ s* paraboli ki* schodzi sie¢ z prostg f,
a dalsze punkty znajdziemy przy pomocy konstrukcyi, poznanej
w ust. 121. pkt f.

B artel, Geometrya wykreslna.

18
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b) Dany stozek obrotowy przecia¢ wzdiuz parabol
(Rys. 415.). Na stozku obierzemy tworzacg t (/' t") i wzdiluz
niej poprowadzimy plaszczyzne styczng S (he ve). Plasz-
czyzna a il € przetnie stozek wzdtuz paraboli. Przyjmijmy
trzecig rzutnie, prostopadta do ptaszczyzny € i wykresimy
trzeci rzut stozka i $lad ka ptaszczyzny siecznej. Tym spo-
sobem sprowadziliSmy zadanie do poprzedniego i przy pomocy
rzutu bocznego wyznaczyli wierzchotek As' i 0$ s' paraboli k/.

Przy pomocy prostej n (n' n"), obranej na ptaszczyznie @, otrzy-
mamy punkt Aa" (Rys. 415. nalezy uzupetni¢, dopisujac u dotu
litery A" liczbe 2), ktéry potaczony z Hs™ daje prostg s",
bedaca $rednica paraboli. Punkty Ci" i Di"" paraboli sg znane,
dalsze jej punkty otrzymamy przez zastosowanie konstrukcyi,
poznanej w ust. 121. Rys. 372. — uwzgledniajgc, ze prosta n"
jest styczng do paraboli w punkcie At".
c) Wyznaczy¢ przekro6j stozka, ktérego $lad poziom

jest elipsa, wzdtuz paraboli (Rys. 416.). Zadanie rozwigzaliSmy
przez zastosowanie kolineacyi $rodkowej, jaka tgczy $lad stozka
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z jego przekrojem. Najpierw przez przyjeta tworzaca /(/ 1) stozka
poprowadzilismy do niego plaszczyzne styczng e (he Ve),
a do niej ptaszczyzne
rownoleglta o« (ha Da).
Slad na jest osig koli-
neacyi, $lad ne 0sig wza- v
jemna, a punkt W* $rod-
kiem kolineacyi. Stycz-

nej ai do elipsy ki w
punkcie Ai odpowiada
styczna Sh! do para-

boli ki w punkcie JW.
Dowolnej ilosci punk-
téw elipsy ki podpo-
rzadkujemy punkty pa-
raboli k/, a te, przenie-
sione na rzutnie pio-
nowa, sa punktami pa-
raboli ki™.

142. O rozwijaniu
powierzchni stozko-
wych i walcowych n?
ptaszczyznie.  Wspo-
mnieliSmy w ust. 125,
ze powierzchnie stozkowe i walcowe nalezg do grupy powierzchni
rozwijalnych na ptaszczyznie. W tern miejscu zajmiemy sie kon-
strukcyjnem rozwigzaniem tego zadania, przyczem odnosnie

do powierzchni
stozkowych, o-
graniczymy sie
jedynie do stoz-
ka obrotowego.
a) Stozek
obrotowy. Roz-
winiecie  stoz-
ka obrotowego
(Rys. 417.) jest
wycinkiem ko-
ta, zakreslonego
promieniem
Rys. 417. 18*

Rys. 416.
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rownym dtugosci tworzacej stozka. Ditugos$é tuku kota réwna
jest ditugosci obwodu kota k, ktére stanowi podstawe stozka.
Podzieliwszy wiec ¢wiartke A B kota k np. na cztery réwne
czesci, przeniesiemy je na kolo zakreSlone promieniem /

a otrzymany tam tuk A B przeniesiemy jeszcze trzykrotnie.
Tak tedy otrzymamy w przyblizeniu
A~-B+ B~C+ CD + D/l= AA = 21n.
b) Walec obrotowy. Rozwiniecie tego walca (Rys. 418.)
bedzie prostokgtem, ktérego podstawa C C réwna jest obwo-

dowi kota. Poniewaz jednak ludolfiny jg jako liczby przestepnie
niewymiernej, rysunkowo, przy pomocy linii i cyrkla, otrzy-
mac¢ nie mozemy, wiec dlugos¢ odcinka C C moze by¢ tylko
w przyblizeniu réwnag obwodowi kota k. Jednym z naj-
bardziej znanych i powszechnie, w obcej literaturze, cytowanych
sposobow przyblizonego rozwiniecia kota (t. zw. kwa-
dratury kota), jest konstrukcya podana w r. 1685. przez
polskiego jezuite Kochmanskiego. W punkcie D kreslimy
styczng do kota, a ze srodka S prostg S A, zawierajagcg z pro-
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mieniem SD kat 30°. Od punktu A odmierzymy odcinek
A B = 3r, to odcinek BC réwny jest w przyblizeniu potowie
obwodu kota. W istocie bowiem:

CB2=CD2+ (3r —r tg30°)2 a poniewaz

tg30° = a CD = 2r, wiec:

a zatem:
CB=r V §Q ™~ n =r.31415333.

Liczba jt= 1415916; bitad wiec dla p6t obwodu wynosi
0’0000583 r; (dla Srednicy 2r = 1 meter otrzymamy btad wy-
noszacy 006 milimetra). *

c) Walec eliptyczny. Przyjmijmy walec eliptyczny,
rego Slad poziomy jest kolem (Rys. 419.) i rozwihmy go na
ptaszczyZznie. W tym celu obierzemy nowg ptaszczyzne rzutow,
prostopadtg do poziomej, a réwnolegta do tworzacych walca
i wykreslimy trzeci rzut walca. Nastepnie przyjmiemy ptasz-
czyzne « (ha Va ka), prostopadta do tworzacych walca i wy-
znaczymy przekréj ki (ki* ki ki™). Z kolei wykonamy kiad
ptaszczyzny a wraz z elipsg ki na rzutnie poziomg, a podzie-
liwszy koto podstawy walca na pewng ilos¢ réwnych czesci,
wykres$limy rzut poziomy i boczny tworzacych walca, prze-
chodzacych przez punkty podziatu. Najpierw rozwiniemy
elipse kiQ W tym celu obierzemy na prostej m punkt Bi,
ktory odpowiada punktowi Bi0 elipsy ki0, a nastepnie uwa-
zajac trzy czesci tuku BiO Di0 elipsy kiO za odcinki linii
prostej, przeniesiemy je na prostg m. Tym sposobem otrzy-
mamy punkt Di, a przez dalsze odnoszenie tukow elipsy
punkty Ai, Ci i Bi, odpowiadajace wierzchotkom elipsy kiQ
Odcinek Bi Bi prostej m réwny jest w przyblizeniu
obwodowi elipsy ki0. Na prostopadtych, wykreslonych w punk-
tach podzialu odcinka Bi Bi, odmierzymy dlugosci tworzacych
walca, zawartych miedzy rzutnig poziomg a plaszczyzng a.
Prawdziwe diugosci tych tworzacych wystepuja w rzucie
bocznym i w tym jedynie celu rzut ten wykreslilismy. Odmie-

rzymy wiec B Bi" = BBi,.D"™ Di"'= DDi,. A"AI"" —
=AAI, =77, 2mi7;7r=2//, C*"'Ci"" =CCi,..iB""Bi"—

=B Bi. Otrzymane tym sposobem punkty potagczymy linig

kto-
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ciggta, ktora jest przeksztatcong kota, stanowigcego pod-
stawe walca, a ktorej dtugos¢ réwna jest w przyblizeniu
obwodowi tego kota. Cze$¢ ptaszczyzny, ograniczonej odcin-
kami B Bi, B1B1, B Bi i liniag krzywa BD A CB, stanowi
rozwiniecie walca, ograniczonego przekrojem normalnym
ptaszczyzng a i jego $ladem na rzutni poziomej.

Rys. 419.

143. O linii Srubowej. Przyjmijmy walec obrotowy o osi
pionowej (Rys. 420.), a na nim dowolng tworzacg. Wyobrazmy
sobie, ze tworzaca ta obraca sie okoto osi walca ruchem jedno-
stajnym, a réwnoczesnie przyjety na tej tworzgcej punkt po-
rusza sie po niej réwniez ruchem jednostajnym. Aby wykresli¢
droge wypadkowg poruszajgcego sie punktu, podzielmy pod-
stawe walca na dwanascie rownych czesci. Punkty podziatu
oznacza¢ beda rzuty poziome poszczegoélnych potozen poru-
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szajgcej sie tworzacej, ktéra w jednostce czasu obrécita sie
0 x12 cze$¢ kata pelnego. RoOwnoczeSnie poruszajgcy sie na
tworzacej punkt odbyt w jednostce
czasu droge i zajgt polozenie
1{V 1"). W nastepnych jednost-
kach czasu punkt poruszajacy sie
ruchem jednostajnym na two-
rzacej, obracajacej sie okolo
osi a, zajmie potozenie 2 (2" 2"),
3 (T 3").... 12 (12 12'). Two-
rzagca wroécita w potozenie, z kto-
rego wyszta, punkt wznidst sie
0 odlegtos¢ k od rzutni poziomej
1 zakreslit na walcu linig, ktorg
nazywamy linig S$Srubowgj.
Wysoko$¢ k nazywamy Kkro-
kiem linii Srubowej.
Kat, jaki zawiera styczna
w pewnym punkcie linii Srubowej
z ptaszczyzng poziomg, nazywamy
nachyleniem tej linii. Z okre$lenia
linii srubowej wynika, ze nachy-
lenie jej jest state, t zn, ze
styczne we wszystkich jej punk- Rys. 420.
tach zawierajg z ptaszczyzng po-
ziomg ten sam kat. Jest rzecza zrozumiatg, ze im wiekszy jest
krok linii Srubowej, przy statej srednicy walca, tern wieksze
jest jej nachylenie.

§ 13. POWIERZCHNIE OBROTOWE

144, Tworzenie i podziat powierzchni obrotowych. Jezel
linia ptaska lub skosna obraca sie okoto statej prostej a, to
powstata w ten sposéb powierzchnia nazywa sie powierz-
chnig obrotowa. Linia, przez obr6t ktérej powstata po-
wierzchnia, jest tworzgcg tej powierzchni, za$ prosta a
jej osia (Rys. 421.). Kazdy punkt tworzacej opisuje podczas
obrotu koto, ktérego S$rodek lezy na osi a, a ktérego ptasz-
czyzna jest do tej osi prostopadts. Koto takie nazywamy
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rownoleznikiem powierzchni obrotowej. Najwiekszy row-
noleznik nazywa sie réwnikiem, najmniejszy kotem
szyjnem. Jezeli wmiejsce danej tworzacej powierzchni obro-
towej, przyjmiemy inng krzywa, przecina-
jaca wszystkie réwnolezniki powierzchni, to
przez obr6t tej nowej tworzacej powstanie
ta sama powierzchnia obrotowa. W szcze-
g6lnosci przyjaé mozna, jako tworzaca,
krzywa, wzdtuz ktérej ptaszczyzna przecho-
dzaca przez oS, przecina powierzchnie. Taka
tworzacg nazywamy potudnikiem po-
wierzchni, a ptaszczyzne, na ktorej lezy
Rys. 421. potudnik, pt. potudnikowa. Wszystkie po-
tudniki sg liniami przystajgcemi, dla ktorych
0$ a jest osig symetryi prostokatne;.

Jezeli potudnik powierzchni obrotowej jest linig prosta,
to powierzchnia jest prostoliniowa (prostokresing); gdy
potudnik jest linig krzywa, to otrzymana powierzchnia jest
krzywoliniowa, albo, jak jg tez nazywamy, krzywo-
kre$ilna

Prostoliniowe powierzchnie obrotowe dadzg sie podzielié
na trzy grupy:

a) Jezeli prosta / jako tworzaca powierzchnig, przecina os,
to otrzymujemy poznany juz wust. 125. stozek obrotowy.
(Rys. 422 a). Punkt W, w ktérym tworzaca przecina o0$ a,
nazywamy wierzchotkiem stozka. Kazda ptaszczyzna, przecho-
dzaca przez o$ stozka (pt. potudnikowa), przecina go wzdtuz
dwdch prostych, stanowigcych potudnik
stozka. Kat, jaki tworza ze soba te dwie
proste, nazywamy kagtem wierzchot-
kowym stozka.

b) Jezeli linia prosta t, bedaca two-
rzacg powierzchni obrotowej, jest rowno-
legla do osi a (Rys. 422 b), to otrzymu-
jemy walec obrotowy. Podobnie jak
przy stozku obrotowym, kazdy punkt two-
rzacej walca obrotowego opisuje koto na Rys. 422 a—b.
ptaszczyznie prostopadiej do osi, a walec
rozcigga sie — tak jak stozek — nieograniczenie daleko.
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C) Jezeli prosta tworzaca i 0$ powierzchni obrotowej
potozenie skosne, to otrzymana powierzchnia nosi nazwe
skosnej hiperboloidy obrotowej (Rys. 423.). Kazdy
punkt poruszajgcej sie tworzacej opisuje koto na ptaszczyznie
prostopadtej do osi. Koto, opisane przez punkt
tworzacej, ktérego odlegtos¢ od osi jest najmnigj-
sza, czyli koto zakreSlone promieniem réwnym
odlegtosci osi i prostej tworzacej, nazywa sie
kotem szyjnem hiperboloidy. Hiperboloida
obrotowa jest powierzchnig symetryczng wzgle-
dem kazdej ptaszczyzny, przechodzacej przez
jej 08, a nadto wzgledem ptaszczyzny kota
szyjnego, ktérego promienn jest najmniejszy ze
wszystkich promieni koét, lezacych na tej po-
wierzchni. Rys. 423,

Powstanie hiperboloidy obrotowej przed-
stawi¢ sobie mozna zapomocg modelu, ktéry czytelnik z ta-
twoscia wykona. Wezmy pod uwage dwa pierscienie jedna-
kowej wielkos$ci, a wywierciwszy w kazdym z nich jednakowa
ilo§¢ otwordw, potaczmy je nitkami tak, abysmy otrzymali
pek tworzacych walca obrotowego (Rys. 424a.). Wzigwszy tak

wykonany model w rece, skre¢my
oba pierscienie w odwrotnych
kierunkach, zachowujac réwno-
legto$¢ ich potozen (Rys. 424 b.).
Tworzgce walca przejdg w two-
rzgce hiperboloidy, a im bardziej
skreca¢ bedziemy pierscienie, tern
mniejszem bedzie kolo szyjne,
az w przypadku granicznym, gdy
odlegtos¢ tworzacych od osi a sta-
nie sie rowng zeru, koto szyjne zre-
dukuje sie do punktu, a hiperbo-
loida przejdzie w stozek obrotowy.

Powierzchnie obrotowe, ktére nie dadza sie utworzy¢ przez
obrét linii prostej okoto osi, nalezg do grupy powierzchni
krzywoliniowych (krzywokre$lnych). Przyklady takich
powierzchni widzimy na Rys. 425. W szczeg6lnosci przez obrot
kota okoto $rednicy, jako osi, powstaje kula (Rys. 425 a.);
elipsa, obracajgca sie okoto osi wiekszej, zakresla elipsoide

maje
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wydtuzong (Rys. 425Db.), obrot elipsy okoto osi matej daje

elipsoide obrotowg sptaszczong, zwang tez sferoi-

da (Rys. 425c¢c.).

Parabola, obraca-

jaca sie okoto osi,

zakreSla para-

faoloide obro-

towg (Rys. 425d.);

hiperbola, obraca-

jaca sie okoto osi,

ktéra jg przecina

(t. zw. osi ,rze-

czywistej”), stwa-

rza hiperboloi-

de dwupowto-

ko wag (Rys. 425¢e.).

Jezeli hiperbola o-

braca sie okoto

swej drugiej osi,

Rys. 425 a—!. t. zw. osi ,urojo-

nej“, to otrzymu-

jemy hiperboloide obrotowg jednopowiltokowa

(Rys. 425 1)), identyczng z tg, ktérg otrzymaliSmy przez obrot
prostej skosnej wzgledem osi.

145, Plaszczyzny styczne do powierzchni obrotowyct
Obierzmy na powierzchni obrotowej (Rys. 426.) potudnik p,
a na nim punkt R. Plaszczyzna, przechodzaca przez punkt R
prostopadle do osi powierzchni, przetnie jg wzdluz réwno-
leznika r. Plaszczyzna potudnika i ptaszczyzna rownika sg
do siebie prostopadte, gdyz ta ostatnia jest prostopadia do
osi a powierzchni, lezacej na ptaszczyznie pierwszej. Styczna si
w punkcie R do réwnoleznika r, jako prostopadia do dwoch
prostych, lezacych na ptaszczyZnie potudnika, a mianowicie
do prostej OR i a, jest prostopadts do ptaszczyzny tego po-
tudnika. W nastepstwie tego kazda ptaszczyzna, przechodzaca
przez prostg sSi, jest prostopadig do ptaszczyzny potudnika p.
PoprowadZzmy w punkcie R styczng S2 do potudnika p, to
ptaszczyzne wyznaczong prostemi Si i Sz okre$lamy mianem
ptaszczyzny stycznej do powierzchni obrotowej w punkcie R,
(poréwnaj ust. 126.). Poniewaz kazda ptaszczyzna, przechodzaca
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przez prosta Si, jest prostopadts do ptaszczyzny potudnika,
wiec takze i ptaszczyzna styczna a= (si, S2) jest prostopadia
do tego potudnika.

Poprowadzmy w punkcie A normalng do powierzchni
(ust. 126.), to poniewaz, wedtug okreslenia, normalna w pewnym
punkcie powierzchni jest prostopadta do ptaszczyzny stycznej
W jej punkcie stycznosci, a ptaszczyzna styczna jest prosto-
padlg do ptaszczyzny potudnika, wiec normalna do powierzchni
obrotowej lezy na ptaszczyznie potudnika i przecina 0$ po-
wierzchni. Oczywiscie, ze styczna S2, lezaca na ptlaszczyznie
potudnika, przecina o$ powierzchni
w punkcie, a punkt ten oznaczylismy
literg B. Gdy punkt A opisuje koto
réownoleznikowe, to styczna Sz two-
rzy stozek obrotowy, o wierzchotku B,
czyli: styczne, poprowadzo-
ne do potudnikéw w punk-
tach tego samego rowno-
leznika, przecinajg o$ w je-
dnym punkcie. Stad wynika
bezposrednio, ze ptaszczyzny styczne,
poprowadzone w punktach, ktére lezg
na jednym réwnolezniku, przecinajg
0$ powierzchni obrotowej w jednym
punkcie. Jesli réwnoleznik jest rowni-
kiem albo kotem szyjnem, to styczne,

a wiec takze i ptaszczyzny styczne, poprowadzone w ich
punktach do potudnikéw, sg réwnolegte do osi.

Kazda z ptaszczyzn stycznych do powierzchni, w punk-
tach tego samego potudnika, zawiera styczng do réwnoleznika,
przechodzacego przez kazdy z tych punktéw, podobnie jak
ptaszczyzna styczna w punkcie A (Rys. 426.) zawiera styczng si.
Kazda z tych stycznych jest prostopadia do ptaszczyzny po-
tudnika, podobnie jak ptaszczyzny styczne do powierzchni,
przechodzgce przez owe styczne. Wszystkie te proste styczne
(prosta Si w Rys. 426.) sg tworzacemi walca opisanego
na powierzchni obrotowej wzdtuz potudnika. R zatem: ptasz-
czyzny styczne do powierzchni obrotowej
w punktachtego samego potudnika, powtéc zag
walec opisany na tej powierzchni. Tworzace tego
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walca sg prostopadite do ptaszczyzny potudnika. | odwrotnie:
walec, ktérego tworzace sg prostopadie w punktach potudnika
do ptaszczyzny tego potudnika, styka sie z powierzchnig obro-
towg wzdtuz tego potudnika.

146. O zarysach powierzchni obrotowych. Przyjmijm
dowolng powierzchnie obrotowa O i zewnatrz niej punkt 0
(Rys. 427.), ktory uwazajmy za $rodek rzutéw (ust. 8.).
Miejscem geometrycznem punk-
tbw  stycznosci  ptaszczyzn,
wzglednie prostych stycznych,
poprowadzonych do danej po-
wierzchni przez punkt O, jest
linia k, stanowigca granice cze-
sci  widocznej i niewidocznej
naszej powierzchni, jesli w
srodku rzutow wyobrazimy so-
bie umieszczone oko obserwa-
tora. Linia k stanowi t. zw. z a-
rys albo kontur istotny
powierzchni obrotowej, w od-
niesieniu do punktu O. Wszystkie plaszczyzny, wzglednie
proste styczne do powierzchni, przechodzace przez punkt O,
powtbdcza, wzglednie utworzg, stozek opisany na powierzchni,
a stad zarys jej okresli¢ mozna jako linie stycznosci k stozka
opisanego na powierzchni z danego punktu, ktéry jest srodkiem
rzutu, a zarazem wierzchotkiem stozka.

Zarys powierzchni zmie-
nia sie ze stanowiskiem obser-
watora. Jezeli oko jego znajduje
sie nieograniczenie daleko, to
promienie widzenia sg do sie-
bie roéwnolegte, a stozek opi-
sany na powierzchni przejdzie
w walec (Rys. 428.), ktdrego
tworzace sg roéwnolegte do da-
nego kierunku /

Przekroj stozka, wzglednie
walca, opisanego na powierzchni
i stykajgcego sie z nig wzdluz zarysu istotnego — dowolng
ptaszczyzng, nazywamy zarysem tej powierzchni na owej

Rys. 427.
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ptaszczyznie. Tak wiec krzywa k' w Rys. 427. i 428. jest za-
rysem powierzchni O na ptaszczyznie e Je-
zeliby ptaszczyzna e byla prostopadty do tworzacych walca,
opisanego na powierzchni O i réwnocze$nie rzutnig pozioma,
to linia k' stanowitaby zarys tej powierzchni na rzutni po-
ziomej, czyli wyrazajac sie krétko, jej rzut poziomy.
Podobnie zarysem powierzchni na rzutni pionowej, wzglednie
jef rzutem pionowym, nazywa¢ bedziemy przeciecie
walca opisanego na powierzchni, gdy kierunek tworzgcych
walca jest prostopadly do rzutni pionowej, z tg rzutnig.

147. Przedstawienie powierzchni obrotowych w rzutach
prostokatnych. Dla uzyskania przejrzystosci i plastyki ry-
sunku, nadajemy powierzchniom, podobnie jak i wieloScianom,
podktad materyalny i przyjmujemy, ze ksztatt badanych po-
wierzchni nadaliSmy materyi nieprzezroczystej. Przy takiem
zatozeniu mowi¢é mozemy o czesciach widocznych i niewi-
docznych powierzchni, na ktére patrzymy z punktu nieograni-
czenie dalekiego. W szczegOlnosci na rzut poziomy patrzymy
Zz gory, na rzut pionowy z przodu, a na rzut boczny w Kie-
runku rownolegtym do osi rzutow x. Cze$¢ powierzchni wi-
dzianej z przodu nie pokrywa sie bynajmniej z czeScig wi-
dziang z go6ry lub z boku, a granica miedzy czescig widoczng
a niewidoczng powierzchni — przy rozmaitych kierunkach
patrzenia— nosi nazwe zarysu istotnego powierzchni.
Linia zarysu powierzchni zalezna jest od kierunku rzutow
(kierunku patrzenia, wzglednie stanowiska obserwatora), wzgle-
dnie od potozenia powierzchni.

Rzut cechowany, wzglednie rzuty prostokatne na dwie
ptaszczyzny, osi i tworzacej powierzchni obrotowej, wyznaczajg
w sposOb jednoznaczny potozenie tej powierzchni i jg sama.
Z reguty wyznaczamy jednak powierzchnie obrotowe zapomocg
jej zaryséw na kazdej z ptaszczyzn rzutéw, a taki sposob
przedstawiania powierzchni pozwala okresli¢ na pierwszy rzut
oka jej rodzaj i ufatwia dziatania konstrukcyjne. Zarys po-
wierzchni obrotowej o osi pionowej na rzutni pionowej jest
rzutem pionowym jej potudnika, ktorego ptaszczyzna jest
réownolegta do rzutni pionowej. Poludnik ten nazywamy p o-
tudnikiem gtéwnym. Zarys powierzchni obrotowej o osi
pionowej na rzutni poziomej jest kotem, wzglednie pekiem
kot wspotsrodkowych. Najwigksze z tych kot jest rzutem po-
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zi.omym r(’)wni.ka, najmniej.sze, rzutem pozi.omym kota szyj-
nego, a pozostate rzutami charakterystycznych réwnoleznikéw.

Rys. 429 a—i. podaje
rzuty prostokatne a)
kuli, b) elipsoidy wy-
dtuzonej, c) sptaszczo-
nej, d) hiperboloidy
jednopowtokowej
(skoénej), e) hiperbo-
loidy dwupowitokowvej
i f) paraboloidy obro-
towej. Dla catosci po-
wtarzamy wtern miej-
scu rzuty stozka i
walca obrotowego o
osiach pionowych
(Rys. 430 a—b). Two-
rzace h (// U") i
U (h* h") stanowig
potudnik gtowny tych
powierzchni.

148.
wpisanych w stozek
i walec obrotowy.
Wezmy pod uwage
stozek obrotowy, o0 osi

pionowej a (a" a") i wierzchotku W (W' W") —Rys. 431. —
i poprowadzmy w dowolnie przyjetym punkcie A (A' A")

tworzacej ti (/T U"™), prosta
prostopadta do niej, a prze-
cinajagcg o$ stozka w punk-
cie Wi (WV Wi"). Obierz-
my na prostej a" dowolny
punkt Wi" i zakre$lmy ko-
fo k" styczne do prostych ti"
ih". Wyobrazmy sobie, ze pro-
stap{p'p") i kotok (k'k") o
brdca sie okoto osi stozka. Pro-
sta p zakresli stozek obrotowy
o wierzchotku Wi (WT Wi"),

Rys 30 a—h.



148. O KULACH WPISANYCH W STOZEK | WALEC OBROTOWY 287

a koto k kule o srodku wi (Wi' Wi"). Punkt A (A' A") opisze
podczas tego obrotu koto, bedace rdéwnoleznikiem obu stozkéw

i kuli. Stozek o wierzchotku Wi, kt6-
rego kazda tworzaca jest prostopadig do
odpowiedniej tworzgcej stozka o wierz-
chotku w, nazywa¢ bedziemy stozkiem
normalnym. W ten sposéb kazdy
stozek obrotowy ma dowolng ilos¢
stozkéw normalnych i dowolng ilos¢
kul wpisanych w siebie. Wynika stad
dalej, ze z dowolnego punktu opisaé
mozna na danej kuli jeden stozek obro-
towy, ktéry posiada z kulg jedno koto
wspolne. Srodek kuli, potaczony z wierz-
chotkiem stozka, jest osig tego stozka.
Z punktu niewlasciwego przestrzeni,
a wiec rownolegle do danego kierunku,
opisa¢ mozna na danej kuli walec,
majacy z kulg jedno koto wspdlne.
Walec ten jest walcem obrotowym,
0 osi przechodzacej przez srodek kuli.

Rozumowanie powyzsze umozliwi

Rys. 431.

wykreslenie rzutéw stozka obrotowego i walca obrotowego,
ktérych osi majag dowolne potozenie w przestrzeni. Jezeli

Rys. 432.

0o$ a (a' al") stozka i jego wierzcho-
ek W {W' W") sg dane (Rys. 432)),
to na osi przyjmiemy dowolny punkt
S {§" S"), ktéry uwaza¢ bedziemy za
Srodek kuli. Wykresliwszy rzuty tej
kuli, poprowadzimy styczne ', t/ do
kota r* i styczne h", U" do kota p".
Styczne te stanowig rzuty stozka obro-
towego, opisanego na przyjetej kuli
z punktu W. Styczne do rzutéw kuli,
rownolegte do danego kierunku (Rys.
433.), wyznaczajg zarysy walca obro-
towego na plaszczyznach rzutéw.

Jak kazda powierzchnia obrotowa,
posiada i stozek obrotowy dowolna,
nieograniczong ilo$¢ ptaszczyzn sy-
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metryi prostokatnej, przechodzacych przez o$ tej powierzchni,
w odréznieniu od powierzchni stozkowej rzedu drugiego, ktdra
posiada tych ptaszczyzn symetryi tylko trzy (ust. 133.). Moznos¢
wpisania w stozek”obrotowy dowolnej ilosci kul, ktérych srodki
leza na osi tego stozka, stanowi

dalsza wiasciwos¢ stozka obroto-

wego, wyrozniajgca go od o0golnej

powierzchni stozkowej rzedu dru-

giego. Mozemy wiec przyja¢ naste-

pujace okreslenie: powierzchnia

stozkowa rzedu drugiego,

w ktérg wpisaé¢ mozna kule,

jest stozkiem obrotowym.

Walec obrotowy posiada réwniez

nieograniczong ilos¢ ptaszczyzn sy-

metryi prostokatnej, przechodzacych

przez jego 0$, a to wiasnie wyrdznia

go od walca eliptycznego, hiperbo-

licznego i parabolicznego. Walce
bowiem eliptyczne i hiperboliczne
Rys. 433. posiadajg po dwie ptaszczyzny sy-

metryi prostokatnej, a walec para-
boliczny tylko jedng. Zresztag podobnie jak dla stozka obro-
towego — powierzchnia walcowa rzedu drugiego,
w ktorg wpisa¢é mozna kule, jest walcem obro-

towym.
149. Zadania.
a) Wykres$li¢ rzuty walca obrotowego, ograniczonegt

dwoma przekrojami prostopadtymi do osi. Potozenie osi
m (m' m"), promied r i wysokos¢ walca, ktéry opiera sie
jednym punktem o0 rzutnie pozioma, sg dane. (Rys. 434.).
Przyjgwszy trzecig ptaszczyzne rzutdw, pionowg i réwnolegly
do danej osi m (m* m"), wyznaczmy rzutboczny m"" tej osi.
Rzuty poziome, pionowe i boczne tworzacych konturowych
walca tworza pary prostych réwnolegtych do m*, m” i m
i oddalonych od nich o dany promieAn r walca. Prosta t
przecina o§ y — y w punkcie Ai"™. Odcinek Ai" Bi'" = 2r
i prostopadty do m"' jest rzutem bocznym kota Ki, leza-
cego na plaszczyznie prostopadlej do osi, a ograniczajgcego
walec.
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Wyznaczenie rzutu poziomego Ki* i pionowego ki kota ki
nie wymaga zadnych szczeg6lnych wyjasnien, podobnie jak
wyznaczenie rzutéw
drugiego kota prze-
kroju ki (/2r
znajdujacego sie w
danej odlegtosci od
przekroju ku

Podobnie jak w
rzucie poziomym, od-
cinek Ci Di’ m'
jest osig elipsy ki,

a jego punkty kon-
cowe sa punktami
stycznosci rzutéw po-
ziomych tworzacych
konturowych walca—
takodcinek T W 1 m"
jest osig elipsy Kki",
apunkty 7" i lI" punk-
tami stycznos$ci rzu-
téw pionowych two-
rzacych konturowych.

b) Wykreslic
rzuty stozka obro-
towego, ograniczo-
nego ptaszczyzng
prostopadtg do osi,
ktérego potozenie osi
a(a"a"), wierzchotka
W(W* W") kat wierz-
chotkowy @i wyso-
kos¢ w sg dane (Rys.

435.). Podobnie jak w

zadaniu poprzedniem,

przyjmiemy trzecig

rzutnie, rownolegta do Rys. 434,

osi stozka, a wyzna-

czywszy rzut al!" tej osi, wykreslimy rzut boczny W"* A"' B
stozka, przyczem A" W' B"™ = & g a W™ S"r

Bartel, Geometrya wykreilna.

=W
19
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Koto, ktérego $rodek O"' przyjeliSmy dowolnie na a'", styczne
w punktach V" i VI" do prostych W" i h'", jest rzutem
bocznym kuli wpisanej w stozek obrotowy o wierzchotku W.
Wykresliwszy rzut poziomy i pionowy tej kuli, a nastepnie

Rys. 435.

z punktow W' i W' styczne U i W, U" i U" do tych rzutow,
otrzymamy rzuty tworzgcych konturowych naszego stozka.
Z kolei wykreslimy rzuty k' i k", a wreszcie wyznaczymy
punkty stycznosci I*, 2! i 3", 4" prostych h', Wi h", U"
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z otrzymanemi elipsami. Punkty te otrzymamy w sposob
podany w ust. 98., albo — jak na rys. 435. — w sposOb nastepu-
jacy: Wykreslmy rzut boczny r"" réwnika kuli i rzuty boczne

1" = U™ punktéow stycznosci /i 1L Prosta W™ I'"" = W™ [I""
jest rzutem, bocznym tworzacych ti i h stozka,
a punkt I'" = 2"" przeciecia sie jej z prostg

R!" B"" jest rzutem bocznym punktéw 1 i 2,
ktérych rzuty poziome V i 2' szukamy. W ana-
logiczny spos6b znajdziemy punkty 3" i 4".
Na rzucie poziomym p*, potudnika p kuli, znaj-
dziemy punkty 1" i V', tgczymy je z W,
a punkty 3" i4', w ktérych otrzymane proste W
i U przecinajg elipse k*, odniesiemy na elipse k™,
jako punkty 3" i 4".
150. Punktu na powierzchni obrotowej.
i\by obra¢ punkt na powierzchni obrotowej,
obieramy na niej jakag$ linie, a punkt na tej
ostatniej przyjety lezy na powierzchni. Kilka
przyktadéw sprawe wyjasni.
a) Punkt P (P'P") na kuli (Rys. 436 a.)
obralisSmy, przyjgwszy poprzednio réwnoleznik
r (r'r"), lezacy na plaszczyznie poziomej P
b) Na elipsoidzie obrotowej (Rys. 436 b.)
obraliSmy P za posrednictwem potudnika p. Wy-
kresliwszy rzut poziomy p° tego potudnika,
przyjelismy na nim punkt P*, jako rzut po-
ziomy szukanego punktu, hby
unikna¢ kredlenia rzutu pio-  Rys 436 a—b.
nowego potudnika, obroémy
go wraz z punktem P okolo osi powierzchni,
az zejdzie sie z potudnikiem gtdwnym.
Punkt P zajmie po tym obrocie potozenie
Pi (Pi' Pi"). Wréémy nastepnie z potudni-
kiem na ptaszczyzne € (he ve), to punkt Pi
obréci sie okoto osi a elipsoidy na plaszczy-
znie rownoleznikowej p. Punkt P, w ktorym
prosta odnoszgca punkt P' przetnie Slad Dp
jest rzutem pionowym punktu P.
C) Punkt na stozku obrotowym (Rys’
Rys. 437. 437.) obra¢ mozna badz to za posrednictwem
19*
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przyjetej na nim tworzacej t(/ t badZz tez zapomoca obra-
nego na nim réwnoleznika r (r' r").
151. Plaszczyzna styczna do powierzchni obrotowe
w danym punkcie. Wiemy z ust. 145., ze ptaszczyzna styczna
w danym punkcie powierzchni obrotowe] jest wyznaczong
stycznemi do potudnika i rébwnoleznika, ktére przechodzg przez
punkt styczno$ci. Sprawa zatem przeprowadzenia ptaszczyzny
stycznej w pewnym punkcie powierzchni obrotowej sprowadza
sie do wyznaczenia owych dwdch stycznych.
Aby w punkcie A (A" A") powierzchni obrotowej, przed-
stawionej na Rys. 438., poprowadzi¢ plaszczyzne styczng, wy-
kreslimy w tym punkcie
styczng si (s/ Si") do row-
noleznika r (r' r"), a na-
stepnie styczng S (&' &")
do potudnika p, przecho-
dzacego przez ten punkt.
Rzut poziomy s:* stycz-
nej Sz schodzi sie z rzutem
poziomym tego potudnika;
rzut pionowy S:* znajdzie-
my w spos6b nastepujacy:
Punkt A obr6cimy okoto
osi a (a' a") na potudnik
gtdwny i w otrzymanym tam
punkcie A\ (Ai* Ai") popro-
wadzimy styczng ss (S3' Ss")
do tego potudnika. Punkt
B (B'"B"), w ktérym stycz-
na S3 przecina o$ a, potacz-
my z punktem A (A" A"),
to prosta S2 (S2' S2") jest styczng do potudnika p w punkcie A.
Gdyby punkt B" nie lezat w obrebie ptaszczyzny rysunkowej,
to obrotu wstecznego prostej S dokonamy w ten sposob, ze
jej ‘slad poziomy H3 obrécimy w potozenie H2 (H2 H:2"), za-
kreslajac tuk promieniem a' H3 i otrzymany tym sposobem
. punkt Hi” potagczymy z punktem A”. Proste Si (Si' Si")
i S2 (S2' 2") wyznaczajg plaszczyzne styczng do powierzchni
obrotowej w punkcie A (A" A”).
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Uwazajgc punkt B (B" B'") za wierzchotek, a réwnoleznik
r (r' r') za kierownice stozka obrotowego, widzimy, ze ptasz-
czyzna styczna w punkcie R do powierzchni obrotowej, jest
rownoczesnie plaszczyznag styczng do stozka obrotowego, opi-
sanego na tej powierzchni wzdtuz jej réwnoleznika, przecho-
dzagcego przez ten punkt.

Rys. 439.*
152. Zadania.
a) Na danym czworoscianie R B C D opisa¢ kule
(Rys. 439%).

Sze$¢ ptaszczyzn prostopadtych w punktach srodkowych
szesciu  krawedzi czworosScianu przecina sie w jednym
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punkcie, ktéry jest rowno oddalony od czterech wierzchotkéw
tego czworoscianu, a wiec jest srodkiem kuli opisanej na nim.
Celem wyznaczenia tego $rodka wystarczy poprowadzi¢ ptasz-
czyzny prostopadte do trzech Kkrawedzi, schodzacych sie
w jednym wierzchotku i wyznaczy¢ ich punkt przeciecia sie.
Promien kuli réowny jest odcinkowi, taczagcemu otrzymany
Srodek z wierzchotkiem czworoscianu.

Przy rozwigzaniu zadania odstgpiliSmy od bezposredniego
wyznaczenia owych plaszczyzn prostopadtych do krawedzi
naroza, a zastosowaliSmy metode obrotow, wzglednie wprowa-
dzenia nowej rzutni.

Obrd¢my mianowicie dany czworoscian okoto $ladu po-
ziomego hg ptaszczyzny o= (A, B, C) tak, aby trojkat ABC
padt na rzutnie pozioma. Nastepnie dokonajmy obrotu wierz-
chotka D okoto hgp o kat a, jaki ptaszczyzna o zawiera z rzut-
nig poziomg. Otrzymane w ten sposéb punkty A'", B'", C'™
i D' uwazajmy za nowy rzut poziomy czworoscianu, a przy-
jawszy nowa rzutnie pionowa, réwnolegta do krawedzi np. B D,
wyznaczmy rzut AIV Blv CIV Dlv tego czworoscianu. Z kolei
wyznaczmy $rodek M"*, kota opisanego na tréjkacie A" B"" C'",
a w Srodku PIV odcinka BIV D,v wykre$lmy prostopadtg. Punkt
S IV, w ktorym prosta ta przetnie prostopadta do rzutni poziomej,
wykreslong w punkcie M™, jest rzutem pionowym (na wpro-
wadzonej rzutni) szukanego $rodka kuli. Rzut poziomy S™*
schodzi sie z punktem AT". Obr6émy odcinek S A (postugujgc
sie ciggle jedynie rzutami, ktére oznaczamy wskaznikami iV
do potozenia réwnolegtego wzgledem rzutni pionowej, to odcinek
SIV Ai,v réwny jest promieniowi kuli, opisanej na czworoscianie.
Obréémy wreszcie punkt S (S""' SIV) okoto hgp o kat a, a otrzy-
mamy punkty S' i S", ktoére sg szukanymi rzutami $rodka
kuli, opisanej na czworoscianie. Kota, zakre$lone z punktéw
S" i S", jako $rodkéw, promieniem SIVAilv, sg rzutami szu-
kanej kuli.

b) W dany czworos$cian AB C D wpisaé kule (Rys. 440*.).

Srodek kuli, wpisanej w czworoécian, jest punktem prze-
ciecia sie szesciu dwusiecznych ptaszczyzn, poprowadzonych
przez krawedzie czworoscianu. Aby zadanie mozliwie uprosci¢
pod wzgledem konstrukcyjnym, postgpimy podobnie jak w za-
daniu poprzedniem, t. zn. obrécimy czworoscian okoto $ladu
poziomego h? ptaszczyzny o przechodzacej przez jedng ze
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$cian tak, by Sciana ta padta na rzutnie pozioma. Otrzymamy
tym sposobem trzeci rzut A'" B C'™ D' czworoscianu,
przyczem obrét punktu D wykona¢ musimy o kat, jaki ptasz-
czyzna @= (ABC) zawiera z poziomem. Przyjawszy nowa 0$
rzutbw y —y, prostopadle do jednej z krawedzi podstawy, np.
B*" C"', wyznaczymy drugi rzut czworoscianu w jego nowem
potozeniu, przyczem wysoko$¢ punktu D réwna jest odcin-
kowi D™ D°=zi.

W celu wyznaczenia katow, jakie $ciany boczne tworzg
z podstawg ABC, poprowadzmy przez punkt D {D " DIV
ptaszczyzny a, @iy, prostopadie do krawedzi podstawowych
i wyznaczmy punkty przebicia sie¢ E, F, G tych krawedzi
z ptaszczyznami a, 3 iy, a takze krawedzie e, f i g, jakie
ptaszczyzny te utworzg ze Scianami bocznemi czworoscianu.
Kat, jaki éciana B C D zawiera z podstawg, wyraza sie
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w czwartym rzucie w naturalnej wielkosci i réwny jest ka-
towi A,vBIv DIV. Ptaszczyzna dwusieczna $scian AB CiB CD
jest pionowo rzucajgca, a jej S$lad pionowy jest dwusieczng
kata AIVBIV DIV. Celem wyznaczenia dwusiecznych Kkatéw,
jakie proste e i g zawierajg ze Sciang A BC czworoscianu,
obr6émy te proste do potozenia rownolegtego wzgledem czwartej
rzutni. Punkt E'" zajmie potozenie Ei" \trzeci rzut krawedzi e
zejdzie sie ze $ladem n {3 a rzut czwarty oznaczyliSmy przez ei/v.
Podobnie otrzymamy rzut pionowy gilV krawedzi g po obrocie.
Wykresliwszy dwusieczne katéw BIV Gilv DIV i AIV EilV DIV,
przyjmijmy ptaszczyzne p, réwnolegta do rzutni poziomej,
ktérej élad z czwartg ptaszczyznag rzutéw oznaczmy literg yi
i wykresimy rzut poziomy (trzeci) ostrostupa, ktérego Scia-
nami bocznemi sg ptaszczyzny dwusieczne katow, jakie Sciany
boczne czworoscianu zawierajg ze $ciang ABC. Wierzchotek
tego ostrostupa jest S$rodkiem szukanej kuli. Siad pionowy
(czwarty) jednej z tych trzech ptaszczyzn dwusiecznych schodzi
sie z dwusieczng kata A,v BIVDIV, a S$lad poziomy (trzeci)
przechodzi przez punkt JIV prostopadle do yi; ptaszczyzna ta
jest zatem pionowo rzucajgca.

Oznaczmy $lady dwusiecznych katéw DIv EilV ANV
i DIV Gitv CIV na ptaszczyznie p przez Hi (Hi'"" HilV)
i Ki {Ki"" KilV) i wré6émy z pierwszym na ptaszczyzne a,
a z drugim na ptaszczyzne y. Przez otrzymane, na $ladach na
i nn, punkty H'™ i K "™ wykreslone prostopadie do sladow
tych, sg dwoma dalszymi $ladami ptaszczyzn dwusiecznych,
przechodzacych przez krawedzie A B i A C z ptaszczyzng p.
Otrzymany tym sposobem tréjkat L' M™ N"" stanowi rzut
podstawy wspomnianego wyzej ostrostupa, ktérego krawedzie
boczne przejda przez punkty A, B, C i przetna sie w wierz-
chotku S. Przez potaczenie punktow A!"™ i L"\ B " i AT",
C'"™ i N"™™ otrzymaliSmy punkt S"', a przeciecie sie prostej
AIVLIV z prostg BIVIIV jest punktem SIV. Obréciwszy punkt
S (S7" SIV) okoto Sladu Ap w przestrzen o kat, jaki ptasz-
czyzna @ zawiera z poziomem, otrzymamy rzuty S*' i S"
srodka kuli wpisanej w dany czworoscian, a kota zakreslone
z punktéw SIV, S'", S" i 5', promieniem réwnym odcinkowi
SIVPIV L CIVDIV, sg rzutami tej kuli.

W ogélnosci istnieje osiem kul stycznych do czterech
danych ptaszczyzn*. | tak: jedna kula t. zw. wpisana, jest
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styczng do $cian czworoscianu, utworzonego przez owe cztery
ptaszczyzny; cztery kule sg t. zw. zawpisane, t j. styczne
do jednej Sciany czworoscianu i do przedtuzen trzech S$cian
pozostatych, a wreszcie trzy kule styczne, znajdujgce sie
w szczytach. Szczytem nazywamy przestrzen ograniczong
przedtuzeniami czterech Scian nad jedng krawedzig, ktora
zwiemy grzbietem szczytu. Szczytow takich jest szesc,
t. j. tyte, ile krawedzi posiada czworosScian; jednak istnieje
tylko jedna kula styczna do szczytéw dwoéch przeciwlegltych
krawedzi (grzbietow).

153. Przekroje powierzchni obrotowych ptaszczyznami.

/. Linie przekroju powierzchni obrotowej ptaszczyzng
okresli¢c mozna jako miejsce geometryczne punktéw przebicia
sie linij, przyjetych na powierzchni, z ptaszczyzng sieczna.
Z reguty bierzemy pod uwage linie charakterystyczne na po-
wierzchni, wiec réwnolezniki, potudniki, a gdy powierzchnia
jest prostokres$lng jej proste twoizace. Jezeli powierzchnia jest
geometryczng, to linia przekroju jest krzywa geometryczna,
a wowczas wyszukujemy elementy, linie te wyznaczajgce. | tak
np. kazda ptaszczyzna przecina kule w kole, ktérego rzuty —
o ile ptaszczyzna sieczna ma potozenie dowolne — sg elipsami;
wyznaczenie przekroju kuli sprowadza sie wiec do wyszu-
kania osi, wzglednie Srednic sprzezonych elips, bedacych rzu-
tami kota przekroju. Oczywiscie, ze do wyznaczenia przekroju
kuli zastosowa¢ mozna metode ogélng, t. zn. szuka¢ punktéw
przebicia np. roéwnoleznikbw z plaszczyzng sieczng; jednak
uzycie tej metody byloby w tym przypadku pod wzgledem
rysunkowym nieekonomiczne, a z punktu widzenia geome-
trycznego niewtasciwe i nie dos$é Sciste.

2. Rysunkowo najprosciej przedstawia sie wyznaczenie
przekroju  powierzchni  obrotowej ptaszczyzng rzucajgca.
Niechaj zadaniem naszem jest wyznaczenie przekroju po-
wierzchni obrotowej (Rys. 441.) ptaszczyzng pionowo rzuca-
jaca a (ha va). Rzut pionowy linii przekroju schodzi sie ze
Sladem pionowym va plaszczyzny siecznej. Potudnik glowny
przebija ptaszczyzne a w punktach 1 (/' 1") i 2(2" 2"). Kra-
wedz ptaszczyzny a z plaszczyzng réwnoleznika r (r' r")
przecina ten ostatni w punktach 3 (5" 3") i 4 (4" 4"), ktore sg
punktami szukanej linii przekroju. W podobny sposob, przez
przyjecie dalszych réwnoleznikéw, wyznaczymy zadana ilos¢
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punktéw linii przekroju. Na Rys. 441. oznaczyliSmy jeszcze
punkty 5 (5" 5") i 6 (6' 6"), w ktorych réwnik przebija ptasz-
czyzne a.

Punkty linii przekroju sg symetrycznie potozone wzgle-
dem plaszczyzny e, przechodzacej przez o$ prostopadle do
ptaszczyzny siecznej, czyli w naszym przypadku do ptasz-
czyzny potudnika gtéwnego. Slad poziomy hi: tej ptaszczyzny
jest osia symetryi prostokatnej rzutu poziomego krzywej
przekroju.

3. Rys. 442. przedstawia przekrdj tej samej powierzchni
obrotowej ptaszczyzng poziomo rzucajgcg. Wyznaczenie linii
przekroju rozpoczeliSmy od wynalezienia jej punktu ,,najwyz-
szego“ 1(1' 1"), ktéry lezy na réwnolezniku r (r' r"), stycz-
nym do ptaszczyzny siecznej a (ha pa). Z kolei wyznaczy-
lismy punkt 2 (2 2"), lezacy na potudniku gtdwnym, ktérego
rzut poziomy 2 jest znany. Nastepnag pare punktéw linii prze-
kroju znalezlismy na roéwniku, a dalsze na rdéwnoleznikach.

4. Powierzchnia obrotowa, ktérej rzuty Monge’a podane
sg na Rys. 443., nosi nazwe powierzchni pier$cieniowej.
Powstanie ona w ten sposob, ze koto, ktérego plaszczyzna
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przechodzi przez pionowa prosta a (a"a™), obréci sie okoto tej
prostej. Potudnik gtdwny powierzchni pierScieniowej sktada sie
z kot ki (hi ki) i k> (k/ ki), a rownik z kot wspétsrodko-
wych r (r'r") i s (s's"). Poziomo rzucajaca ptaszczyzne siecz-
ng e przyjelismy tak, ze

w punkcie 1(V 1") jestona

styczng do powierzchni.

Wyznaczenie poszczegol-

nych punktéw linii prze-

kroju widoczne jest bez-

posrednio  z  rysunku.

Punkty 2(2 2") i 3(3" 3")

leza na réwniku; punk-

ty 4 (4" 4™), 5 (5 5"),

66 6™ i 7(7 7') na

rownolezniku n (n n")

wzglednie n  (ri n").

Ptaszczyzna pozioma p

przecina powierzchnie

wzdtuz k6t réwnolezni-

kowych rs (rs' n™) i

n (n" Ti"), na ktérych

lezg punkty 8, 9, 10 i 11

linii przenikania. Na row- Rys. 443,

noleznikach /A i rs wy-

znaczyliSmy punkty 12, 13, 14 i 15. Rzuty pionowe otrzy-
manych punktéw, potaczone linig ciagta, dajg rzut pionowy
krzywej, wzdluz ktdrej plaszczyzna e, styczna w punkcie 1do
powierzchni pierScieniowej, powierzchnie te przecina.

5. Przyktad przekroju powierzchni obrotowej, ptaszczyzna
dowolnie nachylong do obu rzutni, podaje Rys. 444. Przede-
wszystkiem znalezliSmy punkt ,,najwyzszy“ 1 (1" 1") i ,naj-

nizszy*“ 2 (2 2") linii przekroju. Miano punktu najwyzszego
nadajemy temu punktowi krzywej przekroju, ktérego wysokos¢
jest najwieksza; punktem najnizszym nazywamy punkt linii
przekroju, ktérego wysokos$¢ jest najmniejsza. Oba te punkty
leza na krawedzi k (k" k™) ptaszczyzny siecznej a (ho. na)
i ptaszczyzny e (he Ve), przechodzacej przez o$ a powierz-
chni prostopadle do pierwszej. Krawedz ta jest osig symetryi
prostokatnej dla linii przekroju. Jej rzut poziomy k' = he jest
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osig symetryi prostokatnej rzutu poziomego linii przekroju,
a rzut pionowy K" osig symetryi ukos$nej, o kierunku réwno-
legtym do osi X, rzutu pionowego krzywej przekroju. Celem
wyznaczenia punktéw 1 i 2, obréémy krawedz k (k' k"), prze-
cinajagcg 0o$ a w punkcie A (A" A"), okoto tej osi na ptasz-
czyzne o potudnika gtéwnego. Slad poziomy Hk prostej k
zajmie potozenie Ho {Ho' Ho ™), a prosta potozenie ko (hep ko"),
przyczem ko" przejdzie przez punkt A". Prosta ko przecina po-
tudnik gtéwny w punk-
tach loi20, ktére obrotem
wstecznym przeniesie-
my na krawedz K, otrzy-
mujac punkty 1 (/' 17)
i 2{2r2"). Poniewaz osig
tego obrotu jest 0§ a
powierzchni, wiec punk-
ty U" i 1", a takze
20" i 2" leze¢ muszg na
prostopadtej do tej osi.
Z kolei wyznaczy-
lismy punkty 3 (T 3")
i 4 (4 4") linii prze-
kroju, lezace na potu-
dniku gtéwnym, a wiec
takze na krawedzi f(f' f'")
ptaszczyzn a i cp. Punkty
Rys. 444, 3" i 4" sg punktami
stycznosci rzutu piono-
wego linii przekroju z zarysem powierzchni na rzutni pionowej
i stanowig zarazem granice czesci widocznej i niewidocznej
tego zarysu. Dalsze punkty linii przekroju znajdziemy jak
w dwodch pierwszych przyktadach, jako punkty przebicia sie
przyjetych na powierzchni réwnoleznikbw z plaszczyznag
sieczng. Plaszczyzna p rownika przecina ptaszczyzne a
w prostej b (b* b"), ktéra wyznacza na réwniku powierzchni
punkty 5 (5'5") i 6 {6" 6") krzywej przekroju. Punkty te lezg
na granicy czesci widocznej i niewidocznej rzutu poziomego
krzywej przekroju.
Przy wyznaczaniu przekrojow wieloSciandw ptaszczyznami
dowolnie potozonemi zauwazyliSmy, ze przez przyjecie trzeciej

W,
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rzutni dato sie za-
danie sprowadzi¢
zawsze do przy-
padku, gdzie ptasz-
czyzna sieczna
jest rzucajgcg, a
wiec znacznie u-
prosci¢. Te samag
metode zastosowac
mozna i do po-
wierzchni  obroto-
wych, a przy- hep
kladem tego jest
Rys. 445,
Przyjawszy trze-
cig pt rzutéw, po-
ziomo rzucajacg i
prostopadta do pt.
siecznej a, wykre-
slilismy trzeci rzut
powierzchni i $lad
ka pt siecznej.
Przeniesienia punktéw Kkrzywej
przekroju na rzut pionowy doko-
na¢ mozna zapomocag rownolezni-
kéw, tworzacych plaszczyzny a,
albo tez wprost uwzgledniajgc wy-
sokosci poszczegdlnych punktéw,
znane w trzecim rzucie.

Rys. 445,

154, Przekroje kuli. a) Kazdy

przekroj kuli jest kotem. Jezeli, jak
W rys. 446., ptaszczyzna sieczna
jest pionowo rzucajgca, to rzut
pionowy kota przekroju lezy na
$ladzie pionowym ptaszczyzny
siecznej, a rzut poziomy jest
elipsg. Osiami tej elipsy sg od-
cinki A!'B" i C D', przyczem ta
ostatnia, jako prostopadta do rzutni
pionowej, réwna jest Srednicy kota

Rys. 446.

301
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przekroju, czyli C'D' = A"B". Punkty stycznosci i+ i II'
elipsy z kotem r' lezg na rzucie poziomym krawedzi ptasz-
czyzny siecznej a i ptaszczyzny réwnika P i odgraniczaja
cze$¢ widoczng elipsy od niewidocznej.

b) Rys. 447. przedstawia konstrukcye przekroju kuli ptasz-
czyzng a (ha Va), majaca potozenie dowolne. Przez przyjecie
trzeciej ptaszczyzny rzutdw, prostopadiej do ptaszczyzny
siecznej, sprowadzilibySmy zadanie do poprzedniego. W na-
szym przykitadzie wyznaczyliSmy jednak bezposrednio osi,
wzglednie $rednice elips, bedacych rzutami kota przekroju.

Ptaszczyzna @ (/icp Zcp), poziomo rzucajgca i prostopadia
do ptaszczyzny siecznej @, przecina jg w prostej k (k* k™),

ktérej rzut poziomy k'

jest osia symetryi

prostokatnej elipsy,

a wiec jej osia. Rzut

pionowy k" jest $re-

dnica elipsy, bedacej

rzutem pionowym, ko-

fa przekroju. Punkty

A(A'A"™) i B(B' B"),

ograniczajgce 0§ w

rzucie poziomym

(wierzchotki), a S$re-

dnice elipsy w rzu-

cie pionowym, znaj-

dziemy jako punkty

przebicia sie prostej

k (k* k") z kuls,

a to w sposéb na-

stepujacy: Obr6émy

prostg k okoto osi a

Rys. 447. kuli do potozenia r6-

whnolegtego wzgledem

rzutni pionowej. Siad poziomy Hk zajmie potozenie Hi (Hi Hi "),
a prosta k potozenie ku Prosta ki przecina potudnik gtéwny
kuli w punktach Ai (Ai Ai") i Bi (Bi' Bi"), ktdére, sprowa-
dzane obrotem wstecznym na prostg k, dajg punkty A (A" A")
i B (B" B"). Srodek S odcinka A B jest $rodkiem kota prze-
kroju, a jego rzuty S° i S"™ sSrodkami elips. Plaszczyzna i,
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przechodzaca przez punkt 5, przecina kule w réwnolezniku,
a ptaszczyzne a w prostej p (p*p"). Punkty Ci D, w ktérych
prosta ta przecina 6w rownoleznik, sg punktami przebicia sie
prostej p z kulg. Odcinek C’ D' stanowi wielkg o$ elipsy na
rzutni poziomej, a odcinek C" D" $rednice sprzezong ze Sre-
dnicg A" B".W ten sposéb obie elipsy sg wyznaczone. Punkty
stycznosci V i 2' rzutu poziomego kota przekroju z rzutem
rownika leza na rzucie poziomym krawedzi m (m' m") plasz-
czyzny siecznej a i ptaszczyzny rownika P Punkty sty-
cznosci 3" i 4" rzutu pionowego kota przekroju z zarysem kuli
na rzutni pionowej, leza na rzucie pionowym krawedzi n (n* n")
ptaszczyzny « i ptaszczyzny potudnika jt

155. Przyktady przekrojow walcéw i stozkéw obroto
wych ptaszczyznami.

W uzupetnieniu rozwazan, przeprowadzonych w ustepach
131, 138., 140. i 141, podamy kilka dalszych przyktadow
przekrojéw walcow i stozkéw obrotowych, przyczem rzuty
tych powierzchni rysowaé¢ bedziemy przy pomocy wpisanych
w nie kul.

a) Wykresli¢ Slad poziomy i przekr6j ptaszczyzng pio
nowo rzucajgcg a walca obrotowego, zajmujgcego dowolne
potozenie w przestrzeni (Rys. 448.).

Rby wykresli¢ rzuty wdlca, przyjeliSmy na rzutni po-
ziomej punkt O (O O"), ktéry uwazamy za Srodek kuli wpi-
sanej w walec. Wykreslone w zadanych Kkierunkach, styczne
prigqg, pi” ip"™ do két ki i ki", stanowigcych rzuty tej
kuli, tworzg rzuty walca.

Rzut pionowy elipsy ki, wzdluz ktérej ptaszczyzna «
przecina walec, schodzi sie ze $ladem pionowym Va tej ptasz-
czyzny, a punkt przebicia sie 5 (SrS") osi m (m" m") walca
z ptaszczyzng a jest srodkiem elipsy ki (ki ki*). Uwazajmy
poziomo rzucajacg ptaszczyzne Y, przechodzaca przez o$ walca
Za nowg rzutnie i wyznaczmy rzut boczny S' punktu S.
Prosta m"", tgczgca punkt O z S'", jest rzutem bocznym osi

walca na phaszczyzne Y, a styczne ti" i k'™ do kota ki
i réwnolegte do m'" stanowia trzeci rzut walca. Punkty M i N,
w ktérych proste ti"" i U™ przecinajg prosta m =/zy, ograni-

czajg oS elipsy ks, bedacej $ladem poziomym walca. Punkt O
jest srodkiem tej elipsy, a odcinek PQ M N jej druga osia.
Poniewaz miedzy dwoma przekrojami walca zachodzi powino-
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wactwo Srodkowe, ktorego osig jest krawedz obu plaszczyzn
siecznych,» wiec taczac punkt Pi, w ktorym przedituzenie
osi P 0, przecina o$ powinowactwa ha, z punktem S' — otrzy-
mamy S$rednice 1'II' etipsy ki. Prostej NP P2 odpowiada

w uktadzie etipsy ki' prosta p2 I' IV', prostej za§ QM P3,
prosta Ps II" 1II'. Odcinek IlI" IV" stanowi S$rednice elipsy W
sprzezong ze $rednicg I' II'. W ten sposob zadanie jest roz-
wigzane. Jezeli 0§ powinowactwa ha nie lezy w obrebie ry-
sunku, to wowczas nie opierajgc sie na zwigzkach powino-
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wactwa, otrzymamy punkty i V' wprost z rzutu
pionowego, przenoszac je na rzut poziomy odpowiednich two-
rzacych.

Aby wyznaczy¢ rzut poziomy ki przekroju walca ptasz-
czyzng a _L je©, nie postugujac sie jego sladem poziomym /%3,
postagpimy w spos6b nastepujacy: Prosta b (& b'"\ przecho-
dzaca przez punkt S (S S ) prostopadle do rzutni pionowe;j,

przebija walec w dwoch punktach, ktére ograniczaja Srednice
elipsy ki. W celu wyznaczenia tych punktéw, poprowadzmy
przez o$ walca ptaszczyzne pionowo rzucajaca s i wykonajmy
okoto $ladu b kiad, przekroju walca wzdtluz dwoch tworza-
cych, na rzutnie pionowa. Prosta bo L Wb jest kladem krawedzi
ptaszczyzn a i s, g odcinek A° B° ditugoscig $rednicy elipsy Ki.
Odmierzmy S'A' = S"B' = S°A° —S°B° i przystgpmy do wy-
znaczenia Srednicy sprzezonej z otrzymang. Jej rzut pionowy
C" D" jest znany. Znalaziszy rzuty poziome 1' i 2! punktéw

Bartel, Geometrya wykresina. 20
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1i 2, ktérych rzutami pionowymi sg punkty 1" i 2", wykre-
§limy proste pi' i p%6, réwnolegle do m', na ktérych lezg szu-
kane punkty C i D'. Punkty stycznosci I' i // prostych p* i Q'
z elipsg k\ znajdziemy, wykresliwszy poprzednio proste p" i q"
i odnidstszy otrzymane na nich punkty 1" i 11" na rzutnie
pozioma.

b) Wykresli¢ $lad poziomy i rzuty przekroju walca
obrotowego ptaszczyzng a (ha pa), (Rys. 449.).

Slad poziomy k walca wyznaczymy, podobnie jak w za-
daniu poprzedniem” przy pomocy trzeciego rzutu. Srednice
sprzezone Ai Bi i Ci Di, elipsy przekroju ki, otrzymamy przez
posrednictwo o0si powinowactwa ha, jakie zachodzi miedzy
$ladem poziomym walca, a jego przekrojem ki ptaszczyzng a.
Przedtem jednak wyznaczymy $rodek Si (Si* Si") elipsy
ki (ki* ki"), jako punkt przebicia sie osi walca z ptaszczyzna a.

c) Walec obrotowy, ograniczony z jednej strony prze-

krojem kotowym, lezy jedng
tworzacg na rzutni pozio-
mej; wyznaczy¢ jego prze-
krdoj ptaszczyzng ¢ (hep Vp),
(Rys. 450.).

Wykreslenie rzutéw wal-
ca nie wymaga objasnien. Za-
dany przekréj wyznaczymy
natomiast w sposéb nastepu-
jacy: Wykonajmy kfad ptasz-
czyzny poziomo rzucajgcej
a (ha va) wraz z krawedzig,
jaka tworzy z ptaszczyzna
i kolem k na rzutnie po-
zioma. Uwazajac slad na za
nowa o$ rzutéw, sprowadzi-
lismy zadanie do rozpatrzo-
nego w ust. 131. a). Kiad kp
krawedzi ptaszczyzn a i @
jest nowym (trzecim) $ladem
ptaszczyzny siecznej. Trzeci
rzut krzywej przekroju ki

schodzi sie z kotem k" \ a $rednice sprzezone A"’ icC" D™
sg roéwnoczes$nie trzecim rzutem pary S$rednic sprzezonych
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elipsy ku Przy pomocy prostych réwnolegltych do ptasz-
czyzny a, ktoérych rzuty boczne przechodzg przez punkty
A™y B"" i C" rownolegle do hep otrzymamy punkty E F i Gr.
Punkt H, t j. czwarty szukany punkt, lezacy na rzutni po-
ziomej, jest punktem przeciecia sie Sladu hgp z ar. Wyznaczenie
$rednic sprezonych E" F" i G" H" polega na odniesieniu
punktéw E\ F, G' i H na rzuty pionowe odpowiednich two-
rzacych.

d) Wykresli¢ rzuty walca obrotowego, Kktorego o¢
m (m' m") jest dana, wyznaczyé jego przekrdj wzdtuz
kota, $lad poziomy i przekrdj wzdtuz dwéch tworzacych,

(Rys. 451.).
30-
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Przyjawszy nowa ptaszczyzne rzutdw réwnolegle do osi m,
wykreslimy trzeci rzut walca, a takze $lady ka, nha, va plasz-
czyzny a, prostopadiej do osi i tngcej walec wzdluz kota Kki.
Przy pomocy trzeciego rzutu wyznaczymy osi Ai Bi i Ci Di
elipsy ki, jako $ladu poziomego walca, a takze osi Al BI
i CI DI elipsy ki, bedacej rzutem poziomym kota k2. Sre-
dnice sprzezone Al' BI" i CI' DI" elipsy ki' otrzymamy przy
pomocy prostych poziomo tworzacych ptaszczyzny siecznej a.
Prostopadta, wykreslona z punktu SI* do m", przecina rzuty

pionowe  tworzga-
cych konturowych
walca w punktach
MI* i NI*, ktore
sg punktami stycz-
nosci tych prostych
z elipsg ki".

Aby wyzna-
czyC¢ przekroj wal-
ca w dwdch two-
rzacych, araczej u-
wzgledniajgc czesé
walca, zawartego
miedzy rzutnig po-
ziomag a ptaszczy-
Zng cc, W trapezie,
obraliSmy  prostg
/(/ 1I") rownolegle
do tworzacych wal-
ca i poprowadzili
przez nig plasz-
czyzne e (he ve).
Ptaszczyzna ta jest
rownolegta do two-
rzacych walca i

Rys. 452. przecina jego $lad

poziomy w punk-

tach 1i 2, a walec w tworzacych, przechodzacych przez te

punkty. Odcinek, tgczacy punkty 3 (T 3") i 4 (4' 4"), tworzy
czwarty bok szukanego trapezu.
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e) Wyznaczyé¢ $lad poziomy i pionowy walca obroto-
wego, ktérego 0$ a (a" a") jest dowolnie nachylona do obu
rzutni (Rys. 452.).

Rzuty walca wyznaczyliSmy przy pomocy kuli o $srodku O,
przyjetym na rzutni poziomej. Wyznaczywszy $lad pionowy 5
osi walca, przyjeliSmy poziomo rzucajacag ptaszczyzne y, prze-
chodzacag przez te 0§ za nowg (trzecig) rzutnie i wyznaczyli
trzeci rzut walca. W tym celu wykonalismy kiad a'" osi a
i rownolegle do niego wykreslili styczne h*" i U™ do kota r.
Punkty A i B, w ktorych styczne te przeciety prostg a', sg
wierzchotkami elipsy ku Druga pare wierzchotkéw stanowig
punkty C i D, przyczem CD L AB. Miedzy $ladem pozio-
mym ki walca, a szukanym $ladem pionowym zachodzi po-
winowactwo o osi X, a kierunku S O. Srednice G H znajdziemy,
odnoszac punkty G' i H" na rzuty pionowe odpowiednich two-
rzacych. Srednica E F, sprzezona z pierwsza, jest prostopadia
do &, przyczem ES = E'™ S'" = FS. Prostopadta, wykreslona
przez punkt S do a", wy-
znacza na prostych h" i k"
punkty Zill, ktére sg punk-
tami stycznos$ci tych pro-
stych z elipsa k*.

f) Wyznaczy¢ prze-
kr6j stozka obrotowego
wzdtuz dwoch tworzg-
cych. OS$ stozka, réwno-
legta do rzutni pionowej,
jego wierzchotek i kat
wierzchotkowy @ sg dane
(Rys. 453.%).

Poniewaz 0§ stozka
jest prostg czotowa, wiec
kat, jaki utworza rzuty
pionowe tworzacych kon-
turowych, réwny jest da-
nemu katowi wierzchotko-
wemu cp. Uwazajmy S$lad
poziomy O osi a stozka
za $rodek kuli wpisanej
w stozek, to koto r, zakres$lone ze srodka O promieniem O" I'
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jest rzutem poziomym tej kuli, a styczne, wykreslone z punktu Wr
do r, stanowig zarys stozka na rzutni poziome;j.

Nastepnie przez wierzchotek stozka poprowadziliSmy
prostg poziomg m (m'm™), a przez nig ptaszczyzne a (ha Va).
Z kolei przecieliSmy stozek ptaszczyzng e (he ve), prostopadig
do jego osi i wykonali kiad tej ptaszczyzny na rzutnie pio-
nowg wraz z uzyskanym przekrojem kotowym i krawedzig
b (bf b™) ptaszczyzn o« i e. Prosta bo przecieta koto k° w punk-
tach A° i B°, ktére rzucone prostopadle na prosta b", dajg
punkty A" i B"™. OdnieSmy te punkty na prosta b\ a otrzy-
mane tam punkty A" i B' polgczmy z W', to proste ti' i W
sg rzutami poziomymi tworzacych, wzdtluz ktorych ptaszczy-

zna a przecina
stozek.  Proste
W™ A" = h" i
W" B" = U" sa
rzutami piono-
wymi  tworza-
cych przekroju.
Gdyby 0§
stozka miata po-
tozenie dowolne
w przestrzeni, to
przez wprowa-
dzenie trzeciej
rzutni, réwnole-
gtej do osi stoz-
ka, sprowadzi-
my zadanie do
poprzedniego.
9)
czyé przekroj
stozka obroto-
wego, 0 0si pio-
nowej, dowol-
ng ptaszczyzng
Rys. 454. a (ha Vva) (RysS.
454.).

Przy pomocy zwigzkéw kolineacyi $rodkowej, zachodzg-

cych miedzy podstawg a przekrojem stozka, rozwigzaliSmy
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powyzsze zadanie w ust. 138. W tem miejscu rozwigzemy po-
wyzsze zadanie, stosujac ogolng metode wyznaczania przekroju
powierzchni obrotowej, poznang w ust. 153.

Przy pomocy plaszczyzny e, przechodzacej przez oS a
stozka i prostopadiej do ptaszczyzny siecznej a, znajdziemy
0$ A'B" elipsy fo' i $rednice A" B" elipsy W . Slad po-
ziomy Hk, krawedzi ptaszczyzn a i e, jest znany; wynajdzmy,
przy pomocy czotowej plaszczyzny jt, przechodzacej przez o$
stozka, punkt przebicia sie M (M" M") tej osi z ptaszczyzng a,
to prosta Hk"™ M"™ jest rzutem pionowym krawedzi k. Wy-
kresliwszy rzuty pionowe tworzacych, wzdluz ktérych ptasz-
czyzna e przecina stozek, otrzymamy jako przeciecie sie ich
z prostg k"™ punkty A" i B", ograniczajgce $rednice. O$ C' D\
wzglednie $rednice C" D" znajdziemy przy pomocy przekroju
stozka ptaszczyzng poziomg p, przechodzacg przez S$rodek
S (S" S").

Slad poziomy ha plasz-
czyzny siecznej przecina pod-
stawe stozka w punktach 1i 2;
elipsa kz lezy czesciowo pod
rzutnig pozioma, a taki prze-
kroj stozka nazywamy niezu-
petnym.

h) Wyznaczy¢ $lad po-
ziomy stozka obrotowego, kté-
rego o$ jest rownolegta do
rzutni pionowej, a ktorego
wierzchotek i kat wierzchot-
kowy a sg dane (Rys. 455.).

Slad poziomy O (O O"),
osi a (a' a") stozka, uwazajmy

za Srodek kuli wpisanej w sto- D

zek, to wyznaczywszy promien Rys. 455

tej kuli O"1" —O" 1" i wy-

kresliwszy jej rzuty p" i r, otrzymamy rzut poziomy two-

rzacych konturowych, jako styczne do kota r, wykre$lone
z punktu W'. Slad poziomy stozka jest elipsa k o osi duzej
AB i o srodku s. Plaszczyzna e (he ve), przechodzaca przez
srodek elipsy prostopadle do osi stozka, przecina stozek wzdtuz
kota o promieniu M" 1" = M" 2", a punkty przeciecia sie $ladu
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poziomego he z tym kotem ograniczajg mata o$ elipsy. Celem
otrzymania dtugosci tej osi, wykonajmy klad ptaszczyzny s na
ptaszczyzne czotowg y, przechodzaca przez o$ stozka. Koto kiQ
zakres$lone z punktu M" jako srodka promieniem M™ 1", jest
ktadem przekroju stozka ptaszczyzng e. Cieciwa C° D° kota kiQ
rownolegta do a", jest kladem matej osi elipsy k. Odmie-
rzywszy CS = DS = C°C", otrzymamy drugg o$ elipsy, be-
dacej Sladem poziomym stozka. Punkty stycznosci HI' i IV
rzutu poziomego tworzacych konturowych z kotem r, sg punk-
tami stycznosci $ladu poziomego stozka (elipsy k) *z temi
prostemi.

i) Wyznaczy¢ $lad poziomy stozka obrotowego, ktorego
dana o$ a (a" a") jest nachylona do obu rzutni, a ktérego
wierzchotek W (W' W") i kat wierzchotkowy a sg réwniez
dane (Rys. 456.).

Przez przyjecie trzeciej rzutni, réwnolegtej do osi stozka,
a prostopadiej do rzutni poziomej i wyznaczenie trzeciego
rzutu stozka, sprowadzimy zadanie do poprzedniego.
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j) Wykresli¢ rzuty stozka obrotowego, lezagcego dowolnie
w przestrzeni i wyznaczy¢ jego przekr6j pionowo rzucajaca
ptaszczyzng a (ha va), (Rys. 457.).

Poniewaz stozek nie jest blizej okreslony, wiec przyj-
miemy dowolnie w przestrzeni jego wierzchotek W (W' W")
i kule o $rodku O (O' O"), a promieniu dowolnym. Styczne
ti' i fc', do rzutu poziomego r* kuli z punktu W', stanowig rzut
poziomy tworzacych konturowych, a styczne ta" i h'" do rzutu
pionowegop" kuli, wykreslone
z punktu W", sa rzutem pio-
nowym tworzacych konturo-
wych stozka. — Chodzi o wy-

Znaczenie rzutéw poziomych
punktéw A i B, ktérych rzuty
pionowe A" i B" sg znane.
W tym celu znajdzmy rzuty
poziome 7V i 7Y punktow
Ta i Ti, lezacych na potu-
dniku gtéwnym kuli wpisanej
w stozek. Rzuty pionowe
Ta" i Ti" tych punktéw sg
punktami stycznosci prostych
h* i h" z kotem p". Szu-
kane punkty leze¢ wiec beda
na prostej p'. Punkty Ta"i 7Y,
potaczone z W', dajg proste
@ i ti', na ktorych lezg
punkty A" i B', ogranicza-
jace Srednice elipsy k'. Wy-
znaczmy $rodek S (S' S")
elipsy k (k* k™), to Srednice CD, sprzezona z AB, znaj-
dziemy jako odcinek ograniczony punktami przebicia sie prostej
m (m" m"), przechodzacej przez $rodek S elipsy k prostopadle
do rzutni pionowej, ze stozkiem. Punkty te znajdziemy przy po-
mocy przekroju stozka ptaszczyzng e, przechodzacag przez wierz-
chotek W i prosta m. Plaszczyzna ta przecina kule w kole Ki
o srodku M (M* M"), a stozek wzdluz tworzacych S i S.
Wykonajmy klad plaszczyzny ¢ wraz z kotem ki, tworzacemi
si, 3 i prostg m, to odcinek C° D° jest kladem szukanej
$rednicy C D. Wyznaczywszy rzuty pionowe punktéow Ti i Ti
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i prostych 4, h, otrzymamy na $ladzie Va punkty 1" i II",
ktére odniesione na rzut poziomy sg punktami stycznosci
prostych U i W z elipsa k'.

k) Wykreslié rzuty stozka obrotowego, Kktdrego o
a (a' a"), rownolegta do rzutni pionowej, wierzchotek i kat

Rys. 458.

wierzchotkowy a sg dane, a nastepnie wyznaczyé przekroj
tego stozka ptaszczyzng e (v ve,. (Rys. 458.).
Wykresliwszy rzuty stozka, przy pomocy kuli o srodku O,
(jak w przyktadzie h, Rys. 455.) poprowadzmy przez punkty
stycznosci Ti i Ti plaszczyzne @ (hep vg>) prostopadta do osi
stozka, a uwazajac ja za nowa rzutnig, wykonajmy jej kiad
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okoto Sladu Zxp jako nowej osi rzutdbw y na rzutnie pionowa.
Jezeli o$ stozka przebija ptaszczyzne 9 w punkcie M (M" M"), to
znalaztszy kltad M™ tego punktu i zakresliwszy z niego, jako
$rodka, koto ks o promieniu Ti" M" — otrzymamy trzeci rzut
stozka. Klad krawedzi ptaszczyzn e i 9 na rzutnie pionowa
jest §ladem bocznym ke piaszczyzny e. Bioragc pod uwage
nowy rzut stozka i jego rzut pionowy, wyznaczymy osi A'" B"">
C" D" i odpowiadajgce im na rzutni pionowej Srednice sprze-
zone elipsy ki, podobnie jak w zadaniu g) Rys. 454. Przy
pomocy ptaszczyzny 0, przechodzacej przez o$ stozka réwno-
legle do rzutni pionowej, wyznaczymy punkt przebicia sie osi
stozka z ptaszczyzng e. Plaszczyzna y (uY Ky), przechodzaca
przez o$ stozka i prostopadta do ptaszczyzny e, przecina te
ostatnig w prostej ¢ (¢" ¢"). Aby znalez¢ punkty przebicia
sie prostej ¢ ze stozkiem, obréémy ja okoto osi stozka do po-
fozenia réwnolegtego wzgledem rzutni pionowej. W tym celu
przeniesiemy lukiem kola o $rodku AT" punkt Hc do poto-
zenia Hi (Hi Hi") i H\" potaczymy z P" prosta Ci". Punkty,
w ktérych prosta Ci" przecina proste ti" i h", rzuémy réwno-
legle do osi y na prostg c'", to otrzymamy S$rednice A" B"
elipsy ki'". Rzutem bocznym tej $rednicy jest odcinek A!"™ B"".
Srodek 5 (S" S'") odcinka A B jest $rodkiem elipsy przekroju.
Ptaszczyzna 6, poprowadzona przez punkt S prostopadle do
osi stozka, przecina ptaszczyzne e w prostej d (d" d*"'), a stozek
w kole r. Oznaczmy punkty przeciecia sie prostej d z kotem r
literami C i D, to odcinek C" D™ stanowi $rednice elipsy ki",
sprzezong ze Srednicag A" B". Odmierzywszy gtebokosci punk-
tow A, B, C i D, jak to wskazalismy dla punktu D, otrzy-
mamy ich rzuty poziome, a wiec pare Srednic sprzezonych
WB" i CW elipsy ki".

) Dane sg o0$ i wysoko$¢ stozka obrotowego, Kktory
styka sie wzdtuz tworzacej z rzutnig poziomg; wyznaczy¢
przekrdj tego stozka pozioma ptaszczyzng a, (Rys. 459.).]

Przyjmijmy trzecig rzutnie, réwnolegta do osi stozka
a przecinajgcg rzutnie pozioma w prostej y i wykreSlmy naj-
pierw rzut boczny zadanego stozka. Nastepnie przy pomocy
kuli o srodku O (O" O™ O™), wpisanej w stozek, wykreslimy
rzuty tworzacych konturowych iich punkty stycznosci T, 2!i 3"
z elipsami k' i k™. Linia przekroju stozka ptaszczyzng a jest
parabola, gdyz ptaszczyzna sieczna jest rownolegltg do jednej
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tworzacej stozka. Rzut boczny P "™ wierzchotka stozka, jak
rowniez i punkty M™ i N"', odniesiemy na rzut poziomy,
otrzymujac wierzchotek P' i dwa punkty paraboli, bedacej
rzutem poziomym krzywej przekroju. Osia tej paraboli jest
prosta a'.

Rys. 459.

156. O punktach przebicia sie prostymi z powierz
chniami obrotowemi.

Punkt przebicia sie prostej z powierzchnig obrotowg znaj-
dziemy za posrednictwem przekroju tej powierzchni ptaszczyzna,
poprowadzong przez te prosta, z reguly prostopadle do jednej
z rzutni. Punkty przeciecia sie danej prostej z linig przekroju
rozwigzujg zadanie.

Przyktady.

a) Wyznaczy¢ punkty przebicia sie prostej p (p' p"
z powierzchnig obrotowg (Rys. 460.). Przez prosta p popro-
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wadziliSmy poziomo rzucajacg plaszczyzne a i wyznaczylismy
jej przekrdj z dang powierzchnia. Punkty M (M* M™) i N(N* N™)
przeciecia sie krzywej przekroju z prostg p rozwigzujg zadanie.
b) Wyznaczyé punkty przebicia sie prostej m (m' m")
z kulg (Rys. 461.). Poziomo rzucajgca ptaszczyzna a przecina
kule wzdtuz kota o $rodku S (S' S™).
Wykonajmy kiad ptaszczyzny a wraz
z kotem przekroju i prosta m, okoto
$ladu ha na rzutnie pozioma, to
punkty A° i B°, rzucone prostopadle
na m', a stad na m", rozwigzuja za-
danie.
157. Ptaszczyzny styczne do
stozka obrotowego, przechodzace
przez dany punkt. Ptaszczyzna
styczna do stozka, przechodzaca
przez dany punkt P, przechodzi
przez wierzchotek W, a wiec zawiera
prostg, tgczacg punkt P z wierzchot-
kiem stozka.
Aby wiec przez dany punkt P
poprowadzi¢ ptaszczyzne styczng do
stozka (Rys. 462.), potgczymy ten
punkt z wierzchotkiem, wyznaczymy
Slad R prostej p na plaszczyznie Kkierownicy (podstawy,
$ladu) i z otrzymanego punktu wykres$limy styczne Si i S2 do
kierownicy k stozka. Styczne te wraz z prosta p wyznaczaja
zadane ptaszczyzny O i G8
Tworzace h i k, przecho-
dzace przez punkty stycz-
nosci Si i Sz prostych
S i S, sg temi, wzdtuz
ktérych ptaszczyzny o1 ia*
stykajg sie ze stozkiem.
Jezeli z punktu R popro-
wadzi¢ mozna dwie styczne
Rys. 462. do podstawy k stozka, to
istnieja dwie ptaszczyzny,
rozwigzujgce zadanie. Jezeli punkt R jest punktem krzywej k>
to punkt P lezy na stozku, a wodwczas istnieje jedna ptasz-
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czyzna, rozwigzujgca zadanie, styczna do stozka wzdiuz
tworzacej W P R. Jezeli wreszcie z punktu R nie mozna wy-
kresli¢ zadnej stycznej do kierownicy k, to zadanie nie po-
siada zadnego rzeczywistego rozwiazania.

Zadanie.

Przez punkt P (P' P") poprowadzi¢ ptaszczyzny styczne
do stozka obrotowego, 0 o0si
pionowej (Rys. 463.). Laczymy
W z P, szukamy $ladéw Hp i Vp
prostej p (p' p"), a przez
punkt Hp kreslimy styczne si
i S2 do kota k. Styczne te sg
$ladami poziomymi szukanych
ptaszczyzn a i j, ktorych Slady
pionowe przejdg przez punkt Vp.
Wykreslenie tworzacych stycz-
nosci ti (ti' ti") i k (// h")y
dopetnia rozwigzania zadania.

158. Plaszczyzny styczn
do walca obrotowego, prze-
chodzace przez dany punkt.

Uwazajac walec obrotowy
za stozek obrotowy, ktérego
wierzchotek lezy nieograniczenie

daleko w kierunku tworzacych walca, otrzymamy rozwiazanie
zadania takie same, jak
dla stozka. Przez dany
punkt A (Rys. 464.) pro-
wadzimy prostg p réwno-
legtg do tworzacych walca.
Z punktu R, w ktorym
prosta p przebija ptasz-
czyzne podstawy walca,
kreslimy styczne si i s2 do
podstawy, a ptaszczyzny
a= (p,si)ip= (p, s2 roz-
wigzuja zadanie. Tworzace
h i h walca, przechodzace
przez punkty Si iS2,sgtemi,
wzdluz ktérych plaszczyzny styczne a i p stykajg sie z walcem.
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Jezeli podstawa walca lezy na rzutni poziomej (Rys. 465.),
to ptaszczyzny styczne, przechodzace przez punkt A (A" A™),

sg poziomo rzucajace. llosé
rozwigzan, podobnie jak przy
stozku, zalezy od potozenia
punktu A i moze wynosi¢ dwa,
jeden lub zero.

159. Plaszczyzny styczne i

do stozka obrotowego, réwno-
legte do danej prostej.

Przez wierzchotek stozka
poprowadzimy prostg ¢, (Rys.
466.) rownolegta do danej pro-
stej m, a przez nig ptaszczyzny
styczne do stozka. Zadanie
sprowadza sie tym sposobem
do rozwazanego w ust. 157.

Uwazajmy  podstawe Kk
stozka za kierownice stozka
normalnego (ust. 148.) i wy-
znaczmy jego wierzchotek Wi.
Jezeli i i h sg tworzacemi,

Ve pe — nl_
' -
I
1
11
Hp Srsi sij 51
Rys. 465.

wzdtuz ktérych plaszczyzny

styczne, przechodzace przez prosta ¢ #Zm, dotykajg stozka,
a proste Si i $0sg Sladami tych ptaszczyzn na plaszczyznie X,

to prosta Si jest prosto-
padia do pt. W Ti Wi, gdyz
W Wi jest prostopadta do
ptaszczyzny jc Z tego sa-
mego powodu prosta St
jest prostopadia do ptasz-
czyzny W 72 Wi, a co za-
tem idzie, pi jest prosto-
padta do Si, a p2 ! st
/ile prosta pi, jako two-
rzaca stozka normalnego,
jest prostopadta do L, a
wiec jest prostopadty do

ptaszczyzny stycznej gise (6, Si). Analogicznie prosta p* jest
prostopadta do ptaszczyzny stycznej aa= (h,sj). Stad wynika

dalej, ze ptaszczyzna

(pi, p*), jako prostopadita do ptasz-
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czyzn stycznych en i cn, jest prostopadig do ich krawedzi c.
Znajagc wiec wierzchotek stozka normalnego, wyznaczymy
tworzace, wzdluz ktérych ptaszczyzny styczne, réwnolegte do
danego kierunku, stykajg sie ze stozkiem, jesli przez wierz-
chotek stozka normalnego poprowadzimy ptaszczyzne prosto-
padlg do danego kierunku i wyznaczymy prosta ¢, wzdiuz
ktorej ptaszczyzna ta przecina ptaszczyzne podstawy stozka.
Prosta q przecina koto k w punktach Ti i Tz, ktére potaczone
z wierzchotkiem W stozka, sg szukanemi tworzgcemi. Styczne
Si i Sz, wykre$lone do kota k w punktach Ti i Tz, wyznaczajg
wraz z tworzacemi ti i &z ptaszczyzny styczne en i 02, réwno-
legte do danego kierunku.
Przyktady.
a) Réwnolegle do prostej czotowej m (m' m") popro-
wadzi¢ do stozka obrotowego (Rys. 467.) ptaszczyzny styczne.
Prostopadta, wykreslona w punkcie A" do prostej A" W",
przecina a" w
punkcie  WT'y
ktory jest rzu-
tem pionowym
wierzchotka
stozka normal-
nego. Plaszczy-
zna Y/, przecho-
dzaca przez Wi
prostopadle do
m, jest w tym
przypadku pio-
Nnowo rzucajaca,
a jej Slad pozio-
my KB\ przecina
koto w punktach
Ti i 72 Punkty
te, potaczone
z wierzchotkiem
stozka, daja tworzace ti i h, wzdluz ktérych plaszczyzny
styczne o= (/i, si) i ot= (fe, S2), rownolegte do kierunku m,
dotykajg stozka.
b) Wyznaczyé ptaszczyzny styczne do stozka obroto-
wego, rownolegte do prostei m (m' m"), (Rys. 468.).
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Przez wierzchotek Wi stozka normalnego poprowadzilismy
n (n" n") prostopadta do m, a przez je] $lad poziomy Hn wy-
kresliliSmy prostg q i m'. Prosta q jest $ladem poziomym
ptaszczyzny 3/ przechodzacej przez wierzchotek Wi, prosto-
padle do kierunku m. Proste tt= TiW i = Tz W wyznaczajg

wraz ze stycznemi Si i S ptaszczyzny styczne do stozka,
rownolegte do prostej m.
c) Jezeli wierzchotek stozka nie lezy w obrebie ptasz-

czyzny rysunkowej (Rys. 469.), to przyjgwszy dowolny réwno-

leznik stozka (w naszym przykia-

dzie ograniczajgcy stozek), uwazamy

jego ptaszczyzne za rzutnie pozioma

i przeprowadzimy konstrukcye jak

w Rys. 467., znajdujagc punkty

Ti (Ti" Ti™) i T2 (7Y 7*"). Proste

t' = (W, TT) h*= (W' TT) prze-

cinajg podstawe ki stozka w punk-

tach Ui i W, a proste ti" = (7V', Ui")

i h" = (T2", W") sg rzutami piono- A IC' vzl | uA WO

wymi tworzacych, wzdluz ktérych

ptaszczyzny gi= (h, Si) i 02 = (fe, &)

stykaja sie ze stozkiem. /
160. Plaszczyzny styczne do

powierzchni obrotowej, a réwno- ¢ Al w\H' V¢
1 VvV wa3l ™!

\us

\U2

/

legte do danej ptaszczyzny a o JAi
Jako przykiad powierzchni obro- v
towej przyjmijmy kule (Rys. 470.). o
Gdyby ptaszczyzna a byta pionowo x 7
rzucajacg, to Slady pionowe plasz- Rys. 469.

czyzn stycznych do kuli bytyby

styczne do kota jako rzutu pionowego kuli, a zadane ptasz-
czyzny datyby sie bezposrednio wyznaczy¢. Jezeli jednak, jak
w naszym przypadku, plaszczyzna « (ha Va) ma potozenie
dowolne, to najpierw sprowadzi¢ ja musimy, zapomocg obrotu
okoto osi a (a' a") kuli, do potozenia prostopaditego wzgledem
rzutni pionowej. Nastepnie poprowadzimy ptaszczyzny styczne
do kuli, a réwnolegte do ptaszczyzny @ w jej nowem poto-
zeniu, a tak otrzymane ptaszczyzny obrécimy, aby byty réwno-
legte do ptaszczyzny @ w jej potozeniu pierwotnem.

21

Bartel, Geometrya wykre$lna.
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Obrotu ptaszczyzny a (nha va) dokonaliSmy, obracajac
jej Slad poziomy na w potozenie nao. Przyjeta na ptaszczy-
Znie a tworzaca b (b* b") zajmie, po dokonanym obrocie
ptaszczyzny, potozenie prostopadie do rzutni pionowej. Prosto-
padta p*, wykres$lona z punktu O do ha”a wiec i b*, przecina
je w punktach A i B'. Odcinki O'A i O'B' sg rzutami pozio-
mymi promieni obrotéw. Po dokonanym obrocie punkty A i B
zajmg potozenie Ao (Ao Ao") i Bo (Bo' Bo"), a ptaszczyzna a

potozenie ao (hao pao). Pltaszczyzny e° (he° tfe°) i cp° (hepo Ucp®),
rownolegte do ptaszczyzny a° i styczne do kuli, pierwsza
w punkcie Eo (Eo' Eo"), druga w punkcie Fo (Fo' Fo"), musimy
obroci¢ okoto osi kuli do potozenia réwnolegtego wzgledem
ptaszczyzny a (ha pa). W tym celu przeniesiemy tukami kot
zakreslonymi z punktu O' jako S$rodka, punkty co i Do na
prostg p' i wykreslimy przez punkty c i D réwnolegte do ha,
otrzymujgc $lady poziome ne i nhy szukanych plaszczyzn.
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Roéwnolegte do va, wykreSlone z punktéw Xe i Xcp, stanowig
Slady pionowe tych ptaszczyzn. Podobnie zapomoca obrotéw
wstecznych punktéw Eo i Fo otrzymamy punkty stycznosci
E('E™) i F {F' F") ptaszczyzn e i @ z kula.

Ptaszczyzny e° i o przecinajg o$ a kuli, pierwsza
w punkcie M (M' M"), druga w A (AT N"). Przez punkty te
przejs¢ musza ptaszczyzny s i g co stuzyé moze do spraw-
dzenia doktadnosci rysunku. Slad pionowy \e przejdzie przez
$lad Vm poziomo tworzacej prostej m (m' m"), a slad pio-
nowy Vn prostej njjm leze¢ bedzie na $ladzie pionowym ixp
ptaszczyzny @

161. Wyznaczenie linii stycznosci walca, o tworzacych
rownolegtych do danego kierunku, z powierzchnig obrotowa.

Rozwigzanie tego zadania poprzedzimy rozwazaniem na-
stepujacych tematow:

a) Dana jest powierzchnia obrotowa i rzut poziomy p°
jej potudnika; wyznaczy¢ na tym potudniku punkty stycz-
nosci ptaszczyzn stycznych, rownolegtych do danej prostej k.

Przyjmijmy najpierw (Rys. 471.),
ze prosta k jest réwnolegta do ptasz-
czyzny potudnika. Wiadomo z ust.

145., ze ptaszczyzna styczna w da-
nym punkcie powierzchni obrotowej
jest prostopaditg do ptaszczyzny po-
tudnika, ktéry przechodzi przez ten
punkt i ze krawedz ptaszczyzny tego
potudnika z ptaszczyzng styczng jest
styczng do potudnika w uwazanym
punkcie i przecina 0$ powierzchni.
Rby uniknaé¢ kreslenia rzutu piono-
wego potudnika p, obré¢my go okoto
osi powierzchni tak, aby zeszedt sie
z potudnikiem gltownym. Réwno-
cze$nie obroémy prosta k (k' Kk'j
tak, aby zajeta potozenie ki réwno-
legte do rzutni pionowej. Styczne
Si" i S2" do zarysu powierzchni
obrotowej na rzutni pionowej, réwnolegte do ki", stykajg sie
z tym zarysem w punktach Ei (Ei* Ei") i Fi {Fi Fi"). Wré¢my
z tymi punktami na potudnik p — a zadanie bedzie rozwigzane.
21-
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tuki kot, zakreSlone z punktu a' promieniami a" Ei
przecinajg prostg p* w punktach E' i F',

§ 13. POWIERZCHNIE OBROTOWE

i al Fi'y
ktérych rzuty pio-
nowe leze¢ beda na

$§ladach pionowych [» i
us ptaszczyzn obrotéw,
przechodzacych  przez
punkty Ei i Fi prostopa-
dle do osi a powierzchni.

Jezeli prosta k (k*k™)
nie jest réwnoleglty do
ptaszczyzny potudnika
(Rys. 472.), to potudnik
dany obrocimy okoto
osi a (a' a") powierz-
chni az padnie na po-
tudnik gtéwny, a pro-
stg k (k' k") obrécimy
okoto prostej ///ao katcp,
rowny katowi, jaki ptasz-
czyzna potudnika p za-
wiera z ptaszczyzna po-
tudnika gtéwnego. Wy-
kreslimy styczne Si" i
S2" rownolegte do ki,

a punkty Fi (Fi' Fi") i Fi (F/ Fi") sprowadzimy zapomocg

obrotu okoto osi a na ptaszczyzne
potudnika p, otrzymujac punkty
F(F'E™) i F (F" F"), rozwiazujace
zadanie.

b) Na danym
r (r' r") powierzchni
(Rys. 473.) wyznaczyé punkty
styczno$ci plaszczyzn stycznych,
rownolegtych do danego kierunku
k (k" k™).

Szukane ptaszczyzny sg styczne
do stozka opisanego na powierzchni
wzdluz danego réwnoleznika, a wy-
znaczenie owych ptaszczyzn stycz-
nych do stozka, réwnolegtych do

obrotowej

réwnolezniku X

Rys. 473.
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danego kierunku, uskutecznimy przy pomocy stozka normal-
nego (ust. 159.).

W punkcie A" wykreslimy styczng s" do krzywej, be-
dacej rzutem pionowym powierzchni obrotowej, a nastepnie
normalng A" WY'. Prostopadta n", wykre$lona z WY' do k",
przecina r" w punkcie H", ktéry rzucimy na prostg n', otrzy-
mujac punkt H'. Przez ten punkt wykreslona prosta q' L k'
przecina koto r' w punktach 7Y i 7YV ktére sg rzutami po-
ziomymi szukanych punktéow Ti (TT Ti") i Tu (TT TT").

Rys. 474

Teraz przystgpi¢ mozemy do wyznaczenia linii stycz-
nosci Is walca opisanego na powierzchni obrotowej (Rys. 474.%),
a zadanie nasze polega¢ bedzie na zigczeniu obu wyzej prze-
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prowadzonych. Wiec wzigwszy pod uwage potudnik, lezacy
na plaszczyznie sr, rownolegtej do danego kierunku k (k' k™)y
wyznaczymy na nim punkty stycznosci A {A* A™) i B (B* B")
tworzacych walca, réwnolegtych do kierunku k. W tym celu
obrécimy prosta k do potozenia ki (ki® ki™), réwnolegtego do
rzutni pionowej i wykreslimy styczne Si" i Si" do zarysu
powierzchni na rzutni pionowej. Otrzymane punkty stycznosci
Ai (A/ Ai") i Bi (Bi' Bi") obrécimy okoto osi powierzchni
na plaszczyzne jt, otrzymujac szukane punkty A i B. Jezeli
punkt przeciecia sie prostej Si'' z prostg a" oznaczymy literg O",
to przez punkt ten przejdzie rzut pionowy s" promienia, styka-
jacego sie z powierzchnig w punkcie A i réwnolegtego do da-
nego kierunku k. Punkt A" leze¢ wiec bedzie na s".

Styczne ¢"™ i d" do rzutu pionowego potudnika gtéwnego
w punktach C" i D", a rownolegte do k", sg $ladami piono-
wymi pionowo rzucajacych ptaszczyzn y i 5, stycznych do
walca, ktérego kierownicg jest potudnik gtéwny powierzchni
obrotowej, a ktorego tworzace sg rownolegte do danego Kkie-
runku k (k' k™). Punkty C (C' C") i D (D' D") sg punktami
szukanej linii Is, lezacymi na potudniku gtéwnym. W punk-
tach C" i D" styka sie ta linia z rzutem pionowym powierz-
chni. Poniewaz prosta s' jest osig symetryi prostokatnej rzutu
poziomego krzywej Is, wiec znajac punkty C' i D\ otrzymamy
z tatwoscig punkty Ci (Ci' Ci") i Di (Di Di"), lezace z pierw-
szymi na tych samych réwnoleznikach.

Z kolei wyznaczymy punkty E i F, lezace na ptaszczy-
Zznie p, prostopadiej do osi W tym celu obréémy plasz-
czyzne p okoto osi a powierzchni tak, aby padta na plasz-
czyzne a, a réwnocze$nie obréémy o ten sam Kkat prosta k.
Kat obrotu plaszczyzny p, a wiec i prostej k wynosi 90°. Ta
ostatnia po dokonanym obrocie zajmie potozenie ki (k/ ki"),
przyczem ki _Lk'. Rownolegle do ki" wykre$limy styczne e**
i fi" do rzutu pionowego powierzchni, a punkty stycznosci
Ei (Ei' Ei") i Fi (Fi' Fi") przeniesiemy zapomocg obrotu wstecz-
nego okoto osi a (@' a") na ptaszczyzne p, gdzie otrzymamy
punkty E (E' E") i F (F' F") krzywej Is. Symetrycznie do
nich rozmieszczone sg punkty Fi (Fi' Ei") i Fi (Fi' Fi").

Nastepnie obiera¢ bedziemy na powierzchni réwnolezniki,
na ktérych, przy pomocy stozkéw normalnych, znajdziemy po
dwa punkty, podobnie jak w Rys. 473.
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Punkty K (K* K") i L {L" L") na kole szyjnem znaj-
dziemy, kres$lagc srednice K*' L' _Ls" i odnoszac punkty R" i L*
na rzut pionowy tego kota.

162. Zadanie.

Wyznaczy¢ linie stycznoSci walca opisanego na po-

wierzchni obrotowej, gdy kierunek tworzacych walca jest
rownolegty do rzutni pionowej (Rys. 475.). Zadanie to sta-
nowi szczegdlny przy-
ktad, omoéwionego w
ustepie poprzednim.
Punkty A (A' A") i
B (B'"B") na potu-
dniku gtéwnym otrzy-
mamy jako punkty
stycznosci  prostych
si 1 s2, réwnolegtych
do kierunku k (k" k™).
Na rownoleznikach
otrzymamy  punkty
szukanej linii przy
pomocy stozkéw nor-
malnych (np. punkty
C(C Cc™)iD{D'D"™).
Rzuty pionowe punk-
téw, lezacych na réw-
niku, wzglednie kole
szyjnem, leza na rzu-
cie pionowym a'" osi
powierzchni (punkty
EiF).

163. O rzutach
powierzchni obroto-
wych, Kktérych osi
nie sg prostopadte do
ptaszczyzn rzutdw. Rys. 475.

Zarys powierz-
chni obrotowej na rzutni pionowej jest rzutem prostokatnym
zarysu istotnego powierzchni, albo innemi stowy, jest prze-
krojem walca opisanego na powierzchni, ktérego tworzace sg
prostopadie do rzutni pionowej, z tg rzutnig. Podobnie rzut
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poziomy powierzchni jest przekrojem walca o tworzgcych pio-
nowych, opisanego na tej powierzchni, z rzutnig pozioma.

Gdy o0$ powierzchni jest pionowa, to linia stycznosci
walca opisanego na powierzchni, prostopadle do rzutni pio-
nowej, jest potudnikiem gtdwnym. Rzut pionowy tego potu-
dnika, albo innemi stowy przekréj walca opisanego na po-
wierzchni, jest linig przystajgca do potudnika gtéwnego.

Jezeli 0§ powierzchni obrotowej ma potozenie dowolne
wzgledem rzutni, to wykre$lenie np. rzutu pionowego tej po-
wierzchni wymaga wyznaczenia linii stycznosci walca, o two-
rzacych prostopadtych do rzutni pionowej, opisanego na po-
wierzchni i wynalezienia rzutu pionowego tej linii. To samo
odnosi sie do rzutu poziomego powierzchni. Najpierw wyzna-
czy¢ musimy linie stycznosci walca, o tworzgcych pionowych,
opisanego na powierzchni, a nastepnie rzut poziomy tej linii,
czyli przekroj tego walca rzutnig pozioma.

Kilka przyktadéw sprawe najlepiej wyjasni.

a) Wyznaczyé rzut pionowy stozka obrotowego, ktdregc
0$ a (a'a") réwnolegta do rzutni bocznej i rzut boczny sg
dane (Rys. 476.).

Opisany na stozku walec, o tworzacych prostopadtych
do rzutni pionowej, sprowadza sie do dwdch pionowo rzu-

cajacych ptasz-
czyzn, stycz-
nych do stozka
wzdtuz tworza-
cych tiih. Two-
rzace te znaj-
dziemy przy
pomocy  stoz-
ka normalnego,
kreslac z jego
wierzchotka Wi
ptaszczyzne UV,
prostopadia do
kierunku  rzu-
téw, a wiec row-
nolegty do rzutni pionowej. Ptaszczyzna \r przetnie ptaszczyzne
postawy stozka w prostej g (g g""), a koto ki (ki" ki") w punk-
tach M (M" M™) i N {N" N'). Wykonajmy kiad kiO kota Ki
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okoto jego srednicy A B na plaszczyzne, przechodzacg przez
0$ stozka, a réwnolegtg do rzutni bocznej, to podwojna dhu-
go$¢ odcinka N° N'" réwna jest cieciwie M"™ N" elipsy ki".
Punkty M"™ i N" sg punktami stycznos$ci prostych h™ i ts"
z elipsg ki™.

b) Wykres$li¢ rzut pionowy i boczny kuli wraz z je]
réwnikiem, dwoma réwnoleznikami i dwoma potudnikami.
Rzuty osi a (@™ a'") i srodka O (0" O"") kuli, a takze i jej
promien sg dane.

Walec, o tworzgcych prostopadtych do dowolnej ptasz-
czyzny, opisany na kuli, jest walcem obrotowym. Rzut prosto-
katny kuli, bedacy przekrojem tego walca ptaszczyzng rzutow,
prostopadta do jego tworzacych, jest wiec zawsze kolem,
0 promieniu, rownym promieniowi kuli. Kota, zakreslone z punk-
tow O™ i O™ (Rys. 477.*) danym promieniem kuli, sg rzutami
tej kuli na ptaszczyzne pionowa i boczna.

Punkty Ai (Ai" Ai"™) i Az (A2" A/") sa punktami, w kto-
rych o$ a (a" a"") przebija kule. Srednica A™ B" L Ai" As"
jest rzutem pionowym roéwnika r, a réwnolegte do niej cieciwy
E™ F" iJ" K" sa rzutami pionowymi roéwnoleznikéw n i n.
Wyznaczenie rzutu bocznego r'" réwnika i rzutdw bocznych
ri* i ré" réwnoleznikéw nie nastrecza zadnych trudnoéci.
Mata o$ elipsy r'" jest rzutem prostokgtnym S$rednicy A" B"
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na prostg a"", o$ duza réwna jest srednicy C™" D"" kota. Mata
o$ elipsy n'", bedacej rzutem bocznym roéwnoleznika n, jest
rzutem prostokagtnym E"'F"" cieciwy E"™ F" na a"", dtugos¢
osi wielkiej G"' H"' tej elipsy jest rowng diugosci cieciwy
E" F".

Kazda ptlaszczyzna, przechodzgca przez o$ kuli, przecina
ja wzdtuz kota wielkiego (potudnika), a ptaszczyzne roéwnika
wzdtuz prostej, ktéra przechodzi przez S$rodek kuli. Kazda
$rednica kota réwnikowego i o$ Ai Bi kuli stanowig pare
wzajemnie prostopadtych S$rednic jednego potudnika. Rzut tej
pary $rednic kota potudnikowego na ptaszczyzne boczna sta-
nowi pare $rednic sprzezonych elipsy, bedacej rzutem bocznym
potudnika. Elipsa pi'", wyznaczona parg $rednic sprzezonych
AP A2™ i P"' Q'™ przyczem ta ostatnia jest dowolnie przy-
jeta Srednicag elipsy r"", jest rzutem bocznym potudnika pi.
Rzut pionowy tego potudnika jest elipsg pi', wyznaczong
osiami Ai" Bi" i ~P™Q".

Ptaszczyzna poprowadzona przez $rodek kuli, rowno-
legle do rzutni bocznej, przecina ja wzdluz kota wielkiego,
ktérego rzut boczny stanowi zarys kuli na bocznej ptaszczy-
Znie rzutéw. Plaszczyzna A przecina rownoleznik n (n* ri*'")
w punktach Mi (Mi" Mi*™) i Ni (Ni" Ni*"). Punkty Mi" i Ni"
sg punktami stycznosci elipsy n'" z kotem, bedgacem rzutem
bocznym kuli. Podobnie otrzymamy punkty Mi (Mi" Mi")
i Ni (Ni'" Ni"") na réwnolezniku Ti (n* ri"").

Ptaszczyzna % przecina potudnik pi w punktach /i Il,

ktorych rzuty pionowe I i II"" sg bezposrednio znane, a kto-
rych rzuty boczne 1" i I1" sg punktami stycznosci elipsy pi"
z kotem konturowem kuli. Prosta | Il jest krawedzig ptasz-
czyzny i ptaszczyzny potudnika pi, jest $rednicg w kole pi

i ma potozenie réwnolegte do rzutni bocznej. Ale rzut $rednicy
kota, rownolegtej do ptaszczyzny rzutoéw, jest osig elipsy, be-
dacej rzutem tego kota (patrz przyktady w ust. 99.). Srednica '
I U™ jest wiec osig elipsy pi", ktéra tez otrzymaé mozna,
bez posrednictwa rzutu pionowego, ze $rednic sprzezonych
Ai" Ai" iP"' Q'm, przez zastosowanie poznanej w ust. 97.
Rys. 292 b. konstrukcyi.

c) Wykresli¢ rzut pionowy powierzchni obrotowej, ktére
0§ — rownolegta do rzutni bocznej — i rzut boczny sa dane
(Rys. 478.%).
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Rzut pionowy naszej powierzchni jest sladem pionowym
walca, o tworzacych prostopadiych do rzutni pionowej, opisa-
nego na tej powierzchni, albo innemi stowy, jest to rzut pio-
nowy linii stycznosci walca, ktérego tworzace, styczne do po-
wierzchni, sg prostopadte do rzutni pionowej.

Bioragc pod uwage rzut boczny i poziomy, wyznha-
czymy — podobnie jak w Rys. 475. — linie stycznosci walca,
opisanego na powierzchni obrotowej, uwzgledniajac kierunek

jego tworzacych, réwnolegly do osi y. Wiec styczne, réwno-
legte do k', dotykajg zarysu powierzchni w rzucie bocznym
w punktach fi!" i B"" szukanej linii. Z kolei szuka¢ bedziemy
punktéw tej linii na réwnoleznikach powierzchni, aby za$
unikngé kreslenia rzutu poziomego, wykonywa¢ bedziemy
ktady tych réwnoleznikéw na ptaszczyzne, przechodzacag przez
0$ powierzchni réwnolegle do rzutni bocznej. | tak np. rzut
boczny réwnoleznika n jest odcinkiem ri', a kiad jego na
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wspomniang wyzej ptaszczyzne kotem n°. Z punktu Wi",
ktory jest rzutem bocznym wierzchotka stozka normalnego,
wykreslimy prostopadtg do kierunku k', otrzymujac na n'"
punkt C™. Z punktu tego wykreslimy prostopadtg do rzutu
pionowego a" osi powierzchni i odmierzymy po obu stronach
prostej a" odcinek a = C"r C°. Otrzymamy punkty C" i Ci"
szukanego zarysu powierzchni na rzutni pionowej. W podobny
sposOb znajdziemy dowolng ilo$¢ dalszych punktéow tego za-
rysu; konstrukcye dla punktéw D" i Di", E" i Ei", F" i Fi"
podaliSmy na rysunku.

Druga cze$¢ naszej powierzchni obrotowej zigczona jest
Zz pierwszg walcem obrotowym i takimze walcem zakoriczona.
Z rzutu pionowego pierwszego widoczng jest cze$¢ elipsy
0 osi duzej K" Ki" i matej pétosi, rébwnej rzutowi prostokat-
nemu odcinka J K "™ na prostg a". Rzut boczny, a takze
1 pionowy linii stycznosci walca, opisanego na owej drugiej
(dolnej) czesci powierzchni obrotowej, wyznaczymy zupetnie
w ten sam sposob, jak dla czesSci pierwszej. Styczne réwno-
legle do k'" stykajg sie z krzywa, stanowigcg rzut boczny
powierzchni w punktach G™* i H"". Rzut pionowy G" punktu G
lezy na prostej a".

Poprowadzmy styczng do linii G"™ M™ H"' réwnolegla
do k™", wzglednie prostopadig do a" i oznaczmy punkt stycznosci
literg M™. W znany sposo6b, przy pomocy kiadu réwnoleznika,
znajdziemy rzut pionowy M" punktu M, a takze punktu Mi,
przyczem odcinek M™ Mi" réwny jest podwojnej dtugosci od-
cinka M"™" M°.  Z konstrukcyi wynika wprost, ze punkty M"
i Mi" sa punktami zwrotu linii zarysu i ze krzywa
M™ G"™ Mi" jest niewidoczng. Idac od punktu M ku punk-
towi H, rzut pionowy linii stycznosci, walca opisanego na po-
wierzchni, jest widoczny.

164. O stozkach opisanych na powierzchniach obrc
towych.
1 Niechaj zadaniem naszem bedzie wyznaczenie n

potudniku gtéwnym danej powierzchni obrotowej, np. kuli,
punktéw styczno$ci ptaszczyzn stycznych do tej powierz-
chni, a przechodzacych przez dany punkt S (SrS").
Poprowadzmy w tym celu z punktu S prostopadig s
(Rys. 479.) do ptaszczyzny potudnika gtéwnego a i oznaczmy
punkt przebicia sie tej prostej z ptaszczyzna a literg A
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Poprowadzmy nastepnie z punktu A (A* A") styczne e (e'e")
i f (ff') do potudnika gtéwnego p (p'p"), to plaszczyzny
e=(s,e) i @p—(s, f) stykajg sie z powierzchniag obrotowg
w szukanych punktach E (E' E") i F(F'F"), lezacych na
potudniku p (p' p").

Gdybysmy w miejsce potudnika gtéwnego przyjeli po-
tudnik dowolny, lezacy na ptaszczyZznie a (Rys. 480.), to za-
danie powyzsze rozwiazemy w sposéb nastepujgcy: Z danego

punktu S (S'S") poprowadzimy prostopadtg s (s's") do ptasz-
czyzny a(haVa), a nastepnie obrécimy te ptaszczyzne wraz
z punktem A (A" A"), okoto osi powierzchni, do potozenia ptasz-
czyzny potudnika gtéwnego p. Styczne e\ (e/ ei") i fi (fi*fi""),
wykreélone z punktu Ai (A/ Ai") do potudnika gtéwnego,
stykaja sie z nim w punktach Ei (Ei" Ei") i Fi (F/ Fi").
Zapomocag obrotu wstecznego okoto osi a (a a"), wrécimy
z tymi punktami na plaszczyzne a, otrzymujgc na danym
potudniku p (p' p") punkty E (E*E"™) i F (FrF"), w ktérych
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ptaszczyzny styczne do powierzchni obrotowej, przechodzace
przez punkt S, dotykaja tej powierzchni.

2. Przyjmijmy powierzchnie obrotowg (Rys. 481.), a na
niej réwnoleznik r (r' r"), za$ zewnatrz powierzchni do-
wolny punkt S (S' S"). Wyznaczmy na tym réwnolezniku
punkty stycznosci ptaszczyzn stycznych do powierzchni,
a przechodzacych przez punkt S.

W tym celu uwazajmy
rownoleznik r za rownoleznik
stozka obrotowego, opisanego na
powierzchni obrotowej. Styczne
w punktach A" i B" do rzutu
pionowego powierzchni przeci-
naja prostg a" w punkcie W",
ktéry jest rzutem pionowym
wierzchotka stozka. Ptaszczyzny
styczne do tego stozka, prze-
chodzace przez punkt S, wy-
znaczaja nha rownolezniku r
szukane punkty Si i S2. Pro-
sta m, tgczaca punkt S z wierz-
chotkiem W, przebija ptaszczy-
zne p réwnoleznika r w punk-
cie H. Styczne si (si' si") i
s2 (S2' s2"), wykre$lone z punk-
tuH (H'H") do réwnoleznika r,

wyznaczajg wraz z prostg m (m' m") ptaszczyzny styczne do
stozka wzdtuz tworzacych WSi i WS2, a do powierzchni
obrotowej w punktach Si (S/ Si") i S2 (S2' S2").

3. Przystagpmy wreszcie do wyznaczenia linii stycz-
nosci stozka opisanego na danej powierzchni obrotowej
z dowolnego punktu S (Rys. 482.%).

Przedewszystkiem wyznaczymy punkty charaktery-
styczne szukanej linii, ktorymi sg:

a) Punkty A (A*A") i B (B" B"), lezace na potudniku,
ktérego ptaszczyzna n przechodzi przez punkt S, a ktére znaj-
dziemy jak w Rys. 480. Punkt A (A" A") jest punktem naj-
wyzszym, a punkt B (B*B") najnizszym szukanej linii.

b) Punkty C(C'C") i D (D"D"), lezace na potudniku
gldbwnym, a bedace punktami styczno$ci ptaszczyzn pionowo



164. O STOZKACH OPISANYCH NA POW. OBROTOWYCH 335

rzucajacych z powierzchnig i przechodzacych przez punkt 5.
Rzuty pionowe tych punktéow sg punktami stycznosci stycz-

«

nych c¢" i d", wykre$lonych z punktu S" = R" do rzutu piono-
wego powierzchni. Na potudniku, zawierajgcym z plaszczyzng jt
ten sam kat, jaki ta ostatnia tworzy z potudnikiem gtéwnym,
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lezg punkty E(E'E™) i F (F' F"), przyczem ich rzuty po-
ziome sg symetrycznie potozone wzgledem prostej hn.

¢) Punkty G (G' G"™) i J (JrJ") lezace na potudniku,
ktorego ptaszczyzna {3 jest prostopadta do osi *. Punkty te
znajdziemy tak, jak punkty E i F w Rys. 480. Wiec z punktu 5
prowadzimy prostopadlg do ptaszczyzny BB, a punkt przebicia
sie T{T" T") obrécimy okoto osi a na ptaszczyzne @, ozna-
czajac jego nowe potozenie przez Ti (TT TT'). Z punktu Ti"
kreslimy styczne gi™ i ii" do rzutu pionowego powierzchni.
Punkty stycznosci Gi (GT GT*) i Ji (JT Ji"") prostych gi i ii
z powierzchnig obrécimy okoto osi a na ptaszczyzne ¢, otrzy-
mujac tam punkty G (G' G") iJ (f J"). Symetrycznie do
nich lezg punkty K i L.

d) Punkty M (M* M") i N (N"N"), lezace na réwniku r
(wzglednie na kole szyjnem), sg okreslone poziomo rzucajgcemi
ptaszczyznami, stycznemi do powierzchni. Sladami poziomymi
tych ptaszczyzn sg proste m' i n', styczne do kota r' w punk-
tach W i AT.

Wyznaczywszy owe punkty charakterystyczne szukanej
linii, przystgpimy do konstrukcyi punktéw posrednich, lezg-
cych na réwnoleznikach powierzchni. Punkty te znajdziemy
sposobem podanym w Rys. 481. Jako przykiad niechaj po-
stuzg punkty | (T I') i Il (II" U"). Bierzemy pod uwage réwno-
leznik n (rT n"), lezacy na ptaszczyznie s i znajdziemy wierz-
chotek W (W' W™) stozka opisanego na powierzchni obrotowej
wzdluz tego réwnoleznika. Prosta S W przebija ptaszczyzne €
w punkcie H (H*H™). Punkty stycznosci I" i IlI', stycznych
do rT z punktu H', wyznaczajg rzuty poziome szukanych
punktéw. Punkty I" i " lezg na n" = e

W miare, jak przyjmowane réwnolezniki zblizajg sie do
rownika, wierzchotki stozkéw, opisanych na powierzchni wzdiuz
tych rownoleznikéw, oddalajg sie od rzutni poziomej. W pewnem
potozeniu prosta, tgczaca punkt S z wierzchotkiem takiego
stozka, jest prostg pozioma, a jej $lad z plaszczyzng rowno-
leznika lezy nieograniczenie daleko. Wyznaczmy punkty szuka-
nej linii stycznosci, lezgce na takim rownolezniku. Z punktu S"
poprowadzimy prostg rownolegly do osi rzutdw x, a punkt
przecigcia sie Wi" tej prostej z prostg a" jest wiasnie rzutem
pionowym wierzchotka stozka, o ktéry chodzi. Z punktu Wi"
wykreslimy styczne do rzutu pionowego powierzchni, a cieciwa
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styczno$ci jest Sladem pionowym Up ptaszczyzny réwnoleznika,
wzdtuz ktérego stozek styka sie z powierzchnig. Wykresliwszy
rzut poziomy tego réwnoleznika, poprowadzimy przez punkt Wi
prostopadtg do prostej hir i otrzymamy, jako przeciecie sie jej
z rzutem poziomym roéwnoleznika, punkty HI' i IV'.

Uwaga. Gdy powierzchnig obrotowg bedzie kuta, to
linig stycznosci stozka opisanego na niej jest koto, ktorego
rzuty, przez wprowadzenie trzeciej rzutni, dadzg sie z tatwoscig
wyznaczyc.

165. Zadania.

1. Przez dang prosta p poprowadzi¢ ptaszczyzny
styczne do powierzchni obrotowej.

Kazda ptaszczyzna styczna do stozka albo do walca,
opisanego na danej powierzchni
obrotowej, jest styczng do tej
powierzchni w jednym punkcie
krzywej  stycznosci. Obrawszy
wiec dwa dowolne punkty A i B
prostej p (Rys. 483) za wierz-
chotki  stozkéw, opisanych na
powierzchni <€ wyznaczymy ich
linie stycznosci a i b, ktére prze-
cinajg sie w punktach E i F.

Pltaszczyzny e= (p,E) i @= (p.F)
rozwigzujg zadanie. Rys. 483.

JeslibySmy punkt B przyjeli
jako punkt niewtasciwy prostej p, to otrzymamy walec opi-
sany na powierzchni obrotowej O, a rozwigzanie zadania nie
dozna zresztg zmiany. *

2. Przez dang prostg a {a' a") poprowadzi¢ ptasz-
czyzny styczne do kuli.

Pierwszy spos6b. Na kuli opiszemy walec, ktérego
tworzace sg rownolegte
do prostej a; ptaszczyzny
styczne do walca,a przecho-
dzace przez prostg a, roz-
wigzuja zadanie. Aby mdédz
poprowadzi¢ plaszczyzny
styczne do walca, bez po-

Rys. 484. przedniego  wyznaczenia

Bartel Geometrya wykreslna. 22
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jego sladu, poprowadzimy przez S$rodek kuli ptaszczyzne a
prostopadtg do prostej a (Rys. 484.), a przez punkt przebicia
sie A tej prostej z ptaszczyzng « styczne Si i S2 do kota k.
Ptaszczyzny przechodzace przez prostag a i styczne Si i & roz-
wigzujg zadanie, ktore, jak widzimy, posiada dwa rozwigzania.

Niechaj punkt O (O' O™) jest S$rodkiem kuli, a prosta
a (a' a") dang prostg (Rys. 485.). Przez $rodek kuli poprowa-
dziliSmy prosta poziomag b (b' b") prostopadta do a (a* a"),

a przez nig ptaszczyzne a (ha Da) réwniez do a prostopadia.
Punkt przebicia sie prostej a z ptaszczyzng a oznaczyliSmy
literg A (A" A"). Wykonajmy kiad plaszczyzny a na plasz-
czyzne p réwnika r kuli, a to okoto krawedzi b (b* b") tych
obu ptaszczyzn. Prostg a' uwazajmy za $lad poziomy plasz-
czyzny obrotu, to kikad punktu A na ptaszczyzne réwnika be-
dzie w punkcie AX, przyczem A'Ax= z jest odlegtoscig
punktu A" od prostej b", réwna odlegtosci punktu A od
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ptaszczyzny p. Po dokonanym obrocie punkt A zajmie poto-
zenie A°. Styczne c° i ¢, wykres$lone z punktu A° do kota r’,
przecinajg prostg b (b* b") w punktach E (E'E") i F (F" F"),
ktére potaczone z punktem A {A' A") dajg proste ¢ (c'c")
i d(d d"). Plaszczyzna s (he Ve), Wyznaczona prostemi
a{a'a") i c(c'c") i ptaszczyzna o (/ip przechodzaca
przez proste a (a'a"™) i d (cT d"), rozwigzujg zadanie.

Drugi spos6b. Z dowolnego punktu prostej a, jako
z wierzchotka, opiszemy na kuli stozek. Plaszczyzny styczne
do tego stozka, a poprowadzone przez prostg a, sg styczne do
kuli i rozwigzuja zadanie.
Najdogodniej jest obra¢ punkt na prostej a tak, aby o$
stozka byta roéwnolegla do jednej z rzutni, gdyz wéwczas rzut
22«
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kota stycznos$ci stozka z kulg na ptaszczyzne réwnoleglta do
osi jest linig prosta.

Niechaj punkt O (O' O") jest $rodkiem kuli, a prosta
a (a"a") ta prosta, przez ktérg poprowadzi¢ mamy ptaszczyzny
styczne do kuli (Rys. 486.). Poprowadzmy przez S$rodek kuli
czotowa ptaszczyzne a i wyznaczmy punkt R (R* R'r), w kto-
rym a przecina prostg a (a'a"). Uwazajmy punkt R za wierz-
chotek, a prostag czotlowg R O za o0$ stozka opisanego na Kkuli.
Zarys tego stozka na rzutni pionowej stanowig styczne, wy-
kreslone z punktu R"™ do rzutu pionowego kuli. Cieciwa
stycznosci M™ N" jest rzutem pionowym kota stycznosci k
stozka i kuli. Pionowo rzucajgca ptaszczyzna [3 (/ip np) tego
kota, przecina prostg a (a'a") w punkcie B (B'B"). Styczne
¢ i d, poprowadzone z punktu B do kota k, oraz dana
prosta a wyznaczajg zadane ptaszczyzny. W celu otrzy-
mania rzutu poziomego stycznych ¢ i d, wykonaliSmy kiad
ptaszczyzny 13 wraz z kolem stycznosci i punktem B, na
rzutnie pozioma. Styczne c° i d°, wykre$lone z punktu B° do
kota k°, przecinajg élad h$ w punktach Hc i Hd, ktére pota-
czone z punktem B' dajg proste ¢ i d'. Rzuty pionowe
stycznych ¢ i d schodza sie ze S$ladem pionowym plasz-
czyzny p. Plaszczyzny y= (a, ¢) i 6= (a, d) stanowia rozwig-
zanie zadania.

§ 14. POWIERZCHNIE TOPOGRAFICZNE

166. Plan warstwicowy. Powierzchnia obszaru
wraz z jej wzniesieniami i zagtebieniami, a wiec powierzchnia
nie dajaca sie okresli¢ geometrycznie, nosi nazwe powierzchni
topograficznej. Do przedstawienia takiej powierzchni uzy-
wamy z reguty metody rzutéw cechowanych; zar6wno metoda
Monge’a, jak i rzut ukosny nie bylyby tu celowe i stad nie
wchodzg w rachube.

Celem otrzymania geometrycznego obszaru powierzchni
topograficznej, wezmy pod uwage obszar ziemi, znajdujacy sie
nad morzem. Przybrzezng cze$¢ spokojnego zwierciadta morza
uwazajmy za ptaszczyzne, ktéra przyjmijmy za ptaszczyzne
porownawczg (rzutéw). Plaszczyzny warstwowe, przyjete
w pewnych rownych odstepach od ptaszczyzny poréwnawcze;.

zien
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przetng uwazany obszar ziemi wzdtuz linij ciggtych, ktore nazy-
wamy warstwicami powierzchni topograficznej. Oznaczmy
kazdg z warstwie liczbg, wyrazajacag odlegtos¢ ptaszczyzny,
na ktérej lezy, od ptaszczyzny poréwnawczej w metrach
i rzu¢tmy je wszystkie prostopadle na ptaszczyzne poréw-
nawczg, to otrzymane tam linie krzywe, zaopatrzone w cechy,
tworzg t. zw. plan warstwicowy, charakteryzujagcy dany
obszar powierzchni topograficznej. Kazda z warstwie, ktérem
to mianem okreslamy nie tylko przekréj powierzchni topogra-
ficznej ptaszczyzng poziomg, ale takze i rzut tego przekroju
na ptaszczyzne poréwnawcza, jest miejscem geometrycznem
punktéw o jednakowej wysokos$ci. Oczywiscie, ze im mniejsza
jest réznica wysokosSci poszczegélnych warstwie, tern charakte-
rystyka terenu, wyrazona planem warstwicowym, jest bardziej
szczegotowa i doktadna.

Rys. 487. przedstawia plan warstwicowy obszaru powierz-
chni topograficznej w podziatce 1:20.000. Rzut oka na cechy
i przebieg warstwie
pozwala natychmiast
na zoryentowanie sie
w terenie. | tak wi-
dzimy, ze w okolicy
punktu R teren jest
najnizszy i tworzy
t. zw. kotline, na-
stepnie wznosi sie,
0 Czem pouczajg nas
warstwice o cechach
234, 235, 236, 237...
W kierunku wscho-
dnim teren wznosi
sie dalej i tworzy Rys. 487.
szczyt o wysokosci
240'5 m; podobnie podnosi sie teren ku potudniowi, a za$ ku
péinocy spada.

Wysokosé warstw, t. j. odlegtos¢ dwoéch uwazanych plasz-
czyzn warstwowych, przyjmujemy zaleznie od podziatki ry-
sunku i celu, jakiemu rysunek ma stuzyc.

Ksztalt obszaru powierzchni topograficznej, zawarty miedzy
dwiema warstwicami nie jest blizej okreslony. Przyjmujemy

J-im

Podziatka 1:20.000.
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jednak, ze w tym obszarze powierzchnia nie zawiera zadnych
szczegolnosci i ze stanowi takg powierzchnie prostoliniowa,
ktorej tworzace sg w przyblizeniu prostopadie réwnoczesnie
do obu warstwie.

167. Przekré] powierzchni topograficznej ptaszczyzn
rzucajacg. Wezmy pod uwage powierzchnie topograficzng
(Rys. 488.) i przetnijmy ja poziomo rzucajacg ptaszczyzng a
Poniewaz rzut poziomy linii przekroju schodzi sie ze $ladem

poziomym ha plaszczyzny
siecznej, wiec wykona¢ mu-
simy kiad tej ptaszczyzny,
wraz z linig przekroju, na
jedng z ptaszczyzn warstwo-
wych i (aby przejrzystosci
rysunku nie zaciemniag),
przenosimy ten kiad w inne
miejsce na plaszczyznie ry-
sunkowej. Przyjetg prosta p
uwazajmy za krawedz ptasz-
czyzny siecznej z plaszczy-
zna warstwowa 0 wysokosci
95 m i przenieSmy na nig
szereg punktow A', B, C',...
z prostej ha. Na prostopad-
tych, wykreslonych w punk-
tach A', B'yC',... prostej p,
odmierzymy réznice wysokosci poszczegélnych punktéw od
ptaszczyzny porownawczej i ptaszczyzny warstwowej 0 Wyso-
kosci 95 m. Otrzymane punkty A, B, C,... tgczymy o ile
moznosci prostemi, otrzymujac w rezultacie linie cigglg, sta-
nowiacg w przyblizeniu zadany przekrdj, czyli, jak go
w odniesieniu do powierzchni topograficznej nazywamy, profil
poprzeczny.

Jest rzeczg oczywista, ze im gesciej wystepujg warstwice
i im mniejszg jest ich réznica wysokosci, tern dokladniejszg
i bardziej do prawdy zblizong bedzie otrzymana linia prze-
kroju (profilu). Miedzy punktami D i E ksztatlt powierzchni
nie jest znany, to jednak pewne, ze miedzy obu tymi punktami
znajduje sie punkt najnizszy linii przekroju, od ktoérego po-
czgwszy linia ta, a wiec i teren, poczyna sie wznosi¢ ku
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punktowi E. Punkt P' przyjmiemy w $rodku odcinka C' D\
a wysokos¢ punktu P, a wiec i jego ceche, znajdziemy réwniez
tylko w przyblizeniu z profilu poprzecznego, przy zatozeniu,
ze od punktu C ku punktowi P teren spada w tym samym
stosunku, w jakim nastepnie podnosi sie ku punktowi D.

168. Uzupetnienie planu warstwicowego. Wrysowanie
warstwie posrednich w dany plan warstwicowy nazywamy
uzupetnieniem tego planu. Zadanie polega na wyzna-
czeniu rzutéw punktéw o réwnych, zadanych cechach, leza-
cych na powierzchni
topograficznej, mie-
dzy dwiema ptasz-
czyznami  warstwo-
wemi.

Uwzgledniajgc
koricowa uwage we
ust. 166., nakreslimy
w pewnych odstepach
rzuty tworzacych po-
wierzchni topogra-
ficznej, ograniczonej
dwiema warstwicami,
podzielimy je w za-
danym stosunku, a otrzymane punkty o réwnych cechach po-
taczymy linig cigglta. W ten sposob wiaczyliSmy warstwice 110
miedzy 100 i 120 i warstwice 128 i 136 w plan warstwicowy,
podany na Rys. 489.

169. Przekroj powierzchni topograficznej dowolng ptasz-
czyzng. Linia przekroju powierzchni topograficznej ptaszczyzng
jest miejscem geometrycznem punktéw przeciecia sie warstwie
tej powierzchni z warstwicami plaszczyzny siecznej o tych
samych cechach. Tym sposobem otrzymalismy punkty /T, B\ C'
w Rys. 490. Chcac otrzymaé¢ punkty posrednie, okreslajace
doktadniej przebieg linii przekroju powierzchni ptlaszczy-
zng a, obieramy na powierzchni proste, prostopadie w przy-
blizeniu do dwdch sasiednich warstwie i szukamy punktow,
w ktoérych proste te przebijajg ptaszczyzne sieczng. Tak np.
prosta M N przebija ptaszczyzne a w punkcie P, prosta RS
w punkcie T.



344 § 14. POWIERZCHNIE TOPOGRAFICZNE

Punkt przebicia sie prostej z powierzchnig topograficzng
znajdziemy przy pomocy przekroju powierzchni dowolna ptasz-
czyzng, przechodzacg przez dang prosta.

Rys. 490.

170. Linie najwiekszych spaddéw powierzchni topogr:
ficznej. W dowolnym punkcie P powierzchni topograficznej
poprowadzi¢ mozna nieograniczong ilos¢ prostych stycz-
nych, ktérych miejscem geometrycznem jest ptaszczyzna n,
styczna w punkcie P do powierzchni (patrz ust. 126.). Na-
chyleniem plaszczyzny jt a wiec nachyleniem jej linii
najwiekszego spadu / okreslamy nachylenie powierzchni
topograficznej w punkcie P. Linia L posiada najwieksze
nachylenie ze wszystkich stycznych, poprowadzonych do po-
wierzchni w punkcie P.

Linie skosne, lezagce na powierzchni topograficznej, kto-
rych nachylenie w kazdym punkcie jest wieksze, anizeli na-
chylenie kazdej innej linii, przechodzacej przez ten punkt,
nazywamy linig najwiekszego spadu, lub krécej linig spadu
tej powierzchni. Dodajmy, ze nachyleniem linii krzywej
w pewnym punkcie nazywamy nachylenie stycznej, poprowa-
dzonej w tym punkcie do tej krzywej. ldac wiec od pewnego
punktu powierzchni topograficznej w Kkierunku najbardziej
stromej stycznej do punktu sgsiedniego, z tego punktu znowu
w kierunku najbardziej stromej stycznej do punktu sgsiedniego
i t. d, przebiegniemy linie najwiekszego spadu powierzchni.
Linia ta jest prostopadtg do warstwie, przechodzacych przez
jej punkty. Na Rys. 487. podaliSmy rzuty trzech linij naj-
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wiekszego spadu, a mianowicie W, W i h", ktére okreS$lajg
takze Kkierunek $cieku wody po terenie.

171. Zadanie.

Dany jest plan warstwicowy terenu, przez ktéry prze-
biega¢ ma poziomo droga w wysokosci 234 m. O$ drogi
i jej szeroko$¢ sa dane; wyznaczy¢ przeciecie sie skarp
bocznych drogi z terenem i jeden profil poprzeczny.

* Z Rys. 491. widzimy, ze o$ drogi do punktu /h jest linig
prostg, nastepnie lukiem kota o $rodku S az do punktu Bi,

Rys. 491.

a dalej znowu prosta. Uwzgledniajagc szerokos$¢ drogi réwng
5 m, wykres$limy proste ograniczajace jej korone i przystgpimy
do wyznaczenia ptaszczyzn skarp bocznych. Poniewaz korona
drogi leze¢ ma w wysokosSci 234 m, a wiec wyzej, anizeli
punkty terenu, wiec droga wraz ze skarpami zbudowana byc¢
musi z ziemi nawiezionej, czyli jak technik sie wyrazi: ,,droga
leze¢ bedzie w nasypie®“. Skarpy, ktérym damy nachylenie
v = 2:3, sg dla czesci drogi biegnacych prosto ptaszczyznami,
za$ dla czesci drogi lezgcej w tuku stozkami obrotowymi, kto6-
rych tworzace majg nachylenie 2:3, a ktérych rzuty wierz-
chotkéw lezg w punkcie S.
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Przyjawszy linie spadéw le i @ ptaszczyzn skarp, ze-
stopniujemy je modutem 32 i wykreslimy warstwice, a takze
warstwice stozkéw skarpowych itgczgcych sie z nimi dalszych
warstwie ptaszczyzn skarpowych. Warstwice stozkéw utworzg
pek tukéw két o wspélnym sSrodku 5. Warstwice terenu prze-
cinajg sie z roéwnowartosciowemi warstwicami ptaszczyzn,
wzglednie stozkéw skarpowych w punktach, ktorych miejscem
geometrycznem sg szukane linie przekroju skarp z terenem.
Potrzebne punkty posrednie tych linij przekroju znajdziemy,
podobnie jak w Rys. 490., przyjmujac na powierzchni topo-
graficznej proste i znajdujgc ich punkty przebicia sie z ptasz-
czyznami skarp.

Przekrd) terenu wraz z droga ptaszczyzng pionowg a,
prostopadtg do osi drogi (profil poprzeczny), wyznaczyliSmy
w spos6b omoéwiony przy Rys. 488.

§ 15. PRZENIKANIE SIE POWIERZCHNI

172. O przenikaniu sie wielo$cianow z powierzchniami.
Sciany danego wieloscianu przecinajg powierzchnie w liniach
krzywych, a krawedzie przebijaja ja w punktach. Linia
przenikania sklada sie wiec z tylu krzywych ptaskich,
przecinajacych sie na krawedziach wieloScianu, ile Scian prze-
cina powierzchnie. Jezeli wiec powierzchnia jest rzedu dru-
giego, to na przenikanie sie jej z jakimkolwiekbadz wieloscia-
nem skiada sie szereg krzywych rzedu drugiego. Bedg to
zazwyczaj tylko luki, czesci tych krzywych.

Przyktad przenikania sie walca obrotowego z prostym
tréjsciennym graniastostupem podaje Rys. 492. Rzut poziomy
linij przenikania schodzi sie ze $ladem poziomym walca. Sciana
boczna B C E F, podobnie jak $ciana R C D F, przecina walec
w czesci elipsy. W celu wyznaczenia rzutu pionowego tych
czesci elips, znajdziemy przedewszystkiem punkty 1" i 2",
odnoszac punkty 1' i 2! na prosta C" F". Nastepnie wezmy
pod uwage poziomg ptaszczyzne a, ktdéra przetnie graniasto-
stup w prostokacie /11 11 IV. Punkty 3°, 4', 5" i 6° odniesiemy
na Da, oOtrzymujgc rzuty pionowe 3", 4", 5" | 6" czterech
punktéw linii przenikania. Jezeli kat, jaki prosta A B zawiera
Z o0sig rzutow, zbliza sie do kata prostego, to doktadne otrzy-
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manie punktéw / i II', nie jest mozliwe. W tym wypadku
wykonamy kiad ABCO sciany ABC na rzutnie pozioma,
odmierzymy wysokos¢ z plaszczyzny a i przez punkt GO
poprowadzimy prostag 7°77° rownolegla do A B. Prostopadie,
wykreslone przez punkty 7° i 77° do A B, przecinajg ja w punk-
tach I" i II'. Najnizej potozonymi punktami linij przenikania
sg punkty 7 i 8, ktorych rzuty poziome sa punktami stycz-
nosci stycznych do kofa k, a réwnolegtych do C' F'. Styczne
te przecinajg bo-
ki AC iBC
w punktach 1110
i IVQ przyczem
110 1Vv° jest
rownolegte do
AB. W odle-
glosfci  zi od
osi x wykresli-
my rownoleglg
i odniesiemy na
nia punkty T
i 8', otrzymujac
rzuty pionowe
punktéw 7 i 8.
Dalszg pare
punktéw charak-
terystycznych
szukanych li-
nij stanowig ich
punkty  stycz-
nosci z tworzacemi konturowemi walca. Jezeli przez a po-
prowadzimy réwnoleglta do osi x, to punkty 9" i 10', w kté-
rych prosta ta przecina koto k, sg rzutami poziomymi szuka-
nych punktéw. Ich wysokos¢ 2, a wiec i rzuty pionowe,
znajdziemy przy pomocy rzutu bocznego, wzglednie kiadu
$ciany A BC-°.

Przenikanie sie prostego, czworosciennego graniasto-
stupa ze stozkiem obrotowym przedstawia Rys. 493. Krawe-
dzie boczne graniastostupa sg rownolegte do osi X, a jego
Sciany, ktorych plaszczyzny oznaczyliSmy literami a, yib5
sg tak dobrane, ze pierwsza (a) jest réwnolegta do osi X
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i przecina wszystkie tworzace stozka, druga (£3) jest ptasz-
czyzng czotowa, a wiec roéwnolegta do dwobch tworzacych
stozka, ptaszczyzna y jest réwnolegta do tworzacej /(/ L' t*")
stozka, a wreszcie ptaszczyzna 8 jest poziomag i prostopadig
do osi stozka. Linia przenikania graniastostupa ze stozkiem
sktada¢ sie wiec bedzie z czterech krzywych stozkowych,
a mianowicie: z elipsy, ktéra powstanie z przekroju stozka
ptaszczyzng a, z hiperboli, wzdluz ktérej plaszczyzna # prze-
cina stozek, z paraboli, ktéra leze¢ bedzie na ptaszczyznie y

i z kota, wzdtuz ktérego ptaszczyzna 6 przecina stozek. Linie
te przecinajg sie w punktach, lezacych na krawedziach bocz-
nych graniastostupa.

Przez bezposrednie odniesienie punktéow A'™ i B " na
rzutnie poziomg i pionowg otrzymamy o$ A’B" i o$ A" B"
elips, bedacych rzutami elipsy, wzdluz ktdrej ptaszczyzna a
przecina stozek. Drugie osi tych elips otrzymamy, jesli przez
Srodek odcinka A B poprowadzimy plaszczyzne poziomg €

i wyznaczymy koto przekroju stozka tg ptaszczyzng. W rzucie
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poziomym, otrzymamy punkty C i D’ ograniczajace drugg 0$
w rzucie poziomym. Punkty C" i D" sg wierzchotkami elipsy
w rzucie pionowym. Plaszczyzna 0, jako réwnolegta do dwoch
tworzacych stozka, przecina go wzdtuz hiperboli o wierzchotku
E (E'E" E'). Rzut pionowy tej hiperboli przedstawi jg w praw-
dziwym ksztatcie i wielkosci, a rzut pionowy tworzacych kon-
turowych stanowi jej asymptoty. Plaszczyzna vy, réwnolegta
do tworzgcej t stozka, przecina go wzdtluz paraboli o wierz-
chotku H (H* H™ H""), a wreszcie ptaszczyzna 6 przetnie stozek
w kole o promieniu r. Punkty F i G, w ktérych koto to prze-
cina krawedz boczng graniastostupa, sga punktami hiperboli;
punkty /i K nalezg do paraboli. Punkty, w ktorych elipsa,
lezaca na plaszczyznie a, przecina pozostate dwie krawedzie
boczne graniastostupa, sa punktami hiperboli (punkty M i N>
wzglednie paraboli (punkty P i Q). Ptaszczyzna czotowa, prze-
chodzaca przez o$ stozka, przecina ptaszczyzne y w prostej p,
a parabole w punktach
HELH e i IV {Ive ive).
Punkty 1" i IV" sg punk-
tami stycznosSci rzutu pio-
nowego paraboli z rzutem
pionowym tworzacych kon-
turowych stozka.

Przenikanie sie czwo-
rosciennego, prostego ostro-
stupa z walcem obrotowym,
0 osi pionowej (Rys. 494),
sktada¢ sie bedzie z czte-
rech tukéw elips, przecina-
jacych  sie  w punktach

i 4 ), lezacycn na Kra-

wedziach bocznych ostrostu-

pa. Nie wyznaczyliSmy osi,

ani tez srednic sprzezonych D

tych elips, lecz poszcze- Rys. 494.

golne ich punkty. W tym

celu obieraliSmy na $cianach ostrostupa proste, przechodzgce
przez wierzchotek W (W" W™") i szukali ich punktéw przebicia
sie z walcem. Poniewaz walec jest obrotowy i rzuca w swoj
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$lad poziomy wszystkie znajdujagce sie na nim punkty, wiec
zadanie przedstawia sie rysunkowo bardzo prosto.

Przenikanie sie czworosciennego, prostego graniasto-
stupa z kulg widzimy na Rys. 495. Linia przenikania sklada
sie z czterech przystajacych czesci koét, lezacych na ptasz-
czyznach poziomo rzucajagcych i przecinajagcych sie na kra-
wedziach bocznych graniastostupa. Sposob wyznaczenia rzutu
pionowego poszczeg6lnych punktéow tych két ttémaczy dosta-
tecznie wyraznie rysunek.

Prosty czworoscienny ostrostup przenika sie z kulg
(Rys. 496.), przyczem wierzchotek ostrostupa lezy w $rodku
kuli. Jest rzecza zrozumiata, ze linia przenikania skladaé¢ sie
bedzie z tukéw kot, ktére przecinajg sie w punktach, lezgcych
na krawedziach bocznych ostrostupa. Najpierw wyznaczymy
punkty 7/, 2, 3 i 4, w ktérych krawedzie boczne ostrostupa
przebijaja kule. W tym celu obré6cimy krawedz A W okoto osi
pionowej, przechodzacej przez wierzchotek ostrostupa, do po-
tozenia réwnolegtego wzgledem rzutni pionowej. Prosta Ao W
przebija kule w punkcie lo (10" 10"), z ktérym wrocimy na
krawedz A W, otrzymujac szukany punkt 1 (1" 1"). Punkty
2, 3 i 4 majg te samg wysokos$¢, co punkt /. Z kolei otrzy-
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mamy punkty 5, 6, 7 i 8. Punkty posrednie linii przenikania

otrzymamy przy pomocy prze-
krojéw kuli i ostrostupa ptasz-
czyznami poziomemi.

Rys. 497. podaje prze-
nikanie sie prostego gra-
niastoslupa tréjsciennego z
potkula, lezaca wzdtuz réw-
nika na rzutni poziomej. Li-
nia przenikania sktada sie
z tukéw dwoch kot przeci-
najacych sie w punktach
/(1Y) i 2 (> 2"). Do wy-
znaczenia punktow linii prze-
nikania uzyto rzutu bocznego.

173. O przenikaniu sie
sie dwdch powierzchni, t. |j.

Rys. 497.

powierzchni. Linia przenikania
miejsce geometryczne punktow,

lezacych réwnoczesnie na obu powierzchniach, jest w ogolnosci
krzywa s koé$na. Celem wyznaczenia poszczeg6lnych punktow

Rys. 498. Refektarz w klasztorze Benedyktynek w Sandomierzu
(Ze zbioréw prof. dr. Jana Sas Zubrzyckiego)
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tej linii, przecinamy obie powierzchnie ptaszczyznami i znaj-
dujemy linie przekroju powierzchni temi ptaszczyznami. Kazda
para otrzymanych krzywych, lezacych na jednej ptaszczyznie
siecznej, przecina sie w pewnej ilosci punktéw, ktére sg punk-
tami linii przenikania. Wybor ptaszczyzn siecznych zalezy od
rodzaju i potozenia przenikajgcych sie powierzchni i winien
by¢ taki, aby linie przekroju byly rysunkowo najprostsze
i najdogodniej potozone. Niekiedy okaze sie korzystniej uzycie
w miejsce plaszczyzn powierzchni i wyznaczenie linii
przenikania za ich posrednictwem.

W tern samem znaczeniu, co przy przenikaniu wielosScia-
néw (ust. 108.), méwimy i tu o przenikaniu czesciowem i zu-
petnem. W pierwszym przypadku linia przenikania jest krzywa
ciagta, w drugim skiada sie z czesSci (gatezi).

174. Przyktady przenikania sie powierzchni.

a) Przenikanie sie dwadch walcow obrotowych przec
stawia Rys. 499. Rzut poziomy linii przenikania schodzi sie

z kotem ku Poziomo rzuca-

jgca ptaszczyzna a, prze-

chodzaca przez osi obu wal-

cow, przecina kazdy z nich

wzdtuz dwoch tworzacych,

wzglednie w  prostokacie.

Punkty 1 (/' /"), 2 [Z2 2")y

3(33") i 44 4"), w kto-

rych tworzgce te przecinaja

sie, sg punktani linii prze-

nikania. Plaszczyzna o Za

przecina walec o osi pozio-

mej b (b" b") wzdluz dwéch

tworzacych, ktérych rzut pio-

nowy oddalony jest o odci-

nek e od prostej b". Two-

rzace te przecinaja jedna

z dwéch prostych, wzdtuz kto6-

rych ptaszczyzna 0 przecina

Rys. 499, walec, w punktach 5 (5' 5")
i 6(6'6") linii przenikania.

Przy pomocy ptaszczyzny y Il a>a stycznej do walca o osi a,
otrzymali$my punkty 7 (7" 7') i 8 (8' 8"). Wyznaczywszy
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symetrycznie wzgledem poprzednich potozone punkty 9 (9" 9")
i 10(10" 10 "), znalezliSmy jeszcze punkty 11(11" 11") i 12(12" 12"),
a takze punkty 13 (13" 13") i 14 (14" 14"). Polaczywszy rzuty
pionowe wyznaczonych punktéw, otrzymamy rzut pionowy
linii przenikania, ztozonej z dwdch czesci.

b) Dalszy przykiad przenikania sie walcéw podaje
Rys. 500., gdzie
walec obrotowy o
osi pionowej prze-
nika sie z jednej
strony z walcem
obrotowym, a z
drugiej z walcem
eliptycznym. Linie
przenikania  wy-
zZnaczono przy po-
mocy przekrojow
walcow plaszczy-
zZnami poziomemi,
0 czem dostatecz-
nie jasno poucza
nas rysunek. Przy-
ktady  przenikali
walcow  w  bu-
downictwie stano-
wig sklepienia. Zdjecia fotograficzne dwdch z nich podajg
rysunki 498. i 505.

¢) Przenikanie sie powierzchni pierscieniowej z wal-
cami obrotowymi widzimy na Rys. 501. O$ powierzchni
pierscieniowej lezy na rzutni poziomej i jest prostopadiy do
rzutni pionowej. Plaszczyzna réwnikowa ct jest plaszczyzng
czotowg i zawiera o$ a (a" a") jednego z walcow. Poszcze-
g6lne punkty linii przenikania wyznaczyliSmy przy pomocy
przekrojéw przenikajacych sie powierzchni plaszczyznami czo-
towemi a, pvy, 8ie

W szczeg6lnosci ptaszczyzna rownikowa a przecina walec
wzdtuz tworzacych konturowych, a te przecinajg réwnik w punk-
tach 1 (1" 1) i 2 (2* 2") szukanej linii przenikania. Plasz-
czyzna czolowa p, styczna do walca, przecina piersciert wzdtuz

kota r (r' r'"). Punkt 3 (3' 3") jest dalszym punktem linii prze-
23

Bartel, Geometrya wykreslna.
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nikania. Plaszczyzna v,

Rys. 501.

przecinajgca pierscien wzdiuz kota
n (n'n"), umozliwia wyznaczenie punktéw 4 (4'4") i 5(5'5").

Linia przenikania
jest krzywg syme-
trycznie potozong
wzgledem  ptasz-
czyzny czotowej a;
punkty 1, 2, 3,
4 i 5 odnoszag sie
do czesci, znajdu-
jacej sie przed
ta ptaszczyzna.
Rzut pionowy cze-
sci krzywej prze-
nikania, lezgcej
z a plaszczyzna a,
schodzi sie z linig,
wyznaczong punk-

tami 2", 3",
4" i 5",

Rzut pionowy
linii  przenikania

walca, ktérego o$ jest prostopadtg do rzutni pionowej, z pier-
Poszczeg6lne punkty A', B*, C'...

$cieniem jest kotem k\".
rzutu poziomego krzywej
przenikania  znalezliSmy
za posrednictwem réwno-
leznik6éw pierscienia, leza-
cych na ptaszczyznach vy,
e, p O...

d) Przenikania
kuli z walcem i ze stoz-
kiem przedstawiliSmy na
Rys. 502 a i b. O$§ a wal-
ca obrotowego przechodzi
przez S$rodek kuli, linia
przenikania sklada sie z
kot kI [kI"kTh)\k2{k**k2"").

sie

Rys. 502 a i b.

Podobnie ma sie sprawa z przenikaniem sie stozka obroto-
wego z kulg, przyczem o$ stozka przechodzi przez S$rodek
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kuli. Na linie przenikania skladajg sie dwa kota, a miano-
wicie kota ki i Kki.

e) Przyktad przenikania sie walca obrotowego ze stoz-
kiem obrotowym, przyczem osi obu powierzchni przecinajg
sie. w punkcie O (O O"), widzimy na Rys. 503. Do wyzna-
czenia poszczeg6lnych punktéw linii przenikania uzyto po-
Srednictwa kul. Punkt O uwazajmy za s$rodek kul, a rzut
pionowy jednej z nich oznaczmy przez n". Kula ta przeniknie
sie z walcem w ko-
le k2, a ze stoz- 1o e
kiem w kole Ki.
Rzuty pionowe obu
tych kot sg odcinka-
mi ki* = 11" V"
i ki"=1"11". Ko-
fa ki i ks przetng
sie w punktach 7
i 8, ktore sg dwo-
ma punktami linii
przenikania. Rzuty

pionowe 7" i 8" w _ \
tych punktéw scho- el U

dza sie w punkcie k? ik 0
przeciecia sie od- s:C T " .
cinkéw ki i ki".

Tym sposobem, Rys. 503.

przy uzyciu dal-

szych kul, otrzymamy zadang ilo$¢ punktéw linii przenikania
obu powierzchni. Na uwage zastugujg jeszcze punkty 11 i 12,
lezagce na tworzagcych V W i VI W stozka.

Na Rys. 503. podaliSmy ponadto przenikanie sie walca
obrotowego, o osi pionowej a, z walcem obrotowym o osi b,
przecinajacej pierwsza, a rownolegtg do rzutni pionowej. Linie
przenikania wyznaczyliSmy, jak nas o tern poucza rysunek,
przy pomocy plaszczyzn pionowo rzucajgcych, a réwno-
legtych do osi b.

f) Wyznaczenie linii przenikania dwoéch powierzchni
stozkowych rzedu drugiego przeprowadziliSsmy na Rys. 504.
Slad poziomy stozka o wierzchotku Wi jest kotem ki; $lad
poziomy stozka o wierzchotku Wi, znajdujacym sie w czwartej

23*
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czeSci przestrzeni, jest kotem k2. — Kby wyznaczyé¢ poszcze-
go6lne punkty linii przenikania obu stozkdéw, taczymy ich wierz-
chotki prostg w (W* w") i przez nig prowadzimy ptaszczyzny,
takie jednak, ktére przecinajg obie powierzchnie. Przekroje te
beda tworzacemi powierzchni, a punkty przeciecia sie tych
tworzacych punktami szukanej linii przenikania.

Ptaszczyzna @, ktérej $lad poziomy ha, przechodzac przez-
$lad poziomy H prostej w, jest styczny do kota ki, styka sie
ze stozkiem Wi wzdiuz tworzacej R Wi, a stozek W2 przecina
wzdtuz prostych IW2 i UW2. Punkty 1(1"1") i 2(2'2"),
w ktéorych tworzaca R Wi przecina tworzace | W2 i |1W;,
stanowig pare punktéw linii przenikania. Ptaszczyzna p prze-
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cina stozek Wi wzdtuz tworzacych Il W\, IV Wi i styka sie
ze stozkiem W2 wzdtuz tworzacej B W2. Tworzgce te przeci-
naja sie w punktach 3 (T 3") i 4 {4' 4") szukanej linii przeni-
kania. Z kolei wezmy pod uwage ptaszczyzne y, ktorej Slad po-
ziomy hy przecho-
dzi przez punkt C,
w ktérym wspdlna
styczna do két k*
i ks styka sie z
kotem &. Na two-
rzacej C W2 otrzy-
mamy punkty, 5
i 6 linii przenika-
nia. Ptaszczyzna 5
przecina kazdag po-
wierzchnie stozko-
wg wzdiuz dwoch
tworzacych, a te
przecinajg sie w
punktach 1, 8, 9
i 10, ktore naleza
do linii przenika-
nia. W ten sposob,
postepujac  dalej,,
otrzymamy zgdang
ilos¢ punktéw, kté-
re potaczone na
obu rzutniach, daja
rzuty linii przeni-

kania.
g) Przenika_Rys. 505. Kruzganek w kla_sztorze Benedyktynek
. . . w Sandomierzu
nie Sig¢ powilerz- (Ze zbioréw prof. dr. Jana Sas Zubrzyckiego)
chni stozkowej

rzedu drugiego z walcem eliptycznym, ktorego $lad poziomy
jest kotem ki, przedstawia Rys. 506. Przez wierzchotek
W (VT" W") stozka prowadzimy prostg w (wW" w'), réwnoleglg
do tworzgcych walca, a przez nig plaszczyzny tnagce réwno-
czesSnie obie powierzchnie. Liniami przekroju beda tworzace
powierzchni, a punkty przeciecia sie tworzacych, ktére leza
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na poszczegolnych ptaszczyznach siecznych, sg punktami linii
przenikania.

Plaszczyzna a, ktérej Slad poziomy ha jest styczny do
$ladu poziomego k stozka, dotyka sie stozka wzdluz tworzacej
A W, a walec przecina wzdtuz tworzacych, przechodzacych
przez punkty /i Il kota ku Tworzace te przecinajg sie w punk-

Rys. 506.

tach 1(/'1") i 2 (2f2") linii przenikania. Podobnie ptasz-
czyzna p styka sie ze stozkiem wzdtuz tworzgcej B W, a walec
przecina wzdluz prostych, wychodzacych z punktow IIl i IV
kota ku Tworzaca stycznosci i tworzace przekroju przecinaja
sie ' w punktach 3 (5'3") i 4 (4" 4"™) linii przenikania. Przy
pomocy ptaszczyzn y, 8, b, @ p...., przechodzacych przez
prosta otrzymamy dalsze punkty linii przenikania, ktora
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w naszym przypadku skiada sie z dwoéch czesci. Przenikanie
jest wiec zupeine. ,

h) Wyznaczyé linie przenikania dwoch walcéw elip
tycznych, ktérych $lady poziome sg kotami (Rys. 507.).

Przez dowolny punkt P (P' P") w przestrzeni prowadzimy
proste t i u, réwnolegle do tworzacych walca. Ptaszczyzny
rownolegte do ptaszczyzny jc= (/, n) beda roéwnolegte do two-
rzacych obu walcéw i przecina¢ je beda wzdtuz tworzacych.
Wiec np. ptaszczyzna a /Zjt ktérej Slad poziomy styka sie
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z kotem k w punkcie A, jest styczng do walca o osi b, a prze-
cina drugi walec wzdtuz dwoch tworzacych, ktorych Sladami
poziomymi sa punkty 1 i Il. Tworzgca stycznosci przecina
owe dwie tworzace w punktach 1 (1*1"™) i 2 (2" 2") linii prze-
nikania. Plaszczyzna p, styczna do walca o osi b, przecina
drugi walec wzdtuz dwéch tworzacych, ktére przecinajg two-
rzaca stycznosci w punktach J (3" 3") i 4 (4" 4"). Kazda
z ptaszczyzn y, X, e i o rownolegtych do ptaszczyzny o, prze-
cina walce w dwoéch tworzacych, a te wyznaczajg po cztery
punkty linii przenikania. Tym sposobem otrzymalismy po-
trzebng ilo$¢ punktow linii przenikania, ktore, jak widzimy, jest
przenikaniem zupetnem.

(Rzut pionowy linii przekroju walca o podstawie ki ptasz-
czyzng p jest widoczny, winien wiec by¢é wykreslony linig
petng, a nie kreskowana, jak to przez pomyike zrobiono na
Rys. 507.).



ROZDZIAL TRZECI

O WYZNACZANIU CIENI

§ 16. CIENIE PUNKTOW, PROSTYCH, WIELOKATOW
| KOLA

175. Uwagi wstepne. Nauka o geometrycznem wyzna-
czaniu cieni rozréznia zasadniczo dwa przypadki: 1) Zrédio
Swiatlta pojete jest jako punkt geometryczny, lezacy w odle-
gtosci skonczonej (oSwietlenie srodkowe) i 2) zZrodlo Swiatla
lezy w odlegtosci tak dalekiej, ze promienie, ktére wysyia,
uwaza¢ mozna za réwnolegte (osSwietlenie rownolegte).

Przedmiotem naszych roz-
wazan bedg wylgcznie kon-
strukeye cieni przy oswietleniu
rownolegtem, przyczem Kie-
runek promieni przyjmujemy
zazwyczaj] w ten sposOb, ze
promienie $wiatta sa rowno-
legte do przekatnej p szescianu
(Rys. 508.), ktérego krawedzie
sg réwnolegte do osi ukladu
prostokatnego. W dalszej kon-
sekwencyi tego zalozenia rzut
poziomy promieni zawieraé be- Rys. 508.
dzie z osiag X — jako réwno-
legty do rzutu poziomego p' przekatnej p szeScianu — kat 45";
to samo odnosi sie do rzutu pionowego promieni Swiatta.

176. Cienn punktu okreslamy jako $lad promienia, prze-
chodzacego przez ten punkt, z rzutnig albo z ptaszczyzng, na
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ktérg ciern punktu pada. Dla danego kierunku p (p"p") promieni

Rys. 509.

(Rys. 509.), punkt A {A* A")
rzuca cien na plaszczyzne
poziomg, a jest nim miano-
wicie punkt Ah. Cien punktu
B (B' B") znajduje sie na
ptaszczyZznie pionowej, jako
punkt Bu. Punkt Au, bedacy
§ladem pionowym pro-
mienia a (a' a"), nazywaé
bedziemy cieniem nieisto-
tnym punktu A, podobnie
jak punkt Bh, ktéry jest $la-

dem poziomym promienia b (b* b"™), przechodzacego przez

punkt B (B' B").

177. Cieh odcinka. Promienie, przechodzace przez punkty
danego odcinka, leza na jednej ptaszczyznie, zwanej ptaszczyzng
Swiatta, ktOrej przeciecie sie z rzutniami stanowi cien odcinka.

W przypadku, podanym na Rys. 510 a, odcinek rzuca cienh
$lady bowiem obu promieni, prze-
chodzacych przez punkty A i B, ograniczajgce odcinek, sa
$ladami poziomymi. Rys. 510 b. przedstawia cien odcinka A By
ktéry pada czeSciowo na obie rzutnie. Punkt A rzuca cien
na rzutnie pionowa, punkt B na pozioma. Wyznaczywszy cieh
nieistotny Ah punktu A i potaczywszy go ze $sladem Bh, otrzy-

tylko na rzutnie pozioma,
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mamy cieh odcinka A B na rzutnie pozioma. Cze$¢ tego cienia,
a mianowicie Ah Cx, lezy na rzutni poziomej, rozciggajacej sie
za rzutnig pionowa, stanowi wiec cien nieistotny. Druga
jego czes¢ Cx Bh jest czescig istotng cienia, jaki odcinek
rzuca na rzutnie poziomg. Odcinek Au Cx jest cieniem isto-
tnym odcinka, lezagcym na rzutni pionowej, a odcinek Cx Bu,
czescig nieistotng tego cienia.

Punkt Cx jest punktem przeciecia sie trzech ptaszczyzn,
a mianowicie: dwoch rzutni i ptaszczyzny Swiatta, przecho-
dzacej przez odcinek A B. Rzuty C' i C" punktu C, ktérego
cien Cx lezy na osi rzutéw, otrzymamy jako punkty przeciecia
sie rzutdw odcinka z rzutami promienia, przechodzacego przez
punkt Cx.

Rys. 511 a. przedstawia cien odcinka A B prostopadiego
do rzutni poziomej, Rys. 511b. podaje cieh odcinka CD, ktory
jest prostopadty do rzutni pionowe;.

Bh

D’ Rys. 512a i b.
Rys. 511 a i b.

Z przyjecia kierunku promieni Swiatta, ktorego rzuty sa
nachylone do osi x pod 45°, wynikajg korzysci konstruk-
cyjne, skoro sie zwazy, ze dla kazdego punktu np. A (A' A")
Rys. 512 a., punkty Au, Au, Ah i Ah' tworzg kwadrat. Punkt Ah
otrzymamy wiec, kre$lac przez Au rownolegtg do osi x i od-
mierzajgc na niej Au Ah = Au Au'.

Przyklad zastosowania tej konstrukcyi podaje Rys. 512 b.,
gdzie wyznaczono cien odcinka B C, prostopadiego do osi X,
przyczem punkt B lezy na rzutni pionowej, a punkt C na
poziomej.
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Cienn wielokgta sprowadza sie do wyznaczenia cieni jego
bokéw, jak to bezposrednio widzimy na Rys. 513. Bok A C
tréjkagta ABC rzuca cien na ptasz-
czyzne poziomg, dwa pozostate takze

czesciowo i na rzutnie pionowa.

178. Cien kota.
a) (

mienie, fgczace dany punkt swietlny S
z punktami kota, tworzg powierz-
chnie stozkowg rzedu drugiego, ktéra
w przypadku, gdy promien, tgczacy
punkt S ze srodkiem kota, jest prosto-
padty do ptaszczyzny kota, jest stoz-
kiem obrotowym. Miejsce geome-
tryczne punktéw przebicia sie two-
rzacych tego stozka promieni z rzut-
niami, czyli $lady tego stozka, sta-
nowig cien linii kota na ptaszczyzny rzutéw. Poniewaz stozek
rzedu drugiego przecig¢ mozna wzdtuz kota, elipsy, hiperboli
lub paraboli (ust. 134.), wiec takiemi liniami moga by¢ cienie
kota przy oswietleniu $Srodkowem. Zadanie sprowadza sie
wiec do wyznaczenia przekrojow stozka ptaszczyznami rzutéw.

b) Oswietlenie réwnolegte. Promienie, przechodzac
przez poszczeg6lne punkty kota, réwnolegle do danego kie-
runku Swiatta, tworza walec eliptyczny, wzglednie obrotowy,
jesli  promien, przechodzacy przez
srodek kota, jest prostopadly do jego
ptaszczyzny. Slad otrzymanego walca
promieni stanowi cien kota. Tak tedy
wyznaczenie cienia kota sprowadza
sie do wykres$lenia $ladu, wzglednie
Sladow walca, ktérego Kierownicg jest
to koto, a kierunkiem tworzgcych,
kierunek promieni Swiatta. Miedzy
kierownicg tego walca (kotem) a jego
$§ladem (cieniem) zachodzi powino-
wactwo $rodkowe lub przystawanie;
cien wiec kota na ptaszczyzny rzu-
tow moze by¢ elipsg lub kotem. Rys. 514 a.

a) o' H"
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Kilka przyktadéw sprawe dostatecznie wyjasni.

Koto k (k' k™) (Rys. 514 a.) rzuca cien tylko na rzutnie

pozioma. Cien ten jest kotem kh o $rodku Oh, ktéry to punkt
jest sladem poziomym promienia, prze-
chodzacego przez $rodek O (O' O") b)
kota k. PromieA kota kh réwny jest A" Cmn kn B”
promieniowi kota K. W istocie bo-
wiem, poniewaz ptaszczyzna kota
jest réwnolegta do rzutni poziomej,
wiec przekroj walca o kierownicy Kk,
a o tworzacych réwnolegtych do da-
nego kierunku p (p' p"), ptaszczyzna
poziomg rzutéw jest linig przystajaca
do tej kierownicy.

Koto k (k'k") (Rys. 514 b.) rzuca
cieh tylko na rzutnie pionowag i to
w ksztatcie elipsy, ktérej parg $rednic
sprzezonych Au Bu i CuDu jest cien
$rednic sprzezonych AB i CD kotas?. Rys. 514 b.
Wiadomo bowiem z ust. 96., ze parze
$rednic sprzezonych w kole odpowiada para S$rednic sprzezo-
nych w elipsie, spowinowaconej z tym kotem.

A" c'D' k' B~

Rys. 515.

Koto k (/7 k™) (Rys. 515.) rzuca cien w czesci na rzutnie.
poziomag, a w czeSci na pionowa. Cieh ha rzutnie poziomg
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jest kotem o $rodku Oh, jak w Rys. 514 a., a cien na rzutnie
pionowg jest elipsg o érodku ov. Srednice sprzezone tej elipsy
znajdziemy, jak w Rys. 514 h.

Cl

Cien kota k (k'k"), lezacego na ptaszczyznie poziomo
rzucajacej « (Rys. 516.), na kazda z rzutni jest elipsa. Srednice
sprzezone tych elips sa cieniami $rednic sprzezonych AB i CD
kota k na obie rzutnie.

§ 17. CIENIE WIELOSCIfINOW | POWIERZCHNI

179. Uwagi ogo6lne. Wezmy pod uwage dowolny czworo-
Scian A B C D, ptaszczyzne n (Rys. 517.) i rozwazmy sprawe
oSwietlenia i ocienienia tego czworo$cianu, przy oSwietleniu
rownolegtem, o danym Kkierunku p.

Wszystkie promienie, rownolegte do kierunku p, tworza
t. zw. wigzke promieni réwnolegtych, wséréd ktérych wy-
rozni¢ mozemy trzy grupy:

a) promienie przebijajagce jedynie ptaszczyzne jt,

b) promienie odbijajace sie od $cian czworoscianu i nie
dochodzace do ptaszczyzny jr, i
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C) promienie przechodzgce przez krawedzie wielosciant
i tworzace t. zw. ptaszczyzny Swietlne, ktére przecinajg plasz-
czyzne 7z

Wytaczmy z wigzki promieni rownolegtych grupe a)
i weZmy pod uwage dwie pozostate. Promienie pi, ps..., nale-
zace do grupy b), oswietlajg $ciane ABC, a promienie grupy c)
odgraniczajg cze$¢ wieloscianu, znajdujacag sie w Swietle, od
tej, do ktérej promienie nie
dochodzg i ktdra jest w cie-
niu wtasnym. Z Rys. 517.
widzimy, ze piaszczyzny
Swiatlta, przechodzace przez
boki tréojkata ABC, tworzg
graniastostup trojScienny i
odgraniczajg S$ciany AC D,

ABD i B CD, znajdujgce
sie w cieniu wiasnem.

Jezeli punkty przebicia
sie promieni a, b i ¢, prze-
chodzacych przez punkty A,

B, C, oznaczymy literami Ah,

Bh i Ch, to tréjkat Ah Bh Ch Rys. 517.

jest przekrojem graniasto-

stupa, ktérego $ciany przechodza przez boki trojkata » & c .
rownolegle do danego kierunku p, z ptaszczyzng . Obszar
ptaszczyzny « ograniczony tréjkatem Ah Bh Ch, jest obszarem
nieo$wietlonym przez grupe b) promieni i nosi nazwe cienia
rzuconego czworoscianu. W granicach cienia rzuconego
mieszcza sie cienie wszystkich punktéw i prostych, dajgcych
sie pomyslec na wieloScianie.

Krawedzie AB, BC i CA wieloscianu, odgraniczajgce
jego czes¢ oswietlong od lezacej w cieniu, stanowig granice
cienia wilasnego tego wieloscianu. Widocznem jest, ze cien
Ah Bh Ch, granicy cienia wtasnego wielo$cianu,
jest granica jego cienia rzuconego. | na odwrdt,
z granic cienia rzuconego wieloscianu odtworzy¢ mozemy
wprost granice cienia wiasnego.

Z rozwazan powyzszych widocznem tez jest bezposrednio,
ze cien rzucony wieloscianu uwaza¢ mozna za rzut ukosny
tego wieloScianu na dang ptaszczyzne i w danym kierunku.
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180. Cienie ostrostupoéw i stozkéw. Wyznaczyé cie
jakiegokolwiekbadz utworu przestrzennego znaczy wykresli¢
granice jego cienia wilasnego i granice cienia rzuconego.

Jezeli dany jest ostro-
stup, ktérego podstawa spo-
czywa na rzutni poziomej
(Rys. 518.), to wyznaczenie
jego cieni rozpoczniemy
od wykreslenia cienia jego
wierzchotka i to zaréwno
istotnego WV, jak i nie-
istotnego Wh. Nastepnie
wykreé$limy z punktu Wh
dwie takie proste Wh B
i WhD, przechodzace przez
wierzchotki podstawy, w o-
brebie ktérych mieszcza sie
pozostate wierzchotki. Pro-
ste WhB i WhD s3 cienia-
mi krawedzi bocznych W B
i WD ostrostupa, a wiec

Sladami poziomymi ptaszczyzn Swietlnych, przechodzacych
przez te krawedzie, ktére stanowig wiec granice cienia wia-

Rys. 519.

snego ostrostupa. Obszar rzutni poziomej, ograniczony wielo-
katem B C D Wh B, jest cieniem rzuconym ostrostupa na
rzutnie pozioma. Cze$¢ tego cienia, lezaca nad osig rzutdw,
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lezy w drugim obszarze przestrzeni i jest cieniem nieistotnym.
Wierzchotek ostrostupa rzuca cien istotny WAV na rzutnie pio-
nowa, odcinki, tgczace punkt WV z punktami przeciecia sie
odcinkbw Wh B i WhD 1z osig rzutébw, ograniczajg obszar
cienia rzuconego ostrostupa na plaszczyzne pionowg rzutéw
i sg S$ladami pionowymi ptaszczyzn Swietlnych.

Rys. 519. jest przeprowadzeniem poprzedniego zadania
w rzutach ukosnych. Poprowadziwszy ptaszczyzne boczng
przez punkt /i, przyjmiemy uktad osi Xu, yu i zu, a nastepnie

spoOtrzedne poszczegdllnych punktéw, przyczem stosunki skrocen
X:y:z=1:1:1

Wyznaczenie cienia witasnego i rzuconego powierzchni
stozkowej sprowadzi¢ sie da do wyszukania ptaszczyzn stycz-
nych do tej powierzchni, a réwnolegtych do danego kierunku
Swiatla (porownaj ust. 159.). Przez wierzchotek stozka (Rys.
520 a.) poprowadzimy promien, réwnolegty do danego kierunku
p (p" p") i wyznaczymy jego $lady Wh i WA, Styczne, wykre-
$lone z punktu Wh do podstawy k stozka, sg $ladami pozio-
mymi plaszczyzn stycznych do stozka i réwnolegtych do
kierunku p, a wiec plaszczyzn Swietlnych. Proste ti {tT U")
i A(fe' U'), taczace wierzchotek stozka z punktami Ti i 72,

sg tworzgcemi, wzdluz ktérych plaszczyzny swietlne dotykajg

Bartel, Geometrya wykreslna. 24
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stozka. Tworzgce te stanowig wiec granice cienia wiasnego.
Poniewaz, jak to z rozwazan ustepu poprzedniego widoczne
jest, cien rzucony granicy cienia wilasnego stanowi granice
cienia rzuconego, wiec cien rzucony tworzacych ti i fe za-
kresli granice cienia rzuconego stozka. W naszym przypadku,
poniewaz punkt Wh jest cieniem nieistotnym wierzchotka stozka
na rzutni poziomej, wiec stozek rzuci czesciowo cien na rzutnie
pionowa.

Przy podanym toku konstrukcyi dochodzimy do granicy
cienia wiasnego stozka, wyznaczywszy poprzednio granice
cienia rzuconego. Zastandwmy sie z kolei nad bezpos$re-
dnim sposobem wyznaczenia granic cienia wilasnego stozka
obrotowego, ktéry zastosowaé moglibySmy w przypadku, gdy
rzut pionowy wierzchotka stozka, albo cien rzucony tego wierz-
cholka, leza poza obrebem ptaszczyzny rysunkowej. Wezmy
pod uwage (Rys. 520 b.) stozek normalny (ust. 159.) do da-
nego, posiadajacy z nim wspoélng podstawe k. Przypusémy,
ze przy pomocy cienia rzuconego wyznaczyliSmy granice
cienia wiasnego stozka, t j. tworzace WTi i WT2 Jezeli
punkt Wi (w1 WT') jest wierzchotkiem stozka normalnego,
to tworzaca W Ti jest prostopadta do ptaszczyzny $wiatla,
ktéra styka sie z danym stozkiem wzdtuz tworzacej W Ti.
Podobnie tworzgca wi Tz jest prostopadia do ptaszczyzny
Swiatta, stykajacej sie z danym stozkiem wzdluz tworzacej
W T2 Plaszczyzna Ti Wi Tz, ktérej $lad poziomy oznaczy-
lismy literg q, jako prostopadfa rownocze$nie do obu ptasz-
czyzn Swiatla, stykajgcych sie z danym stozkiem, jest prosto-
padta do krawedzi tych ptaszczyzn, a wiec do danego Kie-
runku Swiatta p (p' p").

Na podstawie tego rozumowania wyznaczymy granice
cienia wilasnego stozka obrotowego w sposéb nastepujacy:
Znalaziszy wierzchotek stozka normalnego, poprowadzimy
przezen ptaszczyzne prostopadts do danego kierunku Swiatta,
wyznaczymy jej $lad na ptaszczyznie podstawy stozka, a punkty
przeciecia sie tego $ladu z podstawa, potaczone z jego wierz-
chotkiem, stanowig szukana granice cienia wilasnego. Kby
za$ przez punkt Wi poprowadzi¢ ptaszczyzne prostopadta do
prostej p (ust. 59. i 60.), poprowadziliSmy przez ten punkt prosta
czotowg n (n" n") prostopadty do kierunku Swiatta p (p*p")
i znaleZli jej $lad poziomy Hn. Prosta q 1 p’ jest $ladem po-
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ziomym szukanej ptaszczyzny, a punkty Ti i T2, w ktérych
§lad ten przecina podstawe k stozka, potgczone z wierzchot-
kiem W, dajag tworzace ti (/7 +i") i h (k' h"), ograniczajace
cien wiasny.

Cien wiasny stozka obrotowego, ktérego tworzace nachy-
lone sg do rzutni poziomej pod 45°, wyznaczyliSmy przy po-

Rys. 521 a—c.

mocy stozka normalnego na Rys. 521 a. Rzut poziomy tego
cienia — przy zatozeniu, ze rzuty promieni Swiatta nachylone
sg do osi X pod 45° — obejmuje
wycinek kota k, réwny czwartej
czesci jego powierzchni. Jezeli kat,
jaki zawierajg tworzgce stozka
Z rzutnig poziomg, maleje, to
maleje tez cze$¢ stozka, znajdu-
jaca sie w cienu wiasnym (Rys.
521 b.). W przypadku, gdy prosta
q Lp jest styczng do kota k (Rys.
521 c.), istnieje tylko jedna ptasz-
czyzna Swiatla, styczna do stozka
wzdtuz tworzacej t (1" ). Od tego
stozka poczawszy, nastepne, kto-
rych tworzace zawierajg z rzutnig
poziomg kat mniejszy, znajduja
sie cate w Swietle i nie rzucaja
cieni na ptaszczyzny rzutéw.
Konstrukcye cienia stozka
obrotowego o0 osi pionowej, kto-

rego wierzchotek lezy na rzutni Rys. 522«.
24~



372 § 17. CIENIE WIELOSCIINOW | POWIERZCHNI

poziomej, podajg Rys. 522 a. i b. Podobnie, jak w Rys. 520 a.,
poprowadzimy przez wierzchotek promien, réwnolegty do danego
kierunku p{p" p") i znajdziemy jego $lad
Wa (Wa' Wa") z ptaszczyzng podstawy a.
Styczne wykre$lone z punktu wa do
kota k (k* k™) stykaja sie z nim w punk-
tach Ti {TT TT") i T {TT TT"), ktére
potaczone z wierzchotkiem stozka, dajg
tworzace ti {tT ti"") i fe {tT tT"), ograni-
czajgce cien wiasny. To samo zadanie,
rozwigzane jednak przy pomocy stozka
normalnego, widzimy na Rys. 522 b. (po-
rownaj Rys. 520 b.).

Cien wiasny stozka, ktorego two-
rzagce zawierajg z rzutnig poziomga
kat 45°, wyznaczyliSmy przy pomocy
stozka normalnego na Rys. 523 a. Im
bardziej maleje kat, jaki tworzgce stozka
zawierajg z rzutnig pozioma, tern wiek-
sza cze$¢ stozka znajduje sie w cieniu
wihasnym (Rys. 523 b.). Jezeli krawedz q (q" q") ptaszczyzny,
poprowadzonej przez wierzchotek Wi stozka normalnego, pro-
stopadle do kierunku S$wiatta, z ptaszczyzng podstawy stozka

Rys. 522 b.

jest styczng do tej podstawy (Rys. 523 c.), to wowczas istnieje
tylko jedna ptaszczyzna Swiatta, styczna do stozka wzdtuz two-
rzacej t{? t"). Stozek taki i stozki, ktérych tworzace zawierajg
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Z rzutnig poziomg katy mniejsze, znajduja sie (z wyjatkiem
podstawy) w cieniu wiasnym.

181. Cienie graniastostupow i walcéw. Krawedzie gra
niastostupa, przez ktére przechodza ptaszczyzny Swiatta, od-
graniczajg czes¢ oswietlong od czesci znajdujgcej sie w cieniu
wiasnym, czyli stanowig granice tego cienia (Rys. 524.). Przez
ktére krawedzie boczne i ktére krawedzie podstawy przejda
ptaszczyzny S$wiatta, przekonamy sie, wyznaczywszy po-
przednio cienn rzucony graniastostupa na rzutnie pozioma.

H

Rys. 524.

Najpierw wyszukamy cien EhFhGhHh podstawy gérnej na
rzutnie pozioma”™a nastepnie potaczymy ze sobg punkty B i Fh,
D i Hh. Proste B Fh i D Hh sg $ladami poziomymi piaszczyzn
Swiatta, przechodzacych przez krawedzie B Fywzglednie D H.
Dalsze ptaszczyzny Swiatta przechodza przez krawedzie FG
i (TH. Sciany wiec BCFG i CDGH graniastostupa sa
w cieniu wiasnym. Cien istotny krawedzi FG lezy na rzutni
pionowej, krawedz G H rzuca czeSciowo cieh na obie rzutnie,
podobnie jak krawedZz B F.

Cienie walca obrotowego, o osi pionowej, podaje Rys. 525.
Poziomo rzucajgce plaszczyzny Swiatta stykajg sie z”walcem
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wzdtuz tworzacych e (e' e") i f (f ), ktére stanowig granice
cienia wilasnego. Na cien rzucony walca sklada¢ sie bedzie
cien kota k (k' k") i cien tworzacych e i /Z Koto k rzuca cien
czesciowo na obie rzutnie (poréwnaj Rys. 515.), podobnie jak
tworzaca / (patrz Rys. 511 a.).

Rys. 525.

182. Cienie punktoéw i linij na wielosciany i powier:
chnie. Cien punktu na dowolny utwor przestrzenny uwazaé
mozemy za punkt przebicia sie promienia, przechodzacego
przez dany punkt, z tym utworem. Cien prostej na wieloscian
lub powierzchnie jest przekrojem ptaszczyzny Swiatla, prze-
chodzacej przez te prosta, z danym wieloscianem, wzglednie
powierzchnig. Oczywiscie, ze cien ten jest miejscem geome-
trycznem cieni punktéw prostej na dany utwor przestrzenny
i da sie sprowadzi¢ pod wzgledem konstrukcyjnym zawsze do
tego zasadniczego zadania. Cien dowolnej linii ptaskiej lub
skosnej na powierzchnie, wzglednie wieloscian, jest linig prze-
nikania sie walca S$wiatta z dang powierzchnig, wzglednie
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wieloscianem. Tworzgce tego walca sg réwnolegte do danego
kierunku $wiatta i przechodzg przez punkty linii rzucajgcej
cien. O ile chodzi o osSwietlenie srodkowe, to w miejsce walca
Swiatla wystepuje stozek, ktérego wierzchotkiem jest punkt
Swietlny, a ktorego tworzace przechodza przez dang linie.

Kilka nizej podanych przyktadow sprawe dostatecznie
wyijasni. -

a) Wyznaczy¢ cien odcinka AB na graniastostup (Rys.
526.). Promien Swiatta, przechodzacy przez punkt A (A" A"),
przebije graniastostup w punkcie Ac (Ac Ac'"), promien po-
prowadzony przez punkt B (B' B") w punkcie Bc (Be Be").
Punkty Ac i Bc sg cieniami punk.
tbw A i B na graniastostup. Piasz-
czyzna Swiatta, przechodzaca przez
odcinek A B, przecina krawedzie bocz-
ne ki (ki ki") i k2 (kz k™) w punk-
tach Cc i Dc, ktorych rzuty poziome
Cc i Dc' sg znane. Aby znalez¢ rzuty
pionowe tych punktéw, poprowadzmy
przez krawedzie ki i ki ptaszczy-
zny y i 8 réwnolegte do kierunku
Swiatta i wyznaczmy punkty C (C' C")

i D (D' D"), w ktérych ptaszczyzny
te przecinajg prosta A B. Plaszczy-
zny y i 8, sg poziomo rzucajace;
ich $lady poziome, réwnolegte do p*,
oznaczyliSmy literami hy i hs. Na
ptaszczyznach tych lezg promienie
Swiatta, ktdre, przechodzac przez

punkty C i D, przecinajg krawedzie Rys. 526.

ki i ki wszukanych punktach Cc i Dc.

Proste, wykres$lone z punktow C" i D" réwnolegle do p",
przecinajg proste ki i ki" w punktach Cc", wzglednie Dc".

Linia tamana Ac" Cc" Dc" Bc" jest rzutem pionowym cienia
odcinka A B na graniastostup. Cze$¢ tego cienia, a miano-
wicie Ac Cc, jest w rzucie pionowym niewidoczna.

Poziomo rzucajace ptaszczyzny sSwiatla e i @ przecho-
dzace przez krawedzie ks i ki, odgraniczajag cze$¢ oswietlong
graniastostupa od czesci, znajdujacej sie w cieniu wiasnym.
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b) Wyznaczy¢ cien rzucony odcinka AB na walec
obrotowy (Rys. 527.). Tworzace A (tT h") i U (k" k"), wzdtz
ktérych ptaszczyzny y i 8, réwnolegte do kierunku Swiatta
P (P/P")y stykajg sie z walcem, stanowig granice jego cienia
wiasnego. Punkty C(C'C") i D (D*D"), w ktérych prosta A B
przebija ptaszczyzny y i 8, ograniczajg odcinek, ktérego cien
pada na walec. Cienie Cc(cc' cc") i Dc (Dc' Dc") punktéw
c i D leza na tworzacych ti (ti U") i A(// U"), a znajdziemy

je w ten sam sposob, jak cienie
punktbw C i D w Rys. 526.
Plaszczyzna S$wiatta, przecho-
dzgca przez odcinek A B, prze-
cina walec wzdtuz elipsy, ktorej
cze$é, zawarta miedzy punktami
Cc i Dc, jest cieniem odcinka CD
na walec. Ciern dowolnego punk-
tu F (F"F") odcinka CD na
walec znajdziemy jako punkt
przebicia sie promienia S$wiatla,
przechodzacego przez ten punkt,
z walcem. Aby wyznaczy¢ punkt
odcinka CD, ktéry rzuca cien
na tworzaca konturowa, zauwaz-
my, ze rzut poziomy tedgo cienia,
a mianowicie punkt Ec, jest
znany. Punkt ten rzucimy w kie-
runku p' na A' B', a otrzymany
tam punkt E' odniesiemy na
A" B". Tym sposobem otrzyma-
lismy rzuty punktu E (E' E"),
ktérego rzut poziomy cienia jest punktem Ec'. Promieh, wy-
kreslony przez punkt E" réwnolegle do p", przecina rzut pio-
nowy twodrzacej konturowej w punkcie Ec".

c) Wyznaczy¢ cien odcinkébw AB i CD na stozek
obrotowy (Rys. 528.). Pionowy odcinek A B obraliSmy tak,
ze przechodzaca przez niego ptaszczyzna Swiatla a przechodzi
przez o$ stozka, a wiec przecina go wzdtuz tworzacych. Pro-
mien, poprowadzony przez punkt A (A'A"), przebija stozek
w punkcie Ac (Ac Ac"), ktory jest cieniem punktu A na
stozek. Cze$¢ tworzacej t(/ /") stozka, ograniczonej punk-
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tami Ac i /, jest cieniem czesci odcinka AB na stozek. Od-
cinek 1B jest cieniem pozostatej czesci odcinka A B na rzutnie
pozioma.

Plaszczyzna S$wiatta 0, przechodzgca przez odcinek C D,
przecina stozek wzdtuz hiperboli, takg wiec krzywg jest cien
rzucony odcinka A B na stozek. Wyznaczmy cien Wh wierz-
chotka stozka na rzutnie poziomg i cien Ch punktu C. Prosta
Wh Ch, ktéra jest Sladem
poziomym ptaszczyzny @
przechodzgcej przez punk-
ty W i C réwnolegle do
kierunku $wiatta, przecina
koto k w punkcie V.

Prosta WIV jest tworzg-

ca, wzdluz ktérej plasz-

czyzna @ przecina stozek,

a punkt Cc (Ccf Cc") punk-

tem przebicia sig promie-

nia Swiatta, przechodzace-

go przez punkt C (C' C"),

ze stozkiem, a wiec cie-

niem tego ostatniego na

stozek. Poniewaz rzut po-

ziomy cienia odcinka C D

na stozek jest odcinkiem,

wiec wyznaczenie rzutu

pionowego tego cienia (hi-

perboli) sprowadza si¢ do Rys. 528.
wynalezienia rzutu piono-

wego punktow, lezgcych na stozku, ktérych rzut poziomy jest
znany. Punkt Ec" wyznaczyliSmy przy pomocy tworzgcej W III
stozka, a punkt Fe" przy pomocy kota (réwnoleznika) Ki,
ktérego rzut poziomy ki' przechodzi przez punkt Fe.

d) Wyznaczy¢ cien odcinka A B na stozek (Rys. 529.).
Ptaszczyzna $wiatla, przechodzaca przez odcinek A B, prze-
cina stozek wzdluz elipsy; szukany cien bedzie wiec czescig
tej krzywej. Wykresliwszy cien rzucony stozka na rzutnie po-
ziomg, otrzymamy granice jego cienia wilasnego, ktéremi sa
tworzace W1 i WII. Slady poziome Wh1 i Wh Il plaszczyzn
Swiatta y i stycznych do stozka wzdtuz tworzacych W
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i WU, przecinajg cien Ah Bh, odcinka AB na rzutnie po-
ziomg, w punktach Ch i Dh. Punkt Ch jest cieniem punktu
C (C' C"), a punkt Dh cieniem punktu D (D' D") na rzutnie
pozioma. Poniewaz tworzgca W/, promien C Ch i prosta Wh
leza na plaszczyznie Swiatta wiec punkt C (C'C") jest
punktem przebicia sie odcinka A B z ta plaszczyzng, a punkt
Cc (Cc Cc") punktem stycznos$ci promienia C Ch ze stozkiem,
a wiec cieniem

punktu C (C C")

na stozek. Z tych

samych powodow

punkt Dc (Dc Dc")

jest cieniem punk-

tu D(D'D") na

stozek. Punkty od-

cinkbw A Ci BD

nie rzucg cienia

na stozek, gdyz

promienie, przez

nie przechodzace,

nie przebijg go.

Jako punkty gra-

niczne, przez ktore

przechodzace pro-

mienie nie przebija-

ja ale stykaja sie

ze stozkiem, wy-

stepujag punkty C

i D. Dalsze punkty

cienia odcinka C D

Rys. 529. na stozek znajdzie-

my podobnie jak

punktéw C i D. | tak obrawszy punkt Eh na odcinku Ah Bh
znajdziemy jego rzuty E' i E", poczem fgczymy punkt Wh

z Eh prostag az do przeciecia sie z kotem k w punkcie Ill. Od-
cinek W'IIl przecina promien E' Eh w szukanym punkcie Ec.
Punkt Ec" lezy na rzucie pionowym tworzacej W III, ktéra

w tym przypadku jest tworzaca konturowa. Punkt Ec (Ec Ec")
jest punktem przebicia sie promienia Swiatta, przechodzgcego
przez punkt E (E' E"), ze stozkiem. Prosta Wh Ill jest sladem
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poziomym ptaszczyzny, przechodzacej przez ten promien i przez
wierzchotek stozka, a odcinek W Il tworzaca, wzdluz ktorej
ptaszczyzna ta przecina stozek.

183. O cieniach zespotéw geometrycznych. Zigczenie
przynajmniej dwdch utworéw geometrycznych nazywac be-
dziemy krétko zespotem. Tak wiec dwa wielosciany, dwie
powierzchnie, wieloscian i powierzchnia stanowig zespét geo-
metryczny. Kazdy poszczegélny utwor geometryczny, wcho-
dzacy w skiad zespotu, stanowi

element. Elementy zespotu N M
moga sie wzajemnie przenikaé
lub tez nie.

Zadaniem naszem jest po-
znanie na kilku przykiadach
sposobOw wyznaczania cieni,
jakie jeden element zespotu
rzuca na drugi. W zadaniach
naszych uwzglednimy jedynie
widoczne czesci cieni, a pomi-
niemy zupetnie — ochraniajgc
przejrzystos¢ rysunkéw —cienie'
rzucone na ptaszczyzny rzutéw.

a) Wyznaczy¢ cienie ze-
spotu dwoch graniastostupow
(Rys. 530.). Najpierw wyzna-
czymy cien podstawy goérnej
graniastostupa, stojagcego ha
rzutni poziomej, na gorng pod-
stawe drugiego graniastostupa.

Zadanie sprowadza sie do wy-

znaczenia punktéw przebicia

sie la, lla, llia i IVa promieni

Swiatta, ktére przechodzag przez punkty I, Il, Ul i IV, z plasz-
czyzng poziomg a. Nastepnie wyznaczymy w sposéb omo-
wiony w ust. 182. pkt. a) cien odcinkbw AC i AD na gra-
niastostup, otrzymujgc linie tamang Dc Ac Bc Cc.

b) Wyznaczy¢ cienie zespotu graniastostupa i walca
(Rys. 531.). Wykreslenie cienia gdrnej podstawy graniastostupa
na walec nie wymaga blizszych wyjasnien. CieA walca na
graniastostup jest linig przenikania walca $wiatta, przechodza-
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cego przez koto k (k° k™), z bocznemi $cianami graniastostupa.
Czesé tej linii, widocznej w rzucie pionowym, skiada sie
z dwoéch tukow elips, lezacych na plaszczyznach poziomo
rzucajagcych. Rzut poziomy cienia kota k na graniastostup
jest wiec linig tamang Ac Cc Ec. Poziomo rzucajgca ptasz-
czyzna a, przechodzaca przez konturowa krawedz boczng gra-
niastostupa, przecina koto k (k' k™) w punkcie A(A' A"\
promien wykresSlony przez punkt A", rownolegle do Kkie-
runku p", przecina rzut pionowy krawedzi konturowej w szu-
kanym punkcie Ac". W analogiczny sposéb wyznaczyliSmy
punkty Cc" i Ec", a takze punkty posrednie Bc (Be Bc"),
Dc (Dc Dc")... szukanych elips.

Rys. 531.

c) Wyznaczy¢ wzajemne cienie rzucone walca obroto:
wego, ztgczonego z kwadratowg ptyta (Rys. 532.). Cien
kota k (k* k™) na ptyte jest kotem ka, ktérego S$rodek Sa jest
cieniem Srodka S, a ktérego promien réwny jest promieniowi
kota k. Cien punktu A (A" A") na walec jest punktem prze-
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bicia sig promienia $wiatta, przechodzacego przez punkt A,
z walcem. Plaszczyzna 8, przechodzgca przez krawedz A D,
jest pionowo rzucajgca; jej przekrdj z walcem jest elipsg Ki,
ktorej rzut pionowy ki schodzi sie ze $ladem vbv. Plaszczyzna
Swiatta, przechodzaca przez krawedz A B, jest réwnolegtg do osi
rzutéw X i przecina walec wzdtuz elipsy kz, ktérej srodkiem jest
punkt O (O'QO"). Poniewaz rzuty promieni $wiatla nachylone
sg do osi x pod 45°, wiec pt s, a temsamem i pt Swiatla,
przechodzaca przez
krawedz A B, zawiera
Z rzutniami kat 45°,
a co zatem idzie, rzut
pionowy elipsy kt jest
kotem k", zakreélo-
nem z punktu O"
stycznie do rzutu pio-
nowego tworzacych
konturowych walca.
d) Wyznaczy¢
wzajemne ocienienie
zespotu, przedsta-
wionego Rys. 533.
Ostrostup rzuca cieh
na plaszczyzne a
podstawy gérnej gra-
niastostupa, a kra-
wedz | Il tego osta-
tniego na ostrostup.
Aby wykresli¢ cien
tej krawedzi, znaj-
dziemy cieh rzucony

ostrostupa na rzutnie Rys. 533.

poziomg i cien rzu-

cony lh Uh odcinka I Il na rzutnie poziomag. Punkt VIh jest
cieniem punktu VI odcinka 111 na rzutnie poziomg. Prosta,

wykreslona przez punkt VIh réwnolegle do p*, przecina od-
cinek I'" IV w punkcie VI', ktéry odniesiemy na prosta 1" II"
jako punkt VI".

Promien, poprowadzony przez rzut punktu VIh na o$ X,
rownolegle do p'", przecina odcinek I'" IV w punkcie VI".
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Promien $wiatta, przechodzacy przez punkt VI (VI VI, lezy
wraz z krawedzia W C ostrostupa na jednej plaszczyznie,
ktorej Sladem poziomym jest prosta Wh C. Punkt 6 (6' 6")
jest punktem przecigecia sie promienia $wiatta VI VIh z kra-
wedzig W C, a wiec cieniem punktu VI na ostrostup. Piasz-
czyzna S$wiatta, przechodzaca przez punkty 1(1° I'") i W (W' W"),
jest w naszym przypadku poziomo rzucajgcg i przecina sciane
A B W ostrostupa wzdluz prostej G Wk Punkt 1" jest rzutem
pionowym punktu, w ktérym promien S$wiatta, przechodzacy
przez punkt /, przebija ostrostup, czyli jest cieniem rzuconym
punktu / na ostrostup. Cien, jaki odcinek 1 VI rzuca na ostro-
stup, zatamie sie na krawedzi B W, a punkt odcinka / VI, kt6-
rego cien pada witasnie na krawedz B W, znajdziemy w sposob
nastepujacy: Sladem poziomym plaszczyzny $wiatta € prze-
chodzacej przez krawedZz B W, jest prosta B Wh, ktéra prze-
cina prostg |Ih Uh w punkcie Vh. Punkt ten jest cieniem
punktu V odcinka I Il na rzutnie poziomg i takimze cieniem
punktu 5 krawedzi B W. Promienh Swiatta, poprowadzony przez
punkt Vh, lezy na ptaszczyznie s i przecina krawedz B W
w punkcie 5 (5" 5"), a krawedz |1l w punkcie V (V' V").
Czes$¢ krawedzi 11V rzuci cien na Sciane AB W ostrostupa;
poniewaz ptlaszczyzna Swiatta, przechodzaca przez te krawedz,
jest pionowo rzucajgca, wiec rzut pionowy cienia tej krawedzi
na ostrostup schodzi sie ze sladem pionowym tej ptaszczyzny.

e) Wyznaczy¢ wzajemne ocienienie zespotu, podanege
na Rys. 534. Wykres$lenie cieni witasnych, podobnie jak i cienia
rzuconego ostrostupa na ptaszczyzne 8, nie wymaga wyjasnien.

Poziomo rzucajgca ptaszczyzna a, przechodzaca przez
wierzchotek W réwnolegle do kierunku S$wiatta, przecina kra-
wedz D G w punkcie A (A" A"), a ostrostup wzdtuz prostej /W.
Punkt Ac" jest rzutem pionowym cienia punktu A na ostro-
stup. Réwnolegta do D" G, wykres$lona przez Ac", jest rzutem
pionowym cienia, jaki cze$¢ odcinka D G rzuca na $ciang 1 W 2.
Siad pionowy vp, pionowo rzucajgcej ptaszczyzny jt, przecho-
dzacej przez punkt B (B' B"), przecina bok 1" W" w punk-
cie Bc". Prosta, wykre$lona z tego punktu, réwnolegle do ..
jest rzutem pionowym krawedzi, jaka tworzy ptaszczyzna
Swiatta 8, przechodzaca przez bok D F z ptaszczyzng S$ciany
2 W3. Wyznaczywszy punkt Dc", otrzymamy zatamanie sie
cienia, jaki krawedz D G rzuca na ostrostup. Plaszczyzna
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Swiatla 8 przecina $ciane 3 W 4 ostrostupa wzdtuz prostej,
ktorg musimy wykresli¢, a ktdéra dopetni granice cienia rzuco-
nego przez plyte na ostrostup. Plaszczyzna Swiatta vy, ktora
przechodzi przez
krawedz F N, jest
poziomo rzucajaca
i przecina ptasz-
czyzne $ciany bocz-
nej 3 W4 w pro-
stej k (k'k"). Pro-
mien Swiatta prze-
chodzacy przez
punkt F (F F™),
lezacy na plasz-
czyzniey, przecina
krawedz k w punk-
cie Fc, ktérego tylko
rzut pionowy Fc"
oznaczyliSmy na
rysunku. Prosta
Ec" Fc" jest rzu-
tem pionowym Kkra-
wedzi, jaka ptasz-
czyzna Swiatla 8
tworzy ze S$ciang
3 W4 ostrostupa.
Fc jest bowiem
punktem przecie-
cia sie ptaszczyzn
y, 8 i plaszczyzny
3 W4,

f)  Wykresli¢ cie-
nie zespotu, przed-
stawionegona Rys.
535. Promien $wia-
tta, poprowadzony
przez pkt.P(P'P"),
przebija stozek w punkcie Pc, ktérego rzut pionowy Pc" na-
znaczyliSmy na rysunku. Pionowo rzucajgca ptaszczyzna
Swiatla e, przechodzgca przez krawedZ P R, przecina stozek

Rys. 534.
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wzdluz elipsy, ktorej rzut pionowy jest odcinkiem A" B-,
a ktérej srodkiem jest punkt S (S'S"). Plaszczyzna Swiatta,
przechodzaca przez krawedz P Q, przecina stozek wzdtuz elipsy,
przystajgcej do poprzedniej. Osiami rzutu pionowego tej elipsy
sg odcinki Ai" Bi" i Ci" Di", $rodkiem punkt Si". Elipsa ta
zetknie sie z tworzaca konturowag stozka w punkcie Mi. Nie
postugujac sie osiami, wyznaczy¢ mozna poszczegdlne punkty
tej elipsy przy pomocy
przekrojow ptaszczyznami
poziomemi. | tak ptasz-
czyzna przecina stozek
wzdtuz kota ki {ki ki),
a krawedz ptaszczyzn Pie
przecina to koto w punk-
tach 1(r /") i 2{2/2").
Uwazajac punkty te za
rzut boczny punktéw h
i A szukanej elipsy, otrzy-
many ich rzut pionowy,
odmierzajac 1' N'—2"' N'=
=17MW 7=27tN72 Wy-
znaczenie cienia wilasnego
stozka i jego cienia rzu-
conego na plaszczyzne
gorng ptyty nie wymagajg
wyjasnien.
9)
zespotu, podanego na Rys.
536. Koto k (k"k™) pierscie-
nia rzuca cien na stozek.
Wykresliwszy cien rzu-
Rys. 535. eony stozka na rzutnie
poziomg i takiz cien kh
kota k, wyznaczymy cienie Ac, Bc, Cc,... poszczeg6lnych
punktéw kota k na stozek, podobnie jak cienie punktéw pro-
stej A B na stozek w Rys. 529.

h) Wykresli¢ cienie zespotu, przedstawionego Rys.

Cien rzucony kota k (k" k") na walec, znajdziemy jako miejsce
geometryczne punktéw przebicia sie promieni Swiatlta, popro-
wadzonych przez poszczeg6lne punkty B (B*B"), C (C' C")...

537
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tego kota, z walcem. Plaszczyzna Swiatta 8, styczna do tego
walca wzdtuz tworzace] h (/7 ti'"), przecina koto k w punkcie
D (D' D"), ktérego cien Dc (Dc' Dc") pada na te tworzaca.
Stozek obrotowy o wierzchotku W2 rzuci cien na walec, sta-
nowiacy trzon naszego zespotu. Cien ten wyjdzie z punktu As.
Promien S$wiatta, poprowadzony przez punkt 1 (/' 1) odcinka
Ai As, przebija walec w punkcie Ic {lc Ic"). Plaszczyzna

Swiatla, styczna do walca, przecina odcinek Ai As w punkcie
2 (Z Z"), ktérego cien 2c pada na tworzacg ts (k' ts").

i) Wykresli¢ cienie zespotu podanego na Rys.
Zespo6t skiada sie z oSmioSciennego, prostego graniastostupa,
na ktérym wspiera sie ptyta, ztozona z walca i stozka o wierz-
chotku W {W" W"). Na ptycie spoczywa trzon walcowy. Wy-
kresliwszy cienie wiasne, przystapimy do wyznaczenia wza-

jemnych cieni rzuconych.

Bartel, Geometrya wykreslna. 25

538.
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Walec S$wietlny, przechodzacy przez koto ki {ki ki"),
przenika sie ze $cianami bocznemi graniastostupa, a linie
przenikania sie (elipsy) stanowig granice cienia rzuconego
przez to koto na graniastostup. Poszczegolne punkty tych elips
znajdziemy przy pomocy ptaszczyzn Swietlnych p, y..., ktére
poprowadzimy przez krawedzie graniastostupa, wzglednie do
tych krawedzi réwnolegle (np. ptaszczyzna o).

Rys. 537. Rys. 538.

Tworzaca t (/' /"), stanowigca granice cienia wilasnego
gornego walca, rzuci cien na stozek. Cien ten bedzie lukiem
hiperboli, gdyz ptaszczyzna $Swiatta, przechodzaca przez two-
rzacg t, jest poziomo rzucajgca, a wiec rownolegta do dwoch
tworzacych stozka. Punkt A {A" A™) tej hiperboli wyznaczy-
lismy przy pomocy kota réwnoleznikowego k {k" k") stozka.
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184. Cwiczenia.

Wykresli¢ cienie zespotéow, przedstawionych na Rysun-
kach 539. i 540.

185. Cienie kuli. Walec swietlny, opisany na kuli, styka
sie z nig wzdluz kota wielkiego, ktore stanowi granice cienia
wtasnego kuli. Przekroje tego walca z rzutniami stanowig
cien rzucony kuli.

Na Rys, 541. rozwigzalismy za-
danie przy pomocy rzutu bocznego
na plaszczyzne poziomo rzucajgca,
rownolegltg do kierunku Swiatta. Wy-
kresliwszy rzut boczny kuli i rzut
boczny Sh° $ladu poziomego pro-
mienia, przechodzacego przez Srodek
kuli, otrzymamy przez potgczenie
punktéw S° i Sh° rzut boczny p°
kierunku Swiatlta. Rzut boczny gra-
nicy cienia wiasnego kuli jest S$re-
dnicg A°B° rzut poziomy
elipsa o osiach A* B' i C' D', a wresz-
cie rzut pionowy elipsg, wyznaczo-
ng $rednicami sprzezonemi A" B"

i C" D". Wierzchotkami E" i F" tej

ostatniej elipsy sa punkty koncowe

$rednicy kota, prostopadiej do p";

druga para wierzchotkéw, ogranicza-

jaca matg os$ elipsy, lezy na p", przy-
czemJFG77=a=S"W =S§"A'=

= S' B'. Poniewaz promienie $wiatta

nachylone sg do obu rzutni pod tym samym katem (ust. 175.),
wiec oba rzuty kota, jako granice cienia wiasnego, sg przy-
stajgcemi elipsami.

Poniewaz osi elipsy sg jej osiami symetryi prostokatnej,
wiec punktowi F odpowie symetrycznie punkt J\ a punk-
towi E' punkt Kr. Podobnie punktom C" i D" odpowiedza
punkty symetryczne J" i K Poniewaz proste, tgczace
punkty / z.F i E z K sg poziome, wiec proste]" F' i E" K"
sg réwnolegte do osi rzutéw X.

Cien kuli na rzutnie pozioma jest elipsag o $rodku Sh,

cien na rzutnie pionowa elipsg o $rodku Sv. Osi wielkie tych
25*
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elips schodzg sie z kierunkami p° i p™ i rowne sg odcinkowi
MhO Bh°. Osi mate obu elips réwne sa Srednicy kuli.

Jezeli chodzi o wyznaczenie jedynie cienia wiasnego kulir
to na podstawie konstrukcyi Rys. 541 postgpimy w sposob
nastepujacy: kreslimy C' D" L p' (Rys. 542.) i wpiszemy
w koto kwadrat, ktérego boki wyznaczg na poziomej Srednicy

kota punkty E', F', a na pionowej punkty J' i K'. Szukana
elipsa jest prostokatnie powinowata z kolem, przyczem osig
tego powinowactwa jest prosta C' D*. Kre$limy E'¢2 #/C' D'
i taczymy £2 z S\ a przez punkt E' prowadzimy réwnolegty
do p*, otrzymujac punkt Eu Odcinek ¢1 S'=/.V S'=B' S'=a
rowny jest matej, osi szukanej elipsy (por. ust. 97., Rys. 290.).
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Wyznaczenie rzutu pionowego granicy cienia wiasnego kuli nie
wymaga wyijasnien.

Na Rys. 543. wyznaczyliSmy cien wiasny kuli, stosujac
metode poznang w ust. 161. Promien Swiatta p (p*p"), popro-
wadzony przez $rodek O (O' O") kuli, obrécimy do potozenia pi,
rownolegtego wzgledem rzutni pionowej, a to okoto prostej
pionowej m (mrm™), ktéra przechodzi przez $lad poziomy Hp

promienia p. Tworzace walca, réwnolegte do kierunku pi, sty-
kajg sie z potudnikiem gtdwnym kuli w punktach Ai (Ai" Ai")
i A2 (Aa" Aa”). Z punktami tymi wrocilismy na plaszczyzne
Swiatta, przechodzacg przez $rodek kuli, oznaczajgc je jako
A (A" A”) i B (B"B"™). Odcinki A*B" i Cf D' stanowia pare
osi elipsy, bedacej rzutem poziomym granicy cienia wiasnego
kuli; odcinki A B” i C" D” sg parg S$rednic sprzezonych
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elipsy, stanowiacej rzut pionowy kota, odgraniczajacego czes$é
o$wietlong kuli od czeSci lezacej w cieniu. Osig wielkg tej
elipsy jest odcinek E"™ F" L p" i rowny odcinkowi C D'; o$
mata G" H™ roéwna jest osi A' B".

186. Cien prostej na kule jest kotem, miejscem geome-
trycznem bowiem promieni $wiatta, przechodzacych przez prosta,
jest ptaszczyzna. Wyznaczenie cienia prostej na kule sprowa-

Rys. 543.

dza sie wiec do wykres$lenia przekroju kuli ptaszczyzng Swiatla,
przechodzaca przez te prosta.

Na Rys. 543. wyznaczyliSmy cieh odcinka RS na kule.
Plaszczyzna Swiatla e jest poziomo rzucajaca, a rzut pionowy
jej przekroju z kulg elipsg, styczng do zarysu kuli w punk-
tach V" i VI". Czes$¢ tej elipsy, ograniczonej punktami Sc"
i Tc", jest rzutem pionowym cienia, jaki odcinek S T rzuca
na kule.
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187. Przykiady.

a) Wyznaczy¢ cien zespotu, przedstawionego na Rys.
544. Linia przenikania kuli z ostrostupem skiada sie z tukow
czterech kot, ktérych rzuty sa elipsami. Wyznaczywszy cien
wiasny k {k' k") kuli, przystapimy do wykres$lenia cienia, jaki
kula rzuca na sciane AB O ostrostupa. Linia tego cienia rzu-
conego jest tukiem .elipsy, jaka powstanie z przeciecia walca
$wietlnego, przechodzace-
go przez koto k, z ptasz-
czyzng AB O. Aby wy-
znaczy¢ cien np. punktu
L (L'L"™) kota k na Scia-
ne A BO, poprowadzilismy
przez ten punkt promien
Swiatta i wyznaczyli, przy
pomocy ptaszczyzny po-
ziomo rzucajacej e, jego
punkt przebicia Lc z tg
$ciana.

b) Wyznaczyé¢ cien
zespotu, podanego na Rys.

545, Kilka stéw wyjasnien

wymaga jedynie konstruk-

cya cienia kuli na stozek.

Wykresliwszy cien rzuco-

ny k'a kuli na ptaszczyzne

poziomg « i cien rzu-

cony ra' rownoleznika r

na te plaszczyzne, wro-

cimy z punktem przecie-

cia sie M'a elipsy k'a i Rys. 544,

kota ra na rownoleznik r,

otrzymujac punkt Mc". Przy pomocy cienia rzuconego Wa R,
tworzacej W K stozka, ktéry przecina elipse k'a w punk-
cie Ra', otrzymamy punkt Rc (Re Rc") cienia, ktéry lezy na
tworzgcej konturowej stozka.

188. Cien powierzchni obrotowej. Cieh wiasny po-
wierzchni obrotowe] jest linig stycznosci walca promieni, opi
sanego na tej powierzchni. Na Rys. 546. powtdrzyliSmy wiec
konstrukcye, opisang szczegotowo w ust. 161. (por. Rys. 474.).
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Jednak, précz cienia wasnego, posiada powierzchnia cien, jaki na
nig rzuca koto k (k"k"). Aby wyznaczy¢ ciern punktu N (N' N')
na powierzchnige, obrocimy go wraz z promieniem, ktoéry przez
niego przechodzi, na ptaszczyzne potudnika gtéwnego p. Punkt
Ni (Ni' Ni") rzuci cien Nic na potudnik gtéwny. Cien ten
sprowadzimy zapomocg obrotu okoto osi powierzchni na ptasz-
czyzne potudnika a, otrzymujac tam punkt Nc (Nc Nc").

Dalsze punkty cienia kota k (k'k"™) na powierzchnie znaj-
dziemy (podobnie jak cien linii na stozek) przy pomocy cienia
rzuconego. Cien kota k na rzutnie poziomag jest kotem kh,
cien réwnoleznika r (r' r"') kotem rh. Kota te przecinaja sie
w punktach |h i 2h. Te ostatnie sa cieniami punktow 1 (/' 1")
i 2 (2f 2") kota k (k' k™) na rzutnie pozioma. Promienie $wiatla,
przechodzace przez punkty 1 (1" 1") i 2 (2" 2"), przecinajg
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rownoleznik r (r' r") w punktach (/c' /c") i 2C(2c 2C'"), ktoére
sg cieniami pierwszych na powierzchnie. Tym sposobem, obie-

rr)

rajagc dalsze roéwnolezniki, otrzymamy zgdanag ilo$¢ punktéw
krzywej, bedacej cieniem kota k na powierzchnie.



ROZDZIAL CZWARTY

PERSPEKTYWA SRODKOWA

§ 18. PERSPEKTYWA ELEMENTOW ZASADNICZYCH

189. Uwagi ogdlne. W § 9. zajmowaliSmy sie rzuten

srodkowym punktu i prostej na dowolng ptaszczyzne, a nadto
zwigzkami kolineacyi $rodkowej, jakie zachodzg miedzy dwoma
uktadami ptaskimi, gdy jeden jest rzutem drugiego. W tej
czes$ci naszych rozwazan zajmiemy sie rzutem Srodkowym,
jako metodg geo-
metrycznego
przedstawiania
utworow prze-
strzennych. Me-
toda ta nosi nazwe
perspektywy
srodkowej albo
Unijnej. Samem
stowem ,,perspek-
tywa* okreslaja
bardzo czesto rzu-
ty ukosne (8§ 6.),
a wiec metode rzu-
tow réwnolegtych;
dlatego, aby uni-

- S knaé nierjorozu-
Rys. 547. Bramka plebanii w Krasiejowie - i d -
mien, 'd da{emy
kolo Monasterzysk . ]

(Rysunek prof. dr. Tad. Obminskiego) przymiotnik ,SrOG"

kowa*“. Okreslenie

perspektywy Srodkowej mianem ,,Unijnej“ ma za zadanie pod-
kresli¢ czysto geometryczny charakter tej metody w przeciw-
stawieniu do perspektywy malarskiej, gdzie uwzgledniane

Juk
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sg ponadto momenty natury estetycznej, a takze wptyw po-
wietrza, barwy i oddalenia.

Przyjmijmy ptaszczyzne pozioma Jti, pionowag (Rys. 548.)
i dowolny punkt O, nie lezagcy na zadnej z tych piaszczyzn,
a bedacy srodkiem rzutu, albo jak sie tez mowi okiem.
Plaszczyzna zwana ptaszczyzng podstawy, prze-
cina ptaszczyzne jrg, stanowiagcg ptaszczyzne rzutéw, a zwana
ttem, wzdluz prostej podstawowej p. Plaszczyzna cti,
przechodzaca przez srodek rzutéw réwnolegle do przecina tto
w prostej h, ktérg nazywamy linia horyzontu lub krétko
horyzontem. Rzut prostokagtny O' $rodka rzutow na tlo,
nazywamy punktem gtéwnym, a odlegtos¢ Srodka rzutow
od tta, a wiec odcinek
OO0, krétko oddale-
niem. Plaszczyzna @,
rownolegta do ptaszczy-
zny Jk, nosi hazwe
ptaszczyzny zni-
knie nia Prostg z
wzdtuz ktérej ptaszczy-
zna zniknienia przecina
ptaszczyzne podstawo-
wa, okreslamy mianem
prostej zniknie-
nia Odlegtos¢ hory- Rys> 548,
zontu od linii podsta-
wowej, réwng odlegtosci srodka rzutéw od prostej zniknienia*
nazywamy wysokoscig horyzontu.

Porébwnujac rozwazania nasze o0 kolineacyi”™ (ust. 113))
z powyzszemi okresleniami, widzimy, ze $rodek kolineacyi od-
powiada $rodkowi rzutéw, o$ kolineacyi prostej podstawowej,
0$ wzajemna im horyzontowi h, a 0§ wzajemna zi, prostej
zniknienia z.

190. Perspektywa prostych, lezacych na ptaszczyZnie
podstawowej. Rzut S$rodkowy (perspektywiczny) prostej /,
przyjetej na ptaszczyznie m, jest krawedzia | ptaszczyzny,
przechodzacej przez te prostg i Srodek rzutow O, z tlem n*
(Rys. 549.). Potgczmy dowolny punkt A prostej / ze Srodkiem
rzutéw O, to punkt A\ w ktéorym promien OA przebija tio,
lezy na prostej I' i jest rzutem $rodkowym punktu A. Prostg /
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okresli¢ wiec mozna jako miejsce geometryczne rzutéw S$rod-
kowych wszystkich punktéw prostej / Perspektywe punktu
niewtasciwego Z® prostej / otrzymamy, prowadzac przez $ro-
dek rzutéw promiehn réwnolegly do prostej /i znajdujac punkt
przebicia tego promienia z ttem. Punkt ten, oznaczony na
Rys. 549. literg Z', lezy na horyzoncie i nosi nazwe $ladu
zbiegu prostej Z Promien OZ'nazywaé bedziemy promie-
niem zbiegu prostej Z Przez punkt Ti, w ktéorym prosta /
przebija tlo, przechodzi perspektywa T tej prostej, a punkt ten
nazywamy S$ladem tiowym prostej /

Jakkolwiek dwa dowolne punkty np. A' i B" wyznaczaja
prostg T na tle, a wiec takze i prostg / na ptaszczyznie pod-
stawowej, to jednak z regulty postugiwaé sie bedziemy przy
wyznaczaniu obrazéw perspektywicznych prostych, a wiec
i potozen tych prostych w przestrzeni, ich Sladami tlowymi
i Sladami zbiegow.

Przyjmijmy na ptaszczyznie ai prosta m # /i oznaczmy
jej Slad tlowy literg Tm. Rzut S$rodkowy punktu niewtasci-
wego Z”, prostej m, jest punktem Z'. Proste rownole-
gte, lezace na ptaszczyznie podstawowej, maja
wspélny $lad zbiegu na horyzoncie. Slady ttowe
*ych prostych lezg na linii podstawowej.
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Obréémy ptaszczyzne cu okoto horyzontu h, a ptasz-

czyzne Xi okoto prostej p w kierunku wskazanym strzatkami
tak, aby padly na tto (JT2), to wéwczas otrzymamy obraz przed-
stawiony na Rys. 550., je$li ptaszczyzne tego rysunku przyj-
miemy za ttlo. Punkt 0° jest kiadem S$rodka rzutéw na tlo,
0° Z' kladem promienia zbiegu,
a proste ° i m° kiladem pro-
stych /i m na tlo. Proste /i m'
sg rzutami srodkowymi (pers-
pektywami) prostych /i m. Je-
zeli punkty A° B°,... przyjete
na prostej 1°rzucimy z punktu 0°
na prostg /, to otrzymane tam
punkty A*, B",... sg perspekty-
wami punktéw A, B,... prostej /
(poréwnaj Rys. 549.).

Z Rysunkoéw 549. i 550.
widoczne jest, ze kat nachyle-
nia promienia zbiegu z linig
horyzontu, réwny jest katowi,
jaki prosta / wzglednie proste
do niej rownolegte, a lezace na
ptaszczyznie podstawy, zawie-
raja z linig podstawowg albo z ttlem. Oczywistem tez jest, ze
kazdy punkt horyzontu jest $ladem zbiegu prostych réwno-
legtych, a nachylonych do tla pod katem réwnym katowi na-
chylenia promienia zbiegu z ttem, wzglednie réwnym katowi,
jaki kitad promienia zbiegu zawiera z horyzontem.

191. Punkty i koto oddalenia. Na szczegélng uwage za-
stugujg Slady zbiegu Z'ss i Z'iss prostych, lezacych na ptlasz-
czyznie podstawy, nachylonych do tta pod 450 i 135°. Slady
te, lezgce na horyzoncie (Rys. 551.), nazywamy punktami
oddalenia. Poniewaz prostokatny trojkat O' 0° Z\b jest tréj-
katem réwnoramiennym i przystajacym do trojkata O' O0Z'i35,
wiec O'Z's = O' Z'13s = O 0° = d, czyli, ze odlegto$é punktu
gtéwnego od kazdego z dwoch punktéw oddalenia, réwna jest
odlegtosci Srodka rzutéw od tla. Koto, zakreslone promieniem d,
przechodzgce wiec przez punkty oddalenia, zwie sie kotem
oddalenia.
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192. Proste prostopadie do tta. Z pojecia Sladéw zbiegu
wynika wprost, ze $lad zbiegu prostych, lezgcych na ptasz-
czyznie podstawy, a prostopadtych do tla, jest punktem gtow-
nym. Proste a', b' i m" (Rys. 552.) sg rzutami S$rodkowymi
prostych a, b i m, prostopadtych do tta, a lezacych na ptasz-
czyznie Jti. Proste | i m" na Rys. 553. sg rzutami $rodko-
wymi prostych, lezagcych na plaszczyznie podstawy, a prosto-
padtych do tta, proste ri i s' perspektywami prostych prosto-
padtych do tta, lezacych jednak dowolnie w przestrzeni.

Rys. 551. Rys. 552.

193. Zadania.

1) Wykres$li¢ rzut Srodkowy kwadratu, lezgcego na
ptaszczyznie podstawowej, ktorej kiad na plaszczyzne ry-
sunku jest dany.

T a) Para bokoéw kwadratu
jest prostopadta do linii pod-
stawowej (Rys. 554.). Slady tlowe
Ta i Tb prostych a i b tgczymy z punk-
tem gtdwnym i otrzymujemy rzuty Srod-
kowe tych prostych. Slady ttowe Tci Tb
przekatnych kwadratu potgczone, pierw-
szy z punktem oddalenia Z'ss, drugi
z punktem oddalenia z'135, dajg pers-
pektywy prostych ¢, d i przecinajg

dwie poprzednio otrzymane proste w punktach A*, B*, C iD
ktore sa perspektywami wierzchotkéw kwadratu. Boki A" B'



i C'D" otrzymanego
$lady tlowe bowiem
prostych AB i CD
sa punktami niewta-
sciwymi prostej p,
a jak wiadomo, przez
Slady te przejs¢ mu-
szg proste A' B' i
C' D'. Rzut $srodkowy
kwadratu jest wiec
w tym przypadku tra-
pezem. Wynika tez
stad, ze wykresliwszy
proste a’, b*ic", otrzy-
mamy punkty C" i D",
kreslagc przez B" i D'
réwnolegte do p.

b) Kwadrat
lezy dowolnie
na ptaszczyznie

193. ZRDANIR

399

czworokata sg rownolegte do linii p,

podstawowej

Rys. 555.

Rys. 554.

(Rys. 555.).

Promien,
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wykreslony z punktu 0° réwnolegle do a° #b° przecina hory-
zont w punkcie Zi', ktory jest $ladem zbiegu prostych a i b.
Podobnie otrzymamy $lad zbiegu Z2 prostych ¢ i d. Proste
a"= Zi'Ta i b= Zi'Tb sg obrazami perspektywicznemi pro-
stych a i b, za$ proste ¢ = ZZTc i d"= Zz Td perspekty-
wami prostych ¢ i d. Czworokat A" B' C' D" jest rzutem $rod-
kowym danego kwadratu.

2) Wykresli¢ perspektywe ornamentu geometrycznego,
lezagcego na plaszczyznie podstawowej. Kiad tej ostatniej
na tlo, ktérem jest ptaszczyzna rysunku, jest dany.

Rys. 556.

Rozwigzanie zadania tiémaczy dostatecznie Rys. 556.
Obrazy prostych prostopadtych do tta zbiegajg sie w punkcie
gtownym OF; perspektywy prostych réwnolegtych do linii pod-
stawowej wyznaczyliSmy przy pomocy prostych, nachylonych
do tla pod 45°, ktdorych Sladem zbiegu jest dany na horyzoncie
punkt Z"s.

194. Proste prostopadte do ptaszczyzny podstawy.
zbiegu kazdej prostej réwnolegtej do tta jest punktem nie-

Siac
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wiasciwym, ktorego kierunek okreslony jest Kkierunkiem tej
prostej. Aby wykresli¢ perspektywe odcinka A B (Rys. 557)),
potaczmy punkty A i B ze srodkiem rzutow O, a nastepnie
poprowadZmy przez nie prostopadie do pilaszczyzny tlowe,.
Perspektywa  prostej

| Lp jest prosta 7/, {3-

czgcg punkt Ti z punk-

tem O' Punkt A\

w ktérym promienn A O

przecina prostg Z, jest

rzutem Srodkowym

punktu A. Niechaj pro-

stopadta, wykreslona

z punktu B do tia,

przebija go w punk-

cie C, to punkt prze-

ciecia sie B" prostych

B O\C O jest pers- Rys. 557

pektywa punktu B. Od-

cinek Al B', prostopadty do linii podstawy p, jest rzutem $rod-
kowym odcinka A B, na ptaszczyzne Jto. Zauwazmy jeszcze,
ze odcinek C Ti jest rzutem prostokatnym odcinka AB na tlo.

Rys. 555. Rys. 559.

Wykonajmy klad ptaszczyzny podstawy jti na tlo, kto-
rym niechaj bedzie plaszczyzna rysunku. Rzut poziomy od-
cinka jest punktem A° (Rys. 558.), rzut prostokatny na tlo

Bartil, Geometrya wykreilna. 26
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odcinkiem Ti C. Przez punkt A° kresSlimy prosta n°, pod 45°
do linii podstawowej p. Rzut S$rodkowy n' prostej n° jest
prosta, taczacg Slad ttowy Tn z danym Sladem zbiegu Z'i5.
Proste Vi n" wyznaczajg szukany punkt A'. Punkt B' lezy
na promieniu C O, przyczem A' B" jest réwnolegte do C TI.
Odcinek A’ B" jest rzutem s$rodkowym
odcinka A B, prostopadiego do ptasz-
czyzny podstawy.
195, Proste dowolnie potozor
w przestrzeni. Slady tlowe i $lady
zbiegu takich prostych lezg poza obre-
bem linii podstawy i horyzontu (Rys.
559.).
Rys. 560. jest obrazem perspekty-
wicznym dwéch prostych réwnolegtych,
nie lezacych na ptaszczyznie podstawy i dowolnie nachylo-
nych do tta. Punkt A" jest rzutem srodkowym punktu, ktéry
lezy na prostej /

Rys. 561. Wschodnia $ciana rynku w Pruchniku koto Jarostawia
(Rysunek prof. dr. Tad. Obminskiego)
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196. Perspektywa jako metoda posrednia. Wykresleni
rzutu Srodkowego, z danych rzutow prostokgtnych, stanowi
wazne zadanie geometryczne, ktére na jednym przykiadzie
rozpatrzymy. W przeciwstawienki do rozwazan poprzednich
metoda zadania naszego, ktérego podstawg sg dane rzuty
prostokatne, jest metodg posrednia.

Rys. 562. przedstawia zesp6t geometryczny dwéch gra-
niastostupow i jednego ostrostupa. Poziomo rzucajgca ptasz-
czyzna a jest ttem, prosta h (h*h") horyzontem, a punkt
Oi (Oi' Oi") punktem gtéwnym. Srodek rzutéw lezy na prosto-
padtej, wyprowadzonej w punkcie Oi do ptaszczyzny tla. Aby
rysunek perspektywiczny robit wilasciwe wrazenie, musimy

26~
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oddalenie oka od tla przyja¢ dostatecznie wielkie. Zasadg prak-
tyczng jest, aby oddalenie to nie bylo mniejsze od pottora-
krotnego najwiekszego wymiaru przedstawionego rysunkiem
przedmiotu. Wzglad na ograniczong ptaszczyzne rysunku nie
pozwala zazwyczaj na oznaczenie rzutéw oka, postugujemy sie
wiec zazwyczaj t zw. zredukowanem oddaleniem oka.

Rys. 563. Kapliczka w Worochcie
(Rysunek pro!, dr. Tad. Obmmskiego)

W naszym przykiadzie
przyjeliSmy oddalenie
zredukowane do jednej
trzeciej, t. zn. odcinek
Oi, |0 = Oi', jO" wy-
raza trzecig cze$¢ od-
legtosci oka od tia.
Punkt \0 (~0, 0"
nosi nazwe zredu-
kowanego $rodka
rzutow (oka).
;Promien, wykre-
Slony z punktu
rownolegle do prostych
nilsllrilm, przetnie
horyzont w punkcie
\Zn, ktéry stanowi
tak zwany zreduko-
wany $lad zbiegu
wiazki promieni row-
nolegtych ; promien
wykreslony" z punktu
O', prostopadle do
pierwszego, wyznacza
na horyzoncie drugi
zreduko wany $lad zbie-
gu \Zi, a mianowicie

dla wigzki promieni o Kkierunku prostopadtym do pierwszej.
Przedtuzmy proste m, n, r, s az do przeciecia sie ze S$la-
dem ha i oznaczmy punkty przeciecia literami Tm, Tn, Tr, Ts.
e Prosta / przecina $lad ha w punkcie TI, a prostopadte c, d, h, f

wykreslone do ha wyznaczajg na niej

punkty Tc, Td, Th, Tf.

Przygotowawszy tak Rys. 562., przystgpi¢ mozemy do wykre-

$lenia rzutu $rodkowego.



196. PERSPEKTYWA JAKO METODA POSREDNIA 405

Przyjmiemy wiec linie podstawy p i linie horyzontu h
(Rys. 564.), uwzgledniajac wysokos$¢ horyzontu, réwng odle-
glosci prostych réwnolegtych p" i h". Na horyzoncie przyj-
miemy punkt gtéwny Oi, a jego rzut prostokagtny na linie
podstawy p oznaczymy literg P (por6éwnaj Rys. 562.). Odci-
nek Oi', \Zn przeniesiemy trzykrotnie od punktu Oi na lewo,
otrzymujgc $lad zbiegu Zn wigzki prostych, réwnolegtych do
osi rzutdw x. Odcinek Oi', \ZT, przeniesiony na prawo od pun-
ktu gtéwnego Oi, wyznaczy na horyzoncie zredukowany $lad
zbiegu \ZT prostych prostopadtych do rzutni pionowej. Z kolei
przeniesiemy na linie podstawy p szereg punktéw Tc, Tl, Th,
Td i Tn, Tf, Ts, Tr, Tm, znajdujacych sie na podstawie ha

w Rys. 562., przyczem punkt wyjécia stanowi punkt P. Slady
tlowe, jakimi sg punkty Tm, Tr, Ts, i Tn, tgczymy ze $ladem
zbiegu Zni otrzymujac perspektywy prostych m, n, r, s.
Prosta cf, tgczaca $lad ttowy Td z punktem gtownym Oi,
jest rzutem S$rodkowym prostej d, poprowadzonej z punktu
D (o D") prostopadle do tta. Proste n' i d' przecinajg sie
w punkcie D\ ktéry jest rzutem srodkowym punktu D;
prosta Tc Oi przecina prostg m" w punkcie C’. Odcinek C D'
jest perspektywg krawedzi CD. Potagczmy punkt TI z punk-
tem Oi, a odcinek Oi Tl podzielmy na trzy réwne czesci.
Punkt podziatu Pi potagczmy ze $ladem zbiegu \ZT, a przez
punkt Tl poprowadzmy réwnolegta i do prostej Pi, \ZT.
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Prosta T jest perspektywg prostej / (patrz Rys. 562.), a od-
cinek A' B' rzutem s$rodkowym boku AB. W istocie bowiem:

Aoi TiZT ~ Aoi ri \ZT.

W punktach A', B', C', Tmi Tn wykreslimy prostopadie do
prostej p, odmierzymy Tml= Tnll = B" Bi", a punkty /i //
potaczymy ze Sladem zbiegu Zn. Tym sposobem otrzymamy
perspektywe A\ BT CT DT prostokata Ai Bi Ci D\. W analo-
giczny sposob wyznaczymy punkty Fi' i HZ, nastepnie czworo-
kat E' F* G" H\ a wreszcie ET ET GT HZ.
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