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PRZEDMOWA.

W wydaniu niniejszem poczyniono w wielu miejscach różne zmiany 
i uzupełnienia. Główna jednakże myśl przewodnia, na której opierała się

dziej uwypuklona i rozwinięta. Usunięto z książki wskazówki bibljogra- 
ficzne, podane w poprzedniem wydaniu na końcu, oraz pominięto roz­
dział o nauczaniu matematyki w seminarjach, który ze względu na ko­
nieczną jednolitość odbiegał od całości rozważań. Najważniejsze i naj­
potrzebniejsze wskazówki bibljograficzne czytelnik znajdzie zarówno 
w pierwszej jak i niniejszej części, podane w tekście.

cała konstrukcja książki, nie uległa zmianie, owszem została nieraz bar­
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ROZDZIAŁ I.

Nauka ułamków stanowi nowy i odrębny pod względem swego 
charakteru dział arytmetyki początkowej. Ułamek jest nową formą liczby, 
powstaje na tle procesu dalszego uogólnienia. Ścisła teorja wprowadza 
ułamek zapomocą definicji, daje szereg potrzebnych i wystarczających 
określeń, z których wypływa cała dalsza nauka.

Ponieważ w literaturze naszej nie jest dostatecznie spopularyzo­
wana i uprzystępniona ta sprawa, podamy tu zwięzły szkic podstawowy 
teorji ułamków. .lest to bodaj jedna z najprostszych teoryj przy wpro­
wadzeniu nowego rodzaju liczb. Może też być dzięki temu zupełnie do­
stępna dla każdego nauczyciela rachunku początkowego.

Użyjemy w danym przypadku symboliki, opartej na parach liczb 
całkowitych i wprowadźmy nową liczbę — ułamek, określoną jako para 
liczb całkowitych w postaci symbolu: (a, b). Symbol ten, aby miał sens, 
musi spełniać pewne warunki, wyznaczone przez następujące definicje:

1) (a, b) — (c, d), znaczy tyle, że ad =  bc
(a, b) X (c, d), „ „ „ a d b o
{a, b) <  (c, cO, „ „ * ad <  bc ;

2) (a, b) +  (c, d)

zowiemy sumą ułamków, która w danym przypadku oznacza ułamek

( a d + k ,  b d) ;
3) To samo dla różnicy;
4) (a, b) X  (c, d)

oznacza iloczyn dwóch ułamków, który w danym przypadku jest ułam­
kiem równym ułamkowi (ac, bd);

5) To samo dla ilorazu;
6) (a, 1) a.

Z definicji 6-ej i 2-ej wynika, że dodawanie ułamków musi po­
siadać te same własności, co liczb całkowitych, a z 6-ej i 4-ej, że to
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samo dotyczy mnożenia ułamków. Prawo rozdzielności przy mnożeniu 
też zachodzi.

Z definicji 6-ej i 5-ej wynika, że

(a, 1) : (ó, 1) =  (a, b) =  a : b,

t. j. symbol (a, b) oznaczać musi iloraz dwóch liczb całkowitych'a i b.
Skoro liczby całkowite podlegają prawu symetrji, tożsamości i prze- 

chodności (patrz str. 53, część 1), podlegać tym prawom muszą ułamki, 
a więc zaliczamy je do wielkości.

Z łatwością też czytelnik wyprowadzi wniosek, że działania z ułam­
kami na tle tych definicyj są czemś jakby b ar dz i e j  o g ó l n e m ,  niż 
działania z liczbami całkowitemi, a własności działań z temi ostatnićmi 
są z a c h o w a n e .

Słowa powyżej wyrzeczone: „bardziej ogólnem“ mają sens, gdyż 
wobec zachowania własności działań z liczbami całkowitemi zbiór nie­
skończony liczb całkowitych uzupełniliśmy przez zbiór nowy, nieskoń­
c z o n y — ułamków. Razem powstał z b i ó r  l i c z b  w y m i e r n y c h  (patrz 
część 1, str. 31). To, co ma zastosowanie do wszystkich liczb wymier­
nych, ma też — do całkowitych. Lecz nie naodwrót.

Czy można w nauczaniu początkowem wychodzić z definicyj po­
wyższych chociażby w roku piątym? Odpowiedź jasna: nie można. Kto 
potrafi zrozumieć i przetrawić definicję ścisłą, ten ma już główne niemal 
dane do tego, by mógł rozumować dedukcyjnie. Dziecko tego jeszcze 
nie potrafi, dla niego przedmiot nauki musi być dany przez definicję 
bliżej związaną z konkretem. Chwila zastanowienia wystarczy, aby sobie 
przypomnieć, jak my starsi dziwiliśmy się w pierwszych latach nauki 
uniwersyteckiej, gdy nam podawano nowe formy liczb lub też wprowa­
dzano w nowe dziedziny nauki przez definicję. Pomimo dojrzałości umy­
słowej wielu ludzi tak trudno godzi się z myślą, że działania, dajmy 
nś to z liczbami ujemnemi, dane są lub wypływają z definicji, nie są 
niczem „objektywnem“ , co można pokazać, „dowieść“ .

Dotykamy tu bardzo subtelnego a tak często niezrozumianego za­
gadnienia. Często spotykamy się z faktem, że nauczyciel żąda od ucznia 
„wyprowadzenia“ sposobu np. mnożenia ułamków. Jeśli żąda, znaczy 
myśli, iż sposób ten ma być wydedukowany z poprzedniego. Ale prze- 
dewszystkiem rodzi się pytanie: czem jest mnożenie ułamków? Skoro 
odpowiedzi nań niema, nie ęioże być wspomnianej dedukcji. Skoro jest, 
zawiera już w sobie rozwiązanie. Działania, znane nam, określone były 
dla liczb całkowitych. Nowe liczby wymagają nowego ich określenia. 
Widzieliśmy powyżej, jaki charakter ma to nowe określenie, jak się 
różnią działania z ułamkami od działań z liczbami całkowitemi i jakie
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warunki spełniać winny. „Iloczyn liczników podzielony przez iloczyn 
mianowników jest mnożeniem i t. d.“ — powiada hinduski matematy 
Brahmagupta *), dając w ten sposób określenie właściwe mnożeniu.

Poglądowe przedstawienie rzeczy, indukcyjne rozumowanie przy­
gotowuje grunt do definicji, tern bardziej, że definicji w tym dziale unik­
nąć nie można. Wymaga to trochę wyjaśnień. Samo przedstawienie, wy­
robienie pojęcia ułamka może być zdobyte na drodze konkretnej. Tak 
możemy robić już znacznie wcześniej, np. o połówce i ćwiartce można 
mówić jeszcze w pierwszym roku, a później w miarę potrzeby rozsze­
rzać ten zakres, nie przesadzając ani wprowadzając zbyt drobnych cżą- 
stek, jeżeli niema dobranego unaocznienia. Np. można mówić, że centy­
metr jest setną częścią metra, bo to się da łatwo unaocznić.

Zaczynając systematyczną naukę, zbieramy i porządkujemy wiado­
mości zdobyte poprzednio. Nie trudno również konkretnie przedstawić 
dodawanie i odejmowanie ułamków, porównywanie i zmianę ich wiel­
kości, jakkolwiek rzecz tu jest już znacznie więcej skomplikowana. Duże 
natomiast trudności nasuwa mnożenie i dzielenie. Zwyczajny sposób wy­
jaśniania, polegający na tern, że się tłumaczy, dajmy na to, mnożenie

3 3przez —  w ten sposób, iż liczbę uważamy za 5 razy mniejszą, niż 3,5 * ' D
a ponieważ mnożenie przez 3 jest nam znane i zmiany iloczynu skut­
kiem zmian czynników również, więc przez to objaśnienie jest gotowe, — 
nie wytrzymuje krytyki naukowej. W ten sposób się zakłada, że mno­
żenie ułamków jest czemś znanem i te same własności posiada, co mno­
żenie liczb całkowitych. Ale bliższe zastanowienie wykaże nam, że jak­
kolwiek zachowane tu są pozory jasności, uczeń nie widzi i nie może 
widzieć zgodności tego objaśnienia z tern pojęciem o mnożeniu, które 
podane było w nauce liczb całkowitych. Wszak mnożenie, dajmy na to

2przez 5, jest czemś innem, niż przez —-, co wynika z samego pojęcia5
o mnożeniu przez liczbę całkowitą. Do tego pojęcia trzeba się odwołać, 
wysunąć* pewne analogje i potem wprost n a z w a ć  mnożeniem przez 
ułamek operację, składającą się z 2 działań. Definicja tu jest potrzebna; 
unikanie jej nie byłoby racjonalne już ze względów pedagogicznych. 
Ale ta definicja musi być przygotowana.

Zwrócę tu uwagę na dwa rodzaje definicyj: analityczny i synte­
tyczny. Jeżeli najpierw na przykładach pokazuję dany przedmiot (może 
to być nie konkret, lecz operacja arytmetyczna), porównywam z innemi,

’ ) Patrz J. Tropikę. Gesch. d. Elementar-Mathematik. Część 1. Stron. 78. 
Lipsk, 1902.
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wskazuję na różnice i podobieństwa, szukam nici wiążących ten przed­
miot z innemi jednorodnemi, a potem dopiero przyczepiam do tego 
przedmiotu nazwę, charakteryzuję w krótkiem, zwięzłem zdaniu jego 
cechy istotne: to mam przed sobą definicję analityczną. W nauce często 
podaje się definicje odrazu, gotowe, przyczem wspomniany proces przy­
gotowawczy omija się, jako zbyteczny: definicję usprawiedliwiają jej 
ustosunkowania z innemi ogniwami rozumowania oraz płynące z niej 
wnioski (patrz powyższy szkic teorji ułamków). Taka definicja jest syn­
tetyczna. Otóż w nauczaniu zarówno średniem, a tern bardziej niższem, 
podobne definicje nie mają racji bytu. Omijanie tych procesów myślo­
wych, które wywołują definicję, byłoby szkodliwe, bo sama definicja sta­
łaby się słowem, dźwiękiem pustym. Wszak my nietylko podajemy wiedzę 
katologową, ale uczymy myśleć. Nie samych definicyj obawiać się trzeba, 
lecz ich podawania nieodpowiedniego, co jest dość częstym grzechem.

Mamy wielką skłonność do rozpoczynania od definicji. Skłonność 
ta jest jednakże metodycznie szkodliwą. Definiowania trzeba uczyć, bo 
bez niego istotnie nie może być ścisłego myślenia.

Czytając powyższe, czytelnik może zapytać siebie, czy istotnie 
w historji rozwoju myśli matematycznej matematycy starożytni wycho­
dzili też z definicji ułamka i działań z nim. Takie zapytanie nasuwa 
właśnie wyjaśnienie kilku ważnych rzeczy. Początkowa nauka ułamków 
była konkretna, związana bezpośrednio z praktyką życia i otoczeniem 
materjalnem. Tak np. nauka ułamków w średniowieczu ograniczała się 
do podziału na dwanaście części monety' miedzianej (o wadze jednego 
funta), która nazywała się As. Dwunasta część Asa nazywała się uncją. 
Najwcześniejszy traktat, jaki znamy wogóle w dziedzinie historji nauki 
o ułamkach, jest dziełem matematyka egipskiego Ahmesa (papyrus Rhinda). 
W traktacie tym podstawowem zagadnieniem jest zamiana ułamków 
o liczniku większym niż 1 na ułamki pierwotne *)• Ponieważ ułamek 
pierwotny jest dla umysłu czemś bardziej konkretnem, widocznem jest, 
jak długą ewolucję przebiegała w tej dziedzinie myśl ludzka. Oddzielne 
operacje z danemi ułamkami były niegdyś specjalnem zagadnieniem ma- 
tematycznem. ile to traktatów poświęcono w ciągu wieków faktowi, iż 
przy mnożeniu przez ułamek iloczyn bywa mniejszy, niż mnożna, co 
miało przeczyć znanej własności iloczynu przy liczbach całkowitych. 
Przy dzieleniu ułamki sprowadzano do wspólnego mianownika, aby 
dzielić tylko liczniki.

Wszystkie te fakty wskazują na trudności, jakie spotykała myśl 
ludzka przy posuwaniu się od konkretnych zagadnień do teorji. Dlatego

') Za wyjątkiem
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też przy nauczaniu należy uwzględnić konkretną naukę o ułamku, bo 
niewątpliwie te same trudności istnieją i dla umysłu dziecięcego. Stąd, 
jeżeli mówimy o definicji ułamka, o definicjach działań, rozumiemy de­
finicje analityczne, powolnie zdobywane, przygotowane. Nie usuwa to 
jednakże potrzeby rozumienia przez nauczyciela istoty rzeczy.

Charakteryzując w ten sposób całość nauczania ułamków, możemy 
również w tej całości wyseparować pewne części, które różnią się od 
siebie ze względu na treść i spotykane trudności. Rzuca się w oczy 
odrazu, że dodawanie i odejmowanie są bardziej podatnemi działaniami 
do konkretnego przedstawienia, niż mnożenie i dzielenie. Z drugiej strony, 
dział wstępny nauki o ułamku odróżnia się od działań. W tym dziale 
wstępnym mamy różne definicje konkretne ułamka, porównanie wiel­
kości i t. p., to jest rzeczy, które mają podstawowe znaczenie.

W ten sposób nauczanie ułamków rozpada się na trzy wyraźne 
działy: l-o pojęcie ułamka, prawo niezmiennika ułamkowego1), porów­
nanie 2-ch definicyj, porównywanie wielkości ułamków; 2-o dodawanie 
i odejmowanie; 3-o mnożenie i dzielenie ułamków.

Jeszcze jedno pytanie, które się na wstępie nastręcza, dotyczy ja­
kości środków poglądowych. Połówki, ćwiartki i t. d. różnych przed­
miotów mogą być wyzyskiwane w pierwszych latach nauki, ale przy 
systematyczniejszem przechodzeniu są prawie zawsze niewygodne, gdyż 
trudno się dają nagiąć do ilustracji różnych pytań, które się tu nasu­
wają. Potrzebny jest taki środek poglądowy, aby np. skracanie ułamka, 
dodawanie, porównywanie wielkości mogło być łatwiej unaocznione. 
Różne przyrządy mechaniczne często są bardzo skomplikowane i rzadko 
mogą służyć do większej liczby ułamków, a przytem nieraz bywają dość 
kosztowne przy fikcyjnej wartości. Środek poglądowy musi być prosty 
i. że tak powiem, giętki, aby uczeń mógł się sam nim posługiwać, na­
wet na zawołanie. Takim środkiem jest odcinek prostej, narysowany na 
papierze kratkowanym. Można mu zarzucić, że jest jednostronny, ale 
gdy zwrócimy uwagę, iż np. pojęcie połowy i t. d. wyodrębniło się już, 
że połowa tu nie zależy od danego konkretu, uczeń zda sobie z łatwością 
sprawę z tego, o co tu chodzi. Porządkując poprzednie wiadomości, nau­
czyciel powinien dawać szereg przykładów konkretnych, gdzie wchodzą 
części całości, aby tak samo, jak na początku, przy pierwszych liczbach, 
uczniowie jasno zdawali sobie sprawę, że tu mają do czynienia z czemś, 
co nie zależy od tego lub innego przedmiotu.

Początek systematyczniejszy nauki o ułamku wymaga wyjaśnienia 
przedewszystkiem pewnego pojęcia, które ma duże znaczenie w tej

') Patrz niżej.
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nauce. Jest niem pojęcie c a ł o ś c i .  Każdy przedmiot otoczenia jest ca­
łością, ale nie każda całość jest podzielna, jak np. pies, zwierzę wogóle. 
kryształ, drzewo i t. p. są całościami niepodzielnemi. Trzeba na to zwrócić 
uwagę przed tern, nim się będzie mówiło o częściach całości. Te całości 
muszą być całościami podzielnemi.

Po omówieniu i zastosowaniu tego do znanych przykładów- ułamka 
nauczyciel systematyzuje wiadomości o ułamku, znane z poprzedniej 
nauki, wprowadza znany sposób zapisywania, nazwy: licznik i mianow­
nik oraz rolę i znaczenie tych ostatnich. Przy zapisywaniu należy dla 
porządku używać kreski tylko poziomej a nie pochyłej, gdyż uczniowie 
później nieraz dzięki niewłaściwemu zapisywaniu popełniają błędy ra­
chunkowe. Nie należy przytem zapomnieć o przekształceniu liczb całko-

2witych na ułamki i odwrotnie. Np. 500 g i V2 kg, 16 cali i — łokcia i t. p.

Definicja początkowa ułamka brzmi: ułamkiem nazywamy jedną 
lub więcej równych części całości.

O ułamkach właściwych i niewłaściwych narazie niema mowy. Po 
definicji wprowadzamy natychmiast poglądowe przedstawienie ułamka 
zapomocą odcinka, dzieląc którykolwiek dany na określoną liczbę części 
i następnie biorąc tych części określoną liczbę. Na tern podłożu natychmiast 
możemy rozważać zmiany wielkości ułamka zależne od zmian licznika 
i mianownika. Powiększanie i zmiejszanie tych elementów ułamka przy 
poglądowem tegoż przedstawieniu daje nam możność wyprowadzenia 
indukcyjnego szeregu wniosków: 1) ułamek rośnie (maleje), gdy zwięk­
szamy (zmniejszamy) licznik; 2) ułamek rośnie (maleje), gdy zmiejszamy 
(zwiększamy) jego mianownikx). Analizując dalej zagadnienie, możemy 
przy mnożeniu i dzieleniu licznika lub mianownika zbadać, ile razy uła­
mek wzrasta lub maleje. Oczywiście to samo możemy czynić, biorąc 
później inne konkretne przykłady, np. badając szybkość ruchu pociągu 
przy zmianie przebieżonej drogi lub czasu, zmianę ceny towaru przy 
zmianie sumy zapłaconej lub ilości towaru i t. p.

Czytelnik z łatwością widzi, że mamy tu do czynienia z elementar- 
nemi przykładami badania zależności funkcjonalnej. Przykłady te są nie­
jako zadaniami w danym dziale, który ma charakter dość teoretyczny.

Powyższe jednocześnie jest ważnem przygotowaniem do następnej

J) Nie od rzeczy byłoby wprowadzenie pierwszej ćwiartki układu kartejzań- 
skiego spółrzędnych. Na osi .*-ów odkładamy mianowniki, na y-6w liczniki i ba­
damy t a n g e n s  kąta, utworzonego przez oś jc-ów oraz prostą łączącą początek 
układu z danym punktem. Nie jest to trudne tam, gdzie poprawnie prowadzona 
jest propedeutyka geometrji, może być jednakże bardzo pożytecznym (początek 
funkcjonalnego myślenia) środkiem unaoczniającym.
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kwestji, mającej zasadnicze znaczenie w nauce ułamków. Tą kwestją 
jest — p r a w o  n i e z m i e n n i k a  u ł a m k o w e g o ,  zwykle wyrażane 
opisowo. (Linja prosta, p. przypis w końcu rozdziału).

Prawo niezmiennika dotyczy własności ułamka, dzięki której można 
licznik jego i mianownik przez jedną i tę samą liczbę mnożyć i dzielić, 
a wielkość ułamka przytem się nie zmienia. Tę rzecz należy wyjaśnić

2 4na szeregu ułamków przy pomocy odcinka. Np. równość —  i —  wykazu-o o
jemy, dzieląc odcinek na 3 części, a potem na 6 i przekonywując się 
naocznie o równości w obu przypadkach otrzymanego ułamka. Po sze­
regu takich przykładów może wystąpić rozumowanie, polegające np. na 
omówieniu faktu zmniejszenia każdej części pewną liczbę razy i zwięk­
szenia tyleż razy liczby tych części, t. j. na odwołaniu się do definicji. 
Na tej rzeczy należy dłużej się zatrzymać i uważniej ją rozpatrzeć, tem 
bardziej, że wiąże się ona ze skracaniem ułamka, które po niej na­
stąpić winno.

Skracanie zaczynamy od prostszych przykładów, w których zna­
jomość podzielności liczb i zwykłe cechy przy kolejnem stosowaniu ich 
wystarczają. Trzeba narazie unikać takich przykładów, w których po­
trzebne jest badanie, czy licznik i mianownik mają wspólny dzielnik, 
czy też nie. Zwiększając coraz bardziej liczby stanowiące licznik i mia­
nownik ułamka, ale nie zmieniając sposobu skracania, możemy po dłuż­
szej procedurze takiego skracania zadać pytanie, czy nie można tego 
zrobić prościej. Nauczyciel wskazuje na kilku przykładach, jak można

skrócić odrazu przez większą liczbę złożoną. Np 84 
' 144 skraca się przez 12.

Przytem dzieci wprawiają się w takie prędkie skracanie. Przykłady więk­
sze nastręczają już trudności i dlatego potrzebna jest specjalna metoda.

Tu właśnie jest miejsce do nauki o największym wspólnym dzielniku.
Jeżeli o rzeczy tej mówimy przy nauce o liczbie całkowitej, nie 

ma ona realnego zastosowania, jest czemś za bardzo dla umysłu dzie­
cinnego teoretycznem i z tego powodu nie nadaje się tam do nauczania. 
Natomiast przy realnej potrzebie skrócenia ułamka zagadnienie wystę­
puje celowo, zmusza tem samem do myślenia i dlatego jest na miejscu. 
Najpierw dajemy pojęcie o największym wspólnym dzielniku małych 
liczb i znajdujemy go pamięciowo, stosując bezpośrednio do skracania 
jednorazowego ułamków. Pierwszy więc stopień polega na inwencji 
uczniów, inwencji, która wobec łatwości przykładów nie jest trudna, 
ale budzi myśl i tem samem ma wartość dydaktyczną. Ta inwencja 
w miarę wzrastania przykładów napotyka coraz większe trudności; staje 
się oczywistą potrzeba pomocy ze strony nauczyciela, który wprowadza
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teraz (to właśnie jest drugi stopień nauki o największym dzielniku) spo­
sób rozkładania na czynniki, t. j. stosowanie rzeczy poprzednio znanej, 
ale to rozkładanie odbywa się d la  2 l i c z b  j e d n o c z e ś n i e .  Większej 
liczby liczb nie trzeba, przynajmniej narazie, stosować, gdyż nie ma to 
znaczenia praktycznego. Np. dla liczb 432 i 720 rozkładamy tak:

432 720 2
216 360 2
108 180 2

54 90 2
27 45 3

9 15 3
3 5

Stąd największy wspólny dzielnik równy jest: 2* 32 — 144. Oddzielne 
rozkładanie jest niepraktyczne pod tym względem, że dzieci często plączą 
sposób układania ze znalezionych czynników największego wspólnego 
dzielpika i najmniejszej wielokrotnej, o której później będzie mowa.

Doszedłszy do tego ze skracaniem, narazie zatrzymujemy się i nie 
wprowadzamy znajdywania największego wspólnego dzielnika zapomocą 
kolejnego dzielenia, odkładając to na później.

Dotąd stosowaliśmy jedną definicję ułamka, podaną wyżej. Wia­
domo jednakże, że często nieświadomie nauczający używają drugiej de­
finicji, nie wykazawszy, że jest identyczna z pierwszą. Ta druga defi­
nicja wyznacza ułamek, jako iloraz od podzielenia dwóch liczb. Rzecz 
jasna dla każdego, że jest ona czeinś innem, niż poprzednia i że tern 
samem, wnioski robione z niej nie wypływają z poprzedniej, a jeżeli 
nauczyciel wyraźnie jej nie podał i nie wykazał identyczności z poprzed­
nią, wnioski te wiszą w powietrzu. Bardzo to ważny błąd dydaktyczny.

Wprowadzenie tej nowej definicji opiera się na następujących 
rozważaniach. Przedewszystkiem zwracamy uwagę, iż podzielić np. przez 
3 znaczy znaleźć trzecią część danej liczby i naodwrót, żeby znaleźć 
trzecią część, trzeba podzielić liczbę przez 3. Gdy ta liczba, którą dzie­
limy, dzieli się przez 3 — nic nie budzi wątpliwości, ale w razie nie- 
dzielenia się, mamy trudność z wyrażeniem ilorazu. Żeby to wyrażenie 
znaleźć, np. w przykładzie, gdzie trzeba 2 podzielić przez 3, nauczyciel

2poglądowo zapomocą odcinka wykazuje, że —  jednej całości jest tern 
1

samem, co —  dwóch całości. Dlatego w pierwszym przypadku w odpo­

wiedni sposób dzielimy pewien odcinek na 3 części równe, a w drugim 
inny, dwa razy większy również dzielimy na 3 części, ale takich części 
bierzemy 1, a nie 2. Okazuje się, że otrzymane odcinki w obu przy­
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padkach są równe. Stąd wniosek, że iloraz od podzielenia 2 przez
23 można napisać tak, jak ułamek — .3

Po przerobieniu jeszcze kilku podobnych przykładów możemy po­
dać definicję i uważać ją za identyczną z poprzednią. W ten sposób 
sposób osiągamy ostateczne uogólnienie dzielenia, gdyż wobec tego 
zawsze otrzymać możemy iloraz. Należy tu podkreślić, że to uogólnienie 
otrzymaliśmy, że do tego nam pomógł ułamek i że liczbę całkowitą

3 (imożna rozpatrywać jako ułamek np. 3 —  =  —  i Ł d. Nie godzi się

tych rzeczy omijać, gdyż będą nam potrzebne później, a z drugiej strony 
stanowią dobry pokarm umysłowy.

Po wprowadzeniu nowej definicji możemy przystąpić do wprowa­
dzenia obok ułamków właściwych — także niewłaściwych i wyrażania 
tych ostatnich w 2 postaciach, przyczem wskazujemy na rolę reszty 
przy dzieleniu w razie przedstawienia ułamka w postaci liczby mieszanej. 
Z określenia dzielenia, t. j. z formuły: D =  d. i - f  r, wynika natychmiast 
sposób zamiany liczby mieszanej na ułamek niewłaściwy.

Zaznajomienie się z temurzeczami pozwoli nam przejść do porównania 
wielkości dwóch ułamków. To porównanie jak, zwykle, powinniśmy za­
czynać od przypadków, gdzie uczniowie mogą własnem rozumowaniem 
dochodzić do rezultatu. Dotyczy to przedewszystkiem takich ułamków, 
które posiadają równe liczniki lub równe mianowniki. Potem takich, 
które bez trudności dadzą się porównać przez dopełnianie do jedności

lub odejmowanie jednej lub więcej jedności. Np. i -y- oraz -y  i -y .

Odejmowanie jedności odbywa się oczywiście przez zamianę ułamków 
niewłaściwych na liczbę mieszaną, a w pierwszym przypadku przez 

6 7porównanie: —  =  —  i obliczenie potrzebnego dopełnienia. Widzimy tu o /
już początkowe fazy dodawania i odejmowania ułamków. Dalej porówna­
nie prowadzimy przez sprowadzenie ułamków do postaci, z której bez­
pośrednio możemy sądzić o rezultacie, t. j. do równości liczników albo 
mianowników, Należy jednakże starać się, aby ta rzecz nie była powie­
dziana przez nauczyciela dogmatycznie, lecz żeby uczniowie do tego 
wniosku zostali przez niego doprowadzeni. Należy zaczynać od bardzo pro­

stych przykładów, które z łatwością rozwiązują się pamięciowo. Np. 5
6

2
3~ ‘

Nauczyciel podkreśla, że mianowniki są niejednakowe, że gdyby były 
jednakowe, możnaby odrazu sprawę rozwiązać. Jak to zrobić? Na po­
moc przychodzi prawo niezmiennika ułamkowego i sprowadzenie ułam-
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ków do postaci: —  i o
£
6"'

Cały szereg tego rodzaju stopniowo zwiększa­

jących się ułamków prowadzi do tego, że uczniowie powoli zaczną spro­
wadzać do wspólnego mianownika (ew. licznika, jeżeli wygodniej). Po 
mianownikach, z których jeden dzieli się przez drugi, powinny wy­
stąpić względem siebie pierwsze, potem posiadające czynniki wspólne. 
Z mianownikami względem siebie pierwszemi trudność nie jest wielka, 
bo zgadnięcie wielokrotnej nie jest żmudne. Należy jednakże na tem 
trochę się zatrzymać dłużej. Weźmy przykład: Dajmy na to mamy do

5 8porównanie dwa ułamki: —- i — . Jak zrobić, żeby mianowniki (albo licz­

niki) były jednakowe? Jeżeli mianownik w obu ułamkach ma być jedna­
kowy, to musi się dzielić przez mianowniki danych ułamków, a więc 
przez 7 i 11. Ten fakt nauczyciel wydobywa przez pytanie z uczniów. 
Jakaż to ma być liczba, która się dzieli jednocześnie przez 7 i 11 ? 
Uczniowie podadzą prawie zawsze w takim przykładzie liczbę dobrą, 
ale może się zdarzyć, że wskażą na większą, wtedy oczywiście nauczy­
ciel stara się zwrócić uwagę na potrzebę najmniejszej liczby, która dzieli­
łaby się i przez 7 i przez 11. Szereg podobnych przykładów znowu 
rzecz należycie wyjaśni i da wprawę uczniom. Po zwróceniu kilka- 
krotnem uwagi, że najwygodniejszą jest najmniejsza liczba, która spełnia 
warunek dzielenia się przez obydwa mianowniki, nauczyciel powinien 
wprowadzić nazwy: w i e l o k r o t n o ś ć  i n a j m n i e j s z a  w i e l o k r o t ­
ność. Dalej przechodzi do trzeciego stopnia, przy którym uczniowie 
nieraz złapią się z początku na poznanym automatycznie sposobie znaj­
dywania tej wielokrotności z poprzedniego stopnia, t. j. na mnożeniu 
obu mianowników przez siebie. Zastosują ten sposób tutaj, a nauczyciel 
powinien podać natychmiast mniejszą liczbę, która dzieli się przez 
obydwa mianowniki. Teraz właśnie pora podkreślić różnicę obu przy­
padków i zaznaczyć, że poprzednio mianowniki były względem siebie 
pierwsze, a obecnie nie są. Znajdywanie wspólnego mianownika odbywa 
się najpierw bez jakiegoś prawidła: dzieci same muszą szukać odpo­
wiedniej liczby, opierając się jedynie na własnem doświadczeniu 
i inwencji.

Potem nauczyciel może podać pierwsze prawidło, które skróci wy­
siłek i dlatego stanie się czemś pożytecznem, rozuinianem i ważnem. To 
pierwsze prawidło opiera się na pewnej własności największego wspól­
nego dzielnika, polegającej na tem, że ilorazy otrzymane od podzielenia 
przez największy wspólny dzielnik każdej z dwu liczb są względem 
siebie pierwsze. Więc, jeżeli liczby dane są a i b, a największy ich 
wspólny dzielnik d, ilorazy zaś od podzielenia każdej z nich przez ten
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dzielnik: it i /*, to najmniejszą ich wielokrotną W, jak łatwo widzieć, 
można wyrazić w tej postaci:

W = d i x ą.

Pokazanie tego dzieciom nie wymaga zwalczenia jakichś specjal­
nych trudności, a natomiast przy pamięciowem znajdywaniu najmniejszej 
wielokrotności jest bardzo pomocne i ważne.

Gdy przechodzimy do liczb większych w liczniku i mianowniku, 
pamięciowe rozwiązanie już nie wystarcza i wobec tego należy stosować 
rozkładanie na czynniki, szukanie w ten sposób największego wspólnego 
dzielnika i następnie najmniejszej wielokrotności. Np., z powyżej przy­
toczonego przykładu odrazu znajdujemy, że najmniejsza wielokrotność 
liczb 432 i 720 jest:

W =  24. 3 2 3. 5.

W ten sposób przy porównaniu wielkości ułamków zapoznają się 
uczniowie z samem pojęciem najmniejszej wielokrotności i nauczą się na 
łatwiejszych przykładach, nie wymagających kolejnego dzielenia, wynaj­
dywać ją dla 2 liczb. Stanowi to przygotowanie i zarazem przejście do 
dodawania i odejmowania ułamków.

Całą powyższą część nauki o ułamkach, t. j. do dodawania i odej- 
wania włącznie, przechodzić należy dwustopniowo. Najpierw przerabiamy 
omawiany przed chwilą dział kursu z ułamkami prostszemi, takiemi 
przy których zarówno rachunek pamięciowy i inwencja, jak proste spo­
soby wynajdywania największego wspólnego dzielnika i najmniejszej 
wielokrotnej są stosowane, a drugi raz powtarzamy to samo, ale z ułam­
kami trudniejszemi i metodami zawilszemi. Każdy doświadczony nauczyciel, 
który w ten sposób naukę prowadził, mógł się przekonać, że daje ona 
lepsze rezultaty, niż przy jednoczesnem pakowraniu wszystkiego. Jasne 
to jest również a priori, jeżeli zważymy że: l-o  rzeczy omawiane odgrywają 
zasadniczą rolę w nauce o ułamku, 2-o opanowanie ich właściwe wy­
maga przedewszystkiem większej wprawy w pamięciowem operowaniu 
z mniejszemi ułamkami i 3-o nie należą one do kwestyj prostych, bo 
takie np. kolejne dzielenie musi zabrać sporo czasu, aby było należycie 
poznane. Jednorazowe długie zatrzymanie się przeszkadzałoby wobec 
tego naturalnemu rozwojowi nauki o ułamku w zasadniczych jego rysach. 
Z drugiej strony, celowość kolejnego dzielenia wystąpi przy przykładach 
trudniejszych, gdzie nie wystarczają poprzednie metody, a takie przy­
kłady nie mogą być podawane odrazu. Nie zapominajmy również o tyle 
razy przez nas nadmienianej już właściwości naszego umysłu, dzięki 
której nowe rzeczy muszą się w nim niejako odleżeć, muszą być na­
wiązane i utrwalone pewne związki skojarzeniowa, które odbywają się.
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podświadomie i wymagają czasu dla swego rozrastania się. Dwustopnio- 
wość nie zabierze więcej czasu, niż zwykłe nauczanie w jednym toku, 
ale poważnie pomoże pogłębieniu, wprawie i rozumieniu rzeczy. Stąd 
też przerobimy dwa pierwsze działy nauki o ułamku najpierw z prostszemi 
przykładami, a później wprowadzimy trudniejsze.

Działania dodawania i odejmowania wypływają już bezpośrednio 
z powyższego i nie zawierają nic osobliwego, a konkretne ich pojmo­
wanie nie odbiega od takiegoż przy liczbach całkowitych. Dlatego nie 
trzeba tu żadnej definicji osobliwej. Potrzebne jest natomiast stopnio­
wanie trudności i genetyczne uporządkowanie nauczania.

Dodawanie i odejmowanie nie oddzielamy od siebie, gdyż niema 
po temu żadnego poważnego powodu, jest natomiast duża korzyść pły­
nąca z połączenia i wyrażająca się zarówno w oszczędności czasu, jak 
lepszem rozumieniu obu działań przez porównanie. Zaczynamy obydwa 
działania od najprostszego przypadku, t. j. równości obu mianowników 
i przerabiamy wszelkie przykłady zarówno z ułamkami właściwemi, jak 
niewłaściwemi i liczbami mieszanemi, przyczem najważniejszą rzeczą jest 
tu podkreślenie i szczególne zwrócenie uwagi na takie przykłady, w któ­
rych trzeba albo „wyciągać“ całość albo też „pożyczać“ od całości. To 
musi być dobrze zrozumiane i ugruntowane. Dalej zkolei występują 
mianowniki takie, w których jeden dzieli się przez drugi z temi samemi 
szczegółami, jak powyżej. Potem mianowniki względem siebie pierwsze 
i nakoniec zawierające czynniki wspólne. Mamy zawsze do dodania 
przytem dwa tylko ułamki i znajdujemy wspólny mianownik zapomocą 
tych samych metod, które były wyjaśnione poprzednio i oczywiście w tej 
samej ich kolei. Zapisywanie odbywać się powinno tak, jak wskazują 
następujące przykłady:

3 12 + 2 16
r 25o — 28

lub 3
12 2 15 =

60

85 -  28 
60

fu
60

53
60

przyczem uczeń na boku przed zapisywaniem wspólnej kreski powinien 
zobaczyć, co się dostanie z każdego ułamka po sprowadzeniu go do wspól­
nego mianownika, żeby nie otrzymać niemożliwego odejmowania. N a 
p o r z ą d e k  z a p i s y w a n i a ,  r ó w n o ś ć  k r e s e k ,  o d p o w i e d n i e  
s t a w i a n i e  z n a k u  r ó w n o ś c i  n a l e ż y  z w r a c a ć  n i e s ł  ab n ą c ą 
uwagę .

Po przerobieniu tych rzeczy, oczywiście w związku z rozmaitemi 
zadaniami, przechodzimy do dodawania trzech i więcej składników, naj­
pierw stosując kolejno powyższe stopniowanie i robiąc wszystko w pa­
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mięci, a później przy liczbach większych, wprowadzając nowy sposób 
znajdywania wspólnego mianownika czyli najmniejszej wspólnej wielo­
krotnej. Znajdywanie tej wielokrotnej również, jak przy największym 
wspólnym dzielniku, opieramy na jednoczesnem rozkładaniu na czynniki 
danych liczb. Np., jeżeli są dane mianowniki następujące: 84, 150, 144,

Stąd najmniejsza wspólna wielokrotność W 24 32 52 7. Nauczyciel 
najpierw stosuje tę metodę do liczb mniejszych, gdzie najmniejszą wie­
lokrotność dzieci umieją znaleźć inaczej; wskazuje, że w ten sposób 
każdy czynnik bierzemy możliwie największą liczbę razy, aby wielokrot­
ność istotnie mogła się podzielić przez liczbę, gdzie ten czynnik tyle 
wchodzi. Porównanie ze znajdywaniem największego wspólnego dziel­
nika i wykazanie różnic jest tu konieczne. Nie trzeba jednakże dzieci 
przyzwyczajać do używania tego sposobu odrazu, gdyż nieraz w pamięci 
łatwiej jest znaleźć najmniejszą wielokrotność bez uciekania się do żmud­
nej metody, a takie pamięciowe radzenie sobie jest jednym z głównych 
celów nauczania, które powinno dać odpowiednią wprawę i łatwość 
w wykonaniu rachunku.

Po wprawieniu się w tych rzeczach możemy przejść do jednocze­
snego wykonywania w zadaniach i przykładach dodawania i odejmo­
wania razem, zapisując znowu tak, jak było powiedziane powyżej.

Po przerobieniu w ten sposób pierwszych dwóch działów nauki 
z przykładami prostszemi, możemy posunąć się dalej do zagadnień trud­
niejszych. To jest wspomniany wyżej stopień drugi.

Drugi stopień wymaga wprowadzenia kolejnego dzielenia i już cał­
kowitego opanowania wszystkich działań w tym zakresie. Zaczynamy od 
tego, że przy pewnym przykładzie na dodawanie ułamków, umyślnie 
dobranym, dostajemy sumę w postaci ułamka dość dużego, który trzeba 
skrócić, przyczem znane dotąd sposoby skracania nie wystarczają. Przy 
tej sposobności nauczyciel przypomina prawo rozdzielności przy dzie­
leniu, z którego wynikało objaśnienie cech podzielności, jak również
Nauczanie matematyki początkowej. Ci. IT. 2

postępujemy tak:
84 150 144 2
42 75 72 2
21 75 36 2
21 75 18 2
21 75 9 3

7 25 3 3
7 25 1 5
7 5 1 5  
7 1 1 7  
1 1 1
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znaną formułę, D — di -j- >' oraz omawia własności reszty przy dzieleniu. 
Chodzi o znalezienie wspólnego czynnika pomiędzy licznikiem i mianow­
nikiem.

Uważajmy jedną z tych liczb za dzielną, drugą za dzielnik, wtedy 
reszta, którą się otrzyma od podzielenia obu tych liczb, będzie się dzie­
liła przez wspólny ich dzielnik, a przytem będzie mniejsza i ła­

twiej będzie ten dzielnik odkryć. Np. weźmy ułamek: Reszta
2057

od podzielenia mianownika przez licznik wynosi 77. Reszta oczywiście 
dzieli się przez 7 i przez 11. Próbujemy przez 7; nasze liczby się nie 
dzielą, ale przez 11 — dzielą. Odkryliśmy więc wspólny czynnik. Po 

180skróceniu dostajemy: — —-  Widoczną jest rzeczą, że teraz licznik i mia- 18/
nownik są względem siebie liczbami pierwszemi, gdyż 180 można z łat­
wością rozłożyć na czynniki, ale przez żaden z tych czynników 187 się 
nie dzieli. Dajemy szereg podobnych przykładów i każdorazowo dzieci 
się przekonywują, że poza czynnikami zawartemi w reszcie licznik i mia­
nownik wspólnych czynników nie posiadają. Później powinniśmy usiło­
wać wyprowadzić to z samej formuły: D — d i -f- r. To jest najprostszy 
przypadek.

Gdy reszta otrzymana jest jeszcze za duża, musimy tę samą ope­
rację powtórzyć jeszcze raz, ale przytem trzeba postępować ostrożnie, 
aby nie zostawić w głowie uczniów samego tylko pustego działania.

Dlatego zwracamy uwagę na fakt, że np. skrócenie ułamka: 1__  ̂ niczem

się nie różni od skrócenia u ł a m k a  o d w r ó c o n e g o :

1980
1980
100l’

a ten

ostatni da się przedstawić w formie: 1

979

979 H f
T ool' ot07" jeżeli będziemy

umieli skrócić ułamek:
1001

skrócimy również i pierwszy. Tego ro­

dzaju mała zamiana jest bardzo pomocna, a rozumowanie zupełnie dla 
dzieci dostępne. Dzielenie 1001 przez 979 daje resztę 22, z której wnio­
skujemy, że ułamek można skrócić przez 11.

Wprowadziliśmy w ten sposób już dwa ogniwa dzielenia ko­
lejnego.

Tak samo można iść dalej, a gdy dzieci neleżycie się wprawią 
w podobne operacje, można później, j a k k o l w i e k  n i e  j es t  to k o ­
n i e c zn e ,  cały zespół działań przedstawić, jak to było przy dzieleniu 
lub mnożeniu, w postaci skoncentrowanego algorytmu, którego zwykle 
używamy przy kolejnem dzieleniu. Dobrze jest przytem przebiegać naj-
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pierw w jedną stronę, rozumując, że każda nowa reszta podzieli się 
przez największy wspólny dzielnik obu początkowych liczb, a potem 
proces odwrócić, znowu stosując powyższą formułę dzielenia. Powiadam, 
że nie jest to koniecznem, bo rzecz cała może być zostawiona na póź­
niej, np. przy powtarzaniu arytmetyki w klasie 3-ciej, ale przynajmniej 
tam musi to być zrobione, gdyż algorytm znajdywania największego 
wspólnego dzielnika zapomocą kolejnego dzielenia odgrywa dużą rolę 
później w nauce geometrji. W szkole elementarnej 7- lub 8-klasowej 
to nie jest potrzebne i dlatego cały ten algorytm można opuścić, poprze­
stając na powyższem rozumowaniu, ale w szkole średniej należy go 
zalecić.

Dalsze rozważanie szczegółów należących do tego drugiego stopnia 
pierwszej części nauki o ułamkach nie przedstawia już trudności; nie 
będę tedy ich tu omawiał. Rzecz jasna, że nauczyciel winien się starać 
zastosować metodę kolejnego dzielenia nietylko do skracania ułamków^ 
ale również przy dodawauiu i odejmowaniu. Występuje wyraźnie nato­
miast inna kwestja, którą należy tu omówić, mianowicie t. zw. znajdy­
wanie części i całości z danej części, które zwykle poprzedza nawet 
dodawanie. Rzecz jasna, że nie można uczynić nauczycielowi zarzutu, 
gdy zagadnienia te wprowadzi jeszcze w pierwszym dziale. Ma to swoje 
zalety: pogłębia pojęcie o ułamku oraz daje wprawę w rozwiązywaniu 
istotnego dla ułamków zagadnienia. Jeżeli odsunęliśmy tę sprawę do 
działu trzeciego, zrobiliśmy to poprostu ze względu na jasność przed­
stawienia rzeczy.

Obok rozważań powyższych wysuwa się tu samo przez się 
jedno poważne zagadnienie, o którem nie wspominaliśmy jeszcze zupeł­
nie. Obok ułamków zwyczajnych istnieją i mają duże praktyczne zna­
czenie ułamki dziesiętne.

Zwykle nauka tych ułamków u nas poprzedza lub następuje (co 
bywa najczęściej) po ułamkach „zwyczajnych“ . Zarówno jedna, jak 
i druga metoda ma swoje wady i zalety. Jeżeli ułamki dziesiętne po­
przedzają zwyczajne, napotykamy szereg trudności, nie dających się prze­
zwyciężyć. Trudności te dotyczą świadomego wykonywania działań. Czy 
można przypuścić, że uczeń, który przedtem nie miał pojęcia o ułamku, 
potrafi świadomie wykonywać algorytmy mnożenia i dzielenia ułamków 
dziesiętnych? Oczywiście — wykonać on może, jak również rozwiązy­
wać szablonowe zadania, ale rozumieć tych działań nie będzie. Pomi­
jając już inne trudności, przy dzieleniu ułamków dziesiętnych spotka się 
z dziwnem, niepojętem dla niego zjawiskiem ułamków okresowych, 
z któremi nie może wykonywać działań ani ich stosować bez zamiany 
na zwykłe lub nauki o działaniach przybliżonych, które wymagają więk­

2*
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szej sprawności umysłowej i rozwoju, gdyż inaczej mogą być tyLko pa- 
puziera wykonywaniem przepisów, dobrem, jeżeli chodzi tylko o prak­
tyczne zastosowanie, ale nie mającem jakiejkolwiek wartości dydaktycz­
nej na tym poziomie nauczania i w tak szerokim zakresie. Przypuszcze­
nie łatwości działań, nasunięte przez jednakowość budowy ułamka dzie­
siętnego i liczby całkowitej, jest zwykłem powierzchownem złudzeniem, 
którego nie można brać na serjo wtedy, gdy cokolwiek bliżej wejrzymy 
w istotny mechanizm tych działań i w zadania nauczania rozwijającego 
umysł, a nie dającego tylko powierzchowną sprawność. Dalsze nasze 
rozważania o mnożeniu i dzieleniu ułamków rzecz tę jeszcze lepiej 
wyjaśnią.

Zwolennicy wcześniejszego przechodzenia ułamków dziesiętnych 
wysuwają jednakże pewne ważne zalety takiego przechodzenia w postaci 
praktycznego zastosowania i istotnej łatwości pewnych działań. Tych 
zalet nie można ominąć milczeniem ani zaniedbać całkowicie i dlatego 
opóźnienie nauczania ułamków dziesiętnych jest rzeczą wadliwą, o czem 
nie może być dwóch zdań. W takim razie, jakże wyjść z sytuacji ? Tuta 
znowu historja wiedzy, t. j. naturalny bieg jej rozwoju daje nam ważną 
wskazówkę. Ułamki dziesiętne zjawiły się na tle potrzeby praktycznej 
i stosowane były tam, gdzie rachunek z ułamkami zwyczajnemi był zbyt 
żmudny i mało przejrzysty. Obliczenia wartości funkcyj trygonometrycz­
nych i logarytmów — oto właściwe pobudki i teren zastosowania ułam­
ków dziesiętnych, gdzie odegrały one wybitną rolę. Jeżeli uświadomimy 
sobie, że ułamek dziesiętny jest szczególnym przypadkiem zwyczajnego 
i że działania z nim, interpretowane na tle tego ostatniego, nie budzą 
żadnych wątpliwości (prócz ułamków okresowych, o czem później), to 
wprowadzenie ułamka dziesiętnego zaraz po nauce dodawania i odejmo­
wania ułamków zwyczajnych i zapoznanie dzieci z zapisywaniem i czy­
taniem ułamków dziesiętnych, z dodawaniem i odejmowaniem oraz 
zamianą ułamka zwyczajnego w wypadkach możliwych bez dzielenia na 
dziesiętny i odwrotnie, nie przedstawia żadnych trudności, a jest nawet 
pożądane, gdyż nietylko da nową wiedzę praktyczną, ale pogłębi znajo­
mość ułamka zwyczajnego. Takie przeplatanie programu jest ze stano­
wiska dydaktycznego pożyteczne i dlatego bronimy go w tej książce. 
Doświadczenie każdego pouczy, że zrobić tę rzecz można, i przytem 
z bardzo dobrym rezultatem.

Naukę ułamków podzieliliśmy na trzy działy. Wobec tego możnaby 
ułamki dziesiętne wprowadzać w odpowiedni sposób częściowo w każdym 
z działów nietylko dopiero po przejściu 2-ch pierwszych. Takie lub inne 
postępowanie zależy od nauczyciela. Tu można tylko powiedzieć, że wpro­
wadzenie now ego zapisyw aniu ułamka, w postaci dziesiętnego nie jest czemś
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osobliwie trudnem, a może być dobrem ćwiczeniem na poznane przy 
ułamkach zwykłych własności. Zawsze bowiem, gdy rzecz dana zjawia 
się w różnych postaciach, gdy dzięki temu potrzebny jest wysiłek 
myśli do wynalezienia istotnych jej cech, oddziaływa to dodatnio na 
nasze myślenie. Cała trudność metodyczna polega na tern, aby ta nowa 
postać nie zjawiła się zbyt wcześnie, aby dziecko zdołało dostatecznie 
przyjrzeć się i poznać poprzednią. Dlatego też uważaliśmy za wskazane 
nieco opóźnić wprowadzenie nauki o ułamku dziesiętnym. Tam atoli, 
gdzie nie grozi niebezpieczeństwo powierzchowności, t. j. przy nauczaniu 
ostrożnem i rozważnem, nie można znaleźć powodów, dla których to 
opóźnienie stałoby się koniecznem.

Przy zapisywaniu ułamków dziesiętnych zwrócić należy uwagę 
nietylko na to, na jakiem miejscu „stoją“ dziesiąte, setne i t. p., ale też 
na zasadniczy fakt, że mianownik tego ułamka posiada zawsze tyle zer, 
ile miejsc jest zajętych po przecinku. Nauka zapisywania i czytania 
ułamków dziesiętnych może zajmować z początku część zwykłej lekcji 
arytmetyki, poświęcanej wprawie w działaniu z ułamkami zwyczajnemi. 
Gdy uczniowie osiągną pewną wprawę w tej rzeczy, dalsze nauczanie 
ułamków dziesiętnych nie powinno być oddzielane, ale wplatane w każdą 
lekcję przy sposobności każdego ułamka zwyczajnego, który da się za­
mienić na dziesiętny. Z tego powodu pierwszem zagadnieniem następnem 
jest zamiana zwyczajnego ułamka na dziesiętny.

Rozważanie tu potrzebne pozwoli każdą liczbę postaci 10" przed­
stawić w formie 2" . 5" i odkryć, że tylko te dwa czynniki wchodzą do 
tej liczby. To proste odkrycie jest podstawą wszystkiego. Poczynając 
od najprostszych ułamków, nauczyciel stopniowo wskazuje, jak przez 
odpowiednie pomnożenie licznika i mianownika przez jedną i tę samą 
liczbę można, nie zmieniając wielkości ułamka, zamieniać go na ułamek 
dziesiętny. Potem odrazu przechodzi do dodawania i odejmowania tych 
ułamków wspólnie ze zwyczajnemi; przy tych też działaniach uczniowie 
mogą poznać znaczenie zera na końcu ułamka dziesiętnego. Największą 
trudność oczywiście może sprawiać kwestja decydowania, kiedy ułamek 
zwyczajny zamieni się na dziesiętny, a kiedy nie. Tutaj przedewszyst- 
kiem należy zwrócić uwagę na 2 fakty: l-o żadna liczba wyrażona 
jednostką z zerami nie dzieli się przez żaden inny czynnik pierwszy 
prócz 2 i 5. oraz 2-o należy zawsze przed zamianą ułamek zwyczajny 
należycie skrócić,, bo np. f p o z o r n i e  nie można zamienić na ułamek 
dziesiętny, ale tylko pozornie, gdyż dany ułamek może być skrócony 
przez 3 i ten czynnik z mianownika zniknie. Dodawanie i odejmowanie 
ułamków dziesiętnych po tern wszystkiem nie zawiera żadnych osobli­
wych zagadnień.
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Tyle z ułamków dziesiętnych. Łatwo się przekonamy, że ten doda­
tek nie może budzić żadnych trudności, a jeżeli zdamy sobie sprawę, iż 
uczniowie zwykle ułamki dziesiętne przechodzą w końcu roku i przy- 
tem nieraz bardzo pośpiesznie, z czego nie wynika dobra tych ułamków 
znajomość, odbijająca się później w klasach wyższych, nic chyba nie sta­
nie na przeszkodzie do uznania projektu takiego za racjonalny. Przy 
nim na naukę ułamków dziesiętnych poświęcimy więcej czasu, raczej, 
lepiej powiedziawszy, dłużej będą dzieci miały z niemi do czynienia, 
a tern samem bliżej z niemi się oswoją i trwalszą zdobędą wiedzę. Przy 
nauce dodawania i odejmowania zarówno ułamków zwykłych jak dzie­
siętnych należy zwrócić uwagę na prawa: przemienności i łączności, wy­
kazać zupełną analogję z liczbami całkowitemi oraz podkreślić fakt, że 
dodawanie ułamków jest czemś ogólniejszem, niż liczb całkowitych, które 
są ułamkami o mianowniku 1.

Przejdziemy teraz do następnej, trzeciej części nauki o ułamku, 
części najtrudniejszej, która z naszej strony wymaga dłuższego nieco 
omówienia.

Już powiedzieliśmy wyżej, że mnożenie i dzielenie liczb ułamko­
wych nie jest w istocie tern samem, co podobne działania z liczbami cał­
kowitemi, nie da się ująć tak konkretnie jak dodawanie i odejmowanie, 
a dlatego poprzednie, stosowne dla liczb całkowitych definicje, nie na­
dają się do ułamków, z czego wynika, że muszą być podane nowe de­
finicje i tern samem wytworzone nowe pojęcie tych działań. Taka defi­
nicja może się rozwinąć tylko na pewnej podstawie konkretnej, bo ina­
czej będzie dla dzieci niedostępna i pusta. Pierwszem więc zagadnieniem 
jest obranie określonej podstawy konkretnej. Tą podstawą może być tylko 
określone zagadnienie, jasne samo przez się i na tyle ogólne, by mogło 
tę rolę spełnić.

Takiem zagadnieniem dla definicji mnożenia jest znajdywanie okre­
ślonej części całości, a dla dzielenia znajdywanie całości na zasadzie da­
nej jej części.

Lecz to nie wyczerpuje jeszcze całego charakteru podstawy kon­
kretnej. Należy wykazać na szeregu przykładów, że w zadaniach tej 
samej treści, ale raz z liczbami całkowitemi, drugi raz z liczbami ułam- 
kowemi, mamy odpowiedniość, t. j. tam, gdzie przy liczbach całkowi­
tych jest mnożenie, przy ułamkach będzie znajdywanie części od całości 
i odwrotnie. Ta ostatnia uwaga porusza jedną z zasadniczych cech de­
finicji działań, mianowicie: nowa definicja w ten sposób zawiera w so­
bie dawną, jako szczególny przypadek. Przejdziemy teraz do samej 
rzeczy. . L :

Nauczyciel, rozpoczynając naukę mnożenia, zgodnie z powyższem,
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przedewszystkiem zwraca uwagę na zagadnienie znajdywania części da­
nej całości. Zadanie uczniowie z początku rozwiązują dwoma oddziel- 
nemi działaniami z wiadomem ich objaśnieniem. Np., mając znaleźć f liczby 
35, znajdują najpierw \ przez dzielenie przez 7, a potem f , mnożąc re­
zultat otrzymany przez 3. Później, po wykonaniu szeregu takich przy­
kładów w pamięci i ustnein opowiadaniu rozwiązania, należy zwracać 
uwagę na to, że dzielimy najpierw przez mianownik, potem mnożymy 
przez licznik. Przechodząc do piśmiennego wykonania działania, nauczy­
ciel wskazać winien, że 2 działania, z początku oddzielnie zapisywane, 
można połączyć razem i zapisywać tern samem krócej. W ten sposób 
mianownik będzie zawsze pod kreską, a licznik nad nią. Przykłady i za­
dania dawane tutaj powinny uwzględniać zarówno ułamki właściwe, jak 
niewłaściwe. Np. paczka cukru zawiera 10 kg, wzięto 2 f paczki; ile kilo­
gramów wzięto? Zamieniamy 2§ na ułamek niewłaściwy i znajdujemy \2 
całości. Oczywiście można też najpierw dowiedzieć się, ile jest kilogramów" 
w 2 paczkach, a potem w | paczki i dodać otrzymane rezultaty. Nie na­
leży jednakże pierwszego sposobu omijać. Widoczną jest rzeczą, że wy­
konywamy właściwie mnożenie przez ułamek, ale nie nazywając nara- 
zie rzeczy po imieniu. Na tern trzeba pewien czas się zatrzymać, żeby 
cała sprawa nabrała należytej jasności i żeby uczniowie z większą ła­
twością do rozwiązania takich zagadnień się zabierali. Takie dłuższe za­
trzymanie się da mianowicie potrzebną wprawę w stosowaniu wspomnia­
nej podwójnej operacji, niezależną od pojęcia mnożenia. Jeżeli zrobimy 
to zbyt prędko i wprowadzimy nazwę mnożenia, suggestja liczby całko­
witej zamąci samo to pojęcie i uczeń będzie, jak to często bywa, na 
chybił trafił wykonywał samo działanie, a później z łatwością poplącze 
go z dzieleniem. Im więcej będziemy podawali rozmaitych przykładów, 
tern lepiej. Rzecz jasna, że dana liczba, której części szukamy, może być 
też ułamkiem.

W dalszym ciągu przechodzimy do przygotowania definicji. Dla­
tego obieramy szereg zadań zupełnie tej samej treści, dobranych w 2 
egzemplarzach tak, że w jednym wchodzą liczby całkowite, a w drugim 
ułamki (w mnożniku). Np.:

Łokieć sukna kosztuje 3 zł. 60 
groszy.

Ile kosztują 3 łokcie?

Na godzinę parowiec przepływa 
20 km.

Ile km przepływa w 12 go­
dzinach? .

Łokieć sukna kosztuje 3 zł. 60 
groszy.

He kosztuje j-2 łokci?
Na godzinę parowiec przepływa 
20 km.

Ile km przepłynie w 21 g^- 
godzinach?
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W beczce jest S0{, litrów wina. 
Ile jest w 4 beczkach?

Długość prostokąta 4 m, a szero­
kość — 3 rn.

Jakie jest pole?

W beczce jest 30| litrów wina. 
Ile jest w 3§ beczkach?

Długość prostokąta 4 m, a szero­
kość — 2 f m.

Jakie jest pole? i t. p.

Metoda tutaj proponowana odbiega od zwykłej praktyki, odbiega 
też od proponowanej przez W. Lietzmana (Methodik des mathematischen 
Unterrichts, 2 część, str. 50, Quelle u. Meyer, Lipsk, 1916), który opiera 
się na prawie przemienności, co zresztą czyni wiele metodystów mniej 
lub więcej konsekwentnie.

Przy robieniu tych zadań nauczyciel podkreśla, że w pierwszej gru­
pie zawsze mnożymy dwie dane liczby przez siebie, a w drugiej rzecz 
zawsze się sprowadza do mnożenia przez licznik drugiej liczby, która 
jest ułamkiem, i dzielenia przez jej mianownik. Najtrudniejszym do wy­
kazania tego jest przykład ostatni, ale tutaj najpierw radzimy sobie 
w ten sposób, że zamieniamy wszystko na decymetry, potem mnożymy 
i nakoniec dowiadujemy się, ile w znalezionej liczbie decymetrów kwa­
dratowych jest metrów kwadratowych, wiedząc, że na jeden tri1 przy­
pada 100 dnv. Następnie wykonywamy działanie równoległe, ale tak, że 
4 mnożymy przez 13 (2§ =  -1/ )  a następnie dzielimy przez 5. Otrzymane 
rezultaty są identyczne. Stąd wniosek, że i tu można było zrobić tak 
samo, jak poprzednio, jakkolwiek wysłowienie zadania jest odmienne.

Z tego nauczyciel wyprowadza spostrzeżenie, przeczuwane już zre­
sztą poprzednio przez zdolniejszych uczniów, a mianowicie, że tam, gdzie 
przy liczbach całkowitych, raczej przy całkowitym mnożniku mamy mno­
żenie, przy ułamkowym — wszędzie występuje mnożenie przez licznik 
i dzielenie przez mianownik. Przy tern wszystkiem nauczyciel może wska­
zać na fakt znany uczniom z poprzednich rozważań, że każdą liczbę 
całkowitą można przedstawić w postaci ułamka i że mnożenie przez tę 
liczbę prowadzi do znajdywania części całości, co oczywiście sprawdza 
na szeregu przykładów. Teraz mamy już grunt przygotowany do de­
finicji.

Powiadamy: p o m n o ż y ć  p r z e z  l i c z b ę  u ł a m k o w ą  z n a c z y  
to samo,  co  p o m n o ż y ć  p r z e z  j e j  l i c z n i k  i p o d z i e l i ć  p r z e z  
mi anowni k .

Z poprzedniego przedstawienia przebiegu nauczania wynika, że mno­
żenie a także dzielenie przez liczbę całkowitą uważamy za rzecz znaną, 
o której nauczyciel nie powinien zapomnieć przed rozpoczęciem mnoże­
nia przez ułamek. Zwykle przy mnożeniu ułamków rozpatrywane są 
3 przypadki: mnożenie ułamka przez liczbę całkowitą, mnożenie liczby
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całkowitej przez ułamek i mnożenie ułamków. Pierwszy przypadek nie 
nastręcza kłopotu. Ten ostatni zaczyna się od 2-go przypadku. Przy tej 
sposobności zwrócimy tu uwagę jeszcze na jedną okoliczność. Jeżeli po­
dane określenie mnożenia ma być pożytecznem i używanem zawsze tam, 
gdzie zachodzi mnożenie przez liczbę całkowitą, powinno ono posiadać 
prawa charakteryzujące mnożenie liczb całkowitych, a więc prawo prze- 
mienności i łączności oraz prawo rozdzielności. Właśnie na drugim przy­
padku mnożenia możemy odrazu prawo przemienności sprawdzić. Istot­
nie, gdy np. mamy do pomnożenia 3 przez 1§, piszemy 3 X  l i  — 3 X  | =  
=  -jp- 5. Naodwrót, gdybyśmy mieli do pomnożenia przez 3 otrzy­
malibyśmy i X  3 -Sg- =  5, t. j. to samo, a więc prawo przemienności 
zachodzi. Tak samo można sprawdzić prawo łączności i rozdzielności po­
sługując się znanemi działaniami: dodawaniem i odejmowaniem.

Zgodnie z powyższym podziałem na trzy przypadki w praktyce po­
dawane są 3 różne prawidła, co niepotrzebnie rozstrzela myśl i mąci ja­
sność pojmowania działania. Jest tylko jedno prawidło: żeby pomnożyć 
przez ułamek, należy pomnożyć przez jego licznik i podzielić przez mia­
nownik. To prawidło stosuje się we wszelkich przypadkach i dlatego no­
wych określeń nie potrzeba. Zapisywanie należy zawsze prowadzić w ten 
sposób, żeby najpierw wypisać nad i pod wspólną kreską odpowiednie ele­
menty działania, a potem skracać. Np. 3^% X  2-f =  X  y* — ; y8 ~  V -
Przytem nie należy robić żadnych przekreślań, które przy popełnieniu 
błędu przeszkadzają w odkryciu, gdzie popełniono ten błąd, a przytem 
brudzą całe zapisywanie. Lepiej jest kilka razy z rzędu przepisywać, je­
żeli odrazu nie można skrócić, niż gmatwać w ten sposób obliczenia. 
Uczeń, który chce mniej pisać, musi więcej w pamięci rachować, co mu 
na dobre wyjdzie.

Nie zaszkodzą nigdy ćwiczenia z prawem rozdzielnościowem bez 
zamiany liczb mieszanych na ułamki niewłaściwe. Należy przytem zaczy­
nać od przykładów, gdzie prawo rozdzielności stosujemy raz, a potem 
przejść do podwójnego stosowania, a więc od przykładów np. takich :

2 | X ł  =  2 X f  +  f X f  =  V l +  i  =  -VŁ =  l !
do takich: 2 f X  l f  =  (2 +  *) 1 +  (2 +  ») i  =  2* +  l i  =  HJ.

Takie ćwiczenia ugruntowują prawo rozdzielności i są tern samem wię­
cej celowe, niż zwykle podawane przykłady, a z drugiej strony usuną 
błąd nieraz przez uczniów uprawiany, polegający na dodaniu iloczynu 
liczb całkowitych do iloczynu ułamków, co wyraźnie wskazuje, że uczeń 
o prawie rozdzielności nie ma pojęcia.

Teraz w dalszym ciągu możemy wprowadzić mnożenie ułamków 
dziesiętnych, opierając go na mnożeniu zwyczajnych. Zaczynamy od mno-
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żenią i dzielenia ułamka dziesiętnego najpierw przez 10", a potem przez 
dowolną liczbę całkowitą. W obu przypadkach opieramy się na sprowa­
dzeniu samego ułamka .dziesiętnego do postaci zwyczajnego. Np.:

0,315 X 10 =  X 10 =  m  =  3,15.

W ten sposób robimy szereg przykładów, gdzie mnożnik jest 100, 1000 
i t. d. Te przykłady wypisywane są na tablicy i nie ścierane. Po prze­
robieniu trzech, czterech takich przykładów nauczyciel zwraca uwagę 
na przesuwanie się przecinka i po rozważeniu rzeczy wyprowadza ra­
zem z uczniami prawidło, które potem jest stosowane w różnych innych 
przykładach i od czasu do czasu znowu sprawdzane. Przy dzieleniu 
przez 10" robimy to samo, przyczem uczniom należy przypomnieć wła­
sność zapisywania ułamka dziesiętnego, według której tyle w nim jest po 
przecinku miejsc zajętych, ile jest zer w mianowniku. Oczywiście formu­
łujemy przytem dla mnożenia i dzielenia przez 10" odpowiednie prawidła.

Mnożenie przez dowolną liczbę całkowitą wykonywa się tak 
samo, np:

3,25 X 12 =  m  X 12 -  =  W  =  39.

Tutaj trzeba ostrzegać przed skracaniem, chcemy rezultat dostać w postaci 
ułamka dziesiętnego. Z"dzielenieni natomiast jest już kłopot wtedy, gdy 
się nie skraca, ale radzimy sobie z łatwością przez wyrażenie rezultatu 
w postaci ułamka zwyczajnego, a w innym przypadku przez znany spo­
sób zamiany na ułamek dziesiętny.

Mnożenie ułamków dziesiętnych również trudności nie nastręcza 
przy oparciu się na mnożeniu ułamków zwyczajnych. Weźmy przykład:

9 35  Y  3 X =  2JL5 V  38 —  2_3M9.8L 6 , 0 0  0,0 10 0 i o ID 0 0
8 9 3 0 1 nim = 8,930 -  8,93.

Kilka takich przykładów z różnemi odmianami wypisujemy na tablicy, 
przyczem przez obserwację dochodzimy do wniosku, iż mianownik ilo­
czynu posiada tyle zer, ile jest ich razem w mianownikach obu ułam­
ków, a stąd na zasadzie znanej własności ułamka dziesiętnego i prawi­
dła dzielenia przez liczbę wyrażoną jednostką z zerami musimy oddzie­
lić w iloczynie tyle znaków dziesiętnych, ile jest ich razem w mnożnej 
i w mnożniku.

Dalej w zadaniach możemy już wykonywać działania wspólne 
z ułamkami zwyczajnemi i dziesiętnemi, co jest pożyteczne i przemawia 
za fuzją tych rzeczy (czyli przeplataniem).

Dzielenie ułamków należy prowadzić w tej samej kolei i w tenże 
sposób, co mnożenie i dlatego nie będę się szczegółowo nad tern roz­
wodził. Jest jednakże w dzieleniu pewna różnica, o której trzeba wspo­
mnieć. Nasze traktowanie rzeczy ma charakter konkretny i dlatego pewne
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różnice konkretne zadań odgrywać inuszą ważną rolę, tern bardziej, gdy 
te różnice nie posiadają cech przypadkowości, ale występują ogólnie. Do 
takich różnic należy różnica pomiędzy właściwem dzieleniem i mieszcze­
niem, o której już tyle razy mówiliśmy. Zadanie znalezienia całości z da­
nej części odpowiada właściwie samemu dzieleniu, gdy tymczasem w nie­
których przykładach, mających charakter wyraźny zadania na mieszcze­
nie, niema mowy o znalezieniu całości z danej części i dlatego okre­
ślenie dzielenia, oparte, analogicznie do mnożenia, na wspomnianem za­
daniu, nie będzie obejmowało tych przypadków, gdzie występuje mie­
szczenie. Łatwo zrozumieć, że takie np. zadanie: f  łokcia materjału ko­
sztuje 6 zł.; ile kosztuje łokieć? — jest czemś innem na pierwszy rzut 
oka, niż takie: za cały materjał zapłacono 18§ zł.; ile kupiono łokci, je­
żeli jeden łokieć kosztuje 3 f zł.? Pierwsze zadanie odrazu można spro­
wadzić do znajdywania całości z danej części, ale drugie nie tak łatwo. 
Wobec tego należy albo tę różnicę usunąć, albo wykazać, że drugie za­
danie rozwiąże się w ten sam sposób jak pierwsze. Ten drugi sposób 
jest praktyczniejszy, bo zrozumialszy, i dlatego tutaj go zastosujemy. Ro­
zumujemy tak: jeden łokieć kosztuje ^  zł., więc ^  łokcia będzie ko­
sztowała \ zł., a łokcia — 1 zł. Ponieważ cały towar kosztował 18f zł., 
więc będzie zawierał tyle razy więcej łokci, ile ra^y 18f zł. jest większe 
niż 1 zł., t. j. (-j^ X 18f) łokcia, lecz na zasadzie prawa przemienności 
przy mnożeniu możemy napisać, iż

A  X 18| =  I8i X A  =  5.
Cośmy ostatecznie zrobili? Oto 18f mnożyliśmy przez 4 czyli mia­

nownik ułamka a dzieliliśmy , przez licznik, więc postępowaliśmy tak 
samo, jak przy znajdywaniu całości z danej części, ergo w obu przy­
padkach działanie jest identyczne. Nie należy więc ich odróżniać. Jeżeli 
w pierwszym przypadku dzieliliśmy zgodnie z definicją przez ułamek, 
to samo robiliśmy w drugim.

Definicja dzielenia jest następująca: podzielić przez ułamek znaczy — 
podzielić przez jego licznik i pomnożyć przez mianownik. Można jeszcze 
powiedzieć z pożytkiem tak: podzielić przez ułamek, znaczy — po­
mnożyć przez ułamek odwrócony.

Prawidło wyprowadzone z tej definicji stosujemy we wszystkich 
przypadkach dzielenia przez ułamek i nie odróżniamy tego, czy dzielić 
trzeba liczbę całkowitą czy też ułamek. Drugi rodzaj definicji podkreśla 
przy ułamkach istniejącą tutaj odwrotność dzielenia i mnożenia tak. jak 
przy liczbach całkowitych.

Sposób zapisywania przy dzieleniu stosujemy oczywiście ten sam, 
co przy mnożeniu, nie nadmieniając wcale o różnych skracaniach
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„wzdłuż“ i „naukos“ , które powinny należeć do dawnych dobrych lat.
Łatwo na zasadzie drugiego rodzaju definicji bezpośrednio wykazać, 

że przy dzieleniu przez ułamek tak samo się stosuje prawo rozdzielności.
Po dzieleniu ułamków zwyczajnych następuje zkolei dzielenie 

dziesiętnych, jako szczególny przypadek, który tak samo, jak wszystkie 
własności i działania z ułamkami dziesiętnemi, wyprowadzamy i opie­
ramy na odpowiednich własnościach i działaniach z ułamkami zwy- 
czajnemi.

Zaczynamy od nowego sposobu zamiany ułamka zwyczajnego na 
dziesiętny przez dzielenie. Objaśnienie tej rzeczy jest łatwe, ale należy 
tu jeszcze raz wyraźnie podkreślić i wyjaśnić sprawę -możliwości takiej 
zamiany, odwołując się do rozważań w tej materji poprzednio zazna­
czonych. Jest to szczególnie ważne z tego powodu, że używanie ułam­
ków okresowych z różnych względów musi być ominięte.

W nauce ułamków dziesiętnych czasem jeszcze po podręcznikach 
i w praktyce nauczania duże znaczenie przypisuje się ułamkom okreso­
wym. Zamiana ułamka okresowego na zwyczajny jest sumowaniem po­
stępu geometrycznego nieskończenie malejącego, o którym mowa w klasie 
6-ej szkoły średniej. Nawet tam spotykamy niejedną trudność przy ścisłem 
przedstawieniu i defirycji sumy takiego postępu. W arytmetyce począt­
kowej ten dział roi się wprost od błędów naukowych. Weźmy np. takie 
przedstawienie tej rzeczy. Konstatujemy przez dzielenie, że:

=  0,111...

9 9 “ ° ’0101~

999 0 ,001001 ...

Naturalnie natychmiast uogólniamy, że: 
1 1 1

10n 1 10" 10*"

Następnie, zwróciwszy uwagę, że mnożąc obydwie strony każdej z po­
przednich równości przez pewną liczbę całkowitą, możemy otrzymać np.:

0,555...

i
99
34
99

=  0,0707... 

=  0,3434... i t. d..



wyprowadzamy stąd prawidło zamiany ułamka okresowego prostego 
na zwyczajny. Później, dzięki niewielkiej modyfikacji, możemy to samo 
zrobić dla mieszanego. Powyższe uogólnienie zgadza się z zasadą induk­
cyjnego rozumowania, nie nasuwa więc zarzutów; ale mnożenie obu 
stron przez liczbę tę samą nie może być dopuszczane. Mamy tu do czy­
nienia z szeregiem nieskończonym i trzeba wykazać najpierw możliwość 
takiego mnożenia. Można rozumować inaczej, stosując dalej dzielenie, 
np. przekonać się, że powyższa równość słuszna będzie dla ilorazu 
5
— i t. d., a później znowu uogólnienie. Byłoby to rozumowanie po-

prawniejsze, ale również nie wolne od zarzutów, nigdy bowiem nie 
można być pewnym odwrotnego twierdzenia, a tern samem wykazać, 
czy suma tego samego szeregu nieskończonego nie może się „równać“ 
różnym ułamkom zwyczajnym. Z drugiej strony, czem jest suma nie­
skończenie wielu składników, również nie wiemy bez specjalnej na 
pewnych rozważaniach opartej definicji. Taką definicję trzeba dać zanim 
będziemy mogli mówić o „sumie“ .

Jeżeli zechcemy zadać sobie teraz pytanie, jaki może być cel wpro­
wadzenia nauki ułamków okresowych w klasie drugiej (albo w piątym 
roku nauczania), nie możemy znaleźć żadną miarą innego, prócz zwy­
czaju utartego i rutyny. Ta rutyna uważa to za rzecz dostępną w szkole, 
a natomiast inne rzeczy o wiele prostsze, ale nie używane, nie uświęcone 
jej inercją i przyzwyczajeniem, za trudne i niedostępne.

Widzieliśmy, że nauka ułamków okresowych nie może być prze­
prowadzona ściśle pod względem naukowym, ale nie trudno się przeko­
nać, że nie ma ona żadnej wartości w praktyce. Nikt i nigdzie w działal­
ności praktycznej nie rachuje przy pomocy ułamków okresowych. Z tego 
wynika, że istotnie w szkole zatrzymywać tego balastu nie trzeba, że 
należy zwrócić uwagę uczących się dzieci na dwie rzeczy: 1° na to, 
kiedy dzielenie doprowadzi do rezultatu, t. j. otrzyma się ułamek dzie­
siętny, a kiedy to jest niemożliwe i 2° w przypadkach, kiedy ilorazu 
nie można otrzymać w postaci ułamka dziesiętnego, wyrazić go w po­
staci — zwyczajnego. Można też, gdy chodzi o ostatnią odpowiedź na 
pytanie, nauczyć dzieci obliczania tej odpowiedzi z przybliżeniem, co 
w tym przypadku nie przedstawia zbytnich trudności. Ale wróćmy do 
dzielenia.

Po przypomnieniu, kiedy dany ułamek zamienia się na dziesiętny, 
a kiedy nie, możemy pokazać, że w pierwszym przypadku dzielenie się 
napewno skończy, a w drugim napotykamy rzecz bardzo dziwną. Oto, 
dzielić można, ale to dzielenie się nie skończy, bo gdyby się skończyło 
dostalibyśmy iloraz w postaci ułamka dziesiętnego, co jak wiemy jest
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niemożliwe. Takie rozumowanie będzie tern bardziej przekonywujące, 
jeżeli dzieciom jasno na przykładach wykażemy, że pierwszy i drugi 
sposób zamiany ułamka zwyczajnego na dziesiętny zawsze prowadzi do 
tego samego rezultatu. Ta jasność jest potrzebna, gdyż inaczej nieraz 
się zdarza, że mali rachmistrze zapisują całe kajety, żeby koniecznie 
dojść do końca w dzieleniu.

Wykażemy teraz, jak prowadzić naukę dzielenia ułamków dziesięt­
nych w przypadku możliwości otrzymania skończonego rezultatu. Naj­
pierw badamy dzielnik, czy nie zawiera innych czynników prócz 2 i 5. 
Jeżeli tak, to zwracamy uwagę, czy dzielna przez te czynniki się 
dzieli. Wrazie przeciwnym dzielenie nie da rezultatu skończonego i odrazu 
przechodzimy do ułamków zwyczajnych. W innym przypadku możemy 
przystąpić do dzielenia. Weźmy przykład.

9 i 1  . O ¿1 —  3Jl 1 • 2 4 — o 5 1O ,U l . —  100 . 10 l00 10  _  3 5 1 — 1 1 7,
8 Cl

W ten sposób sprowadziliśmy dzielenie do dzielenia liczb całkowi­
tych i możemy na zasadzie kilku takich przykładów wyprowadzić pra­
widło: należy przez dopisywanie zer zrównać liczbę dziesiętnych znaków 
w dzielnej i dzielniku, odrzucić przecinki i dzielić jak liczby całkowite. 
Ale zbytnie zwiększenie dzielnika nie jest wygodne, dlatego lepiej jest 
zacząć dzielenie od przypadku dzielenia ułamka przez liczbę całkowitą, 
co się wykonywa prosto, i następnie starać się przedewszystkiem zrobić 
dzielnik liczbą całkowitą. Np. w poprzednim przypadku możemy napisać:

3 6 1 
100

2 410 3 5 1 - 1 0  —  351  
1 0 0 . 24  ~ ~  2 4 0 *

Stąd wyprowadzamy nowe prawidło: należy dzielną i dzielnik po­
mnożyć jednocześnie przez 10" tak, żeby dzielnik stał się liczbą całko­
witą, a potem wykonać dzielenie.

Po przejściu ułamków dziesiętnych trzeba szczególną uwagę zwró­
cić na działania wspólne z ułamkami dziesiętnemi i zwyczajnemi, do 
czego mieliśmy już nieraz poprzednio sposobność, a co często bywa 
w nauczaniu zaniedbywane. Nauka ułamków daje możność przerobienia 
wszystkich zadań z liczbami wielorakiemi w postaci prostszej i łatwiej­
szej, a dlatego można tutaj przenieść cały szereg zadań z poprzedniego 
roku z pożytkiem praktycznym i teoretycznym. Oczywiście, system me­
tryczny znajduje w roku piątym swoje ostateczne zakończenie i szcze­
gólnie nadaje się do nauki ułamków dziesiętnych.

Rok piąty zawiera całość zamkniętą w sobie, bogatą w treść 
i w zasadzie nie łatwą do nauczania, co szczególniej wtedy się przy­
trafia, jeżeli poprzednia nauka o liczbie całkowitej nie była należycie 
prowadzona.
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W roku tym kończy się właściwie nauka o rachunku z liczbą wy­
mierną i powstaje nowa metoda traktowania rzeczy, dzięki wprowadzeniu 
definjowania liczby i działań. W klasie 3-ej czyli 6-ym roku nauezania 
ten ostatni fakt przejawi się znowu w innej postaci, zarówno w ra­
chunku, jak i w t. zw. algebrze.

Powyższe zwięzłe przedstawienie toku nauczania i jego głównych 
szczegółów metodycznych nie zajmuje się wieloma sprawami drobniejszemu 
Nie sądzę, aby przeładowanie temi sprawami było pożyteczne. Nauczyciel 
winien mieć swobodę ruchów tak samo, jak winien pamiętać, że całość 
przedstawiona w niniejszym rozdziale wspiera się na rozwinięciu i za­
stosowaniu zasady indukcji, o której tyle mówiliśmy poprzednio (p. Część 1, 
rozdz. III). Dla przykładu możemy wskazać chociażby na definicje mno­
żenia i dzielenia. Trzeba je odkryć, lecz droga odkrycia jest indukcyjna. 
To samo dotyczy wszystkich ważniejszych momentów. Niewątpliwie ma 
rację Thorndike, gdy powiada: „Sądzę, że w rzeczywistości arytmetyka 
czysta w tej postaci, jak jest uczona i znana, ma w szerszem tego słowa 
znaczeniu charakter umiejętności indukcyjnej. Na jednym krańcu znaj­
duje się mniejszość tych, dla których jest ona szeregiem wydedukowa- 
nyeh z przesłanek podstawowych prawd; na drugim — druga mniej­
szość ludzi utożsamiających ją z zespołem ślepych reguł — przyzwyczajeń; 
pomiędzy temi krańcami jest wielka większość, reprezentująca każde 
stopniowanie, lecz koncentrująca się dokoła typu myśliciela indukcyjnego“ 1). 
W tern twierdzeniu uchwycił Thorndike postawę przeciętną umysłu ludz­
kiego wobec zagadnień arytmetycznych. Trudno zaprzeczyć, że chwyt 
ten jest słuszny, w każdym jednakże razie samo twierdzenie podobne 
wymaga rozwinięcia, które może być znalezione tylko wtedy, gdy połą­
czymy ze sobą w odpowiedni sposób wspomniane krańce, t. j. gdy, 
uwzględniając charakter arytmetyki, jako nauki ścisłej, nadamy jej w na­
uczaniu taki realny charakter, jaki odpowiada przeciętnej potrzebie 
umysłu ludzkiego. Tu właśnie spoczywa główne jądro rozwijanej przez 
nas zasady indukcji. Stosowanie tej zasady wystąpi bodaj wyraźniej 
w rozdziale następnym, gdzie główną osnową nauczania jest nowe pojęcie 
zależności funkcjonalnej. Nieraz mieliśmy już sposobność z niem się 
zetknąć, zetknięcie to atoli było przygodne, fragmentaryczne. Teraz wy­
stąpi ono pełniej, przejrzyściej, a wartość zasady indukcji stanie się 
całkowicie jasną.

0 L. Thorndike. The Psychology of Arithmetic. Macmillan. New-,Jork. 1922. 
Str. b9.



ROZDZIAŁ II.

Przez naukę ułamków dokonano jednego z pierwszych uogólnień. — 
rozszerzenia pojęcia liczby, dzięki czemu zakres stosowania staje się 
szerszym i mogą się rozwinąć takie zagadnienia, które z samą liczbą 
całkowitą nie mogły być należycie rozpatrywane.

Zjawiska w świecie otaczającym nigdy nie występują same, od­
dzielnie, niezależnie od innych, zawsze natomiast są w związku ze sobą. 
Zarówno ze stanowiska dydaktycznego, jak praktycznego ważną jest 
rzeczą, by nauka matematyki mogła lepiej pomóc człowiekowi do ujmo­
wania, wyrażania i oceny wielkościowej zjawisk otaczających. Otóż wspo­
mniane rozszerzenie pomaga w tym względzie niemało. Liczba całkowita 
przedstawiona w biegnącym w nieskończoność ciągu naturalnym, zjawia 
się w postaci zbioru, którego elementy są oddzielne, posiadają stałą 
różnicę w swej kolejności i nadają się do odwzorowania takich samych 
zbiorów realnych przedmiotów, ale nie mogą wyrazić przebiegu zjawiska, 
nie mogą odzwierciedlić związku między faktami. Zjawiska przyrody tak. 
jak one się nam przedstawiają dzisiaj, jak ujmuje je przeciętnie myśl 
człowieka, przebiegają w sposób ciągły, przechodzą przez szereg stopni 
rozwojowych, rodzą się i nikną, zostawiając po sobie, jak iskra lecąca 
w powietrzu, pewien ślad ciągły, który jest nieuchwytny dla takiego 
grubego jeszcze narzędzia, jakiem jest liczba całkowita. Dlatego to roz­
szerzenie pojęcia liczby, wypełnienie luk pomiędzy oddzielnemi elemen­
tami ciągu naturalnego, jest nieodzownem dążeniem naturalnem umysłu 
ludzkiego, jest terenem jego twórczości, jego wysiłku szlachetnego, poza 
którym stoi realna potrzeba. Tern ci bardziej jest on cenny i wielki. 
Nauka przez związek z rzeczywistością służyć może i służy głębokim 
tendencjom ducha ludzkiego. Jest ona tym językiem wytrawionym przez 
ogień doświadczeń dawnych pokoleń i przez ich pracę, językiem mówią­
cym o tern, co jest, odwzorowaniem świata, systemem pojęć o rzeczy­
wistości. Dążenie do poznania, do zrozumienia życia i rzeczy wogóle 
jest jej duchem w istocie swej moralnym i dlatego cześć dla nauki, mi­
łość dla niej, to niezbędna cecha nauczyciela. Ten duch przejawia się 
w każdej nauce, jest on żywy i tętniący tern samem wiecznem pragnie­



niem prawdy i w nasze] skromne] nauce zwykłego rachunku. Czerń jest 
rozszerzenie po]ęcia liczby, ]ak nie ]ednym z wyrazów tego wiecznego 
dążenia? Dlatego mówię tu o tern, bo małą i mizerną jest wszelka me­
toda, martwym ]est mechanizmem, ]eżeli ]e] nie ożywia rozumienie, że 
ona dąży do rozbudzenia i rozwo]u w młodociane] duszy tych wielkich
pragnień człowieka. Nie masz tak małego przedmiotu nauczania, gdzieby %
poza skromną szatą nie można było odkryć sił, które te pragnienia budzą. 
To ]est na]większa sztuka nauczania i dlatego tutaj właśnie na wstępie roz­
działu niniejszego pragnę trochę pogłębić kwestję rozszerzenia pojęcia liczby.

Powiedzieliśmy, że zjawiska otaczające nas przebiegają w sposób 
ciągły, że dlatego liczba naturalna nie wystarcza, by tę ciągłość odwzo­
rować. Ułamki zapełniają luki pomiędzy liczbami całkowitemi i tern sa­
mem ciąg naturalny zaczyna przybierać postać zjawiska ciągłego. Ale na 
tem nie koniec. Nauka wykazuje, że ułamki nie zapełniają Jeszcze kom­
pletnie, nieprzerwanie tych luk. Dzięki temu pojęcie liczby rozszerza się 
dalej, przychodzą liczby niewymierne, np. |/2, który Jest większy niż 
1, a mniejszy niż 2 i niema ułamka równego Jemu. Śród tych liczb wy­
dzielają się t. zw. przestępne, których przedstawicielem Jest taka liczba, 
Jak jt, wyrażająca stosunek długości obwodu dowolnego koła do Jego 
średnicy. Liczby jt. nie można wyrazić żadnym pierwiastkiem z liczby 
całkowitej lub ułamka. W ten sposób proces rozszerzenia liczby posuwa 
się dalej poza liczbę znaną w szkole elementarnej i niższych klasach 
średniej i jest, jak wspomnieliśmy, wyrazem dążenia do odwzorowania 
rzeczywistości. Każdą z nowych liczb wprowadzamy przez jej zdefinio­
wanie. Nie będę tu mówił o tem, jakie to są definicje, bo zadaleko to 
by nas zaprowadziło, wskazuję na nie jedynie dlatego aby wykazać, że 
ułamek jest tylko pierwszym w tym procesie.

Rzeczywistość ujmujemy nietylko w postaci oddzielnych zjawisk, 
ale przedewszystkiem staramy się o poznanie związków między zjawiskami. 
Te związki, jeżeli dadzą się sformułować w jakikolwiek sposób i są stałe, 
nazywają się prawami. W każdym takim związku zachodzą przynajmniej 
dwa oddzielne zjawiska i jeżeli w jakiś sposób potrafimy te zjawiska 
ocenić liczbowo czyli mierzyć, jeżeli możemy zaliczyć je do kategorji 
wielkości i w znany nam powyżej sposób podporządkować im liczbę, to 
prawa wyrażają się wtedy w formie ilościowej, która przybiera czasem 
tak dokładną postać, że możemy przebieg zjawiska nietylko dokładnie 
ocenić w danej chwili, zarówno należącej do tego, co nazywamy prze­
szłością, jak i do przyszłości, czyli możemy dokładnie przewidywać. Np. 
astronom używa formuły Newtona:

Nauczanie matematyki początkowej. Cz. II. 3
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która wyraża wielkość siły (F) przyciągania wzajemnego dwóch mas 
(m1 i m2), znajdujących się na odległości R od siebie w przestrzeni nie­
bieskiej. Liczba C — czyli spółczynnik proporcjonalności — potrzebna 
tu jest dlatego, że wszystkie te wielkości mierzymy w różnych jednost­
kach i przejście od miary siły do innych miar wymaga pewnego czyn­
nika, obliczanego uprzednio, jeśli weźmiemy pod uwagę pewne szcze­
gólne położenie rozważanych mas.

Ta formuła wyraża t. zw. prawo ciążenia powszechnego. Jeżeli 
w niej nietylko spółczynnikowi C, ale masom ml i rn2 nadamy wartości 
stałe, natychmiast dostrzeżemy, że F  zmienia się ze zmianą R i że dla 
każdej danej wartości R — dostaniemy zupełnie określoną wartość na F. 
Gdybyśmy utworzyli z wartości na R pewien ciąg o dowolnie wielkiej 
liczbie wyrazów, otrzymalibyśmy z wartości odpowiednich na F 
drugi ciąg równoległy, posiadający tę własność, że każdemu elementowi 
w nim odpowiada jedna i tylko jedna wartość w drugim. Ciągi nadmie­
nione przedstawiają wartości wielkości F i /?, przedstawiają zbiory, jak 
mówiliśmy wyżej, które charakteryzują wielkości siły zależne od -wiel­
kości odległości. Dwie wielkości F i R są zależne od siebie i ta zależność 
wyrażona jest przez powyższą formułę. Każde prawo, które umiemy 
obecnie ująć w formułę matematyczną przedstawia taką zależność przy­
najmniej 2-ch wielkości. Chcąc wyrazić krócej istnienie tej zależności 
w formie dokładnej, powiadamy, że np. wielkość F  jest f u n k c j ą  wiel­
kości R. Zjawiska przyrody, stanowiące elementy praw, są względem 
siebie w zależności funkcjonalnej. Wierzymy, że tak jest ze wszystkiemi 
zjawiskami otaczającej nas rzeczywistości i dążymy do tego, żeby ich 
związki wyrazić zapomocą oczywistych zależności w postaci matema­
tycznej, w postaci pewnej funkcji, jak mówią matematycy. Jeszcze dość 
rzadko nam się to udaje, ale umysł ludzki nieprzeparcie dąży do jasnego 
poznania i rozwój wiedzy stwierdza niezbite w tym kierunku postępy. 
Matematyka niezależnie bada różnego rodzaju możliwe zależności, moż­
liwe funkcje, wzbogacając w ten sposób zasób naszej umiejętności opa­
nowania i wyrażania praw otaczającego nas świata. Ta cecha nauki 
matematycznej przejawia się wszędzie, w każdej niemal dziedzinie jej 
dociekań. Znajdziemy ją niebawem i w arytmetyce początkowej, a stąd 
wynika, że ucząc matematyki nie możemy tej kwestji ominąć, że obo­
wiązkiem jest naszym zarówno dla pogłębienia naszego osobistego zain­
teresowania, jak dla pożytku umysłowego uczniów, te rzeczy jaśniej 
rozumieć, gdyż takie jasne rozumienie nadać może naszemu nauczaniu 
cechę zgodną z właściwą tendencją nauki, która, jak mówiliśmy już, jest 
wyrazem ogólnego dążenia umysłu ludzkiego do opanowania rzeczy­
wistości.
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Zależność funkcjonalna występuje nawet tam często, gdzie zdawa­
łoby się nie można się jej spodziewać. Np. gdybyśmy zmierzyli wzrost 
uczniów w kilku jednakowych klasach kilku szkół okazałoby się, że 
uczniów małych i wysokich w danym wieku jest znacznie mniej, niż 
tych, których wzrost nazwalibyśmy przeciętnym i że, powiększając liczbę 
mierzonych, zbliżalibyśmy się coraz bardziej do takiego podziału na trzy 
główne stopnie i pośredniczące między niemi. Stąd, gdybyśmy na linji 
prostej (osi) od pewnego punktu odcinali pewne odcinki, przyjąwszy je­
den z nich za jedność, których długość równałaby się wzrostowi mie­
rzonemu, a w końcach tych odcinków wystawiali prostopadłe, na któ­
rych również, przyjąwszy pewien odcinek za jedność, odmierzalibyśmy 
odcinki o długości równej liczbie uczniów danego wzrostu, to w miarę 
zagęszczania się wspomnianych odcinków i zwiększania liczby pomiarów 
końce prostopadłych zbliżałyby się do pewnej linji krzywej, która nazywa 
się krzywą dystrybucji. W danym zbiorze osobników jednakowego wieku 
pomiędzy ich wzrostem a liczbą posiadających ten wzrost istnieje pewna 
bardziej zawiła zależność.

Każda zależność funkcjonalna w prostej postaci (a o taką nam 
głównie tutaj chodzi) wyrazić się da w formie odpowiedniości jedno­
znacznej (t. j. każdemu elementowi odpowiada jeden i tylko jeden ele­
ment) dwóch ciągów liczb. Ciągi te mogą być monotoniczne, t. j., jeżeli 
jeden wzrasta (maleje), to drugi wzrasta (maleje), lub też nie.

Np. jeżeli zwiększa się wzrost dziecka, zwiększa się również liczba 
metrów potrzebnego na ubranie materjału. Jeśli zwiększa się siła przy­
ciągania, zmniejsza się odległość pomiędzy temi samemi masami.

Najprostszemi przykładami są tu przykłady zależności wprost i od­
wrotnie proporcjonalnej. Pierwszą można wyrazić zapomocą wzoru:

y —  ax-

a drugą: y  =  ~-

W pierwszym przypadku mamy dla zbiorów wartości y i x  dwa 
ciągi monotoniczne, wprost, w drugim nie.

Czytelnik cokolwiek obeznany z matematyką elementarną wie, że 
pierwszą zależność reprezentuje linja prosta, a drugą pewna krzywa, 
którą zowiemy hiperbolą.

Wszystko jedno jaką wartość stałą (niewykluczając 1) nadamy 
współczynnikowi a;  charakter zależności przez to się nie zmienia. Waż- 
nem jest tylko to, że zawsze przy rozważaniu takiej zależności należy 
mieć na uwadze stałą wielkość a i wiedzieć, co ona w danym przy­
padku oznacza.

3*
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W arytmetyce początkowej zależność funkcjonalna przejawia się 
właśnie w postaci z a l e ż n o ś c i  w p r o s t  i o d w r o t n i e  p r o p o r c j o ­
nal ne j .  Badanie tej zależności w różnych zagadnieniach życia praktycz­
nego i stosowanie jej właściwości jest właśnie głównym przedmiotem 
nauczania w roku szóstym. Zwykle zaczynają nauczanie w tym roku 
od nauki o stosunku i proporcji, nauki abstrakcyjnej, z niczein realnem 
nie związanej, nic nie mówiącej umysłowi dzieci i nie pociągającej tego 
umysłu do wysiłku i badania. Zwykłemu nauczaniu brakuje podstawy 
konkretnej i związanej z nią myśli głębszej o celu nauczania tego przed­
miotu, o jego istotnej wartości, dlatego też niema działu matematyki 
bardziej nudnego i odpychającego dla uczniów, jak właśnie ten szósty 
rok. Wszystko tu jest sztuczne: i początek, i metody rozwiązania zadań 
w postaci różnych reguł, i treść tych zadań, nawet sama ich celowość. 
Jeżeli wszystkie działy nauczania wymagają gruntownego opracowania 
metodycznego, to tern bardziej ten, tak skądinąd bogaty w treść we­
wnętrzną, tak pouczający dla nauczyciela, a jednocześnie tak licho i nie­
udolnie prowadzony w nauczaniu faktycznem. Każda reforma wymaga 
jednakże nietylko dobrej chęci i pożądania nowości, co jest tak często 
szkodliwe, bo powierzchowne, ale głębszej myśli, podstawy dydaktycz­
nej. Taką podstawę znajdujemy w pojęciu zależności funkcjonalnej i po­
trzebie odpowiedniego kształcenia myślenia dzieci. Zastanówmy się teraz, 
jak tę rzecz zrealizować, w jaki sposób przekształcić nauczanie, żeby 
odpowiadało poprzednio zaznaczonym zasadom dydaktycznym i naturze 
samego przedmiotu.

Przedewszystkiem należy na pierwszem miejscu postawić to, co ma 
być podstawą konkretną całego nauczania, t. j. bezpośrednie na danych 
parach wielkości proporcjonalnych badanie tej ich zależności. Z tego 
badania wyłoni się pojęcie o stosunku, jego określenie, proporcja i jej 
własności, jednem słowem cała główna treść tego działu nauczania. Czy 
w ten sposób ulepszymy nauczanie? Nie może być wątpliwości, że tak 
będzie, gdyż w ten sposób stworzymy teorję rozwiązywania zadań na 
tle zasady indukcji.

Najpierw nauczyciel powinien wskazać na fakt zależności dwóch 
pewnych wielkości od siebie i podać przykłady wielkości niezależnych, 
jednem słowem uwypuklić pojęcie zależności. Towar i suma zań zapła­
cona, czas i droga przebyta i t. p. — są przykładami wielkości zależ­
nych, a np. szerokość stołu i waga książki, która na nim leży, cena 
obsadki i długość ulicy i t. d. są to wielkości niezależne, nie znajdujące 
się ze sobą w żadnym wyraźnym związku.

Dalej wyjaśnić trzeba, że dana wielkość może przybierać szereg 
różnych w a r t o ś c i  liczebnych, np. liczba funtów towaru może być roz­
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maita, droga, którą przechodzimy, również może posiadać rozmaitą liczbę 
metrów i t. d. Następnie bierzemy dwie jakiekolwiek, znajdujące się 
w zależności wprost proporcjonalnej wielkości i wypisujemy obok siebie 
całe szeregi ich wartości. Oczywiście robimy to przy pomocy uczniów. 
Weźmy np. drogę i czas

1-sza wielkość. . 2-ga wielkość.
Wartości liczebne drogi: Wartości liczebne czasu:

Takie wypisywanie musi być narazie dość dłngie, żeby dać czas 
dzieciom na przyjrzenie się bliższe pisanym ciągom i żeby większa ich 
liczba wzięła udział w ich tworzeniu. Potem zaczynamy badać te ciągi* 

Przedewszystkiem nauczyciel zwraca uwagę na jedną rzecz zasadniczą, 
mianowicie, stałą szybkość poruszania się, którą zawsze dostaniemy, je­
żeli odpowiednią wartość liczebną przebieżonej drogi podzielimy przez 
wartość liczebną czasu przytem zużytego. Z tego wynika następujący 
szereg:

10__15__  17 ,5__2 5__  32 36 _  43 _  49,75 _  61 §
2 3 3,5 5 6,4 7,2 8,6 9,95 12$

t. j. ta sama wartość liczebna przedstawiona jest tu przez szereg ilorazów 
oddzielnych, różniących się od siebie elementami liczbowemi. Takich ilo­
razów można wytworzyć tyle, ile zechcemy, ale wszystkie są r ó wne .  
Każdy iloraz tworzy dwie liczby przedstawiające odpowiednie wartości 
liczebne.

Stała wartość liczebna tych ilorazów jest 5 i nazywa się ich w y ­
k ł a d n i k i e m ,  jest n a j p r o s t s z ą  p o s t a c i ą  o m a w i a n y c h  i l o r a ­
zów.  Wykładnik przedstawia zbiór wszystkich możliwych równych ilo­
razów, z których każdy jest elementem tego zbioru, i nazywa się s t o ­
sunki em.

Dzieciom można mówić o tym zbiorze i o jego elementach, jeżeli 
przedtem mówiliśmy im o różnych elementach na przykładach różnych
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zbiorów. Nie jest to rzecz trudna, lecz niezaprzeczenie pożyteczna, gdyż 
wtedy tylko występuje właściwe znaczenie wykładnika i stosunku.

Każdy stosunek ma tutaj ten sam wykładnik. Ponieważ elementy 
stosunku, które teraz możemy nazwać jako p o p r z e d n i k  i n a s t ę p ­
nik oraz pisać stosunek w postaci: 17,5:3,5, są poza stałym ilorazem 
dowolne, gdyż możemy wybrać jakąkolwiek liczbę, dobrać drugą 5 razy 
mniejszą, a stosunek będzie miał ten sam wykładnik. Stąd wyprowadzamy 
najpierw taką równość: 5 a : a  =  5.

Omówione rzeczy należy jeszcze raz albo kilka razy przerobić na 
innych przykładach i zawsze wyprowadzić odpowiednią formułę. Np. 
3 b:  b =  l  i t. p.

Po takiem omówieniu możemy dać ogólne określenie stosunku, ale 
przedtem powinniśmy przypomnieć i podkreślić, że dzielna równa się 
dzielnikowi pomnożonemu przez iloraz. O reszcie ze zrozumiałych po­
wodów niema mowy.

S t o s u n k i e m  d w ó c h  l i c z b  a i b n a z y w a  s i ę  taka t rze ­
c i a  l i c z b a  c, że i l o c z y n  6c =  a.

Jeżeli c jest przedstawione - w najprostszej postaci, nazywa się 
wtedy w y k ł a d n i k i e m  stosunku, liczby zaś a i b z a w s z e  nazywają 
się p o p r z e d n i k i e m  i n a s t ę p n i k i e m .  Z tego wynika, że poprzednik 
równa się następnikowi pomnożonemu przez wykładnik, a następnik — 
poprzednikowi podzielonemu przez wykładnik.

Czytelnik zechce wniknąć w pewne subtelności, które tutaj zacho­
dzą. Przeciętna nauka szkolna określa stosunek jako „porównanie 2 liczb 
zapomocą dzielenia“ . Takie określenie wykracza poza granicę arytme­
tyki, zawiera coś mistycznego w tern słowie „porównanie“ . Jeżeli na­
damy mu treść arytmetyczną, to musi ono oznaczać albo liczbę, albo 
działanie. Tertium non datur (trzeciego wniosku niema).

Działania „porównanie“ oznaczać nie może, gdyż mielibyśmy przed 
sobą albo nonsens, albo też powiedzenie: „dzielenie 2 liczb zapomocą dzie­
lenia“ . Oznacza więc liczbę, a w takim razie, po co to ukrywać w dziwne, 
nieścisłe obsłonki.

Dalej, stosunek tern się różni od danego ułamka, że w nim ukryta 
jest d o w o l n o ś ć  f o r my ,  t. j. niejedna poszczególna postać, ale nieskoń­
czona ich mnogość. To między innemi miało na celu prowizoryczne 
określenie stosunku, jako każdego elementu zbioru ilorazów równych. 
Ilustracja tego określenia szczególnie jasno występuje w geometrji, 
w nauce o podobieństwie, gdzie stosunek dwóch np. boków danego 
trójkąta równa się stosunkowi dwóch odpowiednich boków w innych 
podobnych do poprzedniego. Pojęcie stosunku w geometrji przybrało 
charakter czegoś, co niema odpowiednika ani śród liczb, ani też działań



i jest jakby nowem pojęciem, które wprowadza się do nauki zapomocą 
całego szeregu odpowiednich rozumowań i określeń, jak to np. zrobione 
jest u Euklidesa. Jedną z przyczyn takiego postępowania jest możliwość 
stosunku niewymiernego, z którym Grek nie umiał sobie na drodze 
liczbowej dać rady. Dzięki temu do tego pojęcia przyrosły pewne osob­
liwe cechy, które np. u Galileusza przybrały postać specjalnej formalnej 
(nikomu niepotrzebnej) nauki. Cała trygonometria jest właściwem rozwi­
nięciem tego pojęcia w geometrji. W arytmetyce początkowej nie mo­
żemy stanąć na stanowisku Euklidesa, a stąd musimy powyższe nasze 
stanowisko utrzymać.

Przed podaniem określenia ogólnego, dobrze jest na zasadzie wspo­
mnianej własności dzielenia, nadając danemu stosunkowi szereg różnych 
postaci, wykazywać każdorazowo, że podrzednik, t. j. pierwsza począt­
kowo wzięta liczba równa się następnikowi, to jest drugiej początkowo 
wziętej liczbie, pomnożonemu przez daną  o b r a n ą  p o s t a ć  i l o r az u .

Cała nauka o stosunku w ten sposób jest skończona. Idziemy teraz 
dalej w kierunku badania dwóch ciągów wartości liczebnych. Dobrze jest, 
gdy nauczyciel znowu zastosuje poprzednio rozważane ciągi. Po wypisaniu 
ich niech weźmie dwie jakiekolwiek wartości pierwszego ciągu i każe 
uczniowi znaleźć ich stosunek w najprostszej postaci — wykładnika. 
Następnie to samo zrobi dla odpowiednich wartości drugiego ciągu. Oka­
zuje się, że wykładniki są równe. Sprawdzamy to samo dla 2 par in­
nych wartości i jednocześnie przekonywamy się, że jakkolwiek wy­
kładniki są równe, to jednakże inne niż w poprzednim przypadku. To 
samo zrobimy w każdym przypadku dwóch ciągów wartości wielkości 
wprost proporcjonalnych.

Odkryliśmy więc pewne prawo łączące wartości obu ciągów. Jak 
wyrazić to prawo ogólnie. Nauczyciel podpowiada, że można oznaczyć 
dwie wartości pierwszego ciągu dajmy na to przez A i a, a dwie od­
powiednie drugiego — przez B i b, a wtedy pomiędzy temi liczbami 
musi istnieć pewna zależność. Jak ją wyrazić? Mówiliśmy, że stosunki 
odpowiednich par wartości są równe. Jak przedslawić stosunek pierw-

Awszej pary wartości? A : a albo — . Jak przedstawić stosunek drugiej
3.

pary wartości ? B : b albo  ̂ . Stosunki te są równe, w ięc:

A : a — B : b.

To samo można napisać: a : A =  b : B, co bez trudności można wy­
prowadzić.

Widzieliśmy dalej, że zachodziła pewna stałość stosunku pomiędzy



40

odpowiedniemi wartościami obu ciągów. Jak ją wyrazić? Piszemy: A : B 
oraz a : b, a stąd znowu:

A : B =  a :  b.
ObNie wprowadzamy narazie pojęcia proporcji, ale uważny czytelnik 

widzi, żeśmy już do niego doszli i że nawet badanie ciągów doprowa­
dziło nas do pewnej własności proporcji, polegającej na możliwoścj prze­
stawiania wyrazów.

Teraz należy wyprowadzić określenie zależności wprost proporcjo­
nalnej. Takich określeń może być dwa. Pierwsze opiera się na stałości 
stosunku dwóch odpowiednich wartości.

Przyjęcie pierwszego albo drugiego określenia wpłynie na przebieg 
całego dalszego postępowania. Jeżeli chodzi o pewną jednolitość tego 
postępowania, to cokolwiek lepsze jest drugie i z niego właśnie wypro­
wadzona została sama nazwa omawianej zależności funkcjonalnej, a za­
razem utarte jej stosowaaie. Nie chcę jednakże odbierać, jeżeli tak 
można się wyrazić, nauczycielowi możności obrania za podstawę pierw­
szego określenia tern bardziej, że, jak się później okaże, ma ono zasto­
sowanie i w dzisiejszej praktyce w ukrytej formie oraz mieć może 
pewne wygodniejsze ze stanowiska dydaktycznego cechy. Dlatego po­
dam obydwa określenia i będę wskazywał później, gdzie i kiedy każde 
z nich jest stosowne i wygodniejsze.

W i e l k o ś c i a m i  w p r o s t  p r o p o r c j o n a l n e  mi n a z y w a m y  
takie,  w k t ó r y c h  s t o s u n e k  o d p o w i e d n i c h  w a r t o ś c i  j est  
z a w s z e  s ta ł ą  l i czbą .

Drugie określenie brzmi:
Dwi e  w i e l k o ś c i  n a z y w a m y  w p r o s t  p r o p o r c j o n a l n e m u  

j e ż e l i  s t o s u n e k  p a r y  w a r t o ś c i  j e d n e j  z ni ch z a w s z e  się 
r ó w n a  s t o s u n k o w i  par y  o d p o w i e d n i c h  w a r t o ś c i  drug i e j .

Rzecz jasna, że te definicje logicznie są równoważne.
Nauczyciel winien o owej równoważności uczniów przekonać, co 

nie jest trudne.
Jeżeli bowiem —  =  —  m, to A ani i B — bm.  Stąd —  musi 

a b  B

być równe t- i- druga definicja jest spełniona. Jeżeli naodwrót,

A a  A . . .  . Bn B—  =  —  =  n, to A =  B n, a b n, stąd zaś — musi byc równe —  =  —, czyli B b  • a bn b
spełniona jest pierwsza definicja.

Jeżeli chodzi o praktyczne zastosowanie, warto parę słów powie­
dzieć o „odkrywaniu zależności wprost proporcjonalnej“ . W praktycz- 
nem zastosowaniu bowiem ważne jest szybkie skonstatowanie, czy
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istnieje tu zależność wprost proporcjonalna, czy też nie. Oczywiście nie 
byłoby wygodną rzeczą wypisywanie całych ciągów i zresztą jest to 
niepotrzebne.

Odkrywanie faktyczne może się odbywać albo zapomocą prostego 
stosowania pierwszej definicji, albo też drugiej. Np. mamy kapitał i pie­
niądze procentowe za rok przy danej stopie. Jeżeli staniemy na gruncie 
pierwszej definicji, powinniśmy odrazu powiedzieć, że stosunek pie­
niędzy procentowych do kapitału musi być wielkością stałą na zasadzie 
samego określenia stopy procentowej, a więc te dwie wielkości są wprost 
proporcjonalne. Jeżeli staniemy na gruncie drugiej definicji, możemy 
wprost powiedzieć, że gdyby kapitał był pewną liczbę razy większy, 
byłyby tyleż razy większe pieniądze procentowe, bo ze złotegó w ciągu 
roku dostajemy zawsze tę samą sumę przy danej stopie.

Dla dzieci jest dostępniejsze to drugie rozumowanie, przynajmniej 
tak poucza praktyka, ale nie chcę sprawy przesądzać, gdyż różnice do­
prawdy nie są tak wielkie. Należy przytem zwrócić uwagę na to, że 
dzieci skłonne są wszelkie zależności wyrażające się w ciągach mono- 
tonicznych uważać za proporcjonalne. To samo bywa, gdy jeden ciąg 
stale rośnie, drugi stale maleje. Wskazaną jest wobec tego ostrożność
1 pilniejsze badanie ciągów.

Wrazie, gdyby przy jakich dwóch wielkościach tego rodzaju „od­
krywanie“ praktyczne zależności było trudne, trzeba wypisać ciągi. Nie 
należy na te rzeczy żałować czasu, gdyż stanowią one podstawę tego 
całego działu nauczania.

W zastosowaniu do zadań, o których zaraz będzie mowa, przeko­
namy się, że 2 wspomniane definicje mają znaczenie w praktyce, ale 
pierwsza, w postaci ukrytej t. zw. sprowadzenia do jedności, którego 
używamy jeszcze w pierwszej klasie. Ciekawa rzecz, że metoda nieraz 
prostsza w rozwiązaniu zadań jest jakby trudniejsza przy odkrywaniu 
samej zależności, co szczególnie jasno wystąpi przy zależności odwrot­
nie proporcjonalnej.

Weźmy teraz parę przykładów.
15f kg c u k r u  k o s z t u j e  18,1125 złp. I le  k o s z t u j e  l i  kg ? \
Wypiszmy dane w postaci tabliczki:

15|— 18,1125 /
1| — x I

jak to zwykle się robi i jest naturalnem następstwem rozważania
2 ciągów.

Mamy dwie wielkości: liczba kilogr. cukru i cena tych kilogr. 
Zależność wprost proporcjonalna: cena jednostki (kilogr.) stała, albo: je­
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żeli liczba kilogramów kilka razy się zwiększy, to tyleż razy zwiększyć się 
musi cena. Stosunek 18,1125 : 15 f wskazuje cenę jednostki towaru ima 
wykładnik =  1,15, a więc

x  — 1,15 . U  =  1,725 (zł.)

Sposób tu zastosowany jest właściwie sprowadzeniem do jedności, 
a zarazem da się przedstawić w takiej postaci:

.r : 1| =  18,1125 : 15|,
czyli opiera się na 1-ej definicji.

Stosując drugą definicję, możemy napisać:
x

18,1125
U

15f
więc x =  18,1125

2
21 1,725

Znaleźliśmy najpierw wykładnik stosunku nie zawierającego nie­
wiadomej, a potem ten wykładnik na zasadzie definicji stosunku pomno­
żyliśmy przez następnik.

W pierwszym przypadku rozkład działań może być taki:
15f — 18,1125 

1 — 1,15
U  — 1,725

Tak właśnie zwykle się robi. Weźmy jeszcze jedno zadanie.
L o t n i k  w 1,5 g. p r z e l a t u j e  157b km. W i le g o d z i n  p r z e ­

l e c i  210 km?
Mamy dwie wielkości: liczbę km, i liczbę godzin. Zależność jest 

wprost proporcjonalna, bo szybkość lotnika jest stała, albo: jeżeli liczba 
kilometrów kilka razy się zmniejszy, musi tyleż razy zmniejszyć się 
liczba godzin.

Stosunek żądanej liczby godzin do 1,5 g. jest taki sam, jak stosu­
nek 210:157^, więc x  : \\ =  210 : 157£ =  |, a więc x  =  f  . | =  2 (godz).

Przy każdem zadaniu należy najpierw zapytać, jakie wielkości 
mamy, czy są zależne, czy nie, a potem, jaka j e s t  m i ę d z y  n i emi  
z a l e ż n o ś ć  i d l a c z e g o  taka a nie inna.  Można używać zarówno 
obu sposobów rozwiązania, gdyż czasem jeden jest prostszy od drugiego.

Z tych przykładów wynika, że możemy za podstawowe określenie 
prostej proporcjonalnej zależności wziąć drugie, ale pierwsze uważać 
jako ważną jej własność lub, jeżeli nauczyciel uzna to z tych lub 
innych względów za stosowne, może zmienić ten porządek. Zwykle 
na tę sprawę nie zwraca się należytej uwagi przy nauczaniu. Jakże może 
dobrze rozumować uczeń, który nie wie dokładnie, o ezem ma myśleć, 
z czem ma do czynienia?
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Bardzo pomocnem byłoby używanie wykresów na papierze mili­
metrowym. Takie wykresy wrażają w umysł jaśniej samą zależność i jej 
charakter, a przybliżone rozwiązanie graficzne może być skorygowane 
przez dokładny rachunek. Nie traci jednakże swej wartości wtedy, gdy 
wymaga tego praktyka albo, gdy rachunek jest z natury rzeczy przy­
bliżony.

W ten sam sposób, co poprzednio, rozważamy zależność odwrotnie 
proporcjonalną. Wyjść można np. z takiej pary wielkości: liczba robot-
ników i czas trwania roboty.

1-sza w i e l k o ś ć . 2-ga w i e l k o ś ć .
Wartości liczebne: Wartości liczebne

12 rob. 5 dni
16 V H „
20 V 3 V
24 Y> 2 ł V
30 2 V
36 1 ! v
40 V U „ i t.

Układanie tej tablicy odbywać się winno w ten sposób: na zasa­
dzie pierwszej pary danych możemy wywnioskować, że jeden robotnik 
przez jeden dzień wykonywa 6\, część całej roboty, więc np. 16 rob. 
przez jeden dzień zrobi całej roboty: z czego wnioskujemy, że całość 
wykonają w ciągu 3 f dni i t. d. Zarówno przy układaniu tej tabliczki, jak 
poprzednich, stosujemy właściwie metodę rozumowania, potrzebną do 
rozwiązania zadań na regułę trzech prostą — metodę sprowadzenia do 
jedności. Stąd widocznem jest, że sama tabliczka służy tylko do uwy­
puklenia pojęcia zależności proporcjonalnej oraz jej własności. Ściśle mó­
wiąc, należałoby wyjść odrazu z równości: x  =  ay  i x y — m2, co w na­
uczaniu na tern stopniu byłoby niezupełnie odpowiednie. Do równości 
tych należy jednakże całe rozważanie ostatecznie sprowadzić i same 
równości poszczególne można z pożytkiem geometrycznie interpretować 
zapomocą wykresów.

Łatwiej można układać tabliczkę, jeżeli weźmiemy przykład, w któ­
rym wchodzą jako wielkości długość i szerokość prostokąta, którego pole 
jest dane.

Następnie przystępujemy do badania tabliczki. Przedewszystkiem 
zwracamy uwagę na to, że iloczyny odpowiednich wartości są równe, 
t. .j. np.:

1 2 X 5  t 1 5 . 3f =  20 . 3  .= 24.24 i t. d.
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Można to sformułować po rozpatrzeniu kilku takich tabliczek w po­
staci równości:

A B  — a b.

Dalej, po skonstatowaniu i sformułowaniu tej własności, posuwamy 
badanie do rozpatrzenia, jak poprzednio, stosunków par odpowiednich 
wartości. Weźmy, dajmy na to, stosunek:

24 : 40 =  3 : 5 oraz odpowiedni mu 2^ : 1  ̂=  5 > 3.
Widzimy, że ten drugi stosunek jest odwrotnością pierwszego i że 

tak będzie dla wszelkiej pary odpowiednich stosunków.
Na innych przykładach wielkości odwrotnie proporcjonalnych prze­

konywamy się o tein samem, wobec czego możemy ostatecznie sformu­
łować to spostrzeżenie tak:

A : a =  b : B.

Z tej własności i poprzedniej wynikają dwie definicje.
Pierwsza: d w i e  w i e l k o ś c i  n a z y w a m y  o d w r o t n i e  p ro­

po  rej  o n a 1 n e in i , j e ż e l i  i l o c z y n  o d p o w i e d n i c h  w a r t o ś c i  
l i c z e b n y c h  o b u  w i e l k o ś c i  j es t  stały.

Druga: d w i e  w i e l k o ś c i  n a z y w a m y  o d w r o t n i e  p r o p o r -  
c j o n a l n e m i ,  j e ż e l i  s t o s u n e k  p a r y  w a r t o ś c i  l i c z e b n y c h  
j e d n e j ,  r ó w n y  j es t  o d w r o t n e m u  s t o s u n k o w i  p a r y  o d p o ­
w i e d n i c h  w a r t o ś c i  d r u g i e j .

Druga definicja jest analogiczna do drugiej w 1-ym przypadku 
i na tern, między innemi, polega dodatnia jej strona.

Definicje są równoważne, gdyż skoro A B — ab , to na zasadzie 
definicji stosunku:

A B
b

naodwrót,

ab t . A  ab a oraz -——— =  A, a więc —  • ——  :
B a B

co łatwo sprawdzić, zakładając

A B  ab . b b 
b ~  A B . B B

A : a — b : B p  m, stąd

A =  am i B — .
m

t
Teraz możemy zastosować poznane własności zależności odwrotnie 

proporcjonalnej do zadań. Weźmy przykład.
P o c i ą g  o s o b o w y  b i e g n i e  od j e d n e j  s tac j i  do d r ug i e j  

z s z y b k o ś c i ą  45 km na g o d z i n ę  i p r z e b i e g a  o d l e g ł o ś ć  p o ­
m i ę d z y  s t a c j a m i  w c i ą g u  § g o dz .  W j a k i m c z a s i e  tę samą 
o d l e g ł o ś ć  p r z e b i e g n i e  p o c i ą g  t o w a r o w y ,  któ]ry p o r u s z a ,  
s i ę  z s z y b k o ś c i ą  30 km na g o d z i n ę ?

Mamy dane wielkości: szybkość poruszania się pociągu i czas na 
przejście danej odległości. Wielkości te są odwrotnie proporcjonalne,



45

gdyż iloczyn odpowiednich wartości liczebnych pierwszej i drugiej wiel­
kości jest stały. Albo jeżeli szybkość kilka razy się zwiększy, to na 
przebieżenie tej samej odległości trzeba tyleż razy mniej czasu.

S p o s ó b  s p r o w a d z e n i a  do j e d n o ś c i  (pierwsza definicja).

45 km — § godz.
1 „ — 1 - 4 5  godz. — 30 godz.

30 „ — §£ =  1 godz.

S p o s ó b  s t o s u n k ó w  (def. druga).
45 km — | godz.
30 km — x.

Na zasadzie drugiej definicji piszemy:

jc : | == 45 : 30 — § 
x  §  X  | — 1 (godz.).

Tego jednego przykładu wystarczy do wyjaśnienia sposobu postę­
powania przy rozwiązywaniu zadań.

Dość często do rozwiązywania tych prostych zadań stosowane są 
proporcje. Ponieważ nauka o proporcji, prowadzona przed wyjaśnieniem 
pojęcia o zależności wprost i odwrotnie proporcjonalnej, jest suchą 
i abstrakcyjną, a stosowane sposoby rozwiązania sztuczne i mało rozu­
miane, więc słusznie sądzono, że sposób proporcji w tej formie, jak 
dotąd był podawany, jest nieodpowiedni i niepedagogiczny. Ale, jeżeli 
wyjdziemy z rozpatrywania i badania wspomnianych zależności na 
przykładach konkretnych i jeżeli z poznania tych zależności wyłoni się 
nauka o proporcji, to nie można uważać jej samej w sobie za szkodliwą. 
Każdej rzeczy można źle uczyć, ale z tego nie wynika, że sama ta rzecz 
jest zła. Jest ona trudna i niedość dostępna w swej istocie dla umysłu ucznia 
w danym wieku. Ale to już jest rzecz inna.

Zbierzemy razem powyżej zanotowane w postaci formuł własności 
zależności wprost i odwrotnie proporcjonalnej.

Z badania pierwszej dostaliśmy:

A : a — B : b, 
oraz A : B — a . b.

Z badania drugiej:
A B =  ab,  

oraz A : a — b : B.

Jeżeli teraz wprowadzimy określenie proporcji, j ako  r ó w n o ś c i  
d w ó c h  s t o s u n k ó w  niewyrażonych przez ich wykładniki, możemy.
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rozważając dwie pierwsze proporcje wywnioskować, że w każdej pro­
porcji można przedstawić wyrazy średnie. Z drugiej strony, napisanie 
tych proporcyj zależy od sposobu wzięcia stosunku (a więc np. albo 
A : B albo B : .4), przyczein wykładnik zmienia się na swoją odwrotność. 
Możemy więc napisać jeszcze takie proporcje:

b : B  — a \ A 
b : a =  B:  A

Można więc przedstawiać również wyrazy skrajne i wyrazy w każdym 
stosunku jednocześnie. J e d n e m  s ł o w e m  ma my  p i e r w s z ą  w ł a ­
s n o ś ć  p r o p o r c j i .

Druga własność zasadnicza widoczna jest z porównania dwóch na­
stępnych równości. Własność tę formułujemy: i l o c z y n  ś r e d n i c h  
r ó w n a  się w k a ż d e j  p r o p o r c j i  i l o c z y n o w i  s k r a j n y c h  wy ­
r azów.  Przez rozpatrywanie ciągów możemy własność tę sprawdzić 
dla każdej oddzielnej wypisanej przez nas proporcji i nawet wyrozumo- 
wać ją przez mnożenie obu części proporcji przez iloczyn następników. 
Czytelnik jednakże zechce zwrócić uwagę, że pojęcie proporcji w aryt­
metyce jest dość sztuczne, jest właściwie operowaniem pewną „formą“ , 
operowaniem, które dla dojrzalszego umysłu, przyzwyczajonego do for­
malnych operacyj matematycznych i rozumiejącego ich doniosłość może 
mieć „sens“ , niema go jednakże przeciętnie dla dzieci lat 13-tu.

Opierając się na tej własności, moglibyśmy w poprzedniem zadaniu 
odrazu napisać:

•* X  30 =  § . 45 czyli x  ̂ ‘ =  1.

Nic osobliwego, oczywiście, taki sposób nam nie daje, ale, jeżeli 
kto chce stosować proporcje, należy, mu w takim razie polecić stoso­
wanie tej rzeczy właśnie w ten sposób. '

Powyżej przerobione przykłady należą do zadań na t. zw. regułę 
trzech prostą. Trzeba dość dużo przerobić tego rodzaju zadań, żeby 
uczniowie przedewszystkiem opanowali jasno sprawę badania zależności 
między danemi wielkościami i nauczyli się porządnie, dokładnie i wprawnie 
rozumować, t. j. wskazywać dane wielkości, odkrywać ich zależność 
i wykonywać stopniowo każdy szczegół rozwiązania. Bardzo ważny jest 
ten tok rozumowania, a dlatego, co nastąpi, ważna jest jasna świado­
mość każdego szczegółu rozwiązania. Co się tyczy materji zadań, n a- 
l e ż y  ją b r a ć  w c a ł e j  r o z c i ą g ł o ś c i  z r ó ż n y c h  d z i e d z i n ,  nie  
w y ł ą c z a j ą c  o b l i c z e ń  p r o c e n t o w y c h  i t. p.

Zwykle przy rozwiązywaniu zadań na regułę trzech złożoną, o któ­
rej teraz wypada nam mówić, wprowadzamy więcej niż 3 wielkości
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do zadania. Z różnych względów nie jest to słuszne. Zadania praktyczne, 
w których byłoby to potrzebne, są bardzo rzadkie, a rzecz sama jest 
nietylko żmudna, ale nie pouczająca. Dlatego godnem jest zalecenia 
z początku nie dawać więcej niż trzy wielkości w zadaniach. Do wy 
jaśnienia istoty rzeczy to wystarczy, jak również dla zastosowania czy 
to przy rachunku procentów, czy mieszaniny lub dyskonta. Po przejściu 
całego kursu można sobie pozwolić na podobne zadania, w których 
wchodzi więcej niż 3 wielkości, gdyż wtedy uczniowie będą mieli taką 
wprawę w robieniu odnośnych zadań, że nie uczyni to im żadnej trud­
ności, a nawet może wywołać pewne zainteresowanie.

Zadania na regułę trzech złożoną będziemy robili również dwoma 
sposobami, jeżeli nie liczyć sposobu proporcyj. Trzeci, skrócony sposób 
zjawić się winien dopiero przy końcu, gdy nauczyciel będzie miał pew­
ność, że całość przedmiotu jest dobrze opanowana.

Weźmy dla przykładu zadanie.
C z t e r e c h  z e c e r ó w  w c i ą g u  3 dni  s k ł a d a  50 s t ron ks iążki .  

W i le dni  6 z e c e r ó w  j e s t  w s t an i e  z ł o ż y ć  40 stron te j że  
k s i ą ż k i ?

Mamy trzy wielkości: liczba zecerów, liczba dni i liczba stron 
książki. Stałemi są wydajność pracy dziennej każdego zecera i, oczy­
wiście, wielkość strony. Niewiadomą, liczba dni w drugim przypadku.

Wypiszmy zadanie w zwykłej postaci:

Pomiędzy liczbą dni, a liczbą zecerów (przy stałej liczbie stron 
złożonych) jest zależność odwrotnie proporcjonalna. Wykrycie jej odbywa 
się tak, jak było powyżej. Pomiędzy liczbą dni, a liczbą stron (przy 
stałej liczbie zecerów) jest zależność wprost proporcjonalna.

Oczywiście, gdyby znowu liczba dni nie zmieniała się, to pomiędzy 
liczbą zecerów, a liczbą stron byłaby zależność wprost proporcjonalna.

S p o s ó b  s p r o w a d z e n i a  do j e d n o ś c i :

3 d. — 4 z. — 50 str. 
x  — 6 — 40 „

50 -  4 -  3

40

40 3 . 4.40 
50

3 . 4.40  1 . 1 . 40
50.6  •“  25.1
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Umyślnie nie skracamy w poszczególnych rezultatach, żeby później 
można było przy przejściu do skróconego sposobu wyprowadzić odpo­
wiednie wnioski. Nauczyciel winien tak samo postępować bezpośrednio 
przy wprowadzeniu tego sposobu.

Dalej, jak to mówiliśmy już poprzednio przy ułamkach, nie prze­
kreślamy przy skracaniu żadnej liczby, a to dlatego, że po takiem prze­
kreśleniu trudno odkryć możliwą zawsze omyłkę.

S p o s ó b  s t o s u n k ó w .
Jeżeliby liczba stron wynosiła, jak poprzednio 50, to mielibyśmy 

zadanie na prostą regułę trzech i w takim razie moglibyśmy znaleźć 
odpowiednią wartość na liczbę dni, którą oznaczymy w tym przypadku 
przez y. Ponieważ pomiędzy liczbą dni, a liczbą zecerów jest zależność 
odwrotnie proporcjonalna, więc możemy napisać:

y : 3 =* 4 : 6 
czyli y : 3 =  § 

a stąd y — 2 (d.).

Lecz otrzymana liczba dni odpowiadałaby potrzebie złożenia 50, nie 
zaś 40 stron druku, stąd nie jest ona liczbą żądaną. Ponieważ pomiędzy 
liczbą dni, a liczbą stron przy danej stałej liczbie zecerów (6) zależność 
jest wprost proporcjonalna, więc:

x  : 2 =  40 : 50 -  i, 
a stąd A- =  f  =  l f  (d.).

Przykład powyższy może dać jasne pojęcie o tern, jak należy sobie 
radzić z podobnemi zadaniami i dlatego nie będziemy już więcej przy­
kładów przytaczać, powiemy natomiast parę słów o skróconej metodzie 
rozwiązania. Polega ona na tern, że postawiwszy kreskę, piszemy nad 
nią i pod nią odpowiednie liczby z danych w zadaniu, a następnie 
skracamy i otrzymujemy rezultat. Zbyt pośpieszne wprowadzenie tego 
skróconego sposobu bez schematów podanych wyżej jest szkodliwe, 
gdyż wobec niejasności jeszcze całego procesu rozwiązania, zbyt prędkie 
przejście do skrócenia przyzwyczaja dzieci tylko do zapamiętywania 
sposobu, a nie do spokojnego i logicznego myślenia. Wobec tego naj­
pierw należy kolejno wrypisywać w sposobie sprowadzenia do jedności 
wszystkie momenty rozwiązania tak, jak to podano powyżej; potem, 
gdy nauczyciel przekona się, że dzieci bez omyłki, wprawnie i świa­
domie rozwiązują zadania, można zwrócić uwagę na ostateczny rezultat 
i wskazać, iż może on być otrzymany krócej, bez długiego zapisywania. 
Stawiamy tedy kreskę i powtarzamy rozwiązanie po raz drugi, zapisując 
odpowiednie liczby kolejno nad i pod kreską. Kilka tak zrobionych przy­
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kładów wystarczy, żeby dzieci nabrały odpowiedniej wprawy i mogły 
przejść do skróconego sposobu. Nie należy jednakże zapominać o rozu­
mowaniu przy takiem rozwiązaniu i o sposobie stosunków, który w tern 
ćwiczeniu rozumowania nie jest mniej ważny.

Po skończeniu z regułą trzech złożoną mamy przed sobą cały 
szereg innych „reguł“ , o których najpierw w ogólności należy kilka 
słów powiedzieć. Reguły powstały na tle zadań wysuwanych przez 
praktykę kupiecką, zgodnie też z duchem dawnej matematyki, która 
szukała wszędzie prawideł na rozwiązanie, nazywanych regułami, oraz 
stosowała te prawidła we wszystkich jednakowych przypadkach, Wobec 
tego, oczywiście, sposób dochodzenia do rozwiązania, teorja i te pojęcia, 
które potrzebne były, aby rozwiązać dane zadanie, nie były potrzebne: 
podawano prawidło, regułę i nauczanie na tein się ograniczało. Była to 
metoda ludzi należących do drugiego z wymienionych przez Thorndike’a 
(p. rozdz. poprzedni) krańców. Dzisiaj nie rozumieny tak schematycznie 
nauczania, staramy się wyjaśnić samo powstanie sposobu rozwiązania, 
potrzebne do tego pojęcia, dać teorję rzeczy, aby umysł drogą logiczną 
doszedł do zrozumienia potrzeby i celowości danej reguły. Powiadamy 
„drogą logiczną“ ... Naprawdę umysły żywsze robią odkrycia, a na nie 
niema reguł. Słusznie mówi prof. Śleszyński (Por. dla samouków T. III. 
Matematyka, str. 44) : „Odkrycie prawd matematycznych odbywa się 
przeważnie drogą intuicji przy pomocy fantazji twórczej i nie daje się 
ująć w żadne określone prawidła“ . Ta właśnie okoliczność stanowi trud­
ność w stosowaniu heurystyki, która paczona jest często pod wpływem 
nieudolnych schematów i dzięki temu szkodliwa.

Pomimo to nazwa pozostała, a z nią często kołacze się sam duch 
starej metody.

Wszystkie zadania na t. zw. reguły opierają się na pojęciu zależ­
ności wprost i odwrotnie proporcjonalnej. Jeżeli to pojęcie jest jasno 
wyklarowane, jeżeli t. zw. zadania na regułę trzech nie budzą już trud­
ności, rozwiązywanie zadań na inne reguły jest sprawą prostą i wy­
maga. tylko dokładnych wyjaśnień rzeczowych, dotyczących tych zagad­
nień życia praktycznego, które zadania te poruszają oraz pewnych uzu­
pełnień i pogłębienia samej metody zawartej w regule trzech.

Właściwie wszystkie dalsze „reguły“, są tylko zastosowaniem po­
przednich rozważań do różnych praktycznych problemów. Stąd istotną 
rzeczą jest wyjaśnienie charakteru tych problemów, wrarunków, w któ­
rych się zjawiają oraz umów (np. przy dyskoncie) jakiemi się posługują.

Zwykle natychmiast po ogólnej wprawie przy rozwiązywaniu za­
dań na regułę trzech występują zadania na rachunek procentów. Tutaj 
należy zwrócić uwagę na szereg wadliwości w przeciętnym wykładzief.

4Nauczanie matematyki początkowej. Cz. II.
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Przedewszystkiein samo określenie procentu często jest mylne. To okre­
ślenie w postaci: „ p r o c e n t e m  n a z y w a m y  z y s k  l u b  s t r a tę  
w c i ą g u  r oku  z setki  k a p i t a ł u “ jest słuszne, ale niewystarczające. 
Należy dać najpierw ogólne: P r o c e n t e m  n a z y w a m y  o k r e ś l o n ą  
l i c z b ę  s e t n y c h  c z ę ś c i  d a n e j  l i c z b y  lub w i e l k o ś c i  j e j  o d p o ­
wi ad a j ąc e j .  Poprzednie określenie jest umową praktyczną i należy to 
wyraźnie zaznaczyć.

Najpierw pamięciowo przerabiamy szereg przykładów w rodzaju: 
znaleźć 5%  liczby, 3, 7% liczby uczniów w klasie i t. p. Potem, gdy 
uczniowie zrozumieją i wprawią się w używaniu tego, można w odnie­
sieniu do praktyki handlowej dać określenie procentu w powyższej 
formie.

Drugim często robionym błędem jest przeładowanie tego działu 
sztucznemi zadaniami, nie używanemi w praktyce handlowej i mającemi 
charakter czysto teoretyczny. Takie zadania, których segregacja wystę­
puje na tle brania za niewiadomą albo pieniędzy procentowych, albo 
czasu, albo stopy procentowej, albo kapitału początkowego, są dowodem 
jak z rzeczy nieodpowiednich robi się sztucznie ąuasi-teorję. Jeżeli uczeń 
jasno sobie zdaje sprawę z wielkości wchodzących do każdego zadania 
oraz z ich zależności, jest kwestją zupełnie obojętna, która z wielkości 
będzie niewiadomą, a segregacja powierzchowna na t. z w. „typy“ przy­
zwyczaja go tylko do zapamiętywania reguł rozwiązania, a nie uczy 
myśleć.

Jednym z jaskrawszych przykładów jest wypadek, gdy mamy dany 
kapitał z procentami, których oddzielić bezpośrednio nie możemy. Po­
daje się tutaj sposób rozwiązania odmienny, nie wyjaśniając należycie, 
dlaczego ten właśnie sposób jest tu potrzebny, a uczeń stara się zapa­
miętać zarówno ten sposób, jak i okoliczności, w których go się używa. 
Najczęściej właśnie tylko tyle. Z takiej nauki wypada ten wynik, że 
uczniowie klas wyższych z trudnością sobie dają radę z zadaniem aryt- 
metycznem, bo zapomnieli sposoby, a istota rzeczy nigdy nie była dla 
nich jasna, co nieraz również usilnie podkreślają nauczyciele fizyki, za­
znaczając, że uczniowie tych klas często wcale nie pojmują zależności 
proporcjonalnej. W tym przypadku widzimy właśnie pozostałość daw­
nych reguł, dawnego powierzchownego schematyzmu.

Powyżej zaznaczone zadanie, jeżeli uczeń odrazu został przyzwy­
czajony do sumiennego badania zależności między wielkościami, nie 
może przedstawić czegoś osobliwego, należy tylko dokładnie wyjaśnić, 
że zależność pomiędzy kapitałem razepi z procentami a czasem nie jest 
zależnością proporcjonalną, t. j. nie spełnia żadnej z definicji tej zależ­
ności. Żeby o tern przekonać uczniów, najlepiej jest wziąć konkretny
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przykład i poddać go badaniu. Weźmy taki przykład. Niech 
pitał 200 zł. i stopa procentowa 5.

Po 1 r. kapitał ten zmieni się na 210
V 2 1 . V V „ 220
Y) 3 1 . Y> V V 230
V 4 1. V V » V w 250
V H  i- V V V V 256

będzie ka-

Jeżeli weźmiemy stosunek dwóch jakichkolwiek elementów pierw­
szego ciągu, nie równa się on ani prostemu, ani odwrotnemu stosun­
kowi dwóch odpowiednich elementów drugiego. Stąd wnioskujemy, że 
pomiędzy wielkościami: kapitał z procentami i czas, nie istnieje zależ­
ność proporcjonalna, a dlatego zadanie, w które te wielkości wchodzą 
nie może być rozwiązane zapomocą reguły trzech. Z drugiej strony, je­
żeli weźmiemy dwa kapitały z procentami przy danym jednakowym 
czasie, to pomiędzy niemi zależność proporcjonalna istnieje. Np., niech 
będą dwa kapitały: 200 zł. i 300 zł., a stopa procentowa 5.

200 zł. 300
Po 1 roku 1-y kapitał zamieni się na 210 „ — Il-gi na 315
„ 2 latach „ „ „ „ „ 220 „ „ „ 330
* 3 „ „ „ „ „ 230 „ „ „ 345

i t. d.

zł.
»
V

Stosunek dwóch elementów, np. 210 i 230 pierwszego ciągu wy­
nosi: 210:  230 ==fc,, a dwóch odpowiednich elementów drugiego: 
315:345 =  §|. To samo będzie z każdą parą Stosunków elementów od­
powiednich. Z tego wynika, że te dwie wielkości są wprost propor­
cjonalne.

M o ż n a  tutaj  z a s t o s o w a ć  r ó w n i e ż  p r a w o  r o z d z i e l n o ­
śc i  i na j e g o  z a s a d z i e  d o j ś ć  do  w n i o s k u  o p r o p o r c j o ­
na l n o ś c i .

Z tego rozważania wynika, że, jeżeli za jeden kapitał z procen­
tami weźmiemy dany w zadaniu, a za drugi np. 100 z procentami też 
ohrzymanemi w tym samym czasie, to proporcjonalność będzie istniała 
i na tern możemy oprzeć rozwiązanie. Tym drugim kapitałem może być 
tak samo dobrze 1 jak każdy inny kapitał, ale 100 jest wygodniejsze, 
bo zgodnie z umową łatwiej obliczać procenty.

Przy przerabianiu zadań na procenty, dobrze jest wkońcu wpro­
wadzić formułę i zapomocą niej prowadzić obliczenia. Taka formuła ze 
względu na krótkość i łatwość rachunku używana jest w praktyce han­
dlowej, z czem nauczanie z różnych względów liczyć się winno. Z jed-

p
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nej strony taka formuła ma wartość dydaktyczną, jako wyraz skonden­
sowany poznanych rzeczy, z drugiej —  zbliża naukę do życia prak­
tycznego.

Taką formułę można podać w kilku postaciach zależnie od tego, 
czy weźmiemy za jednostkę czasu rok, czy też miesiąc lub dzień. Po­
damy tu formułę uzależnioną od ostatniej jednostki i przytem tak, jak 
to się używa na kontynencie, gdyż w Anglji rok liczą dokładniej — 
365 dni, a na kontynencie 360.

Mamy: p K . d . s 
36000 ’

gdzie p — są pieniądze procentowe, K — kapitał, d —  liczba dni, 
s — stopa procentowa.

Formułę tę można przedstawić w takiej formie: 

p =  K ■ “  -3 6 0 0 0 -
wobec czego obliczenia w praktyce prowadzą się nieraz tak, że są uło-

sżonę tabelki, w których podana jest wartość spółczynnika 

tość tę mnożymy potem przez Kd.

Np. dla 2°/0 ten spółczynnik jest równy J8o0(,

36000 i war-

ot o/¿4 /0

4%

f '6o o n
i

i O H O i)
t j t fł ‘»000 1 u u-

Przy obliczaniu formuł wygodnie jest stosować nieraz tak zwaną 
„praktykę welficką“ , polegającą na rozkładaniu danego ułamka, na t. zw. 
pierwotne, t. j. mające w liczniku 1. Weźmy przykład:

T r z e b a  o b l i c z y ć  5% od k a p i t a ł u  7624,65 zł. za 43 dni.
Z formuły dostajemy:

76 2 4 , 6 5 . 4 3 . 5  _  7624,65 . 43
36000 7200

= = 76,2465.(1  +  *  +  * ) ;
76,2465.4 =38 ,1232 ,

„ *  =  6,3539,
1,0589,

76,2465 . =

t_T 2

czyli p
45,54 

45,54 zł.*)

*) Przykład zaczerpnięty z książki Prof. F. Ungera p. t.: „Der Rechnenunter- 
richt auf allen Stufen*4. J. Klingliardt, Lipsk, 1912. Str. 156. Książka bardzo uży­
teczna dla nauczycieli 6-go i 5-go roku nauczania oraz autorów zbiorów zadań.



Oczywiście cały rachunek jest wykonany z przybliżeniem, jak to 
się robi w handlowych obliczeniach. Więc np. w pierwszej i ostatniej 
z otrzymanych liczb opuściliśmy pewną cząstkę, w drugiej wzięliśmy 
z nadmiarem oraz rezultat jest obliczony też z nadmiarem, ale tak, że 
przez to omyłka jest mniejsza. Te rzeczy mogą być tutaj w takich ele­
mentarnych przykładach uczniom wytłumaczone.

Rzecz jasna, że z powyższej formuły można nietylko obliczać pie­
niądze procentowe, ale również kapitał, liczbę dni i t. p.

Z obliczeniami procentowemi blisko się wiąże tak zwane d y s ­
k o n t o  weks l i .

Sprawa to czysto praktyczna, handlowa i wymaga też praktycz­
nego traktowania. Nauczyciel przedewszystkiem powinien całą sprawę 
dokładnie przedstawić, a dlatego powinien opowiedzieć jaką rolę od­
grywa weksel, jakie ma znaczenie w handlu, przedewszystkiem zaś po­
winien uczniom pokazać blankiet wekslowy naklejony na tekturce, wy­
jaśniając znaczenie każdego szczegółu i podając odpowiednie nazwy. 
Takie wyjaśnienia mają wielkie znaczenia dydaktyczne, zapoznają dzieci 
z pewnemi ważnemi sprawami życia rzeczywistego i stosunków ludz­
kich, a z zadań robią nie sztuczne przeróbki, a realne zagadnienia, 
realne o tyle, o ile one mogą być takiemi dla ucznia 13-letniego. Rodzi 
się tu poważny problem pedagogiczny.

Można się oczywiście sprzeczać, czy umysł ucznia 3-ej klasy jest 
przygotowany do zrozumienia tych rzeczy, ale jedno jest pewne, że 
brak wyjaśnień zawsze czyni ten dział nauki pustym i nudnym.

Doświadczenie uczy, że dobrze zrobione objaśnienie, pobudzanie 
uczniów do pytań, wskazanie im na pewne fakty życiowe znane ze sły­
szenia, ale nie rozumiane jasno lub wcale nie uświadamiane pobudza 
na tyle ich zainteresowanie, że można na niem jako tako się oprzeć 
i wypędzić zmorę nudy z klasy, gdzie pracujemy. Z drugiej strony nie 
zapominajmy nigdy, że szczególnie dla naszego kraju jest rzeczą ważną 
dokładniejsze poznanie stosunków handlowych nietylko śród przedsta­
wicieli handlu, ale śród szerokich mas. .Jest to ważna dźwignia ekono­
micznego odrodzenia naszej Ojczyzny, podźwignięcia różnych koniecz­
nych funkcyj życia materjalnego, a tern samem zbudowania trwałego 
fundamentu narodowej kultury i niezależności.

Dyskonto zwykle zjawia się w szkole w dwóch postaciach: jako 
dyskonto handlowe i matematyczne, przyczein nieraz spotykamy się 
z mylnym poglądem, że dyskonto matematyczne jest sprawiedliwe, a han­
dlowe nie. Każdy z tych sposobów dyskontowania jest oparty na pewnej 
u mo wi e ,  która ma za sobą realne warunki życia odnośnego, opiera się 
o potrzeby praktyki. .Jest niewłaściwością ocenianie tych spraw, które
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płyną z potrzeb realnego życia terminem: sprawiedliwy lub niesprawie­
dliwy. Dyskonto handlowe jest nawet „sprawiedliwsze“ z różnych wzglę­
dów, niż matematyczne, bo stawia płacącego przed terminem w wygo­
dniejsze warunki, a tern samem ożywia obrót pieniężny i wzrastanie 
bogactwa.

0  tych rzeczach nauczyciel powinien powiedzieć uczniom, powi­
nien podkreślić, że dyskontowanie nie jest czemś wypływającem z na­
tury rachunku, lecz sposobem, u mo wą .  Przytem można nazywać dys­
konto handlowe, dyskontem od 100, co podkreśla jego istotną właści­
wość, a dyskonto matematyczne — dyskontem na sto.

Określenie dyskonta matematycznego może być podane jeszcze 
naczej, a mianowicie: „zdyskontować weksel matematycznie, znaczy, 
znaleźć taki kapitał, który za czas pozostały do terminu zamieni się na 
walutę weksla“ . W ten sposób dyskonto matematyczne będzie zwykłem, 
znanem zadaniem na procenty.

Poza tern dyskontowanie nie" wysuwa jakichś szczególnych za­
gadnień. Jedno jeszcze nadmienimy, że dyskontowanie, szczególnie han­
dlowe, może się nieraz praktyczniej odbywać przy innym sposobie ra­
chowania, niż się to zwykle odbywa. Ten sposób pedagogicznie i prak­
tycznie jest słuszniejszy. Weźmy np. zadanie: w e k s e l  o w a l u c i e  
4600 zł., k t ó r e g o  t ermi n p r z y p a d a  16 l i p c a  b y ł  z d y s k o n t o ­
w a n y  1 c z e r w c a  p r z y  s t o p i e  6; i le z a p ł a c o n o ?

Od 1 czerwca do 16 lipca mamy 45 dni (a);

6°/0 odnośnie do 45 wynosi  ̂ ^ % =  x tf/o kapitału (b);
obO

|°/o °d 4600 zł wynosi — =  34,50 zł dyskonta (c);

4600 zł — 34,50 =  4565,50 zł (d).

Dyskonto handlowe robione w ten sposób jest ze względu na prak- 
tyczność i jasność wygodniejsze. Przy dyskoncie segregacja utarta zadań 
z przemianą niewiadomej jest jeszcze więcej teoretyczna, niż przy 
procentach, gdyż w praktyce zadania tego rodzaju, jak poszukiwanie 
stopy dyskonta lub czasu zdarzają się bardzo rzadko. Należy najpierw 
dyskonto handlowe przerobić wskazanym tu sposobem, potem można 
przejść do „szkolnego“ sposobu, a za nim do dyskonta matematycznego.

Przy tym „szkolnym“ sposobie można oczywiście uwzględnić jako 
ćwiczenie i wspomniane zadania teoretyczne, nie kładąc na nie zbyt­
niego nacisku.

Jednym z najbardziej związanych z pojęciem zależności propor­
cjonalnej rodzajów zadań w ostatnim dziale arytmetyki są tak zwane za­
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dania na podział proporcjonalny prosty i złożony. Zwykłe traktowanie 
tego działu jednakże znowu schematyczne i sztuczne, co szczególniej 
odbija się w zadaniach, gdzie liczb, do których należy podzielić pro­
porcjonalnie, jest więcej niż 2. Muszę tej sprawie parę słów poświęcić.

Przypuśćmy, że mamy zadanie: l i c z b ę  3570 p o d z i e l i ć  p r o ­
p o r c j o n a l n i e  do  l i c z b  3 i 4.

Określamy: podzielić wprost proporcjonalnie do danych 2 liczb 
znaczy podzielić na takie 2 części, żeby stosunek pierwszej części do 
pierwszej liczby równał się stosunkowi drugiej części do drugiej. To 
określenie później można rozszerzyć na większą liczbę części.

A w ięc:

I : II -  3 : 4.

I  n
'3 ~~ 4

t. j. trzecia część pierwszej części danej liczby równa się £ — drugiej. 
Oznaczmy każdą z tych równych sobie części szukanych liczb przez a, 
wtedy I = = 3 a

II =  4 a
I +  II =  7 a,

a więc 3570 — 7 a, skąd a — 510 
i 1 =  1530, a II =  2040.

Rozumowanie tu przedstawione jest zupełnie naturalne i nie może 
budzić u ucznia, którego dobrze uczono poprzednio, żadnych wątpli­
wości. Oczywiście robimy z niego wniosek w postaci zwykłego rozwią­
zania tych zadań. Wobec zależności odwrotnie proporcjonalnej rozumu­
jemy tak samo.

Określenie dajemy w ten sposób: podzielić daną liczbę na dwie 
części odwrotnie proporcjonalnie do 2 danych liczb znaczy podzielić ją 
tak, aby stosunek pierwszej części do drugiej z danych liczb był równy

stosunkowi, drugiej części do pierwszej liczby. A w ięc:

Przy podziale na dwie części można już zwrócić uwagę na pewien 
ważny później fakt.

Mianowicie równość: —  =  —  można przedstawić jak następuje:3 4

I x  h =  II X  i =  a
i rozpatrując te dwa iloczyny, zastosować do nich znane określenie sto­
sunku, a stąd wyprowadzić, że:

II : 1 =  ł : lalbo I : II =  J : \ =  *  : A  =  3 :4.



56

Stąd części szukane są do siebie w takim stosunku jak dane liczby. 
Nauczyciel winien tu zwrócić uwagę na możliwość innego określenia 
podziału i równoważność jego z poprzedniem.

Z tego wypływa, że jeżeli dwie szukane liczby są proporcjonalne 
wprost do 3 i 4, to są odwrotnie proporcjonalne do ^ i {  i naodwrót. 
Z tego korzystamy później przy podziale odwrotnie proporcjonalnym 
do szeregu liczb.

Dalej występuje podział wprost proporcjonalny do 3 liczb, np. 
do 3, 4 i 5. Piszemy, nie zmieniając, lecz rozszerzając określenie

1  i1 I11
3 5

U m ó w i o n o  się z a p i s y w a ć  to k r ó c e j  tak:  

1 : II : II -  3 : 4 : 5.
Z tego zaraz wynika określenie podziału odwrotnie proporcjonalnego 

przy większej liczbie części. Podzielić daną liczbę na części odwrotnie 
proporcjonalne do szeregu danych liczb, znaczy tyle, co podzielić tę liczbę 
wprost proporcjonalnie do odwrotności tychże liczb. Umówiono się to 
zapisywać tak: I : II: III

Gdy się wprowadza i używa proporcyj można podać inne wyjściowe 
definicje podziału proporcjonalnego. Podzielić daną liczbę proporcjonalnie 
do dwóch lub więcej danych liczb znaczy podzielić ją na części, których 
stosunki byłyby równe stosunkom odpowiednich danych liczb przy po­
dziale prostym i ich odwrotności przy odwrotnym. Droga rozumowania 
w tym przypadku musiałaby być zbudowana na właściwościach proporcyi 
dotyczących możliwości przestawiania w niej wyrazów.

Niekiedy, co ma charakter bardziej teoretyczny i nie zasługuje na 
większą uwagę, warunki podziału podane są w sposób inny. Np. należy 
podzielić daną liczbę na trzy części tak, aby stosunek pierwszej do dru­
giej był równy 4 : 3 ,  a drugiej do trzeciej: 5 : 6 .  Zadanie podobne prak­
tycznie bardzo rzadkie wynika poniekąd z oparcia teorji podziału pro­
porcjonalnego na teorji proporcyj.

Z warunków zadania wynika, że:
I : II — 4 : 3 
II: III =  5 : 6

Z tego wynika natychmiast po wzróceniu uwagi na różnicę poprzed­
nika w drugim liczbowym stosunku i następnika w pierwrszyin, które 
odpowiadają tej samej drugiej części, że można, korzystając z własności 
stosunku: napisać:
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I : 11 =  20 : 15 
II: III =  15 : 18,

a stąd zgodnie z umową: I : II: III =  20 : 15 : 18 i t. d.
Przytem należy naprowadzić na pomysł podobny do sprowadzenia 

liczb do wspólnego mianownika lub licznika, pomysł, oczywiście, dość 
sztuczny tak samo, .jak całe zadanie. W podręcznikach rachunku 
tego rodzaju zadania s t a n o w c z o  za d u ż o  u w a g i  za j muj ą .  Zu­
p e ł n i e  na to nie  z as ł ugu j ą .  W i n n y  się z j a w i ć  wt e d y ,  g d y  
b ę d z i e m y  miel i  do c z y n i e n i a  z r ó w n a n i a m i  1-go s t opni a .

Ważniejszem jest zadanie podziału proporcjonalnego do kilku sze­
regów liczb. Tutaj słusznie stosujemy zwykle metodę sprowadzenia do 1, 
jak to się zwykle nazywa. Np. przy zadaniu podziału danej sumy pie­
niężnej pomiędzy kilka nierównych grup robotników, pracujących grupami 
niejednakową liczbę dni, sprowadzamy zadanie do innego, w którem czas 
albo liczba robotników w każdej grupie są równe 1. Oczywiście i tutaj 
występuje rozważanie zależności pomiędzy wielkością szukaną a repre- 
zentowaneini w szeregach danych liczb. Zadanie to ma tę wartość, że 
pogłębia pojęcie zależności proporcjonalnej i ma charakter czysto arytme- 
tyczno-rachunkowy.

Prócz podziału proporcjonalnego robią w szkole zwykle jeszcze za­
dania na mieszaninę, gdzie, szczególniej t. zw. zadania 2-go rodzaju, 
budzą pewne trudności u uczniów. Weźmy dla przykładu zadanie: 
k u p i o n o ,  p ł a c ą c  za k a ż d y  f unt  po  1 zł. 40 gr., 30 f. h e r b a t y  
d w ó c h  g a t u n k ó w  z m i e s z a n y c h  r a z e m :  po  1 zł. 20 gr. i po 
1 zł. 50 gr. Ile f u n t ó w  b y ł o  k a ż d e g o  g a t u k u  w m i e s z a n i n i e ,  
j e ż e l i  s p r z e d a ż  o d b y ł a  się bez  s t r a t y  i z y s k u ?

Ponieważ na każdym funcie pierwszego gatunku zarobiono 20 gr., 
więc na ^  f. zarobiono 1 gr.; tak samo na f. drugiego — tracono 1 gr. 
Niech liczba funtów pierwszego będzie x , a liczba funtów drugiego —  y. 
Wobec tego, że nie było ani straty, ani zysku, na pierwszym gatunku zaro­
biono tyleż groszy, co stracono na drugim, inaczej mówiąc -¿0 tyle razy 
mieści się w x , ile jl()- w y ,

a stąd w : =  y :
czyli x : y  =  =  1 :2.

Takie rozumowanie nieraz prędzej „trafia do głowy“ .
Co się tyczy sposobu zamiany monet należy się ograniczyć do 

prostych przykładów, nie starając się, jak to często bywa w podręczni­
kach, używać w zadaniu możliwie wielkiej ilości różnych monet. 
W praktyce to się często nie zdarza, a robienie w szkole zadań trud­
niejszych, niż wymaga praktyka, nie jest słuszne, tern bardziej, że sama 
rzecz niczego pouczającego dla myślenia nie zawiera.
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Cały ten ostatni dział arytmetyki początkowej stanowi jedną całość 
przesiąkniętą jednem pojęciem zasadniczem: prostej i odwrotnej zależ­
ności proporcjonalnej. Na wyjaśnienie tego pojęcia, jasność rozumowania, 
umiejętność i sprawność rachunku należy przedewszystkiem główną zwró­
cić uwagę.

W szkole średniej, gdzie zakończenie arytmetyki wymaga przejścia 
do następnego działu matematyki, t. zw. algebry, konieczne jest szersze 
stosowanie różnych formuł, które w sposób zwięzły przedstawiają treść 
odnośnych zagadnień. Te formuły dla szkoły elementarnej wyższej są 
również pożyteczne, jak to w tej książce nieraz mówiliśmy, bo stanowią 
koronę, właściwe zakończenie długiego procesu indukcyjnego. Można je 
układać i dla dyskonta, i dla mieszaniny, i dla podziału proporcjonalnego, 
a także nie należy zapominać o poprzednich, dotyczących własności 
głównych działań arytmetycznych. Arytmetyka dla wielu ludzi jest całą 
ich wiedzą matematyczną, a dla innych — podstawą dalszej nauki. 
W obu przypadkach zastosowanie formuł ma swoją wartość.

Ogromnie ważnem jest przy nauczaniu tego działu rachunku bardzo 
uważne podkreślenie rzeczy zasadniczych, t. j. pojęć dotyczących zależ­
ności proporcjonalnej. Wszystko inne ma tylko wyłączne znaczenie 
praktyczne i jest terenem zastosowania tych pojęć nie zaś, jak to często 
bywa, jakiemś odrębnem każdorazowo zagadnieniem.

W nauczaniu matematyki, jak zresztą wszędzie, spierają się ze sobą 
dwie tendencje: teoretyczna mająca na względzie ogólne-wykształcenie 
i praktyczna — związek nauki z walnemi problemami życia. Jesteśmy 
świadkami krańcowości w tej dziedzinie: albo wyłącznego teoretyzowania, 
albo też utylitaryzmu.

Ani jedno, ani drugie nie jest pożądanem. Pierwsza tendencja nie 
osiąga celu zarówno ze względu na opór jaki stawia umysł dziecka, 
produkuje werbalizm i prowadzi do zaniku zainteresowania, czyniąc 
pracę nauczyciela uciążliwą i niewdzięczną. Druga rychło degeneruje się 
w schezmatyzm praktyczny, nie ubiegający się o rozumienie narzędzia, 
skoro umiemy go używać.

Ale i jedna i druga zawierają zdrowe ziarno prawdy. Nauczanie 
nie może zapomnieć o potrzebie klarowania jasnych pojęć i powolnego 
rozwijania tego idealizmu, który leży na dnie twórczości kulturalnej. 
Idealizm ten jest bardzo „praktyczny“ . Nie może ono też dla samego 
rozwoju sił duchowych człowieka zapominać starej odwiecznej zasady: 
non scholae sed vitae discimus.

W życiu realnem obydwa te czynniki są ze sobą złączone. Tylko 
umysł nasz sztucznie oddzielił je od siebie, a tradycyjne formy na­
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uczania utrwaliły ten rozdział w postaci nienaturalnych, karykaturalnych 
często kształtów jakie to nauczanie przybiera.

Jasne pojęcia są dobremi narzędziami praktycznego myślenia i pracy. 
Szkoła nie może zapomnieć o ich wyrobieniu tak samo, jak nie może 
przeoczyć, że te jasne pojęcia mogą być zdobywane tylko na tle real­
nych zagadnień.

Przedstawiony powyżej w zwięzłej formie przebieg nauczania w każ­
dym roku poszczególnym a w szóstym osobliwie usiłuje zilustrować 
właściwą metodę pojednania żywego obu wspomnianych czynników. 
Takie dobre pojednanie jest ostatecznie dziełem sztuki, którego nie za­
stąpi opis teoretyczny, a która zjawia się jako wyraz pracy przygoto­
wanego nauczyciela w dobrze zorganizowanej szkole.

Bardzo ważną rzeczą jest podręcznik do zadań. Zrobiliśmy już w tej 
dziedzinie krok naprzód. Zbiór T. Sierzputowskiego przewyższa poprzednie 
rozmaitością i układem. Sprawa jednakże daleką jest jeszcze od rozwią­
zania już z tej prostej przyczyny, że takie rozwiązanie jest zawsze wy­
nikiem warunków szkolnych i im odpowiadających najbardziej przysto­
sowanych metod nauczania.

Zakończenie nauki rachunku wiąże się z inną sprawą natury prak­
tycznej. Chodzi o rachunek przybliżony. Niewątpliwie ważna to sprawa, 
różne jednakże względy przemawiają za zaniechaniem jego w szerszym 
zakresie na tym poziomie rozwoju umysłowego uczniów. Jest on niewąt­
pliwie potrzebny w praktyce i nauczenie wykonywania działań z przy­
bliżeniem nie jest, o ile chodzi o czysto mechaniczne wykonywanie, 
rzeczą trudną. Inaczej się przedstawia jego strona wewnętrzna. Tutaj 
napotykamy na niemałe trudności. Ominięcie ich, ograniczenie się li tylko 
do wprawy w wykonywaniu byłoby zapoznaniem owego idealnego pier­
wiastka, który tkwić winien pomimo wszystko wr każdym momencie na­
uczania. Sądzę, że jednakże na rachunek przybliżony miejsce znaleźć się 
winno w programie szkoły średniej wtedy, gdy uczeń spotyka się z liczbą 
niewymierną i oblicza wyrażenia pierwiastkowe1). Właściwe obliczanie 
takich wyrażeń nie jest czemś samo przez się ważnem, wagę tę nadamy 
mu, gdy przy sposobności nauczymy obliczeń przybliżonych. Będzie to 
pożytecznem przygotowaniem do nauki logarytmów, a jednocześnie rzeczą 
wysoce kształcącą, a tak niesłusznie zgoła zaniedbaną. Metodyści angielscy 
i niemieccy wprowadzają nieraz rachunek przybliżony bardzo wcześnie, 
do rachunku początkowego, nie podają jednakże nigdy dobrej i jasnej 
metody jego nauczania* 2).

*) Patrz w sprawie prostej teorji rach.-przybl. pracę p. Boutroux p. t. : Les 
principes de l’Analyse mathématique. Exposé historique et critique. T. 1: Paris. 1914.

2) Patrz np. Lietzmann 1. c., Unger 1. c., Chope 1. c. i wielu innych.



ROZDZIAŁ III.

W roku szóstym nauczania obok powyżej nadmienionego kursu 
rachunku wprowadzają naukę algebry,. która rozpoczyna się albo odrazu 
przy 2-ch godzinach tygodniowo, albo w półroczu drugiem lub też wtedy, 
gdy to uzna za możliwe nauczyciel. To ostatnie rozwiązanie uważać na­
leży za najodpowiedniejsze z tego względu, że przejście od rachunku 
do algebry jest i musi być o tyle stopniowo przeprowadzone, by uczeń 
nie czuł, że ma do czynienia, jak, niestety, zbyt często bywa, z czemś 
zgoła odmiennem, lecz dalszym, konsekwentnym rozwojem znanych mu 
już pojęć.

Nauczanie początków algebry przedstawia w praktyce niemniejsze 
trudności, niż nauczanie rachunku. Jakkolwiek młodzież jest już starsza 
i więcej rozwinięta umysłowo, przedmiot sam wysuwa zagadnienia o wiele 
zawilsze, które nieraz nie są jasne dla samego nauczyciela. Do takich 
zagadnień należy np. nauka o liczbach względnych. Stanowi ona praw­
dziwą piętę Achillesową każdego podręcznika i jest poniekąd miarą nie- 
tylko wyrobienia dydaktycznego autora, lecz i jego obznajomienia mniej 
lub więcej gruntowmego z nauką.

Z drugiej strony, o ile zagadnienie nauczania pierwszych początków 
rachunku, a więc rachunek z liczbami całkowitemi ma do pomocy roz­
ległą literaturę, o tyle nie może się tern poszczycić bynajmniej już nauka 
ułamków7, a tern bardziej zwykły program 6-go roku nauczania.

Zwykle zaczynają naukę algebry od szablonowego określenia, że 
algebra odróżnia się od arytmetyki tem, że używa liter zamiast liczb. 
Wiadomo każdemu, że arytmetyka teoretyczna też używa symboli lite­
rowych. a algebra znowu posiada całe działy, jak np. rozwiązywanie 
równań liczbowych, gdzie rachunek wysuwa się na czoło. Powyższe 
określenie jest błędne, a gdybyśmy chcieli dać właściwe, musielibyśmy 
używać takich pojęć, które dla rozumu ucznia w każdym razie nie by­
łyby przystępne. Takie określenie jest trudne zresztą nietylko dla ucz­
niów. Zupełnie tak samo jak wiele zagadnień chemji wkracza w dzie­
dzinę fizyki i odwrotnie, tak też wiele pojęć arytmetyki i analizy wcho-
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dzi do algebry i naodwrót. Ścisłe rozgraniczenie tych rzeczy jest trudne, 
a przytem bezpłodne*).

Wobec tego wskazanem jest zamiast określenia nauki nowej poda­
wać te zagadnienia, które zjawiają się w polu widzenia myśli, do któ­
rych konsekwentnie prowadzi rozwój znanych pojęć.

P i e r w s z ą  r z e c z ą ,  na k t ó r ą  n a l e ż y  z w r ó c i ć  u w a g ę ,  j e s t  
w y k a z a n i e  z n a c z e n i a  f o r m u ł y  i o d p o w i e d n i e  p r z y g o t o w a ­
nie p o j ę c i a  o n i e j .

W poprzedniej nauce przyzwyczailiśmy ucznia do stosowania ozna­
czeń literowych przy formułowaniu własności działań. Własności te na­
leży zebrać razem, przedstawić w formie ogólniejszej i nawiązać do nich 
niektóre nowe pojęcia. Rozpatrzmy je pokolei.

Prawo  p r z e m i e n n o ś c i  p r z y  d o d a w a n i u .  Wyraziliśmy to 
prawo poprzednio w ten sposób:

a +  b =  b +  a.

Prawo to można rozszerzyć na większą liczbę skłądników:

a +  / ) - f - c  =  a +  c +  ft =  6 +  a +  c =  c -| -a + /)  =  c +  ft-|-a:= i + c  +  «
i t. d.

Może się zdarzyć, że niektóre składniki są równe, np. b =  c, w ta­
kim razie zamiast c możemy napisać b, a więc:

a-\-b-}-c =  a-\-b-\~b.

Stąd wynika, że przy stosowaniu prawa przemienności zamiast 
sześciu różnych postaci otrzymamy tylko trzy:

Skrócenie można jeszcze dalej rozciągnąć skoro umówimy się za­
wsze zamiast b -\-b pisać 3 b, zamiast b +  b +  b tak samo 3b  i t. p., 
t. j. skoro zaczniemy używać spółczynnika.

Spółczynnik narazie określimy jako liczbę równych składników 
w sumie.

Wprowadzenie spółczynnika ogranicza jeszcze więcej prawo prze­
mienności : . 0 , 0 , ,a +  2 b — 2 o a.

Jeżeli wszystkie czynniki są równe, rzecz uprości się jeszcze więcej. 
Tutaj odrazu byłoby na miejscu pytanie, ile różnych co do kolei

*) W  Niemczech ustalił się zwyczaj nazywania arytmetyka całego szeregu 
działów należących do algebry w utarłem u nas znaczeniu. Za przykładem tym 
idzie znaczna część nowszych autorów polskich, jakkolwiek np. we Francji lub 
Anglji wyraz algebra używany jest w znaczeniu utarłem.
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składników sum można utworzyć z n składników. Zagadnienie rozwiązać 
można, stosując, rozumowanie przez indukcję matematyczną, ale już 
w formie kompletnej. Otrzymamy wzór:

II„ =  1 .2 .3 . . . n

Nauczyciel, rzecz jasna, może sprawę tę pominąć, dlaczego jednakże 
nie mógłby się skusić o rozwiązanie takiego zagadnienia, tem bardziej, 
że doświadczenie poucza o możliwości tego.

P r a w o  ł ą c z n o ś c i  p r z y  d o d a w a n i u .  Tutaj uczeń uczy się 
używania nawiasów, a więc bardzo ważnej sprawy dla późniejszych prze­
róbek algebraicznych. Sumę: a +  b +  c należy rozumieć w ten sposób, że 
do a dodajemy najpierw b, a potem c. Toż samo można oznaczyć inaczej:

a -f- b +  c — (a 4- b) +  c,
co znaczy, że c dodajemy do s u my :  a +  b.

Tak samo będziemy interpretowali, gdy mamy równość:

a +  b -f- c =  a -f  (b -j- c), 
co znaczy, że do a dodajemy sumę: b +  c.

Przy większej liczbie składników zjawia się potrzeba używania 
różnych rodzajów nawiasów. Np.:

a -f  b -f- c +  d =  [ (a -f- b) +  c] -j- d,

co znaczy, że do sumy: a +  ó dodaliśmy składnik c, a następnie do no­
wej sumy: (a +  b) -f  c dodaliśmy znowu jeden składnik i t. d.

Widzimy więc, że z prawem łączności przy dodawaniu wiąże się 
stosowanie nawiasów, jako specjalnego umówionego sposobu oznaczania 
kolejności wykonywanych działań.

Dodawanie do sumy i dodawanie sumy wynika bezpośrednio jako 
odwrócenie.

Nie trzeba przeoczyć jednoczesnego używania symboli literowych 
i liczb. Np. liczba o 2 większa niż a jest a +  2, a liczba dwa razy 
większa niż a jest 2 a.

Wprowadzając systematyczniejszą symbolikę matematyczną, należy 
uczyć zamiany wyrażeń słownych na wyrażenia przedstawione zapomocą 
tej symboliki i jednocześnie, co jest z tem związane, uczyć układania 
formuł rozwiązujących dane zadanie. Powyższe wystarcza tylko do tych 
zadań, gdzie wchodzi samo dodawanie lub mnożenie przez liczbę całko­
witą, po rozpatrzeniu zaś własności wszystkich działań rzecz ta należy­
cie się zbogaci.

Przy odejmowaniu zatrzymujemy się narazie na sprawie odejmowania 
sumy i odejmowania od sumy z odpowiedniem używaniem nawiasów.
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Dalej nastąpić powinno rozszerzenie używania nawiasów w tych 
przypadkach, gdy nietylko sumy bierzemy na uwagę, lecz i różnice. 
Należy zwrócić uwagę na odpowiednią interpretację takich wyrażeń, jak: 

a +  b — c — a +  (b — c) — (a +  b) — c.

Na szczególną uwagę zasługuje odejmowanie różnicy i wyjaśnienie 

wzoru : a -  (/, _  c) =  a -  b +  c -  (a -  b) +  c.

Wzór ten należy otrzymać przez rozumowanie odpowiednie doty­
czące odejmowania różnicy, gdzie można zacząć od wzoru:

a — (b — c) =  a — b +  c i t. d.

Rozumowanie można poprzeć konkretnemi przykładami.
Rozumowanie to opiera się w swej istocie na fakcie znanym dzie­

ciom i zgodne jest z myśleniem indukcyjnem. Faktem tym jest zmniej­
szanie się liczby odjemnej przy wzrastaniu odjemnika oraz ocenie ilo­
ściowej powstających przytem zmian. Jeżeli od a odejmiemy b otrzymana 
różnica: a — b jest za mała. Za mała o c, aby więc otrzymać właściwą 
należy zwiększyć ją o c. Np., gdy ktoś wyjął z urny zamiast potrzeb­
nych 5 gałek — 7, winien dwie gałki wrzucić z powrotem. Można nawet 
układać zadania odnośne, które byłyby bardzo pożyteczne.

Przy podobnych wypadkach należy pamiętać, że przed nami nie 
jest ścisły formalnie proces rozumowania dedukcyjnego, że ciągle i na 
tym poziomie, i w danym dziale nauczania mamy do czynienia z zasto­
sowaniem indukcyjnego procesu myślenia. Różnica tylko polega na tern, 
że zamiast oddzielnych liczb mamy ogólne symbole liczbowe. Różnica 
to jednakże tylko formalna, a proces indukcji równie dobrze może do­
tyczyć postrzeganych faktów konkretnych, jak wytworów symbolicznych 
w postaci liczb ciągu naturalnego i ułamków oraz oznaczeń ogólnych. 
Często tego nie rozumiemy, przyczem działa tu oczywiście przyzwycza­
jenie urobione na nauce poprzedniej.

Jako uogólnienie indukcyjne wystąpi dodawanie i odejmowanie 
wyrażeń mieszanych postaci:

a +  (b — c +  d) lub a — (b — c -f- d).

Przy rozwiązaniu ich nastąpi spostrzeżenie, że w wyrażeniach mie­
szanych może być zastosowane prawo przemienności nawet wtedy, gdy 
mamy odejmowanie, np.

a — b -j- c  — {a -j- c) — b — a +  c — b.

W ten sposób rodzi się pierwsze pojęcie o sumie t. zw. algebraicznej 
oraz o ogólnych własnościach usuwania nawiasów przy dodawaniu 
i odejmowaniu.
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Rzecz to bardzo wielkiej wagi i musi być starannie wykonana. 
Uczeń tu pierwszy raz spostrzec może, że w wyrażeniu liczba oddzielna 
związana jest ze swoim znakiem, który nie zależy poniekąd od zajmo­
wanego przez liczbę miejsca.

Oczywistem jest, że nic narazie nie mówimy ani o wielomianach, 
ani o jednomianach, gdyż nazwy te nie mają dla nas w tej chwili ża­
dnej wartości, tkwi w tych nazwach przytem pewna względność, która 
zdolna jest uczynić mętnemi pierwsze pojęcia nauki, a te przedewszyst- 
kiem muszą być jasne.

P r a w o  p r z e m i e n n o ś c i  p r z y  m n o ż e n i u .  Wyrażone było po­
czątkowo w ten sposób.

ab =  ba,

0 ile nie używano tylko formy słownej. Tak samo, jak przy dodawaniu, 
można rzecz rozciągnąć na większą liczbę czynników, np.

abc =  acb — cab =  cba —  bca — bac.

Tutaj tak samo, jak przy dodawaniu, może się zdarzyć, że niektóre 
czynniki są sobie równe a nawet wszystkie. Np. b =  c,

wtedy abc —  ab . b

1 zamiast 6 postaci iloczynu otrzymamy tylko 3:
abb —  bba =  bab.

Dla uproszczenia umówiono się b . b oznaczać przez b 2, b . b . b — 
przez b'A i t. d., iloczyn równych czynników nazywać potęgą, a liczbę 
tych czynników wykładnikiem potęgi. W takim razie iloczyn przedsta­
wić można tylko w dwóch postaciach :

a b 2 =  b 2a.

Należy teraz zająć się bliżej potęgą, jej wykładnikiem, oraz potę­
gowaniem liczb. Przytem natychmiast nasuwać się winno porównanie, 
np. 2 a i a 2, 3 b i b 3 i t. p. To porównanie jest bardzo ważne. Ucznio­
wie tu częste popełniają błędy, potrzebne są ilustracje konkretne. Taką 
ilustracją może być np. kwadrat złożony z a 2 kulek oraz szereg z 2 a 
kulek i t. p. Tu dobrze byłoby rozważać sumy pierwszych potęg, kwa­
dratów, sześcianów i t. p. liczb ciągu naturalnego oraz podawać do in­
dukcyjnego sprawdzenia formuły ogólne.

W danym przypadku tak samo, jak przy dodawaniu, można zapy­
tać, ile może być różnych co do formy iloczynów przy n czynnikach. 
Zagadnienie to w przypadku, gdy niektóre czynniki są równe może dać 
powód do całego szeregu zadań dla uczniów, które, nie należąc do urzę­
dowego kursu, pomimo to mogą być przez ciekawsze i żywsze urny-



słowo jednostki rozwiązywane. Wprowadzenie iloczynu pozwala nam 
uogólnić pojęcie spółczynnika, które powyżej przy dodawaniu było zro­
zumiane zbyt wąsko.

Obok czynników oznaczonych symbolami literowe mi mogą zacho­
dzić liczby, np.:

3 3
a — a.4 4

Umówiono się w takich przypadkach zawsze czynnik liczebny pi­
sać na początku i nazywać go spółczynnikiem. Nauczyciel wskaże, że 
pierwsze pojęcie o spółczynniku jest szczególnym przypadkiem obecnego, 
które jest ogólniejsze.

Prawo ł ą c z n o ś c i  p r z y  m n o ż e n i u  nienasuwa osobliwych uwag, 
należy jednakże podkreślić, że przy o b l i c z a n i u  i l o c z y n u  łączenie 
czynników w odpowiedni sposób może bardzo ułatwić otrzymanie re­
zultatu. Z drugiej strony prawo łączności pomoże później do wyznacze­
nia i sformułowania prawa znaku iloczynu.

Ważne natomiast ma znaczenie p r a wo  r o z d z i e l n o ś c i  p r z y  
m n o ż e n i u .

Formułowaliśmy to prawo w ten sposób:

(a b) c — a c b c.

Rzecz jasna, że można zaraz rozszerzyć to samo na większą liczbę 
składników w sumie i, co ważniejsze, dojść do znalezienia formy iloczynu 
w przypadku:

(a +  b) (c +  d).
Piszemy najpierw: -o Państw.

(a +  b) (c +  d) =  a (c +  d) -f  b (c +  d), \ 'i  i>eo v:
a potem (a +  b) (c d) — a c -f  a d -j- b c -f- b d.

Po otrzymaniu takiego rezultatu należy zwrócić uwagę, że iloczyn 
tworzy się jako suma iloczynów cząstkowych, powstających od pomno­
żenia każdego składnika mnożnej przez każdy składnik mnożnika.

Przy tej sposobności na miejscu jest zwrócenie uwagi na poprzed­
nio znane przypadki mnożenia, np.: 5 f X §• Uczniowie, jak wiadomo, 
chętnie mnożą oddzielnie całości i oddzielnie ułamki a następnie dodają.

Prawo rozdzielności rozszerzamy zaraz na ten przypadek, gdy 
mamy do czynienia z różnicami. Najpierw bierzemy na uwagę tylko 
jedną różnicę: (a — b) c — a c — bc. Dalej rozważamy iloczyny-:

(a — b) (c -f- d) =  a c — b c -f a d — b d, 
oraz : (a — b) (c — d) =  ac  — bc  ad  -f bd.

Nauczanie matematyki początkowej. Cz. II. 5
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Rzecz jasna, że zaczynamy najpierw od iloczynu

(a — b) (c +  d).

Tu pierwszy raz wprowadzamy skrócone oznaczenie. Należy to 
usilnie podkreślić, gdyż rzecz ta ma wielkie, bardzo wielkie znaczenie 
dla rozwoju matematycznego myślenia ucznia. Wszak później proces ten 
nieraz się będzie powtarzał przy różnych przypadkach rozumowania. 
Niema tu nowego uogólnienia, jest tylko wprowadzenie nowego symbolu, 
wprowadzenie samodzielne niejako, ale zgodne z indukcyjnem rozumo­
waniem, sprowadzające dany przypadek do znanego poprzednio. A więc 
niech c +  d — m, wtedy

(a — b) (c d) =  (a — b) m =  a m b m —a {cĄ-d) — b (c +  rf) =  +
— ( b c Jr b d )  =  ac-\-ad — bc — bd.

Gdy mamy iloczyn: (a — b) (c — d), otrzymujemy tak samo :

(a — b) (c — d) =  ac  — ad  — (bc bd) — ac — ad — bc  +  bd.

Otrzymane iloczyny można uzmysłowić na polu prostokąta o bo­
kach : a — b i c +  d, względ. a — b i c d. Tu uczeń poglądowo zoba­
czy niejako skład iloczynu i jego sens. Należy przytem oczywiście za 
podstawę wziąć prostokąt o bokach a i c.

Należy tu podkreślić sposób tworzenia iloczynu z iloczynów cząst­
kowych oraz wskazać, że w rezultacie iloczyny odjemnych i odjemni- 
ników są zawsze składnikami, gdy tymczasem iloczyny odjemnych przez 
odjemniki występują jako odjemniki.

Tu po raz drugi zjawia się w myśli ucznia fakt osobliwy: zależ­
ności rezultatu od charakteru liczby, inaczej mówiąc, od znaku, z któ­
rym ona występuje.

Rzecz jasna, że otrzymane rezultaty można zaraz uogólnić na 
iloczyny, gdzie wchodzą czynniki więcej złożone, dzięki czemu otrzy­
mamy ogólny schemat t. zw. mnożenia wielomianów. Należy przytem 
zatrzymać się nad sprawą liczby iloczynów cząstkowych w iloczynie. 
Jeżeli w pierwszym czynniku jest m elementów, a w drugim /?, to w ilo­
czynie m n elementów.

Opierając się na powyższych własnościach iloczynu, niektórzy auto- 
rowie osnuli teorję mnożenia liczb względnych.

Dalej z łatwością przechodzimy do znanych wzorów na

(a ± b f ,  (a ± b)-’, {a +  b) (a — b)

oraz nawet ich zastosowań, np. p r z y  w y c i ą g a n i u  p i e r w i a s t k a  
k w a d r a t o w e g o ,  które  b y ł y b y  tu z u p e ł n i e  na m i e j s c u ,  jeżeli
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ograniczymy się do wyciągania tegoż z kwadratów zupełnych oraz przy­
padków prostych.

Powyższego wystarcza do tego, by przejść do więcej skompliko­
wanych wyrażeń literowych, a więc rozpatrywać formy np. postaci:

3 a2 b c — 2 a b'2 c -h 5 a b c2.

Rzecz jasna, że redukcja wyrazów podobnych i mnożenie potęg 
muszą być wzięte na uwagę.

Czytelnik odrazu zauważy, że powyższy sposób wykładu różni się 
od zwykle używanego tem, iż wprowadza działania z wyrażeniami alge- 
braicznemi więcej złożonemi przed zaznajomieniem się z liczbami względ- 
nemi. Tak istotnie jest, a postępowanie podobne wydaje się słusznem 
dlatego, że wszystkie te działania wyprowadza w sposób naturalny ze 
zwykłych i dawno poznanych własności działań arytmetycznych. Zrozu­
miałą jest rzeczą, iż przytem nie należy uganiać się za działaniami 
skomplikowanemi, które zresztą przytrafiają się rzadko, a uczniom dają 
błędne pojęcie o istocie samej nauki. W świadomości ucznia dzięki zwy­
kłemu wprowadzeniu liczb względnych nieraz powstaje błędne pojęcie, 
że działania algebraiczne są wynikiem tego wprowadzenia, a nie zwy- 
czajnem uogólnieniem znanych sposobów na liczby względne. Te ostat­
nie z tego powodu występują w fałszywem świetle, a znajomość wła­
sności działań i organiczny rozwój myśli arytmetycznej cierpią na tem. 
Z d a n i e m  n a s z e m  w p r o w a d z e n i e  l i c z b  w z g l ę d n y c h  w kla­
s i e  3 - c i e j ,  j ak  się to d z i e j e  o b e c n i e ,  j e s t  w i e l k i m  b ł ę d e m  
■dydaktycznym,  k t ó r e g o  n a t u r a l n ą  k o n s e k w e n c j ą  j e s t  c z y ­
s to  f o r m a l n e  z a p a m i ę t y w a n i e  s p o s o b ó w  d z i a ł a ń  i r egu ł  
oraz  z u p e ł n y  p r a wi e  b r ak  r o z u m i e n i a  i s t o t y  r z e c z y .  Spraw­
dzić to można dowoli na pierwszym lepszym uczniu każdej z naszych 
szkół. Nie trzeba sądzić, że przyczyną zjawiska jest nieudolność naucza­
jących. Rzecz sama jest tak trudna, wymaga o wiele większego o b y c i a  
się nie  ty l e  z r a c h u n k i e m ,  i le  z f o r m a l n e m i  w ł a s n o ś c i a m i  
d z i a ł a ń  a r y t m e t y c z n y c h ,  że od ucznia w tym wieku tego wyma­
gać nie można.

Stąd w y n i k a ,  że nauk a  t. zw.  a l g e b r y  w k l a s i e  3 - c i e j  
w i n n a  się o g r a n i c z y ć  do  w y p r o w a d z e n i a  w z a k r e s i e  l i c z b y  
b e z w z g l ę d n e j  w s z y s t k i c h  w n i o s k ó w ,  p ł y n ą c y c h  z p o d s t a ­
w o w y c h  w ł a s n o ś c i  d z i a ł a ń ,  do  w y t w o r z e n i a  p o j ę c i a  o w i e ­
l o m i a n i e ,  u ł a m k u  a l g e b r a i c z n y m  i wog ó  1 e b u d o w y  p r o ­
ste j  f o r m u ł y  a l g e b r a i c z n e j .

W ten sposób poprzednia nauka rachunku znajdzie swoje natu­
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ralne uogólnienie oraz umocnienie w rzeczach zasadniczych, nad którenu 
przechodzimy zbyt pośpiesznie do porządku dziennego.

Jednym z ważnych postulatów przy wprowadzeniu nowego rodzaju 
liczby, przy rozszerzeniu jej pojęcia jest t. zw. p r a w o  z a c h o w a n i a  
w ł a s n o ś c i  f o r m a l n y c h  d z i a ł a ń  czyli, inaczej mówiąc, prawo eko- 
noinji myślenia w sferze matematycznej. Gdyby wprowadzenie nowego 
rodzaju liczb wymagało od nas coraz to innych sposobów działań, które 
posiadałyby coraz to inne własności, nie mielibyśmy jednego systemu 
myślenia, a cały szereg różnych, dzięki czemu ogromnie utrudniłoby się 
zastosowanie oraz bardzo zmniejszyła wartość teorji matematycznej. 
Wiadomo, że w dalszych oddziałach matematyki elementarnej, np. w te­
orji liczb zespolonych, już spotykamy się z pewnemi odstępstwami, które 
jednakże nie przeszkadzają dzięki swej naturze do wypełnienia tego 
celu, jaki stawia sobie dążąca do coraz większego uogólnienia nauka.

Samo wyjaśnienie charakteru działań z liczbami względnemi wy­
maga oparcia tegoż na dokładnej znajomości formalnych własności dzia­
łań arytmetycznych, bez której zastosowanie prawa zachowania jest nie­
możliwe. Z tej przyczyny należy uczniów dłużej nad poznaniem tych 
własności w formie ogólniejszej zatrzymać i wszelkie dostępne wnioski 
z nich wyprowadzić. Z drugiej strony, ileż kwestyj w dziedzinie samego 
rachunku wymagałoby nieco poważniejszego potraktowania? W klasie 
3-ej jest właśnie miejsce po temu, by pogłębić, uzupełnić oraz ostatecz­
nie ugruntować wiedzę elementarną ucznia w dziedzinie rachunku, sto­
sując symbole ogólne oraz korzystając z nich w celu ogólnego formu­
łowania praw. Weźmy np. dziedzinę podzielności. Ile zagadnień w niej 
tkwi, jak mało nieraz uczniowie zdają sobie tutaj sprawę z elementar­
nych rzeczy, gdyż na to w programie szkolnym ani czasu, ani miejsca 
niema. Oczywiście nie może być mowy o rozważaniu odnośnych kwestyj 
z dziedziny arytmetyki teoretycznej lub t. zw. niższej teorji liczb, w każ­
dym jednakże razie uporządkowanie pewne tej sprawy w sposób do­
kładniejszy może być na miejscu. Osiągnąć się to da przez poznanie 
gruntowniejsze rachunku formalnego na symbolach literowych.

Poprzednio nieraz korzystaliśmy z formuły:

D ■= d q  -f- r.

Formuła ta nasuwa właśnie cały szereg zagadnień z podzielności. 
Np. twierdzenie tego rodzaju: jeżeli składniki się dzielą przez pewną 
liczbę, to dzieli się też suma, jeżeli suma się dzieli i jeden ze składni­
ków, to dzieli się drugi i t. p.

Jedną z bardzo ważnych rzeczy jest np. podkreślenie tego, co się 
nazywa p r a w e m  m o n o t o n j i  przy działaniach.
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Przy dodawaniu wyraża się ono w formie następującej:
jeżeli a >  b, 

to a +  d >  b +  d.
Inaczej mówiąc, gdy jeden ze składników stale  rośnie, suma też 

stale rośnie i odwrotnie. Przy mnożeniu możemy wyrazić to prawo

czyli, gdy jeden z czynników iloczynu wzrasta, rośnie też iloczyn. Przy 
dzieleniu może być naodwrót.

O tej rzeczy uczeń wiedział w nauce rachunku, tutaj jednakże 
można mu to specjalnie podkreślić i, jak niebawem zobaczymy, nawet 
graficznie uzmysłowić. Drobna to pozornie sprawa ma wielkie znaczenie 
w teorji liczb względnych.

Dalej, w tejże klasie 3-ej przy nauce arytmetyki uczniowie zapo­
znają się po raz pierwszy wyraźnie z zależnością funkcjonalną. Zależ­
ność tę należy możliwie dokładnie wyjaśnić, a do tego bardzo przydat­
nym jest sposób graficzny, o którym będzie poniżej mowa i który również 
do programu tej klasy zaliczonym być winien.

Zjawienie się formuły algebraicznej, która bezpośrednio wynika 
z głębszego poznania własności działań, daje szerokie pole do zastoso­
wania w zadaniach, jak również do zaczątków dyskusji.

Nakoniec, jak zobaczymy niżej, pierwsze początki teorji równania 
1-go stopnia i układania równań też mogą tutaj być zaliczone. Wszystko 
to bezpośrednio wynika z własności działań arytmetycznych, a uproszcze­
nie w rozwiązaniu oraz uogólnienie pojęcia równania wiąże się z przy  ̂
jęciem liczb względnych.

Z poprzedniego można wywnioskować, że dość będzie roboty w kla­
sie 3-ej, jakkolwiek liczby względne w programie nie będą umieszczone.

Wróćmy teraz do naszych poprzednich rozważań.
Pozostało nam jeszcze dzielenie. Tu należy zwrócić uwagę na prawo  

r o z d z i e l n o ś c i  przy  dz i e l eni u.  Prawo to można przedstawić tak:

Z niego, jako zastosowanie, wynika dzielenie wielomianu przez jed* 
nomian. To ostatnie, jak również dzielenie jednomianów, możemy ucz­
niom zupełnie dokładnie przedstawić.

Trudniejsza jest sprawa z dzieleniem wielomianów. Tutaj nauczy­
ciel winien się ograniczyć do przypadków najprostszych. Przy tej spo­
sobności należy zwrócić uwagę na analogję z dzieleniem liczb całkówi-

w tenże sposób, mianowicie tak:
jeżeli a >  b, 

to a c >  bc,

a +  b a b
c c c
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tych oraz na różnicę. Z dzieleniem wiąże się pojęcie ułamka. Proste przy­
padki działań z ułamkami, gdzie nie spotykamy trudności przy sprowa­
dzeniu do wspólnego mianownika albo potrzeby zawilszego* skracania, 
mogą być z łatwością wprowadzane do programu.

Na tern kończy się pierwsza część kursu algebry. Rezultatem jego 
jest: 1° zaznajomienie uczniów z symboliką oraz konstrukcją formuły 
algebraicznej, 2° przygotowanie do nowej metody rozwiązywania zadań 
zapomocą równań oraz 3° pogłębienie znajomości własności formalnych 
działań w celu ułatwienia nauki o liczbach względnych.

Jedna ważna uwaga nasuwa się przy rozważaniu programu po­
wyższego w całości oraz osobliwie pierwszej jego części. Wypadła ona 
sucho i nudnie. Wszak wchodzą tylko same abstrakcyjne własności działań, 
sama teorja. Stąd potrzeba ożywienia, potrzeba momentu poglądowego 
i praktycznego.

To ożywienie płynąć może z wielu źródeł. Przedewszystkiem ilu­
stracja geometryczna, jak to już mieliśmy sposobność nadmienić. Taka 
ilustracja oczywiście niema znaczenia przekonywującego (jakkolwiek to 
jest psychologicznie zupełnie możliwe) ucznia o danej prawdzie: ona 
tylko wprowadza ożywienie w świat oderwanych operacyj. Zarówno prawo 
rozdzielności, jak szereg innych przypadków bardziej złożonego mnożenia 
można znakomicie ilustrować na bardzo wieluzy prkładach geometrycz­
nych, posługując się trójkątem lub prostokątem oraz pojęciem ich pola.

Po drugie można zastosowywać znalezione ogólne wzory do liczb 
i wynajdywać czy to pewne własności, czy też reguły skróconych dzia­
łań i t. p. Ileż takich skróconych działań może dać jedna formuła: 
(a +  6) {a — b) — a2 — ó2! Nauczyciel winien sarn wskazać różne przy­
padki i następnie postawić parę prostych zagadnień. Np. mnożenie liczb 
dwucyfrowych o tej samej liczbie dziesiątków i sumie jedności — 10 wyko­
nywa się odrazu w pamięci. Np. 5 7 X 5 3  — 3021, t. j. 5 X  6 =  30 i 3 X  7 =  21. 
Sprawdzenie tego wymaga od ucznia operowania sprawnego mnożeniem 
i w^góle prawem rozdzielności. Tak samo dobrym przykładem może być 
wyprowadzanie cech podzielności, zadanie tego rodzaji w formie kon­
kretnej, a więc z fabułą) jak : mnożną zmniejszono o 3 jedności, a mnożnik 
zwiększono o 2 ; co się stało z iloczynem. Nie należy też zapominać, że 
nawet są rzeczy odsuwane zwykle do klas wyższych szkół średnich, 
które mogą tu znaleźć swe zastosowanie. Np. suma postępu arytme­
tycznego, którą tak łatwo zilustrować geometrycznie. Przy dobrych chę­
ciach oraz pewnera zamiłowaniu do przedmiotu środków ożywienia nie 
zbraknie, sądzę nawet, że zastanawianie się nad wyszukiwaniem takich 
środków ma wielkie znaczenie kształcące dla samego nawet nauczyciela. 
Niemniejsze dla postępów nauczania.
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W zwykle używanych do nauki algebry zbiorach zadań jeden 
z pierwszych rozdziałów zawiera jako jedno z zadań obliczanie formuł. 
Formuły te zjawiają się jak Deus ex machina. Uczeń mało zdaje sobie 
sprawę z ich budowy, pochodzenia i znaczenia, samo zaś podstawianie 
liczb i obliczanie jest zajęciem rachunkowem, które ma znaczenie małe, 
ograniczające się tylko do zastosowania właściwego pojęć spółczynnika, 
potęgi oraz określonej kolejności działań. Czasami oprócz tego podawane 
są zadania wymagające układania prostych formuł. Takie zadania mają 
już większą wartość dydaktyczną, jakkolwiek zwykle używa się na to 
bardzo mało czasu, za mało, aby uczeń jasno uświadomił sobie znacze­
nie i pochodzenie formuły algebraicznej.

Jeżeli chcemy ze stanowiska rozwijania myślenia funkcjonalnego 
ocenić cały program algebry, musimy wyraźnie zaznaczyć, że głównem 
jego zadaniem jest wynajdywanie, dyskutowanie i stosowanie formuły 
algebraicznej. Każde zadanie do niej prowadzi, każde zagadnienie jest 
z nią związane. Stąd zasługuje ona na większą uwagę, niż to się zwy­
kle widzi. Na każdym stopniu nauczania algebry szkolnej badanie for­
muły winno mieć swoje miejsce. To samo dotyczy klasy 3-ej.

Obliczanie formuł jako też wyprowadzenie ich z prostych zadań 
(np. wziętych z kursu arytmetyki, który biegnie równolegle) musi mieć 
zastosowanie, do tego jednakże należy dołączyć początki dyskusji na tle 
przedstawień graficznych, o których mówiliśmy już wyżej.

Tematem dyskusji muszą być następujące formuły:

y — ax, 
y — ax +  b
y — ax — b J

Do badania ich potrzebne jest graficzne przedstawienie. Używać do 
tego należy t y l k o  pierwszej ćwiartki zwykłego układu spółrzędnych, 
a wykres prowadzić oczywiście, nadając .r szereg wartości i obliczając 
każdorazowo wartość y. Ćwiczenie rachunkowe będzie szło tu w parze 
z rozważaniem zależności funkcjonalnej oraz przyzwyczajeniem się do 
formy równania. W ten sposób proste przedstawione przez formuły 
pierwsze jako też i hiperbola przez czwartą nie będą zupełne. Nie po­
winno to jednakże być przeszkadzającym szkopułem. Uzupełnienie na­
stąpi później i stanie się jednym z motywów wartości wprowadzenia liczb 
względnych. Rzecz nie polega jednakże na liczbie różnych formuł, lecz na 
porządnem, systematycznem ich rozpatrzeniu. Przy tern badaniu należy 
zwrócić uwagę na parametr a i zależność od niego graficznego obrazu.
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Formuły te należy przedyskutowywać w odniesieniu do pewnych 
konkretnych zadań, np. zadania na ruch jednostajny, obliczanie procen­
tów, kapitał razem z procentami, waluta weksla zdyskontowanego od sta, 
liczby dni robocizny i t. p. Równanie powyższe należy brać nietylko 
w postaci wyżej nadmienionej, lecz również w takiej np.:

x — m y, x — n y  +  q i t. d.

Nasunie to kilka cennych uwag w związku z symetrją i głębszem 
rozumieniem spółczynnika kątowego.

Powyżej powiedzianemu zrobić można ten zarzut, że stosujemy wła­
ściwie na tak niskim stopniu równanie pierwszego i drugiego stopnia 
z 2-ma niewiadomemi. Rzecz nie przedstawi się tak groźnie skoro wyj­
dziemy z konkretnych i znanych przykładów, wtedy bowiem forma rów­
ności zjawi się sama przez się, nie będzie niezrozumiałą, a że reprezen­
tuje równanie aż z dwiema niewiadomemi, to trudna rada. Nie należy" się 
w nauczaniu rządzić ustalonemi przez rutynę formami, lecz przedewszyst- 
kiem liczyć się z pożytkiem umysłowym uczniów. Pożytek ten jest zu­
pełnie widoczny. Jest on rzeczą niewątpliwą również w odniesieniu do 
innej sprawy, którą tu zamierzamy przedstawić.

W literaturze dydaktycznej, dotyczącej początków algebry istnieją 
dwa główne poglądy".

Jeden utarty, który zwykle jest w użyciu i zaleca naukę działań 
z wielomianami i jednomianami, teorję liczb względnych oraz naukę o ułam­
kach wysunąć na czoło, a potem dopiero rozpocząć naukę o równaniu.

Drugi pragnie ten porządek odwrócić, wysunąć na czoło rzecz 
główną: równanie i zależnie od niego, w ścisłym związku z potrzebą 
rozwiązania wprowadzać coraz więcej skomplikowane działania oraz 
przeróbki, które, gdy się je traktuje niezależnie, są czemś sztucznem 
i dla ucznia mało interesującem.

W każdym z tych poglądów jest pewna doza słuszności. Opano­
wanie działań umożliwia rozwiązanie należyte równania, a przytem 
przy odpowiedniem nauczaniu umocnić może te pojęcia o działaniach,, 
jakie uczeń zdobył \y nauce rachunku. Z drugiej strony, niewątpliwie 
przesuwanie liter bez wyraźnej treści konkretnej, bez jasnego celu, wy­
konywanie zawiłych nieraz działań według określonych szablonów przy­
pomina raczej naukę scholastyczną, niż rozwijające umysł nauczanie.

Droga, po której idziemy, jest drogą pośrednią. Staramy się w niej, 
by użycie symbolów ogólnych z jednej strony wykorzystać w celu do­
kładnego opanowania własności działań arytmetycznych, z drugiej — 
utrzymując ścisły kontakt z rzeczami znanemi, s t o p n i o w o  p r z y g o r  
t o w a ć  g r u nt  do rzeczy głównej: nauki o równaniu. Niekoniecznie



mamy odrazu równanie rozwiązywać według reguł skróconych, nie wska- 
zanem jest odrazu podawać sposób rozwiązania zagadnień. Niech uczeń 
stopniowo uczy się odkrywać ułatwienia, niech sposób skrócony zjawi 
się jako nagroda i zadowolenie umysłowe po zastosowaniu żmudnego. 
Historja nauki wykazuje, że zanim al Chwarizmi doszedł do owej me­
tody głównej przenoszenia wyrazów z jednej strony równości na drugą, 
Diophantes i inni matematycy rozwiązywali równania metodami płyną- 
cemi bezpośrednio z zastosowania elementarnych własności działań aryt­
metycznych.

Jedną z wad nauczania, która się nie liczy z rozwijaniem umysłu, 
jest podawanie, jak w podręczniku, gotowych sposobów rozwiązania za­
gadnień. Jeżeli w rzeczach drobniejszych uniknąć tego nie można, to 
w sprawach zasadniczych nauczanie, związane więcej z naturalną ge­
nezą pojęć w danej sferze, jest lepsze i więcej odpowiada wymaganiom 
dydaktycznym. Równanie należy w algebrze do rzeczy zasadniczych, 
a w zwykłem nauczaniu robi się często z nauki o niem zbiór wskazań 
praktycznych rozwiązania, gdzie wszystko sprowadza się ostatecznie do 
mechanicznej sprawności. Na to właśnie zwraca uwagę drugi ze wspo­
mnianych poglądów. Trudno odmówić mu słuszności.

Równanie daje bogatą, ogólną i płodną metodę rozwiązywania za­
dań. Uczeń w nauce rachunku, szczególnie ucząc się przy pomocy nie­
których zbiorów zadań, mógł się przekonać, jak rozmaite są i nieraz nie­
oczekiwane „sposoby“ rozwiązywania tych zadań. Pozostawia to w umyśle 
przeciętnego ucznia niewątpliwie ślad, powoduje pewne przygnębienie 
umysłowe, które nie licuje z nauką takiego przedmiotu, jak matematyka. 
Stąd wyprowadzenie naturalnej ogólnej metody rozwiązania oddziała 
na umysł jego odżywczo, może odrodzić zainteresowanie, pobudzić 
uśpione siły umysłowe. Do tego celu zmierzać właśnie powinna począt­
kowa nauka o równaniu. Nie powinna ona zaczynać się od quasi teo­
retycznych rozważań o równaniu i jego rozwiązaniu, lecz wprost od 
układania równań.

W podręczniku do zadań te ostatnie należy tak ułożyć, by rów­
nania rozwiązujące były coraz bardziej skomplikowane, z uwzględnie­
niem należytego stopniowania. To ostatnie ma bardzo ważne znaczenie.

Nie będziemy opisywali sposobu układania równania. Rzecz ta nie 
powinna budzić wątpliwości i trudności u uczącego. Zajmiemy się na­
tomiast przedstawieniem na przykładach zarówno metody rozwiązania, 
jak odpowiedniego stopniowania trudności. Zaczniemy od równania typu:

x -f- a =  b.

Właściwie najprostszym typem jest: x  — a. Do tego typu sprowa­
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dzamy wszystkie inne postacie równań, a proces tego sprowadzania na­
zywamy rozwiązaniem równania.

Rozwiązanie nadmienionego typu: x -f- a =  b odbywa się bardzo 
prosto. Mamy sumę złożoną z dwóch składników. Żeby otrzymać jeden 
z nich, odejmujemy drugi od sumy, przyczem otrzymamy rozwiązanie 
x — b — a. Można jednakże posługiwać się ogólniejszą metodą, która 
z tego powodu jest więcej racjonalną. Mamy dwie równe liczby: x +  # i b, 
jeżeli od każdej z nich odejmiemy albo dodamy do nich liczby równe, 
otrzymamy rezultaty równe. Np. równanie: x — 5 7 rozwiązujemy
przez dodanie do obu stron (jak będziemy dalej mówili) po 5. W ten 
sposób posługujemy się tutaj tożsamością

a — a =  0,

przyczem opierając się na konkretnej treści samego postępowania, sto­
sujemy ją również w formie:

— a +  a — 0.

Nie popełniamy przez to błędu logicznego, gdyż ta ostatnia forma jest 
tylko formalnym wyrazem wspomnianej konkretnej treści.

Następną, więcej skomplikowaną postacią równania będzie taka. 
gdzie niewiadoma wchodzi po obu stronach np.:

x +  2 -= 2 x.

Tutaj z niewiadomą robimy to samo, co robiliśmy powyżej z wia- 
domemi liczbami: odejmujemy od obu stron po x ; otrzymamy: x — 2.

Więcej skomplikowanym przypadkiem tegoż typu będzie już
równanie: x +  3 — 2 x —

które zamieniamy na następujące:

x +  4 =  2 x,
a potem: 4 x.

W podobny sposób możemy postępować w takim przypadku:

12— x =  2 x +  3,

Dodajemy do obu stron po x, otrzymamy:

12 =  3 x +3,
a następnie: 9 — 3 x czyli 3 =  x.

Tutaj inożnaby odrazu zwrócić uwagę na możliwość t. zw. skró­
cenia równania przez 3.
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Z tych przykładów czytelnik z łatwością zrozumie metodę postę­
powania. Dalsza komplikacja polegać może na wprowadzeniu ułamków 
zarówno jako liczb oddzielnych i spółczynników przy niewiadomej.

W pierwszem stadjum rozwiązywania nie używamy wcale oznaczeń 
literowych, które jednakże później wystąpić muszą. Celem głównym 
wprowadzenia tych oznaczeń literowych jest wyprowadzenie sposobu 
przenoszenia liczb z jednej strony równania na drugą drogą indukcyjną.

Nauczyciel podaje kilka przykładów, stosuje powyższą metodę roz­
wiązania przy pomocy uczniów, przyczem nie pozwala ścierać z tablicy 
poszczególnych ogniw. Naturalnem jest postawienie pytania, co się dzieje 
z każdą liczbą, gdy przechodzi z jednej strony równania na drugą. Od­
powiedź otrzymuje się bez trudności: s k ł a d n i k  z a m i e n i a  się na 
o d j e m n i k ,  a o d j e m n i k  na sk ł adni k .

Dalszy krok polega na tern, by to samo wyrazić w inny sposób. 
Rezultatem jest twierdzenie: każda liczba po przejściu na drugą stronę 
zmienia swój znak. Oczywiście do tego potrzebnem jest, żeby zamiast 
słowa składnik a stosować +  a i t. d.

Ponieważ przenoszenie wyrazów może się odbywać w różnej kolei, 
liczby znajdujące się na jednej stronie mogą być w dowolny sposób prze­
stawiane.

Weźmy przykład: Mamy równanie:

2 x  —  a +  b — .r -p c -f- 2 b.

Otrzymujemy kolejno:

x — a +  b — c 2b 
następnie x  +  b — c +  2 b +  a,
oraz r = = c - f  2 6 - f  a — b — c +  6 +  a.

Tak samo inożnaby napisać:

x — a =  c -f- 2 b — b i .r =  c +  2ń — ń-j-a.

Przy przenoszeniu wyrazów może się okazać, że na jednej stronie 
na pierwszem miejscu znajdować się będzie odjemnik. Jeżeli uczniowie 
obyli się z faktem zmiany miejsc wyrazów w sumie oraz połączenia 
znaku z liczbą, rzecz ta nie powinna ich dziwić. W ten sposób powoli 
wprowadzana jest narazie bez pojęcia o liczbach względnych metoda 
działań formalnych w algebrze. Obecnie potrzebny jest jeszcze jeden 
krok do wprowadzenia liczb względnych, które stają się już niezbędnym 
i .głównym celem dobrej nauki.

Powyżej powiedzieliśmy, że nauka o liczbach względnych trakto­
wana w ten sposób, jak to się robi zwykle, jest dla uczniów- klasy 3-ej



za trudna. Nie będziemy kruszyli kopij co do konieczności wykluczenia 
tej nauki z klasy 3-ej, wszak chodzi nam głównie o metodę wykładu. 
Jeżeli komu może się zdawać, że ten materjał nauki, który został po­
wyżej przedstawiony jest za mały na klasę trzecią, niech wprowadza 
liczby względne.

Ze swej strony uważamy, że przerobienie jego gruntowne wystar­
czyć może a nawet przekroczyć granice możliwości danej klasy. Program 
jest dla klasy, nie zaś klasa dla programu. Stąd zawsze trzeba zrobić 
tyle, ile można. Dla nas najważniejszą rzeczą jest następstwo momen­
tów nauczania.

W rozdziale niniejszym zakończona została pewna ważna część 
nauki rachunku elementarnego, t. {. ta część, w której odpowiedzi na 
pytania głównie wyrażają się tylko równościami tożsamościowemi lub 
postaci: x  =  a. Czytelnik zechce też zwrócić uwagę na to, że nauka 
o proporcjach wydawała się sztuczną w tym dziale między innemi z tego 
powodu.

Drugi dział polega głównie na metodach sprowadzenia odpowiedzi 
do formy tożsamościowej i postaci: x  — a. Jest to dział równań, właściwy 
przedmiot algebry, która zaczyna się wtedy, gdy wprowadzamy liczby 
wzgtędne. Wprowadzenie to nie może być oddzielone od równania zu­
pełnie tak samo, jak wprowadzenie liczb zespolonych, jakkolwiek w teorji 
jedne i drugie mogą być traktowane „arytmetycznie“ .

Nauczycielowi wypada pomyśleć nad tą sprawą, która sięga głębiej 
do różnych ważnych pojęć matematycznych.
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ROZDZIAŁ IV.

W rozdziale poprzednim przygotowaliśmy wszystko do należytego 
wyjaśnienia i wprowadzenia pojęcia liczby względnej. Niema chyba przed­
miotu w nauczaniu matematyki początkowej, który wymagałby tyle 
ostrożności i rozwagi. Niewątpliwie można uczniów nauczyć działań 
z liczbami względnemi, wprawić w zastosowanie, ale nauczyć i nauczyć 
to różnica, Jeden z wybitnych pedagogów angielskich Todhunter powie­
dział raz o nauczaniu rachunku różniczkowego, że, dopóki uczeń nie 
zapozna się z szeregiem Taylora, cała maszynerja rozumowania poprze­
dzającego jest dla niego niezrozumiała. Szereg Taylora niewątpliwie przy­
czynia się do tego już chociażby dlatego, że obok pochodnych wchodzi 
w nim sama funkcja, nie można jednakże w nauczaniu tak łatwo się 
zgodzić z tą niezrozumiałością. Tego samego zdania jest o liczbach 
względnych spory nawet zastęp wybitnych nauczycieli matematyki. Należy 
dać mechanizm działań, możliwie jasno przedstawić go, a zrozumienie 
istoty rzeczy odłożyć na później. W ten sposób uczyliśmy się wszyscy.
Iluż to młodych nauczycieli dopiero w szkole zaczyna się głębiej zasta­
nawiać nad istotą rozwoju pojęcia liczby. Dzisiejsza nauka matematyczna 
na uniwersytetach owiana jest duchem krytycyzmu i stąd słuchacze prę­
dzej dochodzą do uświadomienia sobie zasadniczych pojęć nauki. Dawniej 
jeszcze nawet przed 20 laty, panował przeważnie pewien dogmatyzm, 
który nie potrafił rozbudzić w studentach ducha krytycyzmu.. Dzięki 
temu ogromnie cierpiała metodyka nauczania. Nie umiano zwrócić uwagi 
na rzeczy istotne i często sprawy uboczne brano za wyjaśnienie. Czyż 
to samo nie powtarza się jeszcze dziś przy nauce ułamków i wielu, 
bardzo wielu działów matematyki elementarnej?

Powiedzieliśmy powyżej, że w poprzednim rozdziale uczyniono 
wszelkie przygotowania. Należy sobie zdać teraz sprawę, jakież to były 
przygotowania. Żeby odpowiedzieć na to pytanie, musimy zrobić dygresję 
w stronę rozszerzenia pojęcia liczby wogóle.

Wyobraźmy sobie pewną klasę K  przedmiotów: au a.ź, ad, ----- , a„ , . .  .
Klasa ta może być skończona lub nieskończona, — na rezultat ro-
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zumowania dalszego to nie wpłynie. Przedmioty należące do te] klasy K, 
czyli elementy jej, nie są zbiorem luźnych przedmiotów. Pomiędzy niemi 
możemy ustalić pewne związki. Związki te mogą być różnego rodzaju 
zależnie od charakteru przedmiotów i od punktu, z którego są przez 
nas rozważane. W każdym jednakże razie związki te są precyzyjnie 
ustalone, a liczba ich może być większa lub mniejsza.

Klasą 7Ć, która w odniesieniu do zagadnienia nas obchodzącego 
jest przez nas rozważana, jest zbiór wszystkich liczb wymiernych do­
datnich (z włączeniem 0), a więc ułamków i liczb naturalnych. Związki 
które pomiędzy temi liczbami ustalić można i które dotąd są nam znane, 
są i wyrazić się dadzą zawsze przy pomocy 4 działań arytmetycznych. 
Każdy taki związek wskazuje nam, że określone, zapomocą tych dzia­
łań dokonane, połączenie kilku liczb daje w rezultacie liczbę tej samej 
klasy. Jeżeli tak jest, klasa omawiana jest z a m k n i ę t a  w sobi e .  Gdyby 
połączenia liczb spełniały jeszcze inne warunki, klasę omawianą możnaby 
zaliczyć do tych, które w matematyce noszą nazwę gr upy .  Nie chodzi 
jednakże o nazwy, dla nas najważniejszą rzeczą jest to, czy dana klasa K 
jest zamkniętą w sobie, czy też nie. Pytanie to ma bardzo ważne zna­
czenie wtedy, gdy chodzi o rozumowanie ogólne, t. j. gdy operujemy 
symbolami reprezentującemi dowolny element klasy. W takim przypadku 
wtedy, gdy połączenie dwóch elementów klasy nie daje nam innego jej 
elementu, musimy z konieczności ograniczać ogólność naszego rozwią­
zania, wprowadzać stałe zastrzeżenia, co ogromnie utrudnia poruszanie 
się myśli, hamuje wyprowadzenie wniosków a nawet komplikuje bardzo 
system nauki. Z tego względu każda klasa K  elementów wtedy najlepiej 
nadaje się do rozumowania, gdy jest w sobie zamknięta. Rzecz jasna, 
że sposoby połączenia jej elementów ze sobą odgrywać tu muszą rolę 
bardzo ważną. Np. klasa liczb całkowitych i ułamków jest zamkniętą 
w sobie skoro rzecz dotyczy dodawania, mnożenia i dzielenia, a odej­
mowanie tego warunku nie spełnia, gdyż z łatwością możemy wskazać 
przypadki, gdy połączenie dwóch liczb zapomocą odejmowania nie daje 
liczby żadnej należącej do danej klasy, np. 2— 5 i t. d. Stąd wynika, 
że znana nam dotąd klasa liczb całkowitych i ułamków wobec istnienia 
4-ch działań nie jest klasą zamkniętą w sobie. Z tego wynika konieczność 
ograniczenia ogólności naszego myślenia1) albo zaradzenia złemu w taki 
sposób, by klasa nasza stała się zamkniętą w sobie. Jak to można 
uczynić? Jeżeli na pewne połączenia w klasie niema odpowiedzi w po­

1) Aby jednakże przyjąć tę drugą alternatywę należy mieć ku temu realną 
podstawę. Dowodzi tego historja nauki. Oczywiście teoretyczne względy mają zna­
czenie, lecz muszą być brane na uwagę przedewszystkiem te z nich, które przy­
czyniają się do rozwoju nauki.
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staci odpowiedniego elementu, rzecz jasna, że tych elementów jest „za 
mało“ . Stąd byłoby bardzo pożądanem uzupełnienie naszej klasy K  przez 
taki zbiór K  elementów nowych, któreby mogły zadośćuczynić wspo­
mnianej potrzebie i tak uzupełnić K, by każde połączenie dawało okre­
śloną odpowiedź w postaci pewnego elementu należącego do danej klasy 
uzupełnionej. R o z s z e r z e n i e  p o j ę c i a  l i c z b y  j est  n i c z e m  i nnem 
jak  p o d o b n e m  u z u p e ł n i e n i e m .

Tego uzupełnienia nie można jednakże robić dowolnie. Musi ono 
spełniać pewne warunki, które odpowiadają samemu celowi uzupełnienia. 
Jakież to są warunki?

Rzecz jasna, że, gdybyśmy naszą pierwotną klasę K  uzupełnili ta- 
kiemi elementami, dla których niemożliwe byłyby wszystkie te same po­
łączenia, które miały miejsce w klasie pierwotnej, byłoby to dla nas 
wątpliwą wygodą. Wygralibyśmy na jednem, a stracili na drugiem. 
Np., gdybyśmy uzupełnili naszą klasę liczb całkowitych i ułamków w ten 
sposób, że odejmowanie byłoby zawsze możliwe, mnożenie natomiast — nie 
lub ściślej mówiąc, gdybyśmy nie mogli określić takiego połączenia ele­
mentów klasy uzupełnionej, które posiadałoby cechy główne analogiczne 
do cech mnożenia, klasa nasza znowu nie byłaby zamkniętą w sobie.

Z tego wynika, że rozszerzenia należy dokonać w ten sposób, by 
w nowej klasie były możliwe wszelkie połączenia elementów, które po­
siadałyby pod względem formalnym wszystkie cechy główne przynależne 
znanym nam 4 działaniom arytmetycznym. Fakt podobny jest nam znany 
z poprzedniego. Najpierwotniejszą przez nas rozważaną klasą była klasa 
liczb całkowitych. Mieliśmy w niej zdefinjowane 4 określone działania 
arytmetyczne. Uzupełniając tę klasę przez dołączenie ułamka, skonstato­
waliśmy przedewszystkiem, że w nowej uzupełnionej klasie mogą istnieć 
odpowiednie 4 typy połączeń, które posiadają te same cechy główne 
formalne, jakie widzieliśmy w 4 działaniach arytmetycznych. Czytelnik 
wie z poprzedniego, w jaki sposób zostało to dokonane i jakie połącze­
nia ułamków nazwaliśmy dodawaniem, odejmowaniem, mnożeniem i dzie­
leniem. Zbiór nie był uzupełnieniem zupełnie dowolnem.

Stąd j a k o  w n i o s e k  w y n i k a ,  że u z u p e ł n i o n a  klasa 
w i n n a  s p e ł n i ą ć  ten z a s a d n i c z y  wa r u n e k ,  iż w s z y s t k i e  
4 d z i a ł a n i a  a r y t m e t y c z n e  w p o s t a c i  p e w n y c h  o k r e ś l o ­
n y c h  s p o s o b ó w  p o ł ą c z e n i a  l i c z b  z n a j d ą  s wo j e  m i e j s c e  
w u z u p e ł n i o n e j  k l a s i e  i p r ż y t e m  tak, że g ł ó w n e  c e c h y  
f o r m a l n e  ( wł asnośc i )  w s p o m n i a n y c h  4-ch d z i a ł a ń  z o s t a n ą  
z a c h o w a n e .

Warunek ten został przez Hankela wyrażony w postaci z a s a d y  
z a c h o w a n i a  d z i a ł a ń  f o r m a l n y c h .
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Możliwem jest, że warunek wspomniany nie będzie całkowicie 
spełniony. Dla krótkości powiedzieliśmy o 4-ch działaniach, starając się 
rzecz przedstawić jaśniej. Sprawa jednakże sięga głębiej. Połączenie liczb 
może być też ich porównaniem według kategorji: mniejszy, większy, 
równy. Otóż możliwem jest, że zachowane zostaną działania, nie zacho- 
wanem całkowicie porównanie. Taki przypadek znajdujemy np. przy 
liczbach zespolonych, gdzie

a-ł-b  i =  c-\-di 
znaczy to samo, co a — c i b — rf,
nie wiemy natomiast, co znaczy:

a +  b i ^  c +  d i.

Stąd porównanie w tej formie, jak poprzednio, nie istnieje. Możliwem 
jest również, że określone działania nie będą posiadały wszystkich cech, 
jakie posiadają w klasie pierwotnej. Wtedy przyjęcie lub odrzucenie 
uzupełnienia z a l e ż y  od o k o l i c z n o ś c i  u b o c z n y c h  (wskazać tu 
należy na przykład iloczynu wewnętrznego i zewnętrznego u H. Grass- 
mana w jego Ausdehnungslehre, gdzie mnożenie nie posiada cechy prze- 
mienności).

Sama jednakże zasada zachowania nie wystarcza. Należy bliżej 
sprecyzować ogólną własność nowych postaci połączenia elementów.

Powiedzieliśmy wyżej, że sposoby połączenia powinny zachować 
wszystkie główne cechy formalne, t. j. muszą być zachowane w naszym 
przypadku wszystkie główne własności działań, o których mowa była 
w rozdziałach poprzednich. Tego jednakże mało. Jaka powinna być treść 
samego działania, jaki sposób jego wykonania?

Żeby zdać sobie z tego sprawę, należy zastanowić się nad tern, 
czy klasa uzupełniona będzie tylko zlepkiem mechanicznym pierwotnej 
i nowego zbioru elementów, czy też jednocześnie wszystkie elementy 
w odpowiedni sposób p o j ę c i o w o  się modyfikują albo zmodyfikować winny.

Weźmy znowu przykład dobrze nam znany: liczby całkowite 
i ułamki. Każdy ułamek jest sui generis wytworem 2-ch liczb całkowi­
tych i przy danej jednostce na liczbę całkowitą zamieniony być nie 
może, gdy tymczasem każda liczba całkowita może być w rozmaity spo­
sób przedstawiona w postaci ułamka. Stąd wnioskujemy, że u ł ame k  
j es t  o g ó l n i e j s z ą  p o s t a c i ą  l i c z b y ,  ni ż  l i c z b a  c a ł ko w i t a .  
Każdego działania z ułamkami nie można wyrazić jako o d p o w i e d ­
n i e g o  jednego działania z liczbami całkowitemi, ale to ostatnie można 
przedstawić w postaci odpowiedniego działania z ułamkami. Stąd o k r e ­
ś l o n e  p r z e z  nas  d z i a ł a n i a  z u ł a m k a m i  są r ó w n i e ż  o g ó l ­
n i e j s z ą  f o r m ą  o d n o ś n y c h  d z i a ł a ń  z l i c z b a m i  c a ł k o w i t e m i .
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Wobec tego wydać się musi naturalnem, że działania odpowiednio 
określone dla klasy uzupełnione] muszą mieć charakter ogólniejszy, niż 
te, które miały miejsce w klasie pierwotnej. Zjawisko to wydaje się 
istotnie naturalnem, jakkolwiek całkowicie słusznem nie jest. Np., liczba 
niewymierna i działania z nią nie mogą być uważane za coś więcej 
ogólnego, niż działania z liczbami wyiniernemi, bo np. liczba przestępna 
nie może być pierwiastkiem równania algebraicznego ze współczynnikami 
całkowitemi. Gdyby była czemś ogólniejszem, ten warunek również 
spełniać by musiała. Nie możemy również liczby względnej uważać za 
coś ogólniejszego w odniesieniu do liczb bezwzględnych, owszem każda 
z nich posiada cechę dodatkową, której nie posiada liczba bezwzględna, 
n a t o m i a s t  par a  d w ó c h  l i c z b  w g l ę d n y c h  o tej  s ame j  wa r ­
t o ś c i  b e z w z g l ę d n e j  j es t  czemś ,  co  j e s t  z d o l n e  o d p o w i e ­
d z i e ć  na w i ę k s z ą  l i c z b ę  z a p y t  ań, niż  sama p o j e d y n c z a  
i ch w a r t o ś ć  b e z w z g l ę d n a .

Odpowiadanie na większą liczbę zapytań już jest inną formą ogól­
ności i wiąże się z metodami rozwiązywania zadań.

Rozwiązanie równań: y =  ax  *, które są wykładnikiem całego 
szeregu zagadnień zupełnie określonego typu wcale nie wymaga rozsze­
rzenia pojęcia liczby. Ma j ąc  t y l k o  ułamki ,  m o ż n a  z a g a d n i e n i a  
te z a w s z e  r o z w i ą z y w a ć .  Inaczej się rzecz przedstawia z równaniem: 
y =  a x +  b. W tym przypadku istnieje mnóstwo zagadnień, dla któ­
rych odpowiedzi nie znajdziemy, jeżeli nie weźmiemy na uwagę liczb 
względnych.

Z tego punktu widzenia nie każdą pojedyńczą liczbę uzupełnionej 
klasy należy uważać za symbol ogólniejszy, lecz cały układ liczb 
tej klasy.

Jeżeli nowy układ liczb jest przydatny do rozwiązywania większej 
liczby zagadnień, mamy realną podstawę do rozszerzenia poprzedniego 
i wprowadzenia nowych symbolów liczbowych. Otóż  ten f a k t  ma 
o g r o m n e  d y d a k t y c z n e  z n a c z e n i e .  Należy wykazać przydatność 
nowego układu, wykazać w sposób jasny i konkretny. Stąd wynika, że 
nie sama zasada Hankela jest w danym przypadku decydującą, lecz rzecz 
również wewnętrzna, ale dla umysłu ucznia o wiele przystępniejsza.

Wykazanie przydatności oczywiście może się łączyć tylko z jakąś 
wyraźną, jednolitą metodą rozwiązywania zadań. Taką metodą jest wła­
śnie układanie i rozwiązywanie równań. Bez nich nauka o liczbach 
względnych ma zawsze oderwany, teoretyczny charakter nawet wTtedy, 
gdy posługiwać się będziemy pojęciem „step’u“ *) Clifforda, które jest

') Step — właściwie krok, posunięcie. Ten ostatni termin jest lepszy.

Nauczanie matematyki początkowej. Cz. II. 6
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bardzo żywe i wiąże się z pojęciem wektora w fizyce i specjalnych dzia­
łach matematyki, które znalazły zastosowanie w fizycex). Posunięcie 
naprzód i wstecz, pojęcie kierunku, wprowadzenie dowcipne pojęcia 
„działania odwracającego“ i t. d. — wszystko to jest ciekawe, lecz 
przyczepione do jednej formy konkretnej i mało dla umysłu ucznia 
przejrzyste.

Wiele różnych metod zastosowano do wprowadzenia liczb względ­
nych. Rozpatruje je np. Lietzman w powyżej cytowanej pracy metodycz­
nej. Wszystkie jednakże są właśnie sztuczne, nie wyłączając tej, której 
używa Borel w swym podręczniku algebry. Sądzę, że najlepszą metodą 
będzie połączenie zastosowania zasady Hankela z teorją równania pierw­
szego stopnia. W jaki sposób to połączenie dziś uskutecznić najlepiej, 
trudno orzec. Proponowane poniżej rozwiązanie jest to, które wydaje mi 
się najbardziej naturalnem.

Liczby względne mają swój odrębny, specyficzny charakter.
Przy nich np. niema właściwej różnicy pomiędzy dodawaniem 

i odejmowaniem; każde dodawanie można zastąpić przez odejmowanie 
i naodwrót. Stąd powstaje pojęcie sumy algebraicznej. Co się tyczy mno­
żenia i dzielenia tych liczb, to one, skoro mają mieć zastosowanie, mu­
szą zadośćuczynić równaniu:

y =  a x *.

Stąd wynika charakter specyficzny tych działań w tym przypadku. 
R z e c z  to b a r d z o  waż na .

Na tern między innemi polega omawiane powyżej połączenie. Z dru­
giej strony czytelnik widzi, że nauka o proporcjonalności łączy się tu 
organicznie z dalszym rozwojem myśli matematycznej.

Z tych uwag wynika, że utarte zdanie, iż działania z liczbami 
wyższego rzędu są ogólniejsze i zawierają, jako szczególny przypadek 
działania z liczbami niższego, jest niesłuszne. Klasa uzupełniona nieko­
niecznie ma działania, które należy uważać za ogólniejsze, niż działania 
klasy pierwotnej.

W jaki sposób jednakże odkryć treść tych działań? Nawet, gdyby 
utrzymany był wniosek o ich ogólniejszym charakterze sprawa nie po­
ruszyłaby się wiele naprzód. Zwykła, dzisiaj stosowana metoda t. zw. 
ścisłego wykładu o tych działaniach podaje je przez definicję. Skąd się 
jednakże wzięła ta definicja? Musiały być wszak pewne powody, które 
ją w ten lub inny sposób podpowiedziały. Niewątpliwie podpowiedziały

’ ) Patrz przekład rosyjski (znajdujący się pod ręką) p. t . : „Zdrawyj smysł 
tocznych nauk. Moskwa. 1910. Str. 39 i nast.
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ją  pewne spostrzeżenia zdobyte na oddzielnych przykładach. Własności 
np. pierwiastków rzeczywistych równania algebraicznego podpowiedziały 
sposoby działań z liczbami zespolonemi.

Jednem z ważnych spostrzeżeń, które spowodowały możliwość 
wprowadzenia liczb względnych był fakt możliwości r o z s z e r z e n i a  
pr awa  p r z e m i e n no ś c i ^  na w s z e l k i e  w y r a z y  w i e l o m i a n u .  
Fakt ten został właśnie skonstruowany w rozdziale poprzednim przy 
rozwiązywaniu równania oraz rozważaniu własności działań! W ten spo­
sób natnralnem mogło się stać przedstawienie różnicy:

a — b w postaci ( — b) +  ( -j- a).

Z drugie] strony rozumowanie proste, które stosowane ]est przy 
fakcie odejmowania różnicy, mogło podpowiedzieć samo pojęcie odejmo­
wania liczby ujemnej. Oczywiście fakty rzeczywistości konkretnej rów­
nież mogły podsuwać możliwość uwzględnienia i wprowadzenia podwój­
nego charakteru danej liczby bezwzględnej. Dotyczyć to mogło nietylko 
powstania samego pojęcia tych liczb, lecz nawet działań z niemi. Takie 
zjawiska, jak zmniejszenie długu, jak jednoczesne zwiększenie i zmniej­
szenie o tę samą wielkość i t. p. niewątpliwie mogły podsunąć myśl 
nietylko samego wprowadzenia liczb względnych, lecz również działań 
z niemi. Jedną z zasadniczych własności tych działań stanowią równości:

( +  a) 4 - ( — a) =  0 .... . .  (1)
+  ( +  *) =  - ( - * )  ...... (2)
- (  +  <*) + ( - a )  . . . ... (3).

Równości te zupełnie dokładnie można interpretować poglądowo. 
Może być wiele różnych sposobów, tutaj przytoczymy jeden z nich.

Wyobraźmy sobie rezerwoar, zawierający, dajmy na to, pewną ilość 
wody, do którego tę wodę można wlewać przez jedną rurę opatrzoną kra­
nem, a wylewać przez drugą też z kranem. Rury są zupełnie jednakowe: 
tyle, ile jedna wlewa, druga w tymże czasie wylewa. Skoro obydwie 
rury działają jednocześnie, poziom wody w rezerwoarze pozostaje nie­
zmienny. Jest to interpretacja równości (1).

Jeżeli zamkniemy rurę napełniającą, t. j., inaczej mówiąc, usuniemy 
dopływ wody, poziom zacznie się obniżać. W ten sposób interpretować 
można równość (3).

Jeżeli zamkniemy drugą, opróżniającą rurę — poziom zacznie się 
podnosić. Mamy interpretację równości (2).

Równości wspomniane zawierają istotę dodawania i odejmowania 
liczb względnych.

To samo dotyczy mnożenia i dzielenia. Przy mnożeniu dwumia-
6*
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nów (a +  b) (c — d) i (a — b) (c — d) oraz wyprowadzaniu rezultatu 
mnożenia skonstatowaliśmy, że iloczyn odjemnych i odjemników zawsze 
jest składnikiem, w razie zaś, gdy mnożymy odjemną przez odjemnik 
lub odwrotnie, otrzymujemy odjemnik. Uogólnienie prawa przemienności 
na wszelkie wyrazy wielomianu, złączenie liczby ze znakiem powoduje 
że powyższe spostrzeżenia mogą podpowiedzieć sposób mnożenia liczb 
względnych. To samo dotyczy rozważania równania:

;/ =  a x,

które ma wielkie znaczenie przy nauce początkowej liczb względnych, 
a jego interpretacja graficzna może być bardzo w tym względzie po­
mocną, jak zobaczymy zaraz.

Niewątpliwie definicje działań opierają się na dwóch faktach:
1° w y m a g a m y  od n i c h  z a c h o w a n i a  w ł a s n o ś c i  dz i a ł a ń  

w k l a s i e  p i e r w o t n e j  s k o n s t r u o w a n y c h ,  a
2° o p i e r a m y  się na p e w n y c h  s p o s t r z e ż e n i a c h  z a r ó w n o  

d o t y c z ą c y c h  p e w n y c h  w n i o s k ó w ,  p ł y n ą c y c h  z z a s t o s o w a ­
nia t y c h  w ł a s n o ś c i  w k l a s i e  p i e r w o t n e j ,  j ak p e w n y c h  do ­
ś w i a d c z e ń  k o n k r e t n y c h .  x i -

W wykładzie ścisłym źródła psychologiczne znikają, nie są po­
trzebne, nie należy jednakże sądzić, że źródła te przestają być ważnemi 
dla nauki. W rozprawach spółczesnych dydaktyków nieraz wyczuć się 
daje owo zapoznanie tych źródeł, stąd często rozprawy te mają cha­
rakter luźnych fragmentów — ciekawostek; jak słusznie jeden z mate­
matyków powiedział, wiele z tych rzeczy można przyrównać do prze­
stawiania krzeseł w tym samym pokoju. Nauka doświadczalna i rozu­
mowanie oderwane są ze sobą w związku bardzo bliskim, czego najle­
piej dowodzi historja nauk ścisłych. Rozumienie tej rzeczy szczególnie 
jest ważne dla pedagoga. Wszak jego zadanie właściwe, to nie wykład 
systematyczny, lecz odtwarzanie odkryć, powtarzanie ich w coraz to innym 
gronie młodzieży, a odkrycia zawsze zjawiają się nie w mózgu syste­
matyków, lecz w potężnym umyśle twórców. Jeden z największych twór­
ców ostatniej doby H. Poincare ilustruje ten fakt na swej osobie zna­
komicie.

Czytelnik, który obecnie rozważy to wszystko, zda sobie sprawę 
z celu, jaki postawiliśmy sobie w rozdziale poprzednim oraz środków 
tam zastosowanych.

Możemy teraz po tych rozważaniach wstępnych zająć się bliżej 
wyjaśnieniem samego sposobu postępowania w nauczaniu.

Należy przedewszystkiem wyjść z rzeczy konkretnych. Do tego 
znajdziemy wiele przykładów w otoczeniu ucznia. Zarówno zjawiska
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temperatury, jak czasu, kierunków drogi, położenia punktu na prosłej, 
przysłowiowego długu i kapitału i t. p. Wskazujemy, że byłoby poży- 
tecznem i praktycznem, gdybyśmy dla odróżnienia dwóch wielkości
0 charakterze przeciwnym zastosowali dwa znaki +  i —. Wskazywałoby 
to nam w krótki i wyraźny sposób, z jakim przypadkiem mamy do czy­
nienia, i byłoby krótszem od omówienia słownego. Te same znaki mo­
żemy zaraz zastosować do wyznaczenia punktu na płaszczyźnie zapo- 
mocą spółrzędnych Descartesa. Tu uczeń widzi dokładnie, że zapomocą 
znaków można wyrazić, w jakim kącie punkt jest dany.

Następnie przypominamy wszystkie te spostrzeżenia, jakie zostały 
zrobione przy rozważaniu własności działań i wniosków z nich płyną­
cych oraz przy rozwiązywaniu początkowem równania. Okazało się tam, 
że złączenie znaku z liczbą jest rzeczą praktyczną i pożyteczną. Czy 
nie możnaby było w takim razie rozszerzyć zakres znanych nam liczb
1 obok poprzednich, które będziemy uważali za dodatnie, wprowadzić 
ujemnych? W takim razie ciąg naturalny rozwijałby się w obydwie 
strony od 0.

Ciąg naturalny jest uporządkowany dokładnie: każda następna 
liczba jest większa od poprzedniej. Gdyby ta własność zachowaną nie 
była, gdyby ciąg liczb ujemnych tego warunku nie spełniał, należałoby 
go inaczej uporządkować, a w takim razie powstałoby dużo zamieszania. 
Należy rozważyć, w jakim przypadku jedną z liczb ujemnych uważać 
można za większą od innej. Przy rozważaniu tego pytania należy zwrócić 
uwagę na funkcję np.: 2 — x =  y . .

Wartość tej funkcji jest możliwa, skoro x  ^  2, później staje się dla 
nas niemożliwą, gdy x wzrasta. Czy nie można również zapomocą znaku 
umówić się co do oznaczania różnicy wtedy, gdy .t >  2 ?

Tutaj nauczyciel musi porównać powyższe oznaczenia przy przy­
kładach konkretnych z tym ostatnim i w odpowiedni sposób interpreto­
wać. Jeżeli posunąłem się 2 kroki naprzód oraz .v kroków wstecz, 
o ile x jest mniejsze niż 2, jestem oddalony od poprzedniego położenia 
w kierunku, który uważam za dodatni, jeżeli zaś większe, — odsunąłem 
się w stronę ujemną. Rezultat jest ujemny. To samo w innych przy­
padkach.

W ten sposób wykazujemy, że oznaczenie biegunowości dwóch 
wielkości jest równoważne z oznaczeniem odpowiedniem różnicy i jej 
zmian.

Poznaliśmy poprzednio prawo monotonji przy działaniach arytme­
tycznych. Jest pożytecznem, żeby ono zachowanem zostało, t. j. by np. 
przy różnicy, gdy odjemnik rośnie — różnica zmniejszała się. Z tego 
wyprowadzamy wniosek, że w takim razie liczby ujemne należałoby co
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do wielkości uporządkować w ten sposób, by liczba która ma wartość 
bezwzględną większą, — była mniejsza od tej, która ma tęż wartość 
mniejszą. Wskazujemy dalej na to, że takie uporządkowanie ma sens 
konkretny, że np. tem mniej posiadamy, im większy dług mamy, że tern 
mniej jest „ciepła“ , im niższa jest temperatura i t. p.

W ten sposób zdobywamy uporządkowanie elementów klasy liczb 
uzupełnionej. Jest to pierwsza ważna zdobycz.

Drugą zdobyczą będzie dojście do równości, które powyżej ozna­
czyliśmy: (1), (2) i (3).

Można zacząć np., wziąwszy na uwagę odcinek i dwa jego zwroty. 
Niech będzie a — długość odcinka AB, porządek liter (A i B) niech wy­
znacza kierunek dodatni. W takim razie przesunięcie od A do B wyra­
zimy liczebnie: +  a, a odwrotne■- a. Gdybyśmy najpierw przeszli od 
A do B, potem wrócili od B do A, nie przesunęlibyśmy się wcale 
z punktu A. Formalnie możemy to wyrazić:

(+  a) +  (— a) 0.
Najgłówniejszą rzeczą jest tu wprowadzenie znaku dodawania, co 

nie powinno u uczniów wzbudzić trudności ani wątpliwości. To samo 
można przerobić na innych przykładach konkretnych. Z łatwością na­
stępnie otrzymać możemy następujące równości:

(+  a) +  (+  b) --= +  (a +  b)
(— a) +  (— b) =  — (a +  b).

Można te równości skomplikować rozciągając je na większą liczbę 
składników oraz sprawdzić zastosowanie w nich prawa łączności i prze- 
mienności. Wyjaśnienie równości (2) i (3) również nie powinno spoty­
kać większych przeszkód. Można posługiwać się różnemi środkami uzmy­
słowienia, nie wyłączając powyżej podanego przykładu z rezerwoarem. 
Np. zmniejszyć dług znaczy to samo, co zwiększyć stan posiadania, 
zwiększenie liczby stopni poniżej zera jest tem samem, co obniżenie 
(zmniejszenie) temperatury i t. p.

Następnie zajmujemy się zmianą postaci dowolnych wielomianów np.:

2a2-  Sab — b'2 =  (+  2 a8) +  ( - 3  a b ) +  ( -  68) =  -  ( -  2a2) +  ( -  Sa b)
-  (+  ó2) i t. d.

Sformułowanie dodawania i odejmowania nie nastręcza już trud­
ności. Powiadamy:

Dodać liczbę względną znaczy to samo, co dodać lub odjąć jej war­
tość bezwzględną zależnie od tego czy jest dodatnia, czy ujemna.

Przy odejmowaniu z wartościami bezwzględnemi postępujemy 
naodwrót.
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Jeżeli cała praca powyższa została przerobiona w szczegółach do­
kładnie i umiejętnie, uczeń może mieć przeświadczenie, że sam poniekąd 
odkrywa nowe liczby i zajmuje się określeniem działań z niemi.

Nauczyciel winien się starać, by wszystko powyżej wyprowadzone 
poparte było znaczną liczbą ćwiczeń w celu ugruntowania i zmechani­
zowania działań. Nadają się tu przykłady liczebne oraz niezbyt skom­
plikowane działania z wielomiennemi wyrażeniami. Te ostatnie wyma­
gają jeszcze pewnego uzupełnienia, które polega na wprowadzeniu po­
jęcia sumy algebraicznej oraz zastosowania do niej własności dodawania 
i odejmowania sumy, które zostały gruntowniej opracowane w kursie 
wstępnym. Rzeczy te nie mogą nasuwać osobliwych trudności,

Obecnie wysuwa się na czoło mnożenie i dzielenie liczb względnych.
Nauczyciel przypomina te spostrzeżenia, które zostały zrobione 

przy mnożeniu dwumianów w kursie wstępnym. Niektórzy autorowie 
uważają, że tych spostrzeżeń wystarczy, żeby wyprowadzić sam sposób 
mnożenia. Rzecz jasna, że zastosowanie zasady zachowania działań 
formalnych mogłoby podpowiedzieć definicję mnożenia. Nie należy 
jednakże nigdy zapominać, że dla umysłu niewyrobionego należy zu­
żytkować możliwie największą liczbę środków, które mogłyby przeko­
nać o potrzebie przyjęcia pewnego prawa, nie wyłączając najbardziej 
konkretnych, które człowiek wyrobiony będzie uważał za zbyt grube 
narzędzie.

Jednym ze środków jest odwołanie się do znanego równania:

y — a x.

Równanie to, jak zaznaczyliśmy, daje dla każdego x w klasie liczb 
bezwzględnych wymiernych odpowiednią wartość na y i odwrotnie. Nie 
nasuwa ono pozornie samo przez się potrzeby rozszerzania zakresu 
liczbowego. Skoro jednakże udamy się do jego graficznego przedstawie­
nia, skoro prosta otrzymana będzie właściwie jednym tylko promieniem, 
powstaje pytanie, jakie równanie będzie odpowiadało drugiemu promie­
niowi. Powyżej uzupełniliśmy do całości układ spółrzędnych, wobec tego, 
przy oznaczeniach tam przyjętych ze względu na symetrję możemy przy­
jąć, że równanie drugiego promienia przedstawi się, jak następuje:

-  y =  a . (— .r )..........(C) .

Stąd widocznem jest, że skoro a jest liczbą dodatnią potrzeba by­
łoby przyjąć, że iloczyn dodatniej liczby przez ujemną jest liczbą ujemną.

Może się zrodzić teraz pytanie, jak należałoby napisać równanie 
dla prostej przebiegającej w kącie drugim i czwartym. Bezwzględne war­
tości a, y, x muszą ze względu na symetryczne położenie promienia
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pozostać bez zmiany1). Gdybyśmy pragnęli zachować tę samą, co po­
przednio, postać równania, musielibyśmy napisać:

+  y  == (— a) . (— x).............(A)
a dla promienia przebiegającego w kącie czwartym:

— y =  (— a) . (+  x ) ..........(B).

W pierwszym przypadku (A) wobec tożsamości liczb y , a, x, nie 
możemy przyjąć, że a jest dodatnie, bo inaczej byłaby sprzeczność po­
między równaniem CA), a równaniem (C), wynikałoby, że dla punktów 
w kącie 3-iin i 2-im, które mają tę samą wartość na odciętą, rzędne są 
też równe, t. j. — y  =  +  y. Tego przyjąć nie możemy, a jeżeli tak, to 
musimy się zgodzić z tern, że iloczyn dwóch liczb ujemnych (poprzednio 
odjemników) jest dodatni. W równaniu B również z tego powodu nie 
możemy założyć a — jako dodatnie, wynikałoby wtedy, że x  -j- x, 
co przeczy poprzednio ustalonej kolejności liczb co do ich wielkości. 
Stąd winniśmy przyjąć, że iloczyn ujemnej liczby przez dodatnią jest 
ujemny, co znowu zgadza się z poprzedniem spostrzeżeniem.

«leżelibyśmy przyjęli zaznaczone prawidło mnożenia liczb względ­
nych i oznaczyli symbolami a, x i y zarówno liczby dodatnie, jak ujemne, 
dostalibyśmy bardzo wygodne uogólnienie, gdyż moglibyśmy pisać zawsze 
U =  ax.

Idźmy teraz jeszcze dalej, weźmy na uwagę samo poprzednio znane 
pojęcia mnożenia liczb całkowitych. Mamy do pomnożenia np.: (— 3) przez 
(+  4). Zachowując dawne pojęcie m n o ż e n i a ,  możemy napisać, że ( 3) X
X ~T (4) mogłoby być tern samem, c o : (— 3) +  (— 3) (4—  3) +  (— 3) =  12,
t. j. iloczyn miał by znak ujemny i równał by się co do wartości bez­
względnej iloczynowi wartości bezwzględnych czynników.

Skoro takiern mogłoby być mnożenie ujemnej liczby przez do­
datnią, byłoby wskazanem, aby to mnożenie posiadało prawo przemien- 
ności, t. j. aby:

( 3) X (+  4) =  (+  4) X ( -  3) =  -  12.
Wniosek ten zgadza się z poprzedniemi spostrzeżeniami.
Ażeby uzupełnić mnożenie, należy się teraz zastanowić, jakim 

należałoby przyjąć iloczyn w przypadku mnożenia liczb ujemnych.
Weźmy przykład. Mamy do pomnożenia np. (—3) X ( ~  4), jakim 

będzie iloczyn? .
Jeżeli mnożenie liczb względnych ma zachować te same własności,

') Przypuszczamy, że pojęcie symetrji, jak również elementarne, początkowe 
pojęcia geometryczne są uczniom znane z propedeutyki geometrycznej (patrz 
Część III niniejszej książki).
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co mnożenie liczb bezwzględnych, musi znaleźć swe zastosowanie prawo 
monotonji. Zgodnie z powyższem możemy napisać:

(— 3) X (+ 4 ) - -1 2 ,
(— 3) X (+ 3) — — 9,
( -  3) X (+ 2) — — 6,
(— 3) X (+ 1) =  “  3.

Widzimy, że iloczyny stale rosną, gdy mnożnik maleje.
Jeżeli weźmiemy taki przykład:

(+ 3 )X (- l) =  -3 ,
( + 3 ) X ( -  2) =  — 6,
(+ 3) X (— 3) =  — 9,

widzimy, że iloczyn stale maleje, gdy mnożnik maleje. Stąd widocznem 
jest, że prawo zmiany iloczynu nie zgadza się dokładnie z tern, co wi­
dzieliśmy przy liczbach bezwzględnych, zachowana jest tylko stałość 
zmniejszania się albo zwiększania. Rzecz ta musi pozostać w odniesieniu 
do wszystkich liczb klasy uzupełnionej, a więc, jeżeli w pierwszym 
z rozważanych przypadków mnożnik dalej się będzie zmniejszał i stanie 
się liczbą ujemną, iloczyn musi być liczbą dodatnią, inaczej mówiąc, 
należałoby przyjąć, że np.:

( -  3) X (— 2)-  + 6,
gdyż z dwóch możliwych znaków jest wobec prawa monotonji do przy­
jęcia tylko albo znak -j- przy zachowaniu iloczynu bezwględnych war­
tości, albo też bezwzględna wartość iloczynu ma nie być iloczynem 
bezwzględnych wartości. To ostatnie jest nie do przyjęcia, gdyż wobec 
poprzednich przypadków mnożenia, wypadałby rażący wyjątek. Stąd, 
skoro mamy starać się o zachowanie największej liczby podobieństw 
do znanego nam sposobu mnożenia, możemy przyjąć, że iloczyn liczb 
ujemnych jest liczbą dodatnią.

Prawo monotonji może nasunąć pewne trudności. Weźmy np. kla­
syczny przykład, a mianowicie równość:

+  1 - 1
- 1  + 1 '

W tej proporcji zachowane są wyszystkie jej własności, jedna tylko 
rzecz uderza odrazu, mianowicie w pierwszym stosunku +  1 >  — 1, 
a w drugim — 1 <  -j- 1. Gdybyśmy wobec tego zastosowali znane i zwykle 
używane pojęćie o stosunku, pierwszy stosunek należałoby uważać za 
większy od drugiego. Tego rodzaju jednakże rozumowanie tu nie może 
mieć zastosowania, gdyż przy liczbach względnych pojęcie „zawierania
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się“ jednej liczby w drugiej związane z liczbami bezwzględnemi traci 
swoje znaczenie, a określenie stosunku, podane p r z e z  nas w r o z ­
d z i a l e  II-gim, tę s p r z e c z n o ś ć  z u p e ł n i e  usuwa.

Przy liczbach względnych zupełnie jest możliwa każda taka
_2 -f- 2

proporcja, jak np. ■ — - ■ = ---- — lub taki iloczyn, jak: (+  2) X  (— 3)

=  (— 3) X (+  2), g d y ż  nie  t y l k o  p o j ę c i e  d z i e l e n i a  j a k o  mi e ­
s z c z e n i a  się,  ale i i l o c z y n u  j a k o  p e w n e j  s u m y  r ó w n y c h  
s k ł a d n i k ó w  tu m i e j s c a  nie  mają.  Zachowane są tylko własności 
formalne działań, umożliwiające wobec braku wyjątków wprowadzenie 
symboli ogólnych, niema zaś zachowania pewnych zbyt konkretnych pojęć 
związanych z działaniami.

Przy każdem rozszerzaniu klasy pierwotnej musimy coś z poprzed­
niego poświęcić. W nauczaniu ważnem jest podkreślanie tych tracących 
wartość elementów myślowych, a s z c z e g ó l n i e  s z k o d l i w e i n  stoso­
wanie b e z w z g l ę d n e  pojęć właściwych dla klasy nowej do klasy 
pierwotnej. I tu indukcja, jak widzimy, ma swoje ważne miejsce.

Dzielenie traktujemy jako odwrotność mnożenia. Po tych rozważa­
niach można zdefinjować w znany sposób mnożenie i dzielenie liczb 
względnych. Związane z tern potęgowanie trudności już nie przedstawia 
Uogólnienie powyższego na ułamki, na co uwagę zwrócić należy, również 
trudności nie przedstawia.

Z poprzednich rozważań i przedstawienia rzeczy, wypróbowanego 
w praktyce, czytelnik widzi, jak, nie używając bynajmniej metod zwy­
kłych t. zw. ścisłego wykładu, można w sposób przystępny a jednakże 
zgodny z duchem samej nauki rzecz całą uczniom nie tyle wyłożyć, ile 
przy pomocy ich własnej obserwacji i myślenia przedstawić.

Jednem z najbliższych zastosowań po odpowiednich wprawach 
w mnożeniu i dzieleniu będzie powtórne zajęcie się rozwiązywaniem 
równań I-go stopnia z jedną niewiadomą oraz ich układaniem. Należy 
tu zwrócić uwagę, że wobec wprowadzenia liczb względnych każde 
dane nam równanie 1-stopnia możemy rozwiązać, t. j. sprowadzić do 
postaci najprostszej: x — a. Technika rozwiązania dzięki wprowadzeniu 
liczb względnych uprości się znakomicie, co również należy podkreślić. 
Jest rzeczą jasną, że równania, które rozwiązujemy, należeć muszą do 
kategoryj równań prostych ze spółczynnikami liczbowemi, oczywiście bez 
niewiadomej w mianowniku. Zanim w dalszym ciągu zwrócimy uwagę 
ucznia na sprawy teoretyczne związane z rozwiązywaniem i właściwo­
ściami równania, ten ostatni będzie posiadał technikę jego rozwiązywania 
oraz czuł wartość w zastosowaniu. Stąd rozprawa teoretyczna nabierze 
charakteru omawiania rzeczy ważnej, realnej.
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Drugim zastosowaniem będzie powrót ponowny do przedstawień 
graficznych. Hiperbolę równoboczną można uzupełnić, dodając drugą 
gałąź, a równanie prostej traktować już kompletnie w postaci: y =  a.r +  b. 
Mówiąc o przedstawieniach graficznych poprzednio, sądziliśmy, że ucz­
niowie z propedeutyki geometrycznej mają już pewne dostateczne wiado­
mości. Przy odpowiedniem wykonaniu tej rzeczy wiadomości te mogą 
być nawet niepotrzebne, jakkolwiek byłyby bardzo na miejscu. Nie na­
leży ominąć sposobności zaznaczenia, że rozwiązanie równania 3 x =  4 
jest równoważne z rozwiązaniem równania 3 x  — 4 =  0, które dostaje się 
z równania prostej:

y =  3 * - - 4

przez założenie: y — 0.

Należy wytłumaczyć treść geometryczną samego rozwiązania.
Obecnie można już postawić kropkę nad i przez przejście do wpro­

wadzenia symboli ogólnych. Potrzebne jest do tego pewne przygotowanie. 
Jeżeli a ma oznaczać dowolną liczbę względną, w takim razie symbole:

— a i 4- a,

zawierają już w sobie znaki podwójne, a symbole naprzykład:

— (+ a ), — ( - a )  i t. p.

znaki potrójne. Otóż przygotowaniem wspomnianem będzie zastosowanie 
do liczb znaku potrójnego i przeróbki w postaci następującej:

- [ - ( - 3 ) ]  =  +  (— 3) i t. d.,

t. j. wskazując, że wprowadzone poprzednio reguły znaków nie zależą 
od tego, czy mamy do czynienia z wartością bezwzględną czy też nie. 
Wprowadzenie symboli ogólnych wymaga więc czysto formalnego uogól­
nienia reguły znaków.

Obecnie można przystąpić do znanych w zwykłym kursie algebry 
przeróbek i działań z wielomianami i jednomianami. Rzeczy te w nau­
czaniu nie będą już zajmowały tyle czasu i nie będą tak, jak to bywa 
zwykle, podobne do żmudnej mechanicznej pracy, lecz nabiorą więcej 
znaczenia płynącego z jaśniejszej świadomości u ucznia ich celu, który 
tern bardziej stanie się wyraźnym, jeżeli obok przeróbek od czasu do 
czasu będziemy powracali do równania i wykazywali, że rozwiązanie jego 
wymaga nieraz wykonania tej żmudnej rachunkowej roboty. Zwykle za 
dużo czasu poświęcamy na te przeróbki i przytem tak często ginącego 
bezpłodnie. Jedną z przyczyn tego faktu jest mało ugruntowana śród 
uczni znajomość własności działań arytmetycznych. Uczeń, który prze­
rabiał ogromne przykłady, nieraz nie potrafi sobie dać radę, albo waha



się w przypadkach bardzo prostych. Zjawisko to jest zbyt powszechnem, 
żeby nie mogło zwrócić na się uwagi. W poprzednim rozdziale przed­
stawiony kurs wstępny jako jedno z zadań głównych ma owo ugrunto­
wanie pojęć o własnościach 4-ch działań. Jeżeli rzecz ta jest zrobiona 
dobrze, ani rozwiązywanie równania, ani działania z wielomianami 
i jednomianami nie będą dla uczniów rzeczą trudną. W kursie wstępnym, 
tak samo jak później, staraliśmy się podkreślać takie metody rozumo­
wania, które opierałyby się na czynnym udziale ucznia w pracy i usu­
wały podawanie gotowych norm postępowania.

Należy tu jeszcze dodać kilka myśli dotyczących wykonania głów­
nych działań. Na szczególną uwagę zasługuje dzielenie wielomianów. 
Rozumienie algorytmu dzielenia śród uczniów należy do przypadków 
bardzo rzadkich. Niezbędnem jest lepsze, gruntowniejsze, wyjaśnienie tej 
rzeczy.

Jeszcze przy mnożeniu wielomianów należy podkreślić fakt otrzy­
mywania niższego i wyższego wyrazu iloczynu, wskazać na to, że to są 
wyrazy, które nie mogą być zredukowane i, że każdy iloczyn dwóch 
wielomianów nie może posiadać mniej niż dwa wyrazy. O faktach tych 
się wspomina, często jednakże dość luźnie, i dzięki temu nie występują 
one w świadomości ucznia wyraźnie, co do zrozumienia algorytmu dzie­
lenia wielomianów jest rzeczą niezbędną.

Najgłówniejszą rzeczą w rozumieniu tego algorytmu jest właśnie 
otrzymanie pierwszego wyrazu ilorazu. Przy następnych wyrazach proces 
tylko powtarza się. Należy podkreślić analogję ze zwykłem dzieleniem 
liczb całkowitych oraz wskazaną jest ostrożność przy rozpoczynaniu 
dzielenia od wyrazów najniższych. Przy tern potrzebne jest wyjaśnienie, 
że własności reszty przy dzieleniu wielomianów pozostają te same, co 
przy liczbach całkowitych w rachunku.

W klasie starszej można dać bardzo prosty dowód o reszcie wielomianu 
przy dzieleniu przez dwumian postaci x —  a. Reszta ta, jak wiadomo, równa jest 
zawsze liczbie otrzymanej po podstawieniu do danego wielomianu wszędzie zamiast 
,v liczby a. Chodzi nam tu głównie o wielomiany postaci:

a«xv -f  a, x n- *  + . . .  +  akx"~k - +- . . .  an J x - \ -  a„
Zastosujemy do wykazania słuszności twierdzenia o tej reszcie rozumo­

wanie przez indukcję matematyczną. Oznaczmy powyższy wielomian symbolem 
Fn (x). Dla n =  1 twierdzenie sprawdza się odrazu. Przypuśćmy, że jest słuszne 
dla n — m, t. i . : ,

Fm W (* ~  Fni-1 W +  Fn, (*)'
Wykażmy teraz, że twierdzenie słuszne będzie dla Fm ; (jc). Jeżeli Fm (x) 

jest zupełnie dowolną funkcją powyżej zaznaczonej postaci, gdzie współczynnikami 
są zupełnie dowolne liczby, to, nie zmniejszając ogólności możemy przyjąć, że

r m+1(x) =  * F m(x) +  C,
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gdzie C jest liczba od x niezależna. W takim razie:

F m+1 W = F m (*> + 3 W + C’
lecz a Fm (x) =  a (x — a) Fm_ t (*) +  a Fm (a),

więc Fm+i (.r) =  (.v — a) Fm (.v) +  a (.v — a) Fm_ ł (x) - f  a Fm (a) +  C =
=  (* — a) [Fm (*) +  a Fm_ i (.v)] +  [a F n (a) — C],

t. j. resztą przy dzieleniu Fm t (x) przez x — a będzie wyrażenie:

a Fm (a) +  C,

które otrzymuje się z F  (̂ :) przez podstawienie zamiast .v liczby a. Twier­
dzenie jest więc słuszne ogólnie. Będzie ono słuszne również w tym wypadku* 
gdy spółczynniki a,„ a,, a2. . . i t. d. będą wyrażeniami dowolnemi nie zawiera- 
jącemi x.

Dowód ten jest ważny z tego powodu, że usuwa wszelkie wątpliwości* 
jakie powstawać mogą np. przy dowodzie zwykle używanym, gdzie w równości: 
Fn(x) — (x — a) Fn t (x) Ą- r podstawiamy zamiast x liczbę a.

Przypadek podzielności wielomianu przez x — a wynika sam przez się 
a zarazem ważna własność przydatna przy rozkładzie wielomianów na czynniki: 
np. wielomian: 2xiy  — xy2 — y 3 dzieli się przez x — y  i t. p.

Rzecz jasna, że dowód tu przytoczony dotyczy głównie nauczyciela, który 
może jednakże w warunkach odpowiednich, zmieniwszy nawet sam sposób ozna­
czania, zastosować go, jak powiedzieliśmy, w klasie starszej.

Rozkładanie na czynniki jest jednym z działów, w którym uczeń 
może się spotkać z potrzebą inwencji ze swej strony. Nie należy prze­
sadzać w dobieraniu trudnych przykładów, wskazanem jest jednakże 
wyzyskanie tego działu w celu zainteresowania uczniów przedmiotem, co 
jest możliwe. Może to się udać znakomicie. W podręcznikach u nas 
używanych dział teń jest pod względem metodycznym przedstawiony 
naogół nieźle. Przy odnajdywaniu największego wspólnego dzielnika 
należy pominąć metodę kolejnego dzielenia i odłożyć ją do powtórzenia 
kursu. Dla uczniów początkujących może ona nieraz wywoływać niemałe 
trudności.

Nauka o ułamkach nie przedstawia niczego osobliwego, o czein 
należałoby obszerniej pomówić. Należy jednakże zwrócić uwagę na p o­
t r z e b y  w i ę k s z e j  l i c z b y  p r o s t y c h  p r z y k ł a d ó w ,  niż to się zwykle 
w podręcznikach widzi, gdzie autorowie zbyt pośpiesznie przechodzą do 
przykładów złożonych i tern samem nie udzielają uczniom pola do 
właściwego, samodzielnego ćwiczenia.

W niektórych podręcznikach wprowadza się pośpiesznie również 
pojęcie o wykładniku względnym, co należy zaliczyć do grubych błędów 
dydaktycznych. Nauka o rozszerzeniu pojęcia o wykładniku musi sta­
nowić odrębny rozdział wstępny przy przejściu do nauki o logarytmie. 
Tam ona znajdzie swe właściwe zastosowanie i znaczenie, a w pierw­
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szych początkach nauki jest tylko jeszcze jednym powodem uczynienia 
z nauki matematyki zbioru nieprzemyślanych reguł. Wprowadzenie 
wykładnika ujemnego musi być zrobione porządnie, t. j. powinniśmy dać 
genezę definicji, samą definicję, wykazać, że wszystkie działania, które 
miały miejsce przy wykładniku dodatnim, tu też swoje zastosowanie 
znajdują. Zajęłoby to wszystko, tern bardziej wobec małego wyrobienia 
matematycznego uczniów, zbyt dużo czasu i przytem zgoła nieproduk­
cyjnie, bo bez właściwego, potrzebnego zastosowania i przytem tak 
często z błędnem, zgoła niewłaściwem rozumieniem rzeczy. Wszak dotąd 
jeszcze często można ze zdziwieniem odkryć, że równość a° 1 jest 
czemś dowiedzionem. Nie trzeba zapomnieć w tym dziale nauki o pew­
nym szczególnym przypadku mnożenia i dzielenia. Wprowadzając liczby 
względne, wprowadziliśmy tu liczbę 0, jako symbol zgoła równowarto­
ściowy. Stąd ważnem jest omówienie szczegółów działania z nim. Czy­
telnik przypomni sobie omyłki uczniów dość częste, polegające na tern, 
że iloraz: a : a ma się równać 0. Przypomni sobie też cały szereg sofiz- 
matów matematycznych opartych na tern, że nauczanie nie dość dokładnie 
na ten moment zwróciło uwagę, że uczeń swobodnie, nie myśląc, skraca 
przez 0 (oczywiście zamaskowane). Oczywiście mnożenie i dzielenie 
przez 0 są rzeczą, która wymaga omówienia na przykładach, gdzie znowu 
wskazówkę daje prawo monotonji przy działaniach. Mówimy, że dzie­
lenie przez 0 jest niemożliwe, gdyż niema takiej liczby, która mogłaby 
być w danym przypadku ilorazem. Wszystko to jednakże winno być 
wyjaśnione.

W ten sposób kończy się drugi dział początkowego nauczania 
algebry, dział bodaj najtrudniejszy i wymagający od nauczyciela naj­
więcej troskliwości i cierpliwości. W następnym rozdziale zajmiemy się 
już obszerniej nauką o równaniu i układach równań oraz kwestjami 
związanemi z tein tak ważnem dla algebry zagadnieniem. Znajomość 
i wprawa w działaniach pozwolą zastosować je do rozwiązywania równań 
1-go stopnia z jedną niewiadomą w całej pełni. Będzie to tylko jednakże 
umiejętność rozwiązania nie zaś znajomość tego, czem równanie w istocie 
swej jest jako jeden z przypadków równości wogóle. Dlatego też roz­
dział następny poświęcimy głównie tej sprawie.



R O Z D Z I A Ł  V .

W rozdziałach poprzednich uczeń nauczył się rozwiązywać równanie 
1-go stopnia z jedną niewiadomą, zrozumiał też wartość równania przez 
zastosowania do rozwiązywania zadań. Teraz jest czas i możność po temu, 
żeby zaznajomić go z podstawowemi własnościami równania i jego pier­
wiastków.

Równanie jest jednym z przypadków równości. Te ostatnie dzielimy 
zwykle na dwie kategorje: tożsamości i równania.

Najprostszą formą tożsamości jest a =  a, a najprostszą formą rów­
nania jest: x  — a. Zanim spróbujemy odróżniać tożsamość od równania, 
należy najpierw dać szereg przykładów tożsamości.

Jedne z nich są oczywiste, jak np. (a +  b) (a — b) — a~ — b2, gdzie 
prawa i lewa strona równości różnią się tylko postacią i natychmiast 
przez pomnożenie możemy zamiast (a +  b) (a — b) otrzymać: a2 -  ¿r. 
W drugich tego rodzaju przeróbki są o wiele więcej zawiłe np.:

ax2 +  bx =  a3 +  ab +  (a* — a) (2a2 +  b) +  a (jc — a)2,

która jest wynikiem zastosowania rozwinięcia Maclaurina do funkcji: 
a.v2 +  bx. W późniejszych rozdziałach algebry uczeń może spotkać toż­
samości, gdzie sprowadzenie do formy: a a jest nieraz bardzo trudne. 
Ta trudność może być powodem tego, że następujące określenie tożsa­
mości: t o ż s a m o ś c i ą  n a z y w a m y  r ó w n o ś ć ,  k t ó r a  a l b o  p o s i a d a  
pos t ać :  a a a l bo  do  tej  p o s t a c i  s p r o w a d z i ć  s ię da po  w y ­
k o n a n i u  o d p o w i e d n i c h  d z i a ł a ń ,  nie byłoby zupełnie właściwe. 
Przypominamy np. casus irreducibilis przy zastosowaniu formuły Car- 
dana do rozwiązania równania 3-go stopnia. Przeróbki tożsamościowe 
głęboko sięgają w dziedzinę myśli matematycznej i nieraz ta lub inna 
postać tożsamości odkrywa ukryte dotąd związki. Dało to powód, jak 
już wspomnieliśmy, jednemu z matematyków do twierdzenia, że wła­
ściwie całe myślenie matematyczne jest przekształcaniem tożsamości. Te 
przekształcenia czasem są łatwe, czasem zaś wymagają rozszerzenia 
naszej wiedzy. Stąd powyższe określenie zawiera w sobie postulat moż-
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liwości przekształcenia danej postaci, a ponieważ tego niezawsze umiemy 
dokonać, należy określenie zastąpić przez inne, które nie tyle dotyczyć 
będzie postaci, ile liczebnej wartości.

O ile w tożsamości wchodzi jeden lub więcej ogólnych symboli 
liczbowych, sprawdzianem dla niej jest dowolność zupełna ich wartości 
liczebnych. Stąd używanem jest zwykle następujące drugie określenie 
tożsamości.

T o ż s a m o ś c i ą  n a z y w a m y  r ó w n o ś ć ,  k t ó r a  z a w s z e  j e s t  
s p e ł n i o n ą ,  n i e z a l e ż n i e  od w a r t o ś c i  l i c z e b n y c h  p o s z c z e g ó l ­
n y c h ,  z a w a r t y c h  w n i e j  s y m b o l i  o g ó l n y c h  (liter).

Rzecz jasna, że przytem należy uczniom powiedzieć, iż podstawia­
nie wartości liczebnych jest niczem nie skrępowane, że można to robić 
w sposób zupełnie dowolny ze w s z y s t k i e m i  symbolami jednocześnie. 
Odpowiednie przykłady są potrzebne.

Określenie tożsamości prowadzi natychmiast do odpowiedniego 
określenia równania, a następnie pierwiastka. Równaniem jest taka rów­
ność, która zamienia się na tożsamość postaci: a — a tylko po podsta­
wieniu jednej lub niektórych wartości liczebnych zamiast symboli litero­
wych uważanych za niewiadome.

Wartość ta lub wartości nazywają się pierwiastkami równania. 
Potem następuje podział równań co do stopnia. Podział ten jest oczy­
wiście prowizoryczny i może dotyczyć tylko niektórych przypadków 
równań algebraicznych. Na przykładach nauczyciel winien wykazać, że 
równanie może mieć nietylko jeden, lecz dwa i więcej pierwiastków, że 
te same i tylko te pierwiastki mogą zadość czynić równaniom różnej 
postaci, które dostają się jedne z drugich przez przeróbki tożsamościowe. 
Tu właśnie należy się zastanowić nad samym procesem rozwiązania 
równania. Proces ten sprowadza się do dodania lub odjęcia od obu stron 
tej samej liczby lub nawet całego wyrażenia zawierającego niewiadome 
i do pomnożenia lub podzielenia obu stron przez jedną i tę samą liczbę 
wiadomą. Należy wykazać, że operacje te nie zmieniają ani liczby, 
ani jakości pierwiastków równania, jakkolwiek mogą zmienić jego postać.

Żeby to wykazać należy wziąć pod uwagę dowolne równanie. 
Każde równanie możemy w najogólniejszej formie przedstawić w postaci 
równości:

L — P,

gdzie L przedstawia jego lewą stronę, a P — prawą.
Jeżeli dodamy do obu stron po Z, gdzie Z może być wyrażeniem 

zawierającem niewiadomą lub zwykłą liczbą, to otrzymamy równanie:

L +  Z =  P + Z .
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Wszystkie pierwiastki, które czynią zadość pierwszemu równaniu, 
będą czyniły zadość drugiemu i odwrotnie, gdyż, jeżeli pierwiastek pewien 
po podstawieniu zamienia L - f  Z i P  -f- Z na tożsamościowo równe liczby, 
to niewątpliwie zamieni też na takież liczby L i P.

Przy mnożeniu przez liczbę wiadomą rozumowanie będzie to samo.
Tu już można wyjaśnić na p r z y k ł a d a c h ,  że skracanie równa­

nia przez wyrażenie, zawierające niewiadomą oraz mnożenie przez takież 
wyrażenie nie daje równania równoważnego. Np. równaniu:

2 x 2 =  x  czynią zadość 2 pierwiastki: .**! =  0 i x 2 =  
a równaniu: 2.t 1 tylko jeden: x — h.

Jeden z pierwiastków zginął.
Rzeczy te wymagają jak najwcześniejszego i najstaranniejszego wy­

jaśnienia. Na tym stopniu nauczania nie powinno się dawać równań 
z niewiadomą w mianowniku, gdyż sprowadzenie do wspólnego mia­
nownika wywołuje kwestję odrzucenia tegoż, co oczywiście jest w kolizji 
z powyższem. O tern musi być mowa po raz pierwszy przy nauce 
o równaniu kwadratowem. W podręcznikach często znajdujemy dość 
nieostrożne pominięcie tej rzeczy, a stąd uczeń przyzwyczaja się do 
zupełnie swobodnego obchodzenia się z mianownikiem, tern bardziej, 
że często nawet w dobrych podręcznikach tej sprawy nie porusza się 
wcale.

Po sprowadzeniu do wspólnego mianownika w danym przypadku 
równanie przedstawić można w postaci:

^  albo - 0. |f
(f (x) (f{x ) (f (x) V *  Pedag.

Jeżeli chodzi o równanie linjowe, to f (x )  — F (x) — a x  -f  b. W 
nym przypadku przed „odrzuceniem“ mianownika należy zbadać funkcję:

f(x )  -  F (x)
(fix) ’

t. j. należy się zastanowić przy jakich wartościach na x  funkcja ta może 
przybierać wartość równą 0. Mamy więc tu przed sobą zadanie znane 
z elementów rachunku różniczkowego o znajdywaniu właściwych war­
tości funkcji postaci:

o j  (a :) 

r ( x ) '

Oczywiście bez rozważań związanych czy to z pojęciem pochodnej, 
czy też granicy rzecz ta porządnie zrobić się nie da. Dlatego też w po­
dręcznikach przy nauce o pochodnej to zadanie musi być rozpatrywane.
Nauczanie matematyki początkowej. Cz. II.

*a
ux

">
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W szkole na niższym stopniu nauczania o tein oczywiście nie może być 
mowy, stąd należy dać metodę dostępną, lecz przyuczającą do uważnego 
zachowania się w tych wypadkach. Należy a priori wyrzec się ścisłości 
rozpatrywania. Nauczyciel może takie odstępstwa robić, o ile to robi 
świadomie i stara się o minimum odchylenia oraz pamięta, że obowią­
zuje go... poprawa. Należy zbadać, czy czynniki postaci: x  — a lub 
(x — c)2 -j- d 2, *) wchodzące do mianownika dzielą licznik: f(x )  — F(x) 
czy też nie. Jeżeli dzielą, należy zwyczajnie skrócić, a następnie mia­
nownik można „odrzucić“ . Wynika to stąd, że wartości na x  zadość 
czyniące równaniu (p (jc) — 0, o ile nie zadość czynią równaniu f (x )

F  (.r) — 0, nie mogą być pierwiastkami danego do rozwiązania równa­
nia. Wyjaśnienie tej rzeczy wymaga pewnych omówień i dlatego rozwa­
żanie powyższej kwestji musi być poprzedzone przez wprowadzenie 
pewnych pojęć, które wynikają z dyskusji równania 1-go stopnia.

Dyskusja ta musi być poglądowa. Inaczej na tym poziomie trakto­
wać jej nie można i byłaby zresztą zgoła bezużyteczna tak, jak ongi, 
w dawniejszych czasach szkolnych sławetne zadanie o kurjerach, które 
było plagą dla wielu uczni.

Każde równanie pierwszego stopnia można sprowadzić do postaci: 
ax x  +  bx =  a2 a- +  ń2 ..........(1).

Zastosowanie graficznej metody wymaga przejścia do dwróch równań:
y — ax x - f  bx 

y =  a2 x +  ń2,
związanych warunkiem, że y przybiera w obu jednocześnie wartości 
równe. Przedstawiając graficznie te dwa równania, dostajemy dwie proste, 
które mogą się przeciąć tylko w jednym punkcie. Stąd wnioskujemy, że 
równanie 1-go stopnia może mieć tylko jedno rozwiązanie i popieramy 
to natychmiast rozumowaniem następującem.

Załóżmy, że istnieje dla równania (1) obok pierwiastka a drugi 
pierwiastek: «. W takim razie mamy dwie tożsamości:

ax a +  bx =  a2 a +  b2

ax (i +  bt — a% u -J- óg
Z tych tożsamości natychmiast wynika: 

ax (a — a) — a2 (a — a).

Równość ta, skoro ax | a2, jest możliwa tylko w tym przypadku, 
gdy a =  u.

*) O tych ostatnich oczywiście przy równaniu linjow^em niema co mówić.
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jeżeli ax — a2, to dwie proste wspomniane są równoległel), a więc 
nie spotykają się, co wskazuje, że równanie wcale nie powinno mieć 
pierwiastka. Fakt to dla uczniów zgoła nieoczekiwany. Spotykają się 
z podobnem zjawiskiem po raz pierwszy. Rozwiązanie równania pierw­
szego daje nam:

Stąd, ponieważ ax — a2 — 0, dzielenie jest niemożliwe i nie możemy 
wskazać odpowiedniej wartości na x. Tu po raz pierwszy należy jednakże 
zastosować pewne zaczątkowe rozumowanie, w którem bierzemy na 
uwagę już nie fakty statyczne oddzielnych liczb, lecz pewne zjawi­
sko dynamiczne. Wyobraźmy sobie, że przy danem stałem ax współczyn­
nik a-i, który nierówny jest au np. mniejszy stale rośnie. W takim razie

będzie co do wartości bezwzględnej stale wzrastał i, jeżeli różnica 
ax — a2 będzie odpowiednio mała, może przybrać wartości dowolnie duże, 
stać się większym od wszelkiej naprzód zadanej dowolnie wielkiej liczby, 
jeżeli np. zadano nam liczbę: 10 100°, możemy uczynić różnicę pomiędzy

ax i a2 =  1000 i ułamek wspomniany będzie co do wartości bez­

względnej (liczby bx i ó2 — całkowite) większy, niż zadana liczba. Zja­
wisko to przyjęto wyrażać symbolicznie znakiem: cc, który wskazuje, 
że w danym przypadku możemy mieć do czynienia z dowolnie dużą 
liczbą, ściśle jednakże zupełnie nie wyznaczoną. Stąd pojęcie nieskoń­
czoności, które wprowadzamy, ma charakter nie zjawiska statycznego, 
nie liczby kardynalnej, lecz — procesu nieograniczonego niczem zwięk­
szania się. Żadna, jakkolwiek duża liczba, nie odpowiada na pytanie, — 
oto rozwiązanie. Nie można używać słowa: nieskończoność tak, jak się 
używa nazw liczb, nie można też odrazu używać znaku równości np. 
w ten sposób:

ń2 — bx b2 A 
ai a2 a1 — a?

Znaku równości używamy przy liczbach znanych dotychczas, nie 
możemy go rozciągać na zakresy, wykraczające poza te liczby. Należy 
wyraźnie co do tego się umówić.

J) O tein uczniowie przekonać się winni drogą doświadczalną zapomocą 
rozważań natury geometrycznej, związanych ze znaczeniem współczynnika kąto­
wego. O tych rzeczach w części III-ej niniejszej książki jeszcze parę słów nad­
mienimy. Wszystko to wykazuje znaczenie propedeutyki geometrycznej.
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Gdy w równaniu (1) oprócz równości między i a2 istnieje rów­
ność pomiędzy bt i b2, otrzymujemy dwie identyczne linje proste, które 
spotykają się w każdym punkcie. Stąd równanie, które w tym przypadku 
jest tożsamością, ma zupełnie nieograniczoną liczbę pierwiastków, wzór 
zaś ogólny na rozwiązanie równania w tym przypadku zamienia się na

wyrażenie: Otóż tu mamy znowuż sposobność odpowiedniego wyja­

śnienia sensu tego wyrażenia i zastosowania przy odpowiedniem omó­
wieniu znaku równości.

W ten sposób uczniowie zapoznają się z głównemi momentami 
dyskusji równania pierwszego stopnia z jedną niewiadomą bez osobli­
wych trudności. Wyniki tej dyskusji można zastosować do rozważania
rozwiązania równania: .f ( x) -  F (x)

> w
0 którem powyżej była mowa.

Równanie pierwszego stopnia nie zajmuje w nauczaniu tyle miejsca
1 czasu, na ile zasługuje. Uczeń przy równaniu pierwszego stopnia za­
poznaje się pierwszy raz z równaniem, układaniem równań,, głównemi 
własnościami pierwiastków. Jeżeli ten dział jest przerobiony dokładnie 
i gruntownie, następne rozdziały teorji równań będą ciekawsze i prostsze. 
Najważniejsze są zawsze pierwsze kroki. Jakże po macoszemu nieraz 
traktują wykładający naukę o równaniu pierwszego stopnia! Podaje się 
sposób rozwiązania, zastosowuje się do kilkudziesięciu w najlepszym 
przypadku zadań i koniec na tern. Już krótki przegląd powyższy głów­
nych zagadnień może wykazać, ile tu jest kwestyj, które należy porząd­
nie rozwiązać, na które warto poświęcić więcej czasu i zachodu. W celu 
lepszego ugruntowania rozciągnęliśmy naukę o równaniu i zastosowali­
śmy sposób wykładu g e n e t y c z n y 1)- Metoda ta wymaga, by myśl 
ucznia przebiegła naturalną ewolucję wzrostu i dojrzewania pojęć, by 
rezultat wr postaci lepszych sposobów rozwiązania był otrzymany drogą 
zbliżającą się do mozolnej nieraz ścieżki odkryć matematycznych, o któ­
rej tak często fałszywie sądzimy, że zjawiają się na podobieństwo two­
rów wyobraźni lub ściślej mówiąc, fantazji odrazu w gotowej formie. 
Zarówno stara dydaktyka, która dogmatycznie podawała prawdy wiedzy, 
jak nieraz nowe próby, usiłujące głównie podkreślać ścisłość, nie mogą 
mieć racji ze stanowiska nauczania. Ścisłość jest rezultatem opracowania

') To co nazwaliśmy zasadą indukcji, jest pokrewne genetycznemu przed­
stawieniu rzeczy tyle, o ile każda geneza oprzeć się musi na zwykłych procesach 
myślenia przeciętnego, które tak słusznie wyjaśnia Dewey w swej książce: How 
we think.
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zdobytych taktów, a dogmatyczne ich podawanie nie uczy myśleć. Na­
leży starać się zawsze o pewne rusztowanie, które okaże się zbędnem 
wtedy, gdy gmach będzie gotowy.

Po zaznajomieniu się gruntowniejszem z równaniem pierwszego 
stopnia z jedną niewiadomą przechodzi się zwykle do układów równań. 
Powstaje tu odrazu zagadnienie, czy nie byłoby lepiej układy równań 
przechodzić jednocześnie w oddzielnym rozdziale po przejściu teorji 
równania stopnia 2-go i wyższych z niem związanych. W pewnych pro­
gramach szkolnych ta ostatnia metoda znajduje swoje zastosowanie.

Układ równań jest czemś odrębnem, czemś zawierającem nowy 
moment myślowy i wymagającem specjalnego potraktowania. Stąd rze­
cznicy drugiego zapatrywania uważają, że należałoby układy równań 
z całym szeregiem związanych z nimi kwestyj ze względu na trudność 
większą zagadnienia odsunąć dalej. Zwykły wykład ogranicza się prze­
ciętnie do podania sposobów rozwiązania (3-ch lub 4-ch) głównych oraz 
niektórych przypadków osobliwych. Uczeń zupełnie nie zdaje sobie sprawy 
z istoty rzeczy, z głównych cech pojęciowych układu, wykonywa wszystko 
mechanicznie. Czyż nie byłaby lepszą metoda, która pozwoli na wcze­
śniejsze wprowadzenie równania kwadratowego z jego nowem bogatem 
polem zastosowań i przeniesienie układów wyżej, do dalszych rozdzia­
łów kursu? Niewątpliwie w tern rozumowaniu jest wiele słuszności, wad­
liwa jednakże metoda nauczania nie może decydować o kolejności na­
stępujących po sobie momentów tegoż. Niewątpliwie, układy równań 
zawierają nowe momenty pojęciowe, momenty te jednakże nie są tak 
trudne, by powstać mogła konieczność ich przesunięcia. Z drugiej strony 
zastosowanie układu genetycznego wymaga, by daną nową rzecz pozna­
wać najpierw na przykładach prostych, takich, które umożliwiają zasto­
sowanie większe własnych sił umysłowych ucznia, oraz rozkładać na 
dłuższy okres czasu, pozwalający na stopniowe dojrzewanie pojęć. Z tych 
powodów uważać należy, że wprowadzenie układów równań 1-go stopnia 
odrazu po nauce o równaniu tegoż stopnia będzie rzeczą zupełnie wła­
ściwą.

Naukę rozpoczynamy od rozważania jednego równania 1-go stopnia 
z 2-ma niewiadomemi. Zadajemy je w postaci:

ax x bi y  — <v

Postać tę natychmiast możemy sprowadzić do następującej:

U > X6, "  by

która daje nam równanie pewnej prostej.

;r -i
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Konstatujemy fakt, że dla każdej dowolnej wartości na x możemy 
natychmiast znaleźć odpowiednią wartość na y. Każda para takich war­
tości zadośćczyni równaniu i stanowi jedną z par jego pierwiastków. 
Równanie ma nieskończoną liczbę rozwiązań, które graficznie przedsta­
wić można jako spółrzędne punktów danej prostej.

Można przeprowadzić pewną dyskusję równania na tle graficznem, 
rozpatrując przypadki, gdy ax =  0, bx 0 i cx =  0. Używanie ogólnego 
wzoru na rozwiązanie byłoby niewskazane, gdyż interpretacja dla uczniów' 
stałaby się zbyt trudna. (O ile chodzi o „grafikę“ należałoby tu wziąć 
trójkąt odniesienia, w którym jeden z boków jest prosta w nieskończo­
ności na płaszczyźnie).

Skoro równanie ma zupełnie dowolną liczbę par rozwiązań, u ucznia 
może powstać wątpliwość, czem różni się ono od tożsamości. Należy tu 
tę różnicę natychmiast zaznaczyć, wskazując na to, że zmienne x i y 
są zależne od siebie, że można nadawać dowolną wartość tylko jednej 
z nich nie zaś obu jenocześnie. To właśnie wskazuje między innemi, 
że nauki równań nie można traktować oddzielnie od pojęcia funkcji, że 
te dwie rzeczy są ze sobą w najściślejszej łączności i że dobrze jest tę 
łączność odrazu wysuwać na plan pierwszy.

Następnie powstaje pytanie o wartości praktycznej takiego równa­
nia. Jakie zadania można przy jego pomocy rozwiązywać?

Nauczyciel wyjaśnia, że, o ile z warunków zadania wypada po­
dobne równanie, wskazuje ono tylko na określoną zależność pomiędzy 
x i nic natomiast nie może nam powiedzieć o poszczególnych okre­
ślonych wartościach na x i y.

Aby takie określone wartości na x  i y otrzymać, potrzebne są 
jeszcze pewne dodatkowe o tych wartościach wiadomości, wyrażone 
w postaci określonych warunków. Np. możemy skądinąd wiedzieć, że 
x i y mogą przybierać tylko wartości całkowite i dodatnie. W takim 
razie możliwem jest wyznaczenie jednej lub więcej wartości na x  i y, 
w każdym razie dowolność będzie ograniczona. Nauczyciel podaje przy­
kłady podobnych zadań, które rozwiązywane są zwykle przy t. zw. rów­
naniach niewyznaczonych.

Następnie rozwija teorję rozwiązania równania danego w tym przy­
padku, gdy x  i y  mają być liczbami całkowitemi. Teorja ta ograniczyć się 
winna do zwykłego rozpatrzenia warunków przy których x  i y mogą mieć 
wartości całkowite i dodatnie, udowodnieniu twierdzenia o możliwości 
wyznaczenia wszystkich pierwiastków, skoro dana jest jedna ich paral).

. ci ai x’ ) Można stosować znaną metodę przez rozpatrywanie ilorazu: — -r— 7-. 
Metoda bardzo pouczająca.
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Tutaj uczeń pierwszy raz ma sposobność zapoznania się z nierów­
nościami. Na tę rzecz należy uwagę zwrócić, gdyż w przyszłości żadna 
porządna dyskusja nie może być wykonana bez odpowiedniego zasto­
sowania nierówności. Teorja nierówności zjawia się zbyt późno, co przy­
stosowane jest do tego, że moment dyskusyjny bywał zwykle prawie 
zupełnie wyeliminowany.

Potem następuje zwykła metoda rozwiązania równania i zastoso­
wania tegoż do zadań. Warunek może być rozszerzony na liczby cał­
kowite względne, a całą rzecz można interpretować graficznie przez 
uwzględnienie na płaszczyźnie współrzędnych sieci prostych równo­
ległych do osi .r-ów i y-ów oraz rozpatrywanie punktów węzłowych tej 
sieci. Proste te mają równanie odpowiednio:

x — a
y b,

gdzie a i b są liczbami całkowitemi. Punkty węzłowe będą miały spół- 
rzędne zawsze całkowite. Pary pierwiastków całkowitych otrzymamy 
wtedy, gdy prosta reprezentująca równanie przechodzi przez punkty 
węzłowe.

Nieraz zdarza się słyszeć zdanie, że równanie nie wy znaczone 1-go 
stopnia jest czemś niepotrzebnem w programie szkolnym. Zdanie to wy­
daje mi się błędnem. Wadą jest nieumiejętne jego umieszczenie nie zaś 
brak istotnej wartości. Dla pogłębienia nauki o liczbie wymiernej, rów­
nanie to ma i może mieć wielką wartość, należy tylko umiejętnie ją 
wyzyskać, co tern bardziej nie jest trudne z tego powodu, że cały 
szereg bardzo konkretnych zadań możemy mieć do rozporządzenia. Przy­
pomnijmy sobie, ileż to od wieków znanych zadań — łamigłówek opiera 
się właśnie na rozwiązaniu równania niewyznaczonego. Dużo ich znaleźć 
można u matematyków hinduskich, egipskich i u Diophantesa. Wskazuje 
to nam na fakt oczywisty, że myśl ludzka temi drogami biegła w swym 
rozwoju historycznym i, że między innemi z tego względu nie należy 
tych dróg zaniedbywać.

Rzecz tu omawiana nie jest drobna. Ma ona z a s a d n i c z e  zna­
c zen i e .

Nauczyciel może specjalnie dobrać równania, z których np. wyniknie, 
że mają tylko jedną lub kilka par rozwiązań całkowitych i dodatnich. 
Wybierać takie równania łatwo. Wystarcza wziąć równanie:

ax +  by — c,

w którem a i b byłyby liczbami względnie pierwrszemi (równanie oczy­
wiście nieskracalne) i spełniłyby warunek

(/j — 1) a b c <  n a b,
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gdzie n liczba naturalna. Takie równanie posiada albo /z, albo n — 1 
pierwiastków całkowitych i dodatnich.

Oczywiście przy
o <  c <  ab

będzie jedna i tylko jedna para pierwiastków całkowitych i dodatnichl). 
Do takich równań nieoznaczonych właśnie sprowadza się wiele przeka­
zanych nam ze starożytności zadań-łamigłówek.

Omówienie początków teorji równania nieoznaczonego z podaniem 
prostego, zwykle używanego sposobu rozwiązania ma s w o j e  d y d a k ­
t y c z n e  z n a c z e n i e .

Ostracyzm, któremu ulegają równania nieoznaczone, jest słuszny
0 tyle, o ile traktujemy je w zwykle dotąd używany sposób, wyciągając 
z nich pierwiastek pouczający przygodnie. Trzeba go wysunąć na czoło
1 wziąć tyle ile potrzeba.

Drugim momentem przejścia od pojedynczego równania do układu 
może być warunek w postaci skróconego równania drugiego, np.:

y  =  a x  albo y =  x +  a.
Tu odrazu nasuwa się metoda rozwiązania.

Ćwiczenie uczniów w rozwiązywaniu równania przy podawaniu 
różnych warunków jest bardzo pouczające i pożyteczne, a niestety 
zgoła zaniedbane. Dzięki temu rozwiązywanie układów staje się czyn­
nością mechaniczną. Nie p o w i n n i ś m y  z a n i e d b y w a ć  s t a ł e g o  o d ­
w o ł y w a n i a  s ię  do  w y k r e s u .

Po wykonaniu tego pierwszego kroku przejścia do układu równań, 
przy którym uczniowie uświadomią sobie i poniekąd ugruntują pewne 
zależności arytmetyczne oraz pojęcie o nierówności, można zakończyć 
kurs klasy 4-tej. Nie chcę usilnie przy tern obstawać, wolno mi jednakże 
uważać powyższy drugi stopień nauczania algebry za całość pod pew­
nym względem zamkniętą głównie z powodu rozporządzalnego przy 
nauczaniu czasu. Całość ta zawiera treść bogatą, dotyczy podstawowych 
działań i podstawowych pojęć. Z drugiej strony wskazanem jest w klasie 5-ej 
powtórzenie wiadomości zdobytych, a więc dokończenie działu o rozwią­
zywaniu układów równań pierwszego stopnia, tern bardziej, że pewne 
momenty dyskusyjne będą wymagały znaczniejszej dojrzałości umysłowej.

** *
Warunek dotyczący x  i y może być podany, jak widzieliśmy, w innej 

formie. Można go wyrazić zapomocą określonej równości, np.:
ax ~  y ----- (/?).

1) Patrz sprawozdania z posiedzeń Koła matematyczno-fizycznego w War­
szawie. Rok 1906— 7, zesz. 1, stron 9— 11, artykuł autora książki.
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W takim razie w równaniu: a1x-\-bl y  — c1 można będzie ten 
warunek uwzględnić w ten sposób, że zamiast y podstawimy a x , t. j. 
wielkość równą. Takie podstawienie zamieni równanie powyższe, w którem 
mamy dwie niewiadome na równanie z jedną niewiadomą. Z niego 
otrzymamy wartość na x, a potem na y z równości (A).

Dowiedliśmy powyżej, że z równania pierwszego stopnia po wyklu­
czeniu warunków wyjątkowych otrzymać możemy tylko jedną wartość 
na x . Jeżeli tak, to równość (A) wskazuje nam, że na y otrzymamy 
również tylko jedną wartość. W tym więc przypadku równanie dane 
ma tylko jedną parę rozwiązań.

Czem jest równość (A)? Nie jest ona tożsamością, jest więc rów­
naniem, które może być napisane w postaci: x — a y — 0 i otrzymuje się 
z ogólnego równania z dwiema niewiadomemi, jeżeli założymy: =  a,
bx — — 1, c — 0.

Czy nie byłoby możliwe zadać wspomniany warunek również w po­
staci zupełnego równania 1-go stopnia z dwiema niewiadomemi? Np. zadać 
możemy w postaci równania:

a-i x  +  b2 y =  ą.

Z równania tego otrzymujemy:

c<i—  a^x
• (m).

Jeżeli tę wartość podstawimy zamiast y w równaniu:

at x -\- b1y =  ci ,

otrzymamy równanie 1-go stopnia z jedną niewiadomą, z którego znaj­
dziemy odpowiednią wartość na x, a potem z równości (m) war­
tość na y.

Tutaj również widocznem jest, że tylko jedna para takich wartości 
istnieć może, która obu równaniom jednocześnie zadość czyni. Równania:

a i x + b 1y  =  cl 
a2x  -j- b2y — c2

stanowią, jak mówimy, układ równań 1-go stopnia z 2-ma ńiewia- 
domemi.

Rodzi się teraz pytanie, czy zawsze jest możliwe otrzymanie po­
wyższego rezultatu, czy zawsze dołączenie nowego równania pozwoli 
nam znaleźć jedną i tylko jedną parę rozwiązań. Należy sprawę tę roz­
patrzyć, czyli układ powyższy równań przedyskutować, zbadać go we 
wszelkich możliwych przypadkach, zależnych od tych wartości jakie mogą 
przybierać współczynniki równań.
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i Po rozwiązaniu układu otrzymamy na x  i y następujące wartości:
Ci b2 c2 by
dy b2 — a2 by

Cj
dy b2 a2 ^1

Wprowadźmy następujące oznaczenia:

gdzie oczywiście: Ly — cx b., — c2 L2 =  c2 a2cl7
a M — ayb2 — a2by.

Możliwe są następujące przypadki i tylko te:

1) Ly 10 , L., 1 o, M | 0;
2) Ly = 0, l 2 10 , M  1-0;
3) Ly i 0, L% 0, M  t 0;
4) Ly 1 0, L, I 0, M = 0;
Ó) Ly = 0, l2 = 0, M-\ 0;
6) Ly = 0, L2 10 , M = 0;
7) Ly 1 0, l 2 = 0, M = 0;
8) Ly 0, L, - 0 , M  = 0.

W pierwszym przypadku niema żadnych wątpliwości, gdyż otrzy­
mujemy jedno i tylko jedno rozwiązanie. Grafika wskazuje, że proste 
przecinają się na płaszczyźnie spółrzędnych poza osiami .r-ów i y-ów.

Jeżeli Lx — 0, t. j. Cy b2 — c2 by — 0, to możliwe są przypuszczenia 
następujące: 1° albo którakolwiek z par spółczynników, np. cx i c2 jest 
jednocześnie równa 0, albo 2° żaden ze współczynników zeru się nie 
równa i wtedy mamy proporcję:

c% b-2

Jeżeli chodzi o pierwsze przypuszczenie, nie możemy założyć, że 
albo cx — c2 — 0, albo by — b2 =  0, gdyż w takim razie albo L2 — 0, albo 
M — 0, to zaś nie jest nam dane. W takim razie zostaje się możliwem, 
że albo cx — bx — 0 albo b2 — c2 =  0. W tym przypadku otrzymamy 
odpowiednie różne wartości na L* i M i jedną tylko parę rozwiązań.

Jeżeli weźmiemy na uwagę drugie przypuszczenie, otrzymamy 
znowu określoną parę rozwiązań.

Graficznie dwie proste przecinają się na osi ¿/-ów.
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W przypadku 3) — proste przecinają się na osi .r-ów.
W przypadku 4) przypuszczenie ax — bx — 0 oraz a2 =  b2 — 0 jest 

dla uczniów niemożliwe, gdyż trudno im dać pojęcie o prostej w nie­
skończoności i dlatego pozostaje tylko jedno:

ai _  a2
bx b2

Grafika wskazuje, że proste są równoległe. Otrzymujemy rozwią­
zania t. zw. nieskończone, czyli w danym przypadku niemasz określo­
nych odpowiedzi na pytanie co do wartości liczebnej na x i y.

Równość: wskazuje, że spółczynniki są proporcjonalne.Oj o2
Otrzymujemy tutaj pierwszy ważny warunek: s p ó ł c z y n n i k i  p r z y  

n i e w i a d o m y c h  w r ó w n a n i a c h  d a n y c h ,  s k o r o  c h c e m y  o t r z y ­
mać  o k r e ś l o n e  w a r t o ś c i  na x i y n i e  m o g ą  b y ć  p r o p o r c j o ­
nalne .

W przypadku 5-ym mamy: L1 =  c1 ń2 — c2 bx — 0 i Z2 =  ax c2 — a2 cx — 0- 
Możliwe są przypuszczenia następujące: albo 1° cx — c2 — 0 albo 2" 
b2, c2 i a2 lub cx, bx i aj są równe zeru jednocześnie. Przypadek równości:

C]l_ = by Ci _ ?±—  oraz —  =
c2 ń 2 c2 a2

jest niemożliwy, gdyż z niego natychmiast wynikałoby, ż e :

bx . __ „—  =  ~r~ a więc M — 0. a2 b2

Mamy rozwiązanie zerowe, a proste graficznie przecinają się w po­
czątku układu i mogą w szczególnym przypadku zlewać się z osiami 
spółrzędnych.

Przypadki 6) i 7) dają proste równoległe do osi .v-ów i //-ów. 
Jeżeli będziemy rozpatrywali układ Descartesa jako zwyrodniony trójkąt 
odniesienia, proste w tych przypadkach przechodzą przez dwa inne jego 
wierzchołki, o czem oczywiście uczniom niema co mówić.

Przypadek ostatni daje nam rozwiązanie postaci Tutaj, jak po­

przednio, na grafice skonstatować możemy, że zamiast dwóch prostych 
posiadamy właściwie tylko jedną. Inaczej mówiąc dwa równania:

a1x-\- b1y  =  c1 
kaxx  +  kbxy  — Acj

są identyczne. Wynika to stąd, że zadając w obu równaniach jedną i tę 
samą wartość np. na x, otrzymamy tę samą wartość na y.
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Mamy tu drugi fakt ważny: j e ż e l i  r ó w n a n i a  dane  r ó ż n i ą  
s ię  od s i e b i e  t y l k o  tein,  że w s p ó ł c z y n n i k a m i  j e d n e g o  są 
o d p o w i e d n i e  mi i l o c z y n a m i  w s p ó ł c z y n n i k ó w  d r u g i e g o  od 
p o m n o ż e n i a  p r z e z  j e d n ą  i tę samą l i c z b ę ,  to r ó w n a n i a  te 
u k ł a d u  nie s t a n o w i ą  i nie  m o g ą  dać  o z n a c z o n e g o  r o z w i ą ­
zania.

W pierwszym przypadku rozwiązań t. zw. nieskończonych mamy 
równania sobie przeczące, w drugim identyczne.

Na te rzeczy w nauczaniu szkolnem... nie było czasu. Czyż jed­
nakże nie są konieczne tam, gdzie chodzi o wiedzę dokładną? Czyż nie 
potrzeba podkreślać takich momentów chociażby dlatego, by uczniowie 
więcej myśleć się uczyli. Do tego żeby ulepszyć program szkolny nie 
trzeba rzeczy nadzwyczajnych, trzeba tylko umieć uczyć rzeczy prostych. 
Wszak z tych prostych wyrastają później „wysokie teorje“ , które różnią 
się od nich tylko... odległością od początku. Rozwijanie funkcjonalnego 
myślenia, dziś już u nas popularne, i używane w tym celu metody nie 
pomogą sprawie, jeżeli zapomnimy o dokładności nauczania. Matematyka 
stać się musi nauką jasnego i prostego rozumowania, ścisłego i jędrnego 
wyrażania się.

W ten sposób uczniowie otrzymują pojęcie układu równań. Teraz 
pora na zaznajomienie ich z różnemi metodami rozwiązania. Metody te, 
gdy się zjawią w tern miejscu, nie będą czemś sztucznem, lecz natu- 
ralnem uproszczeniem zadania.

W szkole średniej trudno przeprowadzać dyskusję układu 3-ch rów­
nań 1-go stopnia (graficznie czworościan odniesienia) a tern bardziej 
n równań, które w odpowiedni sposób można interpretować w prze­
strzeni n wymiarowej albo, jak zwykle, na tle teorji wyznaczników. 
Równania te uczymy tylko rozwiązywać. Z tego wynika, że tern bardziej 
jest ważne tam, gdzie to zrobić można, nauczenie dokładnego i możliwie 
ścisłego myślenia. Nie trzeba zapominać o tern, jak ważną jest rzeczą 
dobieranie przykładów ilustrujących. Mogą to być zadania na ruch 
(np. zadanie o kurjerach), mogą być zadania geometryczne albo zgoła 
wzięte z przeciętnej praktyki życiowej.

Należy jednakże wykazać, że np. dwa równania 1-go stopnia 
z trzema niewiadomeini sprowadzają się do jednego równania z dwoma 
i że nie dają określonego rozwiązania. To samo należy uczynić z większą 
liczbą niewiadomych oraz przyjść i n d u k c y j n i e  do wniosku, że okre­
ślone rozwiązanie może dać układ n równań z n niewiadomemi, skoro 
nie zawiera równań sprzecznych oraz identycznych. Następnie należy 
dać dowód od n do n +  1, którego przebieg jest bardzo prosty. Jeżeli 
twierdzenie jest słuszne dla układu Un z n niewiadomemi, będzie słuszńe
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dla układu Ult+1 z n +  1 niewiadomemi. Określmy w tym celu jedną 
z niewiadomych w zależności od innych z jednego z tych równań i otrzy­
maną wartość podstawmy w pozostałe, dostaniemy nowy układ U'u z n 
niewiadomemi, z którego otrzymamy dla każdej z niewiadomych okre­
śloną wartość a potem wyznaczamy wartość n +  1 niewiadomej z łat­
wością.

Zastosowanie układów do zadań nie budzi osobliwych trudności.
Po tern wszystkiem należy uczynić przegląd i powtórzenie całego 

kursu poprzedniego, uzupełniając go przez momenty opuszczone, np. przez 
wprowadzenie znajdywania największego wspólnego dzielnika i najmniej­
szej wielokrotności. Każdy nauczyciel znajdzie tu te rzeczy, które w da- 
nem środowisku uczniów są osobliwie z tego lub innego względu ważne.

Na tern kończy się kurs algebry przed równaniem 2-go stopnia.
Przedstawiona powyżej treść nauczania oraz kolejność jego mo­

mentów nie odbiega od tego, co się dzieje w praktyce, nie powinna 
więc natrafić na przeszkody. Autorowi nie chodzi tyle o ten lub ów 
program. Programy są rzeczą formalną, a nauczanie nie jest przecho­
dzeniem programów. Główną rzeczą jest zwrócenie uwagi na to, co warte 
jest tego i należyte rozwijanie władz myślenia u uczniów. Krótkie przed­
stawienie powyższe wystarcza do tego, by każdy nauczyciel zdać sobie 
mógł sprawę z istoty poprawnego nauczania w warunkach dzisiejszej 
szkoły.
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W rozdziałach poprzednich przebiegliśmy dość długą drogę. Wy­
starcza ona do wyjaśnienia podstaw metodycznych nauczania oraz rzuca 
nawet światło na dalsze jego koleje w klasach wyższych szkoły średniej. 
Nie owijaliśmy prawdy w bawełnę: tam, gdzie wiedza nasza niewystar- 
czała, mówiliśmy o tein wyraźnie. Stąd czytelnika nie obowiązują te 
szczegóły, które są niejako subjektywnym wytworem autora lub trady- 
cyjnem dziedzictwem. Szukaliśmy prawdy wszędzie, nie ograniczając 
zakresu dociekania, a tern samem wykazaliśmy, zdaje się, w pełni, że 
te proste pozornie początki rachunku są rzeczą bardzo trudną i wyma­
gają ogromnej wiedzy do tego, aby należycie były prowadzone w na­
uczaniu.

Ponieważ różne ważne momenty poruszane były przez nas przy­
godnie, zależnie od nasuwającej się potrzeby, nie od rzeczy będzie, gdy 
w rozdziale niniejszym w krótkości zbierzemy je tu razem i przedsta­
wimy wyraźniej jako podstawy, na których opiera się cała budowa książki.

Jednem z podstawowych pojęć jest pojęcie liczby. Nie daliśmy de­
finicji tego pojęcia. Autor musi się przyznać, że dotychczas żadna ze 
znanych nam bardzo wielu definicyj nie zadawalała go. Taką definicję 
dać niezmiernie trudno, sądzę jednakże, że ze względów dydaktycznych 
warto podać taką, która najbardziej do prawdy się zbliża.

Laisant w swem dziełku p. t. La mathématique. Philosophie. Ensei­
gnements (jeden z numerów zbioru: Bibliothèque generale des sciences, 
Paryż, Gauthier-Villers, 1907) przytacza następującą definicję liczby, 
zapożyczoną od H. Laurenfa (str. 25):

„ L i c z b ą  n a z y w a m y  w y p o w i e d ź  ( l o c u t i o n )  lub z nak  
(signe) ,  k t ó r e  s ł u ż ą  do p r e c y z y j n e g o  w y z n a c z e n i a  p e w n e j  
i l o ś c i  o r a z  t y c h  w s z y s t k i c h  i n n y c h ,  k t ó r e  są jej  r ó w n e  
w c e l u  w y d z i e l e n i a  ich d o k ł a d n e g o  od t y c h  w s z y s t k i c h  
i l ośc i ,  k t ó r e  się r ó ż n i ą  od p o p r z e d n i c h “ .

Oczywiście zastosowano tu pojęcie ilości (quantité), które jest po­
dane bez definicji. Na tern polega wada definicji. Rzecz jasna, że przy
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procesie odwzorowania t. zw. aparat odwzorowujący dawał reprezentację 
„ilości“ równej. Definicja bardzo bezpośrednio z tego procesu wynika, 
przyczem wskazuje na system wypowiedzi i znaków, jakim jest ciąg 
naturalny.

Zamiast pojęcia ilości można wziąć za podstawę tak, jak to czyni 
logistyka, pojęcie klasy oraz wyprowadzić pojęcie: k l a s a  w i e l k o ­
ś c i o w a ,  t. j. taka, której elementy spełniają warunki wypowiedziane 
wyżej (patrz część pierwsza, str. 53 i 200). Wtedy definicja powyższa 
może być zmodyfikowana, jak następuje:

„Liczbą nazywamy wypowiedź lub znak, które służą do precyzyj­
nego wyznaczenia określonego elementu danej jakiejkolwiek klasy wielko­
ściowej oraz tych wszystkich innych jej elementów, które są poprzed­
niemu równe w celu wydzielenia ich dokładnego z pośród różniących 
się od nich elementów“ .

Mamy tu więc określenie, które opiera się na podłożu pojęć bar­
dziej ogólnych, niż te, któremi zajmuje się arytmetyka. Najbardziej zna­
mienną rzeczą jest użycie słów: „wypowiedź“ oraz „znak“ . Stawia to 
pojęcie liczby na właściwym gruncie i wyróżnia je od pojęć t. zw. empi­
rycznych, zdobytych na tle abstrakcji według wspomnianej już w pierw­
szej części formuły: P  +  R (str. 81). Dotykamy tu zagadnienia bardzo 
ważnego i trudnego, któremu wypada słów kilka poświęcić.

Husserl, autor ważnej pracy z dziedziny filozofji arytmetyki, pisze 
(Logische Untersuchungen, Rozd. VIII, § 48, przekł. rosyjski, str. 154—6):

„Pomiędzy naukami idealnemi a realnemi istnieje istotna, nieda- 
jąea się bezwzględnie usunąć różnica. Pierwsze są apriorystyczne, drugie 
empiryczne. Pierwsze rozwijają twierdzenia ogólne, mające charakter 
idealno-prawodawczy, opierając je z bezpośrednią oczywistością na poję­
ciach istotnie rodzajowych; drugie ustanawiają twierdzenia realno-pra- 
wodawcze, mające charakter prawdopodobny i stosujące się do dziedziny 
faktów“ .

„Ocena właściwa tych różnic związana jest bezwzględnie z defini- 
tywnem wyrzeczeniem się empirycznej teorji abstrakcji, panowanie której 
zagradza drogę do zrozumienia tego, co należy do dziedziny logiki...“ . 
„W każdem poznawaniu“ —  mówi dalej Husserl —  „a specjalnie w każdej 
nauce możemy stwierdzić istotne różnice pomiędzy trzema rodzajami 
związków:

a) Związek d o z n a ń  p o z n a w c z y c h ,  w których subjektywnie 
realizuje się nauka, t. j. z w i ą z e k  p s y c h o l o g i c z n y  wyobrażeń, sądów 
aktów poznania, domysłów, pytań i t. d., na tle których odbywa się proces 
badania albo też rozważa prawdziwość poprzednio odkrytej teorji. b) Zwią­
zek zbadanych naukowo i teretycznie p o z n a n y c h  r z e c z y ,  które jako
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takie tworzą dziedzinę właściwą te] nauki. Związek poszukiwania i po­
znawania oczywiście jest inny, niż zbadanego i poznanego, c) Związek 
logiczny, t. ]. więź specyficzna ide] teoretycznych, stanowiąca Jedność 
prawd danej umiejętności, specjalnie teorji naukowej, dowodu lub wniosku. 
Do tegoż należy związek pojęć w prawdziwem twierdzeniu, prawd elemen­
tarnych w zespołach prawd i t. p.“

Przytoczyliśmy te dłuższe wyciągi w tym celu, aby ukazać, że, 
o ile chodzi o arytmetykę, mamy przed sobą naukę teoretyczną. Podane 
określenie liczby jest pomimo uproszczonej formy wyrazem definicji 
przedmiotu oderwanego: „wypowiedzi“ lub „znaku“, który żadną miarą 
nie może być identyfikowany z takiemi przedmiotami, jak: krowa, stół, 
ciśnienie, masa i t. p., t. j. z pojęciami empirycznemi. Nieraz wskazy­
waliśmy na to, jak postępuje nauka ścisła w swych wywodach teore­
tycznych.

Bardzo ważne są przytoczone wyżej przez Husserla rodzaje związ­
ków jakie istnieją w naukowem myślenia. Nie można jednakże uważać, 
że przytoczone tu rodzaje wyczerpują całość różnych związków. Husserl 
zgoła negleguje fakt, że każda idea jest wynikiem i projekcją badania, 
że wszystkie wspomniane związki zależą od p r o c e s u  ba d a n i a ,  że 
najgłówniejszym właśnie związkiem jest sam ten proces, który w różnych 
kształtach przejawia się od zastosowania idei w czynie praktycznym do 
rozważania jej samej w sobie.

Inaczej zgoła niezrozumiałem by było, jak świat teoretycznej nauki 
może być czemś przydatnem do stosowania w faktycznem badaniu i prak­
tyce życia. Niezrozumiałem by było, jak możliwą jest dydaktyka. Zapy­
taliśmy się tu słowami Kanta, chodzi nam atoli nie o metafizykę, lecz 
o dydaktykę. Słuszne są zarzuty Husserla w dziele wspomnianem przy­
toczone i dotyczące błędów i przesadów t. zw. psychologizinu, ale naj­
ważniejsza sprawa, największy argument, który można przytoczyć, nie 
został rozważony.

Każda nauka niezależnie od tego czy jest teoretyczną, czy realną, 
jak mówi Husserl, jest wytworem p r o c e s u  badani a ,  a każda idea, 
każde pojęcie nauki na wszystkich jej stopniach, we wszelkich rodza­
jach związków jest ideą, pojęciem dynamicznem, wyrażającem w sobie 
związek z tern, co było poprzednio, związek tak, czy owak genetyczny, 
oraz potencję dalszego przedłużenia procesu badania. Husserlx) tak, jak 
Plato, jak wielu jednakowo z nim myślących ludzi, przeoczył ten fakt, 
nadużył statyki tam, gdzie ona nie ma i nie będzie miała miejsca.

’ ) Husserl zdaniem naszem nie jest konsekwentny i w dziele wspomnianem 
nieraz nadmienia o związku teoretycznych nauk z realnemi.
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Stąd teoretyczna nauka nie jest czemś oddzielnem od całości zja­
wisk umysłowych, lecz wchodzi w nią integralnie, jest niejako specjal­
nym działem tej całości. Stosunek jej do reszty jest jak stosunek celu 
do środków, co tak głęboko analizuje Dewey w swej książce p. t .: 
Humań naturę and conduct (Londyn, G. Allen & Unwin, 1922).

Gdyby słuszne były poglądy Husserla, gdyby istniała luka głęboka 
pomiędzy nauką teoretyczną-logiką, a nauką faktyczną-realną, nauczanie 
nie mogłoby sobie postawić za cel — nauczania matematyki. Przyta­
czając powyżej fragmenty ścisłego wykładu, robiliśmy to dla tego, że 
jedną z podstaw metodyki nauczania jest tworzenie drogi od praktycz­
nych zadań życia do teoretycznej nauki. Jesteśmy przekonani, że niema 
też różnicy zasadniczej, jest tylko różnica stopnia.

To też i definicja powyższa liczby nie jest wystarczająca tak samo, 
jak definicja ubrana w szatę logistyki. Liczba jest elementem ciągu liczb. 
To jest fakt ogromnej wagi, którego powyższa definicja nie uwzględnia. 
Dla tego też wprowadziliśmy wyżej (cz. I, str. 31) pojęcie grupy.

Z p o w y ż s z e g o  wy n i k a ,  że n a u c z a n i e  wi nno ,  w y c h o d z ą c  
z p r a k t y c z n e g o  z a i n t e r e s o w a n i a ,  z p r o p e d e u t y c z n y c h  r o z ­
w a ż a ń  w z n o s i ć  się c o r a z  b a r d z i e j  w z w y ż .  Konsekwentne prze­
prowadzenie tej myśli było zadaniem powyższych rozdziałów.

Ta konsekwencja wymagała również modyfikacji czynnego procesu 
badania. To też, rozwijając wnioski z zasady indukcji, która jak nić 
czerwona przenika całość wykładu, wykazywaliśmy faktycznie, jak na­
leży rzecz traktować w genetycznym związku procesów myślenia, b a d a- 
n ia  i materjału nauki.

Powyżej powiedziane reprezentuje objektywną niejako stronę nau­
czania. Ma ona jeszcze swoją subjektywną stronę. Do niej należy — 
dziecko jako rozwijający się człowiek i nauczyciel, jako pośrednik po­
między niem a nauką.

Nauczanie winno oprzeć się na poznaniu dziecka. Jest to dziś stereo­
typowym truizmem. Dla naszego przedmiotu bezpośrednio ważnem jest 
zbadanie objawów psychicznych u dziecka związanych z rachunkiem 
j liczbą. Potrzebne są badania ścisłe. O ile można było bez zbytniego 
przeładowania, wspominaliśmy o tych badaniach. Nie dały one jeszcze 
dotąd pozytywnych rezultatów o większem, bardziej zasadniczem zna­
czeniu, a jedną z przyczyn tego zjawiska jest brak właściwych hipotez 
przy badaniu potrzebnych. Każdy badacz idzie jakby poomacku, nie wie, 
o co się zapytać przyrody. Badacze ci najczęściej nie są matematykami, 
n ie  z na j ą  t e o r e t y c z n e j  b u d o w y  nauki .

To jest najgłówniejsza przyczyna nikłości rezultatów.
Teoretyczna nauka w swej szacie ścisłej właśnie oczyszcza po-

8Nauczanie matematyki początkowej. Cz. II.
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jęcie, jak mówi Herbart, z niepotrzebnych akcesorjów, wskazuje na mo­
menty zasadnicze, rzeczy istotne. Tu badacz winien znaleźć te elementy 
które są potrzebne do budowy hipotezy, kierującej eksperymentem psy­
chologicznym. Tu też badacz pedagogiczny znajdzie kryterja do budowy 
eksperymentu pedagogiczno-syntetycznego.

Nie m o ż n a  bez  z n a j o m o ś c i  d o k ł a d n e j  s ame j  nauk i  
r o z p o c z y n a ć  b a d a n i a  o jej  p r z e j a w i a n i u  s ię  w r o z w i j a ­
j ą c e j  s ię  myśl i .

To druga rzecz zasadnicza, kierująca oczywiście w znacznie węż­
szym zakresie postępowaniem metedycznem w nauczaniu. G dy n ie  
ma my  d a n y c h  o o d n o ś n y c h  m o d y f i k a c j a c h ,  k i e r u j m y  się 
w s z a k ż e  wi edz ą ,  z n a j o m o ś c i ą  s a m e g o  p r z e d m i o t u .

Skonstruować można wielką liczbę ważnych eksperymentów na tle 
omawianej idei przewodniej.

Weźmy parę przykładów. Czyż nie można zbadać na różnych 
przykładach lub ich zespołach, jak się przejawia prawo tożsamości. 
Jednym z najczęstszych błędów uczniów jest właśnie w tej dziedzinie. 
Uczeń klasy 5-tej, który przez omyłkę, jak mówimy, 2 a utożsamia z a 2, 
lub a : a z zerem, grzeszy przeciw prawu tożsamości. To samo dotyczy 
innych podstawowych praw wielkości. Czy nie można poddać badaniom 
pojmowania pewnika Archimedesa, który polega na tern, że jeżeli a <  ¿>, 
to zawsze istnieje taka naturalna liczba n, że na >  b. Wszak od tego 
badania zależałoby rozstrzygnięcie pytania, czy zmierzenie, czy podział 
właściwy na równe części są bliższe umysłowi ludzkiemu.

Czy nie możnaby zbadać, kiedy i jak przejawia się u dzieci liczenie 
grupami? Jak tworzą się pojęcia działań? I t. d., i t. d.

Cała ogromna dziedzina wiedzy niezbędnej jest dotąd terra incognita. 
To okres przedszkolny, na którym wszak budujemy wszystko. Tu istnieją 
setki zagadnień.

Racjonalna metodyka rachunku oprze się na wiedzy zdobytej przez 
matematycznie wykształconych psychologów i nauczycieli.

To, co wyżej podaliśmy, nosi dzięki brakom wiedzy w ogromnej 
mierze charakter hipotetyczny. Na to zakrywać nam oczu nie można 
tak samo, jak pomimo wszystko wskazanem jest wielka ostrożność sub­
iektywnego sądu. Nauczyciel winien rozumieć to wszystko i uczyć się 
nietylko z książki, lecz pod jej przewodnictwem z praktyki, doświadcze­
niem. Tu jak i we wszystkich dziedzinach jedną z przewodnich myśli 
w kształceniu nauczycieli winno być przyzwyczajenie do myślenia o na­
stępstwach swych czynów', obserwacji, krytycyzmu oraz zapatrywaniu 
się na sweją pracę, jak na rozumnie postawiony eksperyment. Stałe 
uczenie się — oto dewiza, która da najlepsze rezultaty i uchroni od
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rutyny a stałe uczenie się jest niemożliwe, jeżeli oczekujemy go tylko 
z książek i słów innych ludzi. Należy zasadę samodzielności najpierw 
umiejętnie uwzględnić przy kształceniu nauczycieli.

Niech się czytelnik nie dziwi, że tak mało powiedzieliśmy o pod­
stawowych idejach książki. Nie wiele ich, ale jakże trudno je rozwinąć 
w żywy proces nauczania! Wie o tein każdy, kto nietylko praktycznie 
uczył, lecz doświadczenie swe, rozmyślanie i wiedzę zechciał ująć w karby 
systemu, uczynić własnością publiczną.

Dla interesujących się poruszanemi w tym rozdziale zagadnie­
niami polecić można oprócz cytowanych w tekście następujące dzieła: 
M. W i n t e r :  La méthode dans la philosophie des mathématiques. Paris. 

Alcan. 1911.
A. L a n n e r :  Neuere Darstellungen der Grundprobleme der reinen Mathe­

matik. Berlin. 0. Salle. 1907.
L. Co u tu rat:  Les principes des Mathématiques. Przekł. niemiecki p. t. : 

Die philosophischen Prinzipien der Mathematik. Lipsk, Klink- 
hardt, 1908.

A. Vo s s :  Über die matematische Erkenntnis. Zbiór: Kultur der Gegen­
wart. Lipsk i Berlin. Teubner. 1914.

F. Pahl :  Geschichte des naturwissenschaftlichen und mathematischen 
Unterrichts. Lipsk. Quelle u. Meyer. 1913.

J. W. Y o u n g :  Dwanaście wykładów o zasadniczych pojęciach Algebry 
i Geometrji. Warszawa—Lwów. Wende.

A. H ö f l e r :  Didaktik des mathematischen Unterrichts. Lipsk—Berlin. 
Teubner. 1910.



R O Z D Z I A Ł  V I I .

Dotąd nie rozpatrywaliśmy bliżej spraw związanych z samem pro­
wadzeniem każdej lekcji, t. j. ogólnej techniki nauczania. Jakkolwiek 
rzecz ta nie należy do naszych specjalnych zadań, uważamy za wska­
zane wkońcu poświęcić jej słów kilka, już chociażby z tego względu, że 
specjalna natura naszego przedmiotu wymaga specjalnych w tym względzie 
wskazań. Lekcja musi mieć pewne ogólne cechy, żeby była dobrą, pou­
czającą. P r z e d e w s z y s t k i e m  musi  m i e ć  w y r a ź n y  cel ,  k o n s e k ­
w e n t n e  p r z e p r o w a d z e n i e  t e g o  c e l u  i ż y w o ś ć  w o l n ą  od 
n u d y  i p e d a n t e r j i .  Z tego stanowiska np. stopnie formalne, o któ­
rych mówiliśmy wyżej, mają znaczenie, ale trzeba tam, gdzie natural­
niejszą i prostszą jest inna droga, — umieć iść po niej. Powyżej 
podawaliśmy przykłady, gdzie stopnie formalne nie mają całkowitego 
zastosowania i nie zgadzają się z procesem powstawania danych pojęć. 
Zawsze jednakże przygotowanie lekcji powinno się z niemi liczyć, gdyż 
tylko w ten sposób można osiągnąć należyty porządek i celowość w pro­
wadzeniu wykładu. Inaczej będzie się rzecz przedstawiała tam, gdzie 
jak w szkołach niektórych w Ameryce i Europie, uczeń sam jest posta- 
wion oko w oko z zagadnieniami i nauką, a nauczyciel odgrywa rolę 
dyskretnego przewodnika, doradcy... Ale to są jeszcze wyjątki.

Lekcje matematyki mogą być, jeżeli chodzi o ryczałtowe, ale wy­
godne praktycznie, odróżnienie — „ćwiczące“ i „objaśniające“ .

Lekcje ćwiczące przeważnie oczywiście dotyczą zadań z rachunku 
wogóle. Takie lekcje nie powinny być jednakże zupełnie nieuporządko­
wane, nie powinno się dawać byle jakich zadań, byle dzieci robiły, byle 
przeszła godzina... Nauczyciel winien obserwować dzieci, notować to, co 
budzi trudności, co prowadzi do omyłek, winien stopniować materjał 
zadaniowy zgodnie ze wzrastaniem jego trudności: każda lekcja powinna 
być dalszym ciągiem poprzedniej, przygotowywać następną. Przecież 
i dni naszego życia, nawet te szare dni pracy bezustannej nad sobą 
lub nad innymi, dni nasze, nieznane nikomu są tylko jednym łańcuchem, 
jednym żywym ciągiem życia. Przygotowują one dni wielkie i słoneczne



dni jasne i w tej swojej szarości, w tej prostocie swej dają treść naszemu 
życiu, a ogółowi pożytek największy, bo one tworzą naród o tyle, o ile 
woła i praca jednostki może dalej go tworzyć. Tak samo one tworzą 
samego człowieka pracującego nad sobą, są też istotą i treścią pracy 
nauczycielskiej. Wznieść się do tego, żeby je cenić, żeby znaleźć w nich 
radość i siłę, — oto zadania pedagoga, człowieka, który chce prowadzić 
innych. Do ziemi obiecanej zawsze się idzie przez pustynię trudu i cier­
pliwości. Trudne są te szare dni pracy nad powolnem urabianiem duszy 
dziecięcej, ale jeżeli im przyświeca celowość, ta matka radości głębszej, 
jeżeli rozjaśniają je dostrzegane zdobycze, małe triumfy, niemasz nic 
większego nad nie. Nie skarżmy się na przepracowanie, na zmęczenie, 
bo największem na nie lekarstwem jest właśnie świadomość swej pracy, 
jej wewnętrzna spójność i porządek. Umiejętności pedagogiczne są nietylko 
dla tych potrzebne, co mniej pracują, ale przedewszystkiern dla tych, 
którzy pracują ciężko, bo one zarówno wiedzę dają, jak świadomość 
czynu, dają człowiekowi radość i poczucie własnej siły. Każda lekcja 
musi być czemś organicznie splecionem z całością nauczania, a dlatego 
musi być przygotowana, nawet ta, którą poświęcamy tylko ćwiczeniom.

Każda lekcja ćwicząca powinna być celowo opracowana. Takie 
opracowanie dla młodego nauczyciela musi być przedmiotem namysłu 
poważnego, który będzie tern mniejszy, im doświadczenie jego i wprawa 
będą większe. Dlatego to nauczyciel młody, szanujący siebie i swój 
zawód, nigdy nie powinien brać dużo godzin pracy, gdyż w ten sposób 
najlepiej uczy się bezmyślności pedagogicznej i zdobywa tylko rutynę, 
staje się, jak mówią, „rutynowanym pedagogiem“ . Na lekcję trzeba iść, 
jak na odczyt dobrze opracowany i przemyślany.

Lekcje ćwiczące dzielą się na dwie kategorje: l-o  takie, na któ­
rych nauczyciel pracuje razem z klasą i 2-o takie, gdzie pozostawia- 
dzieci samym sobie. Te dwa typy lekcyj uzupełniają się wzajemnie muszą 
stanowić jedną organiczną całość.

Nauczyciele u nas często zapominają o tern, że muszą pracować 
z całą klasą, że uczeń nie pobudzany do pracy przez zapytania, nie 
może, szczególnie gdy jest małem dzieckiem, utrzymać w napięciu nale- 
żytem swej mało rozwiniętej uwagi dowolnej, a przez to dużo traci? 
praca zaś nauczyciela idzie na marne. Ucząc — kształcimy uwagę, kształ­
cimy wolę człowieka, bo bez rozwoju woli niemasz pożytku z intelektu, 
który chyżo schodzi bez niej na manowce leniwego doktrynerstwa, 
próżnego rozumowania. Tylko silna, skoncentrowana wola odkrywa nam 
głębie życia i głębie myśli.

Gdy pytano wielkich ludzi, jakim sposobem doszli do swych wiel­
kich zdobyczy w dziedzinie nauki lub pracy wogóle, przecie zawsze ze



1 1 8

skromnością odpowiadali, że ciągle o tych rzeczach myśleli. Innemi 
słowy, siła woli podtrzymywała ciągle stałe napięcie ich pracy w danym 
kierunku. Ta siła woli prawie zawsze, coprawda, miała za sobą wyraźny 
kierunek zainteresowania, miała określoną wewnętrzną predyspozycję, 
zabarwioną uczuciowo, a tern samem sporo czynników uwagi mimo­
wolnej.

Nie zapominajmy o dwóch rzeczach. Każdy wysiłek w określonym 
kierunku z biegiem wprawy i czasu słabnie, rzecz staje się łatwą, wy­
konywać się zaczyna prosto, a wysiłek, ulatniający się z niej stopniowo, 
przenosi się dalej po nowe zdobycze, przenosi się na inne pole pracy. 
Następnie, nawet rzeczy trudne i suche może ożywić nastrój, w którym 
je podajemy, związek ich z życiem. Ten nastrój płynie od nauczyciela, 
z jego zapału i oddania się sprawie, a związek z życiem z jego mą­
drości pedagogicznej.

Lekcja pierwszego typu powinna być żywa, pełna werwy, zdrowej 
radości, t. j. taka, która posiada zasadniczą cechę języka, którym się 
mówi do młodości.

Nauczyciel, rozwiązując z uczniami zadanie, nie powinien wałkować 
je z jednym, ale opracowywać z całą klasą, rzucając pytania, wymagając 
szybkich, jędrnych odpowiedzi. Te odpowiedzi muszą być dane językiem 
dzieci, a nie podpowiedziane słowo za słowem przez nauczyciela, który 
później powinien odpowiedź skorygować i dać ją w formie językowo 
poprawniejszej i myślowo treściwszej.

Najpierw w krótkości opracowuje się plan rozwiązania, potem 
następuje rozwiązanie, w którem również w zapisywaniu na tablicy może 
brać udział szereg dzieci. Po rozwiązaniu następuje streszczenie i zasta­
nowienie się nad tem, czy nie można rozwiązać inaczej lub prościej. 
Jest to konieczne, bo budzi myśl i samodzielność uczniów. Nauczyciel 
powinien czasem celowo zgodzić się na dłuższe rozwiązanie, żeby po­
kazać później znaczenie prostszego.

Wspólne opracowanie planu ma na celu nietylko przyuczanie do 
metodycznego traktowania zagadnień nam stawianych, ale i do jasnego, 
zwięzłego formułowania swych procesów myślowych. Przyzwyczajanie 
do takiego formułowania odwrotnie oddziaływa na jasność i dokładność 
myślenia.

Wszyscy uczniowie powinni mieć specjalne kajety do ćwiczeń 
w klasie, gdzie zapisują zarówno rozwiązanie zadań, jak również te 
uwagi, które nauczyciel im poleci zapisać lub (co jest lepsze) przepisać 
z tablicy. Uwagi te — rezultat pracy z całą klasą, winny być zwięzłe, 
jasne, bardzo ostrożnie i ściśle sformułowane. Nie trzeba dyktować pra­
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wideł, jest to bowiem demoralizacja myśli uczniów i przyuczanie do ucze­
nia się rzeczy często bardzo niedokładnie.

Na początku każdej lekcji powinna być postawiona data, a wkońcu 
zapisane to, co zostało do domu zadane.

Lekcja drugiego typu jest samodzielnem rozwiązywaniem zadań 
przez uczniów. Zwykle przejawia się ona w postaci t. zw. klasówki, 
która zjawia się rzadko, niema stąd znaczenia większego w nauczaniu 
i staje się wobec tego tylko środkiem do wystawienia stopni i „spraw­
dzenia postępów“ . Ta stosunkowa rzadkość klasówki wprowadza wobec 
powyższego pewien moment psychologiczny strachu, niepokoju i nerwo­
wości, który nie ma nic wspólnego z powagą nauczania, wymagającego 
wysiłku, ale c e l o w e g o ,  p l a n o w e g o  i s t a ł ego .  Z drugiej strony nie 
ulega wątpliwości, że praca wspólna nauczyciela z uczniami jest jeszcze 
jednostronna. Uczeń nie może się skupić, nie ma czasu na samodzielne 
i całkowite rozwiązanie zagadnienia, musi iść za biegnącą nieraz prędzej 
myślą kolegów i stąd nie ćwiczy należycie swych własnych sił i spraw­
ności matematycznej. Dlatego potrzebne są częste lekcje na których 
ma on pozostawioną sobie swobodę w rozwiązywaniu zadań, jest sam 
z sobą i ze swojemi myślami. Ta praca jego nie może jednakże odbywać 
się w atmosferze dzisiejszej klasówki, atmosferze tak często niezdrowej, 
powodującej „ściąganie“ , jako jedną z plag szkolnych, z któremi należy 
najuporczywiej i umiejętnie walczyć.

Żeby wytworzyć warunki, odpowiadające wymaganiom dydaktyki, 
należy przedewszystkiem ćwiczenia piśmienne samodzielne uczynić czę- 
stemi, przyzwyczaić do nich dzieci od możliwie najmłodszego wieku. 
Każdy uczeń powinien posiadać osobny kajet do ćwiczeń samodzielnych, 
który stale znajduje się u nauczyciela i jest przez niego przynoszony do 
klasy w celu korekty lub nowego ćwiczenia. Takie ćwiczenia odbywa 
się w ten sposób, że nauczyciel wybiera grupę zadań z podręcznika, 
raczej wskazuje początkowe zadanie grupy i każe dzieciom zaczynać 
rozwiązywanie od tego zadania. Stopnie za oddzielne ćwiczenia nie są 
stawiane, ale nauczyciel co parę tygodni po korekcie przegląda kajety 
i ocenia wypracowania ryczałtowo. Oczywiście byłoby lepsze przeglą­
danie każdorazowe i nawet należałoby zalecać je, szczególnie młodszym 
nauczycielom. W ten sposób można w ciągu tygodnia zrobić 1, 2 lub 3 
podobne ćwiczenia zależnie od okoliczności i potrzeby. Rzecz jasna, że 
do tego potrzebne są dobre podręczniki w których zadania występują 
parami, t. j. tak, że każde zadanie jako ogniwo pewnego metodycznie 
opracowanego ciągu zadań zjawia się dwa razy, przyczem druga postać 
tego samego zadania różni się albo fabułą tylko, albo też zmianą głów­
nego zapytania, albo zmianą pewnych działań na odwrotne lub kolej­
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nością zapytań. Ćwiczenia samodzielne niekoniecznie muszą zajmować 
całą godzinę — wystarczy 20— 25 minut, ale często powtarzanych, aby 
taka praca wydała swój owoc.

Głównie charakter ćwiczenia i ugruntowywania powinny mieć też 
zadania dawane do domu. Takie zadania muszą być nietrudne, żeby 
uczeń przeciętny mógł je sam rozwiązywać. Nie powinno ich być za 
wiele. Lepiej dać mniej zadań i łatwych, które uczeń sam zrobi, niż 
trudne lub w większej liczbie, gdyż wtedy uczeń udaje się do obcej 
pomocy, tak często przeszkadzającej normalnemu biegowi nauczania.

W pierwszych 2, a nawet 3 latach nauczania można z pożytkiem 
wcale nie zadawać do domu, wszak lekcja arytmetyki jest codzień a pro­
gram nie jest o tyle przepełniony przedmiotami, aby czynił to niemożli- 
wem. Szczególnie można to zalecać nawet w wyższych latach przy nau­
czaniu dzieci biednych, które nie mają warunków odpowiednich w domu 
do należytego opracowania lekcyj. W takich warunkach praca domowa 
nieraz przyucza do nieporządku i niespełniania swych obowiązków, 
zwłaszcza, gdy jest obfita. Czem innem jest nauczenie się małego wier­
szyka, przeczytanie opracowanej w klasie powiastki lub czytanie danej 
w szkole książki, a co innego praca piśmienna, która wymaga spokoju, 
czystości i wogóle warunków lepszych do dobrego jej wykonania. Zresztą 
lepiej jest dzieci dłużej zatrzymać w szkole, niż puszczać je wcześniej 
i obarczać pracą z trudnością dającą się wykonać. Plan szkolny, dobrze 
ułożony, przeplatany umiejętnie prowadzoną zabawą, zajęciami ręcznemi, 
śpiewem i t. p., ma dostateczne lekarstwa w sobie samym na przeciążenie.

Im młodzież jest starsza, tern większe znaczenie posiadać zaczyna 
praca domowa, a dlatego potrzebne tu jest rozumne stopniowanie. To 
samo się stosuje do samodzielnych, klasowych ćwiczeń piśmiennych, 
których częstość jest ważniejsza wobec stosunku naszego do zadawania 
w latach młodszych, niż starszych. Tak, jak w fizycznem wychowaniu, 
im dziecko jest młodsze, tern więcej opieki wymaga, tak też i w umysło- 
wem — nauczanie odbywające się z nauczycielem ma większe znaczenie 
dla małych dzieci, niż dla starszych, których powoli powinniśmy przy­
zwyczajać do samodzielnego ujmowania zagadnień nauki.

Prócz lekcyj ćwiczących istnieć muszą „objaśniające“ , t. j. takie, 
na których nauczyciel wprowadza jakieś nowe, nieznane dotąd pojęcie, 
podkreśla jakąś nową własność. Takie lekcje powinny mieć charakter 
pracy wspólnej z całą klasą i posługiwać się t. zw. formą erotematyczną, 
do której stopnie formalne dobrze nauczyciela przygotować mogą. Przez 
szereg dobrze postawionych i obmyślanych zapytań nauczyciel konse­
kwentnie prowadzi dzieci do odkrycia danej rzeczy, do wyjaśnienia danej 
trudności. Jak najmniej gotowych odpowiedzi! Jak najmniej odpowia-
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dania za uczniów, do czego szczególnie są skłonni młodzi, niecierpliwi 
nauczyciele! Prawda szukana musi się urodzić i wyjść od samych dzieci, 
ale do tego trzeba doprowadzić umiejętnie i wytrwale. T. zw. stopnie 
formalne powstały właśnie na tle potrzeby pracy wspólnej nauczyciela 
z klasą i w nich streszcza się w pewien sposób główna idea formy 
erotematycznej. Forma ta w przeciętnem zastosowaniu ma jednakże wady, 
które udzielają się tern samem stopniom formalnym. Jedną z głównych 
jej wad jest krępowanie samodzielności myślenia, często wtłaczanego 
w pewne karby nie zawsze odpowiednie dla danej indywidualności. Stąd 
trzeba ją stosować ostrożnie, o czem już nieraz mówiliśmy. Z drugiej 
strony forma erotematyczna nieraz nie nadaje się w dużym stopniu do 
całego szeregu przedmiotów, jak np. do historji lub nauk przyrodniczych, 
a nawet do całego szeregu zagadnień z gramatyki i rachunku. Powyżej 
wykazaliśmy na tle pracy prof. Deweya właściwą zgodność stopni for­
malnych z zasadniczemi prawami zwykłego metodycznego myślenia
0 rzeczach.

Dla nauczyciela jest sprawą ważną ogólne rozstrzygnięcie kwestji, 
kiedy stopnie formalne mogą być wskazówką do prowadzenia lekcyj, 
a kiedy nie. Tutaj musimy podkreślić wskazanie: wszędzie tam, gdzie dany 
przedmiot może być opracowany indukcyjnie, t. j. gdzie chodzi o wypro­
wadzenie z danych spostrzeżeń wniosku ogólnego, tam stopnie formalne 
mogą mieć swe miejsce. W nauczaniu historji, zwłaszcza przeciętnem 
nie ma tylu spostrzeżeń, nie ma tylu obserwacyj. To jest trudność za­
sadnicza w tym przedmiocie, która musi być ominięta tylko przez odpo­
wiednie sztuczne przedmioty: obrazy, ilustracje, zwiedzenia muzeów, 
pozostałości historycznych i t. p. Swoją drogą w nauce historji można
1 należy przyuczać do myślenia indukcyjnego, a tern samem przepro­
wadzać wiele rzeczy przez stopnie formalne. W naukach przyrodniczych 
w przeciwieństwie do historji jedyną słuszną i jedynie możliwą podstawą 
jest bezpośrednia obserwacja i eksperyment. Nauka przyrody z książki 
niema żadnej wartości, szczególniej na niższym stopniu nauczania. Nie 
zdajemy sobie sprawy ze szkodliwości takiego nauczania. Bezpośrednie 
zetknięcie się z przedmiotem, brak ściślejszych określeń, potrzeba na 
razie tylko segregacji głównych przedmiotów — nie nastręcza wiele 
sposobności do używania stopni formalnych. To samo jest w nauce 
rachunku, gdy chodzi o podanie pewnych umów, pewnych określonych 
sposobów rachowania, jak naprzykład przy dyskoncie lub rachunku 
prób metali. Są one jednakże tutaj w wielu przypadkach bardzo poży­
teczne, szczególniej ze względu na opracowanie wykładu. O tern nie 
powinien zapominać żaden nauczyciel, jak również kierownik ćwiczeń 
praktycznych przy seminarjach nauczycielskich.
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Przy tych ćwiczeniach należy wskazywać wyraźnie, kiedy opraco­
wanie lekcji jest dobrze zrobione, kiedy jest tylko w porządku formal­
nym. Należy tu zaznaczyć jeden ważny szczegół, dotyczący zakresu 
tematu lekcji. Temat ten musi być niewielki, lecz możliwie ważny i infor­
mujący. To jedno. Po drugie temat nie może być luźny, ale zawsze 
związany z wykonaniem i prowadzeniem poprzedniej lekcji, gdyż taki 
związek to jedna z zasadniczych cech dobrego wykładu, to spełnienie 
zasady ciągłości. Po trzecie, temat każdy musi być wszechstronnie obro­
biony i, jeżeli stosują się w nim stopnie formalne, to jasno powinno 
być zaznaczone, czy całość tych stopni winna być wzięta na uwagę, 
czy też zastosowana inna forma wykładu. Początkującym seminarzystom 
należy dawać takie tematy, w których całość stopni formalnych wystę­
puje i musi być wykonana, starszym wolno i trzeba dawać też inne 
zadania, przyczem młodsi winni się częściej wykonaniu przysłuchiwać.

Przed każdą lekcją seminarzysta powinien prowadzącemu zajęcia 
praktyczne przedstawić szczegółowy jej plan z przykładami, z kierunkiem 
i jakością pytań oraz uzyskać aprobatę albo odnośne uwagi. Tego samego 
zwyczaju powinien się narazie trzymać młody nauczyciel i prowadzić 
dziennik (konspekt), swej pracy z adnotacjami, uwagami, z myślami na- 
suwającemi się po wykładzie. W ten sposób będzie kapitalizował swe 
doświadczenie i później umiejętnie korzystał z niego.

Przejdziemy teraz do przykładów podobnych skrótów.
P r z y k ł a d  1. Temat lekcji: wprowadzenie 8; 5 +  3 =  3 +  5 =  8; 

8 — 5 =  3 ;8  — 3 =  5. Przerobienie na konkretach znajdujących się w klasie.
P i e r w s z a  l ekc j a .
Przypomnienie na przykładach i zadaniach z różnemi formami kon­

kretu formułek: 5 +  1 =  6; 5 +  2 =  7; 6 — 1 = 5 ;  7 — 2 =  5; 6 — 5 =  1; 
7 — 5 =  2. 1-szy stopień.

Te formułki są głównym materjałem przeplatania, ale obok nich 
może być parę zadań na inny temat, np. 3 +  4 =  7 i temu podobne.

Unaocznienie na przykładach konkretnych, przyrządzie i palcach 
formułek: 5 + 3  =  8, 7 +  1 =  8 oraz odczytywanie liczby zapomocą licze­
nia. 2-gi stop.

Przejście natychmiastowe do formułki: 8 — 3 =  5 również z przed­
miotami otoczenia, przyrządem i palcami. 3-ci stop.

Przestawienie składników i formułka 3 +  5 =  8 z unaocznieniem, 
oraz przejście bezpośrednie do formułki: 8 — 5 =  3. 4-ty stop.

Dr uga  l ekc j a .
Zadania na konkrety nie znajdujące się w klasie, ale znane dobrze 

w tym samym przypadku, lecz przeplatane zadaniami na powyżej zazna­
czone formułki. W razach trudności uciekać się do konkretów obecnych.
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Zadania z konkretami mało znanemi i przeplatanie ich jak poprzednio. 
W razie trudności szukamy pomocy w drugim stopniu. Zadania z kon­
kretami mieszanemi i przeplatanie takiemiż przykładami z poprzedniego.

Temat do fabuły zadań przygodny.
Lekcja arytmetyki w pierwszym roku nie może trwać dłużej nad 

20 minut, gdyż inaczej za bardzo męczy dzieci. Wobec tego nauczyciel 
zdąży, co najwyżej, przerobić na jednej lekcji pierwszy stopień, a resztę 
musi zostawić na później, przyczem pożądaną jest rzeczą, by na na­
stępnej lekcji ten stopień znowu powtórzył i później prowadził w dal­
szym ciągu sam albo koledzy.

Należy jednakże pamiętać, że każda lekcja objaśniająca musi mieć 
pewien wynik wyraźny dla dzieci i wyrażający się w postaci pewnej 
zdobyczy: spostrzeżenia, wniosku, ułatwienia w działaniu i t. p. Inaczej 
jest ślepą i nie podtrzymuje zainteresowania. Sprawa ta nie zależy od 
przejścia całkowitego stopni formalnych.

Jeżeli chcemy wprawić należycie seminarzystów, trzeba przyzwy­
czajać ich do podwójnej lekcji, t. j. do zakończenia pozostałych 25 minut 
przez zajęcie dzieci czemś innein. Może to być śpiew, rysunek lub opo­
wiadanie, w każdym razie rzecz łatwiejsza, niż poprzednia lekcja aryt­
metyki. W tych szkołach, gdzie są dwa lub więcej oddziałów razem, 
nauczyciel może albo pracować z następnym oddziałem, sprawdzając 
jego robotę, wykonaną w czasie lekcji arytmetyki z poprzednim, albo 
też urządzić ze wszystkimi jakieś wspólne ćwiczenie w rodzaju śpiewu 
z towarzyszeniem wstawania z ławek lub jedno i drugie razem. Oczy­
wiście są to warunki nienormalne, ale z niemi liczyć się trzeba nawet 
w seminarjum i dlatego należy przygotowywać i do takiego trudnego 
rodzaju pracy nauczania. W powyższym przykładzie temat obejmuje 
2 lekcje, jakkolwiek nigdy nie wiadomo, na czem w praktyce uda się 
nauczycielowi zatrzymać; zależy to od sposobu prowadzenia i klasy.

P r z y k ł a d  2-gi .  Temat lekcji: mnożenie niewielkich liczb dwu­
cyfrowych przez 2 (bez przekroczenia 100). Powtórzenie tabliczki mno­
żenia przez 2 na przykładach oderwanych i zadaniach. Przypomnienie 
prawa rozdzielności na jakimś przykładzie mnożenia liczby jednocyfrowej 
przez 2. Rozkład liczby dwmcyfrowej na dwa składniki. Pierwszy stopień.

Mnożenie 12 przez 2. Rozkład 12. Stosowanie prawa rozdzielności. 
Mnożenie 11, 13 i 14 przez 2. Zadania. Drugi stopień.

Mnożenie 21, 22, 23, 24, 31, 32 i t. d. przez 2. Zadania. Trzeci 
stopień.

Mnożenie 15, 10, 17, 18, 19, 25, 26 i t. d. przez 2. Czwarty stopień.
Ostatni stopień musi mieć przygotowanie w7 postaci dodawania takich 

liczb: 30 +  18, 20 +  16 i t. d. Zadania.
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Mamy tu przed sobą przykład z drugiego roku nauczania. W tym 
roku lekcje można podzielić na ćwiczące piewszego typu i objaśniające 
i przy tern trzymać się zasady, że l e k c j a  o b j a ś n i a j ą c a  nie  po­
w i n n a  t r wa ć  d ł u ż e j  ni ż  20 minut .  Pozostałe 25 minut można 
zająć na dalsze ćwiczenia, albo zmienić temat, tak jak powyżej. Muszę 
tu jeszcze nadmienić, że wobec tego, iż arytmetyka musi być codzień 
w pierwszych 3 latach nauki, nie trzeba koniecznie śpieszyć się z wtła­
czaniem danego materjału na jednej lekcji: lepiej go później powtórzyć 
i uzupełnić. Jak widzimy, piątego stopnia niema w przykładach, bo jest 
on rozproszony pomiędzy 3 stopnie ostatnie. To w nauce rachunku 
często się zdarza i musi być wzięte przy opracowaniu planu lekcji na 
uwagę. Gdybyśmy wpomnieli o zadaniach, a przenieśli je do 5-go stopnia, 
nauczanie byłoby więcej formalne i teoretyczne, a tem samem dla danego 
wieku nieodpowiednie. Stopień drugi może być w całości lub w niektó­
rych przykładach znany dzieciom z poprzedniego, a wtedy ta znana jego 
część przechodzi do stopnia pierwszego.

P r z y k ł a d  3-c i .  Temat lekcji: dzielenie liczb z zakresu 100— 200 
przez 2 przy podziale pozycyjnym.

Przypominamy dzielenie liczb dwucyfrowych przez 2 przy podziale 
pozycyjnym we wszystkich możliwych przypadkach. Pierwszy stopień.

Dzielenie liczb o parzystej liczbie dziesiątków i jedności przez 2. 
Najpierw oddzielne, potem skrócone zapisywanie. Drugi stopień.

Dzielenie liczb o nieparzystej liczbie jedności, ale parzystej liczbie 
dziesiątków, potem o nieparzystej liczbie dziesiątków i parzystej liczbie 
jedności. Zwrócenie uwagi na przenoszenie reszty. Najpierw oddzielne, 
potem skrócone zapisywanie. Trzeci stopień.

Dzielenie dowolnych liczb danego zakresu. Czwarty stopień.
Rzecz jasna, że wszystkie odnośne przykłady mogą wypływać i być 

związane z zadaniami. Tak samo, jak powyżej, rzecz tu da się przed­
stawić w 4-ch stopniach, jakkolwiek 2-gi stopień może być podzielony 
na dwa. Nietrudno jednakże widzieć, że tu nie mamy do czynienia 
z właściwemi stopniami formalnemi, a przynajmniej jesteśmy w dość 
luźnym z nimi związku. Niewątpliwie, że w ogólnych zarysach jest 
zgoda, ale więcej się liczymy z samą naturą rzeczy, niż z ogólną formą. 
Jednem słowem układanie planu lekcji nie jest niewolniczem posługiwa­
niem się stopniami formalnemi, ale umiejętnem wyzyskaniem pewnej' 
ogólnej kolejności w rozkładzie materjału. Ta ogólna kolejność jest speł­
niona w każdym z poprzednich przykładów. Materjał powyższy może 
być przerobiony na jednej 45-minutowej lekcji.

Rzecz zrozumiała, że powyżej podane skróty można uzupełnić dla
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pamięci konkretnemi przykładami zadań i różnemi uwagami, które tu 
zostały pominięte dla zrozumiałych powodów.

Kończąc uwagi o prowadzeniu lekcji, musimy jeszcze nadmienić, 
iż tam, gdzie są zadawane do domu zadania, nauczyciel powinien kazać 
uczniom sprawić sobie nowy kajet trzeci, albo też rozwiązywać te za­
dania w kajecie do zajęć w klasie z odpowiednią każdorazową adnotacją. 
Prace domowe uczniów należy przeglądać na każdej lekcji. Od czasu do 
czasu dobrze jest zabrać kajety wspomniane do siebie i przejrzeć, gdyż 
nieraz się zdarza, iż uczniowie notują źle, nawet z tablicy przepisują 
mylnie. Pilnowania tych rzeczy nigdy nie jest dosyć, jak również zwra­
cania uwagi na porządek i czystość w kajetach.

Powyżej mówiliśmy o erotematycznej formie przy wykładzie. Taka 
nazwa jest dość nieokreślona, gdyż przy tej formie zwykle uczeń odpo­
wiada właściwie tylko „tak“ lub „nie“ na szereg umiejętnie postawio­
nych zapytań nauczyciela. Użyliśmy tej nazwy, bo jest najogólniejszą 
i bezwątpienia w niej się zawierają inne nazwy, jak i odpowiadające 
im sposoby postępowania w nauczaniu. Wszystkie te odmiany mają dużo 
wspólnego z metodą sokratyczną, właściwą swą rodzicielką, znaną jeszcze 
w starożytności. Nie miejsce tu na wyjaśnianie treści każdej z nich, bo 
to należy do ogólnej dydaktyki, ale uważaliśmy za potrzebne tych kilka 
słów o tern powiedzieć, żeby zwrócić uwagę uczących na świadome 
stosowanie pewnej metody. Może najlepiej byłoby, gdybyśmy, używając 
znowu cudzoziemskiego (greckiego) wyrazu, nazwali metodę lekcji obja­
śniającej i pierwszego typu ćwiczącej, metodą dialogiczną, t. j. metodą 
celowej rozmowy, dialogu, w którym nauczyciel, stawia pytania i jest 
duchem prowadzącym całą rzecz, a uczniowie, którym zawsze należy 
zostawiać dużo swobody wypowiadania się, odpowiadają na pytania, 
a w lepszym razie sami je zadają. To ostatnie jest bardzo ważną rzeczą 
i wskazuje na dobre nauczanie.

Metoda wykładowa czyli akromatyczna, przy której nauczyciel 
stara się jasno i przystępnie wyłożyć przedmiot, należy też do lekcji 
objaśniającej, ale powinna być używana rzadko, tylko w przypadkach 
koniecznych, nawet w wyższych klasach, gdzie znacznie skraca czas 
i jest daleko częściej niezbędna i możliwa, niż w niższych.

Używając powyżej nazwy „forma ero tematyczna“ , staraliśmy się 
głównie tylko podkreślić wyrażonego w niej ducha wszystkich (prócz 
akromatycznej) różnych jej odmian, który polega na tern, że prawdy 
nauki należy wydobywać z umysłu dzieci, doprowadzać je spokojnie 
i konsekwentnie do uznania tych prawd tak, aby się im zdawało, że 
one same rzecz tę zdobyły; Takie przekonanie budzi wiarę w swoje siły 
i jest pedagogicznie bardziej wartościowe, niż wiedza wyuczona. Ta
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wiara będzie pobudką do pracy i późniejszego cierpliwego uczenia się 
z własnej woli, z własnego popędu. Czyż spełnienie takiego celu nie 
jest dążeniem racjonalnej dydaktyki?

Nadmieniłem wyżej, że bardzo pożądaną jest rzeczą, aby uczniowie 
sami stawiali rozumne pytania i że umiejętne doprowadzenie do tego 
klasy wskazuje, że nauczanie było dobrze prowadzone. Zgodnie z zasadą 
samodziełności zadanie nauczyciela polega na tern, żeby postawić uczniów 
w takie warunki, przy których własnemi siłami mogliby dochodzić do 
pożądanej prawdy naukowej. W dzisiejszej Szkole całkowite wypełnienie 
wymagań tej zasady jest często ideałem bardzo trudnym do urzeczywi­
stnienia. Pomimo to każdy nauczyciel, zależnie od swej dobrej woli, 
umiejętności i talentu, może się więcej lub mniej do tego ideału zbliżyć. 
Na przeszkodzie (poza brakiem umiejętności u nauczyciela) w dzisiejszych 
warunkach stoją następujące przyczyny: l-o bardzo liczne nieraz klasy, 
które uniemożliwiają zarówno większe przystosowanie się do umysłu 
każdego dziecka, jak i należytą kontrolę wiedzy; 2-o obfite programy, 
w którym główną rolę odgrywa ilość wiadomość, a nie ich jakość; 
3-o brak odpowiednich środków pomocniczych przy nauczaniu.

Nie każdy przedmiot może mieć program zakreślony ilościowo 
według szablonu. Np. w naukach przyrodniczych najważniejszą rzeczą 
jest umiejętność obserwowania zjawisk, próby samodzielnego ekspery­
mentu, jednem słowem główna treść indukcyjnego myślenia. Nie powinno 
tu chodzić o szerokość wiedzy, która jest wprost nie do objęcia, ale
0 istotę poznawania przyrodniczego. Nie mogę tu bliżej wchodzić w istotę
1 zasady konstruowania programów szkolnych, jedno tylko nadmienię, 
że program powinien być w daleko większej łączności i zgodzie z metodą 
uczenia, a tein samem uczenia się, niż dotąd się dzieje. „Co należy 
przejść, a czego nie“ — oto główny niemal probierz, używany dotąd 
przy opracowywaniu programu.

Środki pomocnicze, któremi rozporządza szkoła, odgrywają też 
ważną rolę. Np., jeżeli szkoła posiada laboratorja do ćwiczeń odręcznych, 
więcej się tern samem zbliża do wspomnianego ideału. Rozumne zapy­
tanie ucznia wyrasta z żywotnych pobudek jego myśli, a żeby takie 
pobudki istniały, przedmiot musi głębiej się łączyć z osobistem życiem 
duchowem ucznia i sferą jego zainteresowań. Dlatego cała szkoła musi 
spełniać ten warunek. Przed nami tu całe morze zagadnień. Stałe, kon­
sekwentne, z pokolenia na pokolenie dziedzicznie idące rozwiązywanie 
tych zagadnień jest jednem z zadań narodowej pedagogiki, pedagogiki, 
która chce budzić i dźwignąć genjusz narodowy, ten talent przekazany 
przez wieki, i, niestety tak długo zagrzebany pod mułem niewoli i obcej 
szkoły.
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