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Sktad i druk wykonano w zaktadach graficznych ,Ksigzuica-Atlas“ we Lwowie.



PRZEDMOWA.

W wydaniu niniejszem poczyniono w wielu miejscach rézne zmiany
i uzupetnienia. Gidwna jednakze mys$l przewodnia, na ktdrej opierata sie
cata konstrukcja ksigzki, nie ulegla zmianie, owszem zostata nieraz bar-
dziej uwypuklona i rozwinieta. Usunieto z ksiazki wskazowki bibljogra-
ficzne, podane w poprzedniem wydaniu na konhcu, oraz pominieto roz-
dziat o nauczaniu matematyki w seminarjach, ktéry ze wzgledu na ko-
nieczng jednolitos¢ odbiegat od catosci rozwazan. Najwazniejsze i naj-
potrzebniejsze wskazowki bibljograficzne czytelnik znajdzie zaréwno
w pierwszej jak i niniejszej czesci, podane w tekscie.






ROZDZIAL I

Nauka utamkdéw stanowi nowy i odrebny pod wzgledem swego
charakteru dziat arytmetyki poczatkowej. Utamek jest nowa forma liczby,
powstaje na tle procesu dalszego uogdlnienia. Scista teorja wprowadza
utamek zapomocg definicji, daje szereg potrzebnych i wystarczajgcych
okreslen, z ktérych wyptywa catla dalsza nauka.

Poniewaz w literaturze naszej nie jest dostatecznie spopularyzo-
wana i uprzystepniona ta sprawa, podamy tu zwiezty szkic podstawowy
teorji utamkow. .lest to bodaj jedna z najprostszych teoryj przy wpro-
wadzeniu nowego rodzaju liczb. Moze tez by¢ dzieki temu zupetnie do-
stepna dla kazdego nauczyciela rachunku poczatkowego.

Uzyjemy w danym przypadku symboliki, opartej na parach liczb
catkowitych i wprowadzmy nowag liczbe — utamek, okreslong jako para
liczb catkowitych w postaci symbolu: (a, b). Symbol ten, aby miat sens,
musi spetniaé pewne warunki, wyznaczone przez nastepujace definicje:

1) (a, b)—(c, d),znaczy tyle, Zze ad = bc
(@ X d, . . »ad bo

{a, b)< (c, O ” . * ad <bc;
2) (& b)+ (c, d)

zowiemy sumg utamkéw, ktéra w danym przypadku oznacza utamek

(ad+k, bd);
3) To samo dla roéznicy;
4) (a b) X (c, d)

oznacza iloczyn dwoch utamkéw, ktéry w danym przypadku jest utam-
kiem réwnym utamkowi (ac, bd);

5) To samo dla ilorazu;
6) @ 1) a

Z definicji 6-ej i 2-ej wynika, ze dodawanie ulamkéw musi po-
siada¢ te same wiasnosci, co liczb catkowitych, a z 6-ej i 4-ej, ze to



samo dotyczy mnozenia utamkoéw. Prawo rozdzielnosci przy mnozeniu
tez zachodzi.
Z definicji 6-ej i 5-ej wynika, ze
@& 1D:0, D)= (a b= a:b,

t j. symbol (a, b) oznacza¢ musi iloraz dwoch liczb catkowitych'a i b.

Skoro liczby catkowite podlegajg prawu symetrji, tozsamosci i prze-
chodnosci (patrz str. 53, czes¢ 1), podlega¢ tym prawom muszg utamki,
a wiec zaliczamy je do wielkosci.

Z tatwoscig tez czytelnik wyprowadzi wniosek, ze dziatania z utam-
kami na tle tych definicyj sg czems$ jakby bardziej ogo6lnem, niz
dziatania z liczbami catkowitemi, a wiasnosci dziatan z temi ostatni¢mi
sg zachowane.

Stowa powyzej wyrzeczone: ,bardziej ogélnem”“ majg sens, gdyz
wobec zachowania wiasnosci dziatann z liczbami catkowitemi zbidér nie-
skoriczony liczb catkowitych uzupetniliSmy przez zbiér nowy, nieskon-
czony— utamkdéw. Razem powstat zbior liczb wymiernych (patrz
czes¢ 1, str. 31). To, co ma zastosowanie do wszystkich liczb wymier-
nych, ma tez — do catkowitych. Lecz nie naodwrot.

Czy mozna w nauczaniu poczatkowem wychodzi¢ z definicyj po-
wyzszych chociazby w roku piatym? Odpowiedz jasna: nie mozna. Kto
potrafi zrozumiec i przetrawi¢ definicje Scista, ten ma juz gtéwne niemal
dane do tego, by modgt rozumowac¢ dedukcyjnie. Dziecko tego jeszcze
nie potrafi, dla niego przedmiot nauki musi by¢é dany przez definicje
blizej zwigzang z konkretem. Chwila zastanowienia wystarczy, aby sobie
przypomnie¢, jak my starsi dziwiliSmy sie w pierwszych latach nauki
uniwersyteckiej, gdy nam podawano nowe formy liczb lub tez wprowa-
dzano w nowe dziedziny nauki przez definicje. Pomimo dojrzatosci umy-
stowej wielu ludzi tak trudno godzi sie z my$la, ze dziatania, dajmy
ns to z liczbami ujemnemi, dane sg lub wyptywajg z definicji, nie sg
niczem ,objektywnem*®, co mozna pokazaé, ,dowiesc”.

Dotykamy tu bardzo subtelnego a tak czesto niezrozumianego za-
gadnienia. Czesto spotykamy sie z faktem, ze nauczyciel zada od ucznia
~wyprowadzenia“ sposobu np. mnozenia ulamkéw. Jesli zada, znaczy
mysli, iz sposéb ten ma by¢é wydedukowany z poprzedniego. Ale prze-
dewszystkiem rodzi sie pytanie: czem jest mnozenie utamkéw? Skoro
odpowiedzi nan niema, nie eioze by¢ wspomnianej dedukcji. Skoro jest,
zawiera juz w sobie rozwigzanie. Dziatania, znane nam, okreslone byty
dla liczb catkowitych. Nowe liczby wymagaja nowego ich okreslenia.
WidzieliSmy powyzej, jaki charakter ma to nowe okreslenie, jak sie
rézniag dziatania z utamkami od dziatan z liczbami catkowitemi i jakie



warunki spetnia¢ winny. ,lloczyn licznikéw podzielony przez iloczyn
mianownikéw jest mnozeniem i t d.* — powiada hinduski matematy
Brahmagupta *), dajgc w ten sposob okreslenie wiasciwe mnozeniu.
Pogladowe przedstawienie rzeczy, indukcyjne rozumowanie przy-
gotowuje grunt do definicji, tern bardziej, ze definicji w tym dziale unik-
ng¢ nie mozna. Wymaga to troche wyjasnien. Samo przedstawienie, wy-
robienie pojecia utamka moze by¢ zdobyte na drodze konkretnej. Tak
mozemy robi¢ juz znacznie wczesniej, np. o potéwce i ¢wiartce mozna
mowi¢ jeszcze w pierwszym roku, a pézniej w miare potrzeby rozsze-
rza¢ ten zakres, nie przesadzajac ani wprowadzajac zbyt drobnych cza-
stek, jezeli niema dobranego unaocznienia. Np. mozna moéwi¢, ze centy-
metr jest setng czescig metra, bo to sie da tatwo unaocznié.
Zaczynajac systematyczng nauke, zbieramy i porzadkujemy wiado-
mosci zdobyte poprzednio. Nie trudno réwniez konkretnie przedstawic
dodawanie i odejmowanie utamkdw, poréwnywanie i zmiang ich wiel-
kosci, jakkolwiek rzecz tu jest juz znacznie wiecej skomplikowana. Duze
natomiast trudnosci nasuwa mnozenie i dzielenie. Zwyczajny sposéb wy-
jasniania, polegajacy na tern, ze sie ttumaczy, dajmy na to, mnozenie

3 . 3 . - .
przezg w ten sposob, iz liczbg D uwazamy za 5 razy mniejszg, niz 3,

a poniewaz mnozenie przez 3 jest nam znane i zmiany iloczynu skut-
kiem zmian czynnikéw roéwniez, wiec przez to objasnienie jest gotowe, —
nie wytrzymuje krytyki naukowej. W ten sposob sie zaklada, ze mno-
zenie utamkow jest czem$ znanem i te same wilasnosci posiada, co mno-
zenie liczb catkowitych. Ale blizsze zastanowienie wykaze nam, ze jak-
kolwiek zachowane tu sg pozory jasnosci, uczenn nie widzi i nie moze
widzie¢ zgodnosci tego objasnienia z tern pojeciem o mnozeniu, ktére
podane byto w nauce liczb catkowitych. Wszak mnozenie, dajmy na to

przez 5, jest czem$ innem, niz przez = ©0 wynika z samego pojecia

0 mnozeniu przez liczbe catkowitag. Do tego pojecia trzeba sie odwotad,
wysungc* pewne analogje i potem wprost nazwaé¢ mnozeniem przez
utamek operacje, sktadajaca sie z 2 dziatan. Definicja tu jest potrzebna;
unikanie jej nie byloby racjonalne juz ze wzgledéw pedagogicznych.
Ale ta definicja musi by¢ przygotowana.

Zwroce tu uwage na dwa rodzaje definicyj: analityczny i synte-
tyczny. Jezeli najpierw na przykiadach pokazuje dany przedmiot (moze
to by¢ nie konkret, lecz operacja arytmetyczna), poréwnywam z innemi,

') Patrz J. Tropike. Gesch. d. Elementar-Mathematik. Cze$¢ 1 Stron. 78.
Lipsk, 1902.



wskazuje na réznice i podobieristwa, szukam nici wigzacych ten przed-
miot z innemi jednorodnemi, a potem dopiero przyczepiam do tego
przedmiotu nazwe, charakteryzuje w krotkiem, zwieztem zdaniu jego
cechy istotne: to mam przed soba definicje analityczng. W nauce czesto
podaje sie definicje odrazu, gotowe, przyczem wspomniany proces przy-
gotowawczy omija sie, jako zbyteczny: definicje usprawiedliwiajg jej
ustosunkowania z innemi ogniwami rozumowania oraz plynagce z niej
whnioski (patrz powyzszy szkic teorji utamkéw). Taka definicja jest syn-
tetyczna. Otéz w nauczaniu zaréwno S$redniem, a tern bardziej nizszem,
podobne definicje nie maja racji bytu. Omijanie tych proceséw myslo-
wych, ktére wywotujg definicje, byloby szkodliwe, bo sama definicja sta-
taby sie stowem, dzwiekiem pustym. Wszak my nietylko podajemy wiedze
katologowa, ale uczymy mysle¢. Nie samych definicyj obawia¢ sie trzeba,
lecz ich podawania nieodpowiedniego, co jest do$¢ czestym grzechem.

Mamy wielkg skionno$¢ do rozpoczynania od definicji. Sklonnosé
ta jest jednakze metodycznie szkodliwg. Definiowania trzeba uczy¢, bo
bez niego istotnie nie moze by¢ Scistego myslenia.

Czytajac powyzsze, czytelnik moze zapytaé siebie, czy istotnie
w historji rozwoju mysli matematycznej matematycy starozytni wycho-
dzili tez z definicji utamka i dziatan z nim. Takie zapytanie nasuwa
wihasnie wyjasnienie kilku waznych rzeczy. Poczatkowa nauka utamkéw
byta konkretna, zwiazana bezposrednio z praktyka zycia i otoczeniem
materjalnem. Tak np. nauka utamkéw w Sredniowieczu ograniczatla sie
do podziatu na dwanascie czesci monety' miedzianej (0 wadze jednego
funta), ktora nazywata sie As. Dwunasta cze$¢ Asa nazywata sie uncja.
Najwczesniejszy traktat, jaki znamy wogdle w dziedzinie historji nauki
o utamkach, jest dzielem matematyka egipskiego Ahmesa (papyrus Rhinda).
W traktacie tym podstawowem zagadnieniem jest zamiana utamkdw
0 liczniku wiekszym niz 1 na utamki pierwotne = Poniewaz utamek
pierwotny jest dla umystu czem$ bardziej konkretnem, widocznem jest,
jak dluga ewolucje przebiegata w tej dziedzinie mys$l ludzka. Oddzielne
operacje z danemi utamkami byly niegdy$ specjalnem zagadnieniem ma-
tematycznem. ile to traktatéw poswiecono w ciagu wiekow faktowi, iz
przy mnozeniu przez utamek iloczyn bywa mniejszy, niz mnozna, co
miato przeczy¢ znanej wihasnosci iloczynu przy liczbach catkowitych.
Przy dzieleniu ulamki sprowadzano do wspé6lnego mianownika, aby
dzieli¢ tylko liczniki.

Wszystkie te fakty wskazujg na trudnosci, jakie spotykata mysl
ludzka przy posuwaniu sie od konkretnych zagadnienn do teorji. Dlatego

) Za wyjatkiem



tez przy nauczaniu nalezy uwzgledni¢ konkretna nauke o utamku, bo
niewatpliwie te same trudnosci istnieja i dla umystu dzieciecego. Stad,
jezeli mowimy o definicji utamka, o definicjach dziatan, rozumiemy de-
finicje analityczne, powolnie zdobywane, przygotowane. Nie usuwa to
jednakze potrzeby rozumienia przez nauczyciela istoty rzeczy.

Charakteryzujac w ten spos6b catos¢ nauczania utamkoéw, mozemy
rowniez w tej catosci wyseparowaé¢ pewne czesci, ktdre roznig sie od
siebie ze wzgledu na tre$¢ i spotykane trudnosci. Rzuca sie w oczy
odrazu, ze dodawanie i odejmowanie sg bardziej podatnemi dziataniami
do konkretnego przedstawienia, niz mnozenie i dzielenie. Z drugiej strony,
dziat wstepny nauki o utamku odréznia sie od dziatan. W tym dziale
wstepnym mamy rozne definicje konkretne utamka, poréwnanie wiel-
kosci i t p., to jest rzeczy, ktore maja podstawowe znaczenie.

W ten spos6b nauczanie utamkéw rozpada sie na trzy wyrazne
dzialy: l-o pojecie utamka, prawo niezmiennika utamkowegol), pordéw-
nanie 2-ch definicyj, poréwnywanie wielkosci utamkoéw; 2-o dodawanie
i odejmowanie; 3-0 mnozenie i dzielenie utamkoéw.

Jeszcze jedno pytanie, ktére sie na wstepie nastrecza, dotyczy ja-
kosci Srodkéw pogladowych. Potéwki, ¢wiartki i t d. réznych przed-
miotéw moga by¢ wyzyskiwane w pierwszych latach nauki, ale przy
systematyczniejszem przechodzeniu sg prawie zawsze niewygodne, gdyz
trudno sie dajg nagig¢ do ilustracji réznych pytan, ktére sie tu nasu-
waja. Potrzebny jest taki $rodek pogladowy, aby np. skracanie utamka,
dodawanie, poréwnywanie wielkosci mogto by¢ tatwiej unaocznione.
Rozne przyrzady mechaniczne czesto sg bardzo skomplikowane i rzadko
moga stuzy¢ do wiekszej liczby utamkdw, a przytem nieraz bywajg dos¢
kosztowne przy fikcyjnej wartoéci. Srodek pogladowy musi byé prosty
i. ze tak powiem, gietki, aby uczen mogt sie sam nim postugiwaé, na-
wet na zawotanie. Takim $rodkiem jest odcinek prostej, narysowany na
papierze kratkowanym. Mozna mu zarzucié¢, ze jest jednostronny, ale
gdy zwro6cimy uwage, iz np. pojecie potowy i t d. wyodrebnito sie juz,
ze potowa tu nie zalezy od danego konkretu, uczen zda sobie z tatwoscig
sprawe z tego, o co tu chodzi. Porzadkujgc poprzednie wiadomosci, nau-
czyciel powinien dawac¢ szereg przykiadéow konkretnych, gdzie wchodza
czesci catosci, aby tak samo, jak na poczatku, przy pierwszych liczbach,
uczniowie jasno zdawali sobie sprawe, ze tu majg do czynienia z czems,
co nie zalezy od tego lub innego przedmiotu.

Poczatek systematyczniejszy nauki o utamku wymaga wyjasnienia
przedewszystkiem pewnego pojecia, ktéore ma duze znaczenie w tej

) Patrz nizej.
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nauce. Jest niem pojecie catosci. Kazdy przedmiot otoczenia jest ca-
toscig, ale nie kazda calo$¢ jest podzielna, jak np. pies, zwierze wogdle.
krysztat, drzewo i t p. sg catosciami niepodzielnemi. Trzeba na to zwrdci¢
uwage przed tern, nim sie bedzie modwito o czesciach catosci. Te catosci
muszg byé catosciami podzielnemi.

Po omdéwieniu i zastosowaniu tego do znanych przyktadéw- utamka
nauczyciel systematyzuje wiadomosci o utamku, znane z poprzedniej
nauki, wprowadza znany spos6b zapisywania, nazwy: licznik i mianow-
nik oraz role i znaczenie tych ostatnich. Przy zapisywaniu nalezy dla
porzadku uzywac kreski tylko poziomej a nie pochytej, gdyz uczniowie
pézniej nieraz dzieki niewlasciwemu zapisywaniu popetniajg biledy ra-
chunkowe. Nie nalezy przytem zapomnie¢ o przeksztalceniu liczb catko-

2
witych na utamki i odwrotnie. Np. 500 g i V2 kg, 16 cali i — tokcia it p.

Definicja poczatkowa utamka brzmi: uflamkiem nazywamy jedng
lub wiecej réwnych czesci catosci.

O utamkach wiasciwych i niewtasciwych narazie niema mowy. Po
definicji wprowadzamy natychmiast pogladowe przedstawienie utamka
zapomocg odcinka, dzielac ktorykolwiek dany na okreslong liczbe czesci
i nastepnie biorgc tych czesci okreslong liczbe. Na tern podiozu natychmiast
mozemy rozwaza¢ zmiany wielkosci utamka zalezne od zmian licznika
i mianownika. Powiekszanie i zmiejszanie tych elementéw uftamka przy
pogladowem tegoz przedstawieniu daje nam mozno$¢ wyprowadzenia
indukcyjnego szeregu wnioskow: 1) utamek rosnie (maleje), gdy zwiek-
szamy (zmniejszamy) licznik; 2) utamek rosnie (maleje), gdy zmiejszamy
(zwiekszamy) jego mianownikX. Analizujgc dalej zagadnienie, mozemy
przy mnozeniu i dzieleniu licznika lub mianownika zbadaé, ile razy uta-
mek wzrasta lub maleje. Oczywiscie to samo mozemy czynié, biorac
pozniej inne konkretne przyktady, np. badajac szybko$¢ ruchu pociggu
przy zmianie przebiezonej drogi lub czasu, zmiane ceny towaru przy
zmianie sumy zaptaconej lub ilosci towaru i t p.

Czytelnik z tatwoscig widzi, ze mamy tu do czynienia z elementar-
nemi przykladami badania zaleznosci funkcjonalnej. Przyktady te sg nie-
jako zadaniami w danym dziale, ktéry ma charakter dos$¢ teoretyczny.

Powyzsze jednocze$nie jest waznem przygotowaniem do nastepnej

J Nie od rzeczy byloby wprowadzenie pierwszej ¢wiartki uktadu kartejzan-
skiego spoétrzednych. Na osi .*-6w odktadamy mianowniki, na y-6w liczniki i ba-
damy tangens kata, utworzonego przez o$ jeéw oraz prosta taczaca poczatek
uktadu z danym punktem. Nie jest to trudne tam, gdzie poprawnie prowadzona
jest propedeutyka geometrji, moze by¢ jednakze bardzo pozytecznym (poczatek
funkcjonalnego mysélenia) $rodkiem unaoczniajacym.
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kwestji, majacej zasadnicze znaczenie w nauce ulamkéw. Ta kwestjg
jest — prawo niezmiennika utamkowego, zwykle wyrazane
opisowo. (Linja prosta, p. przypis w korncu rozdziatu).

Prawo niezmiennika dotyczy whasnosci utamka, dzieki ktérej mozna
licznik jego i mianownik przez jedng i te samag liczbe mnozy¢ i dzieli¢,
a wielkos¢ utamka przytem sie nie zmienia. Te rzecz nalezy wyjasnic

. , ., 2 .4
na szeregu utamkéw przy pomocy odcinka. Np. rownosc 5 |—0 wykazu-

jemy, dzielgc odcinek na 3 czesci, a potem na 6 i przekonywujac sie
naocznie o réwnosci w obu przypadkach otrzymanego utamka. Po sze-
regu takich przyktadéw moze wystgpi¢ rozumowanie, polegajace np. na
omowieniu faktu zmniejszenia kazdej czeSci pewng liczbe razy i zwiek-
szenia tylez razy liczby tych czesci, t j. na odwotaniu sie do definicji.
Na tej rzeczy nalezy dluzej sie zatrzymac i uwazniej ja rozpatrzeé, tem
bardziej, ze wigze sie ona ze skracaniem utamka, ktoére po niej na-
stapi¢ winno.

Skracanie zaczynamy od prostszych przyktadéw, w ktorych zna-
jomos$¢ podzielnosci liczb i zwykte cechy przy kolejnem stosowaniu ich
wystarczajg. Trzeba narazie unika¢ takich przyktadéw, w ktérych po-
trzebne jest badanie, czy licznik i mianownik maja wspdélny dzielnik,
czy tez nie. Zwiekszajac coraz bardziej liczby stanowigce licznik i mia-
nownik utamka, ale nie zmieniajac sposobu skracania, mozemy po diuz-
szej procedurze takiego skracania zada¢ pytanie, czy nie mozna tego
zrobi¢ prosciej. Nauczyciel wskazuje na kilku przykiadach, jak mozna

84
skroci¢ odrazu przez wiekszg liczbe ztozona. Np, 144 skraca sie przez 12.

Przytem dzieci wprawiajg sie w takie predkie skracanie. Przyktady wiek-
sze nastreczajg juz trudnosci i dlatego potrzebna jest specjalna metoda.

Tu wihasnie jest miejsce do nauki o najwiekszym wspdlnym dzielniku.

Jezeli o rzeczy tej moéwimy przy nauce o liczbie catkowitej, nie
ma ona realnego zastosowania, jest czem$ za bardzo dla umystu dzie-
cinnego teoretycznem i z tego powodu nie nadaje sie tam do nauczania.
Natomiast przy realnej potrzebie skrdocenia utamka zagadnienie wyste-
puje celowo, zmusza tem samem do myslenia i dlatego jest na miejscu.
Najpierw dajemy pojecie o0 najwiekszym wspdlnym dzielniku matych
liczb i znajdujemy go pamieciowo, stosujac bezposrednio do skracania
jednorazowego utamkéw. Pierwszy wiec stopienn polega na inwencji
ucznioéw, inwencji, ktéra wobec tatwosci przyktadéw nie jest trudna,
ale budzi mysl i tem samem ma warto$¢ dydaktyczna. Ta inwencja
w miare wzrastania przyktadéw napotyka coraz wieksze trudnosci; staje
sie oczywistg potrzeba pomocy ze strony nauczyciela, ktéry wprowadza
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teraz (to wilasnie jest drugi stopienn nauki o najwiekszym dzielniku) spo-
s6b rozktadania na czynniki, t. j. stosowanie rzeczy poprzednio znanej,
ale to rozktadanie odbywa sie dla 2 liczb jednoczes$nie. Wiekszej
liczby liczb nie trzeba, przynajmniej narazie, stosowa¢, gdyz nie ma to
znaczenia praktycznego. Np. dla liczb 432 i 720 rozkiadamy tak:

432 720 2
216 360 2
108 180 2
54 90 2
27 45 3
9 15 3

3 5

Stad najwiekszy wspdlny dzielnik réwny jest: 2* 32— 144. Oddzielne
rozktadanie jest niepraktyczne pod tym wzgledem, ze dzieci czesto placzg
spos6b ukladania ze znalezionych czynnikdéw najwiekszego wspdélnego
dzielpika i najmniejszej wielokrotnej, o ktérej pézniej bedzie mowa.

Doszediszy do tego ze skracaniem, narazie zatrzymujemy sie i nie
wprowadzamy znajdywania najwiekszego wspolnego dzielnika zapomoca
kolejnego dzielenia, odktadajac to na pdzniej.

Dotad stosowalismy jedng definicje utamka, podang wyzej. Wia-
domo jednakze, ze czesto nieswiadomie nauczajacy uzywajg drugiej de-
finicji, nie wykazawszy, ze jest identyczna z pierwszg. Ta druga defi-
nicja wyznacza ulamek, jako iloraz od podzielenia dwdch liczb. Rzecz
jasna dla kazdego, ze jest ona czein$ innem, niz poprzednia i ze temn
samem, wnioski robione z niej nie wyplywaja z poprzedniej, a jezeli
nauczyciel wyraznie jej nie podat i nie wykazat identycznosci z poprzed-
nig, wnioski te wiszag w powietrzu. Bardzo to wazny btad dydaktyczny.

Wprowadzenie tej nowej definicji opiera sie na nastepujacych
rozwazaniach. Przedewszystkiem zwracamy uwage, iz podzieli¢ np. przez
3 znaczy znalez¢ trzecig cze$¢ danej liczby i naodwrét, zeby znalezé
trzecig czesé, trzeba podzieli¢ liczbe przez 3. Gdy ta liczba, ktéra dzie-
limy, dzieli sie przez 3 — nic nie budzi watpliwosci, ale w razie nie-
dzielenia sie, mamy trudno$é¢ z wyrazeniem ilorazu. Zeby to wyrazenie
znalez¢, np. w przyktadzie, gdzie trzeba 2 podzieli¢ przez 3, nauczyciel

2
pogladowo zapomocg odcinka wykazuje, ze — jednej catosci jest termn
1
samem, co — dwdch catosci. Dlatego w pierwszym przypadku w odpo-

wiedni sposob dzielimy pewien odcinek na 3 czesci réwne, a w drugim
inny, dwa razy wiekszy réwniez dzielimy na 3 czeSci, ale takich czesci
bierzemy 1, a nie 2. Okazuje sie, ze otrzymane odcinki w obu przy-
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padkach sg réwne. Stad wniosek, ze iloraz od podzielenia 2 przez
. . . 2
3 mozna napisa¢ tak, jak ulamek 3

Po przerobieniu jeszcze kilku podobnych przyktadéw mozemy po-
da¢ definicje i uwazac¢ jg za identyczng z poprzednia. W ten sposob
spos6b osiggamy ostateczne uogdlnienie dzielenia, gdyz wobec tego
zawsze otrzyma¢ mozemy iloraz. Nalezy tu podkreslié, ze to uogdlnienie
otrzymalismy, ze do tego nam pomoégt utamek i ze liczbe catkowitg
mozna rozpatrywac jako utamek np. 3 i = ﬂ i £ d Nie godzi sie
tych rzeczy omijaé, gdyz beda nam potrzebne p6zZzniej, a z drugiej strony
stanowia dobry pokarm umystowy.

Po wprowadzeniu nowej definicji mozemy przystgpi¢ do wprowa-
dzenia obok utamkoéw wiasciwych — takze niewtasciwych i wyrazania
tych ostatnich w 2 postaciach, przyczem wskazujemy na role reszty
przy dzieleniu w razie przedstawienia utamka w postaci liczby mieszanej.
Z okre$lenia dzielenia, t j. z formuty: D = d. i-f r, wynika natychmiast
spos6b zamiany liczby mieszanej na utamek niewlasciwy.

Zaznajomienie sie z temurzeczami pozwoli nam przej$¢ do poréwnania
wielkosci dwéch utamkoéw. To poréwnanie jak, zwykle, powinnismy za-
czyna¢ od przypadkéw, gdzie uczniowie mogg wiasnem rozumowaniem
dochodzi¢ do rezultatu. Dotyczy to przedewszystkiem takich utamkow,
ktére posiadaja rowne liczniki lub réwne mianowniki. Potem takich,
ktore bez trudnosci dadza sie poréwnac¢ przez dopetnianie do jednosci

lub odejmowanie jednej lub wiecej jednosci. Np. i-y- oraz -y i-y.

Odejmowanie jednosci odbywa sie oczywiscie przez zamiane utamkéw
niewtasciwych na liczhe mieszang, a w pierwszym przypadku przez

6

7
poréwnanie: 5 = " i obliczenie potrzebnego dopetnienia. Widzimy tu

juz poczatkowe fazy dodawania i odejmowania utamkéw. Dalej poréwna-
nie prowadzimy przez sprowadzenie utamkdéw do postaci, z ktérej bez-
posrednio mozemy sadzi¢ o rezultacie, t j. do réwnosci licznikéow albo
mianownikéw, Nalezy jednakze stara¢ sie, aby ta rzecz nie byla powie-
dziana przez nauczyciela dogmatycznie, lecz zeby uczniowie do tego
whniosku zostali przez niego doprowadzeni. Nalezy zaczyna¢ od bardzo pro-
5 2
6 3
Nauczyciel podkre$la, ze mianowniki sg niejednakowe, ze gdyby byty
jednakowe, moznaby odrazu sprawe rozwigza¢. Jak to zrobi¢? Na po-
moc przychodzi prawo niezmiennika utamkowego i sprowadzenie utam-

stych przyktadow, ktére ztatwoscig rozwigzuja sie pamieciowo. Np.
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£
kéw do postaci: ry i o Caly szereg tego rodzaju stopniowo zwieksza-

jacych sie utamkéw prowadzi do tego, ze uczniowie powoli zaczna spro-
wadzaé do wspdlnego mianownika (ew. licznika, jezeli wygodniej). Po
mianownikach, z ktérych jeden dzieli sie przez drugi, powinny wy-
stapi¢ wzgledem siebie pierwsze, potem posiadajgce czynniki wspolne.
z mianownikami wzgledem siebie pierwszemi trudno$¢ nie jest wielka,
bo zgadniecie wielokrotnej nie jest zmudne. Nalezy jednakze na tem
troche sie zatrzymaé dluzej. Wezmy przykiad: Dajmy na to mamy do

5.8
poréwnanie dwa utamki: —-i —. Jak zrobi¢, zeby mianowniki (albo licz-

niki) byty jednakowe? Jezeli mianownik w obu utamkach ma by¢ jedna-
kowy, to musi sie dzieli¢ przez mianowniki danych utamkoéw, a wiec
przez 7 i 11. Ten fakt nauczyciel wydobywa przez pytanie z ucznidw.
Jakaz to ma by¢ liczba, ktéra sie dzieli jednocze$nie przez 7 i 117
Uczniowie podadzg prawie zawsze w takim przyktadzie liczbe dobra,
ale moze sie zdarzyé, ze wskazg na wiekszg, wtedy oczywiscie nauczy-
ciel stara sie zwro6ci¢ uwage na potrzebe najmniejszej liczby, ktora dzieli-
taby sie i przez 7 i przez 11. Szereg podobnych przyktadéw znowu
rzecz nalezycie wyjasni i da wprawe uczniom. Po zwrd6ceniu kilka-
krotnem uwagi, ze najwygodniejsza jest najmniejsza liczba, ktéra spetnia
warunek dzielenia sie przez obydwa mianowniki, nauczyciel powinien
wprowadzi¢ nazwy: wielokrotnos¢ i najmniejsza wielokrot-
nos$é. Dalej przechodzi do trzeciego stopnia, przy ktérym uczniowie
nieraz zlapig sie z poczatku na poznanym automatycznie sposobie znaj-
dywania tej wielokrotnosci z poprzedniego stopnia, t j. na mnozeniu
obu mianownikéw przez siebie. Zastosujg ten sposob tutaj, a nauczyciel
powinien podaé¢ natychmiast mniejszg liczbe, ktéra dzieli sie przez
obydwa mianowniki. Teraz wiasnie pora podkresli¢ réznice obu przy-
padkéw i zaznaczy¢, ze poprzednio mianowniki byty wzgledem siebie
pierwsze, a obecnie nie sg. Znajdywanie wspdlnego mianownika odbywa
sie najpierw bez jakiego$ prawidta: dzieci same musza szuka¢ odpo-
wiedniej liczby, opierajgc sie jedynie na whasnem doswiadczeniu
i inwencji.

Potem nauczyciel moze podac¢ pierwsze prawidlo, ktére skréci wy-
sitek i dlatego stanie sie czem$ pozytecznem, rozuinianem i waznem. To
pierwsze prawidlo opiera sie na pewnej wlasnosci najwiekszego wspol-
nego dzielnika, polegajacej na tem, ze ilorazy otrzymane od podzielenia
przez najwiekszy wspdlny dzielnik kazdej z dwu liczb sg wzgledem
siebie pierwsze. Wiegc, jezeli liczby dane sg a i b, a najwiekszy ich
wspolny dzielnik d, ilorazy za$ od podzielenia kazdej z nich przez ten
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dzielnik: it i /*, to najmniejsza ich wielokrotng W, jak tatwo widzieg,
mozna wyrazi¢ w tej postaci:
W=dixa.

Pokazanie tego dzieciom nie wymaga zwalczenia jakich$ specjal-
nych trudnosci, a natomiast przy pamieciowem znajdywaniu najmniejszej
wielokrotnosci jest bardzo pomocne i wazne.

Gdy przechodzimy do liczb wiekszych w liczniku i mianowniku,
pamieciowe rozwigzanie juz nie wystarcza i wobec tego nalezy stosowacd
rozktadanie na czynniki, szukanie w ten sposéb najwiekszego wspdlnego
dzielnika i nastepnie najmniejszej wielokrotnosci. Np., z powyzej przy-
toczonego przyktadu odrazu znajdujemy, ze najmniejsza wielokrotnosé

liczb 432 i 720 jest:
W= 24.323. 5.

W ten spos6b przy pordwnaniu wielkosci utamkéw zapoznajg sie
uczniowie z samem pojeciem najmniejszej wielokrotnosci i naucza sie na
tatwiejszych przykiadach, nie wymagajacych kolejnego dzielenia, wynaj-
dywa¢ ja dla 2 liczb. Stanowi to przygotowanie i zarazem przejscie do
dodawania i odejmowania utamkow.

Cala powyzszg cze$¢ nauki o utamkach, t j. do dodawania i odej-
wania wigcznie, przechodzi¢ nalezy dwustopniowo. Najpierw przerabiamy
omawiany przed chwilg dziat kursu z utamkami prostszemi, takiemi
przy ktéorych zaréwno rachunek pamieciowy i inwencja, jak proste spo-
soby wynajdywania najwiekszego wspoélnego dzielnika i najmniejszej
wielokrotnej sg stosowane, a drugi raz powtarzamy to samo, ale z utam-
kami trudniejszemi i metodami zawilszemi. Kazdy doswiadczony nauczyciel,
ktory w ten sposéb nauke prowadzit, mdgt sie przekonaé, ze daje ona
lepsze rezultaty, niz przy jednoczesnem pakowraniu wszystkiego. Jasne
to jest rowniez a priori, jezeli zwazymy ze: |-0 rzeczy omawiane odgrywaja
zasadnicza role w nauce o utamku, 2-o0 opanowanie ich wiasciwe wy-
maga przedewszystkiem wiekszej wprawy w pamieciowem operowaniu
z mniejszemi ulamkami i 3-0 nie nalezg one do kwestyj prostych, bo
takie np. kolejne dzielenie musi zabra¢ sporo czasu, aby byto nalezycie
poznane. Jednorazowe diugie zatrzymanie sie przeszkadzatoby wobec
tego naturalnemu rozwojowi nauki o utamku w zasadniczych jego rysach.
Z drugiej strony, celowos$¢ kolejnego dzielenia wystapi przy przyktadach
trudniejszych, gdzie nie wystarczajg poprzednie metody, a takie przy-
ktady nie moga by¢ podawane odrazu. Nie zapominajmy réwniez o tyle
razy przez nas nadmienianej juz wikasciwosci naszego umystu, dzieki
ktérej nowe rzeczy muszg sie w nim niejako odlezeé, musza by¢ na-
wigzane i utrwalone pewne zwigzki skojarzeniowa, ktére odbywaja sie.
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podswiadomie i wymagajg czasu dla swego rozrastania sie. Dwustopnio-
wos$¢ nie zabierze wiecej czasu, niz zwykle nauczanie w jednym toku,
ale powaznie pomoze pogtebieniu, wprawie i rozumieniu rzeczy. Stad
tez przerobimy dwa pierwsze dziaty nauki o utamku najpierw z prostszemi
przyktadami, a pézniej wprowadzimy trudniejsze.

Dziatania dodawania i odejmowania wyptywaja juz bezposrednio
Z powyzszego i hie zawierajg nic osobliwego, a konkretne ich pojmo-
wanie nie odbiega od takiegoz przy liczbach catkowitych. Dlatego nie
trzeba tu zadnej definicji osobliwej. Potrzebne jest natomiast stopnio-
wanie trudnosci i genetyczne uporzadkowanie nauczania.

Dodawanie i odejmowanie nie oddzielamy od siebie, gdyz niema
po temu zadnego powaznego powodu, jest natomiast duza korzysé ply-
naca z potaczenia i wyrazajaca sie zar6wno w oszczednosci czasu, jak
lepszem rozumieniu obu dziatan przez poréwnanie. Zaczynamy obydwa
dziatania od najprostszego przypadku, t. j. réwnosci obu mianownikéw
i przerabiamy wszelkie przyktady zaréwno z utamkami wiasciwemi, jak
niewtasciwemi i liczbami mieszanemi, przyczem najwazniejszg rzecza jest
tu podkres$lenie i szczeg6lne zwrécenie uwagi na takie przykitady, w kto-
rych trzeba albo ,wyciaga¢“ catos¢ albo tez ,pozyczac¢“ od catosci. To
musi byé dobrze zrozumiane i ugruntowane. Dalej zkolei wystepujag
mianowniki takie, w ktérych jeden dzieli sie przez drugi z temi samemi
szczegétami, jak powyzej. Potem mianowniki wzgledem siebie pierwsze
i nakoniec zawierajgce czynniki wspélne. Mamy zawsze do dodania
przytem dwa tylko ulamki i znajdujemy wspdlny mianownik zapomocag
tych samych metod, ktére byly wyjasnione poprzednio i oczywiscie w tej
samej ich kolei. Zapisywanie odbywaé¢ sie powinno tak, jak wskazujg
nastepujace przyktady:

r 25 28 53

312+ 216 % 60 60

85 - 28 fu
I
W3, s215= 60 60

przyczem uczen na boku przed zapisywaniem wspdlnej kreski powinien
zobaczyé, co sie dostanie z kazdego utamka po sprowadzeniu go do wspol-
nego mianownika, zeby nie otrzymaé¢ niemozliwego odejmowania. Na
porzadek zapisywania, rownos$é¢ kresek, odpowiednie
stawianie znaku rownos$ci nalezy zwracaé¢ niestabnagca
uwage.

Po przerobieniu tych rzeczy, oczywiscie w zwiazku z rozmaitemi
zadaniami, przechodzimy do dodawania trzech i wiecej skladnikéw, naj-
pierw stosujac kolejno powyzsze stopniowanie i robigc wszystko w pa-
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mieci, a pozniej przy liczbach wiekszych, wprowadzajac nowy sposob
znajdywania wspoélnego mianownika czyli najmniejszej wspolnej wielo-
krotnej. Znajdywanie tej wielokrotnej réwniez, jak przy najwiekszym
wspllnym dzielniku, opieramy na jednoczesnem rozktadaniu na czynniki
danych liczb. Np., jezeli sg dane mianowniki nastepujgce: 84, 150, 144,
postepujemy tak:

84 150 144 2
42 75 72 2
21 75 36 2
21 75 18 2
21 75 9 3
7 25 3 3
7 25 1 5
7 5 15
7 1 17
1 1 1

Stad najmniejsza wspélna wielokrotnos¢ W 24 32 52 7. Nauczyciel
najpierw stosuje te metode do liczb mniejszych, gdzie najmniejszg wie-
lokrotno$¢ dzieci umieja znalezé inaczej; wskazuje, ze w ten sposob
kazdy czynnik bierzemy mozliwie najwieksza liczbe razy, aby wielokrot-
nos¢ istotnie mogta sie podzieli¢ przez liczbe, gdzie ten czynnik tyle
wchodzi. Poréwnanie ze znajdywaniem najwiekszego wspoélnego dziel-
nika i wykazanie roéznic jest tu konieczne. Nie trzeba jednakze dzieci
przyzwyczaja¢ do uzywania tego sposobu odrazu, gdyz nieraz w pamieci
tatwiej jest znalez¢ najmniejsza wielokrotnos¢ bez uciekania sie do zmud-
nej metody, a takie pamieciowe radzenie sobie jest jednym z giéwnych
celéw nauczania, ktoére powinno da¢ odpowiednia wprawe i tatwosé
w wykonaniu rachunku.

Po wprawieniu sie w tych rzeczach mozemy przejs¢ do jednocze-
snego wykonywania w zadaniach i przyktadach dodawania i odejmo-
wania razem, zapisujgc znowu tak, jak bylo powiedziane powyzej.

Po przerobieniu w ten sposo6b pierwszych dwéch dziatéw nauki
z przykiadami prostszemi, mozemy posuna¢ sie dalej do zagadnien trud-
niejszych. To jest wspomniany wyzej stopienn drugi.

Drugi stopien wymaga wprowadzenia kolejnego dzielenia i juz cat-
kowitego opanowania wszystkich dziatan w tym zakresie. Zaczynamy od
tego, ze przy pewnym przykitadzie na dodawanie utamkéw, umyslnie
dobranym, dostajemy sume w postaci utamka dos$¢ duzego, ktory trzeba
skroci¢, przyczem znane dotad sposoby skracania nie wystarczajg. Przy
tej sposobnosci nauczyciel przypomina prawo rozdzielnosci przy dzie-
leniu, z ktoérego wynikato objasnienie cech podzielnosci, jak réwniez

Nauczanie matematyki poczatkowej. Ci. IT 2
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znang formute, D —di -j- 3 oraz omawia wilasnosci reszty przy dzieleniu.
Chodzi o znalezienie wspélnego czynnika pomiedzy licznikiem i mianow-
nikiem.

Uwazajmy jedng z tych liczb za dzielng, drugg za dzielnik, wtedy
reszta, ktorg sie otrzyma od podzielenia obu tych liczb, bedzie sie dzie-
lita przez wspoélny ich dzielnik, a przytem bedzie mniejsza i fta-

twiej bedzie ten dzielnik odkry¢. Np. wezmy utamek: 2057 Reszta

od podzielenia mianownika przez licznik wynosi 77. Reszta oczywiscie
dzieli sie przez 7 i przez 11. Probujemy przez 7; nasze liczby sie nie
dzielg, ale przez 11 — dzielg. OdkryliSmy wiec wspélny czynnik. Po
skroceniu dostajemy: —ig% Widoczng jest rzecza, ze teraz licznik i mia-
nownik sg wzgledem siebie liczbami pierwszemi, gdyz 180 mozna z iat-
wosdcig roztozy¢ na czynniki, ale przez Zzaden z tych czynnikéw 187 sie
nie dzieli. Dajemy szereg podobnych przykiadéw i kazdorazowo dzieci
sie przekonywujg, ze poza czynnikami zawartemi w reszcie licznik i mia-
nownik wspoélnych czynnikéw nie posiadajg. Pdézniej powinnismy usito-
wacé wyprowadzi¢ to z samej formuty: D—di--r. To jest najprostszy
przypadek.

Gdy reszta otrzymana jest jeszcze za duza, musimy te samag ope-
racje powtdrzy¢ jeszcze raz, ale przytem trzeba postepowac ostroznie,
aby nie zostawi¢ w gtowie wuczniéw samego tylko pustego dziatania.

Dlatego zwracamy uwage na fakt, ze np. skrocenie utamka: 988 niczem
. . e L . 1980
sig¢ nie rozni od skrocenia utamka odwroconego: 1001’ a ten

i i i formie: 1 979 H f = jejeli bedziem
ostatni da sie przedstawi¢ w formie Tool' oto7" | e y

umieli skréci¢ utamek: f()7091 skréocimy rowniez i pierwszy. Tego ro-
dzaju mata zamiana jest bardzo pomocna, a rozumowanie zupetnie dla
dzieci dostepne. Dzielenie 1001 przez 979 daje reszte 22, z ktérej wnio-
skujemy, ze utamek mozna skréci¢ przez 11.

WprowadziliSmy w ten sposéb juz dwa ogniwa dzielenia ko-
lejnego.

Tak samo mozna iS¢ dalej, a gdy dzieci nelezycie sie wprawig
w podobne operacje, mozna poézniej, jakkolwiek nie jest to Kko-
nieczne, caty zespot dziatan przedstawié, jak to bylo przy dzieleniu
lub mnozeniu, w postaci skoncentrowanego algorytmu, ktérego zwykle
uzywamy przy kolejnem dzieleniu. Dobrze jest przytem przebiega¢ naj-
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pierw w jedng strone, rozumujgc, ze kazda nowa reszta podzieli sie
przez najwiekszy wspdélny dzielnik obu poczatkowych liczb, a potem
proces odwrécié, znowu stosujac powyzsza formute dzielenia. Powiadam,
ze nie jest to koniecznem, bo rzecz cata moze by¢ zostawiona na pdz-
niej, np. przy powtarzaniu arytmetyki w klasie 3-ciej, ale przynajmniej
tam musi to by¢ zrobione, gdyz algorytm znajdywania najwiekszego
wspolnego dzielnika zapomoca kolejnego dzielenia odgrywa duzg role
pézniej w nauce geometrji. W szkole elementarnej 7- lub 8-klasowej
to nie jest potrzebne i dlatego caty ten algorytm mozna opuscié¢, poprze-
stajagc na powyzszem rozumowaniu, ale w szkole S$redniej nalezy go
zalecic.

Dalsze rozwazanie szczeg6tow nalezgcych do tego drugiego stopnia
pierwszej czesci nauki o utamkach nie przedstawia juz trudnosci; nie
bede tedy ich tu omawial. Rzecz jasna, ze nauczyciel winien sie staraé
zastosowa¢ metode kolejnego dzielenia nietylko do skracania utamkéw”
ale réwniez przy dodawauiu i odejmowaniu. Wystepuje wyraznie nato-
miast inna kwestja, ktdrg nalezy tu omoéwié, mianowicie t zw. znajdy-
wanie czesci i catlosci z danej czesci, ktére zwykle poprzedza nawet
dodawanie. Rzecz jasna, ze nie mozna uczyni¢ nauczycielowi zarzutu,
gdy zagadnienia te wprowadzi jeszcze w pierwszym dziale. Ma to swoje
zalety: pogiebia pojecie o utamku oraz daje wprawe w rozwigzywaniu
istotnego dla utamkéw zagadnienia. Jezeli odsuneliSmy te sprawe do
dziatu trzeciego, zrobiliSmy to poprostu ze wzgledu na jasnosé przed-
stawienia rzeczy.

Obok rozwazan powyzszych wysuwa sie tu samo przez sie
jedno powazne zagadnienie, o ktérem nie wspominaliSmy jeszcze zupel-
nie. Obok utamkdw zwyczajnych istnieja i maja duze praktyczne zna-
czenie uftamki dziesietne.

Zwykle nauka tych utamkéw u nas poprzedza Ilub nastepuje (co
bywa najczesciej) po utamkach ,zwyczajnych“. Zaréwno jedna, jak
i druga metoda ma swoje wady i zalety. Jezeli ulamki dziesietne po-
przedzaja zwyczajne, napotykamy szereg trudnosci, nie dajacych sie prze-
zwyciezy¢. Trudnosci te dotyczg Swiadomego wykonywania dziatan. Czy
mozna przypusci¢, ze uczen, ktory przedtem nie miat pojecia o utamku,
potrafi Swiadomie wykonywac¢ algorytmy mnozenia i dzielenia utamkéw
dziesietnych? Oczywiscie — wykona¢ on moze, jak réwniez rozwigzy-
wac szablonowe zadania, ale rozumie¢ tych dziatan nie bedzie. Pomi-
jajac juz inne trudnosci, przy dzieleniu ulamkoéw dziesietnych spotka sie
z dziwnem, niepojetem dla niego zjawiskiem utamkéw okresowych,
z ktéremi nie moze wykonywac dziatan ani ich stosowa¢ bez zamiany
na zwykte lub nauki o dziataniach przyblizonych, ktére wymagajg wiek-

2.
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szej sprawnosci umystowej i rozwoju, gdyz inaczej moga by¢ tylLko pa-
puziera wykonywaniem przepiséw, dobrem, jezeli chodzi tylko o prak-
tyczne zastosowanie, ale nie majgcem jakiejkolwiek wartosci dydaktycz-
nej na tym poziomie nauczania i w tak szerokim zakresie. Przypuszcze-
nie tatwosci dziatan, nasuniete przez jednakowo$¢ budowy utamka dzie-
sietnego i liczby catkowitej, jest zwykiem powierzchownem ztudzeniem,
ktérego nie mozna bra¢ na serjo wtedy, gdy cokolwiek blizej wejrzymy
w istotny mechanizm tych dziatan i w zadania nauczania rozwijajacego
umyst, a nie dajgcego tylko powierzchowng sprawno$¢. Dalsze nasze
rozwazania 0 mnozeniu i dzieleniu utamkéw rzecz te jeszcze lepiegj
wyjasnia.

Zwolennicy wcze$niejszego przechodzenia utamkéw dziesietnych
wysuwajg jednakze pewne wazne zalety takiego przechodzenia w postaci
praktycznego zastosowania i istotnej tatwosci pewnych dziatan. Tych
zalet nie mozna oming¢ milczeniem ani zaniedbaé¢ catkowicie i dlatego
opdznienie nauczania ulamkéw dziesietnych jest rzeczg wadliwg, o czem
nie moze by¢ dwoch zdan. W takim razie, jakze wyjs¢ z sytuacji ? Tuta
znowu historja wiedzy, t j. naturalny bieg jej rozwoju daje nam wazng
wskazowke. Utamki dziesietne zjawity sie na tle potrzeby praktycznej
i stosowane byty tam, gdzie rachunek z utamkami zwyczajnemi byt zbyt
zmudny i mato przejrzysty. Obliczenia wartosci funkcyj trygonometrycz-
nych i logarytméw — oto wiasciwe pobudki i teren zastosowania utam-
kow dziesietnych, gdzie odegraty one wybitng role. Jezeli uswiadomimy
sobie, ze utamek dziesietny jest szczeg6lnym przypadkiem zwyczajnego
i ze dziatania z nim, interpretowane na tle tego ostatniego, nie budzg
zadnych watpliwosci (préocz utamkoéw okresowych, o czem pdzniej), to
wprowadzenie ulamka dziesietnego zaraz po nauce dodawania i odejmo-
wania utamkéw zwyczajnych i zapoznanie dzieci z zapisywaniem i czy-
taniem utamkéw dziesietnych, z dodawaniem i odejmowaniem oraz
zamiang utamka zwyczajnego w wypadkach mozliwych bez dzielenia na
dziesietny i odwrotnie, nie przedstawia zadnych trudnosci, a jest nawet
pozadane, gdyz nietylko da nowa wiedze praktyczng, ale pogiebi znajo-
mo$¢ utamka zwyczajnego. Takie przeplatanie programu jest ze stano-
wiska dydaktycznego pozyteczne i dlatego bronimy go w tej ksigzce.
Doswiadczenie kazdego pouczy, ze zrobi¢ te rzecz mozna, i przytem
z bardzo dobrym rezultatem.

Nauke utamkoéw podzieliliSmy na trzy dziaty. Wobec tego moznaby
utamki dziesietne wprowadza¢ w odpowiedni sposéb czesciowo w kazdym
z dziatéw nietylko dopiero po przejsciu 2-ch pierwszych. Takie lub inne
postepowanie zalezy od nauczyciela. Tu mozna tylko powiedzie¢, ze wpro-
wadzenie now ego zapisyw aniu utamka, w postaci dziesietnego nie jest czems
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osobliwie trudnem, a moze by¢ dobrem C¢wiczeniem na poznane przy
utamkach zwyktych wiasnosci. Zawsze bowiem, gdy rzecz dana zjawia
sie w réznych postaciach, gdy dzieki temu potrzebny jest wysitek
mys$li do wynalezienia istotnych jej cech, oddziatywa to dodatnio na
nasze myslenie. Cata trudno$¢ metodyczna polega na tern, aby ta nowa
posta¢ nie zjawita sie zbyt wcze$nie, aby dziecko zdotato dostatecznie
przyjrze¢ sie i pozna¢ poprzednig. Dlatego tez uwazaliSmy za wskazane
nieco op6zni¢ wprowadzenie nauki o ultamku dziesietnym. Tam atoli,
gdzie nie grozi niebezpieczenstwo powierzchownosci, t j. przy nauczaniu
ostroznem i rozwaznem, nie mozna znalezé powodéw, dla ktorych to
opdznienie statoby sie koniecznem.

Przy zapisywaniu utamkéw dziesietnych zwréci¢ nalezy uwage
nietylko na to, na jakiem miejscu ,stojg“ dziesigte, setne i t p., ale tez
na zasadniczy fakt, ze mianownik tego utamka posiada zawsze tyle zer,
ile miejsc jest zajetych po przecinku. Nauka zapisywania i czytania
utamkéw dziesietnych moze zajmowac z poczatku czes¢ zwykiej lekcji
arytmetyki, poswiecanej wprawie w dzialaniu z utamkami zwyczajnemi.
Gdy uczniowie osiggng pewng wprawe w tej rzeczy, dalsze nauczanie
utamkéw dziesietnych nie powinno by¢ oddzielane, ale wplatane w kazdag
lekcje przy sposobnosci kazdego utamka zwyczajnego, ktory da sie za-
mieni¢ na dziesietny. Z tego powodu pierwszem zagadnieniem nastepnem
jest zamiana zwyczajnego utamka na dziesietny.

Rozwazanie tu potrzebne pozwoli kazda liczbe postaci 10" przed-
stawi¢ w formie 2" .5" i odkry¢, ze tylko te dwa czynniki wchodza do
tej liczby. To proste odkrycie jest podstawg wszystkiego. Poczynajac
od najprostszych utamkdéw, nauczyciel stopniowo wskazuje, jak przez
odpowiednie pomnozenie licznika i mianownika przez jedng i te samg
liczbe mozna, nie zmieniajgc wielkosci utamka, zamienia¢ go na utamek
dziesietny. Potem odrazu przechodzi do dodawania i odejmowania tych
utamkéw wspoélnie ze zwyczajnemi; przy tych tez dziataniach uczniowie
mogg pozna¢ znaczenie zera na konhcu ufamka dziesietnego. Najwiekszg
trudno$¢ oczywiscie moze sprawia¢ kwestja decydowania, kiedy utamek
zwyczajny zamieni sie na dziesietny, a kiedy nie. Tutaj przedewszyst-
kiem nalezy zwré6ci¢ uwage na 2 fakty: l-o zadna liczba wyrazona
jednostka z zerami nie dzieli sie przez zaden inny czynnik pierwszy
précz 2 i 5. oraz 2-0 nalezy zawsze przed zamiang ulamek zwyczajny
nalezycie skréci¢,, bo np. fpozornie nie mozna zamieni¢ na utamek
dziesietny, ale tylko pozornie, gdyz dany utamek moze by¢ skrdcony
przez 3 i ten czynnik z mianownika zniknie. Dodawanie i odejmowanie

utamkoéw dziesietnych po tern wszystkiem nie zawiera zadnych osobli-
wych zagadnien.
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Tyle z utamkoéw dziesietnych. tatwo sie przekonamy, ze ten doda-
tek nie moze budzi¢ zadnych trudnosci, a jezeli zdamy sobie sprawe, iz
uczniowie zwykle uflamki dziesietne przechodzg w koncu roku i przy-
tem nieraz bardzo pospiesznie, z czego nie wynika dobra tych utamkéw
znajomos¢, odbijajaca sie poézniej w klasach wyzszych, nic chyba nie sta-
nie na przeszkodzie do uznania projektu takiego za racjonalny. Przy
nim na nauke utamkow dziesietnych poswiecimy wiecej czasu, raczej,
lepiej powiedziawszy, diuzej bedg dzieci mialy z niemi do czynienia,
a tern samem blizej z niemi sie oswojg i trwalsza zdobeda wiedze. Przy
nauce dodawania i odejmowania zaréwno utamkoéw zwyktych jak dzie-
sietnych nalezy zwr6ci¢ uwage na prawa: przemiennosci i tgcznosci, wy-
kaza¢ zupetlng analogje z liczbami catkowitemi oraz podkreéli¢ fakt, ze
dodawanie utamkdw jest czem$ ogdlniejszem, niz liczb catkowitych, ktdre
sg utamkami o mianowniku 1.

Przejdziemy teraz do nastepnej, trzeciej czesci nauki o utamku,
czesci  najtrudniejszej, ktéra z naszej strony wymaga diuzszego nieco
omowienia.

Juz powiedzieliSmy wyzej, ze mnozenie i dzielenie liczb utamko-
wych nie jest w istocie tern samem, co podobne dziatania z liczbami cat-
kowitemi, nie da sie ujg¢ tak konkretnie jak dodawanie i odejmowanie,
a dlatego poprzednie, stosowne dla liczb catkowitych definicje, nie na-
dajg sie do utamkoéw, z czego wynika, ze musza by¢ podane nowe de-
finicje i tern samem wytworzone nowe pojecie tych dziatan. Taka defi-
nicja moze sie rozwing¢ tylko na pewnej podstawie konkretnej, bo ina-
czej bedzie dla dzieci niedostepna i pusta. Pierwszem wiec zagadnieniem
jest obranie okreslonej podstawy konkretnej. Tg podstawg moze by¢ tylko
okre$lone zagadnienie, jasne samo przez sie i na tyle ogdlne, by mogto
te role spetnic.

Takiem zagadnieniem dla definicji mnozenia jest znajdywanie okre-
Slonej czesci catosci, a dla dzielenia znajdywanie calosci na zasadzie da-
nej jej czesci.

Lecz to nie wyczerpuje jeszcze calego charakteru podstawy kon-
kretnej. Nalezy wykaza¢ na szeregu przykitadéw, ze w zadaniach tej
samej tresci, ale raz z liczbami catkowitemi, drugi raz z liczbami utam-
kowemi, mamy odpowiednio$¢, t j. tam, gdzie przy liczbach catkowi-
tych jest mnozenie, przy utamkach bedzie znajdywanie cze$ci od catosci
i odwrotnie. Ta ostatnia uwaga porusza jedng z zasadniczych cech de-
finicji dziatan, mianowicie: nowa definicja w ten sposob zawiera w so-
bie dawna, jako szczeg6lny przypadek. Przejdziemy teraz do samej
rzeczy. . L :

Nauczyciel, rozpoczynajac nauke mnozenia, zgodnie z powyzszem,



23

przedewszystkiem zwraca uwage na zagadnienie znajdywania czesci da-
nej catosci. Zadanie uczniowie z poczatku rozwigzujg dwoma oddziel-
nemi dziataniami z wiadomem ich objasnieniem. Np., majac znalez¢ f liczby
35, znajdujg najpierw \ przez dzielenie przez 7, a potem f, mnozac re-
zultat otrzymany przez 3. Po6Zniej, po wykonaniu szeregu takich przy-
ktadéw w pamieci i ustnein opowiadaniu rozwigzania, nalezy zwracaé
uwage na to, ze dzielimy najpierw przez mianownik, potem mnozymy
przez licznik. Przechodzac do piSmiennego wykonania dziatania, nauczy-
ciel wskaza¢ winien, ze 2 dzialania, z poczatku oddzielnie zapisywane,
mozna potgczy¢ razem i zapisywac tern samem krocej. W ten sposob
mianownik bedzie zawsze pod kreska, a licznik nad nig. Przykiady i za-
dania dawane tutaj powinny uwzglednia¢ zaréwno utamki wiasciwe, jak
niewfasciwe. Np. paczka cukru zawiera 10 kg, wzieto 2f paczki; ile kilo-
graméw wzieto? Zamieniamy 28§ na utamek niewlasciwy i znajdujemy \2
catosci. Oczywiscie mozna tez najpierw dowiedzie€ sig, ile jest kilogramow"
w 2 paczkach, a potem w | paczki i doda¢ otrzymane rezultaty. Nie na-
lezy jednakze pierwszego sposobu omijaé. Widocznag jest rzecza, ze wy-
konywamy witasciwie mnozenie przez utamek, ale nie nazywajac nara-
zie rzeczy po imieniu. Na tern trzeba pewien czas sie zatrzymac, zeby
catla sprawa nabrata nalezytej jasnosci i zeby uczniowie z wiekszg ta-
twoscig do rozwigzania takich zagadnien sie zabierali. Takie dtuzsze za-
trzymanie sie da mianowicie potrzebng wprawe w stosowaniu wspomnia-
nej podwdjnej operacji, niezalezng od pojecia mnozenia. Jezeli zrobimy
to zbyt predko i wprowadzimy nazwe mnozenia, suggestja liczby catko-
witej zamaci samo to pojecie i uczen bedzie, jak to czesto bywa, na
chybit trafit wykonywatl samo dziatanie, a pozniej z tatwoscig poplacze
go z dzieleniem. Im wiecej bedziemy podawali rozmaitych przyktadow,
tern lepiej. Rzecz jasna, ze dana liczba, ktérej czesci szukamy, moze by¢
tez utamkiem.

W dalszym ciggu przechodzimy do przygotowania definicji. Dla-
tego obieramy szereg zadan zupetnie tej samej tresci, dobranych w 2
egzemplarzach tak, ze w jednym wchodzg liczby catkowite, a w drugim
utamki (w mnozniku). Np.:

tokie¢ sukna kosztuje 3 z. 60 tokie¢ sukna kosztuje 3 zk 60
groszy. groszy.

lle kosztuja 3 tokcie? He kosztuje j-2 tokci?
Na godzine parowiec przeptywa Na godzine parowiec przeptywa
20 km. 20 km.

lle km przeptywa w 12 go- lle km przeptynie w 21 g~

dzinach? . godzinach?
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W beczce jest SO{ litrow wina. W beczce jest 30] litrow wina.
lle jest w 4 beczkach? lle jest w 3§ beczkach?
Diugos$¢ prostokata 4 m, a szero- Dtugos¢ prostokata 4 m, a szero-
kos¢ — 3 m. kos¢ — 2f m.
Jakie jest pole? Jakie jest pole? i t p.

Metoda tutaj proponowana odbiega od zwyklej praktyki, odbiega
tez od proponowanej przez W. Lietzmana (Methodik des mathematischen
Unterrichts, 2 cze$¢, str. 50, Quelle u. Meyer, Lipsk, 1916), ktory opiera
sie na prawie przemiennosci, co zreszta czyni wiele metodystow mnigj
lub wiecej konsekwentnie.

Przy robieniu tych zadann nauczyciel podkresla, ze w pierwszej gru-
pie zawsze mnozymy dwie dane liczby przez siebie, a w drugiej rzecz
zawsze sie sprowadza do mnozenia przez licznik drugiej liczby, ktéra
jest utamkiem, i dzielenia przez jej mianownik. Najtrudniejszym do wy-
kazania tego jest przykiad ostatni, ale tutaj najpierw radzimy sobie
w ten sposob, ze zamieniamy wszystko na decymetry, potem mnozymy
i nakoniec dowiadujemy sie, ile w znalezionej liczbie decymetréw kwa-
dratowych jest metrow kwadratowych, wiedzac, ze na jeden tril przy-
pada 100 dnv. Nastepnie wykonywamy dziatanie réwnolegte, ale tak, ze
4 mnozymy przez 13 (28 = 1) a nastepnie dzielimy przez 5. Otrzymane
rezultaty sa identyczne. Stad wniosek, ze i tu mozna byto zrobi¢ tak
samo, jak poprzednio, jakkolwiek wystowienie zadania jest odmienne.

Z tego nauczyciel wyprowadza spostrzezenie, przeczuwane juz zre-
szta poprzednio przez zdolniejszych uczniéw, a mianowicie, ze tam, gdzie
przy liczbach catkowitych, raczej przy catkowitym mnozniku mamy mno-
zenie, przy utamkowym — wszedzie wystepuje mnozenie przez licznik
i dzielenie przez mianownik. Przy tern wszystkiem nauczyciel moze wska-
za¢ na fakt znany uczniom z poprzednich rozwazan, ze kazdg liczbe
catkowita mozna przedstawi¢ w postaci utamka i ze mnozenie przez te
liczbe prowadzi do znajdywania czesci catosci, co oczywiscie sprawdza
na szeregu przyktadoéw. Teraz mamy juz grunt przygotowany do de-
finicji.

Powiadamy: pomnozy¢ przez liczbe utamkowag znaczy
to samo, co pomnozy¢ przez jej licznik i podzieli¢ przez
mianownik.

Z poprzedniego przedstawienia przebiegu nauczania wynika, ze mno-
zenie a takze dzielenie przez liczbe catkowita uwazamy za rzecz znana,
0 ktoérej nauczyciel nie powinien zapomnie¢ przed rozpoczeciem mnoze-
nia przez utamek. Zwykle przy mnozeniu utamkdéw rozpatrywane sg
3 przypadki: mnozenie utamka przez liczbe catkowita, mnozenie liczby
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catkowitej przez utamek i mnozenie utamkoéw. Pierwszy przypadek nie
nastrecza kiopotu. Ten ostatni zaczyna sie od 2-go przypadku. Przy tej
sposobnosci zwrécimy tu uwage jeszcze na jedng okolicznos¢. Jezeli po-
dane okres$lenie mnozenia ma by¢ pozytecznem i uzywanem zawsze tam,
gdzie zachodzi mnozenie przez liczbe catkowita, powinno ono posiadaé
prawa charakteryzujgce mnozenie liczb catkowitych, a wiec prawo prze-
miennosci i tacznosci oraz prawo rozdzielnosci. Wiasnie na drugim przy-
padku mnozenia mozemy odrazu prawo przemiennosci sprawdzié. Istot-
nie, gdy np. mamy do pomnozenia 3 przez 1§, piszemy 3 X li —3 X | =
= -p- 5. Naodwrot, gdybysmy mieli do pomnozenia przez 3 otrzy-
malibySmy i X 3 -Sg-= 5, t j. to samo, a wiec prawo przemiennosci
zachodzi. Tak samo mozna sprawdzi¢ prawo #gcznosci i rozdzielnosci po-
stugujac sie znanemi dziataniami: dodawaniem i odejmowaniem.

Zgodnie z powyzszym podziatem na trzy przypadki w praktyce po-
dawane sg 3 roézne prawidla, co niepotrzebnie rozstrzela mysl i maci ja-
sno$¢ pojmowania dzialania. Jest tylko jedno prawidto: zeby pomnozyé
przez ufamek, nalezy pomnozy¢ przez jego licznik i podzieli¢ przez mia-
nownik. To prawidto stosuje sie we wszelkich przypadkach i dlatego no-
wych okreslen nie potrzeba. Zapisywanie nalezy zawsze prowadzi¢ w ten
sposob, zeby najpierw wypisa¢ nad i pod wspdlng kreska odpowiednie ele-
menty dziatania, a potem skraca¢. Np. 3% X 2f = X y¥v—  ;y8~ V-
Przytem nie nalezy robi¢ zadnych przekres$lan, ktoére przy popetnieniu
btedu przeszkadzajg w odkryciu, gdzie popetniono ten biad, a przytem
brudza cate zapisywanie. Lepiej jest kilka razy z rzedu przepisywac, je-
zeli odrazu nie mozna skrdci¢, niz gmatwa¢ w ten sposéb obliczenia.
Uczen, ktéry chce mniej pisa¢, musi wiecej w pamieci rachowaé, co mu
na dobre wyjdzie.

Nie zaszkodza nigdy ¢wiczenia z prawem rozdzielnoSciowem bez
zamiany liczb mieszanych na uftamki niewtadciwe. Nalezy przytem zaczy-
na¢ od przyktadéw, gdzie prawo rozdzielnosci stosujemy raz, a potem
przejs¢ do podwodjnego stosowania, a wiec od przyktaddw np. takich :

2 Xt=2Xf+ fX f=VI+i=MM=I!
do takich: 2f X If= 2+ *) 1+ 2+ »)i =2+ li = HJ.

Takie ¢wiczenia ugruntowujg prawo rozdzielnosci i sga tern samem wie-
cej celowe, niz zwykle podawane przykitady, a z drugiej strony usung
blad nieraz przez uczniéw uprawiany, polegajacy na dodaniu iloczynu
liczb catkowitych do iloczynu utamkoéw, co wyraznie wskazuje, ze uczen
0 prawie rozdzielnosci nie ma pojecia.

Teraz w dalszym ciagu mozemy wprowadzi¢ mnozenie ulamkéw
dziesietnych, opierajac go na mnozeniu zwyczajnych. Zaczynamy od mno-
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zenig i dzielenia utamka dziesietnego najpierw przez 10", a potem przez
dowolng liczbe catkowita. W obu przypadkach opieramy sie na sprowa-
dzeniu samego ufamka .dziesietnego do postaci zwyczajnego. Np.:

0,315 X 10 = X 10 = m = 3,15.

W ten sposob robimy szereg przykitadéw, gdzie mnoznik jest 100, 1000
i t d Te przykiady wypisywane sg na tablicy i nie Scierane. Po prze-
robieniu trzech, czterech takich przyktadéw nauczyciel zwraca uwage
na przesuwanie sie przecinka i po rozwazeniu rzeczy wyprowadza ra-
zem z uczniami prawidio, ktoére potem jest stosowane w ré6znych innych
przykitadach i od czasu do czasu znowu sprawdzane. Przy dzieleniu
przez 10" robimy to samo, przyczem uczniom nalezy przypomnie¢ wia-
snos$¢ zapisywania utamka dziesietnego, wedtug ktorej tyle w nim jest po
przecinku miejsc zajetych, ile jest zer w mianowniku. Oczywiscie formu-
tujemy przytem dla mnozenia i dzielenia przez 10" odpowiednie prawidta.

Mnozenie przez dowolng liczbe catkowita wykonywa sie tak

samo, np:
325 X 12= 1M X 12 - =W = 39

Tutaj trzeba ostrzega¢ przed skracaniem, chcemy rezultat dosta¢ w postaci
utamka dziesietnego. Z"dzielenieni natomiast jest juz kilopot wtedy, gdy
sie nie skraca, ale radzimy sobie z tatwoscia przez wyrazenie rezultatu
w postaci utamka zwyczajnego, a w innym przypadku przez znany spo-
s6b zamiany na utamek dziesietny.

Mnozenie ulamkéw dziesietnych réwniez trudnosci nie nastrecza
przy oparciu sie na mnozeniu utamkéw zwyczajnych. Wezmy przykiad:
288 Y 887 288V 3% — 2®BE-  hig = 8,930 - 8,93
Kilka takich przyktadéw z réznemi odmianami wypisujemy na tablicy,
przyczem przez obserwacje dochodzimy do wniosku, iz mianownik ilo-
czynu posiada tyle zer, ile jest ich razem w mianownikach obu utam-
kéw, a stad na zasadzie znanej wilasnosci utamka dziesietnego i prawi-
dta dzielenia przez liczbe wyrazong jednostkg z zerami musimy oddzie-
lic w iloczynie tyle znakdéw dziesietnych, ile jest ich razem w mnoznej

i w mnozniku.

Dalej w zadaniach mozemy juz wykonywa¢ dziatania wspélne
z utamkami zwyczajnemi i dziesietnemi, co jest pozyteczne i przemawia
za fuzjg tych rzeczy (czyli przeplataniem).

Dzielenie utamkéw nalezy prowadzi¢ w tej samej kolei i w tenze
spos6b, co mnozenie i dlatego nie bede sie szczegétowo nad tern roz-
wodzit. Jest jednakze w dzieleniu pewna réznica, o ktorej trzeba wspo-
mnie¢. Nasze traktowanie rzeczy ma charakter konkretny i dlatego pewne
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roznice konkretne zadan odgrywaé inusza wazng role, tern bardziej, gdy
te réznice nie posiadajg cech przypadkowosci, ale wystepujg og6lnie. Do
takich réznic nalezy réznica pomiedzy wiasciwem dzieleniem i mieszcze-
niem, o ktoérej juz tyle razy moéwiliSmy. Zadanie znalezienia catosci z da-
nej czesci odpowiada wiasciwie samemu dzieleniu, gdy tymczasem w nie-
ktérych przyktadach, majacych charakter wyrazny zadania na mieszcze-
nie, niema mowy o0 znalezieniu cato$ci z danej czesci i dlatego okre-
Slenie dzielenia, oparte, analogicznie do mnozenia, na wspomnianem za-
daniu, nie bedzie obejmowato tych przypadkéw, gdzie wystepuje mie-
szczenie. tatwo zrozumieé, ze takie np. zadanie: f tokcia materjatu ko-
sztuje 6 zt.; ile kosztuje tokie¢? — jest czem$ innem na pierwszy rzut
oka, niz takie: za caly materjat zaptacono 188 zi.; ile kupiono tokci, je-
zeli jeden tokie¢ kosztuje 3f zt.? Pierwsze zadanie odrazu mozna spro-
wadzi¢ do znajdywania catosci z danej czesci, ale drugie nie tak tatwo.
Wobec tego nalezy albo te réznice usung¢, albo wykazaé, ze drugie za-
danie rozwigze sie w ten sam sposdb jak pierwsze. Ten drugi spos6b
jest praktyczniejszy, bo zrozumialszy, i dlatego tutaj go zastosujemy. Ro-
zumujemy tak: jeden tokie¢ kosztuje ~ zi, wiec ™ tokcia bedzie ko-
sztowata \ zi, a tokcia — 1 zk. Poniewaz caty towar kosztowat 18f zi.,
wiec bedzie zawierat tyle razy wiecej tokci, ile ra™y 18f zt jest wieksze
niz 1 zk, t j. (7~ X 18f) tokcia, lecz na zasadzie prawa przemiennos$ci
przy mnozeniu mozemy napisac, iz

A X 18] = 18i X A = 5.

Cosmy ostatecznie zrobili? Oto 18f mnozyliSmy przez 4 czyli mia-
nownik utamka a dzieliliSmy, przez licznik, wiec postepowalismy tak
samo, jak przy znajdywaniu catosci z danej czesci, ergo w obu przy-
padkach dziatanie jest identyczne. Nie nalezy wiec ich odrozniaé. Jezeli
w pierwszym przypadku dzielilismy zgodnie z definicjg przez ulamek,
to samo robiliSmy w drugim.

Definicja dzielenia jest nastepujaca: podzieli¢ przez utamek znaczy —
podzieli¢ przez jego licznik i pomnozy¢ przez mianownik. Mozna jeszcze
powiedzie¢ z pozytkiem tak: podzieli¢ przez ulamek, znaczy — po-
mnozy¢ przez utamek odwrdcony.

Prawidlo wyprowadzone z tej definicji stosujemy we wszystkich
przypadkach dzielenia przez ulamek i nie odrézniamy tego, czy dzieli¢
trzeba liczbe catkowitg czy tez utamek. Drugi rodzaj definicji podkresla
przy utamkach istniejgcg tutaj odwrotno$¢ dzielenia i mnozenia tak. jak
przy liczbach catkowitych.

Sposdéb zapisywania przy dzieleniu stosujemy oczywiscie ten sam,
co przy mnozeniu, nie nadmieniajgc wcale o réznych skracaniach
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Swzdtuz“ i ,naukos”, ktére powinny naleze¢ do dawnych dobrych lat.

tatwo na zasadzie drugiego rodzaju definicji bezposrednio wykazac,
ze przy dzieleniu przez utamek tak samo sie stosuje prawo rozdzielnosci.

Po dzieleniu utamkéw zwyczajnych nastepuje zkolei dzielenie
dziesietnych, jako szczegélny przypadek, ktéry tak samo, jak wszystkie
wihasnosci i dziatania z utamkami dziesietnemi, wyprowadzamy i opie-
ramy na odpowiednich wlasnosciach i dziataniach z ulamkami zwy-
czajnemi.

Zaczynamy od nowego sposobu zamiany utamka zwyczajnego na
dziesietny przez dzielenie. Objasnienie tej rzeczy jest latwe, ale nalezy
tu jeszcze raz wyraznie podkreslic i wyjasni¢ sprawe -mozliwosci takiej
zamiany, odwotujgc sie do rozwazann w tej materji poprzednio zazna-
czonych. Jest to szczegblnie wazne z tego powodu, ze uzywanie utam-
koéw okresowych z réznych wzgledéw musi by¢ ominiete.

W nauce utamkow dziesietnych czasem jeszcze po podrecznikach
i w praktyce nauczania duze znaczenie przypisuje sie utamkom okreso-
wym. Zamiana utamka okresowego na zwyczajny jest sumowaniem po-
stepu geometrycznego nieskonczenie malejacego, o ktorym mowa w klasie
6-ej szkoty Sredniej. Nawet tam spotykamy niejedng trudnos$¢ przy sScistem
przedstawieniu i defirycji sumy takiego postepu. W arytmetyce poczat-
kowej ten dziat roi sie wprost od btedéw naukowych. Wezmy np. takie
przedstawienie tej rzeczy. Konstatujemy przez dzielenie, ze:

= 0,111...

99* °’'0101~

0,001001...
999

Naturalnie natychmiast uogélniamy, ze:
1 1 1
on 1 10" 10*"

Nastepnie, zwroéciwszy uwage, ze mnozac obydwie strony kazdej z po-
przednich réwnosci przez pewng liczbe catkowita, mozemy otrzymac np.:

0,555...

i
= 707...
99 0,070

34
= 0,3434... i t. d.
99 , itd



wyprowadzamy stad prawidto zamiany utamka okresowego prostego
na zwyczajny. Po6zniej, dzieki niewielkiej modyfikacji, mozemy to samo
zrobi¢ dla mieszanego. Powyzsze uogoélnienie zgadza sie z zasada induk-
cyjnego rozumowania, nie nasuwa wiec zarzutdéw; ale mnozenie obu
stron przez liczbe te samg nie moze by¢ dopuszczane. Mamy tu do czy-
nienia z szeregiem nieskonczonym i trzeba wykazac¢ najpierw mozliwos¢
takiego mnozenia. Mozna rozumowaé inaczej, stosujac dalej dzielenie,
np. przekona¢ sig, ze powyzsza roéwnos¢ stuszna bedzie dla ilorazu
i i t d., a pdézniej znowu uogélnienie. Bytoby to rozumowanie po-
prawniejsze, ale réwniez nie wolne od zarzutéw, nigdy bowiem nie
mozna by¢ pewnym odwrotnego twierdzenia, a tern samem wykazac,
czy suma tego samego szeregu nieskonczonego nie moze sie ,réownac”
roznym utamkom zwyczajnym. Z drugiej strony, czem jest suma nie-
skonczenie wielu sktadnikéw, réwniez nie wiemy bez specjalnej na
pewnych rozwazaniach opartej definicji. Takg definicje trzeba da¢ zanim
bedziemy mogli méwié o ,sumie“.

Jezeli zechcemy zadaé sobie teraz pytanie, jaki moze by¢ cel wpro-
wadzenia nauki utamkoéw okresowych w klasie drugiej (albo w pigtym
roku nauczania), nie mozemy znalezé zadng miarg innego, procz zwy-
czaju utartego i rutyny. Ta rutyna uwaza to za rzecz dostepng w szkole,
a natomiast inne rzeczy o wiele prostsze, ale nie uzywane, nie uswiecone
jej inercjg i przyzwyczajeniem, za trudne i niedostepne.

WidzieliSmy, ze nauka utamkéw okresowych nie moze by¢ prze-
prowadzona $cisle pod wzgledem naukowym, ale nie trudno sie przeko-
na¢, ze nie ma ona zadnej wartosci w praktyce. Nikt i nigdzie w dziatal-
nosci praktycznej nie rachuje przy pomocy utamkoéw okresowych. Z tego
wynika, ze istotnie w szkole zatrzymywaé tego balastu nie trzeba, ze
nalezy zwr6ci¢ uwage uczacych sie dzieci na dwie rzeczy: 1° na to,
kiedy dzielenie doprowadzi do rezultatu, t j. otrzyma sie utamek dzie-
sietny, a kiedy to jest niemozliwe i 2° w przypadkach, kiedy ilorazu
nie mozna otrzyma¢ w postaci utamka dziesietnego, wyrazi¢ go w po-
staci — zwyczajnego. Mozna tez, gdy chodzi o ostatniag odpowiedz na
pytanie, nauczy¢ dzieci obliczania tej odpowiedzi z przyblizeniem, co
w tym przypadku nie przedstawia zbytnich trudnosci. Ale wroémy do
dzielenia.

Po przypomnieniu, kiedy dany utamek zamienia sie na dziesietny,
a kiedy nie, mozemy pokaza¢, ze w pierwszym przypadku dzielenie sie
napewno skonczy, a w drugim napotykamy rzecz bardzo dziwng. Oto,
dzieli¢ mozna, ale to dzielenie sie nie skonczy, bo gdyby sie skonczyto
dostaliby$my iloraz w postaci utamka dziesietnego, co jak wiemy jest
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niemozliwe. Takie rozumowanie bedzie tern bardziej przekonywujace,
jezeli dzieciom jasno na przyktadach wykazemy, ze pierwszy i drugi
spos6b zamiany utamka zwyczajnego na dziesietny zawsze prowadzi do
tego samego rezultatu. Ta jasno$¢ jest potrzebna, gdyz inaczej nieraz
sie zdarza, ze mali rachmistrze zapisujg cale kajety, zeby koniecznie
dojs¢ do konca w dzieleniu.

Wykazemy teraz, jak prowadzi¢ nauke dzielenia utamkéw dziesiet-
nych w przypadku mozliwosci otrzymania skonhczonego rezultatu. Naj-
pierw badamy dzielnik, czy nie zawiera innych czynnikéw procz 2 i 5.
Jezeli tak, to zwracamy uwage, czy dzielna przez te czynniki sie
dzieli. Wrazie przeciwnym dzielenie nie da rezultatu skonczonego i odrazu
przechodzimy do utamkéw zwyczajnych. W innym przypadku mozemy
przystapi¢ do dzielenia. Wezmy przykiad.

8i 0 4= 3p= 20— PO 10 _ 35117

W ten sposéb sprowadziliSmy dzielenie do dzielenia liczb catkowi-
tych i mozemy na zasadzie kilku takich przyktadéw wyprowadzi¢ pra-
widto: nalezy przez dopisywanie zer zréwnac liczbe dziesietnych znakéw
w dzielnej i dzielniku, odrzuci¢ przecinki i dzieli¢ jak liczby catkowite.
Ale zbytnie zwiekszenie dzielnika nie jest wygodne, dlatego lepiej jest
zacza¢ dzielenie od przypadku dzielenia utamka przez liczbe catkowita,
co sie wykonywa prosto, i nastepnie stara¢ sie przedewszystkiem zrobic
dzielnik liczbg catkowita. Np. w poprzednim przypadku mozemy napisac:

186 a0 385735 3%

Stad wyprowadzamy nowe prawidto: nalezy dzielng i dzielnik po-
mnozy¢ jednoczesnie przez 10" tak, zeby dzielnik stat sie liczbg catko-
witg, a potem wykona¢ dzielenie.

Po przejsciu utamkéw dziesietnych trzeba szczeg6lng uwage zwrd-
ci¢ na dziatania wspélne z utamkami dziesietnemi i zwyczajnemi, do
czego mieliSmy juz nieraz poprzednio sposobno$é, a co czesto bywa
w nauczaniu zaniedbywane. Nauka utamkéw daje mozno$¢ przerobienia
wszystkich zadan z liczbami wielorakiemi w postaci prostszej i fatwiej-
szej, a dlatego mozna tutaj przenies¢ caty szereg zadann z poprzedniego
roku z pozytkiem praktycznym i teoretycznym. Oczywiscie, system me-
tryczny znajduje w roku pigtym swoje ostateczne zakonczenie i szcze-
gélnie nadaje sie do nauki utamkoéw dziesietnych.

Rok piaty zawiera cato$¢ zamknietg w sobie, bogatg w tres¢
i w zasadzie nie tatwg do nauczania, co szczeg6lniej wtedy sie przy-
trafia, jezeli poprzednia nauka o liczbie catkowitej nie byla nalezycie
prowadzona.
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W roku tym konczy sie wiasciwie nauka o rachunku z liczbg wy-
mierng i powstaje nowa metoda traktowania rzeczy, dzieki wprowadzeniu
definjowania liczby i dziatah. W klasie 3-ej czyli 6-ym roku nauezania
ten ostatni fakt przejawi sie znowu w innej postaci, zarbwno w ra-
chunku, jak i w t zw. algebrze.

Powyzsze zwiezte przedstawienie toku nauczania i jego gtéwnych
szczeg6tébw metodycznych nie zajmuje sie wieloma sprawami drobniejszemu
Nie sadze, aby przeladowanie temi sprawami byto pozyteczne. Nauczyciel
winien mie¢ swobode ruchéw tak samo, jak winien pamieta¢, ze catosé
przedstawiona w niniejszym rozdziale wspiera sie na rozwinieciu i za-
stosowaniu zasady indukcji, o ktorej tyle moéwiliSmy poprzednio (p. Cze$¢ 1,
rozdz. Ill). Dla przyktadu mozemy wskaza¢ chociazby na definicje mno-
zenia i dzielenia. Trzeba je odkryé¢, lecz droga odkrycia jest indukcyjna.
To samo dotyczy wszystkich wazniejszych momentéw. Niewatpliwie ma
racje Thorndike, gdy powiada: ,Sadze, ze w rzeczywistosci arytmetyka
czysta w tej postaci, jak jest uczona i znana, ma w szerszem tego stowa
znaczeniu charakter umiejetnosci indukcyjnej. Na jednym krancu znaj-
duje sie mniejszo$¢ tych, dla ktérych jest ona szeregiem wydedukowa-
nyeh z przestanek podstawowych prawd; na drugim — druga mniej-
szos$¢ ludzi utozsamiajacych jg z zespotem Slepych regut — przyzwyczajen;
pomiedzy temi krancami jest wielka wiekszo$¢, reprezentujgca kazde
stopniowanie, lecz koncentrujaca si¢ dokota typu mysliciela indukcyjnego*“1).
W tern twierdzeniu uchwycit Thorndike postawe przecietng umystu ludz-
kiego wobec zagadnien arytmetycznych. Trudno zaprzeczy¢, ze chwyt
ten jest stuszny, w kazdym jednakze razie samo twierdzenie podobne
wymaga rozwiniecia, ktére moze byé znalezione tylko wtedy, gdy pota-
czymy ze sobg w odpowiedni sposéb wspomniane krance, t j. gdy,
uwzgledniajgc charakter arytmetyki, jako nauki Scistej, nadamy jej w na-
uczaniu taki realny charakter, jaki odpowiada przecietnej potrzebie
umystu ludzkiego. Tu wilasnie spoczywa giéwne jadro rozwijanej przez
nas zasady indukcji. Stosowanie tej zasady wystgpi bodaj wyrazniej
w rozdziale nastepnym, gdzie gtdbwng osnowg nauczania jest nowe pojecie
zaleznosci  funkcjonalnej. Nieraz mieliSmy juz sposobno$¢ z niem sie
zetknag¢, zetkniecie to atoli byto przygodne, fragmentaryczne. Teraz wy-
stgpi ono pelniej, przejrzysciej, a wartos¢ zasady indukcji stanie sie
catkowicie jasna.

0 L. Thorndike. The Psychology of Arithmetic. Macmillan. New-,Jork. 1922.
Str. b9.



ROZDZIAL L.

Przez nauke utamkéw dokonano jednego z pierwszych uogoélnien. —
rozszerzenia pojecia liczby, dzieki czemu zakres stosowania staje sie
szerszym i moga sie rozwinaé¢ takie zagadnienia, ktére z sama liczbg
catkowitg nie mogly by¢ nalezycie rozpatrywane.

Zjawiska w $wiecie otaczajagcym nigdy nie wystepujg same, od-
dzielnie, niezaleznie od innych, zawsze natomiast sg w zwigzku ze soba.
Zaréwno ze stanowiska dydaktycznego, jak praktycznego wazng jest
rzecza, by nauka matematyki mogta lepiej pomdc cztowiekowi do ujmo-
wania, wyrazania i oceny wielkosciowej zjawisk otaczajgcych. Otéz wspo-
mniane rozszerzenie pomaga w tym wzgledzie niemato. Liczba catkowita
przedstawiona w biegnagcym w nieskoniczonos$¢ ciggu naturalnym, zjawia
sie w postaci zbioru, ktoérego elementy sg oddzielne, posiadajg stalg
roznice w swej kolejnosci i nadaja sie do odwzorowania takich samych
zbioréw realnych przedmiotoéw, ale nie moga wyrazi¢ przebiegu zjawiska,
nie mogg odzwierciedli¢c zwigzku miedzy faktami. Zjawiska przyrody tak.
jak one sie nam przedstawiajg dzisiaj, jak ujmuje je przecietnie mysl
cztowieka, przebiegaja w sposob ciagly, przechodza przez szereg stopni
rozwojowych, rodzg sie i nikng, zostawiajagc po sobie, jak iskra lecgca
w powietrzu, pewien $lad ciagly, ktéry jest nieuchwytny dla takiego
grubego jeszcze narzedzia, jakiem jest liczba catkowita. Dlatego to roz-
szerzenie pojecia liczby, wypetnienie luk pomiedzy oddzielnemi elemen-
tami ciggu naturalnego, jest nieodzownem dazeniem naturalnem umystu
ludzkiego, jest terenem jego tworczosci, jego wysitku szlachetnego, poza
ktéorym stoi realna potrzeba. Tern ci bardziej jest on cenny i wielki.
Nauka przez zwiazek z rzeczywistoscig stuzy¢ moze i stuzy glebokim
tendencjom ducha ludzkiego. Jest ona tym jezykiem wytrawionym przez
ogien doswiadczen dawnych pokolen i przez ich prace, jezykiem mowig-
cym o tern, co jest, odwzorowaniem S$wiata, systemem poje¢ o rzeczy-
wistosci. Dazenie do poznania, do zrozumienia zycia i rzeczy wogéle
jest jej duchem w istocie swej moralnym i dlatego cze$¢ dla nauki, mi-
tos¢ dla niej, to niezbedna cecha nauczyciela. Ten duch przejawia sie
w kazdej nauce, jest on zywy i tetnigcy tern samem wiecznem pragnie-



niem prawdy i w nasze] skromne] nauce zwyklego rachunku. Czern jest
rozszerzenie polecia liczby, Jak nie Jednym z wyrazéw tego wiecznego
dazenia? Dlatego méwie tu o tern, bo mata i mizerng jest wszelka me-
toda, martwym Jest mechanizmem, J]ezeli ]Je] nie ozywia rozumienie, ze
ona dazy do rozbudzenia i rozwo]lu w miodociane] duszy tych wielkich
pragnien czlowieka. Nie%masz tak matego przedmiotu nauczania, gdzieby
poza skromng szatg nie mozna byto odkry¢ sit, ktére te pragnienia budza.
To Jest na]Jwieksza sztuka nauczania i dlatego tutaj wtasnie na wstepie roz-
dziatu niniejszego pragne troche pogtebi¢ kwestje rozszerzenia pojecia liczby.

PowiedzieliSmy, ze zjawiska otaczajgce nas przebiegajg w spos6b
ciagly, ze dlatego liczba naturalna nie wystarcza, by te ciagtos¢ odwzo-
rowaé. Utamki zapetniaja luki pomiedzy liczbami catkowitemi i tern sa-
mem cigg naturalny zaczyna przybiera¢ posta¢ zjawiska ciggtego. Ale na
tem nie koniec. Nauka wykazuje, ze utamki nie zapetniajg Jeszcze kom-
pletnie, nieprzerwanie tych luk. Dzieki temu pojecie liczby rozszerza sie
dalej, przychodza liczby niewymierne, np. /2 ktéry Jest wiekszy niz
1, a mniejszy niz 2 i niema utamka réwnego Jemu. Sréd tych liczb wy-
dzielajg sie t zw. przestepne, ktorych przedstawicielem Jest taka liczba,
Jak jt, wyrazajgca stosunek dtugosci obwodu dowolnego kota do Jego
Srednicy. Liczby jt nie mozna wyrazi¢ zadnym pierwiastkiem z liczby
catkowitej lub utamka. W ten sposéb proces rozszerzenia liczby posuwa
sie dalej poza liczbe znang w szkole elementarnej i nizszych klasach
Sredniej i jest, jak wspomnieliSmy, wyrazem dazenia do odwzorowania
rzeczywistosci. Kazdg z nowych liczb wprowadzamy przez jej zdefinio-
wanie. Nie bede tu moéwit o tem, jakie to sg definicje, bo zadaleko to
by nas zaprowadzito, wskazuje na nie jedynie dlatego aby wykaza¢, ze
utamek jest tylko pierwszym w tym procesie.

Rzeczywisto$¢ ujmujemy nietylko w postaci oddzielnych zjawisk,
ale przedewszystkiem staramy sie 0 poznanie zwigzkéw miedzy zjawiskami.
Te zwiagzki, jezeli dadza sie sformutowa¢ w jakikolwiek sposéb i sg state,
nazywaja sie prawami. W kazdym takim zwigzku zachodzg przynajmniej
dwa oddzielne zjawiska i jezeli w jaki$ sposéb potrafimy te zjawiska
oceni¢ liczbowo czyli mierzyé, jezeli mozemy zaliczy¢ je do kategorji
wielkosci i w znany nam powyzej spos6b podporzadkowaé im liczbe, to
prawa wyrazajg sie wtedy w formie iloSciowej, ktéra przybiera czasem
tak doktadng posta¢, ze mozemy przebieg zjawiska nietylko doktadnie
oceni¢ w danej chwili, zaréwno nalezacej do tego, co nazywamy prze-
sztoscig, jak i do przysztosci, czyli mozemy doktadnie przewidywaé. Np.
astronom uzywa formuty Newtona:

Nauczanie matematyki poczatkowej. Cz. Il. 3
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ktéra wyraza wielkos¢ sity (F) przyciggania wzajemnego dwoch mas
(ml1 i m2), znajdujacych sie na odlegtosci R od siebie w przestrzeni nie-
bieskiej. Liczba C — czyli spotczynnik proporcjonalnosci — potrzebna
tu jest dlatego, ze wszystkie te wielkosci mierzymy w roéznych jednost-
kach i przejScie od miary sity do innych miar wymaga pewnego czyn-
nika, obliczanego uprzednio, je$li weZmiemy pod uwage pewne szcze-
goélne potozenie rozwazanych mas.

Ta formula wyraza t zw. prawo cigzenia powszechnego. Jezeli
w niej nietylko spétczynnikowi C, ale masom ml i rn2 nadamy wartosci
state, natychmiast dostrzezemy, ze F zmienia sie ze zmiang R i ze dla
kazdej danej wartosci R — dostaniemy zupelnie okres$long warto$¢ na F.
Gdybysmy utworzyli z wartosci na R pewien ciag o dowolnie wielkiej
liczbie wyrazéw, otrzymalibySmy 2z wartosci odpowiednich na F
drugi ciag réwnolegly, posiadajacy te wiasnosé, ze kazdemu elementowi
w nim odpowiada jedna i tylko jedna warto$¢ w drugim. Ciggi nadmie-
nione przedstawiajg wartosci wielkosci F i /?, przedstawiajg zbiory, jak
mowiliSmy wyzej, ktore charakteryzujg wielkosci sity zalezne od -wiel-
kosci odlegtosci. Dwie wielkoSci F i R sg zalezne od siebie i ta zalezno$¢
wyrazona jest przez powyzsza formule. Kazde prawo, ktdre umiemy
obecnie uja¢ w formule matematyczng przedstawia taka zalezno$¢ przy-
najmniej 2-ch wielko$ci. Chcac wyrazi¢ krocej istnienie tej zaleznoSci
w formie dokiadnej, powiadamy, ze np. wielko$¢ F jest funkcja wiel-
kosci R. Zjawiska przyrody, stanowiagce elementy praw, sa wzgledem
siebie w zaleznosci funkcjonalnej. Wierzymy, ze tak jest ze wszystkiemi
zjawiskami otaczajgcej nas rzeczywistosci i dazymy do tego, zeby ich
zwigzki wyrazi¢ zapomocg oczywistych zaleznosci w postaci matema-
tycznej, w postaci pewnej funkcji, jak moéwig matematycy. Jeszcze dosé
rzadko nam sie to udaje, ale umyst ludzki nieprzeparcie dazy do jasnego
poznania i rozwdj wiedzy stwierdza niezbite w tym Kkierunku postepy.
Matematyka niezaleznie bada réznego rodzaju mozliwe zalezno$ci, moz-
liwe funkcje, wzbogacajac w ten sposob zasob naszej umiejetnosci opa-
nowania i wyrazania praw otaczajgcego nas S$wiata. Ta cecha nauki
matematycznej przejawia sie wszedzie, w kazdej niemal dziedzinie jej
dociekan. Znajdziemy jg niebawem i w arytmetyce poczatkowej, a stad
wynika, ze uczac matematyki nie mozemy tej kwestji omingé, ze obo-
wigzkiem jest naszym zaréwno dla pogiebienia naszego osobistego zain-
teresowania, jak dla pozytku umystowego ucznidéw, te rzeczy jasniej
rozumie¢, gdyz takie jasne rozumienie nada¢ moze naszemu nauczaniu
ceche zgodng z wiasciwg tendencja nauki, ktora, jak moéwiliSmy juz, jest
wyrazem og6lnego dazenia umystu ludzkiego do opanowania rzeczy-
wistosci.
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Zalezno$¢ funkcjonalna wystepuje nawet tam czesto, gdzie zdawa-
toby sie nie mozna sie jej spodziewac. Np. gdybySmy zmierzyli wzrost
uczniow w Kkilku jednakowych klasach kilku szkét okazatoby sig, ze
uczniow matych i wysokich w danym wieku jest znacznie mniej, niz
tych, ktérych wzrost nazwalibySmy przecietnym i ze, powiekszajgc liczbe
mierzonych, zblizalibySmy sie coraz bardziej do takiego podziatu na trzy
gtowne stopnie i posredniczace miedzy niemi. Stad, gdybysmy na linji
prostej (osi) od pewnego punktu odcinali pewne odcinki, przyjawszy je-
den z nich za jedno$¢, ktorych dlugos¢ réwnataby sie wzrostowi mie-
rzonemu, a w koncach tych odcinkéw wystawiali prostopadie, na kté-
rych réwniez, przyjawszy pewien odcinek za jednos$¢, odmierzalibysmy
odcinki o dlugosci réwnej liczbie uczniéw danego wzrostu, to w miare
zageszczania sie wspomnianych odcinkéw i zwiekszania liczby pomiaréw
konce prostopadtych zblizatyby sie do pewnej linji krzywej, ktéra nazywa
sie krzywg dystrybucji. W danym zbiorze osobnikéw jednakowego wieku
pomiedzy ich wzrostem a liczbg posiadajacych ten wzrost istnieje pewna
bardziej zawita zaleznos$¢.

Kazda zaleznos¢ funkcjonalna w prostej postaci (a o takg nam
gtownie tutaj chodzi) wyrazi¢ sie da w formie odpowiedniosci jedno-
znacznej (t. j. kazdemu elementowi odpowiada jeden i tylko jeden ele-
ment) dwoch ciggéw liczb. Ciagi te moga by¢ monotoniczne, t j., jezeli
jeden wzrasta (maleje), to drugi wzrasta (maleje), lub tez nie.

Np. jezeli zwieksza sie wzrost dziecka, zwieksza sie réwniez liczba
metréw potrzebnego na ubranie materjatu. Jesli zwieksza sie sita przy-
ciggania, zmniejsza sie odlegtos¢ pomiedzy temi samemi masami.

Najprostszemi przyktadami sg tu przyktady zaleznosci wprost i od-
wrotnie proporcjonalnej. Pierwszg mozna wyrazi¢ zapomocg wzoru:

y — ax-
a druga: y = ~-

W pierwszym przypadku mamy dla zbioréw wartosci y i x dwa
ciggi monotoniczne, wprost, w drugim nie.

Czytelnik cokolwiek obeznany z matematyka elementarng wie, ze
pierwszg zalezno$¢ reprezentuje linja prosta, a drugg pewna krzywa,
ktéra zowiemy hiperbola.

Wszystko jedno jakag warto$¢ stata (niewykluczajgc 1) nadamy
wspotczynnikowi a; charakter zaleznos$ci przez to sie nie zmienia. Waz-
nem jest tylko to, ze zawsze przy rozwazaniu takiej zaleznosSci nalezy
mie¢ na uwadze stalg wielko$¢ a i wiedzie¢, co ona w danym przy-
padku oznacza.

3
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W arytmetyce poczatkowej zalezno$¢ funkcjonalna przejawia sie
wihasnie w postaci zalezno$ci wprost i odwrotnie proporcjo-
nalnej. Badanie tej zaleznosci w réznych zagadnieniach zycia praktycz-
nego i stosowanie jej wiasciwosci jest wihasnie gldwnym przedmiotem
nauczania w roku széstym. Zwykle zaczynajg nauczanie w tym roku
od nauki o stosunku i proporcji, nauki abstrakcyjnej, z niczein realnem
nie zwigzanej, nic nie méwigcej umystowi dzieci i nie pociggajacej tego
umystu do wysitku i badania. Zwykiemu nauczaniu brakuje podstawy
konkretnej i zwiazanej z nig mysli glebszej o celu nauczania tego przed-
miotu, o jego istotnej wartosci, dlatego tez niema dzialu matematyki
bardziej nudnego i odpychajacego dla uczniéw, jak wihasnie ten szosty
rok. Wszystko tu jest sztuczne: i poczatek, i metody rozwigzania zadan
w postaci réznych regut, i tres¢ tych zadan, nawet sama ich celowos¢.
Jezeli wszystkie dzialy nauczania wymagajag gruntownego opracowania
metodycznego, to tern bardziej ten, tak skadingd bogaty w tres¢ we-
wnetrzna, tak pouczajacy dla nauczyciela, a jednoczesnie tak licho i nie-
udolnie prowadzony w nauczaniu faktycznem. Kazda reforma wymaga
jednakze nietylko dobrej checi i pozgdania nowosci, co jest tak czesto
szkodliwe, bo powierzchowne, ale glebszej mysli, podstawy dydaktycz-
nej. Takg podstawe znajdujemy w pojeciu zaleznosci funkcjonalnej i po-
trzebie odpowiedniego ksztatcenia myslenia dzieci. Zastanéwmy sie teraz,
jak te rzecz zrealizowaé, w jaki sposéb przeksztalci¢ nauczanie, zeby
odpowiadato poprzednio zaznaczonym zasadom dydaktycznym i naturze
samego przedmiotu.

Przedewszystkiem nalezy na pierwszem miejscu postawié¢ to, co ma
by¢ podstawg konkretng catego nauczania, t j. bezposrednie na danych
parach wielkosci proporcjonalnych badanie tej ich zaleznosci. Z tego
badania wyloni sie pojecie o stosunku, jego okreslenie, proporcja i jej
wilasnoéci, jednem stowem cata gtéwna tre$¢ tego dziatlu nauczania. Czy
w ten spos6b ulepszymy nauczanie? Nie moze by¢ watpliwosci, ze tak
bedzie, gdyz w ten spos6b stworzymy teorje rozwigzywania zadan na
tle zasady indukcji.

Najpierw nauczyciel powinien wskaza¢ na fakt zaleznosci dwdch
pewnych wielkosci od siebie i poda¢ przyktady wielkosci niezaleznych,
jednem stowem uwypukli¢ pojecie zaleznosci. Towar i suma zan zapta-
cona, czas i droga przebyta i t p. — sg przykladami wielkosci zalez-
nych, a np. szeroko$¢ stolu i waga ksigzki, ktéra na nim lezy, cena
obsadki i dtugosé ulicy i t d. sg to wielkosci niezalezne, nie znajdujace
sie ze sobg w zadnym wyraznym zwigzku.

Dalej wyjasni¢ trzeba, ze dana wielko$¢ moze przybiera¢ szereg
réznych wartosci liczebnych, np. liczba funtéw towaru moze by¢ roz-
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maita, droga, ktorg przechodzimy, réwniez moze posiada¢ rozmaitg liczbe
metréw i t d. Nastepnie bierzemy dwie jakiekolwiek, znajdujace sie
w zaleznosci wprost proporcjonalnej wielkosci i wypisujemy obok siebie
cate szeregi ich wartosci. Oczywiscie robimy to przy pomocy uczniow.
Wezmy np. droge i czas

1-sza wielkos¢. . 2-ga wielkosé.
Wartosci liczebne drogi: Wartosci liczebne czasu:

Takie wypisywanie musi by¢ narazie do$¢ dingie, zeby daé¢ czas
dzieciom na przyjrzenie sie blizsze pisanym ciggom i zeby wigksza ich
liczba wzieta udziat w ich tworzeniu. Potem zaczynamy bada¢ te ciggi*

Przedewszystkiem nauczyciel zwraca uwage na jedng rzecz zasadnicza,
mianowicie, stalg szybkos$¢ poruszania sie, ktdrg zawsze dostaniemy, je-
zeli odpowiednig warto$¢ liczebng przebiezonej drogi podzielimy przez
warto$¢ liczebng czasu przytem zuzytego. Z tego wynika nastepujacy
szereg:

10 15 17,5 25 32 36 43 _ 49,75 _ 618
2 3 35 5 6,4 7,2 8,6 9,95 12$

t j. ta sama wartos¢ liczebna przedstawiona jest tu przez szereg ilorazéw
oddzielnych, rézniacych sie od siebie elementami liczbowemi. Takich ilo-
razbw mozna wytworzy¢ tyle, ile zechcemy, ale wszystkie sg réwne.
Kazdy iloraz tworzy dwie liczby przedstawiajagce odpowiednie wartosci
liczebne.

Stata warto$¢ liczebna tych ilorazéw jest 5 i nazywa sie ich wy-
ktadnikiem, jest najprostszg postacig omawianych ilora-
z6w. Woyktadnik przedstawia zbior wszystkich mozliwych réwnych ilo-
razéw, z ktérych kazdy jest elementem tego zbioru, i nazywa sie sto-
sunkiem.

Dzieciom mozna modwi¢ o tym zbiorze i o jego elementach, jezeli
przedtem moéwiliSmy im o réznych elementach na przykitadach réznych
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zbioréw. Nie jest to rzecz trudna, lecz niezaprzeczenie pozyteczna, gdyz
wtedy tylko wystepuje wiasciwe znaczenie wyktadnika i stosunku.

Kazdy stosunek ma tutaj ten sam wykiadnik. Poniewaz elementy
stosunku, ktére teraz mozemy nazwac¢ jako poprzednik i nastep-
nik oraz pisa¢ stosunek w postaci: 17,5:3,5, sa poza statym ilorazem
dowolne, gdyz mozemy wybra¢ jakakolwiek liczbe, dobra¢ drugg 5 razy
mniejszg, a stosunek bedzie miat ten sam wyktadnik. Stad wyprowadzamy
najpierw taka réwnosé: 5a:a = 5.

Omowione rzeczy nalezy jeszcze raz albo kilka razy przerobi¢ na
innych przykladach i zawsze wyprowadzi¢ odpowiednig formute. Np.
3b:b= 11t p

Po takiem oméwieniu mozemy da¢ ogélne okres$lenie stosunku, ale
przedtem powinnismy przypomnie¢ i podkresli¢, ze dzielna réwna sie
dzielnikowi pomnozonemu przez iloraz. O reszcie ze zrozumiatych po-
wod6éw niema mowy.

Stosunkiem dwoéch liczb a i b nazywa sie taka trze-
cia liczba ¢, ze iloczyn 6¢c = a

Jezeli ¢ jest przedstawione -w najprostszej postaci, nazywa sie
wtedy wyktadnikiem stosunku, liczby za$ a i b zawsze nazywaja
sie poprzednikiem i nastepnikiem. Z tego wynika, ze poprzednik
rowna sie nastepnikowi pomnozonemu przez wyktadnik, a nastepnik —
poprzednikowi podzielonemu przez wykiadnik.

Czytelnik zechce wnikngé w pewne subtelnosci, ktdére tutaj zacho-
dzg. Przecietna nauka szkolna okresla stosunek jako ,pordéwnanie 2 liczb
zapomocag dzielenia“. Takie okreslenie wykracza poza granice arytme-
tyki, zawiera co$ mistycznego w tern stowie ,poréwnanie“. Jezeli na-
damy mu tre$¢ arytmetyczng, to musi ono oznaczaé¢ albo liczbe, albo
dzialanie. Tertium non datur (trzeciego wniosku niema).

Dziatania ,poréwnanie“ oznacza¢ nie moze, gdyz mielibySmy przed
sobg albo nonsens, albo tez powiedzenie: ,dzielenie 2 liczb zapomoca dzie-
lenia“. Oznacza wiec liczbe, a w takim razie, po co to ukrywaé¢ w dziwne,
niesciste obstonki.

Dalej, stosunek tern sie rézni od danego utamka, ze w nim ukryta
jestdowolnos$¢ formy, t j. niejedna poszczegdlna postaé, ale nieskon-
czona ich mnogos$¢. To miedzy innemi mialo na celu prowizoryczne
okreslenie stosunku, jako kazdego elementu zbioru ilorazéw réwnych.
llustracja tego okreslenia szczegélnie jasno wystepuje w geometrji,
w nauce o podobienstwie, gdzie stosunek dwdch np. bokéw danego
tréjkata rowna sie stosunkowi dwdch odpowiednich bokéw w innych
podobnych do poprzedniego. Pojecie stosunku w geometrji przybrato
charakter czego$, co niema odpowiednika ani $rod liczb, ani tez dziatan



i jest jakby nowem pojeciem, ktére wprowadza sie do nauki zapomocg
catego szeregu odpowiednich rozumowan i okreslen, jak to np. zrobione
jest u Euklidesa. Jedng z przyczyn takiego postepowania jest mozliwos¢
stosunku niewymiernego, z ktéorym Grek nie umial sobie na drodze
liczbowej da¢ rady. Dzieki temu do tego pojecia przyrosty pewne o0sob-
liwe cechy, ktére np. u Galileusza przybraty posta¢ specjalnej formalnej
(nikomu niepotrzebnej) nauki. Cata trygonometria jest wiasciwem rozwi-
nieciem tego pojecia w geometrji. W arytmetyce poczatkowej nie mo-
zemy stang¢ na stanowisku Euklidesa, a stgd musimy powyzsze nasze
stanowisko utrzymac.

Przed podaniem okres$lenia ogélnego, dobrze jest na zasadzie wspo-
mnianej wilasnosci dzielenia, nadajgc danemu stosunkowi szereg réznych
postaci, wykazywaé¢ kazdorazowo, ze podrzednik, t j. pierwsza poczat-
kowo wzieta liczba roéwna sie nastepnikowi, to jest drugiej poczatkowo
wzietej liczbie, pomnozonemu przez dang obranag posta¢ ilorazu.

Cata nauka o stosunku w ten spos6b jest skonczona. ldziemy teraz
dalej w kierunku badania dwoéch ciagéw wartosci liczebnych. Dobrze jest,
gdy nauczyciel znowu zastosuje poprzednio rozwazane ciggi. Po wypisaniu
ich niech wezmie dwie jakiekolwiek wartosci pierwszego ciagu i kaze
uczniowi znalez¢ ich stosunek w najprostszej postaci — wyktadnika.
Nastepnie to samo zrobi dla odpowiednich wartosci drugiego ciggu. Oka-
zuje sie, ze wykladniki sg réwne. Sprawdzamy to samo dla 2 par in-
nych wartosci i jednocze$nie przekonywamy sie, ze jakkolwiek wy-
ktadniki sg réwne, to jednakze inne niz w poprzednim przypadku. To
samo zrobimy w kazdym przypadku dwéch ciggéw wartosci wielkosci
wprost proporcjonalnych.

OdkrylisSmy wiec pewne prawo tgczace wartosci obu ciggéw. Jak
wyrazi¢ to prawo ogdlnie. Nauczyciel podpowiada, ze mozna oznaczy¢
dwie wartosci pierwszego ciggu dajmy na to przez A i a, a dwie od-
powiednie drugiego — przez B i b, a wtedy pomiedzy temi liczbami
musi istnie¢ pewna zalezno$é. Jak ja wyrazi¢? MowiliSmy, ze stosunki
odpowiednich par wartosci sg rowne. Jak przedslawi¢ stosunek pierw-

wszej pary wartosci? A :a albo 3 Jak przedstawi¢ stosunek drugiej
pary wartosci? B:b albo ~. Stosunki te sa réwne, wiec:

A:a—B:h

To samo mozna napisat: a:A = b:B, co bez trudnosci mozna wy-
prowadzié.
WidzieliSmy dalej, ze zachodzita pewna stato$¢ stosunku pomiedzy
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odpowiedniemi wartosciami obu ciggéw. Jak ja wyrazi¢? Piszemy: A: B
oraz a:b, a stad znowu:
A:B=a:hb
. . L - . Ob .

Nie wprowadzamy narazie pojecia proporcji, ale uwazny czytelnik
widzi, zedmy juz do niego doszli i ze nawet badanie ciggéw doprowa-
dzito nas do pewnej wiasnosci proporcji, polegajacej na mozliwoscj prze-
stawiania wyrazow.

Teraz nalezy wyprowadzi¢ okreslenie zaleznosci wprost proporcjo-
nalnej. Takich okreslen moze by¢ dwa. Pierwsze opiera sie na statosci
stosunku dwéch odpowiednich wartosci.

Przyjecie pierwszego albo drugiego okreslenia wptynie na przebieg
catego dalszego postepowania. Jezeli chodzi o pewna jednolito$¢ tego
postepowania, to cokolwiek lepsze jest drugie i z niego wiasnie wypro-
wadzona zostata sama nazwa omawianej zaleznosci funkcjonalnej, a za-
razem utarte jej stosowaaie. Nie chce jednakze odbiera¢, jezeli tak
mozna sie wyrazi¢, nauczycielowi moznosci obrania za podstawe pierw-
szego okreslenia tern bardziej, ze, jak sie pézniej okaze, ma ono zasto-
sowanie i w dzisiejszej praktyce w ukrytej formie oraz mie¢ moze
pewne wygodniejsze ze stanowiska dydaktycznego cechy. Dlatego po-
dam obydwa okreslenia i bede wskazywat pézniej, gdzie i kiedy kazde
Z nich jest stosowne i wygodniejsze.

Wielkos$ciami wprost proporcjonalnemi nazywamy
takie, w ktdrych stosunek odpowiednich wartosci jest
zawsze statg liczbag.

Drugie okreslenie brzmi:

Dwie wielkosci nazywamy wprost proporcjonalnemu
jezeli stosunek pary wartos$ci jednej z nich zawsze sig
rowna stosunkowi pary odpowiednich wartos$ci drugiej.

Rzecz jasna, ze te definicje logicznie sg réwnowazne.

Nauczyciel winien o owej réwnowaznosci uczniow przekonaé, co
nie jest trudne.

Jezeli bowiem — :b— m, to A ani i B—bm. Stad 5 musi

a
byé réwne t i- druga definicja jest spetniona. Jezeli naodwrot,
A 8 =ntoA=Bn a bnstdzasAmusib'crc’)wneBn—Bczli
B p _ vonTEMA BAshdzEs Y bn~ b Y

spetniona jest pierwsza definicja.

Jezeli chodzi o praktyczne zastosowanie, warto pare stow powie-
dzie¢ o ,odkrywaniu zaleznosci wprost proporcjonalnej“. W praktycz-
nem zastosowaniu bowiem wazne jest szybkie skonstatowanie, czy
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istnieje tu zalezno$¢ wprost proporcjonalna, czy tez nie. Oczywiscie nie
bytoby wygodng rzeczg wypisywanie calych ciagdéw i zresztg jest to
niepotrzebne.

Odkrywanie faktyczne moze sie odbywac¢ albo zapomocag prostego
stosowania pierwszej definicji, albo tez drugiej. Np. mamy kapitat i pie-
nigdze procentowe za rok przy danej stopie. Jezeli staniemy na gruncie
pierwszej definicji, powinniSmy odrazu powiedzie¢, ze stosunek pie-
niedzy procentowych do kapitatu musi by¢ wielkoScig statg na zasadzie
samego okreslenia stopy procentowej, a wiec te dwie wielko$ci sg wprost
proporcjonalne. Jezeli staniemy na gruncie drugiej definicji, mozemy
wprost powiedzie¢, ze gdyby kapitat byt pewng liczbe razy wiekszy,
bytyby tylez razy wieksze pienigdze procentowe, bo ze zlotegd w ciggu
roku dostajemy zawsze te samg sume przy danej stopie.

Dla dzieci jest dostepniejsze to drugie rozumowanie, przynajmniej
tak poucza praktyka, ale nie chce sprawy przesadzaé, gdyz réznice do-
prawdy nie sg tak wielkie. Nalezy przytem zwréci¢ uwage na to, ze
dzieci sklonne sg wszelkie zaleznosci wyrazajgce sie w ciggach mono-
tonicznych uwazaé za proporcjonalne. To samo bywa, gdy jeden ciag
stale ro$nie, drugi stale maleje. Wskazang jest wobec tego ostroznoscé
1 pilniejsze badanie ciggdw.

Wrazie, gdyby przy jakich dwoéch wielkosciach tego rodzaju ,od-
krywanie* praktyczne zaleznosci byto trudne, trzeba wypisa¢ ciggi. Nie
nalezy na te rzeczy zatowaé czasu, gdyz stanowig one podstawe tego
catego dziatu nauczania.

W zastosowaniu do zadan, o ktéorych zaraz bedzie mowa, przeko-
namy sie, ze 2 wspomniane definicje majg znaczenie w praktyce, ale
pierwsza, w postaci ukrytej t zw. sprowadzenia do jednosci, ktorego
uzywamy jeszcze w pierwszej klasie. Ciekawa rzecz, ze metoda nieraz
prostsza w rozwigzaniu zadan jest jakby trudniejsza przy odkrywaniu
samej zaleznosci, co szczegélnie jasno wystgpi przy zaleznosci odwrot-
nie proporcjonalnej.

Wezmy teraz pare przykiadow.

15f kg cukru kosztuje 18,1125 zip. lle kosztuje li kg? \

Wypiszmy dane w postaci tabliczki:

15] 18,1125 /
1r_x I
jak to zwykle sie robi i jest naturalnem nastepstwem rozwazania

2 ciagow.
Mamy dwie wielkosci: liczba kilogr. cukru i cena tych Kkilogr.
Zalezno$¢ wprost proporcjonalna: cena jednostki (kilogr.) stata, albo: je-
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zeli liczba kilogramow kilka razy sie zwiekszy, to tylez razy zwiekszy¢ sie
musi cena. Stosunek 18,1125 : 15f wskazuje cene jednostki towaru ima
wyktadnik = 1,15, a wiec

x —115.U = 1,725 (zt)

Spos6b tu zastosowany jest wiasciwie sprowadzeniem do jednosci,
a zarazem da sie przedstawi¢ w takiej postaci:

r:1] = 18,1125 : 15],

czyli opiera sie na 1-ej definicji.
Stosujac druga definicje, mozemy napisac:

X U wiec x= 181125 > 1725
18,1125  15f ’ 21 ‘
ZnalezliSmy najpierw wyktadnik stosunku nie zawierajgcego nie-
wiadomej, a potem ten wyktadnik na zasadzie definicji stosunku pomno-
zyliSmy przez nastepnik.
W pierwszym przypadku rozkiad dziatan moze by¢ taki:

15f — 18,1125
1 — 1,15
u — 1,725

Tak wiasnie zwykle sie robi. Wezmy jeszcze jedno zadanie.

Lotnik w 15 g przelatuje 157b km. W ile godzin prze-
leci 210 km?

Mamy dwie wielkos$ci: liczbe km, i liczbe godzin. Zalezno$¢ jest
wprost proporcjonalna, bo szybkos¢ lotnika jest stata, albo: jezeli liczba
kilometrow kilka razy sie zmniejszy, musi tylez razy zmniejszy¢ sie
liczba godzin.

Stosunek zadanej liczby godzin do 1,5 g. jest taki sam, jak stosu-
nek 210:157”, wiec x :\\= 210:157£= |, awiec x = f . | = 2 (godz).

Przy kazdem zadaniu nalezy najpierw zapyta¢, jakie wielkosci
mamy, czy sg zalezne, czy nie, a potem, jaka jest miedzy niemi
zaleznos$¢ i dlaczego taka a nie inna. Mozna uzywaé zaréwno
obu sposobdw rozwigzania, gdyz czasem jeden jest prostszy od drugiego.

Z tych przykiadéw wynika, ze mozemy za podstawowe okreélenie
prostej proporcjonalnej zaleznosci wzia¢ drugie, ale pierwsze uwazaé
jako wazng jej wilasnos¢ lub, jezeli nauczyciel uzna to z tych Ilub
innych wzgledéw za stosowne, moze zmieni¢ ten porzadek. Zwykle
na te sprawe nie zwraca sie nalezytej uwagi przy nauczaniu. Jakze moze
dobrze rozumowaé uczen, ktéry nie wie dokladnie, o ezem ma myslec,
z czem ma do czynienia?
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Bardzo pomocnem bytoby uzywanie wykresow na papierze mili-
metrowym. Takie wykresy wrazajg w umyst jasniej samg zaleznos¢ i jej
charakter, a przyblizone rozwigzanie graficzne moze by¢ skorygowane
przez doktadny rachunek. Nie traci jednakze swej wartosci wtedy, gdy
wymaga tego praktyka albo, gdy rachunek jest z natury rzeczy przy-
blizony.

W ten sam sposo6b, co poprzednio, rozwazamy zalezno$¢ odwrotnie
proporcjonalng. Wyj$¢ mozna np. z takiej pary wielkosci: liczba robot-
nikéw i czas trwania roboty.

1-sza wielkos¢. 2-ga wielkos¢.
Wartosci liczebne: Wartosci liczebne

12 rob. 5 dni

16 v H ”

20 v 3 \V/

24 ¢ 2tV

30 2 \Vj

36 11 \Y%

40 v U . 1t

Uktadanie tej tablicy odbywaé sie winno w ten sposob: na zasa-
dzie pierwszej pary danych mozemy wywnioskowaé, ze jeden robotnik
przez jeden dzien wykonywa 6\ cze$¢ catej roboty, wiec np. 16 rob.
przez jeden dzien zrobi catej roboty: z czego wnioskujemy, ze catos¢
wykonajg w ciggu 3f dni it d. Zaréwno przy ukfadaniu tej tabliczki, jak
poprzednich, stosujemy wilasciwie metode rozumowania, potrzebng do
rozwigzania zadan na regule trzech prostg — metode sprowadzenia do
jednosci. Stad widocznem jest, ze sama tabliczka stuzy tylko do uwy-
puklenia pojecia zaleznoéci proporcjonalnej oraz jej whasnosci. Scisle mé-
wigc, nalezatoby wyjsé odrazu z réwnosci: x = ay i Xy —m2 co w na-
uczaniu na tern stopniu bytoby niezupetnie odpowiednie. Do réwnosci
tych nalezy jednakze cate rozwazanie ostatecznie sprowadzi¢ i same
rownosci poszczegdlne mozna z pozytkiem geometrycznie interpretowac
zapomocg wykresow.

tatwiej mozna ukladaé tabliczke, jezeli wezmiemy przykiad, w kto-
rym wchodzg jako wielkosci dtugosé i szerokos$é prostokagta, ktérego pole
jest dane.

Nastepnie przystepujemy do badania tabliczki. Przedewszystkiem
zwracamy uwage na to, ze iloczyny odpowiednich wartosci sa rdéwne,
t.j. np.:

12X5 €15.3f=20.3.=24.24 it d
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Mozna to sformutowaé po rozpatrzeniu kilku takich tabliczek w po-
staci réwnosci:
AB —ah.

Dalej, po skonstatowaniu i sformutowaniu tej wiasnosci, posuwamy
badanie do rozpatrzenia, jak poprzednio, stosunkdéw par odpowiednich
wartosci. Wezmy, dajmy na to, stosunek:

24 :40 = 3:5 oraz odpowiedni mu 2~ :1n= 533

Widzimy, ze ten drugi stosunek jest odwrotnoscig pierwszego i ze
tak bedzie dla wszelkiej pary odpowiednich stosunkdw.

Na innych przyktadach wielkosci odwrotnie proporcjonalnych prze-
konywamy sie o tein samem, wobec czego mozemy ostatecznie sformu-
towaé to spostrzezenie tak:

A:a= b:B

Z tej wiasnosci i poprzedniej wynikajg dwie definicje.

Pierwsza: dwie wielkos$ci nazywamy odwrotnie pro-
porejonalneini, jezeli iloczyn odpowiednich wartosci
liczebnych obu wielkos$ci jest staty.

Druga: dwie wielko$ci nazywamy odwrotnie propor-
cjonalnemi, jezeli stosunek pary wartosci liczebnych
jednej, réwny jest odwrotnemu stosunkowi pary odpo-
wiednich wartosci drugiej.

Druga definicja jest analogiczna do drugiej w 1-ym przypadku
i na tern, miedzy innemi, polega dodatnia jej strona.

Definicje sg rownowazne, gdyz skoro A B —ab, to na zasadzie
definicji stosunku:

AB oAb & LA ab AB ab.b b
b B ’ 3 B b ~AB.B B

naodwrot, co ftatwo sprawdzi¢, zakladajac A :a—b:Bp m, stad

A=am i B —.
) m

Teraz mozemy zastosowa¢ poznane wiasnosci zaleznosci odwrotnie
proporcjonalnej do zadan. Wezmy przykiad.

Pocigag osobowy biegnie od jednej stacji do drugiej
z szybkoscig 45 km na godzine i przebiega odlegto$¢ po-
miedzy stacjami w ciggu 8§ godz. W jakim czasie te sama
odlegtos¢ przebiegnie pocigg towarowy, Kkté]ry porusza,
sie z szybkos$cig 30 km na godzine?

Mamy dane wielkosci: szybko$¢ poruszania sie pociggu i czas na
przejscie danej odlegtosci. Wielkosci te sa odwrotnie proporcjonalne,
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gdyz iloczyn odpowiednich wartosci liczebnych pierwszej i drugiej wiel-

kosci jest staty. Albo jezeli szybko$¢ kilka razy sie zwiekszy, to na

przebiezenie tej samej odlegtosci trzeba tylez razy mniej czasu.
Sposéb sprowadzenia do jednosSci (pierwsza definicja).

45 km — § godz.
1 , — 1-45 godz. —30 godz.
30 , — 8£= 1 godz.

Sposdb stosunkéw (def. druga).

45 km — | godz.
30 km — x.

Na zasadzie drugiej definicji piszemy:
jc: | =45:30 —8§
X §X | —1 (godz.).

Tego jednego przyktadu wystarczy do wyjasnienia sposobu poste-
powania przy rozwigzywaniu zadan.

Dos¢ czesto do rozwigzywania tych prostych zadan stosowane sg
proporcje. Poniewaz nauka o proporcji, prowadzona przed wyjasnieniem
pojecia o zaleznosci wprost i odwrotnie proporcjonalnej, jest suchg
i abstrakcyjng, a stosowane sposoby rozwigzania sztuczne i mato rozu-
miane, wiec stusznie sadzono, ze sposéb proporcji w tej formie, jak
dotad byt podawany, jest nieodpowiedni i niepedagogiczny. Ale, jezeli
wyjdziemy z rozpatrywania i badania wspomnianych zaleznosci na
przyktadach konkretnych i jezeli z poznania tych zaleznosci wytoni sie
nauka o proporcji, to nie mozna uwaza¢ jej samej w sobie za szkodliwg.
Kazdej rzeczy mozna zle uczy¢, ale z tego nie wynika, ze sama ta rzecz
jest zta. Jest ona trudna i niedo$¢ dostepna w swej istocie dla umystu ucznia
w danym wieku. Ale to juz jest rzecz inna.

Zbierzemy razem powyzej zanotowane w postaci formut wiasnosci
zaleznosci wprost i odwrotnie proporcjonalnej.

Z badania pierwszej dostalismy:

A:a—B:b,
oraz A:B—a.b

Z badania drugiej:

A B = ab,
oraz A:a—b:B

Jezeli teraz wprowadzimy okreslenie proporcji, jako réwnosci
dwéch stosunkoéw niewyrazonych przez ich wyktadniki, mozemy.
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rozwazajac dwie pierwsze proporcje wywnioskowaé, ze w kazdej pro-
porcji mozna przedstawi¢ wyrazy S$rednie. Z drugiej strony, napisanie
tych proporcyj zalezy od sposobu wziecia stosunku (a wiec np. albo
A :B albo B :.4), przyczein wyktadnik zmienia si¢ na swoja odwrotnosc.
Mozemy wiec napisa¢ jeszcze takie proporcje:

b:B —a\A
b:a= B: A

Mozna wiec przedstawiac rowniez wyrazy skrajne i wyrazy w kazdym
stosunku jednocze$nie. Jednem stowem mamy pierwsza wita-
sno$é proporcji.

Druga wiasno$¢ zasadnicza widoczna jest z poréwnania dwéch na-
stepnych réwnosci. Wiasnos¢ te formutujemy: iloczyn Srednich
robwna sie w kazdej proporcji iloczynowi skrajnych wy-
razow. Przez rozpatrywanie ciggow mozemy wiasnos¢ te sprawdzié
dla kazdej oddzielnej wypisanej przez nas proporcji i nawet wyrozumo-
wac ja przez mnozenie obu czeSci proporcji przez iloczyn nastepnikdéw.
Czytelnik jednakze zechce zwréci¢ uwage, ze pojecie proporcji w aryt-
metyce jest do$¢ sztuczne, jest wilasciwie operowaniem pewnag ,forma“,
operowaniem, ktére dla dojrzalszego umystu, przyzwyczajonego do for-
malnych operacyj matematycznych i rozumiejgcego ich doniosto$¢ moze
mie¢ ,sens“, niema go jednakze przecietnie dla dzieci lat 13-tu.

Opierajac sie na tej wihasnosci, moglibySmy w poprzedniem zadaniu
odrazu napisac:

X 30 = § .45 czyli x N = 1

Nic osobliwego, oczywiscie, taki sposéb nam nie daje, ale, jezeli
kto chce stosowaé proporcje, nalezy, mu w takim razie poleci¢ stoso-
wanie tej rzeczy wilasnie w ten sposéb. '

Powyzej przerobione przyktady nalezg do zadan na t zw. regule
trzech prosta. Trzeba do$¢ duzo przerobié tego rodzaju zadan, zeby
uczniowie przedewszystkiem opanowali jasno sprawe badania zaleznosci
miedzy danemi wielko$ciami i nauczyli sie porzadnie, doktadnie i wprawnie
rozumowaé, t j. wskazywaé¢ dane wielkosci, odkrywaé ich zalezno$¢
i wykonywaé stopniowo kazdy szczeg6t rozwigzania. Bardzo wazny jest
ten tok rozumowania, a dlatego, co nastgpi, wazna jest jasna Swiado-
mos$¢ kazdego szczeg6tu rozwigzania. Co sie tyczy materji zadan, na-
lezy jag bra¢ w catej rozciggtosci z réznych dziedzin, nie
wytaczajac obliczen procentowych it p.

Zwykle przy rozwigzywaniu zadan na regute trzech zlozong, o kto-
rej teraz wypada nam moéwi¢, wprowadzamy wiecej niz 3 wielkosci
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do zadania. Z rdéznych wzgledéw nie jest to stuszne. Zadania praktyczne,
w ktérych byloby to potrzebne, sg bardzo rzadkie, a rzecz sama jest
nietylko zmudna, ale nie pouczajgca. Dlatego godnem jest zalecenia
z poczatku nie dawa¢ wiecej niz trzy wielkosci w zadaniach. Do wy
jasnienia istoty rzeczy to wystarczy, jak rowniez dla zastosowania czy
to przy rachunku procentéw, czy mieszaniny lub dyskonta. Po przejsciu
catego kursu mozna sobie pozwoli¢ na podobne zadania, w ktérych
wchodzi wiecej niz 3 wielkosci, gdyz wtedy uczniowie beda mieli taka
wprawe w robieniu odnosnych zadan, ze nie uczyni to im zadnej trud-
nosci, a nawet moze wywota¢ pewne zainteresowanie.

Zadania na regute trzech zltozong bedziemy robili réwniez dwoma
sposobami, jezeli nie liczyé sposobu proporcyj. Trzeci, skrécony sposéb
zjawi¢ sie winien dopiero przy koncu, gdy nauczyciel bedzie miat pew-
nos¢, ze catos¢ przedmiotu jest dobrze opanowana.

Wezmy dla przykladu zadanie.

Czterech zecerow wciggu 3 dni sktada 50 stron ksigzki.
W ile dni 6 zecerow jest w stanie ztozyé 40 stron tejze
ksiazki?

Mamy trzy wielkosci: liczba zeceréw, liczba dni i liczba stron
ksigzki. Statemi sg wydajno$¢ pracy dziennej kazdego zecera i, oczy-
wiscie, wielko$¢ strony. Niewiadomag, liczba dni w drugim przypadku.

Wypiszmy zadanie w zwyklej postaci:

3d. —4 z. — 50 str.
X —6 —40 ,

Pomiedzy liczbg dni, a liczbg zeceréw (przy statej liczbie stron
ztozonych) jest zalezno$¢ odwrotnie proporcjonalna. Wykrycie jej odbywa
sie tak, jak byto powyzej. Pomiedzy liczbg dni, a liczbg stron (przy
stalej liczbie zeceréw) jest zalezno$¢ wprost proporcjonalna.

Oczywiscie, gdyby znowu liczba dni nie zmieniata sie, to pomiedzy
liczbha zeceréw, a liczbg stron bytaby zalezno$¢ wprost proporcjonalna.

Sposéb sprowadzenia do jednoSci:

50- 4- 3

3.4.40

50

3.4.40 1.1.40
50.6 - 25.1

40

40
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Umyslnie nie skracamy w poszczegélnych rezultatach, zeby pdzniej
mozna byto przy przejsciu do skrdconego sposobu wyprowadzi¢ odpo-
wiednie wnioski. Nauczyciel winien tak samo postepowac¢ bezposrednio
przy wprowadzeniu tego sposobu.

Dalej, jak to méwiliSmy juz poprzednio przy utamkach, nie prze-
kreslamy przy skracaniu zadnej liczby, a to dlatego, ze po takiem prze-
kresleniu trudno odkry¢ mozliwag zawsze omyike.

Sposdb stosunkow.

Jezeliby liczba stron wynosita, jak poprzednio 50, to mielibySmy
zadanie na prostg regute trzech i w takim razie moglibysmy znalezé
odpowiedniag warto$¢ na liczbe dni, ktérg oznaczymy w tym przypadku
przez y. Poniewaz pomiedzy liczbg dni, a liczba zeceréw jest zaleznosé
odwrotnie proporcjonalna, wiec mozemy napisac:

y:3=*4:6
czyli y:3=§
a stad y —2 (d.).

Lecz otrzymana liczba dni odpowiadataby potrzebie zlozenia 50, nie
zas 40 stron druku, stad nie jest ona liczbg zgdang. Poniewaz pomiedzy
liczbg dni, a liczbg stron przy danej statej liczbie zecerdéw (6) zaleznosé
jest wprost proporcjonalna, wiec:

X:2=40:50- i,
a stad A= f = If (d).

Przyktad powyzszy moze daé¢ jasne pojecie o tern, jak nalezy sobie
radzi¢ z podobnemi zadaniami i dlatego nie bedziemy juz wiecej przy-
ktadéw przytacza¢, powiemy natomiast pare stdw o skrdconej metodzie
rozwigzania. Polega ona na tern, ze postawiwszy kreske, piszemy nad
nig i pod nig odpowiednie liczby z danych w zadaniu, a nastepnie
skracamy i otrzymujemy rezultat. Zbyt pospieszne wprowadzenie tego
skréconego sposobu bez schematéw podanych wyzej jest szkodliwe,
gdyz wobec niejasnosci jeszcze calego procesu rozwigzania, zbyt predkie
przejscie do skrdcenia przyzwyczaja dzieci tylko do zapamietywania
sposobu, a nie do spokojnego i logicznego myslenia. Wobec tego naj-
pierw nalezy kolejno wypisywaé w sposobie sprowadzenia do jednosci
wszystkie momenty rozwigzania tak, jak to podano powyzej; potem,
gdy nauczyciel przekona sie, ze dzieci bez omyiki, wprawnie i $wia-
domie rozwigzujg zadania, mozna zwroci¢ uwage na ostateczny rezultat
i wskazaé, iz moze on by¢ otrzymany krdécej, bez dtugiego zapisywania.
Stawiamy tedy kreske i powtarzamy rozwiazanie po raz drugi, zapisujac
odpowiednie liczby kolejno nad i pod kreska. Kilka tak zrobionych przy-
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ktadéw wystarczy, zeby dzieci nabraly odpowiedniej wprawy i mogly
przejs¢ do skréconego sposobu. Nie nalezy jednakze zapominaé o rozu-
mowaniu przy takiem rozwiazaniu i o sposobie stosunkdéw, ktory w tern
¢wiczeniu rozumowania nie jest mniej wazny.

Po skonczeniu z regulg trzech ztozong mamy przed sobg catly
szereg innych ,regut‘, o ktérych najpierw w ogdélnosci nalezy Kkilka
stow powiedzie¢c. Reguly powstaty na tle zadan wysuwanych przez
praktyke kupiecka, zgodnie tez z duchem dawnej matematyki, ktéra
szukata wszedzie prawidet na rozwigzanie, nazywanych regutami, oraz
stosowata te prawidta we wszystkich jednakowych przypadkach, Wobec
tego, oczywiscie, sposéb dochodzenia do rozwigzania, teorja i te pojecia,
ktore potrzebne byly, aby rozwigza¢ dane zadanie, nie byly potrzebne:
podawano prawidto, regute i nauczanie na tein sie ograniczato. Byta to
metoda ludzi nalezacych do drugiego z wymienionych przez Thorndike'a
(p. rozdz. poprzedni) krancéw. Dzisiaj nie rozumieny tak schematycznie
nauczania, staramy sie wyjasni¢ samo powstanie sposobu rozwigzania,
potrzebne do tego pojecia, da¢ teorje rzeczy, aby umyst droga logiczng
doszedt do zrozumienia potrzeby i celowos$ci danej regulty. Powiadamy
»,droga logiczng"“... Naprawde umysty zywsze robig odkrycia, a na nie
niema regut. Stusznie méwi prof. Sleszynski (Por. dla samoukéw T. IlI.
Matematyka, str. 44) : ,Odkrycie prawd matematycznych odbywa sie
przewaznie drogg intuicji przy pomocy fantazji twoérczej i nie daje sie
ujag¢ w zadne okreslone prawidta“. Ta wiasnie okoliczno$é stanowi trud-
nos¢ w stosowaniu heurystyki, ktdra paczona jest czesto pod wplywem
nieudolnych schematéw i dzieki temu szkodliwa.

Pomimo to nazwa pozostata, a z nig czesto kotacze sie sam duch
starej metody.

Wszystkie zadania na t zw. reguty opieraja sie na pojeciu zalez-
nosci wprost i odwrotnie proporcjonalnej. Jezeli to pojecie jest jasno
wyklarowane, jezeli t zw. zadania na regule trzech nie budza juz trud-
noéci, rozwigzywanie zadan na inne reguly jest sprawg prosta i wy-
maga. tylko dokladnych wyjasnien rzeczowych, dotyczacych tych zagad-
nien zycia praktycznego, ktore zadania te poruszajg oraz pewnych uzu-
petnienn i pogiebienia samej metody zawartej w regule trzech.

Wiasciwie wszystkie dalsze ,reguty”, sa tylko zastosowaniem po-
przednich rozwazan do réznych praktycznych probleméw. Stad istotng
rzeczg jest wyjasnienie charakteru tych probleméw, warunkéw, w Kkto-
rych sie zjawiajg oraz umoéw (np. przy dyskoncie) jakiemi sie postuguja.

Zwykle natychmiast po ogélnej wprawie przy rozwigzywaniu za-
dan na regule trzech wystepujg zadania na rachunek procentéw. Tutaj
nalezy zwro6ci¢ uwage na szereg wadliwosci w przecietnym wykladzief.

Nauczanie matematyki poczatkowej. Cz. Il. 4
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Przedewszystkiein samo okreslenie procentu czesto jest mylne. To okre-
Slenie w postaci: ,procentem nazywamy zysk Ilub strate
wciggu roku z setki kapitatu“ jest stuszne, ale niewystarczajgce.
Nalezy da¢ najpierw og6lne: Procentem nazywamy okreé$lona
liczbe setnych czesci danej liczby lub wielkos$ci jej odpo-
wiadajgcej. Poprzednie okres$lenie jest umowag praktyczng i nalezy to
wyraznie zaznaczyé.

Najpierw pamieciowo przerabiamy szereg przyktadéow w rodzaju:
znalez¢ 5% liczby, 3, 7% liczby wuczniéw w klasie i t p. Potem, gdy
uczniowie zrozumiejg i wprawia sie w uzywaniu tego, mozna w odnie-
sieniu do praktyki handlowej da¢ okresSlenie procentu w powyzszej
formie.

Drugim czesto robionym btedem jest przetadowanie tego dziatu
sztucznemi zadaniami, nie uzywanemi w praktyce handlowej i majgcemi
charakter czysto teoretyczny. Takie zadania, ktorych segregacja wyste-
puje na tle brania za niewiadomg albo pieniedzy procentowych, albo
czasu, albo stopy procentowej, albo kapitatu poczatkowego, sg dowodem
jak z rzeczy nieodpowiednich robi sie sztucznie auasi-teorje. Jezeli uczenh
jasno sobie zdaje sprawe z wielkosci wchodzgcych do kazdego zadania
oraz z ich zaleznosci, jest kwestjg zupeilnie obojetna, ktoéra z wielkosci
bedzie niewiadoma, a segregacja powierzchowna na t zw. ,typy“ przy-
zwyczaja go tylko do zapamietywania regut rozwigzania, a nie uczy
mysleé.

Jednym z jaskrawszych przyktadéw jest wypadek, gdy mamy dany
kapitat z procentami, ktérych oddzieli¢ bezposrednio nie mozemy. Po-
daje sie tutaj sposob rozwigzania odmienny, nie wyjasniajac nalezycie,
dlaczego ten wiasnie sposob jest tu potrzebny, a uczen stara sie zapa-
mietaé zaréwno ten sposob, jak i okolicznosci, w ktérych go sie uzywa.
Najczesciej wiasnie tylko tyle. Z takiej nauki wypada ten wynik, ze
uczniowie klas wyzszych z trudnoscig sobie dajg rade z zadaniem aryt-
metycznem, bo zapomnieli sposoby, a istota rzeczy nigdy nie byta dla
nich jasna, co nieraz réwniez usilnie podkreslajg nauczyciele fizyki, za-
znaczajac, ze uczniowie tych klas czesto wcale nie pojmujg zaleznosci
proporcjonalnej. W tym przypadku widzimy wasnie pozostatos¢ daw-
nych regut, dawnego powierzchownego schematyzmu.

Powyzej zaznaczone zadanie, jezeli uczeh odrazu zostat przyzwy-
czajony do sumiennego badania zaleznosci miedzy wielkoSciami, nie
moze przedstawi¢ czego$ osobliwego, nalezy tylko dokiladnie wyjasnic,
ze zalezno$¢ pomiedzy kapitatem razepi z procentami a czasem nie jest
zaleznoscig proporcjonalng, t j. nie spetnia zadnej z definicji tej zalez-
nosci. Zeby o tern przekonaé¢ uczniow, najlepiej jest wzigé konkretny
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przyktad i podda¢ go badaniu. Wezmy taki przykiad. Niech bedzie ka-
pitat 200 zt. i stopa procentowa 5.

Po 1 r. kapitat ten zmieni sie na 210

v 2 v v . 220
y 3 « ¥ y y 230
v 41 v v » vV . 250
VHI v v v 256

Jezeli wezmiemy stosunek dwdch jakichkolwiek elementéw pierw-
szego ciagu, nie réwna sie on ani prostemu, ani odwrotnemu stosun-
kowi dwoch odpowiednich elementéw drugiego. Stad wnioskujemy, ze
pomiedzy wielkoSciami: kapitat z procentami i czas, nie istnieje zalez-
nos¢ proporcjonalna, a dlatego zadanie, w ktére te wielkosci wchodzg
nie moze by¢ rozwigzane zapomoca reguly trzech. Z drugiej strony, je-
zeli wezmiemy dwa kapitaly z procentami przy danym jednakowym
czasie, to pomiedzy niemi zalezno$¢ proporcjonalna istnieje. Np., niech
bedg dwa kapitaty: 200 zt. i 300 z, a stopa procentowa 5.

200 zt. 300 =z

Po 1roku 1-ykapitat zamieni sie na 210, — Il-gi na 315

. 2latach N " w . 220 w330 v
345

* 3 . . " w w230, woom

Stosunek dwoch elementéw, np. 210 i 230 pierwszego ciggu wy-
nosi: 210: 230 ==fc,, a dwdch odpowiednich elementéw drugiego:
315:345 = §]. To samo bedzie z kazdg parg Stosunkéw elementéw od-
powiednich. Z tego wynika, ze te dwie wielkosci sa wprost propor-

cjonalne.

Mozna tutaj zastosowa¢ roéwniez prawo rozdzielno-
§ci i na jego zasadzie dojs¢ do wniosku o proporcjo-
nalnosci.

Z tego rozwazania wynika, ze, jezeli za jeden kapitat z procen-
tami wezmiemy dany w zadaniu, a za drugi np. 100 z procentami tez
ohrzymanemi w tym samym czasie, to proporcjonalnosé bedzie istniata
i na tern mozemy oprze¢ rozwigzanie. Tym drugim kapitatem moze by¢
tak samo dobrze 1 jak kazdy inny kapitat, ale 100 jest wygodniejsze,
bo zgodnie z umowa tatwiej oblicza¢ procenty.

Przy przerabianiu zadan na procenty, dobrze jest wkorficu wpro-
wadzi¢ formute i zapomoca niej prowadzi¢ obliczenia. Taka formuta ze
wzgledu na krétkos¢ i tatwosé rachunku uzywana jest w praktyce han-

dlowej, z czem nauczanie z réznych wzgledéw liczy¢ sie winno. Z jed-
p
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nej strony taka formuta ma warto$¢ dydaktyczna, jako wyraz skonden-
sowany poznanych rzeczy, z drugiej — zbliza nauke do zycia prak-
tycznego.

Taka formute mozna poda¢ w kilku postaciach zaleznie od tego,
czy wezmiemy za jednostke czasu rok, czy tez miesigc lub dzieh. Po-
damy tu formute uzalezniong od ostatniej jednostki i przytem tak, jak
to sie uzywa na kontynencie, gdyz w Anglji rok liczg dokladniej —
365 dni, a na kontynencie 360.

K.d.s
Mamy: P 36000 -
gdzie p — sa pienigdze procentowe, K — kapitat, d — liczba dni,

s — stopa procentowa.
Formute te mozna przedstawi¢ w takiej formie:

p= Kum“-36000-
wobec czego obliczenia w praktyce prowadzg sie nieraz tak, ze sg uto-

zone tabelki, w ktérych podana jest wartos¢ spétczynnika i war-

s
36000
tos¢ te mnozymy potem przez Kd.

Np. dla 2°/0 ten spoéiczynnik jest réwny J800(,
850;0 f'egon
iOLOD

4% wdoo 4 U U-

Przy obliczaniu formut wygodnie jest stosowal nieraz tak zwang
.praktyke welfickg", polegajaca na rozkladaniu danego utamka, na t zw.
pierwotne, t j. majace w liczniku 1. Wezmy przykitad:

Trzeba obliczy¢ 5% od kapitatu 7624,65 zt. za 43 dni.

Z formuty dostajemy:

7624,65.43.5 _  7624,65 . 43
36000 7200

==76,2465.(1+ * + *);
76,2465.4 =38,1232,

76,2465 . =

. * = 63539,
fs  1,0589,
45,54

czyli p 4554 z+.*)

*) Przyktad zaczerpniety z ksigzki Prof. F. Ungera p. t.. ,Der Rechnenunter-
richt auf allen Stufen*4 J. Klingliardt, Lipsk, 1912. Str. 156. Ksigzka bardzo uzy-
teczna dla nauczycieli 6-go i 5-go roku nauczania oraz autoréw zbioréw zadan.



Oczywiscie caly rachunek jest wykonany z przyblizeniem, jak to
sie robi w handlowych obliczeniach. Wiec np. w pierwszej i ostatniej
z otrzymanych liczb opusciliSmy pewng czastke, w drugiej wzieliSmy
z nadmiarem oraz rezultat jest obliczony tez z nadmiarem, ale tak, ze
przez to omytka jest mniejsza. Te rzeczy moga by¢ tutaj w takich ele-
mentarnych przykiadach uczniom wytlumaczone.

Rzecz jasna, ze z powyzszej formuty mozna nietylko oblicza¢ pie-
nigdze procentowe, ale réwniez kapitat, liczbe dni i t p.

Z obliczeniami procentowemi blisko sie wigze tak zwane dys-
konto weksli.

Sprawa to czysto praktyczna, handlowa i wymaga tez praktycz-
nego traktowania. Nauczyciel przedewszystkiem powinien catg sprawe
doktadnie przedstawi¢, a dlatego powinien opowiedzie¢ jaka role od-
grywa weksel, jakie ma znaczenie w handlu, przedewszystkiem za$ po-
winien uczniom pokazac¢ blankiet wekslowy naklejony na tekturce, wy-
jasniajagc znaczenie kazdego szczeg6tu i podajac odpowiednie nazwy.
Takie wyjasnienia majg wielkie znaczenia dydaktyczne, zapoznajg dzieci
Z pewnemi waznemi sprawami zycia rzeczywistego i stosunkéw ludz-
kich, a z zadan robig nie sztuczne przerébki, a realne zagadnienia,
realne o tyle, o ile one moga by¢ takiemi dla ucznia 13-letniego. Rodzi
sie tu powazny problem pedagogiczny.

Mozna sie oczywiscie sprzeczaé¢, czy umyst ucznia 3-ej klasy jest
przygotowany do zrozumienia tych rzeczy, ale jedno jest pewne, ze
brak wyjasnien zawsze czyni ten dziatl nauki pustym i nudnym.

Doswiadczenie uczy, ze dobrze zrobione objasnienie, pobudzanie
uczniow do pytan, wskazanie im na pewne fakty zyciowe znane ze sty-
szenia, ale nie rozumiane jasno lub wcale nie uswiadamiane pobudza
na tyle ich zainteresowanie, ze mozna na niem jako tako sie oprzeé
i wypedzi¢ zmore nudy z klasy, gdzie pracujemy. Z drugiej strony nie
zapominajmy nigdy, ze szczeg6lnie dla naszego kraju jest rzecza wazna
doktadniejsze poznanie stosunkéw handlowych nietylko $réd przedsta-
wicieli handlu, ale $réd szerokich mas. .Jest to wazna dzwignia ekono-
micznego odrodzenia naszej Ojczyzny, podZzwigniecia réznych koniecz-
nych funkcyj zycia materjalnego, a tern samem zbudowania trwatego
fundamentu narodowej kultury i niezaleznosci.

Dyskonto zwykle zjawia sie w szkole w dwdch postaciach: jako
dyskonto handlowe i matematyczne, przyczein nieraz spotykamy sie
z mylnym pogladem, ze dyskonto matematyczne jest sprawiedliwe, a han-
dlowe nie. Kazdy z tych sposobdéw dyskontowania jest oparty na pewnej
umowie, ktéra ma za sobag realne warunki zycia odno$nego, opiera sie
0 potrzeby praktyki. .Jest niewtasciwosciag ocenianie tych spraw, ktore
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ptyna z potrzeb realnego Zzycia terminem: sprawiedliwy lub niesprawie-
dliwy. Dyskonto handlowe jest nawet ,sprawiedliwsze” z réznych wzgle-
doéw, niz matematyczne, bo stawia placacego przed terminem w wygo-
dniejsze warunki, a tern samem ozywia obrot pieniezny i wzrastanie
bogactwa.

0 tych rzeczach nauczyciel powinien powiedzie¢ uczniom, powi-
nien podkresli¢, ze dyskontowanie nie jest czems$ wyplywajacem z na-
tury rachunku, lecz sposobem, umowga. Przytem mozna nazywaé dys-
konto handlowe, dyskontem od 100, co podkresla jego istotng wiasci-
wos$¢, a dyskonto matematyczne — dyskontem na sto.

Okreslenie dyskonta matematycznego moze by¢ podane jeszcze
naczej, a mianowicie: ,zdyskontowa¢ weksel matematycznie, znaczy,
znalez¢ taki kapitat, ktory za czas pozostaty do terminu zamieni sie na
walute weksla“. W ten sposéb dyskonto matematyczne bedzie zwykiem,
znanem zadaniem na procenty.

Poza tern dyskontowanie nie" wysuwa jakich$ szczeg6lnych za-
gadnien. Jedno jeszcze nadmienimy, ze dyskontowanie, szczeg6lnie han-
dlowe, moze sie nieraz praktyczniej odbywaé przy innym sposobie ra-
chowania, niz sie to zwykle odbywa. Ten sposob pedagogicznie i prak-
tycznie jest stuszniejszy. Wezmy np. zadanie: weksel o walucie
4600 zt., ktdrego termin przypada 16 lipca byt zdyskonto-
wany 1 czerwca przy stopie 6; ile zaptacono?

Od 1 czerwca do 16 lipca mamy 45 dni (a);

6°/0 odnosnie do 45 wynosi ~ b(’)‘ % = xto kapitatu (b);
(o]

[°/lo °d 4600 zt wynosi — = 34,50 zt dyskonta (c);
4600 zt — 34,50 = 4565,50 zt (d).

Dyskonto handlowe robione w ten sposob jest ze wzgledu na prak-
tycznos¢ i jasnos¢ wygodniejsze. Przy dyskoncie segregacja utarta zadan
z przemiang niewiadomej jest jeszcze wiecej teoretyczna, niz przy
procentach, gdyz w praktyce zadania tego rodzaju, jak poszukiwanie
stopy dyskonta lub czasu zdarzajg sie bardzo rzadko. Nalezy najpierw
dyskonto handlowe przerobi¢ wskazanym tu sposobem, potem mozna
przejs¢ do ,szkolnego“ sposobu, a za nim do dyskonta matematycznego.

Przy tym ,szkolnym“ sposobie mozna oczywiscie uwzgledni¢ jako
¢wiczenie i wspomniane zadania teoretyczne, nie kladac na nie zbyt-
niego nacisku.

Jednym z najbardziej zwigzanych z pojeciem zaleznosci propor-
cjonalnej rodzajow zadan w ostatnim dziale arytmetyki sg tak zwane za-
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dania na podziat proporcjonalny prosty i ztozony. Zwykle traktowanie
tego dzialu jednakze znowu schematyczne i sztuczne, co szczeg6lniej
odbija sie w zadaniach, gdzie liczb, do ktérych nalezy podzieli¢ pro-
porcjonalnie, jest wiecej niz 2. Musze tej sprawie pare stow poswiecic.

Przypusémy, ze mamy zadanie: liczbe 3570 podzieli¢ pro-
porcjonalnie do liczb 3 i 4

Okreslamy: podzieli¢ wprost proporcjonalnie do danych 2 liczb
znaczy podzieli¢ na takie 2 czesci, zeby stosunek pierwszej czesci do
pierwszej liczby réwnat sie stosunkowi drugiej czesci do drugiej. To
okreslenie pézniej mozna rozszerzy¢ na wiekszg liczbe czesci.

I:11- 3:4.

P | n
A wiec:
¢ '3 —~ 4

t j. trzecia cze$¢ pierwszej czeSci danej liczby réwna sie £ — drugiej.
Oznaczmy kazdag z tych réwnych sobie czesci szukanych liczb przez a,

wtedy I1==3a
Il = 4a
I+ Il = 74,
a wiec 3570 — 7a, skad a—510
i 1= 1530, a Il = 2040.

Rozumowanie tu przedstawione jest zupeinie naturalne i nie moze
budzi¢ u ucznia, ktérego dobrze uczono poprzednio, zadnych watpli-
wosci. Oczywiscie robimy z niego wniosek w postaci zwyklego rozwig-
zania tych zadan. Wobec zaleznosci odwrotnie proporcjonalnej rozumu-
jemy tak samo.

Okres$lenie dajemy w ten spos6b: podzieli¢ dang liczbe na dwie
czesci odwrotnie proporcjonalnie do 2 danych liczb znaczy podzieli¢ ja
tak, aby stosunek pierwszej czeSci do drugiej z danych liczb byt réwny

stosunkowi, drugiej czesci do pierwszej liczby. A wiec:

Przy podziale na dwie czesci mozna juz zwréci¢ uwage na pewien
wazny pozniej fakt.

Mianowicie réwnos¢: 3 7 mozna przedstawi¢ jak nastepuje:

Ix h=1X i=a

i rozpatrujgc te dwa iloczyny, zastosowa¢ do nich znane okreslenie sto-
sunku, a stad wyprowadzi¢, ze:

In:1=1t: ldbo I: 1= J:\=* : A =34
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Stad czesci szukane sa do siebie w takim stosunku jak dane liczby.
Nauczyciel winien tu zwrdci¢ uwage na mozliwos¢ innego okreslenia
podziatu i réwnowaznos$¢ jego z poprzedniem.

Z tego wyptywa, ze jezeli dwie szukane liczby sg proporcjonalne
wprost do 3 i 4, to sg odwrotnie proporcjonalne do ™ i { i naodwrot.
Z tego korzystamy poOzniej przy podziale odwrotnie proporcjonalnym
do szeregu liczb.

Dalej wystepuje podziat wprost proporcjonalny do 3 liczb, np.
do 3, 4 i 5. Piszemy, nie zmieniajgc, lecz rozszerzajac okreslenie

1 i1 11
3 5

Umdéwiono sie zapisywaé¢ to krécej tak:
1:1:1- 3:4:65.

Z tego zaraz wynika okreslenie podzialu odwrotnie proporcjonalnego
przy wiekszej liczbie czesSci. Podzieli¢c dang liczbe na czesSci odwrotnie
proporcjonalne do szeregu danych liczb, znaczy tyle, co podzieli¢ te liczbe
wprost proporcjonalnie do odwrotnosci tychze liczb. Umoéwiono sie to
zapisywaé tak: LT

Gdy sie wprowadza i uzywa proporcyj mozna podac¢ inne wyjsciowe
definicje podziatu proporcjonalnego. Podzieli¢ dang liczbe proporcjonalnie
do dwoch lub wiecej danych liczb znaczy podzieli¢ jg na czedci, ktdrych
stosunki bytyby réwne stosunkom odpowiednich danych liczb przy po-
dziale prostym i ich odwrotnosci przy odwrotnym. Droga rozumowania
w tym przypadku musiataby by¢ zbudowana na wiasciwosciach proporcyi
dotyczacych mozliwosci przestawiania w niej wyrazow.

Niekiedy, co ma charakter bardziej teoretyczny i nie zastuguje na
wiekszg uwage, warunki podzialu podane sg w sposob inny. Np. nalezy
podzieli¢ dang liczbe na trzy czesci tak, aby stosunek pierwszej do dru-
giej byt rowny 4:3, a drugiej do trzeciej: 5:6. Zadanie podobne prak-
tycznie bardzo rzadkie wynika poniekad z oparcia teorji podziatu pro-
porcjonalnego na teorji proporcyj.

Z warunkoéw zadania wynika, ze:

l: 11 —4:3
I:1H=5:6

Z tego wynika natychmiast po wzréceniu uwagi na roéznice poprzed-
nika w drugim liczbowym stosunku i nastepnika w pierwrszyin, ktore
odpowiadajg tej samej drugiej czesci, ze mozna, korzystajgc z wiasnosci
stosunku: napisac:
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l: 1= 20:15
1= 15: 18,
a stad zgodnie z umowag: I:11:1ll= 20:15:18 i t d.

Przytem nalezy naprowadzi¢ na pomyst podobny do sprowadzenia
liczb do wspdlnego mianownika lub licznika, pomyst, oczywiscie, dosé
sztuczny tak samo, .jak cate zadanie. W podrecznikach rachunku
tego rodzaju zadania stanowczo za duzo uwagi zajmujg. Zu-
petnie na to nie zastugujga. Winny sie zjawi¢ wtedy, gdy
bedziemy mieli do czynienia z réwnaniami 1-go stopnia.

Wazniejszem jest zadanie podzialu proporcjonalnego do kilku sze-
regéw liczb. Tutaj stusznie stosujemy zwykle metode sprowadzenia do 1,
jak to sie zwykle nazywa. Np. przy zadaniu podziatlu danej sumy pie-
nieznej pomiedzy kilka nieréwnych grup robotnikéw, pracujacych grupami
niejednakowa liczbe dni, sprowadzamy zadanie do innego, w ktdrem czas
albo liczba robotnikéw w kazdej grupie sg réwne 1. Oczywiscie i tutaj
wystepuje rozwazanie zaleznosci pomiedzy wielkoscig szukang a repre-
zentowaneini w szeregach danych liczb. Zadanie to ma te wartos¢, ze
pogtebia pojecie zaleznosSci proporcjonalnej i ma charakter czysto arytme-
tyczno-rachunkowy.

Préocz podziatu proporcjonalnego robig w szkole zwykle jeszcze za-
dania na mieszaning, gdzie, szczegdlniej t zw. zadania 2-go rodzaju,
budzg pewne trudnosci u wuczniow. Wezmy dla przykladu zadanie:
kupiono, ptacac za kazdy funt po 1 zi 40 gr., 30 f. herbaty
dwéch gatunkoéw zmieszanych razem: po 1 zt 20 gr. i po
1z 50 gr. Ille funtéow byto kazdego gatuku w mieszaninie,
jezeli sprzedaz odbyta sie bez straty i zysku?

Poniewaz na kazdym funcie pierwszego gatunku zarobiono 20 gr.,
wiec na N f. zarobiono 1 gr.; tak samo na f. drugiego — tracono 1 gr.
Niech liczba funtéw pierwszego bedzie x, a liczba funtéw drugiego — .
Wobec tego, ze nie byto ani straty, ani zysku, na pierwszym gatunku zaro-
biono tylez groszy, co stracono na drugim, inaczej moéwiac -0 tyle razy
miesci sie w x, ile jli w vy,

astad w: = y:
czyli x:y = = 1:2.

Takie rozumowanie nieraz predzej ,trafia do gtowy"“.

Co sie tyczy sposobu zamiany monet nalezy sie ograniczy¢ do
prostych przyktadéw, nie starajac sie, jak to czesto bywa w podreczni-
kach, uzywaé w zadaniu mozliwie wielkiej ilosci réznych monet.
W praktyce to sie czesto nie zdarza, a robienie w szkole zadan trud-
niejszych, niz wymaga praktyka, nie jest stuszne, tern bardziej, ze sama
rzecz niczego pouczajgcego dla mys$lenia nie zawiera.
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Caly ten ostatni dziat arytmetyki poczatkowej stanowi jedng catos¢
przesigknietg jednem pojeciem zasadniczem: prostej i odwrotnej zalez-
nosci proporcjonalnej. Na wyjasnienie tego pojecia, jasnos¢ rozumowania,
umiejetnos¢ i sprawnos$é rachunku nalezy przedewszystkiem gtéwng zwré-
ci¢ uwage.

W szkole S$redniej, gdzie zakoriczenie arytmetyki wymaga przejscia
do nastepnego dzialu matematyki, t zw. algebry, konieczne jest szersze
stosowanie réznych formut, ktére w sposob zwiezty przedstawiajg tres¢
odno$nych zagadnien. Te formuly dla szkoly elementarnej wyzszej sg
réwniez pozyteczne, jak to w tej ksigzce nieraz moéwiliSmy, bo stanowig
korone, wiasciwe zakonczenie diugiego procesu indukcyjnego. Mozna je
uktada¢ i dla dyskonta, i dla mieszaniny, i dla podziatu proporcjonalnego,
a takze nie nalezy zapomina¢ o poprzednich, dotyczacych wiasnosci
gtdwnych dzialan arytmetycznych. Arytmetyka dla wielu ludzi jest catg
ich wiedzg matematyczng, a dla innych — podstawa dalszej nauki.
W obu przypadkach zastosowanie formut ma swojg wartosé.

Ogromnie waznem jest przy nauczaniu tego dziatu rachunku bardzo
uwazne podkreslenie rzeczy zasadniczych, t j. poje¢ dotyczacych zalez-
nosci proporcjonalnej. Wszystko inne ma tylko wylaczne znaczenie
praktyczne i jest terenem zastosowania tych pojeé¢ nie za$, jak to czesto
bywa, jakiem$ odrebnem kazdorazowo zagadnieniem.

W nauczaniu matematyki, jak zresztg wszedzie, spierajg sie ze sobg
dwie tendencje: teoretyczna majgca na wzgledzie ogdlne-wyksztatcenie
i praktyczna — zwigzek nauki z walnemi problemami zycia. Jestesmy
Swiadkami krancowosci w tej dziedzinie: albo wytgcznego teoretyzowania,
albo tez utylitaryzmu.

Ani jedno, ani drugie nie jest pozadanem. Pierwsza tendencja nie
osigga celu zaréwno ze wzgledu na op6r jaki stawia umyst dziecka,
produkuje werbalizm i prowadzi do zaniku zainteresowania, czynigc
prace nauczyciela uciazliwg i niewdzieczng. Druga rychito degeneruje sie
w schezmatyzm praktyczny, nie ubiegajacy sie o rozumienie narzedzia,
skoro umiemy go uzywac.

Ale i jedna i druga zawierajg zdrowe ziarno prawdy. Nauczanie
nie moze zapomnie¢ o potrzebie klarowania jasnych pojeé i powolnego
rozwijania tego idealizmu, ktéry lezy na dnie twdrczosci kulturalnej.
Idealizm ten jest bardzo ,praktyczny“. Nie moze ono tez dla samego
rozwoju sit duchowych czlowieka zapominac¢ starej odwiecznej zasady:
non scholae sed vitae discimus.

W zyciu realnem obydwa te czynniki sa ze soba zlgczone. Tylko
umyst nasz sztucznie oddzielit je od siebie, a tradycyjne formy na-
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uczania utrwality ten rozdziat w postaci nienaturalnych, karykaturalnych
czesto ksztattow jakie to nauczanie przybiera.

Jasne pojecia sg dobremi narzedziami praktycznego myslenia i pracy.
Szkota nie moze zapomnie¢ o ich wyrobieniu tak samo, jak nie moze
przeoczyé, ze te jasne pojecia moga by¢ zdobywane tylko na tle real-
nych zagadnien.

Przedstawiony powyzej w zwieztej formie przebieg nauczania w kaz-
dym roku poszczegélnym a w szédstym osobliwie usituje zilustrowac
wilasciwg metode pojednania zywego obu wspomnianych czynnikoéw.
Takie dobre pojednanie jest ostatecznie dzietem sztuki, ktérego nie za-
stapi opis teoretyczny, a ktéra zjawia sie jako wyraz pracy przygoto-
wanego nauczyciela w dobrze zorganizowanej szkole.

Bardzo wazng rzecza jest podrecznik do zadan. ZrobiliSmy juz w tej
dziedzinie krok naprzéd. Zbiér T. Sierzputowskiego przewyzsza poprzednie
rozmaitoscig i ukladem. Sprawa jednakze daleka jest jeszcze od rozwia-
zania juz z tej prostej przyczyny, ze takie rozwigzanie jest zawsze wy-
nikiem warunkéw szkolnych i im odpowiadajagcych najbardziej przysto-
sowanych metod nauczania.

Zakonczenie nauki rachunku wigze sie z inng sprawa natury prak-
tycznej. Chodzi o rachunek przyblizony. Niewatpliwie wazna to sprawa,
rozne jednakze wzgledy przemawiajg za zaniechaniem jego w szerszym
zakresie na tym poziomie rozwoju umystowego uczniéw. Jest on niewat-
pliwie potrzebny w praktyce i nauczenie wykonywania dziatan z przy-
blizeniem nie jest, o ile chodzi o czysto mechaniczne wykonywanie,
rzecza trudng. Inaczej sie przedstawia jego strona wewnetrzna. Tutaj
napotykamy na niemate trudnosci. Ominiecie ich, ograniczenie sie li tylko
do wprawy w wykonywaniu bytoby zapoznaniem owego idealnego pier-
wiastka, ktory tkwi¢ winien pomimo wszystko wr kazdym momencie na-
uczania. Sadze, ze jednakze na rachunek przyblizony miejsce znalez¢ sie
winno w programie szkoty $redniej wtedy, gdy uczeh spotyka sie z liczba
niewymierna i oblicza wyrazenia pierwiastkowel. Wiasciwe obliczanie
takich wyrazehn nie jest czem$ samo przez sie waznem, wage te nadamy
mu, gdy przy sposobnosci nauczymy obliczenn przyblizonych. Bedzie to
pozytecznem przygotowaniem do nauki logarytméw, a jednoczes$nie rzecza
wysoce ksztatcaca, a tak niestusznie zgota zaniedbang. Metodysci angielscy
i niemieccy wprowadzaja nieraz rachunek przyblizony bardzo wczesnie,
do rachunku poczgtkowego, nie podajg jednakze nigdy dobrej i jasnej
metody jego nauczania2.

* Patrz w sprawie prostej teorji rach.-przybl. prace p. Boutroux p. t.: Les

principes de I’Analyse mathématique. Exposé historique et critique. T. 1: Paris. 1914.
2 Patrz np. Lietzmann 1 c.,, Unger 1 c., Chope 1 c. i wielu innych.
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W roku széstym nauczania obok powyzej nadmienionego kursu
rachunku wprowadzajg nauke algebry,. ktéra rozpoczyna sie albo odrazu
przy 2-ch godzinach tygodniowo, albo w pétroczu drugiem lub tez wtedy,
gdy to uzna za mozliwe nauczyciel. To ostatnie rozwigzanie uwazaé¢ na-
lezy za najodpowiedniejsze z tego wzgledu, ze przejscie od rachunku
do algebry jest i musi byé o tyle stopniowo przeprowadzone, by uczen
nie czul, ze ma do czynienia, jak, niestety, zbyt czesto bywa, z czem$
zgota odmiennem, lecz dalszym, konsekwentnym rozwojem znanych mu
juz pojec.

Nauczanie poczatkéw algebry przedstawia w praktyce niemniejsze
trudnosci, niz nauczanie rachunku. Jakkolwiek mitodziez jest juz starsza
i wiecej rozwinieta umystowo, przedmiot sam wysuwa zagadnienia o wiele
zawilsze, ktore nieraz nie sg jasne dla samego nauczyciela. Do takich
zagadnien nalezy np. nauka o liczbach wzglednych. Stanowi ona praw-
dziwg piete Achillesowg kazdego podrecznika i jest poniekad miarg nie-
tylko wyrobienia dydaktycznego autora, lecz i jego obznajomienia mniej
lub wiecej gruntowmego z nauka.

Z drugiej strony, o ile zagadnienie nauczania pierwszych poczatkéw
rachunku, a wiec rachunek z liczbami catkowitemi ma do pomocy roz-
legtg literature, o tyle nie moze sie tern poszczyci¢ bynajmniej juz nauka
utamkéw? a tern bardziej zwykly program 6-go roku nauczania.

Zwykle zaczynaja nauke algebry od szablonowego okreslenia, ze
algebra odréznia sie od arytmetyki tem, ze uzywa liter zamiast liczb.
Wiadomo kazdemu, ze arytmetyka teoretyczna tez uzywa symboli lite-
rowych. a algebra znowu posiada cate dzialy, jak np. rozwigzywanie
réwnan liczbowych, gdzie rachunek wysuwa sie na czoto. Powyzsze
okreslenie jest bledne, a gdybySmy chcieli daé¢ wilasciwe, musielibySmy
uzywaé takich poje¢, ktore dla rozumu ucznia w kazdym razie nie by-
tyby przystepne. Takie okres$lenie jest trudne zresztg nietylko dla ucz-
niow. Zupeklnie tak samo jak wiele zagadnien chemji wkracza w dzie-
dzine fizyki i odwrotnie, tak tez wiele poje¢ arytmetyki i analizy wcho-
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dzi do algebry i naodwrét. Sciste rozgraniczenie tych rzeczy jest trudne,
a przytem bezptodne*).

Wobec tego wskazanem jest zamiast okreslenia nauki nowej poda-
wacé te zagadnienia, ktére zjawiajg sie w polu widzenia mysli, do kto-
rych konsekwentnie prowadzi rozwdj znanych pojec.

Pierwszg rzeczg, na ktora nalezy zwrdéci¢ uwage, jest
wykazanie znaczenia formuty i odpowiednie przygotowa-
nie pojecia o niej.

W poprzedniej nauce przyzwyczailiSmy ucznia do stosowania ozna-
czen literowych przy formulowaniu wilasnosci dzialan. Wiasnosci te na-
lezy zebra¢ razem, przedstawi¢ w formie ogélniejszej i nawigza¢ do nich
niektére nowe pojecia. Rozpatrzmy je pokolei.

Prawo przemiennos$ci przy dodawaniu. WyraziliSmy to
prawo poprzednio w ten sposob:

a+ b=Db+ a
Prawo to mozna rozszerzy¢ na wiegkszg liczbe skigdnikdéw:
a+ /[)-f-c=a+c+ ft= 6+ a+c=c-]-a+/)=c+ ft-]-a=i+c + «
it d
Moze sie zdarzyé¢, ze niektdre skiadniki sg rowne, np. b= ¢, w ta-
kim razie zamiast ¢ mozemy napisa¢ b, a wiec:

a-\-b-}-c = a-\-b-\~b.

Stad wynika, ze przy stosowaniu prawa przemiennosci zamiast
szesciu roznych postaci otrzymamy tylko trzy:

Skrécenie mozna jeszcze dalej rozciggngé skoro umoéwimy sie za-
wsze zamiast b -\-b pisa¢ 3b, zamiast b+ b+ b tak samo 3b i t p,
t j. skoro zaczniemy uzywac spoéiczynnika.

Spétczynnik narazie okreslimy jako liczbe réwnych skiadnikow
W sumie.

Wprowadzenie spoétczynnika ogranicza jeszcze wiecej prawo prze-
miennosci : Qs 8[)—80 ' a
Jezeli wszystkie czynniki sg réwne, rzecz uprosci sie jeszcze wiecej.
Tutaj odrazu bytoby na miejscu pytanie, ile réznych co do kolei

*) W Niemczech ustalit sie zwyczaj nazywania arytmetyka calego szeregu
dziatléw nalezacych do algebry w utartem u nas znaczeniu. Za przykiadem tym
idzie znaczna cze$¢ nowszych autoréow polskich, jakkolwiek np. we Francji lub
Anglji wyraz algebra uzywany jest w znaczeniu utartem.
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sktadnikow sum mozna utworzy¢ z n skladnikéw. Zagadnienie rozwigzac
mozna, stosujac, rozumowanie przez indukcje matematyczng, ale juz
w formie kompletnej. Otrzymamy wzor:

I, =1.2.3...n

Nauczyciel, rzecz jasna, moze sprawe te pomingé¢, dlaczego jednakze
nie mogtby sie skusi¢ o rozwigzanie takiego zagadnienia, tem bardziej,
ze doswiadczenie poucza o mozliwosci tego.

Prawo tgacznos$ci przy dodawaniu. Tutaj uczen uczy sie
uzywania nawiaséw, a wiec bardzo waznej sprawy dla pézniejszych prze-
rébek algebraicznych. Sume: a+ b+ ¢ nalezy rozumieé¢ w ten sposéb, ze
do a dodajemy najpierw b, a potem c. Toz samo mozna oznaczy¢ inaczej:

a-f-b+c—(@4b)+ c

co znaczy, ze ¢ dodajemy do sumy: a+ h.
Tak samo bedziemy interpretowali, gdy mamy réwnos¢:

a+ bf-c=a-f (b o),
co znaczy, ze do a dodajemy sume: b+ c.

Przy wiekszej liczbie skladnikéw zjawia sie potrzeba uzywania
ré6znych rodzajow nawiaséw. Np.:

a-fbfc+ d= [(a-fb)+ c]-d,

co znaczy, ze do sumy: a+ ¢ dodaliSmy skiadnik c, a nastepnie do no-
wej sumy: (a+ b) -f ¢ dodaliSmy znowu jeden skiadnik i t d.

Widzimy wiec, ze z prawem #acznosci przy dodawaniu wigze sie
stosowanie nawiaséw, jako specjalnego umoéwionego sposobu oznaczania
kolejnosci wykonywanych dziatan.

Dodawanie do sumy i dodawanie sumy wynika bezposrednio jako
odwroécenie.

Nie trzeba przeoczy¢ jednoczesnego uzywania symboli literowych
i liczb. Np. liczba o 2 wieksza niz a jest a+ 2, a liczha dwa razy
wieksza niz a jest 2a

Wprowadzajgc systematyczniejszg symbolike matematyczng, nalezy
uczy¢ zamiany wyrazen stownych na wyrazenia przedstawione zapomocg
tej symboliki i jednoczesnie, co jest z tem zwigzane, uczy¢ ukiadania
formut rozwigzujacych dane zadanie. Powyzsze wystarcza tylko do tych
zadan, gdzie wchodzi samo dodawanie lub mnozenie przez liczbe catko-
wita, po rozpatrzeniu za$ wilasnosci wszystkich dziatan rzecz ta nalezy-
cie sie zbogaci.

Przy odejmowaniu zatrzymujemy sie narazie na sprawie odejmowania
sumy i odejmowania od sumy z odpowiedniem uzywaniem nawiasow.
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Dalej nastgpi¢ powinno rozszerzenie uzywania nawiaséw w tych
przypadkach, gdy nietylko sumy bierzemy na uwage, lecz i roznice.
Nalezy zwréci¢ uwage na odpowiednig interpretacje takich wyrazen, jak:

a+ b—c—a+ (b—c)—(@+ b)—cC

Na szczeg6lng uwage zastuguje odejmowanie roéznicy i wyjasnienie
wzoru : a- (/,_c¢)=a- b+c- (@a- b+ c

Wz6r ten nalezy otrzymaé¢ przez rozumowanie odpowiednie doty-
czace odejmowania roznicy, gdzie mozna zaczg¢ od wzoru:

a—((b—c)=a—b+citd

Rozumowanie mozna poprze¢ konkretnemi przyktadami.

Rozumowanie to opiera sie w swej istocie na fakcie znanym dzie-
ciom i zgodne jest z mysleniem indukcyjnem. Faktem tym jest zmniej-
szanie sie liczby odjemnej przy wzrastaniu odjemnika oraz ocenie ilo-
sciowej powstajacych przytem zmian. Jezeli od a odejmiemy b otrzymana
réznica: a—b jest za mata. Za mata o ¢, aby wiec otrzymac¢ wiasciwg
nalezy zwiekszy¢ ja o c. Np., gdy kto$§ wyjat z urny zamiast potrzeb-
nych 5 galek — 7, winien dwie gatki wrzuci¢ z powrotem. Mozna nawet
uktada¢ zadania odnosne, ktére bytyby bardzo pozyteczne.

Przy podobnych wypadkach nalezy pamieta¢, ze przed nami nie
jest Scisty formalnie proces rozumowania dedukcyjnego, ze ciggle i na
tym poziomie, i w danym dziale nauczania mamy do czynienia z zasto-
sowaniem indukcyjnego procesu myslenia. Réznica tylko polega na tern,
ze zamiast oddzielnych liczb mamy og6lne symbole liczbowe. Roéznica
to jednakze tylko formalna, a proces indukcji réwnie dobrze moze do-
tyczy¢ postrzeganych faktéw konkretnych, jak wytworéw symbolicznych
w postaci liczb ciggu naturalnego i utamkéw oraz oznaczen og6lnych.
Czesto tego nie rozumiemy, przyczem dziata tu oczywiscie przyzwycza-
jenie urobione na nauce poprzedniej.

Jako uogoélnienie indukcyjne wystgpi dodawanie i odejmowanie
wyrazeh mieszanych postaci:

a+ (b—c+ d) lub a—(b—c - d).

Przy rozwigzaniu ich nastgpi spostrzezenie, ze w wyrazeniach mie-
szanych moze by¢ zastosowane prawo przemiennosci nawet wtedy, gdy
mamy odejmowanie, np.

a—b-j-c—{a-j-c)—b—a+ c—bh

W ten sposo6b rodzi sie pierwsze pojecie o sumie t. zw. algebraicznej
oraz o ogo6lnych wlasnosciach usuwania nawiaséw przy dodawaniu
i odejmowaniu.
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Rzecz to bardzo wielkiej wagi i musi by¢ starannie wykonana.
Uczen tu pierwszy raz spostrzec moze, ze w wyrazeniu liczba oddzielna
zwigzana jest ze swoim znakiem, ktory nie zalezy poniekad od zajmo-
wanego przez liczbe miejsca.

Oczywistem jest, ze nic narazie nie méwimy ani o wielomianach,
ani o jednomianach, gdyz nazwy te nie maja dla nas w tej chwili za-
dnej wartosci, tkwi w tych nazwach przytem pewna wzglednosé, ktdra
zdolna jest uczyni¢ metnemi pierwsze pojecia nauki, a te przedewszyst-
kiem musza byc¢ jasne.

Prawo przemiennos$ci przy mnozeniu. Wyrazone bylo po-

czatkowo w ten sposéb.
ab = ba,

0 ile nie uzywano tylko formy stownej. Tak samo, jak przy dodawaniu,
mozna rzecz rozciggna¢ na wiekszg liczbe czynnikéw, np.

abc = acb — cab = cbha — bca — bac.

Tutaj tak samo, jak przy dodawaniu, moze sie zdarzy¢, ze niektore
czynniki sa sobie réwne a nawet wszystkie. Np. b= ¢,

wtedy abc — ab . b
1 zamiast 6 postaci iloczynu otrzymamy tylko 3:
abb — bba = bab.

Dla uproszczenia umdwiono sie b . b oznaczaé¢ przez b2 b.b.b—
przez b'Ai t d., iloczyn réwnych czynnikéw nazywac potega, a liczbe
tych czynnikéw wyktadnikiem potegi. W takim razie iloczyn przedsta-
wi¢ mozna tylko w dwoéch postaciach :

ab2= b2a

Nalezy teraz zaja¢ sie blizej potega, jej wyktadnikiem, oraz pote-
gowaniem liczb. Przytem natychmiast nasuwa¢ sie winno poréwnanie,
np. 2a i a2 3bi b3it p. To poréwnanie jest bardzo wazne. Ucznio-
wie tu czeste popetniajg bledy, potrzebne sa ilustracje konkretne. Taka
ilustracja moze by¢ np. kwadrat ztozony z a2 kulek oraz szereg z 2a
kulek i t p. Tu dobrze bytoby rozwaza¢ sumy pierwszych poteg, kwa-
dratéw, szesciandéw i t p. liczb ciagu naturalnego oraz podawa¢ do in-
dukcyjnego sprawdzenia formuty ogélne.

W danym przypadku tak samo, jak przy dodawaniu, mozna zapy-
ta¢, ile moze by¢ rdznych co do formy iloczynéw przy n czynnikach.
Zagadnienie to w przypadku, gdy niektére czynniki sg réwne moze daé
powo6d do catego szeregu zadan dla uczniéw, ktére, nie nalezac do urze-
dowego kursu, pomimo to moga by¢ przez ciekawsze i zywsze urny-
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uogoélni¢ pojecie spotczynnika, ktoére powyzej przy dodawaniu byto zro-
zumiane zbyt wasko.

Obok czynnikéw oznaczonych symbolami literowe mi moga zacho-
dzi¢ liczby, np.

3 3
a , @

Umoéwiono sie w takich przypadkach zawsze czynnik liczebny pi-
sa¢ na poczatku i nazywaé¢ go spétczynnikiem. Nauczyciel wskaze, ze
pierwsze pojecie o spétczynniku jest szczegélnym przypadkiem obecnego,
ktére jest ogodlniejsze.

Prawo tgcznosci przy mnozeniu nienasuwa osobliwych uwag,
nalezy jednakze podkresli¢, ze przy obliczaniu iloczynu 1aczenie
czynnikéw w odpowiedni sposéb moze bardzo utatwi¢ otrzymanie re-
zultatu. Z drugiej strony prawo tacznosci pomoze pézniej do wyznacze-
nia i sformutowania prawa znaku iloczynu.

Wazne natomiast ma znaczenie prawo rozdzielnos$ci przy
mnozeniu.

FormutowalisSmy to prawo w ten sposéb:

(@ b)yc—ac bec

Rzecz jasna, ze mozna zaraz rozszerzy¢ to samo na wieksza liczbe
sktadnikéw w sumie i, co wazniejsze, dojs¢ do znalezienia formy iloczynu
w przypadku:

(@a+ b)(c+ d.

Piszemy najpierw: 0 Pastw.
@+ b)(c+dy=a(c+ d-fb(c+ d), \'i PV
a potem (@+ b)(c d)y—ac-fad--bc-fbd

Po otrzymaniu takiego rezultatu nalezy zwréci¢ uwage, ze iloczyn
tworzy sie jako suma iloczynéw czastkowych, powstajacych od pomno-
zenia kazdego skiadnika mnoznej przez kazdy skiadnik mnoznika.

Przy tej sposobnosci na miejscu jest zwroécenie uwagi na poprzed-
nio znane przypadki mnozenia, np.: 5f X 8§ Uczniowie, jak wiadomo,
chetnie mnozg oddzielnie catosci i oddzielnie utamki a nastepnie dodaja.

Prawo rozdzielnoSci rozszerzamy zaraz na ten przypadek, gdy
mamy do czynienia z rdznicami. Najpierw bierzemy na uwage tylko
jedng réznice: (a—b)c—ac—bc. Dalej rozwazamy iloczyny-:

(a@a—b) (c-f-d)y= ac—bc-fad—bd,
oraz : (@—b) (c —d)= ac —bc ad -f bd.

Nauczanie matematyki poczatkowej. Cz. Il 5
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Rzecz jasna, ze zaczynamy najpierw od iloczynu
(@a—Db) (c+ d).

Tu pierwszy raz wprowadzamy skrocone oznaczenie. Nalezy to
usilnie podkresli¢, gdyz rzecz ta ma wielkie, bardzo wielkie znaczenie
dla rozwoju matematycznego myslenia ucznia. Wszak po6zniej proces ten
nieraz sie bedzie powtarzat przy roznych przypadkach rozumowania.
Niema tu nowego uogdlnienia, jest tylko wprowadzenie nowego symbolu,
wprowadzenie samodzielne niejako, ale zgodne z indukcyjnem rozumo-
waniem, sprowadzajgce dany przypadek do znanego poprzednio. A wiec
niech ¢+ d—m, wtedy

@—by(c d=@—bm=am bm—a{cA-d)—b(c+ )= +
—(bcXbd) = ac-\-ad —bc — bd.

Gdy mamy iloczyn: (a —b) (c —d), otrzymujemy tak samo :
(@—b)(c—d)= ac —ad —(bc bd) —ac —ad —bc + bd.

Otrzymane iloczyny mozna uzmystowi¢ na polu prostokata o bo-
kach: a—b i c+ d, wzgled. a—b i ¢ d Tu uczen poglagdowo zoba-
czy niejako sktad iloczynu i jego sens. Nalezy przytem oczywiscie za
podstawe wzigé prostokgt o bokach a i c.

Nalezy tu podkresli¢c sposéb tworzenia iloczynu z iloczynéw czast-
kowych oraz wskazaé, ze w rezultacie iloczyny odjemnych i odjemni-
nikéw sa zawsze skltadnikami, gdy tymczasem iloczyny odjemnych przez
odjemniki wystepuja jako odjemniki.

Tu po raz drugi zjawia sie w mysli ucznia fakt osobliwy: zalez-
nosci rezultatu od charakteru liczby, inaczej méwiac, od znaku, z kto-
rym ona wystepuje.

Rzecz jasna, ze otrzymane rezultaty mozna zaraz uog6lni¢ na
iloczyny, gdzie wchodzg czynniki wiecej ztozone, dzieki czemu otrzy-
mamy og6lny schemat t zw. mnozenia wielomianéw. Nalezy przytem
zatrzymaé sie nad sprawg liczby iloczynéw czastkowych w iloczynie.
Jezeli w pierwszym czynniku jest m elementéw, a w drugim /?, to w ilo-
czynie mn elementow.

Opierajac sie na powyzszych wilasnosciach iloczynu, niektérzy auto-
rowie osnuli teorje mnozenia liczb wzglednych.

Dalej z tatwos$cia przechodzimy do znanych wzordéw na

@+ bf, (a + by, {a+ b) (@a—b)

oraz nawet ich zastosowan, np. przy wycigganiu pierwiastka
kwadratowego, ktére bytyby tu zupeinie na miejscu, jezeli
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ograniczymy sie do wyciggania tegoz z kwadratow zupelnych oraz przy-
padkéw prostych.

Powyzszego wystarcza do tego, by przejs¢ do wiecej skompliko-
wanych wyrazen literowych, a wiec rozpatrywa¢ formy np. postaci:

3a2bc—2ab2c-h5abc2

Rzecz jasna, ze redukcja wyrazéw podobnych i mnozenie poteg
musza by¢ wziete na uwage.

Czytelnik odrazu zauwazy, ze powyzszy sposéb wyktadu rézni sie
od zwykle uzywanego tem, iz wprowadza dzialania z wyrazeniami alge-
braicznemi wiecej ztozonemi przed zaznajomieniem sie z liczbami wzgled-
nemi. Tak istotnie jest, a postepowanie podobne wydaje sie stusznem
dlatego, ze wszystkie te dziatania wyprowadza w spos6b naturalny ze
zwyktych i dawno poznanych witasnosci dziatan arytmetycznych. Zrozu-
miatg jest rzecza, iz przytem nie nalezy ugania¢ sie za dziataniami
skomplikowanemi, ktére zresztg przytrafiajg sie rzadko, a uczniom dajg
btedne pojecie o istocie samej nauki. W Swiadomos$ci ucznia dzieki zwy-
klemu wprowadzeniu liczb wzglednych nieraz powstaje btedne pojecie,
ze dziatania algebraiczne sg wynikiem tego wprowadzenia, a nie zwy-
czajnem uogélnieniem znanych sposobéw na liczby wzgledne. Te ostat-
nie z tego powodu wystepujg w fatszywem Swietle, a znajomos¢ wia-
snosci dziatan i organiczny rozwdj mysli arytmetycznej cierpig na tem.
Zdaniem naszem wprowadzenie liczb wzglednych w kla-
sie 3-ciej, jak sie to dzieje obecnie, jest wielkim btedem
mdydaktycznym, ktdrego naturalng konsekwencjg jest czy-
sto formalne zapamietywanie sposobow dziatan i regut
oraz zupetny prawie brak rozumienia istoty rzeczy. Spraw-
dzi¢ to mozna dowoli na pierwszym lepszym uczniu kazdej z naszych
szkot. Nie trzeba sadzi¢, ze przyczyng zjawiska jest nieudolno$é naucza-
jacych. Rzecz sama jest tak trudna, wymaga o wiele wiekszego obycia
sie nie tyle z rachunkiem, ile z formalnemi wtasnos$ciami
dziatan arytmetycznych, ze od ucznia w tym wieku tego wyma-
ga¢ nie mozna.

Stad wynika, ze nauka t zw. algebry w klasie 3-ciej
winna sie ograniczy¢ do wyprowadzenia w zakresie liczby
bezwzglednej wszystkich wnioskow, ptynacych z podsta-
wowych wtasnosci dziatan, do wytworzenia pojecia o wie-
lomianie, utamku algebraicznym i wogdle budowy pro-
stej formuty algebraicznej.

W ten sposdb poprzednia nauka rachunku znajdzie swoje natu-
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ralne uogdlnienie oraz umocnienie w rzeczach zasadniczych, nad ktérenu
przechodzimy zbyt pospiesznie do porzadku dziennego.

Jednym z waznych postulatéw przy wprowadzeniu nowego rodzaju
liczby, przy rozszerzeniu jej pojecia jest t zw. prawo zachowania
wtasnos$ci formalnych dziatan czyli, inaczej moéwiagc, prawo eko-
noinji myslenia w sferze matematycznej. Gdyby wprowadzenie nowego
rodzaju liczb wymagato od nas coraz to innych sposobdéw dziatan, ktére
posiadatyby coraz to inne wiasnosci, nie mielibySmy jednego systemu
myslenia, a caty szereg réznych, dzieki czemu ogromnie utrudnitoby sie
zastosowanie oraz bardzo zmniejszyta warto$¢ teorji matematycznej.
Wiadomo, ze w dalszych oddziatach matematyki elementarnej, np. w te-
orji liczb zespolonych, juz spotykamy sie z pewnemi odstepstwami, ktore
jednakze nie przeszkadzajg dzieki swej naturze do wypetnienia tego
celu, jaki stawia sobie dagzaca do coraz wiekszego uogdlnienia nauka.

Samo wyjasnienie charakteru dzialan z liczbami wzglednemi wy-
maga oparcia tegoz na dokladnej znajomosci formalnych wiasnosci dzia-
tan arytmetycznych, bez ktorej zastosowanie prawa zachowania jest nie-
mozliwe. Z tej przyczyny nalezy uczniow dtuzej nad poznaniem tych
wilasnosci w formie ogdlniejszej zatrzymaé i wszelkie dostepne wnioski
z nich wyprowadzi¢. Z drugiej strony, ilez kwestyj w dziedzinie samego
rachunku wymagatoby nieco powazniejszego potraktowania? W klasie
3-ej jest wilasnie miejsce po temu, by pogtebi¢, uzupetni¢ oraz ostatecz-
nie ugruntowa¢ wiedze elementarng ucznia w dziedzinie rachunku, sto-
sujac symbole ogdlne oraz korzystajac z nich w celu ogélnego formu-
towania praw. Wezmy np. dziedzine podzielnosci. lle zagadnien w niej
tkwi, jak mato nieraz uczniowie zdajg sobie tutaj sprawe z elementar-
nych rzeczy, gdyz na to w programie szkolnym ani czasu, ani miejsca
niema. Oczywiscie nie moze by¢ mowy o rozwazaniu odnosnych kwestyj
z dziedziny arytmetyki teoretycznej lub t zw. nizszej teorji liczb, w kaz-
dym jednakze razie uporzadkowanie pewne tej sprawy w spos6b do-
ktadniejszy moze by¢ na miejscu. Osiggna¢ sie to da przez poznanie
gruntowniejsze rachunku formalnego na symbolach literowych.

Poprzednio nieraz korzystaliSmy z formuty:

D m=dq -f-r.

Formuta ta nasuwa wiasnie caty szereg zagadnien z podzielnosci.
Np. twierdzenie tego rodzaju: jezeli skiadniki sie dzielg przez pewng
liczbe, to dzieli sie tez suma, jezeli suma sie dzieli i jeden ze skiadni-
kow, to dzieli sie drugi i t p.

Jedng z bardzo waznych rzeczy jest np. podkres$lenie tego, co sie
nazywa prawem monotonji przy dziataniach.
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Przy dodawaniu wyraza sie ono w formie nastepujacej:
jezeli a> b,
toa+ d>b+ d

Inaczej mowigc, gdy jeden ze skladnikéw stale rosnie, suma tez
stale rodnie i odwrotnie. Przy mnozeniu mozemy wyrazi¢ to prawo
w tenze spos6b, mianowicie tak:

jezeli a> b,
to ac> bc,
czyli, gdy jeden z czynnikéw iloczynu wzrasta, rosnie tez iloczyn. Przy
dzieleniu moze by¢ naodwrot.

O tej rzeczy uczen wiedziat w nauce rachunku, tutaj jednakze
mozna mu to specjalnie podkresli¢ i, jak niebawem zobaczymy, nawet
graficznie uzmystowi¢. Drobna to pozornie sprawa ma wielkie znaczenie
w teorji liczb wzglednych.

Dalej, w tejze klasie 3-ej przy nauce arytmetyki uczniowie zapo-
znajg sie po raz pierwszy wyraznie z zaleznoscig funkcjonalng. Zalez-
no$¢ te nalezy mozliwie doktadnie wyjasni¢, a do tego bardzo przydat-
nym jest sposdb graficzny, o ktérym bedzie ponizej mowa i ktéry réwniez
do programu tej klasy zaliczconym by¢ winien.

Zjawienie sie formuly algebraicznej, ktéra bezposrednio wynika
z glebszego poznania wiasnosci dziatan, daje szerokie pole do zastoso-
wania w zadaniach, jak roéwniez do zaczatkéw dyskusji.

Nakoniec, jak zobaczymy nizej, pierwsze poczatki teorji réwnania
1-go stopnia i ukladania réwnan tez moga tutaj by¢ zaliczone. Wszystko
to bezposrednio wynika z wihasnosci dziatan arytmetycznych, a uproszcze-
nie w rozwigzaniu oraz uogélnienie pojecia réwnania wigze sie z przy®
jeciem liczb wzglednych.

Z poprzedniego mozna wywnioskowac¢, ze dosé bedzie roboty w kla-
sie 3-ej, jakkolwiek liczby wzgledne w programie nie bedg umieszczone.

Wréémy teraz do naszych poprzednich rozwazan.

Pozostato nam jeszcze dzielenie. Tu nalezy zwr6ci¢ uwage na prawo
rozdzielnosci przy dzieleniu. Prawo to mozna przedstawi¢ tak:
a+ b a b
c c C

Z niego, jako zastosowanie, wynika dzielenie wielomianu przez jed*
nomian. To ostatnie, jak réwniez dzielenie jednomianéw, mozemy ucz-
niom zupetnie doktadnie przedstawic.

Trudniejsza jest sprawa z dzieleniem wielomiandéw. Tutaj nauczy-
ciel winien sie ograniczy¢ do przypadkéw najprostszych. Przy tej spo-
sobnosci nalezy zwrdéci¢c uwage na analogje z dzieleniem liczb catkowi-
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tych oraz na roznice. Z dzieleniem wiaze sie pojecie utamka. Proste przy-
padki dziatan z utamkami, gdzie nie spotykamy trudnosci przy sprowa-
dzeniu do wspdlnego mianownika albo potrzeby zawilszego* skracania,
moga by¢ z latwoscia wprowadzane do programu.

Na tern konczy sie pierwsza cze$¢ kursu algebry. Rezultatem jego
jest: 1° zaznajomienie uczniow z symbolikg oraz konstrukcjg formuty
algebraicznej, 2° przygotowanie do nowej metody rozwigzywania zadanh
zapomocg réwnan oraz 3° poglebienie znajomosci wiasnosci formalnych
dziatan w celu utatwienia nauki o liczbach wzglednych.

Jedna wazna uwaga nasuwa sie przy rozwazaniu programu po-
wyzszego w catosci oraz osobliwie pierwszej jego czesci. Wypadta ona
sucho i nudnie. Wszak wchodzg tylko same abstrakcyjne wlasnos$ci dziatan,
sama teorja. Stad potrzeba ozywienia, potrzeba momentu pogladowego
i praktycznego.

To ozywienie ptyng¢ moze z wielu zrédet. Przedewszystkiem ilu-
stracja geometryczna, jak to juz mieliSmy sposobno$¢ nadmienié. Taka
ilustracja oczywiscie niema znaczenia przekonywujacego (jakkolwiek to
jest psychologicznie zupetnie mozliwe) ucznia o danej prawdzie: ona
tylko wprowadza ozywienie w $wiat oderwanych operacyj. Zar6wno prawo
rozdzielnos$ci, jak szereg innych przypadkéw bardziej ztozonego mnozenia
mozna znakomicie ilustrowa¢ na bardzo wieluzy prkiadach geometrycz-
nych, postugujac sie trojkatem lub prostokgtem oraz pojeciem ich pola.

Po drugie mozna zastosowywac znalezione og6lne wzory do liczb
i wynajdywac¢ czy to pewne wilasnosci, czy tez reguly skrdconych dzia-
tan i t p. llez takich skroconych dziatan moze da¢ jedna formuta:
(@+ 6) {a—h) —a2— 062! Nauczyciel winien sarn wskaza¢ rézne przy-
padki i nastepnie postawi¢ pare prostych zagadnienn. Np. mnozenie liczb
dwucyfrowych o tej samej liczbie dziesiatkéw i sumie jednosci — 10 wyko-
nywa sie odrazu w pamieci. Np.57X53 —3021, tj.5X 6= 30i3 X 7= 21.
Sprawdzenie tego wymaga od ucznia operowania sprawnego mnozeniem
i whgéle prawem rozdzielnosci. Tak samo dobrym przykiadem moze by¢
wyprowadzanie cech podzielnosci, zadanie tego rodzaji w formie kon-
kretnej, a wiec z fabulg) jak : mnozna zmniejszono o 3 jednosci, a mnoznik
zwiekszono o 2; co sie stato z iloczynem. Nie nalezy tez zapominac, ze
nawet sg rzeczy odsuwane zwykle do klas wyzszych szkét Srednich,
ktére moga tu znalezé swe zastosowanie. Np. suma postepu arytme-
tycznego, ktéra tak tatwo zilustrowa¢ geometrycznie. Przy dobrych che-
ciach oraz pewnera zamitowaniu do przedmiotu $rodkéw ozywienia nie
zbraknie, sgdze nawet, ze zastanawianie sie nad wyszukiwaniem takich
srodkdéw ma wielkie znaczenie ksztalcgce dla samego nawet nauczyciela.
Niemniejsze dla postepéw nauczania.
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W zwykle uzywanych do nauki algebry zbiorach zadan jeden
z pierwszych rozdziatéw zawiera jako jedno z zadan obliczanie formut.
Formuly te zjawiajg sie jak Deus ex machina. Uczen mato zdaje sobie
sprawe z ich budowy, pochodzenia i znaczenia, samo za$ podstawianie
liczb i obliczanie jest zajeciem rachunkowem, ktére ma znaczenie male,
ograniczajagce sie tylko do zastosowania witasciwego poje¢ spoétczynnika,
potegi oraz okreslonej kolejnosci dziatah. Czasami oproécz tego podawane
sg zadania wymagajace ukiadania prostych formut. Takie zadania majg
juz wiekszg warto$¢ dydaktyczna, jakkolwiek zwykle uzywa sie na to
bardzo malo czasu, za mato, aby uczen jasno uswiadomit sobie znacze-
nie i pochodzenie formuty algebraicznej.

Jezeli chcemy ze stanowiska rozwijania mys$lenia funkcjonalnego
oceni¢ caty program algebry, musimy wyraznie zaznaczyé, ze gtéwnem
jego zadaniem jest wynajdywanie, dyskutowanie i stosowanie formuty
algebraicznej. Kazde zadanie do niej prowadzi, kazde zagadnienie jest
Zz nig zwigzane. Stad zastuguje ona na wiekszg uwage, niz to sie zwy-
kle widzi. Na kazdym stopniu nauczania algebry szkolnej badanie for-
muty winno mieé swoje miejsce. To samo dotyczy klasy 3-gj.

Obliczanie formut jako tez wyprowadzenie ich z prostych zadan
(np. wzietych z kursu arytmetyki, ktory biegnie réwnolegle) musi mieé
zastosowanie, do tego jednakze nalezy dotaczy¢ poczatki dyskusji na tle
przedstawien graficznych, o ktdrych moéwiliSmy juz wyzej.

Tematem dyskusji muszg by¢ nastepujace formuty:

y —ax,
y—ax+ b
y —ax —b J

Do badania ich potrzebne jest graficzne przedstawienie. Uzywaé do
tego nalezy tylko pierwszej ¢wiartki zwykiego ukiadu spétrzednych,
a wykres prowadzi¢ oczywiscie, nadajac .r szereg wartosci i obliczajac
kazdorazowo warto$¢ y. Cwiczenie rachunkowe bedzie szio tu w parze
z rozwazaniem zaleznosci funkcjonalnej oraz przyzwyczajeniem sie do
formy réwnania. W ten spos6b proste przedstawione przez formuty
pierwsze jako tez i hiperbola przez czwartg nie bedg zupetne. Nie po-
winno to jednakze by¢ przeszkadzajgcym szkoputem. Uzupetnienie na-
stapi poOzniej i stanie sie jednym z motywdéw wartosci wprowadzenia liczb
wzglednych. Rzecz nie polega jednakze na liczbie réznych formut, lecz na
porzadnem, systematycznem ich rozpatrzeniu. Przy tern badaniu nalezy
zwrdci¢ uwage na parametr a i zaleznos¢ od niego graficznego obrazu.
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Formuly te nalezy przedyskutowywa¢ w odniesieniu do pewnych
konkretnych zadan, np. zadania na ruch jednostajny, obliczanie procen-
tow, kapitat razem z procentami, waluta weksla zdyskontowanego od sta,
liczby dni robocizny i t p. Réwnanie powyzsze nalezy braé¢ nietylko
w postaci wyzej nadmienionej, lecz réwniez w takiej np.:

X—my, XxX—ny+ q it d

Nasunie to kilka cennych uwag w zwigzku z symetrjg i glebszem
rozumieniem spotczynnika katowego.

Powyzej powiedzianemu zrobi¢é mozna ten zarzut, ze stosujemy wia-
Sciwie na tak niskim stopniu réwnanie pierwszego i drugiego stopnia
z 2-ma niewiadomemi. Rzecz nie przedstawi sie tak groznie skoro wyj-
dziemy z konkretnych i znanych przyktadéw, wtedy bowiem forma réow-
nosci zjawi sie sama przez sie, nie bedzie niezrozumiata, a ze reprezen-
tuje réwnanie az z dwiema niewiadomemi, to trudna rada. Nie nalezy" sie
W nauczaniu rzadzi¢ ustalonemi przez rutyne formami, lecz przedewszyst-
kiem liczy¢ sie z pozytkiem umystowym uczniéw. Pozytek ten jest zu-
petnie widoczny. Jest on rzeczg niewatpliwg réwniez w odniesieniu do
innej sprawy, ktérag tu zamierzamy przedstawié.

W literaturze dydaktycznej, dotyczacej poczatkéw algebry istnieja
dwa gtéwne poglady".

Jeden utarty, ktéry zwykle jest w uzyciu i zaleca nauke dziatan
z wielomianami i jednomianami, teorje liczb wzglednych oraz nauke o utam-
kach wysungé na czoto, a potem dopiero rozpoczaé¢ nauke o réwnaniu.

Drugi pragnie ten porzadek odwrécié, wysunaé na czoto rzecz
gldwna: rownanie i zaleznie od niego, w Scistym zwigzku z potrzebg
rozwigzania wprowadza¢ coraz wiecej skomplikowane dziatania oraz
przerébki, ktore, gdy sie je traktuje niezaleznie, sga czem$ sztucznem
i dla ucznia mato interesujgcem.

W kazdym z tych pogladéw jest pewna doza stusznosci. Opano-
wanie dziatan umozliwia rozwiazanie nalezyte roéwnania, a przytem
przy odpowiedniem nauczaniu umocni¢ moze te pojecia o dziataniach,,
jakie uczen zdobyt \y nauce rachunku. Z drugiej strony, niewatpliwie
przesuwanie liter bez wyraznej tresci konkretnej, bez jasnego celu, wy-
konywanie zawilych nieraz dziatan wedtug okreslonych szablonéw przy-
pomina raczej nauke scholastyczng, niz rozwijajagce umyst nauczanie.

Droga, po ktérej idziemy, jest droga posrednig. Staramy sie w niej,
by uzycie symboléw ogdlnych z jednej strony wykorzystaé w celu do-
ktadnego opanowania wiasnosci dziatan arytmetycznych, z drugiej —
utrzymujac scisty kontakt z rzeczami znanemi, stopniowo przygor
towac¢ grunt do rzeczy gtownej: nauki o réwnaniu. Niekoniecznie



mamy odrazu roéwnanie rozwigzywaé¢ wedtug regut skroconych, nie wska-
zanem jest odrazu podawa sposéb rozwigzania zagadnienn. Niech uczenh
stopniowo uczy sie odkrywa¢ utatwienia, niech sposdb skrdécony zjawi
sie jako nagroda i zadowolenie umystowe po zastosowaniu zmudnego.
Historja nauki wykazuje, ze zanim al Chwarizmi doszedt do owej me-
tody gtéwnej przenoszenia wyrazow z jednej strony rownosci na druga,
Diophantes i inni matematycy rozwigzywali réwnania metodami ptyna-
cemi bezposrednio z zastosowania elementarnych wiasnosci dziatan aryt-
metycznych.

Jedng z wad nauczania, ktéra sie nie liczy z rozwijaniem umystu,
jest podawanie, jak w podreczniku, gotowych sposobdéw rozwigzania za-
gadnien. Jezeli w rzeczach drobniejszych uniknaé tego nie mozna, to
w sprawach zasadniczych nauczanie, zwigzane wiecej z naturalng ge-
neza poje¢ w danej sferze, jest lepsze i wiecej odpowiada wymaganiom
dydaktycznym. Réwnanie nalezy w algebrze do rzeczy zasadniczych,
a w zwyklem nauczaniu robi sie czesto z nauki o niem zbiér wskazan
praktycznych rozwigzania, gdzie wszystko sprowadza sie ostatecznie do
mechanicznej sprawnosci. Na to wlasnie zwraca uwage drugi ze wspo-
mnianych poglagdéw. Trudno odmowi¢ mu stusznosci.

Réwnanie daje bogata, og6lng i ptodng metode rozwigzywania za-
dan. Uczen w nauce rachunku, szczeg6lnie uczac sie przy pomocy nie-
ktorych zbioréw zadan, mogt sie przekonad, jak rozmaite sa i nieraz nie-
oczekiwane ,sposoby“ rozwigzywania tych zadan. Pozostawia to w umysle
przecietnego wucznia niewatpliwie $lad, powoduje pewne przygnebienie
umystowe, ktére nie licuje z naukg takiego przedmiotu, jak matematyka.
Stad wyprowadzenie naturalnej ogélnej metody rozwigzania oddziata
na umyst jego odzywczo, moze odrodzi¢ zainteresowanie, pobudzi¢
uspione sity umystowe. Do tego celu zmierza¢ wiasnie powinna poczat-
kowa nauka o roéwnaniu. Nie powinna ona zaczyna¢ sie od quasi teo-
retycznych rozwazan o réwnaniu i jego rozwigzaniu, lecz wprost od
uktadania réwnan.

W podreczniku do zadan te ostatnie nalezy tak utozyé, by rdéw-
nania rozwigzujace byly coraz bardziej skomplikowane, z uwzglednie-
niem nalezytego stopniowania. To ostatnie ma bardzo wazne znaczenie.

Nie bedziemy opisywali sposobu uktadania réwnania. Rzecz ta nie
powinna budzi¢ watpliwosci i trudnosci u uczacego. Zajmiemy sie na-
tomiast przedstawieniem na przyktadach zaréwno metody rozwigzania,
jak odpowiedniego stopniowania trudnosci. Zaczniemy od réwnania typu:

x -f-fa= h.

Wiasciwie najprostszym typem jest: x —a. Do tego typu sprowa-



74

dzamy wszystkie inne postacie réwnan, a proces tego sprowadzania na-
zywamy rozwigzaniem réwnania.

Rozwigzanie nadmienionego typu: x -f~a= b odbywa sie bardzo
prosto. Mamy sume ztozong z dwéch skladnikéw. Zeby otrzymaé jeden
z nich, odejmujemy drugi od sumy, przyczem otrzymamy rozwigzanie
X —b—a Mozna jednakze postugiwaé sie ogélniejszga metoda, ktéra
z tego powodu jest wiecej racjonalng. Mamy dwie réwne liczby: x+ # i b,
jezeli od kazdej z nich odejmiemy albo dodamy do nich liczby réwne,
otrzymamy rezultaty réwne. Np. réwnanie: x—5 7 rozwigzujemy
przez dodanie do obu stron (jak bedziemy dalej méwili) po 5 W ten
spos6b postugujemy sie tutaj tozsamosciag

a—a= 0,
przyczem opierajgc sie¢ na konkretnej tresci samego postepowania, sto-
sujemy jg rowniez w formie:

—a+ a—0.
Nie popelniamy przez to btedu logicznego, gdyz ta ostatnia forma jest
tylko formalnym wyrazem wspomnianej konkretnej tresci.

Nastepna, wiecej skomplikowang postacia réwnania bedzie taka.
gdzie niewiadoma wchodzi po obu stronach np.:

X+ 2-=2X

Tutaj z niewiadoma robimy to samo, co robiliSmy powyzej z wia-
domemi liczbami: odejmujemy od obu stron po x; otrzymamy: x — 2
Wiecej skomplikowanym przypadkiem tegoz typu bedzie juz
réwnanie:
X+ 3—2X—
ktére zamieniamy na nastepujace:
X+ 4= 2X,
a potem: 4 X
W podobny sposéb mozemy postepowaé w takim przypadku:
12—x= 2x+ 3,
Dodajemy do obu stron po x, otrzymamy:
12 = 3x +3,

a nastepnie: 9 —3x czyli 3= x.

Tutaj inoznaby odrazu zwr6ci¢ uwage na mozliwos¢ t zw. skro-
cenia réwnania przez 3.
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Z tych przykiadow czytelnik z tatwosciag zrozumie metode poste-
powania. Dalsza komplikacja polegaé moze na wprowadzeniu utamkéw
zaréwno jako liczb oddzielnych i spoétczynnikéw przy niewiadome;j.

W pierwszem stadjum rozwigzywania nie uzywamy wcale oznaczen
literowych, ktére jednakze pdzniej wystgpi¢ muszg. Celem gtownym
wprowadzenia tych oznaczen literowych jest wyprowadzenie sposobu
przenoszenia liczb z jednej strony réwnania na drugg droga indukcyjna.

Nauczyciel podaje kilka przyktadéw, stosuje powyzsza metode roz-
wigzania przy pomocy uczniéw, przyczem nie pozwala Sciera¢ z tablicy
poszczegélnych ogniw. Naturalnem jest postawienie pytania, co sie dzieje
z kazdg liczba, gdy przechodzi z jednej strony réwnania na druga. Od-
powiedz otrzymuje sie bez trudnosci: sktadnik zamienia sie na
odjemnik, a odjemnik na sktadnik.

Dalszy krok polega na tern, by to samo wyrazi¢ w inny sposob.
Rezultatem jest twierdzenie: kazda liczba po przejsciu na druga strone
zmienia swdj znak. Oczywiscie do tego potrzebnem jest, zeby zamiast
stowa sktadnik a stosowaé¢ + a i t d.

Poniewaz przenoszenie wyrazéw moze sie odbywac¢ w roznej kolei,
liczby znajdujace sie na jednej stronie moga by¢ w dowolny sposéb prze-
stawiane.

Wezmy przyktad: Mamy réwnanie:

2x—a+ b—ur-pc-f2h.
Otrzymujemy kolejno:
X—a+ b—c 2b
nastepnie X+ b—c+ 2b+ a,
oraz r==c-f 26-fa—b—c+ 6+ a

Tak samo inoznaby napisac:
x—a=c-f2b—b i .r=c+ 2h —n-j-a.

Przy przenoszeniu wyrazéw moze sie okaza¢, ze na jednej stronie
na pierwszem miejscu znajdowac sie bedzie odjemnik. Jezeli uczniowie
obyli sie z faktem zmiany miejsc wyrazéw w sumie oraz polgczenia
znaku z liczbg, rzecz ta nie powinna ich dziwi¢. W ten sposéb powoli
wprowadzana jest narazie bez pojecia o liczbach wzglednych metoda
dziatan formalnych w algebrze. Obecnie potrzebny jest jeszcze jeden
krok do wprowadzenia liczb wzglednych, ktére stajg sie juz niezbednym
i .gldbwnym celem dobrej nauki.

Powyzej powiedzielismy, ze nauka o liczbach wzglednych trakto-
wana w ten sposdb, jak to sie robi zwykle, jest dla uczniéw- klasy 3-ej
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za trudna. Nie bedziemy kruszyli kopij co do koniecznosci wykluczenia
tej nauki z klasy 3-ej, wszak chodzi nam glownie o metode wykiadu.
Jezeli komu moze sie zdawaé, ze ten materjal nauki, ktéry zostat po-
wyzej przedstawiony jest za maly na klase trzecig, niech wprowadza
liczby wzgledne.

Ze swej strony uwazamy, ze przerobienie jego gruntowne wystar-
czy¢ moze a nawet przekroczy¢ granice mozliwosci danej klasy. Program
jest dla klasy, nie za$s klasa dla programu. Stad zawsze trzeba zrobié¢
tyle, ile mozna. Dla nas najwazniejsza rzecza jest nastepstwo momen-
téw nauczania.

W rozdziale niniejszym zakonhczona zostala pewna wazna czes¢
nauki rachunku elementarnego, t { ta cze$¢, w ktérej odpowiedzi na
pytania gtdwnie wyrazajg sie tylko réwnosciami tozsamosciowemi lub
postaci: x = a Czytelnik zechce tez zwréci¢ uwage na to, ze nauka
o proporcjach wydawala sie sztuczng w tym dziale miedzy innemi z tego
powodu.

Drugi dziat polega gtéwnie na metodach sprowadzenia odpowiedzi
do formy tozsamosSciowej i postaci: x —a. Jest to dziat rownan, wiasciwy
przedmiot algebry, ktéra zaczyna sie wtedy, gdy wprowadzamy liczby
wzgtedne. Wprowadzenie to nie moze by¢ oddzielone od réwnania zu-
petnie tak samo, jak wprowadzenie liczb zespolonych, jakkolwiek w teorji
jedne i drugie moga byé traktowane ,arytmetycznie“.

Nauczycielowi wypada pomysle¢ nad tg sprawa, ktéra siega giebiej
do réznych waznych pojeé matematycznych.
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ROZDZIAL V.

W rozdziale poprzednim przygotowaliSmy wszystko do nalezytego
wyjasnienia i wprowadzenia pojecia liczby wzglednej. Niema chyba przed-
miotu w nauczaniu matematyki poczatkowej, ktéry wymagatby tyle
ostroznosci i rozwagi. Niewatpliwie mozna uczniéw nauczy¢ dziatan
z liczbami wzglednemi, wprawi¢ w zastosowanie, ale nauczy¢ i nauczy¢
to réznica, Jeden z wybitnych pedagogdéw angielskich Todhunter powie-
dziat raz o nauczaniu rachunku roézniczkowego, ze, dopdki uczen nie
zapozna sie z szeregiem Taylora, catla maszynerja rozumowania poprze-
dzajacego jest dla niego niezrozumiata. Szereg Taylora niewatpliwie przy-
czynia sie do tego juz chociazby dlatego, ze obok pochodnych wchodzi
w nim sama funkcja, nie mozna jednakze w nauczaniu tak fatwo sie
zgodzi¢ z ta niezrozumiatoscia. Tego samego zdania jest o liczbach
wzglednych spory nawet zastep wybitnych nauczycieli matematyki. Nalezy
da¢ mechanizm dziatan, mozliwie jasno przedstawi¢ go, a zrozumienie
istoty rzeczy odiozy¢ na poézniej. W ten sposéb uczyliSmy sie wszyscy.
lluz to miodych nauczycieli dopiero w szkole zaczyna sie giebiej zasta-
nawia¢ nad istotg rozwoju pojecia liczby. Dzisiejsza nauka matematyczna
na uniwersytetach owiana jest duchem krytycyzmu i stad stuchacze pre-
dzej dochodzg do uswiadomienia sobie zasadniczych poje¢ nauki. Dawniej
jeszcze nawet przed 20 laty, panowal przewaznie pewien dogmatyzm,
ktory nie potrafit rozbudzi¢ w studentach ducha krytycyzmu.. Dzieki
temu ogromnie cierpiata metodyka nauczania. Nie umiano zwroci¢ uwagi
na rzeczy istotne i czesto sprawy uboczne brano za wyjasnienie. Czyz
to samo nie powtarza sie jeszcze dzis przy nauce utamkéw i wielu,
bardzo wielu dziatdbw matematyki elementarnej?

PowiedzieliSmy powyzej, ze w poprzednim rozdziale uczyniono
wszelkie przygotowania. Nalezy sobie zdaé teraz sprawe, jakiez to byty
przygotowania. Zeby odpowiedzie¢ na to pytanie, musimy zrobi¢ dygresje
w strone rozszerzenia pojecia liczby wogole.

Wyobrazmy sobie pewng klase K przedmiotéw: au az, ad ----- - VR

Klasa ta moze by¢ skonczona lub nieskoniczona, — na rezultat ro-
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zumowania dalszego to nie wptynie. Przedmioty nalezace do te] klasy K,
czyli elementy jej, nie sa zbiorem luznych przedmiotéw. Pomiedzy niemi
mozemy ustali¢ pewne zwigzki. Zwigzki te moga by¢ roéznego rodzaju
zaleznie od charakteru przedmiotéw i od punktu, z ktorego sa przez
nas rozwazane. W kazdym jednakze razie zwigzki te sg precyzyjnie
ustalone, a liczba ich moze by¢ wieksza lub mniejsza.

Klasag 7C ktéra w odniesieniu do zagadnienia nas obchodzacego
jest przez nas rozwazana, jest zbidr wszystkich liczb wymiernych do-
datnich (z wigczeniem 0), a wiec utamkoéw i liczb naturalnych. Zwigzki
ktore pomiedzy temi liczbami ustali¢ mozna i ktére dotad sg nam znane,
sa i wyrazi¢ sie dadza zawsze przy pomocy 4 dziatan arytmetycznych.
Kazdy taki zwigzek wskazuje nam, ze okreslone, zapomoca tych dzia-
tan dokonane, potaczenie Kilku liczb daje w rezultacie liczbe tej samej
klasy. Jezeli tak jest, klasa omawiana jest zamknieta w sobie. Gdyby
potaczenia liczb speiniaty jeszcze inne warunki, klase omawiang moznaby
zaliczy¢ do tych, ktére w matematyce noszg nazwe grupy. Nie chodzi
jednakze o nazwy, dla nas najwazniejszg rzecza jest to, czy dana klasa K
jest zamknietg w sobie, czy tez nie. Pytanie to ma bardzo wazne zna-
czenie wtedy, gdy chodzi o rozumowanie ogoélne, t j. gdy operujemy
symbolami reprezentujgcemi dowolny element klasy. W takim przypadku
wtedy, gdy potaczenie dwoch elementéw klasy nie daje nam innego jej
elementu, musimy z koniecznosci ogranicza¢ o0g6lnos¢ naszego rozwig-
zania, wprowadza¢ statle zastrzezenia, co ogromnie utrudnia poruszanie
sie mysli, hamuje wyprowadzenie wnioskéw a nawet komplikuje bardzo
system nauki. Z tego wzgledu kazda klasa K elementéw wtedy najlepigj
nadaje sie do rozumowania, gdy jest w sobie zamknieta. Rzecz jasna,
ze sposoby polgczenia jej elementéw ze sobg odgrywaé tu muszg role
bardzo wazng. Np. klasa liczb catkowitych i utamkéw jest zamknieta
w sobie skoro rzecz dotyczy dodawania, mnozenia i dzielenia, a odej-
mowanie tego warunku nie spetnia, gdyz z tatwoscia mozemy wskazaé
przypadki, gdy potaczenie dwdch liczb zapomocg odejmowania nie daje
liczby zadnej nalezacej do danej klasy, np. 2—5 i t d. Stad wynika,
ze znana nam dotad klasa liczb catkowitych i utamkéw wobec istnienia
4-ch dziatan nie jest klasg zamknietg w sobie. Z tego wynika koniecznos¢
ograniczenia ogoélnosci naszego myslenial albo zaradzenia ztemu w taki
sposob, by klasa nasza stala sie zamknieta w sobie. Jak to mozna
uczyni¢? Jezeli na pewne potgczenia w klasie niema odpowiedzi w po-

1) Aby jednakze przyja¢ te druga alternatywe nalezy mie¢ ku temu realnag
podstawe. Dowodzi tego historja nauki. Oczywiscie teoretyczne wzgledy maja zna-
czenie, lecz musza by¢ brane na uwage przedewszystkiem te z nich, ktére przy-
czyniaja sie do rozwoju nauki.
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staci odpowiedniego elementu, rzecz jasna, ze tych elementéw jest ,za
mato”. Stad bytoby bardzo pozgdanem uzupetnienie naszej klasy K przez
taki zbior K elementéw nowych, ktoreby mogly zadoséuczyni¢ wspo-
mnianej potrzebie i tak uzupeini¢ K, by kazde polaczenie dawato okre-
slong odpowiedZz w postaci pewnego elementu nalezacego do danej klasy
uzupetnionej. Rozszerzenie pojecia liczby jest niczem innem
jak podobnem wuzupetnieniem.

Tego uzupelnienia nie mozna jednakze robi¢ dowolnie. Musi ono
spetnia¢ pewne warunki, ktoére odpowiadaja samemu celowi uzupetnienia.
Jakiez to sg warunki?

Rzecz jasna, ze, gdybySmy nasza pierwotng klase K uzupehili ta-
kiemi elementami, dla ktérych niemozliwe bylyby wszystkie te same po-
taczenia, ktére miaty miejsce w klasie pierwotnej, bytoby to dla nas
watpliwa wygoda. WygralibySmy na jednem, a stracili na drugiem.
Np., gdyby$Smy uzupetnili nasza klase liczb catkowitych i utamkéw w ten
sposo6b, ze odejmowanie bytoby zawsze mozliwe, mnozenie natomiast — nie
lub scislej moéwiac, gdybysmy nie mogli okresli¢ takiego potaczenia ele-
mentdéw klasy uzupetnionej, ktére posiadatoby cechy gtéwne analogiczne
do cech mnozenia, klasa nasza znowu nie bytaby zamknieta w sobie.

Z tego wynika, ze rozszerzenia nalezy dokona¢ w ten sposob, by
w nowej klasie byly mozliwe wszelkie potgczenia elementéw, ktére po-
siadatyby pod wzgledem formalnym wszystkie cechy gtéwne przynalezne
znanym nam 4 dziataniom arytmetycznym. Fakt podobny jest nam znany
z poprzedniego. Najpierwotniejszg przez nas rozwazang klasg byta klasa
liczb catkowitych. MieliSmy w niej zdefinjowane 4 okre$lone dziatania
arytmetyczne. Uzupetniajagc te klase przez dotaczenie utamka, skonstato-
walismy przedewszystkiem, ze w nowej uzupetnionej klasie moga istnie¢
odpowiednie 4 typy potaczen, ktére posiadajg te same cechy gléwne
formalne, jakie widzieliSmy w 4 dziataniach arytmetycznych. Czytelnik
wie z poprzedniego, w jaki sposéb zostato to dokonane i jakie potacze-
nia utamkoéw nazwaliSmy dodawaniem, odejmowaniem, mnozeniem i dzie-
leniem. Zbior nie byt uzupetnieniem zupetnie dowolnem.

Stad jako wniosek wynika, ze wuzupetniona klasa
winna spetnigé ten zasadniczy warunek, iz wszystkie
4 dziatania arytmetyczne w postaci pewnych okreslo-
nych sposobow potaczenia liczb znajdg swoje miejsce
w uzupetnionej klasie i przytem tak, ze gtéwne cechy
formalne (wtasnosci) wspomnianych 4-ch dziatan zostang
zachowane.

Warunek ten zostat przez Hankela wyrazony w postaci zasady
zachowania dziatan formalnych.
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Mozliwem jest, ze warunek wspomniany nie bedzie catkowicie
spetniony. Dla krdtkosci powiedzieliSmy o 4-ch dziataniach, starajac sie
rzecz przedstawi¢ jasniej. Sprawa jednakze siega giebiej. Potaczenie liczb
moze by¢ tez ich poréwnaniem wedtug kategorji: mniejszy, wiekszy,
réwny. Ot6z mozliwem jest, ze zachowane zostang dziatania, nie zacho-
wanem catkowicie poroéwnanie. Taki przypadek znajdujemy np. przy
liczbach zespolonych, gdzie

a-t-bi= c-\-di
znaczy to samo, co a—c i b—rf
nie wiemy natomiast, co znaczy:

a+ bin ¢+ di.

Stad poréwnanie w tej formie, jak poprzednio, nie istnieje. Mozliwem
jest réwniez, ze okresSlone dziatania nie bedg posiadaty wszystkich cech,
jakie posiadajga w klasie pierwotnej. Wtedy przyjecie lub odrzucenie
uzupetnienia zalezy od okolicznosci ubocznych (wskazaé¢ tu
nalezy na przykfad iloczynu wewnetrznego i zewnetrznego u H. Grass-
mana w jego Ausdehnungslehre, gdzie mnozenie nie posiada cechy prze-
miennosci).

Sama jednakze zasada zachowania nie wystarcza. Nalezy blizej
sprecyzowaé¢ ogo6lna wiasnosé¢ nowych postaci potgczenia elementow.

PowiedzieliSmy wyzej, ze sposoby potgczenia powinny zachowacl
wszystkie gtdwne cechy formalne, t j. musza by¢ zachowane w naszym
przypadku wszystkie gtowne wiasnosci dziatan, o ktérych mowa byta
w rozdziatach poprzednich. Tego jednakze mato. Jaka powinna by¢ tres¢
samego dziatania, jaki sposob jego wykonania?

Zeby zdaé sobie z tego sprawe, nalezy zastanowi¢ sie nad tern,
czy klasa uzupetniona bedzie tylko zlepkiem mechanicznym pierwotnej
i nowego zbioru elementéw, czy tez jednocze$nie wszystkie elementy
w odpowiedni sposéb pojeciowo sie modyfikujg albo zmodyfikowa¢ winny.

Wezmy znowu przyktad dobrze nam znany: liczby catkowite
i utamki. Kazdy utamek jest sui generis wytworem 2-ch liczb catkowi-
tych i przy danej jednostce na liczbe catkowitg zamieniony by¢ nie
moze, gdy tymczasem kazda liczba catkowita moze byé w rozmaity spo-
sOb przedstawiona w postaci utamka. Stad wnioskujemy, ze utamek
jest ogélniejsza postacia liczby, niz liczba catkowita.
Kazdego dziatania z ulamkami nie mozna wyrazi¢ jako odpowied-
niego jednego dziatania z liczbami catkowitemi, ale to ostatnie mozna
przedstawi¢ w postaci odpowiedniego dzialania z utamkami. Stad okre-
Slone przez nas dziatania z utamkami sg réwniez ogdl-
niejszg formag odnosnych dziatan z liczbami catkowitemi.
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Wobec tego wydaé¢ sie musi naturalnem, ze dziatania odpowiednio
okre$lone dla klasy uzupetnione] musza mie¢ charakter ogdlniejszy, niz
te, ktéore mialy miejsce w klasie pierwotnej. Zjawisko to wydaje sie
istotnie naturalnem, jakkolwiek catkowicie stusznem nie jest. Np., liczba
niewymierna i dziatania z nig nie moga by¢é uwazane za co$ wiecej
ogélnego, niz dziatania z liczbami wyiniernemi, bo np. liczbha przestepna
nie moze by¢ pierwiastkiem réwnania algebraicznego ze wspoétczynnikami
catkowitemi. Gdyby byla czem$ ogo6lniejszem, ten warunek réwniez
spetnia¢ by musiata. Nie mozemy rdéwniez liczby wzglednej uwaza¢ za
co$ ogolniejszego w odniesieniu do liczb bezwzglednych, owszem kazda
z nich posiada ceche dodatkowa, ktérej nie posiada liczba bezwzgledna,
natomiast para dwoéch liczb wglednych o tej samej war-
tosci bezwzglednej jest czems$, co jest zdolne odpowie-
dzie¢ na wiekszg liczbe zapytan, niz sama pojedyncza
ich warto$¢ bezwzgledna.

Odpowiadanie na wigkszg liczbe zapytan juz jest inna formg ogdl-
nosci i wigze sie z metodami rozwigzywania zadan.

Rozwigzanie réwnan: y = ax *, ktére sg wyktadnikiem catego
szeregu zagadnienn zupeinie okreslonego typu wecale nie wymaga rozsze-
rzenia pojecia liczby. Majac tylko utamki, mozna zagadnienia
te zawsze rozwigzywac. Inaczej sie rzecz przedstawia z rownaniem:
y=ax+ b W tym przypadku istnieje mnéstwo zagadnien, dla kté-
rych odpowiedzi nie znajdziemy, jezeli nie weZmiemy na uwage liczb
wzglednych.

Z tego punktu widzenia nie kazda pojedyriczg liczbe uzupeinionej
klasy nalezy uwaza¢ za symbol ogdlniejszy, lecz caly uklad liczb
tej klasy.

Jezeli nowy uklad liczb jest przydatny do rozwigzywania wiekszej
liczby zagadnienn, mamy realng podstawe do rozszerzenia poprzedniego
i wprowadzenia nowych symboléw liczbowych. Otéz ten fakt ma
ogromne dydaktyczne znaczenie. Nalezy wykaza¢ przydatnosé
nowego uktadu, wykaza¢ w sposdéb jasny i konkretny. Stad wynika, ze
nie sama zasada Hankela jest w danym przypadku decydujaca, lecz rzecz
rowniez wewnetrzna, ale dla umystu ucznia o wiele przystepniejsza.

Wykazanie przydatnosci oczywiscie moze sie taczyé tylko z jakas
wyrazna, jednolita metoda rozwigzywania zadan. Takg metoda jest wia-
$nie uktadanie i rozwigzywanie réwnan. Bez nich nauka o liczbach
wzglednych ma zawsze oderwany, teoretyczny charakter nawet wiedy,
gdy postugiwaé sie bedziemy pojeciem ,step'u“* Clifforda, ktére jest

') Step — wiasciwie krok, posuniecie. Ten ostatni termin jest lepszy.

Nauczanie matematyki poczgtkowej. Cz. Il. 6
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bardzo zywe i wiaze sie z pojeciem wektora w fizyce i specjalnych dzia-
tach matematyki, ktére znalazty zastosowanie w fizyceX. Posuniecie
naprzéd i wstecz, pojecie kierunku, wprowadzenie dowcipne pojecia
.,dziatania odwracajgcego“ i t d. — wszystko to jest ciekawe, lecz
przyczepione do jednej formy konkretnej i mato dla umystu ucznia
przejrzyste.

Wiele réznych metod zastosowano do wprowadzenia liczb wzgled-
nych. Rozpatruje je np. Lietzman w powyzej cytowanej pracy metodycz-
nej. Wszystkie jednakze sg wilasnie sztuczne, nie wylgczajgc tej, ktorej
uzywa Borel w swym podreczniku algebry. Sadze, ze najlepsza metoda
bedzie potgczenie zastosowania zasady Hankela z teorjg réwnania pierw-
szego stopnia. W jaki sposob to polaczenie dzi§ uskuteczni¢ najlepiej,
trudno orzec. Proponowane ponizej rozwigzanie jest to, ktére wydaje mi
sie najbardziej naturalnem.

Liczby wzgledne majg swoj odrebny, specyficzny charakter.

Przy nich np. niema wi#asciwej roznicy pomiedzy dodawaniem
i odejmowaniem; kazde dodawanie mozna zastapi¢ przez odejmowanie
i naodwrot. Stad powstaje pojecie sumy algebraicznej. Co sie tyczy mno-
zenia i dzielenia tych liczb, to one, skoro majg mie¢ zastosowanie, mu-
szg zadoséuczyni¢ réwnaniu:

y = ax *,

Stad wynika charakter specyficzny tych dziatan w tym przypadku.
Rzecz to bardzo wazna.

Na tern miedzy innemi polega omawiane powyzej potaczenie. Z dru-
giej strony czytelnik widzi, ze nauka o proporcjonalnosci taczy sie tu
organicznie z dalszym rozwojem mysli matematycznej.

Z tych uwag wynika, ze utarte zdanie, iz dziatania 2z liczbami
wyzszego rzedu sa ogolniejsze i zawierajg, jako szczegélny przypadek
dziatania z liczbami nizszego, jest niestuszne. Klasa uzupetniona nieko-
niecznie ma dziatania, ktére nalezy uwazaé¢ za og6lniejsze, niz dziatania
klasy pierwotnej.

W jaki spos6b jednakze odkry¢ tres¢ tych dziatan? Nawet, gdyby
utrzymany by} wniosek o ich ogo6lniejszym charakterze sprawa nie po-
ruszytaby sie wiele naprzéd. Zwykta, dzisiaj stosowana metoda t zw.
Scistego wykladu o tych dziataniach podaje je przez definicje. Skad sie
jednakze wzieta ta definicja? Musialy by¢ wszak pewne powody, ktore
ja w ten lub inny sposéb podpowiedziaty. Niewatpliwie podpowiedziaty

') Patrz przektad rosyjski (znajdujacy sie pod reka) p. t.: ,Zdrawyj smyst
tocznych nauk. Moskwa. 1910. Str. 39 i nast.
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ja pewne spostrzezenia zdobyte na oddzielnych przyktadach. Wiasnosci
np. pierwiastkéw rzeczywistych réwnania algebraicznego podpowiedziaty
sposoby dziatann z liczbami zespolonemi.

Jednem 2z waznych spostrzezen, ktére spowodowaly mozliwosé
wprowadzenia liczb wzglednych byt fakt mozliwosci rozszerzenia
prawa przemiennosci™ na wszelkie wyrazy wielomianu.
Fakt ten zostat wilasnie skonstruowany w rozdziale poprzednim przy
rozwigzywaniu réwnania oraz rozwazaniu wiasnosci dziatan! W ten spo-
s6b natnralnem mogto sie sta¢ przedstawienie réznicy:

a—b w postaci (—Db) + (- a).

Z drugie] strony rozumowanie proste, ktére stosowane Jest przy
fakcie odejmowania rdznicy, mogto podpowiedzie¢ samo pojecie odejmo-
wania liczby ujemnej. Oczywiscie fakty rzeczywistosci konkretnej réw-
niez mogly podsuwa¢ mozliwos¢ uwzglednienia i wprowadzenia podwadj-
nego charakteru danej liczby bezwzglednej. Dotyczy¢ to mogto nietylko
powstania samego pojecia tych liczb, lecz nawet dziatlan z niemi. Takie
zjawiska, jak zmniejszenie diugu, jak jednoczesne zwiekszenie i zmniej-
szenie o t¢ samag wielkos¢ i t p. niewatpliwie mogly podsunaé mysl
nietylko samego wprowadzenia liczb wzglednych, lecz réwniez dziatan
z niemi. Jedng z zasadniczych wiasnosci tych dziatarn stanowig réwnosci:

(+a@4-(—a)=0 ..... (1)
t(+M)=-(-%) ...
S(+ +(-a) ... 3.

Réwnosci te zupetlnie doktadnie mozna interpretowaé pogladowo.
Moze by¢ wiele réznych sposobow, tutaj przytoczymy jeden z nich.

Wyobrazmy sobie rezerwoar, zawierajacy, dajmy na to, pewng ilos¢
wody, do ktérego te wode mozna wlewac przez jedng rure opatrzong kra-
nem, a wylewaé przez druga tez z kranem. Rury sg zupetnie jednakowe:
tyle, ile jedna wlewa, druga w tymze czasie wylewa. Skoro obydwie
rury dziatajg jednoczes$nie, poziom wody w rezerwoarze pozostaje nie-
zmienny. Jest to interpretacja réwnosci (1).

Jezeli zamkniemy rure napetniajaca, t j., inaczej méwigc, usuniemy
doptyw wody, poziom zacznie sie obnizaé. W ten sposoéb interpretowac
mozna roéwnosc (3).

Jezeli zamkniemy drugg, opr6zniajacg rure — poziom zacznie sie
podnosié. Mamy interpretacje réwnosci (2).

Réwnosci wspomniane zawierajg istote dodawania i odejmowania
liczb wzglednych.

To samo dotyczy mnozenia i dzielenia. Przy mnozeniu dwumia-

6*
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now (@+ b) (c—d) i (@a— b) (c— d) oraz wyprowadzaniu rezultatu
mnozenia skonstatowalismy, ze iloczyn odjemnych i odjemnikéw zawsze
jest sktadnikiem, w razie za$, gdy mnozymy odjemna przez odjemnik
lub odwrotnie, otrzymujemy odjemnik. Uogoélnienie prawa przemiennosci
na wszelkie wyrazy wielomianu, zlgczenie liczby ze znakiem powoduje
ze powyzsze spostrzezenia mogg podpowiedzie¢ spos6b mnozenia liczb
wzglednych. To samo dotyczy rozwazania réwnania:

= ax,

ktore ma wielkie znaczenie przy nauce poczatkowej liczb wzglednych,
a jego interpretacja graficzna moze by¢ bardzo w tym wzgledzie po-
mocna, jak zobaczymy zaraz.

Niewatpliwie definicje dziatan opierajg sie na dwoch faktach:

1° wymagamy od nich zachowania wtasnosci dziatan
w klasie pierwotnej skonstruowanych, a

2° opieramy sie na pewnych spostrzezeniach zaréwno
dotyczagcych pewnych wnioskéw, ptynacych z zastosowa-
nia tych wtasnosci w klasie pierwotnej, jak pewnych do-
Swiadczen konkretnych. X i -

W wyktadzie $cistym zZrodla psychologiczne znikaja, nie sg po-
trzebne, nie nalezy jednakze sadzi¢, ze zrodia te przestajg by¢é waznemi
dla nauki. W rozprawach spétczesnych dydaktykéw nieraz wyczué sie
daje owo zapoznanie tych zrédet, stad czesto rozprawy te majg cha-
rakter luznych fragmentéw — ciekawostek; jak stusznie jeden z mate-
matykoéw powiedziat, wiele z tych rzeczy mozna przyréwna¢ do prze-
stawiania krzeset w tym samym pokoju. Nauka doswiadczalna i rozu-
mowanie oderwane sg ze sobg w zwiazku bardzo bliskim, czego najle-
piej dowodzi historja nauk Scistych. Rozumienie tej rzeczy szczegdlnie
jest wazne dla pedagoga. Wszak jego zadanie wiasciwe, to nie wykiad
systematyczny, lecz odtwarzanie odkry¢, powtarzanie ich w coraz to innym
gronie miodziezy, a odkrycia zawsze zjawiajg sie nie w mozgu syste-
matykéw, lecz w poteznym umys$le twdrcéw. Jeden z najwiekszych twor-
cow ostatniej doby H. Poincare ilustruje ten fakt na swej osobie zna-
komicie.

Czytelnik, ktory obecnie rozwazy to wszystko, zda sobie sprawe
z celu, jaki postawiliSmy sobie w rozdziale poprzednim oraz S$rodkéw
tam zastosowanych.

Mozemy teraz po tych rozwazaniach wstepnych zaja¢ sie blizej
wyjasnieniem samego sposobu postepowania w nauczaniu.

Nalezy przedewszystkiem wyjsS¢ z rzeczy konkretnych. Do tego
znajdziemy wiele przykiadéw w otoczeniu ucznia. Zaréwno zjawiska
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temperatury, jak czasu, kierunkéw drogi, potozenia punktu na prostej,
przystowiowego diugu i kapitatu i t p. Wskazujemy, ze bytoby pozy-
tecznem i praktycznem, gdybysmy dla odroznienia dwdch wielkosci
0 charakterze przeciwnym zastosowali dwa znaki + i — Wskazywatoby
to nam w krotki i wyrazny sposob, z jakim przypadkiem mamy do czy-
nienia, i bytoby krétszem od omdwienia stownego. Te same znaki mo-
zemy zaraz zastosowaé¢ do wyznaczenia punktu na plaszczyznie zapo-
mocg spotrzednych Descartesa. Tu uczen widzi dokladnie, ze zapomocg
znakéw mozna wyrazi¢, w jakim kacie punkt jest dany.

Nastepnie przypominamy wszystkie te spostrzezenia, jakie zostaty
zrobione przy rozwazaniu wiasnosci dziatan i wnioskéw z nich ptynag-
cych oraz przy rozwigzywaniu poczatkowem réwnania. Okazato sie tam,
ze zigczenie znaku z liczbg jest rzeczg praktyczng i pozyteczna. Czy
nie moznaby byto w takim razie rozszerzy¢ zakres znanych nam liczb
1 obok poprzednich, ktére bedziemy uwazali za dodatnie, wprowadzic¢
ujemnych? W takim razie cigg naturalny rozwijatby sie w obydwie
strony od O.

Cigg naturalny jest uporzadkowany doktadnie: kazda nastepna
liczba jest wieksza od poprzedniej. Gdyby ta wiasno$é¢ zachowang nie
byla, gdyby ciag liczb ujemnych tego warunku nie spetniat, nalezatoby
go inaczej uporzadkowaé, a w takim razie powstatoby duzo zamieszania.
Nalezy rozwazy¢, w jakim przypadku jedng z liczb ujemnych uwazaé
mozna za wiekszg od innej. Przy rozwazaniu tego pytania nalezy zwrocié
uwage na funkcje np.: 2—x=y..

Wartos¢ tej funkcji jest mozliwa, skoro x N 2, p6zniej staje sie dla
nas niemozliwg, gdy x wzrasta. Czy nie mozna réwniez zapomocag znaku
umoéwic¢ sie co do oznaczania réznicy wtedy, gdy t> 2?

Tutaj nauczyciel musi poréwnaé powyzsze oznaczenia przy przy-
ktadach konkretnych z tym ostatnim i w odpowiedni sposob interpreto-
waé. Jezeli posunatem sie 2 kroki naprzéd oraz v krokéw wstecz,
o ile x jest mniejsze niz 2, jestem oddalony od poprzedniego potozenia
w kierunku, ktoéry uwazam za dodatni, jezeli za$ wieksze, — odsunatem
sie w strone ujemng. Rezultat jest ujemny. To samo w innych przy-
padkach.

W ten sposob wykazujemy, ze oznaczenie biegunowosci dwdch
wielkosci jest rownowazne z oznaczeniem odpowiedniem réznicy i jej
zmian.

Poznalismy poprzednio prawo monotonji przy dziataniach arytme-
tycznych. Jest pozytecznem, zeby ono zachowanem zostato, t j. by np.
przy réznicy, gdy odjemnik ro$nie — roznica zmniejszata sie. Z tego
wyprowadzamy wniosek, ze w takim razie liczby ujemne nalezatoby co
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do wielkosci uporzadkowaé¢ w ten sposob, by liczba ktéra ma wartos¢
bezwzgledng wiekszg, — byla mniejsza od tej, ktéra ma tez wartosc
mniejsza. Wskazujemy dalej na to, ze takie uporzadkowanie ma sens
konkretny, ze np. tem mniej posiadamy, im wiekszy diug mamy, ze tern
mniej jest ,ciepta“, im nizsza jest temperatura i t p.

W ten sposéb zdobywamy uporzadkowanie elementéw klasy liczb
uzupetnionej. Jest to pierwsza wazna zdobycz.

Drugg zdobyczg bedzie dojscie do réwnosci, ktoére powyzej ozna-
czylismy: (1), (2) i (3).

Mozna zacza¢ np., wzigwszy na uwage odcinek i dwa jego zwroty.
Niech bedzie a — dtugo$¢ odcinka AB, porzadek liter (A i B) niech wy-
znacza kierunek dodatni. W takim razie przesunigcie od A do B wyra-
zimy liczebnie: + a, a odwrotnem- a. GdybySmy najpierw przeszli od
A do B, potem wrdécili od B do A, nie przesunelibySmy sie wcale
z punktu A. Formalnie mozemy to wyrazié:

(+ a+ (—a) 0.

Najgtéwniejszg rzecza jest tu wprowadzenie znaku dodawania, co
nie powinno u uczniéw wzbudzi¢ trudnosci ani watpliwosci. To samo
mozna przerobi¢ na innych przyktadach konkretnych. Z latwoscia na-
stepnie otrzyma¢ mozemy nastepujace réwnosci:

(+a+ (+ b=+ (a+ b
(—a) + (—b)= —(a+ bh).

Mozna te réwnosci skomplikowaé rozciagajac je na wieksza liczbe
sktadnikéw oraz sprawdzi¢ zastosowanie w nich prawa tgcznosci i prze-
miennosci. Wyjasnienie rdéwnosci (2) i (3) réwniez nie powinno spoty-
ka¢ wiekszych przeszkéd. Mozna postugiwaé sie r6znemi Srodkami uzmy-
stowienia, nie wytgczajac powyzej podanego przyktadu z rezerwoarem.
Np. zmniejszy¢ dlug znaczy to samo, co zwiekszy¢ stan posiadania,
zwiekszenie liczby stopni ponizej zera jest tem samem, co obnizenie
(zmniejszenie) temperatury i t p.

Nastepnie zajmujemy sie zmiang postaci dowolnych wielomianéw np.:

2a2- Sab —Bb2= (+ 2a8 + (-3 ab)+ (- 68 = - (- 2a2+ (- Sabh)
-(+062itd

Sformutowanie dodawania i odejmowania nie nastrecza juz trud-
nosci. Powiadamy:

Doda¢ liczbe wzgledng znaczy to samo, co dodac lub odjgé jej war-
tos¢ bezwzgledng zaleznie od tego czy jest dodatnia, czy ujemna.

Przy odejmowaniu z wartosciami bezwzglednemi postepujemy
naodwrot.
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Jezeli cala praca powyzsza zostala przerobiona w szczegdtach do-
ktadnie i umiejetnie, uczen moze mieé przeswiadczenie, ze sam poniekad
odkrywa nowe liczby i zajmuje sie okresleniem dzialan z niemi.

Nauczyciel winien sie stara¢, by wszystko powyzej wyprowadzone
poparte byto znaczng liczbg éwiczenn w celu ugruntowania i zmechani-
zowania dziatan. Nadajg sie tu przykilady liczebne oraz niezbyt skom-
plikowane dziatania z wielomiennemi wyrazeniami. Te ostatnie wyma-
gaja jeszcze pewnego uzupeinienia, ktére polega na wprowadzeniu po-
jecia sumy algebraicznej oraz zastosowania do niej wiasnosci dodawania
i odejmowania sumy, ktére zostaly gruntowniej opracowane w kursie
wstepnym. Rzeczy te nie moga nasuwaé¢ osobliwych trudnosci,

Obecnie wysuwa sie na czoto mnozenie i dzielenie liczb wzglednych.

Nauczyciel przypomina te spostrzezenia, ktdre zostaly zrobione
przy mnozeniu dwumiandéw w kursie wstepnym. Niektérzy autorowie
uwazaja, ze tych spostrzezen wystarczy, zeby wyprowadzi¢ sam sposéb
mnozenia. Rzecz jasna, ze zastosowanie zasady zachowania dziatan
formalnych mogtoby podpowiedzie¢ definicje mnozenia. Nie nalezy
jednakze nigdy zapominaé, ze dla umystu niewyrobionego nalezy zu-
zytkowa¢ mozliwie najwieksza liczbe Srodkéw, ktére mogtyby przeko-
na¢ o potrzebie przyjecia pewnego prawa, nie wylaczajgc najbardziej
konkretnych, ktore cztowiek wyrobiony bedzie uwazat za zbyt grube
narzedzie.

Jednym ze Srodkéw jest odwotanie sie do znanego réwnania:

y —ax.

Réwnanie to, jak zaznaczyliSmy, daje dla kazdego x w klasie liczb
bezwzglednych wymiernych odpowiednig warto$¢ na y i odwrotnie. Nie
nasuwa ono pozornie samo przez sie potrzeby rozszerzania zakresu
liczbowego. Skoro jednakze udamy sie do jego graficznego przedstawie-
nia, skoro prosta otrzymana bedzie witasciwie jednym tylko promieniem,
powstaje pytanie, jakie réwnanie bedzie odpowiadato drugiemu promie-
niowi. Powyzej uzupetniliSmy do catosci uktad spétrzednych, wobec tego,
przy oznaczeniach tam przyjetych ze wzgledu na symetrje mozemy przy-
jaé, ze réwnanie drugiego promienia przedstawi sig, jak nastepuje:

-y= a.(—.l") .......... (C)

Stad widocznem jest, ze skoro a jest liczba dodatnia potrzeba by-
toby przyjaé, ze iloczyn dodatniej liczby przez ujemng jest liczbg ujemna.
Moze sie zrodzi¢ teraz pytanie, jak nalezaloby napisa¢ réwnanie
dla prostej przebiegajacej w kacie drugim i czwartym. Bezwzgledne war-
tosci a, y, x musza ze wzgledu na symetryczne potozenie promienia
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pozosta¢ bez zmianyl. GdybysSmy pragneli zachowa¢ te samg, co po-
przednio, posta¢ rownania, musielibySmy napisac:

W pierwszym przypadku (A) wobec tozsamosci liczb y, a, x, nie
mozemy przyja¢, ze a jest dodatnie, bo inaczej bytaby sprzecznos¢ po-
miedzy réwnaniem CA), a réwnaniem (C), wynikaloby, ze dla punktéw
w kacie 3-iin i 2-im, ktdre majg te samg warto$¢ na odcietg, rzedne sg
tez réwne, t j. —y = + y. Tego przyja¢ nie mozemy, a jezeli tak, to
musimy sie zgodzi¢ z tern, ze iloczyn dwoéch liczb ujemnych (poprzednio
odjemnikoéw) jest dodatni. W roéwnaniu B réwniez z tego powodu nie
mozemy zatozy¢ a — jako dodatnie, wynikatoby wtedy, ze X X
co przeczy poprzednio ustalonej kolejnosci liczb co do ich wielkosci.
Stad winnismy przyja¢, ze iloczyn ujemnej liczby przez dodatnig jest
ujemny, co znowu zgadza sie z poprzedniem spostrzezeniem.

«lezelibySmy przyjeli zaznaczone prawidto mnozenia liczb wzgled-
nych i oznaczyli symbolami a, x iy zaréwno liczby dodatnie, jak ujemne,
dostaliby$my bardzo wygodne uogélnienie, gdyz moglibySmy pisa¢ zawsze
U= ax.

IdzZzmy teraz jeszcze dalej, weZzmy na uwage samo poprzednio znane
pojecia mnozenia liczb catkowitych. Mamy do pomnozenianp.: (— 3) przez
(+ 4). Zachowujac dawne pojecie mnozenia, mozemy napisaé, ze ( 3) X
X ~T (4) mogtoby byé tern samem, co: (—3)+ (—3) 4— 3)+ (—3)= 12,
t j. iloczyn miat by znak ujemny i réwnat by sie co do wartosci bez-
wzglednej iloczynowi wartosci bezwzglednych czynnikéw.

Skoro takiern mogtoby by¢ mnozenie ujemnej liczby przez do-
datnig, bytoby wskazanem, aby to mnozenie posiadato prawo przemien-
nosci, t j. aby:

( X (+4)=(+4X(-3)=- 12

Whniosek ten zgadza sie z poprzedniemi spostrzezeniami.

Azeby uzupetlni¢ mnozenie, nalezy sie teraz zastanowié, jakim
nalezatoby przyja¢ iloczyn w przypadku mnozenia liczb ujemnych.

Wezmy przyktad. Mamy do pomnozenia np. (—3) X(~ 4), jakim
bedzie iloczyn?

Jezeli mnozenie liczb wzglednych ma zachowaé te same wiasnosci,

) Przypuszczamy, ze pojecie symetrji, jak réwniez elementarne, poczatkowe
pojecia geometryczne sg uczniom znane z propedeutyki geometrycznej (patrz
Czes$¢ Il niniejszej ksiazki).
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co mnozenie liczb bezwzglednych, musi znalezé swe zastosowanie prawo
monotonji. Zgodnie z powyzszem mozemy napisac:

3 X ((+4)--12,
3 X (+3—-9
(-3 X(+2—=6
3IXH+DnD=“3
Widzimy, ze iloczyny stale rosng, gdy mnoznik maleje.
Jezeli wezmiemy taki przyktad:

(+3)X(- ) =-3,

(+3)X(- 2= —6,

(+3IX(—3)=—9
widzimy, ze iloczyn stale maleje, gdy mnoznik maleje. Stad widocznem
jest, ze prawo zmiany iloczynu nie zgadza sie dokladnie z tern, co wi-
dzieliSmy przy liczbach bezwzglednych, zachowana jest tylko statos¢
zmniejszania sie albo zwiekszania. Rzecz ta musi pozosta¢ w odniesieniu
do wszystkich liczb klasy uzupetnionej, a wiec, jezeli w pierwszym
z rozwazanych przypadkéw mnoznik dalej sie bedzie zmniejszat i stanie
sie liczba ujemna, iloczyn musi byé liczbg dodatnig, inaczej mowiac,
nalezatoby przyja¢, ze np.:

(-3IX(=2)- +6

gdyz z dwoch mozliwych znakéw jest wobec prawa monotonji do przy-
jecia tylko albo znak -j- przy zachowaniu iloczynu bezwglednych war-
tosci, albo tez bezwzgledna warto$¢ iloczynu ma nie by¢ iloczynem
bezwzglednych wartosci. To ostatnie jest nie do przyjecia, gdyz wobec
poprzednich przypadkéw mnozenia, wypadatby razacy wyjatek. Stad,
skoro mamy stara¢ sie o zachowanie najwiekszej liczby podobieAstw
do znanego nam sposobu mnozenia, mozemy przyja¢, ze iloczyn liczb
ujemnych jest liczba dodatnia.

Prawo monotonji moze nasung¢ pewne trudnosci. Wezmy np. kla-
syczny przykiad, a mianowicie réwnosc¢:

+ 1 -1
-1 + 1"

W tej proporcji zachowane sg wyszystkie jej wlasnosci, jedna tylko
rzecz uderza odrazu, mianowicie w pierwszym stosunku + 1> — 1,
a w drugim —1 < -- 1. GdybySmy wobec tego zastosowali znane i zwykle
uzywane pojeCie o stosunku, pierwszy stosunek nalezatoby uwazaé za
wiekszy od drugiego. Tego rodzaju jednakze rozumowanie tu nie moze
mie¢ zastosowania, gdyz przy liczbach wzglednych pojecie ,zawierania
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sie” jednej liczby w drugiej zwigzane z liczbami bezwzglednemi traci
swoje znaczenie, a okreslenie stosunku, podane przez nas w roz-
dziale Ill-gim, te sprzecznos$¢ zupetnie usuwa.

Przy liczbach wzglednych zupeinie jest mozliwa kazda taka

2 -2
proporcja, jak np. #—- == —— |ub taki iloczyn, jak: (+ 2) X (—3)

= (—3) X (+ 2), gdyz nie tylko pojecie dzielenia jako mie-
szczenia sie, ale i iloczynu jako pewnej sumy réwnych
sktadnikéw tu miejsca nie majg. Zachowane sa tylko wilasnosci
formalne dziatan, umozliwiajagce wobec braku wyjgtkéw wprowadzenie
symboli og6lnych, niema za$ zachowania pewnych zbyt konkretnych pojeé
zwigzanych z dziataniami.

Przy kazdem rozszerzaniu klasy pierwotnej musimy co$ z poprzed-
niego poswieci¢c. W nauczaniu waznem jest podkreslanie tych tracacych
wartos¢ elementdw myslowych, a szczegdélnie szkodliwein stoso-
wanie bezwzgledne poje¢ wihasciwych dla klasy nowej do klasy
pierwotnej. | tu indukcja, jak widzimy, ma swoje wazne miejsce.

Dzielenie traktujemy jako odwrotno$¢ mnozenia. Po tych rozwaza-
niach mozna zdefinjowaé w znany sposéb mnozenie i dzielenie liczb
wzglednych. Zwigzane z tern potegowanie trudnosci juz nie przedstawia
Uogolnienie powyzszego na utamki, na co uwage zwréci¢ nalezy, réwniez
trudnosci nie przedstawia.

Z poprzednich rozwazan i przedstawienia rzeczy, wyprobowanego
w praktyce, czytelnik widzi, jak, nie uzywajac bynajmniej metod zwy-
ktych t zw. Scistego wyktadu, mozna w sposéb przystepny a jednakze
zgodny z duchem samej nauki rzecz catg uczniom nie tyle wytozyé¢, ile
przy pomocy ich wiasnej obserwacji i mys$lenia przedstawic.

Jednem z najblizszych zastosowan po odpowiednich wprawach
w mnozeniu i dzieleniu bedzie powtérne zajecie sie rozwigzywaniem
rownan I-go stopnia z jedng niewiadomg oraz ich uktadaniem. Nalezy
tu zwréci¢ uwage, ze wobec wprowadzenia liczb wzglednych kazde
dane nam rdéwnanie 1-stopnia mozemy rozwigza¢, t j. sprowadzi¢ do
postaci najprostszej: x —a. Technika rozwigzania dzieki wprowadzeniu
liczb wzglednych uprosci sie znakomicie, co rowniez nalezy podkreslic.
Jest rzecza jasna, ze rownania, ktore rozwigzujemy, naleze¢ muszg do
kategoryj réwnan prostych ze spoétczynnikami liczbowemi, oczywiscie bez
niewiadomej w mianowniku. Zanim w dalszym ciggu zwr6cimy uwage
ucznia na sprawy teoretyczne zwigzane z rozwigzywaniem i wiasciwo-
$ciami rdéwnania, ten ostatni bedzie posiadat technike jego rozwigzywania
oraz czut warto$¢ w zastosowaniu. Stad rozprawa teoretyczna nabierze
charakteru omawiania rzeczy waznej, realnej.
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Drugim zastosowaniem bedzie powrdt ponowny do przedstawien
graficznych. Hiperbole réwnoboczna mozna uzupetni¢, dodajac druga
galaz, a réwnanie prostej traktowac juz kompletnie w postaci: y = a.r+ bh.
Moéwiac o przedstawieniach graficznych poprzednio, sadziliSmy, ze ucz-
niowie z propedeutyki geometrycznej maja juz pewne dostateczne wiado-
mosci. Przy odpowiedniem wykonaniu tej rzeczy wiadomosci te moga
by¢ nawet niepotrzebne, jakkolwiek bytyby bardzo na miejscu. Nie na-
lezy oming¢ sposobnosci zaznaczenia, ze rozwigzanie réwnania 3x = 4
jest rownowazne z rozwigzaniem réwnania 3x —4 = 0, ktére dostaje sie
z réwnania prostej:

y=3*--4
przez zatozenie: y — 0.

Nalezy wyttumaczy¢ tres¢ geometryczng samego rozwiazania.

Obecnie mozna juz postawi¢ kropke nad i przez przejscie do wpro-
wadzenia symboli og6lnych. Potrzebne jest do tego pewne przygotowanie.
Jezeli a ma oznacza¢ dowolng liczbe wzgledna, w takim razie symbole:

—a i 4-3,
zawieraja juz w sobie znaki podwojne, a symbole naprzykitad:
—(+a), —(-a) itnp

znaki potrojne. Otéz przygotowaniem wspomnianem bedzie zastosowanie
do liczb znaku potréjnego i przerobki w postaci nastepujacej:

-[-(-3)1 =+ (=3 itd,

t j. wskazujac, ze wprowadzone poprzednio reguly znakéw nie zalezg
od tego, czy mamy do czynienia z warto$cia bezwzgledng czy tez nie.
Wprowadzenie symboli ogoélnych wymaga wiec czysto formalnego uogol-
nienia reguly znakdw.

Obecnie mozna przystgpi¢ do znanych w zwykitym kursie algebry
przerébek i dziatan z wielomianami i jednomianami. Rzeczy te w nhau-
czaniu nie beda juz zajmowaty tyle czasu i nie bedg tak, jak to bywa
zwykle, podobne do zmudnej mechanicznej pracy, lecz nabiorg wiecej
znaczenia ptyngcego z jasniejszej Swiadomosci u ucznia ich celu, ktéry
tern bardziej stanie sie wyraznym, jezeli obok przerébek od czasu do
czasu bedziemy powracali do réwnania i wykazywali, ze rozwigzanie jego
wymaga nieraz wykonania tej zmudnej rachunkowej roboty. Zwykle za
duzo czasu poswiecamy na te przerobki i przytem tak czesto gingcego
bezptodnie. Jedna z przyczyn tego faktu jest mato ugruntowana $rdd
uczni znajomos$¢ wiasnosci dziatan arytmetycznych. Uczen, ktory prze-
rabial ogromne przyktady, nieraz nie potrafi sobie da¢ rade, albo waha



sie w przypadkach bardzo prostych. Zjawisko to jest zbyt powszechnem,
zeby nie mogto zwrdci¢ na sie uwagi. W poprzednim rozdziale przed-
stawiony kurs wstepny jako jedno z zadan gtéwnych ma owo ugrunto-
wanie poje¢ o wiasnosciach 4-ch dziatan. Jezeli rzecz ta jest zrobiona
dobrze, ani rozwigzywanie roéwnania, ani dziatania z wielomianami
i jednomianami nie beda dla uczniéw rzeczg trudng. W kursie wstepnym,
tak samo jak po6zniej, staraliSmy sie podkresla¢ takie metody rozumo-
wania, ktére opieratyby sie na czynnym udziale ucznia w pracy i usu-
waty podawanie gotowych norm postepowania.

Nalezy tu jeszcze dodaé¢ kilka mysli dotyczacych wykonania gtow-
nych dziatan. Na szczeg6lng uwage zastuguje dzielenie wielomiandw.
Rozumienie algorytmu dzielenia $réd uczniow nalezy do przypadkow
bardzo rzadkich. Niezbednem jest lepsze, gruntowniejsze, wyjasnienie tej
rzeczy.

Jeszcze przy mnozeniu wielomianéw nalezy podkresli¢ fakt otrzy-
mywania nizszego i wyzszego wyrazu iloczynu, wskaza¢ na to, ze to sag
wyrazy, ktére nie moga by¢ zredukowane i, ze kazdy iloczyn dwéch
wielomianéw nie moze posiada¢ mniej niz dwa wyrazy. O faktach tych
sie wspomina, czesto jednakze dos¢ luznie, i dzieki temu nie wystepujag
one w sSwiadomosci ucznia wyraznie, co do zrozumienia algorytmu dzie-
lenia wielomianéw jest rzecza niezbedna.

Najgtéwniejszg rzeczg w rozumieniu tego algorytmu jest wiasnie
otrzymanie pierwszego wyrazu ilorazu. Przy nastepnych wyrazach proces
tylko powtarza sie. Nalezy podkresli¢ analogje ze zwykiem dzieleniem
liczb catkowitych oraz wskazang jest ostrozno$¢ przy rozpoczynaniu
dzielenia od wyrazéw najnizszych. Przy tern potrzebne jest wyjasnienie,
ze wihasnosci reszty przy dzieleniu wielomianéw pozostajg te same, co
przy liczbach catkowitych w rachunku.

W klasie starszej mozna da¢ bardzo prosty dowdd o reszcie wielomianu
przy dzieleniu przez dwumian postaci X — a Reszta ta, jak wiadomo, réwna jest
zawsze liczbie otrzymanej po podstawieniu do danego wielomianu wszedzie zamiast
Vv liczby a. Chodzi nam tu gtéwnie o wielomiany postaci:

a«xxv-f a, xn* + ... + akx"~k-+-... an Jx-\- &,

Zastosujemy do wykazania stusznosci twierdzenia o tej reszcie rozumo-
wanie przez indukcje matematyczng. Oznaczmy powyzszy wielomian symbolem
Fn(x). Dla n= 1 twierdzenie sprawdza sie odrazu. Przypusémy, ze jest stuszne
dla n—m, t i.:
FmW  (*~  Fnit W+ Fn, (%)

Wykazmy teraz, ze twierdzenie stuszne bedzie dla Fm ; (5. Jezeli Fm(X)
jest zupeilnie dowolnag funkcja powyzej zaznaczonej postaci, gdzie wspdétczynnikami
sa zupeinie dowolne liczby, to, nie zmniejszajac ogélnosci mozemy przyjac, ze

rm+l(x)= *Fmx) + G
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gdzie C jest liczba od X niezalezna. W takim razie:

Fmaa W= rmf>+3 W+C
lecz aFmx)= ax—aFmt®*)+ aFm(a),
wigc FmMH (= (v—a)Fm(v) + a(v—aFm+(X)-f aFm(@) + C=
= (*—a[Fm™*) + aFmi(v]+ [aFn(@ — C],

t. j. reszta przy dzieleniu Fm t(X) przez X — a bedzie wyrazenie:

aFm(a) + C,
ktére otrzymuje sie z F (™) przez podstawienie zamiast .v liczby a. Twier-
dzenie jest wiec stuszne ogoélnie. Bedzie ono stuszne roéwniez w tym wypadku*
gdy spoétczynniki a,, a,, a2...it d beda wyrazeniami dowolnemi nie zawiera-

jacemi X.

Dowdd ten jest wazny z tego powodu, ze usuwa wszelkie watpliwosci*
jakie powstawaé¢ moga np. przy dowodzie zwykle uzywanym, gdzie w réwnosci:
Fn(x) — (X — a) Fn t (X) A- r podstawiamy zamiast X liczbe a.

Przypadek podzielnosci wielomianu przez X — a wynika sam przez sie
a zarazem wazna wilasno$¢ przydatna przy rozkiadzie wielomianéw na czynniki:
np. wielomian: 2Xiy —xy2— y3dzie|i sie przez X —Yy i t. p.

Rzecz jasna, ze dowdd tu przytoczony dotyczy gtdéwnie nauczyciela, ktoéry
moze jednakze w warunkach odpowiednich, zmieniwszy nawet sam spos6b ozna-
czania, zastosowac go, jak powiedzieliSmy, w klasie starszej.

Rozktadanie na czynniki jest jednym z dziatdw, w ktéorym uczen
moze sie spotka¢ z potrzeba inwencji ze swej strony. Nie nalezy prze-
sadza¢ w dobieraniu trudnych przyktadéw, wskazanem jest jednakze
wyzyskanie tego dziatu w celu zainteresowania uczniéw przedmiotem, co
jest mozliwe. Moze to sie uda¢ znakomicie. W podrecznikach u nas
uzywanych dziat ten jest pod wzgledem metodycznym przedstawiony
naogdét niezle. Przy odnajdywaniu najwiekszego wspdlnego dzielnika
nalezy poming¢ metode kolejnego dzielenia i odtozy¢ jg do powtdrzenia
kursu. Dla uczniow poczatkujgcych moze ona nieraz wywotywac niemate
trudnosci.

Nauka o utamkach nie przedstawia niczego osobliwego, o czein
nalezatoby obszerniej pomoéwi¢. Nalezy jednakze zwr6ci¢ uwage na po-
trzeby wiekszej liczby prostych przyktadoéw, niz to sie zwykle
w podrecznikach widzi, gdzie autorowie zbyt pospiesznie przechodzg do
przyktadéw ztozonych i tern samem nie udzielajg uczniom pola do
wiasciwego, samodzielnego ¢wiczenia.

W niektérych podrecznikach wprowadza sie pos$piesznie rowniez
pojecie o wyktadniku wzglednym, co nalezy zaliczy¢ do grubych biedow
dydaktycznych. Nauka o rozszerzeniu pojecia o wyktadniku musi sta-
nowi¢ odrebny rozdziat wstepny przy przejsciu do nauki o logarytmie.
Tam ona znajdzie swe wilasciwe zastosowanie i znaczenie, a w pierw-
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szych poczatkach nauki jest tylko jeszcze jednym powodem uczynienia
z nauki matematyki zbioru nieprzemyslanych regut. Wprowadzenie
wyktadnika ujemnego musi byé zrobione porzadnie, t j. powinnismy daé
geneze definicji, samg definicje, wykazaé, ze wszystkie dziatania, ktore
mialty miejsce przy wyktadniku dodatnim, tu tez swoje zastosowanie
znajduja. Zajetoby to wszystko, tern bardziej wobec matego wyrobienia
matematycznego uczniéw, zbyt duzo czasu i przytem zgota nieproduk-
cyjnie, bo bez wlasciwego, potrzebnego zastosowania i przytem tak
czesto z btednem, zgota niewlasciwem rozumieniem rzeczy. Wszak dotad
jeszcze czesto mozna ze zdziwieniem odkry¢é, ze roéwnos¢ a° 1 jest
czems$ dowiedzionem. Nie trzeba zapomnie¢ w tym dziale nauki o pew-
nym szczeg6lnym przypadku mnozenia i dzielenia. Wprowadzajac liczby
wzgledne, wprowadziliSmy tu liczbe 0, jako symbol zgota réwnowarto-
Sciowy. Stad waznem jest omowienie szczeg6téw dziatania z nim. Czy-
telnik przypomni sobie omyitki ucznidw dos¢ czeste, polegajgce na tern,
ze iloraz: a: a ma sie réowna¢ 0. Przypomni sobie tez caty szereg sofiz-
matéw matematycznych opartych na tern, ze nauczanie nie do$¢ doktadnie
na ten moment zwrécito uwage, ze uczen swobodnie, nie myslac, skraca
przez 0 (oczywiscie zamaskowane). Oczywiscie mnozenie i dzielenie
przez 0 sa rzecza, ktéora wymaga omowienia na przyktadach, gdzie znowu
wskazowke daje prawo monotonji przy dziataniach. Moéwimy, ze dzie-
lenie przez 0 jest niemozliwe, gdyz niema takiej liczby, ktora mogtaby
by¢ w danym przypadku ilorazem. Wszystko to jednakze winno by¢
wyjasnione.

W ten sposéb konczy sie drugi dzial poczatkowego nauczania
algebry, dziat bodaj najtrudniejszy i wymagajacy od nauczyciela naj-
wiecej troskliwosci i cierpliwosci. W nastepnym rozdziale zajmiemy sie
juz obszerniej nauka o réwnaniu i ukladach roéwnan oraz kwestjami
zwigzanemi z tein tak waznem dla algebry zagadnieniem. Znajomos¢
i wprawa w dziataniach pozwolg zastosowac je do rozwigzywania réwnan
1-go stopnia z jedng niewiadomag w catej petni. Bedzie to tylko jednakze
umiejetnos¢ rozwigzania nie za$ znajomos$¢ tego, czem réwnanie w istocie
swej jest jako jeden z przypadkéw réwnosci wogdle. Dlatego tez roz-
dziat nastepny poswiecimy gtéwnie tej sprawie.



ROZDZIAL V.

W rozdziatach poprzednich uczeh nauczyt sie rozwigzywaé réwnanie
1-go stopnia z jedng niewiadoma, zrozumiat tez warto$¢ réwnania przez
zastosowania do rozwigzywania zadan. Teraz jest czas i mozno$¢ po temu,
zeby zaznajomi¢ go z podstawowemi wilasnosciami réwnania i jego pier-
wiastkow.

Réwnanie jest jednym z przypadkéw réwnosci. Te ostatnie dzielimy
zwykle na dwie kategorje: tozsamosci i réwnania.

Najprostszg formg tozsamosci jest a= a, a najprostszg formag row-
nania jest: x —a. Zanim sprébujemy odréznia¢ tozsamos$¢ od réwnania,
nalezy najpierw dac szereg przyktadéw tozsamosci.

Jedne z nich sg oczywiste, jak np. (a+ b) (@ —b) —a — b2 gdzie
prawa i lewa strona rdéwnosci réznig sie tylko postacig i natychmiast
przez pomnozenie mozemy zamiast (@ + b) (a —b) otrzymaé: a2- ;r.
W drugich tego rodzaju przerébki sg o wiele wiecej zawite np.:

ax2+ bx = a3+ ab+ (@—a) (2a2+ b) + a (jc—a)2

ktéra jest wynikiem zastosowania rozwiniecia Maclaurina do funkcji:
av2+ bx. W po6zniejszych rozdziatach algebry uczen moze spotka¢ toz-
samosci, gdzie sprowadzenie do formy: a a jest nieraz bardzo trudne.
Ta trudnos¢ moze by¢ powodem tego, ze nastepujgce okreslenie tozsa-
mosci: tozsamos$cig nazywamy rownos$c¢, ktora albo posiada
posta¢: a a albo do tej postaci sprowadzi¢ sie da po wy-
konaniu odpowiednich dziatan, nie byloby zupetlnie wiasciwe.
Przypominamy np. casus irreducibilis przy zastosowaniu formuty Car-
dana do rozwigzania réwnania 3-go stopnia. Przerobki tozsamosciowe
gteboko siegaja w dziedzine mysli matematycznej i nieraz ta lub inna
posta¢ tozsamosci odkrywa ukryte dotad zwigzki. Datlo to powdd, jak
juz wspomnieliSmy, jednemu z matematykéw do twierdzenia, ze wia-
Sciwie cate myslenie matematyczne jest przeksztatlcaniem tozsamosci. Te
przeksztalcenia czasem sg latwe, czasem za$ wymagajg rozszerzenia
naszej wiedzy. Stad powyzsze okre$lenie zawiera w sobie postulat moz-
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liwosci przeksztatcenia danej postaci, a poniewaz tego niezawsze umiemy
dokonaé, nalezy okres$lenie zastgpi¢ przez inne, ktore nie tyle dotyczy¢
bedzie postaci, ile liczebnej wartosci.

O ile w tozsamosci wchodzi jeden Ilub wiecej ogélnych symboli
liczbowych, sprawdzianem dla niej jest dowolno$¢ zupetna ich wartosci
liczebnych. Stad uzywanem jest zwykle nastepujace drugie okreslenie
tozsamosci.

Tozsamoscig nazywamy rownos$c¢, ktéra zawsze jest
spetniong, niezaleznie od wartos$ci liczebnych poszczegdl-
nych, zawartych w niej symboli ogélnych (liter).

Rzecz jasna, ze przytem nalezy uczniom powiedzie¢, iz podstawia-
nie wartosci liczebnych jest niczem nie skrepowane, Zze mozna to robic
w sposéb zupeinie dowolny ze wszystkiemi symbolami jednoczes$nie.
Odpowiednie przyktady sa potrzebne.

Okre$lenie tozsamosci prowadzi natychmiast do odpowiedniego
okreslenia réwnania, a nastepnie pierwiastka. Réwnaniem jest taka réw-
nos¢, ktéra zamienia sie na tozsamos$¢ postaci: a—a tylko po podsta-
wieniu jednej lub niektérych wartosci liczebnych zamiast symboli litero-
wych uwazanych za niewiadome.

Wartos¢ ta lub wartosci nazywajg sie pierwiastkami réwnania.
Potem nastepuje podziat réwnan co do stopnia. Podziat ten jest oczy-
wiscie prowizoryczny i moze dotyczy¢ tylko niektérych przypadkéow
rownan algebraicznych. Na przykitadach nauczyciel winien wykazaé, ze
rownanie moze mie¢ nietylko jeden, lecz dwa i wiecej pierwiastkéw, ze
te same i tylko te pierwiastki mogg zado$¢ czyni¢ réwnaniom réznej
postaci, ktére dostajg sie jedne z drugich przez przer6bki tozsamosciowe.
Tu wiasnie nalezy sie zastanowi¢ nad samym procesem rozwigzania
rownania. Proces ten sprowadza sie do dodania lub odjecia od obu stron
tej samej liczby lub nawet catego wyrazenia zawierajagcego niewiadome
i do pomnozenia lub podzielenia obu stron przez jedna i te sama liczbe
wiadomg. Nalezy wykazaé, ze operacje te nie zmieniaja ani liczby,
ani jakosci pierwiastkéw réwnania, jakkolwiek moga zmieni¢ jego postac.

Zeby to wykazaé nalezy wzigé pod uwage dowolne réwnanie.
Kazde réwnanie mozemy w najogélniejszej formie przedstawi¢ w postaci
rownosci:

L—P,

gdzie L przedstawia jego lewg strone, a P — prawa.
Jezeli dodamy do obu stron po Z, gdzie Z moze by¢ wyrazeniem
zawierajgcem niewiadomg lub zwyklg liczbg, to otrzymamy réwnanie:

L+ Z=P+Z.
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Wszystkie pierwiastki, ktére czynig zado$¢ pierwszemu réwnaniu,
bedag czynity zado$¢ drugiemu i odwrotnie, gdyz, jezeli pierwiastek pewien
po podstawieniu zamienia L -f Z i P -f- Z na tozsamos$ciowo réwne liczby,
to niewatpliwie zamieni tez na takiez liczby L i P.

Przy mnozeniu przez liczbe wiadoma rozumowanie bedzie to samo.

Tu juz mozna wyjasni¢ na przyktadach, ze skracanie réwna-
nia przez wyrazenie, zawierajgce niewiadoma oraz mnozenie przez takiez
wyrazenie nie daje réwnania réwnowaznego. Np. réwnaniu:

2x 2= x czynia zado$¢ 2 pierwiastki: ™ = 0 i x2=
a réwnaniu: 2.t 1 tylko jeden: X — h

Jeden z pierwiastkow zginat.

Rzeczy te wymagajg jak najwczesniejszego i najstaranniejszego wy-
jasnienia. Na tym stopniu nauczania nie powinno sie dawac¢ réwnan
z niewiadoma w mianowniku, gdyz sprowadzenie do wspo6lnego mia-
nownika wywotuje kwestje odrzucenia tegoz, co oczywiscie jest w kolizji
z powyzszem. O tern musi by¢é mowa po raz pierwszy przy nauce
o réwnaniu kwadratowem. W podrecznikach czesto znajdujemy dosé
nieostrozne pominiecie tej rzeczy, a stad uczen przyzwyczaja sie do
zupetnie swobodnego obchodzenia sie z mianownikiem, tern bardziej,
ze czesto nawet w dobrych podrecznikach tej sprawy nie porusza sie
wecale.

Po sprowadzeniu do wspdlnego mianownika w danym przypadku
rownanie przedstawi¢ mozna w postaci:

A
albo 0. \I é
Fx)  (Hx) (f(x) * Pedag %

Jezeli chodzi o réwnanie linjowe, to f(x) —F (x) —ax -f b. W

nym przypadku przed ,odrzuceniem® mianownika nalezy zbada¢ funkcje:

f(x) - F(X
(fix)

t. j. nalezy sie zastanowi¢ przy jakich wartosciach na x funkcja ta moze
przybiera¢ wartos¢ réwng 0. Mamy wiec tu przed sobg zadanie znane
z elementéw rachunku rdézniczkowego o znajdywaniu witasciwych war-
tosci funkcji postaci:

oj (a:)

r(x)*

Oczywiscie bez rozwazan zwigzanych czy to z pojeciem pochodnej,
czy tez granicy rzecz ta porzadnie zrobi¢ sie nie da. Dlatego tez w po-
drecznikach przy nauce o pochodnej to zadanie musi by¢ rozpatrywane.

Nauczanie matematyki poczatkowej. Cz. Il
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W szkole na nizszym stopniu nauczania o tein oczywiscie nie moze by¢
mowy, stad nalezy da¢ metode dostepna, lecz przyuczajaca do uwaznego
zachowania sie w tych wypadkach. Nalezy a priori wyrzec sie Scistosci
rozpatrywania. Nauczyciel moze takie odstepstwa robi¢, o ile to robi
Swiadomie i stara sie o minimum odchylenia oraz pamieta, ze obowig-
zuje go... poprawa. Nalezy zbadaé¢, czy czynniki postaci: x —a lub
(x —c)2-j-d2 % wchodzace do mianownika dzielg licznik: f(x) —F(x)
czy tez nie. Jezeli dzielg, nalezy zwyczajnie skréci¢, a nastepnie mia-
nownik mozna ,odrzuci¢“. Wynika to stad, ze wartosci na x zados¢
czynigce rownaniu (P (i —0, o ile nie zado$¢ czynig réownaniu f(x)

F (r) —0, nie moga by¢ pierwiastkami danego do rozwigzania réwna-
nia. Wyjasnienie tej rzeczy wymaga pewnych omoéwien i dlatego rozwa-
zanie powyzszej kwestji musi by¢ poprzedzone przez wprowadzenie
pewnych poje¢, ktére wynikaja z dyskusji réwnania 1-go stopnia.

Dyskusja ta musi by¢ pogladowa. Inaczej na tym poziomie trakto-
wacé jej nie mozna i bylaby zresztg zgota bezuzyteczna tak, jak ongi,
w dawniejszych czasach szkolnych stawetne zadanie o kurjerach, ktére
byto plaga dla wielu uczni.

Kazde réwnanie pierwszego stopnia mozna sprowadzi¢ do postaci:

axx + bx= a2a+ nN2...... Q.
Zastosowanie graficznej metody wymaga przejscia do dwrdch réwnan:
y —axx -f bx
y = a2x + n2

zwigzanych warunkiem, ze y przybiera w obu jednoczes$nie wartosci
rowne. Przedstawiajgc graficznie te dwa réwnania, dostajemy dwie proste,
ktore moga sie przecig¢ tylko w jednym punkcie. Stad wnioskujemy, ze
rownanie 1-go stopnia moze mie¢ tylko jedno rozwigzanie i popieramy
to natychmiast rozumowaniem nastepujgcem.

Zatézmy, ze istnieje dla réwnania (1) obok pierwiastka a drugi
pierwiastek: «. W takim razie mamy dwie tozsamosci:

axa + bx= a2a+ b2
ax(i + bt —a&ou -J &g
Z tych tozsamosci natychmiast wynika:
ax(a—a) —a2(a—a).
Réwnosé ta, skoro ax | a2, jest mozliwa tylko w tym przypadku,

gdy a= u.

*) O tych ostatnich oczywiscie przy réwnaniu linjow®em niema co moéwic.
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jezeli ax—a2, to dwie proste wspomniane sg rownolegtel), a wiec
nie spotykajg sie, co wskazuje, ze roéwnanie wcale nie powinno mieé
pierwiastka. Fakt to dla ucznidw zgota nieoczekiwany. Spotykajg sie
z podobnem zjawiskiem po raz pierwszy. Rozwigzanie réwnania pierw-
szego daje nam:

Stad, poniewaz ax—a2—0, dzielenie jest niemozliwe i nie mozemy
wskaza¢ odpowiedniej wartosci na x. Tu po raz pierwszy nalezy jednakze
zastosowa¢ pewne zaczatkowe rozumowanie, w ktérem bierzemy na
uwage juz nie fakty statyczne oddzielnych liczb, lecz pewne zjawi-
sko dynamiczne. Wyobrazmy sobie, ze przy danem statem ax wspétczyn-
nik ai, ktéry nieréwny jest au np. mniejszy stale ro$nie. W takim razie

bedzie co do wartosci bezwzglednej stale wzrastat i, jezeli roéznica
ax—a2 bedzie odpowiednio mata, moze przybraé¢ wartosci dowolnie duze,
sta¢ sie wiekszym od wszelkiej naprzéd zadanej dowolnie wielkiej liczby,
jezeli np. zadano nam liczbe: 10 100, mozemy uczyni¢ réznice pomiedzy

ax i a2= 100 i ulamek wspomniany bedzie co do wartosci bez-

wzglednej (liczby bx i 62— catkowite) wiekszy, niz zadana liczba. Zja-
wisko to przyjeto wyraza¢ symbolicznie znakiem: cc, ktory wskazuje,
ze w danym przypadku mozemy mie¢ do czynienia z dowolnie duzg
liczba, sScisle jednakze zupetlnie nie wyznaczong. Stad pojecie nieskon-
czonosci, ktére wprowadzamy, ma charakter nie zjawiska statycznego,
nie liczby kardynalnej, lecz — procesu nieograniczonego niczem zwiek-
szania sie. Zadna, jakkolwiek duza liczba, nie odpowiada na pytanie, —
oto rozwigzanie. Nie mozna uzywaé¢ stowa: nieskonczono$é tak, jak sie
uzywa nazw liczb, nie mozna tez odrazu uzywa¢ znaku réwnosci np.
w ten sposob:

n2—bx b2A

ai a2 al—a?

Znaku réwnosci uzywamy przy liczbach znanych dotychczas, nie
mozemy go rozcigga¢ na zakresy, wykraczajace poza te liczby. Nalezy
wyraznie co do tego sie umowic.

J O tein uczniowie przekona¢ sie winni droga doswiadczalng zapomoca
rozwazan natury geometrycznej, zwigzanych ze znaczeniem wspoéiczynnika kato-
wego. O tych rzeczach w czesci Ill-ej niniejszej ksiazki jeszcze pare stéw nad-
mienimy. Wszystko to wykazuje znaczenie propedeutyki geometrycznej.
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Gdy w réwnaniu (1) oprdécz réwnosci miedzy i a2 istnieje row-
no$¢ pomiedzy bt i b2, otrzymujemy dwie identyczne linje proste, ktore
spotykaja sie w kazdym punkcie. Stad réwnanie, ktére w tym przypadku
jest tozsamoscig, ma zupetnie nieograniczong liczbe pierwiastkéw, wzor
za$ ogélny na rozwigzanie réwnania w tym przypadku zamienia sie na

wyrazenie: Otéz tu mamy znowuz sposobno$¢ odpowiedniego wyja-

$nienia sensu tego wyrazenia i zastosowania przy odpowiedniem omaé-
wieniu znaku réwnosci.

W ten sposéb uczniowie zapoznajg sie z gitéwnemi momentami
dyskusji réwnania pierwszego stopnia z jedng niewiadomag bez osobli-
wych trudnosci. Wyniki tej dyskusji mozna zastosowaé¢ do rozwazania

rozwigzania réwnania: .
2 () - F(X)

> w
0 ktérem powyzej byta mowa.

Réwnanie pierwszego stopnia nie zajmuje w nauczaniu tyle miejsca
1 czasu, na ile zastuguje. Uczen przy réwnaniu pierwszego stopnia za-
poznaje sie pierwszy raz z réwnaniem, uktadaniem réwnan,, gtdwnemi
wihasnosciami pierwiastkéw. Jezeli ten dzial jest przerobiony doktadnie
i gruntownie, nastepne rozdziaty teorji rownan beda ciekawsze i prostsze.
Najwazniejsze sg zawsze pierwsze kroki. Jakze po macoszemu nieraz
traktuja wyktadajgcy nauke o réwnaniu pierwszego stopnia! Podaje sie
spos6b rozwigzania, zastosowuje sie do kilkudziesieciu w najlepszym
przypadku zadan i koniec na tern. Juz krétki przeglad powyzszy gtow-
nych zagadnien moze wykaza¢, ile tu jest kwestyj, ktore nalezy porzad-
nie rozwigzaé¢, na ktére warto poswieci¢ wiecej czasu i zachodu. W celu
lepszego ugruntowania rozciggneliSmy nauke o réwnaniu i zastosowali-
Smy sposob wykiadu genetycznyl- Metoda ta wymaga, by mysl
ucznia przebiegta naturalng ewolucje wzrostu i dojrzewania poje¢, by
rezultat wr postaci lepszych sposobéw rozwigzania byt otrzymany droga
zblizajgcg sie do mozolnej nieraz Sciezki odkry¢ matematycznych, o Kkté-
rej tak czesto falszywie sadzimy, ze zjawiajg sie na podobienstwo two-
réow wyobrazni lub S$cislej modwiac, fantazji odrazu w gotowej formie.
Zaréwno stara dydaktyka, ktéra dogmatycznie podawata prawdy wiedzy,
jak nieraz nowe proéby, usitujgce gtéwnie podkresla¢ Scisto$é, nie moga
mie¢ racji ze stanowiska nauczania. Scisto$é jest rezultatem opracowania

'Y To co nazwalismy zasadg indukcji, jest pokrewne genetycznemu przed-
stawieniu rzeczy tyle, o ile kazda geneza oprze¢ sie¢ musi na zwyktych procesach
mysélenia przecietnego, ktére tak stusznie wyjasnia Dewey w swej ksigzce: How
we think.
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zdobytych taktéw, a dogmatyczne ich podawanie nie uczy mysle¢. Na-
lezy stara¢ sie zawsze o pewne rusztowanie, ktére okaze sie zbednem
wtedy, gdy gmach bedzie gotowy.

Po zaznajomieniu sie gruntowniejszem z réwnaniem pierwszego
stopnia z jedng niewiadoma przechodzi sie zwykle do uktadéw réwnan.
Powstaje tu odrazu zagadnienie, czy nie bytoby lepiej ukiady réwnan
przechodzi¢ jednocze$nie w oddzielnym rozdziale po przejsciu teorji
rownania stopnia 2-go i wyzszych z niem zwigzanych. W pewnych pro-
gramach szkolnych ta ostatnia metoda znajduje swoje zastosowanie.

Uktad rownan jest czem$ odrebnem, czem$ zawierajgcem nowy
moment mys$lowy i wymagajacem specjalnego potraktowania. Stad rze-
cznicy drugiego zapatrywania uwazajg, ze nalezatoby uklady réwnan
z catym szeregiem zwigzanych z nimi kwestyj ze wzgledu na trudnos¢
wieksza zagadnienia odsung¢ dalej. Zwykly wyktad ogranicza sie prze-
cietnie do podania sposobéw rozwigzania (3-ch lub 4-ch) gtéwnych oraz
niektorych przypadkéw osobliwych. Uczen zupelnie nie zdaje sobie sprawy
z istoty rzeczy, z gtéwnych cech pojeciowych uktadu, wykonywa wszystko
mechanicznie. Czyz nie bylaby lepsza metoda, ktéra pozwoli na wcze-
Sniejsze wprowadzenie réwnania kwadratowego z jego nowem bogatem
polem zastosowan i przeniesienie ukfadéw wyzej, do dalszych rozdzia-
téw kursu? Niewatpliwie w tern rozumowaniu jest wiele stusznosci, wad-
liwa jednakze metoda nauczania nie moze decydowa¢ o kolejnosci na-
stepujacych po sobie momentéw tegoz. Niewatpliwie, ukiady rdéwnan
zawierajg nowe momenty pojeciowe, momenty te jednakze nie sg tak
trudne, by powsta¢ mogta koniecznos¢ ich przesuniecia. Z drugiej strony
zastosowanie uktadu genetycznego wymaga, by dang nowa rzecz pozna-
wacé¢ najpierw na przykladach prostych, takich, ktore umozliwiajg zasto-
sowanie wieksze wiasnych sit umystowych ucznia, oraz rozktada¢ na
dtuzszy okres czasu, pozwalajgcy na stopniowe dojrzewanie pojeé. Z tych
powodoéw uwazaé¢ nalezy, ze wprowadzenie uktadéw réwnan 1-go stopnia
odrazu po nauce o roéwnaniu tegoz stopnia bedzie rzeczg zupetnie wia-
sciwa.

Nauke rozpoczynamy od rozwazania jednego réwnania 1-go stopnia
z 2-ma niewiadomemi. Zadajemy je w postaci:

axx biy —<v

Posta¢ te natychmiast mozemy sprowadzi¢ do nastepujacej:

U g’..be

ktéra daje nam réwnanie pewnej prostej.
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Konstatujemy fakt, ze dla kazdej dowolnej warto$ci na x mozemy
natychmiast znalez¢ odpowiednig warto$¢ na y. Kazda para takich war-
tosci zadosdéczyni réwnaniu i stanowi jedng z par jego pierwiastkow.
Réwnanie ma nieskonczong liczbe rozwiazan, ktére graficznie przedsta-
wi¢ mozna jako spéirzedne punktéw danej prostej.

Mozna przeprowadzi¢ pewng dyskusje réwnania na tle graficznem,
rozpatrujac przypadki, gdy ax= 0, bx 0 i cx= 0. Uzywanie og6lnego
wzoru na rozwigzanie bytoby niewskazane, gdyz interpretacja dla uczniéw'
stataby sie zbyt trudna. (O ile chodzi o ,grafike® nalezatoby tu wziaé
tréjkat odniesienia, w ktorym jeden z bokdéw jest prosta w nieskonczo-
nosci na plaszczyznie).

Skoro réwnanie ma zupetnie dowolng liczbe par rozwiazan, u ucznia
moze powsta¢ watpliwos¢, czem rdézni sie ono od tozsamosci. Nalezy tu
te roznice natychmiast zaznaczy¢, wskazujgc na to, ze zmienne x iy
sg zalezne od siebie, ze mozna nadawa¢ dowolng warto$¢ tylko jednej
z nich nie za$ obu jenocze$nie. To wiasnie wskazuje miedzy innemi,
ze nauki réwnan nie mozna traktowaé¢ oddzielnie od pojecia funkcji, ze
te dwie rzeczy sg ze soba w najscislejszej tacznosci i ze dobrze jest te
taczno$¢ odrazu wysuwacé na plan pierwszy.

Nastepnie powstaje pytanie o wartosci praktycznej takiego réwna-
nia. Jakie zadania mozna przy jego pomocy rozwigzywac?

Nauczyciel wyjasnia, ze, o ile z warunkéw zadania wypada po-
dobne roéwnanie, wskazuje ono tylko na okreslong zalezno$¢ pomiedzy
X i nic natomiast nie moze nam powiedzie¢ o poszczegdlnych okre-
$lonych wartosciach na x i y.

Aby takie okreslone wartosci na x i y otrzymaé, potrzebne sa
jeszcze pewne dodatkowe o tych wartosciach wiadomosci, wyrazone
w postaci okreslonych warunkéw. Np. mozemy skadingd wiedzie¢, ze
X iy moga przybieraé tylko wartosci catkowite i dodatnie. W takim
razie mozliwem jest wyznaczenie jednej lub wiecej wartosci na x iy,
w kazdym razie dowolno$¢ bedzie ograniczona. Nauczyciel podaje przy-
ktady podobnych zadan, ktére rozwigzywane sa zwykle przy t zw. row-
naniach niewyznaczonych.

Nastepnie rozwija teorje rozwigzania réwnania danego w tym przy-
padku, gdy x i y majg by¢ liczbami catkowitemi. Teorja ta ograniczy¢ sie
winna do zwyktego rozpatrzenia warunkéw przy ktérych x i y moga mie¢
wartosci catkowite i dodatnie, udowodnieniu twierdzenia o mozliwoSci
wyznaczenia wszystkich pierwiastkéw, skoro dana jest jedna ich paral).

. . L ci ai
') Mozna stosowac¢ znang metode przez rozpatrywanie ilorazu:— -r— 7(

Metoda bardzo pouczajaca.



Tutaj uczen pierwszy raz ma sposobno$¢ zapoznania sie z nierow-
nosciami. Na te rzecz nalezy uwage zwroéci¢, gdyz w przysztosci zadna
porzadna dyskusja nie moze by¢ wykonana bez odpowiedniego zasto-
sowania nieréwnosci. Teorja nieréwnosci zjawia sie zbyt p6zno, co przy-
stosowane jest do tego, ze moment dyskusyjny bywat zwykle prawie
zupetnie wyeliminowany.

Potem nastepuje zwykita metoda rozwigzania réwnania i zastoso-
wania tegoz do zadan. Warunek moze by¢ rozszerzony na liczby cat-
kowite wzgledne, a cala rzecz mozna interpretowac¢ graficznie przez
uwzglednienie na ptaszczyznie wspoOtrzednych sieci prostych réwno-
legtych do osi .r-6w i y-0w oraz rozpatrywanie punktéw weztowych tej
sieci. Proste te majg réwnanie odpowiednio:

X —a

y b
gdzie a i b sg liczbami catkowitemi. Punkty weztowe bedg mialy spot-
rzedne zawsze catkowite. Pary pierwiastkéw catkowitych otrzymamy
wtedy, gdy prosta reprezentujagca roéwnanie przechodzi przez punkty
weztowe.

Nieraz zdarza sie stysze¢ zdanie, ze rownanie niewyznaczone 1-go
stopnia jest czem$ niepotrzebnem w programie szkolnym. Zdanie to wy-
daje mi sie blednem. Wadag jest nieumiejetne jego umieszczenie nie zas
brak istotnej wartosci. Dla pogtebienia nauki o liczbie wymiernej, row-
nanie to ma i moze mie¢ wielkg warto$¢é, nalezy tylko umiejetnie jag
wyzyskaé, co tern bardziej nie jest trudne z tego powodu, ze caty
szereg bardzo konkretnych zadan mozemy mie¢ do rozporzadzenia. Przy-
pomnijmy sobie, ilez to od wiekéw znanych zadan — tamigtéwek opiera
sie wiasnie na rozwigzaniu réwnania niewyznaczonego. Duzo ich znalez¢
mozna u matematykéw hinduskich, egipskich i u Diophantesa. Wskazuje
to nam na fakt oczywisty, ze mys$l ludzka temi drogami biegta w swym
rozwoju historycznym i, ze miedzy innemi z tego wzgledu nie nalezy
tych drég zaniedbywac.

Rzecz tu omawiana nie jest drobna. Ma ona zasadnicze zna-
czenie.

Nauczyciel moze specjalnie dobra¢ réwnania, z ktédrych np. wyniknie,
ze maja tylko jedng lub kilka par rozwigzan catkowitych i dodatnich.
Wybiera¢ takie réwnania tatwo. Wystarcza wzig¢ réwnanie:

ax + by —c,
w ktérem a i b bytyby liczbami wzglednie pierwiszemi (réwnanie oczy-
wiscie nieskracalne) i spetnityby warunek
(/j —1) ab c<nabh,
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gdzie n liczba naturalna. Takie roéwnanie posiada albo /zz albo n —1
pierwiastkow catkowitych i dodatnich.

OczywisScie przy <c< ab
o<c<a

bedzie jedna i tylko jedna para pierwiastkéw catkowitych i dodatnichl).
Do takich réwnan nieoznaczonych wiasnie sprowadza sie wiele przeka-
zanych nam ze starozytnosci zadan-tamigtowek.

Omowienie poczatkéw teorji réwnania nieoznaczonego z podaniem
prostego, zwykle uzywanego sposobu rozwigzania ma swoje dydak-
tyczne znaczenie.

Ostracyzm, ktéremu ulegajg réwnania nieoznaczone, jest stuszny
0 tyle, o ile traktujemy je w zwykle dotgd uzywany sposoéb, wyciggajac
z nich pierwiastek pouczajacy przygodnie. Trzeba go wysung¢ na czoto
1 wzigé tyle ile potrzeba.

Drugim momentem przejscia od pojedynczego réwnania do ukiadu
moze by¢ warunek w postaci skréconego rdwnania drugiego, np.:

y=ax albo y=x+ a
Tu odrazu nasuwa sie metoda rozwigzania.

Cwiczenie uczniéw w rozwigzywaniu rownania przy podawaniu
réznych warunkoéw jest bardzo pouczajace i pozyteczne, a niestety
zgota zaniedbane. Dzieki temu rozwigzywanie ukladéw staje sie czyn-
noscig mechaniczng. Nie powinnismy zaniedbywaé¢ statego od-
wotywania sie do wykresu.

Po wykonaniu tego pierwszego kroku przejscia do ukiadu réwnan,
przy ktdrym uczniowie uswiadomig sobie i poniekad ugruntujg pewne
zaleznosci arytmetyczne oraz pojecie o nieréwnosci, mozna zakoriczy¢
kurs klasy 4-tej. Nie chce usilnie przy tern obstawac, wolno mi jednakze
uwaza¢ powyzszy drugi stopien nauczania algebry za cato$¢ pod pew-
nym wzgledem zamknietg gtdwnie z powodu rozporzadzalnego przy
nauczaniu czasu. Catos¢ ta zawiera tres¢ bogatg, dotyczy podstawowych
dziatan i podstawowych poje¢. Z drugiej strony wskazanem jest w klasie 5-ej
powtdrzenie wiadomosci zdobytych, a wiec dokonczenie dziatu o rozwig-
zywaniu ukladéw roéwnan pierwszego stopnia, tern bardziej, ze pewne
momenty dyskusyjne bedg wymagaty znaczniejszej dojrzatosci umystowe;j.

*
* *

Warunek dotyczacy x iy moze byé podany, jak widzieliSmy, w innej
formie. Mozna go wyrazi¢ zapomoca okreslonej réwnosci, np.:

1) Patrz sprawozdania z posiedzen Kota matematyczno-fizycznego w War-
szawie. Rok 1906—7, zesz. 1, stron 9—11, artykut autora ksiazki.
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W takim razie w rdédwnaniu: alx-\-bly —cl mozna bedzie ten
warunek uwzgledni¢ w ten sposdéb, ze zamiast y podstawimy ax, t j.
wielkos¢ réwng. Takie podstawienie zamieni réwnanie powyzsze, w ktérem
mamy dwie niewiadome na réwnanie z jedng niewiadoma. Z niego
otrzymamy warto$¢ na x, a potem na y z rownosci (A).

DowiedliSmy powyzej, ze z réwnania pierwszego stopnia po wyklu-
czeniu warunkoéw wyjatkowych otrzymaé¢ mozemy tylko jedng wartos¢
na x. Jezeli tak, to réwnos$¢ (A) wskazuje nam, ze na y otrzymamy
rowniez tylko jedng wartos¢. W tym wiec przypadku réwnanie dane
ma tylko jedng pare rozwiazan.

Czem jest réwnosé¢ (A)? Nie jest ona tozsamoscia, jest wiec row-
naniem, ktdre moze by¢ napisane w postaci: x —ay — 0 i otrzymuje sie
z ogblnego réwnania z dwiema niewiadomemi, jezeli zatozymy: = g,
bx——1, ¢—0.

Czy nie bytoby mozliwe zada¢ wspomniany warunek réwniez w po-
staci zupetlnego réwnania 1-go stopnia z dwiema niewiadomemi? Np. zada¢
mozemy w postaci réwnania:

aix + b2y = 3.
Z réwnania tego otrzymujemy:

c<i— a’x
=(m).

Jezeli te warto$¢ podstawimy zamiast y w rownaniu:
atx -\ bly = ci,

otrzymamy réwnanie 1-go stopnia z jedng niewiadoma, z ktorego znaj-
dziemy odpowiednig warto$¢ na x, a potem z rdwnosci (m) war-
tos¢ na .

Tutaj réwniez widocznem jest, ze tylko jedna para takich wartosci
istniec moze, ktéra obu réwnaniom jednocze$nie zado$¢ czyni. Réwnania:

aix+bly = cl
az2x -j- b2y —c2

stanowig, jak moéwimy, uklad réwnan 1-go stopnia z 2-ma hiewia-
domemi.

Rodzi sie teraz pytanie, czy zawsze jest mozliwe otrzymanie po-
wyzszego rezultatu, czy zawsze dotgczenie nowego rdédwnania pozwoli
nam znalez¢ jedna i tylko jedng pare rozwigzan. Nalezy sprawe te roz-
patrzy¢, czyli ukltad powyzszy réwnan przedyskutowaé, zbada¢ go we
wszelkich mozliwych przypadkach, zaleznych od tych wartosci jakie moga
przybiera¢ wspétczynniki réwnan.
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i Po rozwigzaniu ukfadu otrzymamy na x i y nastepujace wartosci:

Qb2 c2hy
dy b2 —a2 by

g
dyb2 a2~

Wprowadzmy nastepujgce oznaczenia:

gdzie oczywiscie: Ly —cxhb, —c2 L2= c2 a2cl7
a M —ayb2—a2hy.

Mozliwe sg nastepujace przypadki i tylko te:
1) Ly 10, L, 10, M Jo;

2) Ly=0 1210, M &%q;
3) Ly io 1% 0 M to;
4 L 10, L 10 M=o

0

0

0

O Ly=0 12=0 M\ 0;

6) Ly = 0, L2 10, M= 0;

7 L 10, 12=0, M= o;

8 Ly o0 L,-0, M=o
W pierwszym przypadku niema zadnych watpliwosci, gdyz otrzy-

mujemy jedno i tylko jedno rozwigzanie. Grafika wskazuje, ze proste

przecinajg sie na ptaszczyznie spotrzednych poza osiami .r-6w i y-6w.
Jezeli Lx—0, t j. Gb2—c2by —0, to mozliwe sa przypuszczenia

nastepujace: 1° albo ktérakolwiek z par spétczynnikéw, np. cx i c2 jest

jednoczesnie réwna 0, albo 2° zaden ze wspo6iczynnikéw zeru sie nie

rowna i wtedy mamy proporcje:

[ b2

Jezeli chodzi o pierwsze przypuszczenie, nie mozemy zatozy¢, ze
albo cx—c2—0, albo by —b2= 0, gdyz w takim razie albo L2—0, albo
M —0, to za$ nie jest nam dane. W takim razie zostaje sie mozliwem,
ze albo cx—bx—0 albo b2—c2= 0. W tym przypadku otrzymamy
odpowiednie rézne wartosci na L* i M i jedng tylko pare rozwigzan.

Jezeli wezmiemy na uwage drugie przypuszczenie, otrzymamy
znowu okreslong pare rozwigzan.

Graficznie dwie proste przecinaja sie na osi ¢/-0w.
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W przypadku 3) — proste przecinajg sie na osi .r-6w.

W przypadku 4) przypuszczenie ax—bx—0 oraz a2= b2—0 jest
dla uczniéw niemozliwe, gdyz trudno im da¢ pojecie o prostej w nie-
skoriczonosci i dlatego pozostaje tylko jedno:

ai _ a2
bx b2
Grafika wskazuje, ze proste sg rownolegte. Otrzymujemy rozwig-
zania t. zw. nieskonczone, czyli w danym przypadku niemasz okreslo-
nych odpowiedzi na pytanie co do wartosci liczebnej na x i vy.

Rownosé: a 02 wskazuje, ze spoétczynniki sg proporcjonalne.

Otrzymujemy tutaj pierwszy wazny warunek: spétczynniki przy
niewiadomych w rédwnaniach danych, skoro chcemy otrzy-
mac¢ okreslone wartos$ci na x iy nie mogag by¢ proporcjo-
nalne.

W przypadku 5-ym mamy: L1= c¢1n2—c2bx—0 i Z2= axc2 —a2cx—0-
Mozliwe sa przypuszczenia nastepujace: albo 1° cx—c2—0 albo 2"
b2 c2i a2 lub cx, bxi aj sg réwne zeru jednocze$nie. Przypadek réwnosci:

a= by

Ci Was
— oraz — = =
c2 n2 c2 a2
jest niemozliwy, gdyz z niego natychmiast wynikatoby, Zze:
bx ,
- @ wiec M —0.

Mamy rozwigzanie zerowe, a proste graficznie przecinajg sie w po-
czatku ukiadu i moga w szczegolnym przypadku zlewaé sie z osiami
spotrzednych.

Przypadki 6) i 7) dajg proste rownolegte do osi .v-6w i //-Ow.
Jezeli bedziemy rozpatrywali ukiad Descartesa jako zwyrodniony tréjkat
odniesienia, proste w tych przypadkach przechodzg przez dwa inne jego
wierzchotki, o czem oczywiscie uczniom niema co mowic.

Przypadek ostatni daje nam rozwiazanie postaci Tutaj, jak po-

przednio, na grafice skonstatowa¢ mozemy, ze zamiast dwdch prostych
posiadamy wiasciwie tylko jedng. Inaczej moéwigc dwa réwnania:
alx-\- bly = c1
kaxx + kbxy — Acj

sg identyczne. Wynika to stad, ze zadajac w obu rdéwnaniach jedng i te
samg warto$¢ np. na x, otrzymamy te samag warto$¢ na y.
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Mamy tu drugi fakt wazny: jezeli réwnania dane ré6znig
sie od siebie tylko tein, ze wspoOitczynnikami jednego sa
odpowiednie mi iloczynami wspdtczynnikéw drugiego od
pomnozenia przez jednag i te sama liczbe, to réwnania te
uktadu nie stanowia i nie mogg daé¢ oznaczonego rozwig-
zania.

W pierwszym przypadku rozwigzan t zw. nieskonnczonych mamy
rownania sobie przeczgce, w drugim identyczne.

Na te rzeczy w nauczaniu szkolnem... nie byto czasu. Czyz jed-
nakze nie sg konieczne tam, gdzie chodzi o wiedze dokiadng? Czyz nie
potrzeba podkresla¢ takich momentéw chociazby dlatego, by uczniowie
wiecej mysle¢ sie uczyli. Do tego zeby ulepszy¢ program szkolny nie
trzeba rzeczy nadzwyczajnych, trzeba tylko umie¢ uczy¢ rzeczy prostych.
Wszak z tych prostych wyrastaja pdzniej ,wysokie teorje“, ktére roznig
sie od nich tylko... odlegtoscig od poczatku. Rozwijanie funkcjonalnego
myslenia, dzi$ juz u nas popularne, i uzywane w tym celu metody nie
pomoga sprawie, jezeli zapomnimy o dokiadnosci nauczania. Matematyka
sta¢ sie musi nauka jasnego i prostego rozumowania, S$cistego i jedrnego
wyrazania sie.

W ten sposéb uczniowie otrzymujg pojecie ukitadu réwnan. Teraz
pora na zaznajomienie ich z réznemi metodami rozwigzania. Metody te,
gdy sie zjawig w tern miejscu, nie beda czems$ sztucznem, lecz natu-
ralnem uproszczeniem zadania.

W szkole $redniej trudno przeprowadzaé dyskusje uktadu 3-ch row-
nan 1-go stopnia (graficznie czworoscian odniesienia) a tern bardziej
n réwnan, ktére w odpowiedni sposéb mozna interpretowa¢ w prze-
strzeni n wymiarowej albo, jak zwykle, na tle teorji wyznacznikoéw.
Réwnania te uczymy tylko rozwigzywac. Z tego wynika, ze tern bardziej
jest wazne tam, gdzie to zrobi¢ mozna, nauczenie doktadnego i mozliwie
Scistego myslenia. Nie trzeba zapomina¢ o tern, jak wazng jest rzecza
dobieranie przyktadow ilustrujgcych. Moga to byé zadania na ruch
(np. zadanie o kurjerach), mogg by¢ zadania geometryczne albo zgota
wziete z przecietnej praktyki zyciowej.

Nalezy jednakze wykaza¢, ze np. dwa roéwnania 1-go stopnia
z trzema niewiadomeini sprowadzajg sie do jednego réwnania z dwoma
i ze nie daja okres$lonego rozwigzania. To samo nalezy uczyni¢ z wiekszg
liczbg niewiadomych oraz przyj$¢ indukcyjnie do wniosku, ze okre-
Slone rozwigzanie moze da¢ uklad n réwnan z n niewiadomemi, skoro
nie zawiera rownan sprzecznych oraz identycznych. Nastepnie nalezy
da¢ dowdd od n do n+ 1, ktérego przebieg jest bardzo prosty. Jezeli
twierdzenie jest stuszne dla ukiadu Unz n niewiadomemi, bedzie stuszrie
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dla uktadu Ult+1 z n+ 1 niewiadomemi. Okresimy w tym celu jedna
z niewiadomych w zaleznosci od innych z jednego z tych réwnan i otrzy-
mang warto$¢ podstawmy w pozostate, dostaniemy nowy ukiad U'u z n
niewiadomemi, z ktérego otrzymamy dla kazdej z niewiadomych okre-
slong wartos¢ a potem wyznaczamy warto$¢ n+ 1 niewiadomej z fat-
woscig.
Zastosowanie uktadéw do zadan nie budzi osobliwych trudnosci.
Po tern wszystkiem nalezy uczyni¢ przeglad i powtdrzenie catego
kursu poprzedniego, uzupetniajac go przez momenty opuszczone, np. przez
wprowadzenie znajdywania najwiekszego wspdlnego dzielnika i najmniej-
szej wielokrotnosci. Kazdy nauczyciel znajdzie tu te rzeczy, ktére w da-
nem $rodowisku uczniéw sg osobliwie z tego lub innego wzgledu wazne.
Na tern konczy sie kurs algebry przed rdéwnaniem 2-go stopnia.
Przedstawiona powyzej tres¢ nauczania oraz kolejnos¢ jego mo-
mentéw nie odbiega od tego, co sie dzieje w praktyce, nie powinna
wiec natrafi¢ na przeszkody. Autorowi nie chodzi tyle o ten lub 6w
program. Programy sa rzecza formalna, a nauczanie nie jest przecho-
dzeniem programéw. Gidwng rzecza jest zwrdcenie uwagi na to, co warte
jest tego i nalezyte rozwijanie wladz myslenia u uczniéw. Krétkie przed-
stawienie powyzsze wystarcza do tego, by kazdy nauczyciel zda¢ sobie
mogt sprawe z istoty poprawnego nauczania w warunkach dzisiejszej
szkoty.
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W rozdziatach poprzednich przebiegliSmy dos¢ diuga droge. Wy-
starcza ona do wyjasnienia podstaw metodycznych nauczania oraz rzuca
nawet Swiatto na dalsze jego koleje w klasach wyzszych szkoly S$redniej.
Nie owijaliSmy prawdy w bawetne: tam, gdzie wiedza nasza niewystar-
czata, mowiliSmy o tein wyraZznie. Stad czytelnika nie obowigzujg te
szczegOty, ktére sa niejako subjektywnym wytworem autora lub trady-
cyjnem dziedzictwem. SzukaliSmy prawdy wszedzie, nie ograniczajac
zakresu dociekania, a tern samem wykazaliSmy, zdaje sie, w pelni, ze
te proste pozornie poczatki rachunku sg rzeczg bardzo trudng i wyma-
gaja ogromnej wiedzy do tego, aby nalezycie byly prowadzone w na-
uczaniu.

Poniewaz rézne wazne momenty poruszane byly przez nas przy-
godnie, zaleznie od nasuwajacej sie potrzeby, nie od rzeczy bedzie, gdy
w rozdziale niniejszym w krétkosci zbierzemy je tu razem i przedsta-
wimy wyrazniej jako podstawy, na ktorych opiera sie cata budowa ksigzki.

Jednem z podstawowych pojec jest pojecie liczby. Nie dalismy de-
finicji tego pojecia. Autor musi sie przyznaé, ze dotychczas zadna ze
znanych nam bardzo wielu definicyj nie zadawalata go. Takg definicje
da¢ niezmiernie trudno, sadze jednakze, ze ze wzgledéw dydaktycznych
warto poda¢ taka, ktéra najbardziej do prawdy sie zbliza.

Laisant w swem dzietku p. t La mathématique. Philosophie. Ensei-
gnements (jeden z numeréw zbioru: Bibliothéque generale des sciences,
Paryz, Gauthier-Villers, 1907) przytacza nastepujaca definicje liczby,
zapozyczong od H. Laurenfa (str. 25):

.Liczba nazywamy wypowiedz (locution) Ilub znak
(signe), ktoére stuzag do precyzyjnego wyznaczenia pewnej
ilosci oraz tych wszystkich innych, ktdére sg jej rowne
w celu wydzielenia ich doktadnego od tych wszystkich
ilosci, ktore sie réznig od poprzednich®.

Oczywiscie zastosowano tu pojecie ilosci (quantité), ktére jest po-
dane bez definicji. Na tern polega wada definicji. Rzecz jasna, ze przy
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procesie odwzorowania t zw. aparat odwzorowujacy dawat reprezentacje
Jlosci“ réwnej. Definicja bardzo bezposrednio z tego procesu wynika,
przyczem wskazuje na system wypowiedzi i znakéw, jakim jest ciag
naturalny.

Zamiast pojecia ilosci mozna wzig¢ za podstawe tak, jak to czyni
logistyka, pojecie klasy oraz wyprowadzi¢ pojecie: klasa wielko-
sciowa, t j. taka, ktorej elementy spetniajg warunki wypowiedziane
wyzej (patrz czes$¢ pierwsza, str. 53 i 200). Wtedy definicja powyzsza
moze byé zmodyfikowana, jak nastepuje:

,Liczbg nazywamy wypowiedz lub znak, ktére stuza do precyzyj-
nego wyznaczenia okreslonego elementu danej jakiejkolwiek klasy wielko-
Sciowej oraz tych wszystkich innych jej elementéw, ktoére sg poprzed-
niemu réwne w celu wydzielenia ich dokiadnego z posrdod réznigcych
sie od nich elementéw*”.

Mamy tu wiec okreslenie, ktére opiera sie na podiozu poje¢ bar-
dziej og6lnych, niz te, ktéremi zajmuje sie arytmetyka. Najbardziej zna-
mienna rzeczg jest uzycie stéw: ,wypowiedz“ oraz ,znak“. Stawia to
pojecie liczby na wiasciwym gruncie i wyr6znia je od poje¢ t zw. empi-
rycznych, zdobytych na tle abstrakcji wedlug wspomnianej juz w pierw-
szej czesci formuty: P + R (str. 81). Dotykamy tu zagadnienia bardzo
waznego i trudnego, ktéremu wypada stow kilka poswiecié.

Husserl, autor waznej pracy z dziedziny filozofji arytmetyki, pisze
(Logische Untersuchungen, Rozd. VIII, § 48, przek}. rosyjski, str. 154—6):

-Pomiedzy naukami idealnemi a realnemi istnieje istotna, nieda-
jaea sie bezwzglednie usunaé¢ roznica. Pierwsze sg apriorystyczne, drugie
empiryczne. Pierwsze rozwijaja twierdzenia ogdlne, majace charakter
idealno-prawodawczy, opierajac je z bezposrednig oczywistoscia na poje-
ciach istotnie rodzajowych; drugie ustanawiajg twierdzenia realno-pra-
wodawcze, majgce charakter prawdopodobny i stosujgce sie do dziedziny
faktow*“.

»,0cena wiasciwa tych réznic zwiazana jest bezwzglednie z defini-
tywnem wyrzeczeniem sie empirycznej teorji abstrakcji, panowanie ktdrej
zagradza droge do zrozumienia tego, co nalezy do dziedziny logiki...".
2W kazdem poznawaniu“ — moéwi dalej Husserl — ,a specjalnie w kazdej
nauce mozemy stwierdzi¢ istotne réznice pomiedzy trzema rodzajami
zwigzkow:

a) Zwigzek doznan poznawczych, w ktoérych subjektywnie
realizuje sie nauka, t j. zwigzek psychologiczny wyobrazen, sadéw
aktéw poznania, domystéw, pytan i t d., na tle ktérych odbywa sie proces
badania albo tez rozwaza prawdziwo$¢ poprzednio odkrytej teorji. b) Zwia-
zek zbadanych naukowo i teretycznie poznanych rzeczy, ktore jako
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takie tworza dziedzine wiasciwg te] nauki. Zwigzek poszukiwania i po-
znawania oczywiscie jest inny, niz zbadanego i poznanego, c¢) Zwigzek
logiczny, t ]. wiez specyficzna ide] teoretycznych, stanowigca Jednosc
prawd danej umiejetnosci, specjalnie teorji naukowej, dowodu lub wniosku.
Do tegoz nalezy zwiazek poje¢ w prawdziwem twierdzeniu, prawd elemen-
tarnych w zespotach prawd i t p.“

PrzytoczyliSmy te dluzsze wyciggi w tym celu, aby ukaza¢, ze,
o ile chodzi o arytmetyke, mamy przed sobg nauke teoretycznag. Podane
okreslenie liczby jest pomimo uproszczonej formy wyrazem definicji
przedmiotu oderwanego: ,wypowiedzi“ lub ,znaku“, ktéry zadna miarg
nie moze by¢ identyfikowany z takiemi przedmiotami, jak: krowa, stof,
ci$nienie, masa i t p., t j. z pojeciami empirycznemi. Nieraz wskazy-
walismy na to, jak postepuje nauka S$cista w swych wywodach teore-
tycznych.

Bardzo wazne sg przytoczone wyzej przez Husserla rodzaje zwigz-
kéw jakie istnieja w naukowem myslenia. Nie mozna jednakze uwazaé,
ze przytoczone tu rodzaje wyczerpujg catos¢ réznych zwigzkéw. Husserl
zgota negleguje fakt, ze kazda idea jest wynikiem i projekcjg badania,
ze wszystkie wspomniane zwiagzki zalezg od procesu badania, ze
najgtéwniejszym wiasnie zwigzkiem jest sam ten proces, ktdry w réznych
ksztattach przejawia sie od zastosowania idei w czynie praktycznym do
rozwazania jej samej w sobie.

Inaczej zgota niezrozumiatem by bylo, jak Swiat teoretycznej nauki
moze by¢ czem$ przydatnem do stosowania w faktycznem badaniu i prak-
tyce zycia. Niezrozumiatem by byto, jak mozliwg jest dydaktyka. Zapy-
taliSmy sie tu stowami Kanta, chodzi nam atoli nie o metafizyke, lecz
o dydaktyke. Stuszne sg zarzuty Husserla w dziele wspomnianem przy-
toczone i dotyczgce btedéw i przesadéw t zw. psychologizinu, ale naj-
wazniejsza sprawa, najwiekszy argument, ktéry mozna przytoczy¢, nie
zostat rozwazony.

Kazda nauka niezaleznie od tego czy jest teoretyczng, czy realna,
jak moéwi Husserl, jest wytworem procesu badania, a kazda idea,
kazde pojecie nauki na wszystkich jej stopniach, we wszelkich rodza-
jach zwigzkéw jest idea, pojeciem dynamicznem, wyrazajacem w sobie
zwiagzek z tern, co byto poprzednio, zwigzek tak, czy owak genetyczny,
oraz potencje dalszego przediuzenia procesu badania. Husserl® tak, jak
Plato, jak wielu jednakowo z nim mys$lgcych ludzi, przeoczyt ten fakt,
naduzyt statyki tam, gdzie ona nie ma i nie bedzie miala miejsca.

') Husserl zdaniem naszem nie jest konsekwentny i w dziele wspomnianem
nieraz nadmienia o zwiazku teoretycznych nauk z realnemi.
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Stad teoretyczna nauka nie jest czem$ oddzielnem od catosci zja-
wisk umystowych, lecz wchodzi w nig integralnie, jest niejako specjal-
nym dzialem tej calosci. Stosunek jej do reszty jest jak stosunek celu
do Srodkéw, co tak gieboko analizuje Dewey w swej ksigzce p. t.:
Human nature and conduct (Londyn, G. Allen & Unwin, 1922).

Gdyby stuszne byty poglady Husserla, gdyby istniata luka gteboka
pomiedzy nauka teoretyczng-logika, a nauka faktyczng-realng, nauczanie
nie mogtoby sobie postawi¢ za cel — nauczania matematyki. Przyta-
czajac powyzej fragmenty Scistego wyktadu, robiliSmy to dla tego, ze
jedng z podstaw metodyki nauczania jest tworzenie drogi od praktycz-
nych zadan zycia do teoretycznej nauki. JesteSmy przekonani, ze niema
tez réznicy zasadniczej, jest tylko réznica stopnia.

To tez i definicja powyzsza liczby nie jest wystarczajaca tak samo,
jak definicja ubrana w szate logistyki. Liczba jest elementem ciggu liczb.
To jest fakt ogromnej wagi, ktérego powyzsza definicja nie uwzglednia.
Dla tego tez wprowadziliSmy wyzej (cz. I, str. 31) pojecie grupy.

Zpowyzszego wynika, ze nauczanie winno, wychodzac
z praktycznego zainteresowania, z propedeutycznych roz-
wazan wznosié¢ sie coraz bardziej wzwyz. Konsekwentne prze-
prowadzenie tej mysli bylo zadaniem powyzszych rozdziatow.

Ta konsekwencja wymagata réwniez modyfikacji czynnego procesu
badania. To tez, rozwijajac wnioski z zasady indukcji, ktora jak nic
czerwona przenika catos¢ wyktadu, wykazywalismy faktycznie, jak na-
lezy rzecz traktowaé¢ w genetycznym zwigzku proceséw myslenia, bad a-
nia i materjatu nauki.

Powyzej powiedziane reprezentuje objektywng niejako strone nau-
czania. Ma ona jeszcze swojg subjektywng strone. Do niej nalezy —
dziecko jako rozwijajacy sie cztowiek i nauczyciel, jako posrednik po-
miedzy niem a nauka.

Nauczanie winno oprze¢ sie na poznaniu dziecka. Jest to dzi$ stereo-
typowym truizmem. Dla naszego przedmiotu bezposrednio waznem jest
zbadanie objawoéw psychicznych u dziecka zwigzanych z rachunkiem
j liczbg. Potrzebne sg badania S$ciste. O ile mozna byto bez zbytniego
przetadowania, wspominaliSmy o tych badaniach. Nie daly one jeszcze
dotad pozytywnych rezultatéw o wiekszem, bardziej zasadniczem zna-
czeniu, a jedng z przyczyn tego zjawiska jest brak wiasciwych hipotez
przy badaniu potrzebnych. Kazdy badacz idzie jakby poomacku, nie wie,
0 co sie zapyta¢ przyrody. Badacze ci najczesciej nie sa matematykami,
nie znajg teoretycznej budowy nauki.

To jest najgtéwniejsza przyczyna niklosci rezultatdw.

Teoretyczna nauka w swej szacie Scistej wihasnie oczyszcza po-

Nauczanie matematyki poczatkowej. Cz. II. 8
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jecie, jak moéwi Herbart, z niepotrzebnych akcesorjéw, wskazuje na mo-
menty zasadnicze, rzeczy istotne. Tu badacz winien znalez¢ te elementy
ktore sa potrzebne do budowy hipotezy, Kierujgcej eksperymentem psy-
chologicznym. Tu tez badacz pedagogiczny znajdzie kryterja do budowy
eksperymentu pedagogiczno-syntetycznego.

Nie mozna bez znajomos$ci dokitadnej samej nauki
rozpoczyna¢ badania o jej przejawianiu sie w rozwija-
jacej sie mysli.

To druga rzecz zasadnicza, kierujgca oczywiscie w znacznie wez-
szym zakresie postepowaniem metedycznem w nauczaniu. Gdy nie
mamy danych o odnodnych modyfikacjach, Kkierujmy sie
wszakze wiedza, znajomos$cig samego przedmiotu.

Skonstruowa¢ mozna wielka liczbe waznych eksperymentéw na tle
omawianej idei przewodniej.

Wezmy pare przyktadéw. Czyz nie mozna zbada¢ na réznych
przyktadach lub ich zespotach, jak sie przejawia prawo tozsamosci.
Jednym z najczestszych bledéw ucznidéw jest wiasnie w tej dziedzinie.
Uczen klasy 5-tej, ktory przez omytke, jak méwimy, 2a utozsamia z a 2,
lub a:a z zerem, grzeszy przeciw prawu tozsamosci. To samo dotyczy
innych podstawowych praw wielkosci. Czy nie mozna podda¢ badaniom
pojmowania pewnika Archimedesa, ktéry polega na tern, ze jezeli a < &
to zawsze istnieje taka naturalna liczba n, ze na > b. Wszak od tego
badania zalezatoby rozstrzygniecie pytania, czy zmierzenie, czy podziat
whasciwy na réwne czesci sg blizsze umystowi ludzkiemu.

Czy nie moznaby zbada¢, kiedy i jak przejawia sie u dzieci liczenie
grupami? Jak tworzg sie pojecia dziatan? I t d., i t d.

Cafa ogromna dziedzina wiedzy niezbednej jest dotad terra incognita.
To okres przedszkolny, na ktérym wszak budujemy wszystko. Tu istniejg
setki zagadnien.

Racjonalna metodyka rachunku oprze sie na wiedzy zdobytej przez
matematycznie wyksztatconych psychologéw i nauczycieli.

To, co wyzej podaliSmy, nosi dzieki brakom wiedzy w ogromnej
mierze charakter hipotetyczny. Na to zakrywa¢ nam oczu nie mozna
tak samo, jak pomimo wszystko wskazanem jest wielka ostroznos$¢ sub-
iektywnego sadu. Nauczyciel winien rozumie¢ to wszystko i uczy¢ sie
nietylko z ksiazki, lecz pod jej przewodnictwem z praktyki, doSwiadcze-
niem. Tu jak i we wszystkich dziedzinach jedng z przewodnich mysli
w ksztatceniu nauczycieli winno by¢ przyzwyczajenie do myslenia o na-
stepstwach swych czyndéw', obserwacji, krytycyzmu oraz zapatrywaniu
sie na swejg prace, jak na rozumnie postawiony eksperyment. Stale
uczenie sie — oto dewiza, ktéra da najlepsze rezultaty i uchroni od
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rutyny a stale uczenie sie jest niemozliwe, jezeli oczekujemy go tylko

z ksigzek i stow innych ludzi. Nalezy zasade samodzielnosci najpierw

umiejetnie uwzgledni¢ przy ksztatceniu nauczycieli.

Niech sie czytelnik nie dziwi, ze tak mato powiedzieliSmy o pod-
stawowych idejach ksigzki. Nie wiele ich, ale jakze trudno je rozwing¢
W zZywy proces nauczania! Wie o tein kazdy, kto nietylko praktycznie
uczyt, lecz doSwiadczenie swe, rozmyslanie i wiedze zechciat ujg¢ w karby
systemu, uczyni¢ wihasnoscig publiczna.

Dla interesujacych sie poruszanemi w tym rozdziale zagadnie-
niami poleci¢ mozna oprécz cytowanych w tekscie nastepujace dzieta:
M. Winter: La méthode dans la philosophie des mathématiques. Paris.

Alcan. 1911.

A. Lanner: Neuere Darstellungen der Grundprobleme der reinen Mathe-
matik. Berlin. 0. Salle. 1907.

L. Couturat: Les principes des Mathématiques. Przekt. niemiecki p. t :
Die philosophischen Prinzipien der Mathematik. Lipsk, Klink-
hardt, 1908.

A Voss: Uber die matematische Erkenntnis. Zbioér: Kultur der Gegen-
wart. Lipsk i Berlin. Teubner. 1914.

F. Pahl: Geschichte des naturwissenschaftlichen und mathematischen
Unterrichts. Lipsk. Quelle u. Meyer. 1913.

J. W. Young: Dwanascie wyktadéw o zasadniczych pojeciach Algebry
i Geometrji. Warszawa—Lwoéw. Wende.

A. Hofler: Didaktik des mathematischen Unterrichts. Lipsk—Berlin.
Teubner. 1910.



ROZDZIAL VII.

Dotad nie rozpatrywaliSmy blizej spraw zwigzanych z samem pro-
wadzeniem kazdej lekcji, t j. ogo6lnej techniki nauczania. Jakkolwiek
rzecz ta nie nalezy do naszych specjalnych zadan, uwazamy za wska-
zane wkoncu poswieci¢ jej stow kilka, juz chociazby z tego wzgledu, ze
specjalna natura naszego przedmiotu wymaga specjalnych w tym wzgledzie
wskazan. Lekcja musi mie¢ pewne ogolne cechy, zeby byta dobrag, pou-
czajaca. Przedewszystkiem musi mie¢ wyrazny cel, konsek-
wentne przeprowadzenie tego celu i zywos$s¢ wolna od
nudy i pedanterji. Z tego stanowiska np. stopnie formalne, o kto-
rych mowiliSmy wyzej, majg znaczenie, ale trzeba tam, gdzie natural-
niejsza i prostsza jest inna droga, — umie¢ iS¢ po niej. Powyzej
podawalismy przyktady, gdzie stopnie formalne nie majg catkowitego
zastosowania i nie zgadzajg sie z procesem powstawania danych pojec.
Zawsze jednakze przygotowanie lekcji powinno sie z niemi liczyé, gdyz
tylko w ten spos6b mozna osiggna¢ nalezyty porzadek i celowos$¢ w pro-
wadzeniu wyktadu. Inaczej bedzie sie rzecz przedstawiata tam, gdzie
jak w szkotach niektérych w Ameryce i Europie, uczen sam jest posta-
wion oko w oko z zagadnieniami i naukg, a nauczyciel odgrywa role
dyskretnego przewodnika, doradcy... Ale to sg jeszcze wyjatki.

Lekcje matematyki moga byé¢, jezeli chodzi o ryczattowe, ale wy-
godne praktycznie, odr6znienie — ,¢wiczgce” i ,objasniajgce”.

Lekcje éwiczgce przewaznie oczywiscie dotyczga zadan z rachunku
wogole. Takie lekcje nie powinny by¢ jednakze zupetnie nieuporzadko-
wane, nie powinno sie dawac¢ byle jakich zadan, byle dzieci robity, byle
przeszta godzina... Nauczyciel winien obserwowa¢ dzieci, notowa¢ to, co
budzi trudnosci, co prowadzi do omytek, winien stopniowaé materjat
zadaniowy zgodnie ze wzrastaniem jego trudnosci: kazda lekcja powinna
by¢ dalszym ciggiem poprzedniej, przygotowywaé nastepna. Przeciez
i dni naszego zycia, nawet te szare dni pracy bezustannej nad sobg
lub nad innymi, dni nasze, nieznane nikomu sg tylko jednym taricuchem,
jednym zywym ciggiem zycia. Przygotowujg one dni wielkie i stoneczne



dni jasne i w tej swojej szarosci, w tej prostocie swej dajg tres¢ naszemu
zyciu, a og6towi pozytek najwiekszy, bo one tworzg nardd o tyle, o ile
wota i praca jednostki moze dalej go tworzy¢. Tak samo one tworzg
samego cztowieka pracujgcego nad sobag, sa tez istotg i trescig pracy
nauczycielskiej. Wznie$¢ sie do tego, zeby je ceni¢, zeby znalez¢ w nich
rados¢ i sile, — oto zadania pedagoga, cztowieka, ktéry chce prowadzi¢
innych. Do ziemi obiecanej zawsze sie idzie przez pustynie trudu i cier-
pliwosci. Trudne sg te szare dni pracy nad powolnem urabianiem duszy
dzieciecej, ale jezeli im przySwieca celowos$é, ta matka radosci glebszej,
jezeli rozjasniajg je dostrzegane zdobycze, mate triumfy, niemasz nic
wiekszego nad nie. Nie skarzmy sie na przepracowanie, na zmeczenie,
bo najwiekszem na nie lekarstwem jest wiasnie swiadomos$¢ swej pracy,
jej wewnetrzna spéjnos¢ i porzadek. Umiegjetnosci pedagogiczne sg nietylko
dla tych potrzebne, co mniej pracuja, ale przedewszystkiern dla tych,
ktérzy pracujg ciezko, bo one zaréwno wiedze dajg, jak Swiadomosé
czynu, daja cztowiekowi rado$¢ i poczucie wiasnej sity. Kazda lekcja
musi by¢ czem$ organicznie splecionem z calo$cia nauczania, a dlatego
musi by¢ przygotowana, nawet ta, ktérg poswiecamy tylko ¢wiczeniom.

Kazda lekcja ¢wiczaca powinna by¢ celowo opracowana. Takie
opracowanie dla miodego nauczyciela musi by¢é przedmiotem namystu
powaznego, ktéry bedzie tern mniejszy, im doswiadczenie jego i wprawa
beda wieksze. Dlatego to nauczyciel miody, szanujacy siebie i swoj
zawdd, nigdy nie powinien bra¢ duzo godzin pracy, gdyz w ten spos6b
najlepiej uczy sie bezmyslnosci pedagogicznej i zdobywa tylko rutyne,
staje sie, jak méwia, ,rutynowanym pedagogiem“. Na lekcje trzeba is¢,
jak na odczyt dobrze opracowany i przemyslany.

Lekcje ¢wiczace dzielg sie na dwie kategorje: I-o takie, na kté-
rych nauczyciel pracuje razem z klasg i 2-0 takie, gdzie pozostawia-
dzieci samym sobie. Te dwa typy lekcyj uzupetniajg sie wzajemnie musza
stanowi¢ jedng organiczng catosc.

Nauczyciele u nas czesto zapominajg o tern, ze muszg pracowac
z calg klasg, ze uczen nie pobudzany do pracy przez zapytania, nie
moze, szczegblnie gdy jest malem dzieckiem, utrzymaé¢ w napieciu nale-
zytem swej malo rozwinietej uwagi dowolnej, a przez to duzo traci?
praca za$ nauczyciela idzie na marne. Uczac — ksztalcimy uwage, ksztal-
cimy wole cztowieka, bo bez rozwoju woli niemasz pozytku z intelektu,
ktory chyzo schodzi bez niej na manowce leniwego doktrynerstwa,
préznego rozumowania. Tylko silna, skoncentrowana wola odkrywa nam
gtebie zycia i gtebie mysli.

Gdy pytano wielkich ludzi, jakim sposobem doszli do swych wiel-
kich zdobyczy w dziedzinie nauki lub pracy wogoéle, przecie zawsze ze
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skromnoscia odpowiadali, ze ciggle o tych rzeczach mysleli. Innemi
stowy, sita woli podtrzymywata ciggle state napiecie ich pracy w danym
kierunku. Ta sita woli prawie zawsze, coprawda, miata za sobg wyrazny
kierunek zainteresowania, miata okreslong wewnetrzng predyspozycje,
zabarwiong uczuciowo, a tern samem sporo czynnikéw uwagi mimo-
wolnej.

Nie zapominajmy o dwdch rzeczach. Kazdy wysitek w okreslonym
kierunku z biegiem wprawy i czasu stabnie, rzecz staje sie tatwa, wy-
konywa¢ sie zaczyna prosto, a wysitek, ulatniajacy sie z niej stopniowo,
przenosi sie dalej po nowe zdobycze, przenosi sie na inne pole pracy.
Nastepnie, nawet rzeczy trudne i suche moze ozywi¢ nastréj, w ktérym
je podajemy, zwiazek ich z zyciem. Ten nastréj plynie od nauczyciela,
z jego zapatu i oddania sie sprawie, a zwigzek z zyciem z jego ma-
droéci pedagogicznej.

Lekcja pierwszego typu powinna by¢ zywa, petna werwy, zdrowej
radosci, t j. taka, ktora posiada zasadnicza ceche jezyka, ktdrym sie
mowi do miodosci.

Nauczyciel, rozwigzujac z uczniami zadanie, nie powinien watkowac
je z jednym, ale opracowywaé z calg klasa, rzucajgc pytania, wymagajac
szybkich, jedrnych odpowiedzi. Te odpowiedzi musza by¢ dane jezykiem
dzieci, a nie podpowiedziane stowo za stowem przez nauczyciela, ktory
pozniej powinien odpowiedz skorygowac i da¢ jg w formie jezykowo
poprawniejszej i mysSlowo tresciwszej.

Najpierw w krotkosci opracowuje sie plan rozwigzania, potem
nastepuje rozwigzanie, w ktérem réwniez w zapisywaniu na tablicy moze
bra¢ udzial szereg dzieci. Po rozwigzaniu nastepuje streszczenie i zasta-
nowienie sie nad tem, czy nie mozna rozwigzaé¢ inaczej lub prosciej.
Jest to konieczne, bo budzi mysl i samodzielno$¢ uczniéw. Nauczyciel
powinien czasem celowo zgodzi¢ sie na dluzsze rozwigzanie, zeby po-
kaza¢ pdzniej znaczenie prostszego.

Wspélne opracowanie planu ma na celu nietylko przyuczanie do
metodycznego traktowania zagadnienh nam stawianych, ale i do jasnego,
zwieztego formutowania swych proceséw myslowych. Przyzwyczajanie
do takiego formutowania odwrotnie oddziatywa na jasnos$¢ i dokitadnosc
myslenia.

Wszyscy uczniowie powinni mie¢ specjalne kajety do d¢wiczen
w klasie, gdzie zapisujg zaréwno rozwigzanie zadan, jak rowniez te
uwagi, ktoére nauczyciel im poleci zapisa¢ lub (co jest lepsze) przepisaé
z tablicy. Uwagi te — rezultat pracy z calg klasg, winny by¢ zwiezle,
jasne, bardzo ostroznie i Scisle sformutowane. Nie trzeba dyktowac pra-
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widet, jest to bowiem demoralizacja mysli uczniéw i przyuczanie do ucze-
nia sie rzeczy czesto bardzo niedokiadnie.

Na poczatku kazdej lekcji powinna by¢ postawiona data, a wkonhcu
zapisane to, co zostato do domu zadane.

Lekcja drugiego typu jest samodzielnem rozwigzywaniem zadan
przez uczniéow. Zwykle przejawia sie ona w postaci t zw. klasowki,
ktéra zjawia sie rzadko, niema stad znaczenia wiekszego w nauczaniu
i staje sie wobec tego tylko $rodkiem do wystawienia stopni i ,spraw-
dzenia postepow“. Ta stosunkowa rzadkos$¢ klaséwki wprowadza wobec
powyzszego pewien moment psychologiczny strachu, niepokoju i nerwo-
wosci, ktoéry nie ma nic wspélnego z powaga nauczania, wymagajgcego
wysitku, ale celowego, planowego i statego. Z drugiej strony nie
ulega watpliwosci, ze praca wspdlna nauczyciela z uczniami jest jeszcze
jednostronna. Uczen nie moze sie skupi¢, nie ma czasu na samodzielne
i catkowite rozwigzanie zagadnienia, musi iS¢ za biegngca nieraz predzej
mysla kolegéw i stad nie ¢éwiczy nalezycie swych wlhasnych sit i spraw-
nosci matematycznej. Dlatego potrzebne sa czeste lekcje na ktorych
ma on pozostawiong sobie swobode w rozwigzywaniu zadan, jest sam
z sobg i ze swojemi myslami. Ta praca jego nie moze jednakze odbywacd
sie w atmosferze dzisiejszej klaséwki, atmosferze tak czesto niezdrowej,
powodujacej ,Scigganie“, jako jedng z plag szkolnych, z ktéremi nalezy
najuporczywiej i umiejetnie walczyc.

Zeby wytworzyé warunki, odpowiadajgce wymaganiom dydaktyki,
nalezy przedewszystkiem c¢wiczenia piSmienne samodzielne uczynié¢ cze-
stemi, przyzwyczai¢ do nich dzieci od mozliwie najmiodszego wieku.
Kazdy uczen powinien posiada¢ osobny kajet do éwiczen samodzielnych,
ktory stale znajduje sie u nauczyciela i jest przez niego przynoszony do
klasy w celu korekty lub nowego ¢wiczenia. Takie c¢wiczenia odbywa
sie w ten sposéb, ze nauczyciel wybiera grupe zadan z podrecznika,
raczej wskazuje poczatkowe zadanie grupy i kaze dzieciom zaczynac
rozwigzywanie od tego zadania. Stopnie za oddzielne <¢wiczenia nie sg
stawiane, ale nauczyciel co pare tygodni po korekcie przeglada kajety
i ocenia wypracowania ryczattowo. Oczywiscie bytoby lepsze przegla-
danie kazdorazowe i nawet nalezaloby zaleca¢ je, szczegdélnie miodszym
nauczycielom. W ten sposéb mozna w ciggu tygodnia zrobi¢ 1, 2 lub 3
podobne ¢wiczenia zaleznie od okolicznosci i potrzeby. Rzecz jasna, ze
do tego potrzebne sg dobre podreczniki w ktérych zadania wystepujg
parami, t j. tak, ze kazde zadanie jako ogniwo pewnego metodycznie
opracowanego ciggu zadan zjawia sie dwa razy, przyczem druga postac
tego samego zadania rdézni sie albo fabulg tylko, albo tez zmiang gtow-
nego zapytania, albo zmiang pewnych dziatah na odwrotne lub kolej-
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noscig zapytan. Cwiczenia samodzielne niekoniecznie muszg zajmowaé
caltg godzine — wystarczy 20—25 minut, ale czesto powtarzanych, aby
taka praca wydata swdj owoc.

Gléwnie charakter ¢wiczenia i ugruntowywania powinny mie¢ tez
zadania dawane do domu. Takie zadania musza by¢ nietrudne, zeby
uczen przecietny mogt je sam rozwigzywaé. Nie powinno ich by¢ za
wiele. Lepiej daé mniej zadann i tatwych, ktdre uczeh sam zrobi, niz
trudne lub w wiekszej liczbie, gdyz wtedy uczeh udaje sie do obcej
pomocy, tak czesto przeszkadzajacej normalnemu biegowi nauczania.

W pierwszych 2, a nawet 3 latach nauczania mozna z pozytkiem
wcale nie zadawa¢ do domu, wszak lekcja arytmetyki jest codzien a pro-
gram nie jest o tyle przepetniony przedmiotami, aby czynit to niemozli-
wem. Szczeg6lnie mozna to zaleca¢ nawet w wyzszych latach przy nau-
czaniu dzieci biednych, ktére nie majga warunkéw odpowiednich w domu
do nalezytego opracowania lekcyj. W takich warunkach praca domowa
nieraz przyucza do nieporzadku i niespetniania swych obowigzkéw,
zwilaszcza, gdy jest obfita. Czem innem jest nauczenie sie matego wier-
szyka, przeczytanie opracowanej w klasie powiastki lub czytanie danej
w szkole ksiazki, a co innego praca pisSmienna, ktéra wymaga spokoju,
czystosci i wogole warunkéw lepszych do dobrego jej wykonania. Zreszta
lepiej jest dzieci diluzej zatrzyma¢ w szkole, niz puszcza¢ je wczes$niej
i obarcza¢ pracg z trudnoscig dajaca sie wykona¢. Plan szkolny, dobrze
utozony, przeplatany umiejetnie prowadzona zabawg, zajeciami recznemi,
$piewem i t. p., ma dostateczne lekarstwa w sobie samym na przecigzenie.

Im miodziez jest starsza, tern wieksze znaczenie posiada¢ zaczyna
praca domowa, a dlatego potrzebne tu jest rozumne stopniowanie. To
samo sie stosuje do samodzielnych, klasowych ¢éwiczenn pismiennych,
ktérych czesto$¢ jest wazniejsza wobec stosunku naszego do zadawania
w latach miodszych, niz starszych. Tak, jak w fizycznem wychowaniu,
im dziecko jest miodsze, tern wiecej opieki wymaga, tak tez i w umysto-
wem — nauczanie odbywajgce sie z nauczycielem ma wieksze znaczenie
dla matych dzieci, niz dla starszych, ktérych powoli powinnismy przy-
zwyczaja¢ do samodzielnego ujmowania zagadnien nauki.

Procz lekcyj ¢wiczacych istnie€ muszg ,objasniajgce”, t j. takie,
na ktorych nauczyciel wprowadza jakie$ nowe, nieznane dotad pojecie,
podkresla jaka$s nowag wilasnos¢. Takie lekcje powinny mie¢ charakter
pracy wspolnej z cata klasa i postugiwaé sie t zw. forma erotematyczna,
do ktorej stopnie formalne dobrze nauczyciela przygotowaé moga. Przez
szereg dobrze postawionych i obmyslanych zapytan nauczyciel konse-
kwentnie prowadzi dzieci do odkrycia danej rzeczy, do wyjasnienia danej
trudnosci. Jak najmniej gotowych odpowiedzi! Jak najmniej odpowia-
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dania za ucznidéw, do czego szczeg6lnie sg sklonni miodzi, niecierpliwi
nauczyciele! Prawda szukana musi sie urodzi¢ i wyjs¢ od samych dzieci,
ale do tego trzeba doprowadzi¢ umiejetnie i wytrwale. T. zw. stopnie
formalne powstaly wiasnie na tle potrzeby pracy wspdlnej nauczyciela
z klasa i w nich streszcza sie w pewien sposob gtéwna idea formy
erotematycznej. Forma ta w przecietnem zastosowaniu ma jednakze wady,
ktére udzielajg sie tern samem stopniom formalnym. Jedng z gtéwnych
jej wad jest krepowanie samodzielnosci myslenia, czesto wttaczanego
w pewne karby nie zawsze odpowiednie dla danej indywidualnosci. Stad
trzeba jg stosowal ostroznie, 0 czem juz nieraz mowiliSmy. Z drugiej
strony forma erotematyczna nieraz nie nadaje sie w duzym stopniu do
calego szeregu przedmiotéw, jak np. do historji lub nauk przyrodniczych,
a nawet do calego szeregu zagadnien z gramatyki i rachunku. Powyzej
wykazaliSmy na tle pracy prof. Deweya wiasciwg zgodnos¢ stopni for-
malnych z zasadniczemi prawami zwykiego metodycznego myslenia
0 rzeczach.

Dla nauczyciela jest sprawa wazng ogolne rozstrzygniecie kwestji,
kiedy stopnie formalne moga by¢é wskazéwka do prowadzenia lekeyj,
a kiedy nie. Tutaj musimy podkresli¢ wskazanie: wszedzie tam, gdzie dany
przedmiot moze by¢ opracowany indukcyjnie, t j. gdzie chodzi o wypro-
wadzenie z danych spostrzezenh wniosku ogdlnego, tam stopnie formalne
moga mie¢ swe miejsce. W nauczaniu historji, zwlaszcza przecietnem
nie ma tylu spostrzezen, nie ma tylu obserwacyj. To jest trudno$¢ za-
sadnicza w tym przedmiocie, ktéra musi by¢ ominieta tylko przez odpo-
wiednie sztuczne przedmioty: obrazy, ilustracje, zwiedzenia muzeow,
pozostatosci historycznych i t p. Swoja drogg w nauce historji mozna
1 nalezy przyucza¢ do myslenia indukcyjnego, a tern samem przepro-
wadzaé¢ wiele rzeczy przez stopnie formalne. W naukach przyrodniczych
w przeciwienstwie do historji jedyna stuszng i jedynie mozliwg podstawg
jest bezposrednia obserwacja i eksperyment. Nauka przyrody z ksigzki
niema zadnej wartosci, szczeg6lniej na nizszym stopniu nauczania. Nie
zdajemy sobie sprawy ze szkodliwosci takiego nauczania. Bezposrednie
zetkniecie sie z przedmiotem, brak S$cislejszych okreslen, potrzeba na
razie tylko segregacji gtdwnych przedmiotdw — nie nastrecza wiele
sposobnosci do uzywania stopni formalnych. To samo jest w nauce
rachunku, gdy chodzi o podanie pewnych umoéw, pewnych okreslonych
sposob6w rachowania, jak naprzyktad przy dyskoncie lub rachunku
préb metali. Sa one jednakze tutaj w wielu przypadkach bardzo pozy-
teczne, szczegOlniej ze wzgledu na opracowanie wykladu. O tern nie
powinien zapomina¢ zaden nauczyciel, jak roéwniez Kierownik ¢wiczen
praktycznych przy seminarjach nauczycielskich.
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Przy tych ¢wiczeniach nalezy wskazywaé¢ wyraznie, kiedy opraco-
wanie lekcji jest dobrze zrobione, kiedy jest tylko w porzadku formal-
nym. Nalezy tu zaznaczy¢ jeden wazny szczegdét, dotyczacy zakresu
tematu lekcji. Temat ten musi by¢ niewielki, lecz mozliwie wazny i infor-
mujacy. To jedno. Po drugie temat nie moze by¢ luzny, ale zawsze
zwigzany z wykonaniem i prowadzeniem poprzedniej lekcji, gdyz taki
zwigzek to jedna z zasadniczych cech dobrego wyktadu, to spetnienie
zasady ciagtosci. Po trzecie, temat kazdy musi by¢ wszechstronnie obro-
biony i, jezeli stosujg sie w nim stopnie formalne, to jasno powinno
by¢ zaznaczone, czy cato$¢ tych stopni winna by¢ wzieta na uwage,
czy tez zastosowana inna forma wykladu. Poczatkujgcym seminarzystom
nalezy dawaé¢ takie tematy, w ktdérych catos¢ stopni formalnych wyste-
puje i musi byé wykonana, starszym wolno i trzeba dawaé tez inne
zadania, przyczem miodsi winni sie czesciej wykonaniu przystuchiwac.

Przed kazda lekcja seminarzysta powinien prowadzgcemu zajecia
praktyczne przedstawi¢ szczegotowy jej plan z przyktadami, z kierunkiem
i jakoscig pytan oraz uzyskaé¢ aprobate albo odno$ne uwagi. Tego samego
zwyczaju powinien sie narazie trzyma¢ miody nauczyciel i prowadzi¢
dziennik (konspekt), swej pracy z adnotacjami, uwagami, z myslami na-
suwajacemi sie po wykladzie. W ten sposéb bedzie kapitalizowat swe
doswiadczenie i pdézniej umiejetnie korzystat z niego.

Przejdziemy teraz do przyktadéw podobnych skrotéw.

Przyktad 1 Temat lekcji: wprowadzenie 8, 5+ 3= 3+ 5= 8;
8 —5= 3;8 — 3= 5. Przerobienie na konkretach znajdujacych sie w klasie.

Pierwsza lekcja.

Przypomnienie na przykiadach i zadaniach z réznemi formami kon-
kretu formutek: 5+ 1=6; 5+ 2=7; 6—1=5; 7—2=5; 6 —5= 1;
7—5= 2. 1-szy stopien.

Te formutki sg gtownym materjatem przeplatania, ale obok nich
moze by¢ pare zadan na inny temat, np. 3+ 4= 7 i temu podobne.

Unaocznienie na przykiadach konkretnych, przyrzadzie i palcach
formutek: 5+3 = 8, 7+ 1= 8 oraz odczytywanie liczby zapomocg licze-
nia. 2-gi stop.

Przejscie natychmiastowe do formuiki: 8 —3 = 5 roéwniez z przed-
miotami otoczenia, przyrzadem i palcami. 3-ci stop.

Przestawienie sktadnikéw i formutka 3+ 5= 8 z unaocznieniem,
oraz przejscie bezposrednie do formutki: 8 —5= 3. 4-ty stop.

Druga lekcja.

Zadania na konkrety nie znajdujace sie w klasie, ale znane dobrze
w tym samym przypadku, lecz przeplatane zadaniami na powyzej zazna-
czone formutki. W razach trudnosci uciekaé¢ sie do konkretéw obecnych.
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Zadania z konkretami mato znanemi i przeplatanie ich jak poprzednio.
W razie trudnosci szukamy pomocy w drugim stopniu. Zadania z kon-
kretami mieszanemi i przeplatanie takiemiz przyktadami z poprzedniego.

Temat do fabuly zadan przygodny.

Lekcja arytmetyki w pierwszym roku nie moze trwa¢ dtuzej nad
20 minut, gdyz inaczej za bardzo meczy dzieci. Wobec tego nauczyciel
zdazy, co najwyzej, przerobi¢ na jednej lekcji pierwszy stopien, a reszte
musi zostawi¢ na poOzniej, przyczem pozadang jest rzeczg, by na na-
stepnej lekcji ten stopien znowu powtoérzyt i pézniej prowadzit w dal-
szym ciggu sam albo koledzy.

Nalezy jednakze pamieta¢, ze kazda lekcja objasniajgca musi miec
pewien wynik wyrazny dla dzieci i wyrazajgcy sie w postaci pewnej
zdobyczy: spostrzezenia, wniosku, ulatwienia w dziataniu i t p. Inaczej
jest Slepag i nie podtrzymuje zainteresowania. Sprawa ta nie zalezy od
przejscia catkowitego stopni formalnych.

Jezeli chcemy wprawi¢ nalezycie seminarzystéw, trzeba przyzwy-
czaja¢ ich do podwdjnej lekcji, t j. do zakonhczenia pozostatych 25 minut
przez zajecie dzieci czem$ innein. Moze to by¢ $piew, rysunek lub opo-
wiadanie, w kazdym razie rzecz tatwiejsza, niz poprzednia lekcja aryt-
metyki. W tych szkotach, gdzie sg dwa lub wiecej oddziatbw razem,
nauczyciel moze albo pracowa¢ z nastepnym oddzialem, sprawdzajac
jego robote, wykonang w czasie lekcji arytmetyki z poprzednim, albo
tez urzadzi¢ ze wszystkimi jakie$ wspélne c¢wiczenie w rodzaju $piewu
z towarzyszeniem wstawania z tawek lub jedno i drugie razem. Oczy-
wiscie sg to warunki nienormalne, ale z niemi liczy¢ sie trzeba nawet
w seminarjum i dlatego nalezy przygotowywac¢ i do takiego trudnego
rodzaju pracy hauczania. W powyzszym przykiadzie temat obejmuje
2 lekcje, jakkolwiek nigdy nie wiadomo, na czem w praktyce uda sie
nauczycielowi zatrzymac; zalezy to od sposobu prowadzenia i klasy.

Przyktad 2-gi. Temat lekcji: mnozenie niewielkich liczb dwu-
cyfrowych przez 2 (bez przekroczenia 100). Powtdérzenie tabliczki mno-
zenia przez 2 na przyktadach oderwanych i zadaniach. Przypomnienie
prawa rozdzielnosci na jakims$ przyktadzie mnozenia liczby jednocyfrowej
przez 2. Rozkiad liczby dwmcyfrowej na dwa skiadniki. Pierwszy stopien.

Mnozenie 12 przez 2. Rozklad 12. Stosowanie prawa rozdzielnosci.
Mnozenie 11, 13 i 14 przez 2. Zadania. Drugi stopien.

Mnozenie 21, 22, 23, 24, 31, 32 i t d. przez 2. Zadania. Trzeci
stopien.

Mnozenie 15, 10, 17, 18, 19, 25, 26 i t d. przez 2. Czwarty stopien.

Ostatni stopien musi mie¢ przygotowanie w7 postaci dodawania takich
liczb: 30+ 18, 20+ 16 i t d. Zadania.
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Mamy tu przed sobg przyktad z drugiego roku nauczania. W tym
roku lekcje mozna podzieli¢ na ¢wiczace piewszego typu i objasniajace
i przytern trzymaé sie zasady, ze lekcja objasniajgca nie po-
winna trwac¢ diuzej niz 20 minut. Pozostate 25 minut mozna
zajg¢ na dalsze ¢wiczenia, albo zmieni¢ temat, tak jak powyzej. Musze
tu jeszcze nadmieni¢, ze wobec tego, iz arytmetyka musi by¢ codzien
w pierwszych 3 latach nauki, nie trzeba koniecznie $pieszy¢ sie z wtia-
czaniem danego materjatu na jednej lekcji: lepiej go pozniej powtérzyé
i uzupetni¢. Jak widzimy, pigtego stopnia niema w przyktadach, bo jest
on rozproszony pomiedzy 3 stopnie ostatnie. To w nauce rachunku
czesto sie zdarza i musi by¢ wziete przy opracowaniu planu lekcji na
uwage. GdybySmy wpomnieli o zadaniach, a przeniesli je do 5-go stopnia,
nauczanie bytoby wiecej formalne i teoretyczne, a tem samem dla danego
wieku nieodpowiednie. Stopienn drugi moze by¢é w catosci lub w niekto-
rych przyktadach znany dzieciom z poprzedniego, a wtedy ta znana jego
cze$¢ przechodzi do stopnia pierwszego.

Przyktad 3-ci. Temat lekcji: dzielenie liczb z zakresu 100— 200
przez 2 przy podziale pozycyjnym.

Przypominamy dzielenie liczb dwucyfrowych przez 2 przy podziale
pozycyjnym we wszystkich mozliwych przypadkach. Pierwszy stopien.

Dzielenie liczb o parzystej liczbie dziesigtkéw i jedno$ci przez 2.
Najpierw oddzielne, potem skrdcone zapisywanie. Drugi stopien.

Dzielenie liczb o nieparzystej liczbie jednosci, ale parzystej liczbie
dziesiatkéw, potem o nieparzystej liczbie dziesiatkéw i parzystej liczbie
jednosci. Zwro6cenie uwagi na przenoszenie reszty. Najpierw oddzielne,
potem skrdcone zapisywanie. Trzeci stopien.

Dzielenie dowolnych liczb danego zakresu. Czwarty stopien.

Rzecz jasna, ze wszystkie odnosne przyktady moga wyptywac i byé
zwigzane z zadaniami. Tak samo, jak powyzej, rzecz tu da sie przed-
stawi¢ w 4-ch stopniach, jakkolwiek 2-gi stopien moze by¢ podzielony
na dwa. Nietrudno jednakze widzie¢, ze tu nie mamy do czynienia
z wlasciwemi stopniami formalnemi, a przynajmniej jesteSmy w dosc
luznym z nimi zwiazku. Niewatpliwie, ze w og6élnych zarysach jest
zgoda, ale wiecej sie liczymy z samg naturg rzeczy, niz z ogélng forma.
Jednem stowem ukitadanie planu lekcji nie jest niewolniczem postugiwa-
niem sie stopniami formalnemi, ale umiejetnem wyzyskaniem pewnej'
ogdlnej kolejnosci w rozkladzie materjatu. Ta ogdélna kolejnosé jest spet-
niona w kazdym z poprzednich przykladéw. Materjat powyzszy moze
by¢ przerobiony na jednej 45-minutowej lekgcji.

Rzecz zrozumiata, ze powyzej podane skréty mozna uzupetni¢ dla
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pamieci konkretnemi przyktadami zadan i r6znemi uwagami, ktére tu
zostaty pominiete dla zrozumiatych powodéw.

Koriczac uwagi o prowadzeniu lekcji, musimy jeszcze nadmienic,
iz tam, gdzie sa zadawane do domu zadania, nauczyciel powinien kazac
uczniom sprawi¢ sobie nowy kajet trzeci, albo tez rozwigzywac te za-
dania w kajecie do zaje¢ w klasie z odpowiednig kazdorazowa adnotacja.
Prace domowe uczniéw nalezy przeglada¢ na kazdej lekcji. Od czasu do
czasu dobrze jest zabra¢ kajety wspomniane do siebie i przejrze¢, gdyz
nieraz sie zdarza, iz uczniowie notujg Zle, nawet z tablicy przepisujg
mylnie. Pilnowania tych rzeczy nigdy nie jest dosy¢, jak roéwniez zwra-
cania uwagi na porzadek i czystos¢ w kajetach.

Powyzej moéwiliSmy o erotematycznej formie przy wyktadzie. Taka
nazwa jest do$¢ nieokreslona, gdyz przy tej formie zwykle uczen odpo-
wiada wilasciwie tylko ,tak“ lub ,nie“ na szereg umiejetnie postawio-
nych zapytan nauczyciela. UzyliSmy tej nazwy, bo jest najogélniejsza
i bezwatpienia w niej sie zawierajg inne nazwy, jak i odpowiadajgce
im sposoby postepowania w nauczaniu. Wszystkie te odmiany majg duzo
wspdlnego z metoda sokratyczng, wiasciwg swa rodzicielka, znang jeszcze
w starozytnosci. Nie miejsce tu na wyjasnianie tresci kazdej z nich, bo
to nalezy do ogdlnej dydaktyki, ale uwazaliSmy za potrzebne tych kilka
stow o tern powiedzieé, zeby zwr6ci¢ uwage uczacych na Swiadome
stosowanie pewnej metody. Moze najlepiej byloby, gdybysmy, uzywajac
znowu cudzoziemskiego (greckiego) wyrazu, nazwali metode lekcji obja-
$niajgcej i pierwszego typu c¢wiczgcej, metodg dialogiczng, t j. metoda
celowej rozmowy, dialogu, w ktédrym nauczyciel, stawia pytania i jest
duchem prowadzgcym calg rzecz, a uczniowie, ktdrym zawsze nalezy
zostawia¢ duzo swobody wypowiadania sie, odpowiadaja na pytania,
a w lepszym razie sami je zadaja. To ostatnie jest bardzo wazng rzeczg
i wskazuje na dobre nauczanie.

Metoda wyktadowa czyli akromatyczna, przy ktérej nauczyciel
stara sie jasno i przystepnie wytozy¢ przedmiot, nalezy tez do lekgcji
objasniajacej, ale powinna by¢ uzywana rzadko, tylko w przypadkach
koniecznych, nawet w wyzszych klasach, gdzie znacznie skraca czas
i jest daleko czesciej niezbedna i mozliwa, niz w nizszych.

Uzywajac powyzej nazwy ,forma erotematyczna“, staraliSmy sie
gtownie tylko podkresli¢c wyrazonego w niej ducha wszystkich (procz
akromatycznej) réznych jej odmian, ktéry polega na tern, ze prawdy
nauki nalezy wydobywa¢ z umystu dzieci, doprowadza¢ je spokojnie
i konsekwentnie do uznania tych prawd tak, aby sie im zdawato, ze
one same rzecz te zdobyly; Takie przekonanie budzi wiare w swoje sity
i jest pedagogicznie bardziej wartosciowe, niz wiedza wyuczona. Ta
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wiara bedzie pobudka do pracy i pézniejszego cierpliwego uczenia sie
z wilasnej woli, z wiasnego popedu. Czyz spetnienie takiego celu nie
jest dazeniem racjonalnej dydaktyki?

Nadmienitem wyzej, ze bardzo pozgdang jest rzeczg, aby uczniowie
sami stawiali rozumne pytania i ze umiejetne doprowadzenie do tego
klasy wskazuje, ze nauczanie byto dobrze prowadzone. Zgodnie z zasada
samodzietnosci zadanie nauczyciela polega na tern, zeby postawi¢ uczniéw
w takie warunki, przy ktoérych wiasnemi sitami mogliby dochodzié¢ do
pozadanej prawdy naukowej. W dzisiejszej Szkole catkowite wypetnienie
wymagan tej zasady jest czesto ideatem bardzo trudnym do urzeczywi-
stnienia. Pomimo to kazdy nauczyciel, zaleznie od swej dobrej woli,
umiejetnosci i talentu, moze sie wiecej lub mniej do tego ideatu zblizyc.
Na przeszkodzie (poza brakiem umiejetnosci u nauczyciela) w dzisiejszych
warunkach stojg nastepujgce przyczyny: l-o bardzo liczne nieraz klasy,
ktére uniemozliwiaja zaréwno wieksze przystosowanie sie do umystu
kazdego dziecka, jak i nalezyta kontrole wiedzy; 2-0 obfite programy,
w ktérym gtdwnag role odgrywa ilos¢ wiadomosé, a nie ich jakos¢;
3-0 brak odpowiednich $rodkéw pomocniczych przy nauczaniu.

Nie kazdy przedmiot moze mieé program zakreslony ilo$ciowo
wedtug szablonu. Np. w naukach przyrodniczych najwazniejsza rzecza
jest umiejetnos¢ obserwowania zjawisk, prdby samodzielnego ekspery-
mentu, jednem stowem gtdwna tres¢ indukcyjnego myslenia. Nie powinno
tu chodzi¢ o szeroko$¢ wiedzy, ktoéra jest wprost nie do objecia, ale
0 istote poznawania przyrodniczego. Nie moge tu blizej wchodzi¢ w istote
1 zasady konstruowania programéw szkolnych, jedno tylko nadmienie,
ze program powinien by¢é w daleko wiekszej tacznosci i zgodzie z metoda
uczenia, a tein samem wuczenia sie, niz dotad sie dzieje. ,Co nalezy
przejs¢, a czego nie* — oto gldwny niemal probierz, uzywany dotad
przy opracowywaniu programu.

Srodki pomocnicze, ktéremi rozporzadza szkota, odgrywajg tez
wazna role. Np., jezeli szkota posiada laboratorja do ¢wiczen odrecznych,
wiecej sie tern samem zbliza do wspomnianego ideatu. Rozumne zapy-
tanie ucznia wyrasta z zywotnych pobudek jego mysli, a zeby takie
pobudki istniaty, przedmiot musi giebiej sie tgczy¢ z osobistem zyciem
duchowem ucznia i sferg jego zainteresowan. Dlatego cala szkota musi
spetnia¢ ten warunek. Przed nami tu cale morze zagadnien. Stale, kon-
sekwentne, z pokolenia na pokolenie dziedzicznie idace rozwigzywanie
tych zagadnien jest jednem z zadan narodowej pedagogiki, pedagogiki,
ktora chce budzi¢ i dzwignaé genjusz narodowy, ten talent przekazany
przez wieki, i, niestety tak diugo zagrzebany pod muiem niewoli i obcej
szkoty.
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