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Przedmowa,

Wiadomo, jak niezbedna jest znajomo$¢ geometryi przy grun-
towniejszem nieco studyjowaniu niektérych gatezi wiedzy p o -
radniczej. Znajomo$¢ fizyki, mechaniki, kosmografii i fizyjologii
jest niemozebng bez znajomosci geometryi. Potrzeba wiec krotkiego
podrecznika tej nauki, w ktorymby w sposéb przystepny wytozone
byly zasady geometryi, czu¢ sie daje szczegOlnie teraz, gdy-nauki
przyrodnicze staty sie niezbeduemi dla kazdego cztowieka uksztat-
conego. Literatura nasza posiada wprawdzie bardzo wiele cennych
podrecznikdw geometryi, lecz ksigzki te utozone wedtug planu Le-
gendre’a, reformatora geometryi Euklidesa, sa, jak kazdemu wiado-
mo, zbyt trudne i suche dla poczatkujacych. Geometryja Euklidesa
jest wprawdzie wzorem Scistosci logicznej i pomnikiem genijal-
nosci wielkiego geometry, lecz dla ocenienia jej zalet trzeba
by¢ geometra; dla poczatkujacego za$ przedstawia ona prawie
nieprzezwyciezone trudnosci; Euklides bowiem nie napisat swego
wiekopomnego dzieta na to, aby 2,000 lat po jego Smierci dzieci
trzynastoletnie uczyly sie z niego poczatkbw geometryi. Wprawdzie
niektérzy uczeni francuscy, angielscy i niemieccy, jak Legendre,.
Wright, Willock, Cooley, Loser, Focke i Kraz znacznie zmodyfi-
kowali dzieto mistrza, lecz pomimo tego, podreczniki, dzi$ powszech-
nie w uzyciu bedace, przedstawiajg do$¢ wielkie trudnosci dla
uczniéw Sredniego uzdolnienia, jak o tern nauczyciele matematyki do-
skonale wiedzg. Na zachodzie Europy starano sie usuna¢ tg" trud-
no$¢ przez wprowadzenie kursu geometryi, majagcego na celu za-
znajomienie uczniéw z formami geometrycznemi i ich gtéwnemi wia-
snoSciami bez uzycia S$cistych dowodzen. Metoda ta przynosi
wprawdzie wielkie korzysci, lecz, mojem zdaniem, daje sie ona
tylko zastosowa¢ wtedy, gdy poprzedza systematyczny wyklad
geometryi. Jezeli za$ na niej jedynie ograniczymy caly wyktad
tej nauki, to uczen nie nabedzie tych wihasnie wiadomosci geome-
trycznych, ktore sa niezbedne w zastosowaniach, i oprocz tego zosta-
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nie pozbawionym korzysci, jakie przynosza Sciste logiczne ro-
zumowania, cechujgce metode Euklidesa. U nas taki sposdb wykta-
du geometryi uzywanym jest prawne we wszystkich gimnazyjach
zenskich, tak ze miodziez zenska, ktdra po ukonczeniu szkét chcia-
taby sie poswieci¢ jakiemus$ zawodowi profesyjonalno-uczonemu (np.
medycynie lub nauczycielstwu), musi rozpocza¢ nauke na no-
wo. Oprdcz tego takze w gimnazyjach meskich, z powodu Sci-
stego trzymania sie metody Legendre’a, postepy wtej waznej gatezi
matematyki sg stosunkowo niewielkie, szczeg6lnie w nizszych kla-
sach. Ztych to wzgledow utozytem niniejszy krotki podrecznik
geometryi, w ktorym, obok Scistosci matematycznej, staratem sie do-
wodzenia, 0 ile mozna, uczyni¢ dostepnemi i krétkicmi.  Przy
napisaniu tej ksigzki miatem takze na uwadze domowe ksztalcenie
i szkoly zenskie, i dla tego moze ona by¢ zastosowang do wykla-
déw w gimnazyjach meskich i zenskich, szczego6lnie w dwu pierw-
szych latach wykladu geometryi, gdyz obejmuje catkowity kurs tej
nauki. Znajac z doswiadczenia calg waznos$¢ stosownie dobranych
przyktadow i zadan, umiesScitem mndstwm prostych zadan na koncu
kazdego rozdziatu, poczynajgc od pierwszego, by tym sposobem za-
checi¢ i przyzwyczai¢ ucznia do samodzielnej pracy umystowej.

Jezeli ksigzka moja zastuzy na uznanie, postaram sie utozy¢
caty szereg podobnych podrecznikow z dziedziny matematyki czystej
i stosowane;j.

Karol Hertz.
Warszawa d. 3 Maja 1882.



W STEP.

I. BRYLA.—PRZESTRZEN.—WYMIARY .—
PRZEDMIOT GEOMETRYI.

1. Ciato lub bryla. Kazdy przedmiot istniejacy w przyro-
dzie nazywamy ciatem lub brytg. Ciatami wiec sg: ksigzka, kate-
dra, katamarz, pioro, tablica, kreda i t. p.

2. Przestrzen. Z codziennego doswiadczenia wiemy, ze ciata
mozemy dowolnie przenosi¢ z jednego miejsca na drugie. Osrodek
nieograniczony, w ktérym ciata sie znajdujg i poruszajg, nazywamy
przestrzenia. Przestrzen jest rozciggtoscig nieograniczona.

Kazde ciato zajmuje pewne miejsce w przestrzeni, czyli jest
ograniczong czescig przestrzeni.

3. Wymiary. Kazde ciato moze by¢ mierzonem wzdtuz,
wszerz i wzwyz idla tego powiadamy, ze kazde cialo ma trzy
wymiary: dtugos¢, szeroko$¢ i loysotcos¢ czyli gteboko$¢. Poniewaz
cialo stanowi dowolng cze$¢ przestrzeni, wiec i przestrzen ma
trzy wymiary.

4. WielkoS¢ przestrzenna. Poniewaz kazde ciato moze by¢
powiekszonem, zmniejszonem i mierzonem za pomocg Stosownie
dobranej jednostki, wiec cialo jest wielkoscia, a Ze stanowi czesc
przestrzeni i ma trzy wymiary, wiec jest icielkoscig przestrzenng
0 trzech wymiarach.

5. Przedmiot geometryi. Geometryja jest nauka o prze-
strzeni, poréwnywa ona czesci przestrzeni pomiedzy sobg w celu
zbadania ich wiasnosci i zwigzkdw, pomiedzy niemi zachodzacych.



2

Bada ona prawa rzadzace w przestrzeni i wynajduje Srodki i pra-
widla, za pomocg ktorych czgsci przestrzeni dajg sig najtatwiej
poréwnywac ze soba.

Uwaga. Ciata nas otaczajgce, czyli tak nazwane ciata fizy-
czne, oprdcz wiasnosci zajmowania pewnej czgsci przestrzeni, czyli
rozciggtosci, majg jeszcze inne wiasnosci, jako-to: barwg, twardosé,
cigzkos¢ i t. p. Oderwijmy w mysli od fizycznego ciata wszystkie
jego wiasnosci i zostawmy mu tylko wiasnos$¢ rozciagtosci, a otrzy-
mamy to, co cialem geometrycznem lub matematycznem nazywamy.
Szczegolnie waznem dla geometryi jest odrywanie uwagi od nie-
przenikliwosci i podzielnosci ciat. Ciata fizyczne, jak wiadomo,
nie moga jednocze$nie zajmowac jednego i tego samego miejsca
w przestrzeni i podzielno$¢ ich ma granice, gdyz fizycy przyjmuja,
ze kazde ciato skiada sig z czastek niepodzielnych, z atomow.
Dla badan za$ geometrycznych przyjmujemy, ze ciata matematy-
czne sg przenikliwe, to jest dwa ciata moga jednoczesnie zajmowaé
jedno i to samo miejsce w przestrzeni i sg podzielne bez granic.

6. Pytania. Co nazywamy ciatem? Przykiady na ciata. Co
nazywamy przestrzenig? lle wymiaréw ma cialo? Wskaza¢ wy-
miary pokoju, tablicy, ksigzki i globusu? Czy ciata sg wielkosciami
i jakiemi?  Jaki jest przedmiot geometryi? Czem sig rdznig ciata
matematyczne od fizycznych?

Il. POWIERZCHNIA.—LINIJA.—PUNKT.

7. Powierzchnia. Poniewaz ciato jest ograniczong czgscig
przestrzeni, wigc kazde ciato ma granice oddzielajagce je od reszty
przestrzeni; pokoj np. ograniczony jest z dotu podioga, z gory—
sufitem, po bokach—scianami.

Wezmy ciato znane kazdemu z zycia powszedniego i majace
ksztatt skrzynki ze wszech stron zamknigtej, i ktdrego wszystkie
trzy wymiary sg jednakowe. Ciato takie, bez wzglgdu na mate-
ryjat, z ktorego jest zrobione, nazywa sig szescianem (fig. 1), gdyz
jest ograniczone szescioma $cianami.  Sciany te, oddzielajace szescian
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od przestrzeni go otaczajacej, stanowig powierzch-
nig szeScianu i kazda z nich nazywa sig kwadratem.
Ksiagzka, globus, otowek, katamarz i wogole
kazde ciato majg swoje powierzchnie. Powierzchnig
wiec nazywamy granice oddzielajaca ciato od otacza-
. jacej je przestrzeni.
kig. 1
Zupetnie tak samo jak cialo nie moze istnie¢ bez powierz-
chni, tak samo powierzchnia nie moze istnie¢ bez ciata, ktdre
ogranicza. Mozemy jednak oderwa¢ uwage od ciala i rozwazaé
tylko powierzchnig, ktérg ono jest ograniczone.

Z samego okreslenia powierzchni wynika, ze ona ma tylko
dwa wymiary, dtugo$é¢ i szeroko$¢; najcienszy arkusz papieru nie
jest powierzchnig, lecz ciatem, gdyz ma pewna grubos$¢. Z tego,
coSmy wyzej powiedzieli, wypada jeszcze, ze powierzchnia jestto
rozciggtos¢ o dwu wymiarach.

8. Linija. Kazda powierzchnia moze sig sktada¢ z oddziel-

nych czesci, albo tez mozna sobie przedstawi¢ powierzchnie roz-
dzielong na czesci. Tak np. widzieliSmy, ze powierzchnia szescia-
nu sktada sig z szeSciu oddzielnych czesci, nazwanych Scianami.
W powierzchni otdwka mozemy widocznie rozrézni¢ trzy oddzielne
czesci: boczna, wierzchnig i dolng. Nakoniec wezmy powierzchnie
globusa: ona nie sktada sie z czesci, bo stanowi jedng cato$¢, lecz
nic nam nic przeszkadza wyobrazi¢ sobie powierzchnie kuli roz-
dzielong na dwie czesci, na dwie potkule.

To, co oddziela jedng cze$¢ powierzchni od drugiej, czyli gra-
nica pomiedzy dwiema czeéciami powierzchni, nazywa sie linija. Tak
np. kazda $ciana sze$cianu ograniczona jest czterema linijami, na-
zwanemi krawedziami szeScianu; w otéwku powierzchnia boczna
oddzielong jest od powierzchni dolnej i gornej dwiema linijami;
w powierzchni globusa granica oddzielajgca dwie jej czesci, na
ktére wyobraziliSmy ja sobie rozdzielong, bedzie linija.

Z okreslenia linii wypada, ze ona ma tylko jeden wymiar —
dtugos¢, szerokosci i grubosci linija nie ma; linije nic mogg istnie¢
bez powierzchni, najciefisza ni¢ nie jest linijg lecz ciatem; rdwniez
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linija, nakreslona na tablicy kreda, lub na papierze otowkiem, nie
jest linijg matematyczng, gdyz linije te utworzone sg z czastek
kredy lub grafitu.

Z tego, coSmy wyzej powiedzieli, wynika, ze linija jest rozcia-
gloscig jednowymiarowa.

9. Punkt. Kazdg linije mozemy sobie wyobrazi¢ rozdzielong
na czesci, lo miejsce, gdzie sie konczy jedna czes¢ linii i zaczyna
sie druga, nazywa si¢ punktem. Innemi stowy: punkt jestto gra-
nica dwu czesci linii.

7i tego okreslenia wypada, ze punkt nie ma zadnego wymiaru.
Jesli na papierze lub na tablicy nakreslimy punkt,

4 B to on nie bedzie punktem matematycznym, lecz
matem cialem, majgcem trzy wymiary; jest wiec

. . tylko uzmystowieniem punktu matematycznego.—
Punkty oznaczajg sie zwykle literami, jak np. na

Pi 2 (fig- oznaczono cztery punkty: A, B, Ci D.

10. Pytania, z jakich czesci sktada sie powierzchnia pokoju
lub szeScianu? Zjakich czesci sktada sie powierzchnia watka? Wskaz-
cie linije na ksigzce? Wskazcie linije na otdwku? Co nazywamy po-
wierzchnig i ile ma wymiaro'w? Co nazywamy linijg i ile ma wymia-
row? Co nazywamy punktem i ile ma wymiaréw?

. LINIJA PROSTA | KRZYWA.—PLASZCZYZNA
| POWIERZCHNIA KRZY WA.—PODZIAL GEOMETRYI.

11.  Tworzenie sig linij. Jezeli sig punkt w przestrzeni po-
rusza, to droga, ktorg przebyt, daje nam wyobrazenie linii.

12. Linija prosta. Jezeli sie punkt wcigz w jednym i tym
samym kierunku porusza, to linija tym sposobem utworzona nazywa
sie linijg prostg. Krawedzie szescianu, ni¢ naprezona, krawedz li-
i.ijalu dajg nam pojecie o linijach prostych.

13. Plaszczyzna. Powierzchnia, po ktdrej w dowolnym kie-
runku dadzg sie prowadzi¢ linije proste, nazywa sie ptaska lub
ptaszczyzng. Do Sciany pokoju lub szeScianu mozna w dowolnym
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kierunku przytozy¢ linijat krawedzig i krawedz ta Scisle przystanie
do powierzchni S$ciany wszystkimi swymi punktami, a ze krawedz
linijatu przedstawi linije prosta, wiec S$ciany pokoju lub szescianu
wyobrazajg ptaszczyzne.

14. Linija prosta nieograniczona i odcinek prostej. Linije
proste, bedace krawedziami szeScianu, majg okre$long diugos¢, lecz
nic nam nie przeszkadza wyobrazi¢ sobie linijg prostg przedtuzong
do nieskonczonosci z obu stron punktu dowolnie na niej obranego.
Odwrotnie, na kazdej nieograniczonej prostej mozemy odcigé jaka$

cze$C; czes¢ ta bedzie ograniczong dwoma

i punktami i czesto jg nazywajg odcinkiem
‘B prostej. Taki odcinek oznaczamy zwykle
Fig. s. dwiema literami postawionemi na jego kran-

cowych punktach. Np. linija A B (fig. 3).

Takim samym sposobem oznacza-

my tez linije prosta nieograniczo-

Fig. 4. ng, stawiajgc dwie litery obok
dwu dowolnych jej punktow. —
Np. linija A B (fig. 4).

15. Linija tamana. Linija
sktadajgca sie z czesci linij
prostych, nie lezacych wjed-

Fig. 5. nym kierunku,_ nazywa sie li-
nijg tamana (fig. 5).
16. Powierzchnig tamang jest powierzchnia utworzona z cze-
sci roznych plaszczyzn.

17. Linija krzywa. Jezeli punkt
wséréd ruchu swego wcigz zmienia
kierunek, to obiega on linije, ktérg
linijg krzywa nazywamy (fig. 6).

18. Powierzchnia krzywa. Wy-

Fig. 6. obrazmy sobie ciato majace ksztatt
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watka (tig. 7); takie cialo nazywa sie walcem.—
Widzimy, ze do gornej i dolnej jego powierzchni
A i B mozemy przyktada¢ w dowolnych kierun-
kach krawedz linijatu i ta zupetnie do nich przy-
staje bez zadnej prozni; wypada stad, ze walec
ograniczony jest z dotu i z gory plaszczyznami.
Jesli zas krawedz linijatu przyktada¢ bedziemy do
powierzchni bocznej walca, to zobaczymy, ze ona
w jednym tylko kierunku do niej przystaje, wka-
zdym za$ innym kierunku krawedz linijatu dotyka sie powierzchni
bocznej walca bardzo matg tylko czeScig. Wypada stad, ze po-

wieizchnia boczna walca nie jest plaszczyzng; taka powierzchnia
nazywa sie ‘powierzchnia krzywa.

Widzimy, ze linije oddzielajgce powierz-
chnie boczng walca od powierzchni goérnej i dol-
nej sg tinijami krzywemi. Krzywe te linije nazy-
wajg sie okregami kdt, a czesci plaszczyzny nie-
mi ograniczone kotami (fig. 8).

Wezmy jeszcze ciato majace ksztatt glowy

rig. 8 cukru (fig. 9); takie ciato nazywa sie stozkiem.

Z dotu ciato to ograniczone jest plaszczyzna, jak

sie 0 tem tatwo przekona¢ mozemy, przyktadajac

do tej czeSci powierzchni stozka linijat. Plaszczy-

zna ta nazywa sie podstawg stozka. Ku gorze sto-

zek zakonczony jest punktem, ktéry wierzchotkiem

nazywamy. Przykiadajgc do powierzchni bocznej

stozka krawedz linijatu, widzimy, ze ona przystaje

do tej powierzchni tylko w kierunku idgcym od

wierzchotka do podstawy stozka, w innych za$

kierunkach krawedz linijatu do powierzchni bocznej stozka nie

przystaje. Wypada wiec, Ze boczna powierzchnia stozka jest po-
wierzchnig krzywa.

W dwu przytoczonych wyzej przyktadach krzywych po-

wierzchni znajdowaty sie kierunki, do ktorych linija prosta przy-



staje; damy teraz przyktad krzywej powierz-

chni, do ktérej linija prosta w zadnym Kkie-

runku nie przystaje. Taka powierzchnig sg

powierzchnie pitki lub globusa, ktére to ciata

kulami zowig (fig. 10). Na powierzchni kuli
linii prostej nigdzie nakresli¢ nie mozna.

19. Linija mieszana. Linia ztozona z

Fig. to. prostych i krzywych linij nazywa'sie linijg

mieszang (fig. 11).
20. Tworzenie sig powierzchni i bryt.
Jezeli sig linija porusza w przestrzeni w in-

\ J nym kierunku, niz w kierunku swego
przedtuzenia, to opisuje powierzchnie.
Fig- U- Wyobrazmy sobie np., ze ¢wiartke

papieru obracamy okoto jednej z czterech prostych jg ogranicza-
jacych, wtedy linija przeciwlegta linii obrotu oczywiscie utworzy
powierzchnie boczng walca.

Jezeli powierzchnia porusza sie w kierunku nie przypadaja-
cym z ktérymkolwiek jej kierunkiem, a wiec ani w kierunku swej
dtugosci, ani szerokosci, to ona utworzy bryte. Powierzchnia np.
¢wiartki papieru w wyzej opisanym ruchu opisze walec.

21. Figury i ich podziat. Zewszad ograniczona, czyli zam-
knieta czes¢ przestrzeni, czy to jedno-, czy dwu-, czy trzy-wymiarowgq
nazywamy figura; np. koto, kwadrat, szeScian, walec, kula i t. p.
sg figurami. Figury dzielg sie na ptaskie i przestrzenne; pierwsze
z nich leza na jednej ptaszczyznie, jak np. kwadrat i koto, drugie
za$ na jednej plaszczyznie pomieszczonemi by¢ nie moga, jak np.
szesScian, walec, stozek, kula i t. p.

22. Podziat geometryi. Poniewaz geometryja bada wiasnosci
figur, wiec odpowiednio podziatowi figur, geometryja dzieli sig na
dwa gtowne dzialy: na geometryja plasicg, czyli planimetryje, i na
geometryja przestrzeni, czyli solidometryje; pierwsza z nich bada wia-
snosci figur ptaskich, druga—wiasnosci figur przestrzennych.

23. Pytania, jak sig dzielg linije i powierzchnie? Nazwal
przedmioty, u ktérych wida¢ linije proste, a potem takie, u ktérych
spostrzegac sie daja linije krzywe. Majac dang jaka$ powierzchnig, po



zem pozna¢, czy ona jest ptaska lub krzywa? Nazwaé przedmioty
ograniczone plaszczyznami i takie, ktore ograniczone sa powierz-
chniami krzywemi. Co nazywamy walcem, stozkiem i kulg? Na po-
wierzchni ktérego z tych ciat mozna p oprowadzi¢ linije proste i w ja-
kich kierunkach? Na ktorej powierzchni mozna poprowadzi¢ linijg
prostg w kazdym kierunku? Czy linija prosta jest ograniczong? Co
nazywamy odcinkiem prostej? Jak oznaczamy prostg nieokreslong
i jej odcinek? Jaki powinien by¢ ruch punktu, azeby utworzyt linijg
prostg i jak, azeby on utworzyt linijg krzywg? Z ruchu czego powstaje
powierzchnia? Z ruchu czego powstaj e ciato? Co to jest figura i jak
sig figury dzielg? Jaki jest podziat geometryi?



CZESC PIERWSZA.

GEOMETRYJA PLASKA.

0 linijach prostych.

1 Linija prosta.

24, Wtasno$¢ linii prostej. Pomiedzy dwoma punktami A i B
(fig. 12) mozna poprowadzi¢ nieskonczenie wiele linij krzywych

i famanych, lecz tylko jedng linije mprostg
AB. Doswiadczenie pokazuje, ze linija
prosta jest najkrotszg drogg pomiedzy dwo-
ma punktami, t. j. ze jezeli pomiedzy tymi
samymi dwoma punktami poprowadzimy
dowolng krzywa lub tamang, to, wypro-
stowawszy jg i zmierzywszy, znajdziemy,

ze ona jest diuzsza od prostej. Z tego to powmdu, prostolinijna
odlegtos¢ dwu punktow nazywa sie ich dlugoscia, gdyz jest ona
jedyna i zupetnie okres$lona. Jesli np. mowimy, ze odlegtos¢ dwu
punktéw réwna sie 6 calom, to sie znaczy, ze dtugos¢ linii prostej,
faczacej te dwa punkty, rdwna sie 6 calom.

Fi*.

13

25. Whniosek 1 Jezeli dwie linije
proste majg dwa punkty wspdlne, to zu-
petnie do siebie przystajg, gdyz pomie-
dzy dwoma punktami mozna tylko popro-
wadzi¢ jedng linije prosta. Wiasnos¢ te
wyrazamy, mowigc: dwa punkty wyznaczajg
potozenie linii prostej. tatwo widzie¢, ze
przez jeden punkt mozna poprowadzi¢ nie-
skoniczenie wiele linij prostych (fig. 13).
Wiasno$¢ te wyrazamy, méwiac: jeden punkt
nie wyznacza potozenia linii prostej.
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26. Wniosek 2. Dwie proste moga sie przeciaé
w jednym tylko punkcie (fig. 14). Gdyby bowiem
dwie proste miaty wiecej niz jeden punkt wspolny,
to na zasadzie wniosku 1-go przystatyby do sie-
bie, t. j. utworzylyby jedng prosts.

27. Pewnik. Prawda oczywista sama przez
sie i nie dajaca sie zredukowaé do prawdy prost-
szej, nazyw'a sie pewnikiem (aksyjomatemj. Pewnik
otrzymuje sie z doswiadczenia. Przytoczymy tu

Kg. 14 Kilka pewnikow:

1. CatosC jest wiekszg od swych czesci.

2. Catos$¢ rowna sie sumie strych czesci.

3. Dwie ilosci, z ktérych kazda réwna sie trzeciej, sg sobie réwne.

4. Jezeli do ilosci réwnych dodamy ilosci réwne, otrzymamy
sumy roiune.

5. Jezeli od ilosci rownych odejmiemy ilosci réwne, otrzy-
mamy roznice rowne.

6. Jezeli do ilosci nieréwnych dodamy ilosci rowne, otrzy-
mamy sumy nieréwne.

7. Jezeli od ilosci nierownych odejmiemy ilosci réwne, otrzy-
mamy rdznice nierowne.

8. Wiasnos¢ linii prostej, ze ona jest najkrotszg odlegtoscig
pomiedzy diooma punktami, jest réwniez pewnikiem.

28.  Wykreslanie linii prostej. — Sprawdzenie linijatu. Linije
proste kres$lg sie na papierze lub na tablicy za pomocg znanego
powszechnie linijatu, a mianowicie: potozywszy linijat, kreslimy po
jego krawedzi otéwkiem, piérem lub kredg i t. p., ktdre uwi-
doczniajg droge, ktéra punkt przebiega, a linija przedstawi sie
w sposob dla oka widzialny (Wstep, 12). Rozumie sie samo przez
sig, ze prosta tak nakre$lona nie jest linija matematyczng, tylko
jej znakiem (Wstep, 8).

Dla dochodzenia rzetelnosci linijatu
postepujemy jak nastepuje: kresli sie na
papierze dwa punkty A iB (fig. 15) i kia-
dziemy linijat tak, aby te dwa punkty le-

Fig. 15 2aty na krawedzi linijatu i kreslimy prosta;
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nastepnie odwracamy linijat okoto krawedzi i znéw kreslimy prostg

wzdtuz tej krawedzi; jesSli ta ostatnia prosta zleje sie z pierwotnie
nakreslong, to linijat jest rzetelnym; jesli za$
otrzymamy dwie rozne linije (fig. Id), to li-
nijat nie jest rzetelnym.

Uwaga 1. Rzemieslnicy bardzo czesto
kredla prosta za pomocg silnie wyprezonego
sznura, ktory pocierajg krédg lub weglem.

W tym celu przymocowujg sznur do dwu punktéw plaszczyzny,
na ktérej linija ma by¢ nakreslong, podnoszg go, ujgwszy za $ro-
dek i nastepnie opuszczajg; sznur, uderzywszy o ptaszczyzne, zosta-
wia na niej Slad, ktory jest linija prosta.

Uwaga 2. Chcac przedtuzy¢ linije prosta, przyktadamy linijat
tak, azeby cze$¢ jego krawedzi przystata do danej prostej i po
przedtuzeniu krawedzi kreslimy prosta.

29. Linije pionowe, poziome i uko$ne. Zawieszony na nitce
jakis ciezarek, np. kula otowiana przybiera zawsze staly kierunek,
w ktorym tez pada¢ bedzie po przecieciu nitki. Kierunek wypre-
zonej nitki nazywa sie epionowym, nitka za$ wraz z kulka otowia-
ng—pionem lub otowianka.

Jezeli talerzyki u rzetelnej wagi sg prozne, albo jednakowo
obcigzone, to belka wagi wtedy przybiera kierunek, ktéry nazywa
sie poziomym. Linija prosta, ktéra nie jest ani pionowa, ani po-
ziomg, nazywa sie uko$na.

Na tablicy lub na papierze linije pionowg przedstawiamy
w kierunku z gory na dot, lub odwrotnie; linije za$ poziomg od le-
wej strony do prawej, lub odwrotnie.

30. Pfaszczyzny pionowe i poziome. Jezeli na jakiej$ pta-
szczyznie mozna poprowadzi¢ linije pionowa, to taka plaszczyzna
nazywa sie ptaszczyzng pionoicg. Tak np. na $cianie mozna popro-
wadzi¢ linije pionowa, wiec Sciana jest ptaszczyzng pionowa; na pod-
fodze linii pionowej poprowadzi¢ nie mozemy, wiec podioga nie
jest ptaszczyzng pionowa.

Plaszczyzna, w ktdrej wszystkie poprowadzi¢ sie dajace linije
przybierajg kierunek poziomy, nazywa sie ptaszczyzng pozioma, np-
powierzchnia wody spokojnie stojacej, ptaszczyzna podiogi i t. p.
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31. Libella i gruntwaga. Do oznaczenia kierunku poziome-
go w praktyce, uzywa sig narzgdzi zwanych libellami. Najprostsza
libella sktada sig z rurki szklanej napetnionej prawie zupetnie wodg
lub spirytusem, zalutowanej w obu koAcach. Czg$¢ rurki niezajgta
przez wodg wypetnia powietrze. Rurka ta oprawia sig w wydrgzony

walec metalowy, z wierzchu wy-

rznigty, aby mozna byto widzie¢

ruch bulki powietrza, i przymo-

cowywa sig do deseczki gtadko

_ wyheblowanej, jak to fig. 17 poka-

Fiff. 17. zuje. Z potozenia bulki powietrza

mozemy sadzi¢ o potozeniu plaszczyzny, na ktdrej ktadziemy libellg.

Gdy bulka powietrza a przypada na sam $rodek rurki, wtedy
ptaszczyzna jest pozioma.

Mularze i cieSle w ro-
botach swoich do wyzna-
Czania poziomu lub pionu
uzywrajg narzgdzia zwa-
nego gruntwagg. Grunt-
waga (fig. 18) skiada sig
z dwu ramion gfadko
wyheblowanych, réwnych,
pod katem prostym spo-
jonych i opartych w punk-
tach A i C na deszczutce
1) E. W punkcie li przymocowang jest otowianka. Kiedy kulka
ofowianki przypada na rys zrobiony na $rodku podstawy A C
wtedy podstawa gruntwngi wyznacza kierunek poziomu, a ni¢ kie-
runek pionowy.

32. Pytania i zadania. 1le prostych mozna poprowadzi¢ przez
jeden punkt? lle prostych mozna poprowadzi¢ przez dwa punkty?
Wyznaczy¢ dwa punkty i potgczy¢ je linija prosta. Wyznaczy¢ trzy
punkty, ktére nie leza na jednej prostej, i przez kazde dwm punkty
poprowadzi¢ linijg prosta. lle tu liuij prostych jest mozliwych? Ile
prostych poprowadzi¢ mozna przez 4, 5i 6 punktow? W ilu punk-
tach przecinaja sig dwie proste? W ilu punktach moga sig 3 proste
przecina¢, a w ilu 4? Co nazywamy pewnikiem? Wymien kilka pe-
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wnikow. Je.kie linije nazywamy pionowemi, jakie poziomemi ijakie u-
kosnemi? Jakie linije w pokoju sa pionowe i jakie poziome? Kiedy jazy-
ezek u wagi stoi pionowo? Ktorzy rzemieslnicy postugujg sig otowian-
ka? Wymien przedmioty, u ktérych dajg sig spostrzegaé linije ukosne.
Ktore ptaszczyzny w pokoju sg poziome, a ktére pionowe? Wymien
przedmioty, u ktérych daja sig spostrzega¢ ptaszczyzny poziome i pio-
nowe. Jak nalezy postawi¢ drazek, azeby miat kierunek pionowy?
Jak sig przekona¢, czy pewna pilaszczyzna jest pionowg? Jak sig
przekonaé, czy powierzchnia stotu jest poziomg?

2. Dtugos$c¢ linii prostej.

33. Porownanie dwu odcinkéw prostych pomiedzy sobg —

Dla poréwnania dwu odcinkow AB

Al i CD (fig. 19, 20 i 21) prostych po-

o S — iD migdzy sobg pod wzgledem ich diugo-

Sci, przyktada sie jeden np. AB do

drugiego CD tak, aby ich punkty

B skrajne np. A i C przystaly do siebie

i aby odcinek AB przyjat kierunek od-

cinka CD, wtedy moga mie¢ miejsce

trzy przypadki! 1) punkt B upadnie

na punkt D (fig. 19); 2) punkt B

P upadnie za punktem D (fig. 20); na-

koniec 3) punkt B upadnie pomiedzy
punktami C i D (fig. 21).

Fig. 21.

W pierwszym przypadku odcinek AB jest réwnym, odcinkowi
CD. ROwnos¢ te wyrazamy tak: AB — CD.

W drugim przypadku odcinek AB jest wiekszym od odcinka
CD. Nieréwnos¢ te wyrazamy tak: AB j>CD (AB jest wiekszem
od CD).

W trzecim przypadku odcinek AB jest mniejszym od odcin-
ka CD. Nieréwnos¢ te wyrazamy tak: AB <j CD (AB jest mniegj-
szem od CD).



— 14

Z tego cosmy wyzej powiedzieli wypada, ze dwa odcinki linij
prostych nazywajg sie réwnymi, gdy jeden z nich mozna natozy¢ na
drugi tale, azeby oba do siebie przystaty.

Uwaga.  Zamiast przyktada¢ jeden odcinek
do drugiego, mozna zastosowaC przyrzad nazwany
cyrklem. Skiada sig on z dwu noézek (fig. 22) po
faczonych ze sobg u gory w ten sposdb, azeby mozna
yto je rozsuwaé; u dotu ndzki cyrkla zakoriczone sa
trzami stalowemi (niekiedy jedna nézka ma u dotu
razenie dla pomieszczenia otdwka lub kredy).
porownania dwu odcinkéw Ali i CD (fig. 19)

Pomiedzy soba, zatwierdzamy cyrkiel tak, azeby ko-

niec jednej nozki upadt w A, koniec za$ drugiej w 13,

Fig. 22. i zmieniajagc rozwartosci cyrkla podnosimy go

i stawiamy koniec jednej nézki na punkt C, koniec

za$ drugiej na punkt prostej D, gdzie on upadnie. Oczywiscie, ze

tym samym sposobem mozna rozwigza¢ zadanie: na danej nieogra-
niczonej prostej odcigé dtugos¢ rowng danemu odcinkowi.

34. Suma i réznica dwu odcinkdw

a_ — e .C prostej. Gdy narysujemy (fig. 23) od-
B cinek i przedluzymy go o odcinek
Fig. 23 A >to odcinek AC bgdzie tak wielkim,

jak odcinki AD i BC razem wzigte;
czyli inaczej mowigc: odcinek AC jest sumg obydwu odcinkow
AB i BC; co sig tak oznacza:
AC —AB + BC.

Jezeli narysujemy odcinek AC (fig. 23) i odetniemy od niego
odcinek mniejszy AB, to pozostaly odcinek BC pokazuje nam
o ile wiekszy odcinek AC jest diuzszym od mniejszego AB; BC
zatem jest réznicg miedzy AC i AB, co sie tak oznacza-
BC=AC—AB.

35. Wielokrotnos$¢ od-
cinkéw prostych i dzielenie
takich odcinkow. Jezeli na
nieograniczonej prostej (fig.

24), poczawszy od skrajnego punktu A, odetniemy réwne odcinki
AB, BC, CD, DEit. d, " '’

A. n
Fig. 24.
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AC 2-krotnoscig odcinka AB
AD 3-krotnosciag ,, AB
AE 4-krotnoscig ,, AB it d

Kazdy wiec w ten sposéb otrzymany odcinek jest wielo-
krotnoscig odcinka AB.

W fig. 24 odcinek AB jest potowag AC, trzecig czescig odcin-
ka AD, czwartg czeSciag AE i t. d. Odcinek zatem AC zostat
przez punkt B podzielonym na dwie réwne czeSci, odcinek AD
przez punkty B i C na trzy réwne czeSci, odcinek AE przez
punkty B, Ci D na cztery réwne czesci.

3b. Mierzenie odcinkéw prostej i wyznaczenie stosunku
dwu odcinkOw. Mierzyé odcinek linii prostej znaczy tyle, co
oznaczy¢ jej dtugosé. Dla wymierzenia odcinka, trzeba odcinek
pewnej diugosci obra¢ za jednostke, a potem dochodzié, ile razy ta
jednostka zawiera sie w odcinku mierzonym. Jednostkg dtugosci
jest np. stopa, arszyn, metr i t. p.

Jezeli porébwnywamy ze sobg diugosci dwu wymierzonych,
odcinkéw w celu wyznaczenia, ile razy jeden odcinek jest wiekszym
od drugiego, albo tez jaka cze$¢ jednego stanowi drugi, to powia-
damy, ze szukamy stosunku tych dwu odcinkéw'. Jesli np. diu-
gos¢ jednego odcinka 2 stopy i 6 cali, drugiego za$ 4 stopy, to
stosunek wiekszego do mniejszego odcinka = ii _ _ o 1-L

37. Fodziatka (Skala). Wyobrazmy sobie, ze trzeba na pa-
pierze lub na desce narysowm¢ takie odcinki, ktorych na rysunku
pomiesci¢ nie mozemy z powodu znacznej ich dtugosci; uciekamy
mic wtedy do pomocy podziatek pomniejszonych. W tym celu pe-
wng diugos¢ nakre$long na papierze (fig. 25), np. decymetr, uwa-
zamy za wiekszg dtugos¢ w rzeczywistosci, np. za dekametr. Chcac

ﬁ?ﬁ@f‘ﬂ it —1 rr]

Fig. 25.

na rysunku przedstawi¢ rzeczywista dlugos¢ 45 metrow, nalezy
nakresli¢ linije rowng dtugosci AB na podziatce. Odwrotnie, chcac
znale$¢ rzeczywistg dtugo$¢ pewnego odcinka rysunku, nalezy ja
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przenie$¢ na podzialke i ile ona bedzie miata decymetrow, tyle
dekametréw ma w rzeczywistosci.

Jezeli dhugos¢ jakiego$ odcinka zostata na rysunku zmniej-
szong za pomocg pewnej danej dtugosci, obranej za jednostke, po-
wiadamy, ze odcinek zostat nakreSlonym wedtug pewnej podziatki
(skali). Podzialke nalezy wiasciwie nazywac liczbg oderwang, wska-
zujgcg stosunek diugosci rysunku odcinka do jego rzeczywistej dtu-
gosci. JeSli np. powiadamy, ze pewien odcinek zostat nakreslo-
nym wedtug podziatki ¥ioo» to znaczy, ze rzeczywista dtugosé
odcinka jest 100 razy wiekszg od dtugosci rysunku.

38. Pytania i zadania. Nakresli¢ odcinek réwny sumie kilku
odcinkéw. Woyprostowac linije tamana, t. j. nakre$li¢ odcinek réwny
sumie odcinkéw skiadajacych linije tamana. Sprawdzi¢ za pomoca
dodawania i odejmowania odcinkéw prawdziwos¢ pewnikéw 4 — 8
ustepu 27. Od sumy trzech danych odcinkéw odjaé sumg dwu od-
cinkéw. Dany odcinek powiekszy¢é 3, 5, 7 razy. Co znaczy zmierzy¢
dany odcinek? Co nazywamy stosunkiem dwu odcinkéw? Jakg liczbg
stosunek ten sig wyraza? Na odcinku prostej AB migdzy punktami A
i B wzigto punkt C. Czemu sig rowna AC A- CB? AB — AC?
AB— CB? Dany jest odcinek AB, nalezy go przedtuzy¢ do punktu
K tak, azeby AB <='/6 AK. Ten sam odcinek AB przedluzyé tak,
aby AK<r=8AB. Na linii prostej przechodzacej przez punkty A i B
wyznaczy¢ punkt C tak, azeby odcinek BA = '/s BC. Punkt C ma
by¢ tak wyznaczonym, azeby punkt B byt S$rodkiem odcinka AC.
Dane sg trzy odcinki AB, CD, EF i nieograniczona prosta MN',
wykresli¢, poczawszy od punktu X dowolnie obranego na prostej, na-
stepujgce sumy i rdéznice: a) 3AB -)-2CD — 4EF\ b) 5AB -j- 7CD
— 2EF. Poczawszy od punktu A nieograniczonej prostej odcigto
dtugosci rowne AB=BC=CD=DE=EF=FG— wy-
znaczy¢: a) Jakg czgs¢ AH stanowi odcinek A.C? b) Jakag czasc
odcinka AF stanowi odcinek AD? c¢) Wyznaczyé stosunek odcinka
AEiloDG. d) Wyznaczy¢ stosunek odcinka CFdoBG. Znale$¢
stosunek odcinka AB do odcinka CD, je$li wiadomo, icAB —3CD-\-
EB, CD = 2EB + KD, EB = 4KD + MB, KD = 2MB. Zna-
les¢ stosunek dwu odcinkéw (wiekszego do mniejszego i mniejszego
do wiekszego), jesli wiadomo, ze wiekszy odcinek z=7 saz. 4 st., mniej-
szy = 1sgz. 5 st. Znale$¢ stosunek mniejszego odcinka do wiekszego,
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jesli wiadomo, ze wiekszy réwna sie 3,28 metra, mniejszy za$ = 2,5
metra. Oznacz stosunek miedzy diugoscig i wysokoscig tablicy, mie-
dzy szerokos$cig okna i drzwi. Do czego stuzy podziatka? Przyjmujac
w rysunku Imije za 100 sgZ. ross. oznaczy¢ podziatke rysunku. Wy-
mierzywszy dblugos¢ pokoju, stotu, tablicy za pomocg stép ross., na-
rysowac¢ te dtugo$¢ wedtug podziatki '/20.

3. 0 katach.

39. Linije rownolegte i przecinajace sig. Na fig. 26 widzimy dwie
proste AB i CD,
ktére nie przeci-
naja sig, jakkol-

__wiek daleko by-
tyby przedtuzone;
H F c—~ —g : widzimy tez, ze
i
i GH przedtuzo-
) ne ku gorze i ku
Fig. 26. dotowi, nigdy sie
ze sobg, nie spotykajg. Proste, le-
zace na jednej ptaszczyznie i nie-
przecinajgce sie ze sobg, jakkol-
wiek daleko bylyby przedtuzone,
nazywajg sie réwnoleglemi. Proste
c AB i CD (fig. 27), bedac prze-
dtuzone ku stronie lewej, przeci-
27- naja sie w punkcie E; proste zno-
wu LM i NP (fig. 28),
bedac przedtuzone ku stro-
nie prawej, przecinajg sie
w punkcie K.
Uwaga 1. Réwnolegtosé
linii AB i CD (fig. 26),
oznacza sie tak:
Fig. 28. AB j| CD.




Uwaga 2. Dwie linije rownolegte majg ten sam kierunek, czyli
sg jednokierunkowe; dwie linije przecinajace sie majg rézne kierunki,
czyli sg réznokierunkowe.

40. Katy. Z kazdego danego
punktu ptaszczyzny mozna popro-
wadzi¢ nieskonczenie wiele linij
prostych (promieni), z ktérych
kazda przedstawia coraz nowy
kierunek. Tak np. na fig. 29
widzimy proste OA, OB, OC, OD,
OE i OF wychodzace z punktu O.

Fig. 29. Przez obrét okoto punktu O,
w kierunku strzatki mozemy linije OA doprowadzi¢ do potozenia
ktdrejkolwiek z pozostatych prostych. Wielko$¢ obrotu, ktéry wy-
kona¢ nalezy, aby prosta OA przystata do prostej OB, jest rze-
czywiscie wiekszg, niz wielko$¢ obrotu, ktéry wykona¢ nalezy, by
ta prosta przystata do OC, gdyz kierunek OC wiecej niz kieru-
nek OB zbacza od kierunku OA. Wielko$¢ zboczenia w kierunkach
dwu prostych z jednego punktu wychodzacych, czyli innemi stowy:
icielkos¢ nachylenia sie dwu prostych nazywa sie ich katem.

Punkt A (fig. 30) przeciecia sie
dwu prostych tworzgcych kat, nazy-
wa sie wierzchotkiem kata, same za$
proste—ramionami kata.

Kat oznacza sie: a) albo jedng gto-
ska m umieszczong u wierzchotka ze-
wnatrz lub wewnatrz rozwartosci jego,
wtedy czyta sie go i oznacza: /_ m;
b) albo tez

Fig. 30 jedne stawiamy u wierzchotka, dwie

B za$ pozostate w dowolnych punktach

ramion; gloske przy wierzchotku stojacg piszemy i wymawiamy
we $rodku, tak np. /_ CAB lub BAC-, c) nakoniec kat oznacza
sie jeszcze literg napisang w samym wierzchotku, np. [/ 'A.
Pierwszy i drugi sposob znakowania jest koniecznym, gdy z jedne-
go punktu wychodzi kilka linij prostych; tak np. na fig. 29 mamy

c



migdzy innemi nastepujace katy: / AOB, / BOC, /COD
Z DOE, /_EOF it. d. N
Uwaga. Z okreSlenia kata wypada, ze wielko$¢ kata niezalezy
od dbugosci jego ramion.
41. Pordwnanie wielkosci katow. Majac dwa katy Z BAC
iZ EDF( fg. 30),
F to dla pordwnania
ich wielkosci na-
ktadamy jeden na
drugi tak, azeby

---------- E wierzchotek D
upadt na wierz-
r 31 chotek A, azeby
ramie DE przyjeto kierunek ramienia AB i caly kat FDE byt
zwrocony ku stronie kata CAB. Wtedy moga mie¢ miejsce trzy
przypadki: 1) ramie DF przystanie do ramienia AC (fig. 31),

wtedy Z EDF = Z BAC; 2) ramie DF upadnie wewnatrz kata
BAC (fig. 32), wtedy Z EDF < Z BAC; nakoniec 3) ramie DF
upadnie zewnatrz
kata BAC(fig. 33))

wedv Z EDF
Z BAC.
42.  Summa

i roznica katow.

Majac dane dwa

Fig. 33. katy CAB i FDE

{fig. 34), mozemy utworzy¢ kat rowny ich summie. W tym celu
przyktadamy kat EDF do kata BAC tak, azeby wierzchotek D
padt na wierzchotek A, ramie DE przyjeto kierunek ramienia AC
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ramie zas D F — kierunek AG. Kat BAG oczywiscie rowna sie-
sumie katoéw danych.

BAG = BAC + EDF.

Dla otrzyma-
nia kata réwnego
roznicy dwu nie-
rownych  katow
BAG i EDF
(fig- 34), przy-
ktadamy / EDF
do /_ BAG tak,
aby wierzchotek

D padt na wierzchotek A, aby ramie DF przyjeto kierunek ra-
mienia AG i ramie Di? upadto wewnatrz kata GAB w kierunku
AC, wtedy kat BAC oczywiscie bedzie roznicg dwu katow.

BAC — BAG —/_ EDF.

43.  Wielokrotnos¢ i czesci
katdw. Jezeli katy BAC, CAD,
DAE, EAF, FAG (fig. 35) sg so-
bie réwne, to/ BAD —2 /BAC,.
|_BAE = 3;BAC, ¢(BAF =
4/_BAC i t. d. Odwrotnie kat
BAC- % :.;BAD = B.,BAE
= 'i Z EAF it d
44. Katy przylegte, proste,
B ostre i rozwarte. Jezeli w jakim-
kolwiek kacie CAB (fig. 36) prze-
dtuzymy jedno z jego ramion AC
poza wierzchotek wkierunku AD?
to otrzymamy nowy kat BADTr
Dwa katy BAC i BAD maja je-
dno ramie AB wspolne, dwa za$
pozostate ich ramiona AC i AD tworzg jedng linije prostg. Dwa
takie katy nazywajg sie katami przylegtymi.
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Katy CAB i BAD (fig. 36) nie sg sobie réwne, gdyz prosta
AB nie jest jednakowo nachylong wzgledem prostej DC po lewej
i prawej jej stronie, albowiem oczywiscie kat CAB jest mniejszym
od kata BAD, lecz jesli linijje AB bedziemy obracali okoto
punktu A w kierunku wskaza-
nym strzatkg, to kat z prawej
strony bedzie sie powiekszaé, a kat
po lewej bedzie sie ciggle zmniej-
sza€, i tatwo widzie¢, ze przy tym
obrocie prosta AB moze przyjacé
takie potozenie, ze ono bedzie je-
dnakowo nachylone do prostej CD
po obydwu jej stronach, to jest
takie potozenie, w ktorem /_ CAB
= DAB (fig. 37). Kat, ktéry
jest rownym, swemu katowi przyle-
alemu, nazywa sie katem prostym
/_ DAB = /_ BAC = katow,
prostemu.

Kat DAE (fig. 38) mniejszy od

Fig. 38. kata prostego, nazywa sie ostrym

kat DAF wiekszy od kata pro-

stego, nazywa sie rozwartym. Wzglednie do katéw prostych, katy
ostre i rozwarte nazywmijg sie ukosnymi.

45. Linije prostopadte i pochyte. Dwie proste, tworzace po-
miedzy sobg kat prosty, nazywajg sie prostopadlemi do siebie, jesli
np. kat BAC (fig. 37) jest prostym, to prosta AB jest prostopa-
dtg do DC i prosta DC prostopadtg do AB, co si¢ oznacza tak:
AB -i- DC.

Jesli z punktu A lezagcego na prostej DC (fig. 37) poprowa-
dzimy do niej prostopadtg, to powiadamy, zeSmy z punktu A wy-
prowadzili prostopadtg do DC\ je$li za$ z punktu B lezacego ze-
wnatrz prostej DC poprowadzimy do niej prostopadta BA, to po-
wiadamy, zeSmy z punktu B spuscili do prostej D C prostopadis.

Jesli dwie proste tworzg ze sobg kat ukosny, np. EA wzgle-
dem DC (fig. 38), wtedy powiadamy, ze jedna wzgledem drugie
jest pochyla.

Fig. 37.



Uwaga. Z samego okre$lenia kata prostego (8 44, fig. 37)
mwypada, ze jeSli prosta BA obrécimy okoto punktu A, czy to na
prawo, czy tez na lewo, to katy przylegte z rownych stang sie nie-
rownymi, czyli z prostych stang sie uko$nymi, wiec w danym
punkcie do danej prostej mozemy tylko poprowadzi¢ jedna prosto-
padia.

46. ROwnos$¢ katow prostych.—

e Jednostka katowa. Niech bedg dwa
katy proste BAC i EDF (fig. 39)-

Dla poroéwnania ich pomiedzy sobg

J cJ e potozmy (8 41) kat EDF na Kkat
BAC tak, azeby wierzcholek D
Fig. 39. padt na wierzchotek A, rami¢ DF

przyjeto kierunek ramienia AC i kat
EDF poszedt w kierunku kgta BAC. Poniewaz ramie DE jest
prostopadte do ramienia DFT a ramie to lezy teraz na ramieniu
AC, wiec ED jest prostopadie do AC w punkcie A, a ze ramie
AB jest takze prostopadie do AC w punkcie A, wiec ramie DE
koniecznie przystanie do ramienia AB (8 45, uwaga); /_ EDF —
Z[BAC. To codSmy mowili o tych dwu katach prostych stosuje
sie oczywiscie do wszystkich, wiec wszystkie katy proste sg sobie
réwne, czyli innemi stowy: kat prosty jest wielkoscig stata, to jest
ma zawsze te samg wartos¢.

Z tego to powodu kat prosty obieramy za jednostkag do mierze-
nia katébw i oznaczamy przez d. Tak np. powiadamy, kgt ma
wielko$¢ rowng: ‘jtd, fsd, d4d i t. d.

47. Summa katdw przylegtych.
Niech bedg dane dwa katy przylegte
BAC i BAD (fig. 40) nierébwne po-
miedzy sobg. Jesli z punktu A wy-
prowadzimy prostopadty AE do CD?
n < to tatwo widzie¢, ze:

£EBAC + £EBAD=*
/| _ EAC+EAD = d+d=2d,

to jest summa dwu katéw przylegtych réwna sie dwém katom
prostym.

Fig. 40.
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Whniosek . suma wszystkich katéw, lezacych po jednej strO-
nie prostej, réwna si¢ dwom katom prostym. Jakoz niech z punktu
A ( fig. 41) wychodzg proste AB,
AC, AD, AE, AF, AG, AH,
tworzace katy: a, h, c, d, e f,
ktére lezg po jednej stronie pro-

stej HB. Oczywiscie, ze /_ a +
Z h+ +Zd+ Ze+ Zf

= Z BAD + /| DAH= 2d.
Whniosek 1l.  suma wszystkich
katow BAC, CAD, DAE, EAF
i FAB, lezacych naokoto jednego
punktu A (fig. 42), réwna sie czte-

rem katom prostym.

Jakoz jesli przez punkt A (fig.
42) poprowadzimy jakagkolwiek
prostg HK, suma wszystkich wyzej
wyliczonych katow rownac sie be-
dzie sumie katéw przylegtych, po
obydwu stronach tej prostej leza-
cych, lecz ta ostatnia suma réwna
sie czterem katom prostym (8 47,
Whiosek 1).

48. Jezeli suma dwu katéw
BAD i BAC (fig. 43), majacych
jedno ramie AB wsp6lne, réwna
sie dwém katom prostym, to dwa
drugie ramiona AD i AC stano-
wig jedng linije prosta.

Dla okazania tej prawdy nalezy
dowies¢, ze AD jest przedtuze-
niem AC. W tym celu dajmy»

ze AD nie jest przedtuzeniem AC, a jest niem AF, to jest dajmy,
ze CAF jest linijg prosta.
Wtedy na zasadzie § 47 bytoby:
z CAB+ Z BAF = 2d>
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a z zalozenia:
Z CAB+ /_BAB = 2d,
wiec na zasadzie pewnika 3-go (§ 27)

Z CAB+ Z BAF = Zz CAB + Z BAB,
skad na zasadzie pewnika 5-go
Z baf «.zZ bab,

co jest rzeczywiscie niemozebnem, albowiem Z BAF stanowi tylko

czes¢ Z BAB, wiec na zasadzie pewnika 1 réwnos¢ jest niemozebna.
49. Katy wierzchotkiem przeciw-
legte. Jezeli, ramiona kata BAC
(fig. 44) przedtuzymy poza wierz-
chotek A, to utworzy sie drugi
kat BAB; dwa katy BAC i BAB
nazywajg sie katami wierzchotkiem
przeciwlegtymi. Takimiz katami sg
tez BAB | CAB. Katami zatem
wierzchotkowymi nazywamy katy,
w ktorych ramiona jednego sg prze-
dtuzeniami ramion drugiego.

50. RoOwnos¢ katow wierzchotkowych. Katy wierzchotkowe
sgq sobie rowne. Jakoz wiemy, ze (8§ 47):
/| BAC+ /_BAB = 2d,
Z BAB + Z BAB = 2d,
wiec na zasadzie pewnika 3-go (§ 27)
Z bacag-z bab =2 bab+ z bab,

odjagwszy nakoniec z obu roéwnosci po /_BAB, otrzymamy
Z.BAC = ¢(BAE,

co bylo do okazania. W ten sam sposob mozna dowies¢, ze
Z bal) = Z CAE.

51. Twierdzenie i dowodzenie. W 88§ 46, 47, 48 i 50 poka-
zaliSmy niektore prawdy o katach. Prawdy te nie byly oczywiste-
mi, tak jak nimi sg pewniki, lecz ujawniliSmy je droga rozumo-
wania, opierajgc sie na znanych nam juz prawdach. Prawdy, ktore
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stajg sie oczywistemi na zasadzie rozumowan, nazywajg sie twierdze-
niami, rozumowania za$ ujawniajace prawdg—dowodzeniami.

52. Gzgsci twierdzenia.—Wzajemnice. Wezmy twierdzenie
(8 47) ,suma dwu katow przylegtych rowna sie dwu katom pro-
stym.“ W tern twierdzeniu wypowiada sie prawdg, ze jezeli dwa
katy sa przylegle, to suma ich bgdzie réwna. dwu katom prostym.
W twierdzeniu tern sg dwie czeSci: 1) zatozenie (jesli katy
sq przjdegte), 2) konk liizyja (to suma ich bgdzie rowng dwu
katom prostym).

Uwazajac twierdzenia 88 47 i 48, widzimy, ze konkluzyja
pierwszego twierdzenia (suma katéw rowna sie dwu katom prostym)
staje sie zatozeniem drugiego, zatozenie za$ drugiego (jesli katy sg
przylegte) staje sie konkluzyjg drugiego. Takie dwa twierdzenia,
w ktorych konktuzyja jednego jest zalozeniem drugiego, i naodwrot
zatozeniejednego jest konkluzyjg drugiego, nazywaja sie wzajemnicami,
albo twierdzeniami odwrotnemi.

53. Dowodzenie bezpo$rednie i dowodzenia metodg przywie-
dzenia do niedorzecznosci. Sa dwa sposoby dowodzenia prawd ge-
ometrycznych. Pierwszy sposob, nazwany dowodzeniem bezposre-
dniem, polega na tem, ze prawde dowies¢ sie majgca sprowadza
sig, na zasadzie znanych prawd, do oczywistosci; takich dowodzen
uzyliSmy w 88 47 i 49. Drugi sposob dowodzenia, nazwany metoda
przywiedzenia do niedorzecznosci, polega na tein, ze wprowadzamy
przypuszczenie przeciwne prawdzie, ktdrg dowdes¢ mamy, i droga
rozumowania ujawniamy, ze przypuszczenie to potgczone ze znane-
mi prawdami prowadzi do wypadkéw rzeczywiscie niezgodnych
z dowiedzionemi prawdami; takiego dowodzenia uzyliSmy w § 48.
Zwykle wzajemnice twierdzeri tg metoda sie dowodza.

54. Pytania i zadania. Ktore proste nazywajg sig przecina-
jacemi sig i ktdre rownolegtemi? Co nazywamy katem? Od czego za-
lezy wielko$¢ kata? Czy wielkos¢ kata zmieni sia, jesli przedtuzymy
jego ramiona? Po czem poznaé, czy dwa katy sg sobie réwne? Co to
sg katy przylegte? Co to sg katy proste, ostre i rozwarte? Jak znalesé
sumg dwu danych katéw? Jak znale$¢ roznicg dwu katéw? Jak zna-
les¢ sumg trzech danych katéw? Jak dany kat powigkszy¢ piac razy?
Dwojsieczng kata nazywamy prosta, dzielacg dany kat na dwie réwne



czasci; dowiesé, ze dwojsieczne dwu katdw przylegltych sa do siebie
prostopadie. Dang jest prosta AB i dwa punkty Ci D lezace ze-
wnatrz tej linii; znale$¢ punkt na prostej AB, ktoryby tez lezat i na
prostej faczacej dwa dane punkty C i D. (Czy zadanie to zawsze
jest mozliwom?). Dany jest kat BAC, poprowadzi¢ prostg AB przez
punkt A w ten sposob, azeby kat BAE <” kata BAC, i prostg AF
w ten sposob, azeby kat BAF j> kata BAC. Dany jest kat BAC,
poprowadzi¢: a) prostg A E tak, azeby X BAC = X BAE X AEC,
b) prostg AF tak, azeby X BAC = X BAF — X CAF. Z punktu
0 poprowadzi¢ 6 prostych OA, OB, OC, OB, OE i OF tak, azeby
/_AOB = Z_BOC =Z.COD = /_BOE = /_EOF-, znales
stosunek katéw BOF i AOC, jako tez katbw BOE do BOE. Po
czem poznaé, czy dany kat jest prosty? Jakie linije nazywajg sig
prostopadtemi i jakie pochytemi? Ktdre katy nazywaja sig katami
wierzchotkiem przeciwlegtymi? Jaka jest wtasnos¢ katow wierzchotkiem
przeciwleglych? Jaka jest wkasno$¢ katow przylegtych? Czemu sig réw-
nasuma katéw lezagcych po jednej stronie prostej? Czemu sig rowna
suma katow lezacych naokoto jednego punktu? Nakresli¢ kat rozwarty
1 ostry tak, azeby ich rdznica rownata sig katowi prostemu. Nakresli¢
dwa ostre katy tak, azeby suma ich réwnata sig katowi prostemu.
Jeden z dwu katow przyleglych roéwna sig: a) J3d, b) 1,82<2,
c) 1,2(34)<Z. Czemu sig réwna drugi? Jeden z czterech katéw utwo-
rzonych przez dwie proste przecinajgce sig, réwna sig: o) 19%\d,
b) 0,283c/, c¢) 1,(23)cz, d) 1,4(24)cz; obliczy¢ wielko$¢ kazdego
z pozostatych katéow. Jeden z dwu katéw przylegtych jest 12s raza
wigkszym od drugiego — obliczy¢ kazdy z tych katéw w ezasciach
kata prostego. Do jednego z ramion kata rozwartego w jego wierz-
chotku wystawiono prostopadlg, tworzacg z drugiem ramieniem Kkat
stanowigcy 37 danego—obliczy¢ kat rozwarty. Z punktu A prostej
BC, po jednej jej stronie poprowadzono dwie proste AB i AE two-
rzace z nig X BAB = X EAC, nastgpnie kat BAE podzielono
prosta AF na dwie réwne czasci — obliczy¢ | FAaB 1 XFAC.
Jeden z czterech katow lezacych okolo punktu = 56< i dwdjsieczne
trzech pozostatych katéw tworzg po kolei katy ‘ijsdi ‘/3d— obliczy¢ te
cztery katy. Co to jest twierdzenie? Z jakich czasci ono sig skiada?
Co to jest wzajemnica? Co to jest dowodzenie bezposrednie i co do-
wodzenie przez sprowadzenie do niedorzecznosci?



4. Miara katow.

55. Kofo i okrag kota. Widzielismy wyzej (8 46), ze je-
dnostkg przy mierzeniu wielkosci kata jest kat prosty, tak, ze
zmierzy¢ kat znaczy znale$¢, ile w nim zawiera sie katow prostych,
albo czesci kata prostego; innemi stowy: zmierzy¢ kat znaczy zna-
les¢ stosunek jego do kata prostego. Dla wyznaczenia tego stosunku
musimy pozna¢ wiasnos¢ linii krzywej nazwanej kotem.

Jezeli prosta OA (fig. 45) obra-

ca¢ sie bedzie na ptaszczyznie o-

koto punktu O poki nie wréci do

swego pierwotnego potozenia, to

punkt A nakresli linije krzywa

zamknietqg ABCE, ktdra sie na-

zywa okregiem. Cze$¢ plaszczyzny

ograniczona okregiem nazywa sie

kotem. tatwo widzie¢, ze wszyst-

kie punkty okregu znajdujg sie

w réwnej odlegtosci od punktu O,

nazwanego $rodkiem kota. Mozna

wiec powiedzie¢, ze okrag jest to

linija krzywa, ptaska (lezaca na pta-

szczyznie), ktorej wszystkie punkty sa réwno oddalone od punktu we-
wnetrznego nazwanego Srodkiem.

Uwaga. Do rysowania kota stuzy cyrkiel (§8 33, Uwaga).
Oznacza sie koto zwykle jedng literg jego $rodka i mowi sie koto O.

56. Linije w kole. Prosta idgca od $rodka do jakiegobadz
punktu okregu, zowie sie promieniem kota np. OA, OB, OC, OE.
Poniewaz wszystkie punkty okregu sg jednakowo oddalone od $rod-
ka, wiec wszystkie promienie kota muszg by¢ sobie réwne. Czes$¢
okregu jak GMII, nazywa sie tukiem kota. Prosta GH #3czaca
konce tuku, nazywa sie cieciwa. Cieciwa AC przechodzaca przez
Srodek kota, nazywa sie $rednicg kota. Oczywiscie, ze $rednica
jest dwa razy wiekszg od promienia.

57. Twierdzenie. Dwa kota réwnego promienia przystaja do
siebie i sg sobie rowne.



Dowodzenie. Niech bedg dwa kota M i N (fig. 46) o row-
nych promieniach, t. . MA — MB. Natézmy koto M na koto M
w ten spos6b, azeby S$rodek N
padt na $rodek M, promieri NB
przystat do promienia MA, co
mozna, gdyz promienie te z zaloze-
nia sa sobie rowne. tatwo wi-
dzie¢, ze przy takiem natozeniu
Fig-. 40. wszystkie punkty okregu N przy-
stang do punktéw okregu M,
gdyby bowiem jaki$ punkt K okregu N padtl na punkt L, leza-
cy wewnatrz okregu M, to promien N K bytby réwnym ML, a za-
tem bytby mniejszym od promienia MC, co sie sprzeciwia zatozeniu.
58. Katy S$rodkowe. Kat AOB (Fig. 45), majacy swoj
wierzchotek we $rodku kota, nazywa sie srodkowym czyli centralnym,
tuk AB nazywa sie odpowiadajgcym katowi.
Twierdzenie. Jesli dwa katy $rodkowe w jednem kole sa sobie
réwne, to i odpowiadajgce im luki sg tez réwne.
Dowodzenie. Niech bedg dwa réwne ka-
ty AOB i COD (fig. 47). Natéozmy Kkat
AOB na COD tak, azeby wierzchotki ich
przystaty do siebie i ramiona jednego
przybraty kierunek ramion drugiego, co
mozna, gdyz katy te sg sobie réwne (8§ 41).
Z réwnosci promieni kota wypada, ze pun-
kty A i B przy tern natozeniu odpowienio
upadng na punkty CiD. tatwo tez wi-
dzie¢, ze kazdy dowolny punkt wiuku AB
musi przysta¢ do ktérego z punktow tuku
CD, w przeciwnym razie bowiem punkt ten nie bylby w tej samej
odlegtosci od Srodka co inne punkty okregu, wiectuk AB przystanie
do tuku CD i bedzie mu réwnym—co byto do okazania.
Wzajemnica. Jezeli w kole dwa luki sg sobie rowne, to i od-
powiadajace im katy Srodkowe sg tez réwne.
Dowodzenie. Dajmy, ze tuk AZ?=tukowi CD; trzeba do-
wiezé, ze/_AOB = /_ COD. W tym celu natézmy kat AOB na
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kat COD tak, azeby mialy wierzchotek O wspdlny i azeby ramier
OB przybrato kierunek ramienia OD. Z powodu réwnosci pro-
mieni OB i OD punkt B upadnie na punkt D, poniewaz wszyst-
kie punkty okregu sa jednakowo oddalone od $rodka, wiec gdy
punkt B przystat do punktu D, to i caly tuk BA pojdzie wzdtuz
tuku DC, a ze z zatozenia te dwa tuki sg sobie rowne, wiec punkt
A upadnie na punkt C, proste OA i OC, majagce dwa punkty
wspdlne, przystang do siebie (§25) i/_AOB = COD.

Uwaga. Twierdzenie powyzsze wraz ze swojg wzajemnicg be-
da jeszcze prawdziwe, gdy dwa katy srodkowe bedg miaty swoje
wierzchotki we $rodku dwu kot rownych, gdyz dowodzenie be-
dzie zupetnie toz samo.

59. Stosunek dwu katéw $rodkowych mozna zamieni¢ sto-
sunkiem tukOw na zasadzie twierdzenia:

W jednem kole lub w kotach réwnych stosunek dwu katéw $rod-
kowych réwna sie stosunkowi tukéw im odpowiadajgcych.

Mam dowies¢, ze jesli katy AOB i
CMD majg swoje wierzchotki w srod-
kach O i M dwoch réwnych kot, to

CMD CD

AOB — AB
albo, innemi stowy, mam dowies¢, zeile
razy kat CMD jest wiekszym od kata
AOB, tyle razy tuk CD jest wiek-
szym od tuku AB.

Dowodzenie. W tym celu dajmy, ze
tuk CD (fig. 48) moze by¢ podzielonym
napie¢ réwnych tukéw Cp=pg—qr=rs
=sD, tuk za$ AB na trzy takiez tuki
Am—mn—nB —Cp. Potgczywszy punk-

ty p, g, r, s ze srodkiem M, punkty za$ m i nze srodkiem Odnaj-
dziemy, ze kat CMD zostanie podzielonym na 5, kat zaS§ AOB na
trzy réwne pomiedzy sobg katy (8 58), wiec

luk COD 5 /. CMD 5 .
luk AB = T (AOB ~ ~3~ 1 St



' CMD tuk CD
z. aOB = tuk AB c-b-d- °-

Whniosek.  Stosunek luku CD do AB wyraza si§ liczbg
stosunek kata COD do kata AOB wyraza sig tg samg liczbg %;
wigc widzimy, ze powyzsze twierdzenie da sig jeszcze tak wyrazic:
jaka liczbg wyraza sie stosunek diou katdw S$rodkowych, majacych
swoje wierzchotki w $rodkach kot o réwnych promieniach, takg samg
liczhg wyraza sie stosunek tukéw tym katom odpowiadajacych.

60. Podziat okrggu i miara kata. Od niepamigtnych czaséw
dzielg kazdy okrag kota na 360 rownych czgsci, ktore nazwano
stopniami (°), kazdy stopien na 60 minut ('), kazda minutg na 60
sekund (). Tak np. 28° 23' 27" oznacza #tuk 28 stopni 23 mi-
nut 27 sekund.

Stopiert wigc w tuku jest 360-tg czgécig okrggu, a poniewaz
dtugos¢ okrggu oczywiscie zalezy od wielkoSci jego promienia, wigc
i dhugos¢ stopnia tuku bywa rozmaitg, stosownie do wielkosci okrg-
gu, czyli, innemi stowy, stopien tuku jest iloscig zmienna.

Wyobrazmy teraz sobie, zesSmy dowol-

ny okrag kota podzielili na stopnie i niech

N B (fig. 49) bgdzie jednym takim stopniem,

wyobrazmy sobie dalej, zeSmy wszystkie

punkty podzialu okrggu potaczyli ze

Srodkiem O, wtedy w nim utworzy sig

360 katow réwnych pomigdzy sobg (8§ 58).

kazdy z nich bgdzie wigc /30 czterech

katow prostych (8 47, wniosek I1), czy-

Fig. 49. li /0 prostego. Kazdy z takich

katow NOB, jako stanowigcy /90 czgs¢

kata prostego, jest iloscig stala, to jest niezalezng od wielkosci

okrggu i nazywa sig stopniem katowym, kazdy stopien katowy dzie-

li sig na 60 minut katowych, kazda minuta na 60 sekund kato-

wych. Stopnie, minuty i sekundy katowe oznaczajg sig takimi sa-
mymi znakami co i katy, minuty i sekundy w tuku.

Opierajac sig na twierdzeniu podanem w 8 59 przychodzimy
do nastepujacej prawdy:



Kazdy kat zawiera w sobie tyle stopni, minut i sekund katowych,
ile tuk zakreslony z jego wierzchotka dowolnym promieniem i zawarty
pomiedzy ramionami kata zawiera stopni, minut i sekund tuku.

Jakoz niech bedzie kat
A (fig. 50); nakresimy kat a
= 1°i z wierzchotkéw tych
dwu katdbw promieniami
rownymi zakre$§lmy dwa tu-
kiBC i bc, gdzie be—1®w
tuku. Na zasadzie § 59

a bc ’
lecz poniewaz a = 1° katowi, bc = 1° w tuku, wiec
A BC
1°kat ~ 1" wiuku’
to jest ile stopni katowych @ czesci stopni) zawiera sie w danym ka-
cie A, tyle stopni w tuku zawiera tuk BC—c. b. d. o.

Prawde te wyraza sie jeszcze tak: Kat Srodkowy ma za miare
tuk zawarty miedzy jego ramionami. Opierajgc sie na powyzszej
prawdzie i na uwadze, ze kat prosty ma 90°, fatwo pojmiemy, ze dla
zmierzenia kata, to jest dla wyznaczenia stosunku jego do kata proste-
go, dos¢ bedzie z wierzchotka kata dowolnym promieniem opisa¢ tuk
i wyznaczy¢, ile stopni zawiera sie w czesci fuku zawartego pomiedzy
ramionami. Jakoz dajmy, zeSmy znalezli, ze tuk zawarty miedzy ra-
mionami kata ma 45°, wtedy kat ten bedzie= 'l2d, gdyz stosunek kata
danego do kata prostego réwna sie stosunkowi tuku 45° do ¢wiart-
ki okregu czyli 90°. Kat 30° = jsd, kat 22° 30'= 'Ad. i t. p.

61. Przeno$nik. Prze-
nosnikiem nazywamy mie-
dziane, drewniane lub ro-
gowe potkole podzielone
na 180°, stuzgce do mie-
rzenia i kreslenia katow
(fig. 51). Majac wymierzy¢
dany kat przenosnikiem,

nalezy jego $rodek tak
Fig. 51.



przytozy¢ do
wierzchotka ka-
ta, aby promien
przenosnika padt
wzdtuz  jednego
ramienia; potem
odczytujg sie sto-
pnie od promienia
przenosnika az do
punktu podziatu,,
przez ktéry dru-
gie ramie kata przechodzi. Tak np. na fig. 52 kat a ma 50°. Chcac
za pomoca przenosnika nakresli¢ kat 50°, kreslimy wzdtuz $rednicy
przeno$nika prosta, nastepnie punkt podziatu przenos$nika odpowiada-
jacy 50° faczymy ze srodkiem N prosta NM, kgt M N B =50°.

62. Pytania i zadania. Co nazywamy okragiem i co kotem?
Co™ nazywamy tukiem, cigciwa, promieniem i $rednicg? Jaka jest wias-
no$¢ promieni i $rednic jednego kota lub kot réwnych? Co to jest kat
Siodkowj? Jakie tuki odpowiadajg réownym katom srodkowym w jed_
nem kole lub w kotach réwnych? Jaki zachodzi zwigzek pomiadzy
katami $rodkowymi i odpowiadajgcymi im tukami w jednem kole lub
w kotach réwnych? Co to znaczy, ze kat centralny mierzy sig tukiem
zawartym migdzy jego ramionami? Co to sg stopnie, minuty i sekun-
dy tuku i stopnie, minuty i sekundy katowe? Jaka zachodzi pomig-
dzy nimi réznica? lle stopni opisuje strzalka minutowa zegara w cig-
gu a) 15 minut? b) pétgodziny? ¢) 5 minut? Jaki kat tworza ze sobg
strzatki zegarowe o 1-ej, 2-ej, 3-eiej, 4-ej i 5-ej godzinie? Nakresli¢
za pomoca przenosnika kat 5°, 10°, 20°, 25°. Nakresli¢ za pomocy
przenos$nika katy 18° 15' 25", 23° 35" *15" i 38° 9' 20". Katy
18°, 47° 30", 120°, 105° wyrazi¢ w czasciach kata prostego. Wy-
razi¢ w stopniach, minutach i sekundach nastapujace katy: 23d, 7,5d.
n&d* i7/i80cN Jeden 1z Kkatéw przylegltych réwna sig 38°
18 25", czemu sig réwna drugi? Czemu sig réwna kazdy z dwu
katéw przylegtych, jesli wigkszy z nich réwna sig §i mniejszego?
Okoto punktu po jednej stronie prostej nakre$lono katy m, n, p, g
i r, z ktébrych m= 18° 15" 27", n— 34» 15" 13", p = 42» 6' 18",



q— 12° 18" 12", obliczy¢ kat r. Dwie proste, przecinajac sig ze so-
ba, tworza katy, z ktdrych jeden — 28° 15' 20", czemu sig rownajg
trzy pozostate katy? Majac dane dwa punkty A, B, nalezy wyzna-
czy¢ taki punkt c, aby kgt BAC — 50° ile rozwigzan ma to za-
danie? Obra¢ trzy punkty, nie lezace na jednej prostej, potgczy¢ je
trzema prostemi i wyznaczy¢ za pomocg przenosnika sumg trzech
utworzonych tym sposobem katéw. Powtdérzy¢ to wykreslenie Kkilka
razy. Podobne wykreslenie i mierzenie wykonac dla czterech punktow.

V. Lintje rownolegte i niektére twierdzenia o katach.

03. Katy, jakie powstajg, gdy jedna prosta przecina dwie

inne.
Dwie proste AB i GD

(fig. 53), przeciete trzecia,
EF, ktdra sie nazywa siecz-
ng albo poprzeczng, tworza,
z nig osiem katéw: r, €m
n,p,q, t, «, ktore mianuje-
my jak nastepuje:
1- sze. Katy naprzemian-
legte icewnetrzne; sato dwa
katy wewnetrzne, ktore lezg
z obydwu stron siecznej EF
Takimi sg/_m i q, jako
tez i/f-
2-re. Katy naprzemianle-
(jle zewnetrzne; sato dwa katy zewnetrzne, ktore lezg z obydwu
stron poprzecznej. Takimi sgsit, riu.
3- cie. Katy odpowiadajgce; sgto dwa katy lezace po jednej
stronie poprzecznej: jeden wewnetrzny a drugi zewnetrzny. Ta-
kimi sgsig, niu, rip,mit
4- te. Katy wewnetrzne, ktére lezag wewnatrz dwu prostyct

AB | CD, po jednej stronie poprzecznej. Takimisanig, p i m.
3
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5-te.  Katy zewnetrzne; sato katy lezagce zewnatrz danych
prostych AB i CD po jednej stronie siecznej. Takimi sgsiu,rit.

64. Twierdzenie. Dwie proste sa réwnolegte, jeélitworza z po-
przeczna, katy naprzemianlegle wewnetrzne réwne.
Dowodzenie. Dajmy, ze (fig. 54)
Z a= ZI»

trzeba dowiesé, ze
AB || CD.

E W tym celu wyobrazmy
sobie przedewszystkiem,
zesmy fig. 54 podniesli z
miejsca, nastepnie obrdcili
ja tak, jak pokazuje fig. 55,
i nakoniec potozyli na fig.
54 tak, azeby punkt G
drugiej figury upadt na
punkt Il pierwszej figury
i punkt 11 drugiej na
punkt G pierwszej, co
mozna, gdyz przy odwro-
ceniu figury dlugos¢ Gil
nie ulegta zmianie.

Przez takie natoze-
nia prosta EF drugiej
figury w catej swej roz-
ciagtosci przystanie do
prostej FE pierwszej
(8 24, wniosek 1). Z po-
wodu réwnosci  katéw
b ia prosta AB dru-
giej figury przystanie
do prostej CD pierw-
szej; z powodu réwnosci
tychze samych katow



prosta CD drugiej figury przystanie do prostej AB pierwszej figu-
ry, tak ze wskutek réwnosci katéw a i b figura odwrdcona w zu-
petnosci przystanie do danej.

Dowiodiszy tej prawdy, dajmy, ze przy zatozeniu /| a— / b,
proste AB i CD nie sgréwnolegte, lecz przecinajg sie¢ w jakims$
punkcie M (fig. 56), lezacym z prawej strony figury.

E Otz na zasa-
dzie dowiedzionej
wyzej prawdy,
przypuszczenie
takie jest niemo-
zebnem, gdyz ono
pocigga za sobg
koniecznos¢ prze-
ciecia sie prostych
i z lewej strony,
albowiem po od-

wréceniu figury, prawa jej strona przechodzi na lewa i przystaje
do tej lewej w zupetnosci. Lecz dwie rdézne proste AB i CD nie
moga mie¢ dwu punktow wspolnych (§8 24, wniosek 1).

Sprzeczno$¢ powyzsza zostanie usunietg tylko wtedy, gdy
proste AB i CD nie majg zadnego punktu wspdlnego, czyli Kkie-
dy sa réwnolegte.

65. Twierdze-

E nie. Dwie linije
sg rownolegte, gdy

'przeciete  poprze-

czng tworzag katy
naprze»lianlegte

zewnetrzne réwne.

Dowodzenie. Daj-

my, ze (fig. 57)

Ze—Z Ik

nalezy dowies¢, ze

AB \ CD.
lig. 57,



Poniewaz
(& 50) Zk=Z a jWeCZ >=Z &1 (§64) AB WCD-
66. Twierdzenie. Dwie proste sg réwnolegle, gdy prze

poprzeczna tworzg katy odpowiadajgce réwne.
Dowodzenie. Dajmy, ze (fig. 57).
Z.e—7 a>
nalezy dowies¢, ze
AB || CD.

Poniewaz (850) Z e—Z 5| .
i 7 zalozenia Z e— Z a )WIQCZ a—/Z i(864)AB || CD.

67. Twierdzenie. Dwie proste s réwnolegte, gdy przeciete
poprzeczng tworzg katy wewnetrzne, suma ktérych réwna sie dwém

katom prostym.
Dowodzenie.  Dajmy, ze (fig. 57)

Zh+ Zo= 2
nalezy dowies¢, ze
AB \ CD.
Poniewaz (§47) Z 9+ Z a=
wiec Z h+ 23 =2.9+ Z®

i Z b—Z a>zatem (§ 64) AB 1L CD.

68. Twierdzenie. Dwie proste sa réwnolegte, gdy przeciete
poprzeczng tworzg katy zewnetrzne, suma ktérych roéwna sie dwom
katom prostym.

Dowodzenie. Dajmy, ze (tig. 55)

Zf+Zk=d
trzeba dowiesé, ze
AB\\ CD.
Poniewaz (8 47)
Z/+2Z6 = 2d,
"fec Zf+Zk—Zf+Zlr
i Z+= 7z

a zatem (8 66) AB\\ CD.
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69. Pewnik. Przez punkt, dany zewnatrz prostej, mozna
poprowadzi¢ jedng tylko réwnolegtg do tej prostej.

Pewnik ten nalezy uwaza¢ jako wynik doswiadczenia.

70. Wzajemnice twierdzen 8 64, 65, 66, 67 i 68.

Dwie rdéwnolegte przeciete trzecig poprzeczng tworzg z nia:

1- Sze. Katy naprzemianlegte wewnetrzne réwne.

2- re. Katy naprzemianlegte zewnetrzne réwne.

3- cie. Katy odpowiadajace réwne.

4-te. Katy wewnetrzne, suma ktérych réwna sie dwoém kg-
tom prostym.

5-te. Katy zewnetrzne, suma ktérych réwna sie dwom katom
prostym.

Dowodzenie.  Dajmy, ze (fig. 58) AB || CD;

trzeba dowies¢, ze

/_a — ¢ h.

Dajmy bowiem,
ze j/_a nie jest
rownym /_ h lecz
ze jest mniej-
szym od /_b,
w takim razie
dla sprowadzenia
rownosci tych
dwu katow na-
lezy a powiek-
szy¢ tak, azeby

FKM =
wtedy mieliby-
Smy dwie proste
BD i MN, ktore przeciete trzecia EF utworzylyby dwa katy na-

przemianlegte wewnetrzne /_ FKM i hréwne, wiec (8§ 64) bytaby
MN || CD,
a z zatozenia AB\CD,

lecz to sie sprzeciwia pewnikowi (8 69).



2- re. Dajmy, ze AB || CD (fig. 57),-

nalezy dowies¢, ze Ze—Z "m
Na zasadzie poprzedniego
Z« =Z M
lecz Z h= Z e]| wiec/_e ~ /_Kk.
Z «=2Z h”’
3- cie. Dla okazania réwnosci Z e i Z a>uwazamy, ze n
sadzie poprzedniego
[ a=1/b) . .
lecz - Z/« . WC Z« = Z«-

4-te. Dla okazania, ze Z ¢+ Z a = 2d, rozumujemy, jak
nastepuje:

Z &+ Z c= 2ii
lecz Z h—Z a>
wiec Z c+ Z«= 20

5-te. Dla okazania, ze Z e+ Z 4— 2d, postepujemy w spo-
s6b nastepujacy.

Wiemy, ze Z e+ Z c= 2d;
lecz Zc=Z
wiec Ze+ Z *= 2d-
71.  Whnioski z twierdzeAd o linijach réwnolegtych.
c A 1. Dwie linije prostopadte
do trzeciej sa pomiedzy sobg
réwnolegte.

Jakoz dajmy, Zze proste
AB i CD (fig. 59) sa pro-
stopadte do prostej EF.
Poniewaz w tern zatoze-
F n g E niu Z B i Z D sg proste,
wiec Z B+ Z D —2d, i

Fig. 59, na zasadzie (§67) AB\\ CD.
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2. Gdy jedna z dwu rownoleglych jest prostopadtg do prostej
toidruga bedzie do tej ostatniej prostopadia.

Jakoz, jesli AB || CD (fig. 59), to (8 70,4) /_B+/_D=M;
zalozywszy jeszcze, ze prosta AB jest prostopadiy do EF, bgdzie
Z.B = d, wieci Z.D —d, a tem samem prosta CD jest pro-
stopadig do EF.

Dwie proste rownolegte do trzeciej sg réwnolegte miedzy soba.
Dajmy, ze AB 1LIEF, CD \EF (fig. 60), trzeba dowies¢, ze
-47? || CD.

Poprowadziwszy siecz-
ng Gil, widzimy, ze

S0, 3

Z«=Z7C
/Ib=c

Z«=Z71 AB Il CD
(8 66).

72. Twierdzenie.
Dwa katy, majgce ramiona
réwnolegte, kazde do kaz-
dego, albo sg réwne, albo
suma ich réwna sie dwém
katom prostym.

Dowodzenie. Dajmy, ze
AC\DFiAB || GE (fig. 61); ma-
my dowie$¢, ze Z m —Z
Z«i=Z>> gdyz ACWD7~(870,3),
/n=1/j>,gdyz AB\\ GE,
wiec /jn —¢n.

Oprocz tego widzimy, ze kats
ma te same ramiona co i kat nf
lecz oczywiscie kat s nie moze

Fig. Cl.
9 by¢ rébwnym /_ m, gdyz pierw-
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szy jest rozwarty, drugi ostry. Dla otrzymania zwigzku pomie-
dzy tymi katami, postepuje sie w sposob nastepujacy:
IjJA -¢n=2d (§47))
/
w—/'m )
Stad wynika, ze dwa katy majace ramiona réwnolegle sg réw-
ne, gdy oba sg ostre, albo oba rozwarte; jesli za$ jeden z nich jest

ostry, a drugi rozwarty, to suma tych katow rowna sie dicorn ka-
tom prostym.

wiec Z.s+Zm=2d.

73. Pytania i zadania. Jakie linije nazywajg sig réwnole-
gtemi? Jakie katy powstajg, gdy dwie roéwnolegle przetniemy po-
przeczng? Jakie sg whasnosci tych katow? Jaki pewnik mamy od-
nosnie do liuij réwnolegtych? Jakie katy nazywajq sig odpowiadaja-
cymi? Jakie katy nazywajg sig naprzemianlegtymi wewnatrznymi i ja-
kie zewngtrznymi. Kiedy dwa katy o ramionach réwnolegltych sg so-
bie réwne, a kiedy suma ich réwna sig dwom katom prostym? Je-
zeli kat a (fig. 57) rowna sig 48° 15', czemu sig réwnajg pozostate
siedm katow? Jezeli jeden z katdw zewnatrznych rowna sig 78° 15
28", czemu powinien sig rowna¢ drugi kat zewnatrzny, aby linije by-
ty rownolegle? Jaki kat tworza ze sobg proste, dzielgce dwa katy
wewnetrzne na dwie rowne czasci? Jakie potozenie majg wzgladem
siebie dwodjsieczne katéw naprzemianleglych wewnetrznych? Jezeli
jeden z dwu katow wewnetrznych réwna sig: a) 45 drugiego, b) 1,25
drugiego, ¢) 0,1515... drugiego, czemu sig rowna kazdy z nich?

ll. 0 wielokatach.
1. Tréjkaty.

74.  Ogollne pojecie o
wielokacie i trojkacie.
Wielokgtem nazywamy
cze$¢ ptaszczyzny zamknie-
tej linijami prostemi, jak
np. ABCDEA i abcdefga
(fig- 62).

Fig. 62.
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T Najprostszy ze wszystkich wie-
lokgtéw jest ten, ktéry jest ograni-
czony trzema prostemi i taki nazy-
wa sie trojkatem (fig. 63).

Kazdy tréjkat ma trzy bokie AB,
BC, AC, trzy katy:,/ A,/_B };_C,
trzy wierzchotki: A, B, C.
Kazdy bok ma dwa katy mprzylegte.
(np. bok AC ma /_ A i¢ C przyle-
gte) i jeden kat przeciwlegty (np / B jest przeciwleglty bokowi
AC). Kazdy kat jest zawarty pomiedzy dwoma bokami (np. / C
jest zawarty pomiedzy bokami BC i AC), a trzeci ma przeciwlegly
(np. /_ C mabok przeciwlegly AB).

Bok, na ktérym trojkat zostat wystawionym, nazywa sie pod-
stawg tréjkata. Poniewaz o kazdym boku przypusci¢ mozna, ze
na nim trojkat wykreslony zostal, wiec kazdy bok uwazany by¢
moze za podstawe. Na fig. 63 bok AC jest podstawrg.  Wierzcho-
tek trojkata przeciwlegly podstawie nazywa sie wierzchotkiem,
a prostopadta poprowadzona z wierzchotka na podstawe nazywa sie
wysokoscig trdjkata.  Na fig. 63 B jest wierzchotkiem, a BIl)
wysokoscia.

Uwaga. Cze$¢ ptaszczyzny, ograniczong jakiemikolwiek linija-
mi prostemi lub krzywemi, nazywamy figura.

75. Twierdzenie. W kazdym tréjkacie suma dwu bokéw
jest wiekszg od trzeciego', réznica zas dwu bokow jest mniejszg od
trzeciego.

Dowodzenie. Poniewaz boki BC i BA (fig. 63) tworzg linije
tamang pomiedzy punktami Z i C, bok zas AC linije prostaj
wiec (8 24)

BC+ BA > AC.
Przyjmujacj ze BCfj>BA, otrzymamy przedewszystkicm
A CAB > BC;
odejmujac z obu stron tej nieréwnosci po réwnym boku AB, otrzy-
mamy (8 27, 7)

AC > BC— AB.



76. Whniosek. W tréjkacie wszystkie trzy boki mogg by¢ sobie
rowne, gdyz warunkowi podanemu w powyzszem twierdzeniu staje
sie zados¢.  Trdjkat, w ktérym wszystkie trzy boki sg sobie réwne, nazy-

Fig. 64.

wa sie réwnobocznym  (troj-
kat ABC fig. 64). W troj-
kacie moga by¢ dwa boki
sobie réwne, lecz rdzne od
trzeciego, pod warunkiem
jednak, azeby kazdy z row-
nych bokéw byt wiekszym
od potowy trzeciego. Troj-
kat, w ktorym dwa boki sa

sobie réwne, nazywa sie réwnoramiennym (tréjkat 1)EF fig. 64).
W trojkacie réwnoramiennym za podstawe przyjmujemy nierdw-

ny bok.
77. Twierdzenie.

Jezeli na wspolnej podstawie nakreslimy dwa

trojkaty, z ktorych jeden obejmuje drugi, to suma bokéw niewspol-
nych jest w trojkacie obejmujacym wieksza, anizeli suma tych bokow

w tréjkacie objetym.

r

Trojkat ABC obejmuje

trojkat ABD (fig. 65);
nalezy dowies¢,

ze AC+CB>AD+DB.
Dowodzenie. W tym celu przedtuzamy
bok AJ? do przeciecia sie z bokiem CI?
w punkcie E i otrzymamy (8 75)
AC+CE>AD+DEi

DE+EBYyi)B;
dodajgc, otrzymamy

AC+CE-f-DE+EB >AD-\-J?E-\-DB;
odejmujagc po DE, otrzymamy
ACt-CE+EB>AD+DB,

£2)7i

AC+CBj>AD+DB.
c. b. d o
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78. Twierdze-
nie. Suma katow
tréjkata réwna sie
dwom katom pro-
stym.

Marny dowiesc,
ze /A -j-/B +
/_C—2d (fig.66).

Dowodzenie.

Przedtuzmy bok

AC trojkata i po-

prowadZzmy réwnolegtay CE do boku AB] utworza sig dwa ka~
ty m tn.

/Im=/_B (§ 70, 1);
In=1A (870, 3)
lecz X«»+/[»+ | C=2d (847),
wigc ZC —nd. c. b. d. o

79. Whnioski, I-szy. Suma katéw tréjkata jest iloscig stata,
to jest we wszystkich trojkatach bez wzglgdu na ich ksztatt suma
katow jest jedna i ta sama.

2-gi. Znajac dwa katy trojkata luk ich sume, mozemy otrzymac
trzeci, odejmujagc od dwu prostych sume dwu danych katéw. Jesli
np. kat A = 18° 50, /_B — 47° 10, to Z C=180°—(18° 50'+
47° 10)=114. Stad tez wypada, ze jesSli dwa katy jednego trdj-
kata, pojedynczo brane lub razem wziete, rownajg sie dwém katom
drugiego trdjkata, to i trzeci kat pierwszego tréjkata rowna sie
trzeciemu katowi drugiego.

3-ci. W
trojkacie mo-
ze tylko by¢
jeden Kkat
prosty albo
rozwarty.
Trojkat, w

Fig. 67. ktorym je-

CD
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den kat jest prosty ABC (fig. 67) nazywa sie prostokatnym. Bok
B C przeciwlegly katowi prostemu nazywa sie przeciwprostokatna,
ramiona za$ kata prostego AB \ AC nazywajg sie przyprostokat-
nemu Trojkat, w ktorym wszystkie katy sg ostre DEF (fig. 67)
nazywa sie ostrokatnym; trojkat nakoniec GHI, w ktdrym jeden
kat jest rozwarty, nazywa sie rozwartokatnym. Trdjkaty ostrokatne
i rozwartokatne nazywajg sie ukosnokatnymi.

4- ty. W trdjkacie prostokatnym suma dwu katéw ost
rowna sie katowi prostemu.
5- tv. Z punktu danego zewnatrz prostej mozna do niej

prowadzi¢ jedne tylko prostopadta, w przeciwnym bowiem razie u-
tworzytby sie trojkat, majacy dwa katy proste.

6- ty. Jezeli jeden z bokdw trojkata ABC (fig. 67) prze
zymy, to kat BCD nazywa sie katem zewnetrznym tréjkata, tak ze
katem zewnetrznym trdjkata nazywamy kat utworzony przez jeden Lok
trojkata i przez przedtuzenie drugiego boku, pierwszemu przylegtego.
Oczywiscie, ze kazdy trojkat ma trzy katy zewnetrzne. Katy A
B i C dla odrdznienia od katéw zewnetrznych nazywajg sie ka-
tami wewnetrznymi trdjkata.

Z dowodzenia 8§ 78 wypada, ze kat zewnetrzny tréjkata row-
na sie sumie dwu katéw wewnetrznych, naprzeciwko niego lezacych.

7- my. Kazdy kat zewnetrzny trojkata jest wiekszym od ka
wnetrznego, jemu nieprzylegtego.
8- my. Kat zewnetrzny, utworzony przez przeciwprostc

i przedtuzenie przykatnej, jest katem rozwartym.

80. Pytania i zadania. Co nazywamy wielokatem? Ktory
wielokat jest najprostszym? Co nazywamy figura? Zz ilu czasci
sktada sig trojkat? Jak sig dzielg tréjkaty ze wzgladu na wielko$¢ ka-
tow? Jak sig dzielg trdjkaty ze wzgladu na wielko$é bokéw? Co nazy-
wamy podstawa, a co wysokoscig? Jaka wlasnos¢ ma kaMy bok troj-
kata wzglgdem dwu pozostatych? Co nazywamy przeciwprostokat-
ng? Co nazywamy przyprostokatng? Co nazywamy katem zewng-
trznym tréjkata? Czemu sig réwna suma katéw wewnatrznych tréj-
kata? Czemu sig réwna suma katéw zewnagtrznyeh? Czy w trojkacie
moga by¢ dwa katy rozwarte lub proste? Czemu sig réwna suma ka-
tow wewnatrznych przylegtych przeciwprostokatnej? Czemu sia réw-
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na kat zewnatrzny tréjkata?  Czy mozna zbudowaé tréjkat z trzech
bokéw, dtugosci ktorych sg: 7, 10 i 19? Czy mozna zbudowaé troj-
kat z bokéw: a) 4, 3, 1; b) 6, 10, 12; cj 45, 38, 78? Znamy dwa
boki trojkata 10 i 17, jakie sg granice dla trzeciego boku, to jest od
czego powinien by¢ wigkszym i od czego mniejszym? lle wysokosci
ma trdjkat? .Nakresli¢ wszystkie wysokosci trojkatéw: ostrokatnego,.
prostokatnego i rozwartokatnego.  Narysowac za pomoca cyrkla i li-
nijatu tréjkat o bokach 3, 4 i 5i przekona¢ sig za pomoca przenosni-
ka, coto jest za trojkat? Podstawa trdjkata réwnoramiennego row-
na sie 10 calom; od czego powinno by¢ wigkszem kazde ramig? Czy
moze by¢ trojkat o katach: a) 72°, 88e, 70°; b) 45° 18" 30", 72° 15
30", 18° 16%; ¢) IV , *4d, 12d? Dane sg dwa katy tréjkata: a) 47°
15* 25", 50° 12'; b) 120° 18', 18° 16' 30"; c) 71° 15' 48°
45'; ej 23 4sd; /) 1,18Z 0,32d —obliczy¢ kat trzeci. Jeden z ka-
téw ostrych tréjkata prostokatnego réwna sig: aj 72° 18'; b) 11° 18’
30"; ¢j 3gd; ej 0,72d —obliczy¢ drugi kat ostry. Obliczy¢ katy ze-
wnatrzne trojkata, dwa wewnatrzne ktérego sa: o) 67° 18', 45° 16";
bj 23d, 4sd; c) 1,2d, 0,08d. Jeden z katow tréjkata jest dwa razy
wigkszym od drugiego, a drugi dwa razy wigkszym od trzeciego— obli-
czy¢ kazdy kat trojkata. Kat zewnatrzny trojkata réowna sig 136°,
a jeden z katéw wewnatrznyeh jemu nieprzylegty réwna sig 46°, ob-
liczy¢ katy wewnatrzne tréojkata. Obliczy¢ kat, jaki tworzg ze sobag
proste, dzielace na dwie réwne czasci dwa katy ostre tréjkata prosto-
katnego. Katy tréjkata majg sig do siebie jak 0,25:t¢,2: 0,833....—
obliczy¢ katy. Jeden z katéw zewnatrznych tréjkata prostokatnego row-
na sig 7s<, obliczy¢ katy wewnatrzne. Wiedzac,ze / A + /| B — 18/,2d>
¢ A -/_B = ‘ifd— obliczy¢ katy tréjkata. Obliczy¢ katy tréjkata,,
wiedzac, 22 /| A —/ B — 3sd, / C— B — ‘j2d.

2. Przystawanie trojkatow.

81. Ogolne uwagi. Dwa tréjkaty, ktére moga by ;tak na sobiepo-
fozone, azeby zupeinie do siebie przystaly, nazywajg sie przystajacymi
lub réwnymi. Oczywiscie, ze jezeli wszystkie katy i boki jednego tréj-
kata bedg rowne wszystkim odpowiednim bekom i katom drugiego
trojkata, to takie dwa tréjkaty sg przystajace; lecz zobaczymy, ze je-
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zeli trzy tylko z szeSciu czesci sktadowych jednego trojkata bedg

rowne trzem odpowiednim czeSciom sktadowym drugiego tréjkata,

to te dwa trojkaty sg przystajace.

B Zadaniem niniejszego  rozdziatu

jest zbada¢ warunki przystawa-

nia tréjkatow. Przedewszystkiem

jednak bardzo tatwo widzie¢ moze-

my, ze rownos$¢ katdw dwu troj-

katdw nie pocigga za sobg réwnosci

trojkatow. Jakoz niech bedzie

trojkat ABC (fig. 68), na pod-

stawie tego trojkata obierzmy

dwa punkty D i E i poprowadz-

my przez nie dwie proste DF

itk dpowiednioréwnolegte dobokéow AB i BC, otrzymamy troj-

kat DFE, ktérego ZP=ZA> Z.E=Zfi (872),( F —/_B (8 79,

wm 2). Katy wiec tréjkata DFE sg odpowiednio réwne katom

trojkata ABC,lecz DEF pst oczywiscie mniejszym od trojka-
ta ABC.

82. Pierwsze twierdzenie o przystawaniu trojkatow. Dwa
tréjkaty przystajg do siebie, jezeli majg po jednym boku rownym, le-
zacym przy dwu katach odpowiednio réwnych.

Niech bedzie (fig. 69) bok AC=DF, /_A=/_D, ;C=/F.
Nalezy okazaé, ze trojkaty ABC i DEF sg sobie rowne.

Dowodzenie. Potozmy

tréjkat DEF tak na trojkat

ABC, aby punkt D padt

na punkt A i bok DF przy-

brat kierunek boku AC.

Dla rownosci tych dwu

bokéw punkt F upadnie na

Fig. oo punkt C i bok DF przy-

stanie do AC (8 24); dla

rownosci /_A i /_D, bok DE padnie wzdtuz boku AB, dla réw-
nosci zas /_C i /F bok FE pdjdzie w kierunku boku CB, wy-
pada stad, ze punkt E przeciecia sie dwu bokéw DE i FE le-
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ze¢ musi jednoczesnie na dwu bokach AZ>i CB, a zatem punkt
ten leze¢ musi na punkcie B, i trojkat DEF przystanie do troj-
kata ABC.

83. Wnioski. 1-szy. Dwa trojkaty prostokatne sa sobie
rowne, jezeli maja:

a) po rownej przyprostokatnej i po przyleglym jej kacie
ostrym rownym;

b) po réwnej przyprostokatnej i po przeciwlegtym jej ostrym
kacie rownym;

c) po przeciwprostokatnej i po ostrym kacie rownym.

2- gi. Ze sposobu przystawania tréjkagtow ABC i DEF widzi
my, ze /| B—/ E,bok AB=DE, bok BC—EF, t. j. ze w réwnych
trojkatach katy réwne leza naprzeciwko bokéw réwnych i boki réwne
naprzeciwko katéw réwnych.

3- ci. Trojkat majacy dwa katy rowne jest réwnoramienny, t. j.
boki lezgce naprzeciwko katdw rownych sg sobie réwne.

Dajmy, ze (fig. 70) /_A—/_B, nalezy dowies¢, ze AC—CB.

W tym celu wyobrazmy sobie drugi tréojkat DEF majacy / 'D—
/A, atem samem /_E—/_B i bok DF—AB.

Jezeli tréjkat

ABC polozymy

na trojkat DEF,

tak aby punkty

J.i/>padty odpo-

wiednio na punk-

tyD iF, tonaza-

sadzie §83 (wn. 2)

bok AC —DE,

Fig. 70. Jezeli teraz troj-

kat ABC odwro-

cimy i natlozymy go na DEF tak, aby punkty B i A padly

odpowiednio na U i F, wtedy bok AC — DE, &wiec bok AC—
bokowi CB.

4-ty. Trojkat, majacy wszystkie katy rowne, jest réwnoboczny.
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84. Drugie twierdzenie o przystawaniu tréjkatow. Dwa troj-
katy przystajg do siebie, jezeli majapo chca boki odpowiednio réwne i je-
zeli katypomiedzy tymi bokami zawarte sg rowne.

Niech bedzie (fig. 69) AB—DE, BC—EF, ¢ B —/_E, nale-
zy dowies¢, ze trojkat ABC~tx6]katowi DEF.

Dowodzenie. W tym celu natézmy trojkat DEF na trojkat
ABC, tak azeby wierzcholek E upadt na wierzchotek B; bok ED
przybrat kierunek boku BA i oba tréjkaty znajdowaty sie po jed-
nej stronie prostej AB. Dla réwnosci DE i AB punkt D upadnie
na A, dla rownosci /B i /E , bok EF przybierze kierunek boku
BC; dla rownosci EF i BC punkt F upadnie na punkt C i bok
DF przystanie do boku AC. Dwa wiec trojkaty przystang do siebie.

85. Whnioski. 1-szy. Ze sposobu przystawania do siebie tréjka-
tow ABC i DEF wypada, ze/_ A—/_D,¢ C =/F, AC—DF, to
jest tak samo jak wniosek 2 § 88.

2- gi. Dwa tréjkaty prostokatne sg sobie réwne, jezeli
po dwie przyprostokatne réwne.
3— ci. W tréjkacie réwnoramiennym katy lezace naprzeciw

kdw réwnych sg sobie réwne.

Dajmy, ze (fig. 70) AC=BC, nalezy dowies¢, ze /A = /B .

W tym celu nakre$lmy drugi trojkat réwnoramienny DEF,
w ktorym DE—EF=zAC i / C—/E . Nalozywszy trojkat ABC
na trojkat DEF, tak aby bok AC przystat do boku DE, znaj-
dziemy, wedlug poprzedniego twierdzenia,

Zr=27Z"-

Odwrdciwszy teraz trojkat ABC i przytozywszy go do trojkata
DEF, tak azeby CB przystat do ED, co mozna, gdyz CB—AC=.
EF, znajdziemy, ze

Z*=ZA
wiec /_A—/ _B.
4- ty. W tréjkacie rownoramiennym katy rowne sg ostre (8 79, 3),
5- ty. W trdjkacie rownobocznym wszystkie katy sg sobie re

i kazdy z nich réwna sie 33d.

86. Trzecie twierdzenie o przystawaniu trojkatow. Dwa trojkaty
przystaja do siebie, jezeli majg wszystkie trzy boki odpowiednio rdwne.
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Niech bedzie (fig. 71) AC—DE, CB—EF, AB—DF, nale-
zy dowies¢, ze trojkat ABC=DEF.
Dowodzenie*
W tym celu przy-
t6zmy trojkat
ACB do tréjkata
DEF tak, aby
bok AB przystat
do boku DF i
wierzchotek C
padt na jakis$
punkt G i caly
trjkat przybrat
potozenie DFG,
tak iz AC—DE
—DG, CB—EF—FG, /_C =/ G. Polgczywszy punkty E i G pro-
stg EG, otrzymamy dwa tréjkaty réwnoramienne DEG i EFG,
w ktérych (85, wn. 3)
/IDEG=/_DGE,
IFEG=/FGE,
wiec IDEG-\-/[FEG—"DGEA-/FGE,
czyli /IDEF=/D GF—/_O.
Stad wypada, ze dwa trojkaty ACB i DEF majg katy C
i E rowne, a ze boki AC i CB,DE i EF, obejmujgce te katy, sg
z zalozenia odpowiednio rowne, wiec trojkat ABCz=tx(A]s.. DEF.
87. Whnioski. 1. DowiedliSmy, ze/C =/_E i zatem idzie,
ze A= /_D, /_B—/F, to jest, ze w réwnych trojkatach
rowne katy lezg naprzeciwko bokdw rownych, i odwrotnie.

2. W tréjkacie réwnoramiennym pro-
sta, taczaca wierzchotek ze $rodkiem pod-
stawy, jest prostopadtg dopodstawy i dzie-
li kat przy wierzchotku na dwie réwne,
czesci.

Dajmy, ze (fig. 72) AC=CB,AD=DB;
mamy dowies¢, ze
¢ADC=/_CDB—d
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i /_ACD—/JD CB.
Dwa trojkaty AGI) i CDB majg wszystkie trzy boki odpo-
wiednio réwne:
AC—CB, AD=zDB i CD wspélny,
wigc trojkaty te sg sobie rowne (§86) i w szczegdlnosci (887, wn. 1)
¢(ADC=Z.CDBz=d (§ 44)
i/ ACD—/_DCB

88. Twierdzenie. W kazdym tréjkacie naprzeciwko boku wiek-
szego lezy kat wiekszy.
Dajmy, zeACyCB (fig. 73),
nalezy dowies¢, ze/_CBAy/_CAB.
Dowodzenie. W tym celu na boku
wiekszym CA, poczawszy od wierzchotka C,
odetnijmy dtugos¢ CD=CB i poprowadz-
my prostg BD.
W tréjkacie rownoramiennym CDB
(CDh=CB) (CDB—/CBD (885, 3).
Lecz / CBD stanowi tylko czesé
/_CBA, wiec,
(¢CBAy / CDB,
lecz kat CDB jako zewnetrzny dla troj-
kata ADB jest wiekszym od kata wewnetrznego CAB (8 79, 7)
wiec tembardziej
Z.CBAy/jCAB.
c.b. d o

89. Wzajemnica. W trojkacie naprzeciw kata wiekszego lezy
bok wigkszy.
Dajmy, ze X CBAy/C AB (fig. 73), nalezv dowies¢, ze
CAyCB.
Dowodzenie. Jezeliby bok CA nic byt wiekszym od boku
CB, to bytby albo mu réwnym, albo od niego wiekszym. W przy-
padku CA—CB, bytby / CABz=z/ CBA (8 85,3); w przypadku za$
CA<"CB, bytby / CBA<j / CAB, lecz jedno i drugie przypuszcze-
nie sprzeciwia sie zatozeniu, a zatem musi by¢
CAYCB.



Whniosek. Poniewaz w trojkacie prostokatnym kat prosty jest
najwiekszy ze wszystkich, wiec przeciwprostokgtna jest wiekszg
od kazdej zprzyprostokatnych.

90. Czwarte twierdzenie o przystawaniu trojkatow. Dwa
tréjkaty przystaja do siebie, jezeli majgpo dim boki odpowiednio réwne
i po kacie przeciwlegtym wiekszemu z bokdw réwnym.

Dajmy, ze AB—DE»
BC—EF i /_BAC =
/_EDF (fig. 74). Nalezy
dowiesé, ze trojk. ABC =
trojkatowi DEF.
Dowodzenie. Natézmy
tréjkat DEF na tréjkat
ABC, azeby bok D E padt
na bok AB, co jest moz-
liwe, gdyz DE—AB. Po-
niewaz Z.D — ¢AA, wiec
prosta DF przyjmie kie-
runek prostej AC i punkt D upadnie na jaki$ punkt prostej AC,
lecz gdzie—nie wiadomo; ten punkt bowiem moze pas¢: albo «) na
punkt Il przed punktem C, b) albo na punkt O za punktem C,
c) albo nakoniec na punkt C. Pierwsze dwa przypuszczenia Ssg
niemozebne; dajmy bowiem, ze punkt F padnie na G, wtedy bok
EF przybratby potozenie BG i byloby

BG—EF=BC;

trojkat -BCrCbytby w tym przypadku réwnoramiennym i wedtug
8§85, 4,/ BCG bytby ostrym, a zatem ABCA bytby rozwartym.
Z tego za$ wypada (8 89) BC<j AB, co sie sprzeciwia zatozeniu.

Ta sama sprzecznos$¢ ujawnitaby sie w zatozeniu, ze punkt
F pada na punkt Il. Pozostaje wiec jeden przypadek mozebny, ze
punkt i7lpada na C i ze dwa tréjkaty ABC i DEF przystajg do
siebie.

Whniosek. Poniewaz w tréjkacie prostokatnym przeciwpro-
stokagtna jest wiekszg od kazdej z przyprostokatnych, wiec dwa
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tréjkaty prostokatne przystajg do siebie,’ jesli majg po rownej
przeciwprostokatnej i po jednej réwnej przyprostokatnej.

91. Streszczenie. Widzimy wigc, ze dwa trojkaty ukos$no-
katne przystajg do siebie, gdy maja:

1- sze—po jednym boku réwnym, lezacym przy dwu katach
wiednio réwnych.
2- re—po dwa boki odpowiednio réwne i po kacie, pom

tymi bokami zawartym, réwnym.

3- cie—po trzy boki odpowiednio réwne.

4- te—po dwa boki odpowiednio réwne i po kacie, przeciwle
bokowi wigkszemu, réwnym.

Tréjkaty za$ prostokatne, oprécz przypadkow powyzszych,
sg rowne, gdy maja:

1- sze—po réwnej przyprostokatnej ipo réiunym przeciwle
iej kacie ostrym.

2- re—po réwnej przeciwprostolcatnej i po rownym ostrym kacie.

3- cie—po rowne) przeciwprostokatnej i po rownej przypr
katnej.

92. Twierdzenie. Je$li dwa trojkaty majg po diva boki réw-
ne, kazdy kazdemu, zawarte miedzy nimi katy nieréwne, to naprzeciwko
kata wiekszego lezy bok iciekszy.

Dajmy, ze (fig. 75)

AB—DE, BC—EFi /ABCyYy/DEF,
mam dowiesé, ze
AC > DF.

Dowodzenie.

Przyt6zmy troj-

kat DEF dotrgj-

kata ABC tak,

azeby bok EF

przystat do row-

Fig. 75 nego mu boku
BC i caly trdj-



kat przybrat potozenie CBG, wtedy bok EF przyjmie potozenie
BG ibok -Di”potozenie CG, pozostaje zatem dowie$¢, ze CG<jAC-
W tym celu podzielmy caly kat ABG na dwie réwne czesci
dwojsieczng BH, ktéra upadnie wewnatrz kata ABC, gdyz kat ten
jest wiekszym od kata CBG. Potgczmy nastepnie punkt H z punktem
G prostg 11G, otrzymamy dwa tréjkaty ABI1 i 11BG, w ktdrych
AB—DE—BG, Bilwspélny i ~'ABH—/HBG,,

trojkaty wiec beda sobie réwne (8 84) i w szczegdlnosci A1Jz=11G.

Lecz 1IG-\-1ICj>GC (§ 75), podstawiajgc zatem zamiast 11G
rowny bok AB, otrzymamy AIlI-\\-HC”~> GC, czyli ACj>CG, to
jest ACj>DF.

c. b. d. o

93. Wzgjemnica. Gdy dwa tréjkaty majg po dwa boki réw-
ne, a trzeci bok nieréwny, wtedy naprzeciwko boku wigkszego lezy kat
wiekszy.

Dajmy, ze (fig. 75)

AB-—DE, BC—EF, AC>DF,
nalezy dowie$¢, ze "ABC*/IJDEF.

Dowodzenie. Jakoz, jesli kat ABC nie jest wiekszym od ka-
ta DEF, to moze by¢ tylko albo mu réwny, albo od niego
mniejszy. W pierwszym przypadku dwa trojkaty ABC i DEFy
majace kat rowny zawarty miedzy bokami rownymi, bytyby réwne;
& wiec bok AC bytby réwny bokowi DF, co sie sprzeciwia zato-
zeniu. W drugim przypadku bok AC bytby mniejszy od boku
EF na mocy § 92, co rowniez sprzeciwia sie zatozeniu. Wiec kat
DEF, nie mogac by¢ ani rowny ani mniejszy od kata DEF, jest
od niego wigkszy.

94. Pytania i zadania. lle jest przypadkéw przystawania
tréojkatéow ukosnokatnych i prostokatnych? Kat przy wierzchotku
trojkata rownoramiennego réwna sig: a) 48° 20', 5) 24° 18" 36",
c) I/itd, d) 13sd—obliczyé katy przy podstawie. Kazdy z katéw przy
podstawie trdjkata réwnoramiennego réwna sig: a) 40°, b) 50° 18'
20", c¢j 3td, d) I7d—czemu sig réwna kat przy wierzchotku? Cze-
mu sig réwnaja katy w trdéjkacie réwnobocznym? Kat zewnagtrzny
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przy podstawie tréjkata rownoramiennego réwna sig: a) 120°, b) 101°
25", ¢) 1'j2d—czemu réwnajg sig katy trojkata? Kat zewnatrzny przy
wierzchotku tréjkata réwnoramiennego réwna sig: a) 46°, b) 118° 40°,
c) V , d) 1'Ud—obliczy¢ katy tréjkata. Obliczy¢ katy trojkata réwno-
ramiennego, jesli: a) kat przy podstawie jest pig¢ razy wigkszym od kata
przy wierzchotku; b)jesli jest oSm razy od niego mniejszym; c) jesli sto-
sunek tych katow réwna sig 8 : 1. Obliczy¢ katy tréjkata réwnoramien-
nego, jesli kat przy podstawie jest wigkszym od kata przy wierzchotku.a)o
8° 18' 20", b) o 12» 14' 50", c) 0 %d, d) o %d, W trojkacie ABC katy
jego sa: a) 1=38°,U—86° b)Aa = 74Z B=1'/3d, ¢)-4=100°,C=r16°
18'—ktory z bokéw tego trojkata jest najwigkszy i ktoéry najmniejszy?
Dowies¢, ze w kazdym tréjkacie suma jego bokéw jest wigkszg od su-
my prostych taczacych dowolny punkt wewnatrz tréjkata z jego trzema
wierzchotkami, lecz jest mniejszg od potowy tej sumy (8§ 77). Dowies¢, ze
kat zewnatrzny przy wierzchotku tréjkata réwnoramiennego jest dwa ra-
zy wigkszy od kata wewngatrznego przy podstawie (8§79, 6). Dowies¢, ze
dwojsieczne katéw przy podstawie trojkagta réwnoramiennego tworzg z
podstawg jego nowy trojkat réwnoramienny. Dowies¢, ze prosta, taczaca
wierzchotki dwu trdjkatéw réwnoramiennych, majacych wspélng pod-
stawg, jest prostopadlg do tej podstawy i dzieli jg na dwie réwne czasci
(na zasadzie przystawania trojkatéw). Dowiesé, ze jezeli od wierzchot-
ka réwnoramiennego tréjkata odetniemy réwne czasci na bokach i kon-
ce ich potaczymy linijg prosta, to ta prosta badzie réwnolegta do pod-
stawy. Dowies¢, zejesli przeciwprostokatng przedtuzymy po za jej kon-
ce o dhugosci odpowiednio réwne przylegtym przyprostokatnym i otrzy-
mane tym sposobem punkty korncowe potaczymy z wierzchotkiem kata
prostego linijami prostemi, to kat pomiadzy niemi réwna sig 1| d
(8 85, 3, & 78). Dowies¢, ze jezeli w tréjkacie ABC poprowadzimy
dwdjsiecznai?_F i z punktu F, przecigeiasiajej z bokiem AC, poprowa-
dzimy FD ||BC,to FD—BD. Jezeli w trojkacie prosta, taczaca
wierzchotek ze $rodkiem podstawy, réwna sig potowie tej podstawy,
to kat przy wierzchotku jest prostym (8885 i 78). Dowie$¢, zejezeli
przy wierzchotku tréjkata poprowadzimy proste odpowiednio réwnolegte
do bokow tréjkata, to otrzymamy nowy trojkat réwnokatny z danyng
Dowies¢, ze jezeli podstawa trojkata rownoramiennego podzielimy na trzy
réwne czasci i punkty dziglu potaczymy linijami prostemi z wierzchot-
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kiem, to kat przy wierzchotku rozdzieli sig na trzy katy, z ktérych
krancowe bada pomiadzy sobg réwne, wewnatrzny za$ badzie wiak-
szym od kazdego z kranicowych (88 84 i 78). Dowie$¢, ze jezeli na bo-
kach trojkata réwnobocznego, poczawszy od jego wierzchotka, ode-
tniemy pigte czasci tych bokéw i otrzymane tym sposobem punkty
pofaczymy linijami prostemi, to otrzymamy trojkat rdéwnoboczny.
Dowies¢, ze jezeli dwa tréjkaty sg sobie roéwne, to majg réwne:
1) wysokosci; 2) proste faczace wierzchotki réwnych katow ze
srodkami bokéw przeciwlegtych; 3) dwoéjsieczne réwnych katéw
zawarte pomiadzy wierzchotkami tych katéw i bokami przeciwle-
glymi. Dowies¢, ze trojkaty réwnoramienne sg sobie réwne, gdy ma-
ja réwne: 1) podstawy i katy przy wierzchotku lub przy podstawie;
2) ramiona i katy przy wierzchotku lub przy podstawie; 3) ramiona
i podstawy; 4) wysokosci i katy przy wierzchotku; 5) wysokosci i pod-
stawy; 6) wysokosci i ramiona.

3. Wiasnosci prostopadtych i pochytych.

95. Z punktu danego zewnatrz prostej mozna do niej popro-
wadzi¢ jedna tylko prostopadita.

Dajmy, ze z punktu O(fig. 76)
poprowadziliSmy prostopadtg OD,
nalezy dowies¢, ze kazda inna pro-
sta OE, poprowadzona z tego
punktu do prostej AB, jest pochyia.

Dowodzenie. Poniewaz w trdj-

B kacie prostokatnym EOD moze
by¢ tylko jeden kat prosty D
Fig. 7G. (8 79, 3), wiec kat E jest uko-

s$nym i linija OE jest pochyia.
Uwaga. Punkt T), w ktérym prostopadta OD przecina AB,
nazywa sie spodkiem prostopadtej, punkt zas E —spodkiem pochyiej.
96. Twierdzenie. Je$li z punktu, wzigtego zewnatrz pro-

stej, poprowadzimy do niejprostopadta i pochyte, wtedy.



1. Prostopadia jest krétsza od wszelkiej pochytej.

2. Dwu pochyle, rowno oddalone od spodkaprostopadtej, sa réwne.

3. Z dtcu pochylych ta jest krotsza, ktéra sie mniej oddala
od spodka prostopadtej.

Dowodzenie. Niech bedzie prosta
AD (fig. 77), na ktérg z punktu
zewnetrznego O spuszczono prosto-
padty oci pochyte oD, OE, OF.

1. Biorgc pod uwage ktorakol-
wiek pochyty oD i prostopadty
ocC widzimy, ze w trojkacie pro-
stokgtnym oDC przyprostokat-
na OC jest mniejszg od przeciw-
prostokatnej oD (8 89, wniosek).

2. Przypuéciwszy, ze bDC—EC, otrzymujemy dwa trojkaty
prostokatne ocb i OCE, w ktérych bc=CcE z zatozenia, bok
oc wspélny i /0c b —¢0CE jako katy proste, wiec trojkaty te
sg sobie rowne, a w szczegéInosci OD—OE.

3. Zatozywszy CF"j>CE, odktadamy cze$¢ cD—CE i faczy-
my punkty D i Oprosty OD; Na zasadzie poprzedniego OD—OE,
pozostaje wiec dowies¢, ze OF~OD. Z trojkata prostokatnego
OCD Wwypada, Ze ;ODC jest ostrym (8 89, wniosek), wiec kat
ODF jest rozwarty (§ 47), lecz kat OFD jako wewnetrzny jest
mniejszym od kata zewnetrznego obcC, wiec kat ten jest ostrym,
a tem samem mniejszym od kata rozwartego ODF. Ztad wypa-
da. ze (8 89)

OF>(0OD=:0E).

97. Wzajemnica. Jezeli z jednego punktu poproicadzo
kilka promieni do prostej, to bedzie:

1. Najkrotszy z promieni bedzie prostopadly do prostej.

2. Dwa promienie réione majg swe spodki w réwnej odlegtosci
od spodka prostop>adte;j.

3. Z dwu nieréwnych promieni, teiekszy ma sic6j sjwdek te
wiekszej od spodka prostopadtej odlegtosci.

Dowodzenie. 1. Zatozywszy, ze promiefn ocC (fig. 77) jest
najkrotszym ze wszystkich innych oD, OE, OF, z punktu O
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do prostej AB poprowadzonych, tatwo dowies¢, ze jest on prosto-
padtym.

Bo gdyby on nie byt prostopadtym, to z punktu O moznaby
bylo poprowadzi¢ prostopadtg, np. OB do prostej AB i ta wediug
poprzedniego twierdzenia bytaby krétszg od OC, co sie sprzeciwia
zatozeniu.

2. Zalozywszy, ze promienie OE i OD sg sobie réwne, fatwro
dowies¢, ze CE=CD.

Bo gdyby CE"S. CD, to na zasadzie § 95 bytaby OE g; OD,
co sie sprzeciwia zatozeniu.

3. Jesli OF>O0E, to bedzie CF>CE.

Bo jesliby odlegtos¢ CF nie byta wiekszag od CE, to musia-
taby by¢ CF5xCE, a tern samem OF” OE, co sie sprzeciwia
zatozeniu.

98. Whnioski, I-szy. Prostopadta OC (fig. 77) spuszczona na
linije prostg AB jest najkrotsza linijg, jakg z tepo punktu do tej pro-
stej poprowadzi¢ mozna, wiec wyroznia sie ona ze wszystkich linij, jakie
z tego punktu wychodzg i dla tego dtugos¢ tej prostopadtej nazywa sie
odlegtosciag, punktu O odprostej AB.

2-gi. Z jednego punktu tylko dwie pochyte réume do linii
prostej poprowadzi¢ mozna i te pochyle lezg po obydwu stronach pro-
stopadte;j.

99. Twierdzenie. Wszelki punkt prostopadiej wyprowadzonej
ze $rodka linii prostej jest réwno oddalony od koricw tej proste;.

Wszelki za$ punkt nie lezacy na tej prostopadtej nie jest rowno
oddalony od korcow proste;j.

Dajmy, ze CD (fig. 78) jest
Va3 prostopadtg do AB w jej srodku,
nalezy dowies¢, ze
DA=DB, EB >EA.
Q Dowodzenie. 1. Poniewaz CA
— CB, wiec DA i DB sg pochy-
te réwno oddalone od prostopa-
E dtej DC, wiec (8 96)
DA—DB.
Fig. 78. 2. Potaczywszy punkt F prze-



— 58

ciecia sie prostych BE i DC z punktem A linijg prosta AF, znaj-
dziemy, na zasadzie poprzedniego,

FA—FB,
lecz (§ 75)
AF+FE>AE;
podstawiajgc zamiast FA réwng mu dlugos¢ FB, otrzymamy
FB+FE>AE,
czyli BEj>AE.

100. Wzajemniea.  Wszelki punkt, réwno oddalony od kon-
cow linii prostej, lezy na prostopadtej wyprowadzonej z jej $rodka.

Wszelki za$punkt, nieréwno oddalony od lcoricoio prostej, nie mo-
ze leze¢ na tej prostopadiej.

Dowodzenie. 1. Gdyby punkt nie lezat na prostopadtej, to
nie mégitby by¢ w réwnej od koncoéw prostej odlegtosci (§8 99).

2. Gdyby punkt lezat na prostopadtej, to bytby w rownej
odlegtosci od koricow prostej (8 99), co sie sprzeciwia zatozeniu.

101. Whniosek. Prosta, przechodzgca przez dwa punkty,
z ktérych kazdy jest réwno oddalony od koncdw prostej, jest
prostopadtg do tej ostatniej w jej S$rodku. Jakoz na zasadzie
§ 99, oba te punkty muszg leze¢ na prostopadiej, a ze przez dwa
punkty mozna poprowadzi¢ jedne tylko prostg, wiec prosta, prze-
chodzaca przez te dwa punkty, jest wiasnie prostopadts.

102. Pytania i zadania. Co nazywamy spodkiem prostopa-
dtej i pochytej? Co nazywamy odlegtoscig punktu od prostej? Juka
jest najkrétsza odlegtos¢ punktu od prostej? Gdzie lezy punkt
rowno oddalony od koncoéw prostej? Z punktu O poprowadzono pro-
stopadta OD do prostefj AB i dwie pochyte OE i OF; z kt6-
rych OE tworzy z prosta AB kat ostry wigkszy anizeli OF, do-
wies¢, ze OEjp-OF. Dana jest prosta AB i dwa punkty Ci D,
z ktérych kazdy jest réwno oddalony od koricéw A i B; wyznaczy¢
kat, jaki prosta CD, przechodzaca przez dane dwa punkty, tworzy
z prosta AB. Po jednej stronie prostej AB dane sg dwa punkty
Al i JV; z punktu il poprowadzono prostopadtag ALP do prostej AB
i przedtuzono ja po drugiej stronie AB o diugos¢ PRzzzPM; otrzy-
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many punkt R polagczono z punktem N prostg RN, ktéra przecina
prosta AB w punkcie S, nastepnie punkt S z punktem M prosta SM.
Dowie$¢, ze linija tamana MSN bedzie mniejszg od wszelkiej dru-
giej famanej, ktora otrzymamy, tgczac inny jaki$ punkt prostej AB
z punktami M i N.

4. 0 czworokatach.

103. Okreslenie. Cze$¢ ptaszczyzny, ograniczona czterema
linijami prostemi, nazywa sie czworokatem—AB CDA (fig. 79).

Czworokat ma cztery boki AB, BC, CD,
DA i cztery katy wewnetrzne A, B, C, D.
Wierzchotki tych katébw nazywajg sie wierz-
chotkami czworokata.

Prosta BD, tgczaca dwa przeciwlegto
wierzchotki D i B, nazywa sie przekatna.

Fig. 79. W czworokacie sa dwie przekatneDB iAC.

Kazda przekatna dzieli czworokat na dwa
trojkaty, np. przekatna DB dzieli czworokat na tréjkaty ADB
i BDC.

104. Twierdzenie. W kazdym czworokacie suma katow we-
wnetrznych réwna sie czterem katom prostym.

Dowodzenie.  Poprowadziwszy przekatng DB, widzimy, ze
suma katdw tréjkatéw ADB i BDC, na ktére czworokat zostat
podzielonym, réwna sie sumie katébw czworokata; a ze w kazdym
trojkacie suma katéw réwna sie dwom katom prostym (8§ 78), wiec
suma katéw czworokata réwna sie czterem kgtom prostym.

105. Podziat czworokatéw. Czworokat, w ktérym dwa prze-
ciwlegte boki sg do siebie réwnolegle, a drugie dwa nieréwnolegte,
nazywa sie trapezem (fig. 80).

Czworokat, w ktérym obie pary
przeciwlegtych bokéw sg do siebie
rownolegte, nazywa sie réwnolegloho-
kiem (fig. 81).

Réwnolegtobok, majacy wszystkie
katy réwne, a zatem proste (§ 103),
nazywa sie prostokatem (fig. 82).
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Réwnolegtobok, majacy wszyst-
kie boki rowne, lecz katy nierdwne,
nazywa sig ukosnikiem, albo kwadra-
tem ukosnym (fig. 83).

Nareszcie réwnolegtobok o row-

nych bokach i réwnych katach nazywa
Sig kwadratem (fig. 84).

m Twierdzenie. W kazdym réwno-

D tegtoboku:
Przekatna dzieli go na diva réwne
tréjkaty;
-2 2) przeciwlegte boki sa sobie réwne;

3) przeciwlegte katy sg sobie réwne.
Dowodzenie.  Zalozywszy, ze ABDC

(fig. 85) jest rownolegtobokiem, i poprowa-

dg/'/Szy przekatng, mamy dwa trdjkaty:

bC ; CBD, wktérych bok Ci? jest;wspéliny,

/IACB=/CBD, /ABC-/DCB, jaib

haty naprzemianlegte wewngtrzne (§ 70), a

zatem na zasadzie § 82 bedzie:

1) trojkat ACB= trojkatowi CBD.
2) CD—AB, AC=BD, jako boki le-
zace naprzeciwko katow réwnych w trdjka-
tach réwnych.

6) [/ Jt jako lezace naprzeciwko
wspolnego boku w réwnych tréjkatach, katy za$
ACD i ABD sg tez rowne, gdyz:

Z ACB—/_CBD\ jako katy naprzemianlegte
/IDCB=CBA wewnetrzne,
wigc suma / 'ACB+/DCB,czyli /ACD réwna
sig sumie /CBD-{-/CBA «czyli /ABD
Whioski. 1. Odcinki linij réwnolegtych,
zawarte pomiedzy linijami réwnolegtemi, sg
sobie réwne, gdyz tworza roéwnolegtobok,

w ktorym te odcinki sg bokami przeciwle-

gtymi.
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2) Jesli

z ktoregokolwiek punktu A linii AB

poprowadzimy prostopadta, AD na prostg

DC, to, jak wiadomo (8§ 98,1), prostopa-

dia ta wyraza odlegtos¢ punktu A od

Fig. 0. prostej DC, Lecz AD jest takze pro-

stopadty do AB (8 71), wiec linija ta

AD wyraza tez odlegtos¢ punktu D od prostej AB. Prosta AD,

wspdlna prostopadta do obu réwnolegtych, nazywa sie odlegtoscig

tych dicu réwnoleglych. Jesli teraz z jakiegokolwiek punktu B
prostej AB spuscimy prostopadtag BC na prostag DC, to

AD UBC (§71)

i dla tego AD—BC (wniosek 1); stad wypada, ze dicie réwnolegte
sg wszedzie rownoodlegte.
Okreslenie.  Boki réwnolegte AB i CD (fig. 80) trapezu na-
zywajg sie podstaicami, a ich odlegtos¢ D E wysokoscig trapezu.
Ktérykolwiek bok rownolegtoboku jest jego podstawa, a wy-
sokoscig odlegtos¢ podstawy od boku przeciwlegtego, Na fig. 81
AB jest podstawg, CE za$ jego wysokoscia.
107. Twierdzenie. Przekatne réwnolegtoboku przecinajg sie
wzajemnie na dwie réwne czesci.
Niech bedzie rownolegtobok AB CD
(fig. 87), AC i BD jego przekatne, na-
C lezy dowies¢, ze AO= OC,BO=0D.
Dowodzenie. Poréwnajmy ze soba
dwa trojkaty AOD i BOC, w ktorych
znajdujemy owe cztery odcinki przeka-
tnych. Trojkaty te s sobie réwne,
Kg. 8r7. gdyz AD — BC (8106), /_ ADO =
/_OBC,/_DAO—/_OCB (8 70), wiec
trojkaty AOD i OBC sg sobie réwne (8 82) i AO — OC,
OD =0B.
108. Twierdzenie. w prostokacie przekatne sa sobie réime, w
kwadracie uko$nym przecinajg sie pod katem prostym i sg dwdjsiecz-
nenii katéw przeciwlegtych.



Dowodzenie. 1) Jakoz dwa trojkaty
ABB i ABC (fig. 88), majagce bok Al)
wspolny, bok AB=BC, jako boki przeciw-
legte prostokata (8§ 106) i katy BAB iADC
pomiedzy niemi zawarte, jako proste, s3
rowne; wiec AC=BB.

2) Jesli ABCB (fig. 89) jest ukos$nik,
t. j. jesSli AB=BC—CB—BA, to trojkat
ABC jest réwnoramienny i na zasadzie §87,
wn. 2 linija BB, taczaca wierzchotek B ze
Srodkiem O podstawy AC, jest prostopa-
dtg do podstawy i dzieli kat przy wierz-
chotku B na dwie rowne czesci.

Whniosek. Poniewaz kwadrat faczy w so-
bie wiasnosci prostokata i ukosnika, wiec w hoadracie prostokagtne
-sg rou-ne i prostopadle do sichie i sg dwdjsiecznemi hitobw przeciw-
legtych.

109. Twierdzenie. Jesli przez $rodek jednego z nieréwnole-
gtycli bokéw trapezu poprowadzimy rownolegltg do podstaw, to prosta
ta T) przejdzie i przez srodek drugiego boku nieruwnolegtego i 2) row-
nac sie bedzie potowie sumy dwu podstaw.

Dajmy, ze ABCB (fig. 90) jest trapezem, t. j. niech

AB ||BC iniech BE—EA i EF || AB.

Nalezy dowies¢, ze BF = CF i

pp_AB-j-CB
Dowodzenie. 1) Przez punkt F, w kt6-
-------- n— rvm Pr°sta EF przecina bok GB, poprowadz-
my rownolegla UG do boku AB i niech ta
Fig. 9. prosta przetnie podstawe Z>C'na jej przediuze-

ni uw punkcie G, podstawe za§ AB w punkcie
/I; otrzymamy dwa trojkaty FCG i 11FB-
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Trojkaty te sq, sobie réwne, gdyz FG—DE, FU—AE f§ 106,1),
wiec FG=FII, (_CFG=/_I1FB (§49), (870), wiec
FC—FB, czyli punkt F jest $rodkiem boku CB.

2) Z rownosci tychze samych tréjkatéw CFG i I1FB wy-
pada, 1B —CG.

EF=AHI
Lecz (8 106,1),
EF=DG\
czyli EF—AB—BIil
EF —DCA-CG,
wiec 2EF=AB-\-I>C
AB+DC
EF = - .

110. Pytania i zadania. Co nazywamy trapezem, réwnolegto-
bokiem, prostokatem, kwadratem i ukosnikiem? Co nazywamy podstawg
i wysokoscig trapezu i rownolegtoboku? Jakie sg wiasnosci bokow i ka-
tow przeciwlegtych rownolegtoboku? Czemu sig réwna suma katow
wewnetrznych czworokata? Co nazywamy przekgtnemi czworokata
i jakie sg wihasnosci przekatnych réwnolegtoboku, prostokata, ukosnika
i kwadratu? Co nazywamy odlegtoscia dwu rdéwnolegtych i jaka
jest wtasnos¢ linij réwnolegtych ze wzgledu na ich odlegtosci? Jaka jest
wihasnos$é prostej taczacej Srodki dwu nieréwnolegtych bokéw trape-
zu? Obliczy¢ kat 1) czworokgta ABCB, wiedzac, z2e XA ~ 3J(d>
XZ>—dJd, / C—t/zd. Obliczy¢ kat A czworokata, wiedzac, Ze X B —
112° 18" 15", /_C =83° 17" 15", ~XZ/=97° 15" 28". Jeden Kkat tra-
pezu=125° 18' 20", drugi kagt=110° 15" 14"—obliczy¢ dwa pozo-
state katy. Obliczy¢ katy réwnolegtoboku, wiedzac, Ze jeden z nich
réwna sie 12id, 7ad, 105° 18", 62° 15' 14". Obliczy¢ katy réwuo-
legtoboku, wiedzac, Ze réznica pomiedzy dwoma jego katami roéwna sie
%d, A3d, 40° 18', 6° 12" 20". Obliczy¢ katy ukosnika, wiedzac, ze
przekatna jego tworzy z bokiem kat 3sd, 'jjd, 18“ 12', 64° 18" 20".
Bok ukos$nika tworzy z przekatnemi katy, réznica ktérych= 5997, 30®
15", 10“ 8" 10"—obliczy¢ katy ukosnika. Obwdd, to jest suma bokdw
réwnolegtoboku réwna sie 140 calom, rdéznica za$ pomiedzy dwoma bo-
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kami przjlegtymi roéwna sig 40 calom—obliczy¢ boki réwnolegtoboku.
Obwdd trapezu réwna sig 30 stop., boki nieréwnolegte sg odpowiednio
réwne 10 i 8 stop.— obliczy¢ dtugos¢ prostej taczacej Srodki dwu nierdw-
nolegtych bokéw. Jaki ksztatt ma czworokat, w ktérym a) / A=70°,
(B = 110°, Z.C—70»?b)¢ A —80°, /_B — 100°, /_C — 90°?
Dowie$é, ie czworokat, ktérego przekatne przecinajg sig wzajemnie
na dwie czasci réwne, jest réwnolegtobokiem. Dowies$¢, ie punkt
przeciacia sig przekatnych réwnolegtoboku dzieli na dwie réwne czasci
wszelkg prosta, ktéra przezen przechodzi, a koncami opiera sig na
bokach réwnolegtoboku. Dowies¢, ie jeieli w czworokacie dwa boki
sg rowne i rownolegte, to dwa pozostatle bada tei réwne i roéwno-
legte, czyli ie taki czworokat jest rownolegtobokiem. Dowies¢, ie
czworokat, w ktdrym przekatne sg réwne i sg dwojsiecznemi katéw
przeciwlegtych, jest kwadratem. Dowies$é, ie dwa rownolegtoboki sg
sobie rowne, gdy majg po dwa rowne boki i po réwnym kacie pomig-
dzy nimi zawarty. Zastosowa¢ to twierdzenie do prostokatéw, uko-
$nikow i kwadratow. Dowies¢, ie w kaidym trojkacie prosta, tgcza-
ca $rodki dwu bokéw, jest réwnolegtg do trzeciego i réwna jego
potowie. Dowies¢, ie $rodki bokéw kaidego czworokata sa wierzchot-
kami réwnolegtoboku. Dowies¢, ie Srodki bokéw prostokata sg wierz-
chotkami ukosnika. Dowies¢, ie w réwnoramiennym trapezie (trapez
majacy boki nieréwnolegte rowne) katy przy kaidej podstawie sg sobie
réwne. Dowie$¢ odwrotnego twierdzenia.

5. 0 wielokatach.

111. Okreslenie.  Cze$¢ plaszczyzny, ograniczona wiecej
niz czterema prostemi, nazywa sie wie-
lokgtem lub wielobokiem. Stosownie do
liczby prostych, ograniczajacych czes¢
ptaszczyzny, mamy pieciokaty, szescio-
katy, siedmiokaty i t. d. Tak np. (fig.
91) cze$¢ ptaszczyzny ABCBBFA jest
ograniczona sze$cioma prostemi, jest
wiec szeSciokgtem lub szeSciobokiem. +a-
two widzie¢, ze trojkaty i czworoka-
ty sa rowniez wielokgtami.  Proste



AB, BC, CD, DE, EF, FA nazywaja, sie lokami wielokata.
Suma wszystkich bokéw wielokata czyli linija tamana ABCDEFA
nazywa sie olwodem, a wielko$¢ zamknietej bokami czesci ptaszczy-
zny—powierzchnig albo polem wielokagta. Dwa boki wielokata, obok
siebie lezace, tworzg kat icewnetrzny albo poprostu kat wielokata.
Wierzchotki katow wielokata nazywajg sie takze jego wierzchotka-
mi. W kazdym wielokacie liczba katéw réwna sie liczbie bokdw.
Szesciokagt ABCDEFA (fig. 91) ma sze$¢ bokow i szes¢ katdw. Kat
utworzony przez bok wielokata i przez przedtuzenie boku przyle-
glego pierwszemu nazywa sie katem zewnetrznym wielokata. Kat
KBC (fig. 91) jest katem zewnetrznym.

Wielokat nazywa sie réwnobocznym, gdy ma wszystkie boki
rowne; réwnokatnym,—gdy ma wszystkie katy rowne.

Wielokat, ktdry jednoczesnie jest rdwnoboczny i rownokatny,
nazywa sie foremnym; jako przyktady moga stuzyé: tréjkat réwno-
boczny i kwadrat.

112. Liczba przekatnych wielokata, z jednego icierzchotka po-
prowadzi¢ sie dajgcych, réwna sie liczbie bokéw mniej trzy.

Jakoz, wezmy wierzchotek C (fig. 91). Z tego wierzchotka
mozna poprowadzi¢ przekatne do wszystkich wierzchotkéw wielo-
kata, z wyjatkiem trzech, a mianowicie do C, B, D; poniewaz
wierzchotkow jest tyle co i bokéw, wiec liczba przekatnych, od
punktu C poprowadzi¢ sie dajgcych, rowna sie liczbie bokow mniej
trzy.

y Uwaga 1. Oznaczajac przez n liczbe bokéw wielokata, znaj-
dziemy, ze liczba przekatnych, zjednego punktu poprowadzi¢ sie
dajacych, réwna sie (n—3). Tak np. w szesciokacie liczba takich
przekatnych réwna sie (6—3)==3, w siedmiokacie (7—3)=4 it. d.

Uwaga 2. Poniewaz z kazdego wierzchotka n—kata mo-
zna poprowadzi¢ (w—3) przekatnych, wiec ze wszystkich wierzchot-
kéw moznaby bylo poprowadzi¢c (w—3)XM przekatnych. Lecz
przy takiem obliczeniu kazdg przekatng liczyliSmy dwa razy, gdyz
jesli poprowadziliSmy przekatng CE od jakiego$ wierzchotka C do
wierzchotka E, to poprowadziwszy przekatng EC od wierzchotka E
do wierzchotka C, otrzymamy te samg prostg co poprzednio. Tym
sposobem wiec dla otrzymania prawdziwej liczby przekatnych

i)



wielokgta nalezy liczbe poprzednio otrzymang podzieli¢ przez
dwa, czyli liczba wszystkich przekatnych wielokagta réwna sie

U _Tak np. w siedmiokacie liczba przekatnych réwna sie

IX(1—3) T4 _,

113. Przekatne poprowadzone od jednego wierzchotka dzielg
icielokat na tyle tréjkatdic, ile icielokgt ma bokéw mniej dwa.

Jakoz, prowadzac z punktu C (fig. 91) przekatne CA, CF
i CE, dzielimy wielokat na trojkaty CBA, CAF, CFE i CED, z kt6-
rych dwa skrajne utworzone sg z dwu bokdw wielokata i jednej prze-
katnej, Srednie za$ zdwu przekatnych i jednego boku wielokata.
Gdyby kazdy tréjkat zawierat po jednym boku wielokata, to licz-
ba tréjkatow réownataby sie liczbie bokoéw wielokata, lecz poniewaz
dwa skrajne tréjkaty zawieraja po dwa boki wielokata, wiec liczba
trojkatow, na ktére przekatne dzielg wielokat, rowna¢ sie bedzie
liczbie jego bokéw mniej dwa.

Tak np. czworokat, przekatne, poprowadzone z jednego
wierzchotka, dzielg na (4—2) czyli dwa trdjkaty, pieciokat na
(5—2) czyli na trzy trojkaty i w ogole wielokat o n bokach na
(n—2) trojkatow.

114. Twierdzenie. W wielokacie suma katéw wewnetrznych row-
na sie dwém katom prostym wzietym tyle razy, ile jest bokéw mniej dwa.

Dowodzenie. Poprowadziwszy przekatne CA, CF, CE (fig.
91), rozdzielamy wielokat na tyle trojkatow, ile on ma bokéw mniej
dwa (8 113); i oczywiscie suma katéw wewnetrznych wielokata row-
na sie sumie wszystkich katéw tréjkatow. A ze suma katow kaz-
dego trojkata réwna sie dwom katom prostym (8 78J, wiec suma katow
wewnetrznych Wielokata réwha sie dwom katom prostym, wzietym
tyle razy, ile ten wielokat ma bokéw mniej dma. Tak np. w sied-
miokacie suma jego katow wewnetrznych réwna sie (7—2)){2d=
I0d, w trzynastokgcie—(13—2))(2>1=22d; w ogble w wielokacie
0 n bokach suma jego katéw wewnetrznych réwna sie (a—2)\2d.

Whiosek. Poniewaz w wielokacie foremnym wszystkie jego katy sa
sobie réwne (§ 111), wiec dla otrzymania wielkosci jednego kata we-



wnetrznego nalezy sume katdw wewnetrznych rozdzieli¢ przez liczbe
bokéw. Tak np. w siedmiokacie foremnym kazdy kat wewnetrzny

(7—2)2d _ 10 siociokacie < (10—2)2d 8
T

réwna sig------— = —d w dziesieciokacie = *— U

N
i wogdle w n kagie = @-E—g- 2c:

Uwaga. Gdyby liczba trdjkatéw', na ktére przekatne dzielg
wielokat, rdwnata sie liczbie jego bokéw, wtedy suma katow we-
wnetrznych réwnataby sie dwom katom prostym wzietym tyle razy,
ile wielokat ma bokéw; lecz poniewaz liczba trdjkatow jest o dwa
mniejsza od liczby bokéw, wiec dla otrzymania sumy katéw we-
wnetrznych wielokata mozna jeszcze pomnozy¢ dwa katy proste
przez liczbe bokéw, a od iloczynu odjg¢ cztery katy proste.

115. Twierdzenie. W wielokacie suma katow zewnetrznych,
powstajacych z przedtuzenia wszystkich jego bokow, rdicna sie czterem kg-
tom prostym.

Dowodzenie- Przy kazdym wierzchotku wielokata, np. przy
D (fig. 91), utworzyly sie dwa katy przyleglte: jeden zewnetrzny,
a drugi  wewnetrzny, suma ktorych = Z (§ 47). Stad wypada, Ze
suma wszystkich katéw zewnetrznych i wewnetrznych wielokata
rowna sie dwom katom prostym pomnozonym przez liczbe wierz-
chotkéw, lub liczbe bokéw tegoz wielokata. Lecz (§ 114, Uwaga) su-
ma katow wewnetrznych wielokata rowna sie iloczynowi z liczby bo-
kow przez dwa katy proste mniej 4 katy proste, wiec suma katdw
zewnetrznych wielokata réwna sie czterem katom prostym, c.b. d.o.

Whiosek. Poniewaz w wielokacie foremnym wszystkie katy
wewnetrzne sg sobie réwne, wiec i katy zewnetrzne sg roéwne, a
zatem kazdy kat zewnetrzny réwna sie czterem katom prostym po-
dzielonym przez liczbe bokéw wielokata. Tak np. w o$miokacie

foremnym kazdy kat zewnetrzny réwna sige= -|-cZ=-yd = 45°

116. Pytaniai zadania. Jak wielka jest suma wszystkich katéw
pieciokata, szeSciokata, siedmiokata, o$Smiokgta, dziewieciokagta i dzie-
sieciokgta? lle wszystkich przekatnych mozebnych jest w kazdym
z tych wielokatow? Na ile tréjkatow rozpada sie dziesieciokat i dwu-
edziestokat przez poprowadzenie przekatnych z jednego wierzchotka?
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Obliczy¢ liczbg bokow wielokata, gdy suma jego katéw wewngtrznych
réwna sig: 6d, 8d, 10d, 20d, 30d. Co nazywamy wielokgtem fo-
remnym? Czemu sig rowna kazdy kat wewnatrzny w wielokacie fo-
remnym 05, 6, 7, 8, 9 i 10 bokach? Czemu sig réwna kazdy z ka-
tow zewnatrznych w kazdym z tych wielokgtéw? W jakim wieloka-
cie foremnym kat wewnatrzny rownasig 135°, 144° 108°? W jakim
wielokacie foremnym kat zewnatrzny réwna sig 30°, 20°, 10°, 15°?
"W szesciokacie foremnym ABCDEFA przedtuzono oba boki przyle-
gajace do AB, az do punktu ich przecigcia w G;—obliczy¢ wielko$¢
kata przy G. Dowie$¢, ze mozna ukladaé posadzka: 1) z trojkatow
rownobocznych; 2) z kwadratéow; 3) z szesciokgtéow foremnych. Po-
kaza¢, ze nie mozna z innych figur foremnych, branych oddzielnie, zto-
zy¢ posadzki (na zasadzie, ze suma katéw wokoto jednego punktu
réwna sig 4<7). Dowie$¢, ze dwa wielokaty o n bokach sg sobie réwne,
gdy majg (n—2) boki po sobie idgce réwne i przylegte (w— 1) kagtom
rownym, kazdy kazdemu. Dowie$¢, zo dwa wielokaty o n bokach s%
sobie réwne, gdy majg (n— 1) bokéw roéwnych, zawierajacych (n—2)
katéow réwnych kazdy kazdemu.

Rozwigzanie niektérych zadan geometrycznych.

117.  Miejsca, geometryczne. Miejscem geometrycznem na ptasz-
czyznie nazywamy linije (albo linije), ktérej wszystkie punkty maja te
samg wihasnos¢; zaden za$ inny punkt ptaszczyzny tej wkasnosci nie ma-

il) Z okreslenia kola wypada, ze miejscem geometrycznem pun-
ktow, ktdre od danego punktu sa odlegte na dang diugosé, jest okrag
kota zakreslony z danego punktu jako $rodka, promieniem réwnym da-
nej dtugosci.

b) Z wiasnosci (8 106) linij rownolegtych wypada, ze miejscem
geometrycznem punktow, ktére od danej linii prostej odlegte sa na da-
ng dlugosé, sa dwie linije réwnolegte do danej i poproicadzone od niej
w danej odlegtosci.

c) Z wiasnosci (899) prostej prostopadtej do danej prostej, po-
prowadzonej przez jej srodek, wypada, ze miejscem geometrycznem pun-
ktdw jednakowo oddalonych od dwu danych punktow jest prostopadia
poprowadzona do prostej, taczacej dwa te punkty, i przechodzgca przez
ej Srodek.



d) Niech bedzie kat BAC (fig. 92) i prosta AO dwdjsiecz-
na tego kata. Obierajac na tej dwdjsiecznej dowolny punkt O
i prowadzac z niego prostopadte OB i OC do ramion kata AB
i AC, otrzymamy dwa trojkaty prostokatne: AOB i AOC, majace
przeciwprostokatug AO wspolng i katy OAB i OAC rowne z za-
fozenia, zatem na zasadzie (§ 83, c) trdjkaty te beda sobie réwne i
w szczegblnosci OB—OC; lecz (§ 98) OB oznacza odlegos¢ punktu
0 od prostych AB i AC, wiec kazdy punkt dwojsiecznej Ojest réwno
oddalonym od ramion kata BAC,

Odwrotnie, tatwo dowie$¢, ze kazdy punkt O réwno odalony
od ramion kata BAC lezy na dwojsiecznej tego kata. Jakoz dajmy,
ze prostopadte OB i OC do ramion AB i AC kata BAC sg so-
bie réwne, t. j. dajmy, ze OB=0OC. Polgczywszy punkt O z
wierzchotkiem A, otrzymamy dwa tréjkaty prostokatne: AOB i AOC
majagce przeciwprostokatng OA wspoélng i przyprostokatne OB i OC
rowne, wiec tréjkaty te sg sobie rowne (§ 90. Wn.): /_BAO—/_OAC,
czyli ze punkt O lezy na dwdjsiecznej kata BAC.

Jesli ramie -dCprzedtuzymy i kat

F BAG przylegty katowi BAC po-
dzielimy na dwie roéwne czesci
prostg AF, to fatwo widzie¢, ze i ta
prosta posiada te samg wiasnosé
co i prosta A O, to jest ze kazdy
jej punkt jest rowno oddalonym od
ramion AB i AG.

Jesli  jeszcze uwzglednimy, ze
proste AO i AF sg do siebie prostopadte, otrzymamy wiasnos¢
nastepujaca:

Miejscem geometrycznem punktdw jednakowo oddalonych od dwu
danych prostych sg dwie linije prostopadle do siebie, bedane dicéjsiecz-
nemi katdw utworzonych przez dane dwie proste.

118. Zadanie I. Ma danej prostej znalezé punkt, bedacy na
danej odlegtosci od punktu danego zeicnatrz prostej.

Dane sg (fig. 93): prosta AB, punkt C zewnatrz tej prostej
1 odlegto$¢ a. Nalezy na danej prostej znalez¢ punkt, czyniacy za-
do$¢ zadaniu.



Rozwiazanie.  Poniewaz

szukany punkt powinien by¢

w odlegtosci a od punktu C,

wiec musi leze¢ na okregu

kota zakreslonego z punktu

C jako ze Srodka promieniem

réwnym a (§ 117, a); lecz po-

niewaz punkt szukany powi-

nien jeszcze leze€ i na prostej

AB, wiec musi sie znajdowa¢ na wspGlnem przecieciu okregu kota,
zakre$lonego z punktu C promieniem réwnym a, z prostg AB.

Rozhidr-  Analizowaé czyli dyskutowaé zadanie znaczy Szu-
kac, jakim warunkom powinny zado$¢ czyni¢ ilosci dane, aby roz-
wigzanie zadania byto mozebnem, i ile moze by¢ takich rozwigzan.

Trzy rozne przedstawiajg sie tu przypadki:

1- szy. Jesli odlegtos¢ a jest mniejsza od prostopadiej
wadzonej z punktu C na prostag AB, to tuk kota zakre$lony z pun-
ktu Cpromieniem a nie przetnie prostej AB (8 96) i zadanie bedzie
niemozebnem.

2- gi. Jesli odlegtos¢ a réwna sie prostopadtej poprowa
z punktu C na prostg AB, to spodek tej prostopadtej czyni zados¢
zadaniu i to tylko ten spodek, gdyz odlegtos¢ jakiegokolwiek innego
punktu C jest wiekszg od prostopadtej (8 96), a zatem i od a.
Zatozenie wiec w tym przypadku ma tylko jedno rozwigzanie.

3- ci. Jesli odlegtos¢ a jest wiekszg od prostopadtej poprov
nej z punktu C na prost3 AB, to znajdg sie dwa tylko punkty
E i F, czynigce zados¢ warunkowi zadania (8 96), po jednym
z kazdej strony prostopadtej. Zadanie wiec w tym przypadku ma
dwa rozwigzania.

119. Zadanie Il. Podzieli¢ dang prostg AB (fig. 94) na difiem
réwne czesci.

Rozwigzanie. Wiadomo (§ 117, C), ze kazdy punkt réwno
oddalony od koncéw A i B prostej AB lezy na prostopadtej wy-
stawionej ze $rodka tej prostej; oprocz tego wiadomo, ze dwa
punkty w zupetnosSci wyznaczajg potozenie prostej; wypada stad,
ze jezeli znajdziemy dwa punkty jednakowo oddalone od kon-
cow A i B prostej AB, to, polagczywszy je prosta, otrzymamy szukany
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Srodek prostej AB w punkcie, w ktérym
)(2 nowo poprowadzona prosta jg przecina. Po-
zostaje zatem tylko wyznaczy¢ dwa takie
punkty. W tym celu z punktow A i B
promieniem wiekszym od polowy prostej

i AB zakre$lamy dwa luki k&t, ktore sig
— przetng w punktach C i D, jednakowo od
l punktbw A i B oddalonych (8 117, a).
Potaczywszy te punkty prostg CD, widzimy,

Fig. 94. ze ta podzieli prostg AB w punkcie O na

dwie réwne czesci.

120. Zadanie 111. Z punktu danego na prostej wystawi¢ do
niej prostopadta. Dana jest prosta AB (fig. 95) i na niej punkt C,
trzeba z tego punktu wystawi¢ do niej prostopadia.
Rozwigzanie.  Opierajagc sig na
znanej wilasnosci, ze prostopadia ze
Srodka prostej wystawiona jest miej-
scem geometrycznem punktow jedna-
kowo oddalonych od skrajnosci pro-
stej (8 117, c¢) i ze dwa punkty w
A ~T7C----—-- C----m-- 1— B zupetnosci wyznaczaja linije prosta,
Fig. 95. powyzsze zadanie rozwigzujemy w
sposéb nastepujacy. Po obu stronach
punktu danego C, odcinamy na prostej AB czeSci rowne CK i CL;
nastepnie z punktéw L i K promieniem dowolnym lecz jednako-
wym zakre$lamy dwa luki przecinajagce sie w punkcie D. Prosta
DC, taczaca punkty C i D, bedzie prostopadta do AB, gdyz pun-
kty C i D, jako réwno oddalone od punktdw K i L, muszg leze¢
na prostopadtej do prostej AB.
121. Zadanie 1V. Zpunktu danego zewnatrz prostejpoprowa-
dzi¢ do niej prostopadia.
Dana jest prosta AB (fig. 96) i punkt C zewnatrz lezacy;
trzeba z tego punktu poprowadzi¢ do niej prostopadia.
Rozwigzanie. Opierajagc sie na dwu wyzej przytoczonych
rozwigzaniach, postepujemy w sposéb nastepujacy. Z punktu C
jako ze S$rodka jakimkolwiek promieniem zakre$lamy tuk kota,
przecinajacy dang prostg w punktach L i K. Poniewaz punkt C



od tych dwu ostatnich pun-
ktow jest jednakowo oddalo-
ny, wiec lezy na prostopad-
fej wystawionej ze S$rodka
prostej LK (8 117, c). Po-
zostaje teraz wyznaczy¢ dru-
gi punkt szukanej prosto-
padiej, ktéry otrzymamy,
zakre$lajgc z punktow L i K
tuki kot réwnych, ktére sig
przetng w szukanym punkcie
1). Polgczywszy punkty Ci
1) prost3 CD, otrzymamy
szukang prostopadi.
Uwaga. W praktyce dla prowadzenia prostopadtych uzywa
sig wegielnicy (fig. 97). Jest to deseczka, majaca ksztatt trojka-
ta prostokatnego. Chcac za pomocg tego
przyrzadu wystawi¢ prostopadig* do danej
prostej w danym punkcie, przykfadamy ja
do prostej tak, aby jedno ramig kata prostego
przystato do niej, wierzchotek zas padt
na dany punkt, prosta poprowadzona wzdtuz
drugiego ramienia bedzie oczywiscie szukang
prostopadta. tatwo tez zrozumie¢, jak postgpi¢ nalezy dla rozwig-
zania innych zadan o prostopadtej.
122. Zadanie Y. Na prostej w danym jej punkcie wykres
kat réwny danemu.
Dana jest prosta DC (fig. 98) i na niej punkt A; nakresli¢
przy tym punkcie kat réwny K.
Rozwigzanie.
Z wierzchotka
kata danego K,
jako $rodka, do-
wolnym promie-
niem KL zakre-
Slamy tuk kota
przecinajacy ra-
miona tego kata
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w punktach L i N; potem z punktu A jako S$rodka, tym sa-
mym co poprzednio promieniem zakreslamy luk DF, przecinajacy
w D prostg BC; nastepnie z punktu B promieniem réwnym
B N zakreslamy luk kota przecinajacy luk poprzednio nakreslony w
punkcie E. Pofgczywszy punkt E z punktem A, otrzymamy kat
EAC—/ K. Jakoz dwa tréjkaty EAI) i NKL sg sobie réwne,
gdyz boki AE i AD sgréwne KN i KL jako rdwne promienie, bok
za& DE—NL z 'zalozenia, wiec dwa trdjkaty majg wszystkie boki
rowne (8 86), stad za$ wypada ze /A —/K .

123. Zadanie VI. Przez punkt dany poprowadzi¢ rownolegty
do prostej danej.

Dana jest prosta BC (fig. 99) i punkt A zewnatrz niej; nale-
zy przez ten punkt poprowadzi¢ prosta réwnolegty do danej.

Rozwigzanie. Z punktu A jako

Srodka promieniem dostatecznie wiel-

kim kreslimy tuk kota DE, przeci-

najacy dang prostag-BC w punkcie D;

z tego ostatniego punktu tym samym

promieniem, co poprzednio, zakre-

Slamy drugi tuk kota AG, ktory

przejdzie przez A i przetnie pro-

st BC w G. Dilugoscig cieciwy AG zakreslamy z punktu

D tuk kota, przecinajgcy wH tuk DE; poprowadziwszy nakoniec
prostag AIL otrzymamy zgdang rownolegta.

Jakoz dwa trdjkaty AGD i ALID, jako majace wszystkie
trzy boki odpowiednio réwne, sg sobie réwne i z ich rownosci wy-
pada, ze /_GDA=/_I1AD i GD ||AD (8§ 64).

124. Zadanie VI1I. Przez dany punkt poprowadzi¢ linije pro-
stg, ktoraby czynita z dang prostg kat rowny danemu.

Dana jest prosta AB, punkt
Ci kata (fig. 100); nalezy przez
punkt C poprowadzi¢ prosta,
ktéraby przecieta prosta AB
pod katem a.

Rozwigzanie. W tym celu
przy dowolnym punkcie K pro-
stej AB kresle kat b réwny
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danemu a (Zad, V)i przez punkt C prowadze prostg CM réwnolegla
do LK, wskutek czego i kgt LMB=b=a (8 70, 3).

Uwaga. W praktyce linij rownolegte prowadzg sie za po-
mocg wegielnicy. Chcac np, ii pomoca wegielnicy poprowadzi¢
przez punkt C rownolegts do
prostej AB (fig. 101), postepujemy
w sposob nastepujacy. Przysta-
wiamy przeciwprostokatng MN
wegielnicy do danej prostej AB,
a przylozywszy do drugiego jej
boku MP linijat staty, posuwamy
przy nim wegielnice, az przeciw-
prostokgtna przejdzie przez punkt
) C. Witedy prosta CD nakre$lona
Fig. 101. wzdiuz przeciwprostokagnej MN
bedzie rownolegty do linii da j (§ 71).

125. Zadacie VIII. Podzieli¢ kat ABC (fig. 102) na dicie réwne
czesci.

Rozwigzanie. Na ramionach
kata, poczynajagc od wierzchotka,
odktadamy czesci réwne BK i
BL, nastepnie z punktow K i Z,
promieniami dowolnymi, lecz réw-
nymi sobie, zakreslamy tuki kot
przecinajgce sie w punkcie P;
przeto BP, faczaca punkty B i P
rozdzieli dany kat na dwie réwne
czesci.

Jakoz, pofaczywszy punkt P z punktami Ki L linijami pro-
stemi KP i PL, otrzymamy dwa tr6jkaty BKP i PBL réwne sobie
(8 86), a z ich rownosci wypada, ze /K BP =/PBL.

126. Zadanie IX. Dany kat prosty ABC (fig. 103) podzie
na trzy réwne czesci.

Rozwigzanie. Z wierzchotka kata prostego B, jako $rodka, za-
kreslamy tuk kola przecinajagcy ramiona w punktach A i C. Z pun-
ktu A, jako $rodka, tym samym co poprzednio promieniem AD—



AB=BC zakreSlamy tuk kota, ktéry prze-
tnie tuk AC w punkcie D. Kat CBD be-
dzie trzecig czeScig kata prostego.

Jakoz, potaczywszy punkty A il) lini-
ja prosta AD, otrzymamy tréjkat réwnobocz-
ny ABD, w ktorym wszystkie katy sg so-

) L L L _ 2 d
Fig. 103. bie rowne irownajg sie kazdy — (§ 85, 5);

jesli zas /_ ABD — 23d, to /_DBC—d— 23<7="/;d.
127. Zadanie X. Zbudowaé tréjkat, majac dane dwa boki
i kat eprzeciwlegly jednemu z nicli.
Dane dwa boki a i b i kgt A przeciw-
legty bokowi a (fig. 104).
Rozwigzanie. Nakresl kat="A4, na
jednem zjego ramion wez AC—b, iz punktu
C jako $rodka promieniem réwnym bokowi
a przeciwlegtemu katowi A, nakresl tuk,
ktéry przetnie ramie AB w punkcie B; trdj-
kat BAC bedzie szukany, gdyz czyni zados¢
zadanym warunkom.
Dyskusyja. Przy rozwigzaniu tego za-
dania przedstawiajg sie trzy przypadki.
1-sze. Gdy bok a > b, wtedy, jaki-
kolwiekby byt kat A, tuk kota zakreslony
z punktu C, jako srodka, promieniem a, ktéry
jest wiekszy od boku b, tem samem od prostopadtej CIl do
ramienia AB, przetnie ramie AB w punkcie B. W tym wiec
przypadku zadanie ma zawsze jedno rozwigzanie—tréjkat ABC.
Woprawdzie tuk zakre$lony z punktu C przecina ramie AB jesz-
cze w jednym punkcie, lecz oczywiscie po lewej stronie prostopa-
dej CIlI, a to nazasadzie wiasnosci prostopadiej i pochytych (8 97).
Jesli za$ ostatni punkt przeciecia potagczymy z punktem C, to
otrzymamy trojkat, ktorego dwa boki rownajg sie danym, kat za$
przeciwlegty bokowi a nie jest réwny danemu, lecz dopetnia go do
dwu katéw prostych.
2-gie. Gdy bok a — b, szukany trojkat bedzie réwnoramien-
nym, wiec kgt dany A musi by¢ ostry (897, 3). Ten warunek konie-



czny jest zarazem dostatecznym, albowiem 4tuk kota zakreslony
z punktu C, jako $rodka, promieniem a—I, ktéry jest wiekszy od
prostopadtej CH, przecina ramie AB w punktach A i B i tréjkat
ABC jest jedynem rozwigzaniem.

3-cie. Gdy bok a < b, trzeba zeby /_A byt ostry; bo
inaczej /_B byltby rozwarty (8 88) i trojkat byltby niemozebny
(8 79, 3). W tym przypadku, jesli bok przeciwlegly a jest wiek-
szy od prostopadtej CH (fig. 104, goérna), tuk kota zakreslony z pun-
ktu C przecina prost3 w dwu punktach B i B" i dwa trojkaty
ABC i AB'C czynig zado$¢ zadaniu; otrzymujemy wiec dwa roz-
wigzania.

Jezeli za$ bok przeciwlegly a jest
rowny prostopadtej CI1 (lig. 105), wtedy
tuk kota zakreslony z punktu C pro-
mieniem réwnym a bedzie styczny do
ramienia AB w punkcie 11 i wtedy
trojkat ACH jest jedynem rozwigza-
niem zadania.

Nakoniec; jesli bok przeciwlegly a
jest mniejszy od prostopadtej CH,
wtedy tuk kota zakreslony z punktu
C nie przetnie ramienia AB i zadanie
jest niemozebne do rozwigzania.

Stad widzimy, ze w tym trzecim przypadku zagadnienie
moze mie¢ dwa rozwigzania, albo tylko jedno albo nawet nie
mie¢ zadnego.

128. Zadanie XI. Zbudowaé tréjkat,
majac jego podstawe, kat przylegty pod-
stawie i roznice dwu pozostatych bokéw.

Dane sg: podstawa a, /_ C przylegty
bokowi a i roznica d dwu pozostatych
bokéw;—nakresli¢ trojkat.

Rozwigzanie. Wyobrazmy sobie, zesmy
trojkat nakredlili i ze nim jest ABC
(fig. 106). Odtozywszy na boku AC, po-
czawszy od punktu A, czes¢ AD—AB

t'g. 106. i potagczywszy punkt D z punktem B



prosta BD, otrzymamy trojkat, w ktérym znamy bok CB — a,
bok CD =AC—AB—d i /_ C. Trojkat ten da sie tatwo nakresli¢,
gdyz, nakresliwszy kat C, odktadamy na jego ramionach diugosci
° i d i konce tych linij tgczymy prostg. Pozostaje wiec tylko
wyznaczy¢ wierzchotek A szukanego trdjkata, lecz wierzchotek
ten znajduje sie w rownej odlegtosci od B i D, gdyz AB—AD,
wiec leze¢ musi na prostopadtej wystawionej ze Srodka prostej
DB (8 99), a ze ten sam wierzchotek musi tez leze¢ i na przediu-
zeniu CD, wiec przypada na wspdlnem ich przecieciu—A.

Uwaga. W taki sam sposob wykresla sie trdjkat, w ktorym

narny podstawe, kat przylegty tej podstawie i sume dwu pozosta-
tych bokow.

129. Zadanie XII. Dang prostg podzieli¢ na kilka réwnych
czesel.

Rozwigzanie. Dajmy, ze pro-
stg AB (lig. 107) mamy podzieli¢
na trzy réwne czesci. Przez skraj-
nos¢ prostej AB poprowadzmy
jakgkolwiek prosta AC i na nigj
odt6zmy trzy dowolne, lecz réwne
odcinki AD—DE—EF. Ostat-
ni punkt F potgczmy z drugg
skrajnoscig prostej AB linijg pro-
stg FB i przez punkty E I D

poprowadzmy proste EL i DK rownolegte do BF. Proste odetna
trzy odcinki AK, KL i LB réwne pomiedzy sobg, t. j. prosta AB
zostanie podzielong na trzy réwne odcinki.

Dla dowiedzenia tego przez punkty D \E poprowadzmy DM
I EN rownolegte do AB; otrzymamy trzy trojkaty ADK, DEM
I EFN réwne pomiedzy soba, gdyz AD — DE — EF z zaloze-
nia, katy za$ przylegte tym bokom sg réwne jako katy odpowiada-
jace. Z réwnosci tych trojkatow' wypada AK — DM — EN; lecz
DM = KL, EN = LB jako boki przeciwlegte roéwnolegtobokéw
DKLM i ELBN.
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130. Pytania izadania. Go nazywamy miejscem geometrycznem?
Znaiez¢ punkt rowno oddalony od trzech danych punktéw (117,c). Zna-
lez¢ punkt réwno oddalony od trzech danych prostych (117,d). Dowies¢,
ie prostopadte wyprowadzone ze $rodkéw bokéw tréjkata schodza sig
w jednym punkcie (117). Dowies¢, ze trzy wysokosci trojkata przeci-
najg sig w jednym punkcie (nalezy poprowadzi¢ przez wierzchotki troj-
kata proste réwnolegte do bokéw przeciwleglych i nastapuie zastosowac
poprzednie twierdzenie). Dowies¢, ze dwojsieczne katow trojkata scho-
dza sig w jednym punkcie (117,d). Na danej prostej znalez¢ punkt
réwno oddalony od dwu punktéw danych, (117,c). Na danej prostej
znalez¢ punkt réwno oddalony od dwu prostych danych; wskaza¢, ile mo-
ze by¢ rozwigzan (117,@. Na danej prostej znalezé punkt oddalony
od drugiej danej prostej na dang dtugos¢ (117,&). Na danym okra-
gukota znalez¢ punkt oddalony od danej prostej na dang dtugosé. Dy-
ekusyja (118). ZbudowaC trojkat, majac dane wszystkie trzy jego
boki. Czy zadanie jest zawsze mozliwe? Zbudowaé trojkat, majac
dane dwa jego boki i kgt pomigdzy nimi zawarty. Zbudowal troj-
kat, majac dane: jeden bok i dwa katy jemu przylegte. Zbudowa¢ trojkat
prostokatny, majac jego przeciwprostokatng i jeden z katow ostrych.
Zbudowacd trojkat prostokatny, majac jedna z jego przeciwprostokgtnych
i kat ostry. Zbudowac tréjkat prostokatny, majac jego przeciwprosto-
katng i jedng z jego przyprostokatnych. Zbudowaé tréjkat réwnora-
mienny, majac jego podstawg i wysoko$¢ (87). Zbudowal tréjkat
prostokatny i rownoramiennj’, znajac jego przeciwprostokatng (opie-
rajac sig natatwej do dowodzenia wihasnosci, ze prosta tgczaca Srodek
przeciwprostokatnej z wierzchotkiem kata prostego rowna sig potowie
przeciwprostokatnej). Znalez¢ miejsce geometryczne punktéw Korico-
wych prostych jednakowej dtugosci, tworzacych z dang prostg jeden i
ten sam kat. Podzieli¢ kat na 4, 8, 16.... réwnych czasci. Wykre-
$lic kat 120" za pomocg cyrkla i linijatu (122). Znajac sumg i
réznica dwu odcinkéw prostej, znalez¢ te odcinki. Znajac suma i réznicg
dwu katdw, wyznaczy¢ katy. Przez dany punkt poprowadzi¢ prosta,
przecinajacg dane dwie réwnoleglte w ten sposéb, azeby odcinek za-
warty pomigdzy rownolegtemi miat dang dlugos¢. (Z dowolnego
punktu jednej z rownoleglych nalezy zakresli¢é okrag promieniem
rownym danej dhugosci, punkty przeciecia sig tego okragu z drugg



rownolegta, nalezy potaczy¢ linijaml prostemi i przez dany punkt po-
prowadzi¢ do nich réwnolegte). Czy powyzsze zadanie zawsze jest mo-
zebne? Majac dane dwa punkty A i B zewngtrz prostej JiY i pojed-
nej jej stronie, znalez'¢ na tej prostej taki punkt o, azeby katy A o x
iBOY byty réwne. (Z punktuj nalezy poprowadzi¢ prostopadig A 11
dox v i przedluzy¢ jg o ezas¢ B A'— H A, punkt A polaczy¢ z puu-
kteme prostg A'B, ktora przetnie prostg x v w szukanym punkcie
o. Dowodzenie polega na réwnosci trojkatow i katow wierzchotkiem
przeciwlegtych). Dowuest, ze rozwigzanie zadania: przej$¢ z punktu
A do B najkrotsza druga dotykajaca sig prostej x v —badzie takie samo
jak poprzednie. Zadania powyzsze czasto sig przytrafiajg w zjawiskach
przyrody, gdyz fizyka uczy, ze ciato sprazyste przy uderzeniu o plasz-
czyzna, promien Swiatta padajacy na zwierciadto, fala napotykajgca
po drodze ptaszczyzng i t d. zostajg odbito pod katem réwnym kato-
wi padania. Na bilardzie majacym ksztalt prostokata A B cp znaj-
dujg sig dwie bile m i ~n; w jakim kierunku nalezy uderzy¢ bilg
M, azeby, odbiwszy sig o wszystkie boki bilardu, zetknata sig
z bilg iS? (W tym celu nalezy z punktu m poprowadzi¢ prostopadtg m 1
na bok A B i odtozy¢ na niej ezas¢ 1m t— 1m, nastgpnie z punktu m
poprowadzi¢ prostopadtg Mtk nabok B c i odtozy¢ na niej K M 1=:K M |
z punktu ™2 poprowadzi¢ prostopadtg m2L na bok b c i odtozy¢ na
niej LMi=LM 1, otrzymany punkt m3 nalezy' potaczy¢ prostg z pun-
ktem ~, otrzymanym, odkladajagc na prostopadiej N s do boku A b
ezgs¢ sxt=sN. Prosta m3az, przetnie bok b ¢ w punkcie 11; pro-
sta, taczaca punkt R z punktem m2 przetnie bok B ¢  w punkcie q,
nakoniec prosta, taczgca ten punkt z punktem 31, przetnie bok A 8 w
punkcie p, ktory, potgczony z bilgs1, da nam kierunek uderzenia 31p).
Zbudowa¢ prostokat, majac dane dwa przylegte boki. Zbudowaé
prostokat, majac dany jeden bok i kat pomigdzy przekatnemi (108,
85,3). Zbudowaé prostokat, majac przekatng i kat pomigdzy przekatne-
mi. Zbudowac trojkat prostokatny, znajac jego przeciwprostokatng i sumo
przyprostokagtuych (wyobraziwszy sobie, ze szukany trdjkat zostat na-
kreslony, przedtuzamy jedna jego przyprostokatng o dtugos¢ drugiej przy-
prostokatnej, otrzymamy trojkat rownoramienny, ktérego podstawa row-
na sig sumie przyprostokatuych lub—przeciwprostokatnej szukanego troj-
-kata, katy za$ przy podstawie—45°. Ten trojkat bardzo tatwo daje sig
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nakresli¢, a za pomocg niego—szukany tréjkat). Zbudowa¢ prostokat,
majac jego obwdd i przekatng. (Zadanie sprowadza sig do poprzedniego).
Podzieli¢ kat pomigdzy dwiema prostemi nieprzeeinajgcemi sig w gra-
nicach rysunku na dwie rdwne czasci. (Nalezy korzysta¢ z witasno-
Sci dwojsiecznej kata (117,ci) i wyznaczy¢ dwa punkty tej dwojsiecznej,
prowadzac dwie dowolne proste, przecinajgce dwie dane, i dzielgc
utworzone katy na rowne ezasci). Zbudowaé trdjkat réwnoramienny,
znajac jego wysoko$¢ i kat przy podstawie. Zbudowac trojkat ro-
wnoboczny, majac jego wysokos¢é. (Nalezy nakreslic dowolny trojkat
réwnoboczny, na wysokosci jego odcigC, poczawszy od wierzchotka,
dang wysoko$¢ i poprowadzi¢ réwnolegta do podstawy).  Zbudowac
tréjkat, majac dwa jego boki i wysokos$¢ odnosng do trzeciego boku (na
zasadzie wykreslenia trojkata prostokatnego, znajac przeciwprostokgtng
i przyprostokatna). Zbudowac tréjkat, majac jeden jego bok, oSrodkowa
wzgladem tego boku (linijg taczaca wierzchotek ze $rodkiem bo-
ku przeciwlegtego) i kat przylegly temu bokowi (127). Zbudowaé
trojkat, majac jeden z jego bokéw i wysokosci odnosnie do dwu po-
zostatych bokéw (na zasadzie wykreslenia trojkatow prostokatnych).
Zbudowaé trojkat prostokatny, znajac jedng przyprostokatng i réznicg
dwu ostrych katow. (Wyobrazmy sobie, zeSmy trojkat szukany nakre-
$lili i niech nim badzie Asc. Dla wprowadzenia do rysunku réz-
nicy katéw B — c nakreslimy na przeciwprostokatnej przy punkcie c
kat Bc b — ¢ i przedluzymy przyprostokatng A B do przecigcia sig
z prostg c1) w punkcie o. Kat o —/B8 —/ c. Stad wypada, ze
dla rozwigzania naszego nalezy zbudowaé trdjkat prostokatny, ktdrego
jedna przyprostokatng A c jest dana i kat jej przeciwlegty /b —
/T3—/ c jest wiadomy, podzieliwszy drugi kat ostry tego trojkata
prostokagtnego na dwie réwne czasci, otrzymamy szukany trojkat).
Zbudowaé trapez, znajac trzy jego boki i kat zawarty pomiadzy dwo-
ma. Zbudowa¢ kwadrat ukosny, znajac jego przekatne.
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. Koto.
1 Cieciwy w kole.

W 8§55 daliSmy okreslenie kota i jego okregu, niektorych
prostych w kole, jakotez niektérych twierdzen, odnoszacych sie do
kota, teraz zajmiemy sie blizszem zbadaniem tej waznej figury

181. Twierdzenie. Linija prosta nie moze spotyka¢ okregu
w wiecej niz dwu punktach.

Dowodzenie. Jakoz, gdyby jakakolwiek prosta spotykata
okrag w trzech punktach A, B, C, to tgczac te punkty ze $rod-
kiem kota O, otrzymaliby$Smy trzy proste: OA, OB i OC réwne
jako promienie jednego kota (8 56); lecz z jednego punktu tylko
dwie réwne pochyle do prostej prowadzi¢ mozemy (§ 98, wn. 2-gi)
zatem i prosta tylko w dwu punktach moze spotyka¢ koto.

132. Okreslenia. Wszelka nieograniczona prosta CD (fig.
108), przecinajgca okrag kota, nazywa sie sieczna.

Czes¢ kota OAB O (fig. 109), zawar-
ta miedzy lukiem AB \ dwoma promie-
niami OA i OB, nazywa sig¢ icycinkiem
kota. Cze$¢ kota EKFE (fig. 108), za-
warta pomiedzy lukiem EKF i cieciwg
EF, nazywa sie odcinkiem kota.

133. Twierdzenie. Srednica jest naj-
wiekszg cieciwg kota.

Niech bedzie koto O (fig. 109) i cieci-
wa jakakolwiek AB; nalezy dowies¢, ze
wszelka $rednica, np. EF jest wieksza
od dowolnie poprowadzonej cieciwy AB.

Dowodzenie. W tym celu potgczmy
konce cieciwy AB ze Srodkiem kota,
otrzymamy

OA+OB=>AB (8§ 24 lub § 75),
lecz OA i OB jako promienie jednego
kota sg sobie rowne (8§ 57),

Kg. [08.

wiec 20A'j>AB.
a ze 20A—EF (8 56), a zatem
EFyAB.

6
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134. Twierdzenie. Kazda S$rednica dzieli koto i okrag jego na
dwie réwne czesci.

Dowodzenie. Zegnijmy odcinek EABF (fig. 109) wzdtuz $red-
nicy EF tak, azeby cze$¢ kota lezaca nad nig upadia na cze$¢ ko-
ta pod nig lezaca; tatwo widzieé, ze wtedy wszystkie punkty gorne-
go tuku EABF przystang do odpowiednych punktow dolnego tuku;
jesliby bowiem jaki$ punkt ‘tuku pierwszego nie upadt na tuk
dolny, lecz zewnatrz lub wewnatrz niego, to punkty jednego i tego
samego okregu nie bylyby w réwnej od Srodka odlegtosci (po-
rownaj § 57).

Jesli zas EABF przystanie do tuku pod $rednica, to te dwa lu-
ki bedg sobie rowne, jakotez i odcinki, czyli, jak tu, potkola.

135. Twierdzenie. W kole, albo w kotach réwnych:

1- sze. tuki réwne sapodparte cieciwami réwnemi.

2- re. tuk mniejszy jest podparty cieciwg niniejsza.

Dowodzenie, I-sze. Dajmy, ze
tuk -EF~rtukowi AB(hg. 110). Po-
taczywszy punkty A, B, E i F ze
Srodkiem kota O prostemi OA, OB,
OE i OF, otrzymamy dwa trojkaty
OAB i OEF, w ktérych

OA=0E, OF=0B, jako promie-
nie jednego kota,

/AOB =/ EOF, gdyz tukom
rownym odpowiadajg rowne Kkaty
Srodkowe (8 58, wzajemn.); te troj-
katy zatem beda rowne i w ogolno-
$ci cieciwa >4i>=cieciwie EF.

2-gie. Dajmy, zetuk CDjpEF. Polaczywszy punkty C iD
ze Srodkiem kota O, otrzymamy tréjkat COD, w ktérym kgt COD
jest oczywiscie wiekszym od kata EOF (§ 59); pordwnywajac dwa
trojkaty DOG i EOF ze soba, widzimy, ze /[EOF, zawarty po-
miedzy pierwsza parg bokdw, jest mniejszym od COD, zawar-
tego pomiedzy druga parg bokéw, wiec (na zasadzie §92) E F/ CD.

136. Wzajemnica. w kole, albo w kotach réwnych:

1- sze. Cieciwy réwne podpieraja luki réwne.

2- re. Cieciwa mniejsza podpiera tuk mniejszy.
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Dowodzenie 1-sze. Dajmy, ze cieciwa AB = cieciwie EF. Po-
faczywszy kornce réwnych cieciw ze srodkiem kota O prostemi OA, OB,
OE i OF, otrzymamy dwa tréjkaty OAB i FOE rdwne pomiedzy
soba, gdyz maja wszystkie trzy boki odpowiednio réwne; z réwnosci
za$ tych trojkatow wypada, ze /_ AOB = /EOF, astad ze tuk
-4it=tukowi EF (§ 58).

2-re. Dajmy, ze cieciwa CD  cieciwy EF. Polgczywszy
punkty Ci D ze $rodkiem kota O prostemi CO i DO, otrzymamy
tréjkat COD, ktorego dwa boki CO i DO sg odpowiednio réwne dwém
bokom OF i OE trojkata EOF, lecz bok trzeci CD > EF, wiec
/COD >/_EOF (8 y3), zatem i tuk CD> tuku EF (8 59).

Uwaga 1. tatwo widzie¢, ze powyzsze twierdzenia stosuja
sie i do tego przypadku, gdy zamiast jednego kota bedg dwa kota
réwne.

Uwaga 2. Drugie czesci twierdzenia i wzajemnicy oczywiscie
sg tylko prawdziwe w przypadku, gdy tuki nie sg wieksze od pot-
okregu, gdyz wtedy sg one w sensie odwrotnym prawdziwe, to jest:
tukowi mniejszemu odpowiada cieciwa wieksza, i nawzajem cieciwie
mniejszej odpowiada tuk wiekszy.

137. Twierdzenie. Srednica prostopadta do cieciwy dzieli te
mciecive i oba luki przez nig podparte na dwie réwne czesci.

£ Dowodzenie. Niech bedzie $rednica

DE (fig. 111) prostopadta do cieciwy

AB; nalezy dowies¢, ze BC=CA, }tuk

BD réwny tuk. DA, tuk BE réwny

tukowi AE. W tym celu polagczmy

punkty A i B z punktami O i D.

Pochyte OB i OA, rowne jako pro-

mienie jednego kota, sa réwno odda-

lone od spodka C prostopadtej OC, to

jest: BC = CA (8 97, 2). Z réwnosci

“*ig\ m . za$ odcinkéw BC i CA wypada, ze po-

chyle DB i DA, jako rowno oddalone

od spodka C prostopadlej DC, sg sobie réwne, t. j. BD=DA,

a ze réwne cieciwy podpierajg tuki réwne, wiec tuk BD roéwny
tukowi DA.

Poniewaz za$ potokregi DBE i DAE s3 roéwne i tuki BD
i DA sgtez réwne, wiec
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potokrag D BE — tuk. BD = pdtokreg. 1)AE -tuk. DA,
“in tuk BE = luk. EA.

Whiosek. Z powyzszego twierdzenia wypada, ze Srodek ko-
ta O, Srodek cieciwy C, srodek D ‘tuku ADB i $rodek E tuku
AEB, leza, na jednej prostej prostopadiej do cieciwy AB; czyli,
innemi stowy, prosta ED czyni zado$¢ pieciu oddzielnym warunkom.
Lecz wiemy, ze dwa warunki w zupetnosci wyznaczajg linije pro-
stg. Tak np. dwa punkty wyznaczajg prosta (§ 24); przez
dany punkt mozna tylko jedne prostopadty do danej prostej po-
prowadzi¢ (88 45, 95), to jest warunki: 1) aby prosta przecho-
dzita przez dany punkt i 2) aby byfa prostopadtys do prostej
danej, wyznaczajg prosta; przez punkt dany zewnatrz prostej,
mozna poprowadzi¢ jedne tylko réwnolegtg do tej prostej (8 G9),
i t. d; zatem wszelka prosta, czynigca zado$¢ dwom z pieciu wy-
mienionych warunk6w, uczyni tern samem zado$¢ trzem innym.
Stad otrzymujemy caty szereg wzajemnie odno$nie do powyzszego
twierdzenia; z nich wymienimy nastepujgce jako bardzo wazne:

1) Prostopadta CE, wystawiona ze srodka C cieciwy, prze-
chodzi przez $rodek O kota, srodek D tuku ADB i $rodek E tuku
BEA.

2) Prosta OC, taczaca S$rodek kota O ze srodkiem cieciwy,
przechodzi przez $rodki D i E tukéw BDA i BEA i jest prosto-
padta do cieciwy AB.

3) Prosta, tgczaca Srodek cieciwy C ze Srodkiem D jednego
tuku BDA, jest prostopadtg do cieciwy AB, przechodzi przez
Srodek O kota i przez $rodek E drugiego tuku.

138. Zadanie. Wyznaczy¢ grodek danego tuku lub kota.

Rozwigzanie. W tym celu popro-

wadzmy dwie dowolne cieciwy AB i

CD (fig. 112). Prostopadta JO wysta-
wiona ze $rodka | cieciwy AB, musi
przejs¢ przez szukany S$rodek kota (8

c 135, 1); dla tej samej przyczyny i
prostopadta KO do cieciwy CD, prze-
chodzaca przez jej S$rodek K, musi
przejs¢ przez Srodek kota; wiec punkt

O przeciecia sie tych prostopadtych be-

Fig. 112. dzie szukam m S$rodkiem.
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139. Zadanie. Przez dany epunkt poprowadzi¢ okrag kola.

Fi*. 113.

Rozwigzanie. Dajmy, ze
dany jest punkt A (fig. 113)
i nalezy przez ten punkt po-
prowadzi¢ okrag kota. Oczy-
wiscie, ze takich okregow
moze by¢ nieskoriczenie wiele,
gdyz kazdy dowolny punkt
B, C, B pfaszczyzny moze-
my obra¢ za S$rodek kola
szukanego i z nich promie-
niami réwnymi odlegtosci
tych punktéw od danego

punktu A zakre$li¢ kota. Zadanie wiec powyzsze jest nieoznaczonem.
140. Zadanie. Przez dane dwapunkty poprowadzi¢ okrag kota.

M

JY
Fig. 114.

Rozwigzanie. Dajmy, ze przez
punkty A i B (fig. 114) trzeba
poprowadzi¢ okrag kota. Ponie-
waz szukane koto przechodzi¢ ma
przez punkty A i B, wiec prosta
A i B bedzie cieciwg szukanego
kota i dla tego Srodek tego kota le-
ze¢ musi na prostopadiej MN do
cieciwy wystawionej z jej $rodka S
(8 137, 1). Poniewaz za$ srodek
ten zadnemu innemu warunkowi
nie potrzebuje czyni¢ zados¢, wiec
kazdy punkt: E, F, C, D . . pro-
stej MN czyni zado$¢ warunkowi,
t. j, ze okregéw, przechodzacych

przez dane dwa punkty jest nieskonczenie wiele. Zadanie wiec to,
zarbwno jak i poprzednie, jest nieoznaczonem; zachodzi atoli po-
miedzy niemi ta rdéznica, ze w zadaniu poprzedniem potozenie
Srodkdw szukanych okregéw byto zupetnie dowolne, w zadaniu za$
w mowie bedacem $rodki szukanych okregébw muszg leze¢ na pro-

stopadtej do prostej AB,

wystawionej z jej Srodka.

141. Zadanie. Przez dane dwa punkty poprowadzi¢ okrag kota

0 danym promieniu.



Rozwigzanie. Dane sg dwa punkty .d, B i promien r (fig. llo)v
nalezy poprowadzi¢ okrag kota prze-
chodzacy przez te dwa punkty i maja-
cy dany promien. Na zasadzie poprze-
dniego zadania, $rodek szukanego okre-
gu leze¢ musi na prostopadtej 00, wy-
stawionej ze $rodka prostej AB, lecz
poniewaz $rodek ten musi by¢ oddalo-
ny od punktu A na odlegto$¢ promie-
nia r, wiec leze¢ tez musi na okregu
kota opisanego z punktu A promie-
niem réwnym r (8 57); stad wynika,
ze $rodek szukanego kota leze¢ musi
na wspolnem przecieciu sie O prosto-
padtej 00, i okregu nakreslonego

) z punktu A promieniem = r.
Fig. 115 Dyskusyja. 1-sze. Jedlir > " to okrag
kota, zakre$lony z punktu A promieniem r, przetnie prostag 00,
w dwu punktach O i O, i otrzymamy dwa rozwieszania.

2- re. Jeslir— ~, to okrag, zakreSlony z punktu A [
niem r, dotknie sie prostej 00, w jednym tylko punkcie i otrzy-
mamy jedno rozwuizanie.

3- cie. Jesli r <j wtedy okrag kota, zakreslony z |
A promieniem réwnym r, wcale prostej 00, nie przetnie i rozwig-
zanie bedzie niemozebnem.

Wypada to z § 96.

142. Zadanie. Przez trzy punkty nie
lezace na jednej prostej poprowadzié
okrag kota.

\'r Rozwiazanie. Dane sg trzy punkty

A, B i C (fig. 116) nie lezace na je-

dnej prostej, a trzeba poprowadzi¢ przez

nie okrgg kota. Przedewszystkiem wi-

dzimy, ze w przypadku gdy dane trzy

punkty leza na jednej prostej, to przez

nie okregu kota przeprowadzi¢ nie mo-

Fig. no. zna, albowiem linija prosta nie moze

spotykac okregu kota w trzech punktach (8 131). Wezmy wiec przy-
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padek, gdy te trzy punkty A, B i C lezg, na dwu przecinajgcych sie
prostych AB i BC. Poniewaz AB ma by¢ cieciwg szukanego kota,
wiec $rodek jego leze€ musi na prostopadtej D E wystawionej ze
Srodka D prostej AB; dla tej samej przyczyny S$rodek szukanego
kota leze¢ musi na prostopadtej wystawionej ze srodka F prostej
BC; a poniewaz dane proste moga sie przecina¢ w jednym tylko
punkcie, wiec $rodkiem szukanym bedzie punkt O przeciecia sie
DE i FK. Jesli teraz z punktu O promieniem réwnym OA opi-
szemy okrag kota, to on przejdzie i przez dwa pozostate punkty
B i C. Widzimy stad, ze zadanie powyzsze jest zupetnie oznaczo-
nem, t. j. ma tylko jedno rozwigzanie.

Uwaga 1. Trzy punkty, nie lezgce na jednej prostej, wyznacza-
ja okrag kota, t. j. ze przez trzy punkty mozna tylko poprowa-
dzi¢ jeden okrag kota.

Uwaga 2. Dwa okregi majgce trzy punkty wspdlne przystajg
do siebie.

Uwaga 3. Poniewaz trzy punkty na jednej prostej nie lezace
w'yznaczajg okrag kota, wiec przez cztery, pie¢ lub wiecej punktéw
nie zawsze mozna go poprowadzi¢, albowiem okrag przeprowa-
dzony przez trzy z nich nie zawsze przejdzie przez pozostate.

143. Twierdzenie. W kole lub w kolach réwnych, cieciwy
rowne sg réwno oddalone od $rodka; i nawzajem: cieciwy réwno
oddalone od $rodka sg sobie rowne.

Dowodzenie 1-sze. Niech bedg wkole O (fig. 117) dwie cieciwy
rowne AB i CD. Odlegtosciami sg pro-
stopadte OL i OK, poprowadzone na nie
ze $rodka O (§ 98). Mamy dowies¢, ze
OL—OK. W tym celu potgczywszy pun-
kty A i Cze $rodkiem kota O prostemi
0A i OC, otrzymamy dwa trojkaty pro-
stokagtne OAK i OCL réwne pomiedzy
sobg, gdyz w nich przyprostokgtne AK
1 CL sg sobie rowne jako potowy (§ 135)
rownych cieciw, przeciwprostokatne
OCi OA rbwne jako promienie jednego
kota (8 90, wn.), wiec OK— OT,.

2-re. Zalozywszy nawzajem, ze odlegtosci OL i OK cieciw od
Srodka sg sobie rowne, otrzymamy dwa trojkaty prostokgtne OAK i



OGL réwne pomiedzy sobg, jako majace po rownycli przeciwprosto-
katnych OA i OC po réwnych przyprostokagtnych OK i OL. Zich

Al*
za$ rownosci wynika, ze AK = CL. Poniewaz za$ AK — — >

CJ_f, L 2
CL:z-a wiec 1 AB = CL.

144. Twierdzenie. IV kole lub w kolach réwnych z dwu

nieréwnych cieciw mniejsza leiy dalej od $rodka kola.
Zatozenie. Dajmy, ze cieciwa CL
(fig. 118) jest mniejsza od cieciwy AB,
nalezy dowies¢, ze prostopadta OI do
CL jest wiekszg od prostopadlej OK
do cieciwy AB.
Dowodzenie. Poniewaz cieciwa "I/i
jest wieksza od cieciwy CL, wiec i fuk
AB > tuku CL (8 133), wigc na tuku
AB mozemy odtozy¢ tuk A F = tukowi
CL; poprowadziwszy cieciwe AF,
) znajdujemy, ze onajest rdwna cieciwie
Fig. 118. CL (8 135). Poprowadziwszy ze $rodka
0 prostopadty OM na cieciwe AF, znajdujemy, ze 0.1/= 01 (§
143); pozostaje wiec tylko dowie$¢, ze OMj>OK. Lecz OL> OK
(8 96), wiec tembardziej OMyOK.

145. Wz&jemnica. w kole lub w kolach réwnych ciecitca wie-
cej oddalona od $rodka jest mniejsza.

Zatozenie. Dajmy, ze OIlj>OK (fig. 118), nalezy dowiesc,
ze cieciwa CL<j od cieciwy AB.

Dowodzenie. Gdyby cieciwa CL nie byta mniejszg od cieci-
wy AB, to bylaby albo rowng, albo wieksza; w pierwszym
przypadku OI1=0K(§ 143), w drugim za$ 0/< OK (8§ 141), lecz
oba te przypadki sprzeciwiajg sie zatozeniu, zatem AB.

146. Pytania i zadania. Co nazywamy sieczng, wycinkiem
1 odcinkiem kota? Czy jeden punkt wyznacza potozenie kota? Jakie
jest miejsce geometryczne srodkow kot przechodzacych przez dane dwa
punkty? lle trzeba punktow dla wyznaczenia kota? Czy dwa razy
wiekszemu tukowi odpowiada cieciwa dwa razy wieksza? Dowiesc,
ze najwiekszg odlegtoscig punktu, zewnatrz kofa lezacego, od okregu
jest dhugos¢ calej siecznej poprowadzonej przez dany punkt i przecho-
dzacej przez Srodek, najmniejszg zas—zewnetrzny odcinek tej siecznej.
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Dowiesé, ze ze wszystkich ciaciw, przechodzacych przez dany punkty
lezacy wewnatrz kota, najmniejsza jest ta, ktéra w tym punkcie dzieli sig
na dwie réwne czasci (§ § 135,92). Przez dany punkt wewnatrz kota
poprowadzi¢ cigciwg dzielgcg sig w tym punkcie na dwie réwne czasci
(8 135). Znalez¢ miejsce geometryczne $Srodkéw réwnych cigciw da-
nego kota. Nakresli¢ okrag kota, przechodzacy przez dane dwa
punkty i przecinajgcy dany okrag w ten sposdb, azeby cigciwa wza-
jemnego ich przeciacia sig byla réwnolegta do danej prostej (8 135).

2. 0 stycznych i cieciwach
rownolegtych.

147. OkreSlenie. Styczng do kota
nazywamy prostg BC (fig. 119), majgca
jeden tylko punkt A wspolny z okregiem.
Punkt A nazywa sie punktem zetkniecia,
czyli stycznosci.

Z samego okreslenia kota (§ 55) wy-
pada, ze odlegtos¢ kazdego punktu, le-
zacego wewnatrz kota, od $rodka jest
mniejsza od promienia; odlegtos¢ zas
punktu lezacego zewnatrz kota od $rod-

Fig. 119 ka jest wiekszg od promienia.

Normalng do okregu w danym
punkcie jest prostopadia do sty-
cznej w tym punkcie.

Uwaga. Te same okreslenia
ktoresmy dali dla okregu kota, stu-
73 tu i dla dowolnej krzywe;j.

Kat utworzony przez dwie cieci-
wy, wychodzace z jednego pun-
ktu, nazywa sie wpisanym, jak np.
ABC (fig- 120).

Kat, ktorego ramiona sg sty-
czne do okregu, nazywa sie opisa-

nym, jak np. DEF (fig. 120).
Fig. 120.
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148. Twierdzenie. Prostopadta do promienia wyprowadzona
z jego skrajnosci jest styczng do okregu.

Zatozenie. Dajmy, ze prosta BC (fig. 119) jest prostopadig
do promienia OA w punkcie A; nalezy dowies¢, ze ta prostopadia
jestwtym punkcie styczng do okregu.

Dowodzenie. Potaczywszy jakikolwiek punkt F prostej BG
ze srodkiem O, znajdziemy, ze ona jest pochytg wzgledem tej pro-
stej, a zatem wiekszg od prostopadiej OA, skad wypada, ze punkt
F lezy poza okregiem (§ 147). Prosta zatem BC ma tylko jeden
punkt wspdlny z okregiem, czyli jest do niego styczna.

149. Wzajemnica. Styczna do kota jest prostopadta do pro-
mienia w punkcie zetkniecia.

Zatozenie. Dajmy, ze prosta BC (fig. 119) jest styczng do
okregu w punkcie A, nalezy dowies¢, ze ona jest prostopadlg do
promienia OA.

Dowodzenie. Poniewaz z samego okre$lenia stycznej wypada,
ze wszelki jej punkt F odmienny od A lezy po za okregiem, wiec
promien OA jest najkrdtszg z prostych tgczacych srodek O ze
styczng BC; wiec promien ten jest prostopadly do stycznej.

Whiosek 1-szy. Promien jest normalny do kofa.

Whniosek 2-gi. Przez punkt dany na okregu mozna zawsze
poprowadzi¢ styczng do kota (8 45, uwaga).

Wniosek 3-ci. Prostopadta do stycznej wystawiona w punk-
cie zetkniecia przechodzi przez $rodek kota; w przeciwnym bowiem
razie moznaby bylo w punkcie zetkniecia wystawi¢ dwie prostopa-
die do stycznej.

Whiosek 4-ty. Prostopadta, poprowadzona ze $rodka kola do
stycznej, przechodzi przez punkt zetkniecia; w przeciwnym bowiem ra-
zie moznaby byto ze Srodka poprowadzi¢ dwie prostopadte do stycznej.

[00. Twierdzenie. Buki kot zawarte pomiedzy dwiema réwno-
legtemi sa solie réwne.

Dwie linije rownolegte mogag by¢ albo obie sieczne, albo je-
dna sieczna a druga styczna, albo tez obie styczne do kota.

a) Zatozenie. Sieczna .42? || siecznej CD (fig. 121); nalezy
dowiesé, ze tuk AC = tukowi BD.



Dowodzenie. Ze srodka O po-
K prowadzmy prostopadlg, OK do
jednej z siecznych, np. na AB,
a bedzie ona prostopadty i do
drugiej CD (8§ 71, 2).
Poniewaz prosta OK jest pro-
stopadta do AB, bedzie (§ 137)

tuk A K -luk. BK.

Poniewaz prosta OK jest prosto-
padlg do CD, bedzie

Flg. 12t fuk CK=luk. KD,
skad . tuk AK—tuk. C/frztuk. BK—tuk. DK,
czyli tuk AC—Iuk. BD.

Jesli rownolegte AB i EF lezg po obu stronach $rodka, to
przedtuzywszy prostopadta OK do prostej AB, otrzymamy $re-
dnice KL prostopadta do EF (§ 71,2). Srednica, jak wiadomo
(8 134), dzieli okrag na dwie réwne czesci; bedzie wiec

KAEL—KBFL,
lecz tuk AK=\uk. BK)
tuk EL=1luk. FZ,j(8 137)
wiec tuk AK + luk. ELz=Auk. BK +\uk. FL
i KAEL—(iuk ylJO-fluk. EL)—KBFL—(tuk BK+ luk. FL)
czyli tuk AE=\uk. BF.

b) Zatozenie. Sieczna AB | stycz-
nej CD (fig. 122) nalezy dowies¢, ze
tuk AM—Iluk. MB.

Dowodzenie. Przez punkt ze-
tkniecia M poprowadZzmy pro-
mien  OM; promieA ten bedzie
prostopadtym do prostej CD (8
145), a wiec i do siecznej AB (8
71,2), zatem (§ 137) podzieli tuk
AB na dwie réwne czesci, t. j-

Fig 122 tuk AM—\uk. MB.
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c) ¢atozanie. Styczna CD | stycznej EF (fig. 122), nalezy
dowies¢, ze tuk M AN ~uk. MBN.

Dowodzenie. Przez punkt zetknigcia M poprowadzmy promien
OM; promien ten bedzie prostopadtym do stycznej CD, a wiec i do
stycznej EF, promien zatem OM przedtuzony, przejdzie przez
punkt stycznosci N (§ 149, wn. 4). Stad wypada, ze prosta MN~
jest érednicg kota, a jako taka dzieli okragg na dwie rowne czesci,

t j. MAN = MBN.

151. Pytania i zadania, jalca prosta nazywamy styczna do kota?
Jakg prostg nazywamy normalngf Jaka prosta w kole jest normalng
do okragu? Poprowadzi¢ styczng do kota w punkcie danym na okre-
gu (8 149). Nakresli¢ koto, majace swoj Srodek w danym punkcie
i styczne do danej prostej. Znalezé miejsce geometryczne $rodkéow
kot stycznych do danej prostej i majacych dany promien. Nakresli¢
koto styczne do danej prostej w danym punkcie i majgce dany pro-
mien. Nakresli¢ koto, majace dany promien, ktorego Srodek lezatby
na danej prostej i ktére bytoby jeszcze stycznem do drugiej danej
prostej (88 106, 149). Poprowadzi¢ styczng do kota réwnolegta do danej
prostej. (Ze srodka kota nalezy poprowadzi¢ prostopadta do danej
prostej, punkty przecigcia sig tej prostopadiej z okragiem badg punk-
tami styczno$ci). Poprowadzi¢ styczng do okragu prostopadig do da-
nej prostej. (Zadanie sprowadza sig do poprzedniego). Poprowadzi¢
mtyczng do okragu, ktéraby z dang prostg utworzyta dany kat. (Zadanie
poprzednie, § 70, 3). Nukresli¢ koto styczne do dwu prostych réwno-
legtych. lle moze by¢ rozwigzan tego zadania? Jakie jest miejsce
geometryczne S$rodkow tych kot? Jakie jest miejsce geometryczne
srodkéw kot stycznych do dwu prostych nieréwnolegtych (§ 117, ¢)?
.Nakresli¢ koto st3czne do dwu prostych réwnolegtych i majace $rodek
swlj na danej prostej.  Nakreslic koto styczne do dwu prostych uie-
rowuolegtych i majace dany promien. Nakresli¢ koto styczne do trzech
danych prostych.

3. Miara katow w kole.

152. PowtOrzenie. W § 60-m widzieliémy, ze kat $rodkowy
ma za miare tuk zawarty miedzy jego ramionami, to znaczy, ze
wszelki kat, majacy swdj wierzchotek w srodku kota, zawiera tyle
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stopni katowych, ile tuk zawarty miedzy jego ramionami zawiera
stopni tukowych. Zajmiemy sie teraz zbadaniem miar katow
w kole, nie bedacych Srodkowymi.
153. Twierdzenie. Kat wpisany w koto ma za miare potowe
luku zawartego miedzy jego ramionami.
Dowodzenie. Mogg tu zachodzi¢ trzy przypadki.
aj Kiedy jedno ramie kata jest $rednicg, a drugie cieciieg, np.
£ [ABC (fig. 123).
Potaczywszy Srodek kota O z punktem
B A, otrzymamy tréjkat AB O, ktéry be-
dzie rownoramienny, gdyz AO=BO
jako promienie jednego kota; w tym
trojkacie zatem /_BAO —/_ABO (8
85, 3). Lecz w trojkacie AB O kat ze-
wnetrzny AOC —/_AB()-\- /_'BAO—

2/_ABO (879, 6), czyli /_B=" As--,

t. j. katwpisany w kolo jest potowg kata
Kig. 123. Srodkowego, opierajgcego sie na tym samym
luku, albo, innemi stowami, kat wpisa-
ny J-BCzawiera w sobie potowe liczby stopni zawartych w tuku AC.
I) Kiedy oba ramiona sa cieciwami i Srodek kota lezy wewnatrz
kata, np. ¢ ABC {ilg. 124).

Poprowadziwszy przez wierzchotek
kata B $rednice BD, znajdziemy,
ze kat ABC zostanie podzielony na
dwa katy ABD i DBC, z ktoryeh
kazdy na zasadzie poprzedniego
przypadku mierzy sie potowg tuku
zawartego pomiedzy jego ramionami,
t. j. kat ABD mierzy sie potowg
tuku AD, kat DBC potowa tuku
DC; wiec kgt ABC mierzy sie po-
towg sumy tukow AD i CD, czyli
potowg tuku AC.

0] Kiedy ola ramiona sg cieciwami i $rodek kota lezy zewnatr
kata (fig. 125).

iig. 124.
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Prowadzac Srednice BD, znajdziemy-
/IABC=/_ABD—/CBD,

lecz na zasadzie a, /A BD mierzy sie
potowg tuku AD, / CBD mierzy sie
potowg tuku CD, wiec /_ABC mierzy
sie potowg tuku (AD—CD), czyli po-
towa tuku AC.

'We wszystkich zatem przypadkach
hit u-pisany mierzy sie potowg tuku za-

Fig. 125. wartego pomiedzy jego ramionami.

Whiosek I-szy. Wszystkie katy ACB,
-AC'B, ACB (fig. 126) wpisane wjeden
odcinek kota sg rowne, gdyz maja za
miare potowe tego samego tuku ~AB
zawartego miedzy ich ramionami.

Whniosek 2-gi. Wszelki kat ADB
(fig. 127) wpisany wpotkole jest prosty,
bo ma za miare potowe pétokregu.

154. Twierdzenie. Kat zawarty po-
) miedzy styczng i cieciwg ma za miare po-
Fig. 120. towe tuku podpartego cieciwa,

Zatozenie. Niech bedzie kat BAC
(fig. 128) zawarty pomiedzy styczng
AB i cieciwg AC, nalezy dowies¢, ze
kat BAC mierzy sie potowa tuku AC.
Dowodzenie. Poprowadziwszy prosta
CE réwnolegty do stycznej AB, znaj-
dziemy, ze /_BAC=/_ACE (870, 1)
i fuk A6=tuk. AE (8 150). Lecz po-
niewaz kgt ACE mierzy sie potowg
tuku AE, albo tez potowa tuku réwne-
Fig. 127. go AC (§ 153), wiec i kat BAC mierzy
sie potowg tuku AC.
155. Twierdzenie. Kat zawarty miedzy dwiema siecznemi
przecinajacemi sie wewnatrz kota, ma g mjare potowe sumy tukéw
zawartych miedzy jego ramionami i przedtuzeniami tych ramion.
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Zatozenie.  Niech b8dzie

kat ACB (fig. 129) zawarty

g  migdzy cigciwami AD i EB,
przecinajgcemi sig wewnatrz
kota.

Dowodzenie. Potaczywszy
punkty D i B prostg BD,
otrzymamy trojkat BCD,
w ktérym
(ACB =/_CDB+/_CBD
(879,7), lecz;CDB mie-
rzy sig potowg tuku AB,
/_ CBD zas—potowg tuku

ED (8§ 153), wigc kat ACB mierzy sig potowg sumy tukéw AB i ED.

E

Fig. 130.

156. Twierdzenie. Kat, wierzchotek
ktorego znajduje sie za okregiem kota, ma
za miare potowe roznicy tukéw zawartych
miedzy jego ramionami.

Dowodzenie. Moga tu zachodzi¢ trzy
przypadki.

a) Ramiona kata sg oba sieczne, np.
kat ABC (fig. 130).

Polaczywszy punkty D i C prostg
DC, otrzymamy trojkat, w ktdrym

/_ABC—/_ADC—;DCB (879,7).
Lecz ¢ AD C mierzy sig po-
towg tuku AC, ¢ D C B—po-
towa tuku DE, wigc¢ ABC

S jako ich réznica, mierzy sig

potowg réznicy tych tukoéw.

hj Jedno ramie AB jest

sieczng a drugie BK jest
styczng (fig 131).

Polgczywszy punkt A

z punktem stycznosci C prosta AC,
w ktérym (ACK—;ABCA-
¢ AB C=¢ A CK—

otrzymamy tréjkat ABC,
(BAC,
iBAC
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Lecz / ACK mierzy sie polows, tuku
AMC (8 152), /B A C —potowsg tuku DC
(8 151), wiec /A B C mierzy sie potowy
roznicy tukow AMC i DC.

c) Obaramiona sg stycznemido okregu

(fig. 132).

Potgczywszy punkty .4 i C prostg AC,
otrzymamy tréjkat ABC, w ktérym
/ICA K—/AB C-\-/ACB,

skagd /ABC=/CAK—/ACB.

Lecz /C AK mierzy sie potowg tuku
ANC, /B C A potowg tuku AMC, wiec
/A B C mierzy sie potowg réznicy tu-
kéow ANC i AMC.

157. Zadanie. Przezpunkt A. 133)
dany zewnatrz kota O, poprowadzi¢ sty-
czng do okregu.

Rozwigzanie.  Przypusémy zadanie
rozwigzane i niech AB bedzie styczng
do kota O w punkcie B. Poniewaz
styczna kota jest prostopadta do pro-
mienia w jego skrajnosci (§ 148), wiec
kat ABO jest prosty i punkt B ze-

mg. 132 tkniecia musi leze¢c na okregu kofa,
ktérego Srednica jest A O (§ 153 wn. 2),
a ze punkt ten musi tez leze¢
na danym okregu, wiec lezy na
przecieciu tych dwu okregow'.
Stad otrzymujemy nastepu-
jace rozwigzanie: Dany punkt
A nalezy potaczy¢ ze Srodkiem
O danego okregu prostg AO;
na niej, jako na $rednicy, na-
Flg’ 133 kreslic koto, ktére przetnie
dane w dwu punktach Ci B, te zatem bedg szukanymi punktami
zetkniecia i proste AC i AB szukanemi stycznemi.

Uwaga. Zadanie to ma dwa rozwigzania.
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158. Pytania i zadania. Co jest miara kata $rodkowego? Co
jest miarg kata, majgcego swoj wierzchotek na okragu? Co jest miarg
kata, majacego swoj wierzchotek zewnatrz okragu? Czemu sig réwna
kat wpisany w koto, jesli tuk, na ktérym sig opiera, réwna sig: a) 50°,
b) 80°, c) 18° 15', d) *6 okragu, €) % okragu? Kat wpisany réwna sig:
) 14° 30", ) 15° c) 45° d) 90°; czemu sig réowna tuk, na ktérym
sig opiera? Obliczy¢ wielko$¢ kata zawartego pomigdzy styczng i cia-
ciwa, jesli cigciwa podpiera tuk: a) 84°, b) 40° 15" 20", c) 28° 15'29",
d) Ygokragu. Co jest miejscem geometrycznem wierzchotka kata, kto-
rego ramiona przechodzg przez dwa punkty state (8 153)? Jezeli z ja-
kiegokolwiek punktu C poprowadzimy dwie proste CA i CB do kon_
ca prostej AB, to kat BCA nazywa sig katem, pod ktérym z punktu C
widzimy prostg AB; wiedzac to—oznaczy¢ miejsce geometryczne pun-
ktéw, z ktérych dang prostg widzimy: a) pod katem prostym, b) pod ka-
tem 60°. Dwie cigciwy przecinajg sig wewnatrz kota tak, zo tuki prze-
ciwlegte zawarte pomigdzy koricami cigciw sg: a) 32° 15" i 147° 45°,
b) 128° 1524" i 123° 18'36", c) ‘/s okragu i >6 okragu — obliczy¢
kat przez cigciwy te utworzony. Dwie cigciwy przecinajg sig wewnatrz
kota pod 50°—obliczy¢ wielkos$¢ tukéw zawartych pomigdzy niemi, jesli
tuki te majg sig do siebie w stosunku: a) 2:3, b) 5:7, ¢) 7:8. Obli-
czy¢ kat pomigdzy dwiema siecznemi, jesli tuki pomiadzy niemi zawarte
s3: @) 23° 18'25" i 86° 41'35", b) % okragu i %, c) 128°50'18"
i 48° 24" 22"". Dowies¢, ze jezeli z punktu danego zewnatrz kota popro-
wadzimy dwie styczne do okragu, to dtugosci odcinkéw tych stycznych,
zawartych migdzy punktem przecigciai punktem stycznosci, bada réwne
(8885, 154). Zpunktu danego na prostej wystawi¢ do niej prostopadia,
nie przediuzajac danej prostej. Cigciwa dzieli okrag kota w stosunku
7 : 17—obliczy¢ wielkosci katéw, opierajacych sig na tych cigciwach.
Cigciwa A B dzieli okrag kota w stosunku 3 : 5—obliczy¢ katy, jakie ona
tworzy ze stycznemi poprowadzonemi w punktach A i B. Styczna
do okragu przecina przedtuzong S$rednicag, przechodzaca przez dowolny
punkt stycznej pod katem 57° 27" — obliczy¢ tuki zawarte pomigdzy
punktem stycznosci i koncami $rednicy. W koto wpisany jest troj-
kat, ktérego jeden bok jest $rednica, dwa za$ pozostate dziela pot-
okrag w stosunku 5:7 — obliczy¢ katy tréjkata. Okrag kota podzie-
lono w stosunku 3:4:5 i przez punkty dzielenia poprowadzono sty-
czne do kota — obliczy¢ katy, jakie tworzg ze sobg styczne. Dowiesc,
ze jezeli przez konce jednej $rednicy poprowadzimy cigciwy réwnolegte

7
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do siebie, to cieciwy te beda réwne i konce ich lezg na prostej, prze-
chodzacej przez $rodek kota (réwnos¢ trojkatow i wiasno $¢ réwnole-
glych). Znalezé miejsce geometryczne srodkdw cieciw, przechodzacych
przez jeden i ten sam punkt (potaczy¢ Srodek kota z danym pun-
ktem i z Srodkami cieciw, nastepnie zastosowac §§ 137, 153, wn. 2).

4. Potozenie kot wzgledem siebie.

159. Okreslenia. Dwa kota, majace wspdlny $rodek, nazy-
wajg sie kotami wspétsrodkowemi (fig. 134). Dwa kota, nie majace
wspoélnego $rodka, nazywaja mimosrodkowemi (fig. 139, 140). Prosta
00', taczaca ich $rodki, nazywa sie linijg Srodkow.

Dwa kota mimosrodkowe albo sie stykaja
(fig. 139), albo przecinajg (fig. 138), albo
zaden z tych przypadkdéw miedzy niemi me
zachodzi (fig. 140).

Dwa kota stykajg sie, jezeli okregi ich majg
tylko jeden punkt wspélny. Zetkniecie moze
by¢ albo zewnetrzne (fig. 137), albo wewnetrzne
(fig. 139). .

160. Twierdzenie. Jezeli dwa kola majg
jeden punkt wspdlny lezacy zewnatrz linii $rod-
kow, to musza tez mie¢ druyi punkt wspolny.

Zalozenie. Dajmy, ze dwa kota

O i Ol (fig. 135) majg wspdlny

punkt A, lezacy zewnatrz linii

srodkéw OOp, nalezy dowies¢, ze

jeszcze maja jeden punkt wspdlny.

Dowodzenie. Z punktu A popro-

wadZmy prostopadta AC do linii

Srodkéw OCJ i przedtuzmy jg o

dtugos¢ CB—AC. tatwo dowiesé,

ze punkt B jest wspdlny dla obu okregdw. W samej rzecz}', poniewaz

punkty O i O' lezg na prostopadtej 00', wystawionej ze $rodka C

prostej AB, wiec OB=0OA i O'B—0'A (8 99), aze OA i O'A sa

promieniami két Oi O, wiec OB i 0'B sgich promieniami i punkt
B jest wspdlny dla obu kot
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Whiosek I-szy.  Linija $rodkéw dzieli wspolng cieciwe dwu
przecinajacych sie kot na dwie réwne czesci i jest do niej prostopadia.

Whiosek 2-gi. Linija $rodkéw dwu kot stycznych przechodzi
przez ich punkt zetkniecia, gdyz jesliby punkt wspoélny dwu okregéw
lezat zewnatrz linii srodkéw, to te dwa okregi musiatyby mie$ drugi
punkt wspolny i nie bytyby stycznemi.

Whniosek 3-ei. Dwa kota Die moga mie¢ trzech punktéw wspol-
nych, gdj”"z -w tym przypadku przystajg do siebie (§ 142).

Uwaga. Z tego, co$my wyzej powiedzieli wynika, ze dwa okregi
moga mie¢ wzgledem siebie pie¢ réznych potozen. Pokazemy teraz,
jaki zachodzi zwigzek pomiedzy odlegtoscig $rodkéw i promieniami
dla kazdego z tych potozen.

161. Twierdzenia. 1-sze. Jesli dwa okregi sa zewnetrzne
wzgledem siebie, odlegtos¢ ich Srodkéw jest wiekszg od sumy promieni.

2- re. Jesli dwa okregi sg styczne zewnetrznie, odlegtos¢ ich
Srodkéw réwna sie sumie promieni.

3- cie. Jezeli dwa okregi przecinajg sie, odlegtos¢ ich Srodkow
jest mniejsza od sumy promieni a wieksza od ich roznicy.

4- te. Jezeli dwa okregi sg styczne wewnetrznie, odlegtos¢ ich
Srodkow réwna sie réznicy promieni.

5- te. Jezeli dwa okregi sg wewnatrz jeden drugiego, odlegtos

ich Srodkow jest mniejsza od roznicy promieni.

Dowodzenie 1-sze. W kotach ze-
wnetrznych O O' (fig. 136) jest wi-
doczne 00'—O0A-\-AAI-\-A'0";

2-gie. W kotach stycznych zewne-
Fig. 136. trznie (fig. 137) punkt zetkniecia A
lezy na linii $rodkéw OO1 (8 159,

wn. 2), wiec

3-cie. W kotach siecznych (fig.
138) jeden z punktéw wspdlnych
A i $rodki két O, O tworza troj
kat AOO\ w ktorym, przypuszcza-
Fig. 137. jac promien 0A™J>0'A, mamy;
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00'< OA+ OA
i 00'' yO A— O'A (8 75).
4-te. W kotach stycznych we-
wnetrznie, $rodki két O, O (fig.
139) i punkt zetkniacia A leza na
jednej linii prostej; wige
00'—OA—O0'A.
5-te. Jezeli okragi O i O (fig. 140) sg
wewnatrz jeden drugiego, wtedy
00'=0A—0'A'—A'A;
wige 00'< 0A-0'A".
Wzajemnice tych prawd sg bardzo ta-
twe do okazania. Jakoz dajmy np., ze
wiemy, iz odlegtos¢ Srodkéw kot réwna
sig sumie promieni i mamy dowie$¢, ze
kota te sg styczne zewnatrznie. W tym
celu rozumujemy w ten sposéb: Poniewaz
przy tern zatozeniu nie moze zachodzie za-
den z przypadkéw 1, 3, 4 i 5, wigc musi
mie¢ miejsce przypadek 2-gi; i t. d.

162. Pytania 1 zadania. llorakie po-
fozenia mogg mie¢ dwa okragi wzgladem
siebie? Oznaczajgc przez d odlegtos¢ $rod-
kéw dwu két, przez R i r za$ promienie
tych kot, oznaczy¢é wzgladne ich potozenie
w przypadkach: a) (2=10, R—G, r—2;

1) d=L0% R=G'l2 r=3'/6; ¢) d—h% £=6,3, r=423;
d) d=6, -R=9V5 r=3¢5; e) dz=14, £=9, r=G. Wyznaczy¢
wzgladne potozenie dwu okragdéw, ktérych promienie sg 1834 i 33,2>
odlegtos¢ za$ Srodkéw: a) 22%6, |) 1593, c) 3077, d) 15,58(3),.
e) 17, 5. Dwa kota sg styczne, promien jednego=5; obliczy¢ promien
drugiego, jezeli odlegtos¢ srodkéw=8. Dowies¢, ze dwa kota styczne
majg w punkcie zetknigcia wspdlng styczng (8148, 149). Dowiesc,
ze prosta, przechodzaca przez punkt zetknigcia sig dwu kot, odcina
od ich okragéw tuki, ktorym odpowiadajg réwne katy srodkowe (za-
stosowac zadanie poprzednie i § 154). DowiesS¢, ze jezeli przez punkt

Fig. 138
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zetkniacia sig dwu kot poprowadzimy dwie proste i punkty przeciecia
sig ich z kazdym okraggiem potaczymy linijami prostemi, to proste te
badg réwnolegte. Znalezé miejsce geometryczne S$rodkéw kot stycz-
nych do danego kota i majacych dany promien. Nakresli¢ koto o da-
nym promieniu styczne (wewnatrznie i zewnatrznie) do danego kota
w danym punkcie. Nakresli¢ kolo, przechodzace przez dany punkt
i styczue zewnatrznie do danego kota w danym punkcie. Nakresli¢
koto, azeby ono bylo stycznem do danego okraggu O i do danej pro-
stej AB w punkcie M. (Wyobrazmy sobie zadanie rozwiazanem i punkt
zetkniacia kot niech badzie N. Srodek szukanego kota musi lezeé na
prostopadiej do AB wystawionej w punkcie M. Oprocz tego, ponie-
waz $rodek szukanego kota musi by¢ od punktu O w odlegtosci réwnej
sumie promieni, wigc przedtuzywszy prostopadta w punkcie M o od-
leglo$¢ réwng promieniowi danego kota, otrzymamy punkt P, od kto-
rego $rodek szukanego kota lezy w tej samej odlegtosci, co i od $rod-
ka danego kota; $rodek zatem szukanego kota musi jeszcze leze¢ i na
prostopadtej wystawionej ze Srodka prostej OP). Takie samo zadanie
W przypadku, gdy koto ma by¢ stycznem wewnatrznie.

5. Figury wpisane wkoto i opisane na niem.

163. Okreslenia. Wielokat
h ABGUEA (fig. 141) jest wpisany
w koto, gdy ma wszystkie wierz-

chotki na okregu.

Natomiast, koto jest wtedy
opisane na wielokacie.

Wielokat FGH1KF (fig. 141)
jest opisany na kole, gdy wszyst-
kie jego boki sg styczne do
okregu.

Natomiast, kolo jest wtedy
wpisane w wielokat.

Widocznem jest, ze w kazde koto mozna wpisac i na kazdem
kole opisa¢ wielokat o dowolnej liczbie bokéw; gdyz do tego wy-
starcza obra¢ na okregu tyle punktow, ile wielokat ma mie¢ wierz-
chotkéw i potaczy¢ je cieciwami, lub tez poprowadzi¢ przez te
punkty styczne do okregu.
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Pozostaje wiec tylko pytanie, czy na kazdym wielokgcie moim
opisa¢ okrag, lub w kazdy wielokat wpisaC okrag?
164. Twierdzenie. Na kazdym trojkacie mozna opiia¢ okrag

i wpisa¢ w niego okrag.

Dowodzenie. Pierwsza cze$¢ tego twierdzenia dowodzi sie na
zasadzie § 142, ze przez trzy punkty, nie lezace na jednej prostej»

mozna zawsze poprowadzi¢ okrag.

A

Fig. 142

Co do drugiej, uwazajmy, zeli-
nije OB i OC(fig. 142) dwdjsie-
czne katow B i C przecinajg
sie w punkcie O, réwno odda-
lonym od wszystkich hokow
trojkata, t. j., ze QID—OE—
OF (8 117, d); jesli wiec pro-
mieniem 01) opiszemy z punktu
O koto, to ono przejdzie przez
punkty D, E i F \ bedzie
stycznem do bokéw tréjkata
(§ 148).
Uwaga. tatwo widzie¢, ze
nie na kazdym wielokacie mo-

zna opisa¢ koto, gdyz wzigwszy dla przyktadu czworokat, fatwo
znajdziemy, ze warunkiem koniecznym, aby na nim moznaby bylo
opisa¢ koto, jest, aby suma katdwprzeciwlegtych réicnala sie dwom

katom prostym (8 153).

165. Twierdzenie. Na kazdym
wielokacie foremnym mozna opisaé
okrag i wpisa¢ w niego okrag.

Dowodzenie. 1-sze. Niech be-
dzie wielokat foremny ABCDEFA
(fig. 143). Podzieliwszy dwa jego
katy, np. A i B, na dwie réwne
czesci prostemi OA i OB, otrzy-
mamy punkt ich przeciecia sie O,
ktdry bedzie Srodkiem opisanego
kola, czyli innemi stowami,
wszystkie proste OA, OB, OC,
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OD, OE i OF, poprowadzone z punktu O do wierzchotkdw wie-
lokata, beda sobie réwne.

Zdesei/_OAB—/_OBA, jako potowy rownych katow A iB, wiec
i OA=0B (883, wn. 3). Trdjkaty OAB i OBC sg rowne, gdyz
AB—BC, jako boki wielokata foremnego, X ABO =/0 B C z podzie-
lenia i OB wspdlne, wiec OB=0C i X OBC=/ OCB, czyli/_OCB—
\/_BCD. W ten sam sposéb okazemy, ze OC—OD it. d. Zrow-
nosci prostych OA—OB— OC— OD—OE—OF wypada, ze okrag,
opisany z punktu O promieniem rownym jednej z tych prostych,
przejdzie przez wszystkie wierzchotki A, B, C, D, E i F wie-
lokata, czyli bedzie na nim opisany.

2-re. Jezeli z punktu O poprowadzimy prostopadte OH, OK..
na boki AB, BC . . danego wielokata, to one bedg sobie réwne
i przejda przez $rodki tych bokéw jako wysokosci réwnych i row-
noramiennych trojkatow; stad wynika, ze okrag opisany promieniem
np. OH przejdzie przez punkty H, K . . i bedzie stycznym do
bokéw wielokata (8 118), czyli bedzie weri wpisany.

Whniosek. Punkt O, wspélny $rodek okregéw opisanych
i wpisanych, nazywa sie S$rodkiem icielokgta foremnego. W tym
Srodku, na zasadzie tego coSmy wyzej powiedzieli, przecinajg sie
wszystkie dwojsieczne katéw wielokata i wszystkie prostopadie wy-
stawione ze Srodkow jego bokow.

Kat AOB (tig. 143) nazywa sie Srodkoicym wielokata; ponie-
waz na zasadzie (8 161) wszystkie te katy sa sobie rowne i suma ich
rowna sie czterem katom prostym (8 47, wn. 2), wiec kazdy z nich
rowna sie czterem katom prostym podzielonym przez liczbe bokdw

wielokata, t. j. = Tak np., kat S$rodkowy dziesieciokata

rowna sie -4\d= 36°.

Promien OA kota opisanego nazywamy promieniem icielokata
foremnego, promien za$ OH kola wpisanego nazywajg czasem
apotema.

166. Twierdzenie. Jezeli okrag kota podzielimy na n réwnych
czesci i punkty podziatu potgczymy linijami prostemi, to otrzymamy
wielokat foremny zapisany; jezeli zas w punktach podziatu poprowa-
dzimy styczne do kota i te przedtuzymy do przeciecia sie ze soba,
otrzymamy wielokat foremny opisany.
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Dowodzenie. Dajmy, ze okrag kota podzielilismy w punktach

Fig. i44.

A, B, C D, Enab
rownych czesci; punkty
podziatu polgczylismy
prostemi AB, BC, CD,
DE, EA; nalezy do-
wiesé, ze wielokat
B' ABCDEA jest foremny.
Boki tego wielokata bgda
sobie rowne jako cieciwy
podpierajace tulci réwne
(8 135). Katy tego wie-
lokata bgdg rowne dla
tego, ze sig mierzg row-
nymi tukaini, albowiem
kazdy z nich, np. /_A,

jako kat wpisany, mierzy sie potowg tuku zawierajgcego w—2 cze-
Sci rownych (8 153), gdyz tyle czesci obejmuja ramiona takiego
kata. Na naszym rysunku np. /_A mierzy sie polowg tuku za-

360°

wierajgcego (5—2) rownych czesci, t. j. m—~- 108°

Whniosek i. zamiast prowadzié
styczne do okregu w punktach A,
B .. mozemy tez prowadzic te sty-
czne w punktach 1, K, L .. (fig.
145), t.'j. przez $rodki tukéw AB,
BC .., i wtedy otrzymamy row-
niez wielokat foremny opisany,
lecz boki jego bgdg réwnolegte de
bokéw wielokata wpisanego.

Whniosek 2. Majac wielokat fo-
remny wpisany w koto, mozemy
bardzo fatwo wpisac i opisaC wie-
lokaty foremne, o dwa razy
wiekszej liczbie bokow co dany,

gdyz w tym celu wystarcza podzieli¢ tuki podparte przez boki da-
nego wielokagta na dwie rowne czesci, a potgczywszy punkty po-

dziatu ....

(fig. 146) linijami prostemi, otrzymamy wielokat. . .
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wpisany 0 podwojnej liczbie bokéw; po-
prowadziwszy za$ w tych punktach sty-
czne do kota, otrzymamy wielokat opi-
sany. Postepujagc w podobny sposab,
mozemy otrzyma¢ wielokaty foremne,
majagce osm, szesnascie i t. d. razy
wiekszg liczbe bokéw, niz dany.

167. Zadanie. Wpisa¢ kwadrat w da-

ne kolo.
Rozwigzanie. Poprowadzmy dwie $re-
Kip. 146. dnice AC i BD (fig. 147) prostopadie

do siebie i potgczmy ich skrajnosci.

Czworobok ABCD jest kwadratem.

Jakoz tuki AD, DC, CB i BA

sg sobie rowne, gdyz katy Srodkowe

DOC, DOA, COB, AOB jako

proste sg sobie rowne i stad wypa-

da, ze i cieciwy je podpierajgce

AD, DC, CB i BA sg tez rowne

(8 135). Oprocz tego, katy tego

B czworokata sg proste, jako wpisane

w potkole (§ 153, wn. 2). Jezeli za$

w czworokacie boki sg réwne i katy
proste, to jest on kwadratem.

Fig. 147.

Uwaga 1. Podzieliwszy kazdy
z ukéw AB, BC, CD, DA nadwie
rowne czesci i punkty podziatu po-
faczywszy prostemi, otrzymamy
oSmiokat foremny. W ten sam spo-
sob mozemy wpisa¢ w koto wielo-
katy foremne o 16, 32 it. d. bokach.

Uwaga 2. Widocznem jest, ze bok

kwadratu opisanego na Kkole (fig.
148), réwna sie Srednicy kofa.

168. Zadanie. wpisa¢ W kolo szeciokat forenay i trojkat
réwnoboczny.
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Rozwigzanie. 1-sze. Dajmy, ze wko-
to wpisaliSmy juz szeSciokat foremny
ABCDEFA (fig. 149). Kat Srodkowy

boc= = %-= 60° (§ 16°); suma
dwu pozostatych katéow tréjkata BOB
rowna sie 180°—60°=120°, a poniewaz
trojkagt BOC jest rdwnoramienny,
gdyz CO — BO, jako promienie je-
dnego kota, wiec /_ OBC —/OCB —

= 60° (8 85, 3); wypada stad,

ze wszystkie trzy katy trojkata BOC sg sobie rowne, a tem sa-
mem, ze trojkat ten jest rownoboczny (8 83, 4) i Cli—BO. Wiec
lok szesciokata foremnego wpisanego w kolo réwna sie jego promieniowi.
Wypada stad nastepujagce rozwigzanie naszego zadania. Cyrklem
odktadamy ha okregu sze$¢ cieciw po sobie idacych, réwnych
promieniowi, i punkty podziatu tgczymy prostemi.

2-re. taczac co drugi punkt wierzchotki szesciokata forem-
nego ABCDEFA (fig. 149) linijami prostemi AE, AC, EC. otrzy-
mamy tréjkat i'dwnoboczny AEC (8§ 135).

Uwaga. Z tego, coSmy w poprzednich paragrafach mowili,
widocznem jest, w jaki spos6b mozna w dane koto wpisa¢ wielokaty
foremne o0 12, 24, 48 ... i t. d. bokach i jak na kole opisa¢ ta-
kie wielokaty.

169. Zadania. Dowies¢, ze w kazdym czworokacie wpisanym
w koto, katy przeciwlegte sg spetniajgce, t. j. suma ich réwna sig
dwdm katom prostym (8§ 163, uw.). Dowie$¢ wzajemnicy tego twierdze-
nia, t. j. ze na czworokacie, w ktédrym suma katéw przeciwlegtych réwna
sig dwom katom prostym, mozna opisa¢ koto. Dowies¢, ze dwdjsieczne
katow kazdego czworokata tworzg czworokat, na ktérym mozna opisa¢
koto (§8 114). Dowie$¢, ze w czworokacie opisanym na kole suma dwu
bokéw przeciwlegtych réwna sig sumie dwu innych (8 154). Dowies¢,
ze jezeli w czworokgcie suma dwu przeciwlegtych bokéw réwna
sig sumie dwu innych, to w ten czworokat mozna wpisa¢ koto. Do-
wie$¢, ze w czworokacie wpisanym w koto kat, jaki jedna przekatna
tworzy z bokiem, réwna sig katowi, jaki druga przekatna tworzy z bo-
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kiem pierwszemu przeciwleglym. Dowie$é, ze boki trdjkata réwnobo-
cznego opisanego na kole sg dwa razy wigksze od bokdéw tréjkata
rownobocznego wpisanego w to koto; (poprowadzi¢ styczne do kota
przez wierzchotki tréjkata wpisanego i nastgpnie zastosowa¢ § § 153*
154). Czemu sig réwna kazdy kat wewnatrzny wielokgta foremnego
0 15, 20* 40, 50 bokach? Czemu sig rowna kat zewnatrzny wielokata
foremnego o 18, 32, 42 bokach?

6. Obliczenie diugosci okregu i tuku.

170. Stosunek okregu kota do Srednicy. Wiemy, Ze diugo-
Scig linii prostej jest jej stosunek do innej prostej przyjetej za je-
dno$¢. Otoz dla mierzenia dtugosci okregu, ktory jest linijg krzy-
wa, nalezy go przedewszystkiem wyprostowaé i nastepnie wyzna-
czyC, ile jednostek Unijnych miesci sie w tak wyprostowanej linii.
Moznaby to byto uskutecznié¢, obktadajac okrag nitkg i wyprostowujac
ja nastepnie. Lecz poniewaz taki sposob mierzenia nie zawsze
jest dogodny, wiec starano sie matematycznie wyznaczyé¢, ile razy
okrag kota jest wiekszy od S$rednicy lub promienia. Przy tem
wyznaczeniu postugiwano sie oczywistg prawda, ze okrag kota jest
wiekszym od obwodu wielokgta foremnego wpisanego w to koto,
1 mniejszym od obwodu takiegoz wielokata opisanego na niem,
i ze w miare tego, jak liczba bokéw tych wielokatdw powieksza sie,
obwody ich coraz bardziej zblizajg sie do okregu.

Wopisawszy w koto szesciokat foremny i opisawszy na niem
kwadrat, znajdziemy, na zasadzie tego cosSmy wyzej mowili, ze
okrag kota jest tciekszyrn od 3 Srednic (8 165) i mniejszym od 4
Srednic (8 167 uw. 2). W jeszcze ciasniejszych granicach zamknie
sie koto wielokatami wpisanym i opisanym o 12 i o 8 bokach,
0 24 i 0 16 bokach i t. d. Obliczajgc obwody takich wielokgtow
foremnych, ktérych liczba bokéw coraz sie podwaja, wyznaczono
w przyblizeniu dlugo$¢ okregu kota, a mianowicie znaleziono, ze
dtugos¢ kazdego okregu jest 3,14159 . . razy wieksza od jego Sre-
dnicy. Liczbe te, oznaczajacg stosunek okregu kota do Srednicy,
oznacza sie literg grecka n (pi) i nazywa sie ludolfing. Jest wiec

n — 3,14159 ....
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W wielu razach przy obliczeniach wystarcza przyblizona warto$¢
t= 3,14 lub 7tz=i~.

Oznaczajac przez C dtugos¢ okregu, przez D Srednice jego,
przez r promien, otrzymamy

C=tw.D —T7t. 2r=2rtr,
skad

Wzory te wyrazaja, ze:
1) Oqug kota réwna sie iloczynowi z liczby tc przez $rednice
lub tez przez podwdjny promien.

2) Srednica kota réwna si¢ okregowipodzielonemu przez liczbe tc

3) Promien kota réwna sie okregowi podzielonemu przez po-
dwojng liczbe Tt

Promien kota wynosi 3 cale; jak wielki jest jego okrag?
C=2Ttr=6,28 . 3=18,84 calom.

Obliczy¢ promien kola, ktdrego okrag réwna sie 2198 metr.?

C_2198

2n= 6.28 =350 metrow.

Whiosek 1-szy. Dane sg dwa okregi C 1 ¢, ktorych pro-
mienie sg R ir, S$rednice zas JD i d. Na zasadzie tego, cosmy
wyzej mowili, wypada, ze

—"nR, c=2rtr; C—uD, c=Ttd,

, C R D . ..
stad 7 “ T = 3-' toiest;
okregi két maja sie do siebie, jak ich promienie lub Srednice, t. j. ze
dtugosci okregdw rosng w tym samym stosunku, co i ich promie-
nie lub Srednice.
Whniosek 2-gi. Znajac stosunek okregu kota do srednicy,
mozna tez obliczy¢ dlugos¢ dowolnego tuku. Jakoz dajmy, ze
trzeba obliczy¢ dlugosé | tuku, majacego n°, | ktérego promien
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rowna sig B. Poniewaz dlugos¢ C okrggu rowna sig 2nB, wigc

dtugos¢ jednego stopnia réwna sig 27R a dtugosé n stopni dana.

bgdzie wzorem | = Dajmy np., ze trzeba obliczy¢

dhugosé tuku o 42°, ktérego promien rowna sig 3 metrom. Z wzoru
podanego wyzej otrzymujemy:
22 42
=T °3-180= 2~ metra’

Jezeli tuk ma stopnie, minuty i sekundy, to nalezy wielkos¢
tuku zamieni¢ nasekundy; obliczy¢ dtugos¢ jednej sekundy i na-
stgpnie dtugos¢ catego tuku.

Dajmy, ze trzeba obliczy¢ dtugos¢ tuku 5° 37' 30", ktdrego
promien = 14 calom. Dhugos¢ 360° czyli 360X60X60 sekund
rowna sig: 2 . 2/7 « 14=88 calom, wigc dtugos¢ tuku

in— cali
— 360X60X60 ’

a ze tuk 5° 37" 30" ma 20250", wigc dtugos¢ tego tuku réwna

88. 20250
360X60X60 | 3B cala.

Znajac liczbg stopni tuku i jego dtugosé, mozna obliczyé¢
promien. Jakoz w tym celu oblicza sig dtugos¢ jednego stopnia,
a nastgpnie dhugo$¢ 360° czyli calego okrggu, a ze okrag réwna
sig promienia, wigc podzieliwszy dlugo$¢ okrggu przez 47,
otrzymamy dtugos¢ promienia. Jezeli np. dhugos¢ tuku 36° rowna
sig 12477 stop, to dtugos¢ calego okrggu rowna sig 124, X 10 stop”
wigc dhugos¢ promienia réwna sig:

12*/,X16_880.44

= 20 stop.
7.
. nRn 180 |
Ogolnie z wzoru otrzymamy R i W naszym.
180. 1247 .
przypadku R —®, o :20 Stop.

Znajac dtugos¢ tuku i jego promien, mozemy bardzo tatwo
obliczy¢ liczbg stopni tuku. Jakoz dajmy, ze trzeba obliczy¢ liczbg
stopni tuku dlugosci 18 cali, jezeli promien jego réwna sig 14 cal.
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W tym celu uwazmy, ze liczba stopni tuku bedzie tyle razy mniej-
szy od 360°, ile razy dtugos¢ tuku jest mniejszy od dtugosci okre-
gu. Lecz dlugos¢ okregu = 14X6 27 cali —2X44 calom, wiec dany
tuk stanowi 944 catego okregu, a tem samem liczba jego stopni
rowna sie 9#4X360°=8'%1®=73V,, stopnia, czyli 73°38'10% ".

. R 1801
Ogolnle zwzoru | = 180 otrzymamy n .
180 m18_ 810 .
W naszym przypadku n o7 14— 11 stopnia.

171. Pytania i zadania. Jaki jest stosunek okregu kota do
Srednicy? W jaki sposo’b sie go wyznacza? Czemu sie réwna dtugosé
okregu? Jak obliczy¢ promien kota, majac dhugos¢ jego okregu? Pro-
mien kota wynosi: a) 293 st, b) 2,28 cala, c¢) 4,32 saznia—obliczy¢
okrag (jt przyjmuje sie réwnem 2/r lub 3,14). Srednica kota wy-
nosi: a) 1 cal, b) 523 stopy, ¢) 3,45 arszyna — obliczy¢ okrag
kota. Okrag kofa réwna sie: a) 33 metrom, b) 424 saznia, c) 8%t
cala, d) 6,28 tokcia—obliczy¢ promien kota. Drzewo ma w obwodzie
8534 cala—jak wielka jest grubo$¢ drzewa (Srednica)? Przednie kota
wozu maja po 0,9 metra, tylne po 1,4 metra w $rednicy—ile obrotéw
zrobi kazde koto, jezeli woz przebyt droge diugosci 10 kilometréw
(10,000 metréw)? Diugos$¢ promienia réwnika ziemskiego wynosi 860
mil geograficznych—jak wielki jest okrag rownika? U kota zebatego,
majacego promienn 540 stopy, odlegtos¢ $rodkéw zebéw wynosi 30
cala—ile zebéw ma to koto (?r= 227)? Jezeli koto od wozu o $re-
dnicy 1,4 arszyna robi 550 obrotéw — jak wielkg bedzie przebyta
droga? Zrobiony by¢ ma stét okragty na 10 oséb—jak wielkg $re-
dnice da¢ mu trzeba, liczac 0,6 metra na jedna osobe? Koto zebate
ma 50 zebéw, odlegtos¢ srodkéw ktdrych wynosi 572 cala—obliczy¢
promienn kota. Dtugo$¢ réwnika ziemskiego wynosi 5,400 mil—obli-
czy¢ $rednice réwnika. Koto u wozu na dtugosci drogi 2 wiorsty 260
sgzni, zrobito 420 obrotéw—jaka jest wielko$¢ S$rednicy tego kota?
Dtugos$¢ promienia wynosi 21 stdp — obliczy¢ dtugos¢ tuku majacego:
a) 60°, b) 45° «c¢) 22°30, d) 7° 30, e) 25° 30" 15". Kat wpisany
w koto 0 $rednicy 3 metréw, réwna sie 420— obliczy¢ dtugosé tuku
zawartego miedzy jego ramionami. Promier kota ma 2,24 metra—
obliczy¢ dtugos¢ tukn podpartego bokiem 15-0 kata foremnego wpisa-
nego. tuk podparty bokiem dwunastokata foremnego wpisanego w koto
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réwna sig 20 stopom—obliczy¢ promien kota. tuk o 48° 30' ma 1,50
metr. dtugosci—jak wielki jest promien tego kota? Koniec mniejszej
skazowki zegarowej przechodzi w 20 minut 5 milimetréow — obliczy¢
dhugos¢ skazoéwki. Koniec wiekszej skazowki zegarowej przechodzi
w 45 minut 8 cali — obliczy¢ dlugos¢ skazéwki. W kole, ktérego
promien réwna sig 14 stop., dtugo$¢ tuku wynosi: a) 7 stép, b) 82s
stopy, ¢) 4,15 st.,, d) 0,9 st., e) 2%3 arszyna—obliczy¢ ile tuk ten
ma stopni. Obliczy¢ ile stopni, minut i sekund ma tuk, ktérego diu-
gos$¢ réwna sig dtugosci promienia. Z dwu okragéw jeden ma dtugosé
25 stép, drugi zas promien = 623 stopy— obliczy¢, ile razy diugosé
drugiego okragu jest wieksza od dlugosci pierwszego. Przednie kota
wozu robig 50 obrotow w tym samym czasie, w ktorym tylne robig
40—obliczy¢ Srednica kot przednich, jesli $rednica két tylnych = 18
arszyna. Promienie trzech okragéw sa odpowiednio réwne 2J m., 3J-
m., 5 m.,—czemu sig réwna promien okragu, ktérego dtugos¢ réwna
sig sumie dtugosci danych okragéw?

IV. O obliczaniu p6i (powierzchni).

1 Pola niektorych, figur.

172. Pojecie 0 wymierzaniu pol. Przestrzen, zawarta miedzy
linijami granicznemi figury, nazywa sie jej polem czyli powierzchnia.

Wymierzy¢ pole jakiej figury jestto oznaczyé, ile razy dru-
gie pole przyjete za jednostke zawiera sie w polu danej figury.

Za jednostke miary pola przyjmuje sie kwadrat, ktérego bok
rowny jest jednostce miary dtugosci, np. stopie, tokciowi, arszynowi,
metrowi i t. p. Wedlug tego, mamy stope kwadratowg,—stp. 001,
fokie¢ kwadratowy—tok. OO, arszyn kwadratowy—arsz. 00, metr
kwadratowy—m. O i t. p.

Wymierza¢ pole figury znaczy wiec tyle, co dochodzi¢, ile
kwadratowych jednostek jest w niem zawartych. W tym celu na-
lezatoby wiasciwie, jednostke kwadratowg przykitada¢ do danej
figury i oznaczy¢, ile ich sie na niej zawiera; jesli jednostka taka
nie miescitaby sie w niej bez reszty, nalezatoby obra¢ mniejszg je-
dnostke kwadratowg i te przyktada¢ do reszty i t. d. Ale poste-
powanie takie byloby bardzo zmudnem, a nawet najczesciej nie da-
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loby sig wykona¢. Dla tego tez przy wyznaczeniu pola figury sta-
ramy sig mechaniczne doktadanie jednostek zastgpi¢ rachunkiem.

Do tego celu stuzg nastepujace twierdzenia.

173. Twierdzenie- Pole prostokata réwna sie iloczynowi z pod-
stawy przez wysokosc.

Dowodzenie. Niech bedzie prostokat
ABCD (fig. 150), ktorego podstawa
AB zawiera 4 jednostki Unijne, a wy-
sokos¢ AD 3 takiez jednostki; nalezy
obliczy¢ pole tego prostokata, t. j. ile
w nim zawiera sie¢ jednostek kwadra-
towych.

Prowadzac przez punkty podziatu
podstawy i wysokosci proste réwnolegte
do bokéw prostokata, tatwo widzie¢, ze

otrzymamy trzy rzedy kwadratow, z ktérych kazdy zawiera cztery
kwadraty, t.j. tyle, ile jednoSci ma podstawa; caty zatem prosto-
kat rozdzieli sig na 3X4=12 kwadratow.

Za pomocg podobnego rozumowania tatwo sie przekonaé, ze
prostokat 8 stop dtugi i 5 stop szeroki zawiera 8 X5=40 stop kwa-
dratowych; ze pole prostokata, ktérego podstawa ma 80 m., a wy-
sokos¢ 50 metrow = 80X50=4,000 O m. W przypadku wiec,
gdy podstawa i wysoko$¢ prostokata wyrazajg sig w liczbach catko-
witych, pole prostokagta otrzymuje sie, mnozac podstawe przez
wysokos¢.

Niech teraz bedzie prostokat ABCD
(fig. 151), ktorego podstawa A B —
3'/3 jednosci Unijnej, a wysokos$¢
AD —21j jednosci. Prowadzac przez
punkty podziatu ai b proste réwno-
legte do AB, przez punkty zas m, q
i p proste rdwnolegte do AD, znaj-
p * dziemy: po 1-sze, ze prostokat pBrs
stanowi % kwadrata Aanm, t. j. i3
jednostki kwadratowej, a zatem
w rzedzie ABra zawiera sie 3'j3 »kwadratowej jednostki; po 2-re,
widzimy, ze rzgd bDCt stanowi polowe rzedu AarB, t.j. rowna

Fig. 151.
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sie ‘2X3'/3 jednostki kwadratowej. Stad wypada, ze pole prosto-
kata zawiera 2*%2X 3'/3 jednostki kwadratowej.

Widzimy stad, ze i w przypadku, gdy podstawa i wysokosé
prostokata sg wyrazone w liczbach utamkowych, pole jego réwna
sie iloczynowi z podstawy przez wysokosé.

Oznaczajagc wiec ogdlnie pole prostokata przez p, podstawe
przez b, wysoko$¢ przez h, otrzymamy

p — bh.

Przyktady. Pole prostokata, ktorego podstawa réwna sie
297s m., a wysoko$¢ 4 Ys metra, rowna sig: 2*2X4¥5= 52X 2\5=
2i2= 10,5 metra kwadratowego.

lle trzeba desek 12 stop diugich, 1 stopa 6 cali szerokich
dla utozenia podtogi w pokoju prostokagtnym, ktérego dtugosé
8 sazni rusk., a szerokos¢ 18 stop?

Pole podtogi réwna sie 56X18 = 1008 stép kwadr., pole kaz-
dej deski 12X1 j2st. kwadr. = 18 st. kwadr. Podzieliwszy 1008
przez 18, otrzymamy, ze liczba desek wynosi 56.

Whiosek 1-szy. Znajac pole prostokata i podstawe jego, wy-
nalez¢é mozna jego wysokos¢, dzielac pole przez podstawe. Podobnie
wynajduje sie podstawe, dzielac pole przez wysokosé.

W ogole h= j-; 1— —e

Przyktady. Jak wielka jest wysoko$¢ prostokata, ktory ma
10 stép dhugosci i pole jego rowna sie 250 stopom kw.?

Wysokos¢ — ~ = 25 stop.

Jaka szerokos¢ nalezy nada¢ éwiartce papieru, ktérej dhugosc
12 cali, azeby jej pole réwnalo sie 66 calom kwadratowym?

Szeroko$é = 9?-: 5% cala.

Whiosek 2-gi. Poniewaz kwadrat jestto prostokat, w ktorym
podstawa i wysokos¢ sg sobie rowne, wiec dla otrzymania pola
kwadratu nalezy dtugosé¢ jednego loku pomnozyé przez te samg dhu-
gos¢, czyli podniesé ja do kwadratu.

Pole zatem kwadratu réwna sie kwadratowi jego loku.

Przyktady. Jak wielkie jest pole kwadratu, ktorego bok

rowna sie 5 calom?
8
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Pole to réwna sig 5X5=52=25 calom kwadratowym.

Obliczy¢ pole tafli kwadratowej, ktorej bok réwna sig 1,2 arsz.

Pole to réwna sig (1,2)2=1,44 arsz. kwadr.

Obliczy¢ pole kawatka gruntu kwadratowego, jezeli bok jego
rowny 102 metrom.

Pole to réwna sig 1022=10404 metr. kwadr. = 104,04 arom
= 1,0404 hektarom.

W ogole, oznaczajagc bok kwadratu przez a, a pole kwadratu
przez P, otrzymamy: P =a?2

Whiosek 3-Ci. Jezeli wiadome jest pole kwadratu, a mamy
wyznaczy¢ dlugos$¢ jego boku, potrzeba tylko wyszuka¢ taka licz-
bg, ktéraby pomnozona przez siebie data liczbg, wyrazajagca pole
kwadratu, t. j. trzeba tylko 2 tej liczby wyciagnaé pierwiastek kwa-

dratowy.

Pyrzykiady. Pole kwadratu réwna sig 36 metrom kwadrato-
Wym_czemu sig réwna bok jego? »

Bok kwadratu réwna sig V 3*>=6 metréw.

Pole kwadratu réwna sig 625 kwadr, stop.—czemu sig réwna
bok kwadratu? _

Bok kwadratu réwna sig y 625=25 stop.

Nalezy ogrodzi¢ plac kwadratowy majacy 2025 kwadr, me-
trow—jaki ma by¢ bok tego placu?

Bok ten réwna sig Y 2025=45 metrow.

Whiosek 4-ty. Pola dwu prostokatéw, majacych réwne pod-
stawy, sg w stosunku wysokosci, t. j. pole jednego tyle razy bgdzie
wigkszem od pola drugiego, ile razy wysokos¢ jednego jest wiek-
szg od wysokosci drugiego.

Jakoz dajmy, ze mamy dwa prostokaty, ktérych pola oznacz-
my przez P ip, podstawy przez B ib, wysokosci za$ przez H i h;
b%dziemy mieli: P = gU.

p = bh,
P BH I
st™d

Takim samym sposobem mozna dowies¢, ze pola dwu prosto-
katow, majacych rowne wysokosci, majg sig w stosunku podstaw.
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174. Okredlenie. Dwie figury, majace jednakowe pola, na-
zywajq sie rownowaznemi. Tak np. prostokat, majacy 5 stop dtu-
gosci i 8 stop szerokosci jest rownowazny z prostokatem, majacym
20 stop dugosci i 2 stopy szerokosci, gdyz pola ich réwnajg sie:
5X8=20X2 stopom kwadr. Prostokat majacy 4 stopy dtugosci
i 9 stop szerokosci jest réwnowazny z kwadratem majagcym bok
rowny 6 stopom.

Dwie figury rowne, t. j. takie, ktore moga przystawaé do
siebie, sg tem samem réwnowazne; ale dwie figury réwnowazne
nie sg koniecznie réwne. | tak: kwadrat i koto mogg by¢ rowno-
wazne, t. j. rowne co do wielkosci ich pél, ale, nie majgc tego sa-
mego ksztattu, nie mogg by¢ réwne.

175.  Twierdzenie. Pole réwnolegtoboku réwna sie iloczynowi
z podstawy przez wysokosc.

Dowodzenie.
p Niech bedzie
rownolegtobok
ABGD (fig. 152).
Jezeli ze skraj-
nosci  podstawy
AB wyprowadzi-
my prostopadle
AF i BE az do
rig. 152, przecieciasie
z bokiem przeci-
wlegtym CD, lub jego przediuzeniem, utworzymy prostokagt ABEF
rownowazny rownoleglobokowi ABCD. Jakoz dwa trojkaty pro-
stokatne EBC i AFD sg rowne, bo majg przeciw'prostokatne BC
i AD rowne, jako boki przeciwlegte rownolegtoboku ABCD
(8 106, 2), boki BE i AF takze rowne, jako boki przeciwlegte
prostokagta ABEF.
Teraz uwazajmy, ze
rownolegtobok A B CB:=trapezowi FCBA—tréjkat. AFD,
prostokat AB B B = trapezéwi FCBA—trdjkat. EBC.
A ze tréjkaty AID i EBC sg sobie rdwne, wiec pola prostokata
i rownolegtoboku sg réznicami dwu réwnych wielkosci, wiec sg row-
nemi wielkosciami, t. j. réwnowazne. Zamiast przeto oblicza¢ pole
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rownolegtoboku, mozemy obliczy¢ pole prostokata. Ot6z pole prosto-
kata A B EF rowna sie iloczynowi z podstawy przez wysokos¢, t. j.
AB .BE (8 169); wigc i pole rownolegloboku ma za miare ten
sam iloczyn AB . BE, to jest réwna si¢ iloczynowi z podstawy
przez wysokos$¢.

Oznaczajgc podstawg A B rownolegtoboku przez b, wysokosé

za$ BE przez li, otrzymamy, ze pole p wyraza sig wzorem
p — bh.

Przykfady. Obliczy¢ pole réwnolegtoboku, ktérego podstawa
rowna sig 2,4 m., wysoko$¢ zas="3,15 m.

Pole szukane réwna sie¢ 2,4X3,15=7,56 kwadr. metr.

Pole réwnolegtoboku réwna sie 823 st. kwadr., wysokos¢ zas$
=2 4j stopy—obliczy¢ podstawe.

Szukana podstawa=823:24s=3232 stopy.

Pole réwnolegtoboku réwna sie 36 stop. kwadr., a podstawa
jego ma sie do wysokosci jak 4: 9— obliczy¢ podstawe i wysokosc.

Oznaczajagc podstawe przez x, znajdziemy, ze wysokos¢ =

*t& pole zas . a-=94ir2 a ze pole to réwna si¢ 36 st. kwadr.»
wiec fi»2=36.
Wyciaggajac pierwiastki kwadratowe z obu stron, otrzymamy

J2x = 6,

skad x=4, wysoko$¢ zas§=4X 9<=9 stop.
Whnioski. 1-szy. Dwa réwnolegtoboki o réwnej podstawie
i rownej wysokosci sg sobie réwne.

2- gi. Pola dwu roéwnolegtobokéw o réwniej wysokosci

sie do siebie, jak ich podstawy.

3- ci. Pola dwu réwnolegtobokdw o rownej podstawie majg
sie do siebie, jak ich wy-
sokosci.

176. Twierdzenie. Pole trj-
kata réwna sie potowie iloczynu
z podstawy przez wysokos¢.
Dowodzenie. Niech bedzie
trojkat AB c (fig. 153), majacy
bok B C za podstawe i prosto-
Fig. 15" padtg A Ii za wysoko$¢. Do-
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petnijmy réwnolegtoboku BCDA, prowadzac réwnolegte Al) do BC
i CD do AB. Przekatna AC dzieli ten rdwnoiegtobok na dwa tréjkaty
rowne ABC i ADC (8 106, 1); zatem trdjkat ABC jest potowa
rownolegtoboku ABCD, majgcego z nim wspdélng podstawe BC
i te samg wysoko$¢ A li. Lecz pole rownolegtoboku réwna sie ilo-
czynowi B C. Ali, wiec pole tréjkata ABC rowna sie potowie
tego iloczynu, t. j. réwna sie potowie iloczynu z podstawy BC przez
wysoko$¢ AH.
Oznaczajac podstawe przez b, a wysoko$¢ przez Ji, otrzyma-
my, ze pole p tréjkata wyraza sie wzorem
bh
P=T
Przyktady. Jak wielkie jest pole tréjkata, ktérego podstawa
ma 2,3 m., a wysokos¢ 4,5 m.?

Szukane pole = a = 5,175 m. kwadr.

Pole tréjkata rowna sie 25 st. kwadr., a wysokos¢ 5 stop.—
mobliczy¢ podstawe tréjkata.

Podzieliwszy pole trojkata przez jego wysokos¢, otrzymamy
potowe podstawy. Wiec 255=5 stp. stanowi polowe podstawy,
a 2X5=:110 catg podstawe.

Whioski, I-szy. W trojkacie prostokatnym bierze sie zwy-
kle za podstawe jedne przyprostokatng, druga wtedy wyraza wy-
soko$¢. Pole wiec trojkata prostokatnego réwna sie potowie iloczynu
z obydwu przyprostokatnych.

Przyktad. Obliczy¢ pole trojkata prostokatnego, znajac jego
przyprostokatne 2,4 i 3,6.

, 2
Szukane pole réwna sie ;---- — 4,32

2-gi. Dwa trojkaty
0 tej samej podstawie
1 wysokosci sg sobie
rownowazne. Stad wy-
pada, ze trojkaty ABC,
AB'C, AB"C i t. d.
(fig. 154), majace
wspoblng podstawe AC,
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a wierzchotki B, B', B” na prostej rownolegtej do podstawy, %

rownowazne, gdyz majg roéwne podstawy i roéwne wysokosci
(§ 106, 1).

3- ci. Pola dwu tréjkatow o rownej wysokosci majg sie
do siebie, jak ich podstawy.

4- ty. Pola dwu tréjkatéw o réwnej podstawie majg sie

do siebie, jak ich wysokosci.
177.  Twierdzenie. Pole-
trapezu réwna sie iloczynowi
z potowy sumy podstaw przez
zcysokos¢  trapezu, lub tez
iloczynowi z prostej, tgczacej
Srodki bokow nierownolegtych
przez wysokosé..
Dowodzenie. Niech bedzie
trapez AB CD (fig. 155).
Prowadzac przekatng DB,
rozktadamy go na dwa troj-
katy ABD i DCB; bedzie trapez AB CD= trojk. ABDA-tré]k. DCB.

3 _ AB.DE,
Pole trojk. ABD = AB.DE DC.BF
bc BE )Poletrapezu— — 5— e+ T5— -

Pole trojk. BCD

Lecz DE = BF (8 106, 1), wiec
pole trapezu ABCD=AIiA P +8fE/E®

t. j. pole trapezu réwna sig¢ iloczynowi z potowy sumy podstaio przez
icysokosc.

Lecz poniewaié-?--- PC_ wn (8 109), wiec

pole trapezu ABCD — MN .DE,

t. j. pole trapezu réwna sie iloczynowi z prostej, fgczacej Srodki bokéw
nierdwnoleglyeh przez wysokos¢ trapezu,,

Przyktady. W trapezie boki réwnolegte wynosza 2,7 stopy
i 8,3 stp., wysokos¢ zas 6 stop — jak wielkie jest jego pole?

Szukane pole="" "’\J —3.11=33 st. kwadr..
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Réwnolegte boki trapezu wynosza. 3,3 metra i 1,5 m., wyso-
kos¢ 2,4 m. — jak wielki jest bok kwadratu réwnowaznego temu
trapezowi?

Pole trapezu = (>3*15)- 2494 2 4=2.4)2m. k.

Oznaczajac przez x bok szukanego kwadratu, znajdziemy, ze pole
kwadratu = x2 wiec
?2=(2,4)2 i .r=2,4 m.

178. Twierdzenie. Pole wielo-
kata foremnego réwna sie obwo-
dowi pomnozonemu przez potowe
promienia kota wpisanego (apo-
temy).

Dowodzenie. Niech bedzie

A wielokat foremny ABCDEF
(fig. 156). Jezeli $rodek jego po-
faczy sie ze wszystkimi wierz-
chotkami linijami prostemi, t0
wielokat podzielimy na réwne
trojkaty. Obliczywszy pole tych
trojkatow i dodawszy do siebie,

. AB. OH
otrzymamy pole wielokata. Pole kazdego tréjkata =:-—-—-"—5

642 qjj
wiec pole catego szesciokgta= —G lecz 6M.6 jest to obwdd

szesciokata, OH za$ promien kota wpisanego, czyli apotema. Ponie-
waz powyzszy sposob dowodzenia stosuje sie do kazdego wielokata
foremnego, wiec wypada stad, ze pole kazdego wielokata foremnego
réwna sie iloczynowi z jego obwodu przez potowe apotemy.

179. Twierdzenie. Pole kota ma za miare iloczyn z okregu
przez potowe promienia.

Dowodzenie. Wyobrazmy sobie, zesmy w kole poprowadzili
bardzo znaczng liczbe promieni; skutkiem tego pole jego rozpadnie
sie na znaczng liczbe wycinkéw tak wazkich, ze bez znacznego
btedu mozemy je wszystkie uwaza¢ za trojkaty réwnoramienne.
Wycinki te tembardziej bedg sie zblizaty do tréjkatow, im liczba
promieni bedzie wigksza, a gdy ona stanie sie nieskofczenie wiel-
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ka, czyli, jak matematycy sig wyrazaja, w granicy, wycinki bedg
zupelnie réwne trdjkatom. Wysoko$¢ kazdego z takich trojkatow
hgdzie réwna promieniowi kota, gdyz promien jest prostopadty do
stycznej (8 149), a tuk, stuzacy za podstawe kazdemu tréjkatowi,
mozna uwaza¢ za odcinek stycznej do kota. Poniewaz rzeczywiscie
pole kota réwna sig sumie pdél wspomnionych wyzej trojkatow, a pole
tréjkata rowna sig iloczynowi z podstawy przez potowe wysokosci,
wiec pole kota edwna sie iloczynowi sumy z podstaw tréjkatow,
czyli z okregu kota, przez potowe promienia. c. b d o

Oznaczajac okrag kota przez C, promien przez r i pole przez
K, otrzymamy

) o *=C-T
a ze G—2rtr (8 170), wiec

K—2nr . EVJ-:7«'2

Przyktady. Promier kota ma 10 m. dlugosci — jak wielkie
jest jego pole?
A'=3,1415X 100=314,15 metr. kwadr.

Obliczy¢ pole kota, ktérego promien réwna sie 7 calom.
K=z™7 . 49=22 . 7=154 cal. kwadr.

Whiosek L z wzoru K=?tr2 wypada, ze r = —ir= !// —
Przyktad. Pole kota réwna sie 38| st. kwadr,  jak wielki

jest jego promien?

v y [A?72 . r ANT= r D==72=3 L stopy.

Whiosek 2-gi. Jezeli przez K i k oznaczymy pola dwu két,
ktérych promieniami sg R i r, otrzymamy

K = TtR-
k — itr2
skad K:k=R2:rz

t. j. pola dwu kol majg sie do siebie, jak kwadraty z ich promieni.
Jezeli np. promien jednego kota jest pie¢ razy wiekszy od pro-
mienia drugiego, to pole pierwszego bedzie 25 razy wieksze od
pola drugiego.
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Whiosek 3-Ci. Powtarzajac to samo rozumowanie, co dla obli-
czenia pola kota, otrzymamy, ze pole wycinka kolowego réwna sie
dtugosci jego luku pomnozonej przez polowe promienia.

Oznaczajac przez n liczbe stopni tuku wycinka, przez r jego pro-
mien, przez | jego dtugos¢ i przez jego pote otrzymamy (8 170 wn. 2):
2TtUn . _ 2Ttm . r  nrhi

360 * VI¥C 360 360
Przyktad. Obliczy¢ pole wycinka kotowego, ktérego tuk ma
30° i ktorego promien rowna sie 10 stop.

_w'100 *30 3,1415X100 314,15 _
5= 360 w19 19 -=26,18 stop. kwadr.

Whiosek 4-ty. Chcac obliczy¢ pole odcinka kotowego, nalezy
wprzod obliczy¢ pole wycinka, ktérego jedng czescig jest dany odci-
nek, a potem odja¢ od tego pole trojkata, ktéry stanowi druga
cze$¢ wycinka.

Przyktad. Obliczy¢ pole odcinka, ktérego tuk réwna sie 909
I promien réwna sie 5 m.

Widocznem jest, ze szukane pole stanowi réznica pomiedzy po-
lem czwartej czesci kota i polem tréjkata prostokatnego, ktérego przy-
prostokatne sg promieniami kota. Lecz pole czwartej czesci kota

Fo—

— P 1jjO_ J9 03J metr. kwadr.; pole tréjkata rowne

_5%5-: 12,5, wigc pole odcinka=7,134 metr. kwadr.

180. Pola wielokatow nieforemnych. Pola takich figur mo-

a) Sposob pierwszy. Niech be-
dzie wielokat AB C D E F (fig. 157),
ktorego pole mamy wyznaczy¢.
Poprowadziwszy przekatne AE,
AD i AC, otrzymamy tréjkaty
AEF, AED, 'ADC i ABC,
w ktérych dajmy, ze "4/7=3,36
st., £¢>=5,18 st., ¢(7=4,22 st,,
(7=3,22 s, /dr=2,01 s, AH=
3 st, M1=3,12 st, "£=1,8 st.
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Pole trojk. 4jrp_3’832'2*01:3,3768 st. kwadr

n AED—018+8 =77700 ,

n n ADC- 4’2253’1226,5832

ABC—3,222’ 1,8 =2,8980 ,,

Pole wielokagta ABCDEF = 20,6280 st. kwadr.

b) Sposéb drugi,,
Niech bedzie wielokat
ABCDEFG (fig. 158).
Poprowadzmy najwiek-
szg przekatng jego AF
i ze wszystkich jego
wierzchotkéw  popro-
wadzmy  prostopadite
(rzedne) Bb, Cc, Dd,
Ee i Gg na przekatna

Fig. 158. AF i zmierzmy te
prostopadte i odcinki,

na ktdre one dzielg przekatng. Niech Bb=b st.,, Cc—1 st., Dd=
4 st., Ee=b,7b st., Gg—8 st., ~45=3,5 st., bc=:6 St, cg—2 st.,
gd—A st., i?7e=5,8 st.,, eF=7,8 st
Majac te dane, mozemy obliczy¢ pola wszystkich trojkatow

i trapezéw, na ktore wielokat zostat rozdzielony.

trojkat ABb= = A = 875 st. kwadr,

trapez BbCc= p*A-Cc >jc — 6.6 =36,00 , ”

dJ

cebd= —*+Pd.od — 55.6 =33,00 |,

DdFe=z1>dj ~ - .Je=4,875.5,8=28,275 ,,
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t.6jkat EeF— Eez'eF 5'752' 78 222,425 st. kwadr.
_ gF . yG 176 8 _
» GgF= 2 2 70,4 .
115 .8 _
5 =16,00 ,,
Wielokat ABCDEFGA 244,85 st. kwadr.

Uwaga. Widocznem jest, ze powyzsza metoda daje sie tez.
zastosowa¢ i do figur krzywokres$inych. Jakoz dajmy, ze mamy
obliczy¢ pole figury krzywokresl-

7 /! nej AMBNA (fig. 159). Popro-
@ |\ wadziwszy dowolng prosty AB,.
zielimy jg na pewng liczbe row-

mych odcinkdw Ax, xy i t d.

\x vz iuv ihl rtvnj i2zpunktow podziatow wystawiamy

prostopadte xo, yp . .. do prostej.

AB. Cze$¢ figury AMB roz-

AT dzieli sie tym sposobem na dwa

trojkaty: Aox i Bns o krzywych

przeciwprostokatnych i na trape-

zy krzywokres$lne, jak xoyp. Fi-

gury te mozna bez znacznego btedu uwaza¢ za prostokresine, jesli

tylko liczba podziatéw prostej AB bedzie do$¢ znaczna i tym spo-

sobem mozna na zasadzie znanych twierdzen obliczy¢ cze§¢ AMBA _
W taki sam sposob obliczy sie i druga czes¢ ANBA.

181. Zadania. Oznaczajac przez 5 podstawa, przez n wysoko$¢
prostokata, obliczy¢ pole: a) 5= 2,15 st., /ft= 3,18 st.; 5) 5=2 /3 m,,
h—1% metra; c) 5= 234 arsz,, A=42s arsz.; d) 5= 2sgz. 2arsz
5 wersz.,, h—\ saz. 1 arsz. 7 wersz. Obliczy¢ wysokos$¢ prostokata,
wiedzac, ze pole jego réwna sig3,18 m. kw., podstawa za$ 1,5 m. kw.
Obliczy¢ podstawg prostokata, wiedzac, ze pole jego réwna sig: a) 84
sgz. kw., 5) 2'/5 diesiatiny, c) 8,25 cal. kw., d) 15 arsz. kwadr.;
wysokos¢ za$ odpowiednio réwna: a) 7saz., 5) 3,6 arsz., c) 2,4 cala,
d) 2 arsz. 8 wersz. Bok kwadratu ma 2,56 m. dtugosci — obliczy¢
jego pole. Obwod kwadratu réwna sig 25 arsz. — obliczy¢ jego pole.
Obliczy¢ bok kwadratu, ktorego pole réwna sig: a) 25 stop. kwadr.,

Fig. 1%9.
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5 10 m kw., c¢) 144 cal, kw., d) 256 arsz. kw., ¢) 22 diesiatiny.
W ogrodzie formy kwadratowej, ktorego bok ma 52,5 m. dtugosci,
zrobiona ma by¢ naokoto droga, majgca 0,8 metra szerokosci — jak
wielka przestrzen ona zajmie? Obliczy¢ bok kwadratu, ktorego pole
ma by¢ réwne sumie pol dwu kwadratéw, ktorych boki réwnajg sig
15 i 20 metr. Obliczy¢ bok kwadratu, ktérego pole ma by¢ rowne
sumie pol trzech kwadratow, ktdrych boki sg 3, 4 i 5 arsz. Obliczy¢
bok kwadratu, ktorego pole ma by¢ rowne réznicy pdl dwu kwadra-
tow, ktorych boki sg 35 i 21 stop. Obliczy¢ podstawg i wysokosé
réwnolegloboku, ktérego pole réwna sig 100 m kw., stosunek za$
podstawy do wysokosci rowna sig 1649.  Obliczy¢ podstawg i wy-
sokos$¢ prostokata, ktorego pole réwna sig 28 arsz. kw., stosunek za$
wysokosci do podstawy rowna sig 4s. Poké) ma 8 sazni diu-
gosci i 16 stop szerokosci —eile desek potrzeba na wydylowanie po-
diogi, jezeli jedna deska ma 1 sgz. 5 et. dhugosci i 172 st. szero-
kosci? Kto$ posiada ogrod prostokatny 50.8 m. diugi i 40,25 metra
szeroki—jak wielkg przestrzen zajmuje ten ogréd? Podstawa réwno-
fegtoboku przewyzsza jego wysokosé o 10 m., stosunek za$ podstawy
do wysokosci rowna sig 6 — obliczy¢ pole réwnolegtoboku. lle
trzeba zaplaci¢ za podiogg posadzkowg w sali dtugiej na 6 sgz. 2 ar.,
szerokiej na 6 saz., jesli kazdy sazen kwadratowy wraz z robotg ko-
sztuje 20 rs.? lle rolek tapety potrzeba na wytapetowanie pokoju ma-
jacego 3 saz. dtugosci, 8 arsz. szerokosci, 1 sgz. 1 arsz. wysokosci,
jesli w pokoju znajdujg sig trzy okna szerokie na 1'/2 arsz., wysokie
na 2*2 arsz. i dwoje drzwi szerokie na 2 arsz.,, wysokie na 1 sgz,
jesli kazda rolka tapety ma 10 arsz. dtugosci i 12 wersz. szerokosci?
Przekatne ukosnika réwnajg sig 4,5 m i 2,8 m.—obliczy¢ jego pole.
Jezeli kazdy bok kwadratu, ktorego pole rowna sig 36 decym. kw.,
powigkszymy o dwa decymetry, to o ile powigkszy sig pole kwadratu?
Podstawy dwu prostokagtow sg jednakowe—ile razy pole jednego jest
wigksze od pola drugiego, jesli wysokosci ich sg a) 15 c. i 3¢, 1)
2 sgz. i 8st, c) 16,5 m i 0,15 n? Jezeli do pokrycia jednej Sciany
w sali potrzeba 50 m. sukna 1,4 m szerokiego—ile badzie potrzeba
na przeciwlegty, rownej wielkosci Sciang, jezeli sukno jest 0,9 metr.
szerokie? Kto$ chce zamieni¢ swoje pole, ktore ma 2 dies. i1.250 saz
kwadr, na inne pole prostokatne réwnej wielkosci, majgce 80 sazni
szerokosci—jak dtugie musi by¢ pole? Podstawa prostokata réwna sig
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wysoko$¢ powiekszymy o 0,8 m., a podstawg o0 1,2 m.; 6) jesli wy-
sokos¢ powiekszymy 0 2,15 m., a podstawg 0 1,2 m? Znalezé po.e
r'ownolegtoboku, w ktdiwm a) podstawa réwna sig 2,5 ra, a wysokosc
1,8 m; b) podstawa 2 arsz. 4 wersz., awysokos¢ 1 st. 2 cale. Obwdd
ukosnika réwna sig 80 calom, a wysoko$¢ 6 cal.—czemu sig réwna
jego pole? Pole ukosnika rowne 3 st. kw. 1202425 cal°m kwadr.,
bok jego jest na 4/5 st. wigkszym od wysokosci—abliczy¢ bok i wy-
sokos¢. Oznaczmy przez b podstawg trojkata, a przez h jego wysokos¢
obliczy¢ pole trojkata, jesli ay 6=,21S m., ,=15 m; b) »—2 st
4 cal, 1i—1 st. 6 cal.; c) 6= 14 arsz. 8 wersz.,, A=2 arsz. 6 wersz.
Obliczy¢ pole trojkata prostokatnego, jesli przyprostokatne jego sa:
a) 12 c, 15 ¢c; b) 1,18 m, 0,18 m; c) 2 sgz 2 arsz,, 1 s3.. 8 wer.
Dowiesé, ze iloczyn z przyprostokatnycli trojkata prostokatnego réwna
sig iloczynowi z przeciwprostokatnej przez prostopadtg poprowadzons,
na nig z wierzchotka kata prostego. Pole trojkata prostokgtnego
réwna sig 25 c. kw., a przyprostokatne sg w stosunku 9s—obliczy¢
te przyprostokatne. Obliczy¢ pole trdjkata wpisanego w koto, jesli
jeden z jego bokow jest Srednicg kota, dwa za$ pozostate boki sg od-
powiednio rowne 8 e. i 9 ¢c. Przekagtne ukosnika sg: a) 5m. i 8 m.T
b) 2 st. 4 cal i1st 2 cal.—obliczy¢ jego pole. Obliczy¢ bok kwa-
dratu réwnowaznego trojkgtowi, w ktdrym podstawa rowna 145°/6,
wysokos¢ zas—11,666 . . . Obliczy¢ pole kwadratu, ktdrego prze-
katna réwna sig 8 st. 4 cal. Wysokos¢ trojkata jest wigkszg od jego
podstawy o 2 metry; jesli podstawg i wysoko$¢ powigkszymy o 6 m.,
to pole jego powigkszy sia 0 48 m. kw.—abliczy¢ podstawg i wyso-
kos¢ trojkata. Oznaczajac przez B i b podstawy, a przez h wysokos¢
trapezu, szukamy pola trapezu, gdy a) JS= 2,15 m, 6= 1,17 m,
7t=0,82 m; b) i?=13 sgz. 1 st, 6=9 sgZ. 6 st. 4 cal., /f=6 s3az
3cal; ¢) B=12 arsz. 8 wer.,, 6=6 ar. 12 wer.,, h—2 sg/. 3 st;
Pole trapezu=27 st. kw. 54 c. kw.; jego podstawy: 6= 5 st. 4 cal;
B —6 st. 10 c.—obliczy¢ odleglos¢ pomigdzy podstawami. Pole tra-
pezu rowna sig 54316 cal. kw., odlegtos¢ pomigdzy podstawami
réwna sig 8'/2 cal.— obliczy¢ dhugos¢ prostej, taczacej srodki bokow
nieréwnoleglych.  Pole trapezu réwna sig 60 e. kw., podstawy sg
w stosunku 2 : 1, a odleglos¢ pomigdzy niemi réwna sig 8 calom
obliczy¢ podstawy trapezu. Obliczy¢ pole kota, jesli promien jego
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erowna sig: a) 2,15 m, b) 2 sgz. 3 st., c) 3 arsz. 8 wersz. Obliczy¢
pole kota, jesli Srednica jego rowna sig: a) 8 met, b) 2 sgz, c) 8 ar-
8 wersz. (We wszystkich nastgpnyeh zadaniach przyjglismy 7r=22,).
W kolo wpisano szesciokat foremny, ktorego bok réwna Big 4 met.—
obliczy¢ pole tego kota. Obliczy¢ pole kota, ktdrego okrag réwna sig
62j cala. Obliczy¢ promien kota, ktorego pole réwna sig 154 c. kw.
Obliczy¢ bok szesciokata foremnego wpisanego w koto, ktérego pole
réwna sig 616 st. kwadr. Obliczy¢, oile pole kota o promieniu 21
eali jest wigkszem od pola kwadratu wpisanego w to koto. Obliczy¢
pole pierscienia kotowego, zawartego pomiadzy dwoma kotami wspot-
Srodkowemi o promieniach: a) 80 i 60 stop, b) 12,6 i 6,3 cala
Obliczy¢ pole wycinka kotowego, w ktdorym: aj tuk=38° 6" 40"
a promien 150 cal., b) tuk=48° 20', promien 18 metr. Pole wy-
cinka kotowego s=576 milimetr, kwadr., dtugos¢ tuku 1—20 mili-
metrom—obliczy¢ dhugos¢ promienia r i liczbg stopni n.  tuk wy-
cinka kotowego zawiera n=50°, pole jego 5=90 st. kw.—abliczy¢
dtugos¢ tuku 1 i promien r. Obliczy¢ dhugos¢ tuku i wielkos¢ pola
wycinka, ktorego kat Srodkowy rowna sig 125° i pole catego kota
=1,2566. Obliczy¢ pole odcinka kotowego, ktérego promien réwna
sig 10 metr., atuk ma 90°. Pole kola, ktorego promienn réwna sig
1 metr., zostalo podzielonem na dwie réwne czasci za pomocg kota
wspotsrodkowego—obliczy¢ promien tego kota.

2. Przemiany figur.

182. Twierdzenie Pytagorasa.
W trojkacie prostokatnym, kwadrat
wystawiony na przedwprostokatnej
réwna sig sumie kwadratow wysta-
wionych na bokach kata prostego.
Dowodzenie. Niech 160)
bgdzie trojkatem prostokgtnym,
CK kwadratem zbudowanym na
przeciwprostokatnej. Z punktow
Il i K poprowadzmy prostopadie
HG i KM na przyprostokatng
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AB; z punktébw znowu C i K poprowadzmy proste Ci i KL
rownolegte do AB. Trdéjkaty prostokagtne ABC, CHF, 11KL
i KBM sg sobie réwne, gdyz majg przeciw prostokgtne rowne (jako
boki jednego kwadratu) i po jednym kacie ostrym réwnym (np.
/_CBA — |/ BKM, jako katy o ramionach wzajemnie prostopa-
dtych). Z réwnosci tych trojkatow wypada, ze AB — LK — KM
=AC=CF; skad wynika, ze czworokaty LKMG i AGCF sg kwa-
dratami zbudowanymi na przyprostokagtnych AB i AC danego
trojkata. Jezeli do figury CFLKBC dodamy trojkaty CFII
i HLK, otrzymamy kwadrat CHKB; jezeli za$ do tej samej figu-
ry dodamy dwa tréjkaty ACB i BKM réwne pierwszym, otrzy-
mamy figurg ACFLICMA, skladajgcg sie z kwadratu ACFG,
zbudowanego na AC, i kwadratu LKMG, zbudowanego na KM,
czyli AB. Stad wypada, ze kwadrat wystawiony na przeciwpro-
stokatnej rowna sie¢ sumie kwadratéw wystawionych na przypro-
stokatnych tréjkata prostokatnego. c. b.d o

Uwaga. Dla lepszego zrozumienia powyzszego zadania, mozna
catg powyzszag figure wyrysowa¢ na papierze i wykroi¢ cze$¢
AMKLFGA, nastepnie przecig¢ figurg po prostych BK i BC tak,
aby trojkaty BKM i ACB u dotu odjete i u goéry na miejsce
trojkatow KHL i HFC przystawione by¢ mogty.

Whiosek I-szy. Poniewraz pole kwadratu réwna sie kwadra-
towi z jego boku, wiec oznaczajagc przeciwprostokatng BC przez a
przyprostokatne za$ AC i AB przez bi c, mozemy twierdzenie
Pytagorasa przedstawi¢ w ksztatcie réwnania

a2= 02 j.c5 z ktérego wypada, ze a= "b 2\-ci.
Z tego rownania otrzymujemy
b2—a2—c2 i &= ]/"a2—c2

t. j. wtréjkacie prostokatnym kwadrat, wystawiony najednym boku
kata prostego, jest roznicg kwadratow wystawionych na przeciwprosto-
katnej i na drugiej przyprostokatnej.

Whniosek 2-gi. Za pomoca twierdzenia Pytagorasa mozna
obliczy¢ kazdy bok trojkata prostokgtnego, majac drugie dwa dane:

1-sze. Jezeli dane sg obie przyprostokatne, stosujemy wzor
a=]A62j-c2 np. jeSli b=35 m. c*=12 m, to a=]A352[-122
— KI1369=37.
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2-re. Gdy dana jest przeciwprostokatna i jedna przyprosto-
katna, wtedy stosujemy wzor b =ya2—c2 jesli np. a=30, c—24,
to b =Y 302—-242=|/~900—576=]A324=18.
183. Zadania. Na zasadzie twierdzenia Pytagorasa rozw
zujemy mnostwo zadan, z ktdrych przytoczymy tu najwazniejsze.
badanie I. Zbudoica¢ kwadrat, ktoryby byt diva razy wiekszy
od danego. ) ]
Rozwigzanie. Dajmy, ze clice-
£ my zbudowa¢ kwadrat, ktéryby
byt dwa razy wiekszy od kwadra-
tu ABCD (fig. 161). Poprowa-
dziwszy przekatng BD i zbudo-
wawszy na niej kwadrat BDEF,
widzimy, ze on, na zasadzie twier-
dzenia Pytagorasa, rowna sie su-
mie kwadratow wystawionych na
przyprostokagtnych B C i CD
trojkagta BCD, czyli réwna sie
dwa razy wzietemu kwadratowi
Fig. i6i. ABCD. Kwadrat zatem BDEF
czyni zados¢ zadanemu warunkowi.
W ten sam sposob prowadzac przekatne nowego kwadratu,
mozemy nakresli¢ kwadrat cztery razy wiekszy od danego i t. d.
Zadanie Il. Nakre$li¢ kwadrat dwa razy mniejszy od danego
ABCD (fig. 162). _ )

Rozwigzanie. Na boku CB da-
nego kwadratu, jako na prze-
katnej, kreslimy kwadrat ECFB,
wzgledem ktorego dany jest dwa
razy wigkszym (zadanie poprzed.),
a zatem stanowi on potowe danego.

Tak dalej postepujgc, mozemy
nakresli¢ kwadrat w 4, 8, 16 .
razy mniejszy od danego.

Zadanie 111.  Zbudowa¢ kwadrat, réwnowazny: a) sumie dieu
kwadratow ABCD i abcd i b) réznicy tycli dwu kwadratow.
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Rozwigzanie, a) Nalezy nakresli¢ tréjkat prostokatny, ktore-
go przyprostokatne sg AB i ab. Kwadrat, wystawiony na przeciw-
prostokatnej tego tréjkata, bedzie szukanym.

I) Nalezy nakresli¢ trojkat prostokatny, w ktérym bok wiek-
szego kwadratu bytby przeciwprostokatng, a bok mniejszego przy-
prostokatng. Kwadrat, wystawiony na drugiej przyprostokatnej,
bedzie szukanym.

Na zasadzie powyzszego, bardzo tatwo nakresli¢c kwadrat
rowny sumie trzech lub wiecej kwadratow.

Zadanie 1V. Obliczy¢ ‘wysoko$¢ troj-
kata rownoramiennego, znajgc jego pod-
stawe i bok.

Rozwigzanie. Niech w trojkacie row-
noramiennym ABC (fig. 163) bedzie
AB — ¢, AC — b Prostopadta CD,
poprowadzona z wierzchotka kata C
na podstawe, dzieli te podstawe na dwie
rowne czesci (8 87, 2), wiec na zasa-
dzie twierdzenia Pytagorasa

N AN H .
CD"AW-AD"V —- i @2nN: ] A 4

J
Jesli np. AB—8 st,, AC—5st, to CD =y25—16=3 st
Whiosek 1-szy. Pole trojkata rownoramiennego ABC réwna

. AB . CD
sie — w—

Dla wyzej przytoczonego przyktadu pole = iu 3=12 st. kw.
Whiosek 2-gi. W przypadku, gdy trojkat jest réwnoboczny,
kazdy bok jego réwna sie a, otrzymamy, ze wysoko$¢ jego réwna sie

jifl* — = K ~=-| V3, pole zas= " 3

Jesli np. bok tréjkata réwnobocznego réwna sie 10 m., to wyso-
kos¢ jego=5 K3=5.1,732= 8,660 m., poleza$=8,66 . 5=43,3 m.
Whiosek 3-ci. Na zasadzie twierdzenia Pytagorasa mozna tez

obliczy¢ promienn kota wpisanego w wielokat foremny (apotema)»
9
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znajac promien kola opisanego i bok. Jakoz na fig. 143 widzi-
my, ze apotema r jest przyprostokatng w tréjkacie prostokgtnym,
ktérego przeciwprostokatng jest promieri R kola opisanego, drugg
za$ przyprostokatng jest potowa boku (f-) wielokagta. Wypada stad,

- JIEE

Poniewaz w szesciokacie foremnym bok jego réwna sig pro-
mieniowi R, wigc apotema r szesciokata foremnego réwna sig

Wiemy (8 178), ze pole wielokgta foremnego réwna sig ilo-
czynowi z potowy jego obwodu przez apotemg, wigc, zatrzymujgc
powyzsze znakowanie, otrzymamy wzor na pole

gdzie n oznacza liczbg bokow wielokata.
Dla szesciokata foremnego wzor powyzszy przechodzi w na
stgpujacy

Jesli np. promien kola opisanego na szesciokacie foremnym
rowna sig 10 metrom, to pole jego réwna sig
3.100 . 1,732

5 259,8 metr. kwadr.

Zadanie V. Obliczy¢ bok kwadratu
D wpisanego w kolo.

Rozwigzanie. Niech bgdzie kwa-
drat ABCD (fig. 164) wpisany
w kolo. Z trojkata prostokatnego
AOB otrzymamy

AB2= AO*+ OB2= 2R\
skad AB = R
gdzie R oznacza promien kota.

Zadanie V1. Obliczyé bok tréjkata
réwnobocznego wpisanego w koto.
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Rozwigzanie. Jezeli BA i AL
(fig. 165) sg bokami szesciokata
foremnego, to BL jest bokiem
tréjkata rownobocznego i czworo-
bok AB OL jest uko$nikiem (8§
168), ktérego przekatne OA
i BL dzielg si8 wzajemnie na
czesci réwne i sg do siebie pro-
stopadte (88 107, 108). Stad wy-

Fig. 165. pada, ze

B P —BO*—O0I7 czyli =50»—01»;

oznaczajac promienn BO kola przez R, otrzymamy

BIJ —SR1 i BL= R KS3.

Jezeli np. promieA kota réwna sie 5 stop., to bok trojkata
rownobocznego wpisanego réwnaé sie bedzie
5 = 5.1,732 = 8,660 stop.

184. Twierdzenie- W trojkacie ostrokagtnym, kwadrat z
przeciicleytego katowi ostremu réwna sie sumie kwadratéw dwu bokdw
kata, mniej podwdjny iloczyn z podstawy przez jej odcinek od wierzchot-
ka kata ostrego do spodka wysokosci.

Dowodzenie. Niech bedzie troj-
kat ABC (fig. 166), w ktérym
kat A jest ostry. Z wierzchotka B
poprowadzmy na podstawg AC wy-
sokos¢ BD, ktéra utworzy na pod-
stawie odcinki AD i DC.
W trdjkacie prostokatnym BDC
badzie
BC 1=zBD*A-DCi,
lecz BD jest przyprostokatng w trojkacie prostokatnym ABD,
wigc BD1= ABI—-AD1(8 182 wn. 2); oprocz tego DC — AC—

boku
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AD, wigc DC1—AC2 AD2-2AC . AD *). Jedli otrzymane dla
BD2 i DC2 wartosci podstawimy w réwnanie BC2—BD 2-\-DC2

otrzymamy
BC2=AB2—-AD2+AC2+AD*—2AC.AD=AB2+ AO—2AC.AD.
c. b.do
185. Twierdzenie. W tréjkacie rozwartokatnym kwadrat z b

przeciioleglego katowi rozwartemu réwna sie sumie kwadratow dwu
bokoio kata wiecej podwdjny iloczyn z podstawy tréjkata przez jej od-
cinek od wierzchotka kata rozwartego do spodka wysokosci.
Dowodzenie. Niech badzie tréj-
kat ABC (fig. 167), w ktorym
kat A jest rozwarty.
Z wierzchotka C poprowadzmy
wysokos¢ CD na podstawg BA.
n W trojkacie prostokagtnym BCD
mamy

Flg. 167. BCI=BD‘+DCU

lecz w tréjkacie prostokagtnym CAD
DC2=zCA*—AD]1

oprocz tego

BD—BAA-AD i BD2=BA2\-AD2+ LBA . AD**).
Podstawiwszy te wartoscina BD i DC wréwnanie BC2=BD 2{-CD2
otrzymamy

B(?=CA2—ABi+BAtA-AD1+2BA . AD=CA*+AB2+2BA . AD.

c b do

Whiosek + Na zasadzie powyzszych twierdzen mozemy obliczy¢
wysoko$¢ trojkata, znajac wszystkie trzy jego boki. Jakoz oznaczajac
boki przeciwlegte katom A, B, C (fig. 166) przez a, b i c, to jest
oznaczajagc AC przez b, BC przez a, AB przeze, mamy w trdjkacie
prostokgtnym BCD, BD2—a2—DC2 a potem w trojkacie ABC,
c2=b2j-a2—2b . DC; skad

") Oznaczajac przez a i b dwie wielkosci, otrzymujemy przez mnozenie
(a—bp=za2—2ab+b2.
**) (a-fi)==a2+2ai+62
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52+ a 2~
2b

Podstawiajgc tg wartos¢ w réwnanie BD 2=a2—DC2 otrzymamy

BD2a2 (it+«2 *2t= 4bW -(b>+a'-cy_
4b2

DC

(2ab+a2i-bi—c2 (2a5—a2—52j-c2 *).
452
Tak samo rozkiadajac kazdy z czynnikéw w nawiasach, otrzymamy
(2a5-f-a2f-52—c—(a-\-b)~—c2r=(a-|-5-|]-c) (a-f-5—c)
(2a5—a3—bl-j-ch)=c2—(a—h)2=(c-(-a—5) (c—a-|-5).

Wiec jgd»=(a+k+c) (c+ a—¢0 (c+™—a)
452

skad DD—— ~(a-f-i-f-c) (a-|-5—) (c-f-a—b5) (c-)-Z>—a).

Whniosek 2. Poniewaz pole trojkata rowna sig potowie iloczy-
nu z podstawy przez wysoko$¢, wigc oznaczajac pole trojkata ABC
przez s, otrzymamy

AC .BD b 1 ,-—-
* g-—-- — Yy *2b (@+"'+¢) («+"—c) («—5+c) (6-f-c—a)

—'h -¢) (a-|-5—=c) (c-j-a—b) (c-j-5—a).

Przyk%ad. Obliczy¢ pole trojkata, w ktérym a=18 m., 5=12 m,,
<=10 metrom.

at+H~c—TO, a-\-b—= 20, a-f-c—5=16, b-{-c—a ~ 4,
wigc = #4740 .20.16.4= " -8K2=4072=56,56 m. kw.

186. Twierdzenie. W kazdym réwnoleghboku suma kwadra-
tow jego przekatnych réwna sie sumie kwadratow czterech jego bokdw.

*) Na zasadzie twierdzenia, ze réznica kwadratow réwna sie iloczyno-
wi z sumy przez réznicg, t. j. A*—B2={A-\-B) . (A—B).
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Dowodzenie. Niech badzie réwno-
legtobok AB CD (fig. 168), ktore-
go przekatne sg BD i AC. Popro-
wadziwszy prostopadte BE i CF
na bok AD, otrzymamy na zasa-
dzie (88184, 185)

A BD*=AB'+AD'—2AD . AE.

Flg. 18 AC'=AD*+DC*-\-ZAD . DF.
Lecz trojkaty prostokatne ABE i DCF s sobie rdwne, poniewaz majg
AB = CD (jako boki przeciwlegte rdwnolegtoboku) i / ABE—
/ DCF (katy migdzy ramionami réwnolegtemi), wigc AE — DF.
Dodajac powyzsze dwa réwnania stronami i uwazajagc, ze AD —BC,
otrzymamy

BD2+ACMADt+DCt+BW+AB1
c. b d o

Zadanie VII. Tréjkat nieréwnoboczny ABC (fig. 169) zamieni¢
na réwnoramienny.
Rozwigzanie. Przez wierzchotek
F_ n _c¢ C poprowadzmy réwnolegty FC
do podstawy AB. Wiadomo, ze
kazdy punkt tej prostej, potaczo-
ny z koricami podstawy, daje troj-
kat rownowazny danemu (§ 176 wn.
1). Lecz poniewaz szukany tréjkat
ma by¢ réwnoramienny, wigc
wierzchotek jego musi sie jeszcze
znajdowa¢ na prostopadiej ED do AB, wystawionej z jej Srodka E
(8 117, b). Wypada stad, ze trojkat ADB jest szukanym.
Zadanie VIII. Tréjkat ABC (fig. 169) zamieni¢ na réwnowaznyi
mu trdjkat prostokatny.
Rozwigzanie. Wystawiamy w punkcie A prostopadta AF
do prostej AB, az do przecigcia sig z prostg CF w punkcie F.
Trojkat AFB bgdzie zadanym (8§ 176, wn. 2).
Zadanie 1X. Dany tréjkat ABC (fig. 170) zamieni¢ na innyy
ktéryby miat dang podstawe a.
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Rozwigzanie. Odtozywszy
AD ~a, tgczymy punkt D z pun-
ktem C prosta DC i prowadzi-
my prostag B E réwnolegta do DC
az do przeciecia sig z przediu-
zonym bokiem AC w punkcie E.
Potaczywszy punkt E z punktem
D prosta ED, otrzymamy zada-
ny tréjkat AED.

Jakoz,

A ACD jest rownowazny A ACD,
A CDE jest rownowazny A CDB (§ 176, wn.2);
dodawszy stronami, otrzymamy
A ACDA- A CDE*= A ACD+ A CDB;
czyli A ApE= A ABC.
W spos6b podobny rozwigzuje sig zadanie: Dany tréjkat
zamieni¢ na inny, ktéryby miat dang ‘wysokosc.
Zadanie X. Dany trojkat zamienié¢ na prostokat réwn owazny.
Rozwiazanie. Przez Srodek wysokosci prowadzi sig réwnole-
gta do podstawy i przez konce podstawy prostopadte do niej az do
przeciecia sig z rownolegly. Otrzymany prostokat bedzie zadany.
Zadanie XI. Dany wielokat zamieni¢ na tréjkat réwnowazny.
Rozwigzanie. Niech bedzie pie-
ciokat ABCDEA (fig. 171), ktory
trzeba zamieni¢ na tréjkat réwnowa-
zny. Poprowadzmy przekatng DB
i przez wierzchotek C réwnolegly
do niej CK, az do spotkania K
z przedtuzeniem boku AB. Pols-
czywszy punkty D i K prostg DK,
otrzymamy  czworokat DKAED
Fig. 171 rownowazny danemu pieciokgtowi.
Jakoz,
dany pieciokat ABCDEA =czworok. ADEDBA+itojk. DBC,
otrzymany czworok. D KAED ~czworok. DBAED +trojk. DBK.
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Lecz dwa tréjkaty BBC i DBK, majagce wspolng podstawe
i wierzchotki Ci K, na prostej CK, réwnolegtej do BB, sg réwno -
wazne (§ 176, wn. 2), wiec

pieciokagt ABCBEA rownowazny czworokatowi BKAED.

Poprowadziwszy nastepnie przekatng BA, réwnolegtg do niej
EL i polagczywszy punkty B i L prosta BL, otrzymamy trdjkat
KBL, réwnowazny czworokgtowi BKAEB.

Widocznem jest, ze powyzszy sposob stosuje sie do kazdego
bez wyjatku wielokata.

Zadanie XII. Prostokat ABCB (fig. 172) zamieni¢ na kwadrat
réwnouatny.

Rozwigzanie. Przedtuzamy mniej-
szy bok AB prostokata tak, aby by-
to BE—BC; nad prostag BE, jako
nad $rednicg ze Srodka A, opisuje-
my potokrag, ktory przecina prze-
dtuzony bok AB w punkcie F; pro-
wadzimy prostg BF i na niej wy-
stawiamy kwadrat FBML, ktdry
bedzie zadanym. Jakoz potgczyw-
szy punkty E i L, jakotez F i C
prostemi EL i FC, otrzymamy dwa
trojkaty EBL, i FBC rowne sobie,
gdyz BL=BF, jako boki jednego
kwadratu, BE—BC z wykreslenia,
/_LBE-rkatowi prostemu LBFA-
/_FBE, ¢FBC—katowi prostemu

ABC+/_EBF; wiec ¢EBLz=/FBC. Lecz tréjkat EBL sta-
nowi potlowe kwadratu FMBL, gdyz ma z nim wspdlng podstawe
BL i rowng wysokos¢ (punkty E, F i M lezg na prostej rownole-
glej do BE) (8 176, wn 2), trdjkat znowu FBC stanowi potowe
prostokata ABCB. Woypada stad, ze i prostokagt ABCB jjest
rownowazny kwadratowi BFML.

Uwaga 1. Poniewaz kazdy wielokat mozna zamieni¢ na troj-
kat jemu roéwnowazny, a kazdy tréjkat na prostokat réwnowazny,
wiec kazdy wielokat mozna zamieni¢ na kwadrat jemu réwnowazny.
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Uwaga 2. WidzieliSmy, ze pole kota rédwna sie iloczynowi
z jego okregu przez pot promienia, wiec koto mozna uwazaé jako
rownowazne prostokatowi, majgcemu za podstawe okrag kotla, a za
wysokos$¢ potowe promienia. Stad wypada, ze jeslibySmy za pomo-
cq jakiego$ sposobu geometrycznego mogli $ciSle wyprostowac¢ okrag
kota, to moznaby byto koto zamieni¢ na kwadrat rownowazny, czyli,
jak mowia, przeprowadzi¢ kwadraturg kota, lecz poniewaz geome-
tryja uczy, ze niema zadnego sposobu matematycznego na Sciste
wyprostowanie okregu kota, wiec kwadratura kota jest niemozebna.

187. Pytaniai zadania. Jakie jest tioierdzenie Pytagorasal
Czemu sig rowna kwadrat przeciwprostokgtnej? Czemu sig réwna
kwadrat przyprostokatnej? Czemu sig réwna wysokos$¢ trojkata rowno-
ramiennego? Czemu sig réwna wysoko$¢ tréjkata rownobocznego?
Czemu sig réwna bok kwadratu wpisanego w koto? Czemu sig réwna
sbok trojkata rownobocznego wmpisanego w koto? Czemu sig réwna
promien kota wpisanego w wielokat foremny (apotema)? W tréjka-
,cie prostokagtnym dane sg obie przyprostokatne: a) 6 cali i 8 cali;
b) 9 metr. i 12 metr.; ¢) 28 m.i 15 m.; d) 1,28 i 3,4; € 22s
i 5'/s—obliczy¢ przyprostokatne. W trdjkacie prostokagtnym dane sg
mprzeciwprostokatng i przyprostokatna: a) 15 c. i 12 c., b) 30 m.i 24
metr., ¢) 285 m. i 182 m. d) 18,25 i 6,11, e) 124s i 1023—obli-
czy¢ drugg przeciwprostokatng. Jaki ksztatt ma trdjkat, ktérego boki sa:
0) 523, 51 223; b) 5 2| i4; ¢ 3,2i 2,75? Zrobiong ma by¢
drabina tak dtuga, aby przystawiona do domu w ten sposéb, ze dolny
jej koniec odstaje od domu na 2,5 m. siggata do 4,5 m. wysokosci
tego domu—jak wielka badzie diugos¢ tej drabiny? Przekatna kwa-
dratu rowna sig 15 m.—obliczy¢ bok i pole kwadratu. Przyprosto-
katna trojkata prostokgtnego réwna sig 24 c., a polo jego réwna sig
384 c. kw.—obliczy¢ przeciwprostokatng. Przekatne ukosnika sa:
210 c. i 112 c.— obliczy¢ jego obwdd. Obliczy¢é diugos¢ cigciwy,
ktorej odlegtos¢ od Srodka kota wynosi 6 saz. 2 st., jesli promien te-
go kota réwna sig 17 sgz. i 6 stop. W kole, ktérego promien réwna
sig 3,7 c., poprowadzono ciagciwg dtugosci 5,92 C — obliczy¢
odlegtos¢ jej od srodka. Cigciwa, majgca diugosci 36 c., oddalong
jest od $rodka na 7j c.—obliczy¢ promien kota. Obliczy¢ pole troj-
kata prostokatnego, majac jego przeciwprostokatng a=7,09 metra
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i przyprostokatng J=6,45m. Obliczy¢ pole trojkata réwnoramiennego,
jesli jego podstawa i bok réwnajg sig: @) 80 m. i 41 m., b) 87,I(i e.
i 104,15 c. Pole trojkata réwnoramiennego réwna sig 1,848 c. kw.,
podstawa za$ 66 c.—obliczy¢ jego wysoko$¢ i bok. Pole trojkata réwno-
ramiennego rowna sig 76229 m. kw., wysoko$¢ zas§ 2179— obliczy¢
podstawg i bok. Obliczy¢ pole tréjkata réownobocznego, ktoérego bok
réwna sig: a) 15 c., b) 28 m., c¢) 15,18 m. Obliczy¢ pole szescio-
kata foremnego, ktérego bok réwna sig: a) 15c., b) 10 m, c) 15 ar.
Obliczy¢ bok szesciokata foremnego, jesli pole jego réwna sia: a) 280
st. kw., b) 182,15 m. kw., c) 212 ar. kw. Obliczy¢ pole tréjkata,
znajac jego boki: a) 10,17 i 21, b) 25,29 i 36, c¢) 14,13 i 15. Zna-
jac promien kota réwny 10 m., obliczy¢ pola wpisanych w nie: tréj-
kata rownobocznego, kwadratu i szesciokgta. Obliczy¢ réznica pomig-
dzy polem kota o promieniu 10 c. i polem kwadratu wpisanego w to
koto. To samo zadanie dla szeSciokata foremnego. Dowie$¢, ze jezeli
na przeciwprostokatnej i na przyprostokatnych trdjkata prostokatnego,
jako na $rednicach, opiszemy potkola, to suma pol potksigzycow u-
tworzonych przez okragi kot réwna sig polu tréjkata prostokagtnego.
Nakresli¢ koto réwnowazne: a) sumie dwu koét, b) réznicy dwu két,
c) 9 razy wigksze niz koto dane, d) 25 razy mniejsze od kofa danego.
Nakresli¢ koto, ktorego pole réwnatoby sig polu pierscienia utworzo-
nego przez dwa kota wspdtsrodkowe (na zas. twierdz. Pytagorasa).
Dany trdjkat podzieli¢ na kilka réwnych czesci prostemi wychodza-
eemi z jednego wierzchotka. Podzieli¢ trojkat na cztery przystajgce
trojkaty. (bLaczy sig srodki wszystkich bokéw prostemi). Dany tréj-
kat ABC zamieni¢ na réwnowazny trojkat, ktérego jeden bok bytby
BC, drugi za$ réwnatby sig danej prostej b. (Podstawg danego tréj-
kata jest dana BC, wierzchotek za$ powinien sig znajdowaé¢ na pro-
stej rownolegtej do podstawy i poprowadzonej od niej w odlegtosci
réwnej wysokosci Al) danego trdjkata, oraz na okragu kota zakre-
Slonego z korica podstawy promieniem réwnym b). Zbudowaé tréj-
kat, ktorego pole réwnatoby sig summie lub réznicy dwu tréjkatow,
majacych jednakowg wysokos$¢. Zbudowac kwadrat, ktdrego pole sta-
nowitoby /3 cza$¢ pola danego kwadratu. Trapez zamieni¢ na kwa-
drat réwnowazny. Wykresleniem dowie$¢ prawdziwosci twierdzen:
a) (a-j-b) 2= a 2j-2ab-j-b}1b) (a—2)2= a 2—2ab-"-b2, c) (a-j-b) . (a—b)
—a2—i2
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V. Proporcyjonalno$¢ odcinkow i podobienstwo figur.
1 Proporcyjonalno$¢ odcinkdw.

188.  Znalez¢ najwieksza wspdlng miare dwa odcinkow.

Wspdlng, miarg dwu
odcinkdbw AB i CD

r
ktéry sie w nich mie-

C Sci bez reszty. Ponie-
waz najwieksza wspdlna

) miara tych dwu od-

Fig. 173. L . . p

cinkbw nie moze byc¢

wiekszg od mniejszego
odcinka CD, wiec prdbujemy, czy CD nie miesci sie wWAB, i wtym ce-
lu przenosimy CD na AB tyle razy, ile mozna. Jeslisie zawiera bez
reszty, to CD oczywiscie bedzie najwiekszg wspdlng miarg tych odcin-
koéw. Jesli zas okaze sig, ze CD miesci sie wAB np. dwa razy i jeszcze
zostaje reszta EB, t. j. jesli AB=2CD-\-EB, to przenosimy te reszte
EB na mniejszy odcinek CD. Przy tern mogg zachodzi¢ dwa przypad-
ki: albo EB miesci sie bez reszty, albo tez zostaje reszta. W pierw-
szym przypadku EB jest wspdlng miarg. Jakoz dajmy np., ze EB
miesci sie¢ w CD trzy razy, bedziemy mielii CD=3EB, AB—
2CD+EB=QEB+EB=1EB, t. j. EB miesci sic w AB dokia-
dnie 7 razy, w CD za$ 3 razy. Jezeli zas okaze sie, ze przy tern
odktadaniu zostanie reszta GD, tak ze CD=?>EB-\-GD, to nowg
reszte przenosimy na pierwszg reszte EB i dajmy, ze ona miesci
sie w niej dwa razy, tak ze EB=2GD. Widocznem jest, ze wspol-
ng miarg dwu danych odcinkéw bedzie wtym razie GD, gdyz idac w
gore otrzymujemy nastepujace réwnosci: EB—2GD, CD=3EBA-
GD—7GD,AB—2CD+EB=U GD-\-GD=1QGD. Gdyby odci-
nek GD nie miescit sie doktadnie w EB, nalezatoby otrzymana
reszte przenies¢ na GD i t. d.

Jezeli postepujgc sposobem wyzej wylozonym, to jest tym
samym, ktéry stuzy do znalezienia najwiekszego wspolnego dziel-
nika dwu liczb, dochodzimy do reszty rownej zeru, to ostatnia reszta
bedzie wspdlng miarg dwu odcinkéw i odcinki nazywajg sie wspot-
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miernymi; jezeli za$ okaze sie, ze nigdy do reszty réwnej zeru nie doj-
dziemy, to odcinki dane nie maja, wspolnej miary i nazywajg sie
niewspotmiernymi. W przypadku, gdy odcinki sg wspotmierne, sto-
sunek ich wyraza sie liczbg catkowitg lub utamkowa, np. przyj-
mujac, ze AB = 16GD i CD=ilGD, znajdziemy, ze stosunek
,AB_ 16
CD~~ 7
miary, stosunek ich wyraza sie liczbg niewspo6tmierng, ktdrg tylko
z danem przyblizeniem obliczy¢ mozna. Tak np. dowodzi sie geo-
metrycznie, ze przekatna kwadratu i bok jego sg niewspotmierne.
tatwo tez wykaza¢ rachunkiem, ze stosunek tych dwu prostych
wyraza sie liczbg niewspdtmierng. Oznaczajac przez a bok kwa-
dratu, znajdziemy, ze przekatnajego d=.aV~2 (Zad. V.s. 130). Wiec

W przypadku za$, gdy odcinki nie majg wspolnej

N V~2 t. j. liczbie niewspdtmiernej.

Dla otrzymania stosunku dwu odcinkéw, w przypadku gdy
one sg niewspotmierne, mozna postgpi¢ w sposéb nastepujacy. Po-
dzieliwszy odcinek CD np. na 100 réwnych czesci, dochodzimy, ile
takich czesci zawiera sie w wiekszym odcinku. Poniewaz taka
cze$¢ nie moze sie dokfadnie zawiera¢ w wiekszym odcinku, gdyz
w przeciwnym razie odcinki bylyby wspotmierne, wiec dajmy, ze
liczba wyrazajgca, ile razy setna cze$¢ mniejszego odcinka zawiera
sie w wiekszym, zawarta jest pomiedzy 228 i 229; stad wypada, ze
228 AB 229
100" 100

189. Twierdzenie. Wszelka
réwnolegta co jednego z bokéw
trojkagta dzieli dwa inne na czesci
proporcyjonalne.

Zalozenie. Dajmy, ze DE\\
DC (fig. 174), mamy dowies¢, ze

AD _ AE
DB — EC'
Dowodzenie. 1-sze. Dajmy,
Fig. 174 ze odcinki AD i DB sg wspdt-
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mierne i dla utkwienia mysli, dajmy, ze wspdlna miara miesci sie w
AD pieC razy, awD B sze$¢ razy, tak ze = jp Przenidstszy

wspoOlng miare na odcinki AD i DB i przez punkty podziatu po-
prowadziwszy linije rownolegte do podstawy trojkata, znajdziemy
(8 129), ze te odetng na odcinkach AE i EC réwne czesci, a mia-
nowicie na AE pie¢, a na EG sze$¢ rownych czesci; bedzie wiec
AE _ 5 . AD _5 . AD AE

EC 6 a 26 DB 6’ Zatem UB EC’

2-re. Dajmy teraz, ze AD i DB sg niewspotmierne. Z po-
przedniego paragrafu wiadomo, ze stosunek dwu odcinkéw nie-
wspotmiernych mozna wyznaczy¢ z dowolnem przyblizeniem, po-
dzieliwszy prosta AD na pewng liczbe réwnych czesci i przenidst-
szy te czesci na DB. Jezeli przez punkty podziatu, takim sposo-
bem otrzymane, poprowadzimy linije réwnolegte do BC, otrzyma-

my przyblizony stosunek rowny stosunkowi przyblizonemu

a ze stopien przyblizenia jest zupeilnie dowolnym, wiec nasze
twierdzenie jest tez prawdziwe i w przypadku niewspotmiernosci
odcinkdw.

Whiosek 1L Zupetnie takim
samym, jak poprzedni, sposobem
mozemy dowies¢ dwu nastepuja-
cych réwnosci:

AB _ AC AB _ AC
AD ~ AE’ DB ~ EC

Whniosek 2, Réwnolegte AB,
CDh, EF . . . (fig. 175) od-
cinajg na dwu jakichkolwiek pro-
stych AC i BD odcinki propor-
cyjonalne.

Jakoz poprowadziwszy prostg CK réwnolegta do BD, otrzy-

mamy (8 129); takim samym sposobem dowie-
. . EC FD . AE BF
dziemy, 28 o5 p3'  lecZz Proposi  ~ FD wh adasze
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A.E EC . ,EC FE EC CG
= Z prOpOrCyi 288 CG=m Wymka’ Ze FE ~ EH’
. AE EC _ CG
W9C jjp m.FE ~ EU
190. Wzajemnica. Wszelka
prosta, wyznaczajaca na dwu lokach
trojkata odcinki proporcyjonalne,
jest rownolegta do trzeciego loku.
Zatozenie. Dajmy, ze pro-
sta EE (fig. 176) oznacza na bo-
kach trojkagta ABC odcinki czy-
nigce zados¢ proporcyi
AE _ AE
EB~ EC
mamy dowie$¢, ze EE\\BC.
Dowodzenie. Gdyby bowiem
E E nie bylo rownolegtg do BC,
*moznaby byto przez punkt E poprowadzi¢ prostg EE’', réwnolegly
do BC i na zasadzie twierdzenia poprzedniego bytoby

AE AE' AE + EB _AE'+ E'C AB _ AC
EB' IE ¢ | skqd D B - = E ,c 't EB ~ E'C’
o AE _AE - hodsi AB - AC
a ze = Jee,albo, co na jedno wychodzl, EC” \SC
AC AC

bytoby EC—~EC" skagd EC = EC, co jest oczywiscie niemo-

.zebnem, wiec E E nie moze by¢ réwnolegta do BC.

191. Twierdzenie. Eicojsieczna kata
dzieli bok przeciiclegly na dwa odcinki
proporcyjonalne do bokow im przylegtych.

Zatozenie. Dajmy, ze w trojkacie
ABC (fig. 177) prosta BE jest dwoj-
sieczng kata B, mamy dowies¢, ze

AB _AB
EC ~ BC'

Dowodzenie. Przedtuzmy bok AB
i poprowadzmy prostg EC réwnolegly
do BE. Na zasadzie § 189
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AD _ AB

DC ~ BE”’
lecz na zasadzie § 70.3/_BEC—/_ABD, ¢(C_DBC—/j BCE, a ze
z zatozenia /_ABD=/]DBC, wiSc (BEC = (BCE i trojkat
BCE jest réwnoramienny (8 83, wn. 3),t. . BE=BC, stagd wypada,

ze Be — 88,

192. Wzajemnica. Jesli w tréjkacie ABC (fig. 177) prosta
BD, wychodzaca z wierzchotka kata A, dzieli bok przeciwlegly na
odcinki proporcyjonalne do bokdw przylegtych, to prosta ta jest dwoéj-
msieczng kata A.
AD AB
DC BC
/_ABD = ¢(DBC.

Dowodzenie.  Uskuteczniwszy to samo co poprzednie wy-

Zatozenie. Dajmy, ze mamy dowies$¢, ze

kreslenie, znajdziemy, ze (8 189), a ze z zatozenia
AB AD . AB AB
BC ~DC'" M BE~BC"
(BEC=/_BCE (8§85, wn.3); lecz; BEC—Z_ABD, /_ BCE=
/_DBC, wiec /_ABD=/DBC.

193. Zadanie. Do trzech danych prostych a, b, ¢ (fig. 178), zna-

BE = BC, a zatem

lez¢ czwartg proporcyjonalng, t.j. znalez¢ takg prostg o aby — — —

Rozwianie. Wykresla si8 kat do-

wolny A, odcina si§ na jego ramionach

e AB=za, AC—b i AD—c i prowadzi

prostg4 EC rownolegta do BD;

prosta AE b8dzie szukang czwartg pro-

porcyjonalng. Jakoz, na zasadzie § 189

AB AD » a c

AC ~ AE Cih b~ AE'

194. Zadanie. Dang prostg podzieli¢
w danym stosunku.
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Rozwigzanie. Chcac dang prosta podzieli¢ w danym stosun-
ku, np. 5 : 7, do$¢ bedzie podzieli¢ jg na 7 + 5 réwnych czesci
(8 129), wtedy odcinki zawierajgce siedm i pie¢ takich réwnych
czesci beda szukanymi odcinkami.

195. Pytania i zadania, W trékacie ABC bok AB = 8 metr.,
AC=I1l m; z punktu D prostej AB, odlegtego od A na 2,5 m,, po-
prowadzono prostq B E réwnolegla do BC — obliczy¢ odcinki AE
i EC. W tréjkacie ABC z punktu D, dzielacego bok AB w sto-
sunku 5 : 3, poprowadzono prostg D E réwnolegta do B C — obliczy¢
odcinki AE i EC boku AC, ktérego dtugos¢= 2,28 m. W trojkacie
ABC bok AB=2\,1 m., AC=zl7,3& m.; prosta D E odcina od tych
bokéw diugosci -4 z?=155 m, i AE—12,4 m.;—wyznaczyé: jakie jest
potozenie prostej D E wzgladem GC. W trdjkacie ABC bok AB—
3ti arsz.,, bok AC—Tjj ar.; prosta D E odcina dtugosci AD = 2 arsz.
i AE—"1 arsz.— jakie jest potozenie D E wzgladem BC. Dang
prostag podzieli€ w stosunku 5 : 7. Dowie$é, ze proste wychodza-
ce z jednego punktu dzielg sig dwiema réwnolegtemi na czasci pro-
porcyjonalne. "Wtréjkacie ABC bok AB =217 m, AC—155 m.
B C—29,76—wyznaczy¢: na jakie odcinki dwdjsieczna kata A dzieli
bok BC. To samo zadanie dla 423= 223 st., -4C=845st., BC—
727 st. Dowies¢, ze prosta AD, dzielaca kat zewnatrzny trdjkata
ABC na dwie réwne czasci, przecina przedtuzony bok BC w punk-
cie E, majacym ta wihasnos¢, ze A3 BE (dowodzenie takie samo

jak i w § 191). Dana prosta AB podzieli¢ w stosunku 3:4:5.

2. Podobienstwo trdjkatow.

196. Okredlenie. Dwa troj-

B katy ABC i abc (fig. 179)
nazywajg sie 'podobnymi, gdy

maja katy rowne. Boki, lezace

naprzeciwko- katdw réwnych,

nazywaja sie odpowiednimi

Jesli np. ZA=/_a, /B —

c /b, ZJG—/J, to boki .AB

iabb AC i ac, BC i b,
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nazywajg sie odpowiednymi. Dla oznaczenia podobiefstwa tréjka-
tow uzywamy znaku tak np. ABC"abc oznacza, ze tréjkat
ABC jest podobny do trdjkata ale.

Z samego okreslenia podobiefstwa tréjkatow wynika, ze:

1- sze. Dwa trdjkaty ukosnokatne sg do siebie podobne,

majg po dwa katy réwne kazdy kazdemu.
2- re. Dwa trojkaty prostokatne sa do siebie podobne,

majg po jednym kacie ostrym rownym.
3-cie. Jesli
w trojkacie
ABC (fig.
180) popro-
wadzimy
prosta DE
rownolegty

do BC, to
otrzymam

tréjkat
ADE podobny do tréjkagta ABC, gdyz /_ ADE =. /_ABC,
(AED=/ACB (§870,3).

4-te. Dwa trojkaty, majace boki réwnolegte, albo prostopa-
die, jeden do drugiego, sg podobne. Jakoz, katy odpowiedne, za-
warte miedzy takimi bokami sg albo réwne, albo spetniajace do
dwu prostych (§ 70,4). Lecz widocznem jest, ze dwa katy pierw-
szego trojkata nie mogg by¢ oba spetniajgcymi do dwu prostych
katéw drugiego, bo wtedy suma wszystkich katow w obydwu tréj-
katach przewyzszalaby cztery katy proste, wiec dwa katy jednego
trojkata muszg by¢ rowne dwu katom drugiego. Zatem dwa dane
trojkaty, majac katy odpowiednio réwne, sg podobne.

197. Twierdzenie. IF trojkatach podobnych boki odpowiedne
sg proporcyjonalne.

Zalozenie. Trojkat (fig. 180) ABC"Aabc, t.j. / \A—/_a,.
/_B=/_b, /_C=/_c; nalezy dowies¢, ze

AB BC AC
ab be ac

Fig. 180.

10

gdy

gdy
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Dowodzenie. Odkfadajac na bokach AB i AC odcinki AD
I AE odpowiednio réwne ab i ac, i potagczywszy punkty D i E
prostqa DE, znajdziemy, ze dwa trdjkaty ADE i ale majace po
dwa boki AD i ab, AE i ac réwne i XA—/.a> sg sobie rdwne
(8 84); stad wypada, z2¢ /ADE—/b, a ze/_B—/b, wiSc
/_ADE —/_B i prosta DEWABC (8 66). Z rownolegtosci za$
tych prostych wypada (§8 180). ze
AB AC AB AC
AD AE’ CZh ab ~ ac'
Jezeli teraz
B (fig. 181)na
ramionach
AB i DC

odtozymy
czesciBD =
baiBE—hc
i punkty D i
E potagczymy prostg D E, znajdziemy, rozumujgc tak jak poprzednio,
AB BC . AB _BC
DB~ BE’ Chh'ab ~ hc
Poréwnywajac te proporcyje z poprzednia, znajdziemy
AB BC AC
B ab be ac
Whiosek. W tréjkatach po-
dobnych ABC i abc (fig. 182)
wysokosci majg sie do siebie w
stosunku bokéw oélpowiednych.
Jakoz, poniewaz ABCoo
abc, wiec/ A — /ja, a ze
/D =i/d, jako proste, wiec
trojkat ABDcoabd (8 196,

BP AB
ty* bd ab
198. Twierdzenie. Dwa trdjkaty, majace boki proporcyjonal

sg podobne.



— 147 —

Zatozenie. Dajmy, ze ~j-— = —A (fig. 181), nalezy do-

wies¢, ze trojkaty ABC i abc sg rownokatne, czyli podobne.
Dowodzenie. Na boku AB odiézmy cze$¢ BD —ba i popro-
wadzmy  osta DE rdéwnolegla do AC. Tréjkat BDEcoABC
(8 196, 3) j dla tego bedziemy mieli
AB BC AC
DB ~ BE~ DE
Porownawszy te stosunki z danymi
AB BC __AC
ab bc ac
i uwzgledniajac, ze BDzzzab z podtozenia, znajdziemy
BE—bc i DE=ac;
stad wypada, ze trojkaty BDE i abc sa sobie réwne (§ 86),
a ze trojkat BDE jest rownokatny z trojk. ABC, wiec i trojk.
abc jest rownokatny z tréjk. ABC, t j. /A —/a, [/ B=/ b,

199. Twierdzenie. Dwa trojkaty, majace kat rowny zawarty
miedzy bokami proporcyjonalnymi, sg podobne.

Zatozenie. Niech bedg dwa trojkaty ABC iabc (fig. 181),
w ktérych ZB—/b i " na’czy dowiesé, ze te trdjkaty
sg podobne.

Dowodzenie. Na boku AB wezmy dtugo$¢ BD=ba i popro-

wadzmy réwnolegla DE do AC. Trdjkaty podobne BDE i ABC

. . AB BC . AB _ BC ;
daja proporcyje ¥8 —BE1 czyli b = JIPi> gdyz BB = a

ab Bb(é wiec BE—bc. Dowodzi
to, ze trojkaty BDE i abc, majgce kat réwny zawarty miedzy
bokami odpowiednio réwnymi, sg réwne. A ze tréjkat BD E jest
podobny tréjkatowi ABC (8 196,3), wiec trojkaty ABC i abc
sg podobne.

200. Twierdzenie. Obwody trojkatow podobnych majg sie da
siebie, jak boki odpowiedni.

- . . AB
z wykreslenia; lecz z zatozenia



Dowodzenie- Jakoz, dajmy, ze dwa trojkaty ABC i abc (fig.
181) sg podobne. Z ich podobienistwa wynika, ze
AB_ BC CA
ab bc ca’
ABA-BC+CA _AB _BC _ CA
ab-\-bc-\-ca ab bc ca
201. Twierdzenie. Pola dwu trojkatéw podobnych maja sie do
siebie, jak kwadraty z bokéw odpowiednych.
Dowodzenie. Dajmy naprzdd, ze dwa trojkaty ABC i abc (fig.
182) majg po jednym kacie A i a rébwnym. Poprowadziwszy wyso-
kosci BD i bd i oznaczajac pola trdjkatéw przez Pip, mamy

stad

P _AC.BD 17
o watt (§176),
lecz ABBooabd (8 196,3), wiec— —” , a zatem
P AC.AB
p ac.ab

t. j. pola trojkatow', majacych kat rowny, majg sie do siebie w sto-
sunku iloczynéw z bokéw stanowigcych ramiona tego kata.
Jesli teraz przyjmiemy, ze tréjkaty ABC i abc sg podobne,
AC _ AB . . .
otrzymamyE = b Podstawiajgc wiec w proporcyi

P~ AC.AB zamiast AC warto$¢ jego AB , otrzymamy
v ac.ab ac

P AB2
p ab2
Przyktad. Przypusémy, ze pole trojkata ABC—25 st. kw.
i ze stosunek ab = -3|, trzeba obliczy¢ pole abc.
Na zasadzie poprzedniego twierdzenia

vV Z@P 2?-25 9 st. kw.
Whniosek. Wyciggajac pierwiastki kwadratowe ze wszystkich
*

. . P AB2
wyrazow proporcyi v , otrzymamy
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t. j. boki dwu tréjkatéw podobnych majg sie w stosunku pierwiastkow
kwadratowych z pél tych trojkatéw.

202. Pytania i zadania. Jakie tréjkaty nazywaja sia podob-
nymi? Jaka jest wiasnos$¢ trojkatow podobnych? Kiedy dwa tréjkaty
prostokatne sa podobne? Boki trojkata ABC sg 14 stép. 6 cali, 19
st. 6 c., 26 st. 6 c., najmniejszy bok trojkata abc co ABC roéwna
s:g 4 st. 10 c.;— obliczy¢ pozostate boki trdjkata abc. Boki trojkata
sg: 43 u/12 c., 905,20, 103'/3c.; prostg réwnolegtg do pierwszego bo-
ku poprowadzono tak, azeby odcinek jej, zawarty pomigdzy dwoma
drugimi bokami, réwnat sia 296 c.;—obliczy¢: w jakich odlegtosciach
od wierzchotka kata przeciwlegtego przecina ona drugie dwa boki
tréjkata. Podstawy trapezu sg: 13,2 m. i 17,6 m., jeden z bokéw réwna
sig 7,7 m.;—obliczy¢: ojaka dlugos¢ nalezy przediuzy¢ ten bok, aby
przecigt sig z przedtuzeniem drugiego boku. Boki réwnolegtoboku sg
odpowiednio réwne 9 st. i 3 st.; odlegto$¢ bokéw, majacych diugosci
9 stop, réwna sig 3 st.;—obliczy¢ odlegto$¢ dwu pozostatych bokow.
Jeden z bokéw tréjkata ma 323 cala, a réznica pomigdzy dwoma dru-
gimi bokami réwna sig 2,25 cala; w trojkacie danemu podobnym
roznica bokéw odpowiednych réwna sig 2,7 c., obwoéd za$ réwna 13,1
c.;—obliczy¢ boki tego ostatniego trojkata. "W trdjkacie dane s3: bok
a, wysokos¢ h poprowadzona na bok a i odlegto$¢ p od a odcinka, za-
wartego pomigdzy bokami b i ¢ i  poprowadzonego réwnolegle
do a;—obliczy¢ ten odcinek, jesli 1) a=19,2; &= 17,6; p —7,7;
2) a=8 decim., h= 1,5 dec., y>=0,8 dec. Tyka dtugosci 8 m., pionowo
ustawiona, rzuca cien 2,4 m.;—obliczy¢ wysoko$¢ przedmiotu, ktorv
w tym samym czasie rzuca cien dlugosci 12,6 m. Dla wynalezienia
wysokosci jakiego$ przedmiotu pionowego AB nalezy obra¢ sobie
punkt C, ktéregoby odlegto$¢ od spodu A przedmiotu mierzyé mozna,
potem ustawie pionowo w C tyka CD i potozy¢ sig za nig nawznak
w ten sposob, aby oko ujrzalo w prostym kierunku i koniec tyki D
i wierzchotek przedmiotu B. Stanowisko oka E oznacza sig palikiem
i wymierza odlegtosci EC i EA ;—obliczy¢ wysoko$¢ tego przedmiotu,
jesli: CZZ—1,8 m, CE—I,b m. AE—13,5 m. W trdjkat, ktorego
podstawa réwna sig 8 m., a wysokos¢ 6 m. i ktédrego wszystkie ka-
ty sa ostro, wpisano prostokat, z podstawg lezagcg na podstawie
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tréjkata;—obliczy¢ podstawg i wysokos$¢ prostokata, jesli wiemy, ze
stosunek ich dtugos$ci=54. Obliczy¢ obwdd tréjkata abc, jesli wia-
domo, ze obwdd tréjkata podobnego AJ3C—18,4 m., a stosunek bo-
kéw odpowiednyeh réwnasiag 4 :5. Pole tréjkata—8=148 m. O; je-
den z jego bokéw—a = 6, bok odpowiedny tréjkata podobnego «,=9;—
obliczy¢ pole drugiego tréjkata. To samo zadanie w zalozeniu, ze
a= 182 m.; a,—9,8 m.; S=84,5 m. 0. Stosunek p6l dwu tréjkatéw po-
dobnych=J5, 6—obliczy¢ boki mniejszegoz nich, jesli boki wigkszego
sq: 16,10 i 12 st. Trojkgt ABCo”abc; boki tréjkata ABC s3g: 18,12;
15,18; 16,25 m.;—obliczy¢ boki tréjkata abc, jesli pole jego réwna
sig 144 m. kw. Dwa trojkaty maja po kacie rownym; boki, zawierajace
ten kat, sg w pierwszym tréjkacie 17,6 m. i 13,2 m.; w drugim
8,4 m. i 11,2 m.; pole pierwszego=116,16 m. kw.;—obliczy¢ pole
drugiego.

2. Twierdzenia wyptywajgce z podobienstwa trojkatow.

203. Twierdzenie. Jesli w trojkacie prostokatnym, z wierzchotka
kata prostegopoprowadzimy prostopadtg naprzeciwprostokatna, wtedy:

1- sze. Tréjkat rozklada sie na dwa tréjkaty podobne do
a tem samem podobne pomiedzy soba.
2- gie. Kazda przyprostokatna jest Srednig proporcyjonalns

miedzy przeciwprostokatng i odcinkiem, jej przylegtym.
3- cie. Prostopadita jest srednig proporcyjonalng pomiedzy odcin-
kami przeciwproslokatne;.
Zalozenie. Niech ABC (fig. 183)
bgdzie  trojkatem  prostokatnym,
w ktérym z wierzchotka A kata
prostego poprowadzono prostopadig
AD na przeciwprostokatng BC; ma-
my dowies¢, ze
1) tréjk. ABDoz trojk. ABC; tr. ADCco t.ABC.,
BC AB BC__AC
AB BD5 AC DC'
oo ZD= AD
v AD DC*



— 151

Dowodzenie. 1-sze. Trdjkaty prostokatne ABB i ABC, ma-
jace kat ostry B wspolny, sa podobne (§ 196, 2); tak samo trojkaty
prostokagtne AJDC i ABC, majgce kat ostry C wspolny, sg takze
podobne. Zatem dwa trojkaty ABJD i ABC, podobne tréjkatowi
ABC, sg podobne pomiedzy soba.

2- gie. Z podobienstwa trokatow ABB i ABC otrzymamy

BC _ AB
AB UB’
z podobienstwa za$ tréjkatéw ABC i ABC wypada, ze
BC__AC
AC~ BC'
3- cie. Z podobienstwa trojkatow ABB i ABC wyplywa, ze
BB AB
AB ~ BC °

Whiosek 1-szy. Z proporcyi » A wypada BC .BB=

AB\ z proporcyi z a § ~ = ~ wypada BC . BC—AC'-, dodaw-

szy do siebie te dwie réwnosci, otrzymamy BC .BB -~-BC . BC—
AB2+AC2 czyli BC.{BB+BC]z=AB2+AC2
t- - BC*=AB*+A C\
Otrzymujemy tym sposobem drugie dowodzenie twierdzenia
Pytagorasa.
Whniosek 2-gi. Jesli z punktu A
(fig. 184), dowolnie wzietego na okregu,
poprowadzimy prostopadt3 AB na
$rednice BC 1 cieciwy AB 1 AC do
punktéw krancowych tej S$rednicy, to
tréjkat ABC bedzie prostokatny, gdyz
/_A jest prosty (8 153, wn. 2). Wiec
na zasadzie twierdzenia poprzedniego:
1-sze. Kazda z cieciw jest Srednig pro-
Fig> 184. porcyjonalng pomiedzy $rednicg i odcin-
kami przylegtymi, t. j.
BC _ AB BC_AC
AB~ BB * AC IwW '
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2-gie. Prostopadta AD jest $rednig proporcyjonalng pomiedzy
odcinkami $rednicy, t. j.
BD _ AD

AD~ DC °

204. Twierdzenie. Dwie cieciwy przecinaja sie w kole na czesci
odwrotnie proporcyjonalne.
Dowodzenie. Niech CB i ED
(fig. 185) beda, dwie cieciwy, przeci-
najace sie w punkcie A. Polgczywszy
punkty B i E, jakotez C 1D pro-
stemi BE i CD, otrzymamy dwa
trojkaty ACDIAED podobne, gdyz
/_D z=/_B, jako majace za miare
potowe tuku CME[% 153)V_C-=/_E,
jako majace za miare potowe tuku
DLB. Z podobienstwa za$ tych tréj-
Fig. 185. katow wypada, ze
AD
AE AB -
Z wiasnosci proporc¢yi wypada, ze
AC. AB—AE . AD.

Oczywiscie, ze jakakolwiek inna cieciwa LM, przechodzac przez
punkt A, dzieli sie w tym punkcie na odcinki AL i AM, dla kt6-
rych AL . AM=AE . AD. Wypada stad, zc powyzsze twierdze-
nie mozna jeszcze tak wyrazi¢: lloczyn odcinkdw cieciwy przechodza-
cej przez jeden i ten sam punkt weicngtrz kota nie zalezy od potozenia
cieciwy, czyli jest iloscig stata.

Whiosek. Poniewaz iloczyn dwu odcinkéw wyraza pole prostoka-
ta, ktorego podstawg jest jeden odcinek, a wysokoscig drugi (8 173),
wiec widzimy stad, ze pola wszystkich prostokatéw zbudowanych na
odcinkach cieciw, przechodzacych przez jeden punkt, sg sobie réwne.

205. Twierdzenie. Dwie sieczne kota sg odwrotnie propor-
cyjonalne do swoich odcinkéw zewnetrznych.

Dowodzenie. Niech AC i AE (fig. 186) beda dwie sieczne,
przechodzace przez punkt A. Pofaczywszy punkty B i E, jakotez
CiD, prostemi BE i CD, otrzymamy dwa trojkaty podobne A CD
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i ABE, gdyz maja kat A wspél-
ny, ¢(.C—Z.E (8 153). Z podo-
bieAstwa tych tréjkatéw wypada,
ze

AC_AB

AE~ AB '

Z wiasnosci proporcji wypada
AC AB=AB mAE.
Poprowadziwszy dowolng sieczng
AM, otrzymamy AM <AL =
AD < AE. Wypada stad, ze iloczyn
siecznej przez jej odcinek zewnetrz-

ny nie zalezy od potozenia su  j, czyli jest ilocig stala.

Whniosek. Pola prostokatéw zbudowanych na siecznych, prze-
chodzgcych przez jeden i ten sam punkt i na ich odcinkach ze-
wnetrznych, sg sobie rowne.

206. Twierdzenie. Jesli z punktu, wzietego zewnatrz kofa po-
prowadzimy styczna i sieczna, to styczna bedzie Srednig propcrcyjonal-
ng miedzy sieczng i jej odcinkiem zewnetrznym.

Dowodzenie. Niech AN (fig.
187) bedzie styczna, AC sieczng
przechodzacemi przez punkt A. Po-
prowadzmy proste BN i CN, a
otrzymamy dwa trojkaty podobne
CAN i ABM, gdyz kat A jest
wspélny, / ACNm=./ANB, jako
majgce za miare potowe tuku B N
(88 153, 159). Z podobieAstwa
tych tréjkatéw wypada, ze
_ NA
NA~~ AB
Z wihasnosci proporcyi wynika, ze
NA'=AC mAB.
Poprowadziwszy przez punkt A dowolng sieczng AM, otrzymamy
AM *AL—AN2 t. j. iloczyny wszystkich siecznych, przechodzgcych
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mprzez dany punktprzez ich odcinki zewnetrzne sa iloscig statg, ktora
réwna sie kwadratowi stycznej do kota poprowadzonej z tego punktu.

Whiosek. Pola. prostokatéw, zInidowanycli na siecznych i ich odcin-
kach zewnetrznych, réwnajg siepolu hcadratu zbudowanego na stycznej.

Uwaga. Wszystkie trzy wyzej przytoczone twierdzenia mozna
zkaczy¢ w jedno, a mianowicie: Jezeli przez punkt ptaszczyzny kota
poprowadzimy prostg do kota, to iloczyn odlegtosci tego punktu od
dwu punktéw przecie¢ z kotem bedzie staly, jakiekolwiek prosta wez-
mie potozenie.

lloczyn ten matematycy nazywaja potega punktu wzgledem kofa.

Zadanie 1. Znalezé $rednig proporcyjonalng pomiedzy dwoma
odcinkami a i b.

Rozwigzanie. Na prostej nie-
ograniczonej A X (fig. 188), wezmy
AB—a i BC—b; na sumie AG,
jako na érednicy, nakresimy pot-
okrag ABC i z punktu B wypro-
wadzmy do Srednicy prostopadia,
BD. Prosta BD bedzie $redniopo-
porcyjonalng szukang(§ 203, wn. 2).

Zadanie 2. Rozwigza¢ powyzsze zadanie na zasadzie § 203
i na zasadzie 8§ 206.

Zadanie 3. Podzieli¢ odcinek A B
(fig. 189) w stosunku Srednim i

skrajnym.
Rozwigzanie. Rozdzieli¢ odci-
nek AB w stosunku $rednim
i skrajnym znaczy podzieli¢ go na
dwie takie czesci, aby cze$¢ wiek-
sza AE byla Srednioproporcy-
onalng pomiedzy catym odcinkiem
AB i czescig jego mniejszg EB.
Dla rozwigzania tego zadania
wystawmy z punktu B prostopadla BO do AB i réwng jej po-
to wie i poprowadzmy prostag AO; potem z punktu O, jako srodka
promieniem OB nakre$lmy okrag, ktdry przetnie prosta AO
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w punkcie C; nakoniec z punktu A jako Srodka promieniem AC na-
kresimy tuk CE, ktéry przetnie prosta, AB w punkcie szuka-
nym E.

Jakoz na zasadzie § 20G

AT) _AB
AB ~ AC
skad AD—AB AB-AC
AB AC

Lecz poniewaz AB = 2BO = CD, wiec AD—AB = AD—
CD= AC— AE, AB—AC — AB—AE — EB, wiec

AE_EB AE

AB — A E ’ albo>co na J*no wychodzi, — — ~

Whniosek. Oznaczajac odcinek AB przez a, tatwo obliczyé
wielko$¢ AE.

Jakoz (§ 182) AOi:zAB*+BO':a'+Z —\4—a\ skad’
AO"F i ze zad AE=AC=A0—0C=~ wigc

i-Cr- (rr-i).

Uwaga. Dzielenie powyzsze nazywa sie dzieleniem boskiem
lub zlotem (sectio divina v. sectio aurea). Przekonano sie, ze dzie-
lenie to napotykamy w dzietach natury i sztuk.

Zadania. Oznaczajac przez a przeciwprostokatng, przez bi c
przyprostokatne, przez h—prostopadta, spuszczongz wierzchotka kata
prostego na przeciwprostokatna, przezp i ¢ odcinki przeciwprostokatnej,
rozwigzaé¢ nastepujace zadania: Obliczy¢ a, p, q i /(, jesli: 1) b=24;
c=45; 2) b=3,6; c=4,8; 3) (<==2,977.; c= 19,236. Znalezé c, li,
pig,jeslia=7,09 m.it=6,45 m. Znalez¢ q,a,p ic, jesli 6=126,3
m., 84,5 m. Przyprostokatne tréjkata prostokatnego sg 5 i 12 s.— ob-
liczy¢ odlegto$¢ wierzchotka kata prostego od przeciwprostokatnej. Pro-
stopadta spuszczona z wierzchotka kata prostego na przeciwprostoka-
tng dzieli jg na dwa odcinki 3,6 m. i 6,4 m.—obliczy¢ przyprostokatne..
Z konca A przeciwprostokatnej AC trojkata prostokgtnego wysta-
wiono do niej prostopadta az do przecigcia sie z przedtuzong
przyprostokgtng BC w punkcie AT,—obliczy¢ dlugos¢ A1B, wie-
dzac, Ze AB — 7 m,, aBC — 5 m. Przyprostokatne tréjkata pro-
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stokatnego sg 8 m. i Gm.—obliczy¢ dtugos¢ odcinko'w, na ktdre prze-
ciwprostokatng dzieli dwojsieczna kata prostego. Prostopadia spu-
szczona z wierzchotka kata prostego na przeciwprostokatng, majaca dtu-
gosci 7'/17 stopy, dzieli tg przeciwprostokatng na dwa odcinki, badace
w stosunku 64:225;—obliczy¢ przeciwprostokatng. Promien kota rowna
sig 8| stopy; z punktu okragu oddalonego od korica $rednicy na 11'/3
L spuszczono na nig prostopadig;—obliczy¢ odcinki $rednicy, na ktore
prostopadia jag dzieli. Przyprostokatna trojkata prostokatnego réwna
sig 23,74 m. itworzy z przeciwprostokatng kat 60°—obliczy¢é prze-
ciwprostokatng. (Opisujac koto na trojkacie, widzimy, ze druga przy-
prostokatna jest bokiem tréjkata réwnobocznego wpisanego w koto).
Dwie cigciwy przecinajg siag wzajemnie w ten spos6b, ze odcinki je-
dnej sg 1,5 i 2,8; jeden za$ z odcinkéw drugiej cigciwy jest 3A—
obliczy¢ drugi odcinek. Dwie cigciwy przecinajg sig wewnatrz kota
tak, ze odcinki jednej sg 21,25 calai 11,2 C, odcinki za$ drugiej cigci-
wy sg w stosunku 2 :3;—obliczy¢ diugosci odcinkéw drugiej cigciwy.
W kole poprowadzono cigciwg 0,8 m., z jednego konca tej ciaciwy
poprowadzono $rednica, a z drugiego prostopadta do tej Srednicy,
w skutek czego $rednica zostata podzielong na dwio czasci, z ktérych
czas¢ nieprzylegajgca do cigciwy réwna sig 1,2 m.—obliczy¢ dtu-
gos¢ $érednicy i cigciwj", przylegajacych do danego odcinka S$rednicy.
Obliczy¢ S$rednicg kota, jesli ciaciwa, przechodzaca przez jeden jej ko-
niec réwna sig 36 c., a prostopadta spuszczona z konca cigciwy na
$rednicg dzieli jg na czasci, réznica ktorych réwna sig 6 calom. Jedna
z dwu siecznych kota rowna sig 0,072 m., a cza$¢ jej zewnalrzna
0,016 m.—obliczy¢ druga sieczng, jesli jej odcinek zewnatrzny réwna
sig 0,024 m. Promien kota réwna sig 3 st. 5 c.; z punktu oddalone-
go od $rodka o 4 st. 11 cali poprowadzono sieczng, ktorg okrag ko-
ta dzieli na dwie réwne czasci;—obliczy¢ dhugos$é siecznej. Z punktu,
lezacego zewnatrz kota, poprowadzono styczna, ktorej dtugo$¢é=0,02736
na., i sieczng, ktdrej wewnatrzna czas¢ jest trzy razy wigksza od ze-
wnatrzuej—obliczy¢ sieczng. Z punktu danego zewnatrz kota popro-
wadzono do niego stycznag i sieczng;—obliczy¢ dtugosci tych linij, wie-
dzac, ze sieczna jest wigkszg od stycznej o 2 milimetry i Ze odcinek
zewnatrzny siecznej réwna sig 3| milim. Przez punkt dany zewnatrz
kota poprowadzi¢ sieczng do kota tak, zeby ona zostata podzielong



157 —

przez okrag na dwie réwne czesci (Wyobrazmy sobie z punktu po-
prowadzong styczng do kola i dajmy, Ze szukana sieczna przecina
okrag kota w punktach B i C. Na zasadzie § 206 bodzie AAP—AB.

AM2  2AM2. AMy?2

AC—AB.2iAB —2,AB2 stad.AB2=: AB-.

Stad wypada, Ze dla otrzymania punktu B, nalezy z punktu A pro-
mieniem, rownym potowie boku kwadratu wpisanego w koto o promie-
niu AM, opisa¢ okrag kota; punkt jego przeciecia sie¢ z danym o-
kregiem bedzie szukanym punktem). Ozy zadanie powyzsze zawsze
jest mozliwem? Opisa¢ okrag kota, przechodzacy przez punkty A, B
i styczny do prostej MN. (Oczywiscie, Ze dla rozwigzania tego zada-
nia do$¢ bedzie znalez¢ punkt stycznosci O. Lecz przedtuzajac pro-
stg AB do przeciecia sie z prosta MN, w punkcie L, widzimy, Ze
punkt Oznajdzie sie, uwzgledniajac, ze na zasadzie §206 LO jest Srednig
proporcyjonalng miedzy LA i LB). Zbudowa¢ kwadrat réwnowazny:
«) prostokatowi; 6) réwnolegtobokowi; «) tréjkatowi; dj trapezowi;
e) wielokatowi (na zasadzie $redniej proporcyjonalnej). Prosta, styczna
do dwu okregéw, nazywa sie wspdlna ich styczna; styczna wspdlna
moze byé zewnetrznag lub wewnetrzng. Przyjmujac, Ze promienie dwu
danych kot sa R i r, odlegto$¢ za$ $rodkéw d;—obliczy¢ punkty, w kto-
rych wspoélne styEzne zewnetrzne i wewnetrzne przecinajg linie $rod-
kéw. Dowies¢ na zasadzie podobienstwa trojkatow, Zze przez te pun-
kty przechodza tez proste taczace konce dwu jakichkolwiek promieni
rownolegtych w obu kotach. Wyprowadzi¢ stad sposob prowadzenia
stycznych wspoélnych do dwu kot

4. Podobienstwo wielokgtow.

208. Okredlenie. Dwa wielokaty nazywajg sie podobnymi,
gdy majg katy réwne i boki odpowiedne preporcyjonalne. Bokami
odpowiednymi nazywamy boki, fgczace wierzchotki katéw rownych.
Dwa wielokaty ABCDEFA i abcdefa (fig. 190) nazywajg sig po-
dobnymi, gdy:

Z"N=Z«> Z.B"Ib, Z.C=/c, ¢(D=/_d, [_F—Il_f
.AB_BC_ CD DE EF _ FA
ab bc cd de ef fa



Fig. 190.

Z okreslenia podobienstwa wielo-
katébw wynika, ze dwa wielokaty
foremne o jednakowej liczbie bokdw
sg podobne. Jakoz wiemy, ze wiel-
kos¢ kata wielokagta foremnego zale-
zy tylko od liczby bokéw (8 114,
wniosek), a zatem w wielokatach
foremnych jednoimiennych katy sg
rowne. Oprocz tego, z powoda ro-
wnosci bokow wielokatéw foremnych
bedzie (fig. 191)

AB BC CD

ab bc cd ~

BE EF FA

de ef fa ’
gdyz w tych stosunkach poprzed-
niki i nastepniki sg sobie réwne.

209. Twierdzenie. Bwa wielo-
katy podobne przekatnemi, popro-
wadzonemi z wierzchotkéw dwu ka-
tow réwnych, rozktadajg sie na ro-
surg liczbe tréjkatow podobnych
i réwnie utozonych.

Zatozenie. Dajmy, ze dwa
wielokaty ABCBEFA i abcdefa
(fig. 190) sg podobne, t. j. dajmy,ze
Z"NZ«> Z.B=/p, (c"Zs-,
P=2d>2Z""Z* Z*=2Z]

*AB BC cI>

ub bc

cd —~
BE_EF__FA
de ef fa ’

nalezy dowies¢, ze

A ABC”o0 A abc, A ACD cO0A acd, A ABE<*>Aade,

A AEECc0A aef.
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Dowodzenie. Poniewaz z zatozenia
AB BC . :
i wiec na zasadzie § 199 tr./HSCcsstr. abc.

Z podobieAstwa tych trojkatébw wynika, ze /_ACB—/_ach,
a ze z zalozenia ¢ C ~/c, wiec /_C—/_ACB=/_c—¢ach, czyli
/ACD —/ acd; oprocz tego z podobieristwa tych dwu trojkatéw

. . A . L o — oA
wynika, z € o 28z zalozenia b cd VI, cd’
wigc dwa tréjkaty ACD i acd; majace po kacie rownym i zawartym
pomiedzy bokami proporcyjonalnymi, sg podobne (§8 199). Dowie-
dzie sie tak samo podobienstwa trojkatow pozostatych.

210. Twierdzenie odwrotne. Jezeli dwa wielokaty dzielg sie
przekatnemi, poprowadzonemi z wierzchotkéw katéw réwnych, najedna-
kowa liczbe trdjkatow podobnych i podobnie utozonych, to te dwa wie-
lokaty sa podobne.

Zatozenie. Niech w dwu wielokatach ABCDEFA i abcdefa
(fig. 190) bedzie:
tr. ABCo&tr. abc, tr. .dCZJoatr. acd, tr. ADEcotr. ade, tr. AEF
ootr. aef; nalezy dowie$¢, ze wielokaty ABCDEFA i abcdefa sg

podobne.

Dowodzenie. Z podobienstwa tréjkatow ABC i abc wynika,
ze ID=/1> i ZACB—/ach; z podobienstwa za$ trojkatow ACD
i acd wynika, ze /ACD =/acd, wiec /ACBA-/AED=/ach-\-
/acd, czyli/C —/c. W ten sam sposob dowiedzie sie, ze /D =
/d, IE= 1] eit. d

Oprocz tego z podobienstwa tréjkatow ABC i abc wynika, ze

AB BC AC
ab bc ac’
z podobienstwa tréjkatow ACD i acd wynika, ze
AC CD_ AD
ac cd ad”’
z podobienstwa trojkatow ADE i ade otrzymamy
AD DE AE
ad de ae
nakoniec z podobienstwa trojkatéw AE Fiaef otrzymam y
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AE__AF _ FE
ae af fe
Poréwnywajac te proporcyje, otrzymamy
AB _BC__CD"_ DE _EF FA
ab bo cd de ef fa

Wiec wielokaty ABCDEFA i abcdefa, majace katy réwne |
boki odpowiedne proporcyjonalne, sg podobne.

Uwaga. Stosunek dwu bokéw odpowiednych w wielokgtach
podobnych nazywa sie stosunkiem podobiefstwa tych dwu wielo-
katow.

Gdy stosunek podobienstwa rdwna sie jednosci, wtedy dwa
Wielokaty stajg sie réwnymi.

211 Twierdzenie. Obwody dwu wielokatow podobnych m:
sie jak boki odpowiedne, uich pola jak kwadraty z tych bokow.

Dowodzenie 1-sze. Poniewaz w wielokgtach podobnych
ABCDEFA i abcdefa ma miejsce

AB_BC_CD_ DE EF_ FA
ab be cd de ef fa ~’
wiec na zasadzie wihasnosci znanej proporcyi
AB+BC+CD+DE+EF+FA__AB
ab-\-bc-{-cd-\-de-\-ef-\-fa ab

2-ie. Poniewaz dwa wielokaty podobne sktadajg sie z jedna-
kowej liczby trojkatow podobnych i podobnie utozonych (8 209),
wiec na zasadzie § 201 bedzie
ABC_AB2 ACD_ CD* ADE_DE2 AEF__EF1
abc ~~ ab2’ acd cd2’ ade de2 ° aef efl

AB _BC_ CD _DE _ EF
a ab bc cd de ej ’
ABC_ ACD _ ADE AEF
A abc acd ade aef ~’

zatem na zasadzie znanej wiasnosci proporcyi
ABC+AGD+ADE+AEFA _ ABC _AB»
abc-\-acd-\-ade-\-aefa abc ab2 ’
ABCDEF AB?2

@z 1 abcdef ab2
c. b d o
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Whniosek 1-szy. Woyciagajac pierwiastki kwadratowe z obu
stron tego rdwnania, otrzymamy

AB j/I~ABCDEFA ,

ab jA abcdefa
t. j. boki odpowiedne wielokatéw podobnych sg w stosunku pierwiast-
kow kwadratowych z ich pol.

Whniosek 2-gi. Ohoody wielokatéio foremnych o réwnej liczbie
bokéw sg proporcyjonalne do promieni albo do apotem. W samej
rzeczy poniewaz takie wielokaty sg podobne (§ 208), wiSc

AB+BC+CD+DE+EF+FA AB
ab-\-bc-\-cd-\-de-\-ef-\-fa ab’

Jesli ze Srodkéw O o(fig. 191) poprowadzimy prostopadte OK i
0&do bokéw AB i ab i potagczymy wierzchotki A i B, a i b ze $rodka-
mi O o, otrzymamy dwa trojkaty podobne AOB i aobh, gdyz
ZP=Z p,;0AB=/oab, poniewaz /jo>AB=\/j\, /joab—\/a.
Z podobienstwa zas tych trojkatow wynika, ze

AB _ OA Qijr
ab oa —' (88197, 197 wn.).

Wypada stad, ze
AJS+BC+CD+DE+EF+FA AB OA OK
ab-\-bc-\-cd-\-de-\-ef-\-fa ab ~ oa ok

5. Niektdre zadania, odnoszace sie do wielokgtéw foremnych.

212. Zadanie 1. Majac promien kota i bok wielokgta wpisa-
nego, znalez¢ bok wielokata opisanego o réwnej liczbie bokow.

Rozwigzanie. Niech bodzie wielokat foremny ABCDEFA (fig.
192) wpisany w koto. Poprowadziwszy ze srodka O wielokgta prosto_
padie do jego bokdéw i przedtuzywszy je do przecigoia sia z okragiem
w punktach MiNiPl... prowadzimy w tych punktach styczne do okragu;
tym sposobem utworzy sig wielokat AtBtClIZ> EtFtA,, ktorego
katy bada réwne katom danego wielokata, gdyz boki ich sg réwno-
legte do siebie (88 166 wn. 1. 72). Oprocz tego i boki tego wielokata bada
réwne pomigdzy sobg, gdyz, uwazajac dwa tréjkaty prostokgtne OMBt
OBINi w ktérych przeeiwprostokagtna OBt jest wspdlna, przypro-

11



stokatuer OM i ONt jako
promienie jednego kota sg
sobie réwne, widzimy, ze
/ OB,M= X OBtNt, to jest
prosta, faczaca Srodek O wie-
lokata z ktérymkolwiek wierz-
chotkiem np. B y dzieli kat u te-
go wierzchotka na dwie czasci
rowne. Uwazajac teraz dwa
tréjkaty OB, A, i QJILC\, w

ktérroh Vit SIR IPfit.

nr a.

Eig. 192 /_OAyBy = /OCyBYy, jako
potowy katéw rownych At i
CQy, znajdziemy, ze A,By=By C, Jezeli zatem katy i boki wielokata
AyBy G/Dy EyFyAy sa réowne pomigdzy soba, to ten wielokat jest forem-
nym i bok AyBy jest szukanym. tatwo teraz widzie¢, ze wierzchot-
ki odpowiedne A i A, wielokatow 1 wspélny ich $rodek leza na jednej
prostej. Jakoz, nie trudno dowie$¢, ze z réwnosci tréjkatdw prostoka-
tnych AyMO i AySO wypada, ze prosta OAy dzieli kat SOM na
dwie réwne czasci, tak samo z réwnosci trojkatéw prostokatnych OAl
i OAK wynika, ze prosta OA dzieli ten sam kat SOM na dwie
réwne czasci; czyli, innemi stowy, ze proste OA i OA, zlewajg sig
w jedna.
To wiedzac, otrzymujemy 2z podobienstwa trojkatow ABO
i AyByO
A By OM
AB~OI
oprocz tego z trojkata prostokatnege OIA wypada, ze
01=Y OAL-AB, (§182 wn.1),

a ze Al=~y , wiac

Podstawiwszy tg warto$¢ w powyzszg proporcyja, otrzymamy
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Oznaczajagc przez n liczbg bokéw wielokata, przez a— bok

Jeg®j przez b — bok wielokgta opisanego réwnoimiennego, a przez r

promien kota, znajdziemy, ze powyzsza proporcyja przybiera ksztakt
hH r

Przyktad. Obliczyé bok szesciokata foremnego opisanego na kole,
ktérego promien réwna sig r. Poniewaz w tym przypadku a6=r
(8 168),

wigc be

213. Zadanie 2. Majac dany promien kola i bok wielokata
foremnego wpisanego, znalez¢ bok wielokata foremnego wpisanego o
podwadjnej liczbie bokow.

Rozwigzanie. Miech AB=a,, (fig. 193) badzie bokiem wielo-

kata foremnego wpisanego w koto o pro-
C mieniu r. Poprowadziwszy prostopadtg OD
do boku AB, przedtuzywszy jg do prze-
cigcia sig z okragiem kota w punkcie C
i polagczywszy punkt C z punktem A
prosta AC znajdziemy, ze AC~aln ba-
dzie bokiem wielokagta foremnego wpisa-
nego o podwojnej liczbie bokéw.
Z trojkata ostrokatnego OAC otrzy-
mamy (§ 184)

ACP~OAi+0OC2-20C . OD,
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z trojkata za$ prostokatnego OAD

OD~Y~02*—AD*= 'y /' 0A2~ ~ -
Podstawiajac tg wartos¢ w powyzsze réwnanie i uzywajac zna-
kowania wyzej podanego, otrzymamy
az» = 2r2—2r
skad

a»=j /" 2r*-2r|l] 'r*—

Przyktad 1. Obliczyé bok o$miokata foremnego wpisanego
w koto, ktérego promien réwna sig r. W tym przypadku o4=r |/"'2
(str, 130 zad. V), wiac

« Gt 2r-2rjlAT-2j = ~y/l~2r227r]/ \ =

rJA2— K2 .
2. Obliczy¢ bok dwunastokgta foremnego wpisanego w koto, kté-
rego promien réwna sig 10 m. W tym przypadku a6= 10, wigc

2r2—2r~ | N r2— = rY-2—'yf
— 10 VIi—yj. m

Dodatelk.

Obliczenie n.

Oznaczajac przez P i P obwody dwu wielokgtéw foremnych
0 jednakowej liczbie bokéw wpisanych w okragi két o promieniach R
1 R', mamy (8211, wn. 2)
P R P P
P ~R1 ab°P ~R'-
Ta proporcyja istnieje jakkolwiek mate sg boki dwu wielokatéw
wpisanych, lecz poniewaz z powiakszeniem sia liczby bokdéw obwody
wielokatoéw coraz bardziej sig zblizajg do okragéw Ci Ct, wigc badzie
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CcC, . C

B~ B, -zy1 2R~ 2B,
to jest stosunek okregu kola do $rednicy jest liczbg stala, t. j. jednako-
wa dla wszystkich kot  Stosunek ten nazywamy n i dowodzi sie,
ie jest liczbg niewspétmierna.

Z roéwnania tc = ji\./l kladac B =1, wypada t = . t. j. tro-
¢

wna sie potowie okregu kota, ktérego promien réwna sie jednosci.
Dla przyblizonego obliczenia potowy takiego okregu obliczamy na za-
sadzie wzorow 88 212 i 213 boki, a nastgpuie i obwody wielokatow
foremnych wpisanych i opisanych o 6, 12, 24.... bokach. Tak poste-
pujac otrzymamy nastepujgcag tablice.

Liczba bokéw Potowa obwodu Potowa obwodu

wielokata wielokagta wpisanego wielokata opisanego.
6 3,00000 3,46411
12 3,10582 3,21539
24 3,13262 3,15966
48 3,13934 3,14609
96 3,14103 3,14272
192 3,14114 3,14187

Z tej tablicy widzimy, ie poniewaz potowy obwodéw wieloka-
téw wpisanego i opisanego o 192 bokach zgadzajg sie w trzech pier-
wszych cyfrach dziesietnych, wiec Cyfry te nalezg do tc, gdyz tatwo
widzie¢, ie warto$¢ tc zawiera sie pomiedzy potéwkami obwodéw
wielokgtéow foremnych wpisanych i opisanych o jednakowej liczbie
bokow.

Znakomity matematyk grecki Archimedes, postepujac tg drogg

i zatrzymujac sie na 96 bokach, otrzymat dla wliczbe 2 (z przybli-

zeniem do 0,01); Adryjan Metius znalazt tc= i—ii = 3,141592 (z
przyblizeniem do 0,00001)j Ludolf z Ceuln w Itolandyi obliczyt tc
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z przyblizeniem do 35 cyfr dziesietnych; nakoniec Anglik Shanh (1873)
do 707 cyfr.

214. Pytania 1 zadania. Dowies¢, ze dwa wielokaty réw-
nokatne sa podobne, gdy majg (n— 2) boki po sobie idace
proporcyjonalne i przylegte katom réwnym. Dowie$¢, ze dwa wie-
lokaty o n bokach sa podobne, gdy majg n—1 bokéw proporcyjo-
nalnych, zawierajgcych n—2 katéow odpowiednych réwnych. W wie-
lokgtach podobnych dwa punkty nazywajg sig odpowiednymi, gdy ztg-
czono z koncami bokéw odpowiednych linijami prostemi, wyznaczajg
trojkaty podobne i podobnie ulozone. Dwie proste, taczace dwa
punkty odpowiedne, nazywajg sig linijami odpowiednemi, jak np. dwie
przekatne, ktore tacza wierzchotki odpowiedne. Dowies¢, ze w wie-
lokatach podobnych linije odpowiedne sa proporcyjonalne do bokéw od-
powiednych; (nalezy konce prostych odpowiednych potaczy¢é prostemi
z dwoma wierzchotkami odpowiednymi danych wielokatow i do otrzy-
manych tym sposobem pieciokatéw zastosowaé twierdzenie wypowie-
dziane w zadaniu poprzedniem). Dowie$¢, ze dwa trapezy majace boki
odpowiedne proporcyjonalne sa podobne. Dowie$¢, ze dwa prostokaty
majace dwa boki przylegle proporcyjonalne, sg podobne. Dowies¢, ze
dwa roéwnolegtoboki, majace kat réwny, zawarty pomiedzy dwoma bo-
kami proporcyjonalnymi, sg podobne. Dowies¢, ze wszystkie kwa-
draty s podobne. Boki pieciokgtasg 4 m., 25 m,, 35 m. 5 m,i6 m;
obwdd drugiego pieciokgta podobnego pierwszemu réwna sig 39 m.;
obliczyé: 1) boki tego ostatniego pieciokata, 2) stosunek pdl tych pie-
ciokatéw. Boki szesciokata sa: 5 dec., 4 dec., 7,5 dec, 6 dec., 10,5 dec.
i 8,5 dec; najmniejszy bok drugiego szeSciokgta podobnego do pier-
wszego rowna sie 3 dec.—obliczy¢ obwod tego drugiego szesciokata.
Obliczy¢ stosunek bokéw odpowiednych dwu wielokatéw podobnych,
ktérych pola sg w stosunku 25:36. Obliczy¢ pole wielokata, gdy
wiadomo, ze pole drugiego wielokgta jemu podobnego réwna sie 28,8
m. kwad. i ze stosunek bokéw odpowiednych wielokatéw pierwszego
i drugiego réwna sie 35. Dowie$¢, ze pole wielokgta zbudowanego
na przekatnej trojkata prostokgtnego réwna sie sumie pdl wielokgtow
jemu podobnych i zbudowanych na przyprostokatnych tego trojkata,
uwazanych jako boki odpowiedne wzgledem przyprostokatnej (zastoso-
waé twierdzenie o stosunku pol wielokatéw podobnych i twierdzenie



Pytagorasa). Na danej prostej wykresli¢ wielokat podobny danemu.
Obliczy¢ bok i pole o$miokata foremnego wpisanego w kolo, ktérego
promien réwna sie 4 cal. Obliczy¢é bok i pole dwunastokata foremne-
go wpisanego w koto, ktdrego promien réwna sie 1 m. Obliczy¢ bok
8-i0 kata foremnego opisanego na kole, ktérego promien réwna sie
11. Obliczy¢ bok dwunastokgta foremnego opisanego na kole, kto-
rego promien réwna sie 2 cal. Znajagc pole k2 szesciokgta forem-
nego wpisanego, obliczy¢ pole szeSciokata foremnego opisanego.

KONIEC.
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