ROZDZIAL 1
Relacje czesciowego porzadku

DEerINICJA 1. Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Relacje R okreslong
w zbiorze X nazywamy relacjq czeSciowego porzqdku jezeli jest zwrotna,
antysymetryczna i przechodnia na X. Jezeli R jest relacja czeSciowego po-
rzadku w zbiorze X, to pare (X, R) nazywamy zbiorem czeSciowo uporzqd-
kowanym.

DEFINICIA 2. Jezeli < jest relacja czeSciowego porzadku w zbiorze X,
to relacje < definiujemy nastepujaco

r<ysr<yANr#y
dla dowolnych x,y € X.

UwAGA 3. Jezeli < jest relacja czesciowego porzadku w X, to relacja
< jest przeciwzwrotna, przeciwsymetryczna i przechodnia.

DEerFINICJA 4. Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowa-
nym. Element xy € X nazywamy
e clementem najwickszym w X, jezeli

Viex[z < o),
e clementem maksymalnym w X, jezeli
~ Jrex|ro < ],
e clementem najymniejszym w X, jezeli

szX [x() < I]u
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e clementem minimalnym w X, jezeli
~ EixEX[m < ZL‘[)]-

TWIERDZENIE 5. Niech (X, <) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzgdkowa-
nym. Wtedy w zbiorze X istnieje co najwyzej jeden element najwiekszy
(najmniejszy). Element najwickszy (najmniejszy), jesli istnieje, jest jedno-
czesnie jedynym w (X, <) elementem maksymalnym (minimalnym,).

DEFINICJA 6. Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym
i niech A bedzie podzbiorem zbioru X. Relacje¢ <, zdefiniowang nastepu-

Jaco
\V/gr:,yeA[aj <|A y<=x < y]

nazywamy relacjg < zawezong do zbioru A.

STWIERDZENIE 7. Jezeli (X, <) jest zbiorem cze$ciowo uporzgdkowa-

nym, to (A, <) jest rowniez zbiorem czesciowo uporzgdkowanym.

DEFINICIJA 8. Podzbiér A C X zbioru czesciowo uporzadkowanego
(X, <) nazywamy {lancuchem, jezeli

vz’yeA[fL‘ < y \/ y < I]

DEFINICIA 9. Niech A C X bedzie podzbiorem zbioru cze$ciowo upo-
rzadkowanego (X, <). Element zy € X nazywamy ograniczeniem gérnym
zbioru A, jezeli

vxeA[w g -1'0]‘

Element zy € X nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru A, jezeli
vaA[‘TO < Q?]

LEMAT 10 (Kuratowskiego-Zorna). Niech (X, <) bedzie zbiorem cze-
sciowo uporzgdkowanym. Jezli w zbiorze X dla kazdego tancucha A C X
istnieje ograniczenie gorne, to w X istnieje element maksymalny. Doklad-
niej, dla kazdego xq € X istnieje element maksymalny x taki, ze xo < .

DEFINICIA 11. Jezeli relacja < czeSciowego porzadku w zbiorze X jest
spojna, czyli
Vagexlz Sy Vy <zl
to relacje < nazywamy liniowym porzgdkiem w zbiorze X. Jezeli < jest
relacja liniowego porzadku w zbiorze X, to pare (X, <) nazywamy zbiorem
liniowo uporzgdkowanym.

STWIERDZENIE 12. Jezeli (X, <) jest zbiorem liniowo uporzqdkowanym
i AC X, to (A, <,) jest rowniez zbiorem liniowo uporzqgdkowanym.
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UwacA 13. Jezeli (X, <) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym i X jest
niepustym zbiorem skonczonym, to w (X, <) istnieje element najmniejszy
1 najwiekszy.

W zbiorze liniowo uporzadkowanym (X, <) element najmniejszy bedziemy
nazywac elementem pierwszym, a element najwickszy - elementem ostat-
nim.

DEFINICJA 14. Zbiér liniowo uporzadkowany (X, <) nazywamy zbio-
rem dobrze uporzgdkowanym, jezeli kazdy niepusty podzbior zbioru X ma
element najmniejszy. Relacje < nazywamy wtedy relacjqg dobrze porzedku-
jacg zbior X.



