ROZDZIAL 1

Rachunek zdan

DEFINICJA 1. Zdaniem w sensie logicznym (zdaniem logicznym) na-
zywamy zdanie oznajmujace (w sensie gramatycznym), ktéremu mozemy
jednoznacznie przypisa¢ ocene prawdy lub falszu, w oparciu o obiektywne
kryteria rzeczywistosci lub teorii, ktérej dotyczy to zdanie.

PRzZYKEAD 2. Zamek wawelski w Krakowie byt siedzibg krélow pol-
skich.
Kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej niezerowej jest liczba dodatnia.

Logika postuguje sie jezykiem symbolicznym. Jednym z najwazniejszych
rachunkéw logicznych jest klasyczny rachunek zdan (KRZ).
Alfabet KRZ sktada si¢ z trzech zbiorow symboli

(1) zmienne zdaniowe p,q,r, s, p1, P2, - - -
(2) funktory logiczne (stale logiczne) A, V, =, < ~,
(3) symbole pomocnicze (nawiasy).

DEFINICIA 3 (Jezyk KRZ). Wyrazeniem KRZ nazywamy kazdy skon-
czony cigg symboli alfabetu KRZ. Wyrazeniem sensownym lub formutg
KRZ nazywamy wyrazenie zbudowane wedtug nastepujacych regut:

(1) kazda pojedyncza zmienna zdaniowa jest wyrazeniem sensownym,

(2) jezeli v i B sa wyrazeniami sensownymi, to a A 3, aV 3, a = f3,
a < 3, ~ « sa wyrazeniami sensownymi,

(3) kazde wyrazenie, ktére powstaje ze zmiennych zdaniowych przez
zastosowanie reguly (ii) skoriczona liczbe razy, jest wyrazeniem
sensownym. Ponadto kazde wyrazenie, ktore jest wyrazeniem sen-
sownym, powstaje wedlug opisanej metody.
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Zbiér wszystkich wyrazen sensownych (formut) (KRZ) nazywamy jezykiem
KRZ i oznaczamy symbolem Jggz.

DEFINICJA 4. Wartosciowaniem w KRZ nazywamy kazdg taks funkcje

v JKRZ — {0, 1}
ze dla dowolnych formul «, § nalezacych do Jxrz spetnione sa podane w
tabeli warunki Jezeli v(a) = 1, to méwimy, ze formuta « jest prawdziwa

przy wartosciowaniu v. Jezeli v(a) = 0, to méwimy, ze formuta « jest
falszywa przy warto$ciowaniu v.

DEFINICJA 5. Formula o nazywamy tautologiq (prawem) KRZ, jezeli
v(a) =1
dla kazdego wartosciowania v w KRZ.

PRzYKELAD 6. Niektore prawa KRZ

pV ~ p - prawo wylaczonego srodka,
~ (pA\ ~ p) - prawo wylaczonej sprzecznodci,
(pVqg Vr)<s (pV(gVr)) - prawo tacznosei alternatywy,
(pAg)AT) < (pA(gATr)) - prawo tacznosei koniunkeji,
(pV q) < (¢Vp) - prawo przemiennosci alternatywy,
(p A q) < (g A\ p) - prawo przemiennosci koniunkeji,
(pA(gVr) < ((pAqg)V(pAT)) - prawo rozdzielnosci koniunkcji
wzgledem alternatywy;,
9) (pV(gAT)) < ((pVg) A(pVr)) - prawo rozdzielnosci alternatywy
wzgledem koniunkcji,
(10) ~ (pAgq) = (~pV ~q),
~ (pVq) < (~ pA ~ q) - prawa de Morgana,
(11) (p = q) & (~ g =~ p) - prawo kontrapozycji,
(12) ~ (p = q) & (pA ~ q) - prawo zaprzeczenia implikacji
(13) (p=a)AN(g=71))= (P=T),
p=q)=g=r)=(@=r),
[(p = q) = (p=r)| - prawa sylogizmu warunkowego,
(~pV q) - prawo eliminacji implikacji,
[((p = q) A (g = p)] - prawo eliminacji réwnowaznosci,
r] < [p = (¢ = r)] - prawo eksportacji i importacji,
p = (¢ = r) - prawo symplifikacji,

(18) [p=(¢g=1)] = [(p=q) = (p=r)] - prawo Friegie’go,
(19) (~ p) = (p = q) - prawo Dunsa-Scotusa,
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(20) (~ p = p) = p - prawo Claviusa.

Zdanie T jest twierdzeniem danej teorii jesli istnieje dowod.

Dowdd wprost to cigg zdan oy, ..., p, taki, ze @, =T oraz zdanie g; z te-
go ciggu jest albo tautologia, albo twierdzeniem wczes$niej udowodnionym,
albo powstaje z poprzedniego przez zastosowanie regutl wnioskowania.
Dowdd niewprost to ciag zdan ¢y, . . ., @, taki, ze g =~ T i kazde zdanie p;
z tego ciagu jest albo aksjomatem, albo twierdzeniem wczesniej udowodnio-
nym albo powstaje z poprzedniego przez zastosowanie regut wnioskowania,
oraz istniejg w ciggu k,j < n: @ =~ @;j.

PrRzYKLAD 7. Niektoére reguty wnioskowania

(1) p=pVq reguta wprowadzania alternatywy,

(2) pAq=p regula opuszczania koniunkcji,

(3) pA(p=q) = q regula modus ponendo ponens,

(4) ((p = @A ~q) =~ p reguta modus tollendo tollens,

(5) ((pV g ~p)=¢q reguta modus ponendo tollens,

6) (p= N (g=71))= (p=r) regulasylogizmu hipotetycznego.



