ROZDZIAL 1

Rachunek funkcyjny

Niech X7, ..., X, beda dowolnymi zbiorami. Wyrazenie (formute) ¢(x1, ..., z,),

w ktorym wystepuje n zmiennych x4, ..., x, i ktore zamienia si¢ w zdanie
logiczne, gdy zamiast kazdej ze zmiennej x4, ..., x, podstawimy nazwe do-
wolnego elementu odpowiednio ze zbioréw Xy, ..., X, nazywamy funkcjq

(forma) zdaniowg n zmiennych, ktérych zakresem zmiennos$ci sa odpowied-
nio zbiory X, ..., X,. Symbolicznie

o(r1,...,z,) dlax; € Xq,...,2, € X,

Méwimy réwniez, ze zakresem zmiennosci funkeji zdaniowej ¢(xq, ..., x,)
jest Xq x ... x X,,.
Niech a; € Xy,...,a, € X,, beda dowolnie ustalonymi elementami. Zapis
o(aq,...,a,) oznacza zdanie logiczne, otrzymane przez podstawienie nazw
elementow aq, ..., a, w miejsce zmiennych odpowiednio z1, . ..z, w funkcji
zdaniowej p(xq,...,x,) dlax; € Xq,... 2, € X,,.
Méwimy, ze n-ka uporzadkowana (ai,...,a,) € (X; X ... x X, spelnia
funkcje zdaniowa ¢(x1,...,x,) dla 1 € Xy,...,x, € X, jezeli zdanie
o(ay,...,a,) jest prawdziwe.
Zbior
S(p) :=A{(a1,...,an) € X1 X ... x X, s v(p(a,...,a,)
={(a1,...,a,) € X1 X ... x X, 1 v(p(a,...,a,)
)

nazywamy zbiorem spelniania funkcji zdaniowej ¢(x1, ..., ;).
Niech @(x1,...,2,) 1 ¥(x1,...,2,) dla x; € X1,..., 2, € X,, beda funk-
cjami zdaniowymi. Funkcje
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(i) p(z1,.. . xn) VU(21,...,2,) dla 21 € X3,...,2, € X, nazywamy
alternatywq funkcji zdaniowych o(x1, ..., x,) 1 ¥(x1, ..., x,),
(i) (1, ..., xy) ANY(xy,...,2,) dla 2y € Xy,...,2, € X, nazywamy
koniunkcjq funkcji zdaniowych o(xq, ..., 2,) 1 (21, ..., x,),
(iil) o(x1,...,2n) = Y(21,...,2,) dla 2y € Xq,...,2, € X,, nazywamy
implikacjq funkcji zdaniowych o(x1, ..., x,) 1 ¥(x1,. .., Tpn),
(iv) o(x1,...,2n) < V(xy,...,2,) dla 27 € Xy,...,2, € X,, nazywamy

réwnowaznosciq funkcji zdaniowych o(xy, ..., T,) 1 P(x1, ..., xy,),
(V) ~o(z1,...,z,) dla zq € Xy,..., 2, € X,, nazywamy negacjq funkcji
zdaniowej o(x1, ..., T,).
TWIERDZENIE 1. Niech o(x1,...,2,) i(xy,...,2,) dlazy € X4,...,2, €
X, bedg funkcjami zdaniowymi. Wtedy
() S(eA) =S(p)NS(Y),
(ii) S(p V) = S(p) US(),
(iil) S(~ @) = ( ),
(iv) S(p =) = =5S(p) US(¥),
(v) S(p = ¢) = ( (¢ ) (%U)) (=S(e) N =5(v)),
gdzie —S() = (X1 % ... x X,)\ ().

DEFINICJA 2. Funkcje zdaniowe p(z1,...,2,) 1 ¥(xy,...,2,) dlaz; €
X1,...,x, € X, nazywamy réwnowaznymi, jezeli S(p) = S(v), co zapisu-
jemy symbolicznie p(z1,...,2,) = Y(21,. .., 2y).

Kwantyfikatory

N\, V - kwantyfikator ogdlny, uniwersalny

V, 3 - kwantyfikator szczegélowy, egzystencjalny

Niech ¢(x) dla € X bedzie funkcja zdaniows. Zdanie logiczne: Zbiorem
spetniania funkcji zdaniowej p(x) jest zbior X zapisujemy symbolicznie

Vol (z)].
Wobec tego
v(Valp(@)]) = 1 <= 5(p) = X.
Zdanie logiczne: Zbior spelniania funkcji zdaniowej p(z) jest niepusty za-
pisujemy symbolicznie
To[eo(2)].
Wobec tego

v(Ffp(@)]) =1 <= S(p) #0.

Symbolicznie przyjmujemy zapis

Vaex|p(2)] <= Valz € X = o(2)],
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oraz
Feex[p(2)] = Ffr € X = p(2)].

Moéwimy wtedy, ze kwantyfikatory sq ograniczone przez zbior X.

Niech ¢(z) i ¢(x) dla © € X beda funkcjami zdaniowymi. Symbolicznie

przyjmujemy zapis

Vo) [p(@)] <= Val[v(2) = ¢(@)],
Jyw le(@)] = Flb(z) = ¢(2)].

Mowimy wtedy, ze kwantyfikatory sq ograniczone przez funkcje zdaniowq
().

Méwimy, ze w wyrazeniu V,[¢(x)] 1 3.[¢(x)] zmienna © jest zwigzana od-
powiednio kwantyfikatorem V lub 4. Jezeli zmienna = wystepujaca w funk-
¢ji zdaniowej nie jest zwigzana zadnym kwantyfikatorem, to x nazywamy
zmienng wolng.

DEFINICJA 3. Prawem rachunku funkcyjnego nazywamy wyrazenie o
zbudowane ze zdan logicznych lub funkcji zdaniowych spelniajace naste-
pujace warunki

(i) jezeli « jest zdaniem, to « jest zdaniem prawdziwym,

(ii) jezeli a jest funkcja zdaniowa o zmiennych wolnych xq,...,z, dla
r1 € Xq,...,x, € X,, to a jest funkcja zdaniowa prawdziwa w zbiorze
X x...X Xn

TWIERDZENIE 4. Jezeli o jest prawem rachunku zdan, to podstawiajgc
w wyrazeniu o« za zmienne zdaniowe dowolne zdanie rachunku funkcyjnego
lub dowolne funkcje zdaniowe o zmiennych wybranych sposrod x1, ..., %,
ktorych zakresami zmienno$ci sq odpowiednio zbiory X, ..., X,, otrzymu-
jemy prawo rachunku funkcyjnego.

PrzYKLAD 5. Najwazniejsze prawa rachunku funkcyjnego.
Niech X i Y beda zbiorami niepustymi.

(1) prawa de Morgana
~Tpex [gp(%)] = Voex [N 90<x)]’
~Vaex[p(r)] <= Faex|[~ ¢(2)],
(2) prawo egzemplifikacji

Voex[p()] = Feex(p(@)],
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(3) prawa przestawiania kwantyfikatoréw

vxEvaGY[SD(xa y)] <~ vyEvaGX [QO(.’E, y)]a
El:cEleer[QO(xa y)] <~ ElyEYEIwEX [QO(ZE, y)]v
ElxeryEY[(P(xa y)] g verElgceX [90(3:7 y)]a

(4) prawa wlaczania i wylaczania kwantyfikatoréw (¢(x) jest funkcja
zdaniowg o zmiennej wolnej x, 1 jest zdaniem lub funkcjg zdaniowa
nie zawierajaca zmiennej wolnej x)

Vaoex[o(x) VY] <= ((Veex[p(@)] V ¥),
Feexp(2) VY] = (Ceexlp(@)] V V),
Vaoex[o(x) ANY] <= (Veex[p(@)] A ),
Feexp() N Y] = (Ceexlp(@)] A ),
Veoex[o(z) = Y] <= ((Feexlp(a)] = ¥),
Feex(p(x) = Y] == (Veex[p(@)] = ¥),
Veex [ = ¢(2)] <= (¥ = (Vaex[e(2)])),
Teex[t) = ¢(2)] = (¥ = (Geexle(2)]),

(5) prawo rozdzielnosci kwantyfikatora ogélnego wzgledem koniunkcji

Vaoex[p() A p(2)] <= (Vaex[p(@)]) A (Vaex[¥(2)])),

(6) prawo rozdzielnosci kwantyfikatora ogblnego wzgledem alternaty-
wy

(Vaex[p(@)]) V (Vaex [9(2)])) = Vaexlp(x) V ()],

(7) prawo rozdzielnosci kwantyfikatora szczegbélowego wzgledem alter-
natywy

Toex[o(z) Vi (z)] <= ((Foex[p(2)]) V (Foex[v(2)])),

(8) prawo rozdzielnosci kwantyfikatora szczegdtowego wzgledem ko-
niunkcji

Feexlp(@) A Y(2)] = (Geexle(@)]) A (Feex[P(2)])),

(9) prawa rozdzielnosci kwantyfikatora ogdlnego wzgledem implikacji

Veex[o(z) = ()] = (Vaex[p(2)]) = (Vaex[(2)])),
Veex[p() = ¥(2)] = ((Feexlp(@)]) = Feex[¥(2)])),
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(10) prawo rozdzielnosci kwantyfikatora szczegbtowego wzgledem im-
plikacji

(Ceex[p(@)]) = Crex[¥(2)]) = Frex[o(z) = (2)].



