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Atoli widoczna, ze ABJG jest kwadratem odcinka AB, a DFJH
kwadratem odcinka BC, za$ tak BCHJ jak i FEGJ sg prostoka-
tami odcinkbw AB i BC. Mamy zatem nastepujace twierdzenie:

Kwadrat sumy dwu odcinkéw réwna sie sumie
kwadratow obu tych odcinkdw, powiekszonej opo'
dwojny prostokat obu odcinkdw.

8 4. WykresSlmy w tréjkacie ABC (fig. 3.) przez wierzchoiki
B i C réwnolegte do przeciwlegtych bokéw, a powstanie réwno-
leglobok ABCD, ktéry z trojkatem ABC
ma roéwng podstawe i rowng wysokosc.
Trojkat ABC jest tylko potowg tego ro-
wnolegtoboku. Zatem:

Kazdy trdjkat jest potowa ré
wnolegtoboku, majgcego z nim roé-
wng podstawe i réwng wysokos$¢.

Z tego twierdzenia wynika takze nastepujace:

Dwa trédjkaty o rownych podstawach i wyso-
koSciach sg rowne co do powierzchni.

8 5. Jezeli w trapezie ABCD (fig. 4.) jeden z nieréwnole-
glych bokéw n. p. BC podzielimy na dwie réwne czesci w punkcie
E i przez punkt D i E wykre$limy prosta,
przecinajgcg przedtuzenie boku AB w
punkcie F, otrzymamy tréjkat CDE "3
BFE. Jezeli zatem do czworoboku ABED
dodamy raz tréjkat CDE a drugi raz
trojkat BFE, muszg sumy by¢ sobie rowne
t. j. trapez ABCD = trojkatowi AFD.

Poniewaz w trdjkacie AFD podstawa AF = AB -j- BF =
AB + CD, a wiec rowna sie sumie réwnolegtych bokdéw trapezu,
a wysokos¢ trojkata DH jest oraz wysokoScig trapezu, przeto:

Kazdy trapez rowna sie co do powierzchni
trojkatowi, majgcemu sume rownolegtych bokdow
za podstawe ite samg co trapez wysokos¢.

8 6. Niech bedzie ABCD (fig. 5.) czworobokiem, ktorego
przekatnie sg do siebie prostopadte. Wykresimy przez wierzchotki
czworoboku réwnolegte do owych przekatni, a otrzymamy prosto-
kat MNPQ, ktérego boki réwnajg sie przekatniom danego czwo-

Fig. 3.

Fig. 4.
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Fig. s robokn. Prostokat ten sktada sie z4 mniej-
Y ) . szych prostokatow, a dany czworobok
% N T z4trojkatow, z ktorych kazdy jest tylko
X I potowg przynaleznego prostokata; przeto:
|y . o Czworobok ktorego przeka-
' . * ' tnie sg do siebie prostopadte,

cego obie przekatnie za boki.
Takimi czworobokami sg w szczegdlnosci: deltoid, romb
i kwadrat.
8. 7. Niech bedzie O (fig. 6.) $rodkiem umiarowego wielo-
boku ACDEF a OP | AB. WykreSlmy proste OA, OB, OC,..,

Fig- 6.

a rozpadnie sie nasz wietobok na same przystajgce tréjkaty. Od-
mierzywszy wszystkie boki wielobokn na przedtuzonym boku AB
i potgczywszy punkty kohcowe z punktem O, otrzymamy trdj-
katy HGO, GAO, ABO,..., KLO, ktore razem tworzg trojkat HLO
i nietylko sobie, lecz takze i tym trojkatom co do powierzchni sg
rowne, z ktdrych wietobok sie sktada (8. 4.). Umiarowy wietobok
ABCDEF réwna sie przeto co do powierzchni tréjkgtowi HLO,
ktérego podstawa HL jest obwodem wieloboku a wysoko$¢ OP
odlegtoscia srodka wieloboku od jednego z bokdw.

Kazdy umiarowy wietobok jest wiec co do po-
wierzchni réwnytrojkagtowi, majagcemu obwdd wie-
loboku za podstawe, a odlegtos¢ Srodka wielobo-
ku od jednego z bokow za wysokos$¢.

8'8. 1 Jezeli w umiarowym wieloboku ilo$¢ bokdéw nie-
ograniczenie wzrasta, zbliza sie wietobok coraz bardziej do kota,
obwod wieloboku do obwodu kola, a odlegtos¢ srodka wielobo-
ku od jednego z bokéw, zbliza sie coraz bardziej do promienia.



Z 8 7. wynika zatem takze twierdzenie:

Koto réwna sie co do powierzchni trojkagtowi,
majacemu obwod kota za podstawe a promien za
wysokos$¢.

2. W ten sam sposdb mozna wykazac, ze:

Wycinek kotowy jest co do powierzchni rowny
tréjkagtowi, majgcemu dtugos$¢ tuku tego wycinka
za podstawe a promien za wysokos$¢.

Jezeli bowiem tuk wycinka kotowego AOB (fig 7) podzie-
limy na bardzo mate czesSci (tak zeje mozemy uwazac za proste)

Fig. 7. i do punktow podziatu powykreslamy promie-

B nie, roztozy sie wycinek kotowy na tréjkaty,
ktorych podstawy dajg na sume tuk AB; wy-
sokoscig tych tréjkatow jest promied. Suma
rzeczonych tréjkatéw jest atoli co do po-
wierzchni réwna jednemu tréjkatowi, maja-
cemu diugos¢ tuku kotowego za podstawe,
a promien wycinka za wysokos¢.

8. 9. Niech bedzie wtrojkacie ABC (fig. 8.) kat przy A ka-
tem prostym. Wykre$lmy na przeciwprostokatni BC i na przy-
prostokatniaoh AB i AC kwadraty BCJH, ABED i ACGF, mozna

wowczas dowies¢, ze kwadrat przeciw-
prostokatni réwna sie sumie kwadratow
obu przyprostokatni.
W tym celu wykre$lmy z H i J do
' AB prostopadte HK i JL, a nastepnie
z Ci 11do JL prostopadte CM i HN ;
powstate tréjkaty prostokatne CMJ, JNH,
K CAB i BKII, ktdre po kolei oznaczamy
dla krétkosSci przez m, n, p i q, s przy-
stajagce, bo majg po przeciwprostokatni
rownej ipo kacie ostrym réwnym (gdyz
ramiona katéw sg albo roéwnolegte albo
prostopadte do siebie). Jezeli zatem do piecioboku BCMNH do-
damy raz trojkaty m i n, a drugi raz trojkaty p i g, musimy
otrzyma¢ réwne sumy. W pierwszym razie otrzymamy na sume
kwadrat BCJH, a w drugim razie kwadraty NHKL i ACML, ktére
przystajag odpowiednio do kwadratow ABED i ACGF. Zatem

Fig 8.
J
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kwadrat BC.JH = kwadratowi ABED -j- kwadratowi ACGF, co
dla krotkosci tak pisa¢ bedziemy:
OBC= 0OAB+ O ACit j.:

W kazdym prostokatnym trdjkacie kwadrat
przeciw prostokatni jest réwny sumie kwadratow
obu przyprostokatni. (Twierdzenie Pitagorasa,
Pythagoraischer Lehrsatz).

8. 10. Niech w tréjkacie prostokagtnym BAC (fig. 9.) bedzie
AD wysokoscig do przeciwprostokatni BO; wysokos¢ ta dzieli

przeciwprostotnie na odcinki BD i CD.
Odmierzmy DE = BD i wykre$imy
na AD kwadrat ADGH a na DCiDE
prostokat DCFE, otrzymamy wowczas
dwie pary trojkatow przystajacych
m i m' tudziez n i n' (dlaczego?)
Mamy zatem
ADC — n + m= ADC — V! tn\
a wiec kwadrat ADGH = prostokatowi DCFE.

Z tego wynika:

Kwadrat wysokos$ci wykre$lonej do przeciw-
prostokatni trojkata prostokatnego, rowna sie
prostokgtowi, ktérego bokami sg oba odcinki
przeciwprostokatni.

8 11. Wedlug twierdzenia Pitagorasa mamy (fig. 9.)

O AB= 0O AD + O BD;
poniewaz kwadrat wykre$lony na AD wedtug twierdzenia po-
danego w 8 10., réwna sie prostokatowi DCFE, przeto jezeli
BDEL jest kwadratem, wykreSlonym na BD, bedzie
0O AB — DCFE + BDEL = BCFL.
Ale BCFL jest prostokgtem o bokach BC i BL, albo co na jedno
wyjdzie, o bokach BC i BD. Mamy zatem nastepujace twierdzenie:

Kwadrat przyprostokatni trojkata prosfokat-
nego rowna sie prostokatowi, ktdérego bokami sg
przeciwprostokagtnia i odcinek przeciwprostoka-
tnjj, przylegty tej przyprostokatni.



Zadania do wykreslenia.
Przemiana albo przeksztalcenie figur prostokatnych.

8 12. Przemieni¢ albo przeksztatci¢ jedng figure prosto-
kre$lng na inng, znaczy wykresli¢ taka figure, ktéraby odpowiadata
pewnym warunkom a co do powierzchni réwnala sie danej figurze.

Dany trojkat ABC (fig. 10.) przemieni¢ na réwno-
ramienny o tej samej podstawie.

Jezeli przez punkt B wykreslimy ro-
wnolegtyg do AC, natenczas wszystkie troj-
katy, ktére majg AC za podstawe i Kkto-
rych wierzchotki lezg na owej réwnolegtiej,
sag sobie réwne co do powierzchni. Chcac
z pomiedzy tych trojkgtow wybra¢ réwnora-
mienny, potowimy podstawe w D i w tym

punkcie kre$limy do AC prostopadta DE; faczac E z A i C,
otrzymamy trdjkat ACE, ktory jest rownoramienny i rowny co
do powierzchni danemu tréjkgtowi ABC.

8 13. 1. Trdjkat ABC (fig. 11.) przemieni¢ na inny
o tej samej podstawie ale taki, zeby kat przy pod-
stawie lezgacy rownat sie danemu kagtowi m

) Kreslimy przez B réwnolegly do
Fig. 11. AC i w A rysujemy kat CAD = m;
ramie tego kata przecina owa roéwnole-
gtag wD. Polaczywszy D z C, otrzymamy
trojkat ADC, ktory jest zadanym tréj-
katem.
2. Dany tréjkat przemienié na pro-
stokatny.

8 14. 1. Trojkat ABC (fig. 12) przemieni¢ na inny
0 danej podstawie a

Fig 12 Odmierzamy a na AC od punktu

| g A do D i fagczymy D z B; nastepnie

/K kreslimy CE DB i tagczymy D z E

X, \\ zapomoeg prostej DE. Trojkaty CED

[ Vs\\ i CEB majg wspdllng podstawe CE i

/ \ V\\'  réwne wysokosci, sg wiec sobie rowne

/ A \\ co do powierzchni. Dodajac trdjkat
0 PACE do trdjkata CED, otrzymamy
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ADE; dodajac za$ ACE do trojkata CEB, mie¢ bedziemy ACB. Przeto
trojkat ADE o podstawie a réwna sie dawnemu tréjkatowi ABC.
2. Tréjkat ABC (fig. 13) przemieni¢ na inny o da-

nej wysokos$¢ iJdi.
Fig. 13 WykreSlamy w A prostopadia
T do AB i odmierzamy na tej pro-
stopadtej dang wysoko$¢ h ~ AD.
Nastepnie kreslimy z D réwnoleglg
do boku AC; przecina ona bok AB
w punkcie E. Wykresliwszy nare-
szcie EC, pézniej BF || EC i potg-
czywszy E z F, otrzymamy zgdany

trojkat AEF.

3. Wykreslcie trojkat o bokach réwnych 4 ¢cm, 3 cm, 2 cm

i przemiericie go na

/«) trojkat réwnoramienny o podstawie 3 cm;

"b) prostokatny o przyprostokatni 3 cm;
X0 n o kacie 60°;
d) 0 podstawie 35 mm;

Q > 0 wysokosci 26 mm;
*) a 0 kacie 30° i o podstawie 3 cm;
fo » 0 kacie 45° i o wysokosci 25 mm.
8 15. 1. Dany trojkat ABC (fig. 14) przemieni¢
na prostokat o tej samej podstawie.
Fig. 14 Wykreslamy w A i C prostopadle
do AC, nastepnie potowimy bok AB
i kres$limy' przez punkt potowigcy D
rownolegta do AC; przecina ona owe
prostopadte w E i F. Prostokagt ACFE
jest rowny tréjkatowi ABC, albowiem
kazdy z nich jest polowa prostokata
ACGH.
2. Dany trdjkat przemieni¢ na prostokat o tej samej wy-
sokosci.
3. Dany rownolegtobok przemieni¢ na trojkat o tej samej
podstawie.
4. Dany réwnolegtobok przemieni¢ na trojkat o tej samej
wysokosci.



8 16. 1. Dany rownolegtobok przemieni¢ na
prostokat.

Rozwigzanie tego zadania podaliSmy juz w & 2

2. Dany rownolegtobok przemieni¢ na inny, ktoryby miat
dany kat.

Rozwigzanie podobne do tego, jakie podalismy w 8§ 13. 1

3. Dany réwnolegtobok przemieni¢ na inny, ktéryby miat
dany bok.

Zadanie to mozna rozwigza¢, uwzgledniajgc 8 14. 1

8.17. Prostokat ABCD (fig. 15) przemieni¢ na
kwadrat.

Fig. 15. Przedtuzmy bok BA do E tak, zeby
AE = AD i nakreslmy na BE jako na
Srednicy pdikole; przetnie ono przediu-
zony bok AD w punkcie F. Kwadrat
wykre$lony na AF ma te samg powierz-
B chnie, co i dany prostokat.

Albowiem wykreSliwszy proste BF i EF mie¢ bedziemy
kat prosty BFE, jako kat w potkolu; zatem w trojkacie pro-
stokagtnym kwadrat wysokosci AF réwna sie prostokgtowi od-
cinkbw AB i AE przeciwprostokatni (8 10.), t j. kwadrat
AFGH = prostokatowi ABCD.

8 18. L Wielobok ABCDEF (fig. 16.) przemienic
na inny, ktéoryby miat o jeden bok mniej.

Fig. 16. Kreslimy przekatnie DF i z E do
niej réwnolegta EG; rownolegta ta prze-
cina przedtuzony bok AF w punkcie G.
Polgczywszy G z D zapomocg prostej,
B otrzymamy wielobok ABCDG, roéwny wie-
lobokowi ABCDEF, poniewaz oba sktadajg

sie z rownych czesci.

2. WykreSlcie szesciobok i przemiericie go na trojkat.

Przemienia sie szeSciobok na pieciobok, potem pieciobok na
czworobok, a nareszcie otrzymany czworobok na trojkat.

3. Wykreslcie pieciobok i przemieicie go na kwadrat.

Przemienia si¢ pieciobok na tréjkat, potem tr6jkat na prosto-
kat a nareszcie otrzymany prostokat na kwadrat.
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8 19. 1L Wykresli¢ kwadrat, rowny sumie dwu
danych kwadratow.

Wykresla sie trojkat prostokatny, ktorego przyprostokatnie
rownajg sie bokom danych kwadratéw; przeciwprostokatnia
tego trojkata jest bokiem zadanego kwadratu.

2. Wykresli¢ kwadrat, rowny ro6znicy dwoch
danych kwadratow.

Wykresla sie trojkat prostokatny, ktérego przeciwprosto-
katnia rowna sie bokowi wiekszego, a przyprostokatnia jedna
bokowi mniejszego z dwu danych kwadratow; druga przypro-
stokatuia jest wtedy bokiem szukanego kwadratu.

3. Wykreslcie kwadrat, réwny sumie trzech danych kwa-
dratow.

4. Wykres$lcie kwadrat, réwny a) dwukrotnosci, 5) trzy-
krotnosci, ¢) potowie danego kwadratu.

Podziat figur prostokresinych.

8 20. i. Dany trojkat podzieli¢ na kilka ro-
wnych czesci zapomocag prostych, przechodza-
cych przez jeden wierzchotek.

Dzielimy bok przeciwlegly temu wierzchotkowi na tyle
rownych czesci, na ile caly tréjkat ma by¢ podzielony, a na-
stepnie fgczymy punkty podziatu z owym wierzchotkiem zapo-
moca prostych. (8. 4).

2. Trojkat ABC (fig. 17.) podzieli¢ tak na trzy
réwne czesci, zeby linie dzielgce wychodzity
z wierzchotkow i przecinaty sie w jednym punk-
cie wewnatrz trojkata.

Dzielimy bok AB na trzy réwne

czesci w punktach D i E, i wykre-

Slamy proste CD i CE. Tréjkaty ACD,

DCE i ECB sg rowne co do powierz-

chni, albowiem majg podstawy i wy-

sokosci rowne. Nastepnie kreslimy

A D 1 B DF | ACi EG || BC a punkt prze-
ciecia sie tych rownolegltych faczymy z wierzchotkami danego
trojkata; proste AH, BH i CH sg szukanemi liniami, dzielgcemi
dany tréjkat na trzy réwne czesci, gdyz tréjkat ACH= ACD=
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= J ABC, a trojkat BCH = BCE = £ ABC: zatem musi by¢
takze trojkat ABH = & ABC.

8§.21. Kownolegtobok podzieli¢ na kilka ré-
wnych cze$ci tak, zeby linie dzielgce byty réwno-
legte do jednego z bokdédw rdéwn ole gtob oku.

Dzielimy boki przylegte owemu bokowi, na tyle réwnych
czesci, na ile caty réwnolegtobok ma by¢ podzielony; nastepnie
faczymy odpowiednie punkty podziatu ze sobg. Tym sposobem
otrzymane rownolegtoboki majg réwne podstawy i réwne wyso-
kosci, sa przeto sobie rowne.

I, Pomiar figur pfaskich,
1, Pomiar figur prostokresinych.

Obwod i powierzchnia.

8 22. Zmierzy¢ plaski utwor geometryczny, znaczy wy-
znaczy¢ jego obwdd i powierzchnie.

Chcac wyznaczy¢ obwod figury prostokresinej, potrzeba
wymierzy¢ jej boki i liczby otrzymane z pomiaru, dodac. Jezeli
figura jest rownoboczng, znajdziemy jej obwod, mnozac diugosé
jednego boku przez ilos¢ bokdow.

Wyznaczenie wiec obwodu figury prostokre$lnej nie jest
trudng rzecza.

8 23. Chcac wyznaczy¢ powierzchnie pewnej figury, mu-
simy pewng oznaczong powierzchnie wybra¢ za jednostke po-
wierzchni i zbada¢, ile razy owa jednostka miesci sie w danej
do pomiaru powierzchni. Liczbe, wyrazajacg ilos¢ jednostek po-
wierzchni mieszczacych sie w polu tej figury, nazywamy liczbg
wymiarowg powierzchni tej figury albo krétko jej powierzchnia.

Za jednostke powierzchni przyjmuje sie kwadrat,
ktorego bok réwna sie jednostce diugosci. Taki kwadrat nazy-
wamy metrem kwadratowym (w2, decymetrem kwa-
dratowym (dm32, .... zaleznie od tego, czy jego bok réwna
sie jednemu metrowi, czy decymetrowi i t. d.

Powierzchni nie wyznaczamy bezposrednio zapomoca badania,
ile razy rzeczone jednostki powierzchni mierzg sie w powierz-
chni danej do pomiaru, lecz posrednio w ten sposéb, ze mierzymy
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te proste, od ktorych wielko$¢ figury zalezy, a nastepnie z liczb
wymiarowych owych prostych obliczamy powierzchnie.

Kwadrat.

8. 24. Niech bok kwadratu ABOD (fig. 18.) bedzie na 3 dm
dtugi. Podzielmy kazdy bok tego kwadratu na trzy réwne czesci
Fig. 18 i potagczmy przeciwlegte punkty podziatu zapo-
moeg prostych, a roziozy sie dany kwadrat na
same mate kwadraty, z ktorych kazdy jest
I 1 dm}. Pasek wzdluz AB ma 3 dml, pasek po-
' wyzej pierwszego lezacy réwniez 3 dml, a trze-
ci pasek ma takze 3 dml Mamy wiec razem
B 3 razy po 3 dml= 9 dml
Liczbe wymiarowa powierzchni ‘'kwadratu
znajdziemy zatem, jezeli liczbe wymiarowga jedne-
go boku pomnozymy przez siebie samg; albo krdcej:
Powierzchnia kwadratu rowna sie drugiej pote-
dze jednego boku.
Z tego powodu nazywamy w arytmetyce druga potege jakiej$
liczby kwadratem tejze liczby.
Jezeli liczbe wymiarowg boku kwadratu oznaczymy literg s,
a liczbe wymiarowg jego powierzchni literg /, bedzie
f — s\
Jezeli S ir sg liczbami wymiarowymi boku i powierzchni
innego kwadratu, mamy takze F = SJ, a stad
F :f = Sl:s2;t ]
Powierzchnie dwoch kwadratéw majag sie tak
do siebie, jak drugie potegi ich bokow.
8 25. Kwadrat, ktérego bok roéwna sie 10 dm, ma
10 X 10 = 100 dml; taki kwadrat jest 1 m1, przeto
Im 1— 100 dml,
Podobniez 1 dml1 — 100 cm],
1 cml— 100 mml
100 m1 jako miare powierzchni ziemi nazywamy arem (a),
a 100 aréw czyli 10000 m1 hektarem (ha).

Prostokat i réwnolegtobok w ogdle.
8 26. 1 Mamy obliczy¢ powierzchnie prostokgta ABCD
(fig. 19), ktorego podstawa AB = 6 cm, a wysokos¢ AD = 4 cm.
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Podzielmy AB na 6, a AD na4 rowne czesci i powykreslaj-
my przez punkty podziatu réwnolegle do AB i do AD, a rozio-
zy sie prostokat na same kwadraty,

Fig- 19, c z ktérych kazdy jest 1 cm2 Mamy
A 4 paski takich kwadratow a kazdy
Wi pasek zawiera w sobie 6 m 1; po-

wierzchnia prostokata jest zatem ré-

x i wna 4 razy po 6 cm — 24 cm2
__f-:;E == W podobny sposéb znajdziemy,
0 ze prostokat, 7 m dhlugi a 3 m sze-
roki, ma 7 X 3 — 2 ze powierzchnia prostokata o podsta-
wie 8 dm a wysokosci 5 dm réwna sie 8 X 5 = 40 dm2

Jezeli liczby wymiarowe bokéw sg utamkami, u. p. podsta-
wa rz 4| m a wysoko$¢ 3| m, to sprowadziwszy te utamki do
wspllnego mianownika, otrzymamy podstawe 4f — ¥ m a wyso-
kos¢ 3 = | — m. Przyjmujac \ m za jednostke dhugosci,
widzimy, ze podstawa ma 19 takich jednostek a wysoko$¢ 14:
prostokat ma zatem 19 X 14 kwadratow takich, Ze bok kazdego
— \'m 1m2ma 16 takich kwadratébw. Otrzymamy przeto po-
wierzchnie prostokgta w m2 jezeli iloczyn 19 X 14 podzielimy
przez 16; wiec powierzchnia naszego prostokata réwna sie

19X 14 19 14 19 7
16 4 X 4~ 4X 2m'

Liczbe wymiarowag powierzchni prostokata
znajdziemy, mnozac liczbe wymiarowg podstawy
przez liczbe wymiarowg wysokos$ci (albo mnozac
podstawe przez wysokos¢).

Zwykle wyrazamy to twierdzenie krdocej w ten sposéb:

Powierzchnia prostokgta rowna sie iloczyno-
wi podstawy i wysokos$ci.

Oznaczmy podstawe prostokata przez b, wysoko$¢ przez h,
a powierzchnie jego przez /, bedzie wdwczas

[/ = b h

Jezeli iloczyn dwoch czynnikéw podzielimy przez jeden

czynnik, otrzymamy drugi; zatem

/h za$ h — L
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2. Z powyzszego twierdzenia i z 8 2. wynika:

Powierzchnia kazdego roéwnolegtobokurdéwna
sie iloczynowi z podstawy i wysokosci.

Oznaczajac przez Bib liczby wymiarowe podstaw, przez H
i h liczby wymiarowe wysokosci dwu réwnolegtobokéw, a przez
F i/ liczby wymiarowe ich powierzchni, mie¢ bedziemy:

F:/ = B H:b h
2. Jezeli B— b, mamy F :/ = H:h
3 , H=h , F:j- B:h

Jakie twierdzenia wynikajg z tych proporcyi?

Trojkat i trapez.

8 27.1. Powierzchnia trdéjkata rowna sie poto-
wie iloczynu z podstawy i wysokosci. (8 4.i8.26. 2)

Jezeli w tréjkacie prostokatnym przyjmiemy jedng przypro-
stokatnie za podstawe, bedzie druga przyprostokatnia jego wy-
sokoscia.

Oznaczymy podstawe trojkata przez b, wysokos¢ przez h,
a jego powierzchnie przez /, otrzymamy

/- 2 h” &S|~ V
Miedzy powierzchniami dwoch tréjkatow zachodzag zwigzki
podobne do tych, ktoére wyprowadzilismy w 8§ 26. miedzy po-
wierzchniami dwoch réwnolegtobokow.

2. Powierzchnia trapezu réwsig potowie

iloczynu ze sumy rdéwnolegtobokdéw przez wyso-
kos¢ (8 518 27. 1)

Czworobok majacy prostopadie przekatnie.

8 28 Powierzchnia rombu albodeltoidu réwna
sie potowie iloczynu obu przekatni. (8 6. i 8 26. 1)

2 Powierzchnia kwadratu réwna sie potowie
z drugiej potegi jednej przekatni.

Wielobok.

8 29. 1 Powierzchnia umiarowego wieloboku
rowna sie potowie iloczynu z obwodu i z odlegto-
§ci Srodka wielobo-ku od jednego boku.
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Jezeli a oznacza bok wieloboku o n bokach, r odlegtosé
Srodka wieloboku od jednego boku, u obwod, a / powierzchnig
wieloboku, mamy

u n a za$ / z: n aé'j_ skad wyptywa
a~ Yu— r~Z ;3nalffoa——.
n r u nr
2. Powierzchnie nieumiarowego wieloboku

mozna obliczy¢ w jeden z nastepujacych sposobdw:

a) Dzielimy wielobok zapomocg przekatni na trojkaty, obli-
czamy powierzchnie kazdego z nich i nareszcie dodajemy po-
wierzchnie wszystkich trojkatow.

b) Kreslimy prostag przez dwa najbardziej oddalone wierz-
chotki, a a nastepnie wykreslamy do niej prostopadte ze wszystkich
innych wierzchotkdw. Tym sposobem roztozymy wielobok na troj-
katy prostokatne itrapezy; obliczywszy ich powierzchnig, otrzy-
mamy po dodaniu tych powierzchni powierzchnie catego wieloboku.

Zadania.

8 30. Zadania do wykreslenia.
Wykaza¢ rysunkiem prawdziwo$¢ wzor6w arytmetycznych:
1L (@a+ by =al+ P + 2 ab
2 (@ —by “ ali2— 2 ab
3 @+hbfa—b=a- 62
4 (@i bc= ac = hc
Prawdziwos¢ wzoru 1 wykazaliSmy juz geometrycznie w §. 3.
Podobnie dowodzimy takze prawdziwosci innych wzordw.
Geometryczne przedstawienie wzoru 4 unaocznia dodawanie
1 odejmowanie dwu prostokatow o rownych podstawach lub ré-
wnych wysokosciach.

8 31. Zadania rachunkowe.

1 Bok kwadratu réwna sie a) 21 m, b) 3-711 m, ¢) 6 dm
4 cm 5 mm; jak wielki jest obwdd, a jak wielka powierzchnia
tego kwadratu?

2. Jak wielki jest bok kwadratu, ktérego obwdd réwna sie
2588 m?
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8. Obwod kwadratu réwna sie a) 28 m, b) 4 m 3 dm 8. cm,
c) 19256 m; jak wielki jest bok, ajak wielka powierzchnia tego
kwadratu ?

4. Jak wielka jest a) suma kwadratow dwu odcinkéw, z kto-
rych jeden réwna sie 5cm 3dm a drugi 8m 1dm 5cm, i b) ro-
znica kwadratéw tych odcinkéw?

5. Ogrod ma ksztatt kwadratu o boku 225 m\ jak wielkg
powierzchnie ma ten ogréd?

6. lle potrzeba zaptaci¢ za 12 kwadratowych szyb szkla-
nych o boku réwnym 4’8 dm, jezeli za m2 placi sie 3z 40 et.?

7. Podstawa prostokata rowna sie 23 dm, a wysokos$¢ 15 dm,
jak wielki jest jego obwdd, a jak wielka powierzchnia ?

8. Obliczcie powierzchnie nastepujgcych prostokatow :

a) dlugos¢ — 74 m, szerokos¢ = 3'5 am,
b) » = 3ni 1dm 2cm, v = 1m5dm 9cm;
C) i = 181 dm, . — 14| dm.

9. Jak wielka jest powierzchnia prostokata na 53-2 m dhu-
giego, jezeli jego szeroko$¢ rowna sie -¥ dlugosci?

10. ObwM prostokata rowna sie 24 m, podstawa 92 m >
jak wysoki jest ten prostokat ?

11. Szerokos¢ prostokata rowna sie 9m 4 dm, a obwod 86 w
2dm, jak wielka jest w) dtugos¢, b) powierzchnia tego prostokata?

12. Prostokat na 4 dm dtugi ma powierzchnie 34 dm2; jak
szeroki jest ten prostokat?

13. Obwod prostokata réwna sie 200m, a podstawa jest
dwa razy dluzsza od wysokosci; obliczy¢ jego a) podstawe,
I) wysokos$¢, ¢) powierzchnie.

14. Prostokat jest na 7dm diugi, a 6 dm szeroki; ile razy
powiekszy sie jego powierzchnia, jezeli sie podwoi jego dhugosc
i szerokos$¢?

15. O ile pomniejszy sie powierzchnia prostokagta 456 m
diugiego, a 345»» szerokiego, jezeli sie kazdy jego bok zmniej-
szy 0 075 »i?

10. Jak wielka jest powierzchnia deltoidu, ktérego prze-
katnie réwnajg sie 2*15dm?

17. Obliczcie powierzchnie rombu, ktérego przekatnie ro-
wnajg sie a) 3m bdm i 5m Adm, b) PO4m i 0-85m,
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18. Jak wielka jest powierzchnia kwadratu, ktérego prze-
katnia réwna sie a) 2o b) 3'5m, ¢) Im 4 dm 8 otot?

19. Kwadrat ma ten sam obwod, co i prostokat o bokach
48m i 32w; o ile wieksza jest powierzchnia kwadratu od po-
wierzchni prostokata?

20. Rolnik kupit pole, ktdre miato mieé 1J morga ~ 0-8632ha
powierzchni. Po zmierzeniu dlugosci i szerokosci okazato sie
ze pole to jest na 284ot dlugie, a 30ct szerokie; czy podano
prawdziwg powierzchnie pola?

21. Od pola 283m dilugiego ma byC¢ oddzielona parcela
0 powierzchni 38-205a a o dtugosci tej samej, co i pole cate;
jakaz szerokos¢ bedzie miata ta parcela ?

22. lle drzew mozna posadzi¢ na obwodzie ogrodu 144 m
2 dm dhugiego, a 85at 4dm szerokiego, jezeli majg nastepowac
po sobie w odstepie 4ot 2dm?

23. W pokoju ma by¢ 64ct2 powiorzchni $ciennej pokry-
tych tapetami; uzywa sie tapet 38 cm szerokieh; ile sztuk tapet
potrzeba, jezeli kazda sztuka jest 1\m diuga?

24. Role 2700t diuga, a 1500t szerokg chcemy zamienic¢ za
inng o tej samej powierzchni; dlugos¢ tej drugiej roli réwna
sie jednakze  dlugosci pierwszej. Jakze szerokg musi byé ta
druga rola?

25. taka jest 104-7cc dluga, a 47 5 ot szeroka; ile siaua
wydaje, jezeli na 1 a liczy sie przecietnie po 28 kg. siana?

26. lle potrzeba zaplaci¢ za miejsce pod budowle 25m
diugie, a 19 ot szerokie, jezeli za ot2 liczy sie po 4| zt.?

27. Zwierciadlo 2ot 8dm wysokie, a 1 ot 9 dm szerokie
umieszczono w ramach zachodzacych na 4 cot; jak wielka jest
widzialna powierzchnia tego zwierciadta?

28. Rola ma 124cc dtugosci, a20»i szerokosci; ile pszenicy
potrzeba na zasiew tej roli, jezeli na 1ha wysiewa sie 3r0 hl.
pszenihy?

i29. Osoba A chce ogrod w ksztalcie kwadratu o boku 23 m,
osoba za$ B chce ogrod prostokatny o rownej powierzchni a o diu-
gosci 48at opasa¢ murem; ktora z nich musi dtuzszy mur wystawi¢?

g0) Chodnik 14'4ot dhugi, a 2'2ot szeroki maby¢ wylozony
ptytami kamiennemi. lle piyt potrzeba na to, jezeli kazda ma
3 dm dbugosci, a 2dm szerokosci, i ile bedzie kosztowato to wjr
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brukowanie, jezeli na kazda ptyte wraz z jej utozeniem przy-
pada 18 zt.?

31. Kto$ posiada ogréd prostokatny 64-5tn diugi, a 41-2»»
szeroki i chce wzdluz obwodu jego mie¢ droge 3'4»i szeroka;
jaka powierzchnie zajmie ta droga?

32. Przez $rodek ogrodu prostokatnego o diugosci 32-4m,
a o szerokosci 20'7 m prowadzi tak wzdtuz jak i wszerz droga
16m szeroka; jaka powierzchnie ma sam ogréd?

33. Jak wielki jest obwod tréjkata, ktérego boki réwnajg
sie po kolei 2m 4dm, 2m 7.dm i 3 »?

34. Wyrachujcie obwod réwnobocznego trdjkata, ktdrego
bok réwna sie a) 15m, b) 7m 5dm 8 an.

/35. Podstawa trdjkata réwnoramiennego réwna sie 2-6 m,
a kazde ramie 21 m; jak wielki jest jego obwod?

36. Jak diugi jest bok tréjkata réwnobocznego, ktérego
obwdd réwna sie 5m 16 an?

37. Obwod trdjkata réwnoramiennego réwna sie 4-89 m,
a podstawa 125m; jak diugie jest kazde ramie?

38. Jak wielka jest powierzchnia trojkata, ktérego pod-
stawa ma 5m 4 dm, a wysoko$¢ Sm 5 dml

39. Obliczcie powierzchnie nastepujacych trojkatow:

a) podstawa 1m 8dm, wysoko$¢ 1m 6 dm\
b) ” 2'345 m, ” 1-724 m;
C) " 25" m, . 14J m.

40. Wyrachujcie powierzchnie trdjkata prostokatnego, kto-
rego przyprostokatnie rownajg sie a) 19m i 39; b) 49 m 5dm
i 37 m 8dm.

41. Powierzchnia trojkata prostokatnego réwna sie 27 ml
56 dnil 25anl, a jedna przyprostokatuia 5m 25cm; jak diluga
jest druga przyprostokatnia?

42. Jak wielka jest wysoko$¢ tréjkata o podstawie 12 m,
jezeli ma te samg powierzchnie, co prostokat 152 m dtugi
a 84 m szeroki ?

43. Jak wielka jest wysoko$¢ trojkata o podstawie 81 m
dugiej, jezeli jego powierzchnia réwna sie powierzchni kwa-
dratu o boku 54 m?

Mocaik, Geom. II. n
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44. Dwa boki trojkata sa 344 cm i 450 cm diugie, a wyso-
kos¢ wykreslona na pierwszy bok réwna sie 167*5 cm, jak wielka
jest wysokos$¢ tego tréjkata, wykreslona na bok drugi?

45, Czes¢ dachu ma ksztalt trojkata o podstawie Ir2m,
a 0 wysokosci 8-5m; jak wielka jest jej powierzchnia?

46. Rownolegte boki trapezu 4'5 m wysokiego rownajg sie
68 m i 42 %3 jak wielka jest jego powierzchnia?

47. Obliczcie powierzchnie trapezu, jezeli sg dane:

a) roéwnolegte boki 3*4 dmi7m 2 dm, a wysoko$¢ 4 ni 2 dm;

fy v . 12-745mi 8655 m, ,, v 8'8 m.

48. W trapezie, ktorego powierzchnia réwna sie 567 dm*,
sg réwnolegte boki 3%6m i 2-7m dlugie; jak wielkie jest ich
oddalenie?

49. Powierzchnia trapezu réwna sie 114-8 m*, wysokosé
64 m, a jeden z réwnolegtych bokéw 12-8m- jak dhugi jest
drugi bok réwnolegty?

50. Miejsce pod budowle ma ksztalt trapezu, ktoérego boki
rownolegte réwnajg sie 35m 2dm i 33m i 5dm, a wysokos¢
21 m i dm, jak wielka jest jego powierzchnia?

51. tagka ma ksztalt trapezu, ktdérego powierzchnia réwna
sie 1-5ha, a boki rdwnolegle sg 168-42 m i 109*8 m dtugie; jak
wielkie jest oddalenie réwnolegtych bokdéw?

52. Podworze w ksztalcie trapezu o bokach réwnolegtych
20m Adm i 18m odm dhugich, a o wysokosci 15m ma by¢
wytozone phytami kamiennemi, z ktérych kazda ma 25 dm¥*;
wiele plyt potrzeba?

53. Ogréd w ksztatcie trapezu, 9-Sm szeroki, a na jednym
koncu 20-75m za$ na drugim 14-25 m diugi, kupiono za 480 zi.;
po czemu ptacono za 1m*?

54. Rola 109 m dtuga, po jednej stronie 56-2 m, a po dru-
giej 46-8m szeroka, ma byé zasiana zytem; wiele zyta potrzeba
na zasiew, jezeli na 32 a wysiewa sie 1 hl?

55. Dach ma dwie powierzchnie tréjkatne, z ktérych kazda
jest 7-75m wysoka, i dwie trapezowate powierzchnie, kazda
82 m wysoka; podstawa kazdego z owych trojkatow jest 7'2 m
«dluga, a boki roéwnoleglte kazdego trapezu réwnajg sie 30-2m
i 25-4m. Wiele dachéwek potrzeba na pokrycie tego dachu, je-
zeli kazda dachowka pokrywa 6dm*?
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56. Bok umiarowego piecioboku réwna sie im 7dm: jak
wielki jest jego obwdéd?

57. Bok kwadratu jest 3'6»i dtugi; jak wielki musi by¢
bok umiarowego szeseioboku, zeby jego obwdd réwnat sie
obwodowi owego kwadratu?

58. Jezeli dany jest bok a umiarowego wieloboku, moZua
z niego obliczy¢ oddalenie r $Srodka wieloboku od jednego
z bokdw, czego atoli tu dowies¢ jeszcze nie mozemy.

Znaleziono ze

w trojkacie réwnobocznym 0-28868,

w kwadracie 0-5,

w piecioboku umiarowym 0-68819,

w szeSeioboku ” 0- 86603,
w o$mioboku ” 1- 20711,
w dziesiecioboku ,, 153884.

Obliczcie powierzchnie kazdego powyzej wymienionych
wielobokow, jezeli a) bok jego rowna sie 15nf b) oddalenie
srodka od jednego z bokdéw réwna sie 0"825 m.

59. Przekatnia trapezoidu jest 524 m diuga, a prostopadle
wykreslone do niej z wierzchotkdw nielezacych na niej réwnaja
sie 356«i i 235M; jak wielka jest powierzchnia tego czworo-
boku ?

60. Obliczcie powierzchnie nastepujacych wielobokow:

Fig. 20. Fig. 21.

0) We wieloboku ABCDEF (fig. 20.) dane sa:
AD 196m Bb= 106m, Ee = T8m, BD = 17 7m,
Cc 38m, AE = 143m, F/ = 52m.
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b) We wieloboku ABCDEFGH (fig. 21.) sa dane:

Bb—68m Cc — 106m Dd= 101m, Ff — 83 m,
Gy = 62m, Hh — 92m, Ab = 56m, bh = 26m,
hc=i'2m, cg=46m, gf~3m, fd—28m, c?E=:5-8 m,

2. Pomiar kota.
Obwéd.

8. 32. Szesciobok umiarowy, wpisany w koto, ma mniejszy,
za$ opisany na kole, ma wigkszy obwdd niz kolo. Obliczywszy za-
tem obwody tych szeSciobokow, otrzymamy dwie wartosci, miedzy
ktoremi miesci sie obwod kota. Jeszcze ciasniej ograniczajg obwod
kota, obwody wpisanego i opisanego 12-boku, 24-boku. 48-boku
i t. d. Podwajajac w ten sposob ciggle liczbe bokéw, znajdziemy, ze

obwod wpisanego umiarowego 3072-boku = 8-141592 x d,
,,  Opisanego " " , = 3-141594 X d,
gdzie d jest Srednicg kofa.

A poniewaz obwod kota zawsze miesci sie pomiedzy ob-
wodem wpisanego i opisanego wieloboku, przeto te miejsca dzie-
sietne, w ktérych zgadzajg sie ze sobg obwody wpisanego
i opisanego 3072-boku, musza by¢ dobre i dla obwodu kofa.
Mamy zatem dokfadnie w 5 dziesietnych

obwod kota = 3-14159 X d.

Liczbe 3.14159, przez ktdrg potrzeba pomnozy¢ $rednice kota,
by otrzymac jego obwod, a wiec liczbe, oznaczajacg stosunek,
zachodzacy miedzy obwodem a $rednicg kota, nazwano liczba
Ludolph’a i naznaczono literg n. Liczbe n mozna oznaczy¢
z wszelkg pozadang dokfadnoscig. W rachunkach niewymagaja-
cych wielkiej doktadnosci, przyjmuje sie n — 3i = 3-14; przy
rachowaniach z wiekszg dokladno$cig potrzeba uwzgledni¢ wie-
:ﬁg = 3.141593 oznacza it do-
ktadnie w 6 dziesietnych. W 10 dziesietnych mamy

n — 8-1415926536.

8 33. Znaczac przez r, d ip liczby wymiarowe promienia,
a wzglednie S$rednicy i obwodu kota, mamy na mocy powyz-
Szego rozumowania:

1L p~ dt 2. p— 2t.r

cej miejsc dziesietnych. Utamek
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a) Obwo6d kotardwna sie iloczynowi ze Srednicy,
albo z podwdjnego promienia, przez liczbe Ludolph’a
Nastepnie mamy:
3. 4T g 4. —}' A
b) Srednica kota réwna sie obwodowi podzie-
lonemu przez liczbe Lndolph’a;
c) Promien kota réwna sie obwodowi podzielo-
nemu przez podwdjng liczbe Ludolph’a;
Jezeli n. p. promien kota r = 4m, natenczas S$rednica
d — 8m, a obwod
p= 8X 314 = 25121»
Przeciwnie, jezeli p — 20 drn, mamy
d— 20:31 ~ 6—dm, zas r = 3\ dm.
Jezeli R i r oznaczajg promienie dwoéch két, D i d Sre-
dnice, a P i p ich obwody, mamy:
=.Dn kp —dn, stad P:p = D:d=R:r;t. j
d) Obwody dwdch k6t majg sie tak do siebie, jak
ich promienie, albo jak ich Srednice.
8 34. Jezeli w kole (fig. 22) katy AOM, MON, NOP,
POB, COQ, QOK i ROD sg sobie réwne, natenczas takze i luki
Fig 22 AV, MN, NP, PB, CQ, QR i RD musza
by¢ sobie rowne, a takze i wycinki ko-
fowe, przynalezne do tych tukéw, muszg
by¢ sobie réwne.
Zatem nietylko kat AOM miesci sie
w kacie AOB 4 razy, a w COD 3 razy,
lecz takze tuk AM zawiera sie w luku AB
4 razy, za$S w tuku CD 3 razy; podobniez
miesci sie wycinek kotowy AOM w wycinku AOB 4 razy,
a w wycinku COD 3 razy; mamy zatem nastepujgce proporcye:
kat AOB : COD = 4:3,

luk AB:CB = 4:3
wycinek AOB : COD = 4:3.
Z tego wynika :

Dwa tuki albo dwa wycinki jednego i tego sa-
mego kota majag sie tak do siebiejak odpowiedne
im katy Srodkowe.
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8 35. Luk mozna mierzy¢ albo stopniami tukowymi, mi-
nutami i sekundami, albo jednostkg dtugosci.

Chcac tuk kotowy zmierzony stopniami wyrazi¢ w jednost-
kach dtugosci i na odwrdt, uzywamy nastepujgcego twierdzenia,
wynikajgcego z § 34.

Dtugo $¢ tuku ma sie tak do obwodu, jak przy-
nalezny kat Srodkowy do 360°

Jezeli wiec w kole o promieniu r oznacza b dtugos¢ tuku,
majgcego m°, do ktérego zatem nalezy kat Srodkowy m°, mamy
wedlug powyzszego twierdzenia:

b:2rit — m° : 360°;
z tej proporcyi mozna obliczy¢ kazda z trzech ilosci b, m, r,
jezeli dwie inne sg dane. | tak otrzymamy:
bh = ml;\it m — ;1_8_9_9 ir= ;’L_Q(_)__b
ad rc mn’
N. p. Jak dtugi jest tuk 35° w kole o promieniu 2 dm}
3B .2.314

b — 1SO — 1-22 dm.

W szczeg6lnosci mamy:

| stopie lukowy := rn :180 = 0*017453r,
1 minuta lukowa — rn :10800 = 0*000291 r,
1 sekunda ,, — rn \648000 = 0*000005 r.

Powierzchnia kota.

8§ 36. 1. 28 8 1iz8 27. 1wynika:
Powierzchnia kota réwnasie potowie iloczynu
z obwodu i promienia.
Jezeli r, p i/ sg liczbami wymiarowemi promienia,
a wzglednie obwodu i powierzchni kota, mamy :
_p7
.= 2 .
Jezeli n. p. promien r = 8dni, bedzie p = 16 X 3*l4=
50*24 cim, a f — 50*24 X ~ = 200*96 dml
Jak wielka jest powierzchnia kota, ktérego obwod réwna
sie 44 cm?
44cm : 31 = 14 cm Srednicy,
44 X $ = 154 cm2 powierzchni.
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2. Poniewaz p = 2rn, przeto otrzymamy zf — p .F
takze:
y — 2rit y, czyli/ = r r; t |

Powierzchnia kota réwna sie iloczynowi z kwa-
dratu promienia przez liczbe Lndolph’a.

Jezeli n. p. promieA r — 5m, to

/[ = 51X 31316 = 25 X 3-1416 = 78*54wl

3. Jezeli przez R i r naznaczymy promienie dwoch kot
a przez F i/ ich powierzchnie, otrzymamy:

F = R*ir, za§ /| — r*n, zatem
F:/ = R2 t j.

Powierzchniedwoch kdtmajg sietakdo siebie
jak kwadraty ich promieni, albo takze jak kwa-
draty ich Srednic.

8 37. Niech bedzie w trojkacie ABC (fig. 23.) kat przy B
katem prostym. Zakre$lajac na bokach tego trojkata, jako na
Srednicach, kofa, otrzymamy wedtug twierdzenia Pitagorasa:

ACl= AB2+ BC2
satem takse ,_AJ(EZ_ A 2 BC,2 cayi EAZCy /AB\2 /I%C\Z
mnozac wyrazy ostatniego réwnania przez jr, bed2|e
_ IABy {BC
(¥)l7c_‘~ u 7 ”+(2}/|X

Atoli te trzy ilosci oznaczajg kolejno
powierzchnie kot, zakre$lonych na przeciw-
prostokatni i na obu przyprostokatniach.
Zatem:

Powierzchnia kota zakreS$lo-
nego na przeciwprostokatni ro-
wna sie sumie powierzchni obu
kot, zakreSlonych na przyprosto-
katniach.

Wykreslcie koto rowne d) sumie, b) réznicy dwoch da-
nych két.

38. Obliczyé powierzchniepier $cienig koto-

Fig. 23.

wego.
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Nalezy odja¢ powierzchnie mniejszego kota od powierzchni
wiekszego, albo potrzeba kwadrat mniejszego promienia odja¢ od
kwadratu wiekszego, a réznice pomnozy¢ przez liczbe Ludolph’a.

Jezeli (fig. 2) OA= R a OA' = r sg promieniami
dwadch kot wspdtsrodkowych, za$ / oznacza powierzchnie pier-
Scienia kotowego, mamy :

/ = RE—rdn.

Fig. 24. Niech bedzie n.p. R= 5dm ar— 3dm;
otrzymamy
R*= 25
rit= 9
/ 16 X 314
5024 dnil

8§ 39.288 2i8 27. 1 wynika na-
stepujgce twierdzenie o powierzchni wycinka kotowego:
Powierzchnia wycinka kotowego réwna sie po-
towie iloczynu z dtugos$ci jego tuku i z promienia.
Jezeli przez r, b i/ naznaczymy liczby wymiarowe pro-
mienia, a wzglednie diugosci tuku i powierzchni wycinka koto-
wego, bedzie

t =
2
Jezeli zamiast diugosci tuku mamy dany kat m° przyna-
lezny wycinkowi, otrzymamy wedtug 8. 35

m m _ mr'7i
b= 180° przeto ) = 360
Z ostatniej réwnosci mamy mrln = 360 /; zatem takze

360 . f

Jezeli w wycinku AOB (fig. 25.) wykres$limy
przynalezng mu cieciwe AB, otrzymamy
odcinek kotowy ABM, ktory wraz z troj-
katem ABO daje wycinek AOB. Jezeli za-
tem od powierzchni wycinka odejmiemy
powierzchnie tréjkata, otrzymamy po-
wierzchnie odcinka.
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8. 40. Zadania.
1. Srednica kola réwna sie
a) 3m ") 26m, ¢ O*56m, d) 5dm 4cm 8mm;
jak wielki jest jego obwdd?
2. Promien kota réwna sie
a) 37m, b) Im 6dm 5cm, ¢) 1*206mm
jak wielki jest jego obwdd?
3. Obwod kota rowna sie
a) 5m, b 27 dm, 339 202 cm, d) 2506 99 mm ;
jak wielka jest jego $rednica? (M — 8*1416).
4. Whyrachujcie promieri kofa, ktdrego obwdd rowna sie:
a) 44dm, b) 182cm, ¢) Ilw 5dm 3cm.
5. Obliczcie powierzchnie kota, ktérego promien réwna sie:
a) 4m, b) 292m,"8"3 dm 28 mm, d) 421cm.
6. Srednica kola réwna sie:
«) 3*5m, b) 21*02 dm, ¢) im ocm, d) 259*3 mm;
jak wielki jest jego obwod, a jak wielka jego powierzchnia?

7. Obwod kota rowna sie:

a) 17%97dm, b) 5m 8dm 75 mm, ¢) 219j mm;
wyrachujcie jego m) promien, n) powierzchnie.

8. Jak dhugi jest tuk 20° jezeli Srednica kota rowna sie
5dm 4cm?

9. Promien kota réwna sie 2m; jak dtugi jest tuk a) 30°,
i) 125° ¢) 75° 30"

10. Luk kotowy, przynalezny do kata Srodkowego 48°,
jest 4dm 26 mm dtugi; jak wielki jest promien?

11. tuk kota o Srednicy 22*5cm jest 29 cm diugi; jak
wielki jest kat Srodkowy przynalezny do tego tuku ?

12. Promien kota réwna sie 8 dm\ ile stopni ma kat $rod-
kowy, wspierajgcy sie na tuku «) 5dm, b) 12dm, ¢) 2 dm 28mm
dtugim?

13. Wiele stopni, minut i sekund ma tuk kotowy, ktorego
dtugos¢ réwna sie promieniowi ?

14. Jak wielki obwdd ma tarcza n zegara wiezowego, je-
zeli jej Srednica rowna sie 096 m?

15. Pien drzewa ma 16 dm 2a» w obwodzie, jak wielka
jest jego Srednica?
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16. Stopierr na réwniku ziemi réwna sie 15 milom geogr. ;
jak wielki jest promien rownika a) w milach geograf., b) w km,
jezeli 1 geograf, mila ~ 7"420445;m? (n — 3-14159).

17. Globus ziemi ma 42 cm w S$rednicy; jak diugi jest na
nim 1 stopien réwnika?

18. Szerokos¢ geograficzna Krakowa réwna sie 50° 3' 50 ;
ile km jest Krakéw oddalony od réwnika, jezeli potudnik jego
jest kotem o promieniu 637P56 km?

19. Jeden stopienn na réwnolezniku miasta Triestu jest
dtugi 77961, na rownolezniku Wiednia 74-314, a na rowno-
lezniku Pragi 71-554 km; jak wielki promien ma kazdy z tych
trzech réwnoleznikow?

20. Jak wielki musi by¢ promien okragtego stotu, naokoto
ktorego ma siedzie¢ 8 osdb, jezeli na kazdg osobe liczy sie po
7dm 2cm z obwodu ?

21. Wiele drzew mozna zasadzi¢ naokoto okragtego stawu
o Srednicy 87 m, jezeli oddalenie jednego drzewa od drugiego
ma sie rowna¢ 4 m?

22. Aby naokoto obejS¢ okragly staw. potrzeba 10 minut
czasu; jak wielka jest $rednica tego stawu, jezeli w kazdej se-
kundzie przebywa sie droge Im 2 dm?

473, Koto u lokomotywy ma w $rednicy Im 2 dm; ile razy
musi sie ono obrdci¢ na drodze 1 km diugiej?

24. Srednica windy u studni rowna sie 2 dm 5cm; jak gle-
boka jest ta studnia, jezeli sznur, siegajacy az do jej dna, daje
sie nawing¢ na winde 15 razy ?

25. Przednie koto u wozu ma 12m, a tylne 1-7m w S$re-
dnicy; wiele obrotdw wiecej robi pierwsze od drugiego na dro-
dze 4km?

26. Jak wielkie jest ciSnienie powietrza na powierzchnie
kotowg o Srednicy 12 m, jezeli cisnienie jego na 1cml réwna
sie 1"033 kg}

27. Obwod pnia drzewa w przekroju poprzecznym réwna
sie 2m 3 dm; jak wielka jest powierzchnia tego przekroju?

28. Jak wielki jest wewnetrzny i zewnetrzny obwdd zela-
znego pierscienia o grubosci 2-6 cm, jezeli Srednica mniejszego
kota réwna sie 3 dm?
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29. Okragta wieza ma wewnatrz obwod 252 m, a zewnatrz
obwod 35m\ jak gruby jest jej mur?

30. Promienie dwoch wspotsrodkowych két sa:

a)E = 6nt,r—4m; b) R= 3m5dm, r —z2m 8dm;
jak wielka jest powierzchnia pierscienia ?

\3ly Obwody dwoch wspétsrodkowych kot roéwnajg sie
137 cm i 152cm; jak wielki jest miedzy nimi zawarty pierscien
kotowy ?

32. Srednica kota réwna sie 1 m; jak wielkie jest wspot-
Srodkowe wyciete kolo, jezeli powstaty pierScien jest 1 dm 7cm
szeroki ?

x33v Naokoto okragtego trawnika o obwodzie 28 m 4 dm jest
droga Im 4 dm szeroka; jaka powierzchnie zajmuje ta droga?

34. Jak wielka jest powierzchnia wycinka kotowego, kto-
rego promien jest 324 dm dhugi, a ktdrego lak ma 45 Im
dtugosci ?

35. Obwod kota réwna sie 249 mm; jak wielka jest po-
wierzchnia wycinka tego kofa, jezeli kat Srodkowy, przynalezny
wycinkowi, ma 75°?

36. Obliczcie powierzchnie wycinka kotowego, ktéyego luk
ma diugos¢ 21 dm, a w mierze stopniowej 75°7?

37. Wiele stopni ma tuk wycinka kotowego o powierzchni
11°82743 dm], jezeli promien jego rowna sie 5dm? (n = 314159).

38. Z drewnianej tarczy kotowej, majgcej obwdd 12 m,
odcigt stolarz naokoto 0'5rfm; jak wielki jest obwdd, a jak
wielka powierzchnia pozostatej tarczy?

39. 0 ile jest wiekszg powierzchnia kota o promieniu
85cm od powierzchni kwadratu, wpisanego w to koto?

40. Kolo rozpedowe o obwodzie 12m robi w 1 minucie
40 obrotéw; z jakg chyzo$cig porusza sie punkt, lezacy na jego
obwodzie, t. j. ile metrow przebiega w sekundzie.

41. Jaka Srednice ma kolo, ktére w 1 minucie robi 72
obrotow, jezeli punkt na jego obwodzie porusza sie z chyzo-
Scig 21 m?

42. Wiele obrotow w 1 minucie musi wykonywac koto miyi-
skie o Srednicy 1 m, by punkt jego obwodu miat chyzos¢ 8 w?
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43. W pudelku okragtem o Srednicy 2'8 cm miesci sie
100 zapatek; wiele zapalek tej samej grubosci pomiesci sie
w pudetku o Srednicy 4dow»?

44. Na tarczy, stuzacej za cel przy strzelaniu, znajduje
sie jedna biata i cztery czarne powierzchnie w ksztalcie pier-
Scienia kotowego; zewnetrzny bialy pierscien ma szerokos¢
32 cm, a kazdy czarny szeroko$¢ 2 cm. Srodek tarczy jest kotem
o Srednicy 6 cm. Jak wielka jest a) cala tarcza, b) Srodkowa
powierzchnia kotowa, ¢) powierzchnia kazdego pierscienia?

11, Podobienstwo figur prostokreslajrch,

1 Proporcyonalnos¢ dtuzni.

8 41. Stosunkiem dwobch diuzni  (Verhdltnis
zweier Strecken) nazywamy iloraz ich liczb wymiarowych
ze wzgledu na jedne i te samg jednostke.

Chcac liczbami wyraziéstosunekdwoch diuzni,
odmierzamy krotszg diuznie na dtuzszej tyle razy, ile razy sie da.

a) Jezeli krétsza dinznia CD (fig. 26.) mieSci sie bez reszty

Fig. 26. w dluzszej dtuzni AB Kkilka razy, u. p. 3 razy,
vil 10 natenczas jest CD miarg (Mass) diuzni AB.
Stosunek dtuzni AB i CD jest w tym razie

n n rowny 3 : 1

b) Jezeli za$ mniejsza dtuznia w wiekszej nie miesci sie bez
reszty, n. p. dluznia CD (fig. 27.) miesci sie w AB 3razy i po-
zostaje jeszcze reszta EB, natenczas odmierza sie reszte EB na

Fig. 27.

E
! ! P+

[TRY

C— i— i— 4D
CD tyle)razy, ile razy sie da; niech EB miesci sie w CD 3 razy
i niech pozostaje reszta FD. Te reszte odmierza si¢ znowu na
poprzedzajacej i niech FD mieSci sie w EB dokladnie 6 razy.
Mamy wtedy:
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EB = 6 FD,
CD= 3EB + FD = 19 FD,
AB = 3CD+ EB = 63 FD.

Diuznie AB i CD majg zatem wspo6lng miare (das ge-
meinsame Mass) FD, a mianowicie miesci sie onaw AB 68
razy, a w CD 19 razy; miedzy AB i CD zachodzi przeto sto-
sunek 63 : 19.

8. 42. Diuznie ABi CD pozostajg do siebie w stosunku 5 :3
dtuznie EF i GH majg ten sam stosunek 5 : 3. Piszac miedzy

Fig. 28.

B E

C 1 1 D G H
rownymi stosunkami AB : CD i EF : GH znak réwnosci, otrzy-
mamy proporcya (Proportion) AB : CD = EF : GH.

W takim razie mowimy, ze dtuzni e AB i EF sg pro-
porcyonalne do dfuzni CD i GH.

Jezeli CD= EF, natenczas proporcyg AB:CD —CD : GH
nazywamy proporcyg ciggtg (stetige Proportion); CD
jest Srednig geometrycznie proporcyonalng (die
mittlere geometrische Proportionale) miedzy ABi GH,
a GH jest trzecig ciggta proporcyonalDg do AB i CD.

g 43. 0) Niech bedzie w trojkacie ABC (fig. 29.) DE |) AB,
a Ca miarg, mieszczacg sie w dtuzni AD 3 razy, zas w dtuzni

Fig. 29. DC 2 razy; mamy wtedy AD : DC
= 3:2. Podzielmy AC na 5 r6-
wnych czesci i wykresimy przez
punkty podziatu réwnolegte do AB,
a podzielimy przez to takze bok BC
na 5 réwnych sobie czesci, z kto-
rych 3 przypadajg na EB, a 2 na
CE; zatem takze BE :EC = 3:2.

mB Z obu powyzszych proporcji wynika
AD : DC = BE : EC.
b) Nastepnie mamy
COD AC~ 2 5
CE BC= 2 5
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Wykre$liwszy nareszcie przez punkty podziatu boku AC
rownolegte do BC, podzielimy przez to bok AB na 5 réwnych
czesci, a bok DE na 2 rowne czesci. Czesci dluzni AB sg réwne
czeSciom dituzni DE, bo rownolegte miedzy réwnolegtemi sg
réwne; przeto takze

DE : AB = 2:5
Z trzech ostatnich proporcyi mamy zatem:
CD:AC= CE:BC= DE:AB

Jezeli wiecwtrojkacie wykreslimy réwnolegta
do jednego boku, natenczas a) rownolegta ta dzieli
dwa inne boki trojkata na czesSci proporcyonalne
b) boki nowego trojkata sag proporcjonalne do bo-
kow danego trdojkata.

Zadania do wykreslenia.

8.44. Do trzech danych dtuzni AB, CD i EF
{fig. 30.) znale §¢ czwartg proporcyonalna

Wykre$la sie kat G dowolnej wielkosci, odmierza sie na
jego ramionach GHzz AB, GJ= CD, GK = EF, i polaczywszy
punkty H i K zapomocg prostej HK wykresla sie z J do nigj

Fig. 30.

rownoleglta JL. Mamy wtedy GH : GJ = GK : GL, czyli
AB : CD = EF : GL; wiec GL jest szukang czwartg propor-
cyonalng do AB, CD i EF.
8 45. 1. Dtuznie AB (fig. 31.) podzieli¢ w danym
stosunku liczbowym, n. p. w stosunku 3 : 2
Kresli sie z punktu A promien AX, na-
chylony do AB pod dowolnym katem, a na-
stepnie odmierza sie na AX od A do C 3, aod
C do D 2 réwne cze$ci; natenczas AC : CD
= 3:2. Wykreslmy teraz prosta DB i do
niej rownoleglta CE, a bedzie takze AE : EB
B=z3:2; zatem punkt E dzieli prosta AB
w stosunku 3 : 2.

Fig. 31.
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2. Dang dtuznie podzieli¢ w stosunku danych
dtuzni.

Jezeli dbuznie AB (fig. 31.) mamy podzieli¢ na dwie czesci,
ktéreby pozostawaty do siebie w takim stosunku jak AC : CD,
natenczas odmierzamy na AX dane dluznie AC i CD, a naste-
pnie kreSlim}' DB i z punktu C prostg CE | DB. Mamy wtedy
AE : EB = AC : CD.

3. Dang dluznie AE (fig. 31.) powiekszy¢ w danym sto-
sunku, n. p. w stosunku 3 : 5.

4. Dang dhtuznie AB (fig. 31.) pomniejszy¢ w danym sto-
sunku 5 : 3.

Konstrukcya przy rozwigzywaniu zadania 3. i 4. bedzie ta
sama i wtedy, gdyby stosunek powiekszenia lub pomniejszenia byt
podany nie w liczbach, lecz w dtuzniach; tylko odmierza sie w tym
drugim razie na ramieniu AX zamiast liczb stosunkowych dbuznie
stosunkowe.

2. Podobienstwo trojkatow.

8 46. Dwie figury, majgce ten sam ksztalt, a roznigce sie
tylko wielkoscig, nazywamy podobnemi (ahnlicb). Znakiem
podobienstwa jest cg ktéry piszemy miedzy dwoma podobnemi
figurami.

Aby wykryé cechy podobienstwa dwoch trojka-
tow, posuwajmy w trojkacie ABC (fig. 32.) oba punkty A i B

Fig. 2. po bokach AC i BC tak ku wierzchot-

C kowi C, by dhuznie, tgczace owe punkty,

t.j. dluznie A'B', A"B", — , w kazdem

nowem potozeniu byly réwnolegte do AB.

Kazdy z powstatych przez to trojkatow,

jak AB'C', A"B"C", __, bedzie wpra-

wdzie mniejszy od poprzedzajgcego, ale

bedzie miat ten sam ksztait; bedg to

wiec tréjkaty podobne. We wszystkich tych tréjkatach beda co

dwa, jednakowo potozone katys sobie rowne, a takze wedtug

8 43. beda boki kazdego z nowopowstatych trojkatéw propor-
cyonalne do bokdw danego tréjkata.
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Dwa trojkaty sa zatem podobne, jezeli maja
katy parami rowne, a boki lezgce naprzeciw ro-
wnych katéw proporcjonalne.

Te boki w podobnych tréjkatach, ktére ezg naprzeciw ro-
wnych katow nazwano bokami odpowiednymi albo homo-
logicznymi (gleichlicgende albo homologe Seiten).

Z 8. 43. wynika przeto nastepujace twierdzenie;

Jezeli w trojkacie wykreslimy rownolegta do
jednego boku, otrzymamy trdjkat podobny do da-
nego tréjkata.

8. 47. Rownos¢ katow w dwdch tréjkatach i proporcyonal-
nos¢ ich bokéw pozostajg ze sobg w tak Scistym zwigzku, ze
z samej rownosci katdw w dwdch trojkatach mozna wnosi¢
0 podobienstwie tych tréjkatow.

Niech w trojkatach ABC i DEF (fig. 33.) kat A = D,
B = E, natenczas takze kat C musi by¢ réwny katowi F.

Odmierzmy CG = DF i wykreSimy GH| AB, a otrzy-
mamy tréjkat GUC 22 DEF; a poniewaz ¢A ABC 22 A GHC,
przeto takze A ABC 22 A DEF.

Fig. 33. Z tego wynika:

Trojkaty, majace
wszystkie trzykatypa-
rami rowne, sg do sie-
bie podobne.

Poniewaz w dwoch tréj-
katach, majacych po dwa
katy rowne, takze trzecie

katy muszg by¢ réwne, przeto juz z réwnos$ci eo dwodch
katow w tréjkatach mozna wnosi¢ o ich podobieristwie.

8 48. Niech bedzie
(fig. 34.) trojkat ABC co
DEF; nastepnie niech bedg
AB i DE podstawami, a CG
i FH wysokoSciami tych
trojkatow.

Poniewaz wedtug za-
fozenia kat A = D, za$
m = w przeto A ACG co

Fig. 34.



A DFH, a zatem CG : Fil = AC : DF. Z powodu podobien-
stwa tréjkgtow ABC i DEF mamy AB : DE = AC : DF, zatem
takze CG : FH = AB : DE; t. |j.

W dwoch podobnych tréjkatach sg wysokos$ci
proporcyonalne do podstaw.

8. 49. Jezeli kazdy bok jednego trdjkata jest 2razy, 3 razy,
4 razy tak wielki jak odpowiedni bok tréjkata podobnego, natenczas
takze suma wszystkich bokdw, t. j. obwdd pierwszego tréjkata musi
by¢ 2 razy, 3 razy, 4 razy wiekszy od obwodu drugiego tréjkata.

W tréjkatach podobnych sg obwody propor-
cyonalne co do dwoch odpowiednich bokdw.

8 50. Niech bedzie (fig. 34.) A ABC co A DEF; oznaczmy
przez F powierzchnie pierwszego tréjkata, za$ przez / powierz-
chnig drugiego, to otrzymamy

AB . CG .,_ DE.FH
——————————— , zas ['= -=--—=g-—-, zatem
:/ = AB .CG : DE . FH;
aze AB : DE ~ AB : DE, i
CG :FH = AB : DE (8 48),
skad AB . CG:DE .FH = AB2: DE3 wiec
F:/ = AB3:DE3;t |

Powierzchnie tréjkatéw podobnych sg propor-
cyonalne wzgledem kwadratéw odpowiednich bo-
kow

Jezeli kazdy bok jednego trdjkata jest 2, 3, 4, 5, 6 razy
wiekszy od odpowiedniego boku trdjkata podobnego, natenczas
powierzchnia pierwszego trojkata jest 4, 9, 16, 25, 36 razy
wiekszg od powierzchni drugiego trojkata.

8 51. Niech bedzie trojkat BAC (fig. 35.) przy A prosto-
katny i niech AD J_ do przeciwprostokatni BC.

Fig- 35. W trojkatach BAC i BDA jest kat
BAC— BDA —B, za$ b= b; zatem musi
takze ¢c= n, awiec A BAC oj A BDA.

W tréjkatach BAC i ADC jest BAC
= ADC = R, za$§ ¢~ c¢; zatem musi
takze b= m, wiec A BAC co A ADC.

Poniewaz A BAC co A BDA i A BAC co A ADC, przeto
musi by¢ takze A BDA co A ADO.

Moc¢nik, Geom. I1. 3
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1. W trdjkatach podobnych sg boki, lezgce naprzeciw roé-
wnych katow, proporcyonalne; zatem

z A BAC co A BDA wyplywa BC: AB = AB:BD,|

» A BAC co A ADC . BC:AC= AC:CD)

2. Podobnie otrzymamy
z podobienstwa A BDA co A ADC .. .BD:AD = AD:CD.

Jezeli wiec wtrdjkacie prostokgtnym wykre-
§limy z wierzchotka kata prostego prostopadig
do przeciwprostokatni, natenczas:

1 kazda przyprostokatnia danego tréjkata
jest Srednig proporcyonalng miedzy cata przeciw-
prostokatnig ajej odcinkiem, przylegtym tej przy-
prostokatni;

2. rzeczona prostopadta jest Srednig geome-
trycznie proporcyonalng miedzy oboma odcinkami
przeciwprostokatni.

Zwiagzki powyzsze mozna wywies¢ takze z twierdzen, udo-
wodnionych w 88 11. i 10.

Wedtug & 11. mamy bowiem

AB2= BC .BD, czyli AB.AB= BC.BD,
i AC2= BC.CD, czyli AC.AC= BC.CD,

za$ wedblug 8 10. jest
AD5= BD.CD, czyli AD.AD= BD CD.

Jezeli te trzy pary iloczyndw réwnych zamienimy na pro-
porcye, piszac czynniki kazdego pierwszego iloczynu jako wy-
razy skrajne, a czynniki drugiego réwnego jako wyrazy $rednie
proporcyi, otrzymamy trzy proporcye zgodne z temi, jakie pod
1 i 2 wyprowadzilismy.

Zadania do wykres$lenia.

8 52. 1. Na danym odcinku DE (fig.36) wykreSli¢
tréjkagt podobny do danego trojkata ABC.

Fig. 36. Odmierzamy przy D Kkat
EDF i= BAC,aprzy E DEF =
'"Z ABC; ich ramiona przecinaja
sie w F, a DEF jest zadanym
trojkatem.
2. Do troj ka ta ABC (fig.
36.) wykreslic trojkat po do-
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bny taki, zeby boki danego trdjkata pozostawaty
do bokéw nowego trojkata w stosunku 5 : 3.

Szuka sie najpierw do AB odcinka, pomniejszonego w sto-
sunku 5 : 3, a nastepnie odmierza sie go na AB od A do Mi wy-
kreSla sie MN BC, natenczas AMN jest zgdanym trojkatem.

3 Whykresli¢ trojkat podobny do danego trdjkata a nadto
taki, zeby jego boki miaty sie tak do bokéw danego trojkata,
jak 5 : 3.

8 53. Do dwu danych odcinkéw ai b wykres$lic
trzecig eiggta proporcyonalng.

Fig. 37. Wykre$lamy DC j AB (fig. 37) i od-
mierzamy DA = a DC — 5; nastepnie
kreslimy AC i do niej prostopadty CB az
do przeciecia sie z przedtuzong prostg AD
w punkcie B. Mamy wtedy DA : DC =
DC : DB (8 51. 2), czylih : b= b :DB;

zatem DB jest trzecig proporcyonalng do a i b

8 54. Do dwu danych odcinkéw a\b wykres$li¢

Srednig geometrycznie proporcyonalng.

Rozwigzanie 1 Odmierza sie (fig. 37.) AD = a DB
= b, nastepnie zakre$la sie na AB potkole i wykresla sie w D
prosta DC J_ AB; DC jest $rednig proporcyonalng do AD
i DB (8 51. 2).

Rozwigzanie 2. Odmierza sie¢ AB réowne diuzszemu od-
cinkowi a, za§ AD = b; nastepnie zakre$la sie na AB potkole
i wykresla sie DC J AB. Cieciwa AC jest szukang Srednig
proporcyonalng do a i b (8 51. 1.).

8 55 Dany odcinek podzieli¢ na kilka rownych
czesci.

a) Jedno rozwigzanie tego zadania podaliSmy juz w I
czesci tej ksigzki; jest ono jednakowoz zmudne i tatwo w niem
btad popetni¢, gdyz potrzeba kresli¢ wiele linij réwnolegtych.

b) Prostsze jest nastepujace rozwigzanie:

Odcinek AB (fig. 38.) mamy podzieli¢ n. p. na 7 réwnych
czesci; wykresimy w tym celu promien MX, odmierzmy na nim
7 réwnych a zresztg dowolnie wielkich czesci az do punktu N
i nastepnie wykreslmy na MN trojkat réwnoboczny MNO. Od-

*
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Fig. 38 uderzywszy Om — O n i réwne

danemu odcinkowi AB, otrzymamy

0 po wykresleniu prostej m n takze
trojkat réwnoboczny O m n (dla-
czego?), przeto m n= AB, a nadto
mn || MN. Jezeli nareszcie poila-
czymy O z punktami podziatu pro-
stej MN zapomocg prostych OR,
OS, .. te proste podzielg linig
mn = AB w punktach r, s, . ..
na 7 réwnych czesci.

Albowiem A O m r co OMR, zatem mr: MR= O r :0OR;
nastepnie A O r j N ORS, przeto rs :RS~ Or : OR; wiec
takze mr: MR —r s:RS. Ale MR = RS, zatem takze mr =
r s. W podobny sposéb mozna dowie$¢ rownosci pozostatych
czesci odcinka m n.

0] Chcac za$ podzieli¢ odcinek na bardzo mate
czgsteczki, ktore wedlug podanego pod b) dzielenia bytyby
juz niewyrazne, uzywamy nastepujagcego sposobu:

Mamy podzieli¢ AB (fig. .39) n. p. na 10 réwnych czesci.
W tym celu wykreslamy w A i B dwie prostopadie do AB, od-

Fig. 29. mierzamy na nich po 10 réwnych czesci

i kreSlimy przez kazde dwa odpowiednie
punkty podziatu proste. Jezeli nastepnie
wykres$limy w prostokacie ABDC przekat-
nie AD, bedzie zadanie rozwigzane. Z po-
wodu podobienstwa tréjkatow Dab i DAB
musi stosunek ab: AB réwnaé sie stosun-
kowi Db: DB; ale D b jest 10-tg czescig
odcinka DB, zatem takze a b musi byé
dziesigta czescig odcinka AB. Podobnie
mozna dowies¢, ze cd — Ta AB, ef =
w AB, ..., fut— ~0 AB.

8 56. 1 Na powyzszym sposobie dzielenia odcinka na-
kilka réwnych czesci polega konstrukcya podziatki wzmniej-
szonych rozmiarach zliniami poprzecznemi (Trans-
versal-Massstab).
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Wykre$li¢ podziatke w zmniejszonych rozmia-
rach zliniami poprzecznemi dla miary dziesietnej
czyli tak zwang podziatke tysigcdzielng (Tausend-
theiliger Massstab).

Odmierza sie na prostej ABX (fig. 40.) 10 réwnych odcin-
kow, z ktérych kazdy ma przedstawia¢ 100 jednostek dtugosci.
W punktach koncowych wykre$la sie dwie prostopadte do AX
i odmierza sie na nich znowu 10 réwnych, zresztg dowolnie
dtugich czesci. Ostatnie punkty podziatu owych normalnych faczy
sie za pomoca prostej, ktéra do odcinka odmierzonego na AX
musi by¢ rownolegta i jemu réwna. Prostg tez dzielimy réwniez
na 10 réwnych czesci. Nastepnie kreslimy przez przeciwlegte
punkty podziatu linie proste, ktére do AX sa albo prostopadie,
albo rownolegte. Chcac jedne cze$¢ n. p. AB podzielic na 10

Fig. 40.
E 30 80 1060504030 20 100 WO 200

rownych czesci, potrzeba tylko wykresli¢ w ktérymkolwiek od-
dziale przekatnie C 200, a wtedy jest a b dziesigta czeScig od-
cinka CD, zatem taZe odcinka AB; c d ma 2 takie czesci;
ef trzy i t d. Czesci te odmierza sie na AB i E o, i kresli
sie przez F i o i przez nastepne punkty podzialu poprzeczne
(Transversalen). Nareszcie pisze sie koto punktéw podziatu
liczby tak, jak to widzimy na fig. 40.

Cata prosta ADX ma 1000 czeSci; AB jest jej dziesiatg
czescig, zatem ma 100 czedci; BF jako dziesigta cze$¢ AB ma
10 takich czesSci; wedtug konstrukcyi jest p 1 dziesigta czescig
BF, ma wiec 1 takg cze$¢, jakich 1000 idzie na calg prosta;
g 2 ma dwie takie czesci i t. d.

Jezeli cata prosta ADX wyobraza n. p. jeden metr, naten-
czas jest AB decymetrem, BF centimetrem a p 1 milimetrem.
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2. Zmierzy¢ odcinek prostej, nakre$lonej na papierze, za-
pomoeg podziaiki tysigcdzielnej.

3 Woykreslcie przy pomocy rzeczonej podziaiki odcinek
a) 2dm, 0) 19 cm, ¢) 235 mm, d) 1 dni 8 cm 9 mm dhugi.

4. Narysujcie trojkat o bokach 204 mm, 193 mm i 148 mm.

5 W trojkacie ABC stosunek bokéw AB : AC réwna sie
5:6; a kat zawarty A = 60"; wykreSlcie na boku 235 mm
trojkat podobny do tréjkata ABC.

Podobienstwo wielobokéw.

8.57. Dwa wieloboki nazywamy podobny mi, jezeli majg
ten sam ksztatt.

Aby wykry¢ wiasnosci wielobokéw podobnych, wykresimy
we wieloboku ABCDE (fig. 41.) zwierzchotka A przekatnie AC]

Fig. 41. AD i AE. Niech punkty B, C, D,
E, F. po prostych AB, AC, AD, AE,
AF tak poruszajg sie ku punktowi

A, zeby proste B' C', C' D, ..
B"C' C'"D"',.... wkazdem nowem
potozeniu byty réwnolegle do odpo-
wiednich bokéw BC, CD...; otrzy-
mamy wskutek tego mniejsze wielo-
boki’ AB'C'D'E'F AB"C"DE"F",
. ., ktdre oczywiscie majg ten sam ksztalt, co i dany wie-
lobok; sg wiec wszystkie do siebie podobne. Kat A jest wszyst-
kim wielobokom wspdélny; ale i inne katy danego wieloboku
nie zmienity swej wielkoSci przy réwnoleglem przesunieciu bo-
kow; zatem wszystkie wieloboki majg kolejno réwne katy. Nadto
wynika z 8§ 43, ze boki kazdego nowego wieloboku sg propot-

cyonalne wzgledem odpowiednich bokdéw danego wieloboku.

W wielobokach podobnych sg wiec katy kolej-
no parami réwne, a odpowiednie boki proporcyo-
nalne.

Dwa umiarowe wieloboki, majace te samg ilos¢ bokdéw, sg
podobne.

Z powyzszego wywodu wynika nastepnie:

a) Odpowiednie przekatnie dzielg podobne
wieloboki na podobne tréjkaty.
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b) W wielobokach podobnych sg odpowiednie
przekatnie proporcyonalne wzgledem homologi-
cznych bokow.

8 58. Jezeli kazdy bok jednego wieloboku jest 2 razy,
3 razy, 4 razy tak wielki, jak odpowiedni bok wieloboku po-
dobnego, natenczas takze suma wszystkich bokéw, czyli obwod
pierwszego wieloboku jest 2 razy, 3 razy, 4 razy wiekszy od
obwodu drugiego wieloboku,

Obwody wielobokéw podobnych sg zatem pro-
porcyonalne wzgledem odpowiednich bokdw.

8 59. Jezeli zapomocg odpowiednio wykreslonych prze-
katni podzielimy ua tréjkaty dwa podobne wieloboki, ktorych
boki pozostajg do siebie w stosunku n. p. 5 :3, natenczas we-
diug & 50. powierzchnie kazdych dwu odpowiednio potozonych
trojkatow pozostajg do siebie w stosunku jak 25:9; zatem
takze sumy powierzchni wszystkich takich tréjkatow, t. j. po-
wierzchnie obu wielobokéw muszg pozostawaé do siebie w sto-
sunku 25 : 9.

Powierzchnie wielobokéw podobnych sg wiec
proporcyonalne wzgledem kwadratéw odpowied-
nich bokow.

Jezeli jaka$ figure z rzeczywistosci zdjetg przedstawiamy
na papierze w zmniejszonych rozmiarach w ten sposéb, ze kazdy
bok na rysunku jest tylko N ... rzeczywistej diu-
gosci, natenczas powierzchnia narysowanej figury réwna sie
3» 5>tei ,50 czesci powierzchni figury rzeczywistej.

Fig. 42.

8 @1 Jezeli promienie, wykreslone z punktu S,
(fig. 42) przetniemy w punktach Aia Bib Cig ...
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na czes$ci proporcyonalne, natenczas wieloboki
ABCD iaicd..b8dg podobne.

Niech SA :Sa— SB:Sb—SC:Sc— .. zatem
trojkaty SAB i S ab, SBCi Sbec¢ SCDi Sca,... sgpodo-
bne, wiec AB : a b = BC : bc, poniewaz oba te stosunki ré-
wnajg sie stosunkowi SB : S b. W ten sam sposéb mozna wy-

kaza¢, ze BC :bc— CD:cd,... Wieloboki ABCD . . i ab ccl..
maja zatem odpowiednie boki proporcyonalne.
A poniewaz AB |l ab, BC | bc, CD|cd, .... przeto takze

i katy Aia Bib Cic ..sg sobie rowne.

Oba wieloboki sg zatem podobne.

Dwa wieloboki podobne mozna zawsze przez stdsowne prze-
suniecie w takiem potozeniu umiesci¢ obok siebie, ze ich wierz-
chotki dzielg promienie wykre$lone z jednego punktu na czesci
proporcyonalne. O takich wielobokach moéwimy wtedy, ze sg
ustawione w perspektywie, za$ punkt S nazywamy punk-
tem podobienstwa (Ahnlichkeitspunkt) wielobokow
podobnych, a mianowicie zewnetrznym (dusserer) albo
wewnetrznym, zaleznie od tego, czy odpowiednie boki wie-
lobokéw lezg po tej samej stronie, czy po przeciwnych tego
punktu.

Zadania do wykreslenia.

8 61. 1. Na danym odcinku GH (fig.43) wykreslié
wielobok, podobny do danego wieloboku ABCDE.

Fig. 43.
0

Wykresla sie przekatnie AC i AD, odmierza sie nastepnie
AM = GH i kre$li sie MN || BC, NP || CD i PR]|| DE; naten-
czas wielobok ABCDE co AMNPQ. Wykre$liwszy nareszcie na
GH wielobok GHJKL, przystajagcy do AMNPQ, mamy zadanie
rozwigzane.
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2. Do danego wieloboku ABCDE (fig. 43.) wykres$li¢ po-
dobny i taki, zeby stosunek bokéw danego i szukanego wielo-
boku réwnat sie 3 : 2.

Zapomocg przekatni, wykreslonych n. p. z punktu A, dzie-
limy dany wielobok na tréjkaty; nastepnie zmniejszamy boki
AB, AC, AD i AE w stosunku 3 : 2, a nareszcie odmierzamy
tak zmniejszone boki od A do M, N, P i Q; AHNPQ jest za-
danym wielobokiem.

3. Wykreslcie dwa podobne szesScioboki, aby stosunek ich
odpowiednich bokoéw réwnat sie 4 : 5.

IV, Elipsa, hyperbola i parabola,

I. Elipsa.

8 62. Mamy dane dwa punkty AiB (fig. 44.) Przytwierdzmy
w nich konce nitki, nieco dluzszej od odlegtosci obu owych pun-
ktow, a nastepnie wyprezmy ja zapomocg otdbwka M Posuwajgc

Fig. 44. otéwek naokoto obu rzeczonych punk-
tow tak, aby nitka ciggle byla wy-
prezona, punkt M zakresli linig krzy-
wa, zwang elipsg (die Elipse).

Z powyzszego wykreSlenia elipsy

wynika, ze diugos¢ obu kawatkow

nitki AM i BM zmienia sie od punktu

do punktu, bo zawsze, gdy jeden

wzrasta, drugi maleje; ate ich suma AM + BM pozostaje dla
kazdego punktu elipsy ta sama.

Elipsa jest wiec linig krzywa, majgcg te wia-
snos¢, ze suma odlegtosci kazdego jej punktu od
dwu danych punktéw rdéwna sie zawsze temu sa-
memu danemu odcinkowi prostej.

Oba dane punkty A i B nazywamy ogniskami (Brenn-
punkte) elipsy; odlegtosci ktoregokolwiek punktu
M elipsy do obu ognisk, mianowicie proste AM i BM, na-
zwano promieniami wodzacymi (Leitstrahlen) owego
punktu. Prostg CD, przechodzacg przez oba ogniska, nazy-
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wamy osig wiekszg (grosse As che), jej kohAcowe punkty
CiD wierzchotkami (Scheitel). a punkt O, potowiacy
oS wigkszg, Srodkiem (Mitte lpunkt) elipsy. Prostg EF,
prostopadta w punkcie O do osi wiekszej, nazwano 0sig
mniejszg (kleine Achse) elipsy.

1 Poniewaz wedlug wykreslenia elipsy AC -(- BC = AD
+ BD czyli 2 AC AB 2 BD -f- AB, przeto takze 2 AC
= 2BD i AC= BD; tj. wierzchotki elipsy sg od
ognisk rowno odlegte. Z tego wynika, ze takze Srodek
elipsy jest rowno odlegty od obu jej ognisk.

Odlegtos¢ AO =r BO jednego ogniska elipsy od
§rodka nazwano mimosrodem (Excentricitat) elipsy
Im mniejszy mimosrdd, tern bardziej zbliza sie elipsa do kofa.

2. Poniewaz AM -(- BM = AD + BD, za$ AD ~ BC;
zatem takze AM BM = BC -f- BD, czyli AM f- BM = CD>
t. . suma obu promieni wodzacych kazdego punktu
elipsy rowna sie jej osi wiekszej.

Jezeli suma odlegtosci jakiego$ punktu od obu ognisk elipsy
jest wieksza albo mniejsza od osi wiekszej, nateuczas 6w punkt
lezy zewnatrz a wzglednie wewnatrz elipsy.

3. Trojkaty AOE i BOE sg przystajace, zatem AE = BE;
a z AE + BE “ CD, czyli 2 AE = CD, przeto AE = J CD;
t. . odlegto$s¢ kornca osi mniejszej od ogniska ré-
wna sie potowie osi wiekszej.

g 63. Zadanie. Wykreslic elipse, gdy dana jest
jej o8 wieksza i mimosrod.

Fig. 45. Niech bedzie CD (fig. 45.) dang
NE/ \w- os_ia wiekszg, a O jej_ér(’)dkiem. Od-
— mierzmy OA = OB i réwne danemu

H \\ mimosrodowi, a otrzymamy ogniska
A i B. Zakreslmy nastepnie potowg
(A 0 V BIl osi wiekszej t. j. promieniem CO
/ t /' z punktu A i B luki kotowe, ktore
e przecinajg sie w punktach EiF ; punkty

-t te sg koncami osi mniejsze;.
Wybierzmy teraz na osi wiekszej miedzy jej $rodkiem
a ogniskiem dowolny punkt V i zakreSlmy z obu ognisk naj-
pierw promieniem CV, a potem promieniem DV luki kolowe
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powyzej i ponizej osi wiekszej; luki te przecinajg sie w punk-
tach M N, P i Q ktdre sg punktami elipsy, gdyz dla kazdego
z nich jest jednym promieniem wodzacym CV a drugim DV,
a wiec suma tych promieni wodzgcych réwna sie osi wiekszej.
W ten sposéb mozemy wyznaczy¢é dowolng ilos¢ punktow elipsy,
jezeli tylko na prostej OB wybiera¢ bedziemy réwne punkty.
taczac zapomocg linii ciaglej tak wyznaczone punkty, otrzy-
mamy zadang elipse, a to tem dokladniej, im wiecej jej punk-
tow wyszukamy.

8 64. Styczng (Tangente) linii krzywej nazywamy
wogole prosta, majgca z ta krzywa jeden punkt, punkt sty-
cznos$ci (Berlhrungspunkt) wspdlny, atotak, ze wszyst-
kie sasiednie mu punkty tej prostej lezg na zewnatrz owej
krzywej linii.

Niech bedg AM i BM (fig. 46.) promieniami wodzacymi pun-
ktu M. Przedluzmy BM i podzielmy kat AME zapomocg prostej
MT na dwie réwne czesci, a bedzie MT styczng elipsy.

Fig. 46. Albowiem jezeli odmie-
rzymy ME = AM, to MT jest
symetralng odcinka AE. Wy-
brawszy na MT jaki$ punkt
N, lezacy poza punktem M,

D bedzie suma odlegtosci tego

punktu N od ognisk t. j. AN

+ BN, czyli EN -f- BN (gdyz

AN = EN) wiekszg od linii

EB, a z¢ EB = AM -f- BM = CD, takze wieksza od CD.

Punkt N lezy wiec zewnatrz elipsy; a ze tego mozna dowies¢

0 kazdym punkcie prostej MT, z wyjatkiem punktu M, zatem
jest MT styczng elipsy w punkcie M.

Prosta, potowigca kat przylegty katowi, utwo-
rzonemu przez promienie wodzace punktu elipsy,
jest styczng elipsy w tym punkcie.

Z tego wynika takze twierdzenie:

Styczna elipsy tworzy z promieniami wodza-
cymi punktu stycznos$ci rowne katy.

Albowiem kat AMT = EMT, a ze EMT = BMN, wiec
takze AMT = BMN.
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8 65. Zadanie. W punkcie M (fig. 46.), lezagcym na
elipsie, wykre$li¢ do niej styczng.

Przedtuzywszy promien wodzacy BM poza punkt M, po-
trzeba tylko (wedlug 8. 64) spotowi¢ kat AME, aby otrzymac
styczng MN. W tym celu odmierzamy ME = MA i zakreSlamy
z E i A tym samym promieniem tuki kotowe, przecinajgce sie
w punkcie N, Prosta wykre$lona przez M i N t. j. prosta NMT
jest zadang styczna.

2. Hyperbola.

8 66. Mamy dane dwa punkty A i B. Przymocujmy w A
koniec lineatu AL tak, by sie naokoto tego punktu mogt obracac.
Nastepnie przytwierdzmy jeden koniec nitki, krotszej od AL
o dany odcinek AS, w punkcie L, a drugi koniec w punkcie B.
Nareszcie obracajmy lineat okoto korica A, a réwnocze$nie prze-
suwajmy otdwek wzdluz krawedzi AL tak, by przytem nitka
byla wyprezong, wolwczas opisze nam oldwek gatgz DM linii
krzywej, zwanej hyperbolag (die Hyperbel). Obrdciwszy
lineat na dét, otrzymamy przez dopiero co opisane postepowa-
nie' dolng gatgZz DN hyperboli, ktéra przystaje do gérnej ga-

Fig. 47.

fezi DM. UmieSciwszy nastepnie koniec lineatu w punkcie B,
a drugi koniec nitki, bedacy pierwiej w B, przymocowawszy
w A, mozemy w roéwny sposob przez obracanie lineatu i przez
poruszanie otéwka otrzymac linig krzywag PCQ, ktora jest druga,
rowniez z dwoch gatezi zlozong, czescig hyperboli. Przystaje
ona do czeSci pierwszej MDN.
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Z tego okreslenia powstawania hyperboli wynika, ze wpra-
wdzie kazdy jej punkt ma rozne odlegtosci od obu statych punk-
tow A i B, ale ze r6znica tych odlegtosci dla kazdego punktu,
n. p. dla punktu M réznica AM — BM = (AL — ML) — MS
= AS, jest ta sama.

Hyperbola jest zatem linig krzywa, w ktorej
roznica odlegtosci kazdego jej punktu od dwu sta-
tych puntéw jest ta sama.

Dane punkty A i B nazywamy ogniskami, a punkt O,
potowiagcy prostg AB, srodkiem hyperboli.

Proste AM i BM, taczace oba ogniska z punktem hyper-
boli, nazwano promieniami wodzgcymi owego punktu.

Prostg CD, ktorej przedtuzenia przechodzg przez ogni-
ska, a ograniczong po obu stronach hyperbola, nazywamy osig
gtéwng (die Hauptachse) a jej koice CiD wierzchot-
kami hyperboli.

1. Poniewaz D i C sg punktami hyperboli, przeto AD —
BD = BC — AC, astad AD + AC zz BC-f-BD, czyli CD +
2 AC = CD -f 2 BD, zatem 2 AC= 2 BD, a wiec AC= BD;
t.j. wierzchotki hyperboli sg réwno odlegte od obu
ognisk. Stad wynika, ze takze Srodek hyperboli jest
jednakowo odlegty od obu wierzchotkdéw.

Odlegtos¢ AO = BO ogniska hyperboli od jej srodka na-
zwano mimos$rodem hyperboli.

2. Poniewaz AM — BM zz AD — BD, za$ BD = AC.
przeto AM — BM = AD — AD zz CD; t. j. r6zni ca pro-
mieni wodzacych kazdego punktu hyperboli ré6wna
sie osi gtéwnej.

Jezeli réznica odlegtosci jakiego$ punktu od obu ognisk
hyperboli jest mniejsza albo wieksza od osi gtéwnej, natenczas
punkt 6w lezy zewnatrz a wzglednie wewnatrz hyperboli.

2. Zakreslmy z wierzchotkdw Ci D hyperboli mimosrodem
OA powyzej i ponizej prostej CD luki kotowe, ktore przecinajg
sie w E i F. Wykresliwszy prosta EF, musi ona przechodzi¢
przez Srodek O i prostopadtg do osi gtdwnej.

Prosta EF nazywamy osig poboczng albo drugo-
rzedng (Nebenachse) hyperboli.



8 67. Zadanie. Wykres$li¢ hyperbole, gdy dana
jest jej oS gtowna i mimosrod.
Fig. 48.

Niech bedzie CD (fig. 48.) dang osig gtdwna, a O jej S$rod-
kiem. Przedluzywszy CD i odmierzywszy OA ~ OB réwne
danemu mimosrodowi, otrzymamy ogniska A’i B byperboli, Wy-
bierzmy teraz na przedtuzeniu osi gtownej poza jednem ogni-
skiem dowolny punkt V i zakre$lmy z A i B najpierw promie-
niem DV, a potem promieniem CV powyzej i ponizej linii AX
tuki kotowe. Punkty M, N, P i Q, wktdrych przecinajg sie owe
luki, sg wszystkie punktami hyperboli, gdyz dla kazdego z nich,
jest jednym promieniem wodzacym odcinek DV, a drugim od-
cinek CV, zatem ich roznica CV — DV réwna sie osi gtownej
CD. Woybierajagc na linii BX coraz inne punkty i postepujac
w dopiero co opisany spos6b, otrzymamy dowolnie wiele punk-
tow, ktore potgczone zapomoca linii cigglej, dajg zadang hyperbole.

§, 68. Podobnie jak przy elipsie w 8 64. mozna dowies¢
tu prawdziwosci nastepujacych twierdzen:

1 Dwusieczna kata, zawartego miedzy pro-
mieniami wodzgcymi punktu hyperboli, jest sty-
czng hyperboli w tym punkcie.

2. Kazda styczna hyperboli tworzy z promie-
niami wodzgcymi punktu stycznos$ci réwne katy

Zadanie. W punkcie lezgcym na hyperboli, wy-
kresli¢ do niej styczna.

Rozwigzanie polega na twierdzeniu 1
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3. Parabola.

8. 69. Niech bedzie dang prosta AB (fig. 49.) i punkt O,
obok niej lezacy. WeZmy wegielnice DEF i nitke o dbugosci
przyprostokatni DE; przytwierdzmy jeden
koniec nitki w E a drugi w C, a nastepnie
przesuwajmy wegielnice przyprostokatnig
DF wzdtuz linii AB. Oléwek M przesu-
wany wzdtuz przyprostokatni DE tak, Ze
ni¢ ciggle jest wyprezona, zakre$li gataz
niezamknietej krzywej linii, ktorg nazwano
parabolag (die Para bel). Gdy otéwek
przesunie sie do O, obréémy wegielnice
DEF tak, by jej przyprostokatniag DF zajeta
potozenie linii GB, i postepujmy tak, jak
przedtem, a otrzymamy dolng gatgz ON
paraboli, przystajacg do gornej OM

Z tego okre$lenia powstawania paraboli wynika, ze dla
kazdego punktu M paraboli dtugos¢ nitki CM réwna sie odwi-
nietej czesci DM przyprostokatni DE.

Parabola jest zatem takag linig krzywa, w kté-
rej kazdy punkt jest rowno odlegty od danego
punktu i od danej prostej.

Prosta AB nazywamy kierownicg (L eillinie), a punkt
C ogniskiem paraboli.

Jezeli odlegtos¢ jakiego$ punktu od ogniska jest wieksza
lub mniejsza od odlegtosci jego od kierownicy, natenczas punkt
ten lezy zewnatrz, a wzglednie wewnatrz paraboli.

Prostag 0X, przechodzaca przez ognisko, a prostopadty do
kierownicy, nazwano osia, za$ punkt O, w ktérym parabola
przecina swa 0$, nazywamy wierzchotkiem paraboli.

Prostg CM, wykres$long z ogniska do jakiegokolwiek punktu
paraboli, nazwano promieniem wodzgcym tego punktu

Poniewaz O jest punktem paraboli, przeto OC — OG t. j.
wierzchotek paraboli jest rownoodlegty od ogni-
ska i od kierownicy.

8 70. Zadanie. Wykres$li¢ parabole, gdy dana
jest jej kierownica i ognisko.
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Niech bedzie AB (fig. 50.) dang kierownicg, a C danem
ogniskiem. Wykreslmy CG AB, to punkt O, potowiacy te
prostopadia, jest wierzchotkiem, za$ poza C przedtuzona prosta
OX osig paraboli.

Fig 50. Wybierzmy na osi jaki$ punkt V, wy-

kresSimy w nim prostopadtg do osi i zmierzmy

odlegtos¢ tej prostopadtej od kierownicy, t. j.

odcinek VG. Nastepnie zakre$lmy z ogniska

C promieniem YG #uki, ktére przecinajg owg

prostopadtg w M i N. Punkty Mi N s3

punktami paraboli, poniewaz sg réwno odle-

gle od kierownicy i od ogniska. W ten sposéb

mozna wyznaczy¢ dowolnie wiele punktow

paraboli; polagczywszy je zapomocg krzywej ciagtej, otrzymamy

zadang parabole, a to tern dokladniej, im wiecej jej punktow
wyznaczymy.

8 71. Niech bedzie (fig. 51.) MS j| OX, a MQ przediuze-
niem. prostej MS. Podzielmy kat CMQ na dwie réwne czesci
zapomoca prostej MT, to ta dwusieczna ma z parabolg tylko
punkt M wspolny..

Fig. 51. Albowiem MC = MQ, gdyz M
jest punktem paraboli; zatem jest MT
symetralng odcinka QC. Wybierzmy na
MT jaki$ punkt N, poza punktem M
lezagcy, i wykreSimy NR X AB, na-
tenczas NC = NQ; ale NQ >* NR,
wiec takze NC NR, t. j. punkt N

X lezy zewnatrz paraboli. Tego samego
mozna dowies¢ o kazdym punkcie pro-
stej MT z wyjatkiem punktu M; przeto
jest MT styczng paraboli.

Dwusieczna kata przyle-

gtego katowi, utworzonemu

przez promien wodzacy punk-

tu paraboli i prze zrownolegta doosi, wykreslong
z owego punktu, jest styczng paraboli w tym

punkcie.
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Z tego twierdzenia wynika takze nastepujace :

Kazda styczna paraboli tworzy z promieniem
wodzagcym punktu styczno$ci i z réwnolegtg do
osi, wykres$long z tego punktu, réwne katy.

Albowiem kat CMT = QMT, a ze QMT = SMN, wiec
takze CMT = SMN.

Zadanie. Przez punkt M (fig. 51.) paraboli wy-
kresli¢ do niej styczng.

Wykreslamy z danego punktu M paraboli prostopadta MQ
do kierownicy i promief wodzacy MC; nastepnie dzielimy kat
CMQ na dwie rowne czesci, zakre$lajagc z C i Q tym samym
promieniem luki kotowe, ktére przecinajg sie w N. Prosta MN
jest zadanag styczna.

Przyczynek do planimetryi.

Rachunkowe zadania z planimetryi, ktére rozwigzuje sie przez
wyszukiwanie kwadratowego pierwiastka.

Trojkat prostokatny.

8. 72. Twierdzeniu Pitagorasa, udowodnionemu w znaczeniu
geometrycznem w 8 9, mozna nada¢ takze znaczenie, arytme-
tyczne.

Oznaczmy w tréjkacie prostokgtnym BAC (fig. 52.) liczby
wymiarowe przeciwprostokatni BC i przyprostokatni AC i AB

przez a, wzglednie przez b i c; wtedy al,
bl i 'cl sg liczbami wymiarowemi po-
wierzchni  kwadratéw, wykreslonych na
BC, AC i AB. Z réwnania
OBC= O0AC+ O AB
0a "cwynika zatem
a} = bl-f-c”;tj.

W kazdym tréjkacie prostokgtnym kwadrat
z liczby wymiarowej przeciwprostokgtni rowna
sie sumie kwadratéw z liczb wymiarowych obu
przyprostokatni.

Takie wiasnie jest znaczenie arytmetyczne twierdzenia
Pitagorasa.

Mocénik, Gflom. II. 4
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8. 73. Oznaczajac (fig. 52.) przez h liczbe wymiarowg wy-
sokosci AD, nalezacej do przeciwprostokatui jako podstawy, za$
przez p i g liczby wymiarowe odcinkéw CD i BD przeciwpro-
stokatni, mamy najpierw a = p -f- g

Z 88 11. i 10. wynika nastepnie, ze

b2= ap, c2~ aqizeh2~ paq

Jezeli nareszcie'oznaczymy przez j liczbe wymiarowg po-
wierzchni trojkata prostokgtnego BAC, otrzymamy uwzglednia-
jac 8 27. 1

2f —bc—ah
Zapomocg powyzszych réwnan i nastepujgch trzech
a2= b2--c2b2— h2-j-p2ic2-f g2
wynikajacych z & 72, mozemy, jezeli dane sg dwie z siedmiu
ilosci a, b, ¢, h, p, gi/, wyszuka¢ inne. Mozemy tu mie¢ az 21
zadan, z ktoryek kilka rozwigzemy w nastepujagcym paragrafie.

8. 74. 1 Dane sg obie przyprostokatnie b i c; szukajmy
pozostatych ilosci a h, p, qi /.

Najpierw mamy a2 = b2 -)- c2 Znajgc kwadrat jakiej$
liczby, otrzymamy samg liczbe, jezeli z kwadratu wyszukamy
pierwiastek kwadratowy; wiec

a zz Vb2 -f-c2
. : N bc bc
Z rownania ah = bcwynika, ze li—a— a ~ A
Z réwnan ap — b2i ag= c2 otrzymamy
b2 b2 c2 c2
P_ a~ Vb2-fcZ :.s q - \rb2Jr c\

Nareszcie mamy f = #

Jezeli n. p. z przyprostokatni b— 36 cm, za§ ¢ = 160 cm
mamy wyszuka¢ przeciwprostokatnie a, natenczas
b2= 362= 1296
c2 — 1602 — 25600, zatem
VI16896"= 164 cm.
2. Dane sg przeciwprostokatnia a i jedna przyprostokatnia ¢
wyszukaé pozostate ilosci ¢, h, p, g i /.
Zc2= a2— b2mawy c = Val _ b2
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Dalsza cze$¢ rozwigzania tego zadania jest podobng do
rozwigzania zadania poprzedzajacego.

3 Dane oba odcinki p i q przeciwprostokatni; wyszuka

abchil
Najpierw mamy a ~ p -|- g
Z52= ap = p (p-j-9) wynika b = Vp (p f- 0).
Z cl = a q otrzymamy wtensam sposéb e— Vq (p-\~0).
Nastepnie h = Vp g i nareszcie
f_°11 _"p+ g Vpg
2 2

4. Dane 5, Ir, mamy wyszukat y» «, c i /.
Zp* = — [i2 otrzymujemy  n —hl
Nastepnie jest

li1
2 p~ vp_ip’
—62_ zatem
— hv
52 . bh
c = — 2 Ahzl',mecczz\/b*

Nareszcie mamy
f _ah
T~ 2 ~ Vb2—li~

5. Dana przyprostokatnia b i powierzchnia /; wyszukad

drugg przyprostokatnie o i przeciwprostokatnie a.

Z réwnania bc — 2 f mamy c= 21

Nastepnie jest a

6. Przyprostokatnie tréjkata prostokagtnego réwnajg sie
a 3Bmil2m b) 72 dmi 348 dm; jak wielka jest o) prze-
ciwprostokatnia, /% powierzchnia, y) wysoko$¢ wykreslona na
przeciwprostokatnie?

7) W tréjkacie prostokatnym jest d) przeciwprostokatnia
68 dm, jedna przyprostokatnia 32 dm diuga; 1) przeciwprosto-
katnia 546 m, jedna przyprostokatnia 272 m; jaka jest diugosé
drugiej przyprostokatni, a jak wielka powierzchnia tego trojkata?
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8. Jak dluga musi by¢ drabina, by siegata az do szczytu
4'3 m wysokiego muru, jezeli uspodu odlegla jest od tego inuru
0 26 m?

9. Drabineg 9 m i dm dlugg, przystawiono tak do pionowej
Sciany, ze na dole odstaje od niej na 2 m 3 dvimdo jakiej wy-
sokosci $ciany siega gorny koniec drabiny?

10. Jak dhugi jest bok rombu, ktérego przekatnie rédwnaja
sie 226 m i 175 ml

Kwadrat.

8 75. Niech bedg a d J liczbami wymiarowemi boku,
przekatni i powierzchni kwadratu.

1. Z danego boku a kwadratu wyszukaé przekatnie d.

Wedtug 8. 72 jest d2= a -j- a2 czyli dJ= 2 a’. Pierwiast-
kujac przez 2 otrzymamy d ~ V2a2 czyli d=aV 2

2. Dana przekatnia d; wyszuka¢ bok a i powierzchnie f.

d2_ 2d2 VI,
= zatem a = 5

Z | = a2otrzymamy wtedy f = a2

Poniewaz %@a2— d2 przeto a2=

3. Dana powierzchnia /; szukamy a i d.

Za — f mamy a= VT

Z d2= 2 a2 otrzymamy nastepnie d2 zatemd= V2f.

4. Przekatnia kwadratu réwna sie 14 m] jak wielki jest
jego bok, a jak wielka powierzchnia ?

5. Powierzchnia kwadratu réwna sie 15’1322 dm2; jak
diugi jest jego bok, a jak wielka przekatnia.

6. Jak diugi jest bok kwadratu, ktoérego powierzchnia ro-
wna sie sumie powierzehni dwu kwadratdbw o bokach 258 dm
19"34 cml

Prostokat.

8 76. Oznaczmy liczby wymiarowe bokéw prostokata przez
a i b, liczbe wymiarowa przekatni przez d, za$ liczbe wymia-
rowg powierzchni przez /.

1. Dane boki a i b prostokata; wyszuka¢ d i/.

Mamy d2 ~ a2-\- b2 zatem d — Va2-\~b2 za§ / = ah.

2. Dany bok a i przekatnia d; wyrachowaé b i /.
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Odejmujac od réwnania a7 b7z=d7 obustronnie a7, otrzy-
mamy b7 — cll — al; zatem b zz Vd7— a2; nastepnie po-
wierzchniaf — a b = Vd7— a7

3. Jak wielka jest przekatnia prostokata 6'5 m dtugiego,
a 3-3 m szerokiego?

4. Przekatnia prostokata réwna sie 73 cm, a jeden jego
bok 4-8 dm\ jak dhugi jest bok kwadratu, réwnego co do po-
wierzchni owemu prostokagtowi?

Troéjkat réwnoboczny.

8 77. Niech bedzie wtrdjkacie rownobocznym ABC (fig. 53)
bok AB= AC= BC = a, wysokos¢ CD = h, odlegtos¢ srodka
O od jednego boku t. j. OD = r, odlegtos¢ OA = R, za$ f
niech oznacza liczbe wymiarowg powierzchni.

1. Dany bok a; wyszuka¢ h,f r i R

Z trojkata ACD mamy h7= a7—Qj = a7— ~

Fig. 53. LV 3
zatem h — ,—

ah a a\r3 aws3

2~ 2 2 4
Poniewaz w trdjkacie prostokgtnym ADO

kat DAO = 30° przeto OD = a OA ~

= \ OC; zatem r—t]z a3 zas R =

Zas |

2. Dana wysoko$¢ A; wyszuka¢ a, r, R i f.

a3 2h 2h . \3
Z réwnania -g— = h mamy a = y3 = v~
2hvz
3 1
. .+, ah hVvV3.h AV3
Nastepnie jest /'= ,, —-—- e i L
Nareszcie mamy tak jak pod 1 r za$ R = 23h.
3. W tréjkacie réwnobocznym bok réwna sie 8 dm, je

wielka jest a) wysokos$¢, b) powierzchnia?
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4. Obliczcie bok i powierzchnie trojkata réwnobocznego,
ktorego wysoko$¢ réwna sie 2 dm 4 cm.

5. Jak dtugi jest bok trojkata rdwnobocznego, ktérego po-
wierzchnia réwna sie powierzchni kwadratu o boku 15 dw?

Trdéjkat réwnoramienny.

8. 78. Niech bedzie wtrdjkacie réwnoramiennym ABC (fig. 54.)
podstawa AB = a, ramie AC = BC = b, wysoko$¢ CD = h,
za$ powierzchnia niech bedzie réwna /.

1 Z danej podstawy a i z danego ramienia b wyszukac
wysoko$¢ h i powierzchnie /.
Mamy h'l= bl- = bl— astadh=1
2. Dana wysoko$¢ h i ramie b; wy-
szuka¢ a i /.
Poniewaz = 01—KJ przeto » —
= Sbl—hl zasa~ 2 Vbl—061;/ =~ rz h \ g4 —h"

3. W tréjkacie réwnoramiennym podstawa réwna sie 4-8 dm,
a kazde ramie 25 dm- jak wielka jest a) wysokos¢, b) powierz-
chnia ?

4. Podstawa tréjkata réwnoramiennego réwna sie 3'36 m,
a wysokos¢ 4-25 m\ jak dlugie jest ramie tego trdjkata?

5. Trapez o bokach réwnolegtych 36 mm i 26 mm, a o wy-
sokosci 19 mm réwna sie co do powierzchni tréjkatowi rownora-
miennemu, ktérego podstawa jest tak dtuga, jak wiekszy z owych
rownolegtych bokoéw; jak wielka jest wysoko$¢ tego rownora-
miennego trojkata?

SzesSciobok umiarowy.

8 79. 1 Dany bok a umiarowego szescioboku, wyszukac
powierzchnig f.

Poniewaz obwod umiarowego szescioboku réwna sie 6 a,
za$ odlegtos¢ jego Srodka od jednego boku jest wysokoscig tréj-
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kata réwnobocznego oboku a i wedtug 8 77. 1 réwna sie a;/3f

zatem mamy
, 6a.av3 3a2Vv3
[ — 4 — 2
2. Jak wielka jest powierzchnia umiarowego szescioboku,
ktérego bok jest na 424 dm dhugi?
3. Kwadrat i szesciobok umiarowy majg réwny obwod, mia-
nowicie 24 m; o ile mniejsza jest powierzchnia kwadratu od
powierzchni szescioboku ?

Koto.

8 80. i. Z danej powierzchni j kota obliczy¢ jego pro-
mien r.

Wedtug 8 36. 2. jest rh —f, zatem r2 1 a stad

2. Powierzchnia kota réwna sie a) 10 dm2 b) 0.8659 m2
¢) 31-47 cm2;jak wielki jest jego promien?

3. "Wyrachujcie promiern kota, ktérego powierzchnia réwna
sie powierzchni kwadratu o boku 2 m 3 dm diugim.

4. Powierzchnia kota réwna sie 4-0115 dm2; jak wielki jest
jego obwod?

5. Srednica kota réwna sie 315 mm; jak wielka jest $red-
nica innego kota, ktérego powierzchnia pozostaje w takim sto-
sunku do powierzchni pierwszego kota jak 3 do 4?

6. Promienie dwu k&t sg 4 dm4cm i 3dm 2 cm diugie; jak
wielki jest promien trzeciego kota, ktére réwna sie a) sumie,
b) réznicy powierzchni obu owych kot?

7. O ile wiekszy jest obwdd kota o powierzchni 1-54 m2
od obwodu szeScioboku umiarowego, wpisanego w to koto?

7. Jak wielki jest obwod kota, ktdérego pQJW|erzchn|a ré
wna sie powierzchni tréjkata réwnobocznego o boku 1 dm?
0. Jak wielki jest dluzszy promiern pierscienia kotowegt

0 powierzchni 8624 dm2 jezeli krétszy promien jest 42 dm
dbugi ?
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10. Powierzchia pierécienia kotowego réwna sie 254'34 dm2
a obwod zewnetrznego kota 942 dm; jak dlugie sg promienie
obu wspoétsrodkowych kot?

11. Jak szerokie musi by¢é miejsce naokoto areny o pro-
mieniu 9 m, jezeli na niem majg by¢ siedzenia dla 500 osob,
a dla kazdej osoby liczy sie 75 dmy powierzchni?

12. Powierzchnia / wycinka kotowego i przynalezny mu kat
Srodkowy m° sg dane; szukajmy promienia.

Wedtug 8 39. mamy: mrAjt = 360 f, zatem r2 360 /

mn ,
astadr = \ / ~ 7
mn

13. Powierzchnia wycinka kotowego o kacie $rodkowym
30* rowna sie 61-bdm2; jak wielki jest promien kota?

14. W kole o promieniu 2 dm mamy odcinek, ktérego cie-
ciwa jest bokiem kwadratu, wpisanego w to kolo; jak wielka
jest powierzchnia owego odcinka?

15. Wyszukajcie powierzchnie odcinka kota, jezeli dany
jest promien r kota, a cieciwa odcinka réwna sie promieniowi.

8§.81. 1 Dany bok wieloboku umiarowego, wpisanego
w dane koto; wyszuka¢ bok wieloboku umiarowego o réwnej
ilosci bokéw ale opisanego na temze Kole.

Niech bedzie AB (fig. 55.) bokiem
wieloboku umiarowego, wpisanego w koto,
ktérego promierr AO jest dany. Jezeli wy-
kreslimy promien OF J_ AB, a w punkcie F
styczng do kota i przedtuzywy promienie
OA i OB az do przeciecia sie ze styczng
w punktach C i D, bedzie CD bokiem wie-

loboku umiarowego, opisanego na kole, a posiadajacego tyle
bokéw, co i wielobok wpisany.

Znajac AB i AO nr FO, mozna obliczy¢ takze CD. Boki
CD i AB sg bowiem réwnolegte, poniewaz oba sg prostopadie
do FO; zatem A CDO co A ABO, a podstawy tych tréjkatow
sg proporcyonalne wzgledem ich wysokosci, wiec CD : AB
FO :EO. Z tych czterech ilosci s3 AB i FO dane, zas EO znaj-
dziemy z trojkata prostokatnego AEO; mozna przeto wyracho-
waé z powyzszej proporcyi CD.
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2. Dana dlugo$¢ boku wieloboku umiarowego, wpisanego
w dane koto; wyszuka¢ bok wieloboku umiarowego, wpisanego
w to samo koto, ale o podwdjnej liczbie bokdw.

Niecli bedzie AB (fig. 55.) bokiem wieloboku umiarowego,
wpisanego w koto o danem promieniu AO. Jezeli wykreslimy
promien OF AB, a potem cieciwe AF, bedzie ta cieciwa bo-
kiem wieloboku umiarowego, wpisanego w koto, a posiadajgcego
dwa razy tyle bokdéw, co pierwszy wielobok.

Jezeli tedy AB i AO = FO sg znane, mozna z trojkata
prostokatnego obliczyé najpierw BO; odjgwszy EO od FO
otrzymamy EF. Nareszcie z trojkata prostokatnego AEF znaj-
dziemy szukany bok AF.

3. Promien kofa réwna sie 1dm; wyszukajcie bok a) sze-
§cioboku umiarowego opisanego na tem Kkole, b) wpisanego
umiarowego dwunastoboku, i ¢) opisanego umiarowego dwuna-
stoboku.

4. Promien kola jest 05 dm dtugi; o ile wieksze sg obwod
i powierzchnia tego kota od obwodu, a wzglednie od nowierzchni
a) wpisanego kwadratu, 6) wpisanego umiarowego o$mioboku? —
o ile s3 one mniejsze od obwodu, a wzglednie powierzchni
c¢) opisanego kwadratu, d) opisanego umiarowego o$mioboku?

Stereometrya.

1 Linie proste i ptaszczyzny w przestrzeni.

Wyznaczenie ptaszczyzn.

8. 82. Powierzchnie tego rodzaju, ze kazda prosta, majaca
z nig dwa punkty wspdlne, cala na niej lezy, nazywamy po-
wierzchnig ptaska albo ptaszczyzng (ebene Flache
albo Ebene).

Dwa punkty w przestrzeni wyznaczajg w zupetnosci prosta,
t. j. przez dwa punkty w przestrzeni mozna wykresli¢ tylko
jedne prosta. Przesungwszy przez te prostg ptaszczyzne, mo-
zemy jg obracaC naokoto tej prostej, wskutek czego zajmie pta-
szczyzna niezmiernie wiele potozen. Dwa punkty albo jedna
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prosta nie wyznaczajg zatem ptaszczyzny. Ale jezeli obok pro-
stej tej wybierzemy jeszcze punkt trzeci, natenczas pomiedzy
owemi niezmiernie wieloma potozeniami, jakie zajgé moze pta-
szCzyzna, przesunieta przez te prostg, podczas swego obrotu,
bedzie tylko jedno takie, w ktdrem ptaszczyzna przechodzi przez
prosta i przez punkt obok niej lezacy.

Przez prostg i przez punkt obok niej lezacy,
albo przez trzy punkty, nielezgce najednej prostejl
mozna zatem przesungé¢ tylko jedne ptaszczyzne.

Potozenie ptaszczyzny wyznaczajg przeto w zupet-
nosci :

1. trzy punkty, nielezagce na jednej prostej,

2. jedna prosta i punkt obok niej lezacy,

3. dwie przecinajgce sie¢ proste i

4. dwie réwnolegte proste.

Kazda ptaszczyzna moze powsta¢ wskutek ruchu pro-
stej, a mianowicie gdy ruchoma prosta $lizga sie 1. po dwu
przecinajacych sie prostych, albo 2. po dwu réwnolegtych pro-
stych, albo 3. gdy obraca sie naokoto jednego ze swoich punk-
tow, a przytem posuwa sie wzdluz prostej, albo 4. gdy $lizga
sie po drugiej prostej ale roéwnolegle do swego pierwotnego
potozenia.

1 Potozenie prostych wzgledem siebie.

8 83. Jezeli dwie proste w przestrzeni lezg na tej samej
ptaszczyznie, natenczas albo sg réwnolegte albo sie prze-
cinajg. Jezeli za$ obie nie lezg na tej samej plaszczyznie,
wtedy ani nie moga by¢é réwnolegte, ani sie nie mogg przeci-
na¢; moéwimy natenczas o takich prostych, ze sie krzyzuja
(kreuzen einander) albo ze sg wichrowate (wind-
schief).

8 84. Przesuwajagc dwie przecinajagce sie proste tak
w przestrzeni, zeby ich nowe potozenia byty rownolegte do
pierwotnych, nie zmienimy przez to kata, jaki te dwie proste
ze sobg tworza.

Podobnie jak dla katéw na ptaszczyznie mamy wiec takze
i dla katow w przestrzeni twierdzenie.
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Dwa katy, majgce ramiona parami rownolegte,
sg a) sobie rowne, jezeli obie pary réwnolegtych
ramion sg skierowane w te samg strone albo obie
pary w strony wprost przeciwne, za$ 0)sg spetnia-
jace, jezeli tylko jedna para jest skierowana w te
sarmg strone, a druga para w strony wprost prze-
ciwne.

2. Potozenie prostych wzgledem plaszczyzny.

8 85. Jezeli prosta i ptaszczyzna w calej swej rozciggtosci
nie majg zadnego wspdlnego punktu, wtedy nazywamy je roé-
Fig. 56. wnolegtemi. Prosta nieréwnoleglta do ptasz-

C 0 czyzny przecina ja w jednym punkcie, Kktory

nazwano punktem przeciecia, punktem
przebicia albo takze spodkiem (Schnitt-
punkt albo Fusspunkt).
Niech bedzie MN (fig. 56.) plaszczyzna,
AB prostg lezacg na tej plaszczyznie, a AC
N prostg wystajagca z tej plaszczyzny. Przesu-
wajmy AB wzdluz AC tak, aby byla réwnolegta do swego pier-
wotnego potozenia; gdy zajmie potozenie CD, nie bedzie miata
ani z AB (gdyz jest do niej réwnolegta), a przeto ani z ptasz-
czyzng MN zadnego wspélnego punktu. Zatem:

Prosta réwnolegta do prostej, na ptaszczyznie
lezgcej, jest takze réwnolegta do samej ptaszczy-
zny. Naodwrot:

Prosta rownolegta do ptaszczyzny jest takze
rownolegta do kazdej prostej w pltaszczyznie, je-
zeli tylko ta druga prosta lezy z nig na tej samej
ptaszczyznie.

8 86. Niech bedzie MN (fig. 57.) ptaszczyzna, za$ A punk-
tem lezacym zewnatrz tej plaszczyzny. Z punktu A mozemy
wykresli¢ do ptaszczyzny MN niezmiernie wiele dtuzszych i krét-
szych prostych; niech miedzy niemi bedzie OAnajkrotszg. Jezeli
przez jej spodek O wykreslimy na plaszczyznie dowolng ilos¢
prostych, musi OA zarazem by¢ najkrotsza z prostych, jakie
z punktu A do kazdej z owych prostych mozna wykreslic,
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t. j. AO musi byé prostopadtg do tych wszystkich prostych.
Fig. 57. W takim razie moéwimy, ze prosta AO
A jest prostopadta do ptaszczyzny MN,
podczas gdy kazda inna prosta, jak
AB, AC,... jest pochytg do ptasz-
czyzny MN.

Prosta jest zatem prostopa-
dta do ptaszczyzny, jezeli jest
prostopadta do wszystkich pro-
stych, wykreslonych wptaszczy-
Znie przez jej spodek.

Powstanie prostopadtej do plaszczyzny mozna sobie wyo-
brazi¢ w nastepujacy sposob: Jezeli kat prosty AOB obraca sie
naokoto jednego swego ramienia AO, natenczas zakre$la drugie
jego ramie plaszczyzne BCD, a ramie AQO jest prostopadie do
kazdego potozenia drugiego ramienia, wiec takze i do plasz-
czyzny.

Poniewaz potozenie plaszczyzny BCD wyznaczajg juz dwa
tylko potozenia obracajacego sie ramienia, n. p. proste BO i CO
prostopadte do AO, przeto mamy twierdzenie:

Prosta, prostopadta do dwu prostych, wykre-
Slonych na ptaszczyznie przez jej spodek, jest pro-
stopadta do tej ptaszczyzny.

Prostopadta, jako najkrotsza prosta, jaka zjakiego$ punktu
mozna wykres$lic do plaszczyzny, nazywamy odlegtoscig
(Abstand) owego punktu od ptaszczyzny.

Z powyzszego wyluszczenia wynika, ze z punktu obok
ptaszczyzny lezgcego mozna wykreslic do niej tylko jedne
prostopadia.

8 87. Jezeli z punktu A (fig. 58), lezacego w przestrzeni

Fig. 47. wykreslimy prostopadta AA' do
B ptaszczyzny MN, natenczas spo-
dek A' tej normalnej nazywamy
rzutem (Projection) punktu
A, a samg plaszczyzne MN pta-
szczy zng rzutéw (Projec-
tionsebene).
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Rzutem prostej na plaszczyzne nazwano zbior rzutéw
wszystkich punktéw owej prostej na te plaszczyzne.

Rzutem odcinka prostej na plaszczyzne jest zatem
prosta, tgczaca rzuty koncowych punktow tego odcinka. Niech
bedzie A rzutem punktu A za$ B' rzutem punktu B na plasz-
czyzne MN, wdwczas prosta A'B' jest rzutem odcinka AB na te
ptaszczyzne.

8 88. Kagtem nachylenia (Neigungswin kel prostej
do plaszczyzny nazywamy kat, jaki tworzy prosta ze swoim
rzutem na te plaszczyzne.

Jezeli AB (fig. 59.) jest pochylg, zas BC prostopadtg do

Fig. 59. ptaszczyzny MN, natenczas AC jest rzutem
prostej AB na plaszczyzne MN, a kat BAC
jest katem nachylenia prostej AB do tej
ptaszczyzny.

Wykre$lmy przez punkt A na pla-
szczyznie MN dowolng prostg AD, od-
mierzmy na niej AE = AC i polgczmy
B z E zapomocg prostej BE, to ,BE jest
dtuzsza od prostopadtej BC. W tréjkatach

ABC i ABE sg zatem dwa boki parami réwne, za$ trzecie boki
uieréwne, przeto naprzeciw wiekszego z tych bokdéw lezy takze
kat wiekszy, czyli kat BAE > BAC. Z tego wynika:

Kat nachylenia prostej do ptaszczyzny jest
najmniejszy ztych wszystkich katéw, jakie tworzy
ta prosta z inne mi prostem i, wykreslonemi na pta-
szczyznie przez jej spodek.

Miedzy prostemi, miedzy ich rzutami i katami nachylenia
do pfaszczyzny zachodzg nastepujace zwigzki:

1. Jezeli prosta jest rownolegta do ptaszczyzny, t.j. jezeli
kat nachylenia réwna sie zeru, natenczas jej rzut jest tak diugi,
jak i ona sama (fig. 58. 1); jezeli kat nachylenia powieksza
sig, rzut maleje (fig. 58. 11.); jezeli nareszcie kat nachylenia
réwna sie 90° t. j. jezeli prosta jest prostopadia do ptaszczy-
zny, wtedy jej rzut réwna sie zeru (fig. 58. IlL.).

2. Rzuty réwnych prostych, nachylonych pod réwnym ka-
tem do plaszczyzny, sg rowne, i naodwrdt; rzut diuzszej prostej
jest wiekszy, i naodwrot.
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8 89. Niech bedzie (fig. 57.) AO | do pflaszczyzny MN,
za§ AB = AC = AD; tréjkaty prostokatne AOB, AOC i AOD
sg przystajace, a zatem OB = OC ~ OD Z tego wynika:

Spodki wszystkich réwnych pochytych, wykre-
Slonych zjednego punktu do ptaszczyzny, lezg na
obwodzie kota, ktdrego $srodkiem jest spodek pro-
stopadtej, wykreslonej [z owego punktu do pta-
szczyzny.

8 90. Kat nachylenia prostej do ptaszczyzny nie zmieni
sig, jezeli przesuniemy te prostg réwnolegle do jej pierwotnego
potozenia.

Z tego wynikajg nastepujace twierdzenia:

1. Dwie rownolegte proste tworzg z tg samg
ptaszczyzng rowne katy nachylenia.

2. Kazda prosta rownolegta do innej prostej,
prostopadtej do ptaszczyzny, jest takze prostopa-
dta do tej ptaszczyzny.

3. Proste, prostopadte do tej samej ptaszczy-
zny, sg do siebie réwnolegte.

3. Polozenie plaszczyzn wzgledem siebie.

8 091 Jezeli dwie plaszczyzny w calej swej rozciggtosci
nie majg zadnego wspolnego punktu, natenczas nazywamy je
rownolegtemi. Dwie nierownolegte ptaszczyzny, dostatecznie
przedtuzone, przecinajg sie wjednej prostej, ktdrg nazy-
wamy ich linig przeciecia (Schnittlinie)albo krawe-
dzig (Kante).

Niech bedzie AB (fig. 60.) prosta na plaszczyznie MN,

Fig. 60. a AC prostg wystajacg z tej plaszczy-

P zny. Posuwajmy plaszczyzne MN wraz
z prosta AB rdwnolegle do pierwot-
nego potozenia tak, aby punkt A po-
ruszat sie po prostej AC; gdy plaszczy-
zna MN zajmie potozenie PQ, a AB po-
fozenie CD, zakre$lg punkty A i B pod-
czas tego ruchu réwnolegte i réwne
proste AC i BD, za$ prosta AB za-
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kre$li plaszczczne ABCD, przecinajagcg obie rownolegte pla-
szczyzny MN i PQ w rownolegtych prostych AB i CD. Z tego
wynika:

1 Jezeli dwie rownolegte ptaszczyzny prze-
tniemy trzecig. otrzymamy rownolegte linie prze-
ciecia.

2. Rownolegte proste miedzy rownolegtemi
ptaszczyznami a nie lezgce na nich, sg rownej dtu-
gosci.

Z twierdzenia 2. wynika takze, ze wszystkie punkty jednej
z dwu rownoleglych plaszczyzn sg réwno odlegte od drugiej
ptaszczyzny. Te odlegto$¢ nazywamy odlegtoscig obu ro-
wnolegtych ptaszczyzn.

8. 92. Kat nachylenia prostej do ptaszczyzny nie zmienia
sie, gdy przesuwamy plaszczyzne réwnolegle do jej pierwotnego
potozenia.

Z tego wynikajg nastepujgce twierdzenia:

1 Dwie rowolegte ptaszczyzny tworzg z pro-
stg, przecinajaca je, rowne katy nachylenia.

2. Prosta, prostopadta do jednej z dwu réwno-
legtych ptaszczyzn, jest takze prostopadta i do
drugiej ptaszczyzny.

3. Ptaszczyzny, prostopadie do tej samej pro-
stej, sg do siebie réwnolegte.

8. 93. Jezeli ptaszczyzna ABM (fig. 61.), po jednej stronie
ograniczona, obraca sie naokoto granicznej prostej AB w kie-
runku ku ABS, to zbacza tem bardziej od swego pierwotnego
potozenia, im wiegkszy jest obrot.

Wielko$¢ zboczenia kierunkdéw dwu pla-

/[ szczyzn, majgcych te samg linig graniczng, na-
zywatny katem dwusciennym (Flilchen-

il ! 'Ihwinkel obu ptaszczyzn; wspoblng linig grani-
J / / czng nazwano krawedzig, a obie plaszczyzny

§cianami kata dwusciennego
W kacie dwusciennym, utworzonym przez plaszczyzny
AM i AS, jest AB krawedzia, zaS AM i AS sg jego S$cianami.
Kat dwuscienny oznaczony przez M (AB) S.
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Wielko$¢ kata dwusciennego M (AB) S zalezy od wiel-
kosci obrotu, jaki wykona¢ musi plaszezyzna AM naokoto
krawedzi AB, by zajeta potozenie ptaszczyzny AS. Atoli wiel-
kos¢ tego obrotu mierzymy katem MOS, jaki zakresla linia MO,
prostopadta do krawedzi, podczas tego obrotu Kat MOS na-
zwano katem nachylenia obu plaszczyzn AM i AS, ktére
tworzg kat dwuscienny; otrzymamy ten kat, gdy w dowolnym
punkcie krawedzi wykreslimy do niej dwie prostopadte takie,
aby jedna z nich lezata na jednej Scianie kata dwusciennego,
a druga na drugiej.

Poniewaz katy dwuscienne mierzymy odpowiadajacymi im ka-
tami nachylenia, przeto wszystkie zwigzki i twierdzenia, jakie wy-
wiedlisSmy z planimetryi dla katow, sg wazne takze i dla katow
dwuseiennych, jezeli tylko wyrazy

kat, wierzchotek. ramie prosta
zastgpimy odpowiednio wyrazami
kat dwusécienny, krawedz, . Sciana, ptaszczyzna.

Rozrozniamy i tu takze katy dwuscienne wkleste i wy-
pukte, ostre, proste, rozwarte i pOtpetne; nastepnie
katy dwuscienne przylegte, wierzchotkowe, odpowie-
dnie, "naprzemianlegte 1jednostronne.

8 84. Gdy kat nachylenia dwu ptaszczyzn jest katem pro-

Fig. 62. stym, natenczas sa plaszczyzny do siebie
prostopadte; w przeciwnym razie sg po-
chyte.

1. Niech bedzie (fig. 62.) prosta AB

ptaszczyzny MN. Przesunmy przez AB

ptaszczyzne WS, przecinajaca sie z plaszczy-

zng MN w prostej PS; natenczas musi by¢

takze plaszczyzna RS ] pfaszczyzny MN.

Albowiem wykresliwszy w plaszczyZznie MN prostg BC ] PS,

bedzie »~ ABC katem nachylenia pfaszczyzn RS i MN; atoli

kat ten jest prosty, gdyz AB L BC, zatem plaszczyzna RS J_
ptaszczyzny MN.

Kazda wiec ptaszczyzna, przesunieta przez
protg prostopadtag do jakiej$§ ptaszczyzny, jest
takze prostopadta do tej ptaszczyzny.

2. Przyjawszy naodwrét, ze plaszczyzna RS J_ MN i ze
AB J_ PS, otrzymamy po wykresleniu w plaszczyznie MN pro-
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stej BC J_ PS kat nachylenia obu ptaszczyzn ABO = R A ze
takze kat ABS= I}, przeto jest AB ptaszczyzny MN; t. j.

Jezeli do wspdlnej krawedzi dwu prostopa-
ditych ptaszczyzn wykreslimy prostopadta, lezaca
w jednej z tych ptaszczyzn, bedzie ta prostopadta
takze prostopadtg do drugiej ptaszczyzny.

3. Poniewaz w punkcie na ptaszczyznie mozna wykresli¢
do niej tylko jedne prostopadty, przeto:

Jezeli w jakim$ punkcie krawedzi, wspoélnej
dwom prostopadtym do siebie ptaszczyznom, wy-
kreSlimy prostopadta do jednej z owych pta-
szczyzn, to prostopadta ta leze¢ bedzie na drugiej
ptaszczyZnie.

4. Niech plaszczyzny CAB i DAB (fig. 63.), przecinajace
sie w krawedzi AB, bedg prostopadte do ptaszczyzny MN; wtedy
Fig. 63. takze krawedZz AB jest prostopadly do pla-

B szczyzny MN. Albowiem jezeli w punkcie A
wykreslimy prostopadtg do ptaszczyzny MN,
musi ona wedtug twierdzenia 3. leze¢ tak
w plaszczyznie CAB jak i w plaszczyznie
DAB, musi by¢ zatem wspding krawedzig
AB obu ptaszczyzn.

N KrawedZ dwu ptaszczyzn, pro-
stopadtych do tej samej trzeciej ptaszczyzny, jest
prostopadta do tej trzeciej ptaszczyzny.

8 95. Kat nachylenia dwu plaszczyzn nie zmieni sie, gdy
jedne z nich przesuniemy réwnolegle do pierwotnego potozenia.
Z tego wynika:

1 Dwie rownolegte ptaszczyzny tworzag zta
samg trzecig ptaszczyzng rdwne katy nachylenia.

2. Jezeli jednaz dwu rownolegtych ptaszczyzn
jest prostopadta do trzeciej ptaszczyzny, naten-
czas i druga ptaszczyzna jest do niej prostopadta.

4. Naroza.

8. 96. Jezeli promiern OM (fig. 64.), ktérego punkt poczat-
kowy O jest staty, posuwa sie wzdtuz obwodu wieloboku ABCD,

Mocaik, Geom. II.



G6

to zakre$la ptaszczyzny MON, NOP, PO Q,ktdre zamykajg
przestrzen z jednej strony nieograniczong, a zwang narozem
(Ecke) albo katem brytowym.

Fig. 64. Staty punkt O nazywamy wierz-

O cholkiemfScheitel), ptaszczyzny MNO,

NOP, POQ,..., Scianami (Seitenfla-

chen), proste, w ktérych przecinajg sie

kazde dwie po sobie nastepujgce Sciany

nazwano krawedziami (Kanten), kat

zawarty miedzy dwiema sasieduiemi Kkra-

wedziami kagtem ptaskim (Kantenwin-

M kel) albo bokiem (Seite), a kat nachy-

N lenia dwu Scian przylegtych nazywamy ka-

temdwusSciennym (Flachenwinkel)

albo tylko katem (Winkel) naroza. Samo naroze oznaczamy
przez OMNPQ.

Aby powstato naroze, potrzeba co najmniej trzech plasz-
czyzn. Naroze ma tyle bokéw lub katdw, ile krawedzi lub $cian
Ze wzgledu na ilo$¢ krawedzi albo $cian rozrézniamy naroza
trojScienne, czworos$cienne, piecio$cienne,... (drei-
kantige, vierkantige, funfkantige,...).

Naroze, majace wszystkie boki réwne, nazwano réwno-
bocz nem, za$ naroze o réwnych wszystkich katach réwno-
katnem (gleichwinklig). Naroze rownoboczne i rownokatne
nazywamy umiarowem (regelmadssig).

8 97. Aby ztrzech danych katoéw ptaskich AOB = a, AOC —b,
BOD = c (fig. 65.), z ktdérych a jest najwiekszy, utworzy¢ naroze,
potrzeba plaszczyzny AOC i BOD obraca¢ okoto prostych OA
i OB tak ku sobie, by proste OC i OD zajety to samo potoze-
nie. Gdyby te proste nie padly na siebie, albo gdyby nakryty
sie ale na plaszczyznie AOB, wtedy nie powstatoby naroze. Aby
powsta¢ mogto naroze, muszg proste OC i OD pa$¢ na siebie
poza ptaszczyzng AOB w linii OE, co tylko wtedy sta¢ sie moze,
jezeli b + ¢ >> a A Zze kat a jest najwiekszym katem z trzech
danych, musi by¢ takze a-A-b”c i réwniez a-j-c>mbh. Z tego
wynika:
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W kazdem narozu trdjSciennem suma dwu kto6-
rychkolwiek katéw ptaskich jest wieksza od trze-
ciego kata.

8 98. Suma wszystkich katéw, lezacych na ptaszczyZnie
naokoto jednego punktu, réwna sie 4 I+; naodwrdt, jezeli suma
wszystkich katow ptaskich naokoto wspdlnego wierzchotka r6-
wna sie 4 R, lezg te katy na jednej plaszczyznie, a zatem nie
moga utworzyé naroza. Z tego wynika:

W kazdeni naro zu (niemajgcem katow dwusciennyehwy-
puktych) suma wszystkich katow ptaskichjest mniej-
sza od czterech prostych.

8.99. Dwa naroza nazywamy przystajgcemi, jezeli je-
dno daje sie tak wsung¢ w drugie, ze ich wszystkie krawedzie
i Sciany sie nakrywaja.

Fig. . I Il
0 0 0

Przy konstrukcyi naroza z trzech danych katéw plaskich
wskazanej w & 97. (fig. 65.), moga plaszczyzny AOC i BOD
w dwojaki sposob obraca¢ sie koto prostych OA i OB, a miano-
wicie albo na przedniej stronie ptaszczyzny AOB (fig. 65.1), albo
na tylnej (fig. 65. 11.). Naroza, przez to powstate, majg po kolei
rowne katy plaskie iréwue katy dwuscienne, a jednak nie mozna
jednego tak wsung¢ w drugie, by sie nakryly, gdyz ich réwne
czesci skladow*e nastepujg po sobie w przeciwnym porzadku (wje-
dnem narozu z prawej strony ku lewej, a w drugiem z lewej
ku prawej).

Oba rzeczone naroza pozostajg do siebie w takim stosunku
jak przedmiot do swego obrazu w zwierciedle, albo jak prawa
reka do lewej. Takie dwa naroza nazywamy symetryeznemi.

Jezeli dwa symetryczne naroza umieScimy tak przy sobie,
zeby mialy jedna $ciane wspolng, a same lezaly po przeciwnych



68

stronach tejze Sciany, naten czas prosta, tagczgca dwa od-
powiednie punkty obu narozy, jest prostopadta do
owej wspdlnej Sciany, za$ Sciana dzieli te prostg
na dwie rowne czeSci.

Ptaszczyzne, na ktérej lezy owa wspélna S$ciana dwu sy-
metrycznych narozy, nazwano ptaszczyzng symetryi obu
tych narozy.

[, Bryty i ich pomiar,

8. 100. Przestrzenn ze wszystkich stron ograniczong nazy-
wamy ciatem albo brytg (Kdérper). Bryle ograniczong sa-
memi ptaszczyznami nazwano bryta graniastg albo wielo-
§cianem (eckiger Korper albo Polyeder); za$ bryle,
ograniczong po czesci plaskiemi, a po czesci krzywemi powierz-
chniami, albo ograniczong tylko jedng powierzchnig krzywa,
nazwano okragta (runder Kdorper).

Do ograniczenia bryly graniastej potrzeba najmniej czte-
r-ech plaszczyzn. Plaszczyzny, ograniczajgce wieloScian, nazywa-
my jego $cianami, linie przeciecia sie dwu $cian krawe-
dziami, a naroza, utworzone S$cianami, nazwano narozami
wieloscianu.

8. 101. Dwie bryly nazywamy przystajacemi, jezeli jedne
mozna tak wsungé w druga, Ze sie nakryjg ich wszystkie Sciany.

Dwie bryly, dajace sie tak umiesci¢ po przeciwnych stro-
nach plaszczyzny, ze prosta, tgczaca dwa odpowiednie punkty
tych bryt, jest prostopadta do owej ptaszczyzny, a plaszczyzna
rzeczona te prostg potowi, nazywamy symetrycznemi (8 99.),
za$ owg plaszczyzne nazwano ptaszczyzng symetryi
obu bryt.

Tak w przystajacych jak i w symetrycznych brylach sg
kazde dwie odpowiednie proste réwne, kazde dwie odpowiednie
Sciany przystajgce i kazde dwa odpowiednie katy dwuscienne
rowne; za$ odpowiednie naroza sg tylko w przystajgcych bry-
fach przystajace, a w symetrycznych sg symetryczne. Dwa sy-
metryczne ciata nie mogg sie nakryc.

8 102. Zmierzy¢ bryle znaczy wyznaczy¢ jej powierz-
chnie i objetos¢ (Oberflache i Gubi kinhal t).
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Powierzchniag bryly nazywamy sume z powierzchni
wszystkich jej $cian. Chcac zatem otrzymac powierzchnie jakie-
go$ ciafa, potrzeba wyznaczy¢ powierzchnie kazdej jego Sciany,
a potem znalezione powierzchnie dodac.

8 103. Wielkos¢ przestrzeni, jaka bryla jakas zajmuje,
nazywamy jej objetoScig albo pojemnos$cig (Volumen
albo Cubi kinha 11).

Dwie bryly, majace réwng objetos¢, sa réwne co do
objetosci (inhallsgleich).

Chcac wyznaczy¢ objetosc jakiej$ bryty, przyjmujemy pe-
wng znang bryte za jednostke miary objetosSciowej i badamy,
ile razy ta druga bryla miesSci sie w bryle, ktérg mamy zmie-
rzy€. Liczbe, wskazujgcg nam to, nazwano liczbg wymia-
rowg objetosci bryty.

Za jednostke miary objetosciowej przyjmuje sie
szeScian (Wurfel albo Cubus), ktérego bok ma jednostke

dtugosci, a wiec jest na 1 metr, 1 decymetr, . . . diugi; taki
sze$cian nazywamy metrem sze$ciennym (m3, a wzglednie
decymetrem sze$Sciennym (dni*), ... Cubikmeter,
Cubikdecimeter, .. .).

Wyznaczy¢ objeto$¢ bryty znaczy wiec zbadaé, ile m3 dma3...
w niej sie miesci. To badanie byloby zmudnem, a we wielu
razach nie datoby sie wcale uskuteczni¢, gdybySmy zechcieli je-
dnostke objetosci ktas¢ obok siebie i nad sobg tyle razy w bryle,
ile razy sie da; o wiele prodciej wynajduje sie objetos$¢ bryty
zapomocg rachunku, a to z wielkosci prostych i $cian, od kt6-
rych zalezy wielko$¢ objetosci.

1. Graniastostup.

Powstanie i czesci sktadowe graniastostupa.

8 104. Niech nieograniczona prosta AE (fig. 66.) Slizga sie
réwnolegle do siebie wzdtuz obwodu wieloboku ABCD...; za-
kresli ona podczas tego ruchu szereg ptaszczyzn, przecinajgcych
sie w liniach rownolegtych BF, CG, DH,... Plaszczyzny te ogra-
niczajg przestrzen z dwu stron niezamknietg, a zwang prze-
strzenig graniastostup owag (prismatischer Baum).
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Jezeli przestrzen graniastostupowsg przetniemy napoprzek
dwiema réwndlegtemi plaszczyznami, otrzymamy bryle, zwang
graniasto stupem albo pryzmatem (Prisma).

Te dwa réwnolegte przekroje nazywamy
podstawami (Grundfldchen), ainne $cia-
ny Scianami boczne mi (Seitenfldchen)

p graniastostupa.

Grauiastostup ABCDEFGH moze takze
w ten sposéb powstaé, ze wielobok ABCD po-
rusza sie w przestrzeni réwnolegle do siebie tak,
ze wszystkie jego wierzchotki zakre$lajg linie
proste.

Graniastostup jest wiec bryia,
ograniczong dwoma przystajgcymi wielobokami
i tyloma rownolegtobokami, ile bokéw ma jeden
z owych wielo bok 6w. Wieloboki sg podstawami, a réwno-
legtoboki $cianami bocznemi graniastostupa.

Proste, w ktorych przecinajg sie¢ $ciany boczne, nazywamy
krawedziami bocznemi (Seitenkanten), za$ linie prze-
ciecia sie $cian bocznych z podstawami nazwano krawedzia-
mi podstawowemi (Grundkanten), Wszystkie krawedzie
boczne graniastostupa sg sobie rowne i do siebie réwnolegte.

Oddalenie PQ obu podstaw' graniastostupa nazywamy wy-
sokos$cig (Hohe) graniastostupa.

Rodzaj graniastostupow"'.

8 105- Podlug ilosci krawedzi bocznycli rozréznia-
my graniastostupy tréj boczne, czworoboczne iwieto-
boczne (dreiseitige, vierseitige i mehrseitige).

Ze wzgledu na potozenie krawedzi bocznych
wzgledem podstawy mamy graniastostupy proste (gera-
de) i pochyte (schief) stosownie do tego, czy krawedzie
boczne sg prostopadte do podstawy, czy pochyite.

W prostym graniastostupie sg $ciany boczne prostokatami,,
a kazda krawedZ boczna jest rowna wysokosci graniastostupa.

Graniastostup ABCDEFGH (fig. 67.) majgcy réwnolegto-
boki za podstawy, nazwano rowno legtoScianem (Paral-
lelepiped). Moze on by¢ podobnie, jak kazdy inny graniasto-
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Fig. 67. stup, prostym lub pochytym. Réwnolegtoscian
H jest ograniczony szescioma réwnolegtobokami.
Réwnolegtoscian, majagcy za podstawe
prostokat, nazwano prostokgtnym (recht-
winklig). Ogranicza go sze$¢ prostokatow.
Réwnolegtoscian prosty i prostokatny,
ktorego wszystkie krawedzie sg réwne, na-
zywamy szes$cianem.
Réwnolegtoscian pochyty, a ograniczony
samymi rombami, nazwano rombo$cianem (Rhomboeder).

Przeciecia graniastostupéw.

8 106. 1 Jezeli graniastostup przetniemy plaszczyzng ré-
wnolegly do podstawy, otrzymamy z przeciecia wie lobok
przystajacy do podstawy (fig. 66.).

2. Jezeli przetniemy graniastostup ptaszczyzng przesunietg
przez dwie niebezposrednio po sobie nastepujace krawedzie bo-
czne, n. p. przez BF i DH (fig. 67.), otrzymamy z przeciecia
rownolegtobok BFHD; przeciecie to nazywamy przecie-
ciem przekatnem albo przekrojem przekagtnym
(Diagona 1sc hnill) graniastoslupa).

Kazdy graniastostup wieloboczny mozna podzieli¢ zapomoca
przekrojow przekatnych na graniastostupy trdjboczne.

3. Jezeli pochyly graniastostup przetniemy plaszczyzng
prostopadty do jego krawedzi bocznych, otrzymamy tak zwauy
przekréj normalny (normaler Querschnitt) grania-
stoslupa pochyitego.

Powierzchnia graniastoslupa.

8. 107. Chcac otrzyma¢ powierzchnie graniastostu-
pa, oblicza sie powierzchnie $cian bocznych i takowe sie do-
daje ; sume te nazywamy powierzchnig $cian bocznych
albo pobocznieg (Mantelflache). Dodawszy do pobocznicy
podwojng powierzchnie podstawy, otrzj®mamy powierzchnie ca-
tego graniastoslupa.

Rozwingwszy S$ciany boczne graniastoslupa na plaszczyznie
fatwo wymiarkujemy, ze:

1 Pobocznica prostego graniastoslupa rdéwna
sie prostokatowi, Kktdérego podstawg jest obwdd
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podstawy graniastostupa, a wysokoscig wysokos$¢
graniastostupa.

2 Pobocznica graniastostupa pochytego
wna sie prostokatowi, ktorego podstawg jest ob-
wod normalnego przekroju, a wysokos$cig krawed?
boczna graniastostupa.

8 108. Powierzchnia szes$cianu rowna sie szescio-
krotnej powierzchni jednego kwadratu, bedacego $ciang sze$-
cianu, a zatem szeSciokrotnosci z drugiej potegi krawedzi.

Oznaczajgc liczby wymiarowe krawedzi i powierzchni szes-
cianu przez s i p, bedzie

Oznaczajgc przez S i P liczby wymiarowe krawedzi i po-
wierzchni drugiego szeScianu, mamy P = 6 S1 zatem P :p —

Powierzchnie dwu sze$ciandéw s3a proporcyo-
nalne wzgledem kwadratéw ich krawedzi.

8. 109. Jezeli wszystkie $ciany bryly jakiej$ narysujemy
w zwigzku ze sobg na jednej plaszczyznie, otrzymamy siatke
(Netz) tej bryty.

Zadanie. Narysowa¢ siatke graniastostupa.

Wykre$lamy $ciany boczne graniastostupa obok siebie,
a przy jednej u gory i na dole rysujemy podstawy.

Objetos¢ graniastostupa.

8 110. Dwa proste graniastostupy o rownych
podstawachi wysokos$Sciachsagréwneco doobjetosci.

Jezeli rowne podstawy danych graniastostupéw sa oraz
przystajgce, wtedy igraniastostupy przystajag do siebie, a zatem
maja réwne objetosci.

Jezeli za$ robwne podstawy nie sg przystajgce, mozna je po-
dzieli¢ na czesdci takie, ze cze$¢ jednej podstawy bedzie przy-
stajgcg do odpowiedniej czeSci drugiej podstawy. Proste grania-
stostupy, majace te czeSci podstawy za swoje podstawy, przystajg
do siebie parami, kazde dwa z nich majg wiec réwne objetosci;
a ze sumy réwnych ilosci sg rdwne, przeto i cale dane grania-
stostupy, ktore skiadajg sie z owych réwnych co do objetosci
a mniejszych graniastostupéw, majg rowne objetosci.

ro-
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8 111. Niech bryly ABCDEF i OPQRSTUV, ustawione na
ptaszczyznie MN (fig. 68.), beda takie, ze ich przekroje kazda
ptaszczyzng réwnoleglty do MN sg réwne co do powierzchni.

Fig. 68.
o) F M u

Przetnijmy obie bryly dowolng iloscig ptaszczyzn réwnole-
glych do MN i wystawmy na kazdym przekroju graniastostup
prosty az do najblizszej ptaszczyzny przecinajacej ; kazde dwa
takie odpowiednie graniastostnpy, z ktérych jeden jest w pierw-
szej bryle a drugi w drugiej, sa sobie rowne eo do. objetosci
(wedtug & 110.), poniewaz majg rowne podstawy i rbwne wyso-
ko $ci. Zatem takze suma z objetosci wszystkich schodkowato po
sobie nastepujacych graniastostupdéw w pierwszej bryle musi by¢
réwna sumie objetosci wszystkich graniastostupdéw w drugiej bryle.

To wnioskowanie nie zalezy od odleglosci pojedynczych
ptaszczyzn przecinajacych i pozostanie takze wtedy dobrem, gdy
oddalenie rzeczonych plaszczyzn bedzie bardzo mate, a wiec ich
ilos¢ bardzo wielka. Ale gdy oddalenie przekrojow zmaleje do
ilosci mato co réznej od zera, beda sumy z pryzmatéw w obu
brytach réwne tym brylom, ktére majac réwne podstawy i wy-
sokosci sg sobie zatem rowne co do objetosci.

Dwie bryty dajgce sie tak ustawié¢, ze prze-
ciete kazdg ptaszczyzng réwnolegtg do statej pta-
szczyzny majg réwne przekroje, sg réwne codo
objetosci.

Twierdzenie to nazwano twierdzeniem Cavalier e’go
(der Cavalie re’sche Satz).

8 112. Jezeli dwa graniastostupy o réwnych podstawach
i wysokosciach ustawimy ich podstawami na jednej plaszczyZnie,
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a nastepnie w dowolnej wysoko$ci przetniemy je plaszczyzng
rownoleglta do podstaw, otrzymamy przekroje réwne podstawom,
a wiec i miedzy sobg rowne, gdyz zatozyliSmy, ze podstawy obu
graniastostupow sg rowne. Zatem wedtug twierdzenia Cayatie-
re’go mamy:
Dwa graniastostupy o réwnych podstawach
i wysokos$ciach sg roGwne co do objetoSci.
8 118. Mamy obliczy¢ objetos¢ prostokatnego i prostego
rownolegtoscianu (fig. 69.), ktérego dtugos¢ AB = 3 m, szerokos$c
AD = 2m, a wysoko$¢ AE ~ 4m. Po-
niewaz wysoko$¢ réwna sie 4 m, przeto
mozna podzieli¢ rownolegtoscian na 4 ro-
wne warstwy o0 wysokosci 1 m. Poniewaz
nastepnie réwnolegtoscian jest 3m dtugi,
a 2m szeroki, przeto mozna kazdg owg
warstwe roztozy¢ da 8 X 2 =6 szescia-
now, z ktérych kazdy jest metrem szescien-
nym. Objeto$¢ réwnolegto$cianu jest zatem
6 X 4= 3X 2X 4= 24m\
Liczba wymiarowa objetosci
rowolegtoscianu prostokatnego i prostego réwna
sie wiec iloczynowizticzb wymiarowych trzech
przecinajgcych sie krawedzi (dhugosci, szerokosci i wy-
sokosci) albo rowna sie iloczynowi z liczb wymia-
rowych podstawy i wysokos$ci.
Krdocej wyrazamy to twierdzenie zwykle w nastepujgcy
sposob:
Objetos¢ prostego i prostokatnego réwnole-
gtoscianu réwna sie iloczynowi z trzech przecina-

jacych sie krawedzi albo iloczynowi z podstawy
przez wysokos$¢.
Oznaczajac przez a, b, cliczby wymiarowe przecinajacych sie
krawedzi, za$ przez v liczbe wymiarowa objetosci, otrzymamy
I Voop Vo=V
bc ac’ ab

8 114. Poniewaz wedlug 8 112. kazdy graniastostup ro-
wna sie co do objetosci réwnolegtoscianowi prostemu i prosto-

v—al!)c,astqe]a=
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katnemu, majgcemu z nim réwng podstawe i rowng wysokos¢,
przeto twierdzimy ogo6lnie:

Objetos¢ kazdego graniastostupa rdéwna sie
iloczynowi z podstawy przez wysokos$¢.

Jezeli B i b sg liczbami wymiarowemi podstaw, Il ik
liczbami wymiarowemi wysokosci dwu graniastostupdw, zas V iv
liczbami wymiarowemi ich objetosci, mamy:

1.Y:v = BH: bh
2. Gdy B— b, wtedy Y :v= H :h
3. Gdy H= i, wedy V:v = B :h

Wypowiedzcie twierdzenie zawarte w tych trzech proporcyach.

8 115. Poniewaz sze$cianjest rownolegloscianem prostym
i prostokatnym o réwnej dtugosci, szerokosci i wysokosci, przeto:

Objetos¢ szedcianu réwna sie trzeciej potedze
zjego krawedzi.

Z tego powodu nazywajg w arytmetyce trzecig potege liczby
jej szescianem.

Oznaczajagc przez s i v liczby wymiarowe krawedzi i obje-
tosci szescianu, otrzymamy

v=s3astgds= \v.
Jezeli S i V oznaczajg krawedZ i objetos¢ drugiego szes-
cianu, mamy takze V = S3 zatem V :v = S3:s3; tj.
ObjetosSci dwu szeScian6w sg proporcyonalne
wzgledem trzecich poteg z ich krawedzi.
8 116. SzeScian o krawedzi 10 dm dtugiej ma objetos¢:
10 X 10 X 10 = 1000 dm3
Taki szescian jest metrem szeSciennym; wiec
1 m3— 1000 dm3
W podobny sposéb mozna sie przekonaé, ze
1 dni3“ 1000 cm3
1 cm3 — 1000 mm3
Jeden decymetr szesSciennyjako miare pojem-
nosci nazwano litrem (Liter); 100 litrow* 1 hektolitrowi.

8 117. Zadania rachunkowe.
1. KrawedZ szedcianu rowna sie @) 7m, b) 2T3 m, ¢) 159 mm,

d) 1m 2dm bcom, jak wielka jest jego powierzchnia i objeto$é?
2. Obliczcie krawedZz szeScianu, ktérego powierzchnia ré-
wna sie aj 40344 cm3 b) 22 m3 18 dm2 c) 50 dm2 80-86 c»i2?
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3. Jak dhuga jest krawedz szeScianu, ktérego objetos¢ rowna
sie a) 29791 cm3 b) 16'003 dm3 ¢) 1 m3 157 dm3 621 cm3?

4. Powierzchnia szeScianu réwna sie 30 dm2; jak wielka
jest jego objetosc?

5. SzeScian o krawedzi 2 dm dlugiej wazy 16%; jak wielki
jest ciezar innego szescianu, zrobionego z tej samej materyi, ale
0 dtugosci krawedzi 6 dm?

6. Wyszukajcie krawedz szescianu, ktorego objetos¢ réwna
sie sumie objetosci dwu szescianbw o krawedziach 12 dm
121 dm dhugich.

7. Réwnolegtoscian prosty i prostokatny jest a) 11 dm dhugi,
6dm szeroki, 9 dm wysoki; b) 4’2 dm dbugi, 1*5 dm szeroki, 1*2 dm
wysoki; €) 7m 15 dm dlugi, 3m 72 dm szeroki, 2m 18 dm wy-
soki; jak wielka jest jego powierzchnia i objeto$¢?

8. Podstawg graniastostupa prostego o wysokosci 5m jest
kwadrat o boku 3m dtugim; jak wielka jest jego a) powierz-
chnia,- b) objetosc¢?

9. Jak wielka jest a) powierzchnia, b) objeto$¢ prostego
graniastostupa o wysokosci 35 dm, ktdrego podstawg jest pro-
stokat 2’3 dm diugi a 12 dm szeroki ?

10. Jak wysoki jest rdwnolegtoScian prosty i prostokatny,
75 cm dhlugi a 36 cm szeroki, jezeli jego objetos¢ rowna sie
21-600 cm3?

11. Obie kwadratowe podstawy prostego réwnolegtoscianu
réwnajg sie razem 162 clm2 za$ cztery Sciany boczne 590-4dm2;
jak wielka jest jego objeto$¢?

12. lle m3ma mur 11 m 2 dm dbugi, 8 dm gruby a 3 m
2 dm wysoki ?

13. Kto$ chce wykopa¢ dét 10 m dhugi, 4 m 2 dm gleboki,
a o pojemnosci 273 m3; jak szeroki musi by¢ ten dot?

14. Graniastostup o wysokosci 8 dm, a o kwadratowej pod-
stawie wazy 135 kg\ jak wielka jest krawedZ podstawy, jezeli
kazdy dm3 wazy 2'7 Jog?

15. Naczynie graniastostupowe ma za podstawe prostokat
2m dhugi, a P2m szeroki; jak glebokie musi by¢ to naczynie,
aby pojemno$¢ jego rownata sie 12 hektolitrom?
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16. W graniastostupie rowna sie a) podstawa 15 m2 wy-
sokos¢ 2m 4dm; b) podstawa 2.864 dm2 wysokos¢ 9 dm 2 cm;
jak wielka jest objeto$¢ tego graniastostupa ?

17. Podstawa graniastostupa réwna sie 31 m2 78 dm2
a objetos¢ Im 3573 dm2 110 cm3; jak wielka jego wysokos$c?

18. Jak wielka jest podstawa graniastostupa 4'5 dm wyso-
kiego, ktérego objetos¢ réwna sie 124-2 dm3?

19. Podstawg graniastostupa prostego o wysokosci 2-4 dm
jest trojkat prostokatny o przyprustokatniaeh 05 dm i P2 dm
dtugich; obliczcie jego a) powierzchnig, b) objetosé.

20. Wysokoscig prostego graniastostupa jest h, za$ pod-
stawg trojkat rownoboczny o boku a; obliczcie jego powierz-
chnie p i objetos¢ v (8 77. 1).

21. Jak wielka jest powierzchnia i objeto$¢ prostego grania-
stostupa trojsciennego, ktorego kazda krawedZ réwna sie 3(7»»?

22. Wysokoscig prostego graniastostupa jest h, za$ pod-
stawg szesciobok umiarowy o boku a; obliczcie jego powierz-
chnie p i objetos¢ v (8 79. 1.).

23. Podstawg graniastostupa prostego o wysokosci 1 m
8 dm jest szeSciobok umiarowy o boku 1 m 1 dm diugim; jak
wielka jest pobocznica tego graniastostupa?

24, Naczynie graniastostupowe o podstawie 9 dm2 napet-
niono wodg do wysokosci 6 dm i cm; jak wielkie jest cisnienie
wody na duo tego naczynia, jezeli 1 dm2 wody wazy 1 Tegl

25. lle m3 objetosci ma mur 28 m 6 dm dtugi, 1 m wysoki,
a udolu 6m 2dm, za$ u géry 5m 6 dm gruby ?

26. Przy budowie kolei zelaznej wykopano dot 165?» dhugi,
u gory 22»», a u dolu 8™ szeroki, za$ 6'4 % gleboki; ziemie
z tego dolu wysypano jednostajnie na przestrzeni 25«; o ile
podwyzszyta sie przez to ta przestrzen?

2. W alec.

Powstanie walca i jego czesci sktadowe.

8. 118. Jezeli nieograniczona prosta CD $lizga sie réwno-
legle do siebie po obwodzie kota, zakreslonego z punktu A (fig. 70.)
promieniem CA, natenczas zakre$la powierzchnie krzywa, ktéra
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ogranicza przestrzen z dwu stron zamknietg, a zwang prze-
strzenig walcowatg (cylindrischer Raum).

Fig. 70. Przecinajac przestrzen graniastosiupowag dwie-
ma ptaszczyznami réwnolegtemi do plaszczyzny
kota, otrzymamy bryte okragts, zwang walcem
(Cylinden).

Oba réwnolegle przekroje nazywamy pod-
stawami, za$ boczng powierzchnie krzywa na-
zwano pobocznicg walca.

Walec CEFD moze takze i w ten sposob
powsta¢, ze powierzchnia kotowa CE posuwa sie réwnolegle do
siebie tak, ze przytem jej Srodek A zakres$la prostg AB.

Podstawami walca sg zatem dwa réwne kola. Prostg AB,

faczacy ich Srodki, nazywamy osig (Achse) walca Kazda pta-
szczyzna, przesunieta przez o$ walca, przecina jego pobocznice
w linii prostej, ktorg nazwano bokiem (Seite) walca; n. p.
CD. Wszystkie boki walca sg réwne i réwnolegte do osi. Odle-
gtos¢ BP obu podstaw walca nazywamy jego wysokos$cig.

. Poniewaz koto jest wielobokiem umiarowym o niezmiernie

wielkiej liczbie bokéw, przeto mozna takze powiedzieé:

Walec jest grani astostupem, ktdérego podsta-

wa jest koto.

Rodzaje walcow.

8 119. Walec (fig. 7i.), ktérego 0$ jest prostopadta do
podstawy, nazywamy prostym (gerader Cylinder), kazdy
Fig 7. inny pochytym (schief). Prosty walec moze
w ten sposéb powstaé, ze prostokat ABCD obraca
sie naokoto jednego ze swoich bokéw, n. p. naokoto
AB, jako osi. W prostym walcu wysoko$¢ réwna
sie osi.
Walec prosty, ktorego bok roéwna sie Sre-
dnicy podstawy, nazywamy rdéwnobocznym
(gleichseitig).

Przekroje walca.

8 120. 1. Przecinajac walec (fig. 72.) plaszczyzng réwno-
legla do jego podstawy, otrzymamy na przekr6j AB koto, roé-
wne kotu podstawowemu.
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Fig. 72. 2. Jezeli plaszczyzna, przecinajgca walec, nie

g jest rownolegtg do jego podstawy, otrzymamy na

5 przekr6j CD elipse.

D 3. Jezeli nareszcie plaszczyzna, przecinajgca
walec, przechodzi przez jego 0§, otrzymamy na
przekrdj osiowy (Achsenscbnitt) réwno-
legtobok; n. p. EFGH. W kazdym walcu pro-

stym jest przekroj osiowy prostokatem, a w réwnobocznym
jest kwadrate m

Powierzchnia Malca.

8 121. Jezeli pobocznice walca prostego rozwiniemy na
ptaszczyznie, spostrzezemy, ze:

Pobocznica walca prostego rowna sie prosto-
katowi, ktérego podstawag jest obwdd podstawy
walea, a wysokoscig wysoko$¢ walca.

Chcac otrzymaé calg powierzchnie walca prostego, potrzeba
do jego pobocznicy dodaé podwdjng powierzchnie podstawy.

Oznaczmy przez r, h, m, p promien podstawy, a wzglednie
wysoko$¢, pobocznice i catg powierzchnie walca prostego, to 2rn
bedzie obwodem, za$ rln powierzchnig jego podstawy; zatem

m— 2rn . li — 2mli, za$
p ~ trhit -f 2r7th, czyli p = %rit (r 4- h).
W walcu réwnobocznym jest li = 2r, przeto p = 6r27.

8 122. Zadanie. Wykres$li¢ siatke walca prostego.

Kreslimy prostokat (fig. 73.), ktérego
podstawa réwna sie obwodowi podstawy
walca, a wysokos¢ wysokosci walca. Na-
stepnie zakre$lamy dwa kola réwne pod-
stawom walca i to tak, by jedno z nich
stykato sie z podstawg prostokata, a dru-
gie z przeciwleglym bokiem podstawy.

Objetos¢ walca.

8. 123. Poniewaz kazdy walec mozna uwaza¢ za graniasto-
slup, ktérego podstawg jest koto, przeto z 8. 114. wynika:

Objetos¢ walca rowna sie iloczynowi zjego
podstawy przez wysokos¢.
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Jezeli r jest promieniem .podstawy walca, h jego wyso-

koscig, za$ v objetoscig, otrzymamy
v= r3n .l

Dla walca réwnobocznego li — 2r, wiec jego v = %r3jt.

Jezeli R jest promieniem podstawy, a V objetoScig drogiego
walca rownobocznego, bedzie takze V — 2 R3n, zatem

V:v=R3:r3

8 124. Kurg walcowatg nazywamy ciato, ograniczone
pobocznicami dwoch walcdéw i dwoma pierscieniami  kotowymi,
przystajacymi do siebie. Powstaje ona wtedy, gdy z walca wy-
tniemy walec mniejszy ale o wspodlnej osi. Chcac jej objetosc
obliczy¢, potrzeba od objetosci walca wiekszego odja¢ objetos¢
walca mniejszego.

Jezeli R i r sg -promieniami podstaw obu walcéw, za$ h
wysokoscig walcowatej rury, wtedy jej objetosc¢

v = R2%li — r3ith ~ (E3 — r3 nh.

8 125. Zadania rachunkowe.

1. W walcu prostym a) promien podstawy réwna sie 3 dm,
wysoko$¢ 5 dm; b) Srednica podstawy réwna sie 157 m, wyso-
kos¢ 1*26m; jak wielka jest jego pobocznica i objetos¢?

2. Obliczcie powierzchnie walca prostego o wysokosci
75 dm, ktérego podstawa ma 17*4dm w obwodzie.

3. Jak wielki jest promien podstawy walca prostego o wy-
sokosci i*5m. jezeli jego pobocznica réwna sie |-1386m3?

4. Powierzchnia walca prostego réwna sie 28*9665 dm1 a ob-
wod jego podstawy 4-71 dmmjak wielka jest jego wysokos$¢?

5. Objetos¢ walca rowna sie 37'268 dm3; jak wysoki jest
ten walec, jezeli Srednica podstawy jest 3'7 dm diuga?

6. Walec 4 dm 3 cm wysoki ma objetos¢ 20 dm3; jak wielki
jest promieA jego podstawy?

7. Jak wielka jest «) powierzchnia, b) objeto$¢ walca ré-
wnobocznego, ktérego bok jest 28 m wysoki?

8. Jak dhugi jest promien walca réwnobocznego, jezeli
a) jego pobocznica roéwna sie 10dm3 b) jego objetos¢ 10 dm3?

9. Z pobocznicy m i z objetosci v walca prostego obliczy¢
promien r jego podstawy.
r3n i 20

— zatem r ~

Mamy = ornh T 2
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10. lle litréw pojemno$ci ma naczynie walcowate o Sre-
dnicy 86 nim, a o wysokosci 172*1 mm?

11. lle litrbw ma naczynie w ksztalcie walca rownobo-
cznego o wysokosci 503*1.

12. Naczynie walcowate ma mie¢ 1 litr pojemnosci; jak
wysokie musi by¢ to naczynie, jezeli Srednica jego wewnetrznej
pobocznicy ma mie¢ 108*4»mm?

13. Koneweczka 2 litrowa wlewamy wode do zbiornika wal-
cowatego o $rednicy 6dni-, jak wysoko siega¢ bedzie woda
w tym zbiorniku, jezeli wiejemy 25 koneweczek?

14. Walcowate naczynie £ hektolitrowe jest 399*3 mm wy-
sokie; jak wielka jest Srednica jego podstawy?

15. Za okragly pniak 2m 3 dm diugi, a 66 cm gruby za-
ptacono 88" zt.; po czemu liczono m3?

16. lle dni3 wody otrzymamy przy kazdem poruszeniu
ttoka pompy do gory, jezeli S$rednica ttoka ma 21 cm, a poru-
szamy ttok do gory o 42 dm?

17. Walec do walkowania ziemi jest 1*2«» dbugi, a Sred-
nica jego podstawy rowna sie 3dm; ile razy musi sie obrocié
ten walec naokoto swej osi, jezeli ma przewatkowa¢ pole o po-
wierzchni 200 ma?

18. SzeScian ma te samg objetos¢, co walec prosty, ktérego
wysoko$¢ rowna sie 2*4dm, a pobocznica 754 dnil; jak wielka
jest powierzchnia tego szescianu?

19. Belka 5*2m diuga, 3 dm szeroka, a 26 dm wysoka, ma
na calej swej dhlugosci wydrazenie walcowate; jaka jest jej
objetos¢, jezeli Srednica wydrazenia rowna sie 18 cm?

20. Rura walcowata, 5cm gruba, ma wewnetrzng S$rednice
18 cm dhlugg, a wysoko$¢ 2*85m\ jak wielka jest jej wewnetrzna
i zewnetrzna pobocznica?

21. Rura walcowata jest 32dm dtuga, a Srednica wewne-
trzna ma 1-4dm; jaka jest objetos¢ tej rury, jezeli jej grubosc
réwna sie 5cm?

22. Wysokos¢ wiezy walcowatej 0 zewnetrznym obwodzie
13 m réwna sie 72 m, a grubo$¢ rnuru 86 cm; ile m3 muru ma
ta wieza?

Mocaik, Oaoi«. II. 6



3. Ostrostup.

8 126. Naroze (8 96.) nazywajg takze przestrzenig
ostrostupowg (pyramidaler Raum).

Jezeli przestrzeli ostrostupowa (fig. 74.) przetniemy pla-
szczyzng ABCD, przecinajacg wszystkie krawedzie tej przestrzeni,
otrzymamy bryle graniasta, zwang ostrostupem (Pyrami-
de) albo piramidg.

Fig-é“- Przekr6j ABCD nazywamy podstaiva,

trojkaty AOB, BOC, COD,... $cianami bo-
cznemi, a punkt O, w ktdrym przecinajg sie
wszystkie $ciany boczne, wierzchotkiem
ostrostupa. Linie przeciecia sie kazdych dwn
sgsiednich $cian bocznych nazwano krawe-
dziami boczne mi, za$ linie przeciecia
sie Scian bocznych z podstawg krawedzia-
mi podstaw owe mi. Prostopadtg OP, wy-
kre$long z wierzchotka na podstawe, nazywamy wysokos$cig
ostrostupa.

Ostrostup moze powsta¢ takze w ten sposdb, ze wielobok
ABCD posuwa sie rownolegle po prostej AO, a przytem ciggle
sie pomniejsza, pozostajac jednakowoz zawsze podobny do ABCD
az w punkcie O zmaleje do zera.

Bodzaje ostrostupdw.

8 127. Ze wzgledu na ilos¢ krawedzi bocznych rozrézniamy
ostrostupy tréjscienne, czworos$cienne iwieloScienne.

Ostrostup, ktory ma wszystkie krawedzie boczne réwne,
nazywamy prostym, kazdy inny pochytym. Podstawg pro-
stego ostrostupa jest wielobok wpisany w koto, ktérego $rod-
kiem jest spodek wysokosci ostrostupa; S$ciany boczne takiego
mostrostupa sg tréjkatami réwnoramiennymi.

Ostrostup prosty, majacy za podstawe wielobok umiarowy,
nazwano umiar owym (rege Iméas sige Py ramide). Sciany
boczne takiego ostrostupa sg tréjkatami réwnoramiennymi i przy-
stajgcymi; wysoko$¢ ktéregokolwiek z tych tréjkatéw nazywamy
wysoko$cigboczng (Seitenhdhe) ostrostupa umiarowego.
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Przekroje ostrostupa.

8 128. 1 Przetnijmy ostrostup OABCD (fig. 75) plaszczy-
zng EFGH réwnoleglg do jego podstawy ABCD; OK i OL niech
beda odlegtosciami obu tych ptaszczyzn od wierzchotka O.

Ze sposobu powstawania ostrostupa wy-
nika, ze wietobok EFGH, otrzymany z prze-
ciecia ostrostupa, jest podobny do podstawy
ABCD. A ze powierzchnie podobnych wielo-
bokéw sg proporcyonalne wzgledem kwadra-
tow odpowiednich bokdw, przeto

EFGH : ABCD = EF1: ABL

Poniewaz EF | AB, zatem EF : AB =

c OE : OA, za$ z powodu, ze EL j| AK, mamy
OL : OK = OE : OA; przeto jest takze
OL : OK i EFl: AB1= OL1: OK1; wiec
EFGH : ABCD = OL1: OK1

Z tego wynika nastepujgce twierdzenie:

Jezeli ostrostup przetniemy ptaszczyzng ré-
wnolegta do jego podstawy, natenczas 1 wietobok
otrzymany z przekroju jest podobny do podstawy,
2. powierzchnia tego wietoboku i powierzchnia
podsta wy sg proporcyonalne wzgledem kwadratow
z ich odlegtosci od wierzchotka.

2. Przesuwajac plaszczyzne przez dwie niebezpo$rednio po
sobie nastepujagce krawedzie boczne ostrostupa, otrzymamy na
przekréj trojkat; przekrdj ten nazywamy przekgtnym
przekrojem ostrostupa.

Kazdg wieloscienng piramide mozna za pomocg przekrojow
przekatnych podzieli¢ na trgjscienne ostrostupy.

Ostrostup Sciety.

8. 129. Przekrdj rownolegly do podstawy danego ostrostupa
(fig. 75.) dzieli go na dwie bryly, mianowicie na jedne, zawartg
miedzy dwiema réwnolegtemi plaszczyznami, a zwang ostro-
stupem $cietym (abgekiirzte Pyram ide albo Pyrami-
den stumpf), i na drugg bryle, ktora jest ostrostupem mniej-
szym, zwanym ostrostupem dopetniczym (Ergénzungs-
pyramide) Scietego ostrostupa. Ostrostup Sciety ABCDEFGH
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jest wiec roéznicg dwoch ostrostupow OABCD i OEFGH, kto-
ryeh podstawami sg dolna i gérna podstawa ostrostupa Scietego,
za$ ich wspolny wierzchotek O jest punktem przeciecia sie kra-
wedzi bocznych Scietego ostrostupa.

Podstawy ostrostupa $cietego sg wielobokami podobnymi,
a jego Sciany boczne sg trapezami. Odlegtos¢ LK obu podstaw
nazywamy wysokos$ciag ostrostupa Scietego.

Jezeli przekrojony ostrostup byt prosty albo umiaro-
wy, to i ostrostup Sciety jest takze taki. W prostym ostrostu-
pie Scietym sg Sciany boczne trapezami réwnoramiennymi,
a W umiarowym oraz przystajgcymi.

8. 130. Zadanie. Dana wysokos$¢ LK = /t ostrostupa $cietego
(fig. 75.) i dane dwa odpowiednie boki AB= S i EF= s dolnej
i gornej podstawy; znales¢ wysokosci OK= A i OL~ a obu
ostrostupdw, ktérych rdznica jest ostrostup Sciety.

Wedlug 8 128. 1 mamy

OK: OL= AB :EFczyliA: o= S:s; zatem

A— :(S—s= A:Si(A—a) :S—s= a:s,
albo poniewaz A — a — h, jest

h:(S —s) —A:Sih:(S— s)y= a:s, a stad

h .8 " h .s
b — S S_ s
Przeczytajcie te dwa wzory stowami.

Powierzchnia catego ostrostupa i ostrostupa Scietego.

8 131. Aby otrzyma¢ powierzchnie ostrostupa, wy-
szukujemy pobocznice jego, t. j. sume powierzchni wszystkich
Scian bocznych i dodajemy do niej powierzchnie podstawy.

Chcac wyszuka¢ pobocznice umiarowego ostro-
stupa, potrzeba powierzchnie jednego z bocznych tréjkatow
pomnozy¢ przez ilo$¢ krawedzi bocznych.

8. 132. Aby wyszuka¢ powierzchnie ostrostupa
§cietego, dodajemy do jego pobocznicy sume powierzchni obu
podstaw.

Pobocznice umiarowego ostrostupa S$cietego
znajdziemy, jezeli powierzchnie jednego z bocznych trapezow
pomnozymy przez ich ilos¢.

§ 133. Zadanie. Wykresli¢ siatke ostrostupa.
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Kreslimy trojkaty boczne tak obok siebie, by mialy wierz-
chotek wspdlny, a nastepnie kolo podstawy jednego z tych troj-
katow rysujemy wielobok, bedacy podstawg ostrostupa.

Fig. 76. Aby wykresli¢ siatke prostego ostro-

O stupa n. p. tréjsciennego, zakresSlamy
z O (fig. 76) promieniem roéwnym Kkra-
wedzi bocznej tuk kotowy i wykreSlamy
w nim cieciwy AB, BC i CD rowne bo-
kom podstawy, a potem pod BC kresli-
my podstawe BCE.
. Jak wykresla sie siatke ostrostupa
Scietego.

Objetos¢ ostrostupa.

8 134. Jezeli dwa ostrostupy o réwnych podstawach i wy-
sokosciach ustawimy na tej samej ptaszczyznie, a nastepnie prze-
tniemy je plaszczyzng réwnolegly do ich podstawy, otrzymamy
rowne przekroje. Albowiem oznaczajac przez B i b ich podstawy,
przez h ich wysoko$¢, przez d oddalenie ptaszczyzny przecinajacej
od wierzchotka, a przez Fi/ przekroje, mamy (wediug-§8 128.1.)
B:F—hl:d za$ b:fAh* idl zatem takze B : F = b :f.
A 7ze B = b wedlug zalozenia, przeto musi by¢ takze F = /.

Przecinajac wiec dwa ostrostupy o rédwnych
podstawach iréwnych wysokos$ciach ptaszczyzng
rownolegtg do podstawy wtem samem oddaleniu
od wierzchotka, otrzymamy réwne przekroje.

Z tego wynika nastepnie wedtug twierdzenia Cavaliere go:

Dwa ostrostupy o réwnych podstawach i wy-
soko$ciach sg réwne co do objetosci.
8. 135. Niech bedzie ABCDEF (fig. 77.) trojSciennym grania-
Fig. 77. stostupem. Przecinajgc go plaszczyzng EAC,
otrzymamy ostrostup tréjscienny EABC i czwo-
roScienny EAOFD. Ten ostatni ostrostup dzieli
ptaszczyzna CED na dwa trdjScienne ostro-
stupy EACD i ECDF tak, ze trdjscienny gra-
niastostup sktada sie z trzech trdjSciennych
ostrostupéw. Te trzy tréjScienne ostrostupy sg
réwne co do objetosci, jak to zaraz wyka-
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zerny. Ostrostupy EACD i ECDF majg bowiem réwne podstawy
ACD i CDF, lezace na tej samej plaszczyznie, i wspllny wierz-
chotek E, zatem takze majg te samag wysokos¢; sg wiec réwne
co do objetosci. W ostrostupach za$ EACD i EABC mozna
wierzchotek przyja¢ w punkcie C; ich podstawy EAB i EAD
leza wtedy na jednej plaszczyznie i sg sobie réwne. Oba ostro-
stupy majg zatem takze réwne podstawy i te samg wysokosc,
sq wiec rowne co do objetosci; przeto wszystkie trzy ostro-
stupy EACD, ECDF i EABC sag sobie rowne co do objetosci.
Z tego wynika:

Kazdy trdojscieny ostrostup jest trzecig cze-
§cig graniastostup a, majgcego z nim réwng podsta-
we i rowng wysokos¢.

8 136. Z 88 135. i 114. wynika zatem:

Objetosé trdjsciennego ostrostupa rdéwna sie
trzeciej czesSciiloczynuz podstawyprzez wysokos$¢.

Poniewaz objeto$¢ kazdej wieloSciennej piramidy réwna sie
objetosci tréjSciennej, majacej z nig réwng podstawe i wysokosé,
przeto ogo6lnie twierdzimy:

Objetos¢ ostrostupa réwna sie trzeciej czesci
iloczynu z jego podstawy przez wysokosc.

Oznaczajgc przez [/ powierzchnie podstawy ostrostupa,
przez h jego wysokos¢, za$ przez v objetos¢, otrzymamy

f i 3v 7 3v
vV — , - -p h- 7.

Miedzy objetoSciami dwu ostrostupéw zachodzg te same
stosunki, jakie wyprowadzilismy w & 114. dla objetosci dwu
graniastostupow.

Objetos¢ ostrostupa Scietego.

8 137. Aby otrzymaé objetos¢ ostrostupa Scietego (fig. 75.),
wyszukujemy najpierw objeto$¢ obu ostrostupow, ktorych roznicg
jest ostrostup Sciety, a nastepnie odejmujemy objetos¢ dopetui-
czego ostrostupa od objetosci catego ostrostupa.

Jezeli przez B, A, P oznaczymy podstawe, wysokos¢ i obje-
tos¢ calego ostrostupa, za$ przez b, a, p podstawe, wysoko$¢
i objetos¢ dopetniczego, natenczas objeto$¢ ostrostupa Scietego

P m__ B.A b.a
° ~ P~ 3 3
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Poniewaz z proporcyi B : b — A2: a2 (8 128. 1.) mozna
wyszuka¢ kazdag z czterech ilosci B, b, Ai a, jezeli tylko trzy
inne sg dane, przeto do obliczenia objetosci ostrostupa Scietego
potrzeba mie¢ tylko trzy rézne od siebie warunki.

Zazwyczaj dane sg obie podstawy i wysoko$¢ ostrostupa
Scietego. Oznaczajac w tym razie dla uproszczenia rachunku
podstawy przez M2i m2 za$ wysoko$¢ ostrostupa Scietego przez h,
wysokos$¢ dopetniczego przez x, a wiec catego ostrostupa wyso-
kos$¢ przez h X, otrzymamy objetos¢ ostrostupa Scietego

M2 (h - m2x M2h X
=B T =T+ sMe
Do wyznaczenia x mamy z 8§ 128. 1
M2: ws= (h-f- x)2: X1, zatem takze M:m~ (h-\-x):x
7ih
M—Tii
Podstawiwszy te warto$¢ w wyrazeniu na v, bedzie

Mih mi M3—«i2 MA _ mli

3+ 3 M m= 37 4tmp

i Mx —m (h-f- @?); z tego réwnania otrzymamy aj:

g
czyli .
v — (M25—Miz £ ma "

Poniewaz M2: M m — Mm: m"\ zatem jest Mm $rednig
geometrycznie proporcjonalng obu podstaw M2i m2 Z wzoru
na v mamy przeto twierdzenie:

Objetos¢ ostrostupa Scietego rowna sie ilo-
czynowi ze sumy obu podstaw i ich $Sredniej geo-
metrycznie proporcyonalnej przez trzecig czesé
wy sokosci.

8 138. Zadania rachunkowe.

1 KrawedZ podstawowa czworo$ciennego ostrostupa umia-
rowego réwna sie 1t# 3 dm, a wysoko$¢ boczna 1m 8 dm\ jak
wielka jest jego powierzchnia ?

2. Pobocznica ostrostupa prostego o kwadratowej podsta-
wie rowna sie P036m2 a wysoko$¢ boczna 148 m; jak dhugi
jest bok jego podstawy?

3. Jak wielka jest objetos¢ ostrostupa, ktdrego

a) podstawa réwna sie 18 cm2 a wysokos$¢ 6'5 cm,

) ; » 2ni* 35dm2 a wysokos¢ 7-2 dm?
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4. Podstawg ostrostupa jest prostokat 1Im dtugi, a 09 m
szeroki; jak wysoki jest ten ostrostup, jezeli jego objetos¢ ro-
wna sie 1-188m3?

5. Objeto$¢ ostrostupa, 7dm 5cm wysokiego, a majgcego
za podstawe kwadrat, réwna sie 40 dm3; jak dhugi jest bok jego
podstawy ?

6. KrawedZ podstawowa umiarowego czworosciennego ostro-
stupa jest 4dm dluga, a krawedz boczna 4 dm 3 cm; wyszu-
kajcie jego a) powierzchnie, b) objetosc.

7. Wysokos¢ umiarowego trdjSciennego ostrostupa réwna
sie 5«! 48\3 cm, a kazdy bok podstawy 2m 80'4dcm; jak wielka
jest jego objetos¢? (8. 77. 1.).

8. KrawedZ podstawowa umiarowego trojsciennego ostro-
stupa jest 12«» dhuga, a krawedzie boczne réwnajg sie krawe-
dziom podstawowym ;jak wielka jego a) powierzchnia, b) objetos¢ ?

9. W umiarowej szeseiosSciennej piramidzie dana jest kra-
wedz podstawowa a i krawedz boczna b; wyszukaé wysokos¢ li
piramidy, wysoko$¢ boczng s, pobocznice m i objetos¢ v.

Poniewaz odlegtos¢ Srodka umiarowego szescioboku od jednego
wierzchotka réwna sie bokowi tego szeScioboku, przeto wysokos¢ b
piramidy jest przyprostokatnig trojkata prostokatnego, ktorego przeciw-
prostokatnigjest b, za$ drugg przyprostokatnig a ; zatemh = Vb‘—a*
Wysokos¢ boczna sjest przyprostokatnig trOJkata prostokatnego oprze—

ciwprostokatni h za$ o drugiej przyprostokatni ” ; przeto s = 1/ b'l—
Z tego otrzymamy uwzgledniajac & 79. 1

Vs

m — &ffll/el ——zas v — e V® — a'*

10. Dana jest krawedz podstawowa a umiarowego ostro-
stupa szeSciosciennego ijego wysoko$¢ h; wyszukac¢ pobocznice
m i objetoss v.

MV 3
zas v— —s—
11. Kazdy bok podstawy prostego ostrostupa szeseioseien

nego rowna 14«», a wysoko$¢ boczna 36 cm: jak wielka jest
jego a) powierzchnia, b) objetos$c?
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12. Wielka piramida Cheopsa przy Gizeh w Egipcie jest
149 m wysoka, jej podstawg jest kwadrat o boku 233 m diugim ;
jak wielka jest jej objeto$¢?

13. CzworosScienny ostrostup, majacy za podstawe kwadrat
0 obwodzie 4m 6 dm diugim, jest 1 m 4dm wysoki; jaki jest
jego ciezar, jezeli dm3 wazy 27 kg?

14. Jak wielki jest ciezar trojsciennego na 8 dm wysokiego
ostrostupa z lanego zelaza, jezeli kazdy bok jego podstawy jest
28 dm dhugi, a 1dm3 zelaza lanego wazy 71

15. Dach altany jest o$mioseiennym ostrostupem, ktorego
krawedZ boczna jest 1m 5 dm diuga, a kazdy bok podstawy
réwna sie 1»»; dach ten ma by¢ pokryty miedzig; ile m2 blachy
miedzianej potrzeba na to?

16. Podstawy prostego ostrostupa Scietego sg kwadratami
0 obwodach 1*56 m i P24 m, wysokos¢ jednego z bocznych trapezdw
rowna sie 063 w; jak wielka jest powierzchnia tego ostrostupa?

17. Pobocznica prostego ostrostupa Scietego réwna sie
356 m1; podstawami jego sg rownoboczne trojkaty o bokach 4-9 dm
1 36 dm dhugich; jak wielka jest wysokos$¢ trapezéw bocznych?

18. Ostrostup prosty na 15dm wysoki, a majacy za pod-
stawe kwadrat o boku 9 dm, przecieto ptaszczyzng réwnolegly
do podstawy w odlegtosci 3dm od podstawy; jak wielka jest
powierzchnia tego przekroju?

19. Ostrostup Sciety o wysokosci 20 cm ma kwadratowe
podstawy o bokach 25 cni i 19 cm dlugich; wyszukajcie jego
objetosé.

20. Podstawami ostrostupa Scietego o wysokosci P26ro sg
trojkaty réwnoboczne; jak wielka jest jego objetos$¢, jezeli bok
dolnej podstawy réwna sie 0*82»», a gornej 042w?

21. Jak wielka jest objetos¢ czworograniastej belki 4 m
wysokiej, jezeli bok jej dolnego kwadratowego przekroju jest
5-2dm, a gornego 4 dm dhugi ?

22. Kamien ociosany w ksztatcie prostego ostrostupa Scie-
tego jest 22 m wysoki, u dotu Pl m dbugi, a 1m szeroki, za$
u gory 08 w dhugi, a 073 m szeroki; jak wielki jest jego ciezar,
jezeli | dni3 wazy 27 Al?
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4. Stozek.

8 1B9. Jezeli promien OA (fig. 78.), majacy punkt O staty,
§lizga sie po obwodzie kola, zakre$lonego z punktu C promie-
niem CA. natenczas promien OA zakres$la powierzchnie krzywa;
powierzchnia ta ogranicza przestrzen z jednej strony niezamknieta,
a zwang przestrzenig stozkowatg albo ostrokregowag (ke-
gelformiger albo konischer Kauin).

Jezeli przestrzen stozkowatg przetniemy
ptaszczyzng rownoleglg do plaszczyzny rze-
czonego kota, otrzymamy bryte okragta zwang
stozkiem (der Kegel) albo ostr okre-
giem. Rzeczony przekrdj nazywamy pod-
stawg, krzywa powierzchnie boczng pobo-
czuieg, a punkt O wierzchotkiem
stozka.

Stozek OAMB moze takze w ten sposdb
powsta¢, ze kolo posuwa sie réwnolegle do swego pierwotnego
potozenia tak, ze jego $rodek C porusza sie po prostej CO,
a przytem koto statecznie maleje i w punkcie O staje sie punktem.

Podstawg stozka jest zatem koto. Prostg OC, t3czaca
wierzchotek stozka ze S$rodkiem tego kota, nazywamy o0sig
stozka. Kazda ptaszczyzna, przesunieta przez o$ stozka, przecina
jego pobocznice w linii prostej n. p. OA, zwanej bokiem
stozka. Prostopadtg OP, wykres$long z wierzchotka na podstawe,
nazwano wysokoscig stozka.

Stozek mozna uwazaé za ostrostup, ktérego
podstawg jest koto.

Rodzaje stozkow.
8. 140. Jezeli o$ stozka jest prostopadia do jego podstawy,
Fig. 'Q wtedy taki stozek nazywamy prostym (fig. 79.),
w kazdym innym razie mamy stozek pochyty.
Stozek prosty powstaje, jezeli trojkat prostokatny
ACO obraca sie naokoto jednej swej przyprosto-
katni CO jako osi; druga przyprostokatnia zakre-
§la wtedy podstawe, a przeciwprostokatnia AO
pobocznice stozka. W stozku prostym jest 0§ oraz
wysokoscig, a wszystkie boki sg sobie réwne.
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Stozek prosty, w ktérym bok réwna sie Srednicy podstawy,
nazywamy rOw uoboezuym.

Oznaczmy w stozku prostym promien podstawy przez r,
wysokos¢ przez h, a bok przez s; jezeli dane sg dwie z tych
trzech ilosci, mozna fatwo wyszukac trzecig. Mamy bowiem

S= Vr+ h\h — Vvst-r\ r = \r* —h\

Przyktady. 1 Dane rz= 5cm h = 12 cm; wyszukac s.

2., = 110MS_ 61 CM, . h.
3., s—2%5dm h= 24dm; " r.
Przekroje stozka.
8 141. 1. Przecinajgc stozek plaszczyzng réwnolegly do
Fi% 80. podstawy, otrzymamy na przekroj
koto AB (fig. 80.).

Ten przekroj stozka ije-
go podstawasgproporcyonal-
ne wzgledem kwadratéw zich
odlegtos$ci od wierzchotka(jak
dla ostrostupa wykazaliSmy w§. 128.1.).

2. Jezeli plaszczyzna przecina-
jaca nie jest réwnolegty do podstawy,
natenczas przekrdj jest a) elipsg
FG, gdy plaszczyzna przecinajgca

przecina wszystkie boki stozka albo ich przedtuzenia; b) para-
bolg CDE, jezeli plaszczyzna przecinajaca jest rownolegly do
boku stozka; i c) hiperbolg HJIK, jezeli ptaszczyzna przeci-
najgca jest rownolegta do osi stozka.

3. Przecinajac stozek plaszczyzng przesunietg przez
08, otrzymamy na przekrdj tréjkat MON. Przekroje osiowe stozka
prostego sg réwnoramiennymi trojkatami przystajacymi, a stozka
réwnobocznego trdjkatami réwnobocznymi i przystajgcymi.

Stozek Sciety.

8. 142. Przekrdj stozka ptaszczyzng DE (fig. 81.), réwno-
legta do podstawy, dzieli stozek na dwie bryly, a mianowicie
na jedng zawartag miedzy dwoma réwnolegtemi kolami, a zwang
stozkiem Scietym (der abgekirzte Kegel albo der
Kegel stu mpf), i na drugg, ktora jest mniejszym stozkiem,
zwang stozkiem dopel niczym (Ergdnzuugskegel).

jego
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Stozek $ciety ABED jest wiec roznicg dwu stozkéw, ktorych
Fig. 8L. podstawami s3 podstawy $cietego stozka; ich
wspdlny wierzchotek jest punktem, w ktérym
zbiega sie przedtuzona pobocznica stozka Scie-
tego. Odlegtos¢ CF obu podstaw stozka Scietego
nazywamy jego wysokos$cig. Prosta, wykre-
$long na pobocznicy stozka Scietego od obwodu
jego gornej podstawy do obwodu dolnej, na-
zwano bokiem; n. p. DA
Stozek Sciety moze by¢, podobnie jak kazdy
stozek prosty albo pochyty. W prostym
stozku Scietym sag wszystkie boki sobie réwne.
8 143. Jezeli w prostym stozku Scietym dane sg promienie
i? i r obu podstaw, mozna z wysokosci h obliczy¢ bok s, i na-
odwr6t. Bok s jest bowiem przeciwprostokatnig trdjkata prosto-
katnego, ktorego przyprostokatniami sg wysokos$¢ i réznica obu
promieni; mamy wiec
s = —r)a zas$ k = — (@2—rbH.
Przyktady. 1. R~ 9dm, r= bdm, li— 3dm] wyszuka¢ s.
2. R=18cmt r— 15cm, s= 13 cm] wyszuka¢ h
Stozek $ciety mozna uwaza¢ za ostrostup Sciety, ktorego
podstawami sg wieloboki umiarowe o bardzo wielkiej ilosci bo-
kow; wszystkie wiec twierdzenia, jakie udowodniliSmy dla ostro-
stupa Scietego, sg wazne i dla stozka Scietego, tylko potrzeba
zastgpi¢ w nich stosunek odpowiednich bokéw obu podstaw ostro-
stupa Scietego stosunkiem promieni obu podstaw stozka $cietego.
Jezeli R i r sg promieniami podstaw prostego stozka Scie-
tego, za$ h jego wysokoscig, otrzymamy na wysokosci A i a
obu stozkéw, ktorych rdznicg jest stozek Sciety, podobnie jak
Wr 8 130. wyrazenia

A r

R zas a — b
R-r' R—r
Powierzchnia catego stozka i stozka Scietego.
8 144. Rozwingwszy pobocznice stozka prostego na pia-
szczyznie, tatwo wymiarkujemy, ze:
Pobocznica prostego stozka rowna sie wycin-
kowi kota, ktorego lukiem jest obwdd podstawy,

a promieniem bok stozka; rzeczona pobocznica



93

rowna sie zatem potowie iloczynu z obwodu podsta-
wy stozka przez jego bok.
Chcac otrzymaé catg powierzchnie stozka prostego,
potrzeba do pobocznicy doda¢ powierzchnie podstawy.
Oznaczmy przez r, s, mip promien podstawy, a wzglednie
bok, pobocznice i powierzchnie prostego stozka, a otrzymamy

p = rlic f rsn, czylip = rn (r -J s).
W stozku réwnobocznym s ~ 2r, zatem p — 3r2u.
Jezeli przez P oznaczymy powierzchnie innego stozka ro-
wnobocznego, w ktérym promien podstawy jest li, bedzie takze
P - 3R1n, przeto
P:p—3R*n:3rln, czyli P :p = R* :»*
Fig. 8 8 145. Jezeli pobocznice (fig. 82.)
/\. prostego stozka Scietego rozwiniemy na
ptaszczyznie, otrzymamy cze$¢ pierscienia
kotowego; jej tuki sg obwodami obu
podstaw i sg od siebie odlegle o bok
stozka Scietego. Poniewaz mozna sobie
wyobrazi¢, ze ta cze$¢ pierscienia ko-
towego sklada sie z bardzo wielu matych trapezow, przeto po-
bocznica stozka S$cietego réwna sie sumie powierzchni wszyst-
kich tych trapezéw, a wiec réwna sie potowie iloczynu ze sumy
wszystkich dolnych i wszystkich gdrnych réwnolegtych bokéw
trapezéw, t. j. ze sumy obwoddéw obu két podstawowych, przez
wysoko$¢ trapezéw, t j. przez bok stozka Scietego.
Pobocznica prostego stozka S$cietego rdwna
sie wiec potowie iloczynu ze sumy obwoddéw jego
podstaw przez jego bok.
Dodawszy do pobocznicy powierzchnie obu podstaw, otrzy-
mamy calg powierzchnie prostego stozka Scietego.
Oznaczajgc przez R i r promienie obu podstaw, przez s
bok stozka Scietego i prostego, przez mjego pobocznicg, a przez
p powierzchnie, otrzymamy

p = Rln-f~-rln -3+ (R 1) ns.
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8 146. Zadanie. Wykres$li¢ siatke prostego stozka.

Fig. 83. Kreslimy (fig. 83.) kolo podstawowe a na-
stepnie zakre$lamy bokiem stozka luk kotowy,
stykajgcy sie z owem kolem; nareszcie odmie-
rzamy na tym luku S$rednice przerzeczonego kota
31, razy i wykonczamy wycinek kotowy.

Jak sie rysuje siatke prostego stozka Scietego?

Objetos¢ stozka.

8 147. Poniewaz stozek mozna uwaza¢ za ostrostup, kto-

rego podstawg jest koto, przeto wynika z 8 136:

Objetos¢ stozka rowna sie trzeciej czesSci ilo-

czynu z jego podstawy przez wysokoS¢.

Jezeli r jest promieniem podstawy, a h wysokoscig stozka,

natenczas jego objetosé
r3n . i
V ~ 3
Gdy w stozku prostym zamiast wysokosci li dany jest bok s,
mamy li zr \ s3—r3; zatem
©c V83—

W stozku réwnobocznym s — 2r, wiec h= r V3,

X r3n . r\3 r3n Vo
zas r = 3 3 .

Oznaczajac przez V objetos$¢ innego rownobocznego stozka,
ktérego promieri podstawy jest R, bedzie

@:v— R3n V3 r3u;‘v3, 2yl

F u= R3:r3

Objeto$¢ stozka Scietego.

8 148. Objetos¢ stozka Scietego znajdziemy w ten
sam sposob, jak objetos¢ ostrostupa Scietego (8 137.), jezeli
sume powierzchni obu podstaw i ich $redniej geometrycznie pro-
porcyonalnej pomnozymy przez trzecig cze$¢ wysokosci.

Oznaczajac przez R i r promienie podstaw, a przez h wy-
soko$¢ stozka Scietego, bedzie jego objetosc.

v — (R3it -~ VR2r r3n r3ri) .| ,czyli

v= R2+ Rr-f r3n .J.
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8. 149. Zadania rachunkowe.

1. W stozku prostym promien podstawy rowna sie 3*81 dnu
a bok 5-26 dm; jak wielka jest a) pobocznica, b) powierzchnia
tego stozka?

2. Podstawa stozka prostego réwna sie 15dm5 a bok 4 dni;
jak wielka jest jego powierzchnia?

3. Poboeznica prostego stozka rowna sie 23*55 dm'], a promien
jego podstawy jest 1dm 5cm diugi; jak wielki jest bok, a jak
wielka wysokos$¢ tego stozka?

4. PromienA podstawy stozka réwna sie 5dm, a jego wy-
soko$¢ 4 dm 8 cm; jak wielka jego objetosc.

5. Srednica podstawy stozka prostego o wysokosci 4 m réwna
sie 2*1582 m; jak wielka jest jego a) powierzchnia, b) objetos$c?

6. Jak wysoki jest stozek, ktdrego objetos¢ rowna sie 1m3
137-385 dm3 a S$rednica jego podstawy jest 842 dm diuga?

7. Powierzchnia stozka prostego réwna sie 11*204 m5 a pro-
mien podstawy 1% m; jak wielka jego objetos¢?

8. Jak wielka jest powierzchnia stozka prostego o objetosci
257892 ms, jezeli obwod jego podstawy réwna sie 11*345 m:

9. Wysokos$¢ stozka prostego réwna sie 5dm s cm, a jego
bok 6 dm 4 cm; jak wielka jego objetos¢?

10. Bok stozka réwnobocznego niech bedzie s, a wyso-
kos¢ h; z jednej z tych ilosci znales¢ druga.

11. Bok stozka réwnobocznego jest 75 dm diugi; jak
wielka jego a) powierzchnia, b) objetos¢?

12. Powierzchnia stozka réwnobocznego réwna sie 2530 cm5
jak wielka jego objeto$¢?

13. Objetos¢ stozka réwnobocznego rowna sie 0*16 cms;
wyszukajcie jego powierzchnig?

14. Dach stozkowaty wiezy, majacy bok 38 m diugi,
a Srednice 32 m, ma by¢ pokryty blachg miedziang; ile ms
blachy potrzeba na to?

15. Jodta 18m wysoka ma ksztatt stozka; jak wielka jest
jej objetosé, jezeli na dolnym kohcu ma 6*2 dm w $rednicy?

16. Usypana kupa zboza ma ksztalt stozka, ktorego wy-
sokos¢ rowna sie 1*7 m, a obwdd podstawy 10*5m; wiele hekto-
litrbw zboza ma ta kupa?



96

17. Stozek z mosigdzu na 162dm wysoki, wazy 3-56076%,
jak wielki jest promien jego podstawy, jezeli 1 dm3 mosigdzu
wazy 8'4 kg'l (n — 31416).

18. Stozkowaty pagorek z piasku, majacy 82 4?» w obwodzie,
a 9'6 m wysoki, ma by¢ skopany; wiele dm3 piasku otrzymamy,
jezeli piasek powieksza swa objetos¢ wskutek skopania o ¢?

19. Stozek o wysokosci 96 dm, a o promieniu podstawy
6'5 dm dtugim, przecieto ptaszczyzng réwnolegla do jego pod-
stawy w wysokosci 45 dm (od podstawy); jak wielki jest pro-
mien przekroju?

20. Srednice podstaw prostego stozka $cietego o boku 12 m
dhugim rownajg sie 0*7»z i 03 me jak wielka jego «) poboczniea,
b) powierzchnia ?

21. Obwody podstaw prostego stozka Scietego réwnajg sie
1*36m i 0940t a wysoko$¢ 1 m; jak wielka jego a) powierz-
chnia, b) objetos¢?

22. Poboczniea prostego stozka Scietego ma 5024 dm2
a obwdd jego dolnej podstawy 9’42dm, za$ bok 7 dm; jak
wielka jest Srednica jego gornej podstawy ?

23. Wyrachujcie powierzchnie i objetos¢ prostego stozka
Scietego 0 boku 5 dm diugim, jezeli promienie jego podstaw
réwnajg sie 7 dm i 4 dm.

24. Ma by¢ zrobione okragte naczynie miedziane, ktérego
dno ma mie¢ w $rednicy 08 ni, bok ma by¢ 1’2 m dhugi, a gérna
Srednica 09 ile mt blachy miedzianej potrzeba?

25. Kadz 2’2 m wysoka ma u géry Srednice wewnetrzng
1-8 m, a u dotu 32 m\ ile hektolitrow zawiera?

26. lle m3 ma okragty Sciety pief drzewa 7 dm dbugi, jezeli
Srednica wiekszego przekroju réwna sie 0-76»», a mniejszego 0-5 wi?

5. Kula.

Powstanie i okreslenie.

8. 150. Jezeli potkole AOB (fig. 84.) obraca sie naokoto
swej S$rednicy AB jako osi, to zakresla powierzchnie krzywa,
majaca te wiasnos¢, ze kazdy jej punkt jest réwno odlegly od
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Fig. 84. Srodka O obracajacego sie pdétkola. Po-
wierzchnie te nazywamy kulistg (Ku
gelfliiche), a ciatlo nig ograniczone
kulg (Kugel).

Kula jest zatem brylg okragls,
ograniczong tylko jedng powierzchnig
krzywa, ale taka, ze kazdy jej punkt
jest rowno odlegly od punktu wewnatrz
niej lezacego.

Ten punkt O nazwano $srodkiem

(Mittelpunkt) kuli. Odlegtos¢ OD $rodka kuli od jakiego$
punktu powierzchni kulistej nazywamy promieniem (Halb-
messer albo Radius kuli; prostg DR, fgczacg dwa punkty
powierzchni kulistej, nazywamy cieciwg (Sehne), a cieciwe,
przechodzacg przez srodek, Srednicg (Durchmesser) kuli.
Wszystkie promienie kuli sa sobie réwne; podobniez wszystkie
Srednice kuli sg sobie rowne.

Kazdy punkt D obracajgcego sie potkola AOB zakre$la koto
DNR, ktoérego promieft DP jest prostopadty do Ali. Wszystkie
tak zakreSlone kota sg do siebie réwnolegte.

Powierzchnia kulista i punkt.

8 151. Odlegtos¢ jakiegokolwiek punktu od $rodka kuli
nazywamy odlegtoécig Srodkowg (Centralabstand)
owego punktu.

Punkt jaki$ lezy na powierzchni kuli, wewnatrz niej albo
zewnatrz zaleznie od tego, czy jego odlegto$¢ Srodkowa réwna
sie promieniowi kuli, czy jest od niego mniejsza albo wieksza.

Powierzchnia kulista i prosta.

8. 152. Odlegtos¢ jakiejkolwiek prostej od $rodka kuli na-
zywamy odlegtoScig Srodkowg tej prostej.

Jezeli odlegtos¢ Srodkowa prostej jest wieksza od promienia
kuli, to ta prosta nie ma zadnego punktu wspdlnego z po-
wierzchnig kulistg. Jezeli odlegtos¢ Ssrodkowa prostej réwna pro-
mieniowi, natenczas ta prosta ma tylko jeden punkt wspélny
z powierzchnig kulistg, a inne jej punkty lezg zewnatrz kuli ;
takg prostg nazywamy styczng (Tangente) powierzchni ku-
listej. Jezeli nareszcie odlegtos¢ $rodkowa prostej jest mniejsza

Moénik, Geora |II. 7
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od promienia kuli, wtedy prosta ta przecina powierzchnig
kulista w dwdch punktach.

Oznaczajac promien kuli OD (fig. 84) przez r, dtugos¢ cie-
ciwy DR przez s, za$ jej odlegtos¢ Srodkowg OP przez a, mamy
z trojkata prostokatnego DPO

r = «= 2 - o»a=y”"N -

Z ostatnich dwdch réwnan wynikajg nastepujgce twierdzenia:

1. Rowne cieciwy tej samej kuli sg rowno odlegte od Srodka
kuli; i naodwrot.

2. Dluzsza cieciwa w tej samej kuli lezy blizej S$rodka
kuli; i naodwrét.

3. Srednica kuli jest najduzsza cieciwg kuli.

Powierzchnia kulista i ptaszczyzna.

8 153. Odlegtos¢ jakiejkolwiek ptaszczyzny od Srodka kuli
nazywamy odlegtoscig sSrodkowga tej plaszczyzny.

Jezeli odlegtosé srodkowa plaszczyzny jest wieksza od pro-
mienia kuli, natenczas plaszczyzna ta nie ma z powierzchnig
kulista zadnego wspblnego punktu. Jezeli odlegto$¢ Srodkowa
ptaszczyzny réwna sie promieniowi kuli, to ta paszczyzna ma
z powierzchnig kulistg tylko jeden punkt wspolny i nazywamy
ja wtedy ptaszczyzng styczng (Tangentialebene); na
niej lezg wszystkie linie styczne, jakie mozna wykresli¢ w da-
nym punkcie stycznosci do powierzchni kulistej. Jezeli nareszcie
odlegto$¢ Srodkowa plaszczyzny jest mniejsza od promienia, to
ptaszczyzna ta przecina powierzchnie kulista.

8 154. Kazde przeciecie kuli ptaszczyzng jest
kotem.

Prawdziwos$¢ tego twierdzenia wynika juz ze sposobu po-
wstawania kuli, mozna atoli jej dowie$¢ takze w nastepujacy
sposab:

Niech bedzie DNR (fig. 84.) ptaskim przekrojem kuli. Wy-
kresimy ze $rodka kuli O prostopadta OP do plaszczyzny prze-
kroju, nastepnie potgczmy punkt P z dowolnie obranymi punktami
obwodu przekroju zapomocg prostych PD i OS, a nareszcie wy-
kresSlmy promienie OD i OS; otrzymamy tréjkaty prostokatne
OPD i OPS, ktore przystaja do siebie, zatem PD = PS. Z tego
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wynika, ze wszystkie punkty, lezace na obwodzie przekroju DNR,
sg réwno odlegte od punktu P, czyli ze przekr6j jest kotem.

Kolo DNR nazywamy kotem na kuli (Kugelkreis).

Miedzy promieniem OD = r kuli, promieniem PD = q kola
na kuli i odlegtoscig srodkowg OP = a tego kota zachodzg naste-
pujace zwiazki, dajace sie wywies¢ z trojkata prostokatnego DPO ;

r — + U2 qg= Vrl—al a= W* —

Z tego wynika:

1. Réwne kota na kuli sg réwno odlegte od Srodka kuli;
i naodwrot.

2. Wieksze koto na kuli lezy blizej $srodka kuli; i naodwrot.

3. Najwiekszem jest to kolo na kuli, ktérego $rodkiem jest
Srodek kuli; takie koto nazwano wielkiem (der grosste
Kugelkreis).

Promien kota wielkiego réwna sie promieniowi kuli; wszyst-
kie kota wielkie na jakiej$ kuli sg zatem sobie rowne.

Do zupelnego wyznaczenia kota wielkiego potrzeba znac
dwa jego punkty, nie lezace ze Srodkiem kuli na jednej prostej.

Przez konce $rednicy kuli mozna wykre$li¢ niezmiernie
wiele k&t wielkich, za$ przez takie dwa punkty, ktore nie sg
konicami $rednicy, tylko jedno.

8. 155. Wykresimy przez dwa punkty Mi N (fig. 84), lezace
na powierzchni kulistej, koto wielkie; punkty MiN dzielg to koto
na dwa luki MN i MB m AN. Mniejszy tuk MN kota wielkiego
wykreslonego przez punkty M i N, nazywamy sferyczng od-
legtoscig (sphariscber Abstand) obu tych punktow.

Srednice kuli, prostopadta do ptaszczyzny kota na kuli, na-
zwano osig tego kofa, za$ konce owej $rednicy jego biegu-
nami (Pole). Wszystkie rownolegle kolana kuli majg te samg
0§ i te same bieguny.

Kazdy biegun kota na kuli ma od wszystkich jego punktow
rowng odlegto$¢ sferyczng. Kazdy biegun kola wielkiego ma od
wszystkich jego punktow odlegtos¢ sferyczng 90°.

(Potudniki i réwnolezniki na globusie, o$ ziemi, biegun pdt-
nocny i potudniowy, roéwnik, szeroko$¢ geograficzna i dtugosc).

8 156. Kazdy przekréj kuli ptaszczyzng dzieli kule na
dwie czesci, zwane odcinkami kuli (Kugelabschnitte);

*



100

odcinki te sg réwne albo nierdbwne zaleznie od tego, czy pla-
szczyzna przecinajaca przechodzi przez $rodek kuli, czy nie
przechodzi. W pierwszym razie nazywamy kazdy z obu odcin-
kow potkulg (Halbkugel). Kazda ptaszczyzna dzieli po-
wierzchnie kulistag na dwie czesci, zwane czaszkami Kkuli-
stymi (Kuge Imiitzen). Czaszka kulista ADNR (fig.84.) moze
takze w ten sposob powsta¢, ze tuk AD kota wielkiego obraca
sie naokoto Srednicy AB jako osi.

Przekroje kuli dwiema réwnolegtemi ptaszczyznami dzielg
ja na dwa odcinki i na cze$¢ zawartg miedzy temi réwnolegte-
mi plaszczyznami, ktorg nazywaé bedziemy warstwg bali-
sta (die Kugelschicht); cze$¢ powierzchni kulistej, przy-
nalezng warstwie kulistej, nazywamy pasem sferycznym
(die Kugelzone). Pas sferyczny CMQDNR (fig. 84.) moze
takze w ten sposdb powsta¢, ze tuk CD kota wielkiego obraca
sie naokoto $rednicy AB.

Jezeli wycinek AOD kola wielkiego obraca sie naokoto je-
dnego ze swoich promieni, n. p. naokolo AO, to promien DO
zakre$la pobocznice stozka prostego, a tuk AD czaszke kulista;
bryte ograniczong temi dwiema powierzchniami nazwano wy-
cinkiem kuli (Kugelschnitt).

8 157. Kgtem sferycznym (der sphdarischeWinkel)
dwu kot wielkich ACB i ADB (fig. 85.) nazywamy kat nachylenia
Fig. 85. ich plaszczyzn. Punkt przeciecia sie A
obu kot nazywamy wierzchotkiem,
a tuki AC i AD ramionami kata sfery-

cznego.

Sferyczny kat rowna sie katowi TAV,
jaki tworza ze sobg styczne AT i AV,
wykreslone w wierzchotku A do obu kot
Miarg kata sferycznego TAV jest tuk CD
zawarty miedzy ramionami AC i AD,

B a lezacy na kole wielkiem CDQ, ktérego
punkty majg od punktu A odlegtos¢ sferyczng 90°; albowiem
kat srodkowy COD, odpowiadajacy tukowi CD, roéwna sie ka-
towi TAV (ramiona ich zgodnie réwnolegte).
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8. 158. Cze$¢ powierzchni kulistej, zawartg miedzy dwoma
potkolami wielkiemi, nazwano dwukagtem sferycznym
(sphérisches Zweieck); jak n. p. ACBDA (fig. 85.).

Cze$¢ powierzchni kulistej, ograniczong trzema lukami kot
wielkich, nazywamy trojkatem sferycznym (sphari-
sches Dreieck); jak n. p. ACD. tuki AC, AD i CD sg bo-
kami, a katy sferyezne miedzy nimi zawarte A, C, D sg katami
tréjkata sferycznego ACD.

Powierzchnia kuli.

8 159. Powierzchnia kuli (czego atoli tu dowies¢ nie
mozemy) réwna sie czterokrotnos$ci powierzchni jej
kota wielkiego.

Oznaczajgc promien kuli przez r, za$ jej powierzchnie
przez p, bedzie r'n powierzchnie kota wielkiego, zatem

p= 4rd,

a ™ad r1 = przetor = \j

Jezeli Il jest promieniem, a P powierzchnig innej kuli,
mamy P = 4 IPn, zatem

P:p= 4-B,zr : 4rVr, czyli P :p — R1;r*; t |

Powierzchnie dwu Kkul sg proporcyonalne
wzgledem drugich poteg ich promieni.

Objetos¢ kuli.

8 160. Powykre$lajmy na kuli potudniki i réwnolezniki,
a roztozy sie powierzchnia kuli na same czworokatne i trojkatne
figury, ktore mozemy uwazaC za plaskie i prostolinijne, jezeli
tylko liczba owych powykreslanych kot jest bardzo wielka. Uwa-
zajmy nastepnie kazdy z tych trojkatow i czworobokéw za pod-
stawe ostrostupa, ktérego wierzchotek jest w $srodku kuli, a be-
dzie kula sumg ostrostupdw, ktorych wspdlna wysoko$¢ jest pro-
mieniem kuli, za$ podstawy tych ostrostupéw dajg na sume catg
powierzchnie kuli. Z tego wynika:

Kula réwna sie co do objetoSci ostrostupowi,
majgcemu zapodsta we powierzchnie kuli, a za wy-
soko$¢ promien tej kuli; czyli uwzgledniajac 8. 136;

Objetos¢ kuli rowna sie trzeciej czes$ci ilo-
czynu z jej powierzchni przez promien.
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Oznaczajac przez r promien kuli, przez p jej powierzchnie,
za$ przez v objetos¢ maray

= 4rd, zatem V — -—--—i— = rar
P : 5 .

3

Naodwrdt jest r3 = a stad m=
Jezeli li jest promieniem innej kuli, a V jej objetoscia,

4
mamy takze Vrz —R3, przeto
. = - N H - — - H
Vv OII31 .Or31, czyli V i v R3:r3 tj.

Objetosci dwu kul sg proporcyonalne wzgle-
dem trzecich poteg ich promieni.

8. 161. Zadania rachunkowe.

1 W kuli o promieniu 24 cm mamy w odlegtosci 6 cm od
Srodka cieciwe prostopadty do Srednicy; jaka jest dtugos¢ tej
cieciwy?

2. Jak odlegta jest cieciwa 9 cim decm diuga od Srodka kuli
0 proriiieniu 1 m 4 dm?

3. Powierzchnia kota wielkiego kuli réwna sie 196 cml jak
wielkie jest koto na tej kuli, odlegte od jej $rodka o 2 cm?

4. Powierzchnia kota na kuli rdwna sie 6'ldcm3 a jego od-
legtos¢ od Srodka kuli 225cm; jak wielki jest promien tej kuli?

5. Wyszukajcie powierzchnie i objetos¢ kuli, ktérej promien
réwna sie aj 2dm, b) 15m, ¢) 1m 2dm 5cm, d) 25l/2cm.

6. Obwdd kola wielkiego kuli rowna sie 7-1 m; jak wielka
jest a) powierzchnia, b) objetos$¢?

7. Jak wielka jest objetos¢ kuli, ktérej koto wielkie ma
powierzchnie 14 m3 86 dm3 17 cm3? (rr — 3*1416).

8- Powierzchnia kuli réwna sie a) 88 dm3 b) 4988*92 cm3
¢) \m 3 8dm3 1*03 cm3; jak wielki jej promien?

9. Wyszukajcie promieA kuli, ktorej objeto$¢ réwna sie
a) 33510 4 dm3 b) 5m3 715 d«;3

10. Jak wielkajest objeto$¢ kuli, majacej powierzchnie 22 dm3?

11. Objetos¢ kuli rowna sie 22 dm3; wyszukac jej powierzchnie.

12. Koto na kuli, odlegte od jej $rodka o 9 cm, ma po-
wierzchnie 454-74 cm3; jak wielka jest a) powierzchnia, b) obje-
tos¢ tej kuli?
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13. Jaki stosunek zachodzi miedzy a) powierzchniami,
b) objetosciami dwu kul, ktérych promienie sg 0-36 m i 0*48 m
dtugie ?

14. Jaki stosunek zachodzi miedzy objetosciami dwu kul,
ktorych powierzchnie pozostajg w stosunku 48 : 75?

15. Jaki jest stosunek powierzchni dwu kul, jezeli stosu-
nek ich objetosci réwna sie 27 : 64?

16. Jak wielka jest powierzchnia kuli, ktérej objetos¢ ro-
wna sie sumie objetosci dwu kul o $rednicach 6 dm i 12 cm
dikgich?

17. Jak diuga jest Srednica kuli, ktéra co do objetosci
rébwna sie szeScianowi o krawedzi TIli m?

18. Na potkuli o promieniu r opisano prosty walec i w te
potkule wpisano stozek prosty; jaki zachodzi zwigzek miedzy
objetoscig tej potkuli, a réznicg z objetosci walca i stozka?

19. lle m2 blachy miedzianej potrzeba na pokrycie koputy,
majacej ksztatt potkuli o Srednicy 9 m?

20. Jak wielki jest ciezar kuli dziatowej o Srednicy 12 cm,
jezeli kazdy dm3 wazy 7-2 %?

21. Pomalowane sklepienia w ksztatcie pétkuli o Srednicy
41 m kosztuje 22£ zt ; ile ptacono za pomalowanie I m 2?

22. Ma by¢ poztocona kula na wiezy; ile potrzeba bedzie
zaptaci¢ za to, jezeli jej $rednica jest 1*05m dbuga, a za po-
ztocenie 1m2 placi sie 48 zk 80 ct. ?

23. Balon zrobiony z kitajki, a napetniony gazem do o$wie-
tlania, ma w Srednicy 6'5 »; item2 Kkitajki potrzeba bylo na
jego zrobienie, a ile wazy gaz zawarty w balonie, jezeli 1 m3
gazu do oSwietlania wazy 392 ¢?

24, Jak wielka jest a) powierzchnia, b) objeto$¢ naszej
ziemi, jezeli uwazamy ja za doktadng kule o Srednicy 12739*7 km
n = 3 1415927).

25. Srednica globusu ziemi réwna sie 32 cm; jaki jest
stosunek jego powierzchni i powierzchni ziemi ?

26. Jak wielka musiataby by¢ Srednica globusu ziemi, by
jego 1 mm2 przedstawiat 1 urn2?
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27. Austrya ma powierzchnie 1130591 geograficznych mil
kwadratowych; jaka przestrzen zajmie na globusie o Srednicy
5 dm? (1 geogr. mila kwadratowa — 55-0629 km J).

28. Jak wielka jest a) powierzchnia, b) objetos¢ ksiezyca
naszej ziemi, jezeli jego $rednica réwna sie 3482 km?

29. Planeta Merkury ma $rednice 4816 km dtuga, jak wielka
jego a) powierzchnia, b) objetos$¢?

30. Srednica storica jest 112f£ razy wieksza od $rednicy
ziemi; jaki stosunek zachodzi miedzy objetoscig stonca a ziemi?

31. Srednica zewnetrzna wydrazonej kuli réwna sie 3 dm,
a wewnetrzna 2'9 dm-, jak wielka jej objetosc?

32. Promien zewnetrzny wydrgzonej kuli jest 2 dm dhugi,
strzen wydragzona kuli, 6) objetos¢ jej skoropy?

33. Jezeli $rednica ziemi réwna sie 1716 83 milom geogra-
ficznym, a wysoko$¢ warstwy powietrza 11 milom geograficznym,
ile mil szeSciennych objetosci ma warstwa powietrza, a jak
wielkie wywiera ci$nienie na ziemie naszg?

9

6. Wielosciany umiarowe.

8. 162. Wieloscian, ktérego wszystkie S$ciany sg wielobo-
kami umiarowymi i przystajacymi, a majgcy wszystkie naroza
przystajace, nazwano umiarowym (regelméssiger Kor-
per).

Z twierdzenia, ze suma wszystkich katow plaskich naroza
jest mniejsza od 360° (8 98.), wynika, ze moze by¢ tylko piec
umiarowych wielo$cig now.

Albowiem kat umiarowego (réwnobocznego) trojkagta ma
60°; z takich katow moga trzy, cztery albo pie¢ tworzy¢ na-
roze; z szeSciu albo z wiecej jak szesciu takich katow nie
moze powsta¢ naroze, gdyz ich suma wynosi 360° albo wiecej
niz 3602 Trojkatami réwnobocznymi moga by¢é ograniczone
tylko trzy wieloSciany umiarowe, a mianowicie czworoscian,
o$mioscian i dwudziesto$cian.

Czworoscian (das Tetrze'der) (fig. 86.) ograniczajg
cztery réwnoboczne trojkaty, z ktérych kazde trzy tworzg na-
roze; czworo$cian ma 4 naroza i 6 krawedzi.
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OSmioscian (das Octaeder) (fig. 87.) jest ograni-
czony o$mioma réwnobocznymi trdjkgtami, z ktorych kazde
cztery tworzg naroze; ma 6 takich narozy i 12 krawEdzi.

Fig. 86. Fig. 87. Fig. 88.

Dwudziesto$cian (das lkosaeder) (fig. 88.) jest
ograniczony dwudziestoma réwnobocznymi trojkatami, z ktorych
kazde pie¢ tworzg jedno naroze; ma 12 narozy i 30 krawedzi.

Kat umiarowego czworoboku (kwadratu) jest prosty; tylko
trzy takie katy moga utworzy¢é naroze; z cztereeh albo z wie-
cej niz z czterech katow prostych nie mozna utworzyé naroza.
Jest wiec tylko jeden wieloScian umiarowy ograniczony kwadra-
tami, zwany szeScianem (Hexaeder, Cubus albo Wurfel).

Szescian (fig. 89.) jest ograniczony szescioma kwadratami
i ma 8 trojsciennych narozy i 12 krawedzi.

Fig & Fig. 0. \v umiarowym piecio-
boku kazdy kat réwna sie
108°; tylko trzy takie katy
mogg utworzy¢ naroze. Ma-
my przeto tylko jeden wie-
loscian umiarowy, ograni-
czony pieciobokami umia-

rowymi, a zwany dwu nasto$cianem (Dodekaeder) (fig. 90.)
Ma on 12 Scian, 20 tréjSciennych narozy i 30 krawedzi.

Kat umiarowego szeScioboku ma 120°. Poniewaz juz trzy
takie katy na sume dajg 360°, przeto nie mozna z takich katow
utworzy¢ naroza. Rowniez z katéw umiarowego wieloboku, ma-
jacego wiecej niz sze$¢ bokdéw, nie mozna utworzy¢ naroza.

Mamy wiec tylko pie¢ wieloSciandw umiaro-
wych.

W kazdym wieloScianie umiarowym jest punkt, rowno od-
legly od wszystkich $cian i réwno odlegty od wierzchotkow
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narozy. Punkt ten nazywany $rodkiem (Mittelpunkt)
umiarowego wieloscianu.

Jezeli przez S$rodek i przez wszystkie krawedzie wielo-
§cianu umiarowego przesuniemy ptaszczyzny, podzielimy wielo-
§cian na przystajace ostrostupy, majace Sciany wieloscianu umia-
rowego za podstawy, a odlegtos¢ srodka wieloscianu od jednej
jego Sciany za wspoOlng wysokosc.

Siatki umiarowych wielo$cianow.

8 163. 1 Aby narysowaé siatke czworo$cianu, kre-
Slimy tréjkat réwnoboczny (fig. 91.), ktérego bok jest dwa razy
dluzszy od danej krawedzi czworo$cianu; nastepnie dzielimy

Fig- 91- Fig. 92. Fig. 93.

kazdy bok na dwie réwne czesci, a punkty polowigce tgczymy
zapomoeg prostych.

2. Chcac otrzyma¢ siatke o$miosdcianu, kreslimy
(fig. 92.) najpierw dla danej krawedzi siatke czworo$cianu, a na-
stepnie druga takg sama siatke ale tak, by obie miaty jeden
bok wspdliny.

3. Siatke dwudziestoScianu otrzymamy, jezeli na prostej
(fig. 93.) odmierzymy dang krawedZz pie¢ razy, nastepnie na
kazdej z nich wykreSlimy w gorze i na dole tréjkaty réwnobo-
czne i przez wierzchotki trojkatow, lezacych po jednej stronie
narysujemy prosta; nareszcie rysujemy na tej prostej znowu
trojkaty réwnoboczne tak, zeby ich bylo na kazdej stronie pro-
stej po piec.

4. Chcac otrzyma¢ siatke szeScianu, kreSlimy nad
prosta (fig. 94.) cztery kwadraty obok sjebie takie, aby bok
kazdego byt réwny krawedzi szeScianu; nastepnie wykreSlamy
jeszcze dwa kwadraty po przeciwnych stronach jednego z owych
pierwej narysowanych kwadrat6w,

5. Aby nareszcie otrzyma¢ siatke dwunasto$cianu,
wykreslamy na danej krawedzi pieciobok umiarowy (fig. 95.),
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a na jego bokach znowu piecioboki umiarowe, przy czem ko-
rzystng jest rzeczg uzy¢ przedituzenia przekatni; przy tej nary-
Fig. 94. Fig. 95.

sowanej siatce rysujemy jeszcze druga przystajaca do pierwszej,
a majaca z nig jeden bok wspdiny.

Pomiar umiarowych wieloSeianow.

8 164. Jak sie oblicza powierzchnie i objetos¢ szescianu,
podaliSmy juz przy nauce o graniastostupach. Co sie za$ tyczy
pomiaru innych umiarowych wielo$eianéw, ograniczymy sie tu
tylko na rozwigzaniu nastepujacych zadan.

1 Dana krawedz a jakiego$ a) czworoscianu, /?) o$mio-
Scianu, y) dwudziestoscianu; obliczy¢ jego powierzchnie. .

Powierzchnia trojkata réwnobocznego o boku « réwna sie

al V-3
& 77. 1) -—----——-, zatem

. . - a2 Yr3
d) powierzchnia czworo$cianu — 4. —-—---—— —a* V3,

*
g1 o dniddau —8 S Y= Ly

o 1 w3
y) ” dwudziestoscianu rz 20. —-- ——— = 5a1 Vs,

2. Jaki zachodzi stosunek miedzy powierzchnig czworo-
Scianu, osmioscianu i dwudziestoscianu, jezeli majg rowno dtuga
krawedz?

3. Obliczcie powierzchnie a) czworoscianu, o$mioscianu,
¢ dwudziestoScianu, jezeli krawedz réwna sie 12 dni.

4. Czworoscian, osmioscian i dwudziestoscian majg jedna-
kowa powierzchie, a mianowicie 15 dm<1; jak dtuga jest kra-
wedZ kazdej z tych bryt;

5. Jak wielka ojeto$¢ v ma czworoscian o krawedzi a?
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Czworoscian jest umiarowym tréjsciennym ostrostupem, w kté-

. . 3 .a2\V3
rym powierzchnia podstawy réwna sie¢ ----

Wysokoscig tego ostrostupa jest przyprostokatnia tréjkata pro-
stokatnego, ktdrego przeciwprostokatnig jest krawedZ boczna a, za$
druga przyprostokatnig odlegtos¢ Srodka podstawy od wierzchotka.

a2 :;/ 3 (8 77. 1.); zatem wysokoSC rowna sie
) a V6
3

Przeto objeto$¢ czworoscianu

n2VJ a VW& _ a3¥9.:2 3a3 \ 2 a3
4 > 9 " 36 : 36 12
6. Wyszukajcie objetos¢ v o$mioscianu, ktérego krawe-
dzig jest a

Odmioscian sklada sie z dwu umiarowych czworosciennych
ostrostupdw,

' Podstawa kazdego z tych ostrostupdéw rdéwna sie a2
Wysokoscig ich jest przyprostokatnia trojkata prostokatnego,
ktorego przeciwprostokatnig jest krawedZ boczna a, za$ druga przy-
prostokatnig jest potowa, przekatni podstawy, t. j. a_/\\E; wysokosc
rzeczonych ostrostupéw réwna sie zatem
. al\2
=Ifir= 2.
Przeto objeto$¢ obu ostrostupow
a V2 a3 Vv2
6 3
7. Jaki stosunek zachodzi miedzy objetoScig czworoscianu
i o$mioscianu o réwnej krawedzi?
8. Jak wielka jest objeto$¢ a) czworoScianu, b) o$mio-
Scianu, jezeli krawedZ réwna sie 6m5
9. Czworoécian ma te samag powierzchnig, co szeScian
0 krawedzi 5 clw; jak wielka jest objeto$¢ tego czworoscianu.-'

v=2
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7. Wyznaczenie objetoSci ciat zapomoca
naczynia albo zapomocg ich ciezaru.

8 165. W bardzo prosty spos6b mozna wyszuka¢ objetosé
dowolnej brylty zapomocg naczynia graniastostupo-
wego lub walcowatego, ktorego podstawa jest znang,
a ktdrego wysoko$¢ podzielono na wewnetrznej Scianie na decy-
metry i centymetry. W tym celu kladziemy ciato, ktérego obje-
tos¢ chcemy wynale$é, do takiego naczynia i nalewamy do na-
czynia tyle wody, by cate cialo bylo zanurzone w wodzie;
odczytujemy wysokos¢, do ktorej siega woda, a nastepnie wyj-
mujemy ciato z wody i znowu zapisujemy wysoko$¢ teraz niz-
szego stanu wody. Objeto$¢ naszego ciata réwna sie tedy obje-
tosci graniastostupowej lub walcowatej bryly, majacej te samg
podstawe co naczynia, a ktorej wysokos¢ rowna sie roznicy
z odczytanych stanéw wody. Jezeliby ciato dane do pomiaru
rozpuszczato sie w wodzie, uzywa sie do napetniania zamiast
wody miatkiego piasku.

Zapomocg takiego naczynia mozna oznaczy¢ pojemnos¢
kazdego naczynia, niemajacego nawet ksztattu jednej z pozna-
nych i pomierzonych bryt. W tym celu napetnia sie to naczynie
catkowicie wodg, a nastepnie wylewa sie te wode do naczynia
z podziatkg; z podstawy i wysokosci wody w tem drugiem na-
czyniu wyrachowa¢ mozna tatwo szukang pojemnosc.

8. 166. Objetos¢ ciata mozna wyznaczy¢ takze z jego cie-
zaru.

Wielko$¢ cisnienia, jakie wywiera ciato o dowolnej obje-
tosci na swoje podstawe, nazywamy ciezarem bezwzgle-
dnym (absolutes Gewicht) tego ciata; za$ ciezar jednostki
objetosci, n. p jednego decymetra szeSciennego ciatlo nazwano
ciezarem gatunkowym (specifisches Gewicht) tego
ciata. N. p. 1dm3srebra wazy 1051 kg-, ciezar gatuukowy sre-
bra dla 1 dm3jako jednostki objetosci jest 10-51 kg.

Poniewaz 1 dm* destylowanej wody wazy 1 kg, przeto cie-
zar gatunkowy jakiego$ ciata podaje nam oraz ile razy wiekszy
jest ciezar tego ciala o pewnej objetosci od ciezaru wody de-
stylowanej o tej samej objetosci.
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W nastepujgcej tabelce podajemy ciezary gatunkowe nie-
ktorych ciatk.

1 decymetr szeScienny

cyuku . . . . wazy 719kg ofowiu . . . wazy 11-35kg
drzewa bukowego , 0-74 ,, platyny . . n 2145

, debowego , 086 , pumeksu . . » 1-08 n

. korkowego , 0-24 , orteci. . . . n 18-60 P
granitu (przecietnie),, 2-70 ,, srebra . . . » 1051
kosci stoniowej . ,, 183, szkia (przecietnie) » 260 p
marmuru . . . 2-712 ,, weglakamiennego 1-30 »
miedzi kutej . . , 888, ziota . . . . 19-36 n

, lanej . ., 879, zelaza kutego . p 7-19 n
mosigdzu (prze¢.) , 840 ,, » lanego . p 7-12 »

Mamy n. p. wyszuka¢ objetos¢ bryly srebra, wazacej 32 kg.
Poniewaz 1 dm3 srebra wazy 1051 kg, przeto 32 kg sre-
bra ma tyle dm3 objetosci, ile miesci sie 1051 kg w 32 kg;
mamy zatem
32 : 1051 = 3-045 dm3
Objetos¢ jakiego$ ciata w decymetrach sze-
§ciennych znajdujemy, jezeli jego ciezar bezwzgledny, wyra-
zony w kilogramach, podzielimy przez ciezar gatunkowy dla
1 dm3
Naodwr6t z objetosci jakiego$ ciata wyszukamy jego cie-
zar bezwzgledny, jezeli ciezar gatunkowy tego ciata po-
mnozymy przez objeto$¢ wyrazong w dm3 mosigdzu, mamy;
1 dm3 mosigdzu wazy 8*4 kg
225 " » 84kg X 225= 1890 kg.

Zapomoca cigezaru mozna w bardzo tatwy sposéb wyszukaé
pojemno$¢ naczynia o jakimkolwiek ksztatcie. Wazymy najpierw
prézne to naczynie, a nastepnie napetniwszy je catkowicie woda,
oznaczamy ciezar naczynia wraz z wodg i odejmujemy pierwszy
ciezar od drugiego. Tyle decymetréw szeSciennych albo litréw po-
jemnosci ma to naczynie, ile kilograméw ma owa réznica cigezarow.

8 167. Zadania.

1 Do naczynia w ksztatcie graniastostupa 48 cm dtugiego,
a 32 cm szerokiego, napetnionego w czeSci woda, wrzucono nie-
foremng bryle tak, ze sie cala zanurzyla w wodzie, a woda pod-
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niosta sie do wysokosci 86 cm. Po wyjeciu bryly siegata woda
do 24 cm wysokosci; jak wielka jest objeto$¢ tej bryty?

2. Naczynie walcowate o $rednicy 3 dm, a o wysokosci
4 dm, napetniono w czesci wodg tak, ze siegata do 27 dm wy-
sokosci; gdy wrzucono do tego naczynia jakie$ nieforemne ciato,
wypelnita woda catkowicie naczynie. Jak wielka objetos¢ tego
ciata?

3. Jak wielka jest pojemno$¢ naczynia, ktére prdzne wazy
1'5 kg, a napetnione woda 14'8 kg?

4. lle kg wazy woda, wypetniajgca naczynie 165 cm dhu-
gie, 85 cm szerokie, a 7 dm gtebokie?

5. Kawat olowiu wazy 24 kg-, jak wielka jego objetos$¢?

6. He m3 ma belka a) z drzewa debowego, b) z drzewa
bukowego, ktéra wazy 135 kg?

7. lle cm3 ma dwuziotowka, zawierajgca 35 kg srebra
i kg miedzi?

8. Jak diuga jest krawedZ szeScianu z marmuru, wazgcego
174 kg?

9. Walek z zelaza, 25 m dhugi, wazy 680kg; jak wielka
jego S$rednica?

10. Kula z kosci stoniowej wazy 12-135 dkg-, jak wielki
jej promien?

11. lle kg wazy ptyta z zelaza lanego, 19 dluga, 0-2 m
szeroka, a 0-08 m gruba ?

12. lle wazy walec z drzewa debowego, jezeli jego dtu-
gos$¢ réwna sie 2 m 8 dm, a S$rednica 3-5 dm?

13. Na stupach bramy ogrodowej umieszczono dwie kule
z granitu; jaki ich ciezar, jezeli $rednica kazdej réwna sie
5 2dm?

14. Jak wielki jest ciezar kuli.

a) z olowiu, jezeli jej Srednica jest 24 dm diuga?

b) Z marmuru ,, ,, . K 31dm ,,

15. lle wazy prozna kula z mosiadzu, ktorej Srednica we-
wnetrzna ma 3 dm, a Sciana jest na 1 cm gruba?

16. SzeScian z mosigdzu, majacy krawedz |-2 dm dhuga,
wazy 14*5 kg-, jak wielki jest ciezar 1com3 mosigdzu ?

17. Hektoliter wina wazy 100-8%; jaki jest ciezar gatun-
kowy tego wina.
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18. Glowa cukru ma ksztatlt prostego stozka; obwod jej
podstawy réwna sie 6 dm, a bok 5dm; jaki jest ciezar gatun-
kowy cukru, jezeli ta gtowa cukru wazy 6'8 % ?

Zadania mieszane
z pomiaru ciat.

1. Jak diuga jest krawedz szeScianu, ktdrego powierzchnia
jest dwa razy wieksza od powierzchni drugiego szescianu, ma-
jacego krawedz 2 dm dtugg?

2. Jak wielka jest krawedZ sze$cianu, ktérego objetos¢
jest dwa razy wieksza od objetosci drugiego szescianu o kra-
wedzi 012 m?

3. Podstawg prostego ostrostupa o wysokosci 06 m; jest
szesciobok umiarowy o boku 0'26; jak dluga jest krawedZ sze-
§cianu, majacego te samg objetos¢ co ten ostrostup?

4. Szedcian i dwndziestoScian majg krawedzie |4 dm dhu-
gie; jaki jest stosunek ich powierzchni?

5. SzeScian ma te samg powierzchnie co i oSmioscian o kra-
wedzi 1 dm; jaki jest stosunek ich objetosci?

6. Walec prosty, 2 dm wysoki, ma u podstawy Srednice
3dm; inny walec tylko P8 dm wysoki ma z pierwszym jedna-
kowa pobocznice. Jak wielka jest $rednica podstawy drugiego !
walca ?

7. Z naczynia graniastostupowego, napetnionego catkowicie
woda, a majacego dtugosé 3'2 dm, szerokos¢ 2'5 dm a wysoko$¢
22 dm. przelano wode do naczynia walcowatego o Srednicy
3 dm; do jakiej wysokosci siega¢ bedzie woda w tern dragiem
naczyniu?

8. Stozek réwnoboczny ma réwng objetos¢ z szeScianem
0 krawedzi 2 dm; jak diugi jest bok tego stozka?

9. Jak diluga jest krawedz szeScianu, majacego te samg
objetos¢ co kula o $rednicy 15 dm?

10. Srednica kuli réwna sie 2'5 dm; te sama dtugos¢ ma
krawedz szeScianu; o ile jest mniejsza powierzchnia kuli od po-
wierzchni sze$cianu ?
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11. Z szeScianu drewnianego o objetosci 25 dm3 ma by¢
utoczona mozliwie najwieksza kula; jaka objetos¢ bedzie miata
ta kula?

12. Srednica kuli réwna sie 2'5 dm-, te samg dtugo$¢ ma
Srednica walca rownobocznego; jaki jest stosunek powierzchni
tych dwu bryt?

13. Kula ma $rednicy 1 dm; te samg dbugo$¢ ma Sred-
nica stozka réwnobocznego; jaki jest stosunek objetosci tych
dwu bryt?

14. Srednica podstawy stozka prostego roéwna sie 1*5m;
a wysoko$¢ jego 18m\ jak dtuga musi by¢ Srednica kuli, by
z owym stozkiem miata réwng powierzchnig?

15. Jak wielki jest promien kuli, ktéra ma te samg obje-
tos¢, co a) szescian o krawedzi 2'1 dm, b) walec o wysokosci
0-2jwi o Srednicy (kOSm, c) stozek prosty, ktérego podstawa
ma 0'25 m w $rednicy, a ktérego bok réwna sie 0'38m?

16. Jak wielka jest objetos¢ kuli d) wpisanej, b) opisanej
na od$mioscianie o krawedzi 8 cm?

17. Promier podstawy stozka prostego rowna sie 'l5 m,
a wysokos$¢ jego 1'sm\ ostrostup ma z tym stozkiem ten sam
wierzchotek, a za podstawe kwadrat wpisany w podstawe stozka.
Jak wielka jest roznica a) powierzchni, b) objetosci obu tych
bryt ?

18. Jedna kula ma w $rednicy 28 cm, a druga 15cm, jak
dtuga musi by¢ Srednica trzeciej kuli, by jej powierzchnia ro-
wnata sie sumie powierzchni obu pierwszych kul?

19. Mamy dwie kule o $rednicach 2dm i 1dm 8 com, jak
wielka jest $rednica trzeciej kuli, ktorej objetos¢ rowna sie su-
mie objetosci obu pierwszych kul ?

20. Powierzchnia jednej kuli jest dwa razy wieksza od po-
wierzchni drugiej kuli, majacej objetos¢ 8 dm3: jak dhugi jest
promien pierwszej kuli?

21. Jak wielki jest promien kuli, ktdrej objeto$¢ jest dwa
razy wieksza od objetosci kuli o powierzchni 12 dm1 15 cm*}

22. W walec roéwnoboczny o $rednicy 2dm wpisano kule
i prosty stozek; jaki zachodzi stosunek miedzy objetoSciami tych
trzech bry#?

Moénik, Geom. II. 8
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23. Na kuli o promieniu r opisano réwnoboczny walec iro-
wnoboczny stozek; jaki jest stosunek ich powierzchni?

24, Jak wielkie cisnienie wywiera na 1mJ stos drzewa de-
bowego 80 cm wysoki, jezeli na przestrzen zawartg miedzy pola-
nami odliczy sie 30°/0?

25. Watek mosiezny ma wazy¢ 4kg i by¢ 35dm dhugi;
jakaz Srednice musi mie¢ ten watek?

26. Ma by¢ ulany walec z zelaza; ciezar tego walca ma
by¢ rowny 1kg, a Srednica 4 cm. Jak wielka musi by¢ jego wy-
sokosc¢?

27. Majg by¢ ulane ciezarki walcowate do 1kg, a to a)
z olowiu, 6) z mosigdzu, ¢) z zelaza; wiele cm musi miec ich
Srednica, jezeli ma by¢ tylko potowag wysokosci walca?

28. lle kul o $rednicy 1cm mozna ula¢ z 2kg otowiu?

29. Beczka o pojemnosci 0'6m3 jest napetniona oliwa,
wazacg 520 kg-, jaki jest ciezar gatunkowy oliwy?

30. Walec réwnoboczny, zrobiony z materyatu o ciezarze
gatunkowym 7'8, wazy 13'3kg-, jak wielka jest powierzchnia
stozka réwnobocznego z tego samego materyatu, jezeli ma miec
ten sam promien co walec?

31. Jeden kawatek otowiu wazy 5 kg, drugi 3kg;jak wielka
bedzie Srednica kuli ulanej z kazdego z owych kawatkdw, a jak
wielka $rednica kuli ulanej z obu kawatkdw ?

32. Szescian wydrazony z blachy cynkowej 2mm grubej
ma wysoko$¢ zewnetrzng 1 dm- jaki jest ciezar litego szeScianu
z cynku, ktory doktadnie wypetnia wydrgzony sze$cian?

33. Ma by¢ ulana rura miedziana 35 m dtuga o $rednicy
zewnetrznej 028 m, a o wewnetrznej 0-27»»; ile kg miedzi po-
trzeba na to?

34. Do wodociggu 1580 »i dlugiego potrzeba rur z otowiu
13 mm grubych, ktdrych $rednica wewnetrzna réwna sie 79 mm,
ile kosztuje potrzebny do tego ofdw, jezeli za 100kg otowiu
placi sie 28 zk., a z powodu zlgczania rur dolicza sie 2% ma-
teryatu ?

35. lle wazy mozdzierz z mosigdzu, majacy ksztatt wy-
drazonego stozka Scietego, jezeli Srednica zewnetrzna gornej
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podstawy réwna sie 2 dm, zewnetrzna dolnej 1*6 dm, wewnetrzna
gornej P8dm, a wewnetrzna dolnej 14 dm, i jezeli wysokos$é
calego mozdzieza rowna sie 2'4 dm, a gleboko$¢ wewnetrznej
przestrzeni 2-1 dm?

36. Zewnetrzna S$rednica kuli wydrazonej, zrobionej z kosci
stoniowej, rowna sie 2 dm, grubos¢ Sciany 0'16<&nj; a) ile wazy
ta wydrgzona kula, b) ile wazy ta kula, jezeli wypetnimy ja
wodg destylowang?

37. Walec ze szkla o wysokosci wewnetrznej 1dm, a o $re-
dnicy V5dm, wypetniono catkowicie woda; jezeli kule o $re-
dnicy 8 cm zanurzymy w wodzie tego naczynia, wyleje sie czes¢
wody. Do jakiej wysokosci siega¢ bedzie woda w walcu tym
po wyjeciu kuli?

38. Ma by¢ wykopana piwnica 134 m dhuga, 82 szeroka
a 3’lm gleboka; ile m3 ziemi potrzeba wykopaé, a ile wozow
ziemi wywies¢, jezeli z 5m3 ziemi przez skopanie otrzymuje
sie 9w3 a na jeden woz nabiera sie f wmis»

39. Pien 6'2m dlugi ma na jednym korcu w obwodzie
2,d>h, a na drugim 18 m\ ile potrzeba za niego zaplacic, jezeli
za 1m3 placi sie 17£ zi.?

40. lle m3 saggowego drzewa daje pniak 5m dbugi, majacy
na jednym koncu w S$rednicy 7dm, za$ na drugim 6 dm, jezeli
z 1 m3 puia otrzymuje sie 1\m 3 drzewa sggowego?

41. Dach na wiezy ma ksztalt ostrostupa prostego; bok
kwadratowej podstawy tego ostrostupa réwna sie 4'2 m, a kra-
wedZ boczna 8m; za pokrycie tego dachu blachg zaptacono
325 zt. Po ile pfacono za pokrycie 1m3?

42. Koputa, majaca ksztatt potkuli o Srednicy 102w, ma
by¢ pokryta blachg miedziang; ile potrzeba zaplaci¢ za to po-
krycie, jezeli na zaktadki i na przecinanie blachy dolicza sie
8%, a za m3 placi sie po 5 z. 21 ct.?

43. Sklepienie walcowate o tuku sklepieniowym pétkoli-
stym ma dtugos¢ 2m, grubos¢ 5dm, a Srednice wewnetrzng
4 5wm; ile cegiet potrzeba na to sklepienie, jezeli 1 cegta jest
30 cm dbuga, 16 cm szeroka, a 6 « gruba?

44. lle m3 murn ma sklepienie walcowate 872 m dhugie,
7 dm grube, jezeli promierr wewnetrzny réwna sie 4m, a tuk
sklepieniowy ma 60°?

*
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45, Wiadro w ksztalcie stozka $cietego jest 4-3 dm glebo-
kie a wewnetrzny promienn dolnej podstawy réwna sie 4 dm,
z3$ gornej 3"8dm-, ite litrbw pojemnosci ma to wiadro?

46. Sikawka ma dwa walce o $rednicy 1'8dm; tlok
podnosi sie w kazdym walcu o 2'5 dm, a to 24 razy na minute ;
ile hektolitréw wody wyrzuca ta sikawka w potowie godziny?

47. Wielko$¢ cisnienia cieczy na dno naczynia réwna sie
ciezarowi walcowatego albo graniastostupowego stupa cieczy,
ktérego podstawg jest dno naczynia, a wysoko$¢ roéwna sie
wysokosci, do jakiej siega poziom cieczy. Jak wielkie jest ci-
$nienie na dno naczynia walcowatego o $rednicy 12 dm, na-
petnionego do wysokosci 2dm woda deszczowg? (ciezar ga-
tunkowy = 1*09).

48. Dno naczynia graniastostupowego o diugosci 1m, a
0 szerokosci odm, moze wytrzymac tylko cisnienie 170 kg; do
jakiej wysokosci mozna napetni¢ to naczynie oliwg? (ciezar
gatunkowy = 0,D2).

49. Naczynie w ksztatcie stozka S$cietego ma dno o po-
wierzchni 96 cm'l, powierzchnia jego otworu goérnego réwna sie
70cml a wysokos¢ bdm\ jezeli to cale naczynie wypetnimy
woda, a) jak wielkie bedzie cisnienie na dno, b) o ile jest ci-
$nienie na dno wieksze od ciezaru wody?

50. Wielko$¢ cisnienia powietrza na jaka$ powierzchnie
rowna sie ciezarowi walcowatego stupa rteci, ktérego podstawg
jest owa powierzchnia, a wysokoscig kazdorazowy stan baro-
metru. Jak wielkie jest ciSnienie powietrza na powierzchnie
1dml przy stanie barometru 742mml

51. Jak cisnie powietrze na calg powierzchnie ciata ludz-
kiego przy stanie barometru 736%o», jezeli sie przyjmie, ze po-
wierzchnia ciata ludzkiego réwna sie 12 %J?

52. Jak wielkie jest cisnienie powietrza przy stanie baro-
metru 736»??» na powierzchnie @) szescianu o krawedzi 1dm,
b) potkuli o Srednicy 2 dm?

53. Jaki musiatby by¢ stan barometru, by cisnienie po-
wietrza na powierzchnie kuli o $rednicy 3‘ldm réwnato sie
3042 kg?
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54 Kupa pottuczonych kamieni jest u dotu 47 ni dluga,
u gory 3'5m dluga, zas jej szerokos¢ réwna sie 12 m a wyso-
kos¢ 0*54m; ile m3 ma ta kupa?

Srodkowa cze$¢ jest graniastostupem tréjéciennym, a obie czesci
boczne dajg razem prosty ostrostup o kwadratowej podstawie.

55. Namiot czworoseienny jest 4m dhtugi, 3m szeroki a wy-
soko$¢ $Scian wynosi 3*5m; do Scian bocznych przytyka ostro-
stupowy dach, ktdrego wierzchotek od kazdego goérnego naroza
jest odlegty o 2*8rn; ile metréw ptétna 120 cm szerokiego po-
trzeba na ten namiot?

56. Walec machiny parowej ma S$rednice 8 dm, a dtugos¢
1*4m; po obu koncach jest zamkniety potkulami; ile m3 pary
pomiesci sie w nim?

57. Framuga ma u gory sklepienie w ksztalcie cwierci
kuli, a u dotu tworzy potowe walca o promieniu 6*2 dm, a o wy-
sokosci 2m; jak wielka jest powierzchnia framugi?

58. lle cegiet potrzeba do zamurowania bramy o sklepie-
niu kolistem, jezeli jej szerokos$¢ ttedehtt réjyna sie 2*7m, wy-
sokos¢ 4m, glebokos¢ 0 na zywa sie 264
cegiet?
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