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Zasadnicze pojęcia o ilościach przestrzennych.

Fig. 1.

A /
iili
i/ /

K a ż d e

1. Pogląd na sześcian*).

§. 1. S z e ś c i a n  (fig. 1.) zajmuje przestrzeń ze wszystkich 
stron ograniczoną. Przestrzeń ze wszystkich stron ograniczoną 
nazywamy c i a 1 e m (d e r K ö r p e r). Sześcian zatem jest ciałem.

Sześcian rozciąga się w t r z e c h  k i e 
r u n k a c h :  z p r a w e j  s t r o n y  ku  l e we j ,  
z p r z o d u  w t y ł  i z d o ł u . d o  g ó r y .  Roz
ciągłość z prawej strony ku lewej nazywamy 
zazwyczaj d ł u g o ś c i ą  ( d i e L ä n g e ) ,  z przodu 
w tył s z e r o k o ś c i ą  (die Br e i t e ) ,  a z dołu 
do góry w y s o k o ś c i ą  ( di e  Höhe) .

K a ż d e  c i a ł o  ma  t r z y  r o z c i ą g ł o ś c i :  długość, sze
rokość i wysokość (głębokość, grubość).

Wymieńcie kilka ciał i wskażcie na nich wszystkie trzy roz
ciągłości. (Książka, lineał, izba szkolna, skrzynia i inne).

§. 2. Sześcian ograniczony jest s z e ś c i o m a  p o w i e r z c h 
n i a m i  ( F l ä c h e n ) ,  a mianowicie: dolną, górną, przednią, tylną, 
prawą i lewą. Powierzchnie ograniczające sześcian są p ł a s k i e .

Wskażcie powierzchnie izby szkolnej, książki, skrzyni, tablicy.
Każda powierzchnia sześcianu rozciąga się w d wó c h  kie

runkach ; n. p. przednia od ręki prawej ku lewej i z dołu do 
góry.

P o w i e r z c h n i a  ma  t y l k o  dwi e  r o z c i ą g ł o ś c i :  dłu
gość i szerokość (wysokość).

§. 3. Każdą powierzchnię sześcianu ograniczają c z t e r y  
k r a w ę d z i e  (Kant en) .  Krawędź powstaje tam, gdzie się sty
kają dwie powierzchnie.

*) Sześcian (z drzewa, tekturki lub blachy) umieszczony jest na stole 
tak, że jedną ścianą swoją jest zwrócony ku uczniom.

Moćnik, Geom. I. i
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Sześcian ma 12 krawędzi: przednią z góry, przednią 
z dołu, przednią po prawej stronie i t. d.

Krawędzie sześcianu są l i n i a m i  p r o s  tern i ( g e r a d e  
L i n i e  n).

Każda krawędź sześcianu rozciąga się tylko w j e d n y m  
k i e r u n k u ,  to jest wzdłuż.

L i n i a  ma  t y l k o  j e d n ą  r o z c i ą g ł o ś ć ,  mianowicie 
długość.

Wszystkie linie, ograniczające jakąś powierzchnię, razem 
wzięte tworzą o b wó d  (der  Umf a ng )  tej powierzchni.

§. 4. Każdą krawędź ograniczają dw a je j  p u n k t y  k o ń 
c owe  ( En d p u n k t e ) ;  leżą one tam, gdzie się stykają trzy 
powierzchnie.

Sześcian ma 8 takich punktów na rogach, mianowicie jeden 
z przodu na dole po prawej ręce, jeden z przodu na dole po 
lewej ręce, jeden z przodu na górze po prawej stronie i t. d.; 
nie rozciągają się one w żadnym kierunku, nie mają więc ani 
długości, ani szerokości, ani grubości.

T u n k t  (der  P u n k t )  n i e  ma  ż a d n e j  r o z c i ą g ł o ś c i .

W podobny sposób przerobić poglądowo:
a) prosty trójścienny graniastosłup,
b) czworościan,
c) prosty ostrosłup czworościenny.

2. Pogląd na walec.

§.5. W a l e c  (fig. 2.) zajmuje przestrzeń ze wszystkich stron 
ograniczoną, jest więc c i a ł em.  Rozciąga się on w trzech kie

runkach ; ma więc długość, szerokość i wysokość; 
długość i szerokość są jednakowo wielkie.

Walec ograniczają t r z y  p o w i e r z c h n i e ;  
dwie z nich są p ł a s k i e  a trzecia k r z y w a .  Na 
każdej z obu powierzchni płaskich znajduje się 
punkt jednakowo oddalony od każdego punktu, 
leżącego na obwodzie tej powierzchni. Powierzch
nia taka nazywa się p o w i e r z c h n i ą  k o ł o w ą  
( e i ne  Kr e i s f l ä c h e ) .

łig. 2.
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Walec ma tylko dwie krawędzie; są to linie krzywe, ogra
niczające powierzchnie kołowe. Linie te nazywamy l i n i a mi  
k o ł o w c m i (K r e i s 1 i n i e n).

Punktów takich, w którychby się krawędzie stykały, wa
lec nie ma.

W podobny sposób przerobić poglądowo:
a) stożek prosty,
b) ścięty stożek prosty,
c) kulę.

3. Związek między ciałami, powierzchniami, 
liniami i punktami.

§. 6. Przestrzeń, ze wszystkich stron ograniczoną, nazy
wamy c i a ł e m lub br ył ą .  Każde ciało rozciąga się w t r z e c h  
k i e r u n k a c h ,  mianowicie'w kierunku dł ugośc i ,  s z e r o k o 
ści  i wy s o k o ś c i  (głębokości albo grubości).

Granice ciał nazywamy p o wi e r z c h n i a mi .  P o w i e r z c h 
n i a  ma tylko dwi e  rozciągłości: d ł u g o ś ć  i s z e r okoś ć .

Granice powierzchni nazywamy l i n i ami .  L i n i a  każda 
jna tylko j e d n ę  rozciągłość, to jest dł ugość .

Granice linii nazywamy punkt ami .  P u n k t  nie jest ani 
długi, ani szeroki, ani gruby; punkt nie ma ż a d n e j  rozciągłości.

Ciała, powierzchnie, linie i punkty nazywamy u t wo r a mi  
p r z e s t r z e n n y m i  IR a u m g e b i I d e).

Ciała, powierzchnie i linie rozciągają się w przestrzeni; 
z tego powodu nazwano je także i l o ś c i a mi  p r z e s t r z e n 
ne mi (R. aumgrbssen) .  Punkt ni ema żadnej rozciągłości; 
nie jest więc ilością przestrzenną.

§. 7. Utwory przestrzenne mogą powstać wskutek ruchu.
Jeżeli p u n k t  porusza sio w przestrzeni, wtedy droga, 

jaką przebywa, jest l inią.
Iskra, przebiegająca powietrze, zakreśla linię.
L i n i a  poruszająca się, ale nie w kierunku swego prze

dłużenia, wytwarza p o wi e r z c hn i ę .
Drut brudny, posuwany po kartce papieru, pozostawia po sobie 

zabrudzoną powierzchnię.
Jeżeli nareszcie poruszamy p o w i e r z c h n i ę  nie w kie

runku jej rozciągłości, otrzymamy ciało.
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Deszczułka, wciśnięta do miękkiej gliny, pozostawia po wyjęciu 
zagłębienie, które jest ciałem, ponieważ ma długość, szerokość 
i głębokość.

4. Podział linii, powierzchni i ciał.

§. 8. Rozróżniamy linie p r o s t e  ( ger ade)  i k r z y w e  
( kr umm e).

Jeżeli punkt porusza się w przestrzeni ciągle w tym sa
mym kierunku, to linia przez to powstająca jest l i n i ą  p r o s t ą  
(albo krótko: prost ą) .  Jeżeli zaś punkt poruszający się zmie
nia ustawicznie kierunek swego ruchu, natenczas linię w ten 
sposób powstałą nazywamy k r z ywą .

Kamień wolno z ręki puszczony spada na ziemię, poruszając 
się po linii prostej; wyrzucony zaś ukośnie zakreśla linię krzywą. '
Nić naprężona wyobraża linię prostą.

§. 9. Powierzchnie mogą być p ł a s k i e  lub kr-zywe.
Powierzchnię nazywamy j >ł as ką  albo krótko p ł a s z c z y 

zną  (die Ebene) ,  jeżeli można na niej wykreślić linie proste 
we wszystkich możliwych kierunkach ; (n. p. powierzchnia sze
ścianu, ściana pokoju). Jeżeli zaś na jakiejś powierzchni nie 
można we wszystkich kierunkach nakreślić linii prostej, naten
czas taką powierzchnię nazywamy k r z y wą ;  (n. p. powierzchnia 
boczna walca, na której tylko w jednym kierunku można pro
wadzić proste; powierzchnia kuli, na której w żadnym kierunku 
nie można wykreślić linii prostej).

Płaszczyznę, o g r a n i c z o n ą  ze w s z y s t k i c h  s t r o n  * 
liniami, nazywać będziemy f i g u r ą  p ł a s k ą  (eine e be ne  
F i g u r).

§. 10. Ciała są albo g r a n i a s t e ,  albo ok r ą g ł e .
jCiało, ograniczone samemi płaszczyznami, nazywamy gra-  

n i a s t e m (ein e c k i g e r  Kör pe r ) ;  n. p. sześcian. Ciało, ogra
niczone powierzchniami plaskiemi i krzywemi, albo tylko krzy- 
wemi (jedną lub kilkoma) nazywamy o k r ą g ł e m (ein r u n d  er  
Kör pe r ) ;  (n. p. walec, który ograniczają dwie płaszczyzny 
i jedna powierzchnia krzywa; albo kula, którą ogranicza tylko 
jedna powierzchnia krzywa).
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5. (jeometrya.

§. 11. Naukę o utworach przestrzennych nazywamy g e o 
m e t r y  ą.

Geometryę dzielimy na p l a n i m e t r  yę  i s t e r e o  me
t r y  ę. P l a n i m e t r y a  zapoznaje nas z własnościami tych 
utworów przestrzeniach, które można pomieścić na tej samej 
płaszczyźnie; s t e r e o m e t r y a  zaś uczy nas o własnościach 
takich utworów przestrzennych, które nie mieszczą się na tej 
samej płaszczyźnie, lecz z niej wystają.

P l a n i m e t r y a .

I. O liniach prostych.
1. Proste nieograniczone, promienie i odcinki.

§. 12. 1. Przez j e d e n  punkt można wykreślić bardzo 
wiele prostych w różnych kierunkach. Dobierając punkt d r ug i ,  
znajdziemy tylko jednę prostą, która przez oba punkty prze= 
chodzi. D w a p u n k t y  l i n i i  p r o s t e j  w y z n a c z a j ą  dok ł a -  
d n i e j ej po ł oże n i e .

2. Dwie różne proste mogą mieć tylko j e d e n  punkt 
wspólny; mówimy wtedy o nich, że się p r z e c i n a j ą  w tym 
punkcie, i nazywamy ich punkt wspólny p u n k t e m p r z e c i ę 
ci a  (S c h n i 11 p u n k t).

Do wykreślenia prostej używamy l i ne a ł u .  W rysunku 
k r o p k a  uzmysławia punkt ,  k r e s e c z k a  zaś l i ni ę .

Narysujcie dwa punkty i połączcie je z wolnej ręki linią prostą,
Narysujcie trzy punkty, nie leżące na linii prostej i wykreśl

cie przez każde dwa linię prostą. — Ile prostych można wykreślić 
w tym razie?

§. 13. Każdy punkt n i e o g r a n i c z o n e j  prostej dzieli ją 
na takie dwie części, że każda z nich rozciąga się nieograui- 
czenie tylko w j e d n ą  stronę. Prostą, na jednym końcu ograni
czoną, nazywać będziemy p r o m i e n i e m  (ein St r ahl ) .  Do 
zupełnego ograniczenia prostej potrzeba dwóc h  punktów. 
Prostą, d woma  punktami ograniczoną, nazywamy o d c i n k i e m

N



6

prostej lub krótko o d c i n k i e m  (eine S t r e c kc ) ,  punkty zaś, 
ograniczające odcinek, jego p u n k t a m i  k o ń c o wy mi  (End-  
p u n k t e).

Punkt naznaczamy w ten sposób, że przy kropce, uzmysła
wiającej go, piszemy literę jakąś lub cyfrę, n. p. A lub l i czy
tamy „punkt A“ lub „punkt 1“.

Celem naznaczenia odcinka piszemy literę lub cyfrę przy 
każdym końcowym punkcie kreseczki, wyobrażającej odcinek, 
i te litery a względnie cyfry odczytujemy; n. p. odcinek AB. 
Promień naznaczamy zapomocą jego punktu granicznego i ja
kiegokolwiek innego punktu na tym promieniu.

2. Długość odcinków.
§. 14. Ze względu na d ł u g o ś ć  mogą być odcinki albo 

r ó wn e  (gleich)  albo n i e r ó w n e  (unglei ch) .
Dwa odcinki są równe,  jeżeli końce jednego o tyle są od 

siebie odległe, o ile końce drugiego. Równe odcinki, odpowie
dnio na sobie położone, n a k r y w a j ą  si ę tak, że jeden po za 
drugi nie wystaje (sie de c k  en sich).

Niech n. p. odcinek AB (fig. 8.) równa się odcinkowi CD; 
połóżmy odcinek CD na odcinku AB tak, aby ich punkty począt

kowe C i A padły na siebie, natenczas 
i punkt D przypadnie na punkt B, 
albowiem oddalenie punktu D od pun
ktu C jest tak wielkie, jak oddalenie 
punktu B od punktu A.

Ażeby naznaczyć równość odcinków AB i CD, piszemy: 
AB =  CD.

Fig. 3.

Cy

A B

A D

Dwa odcinki, których końce są niejednakowo od siebie od
ległe, są ni e r ówne ,  a mianowicie ten jest d ł użs zy ,  którego 

Fig. 4. końce są więcej od siebie oddalone.
Jff,---------- --------------\N Dwa nierówne odcinki, jak MN i PQ

(fig. 4.), nie nakrywają się w zupełności. 
Px V Znakiem nierówności jest >  lub < ;;
M N>PQ znaczy, że odcinek MN jest większy od odcinka PQ ; zaś 
P Q < MN  oznacza, że odcinek PQ jest mniejszy od odcinka MN.

Odc i ne k ,  ł ą c z ą c y  dwa punk t y ,  j e s t  n a j k r ó t s z y  
ze w s z y s t k i c h  l i n i i ,  k t ó r e  mi ę d z y  t ymi  dwoma
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p u n k t a m i  moż na  wy k r e ś l i ć ;  z tego powodu wyznacza 
odcinek o d d a l e n i e  dwóch punktów.

§. 15. Odcinkami można r a c h o w a ć  podobnie jak i liczbami. 
Fig. 5. Jeżeli odcinek AB (fig. 5.) przedłu-

I___________ l_____| żymy o odcinek BC, wtedy odcinek AC
A * C będzie tak długi, jak AB i BC razem

wzięte, czyli AC jest s u mą  odcinków AB i BC; zatem 
AC =  AB +  BC.

I naodwrót, odcinek AB jest r ó ż n i c ą  odcinków AC i BC, 
mianowicie

AB =  AC — BC.
Zadania.
1. Narysujcie dwa nierówne odcinki i wyznaczcie ich sumę 

i różnicę.
2. Jakie położenie musimy nadać dwom odcinkom, by je 

zapomocą rysunku dodać, a jakie, by je odjąć można?
§. 16. Odcinając na prostej (fig. 6.) równe odcinki AB, BC, 

CD, — , KL, widzimy, że odcinek AC jest dw a r a z y  tak
Fig. 6.

A B C O E F G H J  K Lk » *— I--------------1------1------- 1-------------- ------- <
wielki jak odcinek AB, AD jest 3 r a z y , .......AL zaś 10 r a z y
tak długi jak AB; otrzymaliśmy w ten sposób 2-, 3-, 4 - ,__ ,
10-krotność odcinka AB; mamy zatem: AC =  2 AB, AD =  3
A B ,__ , AL =  10 AB; a nadto AE — 2 AC, AL =  5 AC,
AL =  2 AF.

1 naodwrót, AB jest p o ł o wą  AC, t r z e c i ą  c z ę ś c i ą  AD, 
c z wa r t ą  c z ę ś c i ą  AE, __ , d z i e s i ą t ą  c z ę ś c i ą  AL; czyli

AB =  A,C, AB =  y ,  AB =  y ,  . . . . ,  AB =  ^ ; podobnie

AC =  — , AE =  ~  i t. d.

Zadania.
1. Który odcinek na fig. 6. równa się:

a) sumie BD +  OG?
b) różnicy AE — AD?
c) trzechkrotności odcinka AC -f- CD ?
d) czterokrotności odcinka AD — CD?
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2. Narysujcie odcinek 2-, 3-, 4 razy dłuższy od odcinka BD
<fig- 6.).

3. Narysujcie odcinek równy odcinka AG.

4. Narysujcie 10 odcinków, zktórychby drugi był dwukrot- 
nością pierwszego, trzeci trzechkrotnością pierwszego i t. d., 
a dziesiąty dziesięćkrotnością pierwszego.

5. Wykreślcie odcinek i podzielcie go na dwie równe części.
6. Wykreślcie cztery odcinki takie, żeby każdy następu

jący był połową poprzedzającego.
7. Narysujcie kilka odcinków i podzielcie je na oko na 2, 

4, 8, 3, 6, 12, 5, 10, 7, 9 równych części.
O nauce geometrycznego dzielenia odcinków będzie mowa później.

3. Pomiar odcinków.

§. 17. Z mi e r z y ć  przedmiot znaczy o z n a c z y ć  jego 
wi e l koś ć .

Aby wymierzyć ilość przestrzenną, obieramy inną ilość 
przestrzenną t ego s a me g o  r o d z a j u  za jednostkę i próbu
jemy, ile razy ta jednostka w danej ilości się mieści. Odcinek 
można mierzyć tylko odcinkiem. Chcąc zatem z m i e r z y ć  odci
nek, wybieramy znany jakiś odcinek za j e d n o s t k ę  d ł u g o ś c i  
i szukamy, ile razy jednostka ta mieści się w odcinku, który 
mamy zmierzyć. Liczbę, która nam to wskazuje, nazywamy 
l i c z bą  w y m i a r o w ą  (die Ma s s z a h l )  tego odcinka.

Jednostką długości w monarchii austryacko-węgierskiej 
jest me t r  (der  Me ter).

Metr (m) podzielono na 10 d e c y me t r ó w,  decymetr (dm) 
na 10 c e n t y me t r ó w,  centymetr (cm) na 10 mi l l i me-  
t r ó w  (mm).

1.000 metrów daje 1 k i l o m e t r  (km), 10.000 metrów 1 my- 
r i a m e t r  (jtm).

Chcąc oznaezyć w metrach długość pokoju, należy wyna
leźć, ile razy zawiera się metr w linii wzdłuż pokoju idącej. 
Jeżeli zawiera się n. p. 8 razy, długość pokoju jest 8 razy 
większa od metra, czyli ma 8 metrów; 8 jest liczbą wymiarową 
Jługości pokoju ze względu na metr jako jednostkę długości.
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Zadania.
1. Z dwóch odcinków jest jeden 12 m 5 dm 6 cm, drugi 

7 m 3 dm 9 cm długi; jaka jest ich suma?
2. Jeżeli (fig. 5.) odcinek AB =  6’63 m, BC =  3*26 m, 

ile wynosi AC ?
3. Z dwóch żerdzi ma dłuższa 2 m 3 dm, krótsza 1 m 

9 dm długości; jaka jest różnica ich długości?
4. Jeżeli krótsza z dwóch żerdzi ma 2 w 18 cm, a różnica 

obydwóch jest 0'29 m, jaka jest długość większej, a jaka suma 
obydwóch?

5. Pewien odcinek ma 7 m 4 dm 8 cm, drugi zaś jest 5 
razy dłuższy; oznaczyć długość drugiego odcinka.

6. Belka 4 m 3 dm 2 cm długa ma być przecięta na 4 
równe części; jak długa będzie każda z tych części.

7. Droga długości 9 km 348 m jest zbudowana w szóstej 
swej części; ile brakuje do jej ukończenia?

§. 18. Do rzeczywistego pomiaru dłuższych linii używamy 
d r ą ż k a  m e t r y c z n e g o  lub s z n u r a  albo ł a ń c u c h a  mi e r 
ni czego.

Do wymierzenia zaś mniejszych długości używamy po- 
dz i a ł e k ,  t. j. płytek drewnianych lub metalowych, na których 
naznaczono długość jednej lub kilku jednostek długości wraz 
z ich podziałami na mniejsze jednostki.

Fig. 7. przedstawia długość jednego decymetra z jego po
działem na centymetry i millimetry.

Fig. 7.
2 2 4 s 6 7 «9 $ to

5 10 15 20 25 30 55 40 V5| 50 55 BO SS 70 «j 10 25 30 js| m

Liliiliiiw llll M llll nu llllllllllllll M llll llll IH!liii mr hmllliliill llll MIM
Zadania.
1. Wymierzcie następujące rozciągłości: a) długość i sze

rokość tablicy; b) szerokość i wysokość drzwi i okien; c) dłu
gość, szerokość i wysokość izby szkolnej. (Przed wymierzeniem 
na oko oceńcie długość).

2. Narysujcie odcinek, oceńcie na oko jego długość w cm i mm, 
a następnie wymierzcie jego długość zapomocą podziałki (fig. 7.).

3. Wykreślcie dwa nierówne odcinki i oznaczcie ich dłu
gość w oba sposoby (jak w zad. 2.).
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4. Używając podziałki narysujcie odcinek: a) 7 cm, b) Z cm 
5 mm, c) 63 mm długi.

5. Wykreślcie prostą o długości 4 cm 7 mm i przedłużcie 
ją o 2 cm 1 mm.

6. Wykreślcie prostą 58 mm długą i skróćcie ją o 29 mm.
7. Wykreślcie odcinek 1 cm 6 mm długi, a potem jego 2-, 

3-, 4- i 5-krotność.
8. Wykreślcie odcinek mający 6 cm, a następnie jego po

łowę, trzecią, czwartą i piątą część.
§. 19. Gdy wymierzony odcinek przedstawiamy na ry

sunku, zwykle nie rysujemy go w rzeczywistej długości, lecz 
w z mn i e j s z e n i u ,  przyjmując, że n. p. 1 cm na papierze przed
stawia 1 m lub 20 m rzeczywistej długości.

Podziałka, na której naznaczono miary rzeczywiste w zmniej
szeniu, nazywa się p o d z i a ł k ą  z mn i e j s z o n ą  ( v e r j ü n g t e r  
M a s s s t a b).

Zadania.
1. Podziałkę 3 m długą, na której uwidocznione są także 

decymetry, narysować w takiem zmniejszeniu, by 1 m rzeczy
wistej długości równał się 3 cm.

Na linii prostej (fig. 8.) odcinam długość 3 cm naturalnej 
wielkości 3 razy i dzielę pierwszą część po lewej na 10 równych 
części.

2. Narysujcie 3 proste i przenieście na nie z powyższej 
podziałki kolejno 2 m, 1 m 5 dm i 2 m 7 dm.

3. Wykreślcie 3 odcinki i wymierzcie zapomocą podziałki 
na fig. 8. długość każdego w m i dm.

4. Narysujcie podziałkę na5m w zmniejszeniu Im  =  2 cm, 
by na niej można odczytać nawet 5 cm.

Ponieważ 100 cm miary rzeczywistej mają być przedstawione 
przez 2 cm albo 20 mm, to 5 cm miary rzeczywistej będą przedsta
wione przez 1 mm.

5. Narysujcie podziałkę na 40 m w dowolnem zmniejsze
niu, by na niej można odczytać jeszcze metry.

Fig. 8.
n t r ł z o 2
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II. O linii kołowej.
1. Powstawanie linii kołowej i określenia.

§. 20. Z pomiędzy linii krzywych najważniejsza jest l i n i a  
k o ł o wa  (die Kr e i s l i n i e ) .

Niech odcinek AO (fig. 9.) obraca się 
na płaszczyźnie około stałego punktu O, aż 
wróci do pierwotnego położenia, to punkt 
A zakreśli wtedy linię krzywą, którą na- 

9 zywamy l i n i ą  ko ł ową  albo koł em.  
L i n i a  ko ł owa  jest to więc linia krzywa, 
posiadająca tę własność, że wszystkie jej 
punkty są równo oddalone od stałego pun

ktu 0. Punkt ten nazywa się ś r o d k i e m kola (der Mi t t e l 
punkt ,  das  Cent rum) .

Do w y k r e ś l e n i a  linii kołowej używamy cyr k l a .
Długość całej linii kołowej nazywamy o k r ę g i e m albo 

obwode m koła (der  Kr e i s  umfang,  di e  P e r i p h e r i e  des  
Kr e i ses ł ,  a płaszczyznę, ograniczoną tą linią, p o w i e r z c h 
ni ą  ko ł a  ( Kr e i s f l äche) .

Połowę obwodu koła nazwano p ó ł o k r e g i e m albo p ó ł
kolem,  czwartą zaś część ć w i a r t k ą  koła.

Odcinek, łączący środek koła z jakimkolwiek punktem 
obwodu, nazywa się p r o mi e n i e m (der  H a l b m es s er, Ra 
dius)  kola, n. p. OA, OB, OG. Ponieważ wszystkie punkty 
obwodu koła są jednakowo oddalone od środka, zatem ws z y s t 
kie p r o mi e n i e  k o ł a  są równe.

Położenie punktu względem koła może być trojakie: albo 
punkt znajduje się na pol u  koła, albo na obwodz i e ,  albo 
poz a  pol em koła, stosownie do tego, czy oddalenie owego 
punktu od środka kola jest mniejsze, czy równe lub większe 
od promienia koła.

Dwa koła o równych promieniach są r ówne  Dwa równe 
kola dokładnie się nakrywają, jeżeli jedno położymy na dru- 
giem tak, aby ieh środki na siebie przypadły; gdyby się bo
wiem nie nakryły, nie byłyby wszystkie punkty obwodów tych 
kól jednakowo oddalone od środka.

Koła o nierównych promieniach są n i e r ó w a e.
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§. 21. Prosta może mieć z linią kołową dw a punkty 
wspólne, albo tylko j ede n ,  albo nie ma ż a d n e g o  wspólnego 
punktu, stosownie do tego, czy oddalenie jej od środka kola 
jest mniejsze, czy równe lub większe od promienia koła.

Odcinek AB, łączący dwa punkty obwodu, nazywa się cię- 
c i wą  (die Sehne) ;  cięciwę AG, przechodzącą przez środek 
koła, nazywamy ś r e d n i c ą  (der  D u r c h messer ) .  Każda śre
dnica jest dwa razy większa od promienia, z czego wynika, że 
w s z y s t k i e  ś r e d n i c e  ko ł a  są równe.

Prosta CD nieograniczonej długości, przecinająca linię ko
łową w dwóch punktach, nazywa się s i e c z n ą  (die Secant e) .

Obracając sieczną około punktu przecięcia A tak, by drugi 
punkt przecięcia B coraz bardziej zbliżał się do punktu A i na
reszcie padł na punkt A, otrzymamy prostą EF. która z linią 
kołową ma tylko jeden punkt wspólny (t. j. punkt A).

Prostą EF, mającą z linią kołową t y l k o  j e d e n  punkt 
wspólny A, a leżącą zresztą poza polem kola, nazywamy s t y 
c z ną  (die T a n g e n t e )  koła, a punkt A p u n k t e m  s t y c z n o 
ści  (der  B e r ü h r u n g s p u n k t ) ^

§• 22.

gen), n. p.
Dwa luki tego samego koła albo kół równych są r ówne ,  

jeżeli odpowiednio na sobie położone całkiem się nakryją; 
w przeciwnym razie luki są n i e r ówne .

Część powierzchni koła-AOBSA, ograniczoną dwoma pro
mieniami i łukiem, nazywamy wy c i n k i e m k o l a  (der  K r e i s 
aus schni t t ) .

Część powierzchni kola ABSA, leżąca między cięciwą 
a łukiem do tej cięciwy należącym, zowie się o d c i n k i e m koł a  
(der  Kr e i s a b s c h n i t t ) .

Każda średnica koła dzieli jego obwód na dwa równe 
łuki, a powierzchnię na dwa równe odcinki.

Każda cięciwa, nie będąca średnicą, dzieli obwód koła na 
dwa nierówne łuki, a powierzchnię na dwa nierówne odcinki 
koła. Zazwyczaj odnosimy cięciwę do mniejszego łukij i do 
mniejszego odcinka, albo też zaznaczamy wyraźnie, że mó
wimy o większym luka lub większym odcinku kola.

Część obwodu koła .nazywa się ł u k i e m (der  Bo-
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Dwa równe luki, położone odpowiednio na sobie, nakryją 
się tak. że ich punkty końcowe padną na siebie; wskutek tego 
nakryją się także ich cięciwy, jako proste, łączące ich punkty 
końcowe. I nawzajem, jeżeli mamy w kole dwie równe cięciwy 
i jednę tak na drugiej położymy, że ich końcowe punkty padną 
na siebie, natenczas i łuki nakryją się, albowiem wszystkie 
ich punkty są równo oddalone od środka koła.

^D o  r ó wn y c h  ł uków n a l e ż ą  zatem w t e m  s a me m 
kol e  (albo także w równych kołach) r ó wn e  c i ęc i wy,  a do 
r ó wn y c h  c i ę c i w r ó wn e  łuki .  \

§. 23. Zadania.
l . v W y k r e ś l i ć  ł uk  r ó w n y  d a n e mu  ł u k o wi  MN 

(fig. 10.).
Fig' 10- Kreślimy dowolną

prostą 0'A' i z punktu 
O' zakreślamy promie
niem OM łuk, który prze
cina prostą O'A' w pun

kcie M '; cyrklem rozwartym na długość cięeiwy MN zakreślamy 
z M' łuk, który wyznaczy punkt N'; łuk M'N' =s łukowi MN, 
ponieważ należą do równych cięciw.

2. Wy z n a c z y ć  punkt ,  z n a j d u j ą c y  s i ę  w p e wne m 
od d a l e n i u  od d a n e g o  punk t u .

Zakreślmy z danego punktu, jako środka, koło promie
niem równym danemu oddaleniu, naówczas wszystkie punkty, 
tego koła odpowiadają warunkom zadania.

Zadanie, które ma niezmiernie wiele różnych rozwiązań, 
nazywamy n ie  oznacz  o nem,  w przeciwstawieniu do zadania 
oz naczonego ,  posiadającego albo tylko jedno rozwiązanie, 
albo ograniczoną, dokładnie oznaczyć się dającą, liczbę rozwiązań.

Powyższe zadanie jest zatem ąieoznaczone.
Jeżeli wszystkie punkty jakiejś linii (ale tylko tej, a nie 

jeszcze jakiejś innej linii) czynią zadość pewnemu warunkowi, 
natenczas nazywamy linię taką mi e j s c e m g e o m e t r y c z n e m  
owych punktów ( g e o me t r i s c h e r  Ort).

Linia kołowa jest przeto miejscem geometrycznem wszyst
kich punktów, znajdujących się w tej samej odległości od 
danego punktu.



3. Wy z n a c z y ć  punkt ,  k t ó r y b y  od dwóch da nyc h  
p u n k t ó w  o pe wną  d ł u g o ś ć  był  odl egł y .

Niech A i B (fig. II.) będą danymi 
punktami, a CD żądanem oddaleniem. 
Miejscem geometryeznem punktów, od
ległych od A o długość CD, jest koło 
zakreślone promieniem CD z punktu A, 
miejscem zaś geometryeznem punktów, 
odległych od B o długość CD. jest koło 
zakreślone z punktu B promieniem ró
wnym CD; punkt, czyniący zadość obu 
warunkom, musi być wspólny obu ko

lom, zatem leży tam, gdzie się oba koła przecinają. A ponie
waż obie linie kołowe przecinają się w punktach M i N, przeto 
mamy dwa różne punkty, które odpowiadają zadaniu

Jeżeli Cl) równa się połowie odcinka AB, otrzymamy tylko 
jeden punkt leżący w środku długości AB, a jeżeli CD jest 
mniejsze od połowy odcinka AB, kola się wcale nie przetną, 
co jest dowodem, że niema żadnego punktu, odpowiadającego 
warunkom zadania

4. Wy z n a c z y ć  punkt ,  z n a j d u j ą c y  s i ę  w pe wne j  
a n i e r ó wn e j  o d l e g ł o ś c i  od dwóch da n y c h  punkt ów.

Rozwiązanie tego zadania jest podobne do rozwiązania za
dania 3.

2. Pomiar łuków kołowych.

§. 24. Do mierzenia łuków kołowych używamy s t opni a ,  
t. j. 360-tej części obwodu koła, za j e d n o s t k ę  m i a r y  ł uko 
w ej i dochodzimy, ile razy ta jednostka mieści się w łuku, 
który mamy zmierzyć. Stopień podzielono na 60 mi nut ,  a mi
nutę na 60 s ekund .

Stopnie, minuty i sekundy naznaczamy znakami °, ', 
n. p. 52 stopni 41 minut 12 sekund =  52° 41' 12".

Zadania.
1. Ile stopni ma półokrąg, a ile ćwiartka kola?
2. Ile stopni ma 3-cia, 5-ta, 6-ta, 8-ma, 9-ta, 10-ta część 

obwodu kola?

14

Fig 11.
C\------------- 1D



15

3. Którą częścią obwodu kola jest luk 10°, 20°, 30°, 369, 
40°, 60°, 90°, 120"?

111. O kątach.
1. Powstawanie i oznaczanie kątów.

§. 25. Gdy z punktu A (fig. 12.) wykreślimy dwa promie
nie AB i AC, otrzymamy dwie proste, mające różne kierunki.

Fig. 12. ^Różni cę  k i e r u n k ó w dwu pr os t yc l i  
' " ń a z y wa my  k ą t e m (der  Wi nkel ) .  

W piśmie znaczymy kąt znakiem <.
Kąt powstanie także wtedy, gdy pro

mień AB obracamy w płaszczyźnie około 
stałego punktu A aż zajmie położenie pro
mienia AC; skutkiem obrotu jest rozchy

lenie promieni, a wi e l k o ś ć  tego r o z c h y l e n i a  j e s t  ką t em.
Do uzmysłowienia tego sposobu powstawania kąta można użyć 

cyrkla.
Oba promienie AB i AC nazywamy r a m i o n a m i  ( Schen

kel),  a punkt, w którym się przecinają promienie, tworzące 
kąt, w i e r z c h o ł k i e m  (der  Sc he i t e l )  kąta.

Kąt naznaczamy albo literą u jego wierzchołka, albo małą 
literą napisaną u wierzchołka między ramionami («), albo na
reszcie trzema literami, pisząc i czytając najpierw literę u je
dnego ramienia, potem u wierzchołka kąta, a w końcu literę 
u drugiego ramienia. Kąt na fig. 12. jest więc albo kątem A, 
albo kątem n, albo kątem CAB lub BAC.

2. Wielkość kątów.
§. 26. ^ W i e l kość  k ą t a  ni e  z a l e ż y  od d ł u g o ś c i  r a 

mion,  lecz jedynie od wi e l koś c i  obrot u,  jaki wykonać po
trzeba, by jedno ramię zajęło położenie drugiego.

Dwa kąty są równe,  jeżeli do ich powstania potrzeba 
było obrotu tej samej wielkości. Jeżeli z dwóch równych kątów 
jeden tak na drugim położymy, by ich wierzchołki padły na 
siebie i żeby ramię jednego kąta padło na ramię drugiego, na
tenczas i druga para ramion musi przypaść na siebie; kąty 
takie nakrywają się zatem.
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Dwa kąty są n i e r ówne ,  jeżeli do powstania jednego po
trzeba było innego obrotu, niż do powstania drugiego.

Który z dwóch nierównych kątów jest większy, a który mniej
szy? W jaki sposób można się o tern przekonać?

§. 27. Obróćmy ramię AC (fig. 13.) kąta BAC około wierz
chołka A w stronę lewą aż do położenia AD, a otrzymamy kąt 

BAD tak wielki, jak oba kąty BAC i CAD 
razem ; kąt BAD jest przeto sumą kątów 
BAC i CAD, więc <  BAD =  <  BAC +  
<  CAD.

Obróciwszy zaś ramię AD kąta BAD 
o kąt CAD w stronę ku ramieniu AB, po
zostanie nam kąt BAC, który jest różnicą 

kątów BAD i CAD; zatem
BAC =  BAD -  <  CAD.

Można więc kąty dodawać i odejmować, podobnie jak inne
ilości.

Fig. 13.

Jakie położenia muszą zająć ramiona i wierzchołki dwóch ką
tów, aby można rysunkiem wyznaczyć ich sumę? Jakie położenie 
nadać musimy ramionom i wierzchołkom dwóch kątów, by wyzna
czyć rysunkiem ich różnicę ?

Fig. 14.

§. 28. Jeżeli kąty AOB, BOC, COD, DOE, EOF (fig. 14.) 
są sobie równe, to kąt AOC jest dwa razy większy od kąta AOB, 

■£ AOD 3 razy większy, AOE 4 razy, 
<  AOF 5 razy większy od kąta AOB, 
czyli <£ AOC =  2 AOB,' <£ AOD =  
3 AOB, <  AOE =  4 <  AOB, <  AOF =  
5 «i AOB.

I na odwrót, jest kąt AOB połową kąta 
AOC, trzecią częścią kąta AOD, czwartą 
częścią AOE i piątą częścią kąta AOF;

<* AOD =  4  AOE =Z  AOC =  j

~  «£ AOF. 
o

Zadania.
1. Przeczytajcie na fig. 14. wszystkie kąty, oraz podajcie 

części składowe kątów złożonych.
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2. Który kąt na fig. 14. równa się
a) sumie KOC -f  <£ COE?
b) różnicy <  AOF — COF?
3 Narysujcie na oko trzy kąty takie, aby drugi z nich był 

2 razy, a trzeci 5 razy większy od pierwszego.
4. Podzielcie na oko kąt na 2, 3, 4, 5, 6 równych części.

3. Jiąty półpełne, wklęsłe i wypukłe.

§. 29 yJKąt, którego ramiona rozchodzą się od wierzchołka 
w przeciwnych kierunkach, tworząc jedną prostą, nazywamy kątem 
p ó ł p e ł n y m  (ein g e s t r e c k t e r  Wi n k e l ) .  W s z y s t k i e  
k ą t y  p ó ł p e ł n e  s ą  s o b i e  r ó w n e .

.Ęąt mniejszy od półpełnego nazywa się w k l ę s ł y m  (ein 
Fig. 15. h o h l e r  Wi nke l ) ,  a większy od pół-

B pełnego kąt em w y p u k ł y m  (ein er
h a b e n e r  Wi nke l ) . . / -

Na fig. 15. jest AOC kątem pół- 
pełnym, AOB wklęsłym, a AOD wypu
kłym.

Aby powstał kąt półpełny, musiał 
poruszający się promień wykonać pół 
obrotu; by powstał kąt wklęsły, musiał 

promień wykonać mniej niż pół, aby zaś powstał kąt wypukły, 
więcej niż pół obrotu.

Do każdego kąta wklęsłego należy po drugiej stronie ramion 
kąt wypukły; z tych dwóch kątów zazwyczaj kąt wklęsły uwa
żamy za miarę rozchylenia dwu przecinających się prostych.

Kąt powstały wskutek całego obrotu nazywamy p e ł n y m  
(ein v o l l e r  Wi n k e l ) .  Kąt pełny jest dwa razy większy od 
p ó ł p e ł n e g o .  W s z y s t k i e  k ą t y  p e ł n e  s ą  s o b i e  równe-  
Kąt wklęsły wraz z należącym do niego kątem wypukłym tworzą 
kąt pełny.

4."Kąty proste, ostre i rozwarte.

§ 30. Kąty wklęsłe dzielimy na p r o s t e ,  o s t r e  i r oz 
wa r t e .  K ą t  p r o s t y  (ein r ech t er  Wi n k e l )  jest połową 
półpełnego; aby kąt prosty mógł powstać, musi poruszające

Moćnik, Geom. I  -
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się ramię wykonać ćwierć obrotu. Kąt prosty znaczyć będziemy 
literą II. W s z y s t k i e  k ą t y  p r o s t e  s ą  s o b i e  r ó wn e .

Kąt mniejszy od prostego nazywa się kątem o s t r y m  (ein 
s p i t z e r  Wi nke l ) ,  a większy od prostego, 
ale mniejszy od pólpełnego, k ą t e m  r o z 
w a r t y m  ( e i n  s t u m p f e r  Wi nkel ) .

Jeżeli na fig. 16. ■$: AOB =  <  BOC, 
to każdy z tych kątów jest połową półpel- 
nego kąta AOC, a więc każdy z nich jest 

A O C kątem prostym; «i AOD jest ostry, a «i COD
rozwarty.

Kąty ostre i kąty rozwarte nazywam}7 w przeciwstawie
niu do kątów prostych także k ą t a m i  u k o ś n y m i  ( s c h i e f e  
Winkel ) .

Zadania.
1. Jakiego rodzaju kąty mamy
a) na sześcianie?
b) na czworościanie? >
2. Wyszukajcie kąty proste na przedmiotach, znajdujących 

się w pokoju.
3. O której godzinie tworzą obie skazówki zegaru kąt pro

sty, a o której kąt pólpełny?
4. Narysujcie kąt a) prosty, b) ostry, c) rozwarty o rów

nych ramionach.
5. Narysujcie kąt prosty, któregoby jedno ramię było trzy 

razy dłuższe od drugiego.
6. Wykreślcie kąt rozwarty i przedstawcie go jako sumę 

trzech kątów.
§. 81. Jeżeli dwie proste tworzą kąt prosty, mówimy wtedy, * 

że padają na siebie p r o s t o p a d l e  albo n o r m a l n i e ,  a każdą 
z nich nazywamy p r o s t o p a f l ł ą ,  n o r m a l n ą ,  albo p i o n e m  
( e i ne  S e n k r e c h t e ,  e i n e  No r ma l e ,  e i n  P e r p e n d i k e l )  
względem drugiej. Jeżeli dwie proste tworzą kąt ukośny, wtedy 
mówimy, że padają na siebie u k o ś n i e  i nazywamy je uko- 
ś n e mi  l i n i a mi .  Na fig. 16. jest BO prostopadłe na AO, co 
piszemy w następujący sposób: BO I AO; przeciwnie jest linia 
DO ukośna do AO lub CO.
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Zadania.
1. Jakie położenie mają względem siebie a) krawędzie sze

ścianu, b) czworościanu?
2. Wskażcie na przedmiotach w szkole te proste, które są 

do siebie a) prostopadłe, b) ukośne.
8. Wykreślcie prostą i narysujcie do niej prostopadle z ró

żnych punktów, obok niej leżących.

5. Pomiar katów.

Fig. 17.

§. 32. Gdy odcinek AO (fig. 17.) obracamy na płaszczyźnie 
około punktu O tak, źe kolejno przechodzi w położenie BO, CO, DO 

i t. d , to łuk, który A zakjeśla i kąt, który 
położenie poruszanego odcinka tworzy z jego 
pierwotnem położeniem, będą tem większe, 
im dalej obrócimy odcinek. Po wykonaniu 
całego obrotu otrzymamy największy łuk, 
t. j. cały obwód, i największy kąt, t. j. kąt 
pełny.

Kąt AOB, którego wierzchołek leży 
w środku koła, a którego ramionami są 

promienie koła, nazywamy k ą t e m ś r o d k o w y m  ( e i n Ce n t r i -  
w i n k el).

Jeżeli kąty środkowe AOB i COD są równe, to także na
leżące do nich luki AB i CD muszą być równe. Gdy bowiem 
kąt COD położymy na kącie AOB tak, aby ich wierzchołki pa
dły na siebie, a ramię CO padło na AO, to z powodu równości 
kątów także DO padnie na BO; a wtedy także łuk CD nakryje 
łuk AB, ponieważ wszystkie jego punkty tak są oddalone od 
punktu O, jak punkty łuku AB.

W podobny sposób można dowieść równości kątów AOB 
COD, gdy luki AB i CD są równe.

Z tego wynika:
«) Do r ó w n y c h  k ą t ó w  ś r o d k o w y c h  w k o l e  na 

l e ż ą  r óVire l uk i .
b) Do r ó w n y c h  ł u k ó w k o ł o w y c h  n a l e ż ą  r ó wn e  

k ą t y  ś r o d k o  we.
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Zadanie.
W y k r e ś l i ć  kąt ,  r ó w n y  d a n e m u  ką t owi .
Zadanie to rozwiążemy podobnie jak zadanie w §. 23. 1.
§. 33. Dwa ostatnie twierdzenia nastręczają nam bardzo 

prosty sposób mierzenia kątów.
Podzieliwszy obwód koła na 360 równych części, a więc 

tak. aby każda z nich była stopniem łukowym, połączmy punkty 
podziału ze środkiem koła, a otrzymamy 360 kątów środkowych, 
tworzących razem kąt pełny; kąty te są równe, bo należą do 
równych łuków. Kąt, odpowiadający stopniowi lukowemu, nazy
wamy także s t o p n i e m,  albo s t o p n i e m  k ą t o w y m  (ei n 
W i n k e l g r a d ) .  S t o p i e ń  ką t owy ,  t. j. 360-ta część kąta 
pełnego, służy za j e d n o s t k ę  do pomiaru kątów; stopień ką
towy podzielono na 60 mi n u t  k ą t o w y c h ,  a każdą minutę na 
60 s e k u n d  k ą t o w y c h .

Chcąc więc wymierzyć jakiś kąt, należałoby się przekonać, 
ile razy w nim się mieści stopień kątowy. W rzeczywistości je
dnak mierzymy nie kąt, ale luk, zawarty między jego ramionami, 
wnioskując słusznie, że k a ż d y  k ą t  ma  t y l e  s t opn i ,  mi n u t  

Fig. 18. * s e k u n d  ł u k o 
wych,  i le s t opn i ,  
m i n u t i  s e k n n d  łu
kowyc h  ma łuk,  za 
k r e ś l o n y  z wi erz-  
c h o ł k a k ą t a ,  a za 
w a r t y  mi ę d z y  j e 
go r ami onami .

Stopnie, minuty 
i sekundy kątowe zna
czymy tak jak sto
pnie, minuty i sekundy 
łukowe, t.j. zapomocą 
znaków r  °, ',

Gdy ćwiartkę kola 
AB (flg. 18.) podzie

limy na 90 równych części i połączymy punkty podziału ze 
środkiem O, natenczas liczba, wyrażająca ilość stopni jakiegoś
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luku, podaje także ilość stopni kątowych kąta, do którego ten 
luk należy. Tak n. p. kąt AOC ma jeden stopień, czyli 
<  AOC =  1"; <  AOD =  5°; <  A0E =  20°; $  AOF =  40°; 
<£ AOG =  55°, <£ AOH =  73°, - í  AOB =  90°.

Kąt pełny ma 360°, pól pełny 180°, wklęsły mniej niż 180°, 
wypukły więcej niż 180°, prosty 90°, ostry mniej niż 90°, a roz
warty więcej niż 90°, ale mniej niż 180°.

Dwa kąty, których suma równa się 90°, nazywamy k ą t a m i  
d o p e ł n i a j ą c y m i  ( c o m p l e m e n t a r e  Winkel ) ,  n. p. kąty 
60° i 30°, a każdy z nich d o p e ł n i e n i e m  ( Co mp l e me n t )  
drugiego. Kówne kąty mają równe dopełnienia i naodwrót.

Dwa kąty, których suma równa się 180", nazywamy k ą t a m i  
s p e ł n i a j ą c y m i  ( s u p p l e m e n t ä r e  Wi nkel ) ,  n. p. kąty 
120° i 60“, a każdy z nich s p e ł n i e n i e m  ( Supp l e me n t )  
drugiego. Kówne kąty mają równe spełnienia i naodwrót.

Zadania.
1. Jak wielki kąt zakreśla skazówka godzinowa zegaru 

w 1, 2, 5, 12 godzinach?
2. Jak wielki kąt zakreśla skazówka minutowa w 1- godzi

nie, w 1, 5, 10, 30 minutach czasu?
3. Jak wielki kąt tworzą ze sobą obie skazówki zegaru 

o 1., 2., 5., 6., 8., 9., 11. godzinie?
4. Oznaczcie sumę kątów 37° 48' 35", 28° 39' i 78° 9' 55".
5. Jaka jest różnica kątów 128° 15' 31" i 69° 42' 18"?
6. Jak wielkie jest dopełnienie kąta a) 35°, b) 48° 12'. 

c) 75° 8' 30"?
7. Jak wielkie jest spełnienie kąta a) 55°, b) 96° 20',

e) 137° 51' 28"?
8. Wyszukajcie 2-, 3-, 4- i 5-krotność kąta a) 18° 35', 

b) 9° 12' 48".
9. Obliczcie połowę, trzecią, czwartą i piątą część kąta 

a) 72° 27', b) 58° 20'.
10. Ile razy mieści się kąt a) 8° w 96°, &)-16' 28" w 108' 

16', c) 12° 35' 49" w 100° 46' 32"?
§. 34. Gdy rysunek nie wymaga wielkiej dokładności, uży

wamy do mierzenia i rysowania kątów przyrządu, przedstawio
nego w fig. 19, zwanego k ą t o m i e r z e m  ( T r a n s p o r t e u r ) .
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Jest to płytka z drzewa, blachy lub kartonu, wycięta w kształcie 
półkola, podzielonego na stopnie; linia AB na tej płytce jest

średnicą, a punkt C na wy
cięciu środkiem koła. 

Zadania.
1. Jak zmierzymy za- 

pomocą kątomierza kąt, 
narysowany na papierze ?

2. Narysujcie kilka ką
tów i oceńcie ich wielkość 
najpierw na oko, a potem 
wymierzcie je kątomierzem.

3. Wykreślcie po tej samej stronie prostej z dowolnie na 
niej obranego punktu kilka promieni, wymierzcie otrzymane kąty 
i wyznaczcie ich sumę. — Czy otrzymany wypadek zgadza się 
z rzeczywistą sumą tycb kątów (180°)?

4. Narysujcie z dowolnie obranego punktu trzy, cztery albo 
i więcej promieni, wymierzcie wszystkie kąty, leżące naokoło 
owego punktu, i wyszukajcie ich sumę.

5. Wykreślcie trzy nie w tym samym punkcie przecinające 
się proste i wymierzcie kątomierzem utworzone kąty.

6. Jak się rysuje zapomocą kątomierza kąt, którego wiel
kość w stopniach jest podana?

7. Wykreślcie kąt 20", 80", 50°, 90*; 15°, 65“ ; 24°, 79“, 81“, 
100°, 150°, 142“, 180“, 209°, 270° i 326“.

8. Narysujcie kąt ostry i kąt rozwarty i wykreślcie zapo
mocą kątomierza kąty równe tym dwom kątom.

Fig 19.

6. Kąty przyległe i wierzchołkowe.
§. 35. Kąt, utworzony przez jedno ramię jakiegoś kąta 

Fig. 20. i przez przedłużenie drugiego ramienia poza 
D B jego wierzchołek, nazywamy ką te m pr zy-

1 e g ly  m (N e b e n w i n k e 1). Takie kąty mają 
wierzchołek i jedno ramię wspólne, podczas 
gdy drugie dwa ramiona tworzą linię prostą. 

1 O C Kąt AOB (fig. 20.) jest przyległy kątowi
BOC, a kąt AOD kątowi COD i naodwrót. Dwa kąty sobie przy
ległe razem wzięte tworzą zawsze kąt półpełny; s u m a  d wó c h
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k ą t ó w  p r z y l e g ł y c h  r ó w n a  s i ę  zatem dwom p r o s t y m  
czyl i  180°.

Kąt przyległy kątowi prostemu jest prosty,.ostremu — roz
warty, a rozwartemu — ostry.

§. 36. Kąt, leżący między prostemi, tworzącemi przedłużenie 
ramion jakiegoś kąta poza jego wierzchołek, nazywamy k ą t e m  
jemu w ie rz eh o ł ki e m p r z e c i w l e g ł y m  albo wprost jego 
k ą t e m w i e r z c h o ł k o w y m  ( S c h e i t e l w i n k e l ) .  Rysujemy 

Fig. 21. więc kąt wierzchołkowy jakiegoś kąta, prze-

X
dłużając jego ramiona poza jego wierzchołek.

W fig. 21. jest a kątem wierzchołkowym 
kąta c, b zaś kątem wierzchołkowym kąta d.

K ą t y  w i e r z c h o ł k o w e  są s o b i e  
r ówne .

Przekonać się o tem można każdego razu przez pomiar; 
ale prawdziwości tego twierdzenia można także dowieść z wła- _ 
sności kątów przyległych. Ponieważ b jest kątem przyległym tak 
kątowi a jak i kątowi c, przeto

a -f- b =  2 R 
b -j- c =  2 R;

a ponieważ dwie ilości równe trzeciej są sobie równe, zatem 
a Ą- b — b c.

Odejmując b ~  b, pozostanie 
a =  c;

albowiem równe ilości pomniejszone o równe dają równe reszty. 
Wykażcie w ten sposób, że także b =  d.
Znając jeden z kątów «, b, c, d, można inne trzy z ła

twością obliczyć.
Zadania.
1. Wyrachujcie kąt przyległy kątowi 10*, 39", 63°, 85°, 100°, 

15°, 48'; 57° 30'; 128° 24'; 68* 6' 35"; 102° 51' 55".
2. Jeżeli w fig. 21. kąt a =  75°, jak wielki jest kąt b,c,d?
3. Jakiś kąt ma «) 81°, b) 17° 38', c) 131“ 18' 47"; jak 

wielki jest kąt wierzchołkowy kąta, przyległego każdemu z tych 
kątów?
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IV. O liniach równoległych.
1. Równolegle i nierównoległe proste.

§. 37. Dwie proste, leżące na tej samej płaszczyźnie, ale 
w ten sposób, że chociażbyśmy je jak najdalej przedłużali, nigdzie 
się nie przecinają, nazywamy r ó w n o l e g l e m i  (paral l el ) .

Fig- 22. Aby naznaezyć, że prosta ab (fig.
a*_________________ 22.) jest równoległa do cd, piszemy

ac || cd.
Ct—-----------------------1d Dwie równolegle proste mogą

mieć albo równe albo wprost przeciwne 
kierunki, t. j. albo obie rozciągają się w tę samą stronę, n. p. 
obie w prawo, albo jedna rozciąga się w prawo, a druga w lewo.

Z pojęcia o równoległych prostych wynika:
1. P r z e z  p u n k t  l e ż ą c y  o b o k  p r o s t e j  m o ż n a  do 

n i e j  w y k r e ś l i ć  t y l k o  j e d n ą  p r o s t ą  r ó w n o l e g ł ą .
2. Dwi e  p r o s t e ,  r ó w n o l e g ł e  do t ej  s a m e j  t r z e 

ciej ,  są  t a k ż e  do s i e b i e  r ó w n o l e g ł e .
3. J e ż e l i  j a k a ś  p r o s t a  p r z e c i n a  j e d n ą z  dwu r ó

w n o l e g ł y c h  p r os t yc h ,  n a t e n c z a s  p r z e c i n a  t a k ż e  
d r ugą .

4. Ką t y ,  k t ó r e  t wo r z ą  d w i e  p r z eci  naj  ą c e s i ę 
p r o s t e ,  ni e  z m i e n i ą  s i ę ,  j e ż e l i  j e d n ą  z owych p r o 
s t y c h  p r z e s u n i e m y  r ó w n o l e g l e  do j e j  p i e r w o t n e g o  
p o ł o ż e n i a .

Dwie proste, leżące na tej samej płaszczyźnie, a przy tem 
n i e r ó w n o l e g i e ,  muszą się przeciąć, gdy je dostatecznie 
przedłużymy, jak n. p. AB i CD (fig. 23).

Dwie nierównoległe proste są 
w stronę ku wspólnemu punktowi prze
cięcia z b i e ż n e  ( c o n v e r g i e r e n  d), 
a w stronę przeciwną r o z b i e ż n e  
(d i v e r g i e r e n d).

1. Które krawędzie sześcianu są równolegle, a które nie
równoległe?

2. Jakie położenie względem siebie mają krawędzie «) czwo
rościanu, b) ostrosłupa ściętego?
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3. Jakie położenie względem siebie mają promienie, wybie
gające z punktu świecącego?

4. Wymieńcie kilka przedmiotów, na których są a) równo
ległe, b) nierównoległe krawędzie.

5. Narysujcie prostą, a następnie równoległą do niej w do
wolnym odstępie.

6. Wykreślcie prostą, a następnie cztery do niej równolegle, 
a to w równych odstępach.

Fig 24

2. Kąty odpowiednie, naprzemianległe i jednostronne.
§. 38. Prosta EF (fig. 24.), przecinająca proste AB i CD, 

tworzy z niemi ośm kątów, którym dla ich ważności nadano 
osobne nazwy.

Cztery kąty c, d, m i n, które leżą mię
dzy prostemi AB i CD, nazywamy k ą t a m i  
w e w n ę t r z n y m i  ( i nne r e  Wi n k e l ) ,  
cztery inne, t. j. a, b, o i p k ą t a m i  
z e w n ę t r z n y m i  ( ä u s s e r e  Wi nkel ) .

Dwa kąty, z których jeden jest ze
wnętrzny, a drugi wewnętrzny, mające 
osobne wierzchołki i leżące po tej samej 
stronie przecinającej prostej, nazywamy k ą- 

t a m i  o d p o w i e d n i m i  ( G e g e n w i n k e l ) ;  n. p. a i m, 
b i w, c i o d, i p.

Dwa kąty zewnętrzne, albo dwa kąty wewnętrzne, nie mające 
wspólnego wierzchołka a leżące po przeciwnych stronach prze
cinającej prostej, nazywamy k ą t a m i  n a p r z e m i a n l e g J y m i  
(W e c h s e 1 w i n k e 1; n. p. a i p, b i o, c i n. d i m.

Nareszcie dwa kąty wewnętrzne albo dwa zewnętrzne, leżące 
po tej samej stronie przecinającej prostej, zowią się k ą t a m i  
j e d n o s t r o n n y m i  ( Anwi nke l ) ;  n. p. a i o, b ip , c \m , d in .

Zadania.
1. Wyszukajcie w fig. 24. kąt wierzchołkowy kąta a, oba 

jego kąty przyległe, kąt odpowiedni, naprzemianległy i jedno
stronny ; uczyńcie to samo dla kąta b, c, d} m, n, o, p.

2. Jeżeli kąt a =  98", a m — 110°, jak wielkie są wtedy 
inne kąty;
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3. Wyszukajcie w fig. 25. I. II. i III. kąty odpowiednie, 
uaprzemiaulegle i jednostronne.

Fig. 25.
II.I: III.

4. Wyszukajcie kąty odpowiednie, naprzemianległe i jedno
stronne w fig. 26., a mianowicie w I., uważając raz AB i CD, 
to znów EF i CD za proste przecięte; w II. najpierw AC, po
tem BC za prostą przecinającą, w III. zaś we wszystkich mo
żliwych przypadkach.

Fig. 28.
n.I. III.

§. 89. Szczególniejszą własność mają kąty odpowiednie, na
przemianległe i jednostronne wtedy, gdy obie przecięte linie AB 
i CD (fig. 27.) są równolegle.

Przesuwając prostą AB wzdłuż EF tak, 
by w każdem nowetin położeniu była równo
legła do pierwotnego położenia, nie zmienimy 
przez to wielkości kątów, które linia AB 
tworzy z linią EF, albowiem przy równole- 
glem przesuwaniu prostej AB nie zmieni 
się jej nachylenie do prostej EF. Gdy więc 
AB zajmie położenie prostej CD, nakryją 
się kąty odpowiednie, są przeto sobie równe; 

kąty naprzemianległe zamienią się na wierzchołkowe, są więc 
także równe; nareszcie kąty jednostronne będą kątami przyle
głymi, ich więc suma równa się 2 R. mamy zatem:
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a =  m, 2. a — p, 3. a -f- o — 2 i?,
b — 11, . b =  o, b +  p =  2 B.
c =  0, c — n, c -Ą- m =  2 R,
d — p, d zz m, d -f- n = 2  B \ czyli

G dy dwi e r ó w n o l e g ł e  p r o s t e  p r z e c i n a  t r z e c i a  
p r o s t a ,  n a t e n c z a s :

1. k ą t y  o d p o w i e d n i e  są s o b i e  r ówne ,
2. k ą t y n a p r z e m i a n l e g ł e  są  s ob i e  r ówne ,
3. s u ma  k ą t ó w  j e d n o s t r o n n y c h  w y n o s i  180°.
Jeżeli zaś dwa kąty odpowiednie albo też dwa kąty naprze-

mianległe nie są równe, lub jeżeli dwa kąty jednostronne nie 
spełniają się do 180°, linie przecięte nie mogą być równoległe; 
gdy je więc dostatecznie przedłużymy, przetną się, i to po tej 
stronie, po której suma wewnętrznych kątów jednostronnych 
jest mniejsza niż 2 R.

Zadanie.
Narysujcie dwie równoległe proste przecięte trzecią, nastę

pnie wymierzcie zapomocą kątomierza jeden z powstałych ką
tów i wyrachujcie stąd siedm pozostałych kątów.

§. 40. J e ż e l i  dwi e  p r o s t e  p r z e c i n a  t r z e c i a  t ak,  
że d wa  k ą t y  o d p o w i e d n i e  są r ó w n e ,  to p r o s t e  
p r z e c i ę t e  są r ó wn o l e g ł e .

Jeżeli n. p. a =  m (fig. 27.), musi AB || CD; skoro bo
wiem przesuniemy AB ku CD, wielkość kąta a tylko wtedy 
pozostanie niezmieniona, jeżeli AB nie zmieni przy tem przesu
waniu swego kierunku, t. j. jeżeli AB pozostanie równoległą do 
swego pierwotnego położenia; więc także ostatnie jej położenie 
CD musi być równolegle do pierwotnego, jeżeli a ma być równe m.

Ponieważ przy przecięciu dwóch równoległych trzecią prostą 
rzeczone trzy własności — że kąty odpowiednie są równe, że kąty 
nąprzemianległe są równe, a kąty jednostronne są spełniające — 
oddzielnie istnieć nie mogą, lecz zawsze razem tak, że skoro 
jedna własność istnieje, koniecznie i drugie dwie istnieć muszą, 
przeto z ostatniego twierdzenia wypływają dwa następujące:

J e ż e l i  dwi e  p r o s t e  p r z e c i n a  t r z e c i a  tak,  że 
dwa  k ą t y  n a p r z e m i a n l e g ł e  są r ówne ,  m u s z ą  p r o 
s t e  p r z e c i ę t e  być  r ó w n o l e g ł e .
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J e ż e l i  dwi e  p r o s t e  p r z e c i n a  t r z e c i a  t ak,  że 
dwa  k ą t y  j e d n o s t r o n n e  s p e ł n i a j ą  s i ę  do 2 fi, 
m u s z ą  p r z e c i ę t e  p r o s t e  być  r ó wn o l e g ł e .

Z równości dwóch kątów odpowiednich albo naprzemianle- 
głych, lub z tego, że suma dwóch kątów jednostronnych równa 
się 2 fi, można już wnosić o równoległości przeciętych prostych.

Z tego, co się wyżej powiedziało, wyrozumieć można łatwo 
pożytek jaki mamy z kątów odpowiednich, naprzemianległych 
i jednostronnych. Chcąc bowiem niezbicie dowieść równoległości 
dwu prostych, potrzebaby okazać, że nie przetną się, chociażbyśmy 
je-jak najdalej przedłużyli. Ze zaś przedłużenia takiego w rze
czywistości uskutecznić nie można, przeto dowodzimy równole

głości dwu prostych najczęściej z własno
ści kątów, powstałych z przecięcia tych 
prostych trzecią prostą.

§. 41. Gdy (fig. 28.) AB MN i CD J_ MN, 
to z powodu, że a — R, b ■=. R, a więc 
także a — b, musi być AB || CB, albo
wiem proste te przecina trzecia prosta MN

Fig. 28. 
A C

M- B D - X

tak, że kąty odpowiednie są równe.
Z tego wynika:
P r o s t e  p r o s t o p a d ł e  do j e d n e j  i t e j  s ame j  p r o

s t e j  są  r ó w n o l e g ł e ;  i na odwrót:
J e ż e l i  z dwu  r ó w n o l e g ł y c h  p r o s t y c h  j e s t  

j e d n a  p r o s t o p a d ł a  do t r z e c i e j ,  t o i d r u g a  mus i  
być  do ni e j  p r o s t o p a d ł a .

Gdy bowiem AB || CD, a AB J_ MN, naówczas a — b i a=  R,
zatem także b — R, a tern samem CD _]_ MN.

Prosta między dwiema równoległemi do nich prostopadła 
podaje nam ich o d d a l e n i e  (die E n t f e r n u n g ) ;  tak n. p. 
BD (fig. 28). jest oddaleniem prostej AB od prostej CD.

§. 42. 1. Z p u n k t u  l e ż ą c e g o  o b o k  p r o s t e j ,  można  
w y k r e ś l i ć  do niej  t y l ko  j edną  p r o s t o p a d ł ą .

Gdyby bowiem z danego punktu można wykreślić jeszcze 
drugą prostopadłą, otrzymalibyśmy dwie proste, prostopadłe do 
tej samej trzeciej, a więc według §. 41. do siebie równoległe, co 
być nie może, gdyż rzeczone dwie proste mają punkt wspólny, 
a więc przecinają się. Przypuszczenie, że do danej prostej można
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z punktu obok niej leżącego wykreślić dwie prostopadle, dopro
wadza nas do sprzeczności, t. j. do twierdzenia, sprzeciwiającego 
się prawdom, przedtem poznanym; przypuszczenie to jest więc 
błędne.

W podobny sposób można się przekonać o prawdziwości 
twierdzenia.

2. Z p u n k t u  na  l i n i i  p r o s t e j  m o ż n a  w y k r e ś l i ć  
do ni e j  t y l k o  j e d n ą  p r o s t o p a d ł ą .

3 Kąty, mające ramiona parami równolegle alb o 
prostopadle.

§. 43. Niech będzie (fig. 29.) AB || DE i AC || DF.
W I. są ramiona równoległe kątów a i m zwrócone w tę 

samą stronę; ponieważ a =  x  i m =  x jako odpowiednie, przeto 
także a =  m.

Fig. 29.
i. ir. iii.

W II. są równoległe ramiona kątów a i m skierowane 
w strony wprost przeciwne; ponieważ a =  x jako naprzemianlegle, 
a m =  x  jako odpowiednie, więc także i w tym razie a =  m.

W III. mają kąty a i n także ramiona parami równoległe, 
ale tylko jedna para równoległych ramion jest zwrócona w tę 
samą stronę, drugie zaś dwa równoległe ramiona są skierowane 
w strony wprost przeciwne. Ponieważ a -f- y =  2 R, a n =  y, 
przeto także a -f- n =  2 R.

D w a k ą ty , ma j ą c e  r a m i o n a  p a r a m i  r ó w n o l e g ł e ,  
s ą  a l bo  r ó w n e  a l bo s p e ł n i a j ą c e ,  s t o s o w n i e  do 
t ego,  czy o b i e  p a r y  r a mi o n  r ó w n o l e g ł y c h  są s k i e 
r o w a n e  w t ę s a mą  s t r onę ,  czy t eż  t y l k o  j e d n a  p a r a  
j e s t  z w r ó c o n a  w t ę s a mą  s t r onę ,  a d r u g a  w s t r o n y  
w p r o s t  p r z e c i w n e .

§. 44. Niech będzie (fig. 30.) DE AB, a DF J_ AC. Obróćmy 
ramiona DE i DF (uważając je za stale ze sobą połączone, t.j. 
tak, że się ich rozchylenie nie zmienia) kąta EDF około wierz
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chołka D o 90°, by zajęły położenia DE' i DF', to będzie 
DE' || AB a DF' || AC.

W I. mają kąty E'DF' i BAC ramiona parami równoległe 
i zwrócone w tę samą stronę, więc <  E'DF' =  BAC, przeto 
także <  EDF =  <  BAC.

Fig. 30.
I. II.

W II. są ramiona kątów E'DF' i BAC także parami równo
ległe, jednakowoż tylko jedna para ramion jest zwrócona w tę 
samą stronę, drugie zaś dwa ramiona są skierowane w strony 
wprost przeciwne; więc E'DF' *£ BAC =  2 B, przeto 
także -Ź EDF - f  '<£ BAC =  2 E.

D w a  k ą t y ,  k t ó r y c h  r a m i o n a  są do s i eb i e  pr o
s t opadł e . ,  są  a l b o  r ó wn e  a l bo  s p e ł n i a j ą c e .

Kiedy zachodzi pierwszy związek a kiedy drugi?

- Y. O trójkątach.
\ °

1. Określenia.
§. 45. Figurę płaską, ograniczoną trzema odcinkami, nazy- 

w a m y  t r ó j k ą t e m  (das Dr e i e c k) ;  owe trzy odcinki są 
b o k a m i  (di e  Se i t en) ,  ich suma obwode m,  a wielkość 

Fig 31. pola nimi ograniczonego, p o w i e r z c h n i ą
C ( d e r  F l ä c h e n i n h a l t )  trójkąta. Trójkąt
/  n. znaczymy znaczkiem; A.

/  \ .  Trójkąt powstaje, jeżeli trzy punkty, nie
/  'y  leżące na jednej prostej, połączymy zapo-

-^B mocą prostych.
Każdy t r ó j k ą t  ma t r z y  boki, t r zy  kąty i t r z y  wierz

chołki. W trój kącie ABC (lig. 31.) są odcinki AB, BC, AC bo
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kami, A, B, C kątami, a wierzchołki tych kątów w i e r z c h o ł 
k a m i  trójkąta.

Każdemu bokowi dwa kąty są przyległe, a jeden jest prze
ciwległy; do boku AB przylegają n. p. kąty A i B, kąt zaś C 
jest mu przeciwległy.

Które kąty przylegają do boku AC, a które do boku BC? 
Które kąty leżą naprzeciw tych boków?

Każdy kąt trójkąta jest zawarty między dwoma bokami, 
a trzeci bok jest mu przeciwległy; n. p. kąt A jest zawarty 
między AB i AC, a bok BC leży naprzeciw niego.

Między którymi bokami leży kąt B, a między którymi kąt O? 
Które boki leżą naprzeciw kątów B i C?

§. 46. Przedłużywszy jeden bok trójkąta, otrzymamy po
między tern przedłużeniem a przyległym bokiem trójkąta kąt, 
zwany z e w n ę t r z n y m  ( de r Aus s e nwi nke l ) ,  w przeciwstawie
niu do trzech kątów trójkąta, o których dotąd mówiliśmy, a które 
nazywamy k ą t a m i  w e w n ę t r z n y m i  ( i n n e r e  Winkel ) .

Na fig. 32. jest kąt CBD kątem ze
wnętrznym trójkąta ABC; ABC jest 
jego kątem przyległym ; ABC, «i BAC 
i <  ACB są kątami wewnętrznymi trój
kąta ABC.

Przedłużcie każdy bok trójkąta w obie 
^strony; ile kątów zewnętrznych otrzymacie?
Jak wielkie są te z nich, które leżą przy 

tym samym wierzchołku? Wymieńcie do każdego kąta zewnętrznego 
przyległy mu wewnętrzny i oba nieprzyległe.

Fig. 32.

f ld  S U  2. Boki trójkąta.
§. 47JKj j źdy bok t r ó j  k ą t a  j.est m n i e j s z y  od s umy  

d w ó c h  inlfych boków.
Prawdziwość tego twierdzenia jest widoczna; bo idąc drogą 

wzdłuż AC i CB (fig. 31.), by z A dostać się do B, przeby
wamy oczywiście drogę dłnższą, niż idąc drogą prostą AB; 
więc AB <  AC -f- CB.

Z nierówności AB <  AC -f- CB czyli AG -{- CB >  AB, po od
jęciu bądżto po obu stronach CB, bądź AC, otrzymamy AC >  AB 
■— CB i CB >■ AB — AC, to znaczy, że k a ż d y  bok t r ó j k ą t a  
j e s t  w i ę k s z y  od r ó ż n i c y  dwóc h  i n n y c h  boków.
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\  Ze względu na d ł u g o ś ć  boków rozróżniamy trojakie trój
kąty: r ó w n o b o c z n e  ( g l e i c h s e i t i g e )  (fig. 33.1.), w których 
wszystkie trzy boki są równe; r ó w n o r a m i e n n e  ( g l e i c h 
s c h e n k l i g e )  (fig. 33. II.), które mają tylko dwa równe boki, 
i r ó ż n o b o c z n e  ( u n g l e i c h s e i t i g e  D r e i e c k e )  (fig. 33. 
III.), w których wszystkie trzy boki mają różną długość.

Fig. 33.
i n m

c

Narysujcie a) trójkąt równoboczny, b) równoramienny, c) równo
boczny (§. 23).

§. 48. Wyobraźmy sobie, żeśmy trójkąt wystawili na jednym 
z jego boków; bok ten nazywamy p o d s t a w ą  trójkąta (die

Fig. 34. Gr undl i n i e ) ,  a prostopadłą do podstawy, 
z przeciwległego wierzchołka wykreśloną, .wy
s o k o ś c i ą  trójkąta. Jeżeli przyjmiemy w trój
kącie ABC (fig. 34.) bok AB za podstawę, 
będzie linia CD, prostopadła do AB, wyso- 

B  kością trójkąta.
W trójkącie r ó w n o r a m i e n n y m  przyj

muje się zwykle bok nierówny za p o d s t a w ę ;  boki równe 
trójkąta równoramiennego nazywamy r a m i o n a m i  t r ó j k ą t a .  

Odczytajcie na fig. 33. II. podstawę i ramiona trójkąta. /

3. Kąty trójkąta.
§. 49. Chcąc poznać wielkość sumy kątów «, b, c jakiegobądż 

trójkąta ABC (fig. 35.), kreślimy przez punkt C prostą DE ró
wnoległą do AB; otrzymamy w ten spo
sób około wierzchołka C kąty m i n, 
tworzące z kątem c kąt półpełny; a że 
kąt m równa się kątowi a (jako naprze- 
raianległe przy dwóch równoległych 
przeciętych trzecią), a z tego samego po-
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wodu kąt n jest równy kątowi b, przeto suma kątów a, h, cjest 
równa sumie kątów m, c i n, równa się więc 180".

W k a ż d y m t r ó j k ą c i e  s u ma  t r z e c h  k ą t ó w  we 
w n ę t r z n y c h  r ó w n a  s i ę  2 R  c z y l i  180".

§. 50. Z tego ważnego twierdzenia wynikają następujące:
a) Suma  d wóc h  k ą t ó w  w t r ó j k ą c i e  j e s t  z a w s z e  

mni  e j s  z a od 2 R.
Czy trójkąt może mieć dwa kąty proste, albo dwa rozwarte, 

albo jeden prosty, a jeden rozwarty? Ileż kątów ostrych (co naj
mniej) musi mieć każdy trójkąt?

b) Z n a j ą c  d wa  k ą t y  t r ó j k ą t a ,  z n a j d z i e m y  
t r z e c i ,  o d e j m u j ą c  s u mę  z n a n y c h  k ą t ó w  od 180".

Ć) J e ż e l i  dwa  k ą t y  j a k i e g o ś  t r ó j k ą t a  r ó w n a j ą  
s i ę  dwom k ą t o m  i n n e g o  t r ó j k ą t a ,  n a t e n c z a s  
¡ ' t r z e c i  k ą t  p i e r w s z e g o  t r ó j k ą t a  j e s t  r ó w n y  t r z e 
c i e mu  k ą t o w i  d r u g i e g o  t r ó j k ą t a .

d) J e ż e l i  w t r ó j k ą c i e  j e d e n  ką t  j e s t  p r o s t y ,  
s uma  o b u  k ą t ó w  o s t r y c h  r ó w n a  s i ę  90°.

Znając więc jeden kąt ostry w takim trójkącie, można ła
two wyszukać drugi.

Ze względu na w i e l k o ś ć  k ą t ó w  rozróżniamy trójkąty: 
o s t r o k ą t n e  ( s p i t z w i n k l i g e )  (fig. 86. 1.), w których wsz j -

(fig. 36. III.), mające jeden kąt rozwarty, a dwa
W trójkącie prostokątnym nazywamy bok BO, przeciwległy 

kątowi prostemu, p r z e c i w p r o s t o k ą t n i ą  (die H y p o t e 
nuse), a boki AB i AC, przyległe kątowi prostemu, p r z yp r o -  
s t o k ą t n i a m i  (die Ka t he t e n ) .

1
Fig. 36. 

]I 
c

nr
stkie trzy kąty są ostre; 
trójkąty p r o s t o k ą t n e  
( r e c h t wi n k l i g e )  (fig. 
36. II.), w których jeden 
kąt jest prosty, a dwa 
ostre, i trój kąty r o z war- 
t o k ą t n e ( s t u mp f 
w i n k l i g e  Dr e i e c k e )

Zadania. 1. Dane dwa kąty trójkąta:
a) 37° i 71».
b) 82° i 48°;

Moćnik, Geom. I. 3
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c) 50° 48' i 17° 39';
cl) 15° 32' 18" i 62° 50' 57";
e) 64° 47' 33" i 77° 18' 41";
/ )  108° 5' 29" i 38" 43' 31";

obliczyć kąt trzeci.
2. Jeden kąt ostry trójkąta prostokątnego równa się 
a) 63°; b) 37°; c) 27°’ 15'; d) 58° 12' 48"; 

jak wielki jest drugi kąt ostry?
§. 51. Kąt zewnętrzny m (fig. 37.) z przyległym mu kątem 

wewnętrznym b tworzą kąt półpełny, zatem 180°; tę samą sumę 
p-jg 37 (t. j. 180°) otrzymamy także, jeżeli dodamy

C do kąta b oba pozostałe wewnętrzne kąty
A . a i c. Kąt zewnętrzny m musi zatem być

/  \  tak wielki, jak kąty a i c razem wzięte.
/  \  K ą t z e w n ę t r z n y  t r ó j k ą t a  ró-

/cl________o\m 11 w n a s i ę s u m i e  obu  k ą t ó w  we wn ę -
^  ■“ t r z n y c h j e m u n i e p r z y l e g ł y c h .

Stąd wynika, że kąt zewnętrzny jest zawsze większy od 
każdego z kątów wewnętrznych, jemu nieprzyległych.

Zadania.
1. Jak wielki jest kąt zewnętrzny trójkąta, którego kąty 

ryewnętrzne, nieprzylegle kątowi zewnętrznemu, mają 38° 35' 28" 
i 59° 18' 46"?

2. Kąt zewnętrzny trójkąta ma 86°, a jeden z nieprzyległych 
mu kątów wewnętrznych 57° 48'; jak wielkie są pozostałe dwa 
kąty tego trójkąta?

3. W trójkącie prostokątnym ma jeden z kątów zewnę
trznych a) 106°, b) 118° 50', c) 141° 37' 42"; jak wielki jest 
drugi kąt zewnętrzny przy drugim końcu przeciwprostokątni?

Fig. 38. 4‘ Jeżeli przy każdym wierzchołku trój
kąta wykreślimy po jednym kącie zewnętrznym, 
jak wielka będzie suma tych kątów?

§. 52. Przyjmując w t r ó j k ą c i e  r oz-  
w a r t o k ą t n y m  (fig. 38.) jeden z boków przy- 
ległych kątowi rozwartemu, n. p. bok AB, za 
podstawę, wykreślmy z wierzchołka C prosto

padłą do podstawy ; prostopadła ta nie padnie wewnątrz trójkąta, 
bo w takim razie otrzymalibyśmy trójkąt mający jeden kąt prosty,

D  A



a jeden rozwarty, co być nie może; wysokość CD musi więc le
żeć poza polem trójkąta i przecinać podstawę na jej przedłużeniu.

Wykreślcie trójkąt ostrokątny, trójkąt rozwartokątny i prosto
kątny i narysujcie w nich wszelkie możliwe wysokości. Jakie poło
żenie mają wysokości w każdym z tych trójkątów ?

4. /w iązek między bokami a kątami trójkąta.
§. 53. 1. Niech będzie w trójkącie ABC (fig. 39.) bok AC =  BC.

Fig. 39.
C c '

A na B, a bok B'A' na AB, 
więc także B =  A.

Z tego wynika: 
Na p r z e c i w r ównyc h  

kąty.

Wykreślmy trójkąt ABC 
jeszcze raz, ale odwrócony, 
jak to A'B'C' wskazuje; w ta
kim razie można A  B'C'A' 
położyć tak na A  ACB, żeby 
się kąty C i C' nakryły; wtedy 

Xi padnie punkt B, na A' punkt 
zatem kąt B' =  A; a że B' =  B,

boków t r ó j k ą t a  l e ż ą  r ówne

2. Jeżeli na odwrót w trójkącie ABC kąt B r= A, to można 
w podobny sposób, nakrywając bokiem B'A' bok AB, wykazać, 
że bok AC =  BC, tj.:

Na p r z e c i w  r ó wn y c h  k ą t ó w t r ó j k ą t a  l e ż ą  r ó wn e  
boki .

Z pierwszego twierdzenia wynika że:
а) W t r ó j k ą c i e  r ó wn o r a mi e n n y m k ą t y  l e ż ą c e  

p r z y  p ods t a wi e ,  są równe.
б) W t r ó j k ą c i e  r ó wn o b o c z n y m ws z ys t k i e  t r z y  

k ą t y  są równe.
Zadania.
1. Ile stopni ma każdy kąt trójkąta równobocznego?
2. Jak wielkie są kąty przy podstawie trójkąta równora

miennego, jeżeli kąt u wierzchołka jest kątem prostym?
3. Kąt u wierzchołka trójkąta równoramiennego równa się 

o) 23° 35' b) 65° 10' 36", c) 118° 48' 28"; jak wielkie są kąty 
przy podstawie leżące?

4. Jak wielki jest kąt u wierzchołka w trójkącie równo
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ramiennym, jeżeli kąt przy podstawie równa się «) 15° 12', 6) 48° 
5' 49", c) 73° 41' 17"?

5. Kąt zewnętrzny trójkąta równoramiennego, leżący przy 
wierzchołku, równa się a) 82° 13' 55", b) 113° 51' 10", c) 136° 
17' 32"; jak wielkie są kąty wewnętrzne?

6. Kąt zewnętrzny przy podstawie trójkąta równoramiennego 
równa się d) 120° 53' 37", b) 144° 31' 29", c) 151° 47'23"; jak 
wielkie są kąty wewnętrzne?

§. 54. Jeżeli (fig. 40.) Ali =  AD, to trójkąt ABD jest równo
ramienny, więc kąty m i n, leżące przy jego podstawie, są sobie 

równe. Przedłużywszy AD do punktu C 
i wykreśliwszy BC, otrzymamy kąt ABC 
większy od m, kąt zaś ACB o tyleż mniej
szy od kąta n, gdyż trzeci kąt A trójkąta 
pozostał niezmieniony. W trójkącie ABC jest 
więc bok AC <  AB, a zarazem kąt ABC 
<  ACB. Z tego wynika:

1. W k a ż d y m  t r ó j k ą c i e  l eży  n a p r z e c i w wi ę 
k s z e g o  boku ką t  w i ę k s z y ;  i na odwr ót :

2. W k a ż d y m t r ó j k ą c i e  l eży n a p r z e c i w  wi ę 
k s z e go  k ą t a  bok  wi ększy.

W trójkącie p r o s t o k ą t n y m  największym bokiem jest 
przeciwprostokątnia, a w trójkącie r o z w a r t o k ą t n y m  bok, 
który leży naprzeciw kąta rozwartego.

§. 55. Wykreśliwszy z punktu A do prostej BC (fig. 41.) 
prostopadłą AD i kilka pochyłych, jak AE, AF i AG, otrzy
mamy trójkąty prostokątne ADE, ADF i ADG, w których AD 
jest przyprostokątnią, AE, AF i AG są przeciwprostokątniami. 
Ponieważ przeciwprostokątnia jest vViększa od przyprostokątni,

przeto każda z pochyłych AE AF, 
AG jest dłuższa od prostopadłej AD.

P r o s t o p a d ł a  j e s t  n a j k r ó t 
s z a  ze w s z y s t k i c h  p r o s t yc h ,  
j a k i e  z d a n e g o  p u n k t u  do p r o
s t e j  w y k r e ś l i ć  można.

Z tego powodu mierzymy odda 
l en i e  punktu od prostej prostopadłą, 

wykreśloną z owego punktu do prostej.

Fig. 41. 
A
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§. 56. Gdy do promienia ÓA (fig. 42.) wykreślimy w jego 
końcowym punkcie A prostopadłą BC i jakikolwiek jej punkt D 

połączymy ze środkiem koła, będzie prosta 
łącząca DO, jako ukośna, dłuższa od prosto
padłej, a więc od promienia AO, Punkt D leży 
więc poza kołem (§. 20.). Prosta BC ma zatem 
z linią kołową tylko punkt A wspólny, wszyst
kie zaś inne jej punkty leżą poza kołem.

P r o s t o p a d ł a  do p r o mi e n i a ,  wy
k r e ś l o n a  w j e g o  p u n k c i e k o ń c o w y m ,  
j e s t  s t y c z n ą  koł a .

5. Położenie symetryczne.

§.57. Dwa p u n k t y  l e ż ą  s y m e t r y c z n i e  w z g l ę d e m  
pr os t e j ,  jeżeli odcinek, który je łączy, jest do tej prostej prosto
padły i przez nią przepołowiony. Prostą tę nazywamy w takim 

Fig 43 razie o s i ą  s y  me t r y  i albo syme-
C  t r a l n ą  (Symmetrieachse albo Symme-

trale). Jeżeli (fig. 48.) CD jest prosto
padłe do AB i AD =  BD, to punkty 
A i B leżą symetrycznie względem pro- 

D B stej CD, która jest ich symetralną.
Dwa u t w o r y  p ł a s k i e l e ż ą  sy

m e t r y c z n i e  wz g l ę d e m p r o s t e j ,  jeżeli każdemu punktowi 
jednego utworu odpowiada symetrycznie leżący punkt drugiego 
utworu. Dwa symetrycznie leżące utwory, jak n. p. ADC i BDC 
(fig. 43.), nakryją się, jeżeli jeden z nich obrócimy odpowiednio 
około symetralnej CD.

U t w ó r  p ł a s k i ,  jak np. A  ABC, nazywa się s y m e 
t r y c z n y m,  jeżeli zapomoeą prostej (symetralnej) daje się po
dzielić na dwie części, leżące symetrycznie.

§. 58. Każdy o d c i n e k  p r os  tej  jest utworem symetrycz
nym. S y m e t r a l n ą  o d c i n k a  j e s t  p r o s t o p a d ł a  do 
ni ego,  w y k r e ś l o n a  w j e g o  ś r odku .

Niech będzie CD (fig. 44.) symetralną odcinka AB, więc 
AC =  BC i CD _L AB.

Fig. 42.
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Fig 44
D JV

M

Połączmy dowolny punkt tej symetralnej, 
np. punkt M z A i B, i obróćmy trójkąt pro
stokątny ACM około symetralnej OM, to na
kryje trójkąt BCM, zatem AM =  BM, t. j. 
punkt M jest równo odległy od punktów A i B.

np. N, ma od A i B nierówne odległości AN 
i BN; bo kąt ABN jest większy od ABM, a więc także większy 
od kąta BAN, który się równa kątowi ABM; zatem w A  ABN 
także bok AN >• BN. Z tego wynika:

K a ż d y  p u n k t  s y me t r a l n e j  o d c i n k a  ma od obu 
końc ów t ego  o d c i n k a  r ówne  odl eg ł oś c i ,  k a ż d y  zaś  
i nny  p u n k t  n i e r ówne ,  i naodwrót:

J e ż e l i  p u n k t  j a k i ś  j e s t  r ówno  od l e g ł y  od obu 
końc ów odc i nka ,  w t a k i m r a z i e  punkt  t en  l eży na 
s y me t r a l n e j  t ego  o d c i nka ;  w p r z e c i w n y m r a z i e  l eży  
poza  s y me t r a l n ą .

Twierdzenie to można także tak wysłowić:
Mi e j s cem g e o m e t r y c z n e m  (§. 23. 2) punktów, równo 

odległych od dwóch danych punktów, jest symetralna odcinka, 
łączącego te dwa punkty.

§. 59. Niech będzie w trójkącie ABC 
(fig. 45.) DO symetralną boku AB, FO zaś 
symetralną boku AC. Punkt przecięcia O obu 
tych symetralnych jest równo odległy od 
punktów A i B (bo leży na symetralnej 
odeinka AB) i od A i C (bo leży na syme
tralnej odcinka AC), zatem jest także rówTno 
oddalony od punktów B i C, i z tego powodu 
leży także na symetralnej boku BC.

S y m e t r a l n e  boków t r ó j k ą t a  p r z e c i n a j ą  s i ę w j e 
dnym punkc i e ,  k t ó r y  j e s t  r ówno  oda l ony  od t r z e c h  
w i e r z c h o ł k ó w  t r ó j k ą t a .

Koł o zakreślone promieniem OA z punktu O, w którym 
się przecinają symetralne boków trójkąta, p r z e c h o d z i  p r zez  
w s z y s t k i e  t r z y  w i e r z c h o ł k i  t r ó j ką t a .  Koło takie nazy
wamy ko ł em o p i s a n e m  na trójkącie (ein u mg e s c h r i e b e -  
ne r  Krei s ) .

Fig. 45.
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Na k a ż d y m t r ó j k ą c i e  mo ż n a  o p i s a ć  koło.
Wykreślcie trójkąt, w którym boki, 28 mm i 40 m m  długie, 

tworzą kąt 60°, i opiszcie na nim koło.
§. 60. Każdy k ą t jest utworem symetrycznym. Syme-  

t r a l n ą  k ą t a  j e s t  p r os t a ,  k t ó r a  go poł owi ,  c z y l i  t ak  
z wa n a  d w u s i e c z n a  kąt a .

Niech będzie CD (fig. 46.) symetralną kąta ACB, a więc 
kąt ACD =  BCD.

Jeżeli z dowolnie obranego punktu symetralnej, np. z punktu 
M, wykreślimy prostopadłe do ramion kąta ACB, otrzymamy 
trójkąty prostokątne MPC i MQC.

Obróćmy A  MPC około symetralnej CD, 
a nakryje on A  MQC; zatem MP =  MQ, 
tj. punkt M jest równo odległy od ramion 
kąta ACB. Każdy zaś punkt, nie leżący na 
symetralnej, np. punkt N, ma od ramion kąta 
ACB nierówne odległości NP i NR. Albowiem 
wykreśliwszy NQ, otrzymamy NP =  NM -f- 
MP =  NM +  MQ >  NQ; ale NQ >  NR 
(§. 55.), zatem tem bardziej NP >  NR.

Z tego widzimy, że:
K a ż d y  p u n k t  s y m e t r a l n e j  k ą t a  j e s t  r ówno  o d d a 

lony od obu r a mi o n ;  k a ż d y  zaś  i nny  punkt ,  l e ż ą c y  
na polu ką t a ,  j e s t  od r a mi o n  t ego k ą t a  n i e r ó wn o  od
d a l ony ;  i n a o d wr ó t :

J e ż e l i  o d d a l e n i a  j a k i e g o ś  p u n k t u  od r ami on  
k ą t a  są r ó wn e /  n a t e n c z a s  p u n k t  t en l eży na s y m e 
t r a l n e j  k ą t a ;  l eży zaś  poza  s y me t r a l n ą ,  g d y  te od
d a l e n i a  są n i e r ówne .

Twierdzenie to można także tak wysłowić:
Mi e j s cem g e o me t r y c z n e m  punktów, leżących na polu 

danego kąta i od jego ramion równo odległych, jest l i n i a  po
ł o wi ą c a  ów ką t  czyli jego d w u s i e c z n a  ( Ha l b i e r u n g s -  
l inie).

§. 61. Niech będzie w trójkącie ABC (fig. 47.) AO syme
tralną kąta BAC, a CO symetralną kąta AOB. Punkt O, w którym

Fig. 46.
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się obie te symetralne przecinają, 
jest równo oddalony od AB i AC 
(ponieważ leży na symetralnej 
kąta BAC) i od ramion AC i BC 
(bo leży na symetralnej kąta ACB), 
zatem jest także równo odległy 
od ramion AB i BC i z tego po
wodu leży także na symetralnej 
kąta ABC.

S y m e t r a l n e  k ą t ó w t r ó j k ą t a  p r z e c i n a j ą  s i ę  w je
dnym punkc i e ,  k t ó r y j e s t  r ówno  o d d a l o n y  od ws z y s t 
ki ch t r z e c h  boków t ego t r ó j ką t a .

Jeżeli z punktu O, w którym przecinają się symetralne kątów 
trójkąta, zakreślimy kolo promieniem OD, będą boki trójkąta 
styeznemi tego koła (§. 56.), a koło b ę d z i e  s i ę s t y k a ł o  zę 
w s z y s t k i m i  t r z e ma  boka mi  t r ó j ką t a .  Takie koło nazy
wamy ko ł em wp i s a n e m w trójkąt (ein e i n g e s c h r i e b e 
ne r  Kreis) .

W k a ż d y  t r ó j k ą t  moż na  wp i s a ć  koło.
Zadanie.
Wpiszcie koło w trójkąt, którego bok równa się 42 mm, 

a kąty temu bokowi przyległe mają 60° i 45°.

6. Zadania konstrukcyjne.
§. 62. 1. Wy k r e ś l i ć  s y m e t r a l n ą  da n e g o  o d c i n k a

Wyszukajmy (według §. 23. 3.J takie 
dwa punkty C i D, żeby każdy z nich był 
równo odległy od punktów końcowych A i B 
danego odcinka, to prosta CD będzie syme
tralną odcinka AB (§. 58.).

Rozwiązanie tego zadania jest więc 
następujące: Ażeby wykreślić symetralną 
odcinka, zakreśla się z jego końców tym 
samym promieniem u góry i u dołu Inki 
kołowe, które przecinają się w dwóch 

punktach, i te punkty łączy się zapomocą prostej.
Ta sama konstrukcya rozwiązuje także zadania:

AB (fig. 48.). 
Fig. 48

*

£ -B

X 1')

Fig. 47.
c
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W y k r e ś l i ć  s y m e t r a l n ą  dwó c h  d a n y c h  punktów' .  
D a n y  o d c i n e k  p r z e p o ł o w i ć .
2. Wykreślcie kilka odcinków i podzielcie każdy z nich naj

pierw na oko, a potem geometrycznie na dwie równe części.
3. Podzielcie odcinek na 4, 8 równych części.
4. Połączcie środki boków trójkąta z przeciwległymi wierz

chołkami czyli wykreślcie tak zwane d o ś r o d k o w e  (Mittel
linien) trójkąta. W ilu punktach przecinają się te trzy dośrodkowe?

5. Wykreślcie dowolny trójkąt i opiszcie na nim koło (§. 59.). 
§. 63. 1. W y k r e ś l i ć  s y m e t r a l n ą  d a n e g o  k ą t a  BAC

(fig. 49.).
Wyznacza się na ramionach |dwa punkty 

M i N, któreby od wierzchołka A były równo 
odległe, a następnie szuka się na połu kąta 
takiego punktu D, któryby od M i N był 
równo ndległy. Prosta AD jest wtedy sy
metralną odcinka MN, a także symetralną 
kąta BAC, jak się o tein przez nakrycie 
przekonać można.

Konstrukcya: Ażeby otrzymać syme
tralną kąta, zakreśla się z wierzchołka łuk, 
który przecina oba ramiona; z punktpw 

przecięcia zakreśla się tym samym promieniem dwa łuki, które 
się przecinają w jakimś punkcie, i ten punkt łączy się z wierz
chołkiem danego kąta.

W ten sam sposób rozwiązuje się zadanie:
D a n y  ką t  p r z e po ł owi ć .
2. Podzielcie dany kąt na 4, 8 równych części.
3. Wykreślcie dowolny trójkąt i wpiszcie weń koło (§. 61.). 
§. 64. 1. do d a n e j  p r o s t e j  AB (fig. 50.) w y k r e ś l i ć

p r o s t o p a d ł ą  z p u n k t u  C, k t ó r y  o b o k  ni ej  l eży.
Fig. 59. 

C

E
A r B

)k
D

Szuka się na danej prostej dwóch 
punktów M i N, któreby od danego 
punktu C były równo odległe, i wykre
śla się symetralną CD punktów M i N. 
Symetralną ta jest prostopadła do AB.

Mamy zatem następujące rozwią
zanie :

Ażeby z punktu leżącego obok
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danej prostej, wykreślić do niej prostopadłą, zakreśla się z owego 
punktu promieniem dostatecznie długim łuk, który przecina daną 
prostą w dwóch punktach; z tych punktów zakreśla się znowu tym 
samym promieniem dwa luki i ich punkt przecięcia łączy się zapo- 
mocą prostej z danym punktem. Prosta ta jest żądaną prostopadłą 

Ta sama konstrukcya rozwiązuje także zadanie:
Z n a l e ź ć  p u n k t ,  l e ż ą c y  s y m e t r y c z n i e  z d a n y m 

p u n k t e m  w z g l ę d e m  d a n e j  p r o s t e j .
2. Wykreślcie z wierzchołków trójkąta prostopadłe do prze

ciwległych boków. — W ilu punktach przecinają się te trzy wy
sokości trójkąta?

§. 65. 1. Do da ne j  p r o s t e j  AB (fig. 51.) w y k r e ś l i ć  
p r o s t o p a d ł ą  w d a n y m p u n k c i e  C, k t ó r y  na t ej  p r o 
s t e j  l eży.

Fig. 51. 
2hX

4
2. W p u n k c i e  

w y k r e ś l i ć  do n i ego  p r o s t o p a d ł ą

Ro z wi ą z a n i e .  Wyznacza się 
na danej prostej takie 2 punkty M 
i N, żeby CM =  CN, i wykreśla się 
ich symetralną CD, zakreślając w tym 
celu z M i N tym samym promieniem 
łuki kołowe, które się przecinają 
w punkcie D.

k o ń c o w y m  A (fig. 52.) o d c i n k a  AB

B

Fig. 52. Ro z wi ą z a n i e .  Zakreśla się z A dowol
nym promieniem łuk, który przecina AB 
w punkcie D; tym samym promieniem prze
cina się dawniejszy łuk w E, a następnie za
kreśla się tymże promieniem nowy łuk który 
przecina prostą, przechodzącą przez D i E , 
w punkcie F. Prosta AF jest prostopadła do AB 

Łatwo przekonać się o rzetelności tęga 
rozwiązania. Według wykreślenia bowiem 

trójkąt ADE jest równoboczny, zatem każdy jego kąt ma 60°. 
Trójkąt EAF jest równoramienny, przeto kąty przypodstawue F 
i EAF są równe; a że kąt wierzchołkowy AEF ma 120°, przeto 
oba kąty przy podstawie mają razem 60°, a każdy z nich po
łowę, t. j. 30°. Oczywista więc, że <£ DAF =  <£ EAD - f  <£ 
EAF =  60° f  30° =  90°, czyli AF _j_ AB.

B
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§.66. G e o m e t r y c z n e  w y k r e ś l e n i e  k ą t ó w  dane j  
wi e l koś c i .

1. Wykreślić kąt a) 60°, b) 30°.
a) Kreślimy trójkąt równoboczny.
b) Wykreślamy kąt 60"i dzielimy go na dwie równe części.

2. Wykreślić kąt a) 120°, b) 150°.
a) Wykreślamy kąt 60°, a potem do niego kąt przyległy.
b) Wykreślamy kąt przyległy do kąta 30°.

3. Wykreślić kąt a) 150, b) 165°.
4. W y k r e ś l i ć  kąt a) 90°, b) 45".

a) Kreślimy dwie proste prostopadłe do siebie (według 
§. 64 albo §. 65.), lub też dodajemy do 60° kąt 30", jak na fig. 52.

b) Połowimy kąt 90°.
5. Wykreślić kąt 75".

Dodajmy do 45° kąt 30°.
6. Narysować kąt a) 105°, ó) 135°.

Wykreślamy kąty przyległe do a) 75°, b) 45°.
7. P o d z i e l i ć  ką t  p r o s t y  na 3 r ówne  częśc i .
Na jednem ramieniu kąta prostego wykreślamy trójkąt 

równoboczny, n. p. ADE (fig. 52.), a następnie połowimy kąt DAE.
8. Kąt prosty podzielić na 6, 8 równych części.
9. Kąt półpelny podzielić na 3, 4, 6, 8 równych części.
§. 67. P r z e z  p u n k t  C (fig. 53.), leżący obok  da ne j  

p r o s t e j  AB, wy k r e ś l i ć  do niej  r ó wn o l e g ł ą .
Fig. 54.

Fig. 53.
t.---------------J

A D  B /  i_________
A - D  N  B

Poznamy tu dwa rozwiązania tego zadania: 
a) Wykreśliwszy z danego punktu C prostopadłą CD do 

prostej AB, kreślimy w punkcie C prostą CF prostopadłą do 
CD; ponieważ CF i AB są prostopadłe do tej samej prostej CD, 
przeto są do siebie równoległe (§. 41.).
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6) Wykreśliwszy przez punkt dany C (fig. 54.) dowolną prostą, 
przecinającą daną prostą w punkcie D, rysujemy przy punkcie C 
kąt PCQ równy kątowi CDB; z powodu równości odpowiednich 
kątów PCQ i CDB, proste CQ i AB muszą być równoległe.

VI. O przystawaniu trójkątów.
1. Wykreślanie trójkątów i leli przystawanie.

§. 68. Dwa trójkąty są p r z y s t a j ą c e  (congruent ) ,  jeżeli 
mają jednakową wielkość i kształt jednakowy, jeżeli więc do
kładnie się nakrywają, gdy jeden na drugim odpowiednio poło
żymy. Znakiem przystawanie jest: 52

Aby się dwa trójkąty zupełnie nakryły, muszą wszystkie ich 
części składowe, t. j. trzy boki i trzy kąty, być odpowiednio 
równe. Zatem:

W p r z y s t a j ą c y c h  t r ó j k ą t a c h  l eżą n a p r z e c i w r ó 
wnyc h  boków r ó wn e  kąty,  a n a p r z e c i w  r ó wn y c h  ką 
t ów r ówne  boki .

Ponieważ wielkość niektórych boków i kątów trójkąta wy
znacza także wielkość innych części składowych tego trójkąta, 
n p. wielkość dwóch kątów wyznacza kąt trzeci, przeto o przy
stawaniu dwóch trójkątów wnioskować możemy już z równości 
mniej niż sześciu części składowych trójkątów.

Chcąc się dowiedzieć, ile części składowych dwóch trój
kątów i które z njch muszą być odpowiednio równe, ażeby owe 
trójkąty przystawały do siebie, potrzeba zbadać, ile i jakie części 
składowe trójkąta znać musimy, by narysować trójkąt pewnej 
wielkości i pewnego kształtu, ponieważ wszystkie trójkąty, ma
jące te części składowe wspólne, muszą przystawać do siebie.

1. Jeżeli dana jest tylko j e d n a  część składowa trójkąta, 
mianowicie jeden tylko bok lub jeden kąt, można nakreślić 
bardzo wiele różnych trójkątów, mających ów bok lub kąt 
wspólny. J e d n a  część składowa nie wyznacza zatem ani 
wieikości ani kształtu trójkąta.

2. Także dwi e  części składowe (t. j. dwa kąty, albo jeden 
bok i kąt przyległy temu bokowi, albo bok i kąt przeciwległy,



albo njjriszcie dwa boki) nie wyzuaczają dokładnie trójkąta, 
można bowiem wykreślić niezmiernie wiele trójkątów, mających 
te dwie części składowe równe, a inne nierówne. Dwi e  części 
składowe nie wyznaczają przeto dokładnie wielkości i kształtu 
trójkąta.

3. Gdy mamy dane t r z y  części składowe trójkąta, mogą 
to być:

a) trzy kąty;
b) bok i dwa kąty (oba przyległe danemu bokowi, albo je

den przyległy, a drugi przeciwległy;
c) dwa boki i kąt między nimi zawarty;
d) dwa boki i kąt jednemu z nich przeciwległy;
e) trzy boki.
Ponieważ z wielkości dwóch kątów trójkąta łatwo wyszukać 

jego kąt trzeci, a dwa kąty nie wyznaczają dokładnie trójkąta, 
przeto także i trzy kąty trójkąta nie podają jego wielkości. Zna
jomość samych tylko kątów nie wystarcza do wykreślenia trój
kąta. Pozostają nam zatem tylko cztery ostatnie przypadki.

§. 69. W y k r e ś l i ć  t r ó j k ą t ,  j e ż e l i  z n a m y j e d e n  bok  
i dwa  ką t y .

Dane dwa kąty albo oba są przyległe danemu bokowi, 
albo jeden jest przyległy, a drugi przeciwległy.

a) Niech będzie dany bok a (lig. 55.), dane zaś kąty 5Sa 
i 47° niech będą temu bokowi przyległe.

Fig. 55.

Mi

Kreśląc AB =  a, mamy już wyznaczone dwa wierzchołki 
trójkąta, t. j. A i B. Gdy następnie wykreślimy przy A kąt 58®, 
a przy B kąt 47®, proste AC i BC, które z bokiem AB tworzą te 
kąty, wyznaczą położenie drugiego i trzeciego boku szukanego 
trójkąta; trzeci wierzchołek C musi przeto leżeć w punkcie, 
w którym się te proste przecinają. Z trzech więc danych części 
składowych otrzymaliśmy trójkąt ABC, który ma oznaczoną 
wielkość i kształt dokładnie oznaczony.
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Jeżeli z tych samych danych trzech części składowych wy
kreślimy drugi trójkąt A'B'C', to trójkąt ten musi mieć z trój
kątem ABC równą wielkość i kształt jednakowy; gdy zatem 
jeden z tych trójkątów tak położymy na drugim, by ich równe 
części składowe przypadły na siebie, oba trójkąty dokładnie się 
nakryją; są więc przystające.

Z tego wynika:
1. J e d e n  bok i dwa  p r z y l e g ł e  mu k ą t y  d o k ł a d n i e  

w y z n a c z a j ą  t r ó j k ą t .
2. (I. przypadek przystawania). Dwa t r ó j k ą t y  p r z y 

s t a j ą  do s i eb i e ,  j e ż e l i  ma j ą  j e d e n  bok i d wa  kąt y,  
p r z y l e g ł e  t e mu  bokowi ,  o d p o w i e d n i o  równe .

I) Jeżeli mamy dany bok trójkąta, kąt temu bokowi przy
legły i kąt przeciwległy, oznaczymy z łatwością kąt trzeci, 
a znająe bok i dwa kąty przyległe, wykreślimy trójkąt jak 
w przypadku a). Dlatego możemy ogólnie powiedzieć: J e d e n  
bok  i dwa  k ą t y  d o k ł a d n i e  w y z n a c z a j ą  t r ó j k ą t .

Z powodu równości kątów prostych możemy twierdzić 
o trójkątach prostokątnych:

Dwa t r ó j k ą t y  p r o s t o k ą t n e  p r z y s t a j ą  do s ie b ie , 
j e ż e l i  ma j ą  1. p r z e c i w p r o s t o k ą t n i ę  i j e d e n  k ą t  
os t r y ,  l ub 2. p r z y p r o s t o k ą t n i ę  i j e d e n  k ą t  o s t r y  
o d p o w i e d n i o  równe.

Zadania.
1. Wykreślcie trójkąt, którego bok równałby się 3 cm 9 mm, 

a kąty przyległe miałyby 60° i 45°.
2. Wykreślcie trójkąt, w którym do boku 35 mm przylegają 

kąty 60° i 75°, i wpiszcie w ten trójkąt koło.
3. Wykreślcie trójkąt, którego bok ma 47 mm, kąt przy

legły 45°, a kąt przeciwległy 75°.
4. Wykreślcie trójkąt prostokątny, jeżeli są dane:
a) przyprostokątnia (45 mm) i przyległy kąt (30°);
b) przyprostokątnia (3 cm.) i kąt przeciwległy (75°);
c) przeciwprostokątnia (4 cm) i kąt przyległy (45®).
5. Narysujcie trójkąt równoboczny, jeżeli dana jest jego 

wysokość (23 mm).
6. Wykreślcie trójkąt równoramienny, jeżeli są dane:
a) podstawa (38 mm) i kąt przyległy (75").



b) podstawa (3 cm) i kąt przeciwległy (150°);
c) ramię (26 mm) i kąt przy podstawie (30°).
§. 70. W y k r e ś l i ć  t r ó j k ą t ,  j e ż e l i  d a n e  są  d wa  

b o k i  i ką t  m i ę d z y  n i mi  z a w a r t y .
Niech a i b (fig. 56.) będą danymi bokami, a kąt między

Aby z tych trzech części 
składowych narysować trój
kąt, wykreślamy najpierw kąt 
A =  50°, a na ramionach tego 
kąta odcinamy dane boki a i 6; 
wyznacza to położenie wierz
chołków B i C, oraz długość 

i położenie trzeciego boku. Trójkąt ABC jest więc żądanym 
trójkątem.

Jeźelibyśmy z tych samych trzech części składowych nary
sowali drugi trójkąt, musiałby ten drugi trójkąt równać się trój
kątowi ABC tak co do wielkości, jak i co do kształtu.

Z tego wynika:
1. D w a b o k i  i k ą t  m i ę d z y  n i m i  z a w a r t y  w y z n a 

c z a j ą  d o k ł a d n i e  t r ó j k ą t .
2. (II. przypadek przystawania). D w a t r ó j k ą t y  p r z y 

s t a j ą  do s i eb i e ,  j e ż e l i  m a j ą  d w a  b o k i  i k ą t  m i ę d z y  
t ymi  b o k a m i  z a w a r t y ,  o d p o w i e d n i o  r ówne .

Dwa  t r ó j k ą t y  p r o s t o k ą t n e  są z atena p r z y  s t a j  ące, 
j e ż e l i  ma j ą  obi e  p r z y p r o s t o k ą t n i e  o d p o w i e d n i o  
r ówne .

Zadania.
1. Wykreślcie trójkąt o bokach 2 cm i 3 cm długich, jeżeli 

kąt zawarty między nimi równa się 60°.
2. Dwa odcinki, 27 mm i 32 mm długie, mają być bokami 

trójkąta; narysujcie trójkąt, jeżeli kąt leżący między tymi bo
kami ma a) 45°, b) 75°, c) 90°.

3. Wykreślcie trójkąt, w którym boki, 48 mm i 30 mm dłu
gie, tworzą kąt 75°, i opiszcie na tym trójkącie koło.

4. Wykreślcie trójkąt równoramienny, którego ramię równa 
się 38 mm, a kąt u wierzchołka ma 150°.

nimi zawarty niech ma !50°. 
Fig. 56.

1_______a______
C
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5. Narysujcie trójkąt prostokątny, którego przyprostokątnie 
są 4 cm 2 mm i 3 cm 6 »»» długie.

6. Wykreślcie trójkąt prostokątny równoramienny, którego 
przyprostokątnia równa się 3 cm.

7. Wykreślcie trójkąt równoramienny, jeżeli dana jest jego 
podstawa (32 mm) i wysokość (22 mm).

§. 71. W y k r e ś l i ć  t r ó j k ą t ,  j e ż e l i  d a n e  s ą  d wa  
boki  i k ą t  j e d n e m u  z n i c h  p r z e c i w l e g ł y .

Zachodzić tn mogą dwa przypadki: albo kąt leży naprze- 
większego z danych boków, albo naprzeciw mniejszego.

a) Niech a i b (fig. 57).
ci w

Fig. 57.

h

/»*

będą danymi bokami 
i niech będzie a > . i ;  
kąt przeciwległy dłuż
szemu bokowi niech się 
równa 71°.

Wykreśliwszy kąt A 
=  710 i odmierzywszy 

na jednem jego ramieniu AC =  b, mamy już wyznaczone dwa 
wierzchołki szukanego trójkąta, t. j. A i C.

Trzeci wierzchołek B musi leżeć na drugiem ramieniu AB, 
gdy jednak od wierzchołka C ma być oddalony o długość a, 
leży więc także na linii kołowej, zakreślonej z C promieniem 
a; czyniąc zaś zadość obu warunkom, musi być punktem prze
cięcia się tej linii kołowej z prostą AB. Linia kołowa przecina 
prostą AB w punktach B i B',< które połączone z 0 dają dwa 
trójkąty ABC i AB'C. Z tych trójkątów tylko pierwszy tj. ABC od
powiada warunkom zadania, gdyż drugi trójkąt AB'0 ma 
wprawdzie także dane dwa boki, ale nie ma danego kąta, lecz 
kąt jemu przyległy.

Dane trzy części składowe wyznaczają więc trójkąt a gdy 
z nich narysujemy inny trójkąt, będzie miał tę samą wielkość 
i ten sam kształt, co trójkąt ABC.

1. D w a b o k i  i k ą t  w i ę k s z e m u  z n i ch  p r z e c i w 
l e g ł y  w y z n a c z a j ą  d o k ł a d n i e  t r ó j k ą t .

2. (III. przypadek przystawania). Dwa  t r ó j k ą t y  p r z y 
s t a j ą  do s i ebi e ,  j e ż e l i  m a j ą  d wa  bok i  i kąt ,  w i ę k 
s z e m u  b o k o w i  p r z e c i w l e g ł y ,  o d p o w i e d n i o  r ó w n e .



Ponieważ w trójkącie prostokątnym przeciwprostokątnia jest 
najdłuższym bokiem, a kąt jej przeciwległy, jako prosty, jest 
zawsze znany, przeto:

D w a t r ó j k ą t y  p r o s t o k ą t n e  p r z y s t a j ą  do s i e b i e ,  
j e ż e l i  m aj*ą p r z e c i w p r o s t o k ą t n i e  i j e d n ą  p r z y p r o -  
s t o k ą t n i ę  o d p o w i e d n i o  r ówne .

b) Zastanówmy się teraz nad drugim przypadkiem, jaki za
chodzie może w zadaniu, podanem w §. 71.

Niech będą a i b (fig. 58.) danymi bokami, ale niech będzie 
a < 5 , a kąt przeciwległy mniejszemu bokowi niech się równa 42®.

Postępując tak, jak pod 
a), otrzymamy dwa trójkąty 
ABC i AB'C; oba te trójkąty 
różnią się wielkością i kształ
tem, chociaż oba mają dwa 
dane boki i kąt dany. Dwa 
boki i kąt, mniejszemu z nich 
przeciwległy, nie wyzna

czają zatem dokładnie trójkąta; nie można też z równości tych 
części składowych wnioskować o przystawaniu trójkątów.

Zadania.
1. Wykreślcie trójkąt, jeżeli jeden jego bok równa się 2 cm. 

drugi 3 cm 5 mm, a kąt drugiemu bokowi przeciwległy ma 75".
2. Wykreślcie trójkąt prostokątny, którego przeciwprosto

kątnia jest 5 cm, a przy pros tokątnia 3 cm długa.
3. Narysujcie trójkąt równoramienny, jeżeli dane jest jego 

ramię (38 mm) i wysokość (29 mm).
§. 72. W y k r e ś l i ć  t r ó j k ą t ,  j e ż e l i  d a n e  są  w s z y s t 

k i e  t r z y  boki .
Niech o, b, c (fig. 59.) będą bokami trójkąta. Wykreśliwszy 

ABrzre, mamy dwa wierzchołki trójkąta, t. j. A i B wyznaczone. 
Ponieważ drugi bok trójkąta ma być równy odcinkowi b, przeto 
miejscem geometrycznem trzeciego wierzchołka jest linia kołowa, 
zakreślona z punktu A promieniem b. Miejscem geometrycznem 
tegoż wierzchołka jest także linia kołowa, zakreślona z punktu 
P> promieniem c, ponieważ trzeci bok ma być tak długi, jak dany

Moćnik, Geora I.
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odcinek c. Trzeci wierzcho
łek musi zatem leżeć w prze
cięciu się obu owych linii 
kołowych; a że obie linie ko
łowe przecinają się w dwóch 
punktach, mianowicie w C 
i C', przeto mamy dwa trój
kąty ABC i ABC', odpo
wiadające warunkom zada
nia. Ale oba te trójkąty 
mają tę samą wielkość i ten 
sam kształt i w zupełności 
się nakryją, jeżeli jeden 

z nich, np. ABC' obrócimy około boku AB i położymy na drugim.
Każdy inny trójkąt, narysowany z tych samych trzech części 

składowych, będzie miał tę samą wielkość i ten sam kształt, 
co trójkąt ABC.

Z tego wynika, że :
1. T r z y  b o k i  d o k ł a d n i e  w y z n a c z a j ą  t r ó j k ą t .
2. (IY. przypadek przystawania). Dw a t r ó j k ą t y  p r z y 

s t a j ą  do s i e b i e ,  j e ż e l i  ma j ą  w s z y s t k i e  t r z y  b o k i  
o d p o w i e d n i o  r ówne .

Zadania.
1. Wykreślcie trójkąt o bokach, równających się a) 28 mm, 

30 mm i 41 mm ; b) 4 cm, 3 cm 6 mm i 3 cm 1 rum.
2. Wykreślcie trójkąt o bokach równych 38 mm, 31 mm i 27 mm 

a następnie a) opiszcie na nim koło, l) wpiszcie w niego kolo.
3. Wykreślcie trójkąt równoramienny, którego podstawa ma 

34 mm, a ramię 29 mm.
4. Wykreślcie trójkąt równoboczny o boku równym 2 cm 

8 mm.
§. 73. W y k r e ś l i ć  t r ó j k ą t ,  p r z y s t a j ą c y - d o  d a n e g o  

t r ó j ką t a .
Wybierając z danego trójkąta trzy części składowe, które trój

kąt dokładnie wyznaczają, można zadanie to rozwiązać czworakim 
sposobem; najprostsze jest jednak wykreślenie zapomocą trzech 
boków. Odmierzywszy w tym celu na linii prostej jeden bok da
nego trójkąta, z końców tak otrzymanego odcinka zakreślamy łuki

Fig. 59.
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promieniami, równymi dwom innym bokom danego trójkąta. 
Punkt przecięcia się łuków jest trzecim wierzchołkiem szuka
nego trójkąta.

Wykreślcie do kilku różnych trójkątów trójkąty przystające.
§. 74, Jeżeli rozchylimy ramiona kąta ABC (fig. 60.), nie 

zmieniając ich długości, to przez to nietylko kąt się powiększy, 
lecz także punkty końcowe ramion bardziej się 
oddalą. Kreśląc zatem AC i AD, otrzymamy dwa 
trójkąty ABC i ABD, mające dwa boki odpowie
dnio równe, mianowicie AB =: AB iB C .=  BD; 
trzeci zaś bok AD w trójkącie ABD jest tem 
większy od trzeciego boku AC w trójkącie ABC, 
im większy jest kąt ABD (leżący naprzeciw boku 
AD w trójkącie ABD), od kąta ABC (leżącego 
naprzeciw boku AC w trójkącie ABC).

Z tego wynika:
]. W d wó c h  t r ó j k ą t a c h ,  m a j ą c y c h  d wa  bok i  od 

p o w i e d n i o  równe ,  a k ą t y  m i ę d z y  t y mi  b o k a mi  z a 
wa r t e  n i e r ó w n e ,  l e ż y  n a p r z e c i w  w i ę k s z e g o  k ą t a  
t a k ż e  bok w i ę k s z y .

2. W d w ó c h  t r ó j k ą t a c h ,  m a j ą c y c h  d w a  b o k i  od
p o w i e d n i o  r ó w n e ,  a t r z e c i e  bok i  n i e r ó w n e ,  l e ż y  
n a p r z e c i w  w i ę k s z e g o  boku  t a k ż e  k ą t  w i ę k s z y .

Fig. 61. 
C

2. Trójkąt równoramienny.

§. 75. 1. Niech będzie (fig. 61.) AC =  BC, a więc niech 
trójkąt ABC będzie równoramienny.

Przepołówmy podstawę tego trójkąta, 
a więc niech AD =  BD, i połączmy środek 
podstawy z wierzchołkiem C, to AABCggBDC 
(IV. przypadek przystawania), zatem kąt m — n, 
t. j. CD J_ AB, i c =  d. Z tego wynika: 

P r o s t a ,  ł ą c z ą c a  w i e r z c h o ł e k  t r ó j 
k ą t a  r ó w n o r a m i e n n e g o  ze ś r o d k i e m  
j e g o  p o d s t a w y ,  j e s t  p r o s t o p a d ł a  do 
p o d s t a w y  i p o ł o wi  k ą t  u w i e r z 
choł ka .

r

la m n o\
D
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2. Jeżeli AC =  BC i CD J_ AB, więc m =  n, to według 
III. przypadku przystawania A  ADC 55 BDC, zatem także 
AD =  BD i kąt c =  d\ t. j.:

P r o s t o p a d ł a ,  w y k r e ś l o n a  z w i e r z c h o ł k a  t r ó j 
k ą t a  r ó w n o r a m i e n n e g o  na  j e g o  p o d s t a w ę ,  p o ł o wi  
p o d s t a w ę  i k ą t  u w i e r z c h o ł k a .

3. Jeżeli AC =  BC i kąt c — d, to według II. przypadku 
przystawania A  ADC 55 BDC, zatem także AD =  BD i kąt 
m =  n, więc CD AB. Z tego wynika:

Pr os t a ,  p o ł o w i ą c a  w t r ó j k ą c i e  r ó w n o r a m i e n 
nym ką t  u w i e r z c h o ł k a ,  po ł owi  t a k ż e  p o d s t a w ę  
i j e s t  do niej  p r o s t o p a d ł a .

Poprzedzające trzy twierdzenia można zebrać w jedno na
stępujące :

W t r ó j k ą c i e  r ó wn o r a mi e n n y m s y m e t r a l n a  p o d 
s t a wy ,  s y m e t r a l u a  k ą t a  u w i e r z c h o ł k a  i w y s o k o ś ć  
t wo r z ą  j e d n ą  p r o s t ą .

Z powyższych twierdzeń wynika także:
Ka ż d y  t rój  k ą t r ó w n o r a mi e nny j es t u t w ore m s y 

m e t r y c z n y m ;  j e g o  os i ą  s y m e t r y i  j e s t  w y s o k o ś ć .

8. Trójkąt równoboczny.
§. 76. Niech będ zie ABC (fig. 62.) trójkątem równobocznym, 

a AD, BE i CF niech będą jego wysokościami.
Z twierdzeń o położeniu symetrycznem 

i z przystawania trójkątów wynika:
1. W t r ó j k ą c i e  r ó wn o b o c z n y m 

j e s t  k a ż d a  w y s o k o ś ć  s y m e t r a l n ą  
boku  i s y m e t r a l n ą  ką t a .

2. W t r ó j k ą c i e  r ó wn o b o c z n y m 
w s z y s t k i e  t r z y  s y m e t r a l n e  boków 
i w s z y s t k i e  t r z y  s y m e t r a l n e  k ą 
tów p r z e c h o d z ą  p r z e z  t en  sam 
p u n k t ,  k t ó r y  j e s t  ś r o d k i e m ko ł a

w p i s a n e g o  i o p i s a n e g o  na t ym t r ó j k ą c i e .
3. Ka ż d y  t r ó j k ą t  r ó w n o b o c z n y  j e s t  u t w o r e m  

s y m e t r y c z n y m ;  symetralną jego jest każda jego wysokość.
4. Niech będzie AFC trójkątem prostokątnym, w którym kąt
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ACF =  30°. Obróciwszy AFC około przyprostokątni- CF, otrzy
mamy drugi trójkąt BFC, który przystaje do trójkąta AFC. 
W takim razie ABC jest trójkątem, w którym każdy kąt =  60°, 
a więc jest trójkątem równobocznym, zatem AC =  AB; a że 
AB =  2 AF, przeto także AC =  2 AF. Z tego wynika:

J e ż e l i  w t r ó j k ą c i e  pr o s t o k ą t n y m  j e d e n  z ką 
t ów o s t r y c h  ma 30°, to  j ego  p r z e c i w p r o s t o k ą t n i a  
j e s t  dwa  r a z y  wi ęks  za  od k r ó t s z e j  p r z y p r o s t o k ą t n i .

5. Ponieważ w trójkącie prostokątnym AFO kąt FAO =  30“, 
przeto według poprzedzającego twierd zenia OA =  2 OF; a źe 
OA =  OC, przeto także OC =  2 OF, tj. jeżeli podzielimy wy
sokość CF na trzy równe części, to OF ma jedną taką część, 
a OC dwie. Z tego wynika:

P r o m i e ń  koł a ,  w p i s a n e g o  w t r ó j k ą t  r ó w n o 
boczny,  r ówna  s i ę  t r z e c i e j  części ,  a p r o m i e ń  ko ł a ,  
o p i s a n e g o  na  t ym t r ó j k ą c i e ,  d wom t r z e c i m  c zę 
śc i om j ego wys okoś c i .

V II. 0  szczególnych własnościach koła.
(Tu powtórzą uczniowie §§. 20., 21., i 22.).

1. Cięciwy i luki.
§. 77. Połączmy końce równych cięciw AB i CD (fig. 63). 

ze środkiem koła, a otrzymamy trójkąty przystające ABO i CDO
Fig. 63.

Fig. 64.

(IV.), w których także wysokości OG i OH, wy
kreślone do równych podstaw, muszą być równe; 
ale wysokości te oznaczają odległości równych 
cięciw AB i CD od środka koła, zatem:

a) E ó w n e  c i ę c i wy  są r ówno  o d l e 
gł e  od ś r o d k a  koła.

b) Ci ęc i wy,  r ówno o d l e g ł e  od 
ś r o d k a  ko ł a  są  s ob i e  równe.

§. 78. Jeżeli w półkolu ADB (fig. 64.) od 
nieruchomego promienia OA odchylać bę
dziemy drugi promień tak, że zajmie położe
nia OC, OD, OE, . . . , to punkty końcowe 
obu promieni będą tem więcej od siebie od
ległe, im większy będzie luk; z cięciw AC, 
AD, AE, . . . jest zatem każda następująca
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większa od poprzedzającej. Zarazem widzimy, że cięciwy tern 
więcej zbliżają się do środka kola, im bardziej się powiększają. 
Gdy nareszcie drugi promień zajmie położenie OB, wtedy cię
ciwa, przechodząc przez środek koła, staje się średnicą i ma 
możliwie największą długość. Widzimy więc, że

а) Do wi ę k s z e g o  l u k u  n a l e ż y  t a k ż e  w i ę k s z a
c i ęc i wa .  .

б) N i e r ó w n e  c i ę c i wy  są n i e r ó wn o  o d d a l o n e  od  • 
ś r o d k a k o ł a ,  a mi ano  w i c i e d ł u ż  s z a l e  ż y b l i ż e j  ś r odka .

c) Ś r e d n i c a  j e s t  n a j d ł u ż s z ą  c i ę c i w ą .
d) Ci ęc i wy w kol e ,  n i e r ó w n o  o d d a l o n e  od 

ś r o d k a ,  są nie r ówne ,  a m i a n o w i c i e  t a j e s t  d ł u ż 
sza,  k t ó r a  l eży b l i ż e j  ś r o d k a  koł a.

§.79. Kol o  j e s t  u t wo r e m s y m e t r y c z n y m ,  każda 
średnica jest jego osią symetryi.

Każdy wy c i n e k  k o 1 a jest również utworem symetrycznym; 
jego symetralną jest dwusieczna odpowiedniego kąta środkowego.

Z tego wynika:
1. S y r a e t r a l n a  k a ż  dej c i ę c i w y  

p r z e c h o d z i  p r z e z  ś r o d e k  ko ł a  (lig. 65.)
2. R ó w n o l e g ł e  c i ę c i w y  ma j ą  tę 

s a mą  s y m e t r a l n ą .
3. Łu k i  m i ę d z y  r ó w n o l e g ł e  mi 

c i ę c i w a m i  są  s ob i e  r ó wn e .
4. S y m e t r a l n ą  c i ę c i w y  j e s t  za

r a z e m s y m e t r a l n ą  o d p o w i e d n i e g o
k ą t a  ś r o d k o w e g o  i o d p o w i e d n i e g o  ł u k  u.

§ 80. Trójkąt powstały przez połączenie końców jakiejkol
wiek cięciwy ze środkiem koła, jest — z powodu równości dwóch 
promieni koła, będących jego bokami — równoramienny.

Trójkąt utworzony przez dwa promienie i cięciwę, odcina
jącą szóstą część okręgu, jest trójkątem równobocznym.

Kąt jego wierzchołkowy ma bowiem 3311 = 60°; równe kąty 
przy podstawie mają razem 180° — 60°, t. j. 120°, każdy z nich 
ma więc połowę z 120°, t. j. 60°; wszystkie trzy kąty tego 
trójkąta są zatem równe (bo mają po 60°). A ponieważ w trój
kącie naprzeciw równych kątów leżą boki równe (§. 53.1.), także 
i boki tego trójkąta równe być muszą.

Fig. 65.
n
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Ci ę c i w a ,  o d c i n a j ą c a  s z ó s t ą  część o k r ę g u  
koł a ,  r ó wn a  s i ę  wi ę c  p r o m i e n i o w i  t e go  koł a .

Zadania.
§. 81. 1. P r z e z  t r zy  d a n e  p u n k t y  A, B, C (fig. 66.), 

n i e ' l e ż ą c e  na j e d n e j  1 ini  i pro stej ,  z a k r e ś l i ć  koło.
Łączymy punkt A z punktem B, a punkt B z punktem C; 

odcinki AB i BC są cięciwami szukanego koła. Wykreślmy 
symetralne tych cięciw (DE i FG).

Fig 66. Ponieważ według §. 79. każda z tych sy-
x metralnych musi przechodzić przez środek koła, 

przeto środkiem koła jest punkt O, w którym 
się owe symetralne przecinają, a OA jest jego 
promieniem.

T r z y  punkt y ,  ni e  l eżące  na j e 
d n e j  p r o s t e j  w y z n a c z a j ą  w z u p e ł n o ś c i  koło.

Powyższe zadanie jest tylko innem wyrażeniem zadania:
Na d a n y m  t r ó j k ą c i e  o p i s a ć  koło.
2. W y s z u k a ć  ś r o d e k  koła,  j eż e l i  d a n y  j e s t  c a ł y  

o k r ą g  a l bo  j a k a ś  j e g o  część.
Wykreślamy dwie nierównoległe cięciwy, a potem postępu

jemy tak, jak przy rozwiązaniu zadania 1.
3. Wykreślić koło, jeżeli dany jest jego promień i dwa 

punkty obwodu.
§. 82. P r z e p o ł o w i ć  d a n y  łuk.
Z końców danego luku zakreślamy tym samym promieniem 

przecinające się łuki, a ich punkt przecięcia łączymy ze środ
kiem koła linią prostą; prosta ta, należycie przedłużona, dzieli 
luk dany na dwie równe części.

§. 83. Obwód  ko ł a  p o d z i e l i ć  na k i l k a  r ó wT n y c h 
częśc i .

Aby obwód kola podzielić na daną ilość równych części, 
potrzeba tylko kąt pełny w środku kola podzielić na tyleż ró
wnych części. Wielkość jednego kąta znajdziemy, dzieląc 360" 
przez liczbę, wyrażającą ilość żądanych części. Następnie rysu
jemy jeden taki kąt środkowy i łuk, który jego ramiona odci
nają, odmierzamy na całym okręgu.

Szczególne przypadki.
1. Obwód kola podzielić na dwie równe części.
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Wykreślamy średnicę.
2. Obwód kola podzielić na 4 równe części.
Wykreślamy dwie prostopadle do siebie średnice.
Połowiąc inki można potem podzielić koło na 8, 16.... równych

części.
3. Obwód koła podzielić na 6 równych części.
Według §. 80. dzieli cięciwa, równa promieniowi koła, jego 

okrąg na 6 równych części.
Biorąc tylko parzyste lub tylko nieparzyste punkty podziału, 

będziemy mieli obwód koła podzielony na 3 równe części.
Połowiąc zaś łuki między punktami podziału zawarte, podzielimy 

okrąg koła na 12, 24, . . . równych części

4. Obwód koła podzielić na 5 równych części.
Zapomocą kątomierza kreślimy kąt środkowy — =  72°, 

a następnie odmierzamy łuk, odcięty ramionami tego kąta, 
5 razy na obwodzie koła.

Przez przepołowienie otrzymanych łuków podzielimy okrąg 
koła na 10, 20, . . . równych części.

Fig. 67. 
Ji'

M e c h a n i c z n i e ,  bez pomocy kąto
mierza, można podzielić obwód koła na kilka 
równych części w następujący sposób: 

Wykreśliwszy w danem kole (fig. 67.) 
średnicę AB, zakreślamy z punktów A i B, 
promieniem równym średnicy, łuki kołowe, 
które przecinają się w punktach C i D. Po
dzieliwszy średnicę AB na tyle równych 
części na ile cały obwód koła ma być po
dzielony (n. p. na 7 równych części), łą
czymy nareszcie punkty C i D z parzy
stymi punktami podziału (t. j. z punktami 
2, 4, 6 zapomocą prostych C3, C,, C6 

i Dj, Dlt Ds i przedłużamy je aż do powtórnego ich przecięcia 
się z linią kołową. Punkty przecięcia A, E, F, G, H, I, K są 
żądanymi punktami podziału danego okręgu.

Sposób ten, podany przez Renaldi’ego, nazwano kon-  
s t r u k c y ą  R e n a 1 d i’ e g o.



2 . K ą ty  o b w o d o w e .

§. 84. Kąt ACD (fig. 68.), którego wierzchołek leży na ob
wodzie koła, a którego ramionami są cięciwy tego koła, nazywamy 
k ą t e m  o b wo d o wy m albo o k r ę g o wy m ( Pe r i p h e r i e -  
winkeł) .

O kątach środkowych i obwodowych mówimy, że wspierają 
się na łuku, odciętym przez ich ramiona.

Kąt obwodowy ACB, wspierający się na półkolu, którego 
więc ramiona przechodzą przez końce średnicy, nazywamy k ą 
tem  w pó ł ko l u  (ein Wi n k e l  im Ha l bkr e i s e ) .

Odczytajcie wszystkie kąty obwodowe na 
fig. 68.

Na którym łuku wspiera się każdy z tych 
kątów.

Każda cięciwa, różna od średnicy, dzieli 
kolo na dwa nierówne odcinki; jeżeli na lu
kach, należących do tej cięciwy, wypadnie 
nam wykreślić po przeciwnych jej stronach 
kąty obwodowe, rozróżniać je będziemy, mó

wiąc o jednych, że leżą w większym, a o drugich, że leżą 
w mniejszym odcinku koła; na fig. 68. kąt ACD jest kątem 
w większym, a AED w mniejszym odcinku.

§. 85. Gdy kąt środkowy i obwodowy wspierają się na tym 
samym łuku, położenie ich może być trojakie:

Fig. 69. Fig. 70 Fig. 71.

obwodowego (fig. 69.), albo
b) Wierzchołek kąta środkowego leży pomiędzy ramionami 

kąta obwodowego (fig. 70.), albo nareszcie
c) Wierzchołek kąta środkowego leży poza polem kąta 

obwodowego (fig. 71.).
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a) Kąt m (fig. 69.) jest kątem zewnętrznym trójkąta BOC, 
a zatem równa się sumie dwóch kątów wewnętrznych, jemu nie- 
przyległych, t. j. sumie kątów a i b- a że kąty a i b jako kąty 
przy podstawie trójkąta równoramiennego są sobie równe, przeto 
każdy z nich jest połową kąta m. Mamy więc a =  m.

b) Wykreśliwszy średnicę CD (fig. 70.), otrzymamy kąt a ró
wny połowie kąta m podług a) i kąt b równy połowie kąta »; 
zatem także suma kątów a i b, t. j. kąt ACB jest połową sumy 
kątów m i n czyli kąta AOB.

c) Wykreśliwszy podobnież w fig. 71. średnicę CD, obaczymy, 
że podług a) kąt BCD jest połową kąta BOD, a kąt ACD połową 
kąta AOD, zatem także różnica kątów BCD i ACD, t. j. kąt ACB 
jest połową różnicy kątów BOD i AOD czyli połową kąta AOB.

Zawsze więc
K ąt o b wo d o wy  w kol e  r ó wn a  s i ę  po ł o wi e  k ą t a  

ś r odkowe go ,  w s p i e r a j ą c e g o  s i ę n a  tyra s a my m ł nku.
§. 86. Z poprzedzającego twierdzenia wynikają także na

stępujące:
a) Ką t y  obwodowe ,  ws p i e r a j ą c e  s i ę na t ym sa

mym łuku,  są równe; albowiem każdy z nich jest połową 
tego samego kąta środkowego.

b) K a ż d y  k ą t  w pó ł ko l u  j e s t  p r o s t y ;  albowiem kąt 
środkowy, wspierający się na tym samym luku, jest kątem pół- 
pełnym, a połowa kąta półpełnego równa się R czyli 90°.

c) Ka ż d y  k ą t  w wi ę k s z y m o d c i n k u  ko ł a  j e s t  ką 
t em os t r ym.

d) Ką t  w mn i e j s z ym odc i nku  ko ł a  j e s t  k ą t e m 
r oz wa r t ym.

e) Suma  dwóch k ą t ó w obwodowych ,  w s p i e r a j ą 
cych s i ę  na t ej  s a me j  c i ę c i wi e ,  z k t ó r y c h  j e d e n  
l e ż y  w w i ę k s z y m ,  a d r ug i  w m n i e j s z y m  o d c i n k u  
koła,  r ó w n a  s i ę  2 R; gdyż kąty środkowe, które wspierają 
się na tym samym łuku, tworzą razem kąt pełny.

Do tych pięciu twierdzeń wykreślą uczniowie odpowiednie rysunki.
§. 87. Zadania.
1. Jak wielkie są kąty obwodowe, wspierające się na tych 

samych lukach, co kąty środkowe a) 64°, b) 84° 55', c) 1280 
13' 5Q" ?



Fig. 72.

2 Kąt obwodowy w kole równa się a) 56°, b) 41° 37', c) 1.08® 
12' 12"; jak wielki jest kąt środkowy, który wspiera się na 
tym samym luku?

3. Kąt obwodowy w większym odcinku koła równa się a) 25“, 
b) 49° 55', c) 86“ 5' 39"; jak wielki jest kąt obwodowy w mniej
szym odcinku, należący do tej samej cięciwy?

4. Na danej przeciwprostokątni wykreślić trójkąt prostokątny. 
Niech będzie AB (fig. 72.) daną przeciw-

prostokątnią, a O jej środkiem. Zakreślamy 
z O promieniem AO półkole i wykreślamy 
z dowolnie obranego punktu C, leżącego na 
tern półkolu, odcinki AC i CB. Powstanie 
trójkąt ACB, który przy C jest prostokątny.

Ponieważ punkt C wybraliśmy dowolnie, przeto jest bardzo 
wiele trójkątów, czyniących zadość zadaniu; zadanie jest więc 
n i eoznaczone .

3. Styczne.
§. 88. Prawdziwość twierdzenia, że
P r o s t o p a d ł a  do pr omi en i a ,  w j e go  końcu  wykre-  

ś lona,  j e s t  s t y c z n ą  ko ł a  
wykazaliśmy już w §. 56.

Także odwrócenia powyższego twierdzenia są prawdziwe, 
mianowicie:

P r o s t o p a d ł a  do  s t y c z n e j ,  w y k r e ś l o n a  z e  ś r o d k a  
k o ł a ,  p r z e c h o d z i  p r z e z  p u n k t  s t y c z n o ś c i ;  i

P r o s t o p a d ł a  do s t y c z n e j ,  w y k r e ś l o n a  w p u n k c i e  
s t y c z n o ś c i ,  p r z e c h o d z i  p r z e z  ś r o d e k  k o ł a .

§. 89. Wykreślmy w kole (fig. 73.) promień 
OA, a następnie w A prostą BC _L AO, to 
BC będzie styczną koła.

Wykreślmy cięciwę AD, przedłużmy AO 
do punktu E i połączmy punkt E z punktem D, 
a otrzymamy trójkąt AED przy D prostokątny, 
przeto a -f- b =  R; ale także m +  a =  ii, 
zatem m +  a — a +  b, a więc także 

m — b ................... 1)
Kreśląc w mniejszym odcinku, należącym do cięciwy AD, 

z dowolnie wybranego punktu F proste AF i DF, otrzymamy

Fig 73
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kąt c, który wraz z kątem b równa się 2 R, albowiem oba są 
kątami obwodowymi, wspierającymi się na tej samej cięciwie, 
a jeden z nich leży w większym, a drugi w mniejszym odcinku 
koła, przeto c +  b — 2 iZ; ale także n -j- m =  2 R, zatem 
n m =  c 6, a że m — b, więc także 

n =  c . . . .  2)
J e ż e l i  p r ze z  j a k i ś  p u n k t  na l ini i  ko ł owe j  wy

k r e ś l i m y  s t y c z n ą  i c i ęc i wę ,  n a t e n c z a s  a) k ą t  os t ry,  
z a w a r t y  mi ę dz y  s t y c z n ą  a c i ę c i wą ,  r ó wn a  s i ę  k ą 
t owi  o b wo d o we mu  w w i ę k s z y m  odci nku,  i i) ką t  
r o z w a r t y  mi ę d z y  s t y c z n ą ,  a c i ę c i wą ,  r ó wn a  s i ę  ką
t owi  o bwodowe mu  w mn i e j s z y m odc i nku  koła.

§. 90. Zadania.
1. W punkc i e  A (fig. 42.), l e ż ą c ym na obwodz i e  

koła,  wy k r e ś l i ć  s t y c z n ą  do t ego koła.
Kreślimy promień OA i w punkcie A prostą BC prosto

padłą do AO; BC jest żądaną styczną (§. 56).
2. Dany jest środek koła; zakreślić z niego koło, któreby 

stykało się z daną prostą.
3. Danym promieniem zakreślić kolo, któreby stykało się 

z daną prostą w danym punkcie.
4. Wykreślić styczną kola, któraby była równoległa do da

nej prostej.
§. 91. 1. Z da ne go  pu n k t u  A (fig. 74.), l e ż ą c e g o  

p o z a  koł em,  w y k r e ś l i ć  s t yc z ną .
Fig. 74. Wykreśliwszy odcinek OA, łą

czący dany punkt A ze środkiem 
koła, zakreślamy na nim jako na 
średnicy koło, które przecina dane 
koło w punktach M i M'. Kąt AMO 
jako kąt w półkolu jest prosty, 
przeto AM jest styczną do danego 
koła. Ponieważ także AM'0 jest 
kątem prostym, zatem i AM' jest 

styczną do danego koła. Z punktu więc, leżącego poza kołem! 
dwie styczne do tego koła można wykreślić.

Z przystawania trójkątów AMO i AM'0 nie trudno wykazać, że- 
a) Obie styczne AM i AM' są równe.
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i) Jeżeli dwie styczne do jednego i tego samego koła prze
cinają się, a ich punkt przecięcia połączymy ze środkiem kola 
linią prostą, natenczas prosta ta połowi kąt zawarty między 
stycznemi, połowi łuk przez obie styczne odcięty i kąt środkowy, 
wspierający się na tym luku.

2. Zakreślić koło, jeżeli mamy dane :
a) promień, styczną i punkt styczności;
b) promień i dwie nierównoległe styczne.
Ile rozwiązań mamy w każdym z tych przypadków ?
§. 92. 1. Na d a n y m  o d c i n k u  AB (fig. 75.) j a k o  na  

c i ę c i w i e  z a k r e ś l i ć  koło,  w k t ó r e m b y  k ą t y  o b wo 
dowe,  w s p i e r a j ą c e  s i ę  na owe j  c i ę c i wi e ,  b y ł y  ró
wne  d a n e m u  k ą t o w i  m.

Na jednem ramieniu danego kąta m odci
namy dany odcinek AB, połowimy go w punkcie 
D i wykreślamy DE_j_ AB i AF J_ CA. Punkt 

1 przecięcia obu tych prostopadłych, t. j. punkt O 
jest środkiem, a OA promieuiem żądanego koła. 
Każdy bowiem kąt obwodowy w tem kole, wspie
rający się na AB, n. p. kąt AGB, jest równy 

- ę kątowi m, ponieważ AC jest styczną, a AB cię
ciwą, wykreśloną z punktu styczności.

Fig.
G

15.

\ 6 yo J

Jakie będzie rozwiązanie tego zadania, jeżeli dany kąt jest rozwarty ?
2. Wykreślcie na danej cięciwie odcinek kołowy, w któ- 

rymby każdy kąt obwodowy, wspierający się na owej cięciwie, ró
wnał się d) 90°, b) 45°, c) 135°, d) 60°, e) 120°, /) 80°, g) 105°.

3. Zakreślić danym promieniem odcinek kołowy, w któ- 
rymby wszystkie kąty obwodowe, wspierające się na luku tego 
odcinka były równe kątom, podanym w zadaniu 2.

4. Położenie dwóch kół względem siebie.
Fig. 76. §. 93. Położenie dwóch kół względem sie

bie zależy od położenia ich środków i od wiel
kości ich promieni.

Dwa koła (fig. 76.), mające środek wspólny, 
n a z y wa my  w s p ó ł ś r o d k o w e m i  (concen-  
t r i s c h e  Kreise) .  Płaszczyzna, ograniczona ob
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wodami dwóch kół współśrodkowych nazywa się p i e r ś c i e 
n i e m k o ł o w y m  (K r e i s r i n g).

Dwa koła, nie mające wspólnego środka, nazywamy róż- 
n o ś r o d k o w e m i  ( e x c e n t r i s c h e  Kr e i s e ) ,  a prostą łą
czącą środki takich kół, nazywać będziemy l i n i ą  ś r odkową ,  
albo krótko ś r o d k o w ą  (C en t ra 11 i ni e albo Cent r a l e) .

§. 94. Dwa koła różnośrodkowe albo s ię  s t y k a j ą  ze sobą, 
albo si ę p rz  e c i na j ą ,  albo nie mają ż a d n e g o  p u n k t u  
w s p ó l n e g o .

Dwa  k o ł a  s t y k a j ą  się,  jeżeli ich obwody mają tylko 
j e d e n  punkt wspólny. Gdy jedno ze stykających się kół leży 
na polu drugiego (fig. 77.), wtedy o takich kołach mówimy, że 
s ty  ka j ą s ię  wew n ą t  rz ; s t y k a j ą  s i ę  zaś z e wną t r z ,  
gdy jedno z nich leży poza polem drugiego (fig. 78.).

Fig- 17. Fig. 78.

różnicy ich promieni (0 0 ' =  AO — AO'); równa się zaś sumie 
tych promieni, gdy koła stykają się zewnątrz (00 ' =  AO +  AO'). 
W obu przypadkach leży punkt styczności na linii środkowej.

D w a ko ł a  p r z e c i n a j ą  się,  jeżeli ich obwody mają 
dw a punkty wspólne (fig. 79.).

Linia środkowa 0 0 ' kół przecinających się jest większa od 
różnicy ich promieni AO — BO', ale mniejsza od ich sumy 
AO - f  BO'.

Fig. 19. Dwa kola różnośrodkowe, które się
ani nie stykają ani nie przecinają, mogą 
mieć jeszcze dwojakie położenie; miano
wicie albo jedno z nich leży na polu 
drugiego koła, albo poza jego polem.

W pierwszym przypadku jest środ
kowa ich linia mniejsza od różnicy, 

w drugim przypadku większa od sumy obydwóch promieni.
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Jakie położenie względem siebie mogą, mieć trzy koła a) o nie 
równych, b) o równych promieniach?

§. 95. Zadania.
1. Wykreślcie kola, których 

następujące długości:
a) środkowa 42 mm,

środkowa i promienie mają

b)
c)
d)
e)
f)

promienie 26 mm
,, 50 mm

i 16 n ;  
i 25 mm ;

22 mm i 20 mm;
48 mm i 35 mm;
45 mm i 29 mm;
36 mm i 25 mm. 
koła o promieniach ró-

20 mm,
55 mm,
34 mm,
16 mm,
0 mm, „

2. Narysujcie trzy wspólśrodkowe 
wnych 15 mm, 25 mm i 35 mm.

3. Promieniem 18 mm długim zakreślcie trzy koła, styka
jące się zewnątrz.

4. Zakreślcie promieniami 35 mm i 20 mm dwa koła styka
jące się wewnątrz.

5. Wykreślcie promieniem 25 mm koło a następnie dwa 
inne koła, któreby przecinały pierwsze koło, a same stykały się 
w środku pierwszego koła.

V III. 0  czworobokach.

Fig. 80.

1. Określenia.
§. 96/Figurę płaską ograniczoną czterema odcinkami, na

zywamy c z w o r o b o k i e m  (ein Vi e r eck) .
Każdy czworobok ABCD (fig. 80.) ma 

cztery boki, cztery kąty i cztery wierzchołki. 
Sumę długości wszystkich boków czworoboku 
nazywamy jego o,bwodem.

Prosta AC, łącząca dwa przeciwległe 
wierzchołki czworoboku, jest jego p r z e k ą 
t n i ą  (die Di a g o n a l e ) .

Ile przekątni można wykreślić w czworoboku?
Na ile trójkątów dzieli czworobok każda z tych przekątni?

2. Kąty czworoboku.
§. 97. Czworobok ABCD (fig. 80.) dzieli przekątnia AC na 

dwa trójkąty, których wszystkie kąty razem wzięte równają się
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sumie wszystkich czterech kątów czworoboku; a ponieważ kąty 
obu trójkątów równają się razem 4 R, przeto:

Su ma  w s z y s t k i e h  k ą t ó w  c z w o r o b o k u  r ó w n a  
się 4 R czy l i  360°.

Jeżeli w czworoboku wszystkie cztery kąty są równe, jak wielki 
jest każdy z nich?

3. Rodzaje czworoboków.
§. 98. Ze względu na p o ł o ż e n i e  p r z e c i w l e g ł y c h  

b o k ó w  rozróżniamy trzy rodzaje czworoboków.
a) Czworobok, w któ

ry  m n i e ma r ó w n o l e -  
g l y c h  boków,  nazy
wamy t r a p e z o i d e m  
(ein Tr  a p e z o i ii)" (fig.
81. I.).

b) Czworobok, w którym tylko j e d n  a pa r a  bokó w j e s  t ró- 
wnol eg ł a ,  nazywa się t r a p e z e m  (ei n Tr a p e z )  (fig. 81. II).

c) Czworobok, mający d w i e  p a r y  boków r ó w n o l e 
gł ych,  nazywamy r ów n ole g łob  o ki e m (ein P a r a l l e l o -  
g r a mm)  fig. 81. Iii.).

4. Własności równoległoboków.
§. 99. Niech będzie (fig. 82.) AB || CD i AD || BC, więe 

ABCD równoległobokiem. Wykreśliwszy przekątnię BD, otrzy
mamy m =  n i p  =  q (jako kąty naprze- 

c mianległe przy dwóch równoległych, prze
ciętych trzecią prostą); zatem trójkąt ADB 
52 CBD (I. przypadek przystawania). 
Z przystawania tych trójkątów wynika, że 
AB =  CD i AD =  CB; przeto:

1. P r z e k ą t n i a  d z i e l i  r ó w no l e  gł  o b o k na  d w a  
p r z y s t a j ą c e  t r ó j k ą t y .

2. W k a ż d y m  r ówno  legło  b ok u p r z e c i w l e g ł e  
boki  są  równe ,  czy l i :

Kó w n o l e g ł e  p r o s t e  m i ę d z y  r ó w n o l e g ł e m i  s ą  
s o b i e  r ówne .

Z tego ostatniego twierdzenia wynika także:
P r o s t o p a d ł e  mi ę dz y  r ó w n o l e g ł e m i  są  r ów ne.

Fig. 82.

Fig. 81.
I. II. III.
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Prostopadłą między dwiema równoległemi mierzy się ich 
odległość.

Gdy w równoległoboku dwa przyległe boki są równe, na
tenczas wszystkie boki tego równoległoboku są równe.

Ze względu na d ł u g o ś ć  boków rozróżniamy r ó wn o l e -  
g ł o b o k i  r ó w n o b o c z n e  ( g l e i chs e i t i ge )  i r ó ż n o b o c z n e  
( u n g l e i c h s e i t i g e  P a r a l l e l o g r a mme ) .

Wybrawszy jeden z boków równoległoboku za p o d s t a w ę  
nazywamy jej oddalenie od przeciwległego boku w y s o k o ś c i ą  
równoległoboku. W y s o k o ś c i ą  trapezu jest oddalenie jego bo
ków równoległych.

§. 100. Niech będzie w czworoboku ABCD (fig. 82.) bok 
AD =  CB, a AB =  DC.

Wykreśliwszy przekątnię BD, otrzymamy trójkąt ABD 23 BCD 
(IV. przypadek przystawania); ponieważ AB =  CD, przeto 
m — n, a że te kąty są kątami naprzemianległymi, zatem 
AD || BC. Z równości boków AD i BC wynika, że kąt p =  
czyli że AB || DC. Ponieważ AB || DC, a AD || BC, przeto czwo
robok ABCD jest równoległobokiem.

Czwor obok,  w k t ó r y m p r z e c i w l e g ł e  boki  s ą  ró
wne,  j e s t  r ó wn o l e g ł o b o k i e m.

§. 101. Niech będzie (fig. 82.) AB =  CD i AB | CD.
Ponieważ DB zr DB, AB =  CD, a kąt p zz q, przeto trój

kąt ABD 29 BCD. Z przystawania wynika, że AD =  BC; a ponie
waż założyliśmy, że AB =  CD, przeto według poprzedzającego 
twierdzenia czworobok ABCD jest równoległobokiem.

Czwor obok,  k t ó r e g o  dwa  p r z e c i w l e g ł e  boki  są 
r ówne  i r ówno l eg ł e ,  j e s t  r ó wn o l e g ł o b o k i e m.

§. 102. Ponieważ w równoległoboku (fig. 82) p — q, a n — m, 
przeto także p -f- n =  q -|- m, czyli kąt B =  D. W ten sam 
sposób można wykazać, że A =  C.

W r ó wn o l e g ł o b o k u  p r z e c i wl e g ł e  ką t y  są równe.
Jeżeli jeden z kątów równoległoboku jest prosty, natenczas 

i pozostałe trzy kąty są proste; a jeżeli jeden jest ukośnym 
kątem, to i inne trzy są ukośne.

Ze względu na wi e l k o ś ć  k ą t ó w rozróżniamy zatem 
ró wno l e g ł ob  o ki  p r o s t o k ą t n e  ( r e c h t wi nk l i ge )  i uko-  
ś n o k ą t n e  ( s c h i e f wi nk l i ge  P a r a l l e l o g r a mme ) .

Moćnik, Geom. I. 5
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Jeden z kątów równoległoboku równa się a) 48° 18', b) 94° 
40' 35"; jak wielkie są inne trzy kąty tego równoległoboku?

§. 103.\ Uwzględniając w i e l k o ś ć  k ą t ó w i boków,  roz
różniamy cztery rodzaje równoległoboków:

Fig- 83. « ) r  o m'b o i d  (d  a  s

1 71 -TC w  R h o m b o i d ) ,  t. j .  ró w n o -
ległobok skośnokątny różno- 
boczny (fig. 83. I ) ;

b) r omb (der Rhom-
bus), t. j. równoleglobok ukośnokątny równoboczny (fig. 83. II);

c) p r o s t o k ą t  (das Re cli tek), t. j. równoleglobok pro
stokątny i różnoboczny (fig. 83. III.) i nareszcie

d) k w a d r a t  (das Quadr a t ) ,  t. j. równoleglobok prosto
kątny i równoboczny (fig. 83. IV.)y/

W romboidzie tylko przeciwległe boki i kąty są równe, w rom
bie są równe wszystkie cztery boki, w prostokącie wszystkie cztery 
kąty, a w kwadracie wszystkie boki i wszystkie kąty są równe.

Jeden z kątów rombu równa się a) 58° 12', b) 109° 28' 15"; 
jak wielkie są pozostałe trzy kąty tego rombu?

p-jg 84 §. 104. 1. Jeżeli w równoległoboku
ABOD (fig. 84.) wykreślimy przekątnie AC 
i BD, trójkąt AOB 52 COD dlatego, że 
AB zz CD, m — n, p — q (I. przypadek 

p--Jß przystawania).
W przystających trójkątach leżą naprze

ciw równych kątów równe boki, zatem AO =  CO, a BO =  DO.
Z tego wynika:
P r z e k ą t n i e  r ó wn o l e g ł o b o k u  p o ł o wi ą  się.

n, * 7x # '

Fig. 85. Fig. 86. Fig. 87.

(II. przypadek przystawania), przeto AC =  BD; t. j. 
P r z e k ą t n i e  p r o s t o k ą t a  są równe.

v
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3. W rombie (fig 86.) mamy po wykreśleniu obu przekątni 
A  AOB £5 AOD, z czego wynika, że AC J_ BD, t. j . :

W r ombi e  p r z e k ą t n i e  są do s i e b i e  p r o s t o p a d ł e .
4. Ponieważ kwadrat ma własności prostokąta i rombu, zatem: 
P r z e k ą t n i e  k wa d r a t u  są sobi e  r ówne  i do s i e b i e

p r o s t o p a d ł e .

Fig. 88. 

C

5. Twierdzenia o trapezach, o deltoidzie i o prostych 
równoległych w trójkącie.

§. 105. 1. Ką t y  p r z y l e g ł e  j e d n e mu  z n i e r ównol e -  
g ł ych  boków t r a pe z u  r ó wn a j ą  s i ę r az e m 2 R (jako 
kąty jednostronne przy dwóch równoległych przeciętych trzecią 
prostą).

2. Jeżeli w trapezie ABCD (fig. 88) 
II  wykreślimy przez środek E jednego z nie- * •

równoległych boków prostą EF, równo-
/_________ / N ległą do boków równoległych i przez ten
A & ii sam punkt E równoległą do AD, otrzymamy
trójkąt BEG £2 CEH (I. przypadek przystawania); z przy
stawania wynika, że EG =  EH =  ^ GH, i że BG ~  CH. Po-• Z

nieważ EH z; FD, a GH =  AD, przeto także FD =  AD.

Następnie mamy:
AB =  AG +  GB =  FE - f  GB i 
DC =  DH -  CII =  FE -  GB; 

dodawszy równe ilości do równych, otrzymamy równe sumy, t. j.

AB -4- DC =  2 FE, czyli FE =  AB-~j~- P -

Możemy zatem wypowiedzieć następujące twierdzenie:
J e ż e l i  p r zez  ś r o d e k  j e d n e g o  z n i e r ó wn o l e g ł y c h  

boków t r a p e z u  wy k r e ś l i my  r ó wn o l e g ł ą  do boków 
r ó wn o l e g ł y c h ,  to ona  poł owi  dr ugi  bok n i e r ówno-  
ł e g ł y  i r ó wn a  s i ę  po ł owi e  sumy boków r ówno l e 
głych.

Odcinek FE nazywamy l i ni ą  ś r o d k o wą  (M i 11 e 11 i n i e) 
w trapezie.
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8. Jeżeli w trapezie ABCD (fig. 89.) wykreślimy CE || AD, 
otrzymamy z trapezu równoległobok AECD i trójkąt ECB. Bo
kami tego trójkąta są nierównoległe boki trapezu i różnica bo

ków równoległych.
Gdy w trapezie ABCD bok AD =  CB, 

natenczas trójkąt ECB jest trójkątem ró
wnoramiennym, zatem kąt B =  CEB 
=  ^  A. Także BOD =  i  D, jako 
spełnienia równych kątów B i A.

Z tego wynika:
W t r a pe z i e ,  ma j ą c y m boki  n i e r ó wn o l e g ł e  równe,  

k ą t y  l e ż ą c e  p r z y  k a ż d y m z r ó wn o l e g ł y c h  boków są 
sobi e  r ówne ;  i n a o d wr ó t :

J e ż e l i  w t r a p e z i e  kąty,  p r z y l e g ł e  j e d n e mu  z r ó 
wno l e g ł yc h  boków,  są równe,  t a kż e  i boki  n i e r ó 
wno l e g ł e  są równe.

Trapez, w którym boki nierównoległe są równe, nazywa się 
t r a p e z e m r ó w n o r a m i e n n y m  (ein gl ei  c h s c h e n k l i g e s  
Trapez).

W  trapezie równoramiennym jeden z kątów równa się a) 57®, 
&) 63° 25', c) 106® 6' 30"; jak wielkie są inne kąty tego trapezu?

§. 106. Czworobok, który ma dwie pary przyległych boków 
równych, zowie się d e l t o i d e m (Deltoid). Jeżeli (fig. 90)AC =  
BC i AD =  BD, w takim razie ABCD jest deltoidem; składa 
się on z dwóch trójkątów równoramiennych, mających za wspólną 
podstawę przekątnię AB.

Szczególniejsze własności deltoidu:
1. P r z e k ą t n i e  d e l t o i d u  są do s i e 

bie p r o s t o p a d ł e .
Ponieważ trójkąty ABC i ABD są równo

ramienne, przeto tak punkt C jak i punkt D 
są równo odległe od końców przekątni AB; 
zatem CD jest symetralną przekątni AB, czyli 
jest do niej prostopadłą.

2. De l t o i d  j e s t  s y m e t r y c z n y ;  jego 
osią symetryi jest przekątnia, która łączy 
wierzchołki równych ramion.
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Fig. 91. 
C

§. 107. Podzielmy w trójkącie ABC (fig. 91.) bok AC na 
kilka równych części, n. p. na 4, a więc tak, aby CD =  DE =  

EF =  FA; wykreślmy następnie proste 
DG, EH i FJ równolegle do AB, a wy
każemy, że przez to także bok CB podzie. 
liliśmy na 4 równe części.

W tym celu wykreślmy jeszcze proste 
GK, HL i JM równoległe do AC; ponieważ 
równoległe między równoległemi są równe, 
przeto GK =  DE, HL =  EF a JM =  FA. 
Według założenia są odcinki CD, DE, EF 
i FA równe, zatem muszą być równe także 
odcinki CD, GK, HL i JM; trójkąty CDG, 
GKH, HLJ i JMB mają zatem po jednym 

boku równym, a nadto kąty a, b, c i d równe jako odpowiednie, 
i kąty e. /, g, h równe, ponieważ ich ramiona są równoległe; są 
zatem przystające (I. przypadek przystawania). W przystających 
trójkątach leżą naprzeciw równych kątów e, f, g i h równe boki 
CG, GF, HJ i JB; bok BC jest więc rzeczywiście podzielony na 
4 równe części.

J e ż e l i w t r ó j k ą c i e j e d e n b o k p o d z i e l i m y  na k i l ka  
r ó wn y c h  c z ę ś c i  i p r z e z  p u n k t y  p o d z i a ł u  w y k r e 
ś l i m y  r ó wn o l e g ł e  do d r u g i e g o  boku,  to te r ówn o l e g ł e  
p o d z i e l ą  t a k ż e  bok t r z e c i  na t y l eż  r ó wn y c h  częśc i .

6. Czworoboki w koło wpisane i opisane na kole.

§. 108. Czworobok, którego boki są cięciwami koła, nazy
wamy wp i s a n y m w koł o (ein Sehnenviereck), jakn. p. AEDC 
(fig. 68.); koło jest o p i s a n e  na tym czworoboku.

W k a ż d y m c z wor oboku ,  w p i s a n y m  w kolo,   ̂j e s t  
s uma  dwóch p r z e c i wl e g ł y c h  k ą t ó w r ó w n a  2 R.

Przeciwległe bowiem kąty czworoboku, wpisanego w koło, 
są kątami obwodowymi, wspierającymi się na tej samej cięci
wie; a że jeden z nich leży w odcinku mniejszym, a drugi we 
większym, przeto według §. 86. e) ich suma równa się 2 R.

Na c z wo r o b o k u  można tylko wtedy o p i s a ć  koło,  gdy 
suma jego przeciwległych kątów równa się dwom prostym. Własność



70

tę mają zawsze kąty kwadratu, prostokąta i trapezu równoramien
nego na tych czworobokach można zatem zawsze opisać koło.

§. 109. Czworobok, którego boki są stycznemi kola, nazy
wamy c z wo r o b o k i e m o p i s a n y m na kole (ein Tangenten- 
yiereck); kolo jest wtedy w p i s a n e  w czworobok.

W k a ż d y m  c z wor oboku ,  o p i s a n y m na kole,  s u ma  
dwó c h  p r z e c i w l e g ł y c h  boków r ówna  s i ę  s u mi e  
dwóch d r u g i c h  boków (fig. 92).

Według §. 91 a) mamy 
AE =  AH,
BE =  BF,
CG =  CF,
DG =  DH;

równe ilości dodane do równych dają 
równe sumy, więc 

AB +  CD =  BC +  AD.
W taki tylko czworobok można wpisać koło, w którym suma 

dwóch przeciwległych boków równasię sumie dwóch drugich boków.
Tę własność ma każdy kwadrat, romb i deltoid.

7. Przystawanie i symetrya czworoboków.
§. 110. Dwa czworoboki są p r z y s t a j ą c e ,  jeżeli wszystkie 

boki i kąty jednego równają się bokom i kątom drugiego czwo
roboku, wziętym w tym samym porządku.

Z tego określenia wynika, że :
1. Dwa r ó w n o l e g ł o b o k i  p r z y s t a j ą  do s i ebi e,  j e 

żel i  ma j ą  po dwa p r z y l e g ł e  boki  i po kąc i e ,  m i ę d z y  
n i mi  z a w a r t y m ,  o d p o w i e d n i o  r ó wn y m.

2. Dwa p r o s t o k ą t y  p r z y s t a j ą  do s i e b i e ,  j e ż e l i  
ma j ą  po dwa  p r z y l e g ł e  boki  o d p o w i e d n i o  równe.

3. Dwa  k wa d r a t y  p r z y s t a j ą  do si eb i e, j e ż e l i  maj ą  
po j e d n y m  b o k u  r ó wn y m.

§. 111. K a ż d y  t r a p e z  r ó w n o r a m i e n n y  j e s t  s yme 
t r y c z n y  względem prostej, która połowi jego boki równole
głe i jest do nich prostopadła; prosta ta jest s y m e t r a l n ą  
trapezu równoramiennego.

Romb jest s y m e t r y c z n y  względem każdej swojej prze
kątni jako s y m e t r a l n e j .

Fig. 92.
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P r o s t o k ą t  jest s y m e t r y c z n y  względem każdej prostej^ 
połowiącej dwa jego przeciwległe boki.

Kw a d r a t  jest s y m e t r y c z n y  nietylko względem każdej 
prostej, swojej przekątni, lecz także względem każdej prostej, która 
połowi dwa jego przeciwległe boki; ma zatem 4 osie symetryi.

8. Zadania do wykreślenia.

Fig. 93. 
a

§. 112. 1. W y k r e ś l i ć  k w a d r a t ,  ma j ą c  d a n y  j e g o  
bok a (fig. 93).

Kreślimy najpierw kąt prosty A i odmie
rzamy na jego ramionach AB =  AD =  a\ na
stępnie zakreślamy z punktów B i D łuki ko
łowe promieniem a. Łuki te przecinają się 
w punkcie C, który połączony z punktami B 
i D daje żądany kwadrat ABCD.

Które części składowe kwadratu wyznaczają go 
w zupełności?

2. Wykreślcie kwadrat, którego bok równa się 34 mm i a) 
wpiszcie w niego koło, b) opiszcie na nim koło.

3. Narysujcie kwadrat, którego obwód równa się 1 dm.
4. Wykreślcie kwadrat, którego obwód równałby się obwo

dowi danego prostokąta.
5. Wykreślcie kwadrat, jeżeli dana jest jego przekątnia (36 mm).
§. 113. 1. W y k r e ś l i ć  p r o s t o k ą t ,  j e ż e l i  d a n e  są

j e g o  d wa  p r z y l e g ł e  bok i  a i b (fig. 94.).
Kreślimy najpierw kąt prosty A i na jego ramionach od

mierzamy AB =  o i AD =  b. Następnie zakreślamy łuki ko
łowe z punktu B promieniem &, a z punktu D promieniem a; 
punkt przecięcia się C tych łuków jest czwartym wierzchołkiem 
szukanego prostokąta.

Jakie części składowe prostokąta muszą 
być dane, by był w zupełności wyznaczony?

2. Wykreślcie prostokąt, którego boki 
równają się 26 mm i 38 mm.

3. Narysujcie prostokąt, jeżeli dany jest 
bok (22 mm) i przekątnia (31 mm).

4. Wykreślcie prostokąt, którego prze
kątnia równa się 32 mm, a w którym obie 
przekątnie tworzą ze sobą kąt 60°.

Fig. 94. 
a

D
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§. 114. 1. W y k r e ś l i ć  ró wno l e g ł  o b ok, j e ż e l i  d a n e  
s ą  d wa  boki  a i b (fig. 95, j i k ą t  mi ę d z y  n i mi  z a wa r t y ,  
n. p. 70°.

Wykreśliwszy najpierw kąt A =  70°, odmierzamy na jego 
ramionach AB =  a i AD =  b- następnie zakreślamy z B i D

promieniami i  i a luki 
kołowe, które przeci
nają się w punkcie C; 
ABCD jest żądanym 
równoległobokiem,

Ile części składowych 
i które wyznaczają w zu
pełności a) romb, 6) rom- 
boid?

a) jeden bok (34 mm) i jeden kąt (30°);
b) bok (24 mm) i przekątnia (32 mm) ;
c) obie przekątnie (18 mm i 28 mm).
3. Wykreślcie romboid, jeżeli są dane:
а) dwa boki (25 mm i 43 mm) i kąt między nimi zawarty (60°) ;
б) dwa przyległe boki (22 mm i 29 mm) i przekątnia 

(35 mm).
c) obie przekątnie (21 mm i 34 mm) i jeden bok (25 mm).-,
d) obie przekątnie (36 mm i 43 mm) i kąt między niemi 

zawarty (60°).
§. 115. 1. W y k r e ś l i ć  t r apez ,  j e ż e l i  d a n y  j e s t  j e 

den  z r ó w n o l e g ł y c h  b o k ó w a, dwa  ni e  r ó w n o l e g ł e  
b o k i b i c i kąt 80", z a w a r t y  mi ę d z y  a i b (fig. 96)

Na ramionach kąta A =  80° odmierzamy AB =  a i AD ~  b 
Następnie wykreśliwszy z D równoległą do AB, zakreślamy z punktu

B promieniem c łuk 
FiS------------------------------kołowy, który ją przę

dę--------  C' cina w punkcie C. Łą-
\  /  cząc wreszcie punkt C
\  /  z punktem B, otrzy-
\  /  mamy trapez ABCD,

V , który posiada dane
cztery części składowe

Fig. 95.

A B

2. Wykreślić romb, jeżeli są dane :
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Ponieważ luk, zakreślony z B, przecina równoległą DC także 
w drugim punkcie C', przeto mamy jeszcze drugi trapez ABC'D, 
odpowiadający warunkom zadania. Zadanie to ma więc w ogól
ności dwa rozwiązania. Kiedy otrzymamy tylko jedno rozwią
zanie, a kiedy nie będziemy mieli żadnego rozwiązania?

Ile części składowych, i które wyznaczają w zupełności a) trapez 
jakikolwiekbądż, b) trapez równoramienny?

Jeżeli pomiędzy częściami składowemi znajdują się oba równo
ległe boki, natenczas wykreślamy żądany trapez, rysując najpierw 
trójkąt, którego podstawa równa się różnicy równoległych boków 
trapezu.

2. Wykreślcie trapez, którego boki równoległe równają się 
38 mm i 32 mm, a jeden z nierównoległych boków ma 27 mm, 
jeżeli ten bok z pierwszym równoległym bokiem tworzy kąt 60*.

3. Wykreślcie trapez, jeżeli są dane :
a) oba boki równoległe i oba nierównoległe (42 mm, 30 mm,

36 mm, 28 mm) ;
b) oba boki równoległe i kąty przyległe jednemu z boków 

równoległych (45 mm, 28 mm, 45°, 60°);
c) oba boki równolegle, jeden kąt i wysokość;
d) oba boki równoległe, jeden bok nierównoległy i je

den kąt;
c) oba boki nierównoległe, jeden z równoległych boków 

i jeden kąt;
4. Wykreślcie t r a p e z  r ó wn o r a mi e n n y ,  jeżeli są dane:
a) boki równoległe (38 mm i 3 cm) i wysokość (26 mm)-,
b) boki równoległe (32 mm i 24 mm) i kąt (120°);
c) oba boki równoległe (36 mm i 32 mm) i jeden z nieró

wnoległych boków (28 mm).
§. 116. 1. Wykreślić de l t o i d ,  jeżeli są dane dwa boki 

i symetralna (30 mm, 36 mm, 45 mm) i wpisać w niego koło. 
2. Wykreślcie deltoid, jeżeli są dane:
a) dwa nierówne boki i jedna przekątnia (42 mm, 31 mm,

37 mm) ;
b) obie przekątnie i jedeu bok (45 mm, 28 mm, 32 mm). 
§. 117. W y k r e ś l i ć  c z wo r o b o k ,  p r z y s t a j ą c y  do

d a n e g o  c z wo r o b o k u  ABCD (fig. 97.).
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Kreślimy w danym czworoboku przekątnię BD, Wskutek 
czego rozpadnie się on na dwa trójkąty ABD i DBG; naryso- 

Fig. 97. wawszy następnie trój
kąt EFH  ABD, 
a na prostej FH trójkąt 
FGH ^  BCD, otrzy
mamy czworobok EFGH 
2? ABCD. Zresztą nie 
jest konieczną rzeczą, 

kreślić przekątnię i rysować trójkąty, mamy tu bowiem tylko 
wyznaczyć położenie 4 wierzchołków E, F, G i H szukanego 
czworoboku, co możemy uskutecznić w sposób następujący:

Odmierzamy EF =  AB, i z punktów E i F zakreślamy 
promieniami AD i BD łuki, które przecinają się w punkcie H;. 
następnie zakreślamy z F i H promieniami BC i DC łuki, które 
przecinają się w G, a nareszcie kreślimy EH, HG i GF.

§. 118. Da n y  o d c i n e k  AB (fig, 98.) p o d z i e l i ć  na 
k i l k a  (n. p. na 5) r ó wn y c h  części .

Wykreślamy z końca danego odcinka AB promień AX, na
chylony do niego pod jakimkolwiek kątem; na tym promieniu 
poczynając od,punktu A odmierzamy żądaną ilość części, do- 

j,. wolnie długich byle równych, i lą-
czymy punkt końcowy ostatniej 
części (C) z drugim końcem da
nego odcinka AB. Wskutek tego 
otrzymamy trójkąt ABC, którego 
bok AC jest na 5 równych części 
podzielony; aby podzielić także 
bok AB na 5 równych części, po

trzeba tylko jeszcze przez punkty podziału na1 linii AC wykre
ślić równoległe do CB.

Podzielcie odcinek na 3, 6, 7, 9, 10, 12 równych części.
§. 119. Rozwiążemy tu teraz następujące zadanie:
D o d w ó c h d a n y c h k ó ł w y k r e ś l i ć w s p ó l n ą s t y c z n ą .
Niech hędą O i o środkami, a OA i o a promieniami da

nych kół.
a) Zakreśliwszy z punktu O (fig. 99.) promieniem OB, równym 

różnicy danych promieni (OA — oa) kolo, wykreślamy do niego
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styczne oB i oB'. Przedłużywszy następnie promienie OB i OB' 
aż do przecięcia się z okręgiem danego kola w C i C', kre
ślimy oc || OC i oc' || OC'. Proste Cc i Cc' są' wspólnemi ze- 
w n ę t r z n e mi  stycznemi obu danych kół.

Ponieważ w czworoboku BC co boki BC i o c są równe 
¡równoległe, przeto jest czworobok ten równoległobokiem (§. 101); 
a źe w nim kąt CC o jest prosty, przeto i inne jego kąty są 
proste; zatem kąt BCc =  R i ocG =  R, a więc Oc jest 
wspólną styczną obu danych kół. W ten sam sposób wykażemy, 
że także C'c' jest styczną obu kół.

Zewnętrzne styczne dwóch kół przecinają się w punkcie R, 
leżącym na przedłużeniu linii środkowej.

E z e, a punktu E' z e' dwie proste Ee i E'e', które są również 
stycznemi oba danych kół, i to stycznemi we w n ę t r z n e mi .

O rzetelności tego rozwiązania można przekonać się w ten 
sam sposób, jak pod a).

Wewnętrzne styczne dwóch kół przecinają się w punkcie S, 
leżącym na linii środkowej.

F ig . 19.

F ig . 100. ó) Zakreśliwszy z punktu 
O (fig. 100) koło promieniem 
OD, równym sumie promieni 
obu danych kół, wykreślamy 
do niego z punktu o styczne 
o D i oD’. Jeżeli wykreślimy 
promienie OD i OD’, przecina
jące dane koło vvE i E', a potem 
o e ¡| OE i o e' || OE\ otrzy
mamy po połączeniu punktu



76

IX. O wielobokach.
1. Określenia.

§. 120. Figurę płaską, ograniczoną kilku odcinkami, nazy
wamy wi e l o b o k i e m  (ein Vieleck oder Polygon).

Wielobok ma tyle kątów i wierzchołków, ile ma boków; 
każdy bok ma dwa kąty przyległe, a każdy kąt dwa przyległe 
boki.

Podług liczby boków rozróżniamy t r ó j k ą t y ,  c z wo r o 
b o k i ,  p i ę c i o b o k i ,  s z e ś c i o b o k i  i t. d.

Prosta, łącząca dwa wierzchołki wieloboku, nie leżące przy. 
tym samym boku, jest jego p r z e k ą t n i ą .

Zadania.
1. Czy można w trójkącie wykreślić przekątnię?
2. He przekątni można wykreślić z jednego wierzchołka 

czworoboku, pięcioboku, sześcioboku, siedmioboku, ośmioboku, 
dziewięcioboku i dziesięcioboku?

Liczba przekątni, które można wykreślić w jakimś wieloboku 
z jednego wierzchołka jest zawsze o 3 mniejsza od liczby boków; 
a liczba trójkątów, na które rozpada się wielobok wskutek wykre
ślenia przekątni z jednego wierzchołka, jest o 2 mniejsza od liczby 
boków tego wieloboku.

2. Kąty wieloboku.
§, 121. K ą t y  wieloboku mogą być ostre, proste, rozwarte, 

a nawet wypukłe.
Narysujcie wielobok, któryby miał wszystkie te rodzaje kątów. 

Fig. 101. S u m a w s z y s t k i c h  k ą t ó w  wi e l o 
boku  r ó w n a  si ę i l o c z y n o wi  z 2 E  
p r z e z  l i c z b ę  boków,  p o m n i e j s z o 
ne mu o 4 E.

Wykreśliwszy bowiem z punktu O, leżą
cego na polu wieloboku ABCDEF (fig. 101.), 
proste do wszystkich wierzchołków, otrzy

mamy tyle trójkątów, ile wielobok ma boków; suma kątów każdego 
trójkąta równa się 2 E, zatem kąty wszystkich trójkątów są razem 
równe iloczynowi z 2 E przez liczbę boków wieloboku. W tych 
kątach trójkątów zawarte są wszystkie kąty wieloboku, a nadto
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takie kąty naokoło punktu O, które nie są kątami wieloboku, 
a razem równają się 4 B. Chcąc zatem otrzymać sumę kątów 
wieloboku, należy od sumy kątów wszystkich trójkątów odjąć 4 B.

Jak wielką jest suma wszystkich kątów pięcioboku, sześcioboku, 
siedmioboku, ośmioboku. dziewięcioboku, dziesięcioboku i dwunasto- 
boku ?

3. Umiarowe wieloboki.

§. 122. Wielobok, którego wszystkie boki są równe, nazy
wamy r ó wn o b o c z n y m ( gl e i chse i t i g) ;  wielobok, którego 
wszystkie kąty są równe, nazywamy r ó w n o k ą t n y m  ( gl e i ch
wi nkl ig) ;  wielobok zaś, w którym wszystkie boki i wszystkie 
kąty są równe, nazywa się u mi a r o wy m ( r ege l mäss i g) .  
Tak n. p. romb jest równobocznym, prostokąt jest równokąt
nym, a kwadrat umiarowym czworobokiem. -

Ponieważ w wieloboku umiarowym wszystkie kąty są równe, 
przeto nie trudno wyszukać wielkość jednego kąta takiego wielo
boku; potrzeba bowiem wyszukać tylko sumę wszystkich kątów 
i podzielić ją przez liczbę, wyrażającą ilość jego kątów.

Tak n. p. każdy kąt
umiarowego trójkąta równa się 

„ czworoboku „ „

„ pięcioboku „

„ sześcioboku „ „

180
3

360
4

540
~T~
720
1T

=  60°,

- =  90°,

- =  108°,

- =  120° i t. d.

§. 123. Niech będzie ABODEF (fig. 102.) wielobokiem umia
rowym, a więc niech AB =  BC == CD =  DE =  EF =  FA 
i k ą t A  =  B =  C =  D =  E =  F.

Przepołówmy dwa kąty A i B, leżące przy boku AC, a otrzy
mamy równoramienny trójkąt ABO. Połączywszy wierzchołek O 
tego trójkąta ze wszystkimi innymi wierzchołkami wieloboku, po
dzielimy dany wielobok na same równoramienne i przystające trój
kąty; albowiem jeżeli trójkąt AOB obrócimy około boku OB, to 
nakryje on trójkąt BOC, trójkąt BOC nakryje po obrocie trójkąt 
COD, i t. d. Odcinki OA, OB, OC, . . . .  są przeto sobie równe^
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Ponieważ w przystających trójkątach 
równoramiennych także i wysokości są 
równe, zatem i prostopadle wykreślone 
z O do boków wieloboku, t. j. OG, OH, 
OJ, . . . .  są równej długości. Z tego 

' wynika:
1. J e ż e l i  w u mi a r o wy m w ie

l oboku  p r z e p o ł o wi my  dwa  kąty,  
b e z p o ś r e d n i o  po s obi e  n a s t ę p u 
j ą c e ,  i punk t  p r z e c i ę c i a  dwu

s i e c z n y c h  p o ł ą c z y m y  z p o z o s t a ł y mi  wi e r z c ho ł ka mi  
wi e l o b o k u ,  n a t e n c z a s  r o z ł o ż y  się t en wi e l obok  na 
p r z y s t a j ą c e  r ó w n o r a m i e n n e  t r ó j ką t y .

2. W ka ż dym u mi a r o wy m w i e l o b o k u  z na j du j e  
s i ę  p u n k t ,  r ówno o d l e g ł y  o d w s z y s t k i c h  wi e r z c h o ł 
k ó w i od w s z y s t k i c h  boków.

Punkt ten nazywamy ś r o d k i e m  umiarowego wieloboku. 
Położenie środka umiarowego wieloboku wyznaczają symetralne 
którychkolwiek dwóch po sobie następujących jego kątów lub 
boków.

4. Przystawanie i symetrya wieloboków.

§. 124. D w a wi e l o b o k i  p r z y s t a j ą  do s i e b i e ,  jeżeli 
mają wszystkie boki i wszystkie kąty, wzięte w tym samym 
porządku odpowiednio równe.

F ig . 103. D w a  w i e l o b o k i

ABC D EF i GHI KLM 
(fig. 103.), k t ó r e  s k ł a 
d a j ą  s i ę  z j e d n a k o we j  
l i c z by  k o l e j n o  p r zy 
s t a j ą c y c h  t r ó j k ą t ó w,  
p r z y s t a j ą  do s i ebi e.  

Połóżmy bowiem jeden 
wielobok tak na drugim, żeby dwa odpowiednie przystające trój
kąty, n. p. ABC i GHJ nakryły się, natenczas nakryją się także 
następujące dwa trójkąty, zatem także trzecie dwa, i t. d.; osta
tecznie więc całe wieloboki nakryją się, przeto są przystające.
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§. 125. Jeżeli w wieloboku ABCDEF (fig. 104) wykreślimy 
z wierzchołków do prostej AB prostopadłe D d, E e, F / , i obró

cimy cały wielobok około AB o 180°, otrzy
mamy wielobok ABC'D'E'F', który oczy
wiście przystaje do wieloboku ABCDEF; cały 
więc utwór geometryczny AFEDCBC'D'E'F' 
jest symetryczny względem prostej AB, jako 
osi symetryi (§. 57.).

Części utworu symetrycznego, które 
po obrocie około osi symetryi nakrywają 
się, są także symetrycznemi względem 
siebie, jak n. p. ABCDEF i ABC'D'E'F'.

Dwa symetryczne utwory płaskie są zawsze przystające; 
ale ich równe części składowe następują po sobie ze względu 
na symetralną w odwrotnym porządku.

Dla wieloboków umiarowych mamy następujące twierdzenia 
o ich symetryi:

1. S y m e t r a ł n a  k a ż d e g o  b o k u ,  o r az  s y m e t r a l n a  
k a ż d e g o  k ą t a  wi e l o b o k u  u m i a r o w e g o  są o s i a mi  
symetryi tego wieloboku (fig. 102.).

O prawdziwości tego twierdzenia przekonywujemy się przez 
obrócenie części wieloboku około odpowiedniej symetralnej.

2. Wi e l obok  u mi a r o w y  ma t y l e  osi  s y me t r y i ,  i le 
m a  b o k ó w .

Jeżeli liczba boków wieloboku jest parzysta, to każde dwa 
przeciwległe boki i każde dwa przeciwległe kąty mają tę samą 
symetralną. Jeżeli zaś liczba boków wieloboku jest nieparzysta, 
to zawsze jedna symetralna boku nakrywa jedną symetralną kąta.

5. Wielobok i kolo.

§. 126. Wielobok, którego wszystkie wierzchołki leżą na ob
wodzie koła, a więc wielobok, którego boki są cięciwami koła, 
nazywamy w i e l obo k i em w p i s a n y m  w koło,  a kolo jest 
wtedy o p i s a n e  na wi e l oboku .

Wielobok, którego boki są stycznemi koła, nazywamy wie- 
l o b o k i e m o p i s a n y m  na kole,  a koło jest w p i s a n e  
w ten wielobok.

F ig . 104. 
A
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Wieloboki umiarowe wpisane w kolo i opisane na kole.
§. 127. W k a ż d y  u m i a r o w y  w i e l o b o k  m o ż n a  wpi 

s a ć  i n a  k a ż d y m  u m i a r o w y m  w i e l o b o k  u m o ż n a  
p i s a ć  k o ł o .

Niech będzie ABCDEF (fig. 105.) umiarowym wielobokiem.
Jeżeli dwa bezpeśrednio po sobie na

stępujące kąty, n. p. A i B, przepoło
wimy, przetną się ich dwusieczne w punk
cie O, który jest równo oddalony od wszy
stkich wierzchołków i jednakowo oddalony 
od wszystkich boków tegoż wieloboku.

a) Jeżeli zatem z punktu 0 zakre
ślimy promieniem OAkoło, musi ono prze
chodzić przez wszystkie wierzchołki A, 

B, C, D, E, F : jest więc kołem opisanym na wieloboku.
b) Jeżeli OG, OH, OJ, OK, OL i OM oznaczają odległości 

punktu O od boków wieloboków, a z punktu O zakreślimy pro
mieniem OG koło, musi ono przechodzić przez punkty G, H, J, 
K, L i M; a że boki wieloboku są w tych punktach stycznemi 
koła, przeto jest to koło wpisane w wielobok.

§. 128. J e ż e l i  o b|wó d k o ł a  p o d z i e l i m y n a k i l k a r ó -  
w n y c h c z ę ś c  i, n a t e n c z a s p  u n k t y  po d z i a ł u  są <j) w i e r z 
ch o ł k a m i u m i a r o w e  go w i e l o b o k u  wp i s a n e g o ,  i 6) pun- 
k t a mi  s t y c z n o ś c i  u m i a r o w e g o  w i e l o b o k  u o p i s a n e g o .

Niech będzie O (fig. 106.) środkiem koła. zakreślonego pro
mieniem OA i podzielonego na kilka, n. p. 6 równych części.

«) Jeżeli przez punkty podziału wykreślimy cięciwy AB, BC, 
CD, DE, . . •, otrzymamy wielobok ABCDEF, wpisany w koło.

Fig. 106- 
K

Boki tego wieloboku są sobie równe, 
ponieważ są cięciwami w kole, należącemi 
do równych łuków; również i kąty wielo
boku są równe, gdyż są kątami obwodo
wymi, wspierającymi się na rówmych Ju
kach. Wielobok ten jest zatem równobo
czny i równokątny czyli umiarowy.

b) Jeżeli w punktach podziału powykre
ślamy prostopadłe do promieni AO, BO, CO,



81

DO, . . . .  otrzymamy wielobok GHJKLM, opisany na kole. Wielo- 
bok ten jest umiarowy, albowiem czworoboki AOBG, BOCH, 
CODJ,. . .  nakryją się dokładnie, jeżeli jeden z nich położymy 
na drugim (według wykreślenia bowiem są kąty środkowe 
w danem kole równe); zatem kąty G, H, J , . . .  są sobie równe,
a nadto GB =  HC =  JD =  . . .  i BH =  CJ =  DK = ___,
więc także ich sumy, czyli boki naszego wieloboku są równe.

6. Zadania do wykreślenia.

§. 129. 1. W y k r e ś l i ć  p i ę c i o b o k ,  j e ż e l i  d a n e  są  
j ego  c z t e r y  bok i  u, b, e, rf i k ą t y  m i ę d z y  t y mi  bo 
k a mi  z a w a r t e  132", 125" i 84°.

Odmierzamy AB =  o (fig. 107.) i przy B wykreślamy kąt 
132"; na drugiem ramieniu tego kąta odmierzamy BC — b i przy 
C rysujemy kąt 125°; następnie odmierzamy CD =  c, przy D

h

h

b

£ ______ ,

___ d

F ig . 107.
D

wykreślamy kąt 84° i na drugiem jego ramieniu odcinamy DE =  d ; 
nareszcie kreślimy prostą AE. Wielobok ABCDE jest żądanym 
pięciobokiem.

2. Wykreślcie sześciobok, w którym boki 22 mm, 37 mm, 
18 mm, 25 mm i 40 mm tworzą kolejno kąty 120°, 150°, 105° 
i 135°.

§. 130. W y k r e ś l i ć  wi e l o b o k ,  p r z y s t a j ą c y  do da 
nego w i e 1 o b o k u. ■

a) Przez wyznaczenie wierzchołków zapomocą konstrukcyi 
trójkątów.

Moćnik, Geom. I. 6
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Podzielmy dany wielobok ABCDEF (fig. 108.) przekątniami 
na trójkąty i wykreślmy trójkąt GHJ 52 ABC, następnie na GJ 
trójkąt GJK gg ACD, na GK trójkąt GKL ~  ADE i na GL

F ig . 108.
E  Z

trójkąt GLM 52 AEF, a otrzymamy wielobok GHJKLM 52 
ABCDEF. Zresztą nie jest konieczną rzeczą dzielić dany wielobok 
na trójkąty i wykreślać do nich przystające trójkąty; wystarczy 
tak wyznaczyć punkty G, H, J, K, L i M, by odpowiednio ze 
sobą połączone mogły dać owe trójkąty.

Celem wyznaczenia rzeczonych punktów odmierzamy GH ~  
AB, zakreślamy z punktów G i II promieniami AC i BC łuki) 
które przecinają się w punkcie J ; następnie kreślimy z punktów 
G i J  promieniami AD i CD łuki, przecinające się w K i t. d- 

b) Zapomocą współrzędnych wierzchołków.
Wykreślmy z pewnego punktu A (fig. 109.) promień AX, 

a następnie z dowolnie obranego punktu M prostopadłą MP do 
Fj„ jQ9 tego promienia; natenczas część AP, odciętą 

M  na promieniu prostopadłą MP, nazywamy od
c i ę t ą  (die Absci sse) ,  a prostopadłą MP 
r z ę d n ą  (die Or di nat e) ;  odcięta i rzędna

__________są w s ó ł r z ę d n e m i  (die Co o r d i n a t e n )
-A x  punktu M. Promień AX nazywamy os i ą

o d c i ę t yc h  (die Abs c i s s e na c he ) ,  a punkt A p o c z ą t 
k i e m (der  An f a n g s p u n k t )  osi odciętych.

Jeżeli dany jest początek A i kierunek osi odciętych AX, 
położenie każdego punktu M jest dokładnie wyznaczone, gdy dane 
są jego współrzędne; albowiem potrzeba tylko na osi odciętych 
odmierzyć od punktu A, poczynając długość równą odciętej AP, 
a następnie wykreślić w P prostopadłą'i odmierzyć na niej rzędną 
PM; punkt końcowy tej rzędnej jest szukanym punktem M.
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Ażeby za pomocą współrzędnych narysować wielobok, przy
stający do danego wieloboku ABCDEFGHJ (fig. 110.), wybiera 
się w danym wieloboku jakąś prostą n. p. AE za oś odciętych, 
punkt A za jej początek i wykreśla się współrzędne wszystkich 
wierzchołków danego wieloboku. Następnie wykreślamy inną 
oś odciętych a e i odmierzamy na niej odcięte od a do k, l, m, 
n, , . .; wykreśliwszy w tych punktach prostopadłe, odmie
rzamy na nich odpowiednie rzędne; końce tych prostopadłych 
są wierzchołkami wieloboku przystającego, który zamierzyliśmy 
narysować.

F ig  110

leżał symetrycznie względem danej symetralnej (§. 125.).
2. Wykreślcie wielobok, któryby był symetryczny do danego 

wieloboku względem danej symetralnej.
§. 132. 1. Na umiarowym a) trójkącie, b) czworoboku,

c) sześcioboku opisać koło (§. 127.).
2. W umiarowy a) trójkąt, b) czworobok, c) sześciobok wpi

sać koło (§. 127.).
3. W dane koło wpisać i na danem kole opisać a) trójkąt 

równoboczny, b) umiarowy sześciobok (§. 128.).
4. W dane koło wpisać i na danem kole opisać a) kwadrat, 

h) umiarowy ośmiobok.
5. Zapomocą kątomierza wpisać i opisać na danem kole 

umiarowy a) pięciobok, b) dziesięciobok.
6. W koło jest wpisany jakiś umiarowy wielobok; wpisać 

w to koło wielobok umiarowy, któryby miał dwa razy tyle bo
ków, co pierwszy.

§. 133. 1. Da n y  j e s t  bok u m i a r o w e g o  w i e l o b o k u ;  
w y k r e ś l i ć  t e n  w i e l o b o k .

Przy rozwiązaniu tego zadania szukamy przedewszystkiem . 
koła, w któreby żądany wielobok był wpisany. W tym celu

6*



obliczamy najpierw wielkość jednego kąta wielobokn, następnie 
kreślimy prostą równą danemu bokowi i na obu jej końcach 
wykreślamy po połowie wyrachowanego kąta wielobokn. Z punktu 
przecięcia ramion tych kątów zakreślamy kolo przez punkty 
końcowe prostej i na jego obwodzie odmierzamy dany bok jako 
cięciwę.

2. Nakreślcie odcinek równy 2 cm i wykreślcie na nim 
jako na boku umiarowy ») pięciobok, b) sięęściobok, c) ośmio- 
bok, d) dziesięciobok, ę) dwunastobok.

V “ Ł ° J  '
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