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Druk K. Kowalewskiego, W arszawa, Królewska 29.

Dziełko, które podajemy w tłumaczeniu, wyszło 
po raz pierwszy w r. i863, a po raz dwudziesty zo­
stało odbite w r. 1888. To samo już dowodzi jego
praktyczności i wielkiego rozpowszechnienia w szko­
łach angielskich. Autor tej książki wydał szereg po­
dręczników, obejmujących prawie całość matematyki 
czystej i zajmujących w świecie pedagogicznym an­
gielskim takie miejsce, jakie niegdyś we Francyi 
zajmowały wyborne dzieła Lacroix.

Nie jest ono przedstawieniem systematycznćm 
całkowitego kursu algiebry; — w szeregu podręcz­
ników tegoż samego autora, są dwa inne dzieła po­
święcone temu przedmiotowi. Jest ono raczej pier­
wszym przewodnikiem do rachunku algiebraicznego, 
wprowadzającym powoli i stopniowo na dobranych 
przykładach do zasad nauki; — autor pragnie na 
pierwszy początek zaznajomić ucznia z materyałem 
rachunkowym, i należy przyznać, robi to, z małymi 
wyjątkami, w sposób bardzo udatny Czytelnik, 
który tę książkę początkową przejdzie, będzie mógł 
łatwo dopełnić, w razie potrzeby, swoich wiado­
mości teoretycznych; — bardziej specyalne 
o algiebrze staną się dla niego dostępne.
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Książka ta zawiera w sobie zbiór wiado­
mości zupełnie wystarczający do pewnych celów 
jak np. zawiera w sobie to wszystko, co jest po­
trzebne dla uczniów niższych szkół specyalnych 
i technicznych, wielu zakładów naukowych pry­
watnych i pensyj żeńskich. Dla takich zakładów 
jest ona całością, nie potrzebującą właściwie do­
pełnień. Może doskonale zastąpić wyborne, w ze­
szłym wieku napisane dzieło L  Huilliera, o algie- 
brze; u nas w szkołach używane do początkowego 
wykładu, ale oddawna już wyczerpane z handlu 
księgarskiego.

W tłumaczeniu zmian żadnych nie wprowadzo­
no. Jeżeli czytelnik opuści wszystkie paragrafy 
i zadania opatrzone gwiazdkami lub znaczkami, któ­
rymi odróżniono wtrącone artykuły, wtedy mieć bę­
dzie zupełnie wierne tłumaczenie oryginału*). W y­
jątek tylko przedstawiają niektóre zadania z tego 
mianowicie powodu, że autor używa w nich miar 
i monet wyłącznie angielskich; — otóż aby uczący 
się u nas mieli przed oczami rzeczy znane, miary te 
i monety zostały zastąpione albo miarami u nas uży- 
wanemi, albo też miarami metrycznemi, z któremi 
dobre zaznajomienie się jest dzisiaj rzeczą niezbę­
dną. Również musiały uledz zmianie, lub zostały za­
stąpione innemi te zadania (zresztą w bardzo małej 
liczbie), które się odnoszą w oryginale do obyczajów 
zbyt wyłącznie angielskich i u nas mało znanych. 
Dodatki, jakie zostały w zadaniach porobione, wię­

*) Mianowicie paragrafy odznaczone malemi liczbami u spo­
du są dodane; tak np. 236, , 2363 i t. p.
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cej niż wynagradzają, co do liczby, zadania opu­
szczone. Wszystkie zadania dodane, są oznaczone 
gwiazdką (*).

Jakkolwiek, jak powiedziałem wyżej, dzieło sta­
nowi samo w sobie całość zupełną i dodatków nie 
potrzebuje, z tern wszystkiem ze względu na potrzeby 
naszej młodzieży uczącej się, i brak podręczników, 
zadosyć czyniących różnym wymaganiom, sądziłem 
że należy cokolwiek plan samego wykładu rozsze­
rzyć, nie zmieniając oryginału. Dla tego też ma- 
teryał rachunkowy znacznie powiększyłem, przez 
dodaąie pewnej liczby zadań, i wtrącenie w sam 
wykład paragrafów, zawierających niektóre wska­
zówki i objaśnienia, bądź to rozszerzające zakres 
rozwiązywanych zadań, bądź też potrzebne do uzu­
pełnienia wiadomości teoretycznych. Ponieważ ory­
ginał pozostał nietknięty, przeto nie można było 
uniknąć z tego powodu w niektórych miejscach powta­
rzać;—zdaniem mojem nie szkodzą one, gdyżprzypo- 
czątkowem uczeniu jest rzeczą prawie niemożliwą 
za wiele razy powtarzać. Nadto, ze względu na wy­
magania egzaminowe wielu naszych zakładów na­
ukowych, na końcu książki dodałem cztery rozdziały 
traktujące o przedmiotach nie objętych w samem 
dziele, a potrzebnych u nas, są to rozdziały: I-szy 
o podzielności liczb, Il-gi o ułamkach ciągłych, Ill-ci
0 równaniach nieoznaczonych, i IV-ty o logaryt- 
mach. Wszystkie te dodatki nie stanowią całości
1 nie traktują przedmiotów wyczerpująco; są dopeł­
nieniami, obejmującemi mniej więcej to, co w na­
szych szkołach bywa wykładane. Gdy wyjdzie sy­
stematyczny kurs algiebry w bibliotece matema-
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tycznej prof. Baranieckiego, staną się one zbytecz- 
nemi i będą mogły być opuszczone; — tymczasem 
zaś sądzę, że pewien pożytek uczącym się przynieść 
mogą.

Do ułożenia ich przeważnie służyły mi dzieła: 
Le jeune—Dirichlet. Vorlesungen über die Zah­

len— Theorie.
iJM/«»VËléments d’Algebre.
Lèfébure de Fourcy. Leçons d’Algébre.
Todhunter. Algebra for the use of Colleges and 

Schools, i niektóre inne. Do uzupełnienia zadań 
głównie, choć nie wyłącznie, posługiwałem się wy­
bornym i uczonym zbiorem zadań: Heis, Sammlung 
von Beispielen und Aufgaben aus der algemeinen 
Arithmetik und Algebra.
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OMYŁKI DOSTRZEŻONE:

str. wiersz zamiast powinno być
1 2 od dołu z pomocą za pomocą
2 4 od dołu a — b =  c a — b — c
7 2 od dołu a a
8 2 od dołu az «2

10 3 od dołu e4 +  6 e- b'1 + e4-)-6 e! 62
11 zadanie 12 (w liczniku) -j- b a2b2 +  Qa-62
18 2 od góry dodatnimi■ dodatnimi
21 zadanie 4 4a +  36

b — c
ia  - f  36 . 
b -f- c

21 zadanie 7 (w mian). a’2-\-2ab-*r b'i a- — 2a6 -|- 62
21 zadanie 12 , b3 -f- 2 bc -f- c3 

b +  c
63 - f  26c - f  c2 

6-i-c
25 zadanie 18 

p. wiersz
+  X2 z —  Z 3 z

34 zadanie 22 — (36 — c ■— 26) — (36 -  c — 26)
34 zadanie 24 j bx2—(4—lj{ | 6x2—(4z—1)J
36 8 od dołu c(a — cb ca — cb
36 7 od dołu 6(c -j- d b (c -j- d)
43 6 od góry być. być
43 zadanie 12 przez 3 z — 1 3x — 6
43 zadanie 13 z 3 -j- x- -|- z — 1
44 zadanie 36 a- 2ab -J- £2 -(- c2 a 2 — 2 ab Ą- b- -|- c
47 10 od góry o5=aX «X aX aXaXa a5= a X aX aX aX a
47 11 od góry a3 =  aX<rXaX a a3 =  aX«Xa
47 13 od góry oXaX«Xa °X aX a
48 5 od góry 46 

3 c 63
4 a

3 c 63
56 zadanie 18 przez a b przez a — 6
56 zadanie 28 X* — 13x +  362 z4 — 13x2 -f- 36
56 zadanie 37 x5 4- 2x6 -)- . .

przez z4—2x3 -j- ?yx-— 
2x—1

z8 -)- 2 z 6 -j- . . . 

przez x4—2x3-{-3 x‘ 
2x + l

56 zadanie 41 przez z3 -f- xy -j- y2 przez X1 -(- xy -f- y‘
56 zadanie 42 z3 — 3xy y3 — 1 x3 —• 3 xy — y3 — i
66 15 od góry o8 — 63 a 8 — 58
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str. wiersz zamiast powinno być

67 12 od góry xi yl X 4—  y4

x—y x—y
67 13 od góry I tak dalej: I  tak dalej.
74 3 od góry Czytelnik, Czytelnik
78 3 od dołu CD C przez D
83 zadanie 16 z 5 — 41 x — 30 x3 — 41 * — 30
88 1 od dołu (3x‘‘ — 2 a; -J- 4 (3 x 2 — 2 a: +  4)
89 6 od góry tyehż tychże
90 18 od góry XII XIII
98 9 od dołu a — b c a — b — c

97 4 od dołu 6 a4 J2c 16 <Z4Ó2C
20a*bU 20 a3bH

100 zadanie 5 4(a-}-ó)2 4(a-t-ó)2
5 (a2—ó)2 5 (a2—ó-)

100 zadanie 9 (w mian). 2 x—19 x-|-35 2 ж2 — 19 x +  35

108 zadanie 28 x — 3 x — 3
x 3— 4 аз -J— 1в z2— 4 x  -j- 16

110 zadanie ̂ 1 1
(a—b) {a-c) (xa) (a—b) (a—c)(x~a)

115 zadanie 8 ч , a(a +  x) a (a +  *)
a‘—2ax-j-a2 o2—2 ax -J- x2

y  x2—4a -j- 4 N,  z2—4 z -j- 4
115 zadanie 15 X x 2—i x  - f  3 ,N x 2—4 x -j- 3

118 7 od góry _ ab | aó .
a -}-6 a+q

119 9 od góry . przeto , przeto

120 zadanie 2 3 a 2i2c4 3 a 2 63c*
4 x2y3 z4 4 a:2 y3z4

120 zadanie 11 x2—5 x -f- 6 
PrZeZ x2- 2 s - l

x2—5 z +  6 
prZ0Z x2—2 * +  1

121 zadanie 19 ( А - Г (“ " t
l a + z j \a  +  Xj

123 zadanie 39 i: opuścić
123 zadanie 40 _ ab -J- a

У ~  ab 4- 1
opuścić

123 3 od góry XIV XIX

135 zadanie 41 +  x - 2 =  4 
5

+  x - 5 -  4
6

IX

str. wiersz zamiast ■ powinno być
140 7 od dołu równie: równanie:
147 zadanie 20 _ 2x—38 _  2z+33

x  -f- 12 * +  12
147 zadanie 26 =  a;2—25 — — x2 —  215 15
148 zadanie 40 0,135x—0,225 0,135x—0,225

06 0,6
154 1 od dołu U tu
186 7 od góry 

k. wiersza
do prawej dp lewej

210 15 od góry mogącej mogącej.
210 1 od dołu 9x +  15y = 4 0 9ж +  15 у — 48
211 8 od dołu r _  13.6 — 392 _  13.6 — 39 .

7 .6  — 21 .2 7 .6 - 2 1 .
218 2 od dołu 2 0 - 2 =  17, 26 -  2 =  17,

У225 10 od dołu XXIII XXV
250 4 od góry 136i 236,
282 1 od góry 560. 260.
217 10 od dołu w równanie (4) w równanie (4),
222 2 od góry 28 X i  +15Х A + l ,  28 X 1  +  15 X
238 9 od dołu 9:14? 9:14.
248 8 od dołu i wyrażenie wyrażenie
250 11 od dołu zer zerami
251 3 od góry 90 900
259 11 od góry zwyczaj zazwyczaj
262 12 od góry pod A 802 802 pod A
267 10 od góry J / 42a264 V  42a2ó4
272 8 od góry 4356 4356
278 11 od dołu a- az
282 4 od góry kwadratowego sześciennego
282 16 od góry 12812904 12812904
306 5 od góry ( 2 J /T + 3  j/2 (2 J/3  +  3 j / 2)
310 10 od góry d - 2  J/I5 (1-2  J/I5)
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str. wiersz zamiast powinno być
3
1/  (2 a 2ó)»319

324
1 od góry J /  (2a26)*
6 od dołu 1 /a H - l 1/ « 2( _ 1)

326 10 od góry przy X przy X2
340 3 od góry z3 - y *  +  0 = , * 3 - ^  +  o = o ,

343 3 od góry 6 i 4 6 i 4.
353 1 od dołu po 2 po 2 ;
358 13 od dołu pierwiastki: pierwiastki.
363 1 od dołu podług małe podług potęg maleiao1
366 3 od dołu x2 — 2 2/3 — 2
366 1 od dołu 4- c —■ o . +  c =  0 .
367 6 od dołu axi -f- bx 2-\~bxĄ- 

a—o,
ax^Ą-bx 2-\-cx 2-j- bx-\-
(1=0

370 2 od dołu przyrównywamy przyrównamy
383 6 od dołu — 120. i — 120.
385 1 od dołu o 4 cale 0 1 cale kwadratowe
388 11 od góry ile ilu
390 9 od góry poruszające poruszające się
397 6 od dołu x 2Ą-y2

x + y
x3"H/3 
x+ y

403 6 od góry x +  y =  3 x  +  y  =  9
406 9 od góry * ((ty -  J ) * [2y ~  2ł )
417 13 od dołu ad od
418 2 od dołu ic k»
426 5 od góry . równemi; równemi.
428 12 od dołu od jedności od jedności,
421 9 od góry a :b  : c : d a : b : : c : d
429 2 od dołu a :b =  b : d

V
a : b =  b: c
P.430 zadanie 20 V mbj, -[- ndf V  mbP **cŁp

434 9 od góry A"- A“
442 1 od dołu A A l
447 7 od góry rn fH
450 10 od góry 13, 63,

XI

str. wiersz zamiast powinno być
452 7 od dołu A : c =  A — В : A—■c A : C =  A —B : B -G
456 4 od dołu miejscu, miejscu.
458 15 od dołu mniejsze miejsce
458 6 od dołu (»i—2 (u—2)
458 1 od dołu n 1”
459 2 od dołu \n ki.
469 11 od dołu 20 (cy)3(62)5 20 (cy)3(b2)3 .
471 6 od dołu r — 1 | r —1

471 2 od dołu (1 +• Я), (1 +  x)n ,
472 3 od góry 2 n 2n
472 6 od góry (x -f- a) n (x -f- a)®
472 4 od dołu (x-{-a)=x« + t i a i «- 1 (x-J-a)» =  x>‘ 4 - naX11—1
473 1 od góry dodatną dodatnią
479 1 od góry arn arn
480 6 od góry 74144 74194
484 10 od dołu K r Kn
487 9 od dołu FR» + Р Я » - Ч - № ~ 2KR” 4 - K R«—1 -f

+  .... +  PR KRn-2 4-...4-1?«

495 1 od dołu Ъх — — 3x — —
У y

501 5 od dołu a 2—i 3 a3—b3
511 10 od góry Зж2 ж3 3o2 X2

516 6 od dołu 1 1
2-J-3* 2 + 3 x

521 2 od góry 3 i  
2 • r

525 9 od dołu powiększona 0 powiększona 0 4,

528 5 od dołu 1 1
V2 X3

530 5 od góry ró nauia równania
537 11 od dołu к2 — ах  -j- x 2 x2 — ax  4- a2
541 4 od dołu 2 ж2 3iC2

x2--1 X 2 — 1
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str. wiersz zamiast powinno być
542 8 od góry X X

(x -  a) (a—b) (x—a) (x—b)
542 1 od dołu na początku ostatniego wiersza opuszczono 5)
543 2 od sów (*  +  y)2 (X y) 1

a3 +  y2 xi 4 ; f
543 2 od dołu x4—3a;3a-(-3 ai x+ xi x4 -3 x 3a+3a3 x+a*
549 1 od dołu 12,23 12,3
551 7 od dołu 70, 42, 3 5 .2 7 70, 42, 35.
552 5 od dołu 64 x 3 64 a:3

27 y6 27 J/6
555 5 od góry 2 x2 +  4c* +  3c2 2 x 3 4" 4 ca:—3c2
555 3 od dołu X* +  1 +■ X* x* 4 -1  4 -

3 3
556 1 od góry +  XV 2 — xy  2
558 6 od góry (2 ab) x (2 ab) »
560 3 od dołu 4 a+b) (a2+b2) i  (a+b) (a2+b2)

(x —by (a—by
563 5 od góry 2j — - t ; 4 — 2, — — ; 4,— 52  .

24 6 24 ’ ’ 6
567 2 od dołu 62 (J/ 2  +  1) 63 (1/2 +  1) .
568 7 od góry 36—54, 81 36,—54, 81
569 po 13-tym dodać 14*)

570 5 od góry — —5j/ 5 (3x) 4 u
- 3  „ -------0 0 .

(3 a:) 4 y
570 3 od dołu 9—30a:+37a;2—20a:3— 9—30 x+37 x 2—20a:34

4 a:4 4 z 4
571 9 od dołu 28) . 6) 28) . 6
573 1 od góry 45 galionów 45 garncy
573 1 od dołu 3(3« — 1) 3(3» — 1)
574 2 od dołu 3) ±11, ±  13, +13; +  11 2 )+ l 1,+13,+13,+11
575 9 od dołu 187) . 29 mil. 187) . 29 wiorst.
576 5 od dołu 3) 12 . — 24, 36 3) 12, — 24, 36
577 10 od dołu 249) 5,678,1,234 249) 5,678 ; 1,234

578 3 od dołu 3) 1, -  , -  2,’ ’ 19 ’ 19 ’ 19 ’ 19
588 15 od dołu r^k — q3 krr2 +  kr3 Tjk =  q3kr2 +  kr3
590 7 od dołu liczbę liczbą

XIII

str. wiersz zamiast powinno być
603 16 od góry D =  a m'b » 'c ' D =  a ™'b » 'ci'
605 12 od dołu za m za m!

606 15 od góry a 4* J—1 am+1 — 1
a—1 a—1

618 12 od góry (dodatek § ) (dodatek § 2*)
624 9 od góry 1 1

X

1 1 *
627 9 od góry |/m 3 4  1 — m ]/m 2 + 1 — m
636 4 od dołu P

Qt Qi
1 1

638 15 od góry a„+ 2 +  1 <2«—2 -f* 1
Gn—1 G n — 1

640 4 od góry On—1 a>n “f” On—2 — On—1 Gn -f- Q,n—2 =
=  Q.n—1 =  On

644 4 od góry P5 $3 — P2 P3 Q -2—P-2 Q3
644 6 i 7 od g. P, O2—^2 O2 P* O2 — P2 Oz
645 9 od dołu (w miano w.) Qn-lnQ Qn—1 Qn
646 6 od góry ' (Pu Qn-1 Pn-1 Qn ) (Fn Qn— 1—Pn—1 Qn )
647 8 od dołu P1+1 Qn PnĄ-l Qn
648 10 od dołu większe mniejsze
652 1 od dołu (w liczniku) (—■)* y (-1  )» y
665 7 od dołu «4 , #2 > aZ <2l , <22 ,
670 6 od dołu (Q"-Q)P' (Q"—0) P'
722 11 od dołu najczęstszym najważniejszym
723 1 od góry § 50* § 47*,
723 10 od gery § 41* § 45*.
724 5 od góry § opuścić
730 3 i 4 od dołu zadanie (li) 89 a;—144 y =  1.

730 2 od dołu . 73 aj-j—17 
^  ly

73*4-17 
19 —

730 2 od dołu (i) llx= 13y= 36— 11*—13j/=36j/—3a:—
3a:=133; 133

732 10 od dołu rodzaju rodzaju:
732 9 od dołu kul, kul
734 4 od dołu Rozbierzmy też Rozbierzmy
735 6 od góry c c
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str. wiersz zamiast powinno byó
735 16 od góry c równości c w równości
735 16 od góry doprowadzi prowadzi

737 7 od dołu
1
-  1a

1
a ’ 1

738 15 od dołu ( i+ fc p  >  i+ fc (l-j-iąr 1 -\-kx
743 9 od góry wartości wartość
743% 61* Początek § 61* powinien być:

Pozostaje nam jeszcze odpowiedzieć na to py­
tanie, kiedy wartość ua x, zadosyć czyniąca ró­
wnaniu ax =  c lbędzie wymierną w tem przy­
puszczeniu, że a i c są całkowite.

743 9 od dołu wyraz „pytanie“ opuścić
744 10 od góry a p —x'q a p—
747 13 od góry ax.2= N 2 a l ! =  Aj
747 14 od dołu ax+ l x+*2+ - axJr+*-xl+...

749 1 od dołu
X

a —
X

<1 a q
757 14 od góry mantysy mantysy;
758 12 od góry liczb liczby
761 5 od dołu mantysy. mantysy;
762 6 od góry licznika: licznika.
757 1 od dołu Log 10“ —■) Log (10“ — ■)
762 9 od góry -1,6979700 —1,6989700
775 8 od dołu stają się staje się
765 8 od góry 3,4127964, 3A127964
767 9 od dołu oczu oczu,
778 3 i 6 od dołu nie i tym logarytmem i tym logarytmem mo­

możemy znalsść na pa­ żemy znaleść na pa­
mięć, wypisując mięć, nie wypisując

781 13 od góry liczby 3,5786;' liczby 3,5786,
789 4 od góry wyżej, wyżej (§ 70*),
791 5 od góry Log 79,3 Log 793
793 2 od dołu (tutaj przez 1,53); (tutaj przez 1,53),
794 3 od dołu obu części obu stron

796 3 od góry Log i ł Log K
796 6 od dołu obecnćj; obecnej,

AL&IEBRA POCZĄTKOWA.
I

G ł ó w n e  znak i .

J. Algiebra jest nauką, w której rozumujemy 
nad liczbami, zapomocą głosek, użytych do oznacze­
nia liczb i pewnych znaków, użytych do oznaczenia 
tak działań wykonywanych nad temi liczbami, jako 
też i związków zachodzących pomiędzy niemi.

2. Liczby mogą być albo znanemi, albo też ta- 
kieini, których znaczenie należy dopiero znaleść, i któ­
re z tego powodu nazywają się nieznanemi lub nieuńa- 
domemi. Zazwyczaj pierwsze, t. j. znane, lub wiadome, 
oznaczają się początkowemi głoskami alfabetu a, b, c 
i t. d , niewiadome zaś ostatniemi głoskami x, y, z. Nie 
jest to jednak prawidło niewzruszone i dla tego też 
nie potrzebuje być ściśle zachowywane. Liczby mo­
gą być całkowite i ułamkowe. Wyraz ilość nie jedno­
krotnie używa się w tern samóm znaczeniu, co i wyraz 
liczba; wyraz całkowita jest często używany zamiast 
liczba całkowita.

3. Uczący się powinien się przyzwyczaić do 
używania głosek, oznaczających liczby i nauczyć się 
znaczenia znaków; dla tego też zaczynamy od wytłu­
maczenia najważniejszych znaków i objaśnienia ich 
użycia. Przystępujący do uczenia się algiebry, powi-

Todh. A ls i.  bra. 1
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nieitjuż umieć zasady arytmetyki i rozumiéé użycie 
najogólniejszych prawd, z któremi spotykamy się we 
wszystkich częściach matematyki, takich jak: jeżeli pj- 
wne ilości dodamy do równych, otrzymamy summy ró­
wne i t. p.

Prawdy takie, jak powyższe, widoczne same 
przez się, hez żadnego rozumowania, nazywamy pe­
wnikami (axioma); prawdy i zdania zaś takie, o istnie­
niu których nabiéramy przekonania dopiéro po pe­
wnym szeregu rozumowań, nazywamy twierdzeniami 
(theorema).

4. Znak -f  położony przed liczbą oznacza, że ta 
liczba ma być dodaną. Tak np. a b pokazuje, że li­
czba oznaczona przez b ma być dodaną do liczby ozna­
czonej przez a. Jeżeli a oznacza 9 a b oznacza 3, 
wtedy a-j-b  oznacza 12. Znak 4 - czyta się więcej-,. 
tym sposobem a +  b przeczytamy: a więaij b.

5. Znak — położony przed liczbą pokazuje, że 
liczba ta ma być odjętą. Tak więc a — b oznacza, że 
liczba oznaczona przez b ma być odjętą od liczby ozna- 
czonój przez a. Jeżeli a oznacza 9, b zaś oznacza 3, 
wtedy a — b oznacza 6. Znak — nazywa się znakiem 
mniej, i a — b wymawia się tak: a mniéj b.

6. Podobnież a-\-b -}-- c oznacza, że mamy do­
dać b do a i następnie dodać c do tego co wypadnie; 
ą J ^ b — c oznacza, że mamy dodać b do a i następnie 
odjąć c od wypadku: a — b 4 c oznacza, że należy b 
odjąć od a i następnie do wypadku dodać c■ nakoniec 
a — b — c oznacza, że należy b odjąć od a, i następ­
nie od tego co wypadnie odjąć c.

7. Znak =  oznacza, że liczby, pomiędzy które­
mi on znajduje się, są równe. Tak więc a — b ozna­
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cza, że*liczba przedstawiona przez a jest równą li­
czbie przedstawionej przez b. a + b  =  c oznacza, że 
summa liczb przedstawionych przez a i przez b jest 
równą liczbie, którą przedstawia c, tak, że jeżeli np. 
a oznacza 9, b oznacza 3, wtedy c musi oznaczać 12. 
Znak =  nazywa się znakiem równości, i a — b czyta 
sie „a równa się bu lub „a jest równe b“.

8. Znak X oznacza, że liczby, pomiędzy które­
mi on stoi, mają być przez siebie pomnożone. Tak np. 
a X  b oznacza, że liczba, którą przedstawia a ma być 
pomnożoną przez liczbę, którą przedstawia b. Jeżeli 
a znaczy 9, b zaś 3, wtedy a X b oznacza 27. Znak X 
nazywa się znakiem mnożenia i a X ó czyta się „o. po­
mnożone przez bl‘, lub króciej „a przez 6“. Podobnież 
a X b X 0 oznacza iloczyn liczb, które przedstawiają 
głoski a, b i c.

9. Jednakże znak mnożenia bardzo często 
opuszcza się dla krótkości; tym sposobem pisze się ab 
zamiast a X b i ma toż samo znaczenie; pisze się tak­
że abc w miejsce a X b X o i t. d.

Znak mnożenia nie może być opuszczonym, gdy 
liczby są wyrażone zwyczajnym sposobem za pomocą 
cyfr. Tak np. 45 nie może przedstawiać iloczynu z 4 
przez 5, ponieważ 45 ma już inne, poprzednio‘mu na­
dane znaczenie, mianowicie czterdzieści pięć. Musimy 
przeto przedstawić iloczyn 4 przez 5 w inny sposób 
i wybieramy do tego sposób pisania 4 X 5 . Niekiedy 
jednak punkt jest używany w miejsce znaku X; w uwa­
żanym poprzednio przypadku możemy napisać 4. 5 
zamiast 4 X 5 . Czasami także pisze się punkt po­
między dwiema głoskami zamiast znaku X : tak, że a . b 
używa się zamiast a X  b. Lecz tutaj punkt jest zu-
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pełnie zbytecznym, gdyż a b oznacza toż samo, co 
a Xt>. Kównież ani punkt ani znak X nie jest po­
trzebny pomiędzy liczbą przedstawioną w zwykły spo­
sób—cyframi i liczbą przedstawioną przez głoskę: tak 
)>p. 3 a pisze się zamiast 3 X a i ma toż samo zna­
czenie.

10. Znak : lilb -f oznacza, że liczba która przed 
nim się znajduje ma być podzieloną, przez liczbę znaj­
dującą się za nim. I  tak a-. b lub a 4- b pokazuje, że 
liczba, oznaczona przez a, ma być podzieloną przez 
liczbę, oznaczoną przez b. Jeżeli a znaczy 8, a b zna­
czy 4, wtedy a : b znaczy 2. Znak ten : nazywa się 
znakiem dzielenia, i a:b  czyta się tak: „a podzielone 
przez ¿/“,

Jest j.eszcze inny sposób oznaczania, że jedna 
liczba ma być podzieloną przez drugą; mianowicie: 
dzielna pisze się nad dzielnikiem i pomiędzy nimi kre­

śli się linijka. Tak np. ~ używa się zamiast a : b

i ma zupełnie toż samo znaczenie.
11. Głoski alfabetu i znaki, których użycie już 

wytłumaczyliśmy lub które w dalszym ciągu spotka­
my, nazywają się, razem wzięte, symbolami algiebrai- 
cznemi, ponieważ ich właśnie używamy do przedsta­
wienia liczb, nad któremi rozumujemy, działań, które 
na nich wykonywamy i związków, jakie między niemi 
istnieją. Każdy zbiór symbolów algiebraicznych sta­
nowi to, co nazywamy wyrażeniem algiebraicznim.

12. Podajemy tutaj kilka przykładów jako ćwi­
czenie na użycie tych symbolów, które były objaśnio­
ne. W  przykładach tych należy znaleźć wartości li­
czebne niektórych wyrażeń algiebraicznych.

o

Przypuśćmy że « =  1, b — 2, c—_3, 
, =  6, / '— 0.

Wtedy:
7a -4- 3ó — 2d + f —  7—1-6 — 10 +  0 =  13 —•
2ab +  &bc — ae +  df =  4-j- 48 — 6 -¡- O =  52 -
4ac m e  , 120_30= 6 i-8_ 10_ 14.

15 3
4c+5e_12 + 3 0 __ 42'__ , ,
(7—b 5—2 3

PRZYKŁADY I.

Znaleźć wartości liczebne następującycl 
żeń, jeżeli:

■ o = i ,  b== 2, c =  3, d =  4, ę =  5, f -
1. 9« 4- 26 +  3c —2 /
2. 4# — 8a — 3b -+ 5c
3. Ue +  3 bo +  9 d — af
4. 8abc — bcd -+'9ode — def
o. abcd +  obce +- abde +- acde +  bcde

4a 9b , 8c 5d
6- e-

4 ac
+

8 bo 5cd
7. T ~ d ~ e

8. 12«
+

66 , 20 o-
bo 5 + de '

9. cde 5 bcd Qade
ab

-4- ae bc

d = 5 ,

10 = 3 .
■ 6 =  46.

-10=4.

i wyra- 

= 0: .
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10. Te +  bcd -

2a-\-5b11

12.

13.

+

3 bde
2 ac ' 

3b-\-2c
~ T ~

a —|~ b —|— c-j- d 
% '

ó-j-c-f- 3e 
«-f c—d ’
< H i bĄ-d c-f-e 
c—a ' d—b ' e—c
a-\-b-\-c-\-d-\-ę 
e—d-r-c—b- -̂a

Czynnik. Współczynnik. Potęga. Wyrazy.

13. Gdy pewna liczba jest iloczynem dwóch lub 
ilukolwiek liczb, wtedy każda z tych ostatnich nazy­
wa się czynnikiem, tego iloczynu. Tak np. 2X3X5=30; 
i każda z liczb 2, 3 i 5 jest czynnikiem iloczynu 30. 
Albo też możemy uważać 30 jako iloczyn z dwóch 
czynników 2 i 15, lub jako iloczyn z dwóch czynników 
6 i 5, albo jeszcze jako iloczyn z czynników 3 i 10. 
Podobnież 4ab możemy uważać jako iloczyn z dwóch 
czynników 4 i ab, lub też jako iloczyn z czynników 4 a 
i b, albo jako iloczyn z dwóch czynników 4b i a; albo 
jeszcze jako iloczyn z trzech czynników 4, a i b.

14, Gdy liczba pewna jest iloczynem z dwóch 
czynników, wtedy każdy z tych czynników nazywa 
się współczynnikiem względem drugiego. Tak np. uwa­
żając 4ab za iloczyn z 4 i ab, 4 nazywamy współczyn­
nikiem dla ab, również jak i ab możemy nazwać współ-

7

czynnikiem dla 4; uważając znowuż 4aó jako iloczyn 
z Ąa i z b, nazywamy 4<j współczynnikiem dla b, zaś b 
współczynnikiem 4 a. W praktyce używać będziemy 
wyrazu współczynnik najczęściój w pierwszem tylko 
znaczeniu, t. j. uważając 4 jako współczynnik « 6; 
w tym razie wszakże, dla t'śm dokładniejszego wyra­
żenia o czóm mowa, nazywać będziemy 4 współczynni­
kiem liczebnym. W  ogóle jeżeli jakikolwiek iloczyn 
składa się z jednego czynnika, wyrażonego arytmety­
cznie t. j, za pomocą cyfr, i z drugiego czynnika wyra­
żonego alyiebraicznie t. j. za pomocą jednój lub kilku 
głosek, wtedy pierwszy czynnik nazywa się współczyn­
nikiem liczebnym.

15. Gdy wszystkie czynniki pewnego iloczynu 
są równe, wtedy iloczyn nazywa się potęgą tegoż 
czynnika. Tak np. 7 X 7  nazywa się drugą potęgą 7;
7 X 7 X 7 nazywa się trzecią potęgą 7; 7 X 7 X 7 X 7  
nazywa się czwartą potęgą 7 i t. d. Podobnież a X. a 
nazywa się drugą potęgą a; a X a X <* nazywa się 
trzecią potęgą a\ a X « X a X<* nazywa się czwarta 
potęgą a; i t. d. Samo zaś a nazywa się pierwszą po­
tęgą a.

16. Potęga króciój oznacza się w następujący .  
•sposób: zamiast pisać wszystkie równe czynniki, pi­
sze się ten czynnik raz jeden i nad nim liczba, poka­
zująca ile razy on miał byś powtórzony. Tak np. aiJ 
oznacza a X <*; a 3 używa się dla oznaczenia «X«Xa;
a* ma toż samo znaczenie co i « X « X “ X i* i t. d.
Zaś a 1 moża być użyte do oznaczenia pierwszej potę­
gi a; to jest tegoż samego ctj tym sposobem a 1 ma toż 
samo znaczenie co i a.
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17. Liczba znajdująca się nad drugą liczbą, 
i pokazująca ile razy ta ostatnia ma być wziętą za 
czynnik dla utworzenia potęgi, nazywa się wykładni­
kiem potęgi albo krócej wykładnikiem.

Tak np. w a3, wykładnikiem jest 3; ay aa, n jest 
wykładnikiem.

13. Uczący się winien bardzo starannie rozróż­
niać współczynnik od wykładnika. Tak np. 3 c oznacza 
trzy razy po c, tutaj 3 jest współczynnikiem. Lecz es 
oznacza^ c razy c i ten iloczyn jeszcze powtórzony 
razy c. To jest:

3 c — e-j-c  +  c 
c3— c X  ° X c.

18. Potęga drugą a, to jest a2, nazywa się czę­
sto kwadratem a, lub a podniesionern do kwadratu, potę­
ga trzecia a, to jest a3, nazywa się sześcianem a, lub a 
podniesionern do sześcianu. Dla wyższych potęg nie ma 
podobnych osobnych wyrazów; a4 czyta się: a podnie­
sione do potęgi czwartój, lub a do potęgi czwartej, lub 
krócej a do czwartój, albo nakoniec niekiedy [choć nie 
zupełnie poprawnie | a cztery.

20. Jeżeli wyrażenie algiebraiczne, nie zawie­
ra części połączonych z innśmi częściami znakami 
-4- lub —, wtedy nazywa się ono wyrażeniem pojedyn- 
czem lub jednomianem. Jeżeli zaś wyrażenie algie­
braiczne zawiera części połączone z sobą znakami 
-i- lub —, wtedy nazywa się ono zlożonóm lub wielo­
mianem, a te części jego, które są połączone znakami 
+  lub — nazywają się wyrazami.

I tak aa, ibc  i 5a2c2 są jednomianami; a'2-H3- c 4' 
jest wyrażeniem zlożonem, i a \ b3 i e* są jego wyra­
zami.

\
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21. Gdy wyrażenie składa się z dwóch wyra­
zów, wtedy nazywa się ono dwumianem,—gdy składa 
się z trzech wyrazów nazywa się trójmiunem; każde 
wyrażenie złożone z kilku wyrazów nazywa się w ogó­
le wielomianem. Tak np. 2a-t-3ó  jest dwumianem; 
a — 2 b -f- 5 c jest trójmianem; a zaś a — b-\-c — d — e 
może być nazwane wielomianem.

22. Każda- z głosek wchodzących do wyrazu 
nazywa się wymiarem wyrazu, a liczba tych głosekga- 
zywa się stopniem wyrazu. Tak np. a2 b3 c czyli 
a X a X b X b y , b  X c jest o sześciu wymiarach, 
czyli szóstego stopnia. Współczynnik liczebny przy 
tern nie rachuje się wcale; 9« 3 ó4 i a 3 ó4 są jedna­
kowego stopnia, mianowicie siódmego.

Tym sposobem wyraz wymiary odnosi się do licz­
by mnożeń algiebraicznych, które w wyrazie należy 
wykonać; stopień wyrazu, czyli jego wymiar jest summą 
wykładników wszystkich jego czynników algiebraicznych, 
przyczem należy pamiętać, że jeżeli nad głoską nie 
ma żadnego wykładnika, wtedy należy porachować 
wykładnik 1, jak to było wskazanóm w artykule 16.

23. Wyrażenie nazywa się jednorodnem gdy 
wszystkie jego wyrazy są jednego stopnia. Tak np. 
7a3 _j_3a2ó +  4,aóc jest wielomianem jednorodnym, 
gdyż każdy wyraz jest stopnia trzeciego.

Podajemy teraz kilka przykładów dalszych na 
wynalezienie wartości liczebnych wyrażeń algiebrai­
cznych.

Przypuśćmy że: <* =  1, b =  2, c =  3, d — 4, 
e =  5, / = 0 ,
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Wtedy:
ó2 =  4; ¿3 — 8 ; 6* — 16; ó3 =  32.
36a—3X 4 =  12; 5ó3= 5 X 8 = 4 0 ;  9ó3 =  9X 32 =  288. 
«a =  5 1 _  5 - e b _ 5 3 _ 2 5 ; e<=53 =  125. 

a^» =  l X 8 =  8; 3ó2c2 — 3 X 4 X 9 =  108.
<ż3 +  c2 _ 7«6 - f /2 — 64 +  9 — 14-f-0 =  59.

3c2 — 4c — 10 27 -  12 -  10 5, _
<>*—2c2-f-5e—23~~27 — 18 4-15 — 23=S 1 —
«3 +  <23 C3 — «3 _  125 -1 64 27 — 1   189 26 _
e +  d c — a 5 +  4 3 —1 ~  ”9“ Y ~

=  21— 13 =  8.

PRZYKŁADY II.

Znaleść wartości liczebne następujących wyrażeń: 
jeżeli a — 1; b — 2; c = 3 ; d=z 4; e =  5 ;/ =  0.

1. a2 - f  b1 +  c2 +  (i2 +  e2 +  f 2.
2. e3 — d3 +  c3 — i 3 ą . a\
3. abc2 +  óeci2 — dga2 +  f 3.
4. e3— 2c2 +  4c— 13.
5. a3 3d2b-j-3ab2-f-b3.
6. e4 +  óe2ó2 +  ó1 — 4esó — 4 eb3.

bW de 32
4a ' b3 bi

2e +  2 3e — 9 e2 — 1 
« —3 +  e _ 2  +  e + 3  '8.

11

9.

10.

11.

12.

13.

15.

« + b +  c •

8a2 •+ 3ó2 . 4c2 +  6ó2 c2 +  d 2
a2 +  b2 c2 — b2 e2

28
1 12 J _

a2 +  b2+c2 d2— «2—b2 ' d2+e
a4 + 4 a 3ó +  Ca2b- +  4aó3+  ó*

a 3 +  3 a2b +  3ab2 +  b3
dc €c _|_ ¿a
be ch — b‘ '

bc +  dc 
b2 +  d2 — bd ’ 16. ec — dc 

e- +  ed +  d2

I
III.

Pozostałe znaki. Nawiasy.

24. Niekiedy różnica pomiędzy dwiema liczba­
mi oznacza się znakiem <x>; tak więc aoob oznacza 
różnicę pomiędzy liczbami, jakie przedstawiają głoski 
a i b; różnica ta jest równą a — b lub b — a, stoso­
wnie do tego czy a jest większe od b czy od niego 
mniejsze. Wszakże ten znak używa się bardzo rzadko.

25. Znak >  oznacza: „większe od“, znak zaś <. 
oznacza „mniejsze o d tak np. a > ó  wyraża, że liczba 
oznaczona przez a jest większą niż liczba oznaczo­
na przez b; i znowuż ó < a  wyraża, że liczba ozna­
czona przez b jest mniejszą od liczby oznaczonój przez 
a. W obu przypadkach otwór kąta jest zwrócony ku 
liczbie większój.
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26. Znak . • . oznacza następnie-, znak zaś • . • 
oznacza stąd (używane tylko w angielskich dziełach).

27. Pierwiastkiem, kwadratowym danej liczby na­
zywa się taka liczba, którój kwadrat jest właśnie ró­
wny liczbie danój. Pierwiastek sześcienny danej liczby 
jest to taka liczba, której sześcian jest równy liczbie 
danej. Podobnież pierwiastkiem potęgi czwartej danój 
liczby, jest to liczba, której czwarta potęga jest ró­
wną danój liczbie i t . d.

Tak np. ponieważ 49 =  7a, więc pierwiastek kwa­
dratowy 49 jest 7; i podobnie: jeżeli a =  b2, to b bę­
dzie pierwiastkiem kwadratowym a. Dalej: ponieważ 
125 = 5 3, przeto pierwiastek sześcienny 125 jest 5; 
i jeżeli a — c3, wtedy e jest pierwiastkiem sześcien­
nym a.

28. Pierwiastek kwadratowy z a oznacza się
tak: \ / a , jakkolwiek może także być oznaczonym 

2 _
przez J / a . Pierwiastek sześcienny z a jest oznaczo-

3 _
ny tak: |/ a . Pierwiastek potęgi czwartój z a ozna-

4

cza się w ten sposób: J /a  . I  tak dalśj.
3 _

Więc: 1 /9  =  3; K 8 =  2.

Znak \ /  ma być pierwszą literą zmienioną wy­
razu radix, oznaczającego pierwiastek.

29. Gdy dwie lub więcój liczb mają być przy 
pewnem działaniu uważane za jedną liczbę, wtedy za­
mykamy je w nawias. Tak np. przypuśćmy, że chce­
my oznaczyć, iż summa dwóch liczb a i b ma być po­
mnożoną przez c: wtedy oznaczamy to w ten sposób:

13
P

(a +  b) X c, lub {« -j- b | X  c; lub prościśj (a -f-b) c 
lub {«+4} o; w każdóm z tych wyrażeń cała summa 
« 4 -4  ma być pomnożoną przez c. Gdybyśmy opu­
ścili nawias, mielibyśmy a -p bc, i w tóm wyrażeniu-. 
tylko b ma być pomnożone przez e i wypadek dodany 
do «. Podobnie (a-pó — c)d oznacza, że cały w'ypa- 
dek a-\-b — c ma być pomnożony przez d; gdybyśmy 
zaś opuścili nawias wtedy mielibyśmy a-t-ó—-cd. 
i w tóm wyrażeniu tylko c ma być pomnożone przez d 
i  wypadek odjęty od a 4- b.

Również (« —ó +  c) X (d +  e) oznacza.' że wy­
padek a — b +  c ma być pomnożony przez wypadek 
z d -P e . To działanie może być oznaczone prosto 
w ten sposób (a — b-j-c) (d - j-e ) , podobnie jak a X b 
było skrócone na ab.

Podobnież}/ (a +  ó-f-c) oznacza, że należy 
najprzód znaleść wypadek z działania wyrażonego 
przez aĄ- b -po, i następnie znaleść pierwiastek kwa­
dratowy z tego wypadku.

Podobnież [ab)2 oznacza ab X  a&, równie jak 
(ab)3 oznacza ab X ab X «5.

Podobnie jeszcze (a -p b — c) : (d -p e) oznacza, 
że wypadek wyrażony przez a-\- b — c ma być po­
dzielonym przez wypadek wyrażony przez d - p  e.

30. Niekiedy zamiast nawiasu kreśli się liniia 
nad tómi liczbami, które mają być uważane jako jedna 
liczba. Tak np. a — b -p c X d-¡- e używa się za­
miast (a — b -p c) X (d +  «)• Linija nakreślona i za­
stępująca nawias nazywa się vinculum '). Podobnie

<deeki,
',) Możnabr ją  nazwać po polsku kreską, jak to robi Saia- 
gdyby zaszła te^o potrzeba. Tł.
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wyrażenie (a +  ń — c) ■ (d +  e) może być tak napisa- 
ne ° ; tutaj linija nakreślona pomiędzy

« +  6 — c i d +  f  zastępuje nawiasy.
31. W tóm co poprzedza objaśniliśmy wszyst­

kie znaki używane w algiebrze. Należy tu jeszcze 
zauważyć, że w wielu przypadkach wyraz znak używa 
się specyjalnie dla oznaczenia dwóch znaków -( - i  — ; 
tak np. w wyrażeniu prawidła na odejmowanie mówić 
będziemy o zmianie znaków, rozumiejąc pod tóm zna­
ki +  i — ; podobnież w mnożeniu i dzieleniu mówić 
będziemy o prawidle znaków, rozumiejąc pod tóm pra­
widło odnoszące się do znaków +  i — .

32. Podamy tutaj kilka nowyęh jeszcze przy­
kładów na wynajdywanie wartości liczebnych wy­
rażeń:

Przypuśćmy, że a — \, b —  2, c =  3, d = 5 ,  
e — 8. Wtedy:

\ /rW + I e  =  J /4 + T 2  =  1/16 =  '4; 

toż samo można inaczej napisać tak:

K '(2 6  +  4c) =  l /  (4 -j- 12) — \ /  (16) — 4.

\ / 4 ^ 2 b  =  J / i2 = 4  =  l / 8~ =  2.
3

e \ /2 b ^ 4 c — (2 d — b) ] / 4c-2b  =  8 X 4 -  8 X 2 =
=  32 — 16 =  16.

| /(«  — ń (2e — 56) =  J / ( 8—2) (16—10) =  ) / 6X 6= 6.
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{ (e _  d) (b +  o) -  (d -  c) (o +  a) } (a +  d) =
=  {3 x  5 — 2 x  4} 0=(15—8) 6 =  7X6=42.

3 _____________;_____________________
j / c 3 -f 3e2i +- 3cń2 +  ń3 : J7 a’ +  42 — =

3 _____________ ______  ».__
— j/2 7 + 5 4  +  36+ 8  :1 / 1 + 4 - 4  =  |/1 2 5  : 1 =  5. 

PRZYKŁADY III.

Znaleść wartości liczebne następujących wyra­
żeń algiebraicznych, wiedząc że:

a =  1, b =  2, c =  3, d — 5, e =  8:
1. o ( i+ c ) ;  2. b (c +  d); 3. c(e — d).
4. +  (a2 +  e2 — c2); 5: c2 («» — ń2 — c2):
0 a2 +  c2 +  d2 r, 9a +  3d2 +  fi2
6- a2 ++ * ; 2c2 -  4ń2 ’

8. J /3  bee ; 9. J/ 2ń -ł- 4d +  5e .
10. (a +2ń+3c+5e — 4d) (6e—5d—4c—3*5+2«).
11. (a2+ ń 2+ e 2) (e2—d2—c2); 12. (3d2—7c2)2;

13. « j / d ^ 3 i  +  d l / < F + l e  -
3 _ ___

14. e — { j / e + l + 2 } + ( e  — \ / e  ) \ / e  —4-
3 ________________ _

15. j / a 2 +  2ab +  ¿2 X  j / « 3 +  3a2ń +  3a*52+ +
3 _________ _ .-------------------

16. J /V  _  3c2a +  3ca2 — a2 : J/  b2 +  c2 — 2bc .
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IY .

Zmiana porządku wyrazów. W yrazy podobne.

33. Gdy wszystkie wyrazy jakiegokolwiek wy­
rażenia algiebraicznego są połączone znakiem + ,  wte­
dy obojętną jest rzeczą w jakim porządku  są one na­
pisane: tak np. 5 + 7  i 7 + 5  dają tenże sam wypa­
dek, mianowicie 12. Również a +  3 i ¿ +  a dają 
tenże sam wypadek, mianowicie summę tych liczb, 
które są przedstawione głoskami a i b. Fakt ten mo­
żemy wyrazić algiebraicznie w ten sposób:

a +  b =  b +  a.
I  podobnie:

a -4- b +  e =  a +  c +  b — b c +  a.
34. Gdy wyrażenie składa się Z pewnśj liczby 

wyrazów, poprzedzonych znakiem +  i pewnój liczby 
wyrazów, poprzedzonych znakiem — , wtedy możemy 
napisać najprzód pierwsze wyrazy w takim porządku, 
w jakim nam się spodoba i następnie drugie wyrazy, 
także w takim porządku, w jakim chcemy. Jest to wi­
doczne z ogólnych zasad arytmetyki. Tak naprzykład:

7 +  8 — 2 — 3 =  8 +  7 — 2 — 3 — 7 +  8 — 3 — 2—
—  8 +  7 — 3 — 2.

a +  b — c — e — b +  a — c — e — a ■+- b — e — c =
=  b +  a — e — o.

35. W niektórych przypadkach możemy zmie­
nić dalśj jeszcze porządek wyrazów, mieszając wyrazy,
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które są poprzedzone znakiem — z wyrazami, które 
są poprzedzone znakiem + .  Tak np. przypuszczając, 
że a równa się 16, b jest równe 6, a c jest równe 5, 
mamy:

a +  ó — c =■ a — c -\-b — b — c +  a; 
gdyż w każdym razie otrzymujemy na wypadek 11 .

Lecz przypuśćmy, że a jest równe 2, b jest ró­
wne 6, ao  równa się 5; wtedy wyrażenie a — c Ą b  
przedstawia pewną trudność, gdyż w niem wypada od­
jąć większą liczbę od mniejszej, mianowicie 5 od 2. 
Przyjmiemy tutaj, że takie wyrażenie jak a— c-4-ó, 
gdy c jest większe od «, ma toż samo znaczenie co 
i «+<$—c. Na teraz nie będziemy jeszcze używać ta­
kiego wyrażenia jak a +  b — o w innóm znaczeniu, jak 
tylko w takiem, gdy c jest mniejsze aniżeli a +  ó; tym 
sposobem a + 3  — c nie przedstawia żadnej trudności. 
Podobnież uważać będziemy — ¿ +  a jako mające toż 
samo znaczenie, co i a — b.

36. Tym sposobem wartość liczebna wyrażenia 
algiebraicznego pozostaje bez zmiany, jakikolwiek był­
by porządek wyrazów, które je składają. Wypływa 
to, jak widzieliśmy, w części z naszych pojęć o doda­
waniu i odejmowaniu, w części zaś z tomowy, jakie zna­
czenie należy przypisywać wyrażeniu algiebraiczne- 
mu, do którego; ściśle biorąc, nasze zwykłe pojęcia 
arytmetyczne zastosować się nie dadzą.

37. Często nam wypadnie, podobnie jak to miało 
miejsce w Art. 34, rozróżniać te wyrazy w wyrażeniu 
algiebraicznem, które są poprzedzone znakiem + ,  od 
tych wyrazów, które są poprzedzone znakiem — ; i z te­
go powodu następujące określenie zostało przyjętem:

2Todh. Algiebra.



18

Te wyrazy, które w wyrażenie algiebraicznóm są po­
przedzone znakiem +  nazywają się wyrazami dodatnie- 
m i; te zaś wyrazy, które są poprzedzone znakiem — , 
nazywają się wyrazami odjemnemi. To określenie jest 
tutaj podane tylko dla krótkości i tym wyrazom do­
datni/ i odjemny nie należy przypisywać żadnego inne­
go znaczenia nad to, które jest wyrażone w powyż- 
szem określeniu.

38. Oczywiście może się przytrafić w wyrażeniu 
algiebraicznóm taki wyraz, który nie jest poprzedzony 
żadnym znakiem; takim jest mianowicie wyraz pierw­
szy. Taki wyraz zalicza się zawsze, do wyrazów dodat­
nich, to jest uważa się tak, jak gdyby przed nim znaj­
dował się znak -f- . Jeżeli by w porządku wyrazów 
wielomianu wprowadzono taką zmianę, że wyraz, któ­
ry stał z początku na pierwszśm miejscu i nie był po­
przedzony żadnym znakiem, zajął następnie inne miej­
sce, w takim razie przed nim należy napisać znak -j- . 
Naprzykład:

a -)- b —  c —  b -j- a — c —  h —  c -j- a;

tutaj wyraz a nie ma żadnego znaku przed sobą w pierw- 
szóm wyrażeniu, lecz w innych, równoznacznych wyra­
żeniach jest on poprzedzony znakiem +  . Stąd mamy 
następujący ważny dodatek do określenia w Art. 37:
jeżeli wyraz nie ma przed sobą żadnego znaku, wtedy na­
leży się przed nim domyślać, znaku -j- .

39. Wyrazy nazywają się podobnimi wtedy, gdy 
albo niczóm się nie różnią od siebie, albo tóż gdy się 
różnią tylko swojemi współczynnikami liczebnemi; 
w przeciwnym razie nazywają się niepodobnymi. I  tak: 
a, 4a, la  są wyrazami podobnemi; a2, 5a2 i 9a2 są wy­
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razami podobnemi ab, 3ab, 8ab są ̂ również podobne; 
lecz a2, ab i b2 są wyrazami niepodobnemi.

40. Wyrażenie, które zawiera wyrazy podo­
bne, może być uproszczone. Tak np. uważmy wyra­
żenie:

6a — a 4 - 35 4-  5c — b 4 - 3« — 2a;
na zasadzie art. 35 to wyrażenie jest równoznaczne 
z wyrażeniem:

6a — a — 2a 4- 35 — b -j- 5c 4 - Be.
Lecz 6a — a — 2a =  3<j; gdyż jakąkolwiek by a 

oznaczało liczbę, zawsze jeżeli od 6a odejmiemy a 
pozostanie 5a, jeżeli zaś od 5a odejmiemy 2a, pozosta­
nie 3«. Podobnież 35 — 5 =  25; i 5c-j-3c =  8c. Tym 
sposobem powyższe wyrażenie może być przedstawio­
ne w prostszój postaci:

3a 4“ 25 4- 8c.
Inny przykład: weźmy pod uwagę wyrażenie 

a — 3b — 4b. Jest ono równe a — Ib. Głdyż jeżeli 
od pewnój liczby a mamy odjąć 3b, a następnie od po- 
zostałój reszty odjąć jeszcze 4b, wtedy oczywiście 
otrzymamy ten sam wypadek za pomocą jednego dzia­
łania, odejmując Ib od a: wypływa to z pierwszych 
zasad arytmetyki. Więc:

a — 35 — 45 =  a — Ib.
41. Możemy teraz objaśnić znaczenie takiego 

wyrażenia, jak następujące:
— 35 — 4:5 =  — Ib.

Nie możemy odjąć 35 od niczego i następnie od­
jąć 45 od pozostałości, tak, że powyższe wyrażenie

2*
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nie jest zrozumiałam samo prźez się, będąc oddzielone 
od reszty pewnego zdania algiebraicznego, w którem 
może się ono przytrafić. Lecz może być ono wytłuma­
czone w taki sposób: jeżeli w ciągu jakiegokolwiek 
działania algiebraicznego mamy odjąć 3b od pewnój 
liczby, a następnie odjąć 4b od reszty, wtedy zamiast 
tych dwóch działań możemy odrazu odjąć 7b.

Przy robieniu dalszych postępów w nauce algie- 
bry, może przyjść uczącemu się na myśl, że możliwą 
jest rzeczą nadać pewne znaczenie powyższemu wyra­
żeniu samemu przez się, to jest niezależnie od jakie­
gokolwiek innego działania algiebraicznego: i ten do­
mysł okaże się zupełnie słusznym, gdy nadejdzie czas 
czytania obszerniejszych dzieł o algiebrze. Tymcza­
sem to objaśnienie, jakie powyżej daliśmy, będzie na 
teraz dla nas wystarczającóm.

42. Upraszczanie wyrażeń przez łączenie wyra­
zów podobnych, jest istotną częścią działań dodawania 
i odejmowania w algiebrze, jak zobaczymy to w dwóch 
następnych rozdziałach.

Uczący się powinien zapamiętać, że podług na­
szych określeń następujące wyrażenia są równozna­
czne z prostym symbolem a:

dii, X )4 a ; « X I ;  — ;

+  #1; + 1  X 8 ; +  « X 1; -j— j- •

21

PRZYKŁADY IV.

Znaleść wartości liczebnenastępujących wyrażeń: 
jeżeli« — 1, b =  % g =  3, d=. 4, e =  5.

I . a _  36 +  4c; 2. a — b2 +  c3 -f- d3

3, (a-fó) (6+c) — (6-fc) (c+d) -f(e+d) (d+e).

4a -J- 35 4c +  3d _j_ 5d - j -  4e 
4- b c ó —{— d a d -Ą- e

5. (a—2ó+3c)2 - -  (b—2c+3d)2 +  (c—2d+3e)2.

g. a* — 4a3b -j- Qa2b2 — 4a63 +  b*.

b2 _  2bo - f  c2 
7' a3 -t- 2ab +  b2 ’

— 4a3c -1- 6a2c2 — 4a<?3 +  c*
8- — 4b3c - f  6ó2c2 — 4óc3 +  c4 '

9 . 7a — 2b — 3c —  4a -f-. 5b -4- 4c +  2a.

10. 5a2 +  3aó — 2ó2 — ab +- 9ó2 — 2aó — 7ó2.

II. 3a3 — 2a2 +  5a -f- a3 - f  a-)- 9a2 — 4a3 — 6a.

ft2_i 2ab-ł-b2 b2-\-2bc-\-c2 o2Ą-2cd - \-d 2
> 12‘ - ^ + 6 ------------ó + 7 ^ +  ó+ d  •

13. 1/4ĆM1 5d2 +  e ;
✓

14. l / e ^ +  d2 - f  c2 — «2
3 1 . ---------------- -------

15. \ / W + l 6 T  16- l /2 ó 34 - C3- «.
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Y.

D o d a w a n i e .

43. W dodawaniu mogą się przytrafić trzy przy­
padki: I. Gdy wszystkie wyrazy dane do dodania są 
podobne i mają ten sam znak; II. Gdy wyrazy wszyst­
kie są podobne, lecz nie wszystkie mają ten sam znak:
III. Gdy nie wszystkie wyrazy są podobnómi. Roz­
bierzemy trzy te przypadki kolejno.

44. I. Hóy dodać wyrazy podobne, mające ten sam 
znak, należy dodać ich współczynniki liczebne, napisać 
przed summą znak wspólny, a za nią głoski wchodzące do 
loszystkich wyrazów:

Nap rzy kład:
6« +  3« +  la  =  16«,

— 2 be — 76« — 9 bc =  — 18 bc.
W pierwszym przykładzie 6a znaczy toż samo 

co i -j- 6«, 16« zaś toż samo co +  16a. Art. 38.
45. II. Aby dodać wyrazy podobne, nie mające 

jednakowych znaków, należy dodać wszystkie współczyn­
niki liczebne dodatne, następnie oddzielnie dodać wszystkie 
współczynniki liczebne odjemne; odjąć od większej summy 
mniejszą i przed różnicą napisać znak summy większej, a za 
nią napisać wszystkie głoski, wchodzące do wyrazów.

Naprzykład:
7« — 3« +  11« -j-«—5« — 2 « =  19«—10«=9«

26«—76«—36c+46c+56c — 6bc =116« — 166c = — 56c.
46. III. Aby dodać wyrażenia, składające się 

nie z samych tylko wyrazów podobnych: należy naj­
przód dodać wyrazy podobne na zasadzie prawideł poda­
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nych w poprzednich przypadkach i następnie dopisać po­
zostałe wyrazy każdy ze swoim właściwym znakiem.

Naprzyklad, dodać:
4a+56—7«4-3d; 3«—6+2«+5d; 9« 26 c d, 

i —«4-36 +  4« — 3d +  «.
Dogodną jest rzeczą przy podobnem dodawaniu 

ułożyć wyrazy w kolumny tak, że wyrazy podobne 
znajdują się w jednój kolumnie. Czyniąc to w powyż­
szym przykładzie, będzie:

4« +  56 ■— 7« +  3d 
3« — 6 +  2« +  5 d 
9« — 26 — c — d 

—  a +  36 +  4« — 3 d +  «
15« + '56  — 2« +  Ad +  e.

Tutaj wyrazy 4«, 3a, 9« i —a są podobne, sum­
ma współczynników' dodatnych jest 16; jeden wyraz 
jest odjemny, mianowicie — «, wartość jego współ­
czynnika jest 1. Różnica pomiędzy 16 i 1 jest 15; tym 
sposobem otrzymujemy + 1 5 a  z tych wyrazów podo­
bnych; znak +  może być opuszczonym, na zasadzie 
Art. 38 Podobnież otrzymujemy 56 — 6 — 26 +  36=56.
I  tak dalój.

47. W następujących przykładach wyrazy są 
już odpowiednio ustawione w kolumnach:

x ¿e3 -+ 2 2̂ — 3^ +  1 
i x 3 +  7* 2 +  x — 9 

—2x3 +  x2 — 9.« +  8 
—3æ3 — x2 +  10# — 1

a2 +  «6 +  62—c 
3«2 _  3«6 — 76- 
4«2 +  5«6 +  962 

a2 — 3«6 — 362
9«s9x2 —  x  —  1 —  c.
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W pierwszym przykładzie, w pierwszej kolumnie 
mamy as3 -j- 4^3— 2^3 — 3̂ e3, to jest 5x3— 5x3, czyli 
zero; tego rodzaju wypadek wyrażamy zwykle mó­
wiąc, że: wyrazy które zawierają x3 wzajemnie się znoszą.

Podobnież w drugim przykładzie wyrazy, zawie­
rające ab znoszą się wzajemnie, jak również i wyra­
zy, które zawierają b\

7x2 — 3 xy -j- x
3x2 — y2 +  3x — y

— 2«2 -f- 4xy +  5y 2 — x — 2y 
— 7 xy — y2 +  9x — 5 y 

4x2 -(- 4y2 — - 2x
12x2 — 6xy +  7y2 +  10« — 8y.

PRZYKŁADY V.i
Dodać następujące wyrażenia:
1. 3a — 26, 4a — 56, 7a --116, a —j— 9
2. 4x2 — 3y2, 2«2 — 5y2, -- *2+ y 2, — 2«3+ 4 y 2.
3. 5a +  36 +  o, 3a +  36 +  3c, a +  36 +  5e.
4. 3« +  2y — z, 2x — 2y +  2 z, — « +  2y +  3s,
5. 7 a — 46 +  c, Qa +  36 — 5 c, — 12a +  4c.
6. x — 4a +  6, 3x +  26, a — x  — 56.
7. a +  6 — e, b +  c — a, c +  a — 6, a —j— 6 — c.
8. a-\-2b-\-3c, 2a—6—2c, b—a—-c, g—a—6.
9. a — 26 +  3c — 4d, .36 — 4 c +  5 d — 2a,

5 c — Qd + 3« — 46, 7 d - 4a +  56 — 4c.
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10. x 3 — 4«2 +  5x — 3, 2«3 — 7x2 — 14« +  5,
— x2 +  9«2 -f- * -j- 8.

11. «4— 2«3+ 3 « 2, x3 +  x2 -f- x, 4«4 +  5«3,
2x2 -j- 3x — 4, — 3* 2 — 2x — 5.

12. a3—3a2b-\-3ab2—63, 2<*3+ 5 a26 —6a62—762,
a3 — ab2 -j- 263.

13. x 3—2ax2-\-a2x-\-a3, x 3Ą-3ax2, 2«3—ax2—2«3.
14. 2a6— 3<m 2 +  2a2«, 12a6 +  10a«2— 6a2a?,

— 8ab +  ax3 — ba2x.
15. «2+ y 4+ z 3, —4«2—5z3, 8x2—7y4+10.z3,

6y4—Qz3.
16. 3«2—4a?y-ł-y2+2«+3y—7, 2«2—4y2+3«—5y+8,

10«y+8y 2+9y, 5«2—6«y+3y 2+7x—7y-\-11.
17. x* — 4x3y +  6«2y2— 4ccy3+ y ',

4«3y — 12«2y2 -j- 12«y3 —- 4y4,
6x2y2 — 12«y3 +  % 4, 4xy3 — 4y4, y4.

18. X3 -)- xy2 -(- xz2 — x2y  — xyz — X2Z, 
x2y +  y3 -f - yz2 — xy2 — y2z — xyz, 
x2z +  y2zf -t- z 3 — xyz — yz2 — xz2.

YI.
O d e j m o w a n i e .

48. Przypuśćmy, że mamy odjąć 7 +  3 od 12; 
wypadek będzie ten sam, jeżeli odejmiemy najprzód 
7 od 12, a następnie od reszty odejmiemy 3; to jest 
otrzymany wypadek będzie: 12 — 7 — 3.

Tym sposobem:
12 — (7 +  3) =  12 — 7 — 3,
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Tutaj 7 +  3 zamykamy w nawias, gdyż mamy 
odjąć całą summę 7 +  8 od 12; patrz Art. 29.

Podobnież:
20 — (5 +  4 +  2) =  20 — 5 — 4 — 2.

Przypuśćmy dalój, że mamy odjąć b +  c od a; 
wypadek będzie ten sam, jak gdybyśmy najprzód od­
jęli b od a, a następnie c od reszty; to jest wypadek 
szukany będzie: a — b — c.

Tym sposobem:
a — (b -f- c) — a — b — c.

I tutaj b +  c zamykamy w nawias, w pierwszem 
wyrażeniu, gdyż mamy odjąć całkowitą summę b +  c 
od a.

Podobnież:
a — (ó +  c +  d) =  a — £ — c — d.

Wyrazy odjemna i odjemnik używają się w algie- 
brze w tómsamóm znaczeniu, co i w arytmetyce.

49. Przypuśćmy teraz, że mamy odjąć 7 — 3 
od 12. Jeżeli 7 odejmiemy od 12, wtedy otrzymamy 
12 — 7; ale wtedy odjęliśmy zbyt wiele od 12, gdyż 
mieliśmy odjąć nie 7, lecz 7 zmniejszone o 3. A za- 
tćm otrzymany wypadek należy nam powiększyć o 3; 
i tym sposobem otrzymamy:

12 — (7 — 3) = 1 2  - 7  +  3.
Podobnież:

12 — (7 +  3 — 2) = 1 2  — 7 —3 +  2.
Przypuśćmy dalój, że mamy odjąć b — c od a. 

Jeżeli odejmiemy b od a, wtedy otrzymamy a — i; 
lecz wtedy odjęliśmy zbyt wiele od a, gdyż mieliśmy
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odjąć nie b, ale b zmniejszone o c. Wypadek otrzy­
many należy zatśm powiększyć o c, i tym sposobem 
otrzymamy:

a — (b — c) = a  — b +  c.
W podobny sposób:

a — (3 -I- c — d) — a — b — c +  d.
50. Ostatni przykład:
. a — (b +  c — d) =  a — b — c +  d

pokazuje nam, że jeżeli b +  c — d odejmiemy od a, 
wtedy na wypadek otrzymamy a — b — c +  d. W i­
dzimy tutaj, że w wyrażeniu, które należało odjąć, 
znajduje się wyraz — d, w otrzymanym zaś wypadku 
znajduje się odpowiedni wyraz +  d; również w tym 
samym odjemniku znajduje się wyraz + c , a w wypad­
ku odpowiedni mu wyraz — c; i nakoniec w odjemniku 
mamy wyraz b, a w otrzymanój reszcie znajduje się 
wyraz — b.

Z tego i z innych przykładów, podanych w dwóch 
poprzednich Artykułach, wyciągamy następujące pra­
widło na odejmowanie: należy zmienić znaki na przeci- 
ciwne w wyrazach odjemnika i następnie wszystkie wyrazy 
tak odjćmnej jak i odjemnika dodać.

Naprzykład: od 4« — 3y +  2z odjąć: 3a—y  +  2, 
W tym celu należy we wszystkich wyrazach odjemni­
ka, t. j. w 3x — y - \- z  zmienić znaki na przeciwne; 
będzie: —3aj+y—2, i następnie dodać do 4x—3«/+22; 
otrzymamy: . x

4« — ’¿y +  2z — 3« +  y  — 2 =  x  — 2y +  2. 
Od3ad-t-5*3—6«2—7#+5 odjąć 2*4—2«3+5.r'2—6x—7. 
Należy zmienić we wszystkich wyrazach odjemnika
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znaki na przeciwne i następnie postępować jak przy 
dodawaniu; mieć będziemy:

3ocł -f- 5жэ — 6#2 — 7« -f- 5 
±  2xl 2ж3 ±  5x2 +  6ж +  7

ж* -f- 7x“3 — U «2 — « +  12.

Uczący się powinien z początku wykonywać 
wszystkie działania w zupełności, tak jak to pokaza­
no wyżój; lecz stopniowo powinien przyzwyczaić się 
do wynalezienia ostatecznego wypadku bez rzeczy- 
wistój zmiany znaków, a dokonywając te zmiany w pa­
mięci.

51. Widzieliśmy że:
a  — (b — c) =  a — b -j- c.

A zatśm wyrazowi — c odjemnika odpowiada
wyraz - И  reszty. z  teS° P°wodu możDa częst0 
spotkać się z zadaniem tego rodzaju: od a odjąć — o; 
na wypadek wtedy otrzymamy a +  c. Objaśnić to 
możemy w podobny sposób jak w Artykule 41, uwa­
żając, że podobne działania mają znaczenie nie same 
przez się, ale tylko w związku z innemi częściami 
pewnego działania algiebraicznego.

Można tutaj jeszcze dodać kilka uwag, dopoma­
gających do lepszego zapamiętania otrzymanych wy­
padków, i zarazem, być może, do zrozumienia przy­
czyn, dla których działania te w ten sposób się wyko­
nywają.

I  tak: możemy naprzykład powiedzióć, że: 
a =  a-i-c  — c; skąd wypada, że jeżeli — c odejmie­
my od a, pozostanie a c.
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Albo tćż możemy powiedzieć, że znaki -f- i — 
oznaczają działania wprost sobie przeciwne; tym spo­
sobem — c oznacza ilość wprost przeciwną względem 
j r c) a ilość — (—c) oznacza ilość wprost przeciwną 
względem ilości wprost przeciwnój dla +  c, to jest: 
_ ( —c) jest równoznaczną z + c .

Lecz, jak to już wyżój wspomnieliśmy w Art. 41, 
należy zupełne objaśnienie znaczenia działań wykony­
wanych z ilościami odjemnemi, to jest z takiemi ilościa­
mi, które są oznaczone głoskami, przed któremi znaj­
duje się znak — odłożyć do obszerniejszego wykładu 
algiebry.

Musimy tu jeszcze zwrócić uwagę na’to, że wy­
razy dodawanie i odejmowanie nie zupełnie toż samo 
mają znaczenie w algiebrze, co i w arytmetyce. 
W  arytmetyce dodawanie zawsze pociąga za sobą po­
większenie, odejmowanie zaś — zmniejszenie; lecz w al­
giebrze po dodaniu — 3 do 5 otrzymamy summą alge­
braiczną 2; po odjęciu zaś — 3 od 5 otrzymamy różni­
cą algiebraiczną 8.

PRZYKŁADY VI.

1. Od la +  Ш odjąć 4а —}— 10 ь.

2. Od 6 a — 2b -  с о 2а — 2 b — Зс.

3. Od За — 2 b -(- Зс ,, 2а — 1Ь— с —

4. Od lx 2 — 8«- 1  » 5х2 — 6ж -f- 3.
5. Od 4ж4 — Зх3— 2.х°- — 1а 9 odjąć

- cc* --  2х3 ■— 2х2 -f- 1х - 9 .
6. Od 2x2— 2 ах +  За2 odjąć X2— ах -f- а2.
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7. Od x2 — 3xy — y2 -\-yz — 2s2 odjąć
X1 -f- 2xy - f  5xz — 3y2 — 2z2.

8. Od 5x2 +  — 12xz — 4y2 — lyz  — 5s2
odjąć 2«2—lxy  -j- ix z —3y2 -f- Qyz—5z2.

9. Od a3 — 3a2b +  3aó2 — b3 odjąć
— a3 -(- 3a?b — 3ab2 -j- b3.

10. Od 7x 3—2*2-f-2«+2 odjąć 4x3—2x2—2x —14
i od reszty odjąć 2cc3 — 8x2 -j— -J— 16.

VII.
N a w i a s y .

52. Z powodu wielkiego znaczenia i częstego 
użycia nawiasu w algiebrze, konieczną jest rzeczą aby 
uczący się znał dokładnie prawidła, odnoszące się do 
jego użycia, i dla tego też podajemy je poniżśj.

Gdy wyrażenie wzięte w nawias jest poprzedzone 
znakiem -J-, wtedy nawias może być bez iadnij zmiany 
opuszczony.

Gdy przed nawiasem, zamykającym wyrażenie al- 
giebraiczne, znajduje się znak —, wtedy nawias może być 
opuszczony, ale przy jednoczesnej zmianie znaków na prze­
ciwne przy wszystkich wyrazach, znajdujących się we­
wnątrz nawiasu.

Tak naprzykład:
a — b —f" (c — d -f- e) =  a — b - f  c — d -j— e.
a — b — (c — d -j~ e ) ~  a — b — c - f  d — e.
Drugie prawidło już było objaśnione w art. 50; 

jest to właściwie prawidło na odejmowanie. Pierwsze 
prawidło może być objaśnione w podobnyż sposób.
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53. W szczególności uczący się powinien zwró­
cić uwagę na -następne wyrażenia:

+ '( — d )— — d; — (— d) — -j- d;
' f ( + e )  =  +  e; — ( + * ) = — «•

Przyjmiemy je tutaj jako prawidła, które do pe­
wnego stopnia mogą być objaśnione tak, jak w art. 41.

54. Mogą się przytrafić wyrażenia, zawierające 
więcój niż jedną parę nawiasów; nawiasy te mogą 
być kolejno znoszone za pomocą prawideł poprzednich, 
zaczynając od zniesienia nawiasu wewnętrznego. Tak na­
przykład:
a -j- {b -f  (c—d) j =  a -f [b -\- c — d\ — a b -\- c —d, 
a -f- {<5 — (c—d)} — a-Ą-^b — c - f  dj =  a -)- <$ — c - f  d, 
a — -j- (c—d)J =  a — -j- c — d J — a — b — c -f-d.
a — — (c —d)J =.a  — {3 — c-(-dJ =  a — b -f c —d.

Podobnież:
a — \b — j c— (d — — yb— |c — d - f  *jj =

=  a — \b — c - f  d — e \ =  a — b c — d-j-e.
Widzimy z tych przykładów, że dla uniknięcia 

zamieszania pomiędzy rozmaitemi parami nawiasów, 
dajemy każdej parze inny kształt. Czasami w tym sa­
mym celu piszą się nawiasy tego samego kształtu, lecz 
1’óżnój wielkości.

Linijka, napisana nad wyrażeniem algiebrai- 
cznóm, może zastąpić nawias, patrz Art. 30. Tak 
naprzykład:
a \P — {c—(d—«—/)}] =  a— [b— jc—(d -e - f /) j j  =
=: a — \b — |c—d-\-e—-/j] =  a — \b—c-j-d—e •-)-/] =

i— Cl — b —J— G — (L —|- G — f  .
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55. Zalecamy uczącemu się znosić nawiasy 
zawsze w porządku ^skazanym w powyższym para­
grafie; mianowicie przez usunięcie najprzód najbar­
dziej wewnętrznego nawiasu, następnie przez usunię­
cie najbardziej wewnętrznego z pozostałych i t. d. 
Możemy jednak zmienić ten porządek: lecz jeżeli zno­
simy nawias, zawierający wewnątrz inne wyrażenie 
wzięte w nawias, wtedy w tćm ostatniem wyrażeniu nie 
należy robić żadnćj zmiany w znakach. Wyrażenie to 
bowiem musi być uważane jako jeden wyraz. I  tak:
a 4" P  -(- (c — d)j =  a -J- b +  (c—d) =  a b -j- c — d, 

a -1-  j b —  (c —  d) j = a -j- b —  (o— d) =  a +  b — 

a — j<3 -f- (n — d)J =  a — b — (c—d) — a — b — c-\-'d . 

a —  j ó —  (e —  d) j —  a —  b -\- (c— d) —  a —  b c —  d.

Również:
a — \b — je— (d — e ) j ] = a  — 6 —(— — (d— e)j =

=  a — b c — (d — e) — a — b Ą- c — d e.
I  w podoby sposób:

a — Ib — je—(d—e—/)J] =  a—b Ą- jc—(d—e—f)  J =  
=  a — 6 -j-c — (d — e—f) <= a—b -j- c — d Ą- e — / =  

zzz a •—- b -j- c •— d -J— e —  f.
56. Często dla dogodności w rachunku wypada 

dwa lub więcój wyrazów zamknąć wr nawias; prawidła 
na wprowadzenie nawiasów wypadają bezpośrednio 
z prawideł na zniesienie nawiasu.

Jakakolwiek liczba icyrazów w danem wyrażeniu 
może być zamkniętą w nawias, przed którym piszemy 
znak - j- .
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Jakakolwiek liczba wyrazów w danem wyrażeniu 
może być wziętą w naioias, przed którym piszemy znak — . 
byleby znak każdego z wyrazów, zamkniętych w tym nawia­
sie został zmieniony.

Tak naprzykład:
a — b -j- c — d -\- e — a — ó (e — d e),

lub =  a — b c — d e\,
lub — a — (b — c -j- d — e), 
lub też =  a — b — ( — c -(- d — e).

W podobny sposób można wprowadzić w wyra­
żenie więcej niż jedną parę nawiasów. Naprzykład:

a — b —j— c — d e ~  a — j' b — c-j- d — ej —
— a — j b (c — d -j- e) J.—

PRZYKŁADY VII.

Uprościć następujące wyrażenia przez zniesienie 
nawiasów i następnie zebranie wyrazów podobnych - 
w jeden wyraz:

1 . 3« — b — (2a — b); 2 . a  — b -j- c — (a—b—c).
3. 1 — (1 — a) - f  (1 — a -f- a 2) — (1 — a -f a'-— a3).
4. a + H  (7 a — b) — (2 a r- 36) — (5 a - f  6 b).
5. a—b-\-c—{b — a-\-c)-\~ (e—a-\-b)—(a—c-\-b).
6. 2x—3y —3z—(x—y+2i)+(«-j-4y-t-5z)—{z—x —y).
7. a — j b — c — (d — e)’ j,
8. 2a -  (2b — d) — i a — b — (2c — 2d) j. '
9. a — j 26 — (3c -j- 26 — a) j;

Todh. A ^ irb ra .
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10. 2a - \ b - -  (.a — 26)}.
11. 3« _ j ó - +■ (2a — b) — (a — b) J.
12. 7a — [3a -— j 4a — (5a — 2<i)J].
13. 3a - j « +  (b — 3«) J].
14. 6 a -  \4b--  { 4a — l6a — 46) j]
15. 2« ■-(3 J  + 2c)-[56_(6c-66) +  5c-j 2a--(c+2b)\l
16. a —- L2* - f | Sc — 3« — (a +  b) | +  { 2'a--(*+«)}].
17. i6 -  j 5 - -  2« -  [1 -  (3 -  *)] j.
18. 15« — j 4 — [3 — 5îc — (3« — 7)Jj.
19. 2« — [2 a — | 2as — (2a — 2a — as)| ].

20. 16 --  X —• \ lx  — j 8ce — (9« — 3« — 6«)JJ.
21. 2x - [ %

313
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22. 2« — [36 -j- (26 — c) — 4c -f- j 2u — (36 —-c — 2£jJ],

23. a - -[5ft — ja — (5c — 2c —b— 46)-j-2a—(a.—26-f c)H.
24. cc4-- [ 4«3—i 6x2—(4«— 1 ) | ] — («4 +4.*3+6«2+4«+i )•

VIII.

M n o ż e n i e .

57. Przypuszczamy tutaj, że czytelnik zna już 
tę zasadniczą prawdę, że iloczyn ilukolwiek czynni­
ków zawsze pozostaje ten sam w jakimkolwiek po­
rządku będą wzięte czynniki; tak np. 2 X  3 X 5 -= 2 
X5X3 =  3X5X2 i t.d. Podobnie ahc—acJj—hca i t.d.

Podobnie jeszcze i c (a-\-b) jest równe (a - j -  6) c, 
gdyż każde z tych wyrażeń oznacza iloczyn, po­
wstały z pomnożenia tych samych dwóch czynników: 
jeden z nich jest c, a drugi a -j- b.
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Rozróżniamy trzy przypadki w mnożeniu, miano­
wicie: I. mnożenie jednomianów; II. mnożenie wielo­
mianu przez jednomian; III. mnożenie wielomianów.— 
Rozbierzemy kolejno trzy te przypadki.

58. I. Przypuśćmy, że mamy do pomnożenia 3« 
przez 4b. Iloczyn z tych dwóch ilości może być tak 
napisany: 3 X a X 4 X 6, czyli: 3 X 4 x  « X 5; ilo­
czyn ten więc jest równy: 12 ab. Stąd wyciągamy na­
stępujące prawidło na mnożenie jednomianów: należy 
pomnożyć współczynniki liczebne i następnie dopisać głoski 
za tym iloczynem.

Tak naprzyklad:
la  X 3bc =  21 abc.
4a X 56 X  =  60abc.

59. Aby pomnożyć potęgi jednej i tej samej liczby 
należy tylko dodać wykładniki.

Naprzykład, przypuśćmy, że mamy pomnożyć a3 
przez a2.

Na zasadzie paragrafu 16;
a3 — a X a X  at

i: a2 =  a X a;
przeto:

a3 X u1 =  « X X « X a X a — a 5=?<«3 +  2.
Podobnie:

c* X c3 =  c X c X  o X  o X c X  c X c =  e3 = c i + 3
W takiż sam sposób możemy się przekonać o pra­

wdziwości tego w każdym innym przypadku.
60. II. Przypuśćmy, że mamy pomnożyć a -f- b 

przez 3. Mieć będziemy:
( 4 - ) - t ) X 3 = 3 ( a + i ) = « 4 - i + a  +  i - ) - « + i

=  3a +  Sb.
3*
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I podobnie:
(a -p b) X 7 == 7 (<* -f- 6) 7a 4~ 7ó.

Przypuśćmy dalej, że mamy pomnożyć a Ą-b 
przez c. Otrzymamy:

(a. -j- b) c — c(a -¡- b)■= ca -f- c£>.
W podobny sposób mieć będziemy:

(a — ¿) X 3 — 3 (a— b) =  3a — 3ó; 7 («—ó) = 7 a  — 76; 
(a — 6) c r= c (a — 6) =  c a. — cb.

Stąd wyciągamy następujące prawidło na mno­
żenie wielomianu przez jednomian: należy ■pomnożyć 

■ każdy wyraz wielomianu przez ten jednomian, przed każ-> 
dym z tych iloczynów napisać znak odpowiedniego wyrazu 
i następnie tak otrzymane iloczyny zebrać w jedną całość 
(dodać).

61. III. Przypuśćmy, że mamy do pomnożenia 
a-\-b  przez c -j- d.

Tak jak w drugim przypadku mamy najprzód:
(a 4- b) (c 4- d) =  a (c 4  d) 4- b (e 4  d);

lecz: a (c -j- d) =  ac 4 - ad-, b (c 4 ' d) = bc 4 Id,
przeto:

(o, -j- b) (c —|— d) — ac —j- ad -j- bc —j— bd.
• Dalej, przypuśćmy, że mamy pomnożyć a — b

przez c 4 - d.
(a—b) (c 4 - d) =  a (c 4 - d) — b (c 4  d);

lecz: a (c -j- d) — ac 4  ad- b (c +  <7)— bc 4- bd;
przeto:

(a — b) (c 4  (0 — ac -j- ad — (bc -j- bd) — *
=z ac -j- ad — bc — bd.

Podobnież, jeżeli chcemy pomnożyć a 4 - b przeż 
c d, będzie:

(a b) (c — d) zzz. (c — d) (a 4 " p)

3’

—  c (a 4 - b) —  d(a  -j- b)
—  ca -f- cb — (da —4  db) —- ca 4  tcb —• da db.

Nakoniec przy mnożeniu a — b przez c — d otrzy­
mamy: (a  — b)' (c — d) —  (c — d) a — (c — d ) b; 
a Że: (c —d) d — ac — ad; (c—d) b — bc —bd; przeto 

(a — b) (o — d) — ac — ad — (bc — bd) —
—  ac — ad —  bc - j- bd.

Rozbierzmy teraz uważnie ten ostatni wypadek. 
Na zasadzie paragrafu 38 możemy powyższe wyraże­
nie napisać tak:

( -4  a — b) ( -1- c —1 d) —  -4  ac —  ad  —  bc 4"bd. 
Widzimy z tego, że wyrazom 4  a w mnożnój 

i -4 c w mnożniku, odpowiada wyraz 4 - ac w iloczy­
nie; wyrazom 4  a i —  d odpowiada wyraz —  ad  
w iloczynie;- wyrazom — b i 4  c odpowiada wyraz 
bc iloczynu i nakoniec wyrazom —  b i —  d odpowiada 
wyraz -4 bd w iloczynie.

Podobne uwagi można zrobić odnośnie do innych 
trzech wypadków; wszystkie te uwagi streszczają się 
krótko w następującem ważnem prawidle w mnożeniu: 
jednakowe znaki dają znak  4 , rożne znaki dają znak  . 
Prawidło to nazywa się prawidłem  znaków, i pod tą  
nazwą często do niego odwoływać się będziemy.

62. Możemy teraz dać prawidło ogólne na mno­
żenie wyrazów algebraicznych: należy pomnożyć każdy  
wyraz mnożnej przez każdy wyraz mnożnika ; tam gdzie 
wyrazy mnożone mają znaki 'jednakowe należy przed iloczy­
nem napisać znak -f-, gdzie zaś wyrazy mnożone mają zna­
ki różne, należy przed iloczynem napisać znak —  ; i tak 
otrzymane iloczyny dodać dla utworzenia zupełnego ilo­
czynu.
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Naprzykład: pomnożyć 2a +  36 — 4c przez 
3 a—4 6. Będzie:

(2a +  36 — 4c) (3a — 46) =  3a (2a. +  3b — Ac) —
Ab (2a -f 3?« — Ac) =  6a2 +  9aó — 12 ac —

—(8aó+12ó2— 16óc) =  6a2 +  9aó — 12ac — 8«ó—1262 
+  16óc.

Jest to właśnie wypadek jaki otrzymamy stosu­
jąc powyższe prawidło; możemy go uprościć i sprowa­
dzić do takiego wyrażenia:

pa- —j— «6 12uf 126- —t— lbóc.
Możemy toż prawidło sprawdzić jeszcze i objaś­

nić na mnożeniu, np. 6 — 3 -j- 2 przez 7 + 3  — 4; 
znajdziemy, że postępując podług prawidła i łącząc 
w jedno wypadki, otrzymamy 30; to jest 5X6,  jak to 
możemy znaleźć inną drogą.

63. Można także spotkać się z przykładami, po- 
dobnemi do następnych: Pomnożyć 2a przez — 46, 
albo też pomnożyć — Ac przez 3a, lub — Ac [.rzez —46.

Wypadki żądane będą następujące:
2o X — 46 — — 8 ab,

— 4<; X 3a — — 12'ie
— 4c X — 46 — 16 6e.

Do tych działań można przywiązać znaczenie 
w taki sposób, jaki był wykazany w paragrafie 41.

Znaczenie wyrażenia — Ac X — 46 — 166c moż­
na rozumieć w ten sposób, że jeżeli — Ac przytrafi się 
pomiędzy wyrazami mnożnej, a — 46 znajdować się bę­
dzie pomiędzy wyrazami mnożnika, wtedy pomiędzy 
wyrazami iloczynu znajdować się będzie wyraz odpo­
wiedni 166c.

Szczególne przypadki podobnych wyrażeń są:
2« X — 4 =  -  8a; 2 X — 4 =  — 8; 2 x  — 1 — — 2.
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64. Ponieważ przykłady podobne do tych, jakie 
podaliśmy w poprzednim paragrafie, mogą często się 
przytrafić, przeto musimy je uwzględnić w naszych 
prawidłach; z tego powodu prawidło zupełne na mno­
żenie da się wyrazić w następujący sposób:

A by pomnożyć jednomiany należy pomnożyć ich współ- 
czynniki liczebne, napisać za tym iloczynem wszystkie gło­
ski, a znak oznaczyć na zasadzie prawidła znakóic.

A by pomnożyć przez siebie icielomiany należy pomno­
żyć każdy wyraz jednego wielomianu przez każdy wyraz 
drugiego wielomianu, na zasadzie prawidła na mnożenie 
jednomianów, i następnie połączyć te częściowe iloczyny dla 
utworzenia iloczynu zupełnego.

65. Podajemy poniżej kilka przykładów mnoże­
nia, w których dane wyrażenia są uporządkowane 
w odpowiedni sposób:
a +  6 a +  6 x 2 +  3«

a +  6 a — 6 X — 1

0 'i-i-al> a 2 -¡-aó ,r 3+  3ce 2
-\-ab -|- ó2 — ab—ó2 --X2 — 3«

a ’ +  2 ab -j- 62 a 2 —  ó2 x 3 +  2,c2 —

a2 — ab -i 6ł 3a2 — 4a6 +  56ł 
a +  6 a2 — 2aó +  362
a2 — a- b-\-ab2 3a* — Aa3b -i- 5a! ó2

+  a2 6-  aó2 + 63 — 6a36 +  8a26!— 10«ó3
a3 -j-ó3 + 9a262 — 12a63+ lo 6 4.

3ał — 10« 36 +22a2ó2 —22«63+1564 
Dla objaśnienia działań rozbierzmy ostatni przy­

kład: Wszystkie wyrazy mnożnej mnożymy najprzód 
przez pierwszy wyraz mnożnika, mianowicie przez a-,
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zwracając uwagę na prawidło' znaków; otrzymujemy 
tym sposobem: 3a 4 — 4<Uó-|-5a2ó2. ^Następnie bie­
rzemy drugi wyraz mnożnika, mianowicie: — 2ab. 
i mnożymy przez niego wszystkie wyrazy mnożnej, 
zachowując prawidło na znaki, tym sposobem mióć bę­
dziemy: —6a3b-\-Sa2b2— 10ab3. Nakoniec przez ostat­
ni wyraz mnożnika, mianowicie 3b2 mnożymy wszy­
stkie wyrazy mnożnej, pamiętając o prawidle na zna­
ki i otrzymujemy -j-9a2ó2—12aó34-15ó4.

Przy tern wszystkie wyrazy, które otrzymujemy, 
porządkujemy w ten sposób, że wyrazy podobne są usta­
wione w tej samej kolumnie; ten sposób porządkowania 
jest bardzo użytecznym, gdyż pozwala nam łączyć na­
stępnie wyrazy szybko i bez pomyłki dla otrzymania 
wypadku ostatecznego. W obecnym przykładzie ten 
wypadek ostateczny będzie:

3 a 4 —  1 0 a 3ó -j-  22a2b2 —  22ab3 -(- 15ó4.

66. Czytelnik powinien zwrócić tutaj uwagę na 
to, że aby odrazu ułożyć wyrazy podobne w tej samój 
kolumnie, wyrazy mnożnej i mnożnika należy ustawić 
w pewnym porządku. W’ tym celu obieramy pe wną 
głoskę, wchodzącą do kilku wyrazów i następnie po­
rządkujemy wyrazy podług potęg tejże głoski. I tak 
w ostatnim przykładzie obieramy głoskę a; na pierw­
szym miejscu mnożnej piszemy wyraz 3a2, zawierający 
najwyższą potęgę a w całym wielomianie, mianowicie 
potęgę drugą; poczóm piszemy wyraz — 4ab, który za­
wiera następną potęgę a, mianowicie pierwszą,, i na­
koniec piszemy wyraz 5b2, niezawierający a wcale. 
Gdy w ten sposób postąpiliśmy z mnożną, wtedy mó­
wimy. że mnożną uporządkowaliśmy podług potęg m a h -
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jących głoski a. Mnożnik porządkujemy w podobny
sposób. .

Moglibyśmy także ustawić wyrazy mnożnej 
i mnożnika w odwrotnym porządku; — w tym razie 
powiedzielibyśmy, że one są uporządkowane podług 
potęg rosnących głoski a. Obojętną jest rzeczą jaki po­
rządek przyjmiemy; — lecz należy pamiętać o tem, 
że mnożna i mnożnik muszą być uporządkowane 
W jednakowy sposób.

67. Dajemy tutaj jeszcze kilka przykładów: 
Pomnożyć 1 +  2x — 3>  +  przez a3 — 2x — 2,

Uporządkujemy te wielomiany podług potęg maleją­
cych głoski x\

¿rp — 3x2 -j- 2% -j- 1
x3 — 2x — 2

X1 — 3xb -j- 2.4 -4- x3
— 2xb +  +  6.*3 — 4.«2 — 2.v

— 2*4 +  6*2 — ix  — 2
x i — 5̂ 5 +  lx 3 4- 2x2 — 6.« — 2

Pomnożyć: a2 — 62 —j— c2— ab — bc — ca przez: 
a -j- b -j- c.

Porządkujemy mnożną i mnożnik podług potęg 
malejących głoski a.
a2 — ab — ac 4 -  b2 —  bc -f- c2 
a —|— b -j— c
a3 — aH} _  a2c _j_ ab* — abc 4 -  ac2

_j_ a2b — ab2 — abc -j- b3— b2c-\-bc2
-j- a2c ■ — abc — ac2 -f- b2c—bc2-\-c3

a3 — 3abc 4 - b3 4  c*
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Ten sam przykład może być także wykonany 
przez użycie nawiasów w podobny sposób:

a~ —  a (b - f -  c) -)- b2 —  bc —j- c2
a -j- (ó-f-0)
a 3 —  a2(b — c) —j— a(b2 —  bc-J-c2)

+  a2(b 4  c ) —  a fó - j-c )  (ó -j-c ) (ó - j-c )  (ó2— &c-|-c2)

Lecz, mamy: afó2 — bc 4  c2) — a(b -j- c) {b _[_ c) =
=  aj b2 _  bc 4- c2 -  (b 4 . c) ( b - f  c )J =
=  aj b2 — bc-\-c2 — [b2 -j- 2bc -j- c2)j =
— «j b2 — óc -j- c2 — b2 — 2óc — c2 } =: — Zabc: 

i podobnie:
(b 4  c) (b2 — bc 4  c2) — b2 4  c3.

Przeto, jak wyżśj znaleziono, ostateczny wypadek 
będzie:

«3 4  ¿3 4  c3 — 3abc .

Pomnożyć x — a. przez x — b i przez x — e 
x  — a
x  — b
x2 — o,x

— bx 4  ab'
x 2 — ( « 4  b)x -I- ub 
x  — c
x 3 — (a 4  b)x2 4  abx

— cx2 —j— (a —j— ó)c* — abc
x 3 — ( a b  b)x2 4  {ab 4  UG 4  be)se — abc.
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Zwracamy tutaj uwagę uczącego się na to, że 
z każdego zadania na mnożenie, w którém mnożna 
jest różną od mnożnika, można zrobić dwa przykła­
dy, biorąc początkowy mnożnik za nową mnożną, 
i początkową mnożną za nowy mnożnik.

Wypadek w drugim przykładzie powinien być 
tenże sam co i w pierwszym; i to może służyć za pró­
bę dokładności roboty.

PRZYKŁADY VIII.

Pomnożyć:
I . 2x3 przez 4x2; 2. 3a4 przez 4as.
3. 2a2b przez 2«//2; 4. 3 x Y z przez 5*ły3-2
5. Ix'-tj2 przez 7y2zi.
6. 4a2 — 3b przez 3ab.
7. 8a2 — 9ab przez 3a2.
8. 3*2 — 4y2 4  ós2 przez 2x ‘‘y.
9. .«-//3 przez x2y2z2.

10. 2xy2z3 4  3x2y 3z — 5x3yz2 przez 2xy2:.
II . 2x — y przez 2y -4- x.
12. 2x3 -I- 4*2 4  8x 4  16 przez 3* —3.
13. x3 4- x2 4  * x — 1 przez x — \.
14. 1 4 4 « — 1 Ô r- przez 1 — 6« 4  3«2.
15. — 4.«2 4  1 \x  — 24 przez x2 4  4 * 4  ”•
16. x 3 4  4cc2 4  ó.r — 24 przez x2 —• 4.r 4  11.
17. *3 —7a:2 4  5* 4  * przez 2*2 — 4.« 4  1-
18. cc3 4  6x2Ą-2ix-\- 60 przez x3 —Qx2 -\-\2xĄ-\2.
19. x3—2x2-\-3x—4 przez 4.r34 :i<r24 2 ‘'!H-T
20. x*—2x3\-3 x2—2**41 przez x'-\-2x3-\-3*24

4 2 « 4 1 .
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21. x-—‘¿ax przez x-[ 3a.
22. ai-\-2ax— x2 przez a2~j-2ax-\-.t2.
23. 2b2-\-3ab—a2 przez 7a—5b.
24. a2—ab-\-b2 przez a2-l-ab—b2.
25. a2—ab-\-2b2 przez a2-\-ab-\-2b2.
26. 4a32—3xy—y2 przez 3«—2y.
27. x~°—x>yA-xy'—y5 przez xĄ-y.
28. 2x2\? > xy \\y '1 przez 3.r24-4xy~\-y2.
29. x2\ - y 2-xyĄ -x-\-y— 1 przez x-\-y— 1.
30. x 4-j-2x3y-\-4x2y 2-\-3xy?-\~ 1 fiy4 przeze—2y.
31. 8'1 xi-\-21x2y-\-Qx2y2-\-3xy'i-\-y* przez 3x —y.
32. cc—(—2y —3z przez *—2y-\-3z-
33. a2—ax-\-bx4-b2 przez a-\-bĄ-.r.
34. a2\-h2\ n Ł—bc—ca—ab przez a-l-5-j-c.
35. a1-\-ĄbxĄ-lb2x2 przez a2 — 4bx -j-4b2x 2.
36. a2 — 2abĄ-b2-\-c2 przez a2\-2abĄ~h'1— c2.
37. x —a przez xĄ-a i przez x2-\-a2.
38. xĄ-a przez x-\-b i przez x-\-c.
30. x2— ax-\-dl przez x2-\-ax-\-a2 i przez x ‘—

—a2x'Kf a 4.
40. . as—2a przez x— a, przez «-(-a i przez x-\-2a.

| 4 
IX

□ z i e l e n i e .

68. Dzielenie w algiebrze, równie jak i w aryt­
metyce, jest działaniem odwrotnśm mnożeniu. W mno­
żeniu znajdujemy iloczyn, mając dwa dane czynniki; 
w dzieleniu zaś mamy dany iloczyn i jeden z czynni­
ków, a chcemy znaleźć czynnik drugi. Ten czynnik, 
który chcemy oznaczyć nazywa się ilorazem.
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Ten rozdział zatem jest ściśle związany z roz­
działem poprzednim, gdyż obecnie mamy niejako roz­
wikłać, odrobić te działania, które były tam wykonane. 
W dzieleniu rozróżnimy trzy przypadki, mianowicie: 
T Dzielenie jednomianu przez jednonnan: II. Dzie­
ln ie  wielomianu przez jednomian; UL Dzielenie
wielomianu przez wielomian. _ in

69 I. Pokazaliśmy już wyżej w paragrahe U 
jak oznaczyć, ż e  jedno wyrażenie ma być podzielone 
przez drugie. Naprzykład: jeżeli 5« ma być podzielo­
ne przez 2c, wtedy iloraz wskazuje się tak oa . *c, lu

5a ~  2c, lub najczęściej
ba 
2c '

Może się przytrafić, że niektóre z czynników 
dzielnika znajdują się w dzielnej; wówczas iloraz 
może być uproszczony za pomocą zasady juz uzywa-
wanój w arytmetyce. Przypuśćmy naprzykład ze
15a2b ma być podzielone przez 6be; wtedy iloraz będzie 

Tutaj dzielna 15a2b =  5a2 X 35; dzielnik zaś

6bc =  2cX35; czynnik więc 3b znajduje się zarazem 
w dzielnój i w dzielniku. Przeto, tak jak w arytme­
t y c e ,  możemy opuścić ten wspólny czynnik u lo iaz

5a2 15 a2b _5a2
oznaczyć przez -^4  tJ 111 sposobem 2c

Może sie również zdarzyć, że wszystkie czynni­
ki znajdujące się w dzielniku, mogą być w ten spo­
sób usunięte. Tak naprzykład przypuśćmy,, ze mamy 
24abx podzielić przez 8ax:

21 abx _  3b X __
Sax
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70. Prawidło odnoszące się do znaku ilorazu 
może być wyprowadzone z prawideł podanych’ w mno­
żeniu.

I  tak naprzykład, mamy:
4ab X  3« =  12abc]

przeto:
12abc 12aóc ,
- u r = 3 c ’ ~ 3 T = 4ab-

4ab X —3e -- —12abc ;
przeto:

12abc —12 abc
~ ^ a b ~ - ~ ÓC’ XZ&.’” =

Dalej:
—4ab X  3c =  — 12abc;

przeto:

4 ab

—12abc — 1 iabc
—4ab — óc; ~ & ~  =  - 4 a b .

I  nakoniec:
— iaó X —Sc =  12abc ;

więc:

13 abc  „ 12 aóc
—i a b ~  óc’ —4a&.

Stąd widzimy, że toż samo prawidło znaków 
które znaleźliśmy dla mnożenia, ma miejsce także 
i w dzieleniu.

71. -Z tego wszystkiego wyprowadzamy nastę­
pujące prawidło na dzielenie jednomianów: Należy 
napisać dzielną nad dzielnikiem oddzieliwszy je linij­
ką poziomą; jeżeli te wyrażenia mają wspólne czyn­

niki. wtedy należy je znieść, i napisać przed całym 
ilorazem znak + ,  jeżeli jednomiany miały znaki je­
dnakowe a znak — jeżeli one miały znaki różne.

72. Aby daną potęgę pewnej liczby podzielić przez ‘ 
inną potęgę tejże samej liczby, należy od wykładnika pier- 
wszij, odjąć wykładnik drugiej.

Przypuśćmy naprzykład, że mamy podzielić ai 
przez a 5,

Na zasadzie paragrafu 16:
a5 =z aX ttX aX <łX c|.

a3 — aX a X a i
Więc:

a5_aX (iX aX a X a
aX aX a

=  «Xa — <*2 =  a5~3.

Podobnież:
Ą  cXcXeXc>&X ?X c=z c<cXc =  C3 =  c, : 4 .
c4 ~  cXcX«Xc A ^

W podobny sposób prawidło to może być do­
wiedzione i w każdym innym przypadku.

Lub tśż możemy pokazać prawdziwość tego 
prawidła w następny sposób:

Na zasadzie § 59;

przeto:
c* . c° =  c1

;c3;

73. Jeżeli w dzielnej znajduje się pewna potę­
ga danój liczby, a w dzielniku wyższa potęga tójże 
samój liczby, wtedy iloraz może być uproszczony na

I



zasadzie paragrafów 71 i 72. Tak np., jeżeli było 
4ab- do podzielenia przez 3có5; wówczas iloraz byłby 

\dl) ̂wyrażony przez g ¿5- Czynnik b2 znajduje się w dziel-

nćj i w dzielniku, przeto może być opuszczony, i tym

sposobem iloraz żądany byłby , ^ 3, czyli:

4ab2_ 4
Bcb5 3cb2 ’

74. I I  Prawidło na dzielenie wielomianu przez 
jednomian może być otrzymane przez rozbiór odpo-- 
wiedniego przypadku w mnożeniu.
I  tak mamy:

(a—b)c— ac—bc-,
więc:

ac — bc---------— a — bc
dalej:

przeto:
(a — b) X —c =  — ac -J- bc-,

—ac -(- bc 
—c

A zatem przychodzimy do następnego prawidła 
na dzielenie wielomianu przez jednomian: każdy wy­
raz dzielnój należy podzielić przez dzielnik, opierając 
się na prawidle podanym w pierwszym przypadku, 
i połączyć te wypadki dla utworzenia zupełnego 
ilorazu.

Naprzykład:
4«3 — Babć -f- a2c
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75. III. Aby podzielić jeden wielomian przez 
drugi, należy postępować w podobny sposób, jak przy 
dzieleniu w arytmetyce.

Prawidło na to działanie może być wyrażone 
W następujący sposób: Dzielną i dzielnik należy upo­
rządkować podług potęg rosnących lub malejących jednćj 
i tćj samej głoski. Następnie pierwszy wyraz dzielnój 
należy podzielić przez pierwszy wyraz dzielnika, i ten wy­
padek będzie pierwszym wyrazem ilorazu. Fot&m należy 
pomnożyć cały dzielnik przez ten pierwszy wyraz ilorazu, 
i iloczyn odjąć od dzielnćj. Otrzymamy tym sposobem 
pierwszą resztę, z którą należy tak postępować jak z dziel­
ną. Działanie to należy powtarzać dotąd, dopóki na resz­
tę nie otrzymamy O, lub też taką resztę, którćj bez użycia 
ułamków dalćj dzielić nie można.

76. Użycie tego prawidła, równie jak i obja­
śnienia, wykazujące zasady na których się ono opiera, 
pokaże się najlepiej na następujących przykładach:

a2-\-2ab-+ b2 
-jra2+ a b

-faó-l-ó2 
-t-ab+b2 -

a2— b2 a—b 
± a2qia& aĄ b

ab—b2 
±ab-c b2

0

a-\-b
a + 6’

Todh. Algiebra. 4
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a2— b2 a ± 6  
+ a 2+ a 6  a — b

— ab —  b2

*3+2«2—Zx *—-J
-f-£C3ip X2 x 2-\-Z x

~~3x'—  3» 
±3**^3*

o o

3&2 —4oó-j-5/>2 
a2—2a^-f 3/<*

Rozbierzmy ostatni przykład. Cała dzielna jest 
iloczynem z dzielnika przez iloraz; ponieważ zaś oba 
te wielomiany są uporządkowane podług potęg male­
jących głoski a, przeto pierwszy wyraz dzielnój jest 
iloczynem z pierwszego wyrazu dzielnika przez pierw­
szy wyraz ilorazu. Dzieląc więc ten pierwszy wy­
raz dzielnój 3a4 przez pierwszy wyraz dzielnika Za2, 
otrzymamy a*, -  pierwszy wyraz ilorazu. Mnożymy 
następnie cały dzielnik 3«*'— 4a<5-j~5ó2 przez pierwszy 
wyraz ilorazu a2. Otrzymamy: 3a4—4a33+5a2ó2; tak 
znaleziony iloczyn odejmijmy od dzielnój: otrzymamy 
resztę pierwszą, uporządkowaną także podług potęg 
malejących głoski a : ~Q a2b-{-Yl a2b2—22aó3-j-15ó4.

Ponieważ cała dzielna była iloczynem z całego 
dzielnika przez cały iloraz, a odjęliśmy od niój ilo­

3<t4—1 Oa30-j-22<*2̂ 2—2'2ab3Ą -15ó4
+ 3 a 4zp 4«33 +  5ab2

— fia3ó+-17d2ó — 22aó3+ l  
-p 6a3b ±  SaW-^IOaó3

9a232— \2 a b 3Ą- 156* 
± 9 a 2ć2— 1 2 ^ 3+ 15ó4

—
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czyn z dzielnika przez pierwszy wyraz ilorazu, przeto 
pozostałość: — 6a3ó +  i t. d. będzie iloczynem z dziel­
nika przez wszystkie pozostałe wyrazy ilorazu.

O tój reszcie można więc toż samo powiedzieć, 
co i o całśj dzielnój; mianowicie, że pierwszy jej wy­
raz —Qa3b jest iloczynem z pierwszego wyrazu dziel­
nika 3«2, przez pierwszy z pozostałych, czyli przez 
drugi wyraz ilorazu. Dzieląc więc ten wyraz — Qa3b 
przez 3a2, znajdziemy —2aó, jako pierwszy z pozo­
stałych wyrazów, czyli drugi wyraz ilorazu. Postę­
pując tak dalój wynajdziemy kolejno wszystkie wyra­
zy ilorazu.

Bardzo ważną jest rzeczą uporządkowanie tak dziel­
nej, jak i dzielnika podług potęg jednćj i tej samej głoski 
i pamiętanie, że tak samo mają być uporządkowane wszyst­
kie reszty.

77. Może się przytrafić zarówno jak i w ary t­
metyce, że dzielenie nie może być w zupełności wykona­
ne. Tak naprzykład, jeżeli dzielimy «2-f  2aó-f-2ó2 
przez a-\-b, wtedy otrzymamy na iloraz, tak jak w po­
przednim paragrafie aĄ-b, lecz jeszcze pozostanie 
reszta b2.

Taki wypadek wyrażamy w podobny sposób, 
jak i w arytmetyce, mianowicie możemy napisać:

a2-\~2ab-\-2b1 _ a+ b-
b2

a—\-b 1 a-\-b
to jest, że iloraz będzie a-\-b wraz z częścią ułamkową

b2
a \ b '

t
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W ogóle, jeżeli A i B  oznaczają dwa wyrażenia,
i jeżeli przez dzielenie A przez B  otrzymamy iloraz q
i resztę R, wtedy ten wypadek wyraża się algiebrai-
cznie jednym z następnych sposobów.

A  =  qB + R , lub A —qB -  R,
, , A  . R
lub B ~ ~ qJr B '
. , . A  Rlub wreszcie: — q — -g.

Należy tutaj zwrócić uwagę na to, że każda 
głoska może oznaczać wyrażenie algiebraiczne (jedno- 
mian lub wielomian): często dogodną jest rzeczą dla 
jasności i krótkości oznaczyć w ten sposób jedną głos­
ką całe wyrażenie algiebraicznie.

Ułamki algiebraiczne będą przedmiotem jednego 
z następnych rozdziałów; tutaj ograniczymy się temi 
przypadkami, w których dzielenie daje się wykonać 
dodać bez reszty.

78. Dalsze przykłady dla wprawy:

Podzielić: x 7—5̂ »5—j—7cc3—(—2^2—6x—2 przez 
l-\-2x— B«2-j-*ł.

Uporządkujmy dzielną i dzielnik podług potęg male­
jących głoski x:
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^7_5A.54_ 7.'«34-2.r2—6«—2 a«—3^2- f 2^4-1
A^x1̂ srA x ł—I—2ag*~l— x 3 A.3— 2 x — 2

—2se5—2.«4-j-6«3—2a32—6«— 2
rc 2x2 -f-6«3-r-4«2 -¡~2x~* — -h  -1-

—2xiA- 6x2—4x—2
- ł - 2 * H -  6x1- r 4x-r 2— —_______

0

Podzielić: a*-\-b3-\-c3—Saba przez tf-|-6-j-c. 
Porządkujemy dzielną i dzielnik podług potęg 

malejących głoski a:

a3 — 3abc-\-b3-\-c3 a\-b-\-c
± a 3+ a 2ó +  a2c a2— ad—ac-j-32—be-\-c2

— a2b—  a 2c— abc-\-b3 4 -c3 
— a2i —  ab2-r-abc

— (AcĄ-ab3 -\-2flbc\b 34-c3
— a2c ^  abc^ac2

-\-ab2 —a<$c-|-ac24-^3-|-c3
■+ab‘‘+ ^ i(: :t 3̂

— «¿c'4-««2—-¿2c-f<?3
—abo-rbc^-rb^c -+■■ -t- ~t~

ac2—j—¿c2—(—c3
-\~aci-\-bc2-src3

Ó ~

Przy porządkowaniu dzielnśj i dzielnika podług 
potęg malejących głoski a, takie wyrazy, jak a2b i alo, 
które mają ten sam wykładnik nad «, ustawiamy w ten 
sposób, że obieramy nową głoskę np. b, i ten wyraz,

i



54

który ją zawiera stawiamy przed tym wyrazem, który 
jśj nie ma; i w dalszym ciągu: z wyrazów ab2 i abc, 
pierwszy piszemy przed drugim, gdyż on zawiera b 
z wyższym wykładnikiem.

Ten przykład można także wykonać z użyciem 
nawiasów w ten sposób:
a3 —3abc -J-b 3 c3 a -Ą- b o 
a3 ±  a2(b-\-c) a 2 —a (¿-f-c) -j- ó2 — bc +  c2

—a1 (ó -)-c)—3aóc-fó3-|-c3
a2 {J}-\-c) .̂a(b Ą-c)2 (ó j-c)2= ó s-j-2!Óc-}- c2
a (b 2— j—63- j - c3 b2— bc-\-c2

-t-a (b2—óc-j-c'2)+ ó 3+ c 3 ó-fc
b3—b^cĄ-bc1 

-(-b‘‘c—bc2-pc3
Ó3-pC3

0

Podzielić:
- (a-i- b-\-c)x’2-\-{ab-\-ac-\-bc) o:—abc

przez x —c.
*—(a-\-b-\-c) x 3-\-(ab-\-ac-\-bc) x —abc 

-\-x 3qiC«2
X—c
x2—(a-pó)«+aó

—(a-pó) x2 +  (aó-pac+óc) x —abc
-j-(a-j-ó) te2 +(a-\-b)cx 
~T

abx — abc 
+  abx — abc

0
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Każde zadanie na mnożenie, w którćm mnożna 
jest różną od mnożnika, dąje powód do dwóch przykła­
dów nadzielenie: gdyż jeżeli iloczyn podzielimy przez 
którykolwiek z czynników, otrzymamy czynnik drugi. 
Z tego powodu uczący się ze wszystkich przykładów 
danych w rozdziale o mnożeniu, może układać przy­
kłady na dzielenie i tym sposobem próbować dokładno­
ści swojój roboty.

• I  również z każdego przykładu na dzielenie, 
w którym dzielnik i iloraz są różne, może być ułożony 
drugi przykład, w którym dzielna pozostanie taż sama 
co i poprzednio, nowym zaś dzielnikiem będzie iloraz 
wtedy na nowy iloraz powinien wypaść początkowy 
dzielnik.

PRZYKŁADY IX.

Podzielić:
1) 15«5 przez 3«2; 2).‘24a6 przez — 8a3,
3) 18»3y 2 przez fi x 2 y; 4) 24a4b*c6 przez — 3a2bW.
5) 20a*b*x3y 3 przez 5b2x 3y.
6) 4a;3—8«2-j-16« przez 4«
7) 3a4—12a3-j-15a2 przez—3a2
8) «3y—3«2y a-|-4«y3 przez xy.
9) — 15a3ó3—3a2b2Ą-\2ab przez — 3ab.

10) 60a3ó3c2—48a2ółc2-f36a2ó2c4—20aóc6 przez 4abc2
11) x 2—7*-fl2 przez«—3; 12)«2+ « —72 przez «+9
13) 2«3—x 2-\-3x—9 przez 2«-—3.
14) 6a?5-[-14«2 — 4a?-|—24 przez 2«-j-6.
15) 9x3-\-3x2-\-x— 1 przez 3«—1.
16) 7«3—24«M-58«—21 przez 7x—3.

t
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17) «6—1 przez.»—1.
18) a3—2ab2-\-b3 przez a —b.
19) #4—81y4 przez x—By.
20) x 4—2x3y-\~'2x2y2—xy3 przez x-~y.
21) cc5—y 5 przez x —y. 22) a 5fi-3255przez afi-25.
23) 2a4fi-27aó3—8154 przez « fi- 35.
24) #“-fia:4yfi-.z*y2fi-£c2y3-|-#y4fi-y5 przez cc3+ y 3.
25) a:5fi-2#4y-j-3.*3y2—x2y 3—2xyi—By3 przez.«3—y 3.
26) x l—5«3fi-lla:2—12«fi-6 przez x 2—3«+3.
27) xi-\-x3—9x2—16.«—4 przez ,«2fi-4.r-j-4.
28) #4—13«^-36 przez x2-\-5x-\-Q.
29) -̂4—(—64 przez ¿c2fi-4.«fi-8.
30) A'4-f-10£e3-(-35«2+50«-j-24 przez x2-\-5x-\-4.
31) x*-j-x3—24x2—35*4-57 przez *2fi-2«—3.
32) 1—x—3x2—x5 przez l-\-2x-\-x2.
33) #®—2*3-j-l przez x2—2x-\-l.
34) afifi_2a252fi-954 przez a2 — 2a6-f-352.
35) a6—66 przez a3—2a25fi-2a52—b3.
36) «6-j_2*3—4cc4—2«3-)-12£c2—2;r—1 przezx2-\-2x—l.

— 37) x*-\-2x(iĄ-3x*-\-2x2-{-\ przez*4—2*3fi-3#2—2ccfi-l.
38) x X2-\-x*—2 przez tf4fi-.«2fi-l.
39) x 3—{a-\-b-\-c)x2-\-{ab-\racĄbc) x —abc przez

x2—(a-\-b)x-\-ab.
40) a2*4-f (2ac—b2)x2~\-c2 przez ax2—bx+c.
41) xi —x 3y—xy3-\-yl przez cc2 -\-xy4-y2
42) x 3—Bxy—y 3—l  przez x—y—1.
43) \ <dx2-\-2\xy-\-\2yz—\§z2 przez 7 x-\-3y—4z.
44) a2-j—2a6—j—<52—c2 przez a-\-b—c.
45) a3_|_gj3_|_6.3—QajjC przez a2fi-452fi-c2—ac—2ab—

—2 bc
46) a *—|—3<*2&—}—3«52—j—63—|—«3 przez «—j—6—)—c.
47) a2(5-[-c) \ - b \a —c)fi-c2(a—b)-\-abc przez a-|-5fi-c.
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48) x 3 2a.s2 f i -  ( a 2 ab —  b2) x — a*-b -f- ab2 p r z e z  
x  —  a -j~ b.

49) (x  f i-  y )2 —  2(x  -j- y )z  - j -  z2 p r z e z  x  f i-  y  —  s.
50) (x Jr y ) 3 +  B(x-\r y )2z - { - B ( x ^ r y ) z 2 -ir z 3 przez 

(x  -fi y )2 -(- 2 (x  -f- y)z -fi z2.

X.

Szczególne przypadki mnożenia.

79. Niektóre szczególne'przypadki mnożenia 
przytrafiają się tak często w rachunku algebraicznym., 
że zasługują tutaj na osobną wzmiankę.

Następujące trzy przykłady są wielkiej wagi:
a fi- b 
a -j-  b 

a2 -j- ab
-¡~ ab -j- b2 

a2 -j- 2abj-b2

a —  b 
a —  b 

a2 —  ab 
—  ab - j-  b2 

d 2 —  2 ab fi- b2

a fi- b 
a —  b 

a2 fi- ab
— ab —  b2 

a2 —  b2 .

Pierwszy przykład daje wartość iloczynu (a fi- b). 
(a fi- 6), czyli la f i-  b)2 • z niego mamy:

(a f i -  b)2 —  a2 fi- 2ab fi- b2.

To jest: kwadrat summy dwóch, liczb jest równy 
summie kwadratów tychże liczb, więcej podwójny ich iloczyn. 

Podobnie, z drugiego przykładu mamy:

(a —  5) 2 =  a2 —  2<ib f i-  b2. .

To jest: kwadrat różnicy dwóch liczb jest równy 
summie kwadratów tychże liczb, mniej podwójny ich iloczyn.

Todh. Algiebra. £
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Nakoniec ostatni przykład daje:
(o  -I- i ) ( a  — 6) =  a* —  b2.

To jest: iloczyn z summy 'dwóch liczb przez ich róż­
nicę, równa się różnicy kwadratów tychże liczb. -

80. Wypadki otrzymane w poprzednim para­
grafie, przedstawiają przykład jednego z wielkich po­
żytków algebry: w samej rzeczy algebra daje nam 
możność dowodzenia ogólnych twierdzeń odnoszących się 
do liczb, a także wyrażanie tychże twierdzeń krótko.

Naprzykład: wypadek (a +b) (a— b) =  a2— b2 jest 
dowiedziony ogólnie dla wszystkich liczb i jest wyra­
żony w symbolach krócej i zwięźlej, aniżeli wyrazami.

Wypadek ogólny w podobny sposób wyrażony _ 
symbolami nazywa się wzorem algebraicznym  (formulą).

81. Tutaj jeszcze możemy pokazać i objaśnić 
znaczenie znaku ± ,  który powstaje z połączenia zna­
ków' — i — i który jest zwany znakiem podwójnym.

Ponieważ (a -j- b)2 =  a*-!r 2ab -j- b2, a (a —b)2 =  
—  a2 —  2ab b2. przeto możemy przedstawić oba te
wypadki w jednym wzorze tak:

(a +  b)2 =  a 2 +  2a& -J- b2,

gdzie +  pokazuje, że możemy wziąść albo znak 4- 
albo też znak — , ale zawsze biorąc jednocześnie albg 
znaki górne, albo\też znaki dolne, a j r b  należy czytać 
tak: a więcej lub mniej b.

82. Poświęcimy kilka następnych paragrafów 
dla wykazania użycia wzorów paragrafu 79. Ażeby 
łatwiój było można do nich się odwołać, wypisujemy 
je razem i opatrujemy każdy osobnym numerem:

(a +  b)2 =  a2 -f-  2ab -f -  b2 . . .  ( 1 )
(«  —  b)°- =  a2 -  2ab b2 , . . ( 2 \
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(a b) (a —  b) =  a2 —  b2 . . . (3)
83. Wzory te mogą się nieraz przydać i w o- 

bliczeniach arytmetycznych.
Tak naprzykład: przypuśćmy, że chcemy zna­

leźć różnicę kwadratów 127 i 123. Na zasadzie wzo­
ru (3) będzie:

(127)2 -  (123)2 — (127 +  123) (127 — 123) =
=  250 X 4 =  1000. 

Tym sposobem szukana liczba została znalezio­
ną prędzój i łatwiój, aniżeli przez podniesienia do 
kwadratu liczb 127 i 123 i następne odjęcie drugiego 
kwadratu od pierwszego.

Dalej, na zasadzie wzoru (2):
(29)2 =  (30 — l )2 =  900 — 60 +  1=841;

przez co znowuż kwadrat 29 został prędzój wynalezio­
ny, aniżeli przez bezpośrednie pomnożenie 29 przez 29.

Przypuśćmy jeszcze, że mamy pomnożyć 53 przez 
47. Z wzoru (3) mamy:

53X47 =  (50 +  3) (50 -3 ) =  (50)2 -  32 =  2 5 0 0 -9 =
=  2491.

84. Przypuśćmy teraz, że chcemy znaleźć kwa­
drat ilości 3te -4 2y. Oczywiście możemy dojść do te­
go zwyczajną drogą, mnożąc 3« 4-  2y przez 2y.
Lecz możemy także otrzymać żądany wypadek i ina- 
czój, przez użycie wzoru (1). Wzór ten ma miejsce 
jakiekolwiek by były liczby a i b; możemy więc 
w nim podstawić 3x  w miejsce a, i 2y w miejsce b. 
Tym sposobem będzie:

(3.r 4- 2y)2 =  (34P -4  2(3* X  2y) 4- (2y)2 =
=  9.r2 4- 12xy 4- 4y2.

i
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Uczący się może sądzić, że w tym przypadku nic 
nie wygrywa przez użycie wzoru, gdyż prawdopodo­
bnie otrzymałby szukany wypadek tak prędko i pe- _ 
wnie zwykłem mnożeniem, jak przez użycie wzoru. 
Jakkolwiek w obecnym przypadku jest to prawdą, ale
z czasem  przekonamy się, że w bardziej złożonych pizy-
padkach użycie wzorów oddaje wielkie usługi.

85. Przypuśćmy, że chcemy znaleść kwadrat 
x-\-y-r-z. Oznaczmy x + y  przez a. Wtedy

x y -j- z =  a -p z;

i na zasadzie wzoru (1) mieć będziemy.
(a-\-z)2 =  a? -J- 2az -j-22—(.e + y )2 +  2 (x -j-y) z 4- £•* =

=  ,r2 +  2xy +  y2 - f  2xz +  2VZ +  s2'

Stąd:
(x +  y -j- z)2 =  x2 -f- 2*y -f  y 3 +  2̂ 2 - ł  +  s*

=  x 2 -4- y2 z2 -f- 2xy -j- 2yz -j- 2z x .

Przypuśćmy dalej, że szukamy kwadratu p - q - \ - r —s. 
Czyniąc p—q równem a, i r—s równem b, będzie:

p — q -j- r — n — a-Ą- b.
Na zasadzie wzoru (1) mamy: 

(a+b)2= a 2+ 2ab+b2= (p—q)2i - 2{p—q)(r—s)+(r—s)2. 
Lecz, opierając się na wzorze (2), możemy znaleść 
(p—q)2 i (r—¿-)2.

Tym sposobem będzie:
(p—q -f r—s)2 — p2—2pq +  q2+  2 (pr — ps — qr +  qs)

_J_ J.2   2rs -Ą- s2 —
—■ p2 -j- f  -f- r2 - f  s2 - f  2pr +  2qs — 2ps — 2qr —

— 2pq — 2 rs.

6 i

Przypuśćmy nakoniec, że mamy zńaleść iloczyn 
V — q -p r — « przez p  — q —r -j- s.

Uczyńmy znowuż: p — q =  a , i r  —  s —  b\ wtedy: 
p  —  q +  r — s =  a +  6, a p  — q — r Ą- s =  a — b.

Na zasadzie wzoru: (3) otrzymamy:
(« i -p  b) (a b) —  a2— b2 ( p — q)2 — ( r — s)2;

a na zasadzie wzoru (2) mieć będziemy:
(P—<?-ł-r—s) (p—q — r-j-s)=;p2—2pq-\-q2—[r2—2rs-(-s2)

=  p 2-\-q2— r 2— s2— 2pq-\-2rs.

86. Sposób użyty w  poprzednim paragrafie jest 
łatwy, i pewną drogą prowadzi do celu, przeto zaw­
sze takiego sposobu powinien się trzymać początkują­
cy. Lecz po nabyciu większej wprawy, i lepszem za­
znajomieniu się z przedmiotem, może się uwolnić od 
niektórych części roboty. I tak np. w ostatnim przy­
kładzie może opuścić wprowadzanie ilości a i b, i wprost 
postępować w ten sposób:

(p — qJrr — s) ( p — q— r + s ) =  j p — ? + (» •— «)} {p — q —  

—  :(r—.s)\r=:(p—q)2—(r—s)2— p 2 —2pq-\-q2—(r2-  2rs2-j-s2)
. =  p2 —2pqĄ-q2— r2-j-2rs— s2 ; 

albo jeszcze krócej:

(P— ff +» •— *) (p—q— r - f s ) = f p — q)2— (r— s)2—
—  p 2 — 2pę-j-^2 — r2 -\-2rs— s2.

Lecz w początkach radzimy uczącemu rozwijać 
działanie w zupełności, tak jak to było pokazane 
w  paragrafie poprzednim.

V



87. W następującym przykładzie spotkamy uży­
cie wszystkich trzech wzorów.

Znaleść iloczyn z czterech czynników aĄ-bĄ-c,. 
a -}- h—c, a — bĄ-c, b -f- c—a. Weźmy najprzód dwa 
pierwsze czynniki; z wzorów (3) i (1) otrzymamy: 

(a-fó + c) (a-f-ó—c)z=(a-\-b)2—c2= a 2-f-2aó-f.ó2—c2.
Weźmy dalój dwa drugie czynniki; z wzorów (3> 

i (2) mieć będziemy:
(a -b -\-c )  (b-Ą-c— a) =■ | c - f ( a — ó )| {c —  ( a — 6 ) | =

=  o2 — (a—b)2= c2—a 2-j~2aó — b2.
Mamy teraz do pomnożenia: 

a--j-2ab-\-b2—c- przez c3—a2-\-2ub—b'1.
Otrzymamy:

(a2-\-2ab-\-b2—c2) (c2—c*2—j—2a7>—b2) —
— |2aó-j-(a’2-j-ó3—c'2)J |2aó—(a2-\--b2—c2)J =

—(2ab)2—(a2-4-ó3- c 3)2= 4 a 3ó2-  j(a2+ ó 2)2-2 (« 2-}-i2)c2-|-
-f- c4J =  4a2ó2—(a2-J-ó2)2-j-2 (a2+ó2) c2— c4 =

=  4 a2ó3—a4—2 a só2—ó4-|-2a2c2-4-2ó3c2—c4 

=  2a2ó2-j-2ó2c2-|-2a2c2—a4—ó4—c4.

88. Są jeszcze inne ogólne wzory, odnoszące 
się do mnożenia, mniejszej wagi, aniżeli trzy wzory 
podane w paragrafie 82, wszakże zasługujące na 
wzmiankę. Umieszczamy niektóre z nich w tym celu, 
aby czytelnik mógł je odnaleść łatwo, gdy zajdzie te­
go potrzeba; wszystkie one mogą być z łatwością 
wyprowadzone przez rzeczywiste wykonanie mno­
żenia:
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(a-f-ó) (a2—ab-\-b2) =  a3Ą-b3,
(a—b) (a2-\-ab~\-b2) =  a3—b3,
(a—(—¿)3 =  (a—j—6) (c*2—i— 2a;7>—[—62) =  a3-j-3«2ó-j-3«ó2-l-ó3,
(a—b)3 =  (a—b) (a2 — 2ob-\-b2) — a3—3a2b4-‘Sab2—ó3, 
(a—b-\-c)3 =  <z3—(—3a2(5— 3«(6—(-c)2-f-(i$-j-c)3 =
=  a3+ 3 a 2(ó4c)-|-3a(ó24-2óc4-c2/)+ó3--(-3ó2c-(- 3óc2+ c 3 

a3-j-ó3-j-c3-j-3«2(ó-f-c)-|-3ó2(o-)-c)-l-
-j-3c2(a-j-ó) J - 6aóc.

89. Bardzo pożyteczne ćwiczenia na mnożenie 
wypadają z zadań, w których chcemy dowieść równo­
ści dwóch wyrażeń, przez pokazanie, że wyrażenia te 
prowadzą do tych samych wypadków ostatecznych. 

Naprzykład, chcemy pokazać że:
(a—b) (b—c) (c—a) — a2(c—b) -)- b2(a—c)-(-c2 (b—a).

Jeżeli pomnożymy a — b przez b — c, otrzy­
mamy:

ab—b2—ac-\-bc\
mnożąc dalój ten wypadek przez c—a, znajdziemy:

cab—cb2—ac2Ą-bc2—a2ó-|-aó2-4-<i2c—abc,
to jest:

a2(c—b)-\-b2(a—c)—j—c2 (b—a).
Inne zadanie: dowieść, że:

(a—ó)2- f (ó -c )2+(c—a)2 =.
=z2(c—b) (c—a)-f-2(6 — a) (b—c)-j-2(a— b) (a—c).

Z  wzoru (2) paragrafu 82, otrzymujemy:
(a — b)2-\-(b—c)2-\-(c—a)2 =

=  a2—2ab-\-b2-\-b2—2 bc-\-c2Ą-c2—2ac-j-a2 =  
=  2(a2-\-b2-\-c2—ab—ac—bc).

\
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Lecz skądinąd wiemy, że:
(c— b) (c— a ) =  e2— ca— cb-\-ab 
(6— a) (b— c) — b-— ba— bc-^ac 
(a— b) (a— c) —  a 2 — ab—

przeto:
( c —6) (c— a )-\-(b ~ a ) (b— c)-\-(a— b) (a— c) —  

—  a-Ą-b2-\-c2 — ab - a c — bc;
skąd uakoniec,

(a -  b y  4 - (6 —  c)2 +  (c —  a )2 =
=  2 (f— ¿) (c— a) +  2 (6— a) (6—c) - f  2 (a— b) ( a -  c).

PRZYKŁADY X.

Zastosować wzory paragrafu 82 do następują­
cych 16 przykładów na mnożenie:

1. (15* -H14y)2. 2) (7.«2 — 5y2)2.
3. (x2 +  2x — 2 f .  4) (x2 -  5x 4- 7)2.
5. (2x2— 3 x —4)2. 6) (x 4- 2y 4- 3c)2.
7. («24  xy 4_^2) 42 aj.y — y2).
8. (*2 4 - 4- y 2) (x2 — ay 4  y 2).
9. (tf2 -4 x y  4- y2) («2 — xy — y2).

10. (a2 4  xy — y 2) (,x2 — xy 4  y2).
11 . (*34  2x2 4  3* 4  i) 4 » — 2.«2 4  3« — i).
12. (a — 3)4(«24  6 « 4 9 ) .
13. (a  4  6 )2 (a 2 —  2ab 4 -  62).
14. (2.« 4  3y)2 (4#2 4  12,ry — 9y2).
15. (acc4 by)  (a,r — 6y) (a2,r2 - \ - b 2y 2).
16. (ax  4  b y)2 (ax  —  b y )2.

Pokazać, że następujące wzory są prawdziwe:
17. («24 ó 2) (c24 d 2) =  ( a c 4 6 d ) 2 4  ( a d — be)2.

I

18. (a 4 6 4 c )24 a 24 6 24 c 2 -  (a46)24 (6 4 c )2 4
4 (« + « )2-

19. (a—b)(b—c) (e—a)=óc(c—b)4-ca(a - c)-\~ab(b—a).
20. (a— b)34-b3— a3— 2ab(b— a).
21. (a4-64c)2—a(6 4 c—11)—6(a4c—6) -c(«4 6 —c)—

2(a24 6 24 c 2).
22. (a24 a 6 4 2̂)2 — (<*2—(i6463)2 =  4aó(«24 ó 2).
23. (il4& 4c)3_a3 _ 6 3 _ <,3 — 3(a4&) (6 4 «) (c+a).
24. ( a + 6+c) (abĄ-bc-\-ca) —  4 4 6 ) (b +c) (4 *) +

4~a6c.
25. («4 6 ) (bĄ-c—:a) (4 « -6 ) =  a(624 c 2—a2) 4

4 6 (c34 a2—b2).
26. ( a 4 ^ 4 c)3—4 4  c—a)3 —(a—64®)3—(«4  6—c)3—

=  24a6c.
27. (« 4 0 4 4  24 (« 4 ^ —(!)2~Ka—H-<024 4 + « —a)2 —

— 4(rt24 ó 24 c 2).
28. ( a f 6)24 2 (a2- 63)4 (a—6)2= :(2a)2.
29. (a— 6)34(6  — c)34 ( c—a)3— 3(a—b) (b— c) (c — a).
30. (a—6)34(a46)34 3 (a -6 ) 2(a46)43(a46)2(a -6 )=

=  (2 4 3.
31. (a4 6 )2(64-c—a) (c ^-a—6)4(a — ó)2 (<*404®)

(a-j-ó -  c) =  4abc2.
32. « (644  (624 ° 2—a2)+ó(c4a) (c24  a2—62)4

4 *c(a4 6 ) (a24 ó2 -  c2) — 2abc(a-\-b-\-c).
33. (a—b) (x—a) (x—6)4 (6—c) (x—b) (x—c )4

4  (c—a) (x—c) (x - a) =  (a—b) (b—c) (a—c).
34. (a4ó)24 ( « 4 c)24 ( a 4 d ) 24 (ó 4 c )24 ( ó 4 4 24

4 ( c4 4 2 4 cH~644H~c02~}~2(a24 6 24 c2~W2)-
35. j (ax-\- by)2-\-(ay—bx)2 j Sia,«46y,)2—(ay-\-bx )2\ —

— (a4—64) (x4—y4).
36. (cy—fe)2-j-(a2—cx)2-\-(bx—ay)2-\-(ax-\-by-\-cz)2 —

(a?-\-b24-c2) 4 4 4 '22j.
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XI.
Rozkład na czynniki.

90. W poprzednim rozdziale poznaliśmy nie­
które ogólne wzory, wypadające z mnożenia; też sa­
me wzory mogą być uważane w związku z dzieleniem, 
gdyż każde zadanie namnożenie daje jedno, lub kilka 
zadań na dzielenie. Zastosujemy teraz znalezione 
wzory ogólne, do rozwiązania pytania; jak znaleźć dla 
danego wyrażenia algiebraicznego te wyrażenia, przez 
które ono dzieli się bez reszty, czyli innemi słowy, 
jak rozłożyć dane wyrażenie na czynniki, z których się 
ono składa.

91. Tak naprzykład z wzoru (3), paragrafu 
82, mamy;

a4—5*- ( a 2-\-b2) (a2—b2)=(a2-\-b2) (a-\-b) {a—b) 
as—bb— iai+b*) (a4— =

=  («4-f-<$4) {a2 ¡-b2) (aĄ-b) {a—b).
Stąd widzimy, że as—bs jest iloczynem czterech 
czynników a4-(-3ł, a2-\-b2, a-\-b i a—b. Więc a8— 
jest podzielne przez każdy z tych czynników, lub 
przez iloczyn którychkolwiek dwóch z nich, lub tśż 
przez iloczyn którychkolwiek trzech z nich.

Dalej jeszcze
{a2-\-ab-]-b2) {a2—ab-\-b2)~{a2-\-b2-\-ab) {a2-\-b2—ab)= 

— (a2-f-ó2)2—{ab)‘‘—ai-l-2a2b2Ą-bi—a2b2 =
=  ai-\-a2b2-\-bi.

07

Tym sposebem a4 -(- «2̂ 2 4~ jest iloczynem 
dwóch czynników a2Ą-ab-\-b2 i a2—ab+b2, jest więc 
podzielne przez każdy z tychże czynników.

Oprócz tych wzorów, które poprzednio podali­
śmy, umieszczamy poniżój jeszcze niektóre, częstego 
w algebrze użycia.

92. Następujące wypadki można łatwo spraw­
dzić przez dzielenie:

x —y
x —y =  1,

- y 2 
x —y x + y ,

X3—y 3
x - y =  ̂ 2+ xy+ y2,

~ — «3+.«2y4-^y2+ y 2,

i tak dalćj:
I  również:
x2—y~
x+ y =  y

x +y
X6—y e

x3—x2y-\-xy2—y 3,

x+ y
i tak dalej. 

Jeszcze: 
x+ y  _  i
x4-y

-xiy-\-x3y2—x2y 3-\-xyi —y 5 ;
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7*3—1— ?/3
- + Ł  =  « * - * H * * .

5—j—5 
lT\-y

i tak dalśj.

=  x*—x3y-\-x2y2—xy3>-\-yi ,

Ponieważ te działania można posunąć tak daleko, 
jak się podoba, przeto można uważać za prawdziwe 
te twierdzenia, które z nich w tej chwili wyciągniemy, 
i które są ściśle dowiedzione w obszerniejszych dzie­
łach algiebry. Twierdzenia te są następujące:
xa — y1' jest podzielne przez x—y, gdy n oznacza 

jakąkolwiek liczbę całkowitą. 
x" — jest podzielne przez x-\-y, gdy n jest liczbą 

parzystą,
•*n yn jest podzielne przez xĄ-y, gdy n jest liczbą 

nieparzystą.
Moglibyśmy też wyrazić słowami twierdzenia, 

wykazujące jaką postać ma iloraz w każdym z po­
wyższych trzech przypadków; lecz czytelnik sam łat­
wo będzie w stanie zapamiętać tę postać, przez do­
kładne przyjrzenie się otrzymanym wypadkom, posu­
wając zresztą te działania dalej jeszcze, jeżeli uwa­
żać będzie to za potrzebne:

Dodamy tu jeszcze, że xa -)- ya nie jest nigdy 
podzielne przez x—y , i nie jest podzielne przez x-\-y, 
gdy n jest liczbą parzystą. ')

i) Dla uzupełnienia tego rozdziału podajemy krótki dowód
wyrażonych w tekście twierdzeń.

69

93. Aby łatwo spamiętać powyższe twierdzenia 
należy w każdym z czterech przypadków wybrać naj­
prostszy i do niego odnieść wszystkie pozostałe. Tak 
naprzykład przypuśćmy, że chcemy poznać czy. X1—-y 
jest podzielne przez x—y lub przez wykładnik 7
jest liczbą n iep a rzy s tą , i najprostszy przypadek tego ro­
dzaju jest x —y\— wyrażenie, które jest podzielne przez
x- - y ,  ale nie jest podzielne przez x-\-y\ stąd wnosimy, 
¿e 'J  __ tJi dzieli się bez reszty przez x — y, ale nie 
przez xĄ-y. Podobnież: gdyby dane wyrażenie było
x i—  yh\ wykładnik 8 jest liczbą parzystą, najprostszy 
zaś przypadek tego rodzaju jest x2- y \  wyrażenie, 
które jest podzielne zarazem przez x-\-y jak i przez

Podzielmy x" —  ya przez x—y:
■ f

y—f '

x—y

— xr'-1 y+.r11 ~ż y2
Xa~2y*--y"

--  +  y 3
ca~:y - ■yn ■

! XJĄ-¿e"-3 y 2 +  -P y11

Z wykonanego dzielenia widzimy, że każda reszta składa 
sie z dwóch wyrazów: jednym z nich jest stale — ya ; drugim
zaś, złożonym z dwóch czynników, wykładnik przy * po kazdónr
dzieleniu zmniejsza się o .l, wykładnik przy y powiększa się o 1. 
Po wykonaniu więc n dzieleń, x zupełnie zniknie z tego wyrazu^ 
a wykładnik przy y wzrośnie do ». Odpowiednia reszta po n-óm 
dzieleniu będzie przeto y" -  ya t j. zero. Liczba wyrazów w ilo­
razie równać się będzie n. Podobnego rodzaju rozumowanie, za­
stosowanego do każdego z wymienionych przypadków dowiedzie 
nam prawdziwości twierdzeń wspomnianych. P- T-
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х У' "TPada. że .«8— y s jest podzielne i przez 
x —y i przez x-\-y.

94. Dalsze przykłady rozkładu wyrażeń algie- 
braicznych na czynniki:

x 6 — y 6 — (x3-L y 3( (x3— у 3) —
=  (A'-t У) {х2—ху+ уг) (х - у ) (tf2-f.ry-fy2);

863 — 27с3 =  (26)3 — (Зс)3 = „
=  (26—Зс) j(2£)2 -f- 26 X Зс -|- (Зс)21 =

=  (26 — Зс) (462 6bo _j_ 9c2)i 
4 (ab -}- cd)2 — («2 _[_ ¿2 _  C2 _  ¿2y> _

=  {2 (oi - f  cd) 4 - (a2 4 - 62—c2—d2)j 

j 2 (лб 4" cd) — (a 24 - 62—c2—d 2)j =

— j 2a6 —j— 2cd 4~ a2 4- 62 — c2 — d 2|
j2a6 4 -2 c d — a2 — 62 -j-c2 4 - d 2J =

— j;(« 4  b)2 — (c — d)2J |(c 4  d)3 — (a — ¿)2j — 
(a464-c—d) (a-)-6-j-^—c) (a—64c-j-d) (¿-¡-c-j-d—a).

95. Przypuśćmy, że mamy do podzielenia
(x2 — 5«y 4  6x2) (x — 4y) przez x 2 — 7xy 4- 12y2.
Moglibyśmy pomnożyć najprzód x 2 — 5xy 4- 6y2 przez 
x —4y i następnie iloczyn podzielić przez x*—7xy-j-12y2. 
Lecz rodzaj pytania nasuwa nam myśl spróbowania 
najprzód, czy x —4у  nie jest czynnikiem trójmianu 

~ixy  +  12y2; i w samój rzeczy znajdujemy, że 
x 2 7xy 4 - 12y3 =  (x — 3y) (x — 4y). Zatem:

(x2—5xy-\-6y 2) (ж—4у) _  ж2 _  5a;y -|- бу2
( * — % )  0 » — 4 у )  —  х  —  %у ;
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i za pomocą, dzielenia znajdujemy, że:

x2— Ъху 4 - 6y2 
x—3y

cc —  2y .

96. Czytelnik, przez odpowiednie ćwiczenia, 
może nabyć wprawy w rozkładanie pewnych trójmia- 
nów na dwa czynniki dwumienne za pomocą następ­
nych uwag:

Mamy w ogólności:

(x 4 - a) (x 4  6) := x2 4 - (a 4" x "ł~ a^
jeżeli więc chcemy poznać czy możliwą jest rzeczą aby 
np. cc2 4-7*4-12 rozłożyć na dwa czynniki dwumienne, 
należy przekonać się czy można znaleść takie dwie li­
czby, których summa równa jest 7 a iloczyn jest ró­
wny 12. Takiemi dwiema liczbami są 3 i 4. Zatśrn:

x2 -j- lx  4 “ 12 =  (x 4 - 3) (cc-j-4).

Podobnież, za pomocą wzoru-.

(x—a) (x—6) — x2 — (a 4  b) x  4- «6,

możemy rozłożyć trójmian x2 — lx  Ą- 12 na czynniki 
(*—3) (cc—4). I  nakoniec na zasadzie wzoru:

■ («4-«) ( x -  b) =  x2 +  (a—i) x  — ab,

można rozłożyć x2-(-x—12 na czynniki («4-4) («—3).
Podamy teraz niektóre ćwiczenia na zastosowa­

nie zasad, wyłożonych w poprzednich rozdziałach.



PRZYKŁADY XI.

Dodać do siebie następujące wyrażenia:
1 . a {a-\-b— c), b (b-\-c— a), c (a - j-c — 6).
2. a (a— b-\-c), b (6— c -j-a ) , c (c— a - j- 6).
3. a (a—b-f-c-\-d), b (a-)-6—c-f-ć2); c {a-Ą-b-\-o—d)

d ( — Or-\-b-\--c-\-d).
4. 3 a —  (Ib— Tc), ‘Sb —  (4c— 7«), 3c —  (4a -7 b ) .
5. 9 a (5b-\-2c), 9 b —  (5c + 2 « ) ,  9c —  (5:e-f-2b).
6. (« - ) -b) x  -J - (« - j-« ) y, (b— c) X  - j -  (b— c) y, ( c— a)x - f -

■j~ (b— a)y.
7. (z— x) (a-\-b)-\-(z—y) (a— b); (xA-y) a Ą-(wĄ-z) b,

(y—z) a - f .  (x—y) b.
8. (a 6) x  -f~ (6— o)y  - j -  (c— a) z,

a (y^r2) +  k 4 4 " * )  ~h c (xĄ-y)\ ax -\-by -f-cz.
9. 2 (aĄ-b— c) x  4  («4 6 ) y  -)-■ 2az,

2 (a-j-G— b) x  4  (a+c) y  - j-  2bz,
2 ( b-j-c—a) x  4  (b-\-c) y  - f  2oz,

10. a2—(a b-\-o) (a-\-b—c); —(b—a-(-c) (6+a—o),
g2 — (c—046) (c—J—«—6).

Uprościć następujące wyrażenia:
11. a — 2 ( 6 + 3 « )  —  3 4 4 2  ( a — 6)J .
12 . 4 4 6 ) (6+ c ) — (c-Ą-d) (d-\-a)— (« 4 «) (b— d) . '
13. 4« —  [2 a —  {26  (x + y )— 2b (x—y ) j ] ,

14. 4 4 6 )  (x-'r c) ( « 4 6 4 « )  (x f-b)-j-a2-j-ab-¡-b2- f  3ax.
15. a — [56—  ja — 3 (c— 6 ) 4 2 c  —  ( a ~ 26— c )jj .
16. 5« - 7  (b—c) —  [ 6a —  (36 4  2c) 4  

4 -  4c —  j2 a  —- (6-J-c— a ) j] ,

4 4 3 ) 3  -  3 (.«4 2 )3  4  3 * 4 4 1 4  -  * 3.17.
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18. ( ^ Ą - y y ^ Ą - y ) 2 y-\-(x-{-y)y‘i—¡3«2y 4 5 y 4 4 2 y 3| i
19. (i+-*)3 4- {i+ -xY yJr  ( i+ * )y 24 y 3 —

{3« 4 4 1) "I-  y (y-f-i.) 4- 2 « y 4 i} .
20. a (¿ 4 C) 2+6(«+c)2+ c («+6)2+  (a—b) (a4c) (b—c)—

— («4-b)(a—c) (b—c) — (a—b) (a -c )  (¿4e).
2  ̂ («4^) (aJr c) (b-\-d) (d-\-c)

a—d
a1—3a64262 a2 —7a641262

a—2 b a—ib
23 3«3—7«ł6—5a624 5 6 3 6«3 -26«^440a62_ 2063

a+b a—b
9A 18(6e24e«24 «62) — 12 (b2c+c*a^-a2b) — 19 abc

2 a—36. '
Pódzielić:

25. x3-\-y6—2x3y 3 przez (x—y)2.
26. x3-\-y*-\-2x3y 3 przez 4 4 y)2.
27. (a*—3a2b-\-5ab2—3b3)(a —26) przez a2—3ab-\-2b2.
28. 4 3—9x2y 4  23xy2—15y3) 4 —7y) przez

x 2—8xy 4  7y 2.
29. a s4 « ‘t644 6 8 przez («2—«6462) (a2-\-ab-\-b2).
30. a 8—6 H-a262 (a1—64) przez (a2—a6462) (a24a6-(-62).
31. 4a2624 2  (3as4—261)—ab (5ce2—1162) przez

(3a—6) 4 4 6 ).
32. (x 2—3*42) 4 —3) przez x2—5*46.
33. 43—3*4 2 ) («44) przez x2-\-x—2.
34. (ai-\-'ax-\-x2) (a34 * 3) przez aiĄ-a‘ix2Ą-x^.
35. (a4-fa2624 6 4) 4 4 6 )  przez a24 a 6 4 6 2.
36. 6 Gr34 « 3) 4  ax 4 2—a2) 4  0,3 44-a) przez

4 4 ^ )  («4-“).
Todh. Algiebra. 6
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.Rozłożyć następujące wyrażenia na czynniki:
37. x2-|-9#-f-20. 38. ,*2-j-lU4-30.
39. x2—15cc-|-50. 40. cc'2—20^+100.
41. x2Ą-x—132. 42. cc2—7x—44.
43. •r1—81. 44. as3-}-125.
45. £cs—256. 46. x6—64.
47. a2-p9ab+ 20b2. 48. x2—13#?/-|-42y2.
49. (a-\ró)2—11« (a-f-3) 4- 30c2.
50. 2 {x-\-y)2—7 (»4 '-y) (a-\-b) +  3 (a-¡-¿)2.

Dowieść, że następne wyrażenia są rzeczywiście
równe:
51. (a-j-23) a3 — (¿-j-2«) ¿3 — («— («-¡-¿)3.
52. ci (ci—2$j3— b{b—2«)3 =  (a—b) (a-j-£)3.

X II.
Największy wspólny dzielnik.

97. W arytmetyce ta liczba całkowita, która 
dzieli bez reszty drugą liczbę całkowitą, nazywa się 
dzielnikiem, tśj ostatniej; liczba całkowita, która dzieli 
dwie lub więcej liczb całkowitych, nazywa się ich 
wspólnym dzielnikiem.

W algiebrze wyrażenie, które dzieli bez reszty 
inne wyrażenie algiebraiczne, nazywa się dzielnikiem 
tego ostatniego; wyrażenie zaś, przez które dzieli się 
bez reszty dwa lub więcój wyrażeń algiebraicznycb, 
nazywa się ich wspólnym dzielnikiem (lub wspólną 
miarą).

98. W arytmetyce największym wspólnym dziel­
nikiem (lub największą wspólną miarą) dwóch lubwię-

i
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cej liczb, jest największa liczba całkowita, przez któ­
rą wszystkie dadzą się .podzielić bez reszty.

Wyrażenie: największy wspólny dzielnik, jest tak­
że używane w algiebrze, lecz tutaj nie jest ono zupeł­
nie stosowne, gdyż wyrazy: większy i mniejszy rzadko 
dadzą się zastosować do tych wyrażeń algiebraicznych, 
w których nie są dane pewne oznaczone wartości na 
rozmaite głoski, wchodzące do nich. Lepiój byłoby 
mówić o najwyższym wspólnym dzielniku-, lecz zgo­
dnie z przyjętym zwyczajem zachowamy wyrażenie: 
największy wspólny dzielnik (lub największa wspólna 
miara).

Zamiast wyrazów: największy wspólny dzielnik, 
często używać będziemy dla krótkości głosek: N. W.D.

Objaśnimy teraz, w jakim znaczeniu wyrażenie
N. Yf. D. jest używane w algiebrze.

99'. Mówimy, że największy wspólny dzielnik 
dwóch lub więcej jednomianów: jest to największe wyra­
żenie algiebraiczne, przez które one wszystkie dadzą się po­
dzielić-. określenie to stanie się zupełnie zrozumiałem po 
podaniu i objaśnieniu przykładami prawidła na wy­
najdywanie największego wspólnego dzielnika dlaje- 
dnomianów.

Prawidło na wynalezienie N. W. D. jednomia­
nów jest takie: należy znaleść N . W.D. wszystkich współ­
czynników liczebnych za pomocą prawideł arytmetyki-, na­
stępnie, do tak znalezionej liczby należy dopisać każdą gło­
skę, wspólną wszystkim wyrażeniom, i dać każdej głosce 
najmniejszy odpowiedni wykładnik, jaki ona ma w tych wy­
rażeniach. | ■ i

100. Xaprzykład: mamy znaleść N. W. D. dla 
l6ab$2c i 20a3b3d. Tutaj współczynniki liczebne są

6*
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16 i 20, a ich. N. W. Z), jest 4. Głoski wspólne obu 
jednomianom są, a i b, najmniejszy wykładnik przy a 
jest 3, a najmniejszy wykładnik przy b jest 2. Tym 
sposobem szukany N. W. D. będzie 4a3̂ 2.

Szukajmy jeszcze N. W. p .  dla 8a2b3c2x syz3, 
12tfberfy3, i 16aWafiyK Współczynniki liczebne są 8, 
12 i 16; ich N. W: D. jest 4. Głoski wspólne wszyst­
kim wyrażeniom są: a, c, x i y \  ich najmniejsze wykła­
dniki są odpowiednio: 2,1, 2 i 1. Tym sposobem szu­
kany N. W. D. będzie ia2ąx2y.

101. Następujące twierdzenie daje najlepsze 
praktyczne pojęcie o tóm, co rozumiemy przez naj­
większy wspólny dzielnik w algiebrze, gdyż ono po­
kazuje znaczenia tutaj wyrazu największy. Gdy dwa 
lub więcej wyrażeń algebraicznych podzielimy przez ich 
największy wspólny dzielnik, wtedy otrzymane ilorazy nie 
mają żadnego wspólnego dzielnika.

Weźmy pierwszy przykład paragrafu 100, i po­
dzielmy podane tam jednomiany przez ich N. W. D., 
otrzymamy ilorazy 4ac i 5bd, które nie mają żadnego 
wspólnego dzielnika.

Podobnież, jeżeli w drugim przykładzie paragra­
fu 100 podzielimy dane jednomiany przez ich W. W. D., 
otrzymamy na ilorazy 2b3cx3z3, ZaP-by2, i 4ac2y3, które 
również nie mają żadnego wspólnego dzielnika.

102. To, co było powiedzianym w poprzednim 
paragrafie, przy pomocy rozdziału o rozłożeniu na 
ęzynniki, daje nam w wielu razach możność oznacze­
nia N. W. D. wielomianów. Przypuśćmy np., że szu­
kamy N. W. D. dla 4a2 (a-f ¿)2 i &ab (a2—b2). Tutaj 
2a jest N. W. D. czynników 4a2 i 6ab, a aj-b jest 
czynnikiem zarazem i (a-\-b)2 i a2—b2, i to jedynym
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czynnikiem wspólnym. Iloczyn więc 2a (aĄ-b) jest 
N. W. D. danych wyrażeń."

Lecz ten sposób nie może być w ogólności zasto­
sowanym do jakichkolwiek wielomianów, gdyż ogólna 
teoryja rozkładu wielomianów na czynniki o wiele 
przechodzi po za granicę tych wiadomości, jakie po­
czątkujący posiada. 1 Musimy więc do tego wyszukać 
innego sposobu;—i następujące określenia i prawidła 
zawierają inne rozwiązanie tego zadania.

103. Największy wspólny dzielnik wielomianów 
możemy określić w następujący sposób. Jeżeli dwa 
lub więcej wielomianów zawiera potęgi pewnej głoski wspól­
nej, wtedy ten z czynników, dzielących wszystkie te icielo- 
miany, w którym ta głoska wchodzi z najwyższym wy­
kładnikiem, nazyica się ich największym wspólnym dziel­
nikiem.

104. Na wynalezienie największego wspólnego 
dzielnika dla dwóch wielomianów mamy takie pra­
widło:

Niech A i B  oznaczają dwa wielomiany, uporząd­
kujmy je podług potęg malejących pewnej wspólnej głoski. 
Przypuśćmy, że wykładnik najwyższej potęgi tój głoski 
w A nie jest mniejszy, aniżeli wykładnik najwyższój potęgi , 
tejże głoski w B. Podzielmy A przez B , następnie B  przez 
resztę-, potem tę resztę pierwszą przez resztę drugą, — i tak 
dalej postępujmy dętąd, dopóki nie pozostanie żadnej re­
szty-, — wtedy ostatni dzielnik będzie najioiększym wspól­
nym dzielnikiem szukanym.

105. Naprzyklad: szukajmy N. W. D  dla
as2—4«-|-3 i 4ce3—9«2—15^—(—18.
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4*3— 9*2—15*4-18 cc 2— 4* -f  3
—4*3^16*2±12* 4cc 4 -7

7*2—27*4-18 
—7*2zp 2 8*zh 21

cc — 8
*2 — 4* 4" 3

—*2 qp' 3*
— cc 4 -  3 
zp x ±  3

ó

x — 3 
4 — 1

Więc *—3 jest szukanym N. W. D.
106. Prawidło, podane w paragrafie 104, opiera 

się na dwóch następnych zasadach:
(1) Jeżeli P je s t dzielnikiem dla A, wtedy bę­

dzie ono dzielnikiem i dla mA. Grdyż: jeżeli a ozna­
cza iloraz z podzielenia A przez P, to A=aP, a przeto 
mA—maP, więc P jest dzielnikiem dla mA.

(2) Jeżeli P je s t dzielnikiem dla A  i B, wtedy 
będzie ono dzielnikiem dla mA+nB. W samej rze­
czy: skoro P  jest dzielnikiem dla A i dla B, to może­
my przyjąć, że A —aP, i B—bP. Zatem mA-ł-nB— 
—(ma±znb)P, czyli P je s t dzielnikiem dla m A±nB.

107. Teraz dopiero możemy dowieść prawidło, 
podane w § 104.

Niech A  i B  oznaczają dwa wyrażenia dane. 
Podzielmy A przez B; i oznaczmy przez p iloraz 
a przez C resztę. Podzielmy B  przez C, i oznaczony 
przez q iloraz aprzez D  resztę. Podzielmy dalój C 

1\nxjpBD, i przypuśćmy, że nie pozostaje żadna reszta, a r 
* jest ilorazem.
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Wtedy mamy następujące wyrażenia:
A=pBĄ-C, B —q GAD. C—rD.

Pokażemy najprzód, że ZJjest wspólnym dziel­
nikiem dla A i B. Ponieważ C—rD, przeto D  jest 
dzielnikiem dla G, a zatórn, podług § 106, jest także 
dzielnikiem dla qC, a przeto i dla q C \D , czyli dla B.

I dalej: ponieważ D  jest dzielnikiem dla C i B, 
przeto i dla pB-\- C czyli dla A. I  tak D  jest dziel­
nikiem dla A i B.

Poprzednie rozumowanie pokazuje nam, że D  
jest wspólnym dzielnikiem dla A  i B\ pozostaje te­
raz dowieść, że ono jest ich największym wspólnym 
dzielnikiem.

Na zasadzie §106 każdy wspólny dzielnik dla 
A  i B, jest dzielnikiem i dla A —pB, to jest dla C; 
a zatóm każdy wspólny dzielnik dla A i B  jest zara­
zem wspólnym dzielnikiem dla B i C. Podobnież: 
każdy wspólny dzielnik dla B  i G, jest zarazem 
wspólnym dzielnikiem dla G i D. Tym sposobem 
każdy wspólny dzielnik dla A i B  jest zarazem dziel­
nikiem i dla D. Lecz żadne wyrażenie wyższego wy­
miaru od wymiaru D  nie może dzielić D  bez reszty. 
A zatem D  jest największym wspólnym dzielnikiem 
dla A i B.

108. Widoczną jest rzeczą, że: każdy dzielnik 
wspólnego dzielnika dwóch lub więcej wyrażeń, jest zara­
zem wspólnym dzielnikiem tychże toyraień.

109. Dowiedziono w § 107, że każdy wspólny 
dzielnik dl.. A i B, jest zarazem dzielnikiem i dla D\ 
to jest: Każdy wspólny dzielnik dla dwóch wyrażeń jest
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zarazem dzielnikiem i największego wspólnego dzielnika 
tychże wyrażeń.

110. Podamy teraz i objaśnimy przykładami 
prawidło, za pomocą którego można uniknąć ułamków 
w ilorazach i wprowadzić uproszczenia w wykonywa­
niu roboty. Dowodzenie tego prawidła można znaleść 
w obszerniejszych dziełach o algiebrze.

Zanim napiszemy nowy wyraz w którymkolwiek 
ilorazie, możemy podzielić dzielnik, lub dzielną przez 
jakiekolwiek wyrażenie, ale niemające żadnego czynnika 
wspólnego z wyrażeniami, dla których szukamy największego 
wspólnego dzielnika; albo też możemy pomnożyć dzielną 
w któremkolwiek miejscu roboty przez każde wyrażenie, 
które nie zawiera iv sobie czynnika wchodzącego i do dziel­
nika.

111. Naprzykład: szukajmy N. W. D. dla 
2 x2— 7 x + 5  i 3«2— 4. Weźmy tutaj 2«2—7«-|-5 
jako dzielnik; dzieląc wszakże 3«2 przez 2«2 otrzymu­
jemy na iloraz ułamek; aby tego uniknąć, mnożymy 
dzielną przez 2 i następnie dzielimy.

6«?— Ux-\- 8 2x2—7«-(-5 
—6x2=F2 lx ± ]5  1  ~ -

7x—7

Jeżeli teraz przyjmiemy 7x—7 za dzielnik, a 
2«2—7«-j-5 za dzielną, wtedy pierwszy wyraz ilorazu 
będzie ułamkowym; lecz czynnik 7 znajduje się we 
wszystkich wyrazach tego dzielnika, opuszczamy go 
i dopiero wtedy dzielimy.
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2 X1—7x-j-5 x—1 
—2«2=p2« 2x—5

—5«-j-5

o-
Tym sposobem otrzymamy x  — 1 jako szukamy 
N. W. D.

Tutaj należy zauważyć, że w początku działania 
użyliśmy drugiej częścj prawidła, podanego w § 110, 
a w dalszym ciągu tegoż działania pierwszój częśei 
prawidła. Należy używać zawsze pierwszój części 
prawidła, jeżeli tylko to jest możliwem; w przeciw­
nym zaś razie drugiej części. W wypowiedzeniu 
prawidła użyliśmy wyrazu wyrażenie, lecz w tych za­
daniach jakie najczęściej przytrafiają się w praktyce 
i jakie uczący się mieć tutaj będzie do rozwiązania, 
czynniki które mają być wprowadzone lub opuszczone 
będą prawie zawsze czynnikami liczebnemi, jak to mia­
ło miejsce i w poprzednim przykładzie.

Drugi przykład: chcemy znaleźć N. W. D. dla 
2«ł—7x3—4;»a—[—cc—4 i 3x*—l l x 3—2cc2—4*—16.

Pomnóżmy drugi wielomian przez 2, i weźmy 
go za dzielną.

6«1—22«3— 4«2—8«—32 2xl—7x3—4x2-j-x—4 
—6x‘̂ p 21«3zp 12«2~l—3«^pl2 3

—x 3 -j- 8«2—11«—20

Możemy pomnożyć każdy wyraz tej reszty przez 
— 1, zanim przyjmiemy ją za nowy dzielnik, to jest 
możemy zmienić w niój wszystkie znaki na przeciwne.
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2*4— 7*3— 4*2-|- * —4 I *3—8«2—|—1 la?—|—20
—2x4=p 16*3+;22cc2+40* J 2*-|-9 

9*3—26*2—39*—4 
—9*3T 72*2±  v99*±180 

46*2—138^—084
Tutaj 46 jest czynnikiem każdego wyrazu resz­

ty; możemy więc przez niego podzielić też resztę, za­
nim użyjemy jój jako nowego dzielnika.

* 3—8x2-\-\ l * - | - 2 0  cc2— 3 * — 4 
— cc3qp3cc2q= 4 *

—5*24-15*4-20
rp5*2±15*±20 t

0
Tym sposobem *2—3*—4 jest N. W. D. szu­

kanym.
112. Przypuśćmy, że dane wyrażenia zawierają 

wspólny czynnik F, widoczny na pierwszy rzut oka; 
wtedy można uczynić A ~ a F  i B= bF.' W  tym razie 
na zasadzie § 109, F  będzie czynnikiem N. W . D. 
Należy zatóm znaleźć N. W. D. dla a i b i pomnożyć 
go przez F\ otrzymany iloczyn będzie N. W. D. dla 
A i B .

113. Przypuśćmy teraz, że mamy znaleźć 
• N. W. D. trzech wyrażeń A, B  i G. W  tym celu

znajdujemy N. W. D. którychkolwiek dwóch z tych 
wyrażeń, np. A i B\ niech D  oznacza ten N. W. D., 
następnie wynajdujemy N. W. D. dla D  i C, i ten 
ostatni będzie N. W. D. dla A, B  i C.

Grdyż, na zasadzie § 108, każdy wspólny dziel­
nik d l a C ,  jest wspólnym dzielnikiem dla A, B  i C;
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a na zasadzie § 109 każdy wspólny dzielnik dla A, 
B  i C jest wspólnym dzielnikiem dla D  i C. Przeto 
N. W. D. dla D  i Cjest N. W . D. dla A. B  i C.

v __ *
114. W podobny sposób można wyualeść N. W- 

X). czterech wyrażeń. Albo też: możemy znaleźć N. 
W. D. dwóch którychkolwiek z danych wyrażeń, 
i także N. W. D. dwóch pozostałych wyrażeń; .Wtedy 
N. W. D. dwóch tak otrzymanych wypadków, będzie 
N. W. D. czterech danych wyrażeń.

/

PRZYKŁADY XII.

Znaleźć największy wspólny dzielnik następu­
jących, wyrażeń:

1. 15*ł ;18*2 : 2. 16a2ó3, 20a3ó2.
3. 36*4y52°; 48*°y5z4. 4. , 35«2ó3cc3y4, 49a264*4y3
5. 4(*-fl)2, 6(*2—1). ‘ 6. 6(cc—|—1)3, 9(cc2—1).
7. Ii2(a2-j-ó2)2, 8(<z4—64).
8. *6—y°, *4—y4.
9. *2-j-8*-|-15, *2-j-9*-|-20.

10. *2—9*-j-14, cc2—lł*-|-28.
11. as2—(— 2*—120, a2—2*—80.
12. x 2—15*—36, *2 —9ce—36.
13. /»3—)—6«2—(—13«—¡—12, ¿c3—j—7a32—j—16cc—j—16.
14. *3—9*2-|-23cc—12, *3—10*2-f28*—15.
15. *3—29«2—(—42, *3~}-cc2 — 35«—j—49.
16. £ —41*—30, *3—11 *2—(—25«—j—25. ,
17. «3—[—7«2—]—17«—[—15, *3-f8*2+ l9*+ 12 .
18. cc3—10*2—j—26*—8, cc3—9ic24-23ce—12.
19. 4(*2—*—(—1), 3(*4—j—as2—j—1)-
20. 5(*2—ce-j-1), 4(*6—1).
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21. W 2- f« —2, 9£c3+48as2-|-52«+16.
22. a 3—4a:2-f2«-f3, 2ic4—9«3-|-12«2—7.
23. «4-(-«2-6 ,  3*2-|-2.
24. «3—2«2-f3«—6, «2—2*.
25. «*—1, 3*3-|-2«4-j-4«3-J-2«2-|-.«.
26. x i—9«2—30«—25, «5-f-«ł—7«2-f-5«.
27. 35«34-47.*2-f-l3 « + l, 42x l-p 41«3—9«2—9«—i .
28. x 6—3«3-j-6«4—7«34-6«2—3«-j-l,

* « 6— ¿vs-\-2xi — « 3- j-2 « 2— xĄ -\.
29. 2«4—6«3+ 3«2—3«+1, « 7—3«5-)-«5—4«2-|-

x —j—12«—4.
30. xs—i. « 10—|—«°—)—«8—]—2«7—)—2«ł—|—2«3—(—«2—(—«—j—1.
31. «2—3«—70, «3—39«+70, «3—48«+7.
32. «2—xy—\2y2, «2-(-5«y-|-6y2.
33. 2«2-|-3a«-|-a2, 3«’2-)-2ax —a2.
34. «3—3a2«—2«3, «3—a«2—4a3.
35. 3«3—3x2y-\-xy2—y3, 4«2y—5«y2-|-y3.

X III.
Najmniejsza wspólna wielokrotna.

115. W arytmetyce ta liczba całkowita, która 
się da podzielić bez reszty przez inną liczbę całkowitą* 
nazywa się wielokrotną tój ostatniej; ta liczba cał­
kowita, która się da podzielić przez dwie lub kilka 
liczb całkowitych, nazywa się ich wspólną wielokrotną.

116. W arytmetyce najmniejsza wspólna wielokrot­
na dwóch lub więcój liczb całkowitych, jest najmniej­
szą z liczb całkowitych, które się dają podzielić przez 
te ostatnie liczby wszystkie. Wyrażenie: najmniej-
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sza wspólna wielokrotna, jest także używane i w 
algiebrze, lecz tutaj jest niezupełnie właściwe (patrz 
§ 98). Głosek n. W. W. używać będziemy często dla 
krótkości, zamiast tego wyrażenia.

Objaśnimy teraz, w jakiem znaczeniu wyrażenie 
to jest używane w algiebrze.

117. Mówimy, że najmniejszą wspólną wielo­
krotną dwóch lub więcej jednomianów nazywa się 
najmniejsze wyrażenie, które przez wszystkie te jedno- 
miany może być podzielone', określenie to stanie się 
w zupełności zrozumiałem po podaniu prawidła 
i przykładów na wynajdywanie najmniejszśj wspól­
nej wielokrotnćj jednomianów.

Prawidło na wynajdywania n. W. W. jednomia­
nów jest następne.

Należy znaleśe za pomocą zasad arytmetyki n. W. W. 
dla współczynników liczebnych', następnie za tą liczbą na­
pisać każdą z głosek znajdujących się w danych jednomia- 
nach, i dać każde j głosce odpowiednio najwyższy wykładnik, 
jaki ona ma w tych jednomianach.

118. Przypuśćmy naprzykład, że szukamy 
n y\r. w , dla 1 <6a'bc i 20a3b3d. Tutaj współczynnika­
mi liczebnymi są 16 i 20, a ich n. W. W. jest 80. Gło­
ski, które się znajdują w tych wyrażeniach są a, b, 
c i d-, ich najwyższe wykładniki są odpowiednio 4,3, 
1 i 1. Tym sposobem otrzymujemy 80aWcd jako szu­
kaną n. W. W.

PrzypuśćmyMalój, że chcemy znaleść n. W. W, 
dla 8a2b3c2x 3y z \  I2aibcx2y3 i 16a3c3«2y4. Tutaj n. W. W. 

'  współczynników liczebnych jest 48. Głoski, które

%
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się znajdują w tych wyrażeniach, są a,b, c, x, y, z, 
a ich najwyższe wykładniki są odpowiednio 4, 8, 3, 
5, 4 i 3. Tym sposobem n. W. W. szukana będzie:
48 aib3c3x 3y iz3.

119. Następujące twierdzenie daje najlepsze 
pojęcie o tóm, co się rozumie w algiebrze pod wyra­
zem najmniejsza wspólna wielokrotna, i pokazuje za­
razem znaczenie tutaj wyrazu najmniejsza.

Gdy najmniejsza wspólna wielokrotna dwóch lub wię- 
cej wyrażeń będzie podzieloną przez też wyrażenia, wtedy 
otrzymane ilorazy nie będą miały żadnego wspólnego 
dzielnika.

I  tak, jeżeli weźmiemy pod uwagę pierwszy przy­
kład § 118 i podzielimy n. W. W. przez dane tam je- 
dnomiany, wtedy ilorazy będą 5b2d i 4ac. które nie 
mają żadnego wspólnego dzielnika.

Dalej, weźmy pod uwagę drugi przykład §118 
i podzielmy n. W. W. przez dane jednomiany; ilorazy 
będą 6a2cy3, 4b2c2x 3yz3 i 3ab3x 3z \  a one nie mają żad­
nego wspólnego dzielnika.

120. To, co było wyłożone w poprzednim pa- 
l agi afie, z pomocą rozdziału o rozkładzie na czynniki 
daje w wielu razach możność znalezienia n. W. W. dla 
wielomianów. Naprzykład chcemy znaleźć n. W. 
W. dla 4a2(a-j~ó)2 i Sab(a-—b2). Najmniejsza wspólna 
wielokrotna dla 4«2 i Gaójest 12a2b. Dalój zauważmy, 
że i a2—b2 mają wspólny czynnik a-\-b; więc
(a-\-b) (a-\-b) (a—b) jest wielokrotne względem
(a-j-6)2 i a2—b2; dzieląc zaś to wyrażenie przez (aj-b)2 
i a2 b2 otrzymujemy ilorazy a—b, i a-Ą-b, które nie 
mają żadnego wspólnego dzielnika. Tym sposobem 
szukana n. W. W. będzie 12a2ó(«4-ó)2 (a—b).

W

87_
«

121. Najmniejszą wspólną wielokrotną dwóch 
lub więcej wielomianów można określić w ten sposób: 
Przypuśćmy, że kilka wielomianów zawiera rozmaite 
potęgi pewnej wspólnój głoski; wtedy wyrażenie naj­
niższego wymiaru względem tej wspólnój głoski, da­
jące się podzielić przez każdy z danych wielomianów, 
nazywa się ich najmniejszą wspólną wielokrotną.

122. Pokażemy teraz jak znaleźć n. W. W. 
dla dwóch wielomianów. Wszakże zrozumienie zu­
pełne dowodzenia poniżój zamieszczonego przedstawia 
dla początkującego pewne trudności.

‘ Oznaczmy przez A i B  dane dwa wyrażenia, 
i przez D ich największy wspólny dzielnik. Wtedy 
A—al) i B —bD, gdzie a i b nie mają żadnego czynni­
ka wspólnego, jak to wypada z samej natury najwięk­
szego wspólnego dzielnika. Przeto najmniejsza wspól­
na wielokrotna dla a i b jest ab. A zatem wyrażenie 
najniższego wymiaru, które jest podzielne przez aD

A BbD jest abD. Lecz: abD—Ab—B a — .

Stąd otrzymujemy następujące prawidło na wy­
nalezienie n. W. W. dwóch wyrażeń: Należy podzie­
lić iloczyn tych dwóch wyrażeń przez ich N. W. B. Lul> 
tóż, to samo prawidło możemy wyrazić tak: Należy 
podzielić jedno z danych wyrażeń przez ich N. W. D. 
i iloraz pomnożyć przez wyrażenie drugie.

123. Naprzykład, szukamy n. W. W. dla 
x2— 3 i 4x3—9x2—15.e—(—18.

N. W. D. jest tutaj x—3 (§ 105). Podzielmy 
'  x2—4x-\z3 przez x—3; iloraz jest x—1. A zatóm n.



W. W. szukana jest (.v—1) (4x3—9.v2—15̂ *—(—18), co 
po wykonaniu mnożenia daje: 4«ł —13x3—6«2-)- 
33«—18.

Dogodniejszą jest często rzeczą przedstawić 
n. W. W. pod postacią iloczynu wskazanego, złożone­
go z czynników, aniżeli jako ostateczny wypadek, po­
wstały przez wykonane mnożenie. Wiemy że N. W. 
D., w tym przypadku x—3, dzieli bez reszty 4«3—9.?2— 
—15«-j-18; przez dzielenie znajdujemy na iloraz 
4«2-|-3£c—6. Stąd n. W. W. jest;

(x—3)(x—1) (4«2-}-3« —6). „
Jako inny przykład, przypuśćmy, że szukamy 

n. W. W. dla 2«2—7«-)-5 i 3«2—7«-)-4.
N. W. D. jest x —1, patrz § 111.
Przeto:

(2«2—7«-f-5) : (x—1) =  2x—5,
(3«2—7«+4) : ( « _ ! ) =  3«—4,

u W. W. będzie więc:
(«—1) (2x—5) (3«—4).

Dalćj jeszcze szukajmy n. W. W. dla 2xi— 
—7«3—4«2-f« —4 i 3«4—ll« 3—2x°—  4«-16. N . W  
D. jest tutaj: «2—3«—4: (patrz § 111)

Będzie:
(2a*4—7«3—4f2-)-«—4): (x2—3«—4) =  2x2—«-j-1, 
(3«ł —l l « 2—2*2—4x—16) : («2—3«—4) =  3«2—

—2«+4.
A zatśm szukana n. W.W. jest:
(«3—3«—4) (2«a—xĄ-\) (3«2—2«-|-4j
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124. Widoczną jest rzeczą, że każda wielokrotna 
wspólnej wielokrotnej dla pewnej liczby tóyrażeń, jest także 
wspólną wielokrotną dla tychże wyrażeń.

125. Każda wspólna wielokrotna dla dwóch wyra­
żeń, jest wielokrotną najmniejszej wspólnej wielokrotnej 
tychż wyrażeń.

Niech A i B  będą dwa wyrażenia, których n. 
W. W, jest M, i niech N  oznacza jakąkolwiek inną 
wspólną wielokrotną. Przypuśćmy, jeżeli to jest moż- 
liwćm, że A7, podzielone przez M, daje na iloraz q i na 
resztę R. Wtedy R — N —qM. Lecz A i B są dziel­
nikami dla M i N. a zatem muszą one dzielić bez 
reszty i R  (§ 106). Ale z natury dzielenia wypada, 
że R jest niższego wymiaru aniżeli Ji; tym sposobem 
R  byłoby wspólną wielokrotną dla A  i B, niższego 
wymiaru, aniżeli ich N . W. W., co podług określenia 
n. W. W., być nie może. Przy dzieleniu więc N  
przez M nie może pozostać żadnój reszty, czyli N  
jest wielokrotnem względem M.

126. Przypuśćmy teraz, że chcemy znaleść 
N. W. W. względem trzech wielomianów A, B, C.. 
W tym celu wynajdźmy N. W. W. dwóch których- 
kolwiek z nich, np. A i B ; niech Al będzie tą n. W. 
W. wtedy n. W. W, względem M i C będzie żądaną 

N. W. W. względem A, B i  O.
Gdyż każda wspólna wielokrotna dla M i C jest 

zarazem wspólną wielokrotną dla A, B i  C na zasa­
dzie § 124. Kównież: każda wspólna* wielokrotna dla 
A i B  jest wielokrotną względem M, na zasadzie

7

-

Todh. Algiebra.
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§ 125; stąd każda wspólna wielokrotna dla M i C jest 
wspólną wielokrotną dla А, В  i C. Przeto naj­
mniejsza wspólna wielokrotna dla M i C będzie naj­
mniejszą wspólną wielokrotną dla А, В  i C.

127. W podobny sposób możemy znaleść naj­
mniejszą wspólną wielokrotną i dla czterech wielo­
mianów.

128. Teorye największego wspólnego dzielnika 
i najmniejszej wspólnój wielokrotnej nie są niezbędnie 
potrzebne do następnych rozdziałów niniejszego dzie­
ła; dla tego też jeżeli uczący się znajdzie w rozumie-, 
mieniu tych teoryj jakiekolwiek trudności, może je 
odłożyć do czasu, gdy studyować będzie teorye rów­
nań. Za to zadania dołączone do poprzedniego i do 
niniejszego rozdziału muszą być starannie przerobio­
ne z powodu ćwiczeń, jakie podają we wszystkich za­
sadniczych działaniach algiebry.

PRZYKŁADY XIlf,

Znaleść najmniejszą wspólną wielokrotną wzglę­
dem następujących wyrażeń:

1. 4ct2ó, 6ab2; 2. 12a3b2c, 18ab2c3.
3. 8a2x2y 3, \2b2x3y2\ 4. (a—b)2, a2—b2.
5. 4«(«+ó); 6¿(„»-fb»); 6. a2—b2, a3—b3.
7. x2- 3 x  —4, x2—x —12.
8. «Ч-5я2+7а;4-2, ж246ж +8.
9. 12ж24-5яз—3, 6л?3—j—л?2—х.

10. x %—6x2- y i \ x —6, x 3—9x2y-2Qx—2i.
11. аз3—7x — б, л?3—}—8л?2—[—17л>—j—10.
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12. xiy~x3-\-2x2-\-x-\-l, x*—1.
13. x i—2*3—3x2~]~8x— 4, x i—5a?3—j—20̂ ?—16.
14. x i-\-a2x 2-\-ai, x*—ax3—a'3x~-at.
15. 4a3b*c, Qab3c2, 18a2ćc3.
16. 8(a2 —¿2), 12(«+ó)2, 20(a—ó)2.
17. 4(a-t-6), 6(a2—b2), 8(a3+ ć 3).
18. 15(aP-b—ab2), 21 (a3—ab2), 35(aó2-fó 3).
19. x2—l, x3- f l ,  x3— l.
20. —i, x2~yi, ¿i?+-j—1, x s—1.
21. *2— 1, «»-j-l, x 3—l, ać4-l.
22. x2+ZxĄ-2, x2+ ix \-3 ,  * * 4 ^ 4 6 .
23. x 2-\-2x—3, £c343.*2—x—3, x 3—J—4cc2—[—£t?—6.
24. x2-\-5x~yi0, x 3—19.2?—30, x3—15x—50.

XIV.

U ł a m k i .

129. W tym i następnych czterech rozdziałach 
mówić będziemy o ułamkach: przekonamy się z nich, 
że prawidła na działania z ułamkami av algiebrze zu­
pełnie są podobne do tych prawideł, które już znamy 
z arytmetyki.

130. Przez wyrażenie ~  oznaczamy, że pew­

na jedność jest podzielona na b części równych i że 

takich części bierzemy«. Tutaj" ~  nazywa się u-

lamkiem; a nazywa się licznikiem, b zaś mianownikiem. 
Tym sposobem mianownik pokazuje na ile części rów­
nych jedność została podzieloną, a licznik—ile takich 
części bierzemy.
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Każda całkowita, lub wyrażenie całkowite może 
być uważane jako ułamek, mający za mianownik jed­
ność; tak np.

b -\- G — b -(- c
~~T ~

131. Aby wyrazić ułamek w postaci liczby 
całkowitój z ułamkiem, czyli ilości mieszanój, używa­
my następującego prawidła zarówno w algiebrze, jak 
i w arytmetyce:

Należy podzielić licznik przez mianownik tak daleko 
jak tylko można, i dodać do ilorazu ułamek, mający za 
licznik resztą, a za mianownik dzielnik.

Przykłady:
24 a : 3 a -3«

2-\-'6ab 1 - =  a -f

¿v3—6^—|—14 
x2—3.r-f-4

a-\-b

:«-j-3-j

2ab
a-\-b

- x 4-2' 
x2—3cc—J-4 -x-\-3 x — 2 

x 2—8óT-f4 ’
Zwracamy tu uwagę uczącego się na przejście od 
przedostatniego do ostatniego wyrażenia; przejście to 
jest w rzeczywistości przykładem na użycie nawiasu, 
mianowicie:

- f  (—•* +  2) =  — (x—2).
132. Prawidło na pomnożenie ułamku przez 

liczbę całkowitą: *
Należy albo pomnożyć licznik albo też podzielić 

mianownik przez tąż całkowitą.

W rzeczy samej: niech - oznacza jakikolwiek
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ułamek, a c jakąkolwiek liczbę całkowitą; wtedy bę­

dzie ~j~X 0 — '~j- ■ Gdyż w każdym z ułamków -

i a°~ jedność jest podzielona na jednakową liczbę
ac t ,

części 6; lecz w ułamku crazywięcśj tycb czę- 

ści jest wziętych, aniżeli w — , stąd -y- jest c razy

Cl .
p ° -r .

To jest dowodem pierwszego sposobu wyrażenia 
prawidła.

Dalej: niech oznacza jakikolwiek ułamek, 

a c jakąkolwiek liczbę całkowitą; wtedy będzie 

~ - X c =  - y  • Gdyż w każdym z ułamków i

-4  taż sama liczba części jest wziętą, mianowicie a;o

lecz w ułamku f  każda część jest c razy większą b

od każdej części w ułamku . albowiem w ^ - je d ­

ność jest podzieloną na c razy więcój części, aniżeli w 

~  ; stąd —  jest c razy większe od .

.1 to jest dowodem drugiego sposobu wyrażenia 
prawidła.

133. Prawidło na podzielenie ułamku przez 
liczbę całkowitą:
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Należy albo pomnożyć mianownik przez te całkowi­
tą, albo też licznik podzielić przez tęż całkowitą.

W samój rzeczy: niech oznacza jakikolwiek 

ułamek, a c jakąkolwiek liczbę całkowitą; wtedy bę­

dzie Grdyż ~  jest c razy większe od

a . a 1na zasadzie § 132: zatśm - jest — częścią

ułamku % .b
To stanowi dowód pierwszego sposobu wyraże­

nia prawidła.

Dalej: niech znowu oznacza pewien ułamek \

a c liczbę całkowitą; wtedy będzie -y ~ : c=-^-vGdyż 
a c .  a

-jp -  jest c razy większe od -p~ na zasadzie § 132; a

przeto -ę- jest - -  częścią ułamku .

I to jest dowodem drugiego sposobu wyrażenia 
powyższego prawidła. x

x 134. Jeżeli licznik i mianownik jakiegokolwiek 
ułamku pomnożymy przez jednę i tęż samą liczbę całko­
witą, wtedy wartość ułamku nie zmieni się.

Gdyż jeżeli licznik ułąmku pomnożymy przez 
pewną całkowitą, wtedy ułamek będzie pomnożony 
przez tęż całkowitą; wypadek ten zostanie podzielony 
przez tęż samą całkowitą, gdy mianownik będzie 
przez nią pomnożony. Lecz gdy jakąkolwiek liczbę
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pomnożymy, a następnie wypadek podzielimy przez 
jednę i tęż samą liczbę całkowitą, wtedy wypadek 
ostateczny miód będzie taką samą wartość, co i dana 
liczba.

Toż samo może być wyrażone jeszcze w ten 
sposób: jeżeli licznik i mianownik ułamku podzielimy 
przez jedną i tąż samą liczbę całkowitą, wtedy war­
tość ułamku się nie zmieni.

Oba te sposoby ustnego wyrażenia powyższej 
własności ułamków, są zawarte w wyrażeniu algę-

. a ac
braicznóm: - y  =  -y- .

Twierdzenie to jest bardzo wielkiój w agi:— 
wiele działań z ułamkami na niem się opióra, jak to 
zobaczymy w następujących rozdziałach.

135. Dowodzenia dopiero co podane, mają 
znaczenie tylko wtedy, gdy każda głoska oznacza 
pewną liczbę całkowitą dodatną; z tóm wszystkiem 
twierdzenia powyższe przyjmiemy, jako prawdziwe dla 
jakiegokolwiek znaczenia głosek. Przyczyny dla któ­
rych tak przyjmujemy, uczący się może poznać póz- 
niój z obszerniejszych dzieł o algiebrze. Twierdze­
nie zawarte w § 134 jest najważniejsze; czytelnik 
więc powinien pamiętać, że przyjmujemy, iż zawsze

■ jest prawdziwem w algiebrze, że jakiekol­

wiek by z,resztą liczby oznaczały głoski a ,b \c .
Naprzykład, jeżeli podstawiemy —1 zamiast e 

. a —a
wtedy mieć będziemy —  — •



96

Również:
fl _ —a , a   f —a a

—b ^ X T ; + ^ b  ~  ; ~ '~ Z J =Z
—a   a

~  t  — T  ■

Podobnież przyjmując, ż e y  X  c jest zawsze 
, ac

równe - y - , otrzymamy następujące wypadki: 

a \ ,  1 —a « « , n —2a 2o
T X ~ 1~ ~ 5 ~ ~ ~ ~  7  T  x ~ 2 =  —  = — ¿r

PRZYKŁADY XIV.

Następujące ułamki wyrazić w postaci ilości 
mieszanych:

1. 25a 2 36ac-j-4« 0 ■ 8a2+35
7 9 ’ 4« "

4 12a2—5y 5 a2—|—3a—j-2
6a ’ A-j-3

6 2a2—6a—1 7 A3-f-aA2—-3 a2x—3a3
x —3 ’ x —2 a ’

x 3—2a2 a*-f-1 x 4— 18. A’2--A—j—P X -r p  10- A—{—1
Pomnożyć: A

U. 4a2 Q, y^T Przez 35. 12 8(a2-j-32) 
9(a2—52) przez 3(a—5)..

13. 3(a—5)
8(«3-j-53) prZ6Z 4(a2-—a5-j-52) . #

“ • przez *+ 1  ■
Podzielić:

15. przez 2a . 16. ■ 9a(~ f —  przez Ba—25 .

17. przez 5(a2-j-aó-|-52) .

t?7 ®— 1
18. .T i" przez a2—«4-1 .A2-f-l

XV.

Skracanie ułamków i sprowadzanie ich do jednako­
wego mianownika.

136. -Zastosujemy teraz twierdzenie, wyrażone 
w § 134 do dwóch ważnych działań: do wyrażania 
ułamków w najprostszój postaci czyli skracania ułam­
ków, i do sprowadzania ułamków do jednakowego 
mianownika.

137. Prawidło na skracanie ułamków: Należy 
podzielić licznik i mianownik ułamku przez ich najwięk­
szy wspólny dzielnik.

Naprzykład: wyrazić u ła m e k - y y y y  w naj­

prostszej postaci. N. W. D. licznika i mianownika 
jest 4a352; dzieląc tak licznik, jak i mianownik przez

4ii(?4a352, otrzymamy na żądany wypadek -y y  To jest:
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ułamek -̂ y-y jest równy -OA „r -■ -, lecz jest wyrażony 
00« ¿Oaibic

w prostszej postaci; a nawet mówimy, że jest wyra­
żonym w najprostszćj postaci, gdyż już uproszczonym 
dalój być nie może za pomocą zasad, wyłożonych 
w § 134.

Dalszy przykład: wyrazić ułamek

w n a jp ro s ts i postaci. N. W. D.

dla licznika i mianownika jest x—3; dzieląc i licznik 
i mianownik przez «-—3, otrzymamy żądany wypadek:

4x2-\-3x—6
W niektórych przypadkach możemy poznać, że 

licznik i mianownik mają wspólny czynnik, nie uży­
wając prawidła na wynajdywanie największego wspól­
nego dzielnika. Tak np^
(a— b)2— c2   (a— ó-(-c) (a— b — c )   a— ó-j-c
a 2— (ó -j-c )2 (a —(— ¿»—|—c) ( a — b— c) a - j-3 -f  c

138. Prawidło na sprowadzanie ułamków do 
jednakowego mianownika: Należy pomnożyć licznik 
i mianownik każdego z ułamków, przez iloczyn mianow­
ników pozostałych ułamków.

aNaprzykład: sprowadzić ułamki
e . e  i - j  do
d

jednakowego mianownika.
a a d f c cbf e
T = H d f’ ~d

ebd
db f  ’ /  

bd f

fb d  

cbf
Tym sposobem i

ebd , .są ułamkami
fb d  1
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_c i i -  i mają tenże sam mianownik bdf.
d / ’

tych samych odpowiednich wartości, co i ułamki
a

Prawidło podane powyżój w tym paragrafie, da- 
ie możność sprowadzenia zawsze ułamków do wspól­
nego mianownika, ale nie zawsze do najmniejszego 
wspólnego mianownika. Dla tego tez dogodniejszą 
iest często rzeczą używać innego prawidła, ktoie 
w tśj chwili podamy, i za pomocą którego możemy 
ułamki sprowadzić do najmniejszego wspólnego mia­
nownika.

139 Prawidło na sprowadzanie ułamków do 
najmniejszego (najniższego, .patrz § 98) wspólnego,
mianownika. . , 7 ,

N ależy znaleść najmniejszą wspólną wielokrotną
względem mianowników, i przyjąć ją  za mianownik 
wspólny- dla wynalezienia zaś nowego licznika każdego 
J a m k u , należy pomnożyć każdy z liczników przez iloraz, 
powstały z podzielenia mianownika wspólnego przez m ia­
nownik, odpowiadający temuż licznikowi w danym  

ułamku.

Naprzykład: u łam k i-“ , ’ Xy sProwa_
dzić do najmniejszego wspólnego mianownika. Naj­
mniejsza wspólna wielokrotna względem mianowni­
ków jest xyz, i

a __ ax . _ h _  _ .
~yz xyz zx XXJZ ' xy  xyz
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PRZYKŁADY XV.

Następujące ułamki wyrazić w najprostszej po
staci:

1.

4.

G.

8 .

10.

12.

14.

16.

18.

20.

21.

22.

23.

2.

7.

12a*b2x 
18 a2b2y 

10 a2ar
5 a2x — 15«y2 
«3-j-33
a2— b2 
¿e2+10g+21 
x 2 — 2«— 15 
x 2-\-(a-^b)x-\~ab 
a ? “  J j « — |— c)x~j—  cig 
3ar24 2 3 a r— 36

3.
a2-\-ab 
a2— «3

a 2-(-a<5

4 ( « 4 3 ) 2 ,
5 ( a 2_ 3 f l  

x 2-L 3x-\-2
«24-6a:+5 ’
9 _ 2x2-l~x ~ lS

2^19x4-35  •

11. a;2— (a-\-b)x-\-ab. 
24 (c— a)x— ac

13. ( z + a y - (ó + c )2

15.

17.

19.

4*2-j-33«—27 ' 
ic2+5.«+6 
.r3+ ^ i o  ' 

■a?2+ 9 a ;4 - 2 0  
~«34-7a32-j-14A’-(-8 ' 
6xt—1 lag—j-5 
3ar3—2a'2—1 '

x 2— 2<ix~\-a2 
x 3— 2ax2A-2a2x — a 3 ' 

2ar3— 5x2— 8x— 16 

2x3Jr l l x 2- \ -1 6 x + W  • 
a-3—3a2«-f-2a3 

2 x 3-\-ax2-\-a2x — 4a3 
x 3—8x—3

cc4—7.r2-(-l • 24‘

(¿e-\~b)2~  (a - j- c )2

3— 4 6 * — 21 '

x2-\-x—42
ar3—10x24-21*4-18
20.g24-ar—12

\2 x 3— 5x2-\-5 x— 6

arł4 a2ar2 +  a
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25.
x 3— x 2— lx-\-2 26.

3-vi— 14ar3-
,v*-\-2x3-\-2x— 1 ’ 2 x i— 9a' 3—

27.
3ar3— 75 aix 28.

x i — 1
2a,, ł 4 ' l  3a2« 24 - l  5 « 1 ««— 1 '

29.
x *-\-x3+£C24 - . r  - t - 1 30.

x a-\-a2x 3y
X5— 1

1S1O
31.

x i-\-a2x2-\-ai
32.

xm—\yiu

ccc— a 6 gśimyn-\-\

Następujące ułamki sprowadzić do najmniejsze-

33..

35.

36.

37.

40.

3 4 5 31 1 3
4ar ’ Gar2' ’ 12ar3 ' d ’ «41  ’ 4*44

X
X2--1 '

a X a ax
x—a ’ a—x ’ x2—a2 ’ «2--X2’

a b ab b2
a—b ’ «4-3’ a2—b2! a24 3 2

1 X 3 4 5
ar—1’ (ar—1)2 ’ x+ ]  ’ (*41 )2 ’ ar2—1

a a4^r ax
x—a ’ ar24 aar4a2 ’ xa1—a3

V 1 a2 .
x2—ax-\-a2 ’ «¡24 ctar4<*2 ’ **4 «2ar24 « ł

1* 1

x 2— (b-{-c)x-\-óc
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XVI.
Dodawanie i odejmowanie ułamków:

140. Prawidło na dodawanie i odejmowanie 
ułamków: Należy sprowadzić uiarnki do jednakowego 
mianownika, i następnie dodać lub odjąć liczniki, i pod­
pisać pod summą, lub różnicą mianownik wspólny.

Przykłady. Dodać —j —  do — °- , Ponie­

waż te ułamki mają, już jednakowy mianownik, przeto:
a-\-c a—c   a-j-c-j-a—-o 2a

' — ~ ~ J~  '

Od:

b 1 b 
4a—Zb odjąć

b
Za—4 b

4a—3ib Za—4b _ 4a—3<5— (3a—4b)
c e o

_ 4a—3b—Za-f-4b  a-f-b
c c

Wszystkie działania uczący się powinien wyko­
nywać w zupełności, tak jak to jest pokazane w ostat­
nim przykładzie w celu uniknięcia pomyłek.

Dodać: -Ą - r  do .a-f-b a—b
Tutaj wspólnym mianownikiem będzie iloczyn 

z a-f-b przez a—b, to jest a2—b2. #
c _ c(a—b) _ c __«(«-{-<$)

a-\-b a2—b2 ’ a—b a2—b2 '

Przeto 4-a-j-b a—b
ca—cb-f-ca^-cb 

a2—b2

c(a—b)-f-c(a-f-b) 
a2—b2 

2 ca 
a2 - b2
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Od: a-\-b 
a —b odjąć:

a —b 
a-f-b

Mianownikiem wspólnym jest a2—b2 .

*

a-f-b_ (a-f-b)2 _ a—b _  (a—b)2
jj— b — a2 — b2 ’ a-f-b ,a2 — b2

Przeto: '
a-\-b a— b_(a-|~/>)2 — (a—b)2
a—b a-f-b a2 — b2

_  a2-f-2ab-f-b2— (a2—2ab-f-b2) _  4ab
a 3—b2 a2—b2

Od: x -(- 1 
x2— 4x-f-Z odjąć:

4*2—3̂ g—|—2
4*s—9*a—lSar—j—18

Na zasadzie § 123, najmniejsza wspólna wielo­
krotna mianowników jest:

(*—1) (* -3 )  (4x2-f-Zx—6);
a + l  _  __ 0 + 1 )  (4.r2-f  3* -6 )

x2—4x-f-3 (x—1 (x—3) (4x2-\-Zx—6)
4*2—3ic—!—2 '   (4.® 2 —Zx-f-2) Q 1)

4A.3_9jj4I_i5^_|_i8 ~ ' {x— 1) (*—3) (4*24-3*—6)

Przeto:
x-f-Y 4x2—3*4-2

x2—4a:_4_3 — 4*3—9*“—15*+18 ~  
(*4-l) (4*2- f  3*—6)—(4*2—3*4-2) (x—1) _ 

(x—1) (*—3) (4jc2-)-3*—6)
4*3+ 7 * 2—3*—13—(4*3—7*2+5*’—2)

=  (x -  1) (* -3 )  (4xa-j-3*—6)
14*2—8*—4

(x—  1) (x— 3) (4x2-f-‘S x— 6)
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141. Niekiedy wypada nam zamienić ilość mie­
szaną na ułamek-, jest to po prostu jeden z przypad­
ków dodawania lub odejmowania ułamków. 

Przykłady:
a 4- —  — — -i- 1 - ®  i I .  

c 1 ' c c ' c
a -i- ^  __ 44 i 2aó _  a (a j &) r

a ~\-b  1  a - f - ó  ~  a - | - ó

a 2-)-3 ab 
“  a-fó •

-e-j-3-------*'l'—2 -- xJr% *—2

ae-f-ó
c

aĄ-b

2—3*44  ~  1
0 + 3 )  (a-2—3x+4) 

te2— 3.r-f-4

X2—3*+4 
«—2

te2—3.r-f-4 —3^4—4.
_ ■x‘i—5.r+12—(x—2 ) x 3—fo+12—¿r+2

x2—3x-\-4x2— 3x-\-4 x2—3.r+4 '
_ x 2—6̂ ?—f—14

¿+^3++4 '
142. Mogą się także przytrafić wyrażenia, 

w których należy wykonać i dodawanie i odejmowa­
nie. Tak naprzykład: przypuśćmy, że mamy uprościć:

s s - j - ó +  •
ab

2 b2 a2+  b2 -

-ab3

najmniejsza wspólna wielokrotna dlą mianowników 
będzie: (a2— b2) (a2+b2), to jest « « -b*.

a____a (a—b) (g2+ ó 2)   a*—a3b-\-a2b2-
a~\~b a4—ó4 . a*—64

_ ab _ ab (a2+ ó 2) a2b-\-ab2
a*—ó4 ~a2—b2

o . 2— i—  b2
a2 (a2—ó2) 

a4—ó4

a4—54 
a4—a2ó2 
a*—ó4

Przeto: a xaó a2
<*+ó a2—ó2 a2+ ó 2

® a 4—a3ó-\-a2b2—ab3-\-a36-\-ab3—(a4—ą2b2) 
a 4—6*

_  a4—a35 + a 252—aó3+ a 3ó+aó3—a4+ « 232 _
a4—ó4 
_ 2a232

a2—ó4
Uprościć: ----  ‘ ----- T +  yr----ryr---- r +(a—0) (a—c) (b—c)(b—a)

4 - ____ i____
' (c—a)(c—b)

Zwracamy szczególną uwagę uczących się na 
ten przykład. Prawdopodobnie każdemu początkują­
cemu przyjdzie w pierwszój chwili na myśl wziąść 
iloczyn z mianowników za mianownik wspólny; gdyby 
jednak tak uczynił, zrobiłby niepotrzebnie wszystkie 
rachunki niezmiernie pracowitemi.

Drugi ułamek zawióra czynnik b—a w mianow­
niku; czynnik ten różni się od czynnika a—b, znaj­
dującego się w mianowniku ułamku pierwszego, tyl­
ko znakiem każdego wyrazu; na zasadzie zaś § 135

mamy: (b—e) (¿-a) — ~  (b—c)(a—b ) '
.Również i mianownik trzeciego ułamku może 

być przedstawiony pod postacią, która jest dogodniej­
szą dla nas; gdyż na zasadzie prawidła znaków mamy: 

(e—a) (c—b) — (a—c) (b—c).
*■

Tym sposobem dane wyrażenie może być przedsta­
wione pod postacią:

Algieb. Th.
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(a—b) (a—c) (b—c)'(a—b) ^  (a—c) (b -c)  ’
i pod tą postacią widzimy odrazu, że n. W. W. wzglę­
dem mianowników jest: (a— b) (a—c) (b—tc).

Sprowadzając ułamki do najmniejszego wspól­
nego mianownika, zamienimy dane wyrażenie na na­
stępne: ■

a(b—c) — b(a—c)-j- c(a 
(a—b) (a—c) (b—ć)

. . z ab—ac—ab-\-bcĄ-ac—bc n
to jest: (a_ b) (a_ e) (ó_l—  • ^

143. W  t y m  rozdziale pokazaliśmy, jakim spo­
sobem można kilka ułamków połączyć w jeden.

Odwrotnie: można jeden ułamek rozłożyć na 
kilka ułamków, jeżeli to uważamy za potrzebne. 
Naprzykład:

3 bc—4ac-\-5ab 3be
abc abc

4 otc 5ab 8
abc ' abc a

. ł  +  ł .b

PRZYKŁADY XVI.

1.

Znaleść wartości?nastąpujących wyrażeń: 
3a—5b i 2a—b—c . a 4-b-\-c
---------- 1--------------- ^ ~ W ~ -4 1 3

2 a—ó a-\-b
a , b 

a—b ‘ a-\-b '3.
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4.

5.

6.

7.-

.8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

G c
a — b a -\-b

1
1 1 1

1
6c 1 ac  1 ab

1 4 2y
X2—y 2 ‘

1 ■—I— 3 .y 1—3 x
1—3#

a

1 + 3 #  *
X

x ( a —x ) , a (a ■—x )  ' »
a t)

2a—2b ( 2ib - -2  a
a , 3 a 2 a x

a — x a - \ -x a 2—x 2 ’
a —2b b — 3 c . 4 a b -\-3 b c

3c 2 a 6 a c

a — b . 2  a a 3- \ - a 2b
b a — b a 2b—b 3

2 b — a , b—2 a , 3x ( a —b)
x — b 1 x + b x 2—b 2

3 5  2 x —  7
x  2 x — 1 4 x 2— 1 '

1 3 . 2 x

x—2 (x+2)2 •
1 . 1 a

a—b 1 a -\-b a 2—b2 ’
a - \ - x , a —x a 2—x 2
a —x * a - \ - x a 2- \ - x 2 ’ v

\

8*
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19.

-20.

21.

22.
V

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

18.
1 2 , 1

ж—j—  1 х-\-2 ж)-3
X 2ж 4- *

X—1 ж+1 1 ж—2 '
4ж *—У , ж+У
У ж+у х —у

ж2 X
ж--1 ж+1 ’

ж2 . X ♦
X — ж+1 1 ж - І  '

1 , 1 2__
X—а 1 ж-j-a сс

а ! й
, 4а253

а—b 1 a+ ¿
ж2 . Ж

X2—1 “ ж—■1 ' ж+1
а , За 2аж

а—ж 1 а+ж а2+ж 2
3 1 ж+К

Ж--3
i +£+ 4"”  ж*-4ж+16 ' ж:!+ 64

1 . _ i ________ L _
ж2—a2 "r  (ж+а)2 (ж—a)2
ж2+ аж + а2 

ж3—а3
2—аж-j-a2
ж3+ а 3

Ж2+ . +  ж2 У2 _
ху ху-\-уг х2-\-ху
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

ж2—2аз—¡—3 i ж—2 1
ж3—{-*1 ж2—ж—[— 1 ж—I—1

(ж—3) (ж—4) (ж—2) (ж—4)
___ 1_
(ж—2) (ж—3) ’

_ 1 _________2ж—3 ____1 _
ж(ж+1) ж(ж-|-1 ) (ж-)-2) ж(ж+2) '

1—2ж , ж4-1 . 1
3(ж2—ж+Г) +  2(ж2+ 1 ) 6(ж—(—1 ) •

X—у , . 1__ , ху
ж2—жу+у2 ' ж+у ' ж3+ у 3 

1 . « -У  . ху—2х2
ж—у ‘ ж2+Жу-)-у2 ' ж3—у3 

ж—{-1 ж—1 , 2
ж2+ж +1 +  ж2—ж-j—1 ' ж4—I—ж2—|— 1 ’ 
а-\-Ь . а—Ъ ,2 (а 2х-\-Ъ2у)

ах-\-Ьу аж—by ' a2x2-\-b2y2
2ж 1 , 1

ж4—ж2+ 1  
1

ж2—ж+1 

, 2 .

1 ж2+ ж + 1 • 
3

ж2—7ж+12 
1 1

ж2—4ж+3 
. 4а

ж2—5ж+4 ’ 
2а

ж+а ж—а 
1 1

ж2—а2 
2 Ъ

ж2+ а 2 ' 
4¿3

а—6 а+ 6  
1 1

а2 -f-ô2 
I 3

a4+ ¿ 4 '
3

ж—За ж-І-За 1 ж+а ж—а ’

«tt



п о

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

1
а—2Ь а—b

с

6 J ___ ■ 1.
а а—|—У а —|-2ó

с ,
(x—a) (a— b) "t" (x - b )  ( b - a )  ■

a . 6 •
{x—a) (a—b) ' .  (x —b) (b—a)

a2 b2<51ęTi ' (x— b) {b— a)
i 1

(a—b) (a—c) ' (b—a) (b—c)
b

(a—b) (a—c) ' (b—a)(b—c)
1 , 1 -

(a—b)(a—c) (b—<£) (b—c) ' (c—i
1 1

a(a—b) (a — c) 01-O1г

• e* 1 &2 4-(a—b) (a—с)n1 (h—a) (b—c) (c-
1 4- .

55.

56.

' л 2— (5-}-c)a;-{-óc
X  1 -й  . Х - \ - Ь __________

аз2— ' х*—(а-\-с)х-\-ас 

' х2—(¿-¡-й)£-}-Ьс ^

( ^ Г & )  ( а - с )  ( х - а У ( Ь - а )  (Ь—с) (х— Ъ) 

+  (о—а) (с—Ь) (ос—с ) '
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XVII.

Mnożenie ułamków.

144. Prawidło na mnożenie ułamków:
Należy pomnożyć licznik jednego ułamku przez licz­

nik drugiego, i to będzie licznikiem iloczynu-, i mianownik 
jednego ułamku przez mianownik drugiego, i to będzie 
mianownikiem iloczynu.

145. To prawidło dowieść można w ten spo­

sób: Niech ~ i ~ będą dwa ułamki, które mają być

przez siebie pomnożone; uczyńmy j- — x ,i  ^  =  У-

Przeto: a — bx,
i: c — dy,

Stąd: ac =  bdxy,
podzieliwszy te ilości równe przez bd, otrzymamy:

ac

Lecz:

wiec:

bd'
a . ,  c

Xy ~ b X d ;
a c_ac
I X d ~ M '

Ale ac jest iloczynem liczników, a bd jest ilo­
czynem mianowników danych ułamków, przeto pra­
widło jest dowiedzionym.
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W podobny sposób można wyprowadzić prawi­
dło w tym przypadku, gdy będzie danych do pomno­
żenia więcej niż dwa ułamki.

146. Damy teraz kilka przykładów. Zanim 
wykonamy mnożenie tych czynników, których iloczyn 
będzie nowym licznikiem, jako też i tych czynników, 
których iloczyn będzie nowym mianownikiem, powin­
niśmy najprzód przekonać się, czy są jakiekolwiek 
czynniki wspólne w liczniku i mianowniku, a to w celu 
opuszczenia ich, przez co wypadek będzie uproszczo­
ny; patrz § 137.

Pomnożyć a przez -  .~~ C

a a b ab
a==T ; r x o = T *  ,,

. b . ab , . ,Stąd widzimy, że a . -  i — są rowno znaczne, tak np.c c
, x  4* . , 1 ,0 ON 2a?—34. = -r- ; i równie: ^  (2x— 3) =  .

£C *■VPomnożyć: -  przez -  .
y  y  ,

X X _x \ x __X2
y x y ~ ~ y X y ~ y *  ’

x 2I x \wiec —
U J r
-r» * . 3« 8cPom nożyć:^- przez

3a w 8c _ d a X 8 c  _  2cX12a
W  X §a~~ 4¿X9á — 3ÓX12a

2c_
3 b '

I
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, 3a2 _ 4(a2~-b2)
Pomnożyć: przez — •

3a2 4(a2—63) 4a(a—¿)X3a(«-f *>)_ . 4a(«—¿>) _
ó(a-(-ó)X3«(“+ ^ ) ¿(es-)-6)

Pomnożyć -f-lprzez ¿ -+  — — i-
a b . _a2 , b 2 . a b  a2-\-b2-\-ab

T  ' ~a ' * 1 “ aó ' ab ' ab~~ ab
a t b ,   a 2 | b2 ab  a2-\-b2-\-ab _
b I ~a a b '  ab ab ab

a2-\-b2- \ - a b ^  a2+ b 2— ab (a2A-b2Ą-ab) (a2jr b 2— ab) _
Só X  ab ~~ a2b2

(a2_)_^2)2_ a2b2_  a*4-ó*4-a2ź2
a2<52 ’ a2ó2

Albo tóż'możemy tak postąpić:

Oba te wypadki są jednakowe, gdyż: 
a2 , b2 , „ a44-ó4+ a 2ó2
¿ 2 + ^  +  ! — a2ć*

i _a2 l — _ ab
Pomnożyć: przez i przez 6 +  x_ -  •
Moglibyśmy pomnożyć przez siebie najprzód 

dwa pierwsze czynniki, a następnie iloczyn pomnożyć
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oddzielnie przez b i przez ~ , i te iloczyny dodać;

• «blecz dogodniój jest zamienić ilość mieszaną-. i > 4 r ^  
na ułamek. \

Tym sposobem:
, . ab  ¿(1—a)4«ó   b

1—a 1—a ~~ 1—a '*
Więc:

6— a \  1_62  w  b _  (1 —  a2) (1 —  b2)b____ 1 — b
b-\-b®X a-f-a®X 1—a 0(1+0) a (1+a) (1—a) a

147. Jak w poprzednich rozdziałach, również 
i tutaj podajemy kilka ogólnych wyrażeń, które uczą­
cy się musi nateraz przyjąć za wyjaśnione, i używać 
w dalszym ciągu jako prawideł, przy przerabianiu 
danych zadań. Patrz §§ 63 i 135.

Pomnożyć y  przez — y- .

b X d ó X d bd bd
_ , a cPomnożyć---- y  przez - j .

~ TT '^~ d~ "bd  — bd\  

Pomnożyć — ̂  przez — y .
a c  —a —c  ac

~ J ^ ~ ' d ~ ~ r X ~ d~ ~ 'T d '
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PRZYKŁADY XVII.

I.

3.

Znaleść wartości następujących wyrażeń: 
2 a Qbc
3bX  5a* ’

2 f y ^ v c-
be'' ac'*' ab ‘

a2ó b2c c2a. v __ .
x 2y ' x y2z z2x~2"' 5

. • + « ) ( *

4. •2?—}—1 x —|— 2

ab \

x—1 

6

x  -. 1X  (.r+2)2

:)
8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

x{a—x)
a2-\-2ax-\-x 

x e—y6
X

a+ ó /
a(a+ar)

-2aar-Uji2 '
~ -w  X, w x+ y.

x i+ -2 x Y + r  a:2—ary+y2 «3— y %
x 1— (a-\-b)x-\-ab x 2— c2 
x z-(a -\-c )xĄ -a c  x 2— b2 '

ar2+ary I x  V \
x2+ y 2^ \ x —y a+ -yj '

/ ^ y \11 *4--yj
C 2 \ X (l: ab
X - * + l \a

* U-JL._ -A W y

x 2— 2 a + l sy a:2—4*+4
a:2_5^_)-6X x2 X

ar ń 
-6ar-j-9

4ar+3vs ar®—3i»—215.
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XYIII.

Dzielenie ułamków.

148. Prawidło na dzielenie ułamków: Należy 
dzielną pomnożyć przez odwrócony dzielnik.

149. Można dowieść tego prawidła następują­
cym sposobem.

Przypuśćmy, że mamy podzielić przez ;

uczyńmy - y  — x  i ~~f — st4^;
a — bx, i c =  dy\ 

i dalój: ad == bdx, i be =. bdy,
a d_bdx__ x

~  ’ ’ ~  y  .

x— — x : y =  -y -.—r , y 3 b d
a c ad a dprzet° : _ :_ = _ =r_ r x —

a zatem: — n - -oc bdy

Lecz: ---- — x : y  —

Podzielić: a przez

150. Damy teraz kilka przykładów: 
b_
c

a b
1 ’ ~ T :~S
3 a 9 a

1 Y przez-8i

a = -
a _ a c _ ae

~~s~ -

Podzielić —rr  przez
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3<z . 9 a __  _3a_ 8c _.2ęXl2a __ 2o _
"4ó~: 8c —  4ó X  9a ’ ‘ó b X \2 a  '¿b

Podzielić: a ó -ó 2 _ b2
prZ6Z a2- ó 2 ‘

aó—ó2 ół _ a b —b ^ f _ —№__
a2—óa__(a+ó)2X &2

_  ó(a-ó) (a+ó) ( « - &) _  (g—6)2 . 
— ó2(a+ ó)2 b) ’

151. Wyrażenia ułamkowe złożone, mogą być 
upraszczane przez zastosowanie prawideł poprzednio 
podanych, a odnoszących się do ułamków. Następne 
przykłady objaśnią użycie tych prawideł:

. . .  l“+ b , a— h\ . Ia+ b ^ ^ z t \Uprościć: j + ^ p )  • \^ Z b  a+b) '

ctĄ-b a—b (a-j-ó)2-}-^—&)a_2a2-j-2ó2
a — ó- ' a-\-b {a—b) {aĄ-b a2 b'1
aĄ-b a—b (a+ó)2- ( a - ó ) 2_  4aó__ 
a—ó a-j-ó (a—b)(a~\~b)

2a2-f2ó2 Aab _  2a2+ 2ó2 _
a2_/yT : a2_ 52— a2—ó2 A 4aó 2aó

W  tym przykładzie z czynnikami a—b i a+ ó  sosi«7o 
wykonane mnożenie, i iloczyn a2—ó2 był użytym za­
miast (a+ć) (a—ó). W ogólności jednak korzystniśj 
jest wia wykonywać mnożenia czynników w ciągu dzia 
łania, może się’ bowiem przytrafić sposobność opusz­
czenia czynników wspólnych w liczniku i mianowni­
ku. Mnożenie takie należy pozostawić na sam ko­
niec w ostatecznym wypadku.
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Uprościć: . l

1 +1 o—a

1 +1 o—a
3—a , « + 1_3—«+ «+ !_

3—a '
3—a

'ó~~~ćl 3 — CL

1 :7 1 X 4 '
, 3—a 4 a

« "1---~A  ~A~~i 4 4

.3+ 3«

3—a 3+-3«

1: - —V __ —— --1 A  o I ---  i4 1 3—j—3« 3+3«
Znaleść wartość wyrażenia:

2 x — g \ 2  a —

2 x — b] ~  17-\2 &

2« — a —

2 x

x 
x

2ab a

ab

«+6 1
Przeto:

2x—« ab—a2 ab—b2

w którem x =  . 7«+n
2«&—«(«+6)_ab—b2 _

g— ó 1 g-j—ó g—j—ó

2«<5 &_2«ó—¿(«+6)__«5—b2
~~~ g + ó«+6

2«—b a-\-b ’ «+ 6
ab—a2 a-j-b
#+ó ab—b2 ab

ab—a2 a(b—a)
b{a—b)

I2x—a \2 I a \ 2_ a2'
zatóm: = ( — + ]  — W  '

«
"T

Dalej mamy:
«5  «(«+£)—ab  «2

g + 3  o + 3  « + ć« — 0 =
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b—x = y  

a—x

b ab _b{a-\-b—ab)_ b2

a
a-\-b 

2 ¿2
Stąd: b—x~~a-\-b ' «+<$'
Przeto ostatecznie będzie:

g + 0

a2 g+6
-g+& A  &2

g+ó -

ó2

2*—g 
2«—^

g—0
« ¿2

.—21_= o.b2

152. Wypadki, podane w § 147 prowadzą do 
odpowiednich twierdzeń, odnoszących się i do dziele­
nia ułamków.

a c ac . a e _
Ponieważ: - j - X -----3-------~ b d ' x ~~TX  d ~

. przeto mióć będziemy: ¿a r
ac c a . ac . c g
bd d b bd' d b

Również, ponieważ mamy:
g j _
+ x  d

ac
~~ db ’

ac c a
przeto: j 3 - - i r = ---- +  •

PRZYKŁADY XVIII.

Podzielić: 
4«251. hx2y przez 2«3a 

150y2'
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3 д2$ с 4а163с2
\x 2y 3Ẑ  Р ^Z ri /|?4?/3*23 х*у3г* 

1
х —у '

4 6(дЗ—¿2) 2<$2
Ж 2---- !/

2 przez

а(а-\-Ь)3- przez

5.

6.

7.

:(д2—¿2) ’ 
д2—4ж2 _ д2—2дж
д2-{-4дж plzez й£С_|-4й!2

8аз3 _ 4ж2
аз3—у3 Plzez л;2—|— ?/2 ‘
д3+ З д 2аз+Здж2-{-.5 

х 3-\-у3
(д+ж)2

Р1 zez ж2—жу+у2 ' х
ж2+(д+с)ж+дс «2- Д 2

8- ж2-)-(6-[-с)ж-]--6с Р -&2 '

9. д2ч-г>2-4-2д£-
С2 _ л2 _ &2_[_2д6 przez 6+с—д •

а-\-Ъ-\-с

х 3—у 3. ~ ж2+ж«+?/2 - j
ш  praez
.. X2—Зж-)-2 аз2—5ж+6
ii-  ^ _ 6д + 9 praez '

12 (‘+Ж1-
г 2 '

х \ у
у ) pi zez аз2+ у 2 '

13. 5ж2 — ~ przez « +  g"

14. д3 — -  przez а —

Х1
av

przez -----15.
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«2
8д +  а 1

12а3
ж2 przez «2? — 2а2

се
ж2 1 X , 1 . i

о U l  Li\JłJ
у 3 * ; Уг У л?

д2
"ж2" przez X

а
_ i  +  + .  

1 X

16.

17.

18.

19. 1 + ( а——1 przez 1—

20.
X3

а—х 
a-j-ж 

2ar \ . х . а 
ж2 / ' д ' аз

аз . д p rz e z ----- !-----а ' х
Uprościć następujące wyrażenia:

Заз ! аз—1
21. ~2

22.

24.

2 1 3
13 , . хт (1+«-т

R
X — 1

ц

2ж—1
х—6 23 а+ 1

2 +  ■
х —6 

X — д
( ж — 6 )  ( а з — с )

аз —|— д

26. 1 +
1+ х  -

2ж2 
1—ж

27.

1 +  -

1 +  .— А*
Todh. Algiebra.
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28.

1 -\-x  - 2x2 
1— x

29. / X y \ ■ l 1- y2
\ x - y *+ yJ • ^*24-y2 1 x2—y 1

30.
2x , y y 2 \  . / 1 4-

{■z+y ^  x—y x2- y 2] \x+ y '

31. X -f -
1
y 1

x +
y(xyzĄ-x-\-z)

y+ -
, ,  l ^ b a + b \  . .
32> (o+ó +  a - i )  ' \a2+ i 2 + a2—b2]
Znaleść wartości następujących wyrażeń: 

38.
a —x  ,  ad

, gdy *

34.

35.

36.

37.

38.

b— x
x —a x — b

b a 1 
x  x  a

a -rb

gdy x —
a2

a ~ b
__a2(b— a)

-¿-T bZra-  a-\-b ’ g<iy * Ąb+a) •
a 2x - \ - b 2y  , 2 . , __ 2_ - ± J ,  gdj«=T . ‘ - - f  •

x . y y 2 ,
•x+y x —y cc2—y2
x-'r 2a x —2a 4cib
2 b— x 1 2 b + x ■Ib2-  x

gdy ^ =

2 gdy « =

3a?
4 *

ab
a-\-b '
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+ »
2

40.
.y - f - y — 1
* - y + l

._ ___aó-j-« y
abJfA 1: y“ S + I '  ~

XIV.

Równania stopnia pierwszego.

153. Gdy dwa wyrażenia algiebraiczne są po­
łączone znakiem równości, wtedy całość taka nazywa 
się równością. ‘Wyrażenia same, w ten sposób połą­
czone, nazywają się stronami równości. Wyrażenie, 
znajdujące się z lewej strony znaku równości, nazywa 
się pierwszą, wyrażenie zaś będące na prawej stronie 
znaku równości, nazywa się drugą  stroną równości.

154. Równość nazywa się tożsamościową, lub kró­
cej tożsamością, gdy obie jój strony są równe, jakiekol­
wiek by wartości liczebne miały głoski, które do niój 
wchodzą. Tak np. następujące równości są tożsa- 
mościami:

(x-\-a) (x— a) =  x 2— a2,
(« - ( -a )2 =  x 2- \ - 2 a x \a 2J 

(# - |- a )  (x 2— a.v-\-a2) —  x 3- \-a 3-,

to jest: twierdzenia powyższe algiebraiczne mają zaw­
sze miejsce przy wszystkich znaczeniach głosek * i a. 
Czytelnik powinien zwrócić uwagę na to, że prawie 
wszystkie równości, z jakiemi miał dotąd do czynie-

9*
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nia, były wyłącznie tego właśnie rodzaju, to jest były
tożsamościami. . .

155. Równością warunkową lub kl'OCÓj równaniem
nazywa się'taka równość, która ma miejsce nie przy 
wszystkich znaczeniach na głoski do niej wchodzące, 
ale tylko wtedy, gdy też głoski przedstawiają PewQą
szczególną liczbę, lub pewne szczególne liczby. i
przykład: równość a-j-l — 7 jest prawdziwą y 'O 
wtedy, gdy te =  6:

156. Ta głoska, na miejsce którój ma być pod­
stawiona pewna szczególna wartość, lub pewne szcze­
gólne wartości, aby równość miała istotnie miejsce, na­
zywa się ilością nieznaną, lub niewiadomą. Mówimy, 
że ta wartość, która podstawiona w miejsce niewia­
domej, czyni w samój rzeczy pierwszą stronę równa­
nia równą drugiój, zadosyć czyni równaniu. Sama zas 
ta  wartość nazywa się pierwiastkiem równania. Roz­
wiązać równanie, jest to znaleść jego pierwiastek lub 
pierwiastki.

157. Równanie, zawierające jedną niewiadomą, 
nazywa sie równaniem takiego stopnia, jaki jest naj­
wyższy wykładnik przy niewiadomej. I  tak, jeżeli* 
oznacza niewiadomą, równanie nazywa się równaniem 
stopnia pierwszego, gdy x wchodzi tylko W potędze 
pierwszej. Jeżeli wchodzi do równania *», i wyzszej 
potęgi nad tę niema w równaniu, wtedy równanie na­
zywa się równaniem stopnia drugiego, lub kwadrato­
wym. Jeżeli wchodzi do równania *3, bez żadnej 
wyższój potęgi, wtedy nazywa się ono równaniem
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stopnia trzeciego, lub sześciennem i t. d.
Należy tu zauważyć, że w powyższych określe­

niach przypuszcza się, że obie strony równania są 
wyrażeniami całkowitemi co się tyczy x.

158. W tym rozdziale pokażemy w jaki sposób 
rozwiązują się równania stopnia pierwszego. Zacz­
niemy najprzód od wykazania pewnych działań, które 
mogą być wykonane nad równaniem, bez nadweręże­
nia tej równości, jaką ono wyraża.

159. Jeżeli wszystkie wyrazy na obu stronach rów­
nania będą pomnożone przez jednę i tęż samą ilość, wtedy 
wypadki stąd otrzymane będą równe.

Wypada to z widocznćj samo przez się zasady, 
że jeżeli równe ilości będą pomnożone przez jedne 
i tęż samą ilość, wtedy otrzymane iloczyny będą rów­
ne; użycie tój zasady zaraz wykażemy.

Podobnież: jeżeli wszystkie wyrazy po obu stronach 
równania będą podzielone przez jednę i tęż samą liczbę, 
wtedy otrzymane ilorazy będą równe.

160. Zasada wyrażona w § 159 główne znajdu­
je zastosowanie przy znoszeniu mianowników w równaniu. 
W tym celu należy pomnożyć wszystkie wyrazy obu 
stron równania przez iloczyn wszystkich mianowni­
ków, znajdujących się w równaniu, albo tóż przez naj­
mniejszą wspólną wielokrotną tychże mianowników. 
Naprzykład: przypuśćmy, że mamy równanie:

3 t 4 +  6
Pomnóżmy każdy wyraz przez 3X4X6; otrzy­

mamy:
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4X 6X «+3X 6X *+3X 4X * =  9X3X4X6, 
to jest: 24#-(-l&c-j-12# =  643;
podzielmy wszystkie wyrazy przez 6 ,otrzymamy: 

4«-j-3«-j-2* =  108-
Zamiast mnożyć wszystkie wyrazy przez 

3X4X6, możemy je pomnożyć przez 12, które jest 
n. W. W. względem mianowników 3, 4 i 6. Tym 
sposobem otrzymalibyśmy odrazu:

Ąx-\-3x \-2x  =  108;
Stąd: 9* =  108;
a dzieląc obie strony przez 9, będzie:

12 wiec jest pierwiastkiem danego równania. Możemy 
to sprawdzić podstawiając 12 zamiast * w to począt­
kowe równanie. Pierwsza strona stanie się: i

i to jest 44-3+2 czyli 9, a to jest zgod-
3 4 6
ne z drugą stroną.

161. Każdy wyraz w równaniu może być przenie­
siony z jednej strony równania na drugą, ale ze 
zmienionym znakiem.

Przypuśćmy np„ że:
x —a =± b—y.

Dodajmy do obu stron równania po a, otrzymamy:
x—a-\-a =  b—y+a, 

x  — b—y-\~a-to jest:
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Widżimy stąd, że najprzód —a znikło na pierwszśj 
stronie równania, a wystąpiło jako -fa  na drugiój 
stronie; i dalój, że -f-b znikło na jednój stronie, a wy­
stąpiło jako —b na drugiej stronie równania, ‘j

O dejm ijm y po b od  k ażd ej s tr o n y , b ęd z ie :

x —b —  b-j-a—y —b — a—y.

') Ściśle mówiąc, zasady wyrażone w tekście, w  §§ 159 
161, nie są widocznemi same przez się; — jakkolwiek bowiem jest 

widoczną prawdą, że do ilości równych można dodać równe, i sum­
my stąd wypadną równe, i t. d., z tem wszystkiem rozumowanie 
dopiero pokazuje nam, że przez wprowadzenie w postaci równa­
nia takich zmian, o jakich w tych dwóch §§ mowa, związek po­
między ilościami niewiadomemi i wiadomemi pozostaje bez zmiany.

Pierwsza zasada, na której polega przenoszenie wyrazów 
może być tak wyrażoną:

Jeżeli do obu stron równania, dodamy ilości równe, lub od obu 
stron równania odejmiemy ilości równe, równanie nie zmieni się, to 
jest jego pierwiastki pozostaną też same.

W rzeczy samej: oznaczmy przez A i B dwie strony pewnego 
równania, które tym sposobem będzie takie:

A = B . . .  (I)
Przypnśćmy nadto, że równanie zawiera tylko jedną niewia­

domą x. Dodajmy do obu stron po tej samej ilości m; będzie:

A-\-m =  B-\-m . . (2)
Oczywistą jest rzeczą, że jeżeli pewna wartość x =  a, zadosyć czy­
ni równaniu (1), to taż sama wartość czyni zadosyć i równaniu dru­
giemu, gdyż do ilości A i B, które, podług przypuszczenia, są równe 
przy x =  a, dodana jest jedna i taż sama ilość m. Odwrotnie, je ­
żeli równaniu (2) zadosyć czyni pewna wartość x =  b, to znaczy 
« § , ie  przy tej wartości na x, AĄ-m jest równe S-f-m. Odejmując
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162. Można zmienić znaki we wszystkich wyrazach 
równania na przeciwne, i równanie się nie zmieni.

wtedy od tych ilości równych jedną i też samą ilość m, otrzymamy 
reszty równe, t. j. będzie i A ~  B przy x-=b. Każdy więc pier 
wiastek równania A - B  jest zarazem pierwiastkiem równania 
A-\-m — B-\-m; i odwrotnie.

Jest to zasada, na której polega przenoszenie wyrazów z jed­
nej strony równania na drugą. '

Drugą zasadę możemy w ten sposób wypowiedzieć:
Jeżeli obie strony równania pomnożymy, lub podzielmyprzez 

jedną i tąż samą ilość, nie zawierającą niewiadomej, wtedy równanie 
pozostanie bez zmiany.

Wystawmy sobie, że wszystkie wyrazy w równaniu są prze­
niesione na stronę pierwszą, tak, że równanie jest sprowadzone da 
postaci:

A -  0.
Pierw iastkiem  rów nania będzie więc ta  wartość na® , k tó ia  

czyni A równem 0. Przypuśćm y, że tak ą  w artością będzie x — a.
Pomnóżmy obie strony równania przez pewną ilość m- otrzy­

mamy równanie:
mA — 0, . .

którego pierwiastki będą też same, co i pierwiastki równania A ■ 0.
W rzeczy samej: przy każdej wartości x — a zadosyć czyniącej 
danemu równaniu, czynnik A jest równy zero, więc i mA będzie tak­
że zerem. A zatem każdy pierwiastek,równania 1̂ =  0 będzie zara­
zem i pierwiastkiem równania =  0. I  odwrotnie: każda wartość 
na x, zadosyć czyniąca równaniu mA =  0, powinna jeden z czynni­
ków m lub A czynić równym zero. Lecz jeżeli m nie zawiera x. 
wtedy stać się zerem nie może; przeto drugi czynnik A powinien 
być równym zero; czyli że pierwiastki równania mA =  0, są zara­
zem i pierwiastkami równania A =  0. Rozumowanie to jednak nie 
stosuje sie do tego przypadku, gdy czynnik m zawiera ®; może a ig
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Wypada to z § 161 przez przeniesienie wszyst­
kich wyrazów. Tak naprzykład, w równaniu:

x — a =  h— y,
przenosząc wszystkie wyrazy z pierwszej na drugą 
i z drugi ój na pierwszą stronę, będzie: 

y — b —  a— x,
czyli: ^  a— x  =  y — b;
do tegoż samego wypadku dochodzimy, zmieniając zna­
ki na przeciwne we wszystkich wyrazach początko­
wego równania.

163. Możemy teraz podać prawidło na rozwią­
zywanie jakiegokolwiek równania stopnia pierwszego 
z jedną niewiadomą:

Należy najprzód znieść mianowniki, jeżeli to jest 
potrzebnćm', następnie przenieść wszystkie wyrazy, zawie­
rające niewiadomą na jedną  stronę równania, a wszystkie

bowiem wtedy przytrafić, że równaniu mA =  0 w  skutek tego zado­
syć się czyni, że czynnik m staje się zerem, że zatem przy tej war­
tości na x, A nie jest koniecznie równem zero. Np. gdybyśmy obie 
strony równania A =  0 pomnożyli przez x — 5, otrzymalibyśmy:

(x—5)A 0.
To równanie sprawdza się wartością x — 5; a jednak ® =  5 może 
nie być pierwiastkiem równania A — 0.

Rozumowanie to jest wszakże dla początkującego zbyt trud- 
nem, i dla tego, przy pierwszem uczeniu się o równaniach, należy 
wyłącznie1 trzymać się tekstu, odkładając cały ten rozbiór przy­
najmniej do czasu nauki o równaniach stopnia drugiego.

T.
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wyrazy wiadome na drugą , poczim  należy podzielić obie 
strony równania przez współczynnik, lub przez summą 
współczynników p rzy  ilości niewiadomej, i tym  sposobem 
otrzymamy szukany pierwiastek.

164. Podajemy teraz na zastosowanie powyż- 
szydrprawideł przykłady.

Rozwiązać:
7w~\~25 — 35-|-5«.

W  równaniu tóm nie ma wcale ułamków; przez 
przeniesienie wyrazów mamy:

7«—5« — 35—-25, 
to jest: 2« =  10;
dzielimy obie strony przez 2; otrzymamy:

Dla sprawdzenia, należy podstawić 5 zamiast x  w po­
czątkowe równanie; wtedy znajdziemy, że każda 
strona równania jest równą 60.

165. Rozwiązać:
4(3«—2)—2(4*—3)—3(4—:«) =  0.

Należy najprzód wykonać wskazane mnożenia; wte­
dy otrzymamy:

12«—8—(8«—6)—(12—3«) =  0.
Znosząc nawiasy, będzie:

12x—8—8«+6—12+ 3« — 0; 
łącząc wyrazy podobne:

7«—14 =  0.
przenosząc wyraz wiadomy na drugą stronę:

7« =  14;
dzieląc obie strony równania przez 7, otrzymamy:
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Czytelnik powinien zawsze sprawdzić otrzymane wy­
padki. W powyższym przykładzie podstawiając 2 
zamiast « w równanie początkowe, znajdziemy:
16—10—6, to jest 0, jak być powinno.

166. Rozwiązać:

«—2—(2«—3) = — , .U
Znosząc nawias, będzie:

* _ 2 _ 2 * + 3 = : ^ ± i ,u

to jest: 1— x  = 3 « + l 
2 ’

mnożąc obie strony równania przez 2,
2—2x — 3«-f-l:

przenosząc wyrazy wiadome na pierwszą, a niewiado­
me na drugą stronę równania:

2—1 =  2«+3x; 
czyli; l — 5x, lub 5x =  1;

stąd: x  =  ~  .

167. Rozwiązać:
5x4-4 7x4-5 _ 3 «—1

2---------r r = 5 5 ----- i “ '
3 285 — ; najmniejsza wspólna wielokrotna wzglę-
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dem mianowników jest 10; mnożąc całe równanie 
przez 10, będzie:

5(5*4 4) — (7*45) =  28X2—5 (* - l) ;  
to je st: 25*4^0—7*-—£> =  5 6 -5 * 4 5 ,
przenosząc: 25*—7x-\-5x =  5645 2045>
to jest: 23* =  46 ;

46 oskąd: 23
Uczący się powinien z początku wykonywać 

całkowitą robotę w zupełności tak, jak to jest poka­
zane w obecnym przykładzie, nie używając uprosz­
czeń. Bardzo często bywają popełniane 
w znakach, przy znoszeniu mianowników.

7*45

omyłki 
W  po-

wyższem równaniu ułamek 10
ma; być pomno­

żonym przez 10; radzimy wypadek otrzymany Przed­
stawić najprzód pod postacią — ( 7 * 4 4  a następnie 
pod postacią —7*—5 w tym celu, aby zwrócić należy­
tą uwagę na znaki.

168. Rozwiązać:

, ' i  (5*43) -  i  (1 6 -5 * )= 3 7 -4 *  .

Na zasadzie § 146, powyższe równanie może być tak 
napisane:

— 37—4* .
3 7

Pomnóżmy przez 21, będzie:
7(5*43) — 3(16—5*) =  21(37—4*), 

to jest: 35*421—484'15* =  777—84* ;
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przez przeniesienie, otrzymamy:
35*415*484* =  777—21448; 

to jest: 134* =  804;
804

skąd : 134 = =  6.

169. Rozwiązać równanie:
6*415 8*—10_4*—7

11 7 5 •
Należy najprzód pomnożyć obie strony równania przez 
iloczyn z 11, 7 i 5; tym sposobem będzie:

35(6*415)—55(8*-10) =  77(4*—7),
to jest.

210*4525-440*4550 =  308*-539; 
przez przeniesienie wyrazów:

210*—440*—308* =  —539—525—550 . 
Zmieniając wszystkie'znaki na przeciwne:

440*4308*—210* =  —53945254550, 
to jest: 538* =  1614,

1614
skąd: 538 ; 3.

PRZYKŁADY XIX.

1. 5*450 =  4*456; 2. 16*—11 =  7*470.
3. 24*—49 =  19*—14; 4. 3*423 =  78—2*.
5. 7(*—18) =  3(*—14); 6. 16* =  38—3(4—*)•■
7. 7(*—3) =  9(*41)—38.
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8.
9.

10.

11.

12.

14.

16.

18.

20.

22.

24.

25.

5(ж—7)—f—63 — 9ж.
59(ж—7) =  61(9—ж)—2. 
72(ж—5) =  63(5—ж). ,
28(ж+9) =  27(46—ж).

Л'+ "2 +  В“ 11'
0 X  X  ( 1  ж . 1

13. 3 4 6 8 ' І2
4ж i , _ . . . г х . х _-^--\-24 — 2х-\-6. 15. =  «—7.

3 6 - ^  =  8. 17. 2х
+  4

7ж
12 +  9 .

Заз баз Зж+  5 =  ̂ - +  2 . 19. 5 6 - Ѵ  =  48

-  — 4 —  24— -  
6 8
2ж 176—4х
3 — 5

5ж 7
9” — 8 =  74— J

Зж , ,180—баз
4 +  6 ~~

тН- «+ 1 О- —~—= х - 2.

21.

23.

5х
' Т

^ж i ii)__ 4X i ~т  +  і 2 _ х  +  6. 

7ж _9ж й
”8 ” TÖ °

29 .

9„ ж 1  ж_ , 1^__ж ^ ж , 1
^  3 ~ 3 _ 4 + 4  - 5  5 6~~^6~ ‘

, i X 2х Заз .1
29- г = 4 - Ѵ
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30. 2х —
*
31

32

19—2л? 2аз—11
2 2 

ж-|-1 Зж—1-- -̂------------  — .Г--*4 .

, Зж—9. , 5ж—12ж-j----?— ----- 45 " 3
1 Ож—{—3 6ж—7tjłj. 3 2 • — іил-

34. 5ж—7 
2

2ж-Ь7
3 =  3ж—1-

35. ж—1 — ж—2 , ж—3
2 1 3

36. Ж-гЗ , ж-Н , ж-1-5
2 1 3 1‘ 4

37. 7ж+9_
4 - 7-|-ж - 2ж—1

9

38 Зж—4 6ж—-5 Заз—1
2 8 '“  16 '

39. 2ж—5 5ж—3
+ 4 =3 4

40. ж—3 ж—5 , ж—1
4 6 9 ’

41. аз—1 ж—3 . ж—&
2 4 1 в  ~

42. X X , X—2 --  3
3 4 1 5

43. 7ж-|-5
6

5ж-)-6
4

55“f 2
 

00II
0.

16.
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

«+ 4  , «—4   g . 3*—1
“ 3 5~ ' 15
«—1 . 2«-j-7 «-j-2 n
" 1  ' 3 9
x—1 x—2 x — 3   2
~2 3~ +  ~ 4 ~ ~ T  '
2*—5 . 6«-|-3 
” 6“ +  4” 5x—174 •

x 5«-j-8 _ 2 x —9
4 li “  3 '
3.*—|—5 2x+7 | j q _ 3 «  A

7 3 ' 5

-y- (3«—4) —j— g (5«-{-3) =- 43—5« .

X

2
. X

+ 3
X  , x

” 4 ' 5  — 7%-'.
6

X X — 2 « —{—3 2
2 3 “  3 3 '

5-—3« , 5« 3 3—5«
4 ^  3 — 2 3

ł(2 7 -2 « )  =  | - ^ ( 7 « - 5 4 ) .

5«—[8«—3 j l6 -6 « —(4—5«)J J =  6.
1—2x 4—5« , 13_A

6 '4 2  V'
«-(-1
n r

£C—1 -4* — 12 + 2«—1
~ 6 ~57.
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58.

59.

60.

4« ~7 . ¡.2 i 7 4x . 
- 8-  +  23 + - t - = M

5a;—1 9x—5_9«—7
~ 7 ^ “T F  — _  5~~ '
«4-3 x—2  3«—5 . 1
F 2 +  4 '

13
24'

61. ~ (8—x)-\-x—\ ( « + 6 ) -  J

62.

63.

64.

65.

66.

3«—1 13—« 7x l i .  .
5--------- 2 ~  =  , - 7 T ( ® + 3)-

2«—1 , 6«—4 7«4~12
5 ~  " F  7 ~ "

3 6
±3
u

7« —4 g 2 . 4—7« 7
” r  +  2 3 + — = * - 1 2 -  
2-*-« 3—« . 4—« , 5—« , 3

4

(«—4) .

3 4 1 5 1 6
5x—3 9—x _ 5 x  19

7 3- '- 2 " + ~ 6

=  0 .

XX.

Równania stopnia pierwszego (ciąg dalszy).

170. Podamy teraz niektóre przykłady rozwią­
zywania równań stopnia pierwszego, cokolwiek trud­
niejsze, aniżeli zadania poprzedniego rozdziału. Czy­
telnik przekona się, że niekiedy korzystną jest rze­
czą uwalniać równanie od mianowników tylko w czę-

Algieb. Th. 1 0
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ści, i następnie zrobić pewne uproszczenia, zanim 
przystąpimy do zniesienia pozostałych mianowników. 

171. Rozwiązać równanie:
* 4 6  2*—18 , 2 * 4 3 - 1  , 3*+4
T T  3~ H  —  12 •

Pomnóżmy najprzód obie strony równania przez 12; 
będzie

12(^4 6)__ 4(2^ _  18) +  3(2^ + 3) = ^ x Ł 2 + 3 * + 4  , 

czyli:

12^ + 6) _  8* + 7 2 + 6 * + 9  = 6 4 + 3 * + 4  .

Przez stosowne przeniesienie wyrazów na drugą stro­
nę i połączenie wyrazów podobnych otrzymamy:

B £ ^ > = 5 « - 1 3  .

Mnożąc obie strony przez 11, wypadnie:
12(*+6) =  11(5*—13), 

czyli: l2*+72 =  55*—143;
skąd, przez przeniesienie:

72+143 =  55*—12»,

43* ■= 215,

215

V

to jest:
skąd nakoniec:
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172- Rozwiązać równanie:
,16*—13r

■  2* -
16*—15 :6j

20 g — 8*

15—2* 1 1 24 "12 3
Pomnóżmy obie strony równania przez 24, będzie:

24 (6* —

15 — 2* +  48*416*—15 =  24 X 77
12 '

— 8

czyli:
144*—320

165
8 -8*

■ 48*+16*—15 =  154-165464a15—2*
Przez przeniesienie wszystkich wyrazów całkowi­
tych z pierwszój strony równania na drugą, i następ­
nie uproszczenie:

144*—320 _
15—2* ~  4>

Mnożąc teraz przez 15—2* obie strony, wypadnie: 
144*-320 =  4(15—2*) =  60-8* , 

przeto: 144*+8* =  320+60,
czyli: 152* =  380
skąd:

_S80
X 152"

173. Rozwiązać równanie:

9 7 6 _ _ i> 1 
'^152 ^ 2

’ ¿1/ —j'* 4 3
*—7 * + 9  '
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Pomnóżmy obie strony tego równania przez 
(* -7 )  (»4-9),

będzie: (*+0) ( * - 6 ) = ( * - 7 )  (*+»>.
to jest: *2-|-4*—45 =  *2 —4« -2 i;
odejmijmy po *2 od każdej strony równania.

4*—45 =  —4*—21;
przenieśmy wyrazy niewiadome na pierwszą, wiado­
me na drugą stronę równania, otrzymamy.

4*4-4« =  45—21
czyli: 8* =  24;

_ 2 4 _ q
skąd: , x — — 0 •
W tym przykładzie, po zniesieniu mianowników, *2 
znalazło się na obu stronach równania; przez odejmo­
wanie można było uwolnić się od niego i otrzymać 
tym sposobem równanie stopnia pierwszego.

174. Rozwiązać rówfue:
%x -j-3  4*4-5 i 3*4-8
ac—j—1 4*4-4 3*—1—1

Tutaj najprzód pomnożymy obie strony równania
przez 4*4- 4, to jest przez 4(*4-1), będzie:

. a, . r , 41*4-1)3(*4-1) .  4(2*-f-3)— 4*4-5 4 Oj. j 4 ’

przeto: 8*4-12—4*—5

czyli: 4*-)-7

12(*4-1)2 
; 3* 4 -1  ; 

12(*4-1)2
3 * + l
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Pomnóżmy teraz przez 3*-)-l; otrzymamy:
(3*4-1) (4*4-7) =  12(*4" 1 )2

czyli: l2*24-25*4-7 =  12*2 4-24*4-12 .
Odejmując po 12*2 od każdej strony równania i prze­
nosząc wyrazy niewiadome na pierwszą, a wiadome 
na drugą stronę, wypadnie:

25*—24* =  12—7,
to jest: * = 5 .

175. Rozwiązać równanie:
x— 1 *—2 «—4 «—5
x —2~~ x — 3 ~ '* —5 *—6 '

Mamy najprzód: ,
x —1 «—2 («—1) («—3) — («—2)2 
x —2 *—3 (*—2)(*—3)
* 2—4*43—(*2—4*44)  ____ 1_____

— (*—2) (*—3) — (*—2) («—3) ‘
Dalćj:
x—4 * - 5  (« —4) (*—6) — («—5)2 
¿445 *—6 — (*—5)(*—6)

J
' (*—5)(*—6)

Więc równanie dane zamieni się na takie:
1 _  1 

(*—2)(*—3)- (*— 5)(*—6)
Zmieniając znaki na przeciwne otrzymamy:

1 _  1_____ .
(*—2)(*—3) (*—5)(*—6) ’

V
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znosząc zaś mianowniki, będzie:
—5) («—6) — («—2) («.—3) 

czyli, wykonywając wskazane mnożenia: 
x2—llx-J-30=:«2—5«-|-6;

a przeto:
—11«-)-5* =  6—30, 

to jest: — 6 x = — 24;
skąd: 6« — 24;
i nakoniec: « =  4.

176. Rozwiązać równanie:
. 0,45«—0,75 1,2 0,3«—0,6

’ 0,6 — p  p  •
Aby uniknąć pomyłek wyrazimy tutaj wszystkie 
ułamki dziesiętne pod postacią ułamków zwyczaj­
nych. Tym sposobem równanie powyższe przedsta­
wi się tak:

5« 10/45«
I ó + “6(ioo

V
Tóo

10
; 9

czyli, upraszczając ułamki:

12 10/3«__6 \
X 10 9 \10 l o j ’

- +
to jest:

3\20 4 ] ° y3 3J ’

x  3«
¥ + T ' = 6 — s-4 - 2_

3
Mnożąc obie strony równania przez 12, będzie:

6«-f-9 «— 15 =  73—4«+8;
przenosząc wyrazy niewiadome na pierwszą, a wia­
dome na drugą stronę:
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19«=72+8-1-15 =  95,
. . 95 ~skąd: — — = 5 .

177. Mogą być równania dane do rozwiązania 
takie, że w nich głoski przedstawiają ilości wiadome; 
w takim razie ilość niewiadomą przedstawiać zaw­
sze będziemy głoską «, a każda inna głoska przedsta­
wiać będzie ilość wiadomą.

Rozwiążemy tutaj trzy takie równania.
178. Rozwiązać równanie:

X  . X

7T + T = C-
Pomnóżmy obie strony równania przez ab-, otrzymamy:

bxĄ-ax =  abc\
czyli, wyłączając « za nawias:

(a-j-ó)« =  abc;
dzieląc zaś obie strony równania przez aĄ-b, będzie:

abc
« r= —r-r • a-j-o

179. Rozwiązać równanie:

(a-j-«)(ó-j-«)=a(ó-j-c)-j- -\-x2.

Wykonywając mnożenia wskazane, otrzymujemy:

2Ó-j-a«-j- bx-j-a Oj G-ab-\-ac-j- —t-«2 b
skąd:
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I 7 . <*ZCax-\-bx — ac-j--j- ;

czyli: (a-)-6)aj =  ac| =  |

skąd, dzieląc obie strony równania przez a-\-b} wypada:
ac

x = t -
180. Rozwiązać:

x—a (2x— a)2
x —b (2x—b)2

Znieśmy najprzód mianowniki: będzie:
(x—a) (2x—b)2 =  (x—b) (2x—a)2;

czyli:
(x—a) {4x2—4bx-\-b2) — (x—b) (4x2—4ax-\-a2) 

Wykonywając mnożenie, otrzymamy:
4x3—4x2(a-\- bj-\-x{4ab-\-b2)—ab2 — 4x3—4#2(a-j-ó)-f-

-j- x(4ab-\-a2)—a2b.
Stąd: xbi—ab2 =  xa2—a2b\
Czyli: x(a2—b2) =. a2b—ab2 =  ab(a—b),
i dalej:

ab(a—b) ab
= a + y

181. Jakkolwiek następujące równanie, ściśle 
biorąc, nie należy do obecnego rozdziału, ztśmwszy- 
stkióm podajemy je tutaj, gdyż czytelnik nie znajdzie 
trudności w zrozumieniu pojedynczych działań przy
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rozwiązaniu, i. może ono służyć za wzór postępowania 
w podobnych przypadkach. Jest ono podobne do 
równań poprzednio rozwiązanych w tćm, że daje tak­
że tylko jedną wartość na niewiadomą.

Rozwiązać:
V x -\-V x—16 — 8.

Przenosząc pierwszy wyraz na drugą stronę, oti zy- 
mamy:

j / ^ Z i 6 = 8 — V x \ 
podnosząc obie strony do kwadratu:

x — 16 =  (8— V x  )2 =  64— 16P x -j-
przez nowe przeniesienie wyrazów będzie:

16P x r= 64—¡-16 =  80:,

skąd:

i nakoniec:

V x  — 5; 
x  — 25.

PRZYKŁADY XX'.

12 J _ _  29
12« 24

128 _  216 
’ ‘¿x—4 bx—6 ‘
r 8.*—1 2a3—5
5‘ ~ 2 ~  3 _

2.

4.

x—3
~ T~

42 _  35 
x—2 x—3 "

45 __ 57 
2#-j-3 4x—5 '

____ __
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1
6. 2 ‘

-3 j * - -10

7.

8 .
•

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18. 

19.

§ H - K ( f

4—X 

1
7 | _ 4 9

10—ж
6 '

8

x+ 5«—8
3

2 , 1
3
«г+ 3

Зх—8 
5 ~  •

2x—1
~ T ~

=  2 .

4

• + 1 « + 2
л;—1 7ж—21
X—2 7«—26 ’
7x—4_7x—26
X ---1 X ----3
X 3 ,  , 71_3 « + l
y — Y + y — 2 14 '
2x—6 2x—5 
3x—8 3x—7 ’
X—3—(3—х) (ж+1) =  x(x—3)-j-8 .
3—ж—2{x— 1) (cc 1-2) =  (x—3) (5—2«) 
7+9ж . , 2—x1 -7 x .4 * 1 9
(®+7) + + i )  =  («+3)2.

у  (2*—10) — д  (3«—40) =  15 —

— i - (5 7 -« ) .
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

29.

30.

31.

32.

33.

6 л?—{—8
2ж+1 x+12 ~  1 -
x —1 x —5 i 15—2аз__9—x 7
~ i  32 1 4 0 ~ - “ 2 7Г '
4л?-(—17 . 3« —10_„
x—j—3 «—4

у-^+ ж (аз—2) =  (*—l) 2 .

\~(x—1)(«—2) =  x2—2x—4.

3x2_2 x—8__ (7x —2)(3«—6)
5 « 35 *

*+10  ̂ (ox Л\ 1 (3«—2) (2ж—!
3 ‘í) - f 6.

l _— X2 —i
3«—1 4ж—2 1
2«—1 Зж—2“  6 •

2 1 6
2«—3 ' x —2 За+ 2
«—4 x —5 x —7 x —8
x —5 x —6 ж—8 x —9

X ( «—9 ж+1 , x —8
x —2 x —7 « - 1  1 X—6
3—2« 2«—5 4.*2—1
1—2« 2 « -7 “- 1 7-—16ж+4«2 ’
3+Ж 2+ж 1+ж _ - 1
3— x 2— к 1--X
x —5 i ж2+ 6 ж2—2 аз2—-ж+1

7 ‘ з " 2 6
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34.

35.

36.

37.

38.
39.

40.

41.

42.

43.

44.
45.

46.

47.

(cc—J—1 ) ( ж / 2 )  ( ж + 3 )  =  ( * — 1) (ж — 2 ) (д?— 3 ) +  
+  3(4ж—2) (*+1).

(ж—9) («—7) («—5) (ж—1) =
=  (ж—2) (ж—4) (ж—6) (ж—10).

(8ж—3)2(ж—1) =  (4ж—1)2(4ж~ 5).
ж2— ж +  1 ж2+ ж / 1 __2д;

ж—1 ' ж / І
0,5ж—2 =  0,25ж+0,2ж—1.
0,5ж/ 0,6ж—0,8 =  О,75ж+0,25. ^

_  , 0Д35ж—0,225 0,36
0 Д 5 Ж + - ------ ^ ----------- - I J "

0,09ж—0,18 
— 0,9

а—X , 5+жа. —,------ Ъ. — х .Ъ а
X—а . . ж—Ъ

ж2—«“ а—ж 2ж а
6ж Í» 5 ж

ж(ж—а)-[-ж(ж— — 2(ж—а) (ж 5).
(ж—л) (ж—6) ( ж—|—2«—I—2Í») =

=  (ж /2а) (ж/2&) (х—а—Ъ) .
(ж—а) (ж— 6) =  (ж—а—5)2.

а 6 _а— Ъ .
х—а ж—5 ж—с '

я I b __ aĄ-Ъ
х-\-а ' х-\-Ъ ж /с48.

149

49. 1 1 а—Ъ
ж—д ж—Ъ ж'2—аЪ

50.
1 1 1

ж—д ж—-д /с  Ж— <

51.
тж—а— тж—д—с
юж—с—d иж—Ь—d

52. (д — 6)(ж— с)— (Ь—с)(ж—д)—(с—а) (*—'Ъ) —

го ж—а х-\-а  2 дж
5á‘ д2- ^ 2 '
54. (а—ж) (¿—ж) =  (р+ж) (? •

.Д ж—д—1 ж—&  ^
55- ж_ д —f — ж—а — 2~~ ж Ь—1 х — Ъ—2
56. (ж-j-а) (2ж+5+с)2 =  (ж+Ь) (2ж+д+с)2 .
57. (ж/2д) (ж — «)2 =  (ж/25) (ж—¿)2 •
58. (д,_а)з (ж-fa—25) =  (ж -5)3 (ж—2д+Ь) •

59. | / í£  +
60. j / i / ï ï - f -  1 /ж -1 4  =  14 .
61. j / i + ï l  +  j / / / )  =  10.

62. | / 9 J f l 4 - ^ 9 ^ = î =  3-
63. j /  x-j-4 ab = : 2й l/ж  •
64. у / X—д /  [ /ж —Ъ =  і / «  5.
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XXI.

Z a g a d  n i e n i a .

182. Zastosujemy teraz sposoby, wyłożone 
w dwóch poprzednich rozdziałach, do rozwiązania nie­
których zagadnień, i tym sposobem przedstawimy czy­
telnikowi przykłady użycia zasad Algiebry.

W tych zadaniach pewne ilości są dane, — inne 
zaś, mające pewne oznaczone związki z temi danemi, 
należy wynaleźć; — ilość, którą należy wynaleźć, na­
zywa się niewiadomą, lub nieznaną. Związki wspo­
mniane powyżej są zazwyczaj wyrażone nie umówio- 
nemi znakami, lecz zwykłemi sposobami mówienia, 
w samem wypowiedzeniu zagadnienia.

Sposób rozwiązania zagadnienia może być w naj­
ogólniejszych wyrazach tak opisany: Należy oznaczyć 
ilość niewiadom i głoską *, i wyrazić następnie językiem 
algebraicznym związki, jakie zachodzą pomiędzy tąż nie­
wiadomą i ilościami danemi; w ten sposób otrzymamy 
pewne równanie, z którego można znaleźć ilość niewia­
domą.

188. Summa dwóch liczb jest 85, a ich różnica 
27; — znaleść te liczby.

Niech x oznacza mniejszą liczbę, — wtedy, po­
nieważ różnica pomiędzy temi liczbami jest 27, licz­
ba większa będzie «-(-27; a że summa obu liczb jest 
85, przeto będzie:

|—x-j-2il zzz 85;
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czyli: 2«-(-27 =  85;
stąd: 2x =  85 — 27 =  58;

i nakoniec: x =  ^  =  29.

I tak więc liczba mniejsza jest 29: większa zaś 
29-f 27, czyli 56.

184. Podzielić 50 rubli pomiędzy trzy osoby 
A, B  i C tak, aby B  miała o 5 rs. więcój niż 4 , a C  
aby otrzymała tyle, ile osoby A i B  razem.

Niech x oznacza liczbę rubli, zawartych w dzia­
le osoby A, wtedy 5 oznaczać będzie to, co się do­
stało osobie B, a 2*-|-5 to, co się dostało osobie G. 
Całkowita liczba rubli jest 50; przeto:

' 5—(—2as—j—5 =  50;
to jest: 4as-j—10 =  50;
czyli: 4 « = 5 0 —10 =  40;
skąd: * =  10.
Więc osoba A dostała 10 rubli, osoba B  — 15 rubli, 
a osoba (7— 25 rubli.

185. Pewną kwotę pieniędzy rozdzielono po­
między osoby A, B  i (7; osoby A  i B  dostały razem

3 317 k-rub., osoby C i A  dostały razem 1 5 ^ -rs.; osoby

zaś B  i C dostały razem 121 rs.
Znaleść ile każda z tych osób dostała?
Niech x oznacza liczbę rubli, jaką otrzymała

3osoba A-, wtedy B  otrzymała 17^ — x rubli, gdyż obie
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one razem dostały 17 rubli; podobnież osoba C do­

stała 15-^- — x  rubli; gdyż A i C  razem otrzymały

15-|- rubli. A ponieważ B  i C razem otrzymały 
4

12 i  rubli,przeto mieć będziemy równanie:
U

1 2 ^ = 1 7  | _ « - ł - 1 5 | - * ;
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to jest: 12 ^ = 3 3 ^ — 2«; •

czyli: 2x =  33 12^ =  21;

skąd: 21 10 1 
X =  "2 ” 10"2 ’

Stąd widzimy, że osoba A dostała 10 \  rs., B  otrzy­

mała 7-^-rs., C zaś 5-^-.
186. Kupiec ma dwa gatunki herbaty; funt jed­

nego gatunku kosztuje 2 rs., funt drugiego gatunku

kosztuje 3 77 rs. Ile funtów powinien wziąść każdegoa
gatunku, aby, po zmieszaniu, otrzymać 100 funtów

herbaty po 2-j- rubli funt?

Niech x oznacza liczbę funtów pierwszego ga­
tunku; — wtedy 100—x będzie liczbą funtów drugie­
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go gatunku. Wartość x funtów pierwszego gatunku 
jest 2a? rubli; wartość zaś 100—.* funtów drugiego 

7gatunku jest -^-(lOO—x) rubli. Lecz całkowita war-

• 5tość mieszaniny ma być X 100 rubli, przeto:

| x  100 =  2a?-j—|  (100—x) .

.Znosząc mianownik 2, będzie:
. 500 =  4.* + 700—7«, 

czyli: 7*—4* =  700—500;
to jest: 3.*=200,

skąd: 200 Rfi2
; T = 663

2
Więc pierwszego gatunku powinien wziąć 66 -̂ funt.,

drugiego zaś 33g- funtów.

187. Linię, długą na 2 stopy i 4 cale, podzielić 
na takie dwrie części, aby jedna stanowiła trzy czwar­
te drugiej części.

Niech x oznacza liczbę cali zawartych w części
3xwiększej; — wtedy — * oznaczać bedzie liczbę cali
4

drugiśj części.
Ponieważ cała linia za wióra 28 cali, przeto otrzy­

mamy równanie:
, 3

skąd: 4*-f-3# =  112,
Todh, Algiebra. 11
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czyli: 7x =  112,
i nakoniec: x ~ \ Q .
Jedna część mióć więc będzie 16 cali. druga zaś 12 cali.

188. Pewna osoba ma 1000 rs.; wypożyczywszy 
część tych pieniędzy po 4 od sta na rok. pozostałość 
zaś po 5 od sta na rok, otrzymała całkowitego procen­
tu rocznego 44 rs.; ileż wypożyczyła na procent po 
4%, a ile po 5%?

Niecli x oznacza liczbę rubli wypożyczonych po 
4 od sta, wtedy 1000—x oznaczać będzie liczbę rubli, 
wypożyczonych po 5 od sta Procent roczny od

4«̂' > ,pierwszój summy będzie od drugiej zaś:

5(1000—x) _ 
100

przeto:

skąd: 
czyli: 
a następnie:

44: 4« 5(1000—x)
'1 0 0 ~  100 

4400 — 4«-|-5( 1000- x);
4400 =  4«-|-5000—5«;

5000—4400= 600.
Więc po 4 od sta wypożyczyła 600 rs., pozostałe zaś 
400, po 5 od sta.

189. Główna trudność przy rozwiązywaniu za­
gadnienia polega w przekształceniu warunków zagad­
nienia, wyrażonych językiem zwyczajnym, na język 
algiebraiczny;—początkujący nie powinien się zniechę­
cać, jeżeli nieraz znajdzie się pod tym względem 
w kłopocie, gdyż tylko przez wprawę i praktykę 
może nabrać w tem biegłości i pewności. Zrobimy 

'trii jedną uwagę, bardzo ważuą dla poczynających: to
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co się nazywa ilością niewiadomą, jest właściwie 
liczbą niewiadomą; i to powinno być wyraźnie zazna­
czone przy układaniu równania.

Tak np. w drugiem zadaniu, które rozwiązywa­
liśmy, zaczynamy w ten sposób: niech «oznacza licz­
bę rubli zawartych w dziale osoby A;—początkujący 
często mówi: niech x oznacza pieniądze osoby A, lub: 
to, co dostała osoba A; wyrażenie takie jest nieozna­
czone, gdyż pieniądze osoby A mogą być wyrażone 
w rublach lub kopiejkach, lub też w ułamku całkowi­
tej summy. Podobnież w piątem z tych zadań, które 
rozwiązaliśmy, zaczynamy od wyrażenia: niech« ozna­
cza liczóę cali zawartych w części dłuższej....; tymcza­
sem początkujący często mówi: niech x oznacza dłuż­
szą część, lub: niech x — jednój części; — tym sposo­
bom wyrażania się można zrobić też same zarzuty, 
które były wyżej zaznaczone.

190. Bardzo często początkujący znajdują dla 
tego trudność w przekształceniu zagadnienia z języka 
zwyczajnego na język algiebraiczny, że nie mogą 
zrozumieć warunków, wyrażonych językiem zwyczaj­
nym. Jeżeli wyrazom, użytym do wypowiedze­
nia zagadnienia, nie można nadać żadnego logicz­
nego znaczenia, wtedy oczywiście nie można ich 
przekształcić; lecz często się przytrafia, że wyrazy 
nie są same przez się niezrozumiałe, ale zdaje się, że 
mają więcej niż jedno znaczenie. Wtedy czytelnik 
powinien wybrać jedno z tych znaczeń, wyrazić je 
znakami algiebraiczuemi, i wynaleźć odpowiedni wy­
padek. Jeżeli wypadek ten jest niemożliwy, lub nie­
dorzeczny, wtedy należy spróbować innego znaczenia 
tychże wyrazów. Lecz jeżeli wypadek jest możliwy,

U*
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wtedy czytelnik może z tego wnieść, że zrozumiał 
prawdopodobnie wyrazy należycie; w każdym razie 
interesującą jest rzeczą spróbować jeszcze innycb 
znaczeń wyrazów, w celu przekonania się, czy spo­
sób, w jaki zadanie wyrażono, rzeczywiście pozwala 
na więcśj niż jedno rozwiązanie.

191. Czytelnik przy rozwiązywaniu zagadnień, 
podanych niżćj dla ćwiczenia, znajdzie bezwątpienia 
znaczną liczbę takich, które można łatwo rozwiązać 
za pomocą arytmetyki, lub tśż przez proste odgadnię­
cie i następną próbę. To może go doprowadzić do 
lekceważenia siły i znaczenia algiebry; — a nawet do 
takiego sądu, że pomoc jój jest zbyteczną i niepo­
trzebną. Lecz musimy tu na to odpowiedzióć, -że 
za pomocą algiebry czytelnik będzie w możności roz­
wiązania wszystkich tych zagadnień, bez żadnego wa­
hania się lub niepewności; a nadto przekona się w dal­
szym ciągu, że za pomocą algiebry będzie w stanie 
rozwiązywać takie zadania, które byłyby niezmier­
nie trudne, lub zupełnie niemożliwe do rozwiązania, 
gdyby uciekał się do pomocy tylko sarnój arytmetyki,

PRZYKŁADY XXI.

1. Znaleśó liczbę, która byłaby większą od 
swojój piątój części o 24?

2. Ojciec ma dziś BO lat, a syn 2 lata; po ilu 
latach ojciec będzie 8 rązwstarszy od syna?

3. Różnica dwóch liczb równa się 7, a ich 
summa równa się 33; znaleźć te liczby.
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4. Trzy osoby A, B  i C złożyły razem 155 rs., 
osoba B  dała o 15 rs. więcój niż osoba A, osoba zaś C 
dała o 20 rs. więcój, niż osoba B\ ileż każda z tych 
osób dała?

5. Różnica dwóch liczb jest 14, a ich summa 
48; znaleść te liczby.

6. Osoba A  jest dzisiaj dwa razy starszą niż 
osoba R; przed siedmioma zaś laty, wiek osoby A do­
dany do wieku osoby B, stanowił summę, równą licz­
bie lat, jaką ma dzisiaj osoba A. Znaleźć dzisiejszy 
wiek każdój z tych dwóch osób.

7. Jeżeli dodamy 56 do pewnój liczby, wtedy 
otrzymamy summę trzy razy większą od tejże liczby. 
Znaleść tę liczbę.

8. Dziecko urodziło się w Listopadzie, i 10 
Grudnia miało tyle dni wieku, ile dni Listopada 
przeszło od początku tegoż miesiąca, do dnia jego 
urodzenia. Któregoż dnia Listopada urodziło się?

9. Jeżeli do podwojonej pewnej liczby dodamy 
24, to otrzymamy summę, która o tyle będzie większą 
od 80, o ile sama ta liczba jest mniejszą od 100. Zna­
leść tę liczbę?

10. Pewna ryba ma głowę długą na 9 cali, jej 
ogon jest tak długi, jak głowa i połowa tułowia, tu­
łów zaś tak długi, jak głowa i ogon razem wzięte. 
Jakaż jest długość tułowia i ogona?

11. Liczbę 84 podzielić na takie dwie części, 
ażeby potrojona jedna część, równała się drugiój czę­
ści, wziętej 4 razy.'

12. " Trzy osoby A. B  i C złożyły razem 76 rs.; 
osoba B dała o 10 rs. więcej niż osobą A; osoba



zaś C tyle, ile osoby A i B  razem. Ileż dała każda 
z tych osób?

•'"13. Liczbę 60 podzielić na takie dwie części,, 
aby siódma część jednój, równała się ósmej części, 
drugi ój.

14. Z dwóch równych beczek piwa wytoczono: 
z pierwszej 34 garnce a z drugiój 80 garncy. W te­
dy w pierwszej pozostało trzy razy tyle piwa, ile 
wr drugiej. Ileż każda z tych beczek zawierała piwa, 
gdy była pełną?

15. Liczbę 75 podzielić na takie dwie części 
aby większa, wzięta trzy razy, przewyższała mniej­
szą, wziętą siedm razy, o 15?

16. Pfewna osoba rozdała w dzień zaduszny 20 
ubogim 2 rs. 40 kop.; przyczem pewnej liczbie ubo­
gich dała po 6 kopiejek, a pozostałym po 16 kopiejek. 
Iluż ubogim dała po 6, a ilu po 16 kopiejek?

17. Liczbę 20 podzielić na takie dwie części, 
aby summa otrzymana z dodania potrojonój pierwszśj 
części, do pięć razy wziętej drugiej części, wynosiła 84.

18. Paka, zawierająca pewną liczbę jednako-
2

kowych sztuk płótna, jest wartą 56 rs.; gdyby każda 

sztuka była o 1 ~  rs. droższą, wtedy cała paka ko-i '¿i

sztowała by 67i- rs. Ileż było w niej sztuk płótna?u
19. Liczbę 45 podzielić na takie dwie części, 

aby pierwsza, podzielona przez 2, była równą drugiój, 
pomnożonój przez 2.
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20. Ojciec jest dziś trzy razy starszy od syna: 
przed czterema zaś laty, ojciec był cztery razy star­
szy od swego syna. Ileż lat ma dzisiaj ojciec, a ile 
syn ?

2!. Liczbę 188 podzielić na takie dwie części, 
ażeby czwarta część jednej przewyższała ósmą część 
drugiej, o 14?

22. Pewna osoba, wychodząc z kościoła, dała 
wszystkim żebrakom, którzy stali u drzwi, po 4 kop., 
poczem pozostało jej 16 kopiejek. Gdyby miała 
w kieszeni jeszcze nadto 12 kopiejek, wtedy mogła-

, by każdemu żebrakowi dać po 6 kopiejek. Iluż że­
braków stało pod kościołem?

23. Liczbę 100 podzielić na takie dwie części, 
aby po odjęciu trzeciej części jednój, od czwartej czę­
ści drugiój, na resztę pozostało 11.

24. Dwie osoby A i B, grające z sobą, miały 
przy rozpoczęciu gry: A — 72 rs.; B  zaś—52 rs. Po 
przegraniu pewnej liczby partyj, okazało się. że osoba 
A  ma trzy razy więcej pieniędzy, aniżeli osoba B. 
Ileż wygrała osoba A?

25. Liczbę 60 rozdzielić na takie dwie części, 
aby różnica pomiędzy większą i 64, była równą dwa 
razy wziętej różnicy pomiędzy mniejszą i 38.

26. Summę 276 rs złożyły trzy osoby A, B  
i C. Osoba B  złożyła dwa razy tyle co A  i 12 rs.; 
osoba V trzy razy tyle co B  i jeszcze 12 rs. Ileż zło­
żyła każda osoba? .

27. Znaleść taką liczbę, ażeby jej piąta część, 
więcej siódma część, przewyższała summę jej ósmój 
i dwunastój części, o 113.
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28. Armia przegrała bitwę, i wskutek tego 
utraciła jedną szóstą część swoich żołnierzy w zabi­
tych i rannych, i 4000 wziętych do niewoli. Została 
następnie wzmocnioną o 3000 łudzi; — lecz będąc 
zmuszoną do cofania się, znowuż przy tóm straciła 
jedną czwartą część swego nowego składu. Po czóm 
okazało się, że pozostało w niój 18000 ludzi. Iluż żoł­
nierzy było z początku?

29. Znaleść taką liczbę, aby summa jój piątśj 
i jej siódmój części przewyższała różnicę jój czwartej 
i siódmej części o 99.

30. Pewna partya robotników otrzymała za­
płaty 5 rs. 28 kop.; połowa całkowitój liczby robotni­
ków dostała po 18 kop., jedna trzecia część tójże cał­
kowitój liczby robotników dostała po 24 kop.; reszta 
zaś po 30 kop. Iluż było wszystkich robotników?

31. Pewna osoba miała 900 rs.: część tój sum­
my wypożyczyła na procent po 4$, pozostałość zaś 
wypożyczyła po h%. Po upływie roku otrzymała od 
obu części równe procenty. Ileż wypożyczyła po 4$, 
a ile po 5%?

32. Ojciec ma sześciu synów: każdy z nich 
jest o 4 lata starszy aniżeli następujący po nim brat 
młodszy, najstarszy ma trzy razy więcój lat aniżeli 
najmłodszy. Ileż każdy z nich ma lat?

33. Liczbę 92 podzielić na cztery części takie, 
aby pierwsza przewyższała drugą o 10, trzecią o 18 
i czwartą o 24.

34. Gospodarz umierając, pozostawił 550 rubli 
do rozdzielenia pomiędzy czterema służącymi A, B\, 
C i D  w ten sposób, aby B dostał dwa razy tyle co
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A , — Ctyle, co A i A razem, — a zaś D  tyle, ile C 
i B razem. Ileż każdy z nich dostał?

35. Znaleźć dwie po sobie następujące liczby 
całkowite, takie: aby połówa pierwszój liczby dodana 
do piątój części tój pierwszój liczby, dała summę 
równą summie trzeciej i czwartój części drugiój 
liczby?

36. Pewna summa pieniędzy ma być rozdzie­
loną pomiędzy trzy osoby A , B i  G w ten sposób, że 
osoby A  i B  razem mają dostać 60 rs., osoby B i  Cra- 
zem 80 rs., a osoby B  i C razem 92 rs. Ileż dostanie 
każda osoba?

37. Dwie osoby A i B wybrały się razem w po­
dróż: pierwsza z nich wzięła na drogę 100 rs., druga 
zaś 48 rs. W drodze zostały napadnięte przez rabu­
siów, którzy zabrali osobie A dwa razy tyle, co osobie 
B, poczóm osobie A pozostało trzy razy tyle, ile pozo­
stało osobie B. Ileż zabrano każdój?

38. Summa óOd&rs. była rozdzieloną pomiędzy 
cztery osoby w ten sposób, że pierwsza i druga osoba 
dostały razem 280 rs., pierwsza i trzecia dostały ra ­
zem 260 rs., a pierwsza i czwarta razem 220 Ileż 
dostała każda?

39. Osoby A i B mają razem 40 rs.; gdy B  
odda osobie A, 10 rs., wtedy osoba A  mióć będzie o 6 
rs. więcój, aniżeli wówczas pozostanie osobie B. Zna­
leźć ile każda z tych osób miała z początku?

40. Kupiec ma dwa gatunki wina kaukazkiego: 
jeden gatunek po 48 kop. kwarta; drugi po 80 kop. 
kwarta; z tych dwóch gatunków chce zrobić sto kwart
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wziąć każdego gatunku?

41. W mieszaninie wina i wody było wina 
25 garncy więcej, aniżeli wynosiła połowa całej mie­
szaniny, — wody zaś było o 5 garncy mniej, aniżeli 
trzecia część całej mieszaniny. Ileż w tej mieszani­
nie było garncy wody, a ile wina?

42. W loteryi, złożonej z 10000 biletów, poło­
wa liczby biletów wygrywających dodana do jednej 
trzeciej części biletów nie wygrywających, wynosi 
3500; ileż jest biletów wygrywających w tej loteryi?

43. W pewnój ilości prochu strzelniczego, sa­
letry jest o 6 funtów więcój, aniżeli wynosi połowa 
całej ilości prochu, siarki o 5 funtów mniej, aniżeli 
trzecia część, a węgla o 3 funty mniej, aniżeli czwar­
ta część całej ilości prochu. Ileż funtów każdego 
z tych ciał znajduje się w tym prochu?

44. Dowodzący armią, po przegranej bitwie 
przekonał się, że pozostało mu zdatnych do boju
0 3600 ludzi więcej, aniżeli było w połowie całój ar­
mii; rannych było o 600 więcój, aniżeli ósma część ca­
łej armii, pozostałość zaś, stanowiąca piątą część 
armii, była zabitych, wziętych do niewoli lub zbie­
głych. Iluż ludzi było w całej armii?

45. Pewna summa pieniędzy została rozdzielo­
ną pomiędzy pięć osób A , B , C, D  i k; osoba B  
otrzymała o 10 rs. mniej, aniżeli A; C otrzymała 16 
rs. więcej aniżeli B; U otrzymała 5 rs. mniej niż C,
1 osoba E  otrzymała 15 rs. więcej, aniżeli D. Po 
rozdziale okazało się, że osoba E  otrzymała tyle, ile 
osoby A i B  razem. Ileż otrzymała każda z osób?
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46. Pewien człowiek wchodzi do traktyerni 
mając pewną liczbę kopiejek, a pożyczywszy tam tyle, 
ile miał, wydaje 24 kop. Z tern, co mu pozosta­
ło, idzie do drugiej traktyerni, i dopożyczywszy tam 
znowuż tyle, ile miał wchodząc, wydaje nowe 24 kop. 
Nakoniec wstąpił jeszcze do trzeciej traktyerni z tóm co 
mu pozostało, i dopożyczywszy i wydawszy tak, jak 
w poprzedniej pozostał z niczem w kieszeni. Ileż miał 
wchodząc do pierwszej traktyerni?

X XII.

Zagadnienia (ciąg dalszy).

192. Podamy teraz kilka przykładów, w któ­
rych przekształcenie z języka zwyczajnego na algie- 
braiczny jest cokolwiek trudniejsze,'aniżeli w przy­
kładach rozdziału poprzedniego.

193. Liczbę 80 podzielić na takie cztery części, 
aby pierwsza powiększona o 3, druga zmniejszona o 3, 
trzecia pomnożona przez 3, a czwarta podzielona przez 
3, dały na wypadki ilości równe?

Niech x  oznacza pierwszą część; wtedy, jeżeli 
ją powiększymy o 3, otrzymamy ¿»-f-3, i to ma być 
równe drugiej części, zmniejszonej o 3; więc część 
druga musi być równą .«-|-6. Dalej: część pierwsza 
powiększona o 3, czyli *-(-3, ma być równe części trze- 
ciój, pomnożonśj przez 3; przeto ta część trzecia musi

¿z?—1~3 ,być — •. I nakoniec, ponieważ j-3 ma być rów-

ne części czwartej, podzielone^ przez 3, przeto część
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czwarta będzie 3(*-j-3). Summa tych wszystkich 
części ma być równą 80; zatóm:

x+ * + 6 +  + 3 (* -f 3 )= 8 0 ,

c żyli: 2 * + 6-|- — +  3«+0 =  80 ,

to jest: 80—15 =  65.

Mnożąc przez 3:
15*-{-*-)-3 =  195, 

czyli: 16* =  192;

skąd: i c = ^  =  12.

Przeto szukane części są:
12, 18, 5, 45.

194. Robotnik A może wykonać pewną robotę 
w 9 dniach pracując sam, robotnik zaś B  mógłby ją 
wykonać w 12 dniach: w jakim przeciągu czasu mogliby 
wykonać tęż samą robotę, pracując razem?

Niech * oznacza szukaną liczbę dni. W jednym

dniu A wykonywa ^  tą część roboty, przeto w * 

dniach może wykonać ^  części roboty. W jednym 

dniu B  wykonywa -A- część roboty, przeto w x1 U

dniach

nieważ

może wykonać ^  

w * dniach A i B

części tójże roboty. A po­

rażeni wykonywają całą
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robotę, przeto summa tych ułamków 
by.ć równą jedności; to jest:

^  +  ̂ = 1  .9 M 2
Mnożąc przez 36;

4*+ 3*= 36 ,
czyli: 7* = 3 6 .

36 _ 1
x  =  7 =  5 y •skąd:

roboty, musi

195. Zbiornik wody może być napełniony wo­
dą, wpływającą jedną tylko rurą, w ciągu 6 godzin; 
za pomocą zaś drugiej rury może być napełniony w 8 
godzinach, Lecz tenże sam wodozbiór, gdy jest peł­
ny, a obie rury są zamknięte, może być wypróżniony 
przez klapę, umieszczoną w dnie, w ciągu 12 godzin. 
W  iluż godzinach wodozbiór napełni się, gdy obie ru­
ry i klapa są otwarte jednocześnie?

Niech x oznacza szukaną liczbę godzin. W cią­
gu jednój godziny przez pierwszą rurę napełni się
— cześć wodozbioru, wiec w x  godzinach zostanie napeł- 
6
nionych“  części zbiornika. Przez drugą rurę w jednój 

godzinie napełnia się -g- część zbiornika, więc w * 

godzin: ^  -mych części tegoż zbiornika. W ciągu 

jednej godziny przez klapę wypływa ~  część zbiór-
X

nika, przeto w * godzinach wypływa części tegoż
wodozbioru. A że w x  godzinach cały zbiornik bę­
dzie napełniony, przeto miść będziemy:
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X  X  X   
6 ' 8 12 •

Pomnóżmy obie strony równania przez 24, otrzymamy:
4*+3*—2x= 24,

czyli: 5* =  24;
, , 24 4skąd: x =  ~  — 4 w-

196. Niekiedy pożyteczną jest rzeczą oznaczyć 
przez x nie samą ilość niewiadomą, którój bezpośred­
nio szukamy, ale inną ilość, z którój wszakże ilość 
szukana łatwo daje się oznaczyć.

Przykład tego przedstawiają nam dwa następne 
zadania:

197. Dowódca pułku chce ustawić swoich lu­
dzi w kwadrat pełny; lecz pokazuje się, że po usta­
wieniu ich w ten sposób, pozostaje mu jeszcze 31 żoł­
nierzy zbywających; aby zaś ustawić ich tak, ażeby 
bok kwadratu zawierał o jednego człowieka więcój, 
potrzebaby pułk powiększyć o 24 ludzi. Iluż ludzi 
jest w pułku?

Niech x  oznacza liczbę żołnierzy w boku pierw­
szego kwadratu; wtedy liczba ludzi w całym kwadra­
cie będzie *2, a liczba ludzi w pułku będzie *2+31. 
Gdyby w każdym boku kwadratu było x-\-l ludzi, 
wtedy liczba żołnierzy w całym kwadracie byłaby 

przeto liczba ludzi w pułku może być i tak 
wyrażoną: (* + l)2—24.

Wiec:
(^4-1)2—24= « 2+31,

skąd: *s+2* + l - 2 4 = * 2+31-
Od obu stron równania odejmijmy po *2, będzie:
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2 * + 1—24 =  31,
czyli: 2* =  3J +  24—1 = 5 4

skąd: * — ̂ -  =  27.

Przeto liczba żołnierzy w pułku jest (27)2+31, czyli 
729+31, to jest 760.

198. Osoba A wyjeżdża z pewnego miasta, i je- 
dzie z taką prędkością, że co 5 godzin ujeżdża 7 mil. 
W ośra godzin późuiój, z tego samego miasta, wyjeż­
dża osoba B w tym samym kierunku, i jedzie tak 
prędko, że co 3 godziny ujeżdża 5 mil. W jakiój od­
ległości od miasta osoba B  dogoni osobę Al

Oznaczmy przez * liczbę godzin, przez którą 
osoba A jedzie, zanim zostanie dognaną przez B; wte­
dy *—8 będzie liczbą godzin, przez którą jedzie oso­
ba B\ aż do chwili spotkania. Ponieważ A przejeż­

dża 7 mil w ciągu 5 godzin, przeto jedzie ona g mili na
7*godzinę, a w ciągu * godzin przejedzie -g-. Podob­

nież: B  przejeżdża |  mili na godzinę, więc wciągu*—8

godzin przejedzie g (*—8) mil. Gdy zaś B  dogoni

+, wtedy jeden i drugi przejedzie jednakową liczbę 
mil Przeto:

mnożąc przez 15, będzie:
25(*—8) =  21*, 

czyli: 25*—200 =  21*;
skąd: 25*—24*=  200,
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168 .

czyli:

i nakoniec:

4« =  200, 
_200 
~  4 =  50.

. . 7cc 7 
A a e T = 5 X !'0 70, przeto B  dogonił A  na odle­

głości 70 mil od miejsca wyjazdu.
199. Niekiedy zadania są tej natury, że wyma­

gają znajomości nauki o proporcyi, tak jest ona wy­
kładaną w Arytmetyce; dwa następne przykłady są 
właśnie tego rodzaju. Po przerobieniu ich, zakoń­
czymy rozdział zadaniami cokolwiek trudniejszemi, 
aniżeli te. które były rozwiązane dotąd.

200. Liczbę 56 podzielić na takie dwie części, 
ażeby stosunek pierwszej do drugiój był równy sto­
sunkowi 3 do 4.

Niech x oznacza pierwszą część, wtedy druga 
będzie 56—« ;a ponieważ x  ma być w takim stosunku 
do 56—x w jakim jest 3 do 4, przeto będzie:

x _3
56—x 4

Znosząc mianowniki, otrzymamy:
4sc =  3(56—«),

czyli:
skąd:

a następnie:

część

4« =  168—3.®;
7* =  168,

168 X =  —i
jest więc 24,

=  24.

a draga 56 — 24,Pierwsza 
czyli 32.

Powyższy sposób rozwiązania jest najbardziój 
naturalny; następujący jednak jest o wiele krótszy:
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Oznaczmy część pierwszą przez 3«; wtedy część 
druga będzie 4x, gdyż pierwsza tak się ma do dru- 
giój, jak3 do 4. Summa tych dwóch części jest równą 
56, przeto:

3*+4.® =  56,
czyli: 7« — 56;
, ■, 56 „skąd: x = — — 8.

Zatóm część pierwsza jest 3X8, czyli 24, druga zaś 
4X8, czyli 32.

201. Jedna beczka, A,  zawióra 12 garncy wina 
i 18 garncy wody; druga beczka, B, zawióra 9 garncy 
wina i 3 garnce wody; ileż należy wziąć garncy z ka- 
żdój beczki, ażeby utworzyć mieszaninę, złożoną z 7 
garncy wina i 7 garncy wody?

Niech x oznacza liczbę garncy, jaką należy 
wziąć z A; wtedy, ponieważ mieszanina ma zawiórać 
14 garncy, przeto 14—x oznaczać będzie liczbę garn­
cy, jaką należy wziąć z B. Liczba wszystkich garn­
cy, zawartych w A, jest 80; — z nich 12 jest winem;

przeto wino w tój beczce stanowi całości. A zatemou
w x  garncach, zaczerpniętych z A, znajdować się bę- 

12«dzie -g - garncy wina. Podobnież w 14—« garn­

cach, zaczerpniętych z B, znajduje się czystego wina
9(14—x) . . -— -  garncy. Lecz mieszanina ma zawierać 7

garncy wina; przeto:
12« . 9(14—«)_
80" 12 ~  ‘

Algieb. Th. 12
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czyli: 2x 3(14—x)  „
-9 H 4 —

skąd: 8#-f-15(14—se) =  140 ;
i dalój: S.r-j-210—15.r= 140;
następnie: 7# =  70,
i nakoniec, # = 1 0
Przeto z A  należy wziąć 10 garncy, a z B,  — 4
garnce.

202. O jakim czasie, między godziną 2-gą i 3-ią, 
jedna skazówka zegarka dokładnie przykrywa drugą?

Niech x oznacza szukaną liczbę minut po 2-giej. 
W przeciągu x minut długa skazówka przesunie się 
przez x podziałek cyferblatu; a że długa skazówka 
porusza się 12 razy prędzej niż krótka, przeto krót-

X
ka przesunie się w tymże samym czasie o jg  podzia­

łek. O godzinie drugiój, krótka skazówka jest o 10 
podziałek przed długą; — ta ostatnia więc, w ciągu x 
minut, musi przejść o 10 podziałek więcej aniżeli krót­
ka; mieć będziemy przeto równanie:

x
12+ 10 ;

czyli: 12#=#-j-120,
stąd: 1]#=120

, • 120 ir ,101 nakoniec * — g y  — 1 u yj-.
203. Zając robi cztery skoki w tym czasie, 

w którym chart robi ich trzy; lecz dwa skoki charta 
stanowią taką długość, jak trzy skoki zająca. Za­
jąc ten był oddalony na 50 swoich skoków od charta
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w chwili, gdy ten ostatni zaczął go ścigać; ileż sko­
ków zrobi chart zanim dogoni zająca?

Przypuśćmy, że 3# oznacza liczbę skoków char­
cich; wtedy 4« oznaczać będzie liczbę skoków, zro­
bionych przez zająca w tym samym czasie. Niech a 
oznacza w calach długość skoku zająca, wtedy 3a 
oznaczać będzie liczbę cali zawartą w trzech skokach 
zająca; — a zatem także i liczbę cali w dwóch sko­
kach charta. Długość skoku charta w calach będzie

więc . Dalśj: liczba cali, zawartych w Заз skokach
3ćz

charta będzie: 3#X-gi liczba zaś cali, zawartych w
50-j-4# skokach zająca będzie (50—J—4as)a. Stąd otrzy­
mujemy 'równanie:

9ax , ,-g—=  (50-|-4#)cs.

Dzieląc obie strony przez a, będzie:

—  — 50-j-4#,

skąd: 9лг= lOO-f-8^-,
i nakoniec: ж— 100.
Chart przeto musi zrobić 300 skoków.

Zwracamy tu' uwagę czytelnika na to, żeśmy 
wprowadzili do zadania pomocniczy znak a, aby ła t­
wiej ułożyć równanie; znak ten znikł następnie przez 
dzielenie z równania.

204. Czterech graczy A, B, Ci  D  zasiadło do 
gry, każdy z inną summą pieniędzy. Po skończonój 
grze A  wygrał połowę tego, со В  miał z początku, 
zasiadając do gry; В  wygrał trzecią część tego, co 
miał С; C wygrał czwartą część tego, co miał D,  a D
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wygrał piątą część tego, co miał A\ poczóm okazało 
się, że każdy z nicli ma 23 ruble. Ileż każdy z nieb 
miał, siadając do gry?

Niech x oznaczaliczbę rubli, którą D  wygrał od 
A, wtedy A  miał z początku 5x; a po przegraniu do 
D  piątój części, pozostało mu 4«. Ta ostatnia ilość, 
wraz z tśm, co A  wygrał od B  stanowi 23; przeto 
23—4« oznaczaś będzie liczbę rubli, którą A  wygrał 
od B. A  że A  wygrał połowę tego, co miał B, więc 
23—4« oznaczać także będzie to, co zostało B po 
przegraniu partyi.

I  dalój: 23—4« razem z tern, co B  wygrał od C, 
stanowi 23; przeto 4« oznacza liczbę rubli, jaką -B wy­
grał od C. A ponieważ B wygrał trzecią część tego, 
co miał C, zatśm C miał z początku 12®, a po prze­
graniu 8ie.

Dalej jeszcze: 8« razem z tern, co C wygrał od 
D, powinno stanowić 23; przeto 23—8« oznacza licz­
bę rubli, jaką C wygrał od D. A że Cwygrał czwar­
tą część tego, co miał D, więc 4(23-8«) oznaczać 
będzie summę, jaką miał D  z początku, a 3(23—8«), 
to, co mu po przegraniu do C pozostało.

Ostatecznie więc 3(23—8«) razem z «, to jest 
liczbą rubli, jaką D wygrał od A, stanowić będzie 
23 rubli; otrzymany przeto równanie:

23 =  3(23—8«)+«, 
skąd: 23« =  46,

« =  2 .
Więc gracze z początku mieli 10, 30, 24 i 28 rubli.

204l. Ojciec, umierając, pozostawia pewną licz­
bę dzieci i majątek, który testamentem poleca rozdzie- 
ić pomiędzy nie, w następujący sposób:
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Najstarsze dostaje 100 rs. i dziesiątą część tego, 
co pozostanie, po wzięciu tych stu rubli;

Drugie dostaje 200 rubli i znowuż dziesiątą część 
tego, co pozostanie;

Trzecie dostaje 300 rubli i dziesiątą część tego, 
co pozostanie;

Czwarte podobnież dostaje 400 rubli i dziesiątą 
część tego, co pozostanie;

I  tak dalój.
Po wykonaniu woli zmarłego, pokazało się, że 

cały majątek został równo podzielony pomiędzy wszy­
stkie dzieci.

Ileż było dzieci i ile rubli wynosił majątek?
To zagadnienie jest całkiem szczególnój natury, 

i przez to samo zasługuje na staranny rozbiór. 
Aby je łatwiej rozwiązać, przypuśćmy, że cały ma­
jątek wynosił z rubli; a ponieważ wszystkie dzieci 
otrzymują jednakową summę, oznaczmy dział każdego 
dziecka przez «. Tym sposobem liczba dzieci będzie
Z

- .  Wprowadziwszy te oznaczenia, ułożymy następu­

jącą tablicę, w celu rozwiązania zadania: •
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Summa 
do po­
działu

Z— X

z—2x

z—3* 

2—4x

Dziecko

1- sze

2- gie

3- cie

4- te

5- te

Dziai każdego dziecka

1AA , 2- 100,. x — 100-]---- — y

x =  200-

10

— x —200

.»=300- 

x =  400- 

¿£ =  500-

10

z—2x—300
10

2—3«—400
10

2—4x—500
10

Różnice

1 0 0 - ^ = 0  

100- a!± ^  =  0 

10Q _ f + ^  =  0

.«4-1 nn

i tak dalój.
W ostatniej kolumnie pomieściliśmy różnice, 

otrzymane przez odjęcie każdego działu od następu­
jącego. Ponieważ wszystkie działy są równe, przeto 
różnice powinny być równe 0. A ponieważ nadto, 
szczęśliwym trafem, jedno i toż samo wyrażenie przed­
stawia wszystkie te różnice, więc dostateczną będzie 
rzeczą do oznaczenia x , przyrównać którąkolwiek 
z tychże różnic do zera. Tym sposobem otrzymamy 
równanie:

100 ¿27-—1—100_ „
“ lb ~  ;

mnożąc obie strony przez 10, znajdziemy: 
1000— x— 100 =  0:

175

czyli: 900—x —  0,
skąd: * =  900.
Dział więc każdego dziecka wynosił 900 rubli.

Podstawiając tę wartość znalezioną na x w któ­
rekolwiek z równań trzeciój kolumny, naprzykład 
w pierwsze, otrzymamy:

900 =  100+ ^ - M ,

skąd odrazu znajdziemy wartość na 2, gdyż:
9000= 1000+2—100 

czyli; 9000—1000+100=2
albo: 2 =  8100.

Nakoniec liczba dzieci otrzyma się z wyrażenia —; li­

czba ta będzie więc równą 9.
Znaleźliśmy zatem odpowiedź zupełną na zadane 

pytanie taką: dzieci było 9, majątek pozostawiony 
był 8100 rs., a dział każdego z dzieci wynosił 900 rs.

PRZYKŁADY XXII.

1. Statek korsarski, płynący z prędkością 10 
wiorst na godzinę, spostrzega okręt w oddaleniu 18 
wiorst, i płynący z prędkością 8 wiorst na godzinę. 
Ileż wiorst okręt przepłynie, zanim zostanie dognany 
przez korsarza?

2. Liczbę 50 rozdzielić na takie dwie części, 
aby summa trzech czwartych jednej części i pięciu 
szóstych drugiój części stanowiła 40?
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3. Z dwóch miast A  i B, odległych na 360 
wiorst, wyjeżdżają w jednym i tym samym czasie dwa 
podróżni naprzeciwko siebie; pierwszy przejeżdża po 
10 wiorst na godzinę a drugi po 8 wiorst na godzinę. 
W którem miejscu drogi spotkają się?

4. Znaleść dwie liczby, których różnica wyno­
si 4, a różnica kwadratów tych liczb wynosi 112.

5. 24 osoby złożyły summę 24 rubli; niektóre

z tych osób składały po j  rs., pozostałe zaś po 18 rs. 

Ileż było osób, które dały po a ile, które dały po 

l§-rs.?
6. Liczbę 48 podzielić na takie dwie części, 

aby przewyżka pierwszej części nad 20, była trzy ra­
zy większą od przewyżki 20 nad drugą częścią?^

7. Pewna osoba ma 98 rs.; częśc tych pienię­
dzy pożycza po 5% na rok, a pozostałość po 6$ na lok 
w jednym i drugim razie procent prosty. Od obu 
summprocent wciągu lat 15 wynosił razem rś. 81. 
Ileż było pożyczone po 5%?

8. Pożyczył ktoś pewną summę pieniędzy po 
6$ na procent prosty; po upływie 10 lat procent wy­
nosił o 12 rs. mniej, aniżeli wypożyczona summa. J a ­
każ była summa wypożyczona?

9. Właściciel ziemski wydzierżawił 25 morgów 
gruntu za 77 rs.; ponieważ grunt był dwojaki, przeto 
za lepszy gatunek gruntu umówił się brać po 4 rs. od
morgi, a za gorszy po 2̂ - rs. od morgi. Ileż było
morgów każdego gatunku?
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10. Wodozbiór może być napełniony w 12 mi­
nutach wodą, wpływającą, przez 2 rury; jedną rurą 
woda wpływającą, może go napełnić w 20 minut;
w iluż minutach może on być napełniony przez samą 
drugą rurę?

11. Liczbę 90 podzielić na takie cztery części, 
aby pierwsza powiększona o 2, druga zmniejszona o 2, 
trzecia pomnożona przez 2, a czwarta podzielona 
przez 2, dały wypadki równe?

12. Kupił ktoś 30 funtów kawy dwóch gatun­
ków i zapłaćił za wszystko 19 rs.; kawa lepszego ga­

tunku była po ° rs: za funt, a kawa gorszego gatunku

była po ^  rs. za funt. Ileż funtów każdego gatunku 

kupił?
13. Liczbę 88 rozdzielić na takie cztery części, 

aby pierwsza — powiększona o 2, druga — zmniej­
szona o 3, trzecia — pomnożona przez 4, i czwarta — 
podzielona przez 5, dały wypadki równe.

14. 20 mężczyznom, 40 kobietom i 50 dzieciom 
zapłacono na fabryce tygodniowego zarobku 300 rs. 
Jeżeli 2 mężczyzn tyle dostało, ile 3 kobiety lub 5 
dzieci, ileż dostała każda kobieta za tygodniową 
pracę?

15. Liczbę 100 podzielić na takie dwie części, 
aby różnica kwadratów tychże części wynosiła 1000 ?

16. Z  dwóch miast, znajdujących się w odle­
głości 154 wiorst, wychodzą dwie osoby w jednym 
i tym samym czasie, i idą naprzeciwko siebie. Pierw­
sza przechodzi 9 wiorst w 2 godziny; druga zaś 15 
wiorst w 4 godz.; kiedy one się spotkają?
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17. Liczbę 44 podzielić na takie dwie części, 
aby większa, powiększona o 5, była w takim stosunku 
do mniejszój, powiększonej o 7, w jakim jest 4 do 3.

18. Robotnik A  może zrobić w tym samym cza­
sie połowę tego, co robotnik B, a robotnik B, rów­
nież w tym samym czasie, może zrobić połowę tego, co 
robotnik Ć. Razem wszyscy trzej mogą wykonać 
pewną robotę w 24 dniach. W iluż dniach mógłby 
wykonać też samą robotę każdy z nich pojedynczo?

19. Liczbę 90 podzielić na takie cztery części, 
że jeżeli pierwszą powiększymy o 5, drugą zmniejszy­
my o 4, trzecią pomnożymy przez 3i, a czwartą podzie­
limy przez 2, to otrzymamy wypadki równe.

20. Trzy osoby wykonały pewną robotę w 60 
dniach, przy czóm okazało się, że pierwsza robiła 
w tym samym czasie trzy czwarte tego, co druga, 
a druga — cztery piąte tego co trzecia; w jakim że 
czasie mogła by każda z nich wykonać tęź samą robo­
tę, pracując pojedynczo?

21. Liczbę 36 podzielić na takie dwie części, 
aby jedna z nich stanowiła pięć siódmych drugiej 
części?

22. Dowódca pułku, próbując ustawić swój od­
dział w pełny kwadrat, przekonał się, że ma zbywają­
cych 60-ciu ludzi, a brakuje mu jeszcze 41 ludzi, aby 
mógł powiększyć bok kwadratu o jednego żołnierza. 
Iluż ma żołnierzy w pułku?

23. Liczbę 90 podzielić na takie dwie części, 
aby jedna z nich stanowiła dwie trzecie drugiej?

24. Kupił ktoś pewną liczbę jajek; połowę tych 
jajek kupowął po 2 jajka za dziesiątkę, a drugą poło­
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wę po 3 jajka za dziesiątkę; sprzedał je następnie 
w ten sposób, że dawał po 5 jajek za dwie dziesiątki 
i stracił na tym handlu jedną dziesiątkę. Ileż jajek 
kupił?

25. Osoby A  i B  są dzisiaj w jednym wieku. 
Lecz jeżeli wiek osoby A  powiększy się o 36 lat. 
a wiek osoby B  o 52 lata, wtedy lata ich wieku będą 
do siebie w stosunku 3 do 4. W jakim wieku są one 
dzisiaj?

26. Summę 2000 rs. rodzielono pomiędzy dwie 
osoby tak, że części otrzymane przez też osoby tak się 
miały do siebie, jak 7 do 9; ileż otrzymała każda 
z tych osób?

2
27. Robotnik był najęty na 40 dni po 1̂ - rs. na

dzień, ale z tym warunkiem, że za każdy dzień, przez 
który robić nie będzie, nie tylko nie dostanie zapłaty,

2
ale jeszcze sam zapłaci kary  ̂ rs. Po upływie 40-tu

2
dni otrzymał ostatecznie zapłaty 31 g- rs. Ileż z

tych 40-tu dni rzeczywiście pracował?
28. Dwie osoby A  i B  grają z sobą. Pierwszą 

partyąwygrała osobami; i wygrawszy od B  5 rs. mia­
ła tyle rubli ile B; drugą partyą wygrała B, i wy­
grawszy poprzednio przegrane pieniądze i jeszcze 5 
rs., miała pięć razy tyle co osoba A. Ileż pieniędzy 
miała każda z tych osób z początku?

29. Liczbę 100 podzielić na takie dwie części, 
aby kwadrat ich różnicy przewyższał kwadrat podwo­
jonej niniejszej części o 2000?
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30. Do wodozbioru prowadzą dwie rury; pierw­

szą z nich wodozbiór może być napełniony w 4~ go­

dzinach, drugą — w 6-ciu godzinach; u spodu wodo­
zbioru znajduje się klapa, która może go wypróżnić 
w 5-ciu godzinach. W iluż godzinach będzie napeł­
niony wodozbiór, jeżeli otworzymy obie rury i klapę?

31. Ziemianin ma pszenicę dwóch gatunków 
po 5 rs. 40 kop. i po 6 rs. 12 kop. korzec. Z tych 
dwóch gatunków robi 90 korcy mieszaniny w ten spo­
sób, że sprzedawszy ją po 5 rs. 80 kop. korzec, nie 
ma ani zysku ani straty. Ileż korcy wziął każdego 
gatunku, dla utworzenia mieszaniny?

32. Kupiec chce zmieszać 56 funtów herbaty

ria 5 rubli funt, z gorszym gatunkiem po 3̂ - rs. funt, 

w ten sposób, aby otrzymaną mieszaninę mógł sprze­

dawać bez straty i zysku po 4̂ - rs. funt. Ileż her­

baty drugiego gatunku ma wziąć?
33. Najął ktoś robotnika do wykonania pewnój 

roboty na takich warunkach: za każdy dzień rzeczy­
wistej pracy robotnik otrzymywać będzie 2 rs., lecz 
za każdy dzień, w którym nie stawi się do roboty, za­
płaci kary 75 kop. Po skończonój robocie pokazało 
się, że liczba dni, w których robotnik ten pracował 
była dwa razy większą od liczby dni jego nieobecno­
ści przyczóm po obliczeniu otrzymał on 39 rs. osta- 
tecznój zapłaty. Ileż było dni rzeczywistój pracy?

34. Pułk zawierał w sobie tylu żołnierzy, że 
można ich było ustawić dokładnie w pełny kwadrat t
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Gdy następnie uwolniono z tegoż pułku na urlop 295 
ludzi, pozostałych można było ustawić także w kwad­
rat pełny, ale zawierający w każdym boku o 5 żoł­
nierzy mniej, aniżeli z początku. Iluż ludzi zawierał 
pułk z początku?

35. Pewna summa pieniędzy była rozdzielona 
pomiędzy dwie osoby A  i B w ten sposób, że stosu­
nek działu osoby A, do działu osoby B, był równy 
stosunkowi 5 do 3; a nadto: dział osoby A przewyż­
szał pięć dziewiątych części działu osoby B o 50 rs. 
Ileż otrzymała każda z tych osób?

36. Ojciec umierając, rozdzielił cały swój ma­
jątek pomiędzy czterech synów w następujący spo­
sób: najstarszy syn otrzymał o 800 rs. mniój, aniżeli 
wynosiła połowa całego majątku, drugi dostał o 120 
rs. więcej, aniżeli czwarta część całego majątku, trze­
ci dostał połowę tego, co najstarszy, a najmłodszy 
otrzymał dwie trzecie tego, co otrzymał drugi. Ileż 
otrzymał każdy?

37. Dwie osoby A i B zaczęły grać z sobą, 
mając jednakowe summy pieniędzy. A  z początku 
wygrał 20 rs., lecz następnie przegrał połowę tego, 
co miał po pierwszej wygranej, i wówczas to wszyst­
ko, co mu pozostało, stanowiło połowę tego, co miał 
B. Ileż każdy z nich miał z początku?

38. Pewna osoba rozdzieliła na kolendę 21 rs. 
pomiędzy pewną liczbę mężczyzn, kobiet i dzieci: 
każdy mężczyzna dostał 1 rs., każda kobieta 50 kop. 
a każde dziecko 25. Liczba kobiet była o 2 mniej­
szą od podwojonśj -liczby mężczyzn, a liczba dzieci 
o 4 mniejszą od potrojonej liczby kobiet. Iluż było 
mężczyzn, ile kobiet i ile dzieci?
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39. Kupiec zakupił sztukę sukna po 3-|- rs. za 
łokieć. Trzecią, część tójże sztuki sprzedał po 4 rs. 
łokieć; czwartą część po 3y  rs. łokieć, a resztę po

3 y  1>s- łokieć, i na wszystkiem zyskał tym sposobem

14 ~  rs. Ileż łokci zawierała sztuka?O
40. Przekupka kupiła pewną liczbę jajek 

po 4 grosze; sprzedała zaś połowę tych jajek po 5 
groszy sztuka, a pozostałą połowę po 3 sztuki za 10 
groszy i na wszystkiem zyskała 40 groszy. Ileż było 
jajek?*)

41. Dwie osoby A  i B  mają ten sam docbód 
roczny. Osoba A co rok odkłada jedną piątą część 
tegoż dochodu, jako zaoszczędzony kapitał; lecz osoba 
B , wydając rocznie o 600 rs. więcśj, aniżeli A, robi 
po upływie trzech lat 900 rs. długu. Jakiż jest do­
chód roczny każdój z tych osób?

42. Dwie osoby A i B  strzelają kolejno do ce­
lu. Na każde 12 danych strzałów, osoba A trafia 
w sam środek 7 razy, osoba zaś B, na tęż samą liczbę 
strzałów — 9 razy. Strzelając tak przez pewien 
przeciąg czasu, dały razem 32 celne strzały. Ileż ra­
zy każda z nich dała ognia?

43. Dwie beczki A i B  zawierają mieszaniny 
wina i wody; w A  ilość wina jest w takim stosunku 
do ilości wody, w jakim jest 4jdo 3; w B  ten sam sto­
sunek jest 2 do 3. Beczka A zawiera 84 garnce;

) Zagadnienie 24.
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ileż B  musi zawierać, aby, po zlaniu zawartości obu 
beczek w trzecią beczkę, w tej ostatniój mieszanina 
była złożoną z równych ilości wina i wody?

44. Właściciel wsi zapisuje jedną setną część 
swojego majątku na odnowienie kościoła w swojej pa­
rafii; o 200 rs. mniej, niż powyższą summę na szkołę 
parafialną, i znowuż o 200 rs. muiej, niż ta ostatnia 
summa, na szpital. Po odjęciu tych zapisów, pozosta­

je dla spadkobiercy części całego majątku. J a ­

każ była wartość majątku?
45. Ileż minut brakuje do czwartój, jeżeli przed 

trzema kwadransami było dwa razy tyleż minut po 
drugiej?

46. Każda z dwóch beczek A  i B  jest napeł­
niona mieszaniną, złożoną z dwóch gatunków wi­
na; — w beczce A  są one zmieszane w stosunku 
2 do 7, a w beczce B  stosunku 2 do 5. Ileż należy 
wziąć z każdój beczki, aby utworzyć mieszaninę, zło­
żoną z 2 garncy pierwszego gatunku i 6 garncy dru­
giego gatunku?

47. Kupuje ktoś kawałek gruntu po 60 rs. 
morga; i sprzedając następnie ten grunt malemi cząst­
kami, otrzymuje za morgę trzy razy więcej, aniżeli 
sam za nią płacił. Tym sposobem, zachowawszy dla 
siebie 25 morgów, a sprzedawszy resztę, nie tylko 
otrzymał za nią to, co sam wydał na całe kupno ale 
nadto jeszcze zyskał 300 rs. Ileż morgów kupił?

48. A  i B  grają z sobą w pewną grę przy ta ­
kiej umowie, że przegrywający partyę płaci wygrywa­
jącemu o jednego rubla mniój, aniżeli wynosi połowa
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tych pieniędzy jaką ma tenże przegrywający. Na po­
czątku gry obaj mieli jednakowe summy; następnie B  
przegrał pierwszą partyą a wygrał drugą, i wtedy po­
kazało się, że ma o dwa ruble więcej, aniżeli A. Ileż 
każdy z nich miał w początku?

49. O którój godzinie między 8-cią i 4-tą jedna 
skazówka zegarka będzie ściśle na przedłużeniu dru­
giej skazówki?

50. Skazówki zegara tworzą kąt prosty o go­
dzinie 3-ciej; o jakim czasie będą następnie znowuż 
tworzyć kąt prosty?

51. Pewien kapitał, wypożyczony na procent 
prosty, zamienił się na summę 297 rs. 60 kop. w cią­
gu 8 miesięcy, a po upływie nowych 7-miu miesięcy, 
na summę 306 rs. Jakiż to był kapitał?

52. Zegarek kieszonkowy śpieszy się o tyle,
0 ile się spóźnia zegar ścienny. Czas, wyrażony przez 
1799 godzin na zegarze, jest równy 1801 godzinom 
zegarkowym. Znaleść o ile zegarek się śpieszy i o ile 
zegar się spóźnia na godzinę.

53. W pewnój chwili pomiędzy godziną 11 i 12, 
liczba podziałek minutowych, zawartych pomiędzy

2skazówkami, wynosi -  tej liczby tychże podziałek, ja­

ka była pomiędzy temi skazówkami przed dziesięciu 
minutami. Któraż jest w uważanój chwili godzina
1 minuta?

54. A i  B  złożyli razem na pewne przedsiębior­
stwo 5000 rs.; mieli zysku do podziału 1600 rs., z któ­
rej to summy A otrzymał dla siebie o 320 rs. więcej, 
aniżeli B. Ileż każdy z nich dal?
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55. Kupiec ma 51 garncy wina francuzkiego, 
które go kosztuje po 8 rs. garniec; — chce go zmie­
szać z winem kaukazkióm po 3 rs. garniec i sprzeda­
wać mieszaninę po 9 rs. garniec. Ileż garncy wina 
kaukazkiego musi domieszać, aby w ten sposób sprze­
dając mieszaninę, miał na całej summie, którą wydał 
na oba gatunki wina, 30$ zysku?

56*. Ma ktoś dwa kubki srebrne i jedną do 
nich pokrywkę. Pierwszy kubek waży 12 lutów; 
a jeżeli na niego nałożyć pokrywkę, wtedy razem 
z nią ważyć będzie dwa razy więcej, aniżeli drugi ku­
bek. Jeżeli zaś nakryć drugi kubek, wtedy on ra­
zem z pokrywką ważyć będzie trzy razy tyle, co 
pierwszy. Znaleźć wagę drugiego kubka i po­
krywki.

57*. -j- część pala wbitego w dno rzeki, znaj­

duje się w ziemi; część tegoż samego pała jest

w wodzie, a nad wodą wystaję metra. Znaleść 
długość całego pala?

58*. Powietrze atmosferyczne składa się z 2-ch 
gazów: tlenu i azotu, pomieszanych z sobą w takim 
stosunku, że na 21 części, co do objętości, tlenu, idzie 
79 części azotu. Ileż każdego z tych gazów znajdu­
je się w pokoju długim na 4,39 metra, szerokim na 
3,77 metra i wysokim na 2,35 metra?

59*. Mamy trzy beczki: dwie małe i jedne du-
3

żą. Objętość pierwszej z mniejszych wynosi czę­

ści dużój, a objętość drugiśj z mniejszych stanowi
Todh. Algiebra. 13
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r
części dużej beczki. Jeżeli zawartość napełnio-

nój drugiej beczułki, przelać do pierwszój, wtedy ta 
ostatnia będzie w zupełności napełnioną i jeszcze 
pozostanie w drugiśj 10 kwart. Ileż kwart zawiera 
każda z beczek?

60*. W prawej kieszeni mam o 6 rubli wiecęj, 
aniżeli w lewój. Jeżeli z prawej przełożę do .pS-jtaj 
tyle, ile jest teraz w tój ostatniój; następnie z lewśj 
przełożę do prawój tyle, ile jest teraz w tój ostatniej; 
i nakoniec znowuż z prawój do lewój tyle, ile było te­
raz w tejże lewśj, wtedy w obu kieszeniach będzie 
równo. Ileż było z początku w każdój kieszeni?

61*. Gospodarz wiejski ma gęsi i owce—razem 
432 sztuki. Ponieważ nie chce się dalej zajmować 
hodowlą gęsi, przeto wymienia wszystkie swoje gęsi 
na owce, i dostaje przy tej wymianie 3 owce za każ­
de 32 gęsi. Po tój wymianie okazało się, że jest po­
siadaczem stada owiec, liczącego 200 sztuk. Ileż gę­
si on wymienił na owce?

62*. Pewien próżniak od 18 roku życia aż do

śmierci przespał-5- czasu, -r- część zużył na jedzenie o 10
1 3i picie, przepędził na przechadzkach, jg- stracił na

grę w k a r ty ,- -  spędził siedząc w fotelu i nie myśląc

o niczem, a przez cały ten czas tylko dwa lata pra­
cował. Ileż lat on żył?

63*. Gracz przegrał z początku -g- część 

swoich pieniędzy, a potem 247 rubli, i pozostało mu
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tyle kopiejek, ile przed grą miał rubli. Ileż miał 
pieniędzy siadając do gry?

64*. Gospodyni chciała z pewnej liczby fun­
tów lnu zrobić sztukę płótna. Jedna z jój służących 
podejmowała się wykończyć tę robotę w ciągu 36 
dni, druga zaś oświadczyła, że może ją wykonać do­
piero w 48 dni. Ponieważ gospodyni chciała się 
z tśm daleko prędzej załatwić, przeto razem z obiema 
służącemi i sama wzięła się do roboty, tkając dzien­

nie o 1  część funta lnu więcój, aniżeli druga służąca.

Tym sposobem we trzy zrobiły całą robotę w ośm dni. 
Ileż było funtów lnu?

J35*. Wieśniaczka przyniosła na targ pewną 
liczbę jajek. Pierwszemu kupującemu sprzedała po­
łowę wszystkich jajek i jeszcze połowę jednego jaj­
ka (nie tłukąc i nie dzieląc wszakże żadnego); dru­
giemu kupującemu — połowę tego co jój zostało i jesz­
cze połowę jajka; trzeciemu — znowuż połowę tego, 
co jej zostało i pół jajka, i tak samo czwartemu i p ią­
temu. Po tóm wszystkióm pozostało jój jedno jajko. 
Ileż jajek przyniosła na targ?

66*. Na grobie sławnego matematyka grec­
kiego Diophantes'a (jednego z twórców algiebry) znaj­
duje się napis, oznaczający w następny sposób liczbę 
lat, jaką on żył:

Diophantes był dzieckiem ~ część swego życia,

12 część byłmłodzieńcem,uastępnie ożenił się, i prze­

żył w związku małżeńskim j  część swego życia, po­
13*
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większoną o 5 lat, zanim narodził mu się syn, który 
wszakże o 4 lat wcześniój umarł, aniżeli Diopbantes, 
i żył tylko połowę tój liczby lat, jaką żył ojciec. Ileż 
lat żył Diophantes?

67*. Rok śmierci króla Jana Sobieskiego wy­
raża się liczbą czterocyfrową, w którój pierwszą cy­
frą z lewej strony jest 1. Jeżeli tę jedność prze­
niesiemy z pierwszego miejsca na ostatnie miejsce, 
wtedy otrzymamy nową liczbę, która będzie o 177 
większą, od cztery razy wziętej liczby, wyrażającej 
rok śmierci Jana Iii-go. W którym roku umarł król 
Jan Sobieski?

68*. W  dawnych książkach znajdujemy takie 
zadanie:

Pewna Greczynka weszła do świątyni Zeusa 
i prosiła go, ażeby podwoił tę summę pieniędzy; jaką 
miała przy sobie. Zeus uczynił to. Wtedy na znak 
podziękowania, złożyła w świątyni dwie drachmy. 
Z tóm co jój pozostało weszła do świątyni Apollina 
i prosiła o toż samo. I Apollo przychylił się do jój 
prośby, za co znowuż w jego świątyni ofiarowała dwie 
drachmy. Porachowała teraz pieniądze, — i okazało 
się, że ma ściśle dwa razy tyle, ile miała z początku. 
Ileż miała, wchodząc do świątyni Zeusa?

69*. Okręt żaglowy płynął od pewnego miejsca 
A do miejsca B, leżącego na zachód. Gdy już się 
znajdował oddalony tylko na 4 mile od miejsca swego 
przeznaczenia, został cofnięty przez wiatr przeciw­

ny o ^  część tśj drogi, jaką przebył. Następnie, 

po ustaniu wiatru, dalśj płynął ku zachodowi; lecz
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przebywszy 2̂ 7 część tój odległości, w jakiój się znaj­
dował od A, wskutek działania nowego wiatru 

przeciwnego, znowu został cofnięty o ^  część te­

raźniejszej odległości od A. Gdy wiatr powtórnie 

ustał, okręt, przepłynąwszy -|j- część ostatniój odle­

głości od A  przybył do portu. Jakaż jest odległość 
miasta A od B, i ile mil okręt przepłynął?

70*.' Z czterech miasteczek A, B, C i D, leżą­
cych na jednój drodze, wyjeżdżają dyliżansem pocz­
towym cztery osoby, i jadą do jednego miasta E. Od­
ległość A od B wynosi 19 mil; B  od C wynosi 8 mile, 
a C od D  5 mil. Przy opłacie należności pocztowój 
okazało się, że osoba, wyjeżdżająca z A  zapłaciła za 
drogę tyle, ile trzy pozostałe osoby razem. Jak z te­
go obliczyć odległość miasta D  od A?

71*. Jeżeli do pustego zbiornika wlewać się 
będzie po 20 kwarty wody co 3 minuty, wtedy, po 
upływie pewnego czasu, brakować będzie do napeł­
nienia zbiornika jeszcze 40 kwart; jeżeli zaś do tegoż 
zbiornika wpływać będzie po 52 kwarty co 5 minut, 
wtedy, w tym samym czasie, nietyłko zbiornik będzie 
napełniony, ale jeszcze przeleje się z niego 72 kwar­
ty. Ileż kwart zawiera zbiornik, i po ile kwart po­
winno się wlewać do niego na minutę, aby w tymże 
samym czasie był on napełniony po brzegi?

72*. Posłaniec wychodzi z pewnego miejsca A 
w stronę ku M, i idzie dziennie po 5 mil. W tym 
samym czasie inny posłaniec wychodzi z miejsca B 
oddalonego od A  o 12 mil, w stronę przeciwną M,
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1 przechodzi po 7 mil dziennie. Po ilu dniach 
i w jakiój odległości od B drugi posłaniec dogoni 

• pierwszego?
73*. Dwa ciała poruszają się, zaczynając od 

dwóch punktów A i B, których odległość wynosi d 
metrów, w tym samym, kierunku. Jedno z tych ciał 
przebywa w każdój jednostce czasu (np. sekundzie) c 
metrów, drugie zaś c' metrów. Kiedy i gdzie te dwa 
ciała spotkają się? W jakim przypadku rozwiązanie 
zadania jest niemożliwe?

74*. Dwa ciała wyruszają w jednej i tej samej 
chwili z dwóch punktów A i B, których odległość wy­
nosi d metrów, i idą wT kierunkach przeciwnych. Pierw­
sze przechodzić metrów, drugie zaś c metrów w każ­
dój jednostce czasu. W jakim czasie, i w jakiej odle­
głości od punktów A i B  te dwa ciała spotkają się?

75*. Dwa ciała wychodzą z tego samego punk­
tu S, i oba poruszają się«« tym samym kierunku. Pierw­
sze przebiega w każdej jednostce czasu c metrów; 
drugie zaś, które wyszło w w jednostek czasu później 
z S, przebiega w każdój jednostce czasu, c' metrów. 
Po upływie jakiego czasu, licząc od wyjścia drugiego 
ciała z punktu S, oba te ciała spotkają się? Jaki 
związek powinien istnieć pomiędzy ilościami c, c i n, 
aby rozwiązanie zadania było możliwem?

76*. W jaki sposób rozwiązanie zadania zmie- _ 
ni się, jeżeli w powyższem zadaniu dwa ciała wyjdą 
nie z jednego punktu, ale z dwóch różnych punktów, 
odległych na d metrów, i poruszać się będą w strony 
przeciwne?

77*. Dwa ciała, poruszające się w tym samym 
kierunku, wychodzą z tegoż samego punktu; ale dru­
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gie o t jednostek czasu później, aniżeli 'pierwsze. 
Stosunek prędkości pierwszego do prędkości drugiego 
jest równy m : n. Po jakim przeciągu czasu te dwa 
ciała spotkają się?

78*. O 6-ej godzinie zrana wychodzi statek 
parowy z Płocka do Warszawy, a o 12-ej w południe 
inny statek z Warszawy do Płocka. Pierwszy przy­
bywa do Warszatvy o godzinie 6-ój wieczorem, drugi 
zaś do Płocka o godz. 5-ej. O której godzinie i wr ja­
kiej odległości od Warszawy dwa te statki spotkają
się, jeżeli odległość Płocka od Warszawy wynosi 12-~ 
mil?

79*. Dwa ciała wyruszają w jednym czasie 
z  dwóch punktów, odległych na 243 metrów w kierun­
kach przeciwnych; pierwsze przebiega na minutę 5, dru­
gie zaś 7 metrów7. Po upływie jakiego czasu odle­
głość pomiędzy niemi wynosić będzie 39 metrów?

80*. Kozwiązać toż samo zagadnienie, jeżeli 
w niem zamiast liczb 243, 5, 7 i 39 podstawimy gło­
ski d, c, c' i 11

81*. Dwa ciała, poruszające się ruchem je­
dnostajnym, wychodzą jednocześnie z dwóch punk­
tów, odległych od siebie na 18 metrów, i idą wT jednym 
kierunku. Pierwsze przebiega 5 metrów co 6 minut, 
drugie — 7 metrów co 8 minut. Po ilu minutach odle­
głość pomiędzy niśmi wynosić będzie 15 metrów?

82*. Dwa ciała, biegnące ruchem jednostajnym, 
wychodzą jednocześnie z dwóch punktów A i B, od­
ległych od siebie na d metrów, i poruszają się w je­
dnym kierunku: jedno z prędkością c metrów, drugie
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z prędkością e' metrów na sekundę. Po jakim czasie 
odległość pomiędzy niemi wynosić będzie l metrów?

83*. Dwa punkta poruszają się ruchem je­
dnostajnym po okręgu koła w jedną stronę. W pew­
nej chwili odległość pomiędzy niemi, liczona po łuku 
koła, wynosi 9 metrów; po upływie 2 minut od tój 
chwili spotykają się po raz drugi. Znaleść długość 
okręgu koła?

84*. Na samym środku stawu kwadratowego, 
mającego długości i szerokości 10 stóp, wyrasta trzci­
na, wznosząca się na jedną stopę nad wodę. Jeżeli 
tę trzcinę przyciągniemy do środka jednego z boków 
stawu, wtedy ona swoim wierzchołkiem dosięgnie 
samego brzegu. Jak  głęboki jest staw?

85*. Młoda topola, wysoka na 10 stóp, została 
przez wiatr złamaną w takiój wysokości, że jój 
wierzchołek, oparty teraz na ziemi, znajduje się 
w odległości 3 stóp od podstawy pnia. W jakiej że 
wysokości została ona złamaną? (*)

86*. Ojciec dzieli majątek pomiędzy dzieci swo­
je w sposób następujący: najstarszemu wyznacza 1000

rs. i ~ część resztującego majątku, drugiemu wyzna­

cza 2000 rs. i część pozostałego jeszcze bez roz­

rządzenia majątku; trzeciemu wyznacza 3000 rs. i i -O
część reszty: i t. d., powiększając zawsze o 1000 rs.

(,*) Do dwóch ostatnich zagadnień trzeba użyć twierdzenia, 
Pythagoresa.
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część pierwszą, mającą się dostać co raz młodszemu 
dziecku. Tym sposobem cały majątek został równo 
pomiędzy wszystkie dzieci podzielony. Jakiż był? 
ile się każdemu dziecku dostało? i ile było dzieci?

Jak wyrazić toż samo zadanie w sposób ogólny?
87*. Ogrodnik posadził pewną liczbę drzewek 

w kwadrat pełny, i pozostało mu drzewek 8. Chciał­
by jeszcze posadzić jedno drzewko w każdym rzę­
dzie, i przydać rząd jeden dla zachowania kwadratu, 
ale mu brakuje do tego drzewek 11. Ileż było drze­
wek w każdym rzędzie, ile rzędów i ile wszystkich 
drzewek?

88*. Ma ktoś talią kart z 32 sztuk złożoną; 
trzy z nich wyciąga, i na każdą z tych trzech kart ty­
le innych kładzie, ile tej karcie ók brakuje do dopeł­
nienia liczby 15. Zostaje mu kart 8; jakaż jest sum­
ma ók w trzech kartach na spodzie położonych?

89*. Trzej koloniści wynajęli wspólne past­
wisko dla swojego bydła za 180 rs. A  utrzymywał 
tam pewną liczbę sztuk bydła przez 12 tygodni, B
0 11 sztuk więcej, aniżeli A, przez 10 tygodni, i C 
nakoniec 50 sztuk przez 13 tygodni. Skoro C za­
płacił 97)- rs. po ileż musieli zapłacić oddzielnie A
1 B?

90*. Łąkę mającą 40 morgów, 8 koni objadły 
w ciągu 7-iu tygodni, tak, że została zjedzoną nie tyl­
ko trawa, jaka się z początku na niój znajdowała, 
ale także i ta, która w ciągu tego czasu przyrosła. Inną 
łąkę, mającą 50 morgów, tej samśj wartości gruntu, 9 
koni objadło w podobny sposób w ciągu 8 tygodni. Ileż 
koni może być utrzymywanych na takiej że samój łą-
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«e, liczącój 60 morgów, przez przeciąg 12 tygodni? 
Jak  wyrazić i rozwiązać podobne zadanie w sposób 
ogólny?

X X III.

Równania jednoczesne stopnia pierwszego z dwiema 
niewladomemi.

205. Przypuśćmy, że mamy równanie zawiera­
jące dwie ilości niewiadome * i y; np, 3*—7 y~ 8 . 
Nadając jakąkolwiek wartość dowolną na jedną 
z tych niewiadomych, możemy znaleść z tegoż 
równania odpowiednią wartość na drugą. Tym 
sposobem możemy znaleść tyle par wartości, zado- 
syć czyniących danemu równaniu, ile tylko chce­
my. Tak naprzykład, jeżeli y ~  1 będzie 3ar=15, 
a przeto * =  5; również jeżeli y — 2, będzie 3* =  22,
.skąd * =  7*-; — i tak dalój.

Podobnież, jeżeli byśmy mieli inne równanie te­
go samego rodzaju, np. 2*-j-5y =  44, i z niego może­
my oznaczyć tyle wartości, ile nam się spodoba, za- 
dosyć mu czyniących.

Lecz jeżelibyśmy chcieli wynaleść te wartości, 
które zadosyć czynią jednocześnie obu równaniom, 
wtedy znaleźlibyśmy, że tylko jedna jest taka wartość 
na * i jedna na y. Gdyż: pomnóżmy pierwsze rów­
nanie przez 5, będzie:

15*—35y =  40;
drugie zaś równanie przez 7, otrzymamy:

14*-j-35y =808.
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Zatóm, przez dodanie odpowiedniemi stronami tych 
równań:

15*—35y+14*+35y =  40—j—308, 
to jest: 29* —348,

skąd: x =  ̂ -  =  12.

Widzimy stąd, że jeżeli wartość na* ma zadosyć uczy 
nić obti równaniom, wtedy musi być ona równą 12. 
Podstawmy tę wartość w którekolwiek z danych rów­
nań, np. w drugie, wtedy otrzymamy:

24-f-oy = 44 ,
czyli: 5y =  20,
skąd: y — 4.

206. Dwa, lub więcej równań, którym mają za­
dosyć czynić też same wartości na niewiadome, nazy­
wają się równaniami jednoczesnemi. W obecnym roz­
dziale zajmiemy się równaniami jednoczesnemi, za- 
wierającemi tylko dwie ilości niewiadome, i w których 
każda niewiadoma wchodzi tylko w stopniu pierw­
szym, i nadto jedna niewiadoma nie jest mnożoną 
przez drugą niewiadomą.

207. Do rozwiązywania tych równań używa 
się zwykle jednego z trzech sposobów, które zaraz 
wyłożymy. Wszystkie te trzy sposoby, mają jedną za­
sadę wspólną — mianowicie: z dwóch równań danych 
zawierających dwie niewiadome, wyprowadza się jedno 
równanie, zawierające tylko jedną niewiadomą. Gdy 
tak postępujemy, wtedy mówimy że z tych dwóch 
równań rugujemy jedną niewiadomą; tę mianowicie, 
która do ostatecznego, jednego równania nie wchodzi.
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To ostateczne równanie, zawierające tylko jedne nie­
wiadomą, może być rozwiązane sposobem podanym 
w rozdziale XIX; i gdy wartość na tę niewiadomą 
została tym sposobem oznaczoną, wtedy możemy ją 
podstawić w którekolwiek z równań danych, i ozna­
czyć w końcu wartość drugiój niewiadomój.

208. Sposób pierwszy*). Należy pomnożyć każde 
z danych równań przez liczbę tak wybraną, aby, po po­
mnożeniu, współczynniki przy jednej z niewiadomych sta­
ły się równemi; — wtedy przez dodanie lub odjęcie tychże 
równań, otrzymamy równanie zawierające tylko jedną nie­
wiadomą.

Tego właśnie sposobu użyliśmy w Artykule 205; 
jako inny przykład weźmy równania:

8«+7y=100,
12.«—5y =  88.

Aby wyrugować y pomnóżmy pierwsze równanie przez 
5, t. j. przez współczynnik przy?/ w drugiem równa­
niu; drugie zaś równanie przez 7, t. j. przez współ­
czynnik przy y w równaniu pierwszem. Tym sposo­
bem otrzymamy:

40«-j-35?/= 500,
84«—35?/ =  616,

Dodając te równania, będzie:
40« -¡-84« =  500-)-616, 

czyli: 124«= 1116,
skąd: « =  9.

*) Sposób ten nazywają niekiedy „angielskim“• Tl.

Podstawiając tę wartość w którekolwiek z danych 
równań, naprzykład w drugie, otrzymamy:

103—5y =  88,
to jest: 20 =  5y,
skąd: y — 4.
Przypuśćmy teraz, że dla rozwiązania tych równań 
chcemy z początku wyrugować z nich «. Jeżeli po­
mnożymy pierwsze równanie przez 12, a drugie przez 
8, otrzymamy:

96ж-)-84у =  1200,
96«—40y =  704.

Odejmując następnie od pierwszego równania drugie 
mióć będziemy:

84y-j-40y =  1200—704; 
czyli: 124y =  496,
skąd: y — 4-
Do tegoż samego wypadku moglibyśmy dojść prościśj, 
mnożąc pierwsze równanie przez 3, a drugie przez 2; 
wtedy:

24«4-21y =  300,
24«—iOy =  176.

Po odjęciu:
21y-j-10y= 300—176; 

czyli: 31y =  124,
skąd: У =  4>

209. Drugi sposób (przez podstawienie).
Należy wyrazić jedną niewiadomą z jednego z dwóch 

równań \ za pomocą drugiej niewiadomój, i tak znalezioną 
wartość podstawić w drugie równanie.
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Tak naprzykład, biorąc też same równania, co 
w poprzednim artykule, mamy z pierwszego równania: 

8x =  100—7y,

skąd: a; =  100~ ~ ^ .
O

Podstawiając tę wartość na « w równanie drugie 
otrzymamy:

czyli:

12(100—ly) 
8

3(100—ly)

- 5у =  88,

■ by =  88 :

znosząc mianownik:
3(100—7y)—10y =  176; 

czyli: зоо—21г/-10у= і7б;
skąd: 300—176= 2 ly+  10y;
dalej: 31y =  124,
inakoniec: y — 4 .
Podstawiając następnie tęż'wartość na у w które­
kolwiek z danych równań, otrzymamy: 

ж = 9.
Albo jeszcze możemy tak postępować: z pierw­

szego równania mamy:
ly  =  100—8x,

100—8«skąd: Г- 7
Podstawiając tę wartość w równanie drugie, otrzy­
mamy:
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i dalej: 
czyli: 
ska d:b i
i nakoniec:

84«—5(100— 8л?) =  616; 
84«—500+40.» =  616, 

124* =  5004*616 =  1116, 
« =  9.

210. Trzeci sposób (przez porównanie niewia­
domych):

Należy jednę i tęż sarnę niewiadomą, wyrazić za po­
mocą drugićj niewiadomej z każdego z danych równa ń 
i tak otrzymane wyrażenia uczynić równemi.

Weźmy, jako przykład, też same dwa równania. 
Z pierwszego równania otrzymujemy:

— 100—7Łx — g ,

z drugiego zaś:
_88+5.y

« _  12 .

w  w -  100 ly  _ 8 8 + 5  y

Znieśmy mianowniki, przez pomnożenie obu stron 
równania przez 24, otrzymamy:

3(100-7y) =  2(884%), 
skąd: 300—2\y =  1764 % ,
i dalej; 3 0 0 -1 7 6 =  21y+10y,
to jest: 31y=124;
inakoniec: y =  4.

Następnie, w podobny sposób jak pokazano po­
przednio, możemy wyprowadzić, że « =  9.

Albo też można postępować w ten sposób: z pier­
wszego równania wynajdujemy:
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z drugiego zaś:

100—8*
7

12*—88

stąd: 100— 8*  _  12*—88 
7 5

Z tego równania znajdziemy, że:* =  9, a następnie 
tak samo jak wyżój: y — 4.

211. a  Rozwiązać równania:
19*—21y =  100;
21*—19y =  140.

Równania te mogą być rozwiązane sposobami po- 
danemi wyżej; lecz umyślnie wybraliśmy je tutaj, aby 
pokazać, że sposoby te mogą być niekiedy upro­
szczone.

Dodając te równania, otrzymujemy:
19*—21 y-j-21*—19y =  100+140, 

czyli: 40*—40y =  240,
skąd: a—y —  6.
I  znowuż, przez odjęcie początkowych równań, mióć 
będziemy:

21*—19y—19*+21y =  140 -100, 
to jest: 2*-j-2y=40,
skąd: *-j--y =  20.
Ponieważ więc: *—y — 6, i x-\-y =  20, przeto, przez 
dodanie tych ostatnich równań, będzie:

2* ==26,
+  =  14;a przez odjęcie:
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skąd: * = 1 3 , y — 7.
212. We wszystkich częściach algebry można 

znaleść szczególne przykłady, które mogą być trakto­
wane sposobami krótszemi, aniżeli sposoby podane przez 
prawidła ogólne, lecz do tych skróceń uczący się mo­
że dojść tylko przez wprawę i długie ćwiczenia; i z te­
go powodu w samych początkach nauki nie powinien 
napróżno tracić wiele czasu na ich wynajdywanie.

213. Rozwiązać równania:

* y
Gdybyśmy znieśli mianowniki w powyższych równa­
niach, wtedy wystąpił by w nich iloczyn xy ilości nie­
wiadomych. Równania takie, ściśle biorąc, nie nale­
żą do obecnego rozdziału. Lecz mogą one być roz­
wiązane podanemi sposobami, jak to zobaczymy za­
raz. Pomnóżmy bowiem pierwsze równanie przez 3 
a drugie przez 2 i dodajmy tak otrzymane równania; 
znajdziemy:

38 +  | 4 + W _ 2 ś ==24+6;
X  * y x y

czyli: “  +  “  =  30,
X  1 X

to jest: — =  30;
X

skąd: 9 0  =  30.1';

A lff'e\ Th.
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a następnie: .* = 3.
Podstawmy tę wartość w równanie pierwsze, 

będzie:

skąd:

P2 S
T  +  7 - 8’ 

8—= 8—4 =  4,
y

a następnie: 8=4*0
i nakoniec: y — 2.

214. Rozwiązać równania:
a2x-\-b2y — c2, 

ax-\-by — c.
Tutaj x i y oznaczają ilości niewiadome, inne zaś gło­
ski oznaczają ilości wiadome.

Pomnóżmy drugie równanie przez b i odejmijmy 
je następnie od pierwszego. Otrzymamy:

a2x-\-b2y —abx—b2y — c2—bc} 
czyli: a(a—b)x-=c(c—b);

sk<*i:
Podstawmy tę wartość na x w równanie drugie; 
będzie:

ac(c—b)
a(a—b) -by-

skąd: bu— , -  <a-b)-c(c-b) c(a-c)
—b a—b a— b ’

i nakoniec:
c(a—o) c(c—a)

y  —  b ( ^ - b ) - \ b - a )  •
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Albo tóż wartość na y  może być znalezioną w podob­
ny sposób, jak była znalezioną wartość na x. (*)

(*) Sposoby rugowania niewiadomych z dwóch równań, po­
dane w tekście i następnie rozwiązanie tychże równań opierają się 
na następującem twierdzeniu:

Ody dwa równania mają też same pierwiastki, wtedy równanie 
otrzymane przez dodanie lub odjęcie ich, może zastąpić jedno, które­
kolwiek z danych równań.

W  samej rzeczy: uważmy dwa równania:
A =  B- 

i C =  D;
zawierające też same niewiadome x  i y. Te pary wartości na x i y, 
które czynią jednocześnie A  =  B  i C=D , uczynią również i 
A-\-0= B-\-D. I  odwrotnie: te pary wartości na x  i y, które za- 
dosyć czynią równaniu:

AĄ- O ~  B -\- D,
i jednemu z równań A  =  B, lub C = D , zadosyć muszą czynić i dru­
giemu równaniu.

Równania dane, mogą być podług tego zastąpione innemi pa­
rami równań, dogodniejszemi do rozwiązania. Mianowicie: zamiast 
pary równań:

A =  B  i (J =  D,
możemy użyć do rozwiązania takie pary:

A =  B i AĄ-G=BĄ-D  
lub: C - D  i A-\-C=B-\-D
lub: A =  B i A— C =  B—D i t. d.
Oczywiście obie strony każdego z równań przed dodaniem lub od­
jęciem mogą być pomnożone lub podzielone przez jedne i też samą. 
ilość, skąd możemy otrzymać skombinowane równania przekształ­
cone w taki sposób, jaki w danym przypadku uważać będziemy za 
najdogodniejsze do rozwiązania. Toż samo daje się zastosować 
i-do większej liczby równań: trzy równania mogą być zastąpione 
dwoma któremikolwiek z nich i trzeciem, powstałem z dodania lub 
odjęcia danych równań i t. d. T.
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214,. Oprócz powyżój wyłożonych trzech spo­
sobów rozwiązywania równań z dwiema niewiadome- 
mi, jest jeszcze czwarty sposób, zwany sposobem, Be- 
zout, lub francuskim. Sposób ten polega na wprowa­
dzeniu w równania mnożnika dowmlnego, nieoznaczo­
nego, to jest mogącego przyjmować wszelkie wartości, 
jakie tylko nadać mu zechcemy. Pokażemy na jed­
nym z rozwiązanych wyżśj równań użycie tegoż 
sposobu.

Niech więc będą dane równania do rozwiązania:
8«+7y =  100, .
12«—5y =  88.

Pomnóżmy jedno z tych równań, np. pierwsze, przez 
ilość dowolną m, to jest taką, jakiej możemy nada­
wać takie wartości, jakie tylko chcemy. Otrzymamy:

lOOwi,
12«—5y —83.

Dodajmy tak otrzymane równania odpowiedniemi 
stronami; będzie:

8m«+12«+7my—5y — 100» i+ 88. 
Wyłączając z pierwszych dwóch wyrazów pierwszśj 
strony «, a z drugich dwóch wyrazów y, za nawias, 
otrzymamy:

(8m-)-12)«-j-(7»i—5)y =  100m-)-88.
Równanie to bezwątpienia jest więcój złożone, jak każ­
de z równań danych; lecz ponieważ do niego wchodzi 
ilość dowolna m, przeto możemy ją tak wybrać, aby 
po podstawieniu odpowiedniój na nią wartości, jedna 
z niewiadomych znikła z równania, czyli została wy­
rugowaną. W tym celu należy tylko na m wybrać
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taką wartość, aby współczynnik przy tej niewiado- 
mój, którą chcemy wyrugować, stał się równym zero- 
Przypuśćmy np. że chcemy znaleść wartość na «; wte­
dy należy z równania wyrugować y. Podstawmy na 
m taką wartość aby współczynnik 7m -5  stał się ze­
rem. Jeżeli: 7m—5 =  0, to

Tm =  5.
5a: m  =  — .

Podstawiając tę wartość na m w powyższe równanie 
otrzymamy:

J8 . ^ L + 1 2)*  + [ 7 . - f - 5 ) y  =  100.-f-H-88,

czyli;
/40 • io! i n 500J_S8 y - f -  12 « -f- 0 . y =  y + 88.

A że: O II

przeto: (y - 4 - 12) « =  y  +  88.

Znosząc tutaj mianownik, będzie:
(40+84)«=  500-+616,

czyli: 124* =  1116,
skąd: « = 9 .
Chcąc znaleść y , należy w równaniu:

(8m+12)«+(7»i— 5 )y=: 100m+88,
podstawić zamiast m taką wartość, któraby uczyniła 
współczynnik przy « równym zero. Taką wartość 
znajdziemy, rozwiązując równanie:
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8 m -j-1 2  =  0,

skąd: •» =  - y = — §-.

Podstawiając tę wartość w powyższe równanie, będzie:

5 jy =  — J50 +  88,

ezyii: _ | |  +  4 = . - 6 2 ;

albo, znosząc mianownik i wykonywając dodawanie: 
—31y =  —124.

Lecz w tóm równaniu możemy znaki w obu stronach 
zmienić na przeciwne, gdyż to jest równoznaczne 
z przeniesieniem wyrazu —31 y z pierwszój strony 
na drugą, a wyrazu —124 z drugiej strony na pierw­
szą i zmienieniem następnie porządku stron równania; 
będzie:

31y=l24;
skąd, y — 4.

214a. Moglibyśmy jeszcze każde szczególne za­
danie rozwiązać za pomocą ogólnych wzorów, poka­
zujących wartości na niewiadome z dwóch równań’ 
takich, w których współczynniki tychże niewiadomych 
i ilości wiadome są oznaczone głoskami. .Równania 
dwa, z dwiema niewiadomerai mogą być w ogólności 
przedstawione w tój postaci:

ax-\-by — k, 
al x-\-biy — ki ;

gdzie®, «„ b,b,,Jci £, oznaczają pewne dane liczby, 
różne w każdym szczególnym przypadku. Aby z tych 
równań znaleść wartość na x, wyrugujemy z nich y-
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W tym celu pomnóżmy pierwsze przez b{, drugie zaś 
przez b; otrzymamy:

ctój .i?—|— bb ,y — kb̂ , 
a, bxJr blby — ó;

Odjąwszy odpowiednie strony tych dwóch równań, 
wypadnie:

ab^x—a j x  — kbt—kj-,
wyłączając na pierwszej stronie x za nawias, będzie:

(abt —a, b)x — kbl — b\
kbt —k j

skąd: x =

Podobnież: rugując z tych równań x, otrzymamy 
wartość na y, która będzie taką.

_akt—a j
y ab{ —a j  '

Jakkolwiek, na pierwszy rzut oka, te wartości 
na.® \y  wydają się dosyć złożonemi, wszakże nietrud­
no ich sobie w każdym przypadku przypomnieć, przyj­
rzawszy się tylko sposobowi, w jaki są one z współ­
czynników i ilości wiadomych utworzone. W samój 
rzeczy: zwróćmy uwagę najprzód na to, że obie 
wartości przedstawiają się w postaci ułamków, ma­
jących mianownik wspólny i łatwy do zapamięta­
nia abt—a j ,  złożony tylko z współczynników przy 
x i y. Powtóre: licznik wartości na x otrzyma się 
z mianownika wspólnego, przez podstawienie w nióm 
zamiast współczynników a i a, przy x w dwóch da­
nych równaniach, odpowiednio drugich stron tychże 
równań k i Podobnież i licznik wartości na y jest 
w ten sam sposób utworzony z mianownika, to jest
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przez podstawienie w nim zamiast współczynników 
przy y w obu równaniach b i bi} odpowiednio drugich 
stron łc i ¿ ,.

Skoro są znalezione ogólne wzory, wyrażające 
wartości na niewiadome z dwóch równań ogólnych 
stopnia pierwszego z dwiema niewiadomemi, wtedy mo­
żemy każdy szczególny przypadek tychże równań, roz­
wiązać przez proste podstawienie odpowiednich warto­
ści w powyższe wzory. Tak np. weźmy przykład już 
rozwiązywany poprzednio kilkakrotnie. Dane rów­
nania są:

8*-ł-7y=100,
\2x—5y —88.

Tutaj: « — 8; b =  7, ¿=100; a, =  12, bt = —5; ¿ ,= 88, 
Podstawiając te wartości w znalezione wyżój wzory,, 
będzie:

___100X—5—88X7
® 8X —5 -1 2 x 7  ;

_  8X88—12X100 
8X -  5—12x7 ’

skąd:
^_—500—616__—1116

—40—84 —12lT ’
x =  9,

__ 704—1200 —496
Ł y~~ —40—84 —124’

V —  4.
2143. Lecz przy rozwiązywaniu w ten sposób 

równań, przez podstawienie współczynników we wzo­
ry ogólne; mogą się przytrafić dwa szczególne przy­
padki, zasługujące na osobną wzmiankę.
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Itak , po pierwsze, przypuśćmy, że chcemy roz­
wiązać równania:

8«-j-5 y = 1 6 ,
9«-j-15y =  20.

Używając wzorów ogólnych:
_k b y —¿,ó

X aby— ’ 
aky—axk 

y a b y — a y b  ’

otrzymamy na x i y z danych równań następne war­
tości:

_ 16.15—20.5 _ 2 4 0 —100 
3.15—9.5 — 45-45  ’

140 
X~ ~ W '

I dalej:
_  3 .2 0 -9 .1 6  __60-144 

y ~  3 .1 5 - 9 .5  45—45 ’
—84

y = ~ r -
Te wartości przedstawiają się pod postacią ta­

kich ułamków, jakie po raz pierwszy spotykamy 
w algiebrze. Znaczenie ułamku, którego mianow­
nik jest zerem, musi być oddzielne objaśnione. Po­
zostawiając obszerniejszy rozbiór tego rodzaju war­
tości dalszemu wykładowi algiebry, możemy tutaj 
w ten sposób zdać sobie sprawę z tego, jakie znacze­
nie ma ułamek, którego mianownik jest zerem, a licz­
nik różny od zera:

Przypuśćmy, że w ułamku: 
m
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pozostawiamy licznik stały i niezmienny, a mianow­
nik zmniejszamy ustawicznie; wtedy na zasadzie zna­
nych nam własności ułamków, wartość całego ułam­
ku będzie ustawicznie powiększać się. Tak naprzy- 
kład, czyniąc kolejno:

n równśm; 0,1; 0,01; 0,001 . . . .
. . . . 0,000001.... i t .  d.

wartości ułamku, odpowiednie powyższym wartościom 
mianownika będą:

10'«; 100 m- 1000 m; 1000000 mi t. d.
Przy nieograniczonóm więc zmniejszaniu się mianow­
nika «, wartość całego ułamku nieograniczenie po­
większać się będzie. Jeżeli więc mianownik stanie 
się 0, wtedy ułamek przyjmie wartość większą od wszel- 
kiój ilości pomyśleć się mogącśj, Taką ilość nazywa­
my nieskończenie idelką, i oznaczamy ją znakiem oo.

Mamy więc:
m
o °°'

W 1’ozwiązanym zatóm powyżój zadaniu, warto­
ści na « i na y przedstawiają się pod postacią ilości 
nieskończenie wielkich.

Zwracając się teraz do samych równań:
3#-f- 5«/ — 16,
9.»+15^=20,

łatwo się przekonać można, że one jednocześnie nie 
są możliwemi. W samój rzeczy: gdybyśmy chcieli 
w nich wyrugować np. y  zwykłym sposobem, i po­
mnożyli w tym celu pierwsze przez 3, wtedy otrzyma­
libyśmy:

9.r-j-15y — 4]
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Ponieważ zaś drugie jest:
9^+15«/ = $ 0,

przeto jedno z nich jest sprzeczne z drugiśm, gdyż 
nie ma takich wartości x  i y przy których jednocześ­
nie byłoby:. 9*-|-15y  .
równe raz 48, drugi raz fco. Właściwie więc rów­
nania dane są niemożliwe do rozwiązania; czyli ina- 
czój mówiąc: nie ma takich wartości na x i na y, któ- 
reby jednocześnie zadosyć im czyniły. Wszakże dla 
ujednostajnienia sposobów mówienia, i dla innych 
jeszcze powodów, które uczący się z czasem pozna, 
i w tym przypadku mówić będziemy, że równania da­
ją  się rozwiązać, tylko że wartości na niewiadome 
są nieskończenie wielkie.

Weźmy jeszcze inny przykład. Przypuśćmy, że 
mamy do rozwiązania równania:

7*+3y =  13,
<2ilx-\-Qy ■=. 39

Używając do rozwiązania tych równań wzorów ogól­
nych, otrzymamy:

_ _  13.6-39,2 78 -78  0
7.6—21.2 42—42 0 ’

r  7.39—21.13 278—273 0
^ 7.6 —21.2 ~42—42 “ 0*

I tutaj znowuż otrzymaliśmy nowe, szczególnego ro­
dzaju wartości na x i y, które należy objaśnić.

Objaśnienie to nie trudno nam znaleźć z nastę- 
pującego rozważania: Jeżeli wartość jakiegokolwiek

ułamku — oznaczymy głoską q, wtedy:
-i

m — n.q.
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gdyż dzielna jest równą iloczynowi z dzielnika przez 
iloraz. Wartość więc ułamku ą w każdym, przypadku 
powinna zadosyć czynić powyższśj równości. Gdy 
licznik i mianownik ułamku stają się zerami, wów­
czas znaczenie ułamku q powinno być takie, aby: 

0= 0.9.
Lecz równości takiój czyni zadosyć każda wartość na 
q; — gdyż O pomnożone przez jakąkolwiek ilość, daje 
na wypadek 0; przeto 9 może oznacza i  jakąkolwiek ilośó.

Wyrażenie zatem ~ jest znakiem jakiejkolwiek ilości. 

Taka ilość, która może przyjąć jakąkolwiek wartość 

nazywa się ilością nieoznaczoną. Znak ~ jest zna­
kiem ilości nieoznaczonój.

Zwracając się teraz do danych równań, łatwo 
się przekonać, że w uważanym przypadku równania te 
nie mogą dać oznaczonych wartości na niewiadome. 
W rzeczy samej: jeżelibyśmy w równaniach:

7.«+2 y — 13,
21«-f Qy =  39;

próbowali wyrugować jedną z niewiadomych, np. y, 
sposobem porównania współczynników, otrzymali­
byśmy:

21 « + 6y =  39,
21«—{—6y =  39;

co pokazuje, że w gruncie rzeczy dane dwa równania 
do rozwiązania, są jednem tylko równaniem, a zatem 
są niedostateczne do zupełnego oznaczenia wartości 
na x i na y. (paragraf 205).
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PRZYKŁADY XXIII.

1. 3se—4y =  2, 7«—9y =  7.
2. 7 « -5 y = 2 4 , 4«-3y  =  l l .
3. 3*+2y =  32, 20«—3y =  l.
4. 11«—7y=37, 8«+9i/ =  41.
5. 7«-(-5y =  60, 13«—Wy 10.
6. 6«—7y =  42, 7«—6y =  75.
7. 10«-j-9?/ =  290, 12«—l l y =  130.
8. 3«—4y =  18, 3« + 2 y = 0 .

9. 4«—1  =  11, 2«—3 y- - 0.

10. |  +  3y =  7,
4«—2 =  3y—4.

11. 6cc—5y =  l, 7«—4y —i

12. 2«  

3«

y - 2 . 21, 4y- x —4

13.

14.

15.

16. 

17.. 

18.

19
x

+  5y =  l3, 2x -j- 33.

1L— 
14"

a+ff | y—#

7 + f i  =  10¥ ’ 2* y — 7.

3«
T

1 2 
2y__-1

' 3 “  ’

i £ * + * = i s ,

7« , 5y __q ,-7T+-W —34,

a 1 ® ±y_K  
' 9’ 2 +  9 — 

7« , 5.y
T + T - 6 -
«—y 1 «= + J = e .

7«
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19. «4-í/
8 f  / - 5 . x + y

4

s4 
1 со
4

20. 2a:
T  +

% — 1Й 1
X ~ lfX

3«
T  ~

II
wi«>

21. «—1 1 У -2 2.7-5
8 5 -j- 3 _

22.

23.

24.

25.

26.
27.
28.

29.

30.

31.

32.

33.

2ж-[-Зг/

3«
~5

5
1—3«

% = 2 , .

4у—3« 3«
6 — ~Т

1 3«4-у i

- 10 .

6і
: 21.

-7.

=  10 X
3 +  !•

У — 9.7 1 5 " i l
2(2«-43г/) =  3(2«—3¿/)+10,
4«—Зг/=4(6_у—2«)-|-3.
3 x - t - 9 y  =  2,4. 0,21«—0,06г/ =  0,03.
0,3«-j-0,l 25г/ =  ж—tí, 3.«—0,5 у — 28—0,25у. 
0,08«—0,21г/ —0,33. 0,12«-)-0,7у=3,54.
А _ Х = 1  Ж  i

у ’ « ' у 16'

аз— =  7, 

«4-1 аз—1

_£__11
Зу^Т О  

6

4«—5у
Ъу

У— I 

4«+у;

У у ’ Х У 1-

•11 X .  
1А’ 5«

7«—-у 23
3« 15

« + Х - 3
-7 =  0,

3,7—10(4 —1) я —̂  ,
6 “г  4 'Г 1— и-

215
;

34

35.

36.

37.

38.

39.
40.

41.

42.

43.

44. 

45*.

46*.

47*.

—f - = 2, Ъх—ау — 0 . а ' b J
х-\-у =  а-\-Ъ, Ъх-\-ау — 2 ab. 

æ i У _  i * i У
а  5 — 5 ' сі

(а-\-с)х—by — be, х-\-у— a-\-b.

— -f а 1 Ъ
У - , X

X
X
а : 0.

«-|-г/ =  с, а«—Ъу — с{а—6).
“(> + */)+ % —у) — 1. a(œ—y )+ ô(æ+ y ) =  1-
іг—а г/-

0, «4-у—5 . «—у—а
0.5 а 

( <г—<$)ог—( а—6)г/ =  4 ab,
(а—5)а;-)-(я4~5)У — 2а2—252.

* i У  л_ ®—У _  «+У
а-}_б4-а_ 6— ¿a> 2«è '— c*2_j_¿2-

(a-\-h)x —h)y =  c, (6—|—Ä:)o7—)—(<*—¿)y =  с.
_13__ __ 3

я-\-2у-\-3 4a;—5г/-)-6’
___ 3___  19
6x—5^44 3a¡4-2y-\-\‘

ax — by-\- (a—b)x = ( o + % .

■ * + y - l_ a y - « 4 1 _  ,
a;—2/4-1 » « -¿ / +  1 -  Ö'
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XXIV.

Równania jednoczesne stopnia pierwszego, zawiera­
jące więcej niż dwie niewiadome.

215. Gdy są dane trzy równania, zawierające 
trzy niewiadome, wtedy z dwóch z tych równań może­
my wyprowadzić jedno, zawierające tylko dwie nie­
wiadome, za pomocą sposobów, podanych w poprzed­
nim rozdziale. Następnie z trzeciego z danych rów­
nań i jednego z dwóch pierwszych, możemy otrzymać 
nowe równanie, zawierające tylko dwie też same nie­
wiadome. Tym sposobem mióć będziemy dwa równa­
nia zawierające tylko dwie niewiadome, których war­
tości mogą być oznaczone sposobami podanemi w po­
przednim rozdziale. Podstawiając tak znalezione war­
tości w jedno z danych równań, znajdziemy wartość 
i trzeciej niewiadomój.

216. Rozwuązać równania:
7*_j_3y—2* =  16 . . . .  (1)
2«—j—5z/—f—3« =  39 . . . .  (2)
5«— y+5z =  31 . . . .  (3)

Aby można było łatwo wskazywać te równania o któ­
rych mowa, oznaczamy je liczbami (1), (2), (3); i rów­
nania w dalszym ciągu otrzymywane oznaczać będzie­
my w podobny sposób.

Pomnóżmy fi) równanie przez 3, (2) przez 2; 
otrzymamy:
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21«+% —6z =  48,
4«+10y+6« =  78; 

dodając te równania, będzie;
25«+ l% — 126 . . . (4). 

Pomnóżmy następnie (1) przez 5, i (3) przez 2, będzie: 
35«+15y—10  ̂=  80,
10« -  2y + 10« =  62; 

przez dodanie zaś:
45«+13y =  142 . . . (5).

Należy nam teraz znaleść wartości « i y z równań (4) 
i (5). •

Pomnóżmy (4) przez 9, a (5) przez 5; będzie:
225a:+l 7 ly =  1134,
225«+ 65 y —  710;

odejmując te dwa równania, otrzymamy:
106y =  424;

skąd: y — 4.
Podstawmy znalezioną wartość na y w równanie (4) 
miść będziemy:

25«+76 =  126;
skąd: 25« =  126—76 =  50,
a następnie: « =  2.
Podstawiając nakoniec wartości na « i na y w równa­
nie (1), będzie:

14+12-2« =  16, 
skąd: 10 =  2 z,
i następnie: « =  5.

Todh. Alęiebra 15
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217. Rozwiązać:
-  —-  =  1
X 1 y z
5 , 24

(1)

(2)

(3 ).

—  4 + -X 1 y z
ł _ ł  +  i = 1 4  
X  y z

Pomnóżmy równanie (1) przez 2, i dodajmy wypadek 
otrzymany do równania (2); — znajdziemy:

i + ± - A  +  ± + ± + A  =  2+24
X 1 y z X y z

czyli: • • • ‘ (4)
Pomnóżmy równanie (1) przez 3 i dodajmy otrzyma­
ny iloczyn do równania (3) będzie:

§ .+ £  ^ - t _ - = 3 + i4 ,
y  2 «  y  z

czyli: l i r ~ j = 1 7  ’ ' (5)*
Pomnóżmy (5) przez 4; i dodajmy otrzymane równa­
nie do równania (4); —będzie:

i i  _  §. 4- -  +  -  =  68+26;
x y ' x y 

4 7 _ OJ
czyli:
skąd: 47 =  94«,

_ 47 _  1
i nakoniec: — ~2'
Podstawiając tak znalezioną wartość na « w równa- 

26 — 2 =  17,nie (5), będzie: 

skąd:
y

- =  20—17= 3 , 
y
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a samo: 2
3'

Podstawmy nareszcie te wartości na x  i y  w równanie
(1); — otrzymamy: 2 -)—3 — i = l ,

czyli:

skąd:

-  =  4,Z 7
3

" = 4-
218. Rozwiązać równania:

a ~~ó

=  5o c

-  +  - = 4a 1 c

w , .

( 2),

(3).
Odejmijmy równanie (1) od (2); — będzie:

b + 7 ~ 7  - i = 5 - 3 ,

czyli: ——— = 2  c a (4).
Odejmując (4) od (3), otrzymamy:

2* _  o. 
a ’

czyli: =  1; skąd: x — a.
Dodając równanie (4) do równania (3), otrzymamy

~ = 6,c ’
skąd:

a następnie:
- - 3  
c ~ ó’

z =  dc.
15*
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Przez podstawienie wartości na x w równanie 
(1) znajdziemy nakoniec: y= 26 .

219 W podobny sposób możemy postępować, 
jeżeli liczba równań i ilości niewiadomych jest wiek-

219,. Gdybyśmy chcieli rozwiązać trzy ™'vna'  
ni a z trzema niewiadomemi sposobem Btzout (§ 21 i) 
wtedy należałoby wprowadzić do danych l
mnożniki nieoznaczone. Następujący przykład najle 
piói objaśni sposób postępowania: _ '

Przypuśćmy, że chcemy rozwiązać równania.
5. r-f 2j/-j-3«=28,
8 x — 2 > y -\-%z — l u j

6. «— y—22=  1*
W tym celu pomnóżmy k
nik nieoznaczony w, — di ngie przez uiug ■>
nieoznaczony natrzecie zostawmy bez zmiany. Będzie.

5mx-\-2my-\-^mz — 2 om,
8nx—Bny+2ns == 15«,

6ce— y—2^ =  1-
Dodajmy teraz te trzy równania, wyłączając jedno­
cześnie y i * za nawiasy z tych wyrazów , do kto- 
rych one wchodzą jako wspólne czynniki. Otizyma 
my równanie: _

(5 m + 8 « + 6 )^ (2 m -3 n - l)y +
-j-(3wi+2n—2)z =  28»»4-15n+l . • (1)

Do równania tego wchodź, oprócz wszystkich trzech 
niewiadomych, jeszcze dwie ilości dowolne m n. 
nieważ te ostatnie mogą przyjmować wszystkie wai- 
tości, jakie tylko uważamy za stosowne im nadać,
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przeto możemy w ich miejsce podstawić takie w.uto- 
ści, przy których dwa współczynniki przy dwóch nie­
wiadomych w równaniu (1 ) stałyby się zerami. o 
stawiając więc zamiast m i n stosownie dobrane war­
tości w równanie (1), otrzymamy z tegoż równania, 
równanie zawierające tylko jedną niewiadomą, z któ­
rego taż niewiadoma może być następnie oznaczoną. 
I  tak przypuśćmy, że chcemy najprzód znaleść war­
tość na *. Wtedy z a « i *  podstawiamy w równa­
niu (1) takie wartości, przy których współczynniki 
przy y i z stałyby się zerami, to jest przy których
byłoby:

2 m— 3 n—1 — 0,
3m-j-2n—2 = 0 .

Te wartości otrzymują się przez rozwiązania równań: 
2 m—3 « =  1,
3m -j-2w  =  2.

Mnożąc pierwsze z nich przez 2 a drugie przez 3, 
wypada:

Am ~ 6n =  2, 
9m-j-6w =  6:

dodając je, otrzymamy:
13m= 8 ,

8
skąd: m-

Podobnie znajdziemy, że:
-  13 

1
13 '

Podstawiając te wartości na m i na w w równanie (1) 
znajdziemy:
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(5X r3 +  8X ^ 4- 6 )1 *+  O. y + o .z =

=  28x 4 - 4 - 1 5 X ^ + 1 ,

r  / 40.i_8 ^  224 i 15 , 1
czyh: ( f3 + i 3+  6) * =  T 3 + 1 3  +
Znosząc tutaj mianownik 13 będzie:

(40+8+78)* =  224+15+13, 
czyli: 126*=252;

252
skąd nakoniec: x =  ^  =  2 .

Chcąc znaleźć wartość na y, należy zamiast m in  pod­
stawić w równanie (1) takie wartości, przy których 
byłoby:

5m+8»+6 =  0.
3m+2w—2 =  0.

Postępując podobnie jak to było pokazane przy wy­
najdywaniu wartości na *, znajdziemy, że:

y — 3.
Nakoniec na z znajdziemy wartość następną: 

z =  4.
Gdyby było danych do rozwiązania cztery równania 
z czterema piewiadomemi, wtedy należałoby wprowa­
dzić do tychże równań trzy ilości dowolne; i t. d.

PRZYKŁADY XXIV.

1. * + 3 y + 2 z = ll,  2. 5*—6,y+4z =  15
2 * + y + 3 z=  14, 7*+4y—3z =  19
3*+2y+ z= 11 . 2*+ y + 6z =  46.
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3. 4*— 5y+ « =  6, 
7*—lly+22 =  9, 
* +  y+3a =  12.

5. 3*— y +  z= 17 , 
5a3+3 y—2« =  10, 
7*+4y—5 z =  3.

7. * + 2 y + 3 z =  6,
2 *+ 4y+ 2z=  8, 
3*+2y+8z=101,

9. * + 2 y_3y+4z
7 ~  8

* + y  —2 =  126.
10. 1 1 1

*  y  6  ’

4. 7* —3y=30, 
9y—5z=34, 

£C+y-)-2=33.

6- •»+ y +  * =  5,
3*—5y+7z=75, 

9*—ll s + 1 0 =  0.
8. 6y—4 * _1

3 + + ~ — 1?
5 2— *  1
%+-~3i_ 1  ’
'y—2*
3y—2*

'*+62 
““9 ’

11. y+2 =  a*)
2 + *  =  Ó

*+?/=C

(*) Równania te i podobne do nich najprościej rozwiązują 
się przez dodanie ieh wszystkich, podzielenie summy przez współ­
czynnik wspólny przy wszystkich niewiadomych i następnie odjęcie 
kolejne każdego z danych równań od równania otrzymanego z po­
przednich działań. W  uważanych równaniach np. będzie z dodania 
ich: 2a+ 2y+ 2z =  a + ó + ,

następnie: 2+ 2+ z —
a-f-ó-f-c

2 ’
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12. ®-\*y-\-z—<*—|—ź*—J—<5, 
x-\-a— y-\-b — z-\-c..

14. x \_y \ 2 _ i
a '  ó  +  e  ’

2L + J L  +  * i .
a ' c b
X y .  Z i

-7T+— 4-----= 1 *b a ' g

16. v-\-x-\-y-\-z— 14,
2w—f - = 2«/—j—«—2;
3«—x-\-2y-\-2z = 1 9 .

I — = '4 .
3 ^  4 ^  5 ' 2 1

18*. a+2y =  23,
3*4-42=57,
5y-f6s =  94.

13. 2/4"^—* —
2 - f - « ------- y =  ,

* - j - y — 2  =  C .

15. _a_,  . A l - f l i
* ^  y  2
a , l _ ___ c_
x ' y z
2 a b   c
x y z

17*. x-\-y— \Q,
2/4-2 =  28,
«4-*=22.

- 3, 

1,

. 0.

19*.
a-\-b  11 b—c 1 c — j—  c t

X y i _  2  — <
a — b 1r-O1

c —  a
X y z

a—b b— c c—\̂CL

2 a,

=  2a—2c.

Odejmując pierwsze równanie:
yĄ-z— a

od powyższego, otrzymamy:
x _  a+b+c _ a _  b-\-c—a

i t. d.
't 2

T.

c-
 a
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20*.
¿4-° ' g—t*
_V____ 2__

. cĄ-a a—b
z x

aA-b ' b—c

-b-fc,

; e-r a-

21*. xy-\-yz-\-zv =  9 xys, (*) 
yz-\-2zx— 3xy =  —4 xyz, 

3yz—2scc4- xy =  4xyz.
22*. x-\-y-\-z =  3i*4-&4_c;

#4~^-H — a-\-^b^rc, 
x — z — t  =  « 4 -  5 — g, 
y-\-z— t =  3 « — j -  — g.

X X III.

Zagadnienia, prowadzące do równań! jednoczesnych 
stopnia pierwszego, zawierających więcej niż jedną 

niewiadomą.

220. Rozwiążemy’ teraz kilka zagadnień, pro­
wadzących do równań jednoczesnych stopnia pier­
wszego, o więcej niż jednój niewiadomój:

Znaleść ułamek, który staje się równym -f-, gdy licz-

(*) Należy najprzód każde z tych równań podzielić przez



nik zostanie powiększonym o 2, a równym -y , gdy

mianownik zostanie powiększonym o 4.
Niech x oznacza licznik, a y mianownik szukane­

go ułamku; wtedy z założenia mamy:
cc-f-2_ 2 * _  4

7 •
Znosząc mianowniki, będzie:

3*—2y =  — 6 . . (1)
7«—4 y =  16 . , (2).

Mnożąc (1) przez 2 i odejmując następnie od (2), 
otrzymamy:

7x—4y—6.«-|-4y =  16-f-12, 
czyli: . « =  28.
Podstawiając wartość na x  w (1) znajdziemy:

84—2y — —6,
skąd: 2y =  90,
i nakoniec: y =  45.

28Szukany zatem ułamek jest: .

221. Pewna summa pieniędzy była podzielona 
równo pomiędzy pewną liczbę osób: gdyby osób było
0 sześć więcój. wtedy każda otrzymałaby o dwa ruble 
mniej, aniżeli teraz rzeczywiście dostała; — gdyby 
znowuż osób było o trzy mniój, wtedy każda otrzy­
małaby o dwa ruble więcój. Znaleść ile było osób
1 ile każda otrzymała?

Niech x oznacza liczbę osób, ay  liczbę rubli, ja ­
ką każda otrzymała. Wtedy xy będzie liczbą rubli,
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która została podzieloną. Z warunków zadania wy­
pada, że:

(« i-6)(y—2) — x j  . . . (1),
(«—3)(y-f2) =  «y . . . (2).

Z równania (1) otrzymujemy:
xy-\-Qy—2«— 12 =  xy

skąd: 6y—2«= 12 . . . (3).
Z równania (2) będzie:

xy-\-2x—3y—6 =  xy:
zatem: 2as—3y =  6 . . . . (4).
Z równań (3) i (4) otrzymamy przez dodanie:

3 y =  18,
skąd: y  =  6.
Podstawiając wartość na y  w (4), będzie:

2x—18 =  6,
przeto: 2x =  24
i nakoniec: x =  12.
Więc było 12 osób i każda dostała po 6 rubli.

222. Pewna liczba dwucyfrowa jest równa pięć 
razy wziętój summie jćj cyfr; dodając do tój liczby 9 
otrzymamy nową liczbę dwucyfrową, złożoną z tych 
samych cyfr, ale napisanych w odwrotnym porządku. 
Znaleść tę liczbę.

Niech x oznacza cyfrę, stojącą na miejscu dzie­
siątków, a y  cyfrę, stojącą na miejscu jedności. W te­
dy sama liczba będzie 10x-\-y\ i podług założenia jest 
ona pięć razy większą od summy jćj cyfr, przeto:

10 xĄ-y —  5 {x+y) . . ■ (1). 
Jeżeli, dalój, do tćjże liczby dodamy 9, wtedy otrzy­
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mamy liczbę, złożoną z tychże samych cyfr, ale napi­
sanych w odwrotnym porządku, to jest 10y-j-«, więc.

10ж— 9 =  lOy-j-ж . (2).
Z równania (1) znajdujemy:

5x =  4y • • • • (3)-
Z równania zaś (2) otrzymamy:

9x-j-9 =  9y,
czyli:
Podstawiając to znaczenie na у w równanie (3)» 
znajdziemy:

5ж =  4.r-j-4,
skąd: ж =  4.
Z równania zaś (3) otrzymamy:

У =  5.
Szukana zatóm liczba jest 45.

223. Pociąg kolei żelaznój, po godzinnój po­
dróży, został w drodze wskutek wypadku, zatrzyma­
ny przez 24 minuty, poczóm wyruszywszy z prędko­

ścią o i  większą od poprzedniój, przybył na miejsce

przeznaczenia o 15 minut za późno. Gdyby wypadek 
zdarzył się o 5 wiorst dalój, wtedy pociąg opóźnił by 
się tylko o 2 minuty. Znalesó początkową pi ędkośó 
pociągu i odległość, jaką pociąg przejechał.

Oznaczmy przez 5« liczbę wiorst jaką pociąg 
początkowo przejeżdżał na godzinę, a przez у oznacz­
my liczbę mil, zawartą w całej odległości jaką całko­
wicie przebył. Wtedy у —5x oznaczać będzie tę odle­
głość, w wiorstach, jaką pociąg jeszcze ma przejechać 
po zatrzymaniu. Tę odległość pociąg przebył by
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W y  _ godzin, jadąc z prędkością początkową, 

z prędkością zaś powiększoną, pociąg przebędzie ją

vr y ~~5x godzin. Ponieważ pociąg stał przez minut
6#

24, a spóźnił się tylko o 15 minut, przeto pozostała 
część drogi została przebytą w czasie o 9 minut kiót- 
szym od tego w jakim byłaby przebytą, gdyby pociąg 
prędkości nie powiększył. A że 9 minut stanowi

~  godziny, przeto:
y —bx_у —Ъх___9_

5x 60
Gdyby wypadek zaszedł o 5 wiorst dalej, wtedy po­
ciąg miałby do przebycia jeszcze y - 5 x - 5  wiorst. 
Wtedy mielibyśmy:

y —5x—5  y—-5#—5___7_ /2'
Wx 5x 60

Odejmijmy równanie (2) od (1); będzie:
____ 2_

Qx 5x 60
skąd: 50 =  60 2x;
a następnie: 2* = 1 0 ,. i samo я =  5.

Podstawiając tę wartość na ж w równanie (1) 
znajdziemy, przez rozwiązanie tegoż równania:

У =  4 7

224 Trzy osoby А, В  i C mogą razem wykonać 
pewna robotę w 30 dniach; A i В wykonaliby razem 
też robotę w 32 dniach, zaś В i C wykonaliby ją. ra-
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zem pracując, w 120 dniach. Znaleść w jakim czasie 
mogłaby wykonać tęż samą robotę każda ‘z tych osób, 
pracując oddzielnie?

Oznaczmy głoską x  liczbę dni, przez którą sama 
osoba A  wykonałaby tę robotę, głoską y liczbę dni, 
przez którą wykonałaby ją osoba B, i głoską z, licz­
bę dni, przez którą sama osoba C mogłaby ją wykonać.

Wtedy będzie:

y z :30 •

J_  +  ± = ±
x ^  y  32 •

+  =  
y 1 z 120

, • ( 1 ) 

• • ( 2)

• • (3).
Odejmując równanie (2; od równania (1), otrzymamy:

± _ J __ 1 _ J _
z 30 32 “  480’

Odejmując dalej równanie (3) od (1), otrzymamy:
j_ _ _ l____ 1 __ 1
« “  30 120“  40 ‘

Przeto «= 4 0 , a z=480; przez podstawienie zaś tych 
wartości w którekolwiek z danych równań, znajdzie­
my, że,y=160.

225. Należy tu zwrócić uwagę, że dane zadanie 
może być często rozwiązane rozmaitemi sposobami, 
z użyciem większśj lub mniejszej liczby głosek, służą­
cych do przedstawienia ilości niewiadomych. Aby to 
objaśnić przykładem, weźmy bardzo proste zagadnie­
nie: Znaleść takie dwie liczby, aby ich summa była 
równą 100, i aby jedna z nich stanowiła dwie trzecie 
części drugiej.
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Aby je rozwiązać możemy tak rozumować: Niech 
x oznacza większą a y mniejszą liczbę; wtedy mieć 
będziemy:

y — xJry  — 100.

Albo tóż możemy postępować w taki sposób: Jeżeli 
przez x oznaczymy większą liczbę, wtedy 100—x 
oznaczać będzie mniejszą; zatem:

Albo wreszcie możemy rozumować i w ten sposób: 
Oznaczmy przez 3« liczbę większą; wtedy 2« oznaczać 
będzie liczbę mniejszą, i równanie do rozwiązania 
będzie:

3«-|-2a: =  100.
Rozwiązując w zupełności zadanie którymkolwiek 
z tych sposobów, znajdziemy, że szukane liczby są 
60 i 40.

Z tego powodu czytelnik będzie prawdopodobnie 
w stanie rozwiązać niektóre z zadań, podanych na 
końcu tego rozdziału, używając tylko jednój głos­
ki do oznaczenia ilości niewiadomśj; jak również z dru­
giej strony, może mu się wydać naturalniejszśm, uży­
cie do rozwiązania niektórych zadań rozdziału X X II 
dwóch głosek, zamiast jednej. Jako ogólne prawidło 
można powiedzieć że użycie większśj liczby niewia­
domych, czyni rachunki dłuższemi, lecz za to ułatwia 
ułożenie równań i daje możność łatwiejszego śledze­
nia biegu roboty. Z tego to właśnie powodu jest dla 
początkujących korzystniejszem i odpowiedniejszśm.
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Dla uczącego się zalecamy, jako dobre ćwicze­
nie, rozwiązanie zagadnienia § 204 za pomocą użycia 
czterech głosek do oznaczenia czterech niewiadomyc , 
tam wchodzących.

PRZYKŁADY XXV.

1. Jeżelibyśmy tę summę pieniędzy, jaką ma 
osoba A  powiększyli o 36 rs., wtedy miałaby ona trzy 
razy tyle, ile ma osoba B; jeżelibyśmy tę summę 
pieniędzy, jaką ma osoba B  zmniejszyli o 5 rs., wte­
dy miałaby ona połowę tego, co ma osoba A. Ileż 
każda z tych osób ma pieniędzy?

2. Znaleść takie dwie liczby, że summa pierw- 
szśj z nich i połowy drugiój wynosi 20, i summa dru­
giej i trzeciej części pierwszój stanowi także 20?

3. Gdyby osoba B oddała 25 rs. osobie A , wte­
dy obie osoby miałyby jednakowe kwoty pieniędzy; 
gdyby zaś osoba A  oddała 22 rs. osobie B, wtedy ta 
ostatnia miałaby dwa razy więcej niż osoba A. Ileż 
każda z tych osób ma pieniędzy?

4. Znaleść dwie liczby, mające takie własności: 
połowa pierwszój liczby dodana do trzeciój części dłu­
giej liczby stanowi summę równą 32; i nadto: czwar­
ta część pierwszej liczby dodana do piątej części dru­
giój stanowi 18.

5. Kupił ktoś raz 8 funtów herbaty i 3 funty 
cukru za 16 rs. 42 kop., i drugi raz po tej samój cenie 
5 funtów herbaty i 4 funty cukru za 10 rs. 56 kop.
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Znaleść cenę jednego funta herbaty i jednego funta 
cukru.

6. Przed siedmioma laty osoba A  miała trzy 
razy więcój lat wieku, niż osoba B\ za siedm zaś lat 
osoba A  mióć będzie 2 razy więcój lat niż osoba 
B. Ileż każda z nich ma lat obeenie?

7. Znaleść ułamek, który się stanie równym

-i-, gdy jego licznik powiększymy o 1, i równym
ó

gdy jego mianownik powiększymy o 1.
8. Kij od wędki składa sią z dwóch części: sto­

sunek długości górnój części do długości dolnej czę­
ści jest równy stosunkowi 5:7; 9 razy zaś wzięta 
górna część, wraz z 13 razy wziętą dolną częścią, 
przewyższa 11 razy wziętą długość całego kija o 36 
cali. Znaleść długości obu części kija?

9*. Dwaj chłopcy mieli po pewnej liczbie orze­
chów. Jeden z nich rzekł do drugiego: daj mi 5 
twoich orzechów, to mieć będę trzy razy tyle co ty , 
Nie, odpowiedział drugi, daj mi ty raczój 2 orzechy, 
to mióć będę pięć razy więcój, niż ty. Ileż miał każ­
dy? Toż samo zadanie wyrazić i rozwiązać w spo­
sób ogólny.

10. Kupiec ma dwa gatunki wina: jeżeli je 
zmiesza w takim stosunku, że na 2 kwarty lepszego 
wina, weźmie trzy kwarty gorszego, wtedy mieszani­
na będzie po 1̂ - rs. kwarta; jeżeli zaś zmiesza je
w takim stosunku, że na siedm kwart lepszego, weź­
mie 8 kwart gorszego, wtedy mieszanina wypadnie

Algrieb. Th.
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5
po 1 g rs. kwarta. Znaleść cenę jednój kwarty każ­
dego gatunku wina?

11. Gospodarz wiejski sprzedał jednój osobie 
30 korcy pszenicy i 40 korcy owsa za 400 rs., — dru- 
giśj zaś osobie 50 korcy pszenicy i 30 korcy owsa, po 
tój samój cenie, za 520 rs. Znaleść cenę korca psze­
nicy i korca owsa?

12*. Ma ktoś dwa kubki i jedną pokrywkę do 
obu. Jeżeli położy pokrywkę na pierwszy kubek, 
wtedy jest on wart dwa razy tyle co drugi; — jeżeli 
zaś położy pokrywkę na drugim kubku, wtedy war­
tość jego będzie stanowić 1-y- część wartości pier­
wszego kubka. Ileż kosztuje każdy kubek, jeżeli wie­
my, że kubek bez pokrywki jest wart o 30 rs. mniój, 
aniżeli z pokrywką?

13. 4 i 5  zakładają się o 10 rs.; jeżeli A  prze­
gra, wtedy pozostanie mu tyle, ile wówczas młóć bę­
dzie JB; jeżeli zaś B  przegra, wtedy to co mu pozo­
stanie, stanowić będzie połowę tego, co mióć wówczas 
będzie A. Ileż każda z tych osób miała pieniędzy, za­
kładając się?

14. Jeżeli licznik pewnego ułamku powiększy­
my o 1, a mianownik jednocześnie zmniejszymy o 1, 
wtedy wartość ułamku stanie się równą 1; jeżeli zaś 
powiększymy licznik o mianownik, i jednocześnie mia­
nownik zmniejszymy o licznik, wtedy wartość ułam­
ku stanie się równą 4. Znaleźć ten ułamek?

15. Pewna liczba słupów jest ustawiona na 
linii prostej, w równych od siebie odległościach. Je ­
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żeli do podwojonój liczby słupów dodamy odległość 
dwóch po sobie następujących słupów, wyrażoną w sto­
pach, otrzymamy na summę 68. Jeżeli od cztery razy 
wziętśj odległości pomiędzy dwoma po sobie następu- 
jącemi słupami odejmiemy połowę liczby słupów, 
otrzymamy na resztę 68. Znaleść odległość pomię­
dzy skrajnemi słupami.

16. Pewien dobroczynny człowiek, rozdając 
Vsparcie pomiędzy ubogich, przekonał się, że brako­
wałoby mu 10 rs. gdyby każdemu ubogiemu chciał dać 
po 5 rs.; postanowił przeto dać każdemu tylko po 4 
rs.: wykonawszy to, znalazł, że zostało mu 5 rs. Iluż 
było ubogich i ile rubli do rozdzielenia?

17. Pewne towarzystwo, przy płaceniu ra ­
chunku w restauracyi znalazło, że gdyby w niem by­
ło o trzy osoby więcój, a rachunek pozostał ten sam, 
wtedy, dla uregulowania go, każda osoba zapłaciłaby 
o 1 rs. mniśj; gdyby zaś było o dwie osoby mniój, wte­
dy każda musiałaby zapłacić o 1 rs. więcój. Zna­
leść ile było osób i ile każda zapłaciła.

18. Podłoga prostokątna jest takich wymiarów, 
że gdyby jej szerokość powiększyć o dwie stopy a dłu­
gość o trzy stopy, wtedy powierzchnia całśj po­
dłogi powiększyłaby się o 64 stopy kwadratowe; gdy­
by zaś szerokość jej powiększyła się o trzy sto­
py a długość o dwie, wtedy jej powierzchnia po­
większyła się o 68 stóp kwadratowych. Znaleść dłu­
gość i szerokość podłogi?

19. Pewna liczba dwucyfrowa jest równa czte­
ry razy wziętój summie jój cyfr; jeżeli dodamy do tśj 
liczby 18, wtedy otrzymamy liczbę, złożoną z tych

16*
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samych cyfr, ale w odwrotnym porządku. Znaleśó 
tę liczbę.

20. Dwie cyfry, stanowiące pewną liczbę zmie­
niają miejsce, przez dodanie do liczby 9; summa dwóch 
liczb tak otrzymanych jest równą 33. Znaleśó te 
cyfry.

21. Gdy pewną liczbę dwucyfrową podwoimy 
i dodamy następnie 36, wtedy otrzymamy ten sam 
wypadek, jakibyśmy otrzymali odwracając porządek 
cyfr, podwajając tak otrzymaną liczbę i odejmując 
od wypadku 36; wiemy uadto, że sama liczba jest 
większą od cztery razy wziętój summy jśj cyfro 3. Zna­
leśó tę liczbę.

22*. Dwie liczby dodane do siebie dają na 
summę s, podzielone przez siebie — dają na iloraz q 
i na resztę r. Znaleśó te liczby.

23*. Kapitał, oddany na pewien procent, za­
mienił się po upływie 8 lat wraz z procentem na 
summę 6486 rs. Tenże sam kapitał, gdyby był odda­
ny na procent, przy stopie procentu o 1 większej, za­
mienił by się po upływie lat 5 na summę 6051-y
rs. Znaleśó kapitał i stopę procentu?

24. Dwaj chłopcy A  i B  mają każdy pewną licz­
bę orzechówr. Chłopiec A  daje ze swoich orzechów 
chłopcu B  tyle ile ma ten ostatni, poczóm zaraz B  
oddaje A  tyle, ile chłopcu A  pozostało. Wtedy A  
daje znowuż B  tyle, ile chłopcu B  pozostało, a ten 
ostatni natychmiast mu oddaje tyle, ile chłopcu A  po­
zostało. Okazało się, że po tśm wszystkióm każdy 
z nich miał po 16 orzechów. Ileż miał każdy z po­
czątku?
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25. Dwaj robotnicy A  i B  mogą razem wyko- 
naó pewną robotę w 80 dniach; lecz po 18 dniach io- 
botnik B  odchodzi, i A sam kończy robotę, pracując 
o 20 dni dłużój. W jakim przeciągu czasu każdy 
z nich skończył by robotę, pracując sam?

26. Trzy osoby A, B  i C mogą wypió beczkę 
piwa w 15 dni; A  i B  razem wypijają cztery trzecie 
tego, co wypija G; osoba C zaś wypija dwa razy tyle 
co A. Znaleśó w jakim przeciągu czasu każda oso­
ba sama mogłaby wypić tę beczkę piwa?

27. Zbiornik zawierający 1200 garncy zostaje 
napełniony wodą, wpływającą do niego trzema rurami 
razem A, B  i Cw ciągu 24 minut. Rura A  potrze­
bowałaby sama o 30 minut więcśj do napełnienia 
zbiornika, aniżeli rura C; a przez rurę C wpływa 
o 10 garncy mniój na minutę, aniżeli w tym samym 
czasie przez rury A  i B  razem. Znaleśó w jakim 
czasie woda mogłaby napełnić zbiornik przez każdą 
rurę oddzielnie.

28*. Summa cyfr stanowiących pewną liczbę 
trzycyfrową równa się 9. Cyfra, stojąca na pierw- 
szem miejscu z lewój strony równa się ósmej części 
liczby, powstałej z dwóch pozostałych cyfr; cyfra zaś 
stojąca na pierwszem miejscu z prawej strony, równa 
się także ósmej części liczby, powstałej z dwóch po­
zostałych cyfr. Znaleśó tę liczbę.

29. A  i B  są to dwa miasta, leżące nad brze­
giem tój samśj rzeki, w odległości 24 wiorst od siebie. 
Podróżny który wyruszył z A, przebył odległość do 
i w  7 godzin, płynąc połowę drogi łódką w górę rze­
ki, i drugą połowę idąc pieszo. Z powrotem naj-
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przód przeszedł pierwszą połowę drogi pieszo z pręd­
kością, wynoszącą tylko trzy czwarte tój prędkości, 
z jaką szedł poprzednio ku B, a drugą połowę prze­
płynął łódką w dół rzeki z prędkością dwa razy więk­
szą od prędkości, z jaką płynął w górę rzeki, i tym 
sposobem przebył całą odległość w 6 godzin. Zna- 
leść z jaką prędkością płynął i szedł początkowo 
od A do B.

30. Pociąg kolei żelaznej po jeduogodzinnój 
jeździe, zostaje w skutek wypadku zatrzymany w dro­
dze przez 15 minut, poczóm wyruszywszy z prędko-

. 3
scią, wynoszącą tylko — prędkości poprzedniój,

przybywa na miejsce przeznaczenia o 24 minut zapóź- 
no. Gdyby zatrzymanie nastąpiło o 5 wiorst dalej, 
wtedy pociąg przybył by na stacyę o 3 minuty wcze­
śniej, aniżeli on w samój rzeczy przybył. Znaleść 
z jaką prędkością jechał pociąg z początku i jaką od­
ległość przebył?

31. Stosunek czasu, jakiego potrzebuje pociąg 
kuryerski do przebycia 120 wiorst, do czasu, jakiego 
potrzebuje pociąg zwyczajny do przebycia tej samój 
odległości, jest równy 9:14? Pociąg zwyczajny traci 
tyle czasu na przystanki na stacyach, ileby potrzebo­
wał na przebycie 20 wiorst bez zatrzymywania się. 
Pociąg kuryerski zaś na przystanki traci tylko poło­
wę tego czasu, co pociąg zwyczajny i jedzie o 15 
wiorst na godzinę prędzej. Znaleść prędkość'każde­
go z tych pociągów?

32. Dwa pociągi kolei żelaznej, jeden długi na 
92 stopy, drugi zaś na 84 stopy, jadą po dwóch torach
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równoległych. Jeżeli jadą w przeciwne strony, wte­
dy potrzebują 1 | sekundy na to, aby się minąć; jeżeli 
zaś jadą w tym samym kierunku, wtedy prędszy po­
trzebuje 6 sekund na to, aby wyminąć wolniejszy. 
Znaleść z jakiemi prędkościami te pociągi jadą.

33. Droga żelazna prowadzi od miasta A do 
miasta C. O godzinie 12-ój w południe wychodzi 
z A pociąg towarowy, o godzinie zaś 1-ój po południu

pociąg osobowy. Po przejściu —  odległości pociąg

towarowy musi zwolnić swój bieg w skutek uszkodze­
nia lokomotywy, i jedzie z prędkością wynoszącą tylko

~  prędkości pierwotnśj. O godzinie 2 minucie 40

następuje spotkanie się pociągów z powodu dościg­
nięcia pociągu towarowego przez pociąg osobowy. 
Spotkanie to ma miejsce na 10 wiorst przed miastem 
C. Prędkość pociągu osobowego jest 2 razy większą 
od zmniejszonój prędkości pociągu towarowego. Zna­
leść odległość miast A i C i prędkość każdego z po- 

. ciągów?
34 Pewna summa pieniędzy została rozdzielo­

ną pomiędzy osoby A, B  i C w ten sposób, że dział 
osoby A przewyższał cztery siódme części summy 
działów osób B i  C o 30 rs.; dział osoby B  prze­
wyższał trzy ósme części summy działów osób C i A  
także o 30 rs., i nakoniec dział osoby C przewyższał 
dwie dziewiąte części summy działów osób A  ii B  
również o 30 rs. Znaleść ile każda z tych osób o 
stała?
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35. A  i B  pracując razem, mogą zarobić 40 rs. 
w ciągu dni 6; A  i C pracując razem przez dni 9, za­
rabiają 54 rs.; i nakoniec B i  C mogą razem zarobić 
80 rs. w 15 dni. Znaleść ile każda z tych osób zara­
bia dziennie?

36. A  i B mogą wykonać pewną robotą, pra­
cując razem, w ciągu dni 48; A  i C toż samo mogą
wykonać w 30 dni; B  zaś i C w 26 -̂ dnia. W  ileż
dni mogłaby wykonać tęż samą pracę każda z tych 
osób pracując sama?

37. Pewna liczba trzycyfrowa ma następu­
jące własności: 1-sze jest ona równą 48 razy wzię- 
tćj summie cyfr; 2-re jeżfeli od niój odejmiemy 198, 
wtedy otrzymamy liczbę, złożoną z tychże samych 
cyfr, lecz w odwrotnym porządku; 3-cie summa 
skrajnych cyfr jest równą podwojonej cyfrze średniój. 
Znaleść tę liczbę.

38*. Summa odwrotnych wartości dwóch liczb 
jest równa 5. Połowa jednej z tych liczb, dodana do 
trzeciój części drugiej liczby, daje na summę liczbę, 
równą iloczynowi liczb szukanych. Znaleść te dwie 
liczby.

39*. Majster i czeladnik otrzymali za wykona­
nie pewnój roboty 80 rs. Majster pracował 7, czelad­
nik zaś 12 dni; za 3 dni roboty majster otrzymywał
o 3^ rs. mniój zapłaty, aniżeli czeladnik za 5 dni roboty.
Jakaż była dzienna płaca majstra a jaka czeladnika?

40*. Przyszedł ktoś do winiarni z dwoma 
dzbanami różnój wielkości po wino, obliczywszy so­
bie, że jeżeli jeden dzban zostanie napełniony winem
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po 1 rs. 20 kop. kwarta, a drugi winem po 1 ra. 60 
kop. kwarta, wtedy za oba pełne dzbany zapłaci 
80 kop., i taką summę z sobą przyniósł. Lecz. pizy 
napełnianiu dzbanów, przemieniono je przez pomyłkę, 
i w skutek tego z powyższój summy oddano kupują- 
cemu 50 kop. reszty. Ileż kwart zawierał każdy dzban.

41*. Dwa ciała znajdują się w odległości 
metrów. Jeżeli poruszać będą ruchem jednostajnym 
ku sobie, wtedy spotkają się po m sekundach. erze i 
zaś poruszać się będą z tśmiż samómi prę 'ościami 
jedno za drugiem (w jedną stronę), wtedy spotkają się 
po n sekundach. Znaleść prędkości, z jakiómi się
poruszają? ,

42*. Podług opowiadania Witruwiusza korona
Hierona z Syrakuzy ważyła 20 funtów i, zanurzona 
w wodzie, traciła na swojej wadze prawie 1-j- 
ta. Przypuszczając, że ona składała się tylko ze zło­
ta i srebra i wiedząc, że 19,64 funta złota, zanurzone 
w wodzie traci na wadze 1 funt, a 10,5 funtów sreb­
ra traci w wodzie także 1 funt, znaleść ile funtów 
złota a ile srebra zawierała korona?

43*. Stosunek różnicy dwóch liczb do ich sum­
my jest równy 2:3; — stosunek zaś summy tychże 
samych liczb do ich iloczynu jest równy 3:5. Zna­
leść podług tych danych dwie te liczby?

44*. Ciało M  wychodzi z pewnego punktu A  
i ruchem jednostajnym, przebiega odległość 323 me­
trów do punktu B, a następnie wraca natychmiast do 
A, niezatrzymująe się w B. W 13 sekund późniój wy­
chodzi z B  drugie ciało N  w kierunku ku A  także 
z jednostajną, ale mniejszą prędkością, i spotyka ciało
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M  po raz pierwszy w 10 sekund po swojem wyjściu, 
a poraź drugi w 45 sekund. Ileż metrów na sekundę 
przebiega każde ciało?

45*. Toż samo zagadnienie, w którem zamiast 
liczb 323, 13, 10 i 45 podstawimy ogólne znaki d,
t, m i n.

46*. Dwóch posłańców A  i B  wysłano naprze­
ciwko siebie z dwóch miast, odległych na 11-^- mili.

Jeżeli posłaniec A  wyjdzie o 5 ~  godziny wcześniej

aniżeli B, wtedy spotkają się oni w 6 godzin po 
wyjściu posłańca B. Jeżeli zaś posłaniec B  wyj-

3
dzie 5-£- godz. wcześniój, aniżeli A, wtedy spotkają

się oni w 5-|- godzin po wyjściu posłańca A. Ileż 
mil każdy z tych posłańców przechodzi na godzinę?

47*. Ma ktoś dwa gatunki srebra: jeżeli zmie­
sza 10 kilogramów pierwszego gatunku z 5 kilogra­
mami drugiego, wtedy otrzyma srebro próby 687-|-(*)

jeżeli zaś zmiesza 7-^- kilogramów pierwszego ga­

tunku z 1-y- kilogramem drugiego gatunku, wtedy
otrzyma srebro 625 próby. Jakiśj próby są te dwa 
gatunki srebra?

(*) Próba tak wyrażona odnosi się do układu metrycznego 
miar i oznacza, że w 1 kilogramie, czyli 1000 gramach aliażu znaj­
duje się 687 y2 gramów czystego srebra. T.
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48*. Jubiler stopił dwie sztaby srebra, ważące 
razem 60 kilogramów, i otrzymał srebro 8 1 2 pró­
by. Znaleść ile ważyła każda z tych sztab, jeżeli 
wiemy, że w pierwszej na każde 9 części srebra była 
1 cześć miedzi, a w drugiój na każde 3 części srebra 
była 1 część miedzi?

49*." Pewna liczba robotników, ugodzonych po 
jednakowój zapłacie dziennej, zarobiła pewną sum­
mę. Gdyby było 7-miu robotników więcśj, a każdy 
otrzymywał o 25 .kop. więcój, wtedy wszyscy zarobili­
by o 18 rs. 75 kop. więcśj. Gdyby zaś było 4-ch ro­
botników mniej i każdy dostawał o 15 kop. mniśj, 
wtedy wszyscy zarobili by o 9 rs. 20 kop. mniój. Iluż 
było robotników i ile każdy otrzymywał dziennie?

50*. Pewna liczba robotników przeniosła stos 
kamieni w ciągu 6-ciu godzin z jednego miejsca na 
drugie. Gdyby było o dwóch robotników więcój 
i gdyby każdy przy jednóm przejściu brał o 4-ry fun­
ty więcój, wtedy cały stos byłby przeniesiony w 5-ciu 
godzinach; gdyby zaś było o trzech robotników mniój 
i gdyby każdy brał przy jednśm przejściu o 5 funtów 
mniój, wtedy stos byłby przeniesiony w ciągu 8-miu 
godzin. Iluż robotników pracowało i ile każdy niósł 
przy jednóm przejściu?

51*. Trzy miasta A, B  i G leżą w trzech wierz­
chołkach trójkąta. Z miasta A do miasta C przez 
miasto B  jest 82 wiorsty; z B  do A  pi zez G 
97 wiorst, i z miasta C do B  przez A  — 89 wiorst. 
Znaleść odległości od siebie tych trzech miast?

52*. Na pociąg osobowy od stacyi A do stacyi 
B  do wagonów drugiój i trzeciój klassy zakupiło bi­
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lety o 402 osób więcej aniżeli do klassy pierwszój. i  
Za wszystkie bilety sprzedane do trzech klass, kassa 
kolei żelaznój pobrała razem summę 898 rs. 30 kop.; 
za same bilety do drugiej klassy kassa otrzymała 
o 136 rs. 50 kop. więcój, aniżeli za bilety pierwszój 
klassy, a o 122 rs. 20 kop. mniej, aniżeli za bilety trze- 
ciój klassy. Każdy bilet do pierwszój klassy kosztu­
je półtora raza tyle, co bilet do drugiój klassy i trzy 
razy tyle, co bilet do trzeciej klassy. Ileż osób jecha­
ło w każdój klassie?

53*. W  aliażu, złożonym z czterech metali, me­
tale te są zmieszane w stosunku 1:3;5:7 . Jeżeli

2
pewną ilość tegoż aliażu stopimy z 2-g- razy wię­
kszą ilością aliażu innego, złożonego z tychże samych 
metali, wtedy w mieszaninie stosunek tychże metali 
zmieni się na następny: 3 :4 :5 :6 . W jakim że sto­
sunku znajdowały się metale w drugim aliażu?

54*. Czterój gracze A, B, C \ D  grali z sobą 1 
cztery partye wista. Po pierwszój partyi wygrali 
A, B  i C —■ każdy tyle ile miał przy sobie; po dru- 
giśj partyi wygrali A, B  i D  znowuż tyle, ile każdy 
z nich teraz miał przy sobie. Tak samo po trzeciej 
partyi wygrali A. C i D\ a po czwartśj B, C i D. 
Okazało się, że po tem wszystkióm każdy z nich miał 
po 6 rs. 40 kop. Ileż każdy z nich miał, siadając do
gry?

55*. W każdym z siedmiu koszyków znajduje 
się pewna liczba jabłek. Jeżeli z pierwszego kosza 
przełożę do każdego z pozostałych tyle jabłek, ile 
w każdym z tych pozostałych się znajduje, a następ­
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nie z drugiego do każdego z pozostałych tyle, ile 
w nich się już znajduje, i t. d. do ostatniego, wtedy 
w każdym koszyku okaże taż sama liczba jabłek, mia 
no wicie 128. Ileż było jabłek w każdym koszu przed 
przełożeniem?

XXVI.

Podnoszenie do potęg, a w szczególności podnoszenie 
do kwadratu i sześcianu.

226. Określiliśmy już wyżój potęgę jako iloczyn 
dwóch lub więcój czynników równych, i pokazaliśmy 
jakiego sposobu używamy do oznaczenia potęg (para­
grafy5 15, 16 i 17). Działanie, za pomocą którego 
otrzymujemy potęgi, nazywa się podnoszeniem do potęg. 
Podnoszenie do potęg jest więc szczególnym przy­
padkiem mnożenia; lecz tak często mamy z nim do 
czynienia, że wypada poświęcić mu rozdział oddziel­
ny. Czytelnik spotka w nim zasady, z któremi już 
po części zapoznał się dawniej.

227. Każda potęga parzysta ilości odjemnćj jest do- 
datną, każda zaś potęga nieparzysta jest odjemną:

Jest to bezpośrednióm następstwem prawidła 
znaków. Tak np. —a X -^ = :a 2,

—a X —aXa =  a2X —1“ — — a 3 \

— «X—'»X—'«X~« = —<«’X—'a =
i tak dalój. W następnych paragrafach, skoro mówić 
będziemy: dać znak właściwy, rozumieć będziemy pod
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tym wyrażeniem znak wypadający z zastosowania 
prawidła, podanego w tym §, (patrz § 88).

228. Prawidło na podniesienie potęgi do potęgi. 
Wykładnik potęgi, do której już jest podniesiona dana 
ilość, należy pomnożyć przez wykładnik nowij potęgi, 
i ten iloczyn wziąć za wykładnik ostatecznego wypadku. 
Całemu zaś wypadkowi należy dać znak właściwy.

Tak naprzykład:
(a2)3 — a3; (—a3)3 =  — a 9;
(a4)3 =  a l2; (—a*)3 — — a'2.

Prawidło to jest bezpośrednim wynikiem prawidła na 
wykładnik, dowiedzionego w § 59. Naprzykład:

(a2)3 =  a2X a2X«2 =  a 2+2+2 =  a2x 3 — a6>
Prawidło dopióro co podane, bezpośrednio prowadzi 
do następnego:

229. Prawidło na podniesienie do jakiejkolwiek 
potęgi jednomianu całkowitego: Wykładnik każdego- 
czynnika należy pomnożyć przez wykładnik potęgi i wy­
padkowi dać znak icłaściwy.

Tak naprzykład:
(a 25 3) 2= a 456; (— a2b3)3=z— a 65*>:

(ab2c3)* Z=a*bsc 12; (—  a2b3ci)s =  a l0b l5c20;
(2ab2c3)6 =  2 6a 6b l2c18 =  Q&a6b i2cI8.

230. Prawidło na podniesienie do jakiejkol­
wiek potęgi ułamku: Należy licznik i mianownik pod­
nieść do tej potęgi., i dać wypadkowi znak właściwy.

Wypada to z paragr. 145. Naprzykład:
fa2\2 a4 / a2'
F ) ~ b *  ’ N
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/2aM4_ 2 4a 3_ 1 6 a 8 
\ U )  ~  ¥b* 81 4 ’

231. Niektóre przykładyj na podnoszenie do 
potęg dwumianów były już podane: patrz paragr. 82 
i 88. Tak np.

(a-)-5)2 =  a2-j-2aó-f b2,
(a+ ó)3 =  a3-f3a2ó-|-3aóa+ ó 3.

Uczący się powinien, jako ćwiczenie znaleść czwar­
tą, piątą i szóstą potęgę dwumianu a-fó. Wypadki 
będą następujące:
(a-j-ó)4 =  a4-j-4a3ó-|-'6«2ó2-j-4aó s-j-ó4;
(a+ b y  =  a5-f-5a4ó-(-10a3ó2-)-10a2ó3-j- 5a34- f  ó3 
(a-f-ó)® =  ae-|-6a5ó-j-15a4ó2-j-20a3ó3-j-15a2ó4-|-6a<55-J-ó6.- 
W  podobny sposób znajdziemy:
(a—b f — a2—2 ab-\-b2,
(a—b)3 =  a3—3a2ó-j-3aó2—b3,
(a— ó)4 =  ai—4a 3&-j-6o2ó2—4 ab3 - j- b4,
(a—ó)3 =  a5—5a4ó-)-10a3ó2—10a2ó3-j-5aó4—ó5,
(a—¿)®=a6—6a5̂ -J-15a4̂ 2—20a3<53-|-15a2<54—6aó5-j-66.-
Widzimy, że w powyższym szeregu równości, przed 
każdym wyrazem w którym b wchodzi w potędze 
nieparzystćj znajduje się znak mniej: tym sposobem 
możemy każdą potęgę dwumianu (a—b) bezpośrednio 
wynaleść z odpowiedniej potęgi dwumianu (a-\-b)r 
zmieniając znaki na przeciwne w tych wyrazach, do 
których wchodzi b w potędze nieparzystej.

232. Uczący przekona się późniój, że za pomo­
cą twierdzenia, zwanego dwumianem Newtona można
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otrzymać każdą potęgę dwumianu, nie wykonywając 
roboty mnożenia.

238. Wzory podane w § 281 mogą być użyte 
w ten sposób, jaki wyłożyliśmy w § 84. Przypuśćmy 
np., że chcemy znaleść czwartą potęgę dwumianu 
2«—3y. We wzorze na {a—by podstawmy 2x za­
miast a i 3y zamiast b; tym sposobem będzie:

(2*—3y)ł =  (2*)4:—4(2*)3(3y)-j-6(2*)2(3y)2
—4(2«) (3y)3+(3y)4=  16*ł—№ x*y+2l№ y2— 

—2l6#y3-|-8l2/4.
234. Łatwo się przekonać, że można pod­

niesienie do potęgi wykonać w rozmaity sposób. 
Tak naprzykład: przypuśćmy, że chcemy znaleść 
szóstą potęgę (a-\-b). Możemy ją znaleść przez wy­
konanie kilkakrotne mnożenia przez (a-\-b). Albo 
łóż możemy najprzód znaleść sześcian i następ­
nie sześcian ten podnieść do kwadratu, gdyż kwadrat 
wyrażenia ('«—)—6)3 jest (a-j-.*)°. Albo nakoniec może­
my najprzód znaleść kwadrat (a-f-i), i następnie 
otrzymany wypadek podnieść do sześcianu, gdyż sze­
ścian wyrażenia (a-|-ó)2 jest {a-\-by. Podobnież ósmą 
potęgę ifl-\-b) można zualeść podnosząc do kwadratu 
^wyrażenie (a+ó)4, lub podnosząc do potęgi czwartój 
(a-j-ó)2. 11. d.

235. Niektóre przykłady podnoszenia do potęg 
trójmianów już były dane przedtóm; patrz §§ 85 i 88. 
Tak np.:

(a_j.J_|_c)2 =  a2-\-b 3-j-c2-j-2«ó-j-2óc-j-2ca;
— «3- f  ó3- f  c *+3a\bĄ-c)-\-3b\c +  a)-\- 

y  3c2(a\-b)-\- Gabc.
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Wzory te mogą być użyte w taki sposób, jaki 
był wytłumaczony w § 84. Tak np. przypuśćmy, że 
chcemy znaleść ( l—-2*-f-3*2)2. We wzorze na
(a—j-A-f-c)2 podstawmy 1 zamiast a. —2* zamiast b, 
i 3*2 zamiast c, otrzymamy:
(1—2*43*2)2 =  (l)24-(—2*i2-|-(3ic2)2-{-2(l)(—2x) -f- 

—j—2(—2x) (3*2) +  2(1) (3x-)=  1 —j— *—4« — 
—12*34  6*2 — 1—4a*—j— 10«2—12x 3-f-9,r4. 

Podobnież mieć będziemy:
(1—2x+3x*)» =  (1) 3_l_(—2.*)3-J-( 3.*2)3 +
-f3 (l)2(—2^+3«2)-(-3(-2«)2(l-j-3*2)4-3(«2)2(l -2^)4-

46(1) (-2*) (3*2) =
=  1- 8*3+27*64 3 (—2«43'*2)412«2(l+ 3 * 2)4- 

+27.+(l—2*)—86.t2=
=  1—6*4' 21*2— 44a33463a;4;—54*5+27*6.

236. Widoczną jest rzeczą, że kwadrat jakie­
gokolwiek wielomianu można znaleść za pomocą jed­
nego z dwóch następnych prawideł:

1- sze. Ponieważ np.
(a-\-b-\-c-\-d)2 — a2Ą-b2 + c2-f- d‘‘-\^2ab-\-2acJг 2ad-\- 

-\-2bcУ-2bd-\-2lCd
przeto możemy powiedzióć, że: kwadrat, jakiegokolwiek 
wielomianu jest równy summie kwadratów pojedynczych 
wyrazów, więcej summie podwójnych iloczynów tychże 
wyrazów branych po dwa.

2- re. Ten sam wypadek możemy wyrazić w tej 
postaci:

(a + ó 4 c4"^4 —a24 - <̂ ^ -c '̂■í'0~H'24_-^(c~í~í̂ )^“ 
c242c<i-|+^

CO prowadzi do następnego prawidła: kwadrat jakie-
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gokolwiek wielomianu jest równy summie kwadratów p o ­
jedynczych wyrazów, więcej podwójny iloczyn każdego w y­
razu, przez summę tych wyrazów, które po nim  następują•*).

236[. Zastosujemy teraz wyłożone powyżej za­
sady do podnoszenia do kwadratu i do sześcianu liczb, 
wyrażonych arytmetycznie za pomocą cyfr.

A Podnoszenie do kwadratu.

Kwadraty liczb jednocyfrowych są podane 
w tabliczce mnożenia.

Są one:
p _  i f 52 =  25.

• 22 =  4* 6'2 =  36,
, 32 =  9, 72 =  48,

42_ i 6, 82 =  64,
9* =  81.

Kwadrat liczby zjożonej z jednej cyfry znaczącej 
z ilukolwiek zer zajdziemy, podnosząc do kwadratu 
liczbę wyrażoną cyfrą znaczącą i dopisując do wy-

Również widoczną jest rzeczą, że można ten sam
kwadrat:

(a4-6-(-c+d)2
wyrazić i w ten sposób.

(a  .U )  -f-c-f d )2 =  a 2 4  2ab-\-b2+ 2 (  d-f  b) c2- f
4-2 (a4-^4"c)^ 4

czyli- kwadrat wielomianu, jest równy summie kwadratów pojedyn­
czych wyrazów, więcej podwójny iloczyn każdego wyrazu przez summę 
tych wyrazów, które go w wielomianie poprzedzają. 1-
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padku dwa razy więcej zer, aniżeli było w danej licz­
bie. Tak np.

(30)3=30X30 =  900;
(400)2 =  400 X 40u =  160000,
(8000)2=8000X8000 =  64000000.

I  w ogólności liczbę złożoną z jednój cyfry znaczącój 
z ilukolwiek zerami, możemy napisać tak: 

a .10",
gdzie a oznacza wartość tej cyfry, a n liczbę zer. 
Podnosząc do kwadratu, otrzymamy:

a2. 102”,
co wyraża nam ogólnie zasadę podaną wyżćj. Tąż samą 
zasadę oczywiście można zastosować i do każdój licz­
by, złożonśj z ilukolwiek cyfr znaczących, po których 
następuje pewna liczba zer. W celu podniesienia do 
kwadratu takiój liczby, należy podnieść do kwadratu 
tę liczbę, jaka z niśj będzie otrzymaną przez opuszcze­
nie zer, i do znalezionego wypadku, dopisać dwa razy 
większą liczbę zer, aniżeli było w danój liczbie.

2362. Podnoszenie do kwadratu liczb wielocy- 
frowych najdogodniej odbywa się na zasadzie wzoru 
służącego za podstawę do podnoszenia do kwadratu 
i wielomianów, mianowicie wzoru na podnoszenie do 
kwadratu dwumianu. Wiemy że:

(a-\-bY — a‘l-\-2ab-\-b‘>> . . (1)
lub, wyłączając z dwóch ostatnich wyrazów b za 
nawias:

(a-\-b)2 — a2-\-(2a-\-b)b . . (2)
Wzór ten w obu postaciach zarówno często się 
używa.

17*
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Weźmy najprzód pod uwagę liczbę dwucyfrową, 
np. 57, i podnieśmy ją do kwadratu; będzie;

(57)2—(504-7 )* =  502-p2.50 .7+ 7 2, 
lub, podług wzoru (2):

(57)2 =  (50+7)2 =  502+ (2 .50+7). 7.
Działanie w praktyce rozkładamy w ten sposób.

Podług pierwszego wzoru:
502 =  2500

2.50.7 =  700 
7a=  49

(57) " =  3249.

Podług drugiego zaś:
502 =2500

107.7 =  749
(57)* =  3249.

Widzimy, że drugi sposób rachowania prowadzi prę­
dzej do celu. Toż samo stosuje się i do podnoszenia 
do kwadratu liczb wielocyfrowych.

2363. Weźmy dalej jako przykład:
(386)*. I tutaj możemy uważać tę liczbę jako trój - 
mian 300+80+6, który należy podnieść do kwadra­
tu. Podług przypieku do § 236, będzie:

(386)* =  (300+804 6)2 =  3002+ 2 .300.80+80*+ 
+ 2 .3 8 0 .6 + 6 a.

Wypadek ten wyrazić można słowami w następny 
sposób. Kwadrat liczby trzycyfrowćj jest równy:
k w a d ra to w i setek, w ię c i j  p o d w ó jn em u  ilo c zy n o w i z  setek  
p rz e z  d z ie s ią tk i, w ięce j k w a d ra to w i d z ie s ią tk ó w , w ięcej
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p o d w ó jn em u  ilo c zyn o w i z  setek i  d z ie s ią tk ó w  p r z e z  je d n o ­
s tk i, w ię c i j  k w a d ra to w i jed n o śc i.

Działanie w praktyce rozkłada się w następny 
sposób:

3002=  90000 
2.300.80 =  48000

802=  6400
2.380. 6 =  4560 

62=  36
(386)2 =  148996.

Lecz możemy także znaleść z czego się składa kwad­
rat liczby trzy cyfrowój, stosując do tśj liczby bez­
pośrednio wzór (2). W rzeczy samej mamy:

(S86)2 =  (300+6)2=  (380,2+ (2 .380+6) .6.
A że:

(380)2 =  (300+80)*=300 *+(2.300+80). 80, 
przeto, podstawiając tę wartość w poprzednią równość, 
znajdziemy:

(386)2 =  3002+ (2 .300+80). 80+(2.380+6). 6. 
Wyrażenie to nie trudno daje się wyrazić słowami; 
przy obliczeniach zaś praktycznych, czyni rachunki 
znacznie prostszemi, i nie wymagającemi żadnych ro­
bót na boku. Obliczenie tego wyrażenia, wykonywa 
sie w następny sposób:

3002=  90000 
680.80 =  54400 
766. 6 =  4536

(386)2=  148996.
Podobnież możemy postępować i z cztero — pię­
cie — i t. d. cyfro wemi liczbami. Naprzykład:
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przypuśćmy że mamy podnieść do kwadratu 8279. 
W tym celu stosujemy kilkakrotnie wzór (2); będzie 
najprzód:

(8279)2 =  (8270+9)2 =  (8270)2+ (2 .8270+9). 9. 
Lecz dalej mamy:

(8270)2 =(8200+70)2 =  (S200)2+ ( 2 . 8200)+70)70; 
i znowuż:
(8200)2=(8000 +200)2= 80002+ ( 2 .8000+200). 200.
Podstawiając ostatnio znalezione wyrażenie w poprzed­
nie, a tę zaś wartość na (8270)2, jaką z tego podsta­
wienia otrzymamy w wyrażenie pierwsze, mióćbę- 
dzieray:
(8279)2 -  80002+ ( 2.8000+200)200+(2.8200+70)70+ 

+(2.8270+9). 9.
W  wyrażeniu tćm widzimy już jasno ogólne prawidło, 
podług którego tworzą się kwadraty liczb ilukolwiek 
cyfrowych. Obliczenie dokonywa się w ten sposób:

80002 =  64000000 
16200.200 =  3240000 
16470. 70 =  1152900 
16549. 9 =  148941

(8279)2 =68541841.
Tak samo postępując znajdziemy, że:

(43786)2=400002+ ( 2 .40000+8000) . 3000+
+ ( 2 . 43000-r700)700+
-f ( 2 .43700+80)80-U(2.43780+6). 6;

i rachunek układa się w podobnyż sposób:
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400002=  1600000000
83000.3000 =  249000000
86700 . 700 =  60690000 
87480. 80 =  6998400
87566. 6 =  525396

(43786)2 =  1917213796.
Często przy wykonywaniu tego rachunku opuszczają 
zera na końcu otrzymywanych kwadratów i iloczy­
nów, tak jak to ma miejsce i przy mnożeniu liczb. 
Tak np. w ostatnim przykładzie rachunek może być 
ułożony w ten sposób:

400002 =  16 .............
83000.3000 =  249 .........
86700 . 700 =  6069....
87480. 8 0 =  69984..
87566. 6 =  525396

~~ (43786+ = 1 917213796.
Dla uniknięcia wszakże łatwych pomyłek przy tym 
sposobie prowadzenia rachunku, początkujący lepiój 
zrobi wypisując wszystkie zera.

2364. Ułamki zwyczajne, podług prawidła poda­
nego w § 230 podnoszą się do kwadratu, przez pod­
niesienie do kwadratu osobno licznika i osobno mia­
nownika. Przy podnoszeniu do kwadratu całkowitej 
z ułamkiem, należy najprzód też całkowitą włączyć 
w ułamek i następnie stąd otrzymany ułamek, pod­
mieść do kwadratu. Naprzykład:

/ 8 \2 /83\2 (83)2
H  = ( l5 )  = (15+

(83)2= 8 0 2+ ( 2 .80+ 3). 3,
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(15)2=  102-K2.10+5). 5.
802 =  6400 102 =  100

163.3 — 489 25.5 = 125
(83)a =  6889, ~  15)* =  225,

stąd:
8 \2 _ 6 8 8 9 _ o0139 
15/ — 225 225 ‘

2363. Aby ułamek dziesiętny podnieść do kwa­
dratu należy albo zamienić go na zwyczajny i następ­
nie znaleść kwadrat otrzymanego ułamku zwyczajne­
go: albo też podnieść do kwadratu liczbę otrzymaną 
przez opuszczenie w nim przecinka, i w znalezionym kwa­
dracie odciąć na dziesiętne dioa razy więcćj cyfr, aniżeli 
było w danym ułamku.

W rzeczy samśj: przypuśćmy, że mamy podnieść 
do kwadratu 0,006; będzie:

(0,006)2 =  0,006X0,006=0,000036. 
Podobnież:

(2,5)2 =  2,5X2,5 =  6,25.
2366. Do tój nauki o podnoszeniu do kwadratu 

można dołączyć jeszcze następujące uwagi:
1-sze. Ponieważ wszystkie części, z których się 

składa kwadrat liczby całkowitej są zakończone ze­
rami, z wyjątkiem kwadratu jedności, przeto ostatnia 
cyfra kwadratu jakiejkolwiek całkowitój, będzie zaw­
sze taką, jaką jest ostatnia cyfra kwadratu jedności 
tejże liczby. A że kwadraty liczb jednocyfrowych są 
zakończone na cyfry 1, 4, 5, 6 i 9, przeto kwadraty 
liczb jakichkolwiek mogą być zakończone tylko temi 
cyframi. Kwadrat więc, nie może być zakończony
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na żadną z tych cyfr: 2, 3, 7 i 8. Podobnież: jeżeli 
kwadrat jest zakończony zerami, to liczba tych zer 
musi być parzystą.

2- re kwadrat liczby większej od jedności, jest 
większy od tejże liczby; kwadrat zaś liczby mniejszój 
od jedności, jest mniejszy od liczby podnoszonej do 
kwadratu.

3- cie. Ponieważ:
(« + l)» = a* + 2 a+ l,

przeto, mając już wiadomy kwadrat jakiśjkolwiek 
liczby a, łatwo można znaleść kwadrat liczby o je­
dność od niej większej, przez dodanie do tegoż kwad­
ratu podwojonój tśj liczby i jedności.

Tak np. skoro wiemy, że:
(15)2 =  225,

to (16)2 =  225+2.15+1 =  225+30 + 1 =  256; 
i dalej: (17)2=256+32+1 =  289, i t. d.

Podobnież może być użytecznym i wzór:
(«— l)2 =  a2—2a+ l.

Np., ryiedząc że: 10002 =  10000000, znajdziemy:
(999)2=( 1000—1 )2 =  1000000—2000+ 1 =  998001.

B. Podnoszenie do sześcianu.

2367. Podług określenia sześcianem danój licz­
by nazywamy iloczyn, który otrzymamy, biorąc tę 

► liczbę za czynnik trzy razy.
Sześciany liczb jednocyfrowych, są następne: 

13=  1, 32= 27 ,
23=  8, 43 =  64,
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53 =  125, 73 =  343,
63 =  216, 83 =  512,

93 =  729.
Sześciany te wypada zatrzymać nam w pamięci.

Sześcian każdej liczby, złożonej z jednój cyfry 
znaczącśj i ilukolwiek zer znajdujemy, podnosząc do 
sześcianu liczbę, wyrażoną tą cyfrą znaczącą i dopi­
sując do tego sześcianu trzy razy więcej zer, aniżeli 
ich było w danej liczbie. Np.:

(60)3 =  60X60X60 =  216000,
(400)3 =  400X400X400 =  64000000. ;;

I  w ogóle: oznaczając przez «jakąkolwiek liczbę jed­
no cyfrową, — liczbę, złożoną z jednej cyfry znaczą- 
cój i ilukolwiek zer możemy wTyrazić tak:

a . l0* ,
gdzie n oznacza liczbę zer po tój cyfrze znaczącój. 
Podnosząc to wyrażenie do sześcianu, otrzymamy: 

( a . l0 M)3 =  a 3.103M;
a równość ta zawiera zasadę podaną wyżej.

Oczywiście, że taż sama zasada daje się zastoso­
wać i do tego przypadku, gdy liczba jest złożoną 
z kilku cyfr znaczących i ilukolwiek zer. Wtedy 
w celu podniesienia tejże liczby do sześcianu, należy 
podnieść do sześcianu liczbę otrzymaną przez opusz­
czenie zer, i do tego wypadku dopisać trzy razy wię­
cej zer, aniżeli ich było w danej liczbie.

2368. Podnoszenie do sześcianu liczb, złożonych 
z ilukolwiek cyfr, opiera się na wzorze, dającym nam 
sześcian dwumianu a-\-b. Znaleźliśmy wyżćj. że: 

(a+ó)3= a 3+ 3«23 + 3aó2+ ó ! . . (l)
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Wzoru tego możemy bezpośrednio użyć do podnosze­
nia do sześcianu jakićjkolwiek liczby dwucyfrowej. 
Np. przypuśćmy, że chcemy znaleść (37)3. Będzie: 

(37)3=(304-7)3 =  303+ 3 . 302. 7 + 3 .3 0 .72+ 7 3. 
Działanie wykonywa się w następny sposób: 

303=27000
3 . 302.7 =18900 
3 .30  . 72=  4410 

73=  343
(37)3 =  50653.

Lecz/Zwyczaj, w celu dogodniejszego wykonania ra­
chunków nie używamy wzoru na (a+ó)3, ale przera­
biamy go dalój, na dogodniejszą do obliczeń postać, 
w następny sposób:

Z trzech wyrazów ostatnich wyłączmy najprzód 
b za nawias, otrzymamy:

(a + ó )3 =  a34  j3a2+ 3 « ó 4 ó 2Ĵ ; 
następnie z dwóch ostatnich wyrazów, zawartych 
w nawiasie, wyłączmy także b za nawias; będzie:

(a+ ó )9= a3+ {3a2+(3a+ó)ójó , . . (2) 
I  pod tą postacią najdogodniój jest używać wzoru na 
pbdnoszenie do sześcianu liczb, wyrażonych cyframi.

Pokażemy na przykładach jego użycie. Weźmy 
najprzód tęż samą liczbę dwucyfrową, i podnieśmy ją 
•do sześcianu. Stosując wzór (2), mamy:

(37)3 =  303+ j 3 . 302+ (3 .30+ 7). 7j . 7. 
Oznaczmy dla krótkości współczynnik 
3 . 302+ ( 3 .30+ 7). 7 przez A; wtedy będzie:

(37)3 =  303+4.7.
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Działania rozkładają się w trzy kolumny w taki 
sposób:

Obliczenie współczynnika A.
I) 3 .3 0 = 9 0  II) 3 . 302 =  2700 

7 97 . 7 =  679
3 .3 0 + 7 = 9 7  A  =  3379

III) 303 =  27000 
.4. 7 =23653

373 =  50653.
Zadajmy sobie dalej podnieść do sześcianu liczbę trzy­
cyfrową, np.: 483. W tym celu rozkładamy ją naj­
przód na 480 i 3, i stosujemy do tak otrzymanego dwu­
mianu wzór (2). Będzie:

(483)3= (480+ 3)3 =  4803+
+ j  3 .4 8 0 '+ + . 480+3). 3 j.3 .

Lecz: 480 =  400+80; więc:
(480)3 =  (400+80)’= 4003+

+ | 3 . 4002+ ( 3 .400+80)801 . 80.
Podstawiając tak znalezioną wartość we wzór po­
przedni będzie:
(483)3= 4 0 0 3+ j 3 . 4002+ ( 3 .400+80). 80j . 80+

+ { 3-4802-p (3 .480+3). 8j .3. 
Oznaczając tak jak poprzednio:

3 . 4002+ i 3 .400+80). 80, przez A, ■
3 . 4802+ ( 3 .480+ 3). 3, przez B. 

możemy napisać;
(483+ =  4003+ + .8 0 + B .3 .
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Rachunek rozkładamy w ten sposób: 
Obliczenie współczynników A i B.

I) 3.400 =  1200 
80

II) 3 
1280

4002 =  480000 
80 =102400)

3.400+80 =  1280 
2 .8 0 =  160

3.480: 0440
3

0  =  582400 
802 =  6400)

* 3 .4802=691200 
1443.3=  4329

3.480+3 =  1443 ¿ ’ =  695529
Ostateczne wypadki:

III) 400 3=  64000000 
A . 80 =  46592000 
B . 3 =  2086587 
(483)3 =  112678587

W pierwszej kolumnie sposób tworzenia rozmaitych 
części jest widoczny: gdy do 3.400+80 dodamy pod­
wojone ośmdziesiąt, otrzymamy.

3 .400+ 3 .80  =  3 . (400+80) =  3.480.
W drugiej kolumnie sposób utworzenia 3 . 4802 z części 
poprzednio już znalezionych, wymaga objaśnienia. Po­
nieważ 480 możemy rozłożyć na 400 i 80, przeto 
3 . 4802 =  3 . (400+80j2. W celu znalezienia, jakim 
sposobem użyć poprzednio już otrzymanych części 
do obrachowania powyższej ilości, weźmy pod uwagę 
ogólne wyrażenie 3(a+ó)2.
Ponieważ: (a+ó)2= a 2+2aó+ó2,
przeto: 3(a+ó)2= 3 « 2+6aó+3ó2,
czyli: 3(a+ój2 =  3«2+ 3aó+ ó2

+ 3  aó+ó2
+ +
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albo: 3(a-fó)2 =  3a2+(3a+&)&
+(3«+ó)&

+  b2.

Stosując to wyrażenie do danego przypadku, widzi­
my, że:

3 . 4802 =  3 . 4002+ ( 3 .400 4  8 0) 80
4 -(3 .400480). 80 

+ 802.

A że: 3 . 4003 4—}—(3.400+80)80 jest to ilość, którą 
oznaczyliśmy przez A ; (3.400+80)80 jest znowuż 
ilością napisaną powyżej A w drugiśj kolumnie, prze­
to jeżeli podpiszemy pod A 802 i następnie dodamy 
liczby, zawarte w trzech ostatnich wierszach, tym 
sposobem otrzymanych, znajdziemy 3 . 4802. Te trzy 
wiersze, które należy dodać w celu znalezienia 
3 . 4802, są w drugiój kolumnie zakreślone klamrą.

Inne części rachunku objaśniają się same przez 
się.

Gdybyśmy jeszcze mieli podnieść do sześcianu 
liczbę 5284, wtedy rozumowanie podobne do tego, ja ­
kiego użyliśmy w poprzednim przykładzie, pokazało 
by nam, że:
(5284)3=50003+ [ 3 . 50002+ ( 3 .5000+200)200)200+ 

+ [ 3 . 52002+ ( 3 .5200-)- 80) 80] 80+ 
+ [ 3 . 52802+ (3  .5280+ 4) 4] 4.

Oznaczając dla skrócenia współczynniki przy 200, 80 
i 4 głoskami A B ,i C, będzie:

(5284)3 — 50005+^d . 200+B . 80+C '. 4.
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Rachunek znowuż rozkłada się w trzy następujące 
kolumny:

Obliczenie współcz. A, B  i C,
I) 3.5000 =  15000 II) 3.50002=75000000 

200 15200.200 =  3040000»
3.5000+200 =  15200 

2 .2 0 0 =  400
3.5200 =  15600 

80
3.5200+80=15680 

2 .8 0 =  160
3.5280=15840

4

A =78040000( 
2002=  400001

3 . 52002=  81120000 
15680.80 =  12544001

B — 82374400> 
802=  6400)

3 . 52802=  8365200 
15844.4=  63376

3.5280+4 =  15844 <7=83698576.
Obliczenie ostateczne:

III) 50003 =  125000000000 
A . 200 =  15608000000 
B . 80 =  6589952000 
C. 4 =  334794304
(5284)3=147532746304

Rachunki w ten sposób wykonywane nie prowadzą 
bez wątpienia prędszą drogą do podniesienia do sze­
ścianu liczby danej, aniżeli zwyczajne mnożenie; 
stemwszystkiem należy nam się dobrze z niemi za­
znajomić, gdyż odgrywają one ważną rolę przy dzia­
łaniu odwrotnym: wyciągania pierwiastku.

Aby podnieść do sześcianu ułamek, należy od­
dzielnie podnieść licznik i oddzielnie mianownik, 
paragraf 230. Przy podnoszeniu całkowitój z ułam­
kiem należy też całkowitą włączyć w ułamek i po-
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stępować podobnie, jak to było wskazane przy pod­
noszeniu do kwadratu.

Nakoniec ułamek dziesiętny podnosi się w ten 
sposób, że podnosi się do sześcianu liczba, otrzymana 
przez opuszczenie przecinka w ułamku, i w znalezio­
nym sześcianie odcina się trzy razy więcej cyfr na 
dziesiętne, aniżeli ich było w danym ułamku. XV rze­
czy samej:

( 0 , 0 8 ) 3  = 0 , 0 8 X 0 , 0 8 X 0 , 0 8  =  0 , 0 0 0 5 1 2  

(3,7)3 =  3,7X3,7X3,7 =50,653.

PRZYKŁADY XXVI.

1.

3.

5.

7.
9.

11.
13.
15.
17.
18. 
19. 
21. 
23.

Znaleść:
(2as2y3s4)2; 2.

(—3«ó3c3)4; 4.

/ 4.«\3 u
1

U .

(a-f-i)7; 8.
(a-f6)3(a—5)3; 10.
(2-j-#J3: 12.
( i+ « ) ł; 14.
(2«4-3)4; 16.
{axJr by)i-\-(ax—■by)'-
(l-HB)“- ( l - * ) ł
(l-j-«)ł( l—tf)4. 20.
(1—x-\-x2)2. 22.
(l-j-3#—2«2)2. 24.

(—2x2y2z3)3.

(a—b ,\
(1—cc)3.
(3—2«)3.
(*— 2j4.
{ax-lr byYĄ-{ax—by)3,

(1+*—**)*.
(1—3.r-j-3*2/2,
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25. (2-f3«+4.«2)2-f(2—3*+4«2)2.
26. ( l- f« + « 2)3. 27. ( \—x-\-x2)3.
28. (1-ftf—x2)3. 29. (l-f3.r+2*2)3,
30. ( l—3*-|-3«2)3.
31. (2-j-3«-f4*2) 3—(2—3*+4cc2)3.
32. (1—*4 -* H * s)2- 83. (l-f2«-f3.r3+4.*3)2.
34. (a—j-b -)- c-Ą-d') 2—(a—b-\-c—d)2.
35. (a+5-)-c-fd)2+ (a —b + c - d f ,
36. (l-j-3*4-3£C2+ ^ 3)2.
37. (I—16*-j-12*2—8«3)2;
38. (1 —4̂ k—(—6£c2—j—4a?3—}—z»4)2.
39. ( l - * ) 3(l+ « -f* 2)3.
40. (1— j—cc2) 3( 1—[-.•»—j—i»2)3.

Podnieść do kwadratu następujące liczby:
41*. 48, 99, 301, 425, 999, 8354, 8355, 9999, 13579.

42*. 4 ~ , 23§, 0,145; 0,00729; 8,9387; 89,387;

893,87.
43*. Wiedząc że: 52482 =  27541404 znaleść 52432 

i 52522.
Podnieść do sześcianu następujące liczby:

44*. 59; 99; 512; 748; 999; 5298; i | ;  7^; 0,087; 
0,00315; 9,3591.

Alffieb. Th. 18
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X X V I I .

Wyciąganie pierwiastku.

237. Wyciąganie pierwiastku jest działaniem 
odwrotnem podnoszeniu do potęgi; mianowicie nauka
0 wyciąganiu pierwiastku podaje sposoby znalezienia 
jakiegokolwiek pierwiastku z danej liczby, lub z da­
nego wyrażenia.

Zaczniemy obecny rozdział od podania trzech 
twierdzeń, będących prostym wnioskiem z prawidła 
znaków, następnie rozbierzemy kolejno wyciąganie 
pierwiastków z jednomianów, wyciąganie pierwiast­
ków kwadratowych z wielomianów’ i z liczb, i wy­
ciąganie pierwiastku sześciennego z wielomianów
1 z liczb.

238. Pierwiastek parzystej potęgi z liczby dodatnćj, 
Thoże być dodatny lub odjemny.

Tak np. a X a = a 2 i - a X ~ « = « 2; przeto pier­
wiastek kwadratowy z a2 jest albo a albo—a, czyli 
albo 4- a, albo —a.

239. Pierwiastek potęgi nieparzystej z jakiejkol­
wiek ilości, ma ten sam znak co i dana ilość.

Tak np. pierwiastek sześcienny z a3 jest a, pier­
wiastek zaś sześcienny z —a 3 jest —a.

240. Ilość odjemna nie może mićć pierwiastku po­
tęgi parzystej.

Tak np. ilość —a2 nie ma pierwiastku kwadra­
towego, gdyż jeżeli jakąkolwiek ilość pomnożymy 
przez nią samą, otrzymamy zawsze na wypadek ilość 
dodatną.
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Fakt ten, że ilość odjemna nie ma pierwiastku 
potęgi parzystój wyraża się samem nazwiskiem takiśj 
ilości. Pierwiastek potęgi parzystój z ilości odjemnej 
nazywa się ilości niemożliwą, lub częściój ilością urojoną.

241. Prawidło na znalezienie pierwiastku ja­
kiegokolwiek stopnia z jakiegokolwiek jednomianu 
całkowitego: Należy podzielić wykładnik każdego czyn­
nika przez wykładnik pierwiastku i przed wypadkiem na­
pisać znak właściwy. Tak np.

\ /  Kotfb3 — \/jA 2a-bi — + 4  ab2-,
3 , 3 _

V  —8 '2 — J / —23a «6 V 2 =  —2a2b3cK
4 __________ 4

| /  256.r4y8 =  [ /  4 ńc4y8 =  + 4  my2.
242. Prawidło na wyciąganie pierwiastku z u- 

lamku: Należy znaleśe pierwiastek licznika i pierwiastek 
mianownika osobno, i napisać znak właściwy przed wy­
padkiem.

Tak np. 1 /  4 a* _  I
'  W ~  '

3 3

/  2 2a2_  
‘¿2b*

_L_ ^a
± 3¥

1 /  27«° 1 / 33a3 3 a2
f  64ó3 — V 43ó3 — Ab'

243. Przypuśćmy teraz że chcemy znaleźć pier­
wiastek sześcienny z a2. W tym wypadku wykład­
nik 2 nie jest podzielny przez wykładnik pierwiastku 
3; i nie mamy innego sposobu wyrażenia wypadku,

3 —  _  _  4 _
jak tylko pisząc [ /a 2. Podobnież J /a ,  [ /a 3, Va3 
nie mogą być obecnie inaczój wyrażonómi. Takie 
ilości nazywają się pierwiastkówemi\ stanowić one bę­
dą przedmiot dwóch następnych rozdziałów.

18*
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244. Przystępujemy teraz do wyłożenia sposo­
bu wyciągania pierwiastku kwadratowego z wielo­
mianów. , . ,

Pierwiastek kwadratowy z a2+ 2ab+ 0  jest 
a-\-b; i rozważanie sposobu, w jaki «+ó pochodzi z 
aa_|_2aó-j-ó2 doprowadzi nas do ogólnego prawidła na 
wyciąganie pierwiastku kwadratowego z jakiegokol­
wiek wielomianu.

a2-\-2ittb-\-b2 —  aĄ-b. Uporządkujmy najprzód 
wyrazy podług potęg je- 

2a+F2«ó+ó°- dnój głoski np. «; wtedy
|2tłó-j-ó2 pierwszym wyrazem będzie

a2: jego pierwiastek kwa­
dratowy jest a i to będzie pierwszym wyrazem szu­
kanego pierwiastku.

Odejmijmy jego kwadrat, to jest a \  od danego 
wyrażenia, i podpiszmy resztę 2ab-\-b\ Podzielmy 
2aó przez 2a; iloraz będzie b, i to będzie drugim wy­
razem pierwiastku. Do podwojonego wyrazu pierw­
szego dodajmy wyraz drugi: otrzymamy 2«+ ; po­
mnóżmy to ostatnie wyrażenie przez wyraz drugi, to 
jest 2uó+ó'1 od reszty. I  to w obecnym przypadku 
kończy całe działanie.

Gdyby było więcśj wyrazów, wtedy należałoby 
z a-j-ó tak samo postępować, jak przedtóm postępo­
waliśmy z a; kwadrat tego wyrażenia, to jest: 
a2_L2aó+ó2 już został odjęty od wielomianu danego, 
tym sposobem należy tylko resztę podzielić przez 
2(a-ti) dla otrzymania nowego wyrazu pierwiastku. 
Aby otrzymać nowy odjemnik, należy pomnożyć summę 
55 2( a - f  b) i nowego wyrazu, przez ten nowy wyraz.
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Cały ten sposób postępowania powinien być prowa 
dzony i powtarzany dotąd, dopóki pierwiastek szu 
капу nie będzie znaleziony.

245. Przykłady:

1. |/4ж 2-4-12жг/-{-9у2 — 2ж+3у
—4л;2

4.4-% I 12жу-|-9у2 
—12жу+9у2

2. \ 4ж‘—20.г-%37ж2—30л;-|-9 =  2л;2—5л;- f3
—4ж4

4ж—5 г —20.г%37л;2—30л;—(-9 
+20.г3±25л;2

4л;3—1 Ол;—[—3 12л;2—30л;-|-9
+ 1 2ж2+30л;-|-9

3. [/ л;4—4.'»3у-ь10л:2у2—12жу3-|-%4 =  —2ху-\-Ьу

2л;2—'2ху[—4ж3у4_1 Ох2у 3—12азу 3-j-9y4 
¡+4л;3у+4л;2у2

2ж2—4.гу-|-Зу; 6л;2у2—12 жу 3-j-9у4 
-6л;2у2+12.от/3;+9у4

4. \  а з ° - 4 - 4 а г 5 —1 Ол;3-|—4я;—j— 1 =  л ; 3 - | - 2 й ; 2 —2л;—1
— .*6

2гс3+2л;2 

2сс3—j—4л,;

4.«5—Ю.г3—|—4лг—j—1 
• 4ж3+4л;4
-2л; — 4л;4— 10л;344л ;+ 1 

1р4сс4+8л; 3+4л>2
2л:3+4л!2—4л;—1 —2л;3—4 л;2—j- 4л;—(— 1 

ц12л;3+4.г,2+;4л;+1
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246. Wyżej była zrobiona uwaga, że każdy 
pierwiastek, którego wykładnik jest parzysty, ma 
znak podwójny; patrz § 238. Tak np. pierwiastek 
kwadratowy z a2-\-2abĄ-b2 jest a-\-b, lub —a b. 
W rzeczy samej przy wyciąganiu pierwiastku kwa­
dratowego z a2-\-2ab-\-b2, zaczynamy działanie od 
znalezienia pierwiastku z a2. Lecz ten pierwiastek 
może być a lub —a. Jeżeli weźmiemy to ostatnie, 
i prowadzimy działanie, jak było pokazane przedtóm, 
wtedy dojdziemy do wypadku —a— b. Taż sama 
uwaga może byó zrobioną w każdym podobnym przy­
padku. Weźmy np. ostatnie zadanie z § 245. Tutaj 
zaczynamy działanie od wyciągnięcia pierwiastku 
kwadratowego z i»6; — pierwiastek ten może byó®3, 
lub — Jeżeli przyjmiemy ostatnią wartość i pro­
wadzić będziemy działanie jak wyżój, otrzymamy wy­
padek ostateczny: —*3-2®2-j-2*+l.

247. Pierwiastek potęgi czwartej jakiegokolwiek 
wyrażenia, może być znaleziony przez wyciągnięcie 
pierwiastku kwadratowego z pierwiastku kwadrato­
wego. Podobnież: pierwiastek potęgi ósmej może 
być znaleziony, przez wyciągnięcie pierwiastku kwa­
dratowego z pierwiastku potęgi czwartój, i tak dalój.

248. Z arytmetyki wiemy, że nie z każdej 
liczby można wyciągnąć pierwiastek kwadratowy do­
kładnie; naprzykład: nie możemy dokładnie oznaczyć 
pierwiastku kwadratowego z 2. W algiebrze także 
nie z każdego danego wyrażenia można wyciągnąć 
pierwiastek kwadratowy dokładnie. Niekiedy wy­
pada nam rozwiązać zadanie tego rodzaju: Zna- 
leść cztery wyrazy pierwiastku kwadratowego
z 1—2*.
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[ / 1 —2* =  1 
1

x- X 2

o"
X1

2 — x — 2 x

- \ ~ 2 x + x 2

X 2
2  2 *  g -

----- X 2

* 4
- f -  X  2+  X  3 +  - J -

2 — 2 * — x 2
X 3

¥

j

1

------  3 _ L _  i  i i ^
+ * » ± * * ± T ± T

5xi x5 x s
1  T —T '

Tym sposobem otrzymaliśmy jeszcze na resztę

— 1-------- jr------po znalezieniu czterech -wyrazów
4 a 4

pierwiastku kwadratowego z 1—2*.
Z tego wypada, że

l - * - ~ 0- - ^ r ) = l  — 2 * + ^ + 4 r
xa
T

249. Poprzednie zbadanie sposobu wyciągania 
pierwiastku kwadratowego z wielomianów algiebrai- 
cznych da nam możność wytłumaczenia prawidła na 
wyciąganie pierwiastku kwadratowego z liczb.

Pierwiastek kwadratowy ze 100 jest 10; pier­
wiastek kwadratowy z 10000 jest 100; pierwiastek 
kwadratowy z 1000000 jest 1000; i t. d. Stąd wypa­
da. że pierwiastek kwadratowy z liczby mniejszśj od 
100, musi się składać tylko z jednój cyfry, pierwia­
stek kwadratowy z liczby, zawartśj pomiędzy 100
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i 10000 — z dwóch cyfr; pierwiastek kwadratowy 
z liczby zawartój pomiędzy 10000 i 1000000—z trzech 
cyfr, i tak dalój. Jeżeli więc nad każdą drugą cyfrą 
danój liczby, zaczynając od miejsca, na którym stoją 
jedności, napiszemy punkt, wtedy liczba punktów po­
każe nam liczbę cyfr w pierwiastku kwadratowym 
z tejże danój liczby. Tak np. pierwiastek kwadratowy 
z 4856 składa się z dwóch cyfr; — pierwiastek kwa­
dratowy z 611524 jest złożony z trzech cyfr.

250. Przypuśćmy, że chcemy znaleść pierwia­
stek kwadratowy z 3249.

Najprzód oznaczmy właściwe cyfry punktami 
podług podanego prawidła;

- 50+7 okazuje się, że szukany pier­
wiastek składać się będzie 
z dwóch ‘cyfr. Niech a+ó 
oznacza ten pierwiastek, gdzie 

a jest wartością cyfry, stojącój na miejscu dziesiątek, 
a b wartością cyfry stojącój na miejscu jedności. 
Stąd widać, że a musi być największą liczbą dziesią­
tek, którój kwadrat jest mniejszy od 3200; taką liczbą 
jest 50. Odejmijmy a2, to jest kwadrat 50, od danej 
liczby; — wtedy resztą będzie 749. Podzielmy tę 
resztę przez 2a, to jest przez 100; iloraz będzie 7; 
i to jest wartością b. Wtedy (2a+ó)5, czyli 107X7, 
to jest 749, jest liczbą, którą należy odjąć od reszty; 
a ponieważ teraz nie pozostaje żadna reszta, przeto 
wnosimy stąd, że 50+7, czyli 57, jest szukanym pier­
wiastkiem kwadratowym.

Powiedzieliśmy wyżój, że a jest największą licz­
bą dziesiątek (czyli największą wielokrotną względem 
dziesięciu), którój kwadrat jest mniejszy od 3200.

V  3249= 
2500 

100+ 7,749 
749
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W rzeczy samój: bezpośrednio widoczną jest rzeczą 
że a nie może być większą wielokrotną względem 
dziesięciu. Ale nie może być także i mniejszą; — 
gdyż, jeżeli by to było możliwóm, aby liczba dziesią­
tek była mniejszą, np. gdyby była x, wtedy a3+6 by­
łoby mniejsze od a, (ponieważ x są dziesiątkami, 
a b jednościami), zatóm i kwadrat z x-\-b byłby 
mniejszy od a2, więc «+ó jest mniejsze od praw­
dziwego pierwiastku kwadratowego.

Gdyby pierwiastek składał się z trzech cyfr, wte­
dy niech a oznacza setki, a b — dziesiątki. Znalazłszy 
a i b jak wyżój, uważajmy dalej setki razem z dzie­
siątkami jako nową wartość a, i wynajdźmy nową 
wartość na ¿jedności.

251. Zera mogą być przy wykonywaniu powyż­
szego działania, opuszczone dla krótkości i całe dzia­
łanie można wyrazić za pomocą następnego prawidła:

Nad każdą drugą cyfrą, zaczynając od cyfry, sto- 
I /  »—; jącej na miejscu jedności napisz-

3249 — 57 my kropkę. tym sposobem cała licz­
ba zostanie podzieloną na kolum­
ny. Następnie znajdźmy naj­
większą liczbę, której kwadrat jest 

zawarty w pierwszćj kolumnie: będzie to pierwsza cy­
fra pierwiastku. Kwadrat jej odejmijmy od pierwszćj 
kolumny, i do reszty dopiszmy kolumnę drugą. Po­
dzielmy tak otrzymaną ilość, opuszczając w niej ostatnią 
°yfri. przez podwojoną, znalezioną 'dotąd część pier­
wiastku i dopiszmy iloraz i do pierwiastku i do dzielnika. 
Pomnóżmy następnie dzielnik wraz z tern, co było dopi­
sane, przez część pierwiastku ostatnio znalezioną, i odejmij­
my znowuż iloczyn od całćj reszty. Jeżeli w liczbie da.

107 ¡749 
749
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ntj będzie jeszcze więcćj kolumn do złożenia, wtedy cale 
działanie musi być dalej w ten sposób prowadzone.

252. Przykłady:
Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z liczb: 132496
i 5822249. _____

V 132496 =  364,
9 _

136 424 
'396

724 2896 
|2896

V 5322249 =  2307.
4_

43 132 
1129

4607 32249 
32249

W pierwszym przykładzie, po znalezieniu pi®r* 
wszśi cyfry pierwiastku i dopisaniu do reszty drugiej 
kolumny, otrzymujemy 424; podług prawidła dzielimy 
42 przez 6, dla otrzymania następnśj cyfry pierwiast­
ku; z podzielenia wypada 7, i to byłoby drugą cyfrą. 
Lecz mnoZąc 67 przez 7, otrzymujemy na iloczyn 469, 
co jest większą liczbą, aniżeli 424. To pokazuje, ze 
druga cyfra nie może być 7, ale jest mniejszą. Pró­
bujemy 6 — ponieważ próba się udaje, przeto 6 jest 
właściwą cyfrą. Ten przykład pokazuje, że niekiedy 
wypada próbować kilka liczb przy oznaczaniu pew-
nój cyfry.
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W drugim przykładzie czytelnik powinien zwró­
cić uwagę na to, że jedna cyfra pierwiastku wTypadła 
zero.

253. Prawidło na wyciąganie pierwiastku kwa­
dratowego z ułamku dziesiętnego, wypada z prawidła 
powyższego. Należy tu jednak zauważyć, że przy 
podnoszeniu do kwadratu ułamku dziesiętnego otrzy­
mujemy zawsze parzystą liczbę cyfr dziesiętnych 
w kwadracie, że zatóm nie można dokładnie wyciąg­
nąć pierwiastku kwadratowego z żadnego ułamku 
dziesiętnego, który, w najprostszćj swojój postaci, ma 
nieparzystą liczbę cyfr dziesiętnych.

Pierwiastek kwadratowy z 32, 49 jest jedną dziesią­
tą częścią pierwiastku kwadratowego z 100x32,49, — 
czyli z 3249. Podobnież: pierwiastek kwadratowy 
z 0,003249 jest jedną - tysiączną częścią pierwiastku 
kwadratowego z 1000000X0,003249, czyli z 3249. 
Stąd możemy wyprowadzić następne prawidło na wy­
ciąganie pierwiastku kwadratowego z ułamku dzie­
siętnego:

Należy oznaczyć kropka każdą drugą cyfrę danćj 
liczby poczynając od cyfry, stojącćj na miejscu jedności 
i idąc tak na lewo, jak i na prawo od nićj. Następnie 
wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z całej liczby, jakby 
zcałkowitćji od,dzielić na dziesiętne w otrzymanym ivypad- 
ku tyle cyfr, ile było odznaczonych kolumn w części dzie- 
siętnćj danćj liczby.

Zwracamy, tutaj szczególną uwaga uczącego się 
na znaczenie słów: poczynając od cyfry, stojącćj na 
miejscu jedności.
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254. Przy wyciąganiu pierwiastku kwadrato­
wego z liczby całkowitój, jeżeli otrzymamy jeszcze 
resztę, doszedłszy do cyfry stojącćj na miejscu jed­
ności, to reszta ta jest znakiem, że dana liczba nie 
ma pierwiastku, dającego się dokładnie wyrazić. Mo­
żemy jednak oznaczyć go z takim stopniem pi zybli- 
żenia, jak tylko chcemy, przypuszczając, że na końcu 
danej liczby znajduje się przecinek, dopisując za nim 
jakąkolwiek parzystą liczbę zer i prowadząc dalej 
działanie. Tym sposobem otrzymaną część dziesięt­
ną pierwiastku należy dodać do znalezionćj już po­
przednio części całkowitej.

Podobnież, jeżeli ułamek dziesiętny nie ma piei- 
wiastku kwadratowego, dającego się dokładnie ozna­
czyć, wtedy możemy do niego dopisać zera, i dalej 
prowadzić działanie, posuwając przybliżenie tak dale­
ko, jak chcemy.

255. W podanym niżój przykładzie, wyciąganie 
pierwiastku kwadratowego z 0,4 jest doprowadzone 
do siedmiu cyfr dziesiętnych.
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V 0.4Ó00 ........ =  0,6324555
36

123400
¡369

1262 "3100
2524

12644 57600
50576

126485 702400
632425

1264905.6997500
¡6324525

12649105,67297500
¡63245525

4051975

256. Przechodzimy teraz do sposobu wyciąga­
nia pierwiastku sześciennego z wielomianów.

Pierwiastek sześcienny z a3-\-3a'ib-]r 3abi-\-b3 
jest a-j—6; zastanawiając się tutaj nad sposobem, 
w jaki aĄ-b zostaje utworzone z o3-f 3a2ó-j-3a62-j-^3i 
dojdziemy do ogólnego prawidła na wyciąganie pier­
wiastku kwadratowego z każdego wielomianu.

Uporządkujmy najprzód wyrazy, podług potęg
jednój i tój samój gło­
ski a; wtedy pierw­
szym wyrazem będzie 
a3, a jego pierwiast­
kiem sześciennym bę-

\ /  a 3-j- 3 a2 ó -{- 3 « ó 2 -|- ó3 =  « -}- ó

3a2| 3a3ó+3aó2+&3 
|— 3a2ó-f-3aó2-j-ó3

dzie a: — i to jest pierwszy wyraz szukanego pier­
wiastku. Odejmijmy następnie sześcian tego wyrazu 
pierwszego, czyli a3, od całego wyrażenia i dopiszmy
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resztę: 3a2ó -f-3aó2 -f b3. Podzielmy 8a2b przez 3a2: — 
ilorazem będzie b, i ono stanowi drugi wyraz szuka­
nego pierwiastku. Odejmijmy dalój 3a26-|-3aó2+ 6 a 
od reszty, i tym sposobem cały sześcian a-\-b zostanie 
odjęty. To właśnie kończy działanie w obecnym 
przypadku.

Gdyby było więcej wyrazów, wtedy należałoby 
postępować z a-Ą-b tak, jak postępowaliśmy poprzed­
nio z a; sześcian tego wyrażenia, to jest 
a3-\-3a?b-\-3ab2-]-b3, był już odjęty od danego wielo­
mianu, należy więc podzielić resztę przez 3(a-j-ó)2 
dla wynalezienia nowego wyrazu, i tak dalój.

257. Przy wyciąganiu pierwiastku sześcienne­
go z bardziej złożonych wielomianów, a równie i z liczb, 
dogodną jest rzeczą rozłożyć rachunki działania, po­
kazanego w poprzednim paragrafie, w trzy kolumny, 
jak następuje:

3a +-ó; 3 a2
(3&-j-ó)ó 

8a2+ 3  aó+ó2
J+ a3-|-3a -b-j- 3aó2-j-ó3 — a-j-ó

3a2ó+3aó2-|-ó3
3«-ó-j-3«ó2- f ó 3

Objaśnienie: Znajdujemy najprzód pierwszy wy­
raz pierwiastku, to jest a; następnie piszemy a 3 pod 
danem wyrażeniem w trzeciój kolumnie i odejmujemy 
je. Piszemy potóm 3a w pierwszój kolumnie, a 3a2 
w drugiój; — dzielemy 3a2ó przez 3a2, i otrzymujemy 
iloraz b. Dodajemy b do wyrażenia pierwszój ko­
lumny; mnożymy następnie to, co otrzymamy w tój 
pierwszój kolumnie, przez b, iloczyn piszemy w dru-
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giój kolumnie, i dodajemy go do tego, co już w tejże 
kolumnie się znajduje, otrzymujemy 3a3ó-j-3ii6+ó2. 
Mnożymy dostatn ie  wyrażenie przez 6: otrzymujemy 
3«26-f3aó2-|-63, który to iloczyn należy umieścić 
w trzeciój kolumnie i odjąć. Tym sposobem dokoń­
czyliśmy działanie odejmowania (a+ó)3 od wyrażenia 
danego. Gdyby było więcej wyrazów, wtedy należa­
łoby toż samo działanie prowadzić dalój.

258. Przy wykonywaniu tego działania w dal­
szym ciągu, należy dodawać do liczby pierwszój ko­
lumny taką liczbę, aby po dodaniu otrzymać potrojoną 
część pierwiastku, już znalezioną. W tym celu postępu - 
jemy tak: mamy już w pierwszej kolumnie 3a-j-ó;

umieszczamy 2b pod b i dodajemy; — wte- 
3a-(- otrzymamy 3a-j-36, czyli potrojoną część

już znalezioną. Nadto, do liczb drugiój 
kolumny wypada nam dodać taką liczbę,

+26/ 
3a+36

aby otrzymać potrojony kwadrat tćj części pierwiastku, 
która już jest znalezioną. To znowuż wynajdujemy 
w ten sposób: w drugiój kolumnie mamy już (3a-f6+ 

a pod tą liczbą 3a2-k3«6+ó2; — 
umieśćmy jeszcze ó2 poniżój i dodaj­
my liczby zawarte w trzech ostatnich 
wierszach, wtedy otrzymamy 
3a2+6a6+362, co jest właśnie trzy 

razy wziętym (a-j-6)2, czyli potrojonym kwadratem 
znalezionój już części pierwiastku.

259. Przykład: Wyciągnąć pierwiastek z wy­
rażenia:

(3a-j-6)ó
3aa-j-3a6+62
__ _ -)-62

3«2+6a6+36

8x6—36«5+102*4—171.r3+204«2—144«+64.
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Działanie:
I) 6«2—3* II) I2*ł 
; „ d *  -3*(6*2-3 * )

' 6«2—9«+4 1 2 ^ 1 8 * 3+ 9 ^  >.
9*2 j

U,*.! H36*3+ 2 7 . ^
4(6as2—9.̂ —¡—4) 

T2«^36.«3-+- 5D’2 ~36«4-16 

III)
[ /8 « e—36«54-102«4-r 7 U 3-i-204*2—144«-)-64=:2«2—3a:4-4
_g^6 ____
----  2Z36^sZp-[02«4—171«®-p204*’—144a;-|-64

+ 36*5±  54*4-f- 27*3 ______________
' 48^)iZ l44«M ^04^^14l«+64

_ 48,r4:4=144.r3+204fl;2-4-144.'E±64.

Pierwiastek sześcienny z 8*6 jest 2*2; i to będzie 
pierwszym wyrazem szukanego pierwiastku- podpisu­
jemy 8.«6 pod danóm wyrażeniem w trzeciej kolum­
nie i odejmujemy ten wyraz.

Następnie umieszczamy potrojone 2a?2 w kolum­
nie pierwszśj, a potrojony kwadrat 2*a w kolumnie 
drugi ój; to jest piszemy 6*2 w pierwszej, a i 2*4 w dru- 
giój kolumnie. Dalśj dzielimy —36** przez 12**» 
i otrzymujemy tym sposobem iloraz 3«, który bę­
dzie drugim wyrazem pierwiastku.

Następnie dopisujemy tenże wyraz do pierwszśj 
kolumny, i to wyrażenie, które teraz znajdować się bę­
dzie w pierwszej kolumnie, czyli 6#2 3«, mnożymy 
przez —3«, tak znaleziony iloczyn umieszczamy pod 
wyrażeniem, będącśm w drugiej kolumnie i dodajemy 
go do tegoż wyrażenia: — otrzymamy tym sposobem
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12*4 18#3-j-9aP. Mnożymy dalśj to ostatnie wyra­
żenie przez —3*, podpisujemy je pod resztą w trze­
ciej kolumnie i odejmujemy. Otrzymamy wtedy 
w trzecićj kolumnie resztę; a część pierwiastku już 
znaleziona będzie 2«2—3*. Teraz należy w kolumnie 
pierwszśj i drugiej wykonać rachunki, pokazane 
w § 258. W tym celu podpisujemy podwojone -3 *  
to jest —6*, w pierwszśj kolumnie, i dodajemy te dwa 
wiersze; — otrzymujemy przez to 6a2—9*, i to stano­
wi potrojoną część pierwiastku już znalezioną. Po­
dobnież podpisujemy kwadrat —3*, czyli w dru­
giej kolumnie, i dodajemy trzy ostatnie wiersze w tśj- 
że kolumnie; — otrzymujemy 12«4—36*3-|-27«2, i to 
jest potrojonym kwadratem tśj części pierwiastku, 
która już jest znalezioną.

Po wykonaniu tych działań dzielimy resztę, 
znajdującą się w pierwszśj kolumnie, przez wyraże­
nie poprzednio otrzymane, i w ten sposób znajdujemy 
4, jako ostatni wyraz pierwiastku; z nim znowuż po­
stępujemy tak jak z poprzednimi. Mianowicie: do­
łączamy ten wyraz do pierwszśj kolumny, i mnożymy 
tak otrzymane wyrażenie w tśjże kolumnie, to jest: 
6«2—9*-j-4, przez 4; iloczyn umieszczamy pod wyra­
żeniem będącśm w drugiej kolumnie, i dodajemy go 
do tegoż wyrażenia: otrzymujemy w ten sposób; 
12«4—36«3-f-5 1  —36*-j-16; mnożymy to ostatnie 
przez 4, podpisujemy iloczyn pod resztą w trzeciśj 
kolumnie i odejmijmy go. Ponieważ teraz nie pozo­
staje żadnśj reszty, przeto wnosimy stąd, że 2x2— 
—3*-(-4 jest szukanym pierwiastkiem sześciennym.

Todh, Algiebra 19
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$60. Wyłożony poprzednio sposób wyciągania 
pierwiastku sześciennego z wyrażeń algebraicznych 
prowadzi nas do podania sposobu wyciągania pier- 
wiastkif1̂ ^ ? ^ ^ ^ ©  z jakiejkolwiek liczby.

Pierwiastek sześcienny z 1000 jest 10, pierwia­
stek sześcienny z 1000000 jest 100; stąd wypada, że 
pierwiastek' sześcienny z liczby mniejszśj od 1000 
jest jednocyfrowy; pierwiastek sześcienny z liczby, 
zawartej pomiędzy 1000 i 1000000 składa się z dwóch 
cyfr, i t. d. Jeżeli więc nad każdą trzecią cyfrą da- 
nój liczby, napiszemy punkt, zaczynając od cyfry, 
stojącój na miejscu jedności, wtedy liczba punktów 
pokaże liczbę cyfr w pierwiastku sześciennym.

Tak naprzykład: pierwiastek sześcienny z 405224 
składa się z dwóch cyfr, a pierwiastek sześcienny z 
128129Ó4 składa się z trzech cyfr.

Przypuśćmy, że chcemy wyciągnąć pierwiastek
kwadratowy z 274625.

I-akol. Il-a kol. III-cia kol.
180+5 10800 3

1/274625 =  60+5925
11725 216000

58625
58625

Oznaczmy najprzód punktami odpowiednie cyfry,
podług prawidła; — pokazuje się z tego, że pierwia­
stek składać się z będzie z dwóch cyfr. Niech a-\-b 
będzie szukanym pierwiastkiem, gdzie a oznacza war­
tość cyfry, stojącej na miejscu dziesiątków, a b war­
tość cyfry, stojącój na miejscu jedności. Wtedy a 
musi być największą wielokrotnością dziesięciu, któ­

rej sześcian jest mniejszy od 27400; — j est to 60 
Podpisujemy sześcian 60, to jest 216000, w trzeciśj 
kolumnie pod daną liczbą, i odejmujemy go od tójże 
liczby. Umieszczamy potrojone 60, to jest 180 
w pierwszój kolumnie, i potrojony kwadrat 60, to jest 
10800, w drugićj kolumnie. Resztę, otrzymaną 
w trzeciśj kolumnie, dzielimy przez liczbę, będącą 
w drugiśj kolumnie, to jest dzielimy 58625 przez 
10800; otrzymujemy stąd 5, i to jest wartością b. 
Dodajemy 5 do pierwszój kolumny i mnożymy tę sum­
mę przez 5, to jest mnożymy 185 przez 5; otrzymuje­
my z tego 925. co umieszczczamy w drugiej kolumnie 
i dodajemy do liczby, która już się tam znajduje. 
Tym sposobem znajdujemy 11725; co mnożymy przez 
5, umieszczamy iloczyn w trzeciej kolumnie i odejmu­
jemy. Reszta jest 0, zatem 65 jest szukanym pier­
wiastkiem sześciennym.

Zera na końcu mogą być dla krótkości poopusz­
czane, i całe działanie ostatecznie przedstawiać się
Kodrt\n ttt 4a«    'będzie w-ten sposób:

185 108 3

925 V  274625 — 65
11725 216

58625

9R1 wt ■
58625

261. Przykład. Wyciągnąć pierwiastek sze­
ścienny z liczby 109215352.

19*
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I-a kol.

14i8

2-ga kol.
48
8891

56891
_49'

“6627 
11344 

" 674044

3-cia kol.

45215
39823
5392352
5392352

1/109215352 =  478 
64

Po otrzymaniu dwóch pierwszych cyfr piei - 
wiastku, mianowicie 47, obliczamy pierwszą i drugą 
kolumnę, sposobem, wyłożonym w § 258. Mianowi­
cie umieszczamy podwojone 7 pod liczbą pierwszej 
kolumny, i dodajemy oba wiersze, co nam daje 141; 
następnie podpisujemy kwadrat 7 pod liczbami 
drugiej kolumny i dodajemy trzy ostatnie wiersze, co 
znowuż daje 6627. Dalej działanie jest prowadzone 
jak poprzednio. Pierwiastek sześcienny jest 4/8.

Przy wykonywaniu działania, odnoszącego się 
do tego przykładu, mogło się wydawać, że drugą cy­
frą pierwiastku jest 8 lub nawet 9; lecz przez próbo­
wanie każdśj z nich, okazuje się, że one są zbyt wiel­
kie. Podobnie jak i przy wyciąganiu pierwiastku 
kwadratowego może się czasami przytrafić, że wypa­
da nam próbować zbyt wielkich cyfr, szczególmój 
przy oznaczaniu pierwszych cyfr pierwiastku. _

262. Przykład. Wyciągnąć pierwiastek sze­
ścienny z 8653002877.
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6051
iof

1200
30251

3

V 8653002877
6153 1230251 8

25 653002
126075 615125

18459 37877877
12625959 37877877

W tym przykładzie uczący się powinien zwró­
cić uwagę na zero, które się otrzymuje jako jedną 
z cyfr pierwiastku.

263. Jeżeli pierwiastek ma pewną liczbę cyfr 
dziesiętnych, wtedy sześcian mieć będzie trzy razy 
więcój tychże cyfr; z tego powodu w liczbie, ma­
jącej cyfry dziesiętne, i wyrażonej w najprostszśj 
postaci, liczba tychże cyfr dziesiętnych powinna być 
wielokrotną względem trzech, jeżeli dana liczba jest do­
kładnym sześcianem. W pierwiastku, zatóm, sze­
ściennym z takiój liczby, liczba cyfr dziesiętnych bę­
dzie trzy razy mniejszą, aniżeli w danej liczbie. Stąd, 
jeżeli liczba dana, z której chcemy wyciągnąć pier­
wiastek kwadratowy, zawióra ułamek dziesiętny, 
wtedy oznaczamy punktem cyfrą, stojącą na miejscu 
jedności, i każdą trzecią cyfrę licząc w prawą i lewą 
stronę od tśjże cyfry jedności, i następnie postępuje­
my tak, jak przy wyciąganiu pierwiastku z liczby cał­
kowitej. Liczba punktów, napisanych nad częścią 
dziesiętną danej liczby, pokaże nam liczbę cyfr dzie­
siętnych w pierwiastku sześciennym.

264. Przykład. Wyciągnąć pierwiastek sze­
ścienny z 14102,327296.
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64) 12 3

8( 2561 V  14102,327296
721) 1456 f 8

2{ 161 6102
7236 1728 5824

7211 278327
1735211 173521

ll 104806296
174243

43416
17467716

104806296

265. Jeżeli dana liczba czy to będzie całkowi­
tą, czy tóż ułamkiem dziesiętnym, nie ma dokładnego 
pierwiastku sześciennego, wtedy możemy do nićj do­
pisać zera i oznaczyć pierwiastek sześcienny z przy­
bliżeniem do jakiegokolwiek stopnia.

W następującym przykładzie jest wykonane wy­
ciąganie pierwiastku sześciennego z 0.4 do czterech 
cyfr dziesiętnych:

2131 147
6 6391

21961 15339
12 ___ 9)

"22088 159876 
13176 1

1611876 f 
36 I

1625088
176704

162685504

1/0 .400 ...= 0 .7368  
343 
57000
46017_
10983000
9671256

1311744000
1301484032

10259968
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PRZYKŁADY XXVII.

1.

4.

6 .

8.

10.

Znaleść wartość następujących wyrażeń:
___ _ ' 3 ____ 3

1 /9  a W . 2. \ / 8  «»6». 3. J / — 64o®3®.

[ / 1 6ah58c12.
J /2 7 > / /

49 e*

/  81 a*

u

V64 a6b 1

5
7.

9.

5

} / —

216a3<3!> 
125c6 ‘

Znaleść pierwiastki kwadratowe następujących 
wyrażeń:
11. 16a3+40a6+2562. 12.
13. 36^6-f l2 « 3- f l .  14.
_ 25a2-j-20a&-f-452

25a2-(-20ac-(-4e2
17. as4—J—2^3—j—3.«2—J—2i»—1—1.
18. 1—2#-j-5#2—4̂ c3—J—4ie4.
19. tf*+6*34-25«2-f48tf-f64.
20. x l—4«3-l-8«-)-4.
21. 1—4«-j-10«2—12*3-|-9«4.
22. 4«8—4.rs—7,*ł_|_4^2 i 4_

49a4—84a2H '36ń2. 
64a2-(-48a6c-f-9ń2o2. 
9a4—24a!l+16 

4«—12a? —|—9
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23. x*—2ax3-\-5a2a;'1—4a3*-j-4a4.
24. —2ax34-(a1'±2b'-)z2—2ab2x-[-bi.
25. .*«—12«3+60«4—160«3+240£c2—192«+64.
26. ¿p®—|—4 axh—10a3x 3-{-4a5xĄ-a6.
27. 1—2«-)-3«2—4.v3+ 5 zi—4sc5-(-3#6— 2x ’+x*.
OD 4./;2 as 16«2 % 2 Qxy 16«2

i"~ llh /ż  +  Tfe2^  5*2~'' l i« 2'

Znaleść pierwiastki stopnia czwartego z nastę­
pujących wyrażeń:
29. l-j-4#-|-6«2-j-4.'r3-f-«4.
30. 16*4—96«3y-f216«2y2—216«y3-)-81y‘.
31. 1—4«4-10.r2—16*3+19*4—16.r34 1 0 « 6—4«7- f  xs.
32. |« 4—2 («—j—¿>)̂b3 j—4«6—j—6a)̂ »2—

—2aó(a-|-ó).*-j-«2ó2 j2.

Znaleść pierwiastki stopnia ósmego/ z następu­
jących wyrażeń:

33. £e8-f8« 7+28#<H- 56«3- f  70«1-4-56«3+28«2- f8 « + 1.
34. |« 4—2#3y-|-3cc2y2—2*y3-j-y4J4.

Znaleść pierwiastki kwadratowe następujących
liczb:
35. 1156. 36. 2025. 37. 3721.
38. 5184. 39. 7569. 40. 9801.
41. 15129. 42. 103041. 43. 165649.
44. 3080,25. 45. 41,2164. 46. 0,835396.
47. 1522756. 48. 29376400. 49. 384524,01.
50. 4981,5364. 51. 64,128064. 5ci 0,24373969.

53. 144168049. 54. 254076,4836.
55. 3,25513764. 56. 4,54499761.
57. 0,5687573056. 58. 196540602241.

• Wyciągnąć pierwiastki kwadratowe z każdój 
z następnych liczb do pięciu cyfr dziesiętnych:
59. 0,9. 60. 6,21.
62. 0,00852. 63. 17,
65. 347,259. 66. 14295,387.

61. 0,43. 
64. 129.

Znaleść pierwiastki sześcienne następujących 
wyrażeń:
67. 8«3-j-36«2y-)-54/ey'-!-t-27y3.
68. 1728«6+1728cc4y3+576.e2*/6+64y9.
69. x 3—cóx2(a-\-b)-\-Zx(a-\-b)‘1 — (as-j-ó)3.
70. j—3/bs—6/e4—J—7/»3—j—6̂ P2—|— j—1.
71. x s—3ax5-\-5a3x 3—3 a5x —a 6.
72. 8«64-48c/c5-|-60c2a:4—80c3«3--90c%2-fl08c5*— 

27c*.
73. 1—9«-t-39£C2—99«3-(-156ic4—144«5+64«6.
74 . i _ 3 . « 4 - 6 * 2— 1 0 « 3+ 1 2 « 4— 1 2 « 5- h l 0 * 8- 6 i c 7-f- 

-^-3#8—x s.
Znaleść pierwiastki szóstego stopnia następują­

cych wyrażeń.
75. l-)-12«-f-60«24-160«3-j-240/e4-i-192«3+64«6.
76. 729/e6—1458as5-t-1215#4—540«3-j-135#2—18a:-j-l. 

Znaleść pierwiastki sześcienne z następujących
liczb:
77. 19683. 78. 42875. 79. 157464.
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80. 226981. 81. 681472. 82. 778688.
83. 2628072. 84. 3241792. 85. ‘ 54010152.
86. 60236,288. 87. 191,102976.
88. 0,220348864. 89. 1371330631.
90. 20910518875. 91. 91398648466125.

92. 5340104393239.

XXVIII.

W y k ł a d n i k i .

266. W paragrafie 16 określiliśmy znaczenie 
wykładnika; i stosownie do tego określenia, wykładnik 
dotąd miał dla nas znaczenie zawsze liczby dodatnćj

. i całkowitej. Rozszerzymy teraz określenie wykład­
nika, i pokażemy jakie ma znaczenie wykładnik 
ułamkowy i wykładnik odjemny.

267. Jeieli m i n oznaczają jakiekolwiek liczby cał­
kowite i dodatne, wtedy.

am \ a H = a m+n.
Prawdziwość tego twierdzenia była już pokazaną 
w paragrafie 59, lecz nie będzie zbytecznśm powtó­
rzyć tutaj to dowodzenie:

am— «X aX aX ........m razy, na zasadzie § 16;
an — aX « X « X ........n razy, na zasadzie § 16;

przeto:
am y^an — aX a X®X • • • •Xa X «X iiX ........m-\-n razy,
czyli, na zasadzie paragrafu 16:

amX an =««+». ,
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Podobnież, jeżeli p jest także liczbą całkowitą 
i dodatną:

am X «K X av =  am+“+>J:
i tak dalej.

268. Jeżeli m in  są liczbami całko witemi i do- 
datnemi, a m jest większe od n, wtedy mamy, na za­
sadzie § 267:

o**—* X a" — am~n+n — am;
i j a»skąd: — — am~nan

To również było już dowiedzione w paragrafie 72.
269. Ponieważ wykładniki ułamkowe i wykład­

niki odjemne nie były dotąd określone, przeto może­
my je określić w taki sposób, w jaki tylko chcemy; 
i najdogodniejszą rzeczą będzie nadać tym wykład­
nikom takie określenie, że przy nieb zasadniczy zwią­
zek am X«M — am+n zawsze mieć będzie miejsce, jakie­
kolwiek by były m in .

Naprzykład: przypuśćmy, że chcemy poznać
1
Yznaczenie a.

Podług przypuszczenia powinnno być:

2 2
a X  a — &1 — a,

i*2"
Przeto a musi być taką liczbą, która pomnożona 
przez siebie samą powinna dać na iloczyn a; lecz pier­
wiastek kwadratowy z a jest podług określenia taką

1
liczbą; — zatem a musi mióć toż samo znaczenie co

I
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i pierwiastek kwadratowy z a, to jest a ’ = \ / a . 
Dalój: przypuśćmy, że chcemy poznać

i
. 8czenie a .
Podług przypuszczenia powinno być:

L  L  L  1 + 2 ,+ i
3 3 3 3 T  y T  3

a X  a X a  =  a — a 1— a,

zna-

3
Stąd wypada, tak jak poprzednio, że a musi mióć toż
samo znaczenie, co i pierwiastek sześcienny z a, to

1
, T  ̂ _  
jest: a — \ / a .

Dalój jeszcze przypuśćmy, że chcemy poznać
3 . I
Tznaczenie a .

Podług przypuszczenia powinno być:
3_ 3_ 3 3
4 4 7  7

a X .a X a X « = a 3;
3

7przeto: a = J / a3.
Te przykłady dają uczącemu się pojęcie o tern, 

co należy rozumieć przez jakikolwiek wykładnik 
ułamkowy; ztśmwszystkiem podamy w dwóch na­
stępnych paragrafach ogólne określenie tegoż wy­
kładnika.

1 .
'•M ’ I270. Znałeść jakie ma znaczenie a gdzie n jest 

jakąkohuiek Liczbą całkowitą i dodatną.
Na zasadzie przypuszczenia:

29 B

i_ 2. L
a” X a " X a X  • • • • n czynników =

—— U —— I— — 4 - . . . .  tt wyrazówn n n— a =  a =  a\
j_

przeto musi mióć toż samo znaczenie, co i pier­
wiastek potęgi «-tej z a, to jest:

7 = .V a .
m

' n  ,271. Znaleść, jakie ma znaczenie a , gdzie m in  
są jakiemikolwiek liczbami całkowitemi i dodatnemi.

Na zasadzie przypuszczenia:
m m m
n n . n

a X a X a X . . . .  w czynników —
m , m , m  , ,------I---------\-------- 1- . . . .  w wyrazów
n n n— a — am\

m

przeto « " musi być pierwiastkiem potęgi n z am
m

—  n

czyli: a — Vam.
m

Stąd widzimy, że a " oznacza pierwiastek potęgi 
z a podniesionego do potęgi mte-i; to jest w wykładni­
ku ułamkowym licznik oznacza wykładnik potęgi, 
a mianownik wykładnik pierwiastku.

272. Podług powyższego znamy znaczenie ka­
żdego wykładnika dodatnego czy to całkowitego, czy 
też ułamkowego; pozostaje nam teraz znaleść znacze­
nie wykładnika odjemnego.

I
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Naprzykład: chcemy poznać jakie ma zna­
czenie a~2.

Podług założenia:
a3X<*~2 — —a 1 — «•

przeto: a ^ = - —Xa3 a2
Podamy teraz określenie w ogólności.
273. Znaleść znaczenie arn, gdzie n jest jakąkol­

wiek liczbą dodatną całkowitą lub ułamkową.
Podług założenia, jakiekolwiek by było m, po­

winniśmy mieć.
am X a~M — am~” ■

Przypuśćmy, że m jest dodatne i większe od n\ 
wtedy będzie:

am~n ^ an. = a m>

omskąd: am~n —  —  .an
A zatśm:

. , amam \Sa—n — ---
an

a stąd: an
Aby wypadek ten dogodnie wyrazić słowami, 

określimy najprzód znaczenie wyrazu odwrotny. Pe­
wna ilość nazywa się odwrotnością drugiój, gdy iloczyn 
tych dwóch ilości jest równy jedności. Tak np. « je st

odwrotnością — , lub ilością odwrotną względem — .

Podług tego arn jest odwrotnością lub ilością od­

wrotną względem — . Wypadek ten możemy przed­

stawić pod jedną z trzech następujących postaci:

a- ” =  —  ; a” =  a” Ya~" —  1..a® ’ a~~n
274. Z tego znaczenia, jakie nadaliśmy wy­

kładnikowi ujemnemu wypada, że am: an =  am~n i w 
tym przypadku gdy m jest mniejsze od n, równie jak 
i w tym, gdy m jest większe od «. W rzeczy samśj: 
przypuśćmy że »«jest mniejsze od «; wtedy:

amm: n —  — ------- —  a-(n—m) _ _  am-n
an a№~m

Przypuśćmy teraz, że m = n , wówczas am:an 
jest oczywiście =  1, a am- n — a°. Ten ostatni sym­
bol nie był jeszcze rozważany i nie otrzymał żadnego 
określenia; tym sposobem możemy mu nadać takie 
znaczenie, jakie najnaturalniój przedstawia się samo. 
Dla tego możemy powiedzióć, że a° =  l.

275. Aby ustanowić zupełną teoryą wykład­
ników, należałoby podać dowodzenia niektórych twier­
dzeń. wychodzących poza obręb niniejszego dziełka. 
Lecz te twierdzenia są tak prostemi wnioskami z okre­
śleń i własności ułamków, że czytelnik nie znajdzie 
żadnych trudności w zastosowaniu ich w tych przy­
padkach, które mogą.mu się przytrafić. Z tego po­
wodu pozostawiamy zupełny wykład obszerniejszym 
dziełom o algiebrze, a tutaj podamy tylko niektóre 
przykłady.

276. Jeżeli m i n są liczbami całkowitemi do- 
datnemi, wtedy wiemy, że: (<*” )* — amn. (patrz § 229)
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Toż samo mieć będzie miejsce, gdy m i n nie bę­
dą liczbami całkowitemi dodatnemi. Naprzykład:

W rzeczy samój: niech Wtedy pod­

nosząc obie strony do potęgi 4-tój będzie: a 3 —*4; na­
stępnie zaś podnosząc obie strony tśj równości do po-

1
12tęgi trzeciój, otrzymamy: a =  x 12; przeto x — a , co 

właśnie było do pokazania.
277. Jeżeli n nie jest liczbą całkowitą i do- 

datną, wiemy, że: an X b" =  (ab)” • Toż samo mieć 
będzie miejsce, gdy n nie jest liczbą całkowitą i do- 
datną.

1 —
Naprzykład: a 3 X  b 8 =  (ab)3. Gdyż jeżeliby- 

śmy obie strony podnieśli do potęgi trzeciój: wtedy 
z jednój i drugiój otrzymalibyśmy ab; tym sposobem 
każda z nich jest pierwiastkiem sześciennym z ab.

W podobny sposób mióć będziemy:
1 J_ _L _L

a ~ X  b ^ X c KX . - -  =  №°  ..■•)" •
Przypuśćmy teraz, że tych ilości a, 5, c . . .  . jest 

m, i że wszystkie one są równe a; wtedy z powyższśj 
równości będzie:

czyli:
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/  n \ m  n

\ y  a )  — Vam
Stąd wypada, że aby pierwiastek potęgi n-tej 

z a. podnieść do potęgi m, należy tylko ilość podpier- 
wiastkową podnieść do potęgi m, pozostawiając resztę 
bez zmiany.

278. Ponieważ ułamek może przyjąć rozmaite 
postaci, nie zmieniając wszakże swojój wartości, prze­
to łatwo przedstawić pod rozmaitómi postaciami 
i ilość z wykładnikiem ułamkowym nie zmieniając jój

2 4wartości. Tak naprzykład: ponieważ -g-—— przeto

2L 4
możemy wnieść, ż e a 3= a b i tak jest w rzeczy sa­
mój. Gdyż podnosząc obie te ilości do potęgi szóstój, 
znajdziemy z jednój i z drugiój a4, czyli każda z nich 
jest pierwiastkiem potęgi szóstój z a4.

279. Dajemy teraz kilka przykładów działań 
algebraicznych, do których wchodzą wykładniki ułam­
kowe i odjemne.

2 a i J _  _L JL

Pomnożyć: « 4 b 4 c ’ przez a '  b 3 c 3 .
_3_ J _ _  13. J__,__2_

3 ‘ 2 6 ’ 4 ' 8 12’ 3 1 3 •
przeto:

2 3 1 1 1 2 7 13
3 7 4 3 v /  „  2 /  3 3   (i 7 12a b c y^a b c =  a b c.

_3_ _2_ 1 J _

Podzielić: x 3 przez: x  2 y 6.
_3___ 1 _ _ J _  2____
4 2 4 ’ 3 6 ~  2 ;

Todh. A lgiebra 20
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przeto:
3 2 _1_ _1_ _1_ _1_

x 4y 3 : x 2 y  6 == .* 4y  2

Pomnożyć: x -\-x 3 -f- x  3, przez: x 3-\-x 3 — x~}
i i ■'<

X-\-X  3  - j -  X  3 

i 1
X 3  - J -  X 3 --------X ' _ 1

" j [  "T 
X 3  - j -  X 3  - f - 1

_2_ _  

- ¡ - X  3 —(— 1 —f- ¿c

—  1  — X

,70111 

i H T ‘ • I

.( ' ) ■: 
;in .i:

> l . i  M

_4_ 2_ _4_

x~ -\-2 xr -\-1 — x ~ T t
,'!»! > i'

7+> T
Tutaj mamy najprzód: x X x — ® ~ x  ; następ-

_L i. j. i  — I  
nie: x 3X x 3 =  x  3; .« X  x  3 ~ x ° — l  fi tak dalej.

Podzielić:

_i_ 2. _2- i. _  2. _ 2 .
,x  ! — 3« 3y 6-j-3 ;rs y 3 — y  2, przez:

^ 8- 2 ^ V ’ T + y _ T
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f j_ — __! _i_ _i_ i
X ' — 3x 3 y 6-J-3«6 y  3 —y 2

i _i_ __2. i 2.
^ x 2+ 2 x 3y  » +  x ~ y ~  3

_ L  L _i_ 2_ 1
* - x zy  6+ 2  x 3y ~ ~ 3 — y ~ 2~

1  j_ 1 i
z f x 3y 6 +  2x 6y~ ~ 3+  y ~

Ó

PRZYKŁADY XXVIII.

Znaleść wartości następujących wyrażeń:
1

1. 9 ~ T; 2.
3

4~ 2; 3. (100)“  3 ;
2

4. (1000)1"; 5. (81)” T
Uprościć:

6. (a 2)—3; 7. (a -2) - 3, 8. K ^ ;

9- J,/ a~3;
i i

a 2 X a 6 X  a~
i
4 #

Pomnożyć: • /

_3 3 3 3
11. x 4 -\-y 4 przez x 4 — y 4.

J_ ±  ±  j  j_ i
12. a 3 - J -a3 ó 34- ó 3 przez a 3 — J 3 #

±  _i
13. x - \ - x 2-j~2 przez x-f-x 2 — 2.

— i  __ ±
x 3— 2x 3 y  '• -\-y

2_ __ i
x 6 — w 0

20*
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14. *ł-j-*2-|-l przez *~4—¿u—a—1.
_  2 _1 ___1_

15. a 3 —(- a 3- j- lp rz e z a  3 — 1,
_ 4  4 2_ _ _2

16. a 3—2-j-a 3 przez a 3— a 3.

- L i ,  i i - _ L ' - L _ £
17. a-f-a 2 7»2 — x 3 y 3 przez aĄ-a 2 b 2 x 3 y 3.

J  l ±  3 i i .
18. x 2 —xy 2 -j-x 2 y—y 2 przez x-\-x 2 y  2 -f-y.

Podzielić:
__2 J) 1 J_

19. * 3— y 3 p rzez* 6—?/6.

j_ i
20. a—b przez a 3 —b 3;

_1_ J!_
21. 64*_ '-\-27y~ 2 przez 4* 8-j-3y 3.

_3_ i_ _1 _3_ 1 J_
22. * 2 — 2y—y 2 przez cc 2 —y 3.

_2_ 1 J_ 2 1 1 1  1
23. a 3 -)-a 3 b 6 -j-b 3 przez a 3 -\-a 6 b 6 -|-b 3.

2 2 2 1 1 1 1 1
24. a 3 -j-b 3 —c 8 —|—2c*8 b 3 przez a 3 -|-& 3 -|-c 3.

_s_ JL _L - L i . 1
25. x 4—2 a2* s -|-a3 przez x 4—2a 2 x 8-¡-a.

_1_ _3_ _i_ _i _L i s i
* 2 —4x 8y 8 -j-6x 4y 4 —4x 8y * -|-y 2

i .  _L T  i .  
x 4 —2* 8 y -)- y 4.

26. przez

Znaleść pierwiastki kwadratowe następujących
wyrażeń:

i- —i.
27. x 2—4-f-4* 2. 28. (*-(-x~')2—4(*—cc-1).

_5_ 4 7 i. 3
29. x 3 —4x3 —|—2a36 -f-4*—4* 6 -¡-* 3.

_ £  3 _3 3

30. 4* 2 — 12*T-f25—24*“  4+16*“ ^ .

XXIX.

M o ś c i  p i e r w i a s t k o w e .

280. Gdy pierwiastek pewnśj liczby nie może 
być dokładnie oznaczony, wtedy nazywa się on ilością 
pierwiastkową i przedstawia szczególny przypadek te­
go, co w matematyce nazywamy w ogólności ilością 
niewymierną.*)

Tak np. następujące ilości są pierwiastkowśmi:

l i -  VI I 4 1 4 I / »

*) Ilości rozróżniamy jako wymierne (rationales) i niewy­
mierne (irrationales).

Pod pierwszem nazwiskiem rozumiemy te, które mogą być 
za pomocą jedności dokładnie wyrażone: takiemi są liczby całko­
wite i ułamki. Wszelkie inne ilości, których dokładnie wyrazie 
za pomocą jedności nie można, nazywają się niewymiernemi. Np. 

_  a _
l i  2 ,  ] / 4  i t. P- przedstawiają przykłady ilości niewymiernych.



Podobnież jeżeli pierwiastek wyrażenia algie- 
braicznego nie może być oznaczony bez użycia wy­
kładników ułamkowych, wtedy i on także nazywa
się ilością pierwiastkową.

Tak naprzykład następujące ilości są pierwiast­
kowymi:

K « .

Prawidła na działania z ilościami pierwiastko- 
wemi, wypływają bezpośrednio z zasad, wyłożonych 
w poprzednim rozdziale; rozdział niniejszy jest prawie 
całkowicie zastosowaniem tych zasad do przykładów 
liczebnych.

281. Liczby lub wyrażenia algebraiczne mogą 
się przedstawić pod formą pierwiastkową, nie będąc 
w rzeczywistości pierwiastkowymi. Tak naprzykład: 
[ /9  jest wyrażone pod postacią pierwiastkową, lecz 
nie jest w rzeczywistości ilością pierwiastkową, gdyż 
[ / 9 = 3 .  Podobnież [/«"-(-2ab-[bz jest tylko pod 
postacią pierwiastkową, nie będąc w rzeczywistości 
ilością pierwiastkową, gdyż | / <t2-|-2ab-\-b*=a-\-b.

282. Często wypada ilość wymierną przedsta­
wić pod postacią ilości pierwiastkowśj oznaczonego 
stopnia: w takim razie należy daną ilość podnieść do 
potęgi takiój, jaki jest wykładnik ilości pierwiastko­
wej i nad tąż potęgą napisać znak pierwiastku.

Naprzykład:

3 =  [/3*  =  [ / 9 ;  4 = l / 4 r ==l/64; a = V a
3 -
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283. Iloczyn z ilości wymiernej przez ilość 
pierwiastkową może być wyrażony pod postacią ilości 
całkowicie pierwiastkowej w ten sposób: należy naj­
przód ilość wymierną wyrazić pod postacią pierwia­
stkową, i następnie pomnożyć przez daną ilość pier­
wiastkową (patrz § 277). Naprzykład:

31/2 — p 9 X /2  — LT8-,
3 3 3 _  3 _

21/4 =  1/8 X J /4  =  K32;

aVb =  V a2 X /  b =  / a26 ■
284. I odwrotnie: ilość całkowicie pierwiastko­

wa może być wyrażoną w postaci iloczynu z ilości 
wymiernój przez pierwiastkową, jeżeli można wycią­
gnąć pierwiastek z jednego z czynników ilości pod- 
pierwiastkowśj:

Tak np.
1/32 =  /1 6 X 2  =  /1 6  X / 2  =  4k 2 i

[ /4 8  =  | / 8X 6= |/8  x / 6  =  2 [ /6 ;
3 _____  3 3 ___  3 ___

[/«352 — | / a 3X [ / ó2 =  a [ /ó 2 •
285. Ilość pierwiastkowa ułamkowa może być 

zamienioną na równoważne jój wyrażenie, w którera 
mianownik będzie wymierny. Tak naprzykład:

V i = V W > =

6 _  l/"t> 
16 — 4 5

3 _

18_1/18
27 3
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286. Ilości pierwiastkowe, nie mające tego sa­
mego wykładnika pierwiastku, mogą być przekształ­
cone na równoznaczne ilości takie, w których wykład­
niki pierwiastków będą jednakowe (patrz § 277). Na

_ 8_ '
przykład, weźmy pod uwagę /̂5 j j / j ] ,

1 / 5  =  5 T ;  ]/n =  (U)l
— — 6

5 2 = 5  6= : J / P =  1 /1 2 5 ;
— — 6

(l l)3 =  (l l)6 =  I/(TT)2 =  l/l2l.
287. Możemy tutaj wskazać jedno z zastosowań 

poprzedniego paragrafu. Przypuśćmy, że chcemy po-

znać co jest większe [+5 czy j / n  ? Jeżeli sprowa­
dzimy obie te ilości do jednakowego wykładnika 
pierwiastku, przekonamy się że pierwsza jest więk­
szą, gdyż 125 jest większe od 121.

288. Ilości pierwiastkowe nazywają się podob- 
nemi wtedy, gdy mają też same czynniki pierwiast­
kowe, albo też gdy mogą być sprowadzone do takiój 
postaci, że do nich wchodzić będą też same • czynniki 
pierwiastkowe.

Tak np. 4 J /7 i 5 J /T  są ilościami pierwiastko-
3 _  8 _

wómi podobnćmi; 5 | / 2  i 4J/16 są także ilościami 
pierwiastkowemu podobnemi, gdyż:

3 3

4 K  16 =  8 1 /2 .
289. Aby dodać lub odjąć ilości pierwiastko­

we podobne, należy dodać lub odjąć ich współczynni-

305

ki i przypisać do wypadku współczynnik pierwia* 
stkowy.

Naprzykład:
/1 2  4 - / 7 5 — /4 8  =  21/3 +  5 /3 - 4 1 / 3  =  

(2+5—4)1/ 3-— 31/jf:

+4/ 6 4 X 1 2
27 :

_2_
3

/ 1 2
2

1
4 ’

3 3 _
4 / 1 2  / 1 2

3 3 ’
290. Aby pomnożyć jednomiany pierwiastkowe 

takie, które mają tenże sam wykładnik pierwiastku; 
należy pomnożyć oddzielnie czynniki wymierne i czy- 
niki pierwiastkowe.

Tak naprzykład:

3 / 2 x / 3 = 3  / 6 ; 4 /5 X 7 /6  =  281/30;
3 _  3 3

2 J /  4 X  31/2 =  61/8“— 6 X2 =  12.
291. Aby pomnożyć jednomiany pierwiastkowe, 

w których wykładniki pierwiastków nie, są jednakowe, 
należy je najprzód sprowadzić do jednakowego wy­
kładnika i potóm postępować jak wyżój.

3 __
Naprzykład: pomnożyć 4 /5  przez 21+11 • Na 

zasadzie § 286 mamy:

j / 5  =  1 /12+  ] / r i — 1 /I2 I;
przeto żądany iloczyn będzie:

6 6 
8/125X121 =  8/15125.
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292. Mnożenie wielomianów pierwiastkowych, 
wykonywa się w podobny sposób, jak każde mnożenie 
wielomianów algebraicznych.

Naprzykład:

(6 /3  -  5/2") X (-2 /3 + 3 /  2)—  3 6 + 1 8 /6 -—
— 10 1 /6 —30 == 6 + 8 1 /6 .

293. Dzielenie przez jednomian pierwiastkowy 
wykonywa się w podobny sposób jak mnożenie przez 
jednomian pierwiastkowy. Wypadek z takiego dzie­
lenia może być uproszczony na zasadzie § 285.

Naprzykład:

3 1 /2 :4 1 /3 . 3 j /  2 3 f / 1
4 J/3  ~  4 * 3

4 / 5 “ 2/125

2 / TI
6

2/121

1 ! / « _  . . . V i  
4 9 ~  4 ’

6

6 ______ ___  6 '
_  2 1 /  125X (ll)‘ _  2/1830125 

v  121 X (H )4 11

Zwracamy uwagę uczącego się, że powyższe 
przekształcenia, dokonane na zasadzie § 285, dają nam 
ostateczne wypadki pod postacią najdogodniejszą do 
liczebnych zastosowań; tak naprzykład jeżeli chcemy 
znaleść przybliżoną wartość liczebną wyrażenia

3 /2  :4 /3
wtedy najprościej dochodzimy do wypadku wyciąga­
jąc pierwiastek kwadratowy z 6 i dzieląc otrzymany 
wypadek przez 4.
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294. Dzielenie przez wielomian pierwiastkowy 
w jednym tylko przypadku ma znaczenie praktyczne, 
w tym mianowicie: gdy dzielnik jest summą lub różni­
cą dwóch ilości pierwiastkowyzh stopnia drugiego, czy­
li zawierających pierwiastki kwadratowe. Takie 
dzielenie ostatecznie wykonywa się za pomocą ważne­
go działania, które polega na przeks ztałceniu ilorazu, 
mającego mianownik pierwiastkowy, na takie wyraże­
nie, w którem mianownik jest wymiernym. Weźmy 
jako przykład ułamek:

_____ 4_____ .
51/2 +  2 ] /3  ’

jeżeli licznik i mianownik tego ułamku pomnożymy 
przez 5 I / 2 —2I /3“ wtedy wartość ułamku nie zmie­
ni się a mianownik stanie się wymiernym. W rzeczy 
samój:

_  £ ____=  _  4(51/2"—  2 V T ) _
5 + T  +  3 751/2 +  2 l / 3 ) (51/2 —  2 ]/3 )

4(51/2— 2 1 /3 ) _  101/2— 4"|/3_
■ 50-12  ~ 19

Podobnież:

K 3  +  1 /2  _  ( l / 3  +  K 2 ) (2 l / 3 H - K 2 ) _
2]/3 — 1/2 (21/3 — ]/2) (21/S*+1/1)

8 + 3 1 /6  8 + 3 1 /6
~  1 2 -2  “  10

294,. W ogólności gdybyśmy mieli ułamek 
którego licznik jest jakikolwiek m, a mianownik sum­
mą dwóch ilości pierwiastkowych stopnia drugiego:
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m
O J/'b  —)— c^/"d

wtedy w celu zamiany tego ułamku na taki, w któ­
rym mianownik byłby wymierny, należy jego licznik 
i mianownik pomnożyć przez różnicę tychże samych 
ilości pierwiastkowych, których summa stanowi mia­
nownik.

W rzeczy sarnój, postępując tak otrzymamy:

_  m _ : ______m (a]/F -\-  c j / J )  _
a ]/b  +  c]/ 2  (a\/7> - f  c}/d )  (a j /b — c ] /d ) ~

__ m (a \/b  —  ć \ /d )
a2b—-c2d

Nowy mianownik a2b—c2d znajdziemy albo wy- 
konywając-wprost mnożenie (a j/F + cj/J)(a \/F —cVd), 
albo też możemy odrazu napisać wypadek na tój zasa­
dzie, że iloczyn z summy dwóch ilości przez ich róż- | 
nicę, równa się różnicy kwadratów tychże samych : 
ilości (patrz § 79).

Gdyby w mianowniku była różnica dwóch ilości 1 
pierwiastkowych stopnia drugiego, wtedy należy po- \ 
mnożyć licznik i mianownik ułamku przez summę 
tych ilości, których różnica stanowi mianownik. Np.

_ m _  m ( (Ą /J -f- c l /d  ) 
a Y b — c]/d  — (ay u  -  c \ / d ) ( ^ | / r + ć | 7 ¥ y ~

__m (a \ /b + o | / J )
a2b—c2d

2942. W przypadku gdyby w mianowniku był 
trójmian pierwiastkowy, możnaby również ułamek

309

taki zamienić na ułamek z mianownikiem wymier­
nym, tylko działanie byłoby dłuższe. Następny przy­
kład pokazuje, jak w podobnych przypadkach należy 
postępować, aby uwolnić mianownik od ilości pier­
wiastkowych.

Niech będzie dany ułamek:
1

który chcemy przekształcić na ułamek z mianowni­
kiem wymiernym. Oznaczmy na chwilę | /  ŚT-j- Vó 
jedną głoskę s; wtedy dany ułamek przedstawi się 
pod postacią:

1

Aby tutaj uwolnić się od ilości pierwiastkowój w mia­
nowniku należy licznik i mianownik pomnożyć przez 
$—J /t"; czyniąc to będzie:

1_________ a—-j/7  _  s — J /T
s + J / 7  ' ( s + j / 7 ) ( s - j / 7 - ) _  s2—7

Podstawmy teraz zamiast s jego wartość, to jest 
l/3~—(— J/śTwtedy ułamek ten zamieni się na na­
stępny:

y z + y w — y r
( y w y y i y - r

a że:
( J / l T - j - J /  5  ) 2  = . 3 - j - 2 j / ' T s — (— 5  =  2 — f — 2 ) / ^  1 5 ,

(podług wzoru na (a-j-ó)2), przeto powyższy uła­
mek będzie:
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1 / 3  4 - j / T —  V T  _  J / T 4 -  ] / 5  — j / T  

8 - | - 2 j 4 l 5 —  7

Zamiast więc ułamku danego, w którym mia­
nownik był trójmianem pierwiastkowym, otrzymali­
śmy ułamek, którego mianownik jest dwumianem; mo­
żemy przeto uwolnić się od ilości pierwiastkowych 
sposobem podanym wyżej, i ostatecznie otrzymać uła­
mek z mianownikiem wymiernym. Mnożąc mianowi­
cie licznik i mianownik ostatniego ułamku przez
1—2J/15, będzie:

K i — (J /3 ~ + J /^ ~ K 7  )(1—2 J /* IL
l - | ~ 2 } / n  ( l - j - 2 ] 4 1 5 )  ( l — 2 | 4 l 5 )

J /3  + V ^ ~  V T — <6J / 5 —1O j/s +  2 | / l 05 
1 -6 0

_ — 9J/3  — 5}/5 — J / T +  21/105
—59 —

9 |/3  +  5 |/5  +  K 7 ~  2|/lOE 
59

Temu więc ostatniemu ułamkowi równa się ułamek 
dany:

1
V s + V 5 + y r -

W podobny sposób, przez dwukrotne powtórzenie 
działania mnożenia licznika i mianownika przez jedną 
i też samą ilość możemy każdy ułamek, którego mia­
nownik jest trójmianem pierwiastkowym, zamienić na 
ułamek z mianownikiem wymiernym.
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295. Pokażemy teraz jak znaleść pierwiastek 
kwadratowy z dwumianu, którego jeden wyraz jest 
ilością pierwiastkową stopnia drugiego. Przypuśćmy 
naprzykład, że chcemy znaleść pierwiastek kwadra­
towy z 7-|~4|/jT- Ponieważ:

( J / J  -f- Y y Y  =  .*+*/+2J/44; 
przeto widoczną jest rzeczą, że jeżeli znajdziemy na 
x i y takie wartości, któreby zadosyć czyniły wa­
runkom:

i: 2]/4y  =  4}/^ 3,
wtedy pierwiastek kwadratowy z 74-4J/3" będzie 
równy J/aT-|-|/y~. Całe działanie możemy ułożyć^
w ten sposób:

Przypuśćmy, że:

V T T ± W = v Ą V y

podnieśmy obie strony tej równości do kwadratu, 
będzie:

7-J-4J/ 3 = « 4 -y-(-2J/ xy.
Przyjmijmy, że

*4 -y — 7.
wtedy będzie:

2 ] /xy— 4 ] /3  .
Podnieśmy znowuż do kwadratu obie strony 

każdego z tych dwóch ostatnich równań, i odejmijmy 
je następnie; otrzymamy:

(as -¡- y ) 2̂ -4xy =  49—4 3 =  1,
(•*4y)2= i ,

* - y = 1.

czyli:
skąd:
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Ponieważ x-\-y =  l, i x —y — \, przeto będzie:
x — 4,

y = 3 .
Otrzymamy więc:

K 7+ 4FI - K i + K 3 = 2 + K i
Podobnież znaleźlibyśmy:

j / y Z ^ p f  =^2—|/ g .

295, Rachunkiem, podobnym do powyżśj poka­
zanego moglibyśmy znaleść i ogólne wyrażenie na

"J/"a-H/ 6 ^
pokażemy jednak tutaj jeszcze inny sposób wyprowa­
dzenia tych wyrażeń ogólnych.

Jeżeli jakąkolwiek ilość podniesiemy do kwadra­
tu i następnie z tego ostatniego wyciągniemy pier­
wiastek kwadratowy, wtedy otrzymamy początkową 
ilość;—dwa te działania wzajemnie się zniosą. Na tśj 
zasadzie mamy:

K ^ K K y = K (l//z+P 7 )2
czyli:

V x J r V y — V xJryJr^V ^y  . . . . (1)
Podobnież:

\ / x — K 7 =  K ( W - F K
czyli:

V  X— ] /y  =  } /x - j -y ~ 2 J /^  . . . .  (2)
Dwie te równości są tożsamościowe, tojest mają 

miejsce przy wszelkich znaczeniach na * i y\ — mieć 
więc będą miejsce i wtedy gdy uczynimy:

l
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x — ci—|— y — a—| b  •
Dodając odpowiedniemi stronami te ostatnie dwie 
równości, będzie:

x-\ry — 21a\
mnożąc zaś je: xy =  a2—b.

Podstawiając teraz te wartości na x, y, x4-y i 
xy w równości (1) i (2), otrzymamy:

V a-\-V  b 4 -  V a—Vb =  K 2 a + 2 P o ^ K

Va-\- P ó  P  a—1 b K 2 a—2P a2—b.
Przez dodanie odpowiedniemi stronami tych dwóch 
równości znajdziemy:

2l a-(-1 b 2aĄ-2Va*—ó-j— 2cl—2 P «a—b i
przez odjęcie zaś drugiój równości od pierwszój będzie

2 P^o,—P  b P^ 2 a + 2 P  a2—b — \^~ 2a-— a—b.
Dzieląc tak pierwszą, jak i drugą równość przez 2 
otrzymamy:

1 /-----K  2«-|-2 P a 2—b p /_2 a—P  2a2—b
V  a_|_Kft ---- 2----------- f . -----------2----------

1 /■----K  2a+2pa-1—ó P^ 2a—2 P a2—b
V  a  J / b  — —  — --- 2 ---- —  — ---- 2 -̂--- ’

Podprowadzając zaś mianowniki 2 pod znaki pier­
wiastku:

Iy ^ + n =  V _
i skracając następnie każdy z ułamków znajdujących 
się na drugich stronach równości, otrzymamy osta­
tecznie dwa wzory:

Algieb. Th. 21
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V ^ + v t = \ / •  +  ' < £ ± .

i ^ r p r =  | /

Równości te są. tożsamościami, to jest mają miej­
sce przy wszystkich znaczeniach na a i b. Chcąc ich 
zastosować, należy w każdym szczególnym przypad­
ku podstawić zamiast a i b odpowiednie wartości. 
Tak np. jeżeli dane wyrażenie będzie:

V  7—(-41/ 3 >
które już wyżój rozważaliśmy, wtedy należy najprzód 
4 podciągnąć pod znak pierwiastku: otrzymamy:

Y/  7-|-|/ 48,
i następnie w pierwszym z ostatnich wzoimw podsta^ 
wić 7 zamiast a i 48 zamiast b. Znajdziemy:

____  I / 7 + 1 /  73—48 , \ / 7 —J /72—48
1/ 7+ 1/ 48=  V 2 2

=  J / 7 ± r 4 S - 4 8 + j / '7 -1 /4 9 -4 8 '

i nakoniec:

| / 7+ 4 j /3  =  2 + K 3
Lecz jakkolwiek te wzory zawsze dają się zastosować 
jakiekolwiek by a i b miały znaczenia, stóm wszyst- 
kiem nie zawsze dogodną jest rzeczą używać ich,
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gdyż wyrażenia na drugich stronach tychże równości 
są w ogóle bardziej złożonemi, aniżeli na pierwszych 
stronach. W jednym tylko przypadku korzystnóm 
jest ich użycie, wtedy mianowicie, gdy na drugich 
stronach zginą znaki pierwiastkowe pod pierwiast­
kiem. Ten wypadek mieć będzie miejsce wtedy, gdy 
ilości a i b będą takie, że a2—b będzie zupełnym kwa­
dratem. Wtedy bowiem J / a 2—b będzie mógł być 
znaleziony dokładnie, i ilości pierwiastkowej pod zna­
kiem pierwiastku nie będzie.

Weźmy jeszcze jako przykład:

V 8—2 /1 5
Najprzód podprowadzamy współczynnik 2 pod znak 
pierwiastkowy; będzie:

V  8—K60.
Tutaj: a1 b =  82—6 0= 64—60 =  4, jest zupełnym 
kwadratem, dogodną jest więc rzeczą użyć wzoru 
na Va.—V b, Stosując ten wzór otrzymamy:

\ / s = y W = m _

i nakoniec:

V 8—2 /1 5  — 1/5~— J/3~.

21*



PRZYKŁADY XIX.

Uprościć:

1) ą / ¥ +  4j/8~—  1/32;

2) 2 J / T + ^ 3 2  — 1/108;

3) 2 1 /3  4  3 \ Z h ~ ~ \ / 1

1 1
4) 3 _

J /2 i  16
Pomnożyć:

[ / 1 +  —y/y  Przez 1 /3 -
1 1 #,_przez ] /  4 .

5) 1 /5  +

6) . K i "
j/1 6

- 3

l/ '2

7) 1 + 1 /3  — j / 2  przez j/ 6 J /2  •

8) K / +  l / / P rzez:
l 1

- +  ■y s ^ y w
Uczynić wymiernemi mianowniki następujących

ułamków:

3 + 1 / 2 '
9)

11)

io) i < i + l / 2
2 - 1 / 2 "  1 / 3 — j / 2 ' •

2 j / 5 +  1/3 _ , 2}/ 3 +  3 j/2
3 1 /5  + 2  J / 3 '

12)
31/3 — 21/5'
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Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z następu­
jących wyrażeń

13) 1 4 + 6 1 /5 / 14) 1 6 -6 1 /7 /
15) 8 + 4 ] / +  16) 4—J /1 5 ,

Uprościć:

17)

19)

1
V  5+F217 
K l i + e F j f

1 + 1 /3 - ;

18) 1/ 7—41/3 '

20) y 3+ I / 5" +  y ś Z p f .

21*) K « 3 - l / 5 7 + ( l / ^ ) '+

Wykonać działania:

22*) (J/ w l / m —n) (J /m —(-J/w —«).

23*) Q / « + y  — « + 1 / y-\rz)  ( ] / , « + y — «— j / ’#—«/+*). 
24*) (1/ * +  | / y  )2+  ( l /  ?: — y y  )2.

25*> 1/^ (1/ + |/i).
2e,) ( i / 9 - K i T - | / + n - + ) l / / + T r

v 3 4 g ^
7#) K + T + 4 x  1 / 1+ 2+ 2 + K '7 + T / + x l / 7 - ' i / ^ -
/  * K a + ^ + 2 l / a 6  . l / a + 6 — 2Vab .

W  następujących wyrażeniach wprowadzić 
Współczynnik pod znak pierwiastkowy.
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29*) a \ / b ; 30*) « 31*) A / l p

32*) i « + 6 ) | / a2+2aM_62,

33*) 34*) 51+4;

35*) \ /  «1/ a V a .

cych

36*)

39*)

41*)

43*)

45*)

47*)

48*)

50*)

Uczynić wymiernemi mianowniki w następuj ą- 
ułamkach:

j / 2
37*) 3 + / 8  . 

/ 2  ’ 38*> F

66___ 40*) 14-21/3 .
13—71/3 5 -1/3  ’

42*)

| / B / r

l / a - f l / 5 ’ ' 1 /« — l / ft 1

j/l+SsZ? 44#) ^2+1/3+1/5
1______ _ l/-«y

K3+1/5+1/7’ 46*)

1 _

1 / « 4 ^ y  *
Znaleść czemu się równa:

n ___ r ___ 3__  6 __
J/44y4+  4*) 1 /4 /1/«7
i _  9 _ 7 _1/a7. y a4.1/
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3_ 3
51*) J/(4aó2)" . 1 / (2ai5)*')

52*) K (« 2+ 2aZ +ó2) 3 + l / 4 2—2 a ó + ó + ;

53,) ( i 4 i > + ) 7; 64*> ( | / k & ) ;

55*) ( K ^ - K ^ ) 3; 56*) Q / 4 — i > r / ;

57*} 2 [ / J/T" +  3 J / "1/7"— 3}/ 1/T"—- | / /1/7 

58*) J / 4 + +  59*) 1 /  3 ;
r  a2| /  a

e o ,)  |/.+ -
XXX.

Równania stopnia drugiego.

296. Równaniem stopnia drugiego nazywamy 
takie równanie, które zawiera kwadrat ilości niewia- 
domój, ale nie zawiśra wyższśj potęgi tejże ilości.

297. Równanie stopnia drugiego nazywa się 
ezystem wtedy, gdy zawiśra tylko kwadrat ilości nie- 
wiadomój. Równanie stopnia drugiego nazywa sie 
wtedy zupelnem, gdy, oprócz kwadratu niewiadomśj, 
zawiśra także niewiadomą w stopniu pierwszym. 

,Tak naprzykład: równanie 2#2 =  50 jest ezystem rów­
naniem stopnia drugiego; równanie zaś 2*2—7*-f-3 =  0 
jest zupełnern.
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298. Na rozwiązanie czystego równania stop­
nia drugiego można podać następujące prawidło:

Należy najprzód znaleść wartość na kwadrat niewia­
domej sposobem podanym na rozwiązywanie równań stop­
nia pierwszego, następnie przez wyciągnięcie pierwiastku 
kwadratowego znajdą się wartości na niewiadomą. 

Naprzykład: rozwiązać równanie:
x2—13 x2- 5  R.
- T - + - T c r = 6 --

Znieśmy najprzód mianowniki przez pomnożenie obu. 
stron równania przez 30; będzie:

10C®»—13) +  3(*2—5) — 180; 
skąd: I3«2 =  180-f-130+15=:325;

i następnie: x2

Wyciągając z obu stron pierwiastki kwadratowe, 
otrzymamy:

« —-f-5.
W tym przykładzie postępując najprzód tak, jak przy 
rozwiązaniu równań stopnia pierwszego znaleźli­
śmy, że x2 jest równe 25. Stąd wypada, że samo x  
jest taką liczbą, która podniesiona do kwadratu, daje 
na wypadek 25; czyli « je st pierwiastkiem kwadra­
towym z 25.

W  arytmetyce takiem pierwiastkiem jest 5, lecz 
w algiebrze pierwiastek ten ma dwa znaczenia +5- 
i —5, (patrz § 238). Zatem x  może mióć wartość- 
-1-5 lub —5; każda z tych ilości zadosyć czyni równa­
niu, i to wyrażamy pisząc:

x= -h 5 .
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298, Stąd widzimy, że równanie czyste stop­
nia drugiego ma dwa pierwiastki, jednakowe co do 
liczebnej wartości, ale różniące się znakiem. Jeżeli 
chcemy dwa te pierwiastki oddzielnie i wyraźnie na­
pisać, wtedy rozróżniamy je w ten sposób, że jeden 
z nich oznaczamy przez cc,, drugi zaś przez x2; tym 
sposobem będzie:

lUj — H5; «2 — 5.
W ogóle, gdyby było do rozwiązania równanie:

ax2~l~c= 0,
wtedy, przez przeniesienie c na drugą stronę, byłoby 
najprzód:

następnie:
ax2 =  —c,

a przez wyciągnięcie z obu stron pierwiastku kwa­
dratowego:

czyli, pisząc oddzielnie oba pierwiastki:

Natufa tych pierwiastków zależy od ilości znajdują­

cej się pod znakiem pierwiastku, to jest od — Naj­

przód należy tu zwrócić uwagę na to, że nie zawsze 
ta ilość jest odjemną, jakkolwiek w ogólnym wzorze
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znajduje się znak —. Znak ten powstał z przeniesie­
nia o na drugą stronę równania, i wyraża tylko to, że 
na tćj drugiój stronie c ma znak przeciwny temu, jaki 
miało, gdy było na piórwszśj stronie. Zatem —c 
oznaczać będzie tylko wtedy ilość odjemną, gdy c 
na pierwszśj stronie było dodatne, *) i ułamek

— ~  będzie dodatnym wtedy, gdy c na pierwszój stro­

nie jest odjemne; w przeciwnym zaś razie ułamek ten 

jest odjemnym. G d y — — jest ilością dodatną, wte­

dy 1 / ----- , a zatóm i wartości n a* , i #2, albo mogąa
być dokładnie wyrażone za pomocą liczby całkowitój 
lub ułamku, (co mióć będzie miejsce wówczas, gdy

— — będzie zupełnym kwadratem), albo tóż obie te

wartości pozostaną niewymierne.

Gdy — będzie ujemne, wtedy wartości na x

będą niemożliwe, czyli urojone. (§ 240).
Objaśnimy to, co było powiedziane wyżój, kilko­

ma przykładami:
Zrównania: 5x2—45 — 0, otrzymujemy,

5x2— i5, 
x2 =r. 9,

skąd: x = ± 3 ;  czyli pisząc oddzielnie oba pierwiastki:

*) Gdyż w przeciwnym przypadku przez zmianę wszystkich 
znaków w calem równaniu, otrzymalibyśmy równanie, w którem 
pierwszy wyraz byłby dodatny.
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Drugie równanie:

skąd:

i nakoniec:

Xj — 3; x<i——3.
4x2—2 5 = 0 . Wtedy 

4ce2 =  25,

to jest:

Gdyby było równanie: 7x2—21 =  0; wtedy pierwiastki 
jego byłyby niewymierne:

x l = Y 3 ^  *2— —Y3  •
Przypuśćmy jeszcze, że mamy równanie:

3tf2+ 12  =  0.
Chcąc je rozwiązać, mamy najprzód:

3tf2 = —12,
następnie: x2 — —4,
a stąd: £C =  +  f/Zl4
A że niema takiój ilości dodatnój lub odjemnój, która- 
by podniesiona do kwadratu dała na wypadek ilość 
odjemną —-4, przeto w tym przypadku x niemoże być 
oznaczone w liczbach dodatnych lub ujemnych: i to 
wyrażamy mówiąc, że x  jest urojone. Przeciwnie zaś 
w pierwszym przypadku wartości na x  nazywamy rze­
czywistymi. Często w matematyce ilości urojone wy­
rażamy symbolicznie następującym sposobem: 
Ponieważ: — 4 =  4 X —1, przeto:

Y —4 =  P 4X —T > czyli:
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V - 4 = . V 4 X V - \ ,

to jest: V —4 =  2l/ —l-
Tutaj V —1 jest właśnie znakiem lub symbolem ilości 
urojonej: zwykle oznaczamy go w i'achunkacli głoską, 
i. Wprowadzając to oznaczenie mieć będziemy na- 1 
stępujące wartości na x:

£C, —: 2i: X‘2 — --2i.

W rozbieranym przypadku równanie niema rozwiąza- . 
nia w liczbach dodatnych i odjemnych. Lecz uwa­
żając 2i jako ilość nowego rodzaju, i nadając głosce j 
i znaczenie takie, że*a =  —1, możemy się przekonać 
łatwo, że przy tych warunkach 2i zadosyć czynić 
będzie danemu równaniu: 3.r2-J-12 =  0. Przez wpro- | 
wadzenie zatem znaku ilości urojonój, rozwiązanie 
czystego równania stopnia drugiego, staje się zaw­
sze możliwśm; — tylko w pewnych przypadkach rąz- j 
wiązanie to będzie rzeczywistym, w innych zaś 
urojonem.

W ogólności ilość urojona V —a2 może być w 
ten sposób wyrażona:
Ponieważ:

więc:
czyli:

albo:

—a2 =  a2(—1)

K =ą»==V «2. ( — 1)
V — a2 =  Va2. V — 1,

p —a2 =  a P —1.

Wprowadzając * zamiast V  — 1, będzie V —a2 —  ai.
299. Przechodzimy teraz do rozwiązania rów­

nań zupełnych stopnia drugiego.

325

Jeżeli x-j- £ pomnożymy przez tęż samą ilość, 

otrzymamy:

^ +  2\ — x2+ 2
ax

-ax-1—

Widzimy więc, że «2-j-ax-\-— jest zupełnym kwadra­

tem, gdyż jest to kwadrat ilości Stąd wypa­

da, że dwumian x--j-ax staje się kwadratem zupełnym
' . CL̂

przez dodanie do niego —, to jest przez dodanie

kwadratu połowy współczynnika przy x. Fakt ten sta­
nowi główną podstawę rozwiązania równania zupeł­
nego stopnia drugiego. Objaśnimy to kilkoma przy­
kładami.

Weźmy np. «2-|-6«; tutaj połową współczynnika 
przy x jest 3; dodając do tego dwumianu 32, otrzyma­
my x2-f-6x4-32. a to jest («-j-3)2.

x 2—5x; tutaj połową współczynnika przy «jest

— g, dodając ^ J, czyli | - |  , otrzymamy

x2—5x+  , a to jest {x-

4xg-; tutaj połową współczynnika przy x  jest

r5 dodając 4«g-j otrzymamy x2---- g- , a to jest2 t2
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ж2 3«_
т ; tutaj połową współczynnika przy х

jest

хг —

3 / ó \2 / 3 \2— g-; dodając —-H , czyli + 1,

3 ^  /  3 \ 2
T  М ІГ І’ co znowuż jest równe

otrzymamy

Działanie objaśnione temi przykładami, nazywa
się dopełnieniem do kwadratu.

300. Prawidło na rozwiązanie równania zu­
pełnego stopnia drugiego jest następne:

Należy najprzód równanie przyprowadzić do takićj 
postaci, aby na pierwszej stronie były tylko wyrazy zawie­
rające niewiadome, i aby współczynnik przy był rów­
ny 1; następnie dodać do każdćj strony równania kwadrat 
połowy współczynnika przy x i wyciągnąć z obu stron 
pierwiastek kwadratowy.

Przekonamy się z przykładów następujących, 
że prawidło to prowadzi nas do takiego punktu, z któ­
rego bezpośrednio już możemy otrzymać wartości na 
niewiadomą.

301. Rozwiązać równanie:
й,2_Юл;4-24= 0.

Przenosząc wyraz wiadomy 24 na drugą stronę, 
będzie:

«2_io.r =  —24;
/ ł0 \2dodając do obu stron równania po y  I , otrzy­

mamy:
x*— \ Ож+52 == —244-25 =  1.
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Wyciągnijmy teraz pierwiastek kwadratowy z obu 
stron równania; znajdziemy:

x—5 = 4 :1 ,
a następnie: « = 5 + 1 , czyli.'

x — albo 54-1, albo 5—1; 
skąd. « =  6, lub ж = 4.
Łatwo się przekonać, że każda z tych wartości zado- 
syć czyni danemu równaniu, i zalecamy uczącemu się 
sprawdzać zawsze otrzymane wartości przez podsta­
wienie ich w dane! równanie.

302. Rozwiązać:
3«2—4 аз—55 =  0.

Przenosząc wyraz wiadomy na drugą stronę:
Заз2—4« =  55,

dzieląc przez 3 obie strony równania, otrzymamy:
„ 4x 55 

"  3 “  3 ;
( 2 \ 2 

3 / :

wyciągając pierwiastki kwadratowe:

skąd:

« =  5, lub:czyli:
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303. Rozwiązać:
2*2+ 3  x—35 — 0.

Przenosząc wyraz wiadomy na drugą stronę:
2a:'2-j-3« =  35, 

dzieląc następnie przez 2:
3ce 35rjQ & _

2 ’

i dodając ( 4 ) ’ otl‘otrzymamy:

3* 35 , 9 '
+  o + 1  a I — 2 16

289 
16 •

Wyciągając teraz pierwiastek kwadratowy z obu 
stron, będzie:

L 3 + 17
* + 4 = ± T.’

skąd: 17
4 ’

czyli x = -n ,  lub x =  —5.

304. Rozwiązać:
*2—4x—1 = 0 .

Przez przeniesienie wyrazu wiadomego, będzie: 
x 2—4x=: 1;

dodajemy teraz do obu stron równania 22;.otrzymamy 
tf2—4#+22= l + 4  =  5,

skąd, po wyciągnięciu pierwiastku kwadratowego 
znajdziemy:
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x —2 ~ - ± V 5 ;
a następnie:

x — 2 ± l / 5.
Tutaj pierwiastek kwadratowy z 5 nie może być zna­
leziony dokładnie; — w każdym razie za pomocą spo­
sobu podanego w §§ 254 i 255 możemy oznaczyć war­
tość przybliżoną tegoż pierwiastku do takiego stop­
nia, do jakiego chcemy, a tóm samém i wartość na x  
może być oznaczoną z takiem stopniem przybliżenia, 
z jakim chcemy.

305. W przykładach dotąd rozwiązanych znaj­
dywaliśmy zawsze dwa różne pierwiastki równania 
stopnia drugiego; są jednak pewne przypadki, w któ­
rych otrzymujemy w rzeczywistości jeden tylko pier­
wiastek. Weźmy jako przykład równanie:
x2 14*+49 =  0; przez wyciągnięcie pierwiastku 
kwadratowego z obu stron równania będzie *—7 — 0 
skąd ■* =  7. Jednak dla wielu powodów uznano za sto­
sowne mówić i w tym przypadku, że równanie stop­
nia drugiego ma dw a p ie r w ia s tk i  rów ne.

306. Rozwiązać:
x 2 — 6 * - J - l  3 =  0.

Przenosząc wyraz wiadomy na drugą stronę, będzie: 
x2—6x— —13; 

dodając po 32 do obu stron:
6 *_ t-3 2 —  — 1 3 + 9  =  - 4 .

Wyciągając .z obu stron pierwiastek kwadratowy, 
otrzymamy:

x —3 =  +  l / ~ 4.

• ?

Todh. Al&iebra 22
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L ecz_4 nie może mieć żadnego pierwiastku kwadra­
towego dokładnego lub przybliżonego, gdyż każda 
liczba, czy to dodatna czy też odjemna będąc pomno­
żoną samą przez się, daje na wypadek liczbę dodatną. 
W tym przypadku równanie stopnia drugiego niema 
żadnego pierwiastku rzeczywistego, i wyrażamy to, 
mówiąc, że pierwiastki są urojone lub niemożliwe.*)

307. Rozwiązać równanie:
1

2 (« - l) 4*; 4 '
Znieśmy tu najprzód mianowniki, przez pomnożenie 
obu stron równania przez 4(«2- l ) ,  to jest przez naj­
mniejszą wspólną wielokrotność względem mianowni­
ków. Otrzymamy:

2(x-Jr l)+VZ =  xi— l.
Przenosząc wyrazy zawierające niewiadomą na pierw­
szą, a wyrazy wiadome na drugą stronę: 

cc2—2.« =  15;
dodając po l 2 do obu stron:

X1—2x-j-l =  15—j—1 =  16;

* )  P i e r w i a s t k i  te mogą być przedstawione pod taką posta­
cią, jak pierwiastki § 298,; mianowicie, ponieważ:

j/^ 4  =  P 4T(—T] =  2 V — L =  2i,
przeto;

X  =  ¿ ± ¿ 1 ,

lub, pisząc oddzielnie oba pierwiastki:
, x, =  3—]—2ż,

Xo =  3—2*.
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a wyciągając pierwiastek kwadratowy z obu stron 
będzie:

«— 1 — + 4,

skąd: * = 1 + 4 ;  czyli:
« =  5, lub: x  — — 3.

308. Rozwiązać równanie:
2 x  S x — 50 _  12 x - j-7 0  
15^  3( 10-f x) ~  ~~W T~‘

Pomnóżmy obie strony równania przez 570, to jest 
przez najmniejszą wspólną wielokrotną liczb 15 i 190 
będzie: '  ’

190(3«—? 0)70«-
.10-)- X

skąd:
190(3«—50) _  

10-j-«

= 3(12«-¡-70);

210-40«,

a następnie:

czyli:
190(3«—50) = (210—40x)(l0-f-«),

570«—9500 =  2100—190«-40xz,
i dalej:

40«2-)-760«= 11600;
dzieląc zaś obie strony równania przez 40:

«2-j-19« =  290.

Dodajmy teraz do obu stron po / i 9j 3, otrzymamy:

9 9 *
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,z24 - 1 9 t f = 2 9 0 + - ^ - — 4 >

a wyciągając z obu stron pierwiastki kwadratowe, 
będzie:

skąd: x  =
19 89
2 ±  2 ’

i nakoniec: « = 1 0 , lub« — —29.
309. Rozwiązać równanie:

x—|—3 . x —3  2«—3
« - j -2 - ^  x — 2 « —1

Znosząc mianowniki otrzymamy:
(«4-3) (« -  2 )0 —1) 4  (* -3 )(*+ 2)(*—1) =

=  (2«—3) («4-2) (*—2).
skąd przez wykonanie wskazanych mnożeń:

¿S3_7^_j_6+«3—2«2—5«4-6—2«3—3«2—8«4-12; 
a następnie:

X1—4« — 0.
Dodając do obu stron równania po 22. będzie:

« 2— 4 « 4 -2 '2 =  4,
wyciągając zaś pierwiastki kwadratowe, znajdziemy.

«—2 =  +2.
Stąd nakoniec:

« =  2±2, czyli:
« = 4 ,  lub: « =  0

Działanie zawarte w ostatnich wierszach poda­
liśmy dla tego, aby przedstawić rozwiązanie równa­

nia w ten sam sposób, w jaki rozwiązywaliśmy po­
przednie przykłady; — lecz rozwiązanie w tym przy­
padku może być znalezione prościój. W rzeczy samej: 
równanie x2—4 « = 0  może być tak napisane:
«(«—4)= 0 ; i ponieważ pierwsza strona jest ilo­
czynem z dwóch czynników, który ma być równym 
zero, przeto widocznem jest, że musi być albo 
x~~4 =  0> lub « =  0; czyli albo .*= 4 , albo tóż«  =  0. 
. Zwracamy jeszcze uwagę uczącego się na to, że 

po zniesieniu mianowników w powyższym przykładzie 
2«3 znalazło się na obu stronach równania, i z tego po­
wodu mogło ono być usnnięte z równania przez odej­
mowanie, przez corównanie wypadło stopnia drugiego.

3 1 0 . Każde równanie stopnia drugiego może być 
sprowadzone do postaci x 2-\-px-\-q  =  0 , gdzie p  i q 
są liczbami wiadoniemi, całkowitemi lub utamkowemi! 
dodatnemi lub odjemnemi.

Gdyż równanie stopnia drugiego, podług okre­
ślenia, nie zawiera wyższych potęg ilości niewiado­
mej nad drugą. Przenieśmy wszystkie wyrazy rów­
nania na pierwszą stronę i jeżeli potrzeba, zmieńmy 
wszystkie znaki na przeciwne, tak, aby wyraz zawie- 
rający kwadrat niewiadomej był dodatny: — wtedy 
dzieląc wszystkie wyrazy równania przez współczyn­
nik przy niewiadomśj w stopniu drugim otrzymamy 
równanie powyższój postaci.

Naprzykład: przypuśćmy, że mamy równanie:
7«—4«2 =  5.

Będzie najprzód:
7x—4«2—5 = 0 ,

następnie:
4«2—7«-f5 =  0;
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dzieląc obie strony równania przez 4:

#2— \ - x - -1—y = 0  .4 4
7 5W tym więc przykładzie p — — i  =  j  ■

311. Rozwiązać równanie:
« 2-4-paE-(-ę,= ;0.

Przez przeniesienie wyrazu wiadomego mamy:
=  —<7.

Dodajmy po do °^u stl'on otrzymamy:

Wyciągnijmy z obu stron pierwiastki kwadratowe; 
będzie:

, + ł = ± v 5 E S .

skąd: ^= _ | ± V S E S = - P ± r Z E S .

312. Tym sposobem otrzymaliśmy w«ór o£ró% 
na pierwiastki równania stopnia drugiego x%-\-px-\-q— 
=  0, mianowicie x musi być równe:

- p + V p 2— lub ~P—l / p 2—
2 2 

Z tych wzorów ogólnych wyprowadzimy teraz kilka 
bardzo ważnych wniosków, które na zasadzie § 310 
odnosić się będą do każdego równania stopnia 
drugiego.

313. Równanie stopnia drugiego nie może miii 
więcij niż dwa pierwiastki.

Widzieliśmy bowiem, że pierwiastek musi być 
równym jednój z dwóch znalezionych powyżój war­
tości.

314. W równaniu stopnia drugiego, w którem 
wszystkie wyrazy są przeniesione na jedną stronę, a współ­
czynnik przy niewiadomej w stopniu drugim jest równy 
jedności, summa pierwiastków jest równą współczynniko­
wi przy drugim wyrazie ze znakiem przeciwnym, iloczyn 
zaś tychże pierwiastków jest równy wyrazowi ostatniemu.

Gdyż niech będzie dane równanie:
xi -\-pxĄ-q =  0; 

wtedy summa pierwiastków będz

a ± k g = j 2 . + - p - K r i - ^ tojest _ p.

Iloczyn zaś tychże pierwiastków jest:

—P + y V —4? v — p—K p 2—4? 
2 A  2 ’

co jest równe: 

czyli:

P2—(Ps—4g) 
4
ę-

315. Paragraf poprzedni zasługuje na szczegól­
ną uwagę; przedstawia on bowiem bardzo dobry przy­
kład i natury ogólnych wypadków algiebry i zarazem 
sposobów, jakiemi do tych ogólnych wypadków docho­
dzimy. Uczący się powinien sprawdzić te twierdze­
nia na wszystkich przykładach równań stopnia dru­
giego dotąd rozwiązanych.
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Tak np. weźmy zadanie § 302; równanie tam po­
dane może byó przedstawione pod postacią:

4x 55x A — - — 0,

11 . , . 4pierwiastki jego są: 5 i — g-; summa ich wynosi -g-

iloczyn zaś 55 
' 3 '

316. Rozwiązać równanie: 
ax2-\-bx-\-c— 0.

Przenosząc wyraz wiadomy na drugą stronę, mamy:
ax2-\-hx =. — c;

dzieląc cało równanie przez a, będzie:
, | b cx2 4-— x — ----:a .a

dodając do obu stron równania po

■ h

(¿P
c  h2—4ac

4 a2 a 4a2

Wyciągnijmy teraz pierwiastek kwadratowy z obu 
stron równania, będzie:

Y  b2—4ac.03+

przeto:

2a ~  2 a
_—b ± Y  ó2—4ac

2 a
317. Wzory ogólne, podane w §§ 311 i 316 mo­

gą być użyte do rozwiązania jakiegokolwiek równa-
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nia stopnia drugiego. Weźmy jako przykład równa­
nie: 3x2—4x—55 =  0; podzielmy obie jego strony 
przez 3, będzie,

X2---------4x
¥

55 
3 : : 0.

Uczyńmy teraz we wzorze § 311, który daje warto­

ści pierwiastków równania x2~j-pso-j-ę — 0, p =  — -i- i
t)

55
ę — — Y ’ otrzymamy po wykonaniu działań pier­
wiastki danego równania.

Lecz dogodniejszą jest rzeczą użyć wprost wzo­
ru § 316: tym sposobem bowiem unikamy ułamków. 
Ponieważ dane równanie jest: 3x2—4x— 55 =  0, prze­
to we wzorze, dającym wartości pierwiastków rów­
nania ax2-\-bx-\-c=§, należy uczynić a =  3,b — —4, 
i « = —55. Wykonywając te podstawienia w wy­
rażeniu ;

—b + Y  b2—4ac
2a 5

mieć będziemy takie wartości na x:
4 ± J / 16+660  4+ 1/676, czyli. 0

to jest

6
4+26 albo: ,  . 11 

5 1 _ TT'
317,. Używając oznaczeń,wskazanych w §298, 

do rozróżnienia wyraźnego obu pierwiastków równa­
nia: x 2-\-px-\-q=®, możemy napisać:

X,
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Podobnie jak w równaniu czystem i tutaj natura tych 
pierwiastków zależy od ilości, znajdującej się pod 
znakiem pierwiastku w obu tych wyrażeniach. I tak

jeżeli ilość: ^  — 9 jest dodatną, wtedy oba pier­

wiastki mieć będą wartości rzeczywiste, i ponieważ 
jeden z nich jest summą, a drugi różnicą tych samych 
ilości, przeto w tym przypadku będą one zawsze nie­

równe. Jeżeli znowuż ilość ^ — q jest odjemną, 

wtedy obie wartości na x x i x2 będą urojone; wyrazić
je można za pomocą ] / —1 , lub i, sposobem poda­
nym w § 298j i w przypisku do § 306. A że w obu 
wartościach na i x2 pod znakiem pierwiastku znaj­
duje się jedna i taż sama ilość, przeto zawsze jedno­
cześnie te wartości będą albo obie rzeczywiste, albo 
obie urojone: przypadku, w którym jeden pierwiastek 
równania x2-\-px-\-q =  0 byłby rzeczywistym a drugi 
urojouym, być nie może (przy p i 9 rzeczywistych).

3172. Przy zachowaniu tychże samych ozna­
czeń własności pierwiastków równania stopnia dłu­
giego, dowiedzione w § 314, mogą być tak wyrażone:

—j— — —P'i xtx2— q.
Własności te mają częste i ważne zastosowania. 

Pokażemy dwa z nich:
Najprzód na zasadzie tych własności można 

ułożyć równanie stopnia drugiego, którego pierwiast­
ki są dane. Tak np. przypuśćmy, że chcemy napisać
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takie równanie stopnia drugiego, którego pierwiast­
kami byłyby liczby 5 i 3. Równanie to będzie miało 
taką postać: x2-\-px-\-q —  0, gdzie zamiast p i q na­
leży podstawić odpowiednie liczby. Ponieważ, pod­
ług własności przytoczonśj wyżej, summa pierwiast­
ków równania jest równą współczynnikowi przy x, 
wziętemu ze znakiem przeciwnym, (przeto p  powinno 
być takie, aby było:

5—J—3 = —p,
skąd: p  =  — 8.
I dalój: ponieważ trzeci wyraz q pierwszój strony, po­
winien być równym iloczynowi pierwiastków, przeto 
będzie: 9 — 5 . 3= 15.
Jeżeli więc utworzymy równanie takie:

, x2—8#-j-15 =  0,
to jeden jego pierwiastek będzie 5 drugi zaś 3. Uczą­
cy się powinien się o tóm przekonać przez bezpośred­
nie rozwiązanie równania.

Gdybyśmy chcieli ułożyć równanie takie, które­
go pierwiastkami byłyby 3 i —3, wtedy mielibyśmy: 

p — 3—3 = 0 ; 9 =  3 .—3 =  —9, 
i żądane równanie byłoby:

#2-j-0 . x —9 =  0,
czyli: x2—9 = 0 .
Gdyby pierwiastki równania miały być równe

-g- i 0, wtedy byłoby:

3 i
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g= I x o = o ,

i równanie szukane przedstawiłoby się tak:

,vb—g- ¿»4"® —

czyli: 3#2—x= 0 .
W podobny sposób należałoby postępować w każdym 
innym przypadku.

Powtóre: wymienione własności służą do proste­
go rozwiązania zadania następującego, które często 
przytrafia się w algiebrze: Mając daną summę i ilo­
czyn dwóch liczb, znaleść te liczby.

Przypuśćmy np. że chcemy znaleść dwie liczby, 
których summa równałaby się 10, a iloczyn 21. Gdy­
byśmy ułożyli takie równanie, w któróm współczynnik 
przy * byłby rów ny—10, a ilość wiadoma <7 byłaby 
równą 21, to jest równanie takie:

x 2—IOzb—J—21 = 0 ,
wtedy, na zasadzie własności pierwiastków równania 
stopnia drugiego, summa pierwiastków tegoż równa­
nia równałaby się 10, iloczyn zaś byłby równym 21. 
Pierwiastki zatóm jego byłyby szukanómi liczbami. 
Rozwiązując to równanie, znajdziemy:

x | ' 71 x2 —■ 3.
Szukane liczby są więc 7 i 3.

I w ogólności: chcąc rozwiązać takie zadanie; 
znaleść dwie liczby, których summa byłaby równą 
m, a iloczyn n, należałoby ułożyć równanie:

,r2—micĄ-n =  0,
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i równanie to rozwiązać; wtedy jeden z jego pier­
wiastków byłby równym jednój z liczb Szukanych, 
drugi zaś stanowił by drugą liczbę. Pierwiastki 
tego równania są:

m
+ 1 /

- V

m2—4 n 
4

m2—4«
4 >

m-1-1/ m2—4m 
czyli: xl =  •— g---------

m—1/ m2—4nrp _______ _________ _

Powyższe wzory nie tylko dają nam rozwiąza­
nie uważanego zadania we wszystkich przypadkach, 
ale nadto zawierają w sobie i rozwiązanie takiego za­
dania. Daną liczbę m podzielić na takie dwie części, aby 
iloczyn ich był równy n. Widoczną jest rzeczą, że za­
danie to sprowadza się bezpośrednio do poprzedniego, 
gdyż summa tych dwóch szukanych części jest równą 
danśj liczbie m, i iloczyn ich jest wiadomy n. Części 
te zatóm są dane jako wartości x1 i x2 wyżój znale­
zione.

Do tegoż samego wypadku dojdziemy, rozumu­
jąc w ten sposób: Oznaczmy jedną z szukanych czę­
ści głoską *; — wtedy druga część będzie: m—x. A że 
podług warunków zadania, iloczyn tych części ma 
być równy n, przeto otrzymamy równanie:

x(m —x) — nt x
mx—x 2 =  w;czyli:
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albo, zmieniając znaki na przeciwne,
x 2-- ) II x  —  —v.

Równanie to daje też same wartości na x jakie zna­
leźliśmy poprzednio, mianowicie:

- . = 5 + 1 / ? - «  1

m I / OT2
V  t - "

Biorąc a?, jako pierwszą część, znajdziemy, że druga

m—x będzie równą ^  — [ / / -  — n, to jest x2; bio- 1

rąc znowuż *2 za pierwszą część, znajdziemy, że dru-

ga będzie równą: ™ / J / m —n, to jest W ogó- -I' 4
le więc można odpowiedzieć na dane pytanie, że x{ 
i x2 przedstawiać będą dwie szukane części liczby 
m, których iloczyn jest n.

Użycie powyższych wzorów objaśnią następne 
przykłady:

Liczbę 10 podzielić na takie dwie części, aby 
iloczyn ich był równy 16.

Rozwiązując równanie: cc2—10*4-16 =  0, znaj­
dziemy:

* ,= 5 + J /2 5 = i6  =  8,
,r2= :5—3 =  2.

Więc jedna z szukanych części jest 8 druga zaś 2.
Tęż samą liczbę 10 podzielić na takie dwie czę­

ści aby iloczyn ich był 24.
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Równanie do rozwiązania będzie:
,r2—10«+24 =  0,

które rozwiązując znajdziemy szukane części 6 i 4.
Gdybyśmy jeszcze tęż samą liczbę 10 chcieli 

podzielić na takie dwie części, których iloczyn byłby 
25, wtedy rozwiązując równanie:

* » - 10a-|-25 =  0ł
znaleźlibyśmy, że szukane części są 5 i 5. Lecz gdy­
byśmy chcieli tęż samą liczbę 10 podzielić na takie 
dwie części, których iloczyn byłby większym od 25, 
np. 26, wtedy rozwiązując równanie: ¿»2—10«+-26 =  0 
znaleźlibyśmy na x, i x2 wartości urojone:

5—f—i i 5—i,
co pokazuje, że nie można liczby 10 podzielić na takie 
części, któreby zadosyć czyniły temu warunkowi, aby 
iloczyn ich tworzył 26. Z tego widzimy, że jakąkol­
wiek liczbę 10 można podzielić na takie dwie części, 
których iloczyn może być bardzo rozmaity, ztóm wszy- 
stkiem iloczyn ten nie może być większym od pew­
nej granicy: — taką granicą jest tutaj 25.

Do tegoż samego wypadku dochodzimy, rozbie­
rając ogólne równanie, rozwiązujące nam to zadanie 
we wszystkich przypadkach, mianowicie:
«2—mx-\-n =  0. Pierwiastki tego równania, jako to 
widzieliśmy, są;

X2
m  9 /  m 2
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Są one rzeczywiste, a zatem i zadanie jest możliwe 
do rozwiązania dotąd, dopóki ilość pod znakiem pier­

wiastkowym ^ ---- n nie jest odjemną, czyli dopóki w

nie jest większe od - p  

wartością na n może być

Największą więc 

Stąd wyprowadzamy

taki wniosek: największy iloczyn z dwóch czę­
ści stanowiących daną liczbę, jest wtedy, gdy obie 
te części są równe, to jest gdy każda jest połową 
danej liczby.

3173. Jeżeli wyrażenie tego rodzaju jak:
3«2—15*-)-18 przyrównamy do zera, wtedy otrzyma­
my równanie, w którśm x może mióć tylko dwa zna­
czenia, będące pierwiastkami tegoż równania. Lecz 
jeżeli uważamy wyrażenie powyższe 3as2—!5̂ c—(—18 
samo w sobie, wtedy x może w nióm przyjmować 
wszelkie znaczenia, jakie tylko chcemy mu nadać, 
i wtedy wyrażenie takie nazywamy trójmianem stop­
nia drugiego. W ogóle wyrażenie tój postaci 
aa?2— w któróm a, b i c oznaczają pewne dane 
liczby stałe, a x liczbę mogącą się dowolnie zmieniać, 
nazywa się trójmianem stopnia drugiego. Trójmian 
ten ma ważną własność, którą tutaj poznamy (po­
równaj § 96).

Wyrażenie ax2-\-bxjr-c można przedstawić w tej 

postaci: a |« 2 4 - Oznaczywszy tutaj dla

krótkości — jedną głoską p, a — jedną głoską q
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będzie: ax‘i-\-bx-\-c =  a(x*-\-px-\-q').
Ponieważ a jest liczbą stałą, przeto wszystkie wła­
sności rozważanego trójmianu ax2-\-b,x-\-c, zależyć bę­
dą od wyrażenia x*~\-px-\-q. To ostatnie zatem bie­
rzemy pod uwagę,

Wyrażenie x*Ą-px-\-q nie zmieni się, jeżeli do 

niego dodamy i odejmiemy po otrzymamy tym spo­
sobem:

x 1-\-px-\-q — x*-\-px-\-q -}- Pf 
4

Lecz trójmian a?2-|-px-\-'-^ stanowi zupełny kwadrat 

dwumianu Będzie więc:

x*-ypx-j - ? = |« + | J  — ~ + q  czyli:

Jeżeli zaś zwrócimy uwagę na to, że wyciąganie pier­
wiastku kwadratowego i podnoszenie do kwadratu są

działaniami odwrotnemi, wtedy zamiast ^  — q bę­

dziemy mogli napisać |  ^ . Wprowadzając

tę zmianę w wyrażenie powyższe otrzymamy:

* H * * + 9 = ( * + f  ) — ( K § — « f -
Stąd widzimy, że trójmian «2-|-px-\-q może być przed­
stawiony pod postacią różnicy dwóch kwadratów.

Algieb. Th. 23
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Lecz ua zasadzie § 79 wiemy, że różnica kwadratów 
dwóch ilości jest równą iloczynowi z summy tychże 
ilości przez ich różnicę; to jest oznaczając dwie ilo­
ści głoskami v i u mamy:

„2_ u2 = ( » —«) (>+“ )•

Wyrażenie więc (■*+2)  ( | /  4 możemy
w

podobny sposób zamienić na iloczyn, biorąc * + f  za­

miast V i zamiast Czyniąc to znaj­

dziemy że: _____^

x, + px+ q  =  ̂ J - ( \ / ^ - ^ ) = ___

=  ( * + 1 - 1/  +  1/ \ - t ) -

Lecz jeżeli trójmian *»+!*>+? przyrównamy do zera, 
otrzymamy równanie stopnia drugiego.

x 2-\-px~i q— 0, 

którego pierwiastki są.

Porównywając te pierwiastki z ilościami znajdujące- 
mi się w powyższych nawiasach widzimy, że.

347

Podstawiając te wartości zamiast ilości zawartych 
w nawiasach, otrzymamy:

-q — («—«0 (x—x2).
Równość ta jest tożsamością, to jest ma miejsce przy 
wszystkich wartościach na x. Wyrazić ją można 
słowami tak: Trójmian stopnia drugiego x2-\-px-\-q 
jest równy iloczynowi dwóch czynników stopnia pierwsze­
go: jednym z tych czynników jest x  mniej jeden pierwia­
stek̂  równania otrzymanego przez przyrównanie danego 
trójmianu do zera; drugi zaś — jest toż samo x mniej 
drugi pierwiastek tego samego równania. Podług tego 
trójmian ax2-\-hx-\-c może być tak wyrażony:

ax2-\-bx-\-c =  a(.v— ) + —x.j).
Np. trójmian 3x2—15*—j—18 rozłożyć na dwa 

czynniki stopnia pierwszego.
Będzie:

3x2—15*+18 =  3(x—x1) (x—x2), 
gdzie xx i x2 będą pierwiastkami równania:

Sx2—15#+18 =  0, 
lub: cc2—5 * + 6  =  0.
Rozwiązując to równanie otrzymamy:

—3; x2 — 2,
zatóm: 3*2—15«+18 =  3(®—3) .(* -2 ),
o czóm łatwo się można przekonać, przez bezpośred­
nie mnożenie, co uczący się powinien zrobić.

23*
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2-gi przykład: Trójmian 6x2—5x—6 rozłożyć 
na dwa czynniki stopnia pierwszego.

Będzie:
6a;2—5x—6 =  6(>—x ,) (ac—¿r2), 

gdzie as, i są pierwiastkami równania:
6x2—5x—6 — 0.

Rozwiązując je znajdziemy:
2 _ 3

X\ --  g ) 2̂ — g ’

więc: 6x2—5«—6 =  6 czyli:

6cc2—5«—6 =  (3«-j 2)(2*—3).
3-c'i przykład: Trójmian: #2—8as+16 rozłożyć 

na dwa czynniki stopnia pierwszego.
Będzie:

as2—8tf+16 =  ( x —x l )(x-^-x2)

gdzie x, i x% są pierwiastkami równania:
x 2—8 « + 1 6 = 0 .

Z rozwiązania tegoż równania mióć będziemy:
X 2 — 4 1 — 1)

zatóm:
a.2_8iS_l_16 =  (as—4) 0 —4) =  O “ 4)2» 

co i bezpośrednio jest widocznóm.
4-ty przykład: Trójmian: £2+10as+34 rozło­

żyć na dwa czynniki stopnia pierwszego.
Będzie:

«2+ l  (kr+34 =  O—«i) (*—«2),
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gdzie xt i x2 znajdziemy rozwiązując równanie: 
«2+10«+34 = 0 .

Stąd «1 =  — 5 + j / -25—3 4 = —5 +  V 9,
«2— —5—J / —9.

A że: J / r 3  =  3 l / ^ I  =  3i,
przeto: «1 — —5+3*,

x3 =■ —5—di.
Trójmian więc dany nie może być rozłożony na czyn­
niki rzeczywiste stopnia pierwszego. Jednak może­
my i w tym razie napisać:

x2-\-lO.r+34 =  0 + 5 —di) (as+5+3*) 
uważając —5+4* i —5—3*' jako nowe ilości, nad któ- 
remi działania podobne i w podobny sposób mogą być 
wykonywane, jak nad ilościami rzeczywistemi, przyj­
mując tylko, że *'2=  —1. Przez wykonanie działań 
wskazanych i z uwzględnieniem ostatniego warunku, 
t. j„ że *'2= —1: znajdziemy w samój rzeczy, że wy­
padek na drugiśj stronie, jest równy pierwszój stro­
nie równości. W rozbiór bliższy wszakże działań 
z ilościami urojonemi wchodzić tutaj nie będziemy, 
pozostawiając to obszerniejszym dziełom o algiebrze.

PR ZYKŁA DY XXX.

1.
2.

3.

2(x2—7) +  3(cc2—11) = 3 3 . 
(«—15) (as+15)=400.

-37 ■ 8 .as2 —24
5 4
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4.

5.

7.
9.

11.
12.
13.
14.
16.

18.

20.

21.

22.

24.

26.

27.

29.

3(ж2—11) 2(ж2—60) „„
-----5 7----- - d6-

4_____ 4 _ _ J _  « ж ,  4___— 4- —
ж—3 х-\-Ъ~ ] Г  4 _|_ж — 9 '1~ж
ж2—3¿r-j-2 =  0. 8. X2—5ж-|~6 =  0.
ж24-10ж=24. 10. 2ж2—1 =  5ж-)-2.
Зж2—4x =  39. 
x 2-\-10x-\-3 =  2ж2—5ж-|-53. 
(ж+1) (2ж-+3) =  4ж2—22.
(x—1) (ж—2)=20. 15.
(2ж—3)2 =  8«. 17.

- — J = 2 . 19.x  3
o _ ж—3, 2 3 -  6 .

2-|-ж2 ж—x2_1 - x \ x 2,

4(ж2—1) =  4ж —1.
Зж2—17¿»—10 == 0. 

- = 2 +  ¿ ‘

я—3 - 5. 23. 4x — 12—X
X—3 =  22.

2as—j—11_g__X—5 25.

21 в-;7 ~ г ж-|-5 7 ’

8 * + і я 4 = Т * -
_2__ ж + 3_ 1 0
ж-|-3 ' 2  3
3(ж—1) 2(æ-f-l)__g

Ж—j—1 Ж 1

28.

- —\ - \ - 2 x —  12.X—3

x-¡-2 X — 2__13 
ж_ 2  +  ж-|-2'-  6

30.
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31. 2ж *4-2 о 32. * ! ж4 -і 13
ж+ 2  1 2ж ж—j—1 1 V '  6 '

33. * 4 - * 1 34. * 4 2  , ж-f-l 13
x-\-l 1 ж-)-4 ж—|—1 ' ж+ 2  ~ ■ 6 ■

35. Ж—|—1 x —2 9 36. * + 4  , 
ж—4 '

ж+ 2
ж--1 ж-)-2 5 ’ ж— 2 А .

37. x — 2 ж—4 14 38. ж—3 ж—1 6
ж—3 ж—1 15‘ ж— 2 ж— 4 ~ 5 '

39. ж— 1 ж—3 11 40. 1 2 3
ж—4 ж— 2 12' ж— 2 х-\-2 ~ 5 '

41. 3 1 1 49 * 15-— 7ж
2(ж2—1) 4(ж4-1) — 8 * ж2- -1 8(1 -ж ) ’

43. 2ж-)-1 
ж— 1 1

Зж—2 11 
Зж4 2 — 2 '

44. 2ж—1 2ж—3 1 л
ж—1 ж—2 1 6 “ - и.

45. Зж —(— 1 2ж—7 5 =  0.3(ж—5) 2х—8 2

46. 2ж—3 Зж—5 5 47. Зж—2 , 2ж—5 _ 10
Зж—5 2ж—3 2 ‘ 2ж—5 1 Зж—2 3 ‘

48. х-\-2 4—ж 7 49. ( Ж — З)2:=  2(ж2—-9).ж—1 2ж 3'
50. (ж f l 0 ) 2=  144(100—я2).

51. 5 h 3 _ 14 52 4 к 5 12
х-\-2 ж ж+41 ж+1 ж+2 ж+3'

53. *4-1 Ж-1 2ж—1
ж+2 11 ж—2 X ------ 1 *

54. ж—2 . ж+2 о * 4 3
ж+2 1 x —2 ж—3'
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55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.
62.

63.

65*.
66* .

67*.

X—1 5 2
x-\-l 6 “~7(.X—1)'

4 . 5 12
x-j-2 1 as-(-4 «4-6
x —l . «—2 ■2*4-13
«4-1 1 x-j-2 «416  ’
«4-1 . «4-2 2«-fl3
« _ i  1 x —2 — «-(-1
2x— l , 3«—1 5«—11
«+1 1 «-j-2 ' X—1

14«—9  «2—3
X~  ~8x^df ~aĄA'
a2«2—2 a3«-(-«4—1 = 0 .
4a2« =  (a2—b3-\-x)3.
x , a x b 1 ■ 1 __1 i 1 .
~a~̂ ~ x  b ' x ' x x-\-b a ' a-\b

(x  — a-\-b) - |— (x-\-Q— b) (« a 6) —  0.
(a-\-bx) (b—ax) -¡-(¿»-j-c«) (c—bx) -(- 

—j— (c—(ł«j (ił ’C«j ■ 0.
ab . cd _„

a2—ó2« 2 ' e2—d2x i

68*.

69*.

x-\-a
X —|— 1 X— 1
(a—a?)2-j- (x—b)2 

(a-(-6—2«)2

2 c.
a2-j-&2
( « W

7ft* ( a - z Y + ( x - b)2 =  a2+ &2
’ («—«)2—(«—&)2 a2—ó2'

71 *. (2a—ó—-«) -f- 9(a—ó)2= {a+b—2«)2.
72*. Wyrażenia: «2—H » + l;  rozło­

żyć na czynniki stopnia pierwszego.
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X XX I.

Równania dające się sprowadzić do równań stopnia 
drugiego.

318. Są pewne równania, które nie będąc wła­
ściwie równaniami stopnia drugiego, dają się jednak 
rozwiązać sposobem dopełnienia do kwadratu.

Podamy tutaj dwa przykłady takich równań.
319. Rozwiązać równanie: «6—7«3 =  8.

/ 7 V2
Dodajmy do obu stron równania po I—I , będzie:

«®—7«3 +  I^J =  8+ ę = X ;
81
4“

wyciągając z obu stron pierwiastki kwadratowe otrzy­
mamy:

3 7
*3- 2 ::

j)
2 ’

skąd:
: -g -±  -T-, to jest: x 3 =  8, lub: «3= —1.

Nakoniec przez wyciągnięcie pierwiastku sześcienne­
go znajdziemy: x  =  2, lub x  =  —1.

320. Rozwiązać równanie:
¿r24 -8«4-3 j/«2+ 3 « —-2 =  6.

Odejmijmy od obu stron równania po 2j będzie:
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*a_j_3a— 2 + 3 K * * - | - 3 * — 2 =  4.
Wtedy na pierwszój stronie równania otrzymaliśmy 
dwa wyrażenia: V *  2_j_3^—2 i *24-3«—2, z których 
ostatnie jest kwadratem pierwszego.

Możemy teraz pierwszą stronę dopełnić do kwa­

dratu. W  tym celu dodajmy do obu stron po : 

miód będziemy:
________  / o у  9 :

ж2—(—Злг—2—(—3 ^ / ^ |—Заз—2-j- lny) =  4 —|— =
25
4

Wyciągając pierwiastki kwadratowe z obu stron, 
będzie:

8 . 5У  x2-\-3x—2 -j- -у — ±

skąd:
У «2-j-3«—2 — -— x  +

2 ’

_5 
o » czyli:

{/ x 2-\-3x—2 =  1 lub = — 4.
Przyjmijmy najprzód, że:

Y  x 2+ 3 x—2 =  1.
Podnieśmy obie strony do kwadratu; będzie:

,r2-j-3ir—2 =  1.
Lecz to jest zwyczajne równanie stopnia drugiego, 
które rozwiązując znajdziemy:

—3 + 1 /2 1  
"  = ------2------ •

Przyjmijmy powtóre, że:
y  x2-\-3x—2 — —4.
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podnosząc obie strony do kwadratu, mióć będziemy: 

x2-\-3x—2 =  16.

To jest znowuż równanie stopnia drugiego, które roz­
wiązując znajdziemy:

x —  3, lub x — —6.

Tym sposobem otrzymaliśmy ostatecznie cztery war­
tości na x, a mianowicie:

3, - 6 , —3 ± ] /2 1  
2

Musimy tutaj zrobić ważną uwagę, odnoszącą 
się do tych wartości. Przypuśćmy, że chcemy roz­
wiązania sprawdzić. Jeżeli zamiast x  podstawimy 3, 
wtedy znajdujemy, że x 2-\-3x—2 =  16, a więc:
Y x 2-\-3x-^2 =  + 4 . Jeżeli weźmiemy wartość + 4 , 
wtedy dane początkowo równanie nie będzie spraw­
dzone; — jeżeli zaś weźmiemy wartość —4, wtedy 
będzie ono sprawdzone. Podobnież jeżeli dalej 
podstawimy x  — —6, wtedy przyjdziemy do tegoż 
samego wypadku. Można było przewidzieć oba te 
wypadki gdyż wartości x =  3, lub x — —6 były zna­
lezione z równania y x 2-\-3x—2 .=  — 4, które to 
równanie było znowuż otrzymane z równania 'począt-

... —3+J/^  21
kowego. Gdybyśmy teraz uczynili ------p,------ »
wtedy mielibyśmy «*-1-3#—2 =  1, i początkowe rów­
nanie będzie sprawdzone, gdy weźmiemy 
] /x 2-\-3x 2 =  -4-1. Rozwiązując którekolwiek z 
dwóch równań:
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■3?2—j—Bas—3 ] / x 2- \S x —2 — 6,

lub: #2-j-3;»-j-3j/" a;2-t-3a?—2 =  6,
przyjdziemy do tychże samy ch czterech wartości na ■*, 
lecz wartości 3 i — 6 należą tylko do pierwszego rów­

nania, .wartości zaś ---- należą tylko do dłu­

giego równania.
321. Mogą się przytrafić takie równania, które 

należy, po odpowiednióm przeniesieniu wyrazów, 
raz lub kilka razy podnieść do kwadratu, zanim 
zostaną one sprowadzone do równania stopnia 
drugiego. Podamy na takie działania dwa przy­
kłady.

322. Rozwiązać równanie:

2 t f _ ] / ^ ^ 3 a —3 =  9.

Przenieśmy wyraz zawierający pierwiastek na drugą, 
a 9 na pierwszą stronę równania; — będzie:

podnieśmy obie strony do kwadratu, otrzymamy.
4x2—36« -{—81 — x2—U —3; 

przenieśmy wszystkie wyrazy na pierwszą stronę: 

3x2—3 3 H -8 4 = 0 ,
czyli, po podzieleniu wszystkich wyrazów przez 3: 

x 2—llx-\-28 =  0.
Rozwiązując to równanie otrzymamy: aj — 7 lub x =  4.
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Wartość 7 zadosyć czyni danemu równaniu; wartość 
4 należy do równania 2x-\~]/rx  ̂ ~ Sx—3 =. 9.

323. Rozwiązać równanie:
2x J 6 =  j/8«-j-9-

Podnieśmy obie strony do kwadratu, będzie:
'r~^4+ 2'*+ 6+ 2 ]/^  («4-4) (2a:-j-6) =  8.C+9; 

przenieśmy następnie wyrazy równania tak, aby na 
jednój stronie została tylko ilość pierwiastkowa sama. 
na drugiej zaś reszta wyrazów: — po zrobieniu 
uproszczeń będzie:

2]/ (#-j-4) (2#-j-6) — 5x—1.
Podnieśmy znowuż obie strony do kwadratu, otrzy­
mamy:

4(«-f 4) (2^+6) =  25^2—10a-ł-l, 
to jest. 8x2-f-56x-f-96 ~  25x2—io,r-j-l.

będzi10SZąC Wszystkie ^ r a z y  na pierwszą stronę

17.?.'2—66.»—95 =  0.
Rozwiązując to równanie znajdziemy, że « =  5, lub

a ~ ~ T T  W art°ść pierwsza, t. j. 5, zadosyć czyni

danemu równaniu; — druga zaś należy do rów­
nania:

6 — K ^ + 4  =  ^ 8 « + 9 .* )

*) Rozwiązując równanie:

J / V f 4 + K  4,»-f-6 =  . . (i)
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324. Z poprzednich przykładów widać, że w 
tych przypadkach, w których należy podnosić do kwa­
dratu, aby równanie sprowadzić do zwykłój postaci, 
nigdy nie jesteśmy bez próby pewni, czy znalezione 
wartości na niewiadome są w samej rzeczy pieiwiast- 
kami danego równania.

sposobem podanym w tekście, otrzymaliśmy dwa pierwiastki, 
z których tylko jeden zadosyć czyni danemu równaniu. ^Pocho­
dzi to stad, że w celu rozwiązania tego równania, podnieśliśmy 
obie jego' strony dwa razy do kwadratu, przez co otrzymaliśmy 
równanie:

4(a?+l) (2*4-6) =  25a;2—10a?+l . . .  (2)

które dało nam te dwa pierwiastki:
Lecz gdybyśmy w podobny sposób chcieli rozwiązać i rów­

nanie:

] /  a?+4 — ]/"2cc+6 — ]/ 8a;+9, ,• . • (3)

wtedy otrzymalibyśmy najprzód:

—2 \ / ( x - 1-4) (2x+6) =  5a?—1,

a następnie przez nowe podniesienie obu stron do kwadratu 'rów­
nanie (2). To ostatnie więc równanie obejmuje oba równania (1) 
i (3) i jest od każdego z nich ogólniejsze. Przez rozwiązanie rów­
nania (2) otrzymujemy nie tylko rozwiązanie równania (1), ale tak­
że i równanie (3).

Taż sama uwaga daje się zastosowaó i do równania rozwią­
zanego w § 320. ■Tł.
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, 325: Niekiedy się przytrafia, że rozwiązanie
iownania danego, może być ułatwione przez wpro­
wadzenie pewnego uproszczenia, dającego się do- 
sti zedz na pierwszy rzut oka.

Następne dwa przykłady objaśnią jakiego rodza­
ju są te uproszczenia.

326. Rozwiązać równanie:
^ + 4  __ a?—4 _  9+a? __ 9—a; 
x  4  ar+ 4  9— x  gJ>_x  •

piowadźmy ułamki na każdśj stronie równania do 
jednakowego mianownika, otrzymamy:

(#4-4)3 (a?- 4) ■3 _  (9 + * )2—( 9 - ^   ̂
x 2- 1 6  8 1 ^

czyli: Ida? _ 36a?
#2—16 81—a?2

Widoczną jest rzeczą teraz, że a? =  0 jest pierwiast­
kiem równania. Aby. wynaleźć inne pierwiastki dzie- 
limy obie strony przez 4x\ będzie:

4 _  9
#2—16 81—a;2 ’

sk3?d: 4(81—a?2) — 9 ( « 2 _ i6 ) )
i daiój: 13a?2 — 324+144 == 468,
to jest: x 2 _
i nakoniec: x ~  -+-6,

Tym sposobem widzimy, że równanie dane ma trzy
Pierwiastki: 0, 6 i —6.

327. Rozwiązać równanie:
#3—7#a2+ 6 a 3 = 0 .
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Tutaj także jest widocznóm, że x  =  a jest pierwiast­
kiem równania. Równanie to możemy przedstawić 
w tój postaci:

x 3 — a3 =  la  2(x — a).
Aby wynaleść inne pierwiastki podzielmy obie jego 
strony przez x—a. Znajdziemy:

x2-\-ax-\-a2 =  ^a2.
Rozwiązując to równanie, które jest stopnia drugiego, 
otrzymamy x — 2a, lub x =  — 3«. Stąd widzimy, że 
równanie dane ma trzy pierwiastki, a mianowicie, a. 
2 a, —3a.

326,. W dopełnieniu do tego, co było powiedzia- 
nem wyżej podamy tu jeszcze najgłówniejsze przy­
padki, w których równania innych stopni mogą być 
bezpośrednio sprowadzone do równań stopnia drugiego.

3263. Do równań stopnia drugiego mogą być 
najprzód sprowadzone wszystkie równania tak zwane 
trójmy razowe.

Po4 tym wyrazem rozumiemy równania stopnia 
parzystego takie, w których po przeniesieniu wszy­
stkich wyrazów na pierwszą stroną i zrobieniu wszel­
kich redukcyj, znajdować się będą tylko trojakiego 
rodzaju wyrazy: wyraz zawierający niewiadomą w 
stopniu parzystym, wyraz zawierający niewiadomą 
w stopniu dwa razy mniejszym od poprzedniego i wy­
raz wiadomy. Przykład takiego równania mamy 
w § 319. Inne przykłady: 3«4—2«'J+ 9  =  0 jest równa­
niem trójwyrazowóm stopnia 4-go; a?8 -j- 5x* — 3 =  0, 
jest równaniem trójwyrazowem stopnia 8-go, w § 319 
znajduje się przykład równania trój wyrazowego stop­
nia 6-go i t. d. Ogólna postać takiego równania jest:
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ax2n -{- bxn -j- c =  0.
Rozwiązanie takich równań odrazu sprowadza się do 
rozwiązania równania stopnia 2-go przez uczynienie 
xn = y .  Wtedy: x2n— y2, i równanie dane zamieni 
się na następne:

ay 2-\-by-\-e =  0.
Rozwiązując to równanie znajdziemy wiadomym spo­
sobem dwa pierwiastki y, i y2. A że = y ;  więc

n

« = J / y -  Stąd widzimy, że po rozwiązaniu równania 
ay2-f-óy-(-c =  0, należy tylko z wartości znalezionój na 
y wyciągnąć pierwiastek stopnia n. A ponieważ na 
y otrzymaliśmy dwie wartości, przeto: x =  albo

n n

j /y .  , albo tćż x = Y l f i '  Jeżeli więc jesteśmy w sta­
nie wynaleść pierwiastek potęgi n z y, i y2, wtedy 
możemy otrzymać i wartości na x.

Jako przykład tego rodzaju równań weźmiemy 
równanie trójwyrazowe stopnia 4-go.

Rozwiązać równanie:
13«a-|-36= 0 .

Czyniąc: «a= y ,  skąd: «4= y 2, otrzymamy z powyż­
szego równania:

y2—i3y_|_36— o.
Rozwiązując to równanie znajdziemy:

V\ = 9 ;  y ,= 4 .
Stąd: x2 = 9 ,  lub: *2 =  4;

a zatem: « = + J /9 " .  lub: x  =  + J / T ,
Otrzymamy więc na x następne cztery wartości:

Todh. AlRiebra 24
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ж, = 3 ,  ж2 = —3, ж3 =  2. «4 =  —2.
Rozwiązać równanie:

ж4—12«2-pl6 =  0.
Uczyńmy х 2— у, wtedy: х*— у2, i równanie powyższe 
zamieni się na:

y2—12*H~16—0,
skąd: _

2/* =  6 -r l/2 0 ,
y2 =  6—} /  20.

A zatem: _
ж2 — 64"} / 20

lub: ®2=  6—1/ 20-
Wartości więc na « otrzymamy wyciągając pierwiast­
ki kwadratowe z powyższyoh wyrażeń, i tym sposo­
bem znajdziemy następujące cztery wartości na x:

x l = 1 /  6-)-K 20,

* , = _ i / e + m  

«3 = 1/  6—/2 0 ,  

ж4 =  - 1 / б - К 2 0 -
Wartości te przedstawiają się pod postacią wyrażeń 
rozbieranych w § 295, i mogą być przekształcone za 
pomocą wzorów tam podanych. Używając wzoru:

v 7 + w =  | / « H p 3

do przekształcenia wartości na x , , otrzymamy:
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«1 = l / 5 - | - 1.
Podobnież znajdziemy:

«2 ”| /  5 1)
«3 = 1 / 5  — 1,

«4= —1 /5  -|- 1 •
3263. Przez podobne podstawienie, jakiego 

użyliśmy do rozwiązania równania trójwy.razowego 
można niejednokrotnie rozwiązywać i równania innego 
rodzaju, do których wchodzą wyrażenia pierwiastko­
we, lub wykładniki ułamkowe. Tak np. przypuśćmy, 
że dane j est równanie-.

3 6

\Z~x —  1/  «-j-2 =  0.
6 3

Uczyńmy: 1/ x - ~ y \  wtedy: J / « = y 2; podstawiając te 
wartości w równanie dane, będzie:

V2 3z/—| 2 =  0,
skąd: 3h =  2; y2=  \-

6

A że 1/ X = y ,  przeto na x otrzymamy dwie następne 
wartości:

x\ = y i = 6 4 ; «2 — y2 :=r 1.
3264. Powtóre: do równań stopnia drugiego mo­

gą być sprowadzone równania tak zwane symetryczne 
stopnia trzeciego, czwartego lub piątego.

Pod wyrazem równanie symetryczne rozumiemy 
równanie takie, w którem, po przeniesieniu wszystkich 
wyrazów na pierwszą stronę, zrobieniu wszelkich 
uproszczeń, i uporządkowaniu wyrazów podług /małe-J

24*



jącycli głoski x, otrzymamy na pierwszśj stronie wie­
lomian całkowity taki, że współczynniki wyrazów 
równooddalonych od wyrazów skrajnych są równe i ze 
znakami jednakowemi lub przeciwnemi, gdy wielo­
mian jest stopnia nieparzystego; gdy zaś wielomian 
jest stopnia parzystego, wtedy współczynniki wyra­
zów równooddalonych od wyrazów skrajnych są rów­
ne i z jednakowemi znakami*).

Tak np. równanie:
3«2+ 2 « + 3 = 0 , 

lub: &s2—2x+B — 0,
jest symetrycznem stopnia drugiego; równanie: 

a«4-j-ó^3-j-c.«2-j-ó« + a= 0
jest równaniem symetrycznóm stopnia czwartego i t. d.

326s. Weźmy najprzód pod uwagę równanie 
symetryczne stopnia trzeciego:

ax 7‘̂ -bx2-\-bxĄ-a — 0.
Z pierwszego i ostatniego wyrazu możemy w nióm 
wyłączyć za nawias a, z drugiego i trzeciego bx-, 
będzie:

a(x 3-f-1)-f-bx (xĄ-1) =: 0.
Ponieważ:

(#3-j-l): (ce—1) =  ¿»2—

*) Wszakże gdy wielomian jest stopnia parzystego i w nim 
brak średniego wyrazu, będzie on symetrycznym i wtedy, gdy 
współczynniki wyrazów równooddalonych od wyrazów skrajnych 
będą równe i ze znakami przeciwnemi} np.

axi-\-bx3—bx—a =  0.

365

(patrz § 92), przeto, wyłączając na pierwszśj stronie 
(¡r-f-l) za nawias, otrzymamy:

{x-\-l)[a{.x3—x-\-l)-\-bx] — 0.

To ostatnie równanie pokazuje nam, że x  powinno 
mióó taką wartość, aby iloczyn z dwóch czynników 
#+1 i a(x‘i—x^r l)Ą-bx był równym zero. Lecz aby 
iloczyn z dwóch czynników stał się zerem, dostatecz- 
nem jest aby jeden z czynników był zerem. Wartości 
więc na x , zadosyć czyniące powyższemu równaniu 
będą takie, przy których albo: 

x  4-1 =  0,
albo: a{x3—x-\-l)Ą-bx=0.

Pierwsze równanie daje nam pierwszą wartość na x, 
mianowicie:

r— I?
z rozwiązania zaś drugiego równania, które można 
napisać tak:

axi—(a—b)xĄ-a =  0, 
otrzymamy dwa inne pierwiastki:

a—b + ] /  ó2—2ab—3«3,
*2 -  2a

a—6—1 / b2—2ab—3a3
= ------------2a----------

W podobny sposób można rozwiązać równanie: 
ax3-\-bx2—bx—a =  0,

wyłączając x—l  za nawias ze strony pierwszśj.



366

Przez pomnożenie licznika i mianownika warto­
ści na x3 przez a—bĄ Ą /b2—2ab—3a2, uczący się mo­
że się przekonać, że pomiędzy x2 i #3 istnieje taki

związek: #2 — —.#3
3266. Pokażemy teraz jak można rozwiązać 

równania symetryczne stopnia czwartego przez spro­
wadzenie ich do równań stopnia drugiego.

Ogólna postać takich równań jest:
ax^-\-bx'i-\-cx1Ą-bxAi-a —  0.

Podzielmy obie strony tego równania przez x 2 i z wy­
razów, mających jednakowe współczynniki, wyłączmy 
te współczynniki za nawias: Będzie:

Uczyńmy teraz:

wtedy podnosząc obie strony równania (1) do kwa­
dratu otrzymamy:

*ł+ 2+ ¿ = y * ,

skąd: « * + ¿ = ^ - 2  . . (2)

W równaniu więc danóm możemy podstawić-W2—2
1 1 "zamiast x2-\- i y zamiast xJr ~  przez co mieć

będziemy:
a ( y 2—2) —(— ćn/—P c s== 0.
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Równanie to jest stopnia drugiego; — rozwiązując je 
znajdziemy dwie wartości na y, mianowicie y, iy 2- 
Biorąc zamiast y w równaniu (1) kolejno y l i y2, otrzy­
mamy z tego równania dwa równania następne:

■=y  i

, 1i x +  - = y  2.

Każde z nich jest równaniem stopnia drugiego, i da 
dwie wartości na x. Tym sposobem otrzymamy czte­
ry wartości na x  zadosyć czyniących danemu rów­
naniu.

O tych pierwiastkach, jakkolwiek ostatecznie 
nie oznaczyliśmy ich, możemy zrobić tęż samą uwagę, 
jaką zrobiliśmy o pierwiastkach równania symetrycz­
nego stopnia trzeciego. Mianowicie nie trudno się 
przekonać, że jeżeli pewna ilość m zadosyć czyni te­

mu równaniu, wtedy i ~  także zadosyć czynić bę­

dzie temuż równaniu, czyli innemi słowy: jeżeli m 
jest pierwiastkiem równania:

axi-\-bx^Ą-cx'l-\-bx-\-a == 0,

wtedy i ~  będzie także pierwiastkiem tegoż samego

równania. W rzeczy samój: jeżeli m jest pierwiast­
kiem powyższego równania, to:

Lecz podstawiając — zamiast x  w wielomian:
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a x i-{-bx‘3-\~ca:2Ą-bx-\-a,

znajdziemy, że wartość tego wielomianu będzie:
a Ą -b m - \-c m 2Ą -b m  4

tni ’
co jest równe zero z tój przyczyny, że licznik tego 
ułamku jest zerem podług przypuszczenia.

326,. Nakoniec weźmy pod uwagę równanie 
symetryczne stopnia‘piątego:

ax^-\-bxi-\-cx 2-\-cx2-\-bx-\-a =  0,
lub: a#5—bx^-\-cx2—cx2-\- bx—a —  0,
Równania te można rozwiązać w ten sposób: Naj­
przód należy wyłączyć z wyrazu pierwszego i ostat­
niego a, z drugiego i piątego b, z trzeciego i czwar­
tego c za nawias; będzie:

a{xr',-\-\)Jr b{xi-\-x)-\-c{x2-\-x2) = 0 ,  
lub: a(x5— l j —b(x*—x)-\-c(x3—x2) =  0.
Następnie w równaniu pierwszój postaci można wy­
łączyć (tf-j-1) za nawias, a w równaniu drugiej posta­
ci (*—1) za nawias. Przyrównywaj ąc ten czynnik 
do zera otrzymamy jeden pierwiastek równania. 
Pierwiastek ten będzie w pierwszym przypadku rów­
nym —1, w drugim zaś 1. Pozostanie z każdego 
równania, równanie symetryczne stopnia czwartego, 
które należy rozwiązać sposobem podanym wyżój.

3268. Jeszcze jednój postaci równania stopnia 
czwartego dają się łatwo rozwiązać za pomocą rów­
nań stopnia drugiego.

Są to równania, które można sprowadzić do ta­
kiej postaci:
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(x2-\-ax')2-\~p(x2Ą-ax) -\-<ł — 0.
Czyniąc wtedy y — x2-\-ax, otrzymamy równanie:

y*+py+9 =  0,
z którego oznaczymy dwie wartości na y ; następnie 
zaś z równania y — x 2-\-ax znajdziemy i wartości na x\ 
wartości tych będzie cztery.

W praktyce aby poznać czy równanie stopnia 
czwartego da się sprowadzić do powyższój postaci, 
należy dwa pierwsze jego wyrazy dopełnić do kwa­
dratu (§ 299). Np. przypuśćmy że mamy równanie:

a.ł_12«®+49«a—78»-|-4Q =  O-
Dwa pierwsze wyrazy: x^—12#3 uważamy jako dwa 
pierwsze wyrazy kwadratu dwumianu, i  dopełniamy 
je do kwadratu zupełnego przez dodanie (6«)2; — 
oczywiście tenże sam kwadrat należy od wielomianu 
odjąć. Czyniąc to, otrzymamy:

a t - U x 2-\-(6x)2—36«2+ 49*2—78«-f 40 =  0. 
czyli:

(«2—6«)2-|-13(«2—6«)+40 — 0.
Czyniąc teraz:

y — x2—6x
otrzymamy:

?/2—{—13y—(—40 =  0, 
skąd: y ,— —5,

h  =  -‘—8.
Następnie rozwiązując każde z dwóch równań:

¿k2—6x — —5,
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i: x 2—Qx — —8,
znajdziemy wartości na x, które będą takie:

*2-1 - 5; #2 "— l? ^3—-4; x i —  2.
3269. Podamy tu jeszcze parę przykładów roz­

wiązania takich równań, które nie należą do żadnój 
z powyższych kategoryi, a jednak przez szczególne 
podstawienie, lub przekształcenie dadzą się spro­
wadzić do równań stopnia drugiego.

Na nieszczęście nie można dać ogólnych zasad 
takich podstawień i przekształceń w przypadkach 
więcój złożonych: wprawa jedynie, nabyta przez prze­
rabianie znacznój liczby zadań, może nasuwać odpo­
wiednie sposoby i przekształcenia prowadzące do 
celu.

Rozwiązać równanie:
2 ■ _2_ 1_

(os—(—w»)3—j— 6(a—x) —  5 (a2—x 2)b
Przenieśmy drugą stronę na pierwszą i wyłączmy ze

1
wszystkich wyrazów (a2—x 2) za nawias. Otrzymamy:

_2_ _2_

(a2—x 2) (a2—x2)
Lecz aby iloczyn z dwóch czynników był równym ze­
ro potrzeba, aby jeden z tychże czynników stał się 
zerem.

Czynnik pierwszy: (a2—x 2f  przyrównywamy
do zera daje wartość na x  równą + a ; lecz widoczną
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jest rzeczą, że ta wartość nie sprawdza danego rów­
nania, gdyż podstawienie a zamiast x  nie czyni pierw- 
szśj strony równą drugiej. Pierwiastki zatóm rów­
nania danego mogą być otrzymane tylko z przyrów­
nania drugiego czynnika do zera, to jest z równania:

( a-j- x)
-6 (<,~  «>—  5 = 0 ;

(a2—x 2) (a2 — x 2)
A ponieważ a 2— x 2 =  ( a - l x )  (a— x) ,  przeto powyższe 
równanie może być tak napisane:

(a-|-£c)
i +

(a —cc)
j_  _i

3 3
(a-j-x ')  (a—x)

-5 =  0
(•a-\-x) (a—xj

czyli skracając pierwszy ułamek przez (a-\-x) , a dru-
1

. ,  J  ~
gi przez (a—x) , otrzymamy: *f

_i_ j _
3 *

(a-\-x) .6<f=2>r - 5  =  0,

(a—£c) («+*)
co można i tak napisać:

Czyniąc tutaj:
( S ) + 6( ^ H = » -

. . (1)
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6otrzymamy: y~|--------5 =  0,

skąd: y 2—5y4-6= 0 .
Rozwiązując to równanie stopnia drugiego, mióć bę­
dziemy:

y i = 2; «/2 — 3.
Podstawiając teraz kolejno każdą z tych wartości 
w równanie (1), otrzymamy:

i i

Aby rozwiązać pierwsze z tych równań, podnieśmy 
obie jego strony najprzód do sześcianu; znajdziemy:

=  *  skąd x , —  ~ a .

Podobnie podnosząc obie strony drugiego równania 
do sześcianu i rozwiązując otrzymane stąd równanie, 
miód będziemy drugą wartość na x a mianowicie:

13
x* 14a’

Inny przykład: Rozwiązać równanie:

*+2(«H- ó)l/2(«2+ ó 2)4-^ +  10a&= 0 . 
Uczyńmy:

J/^3(a2-|-b3)-\-x — y, wtedy: x — y3— 3(a2-f-óa), 
i podstawmy te. wartości w dane równanie. Będzie: 

«/2+2(a-)-ó)ty-f-10aó—3(«2-fó2) = 0 .  
Rozwiązując to równanie otrzymamy:

«/, = — (a-|-ó)-J-|/(«+& )a—1 0 a ó + 3 ^ f3 P ,
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czyli: y, = —a— b-[~%a—25 — a 3ó.
Podobnie: y^z=.b—%a.
podstawiając te wartości kolejno w równość:

x — y 3—3(a2-j-ó2),

znajdziemy:
czyli:
albo:
I  podobnie: 
skąd:

*i = y i 2—3(«2+ ó 2), 
= :(a—3ó)2—3a2—3ó2, 

= —2a2—6aó+6ó3 
x ,= (b — 3a)2-3 (a 2+ ó a) 

z —2ó2—6aó-}—6a 3.

Trzeci przykład. Rozwiązać równanie:
3 ______  3 ______

\ / x Jr a—\ /  x—a =  m.

Podnieśmy obie strony tego równania do potęgi trze- 
ciój. Na zasadzie wzoru:

(a—ó)3=  a3—3«*8ó—j-3aó2—ó3,

czyli:
(a—b)s =  a3—b3— 3ab(a—b\

otrzymamy:
3 _____ 3 _____  3____

3 1 / ^ —®2[ K 1“ I — w3>
czyli, upraszczając i podstawiając m zamiast

3 ______ 3 ______

------\ /  X — d ,

'  3 _________

2a— 3 r n j / "  x 2— a2 —  m 3,będzie:
skąd:
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3 m ] /# 2—a2 =  2a—m3,
3 ___

i: l / ^ _ a 2 =  2a-w 3_
'  3 r r a

Podnosząc teraz obie strony do potęgi trzeciej i prze­
nosząc a2 na drugą stronę, znajdziemy:

3

skąd nakoniec:

* = ±  l/ “I+ ( - i r ) s-
Następujące zadanie, jako wymagające wykona­

nia pewnych działań z ilościami urojonemi, właściwie 
przechodzi zakres tój książki. Ponieważ jednak dzia­
łania te są bardzo proste, i ilości urojone występują 
tylko przechodnio, znikając z ostatecznych wypad­
ków, przeto dla przykładu rozwiążemy i to zadanie. 

Rozwiązać równanie.
__ 4

V x . y ~ & — \ —  2x J / V — 1 — o;25.
W tym celu uczyńmy:

___ 4

V x .  | / ^ Z i  ~ y t

skąd: x Y ^ —i = y 2.
Podstawiając te wartości w równanie dane mióć bę­
dziemy:

y—2y 2 =  0,25,
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czyli: 2y2 y — ■

Przez rozwiązanie tego równania otrzymamy:

V - Ł
to jest:

16’

| / 5  

= W | / - »

_  1 , 1
^ 1—4 + - 4

co można i tak napisać, pamiętając o uwadze zrobio­
nej w § 298, i § 3172.

y2= j f l —*) •
Z równania warunkowego:

_  4 ____
\/~X~. \ / X2--1 — y

przez podniesienie do potęgi czwartój, otrzymamy: 
x*—x2— y2-,

A że y ma dwie wartości y, i y2, przeto dla znalezie­
nia x mieć będziemy dwa równania

i: ( !—*)]
/  1 W 1

Lecz 1^1 — 25g! ańy zaś podnieść l - f i  do potęgi 

czwartój podnieśmy je najprzód do kwadratu i na-
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stępnie kwadrat znaleziony znowuż podnieśmy do 
kwadratu. Będzie:

Lecz ponieważ podług uwagi zrobionój w § 298,: 
i2 — —1; przeto:

( l+ t) 2 =  2i;

a następnie:
(14-*’)4 — 4t2 = —4.

W podobny sposób znajdziemy:

( 1 — t)ł = —  4 .

Oba więc powyższe równania zamienią się na na­
stępne:

Czyniąc tutaj x2 =  u, będzie:

skąd:’

Następnie zaś:

u1—u — —64 *

w= 4 ±  1
1 /1 5  
V 64’

[ / > r ,

x =  ±  J / -g-± 15

=  +  8 +  1^60

czyli:

czyli:
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Każdy z tych czterech pierwiastków może być prze­

kształcony za pomocą wzoru n a K a + K b , gdyż«2—b, 
równe tutaj 82—60, jest zupełnym kwadratem. To 
przekształcenie jednak pozostawiamy czytelnikowi.

PRZYKŁADY XXXI.

1. x i—13«2-j-36 =  0. 2. x—5]Xx"—11 •-=  0.
3. x-\-]/rx-\-5 =■ 7. 4. x 2- \- \ /x 2 4-9 == 21.

5. 2 y , x 2—2«4-l+ «2 — 23+2«.
6. a 4—2*34-.*2 =  36.

7. ] /  a:2—6«-[-16 -\-(x—3 y2 ——-13.
8. 9 ]/ x-—9.«-|-28 -j- 9* =  x2-\-36.
9. 2x2-\-6x — 226—[/ .«2-j-3*—8.

10. —4*2—2J/ —4«2-j-4— 31.
11. xĄ-2\/ a;24-5 ic+ 2=  10.
12. 3x-j-}/ x2-\-7x-\-5 — 19.

13. x =  l[/~2—x2. 14. j/,z-{-9 = 2| Z x —3.

15. } / as—{—8 — J / — j /  x .
16. 5}/1—¿s2-J-5a; =  7.
17. l / 3 a —3 4- V  5^—19 =  V  2*4-8.
18. ] /  2x 4- 14~J/ 7*—27 — Y  3x-\-4:',
19. ] /  b2-\-ax— Y  a24~^* — a-\-b.
20. 2*J//"a-4*2 4-2*3=  a2—«.

A l g i e b .  Th. 2;
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22.

23.

21.

24.

25.

26.

x J r \ /  12a 2— x __ a  4-1
a;— j / 12 u 2 — x a — 1

1 1 3*

1—  *  1+ « 14- * 2 '

1 1 1 1 1 +  1 =-  0.
* 4-7 1 *—1 1 * 4-1 ' x — 7

1 1
x - \ - \ y  2— x 2 1 * — 1/  2— X 2
*_{_]/>—1 X — ] /  *  '2— 1 8 ] /  x 2 -
X — \ /  X 2 — 1 x - \ - \ / x 2—1
x -\~ a . x — a b  4-  cc b — *

X — d  x~\~ct b — x  b - \ - x

27. t f34  3fflce2 =  4 a 3.
28. 5 x 2(a—x) =  (a 2— « 2) ( * + -3 a ) .

29*.

30*.

«-¡-«-(-|Xa2'-a:2 ___c
a-|-*—1 /  rt2—* ’ x
_ , 21- 1/ ?  
21- | / r  ' 1/ A’
x—J /#    4

21

X  X * — X

3

4 szm
32*. ] / / + } / * = :  20.

ol • *+v<

33*. [ /*  4- 7 ] /* 2 =  350.
3 __  3 ____

34*. j / * 2 — j / —* =  >¿04-1).
3 ______  3 ____ _ . 3 ______

35*. j / a —* —1 /6 —* =  ! / « —'&;
gg* 1—0. 37*. 4*3— 2\xl-\-2\x—4 =
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39*. *2—4a*34~4ii2*2—c4 =  0.
40*. *ł—2x3+2x2—2 * -f l= 0 .
41*. 2*ł—3*3—*2—3*+2=:0.
42*. 12»H-11*3—146** 4-11^+12 =  0. 
43*. 90*ł—399*34-622*2— 369*4-90 =  0.

XXXII.

Zagadnienia prowadzące do równań stopnia drugiego.

328. Znaleść clwie liczby, których summa jest 
równą 15, i których iloczyn jest równy 54.

Niech x oznacza jedną liczbę; — wtedy 15—x 
będzie drugą liczbą: — podług drugiego warunku ma 
być:

*(15— x) — 54.
Stąd, po odpowiednióm przeniesieniu:

x2—15*=  — 54;

i dalej: *2~ 1 5 « + |y |  — — 5 4 + ^  =  ̂ -., 

Wyciągając pierwiastki -kwadratowe:

skąd:

czyli: * =  9, lub x =  6.
25*
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Biorąc « =  9, otrzymujemy 15—« =  6; jeżeli znowuż 
weźmiemy « =  6, otrzymamy 15—0:= 9. Dwie te 
więc liczby szukane są 6 i 9. I jakkolwiek równa­
nie stopnia drugiego daje dwie wartości na «, tutaj 
jest tylko w rzeczywistości jedno tylko rozwiązanie.*)

329. Wydał ktoś pewną liczbę rubli na zaku­
pienie towaru, który następnie sprzedał ze stratą za 
24 ruble. Przy sprzedaży stracił tyle rubli od sta, ile 
go kosztował towar. Ileż kosztował ten towar?

Niech x oznacza liczbę rubli wydanych na to­
war; wtedy «—24 oznaczać będzie liczba rubli stra­
conych. Podług warunków zadania strata od sta wy­
nosi tyle rubli, ile kosztował towar, zatem x od sta; —

X
więc wyraża się ułamkiem ceny towaru. Rów­

nanie przeto będzie takie:

X  X

skąd:
100 '

100«=

= «—24, 

-2400.
Rozwiązując je znajdziemy, że « = 4 0  lub « =  60. 
Stąd wypada, że'wydana liczba rubli była albo 40, 
albo tóż 60; — i każda z tych liczb zadosyć czyni 
wszystkim warunkom zagadnienia.

330. Summę 144 rs. rozdzielono pomiędzy pew­
ną liczbę osób tak, że każda z tych osób otrzymała 
też samą liczbę rubli. Gdyby było o dwie osoby 
mniśj wtedy przy takim że podziale, każda dostałaby 
o jednego rubla więcój. Znaleść ile było osób.

*) Porównaj § 317,.
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Oznaczmy przez « liczbę osób; wtedy to co
144

otrzymała każda z nich wyrazi się przez —  rubli. 

Gdy było «—2 osoby, wtedy każda z nich dostałaby 

J Ą  ruble. Zatóm, podług warunków zadaniabędzie:

. 144 __ U l  ■ v
«—2 x

Znosząc mianowniki:

144«= 144(« —2)-|-«(« — 2); 
skąd: X1— 2x— 288.

Rozwiązując to równanie stopnia drugiego znaj­
dziemy, że « =  18, lub « =  —16. Stąd wypada, że 
osób było 18, gdyż to jest jedyna liczba, która zadosyć 
czyni warunkom zadania.

Czytelnik bezwątpienia zapyta się, czy można 
jakiekolwiek znaczenie nadać drugiemu pierwiast­
kowi, mianowicie —16; aby na tp pytanie odpowie- 
dzióć, rozwiążemy inne zagadnienie, ściśle związane 
z tern, które dopióro co rozwiązaliśmy.

331. Summa 144 rs. była rozdzieloną równo po­
między pewną liczbę osób; gdyby było o dwie osoby 
więcej, wtedy każda otrzymała by o jednego rubla 
mniej. Tleż było osób?

Oznaczmy przez « liczbę osób. Wtedy, rozu­
mując tak jak wyżej, otrzymamy równanie:

144 _144 ,
«-j-2 « ' ;
«24-2« =  288.skąd:
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a rozwiązując je, znajdziemy:

cc=16, lub —18.

W poprzedniem zagadnieniu otrzymaliśmy jeden pier­
wiastek, dający odpowiedź na pytanie mianowicie 18, 
i jeden pierwiastek, nie należący do zagadnienia, 
mianowicie —16; i# w teraźniejszśm zagadnieniu otrzy­
maliśmy także jeden pierwiastek należący do zadania, 
mianowicie 16, i drugi nie należący do niego, miano­
wicie — 18.

332. Przy rozwiązywaniu zagadnień przytrafia 
się często, jak to miało miejsce w § 330, że otrzymu­
jemy wypadki, które nie dadzą się zastosować do za­
gadnienia. Pochodzi to stąd, że aigiebraiczne wyra­
żenie ma znaczenie ogólniejsze, aniżeli język zwykły, 
i tym sposobem równanie, będące właściwie przed­
stawieniem warunków zagadnienia, może być zasto- 
sowanóm i do innych warunków. Zresztą uczący się 
z doświadczenia przekona się, że zawsze można wy­
brać ten pierwiastek, który należy do zagadnienia 
rozwiązywanego. Nadto w wielu przypadkach możliwą 
jest rzeczą, przez stosowną zmianę warunków zagad­
nienia, ułożyć nowe zagadnienie, odpowiadające temu 
pierwiastkowi, który nie należał do zagadnienia po­
czątkowego.

Przykład tego mieliśmy w § 331; podamy tutaj 
jeszcze inne zadanie tego samego rodzaju.

333. Kupił ktoś za 24 ruble pewną liczbę kóp 
jajek. Gdyby za też summę dostał o 4 kopy wiecej, 
wtedy cena jednój kopy byłaby o 30 kop. niższą. Zna- 
leść ceue jednój kopy?
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Niech * oznacza liczbę kopiejek, wyrażającą ce­

nę jednej kopy. Wtedy będzie liczbą kupio­

nych kóp. Gdyby cena jednój kopy była o 30 kopie- N 
jek niższą, wtedy za też samą summę pieniędzy 24 rs.

możnaby kupić kóp. Lecz, podług warunków

zagadnienia, liczba kupionych kóp w tym drugim razie 
byłaby o 4 większą od pierwszśj, zatem otrzymamy 
równanie:

2400 _  2400 4
x — 30 x _r

stąd:
2400« — 2400(.r—B0)-j—4aj(« -30).

czyli:
2400« =  2400«—72000-!- 4«2—120«.

Przenosząc wyrazy niewiadome na pierwszą stronę, 
zmieniając znaki i robiąc wszystkie uproszczenia, 
otrzymamy:

*a_30« =  18000.
Z tego równania znajdujemy na x dwie wartości 150 

¿ —120. Zatem jedna kopa kosztuje 150 kop. Mo­
glibyśmy dalój zualeść że 120 kop. jest odpowiedzią 
na następne zagadnienie: kupiono za 24 rs. pewną 
liczbę kóp jajek; gdyby za też samą summę otrzymano 
o 4 mniej; wtedy cena jednej kopy byłaby o 30 kop. 
wyższą, Znaleść ile kosztuje kopa.



PRZYKŁADY XXXII.

1. Liczbę 60 podzielić na takie dwie części, 
aby iloczyn ich był 864.

2. Summa dwóch liczb jest 60, summa zaś ich 
kwadratów jest 1872 — znaleść dwie te liczby.

3. Znaleść dwie liczby, których różnica jest 
równą 6, i których iloczyn jest 720.

4. Summa kwadratów trzech liczb jest równą 
549; druga z tych liczb stanowi dwie trzecie części 
pierwszej, a trzecia jest połową pierwszej. Znaleść 
te trzy liczby,

5. Różnica dwóchliczb jest równą 2, summa zaś 
ich kwadratów jest równą 244; znaleść dwie te liczby.

6. Liczbę 10 podzielić na takie dwie części, 
aby iloczyn tychże części dodany dó summy ich kwa­
dratów stanowił 76.

7. Znaleść liczbę, która dodana do swojego 
pierwiastku kwadratowego, dała by na summę 210.

8. Iloczyn dwóch liczb jest 144; jedna zaś 
z tych liczb jest 16 razy większą od drugiej; — zna­
leść dwie te liczby.

9. Sto dziesięć korcy węgla zostało rozdzie­
lonych równo pomiędy pewną liczbę ubogich; gdyby 
każdy ubogi dostał o jeden korzec więcej, wtedy liczba 
korcy, jakąby otrzymał byłaby równą liczbie ubo­
gich. Pytanie: iluż było ubogich?
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10. W składkowój uczcie dwóch zaproszonych 
nie płaciło: — reszta zapłaciła razem rs. 175. Gdy­
by i dwaj zaproszeni także płacili, wtedy każdy 
z biesiadników zapłaciłby o dziesięć rubli mniój. 
Ileż było osób przyjmujących udział w biesiadzie?

11. Zbiornik może być napełniony wodą, wpły­
wającą dwiema rurami w ciągu 4 godzin: znaleść 
w ilu godzinach mógłby być zbiornik napełniony przez 
każdą z tych rur oddzielnie, jeżeli jedna rura napeł­
niłaby go o 6 godzin prędzej aniżeli druga.

12. Kupił ktoś pewną liczbę sztuk płótna za 
675 rs.; następnie sprzedał to płótno po 48 rs. sztuka 
i na całej sprzedaży zyskał tyle rubli, ile go koszto­
wała jedna sztuka. Znaleść ile sztuk płótna kupił?

13. Robotnicy A i B mogą skończyć pewną
robotę w 14y dnia pracując razem; sam robotnik A
mógłby ją skończyć o 12 dni prędzój. aniżeli sam ro­
botnik B. Znaleść w jakim przeciągu czasu sam ro­
botnik A  jest w stanie skończyć robotę.

14. Kupiono pewną ilość kawy za 18 rubli.
Gdyby funt tejże kawy był droższym o 1

12 rs., wtedy
za też samą summę pieniędzy otrzymano by o 3 fun­
ty mniej. Ileż funtów kawy kupiono?

15. Wydał ktoś pewną summę pieniędzy na 
zakupienie towaru, który następnie sprzedał za 24 rs. 
i przytem miał zysku tyle od sta, ile go kosztował to­
war. Znaleść cenę towaru?

16. Bok kwadratu ma 110 cali długości; znaleść 
długość i szerokość prostokąta, którego obwód jest 
o 4 cale dłuższy od powierzchni kwadratu a powierz- 
nia o 4 caleSnniejszą od powierzchni kwadratu.
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17. Dwóch posłańców A i B  wysłano w tój sa­
mej chwili do miejsca odległego o 90 wiorst; pierwszy 
przebywał o jedną wiorstę więcej na godzinę aniżeli 
drugi i w skutek tego przejechał cała odległość o go­
dzinę prędzój aniżeli drugi. Znaleść po ile wiorst na 
godzinę przebywał każdy.

18. Pewna osoba wydzierżawia od właściciela 
wsi pastwisko na lato za 70 rs.; 8 morgów zatrzymu­
je dla siebie, a pozostałość odnajmuje, biorąc o 25 kop. 
za morgę więcej, aniżeli sama płaci. Tym sposobem 
nietylko ma na zapłacenie całój dzierżawy, alejeszcze 
zyskuje 2 rs. Ileż morgów zawiera całe pastwisko?

19. Z dwóch miast, odległych na 320 wiorst, 
wyruszyły w tym samym czasie dwie osoby A i B 
w celu spotkania się. A przejeżdżał dziennie8 wiorst 
więcśj, aniżeli 5 , a liczba dni, po upływie której 
spotkali się, wynosiła połowę liczby wiorst, jaką B 
przejeżdżał na dzień Znaleść ile wiorst każdy prze­
był od chwili wyjazdu do chwili spotkania się.

20. Z naczynia, napełnionego czystym winem 
i zawierającego 81 garncy, wzięto pewną ilość 
wina i dolano wody tak. że w naczyniu- znowuż by­
ło 81 garncy. Następnie po raz drugi wylano tyleż 
mieszaniny ile pierwszy raz wzięto czystego wina. 
Okazało się, że w naczyniu pozostało 64 garnce czy­
stego wina. Znaleść ile garncy wzięto z naczynia 
za każdym razem.

21. Mamy trzy równe naczynia A, B  i C: pierw­
sze zawiera wodę, drugie wódkę a trzecie mieszaninę 
wody z wódką. Jeżeli zawartości naczyń B  i C bę­
dą zmieszane razem, wtedy ułamek, który otrzyma­
libyśmy dzieląc ilość wódki w tej nowej mieszaninie
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przez ilość wody, będzie dziewięć razy większy 
od tego ułamku, jakibyśmy otrzymali postępując 
tak samo z zawartościami naczyń A  i C. Znaleść 
stosunek wódki do wody w naczyniu C.

22. Kapitalista wypożyczył 5000 rs.: po upły­
wie roku odebrał całkowity, należny mu procent i wy­
dawszy z niego 25 rs., resztę dołożył do kapitału. No­
wy ten kapitał wypożyczył na drugi rok, przy tój sa­
mej -stopie procentu. Przy końcu drugiego roku oka­
zało się, że ma razem 5382 rs. Znaleść jaka była sto­
pa procentu?

23*. Sznurem pewnój długości można otoczyć 
po obwodzie kwadrat. Jeżeliby sznur ten skró­
cić o 8 metrów, wtedy możnaby nim otoczyć kwadrat,

1 6którego powierzchnia stanowi tylko części kwa­

dratu pierwszego. Znaleść długość sznura.
24*. W wielkim sadzie w jednem miejscu od­

dzielono część kwadratową na szkółkę drzew, które 
rozsadzono w ten sposób, że każde drzewko stało 
w środku małego kwadratu, a odległość pomiędzy dwo­
ma najbliższemi drzewkami wynosiła l y  metra, (tak

że na każde drzewko przypadało 1 y metra kwadra­
towego gruntu). drugióm miejscu w tymże sadzie 
na takiej że samój powierzchni wypadło posadzić 
o 8240 drzewek więcej, w skutek czego każde dwa
drzewka były .oddalone od siebie tylko o !y  metra, 

(a na każde drzewko przypadło ljg metra kwadrato­



wego). He metrów miała długość boku tój przestrze­
ni kwadratowej, jaką przeznaczono na szkółkę?

(Przy rozwiązywaniu tego zagadnienia należy 
sobie wystawić, że każdy ogród jest podzielony! na 
kwadraty równe, których bok w pierwszym razie
jest l y  m. w drugim l y  m. i że w środku każdego
kwadratu znajduje się drzewko).

'25*. Dwaj podróżni wychodzą jednocześnie 
z tego samego punktu i jeden idzie ku północy z pręd­
kością 4̂  wiorst na godzinę, a drugi ku wschodowi 
z prędkością 6 wiorst na godzinę. Po il$t godzinach 
odległość pomiędzy nimi będzie 30 wiorst?

26*. Dwa ciała poruszają się ruchem jedno­
stajnym po ramionach kąta prostego: jedno z pręd­
kością c metrów, drugie zaś z prędkością c1 metrów 
na sekundę, przyczem oba wyszły jednocześnie 
z wierzchołka kąta prostego. Po ilu sekundach od­
ległość pomiędzy niemi będzie d metrów?

27*. Linię prostą a podzielić na takie dwie części 
aby prostokąt wystawiony na tych dwóch częściach był 
równy co do powierzchni danemu prostokątowi, mają­
cemu n metrów kwadratowych. Znaleśćnadto w jakim 
przypadku zagadnienie jest niemożliwe do rozwiązania?

28*. Zwierciadło wysokie na 99 centymetrów 
a szerokie na 66 centymetrów, ma być oprawione 
w ramę jednakowej wszędzie szerokości i taką, 
że cała jej powierzchnia ma być równą powierz­
chni zwierciadła. Ileż centymetrów ma wynosić 
szerokość ramy? Toż samo zagadnienie w ogól­
ności, przypuszczając, że powierzchnia ramy jestp 
razy większą od powierzchni zwierciadła.

29*. Za domem znajduje się plac ogrodzony, 
mający długości 70 metrów i szerokości 52| metra. 
■Właściciel domu chciałby plac ten zasadzić kwiatami, 
żona jego zaś wolałaby zamienić go na trawnik. Aby 
życzeniom obojgu w równśj mierze zadosyć uczynić, 
polecono ogrodnikowi założyć na środku placu traw­
nik prostokątny, którego obwód jest wszędzie jedna­
kowo oddalony od ogrodzenia, i którego powierzchnia 
byłaby równą powierzchni pozostałej części ogrodu. 
Jakaż będzie długość i jaka szerokość trawnika?

30*. 60 funtów pewnego towaru kosztuje o 4 
ruble mniój, aniżeli 60 funtów innego towaru. Jeżeli
kupimy każdego towaru za 8— rubli, wtedy do­
staniemy pierwszego towaru ó 8 funtów więcej, ani­
żeli drugiego. Ileż kosztuje funt każdego towaru?

31*. Przednie koło powozu robi o 6 obrotów 
więcój, aniżeli tylne, gdy powóz przejeżdża 120 met- 
trów. Gdyby obwód każdego z czterech kół powięk­
szono o 1 metr, wtedy na tój sarnćj przestrzeni prze­
dnie koło zrobiłoby tylko o 4 obroty więcój, aniżeli 
tylne. Jakiż jest obwód przedniego, a jaki tylnego 
koła?

32*. Dwie osoby A i B złożyły do prowadze­
nia wspólnie pewnego interesu 3400 rs,; kapitał osoby 
A pozostawał w obrocie 12, a osoby B  16 miesięcy. 
Przy podziale osoba A otrzymała 2070 rs. kapitału 
wraz z zyskiem, osoba zaś B  1920 rs. kapitału także 
z zyskiem. Ileż każda z uicb złożyła?

33*. Uczniowie trzech pierwszych klass pewnój 
szkoły zbierają składkę na cel dobroczynny: ucznio­
wie każ dój klassy składają się po jednakowej summie,
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ale każdy z trzeciej klassy daje tyle, ile każdy 
z pierwszój i drugiój klassy razem. Trzecia klassa, 
mająca o 6-ciu uczniów mniej, aniżeli 2-ga, złożyła 
11 rs. 90 kop.; druga klassa. mająca o 5-ciu uczniów 
mniej, aniżeli pierwsza, złożyła 9 rs. 20 kop.; nako- 
niec pierwsza klassa złożyła 8 rs. 40 kop. Iluż ucz­
niów było w każdój klassie? %

34*. Z dwóch punktów, których odległość wy­
nosi 1800 metrów wychodzą dwa ciała, poruszające 

^j/ł ruchem jednostajnym, naprzeciwko siebie,— jedno 
1 o 5 sekund późniój aniżeli drugie i spotykają się 

w samym środki drogi. Ileż metrów na sekundę 
przebywa każde, jeżeli wiemy, że pierwsze przebywa 
o 6 metrów na sekundę więcój aniżeli drugie?

35*, Dwie osoby A i £  wychodzą z miasta M  
do miasta i?z tą samą prędkością, ale osoba A wcześ­
niej wyszła aniżeli B. Przy trzecim słupie milowym 
jprzed miastem, Ii, osoba A mija stado gęsi, które szło

przed nią z prędkością mili na godzinę. W  pół

godziny później taż sama osoba A spotyka stado 
owiec, idących w tym samym kierunku z prędkością

g mili na godzinę. Osoba B  dogania gęsi w miej­

scu położonem na 2^- mili przed miastem R; owce
zaś na 10 minut przed dojściem do drugiego słupa 
milowego przed miastem R. Pytanie z jaką szli 
prędkością podróżni 4̂ i B?

35*. Z wierzchołka kąta prostego wychodzą dwa 
punkta, i poruszają się po jego ramionach ruchem je­
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dnostajnym. Pierwszy przebiega na sekundę8metrów, 
drugi przebiega na sekundę 7 metrów i wychodzi 
z wierzchołka we 22 sekundy po pierwszym. Pyta­
nie: po ilu sekundach odległość tych punktów będzie 
■wynosić 275 metrów?

37*. Dwa ciała poruszają się ruchem jedno­
stajnym na dwóch liniach prostych, przecinających 
się pod kątem prostym. Pierwsze przebiega na se­
kundę o metrów, i przechodzi przez punkt przecięcia 
się tych tych linii w t sekund późniój, aniżeli drugie 
ciało: — to ostatnie przebiega c, metrów na sekundę. 
W ile sekund po przejściu pierwszego ciała przez 
punkt przecięcia, odległość pomiędzy temiż ciałami 
wynosić będzie d metrów?

38*. Dwa ciała poruszają się ruchem jedno­
stajnym na dwóch liniach prostych, przecinających się 
pod kątem prostym i w kierunku ku punktowi prze­
cięcia się tychże linij. z prędkościami c i c,. W pew­
nej chwili odległości ich od punktu przecięcia są a i b. 
Pytanie: kiedy (to jest po upływie ilu jednostek cza­
su) odległość pomiędzy temi ciałami wynosić będzie dl 
Jaki związek powinien istnieć pomiędzy ilościami a.b, 
cic, ażeby rozwiązanie zagadnienia było możliwem?

39*. W zagadnieniu poprzedzającem znaleść, 
kiedy odległość pomiędzy dwoma punktami będzie 
najkrótsza?

40*. Na linii prostój, łączącój dwa punkta świe­
cące, znaleść punkt jednakowo przez te dwa światła 
oświecony.*)

*) Do rozwiązania tego zagadnienia należy wiedzieć z fizy­
ki, że nateżenie światła zmienia się w stosunku odwrotnym kwadia- 
tów z odległości. , '



41*. Mamy sześcian, wewnątrz pusty, zrobiony 
z blachy żelaznej, grubej na 9 milimetrów. Jeżeli 
wszystkie sześć ścian tego sześcianu pokryjemy tafla­
mi ołowianemi, grubemi na 5 milimetrów, wtedy wa­
ga nowój bryły będzie dwa razy większą od wagi po­
czątkowego sześcianu żelaznego. Na zasadzie tych 
danych obliczyć wysokość początkowego sześcianu 
z blachy żelaznej, skoro wiemy, że stosunek wagi 
równych objętości żelaza i ołowiu jest równy 7, 8 
do 11,4.

XXXIII.

Równania jednoczesne stopnia drugiego.

334. Przedstawimy tutaj kilka przykładów roz­
wiązania równań jednoczesnych stopnia drugiego. 
Rozbierzemy szczególniej dwa przypadki, najczęściej 
przytrafiające się w praktyce i podamy prawidło na 
ich rozwiązanie. W obu tych przypadkach są dane 
dwa równania z dwiema niewiadomemi. Ilości nie­
wiadome zawsze oznaczone będą głoskami x i y.

335. Przypadek pierwszy. Przypuśćmy że jed­
no z równań danych jest stopnia pierwszego, a drugie 
jest stopnia drugiego.

Prawidło: Z  równania stopnia pierwszego należy 
wynaleść wartość na jedną z niewiadomych. Wartość tę, 
która będzie wyrażoną za pomocą drugiej niewiadomi), 
podstawić w równanie stopnia drugiego.
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Naprzykład: Rozwiązać równania:
3as-|-4y — 18; 5a-a-3*y =  2.

2 pierwszego równania będzie:
18—3 x

y = - T ~ '
podstawmy tę wartość w równanie drugie; otrzymamy:

, 3ac(18—3«)_0i>x — J  •’

stąd: 20aP—54«-j-9«2= 8 ,
i następnie: 29a-2—54« = 8.
Z tego równania stopnia drugiego znajdujemy: x — '2, 

lub — a podstawiając te wartości w wyrażenie na

O 1 u 267y, otrzymamy y — 6, lub

336. Rozwiązać równania:
SicM-ó^-Sy =  36, 2«2— 3«-4y  =  3.

Jakkolwiek tutaj żadne z danych równań nie jest 
stopnia pierwszego, ztóm wszystkiem możemy z nich 
wyprowadzić równanie stopnia pierwszego.

Gdyż pomnożywszy pierwsze równanie przez 2 
a drugie przez 3, otrzymamy:

6x2-\-l0x—16y =72,
6*2— 9z—12y =  9.

Odejmijmy równanie drugie od pierwszego, będzie: 
10#—16y-j-9*-(-12y =  72—9,

Aleieb. Todh 28
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czyli: 4, j 19«— 4y= 63.
Z tego równania mamy:

19#—63
y= — — •

co podstawiwszy w pierwsze z§ danych równań 
otrzymamy:

3#2-|- 5#—2(19#—63)=36.

Przerabiając to równanie otrzymamy w dalszym ciągu: 
3#2—33#-|-90 =— 0, 

skąd: #2—ll#-)-30 =  0.

Z tego równania znajdziemy, że # —5 lub 6; a na­
stępnie przez podstawienie kolejne tych wartości

D
w wyrażenie na y znajdziemy, ¡że y =  8, lub y = 12-j.

337. Przypadek drugi. Gdy wyrazy zawierają­
ce ilości niewiadome w każdśm równaniu stanowią 
wyrażenie jednorodne stopnia drugiego (patrz § 23).

Prawidło: Należy uczynić y=zvx i następnie pod­
stawić tę wartość w oba równania; wtedy przez podzielenie 
ich odpowiedniemi stronami, otrzymamy równanie, z które­
go można oznaczyć v.

Naprzykład: Rozwiązać równania:
# 3-f-#y-j-2y2 =  44; 2»!—xy-\~y2 — lQ.

Uczyńmy y — vx i podstawmy tę wartość na y w oba 
równania; otrzymamy:

x\\-\-vĄ-2v*) =  Ai, #2(2—r-(-r2)=:16.
Dzieląc odpowiedniemi stronami te równania, będzie:
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1- h^-4-2«2___ 44 _  11
2— vą -v* — 16 4 '

Stąd: 4( l-j-r-j-2«2) =  11 (2—r + r 2),
i następnie: 3r2—15H~18 =  0;
dzieląc zaś całe równanie przez 3, wypadnie:

v2—5t>—(—6 =  0.
Z tego równania otrzymamy v= 2 , lub v — d. W ró­
wnanie #3(l-h> + 2»2) =  44, podstawmy 2 zamiast v, 
znajdziemy # =  ± 2; a ż e y ~ v x ,  przeto otrzymamy: 
^ —+ 4. Podstawmy dalśj w tóm samóm równaniu 3
zamiast v■ mióć będziemy z niego: # =  ± | / 2 .  A że: 
у =  vx, zatem у = ±  3 ^ 2 .

Lub też moglibyśmy postępować i tak: 
Pomnóżmy pierwsze z danych równań przez 2,

będzie: 2#24-2з?г/-|-4у2 =  88;
drugie zaś równanie jest:

2#2—xy-\-y2 =  16.
Przez odjęcie tych równań znajdziemy:

3#y+3y2 =  72, 
czyli. y2 =  24—xy.

I  dalśj pomnóżmy drugie równanie przez 2 i odej­
mijmy od niego równanie pierwsze; będzie:

3#2—3 xy = —12, 
skąd: хг — х у —4.
Stąd, przez mnożenie:

26*
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x2y2 — (24—xy) (xy— 4), 
czyli: 2 x2y2—28 my — —96.
Rozwiązując to równanie otrzymamy: xy— 8, lub 
xy — 6. Podstawiając pierwszą wartość w dane ró­
wnanie, otrzymamy:

«2-(-2y2 =  36, 2«2-j-y2 — 24.

Stąd znajdziemy x2^ y 2. W podobny sposób można 
wziąć drugą wartość na xy i następnie wynaleść 
x2 i y2.

388. Rozwiązać równania:
%x2-\-2>xy-\-y2 — 70, 6x2-\-xy—y2 — 50.

Uczyńmy: y — vx, i podstawmy zamiast y tę wartość 
w oba równania, będzie:

*'»2(2—(— u2) =  70; x2(Q-\-v—»2) =  50.
Dzieląc odpowiedniemi stronami te dwa równania, 
otrzymamy:

2-f8»-f«2__70__7  
6-|-»—v2 50 — 5 ’

skąd: 5(2—|—3w—J—w2) =  7(6-j-»—»2),

i następnie: l2»2+8a—32 =  0.
czyli: 3»2-j-2»— 8 =  0.

4Z tego równania znajdziemy v — ^  lub » = —2.
4

Podstawmy w równanie .«2(2-j-3»-(-»2) =  70, -k za-O
miast », wtedy otrzymamy « = + 3 .  A ponieważ 
y — vx, więc y = + 4 .  Wartość v =  —2 nie może
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tutaj być zastosowaną, gdyż prowadzi do niemożliwe­
go wypadku *2X0 =  70. W rzeczy samój: równania, 
z których wartość na » była wynalezioną, mogą być 
tak napisane:

«2(2 -H (  1+») =70, «2(2-)-»)(3—w) =  50.

Z nich widzimy, że wartość na », znaleziona z rów­
nania 2+» = 0, nie daje się tutaj zastosować, może
być tylko:

1-ł-» _  70 _  7 
3—v — 50 — 5 ’

339. Oprócz równań należących do tych przy­
padków, które dopiero co rozważaliśmy, mogą się 
przytrafić równania, które jakkolwiek nie dadzą się 
pod żaden z nich podciągnąć, wszakże mogą być roz­
wiązane sposobami szczególnemi. Jakiego użyć 
w tym celu sposobu w każdym przypadku, może nas 
nauczyć tylko wprawa i doświadczenie. Podamy tu­
taj kilka tego rodzaju przykładów.

340. Rozwiązać równania:
x-\-y — 5; #3-j-y3 =  65,

Przez dzielenie otrzymamy:
J)-\-y ł_65
®+y _  5 ’

czyli: x2—xy-\-y2 — \?>.
Z tego równania, połączonego z równaniem xĄ-y=.5 
możemy znaleść x iy  tak jak w pierwszym przypadku. 
Albo też możemy uzupełnić rozwiązanie w ten sposób:

xĄ-y — 5,
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podnieśmy obie strony do kwadratu:
£C2-)-2«?/-j-y2 =  25 . . , (1)

A że ^adto:
x 2—xy-\-y2 — 18, . . .  (2)

przeto odejmując (2) od (1), będzie:
3«y =  12,

a następnie: «¿/ =  4,

skąd: ix y= lQ  . . . .  (3)
Odejmijmy (3) od (1); otrzymamy:

iv2—2«y-f-y2 =  9;

wyciągnijmy z obu stron tego ostatniego równania 
pierwiastki kwadratowe, będzie:

x—y —+ 3 .

Należy teraz znaleźć * i y z równań stopnia pierw­
szego:

xĄ-y — h, i x—y =  ± 3 .
Równania te dają takie wartości na x i y: 

x — l, lub: « = 4 , 
y = 4, lub: y —  1.*)

*) Gdy już otrzymaliśmy wartość na xy, można także do­
kończyć rozwiązania z dwóch równań:

x~\~y — 5, i xy — 4,
opierając sie na zadaniu § 3172. Mianowicie: równania te dają
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341. Rozwiązać równania:
a 3 2 - f - y 2 r = 4 1 ;  « ¿ / = 2 0 .

Równania te mogą być rozwiązane tak, jak równania 
w drugim przypadku (§ 337), albo też można icb roz­
wiązać w sposób dopiero co pokazany. Gdyż z nieb 
możćmy odrazu wyprowadzić:

xi-\-y‘iĄ-2xy == 41—(—40 =  81, 
x2-\-y2— 2 xy =  41 —40 =  1;

wyciągając więc pierwiastki kwadratowe otrzymamy: 
± 9 ,  i * — y  =  +  1, 

stąd ostatecznie znajdziemy:
« = + 5 ,  lub: cc =  ± 4 , 

i y = + 4 ,  lub:. y — ± 5'
342. Rozwiązać równania: 

x 2-\-xyĄ-y2 — \2, «4-)-«2y2-|-ył =  133.
Z podzielenia jednego równania przez drugie mamy:

x*-\-x2y2-\-y^ _133
^+ xyĄ ^y2 — 19’

czyli: x2—xy-\-y2 =  7,

Tym sposobem mamy teraz do rozwiązania dwa 
równania:

nam summę i iloczyn ilości szukanych; pierwiastki więc równania: 
M2—

będą szukanemi ilościami. Tł.
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asa-j-xy-\-y2 =  19, x2—xy-\-y2 — 7.
Dodając i odejmując kolejno dwa te równania otrzy­
mamy:

x 3-\-y2 =  IB, xy — Q
Postępując dalój tak, jak w § 341 znajdziemy że:

# =  + 3, lub: x — ± 2 , 
i y — ±  2; lub: y = + 3 .

343. Rozwiązać równania:
x—y — 2; *5—y3 =  242.

Dzieląc drugie równanie przez pierwsze, otrzymamy:
x-5—f  242 N'|

czyli: x i-\- x 3y-\-x2y'2-\-xy3-\-yi: —  121,
to jest:

«44-y4-j-«̂ (-®2-ł-y2)+ * â 2 =  121 • • (1)
Lecz: x—y — 2\
przeto, podnosząc obie strony do kwadratu; mióć bę­
dziemy:

X1 — 2xy-\-y2 =  4,
skąd: x2-\-y3 =  2xy-\-b . . .  (2)
Podnosząc obie strony tego ostatniego równania do 
kwadratu, otzymamy:

xi-\-2x2y2-\-y1 — 4as2ya-(-16«'y-(-16,
przeto: *ł-f-ył =2a;aiy,-)-16*y-)-16 . . .  (3)
Podstawiając wartości na x 2\ y 2 i *4-f-y4, wzięte 
z równań (2) i (3), w równanie (1), miść będziemy:
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2x2y2-\-\6xy-\r ViĄ-xy(2xy+±)+x2y 2 =  121, 
skąd: §x2y2-\-20xy =  105,
czyli: x2y2-\-4xy = 21.
Z tego równania otrzymamy:

xy — 3, lub: xy — —7.

Weźmy xy— 3; z tego równania, połączonego z rów­
naniem x—y — 2, znajdziemy x — 3, lub: x =  —l, 
a następnie: y — 1, lub y =  —3. Gdybyśmy wzięli: 
x y — — 7, wtedy przekonalibyśmy, że wartości aa, x 
i y byłyby urojone (§ 306).

PRZYKŁADY XXXIII.

1. x—y — 1; x2—xy-\-y2= 2 l.
2. 2x—5y =  3; x2A-xy — 20.
3. x-\-y= 7(x—y); «24-y2=100.
4. 5(.s2—y2) =  4(.c2-(-y2); «+ y  =  8.
5. x —y = 3; *2-[-y2 =  65.
6. 4«—5y =  l; 2.«2—xy-]-3y2-\-3x—4y =  47.
7. 4cc—j—9 ?/ =  12; 2x2Ą-xy =  Qy2.
8. (^—6)2+ (y—5)2-j-2«y =  60; 5y-4,z =  l.

9. 4«2+ 2 « y + -^ - f^ (4 ^ + y )  =  41; 4«—y =  4.

x  > V 7a:y o «
10' 12^"lÓ x y’ 15 3 '
11. 3.«-j-2y— 5xy, 15.r—4// - 4.®y.
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12. *2/4-2=%; ху-\- 2 =  X
13. 8(<w/4~l) =33#; 4(жу+1)—33*.
14. xy=x-\-y; ax— by.

15. х  і У _ о .  а — 2, ху — ab.

16. - 4 - f - = 2:а 6
*2 , У2_  
а +  6 " : а4~і.

17. * і У — 2
а +  Ъ

ж2-)--у2 =  ах-\-Ъу.

18. * 4 _ У = і . *2 , У2_
а 3 ' 52

1.

19. ж24*У =  28; *у—У2= 3.
20. ж24**/ =  45; у Ч -* у = 36.

21. 2ж2—жу — 56;, 2жу—у2:=48.
22. X2— 2 ху =  15;; ху—2у2=  7.
23. ж24~3жу =  28; *у4-4у2:= 8.
24. ж24*У—6?/2 == 21; х у - -2у2= 4 .
25. ж2 -|-3жу =  54; xy+Ły2-.=  115.

26. *4-3/ ! х —у 
*—У *+У

— 2 ? *2-4у2 =  90.

27. ж24~у2 25_ 
*2—у2 7 ’ жу =  48.

28. *+У i *—У 
х—у  *4 -у

10 2
3 ’ Æ -У2= 3.

29. * (* -Ы + у(*--У) =  158; 7*(*4у)
30. *2у(*4-у) =  80, х2у(2х-- 3 4 = 8 0 .

31. 2х2—ху \-уъ~= 2у; 2ж244жу =  5у.
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32.

33.
34.

35.
36.
37.
38.
39.
40.

41.

42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.

50.

51.
52.
53.
54.

X—у ' х-\-у а ' J
x l \-xy — а(а-{-Ь); х1-\-уг — а2-)-Ь3.
x2Ą-2xy—у2 =  а2-|-2а— 1 ;

{a—l)x(x-\-y) =a(aĄ-\)y{x—y). 
х —у —  2; ж3—у3 =  152. 
хАг У ~ $  «3+г/3 =  189. 
æ2+ ÿ 2 =  20; ху—х—у =  2. 
ж—у —  1; ж5—у5 =  781. 
л?—(—г/ =  3; X  *-\-уъ =  33. 
л;2—J—¿»г/ -¡— =  37 ; ж*-{-ж2г/24-У4—481.

- ^  =  1; 24~3жу =  3ж.
■ж—У •*4-2/ _____
ж24 "У2 — 84:; ж2—у2-|-]Х.ж2—у2 — 20. 
х 2-\-уг—1— 2ху, ху(ху-\-\)=6.
4ж24 у24~2(2*4у) =  6; 4жг/(жу-|-1) =  3. 
ж24-*У =8ж-(-3; г/2-}-жу =  8г/+6. 
ж2—ху =  2х-\-5; ху—у2 =  2^4-2- 
2*4^4-61/2*4^4-4 =  23; 4ж2—6ж =у2+3у. 
18+9(ж4-у) =  2(ж4-у)2: 6—{х—у) =  (ж—у)2. 
X2— ху — а(х-\-1)4-¿41; ху—у2— ау-\-Ъ.

4" f s = 18; —= 1.X2 о2 ху
ab

а2 aö
*У

-  2.

ж2 — axĄ-by\ у 2 — ау4~6ж. 
ж2у г= а: xy2z — b\ xyz2 — c.
y+y){x-\-z) — a2-, (у4-г)(У+*) —^

(г4-йг)(г4-у) =  с2.
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55. 3yz-\-2zx—4 xy =  16; 2yz—3zx-\-xy — 5;
4yz—zx—3 xy = 1 5 .

48156. 6(»-c2—j—?/2—[—sr2) — \3{x-\-yĄz) — —̂ \  xy — z2.

57*. £C—y = a ;  x 3—y 3 =  b.
» • 1

XXXIY.

Zagadnienia prowadzące do równań stopnia drugiego 
zawierających więcej niż jedną niewiadomą.

344. Znaleść liczbę dwucyfimwą, mającą na­
stępujące własności: 1-sze, summa kwadratów dwóch 
cyfr z których składa się liczba, jest równą samśj tój 
liczbie powiększonśj o iloczyn tychże cyfr; 2-re jeże­
li dodamy 36 do tój liczby, wtedy otrzymamy no­
wą liczbę dwucyfrową, złożoną z tych samych cyfr, 
lecz napisanych w odwrotnym porządku.

Niech x  oznacza cyfrę stojącą na miejscu dzie­
siątków, a y cyfrę, stojącą na miejscu jedności. 
Wtedy sama liczba wyrazi się tak: lCb-f-y; jeżeli zaś 
cyfry odwrócimy, będzie liczba \0y-\-x. Więc, po­
dług warunków zagadnienia, miód będziemy rów­
nania:

xiĄ-y3— xy-\-\Qx-\-y . . . . (1)
10«+y+36==10y-H: . . . , (2)

Z równania (2) mamy:
9y =  9*4-36,
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przeto: y — x-\- 4.
Podstawiając tę wartość w (1), otrzymamy: 

cc2—(—(«—j-4)2 =  x(x -j-4)+10*-{-* -j-4, 
skąd: x2—7*4-12 =  0.
Z tego równania znajdziemy:

x — 3, lub: « =  4;
a zatśm: y —  7, lub: y — 8.
Szukana liczba musi więc być albo 37, albo tóż 48. 
Każda z tych liczb zadosyć czyni wszystkim warun­
kom zagadnienia.

345. Pewna osoba wychodzi z miejsca położo­
nego u samego spodka góry, z zamiarem dojścia do 
szczytu. Drugą połowę odległości do szczytu prze­
chodzi z prędkością o pół wiorsty mniejszą na godzi­
nę, aniżeli pierwszą połowę tójże odległości, i dosię­
ga szczytu w 5y  godzin. Ze szczytu schodzi na dół 

w ciągu 3-|- godz., przyczem idzie z prędkością je­
dnakową, i o jedną wiorstę na godzinę większą, aniże­
li w pierwszój połowie wstępowania na górę. Zna- 
leść: odległość od spodka góry do jój szczytu — i róż­
ne prędkości, z jakiemi ta osoba szła?

Niech 2x oznacza liczbę wiorst do wierzchołka, 
y zaś liczbę wiorst, jaką ta osoba przechodzi na go­
dzinę, podczas pierwszój połowy wchodzenia na górę.

Przeto pierwszą połowę drogi przebyła w godzin —, 

drugą zaś w godzin ——- p  ^  warunków zadania

y - 2
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będzie:

i podobnież:

_2«__o_3
y-M *

( i )

Z równania (2) otrzymamy:
1 ̂

2 « = f ( y + l ) ;  

przeto: £c =  if(w4-l).O
Z równania (1) będzie:

skąd: 15(y+l)(4y—1) =44y(2y—1),

czyli: 28y2—89y-j-15 =  0.
5Z tego równania, otrzymujemy: lub y c= -^

Wartość <^nie ma tutaj zastosowania,gdyż y podług

warunków zadania jest większe od i .  Zatćm: y =  3,. 

15a następnie: x =  Odległość przeto od spodka gó­

ry do szczytu jest 15 wiorst.
345,. Zakończymy ten rozdział rozwiązaniem 

zagadnienia następującego:
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Znaleść dwie takie liczby, aby ich summa, ilo­
czyn i różnica ich kwadratów były równe.

Oznaczmy większą z tych liczb głoską x, mniej­
szą zaś głoską y. Wtedy podług warunków zagad­
nienia, powinno być:

£C-j—y =  Xy —- X1—y2.
Aby rozwiązać te równania, wyprowadzamy naj­
przód z równania x-\-y=-xy wartość na x, będzie:

skąd: n + y - y L i + r -

y2i: ^ - y - r
Ponieważ różnica kwadratów tych liczb ma być równą 
temuż samemu, czemu się równa summa i iloczyn, 
przeto będzie z jednój strony:

x i—y2 =
yl

y — x‘

Lecz ponieważ x-. V Vy ■, przeto X1 =
‘ y — 1 y2- 2y + l ’

zatóm z drugiój strony otrzymamy:

y  y2—2y—(—1 y y2- 2y + l
Porównywając tę wartość na cc2—y2 z napisaną po­
wyżej, otrzymamy:

y2 —y4-f-2y3
y— 1 ~ y 2—2y + l ‘
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Dzieląc przez y2 (co możemy zrobić, gdyż y nie może 
być zerem), będzie:

1 _  —y2+ 2y 
V— 1 + —2y-)-l ’

znosząc mianownik:
y— 1= — y2- f 2y, czyli: y2—y — \.

Stąd otrzymamy n ay  takie wartości:

a ograniczając się na wartości dodatnśj:

1 + V ±
y 2

Wartość zaś na x będzie na zasadzie równania:

taką: x 1+1/5
j / 5 - 1 '

Aby mianownik w tóm ostatniśm wyrażeniu uczynić 
wymiernym, pomnóżmy licznik i mianownik przez 
1 /5 + 1 , otrzymamy ostatecznie:

Większa zatem z szukanych liczb jest

, 1+1/5"mniejsza zas — „— .

5 + 1 /5  
2 ’
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Liczby te czynią zadosyć warunkom zagadnie­
nia, gdyż:

•«+» =  y / / 2+ J / 5 ,

xy  —  2 + 1 /5 .
. '«*—+  =  2-f-J/5~.

Rozwiązanie tegoż samego zagadnienia można uczy­
nić prostszem, wychodząc z równania: x-{-y— x 1—y2, 
którego obie strony mogą być podzielone przez x-\-y. 
Wskazujemy tu tylko tę drogę, pozostawiając czytel­
nikowi rozwinięcie całego rozwiązania.

PRZYKŁADY XXXIV.

1. Summa kwadratów dwóch liczb jest 170 
różnica zaś kwadratów tychże liczb jest 72. Znaleść 
te liczby.

2. Iloezyn dwóch liczb wynosi 108, a summa 
ich równa się podwojonej ich różnicy. Znaleść dwie 
te liczby.

3. Iloczyn dwóch liczb jest 192, summa kwa­
dratów tychże liczb wynosi 640; jakież są te liczby?

4. Iloczyn dwóch liczb jest 128, a różnica ich 
kwadratów jest 192; — jakież są te liczby?

5. Iloczyn dwóch liczb jest równy 6 razy wzię- 
tój ich summie, summa zaś ich kwadratów jest 325; 
znaleść te liczby.

6. Iloczyn dwóch liczb jest równy 60 razy 
wziętój ich różnicy, summa kwadratów tychże liczb 
jest 244; znaleźć te liczby.

AlffieL. Th. 27
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7. Summa dwóch liczb jest równa 6 razy wzię- 
tśj ich różnicy, a iloczyn tychże liczb jest większy od 
ich summy o 23; znaleść te liczby.

8. Znaleść dwie liczby takie, aby podwojona 
pierwsza wraz z potrojoną drugą tworzyła summę 
równą 60, a podwojony kwadrat pierwszój wraz z po­
trojonym kwadratem drugiój tworzył 840.

9. Eóżnica dwóch liczb pomnożona przez róż­
nicę ich kwadratów stanowi 32, summa zaś tychże 
liczb pomnożona przez summę ich kwadratów wynosi 
272; znaleść te liczby.

10. Różnica dwóch liczb dodana do różnicy ich 
kwadratów stanowi summę równą 14, summa zaś tych­
że liczb wraz z summą ich kwadratów równa się 26; 
znaleść te liczby.

11. Iloczyn dwóch liczb jest równy ich summie; 
summa zaś tychże liczb dodana do summy icb kwa­
dratów wynosi 12; — znaleść te liczby.

12. Summa dwóch liczb, powiększona o ich 
iloczyn wynosi 34, summa zaś kwadratów tychże 
liczb zmniejszona o ich summę stanowi 42. — Znaleźć 
te liczby.

13. Różnica dwóch liczb jest 3, a różnica ich 
sześcianów jest 279; — znaleść te liczby.

14. Summa dwóch liczb jest 20, summa zaś ich 
sześcianów jest 2240; — znaleść te liczby.

15. Powierzchnia pewnego prostokąta wynosi 
300 stóp kwadratowych: drugi prostokąt, którego po­
wierzchnia jest także300 stóp kwadratowych, jest o 8 
stóp krótszy a o 10 stóp szerszy aniżeli pierwszy. Zna­
leść długość i szerokość każdego z tych prostokątów.
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16. Pewna osoba kupiła dwie sztuki sukna róż­
nego gatunku: łokieć pierwszego gatunku był o 2 ru­
ble droższy, aniżeli drugiego gatunku; w sztuce zaś 
całój sukna gorszego było o 20 łokci więcój, aniżeli 
w sztuce lepszego gatunku. Znaleść ile było łokci 
sukna w każdej sztuce, jeżeli za pierwsze sztukę za­
płacono 360 rs. a za drugą 320 rs.

17. Podróżny ma do przebycia pewną odle­
głość. Po przejechaniu 40 wiorst chce przyśpieszyć 
chwilę przybycia do celu, i z tego powodu jedzie o 2 
wiorsty więcej na godzinę aniżeli przedtóm. G-dyby 
jechał przez całą drogę z tą powiększoną prędkością 
wtedy przybyłby o 30 minut prędzśj; gdyby zaś je ­
chał ciągle aż do końca z początkową prędkością, 
wtedy przybyłby na miejsce o 20 minut późniój. Zna­
leść całą odległość jaką przebył i początkową prędkość.

18. Pewna liczba składa się z dwóch cyfr, je­
dna znajduje się na miejscu całkowitych, druga zaś ha 
miejscu części dziesiątych. Różnica kwadratów tych 
cyfr wynosi 20; jeżeli zaś cyfry przestawimy, wtedy 
summa nowej liczby i liczby początkowój wynosić bę­
dzie 11. Znaleźć tę liczbę.

19. Handlujący zakupił pewną ilość pszenicy, 
którą następnie sprzedał z zyskiem 5%, i tym sposo­
bem zarobił na wszystkióm 64 rs. Gdyby sprzedawał 
korzec tej pszenicy o 1,5 rs. drożej, aniżeli sam ku­
pował, wtedy zysk na całój sprzedaży wynosiłby 
30 razy wziętą cenę jednego korca pszenicy. Ileż 
korcy kupił i po ile rubli każdy korzec płacił?

20. Dwaj robotnicy A i B  byli najęci do wy­
konania roboty za płacę dzienną, różną dla każdego

27*
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z nich. Po pewnśj liczbie dni robotnik .4 otrzymuje 
48 rs.; robotnik zaś B, który w tym samym przeciągu 
czasu przez 6 dni nie przychodził do roboty, otrzymał 
tylko 27 rs. Gdyby robotnik B  pracował przez cały ten 
czas, a robotnik A był nieobecnym przez 6 dni, wtedy 
otrzymaliby obaj jednakową liczbę rubli. Znaleść licz­
bę dni pracy i wynagrodzenie dzienne każdego z nich.

21. Dwa pociągi wyjeżdżają w jednój i tój sa- 
mój chwili z dwóch miast i oba jadą ruchem jedno­
stajnym naprzeciwko siebie. Gdy się spotkały, wte­
dy jeden z nich przejechał o 108 wiorst więcój, aniżeli 
drugi. Jeżeli dalój jechać będą z temiż samemi pręd­
kościami, wtedy pierwszy przebędzie pozostałą część 
drogi w 9 godzin, a drugi w 16 godzin. Znaleść od­
ległość pomiędzy temi dwoma miastami i prędkości 
z jakiemi pociągi jadą.

22. A i i? są to dwa miasta odległe od siebie 
na 18 wiorst i leżące na tym samym brzegu rzeki. 
Podróżny udaje się z A  do B i przeby wa tę odległość 
w czterech godzinach, płynąc łódką pierwszą połowę 
drogi, a idąc pieszo drugą połowę. Z powrotem 
pierwszą połowę drogi idzie pieszo z taką samą pręd­
kością jak przedtśm, drugą zaś płynie łódką;’lecz po­
nieważ teraz płynie z wodą, przeto przepływa o 
wiorsty na godzinę więcój, aniżeli w przeciwną stro­
nę i odbywa całą drogę w 3J godzinach. Znaleść 
z jakiemi prędkościami szedł i płynął.

23*. Dwa naczynia sześcienne mają razem ob­
jętości 407 centymetrów sześciennych. Wysokość 
jednego z nich dodana do wysokości drugiego, daje 
na summę 11 centymetrów. Znaleść objętość każde­
go z tych naczyń.
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24. Dwaj podróżni A i B  wyruszają z dwóch 
miast P  i Q w tój samój chwili; — A  wychodzi z P 
z zamiarem przejścia przez Q. B zaś wychodzi z Q 
i idzie w też samą stronę co i A. Gdy A dogonił B 
okazało się, że obaj razem przebyli 30 wiorst drogi, 
dalej; że A  przed czterema godzinami przeszedł przez 
Q, i że B  idąc ciągle z tąż samą prędkością z jaką 
podróżuje, potrzebował by dziewięciu godzin dla doj­
ścia od P  do miejsca spotkania się. Znaleść odle­
głość P od Q.

25*. Na przestrzeni 1732,5 metra przednie 
koło powozu robi o 165 obrotów więcój aniżeli tylne- 
Gdybyśmy powiększyli obwód każdego koła o 0,75 
metra, wtedy na tój samój przestrzeni przednie koło 
zrobiło by o 112 obrotów więcój, aniżeli tylne. Zna­
leść długość obwodu każdego z kół.

26*. Pewien gatunek sukna przez zmoczenie

wodą kurczy się w długości na ~  część a w szero­

kości na jg  część. Jak wielka jest długość i sze­

rokość kawałka takiego sukna, który po zmoczeniu 
skurczył się w ten sposób, że jego powierzchnia stała 
się mniejszą o 3,68 metra kwadratowego, a obwód 
zmniejszył się o 3,4 metra?

27*. Partya robotników przeniosła w ciągu 8 
godzin stos kamieni z jednego miejsca na drugie. 
Gdyby było o 8-miu robotników więcój i gdyby każdy 
za jednym razem brał o 5 funtów mniój kamieni, wte­
dy cały stos byłby przeniesiony w 7-miu godzinach. 
Gdyby znowuż było o 8-miu robotników mniój, a ka&-
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dy za jednym razem brał o 11 funtów więcśj kamie­
ni, wtedy cały stos byłby przeniesiony w 9-iu godzi­
nach. Z ilu robotników składała się partya i ile każ­
dy przenosił?

28*. Procent za pewną liczbę lat od kapitału 
wypożyczonego na 8$, wynosi razem z kapitałem 
2574 rs. Gdyby kapitał był mniejszy o 975 rs. i po­
zostawał na procencie o 12|  lat dłużój, aniżeli pierw­
szy również po 8%, wtedy wraz z procentem zamie­
nił by się na summę także 2574 rs. Jakiż jest pierw­
szy kapitał i na jak długo był wypożyczony?

29*. Po obwodzie placu mającego kształt trój­
kąta prostokątnego biegną dwaj chłopcy. Wybiegli 
oni z wierzchołka kąta prostego w przeciwnych kierun­
kach wzdłuż boków trójkąta, i biegną z prędkościami, 
których stosunek równa 13:11. Po raz pierwszy 
spotykają się w samym środku przeciwprostokątnej; 
poraź drugi zaś w odległości 20 metrów od wierzchoł­
ka kąta prostego. Znaleść podług tych danych dłu­
gości trzech boków, ograniczających plac.

30*. Bachus znalazł Sylena śpiącego przy 
dzbanie wina; skorzystał z tej okoliczności i pił wino 
przez dwie trzecie części tego czasu, przez który Sy- 
len wypróżniłby cały dzban. Gdy Sylen obudził się, 
wypił resztę, którą zostawił Bachus. Gdyby obaj 
razem pili od początku, wtedy wypiliby o 2 godziny 
prędzój, ale Bachus wypiłby tylko połowę tego wina, 
które zostawił Sylenowi. W jakim czasie każdy 
z nich sam wypróżniłby dzban?

31*. Dwa punkta poruszają się ruchem jedno­
stajnym po ramionach kąta prostego ku wierzchołko­
wi. W  pewnśj chwili odległość jednego punktu od
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wierzchołka wynosi 50 metrów, drugiego zaś 136£ 
metr. Po 7-miu sekundach odległość tych dwóch 
punktów od siebie wynosi 85 metr., a po 9-iu sekun­
dach — 68 metrów. Znaleść prędkości, z jakiemi po­
ruszają się te dwa punkta.

. 32*. W proporcyi summa wyrazów średnich 
wynosi a, summa skrajnych wynosi b a summa kwa­
dratów wszystkich wyrazów równa się c. Napisać 
tę proporcyą.

XXXV.

S t o s u n e k .

346. Stosunkiem nazywamy wypadek porów­
nania jednój ilości z drugą pod względem ich wielko­
ści. Do wypadku tego dochodzimy przez uważanie 
jaką wielokrotnością, lub jaką częścią pierwsza ilość 
jest względem drugiój.

Tak naprzykład, porównywając 6 z 3, widzimy 
że 6 ma pewną wielkość w porównaniu z 3, zawiera­
jąc je dwa razy: jeżeli toż samo 6 porównywamy 
z 2 widzimy że 6 ma teraz inną wielkość względną, 
gdyż zawiera 2 trzy razy, czyli 6 jest większe gdy 
jest porównane z 2, aniżeli gdy jest porównane z 3.

347. Stosunek pomiędzy a i b jest zwykle 
oznaczany przez dwie kropki, umieszczone pomiędzy 
niemi w ten sposób: a :b; pierwsza ilość nazywa się 
poprzednikiem druga zaś następnikiem stosunku.

348. Stosunek wyraża się ułamkiem, który ma 
za licznik poprzednik stosunku, a za mianownik na-
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stępnik stosunku. Tak więc stosunek a do b wyraża 

się przez y ; z tego powodu dla krótkości możemy

powiedzióó, że stosunek a do b jest równym y ,  lub

. ajeszcze krócój, — jest y .

349. Dla tego możemy powiedzieć, że stosunek
a c

a do b jest równym stosunkowi c do d, gdy y  =  y .

350. Stosunek nie zmieni się. jeżeli oba jego wy­
razy pomnożymy lub podzielimy przez jednę i tęż samą 
ilość.

ma
mb (§ 135).

351. Aby poróionać dwa lub więcój stosunków, 
należy sprowadzić te ułamki, które je wyrażają, do 
jednakowego mianownika. Tak naprzykład przy­
puśćmy, że jeden stosunek jest a do b a drugi c do d;

, . , a ad . c bc
wtedy pierwszy stosunek y  a drugi y  — ^  . i

Pierwszy stosunek jest większym od stosunku 
drugiego, lub równym stosunkowi drugiemu, lub mniej­
szym od niego, stosownie do tego, czy ad jest większe, 
równe, lub mniejsze od bo.

352. Stosunek nazywa się stosunkiem większćj 
nierówności, mniejszej nierówności lub równości, stosow­
nie do tego czy poprzednik jest większy, lub mniejszy 
od następnika lub tóż równy następnikowi.*)
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353. Jeżeli do obu wyrazów stosunku dodamy po 
jednój i tójże samój liczbie, wtedy stosunek większy od 
jedności przez to zostanie zmniejszony, a stosunek mniej­
szy od jedności zostanie, powiększony.

Przypuśćmy, że dany stosunek jest y } utwórz­
my nowy stosunek przez dodanie x do obu wyrazów 

tego stosunku: wtedy będzie większe lub mniej­

sze od y ,  stosownie do tego, czy b[a-\-x) jest większe

lub mniejsze od a(ó-|-*) czyli stosownie do tego, czy bx 
jest większe lub mniejsze od ax, lub nakoniec stosownie 
do tego czy b jest większe lub mniejsze od a.

354. Jeżeli od obu wyrazów stosunku odejmiemy 
jednę i tęż samą ilość mniejszą /Qd każdego wyrazu, wtedy 
stosunek większy od jedności zostanie przez to powiększony, 
a stosunek mniejszy od jedności zostanie zmniejszony.

Przypuśćmy, że dany stosunek jest y ; utwórz­

my nowy stosunek przez odjęcie x  od każdego z wy­
razów tego stosunku: wtedy będzie większe lub

mniejsze od y , stosownie do tego czy b(a—x) jest
większe lub mniejsze od a(ó—A), czyli stosownie do tego 
czy bx jest mniejsze lub większe od ax, czyli nakoniec, 
stosownie do tego czy b jest mniejsze lub większe od a.

355. Jeżeli poprzednik jednego stosunku po­
mnożymy przez poprzednik drugiego, i następnik

u) Zamiast tych wyrażeń, u nas nie używanych, można 
mówić: stosunek większy od jedności, równy jedności, lub mniejszy 
do jedności. T.
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pierwszego pomnożymy przez następnik drugiego, 
wtedy otrzymamy nowy stosunek, który się nazywa 
złożonym ze stosunków danych. Tak naprzykład: sto­
sunek ac: bd nazywa się złożonym z dwóch stosun­
ków a:b i c:d.

Gdy, mając dany stosunek a: b, za drugi stosu­
nek weźmiemy tenże sam a:b i utworzymy z tych 
dwóch stosunek złożony,, wtedy otrzymamy stosunek 
a2:b2; stosunek ten niekiedy nazywa się dwumnożnym 
względem a-.b. Podobnież a3: b3 nazywa się niekiedy 
trójmnożnym względem a : b.

356. Następujące twierdzenie, odnoszące się 
do stosunków równych, jest bardzo ważne.

Przypuśćmy, że: -p ~  ~ =  4 , wtedy każdy z 

tych stosunków równać się będzie stosunkowi:

pa"-\-qcn ~\-ren \ * 
pbn-\-qdn-\-rfw f ’

gdzie p, q, r są jakiemikolwiek liczbami. 
Aby tego dowieść, przypuśćmy, że:

wtedy
przeto:

skąd:

a c e
k = b  =  d = J '

kb — a, kd ~ c , k f= e,

p(kb)x-\-q{kd )nĄ-r(kf)n —pan-j- qcn-\-reH, 
/K lpo.n-\-qcn-\-ren\rC ' ------------- - 'pb n-\-qdn-\-rf*J ’

_lpan-\-qcH-\-re'‘\ "
\p ó " - j-7  J

a następnie:
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Ten sam sposób rozumowania może być zastosowany 
i wtedy, gdy będzie danych więcój niż trzy  stosunki 
równe, i prowadzi w tym razie do takiegoż samego 
wypadku.

Jako szczególny przypadek możemy przypuścić

że « =  1; z powyższego widzimy, że jeżeli — = 4
b d f

wtedy każdy z tych stosunków będzie równy 
pa-Arąo+re . . . . .
~c | qd | rj  a jeżeli jeszcze przyjmiemy ze p= q= zr,

wtedy każdy z danych stosunków będzie równy:
«-{— c—}—<? 
b - \-d - \- f '

PRZYKŁADY XXXV.

1. Znaleść stosunek 14 kopiejek do 2 złotych 
i 6 groszy.

2. Następujące stosunki ułożyć porządkiem ich 
wielkości: 3:4; 7:12; 8:9; 2:3; 5:8.

3. Znaleść stosunek złożony z 4:15 i 25:36.
4. Dwie liczby są do siebie w stosunku 2 do 3, 

jeżeli zaś do każdej z nich dodamy po 7, wtedy sto­
sunek ten zamieni się na 3:4; znaleść dwie te liczby.

5. Dwie liczby sąj do siebie w stosunku 4 do 5, 
jeżeli zaś od każdej z nich odejmiemy po 6, wtedy 
stosunek ten zamieni się na 3:4; znaleść te liczby.

6. Dwie liczby są do siebie w stosunku 5 do 8 
jeżeli do mniejszej liczby 'doddmy 8 a od większój
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odejmiemy 5,wtedy stosunek ten zamieni się na 28:27; 
znaleść te liczby.

7. Znaleść taką liczbę, którą dodawszy do każ­
dego wyrazu stosunku 5: 3 otrzymamy stosunek rów­
ny trzem czwartym tego stosunku, jaki otrzymali­
byśmy, gdybyśmy też samą liczbę odjęli od każdego 
wyrazu.

8. Znaleść dwie liczby będące do siebie w sto­
sunku 2 do 3, takie, że stosunek ich różnicy do różni­
cy ich kwadratów jest równy stosunkowi 1 do 25.

9. Znaleść dwie liczby, będące do siebie w sto­
sunku 3 do 4 i takie, że stosunek ich summy do sum­
my ich kwadratów jest równy stosunkowi 7 do 50.

10. Znaleść dwie liczby, będące do siebie w 
stosunku 5 do 6 i takie, że stosunek ich summy do 
różnicy ich kwadratów jest równy stosunkowi 1 do 7.

11. Znaleść x  w ten sposób, aby stosunek x : l  
był dwumnożnym względem stosunku 8 :«.

12. Znaleść x  w ten sposób, aby stosunek
(a—x ) : (b—x) był dwumnożnym względem stosunku 
a : b.

13. Ma ktoś razem 200 papierków pomiędzy któ- 
remisą 25-cio rublowe, 10-cio rublowe i 5-ciorublowe; 
summy pieniędzy w papierkach 25-ciu rublowych, 
10-cio rublowych, i 5-cio rublowych są do siebie w sto­
sunku liczb 25:12.9. Znaleść liczby papierków każ­
dego rodzaju.

14. Znaleść a:b, wiedząc, że b—a\b-\-a — 
=  4 a—b: 6a—b.
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XXXVI.

P r o p o r c y e .

357. Cztery liczby wtedy stanowią proporcyą, 
gdy pierwsza jest taką wielokrotnością, lub taką czę­
ścią drugiśj, jaką jest trzecia czwartśj. Czyli: gdy 
d c
£ -= -j, wtedy cztery liczby a, b, g id  stanowią pro-

porcyę. Wyrażamy to zwykle mówiąc: a tak się ma 
do b jak g do d; znakami zaś oznaczamy w ten sposób: 
a: b =  c:d lub a:b:c:d.

Wyrazy a i d nazywają się skrajnemi, wyrazy 
b i c średniemi.

358. Gdy więc dwa stosunki są równe, wtedy 
te cztery liczby, które je tworzą, stanowią proporcye; 
obecny rozdział jest poświęcony uważaniu dwóch sto­
sunków równych.

359. W proporcyi iloczyn wyrazóic skrajnych jest 
równy iloczynowi wyrazów średnich.

Niech będzie dana proporcyą:
a c

T  ~ ~ d ’
pomnóżmy obie strony tój równości przez bd, otrzy­
mamy:

ad — bc.
Jeżeli w proporcyi trzy którekolwiek wyrazy są 

dane, wtedy czwarty możemy znaleść ze związku 
ad == bc.

Jeżeli 5 =  c, wtedy będzie ad —  b2, to jest: je­
żeli jedna liczba jest w takim stosunku do drugiśj,
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w jakim druga do trzeeiój, wtedy iloczyn skrajnych 
jest równy kwadratowi średniśj.

Proporcya a:b  — b :d  nazywa się ciągłą, a b — 
średnią proporcyonalną pomiędzy a i d.

360. Jeżeli iloczyn dwóch liczb jest równy iloczyno­
wi dwóch innych liczb, wtedy z tych czterech liczb można 
ułożyć proporcyą, biorąc czynniki jednego iloczynu za wy­
razy skrajne, a czynniki drugiego iloczynu za wyrazy 
średnie.

G-dyż jeżeli: xy — ab, wtedy, dzieląc te ilości
, , , . x brówne przez ay, będzie: — ,

czyli. x:b =  b : y .  (§ 357).
361. Jeżeli a :b — c : d\ i c : d — e :f, wtedy: 

a: b =  e :f.
m  ■ a c . c e a e
Gdyz: T ~ ~ d ’ 1 ~ d ~ T '  przet0: T  =  7> cz? '

li: a:6==e:f.

362. Jeżeli w proporcyi poprzedniki przestawimy 
na miejsce następników a następniki na miejsce po­
przedników wtedy otrzymamy nową proporcyą, to jest, 
jeżeli a: b— c: d, wtedy będzie i : b : a— d:c.

a gGdyż, podług założenia: j  —  podzielmy je­

dność przez każdą z tych ilości równych: będzie:

— =  —, czyli: 5 :a — d:c.a c
363. W  proporcyi przestawiwszy wyrazy średnie 

otrzymamy nową proporcyą; to jest, jeżeli: a: b=c: d , 
będzie: a: c =b: d .

.
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Gdyż podług przypuszczenia y : mnożąc

. . .. , . , b a bobie te ilości równe przez —, otrzymamy:c c a
czyli: a:c =  b: d.

364. W proporcyi summa wyrazów pierwszego sto­
sunku tak się ma do następnika pierwszego stosunku, jak 
summa wyrazów drugiego stosunku do następnika tegoż 
drugiego stosunku-, to jest, jeżeli: a:b — o:d, będzie i: 
a—j-b : b — c—j-d : d.

d cGdyż, podług założenia: -y — —; dodajmy po

jedności do tych ilości równych, będzie:
a , . c , , 
7 r + 1==77 +

to jest:
05—|—& c—|— d

b ~  d '
czyli: a-\-b: b =  cĄ-d\ d.

365. W proporcyi: różnica wyrazów pierwszego 
stosunku tak się ma do następnika pierwszego stosunku 
jak różnica wyrazów drugiego stosunku do następnika tegoż 
drugiego stosunku.

Gdyż: —  odejmijmy po jedności od tych

ilości równych, będzie:
a
b

to jest: a—b _c—d
~b~  dT»
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czyli: a —b:b — c—d:d.
366. W proporeyi-. poprzednik stosunku pierwsze­

go tak się ma do różnicy wyrazów stosunku pierwszego jak 
poprzednik stosunku drugiego do różnicy wyrazów tego 
stosunku drugiego.

Na zasadzie poprzedniego § mamy: 
a—b  c—d

b~ ~~cT’

a że:

przeto:

czyli:
a—b

c— d
d~ 

c■—d

X
d_
~ó'

czyli jeszcze: a—b: a — o—d:c,

skąd nakoniec: a:a—b — c:c—d.
367. W proporeyi: summa wyrazów stosunku 

pierwszego tak się ma do różnicy wyrazów stosunku pierw­
szego, jak summa wyrazów stosunku drugiego do różnicy 
wyrazów tegoż stosunku drugiego, to jest jeżeli:

a-.b— c.d,

wtedy będzie i:
a-\-b: a—br=.c-\-d: c—d. 

Na zasadzie §§ 364 i 365 jest:
iĄ-b c-{-d

1 ~1T =
c—d
~d~’

.
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skąd: a-\-b a—b   c-\-d c—d
~b~ : ~ b ~ ~  ~~d~ : ~d~ ’

to jest: a-\-b_c-\-d
a—b c—d ’

czyli: a -f-b : a—b =  c-\-d :o—d.
368. Poprzednie paragrafy pokazują nam, że 

jeżeli cztery liczby stanowią jedną proporcyą, wtedy 
z niój możemy wyprowadzić jeszcze inne proporcye; 
patrz także § 356.

369. W określeniu proporeyi przypuściliśmy, 
że można oznaczyć jaką wielokrotnością, lub jaką 
częścią jedna ilość jest względem drugiój tegoż same­
go gatunku. Lecz nie zawsze możemy to oznaczyć 
dokładnie. Naprzykład: jeżeli bok kwadratu ma dłu­
gości jeden cal, wtedy długość przekątnej tegoż kwa­
dratu będzie wyrażona przez ]/rW cali; — lecz po­
nieważ |/2  nie może być dokładnie wyrażony, prze­
to i stosunek długości przekątnśj kwadratu do boku 
tegoż kwadratu nie może być dokładnie wyrażony 
liczbami. Dwie ilości takie, których stosunek nie 
może być dokładnie wyrażony liczbami, nazywają się 
niewspółmiernemi.

Stosunek pomiędzy dwiema ilościami niewspół­
miernemi, jakkolwiek nie może być wyrażony dokład­
nie, to wszakże może być oznaczony z takim stopniem 
przybliżenia, jak tylko chcemy. Naprzykład możemy 
znaleść dwie całkowite z ułamkami, jedną mniejszą od 
]/2  , drugą większą od J /T , i różniące się od siebie 
tak mało jak tylko chcemy.

370. Podamy tu jeszcze jedno twierdzenie, 
służące do porównania dwóch ilości niewspółmiernych.

28AUieb. Todh.
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Przypuśćmy że x i y oznaczają dwie ilości tego 
rodzaju, że można znaleść dwie liczby całkowite q i p 
takie, iż jakkolwiek wielkie byłoby q, obie te ilości as i y

będą zawsze zawarte pomiędzy: V P+ 1.
1

wtedy x

i y będą ilościami równemi;
W rzeczy samej: różnica pomiędzy x i y musi

być, podług założenia powyższego, mniejszą od — ■

ilość zaś ^ może być uczynioną mniejszą od wszel-

kiój ilości dającej się pomyślóć przez wzięcie q dosta­
tecznie wielkiego. Lecz gdyby x i y były ilościami 
nierównemi, wtedy różnica pomiędzy niemi nie mo­
głaby być mniejszą od wszelkiój ilości dającćj się po­
myślóć. Zatóm x i y  muszą być równómi.

371. Należy nam tu jeszcze porównać określe­
nie proporcyi takie, jakiego użyliśmy w tym rozdzia­
le, z określeniem podanóm w 5-ej księdze geometryi 
Euklidesa. Określenie Euklidesa może być tak wy­
rażone: Cztery ilości stanowią proporcyą wówczas, 
gdy: jeżeli weźmiemy jakiekolwiek równe wielokrotne 
pierwszój i trzeciój, a także jakiekolwiek równe wie­
lokrotne drugiój i czwartój, wtedy wielokrotna trzeciej 
jest większą, równą lub mniejszą od wielokrotnój czwar­
tój, stosownie do tego, czy wielokrotna pierwszój jest 
większa, równa lub mniejsza od wielokrotnój drugiój.*)

*) W tłumaczeniu polakiem „Początków Geometryi Eukli­
desa“ przez Józefa Czecha, wyd. 2-gie Wilno 1817 str. 156 i 157, 
znajdujemy w następujący sposób oddane określenie Euklidesa:
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372. Pokażemy najprzód, że jeżeli cztery ilości 
zadosyć czynią określeniu algiebraicznemu proporcyi, 
to zadosyć one czynią także i określeniu Euklide­
sowemu.

Przypuśćmy bowiem, że a>\b^^c\d\ wtedy i
a   g pa pc .
1 - j ,  s k ą d ^  =  — jakiekolwiek byłyby liczby p

i Widać z tego, że po będzie większe, równe lub 
mniejsze od qd, stosownie do tego czy pa jest większe, 
równe lub mniejsze od qb. A zatem cztery ilości a, b, 
c i d zadosyć czynią określeniu Euklidesa.

373. Pokażemy teraz że i odwrotnie, jeżeli 
cztery ilości zadosyć czynią określeniu Euklidesowe­
mu proporcyi, wtedy zadosyć one czynią także i okre­
śleniu algiebraicznemu.

Gdyż przypuśćmy, że a, b, c i d są to cztery 
ilości takie, iż pc jest większe, równe lub mniejsze od 
qd, stosownie do tego czy pa jest większe, równe lub 
mniejsze od qb, jakiekolwiek byłyby p \ q.

„5. Mówi się, że wielkości są w jednym i tymże samym 
stosunku, pierwsza do drugiej i trzecia do czwartej, kiedy wziąw­
szy pierwszej i trzeciej równie wielokrotne, drugiej i czwartej rów­
nie wielokrotne; w każdej odmianie wielokrotnego wielokrotnych 
powtórzenia, każda z dwóch pierwszych wielokrotnych, każdą z dwóch 
drugich wielokrotnych, albo razem jedna drugą przewyższa, albo razem 
jedna drugiej jest równa, albo razem jedna od drugiej jest mniejsza, 
to jest gdy wielokrotna pierwszej wielkości jest większa, równa 
lub mniejsza od wielokrotnej trzeciej wielkości, jest też wielokrot­
na drugiej wielkości większa, równa lub mniejsza od wielokrotnej 
czwartej wielkości.“

„6. Wielkości, które mają jeden i tenże sam stosunek, zo- 
Wlą się proporcyonalne.“ rpj

28*
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Najprzód weźmy pod uwagę ten przypadek, gdy 
c i  d są współmierne; biorąc wtedy p i ? taj“ e’ ze 
pc =  qd, otrzymamy, podług założenia i pa q , s ą $
pa
¥

:1 i g = l ,  czyli -s = -d , lub a:b = c:d .

Powtóre: weźmy pod uwagę ten przypadek, gdy 
c i  d są niewspółmierne. Wtedy nie można znalesć 
takich dwóch liczb całkowitych p i g, aby było:pe—gd. 
Lecz możemy wówczas wziąć jakąkolwiek wielokiot-| 
ną względem d, naprzykład qd i znaleść odpowiednią 
wartość całkowitą, p taką, aby qd zawierało się po- f 
między dwiema następującómi po sobie wielokrotno­
ściami względem e, mianowicie pc i (p + l)c- Tym

. (p-fl)c
sposobem ^  jest mniejsze od jedności, zas ‘ ¿ 1  

iest wieksze od jedności. Stąd więc podług pizy-

puszczenia i jest mniejsze od jedności a ^  jest
* . c . a

większe od jedności. Zatóm oba ułamki i j  są

większe od £  i oba mniejsze od . A ponieważ

jest to prawdziwem, jakkolwiek wielkie byłyby p i q

przeto stąd wnosimy, że i nie mogą być nie

równe, to jest że muszą one być równe (patrz § 370). 
Z tego zaś wypada proporcya a-.b =  c:d- czyli, '¿в 
cztery ilości a, b, c i  d zadosyć czynią określeniu
algebraicznemu proporcyi.

374. Określenie ąlgiebraiczne proporcyi nie 
może być właściwie zastosowanem w jeometryi, gdyż 
niema żadnego sposobu przedstawienia jeometrycznie
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działania dzielenia. Linie proste mogą być przed­
stawione jeometrycznie; — lecz nie może być przed­
stawioną liczba oderwana, pokazująca ile razy jedna 
linia prosta mieści się w drugiój. Należy tu zauwa­
żyć. że określenie Euklidesa jest zupełnie ścisłe i da­
jące się zastosować zarówno do ilości niewspółmiernych 
jak i współmiernych, gdy tymczasem określenie algie- 
braiczne, ścisłe mówiąc, odnosi się tylko do tych 
ostatnich. Ta jedna uwaga już wystarcza dla uzasad­
nienia określenia przyjętego przez Euklidesa.

PRZYKŁAD XXXVI.

Znaleść wartość na x z każdej z następnych pro­
porcyi:

1. 4:7 =  8:*; 2. 3 : 7 = » :  42;
3. 5 : *  =  * :  45; 4. * : 9 = 1 6 : * :
5. *-f-4 : x - \ r 2 — x - { - 8 :  *-)-5.
6. * + 4 : 2*j -S =  2x—1: 3*-(-2;
7. 3 * + 2 :* + 7 = 9 * —2:5*+8;
8. *2-j-*-j-l :62|as-|-l) =  .r2—*4-1:63(* —1);
9. axA-b: bx-\~a =  m x - \ - n  •. n*-j- m;

10. Jeżeli: pq-=rs, i qt— su, wtedy będzie: 
p: r — t\u ;

11. Jeżeli a:h :d i  a ':ó'=  c ': J', wtedy bę­
dzie aa' :bb' — cc' :dd'j a także i ab’:a'b=  
=  cd': cd.

12. Jeżeli a:b= b:S , wtedy będzie:
(a24-b2) (b2-\-c2) =  (ab -\-bc)2.
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13. Znaleść wyrazy skrajne w proporcyi ciąg­
łej, w której średnim wyrazem jest 60, wiedząc że 
summa tycli wyrazów skrajnych wynosi 125.

14. 1 Znaleść trzy liczby stanowiące proporcyą 
ciągłą, wiedząc, że ich summa wynosi 19, a summa ich 
kwadratów równa się 133.

Jeżeli a:b— c:d , dowieść, że następujące związ­
ki istnieją pomiędzy ilościami a, b, o i d.

15. a(c-j-d) — c(a-\-b).
16. o j /  c2—I—ci2 cz.-. c ] /  a 2- j- ó 2.

17. (a -f-e ) (a 2- f  c2)
(a—c)(a2—c2) ’ (6—d) (ó 3—d2)'

i Q pa2-\-Lqab-\-rb2 pc2-\-qcd-\- rd2
la2-\-mab-\- nb2 lc2-\-mcd y~nd2'

19. 1 1 j a b
a 2 b 3 c

P
4 d ad |  4 3

p
20. a :b=z J / ma»-\- ncr\ J /  mb^-udr.

X X V II.

P r o p o  r c y o n a l n o ś ć .

375. Ten rozdział zawiera szereg twierdzeń, 
związanych z określeniami stosunku i proporcyi, wy­
rażonych w inny sposób, dogodniejszy w niektórych 
zastosowaniach.

376. Mówi się, że jedna ilość jest wprost pro­
porcjonalną do drugiój, gdy obie te ilości w ten spo­
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sób zależą od siebie, że gdy jedna zmienia się, wtedy 
i druga zmienia się w tym samym stosunku.

Często, dla krótkości, opuszczamy wyraz wprost 
i mówimy że jedna ilość jest proporcyonalną do 
drugiój.

377. Tak naprzykład jeżeli wysokość trójkąta 
pozostanie bez zmiany, wtedy powierzchnia jego jest 
proporcyonalną do podstawy: gdyż jeżeli podstawa 
powiększa się lub zmniejsza, wtedy, jak to wiemy 
z geometryi, powierzchnia powiększa się lub zmniej­
sza w tym samym stosunku. Ten wypadek możemy 
wyrazić znakami algiebraicznemi w ten sposób: niech 
4  i a  oznaczają Liczby, przedstawiające powierzch­
nie dwóch trójkątów', mających wysokość wspólną, 
i niech B i b  oznaczają liczby, przedstawiające pod-

A Bstawy tychże trójkątów; wtedy Stąd
A q

zaś wyprowadzamy na zasadzie § 363. Gdy­

byśmy jeszcze wzięli pod uwagę trójkąt, mający tęż 
samą wysokość, co i dwa pierwsze, wtedy znowuż 
stosunek liczby, wyrażającój jego powierzchnią, do 
liczby wyrażającój jego podstawę będzie równy

Jeżeli uczynimy ^  =  m, wtedy ^  =  »ł, i A =

=  mB. Tutaj A  może przedstawiać powierzchnią 
któregokolwiek z szeregu trójkątów, mających wspólną 
wysokość, B  odpowiednią podstawę, a m ilość stałą. 
Stąd, to twierdzenie, że powierzchnia jest proporcyo­
nalną do podstawy, może być także wyrażone w ten 
sposób: stosunek powierzchni do podstawy jest stały; 
pod którem to wyrażeniem rozumiemy, że stosunek
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liczby, przedstawiającej powierzchnią, do liczby przed­
stawiającej podstawę jest jeden i ten sam.

Te uwagi mają na celu wyjaśnienie notacyi 
i sposobów mówienia, używanych w obecnym rozdzia­
le, Gdy mówimy, że A  jest proporcyonalne do B  
wtedy pod tóm wyrażeniem rozumiemy, że A  przed­
stawia liczebną wartość którójkolwiek z szeregu ilo­
ści, a B  liczebną wartość odpowiedniej ilości z pew­
nego innego szeregu, i że A =  mB, gdzie w jest liczbą 
stalą dla każdej odpowiadającej pary ilości.

Należy tu podać dowód zupełny związku A — mB, 
wyprowadzony z określenia w § 376.

378. Jeżeli A  jest proporcyonalne do B, wtedy A  
jest równe B pomnożonemu przez pewną liczbę stalą.

W rzeczy samej: niech a i l> oznacza jedną pa­
rę odpowiadających wartości dwóch ilości i niech A  
i B  oznacza inną jakąkolwiek parę; wtedy, podług

określenia, będzie ^  =  Stąd: A — ^ B — mB ,
. «gdzie m jest równe ilości stałój y .

379. Do oznaczenia proporcjonalności używa 
się znaku od; tym sposobem AooB  wyraża, że A jest 
proporcyonalne do B.

380. Mówi się, że ilość jest odwrotnie proporcyo- 
nalną do drugiój ilości, gdy pierwsza jest proporcyo- 
nalną do odwrotności drugiój. Patrz § 273.

Albo: jeżeli gdzie m jest stałe, wtedy A

jest odwrotnie proporcyonalne do B.
381. Mówi się, że jedna ilość jest proporcjo­

nalną do dwóch innych gdy, skoro pierwsza zmieni
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się w pewien sposób, wtedy i iloczyn dwóch innyc 
zmieni się w tymże samym stosunku.

Lub: jeżeli A  — mBC, gdzie m jest ilością stałą, 
wtedy mówimy, że A jest proporcjonalne do B  i C.

382. Mówi się, że jedna ilość jest wprost pro­
porcjonalną do drugiój i jednocześnie odwrotnie pro-' 
porcyonalną do trzeciój, gdy zmienia się ona propor­
cjonalnie do iloczynu z drugiój przez odwrotność 
trzeciój.

Albo: jeżeli A =  gdzie m jest stałe, wtedy

mówimy, że A  jest wprost proporcyonalne do B  a od­
wrotnie proporcyonalne do C.

383. Jeżeli: A<x>B, i BcszC, wtedy będzie i
io s C .

Gdyż niech będzie A — mB, i B=znG, gdzie ni 
i n są stałemi; wtedy A — mnC; a ponieważ mn jest
stałem, przeto A  oo C.

384. Jeżeli: A<x> C \ B C ,  wtedy będzie:
A ± B co C , i V  A B  O D  C,

Gdyż niech będzie A — mC i B  — n t, gdzie m 
i n są stałemi; wtedy A ± B  =  (m+n) C, przeto
jAr\~.Z? OD C. __

A także: \Z~Ali =  J/"mnC2 — OJ/ mn\ zatóm
J/A B c o C .

A  . n  A385. Jeżeli A x ,B C , wtedy: B<x> G i Ooo-g.
1 A

Gdyż niech będzie: A — mBG, wtedy B  — — . (, >

„ A przeto 00^7.
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Podobnież: Coc— .

386. Jeżeli A  oc B, i Coc D, wtedy. ACocBD . 
Gdyż niech będzie A — mB i lC<=.nD\ wtedy:
A C  — mnBD\ a przeto A Coc BD.

Podobnież: jeżeli A ocB , CocD  \E o c F ,  wtedy: 
A CEoc BDF; i tak dalej.

387. Jeżeli: A.ocB, wtedy i: A HocB n.
Gdyż niech będzie: A — mB, wtedy i:

A “ — m"B'\ przeto A" oo B “.
388. Jeżeli AocB, wtedy APocBP, gdzie Pjest ja­

kąkolwiek ilością stałą lub zmienną.
Gdyż niech będzie A — mB, wtedy A P — mPB; 

przeto APocBP.
389. Jeżeli: AocB, gdy C jest niezmienne, i Aoc C, 

gdy B  jest niezmienne, wtedy AocBC, gdy i B  i C zmie­
niają się jednocześnie.

Zmiana ilości A  zależy od zmian dwóch ilości 
B  i C; przypuśćmy, że odmiany tych ostatnich ilości 
mają miejsce oddzielnie i kolejno. Gdy B  zmienia się 
na b, przypuśćmy, że A  zmienia się na a'; wtedy, po-

A Bdług założenia: — — Przypuśćmy teraz, że Czmie- 

ni się na c i wskutek tego a' zmienia się na a, wtedy

znowuż, podług założenia będzie: — . Przeto:a c
A  a' B  C A  BG-rX  — — x X —, czyli: — =  skąd: A ocB C .a a b c a bc ^

Bardzo dobry przykład tego twierdzenia przed­
stawia nam jeometrya. Można dowieść, że po­
wierzchnia trójkąta jest proporcyonalną do podstawy,
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gdy wysokość jego pozostaje niezmienną, i znowuż. 
że taż sama powierzchnia jest proporcyonalną do wy­
sokości, gdy podstawa pozostaje niezmienną. Stąd 
wypada, że jeżeli i podstawa i wysokość zmieniają 
się, wtedy powierzchnia zmienia się proporcyonalnie 
do iloczynu z liczb, przedstawiających podstawę 
i wysokość.

Inne przykłady zastosowania tego twierdzenia 
przedstawiają nam zadania, przytrafiające się w A ryt­
metyce w rozdziale o regule trzech składanój. Przy­
puśćmy naprzykład, że wielkość roboty wykonanej 
jest proporcyonalną do liczby użytych robotników 
w danym czasie, i że jest znowuż proporcyonalną do 
czasu przy danej liczbie robotników; wtedy wielkość 
roboty będzie proporcyonalną do iloczynu z liczby ro­
botników przez czas, gdy obie te ilości ulegają 
zmianie.

390. Podobnież gdyby było ilekolwiek ilości B, 
C, D  . . . . z których każda zmienia się proporcyo­
nalnie do pewnej ilości A  wtedy gdy wszystkie inne 
pozostałe zatrzymują tęż samą wartość, wówczas 
w tym przypadku, gdy one wszystkie się zmieniają, A  
zmieniać się będzie proporcyonalnie do ich iloczynu.

PRZYKŁA DY XXXVII.

1. A  jest proporcyonalne do ił; A — 3 wtedy, 
gdy B  — 1, znaleść wartość A  wtedy, gdy B  — 2.

2. Gdy A--\-Bz jest proporcyonalne do A 2—B 2 
dowieść, że A-j-B  jest proporcyonalne do A - B.



3. ЪА^-ЪВ jest proporcyonalne do 5G-|-3.B, 
i A  — 5 gdy B  — 2; znaleść stosunek A :B .

4. A  jest proporcyonalne do nB-\-C, \ A  — 4 
wtedy, gdy В  — 1, a C— 2; i dalej: A —  7. gdy =  2 
a (7=3; znaleść n.

5. -4 jest рз'орогсуопаіпе do В  i C jednocze­
śnie i A  — l, gdy B  —  l i  (7=1. Znaleść wartość A, 
gdy В  =  2, i (7=2.

6. A  jest proporcyonalne do В  i C jednocze­
śnie i A  =  8, gdy B —  2 i 0 = 2 .  Znaleść wartość В C, 
gdy J. =  10.

7. G jest proporcyonalne do В  i O jednocze­
śnie, i A  — \2, gdy B  =  2, a 0 = 3 .  Znaleść. wartość 
stosunku A :B \ gdy 0 = 4 .

8. A jest proporcyonalne do A  i C jednocze­
śnie, i A = a ,  gdy B — b. i C— c. Znaleść wartość A, 
gdy B  =  b2 i C = c 2.

9. 4̂ jest wprost proporcyonalne do В  a od­
wrotnie proporcyonalne do O, i A — a, gdy B  — b, 
a C— c. Znaleść wartość A  gdy B  — c, a C— b.

10. Wydatki pewnśj instytucyi dobroczynnej 
są w części stałe, w części zaś proporcyonalne do 
liczby osób korzystających z wsparcia. Gdy z wspar­
cia korzystało osób 960, wtedy wydatki wynosiły 
1120 rs., gdy zaś liczba korzystających z wsparcia 
była 3000, wtedy wydatki wynosiły 1800 rs. Znaleść 
jaki wydatek byłby, gdyby liczba osób była 1000.

11. Zapłata 5 robotnikom za 7 tygodni pracy 
wynosiła 175 rs.; iluż robotników można wynająć za 
300 rs. na 4 tygodnie?
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12. Koszt budowy rnuru jest proporcyonalny 
do długości tegoż muru, gdy jego wysokość i grubość 
pozostają niezmienne; jest proporcyonalny do wyso­
kości muru, gdy długość i grubość jego pozostają nie­
zmienne; i nakoniec jest proporcyonalny do grubości, 
gdy długość i wysokość jego pozostają też same. Przy 
tych warunkach, jaki będzie koszt wybudowania mu­
ru długiego na 62 stopy, wysokiego na 8 stóp i gru­
bego na 3 stopy, jeżeli wiemy, że wybudowanie muru 
długiego na 50 stóp, wysokiego na 9 stóp i grubego 
na 2i stopy kosztowało 3185 rs.

X X X V III.

Postęp różnicowy.

391. Szereg liczb tworzy wtedy postęp różni­
cowy, czyli arytmetyczny, gdy każda z nich jest rów­
na poprzedniój, powiększonój lub zmniejszonój o jedną 
i tęż samą ilość, zwaną różnicą lub wykładnikiem po­
stępu.

Tak np. następujące szeregi tworzą postępy ró­
żnicowe:

2, 5, 8, 11, 14.........

20, 18, 16, 14, 1 2 .........
a, a—f—by 25, a—|— 3ó, a—|—4ó.........

Różnicę, czyli wykładnik w postępie znajdujemy, 
odejmując którykolwiek wyraz od następnego. W pier-



438

wszym szeregu wykładnikiem jest 3, w drugim —2
w trzecim b.

392. Niech a oznacza wyraz pierwszy postępu 
różnicowego, b zaś jego wykładnik. Wtedy dru­
gim wyrazem będzie a+ó. trzecim a-f-26, czwartym 
«-(-3ó i tak dalej. Przeto w ogólności n-ty wyraz bę­
dzie «-)-(«—l)b.

393. Mając dany wyraz pierwszy i wykładnik po­
stępu arytmetycznego, znaleść summę dan&j liczby wyra­
zów tegoż postępu.

Niech a oznacza wyraz pierwszy, b wykładnik, 
n  liczbę wyrazów, l  wyraz ostatni i s summę wyra­
zów. Wtedy:

s =  a-[-(a-)-ź<)-j-(a-(-2ó)-)- . . .
Oczywiście otrzymamy tęż samą summę pisząc szereg 
w odwrotnym porządku; będzie:

s = l - \ - ( l —b )+ ( l— 2 b ) + ____ 4 -a .

Dodając tak znalezione wyrażenia, mióć będziemy: 
2s— (l-\-a)-\r { l- \-a )- \- . I . . .  do n  wyrazów

czyli: 2S -- |—

skąd: s — —(/-j-a) . . .U • (1).

A że: l  — a-\-(n—1)6 (2).

przeto: s —"t S2« t («—ł)ó} . • (3).

Równanie (3) daje wartość na s, wyrażoną za pomo­
cą ilości, które podług zagadnienia były dane. Rów­
nanie (1) daje dogodne wyrażenie nas; — z niego
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otrzymujemy następujące twjerdzenie: summa wyra­
zów postępu arytmetycznego jest równą iloczynowi z licz­
by wyrazów przez połowę sum m y wyrazów skrajnych.

Zastosujemy teraz równania, znalezione w tym 
rozdziale do rozwiązania niektórych zadań, dotyczą­
cych postępów różnicowych.

394. Znaleść summę 20 wyrazów postępu:
1, 2, 3, 4 ..........

Tutaj a = l ,  b — 1, n = 20; przeto:

« =  ^ (2 + 1 9 )  =  10X21 =  210.u
395. Znaleść summę 20 wyrazów szeregu

1, 3. 5, 7 ___
Tutaj a —  1, b ~ 2, w =  20, zatóm:

« =  ^ (2 + 1 9 X 2 ) = ^ X 4 0 =  20» =400 .

395!. Toż samo zadanie w ogólności da się tak 
wyrazić: Znaleść summę n  wyrazów postępu:

1, 3, 5, 7 ......... /
stanowiącego szereg liczb nieparzystych, zaczyna­
jąc od 1 .

Na zasadzie wzoru (2) § 393 mamy: 
l = l-)-2(n—1) =  2n—1,

Będzie« więc:
71 TL

• = | [ l + 2« - l | = | x 2n,

czyli: s =  w2.
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396. Znaleść summę 12 wyrazów postępu:
20, 18, 16............

Tutaj: <*=-20, 6 = - 2 ,  n =  12, P^eto:

, = 1 ?  (4 0 -2 X H ) =  6(40-22)=6X 18 =  108.
2

397. Znaleść summę 8 wyrazów postępu:

1 1 1 1
I I ’ 6 ’ 4 ’ 3 V  •

Tutaj: a = ±  b =  ±  « = 8,

8 / 2  71 4 w l . _ 3
przeto: « =  "2 y l2 + 12/ A 12

398. Ile wyrazów postępu:

15,12, 9 -----
należy wziąć aby summa icb była równą 42?
Tutaj ,  =  4S. « = 1 5 , » =  - » !  pmto:

42 =  \  J30— 3 (n — 1 )}  =  | ( 3 3 — 3n).

Mamy więc n  znaleść z tego równania stopnia dłu­
giego: rozwiązując je otrzymamy: n =  4, lub ~
Postęp żądany jest 15, 12. 9, 6, 3, 0, —3., i z mego 
widzimy, że zarówno otrzymujemy summę 42 z czte­
rech jego pierwszych wyrazów jak i z siedmiu wy­
razów.

399. Pomiędzy dwie liczby, 11 i 23 wstawić pięć 
liczb średnich arytmetycznych,
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Tutaj należy otrzymać postęp arytmetyczny, 
złożony Z siedmiu wyrazów, zaczynający się od 11 
a kończący się na 23. Będzie więc w tym przypadku: 
a =  11, /= 2 3 ,  n =  7; równanie przeto (2) § 393 
da nam:

23 =  11—{—6 b,

skąd: b =  2.

Cały postęp będzie przeto: 11,13, 15,17, 19, 21, 23.

PRZYKŁADY XXXVIII.

Znaleść summę następujących szeregów:
9 wyrazów.

10 wyrazów.

9 wyrazów.

12 wyrazów7.

18 wyrazów7.

15 wyrazów7.

7. Pomiędzy 12 i 20 wstawić 3 średnie aryt­
metyczne.

8. Pomiędzy 14 i 16 wstawić 5 liczb średnich 
arytmetycznych.

9. Pomiędzy 8 i —4 wstawić 7 średnich aryt­
metycznych.

Alffieb. Th.

1 . 100, 101, 102 . • . . .

2.
..........................

3. ......................

4. 2, 3-J, 5 _2 ..................

5. 2 A i
3’ 6 ’ .............................

6. 1 2 11
2 ’ 3 ’ 6 ...............

29
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10. fomiędzy -  1 i 5 wstawić 8 średnich aryt­
metycznych.

11. Pierwszy wyraz postępu arytmetycznego 
jest 13, drugi 11, summa równa się 40: znaleść liczbę 
wyrazów.

12. Wyraz pierwszy postępu arytmetycznego 
jest 5, wyraz piąty zaś 11: znaleść summę 8 wyrazów.

13. Summa czterech wyrazów postępu aryt­
metycznego jest 44, ostatni z tych wyrazów jest 17. 
napisać ten postęp.

14. Summa trzech liczb, stanowiących postęp 
arytmetyczny jest 21, a summa kwadratów tychże 
liczb jest 155; znaleść te liczby.

15. Summa pięciu liczb, stanowiących postęp 
arytmetyczny, wynosi 15, a summa kwadratów tychże 
liczb jest 55. Znaleść te liczby.

16. Siódmy wyraz postępu arytmetycznego jest 
12, dwunasty zaś wyraz jest 7; summa wyrazów te­
goż postępu jest 171: znaleść liczbę wyrazów.

17. Podróżny ma przebyć drogę 140 wiorst. 
Pierwszego dnia przechodzi 26 wiorst, drugiego 24 
wiorsty, trzeciego 22 wiorsty i t. d. W iluż dniach 
odbędzie całą drogę?

18. Osoba'A wychodzi z pewnego miejsca i prze­
chodzi po 24 wiorsty na godzinę. W trzy godziny póź- 
niój z tegoż samego miejsca wychodzi druga osoba B, 
idzie w tym samym kierunku i przechodzi 3 wiorsty 
w ciągu pierwszój godziny, 34 w ciągu drugiój, 4 w 
ciągu trzecićj i t. d. W ilu godzinach B  dogoni
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19. Summa trzech liczb stanowiących postęp 
arytmetyczny jest 12, summa ich kwadratów 66; — 
znaleść te liczby.

20. Jeżeli summa w pierwszych wyrazów po­
stępu arytmetycznego jest zawsze n2 (jakiekolwiek 
byłoby n) znaleść wyraz pierwszy i wykładnik.

21*. Wyraz stojący na miejscu p w postępie 
różnicowym równa się n, wyraz stojący na miejscu q 
w tymże samym postępie jest równy u, liczba zaś 
wszystkich wyrazów jest n. Znaleść wykładnik, wy­
raz pierwszy, wyraz ostatni i summę wyrazów tegoż 
postępu.

22*. Mam tyle orzechów, że z nich mogę uło­
żyć trójkąt'równoboczny pełny. Dostałem następ­
nie jeszcze tyle orzechów ile już miałem, i z nowój 
tój ilości orzechów ułożyłem kwadrat pełny, którego 
bok zawierał tyle orzechów, ile ich zawierał bok 
trójkąta. Po takiem ułożeniu wszystkich orzechów, 
okazało się, że pozostało mi jeszcze 20 orzechów. Ileż 
miałfem orzechów z początku?

23*. Pewna osoba rozpoczyna grę na takich 
warunkach, że w razie wygrania partyi, odbiera 
z banku 14 razy wziętą stawkę. Na pierwszą partyę 
stawia 1 rs., którego przegrywa, na drugą 2 rs., któ­
re także przegrywa, na trzecią 3 rs., które również 
przegrywa, i t. d., na każdą następną partyę po­
większa stawkę o jednego rubla. Po pewnej liczbie 
partyj wygrywa w końcu, i to tyle, że to co wygrała 
wynosiło ściśle taką summę jaką we wszystkich par- 
tyach do banku wniosła, ileż partyj grała?

29*
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X X X IX .

Postęp ilorazowy czyli gieometryczny.

400 Szereg liczb z których każda równa się 
poprzedniej pomnożonej przez pewien czynnik stały, 
nazywa się postępem ilorazowym, czyli gieometrycz- 
nym. Ten czynnik stały nazywa się wykładnikiem po­
stępu. . . ,

Podług tego określenia następujące szeregi liczb
są postępami jeometrycznemi:

1. 3, 9. 27. 8 1 ............
l i i !

lj 2 ’ 4 ’ 8 ’ 1 6 ............
a, ar, ar2, ar3, ar1 ............ . 'l a

Wykładnik w postępie można znaleśó przez podziele­
nie któregokolwiek wyrazu przez bezpośrednio po- 
przedzający go. W pierwszym przykładzie wykład­

nikiem jest 8, w drugim j ,  w trzecim r.
401. Niech a oznacza wyraz pierwszy^ postępu 

gieometrycznego, a r wykładnik; wtedy drugim wyra­
zem będzie ar, — trzecim ar3, -^czwartym ar i ta 
dalej; n tym wyrazem będzie arn~ \

402. Znaleść summę danej liczby wyrazów postępu
ilorazowego, gdy są wiadome wyraz pierwszy i wykład­
nik postępu. .,

Niech a oznacza wyraz pierwszy, r wykładni , 
n liczbę wyrazów, a t summę wyrazów. Wtedy:
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s =  a-\-ar-\-ar2-\-ar2- \ - .............-\-ar"—1,
skąd:

sr =  ar-\-ar2-\-ar3- \ - ...............
Przez odjęcie pierwszej równości od drugiej 

otrzymamy:
sr—s — ar“—a,

skąd: _  a(rn—1) 
r - 1 (Ib

Jeżeli l oznacza wyraz ostatni, wtedy mieć będziemy:

i:

l =  ar“—1 
, rl - a

(2),

(3).

Równanie (1) daje wartość na s, wyrażoną za pomo­
cn y ch  ilości, które podług wysłowienia zadania są 
wiadome. Równanie (3) daje tęż samą wartość wy­
rażoną w dogodniejszej postaci do rachunku w nie­
których przypadkach.

Zastosujemy teraz te równania do rozwiązania 
niektórych zadań odnoszących się do postępów ilora­
zowych.

403. Znaleść summę 6 wyrazów szeregu: 1, 3, 
9, 27 . . .  .

Tutaj a—  1, r =  3, n =  6, przeto: N

s 729-1
3 - 1 =  364.

404. Znaleść summę 6 wyrazów szeregu 1, —3, 
9, —2 7  

Tutaj; a —  1, r — —3, n — 6; przeto:
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.  =  ( = ^ - l = ™ = L  =  _ 182.
— 6 — 1 — 4

405. Znaleść summę 8 wyrazów szeregu 4, 2,

i ,  L . .

Tutaj: o = 4 , r = ^ - ; k= 8; przeto:

■ 4 | f " 1) _ 4i1- » ) - « 5 v 8 - » 5

2 — 1 64 X 1 — '32 '

406. Znaleść summę 7 wyrazów szeregu: 8,

— 4, 2, — l i g - ............

Tutaj a =  8, »■ = —£, n — 7: przeto:

-8[ ( ~ ^ )  _ 8 (—A  —^  __ 129 3 _ 4 3

- • i - i 2 1
16 X 3 8 •

407. Wstawić trzy liczby średnie gieometryczne 
pomiędzy 2 i 32.

Tutaj należy nam znaleść postęp ilorazowy, za­
wierający pięć wyrazów, zaczynający się od 2, a koń­
czący się na 32. W zadaniu tern więc:« — 2, l— 32, 
w— 5; na zasadzie równania (2) § 402:

3 2 = 2  !r*
czyli: r4 =  16-= 24,
skąd: r — 2.
Żądany szereg jest więc: 2, 4, 8, 16. 32.
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408. Wartość na «, znalezioną w § 402 możemy 
napisać tak:

« (1— rn)
s =  —z-------1--r ,

Przypuśćmy że r jest mniejsze od jedności. Wte­
dy im większe będzie n, tern mniejsze będzie r": i, bio­
rąc n dostatecznie wielkie, możemy uczynić j”* tak 
małóm, jak tylko chcemy. Opuszczając otrzy- 
mamy:

a

Wypadek, otrzymany wyżśj, możemy wyrazić w ten
sposób: W postępie gieometrycznym, w którym wykład­
nik jest liczebnie mniejszy od jedności, możemy wziąć zaw­
sze dostateczną liczbę wyrazów tak, 4« summa ich będzie

0się różnić tak mało, jak tylko chcemy od ^

1 1 1 i409. Naprzykład: weźmy szereg: 1. -g  g- -

Tutaj « =  1, r =  -|-, przeto ^ ^ = 2 .  Biorąc dosta­

teczną liczbę wyrazów tego szeregu, możemy summę 
ich uczynić tak mało różniącą się od 2, jak tylko 
chcemy. I  w rzeczy samej: jeżeli weźmiemy cztery

wyrazy, otrzymamy na summę 2 — -g, jeżeli weź­

miemy pięć wyrazów, wtedy summa ich będzie:

2 __ i-- jeżeli sześć wyrazów, wtedy summa będzie
16’

2 — ̂  i tak dalej.
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Wypadek p&wyższy wyraża się niekiedy dla 
krótkości w następujący sposób: summa nieskończo- 
nój liczby wyrazów tego szeregu jest 2, lub jeszcze krócój 
summa wyrazów do nieskoticzonośei jest 2.

410. Ułamki peryodyczne przedstawiają nam 
przekład tego, co nazywamy postępem gieometrycz- 
nym nieskończonym. Tak np. 0,3242424.... ozna­
cza toż samo, co:

A  i ^ i + i l 4
1 0 ^  102^  1 0 ^  101 '

Tutaj wyrazy po ^  tworzą postęp gieometryczny,

24którego pierwszym wyrazem jest: a wykładnikiem

Ą - .  Stąd możemy powiedziśó, że summa nieskończo- 
102

nej liczby wyrazów tego szeregu jest: : | l  — ^ ) ,

24to jest: Przeto wartość całego ułamku peryo-

dycznego będzie 1  +  <jjl.
W praktyce możemy najprościój znaleść war­

tość ułamku peryodycznego w ten sposób:
Niech: * =  0,32424..........
wtedy: 10 s = 3,2424 .........
i: 1000 « =  324,2424 ...........
stąd, przez odjęcie drugiój równości od trzeciej, 
będzie: (1000 —10) s =  324—3 =  321,
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321i następnie: s =

Każde inne zadanie może być rozwiązane w podobny 
sposób.

PRZYKŁADY XXXIX.

Zsumować następujące postępy:
1. 1, 4,16 . . .  . . do 6 wyrazów.
2. 9. 3, 1 ......... do 5 wyrazów.
3. 25, 10, 4 . . . . . do 4 wyrazów.
4. 1 , ] / 2 , 2, 2|/2 ........ do 12 wyrazów.

5. 3 1 1
8 ’ 4 ’ 6 ‘

. . . . do 6 wyrazów.

6. 2 , 3
3 ’ lł 2 •

. . . . do 7 wyrazów.

7. , 1 1 
lł 3 ’ 9 ‘

. . do nieskończoności.

8. I I.II 4 16
. . . do nieskończoności.

9. 1 1 1 1  2 ’ 4
.........  do nieskończoności.

10. 6, 2, 2 • • . . .  do nieskończoności.

Znaleść "wartości następujących ułamków pe- 
ryodycznych.

11. 0,151515.........
12. 0,123123123 ..........
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13. 0,4282828 .........
14. 0,28131313..........
15. Wstawić 3 średnie gieometryczne pomię­

dzy 1 i 256.
16. Wstawić 4 średnie gieometryczne pomiędzy

s i u o l
17. Wstawić 4 średnie gieometryczne pomię­

dzy 3 i —729.
18. Summa trzech liczb, stanowiących postęp 

gieometryczny jest$3, różnica pierwszego i trzeciego 
wyrazu tego postępu jest 45; znaleźć te trzy liczby.

19. Summa czterech pierwszych wyrazów po­
stępu gieometrycznego jest 40, a summa ośmiu pierw­
szych wyrazów tegoż postępu jest 3280; napisać ten 
postęp.

20. Summa trzech wyrazów postępu gieome­
trycznego jest 21, summa kwadratów tychże wyrazów 
jest 189; znaleść te wyrazy.

21*. W postępie ilorazowym wyraz pierwszy
1_
8’ wyraz ostatni l — 1024, liczba wyrazów n — 14

znaleść summę wyrazów « i wykładnik ?•.
22*. Znaleść wykładnik r w postępie ilorazo­

wym, gdy a — 20, n =  3, s — 95.
23*. W postępie ilorazowym wyraz pierwszy 

jest p, wyraz drugi jest q; — znaleść wyraz, stojący 
na miejscu n, oraz summę n wyrazów. Czemu się 
równać będzie summa nieskończonój liczby wyrazów 
tegoż postępu, w przypadku gdy fi>q!
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24*. Znaleść summę x 3-\-xay-\-x7y ‘l- \ - ......... -j-
- f  *y8+ y 9-

25*. Znaleść summę:
4 4 4 4

p l / p 3— p \ / p  . \ / q Jr p \ / p \ / q  — p V rq3 +  q ) /p 3 —
4 _ _ 4 U

—(iV~i Vp -\-qVq • Vq— qV¥-
26*. Pierwszy wyraz postępu ilorazowego, skła­

dającego się z 5 wyrazów jest x2, drugi zaś x \ / xy\ 
znaleść trzy pozostałe wyrazy, oraz summę tegoż po­
stępu.

27*. Znaleść summę n wyrazów postępu:
(a2„ó2)+(a +  6) +  ̂  , .........

28*. Znaleść summę n wyrazów postępu:
«+ x  f a—x 
a— x  ' a-\-x +

29*. Mając wiadomy stosunek średniśj arytme- 
tycznój i średniój geometrycznój dwóch liczb, znaleść 
stosunek samychże tych liczb.

30*. Opowiadają, że grę w szachy wynalazł 
Sessa Ebn Daher, dla zabawy pewnego króla w In- 
dyach, nazwiskiem Shehram. Ten ostatni, chcąc wy­
nagrodzić odpowiednio wynalazcę za grę, która mu 
się bardzo podobała, pozostawił jemu samemu wybór 
nagrody. Wynalazca za całą nagrodę prosił tyle 
pszenicy, ile wypadnie, jeżelibyśmy położyli na pierw- 
szem polu szachownicy 1 ziarno, na drugiem 2 ziar­
na, na trzeciem 4 ziarna i tak dalej aż do ostatniego 
64 pola, zawsze na każde następne pole kładąc dwa 
razy więcej ziarn pszenicy aniżeli ich było na po-



przedniem. Królowi wydała się to zbyt mała nagro­
da. Z temwszystkiem okazało się po obliczeniu, że 
taka nagroda o wiele przechodziła możność króla. 
Jakaż była ilość żądanój pszenicy?

31*. Z punktu wziętego na jednóm ramieniu 
kąta, mającego 60° spuszczono prostopadłą do drugie­
go ramienia kąta, ze spodka tej prostopadłój znowuż 
poprowadzono prostopadłą do pierwszego ramienia, 
ze spodka tój drugiój prostopadłej spuszczono prosto­
padłą do drugiego ramienia kąta i tak dalój do nie­
skończoności. Znaleść czemu się równa summa tych 
wszystkich prostopadłych, jeżeli wiemy, że pierwsza 
ma rn metrów.*)

XL.

P o s t ę p  h a r m o n i j n y .

411. Trzy liczby A, B , C, są wtedy w postępie 
harmonijnym, gdy pomiędzy niemi zachodzi związek, 
wyrażony następną proporcyą:

A: C—'A —B: A — C
Liczba B  nazywa się średnią harmonijną pomiędzy 
A  i C. ' *

*) Do rozwiązania tego zagadnienia, potrzeba najprzód do­
wieść takie twierdzenie: W trójkącie prostokątnym, w którym 
jeden kąt ostry jest dwa razy większy od drugiego, przyprostokąt- 
na mniejsza jest równą połowie przeciwprostokątnej. T.
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Szereg liczb wtedy stanowi postęp harmonijny, 
gdy każde trzy liczby po sobie następujące, są w po­
stępie harmonijuym.

412. Ilości odwrotne *) względem liczb, stanowią­
cych postęp harmonijny tworzą postęp arytmetyczny.

Niech będą liczby A, B  i C w postępie harmo­
nijnym: wtedy podług określenia, pomiędzy niemi za­
chodzi taki związek: A : C = A —B :B  C. Stąd wy­
pada, że A (B —C )=  G(A—B). Dzieląc obie stiony 
równości przez ABC, otrzymamy:

1 1 _  1 
C B  B  A -

Ta ostatnia równość jest dowodem powyższego twiei- 
dzenia.

413. Własność, dowiedziona w poprzednim §., 
daje nam możność rozwiązania niektórych zadań, od­
noszących się do postępów harmonijnych. Naprzy-

o O f
kład: pomiędzy ^  i wstawić pięć liczb średnich 

harmonijnych. W celu rozwiązania zadania należy 

tylko wstawić pomiędzy ^  i pięć liczb średnich

arytmetycznych.
Na zasadzie więc równania (2), § 393, będzie:

skąd:

T = l +№

6 & =  g ,

*) Patrz § 273.
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a następnie:
* = n -

Szukany więc postęp arytmetyczny będzie taki:
3 25 26 27 28 29 15 , . ,,,
2’ 16' 16’ 16’ 16’ 16’ T ; st9d wyPadlue postęp.jbar- 
monijny żądany: r

2 16 16 16 16 16 _8 
3 ’25’26’27’28 ’29 ’ 15'

414. Oznaczmy przez a i c dwie jakiekolwiek 
ilości, przez A ich średnią arytmetyczną, przez G ich 
średnią gieometryczną, a przez H  ich średnią harmo­
nijną. Wtedy będzie:

A —a — c—A; skąd: A — ̂ (a-\-c), 
a :G = G :c , skąd: G = ] /a c ,

a:c — a—H: H —c; skąd: H = ^ ~ .a-\-c

PRZYKŁADY XL.

1. Postęp harmonijny: 6, 3, 2 przedłużyć jesz­
cze o trzy wyrazy.

2. Postęp harmonijny 8, 2, 1-| przedłużyć jesz­
cze o trzy wyrazy.

3. Pomiędzy 4 i 2 wstawić 2 średnie har­
monijne.

4. Pomiędzy -g i ^  wstawić 3 średnie har­
monijne.
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5. Średnia arytmetyczna pomiędzy dwiema 
liczbami jest 9, a ich średnia harmonijna jest 8, — 
znaleść te liczby.

6. Średnia gieometryczną pomiędzy dwiema
o

liczbami jest 48, a ich średnia harmonijna jest 46.25- : 
znaleść te liczby.

7. Znaleść dwie liczby, wiedząc że summa ich 
średniej arytmetycznćj, gieometrycznej i harmonijnój
jest 9-̂ -, a iloczyn tychże średnich jest 27.

8. Znaleść dwie liczby, wiedząc że iloczyn 
ich średniój arytmetycznćj i średniej harmonijnój jest 
27, a przewyżka średniój arytmetycznćj nad średnią 
harmonijną wynosi 1| .

9. Jeżeli a, b i c są w postępie harmonijnym, 
dowieść, że:

a - j - c —2 b :  a—o —  a—c :  a-j-c.

10. Jeżeli trzy liczby stanowią postęp gieome- 
tryczny, i jeżeli każdą z nich powiększymy o wyraz 
średni, dowieść, że otrzymane trzy liczby stanowić 
będą postęp harmonijny.

XLI.

Przemiany, przestawienia i połączenia.

415. Przemianami (waryacyami) nazywamy różne 
sposoby, jakiemi może być ustawiany pewien zbiór 
przedmiotów.
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Tak naprzykład przemianami z trzech głosek a, 
b, o, branych po dwie na raz, będą: ab, ba, ao, ca, 
bc, cb.

*. Połączenia tych samych przedmiotów, róż­
niące się tylko porządkiem, w którym są one usta­
wione, nazywają się przestaioieniami (permntacye).

Tak np. z trzech głosek a, b, o przestawienia 
będą: abc, ach, bac, boa, cha, cab.

416, Połączeniami w ściślejszem znaczeniu tego 
wyrazu (kombiuacyami) są takie ustawienia pewnego 
zbioru przedmiotów, w których nie zwracamy uwagi 
na porządek, w jakim stoją obok siebie przedmioty.

Tak naprzykład z trzech głosek a. b, c (oznacza­
jących pewne przedmioty), branych po dwie na raz, 
połączenia będą ab, ac, bc; zbiory ab i ba, będące róż- 
nemi przestawieniami dwóch przedmiotów a i b, tworzą 
jedno połączenie (jedną kombinacyą), podobnież zbiory 
ao i ca także tworzą jedno połączenie, również bo i cb.*)

417. Liczba przemian (waryacyj) z n przedmiotów, 
branych po r na raz, jest równą-.

n{n—1 )(m 2) ..........(n j—1).
Niech będzie n głosek a,b, c, d ......... przed­

stawiających tyleż przedmiotów. Znajdziemy naj­
przód liczbę przemian z tych głosek, branych' po dwie 
na raz. W tym celu umieśćmy a przed każdą z po­
zostałych głosek; otrzymamy tym sposobem n—1 prze­
mian, w których a znajduje się na pierwszym miejscu,

*) Głoski, służące do oznaczenia przedmiotów łączonych 
nazywają się w tej części algiebry, którą zajmuje się niniejszy 
rozdział, elementami. ' T.
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Umieśćmy następnie b przed każdą z pozostałych 
głosek; otrzymamy tym sposobem n -1 przemian, za­
czynających się od b. W  podobny sposób znajdziemy 
«—1 przemian, z których każda zaczyna się od c. 
I tak dalój. Więc wszystkich przemian z n głosek, 
branych po dwie na raz, będzie: n(n—1). Znajdziemy 
teraz liczbę przemian z tych n głosek, branych po 
trzy na raz. Pokazaliśmy dopiero co, że z n  głosek, 
możemy utworzyć n(n—1) przemian, z których każda 
zawiśra po dwie głoski; zatóm z n—l głosek b, c,
d .........  możemy utworzyć (n—l)(w—2) przemian,
biorąc te głoski po dwie na raz. Utworzywszy te 
(»—l)(n—2) przemian z głosek óĄc, d . . . .  . umieść­
my następnie głoskę a przed każdą z tych prze­
mian; otrzymamy tym sposobem (n—l ) ( n - 2) prze­
mian, zawierających po trzy głoski i w których a 
znajduje się na pierwszóm miejscu. Podobnież będzie 
(n—1)(m—2) przemian, zawierających po trzy głoski 
i zaczynających się każda od b. Podobnież tyleż bę­
dzie takich przemian zaczynających się od c. I tak 
dalój. Ostatecznie więc wszystkich przemian z n gło­
sek branych po trzy naraz, będzie: n(n— l ) ( n— 2). 
Z rozważania tych i tym podobnych przypadków, 
możnaby się domyślać, że liczba przemian z n głosek 
branych po r na raz, będzie:

n(n— 1) (n— 2 ) ............ (n — r-|j-1 ) ;
i pokażemy, że tak jest w rzeczy samśj. Przypuśćmy 
bowiem, że już jest wiadome, iż liczba przemian z n 
głosek, branych po r— 1 na raz, jest:

»(»--l)(n—2) . . . .  {«—(r—lj-)-l| 
dowiedziemy, że podobny -wzór wyrażać będzie i licz-

3uAlgieb. Todh.
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bę przemian z n głosek, branych po r na raz. Gdyż
z n—1 głosek b, c, d ......... możemy podług założenia
utworzyć: (n—l)(n—2) ......... {«—1—(r—l)-j—1J prze­
mian każda po r—1 głosek; — umieśćmy a przed każ­
dą z tych przemian, a otrzymamy tyleż przemian, za­
wierających po r głosek i zaczynających się od a. 
Podobnież taka sama będzie liczba przemian, zawie­
rających po r głosek, i zaczynających się od b. I jesz­
cze takaż sama będzie liczba przemian, zawierają­
cych po r głosek, i zaczynających się każda od o. 
I tak dalój. Ostatecznie więc liczba przemian z n 
głosek, -branych po r na raz, będzie: 
n ( n ~ \ ) ( n — 2) .............(n— r-J—1).

Jeżeli zatóm wzór ten ma miejsce, gdy bierzemy 
po v—1 głosek na raz, to miść on .będzie miejsce 
i wtedy, gdy bierzemy po r głosek na raz. Lecz po­
nieważ widzieliśmy iż ma on miejsce wtedy, gdy bie­
rzemy po trzy głoski na raz, prze to, wypada zpowyż- 
szego dowodzenia, że ma on mwąjjsSen wtedy, gdy bie­
rzemy po cztery głoski,ja zatóm ma miejsce i wtedy, 
gdy bierzemy po pięć głosek na raz. i tak dalój. Za­
tem jest on ogólnym.

418. Z tego wzoru wypad a, że liczba przesta­
wień z n głosek, to jest liczba przemian z n głosek, 
branych wszystkie na raz, jest równą
n(n—1 )(n—2j......... 3.2 .1 .

419. Dla krótkości iloczyn n[n—1)(«—2)...... 1
często oznacza się tak: |»_, lub też n\\ (n z wykrzykni­
kiem) tyra sposobem znak |» , lub «! oznacza iloczyn 
szeregu liczb naturalnych od|l do n włącznie. Symbol 
n można czytać tak: fakultet[n.
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420. Każde połączenie (kombinacya) z r przed­
miotów daje |r lub r! przestawień (permutacyj).

Gdyż podług §418 te »’ przedmiotów może być 
przestawionych w |r różnych sposobów.

421. Liczba połączeń (kombinacy j) z n przedmio­
tów, branych po r na raz jest-.

n(n—1) («—2) ......... (w—r-j-1)
r

Gdyż liczba przemian z n przedmiotów, branych 
po r na raz jest n(n—1) (n—2) . . . . , (w—r—|—1) na za­
sadzie § 417; każde zaś połączenie (kombinacya) two­
rzy |r przestawień podług § 420, przeto liczba po­
łączeń musi być równą:

n(n—1)(b—2) ......... (n—r—|—1)
r

Jeżeli licznik i mianownik tego wyrażenia pomnoży­
my przez |n—r, wtedy przyjmie ono postać.

Y . |n—r
nie zmieniając, rozumie się, swojej wartości.

422. Znaleźć liczbą przestawień (permutacyj) z n 
przedmiotów, które nie wszystkie są różne.

Niech będzie danych n głosek: i przypuśćmy, że 
w tych n głoskach a wchodzi p razy, b wchodzi ą razy,
e wchodzi r razy, pozostałe zaś d, e .........wchodzą
każda raz tylko jeden. Wtedy liczba przestawień 
(permutacyj) z tych głosek będzie:

n

\P - \ l - f
30*
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W rzeczy samej: oznaczmy liczbę szukaną, tych 
przestawień głoską N. Gdyby w którómkolwiek 
z tych przestawień p głosek «, zostało zmienionych 
na p nowych głosek, różnych od siebie, wtedy, nie 
zmieniając położenia żadnój z innych głosek, moglibyś­
my utworzyć z tego jednego przestawienia, |p prze­
stawień różnych: gdyby więc p głosek a zostało za­
mienionych na p nowych i różnych głosek, wtedy 
liczba wszystkich przestawień byłaby: NX\p_■ Po­
dobnież: gdyby q głosek b zostało zamienionych na q 
nowych i różnych od siebie głosek, wtedy całkowita 
liczba przestawień, jaką teraz moglibyśmy otrzymać, 
byłaby ArX |pX |<? • I  jeżeliby »• głosek c zostało rów­
nież zamienionych na r nowych i różnych od siebie 
głosek, wtedy całkowita liczba przestawień byłaby: 
N X \p  X|? X|c ■ Lecz ta liczba musi być równą liez- 
bie przestawień z n głosek różnych (§ 418), to jest

Zatóm: iVX|p_X|9_X|^_:=: a stąd:
I n

N - - ---- '=___ .
\'P_- \ł_- \r_

I  w takiż sam sposób można postępować w każdym 
innym podobnym przypadku.

423. Zwracamy tutaj uwagę czytelnika na ten 
szczególny sposób dowodzenia, jakiego użyliśmy w §
417. Sposób tego rodzaju nazywa się ; indukcyą mate­
matyczną; opisać go słowami możnaby tak: Dowo­
dzimy, że jeżeli pewne twierdzenie jest prawdziwe 
w jednym, jakimkolwiek przypadku, wtedy ono jest 
także prawdziwe i w innym przypadku, w ten spo­
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sób związanym z przypadkiem pierwszym, że może 
być nazwanym przypadkiem następnym; dowodzimy da- 
]ój jakimkolwiek bądź sposobem, że twierdzenie to 
jest prawdziwe w pewnym, oznaczonym pizypadku; 
z dowodzenia więc poprzedniego wypada, że jest ono 
prawdziwe i w następnym przypadku, a stąd dalój jest 
ono prawdziwe i dla następnego względem tego 
ostatniego przypadku, i tak dalój. Tym sposobem 
ostatecznie twierdzenie musi być prawdziwe w ka­
żdym przypadku: przynajmniój licząc od tego, od 
któregośmy rozumowanie zaczęli.

Sposób indukcyi matematycznśj jest często uży­
wany w wyższych częściach matematyki.

PRZYKŁADY XLI.

1 . Z oddziału, zawierającego 24 ludzi, ile moż­
na utworzyć oddziałów małych po 6 ludzi?

2. Znaleść ile można utworzyć przestawień (per- 
mutacyj) ze wszystkich liter, stanowiących wyiaz 
Sulejów?

8. Znaleść ile można utworzyć połączeń (kom- 
binacyj) z liter wyrazu; „granitowy“ branych po czte­
ry na raz?

4. Znaleść ile można utworzyć przestawień 
(permutacyj) ze wszystkich liter, stanowiących wy­
raz: „Krakoiviaku.

5. Liczba połączeń (kombinacyj) z pewnój licz­
by przedmiotów, branych po cztery na raz, jest rów­
ną liczbie połączeń (kombinacyj) z tejże samej liczby
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przedmiotów, ale branych po trzy na raz. Pytanie 
jakaż jest liczba wszystkich przedmiotów?

6. Z dwudziestu spółgłosek i pięciu samogło­
sek ile można utworzyć wyrazów, z których każdy 
byłby złożony z dwóch spółgłosek i jednej samogłos­
ki w ten sposób, że samogłoska zajmuje w każdym 
z nich środkowe miejsce?

7. Z dwudziestu osób, pięć ma być wybranych 
losem. Iloma sposobami może być to dokonane? 
Znaleść także ile razy pewna oznaczona osoba bę­
dzie wybraną?

8. Osada łodzi, składająca jsię z ośmiu wiośla­
rzy i jednego sternika, ma być wybraną z pomiędzy 
dwunastu osób, z których dziewięć^ może tylko wio­
słować, a trzy mogą sterować ale nie mogą wiosło­
wać. Znaleść iloma sposobami osada może być utwo­
rzoną z tych dwunastu osób. Znaleść także iloma 
sposobami osada mogłaby być utworzoną, gdyby jedna 
z tych dwunastu osób mogła zarazem i wiosłować 
i sterować?

9*. Utworzyć ¡¿wszystkie przestawienia (per- 
mutacye) z liter stanowiących wyraz l) EVA, 
2) ROMA.

10*. Ile linij prostych można poprowadzić po 
między 12-ma punktami, pomiędzy któremi nie ma 8 
leżących na jednćj linii prostéj? Toż samo zagadnie­
nie w ogólności, to jest przyjmując, że liczba punk­
tów danych jest n.

11*. W ilu punktach najwyżój może się prze­
ciąć 11 linij prostych? Toż samo zagadnienie w ogól­
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ności, to jest przyjmując, że liczba danych linij pro­
stych jest n.

12*. Na płaszczyźnie obieramy n punktów a, 
b, c ......... w ten sposób, że żadne trzy z nich nie le­
żą na jednój linii prostéj, i łączymy je z sobą po dwa
liniami prostemi ab, aa, b e .........  Linie te przecinają
się z sobą w nowych punktach A ,B . C .........  Zna­
leść liczbę zVtych ostatnich punktów przecięcia.

13*. Ile może być liczb dziesięciocyfrowych 
takich, których wszystkie cyfry są różne?

*  Uwaga. Biorąc pod uwagę jakikolwiek wy­
raz, zdanie, lub wiersz, w ogóle jakiekolwiek wyraże­
nie, i tworząc zr-głosek stanowiących to wyrażenie 
wszystkie przestawienia (permutacye), otrzymyw-ać 
będziemy nowe układy głosek, z których jedne mióć 
będą w pewnym języku znaczenie, inne zaś będą bez 
żadnego znaczenia, a nawet nie będą mogły być wy­
mówione. Zwykle pierwsze nazywają anagrammami 
względem początkowego wyrażenia. Niektóre ana- 
grammy mają sławę historyczną. Tak np. z wyra­
zów „Révolution française" po upadku Napoleona a za 
restauracyi, ułożono anagramm.... „La France veut son 
roi11. 7i nazwiska: „Frère Jacques Clément“ (zabójcy 
Henryka III-go), ułożono: „Gest Venfer qui ma créé“. 
Jeden z najpiękniejszych przykładów takich anagram - 
mów, mający związek z naszą historyą, stanowi przed­
miot zagadnienia następującego:

14*. Gdy młody Stanisław Leszczyński po­
wrócił za życia ojca do Leszna z długiej podróży za 
granicą, wówczas wtem mieście zgromadziła się ca­
ła rodzina Leszczyńskich w celu powitania przyszłej
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głowy możnego domu. Ówczesny Rektor szkoły je­
zuickiej w Lesznie, Jabłoński, chcąc przyczynić się da 
uświetnienia uroczystości, urządził dyalog, odegrany 
przez uczniów, po którym 13 uczniów, przebranych za 
bohaterów, odtańczyło balet. Każdy z nich miał na 
tarczy jedną z liter stanowiących wyrazy: „Domus 
Lescinia“ złotem wymalowaną. Po każdśj figurze 
baletu tańczący ustawiali się w ten sposób, że litery 
na tarczach tworzyły anagrammy z wyrazów powyż­
szych. I tak po pierwszym balecie czytano na 
tarczach obok siebie ustawionych: Domus LesciDia; 
po drugim tarcze tak się ustawiły, że czytano: „ades 
incolumis“. Po trzecim: „omnia es lucida“; po czwar­
tym: „lucida sis omen“; po piątym: „manę sidus loci“; 
po szóstym: „sis columna Dei“; i nakoniec po siód­
mym: „I! scande solium“ (idź, wstąp na tron). Ten 
ostatni anagramm był tem piękniejszy, że, po wstą­
pieniu na tron Leszczyńskiego, mógł uchodzić za pro­
roctwo. Znaleść: 1-sze ile może być wszystkich prze­
stawień (permutacyj) z liter: „Domus Lescinia“: 2-re 
przypuszczając, że na utworzenie każdej nowój per­
mutacyj powyższych głosek, chłopcy potrzebowali tyl­
ko |  minuty, w jakim przeciągu czasu wyczerpali by 
te wszystkie permutacye; i po 3-ie ile papieru po- 
trzebaby było na napisanie wszystkich tych permuta­
cyj, gdyby w jednym wierszu można napisać cztery 
takie permutacye i gdyby na stronie całego arkusza, 
zmieściło się 40 wierszy?
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XLII.

D w u m i a n  N e w t o n a .

424. Widzieliśmy już, że {x-\-a)2 =  x2-j-2xa-\-a? 
i że (^-)-a)3 =  £e3-(-3a32«-)-3«a2-j-ii3; przedmiotem te­
raźniejszego rozdziału będzie wynalezienie ogólnego 
wyrażenia na (#4-a)M , gdzie n jest jakąkolwiek liczbą 
całkowitą i dodatną.

425. Przez wykonanie mnożeń znajdziemy: 

{xĄ-a)(x-\-b)— x2-\-(a \-b)x-\-ab,
(x-\-d)(x-\-b)(x-\-c) — x'i-\-(a-\-b-\-c)x‘i -\-

(ab-\-bo-\-cn)xĄ-abo

(cc-f-a) («-f b) (x-\-c)(x-\-d) =  ici-\-(a-\-b-\-c-\-d)x2̂ \- 
—j-(c* 6 ac—(—«</—j—6c—j— -J—
-j- ( abc-(- bcd Ą-cda-j- dab)x-\- abcd.

Rozważając otrzymane wypadki z tych mnożeń, do­
chodzimy do wniosku, że są one utworzone podług na­
stępujących prawideł:

I. Liczba wyrazów, znajdujących się z prawój 
strony znaku równości, jest o jedność większą od liczby 
mnożonych dwumianów.

II. Wykładnik przy x w pierwszym wyrazie 
jest równy liczbie mnożonych dwumianów, a w każ­
dym innym wyrazie wykładnik przy x jest o jedność 
mniejszy, aniżeli tenże wykładnik w wyrazie poprze­
dzającym.
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III. Współczynnik wyrazu pierwszego jest 
równy jedności; współczynnik wyrazu drugiego jest 
summą drugich głosek mnożonych dwumianów; współ­
czynnik wyrazu trzeciego jest summą iloczynów dru­
gich głosek mnożonych dwumianów, branych po dwie 
na raz; współczynnik wyrazu czwartego jest summą 
iloczynów drugich głosek mnożonych dwumianów, 
branych po trzy na raz; i tak dalój; ostatni wyraz 
jest iloczynem wszystkich drugich głosek mnożonych 
dwumianów.

Pokażemy teraz, że te prawidła są ogólne, to jest 
mają miejsce jakakolwiek byłaby liczba mnożonych 
dwumianów. W tym celu przypuśćmy, że one mają 
miejsce dla iloczynu, powstałego z pomnożenia n 1 
dwumianów: to jest przypuśćmy, że mamy n 1 czyn­
ników a--)-a, x-\-b, x-\-c,......... x-\-k, i że:

(tf+a)(tf+ó)(*+e) .........(» + * )=
Ą-qxn~~3~|—ra;®“ 4-)-........ -j-w,

gdzie: p =  summie głosek a, b, o ,..........k
q =  summie iloczynów z tychże głosek, 

branych po dwie na raz;

r =  summie iloczynów z tychże głosek, 
branych po trzy na raz;

u— iloczynowi tych wszystkich głosek.

Pomnóżmy obie strony tśj równości tożsamościowśj 
przez nowy czynnik (* + 0, i uporządkujmy iloczyn na 
drugiój stronie podług potęg głoski x. Będzie:
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(xĄ-a)(x-\-b)(x-\-c)......... {x-\-k){x-\-l)— xn-
Jr (pĄ-l)xn- l+(qJr pl)xn- 2Jr
-\-(r-\-ql)xn~~i’-\~.........-\-ul

Lecz: p-\-l — a-{-bĄ-c........ summie wszy­
stkich głosek <i, 6, o,. . . .  A, l;
— ........+k) =  sum­
mie iloczynów wszystkich głosek
a, b, c ,........k, l, branych po dwie
na raz;

r-\-ql — r-\-l(ab-\-ac-\-bc.. . . . ) — summie ilo­
czynów wszystkich głosek a, b, c ----
___k, l, branych po trzy na raz;

ul— iloczynowi wszystkich głosek.
Stąd, jeżeli te prawidła mają miejsce gdy mnożymy 
n— 1 czynników, wtedy to, co było wyżój powiedziane 
pokazuje nam, że mają one miejsce i wówczas, gdy 
mnożymy n czynników. Lecz widzieliśmy, że one ma­
ją miejsce przy tworzeniu iloczynu z czterech czyn­
ników: przeto podług nich jest utworzony i iloczyn 
z pięciu czynników i tak dalój: mają one więc miejsce 
w ogólności.

Wypadek ogólny z pomnożenia n czynników 
dwumiennych napiszemy dla krótkości w ten sposób:
(*+a) («+  b) (*+o)........(«+*) (sb-MI =x»+PxH~1 +-

-)- Qxn~2-\-Rxn~3........- f  r .
Na drugiej stronie powyższój równości P oznacza
summę głosek a, b, o,........k, /, których liczba jest w;
Q oznacza summę iloczynów z tychże głosek bra-
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nych po dwie na raz: — liczba tych iloczynów jest 

R  jest s u m m ą p o d o b n y c h  ilo­

czynów, i tak dalój. Patrz § 421.
Przypuśćmy teraz, że każda z głosek b, c, . . . .  

. . . .  k,l, staje się równą, a. Wtedy pierwsza strona 
powyższój równości zamieni się na (x-\-a)". P za-

1l(n--1) „ P
mieni się na na, Q zamieni się na —j g-  a ’

mieni się na i tak dalij. Będzie

więc ostatecznie:
. , . n(n— 1) 9 .. 9 ,

(xĄ-a)n=- x K-\-nax"-lĄ— a x

w(ra—1)(»—2)ag „ . 3 ,
' 1.2.3 ^

»(»—!)(» -2 )(« —3)ffł»»-4_i. . . . . _La».
1 . 2 . 3 . 4

426. Wzór, który teraz otrzymaliśmy nazywa 
się dwumianem Newtona, od nazwiska wielkiego mate­
matyka angielskiego, który go pierwszy w tśj postaci 
ogólnój podał. Szereg na drugiój stronie znaku rów­
ności nazywa się rozwinięciem dwumianu (x-\-a) , a gdy 
zamiast («4-a)* piszemy ten szereg, mówimy, że 
(# - |_ a)B rozwijamy.

Zwracamy tutaj uwagę na to, że twierdzenie 
powyższe zostało dowiedzione w tym tylko przypad­
ku, gdy n jest liczbą całkowitą i dodatnci, a sposob, ja­
kiego do dowiedzenia użyliśmy, przedstawia nam 
przykład indukeyi matematycznej.
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427. Weźmy jako przykład (ce-j-a)6. Tutaj 
n — 6,
n(n—1) 6 .5  1C n(n—l)(n—2 ) _ 6 . 5 . 4 _ £>0.
T X ~ ; 1 . 2 . 3  — 1 . 2 . 3 - " !

n(n—l)(n—2)(n —3) 6 . 5 . 4 . 3  1 p.
О Т О - - 1 . 2 . 3 . 4 - 15’

n(n—1) (n—2)(n—3) (n—4 ) 6 . 5 . 4 . 3  2  ^
“1 .2 .3  . 4 . 5  — 1 . 2 . 3 . 4 . 5

przeto:
(ж-f-a)6 =  ж°-(-6аж5+15а2ж4-)-20а3ж3-)-15а%24-

4-6«5.®-|-aG.
Przypuśćmy dalój, że chcemy znaleśó rozwinię­

cie (Ъ2-\-су)й: w tym celu należy tylko podstawić b2 
zamiast x  i cy zamiast « w poprzedniój równości- 
Otrzymamy:
(Ъ2̂ -с у )6= ( Ь 2У-\-6су(Ь2)л-{-15{су)2(Ь2у -\-Щ е у )3(Ь2$ +

+ Щ с у ) \Ъ 2)2+6(суУ02-\-(суУ =
— b '2-j-6cyb '°-j-15e2y2ó8-j-20c3y3ó64- 
-\-\Ьс1у ^ - \ -& с ьу ъЪ2-\-съу й.

Jako dalszy przykład zadajmy sobie znaleśó roz­
winięcie {x—c)n; należy w tym celu we wzorze § 425 
podstawić —e zamiast a; otrzymamy:

( x — c)n =  x>‘— ncxn- '  +  c2x”- 2—

n(n—1) («—2)
3.r w__3-GÓX‘

Podstawmy teraz w rozwinięciu {x-\-o,)n jedność 
(1) zamiast x, znajdziemy:
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«(«—11 „ , n(n— l)(n—2)
“T T 2 ~ a +  F T O -

a2

a ponieważ równość ta jest prawdziwą przy każdój 
wartości na a, przeto możemy w niej napisać « za­
miast a, i będzie:

(1—{—aj)n= l  +««-
n(n—1) , n(n l)(w—2)

1 .2 1 . 2 .3 «s+ . . . .

428. Dwumian Newtona można zastosować tak­
że do rozwinięcia wyrażeń zawierających więcej niż 
dwa wyrazy. Przypuśćmy naprzykład, że chcemy 
rozwinąć (14-2a—«*)*. Uczyńmy y — 2*—«2; wtedy 
mióć będziemy:
(1+2«—«2)4 = ( l + y ) 4 =  l+4y+6i/2+ 4y3-fy ł, czyli:
( l+ 2 « _ * 2)* = l+ 4 (2 « -« 2H -6(2«-«2)2-|-

4(2«—«2)3+(2«—«2)4.
Lecz:

(2«—«2)2=  (2«)2—2(2«)«2+ (« 2)2 =  4«2—4«3-f« 4;
(2sc—«2J3=(2«)3—3(2«)2.«2+3(2*H«2)2—(*2)3—

- _ 8«3—12«4+6a:5—«6;

(2«—cc3)ł =  (2«)4—4(2«)3«2+6(2a3)2(£B2)2—4(2«)(«2)3-j- 
+ (« 2)*=16«4—32«5+24«fi—8«7+ « 8.

Podstawiając te wartości w powyższe wyrażenie i ro­
biąc wszystkie uproszczenia, otrzymamy ostatecznie:
(1+2«.—*2)4 — i+8«+20£c2+ 8«3—26«4—8«5+

+20«6—8«!+ « 8.

429. W rozwinięciu (1+«1* współczynniki wyra-
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zóic rownooddalonych od, wyrazu pierwszego i ostatniego 
są sobie równe.

W samój rzeczy: współczynnik wyrazu stojące­
go na miejscu r od początku rozwinięcia (t. j. takie­
go, przed którym znajduje się wyrazów r— 1), jest:
«(«—1 )(n—2 ) . . . .  (n—r+ 2) •
--------------—  ----------- — ; pomnożywszy licznik i

mianownik tego wyrażenia przez |n—r + l  , otrzy­
mamy:

\r—1 ,|n—r-f 1

Wyraz, stojący na miejscu r od końca rozwinięcia, 
znajduje się na miejscu (n—r+2)-giem, licząc od wy­
razu pierwszego: jego współczynnik jest więc:

»(n—l)(n—2)........jn—(w—r+2)-f-2j
Iw—«+1

to jest:
n(n—l)(n—2 ) ........r

\n—r +■ 1 ’

pomnożywszy licznik i mianownik tego ułamku przez 
r—1, zamieni się on na:

Y—1 • jn—r+1)

a to jest wyrażenie współczynnika znalezionego po­
przednio.

429!. Summa wszysthicli współczynników w roz­
winięciu dwumianu jest równa 2”.

Jeżeli bowiem we wzorze.
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l-\-nxĄ n(n—1)
1. 2 ¡s2 n(n—l) (n—2 ) ^

0 7 3  *
uczynimy a r=l ,  otrzymamy:

4v
2 * = l+ n w(n—1) , n(—l)(n~2y 

1 /2  +  1 . 2 . 3  ^
n(n— 1) (n—2) (n—3) , , ,

1 . 2 . 3 . 4  ■*"■•■ ■■ 1 L

430. Dotąd, mówiąc o rozwinięciu dwumianu 
(x-\-a)„ przyjmowaliśmy, że w oznacza 'jakąkolwiek 
liczbą całkowitą i dodatną. Lecz wzór Newtona może 
być zastosowany do rozwinięcia (a-{-a)« i w tym przy­
padku, gdy n jest ułamkiem dodatnym, lub ilością od- 
jemną, całkowitą lub ułamkową. Czytelnik w obszer­
niejszych dziełach o algiebrze znajdzie zupełny roz­
biór dwumianu Newtona, w zastosowaniu do jakiego­
kolwiek wykładnika. Uważamy jednak za ćwiczenie 
pożyteczne, podać uczącemu się, sposoby otrzymania 
niektórych wypadków w razie wykładnika ułamko­
wego lub odjemnego z wzoru ogólnego. W tym 
celu przyjmiemy, jako rzecz wiadomą, że jakiekol­
wiek byłyby x. a i w, będzie zawsze:

(x -j-a)^y= xnĄ - . y ~ a 2xn 2-J-

. n(n—l)(n—2) . „ ,

+ ’‘(" / 1)(2’‘l 2 l” —

Lecz w tym przypadku, gdy n nie jest liczbą całkowi-
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tą i dodatną, szereg na drugiej stronie znaku równo­
ści staje się nieskończonym.

431. Jako’przykład weźmy rozwinięcie (l-j-y)L 
W  tym celu we wzorze § 430 podstawmy 1 zamiast 
x, y zamiast a, i zamiast n. Będzie:

n(n— \) _  2 ( 2 / _ 1
1 -2  1 .2  ~ ~ ~  8“'

«<«— l ) ( n — 2 ) _  ¥ ( ' 2  2 ) ( 2" 2 ) _  1
1 . 2 . 3  —  1 . 2 . 3  — 16 '

n(n—1) (w—2) (n— 3) _  2 ( 2 “ 1) (y  ~  2) ( 2“ _  3) _
1 . 2 . 3 . 4  ~  1 . 2 . 3 . 4

____ 5
“  128’

i tak dalej. Zatśrn:

(1+y )ł =  1 +  - 4 ^ + ..........

—i
Jako inny przykład weźmy (1-j-y) 2. Tutaj we 

wzorze § 430 należy podstawić: 1 za x, y zamiast a, 
i -2  zamiast«, Otrzymamy:

1 n(n—1) _  3 n(?i—l)(ti—2)  5
Y ; 1 . 2  “ 8"; IT2T 3 — — 16’

n{n~  1) («_2)(n—3) _ 35
1 . 2 . 3 . 4  128 ; i tak dalśj. Przeto:

Algrieb. Tb- 31
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(1+2/)
— I * 

2 . 5’. V , • 35
= 1 — -o-y-»—c-y* — TR'y3+ '2 ^ 8^ 16+;:, '128^ •••

Jako dalszy przykład rozwińmy (lĄ-y)~m. Tutaj 
należy podstawić: 1 zamiast x, y zamiast a, i m za­
miast n. Będzie:

n(n—1) n,(m+ l )
« =  J T 2 ~ — 1 .2  5

n(n—!)(»—2) _  1) (m+2) _
1 . 2 . 3 1 . 2 . 3

n(n—1) (n—2) (n—3) 1) (>w-|-2) 3)
1 . 2 . 3 . 4  1 . 2 . 3 . 4  ;

i tak dalśj.
Tym sposobem otrzymamy:

, m(mĄ-1) „ wi(m-}-l) (m+2)
( i+ y ) - - 1 — 2/4 y +

T wi(rn+-l)(m-[-2)(m+3) 4
1 . 2 . 3 . 4  y .........

Jako szczególny przypadek uczyńmy m =  1, wtedy 
będzie:

(1 + 2 / )“ 1 =  1 - 2/+2/2 - V  3+y 4—......
Ten sam wypadek otrzymamy, dzieląc 1 przez 1+y.

i
Rozwińmy jeszcze (1+2«— a12)2 podług potęg 

rosnących głoski'«. W tym celu uczyńmy 2«—x2= y r 
otrzymamy:

(1 +2 «—«'+ = (1 +y) 2 =
, , 1 1 .. , 1 3 5 . ,

- - l + ^ y - ^ y  +Yg2/ — 128^ +
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=  1 +  \  (2«—« 2)— j  (2x—x'z)2 (2« ~«2/ —

~ r 2 8 (2^ ł)4+ ..........
Wynajdźmy następnie wartości na (2«—«2)2

(2«—«2)*,......... podstawmy w powyższe wyrażenie,
i zróbmy wszelkie redukcye; otrzymamy ostatecznie:

(1+2«—«2+ =  1+-CC—x2-\-x3— 1-«4+ .........U

PRZYKŁADY XLII.

1. Napisać trzy pierwsze i trzy ostatnie wyra­
zy rozwinięcia: (a—«)l3.

2. Napisać rozwinięcie: (3—2«2)5.
3. Rozwinąć: (1—2y)7.
4. Znaleśó cztery pierwsze wyrazy rozwinięcia:

(«+2y)».
5. Rozwinąć: (l+ f«—«2)4.
6. Rozwinąć: (1 -)-«+«2)5.
7. Rozwinąć: (1—2«-J-«2)4.
8. Znaleść współczynnik «5 w rozwinięciu: 

(14-2aj+-3«2)r.
9. Znaleść współczynnik przy «6 w rozwinię­

ciu: (1—2«+3«2)5.
10 Drugi wyraz w rozwinięciu (« + + “ jest 

240, trzeci 720 a czwarty 1080; znaleść czemu się 
równają x, y  i n.

3i*
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11. W rozwinięciu (x-\-y)n wyraz szósty równa 
się 112, wyraz siódmy równa się 7, wyraz zaś ósmy

równy jest 4 ; znaleść czemu się równają«, y i n.
4

12. Napisać pięć pierwszych wyrazów rozwi-
JL '

nięcia: (a—2«)4.
IB. Rozwinąć do czterech wyrazów:

. "14, Rozwinąć: (1—2«) *.
15. Znaleść współczynnik przy xr w rozwinię­

ciu (1—as)~2.
16. Napisać szósty wyraz w rozwinięciu:

(3«—y) X  _ió
17. Rozwinąć do pięciu wyrazów (a—3ó) s :

pokazać, że gdy a —1 i ó —v-> wtedy czwarty wyraz

tego rozwinięcia jest większy aniżeli wyraz trzeci 
i wyraz piąty, osobno wzięte.

18. Napisać współczynnik przy xr w rozwi­
nięciu (1—«)~4.

19. Znaleść cztery pierwsze wyrazy rozwinie-
1

cia ( l+ « + « 2)", uporządkowanego podług potęg gło­
ski x.

20. Znaleść cztery pierwsze wyrazy rozwinię-
__JL

cia (1—«+ic2) 2, uporządkowanego podług potęg 
głoski x.
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X L I I I .

Systematy liczenia.

432. Wiadomo z arytmetyki, że w zwyczajnym 
sposobie wyrażania liczb całkowitych za pomocą zna­
ków, liczba jaką przedstawia każdy znak, jest zawsze 
pewną wielokrotnością pewnćj potęgi dziesięciu. Tak na- 
przykład w 523: 5 przedstawia 5 setek, to jest 5 razy 
po 102; 2 przedstawia 2 dziesiątki, to jest 2 razy po 
10', a o 8, które przedstawia 3 jedności, można po­
wiedzieć, że ono przedstawia 3 razy po 10°. Patrz 
§ -74.

Ten sposób wyrażania liczb całkowitych nazy­
wa się sy¡tematem zwyczajnym liczenia piśmiennego 
i dziesięć nazywa się jego zasada lub podstawą.

433. Pokażemy, że każda liczba całkowita i do- 
datna, większa od jedności, może być przyjętą za zasa­
dę zamiast 10; a następnie wyłożymy jakim sposo­
bem dana liczba może być wyrażoną w jakimkolwiek 
systemacie.

Znaki za pomocą których wyrażamy liczby, jak 
wiadomo, nazywają się cyframi. Gdy w dalszym cią­
gu wykładu mówić będziemy 0 jakiejkolwiek zasadzie, 
wtedy zawsze pod tym wyrazem rozumieć będziemy 
pewną liczbę dodatną i całkowitą, większą od 
jedności.

434. Każdą liczbę całkowitą można wyrazić w ten 
sposób, że ta liczba przedstawi się pod postacią wielomia­
nu, uporządkowanego podług potęg zasady.
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Niech N  oznacza pewną liczbę całkowitą, r — 
zasadę. Przypuśćmy, że rn jest najwyższą potęgą r, 
która nie jest większą od liczby A; podzielmy N 
przez rn ; niech będzie iloraz a, i reszta P\ wtedy:

N = a rn-\~P.
gdzie a jest mniejsze odr i P  jest mniejsze od?”'.  
Podzielmy dalój P  przez r»-1; oznaczymy iloraz przez 
b, a resztę przez Q: będzie:

P =  br” ’- f  Q.
Postępujmy w tenże sam sposób dalej dotąd, dopóki 
ostatnio otrzymana reszta nie będzie niniejsza od r; 
wtedy znajdziemy, że A będzie ostatecznie wyrażone 
za pomocą następującej tożsamości:

A  —  f - f e r ’ *— l — ( — e r ”  2 — j— ...............................hr-\-k.

Każda z cyfr a, b, c ......... h,k jest mniejszą od r; i ka­
żda z nich, z wyjątkiem a, może być równa zero.

435. Daną. liczbę całkowitą wyrazić w jakimkol­
wiek danym systemacie liczenia.

Pod wyrazem liczba całkowita dana rozumiemy 
liczbę całkowitą, wyrażoną słowami, lub tóż cyframi 
w jakimkolwiek systemacie oznaczonym. Gdy wy­
raźnie systemat nie jest nazwanym, wtedy domyślać 
się zawsze należy, że liczba jest wyrażoną w systema­
cie zwyczajnym.

Niech będzie N  dana liczba całkowita, r zasada 
tego systematu, w którym należy liczbę napisać. 
Przypuśćmy, że cyfry szukane, za pomocą których 
wyrazimy ją, są k, h , ......... c, b, a, licząc od ręki pra­
wej, i że liczba tych cyfr jest n-1-1; wtedy, podług 
poprzedniego §.:
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N —  ar^Ą-brn~ l-\-crn - j - ............ hrĄ-k.

Podzielmy liczbę N  przez r: niech M  będzie ilora­
zem; wtedy widoczną jest rzeczą, że

m — ar»—'̂ -\-brn~‘'2 4 - ......... +A;
i-esztą zaś przy tóm dzieleniu będzie k. Stąd wypada, 
ia  pierwszą cyfrę znajdziemy za pomocą takiego pra­
widła: podzielmy daną liczbę przez daną zasadę, a reszta 
będzie pierwszą z cyfr szukanych (licząc od ręki prawój).

Podzielmy dalój M  przez r; wtedy widoczną jest 
rzeczą, że reszta będzie h, i tym sposobem druga 
z szukanych cyfr będzie znalezioną.

Postępując ciągle tym sposobem, wynajdziemy 
kolejno wszystkie, cyfry szukane.

436. Rozwiążemy teraz kilka zadań, służących 
jako przykłady.

Liczbę 32884 napisać w systemacie, którego za­
sadą jest siedm.

7|4697 ...........5
71671...........0
795 ...........6
7 l 3 ...........4
' 1 ......... 6

Tym sposobem:
32884= 1 .7°—j-6.74+ 4 . 7s+ 6 . 724-0 .7 '+5,

czyli liczba 32884, napisana w systemacie, którego 
zasadą jest siedm (układ siódemkowy) jest 164605.

Liczbę 74194 napisać w systemacie, którego za­
sadą jest dwanaście, (układ dwunastkowy):
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12J74194
2(6132 . . . . . 10
12(515 . . .. . . 2
12|42 . . . 

3 . . .
. . 11 
. . 6

Więc 741^4 =  3 . 12+-6 . 1234-11 . 122+ 2 .12+10.
Aby liczbę daną napisać w zwykły sposób, 

w systemacie, którego zasadą jest, dwanaście, potrze­
ba mieć jeszcze dwie cyfry nowe, jedną oznaczającą 
dziesięć, i drugą oznaczającą jedenaście: oznaczmy 
pierwszą znakiem d, a drugą głoską j. Wtedy liczba 
74104, napisana w systemacie, którego zasadą jest 
dwanaście, wyrazi się tak: 36; 'id.

Liczbę 645032. napisaną w systemacie, którego 
zasadą jest dziewięć (układ dziewiątko wy), napisać 
w systemacie, którego zasadą byłoby ośm.

8|645032
72782 ........  4.

Dzielenie przez ośm jest wykonane w następny 
sposób: Najprzód ośm nie mieści się w 6; należy zna- 
leść ile razy ośm mieści się w 64; tutaj 6 oznacza 
sześć razy po dziewięć, to jest pięćdziesiąt cztery; 
pytanie więc teraz zachodzi takie, ile razy ośm mieści 
się w pięćdziesięciu ośmiu? Zatóm ośm mieści się 
w 64 razy siedm i pozostaje reszta dwa. Następnie 
mamy znaleść ile razy ośm mieści się w 25, to jest 
ile razy ośm mieści się w dwudziestu trzech; znajdu­
jemy na odpowiedź dwa, z resztą siedm. Dalój nale­
ży nam znaleść ile razy ośm mieści się w 70, to jest 
ile razy ośm mieści się w sześćdziesięciu trzech; w od­
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powiedzi wypada, że mieści się razy siedm i pozostaje 
reszta siedm.Następnieznowuż należy znaleść ile razy 
ośm mieści się w 73, to jest ile razy ośm mieści się 
w sześćdziesięciu sześciu; na odpowiedź wypada ośm 
z resztą dwa. Nakoniec należy znaleść ile razy ośm 
mieści się w 22. to jest ile razy ośm mieści się w dwu­
dziestu; odpowiedź będzie, że ośm mieści się razy dwa 
i pozostaje reszta cztery. Tym sposobem 4 będzie 
pierwszą z szukanych cyfr.

Resztę działania wskazujemy tylko; czytelnik 
powinien je uważnie sam wykonać i porównać wypa­
dek, jaki otrzyma, z tym jaki podajemy niżój:

QO 2782
8 8210 . . . . 2
8 1023 . . . . 3

8|113 . . . . 6
8(12 . . . 5

1 ......... 3
Tym sposobem dana liczba =

— 1 . 8<+3. 8M-5. 8<+ 6. 83+ 3 . 82+ 2 .8+ 4; 
pisząc ją więc w systemacie. którego zasadą jest ośm 
otrzymamy:

1356324.
437. Nie trudno jest ułożyć nieograniczoną 

liczbę przykładów, w których wypadki są łatwe do 
sprawdzenia. Tak naprzykład, weźmy dwie liczby, 
wyrażone w systemacie zwyczajnym, i znajdźmy ich 
summg. ich różnicę i ich iloczyn: tę summę, różnicę 
i iloczyn wyraźmy w innym systemacie danym. Na­
stępnie napiszmy same liczby dane w tym nowym sy­
stemacie i znajdźmy' ich summę, ich różnicę i ich ilo—
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czyn w tymże systemacie: — oczywiście wypadki po­
winny być zgodne z wypadkami poprzednio otrzy- 
manemi.

PRZYKŁADY XLIII.

1. Wyrazić liczbę 34042 w systemacie, którego 
zasadą jest pięć.

2. Wyrazić 45792 w systemacie, którego zasadą 
jest dwanaście.

3. Wyrazić 1866 w systemacie, którego zasadą 
jest dwa.

4. Wyrazić 2745 w systemacie którego zasadą 
jest jedenaście.

5. Pomnożyć jid  przez dj\ liczby te są napisa­
ne w systemacie, którego zasadą jest dwanaście. 
Też same liczby wyrazić w systemacie zwyczajnym 
i następnie pomnożyć.

6. Znaleść w jakim systemacie liczba 4161 na­
pisze się tak: 10101.

7. Znaleść w jakim systemacie liczba 5261 wy­
razi się tak 40205.

8. Liczbę 17161 wyrazić w systemacie, które­
go zasadą jest dwanaście, i podzielić ją  przez d j 
w tymże systemacie.

9. Znaleść zasadę takiego systematu, w którym 
liczby tak napisane: 13, 22 i 33 stanowiłyby postęp 
gieometryczny.

10. Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z licz­
by jjdOOl, napisanej w układzie, którego zasadą jest 
dwanaście.

XLIV.

P r o c e n t y .

438. Sposoby rozwiązywania zadań, odnoszą­
cych się do procentów, są podane w dziełach, zajmu­
jących się arytmetyką; lecz za pomocą znaków algie- 
braicznych można prawidła na rozwiązanie tych za­
dań przedstawić pod postacią łatwą do zrozumienia 
i spamiętania.

439. Procentem nazywamy wynagrodzenie, pła­
cone za użycie wypożyczonych pieniędzy. Pienią­
dze wypożyczone nazywamy kapitałem. Summę kapi­
tału wraz z procentem, należnym za pewien przeciąg 
czasu, nazywać będziemy summą, na którą zamienia, 
się dany kapitał po upływie tegoż czasu, albo krócej 
summą.

440. Procent może być dwojaki, prosty i złożony. 
Ody procent rachuje się zawsze od samego kapitału 
początkowego, wtedy nazywamy g o prostym; lecz je­
żeli procent należny, w chwili gdy przypada jego wy­
płata, dołączamy do kapitału i w następstwie procent 
rachujemy od całej summy, wtedy nazywamy go zło­
żonym.

441. Stopą procentu nazywamy kwotę płaconą 
za użycie pewnej oznaczonój ilości pieniędzy przez 
pewien oznaczony czas. W praktyce tą ilością pie­
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niędzy jest zwykle 100 rs., a czas jeden rok. Gdy 
więc mówimy, że stopa procentu jest 4 od sta, to 
to znaczy, że za użycie 100 rubli przez ciąg jednego 
roku płacimy 4 rs. W teoryi dogodną jest rzeczą, 
jak to zaraz zobaczymy, używać osobnego znaku, dla 
oznaczenia procentu od jednego rubla za jeden rok.

442. Znaleść summę, na którą się zamienii dany 
kapitał, po upływie danego czasu, przy procencie prostym.

Niech K  oznacza liczbę rubli, zawartą w kapi­
tale, n liczbę liczbę lat, r procent od jednego rubla 
za jeden rok, wyrażony w ułamku rubla, i M summę 
szukaną, wyrażoną w rublach. Ponieważ r jest pro­
centem od jednego rubla za rok, przeto Z r jest pro­
centem od K  rubli za rok, a nKr jest procentem od K  
rubli za n lat; będzie więc:

M  =  K+nKr -  K(\-\-nr).
443. Z równania M = K (1 j-nr), można znaleść 

jedną z czterech ilości M, K, n. r, gdy trzy inne są 
dane. I  mianowicie:

„  M  3 1 - K M— K
1-j-nr' n ~  Kfi ’ r K fi

444. Znaleść summę, na, którą się zamieni dany 
kapitał, po upływie danego czasu przy procencie zło­
żonym.

Niech K  oznacza liczbę rubli kapitału, n — licz­
bę lat, r — procent od jednego rubla za rok, wyrażony 
w ułamku rubla, i M — liczbę rubli, zawartą w szu­
kanej summie. Oznaczmy nadto przez li  summę na 
którą się zamieni jeden rubel po upływie jednego 
roku; wtedy R — l-j-r. Zatóm KR  będzie summą, na
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którą ąię zamieni K  rubli w ciągu jednego roku. Więc 
summa, na którą się zamieni KR  rubli w ciągu także 
jednego roku, będzie KRR, czyli K R 2; to ostatnie 
zatóm wyrażać będzie summę, na którą się zamieni 
K  rubli w ciągu dwóch lat. Podobnież summa, na 
którą się zamieni K R 1 rubli w ciągu roku będzie: 
K R 2R, czyli K R 3; i to będzie summą, na którą się 
zamieni kapitał K  rubli po upływie trzech lat.

Postępując dalej tym samym sposobem znajdzie­
my, że summa na którą się zamieni kapitał K rubli, po 
upływie « lat będzie KR”-. więc:

M— KR".

Sam procent za przeciąg tych n lat, wynosi: 

K R " -K = K (R ”— i).

445. Wartość teraźniejsza czyli obecna, pewnśj 
summy, mającej być wypłaconą na końcu danego cza­
su, jest to ten kapitał, który wraz ze swoim procentem 
za uważany przeciąg czasu zamieni się na tęż summę. 
Przy oznaczeniach powyżej przyjętych, iTjest warto­
ścią teraźniejszą summy M.

446. Dyskontem (potrącenie procentu) nazywa­
my wynagrodzenie za wypłacenie summy należnój 
przed tym terminem, w którym ona miała być wy­
płaconą.

Z określenia wartości terazniejszćj wypada, że dług 
mający być zapłaconym w pewnym oznaczonym termi­
nie jest w zupełności pokryty przez wypłacenie wcze­
śniej jego wartości teraźniejszej, odpowiedniej chwili, 
w której następuje wypłata. Stąd dyskonto jest równe
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różnicy pomiędzy summą płatną w oznaczonym ter­
minie, a jój wartością teraźniejszą.

447. Znaleźć wartość obecną summy płatnej na 
końcu danego czasu i dyskonto.

Niech K  będzie liczbą rubli, wyrażających war­
tość teraźniejszą, n liczbą lat, r procentem od jedne­
go rubla za jeden rok, wyrażonym w ułamku rubla, 
M  liczbą rubli, oznaczających summę należną, i D 
dyskontem. Nadto niech będzie:

R z = l + r .

Wtedy: przy procencie prostym:
M — K{\Ą-nr), §;442;

skąd: K M
1—j—Zł»’;D  =  M— K = Mn r 

l-(-n r '
Przy procencie złożonym:

M =  K R”, § 444;

i a w M  n  w  ^ ( ^ " - 1 )skąd: D = M - K =  Rn

448. W praktyce zwykłą jest rzeczą zamiast 
dyskonta tak określonego, jak było tutaj wyżój podane 
brać procent od całśj summy wypłaconej przed termi­
nem. Tak naprzykład, przy procencie prostym, za-

AlllT .miast x ^  , płacący otrzyma Mnr jako wynagrodzenie

za natychmiastową wypłatę.
448|. Na początku każdego roku do kassy wnosi­

my na procent K  rs., znaleść na jaką summę zamienią się 
wszystkie wniesione raty po upływie n lat przy procencie 
złożonym.
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Oznaczmy przez szukaną summę; r procent 
roczny od jednego rubla, wyrażony w ułamku rubla, 
i nakoniec uczyńmy R — 1-j-r. Oczywistą jest rze­
czą że rata K, oddana na początku pierwszego roku 
do kassy, pozostanie na procencie przez przeciąg n 
lat; podług wzoru § 444 zamieni się więc na summę 
KR"; takaż sama rata, K  oddana do kassy na począt­
ku drugiego roku, pozostanie na procencie n—1 lat, 
zamieni się więc na summę KR"-1; podobnież trzecia 
rata K, oddana na początku trzeciego roku, pozosta­
nie na procencie przez n—2 lata, zamieni się przeto 
na summę K . R "-2; i tak dalój; — ostatnia rata K, 
oddana na początku w-tego roku, zamieni się na końcu 
tegoż roku na summę KR. Całkowita więc wartość 
złożonych rat po upływie n lat będzie summą wyra­
zów postępu ilorazowego:

KR„, K .R " - \  KR"~2 ........KR;
czyli będzie:

M =  F R '+ P R "-l+ P R n-*Ą-....... - f  PR.

Na zasadzie wzoru (1) § 402 otrzymamy ostatecznie: 
„  KR"^l—KR

czyli M = K R .

4482. Znaleść jaką ratę należy płacić rocznie, aby 
umorzyć w przeciągu n lat kapitał wypożyczony i jego pro­
centy złożone.

Przypuśćmy, że dzisiaj zaciągamy pożyczkę K  
rubli, którą chcemy umorzyć w ciągu n lat, przez wy-
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płacenie równych rat na końcu każdego roku. Oznacz­
my procent od jednego rubla na rok, wyrażony w ułam­
ku rubla, przez r, przez a — ratę roczną, i uczyńmy 
R -  1-|—r. Wtedy kapitał K  oczywiście zamieni się 
po upływie n lat na summę: K R n\ summa wszystkich 
rat rocznych, wraz z ich procentami złożonemi po­
winna równać się KR". Stąd otrzymujemy równość:

K R n — aRn~ ........ Ą-aR-\-a,
R n-  1

czyli: KR'1 — a '

Z równości tej znajdziemy z łatwością a. Taż sama 
równość służyć będzie i do rozwiązania innych jeszcze 
zagadnień, odnoszących się do rocznych wypłat.

PRZYKŁAD XLIV.

1. Przy jakiój stopie procentu kapitał a rs da 
ten sam procent w ciągu jednego roku, co i kapitał b 
1-S. po c od sta, także w ciągu jednego roku?

2. Pokazać, że summa na którą się zamieni da­
ny kapitał, przy danej stopie procentu i przez daną 
liczbę lat, licząc procent złożony, będzie większą od 
tej summy, na którą się zamieni tenże sam kapitał 1 
przy stopie procentu dwa razy większej lecz przez 
liczbę lat dwa razy mniejszą.

3. Znaleść w ile lat kapitał podwoi się przy 
danój stopie procentu.

4. Pokazać, przez wzięcie trzech pierwszych 
wyrazów rozwinięcia dwumianu (1—f-»•)*, że kapitał '
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dany będzie więcój niż podwojony po upływie pięt­
nastu lat przy stopie procentu 5 i procencie złożonym.

Z a d a n i a  r o z m a i t e .

1. Znaleść wartości liczebne następujących 
wyrażeń:

a j-j-3a2ń-)_3a&a-j_ó3; aa_)_10aó-f9ó2; (a—¿)3; 

i (a-j-9 b ) ( a — b), g d y a — 5 i b  =  Ł

2. Uprościć wyrażenie:
баз—8[2ж-)-9у—2{3a:—4 (y—ж)|].

3. Podnieść do kwadratu: 3—5аз-|-2ж2.
4. Znaleść pierwsze cztery wyrazy ilorazu, po­

wstałego z podzielenia 1 przez 1—x-\-x2, a także ilo­
razu z 1—x przez l —x 3.

p- t t  . . .  i x 3— 17й?—j—12
6- Upro“ li: » .« -1 7 .+ I 2 -
6. Znaleść najmniejszą wspólną wielokrotną 

dla dx2 —9, 6x2—5x—6 i 6x2-\-5x—6.

f i i  i i_2
7. Uprościć a ' x -  +  -  +  2 a 1 x 1

x —a x-\-a
o y, . , , . x—’2 , x—!—3 7x  '08. łtozwiązać równanie: —̂ — |— g— = —g—.

9. Pierwsze wydanie pewnśj książki zawiera­
ło 600 stronic i było podzielone na dwie części.

A ltieb . Todh. 32
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W  drugiem wydaniu jedna czwarta część drugiój czę­
ści została opuszczoną: do pierwszój zaś części doda­
no 30 stronnic. W skutek tój zmiany obie części 
w drugiem wydaniu były równe. Znaleść liczbę 
stronnic każdej części w pierwszem wydaniu.

10. Za dwie książki kupione w księgarni za­
płacił ktoś 5 rs. i dostał reszty połowę różnicy po­
między ceną jednej książki i drugiej. Znaleść ile 
kosztowała każda książka, jeżeli wiadomo, że różnica 
pomiędzy ceną droższśj książki i tańszśj, wynosiła 
jedną trzecią część ceny tej ostatniój.

11. Dodać następujące wielomiany:
i 1 1 1 , 1 1

y + j *  — -3*5 xA r~*y  “  3 2’

i od wypadku odjąć — y— -^z-

12. Znaleść wartość liczebną wyrażenia: 
2a34-&3^.c3_|-a2 (j_ c)_j_& 3(2a_c )-|-o2(2<%Ą-b)

2a3—b3-\-e3-\-a3(b—c)—b2(2a—c)^r ci(2a-\-b) ’ 
jeżeli wiemy, że: a — 1, ¿ —3, c— 5.

13. Uprościć wyrażenie:
(a_l_ft)»_(o+6)(a—6)—{<*(26— 2)—(ó2—2a)j.

14. Podzielić:
2£5_^__4ar3(/2_|_5.r2j/3_4i!/5 przez x 3—xy2-\-2y3.

15. Ułamek: 

prostszej postaci.

x i—2x3Jr x 2—'1
*ł4-^24-l

wyrazić w naj-

491

w z g l i 2 ”“1̂  " , Jmni8j sz« ™póln, wielofcrotnę

. “ “-i* — 10. - . - 7 , - 3 0 ,
1 «2-j-4«-f-3.

17. Uprościć wyrażenie:

____ _____ I 3 5
x2~ 9 x —10 x2—7x—30 *a-f4^jT3 •

18. Rozwiązać:

s . . *+15 «
8 4 5 ‘

19. Rozwiązać:

j ( x ~  1) ~ A  (x—3) =  4.

nv „ T '>  w  ®zwecyi si§ znajdować rozpadli­
ny w skałach tak głębokie, że gdy kamień w nie pu-
Ś im; I l  yf ymTV, nderzenie 0 dQ0 ^Piero po upływie 
25 sekund. Jakąż głębokość ma taka rozpadlina
jezeh przyjmiemy, że prędkość głosu wynosi około’ 
350 metrów na sekundę? (*).

21. Dodać następujące wielomiany: 
«+ 2^-y+ 24ó; 3a 4x 2y 816; x + y - 2a^5bb  
i wypadek odjąć od 3a+ó-f-&r-j-2y.

kość ( At;y ro^ ą z a ć  io zagadnienie,należy wiedzieć, że wyso- 
sp.‘i ’ * j .:lk’ej ciał0 swobodnie puszczone spada w ciągu pierwszej 

u y jest prawie 5 metrów, w ciągu 2-cb sekund jest: 5 V 4 ~ 20
metrów; w ciągu 3-ch sekund jest: 5 X  9 =  45 metrów i t d
5 ¡2 go e wysokość, z jakiej ciało spadnie w ciągu t sekund wynosi

32*
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22. Znaleść wartość liczebną wyrażenia:

| / 7ab(2c*—ab) — (2a—B6)3,

gdy: « = 3 , ó— 2-g, « =  2.

23. Uprościć wyrażenie:
j < * -« )}  «)—«(«—*)}•

* 3 « , 1 5«2 „ ® 1
24. Podzielić: y  — j  +  g — Przez 3 2

i następnie mnożeniem sprawdzić otrzymany wy­
padek.

25. Znaleść największy wspólny dzielnik dla
10 i >»4—3ara-j-2.

2<i2 b a
26. Uprościć: ¿2_ 4a» — bĄ-2a ' 2a—ó'

27. Znaleść najmiejszą wspólną wielokrotną dla 
,2.2—4, 4«2- 7 «— 2 i 4tf2-f7#—2.

, 2% #—1 1 hx —1  a
28. Eozwiązac: -g------g~ '

29. Kupił ktoś marynarkę, tużurek i paltot 
zimowy i zapłacił za wszystko razem 87| rs. Tnżu- 
rek kosztował tyle co marynarka, więcćj połowę ceny 
marynarki; paltot zaś tyle, ile marynarka i tużurek 
razem, więcej połowę tej summy cen. Znaleść ile 
kosztowało każde z tych ubrań oddzielnie.

30. Rolnik sprzedaje pewną liczbę korcy psze­
nicy po 7|  rs. korzec i 200 korcy' owsa po 4^ rs. ko­
rzec, i dostaje za wszystko razem tyle rubli, ileby
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wziął sprzedając pszenicę i owies po jednakowśj 
cenie, mianowicie po rs. korzec. Ileż pszenicy on 
sprzedał?

31. Znaleść wartość liczebną wyrażenia:

a—b-\-c ad—Ъо I / I
a—b — c bdĄ-ac V  o

gdy: o =  l, b — 2, e =  -

'b3 аз
___ 9

a“ o3

, d =  0.

32. Wykonać mnożenie:
(ж—a) (ж—b) (аз—|—ze) (ж-j-b). 

i podzielić iloczyn przez a>*-\-a:(a-\-b)Ą-<ib.

33. Podzielić: 8ж3—ж2у3-{- -̂ у ь przez 2«-f-y.

34. Znaleść największy wspólny dzielnik dla

4ж(ж2-)-10)—25ж—62 i ж2—7â -|—10.

35’ Шаюек: ¿ - б ^ у + ^ й у з  prowadzić
do najprostszej postaci.

36. Uprościć wyrażenie:
1 a

1+ 3—I—6—j—

37. Rozwiązać:
ж— 1 2—x  2ж— 1 . 2 —Зж
~9 4 14” + ~30~—
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oo -D ■ X 2«—1 «+ 4  5«—138. Rozwiązać: —^-------- g—=  — •

39. Robotnik J  może wykonać pewną robotę 
w ciągu jednśj godziny, każdy zaś z robotników B  i C 
wykonałby tęż samą robotę w ciągu dwóch godzin; 
w ileż godzin A, B  i G pracując razem, mogliby wy­
konać tęż samą robotę?

40. Osoba A ma trzy razy tyle pieniędzy, ile 
ma osoba B-. gdy A  odda osobie B  2 ruble, wtedy mióć 
będzie dwa razy tyle, ile mióć będzie teraz osoba B. 
Ileż miała każda z tych osób z początku?

41. Dodać wielomiany:
2xĄ-Zy-\-iz\ x—2y-\-5z i 7«—y-f-z.

42. Znaleść sumę, różnicę i iloczyn wielomianów: 
3«2—4icy-j-4y2 i 4«2+ 2 scy—3y2.

43. Uprościć wyrażenie:
2 a -3 ió -c )  +  j«—2(6—c)}—2\a—3(6-«)}.

44. Znaleść największy wspólny dzielnik dla: 
£Cł-4-67£c24-66 i xi -j~2x3-j-2x2-j-2.v-i-l.

45. Uprościć wyrażenie:
x l— 1 «+1 ___
«2 — 1 ^  «M-2*3 l-2«24-2«4_l

46. Znaleźć najmniejszą wspólną wielokrotną 
względem: «2—4; «2 —5«-f-6 i «2—9.

47. Ułamek: sprowadaić do

najprostszój postaci.
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48. Rozwiązać równanie:

3(«—1)—4(ж 2) =  2(3—аз).

49. Rozwiązać równanie: V 9-|-4«=5—2V x-

50. Ile funtów herbaty, po 3^ rubla funt, na­

leży zmieszać z 45 funtami herbaty po 3.j- rs. funt, aby 

po zmieszaniu wypadła herbata po 3 -̂ rs. funt?u
51. Pomnożyć 3a24-«ó—Ъ* przez a2—2ab—3ó2, 

i iloczyn podzielić przez a-j-6.

52. Znaleść największy wspólny dzielnik dla: 

2x(x—3)4~з|(«—6-|-j4-15 i 2ж3—5ж2—6« -4—15.

53- Uprościć:

l-f-ж 1—as

54. Uprościć: (a± ę 2 +  ^ ± 62,a—b 1 a1—ab

55. Rozwiązać równania:

1 2 _  2ж4-3 1—2ж2
у X  xy ’ X

. У -(14- 2«).

56. Rozwiązać równania:

7
2 ’

, 3  7 „ Я- 26тяч— - =  3a5— — =
У 2 у 3 ‘
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57. Rozwiązać równania:

2(#—3)—-g- {y—3)=3,

3( y - 5) + - |( * - a ) = io .

58. Rozwiązać równania:
7?/z=:L0(j/+z) ; 82«=4(z+a) ; §xy=-W{x-\-y).

59. Rozwiązać równania:
a , &_ b _ a _ _
~ x ' y ~ ' m'n  V n

60*. Jeżeli połowę pewnój liczby pomnożymy 
przez jój część trzecią i do iloczynu dodamy połowę 
tśjże liczby, wtedy otrzymamy na wypadek 30. Zna­
leść tę liczbę.

1 1
61. Podzielić x 5 — "-j przez *— —.

62 TTłamek —•— ,  sprowadzić b2. llłameK 2i^ 3—I4«a—29^—10 v
do najprostszej postaci.

63. Uprościć wyrażenie:

64. Rozwiązać: 3(x— l)-J-2(#—2)—x—3.
65. Rozwiązać równania:

m—1 y+1 2«—3 __ 1 3 -2 y
~ T ~ ~  4 ’ 5 7 •
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66. Rozwiązać równania:

5#-j-2=3y; — lO ^ -f ~ ~ — —'8-

67. Rozwiązać równania:
x-\-y 2y—ж 0 3 ,  9(ж—1)   x
~ f~ ~ -----+  8 2
68. Rozwiązać równanie: Кж2+ 4 0 =  ж+4.
69. Rozwiązać równanie:

ж2-|-Зж+2 ж3—ж—6  5ж
х—[-1 ж+ 2  2

70. Wiek ojca jest dzisiaj równy podwójnemu 
wiekowi syna; dziesięć lat temu wiek ojca był równy 
potrójnemu wiekowi syna. Znaleść, ile lat ma dzisiaj 
każdy.

71. Znaleść wartość liczebną następującego 
wyrażenia:

K s + i  -  ( « + p j )  -  ( 3 -  - 4 ^ )  ( 

gdy ж=4,

72. Ułamek: sprowadzić do2ж3— \ l x 2-\-\lx— 6
najprostszój postaci i znaleść jego wartość, gdy ж=3.

73. Rozłożyć na czynniki stopnia pierwszego 
następujące trójmiany:

x2—Зж4-2 ; ж2—7ж-|-10 ; ж2—6ж-)-5.
74. Uprościć:

1 , 3  4
ж2—3*-|-2 ж2—7яз—(—10 ж2—6ж-|-5
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75. Rozwiązać:

A  (3*+ t ) - T ( 4̂ -2ł ) ^ i (fo- 1)-
76. Rozwiązać: 9a?2—63«-)-68~0.
77. Majster i czeladnik odebrali zapłatę za pew­

ną robotę, od którój płaca była liczoną dziennie. Maj­
ster otrzymał 27 rs.; czeladnik zaś, który w tym sa­
mym przeciąga czasu nie był trzy dni przy robocie, 
otrzymał 12 rs. Gdyby naodwrót majster był nie­
obecny przez trzy dni, a czeladnik pracował przez ca­
ły przeciąg czasu, wtedy otrzymaliby jednakowe sum­
my pieniędzy. Ileż każdy dostawał dziennie?

78. Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z
—6x3-j-7x2—2.«-j-l,

i sprawdzić wypadek, przypuszczając że x — 10.
79. Jeżeli a:b— c:d, pokazać, że będzie także: 

a2c-j-ac2: b2d-\-bd2 =  (a-j-c)2: (ó+d)2.
80. Jeżeli a, b, c, d, są w postępie gieometry- 

cznym, pokazać że a2-|-d2 jest większe aniżeli ó2-j-c2.
81. Jeżeli n jest liczbą całkowitą i dodatną, 

wtedy: 72m+1-|-1 jest podzielne przez 8.
82. Znaleść najmniejszą wspólną wielokrotną 

względem: x 2—4y\ a;2-f-6̂ 2y-(-12*?/2-f 8y2,
i te3—&x”y-\-12xy2—8y3.

83. Rozwiązać równania:
3 _ . i _ _ . l _ .  _4___3= 2 b
x ' y  2 ’ x y t>
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84. Rozwiązać równanie:
as*+2*+2V'® *+2*-K=47.

85. Jeżeli do pewnój liczby dwucyfrowój do­
damy liczbę złożoną z tych samych cyfr, lecz napisa­
nych w odwrotnym porządku, wtedy otrzymamy na 
sumę 121; iloczyn zaś tych dwóch cyfr jest równy 28. 
Znaleść tę liczbę.

86. Z beczki napełnionój winem utoczono 9 garn­
cy i dolano następnie tyleż wody. Fotem poraź 
drugi utoczono znowuż 9 garncy mięszaniny i dolano 
tyleż garncy wody. Jeżeli stosunek wina znajdujące­
go się teraz w beczce, do wody dolanćj jest równy 
16:9, to ileż było wina z początku w beczce?

87. Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z wielo­
mianu:

16#8-j-25,y6—30«y3—24arb/2-)-9a32ył -j-40«3y2.
88. W postępie arytmetycznym wyraz pierwszy 

jest 81, czternasty zaś 159. W postępie gieometry- 
cznym wyraz drugi jest 81, a szósty 16. Znaleźć 
liczbę średnią harmonijną pomiędzy czwartymi wy­
razami tych dwóch postępów.

_ 6_
89. Znaleść wartość wyrażenia 1/5—1 do pię­

ciu cyfr dziesiętnych, wiedząc, że: Vh —  2,23606.
90. Pokazać, że dla x większego od 9, V x

s ____
będzie większy od KaH-18.

91. Podzielić.* ( x — y ) 3 2 y ( x — y ) 2Jr y \ x — y)
przez ( x — 2 y ) 2.
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92. Znalóźć największy wspólny dzielnik i naj­
mniejszą wspólną wielokrotną dla:

24(«3+ « 3y+«y2+ iy3) i 16(«3—x2y-\-xy2—y 3).
93. Uprościć:

_____ i_ £ ________i________1 _______ u
«3+  x2y-\-xy2-\-y3 X3—x2y-\-xy2—y 3 1

_____ L _ .x2—y 2 «2+ y 2

94. Rozwiązać równanie:
6«+7 , 2«+5 0 8̂ »—|—1
1 3  I" 7 — d 9 '

95. Rozwiązać równania:
xy-j-20(«—y) — 0; yz-\-Z§(y—z) — 0; 3«—2z=.0.

96. Rozwiązać równanie:
3«2—2« + K  3x2—4x—6 =  18+2«.

97*. Rozwiązać równania:

1) K i 2«—1 1 + K3++T6 =  ~ i 27—
K3«+16

2) Vx-\-l5-lr l/ x—24—V x —1 3 =  V x.
98*. Kupiec bławatny ma sztukę aksamitu. Gdy-

5
by ją sprzedał, biorąc po 5g- rs. za łokieć, wtedy na

całśj sztuce stracił by 22^ rs.; gdyby znowuż sprze- 
3dał ją, biorąc po 6g- rs. za łokieć, wtedy na całój

sztuce zyskał by 22* rs. Pytanie: ile było łokci 
w sztuce i ile rubli jego samego sztuka kosztowała.
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99. Zesumować do 8 wyrazów i do nieskończo­
ności szereg:

1 2 + 4 + 1 K + . . . .

100. Znaleść trzy liczby stanowiące postęp ilo­
razowy i takie, że jeżeli od pierwszej odejmiemy l t 
od drugiśj 3 i od trzeciój 9, wtedy otrzymamy trzy 
liczby w postępie różnicowym, którego suma bę­
dzie 15.

7 1. L L
101. Pomnożyć: x i —«3+ « " —x2Ą-x2—# + # 2—1

i
przez « 2+ l ;  i l — «4 podzielić przez 1—« 4.

102. Znaleść najmniejszą wspólną wielokrotną 
względem:

x 3—a3\ «3+ a 3: «4+ a 2«2 +  <zł; x3—ax2—aa« + a 3 

j «3+ a « 2—a2x—a 3.
103. Uprościć wyrażenie: 

ał—b3

a 2- b 2-
2 b2

z+ó

104. Rozwiązać równanie:
1 / c c .  2\ 2/„ . 0 \ _4« 14 , «+10
9 (2  ■+5 ) -  3^ + 2«)— — g— 1-  - ¡ j

«+ 5  ,_ 1 (
6 1 »1

105. Rozwiązać równanie:
6 ■ 8 _  7_____ , 18

x —1 ' x —5 «+1 ' «+  5
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106. Rozwiązać równania:
a?Ą-y*Ą-z*z=№ 
yzĄ-ty—zx — l  

xy—yz—zx =  47.
107. Dwie osoby A i B  wyjeżdżają razem ko­

leją do miasta odległego o 120 wiorst. Ponieważ oso­
ba B  ma zamiar zaraz wrócić, przeto bierze bilet po­
wrotny, za który płaci o połowę więcej, aniżeli oso­
ba A. Pokazało się z obliczenia, że za każde 100
wiorst drogi osoba B  płaci tym sposobem o 1.4 rs. 
mniój, aniżeli osoba A. Ileż kosztuje bilet osoby ił?

108. Znaleść wyraz pierwszy w proporcyi cią- 
głśj, w którśj średnim wyrazem jest średnia gieome- 
tryczna pomiędzy 2 i 18, a wyrazem ostatnim jest śre­
dnia harmonijna pomiędzy 3 i y  .

109. Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z wy­
rażenia:

110. Jeżeli a : b — b:o, pokazać, że będzie-’
A4— «2—¿2+ c 2

a-2_£—2_|_c-2 •
111. Podzielić:

3w 3ft fi ^

—x  2 przez x 2—x  2.
n o  tti i x3A~3x2—20 112!. Ułamek: ^  sprowadzić do naj­

prostszej postaci i znaleść jego wartość, gdy x =  2.
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113. Rozwiązać równanie:

x—3 13  -r4-2
x—4 3 3(6—x ) '

114. Znaleść te wartości na m, przy których 
równanie т 2«2-)-(»и2-}-»г)аж-|-а2= 0  ma pierwiastki 
równe.

115. Rozwiązać równania:
SxyA x2=  10, bxy— 2x2 =  2.

116. Rozwiązać równania:

1
£C

117. Znaleść ułamek mający takie własności: 
jeżeli licznik jego pomnożymy przez 4, a do miano­
wnika dodamy 3, wtedy wartość całego ułamku się 
podwoi; lecz jeżeli do licznika dodamy 2, a miano­
wnik pomnożymy przez 4, wtedy wartość całego ułam­
ku stanie się dwa razy mniejszą.

118. Uprościć: { - ( x > f \ * x { - ( - * r 3} ^

119. Wyraz trzeci postępu arytmetycznego jest 
18, wyraz siódmy jest 30: znaleść sumę 17 wyrazów 
tegoż postępu.

120. Pokazać że jeżeli trzy ilości

stanowią postęp harmonijny, wtedy a, b, c stanowią 
postęp gieometryczny.
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121. Uprościć wyrażenie: 
1

122. Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z:

37« ‘‘y2—30«3y+ 9«‘—20an/3-j-4y*.

123. Wyrażenie: 3«3—14«2—24« rozłożyć na 
czynniki stopnia pierwszego.

124. Rozwiązać równanie:

«+ 5  3(5«-|-l)  4 „i
2«—1 5«-(-4 — 2«— 1 — 2̂ •

125. Rozwiązać: =  .' « 3 8
126. Rozwiązać:

x2—y2 — 9; «-f i — 3(y—l).

127. Rozwiązać równania:

yĄ-Vx2̂-\— 2; V «-f-1— I/«—1—1/ .
128. Jeżeli a, b, o, d stanowią postęp ilorazowy, 

wtedy będzie:
a: b-\-d =  c3: c2d-\-d2.

129. Wykładnik w postępie .różnicowym jest 
równy 2, a liczba wyrazów jest równą wyrazowi dru­
giemu; znaleść, jaki powinien być wyraz pierwszy te­
goż postępu, aby jego suma była równą 35.
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130. Znaleść sumę « wyrazów szeregu, którego 
wyraz m‘u jest 2X3"‘.

131. Uprościć wyrażenie:
l-)-k 1—2« . «—I7 1—2«
1 — V 1—'¿x x

132. Znaleść największy wspólny dzielnik dla: 
30îc4-)-16«3—50«2—24« i 24«<-j-14«3—48«2—32«.

133. Rozwiązać równanie: «2—«—12 =  0.
134. Ułożyć równanie stopnia drugiego, któ­

rego pierwiastkami byłyby: 3 i —2.
135. Rozwiązać równanie:

x*
1

136. Rozwiązać równanie:

- ¿ = ,  =  1+  - J _ .V zr5*—j—5 V «2-j-5
6

137. Znaleść wartość wyrażenia ~ do pię­

ciu cyfr dziesiętnyęh, wiedząc, że: Vd =  1,73205.
138. Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z wy­

rażenia: 61—28K3 •
139.

/
Znaleść średnią proporcyjonalną pomiędzy

x+ y i x 2—y 2
«—y x2y2

140. Znaleść liczbę wyrazów i sumę wyrazów 
postępu różnicowego, którego pierwszym wyrazem 
jest a, drugim b, a ostatnim c.

Algieb. Tndh. 33
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141. Znaleść wartości liczebne następujących 
wyrażeń:

a —|— 5 — j—c oib—cd 1  /  Gt 1

a—b-\-o ’ ac—bd ’ r  b—3 ’
gdy a — 5, b—  4, c — 3. d =  2.

142. W iloczynie z: l-\-4x-\-7 x 2 Ą-10x3-\-15xi 
przez: l-(-5«-f9tf2-|-13.r3-l-17tf4 znaleśó współczyn­
nik przy X *.

Podzielić: 21«5—2*4—70«!—23*2-j-33*+27 
przez: 7#2+4«—9.

143. Uprościć następujące wyrażenia:

a) -6*

b)

a2-)-ia-j-2aó ’ a2 j-oó ’

] / ,x ) /  a x — a
] / ¿o— V  a V  x-\-V  a x-\-a

144. Rozwiązać następujące równania: 
60—x 3#—5 „ 24—3x

1) 14

2 )

7 6 ' 4
#-j-4  5ai—)—12
«~j-3 43.«

T +  9

3#-|-5y , 5x— 3 y _ Q_ « + 1 _ 2
20 8 ’ y-f 2 3 '

145. Rozwiązać następujące równania: 
20 . 21

8— x ' § — x ' = 11.1)
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2) | / ! + | A h -1 =  7.

3) 3x2—iicy — l ; 3xy—4?/2 =  5.
146. Dług 106 rubli został zapłacony papierka­

mi pięciorublowymi i rublowymi; jednych i drugich 
było razem 32: znaleść, ile było papierków pięcio- 
rublowych, a ile rublowych.

147. Handlarz zakupił stado wołów za 1800 ru­
bli; w drodze zdechły mu dwa woły, wskutek czego po 
sprowadzeniu okazało się, że mu jedna sztuka wy­
padła o 10 rubli drożej, aniżeli z początku zapłacił. 
Ileż zakupił sztuk wołów?

148. Wiedząc, że suma dwóch liczb wynosi 40
a summa ich odwrotności wynosi znaleść te liczby.

149. Znaleść liczbę średnią proporcyjonalną
pomiędzy 2̂ - i 5g-; a także trzeci wyraz w proporcyi
ciągłej, w którój wyrazem pierwszym jest 100 a śre­
dnim 130.

150. Mamy papierki bankowe dwóch gatunków: 
jeżeli weźmiemy 8 papierków pierwszego gatunku 
(większych) i 9 papierków drugiego gatunku, wtedy 
mióć będą one tęż samą wartość, jak gdybyśmy wzięli 
6 papierków pierwszego gatunku i 19 papierków dru­
giego gatunku. Znaleśó stosunek pomiędzy wartością 
papierka pierwszego gatunku i wartością papierka 
drugiego gatunku.

151. Znieść nawiasy w następującóm wyra­
żeniu:

(x— a)(x— b){x— c)— |~bc(x— a)— { (a - j-ó - fe )# —
—a(M~c)}*]. 33*
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152. Pomnożyć:
4 4 __

a -f2l / a264-2V b  przez: a—2l//a2b-\-2l/ b.

153. Znaleść największy wspólny dzielnik dla: 
x 4—16«3-f-93a;2—234«-|-216 i 4«3—48«'+186«—234.

154. Rozwiązać następujące równania:
1N 13«—1 28—ó x _ ir7 3«+l
1) — 4 3 ~  8 •

0 2«+ 3  2.t—8
łU+~9 3«—13'

3) x —y — 3:

155. Rozwiązać następujące równania:

1) V x+ l-j-V 2x  =  7.

2) 7«—201 « =  3.
3) 7 xy—o*2 — 38; 4 xy—3y2 — 105.

156. Chłopiec wydał wszystkie pieniądze, któ­
re miał, na kupno pomarańcz; gdyby dostał o 5 poma­
rańcz więcej wtedy każda pomarańcza kosztowała 
by go o 1 kopiejkę taniśj; gdyby znowuż za też same 
pieniądze dostał o 3 pomarańcze mniej, wtedy każda 
pomarańcza kosztowała by go o 1 kopiejkę więcśj. 
Ileż pieniędzy wydał?

157. Jeżeli kupiec sprzedaje 6 funtów pewnego 
towaru za 5 rs., wtedy ma zysku 25 od sta; pytanie 
ile mióć będzie zysku od sta, jeżeli ten sam towar 
sprzedawać będzie 5 funtów za 6 rs.?
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158. Konia sprzedano za 240 rs., z zyskiem, 
który od sta był równym cenie jaką koń kosztował, 
podzielonój przez dziesięć. Ileż koń kosztował?

159. Uprościć wyrażenie:

J/" 4a2-j-l/ 16a2«2-j-8a.*3-|-a5ł.
160. Pokazać, że jeżeli summa dwóch ułamków 

jest równa jedności, wtedy summa powstała z doda­
nia do ułamku pierwszego kwadratu ułamku drugiego, 
jest równą summie, powstałój z dodania do ułamku 
drugiego kwadratu ułamku pierwszego.

161. Uprościć następujące wyrażenia:
a—•[&—ja 4- {b—a)J]- 

25a—19ó—13 b—j4 a—(5 b—6e)J^—8a;

[ j ( a - » r T i’]  = [k « 2“r 32? " t
162. Znaleść nąj większy wspólny dzielnik dla: 

18a3—18aix-\-Qax2—6«3 i 60a2—75««+15a?2.
163. Znaleść najmniejszą wspólną wielokrotną 

względem: 18(«2—y2); 12(«—y)2 i 24(cc3+ y 3).
164. Rozwiązać następujące równania:

2x—4 , 3as—2
1)

2 )

7
9«+20 

36 :

^  5
4«—12 
5«—4

- 7.

X

4 '

3)
+  4

I  + 1

2_i
1 '

4) 2 ( x — y) =  3(«—4y); 1 4 (« + y ) =  l l ( # + 8 ) .
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165. Rozwiązać następujące równania: j

1) 32*—5asa =  12. |1

2) V 2*^3 . V x —2 =  15.

3) as2-j-yJ= 2 9 0 , *y =  143.

4) 3^2—4̂ 2 =  8; 5*2— 6*«/=32.

166. Robotnicy i B  wykonali razem robotę 
w ciągu 3 dni taką, że sam robotnik A pracowałby 
nad nią 4 dni zanim by ją skończył. W ileż dni sam 
robotnik B  skończyłby tę robotę?

167. Znaleść dwie liczby, których iloczyn sta­
nowiłby i?- części summy ich kwadratów; różnica zaśO Wk
ich kwadratów równałaby się 96 wziętemu ilorazowi 
z podzielenia mniejszój z tych liczb przez większą.

168. Znaleść ułamek, który stałby się równym 
i-, gdybyśmy jego licznik powiększyli o jedność, iktó-O
ry stałby się równym ^ gdybyśmy podobnie postąpili 
z mianownikiem. m

169. Pokazać, że jeżeli: a:b— c:d, to będzie 
także:

1 , =  i  +  I
a ' b ' a b c d c  d ■

170. Znaleść średnią proporcjonalną pomię­
dzy 169 i 256, a także ostatni wyraz w proporcyi 
ciągłej, wktórśj wyrazem pierwszym jest 25, średnim 
zaś 100.
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171. Znieść nawiasy w następującśm wyra­
żeniu:

b— 2jó—3[«—4(a—-ó)]J.

172. Uprościć następujące wyrażenia:
* _j_2x2-f-y2 ( Зазу2— 3x3—y 3 4xy3—2*2y2—у*
У «У ' **y ;

ijy—q—m)p—(m-\-q—p)q-{.(q-\-m)m-\-tn(p—rn)-\-q^
(¿Cl’+<l\v I x q y~4
I afl I ' '

173. Znaleść największy wspólny dzielnik dla:
a:4-f a*3—9a2*2- j- l la 3,*—4a4 
x l—аж3—3<l2*2 f  5a3*—2а1.

174. Rozwiązać następujące równania:
1) л _2ж+1 =  *±7

O o
о» 10л? -|— 17 12^-f 2  ох—4
j 18 13#—16 — ~~9~ ;

3) 9 * + ^ = r7 0 ;  7 y - 1| ?  =  44;

4') 6*-j-7_2*-)-19
> 3*Hfl— •

175. Rozwiązać równania następujące:
i \ i . t x  8 n1) * + 4 ----------= 3  ;x ч

2) 2*2— 3y2 =  2 ; *y-= 20;
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8) 2y2—x 2 -  1 ; 3«2—4xy —  7.

4) x - \ - y  = .  6; *34-?/3=126.

176. O której godzinie i minucie po godzinie 
12 skazówki zegara będą po raz pierwszy tworzyć
kąt prosty?

177. Pewna liczba, podzielona przez iloczyn 
jej cyfr, daje na iloraz 2; jeżeli zaś do niój dodamy 
27, wtedy otrzymamy liczbę złożoną z tych samych 
cyfr, lecz napisanych w porządku odwrotnym. Jakaż 
to jest liczba?

178. Dług 1230 rs. został zapłacony papier­
kami 25 rublowemi i 10 rublowemi; pierwszych było 
o 17 więcćj niż drugich. Ileż było papierków 25, 
a ile 10 rublowych?

179. Znaleść summę sześciu wyrazów, a także 
summę nieskończonej liczby wyrazów szeregu:

12+ 8+ 5 3- +
180. Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z wy­

rażenia: 55—7K24.
181. Znaleść wartość wyrażenia:

^ 2 + ^ + ł/2,

I / 3+1 1/3—1
jeżel. * = p f Z 7 '  ‘ » - I ż f H - -  

do najprostszej postaci.
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183. Pokazać, że jeżeli dwie liczby dwucyfro­
we, są złożone z tych samych cyfr, ale napisanych 
w porządku odwrotnym, wtedy różnica tych liczb 
jest zawsze podzielna przez 9.

184.

2)

185.

186.
byłby równy stosunkowi 9:7 i takie aby kwadrat ich 
sumy był równy sześcianowi ich różnicy.

187. Podróżny wychodzi z miasta A do mia­
sta B  i idzie z prędkością 3,j wiorst na godzinę. 
W czterdzieści minut późniój drugi podróżny wycho­
dzi z B  ku A  z prędkością 4~ wiorst nagódź. Ostatni
przeszedł pół wiorsty po za środek odległości pomię­
dzy A  i B, zanim spotkał pierwszego podróżnego. 
Znaleść odległość pomiędzy A  i B.

Rozwiązać równania następujące: 
3x—3 3#—4 21—4x

1) 9

6

3) 4«

3 ’ 2

14—x 14..®+l

Rozwiązać równania następujące:

1) I/« + 3 X  V3x—3 — 24.

2) J /# + 2  +  J /3 * + 4  =  8.

3) x*—x2(2x—3)=2a;+8.

Znaleść dwie liczby, których stosunek
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188*. 37 funtów cyny po zanurzeniu w wodzie 
traci 5 funtów na wadze; 23 funty ołowiu traci w wo­
dzie 2 funty na wadze. Kawałek aliażu, złożonego 
z cyny i ołowiu, i ważący 120 funtów, po zanurzeniu 
w wodzie stracił na wadze 14 funtów. Ileż jest 
cyny a ile ołowiu w tym aliażu?

189. Pokazać, że:

«iw+ J/(m2-|-4)(n2- f  4 ) = 2 «¡H-— ,
\ xy I

jeżeli: m — x—x~1, i n — y —y - 1.

190. Znaleść summę dziewiętnastu wyrazów
9 3 3szeregu: -  +  j  +  ..........

191. Pomnożyć:

x2 x . A x2 . x 1
2 “  3 +  4 ’ i r z e z :J + 3 - J -

Podzielić: ■ 4 * • -  ̂  *1 _  i 3 ,

rjf*2
przez: -g — * + 3 .

192. Ułamek: 4x3—27*2+58*—39
**—9x34-29*2- 

wadzić do najprostszśj postaci.
-39*4-18 spro-

193. Znaleść najmniejszą wspólną wielokrotną 
względem:

x 3-j-2x2y-i-4xy2~l-8y3 i x 3—2x2y-j-4xy2—8y3.
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194. R o z w ią z a ć  ró w n a n ia  n a s tę p u ją c e :

1) ¿ ( 1 6 —3*)= 4^  .

2) 5 * -9
13

23—2*
9 =  3x—20.

3) £ (p ^ y )— g(2*-j-4); gO* y )— '

195. Rozwiązać następujące równania:

1) | ( * 2- 3 )  =  ~ (* -3 ) .

2) 1 / ^ + 3 + — 10.
3) xĄ-y =  6.; (*2+ y 2)(*34-?/3) =  1440.

196*. Pociąg osobowy, idący z prędkością 48 
wiorst na godzinę, przejeżdża odległość pomiędzy W ar-
szawą i Skierniewicami w czasie o l |-  godziny krót­
szym, aniżeli pociąg towarowy, idący z prędkością 22 
wiorst na godzinę. Ileż wiorst wynosi odległość 
Warszawy od Skierniewic?

197. Znaleść liczbę dwucyfrową, któraby była 
równą potrojonemu iloczynowi cyfr składających ją, 
i któraby, będąc podzieloną przez summę tychże cyfr, 
dała na iloraz 4.

198*. Trzy osoby A, B i C  zasiadły do gry. 
W pierwszój partyi B  przegrał połowę swoich pienię­
dzy do A. W drugiój partyi przeciwnie B  wygrał 
od C jedną trzecią część tych pieniędzy, jakie C miał. 
W trzeciej zaś partyi C wygrał od A jedną czwartą 
część tych pieniędzy jakie A miał wtedy. P o trze-
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ciej partyi porachowali swoje pieniądze i okazało się, 
że każdy miał po 700 rs. Pytanie: po ileż rs. każdy 
miał przed pierwszą partyą?

199. Wyciągnąć pierwiastki kwadratowe z wy­
rażeń:

a*—2a3b-\-'3a2b2—2aó3-f-ó4, 

i («4-ń)4—2(a2+ó2)(a-|-&)2-f-2(a4-j-ó1).
200. Znaleść postęp ilorazowy, złożony z czte­

rech wyrazów i taki, że jego wyraz trzeci jest o 2 
większy od summy pierwszego i drugiego, a wyraz 
czwarty jest o 4 większy od summy drugiego i trzeciego.

on, n . , o O I 38.®—6«2— 58201. Pomnożyć: 8—3«-j-----=—~-------/ — uX
„ „ 7«2— 55+30«przez: 9-2*H------ g—^ -----

202. Znaleść największy wspólny dzielnik dla:
*ł-j-4«2-f-16 i —«3-|-8«—8.

203. Dodać ułamki:
1 2«—5 x2—x-\ - 6

”2 + 3 #  (2-1-3«)2’ (2+3«)3 '

Pomnożyć: -— :- przez: , .1—«-¡-«2 * 1 -\-x-\-x2
204. Rozwiązać równania następujące:

1) ^ - 2i ± i  =  3 9 -5* ;

2) (a-\-b)(a—x) — a(b—x);
ly —3x

3)
2x-j-3y x  

16 ' 12
■ 23 .
■Ł4 ' !y = 3.
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205 . R o z w ią z a ć  r ó w n a n ia  n a s tę p u ją c e :

3 5 — 3 «1) 6«-)- - - =  44.

2) 4(«*-|-3«)—2j/«*-ł-3«=12.
3) x2Ą-yx — 15: y2-j-xy — 10.

206*. Dwóch kupców miało razem 10000 rs.; 
kapitał jednego i drugiego procentuje się jednakowo 
(to jest zysk obu od sta na rok, jest jednakowy). 
Pierwszy z nich po upływie trzech lat ma kapitału 
wraz z procentem 9900 rs.; drugi zaś już po upływie 
dwóch lat ma kapitału wraz z procentem 9900 rs.. 
Pytanie: Jakiż był początkowy kapitał każdego z tych 
kupców?

207. W liczbie dwucyfrowój cyfra, stojąca na 
miejscu dziesiątków jest o 2 większą od cyfry, stoją- 
cśj na miejscu jedności; jeżeli zaś cyfry odwrócimy, 
wtedy nowa liczba będzie w takim stosunku do liczby 
danój, w jakim jest 7 do 4. Znaleść tę liczbę.

208. Ma ktoś w portmonetce pewną summę 
pieniędzy, złożoną tylko z papierków pięcio rublowych 
i rublowych. Kwadrat z liczby papierków pięcioru- 
blowych jest równy podwojonej liczbie papierków ru­
blowych, a cała kwota pieniędzy zawiera tyle rubli 
jaka jest podwojona summa liczby papierków jednego 
i drugiego rodzaju. Pytanie: ileż jest papierków każ­
dego rodzaju i jak summa znajduje się w portmonetce?

209. Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z wie­
lomianu:

4«ł-j-8<i«3 -j— )— 1662.̂ a -j— 16rtÓ>2£C -j-16ół.
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210. Napisać taki postęp różnicowy, którego 
wyrazem pierwszym jest 7 i w którym summa dwuna­
stu pierwszych wyrazów jest równą 348.

211. Podzielió:
6«5—25*h/-j-47*3y2—49*2y3+62*ył—45y5 

przez 2*2—7*y+9y2.
212. Pomnożyć:

3+5 a 12+41*4-36*2 przez: 5—2*44+7*
213. Ułamek:

4 as3—45*2+162se-

26*—8*2—14
3—4*

•185
*4—15*3+81*2—185*+150 

sprowadzić do najprostszój postaci.
214. Rozwiązać równania następujące: 

1N 3*—2 1—5*_n
~h  i r ~ y‘

2) * + i y  =  17; y + i  « =  8.

3) I j - I - I .  I + I - l .  i 4 - 1 - Ł
ó ) x '  y  2 ’ * + z — 9 ’ y + * ~ 1 8 '

215. Rozwiązać równania następujące:

'  * *+ 3  6 •
2) lOy*—7*2 =  7; 5y*—3*y=20.

3) * + y = 6 ;  *4-fy4 — 272.
216. 684 rubli podzielić na takie dwie części, 

aby liczba piecorublówek, zawartych w jednój części 
była równą liczbie rublówek, zawartych w drugiśj 
części.
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217. Liczba złożona z trzech cyfr, których sum­
ma jest równa 9. wynosi 42 razy wziętą summę cyfry 
średniśj i pierwszej z lewej strony; cyfra zas ostatnia 
z prawej strony jest równą podwojonej summie dwóch 
cyfr pozostałych. Znaleść tę liczbę.

218. Kupił ktoś pewną liczbę akcyj za 2625 
rubli; gdy następnie akcye poszły w górę, tak że ich 
wartość podwoiła się, sprzedał wszystkie, z wyjąt­
kiem pięciu, które sobie zostawił, za 4G00 rs. Ileż 
akcyj kupił?

219. Cztery liczby stanowią postęp różnicowy: 
summa ich jest 50, a iloczyn drugiśj i trzeciej wynosi- 
156. Znaleść te liczby.

220. Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z:
17+12K2.

221. Podzielić: se9—1 przez: x 3—1,
i: m(qx2—rx)-\-p(mx3 —nx2)—n(qx- —r) przez ma—n.

222. Uprościć:
axm— bxm+l . a2+ 6 2+ c 2-)-2aó+2ac+25c
a2bx—ó3*3 1 a*—b2—c2—2 bo

223. Znaleść najmniejszą wspólną wielokrotną 
względem: 7*3—4*2—21*+12 i 21*2—26*4-8.

224. Rozwiązać równania następujące:
2*—4 2—3* rj

' 7 5 '
2) 17*—13y =  144; 23*+19y =  890.

i _ I —A.  i  , 1 = A.  A _ I _ A
* y 8 ’ x '  z 9 ’ z y  7 2 ’3)
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225. Rozwiązać równania następujące:
1) ■ ' S1~ = i1 100 25« 4 ‘

2) 0.0075«2+0,75«— 150.
3) Vx-\-y-4-J/«—y=zV o. b(x—a)-\-a(b—y) — 0.

226. Człowiek, który idąc zwykłym krokiem, 
przechodzi na godzinę 3^ wiorsty, wyszedł na prze­
chadzkę; i. uszedłszy pewną odległość, przypomniał 
sobie, że miał załatwić w domu pilny interes. Wraca 
więc, biegnąc z początku z prędkością 7 wiorst na 
godzinę, a następnie pozostałą część drogi przechodzi 
zwykłym swoim krokiem w ciągu pięciu minut. Poka­
zało się, że od chwili jego wyjścia z domu aż do po­
wrotu upłynęło 25 minut. Pytanie: ileż wiorst on 
przebiegł.

227. Ojciec umierając, dzieli testamentem swój 
majątek, wynoszący 75000 rs., pomiędzy pozostałą 
żonę, dwóch synów i trzy córki w następujący sposób: 
każdemu synowi zapisuje dwa razy tyle co każdój 
córce, a wdowie o 5000 rs. więcej aniżeli wszystkim 
dzieciom razem. Ileż każda osoba otrzymała?

228. Zbiornik może być napełniony wodą,
wpływającą dwiema rurami, w ciągu 1̂ - godziny. Ru­
ra szersza może napełnić ten zbiornik o 2 godziny 
prędzój aniżeli rura węższa. Znaleść w ile godzin 
każda z tych rur oddzielnie napełniłaby zbiornik.

229. Wyraz trzeci postępu różnicowego jest 
równy cztery razy wziętemu wyrazowi pierwszemu, 
a wyraz szósty tegoż postępu jest 17: napisać ten 
postęp.
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230. Znaleść summę n wyrazów postępu.

3f + 2 2 4 l ! + - ---
231. Uprościć następujące wyrażenia:

¿.«-H—« x  x“—6+c X  xiJrL~~a', 
b aĄ-b . a2-\-b2

a-\-b 2a 2a(a—b) ’

a2—ab-\-b2 a2—b2
a3—3ab(a—b)—b3 a2-\-b2 '

232. Sprowadzić do najprostszśj postaci ułamek:

«2-|-ll« -t-30 
9«3-j-53«2—9«—18 ’

233. Rozwiązać równania następujące:

1) i-  4- —---- J_
x 2« 3«

2)

7
3 ’

8 .

3) 4cc-|-5y 
_ 40“ — x —y-

234. Rozwiązać równania następujące:

1)
48 165 -5.«4-3 «4-10

2) a*24 5 2-j-o2 — ffl2-j-2óc-(-2(ó—o)xV a.

3) V xĄ -y-\-V  x — y = 4 ;  « 24 y 2 “ 41.
Algieb. Todh. 3 4



235. Oddział wojska, uciekający po przegra­
nej bitwie przed nieprzyjacielem, jest w pewnej chwi­
li odległy od niego na 26 wiorst. W ucieczce swój 
maszeruje z taką prędkością, że odbywa 18 wiorst na 
dzień. Nieprzyjaciel ściga go z prędkością 23 wiorst 
na dzień; lecz najprzód pierwszy dzień traci na przy­
gotowaniach; następnie po dwóch dniach marszu jest 
zmuszony do zatrzymania się przez jeden dzień, dla 
naprawy mostu, i toż samo się powtarza znowuż 
po nowych dwóch dniach marszu. Pytanie: po ilu 
dniach, licząc od wyjścia cofającego się oddziału, ten 
ostatni zostanie dognany przez nieprzyjaciela?

236. Ma ktoś 900 rs. w samych banknotach 
pięcio- i trzy rublowych; których razem jest sztuk 200.
Ileż ma banknotów pięcio,- a ile trzyrublowych?

237. Dwie liczby są do siebie w stosunku 4 do 
5; jeżeli pierwszą z nich powiększymy o 10, a drugą 
o tyleż zmniejszymy, wtedy stosunek pomiędzy temi 
nowemi liczbami będzie odwrotnym względem pier­
wszego. Znaleść te liczby.

238. Pułkownik chce ustawić swoich żołnierzy 
w kwadrat pełny. Próbuje ich ustawić jednym spo­
sobem; wtedy okazuje się, że zbywa mu jeszcze 39 
żołnierzy; przy ustawieniu ich po raz drugi w ten 
sposób, że bok kwadratu poprzedniego powiększył
0 jednego żołnierza, pokazało się, że mu brakuje do 
kwadratu zupełnego jeszcze 50 żołnierzy. Z ilu żoł­
nierzy składał się oddział?

239. Wyciągnąć pierwiastki kwadratowe z wy­
rażeń:

a0-}-2a5ó-(-3a4ó2-j-4a363-)-3a2ó4-)-2aó5-(-ó6; i
1 a2-j-4ó2-j-9c2-)-4aó-[-6ac-j-12i>ć.
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_ i  i
240. Pomnożyć: # sy -  2*y+4A- y " przez:

241. Uprościć wyrażenia:

40scy—(9-b—8z/) (5*-f2^)—(4y—3x) 115 * +  4,y ) ;

14 *  I i - * _  i —y+ n2 _  i + ^ h f 2 4.2
\ —x  1 1-Hr 1-be2 l - « 2

242. Znaleść największy wspólny dzielnik dla:

i ,x* +-<nr 3+ 2 a V  -j-3a %X J- aó2x + a ł+ a 2ó2.

243. Dwaj handlarze poszli na targ z jednako­
wą summą pieniędzy, po pewien towar. Pierwszy 
wydał wszystko co miał z wyjątkiem 5 rs. 1 zakupił 
za to 250 funtów towaru. Drugi kupił tegoż samego 
towaru i po tój samej cenie wprawdzie 350 funtów, 
lecz musiał dopożyczyć jeszcze 35 rs., aby wszystko 
zapłacić. Pytanie: ileż rubli każdy z nich miał 
z początku?

244 Jeżeli cyfry, stanowiące pewną liczbę dwu­
cyfrową odwrócimy, i liczbę tak otrzymaną odejmie­
my od pierwszej, wtedy okaże się. że różnica zna­
leziona równać się będzie summie cyfr. Znalesc tę 
liczbę, skoro wiemy, że jedna z tych dwóch cyfr 
jest o jedność większą od drugiój.

245. Znaleść trzy liczby, z których trzecia
jest o 5 większą od pierwszój i takie, że iloczyn

V 34*
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z ich summy, pomnożonój przez pierwszą, z nich jest 
48; iloczyn zaś z ich summy przez trzecią jest 128.

246. Wypożyczył ktoś 1024 rs. podług pewnój 
stopy procentu; na końcu drugiego roku odbiera 
summę, równą kapitałowi wraz z procentem składa­
nym, wynoszącą 1156 rs. Znaleść stopę procentu.

247. Z pewnej summy pieniędzy biorę naj­
przód o 50 rs. więeój, aniżeli wynosi połowa tójże 
summy; następnie z reszty o 30 rs. więeój, aniżeli 
wynosi piąta część tej że summy; potem z nowśj 
reszty znowuż o 20 rs. więcej aniżeli wynosi czwarta 
część początkowśj summy; — poczóm zostało tylko 10 
rubli. Jakaż była początkowa summa?

248. Znaleść taki ułamek, że jeżeli do jego 
licznika dodamy 2, wtedy jego wartość stanie się
równą a jeżeli od mianownika jego odejmiemy 1, 

wtedy jego wartość stanie się równą

249. Znaleść dwie liczby, mające następujące 
własności: jeżeli mniejszą z nich podzielimy przez 
większą, wtedy na iloraz otrzymamy 0,21 i na resztę 
0,04162; jeżeli zaś liczbę większą podzielimy przez 
mniejszą, wtedy na iloraz otrzymamy 4 i na resztę 
0,742.

250. Pokazać, że:

i - i -  i
(xy2)3 — (x2y )3Ą-a; # 3

— ~L L 
•*+y * 3+ y 3
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251. Uprościć:
6 « - j- |4 « —{85—(2a-j-4ó)— 225j - 7 6  | -  

- |7 6 4 - j8 « — (36 r 4 o )+ 8 6 } - j - 6 a ] .

252. Pomnożyć: a —te, kolejno przez 

a 2 -\-x2, a 4- j-a s ł , a 8- |-a s 8;

pomnożyć także:
am~nb r przez a*~ mbp ~"o.

253. Znaleść największy wspólny dzielnik dla: 
45a3x-{-3a2a:2—9ti#3-j-6#‘ i 18«2#—8#3.

254. Rozwiązać następujące równania:
x—2 #4-23 104-#

4) * ----- 3 -  =  - i ----------| T '

2)
X

6"

3) a—as— X^ a2— 4a2—7#2.
255. Liczbę 208 podzielić na takie dwie części, 

aby summa jednej czwartój większój części i jednej 
trzeciój mniejszej części powiększona o//, była równą 
cztery razy wziętej różnicy pomiędzy temi częściami.

256. Dwie osoby A  i B  kupują majątek za 
90000 rs.. Osoba A mogłaby całą summę zapłacić, 
gdyby do tego co ma, osoba B  dodała jój połowę 
swojego kapitału; osoba B  zapłaciłaby sama całą 
summę, gdyby do tego co ma, osoba A  dodała jój 
trzecią część swojego kapitału. Znaleść ile każda 
z tych osób miała?
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257. Właściciel domu kupił od sąsiada plac 
prostokątny, którego długość jest większą od szero­
kości o 18 łokci, a którego powierzchnia wynosi 819 
łokci kwadratowych. Znaleść długość i szerokość 
placu.

258. Kupił ktoś pewną liczbę jabłek do podzie­
lenia pomiędzy swoje dzieci. Najstarszemu daje po­
łowę wszystkich jabłek bez 8 jabłek; drugiemu daje 
połowę tego co zostało bez 8 jabłek; podobnież trze­
ciemu i czwartemu. Piątemu zaś oddaje pozostałe 
jeszcze 20 jabłek. Ileż jabłek kupił?

259. Summa dwóch liczb jest 13, różnica ich 
kwadratów jest 39; znaleść te liczby.

260. Handlarz kupił konia, którego następnie 
sprzedał za 144 rs. i miał przy sprzedaży tyle zysku 
od sta, ile go koń kosztował. Ileż zapłacił za konia?

261. Uprościć wyrażenie:
(a-\-b)(a—b)—ja-}-ó — c—(b—a—c)-j- 

—j—(6—|—c —a) J (a—b—c).
262. Pomnożyć: xs-]-xs-\-x*^-x2-\-l przez x2—1

a także: x
2x------1 przeza

x 2 a
a x +  1 •

263. Jakie wyrażenie, będąc pomnożone przez

«—i  da na iloczyn x 3—i  — —4-j ?

264. Uprościć następujące wyrażenia:
3*3— \Zx2+23x—21 

dx3-\-x2— U x-\-2 l ’ 
i a-j-ó a - b  . 2 b2 ta—b
f 2(a—b) 2(a-|-ó) ‘ (i2—¿>2 , 2b
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2 6 5 . R o z w ią z a ć  ró w n a n ia  n a stęp u ją ce:

5л?—(—3 , 2 e — 3 _ fi
1) -1

3)

2)

5x

V  3+*-

1 2x—\ 
. )/.r = 6

V'ó-\-x

+9«? =  91; ° |-Ь 9 « = 1 б 7

2)

266. Rozwiązać równania następujące:
1) x2—x—6 =  0.
x-\-1 . x-\-2 __2a?-f-13
x —1 ' x —2 ■*4-1

3) x 2— xy-\-y2 —  l \  x + y  =  5-
267. Stosunek summy dwóch liczb do ich róż­

nicy jest równy stosunkowi 7 do 3. Pokazać, że je ­
żeli połowę mniejszój z tych liczb dodamy do liczby 
większój, i połowę liczby większój dodamy do liczby 
mniejszój, wtedy stosunek dwóch liczb w ten sposób 
utworzonych będzie równym stosunkowi 4 do 3.

268. Sztuka płótna kosztuje o 15 rubli mniej 
aniżeli sztuka sukna, a wartość 50 sztuk płótna prze­
wyższa wartość 30 sztuk sukna o 150 rs. Znaleść 
cenę sztuki płótna i sztuki sukna.

269. Pokazać, że:
(bcd-\-cda~\- dab -|-abc )»— ( я - j -ó -p c - f  d)2abcd=

=  (bc— ad)(ca— bd)(ab— cd).

270. Wyciągnąć pierwiastek kwadratowy z:
5аз2 x  . 1

ж*+л'3 — — з +  0 ,

a także 2 : 33—20 V 2.a także 2:
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271. Znaleść wartość wyrażenia:
b2 Ą-c2 -\-2bc—a2,

gdzie: a — y-\-z—2x, b— z \- x —2y, c = x \ - y —2z.

272. Podzielić: «4—21«-f-8 przez: 1—3«-f-«a.

273. Dodać ułamki:
a-\-x a—x . a2-\-x2
a —x ' a-\-x

Pomnożyć:
2 7 a 2- j-3 a a ? - j-7 /K 2 3 a - j - «
I 5«2 j ax—2j:2 ł 3a—x

274: Pomnożyć:
12ax—5«23x ■ 4 a—‘óx przez: 4« 20««—7«2

5 a—2«

Podzielić: 1 — 1 ;— przez: 1-f 2X——X  X 00

275. Uprościć wyrażenia:
1

1
1 i

6+ c-\-d

1 1 , 1
a 2 ax x2
1 , 1 1
¿5 +

276. Rozwiązać równania następujące:

1) ^ — -j- — — 7. x x
2) 5 y —3 «  =  2; 8 « /—5x =  1.

o \  3 « — 2y X — y _ _ 1 _ «  , y _ 4

"U /( O — 1 ’ 5 ' 2 •
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277. Rozwiązać równania następujące:
1) a2(x —a)2= b 2(x-\-a)2.

x ,5 «  4-1
x —2 ' «+ 32) =r5.

31 V 13«—1—V  2x— 1 =; 5.
278. Pewna osoba szła od podstawy góry do 

wierzchołka z prędkością 2̂ - wiorsty na godz.; scho­

dziła zaś tąż samą drogą z prędkością 3^ wiorsty na 
godzinę. W obie strony szła 5 godzin. Pytanie: jak 
długą drogę odbyła?

279. Pokazać, że różnica pomiędzy kwadratem 
liczby dwucyfrowej, a kwadratem liczby, powstałój 
z pierwszśj przez proste przestawienie cyfr, jest 
zawsze podzielna przez 99.

280. Jeżeli a:b= za:d , pokazać, że będzie:
3 __  3

PV_p,T: y c^ d 2—  V a * + b 3: I
281. Znaleść wartość liczebnę wyrażenia:

V a—{a—b) | /5 a—(a—b)
U a2-\-b2 a-\-b

gdy: a — 3, ó=:4.
282. Od: (a—b)(c—d) odjąć: (ó—a)(c—d)

i znaleść wartość otrzymanój różnicy w tym szcze­
gólnym przypadku, gdy a— 2b, i d — 2c.

283. Wyrażenia:
x2—2«*—24«2 . x—y y
x2—7 ax—44a2 1 x-\-y x —y

sprowadzić do najprostszej postaci.
+ y

y—x ’
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28.4. Rozwiązać równania.

2 )

1)
3«—2y 

5 ~

4
3~\-&

®-y_
2

1__ +
x  7 x '

3) V 2x—1 + 1 / 3*+10 =  V 1 l.r+9. 
285. Rozwiązać ró nania:

1) 10x 4 2 = 9  .1—x

3) x2—xy-\-y2 — 7; 5x—2y — 9.
286. Podczas regat jedna łódka płynie przez 

całą drogę z prędkością 4 metrów na sekundę; druga
zas płynie pierwszą połowę drogi z prędkością 3^
metrów na sekundę, a drugą połowę — z prędkością
4*- metrów na sekundę i dosięga mety w 15 sekund
późniój, aniżełi pierwsza. Znaleść ile czasu płynęła 
każda.

287. Obraz prostokątny jest otoczony bardzo 
wązką ramą, mającą całego obwodu wewnętrznego 
10 stóp długości, i kosztującą, licząc po 1 rab. 20 kop. 
stopę bieżącą, dwa razy tyle rubli, ile sam obraz ma 
stóp kwadratowych powierzchni. Znaleść długość 
i szerokość obrazu.

288. Jeżeli: a :ó =  d, wtedy będzie i: 
a+ó j-c-f-d : a+ ó —c—d = a —b-\-c—d : a—b—c-j-d.

289. Objętość ostrosłupa jest proporcyonalną 
jednocześnie do powierzchni jego podstawy i do jego
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wysokości. Znaleziono, że objętość takiego ostro­
słupa, którego podstawa jest kwadratem, mającym 
bok równy 9 stopom, a którego wysokość jest 10 stóp, 
jest równą 270 stóp sześciennych. Oznaczyć wyso­
kość takiego ostrosłupa, którego objętość wynosi 54 
stopy sześcienne, a podstawa jest kwadratem, mają­
cym bok równy 3 stopom.

290. Znaleść summę n wyrazów postępu różni­
cowego:

1 1 1 _
1-f-tf’ l —#2 ’ 1—« ’

291. Znaleść wartość liczebną wyrażenia: 
a3_j_&3_j_c3—3abo, gdy: a =  0,03, 6 =  0,1 i o =  0,07.

292. Uprościć wyrażenie:
(ac—óJ)2+ («J+ óc)2__

i pokazać, że:
¿c^ 2_ c2)_(_Ca(c2'—a2)+ a 6(a2—62)—

—(a+ ó+ c )ja2(ó—ć)-\-b\c—a)+c2(a 6j| = 0 .
293. Jeżeli: a+ ó + c  — 0, pokazać, że będzie

także: a ;+ ó 3+ c 3 =  3abo.
294. Ułamek:

a;iĄ-2x3+ 6x—9 
+ + 4 + 3+ 4 « 2—9 

sprowadzić do najprostszój postaci.
295. Rozwiązać równania następujące:

10tf+L7 12*+2  5«:—4
1} 18 13x—16 9 ‘

2) 6x—5 y —  1; y—* =  12.
3) | + 8y =  66; | + 8* =  129.



296. Rozwiązać równania:

1) : * ± U  3*41 =  4 
4 ‘ as-j-4

2) V'2x+źVAx—3 — 20

3) V : i x - f l  — V 2x—1 =  1
297. Zbiornik może być wypróżniony klapą 

w ciągu 48 minut; tenże sam zbiornik może być na- 
pełniony kranem w ciągu 36 minut. Znaleść w ciągu 
ilu minut próżny zbiornik będzie napełniony, gdy 
jednocześnie otworzymy kran i klapę.

298. Wioślarz przepływa łódką po rzece 30 
wiorst w jedną stronę i tyleż z powrotem w ciągu 12 
godzin. G-dy płynie z wodą, robi 5 wiorst w tym sa­
mym czasie, w którym robi 3 wiorsty, płynąc pod 
wodę. Znaleść w jakim czasie przepłynął w jedną 
i w jakim w drugą stronę.

299. Wstawić trzy wyrazy średnie arytmety­
czne pomiędzy: a—b i a-\-b.

300. Znaleść *, jeżeli:
2s2 : 2Лх — 8 :1 .
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XXII. 1). 72.
3). 200 wiorst od A. 
5). 8, 16.

61). 25.
63). {a—by-

2). 2.
4). 35, 50, 70.
6). 28, 14.
8). 20 Listopada.

10). 36, 27.
12). 14, 24, 38.
14). 103.
16). 8.
18). 10.
20). 36, 12.
22). 14.
24). 21.
26). 24, 60, 192.
28). 30000.
30). 24.
32). 10, 14, 18, 22, 26, 30.
34). 50, 100, 150, 250.
36). 24, 36, 56.
38). 130, 150, 130, 90.
40). 75, 25.
42). 1000.
44). 24000.
46). 21 kop.

2). 20, 30.
4). 12. 16.
6). 32, 16.
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7). 48. 8). 30.
9). 9, 16. 10). 30.

11). 18, 22, 10, 40. 12). 6, 24.
13). 10, 15, 3, 60. 14). 3 rs.
15). 55, 45. 16). po upływie 18“- godz.
17). 27, 17. 18). 168, 84, 42.
19). 16, 25, 7, 42. 20). 240, 180, 144.
21). 15, 21. 22). 2560.
23) 36,54. 24). 60.
25). 12. 26). 875, 1125.
27). 25. 28). 10, 20.
29). 20, 80. 30). 5^ .
31). 40, 50. 32). 28.
33). 24. 34). 1024.
35). 450, 270. 36). 2200, 1620,1100,1080.
37). 60. 38). 7, 12, 32.
39). 30. 40). 240.
41). 1500. 42). 24.
43). 60. 44). 120000 rs.,
45). 25. 46). 4 . 4 -
47). 40. 48). 6.
49). 49^ min. po trzeciej. 50). 32^- min. po trzeciej.
51). 288. 52). 2 sekundy.
53). 40. min. po jedenastej. 
55). 14.

54). 3000, 2000.

56*). drugi 16 łut., pokrywka 20 łut.. 
57*). 6 metr.
58*). 8,16757305 metrów sześciennych tlenu i

30,72563195 metr. sześć, azotu
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59*). 90, ЮО. 480 kwart.
60*). w prawej 11, w lewśj 5 rs. 
61*). 256. 62*). 50.
68*). 300. 64*). 2І-.
65*). 63. 66*). 84 lit..
67*). 1696. 68*). 3 drachmy.
69*). A  jest oddalone od B  na 100 mil. Okręt prze­

był 119^ m.
70*). 7 mil.
71*). Zbiornik zawiera 240 litrów, i co minutę powin­

no się wlewać 8 litrów.
72*). 6 dni, 42 mile od B.

73*). po -,(i-  jednostek czasu spotkają się. Nie mo-
G G

żliwóm jest rozwiązanie, gdy d jest dodatne 
i c ~ c .  § 2143.

74*). -7—— jednostek czasu.
G ~ j~  G

75*). po —- jednostek czasu.

76*). po
d-\-nc'
c'-fc

jednostek czasu po wyjściu pier­

wszego.
77*). po —--— jednostek czasu od wyjścia pier-' n—m

wszego.
78*). o 1-szej 45^ min., w odległości 8~  mili od War­

szawy.
79*). po upływie 17 lub 23.y minut.

i ;

549

d> — l , . cZ—{—Z . ,
80*). po c-q rc’ № c ^ mmut-
81*). po upływie 1 godz.il2miu. lubl3godz. i 12 min. 

82*). po upływie sekund przed icb spotkaniem

sie i po sek. po icb spotkaniu się.
- * c'— c

83*). 36 metr.
84*). 12 stóp.
85*). w wysokości 4 ^  stopy.
86*). 16000 rs., 4000 rs., 40-ro.
87*). 9, 9, 89. 88*). 24.
89*). A  36 rs. B  46*- rs. 90*). 8.

XXIII. 1). 10, 7.
3). 2, 13.
5). 5, 5.
7). 20, 10.
9). 3, 2.

11). Ą ,  4.

13). 19, 2.

15). 6, 12.
17). 10, 5.
19). 20, 20.
21). 9, 7.
23). 4, 9.
25). Ą ,  1.
27). 10, 8.

2). 17, 19. 
4). 4, 1.
6). 21, 12. 
8). 2, - 3 .  

10). 3, 2.
12). 10, 7. 

14). 38̂ -, 70.
1ГЧ 3^8 156 
iD b  157’ 157'
18). 12, 12. 
20). 13, 5. 
22). 10, 4. 
24). 5, 7.
26). 2, 2.
28).
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29). 3, 2. 
31). 3,2. 
33). 4, 12.

35). a, b.

37). b,a.

39).

41).

ac
aĄ-b ’ 
a, b.

ba
a-\ b '

43). (a+ó)2, {a -by .

45*). 7, 8.

47*) + ± 1
ab-{- V  «6+1 '

30).
32).
34).

36).

38).

40).

42).

44).

63, 14.
2, 3.
a, b.
ab ab 

a+ ó ’ a + 6 ‘ 
ab2c a2bc 

hfi±b2' a2+&“2' 
1

a + 6 ’
a—[—&, a —b.

c c 
aĄ-b’ «+6 ’

1

0.

46*).H a+ & ),H a-6 ).

XXIV. 1). 2, 1,3. 
3). 2, 1, 3.
5). 4. 0, 5.
7). 45, —21. 1.
9). 51,76,1.

2). 3,4,6.  
4). 9, 11, 13. 
6). 5 , - 5 ,  5. 
8). 10, 7, 3.

8 2 
4 ’ 5

11) . x t= |-(5+ c—a), i t. (1.

12) . « =  |-(a+ ó + c)—a, i t. d.

13) . a: =  *(ó+c) i t. d.

i al>c14) . x — y = zz=  ■. , .—:— .'  a ab-\-ba-[■ ca
15) . x — a, y  — b, z — c.
16) . v — 3, x =  4, y — 5, z — 2.
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17*).
19*).
20*).
21*).
22*),

3).
5).

7).

9*).
11).

13).
15) .

16) . 
18). 
20) .

5, 11, 12. 18*). 7, 8, 9.
x ~ a 2—b2, y — J2 —C", z — c1 — a2. 
x — b2—c2, y — c2—a2, z — a2—ó2.

1 1 1 
* = 2 ’ ^ = 3  » * = 4  ''
•is — a— j—c, y — a-\-b—c, s =  a—6+c,

i: :al+Ó+C.

XXV. 1). 42,26. 
116, 166.
2 rs., 14 kop.
4

15'

. 4, 8.

8, 4.
70, 50.

2). 12, 16.
4). 24, 60.
6). 49, 21.
8;. 45,63.

10). rs. " rs.
12*). 54 rs., 42 rs.
14). f-.

słupów 24, odległość pomiędzy dwoma najbli- 
ższemi 20 st. pomiędzy skrajnemi (24—1)20.

24).
26).
28*)
29) .

30) .
32) .
33) .

15, 65.
14, 10.
1, 2.
qs-\-r . s — r 
y+ 1  7-+I

17). 12,5.
19). 24.
21). 59.

23*). 4700 rs., 4~:

25). 50, 75.
27). 90, 72, 60.

21, 11.

70, 42, 3 5 .^ .
324.
idzie 4 wiorsty na godz., a płynie 3 wiorsty na 

godz. z początku.
33*- w. 48* w odległ. 31). 45, 30 w. na godz.O U
30, 50 w. na godz.
60 w.; pociąg tow. 30 w. na godz.
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34). 150, 120, 90. 35). 31- rs., 3 rs., 23 rs.

36). 120, 80, 40. 37). 432.

38*). I  i
3

39*). majstra 5 rs., czel. 3̂ - rs.

40*). 3*-
d(m-\-v) d{n—mi) 

4 ' '  2mn u 2mn
42*). złota 14, 77..., srebra 5, 22... funt.
43*). 2, 10. 44*). 11, 7.

__d{nĄ-m)_ d(n—rn)__ ^
2m»+i(n-j-m)’ 2)n«+i(H+ m)

4 6 * ) .§ + .  47*). 662|., 937)-.
48*). 25, 35. 49"). 20, 1, 7 rs.
50*). robotników było 18, każdy niósł 50 funtów.
51*). 37, 45, 52. 52*). 43, 117, 328.
53*). 8 : 9 :10 :11.
54*). A 2 rs., B  3 rs. 60 kop., C 6 rs. 80 kop., 

D  13 rs. 20 kop.
55*). w 1-ym 449, 2-m 225, 3-m 113, 4-m 57, 5-m 29, 

6-m 15, 7-m 8 jabłek.

XXVI. 1). 8 « V ^ 2.

3). 81a4ó8c12.

„  64«3 
5)’ 27y6 ‘

2). —8£c6y0̂ 9.
4«4

4). 9y4
.12

)̂" y8z8’
7)_ a 7_j_7ao^_|_21a3ó2+ 3 5 a 4ó3-{-35a3ół + 2 1 a 2ó 5-j-

+ 7  aó6+ ó 7.
9). a°—3ałZ»2+ 3a2ó4—ó6.

10). l —3ar-| 3x-—«3. 11). 8+ 12a+-6«2+ « 3.

12) . 27—54«+36«2- 8 « 3.
13) . l+ 4 « + 6 « 2+ 4 « 34-«4-
14) . ,vt—8«3+24«2—32«+16.
15) . 16«4+96ic3+216«2+216«+81.
16) . 2a3«3+6a«ó+2.
17) . 2a4«4+ 12a2£c2& V +2óV .
18) . 2(5«-fl0«3+ « 3).
19) . 1—4«2+ 6«4—4«°+«8.
20) . 1 —(—2as—|-3a32-4—2«3—}—i»4.
22). 1+2«—«2- 2 « + « 4.
23) . l+ 6 * + 1 3 « 2+12«*+4«4.
24) . 1—6«-f-15«2—18«3+ 9 « 4.
25) . 2(4+25«2+16«4).
26) . l+ 3 « + 6 * 2+ 7 « 3+ 6 « ‘+ 3 « 5+ « 6.
28) . 1+3«—5«3+ 3 « 5—« 6.
29) . l+ 9 « + 3 3 « 2-f-63sc3+66«4+ 36«5-f-8«6.
30) . 1 —9«+36«2—81«3+108«4—81«5+27«°.
31) . 2(36«+171«3+144«3).
32) . 1—2«+3cc2—«*+2«5+ « \
33) . l+4«+10ie2+20«3+25«ł +24«3+16«G.
34) . 4(ab-\-ad-\-bc-\-cd).
35) . 2(a2+2ac+c2+ ó 2+2ód+rf2).
36) . l+ 6«+ 15«2+20«3-j- 15«4+6a35+aę°.
37) . 1—12«+60«2—160«3+240«4—192«3+ 64«6.
38) . l+ 8 « + 2 8 « 2+56«3+70«4+56« 5+28«°+8«+ « 8.
39) . 1—3«3+ 3 « 6—«9.
40) .  1+ 3 « 2+ 6 « 4 + 7 «6+ 6 « 8+ 3«  I 0 + a s 1 2 .

XXVII. 1). 3ci2ó2.
3). —4aó2.

5). —ab2c3.

2). 2ab.
4). 2ab-c2.
r\ 5ab

Algieb. Todh. 36
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7).
баб3

"5с* '

9)- 25? •
11). 4a-t-5b.
13). 6я3+1.

5а+2Ь 
15)- 5а+ 2с’
17). х 2-\-х-\-1.
19). ж2+В;р-}-8.
21). 1—2я+3ж2.
23). ж2—ая+2а2.
25). ж2—Qx2-\-l2x—8.

27). 1— я  t ' * 2— х ъ-\-х^. 

29). 1 - К
31). \ — х - \ х г.
3 3 ). *  +  1.
3 5 ). 34.
3 7 ). 61.
39). 87.
41 ). 123 .
43 ). 407.
4 5 ). 6, 42.
4 7 ). 1234.
4 9 ). 6 2 0 ,1 -
51 ). 8 , 008.
5 3 ). 12007,- 
55 ). 1 , 8042.
57 ). 0 , 75416.
59). 0 ,9 4 8 6 8 .
61). О, 65574.

1 2 ). 7а2— 66. 
14). 8а-}-36с.

1 6 ).
За2- 4
2х— 3

1 8 ). l — ® -j-2«2.
2 0 ). л-2— 1 х - 2 .
22). 2я‘—ж2—2.
2 4 ). л-2— ах-\-Ъ2.
26). аз3-)-2ал:г — 2а*.» а э. 

9оч
¿b>- 3у 5г 4г 
3 0 ). 2.С— 3у.
32). ж2— (a-\-b)x-\-abr
34). х 2—ху+у*.
36). 45.
3 8 ). 72.
40). 99 .
42). 321.
4 4 ). 55, 5.
46). О, 914.
4 8 ). 5420.
50). 70, 58.
52). О, 4 9 37 .
54). 504, 06.
56 ). 2 ,1 3 1 9 .
58 ). 443329.
6 0 ). 2, 49198.
6 2 ). О, 09233.

555

63). 4, 12310. 
65). 18, 63488. 
67). 2æ-f-3у.
69). X—а—Ъ. 
71). X2—ах—аг. 
73). 1 —Зяз-{-4л:2. 
75). l-f2œ.
77). 27.
79). 54.
81). 88.
83). 138.
85). 378.
87). 5, 76.
89). И И .
91). 45045.

64). 11,35781.
66). 119, 56331. 
68). 12ж2-{-4^3.
70). ^ -f-á r-f l^  
72). 2«2-|-4c*-^3c2. 
74). \~ x - \-x 3—X3 
76). Зх—I.
78). 35.
80). 61.
82). 92.
84). 148.
86). 39, 2.
88). 0, 604.
90). 2755.
92). 17479.1

XXVIII. 1). i .

3). А . ' 10 4). 100.

5) - ¿ - 6). а-6.
7). а«. 8). а - 2.

7

9). а -1.
3 3

i

10). а \

11).
3

12). а-Ь.

13). x2-¡-2x 2~J-x—4. 14). •гЧ-І+.г'*.
9 9

15). а~‘—1.
£ £ 

16). а2—За34 За_У
3 1 2 4

17). а2+ 2 а Ѵ + а і - * У .
36*
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18).

19) .

20)  . 

21) . 

22).

24) .

25) .

26) . 

28). 

SO).

я 2 +  х гу ^ х у 2- у \  i

х*-\-яяу ь-\-х6у 3-\-у~-
2 11 2- 
T  I _ з \ з  I J . 3а 0-\-алbä-\-Ъ .

2 _i __  ̂ _1
16« 3—12« 6у 3+9г/ ,s. 

х + у .  2В). а
£ 2 -  —
*66 6+ & 3.

а 8_^гК—с

ж 2 -f2« 8 а 3 +&* 4 а -|-2« к а ' - f“2-

2® 8 2/8 ~Н/4 • 27). ®'*-2 *

сс—2—ас-
3

2« 4—3-)-4ж 4. 

XXIX. 1). 7^2.

29). X 13 —2# 2 -K«

.2). 9^4 .

3). Ш '

5).

7).
9).

11).

з

13КІ5 
10 ■

2 - \ - 2 Ѵ 2 - 2 Ѵ  3.

4 - |-^ К £
24—КІ5 

33 *

4). К  4
4. '

5 У  2 
2 '

5

6 ).

8). 2 + ~ Ѵ б . 

10). 5 + 2 Кб.
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12) . у(18+9Кб+4Кі5-}-бКЮ).
13) . З+Кб! Я-

15). К 6 + К 2 . 
17). К З -К 2 . 
19). КЗ.
21*). а-\^т. 
23*). 2 у—2г.  
25*). у \ х .

14). 3 -К7.

w). K Ï - K 1 -
18). 2+КЗ.
20). КІО.
22*). и. '
24*). 2«+2*.

/ *  О  I

з « * ) . | / і - к : і = 4И + 2И
3

27*). 5.
т

29*). K Ä  
31*). ѴаЬ.

33*).

■6 К І = 2 К 9 -
28*). Ка«46а.
30*). ѴаЬ.  

32*). Ѵ ІЛ .
3 _

34*). К500.
___ __ К-Т'8 _

5*). \ / K W -  | / а 1 (§ 276).

3 7 * ) . ^ .и_Л у К 2 .
8*). 3(КІ9—4).
(> * ) .У £ 2 .

2*). K a-fK F

39*). 3(13+7Кз)-

'  а — Ь

а _ ъ . 43*). КГ+^Ч-а.
. К 2 + К З -К 5  (17 2-4-К' 3—К j~)К ГГ, 

2Кб ~  г Ѵ б .Ѵ в
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/

45*).

46*).

V 12 +- V  1 8 -^ 3 0  2 К 3+ З К 2 —{/ЗО
12 “  12

9 Ѵ щ я Ѵ ь + Ѵ ч —ъ Ѵ Ш  * 15
59

Xlf
Я—у

47*). ^ -g Ѵу—ху—У VУ '

mr-fris nr
48*). «Г nr -----J /

252_
50*). V a m .
52*). 2aH6a&2.
5 4 * ) .  2a.

n n n
56*). К«5—2 Ѵ л Ъ - \ - Ѵ & .

58*). V  ó".
12___

60* ) .  K 4375.

15 _
49*). V a«.
51*). (2a¿>$
53*). 2a.
55*). 14^5—І8КЗ.

60 —
57*). V i .

59*). V a .

XXX. 1). ± 4 . 2). +25.
3). + 7 . 4). + 9 .
5). + 9 . 6). + 6.
7). 1.2 8). 2, 3.

9). 2, —12. 10). 0 __ L0 , 2

11 ). 4 , - 3 . 12). 10, 5.

13). 5 _ 5 14). 6, —3.

15). 3 1 
2 ’ 2 16). 9 1

2 > 2 '
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17). 5 — 0, 3 . 18). 3, - 9 .

19). 9JL _1
"2 ' 2 * 20). 1 1  _ l l

21). 1,2. 22). 4.
23). 6, 4 • 24). 11, 3.

25). 5, З І . 26). 44, —2.

27). 7 __7 28). 10, — 10.

29). 3, - 2- í . 30). 1 3
3 •

31). 2. 32). 2 , - 3 .
33). ± 2. 34). 1 , - 4 .
35). 3 _jLó, g . 36). 6, 2§

37). 6, j  - 38). 7 , | .

39). 8.‘ 2r i- 40). 3 , - 4 -
41). 3 , - 5 . 42). 3 __ Ё.

43). 2, - 1 . 44). 4, - 1 .

45). 7 314 7> df5 • 46). 1— 1 1 4’ 1 ‘
47). 4i  14 3> 7 48). 3 __!.0, 5 .

49). 3, — 9. 50). — 10. 9 g

51). 3, - i i . 52). 3, - l |

53). 4, 0. 54). і т , ° -
55). 13, y . 56). 6. - З І
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57). 5, 11 3 . 58). 5, l i

5 9 )! 5, - 4 - 60). 2 § ,  0 .

6 1 ). a-f* —  • a 62). ( a ± ó ) 2.

63). ~hV ab. 64).
b(a-\-b)

a’ 2 ^ f  b '

6 5 * ) . ± V  a2— i* . 6 6 * ) . ± 1 -

6 7 * ) . ± |/£ - 68*). ±1/Sr-
6 9 * ) . 0 , a-\-b. 7 0 * ) .

7 1 * ) . 2a— 6, 36— 2 a.

XXXI. 1). ± 2 , +  3. 2). 49.
3). 4. 4 ). " h  4.
5). 5 , - 3 . 6 ). 3, -  2.
7). 6, 0. 8). 1 2 , - 3 .
9 ). 9 , - 1 2 . 1 0 ). ± 3 .

11). 2, — 15-1-. 12). 4 , l l l  •

13). l "5 • 14). 16.

1 5 ). 1. 16 ). 3 4 
5 ’ 5 •

17). 4 . 18). 4.

i r 19)-

4 (a+ 6 )(< z2+ 6 2)
20).

a— 1
~ 2 ~ '

'  21). 3 a 2. 22 ).
° ’ ± K 6 *

23). 0, H -5 . 24). 0, ± 1 / 2 .

561

25). 2, ±1.
27). a , — 2a , — 2a.

29*). 0, ± V c (2 a — e). 
1,

26). 0, ± V  ab,
Q O \  t28). a, y ,
30*). 196, 49.

• 364148 
:343 •

3 1 * ). 4 , 1 ,  — 3 ± J / — 7).

3 2 * ) . 256, 625. 3 3 * ) .  314,

3 4 * ) . — (n - f - 1 )3, n3. 3 5 * ) .  a, b.

3 6 * ) . 1. K — 1, —  K —I .  3 7 * ) . 1, 4, |  .

38*). 3, 2 , - 2 , - 1 .
39*). a -\-V a2± c 2, a—V a 2—c2.

1 — l ± l / = 340*). 1, V — [. 41*). 2, i ,

XXXII. 1). 36,24. 2).
3). 30,24. 4).
5). 12,10. 6).
7). 196. 8).
9). 11. 10).

11). 6. 12. 12).
13). 24. 14).
15). 20. 16).
17). 10, 9 w. 18).
19). 192, 128. 20).
21). równe ilości. 22).
23*). 40 metr. 24*).

25*). 4. . 26*).

36, 24. 
18,12, 9. 
4, 6.
3, 48.
7.
15.
27.
126, 96. 
56.
9 garn. 
4&
224.

d
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27*). . 28*). 16, 5.
U

29*). 52̂ - m. dług. 35 m. szer.
30*). I, rs., ^ rs. 31*). 4 metry; 5 metr.
32*). 1800 rs., 1600 rs. 33*). 28, 23, 17.
34*). 36 m., 30 m.
35*).  ̂ mili lub ~  mili na godzinę. Równanie do

2 1 1 , .
rozwiązania będzie: -----r :=9t)— 6 ’ gazie v

V g
oznacza prędkość, z jaką podróżni idą.

36*). w 11 sekund po wyjściu drugiego.
- to  >a± l / d > - t \  2)(a»+c, 2) + ^ , « . 

ói '■ ' c2-j-,2.

38*). po: M+be‘± V jednostek

czasu.
39*). po upływie czasu ae4-ófi| 

c2-f-c, 2 *
40*). Oznaczając przez d  odległość tych dwóch punk­

tów świecących, przez i  i i, natężenie ich 
w podległości równej 1, a przez * odległość 
szukanego punktu od pierwszego będzie: 

d V i_
x ~ V i ± V i l '

41*). 135, 74.

563

XXXIII. 1). 5, — 4; 4, — 5.
oV 4 __25. .. 71
+  4’ 7 ’ l f  35 ‘ 3). +  8 ; + 6 .
4). 6 , 12; 2 , - 4 . 5). 7 , - 4 ;  4 , - 7 .

b)- 4, J3, 3, -yg. 7). - 2 4 , | ;  12,

8). 6 , — g j ; 5 , ^ . 9) o __— • 4 __5324, 4 -g-

10). 6 , 0; 5, 0. 11). 0 ; 0 .

12). 3.6; 1  J . 13). 4 , +  8 , - j .

15). a , b.

16).

17).

19) .

20)  . 
22). 
24). 

26). 
28).
29) .

30) .

32) .

33) .

(36—a)a , (3a—b)bo, ------r ,— ; b , ^ .a-j b a-\-b
2 ab* 2 b a 2

’ «2- f  ó2 ’ ’ a2- f  ó2

4, 3,
7

V2 5
±  5; ±  4.
±  15; ±  7.

±  9; ±  4.

±  9; ±  3.
±  2; ±  1.
± 9 ,  ± 8  * /2 ; ±  7, ±  1 /2 . 

±  4; ±  1.

±  (o+l) &
V (2«2+2)

a -\-b

. 18) a . 0; 0 , b. 

1
±  V2

21). ± 7 ;  ± 6 .
23). ±  4, ±  14; ± 1 ,  =F4. 

25). ±  3, ±  36; ±  5, =F 2 

27). ±  8 ; ±  6 .

23

± a, ±

31). 0 ,1 ,4 i i  

-V- (p -D *
V (2a2+2) '

a— b

0, 2, 22 •

P T 1 ±K±
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i i_ —|—1 i -j i_ ® ^34). ± a , ± T ^ = ;  ± 1 ,  ±
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DODATEK
zawierający:

t. Zasady nauki o podzielności liczb.

II. Ułamki ciągłe.

III. Rozwiązanie równań nieoznaczonych stopnia
pierwszego.

IV. 0  Logarytmach.



I.

Podzielność liczb.

1*. Pod wyrazem liczba rozumiść będziemy w ca­
łym tym rozdziale liczbą całkowitą-, w przeciwnym razie 
wyraźnie zaznaczymy, że myślimy o liczbie nie 
całkowitśj.

Gdy pewna liczba powstaje z powtórzenia dru­
giej liczby ilekolwiek razy, wtedy pierwszą nazywamy 
wielokrotną względem drugiej, lub wielokrotnością dru- 
giój. Tak naprzykład gdy a jest równe liczbie b po- 
wtói'zonej m razy, t. j. gdy: a—mb, wtedy a jest wie­
lokrotnością b. Zamiast tego mówimy często, że: a 
jest podzielne przez b, lub że a dzieli się przez b; liczbę 
b nazywamy dzielnikiem lub cząścią wielokrotną liczby a.

Z tego określenia wypada, że gdy a jest wielo- 
krotnem względem b, a b jest wiełokrotnśm względem 
c, wtedy i a jest także wielokrotnóm względem c. 
Gdyż podług założenia a—mb, b—nc, przeto i a=m«c; 
więc a jest podzielne przez c.

I  w ogólności: jeżeli mamy szereg liczb, z których 
każda jest wielokrotnością następnój, wtedy także 
i każda z nieb jest wielokrotną względem każdej z na- 
stępnycb.
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Również z tego określenia wypada, że jeżeli li­
czba a jest wielokrotną, względem ci liczba ¿»jest tak­
że wielokrotną względem c, wtedy i summa lub różni­
ca liczb a i b będzie także wielokrotną względem e. 
Gdyż jeżeli: a—mc, i b=.nc, wtedy: a-+b =  (m+n) c.

2*. Jednem z najważniejszych zadań w nauce
0 podzielności liczb, jest zadanie następujące: Znaleść 
wszystkie dzielniki wspólne dla dwóch liczb danych a i b, 
to jest takie liczby d, któreby się mieściły bez reszty
1 w liczbie a i w liczbie b.

Możemy przyjąć tutaj, że a jest większe od ¿»; 
dzieląc a przez b otrzymamy na iloraz q\ i na resztę 
rx, która to ostatnia liczba będzie zawsze mniejszą od 
b. Wtedy możemy utworzyć równość:

«= ? i &+»>.
Przypuśćmy, że pewna liczba d mieści się w a i b 

bez reszty; ostatnia równość pokazuje, że taż sama li­
czba musi się mieścić w r,. Gdyż: skoro d dzieli bez 
reszty a i ¿>, to dzieli także bez reszty a i qxb, a zatśm 
musi dzielić i ich różnicę a—qx b=zrx. Możemy więc 
powiedzióć, że każdy wspólny dzielnik dla a i  b, jest 
zarazem dzielnikiem i dla r,. I odwrotnie: każdy 
wspólny dzielnik dla liczb b i rx jest zarazem dziel­
nikiem i liczby a; gdyż jeżeli ¿»jest wielokrotne wzglę­
dem pewnój liczby d, wówczas i ¿̂> jest także wielo­
krotne względem tójże samój liczby d; jeżeli i rx jest 
wielokrotne względem d, wtedy summa q\b-\-rx, czyli 
a, będzie także wielokrotną względem d. I tak: każdy 
wspólny dzielnik dla liczb a i b, jest zarazem dzielni­
kiem wspólnym dla b i r , ; i odwrotnie każdy wspólny 
dzielnik dla b i r , , jest zarazem wspólnym dzielnikiem 
dla a i ¿>. Widzimy z tego, że zadanie odnoszące się
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do wynalezienia wspólnych dzielników liczb a i b, zo­
stało tym sposobem sprowadzone do wynalezienia 
wspólnych dzielników liczb b i rx. A  ponieważ b jest 
mniejsze od a, rx zaś jest mniejsze od ¿», przeto mo­
żemy powiedzieć, że zadanie pierwotne zostało spro­
wadzone do zadania prostszego.

Jeżeli rx jest różne od zera, gdy zatem pierwsze 
dzielenie nie mogło być wykonane bez reszty, wtedy 
dzieląc znowuż ¿» przez rx, i oznaczając iloraz przez 
fh ,  a resztę przez r3, otrzymamy nową równość:

b ='&*•,• +  r2,
w której r2 jest mniejsze od rx. Rozumowanie po­
dobne do powyższego pokaże nam, że wszystkie wspól­
ne dzielniki liczb rx i r2 są zarazem wspólnemi dziel­
nikami liczb b i rx i odwrotnie: zatem oznaczenie 
wspólnych dzielników liczb a i b zostaje tym sposo­
bem sprowadzone do wynalezienia wspólnych dziel­
ników liczb rx i r3.

Postępując w podobny sposób dalej, dojdziemy na- 
koniec po pewnój skończonej liczbie działań do takiego 
dzielenia, które zostanie wykonane bez reszty, i o  na­
stąpić musi: gdyż liczby ¿», rx, r2, r3 i t. d., stanowią 
szereg liczb całkowitych i ciągle zmniejszających się; 
a że liczba takich liczb, które są mniejsze od b jest 
ograniczoną, przeto pomiędzy niemi musi nakoniec 
przytrafić się zero.

Przypuśćmy, że to mieć będzie miejsce p o « -j- l 
dzieleniu. Wtedy otrzymamy szereg następujących 
równości, w których głoski mają ciągle jednakowe 
znaczenie:

a =  <h b +  rx, 
b =z.q3 rx -f- r2,

Alei»b. Todh. '3 3
Dodatek do Przegl. Pedag.
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ri =  rh  r2 +»V

rn—a '/ /; rn—l ;
—1 --  ę« +1

Każdy wspólny dzielnik ¿dla a i b jest także dziel­
nikiem następnych liczb: ru r2, . . . rra_2, n .-i, i nako- 
niec rn ; i odwrotnie jeżeli d jest dzielnikiem liczby 
rn wtedy będzie ono i dzielnikiem »•„_!, czyli będzie 
wspólnym dzielnikiem dla i r„ ; zatem będzie ono 
i dzielnikiem dla r„_2 i t. d., i nakoniec będzie dzielni­
kiem liczb: a ib .

Te wszystkie rozumowania prowadzą nas do ta­
kiego wypadku: Dzielniki wspólne dwóch liczb a i b, 
są zarazem wszystkiemi dzielnikami pewnej oznaczo­
nej liczby rn , którą możemy znaleźć za pomocą poda­
nego wyżej sposobu postępowania. Ponieważ po­
między temi dzielnikami znajduje się i sama ta liczba 
rn< i ponieważ z pomiędzy tych wszystkich dzielników 
jest ona największą, przeto ?•„ nazywamy największym 
wspólnym dzielnikiem liczb a ib .  Oznaczać go będzie­
my w przyszłości takim znakiem: D {a, b).

Rachunek powyższy nie rozwiązał nam bez wąt­
pienia tego zadania, jakie na początku postawiliśmy; 
jednak za pomocą tego sposobu postępowania, jaki 
był wyłożony, zadanie zostało sprowadzone do innego 
zadania, mianowicie do oznaczenia wszystkich dziel­
ników liczby: D(a, b) =  r„ .

Przypuściliśmy w całśm rozumowaniu, że a jest 
większe od 5; gdyby było odwrotnie, wtedy należało­
by przyjąć, że =  0; i zresztą sposób postępowania 
i wypadek ostateczny pozostały by bez zmiany.
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3~. Ka szczególną uwagę zasługuje ten przy­
padek, gdy największy wspólny dzielnik dwóch liczb 
jest równy jedności, co oczywiście mieć będzie miejsce 
wtedy, gdy przy wykonywaniu powyższego rachunku, 
jedna z reszt wypadnie 1. Dwie takie liczby na­
zywamy pierwszemi względem siebie, lub względnie 
pierwszemi; mówimy także, że są to liczby“ nie 
mające żadnego wspólnego dzielnika; na dziel­
nik 1, wspólny dla wszystkich liczb, nie zwra­
camy przy tśm żadnej uwagi. Z samego określenia 
największego wspólnego dzielnika wypada, że ilorazy 
powstałe z podzielenia dwóch liczb a i b  przez ich 
największy wspólny dzielnik, są liczbami pierwszemi 
względem siebie. W  rzeczy samej: oznaczmy iloraz

D{a, b) przez m’ iloraz zaś J)(l, b) ' przez n- 
m i n  miały jakikolwiek wspólny dzielnik d\ wtedy: 
m =  m'd\ n =  n'd; a ponieważ: a =  m . D {a, b), i ó — 
n .D (a ,b ), przeto, podstawiając zamiast m i n  ich 
wartości, byłoby: a=m'. d .1) (a, ¿>); i b=zn' .d  .£> (a, b)- 
zkąd wypadłoby, że a i b mają za wspólny dzielnik ilo­
czyn: d . D(a, b), to jest liczbę większą od D(a, b), 
co się sprzeciwia założeniu.

Dla liczb pierwszych względem siebie dowie­
dziemy najprzód taką własność główną:

Jeżeli a i b są dwiema liczbami pierwszemi względem 
siebie, k zaś jakąkolwiek liczbą trzecią, wtedy największy 
wspólny dzielnik dla iloczynu ka i liczby b będzie równy 
największemu wspólnemu dzielnikowi liczb k i b.

Używając sposobu oznaczenia, objaśnionego w 
Poprzednim paragrafie, możemy wyrazić tę własność 
tak: Jeżeli: D(a, b) =  1, wtedy: D{ka, b) =  D{k, b)
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Aby tego dowieść, ułóżmy te równości dla liczb 
a i b jakie znaleźliśmy w § 2* przy oznaczaniu naj­
większego wspólnego dzielnika tychże liczb a i b. 
Ponieważ liczby te są pierwszemi wzglądem siebie,
czyli największy ich wspólny dzielnik jest 1, przeto 
w wymienionych równościach rn =  ł, i one zamienią 
się na następne:

a. =  2i ó -j- r,
U —  § 2  r i “ f "  

ri — *h r2 ’’3

n(~2 — '7»~i +  1
Mnożąc teraz obie strony, każdej z tych równości

przez otrzymamy:
a k —, 2', & ó -)-»■, i; 
b k =  23 ■+*

rlk z= q 3 kxx% Ą- kr3

»V_a * =■ ?» -i +  fc................
Każdy wspólny dzielnik dla a* i ó mieści się i w

. i i ,  a zatóm ***; mi<3Ści si^ zatfm
i w q,kru a, przeto i w » -  22̂  r i — 1 *§
rzajac toż samo rozumowanie dalej, tak jak to mwiP 
miejsce w paragrafie poprzednim, dochodzimy do tego, 
że każdy wspólny dzielnik dla ak i b, jest zarazem 
wspólnym dzielnikiem dla k ib .  A z tego wypada, ' 
największy wspólny dzielnik dla a k i ó jest taki sam, 
ja k  największy wspólny dzielnik dla k 1 b,

% tej własnośei wypadają bezpośrednio nastąpi
jące wnioski:
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1. Iloczyn dwóch liczb a i k, z których każda 
jest pierwszą względem trzeciej liczby b, jest także 
pierwszym względem liczby b\ czyli: jeżeli D{a, b )~  1 
i D(k, b) =  1, będzie także i D{ak, b) — 1.

Gdyż podług dowiedzionśj własności największy 
wspólny dzielnik dla ak i b jest równy największemu 
wspólnemu dzielnikowi liczb k i b. Lecz podług za­
łożenia i te dwie ostatnie liczby są także pierwsze 
względem siebie, największy ich wspólny dzielnik 
jest 1; przeto i największy wspólny dzielnik liczb ak 
i b jest równy 1, czyli ak i b są pierwsze względem 
siebie.

2, Jeżeli a jest liczbą pierwszą względem b i 
iloczyn «¿jest podzielnym przez b, wtedy liczba k jest 
sama podzielną przez b. Gdyż skoro iloczyn «A jest 
podzielnym przez b, wtedy największy wspólny dziel­
nik dla ak i b jest b. A że podług twierdzenia głó­
wnego, największy wspólny dzielnik ak i b jest równy 
największemu wspólnemu dzielnikowi k i b, przeto 
i ten ostatni jest także b, czyli liczba k musi być po­
dzielną przez b.

8. Jeżeli pewna liczba A7 jest podzielną przez 
każdą z liczb « i b, pierwszych względem siebie, wtedy 
taż liczba A jest podzielną i przez iloczyn ab.

W  rzeczy samćj: Jeżeli A  jest podzielne przez ar 
wtedy N ~ m a .  Podzielmy obie strony tej równości 
przez b; otrzymamy:

N _ma
!> T

Ponieważ, podług założenia, A  jest podzielne 
i przez b, pierwsza strona tśj ostatnićj równości, a za- 
tćm i druga strona powinny być całkowite, czyli ma
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powinno być podzielne przez b. A że a jest pierwsze 
względem b, więc na zasadzie wniosku drugiego, m 
samo musi być podzielne przez 6; to jest powinno być 
m — nb. Podstawiając tę wartość na m w wyrażenie 
N  — ma, otrzymamy: N — nab, co pokazuje, że liczba 
A7 jest wielokrotną względem iloczynu ab.

4. Pierwszy z powyższych wniosków może być 
uogólniony w następujący sposób: Jeżeli mamy dwa 
szeregi liczb:

a, b, e, d . . .  . 
i a', b', c', d '. . . .

takich, że każda liczba szeregu pierwszego jest 
pierwszą względem każdej z liczb szeregu drugiegot 
wtedy i iloczyn wszystkich liczb szeregu pierwszego, 
będzie liczbą pierwszą względem iloczynu wszystkich 
liczb szeregu drugiego.

I  w rzeczy samśj: skoro a i b są pierwsze wzglę­
dem a', wtedy i ich iloczyn ab jest także pierwszym 
względem a’. Gdy zaś ab i c są pierwsze względem 
a\ wówczas i iloczyn (a6). c =  abc jest pierwszym 
względem a'. Powtarzając dalej toż samo rozumowa­
nie, wypadnie, że iloczyn abc . . . .  będzie pierwszym
względem każdej z liczb a', b', c’ ............  Lecz jeżeli
znowu liczba a' jest pierwszą względem iloczynu 
abcd . . . . i liczba b' jest także pierwszą względem 
tegoż samego iloczynu, będzie i iloczyn a' b' liczbę 
pierwszą względem abcd . . . . Ciągnąc dalćj toż ro­
zumowanie wypadnie ostatecznie, że iloczyn a'b'c'd . . .
jest pierwszym względem iloczynu a b c d ............

5. Przyjmijmy, jako szczególny przypadek wnio­
sku ^poprzedniego, że wrszystkie liczby pierwszego 
szeregu stają się równemi a, wszystkie zaś liczby dru-
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giego szeregu stają się równemi a'. Wtedy iloczyn 
liczb pierwszego szeregu zamieni się na pewną po­
tęgę a; iloczyn zaś liczb szeregu drugiego zamieni się 
na potęgę liczby a'. Ztąd wypada, że jeżeli dwie 
liczby a i a' są pierwszemi względem siebie, będzie 
też i każda potęga liczby a pierwszą względem ka- 
żdćj potęgi liczby a'.

Przez zastosowanie powyższój zasady możemy
n ________

łatwo dowieść, że V  N  gdzie N  jest całkowite, nie 
może być wyrażony nietylko pod postacią liczby cał- 
kowitój, ale nawet pod postacią ułamku, gdy A7 nie jest 
zupełną potęgą n-tą pewnój liczby całkowitej. Gdy-

n ________ d
by bowiem mogło być J /  A7 == , gdzie a i a’

można przyjąć, jako liczby pierwsze względem siebie, 

wtedy byłoby: — —~yr =  A że a jest
pierwsze względem o', więc i a" jest pierwsze wzglę- 

dem a'n ; ułamek przeto — nie może być równym
n _______

liczbie całkowitój N , a tóm samem i V  N  ni® m0'
że być równym -A —. Pierwiastek taki przedstawia

nam przykład ilości niewymiernej. (Patrz § § 254, 255, 
265, oraz rozdział XXIX).

4*. Nie trudno się przekonać, że jeżeli dwie 
liczby a i b są pierwsze względem siebie, wtedy two­
rząc szereg liczb:

l.a ; 2.a ; 3.a ; . . .  . (6 -2 ) a ; (b—1) a . . . .  (1) 
nie otrzymamy w nim ani jednej liczby, która by 
była podzielną przez 6. Gdyż aby którakolwiek
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z tych  liczb, np. ma b y ła  podzielną przez b, potrzeba  
aby m było podzielne przez ó, co być n ie może; liczba  
bowiem  m jako w zięta  z szeregu:

1, 2, 3, 4 ............ (b—2), (b—I),
jest mniejszą od b.

Dzieląc zatóm kolejno każdą z liczb szeregu (1) 
przez b, otrzymamy z każdego dzielenia pewną resztę. 
Można dowieść, że pomiędzy temi resztami, nie ma 
dwóch reszt równych, czyli innemi słowami, że wszy- 
stkie one są różne. W rzeczy samej: wybierzmy z sze­
regu (1) dwie liczby którekolwiek ma  i na, i przy­
puśćmy, jeżeli to być może, że reszty pozostałe z po­
dzielenia każdej z tych liczb przez b są równe. 0 - 
znaczmy te wspólną resztę przez r, ilorazy zaś przez 
q i q'. Wtedy byłoby:

ma =  qb -f- r ; na — q 'b-\-r.
Odejmijmy odpowiedniemi stronami te dwie ró­

wności, będzie:
(ni — n) a =  (q —q ') b ; 

dzieląc zaś obie strony przez b ;

Lecz q i q' są liczbami całkowitemi, więc i ich 
różnica jest także całkowitą, zatóm i pierwsza strona 
równości powyższój powinna być całkowitą, to jest 
(m — n) a powinno być podzielne przez b. A ponieważ 
a jest pierwsze względem b, przeto m—n powinno 
dzielić się bez reszty przez b. Lecz to jest niemożliwe, 
gdyż każda z liczb m i n, jako wzięta z szeregu: 1, 2, 
3 . . .  . (b — 2) i (b — 1), jest mniejszą od b, więc 
i ich różnica m—n jako mniejsza od b nie może być 
wielokrotną względem b. 7i tego więc wypada,
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że wszystkie reszty, pozostałe z dzielenia liczb sze­
regu (1) przez b są różne. Każda z tych reszt jest 
mniejszą od b, liczba ich jest b—1, gdyż szereg (1) 
zawiera liczb b—1; reszty te przeto są znowuż li­
czbami:

1,2, 3 ,4  . . . (b—2), (b-1); 
które oczywiście mogą wypadać w bardzo rozmai­
tym porządku.

Ta własność reszt, pozostałych z dzielenia liczb 
szeregu (1) przez b jest bardzo ważną w teoryi liczb; 
użyjemy jej w rozdziale III  niniejszego dodatku.

5*. Zadanie jakie podaliśmy w § 2*, może być 
uogólnione i rozciągnięte do ilukolwiek liczb; mia- 
no wicie możemy zadać sobie pytanie, jak znaleźć 
wszystkie wspólne dzielniki, i zarazem największy 
wspólny dzielnik dla szeregu liczb a,b.,c,d . . . .  . 
Ponieważ każdy wspólny dzielnik dla liczb a i b, jest 
zarazem dzielnikiem i dla D(a, b), (to jest największe­
go wspólnego dzielnika liczb a i b), przeto każdy 
wspólny dzielnik dla liczb a, b i c, będzie zarazem 
wspólnym dzielnikiem dla D(a, b) i c ; i odwrotnie. 
Więc największy wspólny dzielnik dla D(a, b) i c bę­
dzie największym wspólnym dzielnikiem dla trzech 
liczb a, b i e. Wyrazić to możemy znakami przyję­
temu w ten sposób:

D(a, b,c) — D  j D(a,b) , c j.
W podobny sposób rozumując znajdziemy w dal­

szym ciągu:
D(a, b ,c ,d ) = D {  D(a, b, c), d}

Ten sposób postępowania możemy przedłużyć 
tak daleko, dopóki nie dojdziemy do ostatniej liczby.
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6*. Zadaniem odwrotnóm poniekąd względem 
zadania rozwiązanego w § 2*, jest zadanie następu­
jące: Mając dany szereg liczb a, b, c, d . . . . zna_ 
leźć wszystkie wspólne wielokrotne względem tych 
liczb, to jest wszystkie te liczby, które są podzielne 
przez każdą z liczb danych.

Z początku ograniczymy się tylko dwiema liczba­
mi a, b, i rozwiążemy pytanie tylko dla tych dwóch 
liczb. Oznaczmy jakąkolwiek wspólną wielokrotną 
dla liczb a ib  znakiem M  (a , b). Ponieważ szukana 
wspólna wielokrotna ma być podzielną przez a, przeto 
musi być ona tej postaci na, gdzie n jest jakąkolwiek 
liczbą całkowitą.

Lecz szukana wspólna wielokrotna ma być po­
dzielną także i przez b; dzieląc przeto obie strony ró­
wności:

M  (a, b) — na,
przez b, powinniśmy otrzymać ilorazy całkowite; 
jest

M (a, b) 
b -T- =  całkowitej,

to

Jeżeli dalój oznaczymy największy wspólny dziel­
nik liczb a i b  przez D (a, b), wtedy ilorazy, powstałe 
z podzielenia liczb a i b przez D  (a, b) muszą być 
liczbami pierwszemi względem siebie (§ 3*). Czyli:

jeżeli iloraz 2>|'a ~6) oznaczymy głosk9 a'> a il°raz

^  głoską b1, to a' i b' są liczbami pierwszemi

względem siebie. Z powyższych oznaczeń wypada że 
« =  «’. JD(a.b)- b — b‘ .D  (a,b).
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Podstawmy teraz na drugiój stronie równości
7lCt

~  całkowitćj zamiast a i b ich odpowiednie war­
tości: a '. D (a, b) i b '. D (a, b)\ otrzymamy:

na! D (a,b) na!
ó \  D  (a, b) ~  T  ~  całk°WltŚj.

Ostatnia ta równość pokazuje, że na' powinno 
być podzielne przez 6. A że a' jest pierwsze wzglę­
dem b', przeto n samo powinno być podzielne przez 
b', czyli n =  n b', gdzie ri oznacza jakąkolwiek li­
czbę całkowitą. Aby więc n a mogło przedstawiać li­
czbę podzielną i przez b, potrzeba aby n było tej po­
staci: n1. b', gdzie b' jest ilorazem, powstałym z po­
dzielenia b przez największy wspólny dzielnik liczb 
a i b. Podstawiając tę wartość w wyrażenie na 
M (a, b), otrzymamy:

Al (a, b) =  n! ab‘ ; 
bczyli, ponieważ b- D (a, b) 5

Al (a, b) =  n'

przeto:

ab
D  (a, b) '

Ten wypadek pokazuje nam, że wszystkie liczby 
podzielne zarazem przez a i przez b są zawarte w tśj

postaci ^ ; i odwrotnie wszystkie liczby za­

warte w tśm ostatniśm wyrażeniu, są podzielne 
i przez a i przez b. Gdyż

ab , ń , , , a
l i i  “ J . \  =  w - a - - i w --------T C )  l u b  =  W . b . y r - -------- T T .U  (a, b) D  (a, b) ’ D  (a, b)

Wypada z tego ostatecznie, że wszystkie wspólne 
wielokrotne względem liczb a i b są zarazem wielo-
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krotnościami pewnej oznaczonej liczby ^  ^  . Tę
ostatnią liczbę nazywamy najmniejszą wspólną wielo­
krotną względem liczb a i b, lub najmniejszą wspólną 
wielokrotnością liczb a i b i oznaczać będziemy tak: 
m (a, b).

Aby toż samo twierdzenie rozciągnąć do ilukol-
wiek liczb danych a, b, c, d.... należy tylko zwrócić
uwagę na to, że każda wspólna wielokrotna liczb 
a, b, c, d...., czyli M (a, b, c, d.....), musi być także 
wspólną wielokrotną dla liczb:

ab i
D  (a, b )' C'

i odwrotnie. Należy więc najprzód znaleść najmniej-
ab

szą wspólną wielokrotną względem liczb 1 c’

czyli rn \ , ah , , cl, następnie najmniejszą wspólną 
J 1 V  (a, b)

wielokrotną dla tej ostatniej i dla nowej liczby d, 
i tak dalej aż do ostatnićj z danych liczb. Stąd wi­
dzimy, że wszystkie wspólne wielokrotne liczb danych: 
a, b, c, d....są zarazem wielokrotnościami pewnej ozna­
czonej liczby, którą nazywamy najmniejszą wspólną 
wielokrotną względem tychże liczb. Aby ją  wyrazić 
dogodnie jednym znakiem, używać będziemy do tego 
symbolu m {a, b, c, d....). Dla tśj liczby tn (a, b, c, d....) 
możnaby wyprowadzić wzór ogólny, podobny do wzoru

ab
D (a, b)

, odnoszącego się do dwóch liczb danych a, b,

lecz ponieważ wyprowadzenie wzoru tego jest dosyć 
złożone, przeto opuszczamy je tymbar dziej, że w prak­
tyce nigdy go nie używamy.
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7*. Na szczególną uwagę zasługuje ten przy­
padek, w którym liczby dane, brane po dwie, są 
pierwsze względem siebie. W  tym razie największy 
wspólny dzielnik najprzód dwóch liczb a i b jest 
równy 1, więc najmniejsza wspólna wielokrotna 
dla tych dwóch liczb jest ich iloczynem, czyli ah. Po­
nieważ dalej liczba c jest pierwszą i względem a 
i względem b, przeto jest ona także pierwszą i wzglę­
dem iloczynu ab; zatem najmniejsza wspólna wielo­
krotna dla ab i c czyli dla trzech liczb a, b i c będzie 
znowuż abc. Postępując w rozumowaniu tak samo da- 
lój, znajdziemy, że w tym przypadku najmniejsza 
wspólna wielokrotna liczb a, b, o, d.... jest ich iloczy­
nem: abcd.... A że każda wspólna wielokrotna wzglę­
dem liczb a, b, c, d....  jest zarazem pewną wielokro­
tnością najmniejszój wspólnśj wielokrotnej', przeto li­
czba podzielna przez liczby «, b, c, d.... . które, po dwie
brane, są pierwszemi względem siebie, jest także po- 
dzielną i przez ich iloczyn: abcd....  (Porównaj wnio­
sek 3-ci § 4*, gdzie ta zasada jest ustanowiona dla 
dwóch czynników).

8*. Każda liczba jest podzielną przez siebie sa­
mą i przez jedność; możemy wiec powiedzieć, że ka­
żda liczba (z wyjątkiem jedności) ma przynajmniój 
dwa dzielniki: każdą liczbę, która nie ma innych 
dzielników, oprócz tych dwóch, nazywamy liczbą 
pierwszą;

Z tego określenia wypada bezpośrednio, że je­
żeli w szeregu liczb całkowitych obierzemy dwie 
liczby p  i a, z których p  jest liczbą pierwszą, wtedy 
dwie te liczby albo będą pierwszemi względem siebie, 
albo taż liczba p będzie dzielnikiem liczby a-, i dwa te
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przypadki wzajemnie się wyłączają. Gdyż najwię­
kszy wspólny dzielnik dla tych dwóch liczb będzie 
albo 1 albo p.

Z tego jeszcze, jako dalszy wniosek, wypada i to, 
że jeżeli iloczyn z ilukolwiek liczb a, b, c, d . . .  

jest podzielny przez liczbę pierwsząp, wtedy przynaj- 
mniej jeden z czynników: a, i, o, d . . . .  jest podziel- 
nym przez p. Gdyż jeżeliby żaden z tych czynników, 
oddzielnie wzięty nie był podzielnym przez liczbę p, 
wtedy ta ostatnia liczba byłaby pierwszą względem 
każdego z nich, a zatem byłaby pierwszą i względem 
ich iloczynu: to zaś sprzeciwia się założeniu, iloczyn 
bowiem tych czynników ma być podzielnym przez p.

Każda liczba, która oprócz jedności i samój sie­
bie ma jeszcze inne jakiekolwiek dzielniki, nazywa się 
złożona. Nazwa ta  będzie usprawiedliwioną przez 
następujące twierdzenie:

Każda liczba złożona może być zawsze, i to w jeden 
tylko sposób, przedstawiona jako iloczyn skończonój liczby 
liczb pierwszych.

W rzeczy samój: weźmy pod uwagę jakąkolwiek 
liczbę złożoną N. Liczba ta ma, oprócz siebie samej 
i 1 jeszcze inne dzielniki; przyjmijmy, że jednym z ta­
kich dzielników będzie pewna liczba a. Jeżeli « nie 
jest liczbą pierwszą, wtedy znowuż oprócz 1 i a ma 
ona inne dzielniki: przypuśćmy, że się dzieli bez 
reszty przez b; jeżeli b nie jest jeszcze liczbą pierwszą, 
wtedy i ona ma przynajmniej jeden dzielnik c, różny 
od 1 i od b. Postępując tak dalej, musimy w końcu 
dojść do pewnego dzielnika, który będzie liczbą pierw­
szą; szereg liczb bowiem N, a,b, c . . . .  zawiera licz­
by malejące, musi przeto składać się ze skończonej
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liczby wyrazów, gdyż skończona jest liczba tych liczb 
całkowitych, które są mniejsze od N. Ostatni zatśm 
wyraz tego szeregu będzie liczbą pierwszą; w prze­
ciwnym bowiem razie możnaby było szereg dalej prze­
dłużyć. Oznaczmy tę liczbę pierwszą przez p ; wte­
dy, ponieważ każda z liczb tego szeregu jest wielo­
krotną względem każdśj z liczb następnych, przeto 
możemy uczynić:

N  =  p . 7)1.
Liczba m może być pierwszą lub złożoną ; w przy­

padku pierwszym liczba IV jest już przedstawioną pod 
postacią iloczynu z dwóch czynników pierwszych. 
"W drugim przypadku, to jest gdy m jest liczbą zło­
żoną, możemy znowuż znaleźć taką liczbę pierwszą 
p', która się mieści w m bez reszty, tym sposobem mo­
żemy uczynić:

m  =  p' m \
zkąd: N  =  pp m'.

Jeżeli m' nie jest jeszcze liczbą pierwszą, wów­
czas możemy dalśj w podobny sposób postępować 
dotąd, dopóki nie przedstawimy liczby N  jako iloczyn 
samych liczb pierwszych. Że musi to nastąpić po 
skończonej liczbie podobnych działań wypada z tego, 
że szereg liczb N, m, m '......... również stanowi sze­
reg malejący, a więc złożony ze skończonój liczby wy­
razów.

Powyższe rozumowanie pokazuje możliwość ro­
złożenia liczby na czynniki pierwsze. Lecz ponieważ 
dzielniki liczby N  mogą być bardzo rozmaite, a dzia­
łanie powyższe możemy zacząć od któregokolwiek 
z nich, przeto porządek, w jakim wynajdywać będzie-
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my kolejno czynniki pierwsze jest dowolnym. Mo­
żemy zatem zadać sobie pytanie: czy porządek ten 
jest rzeczą obojętną, czy nie; to jest czy rozkładając 
liczbę daną jakimkolwiek sposobem na czynniki 
pierwsze, otrzymamy zawsze jeden i ten sam wypadek 
ostateczny, czy też nie ? Aby na to pytanie odpowie­
dzieć, przypuśćmy że rozkładając raz liczbę N, otrzy­
mujemy wypadek:

N — p .p' .p " .........
przy drugim zaś rozkładzie znajdziemy:

N  — q . q' ,q " .........
gdzie tak: p, p\ p " ......... j ako też i q, q', q" . . . .
oznaczają liczby pierwsze. Ponieważ liczba N, jest 
podzielną przez q, przeto iloczyn p .p ' . p" . . . jest 
podzielny przez q . A że q jest liczbą pierwszą, więc 
przynajmniej jeden z czynników np. p, musi być po- 
dzielnym przez q . Lecz p jest liczbą pierwszą; zatem 
jedyne dzielniki jakie posiada s ą l  ip :  jeżeli przeto 
q nie jest jednośeią, to musi być równe p.

Stąd wypada dalśj że:

i  w podobny do powyższego sposób możemy pokazać, 
że czynnik q' musi być równym jednemu z czynników 
na pierwszój stronie znajdujących się np. p', skąd bę­
dzie:

p” . . .  =  q " -----
i t. d. Tym sposobem widzimy, że każda liczba pierw­
sza, wchodząca jako czynnik do drugiego rozłożenia, 
musi wchodzić, i to przynajmniej tyleż razy, do rozło­
żenia pierwszego; ponieważ zaś i odwrotnie można do-
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wieść tak samo, że każda liczba pierwsza, wchodząca 
jako czynnik do pierwszego rozłożenia musi co naj- 
mniij tyleż razy wchodzić i do rozłożenia drugiego, 
przeto wypada stąd, że oba sposoby rozłożenia pro­
wadzą do tych samych czynników pierwszych.

Tak więc dana liczba złożonaWmoże zawsze być roz­
łożoną i to w jeden tylko sposób na czynniki pierwsze.

Ten iloczyn czynników pierwszych, równy liczbie 
N, może być najprościej wyrażony przez użycie wy­
kładników. Przypuśćmy bowiem, że w skład liczby 
N  czynnik pierwszy a wchodzi m razy, wtedy zamiast 
pisać go w rzeczywistości tyleż razy: aa a ............ mo­
żemy napisać tak: am . Podobnież jeżeli czynnik 
pierwszy b wchodzi n razy, wtedy część liczby N, za­
leżąca od tegoż czynpika, będzie bn i t. d. Tym spo­
sobem każda liczba złożona może być przedstawiona 
pod tą postacią:

N  =  am b” cp d i ......... ,
gdzie «, b, c . .  . . oznaczają wszystkie te liczby pier­
wsze, które, będąc różnemi, mieszczą się bez reszty 
w liczbie N, a m, n, p, q . . . liczby całkowite i do- 
datne. Widoczną jest rzeczą, że w tój postaci są 
zawarte nietylko wszystkie liczby złożone, ale także 
wszystkie liczby pierwsze.

9*. Pokazuje się z powyższego, że liczby pier­
wsze są niejako materyalem, z którego są utworzone 
wszystkie pozostałe liczby. Już Euklides dowiódł, 
że takich liczb jest nieskończenie wiele, a to w na­
stępujący sposób: Gdybyśmy przypuścili, że liczba 
liczb pierwszych jest ograniczona i że ostatnią z nich, 
a więc największą, jest np. p, wtedy łatwo mogliby-

3 9Aleieb. Todh.
Dodatek do Przegl. Pedag.
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śmy się przekonać, że takie przypuszczenie utrzymać-1 
sie nie może. W rzeczy sarnój: każda liczba nie na­
leżąca do szeregu:

2, 3, 5, 7, 11, 1 8 .........p t
a zatem i każda liczba większa od p, musiałaby być 
złożoną, więc podziełną przez jednę z liczb napisa­
nych wyżej." Lecz nie trudno nam znaleźć przynaj­
mniej jednę liczbę taką, która będzie większą od p, 
a nie będzie podziełną przez żadną z powyższych liczb. 
W tym celu należy tylko utworzyć iloczyn ze wszy­
stkich liczb pierwszych i dodać do niego jedność; 
otrzymamy liczbę:

x =  2 . 3 . 5 . 7 ...............p -1~ 1 • _ .
Liczba ta jest najprzód większą od p, gdyż już 

2p  jest od p  większe; powtóre: nie jest podziełną
przez żadną z liczb pierwszych 2, 3, 5 ................ P,\
gdyż podzielona przez którąkolwiek z nich daje za­
wsze na resztę 1 . Jest więc albo sama liczbą pieiw- 
szą, większą odp, albo też, jeżeli jest złożoną, to dzieli 
się przez liczbę pierwszą nie zawartą w szeregu po­
wyższym, a więc większą od p \

9*. Zadanie: jak poznać czy liczba dana jaka­
kolwiek jest pierwszą, czy złożoną, w ogóle mówiąc 
jest trudne, z wyjątkiem liczb niewielkich, jakoteż 
liczb podzielnych przez małe liczby pierwsze jak np. 
2 ,3 ,5 ,7 ,1 1 .

Nie ma ogólnego wyrażenia na liczby pierwsze, 
nie ma także wzoru, który by obejmował tylko liczby 
pierwsze, chociażby nie wszystkie. Można nawet 
łatwo dowieść, że żaden wielomian algiebraiczny cał­
kowity, o współczynnikach wymiernych i zawierający 
tylko jednę zmienną, nie może wyrażać samych tylko
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liczb pierwszych. W rzeczy samej: weźmy pod uwagę
wielomian : a +  b x  - f  cx*  -f- d x *  _j_............... j przy.
puśćmy, że podstawiając w nim zamiast x  pewną li­
czbę r, oti zymamy na wartość tego wielomianu liczbę 
pierwszą p  , t. j. że będzie :

p  —  a +  b r  -j- o r 2 -j- d  r 3 -j- .

Nie trudno się przekonać, że podstawiając za « 
w tenże sam wielomian liczbę r +  n p  , gdzie n  oznacza 
jakąkolwiek liczbę całkowitą, otrzymamy na wartość 
tegoż wielomianu liczbę podziełną przez p  . Gdyż ro­
biąc to podstawienie i gznaczając teraz wartość teo-o
wielomianu przez p niióć będziemy:

p '  —  a +  b ( r Ą - n p ) - \ - c { r - \ - n p y - J r d ( r  +  n p y - \ - ____

Jeżeli zniesiemy w7 całym wielomianie nawiasy, 
wtedy otrzymamy na drugiej stronie wyrażenie’ 
które będzie złożone z dwóch takich części: naj­
przód z pierwszych wyrazów w każdym nawiasie o- 
trzymamy część:

Cl —j— b r —|— c r2 -|— d r 3 —|— . . . .

to jest p ; drugiój części nie potrzebujemy do naszego 
celu nawet całkowicie obliczać, dosyć jest zauważyć, 
że wszystkie pozostałe wyrazy zawierać będą jako 
czynnik liczbę p  ; wyłączając p  za nawias, i oznaczając 
ilość pozostałą w nawiasie przez A ,  możemy zbiór tych 
pozostałych wyrazów przedstawić tak: A  . p . Bedzie 
więc:

P' — P  +  A P , 39*
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a to pokazuje, że druga strona, a zatem i pierwsza 
czyli p , jest podzielną przez p. Wyrażenie więc 
A  bx +  c*2 +  dx* - f ............ jakkolwiek wielką li­
czbę wyrazów wzięlibyśmy w nióm, nie może P o d ­
stawiać samych liczb pierwszych.

Stawny matematyk, francuzki Fermat, podał wy­
rażenie:

( 2 ”)
2 +1,

które podług niego miało zawierać tylko liczby pieiw- 
sze. Jednak Euler dowiódł, że już przy n =  5, otrzy­
mujemy liczbę 232 - f  1, która jest podzielną przez 641,
a  więc pierwszą nie jest.

Czytelnik może znaleźć w Arytmetyce proiesora 
D-ra M. A. Baranieckiego, na str. 157 i następnych 
wyłożone niektóre sposoby przekonania się, czy dana 
liczba jest pierwszą czy nie. a także tam znajduje się 
tabliczka liczb pierwszych mniejszych od loOO.

10*. Rozłożenie liczb na czynniki pierwsze jest 
działaniem bardzo łatwóm, gdy idzie o liczby małe; 
lecz w ogólności mówiąc o liczbach jakiejkowiek wiel­
k o ś c i, jest ono działaniem trudnem. Przypuszczając 
wszakże, że dana liczba jest już rozłożoną na czynniki 
pierwsze, bardzo łatwo nam poznać kiedy może byc ona 
podzielona przez inną liczbę, i w ogólności odszukać 
wszystkie jej dzielniki. W rzeczy samej przypuśćmy, 
że dana liczba jest A, i że ona jest podzielną przez pe­
wną liczbęD  ; nazwijmy iloraz otrzymany z podzielenia 
N  przez D głoską q. Wtedy widocznie będzie: N  V . 3- 
Ponieważ, jak wiadomo, jedno jest tylko możliwe roz­
łożenie liczby A  na czynniki pierwsze, przeto czyn­
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niki pierwsze liczb D  i q, razem wzięte, muszą sta­
nowić zbiór czynników pierwszych liczby A . Jeżeli 
q = \, wówczas D  zawierać będzie wszystkie czynniki 
pierwsze liczby A; w każdym innym przypadku li­
czba wszystkich czynników pierwszych liczby D bę­
dzie mniejszą od liczby wszystkich czynników liczby 
A, lecz liczba D nie może zawierać innych czynników 
pierwszych, jak tylko te, które wchodzą w skład 
liczby A.

Jeżeli więc czynniki pierwsze, różne od siebie 
i wchodzące w skład liczby N  oznaczymy przez a, h, 
c . . .  . tak że:

N = a mbn ci’ ............
wtedy każdy dzielnik D  tej liczby musi być zawarty 
w tój postaci:

I) =  am’ l>'" g
gdzie: m' oznacza jedną z liczb 0. 1, 2, 3 . . .  . m 

w „ — 0, 1, 2, 3 . . . n,
P „ —  O, 1, 2, 3 . . . p,

i t. d.
Podstawiając więc w wyrażeniu na D : za m 

wszystkie wartości od 0 do m, (ich liczba jest m-j-l), 
za n' wszystkie wartości od 0 do n, (ich liczba jest n 4-1), 
za p wszystkie wartości od 0 do p (ich liczba jest p-f—1) 
i t. d., i kombinując wszystkiemi możliwemi sposobami 
te wartości, otrzymamy wszystkie dzielniki liczby N. 
Praktycznie wykonać możemy wszystkie te kombi- 
nacye następującym sposobem:

Utwórzmy wielomiany takie:
1 — a - p  ał - p  a3 - j -  . . . .  - p a " ,
1 _J_ b 4- b* -F ó3 4 - -------4-Ó",
1 4- e - f  c2 p  c3 4 - ____ + C ” ,
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wtedy oddzielne wyrazy iloczynu tych wszystkich 
wielomianów przedstawiać nam będą wszystkie dziel­
niki liczby A'. W pierwszym wielomianie jest m4-1 
wyrazów, w drugim «+1 wyrazów, w trzecim p + 1  
i t. d . ; liczba więc wyrazów w iloczynie tych wielo­
mianów bedzie:

D («4-1) (P +  i ) ............
Iloczyn ten przedstawia nam liczbą wszystkich 

dzielników liczby N, włączając w to 1 i same liczbę N. 
Z tych samych wyrażeń możemy znaleźć i wartość 
sumy tych wszystkich dzielników; suma ta bowiem 
równać się hędzie oczywiście wartości samego ilo­
czynu. Lecz pierwszy wielomian jest sumą wyrazów 
postępu gieometrycznego:

1 +  a +  ^  +  • . . . -j- a’"—  a  ̂ (§ 402) 

podobnież:
bn + l 1

l + ó  +  ó2 +  • • • . +  * • =  T - T T ’

cf+Ll
l  +  c +  °, +  --'-- +  cP =  ’

i t. d.
Suma więc wszystkich wyrazów iloczynu, bę­

dąca zarazem sumą dzielników liczby N, wyrazi się 
przez iloczyn:

am + 1_1 + 1_1 CV + 1_1
a —  1 ’ b —  1 " c —  1

Aby objaśnię przykładem to, co było powiedziane 
wyżej, weźmy liczbę 72 . Przez rozkład na czynniki 
pierwsze miść będziemy:

72 = 2 *  . 33.

Wszystkie dzielniki zatem liczby 72 będą za­
warte w wyrażeniu:

D  — 2m' . 3n
gdzie: m' może kolejno przyjąć wartości 0, 1, 2, 3 : a 
n wartości: 0, 1, 2. W celu odszukania wszystkich 
dzielników tworzymy dwa wielomiany:

1 +  2 +  22+  23, f I —}— 3 —!— 32 ; 
rozmaite wyrazy iloczynu tychże wielomianów przed­
stawiać będą wszystkie dzielniki liczby 72 , powstałe 
przez wszystkie możliwe kombinacyje wartości wy­
kładników m i n. Iloczyn ten będzie:
.( l+ 2 + 2 2+ 2 3) (1+ 3+ 32) =  l+ 2 + 2 2+ 2 3+ 3 + 2  . 3 

+ 2 2 . 3 + 23 . 3 + 3 2+ 2 . 32-f-23. 32-j—22. 32.
Porządkując wyrazy tego iloczynu podług wiel­

kości, otrzymamy na dzielniki 72 następujące liczby : 
1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36. 72 ; 

ich liczba: (3+1) (2 +  l)= 12  ;

a suma: X T jZ rp~  ^  X 13 == 19.5.
, ll* . Sposoby podawane w arytmetyce na wy­

najdywanie największego wspólnego dzielnika i naj­
mniejszej wspólnej wielokrotnej, przez rozkład liczb 
danych na czynniki pierwsze, albo raczej, w przy­
puszczeniu, że liczby dane są już rozłożone na czyn­
niki pierwsze, są zbyt dobrze znane, abyśmy mieli 
tutaj je powtarzać. Wyłożone powyżej zasady, dają 
zupełne objaśnienie tych sposobów; pozostawiamy 
objaśnienie rozwadze czytelnika, gdyż nie są one ani 
trudne, ani też wymagają nowych rodzajów rozumo­
wania. Zresztą w wybornśj „Arytmetyce“ prof. Nie- 
więgłowskiego, czytelnik znajdzie wszystkie niezbędne 
do tego przedmiotu wskazówki.
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Również przez dosyć łatwe zastosowanie zasad 
§ 8* wypada, że aby liczba N  była potęgą r 1" pewnśj 
liczby całkowitśj x, potrzeba aby wszystkie wykła­
dniki czynników pierwszych, z których się składa 
liczba N  były podzielne przez r.

12*. Bardzo często w rozumowaniach nad wła­
snościami liczb wypada nam klasyfikować też liczby 
w pewien oznaczony sposób, tak jak np. w najpospo­
litszej klasyfikacyi na liczby parzyste i nieparzyste. 
Podstawy takiej klasyfikacyi mogą być rozmaite: 
najzwyklej i najczęściej używaną jest klasyfikacya, 
oparta na zasadzie zupełnie podobnej do tój, jaka słu­
ży do rozróżnienia liczb parzystych i nieparzystych. 
Rozróżnienie to polega, jak wiadomo na tem, że jedna 
klasa zawióra liczby podzielne przez 2, druga zaś 
liczby, które podzielone przez 2 dają na resztę L 
Oznaczając więc przez n jakąkolwiek liczbę całko­
witą, możemy powiedzieć, że ogólne wyrażenie na 
liczbę parzystą jest 2 n ,  na liczbę nieparzystą zaś 
2n- j - l .  W podobny sposób możemy wszystkie 
liczby rozklasyfikować na trzy grupy, biorąc za 
dzielnik liczbę 3 . Mianowicie: jedna grupa zawiera 
liczby podzielne przez 3 , ogólne wyrażenie na 
takie liczby jest 3 n ; druga grupa zawiera te 
liczby, które będąc podzielone przez 3 , dają na 
resztę 1 , ogólne wyrażenie na takie liczby jest 
3 » - f l  ; nakoniec trzecia grupa zawiera liczby, 
które będąc podzielone przez 3 dają w reszcie 2 . 
ogólne zatem wyrażenie na tego rodzaju liczby 
jest 3 »z —J— 2. Liczba 3 która tutaj służy do roz­
działu na grupy wszystkich liczb, nazywa się mo­
dułem. Możemy więc powiedzieć, że względem mo­
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dułu 3 wszystkie liczby dadzą się podzielić na trzy 
klasy: pierwsza zawiera liczby postaci 3 «, druga po­
staci: 3 w-f- 1 i trzecia postaci: 3 » -J- 2. W  podobny 
sposób względem modułu 4 wszystkie liczby mogą być 
albo postaci 4 n, albo postaci 4 n - ) - l ł albo postaci: 
4n-j-2,  albo nakoniec postaci 4 w —[— 3. I w ogóle 
biorąc za moduł liczbę jakąkolwiek m , możemy wszy­
stkie liczby całkowite ugrupować w m klas, z których 
pierwsza zawiera liczby wielokrotne względem m , 
t. j. liczby postaci mn ; druga — liczby, które przy 
dzieleniu przez m dają na resztę 1 t. j. liczby postaci 
7n n —j— 1, i t. d.; nakoniec ostatnia — liczby, które bę­
dąc podzielone przez m dają na resztę m—1, t. j- 
liczby postaci mn -\- (m—1).

Do takiej klasyfikacyi liczb zmusza nas ta oko­
liczność, że zwykle liczby należące do jednej grupy 
względem pewnego modułu, czyli liczby jednej po­
staci, mają niektóre ważne własności wspólne.

Z a d a n i a .
1. Znaleźć najmniejszą liczbę taką, aby iloczyn 

z tój liczby przez 3 234 był zupełnym kwadratem (66).
2. Kwadrat każdej liczby jest zawsze jednej 

z tych trzech postaci: 5« , 5n -j- 1 , 5« - f  4.
3. Jeżeli a oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą, 

to iloczyn:
a (a-j-1) (2 a-j-1), 

jest zawsze podzielny'przez 6.
4. Znaleźć najmniejszą liczbę taką, aby iloczyn 

z tój liczby przez 1845 był zupełnym sześcianem 
( 3 . 52 . 412).
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5. Kwadrat liczby całkowitej nie może być nigdy 
tój postaci: 3n+2.

6. Każda potęga parzysta jakiejkolwiek liczby 
nieparzystej jest zawsze tej postaci 8n-j-l.

7. Znaleźć liczbę dzielników liczby 140 . (12).
8. Znaleźć liczbę dzielników liczby 1845 . (12).

II. Ułamki ciągłe.
12*. Pod nazwiskiem: ułamek ciągły rozumiemy 

wyrażenie tej postaci:
, b,

C*2 +  Ó3
«3 +  4̂

Lecz ponieważ w zastosowaniach ważnemi są je­
dynie takie ułamki ciągłe, w których liczniki b2 , b3 , 
bi . . , . są wszystkie równe 1, przeto w dalszym 
ciągu wykładu tylko tego rodzaju ułamki ciągłe roz­
ważać będziemy. Tym sposobem nazwą: ułamek 
ciągły oznaczać będziemy wyrażenie:

+ i + T "
«з +  1

fl4 +  • • • •
Słowami opisać możemy tego rodzaju wyrażenie

w ten sposób: I
Ułamek ciągły jest to wyraienje składające się z cał­

kowej z ułamkiem, którego licznikiem jest jedność, a mia­
nownikiem znowuż całkowita z ułamkiem, którego liczni­
kiem jest jedność, a mianownikiem całkowita z takimze 
ułamkiem i t. d.
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Pierwsza całkowita a, może być równą 0.
13*. Każdy ułamek zwyczajny, którego licznik 

i mianownik są pierwszymi względem siebie, może 
być zamieniony na ułamek ciągły. Objaśnimy to na

1103następującym przykładzie: Weźmy ułamek -gg^

Odłączając z niego całkowitą, otrzymamy:
1103 , 216
887 — 1 +  887' *

Wartość ułamku wchodzącego do drugiej strony 
powyższej równości nie zmieni się, jeżeli licznik 
i mianownik jego podzielimy przez 216 ; czyniąc to 
będzie:

1103 1
\ 887 * | 887 \

1 216 /
czyli, odłączając znowuż całkowitą z ułamku nie-

. , . 887właściwego ;

11 — i ______
887 ^  4 +  23 .

216
Wartość ostatniego ułamku w powyższem wy­

rażeniu nie zmieni się, gdy licznik i mianownik tego 
nłamku podzielimy przez 23 ; wykonywając to, otrzy­
mamy:

1103 _  , JL_____
'887 1 ' 4 +  1
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czyli, po wyłączeniu całkowitej z ułamku niewłaści- 
216

wego-23 :

1103 _, 1
b87 ~  "" 4 +  1 ^

* 9-f 9
23

Dzieląc znowuż licznik i mianownik ostatniego' 
ułamku przez licznik 9, i postępując ciągle jednakowo, 
podług powyższych wskazówek, otrzymamy szereg 
następujących równości, z których ostatnia rozwią­
zuje nam w zupełności zadanie:
1103
887

1
4 +  1__ _

9 + 1 _
. / 2 3

1 9

- 1  + 4 + 1
9 + 1 _

2 +_5_ 
9

=  1 +  - 4 +  1
9 + 1

2+ 1
1 -j- 4 

5

1____
4 -f- 1 =  1 +

9 + 1  
2 + 1

i 4 +  
5

9 + 1
2 + 1

1
l+ J
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Ostatecznie więc:
1103 , 1
887 1 4 + 1

9 + 1 ____
2 + 1 

1 + J _
i+_L’

4
. . . 1103 . .skąd widzimy, ze ułamek zwyczajny został

przedstawiony pod postacią wyrażenia, które nazwa­
liśmy ułamkiem ciągłym. Oczywiście tenże sam spo­
sób może być zastosowany do każdego ułamku zwy­
czajnego.

Gdy ułamek zwyczajny zamieniamy na ułamek 
ciągły, wtedy często mówimy, że ułamek zwyczajny roz­
wijamy na ułamek ciągły.

Kozpatrując bacznie całe działanie, które posłu­

żyło nam do rozwinięcia ułamku 1103
887 na ułamek cią­

gły, spostrzeżemy, że działanie to jest zupełnie takie 
samo, jak działanie, za pomocą którego znaleźlibyśmy 
największy wspólny dzielnik dia liczb 1103 i 887. 
W samej rzeczy: rozkładając w zwykły sposób wspo­
mniane działanie, otrzymamy:

1 4 9 2 1 1 4

1103 887 216 23 9 5 4 1

887 864 207 18 5 4 4

216 23
9

5 4 1 0

«
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Ilorazy 1, 4, 9, 2, 1, 1, 4 przedstawiają nam mia­
nowniki ułamków cząstkowych w ułamku ciągłym.

Gdybyśmy chcieli rozwinąć na ułamek ciągły 
ułamek dziesiętny lub peryodyczny, wtedy należałoby 
najprzód każdy z tych ostatnich zamienić na ułamek 
zwyczajny, skrócić go, i potćm postąpić jak poka­
zano wyżej.

14*. Ułamki ciągłe spotykamy zawsze, chcąc 
wyrazić liczebnie ilości ułamkowe lub niewymierne. 
W rzeczy samój: przypuśćmy, że chcemy oznaczyć, 
wartość pewnej ilośc i* , która nie może być wyra­
żoną za pomocą liczby całkowitćj. Wtedy najprostszy 
sposób dojścia do celu będzie następujący: wynajdźmy 
najprzód taką liczbę całkowitą a,, któraby najbar- 
dziój zbliżała się swoją wartością do x , będąc wszakże 
od niego mniejszą. Wówczas x —a ,  , będzie równe

ułamkowi mniejszemu od jedności, a zatem —-— ,
x — ax bę­

dzie większe od jedności. Przypuśćmy, że —— = * ,;X-- Cty
i ponieważ x t jest większe od jedności, przeto mo­
żemy znaleść nową liczbę całkowitą a2 J a k  można 
najbardziśj zbliżoną do x y i mniejszą od *, . Wtedy

znowuż x l —a2 < 1  , a zatem — — > 1 .  Oznaczmy 

- ■— przez x 3 ; wówczas w dalszym ciągu znajdzie-Xl —* (ty
my nową liczbę całkowitą a3 zbliżającą się najbar­
dziej do *2 i mniejszą od niego. Tym sposobem bę­

dzie: —a3 <  1, więc: —-— będzie od jedności wię-
Xi — «3

ksze. Oznaczywszy tę ostatnią ilość przez x3 , wy­
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najdziemy następnie nową liczbę całkowitą at , naj- 
bardziój zbliżoną do x3 i dalej tak samo postępować 
będziemy. Z tego widoczną jest rzeczą, że tak po­
stępując powoli wyczerpiemy ilość * i to w sposób 
najprostszy i zarazem najprędszy, gdyż używamy tu 
ciągle tylko liczb całkowitych, z których każda zbliża 
się jak można najbardziej do ilości szukanej.

Ponieważ:
1

przeto; x—a, — ----- , a stąd:

, 1x — a, -4------ .

I podobnie: ponieważ: 
1

x. — a.. — x2 , przeto:

Xl --  a2 -j~ i

dalej, skoro:

również:

_ 1__
*2--«3

#3 ) W16C»

*2 ---  «3 |

1
X3 — ai H--- --

i tak dalej. Podstawiając teraz kolejno 
wartości, otrzymamy:

znalezione
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X =  <*1 T
1
X,

czyli ostatecznie:

x — «1

Ułamki
1

Ci o

, 1
1 a3 r  1

X  2

, 1
1 1 o,t 4- 1

«3 -

, 1
a. +  ł

ć l3 -

1 1

f l
1

1
a4 +  "  ' •
. nazywają, się ułam­

kami cząstko we mi ułamku ciągłego, a ich mianowniki
a a , at . . .  . mianownikami cząstkowenn.

3 Ze sposobu otrzymania wartości a, , «„ .<*» • • • • 
wypada, że wszystkie one są dodatnie ; i takie tylko 
ułamki ciągłe w następstwie rozpatrywać będziemy. 
Należy tu jednak nadmienić, że mogą byc 
ciaole w których ułamki cząstkowe nie wszystkie są 
dodatnie. Rozważanie wszakże takich ułamków cią­
głych nie należy do zakresu niniejszego rozdziału, 
LŚmbardziej, że tylko takie ułamki ciągłe, jakie bie­
rzemy pod uwagę, mają praktyczne znaczenie.

15*. Liczba tych działań, które prowadzą do
oznaczenia ilości «, , a2 , <h , ■ ■ • może być °S 'an1̂  , 
na lub nie ograniczoną. Przypadek pierwszy mi 
będzie miejsce wtedy, gdy jedna z liczb, *, , **, -
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wypadnie wprost równą całkowitćj. Całe działanie 
oczywiście na niej zostanie zakończone. Ułamek 
ciągły, otrzymany wtedy składać się będzie z ogra­
niczonej liczby ułamków cząstkowych, i nazywa się 
ułamkiem ciągłym skończonym. W przeciwnym razie, 
gdy żadna z liczb , x2 , v3 . . . .  nie będzie całko­
witą, ułamek ciągły będzie nieskończonym.

16*. Przykład rozwinięcia pierwszego rodzaju, 
to jest na ułamek ciągły skończony, mieliśmy w' § 13*. 
I w ogólności nie trudno dowieść, że ułamek zwy­
czajny może być zawsze rozwinięty na ułamek ciągły 
skończony. W rzeczy samój: przypuśćmy, że dany

ułamek zwyczajny jest . Jest to więc ta war­

tość, którą w § 14*, oznaczyliśmy przez x. Oczywistą 
jest rzeczą, że liczbą całkowitą, najwięcej zbliżoną do 
wartości tego ułamku, będzie iloraz powstały z po­
dzielenia A  przez B  ; oznaczmy go przez ax , resztę 
zaś pozostałą z tego dzielenia przez r, . Wtedy bę-

dzie: ----a, = - ~  . Ilość ta, którą w § 14* ozna-

czyliśmy przez xt , będzie tutaj: — , i ponieważ r, jest

resztą z takiego dzielenia, w któróm dzielnikiem było 
B  , przeto r, <  B. Wartość całkowita, najbardziej 
zbliżona do x, otrzyma się znowuż przez podzielenie 
B  przez ?•, ; oznaczmy iloraz z tego dzielenia przez a2 ,

B  ra resztę pozostałą przez r2 . Wtedy: — =  a2-|— 2-n  - r,
JB V

skąd; —-----a2̂ ±-~- ; ilość więc, którąśmy oznaczyli
Algieb. Todh. ^
Dodatek do Frzcgl. Pedag.
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■w § 14* przez x2 , będzie tutaj widocznie -^+ ■ Po­

wtarzając powyższe rozumowanie, widzimy, że naj­
bliższą wartością całkowitą tego ostatniego ułamku, 
będzie iloraz powstały z podzielenia r, przez r2. 
Oznaczając go przez a3 i resztę z dzielenia przez r3 ,

A» i'-
; skąd:będzie =  a3 +

3̂ — «3

ilość więc «3 będzie równą —— • I tak dalśj powtarza­

my ciągle toż samo działanie. Oczywistą jest rzeczą, 
że działanie które służy do oznaczenia xt , x3 . . . . 
i a, , % , «3 • , • • jest takie samo, jak działanie jakie 
należy wykonać, aby wynaleść największy wspólny 
dzielnik dla A  i B  (dodatek § ) ; możemy go więc
przedstawić w ten sposób:

a, a3 «4

A B n r3

r? r3

i

Wiemy zaś, że tak postępując przyjdziemy w 
końcu do takiój reszty »•„ , która w poprzedniój rn- i  
mieścić sie bedzie całkowitą liczbę razy <*«+1? wtedy

to całe działanie będzie ukończone. Ułamek więc - g

przedstawi się pod postacią takiego ułamku ciągłego-
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A
B

1

a2 +  1
a3-j-l

Cli —|—

4-1
4- .

^«4-1
17*. I odwrotnie: każdy ułamek ciągły skoń­

czony może być zamieniony na ułamek zwyczajny. 
Ogólny i zarazem najdogodniejszy sposób takiój za­
miany będzie pokazany późniój; tutaj objaśnimy na 
pizykładzie możliwość takiego przekształcenia ułamku 
ciągłego na ułamek zwyczajny.

Weźmy ułamek ciągły:
2 + 1 ____

3 + 1
1 + 1__

2 + 1
! - + +

4

Ostatni z ułamków cząstkowych, mianowicie_-

należy do mianownika przedostatniego ułamku czą 
stkowego, t. j. do 1. Włączając 1 - f  -1

otrzymamy . Zamiast więc 1 +  1

mianowniku napisać ~
40

w ułamek, 

- j-  możemy w 

Będzie zatem:
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2 + 1 =  2 +  1

b; + i_ 3 + 1 czyli:

1 +  1
1 + 1

2+1 2 + 1
1 + 1

2 + 1
( i )

3 + 1
i + 1 ___

2 + 1
5

{¡j I  w tśm wyrażeniu ułamek ostatni ^  należ^ 

do mianownika poprzedniego ułamku cząstkowego, 

t. j. do 2 . Włączając 2 +  -y -  w ułamek, otrzy­

mamy —g— • Zatóm będzie.

2 +  1____
3 +  1 •

1+1___
2 + 1  

1+1 
4

=  2 +  1___ _ _
3 + 1 ___

l + 5 _
14

Włączając i tutaj ułamek - j j  z całkowitą 1 * 

ułamek, otrzymamy:

=  2 + 1  _  , uzyli: 
3 + 1 ___

1 + ——. 
1
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2 + 1
3 + 1 .

1 + 1 ___
2 + 1 

1 + 1 _  
4

=  2 +  1 , czyli= 2 +
3 +  1

1
3 + _ i i  

19

I dalej: tenże sam ułamek ciągły równać się bę­
dzie:

2 +  1 r  o .  197y  , czyli 2 +  -yj- ,
IsT

i  nakoniec po włączeniu tój ostatniej całkowitej 
z ułamkiem w ułamek:

2 + 1
3 +  1 le i

T+T ~  71 •
2 + 1 ___

1 +  1.

Oczywiście ten sam sposób postępowania możemy 
zastosować w każdym przypadku, a nawet i do ułamku 
ciągłego skończonego wyrażonego pod postacią ogólną:

«i +  _1_
aa + l____

a, +

■• +  !___
A« +¿1

&n + 1
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Wyrażenie jednak ogólne, jakiebyśmy tą, drogą 
otrzymali, byłoby zbyt zawiłe; i dlatego opuszczamy 
•je, tembardziój, że późniój poznamy dogodniejszą dro­
gę do znalezienia wypadku ostatecznego, a sposób 
wskazany wyżój, oprócz rozwlekłości rachunku, nie 
przedstawia żadnych szczególnych trudności. W ka­
żdym razie sposób ten dowodzi nam możliwości za­
miany każdego ułamku ciągłego skończonego na 
ułamek zwyczajny.

18*. Ułamki ciągłe nieskończone powstają z ro­
zwinięcia wyrażeń niewymiernych. Że ilość niewy­
mierna, będąc rozwiniętą na ułamek ciągły, nie może 
dać ułamku ciągłego skończonego, wypada to bezpo­
średnio z powyższego. Gdyby bowiem ilość niewy­
mierna mogła się równać ułamkowi ciągłemu skończo­
nemu, wtedy zamieniając go odwrotnie na ułamek 
zwyczajny, otrzymalibyśmy, że ilość niewymierna jest 
równą ułamkowi zwyczajnemu, co jak wiemy jest nie­
możliwe.

Sposoby wszakże rozwijania ilości niewymiernych 
na ułamek ciągły nie są tak proste, jak sposób, któ­
ry podaliśmy wyżej dla ułamków zwyczajnych. Ka­
żdego rodzaju ilość niewymierna wymaga osobnego 
sposobu do oznaczenia mianowników «, , , a3 . . . .
ułamków cząstkowych. Tutaj pokażemy tylko jak 
rozwinąć na ułamek ciągły ilość niewymierną pierwia­
stkową stopnia drugiego, czyli pierwiastek kwadra­
towy z liczby, która nie jest zupełnym kwadratem.

Weźmy jako przykład J / J f  ; zwracając uwagę 
na oznaczenia, przyjęte w § 14* będzie x  =  J/l7~. 
Liczba całkowita, która najbardziej zbliża się do V v f ,
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będąc od niego mniejsza, jest 4; to zatem, co jest ozna­
czone w powołanym wyżśj paragrafie przez «, , jest 
tutaj równe 4 . Będzie więc: x  — a t = .  \l / ~ f f   4 a
ilość, która w § 14* jest oznaczona przez , czyli

&—«1 ’ êŝ  û âj • Aby znaleźć liczbę
całkowitą, najbardziej zbliżoną do ilości zamieńmv 
to ostatnie wyrażenie na ułamek z mianownikiem wy­
miernym, przez pomnożenie licznika i mianownika 
przez K l7 +  4 (patrz § 294). Otrzymamy:

— = Kl 7 4  4 _  V i 7  +  4
l/17 ~4 { № -  4)(J/lT+4) -  — 17=16 ’

czyli:
x ' =  1^17 +  4.

Ponieważ J/17 jest równy 4 więcej ilość mniejsza 
cd jedności, przeto wartością całkowitą, najbardziój 
zbliżoną do x , będzie tutaj 8. Przeto a% =  8 . Mamy 

dalej: *, — a2 =  KT7 +  4—8 =  1/17-4 , skąd:

=  - i _ -.
x i ~ V 17—4

Zamieniając to ostatnie wyrażenie na ułamek 
z mianownikiem wymiernym znajdziemy, że:

_  V 1 7 f— 4•?2 — ------ -—-----.
17—16 =  V l 7 +  4.

Najbliższa wartość całkowita tego wyrażenia 
jest znowuż 8 , czyli będzie «3 =  8. I dalój otrzy­
mamy: J

x 2 « 3 = 1 /  y f  - f -  4— 8 =  J /p 7 — 4 r
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skąd:

*> =  ' i ^ = v W ^ 4 = z V W + 4 ’
a następnie: a4 =  8, i x 3— a* znowuż =  J/p7 — 4.

I tak dalój. Widzimy z tego, że działanie to 
nigdy się nie skończy, a także i to, że wartości na 
x ( , ¿F3 , a?3 . . . • , a tern samem i wartości na ci2 * 3̂ * 
a4 . . . są ciągle też same. Powtarzając więc rozumo­
wanie § 14*, otrzymamy:

* =  V x i  =  4 + -]- , '

* .  — 8 - 4 -  - j - ,•*'2

X, =  8 +  -1- , i t. d., skąd:

1 i7 - L , .
8 + 1_

Do tegoż samego wypadku moglibyśmy dojść 
jeszcze i takim rachunkiem: Ponieważ V y i  jest za­
warty pomiędzy 4 i 5 , przeto możemy powiedzieć, że 
on jest równy 4 więcej pewien ułamek właściwy (ro­
zumiejąc tutaj pod wyrazem ułamek właściwy wogóle 
ilość mniejszą od jedności), który oznaczymy przez
—-— . Bedzie więc:

1
V' 17 =  4 +  —  .
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Aby znaleźć ilość x t , przenieśmy 4 na pierwszą 
stronę i zmieńmy porządek stron, otrzymamy:

T , = r i r - 4 .
skąd:

1Xi ■— "1 / —z .
K l7—4

W tym ostatnim ułamku uczyńmy mianownik 
wymiernym, będzie.

x , =  V v T - \ -  4.

A  ponieważ J/I7 jest równy 4, więcój pewna 
ilość mniejsza od jedności, przeto:

x\ =  8 +  ~  •

W celu znalezienia xt , weźmy znowuż pod uwagę 
równość:

K i r 4- 4 =  8+ ~  ; 

z  niej otrzymamy:

+  =  r i r - 4 ,

a następnie:

=  V W ^ T  4.
Będzie więc znowuż:
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gdzie: x 3 możemy w podobny sposób oznaczyć tak, jak 
powyższe wartości. Będzie więc:

1/17=4 +  - ^ ,

gdzie: «, =  8 -f- —  ,

gdzie: x 3 =  8 -f —  ,
X Z

« 3 = 8 +  ——  
X t

skąd ostatecznie:

J / l7 -= 4 - f3  +  f
8 + 1 + ■ +

8 + . . .  .

19*. Jako drugi przykład weźmy ogólne wyra­
żenie ] / gdzie m  oznacza jakąkolwiek liczbę
całkowitą. Tutaj x  —  J/m2_j_i_ Liczba całkowita 
najwięeój zbliżona do wartości tego pierwiastku i od 
niego mniejsza jest m  , będzie przeto: a1 =  m  , skąd:

x  a, J/jTjz+.ł n i , a następnie:
_1_____ 1

Xl x — a i l//m2+ l — m

Zamieniając ostatni ułamek na ułamek z mianowni­
kiem wymiernym, do czego dochodzimy przez pomnoże­
nie obu jego wyrazów przez V m 2+ l +  m , otrzymamy-.
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V  m2+ l +  m V m2+ l +  m
1 (V  — m ) (Km2-J-l+m) m2+ l—m2 ’

czyli: «,= V m * ± \  +  m .

Ponieważ zaś liczbą całkowitą, najwięeój zbliżo­
ną do V w2+ l jest m, przeto liczbą całkowitą najbliż­
szą *1; będzie 2m . Jest więc:

a2 =  2m , a następnie:
«,—a2= l//m2+l+m — 2 m =  V  m 2-\-1—m.

Skąd:
_  1 1

2 «,--Ct2 J /m2_f_l---m

Powtarzając w dalszym ciągu toż samo rozumo­
wanie, znajdziemy ostatecznie:

*= ]+ + + ! =m  +  - ^ p -
2m+l___

2 m +  • • • •
Na zasadzie powyższego wyrażenia możemy od- 

razu rozwijać na ułamki ciągłe wszystkie ilości pier­
wiastkowe, w których pod znakiem pierwiastku znaj­
duje się liczba całkowita, równa kwadratowi zupeł­
nemu (m 2) powiększonemu o 1. Przykład poprzedni 
odnosi się właśnie do tego przypadku, gdyż: V l 7 =  
=  KT6+T = K42+ l. Tutaj więc: m — 4. W podo­
bnym przypadku będą jeszcze: V 10 =  K'3»+i; V  26 =  
=  ]/52+ +  K37 =  J/6M +  i t. d. _

20*. Jako dalszy przykład weźmy J/42. Licz­
bą całkowitą, najwięeój zbliżoną do wartości tego



628

pierwiastku jest 6, przyjmując więc też same ozna­
czenia, których już tyle razy używaliśmy, będzie 
eh =  6, a następnie: * — a, =  1/42—6, skąd:
ar, = ----- =  -¡-7=1—  . Zamieniając ten ułamek na

x—ai 1/42—6
ułamek z mianownikiem wymiernym, otrzymamy:

1/42+6 _ K42 +  6 _  K42+ 6
~  (K42-6)(K42+6) -  42-36 “  6 /
Aby znaleść liczbę całkowitą najwięcśj zbliżoną, 

do zwróćmy uwagę na to, że K i2  jest równy 6 
więcój pewna ilość, mniejsza od jedności, zatem K42+6 
jest równe 12 więcój pewna ilość, mniejsza od jedno­
ści. Jeżeli teraz I/42 + 6 podzielimy przez 6, otrzy­
mamy na iloraz 2 więcój pewna ilość mniejsza od je­
dności.

Zatem liczbą całkowitą, najbardziej zbliżoną de
1/42—6— g—  będzie 2, czyli: a% =  2. Dalej będzie:

skąd:

V  42+6 1/42—6

1__  ___6 _
*l‘--a2 ~~ 1/42—6 '

Czyniąc mianownik wymiernym w  tym ostatnim 
ułamku, otrzymamy:

6 ( 1 /4 1 + 6 )
852 “ (1/42-6) (1/42+6)
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Liczbą całkowitą, najbliższą x 2 będzie tutaj 12; 
przeto: a3 =12, a następnie:

.ra- a ,  =  V 42 + 6 - 1 2 =  1 / 4 2 - 6 ,

skąd:
— 1 _____ 1 

a:2— a3 K42—6 ’
Powtarzając poprzednie rozumowanie i rachu­

nek, znajdziemy że:
o 1 _  6

a4_ 2 ;  * * - X t- . a t - V 4& + Z ’ 
skąd: as =  12, i t. d.

I tutaj widzimy jak w przykładach poprzednich, 
że działanie nigdy się nie skończy, gdyż na żadną 
z ilości x  nie otrzymamy wprost wartości całkowitśj. 
Szukany ułamek ciągły nieskończony będzie:

1/42 = 6 4
1
2+ 1

12+1
2 + J___

12+1_
2 +  • • • •

Podobny rachunek, zastosowany do wyrażenia
l/ m2+»w, da nam:

1
2+1____

2m + l
2 + |___  • -

2m + • • •

J/wi2-f-m=»i 4
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Powtórzenie tychże samych rozumowań w na­
stępnych przykładach pozostawiamy czytelnikowi:

1) V 4 8 , tutaj będzie: a, =  6, aa= l, a3 =  12,
«4=1, «5=12 i t. d. skąd:

V 48=6+
1+1

12+1
1+1

12+
2) V m2 +  2m =.m -

" 1+1
2w + l

1+1
2 m +

T r i  /1 I 1
3 )  1/47=6

1+1
5+1

1+1
12+1

1+1
5+1

1+1
12+

Ułamki ciągłe otrzymane w poprzednich rozwi­
nięciach, są nie tylko nieskończonemi, ale nadto ta- 
kiemi, że w każdym z nich mianowniki ułamków czą­
stkowych powtarzają się w tym samym porządku. Tak 
np. w rozwinięciu J/ 3 7  powtarza się mianownik 12;
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w rozwinięciu i+2 powtarzają się mianowniki 2 i 12; 
w rozwinięciu V  47 powtarzają się mianowniki 1, 5v 
1, 12 it. d. Tego rodzaju ułamki ciągłe nieskończo­
ne nazywają się peryodycznemi. Zbyteczną niemal 
rzeczą jest dodawać, że nie są one jedynemi ułamka­
mi ciągłemi nieskończonemi; oprócz nich są jeszcze 
ułamki ciągłe nieskończone i nieperyodyczne.

Ułamki ciągłe peryodyczne powstają zawsze 
z lmzwinięcia ilości pierwiastkowych stopnia drugiego. 
Dowiedziemy w dalszym ciągu wykładu, że ułamek 
ciągły peryodyczny może być zawsze zamieniony na 
ilość pierwiastkową stopnia drugiego, gdyż jest on 
równym jednemu z pierwiastków równania stopnia 
drugiego. Można dowieść dalój, że i odwrotnie ilość 
pierwiastkowa stopnia drugiego, daje w rozwinięciu 
zawsze tylko ułamek peryodyczny. Dowiedzenie tej 
drugiój części, podane poraź pierwszy przez La- 
grange’a przechodzi po za ramy niniejszego do­
datku. Inne ilości niewymierne dają rozwinięcia nie­
skończone i nieperyodyczne.

21*. Poznawszy sposoby otrzymywania ułamków 
ciągłych, zajmiemy się teraz ich własnościami. Przy­
puśćmy, że mamy ułamek ciągły jakikolwiek (t. j. 
skończony lub nieskończony):

"  =  a' +  h + i
«3+1

Jeżeli, zaczynając od «1 , weźmiemy jakąkolwiek: 
liczbę ułamków cząstkowych, i na ostatnim z nich za-



632

trzymamy się, wtedy otrzymamy pewien ułamek ciągły 
skończony. Ułamek ten możemy zamienić na ułamek 
zwyczajny; wykonawszy tę zamianę otrzymamy uła­
mek, który nazywać będziemy reduktem lub przybliże­
niem danego ułamku ciągłego.

Tak np. zamieniając ułamki ciągłe skończone:

ax -j------ , lub a, , 1___
' a2-i~l__

«3

lub a, -)- 1___
a2-(-l

a3-t-l
a*

i t. p. na ułamki zwyczajne, otrzymamy różne przy­
bliżenia czyli redukty danego ułamku ciągłego. Dla 
odróżnienia jednego reduktu od drugiego, oznaczamy 
każdy dodaniem do wyrazu ..przybliżenie“ lub „re- 
dukt“ liczby porządkowej, pokazującój ile ułamków 
cząstkowych wchodzi do składu tegoż przybliżenia. 
I tak: przybliżeniem pierwszem będzie (wrazie, gdy­
by w ułamku ciągłym pierwszój całkowitój nie było, 
będziemy pisać jako pierwsze przybliżenie 0); przy­
bliżeniem drugiem będzie ułamek zwyczajny, powsta­

ły z zamiany ax -j---- —  na ułamek, przybliżeniem trze-(Z2
ciem ułamek zwyczajny, powstały z zamiany:

«3

i t. d.; i w ogólności przybliżeniem n-tem będzie uła­
mek zwyczajny, powstały z ułamku:
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a2~\~l
a3"ł~

• + 1
71

Każde przybliżenie oznaczać będziemy w ten

sposób: ; dla pokazania zaś o którćm przybliżeniu

jest mowa przy liczniku P  i mianowniku Q pisać bę­
dziemy u dołu wskazówkę, wyrażającą miejsce, jaicie 
przybliżenia zajmuje w szeregu wszystkich przybliżeń.

Mianowicie: przybliżenie pierwsze będzie: ^  , przy.
Qi ’

Pn , p

bliżenie drugie: ^  ¡przybliżenietrzecie: p -, i wogóle

przybliżenie w-te -q -  . To ostatnie będziemy pisać

niekiedy dla skrócenia bez wskazówek dolnych tak. — 
Tym sposobem będzie:

TT =  <*. ; ^  =  a, +  -L  ; ł±  =  a a . 1____ .
Q3 +  l

i t. d. ; w ogólności:
Pn . , P  , ]

TT — ai +Qu Q aa-f-l

Algieb. Todh.
Dodatek do Przegl. Pedag,

+ •

' + 1
an .

41

Oh |Q>
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22*. W § 17* był pokazany sposób, jakim każdy 
z tycb ułamków ciągłych może być zamieniony na 
ułamek zwyczajny. Możemy go tutaj bez wątpienia

P P 3 Pn
zastosować i otrzymać wartości ' ^ ecz
sposób ten jest długi, a nadewszystko używając go, 
nie łatwo odkryć związek, jaki zachodzi pomiędzy

p
rozmaitemi przybliżeniami . Dlatego też to po­

damy tutaj inny sposób wynajdywania wszystkich 
przybliżeń.

Przybliżenie pierwsze, jak wiemy, jest takie:
P, _
Q, ~ a‘~  1 '

Przybliżenie drugie otrzyma się. włączając w wy­

rażeniu (t \ —j- ’—* całkowitą z ułamkiem w ułamek. 
d>2

Będzie więc:
P a __ , J _ __ «| «2 ~ł~ 1

a‘~̂~ a 2 «2

Przybliżenie trzecie otrzymamy ze zwinięcia 
ułamku ciągłego:

, 1
«2+1

do

Różni się ono od poprzedniego tóm, że dobrany 

został jeszcze jeden ułamek cząstkowy —  , któiyna.j 

leży do mianownika a 2 .
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Zamiast więc wykonywać zamianę tego ułamku 
na zwyczajny możemy także powiedzieć, że przybli­
żenie to otrzyma się z przybliżenia poprzedniego ^

Qz
•podstawiając w nióm « 2  +  — zamiast a2. Ta uwaga

jest zasadniczą i służy do wynalezienia związku po­
między następującemi po sobie przybliżeniami Be- 
dzie więc: ę

czyli:

Qi ć*2 a% -) -  1
(l 3

Mnożąc licznik i mianownik ułamku będącego na 
drugiej stronie równości przez a3 , w celu pozbycia 
się mianownika i znosząc nawias otrzymamy:

-P3 __  « i «2 «3 +  «, +  a3 
Q3 «2 «3 + 1  ’

a wyłączając a3 z dwóch wyrazów licznika za nawias 
będzie:

P± __ («1 «2 +  1) a 3 +  a, 
a2 a3 -) -  I

Jeżeli teraz porównamy ten wypadek z wartością-



mi przybliżeń: | m  , przekonamy się, że przybli­

żenie trzecie może być tak wyrażone:
P  t  P i a3 H - f i  ( 2 )
<2* Qi ai +  ’

gdyż ilość a, a2 4 -1  w liczniku jest równa o, jest 
licznikiem przybliżenia pierwszego, a więc — P  ; <*, 
w mianowniku jest mianownikiem przybliżenia dru­
giego, t. j. <2a , nakoniec 1 jest mianownikiem przy­
bliżenia pierwszego. . . „

G-dybyśmy chcieli z tego przybliżenia otrzymać
następnie przybliżenie czwarte, to jest:

P . . 1____
O l - 1 ' a ,+ l___

a3-j-l 
a4 ’

wtedy należałoby we wzorze (2) podstawić «, +  — • 

Czyniąc to znajdziemy:

znosząc nawias w liczniku i mianowniku drugiej 
strony, będzie:

Pi
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mnożąc zaś licznik i mianownik tego ostatniego 
ułamku przez at , otrzymamy:

P 4  (P 2 q3 +  P i) a*~j~ Pą
<24 (<22a3 +  (?i)a4-|-(?a

Jeżeli zwrócimy uwagę na to, że podług wzoru
(2) : P 2a3+ P ,  = P 3 , a <23«3 +  <?i =  <2>, i wartości te 
podstawimy w równość powyższą, wówczas otrzymamy 
ostatecznie:

P 4   P3 «4 -}- P,
<24 -  Q3 di -f- <2a......... '  '

Widzimy z tego, że przybliżenie czwarte jest 
ułamkiem, którego licznik jest równy licznikowi przy­
bliżenia trzeciego, pomnożonemu przez mianownik 
ułamku cząstkowego czwartego, więcej licznik przy­
bliżenia drugiego: mianownik zaś jest równy podobnie 
mianownikowi przybliżenia trzeciego, pomnożonemu 
przez mianownik ułamku cząstkowego czwartego, 
więeój mianownik przybliżenia drugiego.

Tak samo jak znaleźliśmy przybliżenie czwarte, 
moglibyśmy znaleźć i przybliżenie piąte; — mia­
nowicie należałoby w równości (3) podstawić «*+

-i- zamiast i postępować jak wyżej. Otrzymałi-
«5
byśmy wtedy:

P  5   P i a5 “ (- P 3

&  -  <2‘«s-1-<23 ’
skąd okazuje się, że licznik i mianownik piątego 

przybliżenia w podobny sposób jest utworzony z wy­
razów przybliżeń: czwartego i trzeciego, a także 
i mianownika ułamku cząstkowego piątego, jak był 
utworzony licznik i mianownik przybliżenia czwartege
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z wyrazów przybliżeń trzeciego i drugiego i z miano^ 
wnika ułamku cząstkowego czwartego. Możemy więc 
zapytać się, czy ten sposób tworzenia się każdego 
przybliżenia z dwóch poprzednich i z mianownika 
ostatniego ułamku cząstkowego, na którym zatrzy­
mujemy się, jest ogólny, t. j. czy daje się zastosować 
do wszystkich przybliżeń ? Aby na to pytanie odpo- 
wiedzióć, użyjemy tutaj tego sposobu rozumowania, 
który był opisany w § 423 i nazwany tam indukcyą 
matematyczna. Mianowicie: weźmy pod uwagę ułamek 
ciągły:

x  — ai + 1___
«2 + 1

« 3  + •

n̂ 4“ 2+ 1

an +1
«*+i +■'

,, . , +11—2 Pn-lprzypuśćmy, że pomiędzy przybliżeniami: ^

* Ę ' -  , ( z  których pierwsze odpowiada mianownikowi

cząstkowemu a„_5 , drugie a„_i , trzecie zaś miano­
wnikowi a,,) zachodzi taki związek, jaki widzieliśmy 
np. dla przybliżeń drugiego, trzeciego i czwartego, 
to jest, że:

P n  ___ P n - \  « li +  + 1 1  - 2  ^ 4 .)

Q n < 2 , 1 - 1  « » + < 2 n - a

czyli, innemi słowami, przypuśćmy, że +„ i 0 > są 
utworzone podług takiego prawa:

639

+ «    P n —1 a u +  + 1 1  - 2 j  i  Q n    Q n - 1 « 1 1  +  Q ii- 2  •

Dowiedziemy, że tenże sam związek zachodzić
będzie pomiędzy +u—1 +11 • +«-i-i , to jest, że i na-0 *—1 Qn ę «+1
stępne przybliżenie będzie utworzone podług tegoż 
samego prawa. W tym celu należy tylko zwrócić

uwagę na to, że przybliżenie ^ ’+ -  tworzy się przez

dobranie do tej części ułamku ciągłego, z której po-

wstało , jeszcze ułamku cząstkowego —----  , że\Ln
+11-1-1

«»-i-i
zatem przybliżenie otrzymamy z przybliżenia

+  17+  podstawiając w nióm an -]---------zamiast a „ . Bę-
V> «11+1
dzie więc:

• n-\-\
1 0

+11—1 L 1 1 ') + + » -2( ' a ,1+1

0 1 - 1  | , 1 i + 0 , - 2
t «11+1 /

skąd, znosząc nawiasy w liczniku i mianowniku:

+ii-i
+ 1 1 + 1  P n —1 « 1 1  +  + 1 1 — 2 +  « 1 1 + 1

Qn+1 & -1 «,. -+ 0 , - ,  +  -1̂1+t

mnożąc zaś licznik i mianownik drugiój strony przez 
«Bfi , będzie:
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Pn +  l (P„_i a„ _+ + -2) a »+' +  Pu-1
<2/,+i (Qn—i an +  Qn-i)an+i +  Q»-1

Jeżeli teraz zwrócimy uwagę na to, że podług za­
łożenia:

p„_! «„ +  Pi—2 =  P » ; i <2»-i«» +  C?~-* =  <2»-' ’ 
otrzymamy ostatecznie:

p„+1 _ P«. ««+i 4 * P »-t .
<2«+i— (?» a«+i +  <2»-i

a ta ostatnia równość pokazuje nam, że podług tegoż

samego prawa jest 

.........P,

utworzone przybliżenie Prn-\-1

z przybliżeń
Pi i mianownika a„+i
<2»-i

<2»+i

Skoro zaś widzieliśmy, że podług tego prawa było 
utworzone przybliżenie piąte, przeto na zasadzie do­
wiedzionego twierdzenia w tenże sam sposób będzie 
utworzone i przybliżenie szóste, a skoro podług tego 
prawa będzie utworzone przybliżenie szóste, przeto 
podług tegoż samego prawa będzie utworzone i przy­
bliżenie siódme i t. d„ t. j. że znaleziony powyżej spo­
sób tworzenia się kolejnych przybliżeń jest ogólny. 
Możemy zatóm powiedziść. że:

Licznik każdego przybliżenia zacząwszy od trzeciego, 
jest równy licznikowi przybliżenia poprzedzającego, po­
mnożonemu przez mianownik tego ułamku cząstkowego, 
na którym się zatrzymujemy, więceĵ  licznik przybliżenia 
przed-poprzedzającego, mianownik jest także w ten sam 
sposób związany z mianownikami dwóch przybliżeń po­
przedzających i mianownikiem ułamku cząstkowego, na 
którym się zatrzymujemy.
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. 151Np. Niech będzie dany ułamek zwyczajny: g^ .
Rozwinąwszy go na ułamek ciągły sposób podanym 
w § 13*, znajdziemy:

151
347 =  0 '2 + 1

3+1
2+1

1+1
4+1

Przybliżenia kolejne tego ułamku ciągłego będą:
+ o 0
Q,

P z - o +  1 - - - 1
Qz 1 2 2

P i P , .3  +  P, 1 . 3 + 0
Qi Q i • 3 + Qi 2 . 3 + 1

P i 3 . 2 + 1 7
Q* — 7 .2 + 2  — 16» ?

P i 7 . 1+3 10
Qi “  16 . 1+7 23 ’

P i 10 . 4 +  7 47
Qc ~  23 . 4+16 108 ’

P , 4 7 .3 + 1 0 151
Q, 108 . 3+23 347 •

Ostatnie przybliżenie jest równe wartości ułamku 
danego, jak powinno być.
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Jako drugi przykład weźmieińy rozwinięcie, dane 
wyżój J/42]

V42 =  6 +
12+1

2 + l _
12+....

Przybliżenia kolejne tego ułamku ciągłego będą 

P j_ _  !
<2. i ’

P 3 13.12+6 156 + 6  _  162
Q, ~  2 .12  4-1 24 -+ 1 25 ’

P L _  1 6 2 . 2 + 1 3 _ 3 3 7  
Qt ~~ 2 5 . 2 + 2 ““ 52 ’

itak dalej;—tuoczywiście szereg tych przybliżeń nigdy 
się nie skończy. Każde z nich możemy wziąć za przy­
bliżoną wartość ]/ 42; zobaczymy późnićj jak oznaczyć 
stopień przybliżenia w każdym przypadku.

21*. Wiedząc w jaki sposób tworzą się przybli­
żenia, poznamy teraz główne ich własności.

Najprzód widoczną jest rzeczą, z samego sposobu 
tworzenia się przybliżeń, że, z wyjątkiem dwóch 
pierwszych, licznik każdego przybliżenia jest 
większy od licznika przybliżenia poprzedzającego, 
i mianownik każdego przybliżenia jest większy od 
mianownika przybliżenia poprzedzającego. Gdyż:
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Pn -(-1 —  P „ a»4-i +  P « — 1  1

a ponieważ wszystkie liczby wchodzące do tój ró­
wności są dodatne, i a,,+i jest co najmniej równe je­
dności, przeto: P ,!+ i  >  P „ .

22*. Różnica pomiędzy dwoma po sobie następują- 
cemi przybliżeniami jest równą ułamkowi, którego liczni- 
kiem jest jedność wzięta ze znakiem +  lub — , a miano­
wnikiem iloczyn z mianowników tychże 'przybliżeń.

Na przykładach § 20* własność ta oczywiście 
sprawdza się. I  tak weźmy przykład ostatni: w nim:

Qz

+ L _ _ 6  .  Ą

Qi l  Qz ~2 > przeto:

P, _  13 6 _  13—12
Qt ~  2 1 ~  1 .2

1
2 ’

Podobnie:

Ps P2 _  162 13 _  324—325 _  1
Q3 Q2 ~  25 2 ““  50 — 5 0 ’

i t. d.
Przechodząc do wyrażeń ogólnych łatwo widzióć, 

że w ułamku ciągłym:

ai +  1___
a3 + l___

«3 +

'+ 1 ____
0« + 1 ___

®>1+1+"...
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Q, - S - = ( - + i r ) - ' - + i
Aby znaleźć różnicę pomiędzy trzeciem i drugiem 

przybliżeniem, zauważmy najprzód, że:

Qb d  ~  &  <2*
mianownik tśj różnicy jest więc iloczynem mianowni­
ków tych dwóch przybliżeń. Wartość licznika FSQ 2— 
P 2 Qi możnaby wynaleźć, podstawiając zamiast P 2  , 
Qz , Ps i Q3 ich wartości, wyrażone za pomocą a, , 
a2 i a3. Lecz aby uniknąć zbyt rozwlekłych rachun­
ków możemy tak postąpić: Ponieważ, podług pra­
wa tworzenia się przybliżeń:

P,— P 2 a3+-Fj ; <2 3 — Qi a3~\-Qi > 
przeto podstawiając te wartości w wyrażenie P3 Q2—  
P2 Q 3 , otrzymamy:

P 3 P '2 Q>=(P2«s+-Pj)
czyli:

F 3 Q3—P2 Q 3— P i Q2—P i Qi

A  że:

P-.t — Pi Qs

■Q.) Pt

więc:

P l — a l ; P 2= a i a2- j- l
Qi—li ; Qi~ a2 >

P 3 Q ,— P i  Q3= « l a2 — ( « 1  « 2 + 1 ) =  —  1 • 
Skąd wypada, że

P P2 _ - l
Q3 Q2 Qi (¿3
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W podobny sposób moglibyśmy znaleźć, że ró­
żnica:

P  P 3 _  +  1
<24 <2s ~  <2s <2* *

Dowiedziemy teraz, że licznik różnicy pomiędzy 
dwoma któremikolwiek przybliżeniami jest ilością 
stałą, co do swojej liczebnej wartości. W tym celu 
weźmy trzy, którekolwiek po sobie następujące przy­
bliżenia:

P » - i P« • P « + i
<2»-i ’ <2» <2»+i ’

odpowiadające mianownikom cząstkowym:
dfi—i » d>n i dnĄ.i ,

p  P
i  znajdźmy najprzód różnicę pomiędzy i —  , a

\Lłt— 1

P  P  4-następnie pomiędzy ~  i . Będzie:

3±_
Qn

Pn—1   P n Qn—1 P "—X
Q»-i Qn~ i n Q

i dalój:
PnĄ-l P«   P '■ 1 Qii Pm Qm4-I

Qn Qn
Lecz ponieważ, podług prawa tworzenia się przy­

bliżeń, mamy:
P m4 -1 — Pn a,t+i  -+- P m- i  j <3»4-i—  Qn a«+i - j -  Q » -i (§  2 0 * ) , 

przeto:
P„+x Qn — Pn Q„+i == (P'» &M+1 Pm—l) Qm

Pm ( Qm —l) ?
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czyli:
-Pii+i Qn — Pn Qu+i — Pit—i Qn — Pu Qn—i 

A że licznik różnicy poprzedniej był:
^n '°Cn—1 n—1 '“¿n »

przeto:
Pn-\-l Q >1 Pn tj,. !   * { Pll Qn—1 P?l—1 Qn )•

Ta równość pokazuje nam, że licznik różnicy po­
między dwoma przybliżeniami: (w-j-l)-tem i rc-tórn jest 
równy co do swojśj liczebnśj wartości licznikowi ró­
żnicy pomiędzy przybliżeniem ra-em i (n—l)-em, a 
tylko ma znak przeciwny. A  że te przybliżenia są 
jakiemikolwiek w szeregu wszystkich przybliżeń, 
przeto możemy stąd wyprowadzić wniosek, że licznik 
różnicy dwóch następujących po sobie przybliżeń jest 
stały co do swojój liczebnej wartości; znak tylko w nim 
kolejno się zmienia. Lecz widzieliśmy wyżój, że li­
cznik różnicy pomiędzy np. trzeciśm, i drugióm przy­
bliżeniem jest —1 , więc we wszystkich różnicach li­
cznik ten jest także "1 , tylko znak przed nim może 
być -¡-lub — , stosownie do miejsca, jakie zajmują 
uważane przybliżenia w szeregu wszystkich przybliżeń. 
Mianowicie: licznik różnicy pomiędzy drugióm a pier- 
wszem przybliżeniem jest -)- 1; licznik różnicy pomię­
dzy trzecióm i drugióm przybliżeniem jest—1 ; licznik 
różnicy pomiędzy czwartóm i trzecióm przybliżeniem 
będzie znowuż + 1, i t. d. Wogóle więc licznik ró­
żnicy pomiędzy dwoma przybliżeniami po sobie na- 
stępującemi będzie wtedy — 1 , gdy odejmujemy 
od przybliżenia porządku nieparzystego przybli-
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żenie poprzedzające; w przeciwnym razie licznik ten 
jest -j- 1. Wyrazić to możemy w ten sposób:

P,l+± Pu ( - l)H - l
• Q n +1 Q n  "  Q u  Q n + 1' • • ’ v ' ’

Ilość (—l )»!1 służy tutaj do oznaczenia znaku 
różnicy; liczebna wartość jej jest zawsze 1 : ponieważ 
ilość odjemna podniesiona do potęgi parzystej, daje 
wypadek dodatni, a podniesiona do potęgi nieparzystój 
daje wypadek odjemny, przeto znak przy (—1)®+1 bę­
dzie wtedy Ą - .jeżeli n - j- l będzie parzyste, a— wtedy 
gdy n-f-1 będzie nieparzyste.

Znosząc mianownik w równości (1) otrzymamy 
inne wyrażenie tej samój własności:

P «+1 Q « - P n  Qn+1 =  (—1) *+Ł . . . .  (2) •
23*. Jako bezpośredni wniosek z powyższój wy­

pada własność następująca:
L ic zn ik  i  m ianownik każdego p rzy b liże n ia  są liczbam i 

p ierw szem i w zględem  siebie.
W rzeczy samój: przypuśćmy, że największy 

wspólny dzielnik dla licznika i mianownika przybliżę-
P, nia -Pr— jest d. Wtedy i ilość Pi+i Qn — P n Q«+imu-

si być podzielną przez d  , gdyż p n i Qn są osobno po- 
dzielne przez d. A  że:

Pn+i Qn -  Pn <3,i+i =  (-1) K+l .
przeto i druga strona powyższój równości musi być 
podzielną przez d. Lecz wartość tój drugiej strony 
jest ±  1 , stosownie do tego czy «-f-1 jest parzyste 
lub nie, więc i d  nie może być różne od 1.
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24*. Całkowita wartość x ułamku ciągłego

, 1

'±_L
an -]-•••

jest zawarta pomiędzy d,woma po sobie następującemu przy­
bliżeniami, t. j. jeżeli jest większą od przybliżenia

. to będzie mniejszą od przybliżenia następnego 
W«
F 4'1- i odwrotnie.
^  »+i . . .

Do tego wniosku przychodzimy zastanawiając się
nad tem, z czego się składa każde przybliżenie. 
Pierwsze przybliżenie jest a, : jest ono widocznie 
większe od całkowitej wartości ułamku ciągłego x ,

gdyż opuszczamy tutaj część dodatnią

ffl3~r...........

Drugie przybliżenie powstało z a, +  —  ; jest ono 

większe od całko witśj wartości x  ułamku ciągłego, 

gdyż tutaj opuszczamy część p  »

a3+  • • • •
należy dodać do samego mianownika a2 , aby otrzy­
mać wartość x . Biorąc a3 zamiast prawdziwego 
mianownika, bierzemy mianownik za mały, a więc

wartość ułamku, powstałego z at ^— będzie za

wielką w porównaniu do x . I t. d., rozumowanie to
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możemy rozciągnąć do wszystkich następnych przy­
bliżeń.

Lecz toż samo twierdzenie dowiedziemy innym 
sposobem. W tym celu zachowajmy dla głoski x 
toż samo znaczenie jak dotąd, t. j. uczyńmy:

, 1x — a, A------r
«2+..

'+ 1 ___
«» + 1_____

1 -+-1
. . . . :

P Poznaczmy dalej przez ~ dwa po sobie nastę­

pujące przybliżenia, i postarajmy się znaleźć różnice 

x — ^  i x — . Jeżeli się okaże, że te ró-

żnice w każdym przypadku mają znaki przeciwne, 
wtedy twierdzenie będzie dowiedzione, gdyż z tego

Fwypadnie, że jeżeli x będzie np. większe od ,—1
) p

wtedy toż samo x będzie mniejsze od j r -  i odwrotnie.

Aby znaleźć wspomniane wyżej różnice, wyrazimy 
najprzód x pod taką postacią, pod jaką przedstawiają 
się wszystkie przybliżenia.

Na zasadzie prawa tworzenia się przybliżeń 
mamy:

Pji-\- i   Pn Hb P»—i
Qn anĄ.x —J— Qn—i

Algieb. Todh. 42
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Gdybyśmy chcieli z tego przybliżenia otrzymać 
przybliżenie następne, wówczas należałoby w nióm

zamiast a„+ 1 podstawić a„+1 - r  ~ ~ ~  • Lecz gdy-a»i4-2'

byśm y zam iast w  w yrażenie na 

1

P„+1 podsta­

wili: , to jest ten ułamek

«»+3 + -----
ciągły, jakie otrzymamy, biorąc wszystkie ułamki 
cząstkowe danego ułamku ciągłego od an+1 aż do

p
końca, wtedy oczywiście z przybliżenia otrzy­

malibyśmy całkowitą wartość ułamku ciągłego. 
Jeżeli więc uczynimy:

, 1y — «ii+1 + 2 -¡-1
• • • •

wtedy podstawiając y  zamiast aH+1 w wyrażenie na 

, otrzymamy wartość całkowitą ułamku cią-P

g łego . ZAvracamy uw agę czytelnika na to, że ilosc 
y ma tak ież  samo znaczenie, co i x„ w §14*. Będzie 
zatem :

P '> y "4“ Pn 1 / -1 \
x  —  ~rT ---- i— n ------- • • • • ' 1 >Qm y -p Mn—1

To bardzo rvażne wyrażenie służyć nam będzie 

nietylko do znalezienia szukanych różnic x — i
p

a — -  , ale nadto w wielu innych przypadkach.
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X  -  ^=L — I _  Pn-!
v»-i Qn-i

r t ™ -

t e u  red"kcJ i podobnych i wy-
^ y  z& nawias z wyrazów pozostałych:

s x — Q«-i — Ą - i  ) y
<?»-i (<?„ y  - j -  Q * -i) • ■ • (2)

Podobnie dla znalezienia różnicy x — ; p0(j_

mam” 7 X Jeg0 w a r t°ść  z równości (1). otrzy-

=  -/* Pn w,
Qn y -L  Qn_ ,

Postępując zaś z drugą stroną powyższej równości tak 
samo, jak postępowaliśmy przy * — ( znaj .
dziemy ostatecznie:
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li

X
P„ __ P , i- i Qn —  p » Q » -1 (3 \
Q n  Q n  (Q «  y +  Q»~O

Porównywając z sobą drugie strony równości 
(2) i (B). widzimy że one koniecznie mają znaki prze­
ciwne. Gdyż mianowniki icli są dodatnie, również 
iak i ilość y , znajdująca się w liczniku drugiej strony 
równości (2); znaki zatem drugich stron tych ró­
wności zależą od ilości: P„ Qn-1— i Q« i P»-i Q» —
P„ Q n-i- Widoczną zaś jest rzeczą, że ilości te mają
znaki przeciwne.

J e ż e l i  wiec« — 5 ^  jest dodatnie, t. j. jeżeli
v»-i

^ = 1 , wtedy * -  5 -  musi być odjemne, t. j.
Qn-i p

P1 . . . .  -i • _  *  n—\nmusi być « <  i i odwrotnie jeżeli * <  

wtedy będzie: * >  ^  . Nierówności te często wy­

rażają w ten sposób:

albo będzie: —- <  x Qn ’•¿n—l

albo też: P n -
n >  « > o..

Ponieważ podług własności dowiedzionej w pa 
ragrafie 22*.

P„ Q»-i — Pn-i Q »  — ( i)M >
przeto równości (2) i (B) mogą być tak napisane:

. Pn- 1 ________ M " g ____ -  , . . . (4)
<2«-i - "  i <2*-i ( Q* y  w- G » -i)

.z
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Pn_

Q n
(-1 )» -1___

Qn{Q%y -j- Q«-0 • • • (5)

Gdybyśmy chcieli, na zasadzie tych równości, 
znaleźć wartość różnicy pomiędzy x i któremkolwiek 
przybliżeniem, wtedy w jednśj lub drugiej równości 
należałoby zamiast n podstawić odpowiednią liczbę. 
Tak np. chcąc znaleźć jaki znak ma różnica pomiędzy 
x  i przybliżeniem pierwszóm, należy albo w równości 
(4) uczynić n =  2, albo w równości (5) uczynić n —  1. 
I jedna i druga równość pokazuje, że ta różnica jest

dodatnią, więc « > p L Podobnie czyniąc w ró­

wności (5) n =  2, łub w równości (4) n =  3, wypada,
p

że różnica pomiędzy x i -P  jest odjemną, czyli że
p

x  <  Ti2“ ’ i t- d. Wypada stąd, że w ogóle: x jest wię-
ksze od każdego 'przybliżenia porządku nieparzystego 

, a mniejsze od każdego przybliżenia porządku parzystego.
25*. Też same równości (4) i (5) pokazują nam 

zarazem i następującą własność ułamku ciągłego:
Kaźdje przybliżenie jest bliższe całkowitej wartości 

ułamku ciągłego, aniżeli przybliżenie poprzedzające.
W rzeczy samśj: druga strona równości (5), pa­

ragrafu 24*, wyrażająca różnicę pomiędzy x i któróm- 
kolwiek przybliżeniem, jest mniejszą co do swojej li­
czebnej wartości (t. j. bez względu na jej znak) od 
drugiój strony równości (4) wyrażającej różnicę po­
między x i przybliżeniem poprzedzającem. Gdyż y
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jest większe od 1 , i

-X— >  —Qn—i Qn , skąd i
Q»-i mniejsze od \Qn ; przeto

Qn—i (Q«,y H- Qn—i) <2 n ( Q»y QK—i)

Jest więc: x P„~ i P„
Qn~i Q,, , czyli: różnica po­

między x i przybliżeniem w-tem jest mniejszą liczebnie 
od różnicy pomiędzy x  i przybliżeniem poprzedza- 
jącóm. Tworząc więc coraz dalsze przybliżenia ułamku 
ciągłego, zbliżamy się coraz bardziej do jego całko­
witej wartości.

Przybliżenia porządku nieparzystego są mniejsze 
od tój wartości, przybliżenia zaś porządku parzystego 
większe od niój. Gdybyśmy przeto oddzielnie ugru­
powali przybliżenia nieparzyste i oddzielnie parzyste 
w dwa następujące szeregi:

P, P% P h
Q, ’ 'Q, ’ q :
Pi p ±  i *
<3, ’ Q. ’ Qe............5

wtedy ułamki pierwszego szeregu zbliżały by się co­
raz bardziej do x rosnąc, wyrazy zaś drugiego sze­
regu zbliżałyby się ciągle do x malejąc; samo zaś x 
jest zawsze zawarte pomiędzy dwoma odpowiedniemu 
wyrazami tych dwóch szeregów.

26*. Różnica pomiędzy całkowitą icartością ułamku 
ciągłego a jakiemkolwiek przybliżeniem, jest mniejszą li­
czebnie od ułamku, którego licznikiem jest jedność, a mia­

nownikiem iloczyn z mianownika uważanego przybliżenia 
i mianownika następującego.

A także: różnica pomiędzy całkowitą wartością u- 
lamku ciągłego, a jakiemkolwiek przybliżeniem jest mniej­
szą od ułamku, którego licznikiem jest jedność, a miano­
wnikiem kwadrat z mianownika tiważanego przybliżenia. 

W rzeczy samej: jeżeli weźmiemy dwa przybliże- 
P Pnia po sobie następujące i , wtedy calko-

wita wartość ułamku ciągłego «jest zawartą pomię­
dzy temi przybliżeniami; a więc różnica pomiędzy x  
i którymkolwiek z nich jest, liczebnie biorąc (t. j. bez 
względu na znak), niniejszą od różnicy pomiędzy sa- 
memi przybliżeniami, czyli

_r _  P: P.-H Pn
Cłu Qn

Lecz
PvĄ- 1_
(ju-fl

PJ. n

Cłn
( _ l ) » + l

Qn Q,
, gdzie

licznik (—l)”+l jest równy +  1 stosownie do tego czy 
n-[-l jest parzyste czy też nie parzyste.

Zwracając zatem uwagę tylko na liczebną war­
tość tego licznika, która jest równą 1, mieć będziemy:

Pn _  1

Qn Qn
W tej nierówności zawióra się pierwsze wyraże­

nie różnicy pomiędzy wartością całkowitą ułamku 
ciągłego a którómkolwiek przybliżeniem.

Jeżeli teraz zwrócimy uwagę na to, że ze spo­
sobu tworzenia się przybliżeń:
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Qn Q«+i i
wtedy, mnożąc obie strony tej nierówności przez Q„ , 
wypadnie że i:

Q n 2  <  Q »  Q»+i -
Ułamek przeto 7= ^ — jest mniejszym 

<4n+i
od u-

łamku -j t t  > gdyż Przy równych licznikach drugi
P , ima mianownik mniejszy. A że: x — -n— jest mniej-

1 Pusze od 77—7—  , przeto tym bardziej będzie.« — <
'Ja <¿»+1 Jn

1
Qri 2
i to jest drugim sposobem wyrażenia różnicy pomię­
dzy x i wartością ułamku ciągłego.

Należy tu jednak zaznaczyć, że pierwszy sposób 
daje daleko dokładniejszą granicę błędu, jaki popeł­
niamy, biorąc zamiast x którekolwiek przybliżenie, 
aniżeli drugi, za to drugi sposób jest do rachunku 
dogodniejszy, gdyż nie wymaga obliczenia wartości 
mianownika przybliżenia następującego.

27*. Wartości przybliżone względem.«, otrzy­
mane z ułamków ciągłych przez oznaczenie różnych 
przybliżeń tegoż ułamku ciągłego, mają jeszcze tę 
własność, że, przy równym stopniu przybliżenia, są 
wyrażone w najprostszych liczbach. Mianowicie: rno-

V
żna dowieść, że jeżeli jakikolwiek ułamek -  , nie

p  .
wchodzący do szeregu przybliżeń -q , bardziej się
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zbliża do x  , aniżeli Którekolwiek przybliżenie Pa_
Q n

wtedy ułamek ten musi być wyrażony większemi li­
czbami, aniżeli toż przybliżenie; przynajmniej mia­
nownik tego ułamku musi być większym od miano­
wnika uważanego przybliżenia. Tę własność przy­
bliżeń wyrazić możemy w następujący sposób:

r .Jeżeli jakikolwiek ułamek —  zbliża się więcej swoją
wartością do x (t. j. do całkowitej wartości ułamku

Pvciągłego), aniżeli przybliżenie -P- , wtedy mianownik s
tego ułamku musi być większym od mianownika Q„ .

W rzeczy samćj: zauważmy najprzód, że
Tskoro —7— jest więcej zbliżone, do x , aniżeli 

p  r
—P— , to tymbardziej — będzie więcej zbliżone do x ,

W>n 8 U
Ponieważaniżeli przybliżenie poprzedzające -Pn-l

Q,,-
zaś x jest zawarte pomiędzy dwoma po sobie nastę- 

“p  j p  r
pującemi przybliżeniami-U'— i ~  , a ułamek — zbli-

¿̂11—1 (¿n 8
ża się więcej do x , aniżeli każde z nich, przeto ten

7* Pr} lułamek -  musi być także zawartym pomiędzy i
 ̂ —1

Pu 
Qn

Różnica więc pomiędzy ułamkiem — i którem-

kolwiek z przybliżeń ^  , musi być, liczebnie biorąc,

mniejszą od różnicy pomiędzy samemi przybliżeniami, 
t. j. powinno być:

T  _  P „  - I  P ^  _  P „ -  1

«  < 2 „ _ i  Q a Q «  i  '
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Sprowadzając ułamki na pierwszćj stronie po­
wyższej nierówności do jednakowego mianownika, 
i mając wzgląd na to, czemu się równa różnica po­
między dwoma przybliżeniami po sobie następującemi, 
otrzymamy:

r QH- i — » P„-1 ^ 1

s Qn-l "  Qn Qn -1
Lecz ponieważ r, s, P„_i i Q„_i są liczbami cał- 

kowitemi, przeto i ilość r Qn_x—sP„-1 musi być także 
liczbą całkowitą, zatóm co najmniej równą jedności. 
Aby więc ułamek na pierwszej stronie mógł być 
mniejszym od ułamku na drugiej stronie nierówności 
napisanej wyżej, powinno być:

$ Qn—i ^  Qn—r j
skąd: s >  Q".

I tak jeżeli ułamek — jest bliższym całkowitej

wartości x ułamku ciągłego, aniżeli przybliżenie P„

to przynajmniej mianownik jego s musi być większym 
od mianownika Q„ . Ze wrszystkicb zatem wartości 
ułamkowych przybliżonych do x w równym stopniu, u­
łamek jest najprostszym.

28*. Ta własność nadaje szczególną cechę i za­
razem znaczenie przybliżeniom, którą tutaj należy 
nam wyjaśnić. Wartość przybliżoną pewnej ilości.«, 
której dokładnie nie znamy, lub jój dokładnie wyrazić 
nie możemy, przedstawiamy zwykle w postaci ułamku. 
Możnaby sądzić, że im większy jest mianownik tego 
ułamku, tóm większy jest stopień przybliżenia i tern 
ułamek ten jest bliższym oznaczanój ilości. Bardzo 
często w rzeczy samój ma to miejsce; że tak

659

jednak nie jest w ogólności, pokazuje następujący

przykład. Weźmy pod uwagę trzy ułamki: ~

Sprowadzając je do jednakowego mianownika, otrzy- 
20 21 24 5

“ amy: 28 ’ 28 ’ 28 ; C0 P°kazuje> że ułamek jest
5 6zawarty pomiędzy ułamkami j  i -  . Otóż może się

przytrafić, że pewna ilość x  , której wartość 
przybliżoną chcemy oznaczyć, jest zawartą wpraw-

dzie pomiędzy -  i -  , ale zarazem jest daleko bliż- 
3

szą , aniżeli każdego z ułamków skrajnych.

W takim razie wyrażając wartość przybliżoną ilości 
x  za pomocą ułamków z mianownikiem 7 otrzymujemy 
przybliżenie dalsze od prawdziwej wartości, aniżeli 
za pomocą ułamku z mianownikiem 4. Może się więc 
niekiedy przytrafić, że oznaczając wartość przybli­
żoną pewnej ilości, otrzymamy przy ułamku z mniej­
szym mianownikiem wyższy stopień przybliżenia, ani­
żeli przy ułamku z większym mianownikiem.

"Własność przybliżeń ułamku ciągłego dowiedziona 
wyżej, pokazuje, że przy użyciu ułamków ciągłych 
dla oznaczenia wartości przybliżonych, ten przypadek 
miejsca mieć nie może; każde przybliżenie jest ze 
wszystkich ułamków mających ten sam lub mniejszy 
mianownik najwięcej zbliżoną wartością x.

29*. Gdy wartość przybliżoną jakiejkolwiek 
ilości niewymiernej mamy już wyrażoną w ułamku 
dziesiętnym, wtedy możemy tę ilość niewymierną roz­
winąć na ułamek ciągły przez rozwinięcie tego ułamku
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dziesiętnego. W tym celu zuajdujemy najprzód dwie 
wartości przybliżone, pomiędzy któremi dana ilość jest 
zawartą. Zwykle wartość przybliżona, jest podaną 
w ten sposób, że prawdziwa wartość jest od niój wię­
kszą. Dodając więc do ostatniej cyfry ułamku dzie­
siętnego przybliżonego jedność, otrzymamy dwa u- 
łamki, pomiędzy któremi dana ilość jest zawartą. 
Aby nie wyjść po za te granice, które w ten sposób 
znajdziemy, należy oba te ułamki dziesiętne zamienić 
na ułamki ciągłe, i zachować w otrzymanym ułamku 
ciągłym tylko te ułamki cząstkowe, które są wspólne 
w obu rozwinięciach.

Objaśnimy to przykładem. Przypuśćmy, że chce­
my zamienić na ułamek ciągły stosunek okręgu koła 
do średnicy, oznaczany w rachunkach zwykle głoską 
jc. Wiemy, że stosunek ten jest niewymierny; Ludolph 
znalazł przybliżoną wartość tegoż stosunku, wyra­
żoną w trzydziestu pięciu cyfrach dziesiętnych na­
stępnych:

3, 14159 26535 89793 23846 26435 83279 502S8.

Późniejsi matematycy posunęli stopień przybli­
żenia jeszcze dalej. Rachunek, w którym wszystkie 
cyfry tutaj przytoczone, są uwzględnione, ciekawi mo­
gą znaleźć w pierwszój nocie Lagrange’a do drugiego 
tomu algiebry Eulera (str. 318 i następne). Tutaj 
ograniczymy się tylko pierwszemi dziesięcioma cy­
frami dziesietnemi.

Zachowując przeto te dziesięć cyfr, mamy na war­
tość przybliżoną Ti:

3, 14159 26535 .
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Dodając do ostatniej cyfry jedność, znajdziemy, 
że prawdziwa wartość na w , jest zawartą pomiędzy 
dwoma ułamkami:

31 415 926 535 . 31 415 926 536 
10 000 000 000 1 10 000 000 ООО '

Oba te ułamki zamieniamy sposobem podanym w 
§ 16*, na ułamki ciągłe przez postępowanie takie, j a ­
kiego używamy przy wynajdywaniu największego 
wspólnego dzielnika. Z ułamku pierwszego mamy 
taki szereg ilorazów:

3, 7,15,1,292,1,1, 6, 2,13, 3,1,12,3;
z drugiego zaś:

3, 7 ,15 ,1 ,292 ,1 ,1 ,1 ,4 ,1 ,1 ,1 .45 ,1 ,1 ,8 .
Zachowując tylko ilorazy wspólne tym dwóm 

ułamkom, otrzymamy takie rozwinięcie ilości it na 
ułamek ciągły:

* =  3 +  7 + j
15+1___  ‘

1+1____
292+1 _

1+1  
1 +  - -

Tworząc przybliżenia tego ułamkn podług pra­
wideł podanych poprzednio, znajdziemy następujące 
wartości przybliżone:

Pi o _  22 . p3 _  333 _  355
-Qx - 3 ~Q, 7 5 Q3 106 ’ Q< 113 ’
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PI __ 103993 P6 _  104 348 P 7  208 341
<?5 ~  33102 ; Q6 ~  33215 5 Q, 663TT *

Każdy z tycli ułamków zbliża się do prawdziwej 
wartości tc tak daleko, jak żaden inny ułamek z mia­
nownikiem takim samym lub mniejszym.

29Przybliżenie drugie -= było wartością znalezio­

ną zupełnie inną drogą przez Archimedesa. War-
22tość ta jest większą od tc ; różnica pomiędzy tc i —

1 1jest mniejszą, jak wiemy z § 26* od 7X106~ 742 • 

355Ułamek yy-jest stosunkiem Adryana Mecyusza.

Jest on również większym od prawdziwej wartości 
tc ; ale jest daleko więcej przybliżonym do tc , anw

355żeli liczba Archimedesa, gdyż różnica pomiędzy tc i  ^

jest mniejszą od 1
113X33102 , to jest od ,3740526 ‘

333Ułamek , zawarty pomiędzy liczbą Archi­

medesa i liczbą Mecyusza nie jest wcale prostszym 
od tego ostatniego, jest jednak daleko mniej do­
kładnym, gdyż błąd jaki popełniamy, biorąc ten u-

łamek zamiast tc jest zaledwie mniejszym od •

Zresztą można porównać te liczby z sobą w łatwy 
sposób, zamieniając je na ułamki dziesiętne i po- 
równywając tak otrzymane ułamki dziesiętne z liczbą 
Ludolpha.
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Znajdziemy:

^ |= 3 ,1 4 2 . .. ; | | |  =  3,14150... ; 3,1415929-..,

skąd widzimy, że liczba Archimedesa daje już 3-cią 
cyfrę błędną liczba zaś Mecyusza dopiero 7-mą.

30*. Na zakończenie tego rozdziału pokażemy 
sposób wynajdywania całkowitój wartości ułamku 
ciągłego peryodyc.znego. Okaże się, że ta całkowita 
wartość jest zawsze jednym z pierwiastków równa­
nia stopnia drugiego, którego współczynniki są wy­
mierne. Zaczniemy od przykładów liczebuych.

Przypuśćmy, że mamy ułamek ciągły peryodyczny:

* = 5+ ^ p
10+ 1_

N 2 + 1 ___
10 +  . . .  do nieskoń.

Oznaczmy przez y całą tę cześć ułamku ciągłego, 
która się zaczyna od pierwszego peryodu, to jest 
uczyńmy:

y =  2 +  j p + i
2 +  l____

10 +  . . do nieskończ.
Wtedy widocznie będzie:

, 1 _  9 ____
x —  5'r y ' y  —  1 10+ 1/

y
, ,  _ 5 y + 1 _  2ly+2skąd. x — y , y  —

'J
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Wynajdując wartość na y z równania pierwszego 
bedzie:

1
y e—5 ’

podstawiając ją w równanie drugie, otrzymamy: 

1 J i g  +  2x—5
-5' 10

x—5 - i -  1

Mnożąc licznik i mianownik drugiej strony tego 
równania przez x—5 , mieć będziemy:

1 __ 21-|-2 (x—5) 11+2*
x —5 10—J— ¿z?—5 5+ *  !

skąd, znosząc mianowniki:
llx-\-2x2—55—10#=5-|-tf ,

po wykonaniu zaś redukcyj:
2#2= 60  , 

czyli: £G2=r30 .
Widzimy z tego, że ostatecznie dla oznaczenia x 

przyszliśmy do równania stopnia drugiego w naj* 
prostszój postaci. Stąd otrzymamy:

#=1/80,
wyrażenie, które łatwo sprawdzić przez bezpośred­
nią zamianę na ułamek ciągły.

W podobny sposób postępować będziemy dla do­
wiedzenia w ogólności, że ułamek ciągły peryodyczny 
przedstawia jeden z pierwiastków równania stopnia 
drugiego, a zatem, że zawsze taki ułamek daje się
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sprowadzić do wyrażenia pierwiastkowego stopnia 
drugiego. Wtym celu weźmy pod uwagę ułamek 
ciągły peryodyczny:

'•+ 1
an -j-l

Ól-!“!
2̂ ”"! i

bzĄ--

•+ 1
5« +1

bi+-

w którym mianowniki at , a2 . . . a„ przedstawiają 
część nieperyodyczną, t. j. nie powtarzającą się, mia­
nowniki zaś b, ,b2 . . .  bm, część peryodyczną, złożoną 
z m ułamków cząstkowych, powtarzających się, z temiż 
samemi mianownikami i w tym samym porządku do 
nieskończoności. Uczyńmy:

y—br b2 -j-

‘ -4-1.____
bm -)-l

bl -j- 1
b3 -¡—...do nieskoń.

43Algieb. Todh.



wtedy mieć będziemy:

(1) * =  a ,+

'+ 1 _____
a„, -j- 1 I

V

i także:

(2) y =  ft,+ ¡ z ru2 I •

‘•+ 1_____
"H 1_

y '

Jeden i drugi z tycb ułamków ciągłych należy 
zamienić na ułamek zwyczajny, wówczas otrzymamy 
dwa równania, z których wyrugowawszy y , znaj­
dziemy równanie, zawierające tylko jedne niewiadomą
x i służące do ostatecznego znalezienia tejże nie­
wiadomej. Aby w najdogodniejszy sposób wynaleźć 
odpowiednie wyrażenia, weźmy przybliżenie (n-fl)-sze 
w ułamku danym i podstawmy w niśm y  zamiast bt , 
wtedy mieć będziemy całkowitą wartość ułamku 
ciągłego; t. j.

Pny ~i~ Pn—i
Qn y  -k Q n -i

. .(3)

W podobny sposób, biorąc w ułamku (2) pizy- 
bliżenie (m-j-l)-sze otrzymamy całkowitą wartość 
ułamku ciągłego (2), to jest y . jBędzie zatem:

' \
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_ Pm y “ł-“ Pm—1
^ Qm y  -|- Qm—\

(4)

Oznaczając z równania (3) wartość na y i pod­
stawiając ją w równanie (4), otrzymamy, po zniesieniu 
mianowników i sprowadzeniu do najprostszej postaci, 
równanie stopnia drugiego, z którego znajdziemy x  . 
Rachunku tego wykonywać tu nie będziemy, gdyż 
jakkolwiek z ogólnój postaci tego równania można 
wyprowadzić niektóre ważne wnioski, wszakże robić 
tego nie będziemy, przechodziłoby to bowiem zakres 
niniejszego dziełka. W  każdym szczególnym przy­
padku prościój jest bezpośrednio używać równań (3) 
i (4) w celu znalezienia równania ostatecznego, ani­
żeli odwoływać się do postaci ogólnój tego równania, 
o którem mowa.

Rachunki wykonane w tym paragrafie pokazują 
nam, że każdy ułamek ciągły peryodyczny daje się 
wyrazić za pomocą jednego pierwiastku równania 
stopnia drugiego, o współczynnikach wymiernych. 
Lecz pozostawałoby teraz dowieść, że i odwrotnie 
każda ilość pierwiastkowa niewymierna stopnia dru­
giego daje się zawsze rozwinąć na ułamek ciągły pe­
ryodyczny. Dowodzenie to jednak, podane po raz 
pierwszy przez Lagrange’a, przechodzi po za 
obręb tego rozdziału. Nie mniśj rozbiór pytania 
jaki związek mieć będzie drugi pierwiastek równania 
stopnia drugiego, powstałego z wyrugowania y z ró­
wnań (3) i (4) z danym ułamkiem ciągłym peryodycz- 
nym, także do naszego zamiaru nie należy.
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Z a d a n i a .

1) Następujące ułamki zwyczajne zamienić na 
7Q 37

ułamki ciągłe: a) ^  (1, 2, 3, 2, 3), b) (2, 1, 2, 1,
445

.2,3), c) i g -  (4, 1, 1, 1, 2, 3, 1, 3), d) (1, 2, 1, 1, 1, 

55), e) g g  (3, 7, 1, 2, 4, 5, 1, 2), / )  ~  (3, 1, 1, 2, 1,43
1,3).

2) W otrzymanych ułamkach ciągłych w po- 
przedniem zadaniu oznaczyć wszystkie przybliżenia.

3) Następujące ułamki dziesiętne zamienić na 
ułamki ciągłe.

a) 1, 2 3 4 5 (1, 4, 3,1, 3. 1, 1, 2, 5); b) 0, 9 7 53 1 
<1, 39, 1, 1, 111, 1, 2, 1, 2), c) przyjmując, że: V 2 =  
1, 41 4 2 , tl, 2, 3, 2, 2, 2, 1, 1, 29).

4) Znaleść wartości następujących ułamków 
ciągłych:

a) 2 + 3+1

c) 2 +

4+1___
5+l_

6
1
1+1

/ 972 \
l 421 j

6)6 + 5 j-1_
4+1

/ 972 \
1 157 )

3 + 1  
2

2+1

/ 421 \ , . 1 1421 \
(l57 ) ; d ) / + 7 + l _ ___ ( 59/

2+1
7+1 1+1

7 2
5) Następujące ilości pierwiastkowe rozwinąć 

na ułamki ciągłe:
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а) J/2_(l, 2, 2....) ; b) K il  (3, 3, 6, 3, 6....),
c) 1/56(7,2,14,2.14...),
d) ]/45 (6. 1, 2, 2, 2, 1, 12....); e) J/53 (7. 3 ,1 ,1 , 

3, 14....),
. / )  J/59 (7, 1, 2, 7, 2, 1. 14....).

б) Znaleść 6 pierwszych przybliżeń f/2.
. _  /1520\

7) Znaleść 8-me przybliżenie 1/31 l- ^ )  ‘
8) Znaleść wartości następujących ułamków cią­

głych peryodycznycb:

a) 1 +  i + i  ( =  K 3 ) ; &) ! +  
2+1 

1+ 1  
2+...

«) 1 
~ 1 +  L_

2+1
1+ 1

2+ ...

(pierwiastek dodatni ró­
wnania r2-!-2#—2=0).
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(Pierwiastek dodatni 
równania 7#2 — 8« — 

3 =  0).
A 1 +  2 + l

34-1___
1+ 1_

2+1___
3+1 

1+ -
9) Następujące wyrażenia pierwiastkowe roz­

winąć na ułamki ciągłe:
K32(5, 1, 1, 1, 10, 1, 1, 1, 10,...),
1/43. (6, 1, 1,3, 1, 6,1*3,1, 1, 12, 1, 1....),
+52̂ (7, 4, 1, 2, 1, 4,14, 4, 1,....),
J/61 (7, 1, 4, 3, 1, 2, 2, 1, 3, 4, 1, 14, 1,....),
I/67 (8, 5, 2, 1, 1, 7, 1, 1, 2, 5, 16,....),
V W (9, 2, 3, 3, 2, 18, 2,...).

P  P  P "10) Dowieść, że jeżeli:  ̂ oznaczają
trzy jakiekolwiek po sobie następujące przybliżenia, 
wtedy będzie:

(P " -P )  Q'=( Q"—Q) P".

11) Dowieść, że:
P L _ P L , _1_______ + _  , 1 . ( - 1 ) ,
Q" Qi *” Q.i 0 'ł 0 % Qi Qi 1 Q*—i Q k

12) Znaleść wartości następujących ułamków 
ciągłych, wyrażone bezpośrednio za pomocą a:

a, +  ^ ; 2)a2 +  ^7;3)a, +  ̂ +T_ ’
a 3
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i),h  +  aa+ +  ; 5) “l a2+ l ; 6) a*

a3+ 1

1___
a3 + l

a2+ +
a.

Wartości otrzymane porównać, mianowicie 1) 
z 2) : 3) z 4): 5) z 6).

(Jeżeli wartość <
1 P

b +  “—TT =  T T  ’ a p0‘g2 + l V?4
a3+ l_

przednie przybliżenie oznaczymy, jak zwykle: ^

to: at+
« 3 + L

=  ̂ i t .
d)-

% + L
«i

13) Poprzednie pytanie uogólnić, mianowicie 
znaleść związek ogólny pomiędzy wartościami u- 
łamków ciągłych:

1) «i +
1____
a i + 1_

a3 +

i 2) an + 1______
an- i + +

a,>-2 +

• + I _____
1 + 1_

0>n 9

1___
<*3+1____

a2+1_
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(Jeżeli wartość ułamku: 1) oznaczymy przez:
P P, a przybliżenie poprzedzające przez , wtedy

wartość ułamku: 2) będzie: 

GdyŻ. Ptl   Pn—; au •

Pu
Pn-1 ‘

-  n — 2 >

P,_:
— a„ dn

a że: P „—i — -F»—2 1 -l- P n 3 ,
p  . p

przeto: P«—i _ , Pa—3— a»—1 -|-
Pn Pn— 2

skąd: --  -j- 1
i*»—1 -j— Pn—3 i t. d.

14) W zadaniach 11) i 12) jakie mają znacze-
\ 1 ■ Q* • Qnme ułamki: -k- 1 — —

Q3 Qn-

a4 4- ®s 4-1
dn -j—

1 —|—.
• + 1

«3 +  l _ \  
«2 /

15) Stosunek miesiąca synodycznego, wynoszą­
cego 29,530588 dni, do roku słonecznego zwrotni­
kowego, mającego dni 365, 242 22, wyrazić w prost­
szych liczbach.

/ i  i  1  i  i ł  i i  334 \
\12 ’ 25 ’ 37 ’ 99 ’ 136 ’ 235 ’ 4131J *

s

11!. Równania nieoznaczone stopnia pierwszego.

31*. Widzieliśmy w nauce o równaniach, że 
jedna ilość niewiadoma jest w zupełności oznaczoną 
za pomocą jednego równania, że dwie ilości niewia­
dome są oznaczone za pomocą dwóch równań, trzy 
ilości niewiadome za pomocą trzech równań, i t. d. 
W ogóle mówiąc, oznaczenie pewnśj liczby ilości nie­
wiadomych wymaga tylu równań, ile jest niewia­
domych.

Gdy więc zadanie jest tego rodzaju, że z iego wa­
runków możemy ułożyć mniśj równań, aniżeli jest 
niewiadomych, wtedy z tych równań oznaczyć war­
tości niewiadomych nie można.

Gdyby np. były dwa równania, a trzy niewia­
dome, wówczas z nich moglibyśmy oznaczyć wartości 
tylko dwóch niewiadomych; na jedną zaś niewiadomą 
moglibyśmy nadać wartość dowolną. Nadając jaką­
kolwiek wartość na tę trzecią niewiadomą, otrzyma­
libyśmy dwa równania, zawierające tylko dwie nie­
wiadome; z nich zatem można by było oznaczyć te 
dwie niewiadome, Lecz ponieważ na trzecią niewia­
domą możemy nadać jakąkolwiek wartość, przeto pod­
stawiając zamiast tejże trzeciój niewiadomój inną war­
tość, znajdziemy, wogóle mówiąc, i inne wartości od­
powiednie na dwie pozostałe niewiadome: —dla każdej 
wartości trzeciój niewiadomój, znajdziemy inny układ 
wartości dwóch pozostałych niewiadomych. Liczba 
więc wszystkich rozwiązań takiego układu równań 
będzie nieskończenie wielką. I taki właśnie układ 
równań nazwano: równaniami nieoznaczonemi. W ogóle 
równania są nieoznaczone wtedy, gdy liczba równań jest
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mniejszą od liczby niewiadomych. Wówczas, nadając 
wartości dowolne na tyle niewiadomych, ile ich jest 
więcej aniżeli równań, otrzymamy równania, z których 
można oznaczyć pozostałe niewiadome. A że każdemu 
układowi wartości na te niewiadome, które zależą od 
naszśj woli, odpowiada pewien układ pozostałych nie­
wiadomych, przeto na wszystkie niewiadome otrzy­
mamy nieskończenie wiele odpowiedzi.

Gdyby nie było innych warunków, którym rozwią­
zania tych równań zadosyć czynić powinny, wtedy 
.nic więcój nad to, co powiedziano wyżój, nie byłoby 
do dodania. Każde dane zadanie podpadałoby pod 
ogólną naukę o równaniach bądź to pierwszego, bądź 
to drugiego, bądź innych stopni, stosownie do stopnia 
równania, do których toż zadanie doprowadziło. Lecz ( 
rozwiązania takich równań poddają się zawsze w tej 
części algiebry, która śię niemi zajmuje, jeszcze temu 
warunkowi, aby one były liczbami calkowitemi. Wsku­
tek tego za rozwiązanie równania nieoznaczonego, 
lub układu równań nieoznaczonych, uważać będziemy 
tylko liczby całkowite, zadosyć czyniące danemu równaniu.
I ponieważ rozwiązać równanie nieoznaczone jest to 
wynaleźć te wszystkie liczby całkowite, które mu za­
dosyć czynią, przeto nauka o rozwiązaniu równań nie­
oznaczonych nosi odrębną cechę od innych części 
algiebry i właściwie stanowi część osobnej gałęzi ma­
tematyki, zwanej: „teoryą liczb“.

Rozwiązania równań nieoznaczonych ograniczają 
się niekiedy jeszćze warunkiem tym, że powinny być 
dodatnie. Ten ostatni warunek ścieśnia tak dalece 
liczbę rozwiązań, że niekiedy tylko jedno z nich, a na­
wet czasami żadne nie odpowiada danemu zadaniu.
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Równania nieoznaczone, podobnie jak oznaczone, 
dzielą się na równania stopnia pierwszego, drugiego 
i t .  d. Pod względem liczby niewiadomych, może być 
albo jedno równanie jakiegokolwiek stopnia z dwiema 
niewiadomemi, lub z trzema, i t. d., albo też mogą być 
dwa równania z trzema, czterema i t. d., niewiado­
memi, trzy równania z czterema lub większą liczbą 
niewiadomych, i t. d. Tutaj ograniczymy się tylko ró­
wnaniami stopnia pierwszego, przede wszystkiem w tym 
przypadku, gdy dane jest jedno równanie z dwiema 
niewiadomemi.

32*. Jako prosty przykład, objaśniający na 
czem polegają rozwiązania zadań tego rodzaju, we­
źmiemy zadanie następujące:

Znaleźć dwie liczby, których summa równa się. dzie­
sięciu.

Oznaczając jedne z tych liczb przez x drugą zaś 
przez y , otrzymamy równanie do rozwiązania:

x - \ - y —  1 0 .

Z tego równania mieć będziemy: 
x =. 10 — y .

Dla każdśj wartości obranój na y znajdziemy stąd 
odpowiednią wartość na x;  lecz wartości jednej i dru- 
giój niewiadomej są ograniczone tym warunkiem, że 
mają być tylko całkowite. Możemy więc uczynić:

y równćm albo 0, albo 1, albo 2, albo 3, i t. d.

i stąd otrzymamy odpowiednie wartości na x . Czy­
niąc tak:

y =  -  1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11. 12.... 
znajdziemy: *=11,10, 9, 8,7,6, 5,4.3,2,1, 0 ,-1 ,—2...
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Wartości więc x i y  całkowite, czyniące zadosyć 
danemu równaniu, są zawarte w tych dwóch szere­
gach liczb, stanowiących dwa postępy arytmetyczne. 
Z tych szeregów widzimy, jak dalece warunek, aby 
rozwiązania były nietylko całkowite ale i dodatnie, 
zmniejsza liczbę tychże rozwiązań, gdyż rozwiązania 
dodatnie są tylko takie:

y  — 0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 ; 
x — 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0 .

Jeżelibyśmy zaś z tych rozwiązań wyłączyli 
0 i 10, to liczba rozwiązań jeszcze bardziej zmniej­
szyła by się i właściwie byłoby tylko pięć odpo­
wiedzi różnych na pytanie jakie to są dwie liczby, 
których summa równa się 10?

33*. Nie trudno również wynaleść wszystkie 
rozwiązania równania tego rodzaju:

5 -j— y =  28 .
Należy tylko rozwiązać je względem tój niewia- 

domój, przy którój współczynnik jest równy jedności. 
Będzie:

y =  28 — 5x .
Dla każdój wartości całkowitój na x, wypadnie 

także całkowita wartość na y . Czyniąc więc:
* =  0,1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10.... 

otrzymamy: y—28,23,18,13,8, 3, -2, -7, -12, -17, -22....

Te dwa szeregi liczb całkowitych, zawierające 
wszystkie rozwiązania, stanowią także dwa postępy 
arytmetyczne: jeden z nich obejmujący wartości na x 
(t. j. na tę niewiadomą, przy którój współczynnik jest
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różny od 1) ma za wykładnik 1, drugi zaś, przedsta­
wiający wartości na y , ma za wykładnik —5, (jak 
w tym przykładzie jest to współczynnik przy drugiój 
niewiadomój, wzięty ze znakiem —).

Widoczną jest rzeczą, że i w tśm zadaniu liczba 
rozwiązań dodatnich jest ograniczoną; mianowicie 
jest ich tylko sześć;

* = 0 ,1 ,  2, 3, 4, 5, 
y =  28, 23, 18, 13, 8, 3.

W sposób podobny do powyższego można zawsze 
rozwiązać takie równanie stopnia pierwszego z dwie­
ma niewiadomemi, w którem współczynnik przy jednej 
niewiadomój jest równy jedności, t. j. równania po­
staci:

x -j- by =  k , 
lub: x — by — k .

Wtedy rozwiązując to równanie względem nie­
wiadomej, przy której współczynnik jest jednością, 
(w równaniach przytoczonych wyżój: x), i podstawiając 
na drugą niewiadomą y , kolejno wszystkie liczby 
całkowite, wynajdziemy i odpowiednie wartości cał­
kowite na x.

Tych bardzo prostych sposobów nie można oczy­
wiście użyć we wszystkich przypadkach do rozwią­
zania równania ogólnego:

a x -|- b y =  k .
któróm się teraz zajmiemy.

34*. Możemy przyjąć, że wszystkie trzy liczby 
a , b i k ,  będące współczynnikami w napisanem wyżej 
równaniu, nie mają, razem wzięte, żadnego wspólnego 
dzielnika: w przeciwnym bowiem razie dzieląc obie
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strony tegoż równania przez największy wspólny 
dzielnik liczb a, b i k otrzymalibyśmy ostatecznie ró­
wnanie takie, w którem współczynniki a, b i k, byłyby 
pierwszemi względem siebie. Gdyby tylko dwa 
współczynniki a i b miały jakikolwiek wspólny dziel­
nik, którego nie ma h, w takim razie nie trudno się 
przekonać, że równanie nie może być rozwiązane w licz­
bach całkowitych. W  rzeczy samej: przypuśćmy, że 
a i b mają wspólny dzielnik d , który w k nie mieści 
się bez reszty. Wtedy, oznaczając iloraz z podziele-

nia głoską«', iloraz zaś: ^ głoską b\ byłoby a—a'd,

i b =  b'd. Podstawiając te wartości za a i b w dane
równanie:

a x -f- by =  k. .. . (1)
byłoby:

a' d x -f- U dy — k ,

dzieląć zaś obie strony przez d , wypadłoby:

ka! x  -j- b'y — j  .

kSkoro k nie jest podzielne przez d 9 wtedy j  nie

jest liczbą całkowitą; żadne więc liczby całkowite 
podstawione zamiast te i y w to równanie nie mogą 
uczynić pierwszej strony równą drugiój. Wszystkie 
zatem przypadki, w którycli dwa współczynniki a ib  
nie są pierwszemi względem siebie, są wyłączone przy 
poszukiwaniu rozwiązań całkowitych równania (1). 
Równanie to przedstawiać nam będzie przykład ró­
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wnania, które rozwiązane w liczbach całkowitych 
być nie może.

Gdyby którykolwiek ze współczynników « lub b 
osobno i druga strona równania k miały jakikolwiek: 
wspólny dzielnik d , wtedy równanie mogłoby być 
sprowadzone do prostszój postaci. Aby pokazać jak 
wówczas należy postąpić, przypuśćmy, że np. b i k 
mają wspólny dzielnik d ; tym sposobem będzie: b— 
db' i k~ d  k', gdzie V i U są liczbami całkowitemi, 
powstałemi z podzielenia b ile przez d. Uczyńmy « =  
dx'. Gdybyśmy byli w stanie znaleść czemu się ró­
wna x\ wtedy mnożąc każdą z otrzymanych wartości 
na x przez d , otrzymamy odpowiednią wartość na x. 
Podstawmy napisane powyżej wartości na b, k \ x  
w równanie dane (1); mićć będziemy:

a dcs' -j-  b' dy —- Ud  ,

z którego, przez podzielenie wszystkich wyrazów przez 
d } otrzymamy równanie prostsze:

a x’ -|- b y — k .

Np. Gdyby było równanie:
25« - f  18y — 102 ,

wtedy, ponieważ 18 i 102 mają wspólny dzielnik 6 , 
uczyńmy: x =. Qx', i podstawmy tę wartość za x . 
Otrzymamy:

2 5 .6x' +  18y — 102 .

Podzieliwszy wszystkie wyrazy przez 6 otrzy­
mamy równanie prostsze, aniżeli dane:

2 5 « '+  3 y — 17,
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Wynalazłszy z tego równania x: i y należy tylko 
wartości x' pomnożyć przez 6 , a znajdziemy odpo­
wiednie wartości na x .

Widzimy z powyższego, że tylko takie równania 
wypada nam wziąć pod uwagę, w których trzy liczby 
a, b i l  razem, a nadto dwie a i b są pierwszemi 
względem siebie.

35*. Załóżmy więc, że w równaniu: 
ax -4- by — k ,... (1)

liczby a  i b mają za największy wspólny dzielnik 1 ; 
dowiedziemy najprzód, że w tym przypadku rozwią­
zanie równania (1) jest zawsze możliwe, to jest, że: 
gdy aib są pierwszemi względem siebie, zawsze można zna­
leźć takie liczby całkowite, które równaniu (1) zadosyć 
czynią.

Dowodzenie opiera się na zasadzie, wyprowadzo­
nej w § 4*. Aby tego dowieść znajdźmy wartość na 
jednę z niewiadomych równania (1), np. na y, wyra­
żoną za pomocą drugiój niewiadomej x  . Będzie:

Wystawmy sobie teraz, że za x podstawiamy ko­
lejno wszystkie liczby całkowite, poczynając od 0 i i- 
dąc przez liczby dodatnie i odjemne. Oczywiście nie 
wszystkie te liczby odpowiadać będą równaniu, gdyż 
nietylko x  ma być całkowite, ale także i y .  Z po­
między więc wszystkich wartości na x  , tylko te wy­
brać nam należy, przy których ułamek na drugiej 
stronie równania (2) staje się liczbą całkowitą, to jest 
przy których licznik jest podzielny przez mianownik. 
Że to jest zawsze możliwe, gdy a ib  są pierwszemi
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względem siebie, przekonywamy się z następującego 
rozważania: Na zasadzie własności dowiedzionói w § 
4* wiemy, że z dzielenia każdój z liczb szeregu:

1 . a, 2«, 3« . . .  . (b—2) a, (b—1) a 
przez b, gdy b jest pierwsze względem a, pozostają 
zawsze reszty, i że pomiędzy niemi nie ma reszt je­
dnakowych; a że ich jest b—1 i wszystkie one są różne, 
więc muszą one być wszystkiemi liczbami szeregu 

1, 2, 3, 4 . . . .  (b—2) i (ft-1).
Podstawiając zatćm kolejno w wyrażenie na dru­

giój stronie równania ( 2)  zamiast x  liczby:
(3) . . . . 0 ,  1, 2, 3, 4 ----(6—2) i (6—1),

musimy koniecznie pomiędzy temi liczbami natrafić 
na jedną, ale tylko na jedną, taką, która da na resztę 
z podzielenia ax przez b tęż samą ilość jaką daje k, 
będąc podzielone także przez b. Przypuśćmy, że to 
mieć będzie miejsce wtedy, gdy zamiast x  podstawi­
my pewną liczbę m z szeregu (3). Wówczas oznacza­
jąc iloraz z podzielenia am przez b głoską q, a resztę 
głoską r, otrzymamy:

am = b q - j- r.
Ponieważ zaś k, podzielone przez b, daje tęż sa­

mą resztę r, przeto możemy uczynić: 
k =  bą' -j- r,

gdzie <i jest ilorazem z podzielenia k przez b.
Lecz wyrażenie na y ,  dane równaniem (2), gdy 

w nićm x uczynimy równem m zamieni się na takie:
k— am

y =  ~~i r - -
Al gięli. Todh.
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Podstawiając tutaj zamiast k i am napisane powy­
żej wartości, będzie:

ba' r — (bg -j- r)
y = ------------------------------------b-------------------------------------- ’

czyli:
y — q ' - q ,

a to jest liczbą całkowitą, gdyż qi q'  są liczbami 
całkowitemi. Widzimy więc z tego, że gdy a i b są 
pierwszemi względem siebie, można zawsze znaleść 
taka liczbę, i to tylko jedną mniejszą od b, która pod­
stawiona zamiast x w dane równanie, czyli, co na je­
dno wychodzi, w równanie (2), uczyni y całkowitem. 
I to nam pokazuje możliwość rozwiązania danego ró­
wnania w przypadku rozbieranym.

Podstawienia na x zaczynamy od 0 chcąc objąć 
i ten przypadek, w którym k jest podzielne bez reszty 
przez 6; gdy jednak to nie ma miejsca, możemy pod­
stawienia te odrazu zacząć od 1.

36*. Gdyśmy już znaleźli jedną taką wartość m, 
która podstawiona zamiast x,. w równanie (2) daje 
i wartość na y także całkowitą, nie trudno znaleść 
i inne rozwiązania całkowite. W tym celu należy tyl­
ko zwrócić uwagę na to, że liczba m jest taką, przy 
której iloczyn am podzielony przez 6, daje na resztę r,— 
ilość taką samą, jak i k podzielone przez b. Lecz je­
żeli am podzielona przez b daje na resztę r, wtedy 
■podstawiając zamiast m liczbę m -f b, otrzymamy ilo­
czyn a (m -f- b) =  am -j- ab, który podzielony przez b 
da też samą resztę r, gdyż b mieści się. w ab całkowitą 
liczbę a razy. A zatem wartość na x równa m b, 
uczyni w równaniu (2) i y całkowitem. Podobnież:
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dodając do powyższej wartości m -j- b jeszcze raz b, 
otrzymamy liczbę tn - f  26, która podstawiona zamiast 
* w wyrażenie a*, da iloczyn a {m-\-2b) — arn-\- 2ab 
taki, że reszta z podzielenia tego iloczynu przez 6, bę­
dzie znowuż r; a zatem i liczba m-f- 26, podstawiona 
w równanie (2) uczyni i y całkowitem. I tak dalej: 
biorąc zamiast x w ogóle liczbę: m-Ą-pb, gdzie p ozna­
cza jakąkolwiek liczbę całkowitą, i podstawiając ją  
w równanie (2), otrzymamy i odpowiednią wartość na 
y całkowitą.

Podług tego co było dotąd powiedzianem, nie 
trudno wynaleść ogólne wyrażenia na x i y, czyniące 
zadosyć danemu równaniu (1), lub, co na jedno wycho­
dzi, równaniu (2). W rzeczy samej: wartości v, ró­
wniej m odpowiada wartość na y. równa q ~ q .  Oznacz­
my tę ostatnią ilość jedną głoską n. Jeżeli za x  
podstawimy w równanie (2) m-\-b, wtedy na y otrzy­
mamy:

k — a{mA-b) k — am— ab 
J b b

a że: k — q’b —j— r*; am =  qb -j- r;
przeto:

q’b-\-r — (qb r) — ab y _  ,

czyli:

i nakoniec:
V — 9 — 1— a,

y =: n — a.
Podobnież: jeżeli na x podstawimy m 4- 26, wtedy 

podobny rachunek do powyższego pokaże nam, że: 
y — n — 2 a.

44*
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I w ogólności, gdy w równaniu (2) uczynimy: 
a =  m + pb, otrzymamy na у wartość:

,y n — pa.
Widzimy z tego,'że wartości na * i У są zawarte

>v dwóch następnych szeregach liczb:
* =  « , m +  b, m +  2b . . . . m ± p b , . . . .
„  =  n , n - a ,  n - Z a . . . .  n ~ p a , . . . . '  _

gdzie odpowiadające sobie wartości na dwie mewia-
6nme znajdują się jedna pod drugą. ; .

Wartości wiec na я tworzą postęp różnicowy, kt -
pierwszym wyrazem jest m, a wykładnikiem b (i. J.

LóŁ~vnnikprzy у w danim równaniu)-, wartości zas na

razem jest n, a wykładnikiem - «  {t.j. współczynnik pr у 
X w danem równaniu, wzięty ze znakiem )•

Oo-ólne wyrażenie przeto na liczby całkowite,
m-zedstawiajace wartość niewiadomej * jest: x-m + pb

i  z .

ptow“ /X rto fe i, które »dosyć czynią równaniu (1).
a łi iahakolw iek liczba całkowita. ,

'  JZb,teczną rzecz, jest dodawać, ze P ^zM y sm y  
do tycU samych wniosków, gdybyśmy zacz,l. rozwi,- 
zanie od znalezienia wartości na y.

Gdyby dane równanie było postaci:
ax — by — k,

■wtedy otrzymalibyśmy z niego:
ax—к

rozumowanie zupeinie podobne do ' ¿ f j l
zało by nam, że zawsze możemy znalesc na * taką
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czbę całkowitą m, mniejszą od b, którą gdy podsta­
wimy w wyrażenie na y, otrzymamy z niego także 
wartość całkowitą i równą «; i dalśj, że taka liczba 
mniejsza od b jest tylko jedna; nakoniec że wszystkie 
wartości całkowite, zadosyć czyniące temu równaniu, 
będą zawarte w wyrażeniach:

x — m-\-pb; y — n-\-pa.
Gdybyśmy jednak zamiast zacząć rozwiązanie od 

wynalezienia wartości na tę niewiadomą, przy której 
współczynnik ma znak odjemny (jak tutaj na y), zaczęli 
od wynalezienia wartości na x, otrzymalibyśmy:

H  byx =  —----,a
i wtedy należałoby cokolwiek zmienić rozumowanie, 
dla pokazania że rozwiązanie w liczbach całkowitych 
jest i w tym razie zawsze możliwe. Oznaczmy iloraz 
powstały z podzielenia k przez a głoską s, resztę zaś 
głoską r. Przeto r< a. Podstawiajmy kolejno zamiast 
y  liczby:

1 ,2 ,  3 , 4 , . . .  a— 2, o - l ;
wtedy wiemy, że reszty z podzielenia by przez a wszyst­
kie będą różne, a więc będą wszystkiemu liczbami, 
mniejszemi od a. Możemy zatem zawsze wynaleść ta ­
ką liczbę n pomiędzy liczbami, zawartemi w szeregu 
od 1 do (a—1), że iloczyn bn, powstały z podstawie­
nia tej liczby zamiast y w wyrazie by, po podzieleniu 
przez a da na resztę r równą różnicy pomiędzy a i r. 
Innemi słowami: możemy zawsze wynaleść pomiędzy 
resztami ostatniemi taką, która będąc dodaną do r da. 
na summę a. Oznaczmy odpowiedni iloraz z podziele­
nia bn przez a, głoską s'. Wtedy będzie:
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skąd:
A że

k~— as -j- r, 
bn — a s '- j-  r'\

k - \ -b n ~ a  (s-|-s') -j-r-j-r ' 
+ r '  =  a, przeto: 

a ( s - j - s ' j  -)- a
' =  « +  • '+  J-

Dodając a do tej pierwszej wartości na y, to jest 
do n, otrzymamy nową liczbę n-\-a, która uczyni i x 
całkowitem i równóm *-}-s' -|- l-J-6. Iw  ogóle: do­
dając a powtórzone ilekolwiek razy p n- otrzyma­
my taką wartość na y, która uczyni i x całkowitą.

37*. Objaśnimy teraz powyższe rozumowanie na 
kilku przykładach liczebnych.

Weźmy najprzód równanie:
8x -j- 15y =  127.

Współczynniki 8 i 15 są pierwszemi względem 
siebie; rozwiązanie zatem jest możliwe.

Z tego równania otrzymamy:
127—152/X — g

Ponieważ przy dzieleniu 127 przez 8 otrzymuje­
my na resztę 7, przeto powinniśmy odszukać takićj 
liczby, która podstawiona zamiast y w iloczyn 15y, 
dałaby następnie przydzieleniu przez 8 na resztę tak­
że 7. Taką "liczbą jest 1. Podstawiając w powyższe 
wyrażenie na x, jedność zamiast y, otrzymamy:

127 — 15.1 _  112 
"8“  ~  8

Dwie więc wartości: y = l ,  i « =  14, podstawione 
w równanie dane, zadosyć mu czynią. Aby znaleść

14.
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inne odpowiedzi, zwróćmy uwagę na to, że jeżeli za­
miast y podstawimy w iloczynie 15y, jedność powięk­
szoną o ośm, wtedy otrzymamy iloczyn, który podzie­
lony przez 8 da także na resztę 7, a zatem uczyni 
127 — 15y podzielnem przez 8. W rzeczy samśj, 
będzie:

127 — 15.9

Para więc wartości: x z =  — l, y = 9 ,  także za­
dosyć czyni danemu równaniu. Podstawiając dalej 
zamiast y liczbę 1 —f- 2.8 =  17, również uczynimy ró­
żnicę 127—15y podzielną przez 8; i w istocie:

127— 15.17 127-255 128
* = ------T ------ =  — 8----- = ------8~ =  — 16;

czyli dwie wartości: x =  — 16, y =  17 zadosyć czy­
nią równaniu danemu. W ogóle podstawiając zamiast 
y liczbę tej postaci: 1 -|- 8p, uczynimy różnicę 127—15y 
podzielną przez 8, bedzie:
.  =  = =  14 _  15

Wszystkie więc liczby całkowite tych postaci; 
x =  14 — 15p, 
y — 1 +  8 p,

gdzie p oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą, będą 
zadosyć czynić danemu równaniu. Liczby zawarte 
w powyższych wyrażeniach są takie:

p =  0, 1, 2, 3, 4, 5, . . .  .
x — 14, —1, —16, —31, —46,___
y — 1, 9, 17, 25, 33..........

Oczywiście oba te szeregi liczb możemy posunąć 
w lewą stronę, podstawiając zay wartości całkowite
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odiemne Te dwa szeregi są, postępami arytmety­
cznemu wykładnikiem w pierwszym, przedstawiają- 
cznemi. wy* współczynnik przy y
cym wartości x, jest 1 , ( • 3 wykładni-

iest m  s s
bedace wartościami na as należą do jednej klasy 
względem modułu 15, (§ 12*); wszystkie z^ ^ z b y  bę­
dące wartościami na y należą także do jednej klasy

wynalezienie wartości nie tylko 
całkowitych, ale i dodatnich, zadosyćczynrących da­
nemu równaniu, wtedy powyższe dwa szeiegiJJO

vp hvłobv tylko iedno rozwiązanie, miano 
żują nam^ yWeJwszystkich innych rozwią-
zaniach"jedna tylko z liczb jest dodatnią, druga zaś 
jest odjemną. Gdybyśmy mieli na widoku r°zmąza 
nie np takiego zagadnienia: kupował ktoś gros 
i jabłka, » jedno jabłko płaci« 8 kopiejek aa jedn, 
m-uszke 15 kop.; wydał na całe kupno 1 is. ¿1 kop., 
fleż kupił jabłek a ile gruszek? wtedy, oznaczając 
przez * liczbę jabłek, a przez y liczbę gruszek, otizy-
malibyśmy równanie:

8a; - j -  15y —■ 127. .
które jakkolwiek nieoznaczone, dałoby nam jedną 
t lk o  odpow iedź: , =  14, y =  1, gdyż liczby kupio­
nych gruszek i jabłek muszą być całkowite i dodatni . 

Jako drugi przykład weźmy równanie:
9* +  25 y =  81.

Ponieważ współczynnik przy * i druga strona 
równania mają wspólny dzielnik 9, przeto, czyniąc
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y =  9y' i podstawiając w równanie, sprowadzimy je 
do prostszej postaci. (§ 34*)

as +  25y' =  9.
Gdybyśmy jednak nie chcieli użyć tego uproszcze­

nia i próbowali rozwiązać bezpośrednio równanie da­
ne, wtedy otrzymalibyśmy:

81—25?/ x -  9 .

Ponieważ reszta pozostała z dzielenia 81 przez 
9 jest zero, przeto i za y powinniśmy podstawić taką 
liczbę, któraby uczyniła iloczyn 25y podzieluym przez
9. Taką liczbę będzie najprzód 0, a następnie każda 
liczba wielokrotna względem 9.

Rozwiązania więc będą:
y =  0, 9, 18, 27___  9 1>.
» =  9 ,-1 6 , —41,___ 9—25 p.

Trzeci przykład: Dane równanie:
19* — 7 y — 50.

Otrzymujemy najprzód:
19* — 50 

y — 7 •
Ponieważ 50 podzielone przez 7 daje na resztę 1, 

przeto szukamy takiej liczby całkowitej, któraby pod­
stawiona zamiast * w iloczynie 15* przy dzieleniu 
przez 7 dała też samą resztę. Taką liczbą jest 3; co 
znajdujemy podstawiając za * kolejno liczby całko­
wite, zaczynając od jedności. Stąd otrzymamy:

19 . 3 -  50 57 — 50 1
y = ------ 7------ =

Liczby więc 3 i 1 zadosyć czynią danemu równa­
niu. Rozumowanie jakiego użyliśmy już kilkakrotnie,
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pokazuje że rozwiązania będą zawarte w dwóch na­
stępnych szeregach liczb:

* =  3, 10,17, 24 . . . .  3 +  7p;
y =  1, 20, 39, 58 -----  1 +  19p.

Gdybyśmy zaczęli rozwiązanie od wynalezienia 
wartości na x, wtedy otrzymalibyśmy:

_  50 +  7y 
x ~  19

50 podzielone przez 19 daje na iloraz 2 i na resztę 12. 
Odszukujemy na y takiej liczby, dla którśj iloczyn ly, 
podzielony przez 19 dałby na resztę 7, to jest tyle, ile 
potrzeba dodać do reszty 12 aby otrzymać 19. Taką 
wartością na y jest 1. Podstawiając tę wartość za y 
w wyrażenie na x będzie:

50 +  7 .1 _ 57_Q
x 19 19

Znaleźliśmy więc też same rozwiązania co i po­
przednio.

Czwarty przykład: Mamy równanie:
12x — 25y — 0. 

z niego otrzymujemy:
0 - f  25y _ 25y

x — 12 “  12 ‘
Widzimy z tego, że y — 0 i w ogóle każda liczba 

podzielna przez 12, podstawiona zamiast y zadosyć 
czyni temuż równaniu. Biorąc więc:

y — 0. 12, 24, 36 -----
* =  0, 25, 50, 75 . . . .

i w ogóle:
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V =  12 p,
x — 25 p,

otrzymamy rozwiązania.
38*. Rozumowania i objaśnienia zawarte w dwóch 

poprzednich paragrafach pokazują wprawdzie możli­
wość rozwiązanie równania: ax +  by =  k w liczbach 
całkowitych, w tym przypadku, gdy a i b są pierw­
szymi względem siebie, lecz właściwie nie stanowią 
sposobu bezpośredniego rozwiązania tegoż równania. 
Nie możemy bowiem nazwać sposobem rozwiązania 
równania odszukanie niewiadomej, przez kolejne pod­
stawianie liczb, zaczynając od jedności, podobnie jak 
takiego sposobu postępowania nie nazwalibyśmy roz­
wiązaniem i równań oznaczonych. Zajmiemy się te­
raz wyłożeniem sposobów, prowadzących bezpośre­
dnio albo do wyrażenia w ogólnej postaci liczb cał­
kowitych, zadosyć czyniących danemu równaniu, albo 
też do wynalezienia dwóch liczb całkowitych, które 
podstawione zamiast x i y w dane równanie, zadosyć 
mu czynią. W tym ostatnim przypadku, mając już zna­
lezione dwie takie liczby, łatwo odszukać rozwiąza­
nie ogólne.

Podamy tutaj dwa sposoby rozwiązania równania 
nieoznaczonego ax -Ą-by — k; jeden z nich moglibyśmy 
nazwać: sposobem dzielenia kolejnego, drugi zaś za po­
mocą ułamków ciągłych.

39*. Pierwszy z tych sposobów, który prowadzi 
do wynalezienia ogólnych wyrażeń na niewiadome, 
objaśnimy najprzód przykładami liczebnemi.

1-szy przykład: Rozwiązać równanie:
2* +  3y — 25.
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W tym celu wynajdźmy z tego równania wartość 
na tę niewiadomą, przy którśj współczynnik jest mniej­
szy, jak tutaj na x\ będzie:

25 —- 3y x — 2
Odłączmy z tego ułamku całkowitą, cô  nie tylko 

w tym przypadku, ale zawsze będzie możliwe, gdyż 
w mianowniku będzie liczba mniejsza od współczyn­
nika przy niewiadomej znajdującej się w liczni u. 
Otrzymamy:

*  =  12— y +  — ¡źT  '

Ponieważ x powinno być całkowitem, przeto y 
należy wybrać takie liczby całkowite, któreby uczy­
niły drugą stronę całkowitą. A że: 12—y jest samo 
przez sie całkowitóm przy każdej wartości całkowity 
na y, zatem powinniśmy wybrać tylko takie wartości

na y, przy których ułamek 1- = ^  miałby wartość cał­

kowitą, zresztą jakąkolwiek. Czyniąc więc:

gdzie p oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą, otizy 
mamy stąd:

y — 1 -Pi
a podstawiając tę wartość w wyrażenie na x, będzie. 

x =  11 +  3p.
Czyniąc: 

p =  • ■ • —4, 
otrzymamy:

- 3 , — 2 , - 1 ,  0,  1 , 2 , 3 ,

7, 5, 3, 1, —1,
2, 5, 8,11, 1 4  

693

Wyrażenia 1 —2p i 114- 3p są ogólnemi warto­
ściami na te dwie niewiadome.

2-gi przykład. Rozwiązać równanie:
3,r — 8y =  43.

Wynajdujemy wartość na x, gdyż przy niem 
współczynnik jest mniejszy; będzie:

43- f  8yX — 3 .

Z ułamku na drugiej stronie wyłączamy całkowi­
tą; ponieważ 43 podzielone przez 3 daje na iloraz 14 
i resztę 1, a 8 podzielone przez 3 daje na iloraz 2 i re­
sztę 2, przeto:

* = 1 4  +  fy

Aby wartości na x były całkowite, powinniśmy
1 _L 2yna y wybrać takie liczby, przy których ułamek — O

byłby całkowitym. Uczyńmy więc:

1 + ^  =  »-:

gdzie p' oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą. Otrzy­
mamy stąd:

_  3p'—1 , , p' — 1
2 — P + '

Ta ostatnia równość pokazuje, że aby y było cał­
kowite, powinniśmy na fi tylko takie liczby całkowite

wybierać, przy których ułamek  ̂ byłby całkowi­
tym. Czyniąc więc jeszcze:
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gdzie p  jest jakąkolwiek liczbą całkowitą, będzie:
p ' =  2p +  1-

Z tej ostatniej równości widzimy, że p' powinno 
być postaci 2p  +  1, czyli powinno być zawsze niepa­
rzyste. Podstawiając tę wartość za p ' w wyrażenie 
na y, otrzymamy:

y =  1 ■+ 3p>
a przez podstawienie wartości na y  i nap' w wyraże­
nie na *, wypadnie:

* — 14 +  2 (3 p + 1) +  2p-+-l>
czyli: * =  17 +  8p.

Podstawiając teraz kolejno za p wszystkie liczby 
całkowite zaczynając od 0 do +  «= i do — <*>■, otrzy­
mamy wszystkie liczby całkowite, czyniące zadosye 
danemu równaniu. Wartości te są zawarte w nastę­
pującej tablicy:

» = . . . . - 2 , - 1 .  0, 1, 2, 3 ,4 .....
a = ,.... 1, 9,17, 25,33, 41 ....
y = ....—3, —1, 3. 5, 7 .....

Widzimy z tej tablicy, że równanie dane ma 
nieskończenie wielką liczbę rozwiązań nie tylko cał­
kowitych, ale i dodatnich. Mianowicie wszystkie 
wartości na * i y  odpowiadające wartościom dodatnim 
na p, zaczynając od 0, są dodatnie

3-ci przykład.  Rozwiązać równanie:
31.« +  21 y — 1770.

Przy rozwiązaniu tego równania zwracamy uwa­
gę czytelnika na pewne uproszczenie, którego często 
można użyć, i które znacznie ułatwia rachunki, przez 
sprowadzenie zadania do liczb prostszych.
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Zaczynamy, jak zwykle, działanie od wynalezie­
nia wartości na tę niewiadomą, przy której współ­
czynnik jest mniejszy. Będzie:

1770— 31.« 
y =  ~ ^ l ----- •

W dalszym ciągu odłączamy całkowitą z tego 
ułamku; otrzymamy:

Ql . 6—10*y =  84 x -)-

czyli:

y — 84 — *

21 ’

2 (3 -5 * ) 
21

Aby wartości całkowitój na x odpowiadała z tego 
wyrażenia wartość całkowita na y, potrzeba x wybrać

takie, przy którem ułamek  ̂ ^ byłby całkowi-U i
tym, t. j. przy którem licznik: 2 (3—5*) byłby podziel- 
nym przez 21. A że czynnik 2 jest pierwszym wzglę­
dem 21, przeto potrzeba aby 3—5* było podzielne 
przez 21, t. j. aby ułamek

 ̂ — p' (całkowitśj).
Li1

Przez opuszczenie czynnika 2 w liczniku, pierw­
szego względem mianownika 21, cały ułamek został 
uproszczonym i sprowadzonym do liczb mniejszych. 
Tego rodzaju uproszczenia można zawsze użyć; mia­
nowicie jeżeli przy rozwiązywaniu równania sposobem 
kolejnego dzielenia, napotkamy taki ułamek, w liczni­
ku którego będzie czynnik pierwszy względem miano­
wnika, to czynnik ten można zawsze opuścić.
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Wprowadzając powyższe oznaczenie do wyiaże 
nia na y, będzie:

y =  84 — * +  2p*

Z równania zaś: t p  =  P'. otrzymujmy:

czyli:

x 3—21 p'
’

* = — i p  4 - 3 - V  
5 '

Aby wartość na x' wypadła całkowitą, potize 

t o p  tak wybrać, ab, ułamek3- ^  W  oalkowitym. 

Czyniąc więc:

będzie: x ■=■ — 4 p' -f- p, 
i: p =  3 — 5 p.

.Podstawiając wartość na p w wyrażenia na a
i u otrzymamy ostatecznie:

x =  —12 -j~ 21 p,
102 — 31 Pi

jako ogólne wyrażenia na liczby całkowite, zadosyć 
czyniące danemu równaniu. Czyniąc:

p =  . . . . -  2 , -  1, 0, 1, 2, 3, 4 ,....
mieć będziemy: 79

- 5 4 , - 3 3 , - 1 2 ,  9,30,51, <2....
' i 64, 133, 102, 71,40, 9 , - 2 2  .... _

dwa szeregi liczb, zawierające wszystkie ro związania. 
Czytelnik bezwątpienia widzi, że te dwa sz¡«regiją P 
stępami arytmetycznemi z wykładnikami 21 i
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Gdyby szło o rozwiązania tylko dodatnie, wtedy 
widocznie byłyby trzy odpowiedzi: x =  9, 30 51- 
y  — 71, 40, 9. ’

i-ty przykład: Rozwiązać równanie:
12* +  17y  —  479.

Wynajdując wartość na x, otrzymamy'
470 __ 17 „ ,

będzie: 

i nadto:

Uczyńmy dalej: - 1 ^  5y — p\

— 39 — y PI

!f =  —  *&  =  2 - .2 p ’+ ± = ¥ ,

Czyniąc znowuż: 
otrzymamy:

1 — 2p'
■-P"

y =  2 — 2p’ +  p",

i:

i - vPonieważ — ma być całkowite, przeto:
1 — p'

■P,
gdzie p jest jakąkolwiek całkowitą; skąd:

p" =  1 — 2p.
Podstawiając tę wai'tość w p', y i x, otrzymamy 

ostatecznie ilości x i y, wyrażone bezpośrednio za po­
mocą p. Wyrażenia te będą;

x =  30 +  n P,
y  —  7 — 1221.

Algieb. Todh.
45
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Czyniąc p kolejno równe wszystkim liczbom cał­
kowitym, otrzymamy wartości odpowiednie na x i y.

j) =  — 2, — 1, 0, 1, 2, 3  
a =  —4, 13,30, 47, 64, 
y =   31, 19, 7 ,—5, 1 7 .....

Można się łatwo przekonać, że wartości znale­
zione na x i y zadosye czynią danemu równaniu przy 
wszystkich znaczeniach na p. Należy tylko podsta­
wić te wartości wrównanie: 12*-)-17y =  479. Otrzy­
mamy:

12 (30 + 17j>) + 17 (7—12p) =
== 360+  12.17p +  119 —1 2 .17p =  479. 

Ponieważ wyrazy, zawierające p znoszą się sa­
me przez się na pierwszej stronie równością przeto 
wartości na x  i y czynią zadosye danemu równaniu 
przy jakiem kol wiek p.

Z szeregów liczb, napisanych wyżój, widzimy że 
dane równanie ma tylko dwa rozwiązania całkowite 
i zarazem dodatnie, mianowicie: albo x — 19, y  — 13; 
albo tóż: x  =  7, y — 30.

40*. Przykłady rozwiązane w paragrafie poprze­
dnim objaśniają dostatecznie na czem polega sposób 
wynalezienia ogólnych wyrażeń całkowitych na  ̂i y .  

Możemy sposób ten opisać w ogólności tak:
Niech będzie dane równanie:

ax +  by h. (1)
Gdyby współczynnik przy jednśj zniewiadomych 

był równym jedności, wtedy odrazu rozwiązalibyśmy 
je, wynajdując wartość na tęż niewiadomą i podsta­
wiając kolejno za drugą niewiadomą wszystkie liczby 
całkowite. Należy nam przedewszystkiem rozebrać
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ten przypadek, w którym a i b są różne od 1. Wiemy 
już z poprzedniego, że rozwiązanie w liczbach całko­
witych jest tylko wtedy możliwe, gdy a i b są pierw­
sze względem siebie.

Niech więc będą a i b różne od 1 i pierwsze wzglę­
dem siebie; przypuśćmy nadto, ż e b c a .  Wynajdźmy 
z lównania (1) wartość na tę niewiadomą, przy któ- 
rćj współczynnik jest mniejszy; jak tutaj, podług na­
szego przypuszczenia, na y. Będzie:

Podzielmy a przez b; oznaczmy iloraz z tego dzie­
lenia przez q a resztę przez r. Gdyby k było także 
większe od b wtedy podzielmy k przez b i oznaczmy 
iloraz przez m a resztę przez n. Wtedy:

a — bq +  r; k — bm +  n.
Podstawiając te wartości za a i k w równanie (2) 

otrzymamy:
„   bm -j-n— (bq +  r)x    bm—bq x n—rx

b -  b + - & - >
czyli:

y =  m — qxĄ---- ^—  .

Podług założenia szukamy na x i y wartości cał­
kowitych. Lecz nadając na x jakąkolwiek wartość 
całkowitą, otrzymamy na część m— qx wartość także 
całkowitą; aby więc i y było całkowite, potrzeba wy- 
naleść takie wartości na x, przy których ułamek
fl rpffi

 ̂ byłby całkowitym. Dla tego tóż to czynimy:
n— rx

— P:b 45*
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oznaczając przez p' jakąkolwiek liczbę całkowitą. Z tej 
ostatniój równości wypada:

rx -j- bp1 =  u. (^)
Całe zadanie sprowadza się więc właściwie do 

rozwiązania równania (3), prostszego od równania da­
nego, gdyż b, które było mniej szóm od a. jest tutaj 
współczynnikiem większym, a n może być mniejsze

Gdyby r było równem 1, wtedy zadanie byłoby 
już rozwiązane, Jeżeli r > l ,  wówczas znajdźmy 
znowuż z tego równania wartość na x, przy ktorom 
■współczynnik jest mniejszy od b- będzie:

Oznaczając iloraz, pozostały z podzielenia b pi zez 
T głoską q’ i resztę głoską / ;  iloraz zaś z podzielenia 
n przez r głoską ml, a resztę głoską n’, mióć będziemy 
jak  wyżój:

— (g'r-\-r ) p _
* = ------------ 7

_  mir — q’rp'Ą- ri — r'p'

fl'_ip'p
czyli: * — in' q'p' -j —

Ponieważ zaś x i p' mają być całkowite, przeto 
te ostatnią liczbę należy tak wybrać, aby ułamek

był całkowitym. Z tego powodu uczyńmy:

n'—r'p „------ — — p \

gdzie p" oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą.
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Stąd:
r'p' rp" =  n' (5)

i zadanie znowuż jest sprowadzone do rozwiązania ró­
wnania prostszego, niż poprzednie, gdyż r'< r. Gdy­
by tutaj wypadło r '=  1, wtedy rozwiązanie byłoby 
skończone. Lecz jeżeli r’>  1, wówczas znowuż wy- 
najdźmy wartość na p' (współczynnik bowiem przy 
niem jest mniejszy); będzie

. n’— rp"
P = — v Ł ~>

i odłączmy całkowitą z tego ułamku, co zawsze da się 
zrobić, gdyż r> r'. Wprowadzając też same ozna­
czenia co i poprzednio, t. j. oznaczając przez m" i n" 
iloraz i resztę z podzielenia ri przez r', a przez q" i r" 
iloraz i resztę z podzielenia r przez r', otrzymamy:

p' m”— q" p” - f ----J, P .

Czynimy znowuż:

skąd wypada równanie:
r” p" Ą -r ' p'” =. v!\ (6>

którem kończyło by się rozwiązanie, gdyby r" było 
równśm 1. Gdyby ono było różnóm od 1, wtedy dalćj 
postępowalibyśmy tak samo jak poprzednio dotąd, 
dopóki jedna z reszt: r, r', r" ... nie wypadłaby równą 
1. To nastąpić koniecznie musi; gdyż, podług założe­
nia, liczby a i b są pierwszemi względem siebie, a re­
szty: r, ?•', r" i t. d. są otrzymane z takiego działania, 

jakie wykonalibyśmy, gdybyśmy chcieli znaleść dzie­
leniem największy wspólny dzielnik dla a i b. Przy-
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puśćmy więc, że już reszta r" jest równą 1; co może­
my uczynić, liczba działań bowiem nie ma tutaj ża­
dnego wpływu na bieg rozumowania. Wtedy z ló- 
wnania (6) otrzymamy:

p" - -  n" — r'p,
gdzie znaczki nad p" opuściliśmy, jako jużdalójnie po­
trzebne. Jeżeli teraz weźmiemy pod uwagę wyraże­
nia poprzednio otrzymane:

y =  m — q x -f- p', 
x  — m! — q'p’ -j- p", 
p' =  m" — q"p" -f- p,

i: p" =  n" — r 'p,
i  podstawimy wartość na p" w wyrażenie na p', nastę­
pnie wartości na p' i p" w wyrażenie na * i nakoniec 
wartości na x i p' w wyrażenie na y, wtedy wyrazimy 
obie wartości na * i y za pomocą jednej ilości ostat­
niej p, która oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą. 
Rachunku tego nie wykonywamy tutaj, gdyż nie pro­
wadzi on do wzorów, mających znaczenie praktyczne. 
Najlepiśj w każdym przypadku sposobem wskaza­
nym postępować tak, jak robiliśmy w przykładach 
rozwiązanych w poprzednim paragrafie.

41*. Zastosujemy jeszcze zasady podane wyżój 
do rozwiązania kilku zagadnień.

l-sze. Liczbę 100 podzielić na takie dwie części, 
aby jedna z nich podzielona przez 5 dała na resztę 2, 
a druga podzielona przez 7 dała na resztę 4.

Ponieważ pierwsza z tych części, będąc podzie­
lona przez 5 ma dać w reszcie 2, przeto ta pierwsza 
część powinna być tśj postaci: 5x - f  2, gdzie a? ozna­
cza jakąkolwiek liczbę całkowitą. I dalej: ponieważ
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druga część, będąc podzielona przez 7, ma dać na re­
sztę 4, przeto musi być ona na tćj postaci: 7y -(- 4 
(§ 12*). Obie te części razem wzięte powinny stano­
wić 100. Będzie więc równanie:

-{- 2 -j- 7y - j -  4=100, czyli:
5« -j- 7y =  94.

"Następującym rachunkiem, który tu wykonywa­
my, bez żadnych objaśnień, znajdujemy ostateczne 
wyrażenia na x i y:

.  =  =  18

2 - y
5

=  18 — y + 212-y) .
5 ’

— pi y — 2 — 5p ,
x =16 -j- 7p.

Tym sposobem ostateczne wyrażenia są: 
x — 16 —j— 7p; y — 2 — 5 p.

Czyniąc: p  =  .... — 3, — 2, — 1, 0, 1, 2  
otrzymamy: x =  .... —5, 2, 9,16, 23, 30  

y = .....17, 12, 7, 2, -3, - 8 ....
Ponieważ natura pytania wymaga oczywiście od­

powiedzi nie tylko całkowitych, ale i dodatnich, prze­
to powinniśmy z tych wartości na x i y te tylko wy­
brać, które dają dwie części szukane dodatnie, a za­
tem wartości tylko dodatnie na x i y. Tych wartości 
jest trzy:

x — 2, 9, 16;
V =  12, 7, 2.

Przy pierwszój z nich x =  2, y =  12, część pierw­
sza szukana: bx-\- 2 =  12, część druga 7y-j-4 =  88;
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przy drugiój: «=9, y—7, część pierwsza: 5«+2 =47, 
część druga: 7y +  4 =  53; nakoniec przy trzeciój: 
a; = 1 6 , y — 2, część pierwsza: 5*-(-2 =  82, część 
druga: 7oc -f- 4 =  18.

42*. Zagadnienie. Znaleźć taką liczbę, która po­
dzieloną przez 11 da na resztę 3, a podzielona przez 19 
da na resztę 5.

Ponieważ liczba szukana, podzielona przez 11 ma 
dać na resztę 3, pi-zeto względem modułu 11 musi być 
ona tój postaci: 11«+  3, gdzie « oznacza jakąkol­
wiek liczbę całkowitą (§ 12*). A że taż sama liczba, 
będąc podzieloną przez 19 ma dać na resztę 5, przeto 
musi być ona także i tój postaci: 19y -f- 5. Ponieważ 
oba wyrażenia napisane wyżej, oznaczają jedne i tęż 
samą liczbę, przeto otrzymamy równanie:

llcc +  3 — 19y -j- 5,
czyli: 11« — 19y =  2.

Rozwiązanie znajdujemy następującym rachun­
kiem:

2 +  19y , 2 + 8 ,  2 (1 + 4 * )
n  — V - r  n  — y ~r n

Czyniąc:

Dalój:

1 +
11 =  P. będzie: x = y  +  2p'.

l ip '  — 1
y = — 4 — =  2 Vr + •V — i

A

Czyniąc: =  p", mamy: y =  2p' +  p"

idaiój: =  r  +

p "  + 1
Czyniąc nakoniec: — =  p, będzie:
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p "  =  3p - 1 ,  
p' =  p" +  V =  4p — 1, 

y — 2 (4p—-1) +  3p—1 =  8p — 2 +  3jp—1, 
czyli: y =  lip  — 3.
Podobnież: x — 19p — 5.

Że te wartości zadosyć czynią danemu równaniu, 
łatwo się przekonać przez bezpośrednie podstawienie.

Oznaczając szukaną liczbę, zadosyć czyniącą da­
nym warunkom,głoską N, znajdziemy wyrażenie ogól­
ne na tęż liczbę, podstawiając albo w wyrażenie: 

i V = l U  +  3.
wartość powyższą na «, albo też w wyrażenie:

N =  19y +  5,
wartość znalezioną na *. Wykony wając np. podsta­
wienie pierwsze otrzymamy:

N =  11 (19*—5) +  3 =  209p—52.
Do tegoż samego wypadku dojdziemy podstawiając 
wartość za * w wyrażenie drugie.

Wszystkie więc liczby takie, które przy dziele­
niu przez 11 dają na resztę 3, a przy dzieleniu przez 
19 dają na resztę 5, są zawarte w tym wzorze:

N  — 209p—52.
Najmniejszą z tych liczb znajdziemy, podstawia­

jąc zamiast p najmniejszą wartość, przy którśj odpo­
wiednia wartość na N  będzie dodatnią. Taką warto­
ścią tutaj będzie:p= l. Stąd najmniejsza liczba, ma­
jąca własności wymienione wyżój będzie: 157. Oczy­
wiście liczba tego rodzaju liczb jest nieskończenia wiel­
ka; otrzymywać je możemy podstawiając za p kolejno 
wartości: 2, 3, 4.......
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43*. Zagadnienie. Handlarz kupował konie i wo­
ły: za konia płacił 141 rubli, za wołu zaś 99 rs.; kupił 
tyle koni i tyle wołów, że za woły zapłacił o 18 rs. 
więcój, aniżeli za konie. Ileż kupił koni a ile wołów?

Oznaczmy liczbą kupionych wołów głoską «, a li­
czbę kupionych koni głoską y. Wtedy za konie zapła­
cił 141y, a za woły 99«. Ponieważ woły kosztowały 
o 18 rs. więcej, aniżeli konie, przeto:

99« =  141y -j- 18, czyli
99« — 141y =  18. (1)

W celu rozwiązania tego równania, zauważmy 
najprzód, że -wszystkie wyrazy jego mogą być podzie­
lone przez 3; wykonajmy to dzielenie, przez to ró­
wnanie się upraszcza. Pędzie:

33« — 47y — 6.
Ponieważ 33 i 6 mają wspólny czynnik 3, przeto 

równanie można dalśj uprościć (§ 34*) czyniąc:
y — 3 u, (2)

gdzie u jest nową niewiadomą. Podstawiając tę war­
tość w równanie, otrzymamy.

33« -  47.3u =  6;

dzieląc teraz całe równanie przez 3, będzie:
11« — 47« =  2 (3)

Z tego ostatniego równania otrzymujemy najprzód: 
2 +  47« , , 2 - 4 - 3 «

* =  - n  = 4“ +  - n r ;

czyniąc zas: 2 + 3 «
11 ■P>
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mamy:

czyli:

u —

4« +  p’, 

l ip ’— 2

u =  3p' +

Q , , 2p'—2-  =  3y +  - T -

2 (p '~ l)

Ponieważ 2 jest pierwsze względem 3, przeto 
czynimy:

^~Y~=zp, skąd:

u =  3 p' +  2p,

i dalej: p ' = 3 p + l .
Przez kolejne podstawiania, znajdziemy osta­

tecznie:
u lip  +  3, 
x =  47p + 1 3 .

Podstawiając zaś tę wartość na u w równanie (2), 
otrzymamy:

y =  33p +  9.
Czyniąc teraz w tych wyrażeniach kolejno:

P =  0, 1, 2, 3 ,....
otrzymamy wartości na * i y\

x — 13, 60, 107, 154 .....
y — 9,42, 75,108 .....

Oczywistą jest rzeczą, że zagadnienie może mieć 
tylko odpowiedzi dodatnie, wyrażenia, znalezione wy- 
żój pokazują, że odpowiedzi tych jest nieskończenie 
wiele,—najmniejsza z nich: kupiono wołów 13, koni 9.
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44*. Zagadnienie. Znaleść taki ułamek, któryby

odjęty od ułamku 355
113 dał na różnicę ułamek, mający

za licznik 1 a za mianownik iloczyn z mianowników 
tych dwóch ułamków.

Oznaczając licznik szukanego ułamku przez x, 
a mianownik przez y, miść będziemy równanie:

355 * _  1
113 y -  113 y '

Zniósłszy mianowniki otrzymamy:

355y — 113a? =  1.

Rozwiązując to ostatnie równanie sposobem wie­
lokrotnie wskazanym, znajdziemy następujące war­
tości na x i y.

x — 355p — 22, 
y — 113/> — 7.

Podstawiając za ̂  jakiekolwiek liczby całkowite, 
dodatnie lub odjemne, otrzymamy nieskończoną liczbę 
wartości na * i y  całkowitych, z których biorąc pierw­
szą za licznik, a odpowiednią drugą za mianownik 
mieć będziemy nieskończoną liczbę ułamków, zado- 
syć czyniących żądanym warunkom. I  tak:
gdy; p =  ...... —2, —1, 0, 1, 2. 3  
wtedy: * =± —732, -377, —22, 333, 688  

y — ....—233, -120, — 7, 106, 219 .....
skąd:

.r __ 732 377 22 333 688
....  233’ 120 ’ 7 ’ 106’ 219.......
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Zwracamy uwagę czytelnika na trzeci i czwarty 
z napisanych ułamków: należy porównać te wypadki 
z ułamkami w § 29*.

45* Widzieliśmy w § 36*, że wartości całkowi­
te na x, zadosyć czyniące wraz z odpowiedniemi war­
tościami na y, równaniu:

ax -j- by — k , .....  (1 )

lub: ax — by =  k , .....  (1)
gdzie a i b są pierwszemi względem siebie, stanowią 
postęp różnicowy, którego wykładnikiem jest współ­
czynnik przy y, wartości zaś na y, stanowią postęp 
różnicowy, którego wykładnikiem jest współczynnik 
przy x, wzięty ze znakiem przeciwnym. Oczywistą 
jest rzeczą, że jeden i drugi postęp powinny być prze­
dłużone w obie strony do nieskończoności.

Gdybyśmy więc znali jeden wyraz z postępu, za­
wierającego wartości na x, i odpowiedni wyraz z po­
stępu zawierającego wartości na y, wtedy na zasadzie 
powyższego, możnaby było napisać oba postępy, atym 
samym odszukać wszystkie rozwiązania. Innemi sło­
wy: jeżeli mamy jedną parę wartości, które, podstawione 
w równanie (1) zamiast x i y, sprawdzają je, wtedy może­
my odrazu napisać ogólne wyrażenia na obie niewiadome, 
ą tym samym wynaleść 'wszystkie rozwiązania. Jakkol­
wiek zasada ta wypływa bezpośrednio z rozumowań 
w paragrafie powołanym wyżój, to wszakże ze wzglę­
du na jćj ważność, dowiedziemy jej tutaj inną drogą.

Przypuśćmy więc, że mamy już dwie liczby A  i 3, 
które podstawione zamiast x i y odpowiednio, zado­
syć czynią pierwszemu równaniu (1). Aby dowieść, 
że stąd możemy natychmiast napisać ogólne wyrażę-
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nia na x i y, zauważmy, że: podług założenia mamy 
najprzód:

uA. -4- bB =  k.
Odejmijmy tę równość, od równania:

ax +  by =  k,
otrzymamy:

ax — a A 4- by — bB =  0,
Czyli ax — aA — bB — by;
wyłączając zaś na pierwszój stronie a, a na drugiej b 
za nawias, będzie:

a(x — A) — b (B —y),
skąd:

b (B -y )— A (2)

Ponieważ A jest liczbą całkowitą i x ma byó tak­
że całkowite, przeto i druga strona powinna byó cał­
kowitą, czyli: b (B—y) powinno być podzielne przez a. 
A że b jest pierwszem względem a, przeto B —y  samo 
przez się powinno byó podzielne przez a (§ 3*). Na­
leży zatśm y wybrać takie, aby było:

B—y
« = *  (3> 

gdzie p oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą.
Podstawiając tę wartość w równanie (2), otrzy­

mamy:
x — A =  bp,

skąd:
x — A —J— bp,

Z równania zaś (3) znajdziemy: 
y — B  — ap. (5)
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Czyniąc tutaj kolejno:
P = .... - 2 ,  - 1 ,0 ,  1 ,2 , 3 ,4 .....

mieć bądziemy:
* —  A—2b, A —b, A, A+b, A+2ó, A+3Ł...
y — ....B-\~2a, B-j-a, B, B —a, B —2a, B—‘¿a....
A to dowodzi twierdzenia podanego wyżej. 
Gdybyśmy toż samo rozumowanie zastosowali do 

równania:
ax — by — k,

otrzymalibyśmy na wypadki ostateczne:
x  =  A - j - b P , I
y — B-Ą-ap; \ ( >

skąd rozwiązania wszystkie byłyby zawarte w postę­
pach następujących:

p — .... - 2 ,  - 1 ,  0, 1, 2, 3 ....
cc = .....A—2b, A—b, A, A-i-b, A+2ó, A-\-3b ....
y — ....B —2a, B —a, B, B-\-a, B-\-2a, B-\-3a ....

46*. W tym przypadku, w którym zagadnienie 
rozwiązywane może mióć tylko odpowiedzi dodatnie, 
należy we wzorach (4), (5) i (6) poprzedniego para­
grafu, wybrać tylko takie wartości na p, przy któ­
rych x i y  wypadłyby dodatnie. Pisząc postępy, jak 
wyżój, łatwo wybrać te wartości; lecz można także 
odrazu wynaleść przy jakich znaczeniach na p, x \ y  
będą dodatnie rozumowaniem następującóm:

1-sze. Gdy dane równanie jest: 
ax -j- by — k,

w któróm a i b są dodatniemi, wtedy z nich wypada: 
x — A  -j- bp, 
y — B  — ap.
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Wyłączając na drugićj stronie pierwszój równo­
ści b, na drugićj stronie drugićj równości a, za na­
wias, będzie:

Te ostatnie wyrażenia pokazują, że aby wartość 
na x  była dodatnią, należy ¡0 wybrać takie, aby było:

p > -----f—, (gdyż b jest dodatnie).

Również aby wartość na y  była dodatnią, należy 
p  wybrać takie, aby było:

B
P <  — . r a

Tym sposobem oznaczyliśmy dwie granice, pomię­
dzy któremi p  powinno być zawarte aby i x  i y  wy­
padły dodatnie. Stąd się pokazuje, że liczba rozwią­
zań dodatnich w tym przypadku będzie ograniczoną; 
nawet bardzo łatwo może się przytrafić, że nie będzie 
ani jednego rozwiązania dodatniego.

2-ie. Gdy dane równanie jest: 
ax — by =  k,

wtedy wartości na x  i y  są dane wzorami:
x  =  A  -f- bpy 
y — B  +  ap.

Wartości te można przedstawić w podobny spo­
sób, jak w poprzednim przypadku, tak:
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x  =  b (p —  y j  ,

y = a ( p _ - | )

Aby x było dodatne, potrzeba aby było:
— A

p >  j ;
aby znowuż y  było dodatne, należy wybrać takie p  , 
aby:

Biorąc więc p  większe od większój z tych
A Bliczb: — t- i ------otrzymywać będziemy wartości na
O CL

x  i y  dodatnie. Liczba zatóm rozwiązań dodatnich 
będzie w tym przypadku nieograniczoną.

47*. Własności przybliżeń ułamków ciągłych 
podają nam łatwy sposób 'wynalezienia jednej pary 
liczb całkowitych, które podstawione w dane równa­
nie zamiast x  i y , zadosyć mu czynią. Wiemy zaś, 
z paragrafu 45*, że gdy jedną taką parę liczb całko­
witych znamy, wtedy możemy odrazu napisać wyra­
żenia ogólne, i tym sposobem wynaleść wszystkie 
rozwiązania. Pokażemy teraz to zastosowanie teoryi 
ułamków ciągłych do rozwiązania równania nieozna­
czonego :

ax by — k . . . . (1).

W tym celu rozwińmy ułamek ~  na ułamek cią­
gły, i wynajdźmy wszystkie przybliżenia tegoż ułamku

46Algieb. Todh.



714

ciągłego. Przedostatnie przybliżenie niech będzie

ostatnie zaś będzie oczywiście równe danemu ułamkowi 

zwyczajnemu ~  . Znajdźmy następnie różnicę po-
p

między (czyli przybliżeniem ostatniem) i -q  , t. 3-: 

a P
b Q ‘

Pódl ug własności przybliżeń, doAviedzionej w § 22*, 
różnica ta jest równa ułamkowi, którego licznikiem 
jest +  lub — jedność, a mianownikiem: iloczyn z mia­
nowników tychże przybliżeń. Będzie więc: 

a P _  ±_1_ 
b ~ Q ~  b Q  ’ 

czyli znosząc mianowniki:
a Q — b . P — +  1.

Pomżnómy teraz obie strony tego równania przez
k , iczięte z takim znakiem, aby po wykonaniu mnożenia 
wypadło na drugiSj stronie k z takim znakiem, z jakim 
wchodzi do drugiój strony równania (1).

Zrobiwszy to otrzymamy:
a . Qk — b . Pkz=^k .

(Znaki opuszczamy tutaj, dla nierozróżniania zbyt 
wielu przypadków).

Tę ostatnią równość możemy tak napisać: 
a . «?*) +  b . (—.Ph) =  k.

Porównywając ją z równaniem (1), widzimy że 
toż równanie zostaje sprawdzone przez podstawienie
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w niem zamiast x  i y  odpowiednio: Q k  i —P k . Dwie 
te liczby przeto stanowią pierwszą parę rozwiązań, 
i możemy przyjąć, że:

A=Z Qk- B  =  —Pk.
Mając zaś te wartości, możemy wynaleść wszy­

stkie rozwiązania.
48*. P r z y k ł a d .  Weźmy równanie rozwią­

zane już w § 39*, przykład 4-ty:
12* +  17y =  479.

Ułamek y | zamieńmy na ułamek ciągły; będzie:

1
1+1___

2+1

Znajdźmy wszystkie przybliżenia; otrzymamy:
0 !  2 5 12
1 ’ 1 ’ 3 ’ 7 +17 *

Weźmy teraz różnicę pomiędzy całkowitą war­
tością ułamku ciągłego i przedostatnióm przybliże­
niem; będzie:

12 5 _  12 .7 -17 .5  _  84—85 —1
17 7 17.7  17 .7  — 17 . 7 ’

skąd: 12.7—17.5 =  —1.
Pomnóżmy obie strony tej ostatniej równości 

przez—479 ; otrzymamy:
12 . ( - 7 . 4 7 9 )  +  17 . (5.479) =  479.

46*
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Porównywając tę równość z danem lównaniem 

widzimy, że liczby: -  7 X  479 i 5 X 479, podstawione 
S n S S t .  i y zadosyć mu czyni,. Możemy wiec

Pt = - 7 X « 9 =  - 3 * 3 , i B =  3 X « 9 = 2395.

Ogólne wyrażenia zatćm na * i y będą: 
x  =  17 p—3353 ; y =  —  12p +  2395-

Podstawiając za p kolejno 0 ,1 ,2---- —1, - 2 , . . . .
otrzymamy wszystkie rozwiązania.

Porównywając wyrażenia otrzymane o era 
z wyrażeniami na « i y, znalezionemi w § 39* wydaje 
się, że wartości, jakie wyrażenia te przedstawiają, są 
różne. Czyniąc tu bowiem:

otrzymujemy: i =  . . . ■ - « ,  3 3 3 6 , . . . .

Lecz różnica ta jest tylko pozorną, gdyż tak wy­
rażenia § 39*, jak i wyrażenia teraźniejsze przedsta­
wiają postępy różnicowe o nieskończonej liczbie wy­
razów; inne części tych postępów mamy przed oczyma
czyniąc p =  0 , 1 , -----w wyrażeniach § 39 , a inne
w paragrafie obecnym. Dosyć jest podstawić za ^  
liczbę dostatecznie wielką w wyrażeniach: x —  l  t p  
3853 'i y =  — 12p +  2395, aby otrzymać też same wy­
razy! które są napisane jako rozwiązania równania 
danego w S 39*. Mianowicie: jeżeli uczynimy p — 19C 
wtedy otrzymamy: •  =  - 4 ,  y =  31; to jest też same 
liczby, od których zaczęliśmy pisać rozwiązania 
w wymienionym tyle razy paragrafie. Łatwo wyra- 
żenią , =  17p -  3363 i ,j =  - 1 2 ,  +  2395 prteroW
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na wyrażenia: x — 30 -j- 17p, i: y — 7 — 12 p. W tym 
celu należy tylko zwrócić uwagę na to, że: 3353 =  
17.199—30, i 2395 =  12 .199 +  7. Jeżeli te ostatnie 
wartości podstawimy w wyrażenia powyższe, otrzy­
mamy:

« =  17p — 17.199 +  30 =  17 (p—199) +  30,
y — —12p +  12X 1" +  7 =  - 1 2  (p -  199) +  7.

Podstawiając zamiast p —199 w powyższych wy­
rażeniach jedną głoskę, oznaczającą jakąkolwiek 
liczbę całkowitą, otrzymamy wyrażenia § 39*.

49*. Gdyby dane zadanie prowadziło do równa­
nia, zawierającego więcej niż dwie niewiadome, lub 
gdyby były dwa równania z trzema niewiadomemi 
i t. d., wtedy zasady wyłożone poprzednio mogą być 
zastosowane do tych przypadków, jak to się pokaże 
z rozwiązania następujących zadań:

Z a d a n i e .  Znaleźć taką liczbę, która podzie­
lona przez 11 da na resztę 3, podzielona przez 19 da 
na resztę 5, podzielona zaś przez 29 da na resztę 10.

W zagadnieniu § 42* znaleźliśmy, że liczba za­
dosyć czyniąca dwóm pierwszym warunkom powinna 
być tój postaci: N  — 209p +  157. Ostatni warunek, 
trzeci, wymaga nadto aby taż liczba była tćj postaci: 
2 V = 2 9 p '+ 1 0 . Porównywając te dwie wartości, 
z sobą wypada:

209 p +  157 =  29p'+10, 
czyli: 209p — 29p '=  — 147.

Liczby zatćm pip 'pow inny być tak dobrane,, 
aby czyniły zadosyć powyższemu równaniu. Rozwią­
zując je, którymkolwiek z podanych sposobów,, znaj­
dziemy następujące wartości nap  ip':
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p =  29 u — 735, 
p' =  209 —5292,

dzie u oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą. Pod­
stawiając jedno z tych wyrażeń, w wartość odpo­
wiednią na N , otrzymamy, że N  powinno być tój po­
staci:

jV =  6061 u — 158458.
Najmniejszą z liczb, zawartych w tej postaci 

otrzymamy, czyniąc u — 26, skąd będzie N=4128.
50*. Z a d a n i e .  Rozwiązać w liczbach cał­

kowitych dwa równania:
2# -j— 14y — 7z =  341,
10.« -f- 4y +  9z — 473.

Wyrugujmy z tych dwóch równań x. W tym celu 
pomnóżmy pierwsze równanie przez 5 i następnie 
odejmijmy od niego równanie drugie; otrzymamy:

66y — 44z =  1232 ,
dzieląc zaś obie strony przez 22, będzie:

3y — 2« =  56......... (2)
Oczywista jest rzeczą, że te wartości całkowite 

na y i z, które zadosyć czynią równaniom danym, 
muszą zadosyć czynić i równaniu (2): stosując do tego 
ostatniego znane sposoby, otrzymamy:

y =  2p , z =  3 p — 28......... (3)
Gdyby więc było dane do rozwiązania równanie 

(2), wtedy powyższe wyrażenia zawierały by odpo­
wiedź zupełną na pytanie. Lecz wartości na y i s 
nietylko powinny być całkowite same, ale nadto je­
szcze takie, aby przy nich i wartość na x wypadła
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całkowita; i z tego powodu za p można wziąć nie 
każdą liczbę całkowitą. W  celu znalezienia odpo­
wiednich wartości nap  , podstawmy wartości na y i z 
z równości (3) w jedno z równań danych (1), np. 
w pierwsze; otrzymamy:

2* -j- 7p — 145;
i z tego równania znajdźmy wszystkie wartości cał­
kowite na x i p, które zadosyć mu czynią. Postępując 
znanemi sposobami znajdziemy:

x =  69 -f- 7p' , p — 1 — 2p\
gdzie p' oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą. Pod­
stawiając teraz wartość za p w równaniu (3), wyra­
zimy ostatecznie wszystkie trzy niewiadome x  , y i z 
za pomocą liczby całkowitej dowolnśj p'. Miano­
wicie będzie:

x =  69 7p' ; y =  2 — 4p' ; z =  —25 — 6p'.
Czyniąc w tych wyrażeniach p' równem kolejno 

wszystkim liczbom całkowitym od 0 do 4- oo i — oo, 
otrzymamy wszystkie rozwiązania całkowite danych 
równań.

51*. Gdybyśmy nadto chcieli znaleść nietylko 
wartości całkowite ale i dodatnie, wtedy należałoby 
wybrać tylko takie wartości na p', przy których jedno­
cześnie byłoby:

lp ' >  — 69 , skąd: p' >  — 9~ ,

4p' <  2 , skąd: p <  j  ,

6p  <  —25 ; skąd: p' <  — 4̂ - .
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Widzimy stąd, że jedyne wartości na p', które 
czynią zadosyć powyższym warunkom, są: p — —5, 

__7 t —8 i —9. Podstawiając je w wyrażenia 
na x, y  i 2, otrzymamy na te ostatnie ilości wartości 
następujące:

x — 34, 27, 20. 13, 6;
y =  22, 26, 30, 34, 38;
2 =  5, 11, 17, 23, 29.

Gdyby dane były trzy równania z czterema nie­
wiadomemi, lub cztery równania z pięcioma nie- 
wiadomómi, lub w ogóle ilekolwiek równań, w których 
liczb niewiadomych byłoby o jedność większą od 
liczby równań, wtedy w podobny sposób postępując, 
jak w przykładzie paragrafu poprzedniego, wyrazili­
byśmy wszystkie niewiadome za pomocą jednej liczby 
całkowitój dowolnój p, liczba tylko działań jakie nale­
żałoby wykonać, byłaby większą.

52*. Jeżeli jest jedno równanie z trzema lub 
większą liczbę niewiadomych, lub w ogóle jeżeli jest 
danych m równań z m -\- n niewiadomemi, wtedy sto­
pień nieoznaczoności (jeżeli się tak można wyrazić), 
będzie jeszcze większy. Gdyby np. było dane jedno 
równanie z trzema niewiadomemi, wtedy do wyraże­
nia ogólnego każdej z niewiadomych potrzeba dwóch 
ilości dowolnych, całkowitych; w przypadku jednego 
równania z czterema niewiadomemi potrzeba będzie 
trzech ilości całkowitych dowolnych, i t. d. Wynale­
zienie takich wyrażeń ogólnych nie przedstawia ża­
dnych szczególnych trudności; następujący przykład 
pokazuje, jak w takich razach należy postępować:
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Boz wiązać równanie:
10# -f- 9y -|- 7z =  58 . . . .  (1) 

w liczbach całkowitych i dodatnich. Znajdźmy war­
tość na tę niewiadomą, przy której współczynnik jest 
najmniejszy, jak tutaj na 2. Będzie:

58—9 y—10#
2 =  ------ 7------- ;

a odłączając całkowitą:

Aby wartość na 2 wypadła całkowita, potrzeba
aby ułamek na drugiśj stronie ostatniego równania
był całkowitym. Uczyńmy przeto:

2—2 y—3 x ----- i ------  2 v.

gdzie p oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą. Otrzy­
mamy stąd:

y 2=3±=IZ= l - „ - 3 , - f ± Z .

A że i ułamek powinien być także równy
Li

liczbie całkowitej, przeto:

i ± £ = / , s k ą d :  x =  -p + 2 p \

Podstawiając tak znalezioną wartość w wyra­
żenie na y , i tę ostatnią wraz z wartością na # w wy­
rażenie na 2, otrzymamy ostatecznie wyrażenia wszy­
stkich trzech niewiadomych za pomocą dwóch liczb 
całkowitych dowolnych p  i p'. Będą one takie:
x =  - p - \ - 2 p '  ; y = l — 2 p — 3 p ' ; 2=74-4p-ł-p '.... (2).
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Podstawiając za. p ip  wszystkie liczby całkowite, 
dodatnie i odjemne, znajdziemy rozwiązania.

53*. Do wyrażeń ogólnych można także dojść 
i inną drogą, którą wskażemy na ogólnem równaniu:

a y - \ - c z - \ - d u - \ - ..........-\-mv~k . .. (1)
zawieraj ącóm n niewiadomych: cc, y, z . .. v.

Najprzód należy tu zauważyć, że jeżeli wszystkie • 
współczynniki: a, b, c ..  . m mają jakikolwiek wspólny 
dzielnik, to i k musi być podzielne przez tenże sam 
dzielnik, inaczój rozwiązanie równania w liczbach 
całkowitych jest niemożliwe (§ 32*). Podzieliwszy 
obie strony równania przez największy wspólny dziel­
nik dla a, b, a . . .  m i k, otrzymamy równanie, w któ- 
rśm współczynniki a ,b ,c . . .m  i k są pierwszemi 
względem siebie; lecz może się przytrafić, że albo 
współczynniki a, b, c . . .  m po dwa brane mają je­
szcze wspólne dzielniki, albo też że przynaimniśj dwa 
z nich są względnie pierwszemi. Ten ostatni przy­
padek jest najczęstszym i o nim tylko tutaj mówić 
będziemy. Przypuśćmy więc, że dwa współczynniki 
a i b nie mają żadnego wspólnego dzielnika. Prze­
nosząc na drugą stronę imwnania (1) wszystkie wy­
razy, z wyjątkiem tych dwóch, które mają za współ­
czynniki a ib , otrzymamy:

ax-\-by—k—cz—du—...—mv.
Uczyńmy dla krótkości:

M—k—cz—du— . . . —tnv.
będzie:

ax-\-by—M . . .  (2)
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Na zasadzie tego co było powiedzianem w § 50* 
możemy zawsze znaleść dwie liczby A i B  takie, że 
będzie:

aA+ bB= l-,. . .
mnożąc zaś obie strony tego ostatniego równania 
przez M, otrzymamy:

a . AMĄ-b . B  M—M . . .  (3)
Odejmując równanie (3) od równania (2) będzie: 

a(x—A M )A-H y-B  M )-0 .
Stosując do tego równania rozumowanie § 41*, 

otrzymamy na ogólne rozwiązanie:
x=AMĄ-bw  ; y= B M —a w, 

gdzie w oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą,. Pod­
stawiając teraz w te wyrażenia zamiast M, jego war­
tość, znajdziemy ostatecznie:

x=zA (k—cz—du— . . . —mv)-\-bw, „ 
y—B  (k—cz—du— . . . —rat)—a w. s

Tu niewiadome x i y są wyrażone za pomocą 
ilości całkowitój dowolnej w i (w—2)-ch niewiadomych 
z ,u . . . v ,  które mogą także przyjmować dowolne zna­
czenia całkowite.

Dla objaśnienia powyższego sposobu, weźmy ró­
wnanie rozwiązane w poprzednim paragrafie: 

10#+9?/+7 «=58.
Ponieważ 10 i 9 są pierwsze względem siebie, 

przeto:
10 .r4-9y=58—7 z— M.

Dalćj znajdujemy, że:
10 . 1+9 . ( - 1 ) ^ 1  ,
10 . (M )+9 .skąd:
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i następnie jako rozwiązania danego równania:

x =  M. -}- 9w, 
y — — M  — 10 w,

czyli, podstawiając zamiast M jego wartość:

¿e =  58 — 7z-j-9w, „ 
y — —58 4-72-10«;. 55 W

.
W wyrażeniach tych z równie jak i w mogą prze­

biegać wszelkie wartości całkowite dodatnie i od- 
jemne.

Z porównania wyrażeń (5) z wyrażeniami na 
x i y poprzedniego paragrafu możnaby sądzić na 
pierwszy rzut oka, że one dają zupełnie inne rozwią­
zania, gdyż są innej postaci. Gdybyśmy jednak na­
pisali wszystkie odpowiedzi podług jednych i drugich 
wzorów, przekonalibyśmy się, że one zawierają też 
same liczby, tylko w innym porządku. Tak np. z wzo­
rów (5) przy w = 0  mamy rozwiązania:

¿r=58 ; y ——58 ; z=  0;
też same liczby otrzymamy z wzorów (2) § poprze­
dniego, czyniąc: p — — 8 i p — 25. Gdybyśmy we 
wrzorach (2) § 5‘2* uczynili p—0, p'= 0, wtedy byłoby:

0=0 , y— 1 , 2=7.

Też same wartości mieć będziemy z wyrażeń (5)t 
jeżeli uczynimy 2=7 , w— —1. I tak dalój. Możnaby 
zresztą ogólne wyrażenia na niewiadome przedstawić 
jeszcze pod inną postacią i zawsze otrzymalibyśmy 
z tych wyrażeń też same rozwiązania.

. f i

725

Rozbiór innych przypadków rozwiązania tego 
rodzaju równań, mianowicie gdy pomiędzy współczyn­
nikami «, b, ... , rn nie ma dwóch pierwszych względem 
siebie, musimy pozostawić dziełom obszerniejszym.

54*. Gdybyśmy chcieli oznaczyć jakie wartości 
należy nadać na te ilości dowolne, które wchodzą do 
wyrażeń ogólnych na niewiadome, aby wartości 
wszystkich niewiadomych wypadły dodatnie, również 
gdybyśmy chcieli z góry oznaczyć liczbę rozwiązań 
dodatnich danego równania o n niewiadomych, wtedy 
natrafilibyśmy na zadanie bez porównania trudniejsze 
od rozwiązywanego w poprzednim paragrafie. Bez 
wątpienia w wielu przypadkach szczególnych, na to 
zadanie można dosyć łatwo odpowiedzieć; lecz ogólne 
zadanie jest trudne i związane z zadaniem, o rozkła­
daniu liczb całkowitych na składniki. W przypadku 
jednego równania z trzema niewiadomemu 

cix —j~ by —I- cz — k ,
najłatwiejszym sposobem wynalezienia rozwiązań do­
datnich zdaje się być taki: Z danego równania mamy: 

ax -j- by =  & — cz-
W tern ostatnióm równaniu podstawiajmy za 2 

kolejno:
1,2, 3 ,.. i t. d.

i wynajdźmy przy każdóm podstawieniu odpowie­
dnie wartości całkowite i dodatnie na * i y. Otrzy­
mamy tym sposobem wszystkie żądane rozwiązania.

Nakoniec zastosowanie równań nieoznaczonych 
do rozwiązania zadań, odnoszących się do leguły 
mieszaniny, czytelnik znajdzie dobrze wyłożone
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w wybornem dziele Sfe Kramsztyka: „Arytmetyka 
handlowa“, str. 224 § 101.

55*. Jakkolwiek rozwiązywanie równań nie­
oznaczonych stopnia drugiego już do nas nie należy, 
wszakże ze względu na to, że w zagadnieniach egza­
minowych przytrafiają się niekiedy najprostsze ró­
wnania tego rodzaju, podamy tutaj kilka zadań, po­
kazujących jak w takich przypadkach należy postę­
pować.

Z a d a n i e  I-sze. Znaleść takie dwie liczby, 
którychby iloczyn, dodany do ich sumy wynosił 79.

Oznaczając przez x  i y liczby szukane, mamy 
podług warunków zadania:

(1 ) - xy 4- x — 79, skąd:
79—x

a następnie: y =  — 1 -}- .

Ta ostatnia równość pokazuje nam, że x  powinno 
być takie, aby x-\-\ było jednym z dzielników liczby
80. Wynajdując wszystkie dzielniki tej ostatniój 
liczby sposobem podanym w § 10* dodatku, znajdziemy, 
że one mają takie wartości: 1, 2, 4,5, 8, 10, 16, 20, 
40, 80; więc otrzymamy wszystkie wartości całkowite 
na x, czyniące zadosyć danemu równaniu, przyrówny- 
wając «-¡-1 kolejno do każdego z tych dzielników. 
Tym sposobem otrzymamy następującą tablicę, za­
wierającą wartości, rozwiązujące równanie (1): 

dzielniki . . .  1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 40, 80,
* =  0, 1, 3, 4, 7, 9, 15, 19, 39, 79, 

y =  79, 39, 19, 15, 9, 7, 4, 3, 1, 0.

Ponieważ zaś rozwiązania w drugiej połowie po­
wyższych szeregów powtarzają? się, przeto mamy 
właściwie pięć różnych rozwiązań danego zadania: 

jedna liczba — 0, 1, 3, 4, 7 
druga ,, =  79, 39, 19, 15, 9.

56*. W podobny do powyższego sposób można 
rozwiązać w ogólności równanie:

xy -j- ax -J- by — k ;. .. (1)
z niego otrzymamy najprzód:

y (x-\-b) — k — ax ,
a następnie:

—ax-\-k
y  =  ' ’

skąd odłączając całkowitą wypadnie:
ab -\-k

V —— a x -j- b
To ostatnie wyrażenie pokazuje nam, że x-\-b po­

winno być dzielnikiem liczby ab-{-k. Jeżeli więc ro­
złożymy liczbę ab-\-k na iloczyn dwóch czynników 
iBt i j i  ostatnie równanie (2) napiszemy w tój postaci:

. mn
y — —a \ >

wtedy, czyniąc: x-\-b=m) skąd: x= m —b, otrzymamy, 
y =  —a-\-n, czyli: —a-

Dla każdego zatśm sposobu rozłożenia liczby 
abĄ-k na iloczyn dwóch czynników m i n znajdziemy 
dwie wartości na x i dwie wartości na y. Z tych roz­
wiązań jedno będzie:

x — m — b , y — n — a;
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/drugie zaś otrzymamy czyniąc:
x -l~ b = n  , skąd: 

x —  n — b , y — m, — a.

Rozłożenia zaś liczby ab -|-& na dwa czynniki m 
i  « łatwo się znajdują, jeżeli już mamy liczbę tę 
rozłożoną na czynniki pierwsze.

57s. Gdyby przy iloczynie niewiadomych x y  
znajdował się jakikolwiek współczynnik różny od 1 , 
wtedy należałoby podany wyżej sposób postępowania 
zmienić. Mianowicie: przypuśćmy, że dane równanie 
do rozwiązania jest:

axy =  bx-\-cy -f-  k...... (1)
Wtedy:

bx -j— h
^ ax — o

Pomnóżmy obie strony tego ostatniego równania 
przez a , będzie:

abx-\-ak
* 9 = 1 ^ '

skąd. przez odłączenie całkowitój:
, i bc-\-ah

Z wyrażenia, znajdującego się na drugiśj stronie 
tój równości, wyprowadzić możemy wniosek, że a x — a 
powinno być dzielnikióm liczby bc-\-ak. Jeżeli więc 
licznik bcĄ-ak przedstawimy pod postacią iloczynu 
dwócb czynników m n , wtedy x  należy tak wybrać 
aby a x — c było równe jednemu z tychże czynników t. j.

ax  — c —  m  , lub =  n.
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Jeżeli zatrzymamy uwagę naszą na czynniku m , 
wtedy z równości pierwszój wypada, że x  powinno 
nadto czynić zadosyć warunkowi:

m-\-c 
X  =  ------- —

a
a więc m -f c powinno być podzielne przez a , zatem 
z czynników, na które można rozłożyć liczbę bc-\-ak, 
te tylko należy wybrać, które po dodaniu do nich c . 
dadzą liczby podzielne przez a. Objaśnimy to przy­
kładem:

Mech będzie równanie:
5 x y  2x -j- 3y  -)- 18 ;

stąd najprzód:
_ 2% +18 

y  ~  5 x - 3 ’

a następnie:

5y lÔ -j-90 
bx—3 =  2+ 96

5x — 3 '
Należy więc teraz znaleść te dzielniki liczby 96, 

które dodane do 3 dadzą summy podzielne przez 5. 
Wynajdując wszystkie dzielniki liczby 96, otrzymamy;

1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 32, 48, 96; 
z nich tylko trzy, mianowicie: 2, 12, 32 mają powyżśj 
przytoczoną własność; te trzy zatśm dzielniki mogą 
być tutaj użyte. Jeżeli więc:

1. 5« — 3 =  2 , wtedy: 5y =50,
skąd: «=1 ; y=10;

2. 5as—3=12 ; wtedy: 5y=10,
skąd: *=3 ; y — 2;

Algieb. Todh. 47
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3. 5* — 3 =  32 ; wtedy: 5y=5, 
skąd: *=7 , y = 1.

Ponieważ nie jest naszśm zadaniem wykładać 
teoryą równań nieoznaczonych stopnia 2-go, przeto 
na tych najprostszych przypadkach ograniczamy po­
wyższą wzmiankę:

Z a d a n i a .
1) Rozwiązać następujące równania:
a) 8*+65y=81;ó) 17*+23y=183;c)7*+10y=297; 

d) 13*+I9y=1170; e) 7*+17y=408; /)  123*-f-567 
yz=5028.

((a) *=2, y = l; (&)*=R ¿/=5; (e) «==41, y = l; 
(d; *=90; y = 0; («) *=51, y = 3; (O *—4, */=8).

W tych samych równaniach znaleść wszystkie 
odpowiedzi dodatnie.

2) Rozwiązać równania:
a) 7 * -9  y—29; ó) 9*—11 y=8; c) 19*—5 «/=119; 

d) 17*—49+8=0.
((a) *=8, y = 3; (6) *=7, y=5; (c) *=11. «/=18;

(d) *=37, y=13).
3) Rozwiązać równania:

(a) 5*+7y+4=56 ; (6) y= 1 3 +  ^  (15-*);
(c) 17*+53y—123=441—19*+15y (d) 91*=221y;

(c) 8*=lly ; _  . . .
(/) 3*=5y+ l ; (g) 17*=lly+86; (A) 89*—144

y —  i;
(0 ll*=13y=36y—3*=133 ; (i)

73*+17
19

58y—56
~ T l-
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[(«) *=2, y=6 ; (ó) *—2, y=17 ; (c) *=3 ; y=12;
(■d) *=17 , y—7p;

(f) *=2, «/=1, (y) *=7, y=3 ; (A) *—89, y=55 ; 
(*) * = l. y=3;

O) *=145, y=203],
4) Rozwiązać następujące układy dwóch ró­

wnań z trzema niewiadomemi: nadto znaleść rozwią­
zania dodatnie:
(a)*+3y+5s=44, (b) *+y —4^=19, (c) 5*+4y +2=272; 

3*+5y+7*=68; 3*+7y—82= 3; 8x+9y-j-32+656: 
(c) *+2y+3a=50, (d) *+y+22=17,
4* - 5y - 62= —66: *-} 3y+42=28;

[(a) *=1, 2, 3 ; y = 6 ,4, 2 ; 2 =  5, 6, 7 ; (ó) * = 1 , 6 ,  IR 
16, 21, 26, 31, 36; y =  8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 ; 2 =  7, 8, 9, 
10, 11, 12, 13, 14. (c) *=7, y=8, 2=9. (d) niema roz­
wiąż. («) *=1, y=51 ; 2=63J.

5) Rozwiązać następujące równauia z trzema 
niewiadomemi:

(a) 3*+5y+72=67 ; (5) 5*=7y=9« ; (o) 12*=15 
y = 202; (d) 17*+23y+32=200.

| (a) *=15, y=3, 2=1 i t. d. rozwiązań dodatnich 
będzie 14]. § 54*.

6) Liczbę 200 rozłożyć na takie dwie części, 
że pierwsza z nich podzielona przez 6 da na resztę 5, 
a druga podzielona przez 11 da na resztę 4. (185,15 ; 
119, 81 ; 53. 147).

7) Znaleść najmniejszą z liczb, które podzielone 
przez 28 dają na resztę 21, a podzielone przez 19 dają 
na resztę 17 (245).

8) Znaleść ogólne wyrażenia na liczby, które 
będąc podzielone przez 3, 5, 7 dadzą na odpowiednie 
reszty 2, 4, 6 . (105p +  104).

47*
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9) Wiedząc po 1-sze, że summa cyfr, stanowią­
cy eh pewną liczbę trzycyfrową wynosi 20, po 2-gie, 
że jeżeli od tśj liczby odejmiemy 16 i resztę podzie­
limy przez 2, wtedy otrzymamy liczbę, złożoną z tych­
że samych cyfr, ale napisanych w porządku odwrotnym 
znaleść tę liczbę (974).

10) Znaleść ułamek mający tę własność, że je­
żeli każdy z jego wyrazów powiększymy o 3, wtedy

* , - 5 / 2  7 \otrzymamy ułamek równy ^ . I g-, j g .........

11) Znaleść trzy ułamki właściwe, stanowiące 
postęp arytmetyczny, których mianowniki byłyby

, * 2 /5  8 17\
6, 9, 18, i których summa wynosiłaby 2 3~ (6 ’ 9 518/ '

12) Summa trzech liczb dodatnich wynosi 20; 
jeżeli pierwszą z tych liczb pomnożymy przez 5, dru­
gą przez 8, trzecią przez 7 i iloczyny te dodamy, wte­
dy otrzymamyna summę 141. Znaleść te liczby: (x= l, 
2, 3, 4, 5, 6 ; y =  3, 5, 7, 9, 11, 13 ; * =  16, 13, 10,
7, 4, 1).

13) Ma ktoś kule ołowiane dwojakiego rodzaju 
kul, pierwszego rodzaju ma 50 sztuk i każda z nich
waży l |  łuta, każda kula drugiego rodzaju waży 2g-
łuta, i tych kul posiada on 25 sztuk. Ileż kul jedne­
go i drugiego rodzaju powinien wziąć, aby ulać 40
kul, z których każda ma ważyć po 1^ łuta? (45,
30, 15 ; 4, 12, 20).

14) Ogrodnik ma mniej niż 1000 drzew do posa­
dzenia. Jeżeli je sadzić będzie rzędami tak, że w każ­
dym rzędzie znajdować się będzie 37 sztuk, wtedy
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pozostanie mu 8 drzew; jeżeli zaś sadzić je będzie rzę­
dami po 43 w rzędzie, wtedy pozostanie mu 11 drzew. 
Ileż ma drzew? (785).

15. Ktoś otrzymał ze sklepu rachunek, w któ­
rym znajdowała się następująca pozycya: ,,*) funtów 
po 2 rs. 18 kop. kosztują: *) 98 rs. 38 kop“. W miej­
scach, gdzie znajdują się gwiazdki (*) cyfry były zu­
pełnie nieczytelne. Pytanie jakież tam cyfry powin­
ny być napisane?

(Równanie do rozwiązania: (10« 4-1) ■ 218 =  
10000y-}-9838, czyli: 109«—500y =  481 ; «—9 ,y—1).

1716. Ułamek ^.rozłożyć na summę dwóch ułam-i u

ków, których mianowniki byłyby: 8 i 9 .

17. Znaleść n liczb całkowitych dodatnich, sta­
nowiących postęp różnicowy i takich, że ich summa 
równa się n2.

(Równanie do rozwiązania: 2« +  {n—1) y =  2n 
Gdy n jest parzyste, wtedy pierwszy wyraz x  postępu 
szukanego, będzie równy 1, wykładnik zaś y będzie 
równy 2. Gdy n jest nieparzyste, wtedy pierwszy wy- 

w_|_l
raz postępu będzie — , a wykładnik 1, lub pierwszy 

wyraz 1, a wykładnik 2).
18. 180 rubli rozdzielono pomiędzy pewną liczbę 

mężczyzn, kobiet i dzieci w ten sposób, że każdy męż­
czyzna dostał 24 rs., każda kobieta 21 rs. i każde 
dziecko 9 rs. Iluż było mężczyzn, ile kobiet a ile 
dzieci?
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(Mężczyzn: 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5;
kobiet: 1, 4, 7, 2, 5, 3. 1, 2;
dzieci: 15, 8, 1, 10, 3, 5, 7, 2).

19. Dwa postępy arytmetyczne mają jednakowe 
wyrazy pierwsze; ostatni wyraz w pierwszym postę­
pie jest 39, a summa wszystkich wyrazów tegoż postę­
pu jest 207; ostatni wyraz drugiego post. 124, a sum­
ma wyrazów tegoż drugiego postępu jest 917. Znaleść 
ile jest wyrazów w każdym postępie i jaki jest wyraz 
pierwszy.

(Wyraz pierwszy 7; liczby wyrazów 9 i 14 § 57*).
20. Dwa postępy arytmetyczne mają jednakowe 

wyrazy ostatnie, W pierwszym wyraz pierwszy jest 
równy 9 a summa wyrazów 25; w drugim wyraz pierw­
szy jest 8 a summa wyrazów 36. Znaleść wyraz osta­
tni i liczby wyrazów w tych postępach.

(Liczba wyrazów w pierwszym 2, 5, 10, 14 
„ w drugim 3, 8, 18, 28 )

IV. 0 Logarytmach.

58*. Zastanawiając się nad działaniami alge- 
braicznemi, przychodzimy do przekonania, że każde 
z tych działań prowadzi także do działania odwrotne­
go. Następujące rozważanie bliżśj tę rzecz objaśni: 

Wystawmy sobie 3 liczby a, b i o, które są z so­
bą w pewnym związku. Rozbierzmy też takie pyta­
nie: Jakiemi działaniami, wykonanemi na dwóch 
z tych liczb, możemy otrzymać liczbę trzecią? Naj- 
prostszóm z tych działań jest dodawanie; otóż może
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się najprzód przytrafić, że liczba np. c powstaje z do­
dania dwóch pozostałych liczb a i ó, tak, że będzie: 

a -j- b =  c.
G-dybyśmy teraz w przypuszczeniu, że c jest sum­

mą dwóch liczb a i b chcieli znaleść z wiadomój tój 
summy c i jednego ze składników, np. b, drugi skła­
dnik a. wtedy przyszlibyśmy do działania odwrotnego 
dodawania, t. j. do odejmowania. Mielibyśmy mia­
nowicie:

a — c — b.
I  ponieważ a -¡- b — b -j- «, przeto toż samo dzia­

łanie, które nas prowadzi do znalezienia a z wiado­
mych o i b, doprowadzi nas i do znalezienia b z wiado­
mych c i  a. Innemi słowy: dodawanie ma tylko jedno 
działanie odwrotne: odejmowanie. Przypadek, w któ­
rym b byłoby większe od c równości: a — c — b do­
prowadzi nas do pojęcia liczb odjemnych.

Następny sposób połączenia dwóch z liczb a, b i c 
w celu otrzymania trzeciej, jest mnożenie. Mianowi­
cie: liczba np.c może powstać przez pomnożenie dwóch 
liczb a i b, t. j.:

ab =  c.
Gdybyśmy odwrotnie z wiadomego iloczynu c i je ­

dnego z mnożników np. b, chcieli znaleść mnożnik dru­
gi a, fotedy doszlibyśmy do działania odwrotne­
go mnożenia, mianowicie dzielenia; byłoby wówczas:

G
a — ~v ■

I tutaj, ponieważ porządek czynników nie zmienia 
wielkości iloczynu, t. j. ponieważ ab — ba, przeto toż 
.samo działanie służyło by i do znalezienia czynnika b
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z wiadomego iloćzynu c i drugiego czynnika a. Mno­
żenie ma więc także tylko jedno odwrotne działanie, 
mianowicie dzielenie. Rozważanie tego przypadku, 
w którym b nie mieści się całkowicie w c prowadzi 
nas do pojęcia liczb ułamkowych.

Nakoniec, jedna z tych liczb, np. c, może być wy­
padkiem podnoszenia do potęg; mianowicie: liczba c 
może być równą jednej z pozostałych liczb, np. a, pod­
niesionej do potęgi, którój wykładnikiem jest druga 
liezba b. , Tym sposobem: a6 — c. W tśj równości a 
jest pierwiastkiem, o potęgą, b zaś wykładnikiem tej 
potęgi.

Gdybyśmy teraz odwrotnie, z wiadomśj potęgi o 
chcieli znaleść liczbę a lub b, wtedy natrafilibyśmy na 
dwa, zupełnie różne działania, z tego mianowicie po­
wodu, że a6 nie jest wcale równe ba. Jeżeli z wiado­
mej potęgi c i wykładnika b, chcemy znaleść pierwia­
stek a, wtedy przychodzimy do jednego działania od­
wrotnego względem podnoszenia do potęg, mianowi­
cie: wyciąganie pierwiastku. Rozwiązanie różnych 
przypadków w tóm działaniu prowadzi nas do rozró­
żnienia ilości rzeczywistych i urojonych; wymiernych 
i niewymiernych.

Lecz jeżeli chcemy w inny sposób odwrócić zada­
nie o podnoszeniu do potęg i zadajemy sobie pytanie: 
do jakiśj potęgi należy podnieść jedną z liczb danych 
a, aby otrzymać drugą liczbę daną c, wtedy natrafia­
my na zupełnie innego rodzaju działanie od poprze­
dniego, działanie, które oddzielnego nazwiska nie 
otrzymało. Aby odpowiedzieć na to pytanie, przy­
chodzimy do rozważania równań, w których niewia­
doma jest wykładnikiem. Oznaczając tę niewiado^
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mą, jak zwykle, głoską x, wypadnie nam w tym razie 
rozwiązać równanie:

a ' — c.
Podnoszenie więc do potęg ma dwa działania od­

wrotne: jedno z nich jest wyciąganiem pierwiastków; 
drugie, nie mające oddzielnego nazwiska, prowadzi 
nas do równań wykładniczych, i jak to zaraz zobaczy­
my, do logarytmów.

59*. Jakkolwiek nie będziemy tu wykładać spo­
sobu rozwiązania równań wykładniczych, z tóm 
wszystkiśm pokażemy najprzód główne własności wy­
rażenia wchodzącego do takich równań i nazwanego 
w matematyce: wyr. wykladniczem. Wyrażenie to 
jest takiój postaci: *x , gdzie a oznacza jakąkolwiek 
liczbę stałą różną od zera i jedności, a x może przy­
bierać wszelkie wartości: całkowite, ułamkowe lub 
niewymierne, dodatnie lub odjemne.

> Wystawmy sobie, że podstawiamy kolejno w wy­
rażenie ax zamiast * wszelkie liczby zaczynając od 
—od aż do-(-od, przechodząc przez wszystkie sto­
pnie wielkości. Wtedy otrzymamy taki szereg war­
tości:
Przy: — co....—2, —1, 0,1, 2, 3, 4....-)-®° »••• (1)

będzie: a% a-, —-1» a, a-, a3, .... a ....(2)x oo a* a• a
Jakkolwiek a w ogólnóm wyrażeniu może miść 

znaczenie dodatnie lub odjemne, to wszakże dla celu, 
jaki mamy na widoku potrzebny jest tylko ten przy­
padek, gdy a oznacza liczbę dodatnią, zresztą jaką­
kolwiek, i ten tóż tylko przypadek rozpatrywać bę­
dziemy.
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W szeregu (2),- wyraz I, odpowiadający znacze­
niu x =  O jest niezależny od tój wartości szczególnej, 
jaką może miód «; lecz pozostałe części tegoż szeregu 
w zupełności zależą od wartości a. I pod tym wzglę­
dem należy rozróżnić dwa przypadki: gdy a >  1 lub 
gdy « < 1 .

1-sze. Gdy a >  1. Szereg (2) przedstawia wtedy 
szereg liczb rosnących od lewój strony w prawą, nie 
trudno się przekonać, że liczby te, w miarę tego jak 
x powiększa się nieograniczenie wzrastają także nie- 
ograniczenie, tak że przy x =  oo i a* ma wartość 
nieskończenie wielką. W rzeczy samój: jeżeli a >  1, 
wtedy możemy przyjąć że a =  1 k, gdzie k oznacza 
pewną ilość dodatnią. Zatóm ax =  (1 -j- k)x . Opie­
rając się na wzorze jSewton’a, (§ 427) możemy powie- 
dziśe, że:

(1 +  h f  >  1 +  k,
Do powyższej nierówności możemy dojść i nastę- 

pnśm rozumowaniem: Ponieważ: (l+&)2 =  1 -}—2 -̂j—̂ 
przeto: (1+&)J;> 1 + 2k, gdyż summa 1 +  2k jest 
widocznie mniejszą od 1 +  2& +  A2. Lecz mnożąc obie 
strony tój nierówności przez ilość dodatnią 1 +  k, 
otrzymamy: (1 +  k)3 >  (1+2/«) (1 +  Je). A że: 
(1+2/i) (1+7-)= 1 +  3k +  2&2, przeto iloczyn: (1+2/:) 
(1 +  k) >  1 +  3/;; więc tymbardziój:

(1 +  ky  >  1 +  3*.
Powtarzając toż samo rozumowanie, znajdzie­

my, że: (1 +  ky  >  1 +  4Je; i w ogóle przez nietrudną 
indukcyą otrzymamy ostatecznie nierówność napisa­
ną wyżśj:

(1 _|_ i)* >  i -f kx. (3)
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Ta nierówność pokazuje nam, że jakkolwiek к by­
łoby małe, możemy zawsze znaleść na x ilość dostate­
cznie wielką taką, że (1 +■ k)x będzie większe od ka- 
żdój ilości, jaką zechcemy pomyślóć. Tak up. gdyby 
h — 0,001 i gdybyśmy chcieli znaleść przy jakich war­
tościach na x wyrażenie (1 +  0,001)x będzie większe 
np. od 1000; wtedy należałoby tylko rozwiązać ró­
wnanie:

1 +  0,001л =  1000, 
z którego by wypadło: x =  999000, 

co pokazuje że przy x — 999000 ilość (1+0,001)* >  
1000, a tymbardziój przy większych wartościach na x. 
I toż samo odnosi się do każdój innej wartości na k.
* Możemy zatem z tego wyprowadzić wniosek, że 
jeżeli a >  1, wtedy wyrazy szeregu (2), zaczynając 
od wyrazu środkowego 1, będą powiększać się nieo­
graniczenie, tak, że wartości x — oo , odpowiadać 
bedzie wartość ax — oo. Przeciwnie zaś zaczynając 
od tegoż samego wyrazu 1 w lewą stronę wyrazy 
będą maleć i to nieograniczenie, tak, że dla x =

ax
W uważanym zatem przypadku a większego od 1, 

wartości x =  0, odpowiada ax =  1, wartości x — oo 
odpowiada a* =  oo, i wartości x — — ¡>o odpowiada
a x —  0.

2-re. Gdy a <  1, wówczas wyrazy szeregu (2) 
zaczynając od wyrazu średniego 1 w prawą stronę 
będą się ciągle zmniejszać, i to nieograniczenie, tak, 
że dla x =  aa, odpowiednia wartość: ax — 0. W rze­

czy samój: gdy « < 1 ,  wtedy —  będzie >  1. Mo-
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żerny więc uczynić: — =  1 +  gdzie h oznacza 

pewną ilość dodatnią.

Stąd będzie: a — — , i następnie ax =  •

A że, jak to widzieliśmy w poprzednim ustępie 
niniejszego paragrafu (l-j-Af zaczynając od x dosta­
tecznie wielkiego, rośnie nieograniczenie, tak że staje 
się większe od wszelkićj ilości mogącćj się pomyśleć,

więc > czyli ax , staje się mniejszćm od wszel-

kiój ilości mogącej się pomyśleć, czyli dąży nieogra­
niczenie do 0 i przy cc =  oo staje się zerem. Odwro­
tnie zaczynając od wyrazu 1 w lewą stronę wyrazy 
szeregu (2) rosną i to nieograniczenie, tak że przy

£c =  —  o d , ax — oo. [Gdyż ~  =  1 -j- k i t. d.

60*. W następstwie przyjmiemy, że a >  1 jest 
zarazem całkowite; ten jeden bowiem przypadek ma 
dla nas znaczenie praktyczne. Czyniąc to przypuszcze­
nie, zobaczymy teraz jakim sposobem możnaby odpo­
wiedzieć na pytanie: czemu się równa wykładnik tój 
potęgi, do której należy podnieść daną liczbę a, aby 
otrzymać inną daną liczbę o; innemi słowami jak wy- 
naleść * z równania:

ax =  c. (1)
Przypuszczamy tu nadto, że i c jest całkowite.
W celu rozwiązania tego równania podstawiajmy 

zamiast x  kolejno wszystkie liczby całkowite, zaczy­
nając od 0. Może się przytrafić, że dojdziemy do takićj 
liczby całkowitej, która zadosyć uczynt równaniu (1);

wtedy zadanie będzie rozwiązane. Lecz zazwyczaj 
takićj liczby całkowitćj nie znajdziemy, zawsze je­
dnak dojdziemy do takićj liczby m, że podstawiając ją 
zamiast x w równanie (1), będzie

amC  c,
podstawiając zaś zamiast x następną liczbę całkowitą 
m +  1, otrzymamy wypadek większy od c, czyli:

a"‘+i >  c.
Wtedy oczywiście prawdziwa wartość na «będzie 

zawartą pomiędzy m im  +  1, czyli równać się będzie 
m więcćj pewna ilość mniejsza od 1. Możemy więc 
uczynić:

x  =  m -J—— . (2)cc,
Podstawiając tę wartość za * w równaniu (1),

otrzymamy:
, 1m -f- —  

a Xl =  c.
czyli: i

m r7 a . a — c7
skąd: i

a =  —  ,am

oznaczając zaś dla krótkości ilość głoskąd będzie:
x

a x‘ — d;
nakoniec podnosząc obie strony do potęgi otrzy­
mamy:

dx< =  a. (3)
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Czyniąc tu kolejno: = 0 ,  1, 2, 3....  i t. d.
pizyjdziemy znowuż do takich dwóch po sobie nastę­
pujących liczb »i, i w, + 1, że:

dmt <  a,
a: a.

Wartość więc x 1 będzie zawartą pomiędzy liczba­
mi m t i m l —f-1; możemy zatem uczynić:

«i — mi +  • (4)
Podstawiając dalój tę wartość na w równanie

(3) mióć będziemy:
™i+ —

d x* =  a,
czyli:

dmi . d ^ = a ,
skąd:

Czyniąc dla krótkości —/, i podnosząc obie 
strony tego równania do potęgi x 2, otrzymamy:

f x2 =  d. (5)
Z  tego równania przez kolejne podstawianie za­

miast «2 liczb całkowitych 0, 1, 2, . . . . znajdziemy 
w dalszym ciągu dwie liczby po sobie następujące 
m2 i m2 -j- 1  także, że będzie

/ m> <  d; /»*2+1 >  r).
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Wtedy możemy uczynić: x2 =  »«, -j- — i t. d.,-

działanie to prowadzić będziemy dotąd, dopóki albo 
się ono nie skończy, albo też dopóki nie dojdziemy do 
żądanego stopnia przybliżenia. Podstawiając teraz 
wartość na xl w równanie (2), następnie wartość na 

i t. d. wyrazimy ostatecznie wartość na x, w po­
staci ułamku ciągłego:

x — m +
1___

____
m2+ . . .

Jeżeli wartości na x, odpowiadająca równaniu 
(1) będzie wymierną, wtedy ułamek ten wypadnie 
skończony; w przeciwnym razie będzie on nieskoń­
czonym, lecz z oznaczenia coraz to większej liczby 
ułamków cząstkowych możemy tak daleko zbliżyć się 
do istotnój wartości na x, jak tylko chcemy.

61*. Pozostaje nam jeszcze odpowiedzieć na to 
pytanie, kiedy wartość na x zadosyć czyniąca równa­
niu, w tem przypuszczeniu, że a i c są całkowite. Aby

podpowiedziść na to pytanie, przypuśćmy, ze ¿r _  —  

gdzie p iq  są liczbami całkowitemi. Podstawiając
tę wartość za x w równanie ax =  c, będzie: aq — e , 
skąd a? =  c i. Równość ta pokazuje, że a“ i <fl skła­
dają się z tych samych czynników pierwszych; — a że 
o? zawiera tylko te czynniki pierwsze, które wcho­
dziły w skład a ■ c" zawiera tylko te czynniki pierwsze, 
które wchodziły w skład c , przeto a i e powinny się 
składać z jednakowych czynników pierwszych. Niech
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będą, te czynniki r, s, t....; wtedy a ~ rrj- .sP . t t ....
r“ '.sP ' . i i ' ....

Równość af =&/, zamieni się na taką:
(r<*. sP . t'( ...y =  (r“ '. sP'. iT '...)* ,

skąd: raj> s&  №  ..,= ¥’■ 'i .$'i . ŹT ' i

j c—

Rozumowanie takie, jakiego użyliśmy w § 8* po­
kazuje, że każdy z czynników r, s, t i t. d., powinien 
wchodzić jednakową liczbę razy na obu stronach po- 
wyższśj równości. Stąd wypada, że:

ap =  x'q ; $p =  $'q ; qp =  fq...., 
i następnie:

a ! ___p  _ p ' ___ p  y ' ___ p

! i  —  q '  t ““ ę
Te ostatnie równości mogą być tak napisane:

a! __ ¡3' 7 '    P
a P T ? ’

I  odwrotnie: gdyby a i o, po rozłożeniu na czyn­
niki pierwsze, dały takie rozłożenia:

a— ra . s° . f i ...;  0— ra '. sP f ( '...,

gdzie:

wtedy wartość na cc, z równania ax — c wypadłaby 
wymierną. Gdyż czyniąc wówczas:

X i
Y

. . . , byłoby:

a '— a x ; p '=  ¡3 a  ; 7 '=  7 « . . . 
Stąd dalój mielibyśmy:

a* =  (ra SP iT ...)* =  r“  sP® iP,
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czyli: a* =  vrj- sP' iT1 =  c.

Rozumowania powyższe pokazują nam więc że, 
aby x  z równania ax — c było wymierne, potrzeba"naj- 
przód: aby czynniki pierwsze, z których składają się 
a i c były jednakowe; 2-ie aby stosunki wykładników 
odpowiednich czynników w a i w c  były równe.

62*. Po objaśnieniach, danych w poprzednich 
paragrafach, możemy przystąpić do określenia loga- 
rytrnu i wyłożenia głównych jego własności. Widzie­
liśmy, że można zawsze znaleść wartość na x taką, 
która zadosyć uczyni równaniu: 

ax — N .
gdzie a oznacza pewną stałą ilość dodatnią, a W jaką­
kolwiek liczbę.

W tem równaniu a nazywa się zasadą, N liczbą 
a x jśj logarytmem. To jest:

Logarytmem liczby N  przy zasadzie a nazywamy wy­
kładnik x tej potęgi, do której należy podnieść zasadę, aby 
otrzymać liczbę daną.

Podług tego określenia wartość logarytmu pewnej 
liczby zależy od zasady; zbiór logarytmów wszy­
stkich liczb, obliczonych przy pewnśj zasadzie, na­
zywa sią układem logarytmów przy tejże zasadzie.

Dla oznaczenia logarytmu przyjmiemy takie zna­
kowanie:

x — Loga N  ,

które czyta się tak: x równa się logarytmoioi liczby N
przy zasadzie a.

U spodu trzech liter początkowych wyrazu Lo- 
garytm, pisać będziemy jako wskazówkę, ilość ozna-

48AlgLeb. Todh.
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czającą zasadę. W przypadkach, w których nie ma 
żadnej wątpliwości co jest zasadą oznaczenie zasady 
w wyrażeniu Log(l N  jest zbyteczne i zazwyczaj opu­
szcza się. Wtedy powyższe wyrażenie pisać będzie­
my tak: Log N , czytając Logarytm N .

63*. Z powyższego określenia logarytmu i z 
uwagi na szeregi (1) i (2) § 59* wypada bezpośrednio:

1. Że logarytm 1 jest przy każdej zasadzie ró­
wny 0.

2. Że logarytm zasady jest zawsze równy 1.
3. Że przy zasadzie większśj od jedności loga- 

rytmy liczb większych od jedności są dodatnie, loga- 
rytmy zaś liczb mniejszych od jedności są odjemne.

4. Że w tym przypadku gdy a >  1 , logarytm 
nieskończoności jest liczbą nieskończenie wielką do­
datnią, logarytm zaś zera jest liczbą nieskończenie 
wielką odjemną.

5. Że przy zasadzie mniejszej od jedności, loga- 
rytmy liczb większych od jedności są odjemne, loga- 
rytmy zaś liczb mniejszych od jedności są dodatnie.

6. Nakoniec, że w tym samym przypadku, gdy 
a<l, logarytm nieskończoności jest liczbą nieskoń­
czenie wielką odjemną, a logarytm zera jest liczbą 
nieskończenie wielką dodatnią.

W dalszym ciągu wykładu rozważać będziemy 
wyłącznie ten przypadek, w którym a>l. Używając 
więc oznaczeń, wskazanych w poprzednim paragrafie, 
możemy własności dopiśro co wymienione wyrazić tak:

1) Log„ 1 = 0 ,
2) Loga a =  l,
3) Loga oo =  oo,
4) Loga O =  — oo.
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64". Główne własności logarytmów są następu­
jące:

1-sza Logarytm iloczynu równa się summie loga­
rytmów czynników.

W  rzeczy samój: niech będzie danych ilekolwiek 
liczb: N, Aj, N  .... ; oznaczmy dla krótkości głoską x 
logarytm liczby A? przy pewnej zasadzie a, podobnie 
■*i= Loga Aj, ,v2=zLoga N 2....  Podług określenia loga­
rytmu wartości tc, *3.... są oznaczone następującemi 
równaniami, w których a jest zasadą: 

ax =  N  
ax1 =  iY,
Ox> =  Aj

Pomnóżmy odpowiedniemi stronami te wszystkie 
równania; będzie:

ax . axl . ax2 . . . .  — N .  Ni . N 2 . . . . 
czyli: ax+ 1 *+*2+ ........=  N  . Aj. JV2. . .

Ta ostatnia równość pokazuje nam, że zasadę a 
potrzeba podnieść do potęgi -j-a32-(-... aby otrzy­
mać iloczyn N.  Aj. Aj... ; z określenia więc loga­
rytmu wypada, że:

Loga(N  . N,. N2....) =  x-\-icl . . , czyli 
(1 )Loga (A. Ni.N2...)=.Loga A-j-Uoy,, Ni-\-Loga Aj-j-..
a równość ta wyraża nam własność, którśj chcieliśmy 
dowieść.

2-ga. Logarytm ilorazu jest równy różnicy pomię­
dzy logarytmem dzielnej i logarytmem dzielnika.

Niech będą dane dwie liczby A" i Aj, które na­
leży podzielić w ten sposób, że N  jest dzielną, a Aj 
dzielnikiem. Dowiedziemy, że:

48*
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(2) L oga |

W tym celu oznaczmy dla krótkości głoską x  lo­
garytm liczby A  przy pewnćj zasadzie a, głoską zaś 
a , logarytm liczby A, przy tejże samój zasadzie. 
Wtedy x  i x 1 wypadną z równań: (§61)

A ; axi =  A7,.
Podzielmy obie strony pierwszego z tych równań 

przez odpowiednie strony równania drugiego; otrzy­
mamy:

Aa - ,  =  - j r  •

A
A,

: Log« N —Log« iV,.

Ta ostatnia równość pokazuje, że należy a (za­
sadę) podnieść do potęgi x —x„  aby otrzymać iloraz
—  Podług określenia więc logarytmu, x  a, jest 
A i '
logarytmem liczby _A

A,
przy zasadzie a, czyli:

a że: * =  L og . A  ; *,= Log. A, , przeto ostatecznie:

Log,, | — Loga A  —Log« A,.

3-cie. Logarytm potęgi jest równy iloczynowi loga­
rytmu liczby podnoszonej do potęgi przez wykładnik potęgi.

To jest: jeżeli przez a oznaczymy pewne zasadę 
logarytmów, wtedy:

L og« (№’ ) =  P • L og , A... (3)
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W rzeczy samej: oznaczmy dla krótkości głoską 
x , logarytm liczby A  przy zasadzie a- wtedy x  wy­
padnie z równania:

a* =  A .
Podnieśmy obie strony tego równania do potęgi 

p  ; będzie:
(ax )» —  A r , czyli: (§ 228)

arx—  №  '

Ta ostatnia równość pokazuje nam, że jeżeli za­
sadę a podniesiemy do potęgi pas wtedy otrzymamy 
liczbę A r . Więc p x  jest logarytmem liczby N r  przy 
zasadzie a, czyli:

L o g a ( N r ) =  p x  , albo:
L o g « ( N r ) =  p  L o g « N  .

4-ta. L ogarytm  pierw iastku  je s t rów ny ilorazowi,, 
pow sta łem u  z podzielenia logarytm u liczby, z  którój w y­
ciągam y pierw iastek, p rze z  w ykładn ik  pierw iastku.

To jest: L oga (]/)v) =  N  =  ̂ - • L o g„ N .

W rzeczy samój: jeżeli przez x  oznaczymy loga­
rytm liczby N  przy pewnćj zasadzie a, wtedy toż x, 
będzie określone równaniem:

ox =  N .

Wyciągnijmy pierwiastek potęgi q z obu stroń 
tego równania; otrzymamy:

1/tfT =  |/A  ’ Czyli: (§ 241)-
x  q

<*? =  V W .



750

Ta ostatnia równość pokazuje, że x-  jest loga- 

rytmern liczby )/ iYprzy zasadzie a ; to jest:

L oga ( l^ j = f  , lub nakoniec:

L ° g a  (l/A-) =  L o g a N . . .  { i )

65*. Własności logarytmów pokazane w para­
fie poprzednim są wielkiej wagi, i one to są przyczyną, 
dla którój dzisiaj każdy rachunek, cokolwiek dłuższy, 
wykonywa się za pomocą logarytmów. Łatwo to 
zrozumiemy, jeżeli wystawimy sobie, że przy pewnój 
danej zasadzie mamy już obliczone 1 ogarytmy wszy­
stkich liczb i ułożone w tablice w ten sposób, że jedna 
kolumna zawióra same liczby, druga zaś odpowiednie 
im logarytmy. Gdybyśmy chcieli znaleść iloczyn 
ilukolwiek czynników, wtedy moglibyśmy iloczyn ten 
wynaleść tak: odszukalibyśmy najprzód w tablicy lo­
garytmy wszystkich czynników oddzielnie, następnie 
dodalibyśmy logarytmy: na zasadzie własności 1-szej 
§ 64* summa tychże logarytmów byłaby równą loga- 
rytmowi iloczynu. Odszukawszy następnie w tablicy 
liczbę, odpowiednią temu ostatniemu logarytmowi, 
mielibyśmy żądany iloczyn. Tym sposobem mnożenie 
zostałoby sprowadzone do działania tego samego ro­
dzaju, ale prostszego, mianowicie do dodawania. Po­
dobnież na zasadzie drugiej własności, zamiast dzie­
lić dwie liczby dla znalezienia ich ilorazu, moglibyśmy 
odszukać w tablicy logarytmowój najprzód logarytm 
dzielnój. potóm logarytm dzielnika, następnie odjąć
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od pierwszego logarytm drugi i otrzymalibyśmy lo­
garytm ilorazu. Liczba, wzięta z tablicy, odpowia­
dająca temu ostatniemu logarytmowi, byłaby szuka­
nym ilorazem. W podobny sposób podnoszenie do 
potęgi moglibyśmy sprowadzić do muożenia logarytmu 
przez wykładnik potęgi; wyciąganie zaś pierwiastku 
do dzielenia logarytmu liczby, z którój chcemy wy­
ciągnąć pierwiastek, przez wykładnik pierwiastku.

Uważając więc dodawanie, mnożenie i podno­
szenie do potęg za działania jednego rodzaju, odejmo- 
Avamie zas, dzielenie i wyciąganie pierwiastków, za 
działania drugiego rodzaju, możemy powiedzieć, że za 
pomocą logarytmów działanie każdego rodzaju zostaje 
spiowadzone do działania tegoż samego rodzaju, ale
0 stopień jeden niższego.

Z tego widzimy jak wielką wagę dla ułatwienia
1 skrócenia rachunków arytmetycznych mają tablice 
logarytmowe, zawierające logarytmy wszystkich liczb 
przy obranej z góry zasadzie.

66*. Logarytm każdój liczby, jak to wypada 
bezpośrednio z samego określenia, zależy od zasady. 
Otóż może się przytrafić potrzeba przejścia z jednego 
układu logarytmów do drugiego, to jest wypada roz­
wiązać zadanie: jakim sposobem, mając już obliczone 
logarytmy wszystkich liczb przy jednej zasadzie, 
znaleść logarytmy tych liczb przy innej zasadzie. Do 
rozwiązania tego pytania przyjdziemy przez następne 
rozumowanie:

Przypuśćmy, że już mamy obliczone logarytmy 
liczb przy zasadzie a  : logarytm więc pewnej liczby 
7Vjest nam wiadomy. Chcemy zaś znaleść logarytm 
tójże samej liczby N  przy innej zasadzie b ; czyli ma­
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my: Log,, N , szukamy zaś: Log,, N . Uczyńmy dla 
krótkości y — L o g b N ; wtedy y  należy oznaczyć z ró­
wnania:

bn =  N .

Biorąc logarytmy obu stron tego równania przy  
zasadzie a, otrzymamy:

V Log,, b=zL oga N ,
skąd:

y = ~ L ^ b L o g a N '
albo:

L o g " ~77Lj7Z L o g ‘ N - O)

Ta równość pokazuje nam, że aby otrzymać loga- 
rytm liczby N  przy nowej zasadzie b, należy tylko 
logarytm tójże samój liczby przy zasadzie dawnćj a 
pomnożyć przez czynnik stały dla całego nowego 
układu logarytm ów i równy ułamkowi, którego li­
cznikiem jest jedność, a mianownikiem logarytm za­
sady nowśj [b), wzięty przy zasadzie dawnćj (a). Ten

Ułamek ~Loga b ’ przez który należy pomnożyć loga-
rytmy wszystkich liczb przy zasadzie a , aby otrzy­
mać logarytmy tychże liczb przy zasadzie b, nazywa 
się m odułem .

Dwa są główne układy logarytmów używane 
wiachunkach. Jeden, którego zasada oznacza się 
przez e, nazywa się układem, naturalnym ; drugi którego 
zasada jest 10, nazywa się układem  zw yczajnym , Pier­
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wszy nazywają jeszcze układem logarytmów Nepera 
(od nazwiska pierwszego wynalazcy logarytmów, któ­
ry wyłożył swoje pomysły w dziele ogłoszonem w roku 
1614 pod tytułem: Mirifici Logarithmorum canonis 
descriptio); drugi zaś układem logarytmów Briggsa 
(od nazwiska profesora w Osfordzie, który odpowiednie 
tablice logarytmów ogłosił pierwszy w r. 1624 pod 
tytułem: Arithmetica logarithmica).

Zasada logarytmów naturalnych, która jak to po­
wiedzieliśmy wyżćj, oznacza się we wszystkich ra­
chunkach przez e , jest liczbą niewymierną i wyra­
żoną szeregiem nieskończonym:

e =  1 +  r  +  I J  +  rT 3  +  r 2 l i  + .........

Obliczając wartość przybliżoną tój ilości znaj­
dziemy, że: e =  2, 718281828... Jest to więc ilość,
której logarytm naturalny jest równy 1. Jakkolwiek 
zasada ta jest niewymierną, to wszakże logarytmy 
liczb łatwiój przy niśj obliczają się, aniżeli przy 
innój zasadzie. Jakim sposobem to być może, i za 
pomocą jakiego rozważania przychodzimy do takićj 
zasady logarytmów: wykładać tu nie będziemy, prze­
chodzi to bowiem zamiar, jaki założyliśmy sobie 
w tym rozdziale. Wspomnimy tylko, że w teoretycz­
nych rachunkach prawie wyłącznie natrafiamy na 
logarytmy naturalne.

Podług przyjętego wyżój sposobu pisania loga­
rytmów, należałoby logarytm naturalny jakiejkolwiek 
liczby N  pisać tak: L oge N . Lecz w tym razie opu-
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terę Z pisać będziemy małą. Wyrażenie więc: log N  
należy rozumiść tak: logarytm naturalny N .

Drugim głównym układem logarytmów, jest ten 
układ, w którym za zasadę przyjęto 10. Jego to wy­
łącznie używamy w rachunkach praktycznych, gdyż 
posiada on pewne szczególne własności, które zaraz 
poznamy i które pochodzą z tego, że w nim zasadą 
jest taż sama liczba, jaka służy za podstawę zwykłego 
sposobu liczenia, to jest 10. Tablice logarytmowe, 
zwykle używane, zawierają właśnie takie logarytmy, 
i z tego powodu nazywają jeszcze logarytmy zwy­
czajne: logarytmami tablrcowemi.

Przy oznaczaniu ich, wypadałoby używać takiego 
sposobu znakowania: Logl0 N; lecz i tutaj wskazówkę 
10 opuszcza się i pisze się wprost: Log N . W dwóch 
więc tych układach logarytmów: naturalnym i zwy­
czajnym, zasada przy pisaniu opuszcza się; w innych 
przypadkach należy ją zawsze pisać.

Widzieliśmy na początku tego paragrafu jakim 
sposobem przejść od jednego układu logarytmów do 
drugiego. Stosując równanie (1) do przejścia od lo­
garytmów naturalnych do logarytmów zwyczajnych, 
mamy:

Log N  — 1
log 10 log N  ,

czyli; logarytm zwyczajny jakiśjkolwiek liczby jest 
równy jej logarytmowi naturalnemu, pomnożonemu 
przez ułamek, którego licznikiem jest 1 , a miano­
wnikiem logarytm naturalny 10. Ponieważ znale­
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ziono za pomocą rachunków, których tu przytaczać 
nie możemy, że log 10=2,302 585 092..., przeto =

log 10
0,434 294 81.... Tę ostatnią ilość oznacza się zwykle 
głoską M. i ją to specyalnie nazywamy modułem lo­
garytmów. Jest więc:

Log N  —  M log N . .  . (2) 
gdzie: M  = 0,434 ___

To ostatnie równanie (2) daje nam możność zna­
lezienia logarytmu zwyczajnego, skoro logarytm na­
turalny pewnój liczby jest już wiadomy.

Odwrotnie, gdybyśmy chcieli z logarytmu zwy­
czajnego odnaleść logarytm naturalny liczby, wtedy 
z równania (2) otrzymalibyśmy:

io9 N  \  L o g  N .

A że: M ~  % lo  ’ przet0: ~M —  l°9 10= 2>302- ■
stąd: log N  = 2,302 . . .  Log N ___(3)

67*. W dalszym ciągu wykładu zajmować się 
już będziemy wyłącznie logarytmami zwyczajnemi, 
jako jedynie używanemi w rachunkach liczbowych. 
Ponieważ w nich za zasadę układu bierze się 10, prze­
to logarytm jakiójkolwiek liczby N  wypada z równa­
nia:

10* = N .
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Podług tego có było dowiedzione w § 61*, wy­
kładnik x  będzie wymiernym tylko wtedy, gdy N  
składa się z tych samych czynników pierwszych co 
i 10. A że 10 — 2 . 5, przeto logarytmy tylko takich 
liczb będą. wymierne, które się składają z samych 
czynników 2 i 5. Ogólna postać tych liczb jest: 2“ . 5?. 
Lecz podług drugiego warunku § 61*, potrzeba je­

szcze aby: y  =  ~  , czyli: a =  [3. Stąd tylko dla liczb

tej postaci: N =  2a . 5“ =  (2 . 5 ) “, czyli dla liczb: 
iV =  10“ logarytmy będą wymierne. Widzimy więc, 
że w układzie zwyczajnym tylko logarytm y zupełnych  
potęg 10  są wymierne', dla wszystkich pozostałych liczb 
całkowitych, są niewymierne.

Wychodząc zrównania: 10*= iV, otrzymujemy 
na logarytmy całkowitych potęg 1 0  takie wartości:

Log  1 =  0; L og  10 =  1 ; Log 100 =  2 ; Log  1000 =  3 ; . . .  
i w ogóle: L og  10“ =  m.

Również ponieważ:

IG" 1 -  = 0 , 1  ; 1 0 - 2 =  ¿ 5  =  0 , 0 1  ; 1 0 - 3

0 , 0 0 1  ; i w ogóle: 1 0 - “ =  ~  , przeto:

Log  0,1 =  —1 ; L og  0,01 =  —2 ; L og  0,001 =  — 3 . . .  

i t. d., w ogóle: Log  =  — ™.

To są jedyne logarytmy wymierne; logarytmy 
wszystkich liczb pozostałych są niewymierne.

6 8 *. Logarytmy niewymierne mogą być wyra­
żone tylko w przybliżeniu. Przybliżona ¡wartość
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każdego logarytmu wyraża się w ułamku dziesiętnym; 
im większej liczby cyfr dziesiętnych, dokładnie ozna­
czonych, użyje się do wyrażenia jój, tym stopień przy­
bliżenia będzie większy. Oznaczone tak wartości 
przybliżone logarytmów liczb całkowitych, układają 
się następnie w tablice, których sposób użycia zaraz 
poznamy.

Każdy logarytm składa się z dwóch części: cał­
kowitej, znajdującój się przed przecinkiem i cyfr dzie­
siętnych. Część całkowita logarytmu nazywa się je­
go cechą, część dziesiętna zaś: mantysą. Tak np. gdy 
czytamy, że Log  5137 =  3,7107096, to w nim 8  jest ce­
chą, pozostała zaś część ułamkowa jest mantysą. 
W tablicach zazwyczaj sąpomieszczo ne tylko mantysy 
cechy są opuszczone, gdyż z samego wejrzenia na da­
ną liczbę łatwo ich się domyślóć. W rzeczy samój nie 
trudno pokazać, że cecha logarytmu zawiera zawsze 
w sobie tyle jedności, ile jest cyfr w części całkowitej danśj 
liczby, m niej jedna. Gdyż skoro: Log 1=0, Log  10=1, 
przeto logarytmy wszystkich liczb większych od 1 , 
a mniejszych od 1 0 , czyli jednocyfrowych w swojój 
części całkowitej, będą większe od 0 , a mniejsze od 1 . 
Wyrażać się więc będą tak: 0 i część dziesiętna. 
Cechą ich zatem będzie 0. Podobnie: ponieważ 
L og  10=1, Log  100=2, przeto logarytmy wszystkich 
liczb większych od 1 0 , a mniejszych od 1 0 0  wyrażać 
się będą tak: 1  z ułamkiem dziesiętnym, czyli cechą 
ich będzie 1 i t. d. W ogóle jeżeli jakakolwiek li­
czba N  zawiera w cyfr w swojój części całkowitej, 
wtedy liczba ta jest większą od 1 0 “ Ł, a mniejszą od 
10“ . Logarytm jej przeto będzie większy od Log  
10“- 1), czyli od m —1, a mniejszy od Log  (10” ), czyli
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odm. Jego część całkowita zatem, czyli cecha, bę­
dzie m —1 .

2Np. L og  3 , Log  37-, Log  3, 4928 mieć będą za ce­
chę 0 .

Log  39 ; L og  39,4 ; Log  84,56 mieć będą za ce­
chę 1 .

Log  729 ; L og  729,6 ; L og  999,35 mieć będą za 
cechę 2 .

L og  4973 ; L og  4973,86 i t. p., mieć będą za ce­
chę 3 i t. d.

69*. Mając już dany logarytm zwyczajny jakiej­
kolwiek liczby, nietrudno znaleść logarytm liczb dzie­
sięć, sto, tysiąc i w ogólności 1 0 "* razy większój lub 
mniejszćj od liczby danej.

W rzeczy samej: przypuśćmy, że oznaczamy gło­
ską ^jakąkolwiek liczbę, i że logarytm tój liczby, 
L og  iV , jest znany. Chcemy zaś znaleść: po 1-sze 
L og  (IOW), Log  (100 iV), L og  (1000 N ) .. i w ogólności

L og  (10“ N )  ; lub, po 2-gie, L og  , L o g  ,

L o)/ ( rao) ’ i w °s6l K i ',» ( T f r ) '
Co do 1-ego. Ponieważ logarytm iloczynu jest 

równy summie logarytmów czynników, przeto będzie:

L og  (10 N )  — L og  N  +  Log  10 =  Log N  -f- 1
Log  (100 N )  =  L og  N  -j- L og  100 =  L og N  +  2
L og  (1Ó00 N )  =  Log N  -f  L og  1000 =  L og  N  -)- 3

i t. d.

L og  (10“ N )  —  L og N  -j- L og  (10“ ) =  Log N  -4- w.
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Z powyższych równości czytamy, że aby otrzy­
mać Log  (10 N ) ,  należy do Log N  dodać 1 : czyli 
Wprost cechę logarytmu N  powiększyć o jedność ; 
podobnie aby znaleść L og  (100 N ) ,  należy do cechy 
Log N  dodać 2 i t. d., w ogólności, aby znaleść Log  
(10“ . N )  należy do cechy Log A7 dodać m.

Co do 2 go. Ponieważ logarytm ilorazu jest ró­
wny różnicy pomiędzy logarytmem dzielnój i loga- 
rytmem dzielnika, przeto:

L og  1^") “  Log N —  Log  10 =  Log N — l ,

L o 9  [ { 5 0  j —  Log N —  Log 100 — L og N  — 2,

L °g =  L o9 N ~  Lo9  1000 — L og  N  — 3,

i w ogóle:

L og  =  L og N —  L og  10” —  Log N  —  m.

Stąd czytamy, że aby znaleść Log  , należy 

od cechy logarytmr liczby N  odjąć 1 ; aby znaleść 

Log  j , należy od cechy logarytmu liczby N  od­

jąć 2, i t. d., w ogóle aby znaleść Log  , należy

od cechy logarytmu liczby N  odjąć m. Więc: loga- 
rytmy liczb, różniących się tylko liczbą zer na końcu, 
lub położeniem przecinka, mają jednakowe mantysy, 
a różnią się tylko cechami.



760

Te własności, opierające się na tóm, że za za­
sadę logarytmów służy taż sama liczba, która jest za­
razem podstawą systematu liczenia, dają możność 
znalezienia logarytmów wielu liczb z wiadomego lo- 
garytmu jednśj tylko liczby przez prostą odmianę ce­
chy. Tak np. z tablic znajdujemy, że:

Log 2587 =  3,4127964 .

Na zasadzie pierwszśj z dwóch powyższych wła­
sności będzie:

Log  25870 =  4,4127964 ; Log 258700 =  5,4127964 
i t. d.; na zasadzie zaś drugiśj własności:

Loq 258,7 =  2,4127964 ; Log  25,87 =  1,4127964 ; 
Log  2,587 =  0,4127964.

70*. Ponieważ ułamek jest ilorazem, przeto dla 
znalezienia logarytmu ułamku odejmujemy logarytm 
mianownika od logarytmu licznika. Oznaczywszy

jakikolwiek
p

ułamek przez — , bedzie:

=  Log p  — Log q .

Jeżeli ułamek będzie niewłaściwy, t. j. jeżeli 
P > q , wtedy i Log p > L o g  q , powyższe wyrażenie da

nam wartość dodatnią na Log  . Lecz gdy ułamek

jest właściwy, wówczas p < q  , Log p < L o g  q , i z wy­
rażenia: L og p - L o g  q otrzymamy wartość odjemną

na Log Że logarytmy ułamków właściwych
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(przy zasadzie większśj od jedności) są odjemne, wy­
pada to zresztą z tego, co było powiedziane w § 63*.

Logarytmy ułamków dziesiętnych wynajdują się 
w podobny sposób jak logarytmy ułamków zwyczaj­
nych, t. j. przez odjęcie logarytmu mianownika od lo­
garytmu licznika.

Lecz z powodu wielkiej wagi w rachunkach prak­
tycznych i częstego zastosowania, pomówimy tu oso­
bno o różnych sposobach wyrażenia logarytmów ułam­
ków dziesiętnych.

Weźmy jako przykład ułamek: 0,2587. Ułamek 
ten możemy napisać z mianownikiem wyraźnym tak: 
2587

1 0 0 0 0  ‘ Podłu£ zasady> służącej do znalezienia lo­
garytmu ułamku będzie:

L og  0,2587= L o g  2587 —  Log  10000 =  3,4127964—4 ; 

czyli, wykonywając odejmowanie na drugiej stronie: 

Log  0,2587 =  — 0,5872036.
Podobnie znaleźlibyśmy:

L o g  0,02587= L o g  2587—L og  100000 =  — 1.5872036 ;
L og  0,00258? =  — 2,5872036 ; i t. d.

I tutaj widzimy, jak przy liczbach większych od 
jedności, że logarytmy tych ułamków dziesiętnych, 
które się różnią tylko położeniem przecinka, mają je­
dnakowe mantysy, różne cechy stanowią całą różnicę 
pomiędzy temi logarytmami. A nawet przypatrując 
się sposobowi otrzymywania tych logarytmów możemy 
ustanowić takie prawidło: Logarytm odjemny ułamku 
dziesiętnego ma za cechę tyle jedności, ile jest w tym

Algieb.Todh.
4 9
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ułamku zer po przecinku przed pierwszą cyfrą zna­
cząca; za mantysę zaś cyfry, otrzymane przez odjęcie 
wszystkich cyfr mantysy logarytmu licznika od 9, 
z wyjątkiem ostatniej cyfry z prawej strony, otrzy­
manej przez odjęcie od 10 takiej że cyfry mantysy 
logarytmu licznika:

Gdy więc: L og  2
to: L og  0,2

L o g  0,02 
L og  0,002 

L og  0,0002

Lecz logarytmy ułamków rzadko używają się 
w tej postaci, zazwyczaj nadajemy im inną, daleko 
dogodniejszą do rachunku i w skutek tego prawie wy­
łącznie używaną. Woźmy jeszcze raz pod uwagę 
tenże sam L og  0,2587. Jest on jak wiemy równy 
.3,412 7964—4. Możemy tę różnicę tak przedstawić.

L og  0,2587 =  3 - f  0,412 7964—4 , 
czyli: Log  0,2587 =  — 1 +  °>412 7964’

Tutaj logarytm ten został przedstawiony jako 
summa dwóch wyrazów, jednego odjemuego, drugiego 
dodatniego; mianowicie część całkowita jest odjemną, 
część zaś ułamkowa dodatnią. Zgodzono się pisać 
razem obie te części odznaczając część odjemną zna­
kiem m niej, napisanym u góry W ten sposób:

Log  0,2587 = 1 ,412  7964.

Pisząc w ten sposób logarytm ułamku dziesiętne­
go, mówimy, że ma on cechę odjemną, a mantysę do­
datnią.

=  0,8010300;
— _  0,6989700;
=  — 1,6979700;
=  — 2,6989700;
=  — 3,6989700; i t. d.
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Podobnie postępując znaleźlibyśmy:
L og  0,02587 =  3 +  0,4127964 — 5 =  2,4127964,

L og  0,002587 =  3 +  0,4127964 — 6 =  3,4127964, 
i t. d.

Ten sposób pisania logarytmu ułamku dziesięt­
nego jest przeważnie używany; i my go w dalszyiri 
ciągu wyłącznie używać będziemy. Widzimy z po­
wyższych przykładów, że w logarytmie ułamku dzie­
siętnego, mającym cechę odjemną, a mantysę dodatnią, 
cecha odjemną zawiera tyle jedności, ile jest zer 
przed pierwszą cyfrą znaczącą w ułamku, włączając 
w to i zero na całkowitą; mantysa zaś jest równa 
mantysie licznika. Możemy się przekonać za pomocą 
następującego rozumowania, że to prawidło jest ogól­
ne: Przypuśćmy, że mamy pewien ułamek dziesiętny 
właściwy p, przed pierwszą cyfrą znaczącą którego, 
znajduje się k zer, Arłączając w to i zero na całkowitą. 
Pomiędzy przecinkiem więc i pierwszą cyfrą znaczącą 
jest k—1 zer. Przypuśćmy dalej, że mantysa loga­
rytmu tój liczby całkowitej, jaką otrzymamy, opu­
szczając w danym ułamku przecinek, jest m. Na za­
sadzie własności, dowiedzionej w § 69*, gdziekolwiek 
byśmy umieścili przecinek w tej liczbie, zawsze man­
tysa logarytmu otrzymanój liczby pozostanie taż sama 
t. j. m . Posuńmy przecinek w danym ułamku w pra­
wą stronę tak, aby pierwsza cyfra znacząca stała się 
całkowitą; przez takie przesunięcie przecinka powię­
kszyliśmy ułamek KP razy; nowa liczba będzie więc 
równą 10/;. p ,  mantysą w jej logarytmie będzie m  , 
cechą zaś będzie 0, gdyż jedna tylko cyfra będzie 
w całkowitej (§ 68*). Zatem:

49*
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Log (101' . p) — O, m , czyli 
Log (10* ) +  L o g p = 0 ,m , i  dalej: 

k Log 10 +  Log p  =  O, m , skąd 
Log p =  O, m k ,

czyli, podług użytego sposobu pisania:
Log p =  k, m .

Tym sposobem, mając tablice, zawierające loga- 
rytmy wszystkich liczb całkowitych, możemy odrazu 
bez żadnego rachunku napisać logarytm każdego 
ułamku dziesiętnego, z cechą odjemną i mantysą do­
datnią- . .

Gdybyśmy mieli dany logarytm całkowicie odjem-
ny ułamku dziesiętnego i chcieli go przekształcić na 
logarytm z cechą odjeumą, a mantysą dodatnią, wtedy 
należałoby tak postępować: Weźmy jako przykład lo­
garytm poprzednio znaleziony:

Log 0,02587 =  — 1,5872036.
Logarytm ten możemy napisać w ten sposób:

Log 0,02587 =  — 1 — 0,5872036 .
Wartość tego logarytmu oczywiście nie zmieni 

się, gdy do niego dodamy 1 i odejmiemy 1 ; będzie 
wtedy:

Log 0,02587 = — 1 — 1 + 1 — 0,5872036 .
Wykonajmy dodawanie w dwóch pierwszych wy­

razach, a odejmowanie wr dwóch drugich; otrzymamy 
Log 0,02587 =  — 2 +_0,4127964 , czyli:

Log 0,02587 =  2.4127964 ,
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to jest to, co znaleźliśmy inną drogą. Gdyby znowuż 
zaszła potrzeba zamiany logarytmu z cechą odjemną 
a mantysą dodatnią, na logarytm całkowicie odjemny, 
wtedy otrzymalibyśmy żądany wypadek, przez wyko­
nanie tego odejmowania, które właściwie jest wska­
zane w logarytmie, napisanym pod tą postacią.

Tak np. przypuśćmy, że:
Log 0,002587 =  3,4127964 ,

potrzeba przerobić na logarytm całkowicie odjemny. 
Zwróćmy tylko uwagę na to, że:

L og 0,002587=—3+0,4127964=0,4127964—3; 
wykonajmy wskazane odejmowanie; otrzymamy:

L og 0,002587= —2,5872036 , 
jak poprzednio.

Jest jeszcze jeden sposób wyrażania logarytmów 
ułamków dziesiętnych, dosyć często używany w pe­
wnych rachunkach, za pomocą tak zwanego dopełnie­
n ia do 10. Przykład najlepiój objaśni na czóm prze­
kształcenie takie polega. Weźmy logarytm liczby 
już tyle razy uważanśj:

L og 0,002587 =  3,4127964 ;
oczywiście pozostanie on bez zmiany, jeżeli do niego 
dodamy 10 i odejmiemy 10. Czyniąc to otrzymamy:

L o g  0,002587 =  — 3 -+ 0,4127964 -+10—10 , 
czyli: L o g  0,002587 =  10 — 3 + 0,4127964—10 , 
albo jeszcze: L og 0,002587 =  7 + 0,4127964—10 , 

i nakoniec: L og 0,002587 = 7,4127964—10 .
W praktyce ustalił się zwyczaj opuszczania—10 ,
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i pisania samego dopełnienia logarytmu; t. j. powyższy 
łogarytm pisze się tak:

L og 0,002587 =  7,4127964 .
Oczywiście zawsze należy w takim logarytmie, 

napisanym pod postacią, całkiem dodatnią, domyśleć 
się odjemnika—10.

W podobny sposób otrzymalibyśmy:
L og 0,2587 — 9,4127964—10 

L og 0,02587 =  8,4127964-10 
L og 0,0002587 =  6,4127964—10.

Chcąc z logarytmów tak wyrażonych przejść do 
logarytmów z cechą odjemną i mautysą dodatnią, 
należy tylko odjąć 10 od odpowiedniój cechy, nie 
zmieniając mantysy, i różnicę odjemną napisać na 
miejscu cechy.

Nakoniec: chcąc z logarytmu całkowicie odjem- 
nego przejść do dopełnienia, należy tylko do niego do­
dać 10 i odjąć 10.

Gdyby w wyjątkowych wypadkach cecha odjemną 
była większą od 10, wtedy bierze się dopełnienie do 
20, lub do 30, lub w ogóle do takiej wielokrotnśj 10, 
która będzie bezpośrednio większą od cechy danego 
logarytmu.

71*. Tablice łogarytm owe zawierają logarytmy 
tylko liczb całkowitych; widzieliśmy bowiem po­
przednio, że do odszukania logarytmów liczb całko­
witych sprowadza się wynalezienie logaiytmów 
i liczb ułamkowych.

Ponieważ nadto cechy są zawsze łatwe do napi­
sania z samego wejrzenia na daną liczbę, przeto cechy
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zazwyczaj w tablicach logarytmowych opuszczają się. 
Tablica więc logarytmów zawiera z jednej strony li­
czby całkowite, z drugi ój zaś strony mantysy loga­
rytmów tychże liczb.

Jedne tablice od drugich różnią się najprzód li­
czbą tych liczb całkowitych, których logarytmy są za­
mieszczone; powtóre stopniem przybliżenia, czyli liczbą 
cyfr dziesiętnych, do których mantysy są dokładnie 
obrachowane. Pod tym względem rozróżniają tablice 
małe i wielkie. W małych tablicach znajdują się lo­
garytmy, obliczone do 4, 5-ciu lub 6-ciu cyfr dziesięt­
nych, wszystkich liczb całkowitych od 1 do 20000 naj- 
wyżśj. W wielkich tablicach mantysy są obliczone 
przynajmniej do 7-miu cyfr dziesiętnych dokładnych, 
i w nich zawarte są logarytmy przynajmniej pier­
wszych 100000 liczb. Do szkolnego użytku zupełnie 
wystarczają tablice małe; przypuszczamy, że w rę­
kach czytelnika znajdują się tablice logarytmów pię- 
ciocyfrowych Schlömilcha (Fünfstellige logarithmiscbe 
Tafeln, Braunschweig. Vieweg) lub takież tablice La- 
lande'a, wydane przez Dupuis, lub wyborne tablice 
Hoüel’a Tables des logarithmes a ciną deeimales. 
Paris, Mailet Bachelier) i t. p. Ze względu na duży 
i wyraźny druk, nie męczący oczu oddajemy pier­
wszeństwo tablicom Schlömilcha, i o nich ciągle mó­
wić tu będziemy, jakkolwiek w wielu częściach tablic 
lepszy układ mają tablice Lalande’a—Dupuis, i Hoti- 
el’a.

Pierwsza część tablic Schlömilcha zawiera loga­
rytmy wszystkich liczb od 1 do 10909; zawartość in­
nych części albo objaśnia się samym tytułem, albo 
też do naszego przedmiotu nie należy. Pierwsza
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strona pierwszej części jest podzielona na 4-rv głó­
wne kolumny, z których każda cieńszą linijką jest 
jeszcze podzielona na dwie kolumny; nad jedną znaj­
duje się litera N  (numerus, liczba), nad drugą litera 
L  (logarithmus). Pierwsza z tych dwóch kolumn za­
wiera liczby od 1 do 100, druga mieści w sobie w tych 
samych wierszach logarytmy tychże liczb. Tak np. 
obok liczby 79 widzimy 1,89763 ; to znaczy że: L og  
79=1.89763. Ostatnia cyfra jest podkreśloną z tego 
powodu: wiemy, że logarytmy wszystkich liczb, z ma- 
łemi wyjątkami są niewymierne; mantysy ich zatem 
są tylko przybliżone. Istotna wartość logarytmu 79 
nie jest taką jak napisano wyżój, ale cyfry za piątą 
idą do nieskończoności, i te ostatnie cyfry zaczynając 
od szóstój są opuszczone. Otóż jeżeli pierwsza z opu­
szczonych cyfr, czyli szósta wynosi mniój niż 5, wtedy 
one po prostu się opuszczają; jeżeli zaś wynosi ona 
5 lub więcej, wtedy przy opuszczaniu ich ostatnia cy­
fra zatrzymana, powiększa się o jedność, a na znakr 
że ten właśnie przypadek miał miejsce, ostatnia cyfra 
zachowana podkreśla się. W powyższym przykładzie 
więc było: L og 79—1,89762....; lecz pierwsza z nastę­
pujących po 2 cyfr była albo 5, albo 6... albo 9; po­
nieważ ona została opuszczoną wraz z następującemu, 
przeto dla zmniejszenia błędu napisano 3 zamiast 2. 
I rzeczywiście, w większych tablicach możemy znaleść, 
ze w tym logarytmie cyfra następująca po 2 jest 7.

Taż sama uwaga odnosi się do wszystkich pod­
kreśla ń w całćj tablicy.

Każda z następnych stronnic jest podzielona na 
4-ry kolumny. Nad pierwszą jest litera N  (numerus); 
zawiśra ona kolejne liczby od 100 do 1090. Na po-

czątku drugiej jest litera L  (logarithmus), która się 
odnosi i do trzecićj kolumny. Obie te kolumny zawie­
rają mantysy pięciocyfrowe logarytmów liczb. Na- 
koniee nad czwartą kolumną są litery P. P. (partes 
proportionales, części proporcyonalne); znaczenie jej 
i użytek zaraz poznamy.

W tym wierszu gdzie jest litera L  , znajdują się 
jeszcze cyfry 0, 1, 2, 3,'4, 5, 6, 7, 8, 9. Każda z tych 
cyfr jest ostatnią cyfrą liczby, której trzy pierwsze 
znajdują się w kolumnie pierwszej, z nagłówkiem N .  
Przykłady najlepiój objaśnią jak wyszukiwać lo- 
garytm którejkolwiek z liczb znajdujących się w ta­
blicach. Przykład. Znaleść L o g  276.

Wiemy najprzód że cecha tego logarytmu jest 2T 
gdyż liczba zawiera trzy cyfry. Co się tyczy man­
tysy, to odszukujemy w kolumnie pierwszej tej liczby 
276; obok niej w drugiej kolumnie pod cyfrą 0 znajdu­
jemy: 44091. Jest to mantysa logarytmu tejże liczby. 
Będzie więc: L og 276=2,44091.

Gdybyśmy chcieli znaleść L o g  2760, wtedy loga- 
rytm szukany różniłby się od znalezionego wyżój 
tylko cechą i mielibyśmy:

L og 2760 =  3,44091 .
Z tego logarytmu jeszcze byłoby:

L o g  27,6 =  1,44091 ; L og 2,76 =  0,44091
L og 0,276 =  1744091 ; L o g  0,0276 =  2,44091 

i t. d.
Przykład. Znaleść L o g  27 65.
Tej liczby nie ma w kolumnie, nad którą znajduje 

się głoska N ; ale znajdujemy w niój najprzód liczbę
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276. W kolumnie zaś trzeciej, w szeregu nad któ­
rym znajduje się cyfra 5 (ostatnia danej liczby 2765) 
i w tym wierszu, gdzie jest w pierwszój kolumnie 276 
znajdujemy trzy cyfry 170 ; są to trzy ostatnie cyfry 
mantysy logarytmu 2765. Dwie pierwsze cyfry 44 
znajdują się w kolumnie bezpośrednio leżącej pod li­
terą L . Te dwie pierwsze cyfry dla tego zostały 
opuszczone, że powtarzają się one w znacznej liczbie 
logarytmów liczb po sobie następujących; dla oszczę­
dzenia więc miejsca w tablicach drukują się tylko 
przy pierwszój z tych liczb; w następnych zaś opu­
szczają się. Tym sposobem dwie cyfry 44 odnoszą 
się do mantys wszystkich logarytmów zawartych 
w następnych wierszach, aż do miejsca od którego 
dwie pierwsze cyfry mantysy będą 45, jak w tój części 
tablicy, którą mamy przed oczyma, do liczby 282. 
Logarytm szukany będzie więc:

L og 2765 =  3,44170.
Należy tu jeszcze wspomnieć, że te same dwie 

pierwsze cyfry 44 odnoszą się także do tych trzech 
ostatnich cyfr w wierszu poprzednim, przed któremi 
znajdują się gwiazdki: 012, 028, 044, 059 i 075.

Dalsze przykłady wprost wypisujemy bez obja­
śnień, zalecając wszakże czytelnikowi wyszukania 
wszystkich tych logarytmów:

L og 2758 =  3,44059 ; Zoy 2819 =  3,45010 ;
L o g  2823 =  3,45071 ; L o g  2867 =  3,45758 ;

L og 354,7 =  2,54986 ; L og 35,47 — 1,54986 ;
L og 0,3547 =  1,54986 ; L og 0,003547 =  3,54986 ; 

L og 8318 =  3,92002 ; L og 83,18 == 1,92002 ;
L og 0,8318 =  1,92002 .
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72*. Użycie tablic logarytmowych byłoby bar­
dzo ograniczone, gdybyśmy mogli logarytmy tych 
tylko liczb otrzymywać, które się bezpośrednio 
w tychże tablicach znajdują. Zobaczymy jednak, że 
każdą tablicę można niejako rozszerzyć i otrzymać 
z niej logarytmy liczb, nie znajdujących się w niej 
bezpośrednio, i to z takim stopniem przybliżenia, z ja­
kim cała tablica jest obliczona, pod warunkiem wszak­
że, że te liczby nie przechodzą po za pewną granicę. 
Pokażemy teraz właśnie jakim sposobem można dojść 
do takiego wtrącenia do tablicy nowych liczb.

W tym celu musimy najprzód zastanowić się nad 
pewnemi własnościami jakie mają różnice pomiędzy 
logarytmami dwóch po sobie następujących liczb 
w tablicy. Zauważmy najprzód, że na zasadzie dru­
giej własności głównej logarytmów, różnica pomiędzy 
dwoma logarytmami może być zawsze przedstawioną 
jako logarytm ilorazu. Weźmy trzy liczby całko­
wite następujące po sobie w postępie arytmetycznym, 
którego wykładnikiem jest r:

W , N -\-r  , iV-j- 2r ;
nie trudno się przekonać, że:

N + r  ^  N + 2 r  m
' jV W -f r ........1 ;

Należy tylko sprowadzić te dwa ułamki do jedna­
kowego mianownika, i będzie z ułamku znajdującego 
:się na pierwszej stronie nierówności (1).

(̂ V r-)2 __ iV2-j-2 iVr-4-rs
lV(7V-fr) W(W+r)

z ułamku zaś znajdującego się na stronie drugiej:
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N  (N - \ - 2 r )  _ N 2+ 2  źVr
(TY-fr) — iV(iV+r) •

Ponieważ zaś widocznie:
_ N * + 2 N r + r ° -  _ N * Ą -2 N r  

N ( N Ą - r ) >  2V(2V-fr) ’
• przeto i nierówność (1) jest tym sposobem dowiedzioną.

Jeżeli teraz weźmiemy logarytmy obu stron nie­
równości (1), otrzymamy:
L o g (N Ą -r ) — L o g  iY>  L og (iV-f-2r) — L og (iV-[~r) ... (2)

Pierwsza strona tej nierówności pokazuje o ile 
powiększa się logarytm pewnśj liczby N ,  jeżeli tę 
liczbę powiększymy o pewną ilość r; druga zaś strona 
podobnie pokazuje przyrost, jakiego doznaje logarytm 
liczby N - \ - r , gdy ją znowuż powiększymy o toż samo 
r . Własność różnic pomiędzy logarytmami, zawartą 
w nierówności (2), możemy tak wyrazić:

J eżeli liczby 'powiększają się o równe ilości, w tedy tym  
rów nym  przyrostom  liczb, odpow iadają  p rzy ro s ty  logaryt- 
m ów ciągle zm niejszające się.

Gdybyśmy uczynili w powyższych nierównościach 
r  —  1, wtedy liczby N ,  JY-J-l, iV-f-2 tworzyłyby sze­
reg liczb naturalnych, to jest takich, jakich logarytmy 
są pomieszczone w tablicach logarytmowych. Różnice: 
L o g  (2V+1) -  L og  N  , L o g  (iV+2) -  L og (2V+1), by­
łyby różnicami pomiędzy logarytmami po sobie nastę- 
pującemi w tablicach (i dla tego często nazywane ró­
żnicami tablicowemi): własność wyrażona przez nie­
równość (2), zastosowana do różnic tablicowych, po­
kazuje że:

L og (iV-j—1)— L o g  N  > L og (iY-f-2) — L og (A7+ l ) ,

to jest, że różnice tablicowe po sobie następujące 
tworzyć muszą szereg malejący. Łatwo to sprawdzi . 
tworząc czy to za pomocą tablicy Schlomilcha, czy 
tćż jakiejkolwiek innej różnice logarytmów kolejnych, 
znajdziemy że im bardziój posuwać się będziemy w ta­
blicy do coraz to większych liczb, tym odpowiednie 
różnice będą mniejsze. I jeżeli w pewnych częściach 
tablic znajdziemy, że różnica następna jest równą, 
lub nawet niekiedy większą od różnicy poprzedniej, 
to pochodzi to tylko z tego, że każdy logarytm w ta­
blicy jest oznaczony w przybliżeniu, do 5-ciu cytr 
dziesiętnych, z opuszczeniem cyfr dalszych.

73*. Przechodzimy teraz do drugiej własności 
różnic pomiędzy logarytmami, która nas doprowadzi 
do wprowadzania do tablicy liczb jakichkolwiek. 
Własność ta polega na tem, że jakkolwiek różnice po­
między logarytmami stają się coraz mniejsze, to 
wszakże, w miarę powiększania się liczb różnice te 
różnią się od siebie coraz mniój; czyli ciągle d ą żą  do 
tego, aby stać się równemi.

Aby pokazać tę własność różnic pomiędzy loga­
rytmami, weźmy pod uwagę oddzielnie wyrażenia, sta­
nowiące dwie strony nierówności (2) § 72*, miano­
wicie: L og (N + r ) — L og N  i L og (N + 2 r ) — L og (A-fr). 
Pierwszą z tych ilości oznaczmy głoską d  , drugą zaś 
głoską d t. Będzie więc:

d  =  L og (A7-fr) — L og  N  =  L o g  (̂ ±-rj ,

/ Ą7_L-2?'\d, =  L og (A'-f2r) -  L og { N - j r )  =  L o g  j .
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T . , . , . AT-fr - N -Jezeli. zas ułamki: —rr i 2 r
JV * N  - \- r  sP1,0Wadzi“iy 

do jednakowego mianownika, jak to uczyniliśmy w po­
przednim paragrafie, otrzymamy:

d — Log £

d x

A72-j-2  Nr  - j- r2 ' 
N {N + -r)

_ r  2V2+ 2  N r 1 
L °9 [  N (N + r)  J 5

• •(I)

• (2)

Odejmijmy teraz od równości (1) równość (2): 
bedzie:

d — dt ■= Log |~A72-j-2 NrĄ-r2

] -
Log T iV2-j-2 N r  1 

[  N { N + r )  JA7(iV+l)
a że różnica logarytmów jest równa logarytmowi ilo­
razu, przeto:

f A72-)- 2 N r Ą - r %

czyli: d — dj=  Log | Ą (3)

Ponieważ w ułamku

A2 + A7rJ
2

■ licznik jest stały,A72-)-A7?1
a mianownik w miarę powiększenia się liczby A7 cią­
gle się powiększa, przeto widoczną jest rzeczą, że 
ułamek ten, a zatśm i całe wyrażenie na drugiej stro­
nie równości (3) ustawicznie się zmniejsza. Jeżeli 
w wyrażeniu (3) zamiast r podstawimy jedność, wtedy /  
d i dl wyrażać będą różnice tablicowe. Równanie (3) 
pokazuje, że różnica pomiędzy dwiema różnicami ta-
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blicowemi jest mniejsza od takiejże różnicy popize- 
dzającój.

Innemi słowy: różnice pomiędzy różnicami tablico- 
wimi ciągle ■ maleją w miarę posuwania się coraz dalej 
io tablicy.

Jako przykład weźmy kilka po sobie następują­
cych logarytmów w tablicy siedmio cyfrowej;

d d—dl
Log 306=2.4857214
Log 307=2.4871384 >0’° 014170 } 0,0000047 

¡0,0014123
Log 308=2.4885507 } 0,0000045

¡0,0014078
Log 309=2.4899585

Z wypisanych powyżej liezb widzimy: 1-sze że 
różnice d pomiędzy dwoma po sobie następującemi ło- 
garytmami stają się coraz mniejsze, i po 2-ie że ró­
żnice d— d, pomiędzy niemi także maleją.

Jeżeli więc posuwać się będziemy w tablicy 
siedmio cyfrowej przechodząc, do coraz to większych 
liczb, wtedy ponieważ różnica pomiędzy różnicami ta- 
blicowemi dwóch następujących po sobie logarytmów, 
stają się ciągle coraz to mniejsza, dojść musimy do 
takiej części tablicy, w którój taż różnica będzie
mnipisza od___-___  , czyli od jednostki dzie-mniejszą oa 100oo00O ’ J
siętnój siódmego rzędu. Wówczas w tej części ta­
blicy przy równych przyrostkach liczb, i odpowiednie 
przyrostki logarytmów przedstawiać się będą jako 
ilości równe; gdyż logarytmy obliczone są dokładnie 
do siedmiu cyfr dziesiętnych, a różnice pomiędzy ló-
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żnicami wyrażać się będą dopiero co najwyżej 
w ósmych cyfrach dziesiętnych. Toż samo oczywiście 
stosuje się i do tablic zawierających mniejszą liczbę 
cyfr dziesiętnych; w nich wcześniój nastąpi ta ró­
wność przyrostków.

74*. Z poprzednich rozumowań wypada więc, że 
jeżeli pomiędzy dwie liczby następujące po sobie w tej 
części tablicy, w której już różnice pomiędzy dwoma 
następującemi po sobie logarytmami są równe, wsta­
wimy liczby, z których każda następna równa się po­
przedniej, powiększonej o jednę i tęż samą ilość 
mniejszą od 1, np. o 0,1 , wtedy różnice tablicowe, po­
między logarytmami odpowiadającemi tym liczbom 
będą tym bardziej równe. Stąd wyprowadzamy ten 
ważny wniosek:

W  tej części tablicy, w której dwie różnice tablicowe 
po sobie następujące są równe, przyrostkom liczb równym, 
lecz mniejszym od jedności, odpowiadają równe przyrostki 
logarytmów, lub wyrażając się krócej, różnice pomiędzy 
liczbami są proporcyonalne do różnic pomiędzy odpowie- 
dniemi logarytmami.

Eozumowania poprzednie pokazują, że wniosek 
ten jest tylko przybliżonym; ale stopień przybliżenia 
jest taki sam, z jakim są obliczone tablice logaryt- 
mowe.

75*. Możemy teraz pokazać, jakim sposobem 
znaleśe z tablic logarytm takiój liczby, która bezpo­
średnio w tablicach nie znajduje się.

1-sze Przypuśćmy, że chcemy znaleść logarytm 
liczby 4885,3.

W tablicy Schlómilcha znajdujemy logarytmy 
liczb 4385 i 4386. Mianowicie:
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L og 4385 =  3,69197 , 
Log 4386 =  3,64207 ; 

różnica pomiędzy niemi — 0,00010.
Liczba dana jest o 0,3 większa od liczby 4385 ; 

gdybyśmy znaleźli o ile się powiększa logarytm liczby 
4385, wtedy gdy sama liczba powiększa się o 0,13, wó­
wczas dodając tę ostatnią ilość do logarytmu: 3,64197 
otrzymalibyśmy logarytm żądany. Ponieważ przy po­
większeniu liczby 4385 o 1 logarytm w tój części ta­
blicy powiększa się o 0,00010, przeto, oznaczając przez 
* to powiększenie jakiego dozna tenże logarytm, wte­
dy gdy liczbę powiększymy tylko o 0,3, na zasadzie 
paragrafu poprzedzającego możemy ułożyć następną 
proporcyą:

a: 0,00010 =  0 , 3 : 1 ,

skąd:
0,00010 • 0,3 0,00003.

Przyrostek logarytmu więc, odpowiadający puzy- 
rastkowf liczby równemu 0.8 jest 0,00003. ]Dod»»c 
OT do 7,00 4885, czyli do 3,64197, otrzymamy 3,64200 
jako logarytm liczby 4385,3. Będzie więc:

Log 4385,3 =  3,64200 .
Ponieważ wszystkie logarytmy w całćj tablicy są 

Obliczone do pięciu cyfr dziesiętnych, a zatemi różnice 
pomiędzy niemi są zawsze wyrażone ^  częściach s 
tysiącznych, przeto zazwyczaj mianowniki, zeia i pi 
cinki opuszczają się przy obliczaniu tych przyrostków, 
pamiętając wszakże, że mamy tu do czynienia z czę­
ściami stutysiącznemi, że zatśm to co P o sta w ia  się 
w ostatecznym wypadku jako liczba całkowita jest

Algieb. Todh.



778

częścią stutysiączną. Podług tego więc powyższa 
proporcya tak się napisze:

*: 10 = 0,3:1; 
skąd: x  —  3 .

W celu ułatwienia wynajdywania takich loga- 
rytniów, które się nie znajdują ̂ w tablicy, umieszczo­
na jest w niój na każ dój stronnicy kolumna z napisem 
nad nią P . P-, to jest: „części proporcyonalne!i. W tój 
kolumnie dla każdej z różnic tablicowych, przytrafia­
jących się na danej stronnicy, są już obliczone przy­
rostki logarytmów, odpowiednie różnym przyrostkom 
liczb. Tak np. na stronnicy 13 tablic Scklomilcha 
w kolumnie P . P . znajdujemy jako nagłówki napisane 
dwie liczby 10 i 9. Są to różnice tablicowe pomiędzy 
logarytmami na tej stronnicy, z opuszczeniem miano­
wników. Pod nagłówkiem 10 z lewej strony napisane 
liczby są przyrostkami liczb, z opuszczeniem w nich 
mianowników 10; więc: 1 oznacza 0,1 ; 2 oznacza 0,2 
i t. d., z prawej zaś strony linii pionowej odpowiednie 
przyrostki logarytmów. Wprost 3, oznaczających 
0,3 znajdujemy 3,0 ; i to jest przyrostkiem logarytmu, 
odpowiadających przyrostkowi liczby 0,3 , wyrażonym 
w częściach stutysiącznych.

2gi przykład. Przypuśćmy teraz, że chcemy zna­
leść logarytm liczby 4385,37. Wynajdujemy z tablic 
L og 4385 =  3,64197 ; różnicę pomiędzy następnym 
nie i tym logarytmem możemy znaleść na pamięć, 
wypisując drugiego logarytmu: będzie to znalezione 
w poprzednim przykładzie 10 ; następnie z proporcyi:

•r : 10 = 0,37: 1, 
otrzymujemy: x  = 3,7
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W tój wartości na .? całkowita 3 oznacza stuty- 
siączne części; 7 zaś części milionowe. Ponieważ uży­
wane przez nas tablice dochodzą tylko do części stuty­
siącznych, przeto milionowe opuszczamy; — ale ponie­
waż jest ich więcój, aniżeli połowa stutysiącznej, zatem 
cyfrę zatrzymaną 3 powiększamy o 1. Na odpowiedni 
przyrostek logarytmowy otrzymamy tym sposobem
4. Dodając go do L og 4385, znajdziemy w końcu: 

L og 4385,37 =  3,64201 .
Moglibyśmy proporcyi powyższej nie układać, 

mając przed oczyma kolumnę P . P . Poprawkę iega- 
rytmową dla 0,3 mamy w niój bezpośrednio napisaną; 
jest ona 3. Go się zaś tyczy 0,37, to ponieważ 0,37= 
0,3 -j- 0,07, przeto do powyższego przyrostku 3, należy 
dodać jeszcze przyrostek, odpowiadający 0,07. Jak­
kolwiek nie mamy go bezpośrednio w tablicy, to 
wszakże mamy tam przyrostek, odpowiadający 0,7 
jest on 7. Dla 0,07 będzie więc on 10 razy mniej­
szy. t. j. będzie =  0,7. Dodając tę ostatnią ilość do 
3, otrzymamy na całkowity przyrostek, 3,7 , z którym 
należy postąpić tak, jak było pokazane wyżój. Ra­
chunek sam zwykle rozkładamy w następny sposób: 

L og 4385 =  364197 
0,3 .. . 3

0,07 .... 0,7
L og 4385,37 =  3,64201. '

3-ci przykład. Znaleść Log 3059,4. Wykony­
wamy tu całą robotę bez żadnych objaśnień:

L og 3059 =  3,48558 ,
Log 3060 =  3,48572 

~I 14
różnica pomiędzy liczbami .... różnica tablicowa.

50*
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* : 14 =  0,4 :1; 
x  — 5,6 = 6 

L og 3059,4 =  3,48564 .
Lub, z użyciem kolumny „części proporcjonalne“.

L og 3059 =  3,48558
0,4....... 5,6

L og 3059,4 =  3,48564. ~
Czytelnik sam obliczy podług powyższych wzo­

rów następujące logarytmy, które podajemy dla 
wprawy:

L og 1387,2 =  3.14214 : L og 2743,8 =  3,43835 ;
L og 5129,4 =  3,71007 ; L og 8976,5 =  3,95310.
76*. Zasady wyłożone w poprzednim paragrafie 

dają nam możność wynalezienia logarytmu jakiejkol­
wiek liczby. Następne przykłady najlepiej rzecz wy­
jaśnią:

1-szy przykład. Znaleść logarytm liczby 24567.
Liczby tśj w tablicach nie znajdujemy, gdyż roz­

ciągają się one tylko do 10909. Lecz sposobem wyło­
żonym poprzednio, możemy znaleść logarytm liczby 
2456,7 , otrzymanój przez odcięcie przecinkiem jednój 
cyfry, tak, że to co pozostało przed przecinkiem znaj­
duje się w tablicach. Postępując znanym sposobem, 
otrzymamy:

L og 2456,7 =  3,39035 .
A ponieważ liczba dana 24567 jest 10 razy więk­

szą od 2456,7, przeto logarytm jój miść będzie też 
samą mantysę, cechę zaś większą o 1. Znajdziemy 
zatem ostatecznie:
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L og 24567 — 4,39035.
2-gi przykład. Znaleść logarytm liczby 3,5786.
Jakkolwiek dana liczba jest zawarta pomiędzy 

3 i 4, to wszakże nie będziemy brali tutaj logarytmu 
3 i dodawali do niego przyrostku proporcyonalnego 
do 0,5786 , gdyż w tśj części tablicy różnice tablicowe 
są dalekie od równości, a zasada proporcyonalnosci 
przyrostków liczb do przyrostków logarytmów dopiero 
wtedy może być stosowaną, gdy różnice tablicowe są 
równe (§ 74*). Przez przesunięcie przecinka w prawą 
stronę o trzy cyfry, otrzymamy liczbę 3578,6 , którój 
logarytm mieć będzie tęż samą mantysę co i logaiytm 
liczby 3,5786 ; i której część całkowita 3578 przy­
padać będzie w tój części tablicy, do której z wię- 
kszóm przybliżeniem można zastosować zasadę części 
proporcyonalnych. Ponieważ L og 3578 =  3,55364, ró­
żnica tablicowa jest 12, a przyrostek logarytmowy, 
odpowiedni przyrostkowi liczby 0,6 jest 7,2, przeto 
otrzymamy:

L og 3578,6 =  3,55371 .
A  zatóm ostatecznie będzie:

L og 3,5786 = 3,55371 3 , czyli 
L og 3,5786 =  0,55371.

W ogóle przy wynajdywaniu logarytmu liczby 
nie znajdującój się bezpośrednio w tablicy należy za­
wsze zacząć działanie od umieszczenia przecinka 
w niój w ten sposób, aby z lewój strony na całkowitą 
była odciętą największa liczba, jaka znajduje się je­
szcze w tablicy. 0700K7

3-ci przykład. Znaleść logarytm liczby 879351.
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Odcinając przecinkiem z lewśj strony największą 
liczbę, jakiej logarytm znajduje się w tablicach, 
otrzymamy 8793,57,

Dodając do logarytmu liczby 8793, to jest do 
3,94414 poprawkę odpowiednią ułamkowi 0,57 , która 
jest 3 (dokładniśj 2,85), mióe będziemy na szukany lo­
garytm:

L og 8793,57 =  3,94417 .
L og 879357 =  5,94417 .

Lecz gdybyśmy teraz chcieli znaleść logarytm 
liczby 879358 , lub Log 879359, wtedy postępując tak 
jak wyżej, i wynajdując poprawkę bądź to odpowie­
dnią 0,58 , bądź tóż odpowiednią 0,59, otrzymamy na 
nią znowuż toż samo 3 (w pierwszym razie 2,90, 
w drugim 2,95), skąd mióć będziemy:

L og 879358 =  5,94417 ,
L og 879359 =  5,94417 .

Gdybyśmy w liczbie 879357 po za ostatnią cyfrą 
7 dopisali jakiekolwiek cyfry, wtedy one oczywiście 
jeszcze mniój miałyby wpływu na poprawkę, jak cyfra 
7, i zawsze otrzymalibyśmy dla takiej liczby logarytm 
napisany wyżej. Te przykłady prowadzą do uwagi, 
że przy użyciu tablic, w których logarytmy są obli­
czone z przybliżeniem do pięciu cyfr dziesiętnych nie 
można, w ogóle mówiąc, oznaczyć w sposób pewny 
mantysy logarytmów liczb, zawierających więcój niż 
pięć cyfr znaczących. Cyfry znajdujące się w liczbie 
danój po za piątą cyfrą, rachując ku stronie prawej, 
mają wpływ na dalsze cyfry mantysy, ale nie na piątą.
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Stąd przy wykonywaniu działań nad liczbami 
za pomocą logarytmów pięciocyfrowych, użycie 
w tychże liczbach więcćj niż pięciu cyfr znaczących 
nie prowadzi do wypadku więcej przybliżonego, aniżeli 
wtedy, gdy zachowujemy w liczbie tylko pięć cyfr. 
Na tę okoliczność należy zwracać uwagę, aby nie 
przeciążać ani liczb użytych do działania, ani też 
ostatecznych wypadków zbytecznemi cyframi, nie ma- 
jącemi w rzeczywistości żadnego znaczenia.

Musimy tutaj ograniczyć się na tój wzmiance, 
nie wchodząc w bliższy rozbiór tej kwestyi, związa- 
uej z ogólnem pytaniem o oznaczeniu stopnia przy­
bliżenia przy rachunku logarytmami, pytaniem prze- 
chodzącśm znacznie po za zakres niniejszego dziełka. 
Możemy tutaj tylko postawić jako ogólną zasadę 
{wszakże nie bezwzględnie prawdziwą), że przy ra­
chunku wykonywanym za pomocą jakichkolwiek tablic 
logarytmowych, liczby użyte powinny w swoich czę­
ściach znaczących zawierać najwyżej tyle cyfr, ile ich 
jest w mantysach logarytmów. Użycie większej licz­
by cyfr nie prowadzi do wypadków dokładniejszych, 
ani tóż rachowanie większój liczby cyfr w ostatecznym 
wypadku nie daje wartości więcej przybliżonój do 
prawdziwój.

4-ty przykład. Znaleść L og 0,0041587.
Podług zasad wyłożonych wyżój, będzie:

41587
L og 0,0041587 =  Log m Q m r  =  L o g  41587 -

— L og 10000000 =  L og 41587 — 7 .
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A że na logarytm 41587 znajdujemy:
L o g  41587 =  4,61896 ,

przeto:
L og 0,0041587 = 4,61896 — 7 ,

co możemy ostatecznie wyrazić jednym z trzech spo­
sobów:
albo jako logarytm całkowicie odjemny:

L o g  0,0041587 =  -  2,38104 
albo jako logarytm z cechą, odjemną, a mantysą do­
datnią:

L og 0,0041587 =  3,61896 , 
albo nakoniec za pomocą dopełnienia do 10:

L og 0,0041587 = 7,61896—10 ,
77*. Pokażemy teraz jak rozwiązać zadanie od­

wrotne, to jest jak znaleść liczbę, której logarytm jest 
wiadomy. Oczywiście pytanie nie przedstawia ża­
dnych trudności, gdy mantysa danego logarytmu znaj­
duje się w tablicach.

1-szy przykład. Znaleść liczbę N ,  której loga­
rytm jest równy 3,75488.

Podług zadania: L o g  N  —  3,75488.
Wynajdujemy najprzód w tej części tablicy, w  któ- 

r&j są logarytm y liczb czterocyfrowych tę stronnicę, na 
którój są dwie pierwsze cyfry mantysy, t. j. 75 ; na­
stępnie w odstępie pomiędzy 75 i 76 wyszukujemy na 
tśj samój stronnicy trzech ostatnich cyfr, t. j. 488. 
Znajdują się one w tym wierszu, w którym w pier- 
wszój kolumnie jest liczba 568 i w tej kolumnie, nad 
którą jest ostatnia cyfra liczby 7. Szukana więc liczba: 

N =  5687.
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Gdyby było: L og N — 1,75488, wtedy szukając 
w taki sam sposób, znaleźlibyśmy też same cyfry, 
z których się składa liczba N ,  mianowicie 5687. Lecz 
nie byłaby to liczba żądana, gdyż zawiśra cztery cy - 
ffy całkowite: tymczasem cecha logarytmu jest 1, t. j. 
o dwie jedności mniejsza od 3. Liczba szukana jest 
więc sto razy mniejsza od 5687, czyli:

ZV=56,87.
Podobnie, gdyby było:

L og N  =  5,75488 ,
wtedy znaleźlibyśmy że:

iV=  568700 .
Nakoniec jeżeliby dano:

L o g  N —  T,75488 ,
wówczas N  byłoby ułamkiem dziesiętnym mającym 
przed pierwszą cyfrą znaczącą jedno zero (gdyż cecha 
jest—1), włączając w to i całkowitą; cyfry zaś zna,- 
czące tego ułamku stauowią liczbę całkowitą, której 
logarytm ma zamantysę 75488. Otrzymalibyśmy więc:

N =  0,5687 .
2-gi przykład. Wiedząc, że L og ŻV— 1.62798 

znaleść liczbę N .
Przy wyszukiwaniu liczby odpowiedniój danemu 

logarytmowi z początku nie zwracamy nigdy uwagi 
na cechę, ale tylko na mantysę; i jakkolwiek tutaj ce­
cha jest 1 , co pokazuje, że część całkowita liczby mieć 
będzie tylko dwie cyfry, to wszakże szukamy tójże 
mantysy zawsze w tój części tablicy, która zawióra 
logarytmy liczb czterocyfrowych. Może się bowiem
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przytrafić, że mantysy tej nie ma w części tablicy, 
zawierającej małe liczby (jak w tablicy Schlómilcha 
mniejsze od 100), a jednak znajduje się ona w części ta­
blicy, zawierającej logarytmy większych liczb. Nadto 
gdyby się okazało, że tej mantysy nie ma wcale w ta­
blicy logarytmów, wtedy dla wynalezienia odpowiedniej 
liczby trzeba będzie użyć zasady proporcyonalności 
przyrostków liczb do przyrostków logarytmów, zasady, 
która jak już wiemy, daje się zastosować tylko do tój 
części tablicy, która obejmuje logarytmy liczb naj­
większych.

Mantysy logarytmu danego w tym przykładzie 
nie znajdujemy na pierwszej stronnicy tablic, zawiera­
jącej logarytmy liczb dwucyfrowych, znajduje się ona 
jednak pomiędzy mantysami, odpowiadającemi liczbom 
czterocyfrowym, mianowicie odpowiada ona liczbie 
4246. A że cecha danego logarytmu jest 1, przeto 
szukana liczba będzie:

A7— 4,246.
3-ci przykład. Wiedząc, że L og N  =  3,51140 

znaleść liczbę N .
W tablicy nie znajdujemy mantysy 51140; są 

tylko mantysy 51135 i 51148, pomiędzy któremi man- 
tysa logarytmu danego jest zawartą. Odpowiadają 
one liczbom: 3246 i 3247; to jest:

L og 3246 =  3,51135 ,
L o g  3247 =  3,51148 .

Ponieważ dany logarytm 3,51140 jest zawarty 
pomiędzy logarytmami 3,51135 i 3,51148, przeto i li­
czba szukana N  będzie zawiśrać się pomiędzy liczba­
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mi 3246 i 3247 , to jest równać się będzie liczbie 3246 
więcój pewna ilość mniejsza od jedności, którą ozna­
czmy przez y . Tym sposobem będzie:

N  —  3246 Ą - y  .

Aby wynaleść y  użyjemy tutaj tój zasady, że ró­
żnice pomiędzy liczbami są proporcyonalne do ró­
żnic pomiędzy logarytmami (§ 74*). Różnica tablicowa 
tych logarytmów, pomiędzy któremi dany logarytm 
jest zawarty, jest 0,00013, czyli 13 (§ 75*, przykład 
1-szy), i tej różnicy odpowiada różnica pomiędzy licz­
bami równa 1 (3247—3246). Logarytm dany 3,51140 
jest większy od logarytmu mniejszego ze znajdujących 
się w tablicy 3,51135 o 5: i tej różnicy pomiędzy lo­
garytmami odpowiada różnica pomiędzy liczbami ró­
wna y . Będzie więc:

y : 1 = 5 : 13 ,

skąd: y  —  ̂  =  0,38 ... =  0,4.

Liczba szukana więc A  =  3246-f-0,4 czyli:
N =  3246,4 .

4-ty przykład. Wiedząc że L og  N  =2,78410, 
znaleść liczbę N .

G-dybyśmy znaleźli liczbę, którój logarytm miałby 
za cechę 3 a mantysą też samą co i logarytm dany, 
to jest której logarytm byłby 3,78410, wtedy przez 
proste przesunięcie przecinka o jedną cyfrę w lewą 
stronę otrzymalibyśmy z tój liczby i liczbę N .

Mantysy 78410 nie znajdujemy w tablicy; są tyl­
ko mantysy 78405 i 78412, pomiędzy któremi zawiera
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się mantysa logarytmu danego. Pierwsza mantysa 
odpowiada liczbie 6082, druga zaś liczbie 6088. Będzie 
więc: «

L og 6082 =  3,78405 ,
L og 6083 =  3,78412 .

Bóżnica tablicowa pomiędzy temi logarytmami 
jest 7 ; odpowiada ona różnicy pomiędzy liczbami 1. 
Bóżnica pomiędzy logarytmem danym 3,78410 i lo- 
garytmem mniejszym ze znalezionych jest 5. Ozna­
czając więc przez y  przyrostek liczby, odpowiadający 
przyrostkowi logarytmu równemu 5, będzie:

y .  1 =  5:7,
5

skąd: y  =  j  =  0,7 .
»

Liczba więc, której logarytm jest 3,78410 jest 
równą 6082+0,7, czyli: 6082,7. Zatóm liczba szukana 
N  będzie:

N —  608,27 .
5- ty przykład. Wiedząc że L og N =  3,57545, 

znaleść N .
Wynajdźmy liczbę, którój logarytm ma tęż samą 

mantysę 57545, a cechę 3; to jest liczbę, którój loga­
rytm jest 3,57545. Wtedy przez proste przesunięcie 
przecinka, znajdziemy liczbę N . Mianowicie będzie: 
liczba, którój logarytm jest 3,57545 jest 3762,3; liczba 
szukana zatóm: N = 0 ,0037623.

6- ty przykład. Wiedząc że Log N =  — 1,41736, 
znaleść N .
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G-dy dany jest logarytm ułamku całkowicie od- 
jemny, należy najprzód przekształcić go na logarytm 
z cechą odjemną i mantysą dodatnią, sposobem po­
danym wyżej, gdzie była mowa o logarytmie ułamków. 
W teraźniejszóm zadaniu otrzymamy:

Log N =  -1,41736= —1—0,41736= -1 -1 + 1 -  
0,41736 =  2,58264.

Postępując następnie tak, jak w przykładzie po­
przedzającym, znajdziemy:

jV= 0,038251 •
78*. Podamy na zakończenie tego rozdziału je­

szcze kilka zadań, aby pokazać zastosowanie tablic.
Zadanie 1-sze. Następujące mnożenie wykonać 

za pomocą logarytmów:
x =  12X0,042X0,82683.

W tym celu bierzemy logarytmy obu stron; będzie: 
L og x =  Log 12 +  L og 0,042 + L og 0,82683 ; 

następnie rachunek układamy w ten sposób:

stąd:

L og 12 =  1,07918 , 
L og 0,042 =+62325 , 

Log 0,82683 =  1,91742 . 
Log x  z=  1,61985;

x =  0,41673 .
Przy dodawaniu logarytmów, z których jedne są 

całkowicie dodatnie, inne zaś mają cechę odjemną
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i mantysę dodatnią,, należy po skończenia dodawania 
mantys, wykonać uważnie dodawanie algiebraiczne 
cech, z uwzględnieniem, ich znaków.

Tak właśnie w przykładzie powyższym dodawanie 
zostało wykonane.

Zadanie 2-ie. Obliczyć za pomocą logarytmów 
wyrażenie:

Biorąc logarytmy obu stron, otrzymamy:
Log x  = Log 67,2 — Log 793 , 

czyli: Log x — 1,82737 — 2 89927.
Logarytm więc x  wypada odjemny, jak być po­

winno, gdyż x jest mniejsze od 1. Wykonywając odej­
mowanie, znajdziemy.

Log x —  — 1,07190.
W celu wynalezienia x  należy logarytm ten 

przekształcić na logarytm z cechą odjemną i mantysą 
dodatnią. Lecz zazwyczaj przy wykonywaniu odej­
mowania, odrazu przekształcamy wypadek ostateczny 
na logarytm takiej postaci. AV tym celu do odjemnśj 
dodajemy najmniejszą liczbę całkowitą taką, ażeby od 
tój summy można było odjąć odjemnik, i następnie od 
wypadku też samą liczbę całkowitą odejmujemy. 
Oczywiście przez to wypadek ostateczny wartości 
swojej nie zmieni. Tak np. w zadaniu, które rozwią­
zujemy, będzie:

Log x— \ ,82737—2,89927=2+1,82737—2,89927—2 
=3,82737—2,89927—2—0,92810—2 =  — 2+0,92810 ,
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czyli: Log x = 2,92810 .
Zazwyczaj działanie układa się tak:

— 2 +  2
Log 67,2 =  1,82737 
Log 79,3 = 2,89927 
Log x  = 2,92810 .

Stąd otrzymamy: ¿» =  0,084742.
Zadanie 3-cie. Znaleść wartość:

_  0,0843_
* — 0,0064 '

Będzie najprzód:
Log x —  Log 0,0843 — Log 0,0064 .

Następnie: Log 0,0843 =  2,92583,
Log 0,0064 =  +80618,

Log x  = 1,11965
stąd: ■ x  = 13,172 .

Przy wykonywaniu odejmowania logarytmu 
3,80618 od logarytmu górnego, należy pamiętać, że 
logarytm ten składa się z dwóch wyrazów: odjemnego 
—3 i dodatniego 0.80618. Aby więc go odjąć powin­
niśmy znaki zmienić lia przeciwne; zatem mantysę 
dolną odjąć od mantysy górnej, ale cechę dolną dodać 
do cechy górnój: tym sposobem otrzymamy powyższy 
wypadek.

Zadanie 4-te. Znaleść wartość: 
x  = (0,0587)3.

Biorąc logarytmy obu stron, mamy:
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L o g  x  =  3 L og 0,0587 ,
i dalój: L og  x  —  2,76864X3 • ■!

Przy wykonywaniu mnożenia należy pamiętać 
o tóm, że właściwie mamy do pomnożenia: ( 2+ 
0,76864) przez 3 . Otrzymamy:

L o g  x  — 4,30592 ; 
skąd: x  — 0,00020226 .

Zadanie 5-te. Znaleść wartość: 
x  - K'0,00345

Biorąc logarytmy obu stron, otrzymamy:

L o g  x  — g- L og 0,00345,

1 3,53782czyli: L o g  x  =  ̂  X  3,53782 — ^

Przy wykonywaniu dzielenia tego logarytmu 
przez 2 napotykamy na trudność z tego powodu, że 
cecha jest odjemna i mantysa dodatnia, a cecha nie 
jest całkowicie podzielną przez 2. Aby uniknąć tój j 
trudności należy albo zamienić logarytm na całko­
wicie odjemny, albo tśż nie zmieniając jego wartości, 
przemienić go na taki, w którymby cecha odjemna, 
w zupełności dzieliła się przez dwa. Gdybyśmy użyli 
pierwszego sposobu, wtedy należałoby następnie zna­
leziony logarytm znowuż przekształcić na logarytm 
z cechą odjemną i mantysą dodatnią dla znalezienia 
x. Aby nie wykonywać tego podwójnego przekształ­
cenia, zazwyczaj postępujemy tak: do cechy odjemnej 
dodajemy tyle jedności odjemnych, ile potrzeba, aby tę
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cechę uczynić podzielną przez mianownik, jak tutaj 
dodajemy—1; aby zaś logarytm nie zmienił się, doda­
jemy do jego mantysy tyleż jedności dodatnich. Będzie 
więc:

L o g  x  — —3+ 0,53782 -4+1,53782 _ 
2 —

=  — 2 + 0,76891 =  2,76891 .
Stąd: x  =  0,058737 .

Zadanie 7-me. Znaleść wartość:
3

* =  Ko,0004687"
. L o g  0,0004687 4,67089Mamy: L o g  x  ■

3 ~  3

Ponieważ cecha nie dzieli się bez reszty przez 
3, przeto postępując sposobem wskazanym wyżej, do 
logarytmu 4,67089 dodajemy —2+2; będzie więc:

—6+2,67089
L og  x - —  —2+0,89030=2,89030:

skąd: x  =  0,077678 .
Zadanie 8-me. Obliczyć wartość:

1 53¿»=(0.082) ’
Stąd mamy: L o g  *=1,53Y^Log 0,082=1,53X2,91381.

W przypadkach podobnych temu, jaki mamy 
przed oczyma, gdzie wypada logarytm z cechą odjem­
ną i mantysą dodatnią mnożyć przez wyrażenie zło­
żone (tutaj przez 1,53); najdogodniejszą będzie rzeczą, 
dla uniknięcia pomyłek, zamienić najprzód logarytm na

Alfciel). Todh.
51
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całkowicie odjemny, następnie wykonać mnożenie, 
i potćm, przeszedłszy znowuż do logarytmu z cechą, 
odjemną i mantysą dodatnią, znaleść ostateczny wy­
padek. W obecnym przypadku mieć będziemy:

L o g  x  =: 1,53 X  (—1,08619), 
stąd, wykonywając mnożenie:

L og cc — — 1,66187 =  2,33813 , 
i nakoniec: * — 0,021783.

79*. Za pomocą tablic logarytmowycb można 
także rozwiązywać równania wykładnicze w niektó­
rych szczególnych przypadkach. Równanie wykład­
nicze postaci:

a x = z b  ,

gdzie a i b są danómi liczbami, może być zawsze roz­
wiązane. W tym celu należy wziąć logarytmy obu 
stron tegoż równania; będzie:

x  L og  a —  L o g  b ,

skąd: x  =
L og b

' L og  a “

Tak np. przypuśćmy, że mamy do rozwiązania ró­
wnanie:

(0,826)* =  2,6
Biorąc logarytmy obu części otrzymujemy: 

x  L o g  0,826 =  L o g  2,88 ,
L og 2,88 _  0,45939

* — L og 0,826 ~  —0,08302 'skąd:
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Ponieważ mamy tutaj wykonać dzielenie przez 
L o g  0,826, przeto musimy wyrazić logarytm ten pod 
postacią logarytmu całkowicie odjemnego. Oczywiście 
dzielenie wskazane 0,45939 przez — 0,08302 możemy 
znowuż wykonać za pomocą logarytinów; lecz ponieważ 
liczby odjemne nie mają logarytmów, przeto wykony­
wamy działanie tak jak gdyby wszystkie dane liczby 
były dodatnie, a następnie przed wypadkiem piszemy 
znak właściwy. Wykonywając wskazane dzielenie, 
znajdziemy ostatecznie:

x  =  — 5,5335 .
Można jeszcze za pomocą logarytmów rozwiązy­

wać równania, z niewiadomą, wchodzącą do wy­
kładnika, nieco więcej złożone, jak podane wyżój; nie­
które z takich równań podajemy w zadaniach.

80*. Tablice logarytmowe mogą być także uży­
wane do rozwiązywania zadań na procenta składane. 
Podług § 444 główny wzór na procenta składane jest:

M —  K .  R n,
gdzie K  oznacza kapitał początkowy, M  summę na 
którą on zamieni się po upływie lat n , R  zaś jest ró­
wne l-j-r; gdzie r jest procentem od jednostki kapitału 
za jeden rok. Biorąc logarytmy obu stron, otrzymamy:

L o g  M  —  L og K - L  n L og  R ....... (1)
równanie, które daje nam odpowiedź na te wszy­
stkie pytania, jakie się odnoszą do wzoru głównego. 
Mianowicie: równanie (1) bezpośrednio daje nam od­
powiedź na to pytanie: na co się zamieni dany kapitał 
K  po upływie n lat przy procencie składanym po 100 r

51*
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od sta na rok. Gdyby było wiadome Al, R  i n, a szu­
kane K . wtedy otrzymalibyśmy:

łc
L og K  —  L og A l — n L og  R  . . . .  (2)

Gdyby były wiadome M , K  i «, a szukana stopa 
procentu, wtedy mielibyśmy:

n w
Za pomocą tego wzoru znaleźlibyśmy R  to jest 

1—)-»•; odejmując od znalezionśj wartości 1 , i mnożąe 
wypadek przez 100 otrzymalibyśmy procent od sta na 
rok.

Nakoniec gdybyśmy chcieli znaleść n z wiado­
mych M , K  i R , wtedy byłoby:

„ — L og  M — L og K  ,
L o g  R

Należy jednak zwrócić uwagę tutaj, że przy po­
mocy tablic logarytmowych pięciocyfrowych, tylko za­
dania o procentach składanych z małemi stosunkowo 
liczbami mogą być ściśle rozwiązane. Większa część 
zadań odnoszących się do procentów składanych, wy­
maga tablic logarytmowych o znacznie większej 
liczbie cyfr dziesiętnych: tu należą np. zagadnienia 
o umarzaniu pożyczek. Zagadnienie, często zadawane, 
na jaką summę zamieniłby się jeden grosz, oddany na 
procent składany w roku narodzenia się Chrystusa do 
daty obecnój; które teoretycznie rozwiązuje się bar­
dzo prosto za pomocą wzoru (1;, wymaga do ścisłego 
obliczenia, umiejętności obrachowania logarytmów do 
znacznej liczby cyfr dziesiętnych, i następnie z wiado­
mego logarytmu wynalezienia samój liczby. Rachunki 
takie przechodzą po za obręb wykładu początkowego
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Do praktycznego rozwiązywania zadań, odnoszących 
się do procentów składanych, najlepiój używać już go­
towych tablic, przeznaczonych do tego celu. Możemy 
tu polecić tablice tego rodzaju Spitzera *).

Z a d a n i a .
1) Czemu się równać będą logarytmy liczb: 9,

81, 729, 6561 , -i- , przy zasadzie 3?
2) Czemu się równać będą logarytmy tychże sa­

mych liczb przy zasadzie 1) 9 ; 2) |- ?
3) Jakie będą logarytmy liczby 4096 przy za­

sadzie: 1) 2 ; 2) 4 ; 3) 8 ; 4) 16 ; 5) 4096 ; 6) ; 7) ~  ;

° } 4096 ’
9

4) Czemu się równać będą logarytmy liczb: ^  ,
27 81 . . „  3 „  5 ,
125 ’ 625 prZyzaSadzie:1)5 ; 2) J ?

5) Pomiędzy jakiemi liczbami całkowitemi są 
zawarte logarytmy liczb: 5, 10, 32, 82. 215, 713, 1295, 
gdy za zasadę układu logarytmów przyjmiemy 1) 6 ;
2) 9 ?

6) Znaleść logarytmy następujących wyrażeń;

*) Spitzer. Tabellen für die Zinses—Zinsen—und Renten— 
Rechnung. Wien. Gerold’s Sohn 1875, 2-ic wyd.
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3) L og
fKł+6 , l/a&l  ̂ r------- 15---- ;4) L og

/0 J
(a-)- b—c) (a-j-e—6)1 
(a - \-b + e ) (Slfc—a)J

5) 6) ¿oy [ 2 / 2 ^ 2  j/2 V2 ]

7) Wiedząc, że logarytmy naturalne liczb: 2, 3, 
7, 10 są: 0,693147181 ; 1,09861229 ; 1,94591015 ; 
2,30258509, znaleść logarytmy zwyczajne tychże liczb.

8) Znaleść z tablic logarytmy następujących 
liczb:

1) 1889 ; 2) 18,89 ; 3) 188900 ; 4) 0,01889 ; 
5) 4345 ; 6) 4345,1 ; 7) 4345,2 ; 8) 4345,3 ; 9) 43450 
10) 43451 ; 11) 43452; 12) 0,052173.

9) Wiedząc, ż e : L o g 2 ~ 0 ,30103,iL o g S — O,47712, 
znaleść, bez u tyc ia tablic logarytm owych, logarytmy 
następujących liczb: 16; 5; 125; 12; 30; 1,5; 2,5; 40;
3,6; 0,036; 1080̂ {/o;oi25 i 31,25 . (Dla znalezienia 
np. L og 5, należy, tylko zwrócić uwagę na to, że: 5 =

10) Z następujących równań znaleść wartość na 
x , bez użycia tablic:

1) L og  x  —  2 ; 2) L og x  =  3 ; 3) L og x  —  0,5 ; 
4) L og  x — —  I  ; (odpow. -p i= j; 5 )L og  x — L o g  a — 

L o g b \ 6) Log x — n L og a -j-n  L og 5; 7) L og  x — Z L og 18 —
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^ i l 2# 8>2£ * « = £ * !- !• ;  (odpow. j ^ p )

9) 3 L og x —  j  - f  2 L og |  ; jodpow. g - / i O r J ■

Obliczyć za pomocą tablic logarytmowych war­
tości następujących wyrażeń:

4,3956X0,73654 .11) 8,759 : 0,05764 ; 12) 11,563
(0,27999) ; 13) (0,877)* ; 14) (8,0952)-3 ; (0,001885) 

15) ’ (1,0218)5 16) V d j I W ; (0,903);
3 _____

17) K9.3875 ; 18) V 0 ,066473 ; (0,6789) ; 19)

8 Kro 01, 109 7/76 .(0,7o41); 20) — —̂•; (3,614) ; 21) y  gg >
4

22) \ 9X17 ; (0,00061341) ; 23)
10

/» ■ "  / g - ;

; 24) j  ; (96186); 25) Ż i ,84+K31 ;(0,7699)

(Należy najprzód obliczyć J/41, liczbę stąd otrzymaną 
dodać do 1,84 i t. d.

Wypadek 1,3987).

26) i 54321; (1,4772); 27) F(2,459)6-5 — (8,74)2 3; 

(2,8891); 28) ; (0,44492)
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29) 2 |/2/ 2|/2 V 2  (patrz zadanie 6; odp. 3,8304); 
Rozwiązać następujące równania:

30) (0,35)* = 54,8 .
31) 4*+2 =  60 ; (Należy wziąć logarytmy obu stron; 
podstawić zamiast L og 4 i  L og 60 ich wartości z ta­
blic; otrzymamy równanie stopnia pierwszego).
32) 52*-1 — 71,7 ; 33) 10<5-*> = 100 ; 34) a b ~ V 4
35) 3*2-4*+3 =  1200 ; 36) 82x — 9.8* -f- 20 =  0 ; 
(oznaczywszy: 8* przez y  i podstawiwszy w dane ró­
wnanie, otrzymamy równanie stopnia 2-go i t. d.)
37) 52* — 7.5* =  450 ; 38) 52* X  3* =  1875 X  225 ; 
(należy odrazu wziąć logarytmy obu stron);
39) 10 X  32* +  7 X 3* -132 = 0 ; 40) 32* X  53*~4=
7*"1 X  l i 2"1: 41) a4 — 2a2ó24-ó4)*-1 =  =(«*==(a+o)3
log (ffl-fó) _ 
log (a—b) '

Rozwiązać następujące równania z dwiema nie- 
wiadomemi:
42) L og  x  4- L og y  == 2 ; 5o:2—3ya=1925.

(Z pierwszego równania należy najprzód znaleśó 
my i t. d. «¡=20 ; y — 5).
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