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Dzietko, ktore podajemy w ttumaczeniu, wyszto
po raz pierwszy wr. i863, a po raz dwudziesty zo-
stato odbite wr. 1888 To samo juz dowodzi jego
praktycznosci i wielkiego rozpowszechnieniaw szko-
fach angielskich. Autor tej ksigzki wydat szereg po-
drecznikéw, obejmujgcych prawie cato$¢ matematyki
czystej i zajmujacych w Swiecie pedagogicznym an-
gielskim takie miejsce, jakie niegdy$s we Francyi
zajmowaly wyborne dzieta Lacroix.

Nie jest ono przedstawieniem systematyczném
catkowitego kursu algiebry; — w szeregu podrecz-
nikow tegoz samego autora, s dwa inne dzieta po-
Swiecone temu przedmiotowi. Jest ono raczej pier-
wszym przewodnikiem do rachunku algiebraicznego,
wprowadzajgcym powoli i stopniowo na dobranych
przyktadach do zasad nauki; — autor pragnie na
pierwszy poczatek zaznajomi¢ ucznia z materyatem
rachunkowym, i nalezy przyznac, robi to, z matymi
wyjatkami, w spos6b bardzo udatny Czytelnik,
ktéry te ksigzke poczatkowgq przejdzie, bedzie mogt
fatwo dopetni¢, w razie potrzeby, swoich wiado-
mosci teoretycznych; — bardziej specyalne
o algiebrze stang sie dla niego dostepne.



Ksigzka ta zawiera w sobie zbiér wiado-
mosci zupetnie wystarczajgcy do pewnych celéw
jak np. zawiera w sobie to wszystko, co jest po-
trzebne dla uczniéw nizszych szkét specyalnych
i technicznych, wielu zaktadéw naukowych pry-
watnych i pensyj zenskich. Dla takich zaktadow
jest ona catoscig, nie potrzebujgcg wiasciwie do-
petnien. Moze doskonale zastgpi¢ wyborne, w ze-
sztym wieku napisane dzieto L Huilliera, o algie-
brze; u nas w szkotach uzywane do poczatkowego
wyktadu, ale oddawna juz wyczerpane z handlu
ksiegarskiego.

W tlumaczeniu zmian zadnych nie wprowadzo-
no. Jezeli czytelnik opusci wszystkie paragrafy
i zadania opatrzone gwiazdkami lub znaczkami, kté-
rymi odrézniono wtracone artykuty, wtedy mie¢ be-
dzie zupetnie wierne ttumaczenie oryginatu*). Wy-
jatek tylko przedstawiajg niektdre zadania z tego
mianowicie powodu, ze autor uzywa w nich miar
i monet wylgcznie angielskich; — ot6z aby uczacy
sie u nas mieli przed oczami rzeczy znane, miary te
i monety zostaty zastapione albo miarami u nas uzy-
wanemi, albo tez miarami metrycznemi, z ktéremi
dobre zaznajomienie sie jest dzisiaj rzecza niezbe-
dng. ROwniez musiaty uledz zmianie, lub zostaty za-
stgpione innemi te zadania (zresztg w bardzo matej
liczbie), ktdre sie odnosza w oryginale do obyczajow
zbyt wylgcznie angielskich i u nas mato znanych.
Dodatki, jakie zostaty w zadaniach porobione, wie-

*) Mianowicie paragrafy odznaczone malemi liczbami u spo-
du sa dodane; tak np. 236, , 2363 it. p.

m

cej niz wynagradzaja, co do liczby, zadania opu-
szczone. Wszystkie zadania dodane, sg oznaczone
gwiazdka (*).

Jakkolwiek, jak powiedziatem wyzej, dzieto sta-
nowi samo w sobie cato$¢ zupetng i dodatkow nie
potrzebuje, z tern wszystkiem ze wzgledu na potrzeby
naszej mtodziezy uczacej sig, i brak podrecznikow,
zadosyC czynigcych roznym wymaganiom, sadzitem
ze nalezy cokolwiek plan samego wykladu rozsze-
rzy¢, nie zmieniajgc oryginalu. Dla tego tez ma-
teryat rachunkowy znacznie powiekszylem, przez
dodagie pewnej liczby zadan, i wtrgcenie w sam
wyklad paragraféw, zawierajagcych niektore wska-
z6wki i objasnienia, badZz to rozszerzajagce zakres
rozwigzywanych zadan, badz tez potrzebne do uzu-
petnienia wiadomosci teoretycznych. Poniewaz ory-
ginat pozostat nietkniety, przeto nie mozna byto
uniknaé z tego powodu wniektdrych miejscach powta-
rza¢;—zdaniem mojem nie szkodzg one, gdyzprzypo-
czatkowem uczeniu jest rzecza prawie niemozliwg
za wiele razy powtarzaé. Nadto, ze wzgledu na wy-
magania egzaminowe wielu naszych zakladéw na-
ukowych, na koncu ksigzki dodatem cztery rozdziaty
traktujgce o przedmiotach nie objetych w samem
dziele, a potrzebnych u nas, sg to rozdziaty: I-szy
0 podzielnosci liczb, 1l-gi o utamkach ciagtych, HI-ci
0 réwnaniach nieoznaczonych, i IV-ty o logaryt-
mach. Wszystkie te dodatki nie stanowig catosci
1nie traktujg przedmiotéw wyczerpujgco; sg dopet-
nieniami, obejmujagcemi mniej wiecej to, co w na-
szych szkotach bywa wykladane. Gdy wyjdzie sy-
stematyczny kurs algiebry w bibliotece matema-
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tycznej prof. Baranieckiego, stang sie one zbytecz-
nemi i bedg mogly by¢ opuszczone; — tymczasem
za$ sadze, ze pewien pozytek uczacym sie przyniesc¢
moga.

Do ulozenia ich przewaznie stuzyly mi dziefa:

Le jeune—Dirichlet. Vorlesungen Uber die Zah-
len—Theorie.

iIM/«<»VEléments d’Algebre.

Léfébure de Fourcy. Lecons d’Algébre.

Todhunter. Algebra for the use of Colleges and
Schools, i niektére inne. Do uzupetnienia zadan
gtdwnie, cho¢ nie wylgcznie, postugiwatem sie wy-
bornym i uczonym zbiorem zadan: Heis, Sammlung
von Beispielen und Aufgaben aus der algemeinen

Arithmetik und Algebra.
Thumacz.

Xl
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VII.
VIIL.
IX.

XI1.
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XIII.
XIV.
XV.

XVI.
XVII.
XVIIL.
XIX.
XX.

XXI.
XXII.
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XXIV.

XXV.
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Glowne znaki (8 1—12 ) cccvverccreeeeeeeeas 1
Czynnik. Wspoétczynnik. Potega. Wyrazy (8§ 13—23). 6
Pozostate znaki. Nawiasy (8 24—32)....cccccevvvenirnnnne 11
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Wyktadniki (8 266—279)....cccevvrvrerrereriirrnnnens 290
llosci pierwiastkowe (8 280—295)......ccccvvennnee. 301
Réwnania stopnia drugiego (§ 296—317) . . . 319
Réwnania dajace sie sprowadzi¢ do rdwnan sto-
pnia drugiego (8 318—326)....cccceeverrririnenns 353
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wiersz zamiast powinno by¢
20d dotu  z pomocg Za pomocg
4oddolu a—b=c a—b—c
2oddotu a a
2od dotu az «@
3od dolu ed+ Be-bl+ ed-)-6 el 62
zadanie 12 (w liczniku) -j- ba2b2 + Qa-62
20d géry  dodatnimim dodatnimi
; 4a+ 3B ia-f 36 .
zadanie 4 b_c bf o
zadanie 7 (w mian). a2\-2ab*rbi a- — 2a6-|- &2
sadanie 12+ 03-f-2bc-f-c3 63-f 26c -f c2
b+ ¢ 6-i-c
zadanie 18 + X2z — z32
p. wiersz
zadanie 22 — (36 — ¢ m-26) —(36- c—26)
zadanie24  j bx2—(4j{ | 6x2—(4z2—1)J
8od dotu c(a —cb ca—ch
7oddotu  6( -j-d b(c-j- d)
6odgory  byc. by¢
zadanie 12 przez3z —1 3x—6
zadanie 13 23j-x--z—1
zadanie 36 a- 2ab -J- £2-(-c2 a2—2ab A b--c
100dgory o5-ax«XaXaXaXa a5aXaXaXaXa
N odgdry a3= aX<rXaXa a3= aX«Xa
13 od gory o)é(l'gX«Xa °XaXa
‘ 4a
5 od gory 3c 3c
zadanie 18 przez ab przez a— 6
zadanie28 X*— 13x+ 32 z4— 13x2-f- 36
zadanie 37 x54- 2x6-)- .. 28)- 226 -j- .
przez z4—2x3j- Ax— przez x4—-2x3{-3x"
2x—1 2+
zadanie 41 przez z3-f-xy-j-y2  przez X1-(- xy f-y*
zadanie42 z3—3xy y3—1 X3—3Xy —y3—i
150d gory 08— 63 a8— 58
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74
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88
89
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97
100
100
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110

115
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118
119
120
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121

123
123

123
135

wiersz
12 od gory

13 od géry
3 od gory
3 od dotu

zadanie 16
1 od dotu
6 od gory

18 od goéry
9 od dohu

4 od dotu
zadanie 5
zadanie 9
zadanie 28

zadanie ®
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zadanie 2
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zadanie 19
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tyehz tychze
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6adl2c 16<&CC
20a*byU 20 ahH
4(a-}-6)2 4(a-t-6)2
5 (a2—06)2 5 (a2—6-)
(wmian). 2X—19x-|-35 2% — 19X + 35
X—3 X—3
X3— 4x-}1B z2—4x -j- 16
1 1
(a—b{a-c) xa)  (a—b) (a—C)(x~a)
4, a@+x a@+ *
a‘—2ax-j-a2 02-2ax -J- X2
y X2-4a -j-4 N z2-4z -j-4
X x2—ix -f 3 N x2—4x-j- 3
_a | a6
a-}-6 a+q
. przeto , przeto
3adzx4 3a263c*
4 X2y3z4 4a2y3r4
x2—5X -f- 6 x2—5z+ 6
Przez x2 2s-1 prZ0Z x2—2*+ 1
(2 fa+ %
i opuscic
_ab--a opusci¢
Y~ ab4-1
A\ XIX
+ X- 2 =4 + x-.5- 4
5 6
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147

147

148

154
186

210
210

218

225
250
282
217

238
248

251
259
262
267

272
278
282
282
306
310

wiersz
7 od dotu

zadanie 20

zadanie 26

zadanie 40

1 od dotu
7 od gory
K. wiersza
15 od gory
1 od dotu

8od dolu

2 od dotu

10 od dotu
4 od gory
1 od gory

100d dotu

2 od gory

9 od dotu
8 od dotu
11 od dotu
3 od gory
11 od gory
12 od gory
100d gory
8 od géry
11 od dotu
4 od gory
16 od gory

5 od gory
100od gory

IX

zamiast
réwnie:
_ 2x—38
x -f-12
= a225—
& 15
0,135x—0,225
06
U
do prawej

mogacej

9x + 15y =40

r_ 13.6 —392
7.6 —21.2

20- 2= 17,
XXIII
136i

560.
w réwnanie (4)

28X i +15X A +1,

9:14?

i wyrazenie
zer

90

ZWyCzaj
pod A 802

J 424

4356

a-
kwadratowego
12812904
(2JIT+3 jl2
d-2 J/I15

m  powinno hyé
réwnanie:
_ 2z+33

* 4 12

—X2— 2
15

0,135x—0,225
06

tu

dp lewej

mogacej.
9K + 15y — 48
_ 13.6 —39.
7.6-21.
26 - 2=17,
Yy

XXV

236,

260.

w réwnanie (4),

28X 1 + 15X

9:14.
wyrazenie
zerami

900
Zazwyczaj
802pod A
V 424
4356

az
szesciennego
12812904
33+ 3j12
(1-2 JNn5)
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319

324
326

340

343
353
358
363
366
366
367

370
383
385
388
390

397

403

406

417
418
426
428
421
429

430

434
442
447
450

wiersz

1 od géry
6 od dotu
10 od gory

3 od gory

3 od gory
1 od dotu
13 od dotu
1lod dohu
3 od dotu
1 od dotu
6 od dotu

2 od dotu
6 od dotu
1 od dotu
11 od gory
9 od géry

6 od dotu
6 od gory
9 od goéry

13 od dotu
2 od dotu
5 od gory

12 od dotu
9 od gory
2 od dotu

zadanie 20
9 od géry
1 od dotu
7 od géry

10 od gory

X

zamiast

J1(2aB)*
1/aH-I
przy X

z3-y * + 0=,

6i4

po 2
pierwiastki:
podtug mate
X2—2
4-c—mD .

axi -f-bx 2\~bxA-
a—o,
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—120.

04 cale

ile
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X 2A-y2

X+y
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od jednosci
a:b:c:d
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V

V nbjr '[' ndf
A~

A

m

13,

powinno by¢

¥ (2a23 »
T« 2(_1)
przy X2

*3- ~ + 0=o0,
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po 2;
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podtug poteg maleiaol
83— 2
+ c=o0.
0 -bx-\-
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przyréwnamy
i —120.
0 1 cale kwadratowe
ilu
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x3'H/3

X+y
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réwnemi.

od jednosci,
a:b::c:d
a:b=b:c

P.
v P *dp
A
Al
H

63,
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452
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458
458
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459
469
471

471
472
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472
473
479
480
484

487

495

501
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516
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541

wiersz
7 od dotu
4 od dotu
15 od dotu
6 od dotu

1 od dotu
2 od dotu
11 od dotu
6 od dotu

2 od dotu
3 od gory
6 od goéry
4 od dotu
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1 od géry
6 od gory
10 od dotu
9 od dotu

1 od dotu

5 od dotu
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6 od dotu
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9 od dotu
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11 od dotu
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Xl
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n 7
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dodatng dodatnig
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Kr Kn
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xX— — X — —
Yy y
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1 1
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1
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K2— ax -j- x2
232
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1

X3
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X2—ax 4- a2
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X 2— 1
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560

563
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569

570
570
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573
573
574
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576
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wiersz
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2 od dotu
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7 od dotu

5 od dotu
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3 od dotu
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5 od gory
3 od dotu
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5 od dotu
10 od dotu

3 od dotu
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7 od dotu

Xl
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X
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(* +y)2
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12,23
70, 42, 35.27
64x3
27y6
2X2+ 4c* + 3c2
X+ 1+mXx*
3
+ XV 2
(2ab)x
4 a+b) (a2+b2
(x—by

A =55 g
62 (J/2 + 1)
36—54, 81

doda¢ 14%*)

G 7S
9—30a:+37a;2—20a:3—
4a4

28) . 6)

45 galion6w

3(3«—1)
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187) . 29 mil.

3) 12 . —24, 36

249) 5,678,1,234

> 19 19
"k — g3krr2 + kr3
liczbe

powinno by¢
X
(x—a) (x—b)
wiersza opuszczono 5)
)1
Xi 4 ;f
x4 -3x3a+3a3x+a*
12,3
70, 42, 35.
64 a:3
2716
2x34" 4 ca—3c2
X*4-1 4-
3
—Xy 2
(2ab) »
i (a+b) (a2+b2
(a—by
77 , 4, 86 .
63 (1/2 + 1).
36,—54, 81

2, —

Ba) 4 0 y
9—30x+37 x2—20a:34
424

28) .6

45 garncy
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3) 12, — 24, 36
249) 5,678 ; 1,234
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) 1, 19 * 19
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liczbg
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624

627

EREEER 8 8 B

652

wiersz
16 od gory
12 od dotu

15 od gory
12 od gory
9 od géry
9 od gory
4 od dotu

15 od gory
4 od gory
4 od gory

6i70dg
9 od dolu

6 od gory '

8 od dotu
10 od dotu
1 od dotu
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6 od dotu
11 od dotu
1 od gory
10 od gery
5 od gory
3i 4 od dotu

2 od dotu
2 od dotu

10 od dotu
9 od dotu
4 od dotu
6 od gory

X

zamiast
D = amb»'c’
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a&J—1
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{dodatek §)

X

1
[/m34 1—m
P
Q
1
a+2+ 1
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Odan?” 02—
= Qnd
P5$3—P2
P,O—2

(w mianow.) Qn-InQ
(Pu Qn-1 Pn-1 ()
P1+Hl n
wigksze
(w liczniku) (—ay
d,#>az
(Q"-Q)P’
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§ 50*
8§ 41*
§ opusci¢
zadanie (li)

73447
A |

y
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AL&IEBRA POCZATKOWA.

Gtowne znaki.

J. Algiebra jest nauka, w ktorej rozumujemy
nad liczbami, zapomocag glosek, uzytych do oznacze-
nia liczb i pewnych znakéw, uzytych do oznaczenia
tak dziatan wykonywanych nad temi liczbami, jako
tez i zwigzkoéw zachodzacych pomiedzy niemi.

2. Liczby moga by¢ albo znanemi, albo tez ta-
kieini, ktérych znaczenie nalezy dopiero znales¢, i kto-
re z tego powodu nazywajg sie nieznanemi lub nieuna-
domemi. Zazwyczaj pierwsze, t.j. znane, lub wiadome,
oznaczajg sie poczatkowemi gtoskami alfabetu a, b, ¢
i t. d, niewiadome za$ ostatniemi gtoskami x, y, z. Nie
jest to jednak prawidto niewzruszone i dla tego tez
nie potrzebuje by¢ Scisle zachowywane. Liczby mo-
ga bycC catkowite i utamkowe. Wyraz ilos¢ nie jedno-
krotnie uzywa sie w tern samom znaczeniu, co i wyraz
liczba; wyraz catkowita jest czesto uzywany zamiast
liczba catkowita.

3. Uczacy sie powinien sie przyzwyczai¢ do
uzywania glosek, oznaczajacych liczby i nauczy¢ sie
znaczenia znakdw; dla tego tez zaczynamy od wythu-
maczenia najwazniejszych znakéw i objasnienia ich
uzycia. Przystepujacy do uczenia sie algiebry, powi-

Todh. Alsi. bra. 1



nieitjuz umie¢ zasady arytmetyki i rozumiéé uzycie
najogdlniejszych prawd, z ktéremi spotykamy sie we
wszystkich czesSciach matematyki, takich jak: jezeli pj-
wne ilosci dodamy do réwnych, otrzymamy summy ro-
wre it p.

Prawdy takie, jak powyzsze, widoczne same
przez si¢, hez zadnego rozumowania, nazywamy pe-
wnikami (axioma); prawdy i zdania za$ takie, o istnie-
niu ktérych nabiéramy przekonania dopiéro po pe-
wnym szeregu rozumowan, nazywamy twierdzeniami
(theorema).

4. Znak -f potozony przed liczbg oznacza, ze ta
liczba ma by¢ dodang. Tak np. a b pokazuje, ze li-
czba oznaczona przez bma by¢ dodang do liczby ozna-
czonej przez a. Jezeli a oznacza 9 a b oznacza 3,
wtedy a-j-b oznacza 12. Znak 4-czyta sie wieogj-,.
tym sposobem a + b przeczytamy: a wiegaij b.

5. Znak — potozony przed liczbg pokazuje, ze
liczba ta ma by¢ odjeta. Tak wiec a —b oznacza, ze
liczba oznaczona przez bma by¢ odjetg od liczby ozna-
czondj przez a. Jezeli a oznacza 9, b za$ oznacza 3,
wtedy a—b oznacza 6. Znak — nazywa sie znakiem
mniej, i a—b wymawia sie tak: a mniéj b.

6. Podobniez a-\-b -}-c oznacza, ze mamy do-
da¢ b do a i nastepnie doda¢ ¢ do tego co wypadnie;
aJ"b—c oznacza, ze mamy doda¢ b do a i nastepnie
odjac¢ c od wypadku: a—b4 c oznacza, ze nalezy b
odjac od a i nastepnie do wypadku doda¢ cmnakoniec
a—b—c oznacza, ze nalezy b odjaé¢ od a, i nastep-
nie od tego co wypadnie odjgé ¢

7. Znak = oznacza, ze liczby, pomiedzy ktore-
mi on znajduje sie, sg rowne. Tak wiec a— b ozna-
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cza, ze*liczba przedstawiona przez a jest réwng li-
czbie przedstawionej przez b. a +b = c oznacza, ze
summa liczb przedstawionych przez a i przez bjest
rowng liczbie, ktorg przedstawia c, tak, ze jezeli np.
aoznacza 9, b oznacza 3, wtedy ¢ musi oznacza¢ 12.
Znak = nazywa sie znakiem réwnosci, i a— b czyta
sie ,a rownasie bu lub ,a jest réwne b*.

8. Znak X oznacza, ze liczby, pomiedzy ktore-
mi on stoi, majg byC¢ przez siebie pomnozone. Tak np.
a X b oznacza, ze liczba, ktorg przedstawia a ma by¢
pomnozong przez liczbe, kt6rg przedstawia b.  Jezeli
a znaczy 9, bza$ 3, wtedy a X b oznacza 27. Znak X
nazywa sie znakiem mnozenia i a X ¢ czyta sie ,0 po-
mnozone przez bl, lub kréciej ,a przez 6. Podobniez
aX bX 0oznacza iloczyn liczb, ktére przedstawiajg
gtoski a, bi c.

9. Jednakze znak mnozenia bardzo czesto
opuszcza sie dla krotkosci; tym sposobem pisze sie ab
zamiast a X b i matoz samo znaczenie; pisze sie tak-
ze abc wmiejsce aX bXoit d

Znak mnozenia nie moze by¢ opuszczonym, gdy
liczby sa wyrazone zwyczajnym sposobem za pomocg
cyfr. Tak np. 45 nie moze przedstawia¢ iloczynu z 4
przez 5, poniewaz 45 ma juz inne, poprzednio‘mu na-
dane znaczenie, mianowicie czterdziesci pie¢c. Musimy
przeto przedstawi¢ iloczyn 4 przez 5 w inny sposob
i wybieramy do tego sposéb pisania 4 X 5. Niekiedy
jednak punkt jest uzywany wmiejsce znaku X; wuwa-
zanym poprzednio przypadku mozemy napisa¢ 4. 5
zamiast 4X 5. Czasami takze pisze sie punkt po-
miedzy dwiema gtoskami zamiast znaku X :tak, ze a. b
uzywa sie zamiast a X h. Lecz tutaj punkt jest zu-
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petnie zbytecznym, gdyz ab oznacza toz samo, co
a Xt>. Kodwniez ani punkt ani znak X nie jest po-
trzebny pomiedzy liczbg przedstawiong w zwykty spo-
séb—cyframi i liczbg przedstawiong przez gtoske: tak
>p 3a pisze sie zamiast 3 X a i ma toz samo zna-
czenie.

10. Znak : lilb -f oznacza, ze liczba kt6ra przed
nim sie znajduje ma by¢ podzielong, przez liczbe znaj-
dujagca sie za nim. | tak a- b lub a4b pokazuje, ze
liczba, oznaczona przez a, ma by¢ podzielong przez
liczbe, oznaczong przez b. Jezeli a znaczy 8, a b zna-
czy 4, wtedy a : bznaczy 2. Znak ten : nazywa sie
znakiem dzielenia, i a:b czyta sie tak: ,a podzielone
przez i,

Jest j.eszcze inny sposdb oznaczania, ze jedna
liczba ma by¢ podzielong przez drugg; mianowicie:
dzielna pisze sie nad dzielnikiem i pomiedzy nimi kre-

§li sie linijka. Tak np. ~ uzywa sie zamiast a:b

i ma zupetnie toz samo znaczenie.

11. Gloski alfabetu i znaki, ktérych uzycie juz
wyttumaczyliSmy lub ktére w dalszym ciggu spotka-
my, nazywaja sie, razem wziete, symbolami algiebrai-
cznemi, poniewaz ich wiasnie uzywamy do przedsta-
wienia liczb, nad ktdremi rozumujemy, dziatan, ktore
na nich wykonywamy i zwigzkdw, jakie miedzy niemi
istniejg. Kazdy zbidr symboléw algiebraicznych sta-
nowi to, co nazywamy wyrazeniem algiebraicznim.

12. Podajemy tutaj kilka przyktadéw jako cwi-
czenie na uzycie tych symboléw, ktore byty objasnio-
ne. W przykiadach tych nalezy znalez¢ wartosci li-
czebne niektdrych wyrazen algiebraicznych.

(0}

Przypusémy ze «= 1, b—2 c¢c—3 d=5,
,= 6, I'—0.

Witedy:
7a-43%—2d+ f— 746—10+ 0= 13—10=3.
2sb+ &x —ae+ df= 4-j- 48 —6-j- O= 52 -16= 46.
dac me , 120 _30=6i-8_ 10 14..10=4.

15 3

4c+5e_12+30__ 42"
(—b 52 3

PRZYKLADY I

Znalez¢ wartoéci liczebne nastepujacycli Wyra-
zen, jezeli:
m 0=i, b=2 c=3 d=4, ¢= 5 f-=0
1. 9«4-26+ 3c—2/

2. 4 —8a—3b-+ 5

3. Ue + 3o+ 9d — af

4. 8abc — bed -+'9ode — def

0. abcd + obce +- abde +- acde + bede
4a 9b , 8 5&d

6- e-

4ac 8o  5cd
7. T + d~ e
12« 66 , 200-
8 bt 5+ de
o O, 5bed Qede
" ab ae bc



10, Te+ bed- S0
2ac
2a-\-5b  3b-\-2c  at-btej-d
n +
~T-~ %
6j-cf- 3e
12, —d

< H i bAd cfe
13 c—a ' d—b ' e—c

a-\-b-\-c-\-d-\-¢

e—d-r-c—b-"-a

Czynnik. Wspétczynnik. Potega. Wyrazy.

13. Gdy pewna liczba jest iloczynem dwdch lub
ilukolwiek liczb, wtedy kazda z tych ostatnich nazy-
wa sie czynnikiem, tego iloczynu. Tak np. 2X3X5=30;
i kazda z liczb 2, 3i 5jest czynnikiem iloczynu 30.
Albo tez mozemy uwaza¢ 30 jako iloczyn z dwoch
czynnikéw 2 i 15, lub jako iloczyn z dwdch czynnikdw
61i 5, albo jeszcze jako iloczyn z czynnikow 3 i 10.
Podobniez 4ab mozemy uwazac jako iloczyn z dwdéch
czynnikéw 4 i ab, lub tez jako iloczyn z czynnikéw 4a
i b, albo jako iloczyn z dwoch czynnikéw 4b i a; albo
jeszcze jako iloczyn z trzech czynnikéw 4, ai b

14, Gdy liczba pewna jest iloczynem z dwaoch
czynnikéw, wtedy kazdy z tych czynnikbw nazywa
sie wspdtczynnikiem wzgledem drugiego. Tak np. uwa-
zajac 4ab za iloczyn z 4 i ab, 4 nazywamy wspdiczyn-
nikiem dla ab, rowniez jak i ab mozemy nazwac wspot-
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czynnikiem dla 4; uwazajgc znowuz 4ad jako iloczyn
z Aai z b, nazywamy 44 wspotczynnikiem dla b, za$ b
wspotczynnikiem 4a. W praktyce uzywac bedziemy
wyrazu wspotczynnik najczesciéj w pierwszem tylko
znaczeniu, t.j. uwazajac 4 jako wspdiczynnik «B6;
w tym razie wszakze, dla t'Sm dokfadniejszego wyra-
zenia o czdbm mowa, nazywac bedziemy 4 wspoétczynni-
kiem liczebnym. W ogole jezeli jakikolwiek iloczyn
skfada sie z jednego czynnika, wyrazonego arytmety-
cznie t. j, za pomocg cyfr, i z drugiego czynnika wyra-
zonego alyiebraicznie t. j. za pomocg jednodj lub Kilku
glosek, wtedy pierwszy czynnik nazywa sie wspdlczyn-
nikiem liczebnym.

15. Gdy wszystkie czynniki pewnego iloczynu
sq réwne, wtedy iloczyn nazywa sie potega tegoz
czynnika. Tak np. 7X7 nazywa sie drugg potega 7;
7 X 7 X 7 nazywa sie trzecig potega 7; 7 X7 X7 X7
nazywa sie czwartgpotega 7 i t. d. Podobniez a X. a
nazywa sie drugg potegg a; a X a X < nazywa sie
trzecig potegg a\ a X « X a X<* nazywa sie czwarta
potegg a; i t. d. Samo za$ a nazywa sie pierwszg po-
tega a

16. Potega krdciéj oznacza sie w nastepujacy
sposob: zamiast pisa¢ wszystkie réwne czynniki, pi-
sze sie ten czynnik raz jeden i nad nim liczba, poka-
zujaca ile razy on miat by$ powtérzony. Tak np. al
oznacza a X € a3 uzywa sie dla oznaczenia «X«Xa;
a* ma toz samo znaczenie co i « X « X “ X i* it. d.
Za$ a 1moza by¢ uzyte do oznaczenia pierwszej pote-
gi a; to jest tegoz samego ctj tym sposobem alma toz
samo znaczenie €O i a
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17. Liczba znajdujaca sie nad drugg liczba,
i pokazujgca ile razy ta ostatnia ma by¢ wzietg za
czynnik dla utworzenia potegi, nazywa sie wyktadni-
kiem potegi albo krocej wyktadnikiem.

Tak np. w a3 wyktadnikiem jest 3; ayaa n jest
wyktadnikiem.

13. Uczacy sie winien bardzo starannie rozréz-

nia¢ wspdtczynnik od wyktadnika. Tak np. 3¢ oznacza
trzy razy po c, tutaj 3 jest wspoiczynnikiem. Lecz es
oznacza™ crazy ¢ i ten iloczyn jeszcze powtdrzony
razy ¢ To jest:

3c—e-j-c+ C

c3—cX °Xc

18. Potega drugg a, to jest a2 nazywa sie cze-

sto kwadratem a, lub a podniesionern do kwadratu, pote-
ga trzecia a, to jest a3 nazywa sie szescianem a, lub a
podniesionern do szescianu. Dla wyzszych poteg nie ma
podobnych osobnych wyrazéw; a4 czyta sie: apodnie-
sione do potegi czwart6j, lub a do potegi czwartej, lub
krdcej a do czwart6j, albo nakoniec niekiedy [cho¢ nie
zupetnie poprawnie | a cztery.

20. Jezeli wyrazenie algiebraiczne, nie zawie-

ra czesci potgczonych z innSmi czeSciami znakami
-4 lub —, wtedy nazywa sie ono wyrazeniem pojedyn-
czem lub jednomianem. Jezeli za$ wyrazenie algie-
braiczne zawiera czesci potaczone z sobg znakami
-i- lub —, wtedy nazywa sie ono zlozonom lub wielo-
mianem, a te czesci jego, ktére sg polaczone znakami
+ lub — nazywaja sie wyrazami.

| tak aa, ibc i 5a2c2 sg jednomianami; a2H3 c 4

jest wyrazeniem zlozonem, i a\ b3i € sg jego wyra-
zami.

9

21. Gdy wyrazenie skfada sie z dwdch wyra-
zOw, wtedy nazywa sie ono dwumianem,—qgdy skiada
sie z trzech wyrazéw nazywa sie trdjmiunem; kazde
wyrazenie ztozone z kilku wyrazéw nazywa sie w 0go-
le wielomianem. Tak np. 2a-t-30 jest dwumianem;
a—2b -f- 5¢ jest trjmianem; a za§ a— b-\-c —d—e
moze by¢ nazwane wielomianem.

22. Kazda- z glosek wchodzacych do wyrazu
nazywa sie wymiarem wyrazu, a liczba tych glosekga-
zywa sie stopniem wyrazu. Tak np. a2b3c czyli
aXaX bXby,b X c jest o szeSciu wymiarach,
czyli széstego stopnia. Wspotczynnik liczebny przy
tern nie rachuje sie wcale; 9« 3041 a3064 s3 jedna-
kowego stopnia, mianowicie si6dmego.

Tym sposobem wyraz wymiary odnosi sie do licz-
by mnozen algiebraicznych, ktére w wyrazie nalezy
wykonaé; stopien wyrazu, czyli jego wymiar jest summg
wyktadnikéw wszystkich jego czynnikéw algiebraicznych,
przyczem nalezy pamietaé, ze jezeli nad gloskag nie
ma zadnego wykiadnika, wtedy nalezy porachowac
wyktadnik 1, jak to bylo wskazaném w artykule 16.

23. Wyrazenie nazywa si¢ jednorodnem gdy
wszystkie jego wyrazy sg jednego stopnia. Tak np.
7a3_j 3a26+ 4aéc jest wielomianem jednorodnym,
gdyz kazdy wyraz jest stopnia trzeciego.

Podajemy teraz kilka przyktadéw dalszych na
wynalezienie warto$ci liczebnych wyrazen algiebrai-
cznych.

Przypus¢my ze: <= 1 b= 2 c= 3 d—4,
e=5 /=0,
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Witedy:
02= 4; i3—8; 6*—16; 63= 32

36a—3X4 = 12; 563=5X8=40; 963=9X 32= 288.

@= 51 5-eb 53 25; e<=53= 125

a’» = I X 8= 8; 302c2—3X 4X 9= 108.

Bt 2_ 7«6-f/2—64+ 9—14-f-0 = 59.
3c2—4c—10 27- 12- 10 5 _

<*—2c2-f-be—23~~27 —184-15—23=S 1 —

B+ B B—B3_ 125164 27—1 189 26_
e+d c—a 5+ 4 3—1 ~ "9 Y~

= 21— 13= 8

PRZYKLADY Il

Znale$¢ wartosci liczebne nastepujacych wyrazen:
jezelia—1; b— 2, ¢c=3; d=z4; e= 5;/= 0.

1. a2-f bl+ c2+ (i2+ e2+ f2
e3—d3+ c3—i33.a\

abc2+ (Geci2—dga2+ f3
e3—2c2+ 4c—13

a3 3dd-j-3ab2-f-b3

ed+ 0202+ 01— 4ex) — 4eb3

bW de 32
da ' b3 bi

e+ 2 3¥k—9 e2—1
«—3 + e_2 + e+3 "

o o~ W DN

11
S. « + b + c *
8a2¢+ 302 . 4c2+ 602 2+ d2
0. 2+ 2 c2—m e2
28 ]
L 2ot b2+c2 L do—Ym gore
1 ad+4add+ Cadb- + 4a063+ G
) a3+ 3adb+ 3ab2+ b3
dc & | ¢a
13. be h—b
bc+ dc ec—dc
1. b2+ d2—hd’ 16. e-+ ed+ d2

Pozostate znaki. Nawiasy.

24. Niekiedy réznica pomiedzy dwiema liczba-
mi oznacza sie znakiem <¢; tak wiec aoob oznacza
réznice pomiedzy liczbami, jakie przedstawiajg gloski
aib; réznica ta jest réwng a—b lub b—a, stoso-
wnie do tego czy a jest wieksze od b czy od niego
mniejsze. Wszakze ten znak uzywa sie bardzo rzadko.

25. Znak > oznacza: ,,wieksze od”, znak za$ <.
oznacza ,,mniejsze o d tak np. a> 06 wyraza, ze liczba
oznaczona przez a jest wiekszg niz liczba oznaczo-
na przez b; i znowuz 6 <a wyraza, ze liczba ozna-
czona przez bjest mniejszg od liczby oznaczongj przez
a. W obu przypadkach otwér kata jest zwrocony ku
liczbie wigkszoj.
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26. Znak .e. oznacza nastepnie-, znak zas e .
oznacza stad (uzywane tylko w angielskich dzietach).

27. Pierwiastkiem, kwadratowym danej liczby na-
zywa sie taka liczba, ktdrdj kwadrat jest wiasnie ré-
wny liczbie dandj. Pierwiastek szescienny danej liczby
jest to taka liczba, ktdrej szeScian jest rowny liczbie
danej. Podobniez pierwiastkiem potegi czwartej dandj
liczby, jest to liczba, ktdrej czwarta potega jest ro-
wna dandj liczbie i t. d.

Tak np. poniewaz 49 = 73 wiec pierwiastek kwa-
dratowy 49 jest 7; i podobnie: jezeli a= b2 to b be-
dzie pierwiastkiem kwadratowym a. Dalej: poniewaz
125 = 5 3 przeto pierwiastek szescienny 125 jest 5
i jezeli a— c3 wtedy e jest pierwiastkiem szeScien-
nym a.

28. Pierwiastek kwadratowy z a oznacza sie
tak: \/ g\, jakkolwiek moze takze by¢ oznaczonym

przez J/a. Pierwiastek szescienny z ajest oznaczo-
ny tak: |/3a_. Pierwiastek potegi czwart6j z a ozna-
cza sie w ten sposob: J4/a .| tak dal§j.

Wiec: 1/9 = 3; K3§= 2

Znak \/ ma by¢ pierwszg literg zmieniong wy-
razu radix, oznaczajgcego pierwiastek.

29. Gdy dwie lub wiec6j liczb majg by¢ przy
pewnem dziataniu uwazane za jedng liczbe, wtedy za-
mykamy je w nawias. Tak np. przypus¢my, ze chce-
my oznaczy¢, iz summa dwdch liczb ai b ma by¢ po-
mnozong przez c¢. wtedy oznaczamy to wten sposdb:
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@+ b)Xc lub {«-j-b| X c; lub proscisj (a-f-b)c
lub {«+4} o, w kazddém z tych wyrazen cata summa
«4-4 ma by¢ pomnozong przez ¢. GdybySmy opu-
§cili nawias, mielibySmy a-p bc, i wtom wyrazeniu-.
tylko b ma by¢ pomnozone przez ei wypadek dodany
do «. Podobnie (a-p6—c)d oznacza, ze caty w'ypa-
dek a-\-b—c ma by¢ pomnozony przez d; gdybySmy
za$ opuscili nawias wtedy mielibySmy a-t-6—cd.
i wtom wyrazeniu tylko ¢ ma by¢ pomnozone przez d
i wypadek odjety od a 4- b.

Roéwniez («k—06+ ¢) X (d + €) oznacza.' ze wy-
padek a—b+ ¢ ma by¢ pomnozony przez wypadek
z d-Pe. To dziatanie moze by¢ oznaczone prosto
w ten sposdb (a—b-j-c) (d -j-e), podobnie jak a X b
byto skrdcone na ab.

Podobniez}/ (a + 6-f-c) oznacza, ze nalezy
najprzod znale$¢ wypadek z dziatania wyrazonego
przez aA-b-po, i nastepnie znale$¢ pierwiastek kwa-
dratowy z tego wypadku.

Podobniez [ab)2 oznacza ab X a& réwnie jak
(ab)3 oznacza ab X ab X «5.

Podobnie jeszcze (a-p b—¢c) : (d -p €) oznacza,
ze wypadek wyrazony przez a-\- b—c ma by¢ po-
dzielonym przez wypadek wyrazony przez d-p e

30. Niekiedy zamiast nawiasu kresli sie liniia

nad tomi liczbami, ktére majg by¢ uwazane jako jedna
liczba. Tak np. a—b-pc X d-j- e uzywa sie za-
miast @—b-pc) X (d + «* Linija nakre$lona i za-
stepujaca nawias nazywa sie vinculum ‘). Podobnie

') Moznabr jg nazwac¢ po polsku kreska, jak to robi Saia-
<deeki, gdyby zaszta te"o potrzeba. Tt
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wyrazenie (a+ n—<c) m(d+ €) moze by¢ tak napisa-
ne ° ; tutaj linija nakreslona pomiedzy
«+ 6—c i d+ f zastepuje nawiasy.

31. W tdém co poprzedza objasniliSmy wszyst-
kie znaki uzywane w algiebrze. Nalezy tu jeszcze
zauwazy¢, ze w wielu przypadkach wyraz znak uzywa
sie specyjalnie dla oznaczenia dwdéch znakow -(-i —;
tak np. wwyrazeniu prawidta na odejmowanie mowic
bedziemy ozmianie znakéw, rozumiejgc pod tom zna-
ki + i —; podobniez w mnozeniu i dzieleniu moéwic
bedziemy o prawidle znakéw, rozumiejagc pod tom pra-
widto odnoszace sie do znakéw + i —.

32. Podamy tutaj kilka nowyeh jeszcze przy-
ktadéw na wynajdywanie wartosci liczebnych wy-
razen:

Przypusémy, ze a—\, b—2 c¢=3 d=5,
e— 8. Wtedy:

\/IftW +1le= J/4+T2 = 1/16 = '4
toz samo mozna inaczej napisac tak:

K'(26 + 40)= |/ (4--12) —\/ (16) — 4.
\[472b = Jli2=4=1/8= 2

3
e\/2b"4c— (2d—b) ]/4c-2b= 8X 4- 8X 2=
= 32— 16= 16
|/(« —A (26 —56) = J/(8—2) (16—10)= )/6X 6= 6.
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{(e_ d(+ 0- (d-c) (0+ a)}(a+d =
= {8x 5—2x 4}0=(15—8)6= 7X6=42.

3 ,
j/c3-Ff32 +3cn2+ n3:J7a’+ 42— =

— j27T¥5T ¥ 368 1/ TF44 = |/i75 1= 5

PRZYKLADY II1.

Znales¢ wartosci liczebne nastepujacych wyra-
zen algiebraicznych, wiedzac ze:

a=1b=2 c¢c= 3 d—5 e= &
1 of(i+c); 2. b+ d); 3. c(e—d).
4. + (a2+ e2—c2); 5 2k —n2—c2:

a2+ 2+ d2 rr 9a+ 3d2+ f2
6- a2 ++* X 2c2 - 472’
8. J/3 bee; 9. J/2h-t4d + 5.

10. (a+2n+3c+5e —4d) (6e—5d—4c—3*5+2«).
11. (a2+h2+e2) (e2—d2—c2); 12. (3d2—7c)2
13. «j/d”~3i + dl/<F+le -

3_
14, e—{jle+1+2}+(e —\/e)\le —4

3 —
15. jla2+ 2ab+ ¢2X jl« 3+ 3an+ 32+ +

16. J37\7_3‘m__ CATF 3ca2—a2:J b2+ c2— 2hc .
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Y.

Zmiana porzadku wyrazéw. Wyrazy podobne.

33. Gdy wszystkie wyrazy jakiegokolwiek wy-
razenia algiebraicznego sg potaczone znakiem +, wte-
dy obojetng jest rzeczg w jakim porzadku Sg one na-
pisane: tak np. 5+7 i 7+5 dajgtenze sam wypa-
dek, mianowicie 12. Roéwniez a+ 3 i ¢+ a daja
tenze sam wypadek, mianowicie summe tych liczb,
ktére sg przedstawione gtoskami ai b. Fakt ten mo-
zemy wyrazic¢ algiebraicznie w ten sposob:

a+ b= Db+ a

I podobnie:

a4b+e=a+c+t+b—b c+a

34. Gdy wyrazenie skiada sie Zpewnsj liczby
wyrazow, poprzedzonych znakiem + i pewndj liczby
wyrazow, poprzedzonych znakiem —, wtedy mozemy
napisa¢ najprzéd pierwsze wyrazy w takim porzadku,
w jakim nam sie spodoba i nastepnie drugie wyrazy,
takze w takim porzadku, w jakim chcemy. Jest to wi-
doczne z ogdélnych zasad arytmetyki. Tak naprzyktad:

7+ 8—2—3=8+7—2—3—7+ 8—3 —2—
— 8+ 7—3—2

a+ b—Cc—e—b+ a—c—e—ambh—e—c=
= b+ a—e—ao

35. W niektérych przypadkach mozemy zmie-
ni¢ dal$j jeszcze porzadek wyrazéw, mieszajac wyrazy,
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ktére sg poprzedzone znakiem — z wyrazami, ktore
sg poprzedzone znakiem + . Tak np. przypuszczajac,
ze ardwna sie 16, b jest rowne 6, a c jest réwne 5,
mamy:

a+t+ 6—c-ma—c-\-b —b—c+ g

gdyz w kazdym razie otrzymujemy na wypadek 11.

Lecz przypusémy, ze a jest rowne 2, b jest ro-
wne 6, ao réwna sie 5, wtedy wyrazenie a—cAb
przedstawia pewng trudno$é, gdyz w niem wypada od-
ja¢ wiekszg liczbe od mniejszej, mianowicie 5 od 2.
Przyjmiemy tutaj, ze takie wyrazenie jak a—c-4-0,
gdy c jest wieksze od «, ma toz samo znaczenie co
i «+<$—c. Na teraz nie bedziemy jeszcze uzywac ta-
kiego wyrazenia jak a+ b—o0 w inndm znaczeniu, jak
tylko w takiem, gdy cjest mniejsze anizeli a+ ¢; tym
sposobem a+ 3 —c nie przedstawia zadnej trudnosci.
Podobniez uwaza¢ bedziemy — ¢ + a jako majace toz
samo znaczenie, co i a—»b.

36. Tym sposobem warto$¢ liczebna wyrazenia
algiebraicznego pozostaje bez zmiany, jakikolwiek byt-
by porzadek wyrazéw, ktore je skladajg. Wyptywa
to, jak widzieliSmy, w czesci z naszych poje¢ o doda-
waniu i odejmowaniu, w czesci za$ z tomowy, jakie zna-
czenie nalezy przypisywa¢ wyrazeniu algiebraiczne-
mu, do ktérego; Scisle biorac, nasze zwykle pojecia
arytmetyczne zastosowac sie nie dadza.

37. Czesto nam wypadnie, podobnie jak to miato
miejsce w Art. 34, rozrézniaé te wyrazy w wyrazeniu
algiebraicznem, ktére sg poprzedzone znakiem +, od
tych wyrazdw, ktdre sg poprzedzone znakiem —; i z te-
go powodu nastepujace okreslenie zostato przyjetem:

Todh. Algiebra. 2
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Te wyrazy, ktore w wyrazenie algiebraiczném sg po-
przedzone znakiem + nazywajg si¢ wyrazami dodatnie-
mi; te za$ wyrazy, ktore sg poprzedzone znakiem —
nazywajg sie wyrazami odjemnemi. To okre$lenie jest
tutaj podane tylko dla krotkosci i tym wyrazom do-
datni/ i odjemny nie nalezy przypisywac zadnego inne-
go znaczenia nad to, ktére jest wyrazone w powyz-
szem okresleniu.

38. Oczywiscie moze sie przytrafi¢ w wyrazeniu
algiebraicznom taki wyraz, ktory nie jest poprzedzony
zadnym znakiem; takim jest mianowicie wyraz pierw-
szy. Taki wyraz zalicza sie zawsze, do wyrazéw dodat-
nich, to jest uwaza sie tak, jak gdyby przed nim znaj-
dowat sie znak -f-. Jezeli by w porzadku wyrazéw
wielomianu wprowadzono takg zmiane, ze wyraz, kto-
ry stat z poczatku na pierwszSm miejscu i nie byt po-
przedzony zadnym znakiem, zajat nastepnie inne miej-
sce, w takim razie przed nim nalezy napisa¢ znak -j- .
Naprzyktad:

a--b—c—b-j-a—c— h—c-j-a;

tutaj wyraz anie mazadnego znaku przed sobg w pierw-
sz6m wyrazeniu, lecz winnych, réwnoznacznych wyra-
zeniach jest on poprzedzony znakiem + . Stad mamy
nastepujacy wazny dodatek do okreSlenia w Art. 37:
jezeli wyraz nie ma przed sobg zadnego znaku, wtedy na-
lezy sie przed nim domysla¢, znaku -j- .

39. Wyrazy nazywajg sie podobnimi wtedy, gdy
albo niczdm sie nie réznig od siebie, albo téz gdy sie
réznig tylko swojemi wspotczynnikami liczebnemi;
W przeciwnym razie nazywajg sie niepodobnymi. | tak:
a, 4a, la sa wyrazami podobnemi; a2 5a2i 9a2sg wy-
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razami podobnemi ab, 3ab, 8ab sg”réwniez podobne;
lecz a2 ab i b2sg wyrazami niepodobnemi.

40. Woyrazenie, ktére zawiera wyrazy podo-
bne, moze by¢ uproszczone. Tak np. uwazmy wyra-
zenie:

6a—a4-354- 5c—b4- 3« —2zg
na zasadzie art. 35 to wyrazenie jest réwnoznaczne
Z wyrazeniem:

6a —a—2a 4-35—b-j-5c4-Be

Lecz 6a—a—2a = 34; gdyz jakakolwiek by a
oznaczato liczbe, zawsze jezeli od 6a odejmiemy a
pozostanie 5a, jezeli za$ od 5a odejmiemy 2a, pozosta-
nie 3«. Podobniez 35 —5= 25; i 5¢c-j-3c= 8. Tym
sposobem powyzsze wyrazenie moze byc¢ przedstawio-
ne w prostszoj postaci:

3a 4% 25 4- 8c

Inny przyktad: wezmy pod uwage wyrazenie
a — 3b— 4b. Jest ono rowne a— Ib. Cldyz jezeli
od pewndj liczby a mamy odjgé 3b, a nastepnie od po-
zostato] reszty odjgé jeszcze 4b, wtedy oczywiscie
otrzymamy ten sam wypadek za pomocg jednego dzia-
fania, odejmujac Ib od a: wyptywa to z pierwszych
zasad arytmetyki. Wiec:

a—35—45= a—1b.
41. Mozemy teraz objasni¢ znaczenie takiego
wyrazenia, jak nastepujgce:
— 35— 45= — Ib.
Nie mozemy odjaé 35 od niczego i nastepnie od-

ja¢ 45 od pozostatosci, tak, ze powyzsze wyrazenie
2%
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nie jest zrozumiatam samo przez sie, bedac oddzielone
od reszty pewnego zdania algiebraicznego, w ktérem
moze sie ono przytrafi¢. Lecz moze by¢ ono wyttuma-
czone w taki sposob: jezeli w ciggu jakiegokolwiek
dziatania algiebraicznego mamy odja¢ 3b od pewnoj
liczby, a nastepnie odjac 4b od reszty, wtedy zamiast
tych dwoch dziatan mozemy odrazu odjgc 7h.

Przy robieniu dalszych postepéw w nauce algie-
bry, moze przyj$¢ uczagcemu sie na mysl, ze mozliwg
jest rzeczg nada¢ pewne znaczenie powyzszemu wyra-
zeniu samemu przez sie, to jest niezaleznie od jakie-
gokolwiek innego dziatania algiebraicznego: i ten do-
myst okaze sie zupetnie stusznym, gdy nadejdzie czas
czytania obszerniejszych dziet o algiebrze. Tymcza-
sem to objasnienie, jakie powyzej daliSmy, bedzie na
teraz dla nas wystarczajgcom.

42. Upraszczanie wyrazenh przez fgczenie wyra-

z6w podobnych, jest istotng czeScig dziatan dodawania
i odejmowania w algiebrze, jak zobaczymy to w dwaoch
nastepnych rozdziatach.

Uczacy sie powinien zapamigta¢, ze podiug na-
szych okreslen nastepujgce wyrazenia sg réwnozna-
czne z prostym symbolem a

dii, X)da; «XI; — ;

+ #1, +1 X 8; + « X1, §—j-+
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PRZYKLADY IV.

Znale$¢ wartosci liczebnenastepujacych wyrazen:
jezeli«k —1, b= % g= 3, d=.4, e= 5.

I. a_ 36+ 4c 2. a—b2+ c3-f-d3

3, (a-fo) (6+c) — (6-fc) (c+d)-f(e+d) (d+e).
4a-J- 35 4c+ 3d j_ 5d-j- 4e

4 b ¢ 0+ a d-Ae

5. (a—206+3c)2-- (b—2c+3d)2+ (c—2d+3e)2

g a*—4ad-j- Quh2— 4a63+ b*

b2_ 2o-f 2
7' a3-t2ab+ b2

— 4a% -1- 6ax2—4aB+ c*
8- —4b%x -f 602x2—406c3+ c4'

9. 7a— 2b— 3c— 4a f-.5b4-4c+ 2a.
10. 5a2+ 3a0 —202—ab + 962— 236 — 762
Il. 3a3—2a2+ 5a-f-a3-f a-)- 9a2— 4a3— 6a.
fi2i 2ab-+-b2 b2-\-2bc-\-c2 2A-2cd -\-d2
> 12° N+ 6 e O+ 7"+ 6+ d .

13. 1/4CM15d2+ e;

14. l/enr+ d2-f 2—«2

3
15. \/W + 16T
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Y.

Dodawanie.

43. W dodawaniu mogg sie przytrafic trzy przy-
padki: 1. Gdy wszystkie wyrazy dane do dodania sg
podobne i majg ten sam znak; 1l. Gdy wyrazy wszyst-
kie sg podobne, lecz nie wszystkie majg ten samznak:
I11. Gdy nie wszystkie wyrazy sg podobnémi. Roz-
bierzemy trzy te przypadki kolejno.

44. 1. HOoy dodac wyrazy podobne, majace ten sam
znak, nalezy doda¢ ich wspotczynniki liczebne, napisaé
przed summg znak wspolny, a za nig gloski wchodzace do
loszystkich wyrazow:

Naprzykiad:
6«+ 3«+ la= 16«
— 2be — 76« — 9bc = — 18khc.

W pierwszym przyktadzie 6a znaczy toz samo
Coi -j- 6« 16« za$ toz samo co + 16a. Art. 38.

45. 1l. Aby doda¢ wyrazy podobne, nie majace
jednakowych znakéw, nalezy doda¢ wszystkie wspotczyn-
niki liczebne dodatne, nastepnie oddzielnie doda¢ wszystkie
wspdtczynniki liczebne odjemne; odjg¢ od wiekszej summy
mniejsza i przed rdznica napisa¢ znak summy wiekszej, a za
nig napisa¢ wszystkie gtoski, wchodzace do wyrazow.

Naprzykiad:

T«—3«+ 11« —j—«— B« —2 «= 19«—10«=9«
26«—T76«—36¢+46¢+56¢ —Bbc =116« — 166c= —56C.

46. 111. Aby doda¢ wyrazenia, skladajgce sie

nie z samych tylko wyrazéw podobnych: nalezy naj-
przéd doda¢ wyrazy podobne na zasadzie prawidet poda-
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nych w poprzednich przypadkach i nastepnie dopisa¢ po-
zostate wyrazy kazdy ze swoim wiasciwym znakiem.
Naprzyklad, dodac:
4a+56—7«4-3d; 3«—6+2«+5d; 9« 26 ¢ d,
i —«4-36 + 4«—3d+ «

Dogodnag jest rzecza przy podobnem dodawaniu
utozy¢ wyrazy w kolumny tak, ze wyrazy podobne
znajdujg sie w jedndj kolumnie. Czynigc to w powyz-
szym przyktadzie, bedzie:

d« + 56 BT« + 3d
3«— 6+ 2«+ 5d
9%« —26 — c— d

— a+ 36+ 4«—3d+ «

15« +'566 — 2«+ Ad + e

Tutaj wyrazy 4«, 3a, 9% i —a s podobne, sum-
ma wspotczynnikow' dodatnych jest 16; jeden wyraz
jest odjemny, mianowicie —«, warto$¢ jego wspot-
czynnika jest 1. Rdznica pomiedzy 16 i 1jest 15; tym
sposobem otrzymujemy +15a z tych wyrazéw podo-
bnych; znak + moze by¢ opuszczonym, na zasadzie
Art. 38 Podobniez otrzymujemy 56 —6—26+ 36=56.
| tak dalgj.

47. W nastepujacych przykladach wyrazy sg

juz odpowiednio ustawione w kolumnach:

X EB-+22— 3N+ 1 a2+ «&+ 62—<
ix3+ 7*2+ x—9 3«2 3«6 — 76-

—2%x3+ Xx2— 9«+ 8 4«2+ 5«6 + 962

—3®3— X2+ 10# —1 a2— 36 — 362

9X2 — x— 1 9«s —c
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W pierwszym przykladzie, w pierwszej kolumnie
mamy &3-j- 4"3—2~3—3e3 to jest 5x3— 5x3 czyli
zero; tego rodzaju wypadek wyrazamy zwykle mo-
wigc, ze: wyrazy ktdre zawierajg x 3 wzajemnie si¢ znosza.

Podobniez w drugim przykfadzie wyrazy, zawie-
rajagce ab znoszg sie wzajemnie, jak rowniez i wyra-
zy, ktére zawierajg b\

7x2 — 3xy - x
3x2 — y2+ 3X—y
—2«2f-4xy + 5y2— x—2%
— Xy — y2+ 9x — 5y

4x2 -(- 4y2— -2x

12x2 — 6xy + 7y2+ 10« — §y.

PRZYKLADY V.

Doda¢ nastepujace wyrazenia:
3a—26, 4a —56, 7a--116, a9
4X2—3y23 2«2—05Y2, -- *2+ y 2, —2«3+4y2
Sa+ 36+ 0 3a+ B+ 3k, a+ 3B+ S
3« 2y—1z, 2Xx—2y+ 22, —«+ 2y+ 3,
7Ta—46+ ¢ Qa+ 36—5¢ —12a+ 4c
X—4a+ 6, 3x+ 26, a—x —56.
a+ 6—e b+ c—a c+ a—6 aj6—=C
a-\-2b-\-3c, 2a—6—2¢, b—a—c, g—a—=6.
a—26+ 3t —4d, B—4c + 5d— 23,
5c—Qd+ 3«—46, 7d - 4a+ 56 —4c.

© O N U AN e

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

48.
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X3— 4«2+ b5x —3, 2«3— 7x2— 14« + 5,
— X2+ 9«2-f-*-j- 8.

«4—2«3+ 3«2 x3+ x2-F-X, 4«4+ 5«3
2X2-j- 3x —4, — 3*2—2x — 5.

a3—3ad-\-3ab2—63 X*3+5aH—6a62—762,
a3— ab2-j- 263

x 3—2ax2-\-ax-\-a3 x A-3ax2 2«3—ax2—2«3

2a6—3m2+ 2az%, 12a6 + 10a«2— 6a2P,
— 8ab + ax3— bhax.

«2+y4z3 —4«2—513 8x2—7y410.z3
6y 4—Qz3

3« 24ayHy2+ 2« +3y—7, 2«2—4y2+3«—by+8,
10«y+8y 2+9y, 5«2—6«y+3y2+7x—T7y-\-11.

X*—A4AXY + 6«X2—dccy3+y ],
4« — 12«¥2-j- 12«y3— 4y4
6xy2—12«y3+ %4 4Axy3—4y4 y4

X3-)- Xy2-(- X22—X3 — Xyz —X2,

Xy + y3-f-yz2—xy2—y2Z —xyz,

XZ + y2f+4-z3—xyz —yz2—xz2

YI.
Odejmowanie.

Przypus¢my, ze mamy odjg¢ 7+ 3 od 12;

wypadek bedzie ten sam, jezeli odejmiemy najprzdd
7 od 12, a nastepnie od reszty odejmiemy 3; to jest
otrzymany wypadek bedzie: 12 —7 —3.

Tym sposobem:

12— @7+ 3)= 12—7—3,
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Tutaj 7+ 3 zamykamy w nawias, gdyz mamy
odjac catg summe 7+ 8 od 12; patrz Art. 29.

Podobniez:

20—0B+ 4+ 2)= 20—5—4—2

Przypusémy daldj, ze mamy odjgé b+ ¢ od a;
wypadek bedzie ten sam, jak gdybySmy najprzéd od-
jeli bod a, a nastepnie ¢ od reszty; to jest wypadek
szukany bedzie: a—b—-c

Tym sposobem:

a—({bFfc)—a—b—-c

| tutaj b+ ¢ zamykamy w nawias, w pierwszem

wyrazeniu, gdyz mamy odjgé¢ catkowitg summe b+ ¢
od a
Podobniez:
a— @G+ c+ d)= a—E£—c—d.
Wyrazy odjemna i odjemnik uzywajg sie w algie-
brze w tdmsamém znaczeniu, co i w arytmetyce.

49. Przypus¢my teraz, ze mamy odjag¢ 7—3

od 12. Jezeli 7 odejmiemy od 12, wtedy otrzymamy
12 —7; ale wtedy odjeliSmy zbyt wiele od 12, gdyz
mieliSmy odja¢ nie 7, lecz 7 zmniejszone 0 3. A za-
tém otrzymany wypadek nalezy nam powiekszy¢ o 3;
i tym sposobem otrzymamy:
2—(7—3)=12-7 + 3.
Podobniez:
2— {7+ 3—2)=12 —7—3+ 2

Przypus¢my daléj, ze mamy odja¢ b—c od a
Jezeli odejmiemy b od a, wtedy otrzymamy a —i;
lecz wtedy odjelisSmy zbyt wiele od a, gdyz mieliSmy
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odja¢ nie b, ale b zmniejszone o c. Wypadek otrzy-
many nalezy zatSm powiekszy¢ o c, i tym sposobem
otrzymamy:
a—({b—c =a—b+ c
W podobny spos6b:
a—@B--c—d —a—b—c+ d
50. Ostatni przykiad:
a—b+c—d = a—b—c+ d

pokazuje nam, ze jezeli b+ c—d odejmiemy od a
wtedy na wypadek otrzymamy a—b—c+ d. Wi-
dzimy tutaj, ze w wyrazeniu, ktdre nalezato odjac,
znajduje sie wyraz — d, w otrzymanym za$ wypadku
znajduje sie odpowiedni wyraz + d; réwniez w tym
samym odjemniku znajduje sie wyraz +c¢, a w wypad-
ku odpowiedni mu wyraz — ¢; i nakoniec w odjemniku
mamy wyraz b, a w otrzymandj reszcie znajduje sie
wyraz —b.

Z tego i zinnych przyktadoéw, podanych wdwoch
poprzednich Artykutach, wyciggamy nastepujace pra-
widto na odejmowanie: nalezy zmieni¢ znaki na przeci-
ciwne w wyrazach odjemnika i nastepnie wszystkie wyrazy
tak odjémnej jak i odjemnika dodac.

Naprzykfad: od 4« —3y + 2z odjaé: 3a—y + 2
W tym celu nalezy we wszystkich wyrazach odjemni-
ka, t.j. w3x —y-\-z zmieni¢ znaki na przeciwne;
bedzie: —3aj+y—2, i nastepnie doda¢ do 4x—3«/+22;
otrzymamy: X

da—¢y+ 22—3«+ y—2= X —2y + 2.
Od3ad-t-5*3—6«2—7#+5 odjg¢ 2*4—2«3+5.r'2—6x—7.
Nalezy zmieni¢ we wszystkich wyrazach odjemnika
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znaki na przeciwne i nastepnie postepowac jak przy
dodawaniu; mie¢ bedziemy:

d f-50— 62— T« f- 5
+ 2xl 263+ 5x2+ 6K+ 7

W f- IX3—U«@— «+ 12,

Uczacy sie powinien z poczatku wykonywac
wszystkie dziatania w zupeinosci, tak jak to pokaza-
no wyz0j; lecz stopniowo powinien przyzwyczai¢ sie
do wynalezienia ostatecznego wypadku bez rzeczy-
wistdj zmiany znakéw, a dokonywajgc te zmiany w pa-
mieci.

51. Widzielismy ze:

a—((b—C)= a—b-j-c

A zatSm wyrazowi —c odjemnika odpowiada
wyraz -W reszty. z teS° P°wodu mozDa czestO
spotkaé sie z zadaniem tego rodzaju: od a odjag¢ —o;
na wypadek wtedy otrzymamy a+ c. Objasni¢ to
mozemy w podobny sposob jak w Artykule 41, uwa-
zajac, ze podobne dziatania majg znaczenie nie same
przez sig, ale tylko w zwigzku z innemi czeSciami
pewnego dziatania algiebraicznego.

Mozna tutaj jeszcze dodac kilka uwag, dopoma-
gajacych do lepszego zapamietania otrzymanych wy-
padkéw, i zarazem, by¢ moze, do zrozumienia przy-
czyn, dla ktérych dziatania te w ten sposéb sie wyko-
nywaja.

I tak: mozemy naprzyktad powiedzidc,
a= a-i-c —c; skad wypada, ze jezeli —c odejmie-
my od a, pozostanie a C

Z€:

29

Albo téz mozemy powiedzie¢, ze znaki -f-i —
oznaczajg dziatania wprost sobie przeciwne; tym spo-
sobem — ¢ oznacza ilo$¢ wprost przeciwna wzgledem
jro) ailos¢ — (—c) oznacza ilos¢ wprost przeciwng
wzgledem iloSci wprost przeciwngj dla + c, to jest:
_ (—oc) jest réwnoznaczng z +c.

Lecz, jak to juz wyzdj wspomnieliSmy w Art. 41,
nalezy zupetne objasnienie znaczenia dziatan wykony-
wanych z iloSciami odjemnemi, to jest z takiemi iloScia-
mi, ktdére sg oznaczone gtoskami, przed ktéremi znaj-
duje sie znak — odtozy¢ do obszerniejszego wyktadu
algiebry.

Musimy tu jeszcze zwréci¢ uwage na’to, ze wy-
razy dodawanie i odejmowanie nie zupetnie toz samo
majg znaczenie w algiebrze, co i w arytmetyce.
W arytmetyce dodawanie zawsze pociaga za sobg po-
wiekszenie, odejmowanie za$§ — zmniejszenie; lecz w al-
giebrze po dodaniu — 3 do 5 otrzymamy summa alge-
braiczng 2; po odjeciu zaS —3 od 5 otrzymamy rozni-
cg algiebraiczng 8.

PRZYKLADY VI

1. Odla + W odjag¢ 4a 3}Ob.

2. 0déa — 2b. ¢ o 2a —2b—3c
3 O0d3a — 2b-(-3¢c , 2a —1lb—cCc—
4. Od Ix2— 8«_4 5 X2 —6xf3.

5.

Od Hx4d— 3x3—2X-—1a
- - 2x3m-2x2-f-1x-9.

6. Od 2x2—2ax + 3a2odjaé X2— ax -f- a2

9 odjac
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7. 0Odx2—3xy —y2-\-yz —2s2 odjac
X1-f- 2xy -f 5xz —3y2— 272

8. 0Od5x2+ — 12xz — 4y2 —lyz —5s2
odjg¢ 2«2—Ixy -j- ixz—3y2-f- Qyz—5z2

9. Oda3— 3ab+ 3a62— b3 odjaé
—a3-(- 3a?% — 3ab2 -j- b3

10. Od 7x3—2*2f-2«+2 odjgé 4x3—2x2—2x —14
i od reszty odjag¢é 2a3— 8x2 4— -}16.
VII.
Nawiasy.

52. Z powodu wielkiego znaczenia i czestego

uzycia nawiasu w algiebrze, konieczng jest rzeczg aby
uczacy sie znat doktadnie prawidta, odnoszace sie do
jego uzycia, i dla tego tez podajemy je poniz§j.

Gdy wyrazenie wzigte w nawias jest poprzedzone
znakiem -J-, wtedy nawias moze by¢ bez iadnij zmiany
opuszczony.

Gdy przed nawiasem, zamykajgcym wyrazenie al-
giebraiczne, znajduje sie znak —, wtedy nawias moze by¢
opuszczony, ale przy jednoczesnej zmianie znakéw na prze-
ciwne przy wszystkich wyrazach, znajdujgcych sie we-
wnatrz nawiasu.

Tak naprzykiad:

a—b+(c—df-e= a—b-fc—d-j—

a—b—(Cc—d+j~e)~a—b—c-fd—e

Drugie prawidto juz bylo objasnione w art. 50;
jest to wiasciwie prawidlo na odejmowanie. Pierwsze
prawidto moze by¢ objasnione w podobnyz sposob.
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53. W szczegdélnosci uczacy sie powinien zwré-
ci¢ uwage na -nastepne wyrazenia:
+(—d)——d —(—d) — ¢
f(+e)=+¢ —(+*)=—<
Przyjmiemy je tutaj jako prawidta, ktére do pe-
wnego stopnia mogg by¢ objasnione tak, jak w art. 41.
54. Moga sie przytrafi¢ wyrazenia, zawierajgce
wiecOj niz jedng pare nawiaséw; nawiasy te moga
by¢ kolejno znoszone za pomocg prawidet poprzednich,
zaczynajac od zniesienia nawiasu wewnetrznego. Tak na-
przykitad:
a-j-pb-f(c—d)j=a-f[b-\-c—di—a b-\-c—d,
a-f- &—(c—d)}—a-A-"b—c-fdj= a-)-$—c-fd,
a— +-(c—dyJ=a— -j-c—dJ—a—b—c-fd.

a— —(Cc—d)=a—8—c-(-dJ=a—b-fc—d
Podobniez:
a—\b—jc—(d— —yb—|c—d-f *jj =

= a—\Wb—c-fd—e\= a—b c—d-j-e.

Widzimy z tych przyktadéw, ze dla unikniecia
zamieszania pomiedzy rozmaitemi parami nawiaséw,
dajemy kazdej parze inny ksztatt. Czasami w tym sa-
mym celu piszg sie nawiasy tego samego ksztatu, lecz
16zndj wielkosci.

Linijka, napisana nad wyrazeniem algiebrai-
czném, moze zastgpi¢ nawias, patrz Art. 30. Tak
naprzyktad:

a \P—{cH(d—4H}] = a— [b— je—(d-e-f))jj =
=:a—\b—|c—d-\-e—/j] = a—\b—<C-j-d—e*-)-/] =
—Q—b3+6—(L+GF.
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55. Zalecamy uczacemu sie znosi¢ nawiasy
zawsze w porzadku “skazanym w powyzszym para-
grafie; mianowicie przez usuniecie najprzéd najbar-
dziej wewnetrznego nawiasu, nastepnie przez usunie-
cie najbardziej wewnetrznego z pozostatych i t. d.
Mozemy jednak zmieni¢ ten porzadek: lecz jezeli zno-
simy nawias, zawierajagcy wewnatrz inne wyrazenie
wziete w nawias, wtedy w tém ostatniem wyrazeniu nie
nalezy robi¢ zadn¢j zmiany wznakach. Wyrazenie to
bowiem musi by¢ uwazane jako jeden wyraz. | tak:

a4"P-(-(c—d)j=a->;b+ (c—dy=a b--c—d,
a-t jb—(c—d)j= a-j-b— (@—dy= a+ b—
a—jB3f-h—dJ= a—b—(c—d) —a—b—c-\-'d.
a— j6—(e—dj—a—b-\-(c—d—a—b c—d

Réwniez:
a—\b—je—(d—e)jlma —64— —(d—e)j =

= a—b c—(@{d—e—a—bA-c—d e

I w podoby sposob:

a— lb— je—~d—e—/)J] = a—b A jc—(d—e—f) J=
= a—6-j-c—(d—ef)<=a—b-j-c—dA-e—/=
zzz a~b-j-c~—d-J+e—f.

56. Czesto dla dogodno$ci w rachunku wypada
dwa lub wiec6j wyrazoéw zamkna¢ w nawias; prawidta
na wprowadzenie nawiasow wypadajag bezposrednio
z prawidet na zniesienie nawiasu.

Jakakolwiek liczba icyrazow w danem wyrazeniu

moze by¢ zamknieta w nawias, przed ktorym piszemy
znak -j-.
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Jakakolwiek liczba wyrazéw w danem wyrazeniu
moze by¢ wzietg w naioias, przed ktdrym piszemy znak — .
byleby znak kazdego z wyrazéw, zamknietych w tym nawia-
sie zostat zmieniony.
Tak naprzykiad:
a—b-j-c—d-\-e—a—06 (—d e,
lub= a—b ¢ —d e\
lub—a—@{O—c-j-d—pe),
lubtez= a—b—(—c-(-d—p#).
W podobny sposéb mozna wprowadzi¢ w wyra-
zenie wiecej niz jedng pare nawiaséw. Naprzykiad:
a—b4€—d e~ a—jb—c-j-d—¢g—
—a—jb (—d -6 J—

PRZYKLADY VII.

Uprosci¢ nastepujace wyrazenia przez zniesienie
nawiasdéw i nastepnie zebranie wyrazéw podobnych
w jeden wyraz:
3«—b—(2a—h);, 2.a —b-j-c— (a—b—0).
1—Ql—a-f(Ql—a-f-a2)—(l—a-fa—a3.
a+ H (fa—b)—(_ar- 36) — (5a-f 6h).
a—b-\-c—{p—a-\-¢)-\~ (e—a-\-b)—(a—c-\-b).
2X—3y —37—(X—y+2i)+(«-j-4y-t-52)—{z—x—Y).
a—jb—c—(d—e)j
2a- —d —ia—b—(2c—2d) j '
a—j 26— (3c-j- 26 —a) j;

Todh. A”*irbra.

© 0O N T~ W
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10. 2a_ \ p.- (@a—26)}.

11. 3« _jo-m(2a—bh) —(a—bh J

12. 7a —[3a —j 4a — (5a — 2<i)].

13 3a -j«+ (b—3«) J]

14. 6a - \4b-- {4a —I6a —46)j]

15. 2«m(3] + 2¢)-[56_(6c-66) + 5¢-j 2a—-(c+2b)\I
16. a—pox_f | Sc—3«—@a+ b) | + {2%a-(*+«)}].
17. i6- j5-- 2«- [1L- 3- i

18. 15« — j 4 — [3 — 5ic— (3« —7)Jj.

19, 2«— [2a—| 28— (2a— 2a —&)| ]

20. 16 — X —\Ix — j 8@ — (9« — 3« — 6«)JJ.

2 X -[% — B D@

22. 2«—[36-j- (26—c)—4c -f- j2u — (36 —c —2£jJ],
23. a--[5ft —ja—(5c—2c 6)-j-2a—{a—26-f c)H.
24, @4 [4«3—i6x2—4«—1) («d+4.*3+6«2+d+i )

VIII.

Mnozenie.

57. Przypuszczamy tutaj, ze czytelnik zna juz

te zasadniczg prawde, ze iloczyn ilukolwiek czynni-
kéw zawsze pozostaje ten sam w jakimkolwiek po-
rzadku bedg wziete czynniki; tak np. 2 X 3 X 5 -=2
X5X3 = 3X5X2it.d. Podobnie ahc—aclj—hcai t.d.

Podobnie jeszcze i ¢ (a-\-b) jest réwne (a -j- 6) C
gdyz kazde z tych wyrazen oznacza iloczyn, po-
wstaty z pomnozenia tych samych dwdch czynnikow:
jeden znich jest ¢, a drugi a -j- b
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Rozrozniamy trzy przypadki w mnozeniu, miano-
wicie: I. mnozenie jednomianéw; Il. mnozenie wielo-
mianu przez jednomian; I11. mnozenie wielomianéw.—
Rozbierzemy kolejno trzy te przypadki.

58. 1. Przypusémy, ze mamy do pomnozenia 3«
przez 4b. lloczyn z tych dwadch ilosci moze by¢ tak
napisany: 3 X a X 4 X 6, czyli: 3 X 4x « X 5; ilo-
czyn ten wiec jest rowny: 12 ab. Stad wyciggamy na-
stepujace prawidto na mnozenie jednomianéw: nalezy
pomnozy¢ wspdtczynniki liczebne i nastepnie dopisac gloski
za tym iloczynem.

Tak naprzyklad:

la X 3bc= 2labc
4a X 56 X = 60abc.

59. Aby pomnozy¢ potegi jednej i tej samej liczby
nalezy tylko doda¢ wyktadniki.

Naprzyktad, przypusémy, ze mamy pomnozy¢ a3
przez a2

Na zasadzie paragrafu 16;

a3—a X a X at

i: a2= a X g

przeto:
a3Xul= « X X«XaXa—ab="<3+ 2

Podobnie:
c*Xc3=cXcXoXoXcXcXc= e3=ci+3

W takiz sam spos6b mozemy sie przekonaé o pra-
wdziwosci tego w kazdym innym przypadku.

60. Il. Przypusémy, ze mamy pomnozy¢ a -f- b
przez 3. Mie¢ bedziemy:
(4-)-t)X3=3(a+i)=«d-i+a + i-)-«+i

= 3a+ b
3*
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I podobnie:
@-phX7=7 6 7ad-70

Przypus¢my dalej, ze mamy pomnozy¢ a A-b

przez c. Otrzymamy:
(@ -j- b c— c(a -j- bym=ca-f- &

W podobny sposéb mie¢ bedziemy:
(@a—¢) X3—3 (a—h)= 3a—36; 7 («—08)=7a —76;
(@a—e6) cr=c(a—6)= ca—ch.

Stad wyciggamy nastepujace prawidto na mno-
zenie wielomianu przez jednomian: nalezy mpomnozy¢

mkazdy wyraz wielomianu przez ten jednomian, przed kaz=

dym z tych iloczynéw napisa¢ znak odpowiedniego wyrazu
i nastepnie tak otrzymane iloczyny zebra¢ w jedng catos¢
(dodad).

61. 1. Przypus¢émy, ze mamy do pomnozenia
a-\-b przez c-j- d.
Tak jak w drugim przypadku mamy najprzod:
@4-b(ca-d=acc4 d) 4-bEe4s d;
leczz a(c-j-d)y=ac 4- a, b (c 4'd) = hc4dH,
przeto:
© - b) (c +4d) —ac + ad -j- bc §bd.
Dalej, przypusémy, ze mamy pomnozy¢ a— b
przez c 4- d.
(a—b) (c4- d) = a(c4-d)—b(c4 d,
leczz. a(c-j-d)—a 4 ad- b (c + <)— bec 4-bd;
przeto:
(@—b(c4 ©O—ac-j-ad — (bc-j- bd) — *
=z ac -j- ad — bc — hd.
Podobniez, jezeli chcemy pomnozy¢ a 4-b przez
c d, bedzie:
@ bec—dzc—d (@ 4"p)
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— c(ad-b)— d(a-j- b)
—ca-f-th—(da 4 db) —ca 4 th—da db
Nakoniec przy mnozeniu a — b przez ¢— d otrzy-

mamy: (a —h)(c —d)— c—d)a— (c—d)b;
a Ze: (c—d) d — ac — ad; (c—d) b — bc —bd; przeto

(@—b) 0— d) —ac—ad — (bc — bd) —

— ac — ad — bc -j- bd.

Rozbierzmy teraz uwaznie ten ostatni wypadek.
Na zasadzie paragrafu 38 mozemy powyzsze wyraze-
nie napisac tak:

(-4a —b) (-1 ¢c —1d) — -4 ac— ad — bc 4'hd.

Widzimy z tego, ze wyrazom 4 aw mnozndj

i -4 ¢ w mnozniku, odpowiada wyraz 4- ac w iloczy-

nie; wyrazom 4 a i — d odpowiada wyraz — ad
w iloczynie;- wyrazom —b i 4 ¢ odpowiada wyraz
bc iloczynu i nakoniec wyrazom — b i — d odpowiada

wyraz -4 bd w iloczynie.

Podobne uwagi mozna zrobi¢ odnosnie do innych
trzech wypadkdw; wszystkie te uwagi streszczajg sie
krotko w nastepujgcem waznem prawidle w mnozeniu:
jednakowe znaki dajg znak 4 , rozne znaki dajg znak
Prawidlo to nazywa sie prawidtem znakow, i pod tg
nazwa czesto do niego odwotywac sie bedziemy.

62. Mozemy teraz da¢ prawidto og6lne na mno-
zenie wyrazéw algebraicznych: nalezy pomnozy¢ kazdy
wyraz mnoznej przez kazdy wyraz mnoznika; tam gdzie
wyrazy mnozone majg znaki 'jednakowe nalezy przed iloczy-
nem napisa¢ znak -f-, gdzie za$§ wyrazy mnozone majg zna-
ki roézne, nalezy przed iloczynem napisa¢ znak — ; i tak
otrzymane iloczyny doda¢ dla utworzenia zupetnego ilo-
czynu.
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Naprzyktad: pomnozy¢ 2a + 36 — 4c przez
3a—46. Bedzie:

(2a+ 36—4c) (3a—46)= 3a(2a+ 3b— A) —
A (2a -f 3x— Ac) = 6a2+ 9ad — 12 ac —
—(8a0+1202—160c) = 6a2+ 9a0 — 12ac — 8«0—1262

+ 166c.

Jest to wiasnie wypadek jaki otrzymamy stosu-
jac powyzsze prawidlo; mozemy go uprosci¢ i sprowa-
dzi¢ do takiego wyrazenia:

pa- 4«6 12uf  126- ++bdc.

Mozemy toz prawidto sprawdzi¢ jeszcze i objas-
ni¢ na mnozeniu, np. 6 —3 -j- 2 przez 7+3 —4;
znajdziemy, ze postepujac podiug prawidta i tgczac
w jedno wypadki, otrzymamy 30; to jest 5X6, jak to
mozemy znalez¢ inng droga.

63. Mozna takze spotka¢ sie z przyktadami, po-

dobnemi do nastepnych: Pomnozyé 2a przez — 46,
albo tez pomnozy¢ — Ac przez 3a, lub —Ac[.rzez —46.
Wypadki zgdane beda nastepujace:
20 X —46 ——8ab,
—4& X 3a — —12%e
—4c X—46 — 166e
Do tych dziatan mozna przywigza¢ znaczenie
w taki sposdb, jaki byt wykazany w paragrafie 41.
Znaczenie wyrazenia —Ac X — 46 — 166¢c moz-
na rozumie¢ w ten sposéb, ze jezeli —Ac przytrafi sie
pomiedzy wyrazami mnoznej, a — 46 znajdowac sie be-
dzie pomiedzy wyrazami mnoznika, wtedy pomiedzy
wyrazami iloczynu znajdowac sie bedzie wyraz odpo-
wiedni 166c¢.
Szczegoblne przypadki podobnych wyrazen sa:
2«X—4= - 832X —4= —82x —1——2.
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64. Poniewaz przyktady podobne do tych, jakie

podaliSmy w poprzednim paragrafie, mogg czesto sie
przytrafi¢, przeto musimy je uwzgledni¢ w naszych
prawidtach; z tego powodu prawidto zupetne na mno-
zenie da sie wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

Aby pomnozy¢jednomiany nalezy pomnozy¢ ich wspoét-
czynniki liczebne, napisa¢ za tym iloczynem wszystkie gto-
ski, a znak oznaczy¢ na zasadzie prawidta znakéic.

Aby pomnozy¢ przez siebie icielomiany nalezy pomno-
zy¢ kazdy wyraz jednego wielomianu przez kazdy wyraz
drugiego wielomianu, na zasadzie prawidta na mnozenie
jednomiandw, i nastepnie potgczy¢ te czesciowe iloczyny dla
utworzenia iloczynu zupetnego.

65. Podajemy ponizej kilka przyktadéw mnoze-
nia, w ktérych dane wyrazenia sg uporzadkowane
w odpowiedni sposdb:

a+ 6 a+ 6 X2+ 3«

a+ 6 a—=6 X —1

0'i-i-al> a2-j-ad ,r3+ 3ce 2
A\-ab - 62 — ab—-62 —X2 — 3«

a’+ 2ab 462 a2 — 02 X3+ 22—

a2—ab-i o6t 3a2—4a6 + 56t

a+ 6 a2—2a6 + 362

a2— a-b-\-ab2 3a*— Aad-i- bal 62
+ a26- ad2+ 63 —6aPHB + 8aB!— 10«63
a3 -j-63 +9a262— 12a63+1064
3at —10«FH+22a02—22«63+1564
Dla objasnienia dziatan rozbierzmy ostatni przy-
klad: Wszystkie wyrazy mnoznej mnozymy najprzéd
przez pierwszy wyraz mnoznika, mianowicie przez a-,
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zwracajagc uwage na prawidto' znakow; otrzymujemy
tym sposobem: 3a4 — 4<U0-|-5a2 “Nastepnie bie-
rzemy drugi wyraz mnoznika, mianowicie: — 2ab.
i mnozymy przez niego wszystkie wyrazy mnoznej,
zachowujgc prawidto na znaki, tym sposobem midé be-
dziemy: —6a®-\-Sa2b2—10ab3 Nakoniec przez ostat-
ni wyraz mnoznika, mianowicie 3b2 mnozymy wszy-
stkie wyrazy mnoznej, pamietajac o prawidle na zna-
ki i otrzymujemy -j-9a202—12a63}-15064

Przy tern wszystkie wyrazy, ktére otrzymujemy,
porzadkujemy w ten sposob, ze wyrazy podobne sg usta-
wione w tej samej kolumnie; ten sposéb porzadkowania
jest bardzo uzytecznym, gdyz pozwala nam fgczy¢ na-
stepnie wyrazy szybko i bez pomyiki dla otrzymania
wypadku ostatecznego. W obecnym przykfadzie ten
wypadek ostateczny bedzie:

3ad4— 10a3%-j- 22a202 — 22ab3-(- 1564.

66. Czytelnik powinien zwr6ci¢ tutaj uwage na

to, ze aby odrazu utozy¢ wyrazy podobne w tej samoj
kolumnie, wyrazy mnoznej i mnoznika nalezy ustawic
w pewnym porzadku. W tym celu obieramy pewng
gtoske, wchodzacg do kilku wyrazéw i nastepnie po-
rzadkujemy wyrazy podiug poteg tejze gtoski. | tak
w ostatnim przyktadzie obieramy gtoske a; na pierw-
Szym miejscu mnoznej piszemy wyraz 3a2 zawierajacy
najwyzsza potege a w catym wielomianie, mianowicie
potege druga; poczém piszemy wyraz — 4ab, ktory za-
wiera nastepng potege a, mianowicie pierwsza,, i na-
koniec piszemy wyraz 5b2 niezawierajagcy a wcale.
Gdy w ten sposéb postgpiliSmy z mnozng, wtedy moé-
wimy. ze mnozng uporzadkowalismy podtug poteg mah-
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jacych gloski & Mnoznik porzadkujemy w podobny
sposob. .
Mogliby$my takze ustawi¢ wyrazy mnoznej
i mnoznika w odwrotnym porzadku; — w tym razie
powiedzielibySmy, ze one sg uporzadkowane podiug
poteg rosngcych gloski a.  Obojetng jest rzeczg jaki po-
rzadek przyjmiemy; — lecz nalezy pamiegta¢ o tem,
ze mnozna i mnoznik muszg by¢é uporzgdkowane
W jednakowy sposdb.
67. Dajemy tutaj jeszcze kilka przyktaddw:
Pomnozy¢ 1+ 2x—3> + przez a3—2x— 2,
Uporzadkujemy te wielomiany podlug poteg maleja-
cych gloski x\
Jp—3x2-j- 26 +- 1
X3—2x — 2
X1— 3xb-j- 2.4 4 x3
— 2xb+ + 63 —4R2—2v
— 2*4 + 6*2—ix —2
Xi— 5% + Ix34-2x2 —6«—2

Pomnozy¢: a2 — 62-4-€2— ab — bc — ca przez:
a-j-b-j-c

Porzadkujemy mnozng i mnoznik podiug poteg
malejacych gtoski a.

a2 — ab — ac 4- b2 — bc-f- 2

a+b 4—c
a3—aH} _ ax j ab*—abcs4- ac2
jaxb — ab2— ahc -j- b3— b2c-\-bc2

-j- aZ m— abc — ac2 -f- bZ—bc2-\-c3
a3 — 3abc 4 -b3 4 c*
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Ten sam przyklad moze by¢ takze wykonany
przez uzycie nawiasow w podobny sposéb:

a~— a(b-f-¢c)-)- b2 — bc+ c2
a -j- (6-f-0)
a3 — a2b— c) 4-a(b2 — bc-J-c2)
+ a2(b 4 c)— afé-j-c) (6-j-c) (6 -j-c) (62— &c-|-c2)

Lecz, mamy: afé62—hbc4 c2)—ab-j-c){b [ ¢) =
= ajb2_ bcd-c2- (b 4.0(b-fc)=
= aj b2—bc-\-c2— [b2-j- 2bc -j-c2j =
—«jbh2—bc-j- 2—h2 — 26c —c2}=: —Zax:
podobnie:
(b4 c) (b2—bcd c—h24 c3

Przeto, jak wyz$j znaleziono, ostateczny wypadek
bedzie:

@4 34 c3—3abc.

Pomnozy¢ x —a. przez x —b i przezx —e

X —a
X —b
X2—0X

—bx4 ab
x2— («4 b)x -I-ub
X —¢C

x3— (a4 b)x24 abx
— CX24—fa4-96)c* — abc
x3—(ab b)x24 {ab4 W4 be)se— abe.
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Zwracamy tutaj uwage uczacego sie na to, ze
z kazdego zadania na mnozenie, w ktérém mnozna
jest rézna od mnoznika, mozna zrobi¢ dwa przykta-
dy, biorgc poczatkowy mnoznik za nowa mnozna,
i poczatkowg mnozng za nowy mnoznik.

Wypadek w drugim przykiadzie powinien by¢
tenze sam co i w pierwszym; i to moze stuzy¢ za pré-
be doktadnosci roboty.

PRZYKLADY VIIL

Pomnozy¢:

I. 2x3przez 4x2; 2. 3adprzez 4as

3. 2adprzez 2«//2 4. 3xYzprzez5*ly32

5. IX-tj2 przez 7yZi.

6. 4a2—3b przez 3abh.

7. 8a2—9ab przez 3a2

8. 3*2—4y24 06s2przez 2xYy.

«//3 przez x32z2

10. 2xy234 XY 3I —5x3z2 przez 2xy2.

Il. 2x —y przez 2y -4-x.

12. 2x3-1-4*24 8x4 16 przez 3* —3.

13. x34-x24 ¥ — 1przez x — \.

14. 144 «— 10T przez 1—6«4 3«2

15. — 424 N\X —24 przez Xx24 4*4 Ve

16. x34 4o24 Or—24 przez x2—4r4 11

17. *3 —7a24 5*4 * przez 2*2— 4«4 1-

18. o34 6x2A-2ix-\- 60 przez x3—Qx2-\-\2xA-\2.

19. x3—2x2\-3x—4 przez 4.r3t K24 2 'H-T

20. x*—2x3-3x2—2**41 przez x'-\-2x3\-3*24
42«41.

© ¢
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21. x-—¢ax przez x-[ 3a.

22. ai-\-2ax—x2 przez a2-j-2ax-\-.t2

23. 2b2\-3ab—a2 przez 7a—5h.

24. a2—ab-\-b2 przez az2l-ab—h2

25. a2—ab-\-2b2 przez a2\-ab-\-2b2

26. 4aR—3xy—y2 przez 3«—2y.

27. x—x>yA-xy'—y5 przez xA-y.

28. 2xA?>xy\\y'l przez 3.r24-4xy~\-y2

29. X2A-y2-xyA-x-\-y—1 przez x-\-y—1.

30. Xx4j-2x3-\-4x Y 2\-3xy?-\~1fiy4 przeze—2y.

3L 81xi-\-21x¥-\-QxZ 2-\-3xy'i-\-y* przez 3x—y.

32. «H2y—3z przez *—2y-\-3z-

33. a2—ax-\-bx4-b2 przez a-\-bA-.r.

34. a2\-h2An t—bc—ca—ab przez a-I-5-j-c.

35.  al-\-AbxA-Ib2 przez a2—4bx -j-4bx 2

36. a2—2abA-b2\-c2 przez aA-2abA~h'l—c2.

37. x—aprzez xA-a i przez x2-\-a2

38. xA-a przez x-\-b i przez x-\-c.

30. x2—ax-\-dl przez x2\-ax-\-a2 i przez x“—
—aX'Kfa4

40. . s—2a przez x—a, przez «-(-a iprzez x-\-2a.

| 4
IX
Ozielenie.
68. Dzielenie w algiebrze, réwnie jak i w aryt-

metyce, jest dziataniem odwrotn$m mnozeniu. W mno-
zeniu znajdujemy iloczyn, majac dwa dane czynniki;
w dzieleniu za§ mamy dany iloczyn i jeden z czynni-
kow, a chcemy znalezé czynnik drugi. Ten czynnik,
ktéry chcemy oznaczy¢ nazywa sie ilorazem.
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Ten rozdziat zatem jest SciSle zwigzany z roz-
dzialem poprzednim, gdyz obecnie mamy niejako roz-
wikiaé, odrobi¢ te dziatania, ktore byly tam wykonane.
W dzieleniu rozréznimy trzy przypadki, mianowicie:

T Dzielenie jednomianu przez jednonnan: |l. Dzie-
Inie wielomianu przez jednomian; UL Dzielenie
wielomianu przez wielomian. _ in

69 |. PokazaliSmy juz wyzej w paragrahe U

jak oznaczy¢, :e jedno wyrazenie ma by¢ podzielone
przez drugie. Naprzykiad: jezeli 5« ma by¢ podzielo-
ne przez 2c, wtedy iloraz wskazuje sie tak oa . *c, lu
ba
5a~ 2c, lub najczesciej o
Moze sie przytrafi¢, ze niektére z czynnikéw
dzielnika znajdujg sie w dzielnej; woweczas iloraz
moze by¢ uproszczony za pomocg zasady juz uzywa-
wanéj w arytmetyce. Przypus¢my naprzyktad ze
15aZ ma by¢ podzielone przez 6te; wtedy iloraz bedzie

Tutaj dzielna 15a% = 5a2 X 35; dzielnik za$

6bc = 2cX35; czynnik wiec 3b znajduje sie zarazem
w dzielndj i w dzielniku. Przeto, tak jak w arytme-
tyce, MOzemy opusci¢ ten wspolny czynnik uloiaz
5a2 15a% 5a2
oznaczy¢ przez -~4 tJ 1l sposobem 2c

Moze sie réwniez zdarzy¢, ze wszystkie czynni-
ki znajdujace sie w dzielniku, moga by¢ w ten spo-
sob usuniete. Tak naprzyktad przypusémy,, ze mamy
24abx podzieli¢ przez 8ax:

2labx _ 3b X
Sax
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70. Prawidto odnoszace sie do znaku ilorazu

moze by¢ wyprowadzone z prawidet podanych’ w mno-
zeniu.

I tak naprzyktad, mamy:
4ab X 3«= 12ah]

przeto:
12abc 12a6c ,
-ur=3c’ ~3T=4ab-
dabh X —3e --—12abc ;
przeto:
12abc ~ —l2ahe
~nab~-~0C Xz&."= 4ab
Dalej:
—4ab X 3c= —12abhc;
przeto:
—12abc —liabc
—ab —o6c; ~ & ~ = -4ab.
I nakoniec:
—iad X —Sc = 12abc ;
wiec:
13abc " 12 a6c
—iab~ oc’ —4a&.

Stad widzimy, ze toz samo prawidto znakéw

ktore znalezliSmy dla mnozenia, ma miejsce takze
i w dzieleniu.

.71 -Ztego wszystkiego wyprowadzamy naste-
pujagce prawidto na dzielenie jednomianéw: Nalezy

napisa¢ dzielng nad dzielnikiem oddzieliwszy je linij-
kg pozioma; jezeli te wyrazenia majg wspdlne czyn-

niki. wtedy nalezy je znie$¢, i napisa¢ przed catym
ilorazem znak +, jezeli jednomiany mialy znaki je-
dnakowe a znak — jezeli one miaty znaki rézne.

72. Aby dang potege pewnej liczby podzieli¢ przez *
inng potege tejze samej liczby, nalezy od wyktadnika pier-
wszij, odjg¢ wyktadnik drugiej.

Przypusémy naprzyktad, ze mamy podzieli¢ ai
przez a5

Na zasadzie paragrafu 16:

ab=z aXttXaX <X ¢

a3— aXaXai
Wiec:
ab_aX(iXaXaXa _ «Xa— 2= a5-3
aXaXa
Podobniez:
A CXCcXeXC=>&X?XC=ZC<CXC = & = ¢, :4.
c4~ cXcX«Xc AN

W podobny sposéb prawidlo to moze by¢ do-
wiedzione i w kazdym innym przypadku.
Lub t$z mozemy pokaza¢ prawdziwos¢ tego
prawidta w nastepny sposob:
Na zasadzie § 59;
cc.c°=cl
przeto:

;C3;

73. Jezeli w dzielnej znajduje sie pewna pote-
ga dandj liczby, a w dzielniku wyzsza potega tdjze
samgj liczby, wtedy iloraz moze by¢ uproszczony na



zasadzie paragrafow 71 i 72. Tak np., jezeli bylo
4ab- do podzielenia przez 3c65 wowczas iloraz bytby

AN
wyrazony przez \g|¢ 5- Czynnik b2znajduje sie w dziel-
néj i w dzielniku, przeto moze by¢é opuszczony, i tym
sposobem iloraz zadany bytby ,” 3, czyli:

4ab2 4
Bcb5  3ch2’
74. Il Prawidto na dzielenie wielomianu przez

jednomian moze by¢ otrzymane przez rozbi6r odpo-
wiedniego przypadku w mnozeniu.

I tak mamy:

(a—b)c— ac—ix,
wiec:

a—b .

c
dalej:
@—bh X —c= —ac -}z,
przeto:
—ac (- hc
—C

A zatem przychodzimy do nastepnego prawidta
na dzielenie wielomianu przez jednomian: kazdy wy-
raz dzielndj nalezy podzieli¢ przez dzielnik, opierajac
sie na prawidle podanym w pierwszym przypadku,
i potgczy¢ te wypadki dla utworzenia zupeilnego
ilorazu.

Naprzyktad:
4«3— Bahe -f- ax
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75. I11.  Aby podzieli¢ jeden wielomian przez
drugi, nalezy postepowa¢ w podobny sposéb, jak przy
dzieleniu w arytmetyce.

Prawidto na to dziatanie moze by¢ wyrazone
w nastepujacy sposob: Dzielng i dzielnik nalezy upo-
rzadkowac podtug poteg rosngcych lub malejacych jedncj
i t¢j samej gloski. Nastepnie pierwszy wyraz dzielngj
nalezy podzieli¢ przez pierwszy wyraz dzielnika, i ten wy-
padek bedzie pierwszym wyrazem ilorazu. Fot&m nalezy
pomnozy¢ caly dzielnik przez ten pierwszy wyraz ilorazu,
i iloczyn odjg¢ od dzielnéj. Otrzymamy tym sposobem
pierwszg reszte, z ktdrg nalezy tak postepowac jak z dziel-
ng. Dzialanie to nalezy powtarza¢ dotgd, dopoki na resz-
te nie otrzymamy Q lub tez taka reszte, ktorcj bez uzycia
utamkow daléj dzieli¢ nie mozna.

76. Uzycie tego prawidia, rownie jak i obja-
$nienia, wykazujgce zasady na ktorych sie ono opiera,
pokaze sie najlepiej na nastepujacych przyktadach:

a2-\-2ab-+h2 a-\-b a2—h2 a—b
-jra2+ab at+t6 + aXjia& aAb
-fad-1-62 ab—bh2
t-ab+b2 - +ab-ch2
0

Todh. Algiebra. 4
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a2— b2 a+6 *3H2«2—7Zx *—]
+a2a6 a—b FC3p x2 X 2-\-Zx
—ab— b2 ~~3X'— 3»
0 0

3K4—10a3-22<*2'2—2'2ab3A - 1564  382—406-j-5/>2
+3adzp 4«B+ 5ab2 a2—2an-f <

— fiad+-17d26 —22a63+ |
-p 6ad+ SaW-~10ad3

9aB2—\2ab3A- 156*
+9a202—12/3+ 15064

Rozbierzmy ostatni przyktad. Cata dzielna jest
iloczynem z dzielnika przez iloraz; poniewaz za$ oba
te wielomiany sg uporzadkowane podtug poteg male-
jacych gtoski a, przeto pierwszy wyraz dzielnoj jest
iloczynem z pierwszego wyrazu dzielnika przez pierw-
szy wyraz ilorazu. Dzielgc wiec ten pierwszy wy-
raz dzielnd¢j 3adprzez pierwszy wyraz dzielnika za2,
otrzymamy &% - pierwszy wyraz ilorazu. Mnozymy
nastepnie caty dzielnik 3«*—4a<5j~502przez pierwszy
wyraz ilorazu a2 Otrzymamy: 3a4—4a3+5a202; tak
znaleziony iloczyn odejmijmy od dzielndj: otrzymamy
reszte pierwszg, uporzadkowang takze podtug poteg
malejacych gloski a : ~QaXd-{-Yla2b2—22a63-1564

Poniewaz cata dzielna byfa iloczynem z catego
dzielnika przez caty iloraz, a odjeliSmy od ni¢j ilo-

51

czyn z dzielnika przez pierwszy wyraz ilorazu, przeto
pozostatos¢: —6ad+ i t. d. bedzie iloczynem z dziel-
nika przez wszystkie pozostate wyrazy ilorazu.

O t6j reszcie mozna wiec toz samo powiedziec,
co i o cal$j dzielndj; mianowicie, ze pierwszy jej wy-
raz —Qad jest iloczynem z pierwszego wyrazu dziel-
nika 3«2 przez pierwszy z pozostatych, czyli przez
drugi wyraz ilorazu. Dzielgc wiec ten wyraz —Qad
przez 3a2, znajdziemy —2ad, jako pierwszy z pozo-
statych wyrazow, czyli drugi wyraz ilorazu. Poste-
pujac tak dal6j wynajdziemy kolejno wszystkie wyra-
zy ilorazu.

Bardzo wazng jest rzecza uporzadkowanie tak dziel-
nej, jak i dzielnika podtug poteg jedncj i tej samej gtoski
i pamietanie, ze tak samo majg by¢ uporzadkowane wszyst-
kie reszty.

77. Moze sie przytrafi¢ zaréwno jak i waryt-
metyce, ze dzielenie nie moze by¢ w zupetno$ci wykona-
ne. Tak naprzykiad, jezeli dzielimy «2f?2ad-f-262
przez a-\-b, wtedy otrzymamy na iloraz, tak jak w po-
przednim paragrafie aA-b, lecz jeszcze pozostanie
reszta b2

Taki wypadek wyrazamy w podobny sposéb,
jak i w arytmetyce, mianowicie mozemy napisac:
a2\~2ab-\-2b1_ b2
a+b-
a-\‘b 1 a-\-b
to jest, ze iloraz bedzie a-\-b wraz z cze$cig utamkowsg
b2
a\b’
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W ogole, jezeli A i B oznaczajg dwa wyrazenia,
i jezeli przez dzielenie A przez B otrzymamy iloraz g
i reszte R, wtedy ten wypadek wyraza sie algiebrai-
cznie jednym z nastepnych sposobow.
A = gB+R, lubA—gB - R,
" A . R
lub B~~qJrB'

LA R
lub wreszcie: —qgq— -g.

Nalezy tutaj zwréci¢ uwage na to, ze kazda
gtoska moze oznacza¢ wyrazenie algiebraiczne (jedno-
mian lub wielomian): czesto dogodng jest rzecza dla
jasnosci i krotkosci oznaczy¢ w ten sposob jedng gtos-
ka cate wyrazenie algiebraicznie.

Utamki algiebraiczne bedg przedmiotem jednego
z nastepnych rozdziatdw; tutaj ograniczymy sie temi
przypadkami, w ktorych dzielenie daje sie wykonac
doda¢ bez reszty.

78. Dalsze przykiady dla wprawy:

Podzieli¢: x —5YFa32"2—6x—2 przez
I-\-2x—B«2-j-*},

Uporzadkujmy dzielng i dzielnik podtug poteg male-
jacych gtoski x:

58

NT_SAA 7' -2.12—6«—2 a«—3"2-f274-1
ANXIAA x t-2ag*~— x 3 A3—2x—2
—2595—2.«4—j -6«3—24P—6«—2
r2x2 6«34«22
—2XIA- 6X2—4x—2
-+-2*H- 6X1-r4x-r2

0

Podzieli¢: a*-\-b3\-c3—Saba przez tf-|-6j-c.
Porzadkujemy dzielng i dzielnik podtug poteg
malejgcych gtoski a

a3 — 3abc-\-b3\-c3 a\-b-\-c
ta3rad+ ax a2—ad—ac-j-32—be-\-c2
—ab— az—abc-\-b34-c3
— a2— ab2r-abc
— (AcA-ab3-\-2flbc\b -3
—az A abchac2
-\-ab2—a<$c|-ac8-"3|-c3
b+ NG it 3
—«¢ Ch-«2—¢ <23
—abo-rbc-rbc
B
ac2§—c2+{€3
-\~aci-\-bc2sc3
O~
Przy porzadkowaniu dzieln$j i dzielnika podiug
poteg malejacych gloski a, takie wyrazy, jak azbi alo,
ktore majg ten sam wyktadnik nad «, ustawiamy w ten
sposob, ze obieramy nowg gtoske np. b, i ten wyraz,
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ktory jg zawiera stawiamy przed tym wyrazem, ktéry
j$j nie ma; i w dalszym ciggu: z wyrazéw ab2 i alxc,
pierwszy piszemy przed drugim, gdyz on zawiera b
z wyzszym wyktadnikiem.

Ten przyktad mozna takze wykonaé z uzyciem
nawiaséw w ten sposob:

a3 —3abc-Fb3 c3aAb o
a3+ ab-\-c) a2—a(-fc) -j- 2—hbc+ c2
—al(6yc)—3adc-f63|-c3
a2 {J}\-c)*a(b A-c)2 (6j-c)2= 6 s-j-21}c2
a(b2— F63j-c3 b2— bc-\-c2
t-a (b2—bc¢-j-c2)+63+c3 6-fc
b3—b"cA-bcl
0 -(-b‘c—hc2-pc3
®pC3
Podzielic¢:
- (a-i- b-\-c)x2\-{ab-\-ac-\-bc) o—ahc
przez x—c.
*—(a-\-b-\-c) x3-\-(ab-\-ac-\-bc) x —abc Xx—C
-\-x 3iC«2 x2—(a-pod)«+ad

—(a-p6) x2+ (ab-pac+oc) x—abc
jf(a-j -0) te2 +(a-\-b)cx

abx — ahc
+ abx — abc

0
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Kazde zadanie na mnozenie, w ktérém mnozna
jest rézng od mnoznika, daje powod do dwdch przykia-
doéw nadzielenie: gdyz jezeli iloczyn podzielimy przez
ktérykolwiek z czynnikdw, otrzymamy czynnik drugi.
Z tego powodu uczacy sie ze wszystkich przyktadow
danych w rozdziale o mnozeniu, moze ukiada¢ przy-
ktady na dzielenie i tym sposobem probowaé doktadno-
§ci swojdj roboty.

* | rowniez z kazdego przyktadu na dzielenie,
w ktorym dzielnik i iloraz sg r6zne, moze by¢ utozony
drugi przyktad, w ktérym dzielna pozostanie taz sama
co i poprzednio, nowym za$ dzielnikiem bedzie iloraz
wtedy na nowy iloraz powinien wypas¢ poczatkowy
dzielnik.

PRZYKLADY IX.

Podzieli¢:

1) 15«5przez 3«2, 2).24a6przez — 8a3

3) 18»3/2przez fi x2y; 4) 24ad*c6 przez — 3abW.
5) 20a*b*x¥ 3 przez 5hx 3.

6) 4a;3—8«2j-16« przez 4«

7) 3ad4—12a3j-15a2przez—3a2

8) «¥—3«Yal|-4«y3przez xy.

9) —15a33—3aB2A-\2ab przez — 3ab.
10) 60aI2—48aWtc2-f36a202c4—20a6c6 przez 4abc2
11) x2—7*-fl2 przez«—3; 12)«2 « —72 przez «+9
13) 2«3—x2\-3x—9 przez 2«—3.

14) 6a?5[-14«2—4a?-24 przez 2«-j-6.

15) 9x3\-3x2\-x—1 przez 3«—1.
16) 7«3—24«M-58«—21 przez 7x—S3.



17)
18)
19)
20)
21)
23)
24)
25)
26)
27)
28)
29)
30)
31)
32)
33)
34)
35)
36)
37)
38)
39)

40)
41)
42)

44)
45)

46)
47)

«6—1przez.»—1L

a3—2ab2\-b3przez a—bh.

#4—81y4 przez x—By.

X4—2x3-\~'2x3 2—xy 3przez x-~y.

05—y 5przez x—y. 22) a%i-325%rzez afi-25.

2a4i-27a63—8154 przez « fi- 35.

# - fiaAfi- 27y Xi-£cd 3 |-#y Hi-y5przez a3+y 3

aFi-2#4/-j-3.*3 2—x 3 3—2xyi—By3przez.«3—y 3

X |—5«Fi-1la:2—12«fi-6 przez x2—3«+3.

Xi-\-x3—9x2—16.«—4 przez «Xi-4.r-j-4.

#4—13«"-36 przez x2\-5x-\-Q.

N84 przez i Ki-4.«fi-8.

P4F-10£e3 (-35«2+50«-j-24 przez x2-\-5x-\-4.

X*-j-x3—24x2—35*4-57 przez * Xi-2«—3.

1—x—3x2—x5 przez 1-\-2x-\-x2.

#—2*3 -1 przez x2—2x-\-l.

afifi_2a5Xi-954 przez a2—2a6-f-352

a6—66przez a3—2axbfi-2a52—h3

«B-_2*3—docA—2«3)-126c2—2;r—A przezx 2\-2x—.

X*-\-2X (A-3x*-\-2x2-{-\ przez*4—=2*Fi-3#2—2ccfi-I.

X X\-x*—2 przez tfffi-.«Xi-l.

x 3—{a-\-b-\-c)x2-\-{ab-\racAbc) x—abc przez

x2—(a-\-b)x-\-ab.

a4 f (2ac—h2)x2-\-c2przez ax2—bx+c.

Xi—XJ—xy3\-yl przez a2 -\-xy4-y2

X 3—Bxy—y 3 przez x—y—L1

\ ex2\-2\xy-\-\2yz—\8z2 przez 7 x-\-3y—4z.

a2j—2ab6&—c2przez a-\-b—c.

a3 | gj3 | 63—QjjC przez aXi-45%i-c2—ac—2ab—
—2hc

A 3K28F-3«<52-63H<3 przez «f6-r&

a2(5-[-c) \-b\a—<c)fi-c a—b)-\-abc przez a-|-5fi-c.
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48) x3 2a.s2fi- (a2
X — a -j~ b.

49) (x fi- y)2— 2(X -j-y)z -j- 22 przez X fi-y — s.

50) (xJry)3+ B(x-\ry)Z-{-B(x"ry)z2-r z3 przez
(x -fiy)2-(- 2(x -f-y)z -fi z2.

ab — b2) x—a*b -f- ab2 przez

X.

Szczegoélne przypadki mnozenia.

79. Niektére szczegdlne'przypadki mnozenia

przytrafiajg sie tak czesto w rachunku algebraicznym.,
ze zastugujg tutaj na osobng wzmianke.
Nastepujace trzy przyktady sag wielkiej wagi:

afib a— b afi-b

a_j_ b a—b a—b

a2-j- ab a2— ab az fi- ab
~ab -j- b2 — ab-j- b2 —ab— b2

a2-j- 2abj-b2 d2— 2ab fi- b2 a2 — b2.

Pierwszy przyklad daje wartos¢ iloczynu (a fi- b).
(a fi- 6), czyli la fi- b)2 + z niego mamy:

(afi- b)2— a2 fi- 2ab fi- b2.
To jest: kwadrat summy dwoch, liczb jest réowny
summie kwadratow tychze liczb, wiecej podwajny ich iloczyn.
Podobnie, z drugiego przyktadu mamy:

(a — 5)2= a2— 2<dbfi- b2

To jest: kwadrat réznicy dwoch liczb jest réwny
summie kwadratow tychze liczb, mniejpodwojny ich iloczyn.
Todh. Algiebra. £
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Nakoniec ostatni przyktad daje:
(o -1-i)(a — 6) = a* — b2.

To jest: iloczyn z summy 'dwach liczb przez ich réz-
nice, réwna sie réznicy kwadratéw tychze liczb. -

80. Woypadki otrzymane w poprzednim para-
grafie, przedstawiajg przyktad jednego z wielkich po-
zytkow algebry: w samej rzeczy algebra daje nam
mozno$¢ dowodzenia ogolnych twierdzerh odnoszacych sie
do liczb, a takze wyrazanie tychze twierdzen krotko.

Naprzyktad: wypadek (a+b) (a—b)= a2—b2jest
dowiedziony ogdlnie dla wszystkich liczb i jest wyra-
zony w symbolach krocej i zwiezlej, anizeli wyrazami.

Wypadek ogdlny w podobny sposdb wyrazony
symbolami nazywa sie wzorem algebraicznym (formulg).

81l. Tutaj jeszcze mozemy pokaza¢ i objasni¢
znaczenie znaku *, ktéry powstaje z potagczenia zna-
kéw' — i — i ktory jest zwany znakiem podwdjnym.

Poniewaz (a -j- b)2= a*Ir 2ab -j- b2, a (a —b)2=
— a2— 2ab b2 przeto mozemy przedstawi¢ oba te
wypadki w jednym wzorze tak:

(a+ b)2= a2+ 2a& -J- b2,

gdzie + pokazuje, ze mozemy wzigs¢ albo znak 4-
albo tez znak —, ale zawsze biorgc jednoczesnie albg
znaki gorne, albol\tez znaki dolne, ajrb nalezy czytaé
tak: a wiecej lub mniej b.

82. Poswiecimy kilka nastepnych paragraféow
dla wykazania uzycia wzoréw paragrafu 79. Azeby
fatwioj byto mozna do nich sie odwota¢, wypisujemy
je razem i opatrujemy kazdy osobnym numerem:

(@a+ b)2= a2-f-2ab-f-b2 . . . (1)
(¢« —bp-= a2- 2ab b2 , . . (2\
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(a by(a— b= a2—b2 . . . (3

83. Wzory te moga sie nieraz przyda¢ i w o-
bliczeniach arytmetycznych.

Tak naprzyktad: przypusémy, ze chcemy zna-
lez¢ réznice kwadratow 127 i 123. Na zasadzie wzo-
ru (3) bedzie:

(127)2- (123)2— (127 + 123) (127 — 123) =

= 250 X 4 = 1000.

Tym sposobem szukana liczba zostata znalezio-
ng predzoj i tatwidj, anizeli przez podniesienia do
kwadratu liczb 127 i 123 i nastepne odjecie drugiego
kwadratu od pierwszego.

Dalej, na zasadzie wzoru (2):

(29)2= (30 —1)2= 900 — 60+ 1=841;

przez co znowuz kwadrat 29 zostat predzdj wynalezio-
ny, anizeli przez bezposrednie pomnozenie 29przez 29.

Przypuscmy jeszcze, ze mamy pomnozy¢ 53 przez
47.  Z wzoru (3) mamy:

53X47 = (50+ 3) (50-3) = (50)2- 32= 2500-9=
= 2491.

84. Przypusémy teraz, ze chcemy znalez¢ kwa-
drat ilosci 3te-4 2y. Oczywiscie mozemy doj$¢ do te-
go zwyczajng droga, mnozac 3« 4- 2y przez .
Lecz mozemy takze otrzymaé zadany wypadek i ina-
czdj, przez uzycie wzoru (1). Wzér ten ma miejsce
jakiekolwiek by byly liczby a i b; mozemy wiec
w nim podstawi¢ 3x w miejsce a, i 2y w miejsce b.
Tym sposobem bedzie:

(Br4d- 2y)2= (34P-4 2(3* X 2) 4- (2y)2=

= 9u24- 12xy 4- 4y2.
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Uczacy sie moze sadzic, ze w tym przypadku nic
nie wygrywa przez uzycie wzoru, gdyz prawdopodo-
bnie otrzymatby szukany wypadek tak predko i pe-
wnie zwyklem mnozeniem, jak przez uzycie wzoru.
Jakkolwiek w obecnym przypadku jest to prawda, ale
z czasem przekonamy sig, ze w bardziej ztozonych pizy-
padkach uzycie wzoréw oddaje wielkie ustugi.

85. Przypusémy, ze chcemy znale$¢ kwadrat

X-\-y-r-z. Oznaczmy x + y przez a. Wtedy
X Yydz=a-pz
i na zasadzie wzoru (1) mie¢ bedziemy.
(a-\-2)2= a?-}2az -j-2—(e+y)2+ 2(X-j-y) z4- B*=
= 2+ xy + y2-f 2xz + 2VZ+ s2
Stad:
(x+ y-j-2)2= x2-f- 2%y -f y3+ 2/2-1 + s*
= x2-4-y2 72 -f- 2XY -j- 2yZ -j- 2zx.
Przypu$¢my dalej, ze szukamy kwadratu p-g-\-r—s.
Czyniac p—q réwnem a, i r—s réwnem b, bedzie:
p—q4-r—n—akA b
Na zasadzie wzoru (1) mamy:
(a+b)2= a2+ 2ab+b2=(p—q)2i- 2{p—q)(r—s)+(r—s)2
Lecz, opierajagc sie na wzorze (2), mozemy znale$¢
(p—a)2i (r—¢)2
Tym sposobem bedzie:
(p—q-fr—s)2—p2—2pq + g2+ 2(pr —ps —aqr + 0s)
JJ2  2rs-A-s2—
—m2-j- f -f-r2-f s2-f 2or + 20s — 2ps — 2qr —
— 20 — 2rs.

6i

Przypusc¢my nakoniec, ze mamy znales¢ iloczyn
V —(Q-pr—« przez p —q—r -J-s.
Uczynmy znowuz: p—q= a, i r — s— b\ wtedy:
p—q+ r—s= a+ 6, ap —q—r A-s= a—bh.
Na zasadzie wzoru: (3) otrzymamy:
(«i-pb) (@ b)) — a2—b2 (p—0q)2— (r—s)2
a na zasadzie wzoru (2) mie¢ bedziemy:
(P—<4-r—s) (p—g—+-j-s)=;p2—2pq-\-q2—[r2—2rs-(-s2)
= p2-\-Q2—r2— s2— 2pq-\-2rs.

86. Sposob uzyty w poprzednim paragrafie jest

fatwy, i pewng drogg prowadzi do celu, przeto zaw-
sze takiego sposobu powinien sie trzymac poczatkuja-
cy. Lecz po nabyciu wiekszej wprawy, i lepszem za-
znajomieniu sie z przedmiotem, moze sie uwolni¢ od
niektorych czesdci roboty. | tak np. wostatnim przy-
kfadzie moze opusci¢ wprowadzanie iloscia ib, i wprost
postepowac w ten sposob:

(p—qdrr—s)(p—g—r+s)= jp—2+(»*—«} p—q —
— (r—9)\r=:(p—q) 2—(r—s)2—p 2—2pg-\-q2—(r2- 2rs2j-s2
.= p2—2pgA-q2—r2-j-2rs—s2;

albo jeszcze krdcej:
(P—ff+»e—*) (p—g—r-fs)=fp — q)2— (r—s)2—
— p2 — 20€-]-"2—42-\-2rs—s2.

Lecz w poczatkach radzimy uczacemu rozwijac
dziatanie w zupeinosci, tak jak to bylo pokazane
w paragrafie poprzednim.



87. W nastepujacym przyktadzie spotkamy uzy-
cie wszystkich trzech wzordéw.

Znale$¢ iloczyn z czterech czynnikéw aA-bA-c,.
a-} h—c, a—DbA<c, b-f-c—a Wezmy najprzod dwa
pierwsze czynniki; z wzoréw (3) i (1) otrzymamy:

(a-f6 + ¢) (a-f-6—c)z=(a-\-b)2—c2= a 2f-2a6-f.62—C2

WezZmy dal6j dwa drugie czynniki; z wzoréw (3>
i (2) mie¢ bedziemy:

(a-b-\-c) (b-Ac—a) =m |c-f(a—0)| {c—(a—b6)| =
= 2—a—bh)2=c2—a2j~2a6—bh2

Mamy teraz do pomnozenia:

a--j-2ab-\-b2—c- przez c3—a2-\-2ub—4L

Otrzymamy:

(a2\-2ab-\-b2—c?) (c2—c2j2ar—h2) —

— |2a6-j-(a2j-63—2J |2a0—(a2\-b2—c2J =
—(2ab)2—(a24-63 c Y2=4a32- j(az+ 62922 («2}-idc2|-
f- cll = 4aBd2—(a2J-622j-2 (a2+42 c2—c4 =
= 4aB3—ad—2aH2—04|-2ax24-2032—4
= 2a2j-20x2|-2ax2—ad—04—C4

88. Sg jeszcze inne ogdlne wzory, odnoszgce
sie do mnozenia, mniejszej wagi, anizeli trzy wzory
podane w paragrafie 82, wszakze zastugujagce na
wzmianke. Umieszczamy niekt6re z nich w tym celu,
aby czytelnik mégt je odnale$¢ tatwo, gdy zajdzie te-
go potrzeba; wszystkie one moga by¢ z tatwoScig

wyprowadzone przez rzeczywiste wykonanie mno-
zenia:
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(a-f-6) (a2—ab-\-b2)= a3A-b3

(a—b) (@2-\-ab~\-b2)= a3—h3

(a=)3= (a46) C2+H162) = a3j-3«D-j-3«021-63

(a—h)3= (a—bh) (a2—20b-\-b2) — a3—3ah4-Sab2—063

(a—b-\-c)3= B3aA5—  3«(6-C)2f(i$j-c)3=

= a3+ 3ad4c)-|-3a(624-26c4-c2)+ 6 3-(-30Z%-(-36c2+ ¢ 3

a3j-03j-c3j-3«A6-f-c)-|-3620-)-c)-I-

-j-3cXa-j-6)J - 6adc.

89. Bardzo pozyteczne ¢wiczenia na mnozenie

wypadajg z zadan, w ktérych chcemy dowies¢ réwno-
§ci dwoch wyrazen, przez pokazanie, ze wyrazenia te
prowadzg do tych samych wypadkéw ostatecznych.
Naprzyktad, chcemy pokazaé ze:
(a—h) (b—0) (—a) — a2Ac—b) -)- b2(a—c)-(-c2 (b—a).
Jezeli pomnozymy a—b przez b—c, otrzy-
mamy:
ab—h2—ac-\-bc\
mnozac daldj ten wypadek przez c—a, znajdziemy:
cab—ch2—ac2A-bc2—a2-|-a0 24-<ix—abc,
to jest:
a2(c—h)-\-bAa—c)4-€2 (b—a).
Inne zadanie: dowiesé, ze:
(a—0)2f(6-c)2+(c—a)2 =.
=z2(c—b) (c—a)-f-2(6 —a) (b—c)-j-2(a—bh) (a—=).
Z wzoru (2) paragrafu 82, otrzymujemy:
(a—h)2-\-(b—c)2-\-(c—a)2=
= a2—2ab-\-b2-\-b2—2bc-\-cA-c2—2ac-j-a2 =
= 2(a2\-b2-\-c2—ab—ac—h).
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Lecz skadinad wiemy, ze:
(c—b) (c—a) = e2—ca—cb-\-ab
(6—a) (b—c) — b-—ba—bc-"ac
(a—b) (a—c) — a2—ab—
przeto:
(c—6) (c—a)-\-(b~a) (b—c)-\-(a—b) (a—c) —
— a-A-b2-\-c2—ab -ac—bc;
skad uakoniec,
(@a- by 4- (6 —c)2+ (c —a)2=
= 2(f—¢) (c—a) + 2(6—a) (6—c) -f 2(a—b) (a- c).

PRZYKLADY X

Zastosowac¢ wzory paragrafu 82 do nastepuja-
cych 16 przyktadéw na mnozenie:

1 (15*-H14y)2 2) (7« —5y22
3. (x2+ 2x— 2f. 4) (x2- 5x4-7)2
5 (2x2— 3x—4)2 6) (x4-2y4-3c)2
7. («24 xy4_ "2 42  gy—y2).
8. (*24- 4-y2 (x2—ay 4 y?2).
9. (tf2-4 xy 4-y2) («2—xy —Yy2.
10. (a24 xy —y2) (x2—xy 4 y2).
11. (*34 2x24 3*4 i) 4 »—2&Q24 3« — ).
12. (a—3)4(«24 6«49).
13. (a4 6)2(a2— 2ab 4- 62).
14. (2«4 3y)2 (4#24 12,ry —9y2.
15. (acc4 by) (ar—6y) (a2r2-\-by 2).
16. (ax4 by)2 (ax — by)2.

Pokaza¢, ze nastepujgce wzory sg prawdziwe:
17. («2462) (c24d2) = (ac46d)24 (ad—be)2.

18.

20.
21.

22.

23.

24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31
32.
33.
34.
35.

36.
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(ad464c)2Aa24624c2- (adb6)24(64c)2 4
4(«+«)2-
(g—b)zb—c) (e—a)=6c(c—bh)4-ca(a - c)-\~ab(b—a).
(a— b)A-b3— a3—2ab(b— a).
(a4-64c)2—a(64c—1)—6(adc—b6) -c(«4 6 —C)—
22462 c?2).
Ea24 a64792— g<’2 164632= 4a6(«2 0 2).
il4&4c)3_a3_63_K83—3(a4&) (6 4 «) (c+a).
(a+6+c) (abA-bc-\-ca) — 446) (b+c) (4 *)+
4 ~36¢C.
(«46) (bA-c—a) (4 «-6)= a(62Ac2—a24
46(c3t a2—h2).
(ad4™4c)3—4 4 c—a)3—(a—64®)3—«4 6—C)3—
= 24a6c.
(«4044 24 («4™—(02~Ka—H-<024 4 + « —a)2—
— 4rt24624c2).
(af6)242(a2- 634 (a—6)2=:(2a)2.
(a—6)A (6 —¢)34 (c—a)3— 3(a—h) (b—c) (c—a).
(a—6)34(a46)343(a-6)Aa46)43(ad6)Aa-6)=
= (243
(a4 6() 264-c—a) (c *-a—6)4 (a —0)2 (<*404®)
(a-j-6 - ©) = 4abc2
«(644 (624°2—a2)+6(cda) (c4 a2—62)4
4*%c(@46) (a4 62- c2) — 2abc(a-\-b-\-c).
(a—bh) (x—a) (x—6)4 (6—=C) (x—b) (x—=C)4
4 (c—a) (x—o0) (x- a) = (a—b) (b—c) (a—0).
(a40)24 («4 )2 (add)2A(64c)A (64424
4 (ch 424 H~64H~D2}2E@2A6 24 c2W2-
j (@x-\- by)2\-(ay—bx)2j Sia,«46y,)2—(ay-\-bx)2\ —
— (a4—69 (x4—y4).
(cy—fe)2-j-(a2—cx) 2-\-(bx—ay) 2-\-(ax-\-by-\-cz)2—
(@?-\-bA-c2)4 4 4 '22.
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XI.
Rozkfad na czynniki.

90. W poprzednim rozdziale poznaliSmy nie-
ktére ogdlne wzory, wypadajgce z mnozenia; tez sa-
me wzory moga by¢ uwazane w zwigzku z dzieleniem,
gdyz kazde zadanie namnozenie daje jedno, lub Kkilka
zadan na dzielenie. Zastosujemy teraz znalezione
wzory og6lne, do rozwigzania pytania; jak znalez¢ dla
danego wyrazenia algiebraicznego te wyrazenia, przez
ktére ono dzieli sie bez reszty, czyli innemi stowy,
jak roztozy¢ dane wyrazenie na czynniki, z ktorych sie
ono skfada.

91. Tak naprzyktad z wzoru (3), paragrafu
82, mamy;

a4—b5*- (a 2-\-b2) (a2—h2=(a2\-b2) (a-\-b) {a—b)
as—bb— iai+b*) (a4— =
= («4F<$) {a2 j-b2) (aA-b) {a—bh).
Stad widzimy, ze as—bs jest iloczynem czterech
czynnikéw a4(-3t, a2\-b2 a-\-b i a—b. Wiec a8—
jest podzielne przez kazdy z tych czynnikéw, lub

przez iloczyn ktérychkolwiek dwdch z nich, lub t$z
przez iloczyn ktérychkolwiek trzech z nich.

Dalej jeszcze
{a2\-ab-]-b2) {a2—ab-\-b2) ~ {a 2\-b2-\-ab) {a2-\-b2—ab)=

— (a2f-692—{ab)—ai-1-2a202-bi—a2b2=
= ai-\-aZ2\-bi.

07

Tym sposebem a4-(- «224~  jest iloczynem
dwdch czynnikéw a2A-ab-\-b2 i a2—ab+b2, jest wiec
podzielne przez kazdy z tychze czynnikow.

Oprocz tych wzoréw, ktére poprzednio podali-
Smy, umieszczamy ponizoj jeszcze niektdre, czestego
w algebrze uzycia.

92. Nastepujace wypadki mozna tatwo spraw-
dzi¢ przez dzielenie:
X—y
X—y "~ L
_y2
x—y XY,
X3—y3
x3-_yy = N2+ Xxy+y2,
~— « 3.« 4-Ny2t y 2
i tak dal¢j:
I réwniez:
X2—y~
xty =Y
3—x%-\-xy2—y 3
x+y % X¥-\-xy2—y 3,
X6-ye -Xiy-\-xJ 2—x 2y 3\-xyi—y5;
X+y
i tak dalej.
Jeszcze:
X+y i

x4-y
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-+ L = qF-FH xR

5'j—5— *__w -\ ) Y
Ty - X*—XJ-\-X2y 2—xy3>\Wi

i tak dalgj.

Poniewaz te dziatania mozna posuna¢ tak daleko,
jak sie podoba, przeto mozna uwaza¢ za prawdziwe
te twierdzenia, ktore z nich wtej chwili wyciggniemy,
i ktore sg Scisle dowiedzione w obszerniejszych dzie-
fach algiebry. Twierdzenia te sg nastepujace:

xa—yl jest podzielne przez x—y, gdy n oznacza
jakakolwiek liczbe catkowita.

X" —  jest podzielne przez x-\-y, gdy njest liczbg
parzysta,

“n yn jest podzielne przez xA-y, gdy n jest liczbg
nieparzysta.

Moglibysmy tez wyrazi¢ stowami twierdzenia,
wykazujace jaka posta¢ ma iloraz w kazdym z po-
wyzszych trzech przypadkéw; lecz czytelnik sam tat-
wo bedzie w stanie zapamieta¢ te postaé, przez do-
ktadne przyjrzenie sie otrzymanym wypadkom, posu-
wajac zresztg te dziatania dalej jeszcze, jezeli uwa-
zaC bedzie to za potrzebne:

Dodamy tu jeszcze, ze xa-)-ya nie jest nigdy
podzielne przez x—y,i nie jest podzielne przez x-\-y,
gdy n jest liczbg parzysta. ')

i) Dla uzupetnienia tego rozdziatu podajemy kroétki dowdd
wyrazonych w tek$cie twierdzen.
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93. Aby tatwo spamieta¢ powyzsze twierdzenia

nalezy w kazdym z czterech przypadkéw wybrac naj-
prostszy i do niego odnies¢ wszystkie pozostate. Tak
naprzyktad przypusémy, ze chcemy poznaé czy. X1y
jest podzielne przez x—y lub przez wyktadnik 7
jest liczbg nieparzysta, i najprostszy przypadek tego ro-
dzaju jest x—y\— wyrazenie, ktore jest podzielne przez
x- -y, ale nie jest podzielne przez x-\-y\ stad wnosimy,
¢e 'J _ tJi dzieli sie bez reszty przez x —y, ale nie
przez xA-y. Podobniez: gdyby dane wyrazenie bylo
xi— YR wyktadnik 8 jest liczbg parzystg, najprostszy
za$ przypadek tego rodzaju jest x2-y \ wyrazenie,
ktére jest podzielne zarazem przez x-\-y jak i przez

Podzielmy X' — ya przez X—Y:

o X—y
1XA-;e"-3y2+ Pyl

y—f'
—XxF-1ly+.rli~zy?2
Xer 3~y
— + y3
Cay- mynm
Z wykonanego dzielenia widzimy, ze kazda reszta sktada
sie zdwo6ch wyrazéw: jednym z nich jest stale —ya; drugim
za$, ztozonym z dwéch czynnikéw, wyktadnik przy * po kazdénr
dzieleniu zmniejsza sie o.l, wyktadnik przy y powieksza sie o1.
Po wykonaniu wiec n dzielef, X zupetnie zniknie z tego wyrazu®
a wyktadnik przy y wzrosnie do ». Odpowiednia reszta po n-6m
dzieleniu bedzie przeto y" - ya t j. zero. Liczba wyrazéw w ilo-
razie réwna¢ sie bedzie n. Podobnego rodzaju rozumowanie, za-
stosowanego do kazdego z wymienionych przypadkéw dowiedzie
nam prawdziwosci twierdzeh wspomnianych. P- T-
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X Y "TPada. ze .«8—ys jest podzielne i przez
X—Yy i przez x-\-y.

94. Dalsze przykiady rozktadu wyrazen algie-
braicznych na czynniki:

X6—y6— (x3-LyJ (x3—y3 —
(At Y) {x2—xy+yr) (x -y) (tF2-f.ry-fy2);
863 — 27¢3= (26)3— (3c)3 =,,
(26—3c) j(2£)2-f- 26 X 3c-|- (3c)21=
= (26 —3c) (462 6bo_j_9c2)i
4 (@b-Fed2— (@[ 2 @_ (2P _
= {2 (0oi-f cd)4- (a24- 62—c2—d2)j
j2(n6 4" cd) — (a24 - 62—c2—d 2j =
— | 2a6 §—2cd 4~ a24- 62—c2—d 2
j2a6 4-2cd— a2— 62-j-c24-d2) =
— ji«4 b2—(c—d)2J|(c4 d)3—(@a—¢)2j] —
(a464-c—d) (a-)-6-j-"—=<) (a—b64c-j-d) (¢-j-c-j-d—a).
95. Przypusémy, ze mamy do podzielenia
(x2—5«y 4 6x2) (X —4dy) przez x2—7xy 4- 12y2.

Mogliby$Smy pomnozy¢ najprzéd x2—>5xy 4- 6y2przez
x—4y i nastepnie iloczyn podzieli¢ przez x*—7xy-j-12y2.
Lecz rodzaj pytania nasuwa nam mysl sprobowania
najprzéd, czy x—4y nie jest czynnikiem tréjmianu
Xy + 12y2 i w samoj rzeczy znajdujemy, ze
X2 Txy4-12y3= (x —3y) (x — 4y). Zatem:
(x2—5xy-\-6y2 (k—4y) _  »2_ 5ay-|- 6y2
(Y= % ) 0»— dy) - X — %y
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i za pomoca, dzielenia znajdujemy, ze:

X2— bxy 4- 6y2 ©— 2y
X—3y
96. Czytelnik, przez odpowiednie c¢wiczenia,

moze naby¢ wprawy w rozktadanie pewnych tréjmia-
néw na dwa czynniki dwumienne za pomoca nhastep-
nych uwag:

Mamy w ogolnosci:

(x4-a) (x4 6):=x24-(@4" x"ta

jezeli wiec chcemy pozna¢ czy mozliwg jest rzeczg aby
np. a24-7*4-12 roztozy¢ na dwa czynniki dwumienne,
nalezy przekonaé sie czy mozna znales¢ takie dwie li-
czby, ktérych summa réwna jest 7 a iloczyn jest roé-
wny 12. Takiemi dwiema liczbami sg 3 i 4. Zatérn:

X2-j-1x 4“12= (x 4-3) (ccj-4).
Podobniez, za pomocg wzoru-.

(x—a) (x—6) — x2— (a4 b) x 4- «6,
mozemy roztozy¢ trojmian x2 —Ix A- 12 na czynniki
(*—3) (cc—4). | nakoniec na zasadzie wzoru:

B («4-«) (x-b)= x2+ (a—i) x —ab,

mozna roztozy¢ x2(-x—12 na czynniki («4-4) («—3).
Podamy teraz niektére ¢wiczenia na zastosowa-
nie zasad, wytozonych w poprzednich rozdziatach.



10.

11.
12.
13.

14.
15.
16.

17.

PRZYKLADY XI.

Dodaé do siebie nastepujace wyrazenia:

a {a-\-b—c), b (b-\-c—a), c (a-j-c— 6).

a (a— b-\-c), b (6—c-j-a), ¢ (c—a-j-6).

a (a—b-f-c-\-d), b (a-)-6—c<€2); ¢ {a-A-b-\-0—d)
d (— Or-\-b-\--c-\-d).

3a— (Ib—Tc), Sb— (4c—7«), 3c — (4a-7hb).

9a  (5b-\-2c), 9b— (5¢c +2«), 9c — (5:e-f-2h).

(«-)-b) x -J- («-j-«) y, (b—c) x -j- (b—C)y, (c—a)x -f-

w~- (b—a)y.
(z—x) (a-\-b)-\-(z—y) (a—Db); (xA-y) aA-(WA- z) b,
(y—2) a-f. (x—y) b.
(a 6)x-t~ (6—0)y -j- (c—a)z
a(y*2)+ k44"*) ~h ¢ (xA-y)\ ax -\-by-f-cz.
2 (aA-b—c)x 4 («46)y -)m2az,
2 (@j-G—b) x 4 (a+c)y -j- 2bz,
2 (b-j-c—a) x 4 (b-\-c)y -f 20z,
a2—@a b-\-0) (a-\-b—<);
2— (c—046) (c3«—=b).
Uprosci¢ nastepujgce wyrazenia:
a—2(6+3«) — 3442 (a—6)J.
446) (6+c)—(c-Ad) (d-\-a)— («4 « (b—d).’
4« — [2a — {26 (x+Yy)—2b (x—y)jl,
446) (x-rc) («464«) (x f-b)-j-a2-j-ab-j-b2f 3ax.
a— [56—ja—3 (c—6)42¢c — (a~26—c)jj.
5«-7 (b—c) — [6a— (36 4 2c) 4
4- 4c — j2a — (6J-c—a)jl,
443)3 - 3(«42)3 4 3*4414 - *3

—(b—a-(-<) (6+a—o)

18.
19.

20.

2/\

23

9A

25.

26.
27.
28.

29.
30.
3L

32.
33.
34.
35.

36.
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("A-yy"A-y)y-\-(x-{-y)yl—i3«y 45y442y i
(i+-*)34- {i+-xYyJr (i+*)y24 y3—
{3«4 4 1) "y (yfi) 4- 2«y4di}.
a(¢4026(«+c)2 c(«+6)2+ (a—b) (a4c) (b—c)—
— («4-b)(a—c) (b—c) — (a—b) (a-c) (s 4e).
(«4™) (@Jrc)  (b-\-d) (d-\-c)

a—d

al—3a64262 a2—7a641262

a—2b a—ib
3«3—T7«l6—5a624563 6«3-26«"440a62 2063

a+b a—b
18(6ede« 24«62 — 12 (b +c*at-ad) — l9abc
2a—36.

Podzielic:

x3\-y6—2x3 3 przez (x—y)2
x3\-y*-\-2xy 3 przez 4 4 y)2
(a*—3ad-\-5ab2—3h3) (a—26) przez a2—3ab-\-2b2
4 3—9x¥ 4 23xy2—15y3 4 —71y) przez
X2—8xy 4 Ty2
adh « 64 6 8przez («2—«6462 (a2\-ab-\-b2).
a8—6H-aX%2(al—64) przez (a2—a6462) (a24a6-(-62).
432624 2 (3as4—26)—ab (5oe2—1162) przez
(3a—6)446).
(x2—3*42) 4 —3) przez x2—5*46.
43—3*42) («44) przez x2\-x—2.
(ai-\-'ax-\-x2 (a# * 3 przez aiA-aix 2A-x".
(a4-faB24 64 446) przeza2la6462
6G3#«J4 ax42—ad4 Q0344-a) przez
447) («4-%).

Todh. Algiebra. 6
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.Roztozy¢ nastepujgce wyrazenia na czynniki:

37, x2-|-94-f-20. 38, 2j-1U4-30.
39.  x2—15cc--50. 40.  @2—20"+100.
41, x2A-x—132. 42, @@—7x—4d.
43, oq1—8l. 44, &3}125,
45. Rs—256. 46. Xx6—64.

47. a2p9ab+ 20b2 48. X2—13#7/-|-42y2.
49. (a-\r6)2—11« (a-f-3) 4- 30c2
50. 2{x-\-y)2—7 (»4'y) (a-\-b) + 3 (a-j-¢)2
Dowies¢, ze nastepne wyrazenia sg rzeczywiscie
rowne:
51. (aj-23) a3— (¢-j-2«) {3— («— («-j-¢)3
52. d (ci—2%j3— b{b—2«)3= (a—h) (a-j-£)3.

XII.
Najwiekszy wspolny dzielnik.

97. W arytmetyce ta liczba catkowita, ktéra
dzieli bez reszty druga liczbe catkowita, nazywa sie
dzielnikiem, t$j ostatniej; liczba catkowita, ktéra dzieli
dwie lub wiecej liczb catkowitych, nazywa sig ich
wspolnym dzielnikiem.

W algiebrze wyrazenie, ktdre dzieli bez reszty
inne wyrazenie algiebraiczne, nazywa sie dzielnikiem
tego ostatniego; wyrazenie za$, przez ktdre dzieli sie
bez reszty dwa lub wiecdj wyrazen algiebraicznych,
nazywa sie ich wspélnym dzielnikiem (lub wspdlng
miarg).

98. W arytmetyce najwiekszym wspdlnym dziel-
nikiem (lub najwiekszg wspdlng miarg) dwdch lubwie-
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cej liczb, jest najwieksza liczba catkowita, przez kt6-
rg wszystkie dadzg sie .podzieli¢ bez reszty.

Whyrazenie: najwiekszy wspdlny dzielnik, jest tak-
ze uzywane w algiebrze, lecz tutaj nie jest ono zupet-
nie stosowne, gdyz wyrazy: wiekszy i mniejszy rzadko
dadza sie zastosowac dotych wyrazen algiebraicznych,
w ktorych nie sg dane pewne oznaczone wartosci na
rozmaite gloski, wchodzace do nich. Lepidj bytoby
mowi¢ o najwyzszym wspolnym dzielniku-, lecz zgo-
dnie z przyjetym zwyczajem zachowamy wyrazenie:
najwiekszy wspolny dzielnik (lub najwieksza wsp6lna
miara).

Zamiast wyrazéw: najwiekszy wspoélny dzielnik,
czesto uzywacé bedziemy dlakrotkosSci gtosek: N. W.D.

Objasnimy teraz, w jakim znaczeniu wyrazenie
N. Yf. D. jest uzywane w algiebrze.

99. Mobwimy, ze najwiekszy wspoélny dzielnik
dwdch lub wiecej jednomiandw: jest to najwieksze wyra-
zenie algiebraiczne, przez ktore onewszystkie dadzg siepo-
dzieli¢-. okreslenie to stanie sie zupetnie zrozumiatem po
podaniu i objasnieniu przyktadami prawidta na wy-
najdywanie najwiekszego wspolnego dzielnika dlaje-
dnomianow.

Prawidto na wynalezienie N. W. D. jednomia-
néw jest takie: nalezy znale§¢N. W.D. wszystkich wspdt-
czynnikéw liczebnych za pomocg prawidet arytmetyki-, na-
stepnie, do tak znalezionej liczby nalezy dopisa¢ kazda gto-
ske, wspdlng wszystkim wyrazeniom, i da¢ kazdej glosce
najmniejszy odpowiedni wyktadnik, jaki ona maw tych wy-
razeniach. | | i

100. Xaprzyktad: mamy znaleS¢ N. W. D.

16ab$2c i 20ad3. Tutaj wspotczynniki liczebne sg
6*

dla
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16 i 20, aich. N. W. 2), jest 4. Gloski wspdlne obu
jednomianom sg, ai b, najmniejszy wykladnik przy a
jest 3, a najmniejszy wykfadnik przy b jest 2. Tym
sposobem szukany N. W. D. bedzie 4a3‘2

Szukajmy jeszcze N. W. p. dla 8ah3Ixyz3
12tfberfy3 i 16aWafiyK Wspotczynniki liczebne sg 8,
121 16; ich N. W: D. jest 4. Gloski wsp6lne wszyst-
kim wyrazeniom sg: a, ¢, xiy\ ich najmniejsze wykta-
dniki sa odpowiednio: 2,1, 2 i 1L Tym sposobem szu-
kany N. W. D. bedzie ia2gx3.

101. Nastepujace twierdzenie daje najlepsze
praktyczne pojecie o tom, co rozumiemy przez naj-
wiekszy wspélny dzielnik w algiebrze, gdyz ono po-
kazuje znaczenia tutaj wyrazu najwiekszy. Gdy dwa
lub wiecej wyrazen algebraicznych podzielimy przez ich
najwiekszy wspdlny dzielnik, wtedy otrzymane ilorazy nie
majg zadnego wspolnego dzielnika.

Wezmy pierwszy przyktad paragrafu 100, i po-
dzielmy podane tam jednomiany przez ich N. W. D.,
otrzymamy ilorazy 4aci 5bd, ktoére nie majg zadnego
wspolnego dzielnika.

Podobniez, jezeli w drugim przyktadzie paragra-
fu 100 podzielimy dane jednomiany przezichW. W. D.,
otrzymamy na ilorazy 2bZ¥x%3 ZaPhy2, i dacd/3 ktore
réwniez nie majg zadnego wspolnego dzielnika.

102. To, co bylo powiedzianym w poprzednim
paragrafie, przy pomocy rozdziatlu o roziozeniu na
ezynniki, daje nam w wielu razach mozno$¢ oznacze-
nia N. W. D. wielomianéw. Przypu$émy np., ze szu-
kamy N. W. D. dla 4a2(a-f¢)2i &b (a2—b2. Tutaj
2ajest N. W. D. czynnikéw 4a2 i 6ab, a aj-b jest
czynnikiem zarazem i (a-\-b)2 i a2—b2 i to jedynym
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czynnikiem wspolnym. lloczyn wiec 2a (aA-b) jest
N. W. D. danych wyrazen."

Lecz ten sposob nie moze by¢é w ogolnosci zasto-
sowanym do jakichkolwiek wielomianéw, gdyz ogdlna
teoryja rozktadu wielomiandéw na czynniki o wiele
przechodzi po za granice tych wiadomosci, jakie po-
czatkujacy posiada. 1Musimy wiec do tego wyszukac
innego sposobu;—i nastepujace okreSlenia i prawidia
zawierajg inne rozwiazanie tego zadania.

103. Najwiekszy wspdlny dzielnik wielomiandw
mozemy okre$li¢ w nastepujacy sposob. Jezeli dwa
lub wiecej wielomiandw zawiera potegi pewnej gtoski wspol-
nej, wtedy tenz czynnikéw, dzielgcych wszystkie te icielo-
miany, w ktorym ta gloska wchodzi z najwyzszym wy-
ktadnikiem, nazyica sie ich najwiekszym wspdlnym dziel-
nikiem.

104. Na wynalezienie najwiekszego wspdlnego
dzielnika dla dwoch wielomianéw mamy takie pra-
widto:

Niech A i B oznaczajg dwa wielomiany, uporzad-
kujmy je podtug poteg malejacych pewnej wspdlinej gtoski.
Przypusémy, ze wyktadnik najwyzszej potegi t6j gtoski
w A niejest mniejszy, anizeli wyktadnik najwyzszdj potegi
tejze gtoski wB. Podzielmy A przez B, nastepnie B przez
reszte-, potem te reszte pierwsza przez reszte drugg, — i tak
dalej postepujmy detad, dopoki nie pozostanie zadnej re-
szty-, — wtedy ostatni dzielnik bedzie najioiekszym wspdl-
nym dzielnikiem szukanym.

105. Naprzyklad: szukajmy N. W. D dla
&2—4«-|-3 1 40e3—9«2—15"18.
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4*3— 9*2—15*4-18 @©2—4*-f 3

—4*3016*2+12* dc 4-7

7*2—27%4-18
—7*2zp 28*zh 21
c—38
*2—4* 43 x—3
—*2qp' 3* 4 —1
— @4- 3
zp xx 3
6

Wiec *—3 jest szukanym N. W. D.

106. Prawidto, podane w paragrafie 104, opiera
sie na dwoch nastepnych zasadach:

(1) Jezeli Pjest dzielnikiem dla A, wtedy be-
dzie ono dzielnikiem i dla mA. Grdyz jezeli a ozna-
cza iloraz z podzielenia A przez P, to A=aP, a przeto
mA—maP, wiec Pjest dzielnikiem dla mA.

(2) Jezeli Pjest dzielnikiem dla A i B, wtedy
bedzie ono dzielnikiem dla mA+nB. W samej rze-
czy: skoro P jest dzielnikiem dla A i dla B, to moze-
my przyja¢, ze A—aP, i B—bP. Zatem mA-+-nB—
—(mazxznb)P, czyli Pjest dzielnikiem dla mA£nB.

107. Teraz dopiero mozemy dowie$¢ prawidto,
podane w § 104.

Niech A i B oznaczajg dwa wyrazenia dane.
Podzielmy A przez B; i oznaczmy przez p iloraz
a przez Creszte. Podzielmy B przez C, i oznaczony
przez qiloraz aprzez D reszte. Podzielmy dalgj C

N\nxjpBD, i przypus¢my, ze nie pozostaje zadna reszta, ar

jest ilorazem.
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Wtedy mamy nastepujgce wyrazenia:

A=pBA-C, B—qGAD. C—rD.
Pokazemy najprzdd, ze ZJjest wspolnym dziel-
nikiem dla Ai B. Poniewaz C—rD, przeto D jest

dzielnikiem dla G, a zatérn, podtug § 106, jest takze
dzielnikiem dla qC, a przeto i dla qC\D, czyli dla B.

| dalej: poniewaz D jest dzielnikiem dla Ci

przeto i dla pB-\-Cczyli dlaA. | tak D jest dziel-
nikiem dla A i B.

Poprzednie rozumowanie pokazuje nam, ze D
jest wspolnym dzielnikiem dla A i B\ pozostaje te-
raz dowie$¢, ze ono jest ich najwiekszym wspolinym
dzielnikiem.

Na zasadzie 8106 kazdy wspolny dzielnik dla
A i B, jest dzielnikiem i dla A—pB, to jest dla C
a zatom kazdy wspolny dzielnik dla A i B jest zara-
zem wspOlnym dzielnikiem dla B i C Podobniez:
kazdy wspolny dzielnik dla B i G jest zarazem
wspllnym dzielnikiem dla Gi D. Tym sposobem
kazdy wspdlny dzielnik dla A i B jest zarazem dziel-
nikiem i dla D. Lecz zadne wyrazenie wyzszego wy-
miaru od wymiaru D nie moze dzieli¢ D bez reszty.
A zatem D jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem
dla A iB.

108. Widoczng jest rzecza, ze: kazdy dzielnik
wspdlnego dzielnika dwoch lub wiecej wyrazen, jest zara-
zem wspdlnym dzielnikiem tychze toyraien.

109. Dowiedziono w § 107, ze kazdy wspo6lny
dzielnik dl.. A i B, jest zarazem dzielnikiem i dla D\
to jest: Kazdy wspolny dzielnik dla dwoch wyrazen jest
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zarazem dzielnikiem i najwiekszego wspolnego dzielnika
tychze wyrazen.

110. Podamy teraz i objasnimy przyktadami
prawidto, za pomocg ktdérego mozna unikng¢ utamkow
w ilorazach i wprowadzi¢ uproszczenia w wykonywa-
niu roboty. Dowodzenie tego prawidta mozna znale$¢
w obszerniejszych dzietach o algiebrze.

Zanim napiszemy nowy wyraz w ktorymkolwiek
ilorazie, mozemy podzieli¢ dzielnik, lub dzielna przez
jakiekolwiek wyrazenie, ale niemajgce Zadnego czynnika
wspolnego z wyrazeniami, dla ktérych szukamy najwiekszego
wspolnego dzielnika; albo tez mozemy pomnozy¢ dzielng
w ktoremkolwiek miejscu roboty przez kazde wyrazenie,
ktore nie zawiera iv sobie czynnika wchodzacego i do dziel-
nika.

111. Naprzykfad: szukajmy N. W. D. dla
2x2—7x+5 1 3«2— 4 Weimy tutaj 2«2—7«-|-5
jako dzielnik; dzielagc wszakze 3«2 przez 2«2 otrzymu-
jemy na iloraz utamek; aby tego unikna¢, mnozymy
dzielng przez 2 i nastepnie dzielimy.

6«?—Ux-\- 8 2x2—7«-(-5
—6x221x+t]5 1 ~
TX—T7

Jezeli teraz przyjmiemy 7x—7 za dzielnik, a
2«2—7«-J-5 za dzielng, wtedy pierwszy wyraz ilorazu
bedzie utamkowym; lecz czynnik 7 znajduje sie we
wszystkich wyrazach tego dzielnika, opuszczamy go
i dopiero wtedy dzielimy.
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2 Xl—T7x-j-5 x—1
—2«27p2« 2x—b
—5«-j-5

o_
Tym sposobem otrzymamy x — 1 jako szukamy
N. W. D.

Tutaj nalezy zauwazy¢, ze w poczatku dziatania
uzyliSmy drugiej czescj prawidia, podanego w § 110,
a w dalszym ciggu tegoz dziatania pierwszdj czesei
prawidla. Nalezy uzywal zawsze pierwsz0j czesci
prawidta, jezeli tylko to jest mozliwem; w przeciw-
nym za$ razie drugiej czesci. W wypowiedzeniu
prawidta uzyliSmy wyrazu wyrazenie, lecz w tych za-
daniach jakie najcze$ciej przytrafiajg sie w praktyce
i jakie uczacy sie mie¢ tutaj bedzie do rozwiagzania,
czynniki ktére maja by¢ wprowadzone lub opuszczone
bedg prawie zawsze czynnikami liczebnemi, jak to mia-
fo miejsce i w poprzednim przykiadzie.

Drugi przykfad: chcemy znalezé N. W. D. dla
2«d—7x3—4pafee—4 1 3x*—I Ix 3—20c2—4*—16.

Pomnézmy drugi wielomian przez 2, i weZzmy
go za dzielna.

6«1—22«3— 4«2—8«—32 2X|—7X3—4x2-j-x—4
—6X " 21«Fp 12«24-3«"pl2 3
—x3-j- 8«2—11«—20
Mozemy pomnozy¢ kazdy wyraz tejreszty przez

—1, zanim przyjmiemy jg za nowy dzielnik, to jest
mozemy zmieni¢ w ni6j wszystkie znaki na przeciwne.
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2%4— T*3— 4*2|- * —4 | *3—8«24-2Ela>-20
—2x4p 16*3+22cc2+40*  J  2*-|-9
9*3—26*2—39*—4
—O*3r 72*2+ \09*+180
46*2—138"—084
Tutaj 46 jest czynnikiem kazdego wyrazu resz-
ty; mozemy wiec przez niego podzieli¢ tez reszte, za-
nim uzyjemy jéj jako nowego dzielnika.
¥ 3—8Xx2-\\1*-]-20 o2—3*— 4
— ocyp3ccqg= 4*
—5*24-15*4-20

rp5*2£15*+20 t
0
Tym sposobem *2—3*—4 jest N. W. D. szu-

kanym.

112. Przypus$émy, ze dane wyrazenia zawieraja
wspdlny czynnik F, widoczny na pierwszy rzut oka;
wtedy mozna uczyni¢ A~aF i B=bF." W tym razie
na zasadzie 8§ 109, F bedzie czynnikiem N. W. D.
Nalezy zatdm znalezé N. W. D. dlaai bi pomnozyé
go przez R\ otrzymany iloczyn bedzie N. W. D. dla
AiB.

113.  Przypusémy teraz, ze mamy znalez¢
N. W. D. trzech wyrazen A, Bi G W tym celu
znajdujemy N. W. D. ktorychkolwiek dwoch z tych
wyrazed, np. A iB\ niech D oznaczaten N. W. D.,
nastepnie wynajdujemy N. W.D. dla Di C, i ten
ostatni bedzie N. W. D. dlaA,Bi C

Grdyz, na zasadzie § 108, kazdy wspolny dziel-
nikd 1 a C, jest wspolnym dzielnikiem dla A, B i C
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a na zasadzie § 109 kazdy wspolny dzielnik dla A,
B i Cjest wspolnym dzielnikiem dla D i C. Przeto
N. W. \I? dlaD i Cjesgt N. W.D. dlaA.Bi C

114. = W podobny sposdb mozna wyuales¢ N. W-

X). czterech wyrazen. Albo tez: mozemy znaleZé N.
W. D. dwdch ktérychkolwiek z danych wyrazen,
i takze N. W. D. dwadch pozostatych wyrazen; .Wtedy
N. W. D. dwéch tak otrzymanych wypadkéw, bedzie
N. W. D. czterech danych wyrazen.

/

PRZYKLADY XII.

Znalez¢ najwiekszy wspdllny dzielnik nastepu-
jacych, wyrazen:
1 15*;18*2: 2. 16a%3 20a32
3. 36*4/3°; 48*°yF4 4. ,35«D33/4 49a64 43
5 4(*-fl)2 6(*2—1). “ 6. 60c+%)3 Yoc2—1).
7. li2(a2j-622 8<4—64.
8. *6—y°, *4—y4
9. *2j-8*--15, *2j-9*-|-20.
10. *2—9*-j-14, a2—I+*-|-28.
11, a22*—120, a2—2*—380.
12. x2—15*—36, *2—9=—36.
13, 36« 2{23«—22, ((37a2-2600-16.
14, *3—9*2|-23cc—12, *3—10*2f28*—15.
15, *3—29«242, * 32 —35«—449.
16. £ —41*—30, *3—11*2{25«425. ,
17, «3HH2FE7«E5, *3f8*2+19*+12.
18. o3—10*2426*—8, a3—9ic4-23ce—12.
19, 4(*2—D), 3(*4=2id-
20. 5(*2—ce-j-1), 4(*6—1).
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21, W 2f«—2, 9c3+r48as2-|-52«+16.
22. a3—4a2f2«-f3, 2icA—9«3|-12«2—T7.
23. «4(-«2-6, 3*2|-2.
24, «3—2«2f3«—H6, «2—2*,
25, «*—1, 3*3|-2«4j-4«3J-2«2|-«.
26. Xi—9«2—30«—25, «5f-«t—7«2f-5«.
27. 35«H-47*2f-13«+1, 42x1]-p41«3—9«2—9«—i.
28. X6—3«3]-6«4—7«HA-6«2—3«-j-I,

¥« b6— 36 \-2Xi—« 3j-2«2— XA-\.
29. 2«4—6«3+3«2—3«+1, «F—3«5)-«5—4«2|-

X 2«4

30, xs—i. « BB} 2« 242324
31, «2—3«—70, «3—39«+70, «3—48«+7.
32. «2—Xxy—\2y2 «2-(-5«y-|-6y2
33, 2«2|-3a«-|-a2, 3«2)-2ax—a2
34, «3—3ax—2«3 «3—a«2—4a3
35, 3«3—3xY-\-xy2—y3 4« —5«y2|-y3

X111,

Najmniejsza wspélna wielokrotna.

115, W arytmetyce ta liczba catkowita, ktéra

sie da podzieli¢ bez reszty przez inng liczbe catkowitg*
nazywa sie wielokrotng t6j ostatniej; ta liczba cal-
kowita, ktora sie da podzieli¢ przez dwie lub kilka
liczb catkowitych, nazywa sie ich wspdlng wielokrotna.

116. W arytmetyce najmniejsza wspolna wielokrot-
na dwoch lub wiecdj liczb catkowitych, jest najmniej-
szg z liczb catkowitych, ktore sie dajg podzieli¢ przez
te ostatnie liczby wszystkie. Wyrazenie: najmniej-
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sza wspblna wielokrotna, jest takze uzywane i w
algiebrze, lecz tutaj jest niezupetnie wiasciwe (patrz
§ 98). Glosek n. W. W. uzywaé bedziemy czesto dla
krotkosci, zamiast tego wyrazenia.

Objasnimy teraz, w jakiem znaczeniu wyrazenie
to jest uzywane w algiebrze.

117. Méwimy, ze najmniejsza wspdlng wielo-
krotng dwoch lub wiecej jednomiandéw nazywa sie
najmniejsze wyrazenie, ktére przez wszystkie tejedno-
miany moze by¢ podzielone', okreslenie to stanie sie
w zupetno$ci  zrozumialem po podaniu prawidta
i przyktadéw na wynajdywanie najmniejszsj wspol-
nej wielokrotn¢j jednomianow.

Prawidto na wynajdywania n. W. W. jednomia-
néw jest nastepne.

Nalezy znaleSe zapomoca zasad arytmetyki n. W. W.
dla wspotczynnikéw liczebnych', nastepnie za tg liczbg na-
pisa¢ kazda z glosek znajdujacych sie w danych jednomia-
nach, i da¢ kazdej gtosce odpowiednio najwyzszy wyktadnik,
jaki ona ma w tych jednomianach.

118.  Przypusémy naprzyktad, Zze szukamy
n vir. w, dla 1<Gabci 20ad3. Tutaj wspotczynnika-
mi liczebnymi sg 161 20, a ich n. W. W. jest 80. Glo-
ski, ktore sie znajdujg w tych wyrazeniach sg a, b,
ci d, ich najwyzsze wyktadniki sg odpowiednio 4,3,
1i 1l Tym sposobem otrzymujemy 80aWcd jako szu-
kang n. W. W.

PrzypusémyMaldj, ze chcemy znales¢ n. W. W,
dla 8ab3xX 3 z\ 12aibexd3i 16a333/4 Tutaj n. W. W.
wspoétczynnikéw liczebnych jest 48.  Gloski, ktore

%
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sie znajdujg w tych wyrazeniach, sg ab, ¢, X, v,z
a ich najwyzsze wyktadniki sg odpowiednio 4, 8, 3,
5 413 Tym sposobem n. W. W. szukana bedzie:
48aibTX ¥ iz3

119. Nastepujace twierdzenie daje najlepsze
pojecie o tom, co sie rozumie w algiebrze pod wyra-
zem najmniejsza wspdlna wielokrotna, i pokazuje za-
razem znaczenie tutaj wyrazu najmniejsza.

Gdy najmniejsza wspdlna wielokrotna dwoch lub wie-
cej wyrazen bedzie podzielong przez tez wyrazenia, wtedy
otrzymane ilorazy nie bedg mialy Zadnego wsp6lnego
dzielnika.

| tak, jezeli wezmiemy pod uwage pierwszy przy-
ktad § 118 i podzielimy n. W. W. przez dane tam je-
dnomiany, wtedy ilorazy bedg 5bA i 4ac. ktére nie
maja zadnego wspolnego dzielnika.

Dalej, wezmy pod uwage drugi przyktad §118
i podzielmy n. W. W. przez dane jednomiany; ilorazy
bedg 6azy3 4bxX 3 z3i 3abX X\ a one nie majg zad-
nego wspolnego dzielnika.

120. To, co bylo wylozone w poprzednim pa-
| agi afie, z pomoca rozdziatu o rozktadzie na czynniki
daje w wielu razach moznos$¢ znalezienia n. W. W. dla
wielomianéw.  Naprzykiad chcemy znalez¢é n. W.
W. dla 4aa-j~0)2i Sab(a-—b2. Najmniejsza wspolna
wielokrotna dla 4«2i Gaojest 12az. Daldj zauwazmy,
ze i a2—b2majg wspolny czynnik a-\-b; wiec
(a-\-b) (a-\-b) (a—h) jest wielokrotne wzgledem
(a-j-6)2i a2—b2; dzielgc za$ to wyrazenie przez (aj-b)2
i a2 b2otrzymujemy ilorazy a—b, i aAb, ktore nie
majg zadnego wspélnego dzielnika. Tym sposobem
szukana n. W. W. bedzie 12a2(«4-6)2(a—Dh).

W
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121. Najmniejszg wspolng wielokrotng dwoch
lub wiecej wielomianéw mozna okre$lic w ten sposob:
Przypusémy, ze kilka wielomiandw zawiera rozmaite
potegi pewnej wspolndj gloski; wtedy wyrazenie naj-
nizszego wymiaru wzgledem tej wspdindj gtoski, da-
jace sie podzieli¢ przez kazdy z danych wielomianow,
nazywa sie ich najmniejszg wspd6lng wielokrotng.

122. Pokazemy teraz jak znalez¢ n. W. W.
dla dwdch wielomianéw. Wszakze zrozumienie zu-
petne dowodzenia poniz6j zamieszczonego przedstawia
dla poczatkujgcego pewne trudnosci.

Oznaczmy przez A i B dane dwa wyrazenia,
i przez D ich najwiekszy wspélny dzielnik. Wtedy
A—al) i B—bD, gdzie a i b nie majg zadnego czynni-
ka wspdlnego, jak to wypada z samej natury najwiek-
szego wspdllnego dzielnika. Przeto najmniejsza wspol-
na wielokrotna dla ai bjest abh. A zatem wyrazenie
najnizszego wymiaru, ktore jest podzielne przez aD

bD jest abD. Lecz: abD—Ab—B aAE.

Stad otrzymujemy nastepujace prawidto na wy-
nalezienie n. W. W. dwdch wyrazeA: Nalezy podzie-
li¢ iloczyn tych dwdch wyrazen przez ich N. W. B. Lul>
t6z, to samo prawidto mozemy wyrazi¢ tak: Nalezy
podzieli¢ jedno z danych wyrazen przez ich N. W. D.
i iloraz pomnozy¢przez wyrazenie drugie.

123. Naprzykiad,
30 4x3—9x2—15.e-18.

N. W. D. jest tutaj x—3(§8 105). Podzielmy
X2—4x-\z3 przez x—3; iloraz jest x—1. A zatém n.

X2—

szukamy n. W. W.

dla



W. W. szukana jest (v—1) (4x3—9.v2—15"{18), co
po wykonaniu mnozenia daje: 4«t—13x3—6«2)-
33«—18.

Dogodniejsza jest czesto rzeczg przedstawic
n. W. W. pod postacig iloczynu wskazanego, ztozone-
go z czynnikow, anizeli jako ostateczny wypadek, po-
wstaty przez wykonane mnozenie. Wiemy ze N. W.
D., wtym przypadku x—3, dzieli bez reszty 4«3—9.72—
—15«-j-18; przez dzielenie znajdujemy na iloraz
4«2|-3Ec—6. Stad n. W. W. jest;

(x—3)(x—1) (4«2}-3«—6). ”

Jako inny przykfad, przypus¢my, ze szukamy
n. W. W. dla 2«¢2—7«-)-5 i 3«2—T7«-)-4.

N. W.D. jestx—1, patrz § 111.

Przeto:

(2«2—T7«--5) : (x—1) = 2x—5,
(B«2—T«+4) : (« _1)= 3«4,
u W. W. bedzie wiec:
(«—1) (2x—75) (3«—4).

Daléj jeszcze szukajmy n. W. W. dla 2xi—
—T7«3—4«2-f«—4 | 3ch—1«3—2— 4«-16. N. W
D. jest tutaj: «2—3«—4: (patrz § 111)

Bedzie:

(284—7«3—4f2)-«—4): (x2—3«—4) = 2x2—«-~j-1,
(B« I« 2—2*2—4x—16) : («2—3«—4) = 3«2—
—2«+4.

A zatSm szukana n. W.W. jest:

(«3—3«—4) (2«a—xA-\) (3«2—2«-|-4]
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124.  Widoczng jest rzecza, ze kazda wielokrotna
wspoblnej wielokrotnej dla pewnej liczby toyrazen, jest takze
wspdlng wielokrotng dla tychze wyrazen.

125. Kazda wspolna wielokrotna dla dwoch wyra-
zen, jest wielokrotng najmniejszej wspolnej wielokrotnej
tychz wyrazen.

Niech A i B bedg dwa wyrazenia, ktérych n.
W. W, jest M, i niech N oznacza jakgkolwiek inng
wspblng wielokrotng.  Przypusémy, jezeli to jest moz-
liwém, ze A7 podzielone przez M, dajena iloraz qi na
reszte R. Wtedy R—N—gM. Lecz A i B sg dziel-
nikami dla M i N. a zatem musza one dzieli¢ bez
reszty i R (§ 106). Ale z natury dzielenia wypada,
ze R jest nizszego wymiaru anizeli Ji; tym sposobem
R byloby wspblng wielokrotng dla A i B, nizszego
wymiaru, anizeli ich N. W. W., co podtug okreslenia
n. W. W, byé nie moze. Przy dzieleniu wiec N
przez M nie moze pozosta¢ zadndj reszty, czyli N
jest wielokrotnem wzgledem M.

126.  Przypus¢my teraz, ze chcemy znale$¢
N. W. W. wzgledem trzech wielomianow A, B, C.
W tym celu wynajdzmy N. W. W. dwdch ktorych-
kolwiek z nich, np. A iB;niech Albedzie tg n. W.

W wtedy n. W. W, wzgledem M i Cbedzie zgdang
N. W. W. wzgledem A, Bi Q

Gdyz kazda wspdélna wielokrotna dla M i Cjest
zarazem wspolng wielokrotng dla A, Bi Cna zasa-
dzie § 124. Koéwniez: kazda wspolna* wielokrotna dla
A i B jest wielokrotng wzgledem M, na zasadzie

Todh. Algiebra. 7
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8 125; stad kazda wspoélna wielokrotna dla M i C jest
wspolng wielokrotng dla A, B i C Przeto naj-
mniejsza wspolna wielokrotna dla M i C bedzie naj-
mniejsza wspolng wielokrotng dla A, B i C.

127. W podobny sposéb mozemy znale$¢ naj-
mniejszag wspolng wielokrotng i dla czterech wielo-
mianow.

128. Teorye najwiekszego wspolnego dzielnika
i najmniejszej wspolndj wielokrotnej nie sg niezbednie
potrzebne do nastepnych rozdziatdw niniejszego dzie-
fa; dla tego tez jezeli uczacy sie znajdzie w rozumie-,
mieniu tych teoryj jakiekolwiek trudnosci, moze je
odlozy¢ do czasu, gdy studyowac bedzie teorye row-
nan. Za to zadania dotgczone do poprzedniego i do
niniejszego rozdziatu muszg by¢ starannie przerobio-
ne z powodu ¢wiczen, jakie podajg we wszystkich za-
sadniczych dziataniach algiebry.

PRZYKLADY XIIf,

Znale$¢ najmniejszg wspolng wielokrotng wzgle-
dem nastepujacych wyrazen:

1 A4, 6ab2; 2. 12adx, 18abx3
3. 8axy3 \2bx32A 4. (a—b)2 a2—b2
5  A4«(«+0); 6¢(,»fb»); 6. a2—bh2 a3—b3
7. x2-3x —4, x2—x—12.
8. «U-5a273a;4-2, #46x+8.
9. 12%4-5s—3, GT3HH2—X.

10. X%-6x2-yi\x—6, x3—9x-2Qx—2i.

11, a83—7x—6, MB3F&2-FHm>-40.
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12, xiy~x3\-2x2-\-x-\-I, x*—L

13, Xi—2*3—3x2~]~8x—4, Xi—5?3207—16.
14. xi-\-ax2\-ai, x*—ax3—aX~-at.

15. 4dad*c, Qabx2 18aXc3

16. 8(a2—2, 12(«+08)2, 20(a—0)2

17. 4(a-t-6), 6(a2—b2), 8(a3+ ¢ 3.

18. 15(@Pb—ab2), 21(a3—ab2d, 35(a62f063.
19. x2—I, x3fl, x3—I.

20. —i, x2yi, §*—% xs—L

21, *2—1, «»-j-l, x3—I, ac4-I.

22. X2H+ZxA-2, x2+ix\-3, **4746.

23, x2\-2x—3, £#3.*2—x—3, X 34226
24.  x2\-5x~yi0, x3—1922—30, x3—15%—50.

XIV.
Utamki.

129. W tym i nastepnych czterech rozdziatach
mowi¢ bedziemy o utamkach: przekonamy sie z nich,
ze prawidfa na dziatania z utamkami asalgiebrze zu-

petnie sg podobne do tych prawidet, ktére juz znamy
z arytmetyki.

130. Przez wyrazenie ~ 0znaczamy, Ze pew-
na jedno$¢ jest podzielona na b czesci rownych i ze
takich czesci bierzemy«. Tutaj" ~ nazywa sie u-

lamkiem; a nazywa sie licznikiem, b za$ mianownikiem.
Tym sposobem mianownik pokazuje na ile czesci réw-

nych jedno$¢ zostata podzielona, a licznik—ile takich
czesci bierzemy.



92

Kazda catkowita, lub wyrazenie catkowite moze
by¢ uwazane jako utamek, majacy za mianownik jed-
nos¢; tak np.

b-(-c
...,..T.~

131. Aby wyrazi¢ utamek w postaci liczby

catkowitdj z utamkiem, czyli iloSci mieszandj, uzywa-
my nastepujacego prawidia zaréwno w algiebrze, jak
i w arytmetyce:

Nalezy podzieli¢ licznik przez mianownik tak daleko
jak tylko mozna, i doda¢ do ilorazu utamek, majacy za
licznik resztg, a za mianownik dzielnik.

b-\- G—

Przyktady:
24a 33 _3«
2\'6ab 2ab
atb - 2T b
B—6" 14 X 42 N X —2
oarta I3y araa *V8 xo gt

Zwracamy tu uwage uczacego sie na przejscie od
przedostatniego do ostatniego wyrazenia; przejscie to
jest w rzeczywistosci przyktadem na uzycie nawiasu,
mianowicie:
-f (—*+ 2)= —(x—2).

132. Prawidto na pomnozenie utamku przez
liczbe catkowita: *

Nalezy albo pomnozy¢ licznik albo tez podzieli¢
mianownik przez taz catkowita.

W rzeczy samej: niech - oznacza jakikolwiek
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utamek, a cjakakolwiek liczbe catkowita; wtedy be-

dzie ~j~X 0—'~j- m Gdyz w kazdym z utamkdéw -
i a°~jednosc¢ jest podzielona na jednakowa liczbe

ac t ,
czesci 6; lecz w utamku crazywiec$j tycb cze-

§ci jest wzietych, anizeli w — , stad -y- jestc razy
a.
pe-r

To jest dowodem pierwszego sposobu wyrazenia
prawidta.

Dalej: niech oznacza jakikolwiek utamek,
a ¢ jakakolwiek liczbe catkowitg; wtedy bedzie

~-Xc= -y ¢ Gdyzw kazdym z utamkéw i
—61 taz sama liczba czesci jest wzietg, mianowicie a;
lecz w utamku 6 kazda cze$¢jest ¢ razy wiekszg

od kazdej czesci w utamku albowiem w "~ -jed-

nos¢ jest podzielong na c razy wiecoj czesci, anizeli w
~ ; stad — jestcrazy wieksze od

.1 to jest dowodem drugiego sposobu wyrazenia
prawidia.

133. Prawidlo na podzielenie utamku przez
liczbe catkowita:
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Nalezy albo pomnozy¢ mianownik przez te catkowi-
tg, albo tez licznik podzieli¢ przez tez catkowita.

W samoj rzeczy: niech oznacza jakikolwiek

utamek, a cjakakolwiek liczbe catkowity; wtedy be-

dzie Grdyz ~ jest crazy wieksze od
na zasadzie § 132: zatSm 2 jest i czescig
utamku %/o

To stanowi dowod pierwszego sposobu wyraze-
nia prawidta.

Dalej: niech znowu
a c liczbe catkowita; wtedy bedzie -y~: c=-*-vGdyz
—jafJ(—: jest crazy wigksze od ?p~ na zasadzie §132; a

przeto -¢- jest - - czescig utlamku

| to jest dowodem drugiego sposobu wyrazenia

powyzszego prawidia.x

x 134. Jezeli licznik i mianownik jakiegokolwiek
utamku pomnozymy przez jedne i tez sama liczbe catko-
wita, wtedy warto$¢ utamku nie zmieni sie.

Gdyz jezeli licznik utgmku pomnozymy przez
pewng catkowita, wtedy utamek bedzie pomnozony
przez tez catkowita; wypadek ten zostanie podzielony
przez tez samg catkowita, gdy mianownik bedzie
przez nig pomnozony. Lecz gdy jakakolwiek liczbe

oznacza pewien utamek \
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pomnozymy, a nastepnie wypadek podzielimy przez
jedne itez samg liczbe catkowita, wtedy wypadek
ostateczny miod bedzie takg samg wartos$¢, co i dana
liczba.

Toz samo moze byé wyrazone jeszcze w ten
sposob: jezeli licznik i mianownik ulamku podzielimy
przez jedng i taz sama liczbe catkowitg, wtedy war-
to$¢ utamku sie nie zmieni.

Oba te sposoby ustnego wyrazenia powyzszej
wiasnosci utamkow, sg zawarte w wyrazeniu alge-

. a ac
braiczném: -y = -y- .

Twierdzenie to jest bardzo wielkio)j wagi:—
wiele dziatan z utamkami na niem sie opiora, jak to

zobaczymy w nastepujacych rozdziatach.

135. Dowodzenia dopiero co podane,
znaczenie tylko wtedy, gdy kazda gtoska oznacza
pewng liczbe catkowita dodatng; z tom wszystkiem
twierdzenia powyzsze przyjmiemy, jako prawdziwe dla
jakiegokolwiek znaczenia gtosek. Przyczyny dla kto-
rych tak przyjmujemy, uczacy sie moze pozna¢ poz-
niéj z obszerniejszych dziet o algiebrze. Twierdze-
nie zawarte w § 134 jest najwazniejsze; czytelnik
wiec powinien pamietaé, ze przyjmujemy, iz zawsze

mjest prawdziwem w algiebrze, ze jakiekol-

wiek by z,resztg liczby oznaczaly gloski a,b\c.
Naprzyktad, jezeli podstawiemy —1 zamiast e

o . a —a
wtedy miec bedziemy — — .

majg
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Réwniez:
i _ —a , a f —a a
—bAXT; + b ~ D ~'~72)=
—a a
~ t —T =m

Podobniez przyjmujac, zey X ¢ jest zawsze

réwne -y -, otrzymamy nastepujgce wypadki:

a\, 1 —a « « n —2a 20
TX~1~~5~~~~7 T x~2=— = —

PRZYKLADY XIV.

Nastepujace utamki wyrazi¢ w postaci ilosci
mieszanych:

25a 36ac-j-4« 0 mB8az+35
L 2
7 9 ’ VRS

4 1222—Fy 1 5 aZ—Ha—j—Z

6a Aj-3
g 202—ba—1 7 A3f-aA2—3ax—3a3

x—3 Xx—2a ’
8 X 3—2a?2 a*f1 x4—1
©R-AFP X-rp 10- A

Pomnozy¢: A

u. éﬁ% Przez % 12 gg?_gg przez 3(a—5)..
3(a—bH)

8(«3j-53 przez (%8552 . #
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“oe przez *+1 m
Podzieli¢:
15. przez 2a. 16, moa(~ f— przez Ba—25 .
17. przez 5(azj-a6-|-52 .

G
18. AZ-I——f—iL przez a2—«4-1 .

XV.

Skracanie utamkdw i sprowadzanie ich do jednako-

wego mianownika.

136. -Zastosujemy teraz twierdzenie, wyrazone
w 8 134 do dwdch waznych dziatan: do wyrazania
utamkdw w najprostszoj postaci czyli skracania utam-
kéw, i do sprowadzania utamkéw do jednakowego
mianownika.

137. Prawidto na skracanie utamkéw: Nalezy
podzieli¢ licznik i mianownik utamku przez ich najwiek-
szy wspolny dzielnik.

Naprzyktad: wyrazi¢ utamek-yyyy w naj-

prostszej postaci. N. W. D. licznika i mianownika
jest 4a3b2; dzielagc tak licznik, jak i mianownik przez

s
4a®2, otrzymamy na zgdany wypadek §‘/"S/ To jest:
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utamek —as—(yjest rowny _(%ai{ﬁg_’ lecz jest wyrazony
w prostszej postaci; a nawet méwimy, Zze jest wyra-
Zonym W najprostszéj postaci, gdyz juz uproszczonym
daléj byé nie moze za pomocg zasad, wylozonych
w § 134.

Dalszy przyktad: wyrazi¢ utamek

w najprostsi postaci. N.W. D.
dla licznika i mianownika jest x—3; dzielgc i licznik
i mianownik przez «—3, otrzymamy zgdany wypadek:

4x2-\-3x—6

W niektorych przypadkach mozemy poznaé, ze
licznik i mianownik majg wspdélny czynnik, nie uzy-
wajac prawidta na wynajdywanie najwiekszego wspol-
nego dzielnika. Tak np*

(a—b)2—c2 (a—6-(-c) (a—b—c) a—o6-j-c
a2— (6-j-c)2 (a—p+-) (a— b—rc) a-j-3-f ¢

138. Prawidto na sprowadzanie utamkéw do

jednakowego mianownika:  Nalezy pomnozyé licznik
i mianownik kazdego z utamkéw, przez iloczyn mianow-
nikéw pozostatych utamkow.

Naprzyktad: sprowadzi¢ utamki a 2 i e—j do

jednakowego mianownika.
a adf c cbf e ebd
T=Hdf" dbf > 7/ fbd

cbf ebd

bdf ) .
Tym sposobem I g S8 utamkami
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tych samych odpowiednich wartosci, co i utamki
a ¢ ii- i majgtenze sam mianownik bdf.

Prawidto podane powyzd6j w tym paragrafie, da-
ie moznos$¢ sprowadzenia zawsze utamkéw do wspdl-
nego mianownika, ale nie zawsze do najmniejszego
wspdlnego mianownika. Dla tego tez dogodniejszg
iest czesto rzeczg uzywac innego prawidta, ktoie
w t§j chwili podamy, iza pomocg ktérego mozemy
utamki sprowadzi¢ do najmniejszego wsp6lnego mia-
nownika.

139 Prawidto na sprowadzanie utamkéw do
najmniejszego (najnizszego, .patrz § 98) wspolnego,
mianownika. Y A

Nalezy znale$¢ najmniejszg wspo6lng wielokrotng
wzgledem mianownikéw, i przyja¢ ja za mianownik
wspolny- dla wynalezienia za$ nowego licznika kazdego
Jamku, nalezy pomnozy¢ kazdy z licznikow przez iloraz,
powstaly z podzielenia mianownika wspdélnego przez mia-
nownik, odpowiadajagcy temuz licznikowi w danym
utamku.

Naprzyktad: utamki-* Xy sProwa_

dzi¢ do najmniejszego wspdlnego mianownika. Naj-
mniejsza wspdlna wielokrotna wzgledem mianowni-
kow jest xyz, i

a ax . h

~yz Xyz ZX X' xy Xyz
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PRZYKLADY XV.

Nastepujagce utamki wyrazi¢ w najprostszej po

staci:

10.

12.

14.

16.

18.

20.

21.

22.

23.

12a*bX
18ab%

10a2x
5a2x — 15«y?2
«3j-33
a2—b2
E+10g+21
x2— 2« 15
x 2-\-(a-"b)x-\~ab
a2+ 3 j« —-C)X~j-dg
3ar2d23ar— 36
4*2j-33«—27 '

a2-(-a<5 a2-\-ab
a2— «3
4(«43)2
5(a2_3fl
x2-L 3x-\-2
«24-6a:+5 ’
9 _ 2x2lx~IS
2719x4-35
11. a;2— (a-\-b)x-\-ab.
2 (c—a)x—ac

(z+ay-(6+c)2
(¢e-\~b)2~ (a-j-c)2

iCX+5.«+6
I3+ Mo 15. 3—46*—21
m2+9a:4-20 17 X2-\-x—42
~«3-7a32j-14A(-8 " a3—10x24-21*4-18
6xt—lla‘g-j—5 . 19 20.g24-ar—12
3ar3—2a2—1 " \2X3— 5x2-\-5x—6
X 2— 2<ix~\-a2

X 3—2ax2A-2ax —a3 '
2ar3—5Xx2— 8x— 16
2X3Ir HIx 2\-16x+W -«
a3—3ax-f-2a3
2x3\-ax2-\-ax —4a3

X3—8x—3
oA—T1.r2-(- -

24 art4 a2ar2+ a

25.

27.

29.

31.

33..

35.

36.

37.
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X 3—x2— Ix-\-2 3-vi— l4ar3
NVEA\-2x3\-2x— 1" 26. 2Xi—9a'3—
3ar3— 75aix 28 Xi—1
23,14 'l 3a2«24 -1 5«1 Co«—1"
X*\-X3+£EC24-.r-t-1 30 xa\-ax ¥y
X5—1 B
X i-\-ax2-\-ai XmHyiu
ccc—ab 32. gSimyn-\\

Nastepujace utamki sprowadzi¢ do najmniejsze-

3 4 1 3
Jar’ @2’ lglG' 81’ «41 * 4*44
X
X2—1
a X a ax
X—a’' a—X' X2—a2’= «2—X2
a b ab b2
a—b’ «4-3° a2—bh2! aA3?2
1 X 3 4 5
a—1l" @12’ x+] 7 (*41)2 a1
a ad”r ax
x—a ' a2 aarda@ ° xa a3
\Y% 1 a2 .
Xx2—ax-\-a2 > «24 darda22 = T4 «2a2 «t
1* 1

x 2— (b-{-c)x-\-6¢c
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XVI.
Dodawanie i odejmowanie utamkow:

140. Prawidio na dodawanie i odejmowanie
utamkow: Nalezy sprowadzi¢ uiarnki do jednakowego
mianownika, i nastepnie doda¢ lub odja¢ liczniki, i pod-
pisa¢ pod summa, lub rdznicg mianownik wspolny.

Przyktady. Dodaé —j— do — °, Ponie-

waz te utamki majg, juz jednakowy mianownik, przeto:
a\-c a—Cc ajcja—0 Z2a
b 1 b — b ~~J~ "
od: da—2b odjag Za—4b
4a—3b Za—4b _ 4a—35—3a—4b)
c e 0
__ 4a—3b—Za-f-4b afb
c c
Wszystkie dziatania uczacy sie powinien wyko-
nywa¢ w zupetnosci, tak jak to jest pokazane w ostat-
nim przykfadzie w celu uniknigecia pomyitek.
Dodac: -Aqr do . .
Tutaj wsp6lnym mianownikiem bedzie iloczyn
z a-f-b przez a—b, to jest a2—h2 #
c __clabh _ ¢ <9
a\b a2bh2 ’ a—b a2—bh2"
c(a—bh)-f-c(a-f-b
Przeto iy O
ca—cb-f-ca”-cb 2ca
a2—bh2 a2-h2
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‘a\-b ., a—b
Od: a—b odjac: a-f-b
Mianownikiem wspolnym jest a2—b2.

a-f-b__ (afb)2 _a—b_ (a—b)2
jl—b— a2—b2 ’ a-f-b ,a2— h2

Przeto:
a-\-b a—b_ (a]/>)2— (a—h)2
a—b a-f-b a2—h?
_ a2f-2ab-f-b2— (a2—2ab-f-b2) _ 4ab
a3—h2 a2—h2
x-(-1 4*2—392

Od: \ o sxfz OWAC gxs gxa |sarj18

Na zasadzie § 123, najmniejsza wspdlna wielo-
krotna mianownikow jest:
(*—1) (*-3) (4x2f-Zx—H);

a+tl  _ __0+1) (4r2f 3*-6)

x 2—4x-f-3 (x—1 (x—3) (4x2\-Zx—H)
4*2—3ict+2 ' @e2—2zx-f-2) Q 1)
4A3 9jj4l_i5™ | i8 ~' {x—1) (*—3) (4*A-3*—H)

Przeto:
x-f-yY 4x2—3*4-2

x2—a 43 — 4*3—9*“—15*+18 ~
(*4-1) (4*2f 3*—6)—4*2—3*4-2) (x—1) _
(x—=1) (*—3) (4icz)-3*—6)
4%3+ 7* 2—3*—13—4*3—T7*2+5*"—2)
= (x- 1) (*-3) (4x&j-3*—6)
14*2—8*—4
(x— 1) (x— 3) (4x2f-Sx—6)
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141. Niekiedy wypada nam zamieni¢ ilos¢ mie-
szang na ulamek-, jest to po prostu jeden z przypad-
kéw dodawania lub odejmowania utamkdw.

Przykiady:
ad-— — — - i-1-® jlI. aefo
c 1 " ¢ c ' c c
a-i- ~ _ 44 0 26 _ a@j&r
a~\-b 1 a-fe0 - a0 aA-b
a2)-3ab
“afo e
-e-j-3-—-----F—2 - xIr% *—2
2-3*44 ~ 1 X2—3*+4
0+3) @2—3x+4) «—2
te2—3.r-f-4 —3NM—4
_ mi—5.r+12—x—2) x3—fo+12—;r+2
x2—3x-\-4 X2—3.r+4 '
_ x2—gefH
(+N3++4
142. Moga sie takze przytrafic wyrazenia,

w ktérych nalezy wykona¢ i dodawanie i odejmowa-
nie. Tak naprzykiad: przypusémy, ze mamy uproscic:
ab
sji T %2 b2 a2+ b2-
najmniejsza wspolna wielokrotna dlg mianownikéw
bedzie: (a2—b2 (a2+b32), to jest ««-b*
a__ a(abh)(@2063 a=—ad-\ad2- -gh3

a‘\-b ad—o4 . a*—64
_ab _ ab(az+d2 ad-\-ab2
a2—h2 a*—04 ~ a4—b4

a2 (a2—02 ad—a2?
02—t D2 a4—o4 a*—04
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P ) a ad a2
8100 g a262 a2 62
® a4—adP-\-ab2—ab3\-adb-\-ab3—(ad—a22)
a4—6*
_ad—ad+ab2—adF ad+ad3—ad «B2_
a4—o4
_ 2az32
a2—o04

Uproscic: (510)‘(5:0}4 Wep—ay
4 - (_C:a_)l

Zwracamy szczeg6lng uwage uczacych sie na
ten przyktad. Prawdopodobnie kazdemu poczatkuja-
cemu przyjdzie w pierwsz6j chwili na mysl wzigs¢
iloczyn z mianownikéw za mianownik wspolny; gdyby
jednak tak uczynit, zrobitby niepotrzebnie wszystkie
rachunki niezmiernie pracowitemi.

Drugi utamek zawidra czynnik b—a w mianow-
niku; czynnik ten rézni sie od czynnika a—b, znaj-
dujacego sie w mianowniku utamku pierwszego, tyl-
ko znakiem kazdego wyrazu; na zasadzie za$ § 135

mamy: (b—e) (¢-a) — ~ (b—<)(a—b)'

.Réwniez i mianownik trzeciego utamku moze
by¢ przedstawiony pod postacig, ktora jest dogodniej-
szg dla nas; gdyz na zasadzie prawidta znakéw mamy:

(e—a) (c—h) — (a—<) (b—0). -
Tym sposobem dane wyrazenie moze by¢ przedsta-

wione pod postacig;
Algieb. Th. 8
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(a—b) (@—0) (b—<)'(@—Dh) " (a—c)(b-c)”’
i pod tg postacig widzimy odrazu, ze n. W. W. wzgle-
dem mianownikéw jest: (a—b) (a—c) (b—t0).
Sprowadzajac utamki do najmniejszego wspol-
nego mianownika, zamienimy dane wyrazenie na na-
stepne: =
a(b—c) —b(a—<c)-j- c(a
(a—b) (a—=c) (b—0)

. . z ab—ac—ab-\-bcA-ac—hc n
tojest: (a_b(@ e @Gl— «~»
143. w tym rozdziale pokazalismy, jakim spo-

sobem mozna kilka utamkéw potaczy¢ w jeden.
Odwrotnie: mozna jeden utamek roztozyé na
kilka utamkdéw, jezeli to uwazamy za potrzebne.

Naprzykitad:
3bc—d4ac-\-5ab 3pe 4dc Sab 8 4 4
abc abc abc 'abc a b

PRZYKLADY XVI.

Znale$¢ wartosci?nastgpujgcych wyrazen:
3a—bb « 2a—b—c . a4-b\c

1 73 AN~W o~ -

2 a—6 a\b
a , b
3 a—b * a\b’

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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G c
a—b  a-\-b
1 1
6C } eg'c } ab
1 4 %
X2—y2°
1m3y 1—3x
1—3#  1+3#*
a X
x(a—x), a(amx) ' »

a 1)
2a—2b ( 2b--2a
a , 3a 2ax
a—Xx a-\-x a2—x2’

a—2b b—3c . 4ab-\-3bc
3c 2a 6ac
a—b . 2a a3\-a2b
b a—b a2b—h3
2b—a , b—2a , 3x(a—b)
x—b 1 x+b Xx2—h2
3 5 2x— 71
X 2x—1  4x2—1'
1 3 . 2x
X—2 (x+2)2 -
1 1 a

a—b la-\-b a2—b2’
a-\-x , a—X a2—x?2

a—x *a-\-x a2-\-x2’

8*



18.

19.

20.

21.
22.

\

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

3L
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1 2 1
we=1 x\-2 X)-3

X 2K 4. *
Xx—1 K+l 1w—2'
DK *y oY
y Kty  X—y

w2 X
—1  K+1’
*» . oX .

Tk+1l 1X-lY
1 2_
X—a lxja @

a , 4a253
a—b la+¢
n2
X2—1 “ xﬁl].' W+1

a , 3 28K
a—x la+) axx2

3 1 X+K

X

1
Vi
+

r—

w3
E+4"" x*-Ax+161" xH 64

1 C i L
wW—a2'"r (k+a)2 (k—a)2
Ho+a+a2 2—aK-j-a2

*3—a3 #3 a3
Ho+ L+ 2 2

Xy Xy-\-yr  x2-\-xy

32.

33.

34.

35.

36.

3r.

38.

39.

40.

41.

42,

43.
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NO—D20613 | K2 1
WEL kL

O—3) O—4)  (v—2) (r—4)
1
(*—2) (—3)
1 2%3 1
KOK+L)  XKOK--1) 0K)-2)  KOk+2) !
1—2x R 7 1
3oK2—K+I) + 20k 1) 6OKHL) e
X—y S
HE—KY+y2 ' K+y ' x3ty3
1 . «-Y . Xy—2x2
M=y HHKy-)-y2 ' H3—y3
w1 w—1 , 2
HEK+L + oL oKL
a\b . a—b ,2(ax\-b%)
ax-\-by ax—by ' ax2\-b32
2K 1 1
M1 MK+l LK +L e

1 3
He—Tx+12 »e—fws' HO—5x+4
1 1 . 4a 2a
K+a k—a w—a2 wta?2'
1 1 2b 4;3
a—6 a+6 a2-f02 a4+4
1 1 | 3 3

»—3a xI-3a 1x+a xa’



45.

46.

47.

48.

49.

50.

IR

52.

53.

54.

55.

56.

1
a—>b a—b
c
(x—a) (a—bh)
a
{x—a) (a—Dh)
a2
—-"'_°|_ N
i
(a—b) (a—0)
b
(a—h) (a—=)

l '
(a—b)(a—0)
1

a(a—bh) (a—) ™

(a—bf (a—c)ril (h
1

no

6 J__ =
a aty
c

"' (x-b) (b-a) m

L (x—b) (o—a)

2
" (x—b) {b—a)

1
" (b—a) (b—2)

" (b—a)(h—C)

(b—Bb—0) * (c—i
1

" n2—(5-}-c)a;-{-6¢

X 1-i

R—

- &0
—a%o—0* (c-
4-

: x*—(a-\-c)x-\-ac

" X2—(¢-i-ME-}-be

("T&) (a-c) (x-a¥Y(b-a) (b—c) (x—1

+ (0—a) (c—b) (c—<)"

1
a—-26
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XVII.

Mnozenie utamkow.

144. Prawidto na mnozenie utamkow:

Nalezy pomnozy¢ licznik jednego utamku przez licz-
nik drugiego, i to bedzie licznikiem iloczynu-, i mianownik
jednego utamku przez mianownik drugiego, i to bedzie
mianownikiem iloczynu.

145. To prawidto dowie$¢ mozna w ten spo-

sob: Niech ~i ~ bedag dwa utamki, ktére majg by¢
przez siebie pomnozone; uczyrmy j- — x,i * = Y-
Przeto: a — bx,
i: c — dy,
Stad: ac = hdxy,
podzieliwszy te ilosci rowne przez bd, otrzymamy:
ac
bad'

. a., c
Lecz: Xy~b X d :
. a c_ac
wiec: 'y 4T M
Ale ac jest iloczynem licznikdw, a bd jest ilo-

czynem mianownikéw danych utamkdéw, przeto pra-
widto jest dowiedzionym.
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W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ prawi-
dto w tym przypadku, gdy bedzie danych do pomno-
zenia wiecej niz dwa utamki.

146. Damy teraz Kkilka przyktadéw. Zanim
wykonamy mnozenie tych czynnikéw, ktérych iloczyn
bedzie nowym licznikiem, jako tez i tych czynnikdw,
ktérych iloczyn bedzie nowym mianownikiem, powin-
nismy najprzéd przekonac sie, czy sg jakiekolwiek
czynniki wspélne w liczniku i mianowniku, a to w celu
opuszczenia ich, przez co wypadek bedzie uproszczo-
ny; patrz § 137.

PomnozyC a przez - .
a a b ab
a==T;rxo=T%*

Stad widzimy, ze a . E i ab% sg rdwno znaczne, tak np.

* 7
4. % =—?’—; i réwnie: A (Qx—gs\L % 3.

. w
PomnozycC: - przez - .
y Yy .

X X_x\x__ X2

yX y~~yXy~y*

wiec 10 X2

uy ’

Bomnozy¢ 3 przez
3aw 8 _daX8c _ 2cXl2a 2
W X 8a~~4;X94 —30X12a 3b'

8
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., 3a2 4(a2~- b2)
Pomnozyc: przez- —

322  4(a2—63) 4a(a—;)X3a(«-F %Y . da(«—y) _
0(a-(-0)X3«(“+7")  ((es-)-6)

Pomnozy¢ -f-lprzez ¢(-+ ——i-

a b . _a2,b2 .ab a2\b2\ab
T '"-a'"*“ ad ' ab ' ab~~ ab
athb | a2 | b2 ab a2\-b2-\-ab _
b 1-a ab' ab ab ab

a2\-b2-\-ab” a2+ b2—ab (aA-b2A- ab) (a2jrb2—ab)_
(a2_) ’\2)2 a2bZ a*4- 0*4 a&Z

azg ’ ax2
Albo téz'mozemy tak postgpic:

Oba te wypadklb sg jednakowe, gdyz:

2 , ,, al-04+a202
(2+M+ 1 —  aXr
o i_a2 l— _ ab
Pomnozyc: przez 1przez6+ x_-

MoglibySmy pomnozy¢ przez siebie najprzod
dwa pierwsze czynniki, a nastepnie iloczyn pomnozy¢
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oddzielnie przez b i przez ~ , ite iloczyny dodac;

lecz dogodnidj jest zamieni¢ ilodé mieszanac. i > 4PA
na utamek. .

Tym sposobem:

, . ab ((1—a)d«o b

l—a 1—a ~1—a'

Wiec:
6—a\ 162w b _ (1—a2)(1—b2db___ 1 —b
b-\-b& a-f-a®X 1—a 0(1+0)a(l+a) (1—) a

147. Jak w poprzednich rozdziatach, réwniez
i tutaj podajemy kilka ogélnych wyrazen, ktore ucza-
cy sie musi nateraz przyja¢ za wyjasnione, i uzywac
w dalszym ciggu jako prawidet, przy przerabianiu
danych zadan. Patrz 88 63 i 135.

Pomnozy¢ y przez — y-.

bX d 06X d bd bd

Pomnozyc'————?/ przez —Cj .

~TT'"~d~"bd — bd\
Pomnozy¢é —" przez — vy .

a cC —a —C &
~JNr~'d~~rX~d~~"Td"

10.

11.

12.

13.

14,

15.
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PRZYKLADY XVII.

Znale$¢ wartos$ci nastepujacych wyrazen:

2a Qe

2 nye
3bX 5a* ’ [)gac\i gb‘
ad bz:v c2a 4 23 x 42
P xyz X x—1% T AX(r+2)2
6
ab

o+ «)(* a+o/

x{a—X) a(a+ar)
a2\-2ax-\-x -2aar-Uji2"

xeqy6 X W X+Yy.

Xi+-2xY+r a2—ary+y2 «3—y%
X1— (a-\-b)x-\-ab  x2—c2
xz-(a-\-c)xA-ac x2—b2’

a+ary | R y\
X2H Y20 \X =y T ad-yf’
C

o 2\x

N
*U-JL_ - Y
AW a f
x2—2a+|sya2—4*+4 -6ar-j-9

a:2_ 5" )-6X x2 dar+3v§ a®—3»—2
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XYIII.

Dzielenie utamkow.

148. Prawidio na dzielenie utamkéw: Nalezy
dzielng pomnozy¢ przez odwrécony dzielnik.

149. Mozna dowie$¢ tego prawidta nastepuja-
cym sposobem.
Przypusc¢my, ze mamy podzieli¢ przez

uczyimy -y —x i ~f—  st4n;

a—bx, i ¢c= dy\
i daloj: ad ==hdx, i be=. bdy,
ad__bdx__ x

a zatem: oc ..._de__ y

. X - —
Lecz: —y——x..}g-— %7}: ,
.. a ¢ _ ad a_d
przet®: . = =r_rx —

X
150. Damy teraz kilka przyktadow:
Podzieli¢: a przez f—

a a b_a C__ ae
17 ~T:-S ~~§~-

Podzielic 3a 9a
odzielic T+ B2z, i

a=
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3 .9a__ 3 8 _.2eXl2a __ 20 _
"46~: 8c — 46 X 9a ' 6bX\2a 1)
a6-02 _ b2
prZ6Z a2-o6 2 *
a6—02 o _ab—b~Af_ —No
a2—0a_ (a+0)2X &

_6(a-06) (a+0) («-& _ (g—96)2 .

— 02(a+ 6)2 b) *

151. Wyrazenia utamkowe ztozone, mogg byc¢
upraszczane przez zastosowanie prawidet poprzednio
podanych, a odnoszacych sie do utamkdéw.  Nastepne
przyktady objasnig uzycie tych prawidet:

Uproscic: o Jb+’ Rp 3\ s REH° Aaz+no\) '

ctAb a—b (a-j-0)2}-"—&a_ 2a2j-262

a—o0-' a-\-b {a—b) {aA-b a2 bl

aA-b a—b (a+td6)2(a-0)2_ 4ad

a—0 a-j-6 (a—b)(a‘h)

2a2f2062 Aab _ 2a262 _

a2 /yT : a2 52— a2—02 A 4ad 2a6
W tym przyktadzie z czynnikami a—b i a+4 sosi«70
wykonane mnozenie, i iloczyn a2—02 byt uzytym za-
miast (a+¢) (a—06). W ogolnosci jednak korzystnisj
jest wia wykonywa¢ mnozenia czynnikow w ciggu dzia
fania, moze sie’bowiem przytrafi¢ sposobno$¢ opusz-
czenia czynnikdéw wspélnych w liczniku i mianowni-

ku. Mnozenie takie nalezy pozostawi¢ na sam ko-
niec w ostatecznym wypadku.

Podzielié:
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Uproscic: N
1% o-a
3—a , «+1 3—«+«+!_
0—a ¢ 33— a 3—a'
3—a

17 1X 4

3—a 4a 3—a 3+3«
«p-A A
B+3« i
oy X 3« B+3«

Znale$¢ warto$¢ wyrazenia:

14

2x-gl2 a- X p _ ab
\2&—b] - 17-X w ktérem x = «+'r¥
5 a 2ab a 2&—«(«+6)__ab—b2_
« —a— o iy
g—o6 1 9-j-6 9+%6
5 25 & 2«0—¢(«+6)__«5—h2
X «+6 1 «+6 ~— g+0
Przeto:

2Xx—« ab—a2 ab—h2
2«<—hb a-\-b ’ «+6
ab—a2 ajb ab—a2 a(b—a) «

#+6 ab—b2 ab b{a—b) "T
I2x—a\2 | a\2_ az
zatom: =(—+] = W'
Dalej mamy:

«5 «(«+£)—ab «2

«—0= g+3 0+3 «+ ¢
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b ab _b{a-\-b—ab)__ b2
b=X=y avb e g+6 -
a—x a2 2 a2 g+6 ’
Stad:  b—x~~a-\-b ' «+<§ ITEA & 02
Przeto ostatecznie bedzie:
2*_g g_o — =
2«—N « 62' 2b12' 0
152. Woypadki, podane w § 147 prowadza do
odpowiednich twierdzen, odnoszacych sie i do dziele-

nia utamkow.

a c ac . a e _
Poniewaz: -j- X ----- 3 ~bd'x~TX d ~

3 Przeto mio¢ bedziemy:
¢

ac c a . ac.c g
bd d b bd' d b
Réwniez, poniewaz mamy:
g j_ ac
+ X d~db’
ac c a
przeto:  j3--ir =-—+ o

PRZYKLADY XVIIL

Podzieli¢:
4«5 2«3a

1 hxy przez 150y2"
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13.

14.

15.
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3n2c 4ab32
\x¥Z* P "Z giMi3e
o 2 przez X

V| xp
e P gy
A2 p2—2mK
A2{-4mx plzez #C|-4iA2

8133 M
a3—y3Plzez n24— R
A3+ 31 23+3mK2{-5 (A+X)2
x3\-y3 Plzez ¥2—ky+y2' x
HEH(O+C)K+[AC «2-12
#2)-(6-[-Cpx-]-6¢ P &2
024T>2-4-2nf - a-\-b-\-c
Q@ n2 & 26 przez 6+c—p ¢
WO+ «+?/2 x3—3
praez 2
X2—3x-)-2 #—5X+6
64+9 praez

(+>I'¢y) pi zez 332+y2

R — ~ przez «+ ¢'

A3— - przez a—
X przez —
2 przez

@ 2a3 2a2
16. . 8ah przez @— ®
17' )'Q l ur LR X ’ l i I
y3  *; ooy
p2 X i+ +
18. o Przez 1Ay
19. 1+ (a——1przez 1— & X
a-j-x
X3 ak\ . x . a
20.
' gt oa®
3 a
i, | N
przez-——k-—
UprosSci¢ nastepujace wyrazenia:
3B a1
21. ~2 1 3
13, . X
T H«-T v
x_1 R 2—1
22, Xx—6 23 a+l
2t % s
24, X—A
(x = 6) (a3— ¢)
B+ 1+ -
26. 1+ 21.
1+ . 22
1—x

Todh. Algiebra.
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28.
2X2
1-\-x - 1y
/[ X y2
y \ n
29. \X-y x4y -.}‘*24—y2 ELLXZ—yl
2X . -
Y y2 |\ 1 4
30. {Iz+y'\ Xx—y XZ2y2] \x+y
31. Xx-f - L 1
y y(xyzA-x-\-z)
X +
y+-
I"ba+b\

2> (0+6+ a-i) ' \a2ri2+a2—hJ
Znale$¢é wartosci nastepujacych wyrazen:

a—x .o ad
38 b— X :gdy a-rb
X—a Xx—Db a2
34 b al gdy X— a~b
y X a __a2(b—a)
3. ;-TiZra- a-\b’ gdy* Ab+a) »
% Y, gdj«=T o F .
K30
X ' 2 dy » = *
Ty xmy o doy2 O 4
x-'r2a x—2a 4ib i

38.

2hp—x 12b+x mlb2- x

2gdy «= .\
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+»

2
o, 2t ___abj«y
Coxoy 4| abJfA Ly* S+ 1" ~

XIV.

Rownania stopnia pierwszego.

153. Gdy dwa wyrazenia algiebraiczne sg po-
faczone znakiem rownosci, wtedy cato$¢ taka nazywa
sie rownoscig. ‘Wyrazenia same, w ten sposéb pota-
czone, nazywajg sie stronami rownosci. Wyrazenie,
znajdujace sie z lewej strony znaku réwnosci, nazywa
sie pierwszg, wyrazenie za$ bedace na prawej stronie
znaku réwnosci, nazywa sie druga Strong réwnosci.

154.  Rowno$é nazywa sie tozsamosciowa, lub kro-
cej tozsamoscia, gdy obie joj strony sg rowne, jakiekol-
wiek by wartosci liczebne miaty gtoski, ktére do nigj
wchodza. Tak np. nastepujgce réwnosci sg tozsa-
moSciami:

(x-\-a) (x—a) = x2—a2,
(«-(-a)2= x2-\-2ax\a2l
(#-]-a) (x2—a.v-\-a2) — x3\-a3

to jest: twierdzenia powyzsze algiebraiczne majg zaw-

sze miejsce przy wszystkich znaczeniach gtosek * i a.

Czytelnik powinien zwrdci¢ uwage na to, ze prawie

wszystkie rownosci, z jakiemi miat dotad do czynie-
g*
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nia, byty wytgcznie tego wiasnie rodzaju, to jest byly
tozsamos$ciami. C

155.  Réwnoscig warunkowg lub K'OC0) rownaniem
nazywa sie'taka rownos¢, ktéra ma miejsce nie przy
wszystkich znaczeniach na gtoski do niej wchodzace,
ale tylko wtedy, gdy tez gloski przedstawiajg Pew(y
szczegOlng liczbe, lub pewne szczegdlne liczby. i
przyktad: réwnos$¢ a-j-1 — 7 jest prawdziwg y 'O
wtedy, gdy te= 6:

156. Ta gloska, na miejsce ktdér6j ma by¢ pod-
stawiona pewna szczeg6lna wartos¢, lub pewne szcze-
go6lne wartosci, aby rownos¢ miata istotnie miejsce, na-
zywa sie iloscig nieznang, lub niewiadomg. Moawimy,
ze ta wartos¢, ktéra podstawiona w miejsce niewia-
domej, czyni w samdj rzeczy pierwszg strone rowna-
nia réwng drugidj, zadosy¢ czyni rownaniu. Sama zas
ta warto$¢ nazywa sie pierwiastkiem réwnania. Roz-
wigzac¢ rownanie, jest to znale$¢ jego pierwiastek lub
pierwiastki.

157. Rdwnanie, zawierajgce jedng niewiadoma,
nazywa sie rownaniem takiego stopnia, jaki jest naj-
wyzszy wykladnik przy niewiadomej. | tak, jezeli*
oznacza niewiadoma, rownanie nazywa si¢ réwnaniem
stopnia pierwszego, gdy x wechodzi tylko W potedze
pierwszej. Jezeli wchodzi do réwnania *», i wyzszej
potegi nad te niema w réwnaniu, wtedy réwnanie na-
zywa sie rdwnaniem stopnia drugiego, lub kwadrato-
wym. Jezeli wchodzi do réwnania *3 bez Zadnej
wyzsz0j potegi, wtedy nazywa sie¢ ono rownaniem
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stopnia trzeciego, lub szesciennem i t. d.

Nalezy tu zauwazy¢, ze w powyzszych okresle-
niach przypuszcza sig, ze obie strony réwnania sg
wyrazeniami catkowitemi co sie tyczy Xx.

158. W tym rozdziale pokazemy w jaki sposob
rozwigzujg sie rownania stopnia pierwszego. Zacz-
niemy najprzdd od wykazania pewnych dziatan, ktore
mogg by¢ wykonane nad réwnaniem, bez nadwereze-
nia tej rébwnosci, jakg ono wyraza.

159. Jezeli wszystkie wyrazy na cbu stronach réw-
nania bedg pomnozone przez jedne i tez sama ilos¢, wtedy
wypadki stgd otrzymane beda réwne.

Wypada to z widocznéj samo przez sie zasady,
ze jezeli rowne iloSci bedg pomnozone przez jedne
i tez samg ilos¢, wtedy otrzymane iloczyny bedg row-
ne; uzycie t6j zasady zaraz wykazemy.

Podobniez: jezeli wszystkie wyrazy po obu stronach
réwnania bedg podzielone przez jedne i tez samg liczbe,
wtedy otrzymane ilorazy bedg réwne.

160. Zasada wyrazona w § 159 gtowne znajdu-
je zastosowanie przy znoszeniu mianownikdw wréwnaniu.
W tym celu nalezy pomnozy¢ wszystkie wyrazy obu
stron rownania przez iloczyn wszystkich mianowni-
kéw, znajdujacych sie wréwnaniu, albo t6z przez naj-
mniejsza wspolng wielokrotng tychze mianownikdéw.
Naprzyktad: przypus¢my, ze mamy réwnanie:

3t 4 + 6

Pomndézmy kazdy wyraz przez 3X4X6; otrzy-
mamy:
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AXBX«+3IXH6X*+3X4X* = 9X3X4X6,
to jest: 24#-(-1&c-j-12# = 643,
podzielmy wszystkie wyrazy przez 6,otrzymamy:
4«-j-3«-j-2* = 108
Zamiast mnozy¢ wszystkie wyrazy przez
3X4X6, mozemy je pomnozy¢ przez 12, ktdre jest
n. W. W. wzgledem mianownikéw 3,4 i 6. Tym
sposobem otrzymaliby$Smy odrazu:
Ax-\-3x \-2x = 108;
Stad: 9* = 108;
a dzielac obie strony przez 9, bedzie:

12 wiec jest pierwiastkiem danego réwnania. Mozemy
to sprawdzi¢ podstawiajac 12 zamiast * wto poczat-
kowe réwnanie. Pierwsza strona stanie sie:i

3 i 4 to jest 44-3+2 czyli 9, a to jest zgod-
ne z drugg strona.

161. Kazdy wyraz w réwnaniu moze byC przenie-
siony z jednej strony réwnania na druga, ale ze
zmienionym znakiem.

Przypu$émy np,, ze:

X—a =t b—y.
Dodajmy do obu stron réwnania po a, otrzymamy:
x—a-\-a = b—y+a,
to jest: X — b—y-\~a-
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Odejmijmy po bod kazdej strony, bedzie:

X—b— b-j-a—y—b — a—y.
Widzimy stad, ze najprz6d —a zniklo na pierwszs$j
stronie réwnania, a wystgpito jako -fa na drugidj
stronie; i dal6j, ze -f-b znikto na jedndj stronie, a wy-
stapito jako —b na drugiej stronie réwnania,

Y Scisle méwiac, zasady wyrazone w tekscie, w §§ 159

161, nie sa widocznemi same przez si¢; — jakkolwiek bowiem jest
widoczng prawda, ze do ilosci réwnych mozna doda¢ réwne, i sum-
my stad wypadng réwne, it. d., z tem wszystkiem rozumowanie
dopiero pokazuje nam, ze przez wprowadzenie w postaci réwna-
nia takich zmian, o jakich w tych dwoéch 8§ mowa, zwiazek po-
miedzy ilosciami niewiadomemi i wiadomemi pozostaje bez zmiany.

Pierwsza zasada, na ktdrej polega przenoszenie wyrazéw
moze by¢ tak wyrazona:

Jezeli do obu stron réwnania, dodamy ilosci réwne, lub od obu
stron réwnania odejmiemy ilosci rowne, roéwnanie nie zmieni sig, to
jest jego pierwiastki pozostang tez same.

W rzeczy samej: oznaczmy przez A i B dwie strony pewnego
réwnania, ktére tym sposobem bedzie takie:

A=B ... ()
Przypn$émy nadto, ze réwnanie zawiera tylko jedng niewia-
domg X. Dodajmy do obu stron po tej samej ilosci m; bedzie:
A\-m= B-\-m . . (2
Oczywisty jest rzecza, ze jezeli pewna warto$¢ X = a, zadosy¢ czy-
ni réwnaniu (1), to taz sama warto$¢ czyni zadosy¢ i réwnaniu dru-
giemu, gdyz do ilosci A i B, ktére, podtug przypuszczenia, sgréwne
przy X = @, dodana jestjedna i taz sama ilos¢ m. Odwrotnie, je-
zeli rownaniu (2) zadosy¢ czyni pewna warto$é X = b, to znaczy
«§,ie przy tej wartosci na X, AA-m jest réwne S-f-m. Odejmujac
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162. Mozna zmienié znaki we wszystkich wyrazach
rOwnania na przeciwne, i rownanie sie nie zmieni.

wtedy od tych ilosci rownych jedng i tez samg ilos¢ m, otrzymamy
reszty rowne, t. j. bedzie i A ~ B przy x-=b. Kazdy wiec pier
wiastek réwnania A -B jest zarazem pierwiastkiem réwnania
A-\-m — B-\-m; i odwrotnie.

Jest to zasada, na ktérej polega przenoszenie wyrazéw z jed-
nej strony réwnania na druga. '

Drugg zasade mozemy w ten sposéb wypowiedzie¢:

Jezeli abie strony réwnania pomnozymy, lub podzielmyprzez
jedna i taz samg ilos¢, nie zawierajaca niewiadomej, wtedy réwnanie
pozostanie bez zmiany.

Wystawmy sobie, ze wszystkie wyrazy w réwnaniu sg prze-
niesione na strone pierwsza, tak, ze réwnanie jest sprowadzone da
postaci:

A-0

Pierwiastkiem réwnania bedzie wiec ta warto$¢ na®, ktéia
czyni A rownem 0. Przypu$émy, Ze takg wartoscig bedzie X —a.

Pomnézmy obie strony réwnania przez pewng ilo$¢ m- otrzy-

mamy réwnanie: A —o
mA —0,

ktorego pierwiastki bedg tez same, co i pierwiastki réwnania A m 0.

W rzeczy samej: przy kazdej wartosci X —a zadosy¢ czynigcej
danemu réwnaniu, czynnik A jest réwny zero, wiec i mA bedzie tak-
ze zerem. A zatem kazdy pierwiastek,réwnania "= 0 bedzie zara-
zem i pierwiastkiem réwnania = 0. | odwrotnie: kazda warto$é
na X, zadosy¢ czynigca rownaniu mA = 0, powinna jeden z czynni-
kéw m lub A czyni¢ réwnym zero. Lecz jezeli m nie zawiera X.
wtedy staé sie zerem nie moze; przeto drugi czynnik A powinien
byé réwnym zero; czyli ze pierwiastki rownania mA = 0, sg zara-
zem i pierwiastkami réwnania A= 0. Rozumowanie to jednak nie
stosuje sie do tego przypadku, gdy czynnik m zawiera ® moze aig
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Wypada to z 8 161 przez przeniesienie wszyst-
kich wyrazéw. Tak naprzyktad, w réwnaniu:

Xx—a = h—y,
przenoszac wszystkie wyrazy z pierwszej na druga
i z drugidj na pierwsza strone, bedzie:
y—b — a—x,
czyli: N a—Xx = y—b;
do tegoz samego wypadku dochodzimy, zmieniajac zna-

ki na przeciwne we wszystkich wyrazach poczatko-
wego réwnania.

163. Mozemy teraz poda¢ prawidto na rozwia-

zywanie jakiegokolwiek réwnania stopnia pierwszego
Z jedng niewiadoma;:

Nalezy najprzéd znies¢ mianowniki, jezeli to jest
potrzebném’', nastepnie przenie$¢ wszystkie wyrazy, zawie-
rajgce niewiadomg na jedna strone réwnania, a wszystkie

bowiem wtedy przytrafi¢, ze rownaniu mA= 0w skutek tego zado-

sy¢ sie czyni, ze czynnik m staje sie zerem, ze zatem przy tej war-

toéci na X, A nie jest koniecznie rownem zero. Np. gdyby$my obie

strony réwnania A = 0 pomnozyli przez X— 5, otrzymaliby$my:
(x—5)A 0.

To réwnanie sprawdza sie warto$ciag X — 5; ajednak ®= 5 moze

nie by¢ pierwiastkiem réwnania A — 0.

Rozumowanie to jest wszakze dla poczatkujgcego zbyt trud-
nem, i dla tego, przy pierwszem uczeniu sie o réwnaniach, nalezy
wytacznieltrzymaé sie tekstu, odktadajac caty ten rozbiér przy-
najmniej do czasu nauki o réwnaniach stopnia drugiego.

T.
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wyrazy wiadome na drugg, poczim nalezy podzieli¢ obie
strony rownania przez wspotczynnik, lub przez summa
wspotczynnikéw przy ilosci niewiadomej, i tym sposobem
otrzymamy szukany pierwiastek.
164. Podajemy teraz na zastosowanie powyz-
szydrprawidet przykiady.
Rozwigzac:
7WA~25 — 35-|-5c.
W roéwnaniu tém nie ma wcale utamkoéw; przez
przeniesienie wyrazoéw mamy:
7«—b« — 35—25,
to jest: 2« = 10,
dzielimy obie strony przez 2; otrzymamy:

Dla sprawdzenia, nalezy podstawi¢ 5 zamiast x w po-
czatkowe rownanie; wtedy znajdziemy, ze Kkazda
strona rownania jest rowng 60.
165. Rozwiagzac:
4(3«—2)—2(4*—3)—3(4—«) = 0.
Nalezy najprzdd wykona¢ wskazane mnozenia; wte-
dy otrzymamy:
12«—8—(8«—6)—(12—3«) = 0.
Znoszac nawiasy, bedzie:
12x—8—8«+6—12+3« —;
taczac wyrazy podobne:
T«—14 = 0.
przenoszac wyraz wiadomy na drugg strone:
T«= 14;
dzielgc obie strony réwnania przez 7, otrzymamy:
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Czytelnik powinien zawsze sprawdzi¢ otrzymane wy-
padki. W powyzszym przykiadzie podstawiajagc 2
zamiast « w réwnanie poczatkowe, znajdziemy:
16—10—6, to jest O, jak by¢ powinno.

166. Rozwigzac:
«—2—2«—3) = —

Znoszac nawias, bedzie:

U

* 2 _2*+3=:"+i,
- - u

to jest: 1—x = <
2
mnozac obie strony rownania przez 2,
2—2x — 3«-f-I:

przenoszac wyrazy wiadome na pierwszg, a niewiado-
me na drugg strone réwnania:

2—1 = 2«+3X;
czyli; | —5x, lub 5x= 1

stad: X= ~

167. Rozwigzac:
5x4-4 7x4-5 3 «—1

3 28, . .. , .
5 =— ; najmniejsza wspolna wielokrotna wzgle-
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dem mianownikéw jest 10; mnozac cate réwnanie
przez 10, bedzie:
5(5*%4 4) —(7*45) = 28X2—5(*-I);

to jest: 25*4N0—7*—£= 56-5*45,
przenoszac:  25*—7x-\-5x= 5645 2045>
to jest: 23*= 46;

46 0
Skqd. 23

Uczacy sie powinien z poczatku wykonywaé
catkowitg robote w zupetnosci tak, jak tojest poka-
zane w obecnym przyktadzie, nie uzywajac uprosz-
czef. Bardzo czesto bywaja popetniane Omytki
w znakach, przy znoszeniu mianownikéw. W po-
7*45

10
zonym przez 10; radzimy wypadek otrzymany Przed-
stawi¢ najprzod pod postacia —(7*44 a nastepnie
pod postacig —7*—5 w tym celu, aby zwr6ci¢ nalezy-
tg uwage na znaki.

168. Rozwigzac:

. i (5%43)- i (16-5%)=37-4% .

wyzszem réwnaniu utamek ma; by¢ pomno-

Na zasadzie 8§ 146, powyzsze réwnanie moze by¢ tak
napisane:

—37—4*
3 7

Pomnozmy przez 21, bedzie:
7(5*%43) — 3(16—5*) = 21(37—4%),
to jest: 35*421—484'15* = 777—84* ;
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przez przeniesienie, otrzymamy:
35%415*484* = 777—21448;
to jest: 134* = 804;

skad : ?gi == 6.
169. Rozwigza¢ réwnanie:
6*415 8*—10_4*—7
1 7 5

Nalezy najprzéd pomnozy¢ obie strony réwnania przez
iloczyn z 11, 7 i 5; tym sposobem bedzie:

35(6*415)—55(8*-10) = 77(4*—7),
to jest.

210*4525-440*4550 = 308*-539;
przez przeniesienie wyrazow:

210*—440*—308* = —539—525—550 .

Zmieniajgc wszystkie'znaki na przeciwne;

440*4308*—210* = —53945254550,

to jest: 538* = 1614,

1614 .
Skad: 538 13'

PRZYKLADY XIX.

5*450 = 4*456; 2. 16*—11= 7*470.
24*—49 = 19*—14; 4, 3*423 = 78—2*
7(*—18) = 3(*—14); 6. 16*= 38—3(4—")=m
7(*—3) = 9(*41)—-38.

N O W



10.
11

12.

14,

16.

18.

20.

22.

24.

25.
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50k—7)-$63 — Ik
590k—7) = 61(9—x)—2.
720k—5)= 63(5—x).
28(k+9) = 27(46—X).

o x x (1 x. 1
M+"+ B« 11 18 3 4 6 8'I12
Kioa_oxve 15 % Xz 7
2X K
N =
36 8. 17 + 4 12+ 9.
B, 52 B o 10 56-0¢= a8 STX
L —4—24—- g1 PKAU_gXig
>k 176—4x s DK 9K i
3— 5 g TH e
5K _ 7
8= 74—
3K ,,180—6s
AR Iy
H_itl: X—Q
X 1 o ox 1M x A X , 1
3~3_4+4 -5 5 66"
i X 2X 38 1
r=4-v

30.

31

32

ti.

35.

36.

3r.

38

39.

41.

42.

43.
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5 19—2P 2:3—11
X_
2 2

Kkl =l oy

-,__%:9._ 5x—12
W& 4, 3
102—{% 6)K;7._ -
Sk—7  2k-b7 _ 1.

2 3 T

W—2 , %3

P
K3 , x-H , ¥%15

2 13 14 1
TK+9_ 7 - 2x—1

4 9
H—4 6k—5 3u—1

2 8 “ 16
2%—5 53

3 4 + 4 =
»—3 w5 |, x—1

4 6 9 ~
8—1 w3 .»x&

2 4 1 B ~
X X, X=2_3
3 4 1 5
-5 5k)-6 8+ &

6 4 = 0N



46.

47.

49.

50.

Sl

52.

33.

54.
95.
56.

S7.
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«+d | «—4 g . 3%—1

“3 5~ 15

«—1 . 2«7 «-j-2 n

"1 ' 3 9

x—1 x—2 x—3 2

~2 3~+ ~4~~T "

2*—5 | 6«|-3

mg 4 47

X 5«-j-8 _2x—9

4 i - 3

3* 45 2x+7 | jg _3« A
7 3 ' 5

SX—174 -

Y- Be—4)G—g (5{-3)=- 435«

X X X .x

2+3 7 4'5 —

x x—2 «f3 2

2 3 « 3 3

5 3« , 5« 3 3b«
4 ~ 3—2 3

1(27-2«)= |- (T «-54).

7%-".
6

5«—[8«—3j16 -6 « —(4—b«)J J = 6.

1—2x 4—5« , 13_A
6 '42 V'

«-(-1 51 A 1D+ 2«—1
nr ~6~

137-
58. 4(—(8-~7+' Q +I 7_ t4_X=
s0. 9??5:9_«5_1 .
50. ;;42—3 X—2 3«—5+. 41
61 ~ (8—x)-\-x—\ («+6)-1J

3«—1 13—«  7x li.

62. 5 2~= z7Td® +3)-
63 2«—1 , 6«—4  T«4312
' 5~"F 7 ~" U
64 T«—4 92 .4« 7
' r +23+— =*-12-
2-*« 33—« . 4— , bh—«
8 3 415 18
5x—3 9—x_bx 19
66. 7 3_ |_2 u+___6 («_4) )
XX.

Rownania stopnia pierwszego (cigg dalszy).

170. Podamy teraz niektore przyktady rozwia-
zywania réwnan stopnia pierwszego, cokolwiek trud-

niejsze, anizeli zadania poprzedniego rozdziatu.

Czy-

telnik przekona sie, ze niekiedy korzystng jest rze-
cza uwalnia¢ roéwnanie od mianownikow tylko w cze-

Algieb. Th.

10
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§ci, i nastepnie zrobi¢ pewne uproszczenia, zanim
przystapimy do zniesienia pozostatych mianownikow.

171. Rozwigza¢ réwnanie:

*46 2*—18 ,2*43-1 , 3*+4

TT 3~ H — 12
Pomno6zmy najprzdd obie strony réwnania przez 12;
bedzie

12(M46)__4(2"_18)+ 327+ 3)=AxbL2+3*+4

czyli:
12"+ 6) _ 8*+72+6*+9 =64+3*+4 .

Przez stosowne przeniesienie wyrazéw na druga stro-
ne i potaczenie wyrazéw podobnych otrzymamy:

BEAN>=5«-13 .
Mnozac obie strony przez 11, wypadnie:
12(*+6) = 11(5*—13),

czyli: 12*+72 = 55*—-143;

skad, przez przeniesienie:
72+143 = 55*—12»,

to jest: 43* m= 215,

skad nakoniec:
215
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172- Rozwigzac réwnanie:

1
6*—13r ) 16%—15 - 209 —8*
15—2% 171 24 *I2 3
Pomno6zmy obie strony rownania przez 24, bedzie:
24 (6* — 7
150« T 48*416*—15= 24X 12
165 .
—8 3 -8
czyli:
144*—320

15— 0* m8*+16*—15= 154-165464a

Przez przeniesienie wszystkich wyrazéw catkowi-
tych z pierwsz0j strony réwnania na drugg, i nastep-
nie uproszczenie:
144*—320 _
15—2* ~ 4>
Mnozac teraz przez 15—2* obie strony, wypadnie:
144*-320 = 4(15—2*)= 60-8~*,

przeto: 144*+8* = 320+60,
czyli: 152*= 380
skad:

_S80 976 __pl

X 152" M52 A2
173. Rozwigzaé réwnanie:
843
*__7 *+9 '
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Pomno6zmy obie strony tego réwnania przez
(*-7) (»4-9),
bedzie: (*+0) (*-6)=(*-7) (*+»>.
to jest: *2|-4*—45= *2—4« -21;
odejmijmy po *2od kazdej strony réwnania.
4*—A5= —4*—21;
przenieSmy wyrazy niewiadome na pierwsza, wiado-
me na drugg strone réwnania, otrzymamy.
4*4-4« = 45—21
czyli: 8= 24;
_24 _gq
skad: , X— —O-
W tym przyktadzie, po zniesieniu mianownikow, *2
znalazto sie na obu stronach réwnania; przez odejmo-
wanie mozna byto uwolni¢ sie od niego i otrzymaé
tym sposobem réwnanie stopnia pierwszego.
174. Rozwigzac rowfue:
Ux--3 4*4-5 i 3*4-8
et  4*4-4 31t
Tutaj najprz6d pomnozymy obie strony réwnania
przez 4*4-4, to jest przez 4(*4-1), bedzie:

a2t —axa b 4 ATAGRGAD-

_ N N 12(*4-1)2
przeto:  8*4-12—4*—5 3%4-1

) N 12(*4-1)2
czyli: 4*-)-7 x4
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Pomndzmy teraz przez 3*-)-l; otrzymamy:
(3*4-1) (4*4-7)= 12(*4"1)2
czyli: [2*24-25%4-7 = 12%24-24*4-12 .
Odejmujagc po 12*2od kazdej strony réwnania i prze-
noszac wyrazy niewiadome na pierwszg, a wiadome
na druga strone, wypadnie:
25*—24*= 12—,
to jest: *=5.
175. Rozwigza¢ réwnanie:
Xx—1 *~2 «—4 «—5
X—2~~X—3~'*—5 *—6'
Mamy najprzdd: ,
x—1 «—2 («—1) («—3)— («—2)2

x—2 *—3 (*—2)(*3)
*2—A4*43—(*2—4*44) 1
- (=203 = 2
Dal¢j:
x—4  *-5  («—4) (*—6) —(«—5)2
(445 *—6— (*—5)(*—b)
J
(*—5)(*—*6)

Wiec rownanie dane zamieni sie na takie:

1 _ 1
*—2)(*—3)-  (*—5)(*—b)
Zmieniajac znaki na przeciwne otrzymamy:
1 _ 1 :
(*—2)(*—3) (*—5)(*—b) ’
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znoszac za$ mianowniki, bedzie:
—5) («—6) — («—2) («—3)
czyli, wykonywajac wskazane mnozenia:
x2—IIx-J-30=:«2—5«-|-6;

a przeto:

—11«-)-5*= 6—30,
to jest: —6x=—24;
skad: 6«— 24;

i nakoniec: «= 4

176. Rozwigza¢ réwnanie:
. 0,45«—0,75 12 0,3«—0,6
’ 0,6 —p p .

Aby unikna¢ pomytek wyrazimy tutaj wszystkie
utamki dziesietne pod postacig utamkdéw zwyczaj-
nych. Tym sposcbem réwnanie powyzsze przedsta-
wi sie tak:

5« 10/45« V 10 12 10/3«__ 6\

16+ ‘6(ioo  Téo ;9X 10 9\10 loj’
czyli, upraszczajac utamki:

"F320 4] ° y3 3
to jest: _ ,
y+T  TOTsA 5T
Mnozac obie strony rownania przez 12, bedzie:
6«-f-9«—15= 73—4«+8;
przenoszac wyrazy niewiadome na pierwsza, a wia-
dome na drugg strone:
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19«=72+8-1-15= 95,
skad: —X=-3,

177. Moga by¢ réwnania dane do rozwigzania
takie, ze w nich gloski przedstawiajg ilosci wiadome;
w takim razie ilos¢ niewiadomg przedstawia¢ zaw-
sze bedziemy gloskg «, akazda inna gtoska przedsta-
wiac bedzie ilo$¢ wiadoma.

Rozwiazemy tutaj trzy takie rownania.

178. Rozwigza¢ rownanie:

X . X
mT+T=C-
Pomndézmy obie strony réwnania przez &, otrzymamy:
bxA-ax = abc
czyli, wylaczajac « za nawias:
(a-j-O)c= atx
dzielgc za$ obie strony réwnania przez aA-b, bedzie:
ahc
«r:a’_—d' .
179. Rozwigzac¢ réwnanie:
(a-j-«)(0-j-«)=a(6-j-c)-j-  -\-x2
Wykonywajagc mnozenia wskazane, otrzymujemy:
20j-a«j-bx-j-a  -ab-\-ac-j- "bit-«z
skad:
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ax—\l—le —ac—'jsz—:;

czyli: (a-)-6)aj= ac| =

skad, dzielgc obie strony réwnania przez a-\-b}wypada:

ac
X= t -
180. Rozwigzac:
x—a (2x—a)2
x—b (2x—b)2
ZnieSmy najprzéd mianowniki: bedzie:
(x—a) (2x—bh)2= (x—bh) (2x—a)2,
czyli:
(x—a) {4x2—4bx-\-b2) — (x—h) (4x2—4ax-\-a2)
Wykonywajagc mnozenie, otrzymamy:
4x3—4x2a-\- bj-\-x{4ab-\-b2)—ab2— 4x3—4#2(a-j-0)-f-
-j- x(4ab-\-a2)—a.

Stad: xbi—ab2= xa2—a2h\
Czyli: x(a2—h2) =. aZr—ab2= ab(a—nh),
i dalej:
ab(a—bh) ab
= a+y
181. Jakkolwiek nastepujgce réwnanie,

biorgc, nie nalezy do obecnego rozdziatu, ztSmwszy-
stkiom podajemy je tutaj, gdyz czytelnik nie znajdzie
trudnos$ci w zrozumieniu pojedynczych dziatan przy
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rozwigzaniu, i. moze ono stuzy¢ za wzor postepowania
w podobnych przypadkach. Jest ono podobne do
réwnan poprzednio rozwigzanych w tém, ze daje tak-
ze tylko jedng warto$¢ na niewiadoma.

Rozwigzaé:
Vx-\-Vx—16 — 8.

Przenoszac pierwszy wyraz na drugg strone, otizy-
mamy:

jI"Zi6=8—Vx\
podnoszac obie strony do kwadratu:

x— 16 = (8—Vx )2= 64— 16Px -j-
przez nowe przeniesienie wyrazéw bedzie:
16Pxr= 64—16 = 80;,

skad: Vx — 5;

i nakoniec: X — 25.

PRZYKLADY XX

2 J__ 2 5 42 35
12« 24 ©ox—2 x—3"
128 _ 216 4 45 57
* tx—4  bx—6"° T 23 4x—3'
r 8*—1 2835 X—3
5¢ ~2~ 3 -T-
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.
18.
19.
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L3 - 10
2 4—X 10—k
6
1 8
§H -K (f 746
X+ 5«—8 3x—38
3 5~ e
2,1 2x—1
4 3 ~T~
«r+3
e+ 1 «+2 2.
—1 721
X—2 T7«—26"
TX—4  Tx—26
x —1 X -3
X 3, , 7L 3«+I|
y =Y +y— 2 14"
2x—6 2x—5
3x—8 3x—7’

X—3—(3—x) (K+1)= x(x—3)-j-8 .
3—K-2{x—1) (x1-2) = (x—3) (5—2«)
7+9X 1 2—X
4 1 9
(®+7) ++1i) = («+3)2.

y (2*—10)—p (3«—40)= 15—

-7X.

— i-(57-«).

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

21.

29.

30.

31

32.

33.
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628

2xk+1  x+12 ~ 1-

x—1 x—b5 i 15—28 9—x 7
~i 32 1 40~-%2 m
427 . 3«—10 ,,

X—43 «—4

y-"+x(az—2)= (*—I)2.

\~(x—1)(«—2) = x2—2x—4.

3x2_2x—8__ (7x —2)(3«—6) _
5 « 35
*+10 A (ox 3 (B«—2) (21!
3 ( f)-+ 6.
I _—x2—i

3«—1 bv—2 1
2«¢—1 2" 6 o
2 1 6
2«—3 ' x—2 3a+2
«—4 x—b x—7 x—38
x—5 x—6 »—8 x—9
X («—9 x+1 , x—8
x—2 x—7 «-1 1X—6
3—2« 2«—5 4%2—1
1—2« 2«-7“-1 T7T—16X+4«2’
3K 24k 1k 1
3—x 2—k 1-X
x—5 i ¥+6 H—2 @K+l
7 " 3 "2 6



35.

36.
3r.

38.
39.

40.

41.

42.

43.

45.

46.

47.
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(cc—HL) (x/2) (x+3) =
+ 3(dx—2) (*+1).

(*—1) (x—2) @—3) +

(#—9) («—7) («—B) (k—1) =

= (k—2) (k—4) (k—b6) (x—10).
B—3)2x—1) = (dx—1)24x~5).

HW—x+ 1 »e+x /1 21

w—1 oo/

0,5%—2 = 0,25x%+0,2k—1.

0,5%/0,66—0,8 = 0O, 75%+0,25.

_ , 0435%—0,225
045X +---- A —

0,09%«—0,18
— 09

0,36
S

6K b 5 X

WOK—a)-[-KOk— — 2(k—a) (K 5).

OK—n) (%—6) (-2« =

= (k/2a) (k/2&) (x—a—1).

(v—a) (k—6) = (k—a—>5)2
—b .

a 6 a

X—a X5 x—<C'

a |Ib __aAb
x-\-a' x\-b x/c

AN

49.

50.

Sl
52.

ro
54°
4.

55-
56.

57.
58.

59.
60.
61.
62.
63.
64.
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1 1 a—b
»—L, w—b X2—ab
1 1 1
*—a  k—AC K=<
T™K—a—  TX—4—C
tok—c—d  Wk—b—d
(A—6)(k—0)— (b—C)(k—)—(c—a) (*—B —
»—a  x-\-a 20K

p2-n 2
(@K ((—K= (ptx) (7
A w—n—1 H—& A

X g—Ff—w—a—2~~X b—1 x—1b—2
(rj-a) (2xk+5+c)2= (k+b) (2x+a+c)2.
0K/20) (k—«)2= (K/25) (k—¢)2
(a,_a)3 Ok-fa—25)= (K-5)3(xk—24+b) *
|[[{E +

jlrilivi-f- 1hk-14 = 14,

jli+ il + jr//) = 10.
[/19Jfl4-~9"r=1T= 3-
jIxj-d4ab=:21 Ik

yIX—n/! [/x—b= i/« 5.
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XXI.

Zagad nienia.

182. Zastosujemy teraz sposoby, wytozone

w dwdch poprzednich rozdziatach, do rozwigzania nie-
ktérych zagadnien, i tym sposobem przedstawimy czy-
telnikowi przyktady uzycia zasad Algiebry.

W tych zadaniach pewne ilosci sg dane, —inne
za$, majgce pewne oznaczone zwiazki z temi danemi,
nalezy wynalez¢; — ilos¢, ktérg nalezy wynalez¢, na-
zywa sie niewiadoma, lub nieznang. Zwigzki wspo-
mniane powyzej S zazwyczaj wyrazone nie uméwio-
nemi znakami, lecz zwyklemi sposobami mdwienia,
W samem wypowiedzeniu zagadnienia.

Sposéb rozwigzania zagadnienia moze by¢ w naj-
ogdlniejszych wyrazach tak opisany: Nalezy oznaczy¢
ilos¢ niewiadom i gloskg *, i wyrazi¢ nastepnie jezykiem
algebraicznym zwiazki, jakie zachodzg pomiedzy taz nie-
wiadomg i iloSciami danemi; w ten sposéb otrzymamy
pewne réwnanie, z ktorego mozna znalez¢ iloS¢ niewia-
doma.

188. Summa dwdch liczb jest 85, a ich rdéznica

27, — znale$¢ te liczby.

Niech x oznacza mniejszg liczbe, — wtedy, po-
niewaz réznica pomiedzy temi liczbami jest 27, licz-
ba wieksza bedzie «-(-27; a ze summa obu liczb jest
85, przeto bedzie:

p¢j-2il zzz 85;
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czyli: 2«-(-27 = 85
stad: 2x= 85—27= 58;
i nakoniec: X= "N =29

I tak wiec liczba mniejsza jest 29: wieksza za$
29-f27, czyli 56.

184. Podzieli¢ 50 rubli pomiedzy trzy osoby
A, B i Ctak, aby B miata o5rs. wiecoj niz 4,aC
aby otrzymala tyle, ile osoby A i B razem.

Niech x oznacza liczbe rubli, zawartych w dzia-
le osoby A, wtedy 5 oznacza¢ bedzie to, co sie do-
stato osobie B, a 2*-|-5 to, co sie dostato osobie G
Catkowita liczba rubli jest 50; przeto:

= B0;
to jest: dasj—10= 50;
czyli: 4«=50—10= 40;
skad: *= 10

Wiec osoba A dostata 10 rubli, osoba B — 15 rubli,
a osoba (7— 25 rubli.

185. Pewng kwote pieniedzy rozdzielono po-
miedzy osoby A, B i (7, osoby A i B dostaty razem

173k-rub., osoby Ci A dostaty razem 1%’\—rs.; osoby

za$ B i Cdostaty razem 121 rs.
Znales¢ ile kazda z tych osob dostata?
Niech x oznacza liczbe rubli, jakg otrzymata

osoba A-, wtedy B otrzymata 17"3— x rubli, gdyz obie
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one razem dostaty 17  rubli; podobniez osoba C do-

stata 15-"-—x rubli; gdyz A iC razem otrzymaty
15-]- rubli. A poniewaz B i C razem otrzymaty

12 |U rubli,przeto mie¢ bedziemy roéwnanie:

127=17 | _«-4-15]-*;

to jest: 12N=33"N—2«, o
czyli: 2x= 33 127 = 21;
: 21 101

skad: x= %" 107

Stad widzimy, ze osoba A dostata 10\ rs., B otrzy-

mata 7-"-rs., C za§ 5-"-.

186. Kupiec ma dwa gatunki herbaty; funt jed-
nego gatunku kosztuje 2rs., funt drugiego gatunku

kosztuje 3 Zd7rs. Ile funtdw powinien wzigs¢ kazdego
gatunku, aby, po zmieszaniu, otrzymac¢ 100 funtéw
herbaty po 2§ rubli funt?

Niech x oznacza liczbe funtow pierwszego ga-
tunku; — wtedy 100—x bedzie liczbg funtéw drugie-
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go gatunku. Warto$¢ x funtow pierwszego gatunku
jest 2&@rubli; warto$¢ za$ 100—* funtéw drugiego

gatunku jest —Z—(IOO—x) rubli. Lecz catkowita war-

tos¢ mieszaniny ma by¢ > X 100 rubli, przeto:

| x 100= 28— (100—x) .

.Znoszac mianownik 2, bedzie:
.500= 4*+ 700—7«,

czyli: 7*—4* = 700—500;
to jest: 3.*=200,

: 200  Rfi2
skad: ;T = 66|3

Wiec pierwszego gatunku powinien wzig¢ 66%— funt.,
drugiego za$ 33g- funtow.

187. Linie, dtuga na 2 stopy i 4 cale, podzieli¢
na takie dwie czesci, aby jedna stanowita trzy czwar-
te drugiej czesci.

Niech x oznacza liczbe cali zawartych w czesci
. . 3x ] - .
wiekszej; — wtedy T*oznaczac bedzie liczbe cali
drugisj czesci.
Poniewaz cala linia zawiora 28 cali, przeto otrzy-
mamy réwnanie:

, 3

skad: 4*£3t = 112,

Todh, Algiebra. 11
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czyli: x= 112,
i nakoniec: x~\Q.

Jedna cze$¢ mioc wiec bedzie 16 cali. druga za$ 12 cali.

188. Pewna osoba ma 1000 rs.; wypozyczywszy

cze$¢ tych pieniedzy po 4 od sta na rok. pozostatosc
za$ po 5 od sta na rok, otrzymata catkowitego procen-
tu rocznego 44 rs.; ilez wypozyczyta na procent po
4% a ile po 3@

Niecli x oznacza liczbe rubli wypozyczonych po
4 od sta, wtedy 1000—x oznacza¢ bedzie liczbe rubli,
wypozyczonych po 5 od sta  Procent roczny od

&
pierwszdj summy bedzie od drugieT zas:

5(1000—x) _

100
przeto: 44: 148(0 N 5(10(1%0_)()
skad: 4400 —4«-|-5(1000- x);
czyli: 4400 = 4«-|-5000—05;
a nastepnie: 5000—4400= 600.

Wiec po 4 od sta wypozyczyta 600 rs., pozostate za$
400, po 5 od sta.

189.
gadnienia polega w przeksztatceniu warunkéw zagad-
nienia, wyrazonych jezykiem zwyczajnym, na jezyk
algiebraiczny;—poczatkujacy nie powinien sie znieche-
ca¢, jezeli nieraz znajdzie sie pod tym wzgledem
w kiopocie, gdyz tylko przez wprawe i praktyke
moze nabra¢ w tem biegtosci i pewnosci. Zrobimy
'trii jedng uwage, bardzo wazug dla poczynajacych: to
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co sie nazywa iloScia niewiadoma, jest wiasciwie
liczbg niewiadoma; i to powinno by¢ wyraZnie zazna-
czone przy ukfadaniu réwnania.

Tak np. w drugiem zadaniu, ktére rozwigzywa-
liSmy, zaczynamy w ten sposob: niech «oznacza licz-
be rubli zawartych w dziale osoby A;—poczatkujacy
czesto mowi: niech x oznacza pienigdze osoby A, lub:
to, co dostata osoba A; wyrazenie takie jest nieozna-
czone, gdyz pienigdze osoby A moga by¢ wyrazone
w rublach lub kopiejkach, lub tez w utamku catkowi-
tej summy. Podobniez w pigtem z tych zadan, ktore
rozwigzaliémy, zaczynamy od wyrazenia: niech« ozna-
cza liczée cali zawartych w czesci dtuzszej....; tymcza-
sem poczatkujacy czesto mdéwi: niech x oznacza diuz-
szg cze$¢, lub: niech x— jedndj czesci; — tym sposo-
bom wyrazania sie mozna zrobi¢ tez same zarzuty,
ktore byty wyzej zaznaczone.

190. Bardzo czesto poczatkujacy znajdujg dla

tego trudnos$¢ w przeksztatceniu zagadnienia z jezyka
zwyczajnego na jezyk algiebraiczny, ze nie mogg
zrozumie¢ warunkow, wyrazonych jezykiem zwyczaj-
nym. Jezeli wyrazom, uzytym do wypowiedze-
nia zagadnienia, nie mozna nada¢ zadnego logicz-
nego znaczenia, wtedy oczywiscie nie mozna ich

Gtéwna trudnos¢ przy rozwiazywaniu zaprzeksztatcié; lecz czesto sie przytrafia, ze wyrazy

nie sg same przez sie niezrozumiate, ale zdaje sie, ze
majg wiecej niz jedno znaczenie. Wtedy czytelnik
powinien wybra¢ jedno z tych znaczen, wyrazi¢ je
znakami algiebraiczuemi, i wynalez¢é odpowiedni wy-
padek. Jezeli wypadek ten jest niemozliwy, lub nie-
dorzeczny, wtedy nalezy sprébowaé innego znaczenia
tychze wyrazow. Lecz jezeli wypadek jest mozliwy,
U*
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wtedy czytelnik moze ztego wnie$é, ze zrozumiat
prawdopodobnie wyrazy nalezycie; w kazdym razie
interesujgcag jest rzecza sprébowac jeszcze innych
znaczen wyrazow, w celu przekonania sie, czy spo-
sob, w jaki zadanie wyrazono, rzeczywiscie pozwala
na wiec$j niz jedno rozwigzanie.

191. Czytelnik przy rozwigzywaniu zagadnien,

podanych niz¢j dla ¢wiczenia, znajdzie bezwatpienia
znaczng liczbe takich, ktére mozna tatwo rozwigzaé
za pomocg arytmetyki, lub t$z przez proste odgadnie-
cie i nastepng probe. To moze go doprowadzi¢ do
lekcewazenia sity i znaczenia algiebry; — a nawet do
takiego sadu, ze pomoc jOj jest zbyteczng i niepo-
trzebng. Lecz musimy tu na to odpowiedzidé, -ze
za pomocg algiebry czytelnik bedzie w moznosci roz-
wigzania wszystkich tych zagadnien, bez Zadnego wa-
hania sie lub niepewnosci; a nadto przekona sie w dal-
szym ciggu, ze za pomoca algiebry bedzie w stanie
rozwigzywac takie zadania, ktore bylyby niezmier-
nie trudne, lub zupetnie niemozliwe do rozwigzania,
gdyby uciekat sie do pomocy tylko sarn6j arytmetyki,

PRZYKLADY XXI.

1. Znale$d liczbe, ktora bylaby wiekszg od
swojoj piatdj czesci o 24?

2. Ojciec ma dzi$ BOlat, a syn 2lata; po ilu
latach ojciec bedzie 8 rgzwstarszy od syna?

3. ROznica dwdch liczb réwna sie 7, a ich
summa roéwna sie 33; znalez¢ te liczby.
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4. Trzy osoby A, B i C ztozyly razem 155 rs.,
osoba B data 0 15 rs. wiecdj niz osoba A, osoba zas C
data 0 20 rs. wiecoj, niz osoba B\ ilez kazda z tych
0sdb data?

5. Roznica dwoch liczb jest 14, a ich summa
48; znalesc te liczby.

6. Osoba A jest dzisiaj dwa razy starszg niz
osoba R; przed siedmioma za$ laty, wiek osoby A do-
dany do wieku osoby B, stanowit summe, réwng licz-
bie lat, jakg ma dzisiaj osoba A. Znalez¢ dzisiejszy
wiek kazddj z tych dwoch osob.

7. Jezeli dodamy 56 do pewndj liczby, wtedy
otrzymamy summe trzy razy wiekszg od tejze liczby.
Znalesé te liczbe.

8. Dziecko urodzito sie w Listopadzie, i 10
Grudnia miato tyle dni wieku, ile dni Listopada
przeszto od poczatku tegoz miesigca, do dnia jego
urodzenia. Ktdregoz dnia Listopada urodzito sie?

9. Jezeli do podwojonej pewnej liczby dodamy
24, to otrzymamy summe, ktdéra o tyle bedzie wigksza
od 80, oile sama ta liczba jest mniejszg od 100. Zna-
le$¢ te liczbe?

10. Pewna ryba ma glowe diuga na 9 cali, jej
ogon jest tak dhugi, jak gtowa i potowa tutowia, tu-
fow za$ tak dhugi, jak glowa i ogon razem wziete.
Jakaz jest dtugos¢ tutowia i ogona?

11. Liczbe 84 podzieli¢ na takie dwie czesci,
azeby potrojona jedna czes$¢, rownata sie drugidj cze-
§ci, wzietej 4 razy.'

12,

" Trzy osoby A. B i Cziozyly razem 76 rs,;

osoba B data 010 rs. wiecej niz osobg A; osoba



za$§ Ctyle, ile osoby A i B razem. llez dala kazda
z tych 0s6b?

*"13. Liczbe 60 podzieli¢ na takie dwie czesci,,
aby siodma czes¢ jedndj, réwnata sie Osmej czesci,
drugid;.

14.  Z dwoch réwnych beczek piwa wytoczono:
z pierwszej 34 garnce a z drugidj 80 garncy. Wte-
dy w pierwszej pozostato trzy razy tyle piwa, ile
wr drugiej. llez kazda z tych beczek zawierata piwa,
gdy byta petng?

15. Liczbe 75 podzieli¢ na takie dwie czesci
aby wieksza, wzieta trzy razy, przewyzszata mniej-
szg, wzietg siedm razy, o 15?

16. Pfewna osoba rozdata w dzien zaduszny 20
ubogim 2 rs. 40 kop.; przyczem pewnej liczbie ubo-
gich data po 6 kopiejek, a pozostatym po 16 kopiejek.
lluz ubogim data po 6, a ilu po 16 kopiejek?

17. Liczbe 20 podzieli¢ na takie dwie czesci,
aby summa otrzymana z dodania potrojondj pierwszsj
czesci, do piec razy wzietej drugiej czesci, wynosita 84.

18. Paka, zawierajgca pewng liczbe jednako-

kowych sztuk ptdtna, jest wartg 56 2 rs.; gdyby kazda
sztuka byta o li~.d. rs. drozsza, wtedy cala paka ko-
sztowata by 67iu— rs. llez byto w niej sztuk ptétna?

19. Liczbe 45 podzieli¢ na takie dwie czesci,

aby pierwsza, podzielona przez 2, byta réwng drugioj,
pomnozonoj przez 2.
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20. Ojciec jest dzi$ trzy razy starszy od syna:

przed czterema za$ laty, ojciec byt cztery razy star-
szy od swego syna. llez lat ma dzisiaj ojciec, a ile
syn ?

2!, Liczbe 188 podzieli¢ na takie dwie czesci,
azeby czwarta cze$¢ jednej przewyzszata 6sma czesé
drugiej, o 14?

22. Pewna osoba, wychodzac z kosciota, data
wszystkim zebrakom, ktdrzy stali u drzwi, po 4 kop.,
poczem pozostato jej 16 kopiejek. Gdyby miata
w kieszeni jeszcze nadto 12 kopiejek, wtedy mogta-
by kazdemu zebrakowi da¢ po 6 kopiejek. lluz ze-
brakow stato pod kosciotem?

23. Liczbe 100 podzieli¢ na takie dwie czesci,
aby po odjeciu trzeciej czesci jednoj, od czwartej cze-
§ci drugidj, na reszte pozostato 11.

24. Dwie osoby A i B, grajace z sobg, miaty
przy rozpoczeciu gry: A —72rs.; B zas—52 rs. Po
przegraniu pewnej liczby partyj, okazato sie. ze osoba
A ma trzy razy wiecej pieniedzy, anizeli osoba B.
llez wygrata osoba A?

25. Liczbe 60 rozdzieli¢ na takie dwie czesci,
aby réznica pomiedzy wiekszg i 64, byta rowng dwa
razy wzietej réznicy pomiedzy mniejszg i 38.

26. Summe 276 rs ziozyly trzy osoby A, B
i C Osoba B ztozyta dwa razy tyle co A i 12 rs,;
osoba V trzy razy tyle co B ijeszcze 12 rs. llez zto-
zyta kazda osoba? .

27. Znales¢ takg liczbe, azeby jej pigta czesc,
wiecej siodma czes$¢, przewyzszata summe jej 6smaj
i dwunastdj czesci, 0113
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28. Armia przegrata bitwe, i wskutek tego
utracita jedng szostg cze$¢ swoich zotnierzy w zabi-
tych i rannych, i 4000 wzietych do niewoli. Zostata
nastepnie wzmocniong o 3000 tudzi; — lecz bedac
zmuszong do cofania sig, znowuz przy tom stracita
jedng czwartg cze$¢ swego nowego sktadu. Po czém
okazato sie, ze pozostato w nidj 18000 ludzi. Illuz zol-
nierzy bylo z poczatku?

29. Znale$¢ takg liczbe, aby summa joj piatsj
i jej siodmdj czesci przewyzszata réznice joj czwartej
i siddmej czesci o 99.

30. Pewna partya robotnikow otrzymata za-
ptaty 5 rs. 28 kop.; potowa catkowit6j liczby robotni-

kowitdj liczby robotnikéw dostata po 24 kop.; reszta
za$ po 30 kop. Illuz byto wszystkich robotnikéw?

31. Pewna osoba miafa 900 rs.: cze$¢ t6j sum-
my wypozyczyla na procent po 4%, pozostatos¢ za$
wypozyczyta po e Po uptywie roku otrzymata od
obu czesci rowne procenty. llez wypozyczyta po 43,
a ile po @

32. Ojciec ma szesciu synow: kazdy z nich
jest o 4lata starszy anizeli nastepujacy po nim brat
miodszy, najstarszy ma trzy razy wiec6j lat anizeli
najmtodszy. llez kazdy z nich ma lat?

33. Liczbe 92 podzieli¢ na cztery czesci takie,
aby pierwsza przewyzszata drugg o 10, trzecig o 18
i czwartg 0 24.

34. Gospodarz umierajgc, pozostawit 550 rubli
do rozdzielenia pomiedzy czterema stuzacymi A, B\,
C i D w ten sposob, aby B dostat dwa razy tyle co
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A, — Ctyle, co A'i A razem, —a za$ D tyle, ile C
i B razem. llez kazdy z nich dostat?

35. Znalez¢ dwie po sobie nastepujagce liczby
catkowite, takie: aby potéwa pierwsz6j liczby dodana
do pigtdj czesci toj pierwszoj liczby, data summe
rébwng summie trzeciej i czwartdj czesci drugioj
liczby?

36. Pewna summa pieniedzy ma by¢ rozdzie-
long pomiedzy trzy osoby A, Bi Gw ten sposéb, ze
osoby A i B razem majg dosta¢ 60 rs., osoby Bi Cra-
zem 80 rs., a osoby B i Crazem 92 rs. llez dostanie
kazda osoba?

37. Dwie osoby A i B wybraty sie razem w po-
dréz: pierwsza z nich wzieta na droge 100 rs., druga
za$ 48 rs. W drodze zostaty napadniete przez rabu-
siow, ktorzy zabrali osobie A dwa razy tyle, co osobie
B, poczom osobie A pozostato trzy razy tyle, ile pozo-
stato osobie B. llez zabrano kazd¢j?

38. Summa 00d&rs. byta rozdzielong pomiedzy
cztery osoby w ten sposéb, ze pierwsza i druga osoba
dostaty razem 280 rs., pierwsza i trzecia dostaty ra-
zem 260 rs., a pierwsza i czwarta razem 220 llez
dostata kazda?

39. Osoby A i B majg razem 40 rs.; gdy B
odda osobie A, 10 rs., wtedy osoba A mi6¢ bedzie o 6
rs. wiecdj, anizeli wowczas pozostanie osobie B. Zna-
lez¢ ile kazda z tych os6b miata z poczatku?

40. Kupiec ma dwa gatunki wina kaukazkiego:
jeden gatunek po 48 kop. kwarta; drugi po 80 kop.
kwarta; z tych dwdch gatunkéw chce zrobic sto kwart



mieszaniny, po 56 kop. kwarta. Po ilez kwart ma
wzig¢ kazdego gatunku?

41. W mieszaninie wina i wody byto wina
25 garncy wiecej, anizeli wynosita potowa catej mie-
szaniny, — wody za$ bylo o 5 garncy mniej, anizeli
trzecia cze$¢ calej mieszaniny. llez w tej mieszani-
nie bylo garncy wody, a ile wina?

42. W loteryi, ztozonej z 10000 biletéw, poto-
wa liczby biletdbw wygrywajacych dodana do jednej
trzeciej czesci biletdw niewygrywajacych, wynosi
3500; ilez jest biletow wygrywajacych w tej loteryi?

43. W pewngj ilosci prochu strzelniczego, sa-
letry jest 06 funtébw wiecdj, anizeli wynosi potowa
catej ilosci prochu, siarki o5 funtow mniej, anizeli
trzecia czes¢, a wegla o 3 funty mniej, anizeli czwar-
ta cze$¢ catej ilosci prochu. llez funtébw kazdego
z tych ciat znajduje sie w tym prochu?

44. Dowodzacy armig, po przegranej bitwie
przekonat sie, ze pozostato mu zdatnych do boju
0 3600 ludzi wiecej, anizeli byto w potowie catdj ar-
mii; rannych byto o 600 wiec6j, anizeli 6sma cze$¢ ca-
tej armii, pozostato$¢ za$, stanowigca pigtg czesé
armii, byta zabitych, wzietych do niewoli lub zbie-
gtych. lluz ludzi byto w catej armii?

45. Pewna summa pieniedzy zostata rozdzielo-
ng pomiedzy pie¢ os6b A, B, C D ik; osoba B
otrzymata o 10 rs. mniej, anizeli A; C otrzymata 16
rs. wiecej anizeli B; U otrzymata 5rs. mniej niz C
1 osoba E otrzymata 15 rs. wiecej, anizeli D. Po
rozdziale okazato sig, ze osoba E otrzymata tyle, ile
osoby A i B razem. llez otrzymata kazda z os6b?
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46. Pewien czlowiek wchodzi do traktyerni

majac pewng liczbe kopiejek, a pozyczywszy tam tyle,
ile miat, wydaje 24 kop. Z tern, co mu pozosta-
o, idzie do drugiej traktyerni, i dopozyczywszy tam
znowuz tyle, ile miat wchodzac, wydaje nowe 24 kop.
Nakoniec wstapit jeszcze do trzeciej traktyerni ztom co
mu pozostato, i dopozyczywszy i wydawszy tak, jak
w poprzedniej pozostat z niczem w kieszeni. llez miat
wchodzac do pierwszej traktyerni?

XXI1.

Zagadnienia (cigg dalszy).

192. Podamy teraz kilka przyktadéw, w kto-
rych przeksztatcenie zjezyka zwyczajnego na algie-
braiczny jest cokolwiek trudniejsze,'anizeli w przy-
ktadach rozdziatu poprzedniego.

193. Liczbe 80 podzieli¢ na takie cztery czesci,
aby pierwsza powigkszona o 3, druga zmniejszona o 3,
trzecia pomnozona przez 3, a czwarta podzielona przez
3, daty na wypadki ilosci réwne?

Niech x oznacza pierwszg czes$¢; wtedy, jezeli
ja powiekszymy o 3, otrzymamy »f-3, ito ma byc
réwne drugiej czesci, zmniejszonej o 3; wiec czesé
druga musi by¢ réwng .«|-6. Dalej: cze$¢ pierwsza
powiekszona o 3, czyli *-(-3, ma by¢ rowne czesci trze-
ci6j, pomnozons$j przez 3; przeto ta czes¢ trzecia musi

733

byé ="e. | nakoniec, poniewaz j-3 ma by¢ row-

ne czesci czwartej, podzielone”® przez 3, przeto czesé



164

czwarta bedzie 3(*-j-3). Summa tych wszystkich
czesci ma by¢ réwng 80; zatom:

X+*+ 6+ +3(*-f3)=80,
czyli: 2*+6-]-— + 3«+0= 80,
to jest: 80—15= 65.

Mnozac przez 3;
16*-{-*-)-3= 195,

czyli: 16*= 192;
skad: ic= " =12
Przeto szukane czesci sa;:
12, 18, 5, 45.
194. Robotnik A moze wykona¢ pewng robote

w 9 dniach pracujgc sam, robotnik za$ B mogtby ja
wykona¢ w 12 dniach: wjakim przeciggu czasu mogliby
wykona¢ tez samg robote, pracujac razem?

Niech * oznacza szukang liczbe dni. W jednym

dniu A wykonywa ~ tg cze$¢ roboty, przeto w *
dniach moze wykona¢ ~ czesci roboty. W jednym
dniu B wykonywa ﬁJ cze$¢ roboty, przeto w x

dniach moze wykona¢ ~ czgsci tojze roboty. A po-

niewaz W * dniach A i B razeni wykonywajg catg
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robote, przeto summa tych utamkéw roboty, musi
by.¢ réwng jednosci; to jest:

ANy A= 1
9 M2
Mnozac przez 36;
4*+3*=36,
czyli: 7*=36.
36 1
skad: X= 7 =5y
195. Zbiornik wody moze by¢ napetniony wo-

da, wptywajacg jedng tylko rurg, w ciggu 6 godzin;
za pomocg za$ drugiej rury moze by¢ napetniony w 8
godzinach, Lecz tenze sam wodozbior, gdy jest pet-
ny, a obie rury sg zamkniete, moze by¢ wyprdzniony
przez klape, umieszczong w dnie, w ciggu 12 godzin.
W iluz godzinach wodozbidr napetni sie, gdy obie ru-
ry i klapa sg otwarte jednocze$nie?

Niech x oznacza szukang liczbe godzin. W cia-
gu jedndj godziny przez pierwszg rure napetni sie
6—czeéé wodozbioru, wiec wx godzinach zostanie napet-

nionych* czesci zbiornika. Przez druga rure w jednoj
godzinie napetnia sie -g- cze$¢ zbiornika, wiec w *
godzin: ~ -mych czesci tegoz zbiornika. W ciggu
jednej godziny przez klape wyptywa ~ cze$¢ zbior-

X
nika, przeto w * godzinach wyptywa  czesSci tegoz

wodozbioru. A ze w x godzinach caly zbiornik be-
dzie napetniony, przeto mis¢ bedziemy:
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X X X
6 -8 12

Pomndzmy obie strony réwnania przez 24, otrzymamy:
4*+3*—2x= 24,
czyli: 5*= 24,

skad: X = 24 _ 4&/—

196. Niekiedy pozyteczngjest rzeczg oznaczy¢
przez x nie samg ilo$¢ niewiadoma, kt6réj bezposred-
nio szukamy, ale inng ilos¢, z ktordj wszakze ilosc¢
szukana tatwo daje sie oznaczyc.

Przyktad tego przedstawiajg nam dwa nastepne
zadania:

197. Dowddca putku chce ustawié swoich lu-
dzi w kwadrat petny; lecz pokazuje sie, ze po usta-
wieniu ich w ten spos6b, pozostaje mu jeszcze 31 zot-
nierzy zbywajgcych; aby za$ ustawi¢ ich tak, azeby
bok kwadratu zawierat o jednego cziowieka wiecoj,
potrzebaby putk powiekszy¢ o 24 ludzi. luz ludzi
jest w putku?

Niech x oznacza liczbe zotnierzy w boku pierw-
szego kwadratu; wtedy liczba ludzi w catym kwadra-
cie bedzie *2, a liczba ludzi w putku bedzie *2+31.
Gdyby w kazdym boku kwadratu byto x-\-1 ludzi,
wtedy liczba zotnierzy w catym kwadracie bytaby

przeto liczba ludzi w putku moze byc¢ i tak
wyrazona: (*+1)2—24.

Wiec:

(M-1)2—24= « 2+31,
skad: *S+2* +1-24=*2431-
Od obu stron réwnania odejmijmy po *2, bedzie:
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2*+1—24= 31,
czyli: 2*= 3+ 24—1=54
skad: *F—Nn-= 27,

Przeto liczba Zotnierzy w putku jest (27)2+31, czyli
729+31, to jest 760.

198, Osoba A wyjezdza z pewnego miasta, i je-

dzie ztakg predkoscig, ze co 5 godzin ujezdza 7 mil.
W oéra godzin p6zuidj, z tego samego miasta, wyjez-
dza osoba B w tym samym kierunku, i jedzie tak
predko, ze co 3 godziny ujezdza 5 mil. W jakidj od-
legtosci od miasta osoba B dogoni osobe Al
Oznaczmy przez * liczbe godzin, przez ktorg
osoba A jedzie, zanim zostanie dognang przez B; wte-
dy *—8 bedzie liczbg godzin, przez ktorg jedzie 0so-
ba B\ az do chwili spotkania. Poniewaz A przejez-

dza 7 mil wciggu 5 godzin, przeto jedzie ona g milina
godzine, a w ciggu * godzin przejedzie 7g Podob-
niez: B przejezdza | mili nagodzine, wiec wciggu*—38

godzin przejedzie g (*—8) mil. Gdy za$ B dogoni

+, wtedy jeden i drugi przejedzie jednakowg liczbe
mil  Przeto:

mnozac przez 15, bedzie:

25(*—8) = 21*,
czyli: 25*—200 = 21%;
skad: 25*—24*= 200,
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czyli: 4« = 200,
_200 _
~ 4

70, przeto B dogonit A na odle-

i nakoniec:

c 7
AaeT =5 XI'0
gtosci 70 mil od miejsca wyjazdu.

199. Niekiedy zadania sg tej natury, ze wyma-
gaja znajomosci nauki o proporcyi, tak jest ona wy-
ktadang w Arytmetyce; dwa nastepne przykiady sg
wiasnie tego rodzaju. Po przerobieniu ich, zakon-
czymy rozdziat zadaniami cokolwiek trudniejszemi,
anizeli te. ktére byty rozwigzane dotad.

200. Liczbe 56 podzieli¢ na takie dwie czesci,
azeby stosunek pierwszej do drugidj byt réwny sto-
sunkowi 3 do 4.

Niech x oznacza pierwszg czes¢, wtedy druga
bedzie 56—« ;a poniewaz x ma by¢ w takim stosunku
do 56—x w jakim jest 3 do 4, przeto bedzie:

50.

x 3
56—x 4
Znoszac mianowniki, otrzymamy:
4sc= 3(56—),
czyli: 4« = 168—3®
skad: 7*= 168,
a nastepnie: X= l—?8= 24,

Pierwsza cze$¢ jest wiec 24, a draga 56 — 24,
czyli 32.

Powyzszy spos6b rozwigzania jest najbardzioj
naturalny; nastepujacy jednak jest o wiele krétszy:
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Oznaczmy cze$¢ pierwszg przez 3«; wtedy czesé
druga bedzie 4x, gdyz pierwsza tak sie ma do dru-
gioj, jak3 do 4. Summa tych dwoch czesci jest réwna
56, przeto:

3*+4.® = 56,
czyli: T« — 56;
skao'. X = 6_ 8.

Zatom czes¢ pierwsza jest 3X8, czyli 24, druga za$
4X8, czyli 32.

201. Jedna beczka, A, zawidra 12 garncy
i 18 garncy wody; druga beczka, B, zawidra 9 garncy
wina i 3 garnce wody; ilez nalezy wzig¢ garncy z ka-
zddj beczki, azeby utworzy¢ mieszanine, ztozong z 7
garncy wina i 7 garncy wody?

Niech x oznacza liczbe garncy, jakag nalezy
wzigé z A; wtedy, poniewaz mieszanina ma zawiorac
14 garncy, przeto 14—x oznacza¢ bedzie liczbe garn-
cy, jaka nalezy wzigé z B. Liczba wszystkich garn-
cy, zawartych w A, jest 80; — z nich 12 jest winem;

przeto wino wtdj beczce stanowi ou catosci. A zatem
w x garncach, zaczerpnietych z A, znajdowac sie be-
dzie —192«— garncy wina. Podobniez w 14— garn-

cach, zaczerpnietych z B, znajduje sie czystego wina
9_(14—_X)

garncy. Lecz mieszanina ma zawieraé 7

garncy wina; przeto:
12« . 9(14—«)__
80" 2 ~ -

Algieb. Th. 12

wina
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. 2x  3(14—x) .,
czyli: 9 H 4 _
skad: 8#-f-15(14—s)= 140 ;
i daldgj: S.r-j-210—15.r= 140;
nastepnie: T#= 170,

i nakoniec, #=10

Przeto z A nalezy wzig¢ 10 garncy, az B, —4
garnce.

202. O jakim czasie, miedzy godzing 2-gg i 3-ig,

jedna skazdéwka zegarka doktadnie przykrywa drugg?

Niech x oznacza szukang liczbe minut po 2-giej.
W przeciggu x minut dtuga skazéwka przesunie sie
przez x podziatek cyferblatu; a ze dluga skazéwka
porusza sie 12 razy predzej niz krétka, przeto kroét-

ka przesunie sie¢ w tymze samym czasie 0 J)é] podzia-

tek. O godzinie drugi6j, krotka skazéwka jest o 10
podziatek przed dtuga; — ta ostatnia wiec, w ciggu x
minut, musi przejs¢ o 10 podziatek wiecej anizeli krot-
ka; mie¢ bedziemy przeto réwnanie:

X
12+10;
czyli: 12#=#-j-120,
stad: 1]#=120

1nakonfec *— d90— dnyif.

203. Zajac robi cztery skoki w tym czasie,

w ktorym chart robi ich trzy; lecz dwa skoki charta
stanowig takg dtugos¢, jak trzy skoki zajgca. Za-
jac ten byt oddalony na 50 swoich skokéw od charta
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w chwili, gdy ten ostatni zaczat go $cigac; ilez sko-
koéw zrobi chart zanim dogoni zajgca?

Przypus¢my, ze 3# oznacza liczbe skokoéw char-
cich; wtedy 4« oznacza¢ bedzie liczbe skokéw, zro-
bionych przez zajgca wtym samym czasie. Niech a
oznacza w calach dlugos¢ skoku zajgca, wtedy 3a
oznacza¢ bedzie liczbe cali zawartg w trzech skokach
zajaca; — a zatem takze i liczbe cali w dwoch sko-
kach charta. Dtugo$¢ skoku charta w calach bedzie

wiec . Dal§j: liczba cali, zawartych w 33 skokach

3,
charta bedzie: S#X—gszl liczba za$ cali, zawartych w

50-j-4# skokach zajaca bedzie (50-34as)a. Stad otrzy-
mujemy ‘réwnanie:

%X = (50--4#)cs.

Dzielac obie strony przez a, bedzie:

— —50-j-44#,
skad: Inr= 100-f-8"-,
i nakoniec: »—100.

Chart przeto musi zrobi¢ 300 skokow.

Zwracamy tu' uwage czytelnika na to, zeSmy
wprowadzili do zadania pomocniczy znak a, aby tat-
wiej utozy¢ rownanie; znak ten znikt nastepnie przez
dzielenie z réwnania.

204, Czterech graczy A, B, Ci D zasiadto do

gry, kazdy z inng summg pieniedzy. Po skonczondj
grze A wygrat potowe tego, co B miat z poczatku,
zasiadajac do gry; B wygrat trzecig czes¢ tego, co
miat C Cwygrat czwartg cze$¢ tego, co miat D, a D
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wygrat pigtg czes¢ tego, co miat A\ poczom okazato
sie, ze kazdy z nicli ma 23 ruble. llez kazdy z nieb
miat, siadajgc do gry?

Niech x oznaczaliczbe rubli, ktérg D wygrat od
A, wtedy A miat z poczatku 5x; a po przegraniu do
D pigtdj czesci, pozostato mu 4«. Ta ostatnia ilos¢,
wraz z tSm, co A wygrat od B stanowi 23; przeto
23—4« oznacza$ bedzie liczbe rubli, ktérg A wygrat
od B. A ze A wygrat potowe tego, co miat B, wiec
23—4« oznacza¢ takze bedzie to, co zostato B po
przegraniu partyi.

| dalé): 23—4« razem z tern, co B wygrat od C
stanowi 23; przeto 4« oznacza liczbe rubli, jaka -B wy-
grat od C. A poniewaz B wygrat trzecig czes¢ tego,
co miat C, zatSm C miat z poczatku 12® a po prze-
graniu 8ie

Dalej jeszcze: & razem z tern, co Cwygrat od
D, powinno stanowi¢ 23; przeto 23—8« oznacza licz-
be rubli, jakg C wygrat od D. A ze Cwygrat czwar-
tg cze$¢ tego, co miat D, wiec 4(23-8«) oznaczal
bedzie summe, jaka miat D z poczatku, a 3(23—8«),
to, co mu po przegraniu do C pozostato.

Ostatecznie wiec 3(23—8«) razem z «, to jest
liczbg rubli, jakag D wygrat od A, stanowic¢ bedzie
23 rubli; otrzymany przeto réwnanie:

23= 3(23—8«)+«,
skad: 23« = 46,
«= 2.
Wiec gracze z poczatku mieli 10, 30, 24 i 28 rubli.

2041. Ojciec, umierajac, pozostawia pewng licz-
be dzieci i majatek, ktory testamentem poleca rozdzie-
i¢ pomiedzy nie, w nastepujacy sposob:

173

Najstarsze dostaje 100 rs. i dziesigtg czes¢ tego,
co pozostanie, po wzieciu tych stu rubli;

Drugie dostaje 200 rublii znowuz dziesigtg czes¢
tego, co pozostanie;

Trzecie dostaje 300 rubli i dziesiagta czes¢ tego,
CO pozostanie;

Czwarte podobniez dostaje 400 rubli i dziesiatg
cze$¢ tego, co pozostanie;

I tak dalgj.

Po wykonaniu woli zmartego, pokazato sie, ze
caty majatek zostat rwno podzielony pomiedzy wszy-
stkie dzieci.

llez byto dzieci iile rubli wynosit majatek?

To zagadnienie jest catkiem szczeg6Indj natury,
i przez to samo zastuguje na staranny rozbidr.
Aby je tatwiej rozwigzac, przypus¢my, ze caly ma-
jatek wynosit z rubli; a poniewaz wszystkie dzieci
otrzymujg jednakowg summe, oznaczmy dziat kazdego
dziecka przez «. Tym sposobem liczba dzieci bedzie

- Wprowadziwszy te oznaczenia, utozymy nastepu-

jaca tablice, w celu rozwigzania zadania: *
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Summa _ . -
do po- Dziecko  Dziai kazdego dziecka Réznice
dziatu

1- Xsze }%—}——% —10y0 "

10
Z—X 2-  xgie200- X;)ZOO 100-~=0
7—2x 3- xie300- 2_210_300 100- &+ N~ =0
7—3* 4-  Xte 400- 2_3“10_400 10Q _f+7=0
24k 5 e 500 2—4)(10—500 «4-11n

i tak dalgj.

W ostatniej kolumnie pomiesciliSmy roznice,
otrzymane przez odjecie kazdego dziatu od nastepu-
jacego. Poniewaz wszystkie dziaty sg rowne, przeto
roznice powinny by¢é réwne 0. A poniewaz nadto,
szczeSliwym trafem, jedno i toz samo wyrazenie przed-
stawia wszystkie te rdéznice, wiec dostateczng bedzie
rzeczg do oznaczenia x, przyrownac¢ ktorgkolwiek
Z tychze réznic do zera. Tym sposobem otrzymamy

rownanie:
w0 EHO_.
mnozac obie strony przez 10, znajdziemy:
1000—x—100= O:
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czyli: 900—x — 0,
skad: *=900.

Dziat wiec kazdego dziecka wynosit 900 rubli.

Podstawiajgc te wartos¢ znaleziong na x w ktd-
rekolwiek z rownan trzeci6j kolumny, naprzyktad
W pierwsze, otrzymamy:

900 = 100+ A -M

skad odrazu znajdziemy warto$¢ na 2, gdyz:
9000= 1000+2—100

czyli; 9000—1000+100=2

albo: 2= 8100.

Nakoniec liczba dzieci otrzyma sie z wyrazenia — li-

czba ta bedzie wiec réwng 9.

ZnalezliSmy zatem odpowiedZ zupetng na zadane
pytanie taka: dzieci bylo 9, majatek pozostawiony
byt 8100 rs., a dziat kazdego z dzieci wynosit 900 rs.

PRZYKLADY XXII.

1. Statek korsarski, ptynacy z predkoscig 10
wiorst na godzine, spostrzega okret w oddaleniu 18
wiorst, i ptynacy z predkoScig 8 wiorst na godzine.
llez wiorst okret przeptynie, zanim zostanie dognany
przez korsarza?

2. Liczbe 50 rozdzieli¢ na takie dwie czesci,
aby summa trzech czwartych jednej czesci i pieciu
szbstych drugidj czesci stanowita 40?
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3. Z dwoch miast A i B, odlegtych na 360
wiorst, wyjezdzajg w jednym i tym samym czasie dwa
podrézni naprzeciwko siebie; pierwszy przejezdza po
10 wiorst na godzine a drugi po 8 wiorst na godzine.
W ktérem miejscu drogi spotkajg sie?

4. Znales¢ dwie liczby, ktérych rdznica wyno-
si 4, a réznica kwadratow tych liczb wynosi 112.

5. 24 osoby ztozyty summe 24 rubli; niektére

z tych osob sktadaty po j rs., pozostate za$ po 18 rs.
llez byto osdb, ktore daty po  aile, ktére daty po

1§-rs.?

6. Liczbe 48 podzieli¢c na takie dwie czesci,
aby przewyzka pierwszej czesci nad 20, byta trzy ra-
zy wiekszg od przewyzki 20 nad drugg czescig?®

7. Pewna osoba ma 98 rs.; czeSc tych pienie-
dzy pozycza po P na rok, a pozostato$¢ po 6% na lok
w jednym i drugim razie procent prosty. Od obu
summprocent wciggu lat 15 wynosit razem rs. 81.
llez bylo pozyczone po 3@

8. Pozyczyl kto$ pewng summe pieniedzy po
6% na procent prosty; po uptywie 10 lat procent wy-
nosit 0 12 rs. mniej, anizeli wypozyczona summa. Ja-
kaz byta summa wypozyczona?

9. Wiasciciel ziemski wydzierzawit 25 morgéw
gruntu za 77 rs.; poniewaz grunt byt dwojaki, przeto
za lepszy gatunek gruntu umaéwit sie bra¢ po 4 rs. od

morgi, a za gorszy po 2™ rs. od morgi. llez byto
morgow kazdego gatunku?
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10. Wodozbiér moze by¢ napetniony w 12 mi-
nutach woda, wptywajaca, przez 2 rury; jedng rurg
woda wplywajacg, moze go napetnié w 20 minut;

w iluz minutach moze on by¢ napetniony przez samg
druga rure?

11. Liczbe 90 podzieli¢ na takie cztery czesci,
aby pierwsza powiekszona o 2, druga zmniejszona o 2,
trzecia pomnozona przez 2, a czwarta podzielona
przez 2, daty wypadki rowne?

12.  Kupit kto$ 30 funtow kawy dwoch gatun-
kow i zaptacit za wszystko 19 rs.; kawa lepszego ga-

tunku byta po ° rs: za funt, a kawa gorszego gatunku

bytapo”~ rs. za funt. llez funtow kazdego gatunku
kupit?

13. Liczbe 88 rozdzieli¢ na takie cztery czesci,
aby pierwsza — powigkszona o 2, druga — zmniej-
szona 03, trzecia — pomnozona przez 4, i czwarta —
podzielona przez 5, daty wypadki rowne.

14. 20 mezczyznom, 40 kobietom i 50 dzieciom
zaptacono na fabryce tygodniowego zarobku 300 rs.
Jezeli 2 mezczyzn tyle dostato, ile 3 kobiety lub 5
dzieci, ilez dostala kazda kobieta za tygodniowa
prace?

15. Liczbe 100 podzieli¢ na takie dwie czesci,
aby roznica kwadratéw tychze czesci wynosita 1000 ?

16. Z dwoch miast, znajdujacych sie w odle-
gtosci 154 wiorst, wychodzg dwie osoby w jednym
i tym samym czasie, i idg naprzeciwko siebie. Pierw-
sza przechodzi 9 wiorst w 2 godziny; druga za$ 15
wiorst w 4 godz.; kiedy one sie spotkajg?
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17. Liczbe 44 podzieli¢ na takie dwie czesci,
aby wieksza, powiekszona o 5, byta wtakim stosunku
do mniejsz6j, powiekszonej o 7, w jakim jest 4 do 3.

18. Robotnik A moze zrobi¢ w tym samym cza-
sie potowe tego, co robotnik B, a robotnik B, row-
niez w tym samym czasie, moze zrobi¢ potowe tego, co
robotnik C. Razem wszyscy trzej moga wykonaé
pewng robote w 24 dniach. W iluz dniach mogtby
wykonac tez samg robote kazdy z nich pojedynczo?

19. Liczbe 90 podzieli¢ na takie cztery czesci,
ze jezeli pierwszg powiekszymy o5, druga zmniejszy-
my o 4, trzecig pomnozymy przez 3, a czwartg podzie-
limy przez 2, to otrzymamy wypadki réwne.

20. Trzy osoby wykonaly pewng robote w 60
dniach, przy czom okazato sig, ze pierwsza robita
w tym samym czasie trzy czwarte tego, co druga,
a druga — cztery pigte tego co trzecia; w jakimze
czasie mogta by kazda z nich wykona¢ teZ samg robo-
te, pracujac pojedynczo?

21. Liczbe 36 podzieli¢c na takie dwie czesci,
aby jedna z nich stanowita pie¢ siodmych drugiej
czesci?

22. Dowddca putku, prébujac ustawi¢ swoj od-
dziat w peiny kwadrat, przekonat sig, ze ma zbywajg-
cych 60-ciu ludzi, a brakuje mujeszcze 41 ludzi, aby
mogt powiekszy¢ bok kwadratu ojednego zotnierza.
lluz ma zotnierzy w putku?

23. Liczbe 90 podzieli¢ na takie dwie czesci,
aby jedna z nich stanowita dwie trzecie drugiej?

24. Kupit kto$ pewng liczbe jajek; potowe tych
jajek kupowat po 2 jajka za dziesiatke, a druga poto-
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we po 3 jajka za dziesigtke; sprzedat je nastepnie
w ten sposob, ze dawat po 5 jajek za dwie dziesigtki
i stracit natym handlu jedng dziesigtke. llez jajek
kupit?

25. Osoby A i B sg dzisiaj w jednym wieku.
Lecz jezeli wiek osoby A powiekszy sie o 36 lat.
a wiek osoby B 052 lata, wtedy lata ich wieku beda
do siebie w stosunku 3 do 4. W jakim wieku sg one
dzisiaj?

26.  Summe 2000 rs. rodzielono pomiedzy dwie
osoby tak, Ze czesci otrzymane przez tez osoby tak sie
miaty do siebie, jak 7 do 9; ilez otrzymata kazda
z tych os6b? 5

27. Robotnik byt najety na 40 dnipo 1™ rs. na

dzien, ale z tym warunkiem, ze za kazdy dzien, przez
ktéry robi¢ nie bedzie, nie tylko nie dostanie zaptaty,

2
ale jeszcze sam zaptaci kary ~ rs. Po uptywie 40-tu

2
dni otrzymat ostatecznie zaptaty 31g rs. llez z

tych 40-tu dni rzeczywiscie pracowat?

28. Dwie osoby A i B grajg zsobg. Pierwsza
partygwygrata osobami; i wygrawszy od B 5rs. mia-
fa tyle rubli ile B; druga partyg wygrata B, i wy-
grawszy poprzednio przegrane pienigdze i jeszcze 5
rs., miata pie¢ razy tyle co osoba A. llez pieniedzy
miala kazda z tych oséb z poczatku?

29. Liczbe 100 podzieli¢ na takie dwie czesci,
aby kwadrat ich réznicy przewyzszat kwadrat podwo-
jonej niniejszej czesci o 20007?
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30. Do wodozbioru prowadzg dwie rury; pierw-
szg z nich wodozbiér moze by¢ napetniony w 4~ go-

dzinach, drugg — w 6-ciu godzinach; u spodu wodo-
zbioru znajduje sie klapa, ktéra moze go wyproznié
w 5-ciu godzinach. W iluz godzinach bedzie napet-
niony wodozbidr, jezeli otworzymy obie rury i klapg?

31. Ziemianin ma pszenice dwdch gatunkdw
po 5rs. 40 kop. ipo 6rs. 12 kop. korzec. Z tych
dwdch gatunkow robi 90 korcy mieszaniny w ten spo-
sob, ze sprzedawszy jg po 5rs. 80 kop. korzec, nie
ma ani zysku ani straty. llez korcy wzigt kazdego
gatunku, dla utworzenia mieszaniny?

32. Kupiec chce zmieszaé 56 funtéw herbaty
ria 5 rubli funt, z gorszym gatunkiem po 3™ rs. funt,
w ten sposdb, aby otrzymang mieszanine mogt sprze-
dawaé¢ bez straty i zysku po 4™ rs. funt. llez her-
baty drugiego gatunku ma wzig¢?

33. Najat ktos$ robotnika do wykonania pewndj
roboty na takich warunkach: za kazdy dzien rzeczy-
wistej pracy robotnik otrzymywac bedzie 2rs., lecz
za kazdy dzien, w ktérym nie stawi sie do roboty, za-
ptaci kary 75 kop. Po skonczondj robocie pokazato
sig, ze liczba dni, w ktorych robotnik ten pracowat
byta dwa razy wieksza od liczby dni jego nieobecno-
§ci przyczém po obliczeniu otrzymat on 39 rs. osta-
teczndj zaptaty. llez byto dni rzeczywistoj pracy?

34. Putk zawierat w sobie tylu Zotnierzy, ze
moznaich bylo ustawi¢ doktadnie w petny kwadrat
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Gdy nastepnie uwolniono z tegoz putku na urlop 295
ludzi, pozostatych mozna bylto ustawi¢ takze w kwad-
rat pelny, ale zawierajagcy w kazdym boku o 5 zot-
nierzy mniej, anizeli z poczatku. 1uz ludzi zawierat
putk z poczatku?

35. Pewna summa pieniedzy byta rozdzielona
pomiedzy dwie osoby A iB w ten sposob, ze stosu-
nek dziatu osoby A, do dziatu osoby B, byt réwny
stosunkowi 5 do 3; a nadto: dziat osoby A przewyz-
szat pie¢ dziewigtych czeSci dziatu osoby B o 50 rs.
llez otrzymata kazda z tych os6b?

36. Ojciec umierajac, rozdzielit caty swéj ma-
jatek pomiedzy czterech synéw w nastepujacy spo-
sob: najstarszy syn otrzymat o 800 rs. mni¢j, anizeli
wynosita potowa catego majatku, drugi dostat o 120
rs. wiecej, anizeli czwarta cze$¢ catego majatku, trze-
ci dostat potowe tego, co najstarszy, a najmfodszy
otrzymat dwie trzecie tego, co otrzymat drugi. llez
otrzymat kazdy?

37. Dwie osoby A i B zaczely graé¢ z soba,
majac jednakowe summy pieniedzy. A z poczatku
wygrat 20 rs., lecz nastepnie przegrat potowe tego,
co miat po pierwszej wygranej, i wowczas to wszyst-
ko, co mu pozostato, stanowito potowe tego, co miat
B. llez kazdy z nich miat z poczatku?

38. Pewna osoba rozdzielita na kolende 21 rs.
pomiedzy pewng liczbe mezczyzn, kobiet i dzieci:
kazdy mezczyzna dostat 1 rs., kazda kobieta 50 kop.
a kazde dziecko 25. Liczba kobiet byta 0 2 mniej-
szg od podwojonsj -liczby mezczyzn, a liczba dzieci
0 4 mniejszg od potrojonej liczby kobiet. 1luz bylo
mezczyzn, ile kobiet i ile dzieci?
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39. Kupiec zakupit sztuke sukna po 3+-rs. za

tokie€. Trzecia, czes¢ tdjze sztuki sprzedat po 4rs.
tokie¢; czwartg cze$¢ po 3y rs. tokie¢, a reszte po

3 y Isiokiec, i na wszystkiem zyskat tym sposobem

14~Ors. llez tokci zawierata sztuka?

40. Przekupka kupita pewng liczbe jajek
po 4 grosze; sprzedata za$ potowe tych jajek po 5
groszy sztuka, a pozostata potowe po 3 sztuki za 10
groszy i na wszystkiem zyskata 40 groszy. llez byto
jajek?*)

41. Dwie osoby A i B majg ten sam docbdd
roczny. Osoba A co rok odklada jedna piatg czesc
tegoz dochodu, jako zaoszczedzony kapitat; lecz osoba
B, wydajac rocznie o 600 rs. wiec$j, anizeli A, robi
po uptywie trzech lat 900 rs. dlugu. Jakiz jest do-
chod roczny kazdoj z tych osob?

42. Dwie osoby A i B strzelajg kolejno do ce-
lu. Na kazde 12 danych strzatow, osoba A trafia
w sam $rodek 7 razy, osoba za$ B, na tez sama liczbe
strzatdbw — 9 razy. Strzelajgc tak przez pewien
przecigg czasu, daty razem 32 celne strzaty. llez ra-
zy kazda z nich data ognia?

43. Dwie beczki A i B zawierajg mieszaniny
wina i wody; wA ilo$¢ wina jest w takim stosunku
do ilosci wody, w jakim jest 4jdo 3; w B ten sam sto-
sunek jest 2do3. Beczka A zawiera 84 garnce;

) Zagadnienie 24.
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ilez B musi zawierac, aby, po zlaniu zawarto$ci obu
beczek w trzecig beczke, w tej ostatniéj mieszanina
byla ztozong z rownych ilosci wina i wody?

44. Wiasciciel wsi zapisuje jedng setng czesc
swojego majatku na odnowienie kosSciota w swojej pa-
rafii; 0 200 rs. mniej, niz powyzszag summe na szkote
parafialng, i znowuz o 200 rs. muiej, niz ta ostatnia
summa, na szpital. Po odjeciu tych zapiséw, pozosta-

je dla spadkobiercy czesci catego majatku.  Ja-

kaz byta warto$¢ majatku?

45. llez minut brakuje do czwartoj, jezeli przed
trzema kwadransami bylo dwa razy tylez minut po
drugiej?

46. Kazda z dwoch beczek A i B jest napel-
niona mieszaning, ztozong z dwoch gatunkéw  wi-
na;, —w beczce A sg one zmieszane w stosunku
2do 7,aw beczce B stosunku 2 do 5. Ilez nalezy
wzigé¢ z kazddj beczki, aby utworzy¢ mieszaning, zto-
zong z 2 garncy pierwszego gatunku i 6 garncy dru-
giego gatunku?

47. Kupuje kto$ kawatek gruntu po 60 rs.
morga; i sprzedajac nastepnie ten grunt malemi czast-
kami, otrzymuje za morge trzy razy wiecej, anizeli
sam za nig ptacit. Tym sposobem, zachowawszy dla
siebie 25 morgéw, a sprzedawszy reszte, nie tylko
otrzymat za nig to, co sam wydat na cate kupno ale
nadto jeszcze zyskat 300 rs. llez morgéw kupit?

48. A iB grajg zsobg w pewng gre przy ta-
kiej umowie, ze przegrywajacy partye ptaci wygrywa-
jacemu o jednego rubla mni¢j, anizeli wynosi potowa
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tych pieniedzy jakg ma tenze przegrywajacy. Na po-
czatku gry obaj mieli jednakowe summy; nastepnie B
przegrat pierwszg partyg a wygrat druga, i wtedy po-
kazato sig, ze ma o dwa ruble wiecej, anizeli A. llez
kazdy z nich miat w poczatku?

49. O ktor6j godzinie miedzy 8-cig i 4-t3 jedna
skazowka zegarka bedzie $cisle na przedtuzeniu dru-
giej skazowki?

50. Skazowki zegara tworzg kat prosty o go-
dzinie 3-ciej; ojakim czasie bedg nastepnie znowuz
tworzy¢ kat prosty?

51. Pewien Kkapital, wypozyczony na procent
prosty, zamienit sie na summe 297 rs. 60 kop. w cig-
gu 8 miesiecy, a po uptywie nowych 7-miu miesiecy,
na summe 306 rs. Jakiz to byt kapitat?

52. Zegarek kieszonkowy $pieszy sie o tyle,
0 ile sie spdznia zegar Scienny. Czas, wyrazony przez
1799 godzin na zegarze, jest rowny 1801 godzinom
zegarkowym. Znale$¢ o ile zegarek sie Spieszy i oile
zegar sie spdznia na godzine.

53. W pewndj chwili pomiedzy godzing 11 i 12,
liczba podziatek minutowych, zawartych pomiedzy

skazowkami, wynosi 2 tej liczby tychze podziatek, ja-

ka byta pomiedzy temi skazéwkami przed dziesieciu
minutami. Ktdraz jest w uwazandj chwili godzina
1 minuta?

54. Ai B zlozyli razem na pewne przedsigbior-
stwo 5000 rs.; mieli zysku do podziatu 1600 rs., z ktd-
rej to summy A otrzymat dla siebie o 320 rs. wiecej,
anizeli B. llez kazdy z nich dal?
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55. Kupiec ma 51 garncy wina francuzkiego,

ktore go kosztuje po 8rs. garniec; — chce go zmie-
sza¢ z winem kaukazkiom po 3 rs. garniec i sprzeda-
wacé mieszanine po 9rs. garniec. llez garncy wina
kaukazkiego musi domiesza¢, aby w ten sposdb sprze-
dajac mieszaning, miat na calej summie, ktorg wydat
na oba gatunki wina, 30$ zysku?

56*. Ma kto§ dwa kubki srebrne i jedng do
nich pokrywke. Pierwszy kubek wazy 12 lutow;
ajezeli na niego natozy¢ pokrywke, wtedy razem
z nig wazy(¢ bedzie dwa razy wiecej, anizeli drugi ku-
bek. Jezeli za$ nakry¢ drugi kubek, wtedy on ra-
zem z pokrywka wazy¢ bedzie trzy razy tyle, co
pierwszy. Znalezé wage drugiego kubka i po-
kryweki.

57*. -j- cze$¢ pala wbitego w dno rzeki, znaj-
duje sie w ziemi; cze$¢ tegoz samego pata jest

W wodzie, a nad wodg wystaje metra.  Znale$¢
dtugos¢ catego pala?

58*. Powietrze atmosferyczne sktada sie z 2-ch
gazoéw: tlenu i azotu, pomieszanych z sobg w takim
stosunku, ze na 21 czesci, co do objetosci, tlenu, idzie
79 czesci azotu. llez kazdego z tych gazéw znajdu-
je sie w pokoju dtugim na 4,39 metra, szerokim na
3,77 metra i wysokim na 2,35 metra?

59*. Mamy trzy beczki: dwie mate i jed3ne du-

z3. Objetos¢ pierwszej z mniejszych wynosi cze-

§ci duzoj, a objetos¢ drugis$j z mniejszych stanowi

Todh. Algiebra. 13



186

r
czesci duzej beczki. Jezeli zawarto$¢ napetnio-

ndj drugiej beczutki, przela¢ do pierwsz6j, wtedy ta
ostatnia bedzie w zupetnosci napelniong i jeszcze
pozostanie w drugis$j 10 kwart. llez kwart zawiera
kazda z beczek?

60*. W prawej kieszeni mam 06 rubli wiecej,
anizeli w lew¢j. Jezeli z prawej przetoze do .pS-jtaj
tyle, ile jest teraz w to] ostatnidj; nastepnie z lewsj
przetoze do prawdj tyle, ile jest teraz w t6j ostatniej;
i nakoniec znowuz z prawdj do lewdj tyle, ile byto te-
raz w tejze lewsj, wtedy w obu kieszeniach bedzie
rowno. llez byto z poczatku w kazddj kieszeni?

61*. Gospodarz wiejski ma gesi i owce—razem
432 sztuki. Poniewaz nie chce sie dalej zajmowaé
hodowlg gesi, przeto wymienia wszystkie swoje gesi
na owce, i dostaje przy tej wymianie 3 owce za kaz-
de 32 gesi. Po t6j wymianie okazato sie, ze jest po-
siadaczem stada owiec, liczacego 200 sztuk. llez ge-
si on wymienit na owce?

62*. Pewien prdzniak od 18 roku zycia az do

$mierci przespaHg czasu, cze$¢ zuzyt na jedzenie
i picie, ! przepedzit na przechadzkach, jg3- stracit na

gre wkarty,-- spedzit siedzac w fotelu i nie myslac

0 niczem, a przez caly ten czas tylko dwa lata pra-
cowat. llez lat on zy#?

63*. Gracz przegrat z poczatku -g- czesé

swoich pieniedzy, a potem 247 rubli, i pozostato mu
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tyle kopiejek, ile przed grg miat rubli. Ilez miat
pieniedzy siadajgc do gry?

64*. Gospodyni chciata z pewnej liczby fun-
tow Inu zrobi¢ sztuke ptoétna. Jedna z joj stuzacych
podejmowata sie wykonczy¢ te robote w ciggu 36
dni, druga za$ oswiadczyta, ze moze jg wykona¢ do-
piero w 48 dni. Poniewaz gospodyni chciata sie
z tSm daleko predzej zatatwié, przeto razem z obiema
stuzacemi i sama wzieta sie do roboty, tkajac dzien-

nie 01 czes$¢ funta Inu wiecdj, anizeli druga stuzaca.

Tym sposobem we trzy zrobity catg robote w oSm dni.
llez byto funtéw Inu?

J35*.  Wiedniaczka przyniosta na targ pewng
liczbe jajek. Pierwszemu kupujagcemu sprzedata po-
towe wszystkich jajek i jeszcze potowe jednego jaj-
ka (nie ttukac i nie dzielagc wszakze zadnego); dru-
giemu kupujgcemu — potowe tego co joj zostato i jesz-
cze potowe jajka; trzeciemu — znowuz potowe tego,
co jej zostato i pot jajka, itak samo czwartemu i pig-
temu. Po tom wszystkidbm pozostato joj jedno jajko.
llez jajek przyniosta na targ?

66*. Na grobie stawnego matematyka grec-
kiego Diophantes'a (jednego z tworcow algiebry) znaj-
duje sie napis, oznaczajacy w nastepny sposob liczbe
lat, jaka on zyk:

Diophantes byt dzieckiem ~ cze$¢ swego zycia,

12 cze$¢ bytmiodziencem,uastepnie ozenit sie, i prze-
zylt w zwigzku matzenskim j czes¢ swego zycia, po-

13-
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wiekszong o5 lat, zanim narodzit mu sie syn, ktory
wszakze 04 lat wcze$nidj umart, anizeli Diopbantes,
i zyt tylko potowe toj liczby lat, jakg zyt ojciec. llez
lat zyt Diophantes?

67*. Rok $mierci kréla Jana Sobieskiego wy-
raza sie liczbg czterocyfrowa, wktor6j pierwszg cy-
frg z lewej strony jest 1. Jezeli te jednos¢ prze-
niesiemy z pierwszego miejsca na ostatnie miejsce,
wtedy otrzymamy nowg liczbe, ktéra bedzie o 177
wieksza, od cztery razy wzietej liczby, wyrazajacej
rok $mierci Jana lii-go. W ktérym roku umart krol
Jan Sobieski?

68*. W dawnych ksigzkach znajdujemy takie
zadanie:

Pewna Greczynka weszta do S$wiatyni Zeusa
i prosita go, azeby podwoit te summe pieniedzy; jaka
miata przy sobie. Zeus uczynit to. Wtedy na znak
podziekowania, ztozyta w $wigtyni dwie drachmy.
Z tom co joj pozostato weszta do Swigtyni Apollina
i prosita otoz samo. | Apollo przychylit sie do j6j
prosby, za coznowuz wjego Swigtyni ofiarowata dwie
drachmy. Porachowata teraz pienigdze, —i okazato
sig, ze ma SciSle dwa razy tyle, ile miata z poczatku.
llez miata, wchodzac do Swigtyni Zeusa?

69*. Okret zaglowy ptynat od pewnego miejsca
A do miejsca B, lezacego na zachdd. Gdy juz sie
znajdowat oddalony tylko na 4 mile od miejsca swego
przeznaczenia, zostat cofniety przez wiatr przeciw-

ny o~ cze$¢ t§j drogi, jaka przebyt. Nastepnie,

po ustaniu wiatru, dal$j ptyngt ku zachodowi; lecz
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przebywszy 27 cze$é t6j odlegtosci, w jakioj sie znaj-
dowat od A, wskutek dziatania nowego wiatru
przeciwnego, znowu zostat cofniety o » cze$¢ te-
razniejszej odlegtosci od A. Gdy wiatr powtdrnie
ustat, okret, przeplyngwszy -|j- cze$¢ ostatniéj odle-

glosci od A przybyt do portu. Jakaz jest odlegtosé
miasta A od B, i ile mil okret przeptynat?

70*." Z czterech miasteczek A, B, Ci D, leza-
cych na jedndj drodze, wyjezdzajg dylizansem pocz-
towym cztery osoby, ijada do jednego miasta E. Od-
legtos¢ A od B wynosi 19 mil; B od C wynosi 8 mile,
a Cod D 5mil. Przy opfacie naleznosci pocztowdj
okazato sie, ze osoba, wyjezdzajgca z A zaptacita za
droge tyle, ile trzy pozostate osoby razem. Jak z te-
go obliczy¢ odlegto$¢ miasta D od A?

71*. Jezeli do pustego zbiornika wlewaé sie
bedzie po 20 kwarty wody co 3 minuty, wtedy, po
uptywie pewnego czasu, brakowaé bedzie do napet-
nienia zbiornika jeszcze 40 kwart; jezeli za$ do tegoz
zbiornika wptywac bedzie po 52 kwarty co 5 minut,
wtedy, w tym samym czasie, nietytko zbiornik bedzie
napetniony, ale jeszcze przeleje sie z niego 72 kwar-
ty. llez kwart zawiera zbiornik, i po ile kwart po-
winno sie wlewaé¢ do niego na minute, aby w tymze
samym czasie byt on napetniony po brzegi?

72*. Postaniec wychodzi z pewnego miejsca A
w strone ku M, i idzie dziennie po 5 mil. W tym
samym czasie inny postaniec wychodzi z miejsca B
oddalonego od A o 12 mil, w strone przeciwng M,
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1 przechodzi po 7 mil dziennie. Po ilu dniach
i w jakioj odlegtosci od B drugi postaniec dogoni
* pierwszego?

73*. Dwa ciafa poruszajg sie, zaczynajgc od
dwdch punktéw A i B, ktorych odlegtos¢ wynosi d
metréw, w tym samym, kierunku. Jedno z tych ciat
przebywa w kazddj jednostce czasu (np. sekundzie) c
metréw, drugie za$ ¢ metrow. Kiedy i gdzie te dwa
ciata spotkajg sie? W jakim przypadku rozwigzanie
zadania jest niemozliwe?

74*, Dwa ciata wyruszajg w jednej itej samej
chwili z dwdch punktéw A i B, ktorych odlegtos¢ wy-
nosi d metrow, i idg wikierunkach przeciwnych. Pierw-
sze przechodzi¢ metrow, drugie za$ ¢ metréw w kaz-
ddj jednostce czasu. W jakim czasie, i wjakiej odle-
gtosci od punktow A i B te dwa ciata spotkajg sie?

75*. Dwa ciala wychodzg z tego samego punk-
tu S, i oba poruszajg sie«« tym samym kierunku. Pierw-
sze przebiega w kazdej jednostce czasu ¢ metrow;
drugie za$, ktére wyszto w wjednostek czasu pdzniej
z S, przebiega w kazdoj jednostce czasu, ¢ metrow.
Po uptywie jakiego czasu, liczac od wyjscia drugiego
ciata z punktu S, oba te ciala spotkajg sie? Jaki
zwigzek powinien istnie¢ pomiedzy ilosciami ¢, ¢ i n,
aby rozwigzanie zadania byto mozliwem?

76*. W jaki sposdb rozwigzanie zadania zmie- _

ni sie, jezeli w powyzszem zadaniu dwa ciata wyjdg
nie z jednego punktu, ale z dwoch réznych punktow,
odlegtych na d metréw, i porusza¢ sie bedg w strony
przeciwne?

77*. Dwa ciala, poruszajace sie w tym samym
kierunku, wychodzg z tegoz samego punktu; ale dru-
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gie ot jednostek czasu pOzZniej, anizeli 'pierwsze.
Stosunek predkosci pierwszego do predkosci drugiego
jest rbwny m :n. Po jakim przeciggu czasu te dwa
ciala spotkajg sie?

78*. O 6-ej godzinie zrana wychodzi statek
parowy z Ptocka do Warszawy, a 0 12-ej w potudnie
inny statek z Warszawy do Plocka. Pierwszy przy-
bywa do Warszatvy o godzinie 6-6j wieczorem, drugi
za$ do Ptocka o godz. 5-¢j. O ktdrej godzinie i wja-
kiej odlegtosci od Warszawy dwa te statki spotkaja
sig, jezeli odlegtos¢ Ptocka od Warszawy wynosi 12-~
mil?

79*. Dwa ciata wyruszajg w jednym czasie
z dwaoch punktéw, odlegtych na 243 metréw w kierun-
kach przeciwnych; pierwsze przebiega na minute 5, dru-
gie za$ 7 metrow7 Po uptywie jakiego czasu odle-
gtos¢ pomiedzy niemi wynosi¢ bedzie 39 metrow?

80*. Kozwigza¢ toz samo zagadnienie, jezeli
w niem zamiast liczb 243, 5, 7 i 39 podstawimy gto-
skid,ccill

81*. Dwa ciata, poruszajgce sie ruchem je-
dnostajnym, wychodzg jednoczesnie z dwdch punk-
tow, odlegtych od siebie na 18 metréw, i idg wljednym
kierunku. Pierwsze przebiega 5 metréw co 6 minut,
drugie — 7metréw co8 minut. Po ilu minutach odle-
gtos¢ pomiedzy niSmi wynosic¢ bedzie 15 metrow?

82*. Dwa ciafa, biegnace ruchem jednostajnym,
wychodzg jednocze$nie z dwdch punktéow A i B, od-
legtych od siebie na d metrow, i poruszaja sie w je-
dnym kierunku: jedno z predkoscig ¢ metréw, drugie
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z predkoscig € metréw na sekunde. Po jakim czasie
odlegtos¢ pomiedzy niemi wynosi¢ bedzie | metrow?

83*. Dwa punkta poruszajg sie ruchem je-
dnostajnym po okregu kota wjedng strone. W pew-
nej chwili odlegtos¢ pomiedzy niemi, liczona po tuku
kota, wynosi 9 metréw; po uptywie 2 minut od toj
chwili spotykajg sie po raz drugi. Znale$¢ dtugosé
okregu kota?

84*. Na samym S$rodku stawu kwadratowego,
majagcego dtugosci i szerokosci 10 stdp, wyrasta trzci-
na, wznoszaca sie na jedng stope nad wode. Jezeli
te trzcine przyciggniemy do $rodka jednego z bokow
stawu, wtedy ona swoim wierzchotkiem dosiegnie
samego brzegu. Jak gleboki jest staw?

85*. Mloda topola, wysoka na 10 stop, zostata
przez wiatr zlamang w takidj wysokosci, ze joj
wierzcholek, oparty teraz na ziemi, znajduje sie
w odlegtosci 3 stop od podstawy pnia. W jakiej ze
wysokosci zostata ona ztamang? (*)

86*. Ojciec dzieli majatek pomiedzy dzieci swo-
je w sposdb nastepujacy: najstarszemu wyznacza 1000

rs. i ~ czes$¢ resztujagcego majatku, drugiemu wyzna-
cza 2000 rs. i cze$¢ pozostatego jeszcze bez roz-

rzadzenia majatku; trzeciemu wyznacza 3000 rs. i i(j

czesé reszty: i t. d., powiekszajagc zawsze o 1000 rs.

(™) Do dwoéch ostatnich zagadnien trzeba uzyé twierdzenia,
Pythagoresa.
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czes¢ pierwsza, majaca sie dosta¢ co raz miodszemu
dziecku. Tym sposobem caty majatek zostat réwno
pomiedzy wszystkie dzieci podzielony. Jakiz byt?
ile sie kazdemu dziecku dostato? i ile byto dzieci?

Jak wyrazi¢ toz samo zadanie w sposob ogélny?

87*. Ogrodnik posadzit pewng liczbe drzewek
w kwadrat petny, i pozostato mu drzewek 8. Chciat-
by jeszcze posadzi¢ jedno drzewko w kazdym rze-
dzie, i przydaé rzad jeden dla zachowania kwadratu,
ale mu brakuje do tego drzewek 11. llez bylo drze-
wek w kazdym rzedzie, ile rzeddw i ile wszystkich
drzewek?

88*. Ma kto$ talig kart z 32 sztuk ziozong;
trzy z nich wyciaga, i na kazda z tych trzech kart ty-
le innych kfadzie, ile tej karcie 6k brakuje do dopet-
nienia liczby 15. Zostaje mu kart 8;jakaz jest sum-
ma Ok w trzech kartach na spodzie potozonych?

89*. Trzej kolonisci wynajeli wspolne past-
wisko dla swojego bydia za 180 rs. A utrzymywat
tam pewng liczbe sztuk bydta przez 12 tygodni, B
0 11 sztuk wiecej, anizeli A, przez 10 tygodni, i C
nakoniec 50 sztuk przez 13 tygodni. Skoro C za-
ptacit 97)- rs. po ilez musieli zaptaci¢ oddzielnie A
1B?

90*. take majacg 40 morgdw, 8 koni objadly
w ciggu 7-iu tygodni, tak, ze zostata zjedzong nie tyl-
ko trawa, jaka sie z poczatku na ni6j znajdowala,
ale takze i ta, ktéraw ciagu tego czasu przyrosta. Inng
take, majaca 50 morgdw, tej samsj wartosci gruntu, 9
koni objadto w podobny sposob w ciggu 8tygodni. llez
koni moze by¢ utrzymywanych na takiej ze samoj 43-



194

«e, liczac6j 60 morgéw, przez przecigg 12 tygodni?
Jak wyrazi¢ i rozwigza¢ podobne zadanie w sposéb
0golny?

XXI1I.

Réwnania jednoczesne stopnia pierwszego z dwiema
niewladomemi.

205. Przypu$émy, ze mamy réwnanie zawiera-
jace dwie ilosci niewiadome *ivy; np, 3*—7y~8.
Nadajagc jakakolwiek warto$¢ dowolng na jedng
z tych niewiadomych, mozemy znale$¢ z tegoz
rébwnania odpowiednig wartos¢ na drugg. Tym
sposobem mozemy znale$¢ tyle par wartosci, zado-
sy¢ czyniacych danemu rdéwnaniu, ile tylko chce-
my. Tak naprzykiad, jezeli y~ 1 bedzie 3ar=15,
a przeto *= 5; rowniez jezeli y— 2, bedzie 3*= 22,
Skad *= 7 — i tak dalgj.

Podobniez, jezeli bysmy mieli inne rbwnanie te-
go samego rodzaju, np. 2*-j-5y = 44, i z niego moze-
my oznaczy¢ tyle wartosci, ile nam sie spodoba, za-
dosyé mu czynigcych.

Lecz jezelibySmy chcieli wynales¢ te wartosci,
ktore zadosy¢ czynig jednoczesnie obu réwnaniom,
wtedy znalezlibySmy, ze tylko jedna jest taka warto$¢
na *ijedna nay. Gdyz: pomndzmy pierwsze row-
nanie przez 5, bedzie:

15*—35y = 40;
drugie za$ réwnanie przez 7, otrzymamy:
14*-j-35y =808.
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Zatém, przez dodanie odpowiedniemi stronami tych
rownan:

15*—35y+14*+35y = 40-4-308,
to jest: 29* —348,

skad: x="- =12

Widzimy stad, ze jezeli warto$¢ na* ma zadosy¢ uczy

ni¢ obti réwnaniom, wtedy musi by¢ ona réwng 12.
Podstawmy te warto$¢ w ktorekolwiek z danych row-
nan, np. w drugie, wtedy otrzymamy:

24-f-oy =44,
czyli: S5y= 20,
skad: y—4.

206. Dwa, lub wiecej réwnan, ktorym majg za-
dosy¢ czyni¢ tez same wartosci na niewiadome, nazy-
wajg sie rownaniami jednoczesnemi. W obecnym roz-
dziale zajmiemy sie réwnaniami jednoczesnemi, za-
wierajgcemi tylko dwie ilosci niewiadome, i w ktorych
kazda niewiadoma wchodzi tylko w stopniu pierw-
szym, i nadto jedna niewiadoma nie jest mnozong
przez drugg niewiadoma.

207. Do rozwigzywania tych rownan uzywa
sie zwykle jednego z trzech sposobdw, ktore zaraz
wylozymy. Wszystkie te trzy sposoby, majg jedng za-
sade wspo6lng — mianowicie: z dwdch réwnan danych
zawierajacych dwie niewiadome, wyprowadza sie jedno
rownanie, zawierajace tylko jedng niewiadoma. Gdy
tak postepujemy, wtedy méwimy ze z tych dwoch
réwnan rugujemy jedng niewiadomga; te mianowicie,
ktoéra do ostatecznego, jednego réwnania nie wchodzi.
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To ostateczne réwnanie, zawierajace tylko jedne nie-
wiadomg, moze by¢é rozwigzane sposobem podanym
w rozdziale XIX; igdy warto$¢ na te niewiadomg
zostata tym sposobem oznaczong, wtedy mozemy ja
podstawi¢ w ktdrekolwiek z rownan danych, i ozna-
czy¢ w koncu warto$¢ drugidj niewiadomo;.

208. Sposob pierwszy*). Nalezy pomnozy¢ kazde
z danych réwnan przez liczbe tak wybrana, aby, po po-
mnozeniu, wspotczynniki przy jednej z niewiadomych sta-
ty sie rownemi; — wtedy przez dodanie lub odjecie tychze
réwnan, otrzymamy réwnanie zawierajace tylko jedna nie-
wiadoma.
Tego wiasnie sposobu uzylismy w Artykule 205;
jako inny przyktad wezmy réwnania:
8«+7y=100,
12.«—by= 88.
Aby wyrugowac y pomndzmy pierwsze réwnanie przez
5, t.j. przez wspotczynnik przy?/ w drugiem rdwna-
niu; drugie za$ réwnanie przez 7,t.j. przez wspot-
czynnik przy y wréwnaniu pierwszem. Tym sposo-
bem otrzymamy:
40«-j-35?/= 500,
84«—357/= 616,
Dodajac te rdéwnania, bedzie:
40« -j-84«= 500-)-616,

czyli: 124 «= 1116,
skad: «= 9,
*)  Spos6b ten nazywajg niekiedy ,,angielskim*s TI.

Podstawiajagc te wartos¢ w ktorekolwiek z danych
réwnan, naprzyktad w drugie, otrzymamy:

103—5y = 88,
to jest: 20= by,
skad: y—4.

Przypus¢my teraz, ze dla rozwigzania tych réwnan
chcemy z poczatku wyrugowac z nich «. Jezeli po-
mnozymy pierwsze réwnanie przez 12, a drugie przez
8, otrzymamy:

96x-)-84y = 1200,

96«—40y = 704.
Odejmujac nastepnie od pierwszego réwnania drugie
mio¢ bedziemy:

84y-j-40y = 1200—704;

czyli: 124y = 496,
skad: y—4
Do tegoz samego wypadku moglibySmy doj$¢ proscisj,
mnozac pierwsze réwnanie przez 3, a drugie przez 2,
wtedy:

24«4-21y = 300,

24«—iOy = 176.
Po odjeciu:
21y-j-10y= 300—176;
czyli: 3ly= 124,
skad: Y= 4

209. Drugi sposéb (przez podstawienie).

Nalezy wyrazi¢ jedng niewiadoma z jednego z dwoch
réwnan \ za pomoca drugiej niewiadomoj, i tak znaleziong
warto$¢ podstawi¢ w drugie réwnanie.
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Tak naprzyktad, biorgc tez same roéwnania, co
w poprzednim artykule, mamy z pierwszego réwnania:

8x= 100—7y,
kad: (= 100~~",
SKg S 5

Podstawiajac te warto$¢ na « w réwnanie drugie
otrzymamy:

12(100—ly) ~
8 "y 8,
czyli: 3(100—ly) my= 88:

znoszac mianownik:
3(100—7y)—10y = 176;

czyli: 300—21r/-10y=i76;
skad: 300—176= 2ly+ 10y;
dalej: 3ly= 124,
inakoniec: y—4.

Podstawiajagc nastepnie tez'warto$¢ na y w ktore-
kolwiek z danych rdéwnan, otrzymamy:
X=9.
Albo jeszcze mozemy tak postepowaé: z pierw-
szego réwnania mamy:

ly = 100—8kx,
skad: r- 1007_8«

Podstawiajagc te warto§¢ w rownanie drugie, otrzy-
mamy:
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i dalej: 84«—5(100—8M)= 616;
czyli: 84«—500+40.» = 616,
skafh 5 124*= 5004*616= 1116,
i nakoniec: «= 0.
210. Trzeci sposdb (przez pordwnanie niewia-

domych):

Nalezy jedne i tez same niewiadoma, wyrazi¢ za po-
mocg drugicj niewiadomej z kazdego z danych réwna ri
i tak otrzymane wyrazenia uczyni¢ réwnemi.

Wezmy, jako przykiad, tez same dwa réwnania.
Z pierwszego réwnania otrzymujemy:

x= 1004~
z drugiego zas:

=B8Ry
W W - 100 ly 88+5y

ZnieSmy mianowniki, przez pomnozenie obu stron
réwnania przez 24, otrzymamy:

3(100-7y) = 2(884%),

skad: 300—2\y = 1764 % ,
i dalej; 300-176= 21y+10y,
to jest: 31ly=124;
inakoniec: y= 4.

Nastepnie, w podobny sposéb jak pokazano po-
przednio, mozemy wyprowadzi¢, ze «= 9.

Albo tez mozna postepowaé w ten sposob: z pier-
wszego réwnania wynajdujemy:



100—8*

z drugiego zas:
12*—88

100- 8 _ 12*—388
7 5
Z tego réwnania znajdziemy, ze:* = 9, a nastepnie
tak samo jak wyz6j: y — 4.
211. a Rozwigza¢ réwnania:
19*—21y= 100;
21*—19y= 140.
Rownania te moga by¢ rozwigzane sposobami po-
danemi wyzej; lecz umysinie wybraliSmy je tutaj, aby
pokaza¢, ze sposoby te mogg by¢ niekiedy upro-
szczone.
Dodajgc te réwnania, otrzymujemy:
19*—21y-j-21*—19y = 100+140,
czyli: 40*—40y = 240,
skad: a—y — 6.
I znowuz, przez odjecie poczatkowych réwnan, mioc¢
bedziemy:
21*—19y—19*+21y = 140-100,
to jest: 2*-j-2y=40,
skad: *j-y = 20.
Poniewaz wiec: *—y —6,i x-\-y= 20, przeto, przez
dodanie tych ostatnich réwnan, bedzie:
2*==26,
a przez odjecie: + = 14

stad:
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skad: *=13, y—T.

212. We wszystkich czeSciach algebry mozna
znale$¢ szczegdlne przykiady, ktére mogg by¢ trakto-
wane sposobami krétszemi, anizeli sposoby podane przez
prawidfa ogdlne, lecz do tych skrdcen uczacy sie mo-
ze dojs¢ tylko przez wprawe i diugie ¢wiczenia; i z te-
go powodu w samych poczatkach nauki nie powinien
naprézno traci¢ wiele czasu na ich wynajdywanie.

213. Rozwigza¢ réwnania:

oy

GdybysSmy zniesli mianowniki w powyzszych réwna-
niach, wtedy wystapit by w nich iloczyn xy ilosci nie-
wiadomych. Roéwnania takie, $ci$le biorac, nie nale-
zg do obecnego rozdziatu. Lecz moga one byé roz-
wigzane podanemi sposobami, jak to zobaczymy za-
raz. Pomnézmy bowiem pierwsze réwnanie przez 3
a drugie przez 2i dodajmy tak otrzymane rdéwnania;
znajdziemy:

3B+ |4+ W _28§==24+6;
oy X Ty

czyli: X + X = 30,

to jest: —= 30

skad: 90 = 30.1}
Alff'e\ Th.
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a nastepnie: *=3

Podstawmy te wartos¢ w réwnanie pierwsze,
bedzie:

P2 S
T+7 -8
skad: i: 8—4= 4
y
a nastepnie: 8=4*0
i nakoniec: y—2.
214. Rozwigza¢ rownania:
ax-\-by — c2,
ax-\-by —c.

Tutaj x i y oznaczajg iloSci niewiadome, inne za$ gto-
ski oznaczajg ilosci wiadome.
Pomndzmy drugie réwnanie przez bi odejmijmy
je nastepnie od pierwszego. Otrzymamy:
aX-\-by —abx—b3 — c2—hc}
czyli: a(a—b)x-=c(c—h);

sk<Ai:

Podstawmy te warto$¢ na x w rdéwnanie drugie;
bedzie:

ac(c—h)
a(a—b) by
skad: bu—, - <a-b)-c(c-b) c(a-c)
—b a—b a—b "’
i nakoniec:

c(a—0) c(c—a)
y—b(~A-b)-\b-a)
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Albo téz warto$¢ nay moze by¢ znaleziong w podob-
ny sposéb, jak byta znaleziong warto$¢ na x. (*)

(*) Sposoby rugowania niewiadomych z dwéch réwnan, po-
dane w tekscie i nastepnie rozwigzanie tychze réwnan opierajg sie
na nastepujacem twierdzeniu:

Ody dwa réwnania majg tez same pierwiastki, wtedy réwnanie
otrzymane przez dodanie lub odjecie ich, moze zastgpi¢ jedno, ktére-
kolwiek z danych réwnan.

W samej rzeczy: uwazmy dwa réwnania:

A= B-

i C= D;
zawierajace tez same niewiadome x iy. Te pary wartosci na x iy,
ktére czynig jednoczesnie A= B i C=D, uczynig réwniez i
A-\-0= B-\-D. | odwrotnie: te pary wartoéci nax iy, ktore za-
dosy¢ czynig réwnaniu:

AA- O~ B-\-D,
i jednemu z réwnan A = B, lub C=D, zadosyé muszg czyni¢ i dru-
giemu réwnaniu.

Réwnania dane, moga by¢ podtug tego zastgpione innemi pa-
rami réwnan, dogodniejszemi do rozwigzania. Mianowicie: zamiast
pary réwnan:

A=B i (@= D

mozemy uzy¢ do rozwigzania takie pary:

A=B i AA-G=BA-D
lub: C-D i A-\-C=B-\-D
lub: A=B iA—C= B—-D itd
Oczywiscie obie strony kazdego z réwnan przed dodaniem lub od-
jeciem moga by¢ pomnozone lub podzielone przez jedne i tez sama.
ilos¢, skad mozemy otrzymaé skombinowane réwnania przeksztat-
cone w taki sposéb, jaki w danym przypadku uwaza¢ bedziemy za
najdogodniejsze do rozwigzania. Toz samo daje sie zastosowaé
i-do wiekszej liczby réwnan: trzy réwnania moga by¢ zastgpione
dwoma ktéremikolwiek z nich i trzeciem, powstatem z dodania lub
odjecia danych réwnan i t. d. T.
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214,. Oprocz powyz6j wytozonych trzech spo-
sobdw rozwigzywania réwnan z dwiema niewiadome-
mi, jest jeszcze czwarty sposob, zwany sposobem, Be-
zout, lub francuskim. Spos6b ten polega na wprowa-
dzeniu w réwnania mnoznika dowmlnego, nieoznaczo-
nego, to jest mogacego przyjmowac wszelkie wartosci,
jakie tylko nada¢ mu zechcemy. Pokazemy na jed-
nym z rozwigzanych wyz$j roéwnan uzycie tegoz

sposobu.
Niech wiec beda dane réwnania do rozwigzania:
8«+7y = 100, .
12«—by= 88.

Pomnézmy jedno z tych réwnan, np. pierwsze, przez
ilos¢ dowolng m, to jest taka, jakiej mozemy nada-
wac takie wartosci, jakie tylko chcemy. Otrzymamy:
100wi,
12«—by—83.
Dodajmy tak otrzymane roéwnania odpowiedniemi
stronami; bedzie:

8M«+12«+7my—b5y — 100» i+ 88.
Wylgczajac z pierwszych dwdch wyrazow pierwszsj
strony «, a z drugich dwoch wyrazéw y, za nawias,
otrzymamy:

(8m-)-12)«-j-(7»i—5)y = 100m-)-88.
Roéwnanie to bezwatpienia jest wiecoj ztozone, jak kaz-
de z réwnan danych; lecz poniewaz do niego wchodzi
ilos¢ dowolna m, przeto mozemy jag tak wybra¢, aby
po podstawieniu odpowiednidj na nig wartosci, jedna
z niewiadomych znikla z réwnania, czyli zostata wy-
rugowang. W tym celu nalezy tylko na m wybrac
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takg warto$¢, aby wspotczynnik przy tej niewiado-
moj, ktoérg chcemy wyrugowac, stat sie rownym zero-
Przypusé¢my np. ze chcemy znale$¢ warto$¢ na «; wte-
dy nalezy z réwnania wyrugowac¢ y. Podstawmy na
m takg warto$¢ aby wspoétczynnik 7m-5 stat sie ze-
rem. Jezeli: 7Tm—5= 0, to

Tm= 5.

5

a m= — .
Podstawiajgc te warto$¢ na m w powyzsze réwnanie
otrzymamy:

BAL+12)* +[7.-f-5)y = 100.-f-H-88,

czyli;

0 9« 4.8y = US98
A Zze: o =
przeto: (y-4-12)«=y + 88

Znoszac tutaj mianownik, bedzie:
(40+84)«= 500-+616,
czyli: 124* = 1116,
skad: «=9,
Chcac znales¢ y, nalezy w réwnaniu:
(8m+12)«+(7»i—b5)y=:100m+88,
podstawi¢ zamiast mtakg warto$¢, ktoraby uczynita

wspotczynnik  przy « rownym zero. Taka wartos¢
znajdziemy, rozwigzujac réwnanie:
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gm-j-12 = 0,
skad: »= -y = — 8§
Podstawiajgc te wartos¢ w powyzsze rdwnanie, bedzie:

5jy=—J50+ 88,
ezyii: _ |l +4=.-62;

albo, znoszagc mianownik i wykonywajgc dodawanie:
—3ly= —124.
Lecz w tom réwnaniu mozemy znaki w obu stronach
zmieni¢ na przeciwne, gdyz to jest réwnoznaczne
z przeniesieniem wyrazu —3ly z pierwsz6j strony
na drugg, a wyrazu —124 z drugiej strony na pierw-
szg i zmienieniem nastepnie porzadku stron réwnania;
bedzie:
31ly=124;
skad, y — 4.

214a. Mogliby$my jeszcze kazde szczeg6lne za-
danie rozwigza¢ za pomocg ogolnych wzordw, poka-
zujacych wartosci na niewiadome z dwoch réwnan’
takich, w ktorych wspotczynniki tychze niewiadomych
i ilosci wiadome sg oznaczone gloskami. .Rdéwnania
dwa, z dwiema niewiadomerai mogg by¢ w ogdlnosci
przedstawione w t6j postaci:

ax-\-by —Kk,
al x-\-biy — ki ;

gdzie®, «,, b,b,,Jci £ oznaczajg pewne dane liczby,
réozne w kazdym szczegdlnym przypadku. Aby z tych
rownan znale$¢ warto$¢ na X, wyrugujemy z nich y-
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W tym celu pomn6zmy pierwsze przez b{, drugie za$
przez b; otrzymamy:
ctgj kb, y — kb,
a,bxJrblby— ¢
Odjawszy odpowiednie strony tych dwdch réwnan,
wypadnie:
ab™x—a jx — kbt—kj-,
wyltgczajac na pierwszej stronie x za nawias, bedzie:
(abt—a, b)x— kbl — B
kbt—k j
skad: X=
Podobniez: rugujac z tych réwnain x, otrzymamy
warto$¢ nay, ktora bedzie taka.
_akt—aj
y ab{—aj’

Jakkolwiek, na pierwszy rzut oka, te wartosci
na® \y wydaja sie dosy¢ ztozonemi, wszakze nietrud-
no ich sobie w kazdym przypadku przypomniec¢, przyj-
rzawszy sie tylko sposobowi, w jaki sg one z wspét-
czynnikow i ilosci wiadomych utworzone. W samgj
rzeczy: zwro¢my uwage najprzéd na to, ze obie
wartosci przedstawiajg sie w postaci utamkdw, ma-
jacych mianownik wspdlny i fatwy do zapamieta-
nia abt—aj, ztozony tylko z wspotczynnikéw przy
x iy. Powtore: licznik wartosci na x otrzyma sie
z mianownika wspdlnego, przez podstawienie w niom
zamiast wspotczynnikow a i a, przy x w dwoch da-
nych réwnaniach, odpowiednio drugich stron tychze
réwnan Kk i Podobniez i licznik wartosci na y jest
w ten sam sposob utworzony z mianownika, to jest
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przez podstawienie wnim zamiast wspotczynnikow
przy y w obu réwnaniach b i bi} odpowiednio drugich
stron ki ¢,.

Skoro sg znalezione ogdlne wzory, wyrazajace
wartosci na niewiadome z dwdch réwnan og6lnych
stopnia pierwszego z dwiema niewiadomemi, wtedy mo-
zemy kazdy szczegélny przypadek tychze réwnan, roz-
wigzac¢ przez proste podstawienie odpowiednich warto-
§ci w powyzsze wzory. Tak np. weZzmy przykiad juz
rozwigzywany poprzednio kilkakrotnie. Dane réw-
nania sg:

8*-+-7y=100,
\2x—by—88.
Tutaj: «—8; b= 7, (=100; a, = 12, bt= —5; ; ,= 88,
Podstawiajgc te wartosSci w znalezione wyzdj wzory,,
bedzie:
_100X—5—88X7
® 8X—5-12x7 ;
_ 8X88—12X100
8X - 5—12x7 ’
skad:
N —500—616__—1116
—40—84 —12IT°
X =09,
__704—1200 —496
3 y~~ —40—84 —124’
V—4.

2143. Lecz przy rozwigzywaniu w ten sposob
réwnan, przez podstawienie wspdtczynnikéw we wzo-
ry ogélne; moga sie przytrafi¢ dwa szczeg6lne przy-
padki, zastugujgce na osobng wzmianke.
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Itak, po pierwsze, przypus¢my, ze chcemy roz-
wigzaé réwnania: )
8«-j-by =16,
9«-j-15y = 20.
Uzywajac wzoréw ogdlnych: |
_kby_cl,o
X aby—
aky—axk
y aby — ayb ’
otrzymamy na x i y z danych réwnar nastepne war-
tosci:
_16.15—20.5 _240—100
3.15—95 — 45-45 "
140
X~~W'

_3.20-9.16 __60-144
y~ 3.15-9.5 45—45
—84
y=~r-

Te wartosci przedstawiajg sie pod postacig ta-
kich ulamkoéw, jakie po raz pierwszy spotykamy
w algiebrze. Znaczenie utamku, ktérego mianow-
nik jest zerem, musi by¢ oddzielne objasnione. Po-
zostawiajac obszerniejszy rozbiér tego rodzaju war-
tosci dalszemu wykfadowi algiebry, mozemy tutaj
w ten sposéb zdaé sobie sprawe z tego, jakie znacze-
nie ma utamek, ktérego mianownik jest zerem, a licz-
nik rézny od zera:

Przypus¢my, ze w utamku:

m

| dalej:
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pozostawiamy licznik staly i niezmienny, a mianow-
nik zmniejszamy ustawicznie; wtedy na zasadzie zna-
nych nam wiasno$ci utamkow, warto$¢ catego utam-
ku bedzie ustawicznie powiekszaé sie. Tak naprzy-
kfad, czyniac kolejno:
n rownsm; 0,1; 0,01; 0,001 ....
....0,000001.... it.d.
wartosci utamku, odpowiednie powyzszym wartosciom
mianownika beda:
10'«; 100 m+ 1000 m; 1000000 mi t. d.

Przy nieograniczoném wiec zmniejszaniu sie mianow-
nika «, warto$¢ catego utamku nieograniczenie po-
wiekszac sie bedzie. Jezeli wiec mianownik stanie
sie O, wtedy utamek przyjmie warto$¢ wiekszg od wszel-
kioj iloSci pomysle¢ sie mogacsj, Taka ilos¢ nazywa-
my nieskonczenie idelka, i oznaczamy jg znakiem o0o0.

Mamy wiec:
m

o ool
W Tozwigzanym zatom powyzdj zadaniu, warto-
§ci na « i nay przedstawiajg sie pod postacig ilosci
nieskonczenie wielkich.
Zwracajac sie teraz do samych rownan:
3#-f- 5 — 16,
9.»+157=20,
fatwo sie przekona¢ mozna, ze one jednoczesnie nie
sg mozliwemi. W samo6j rzeczy: gdybySmy chcieli
w nich wyrugowa¢ np. y zwyktym sposobem, i po-
mnozyli w tym celu pierwsze przez 3, wtedy otrzyma-
libySmy:
9.r-j-15y —A4
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Poniewaz za$ drugie jest:
9"+15«/=$ 0,
przeto jedno z nich jest sprzeczne z drugism, gdyz
nie ma takich warto$ci x iy przy ktorych jednoczes-
nie bytoby:. 9*-|-15y
rowne raz 48, drugi raz fco. Wiasciwie wiec row-
nania dane sg niemozliwe do rozwiazania; czyli ina-
cz6j méwiac: nie ma takich wartosci na x i nay, kto-
reby jednocze$nie zadosyC im czynilty. Wszakze dla
ujednostajnienia sposobéw moéwienia, i dla innych
jeszcze powoddéw, ktére uczacy sie z czasem pozna,
i wtym przypadku méwié bedziemy, ze rbwnania da-
ja sie rozwigzac, tylko ze warto$ci na niewiadome
sg nieskonczenie wielkie.
Wezmy jeszcze inny przykiad. Przypusémy, ze
mamy do rozwigzania réwnania:
7*+3y = 13,
Zilx-\-Qy m= 39
Uzywajac do rozwigzania tych réwnarn wzoréw ogol-
nych, otrzymamy:
__13.6-392 78-78 O
7.6—212 42—42 0
r 739—21.13 278—273 0
NT76 —212  ~42—42 O

| tutaj znowuz otrzymaliSmy nowe, szczeg6lnego ro-

dzaju wartosci na x iy, ktdre nalezy objasnic.
Objasnienie to nie trudno nam znalez¢ z naste-

pujacego rozwazania: Jezeli warto$¢ jakiegokolwiek

utamku — oznaczymy gtoska g, wtedy:
i
m—n.q.



212

gdyz dzielnajest réwng iloczynowi z dzielnika przez
iloraz. Wartos¢ wiec utamku g w kazdym, przypadku
powinna zadosy¢é czyni¢ powyzsz$j réownosci. Gdy
licznik i mianownik utamku stajg sie zerami, wow-
czas znaczenie utamku q powinno byc¢ takie, aby:
0= 00.

Lecz rownosci takidj czyni zadosy¢ kazda warto$é na
g, — gdyz Opomnozone przez jakakolwiek ilos¢, daje
na wypadek O; przeto 9 moze oznaczai jakakolwiek iloso.

Wyrazenie zatem ~ jest znakiem jakiejkolwiek ilosci.
Taka ilos¢, ktéra moze przyja¢ jakakolwiek wartos¢
nazywa sie ilosScig nieoznaczong. Znak ~jest zna-

kiem ilosci nieoznaczond;.

Zwracajac sie teraz do danych réwnan, fatwo
sie przekona¢, ze w uwazanym przypadku réwnania te
nie mogg da¢ oznaczonych warto$ci na niewiadome.
W rzeczy samej: jezelibySmy w réwnaniach:

T.«+2y — 13,

21«-f Qy= 39;
prébowali wyrugowa¢ jedng z niewiadomych, np. v,
sposobem poréwnania wspoétczynnikow, otrzymali-
bysmy:

21« + 6y = 39,

21«6y = 39;
co pokazuje, ze w gruncie rzeczy dane dwa rownania
do rozwigzania, sg jednem tylko réwnaniem, a zatem
sg niedostateczne do zupetnego oznaczenia wartosci
na x i nay. (paragraf 205).

© O~NOO~WNE

10.
11

12.

13

14.

15.

16.

17..

18.
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PRZYKLADY XXIII.

Ie—dy= 2, T«—9y=T.
T«-5y=24, 4«-3y= Il.
3*+2y =3, 20«—3y= 1.
11«—7y=37, 8«+9i/= 41
T«-(-5y= 60, 13«—Wy 10.
6«—7ry= 42, T«—by= 75.
10«-j-9%/= 290, 12«—ly = 130.
3«—4y= 18, 3«+2y=0.

4«—1 = 11, 2«—3y- -0.
4e—2

| + 3y= 7, = 3y—4

6@G—>5y= I, T«—dy —i

2« y-2 211 4Y' x—4

3« _ S

19+ S5y= 13, 2x- 33

X 1 ,

7+ i L0¥° 2% y—7.

a+ff | y—# a 1®+y_K
172 '9Y 2+ 9 —

3 2y 4 T« , By
T 3w T+ T -6-

igx+x=is, $Yh=€

Sra=%



19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.

26.

27.

28.
29.

30.

31

32

33.
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«4-i/

g f /- 5. XY h'55’1-10.
2 oy a1 3« S -
T+X ~1fIX 1 -3 = 6|
«—11y-2 . 2.7-5
8 5 'J' 3 _21

3« o —
5 %=2,.7
2)K—[—3r/ ~ 4y—3« 3«

5 - 10 % 6 —-T*+ "
1—3« 1 3«4-y i

7 1 5 " y—29.

2(2«-43r/) = 3(2«<—3¢/)+10,
4«—3r/=4(6_y—2«)-|-3.
3x-t-9y = 2,4, 0,21«—0,06r/= 0,03.

0,3«-j-0,125r/ = »w—ti, 3.«—0,5y — 28—0,25y.

0,08«—021r/ —0,33. 0,12«-)-0,7y=3,54.
A X =1 X i

y o Ty 16'
- £ 1 4«—by
B S 3yRT0 oy
«4-1 a1 6
y—1 y ¥y Xy I

e T«—y 23
Aty %,10\ >é«' 3« 15

«+ X -3

37—104—1) s8—
6 “r 4 T 1—u-

35.
36.
31.
38.
39.

41.
42.

45%,

46>,

47*
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—E = 2 bx—aX—O.

a
X-\-y= a\b, bx-\-ay— 2ab.
@i Y_ i * iy
a 5 — 5 ' d
(a-\-c)x—by—be, x-\-y—a-\-b.
Y -, % X -
=2 1% x ‘a O

chil= ¢ acy—clas)
“(>+*))+%—y) —1. ale—y)+o(@ry)= 1-
i—a - «4-y—5 . «—y—a

5 a 0, O.
(a—>5)a;-)-(a4~5)Y —2a2—252

* 1 ®_ +
a'}_6h'a3/ 6— QH> 2«3/ = §2_j>_/¢'2—
(@-\-hx  —hy=c (B+AFH—)y= c
13 3
A-\-2y-\-3 4a;—br/-)-6’
19

6x—5"44 3aj4-2y-\-\*
ax — by-\- (a—b)x=(0+% .

m*+y-l a y-«41_
a—4-1 » «-i/+1- O
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XXIV.

Rownania jednoczesne stopnia pierwszego, zawiera-
jace wiecej niz dwie niewiadome.

215. Gdy sg dane trzy réwnania, zawierajgce
trzy niewiadome, wtedy z dwoch z tych réwnan moze-
my wyprowadzi¢ jedno, zawierajgce tylko dwie nie-
wiadome, za pomocg sposob6w, podanych w poprzed-
nim rozdziale. Nastepnie z trzeciego z danych réw-
nan i jednego z dwdch pierwszych, mozemy otrzymac
nowe réwnanie, zawierajgce tylko dwie tez same nie-
wiadome. Tym sposobem mié¢ bedziemy dwa réwna-
nia zawierajace tylko dwie niewiadome, ktérych war-
tosci moga by¢ oznaczone sposobami podanemi w po-
przednim rozdziale. Podstawiajgc tak znalezione war-
toSci w jedno z danych réwnan, znajdziemy warto$¢
i trzeciej niewiadomoj.

216. Rozwugza¢ rownania:

7™ j3y—2*=16 . ... (1
2+45zE3«=39 . ... (2
S5«—y+5z=31 . . .. (@3

Aby mozna bylo tatwo wskazywaé te réwnania o ktd-
rych mowa, oznaczamy je liczbami (1), (2), (3); i row-
nania w dalszym ciggu otrzymywane oznacza¢ bedzie-
my w podobny sposéb.

Pomnézmy fi) rownanie przez 3, (2) przez 2
otrzymamy:
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21«+%—62= 48,
4«+10y+6« = 78;
dodajac te roéwnania, bedzie;
25«+1%—126 . . . (4.
Pomnézmy nastepnie (1) przez 5, i (3) przez 2, bedzie:
35«+15y—10"= 80,
10« - 2y + 10«= 62;
przez dodanie za$:
45«+13y= 142 . . . (5).
Nalezy nam teraz znale$¢ wartosci « iy zrownan (4)

i (5). .
Pomnézmy (4) przez 9, a (5) przez 5; bedzie:

225a:+17ly = 1134,
225«+ 65y — 710;
odejmujac te dwa réwnania, otrzymamy:
106y = 424;
skad: y—4
Podstawmy znaleziong wartos¢ nay w réwnanie (4)
mis$¢ bedziemy:
25«+76 = 126;
skad: 25« = 126—76= 50,
a nastepnie: «= 2
Podstawiajac nakoniec wartosci na « i nay w réwna-
nie (1), bedzie:
14+12-2« = 16,
skad: 10= 2z,
i nastepnie: «= 5,
Toch Agiebra 15
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217. Rozwigzac:
X 1y 2z L (1)
S,
X 1§ " 7 2 2)
b t+i=14 (3).
X Yy z

Pomnézmy réwnanie (1) przez 2, i dodajmy wypadek
otrzymany do réwnania (2); — znajdziemy:

i+ + -A ++ +++ A =2+24

X 1y z X y z

czyli: o o 4
Pomnézmy réwnanie (1) przez 3i dodajmy otrzyma-
ny iloczyn do réwnania (3) bedzie:
§.+£ Nt -=3+i4,
Yy 2 « y z
czyli: lir~j=17 Tt (B)*
Pomnézmy (5) przez 4; i dodajmy otrzymane réwna-
nie do réwnania (4); —bedzie:
i §4-- + - = 68+26;
X Ty x oy

. 47 _Q
czyli:
skad: 47 = 94,
_ ) 47 1
i nakoniec: —~2

Podstawiajac tak znaleziong warto$¢ na « wréwna-

nie (5), bedzie: 26_§= 17,
SdeZ -= 20—17:3,
y

219

2
3!
Podstawmy nareszcie te wartosci na x iy w réwnanie

a samo:

(1); — otrzymamy: 2-y3—i= I,
czyli:
skad:

.
218. Rozwigzac rownania:

a ~~0 wo,.
o ¢~ ° (2),
afie 4 ®).
Odejmijmy réwnanie (1) od (2); — bedzie:
b+7~7 -1=5-3,
czyli: = =2 @)
Odejmujac (4) od (3), otrzymamy:
2* _ o,
a
czyl: = 1 skad:  x—a
Dodajac rownanie (4) do réwnania (3), otrzymamy
~C = 6
skad: --3
c~ 0
a nastepnie: z=

15
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Przez podstawienie wartosci na x w réwnanie
(1) znajdziemy nakoniec: y=26.

219 W podobny sposéb mozemy postepowad,
jezeli liczba rownan i ilosci niewiadomych jest wiek-

219,. Gdybysmy chcieli rozwigzac trzy ™'vna'
nia z trzema niewiadomemi sposobem Btzout (8§ 21 i)
wtedy nalezatoby wprowadzi¢ do danych |
mnozniki nieoznaczone. Nastepujacy przykiad najle
piéi objasni sposdb postepowania:
Przypusémy, ze chcemy rozwigza¢ réwnania.
5 r-f2j/-j-3«=28,

8x — 2>y-\-%z— luj
6. «— y—22= 1*
W tym celu pomn6zmy k

nik “nieoznaczony w, — dingie przez uiug [
nieoznaczony natrzecie zostawmy bez zmiany. Bedzie.
5mx-\-2my-\-"mz —2om,
8nx—Bny+2ns =15,
6e—y—2r=  1-
Dodajmy teraz te trzy réwnania, wylgczajac jedno-
cze$nie y i *za nawiasy z tych wyrazéw , do kto-
rych one wchodzg jako wspélne czynniki. Otizyma
my réwnanie:
(5m+8«+6)M(2m-3n-1)y+
§-@Wi+2n—2)z= 28»»4-15n+l . « (1)
Do réwnania tego wchodZ, oprocz wszystkich trzech
niewiadomych, jeszcze dwie ilosci dowolne m n.
niewaz te ostatnie mogg przyjmowac¢ wszystkie wai-
tosci, jakie tylko uwazamy za stosowne im nadac,
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przeto mozemy w ich miejsce podstawic takie w.uto-
§ci, przy ktorych dwa wspotczynniki przy dwoch nie-
wiadomych w réwnaniu (1) statyby sie zerami. o
stawiajgc wiec zamiast m i n stosownie dobrane war-
tosci w rownanie (1), otrzymamy z tegoz rdéwnania,
rownanie zawierajgce tylko jedng niewiadoma, z kt6-
rego taz niewiadoma moze by¢ nastepnie oznaczona.
| tak przypusémy, ze chcemy najprzéd znales¢ war-
tos¢ na *. Wtedy za«i* podstawiamy w réwna-
niu (1) takie wartosci, przy ktorych wspotczynniki
przy y i z statyby sie zerami, to jest przy ktdrych
bytoby: 2 m—3n—1—0,
3m-j-2n—2=0.
Te wartosci otrzymujg sie przez rozwigzania réwnan:
2m—3« =1,
3m-j-2w = 2.
Mnozac pierwsze znich przez 2 a drugie przez 3,
wypada:
Am~6n= 2,
Im-j-6w=6:
dodajac je, otrzymamy:
13m=8,
8
skad: m-_ 13
Podobnie znajdziemy, ze:
1
13
Podstawiajgc te wartosci na m i na ww réwnanie (1)
znajdziemy:
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(5Xr3+ 8X ™ 4-6) +0.y+0.z=

= 28x 4-4-15X " +1,

[40.i 8" 24 115 , 1
czyFn (?13+'—| 3+ 6)*= T3 +|1% +
Znoszac tutaj mianownik 13 bedzie:
(40+8+78)* = 224+15+13,
czyli: 126*=252;
22 _

skad nakoniec: X= 2.

Chcac znalez¢ warto$¢ na 'y, nalezy zamiast m in pod-
stawi¢ w roéwnanie (1) takie wartosci, przy ktorych
bytoby:

5m+8»+6 = 0.

3m+2w—2 = 0.
Postepujac podobnie jak to bylo pokazane przy wy-
najdywaniu wartos$ci na *, znajdziemy, ze:

y — 3.
Nakoniec na z znajdziemy warto$¢ nastepna:
z= 4.

Gdyby byto danych do rozwigzania cztery rownania
z czterema piewiadomemi, wtedy nalezatoby wprowa-
dzi¢ do tychze réwnan trzy ilosci dowolne; i t. d.

PRZYKLADY XXIV.

1. *+3y+2z=ll, 2. 5*—6,y+4z= 15
2*+y+3z= 14, T*+4y—3z= 19
3*+2y+z=11. 2*+ y+6z= 46
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3. 4*—b5y+ «= 6, 4 7T —3y=30,
T*—Illy+22= 9, 9y—b5z=34,
*+ y+3a= 12. £C+y-)-2=33.

5 3F*—y+ z=17, 6- e»+ y+ *= 5

5a8+3 y—2«= 10, 3*—by+72=75,
7*+4y—b5z= 3 9*—IIs+10= 0.
7. *+2y+3z= 6, 8 6y—4*_1
2*+4y+27= 8, 3++~—1?
3*+2y+8z=101, 52— * 1
%+-~3i_1 "~
Yo%
3y—2*
9. *+2y_ 3y+4z "*+62
7 ~ 8 19 -
*+y —2= 126.
10. 1 1 1 11, y+2= a*)
* y 6 2+* =0
*+2/=C

(*) Rownania te i podobne do nich najprosciej rozwiazuja
sie przez dodanie ieh wszystkich, podzielenie summy przez wspoét-
czynnik wspdlny przy wszystkich niewiadomych i nastepnie odjecie
kolejne kazdego z danych réwnan od réwnania otrzymanego z po-
przednich dziatan. W uwazanych réwnaniach np. bedzie z dodania

ich: 2a+2y+2z= a+06+,
a-f-6-f-c
nastepnie: x22xz— o
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12, @\y\z—&f#ds 13. 24"

x-\-a—y-\-b — z-\-c..

4. x \_y \2 i 15
a i+
A +JL+ * i.
a ' ¢ b '
X Z i
AT g = 17
16.  v-\-x-\-y-\-z— 14, 17* x-\-y—\Q,
2w- = 2d4«—2;

3e—x-\-2y-\-22=19.
— ='4.
3r 47 5 1270
18*. a+2y= 23

3*4-42=57,
S5y-fés = 94.
19*,
a-\-b 1 b—c 1 -Fu
X
Y i -
a- b = t-a 2,
X y
a—b b—c ¥
Odejmujac pierwsze réwnanie:
yA-z—a

od powyzszego, otrzymamy:

X _atb+c_a_ b\ca

't
it d

= 2a—2c.
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20%.
(4-° " g+
V 2 .
cAa a—b b-fc,

aAb ‘b T
21*.  xy-\-yz-\-zv = 9xys, (*)
yz-\-2z2x—3xy = —Axyz,
3yz—2sccA- Xy = 4Axyz.
22*.  x-\-y-\-z= 3i*4-&4 ¢
#4~"-H — a-\-"b"rc,

X- 1—t: 1. 5- g
y-\-z—t: 1. - g
XXIIL.

Zagadnienia, prowadzgce do rownan! jednoczesnych
stopnia pierwszego, zawierajagcych wiecej niz jedna
niewiadoma.

220. Rozwigzemy’teraz kilka zagadnien, pro-
wadzacych do rownan jednoczesnych stopnia pier-
wszego, 0 wiecej niz jedndj niewiadomoj:

Znale$¢ utamek, ktory staje sie rownym -f-, gdy licz-

(*) Nalezy najprzéd kazde z tych réwnan podzieli¢ przez



nik zostanie powiekszonym o0 2, a rownym -y, gdy

mianownik zostanie powiekszonym o 4.
Niech x oznacza licznik, ay mianownik szukane-
go utamku; wtedy z zatozenia mamy:

cc-f-2_ 2 * 4

T o
Znoszac mianowniki, bedzie:
F—y=—>6 . . (1)
T«—4y= 16 ., (2.

Mnozgc (1) przez 2 i odejmujgc nastepnie od (2),
otrzymamy:
TX—ly—b6.«|-dy= 16-f-12,

czyli: : «= 28.

Podstawiajgc warto$¢ na x w (1) znajdziemy:
84—2y——6,

skad: 2y= 90,

i nakoniec: y= 45,

Szukany zatem utamek jest: 2

221. Pewna summa pieniedzy byla podzielona
réwno pomiedzy pewng liczbe oséb: gdyby oséb byto
0 sze$¢ wiecdj. wtedy kazda otrzymataby o dwa ruble
mniej, anizeli teraz rzeczywiscie dostata; — gdyby
znowuz 0s6b byto o trzy mnidj, wtedy kazda otrzy-
mataby o dwa ruble wiec6j. Znale$¢ ile bylo osob
lile kazda otrzymata?

Niech x oznacza liczbe oséb, ay liczbe rubli, ja-
kg kazda otrzymata. Wtedy xy bedzie liczbg rubli,
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ktéra zostata podzielona.
pada, ze:

Z warunkéw zadania wy-

(«i-6)(y—2)—xj . . . (1),

(«=B)y-f)=«y . . . (2
Z roéwnania (1) otrzymujemy:

Xy-\-Qy—2«—12 = xy
skad: By—2«=12 N )]
Z roéwnania (2) bedzie:

Xy-\-2x—3y—6= xy:

zatem: 26—3y=6 . . . . (4.
Z réwnan (3) i (4) otrzymamy przez dodanie:
3 y= 18

skad: y= 6.
Podstawiajac warto$¢ nay w (4), bedzie:

2x—18 = 6,
przeto: 2x = 24
i nakoniec: x= 12.
Wiec byto 12 osob i kazda dostata po 6 rubli.

222. Pewna liczba dwucyfrowa jest réwna pie¢

razy wzietdj summie j¢j cyfr; dodajac do téj liczby 9
otrzymamy nowg liczbe dwucyfrowa, zlozong z tych
samych cyfr, ale napisanych w odwrotnym porzadku.
Znales¢ te liczbe.

Niech x oznacza cyfre, stojacg na miejscu dzie-
sigtkow, ay cyfre, stojagcg na miejscu jednosci. Wte-
dy sama liczba bedzie 10x-\-y\ i podtug zatozenia jest
ona pie¢ razy wiekszg od summy j¢j cyfr, przeto:

10xA-y — 5{x+y) . . m (1).
Jezeli, dal¢j, do téjze liczby dodamy 9, wtedy otrzy-
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mamy liczbe, zlozong z tychze samych cyfr, ale napi-
sanych w odwrotnym porzadku, to jest 10y-j-«, wiec.

10— 9= I10y-j-x . (2.
Z réwnania (1) znajdujemy:
5X: 4y o o e o (3)_
Z réwnania za$ (2) otrzymamy:
9%-j-9 = 9y,

%Zgélls'tawiajazc to znaczenie na y w rdwnanie (3»
znajdziemy:
5k= 4.r-j-4,
skad: X= 4.
Z réwnania za$ (3) otrzymamy:
Y= 5.
Szukana zatom liczba jest 45.
223. Pocigg kolei zelaznéj, po godzinngj
drézy, zostat w drodze wskutek wypadku, zatrzyma-
ny przez 24 minuty, poczém wyruszywszy z predko-

Scig 0 i wiekszg od poprzednioj, przybyt na miejsce

przeznaczenia o 15 minut za pézno. Gdyby wypadek
zdarzyt sie 0 5 wiorst daldj, wtedy pocigg op6znit by
sie tylko 0 2 minuty. Znales6 poczatkowa piedkoso
pociggu i odlegtos$é, jaka pociag przejechat.
Oznaczmy przez 5« liczbe wiorst jaka pociag
poczatkowo przejezdzat na godzine, a przez y oznacz-
my liczbe mil, zawarta w catej odlegtosci jakg catko-
wicie przebyt. Wtedy y—bx oznaczac bedzie te odle-
gtos¢, w wiorstach, jaka pociag jeszcze ma przejechac
po zatrzymaniu. Te odlegtos¢ pociag przebyt by

po-
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Wy godzin, jadac z predkoscig poczatkowa,

z predkoscig za$ powiekszong, pocigg przebedzie jg

vry~é-#§x godzin. Poniewaz pociag stat przez minut

24, a spoznit sie tylko o 15 minut, przeto pozostata
cze$¢ drogi zostata przebytg w czasie 0 9 minut kiot-
szym od tego w jakim byfaby przebyts, gdyby pociag
predkosci nie powiekszyt. A ze 9 minut stanowi

~ godziny, przeto:
y—bx_y—bx 9
5x 60
Gdyby wypadek zaszedt o 5 wiorst dalej, wtedy po-

cigg miatby do przebycia jeszcze y-5x-5 wiorst.
Wtedy mieliby$my:

y—5x—5 y—5#-5 7 2
WK 5x 60
Odejmijmy réwnanie (2) od (1); bedzie:
2
x  5x 60
skad: 50= 60 2x;
a nastepnie: 2*=10,. i samoa= 5.

Podstawiajgc te wartos¢ na »w rownanie (1)
znajdziemy, przez rozwigzanie tegoz rownania:

Y= 47
224  Trzy osoby A, B i Cmoga razem wykonaé

pewna robote w 30 dniach; A i B wykonaliby razem
tez robote w 32 dniach, za§ Bi C wykonaliby jg. ra-
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zem pracujac, w 120 dniach. Znale$¢ wjakim czasie
mogtaby wykona¢ tez samg robote kazda z tych osdb,
pracujac oddzielnie?

Oznaczmy gtoskg x liczbe dni, przez ktdrg sama
osoba A wykonataby te robote, gtoskay liczbe dni,
przez ktdrag wykonataby ja osoba B, i gtoskg z, licz-
be dni, przez ktérg sama osoba C mogtaby jg wykonac.

Wtedy bedzie:

J +
X_A

<+

+ =
y 1z 120 ** @

Odejmujac réwnanie (2; od réwnania (1), otrzymamy:

+ _J 1 )

z 30 32" 480’
Odejmujac dalej réwnanie (3) od (1), otrzymamy:

1

«*“ 30 120" 40 °
Przeto «=40, a z=480; przez podstawienie za$ tych
wartosci w ktorekolwiek z danych rownan, znajdzie-
my, ze,y=160.

225. Nalezy tu zwr6cié¢ uwage, ze dane zadanie
moze by¢ czesto rozwigzane rozmaitemi sposobami,
z uzyciem wieksz§j lub mniejszej liczby glosek, stuza-
cych do przedstawienia ilosci niewiadomych. Aby to
objasni¢ przyktadem, wezmy bardzo proste zagadnie-
nie: Znales¢ takie dwie liczby, aby ich summa byia
réwng 100, i aby jedna z nich stanowita dwie trzecie
czesci drugiej.
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Aby je rozwigza¢ mozemy tak rozumowac: Niech
X oznacza wiekszg a y mniejsza liczbe; wtedy miec
bedziemy:

y— xJry — 100.

Albo t6z mozemy postepowac w taki sposob: Jezeli
przez x oznaczymy wiekszg liczbe, wtedy 100—x
oznacza¢ bedzie mniejsza; zatem:

Albo wreszcie mozemy rozumowaé i wten sposéb:
Oznaczmy przez 3« liczbe wiekszg; wtedy 2« oznaczac
bedzie liczbe mniejsza, i réwnanie do rozwigzania
bedzie:

3«-|-2a:= 100.

Rozwiagzujac w zupetnosci zadanie ktérymkolwiek
ztych sposobdéw, znajdziemy, ze szukane liczby sg
60 i 40.

Z tego powodu czytelnik bedzie prawdopodobnie
w stanie rozwigza¢ niektore z zadan, podanych na
koncu tego rozdziatu, uzywajac tylko jednoj gtos-
ki do oznaczenia ilosci niewiadomsj; jak rowniez z dru-
giej strony, moze mu sie wyda¢ naturalniejszém, uzy-
cie do rozwigzania niektdrych zadan rozdziatu X X11
dwoch gtosek, zamiast jednej. Jako ogdlne prawidto
mozna powiedzie€ ze uzycie wieksz$j liczby niewia-
domych, czyni rachunki dtuzszemi, lecz za to utatwia
utozenie réwnan i daje moznos¢ tatwiejszego Sledze-
nia biegu roboty. Z tego to wiasnie powodu jest dla
poczatkujacych korzystniejszem i odpowiedniejszsm.



232

Dla uczacego sie zalecamy, jako dobre ¢wicze-
nie, rozwigzanie zagadnienia § 204 za pomoca uzycia
czterech glosek do oznaczenia czterech niewiadomyc |,
tam wchodzacych.

PRZYKLADY XXV.

1. JezelibySmy te summe pieniedzy, jakag ma
osoba A powiekszyli o 36 rs., wtedy miataby ona trzy
razy tyle, ile ma osoba B; jezelibySmy te summe
pieniedzy, jakg ma osoba B zmniejszyli o 5 rs.,
dy miataby ona potowe tego, co ma osoba A.
kazda z tych os6b ma pieniedzy?

2. Znale$¢ takie dwie liczby, ze summa pierw-
sz§j z nich i polowy drugi6j wynosi 20, i summa dru-
giej i trzeciej czesci pierwszoj stanowi takze 20?

3. Gdyby osoba B oddata 25 rs. osobie A, wte-
dy obie osoby miatyby jednakowe kwoty pieniedzy;
gdyby za$ osoba A oddata 22 rs. osobie B, wtedy ta
ostatnia miataby dwa razy wiecej niz osoba A.
kazda z tych os6b ma pieniedzy?

wte-
llez

llez

4. Znale$¢ dwie liczby, majace takie wihasnosci:
potowa pierwszdj liczby dodana do trzecidj czesci dtu-
giej liczby stanowi summe rowng 32; i nadto: czwar-
ta cze$¢ pierwszej liczby dodana do pigtej czesci dru-
gi6j stanowi 18.

5. Kupit kto§ raz 8 funtow herbaty i 3 funty
cukru za 16 rs. 42 kop., i drugi raz po tej samdj cenie
5funtéw herbaty i 4 funty cukru za 10 rs. 56 kop.

233

Znale$¢ cene jednego funta herbaty i jednego funta
cukru.

6. Przed siedmioma laty osoba A miala trzy
razy wiecdj lat wieku, niz osoba B\ za siedm za$ lat
osoba A mid¢ bedzie 2 razy wiecdj lat niz osoba
B. llez kazda z nich ma lat obeenie?

7. Znales¢ utamek, ktéry sie stanie réwnym
!) gdy jego licznik powigkszymy o 1, i réwnym
gdy jego mianownik powigkszymy o 1.

8. Kij od wedki sktada sig z dwoch czesci: sto-
sunek dtugosci gorndj czesci do dtugosci dolnej cze-
Sci jest réwny stosunkowi 5:7; 9 razy za$ wzieta
gdrna czes¢, wraz z 13 razy wzietg dolng czescia,
przewyzsza 11 razy wzietg dlugos¢ catego kija o 36
cali. Znale$¢ dtugosci obu czesci kija?

9*. Dwaj chlopcy mieli po pewnej liczbie orze-
chéw. Jeden z nich rzekt do drugiego: daj mi 5
twoich orzechow, to mie¢ bede trzy razy tyle co ty,
Nie, odpowiedziat drugi, daj mi ty raczéj 2 orzechy,
to mié¢ bede pie¢ razy wiecoj, niz ty. llez miat kaz-
dy? Toz samo zadanie wyrazi¢ i rozwigza¢ w spo-
sob ogolny.

10.
zmiesza w takim stosunku, ze na 2 kwarty lepszego
wina, wezmie trzy kwarty gorszego, wtedy mieszani-
na bedzie po 1-rs. kwarta; jezeli za$ zmiesza je

w takim stosunku, ze na siedm kwart lepszego, wez-

mie 8 kwart gorszego, wtedy mieszanina wypadnie
Algrieb. Th.

Kupiec ma dwa gatunki wina: jezeli je
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5
po 1g rs. kwarta. Znale$¢ cene jedndj kwarty kaz-
dego gatunku wina?

11, Gospodarz wiejski sprzedat jedndj osobie

30 korcy pszenicy i 40 korcy owsa za 400 rs., — dru-
gis$j zas$ osobie 50 korcy pszenicy i 30 korcy owsa, po
t0j samoj cenie, za 520 rs. Znale$¢ cene korca psze-
nicy i korca owsa?

12*. Makto$ dwa kubki i jedng pokrywke do
obu. Jezeli potozy pokrywke na pierwszy kubek,
wtedy jest on wart dwa razy tyle co drugi; — jezeli
za$ potozy pokrywke na drugim kubku, wtedy war-

to$¢ jego bedzie stanowi¢ 1-y- cze$¢ wartosci pier-

wszego kubka. llez kosztuje kazdy kubek, jezeli wie-
my, ze kubek bez pokrywki jest wart o 30 rs. mnigj,
anizeli z pokrywka?

13. 4 i5 zakladajg sie o 10rs.; jezeli A prze-
gra, wtedy pozostanie mu tyle, ile wowczas mto¢ be-
dzie B jezeli zaS B przegra, wtedy to co mu pozo-
stanie, stanowi¢ bedzie potowe tego, co mi6¢ wowczas
bedzie A. llez kazda z tych oséb miata pieniedzy, za-
kfadajac sie?

14.  Jezeli licznik pewnego utamku powiekszy-
my o 1, a mianownik jednocze$nie zmniejszymy o 1,
wtedy wartos¢ utamku stanie sie réwng 1; jezeli za$
powiekszymy licznik omianownik, i jednocze$nie mia-
nownik zmniejszymy o licznik, wtedy warto$¢ utam-
ku stanie sie rbwng 4. Znalez¢ ten utamek?

15. Pewna liczba stupéw jest ustawiona na
linii prostej, w réwnych od siebie odlegtosciach. Je-
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zeli do podwojondj liczby stupdéw dodamy odlegtosc¢
dwdch po sobie nastepujacych stupdw, wyrazong w sto-
pach, otrzymamy na summe 68. Jezeli od cztery razy
wzietsj odlegtosci pomiedzy dwoma po sobie nastepu-
jacemi stupami odejmiemy potowe liczby stupdw,
otrzymamy na reszte 68. Znales¢ odlegtos¢ pomie-
dzy skrajnemi stupami.

16. Pewien dobroczynny czlowiek, rozdajac
Vsparcie pomiedzy ubogich, przekonat sig, ze brako-
watoby mu 10 rs. gdyby kazdemu ubogiemu chciat dac¢
po 5rs.; postanowit przeto da¢ kazdemu tylko po 4
rs.. wykonawszy to, znalazt, ze zostato mu5 rs. lluz
byto ubogich i ile rubli do rozdzielenia?

17. Pewne towarzystwo, przy placeniu ra-
chunku w restauracyi znalazto, ze gdyby w niem by-
fo o trzy osoby wiecj, a rachunek pozostat ten sam,
wtedy, dla uregulowania go, kazda osoba zaptacitaby
o 1rs. mnisj; gdyby za$ byto o dwie osoby mnidj, wte-
dy kazda musiataby zaptaci¢ o 1rs. wiecdj. Zna-
leS¢ ile byto osob i ile kazda zaptacita.

18. Podtoga prostokatna jest takich wymiardw,
ze gdyby jej szerokos$¢ powiekszy¢ o dwie stopy a diu-
gos¢ o trzy stopy, wtedy powierzchnia cal$j po-
dtogi powiekszytaby sie o 64 stopy kwadratowe; gdy-
by za$ szeroko$¢ jej powiekszyla sie otrzy sto-
py a dtugo$¢ o dwie, wtedy jej powierzchnia po-
wiekszyta sie 0 68 stop kwadratowych. Znale$¢ diu-
gos¢ i szeroko$¢ podiogi?

19. Pewna liczba dwucyfrowa jest réwna czte-
ry razy wzietdéj summie joj cyfr; jezeli dodamy do t§j
liczby 18, wtedy otrzymamy liczbe, ztozong z tych

16
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samych cyfr, ale w odwrotnym porzadku. Znalesé
te liczbe.

20. Dwie cyfry, stanowigce pewng liczbe zmie-
niajg miejsce, przez dodanie do liczby 9; summa dwdch
liczb tak otrzymanych jest réwng 33. Znale$d te
cyfry.

21. Gdy pewng liczbe dwucyfrowg podwoimy
i dodamy nastepnie 36, wtedy otrzymamy ten sam
wypadek, jakibysSmy otrzymali odwracajagc porzadek
cyfr, podwajajac tak otrzymang liczbe i odejmujac
od wypadku 36; wiemy uadto, ze sama liczba jest
wiekszg od cztery razy wzietdj summy j$j cyfro 3. Zna-
les6 te liczbe.

22*. Dwie liczby dodane do siebie dajg na
summe s, podzielone przez siebie — dajg na iloraz q
i nareszte r. Znale$o te liczby.

23*. Kapitat, oddany na pewien procent, za-
mienit sie po uptywie 8 lat wraz z procentem na
summe 6486 rs. Tenze sam kapitat, gdyby byt odda-
ny na procent, przy stopie procentu o 1wiekszej, za-

mienit by sie po uptywie lat 5na summe 6051-y

rs. Znale$6 kapitat i stope procentu?

24. Dwaj chlopcy A i B majg kazdy pewnag licz-
be orzechowr. Chiopiec A daje ze swoich orzechéw
chtopcu B tyle ile ma ten ostatni, poczdm zaraz B
oddaje A tyle, ile chlopcu A pozostato. Wtedy A
daje znowuz B tyle, ile chiopcu B pozostato, a ten
ostatni natychmiast mu oddaje tyle, ile chtopcu A po-
zostatlo. Okazato sie, ze po tSm wszystkiom kazdy

z nich miat po 16 orzechéw. llez miat kazdy z po-
czatku?
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25. Dwaj robotnicy A i B moga razem wyko-
nad pewng robote w 80 dniach; lecz po 18 dniach io-
botnik B odchodzi, i A sam konczy robote, pracujac
0 20 dni dlzdj. W jakim przeciggu czasu kazdy
z nich skonczyt by robote, pracujac sam?

26. Trzy osoby A, B i Cmogg wypid beczke
piwa w 15 dni; A iB razem wypijaja cztery trzecie
tego, co wypija G osoba Cza$ wypija dwa razy tyle
co A. Znale$6 w jakim przeciggu czasu kazda oso-
ba sama mogtaby wypic¢ te beczke piwa?

27. Zbiornik zawierajagcy 1200 garncy zostaje
napetniony woda, wptywajacg do niego trzema rurami
razem A, B i Cw ciggu 24 minut. Rura A potrze-
bowataby sama o 30 minut wiec$j do napetnienia
zbiornika, anizeli rura C; a przez rure C wplywa
0 10 garncy mniéj na minute, anizeli w tym samym
czasie przez rury A iB razem. Znale$é w jakim
czasie woda mogtaby napetni¢ zbiornik przez kazdag
rure oddzielnie.

28*. Summa cyfr stanowigcych pewng liczbe
trzycyfrowg rowna sie 9. Cyfra, stojgca na pierw-
szem miejscu z lewoj strony réwna sie¢ dGsmej czesci
liczby, powstatej z dwoch pozostatych cyfr; cyfra zas
stojgca na pierwszem miejscu z prawej strony, réwna
sie takze O6smej czesci liczby, powstatej z dwoch po-
zostatych cyfr. Znale$o te liczbe.

29. A i B sg to dwa miasta, lezgce nad brze-

giem t6j sams$j rzeki, w odlegto$ci 24 wiorst od siebie.
Podrézny ktory wyruszyt z A, przebyt odlegto$é do
iw 7 godzin, ptyngc potowe drogi t6dkg w goére rze-
ki, i drugg potowe idac pieszo. Z powrotem naj-



238

przdd przeszedt pierwszg potowe drogi pieszo z pred-
koscia, wynoszacg tylko trzy czwarte t6j predkosci,
z jaka szedt poprzednio ku B, a drugg potowe prze-
ptynat t6dka w dot rzeki z predkoscia dwa razy wiek-
szg od predkosci, z jakg ptynat w gore rzeki, itym
sposobem przebyt calg odlegtos¢ w 6 godzin. Zna-
les¢ z jakg predkoscig ptyngt i szedt poczatkowo
od A do B.

30. Pociag kolei zelaznej po jeduogodzinnoj
jezdzie, zostaje w skutek wypadku zatrzymany w dro-
dze przez 15 minut, poczdm wyruszywszy z predko-

scig, wynoszaca tylko 3 predkosci  poprzednidj,

przybywa na miejsce przeznaczenia o0 24 minut zap6z-
no. Gdyby zatrzymanie nastgpito o5 wiorst dalej,
wtedy pocigg przybyt by na stacye o 3 minuty wcze-
$niej, anizeli onw samdj rzeczy przybyt Znalesé
z jaka predkoscia jechat pocigg z poczatku i jakg od-
legtos¢ przebyt?

31. Stosunek czasu, jakiego potrzebuje pociag
kuryerski do przebycia 120 wiorst, do czasu, jakiego
potrzebuje pociagg zwyczajny do przebycia tej samoj
odlegtosdci, jestrowny 9:14? Pocigg zwyczajny traci
tyle czasu na przystanki na stacyach, ileby potrzebo-
wat na przebycie 20 wiorst bez zatrzymywania sie.
Pociag kuryerski za$ na przystanki traci tylko poto-
we tego czasu, c€o pocigg zwyczajny i jedzie o 15
wiorst na godzine predzej. Znale$¢ predkosc'kazde-
go z tych pociagow?

32. Dwa pociagi kolei zelaznej, jeden dtugi na
92 stopy, drugi za$ na 84 stopy, jada po dwoéch torach
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réwnolegtych. Jezeli jadg w przeciwne strony, wte-
dy potrzebujg 1| sekundy na to, aby sie ming¢; jezeli
za$ jadg w tym samym Kkierunku, wtedy predszy po-
trzebuje 6 sekund na to, aby wyming¢ wolniejszy.
Znale$¢ z jakiemi predkosciami te pociagi jada.

33. Droga zelazna prowadzi od miasta A do
miasta C. O godzinie 12-6j w potudnie wychodzi
z A pocigg towarowy, o godzinie za$ 1-6j po potudniu

pocigg osobowy. Po przejsciu — odlegtosci pociag

towarowy musi zwolni¢ swoj bieg w skutek uszkodze-
nia lokomotywy, i jedzie z predkoscig wynoszacg tylko

~ predkosci pierwotn$j. O godzinie 2 minucie 40

nastepuje spotkanie sie pociagdéw z powodu doscig-
niecia pociggu towarowego przez pocigg osobowy.
Spotkanie to ma miejsce na 10 wiorst przed miastem
C. Predkos¢ pociggu osobowego jest 2 razy wiekszg
od zmniejszondj predkosci pociggu towarowego. Zna-
les¢ odlegtos¢ miast Ai Ci predkos¢ kazdego z po-
. ciggow?

34 Pewna summa pieniedzy zostata rozdzielo-
ng pomiedzy osoby A, B i C w ten sposéb, ze dziat
osoby A przewyzszat cztery siddme czeSci summy
dziatbw os6b Bi C 030 rs.; dziat osoby B prze-
wyzszat trzy 6sme czesci summy dziatdbw oséb Ci A
takze 030 rs., i nakoniec dziat osoby C przewyzszat
dwie dziewigte czesSci summy dziatbw oséb A iB
rowniez 0 30 rs. Znales¢ ile kazda z tych os6b o
stata?
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35. A i B pracujac razem, moga zarobi¢ 40 rs.
w ciggu dni 6; A i C pracujac razem przez dni 9, za-
rabiajg 54 rs.; i nakoniec B i C mogg razem zarobic
80 rs. w 15 dni. Znales¢ ile kazda z tych oséb zara-
bia dziennie?

36. A i B moga wykonaé pewng robotg, pra-
cujgc razem, w ciggu dni 48; A i Ctoz samo moga

wykona¢ w 30 dni; B za$i Cw 26 dnia. W ilez

dni mogtaby wykona¢ tez samg prace kazda z tych
0s6b pracujgc sama?

37. Pewna liczba trzycyfrowa ma nastepu-
jace wiasnosci: 1-sze jest ona roéwng 48 razy wzie-
t¢j summie cyfr; 2-re jezfeli od ni6j odejmiemy 198,
wtedy otrzymamy liczbe, zlozong z tychze samych
cyfr, lecz w odwrotnym porzadku; 3-cie summa
skrajnych cyfr jest rowng podwojonej cyfrze S$rednioj.
Znales¢ te liczbe.

38*. Summa odwrotnych warto$ci dwdch liczb
jest réwna 5. Potowa jednej z tych liczb, dodana do
trzecidj czesci drugiej liczby, daje na summe liczbe,
rowng iloczynowi liczb szukanych. Znale$¢ te dwie
liczby.

39*. Majster i czeladnik otrzymali za wykona-
nie pewnoj roboty 80 rs. Majster pracowat 7, czelad-
nik za$ 12 dni; za 3 dni roboty majster otrzymywat

0 3" rs. mnidj zaptaty, anizeli czeladnik za 5 dni roboty.

Jakaz byia dzienna ptaca majstra a jaka czeladnika?

40*. Przyszedt kto$ do winiarni z dwoma
dzbanami rézn6j wielkosci po wino, obliczywszy so-
bie, ze jezeli jeden dzban zostanie napetniony winem
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po 1rs. 20 kop. kwarta, a drugi winem po 1ra. 60
kop. kwarta, wtedy za oba pelne dzbany zaptaci
80 kop., i taka summe z sobg przynidst. Lecz. pizy
napetnianiu dzbandw, przemieniono je przez pomyike,
i w skutek tego z powyzsz6j summy oddano kupuja-
cemu 50 kop. reszty. llezkwart zawierat kazdy dzban.
41*, Dwa ciata znajdujg sie w odlegtosci
metrow. Jezeli porusza¢ bedg ruchem jednostajnym
ku sobie, wtedy spotkajg sie po m sekundach.  eee i
za$ poruszac sie beda z tSmiz samomi pre ‘osciami
jedno za drugiem (w jedng strone), wtedy spotkajg sie
po n sekundach. Znale$¢ predkosci, z jakiomi sie
ia?
porusgr%@. Podlug opowiadania Witruwiusza korona
Hierona z Syrakuzy wazyta 20 funtéw i, zanurzona

w wodzie, tracita na swojej wadze prawie 1-j-

ta. Przypuszczajac, ze ona skladata sie tylko ze zto-
ta isrebra i wiedzac, ze 19,64 funta ziota, zanurzone
w wodzie traci na wadze 1 funt, a 10,5 funtéw sreb-
ra traci w wodzie takze 1 funt, znalesé¢ ile funtéw
ztota a ile srebra zawierata korona?

43*.  Stosunek réznicy dwaoch liczb do ich sum-
my jest réwny 2:3; — stosunek za$ summy tychze
samych liczb do ich iloczynu jest réwny 3:5. Zna-
les¢ podlug tych danych dwie te liczby?

44*  Cialo M wychodzi z pewnego punktu A
i ruchem jednostajnym, przebiega odlegto$¢ 323 me-
trow do punktu B, a nastepnie wraca natychmiast do
A, niezatrzymujge sie wB. W 13 sekund p6zni6j wy-
chodzi z B drugie ciato N w Kkierunku ku A takze
z jednostajng, ale mniejsza predkoscia, i spotyka ciato
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M po raz pierwszy w 10 sekund po swojem wyjsciu,
a poraz drugi w45 sekund. Ilez metréw na sekunde
przebiega kazde ciato?

45*,  Toz samo zagadnienie, w ktérem zamiast
liczb 323, 13, 10i 45 podstawimy ogblne znaki d,
t, min.

46*. Dwdch postaricéw A i B wystano naprze-
ciwko siebie z dwoch miast, odlegtych na 11-"- mili.

Jezeli postaniec A wyjdzie 05~ godziny wczedniej

anizeli B, wtedy spotkajg sie oni w 6 godzin po
wyjécig postafica B. Jezeli za$ postaniec B wyj-
dzie 5-£- godz. weczesnidj, anizeli A, wtedy spotkaja

sie oni w 5-|- godzin po wyjsciu postarica A. llez
mil kazdy z tych postaincéw przechodzi na godzine?

47*.  Ma kto$ dwa gatunki srebra: jezeli zmie-
sza 10 kilograméw pierwszego gatunku z 5 kilogra-

mami drugiego, wtedy otrzyma srebro proby 687-|-(*)
jezeli za§ zmiesza 7-"- kilogramow pierwszego ga-

tunku z 1-y- kilogramem drugiego gatunku, wtedy

otrzyma srebro 625 préby. Jaki$j proby sa te dwa
gatunki srebra?

(*) Préba tak wyrazona odnosi sie do uktadu metrycznego
miar i oznacza, ze w 1kilogramie, czyli 1000 gramach aliazu znaj-
duje sie 687y2 gram6éw czystego srebra. T.
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48*. Jubiler stopit dwie sztaby srebra, wazace
razem 60 kilograméw, i otrzymat srebro 8 1 2 pro-

by. Znale$¢ ile wazyta kazda z tych sztab, jezeli
wiemy, ze w pierwszej na kazde 9 czesci srebra byla
1 cze$¢ miedzi, a w drugidj na kazde 3 czesci srebra
byta 1 czesé miedzi?

49*" Pewna liczba robotnikéw, ugodzonych po
jednakowoj zaptacie dziennej, zarobita pewng sum-
me. Gdyby bylo 7-miu robotnikow wiec$j, a kazdy
otrzymywat o 25 .kop. wiecdj, wtedy wszyscy zarobili-
by 0 18 rs. 75 kop. wiecs$j. Gdyby za$ byto 4-ch ro-
botnikéw mniej i kazdy dostawat o 15 kop. mni$j,
wtedy wszyscy zarobili by 09 rs. 20 kop. mniéj. lluz
byto robotnikéw i ile kazdy otrzymywat dziennie?

50*. Pewna liczba robotnikéw przeniosta stos
kamieni w ciggu 6-ciu godzin zjednego miejsca na
drugie. Gdyby bylo o dwdch robotnikdw wiecoj
i gdyby kazdy przy jedném przejsciu brat o 4-ry fun-
ty wiecoj, wtedy caty stos bytby przeniesiony w 5-ciu
godzinach; gdyby za$ byto o trzech robotnikdw mnidj
i gdyby kazdy brat przy jednSm przejsciu o 5 funtéw
mnidj, wtedy stos bytby przeniesiony w ciggu 8-miu
godzin. Huz robotnikdw pracowato i ile kazdy nidst
przy jedndm przejsciu?

51*. Trzy miasta A, B i Glezg w trzech wierz-
chotkach trojkata. Z miasta A do miasta C przez
miasto B jest 82 wiorsty; z B do A pizez G
97 wiorst, iz miasta Cdo B przez A —89 wiorst.
Znales¢ odlegtosci od siebie tych trzech miast?

52*.  Na pocigg osobowy od stacyi A do stacyi
B do wagonow drugidj i trzecidj klassy zakupito bi-
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lety 0 402 oséb wiecej anizeli do klassy pierwszoj.
Za wszystkie bilety sprzedane do trzech Kklass, kassa
kolei zelaznoj pobrata razem summe 898 rs. 30 kop.;
za same bilety do drugiej klassy kassa otrzymata
0 136 rs. 50 kop. wiecoj, anizeli za bilety pierwszoj
klassy, a 0 122 rs. 20 kop. mniej, anizeli za bilety trze-
cigj klassy. Kazdy bilet do pierwszdj klassy kosztu-
je pottora raza tyle, co bilet do drugiéj klassy i trzy
razy tyle, co bilet do trzeciej klassy. llez oséb jecha-
to w kazddj klassie?

53*. W aliazu, ztozonym z czterech metali, me-
tale te sg zmieszane w stosunku 1:3;5:7. Jezeli
pewng ilos¢ tegoz aliazu stopimy z 2—5- razy wie-
kszg iloscig aliazu innego, ztozonego z tychze samych
metali, wtedy w mieszaninie stosunek tychze metali
zmieni sie na nastepny: 3:4:5:6. W jakim ze sto-
sunku znajdowaly sie metale w drugim aliazu?

54*.  Czterdj gracze A, B, C\D grali z sobg
cztery partye wista. Po pierwsz0j partyi wygrali
A, B i C—=kazdy tyle ile miat przy sobie; po dru-
gi$j partyi wygrali A, B i D znowuz tyle, ile kazdy
z nich teraz miat przy sobie. Tak samo po trzeciej
partyi wygrali A. Ci D\ apo czwart§j B, CiD.
Okazato sie, ze po tem wszystkiom kazdy z nich miat
po 6 rs. 40 kop. llez kazdy z nich mial, siadajagc do
gry?

55*. W kazdym z siedmiu koszykéw znajduje
sie pewna liczba jabtek. Jezeli z pierwszego kosza
przetoze do kazdego z pozostatych tyle jablek, ile
w kazdym z tych pozostatych sie znajduje, a nastep-
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nie z drugiego do kazdego z pozostatych tyle, ile
w nich sie juz znajduje, it. d. do ostatniego, wtedy
w kazdym koszyku okaze taz sama liczba jablek, mia
nowicie 128. llez byto jabtek w kazdym koszu przed
przetozeniem?

XXVI.

Podnoszenie do poteg, a w szczegolnosci podnoszenie
do kwadratu i szeScianu.

226. Okreslilismy juz wyzoj potege jako iloczyn
dwoch lub wiecdj czynnikéw réwnych, i pokazaliSmy
jakiego sposobu uzywamy do oznaczenia poteg (para-
grafy5 15, 16i 17). Dziatanie, za pomoca ktorego
otrzymujemy potegi, nazywa sie podnoszeniem do poteg.
Podnoszenie do poteg jest wiec szczegllnym przy-
padkiem mnozenia; lecz tak czesto mamy z nim do
czynienia, ze wypada poswieci¢ mu rozdziat oddziel-
ny. Czytelnik spotka w nim zasady, z ktdremi juz
po czesci zapoznat sie dawniej.

227. Kazda potega parzysta ilosci odjemncjjest do-
datng, kazda za$ potega nieparzysta jest odjemna;

Jest to bezpoSredniom nastepstwem prawidta
znakéw. Tak np. —aX-"=:a2

—aX—aXa= aX —1—_ .\

_ &X—DHSX—«X~«=—LX—a=
i tak daléj. W nastepnych paragrafach, skoro méwic
bedziemy: da¢ znak wiasciwy, rozumieé bedziemy pod
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tym wyrazeniem znak wypadajacy z zastosowania
prawidta, podanego w tym §, (patrz § 88).

228. Prawidto na podniesienie potegi do potegi.
Wyktadnik potegi, do ktérej juz jest podniesiona dana
ilos¢, nalezy pomnozy¢ przez wyktadnik nowij potegi,
i ten iloczyn wzigé za wykladnik ostatecznego wypadku.
Catemu za$ wypadkowi nalezy da¢ znak whasciwy.

Tak naprzykiad:

(a)3—a3 (—a393= —ag
@4 3= alz (—a*)3——a'2
Prawidlo to jest bezposrednim wynikiem prawidta na
wykiadnik, dowiedzionego w 8 59. Naprzykiad:
(a23= a2Xa2X«2= aZ2+2= aX3—b>
Prawidto dopidéro co podane, bezposrednio prowadzi
do nastepnego:

229. Prawidto na podniesienie do jakiejkolwiek
potegi jednomianu catkowitego: Woyktadnik kazdego-
czynnika nalezy pomnozy¢ przez wyktadnik potegi i wy-
padkowi da¢ znak ictasciwy.

Tak naprzykiad:

(a253 2= a 456 (—a2b33=z—aB>
(ab2c3* Z=a*bsc 12 (—adi)s=  alOblsc20o;
(2abz3 6= 2GblxB= QRabixI8

230. Prawidto na podniesienie do jakiejkol-
wiek potegi utamku: Nalezy licznik i mianownik pod-
nies¢ do tej potegi., i da¢ wypadkowi znak wdasciwy.

Wypada to z paragr. 145. Naprzykiad:

fa2\2 a4 /| az

Fy e N
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/2aM4_2 43 16a8
\U) ~ ¥b* 8L 4’

231. Niektore przyktadyj na podnoszenie do
poteg dwumiandw byty juz podane: patrz paragr. 82
i 88. Tak np.

(a-)-5)2= a2-j-2a6-fh2
(a+06)3= a3f3ad-|-3adat 63

Uczacy sie powinien, jako ¢wiczenie znale$¢ czwar-
ta, piata i sz6stg potege dwumianu a-f6. Wypadki
beda nastepujace:
(a-j-6)4= a4j-4ad-|-'6«D2j-4a0 s-j-04
(a+ by = ab5f-5a4-(-10a392-)-10a20 3j- 5a34 f 63
(a-f-0)®= ae|-6a50-j-15a452-j-20a33-j-15a4|-6a<55-J-06-
W podobny sposdb znajdziemy:
(a—bf— a2—2ab-\-b2
(a—b)3= a3—3a2-j-3a62—h3
(a—0)4= ai—4a3X&j-602—4ab3j-b4
(a—0)3= a5—bad-)-10a2—10a23j-5a64—05,
(a— )®=a6—6a3*-J-15a4'2—20a38|-15a28—6a05]-66-
Widzimy, ze w powyzszym szeregu réwnosci, przed
kazdym wyrazem w ktérym b wchodzi w potedze
nieparzystéj znajduje sie znak mniej: tym sposobem
mozemy kazdg potege dwumianu (a—b) bezposrednio
wynales¢ z odpowiedniej potegi dwumianu (a-\-b)r
zmieniajgc znaki na przeciwne wtych wyrazach, do
ktorych wchodzi bw potedze nieparzystej.

232. Uczacy przekona sie pdznioj, ze za pomo-
cg twierdzenia, zwanego dwumianem Newtona mozna
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otrzymac kazda potege dwumianu, nie wykonywajgc
roboty mnozenia.

238. Wozory podane w 8281 moga by¢ uzyte
w ten sposob, jaki wytozyliSmy w §84. Przypusé¢my
np., ze chcemy znale$¢ czwartg potege dwumianu
2«<—3y. We wzorze na {a—by podstawmy 2x za-
miast a i 3y zamiast b; tym sposobem bedzie:

(2 3y} = (2)4—4(2*)43y)-6(2)23y)2
—4(2«) (3y)3+(3y)4= 16*t—Nox*y+2INey2—
—216#y3|-812/4

234. tatwo sie przekonaé, ze mozna pod-
niesienie do potegi wykona¢ w rozmaity sposob.
Tak naprzykiad: przypusémy, ze chcemy znale$é
szOstg potege (a-\-b). Mozemy jg znales¢ przez wy-
konanie kilkakrotne mnozenia przez (a-\-b). Albo
16z mozemy najprzod znales¢ szescian i nastep-
nie szescian ten podnies¢ do kwadratu, gdyz kwadrat
wyrazenia («36)3jest (a-j-*)°. Albo nakoniec moze-
my najprzéd znale$¢ kwadrat (a-f-i), i nastepnie
otrzymany wypadek podnie$¢ do szescianu, gdyz sze-
Scian wyrazenia (a-|-6)2jest {a-\-by. Podobniez 6smga
potege ifl-\-b) mozna zuale$¢ podnoszac do kwadratu
Awyrazenie (a+08)4 lub podnoszac do potegi czwartoj
(a-j-6)2 11. d.

235. Niektére przyktady podnoszenia do poteg
trojmiandw juz byly dane przedtom; patrz 8§ 85 i 88.
Tak np.:

(a_jJd_|_c)2= a2\-b3j-c2j-2«06-j-20c-j-2c3;
—«3f063 fc*+3a\bA-c)-\-3b\c + a)-\-
y 3ca\-b)-\- Gabc.
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Wzory te mogg by¢ uzyte wtaki sposob, jaki
byt wyttumaczony w § 84. Tak np. przypusémy, ze
chcemy znales¢ (1—2*-f-3*22 We wzorze na
(a4-A-f-c)2 podstawmy 1 zamiast a. —2* zamiast b,
i 3*2zamiast ¢, otrzymamy:

(1—2*43*22= ()2A-(—2*i2|-(3ic)2-{-2(I)(—2x) -f-

—+2(—2x) (3*2 + 2(1) (3%-)= 14— * A —

—12*A 6*2— 1—A4a5-10«2—12x 3-9,r4
Podobniez mie¢ bedziemy:
(1—2x+3x*)» = (1) 31 (—2%)3J(3*)3+
-f3 (1) A—2"+3«2)-(-3(-2«)A1-j-3*2)4-3(«D (| -2")4-
46(1) (-2*) (3*9)=
= 1- 8*3+27*6A 3 (—2«43* 412« 1+ 3*2)4-
+27 .+ (1—2*)—86x2=
= 1—6*4'21*2—4a3%63a;4—54*5+27*6

236. Widoczng jest rzecza, ze kwadrat jakie-

gokolwiek wielomianu mozna znale$¢ za pomocg jed-
nego z dwdch nastepnych prawidet:

1- sze. Poniewaz np.

(a-\-b-\-c-\-d)2— a2A-b2+ c2+- d *-\"2ab-\-2acJr 2ad-\-

-\-2bcy-2bd-\-2ICd

przeto mozemy powiedzid¢, ze: kwadrat, jakiegokolwiek
wielomianu jest réwny summie kwadratow pojedynczych
wyrazéw, wiecej summie podwojnych iloczynéw tychze
wyrazéw branych po dwa.

2- re. Ten sam wypadek mozemy wyrazi¢ w tej
postaci:
(a+64cA" M —a24 - & N -c"m0~H'24_-" (-
c242c<i-|+"

QO prowadzi do nastepnego prawidia: kwadrat jakie-
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gokolwiek wielomianu jest rowny summie kwadratow po-
jedynczych wyrazéw, wiecejpodwojny iloczyn kazdego wy-
razu, przez summe tych wyrazéw, ktére po nim nastepujags*).
236[. Zastosujemy teraz wylozone powyzej za-
sady do podnoszenia do kwadratu i do szescianu liczb,
wyrazonych arytmetycznie za pomoca cyfr.

A Podnoszenie do kwadratu.

Kwadraty liczb jednocyfrowych sg podane
w tabliczce mnozenia.

Sg one:
p_if 52= 25,
. 22= & 62= 36,
, 32= 9, 72= 48,
42_ i 6, 82= 64,

9+= 8L

Kwadrat liczby zjozonej z jednej cyfry znaczacej
z ilukolwiek zer zajdziemy, podnoszac do kwadratu
liczbe wyrazong cyfrg znaczaca i dopisujac do wy-

Réwniez widoczng jest rzecza, ze mozna ten sam
kwadrat:

(a4-6-(-c+d)2
wyrazi¢ i w ten sposdb.
(a.U) -f-c-fd)2= a24 2ab-\-b2+2(d-f b) c2-f
4-2 (ad-"4"c)N
czyli- kwadrat wielomianu, jest réwny summie kwadratow pojedyn-
czych wyrazéw, wiecej podwojny iloczyn kazdego wyrazu przez summe
tych wyrazéw, ktore go w wielomianie poprzedzaja. 1-
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padku dwa razy wiecej zer, anizeli byto w danej licz-
bie. Tak np.
(30)3=30X30= 900;
(400)2= 400X 40u= 160000,
(8000)2=8000X8000 = 64000000.
I w ogdlnosci liczbe ztozong z jedndj cyfry znaczacoj
z ilukolwiek zerami, mozemy napisac tak:
a.10",
gdzie a oznacza warto$¢ tej cyfry, a n liczbe zer.
Podnoszac do kwadratu, otrzymamy:
a2.102’,
co wyraza nam ogo6lnie zasade podang wyz¢j. Tgz samg
zasade oczywiscie mozna zastosowac i do kazdoj licz-
by, ztozonsj z ilukolwiek cyfr znaczacych, po ktérych
nastepuje pewna liczba zer. W celu podniesienia do
kwadratu takioj liczby, nalezy podnie$¢ do kwadratu
te liczbe, jaka zni$j bedzie otrzymang przez opuszcze-
nie zer, i do znalezionego wypadku, dopisa¢ dwa razy
wiekszg liczbe zer, anizeli byto w dandj liczbie.

2362. Podnoszenie do kwadratu liczb wielocy-
frowych najdogodniej odbywa sie na zasadzie wzoru
stuzgcego za podstawe do podnoszenia do kwadratu
i wielomianéw, mianowicie wzoru na podnoszenie do
kwadratu dwumianu. Wiemy ze:

(a-\-bY —al-\-2ab-\-b> . . (1
lub, wylaczajgc z dwdch ostatnich wyrazéw b za
nawias:
(a-\-b)2— a2\-(2a-\-b)p . . (2
Wz6r ten w obu postaciach zarbwno czesto sie

uzywa.
17
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Wezmy najprzod pod uwage liczbe dwucyfrowa,
np. 57, i podniesmy ja do kwadratu; bedzie;
(57)2—(504-7)*= 502-p2.50.7+72
lub, podtug wzoru (2):
(57)2= (50+7)2= 502+ (2.50+7).7.
Dziatanie w praktyce rozktadamy w ten sposéb.
Podtug pierwszego wzoru:

502= 2500
2.50.7 = 700
Ta= 49
(57)"= 3249.
Podtug drugiego zas:
502=2500
107.7 = 749
(57)*= 3249.

Widzimy, ze drugi sposéb rachowania prowadzi pre-
dzej do celu. Toz samo stosuje si¢ i do podnoszenia
do kwadratu liczb wielocyfrowych.

2363 Wezmy dalej jako przykitad:
(386)*. | tutaj mozemy uwazaé te liczbe jako troj-
mian 300+80+6, ktdry nalezy podnies¢ do kwadra-
tu. Podtug przypieku do § 236, bedzie:

(386)*= (300+804 6)2= 3002+ 2.300.80+80*+
+2.380.6+6a

Wypadek ten wyrazi¢ mozna stowami w nastepny
spos6b.  Kwadrat liczby trzycyfrowéj jest rowny:
kwadratowi setek, wiecij podwdjnemu iloczynowi z setek
przez dziesigtki, wiecej kwadratowi dziesigtkéw, wiecej
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podwoéjnemu iloczynowi z setek i dziesiatkéw przez jedno-
stki, wiecij kwadratowi jednoSci.

Dziatanie w praktyce rozktada sie w nastepny
sposob:

3002= 90000
2.300.80 = 48000
802= 6400
2.380. 6= 4560
62= 36

(386)2= 148996.
Lecz mozemy takze znale$¢ z czego sie skifada kwad-
rat liczby trzy cyfrowdj, stosujac do t$j liczby bez-
posrednio wzor (2). W rzeczy samej mamy:
(S86)2= (300+6)2= (380,2+ (2.380+6) .6.
A Ze:

(380)2= (300+80)*=300 *+(2.300+80). 80,
przeto, podstawiajac te warto$¢ w poprzednig rownosé,
znajdziemy:

(386)2= 3002+ (2.300+80).80+(2.380+6). 6.
Wyrazenie to nie trudno daje sie wyrazi¢ stowami;
przy obliczeniach za$ praktycznych, czyni rachunki
zZnacznie prostszemi, i nie wymagajacemi zadnych ro-
bot na boku. Obliczenie tego wyrazenia, wykonywa
sie w nastepny sposob:

02= 90000
680.80 = 54400
766. 6= 4536

(386)2=148996.
Podobniez mozemy postepowaé i z cztero — pie-
cie —i t. d. cyfrowemi liczbami.  Naprzykiad:
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przypus¢my ze mamy podnies¢ do kwadratu 8279.
W tym celu stosujemy Kkilkakrotnie wzér (2); bedzie
najprzéd:
(8279)2= (8270+9)2= (8270)2+(2.8270+9).9.
Lecz dalej mamy:
(8270)2=(8200+70)2= (S200)2+ (2 .8200)+70)70;

i znowuz:

(8200)2=(8000 +200)2= 80002+ (2 .8000+200). 200.

Podstawiajgc ostatnio znalezione wyrazenie wpoprzed-

nie, a te zaS warto$¢ na (8270)2 jaka z tego podsta-

wienia otrzymamy w wyrazenie pierwsze, mioche-

dzieray:

(8279)2- 80002+ ( 2.8000+200)200+(2.8200+70)70+
+(2.8270+9). 9.

W wyrazeniu tém widzimy juz jasno ogdlne prawidio,

podtug ktérego tworzg sie kwadraty liczb ilukolwiek

cyfrowych. Obliczenie dokonywa sie w ten sposob:

80002= 64000000
16200.200 = 3240000
16470. 70 = 1152900
16549. 9= 148941

(8279)2=68541841.
Tak samo postepujac znajdziemy, ze:

(43786)2=400002+ (2 .40000+8000) . 3000+
+ (2. 43000-r700)700+
-f (2.43700+80)80-U(2.43780+6). 6;

i rachunek uktada sie w podobnyz sposob:
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400002= 1600000000

83000.3000 = 249000000

86700. 700 = 60690000

87480. 80 = 6998400

87566. 6 = 525396

(43786)2= 1917213796.
Czesto przy wykonywaniu tego rachunku opuszczajg
zera na koncu otrzymywanych kwadratdéw i iloczy-
néw, tak jak to ma miejsce i przy mnozeniu liczb.
Tak np. w ostatnim przykladzie rachunek moze by¢

utozony w ten sposob:

400002= 16 .............
83000.3000 = 249 .........
86700. 700 = 6069....
87480. 80= 69984..
87566. 6 = 525396

~~(43786+ = 1 917213796.
Dla unikniecia wszakze tatwych pomytek przy tym
sposobie prowadzenia rachunku, poczatkujacy lepigj
zrobi wypisujac wszystkie zera.

2364 Utamki zwyczajne, podiug prawidta poda-

nego w 8§ 230 podnoszg sie do kwadratu, przez pod-
niesienie do kwadratu osobno licznika i osobno mia-
nownika. Przy podnoszeniu do kwadratu catkowitej
z utlamkiem, nalezy najprzdd tez catkowitg wigczyé
w utamek i nastepnie stad otrzymany utamek, pod-
mie$¢ do kwadratu. Naprzykiad:

/ 8\2 /83\2 (83)2

H =(I5) =(15+

(83)2=802+(2.80+3). 3,
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(15)2= 102-K2.10+5). 5. na zadng z tych cyfr: 2, 3, 718 Podobniez: jezeli
802= 6400 102= 100 kwadrat jest zakoriczony zerami, to liczba tych zer
163.3 — 489 255 =125 musi by¢ parzysta.
(83)a= 6889, ~ 15)*= 225, 2- re kwadrat liczby wiekszej od jednosci, jest
stad: wiekszy od tejze liczby; kwadrat za$ liczby mniejszdj
8\2 6889 00139 od jednosci, jest mniejszy od liczby podnoszonej do
15/ — 225 225 ¢ kwadratu.

3- cie. Poniewaz:

2363. Aby utamek dziesigtny podnies¢ do kwa- («+D)»=a*+2a+l

dratu nalezy albo zamieni¢ go na zwyczajny i nastep-

nie znale$¢ kwadrat otrzymanego utamku zwyczajne- ﬁ::zz%'[;’a E‘?\J;‘g J;éix;'agﬁgrgéékvxggﬁaiall(ilglgglv(\)"jilf
go: albo tez podnie$¢ do kwadratu liczbe otrzymang dnosé dn iekszei przez dodanie do teqoz kwad
przez opuszczenie W nim przecinka, i wznalezionym kwa- ratcijs p(()) dw:;Jor\wNé;etzjz IJi,c fbi/eizje(;)noééi 0 tegoz kwad-
dracie odcig¢ na dziesietne dioa razy wiec¢j cyfr, anizeli : 5l ‘
by}owdan?/m u+amku.$ y wiecq off Tak np. skoro wiemy, ze:
W rzeczy samsj: przypusémy, ze mamy podniesé (15)2= 225,
do kwadratu 0,006; bedzie: to (16)2= 225+2.15+1 = 225+30+ 1= 256;
(0,006)2= 0,006X0,006=0,000036. i dalej: (17)2=256+32+1= 289, it d
Podobniez: Podobniez moze by¢ uzytecznym i wzor:
(25)2= 2,5X2,5= 6,25. («—D2= a2z—2a+l.
2366. Do téj nauki o podnoszeniu do kwadratu Np., ryiedzac ze: 10002= 10000000, znajdziemy:
mozna dotgczy¢ jeszcze nastepujace uwagi: (999)2=(1000—1)2= 1000000—2000+ 1= 998001.

1-sze. Poniewaz wszystkie czesci, z ktérych sie
sktada kwadrat liczby catkowitej sg zakonczone ze-

B. Podnoszenie do szescianu.
rami, z wyjatkiem kwadratu jednosci, przeto ostatnia

cyfra kwadratu jakiejkolwiek catkowitdj, bedzie zaw- 2367. Podtug okreslenia szeScianem dandj licz-
sze taka, jaka jest ostatnia cyfra kwadratu jednosci by nazywamy iloczyn, ktory otrzymamy, biorac te

tejze liczby. A ze kwadraty liczb jednocyfrowych sa Miczbe za czynnik trzy razy.

zakonczone na cyfry 1,4, 5 6 i 9, przeto kwadraty Szesciany liczb jednocyfrowych, sg nastgpne:

liczb jakichkolwiek mogg by¢ zakoriczone tylko temi 13= 1, 32=27,

cyframi. Kwadrat wiec, nie moze by¢ zakoriczony 23= 8§, 43= 64,
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53= 125, 73= 343,
63= 216, 83= 512,
93= 729.

Szesciany te wypada zatrzymac¢ nam w pamieci.
Szescian kazdej liczby, ztozonej zjedndj cyfry
znaczacs$j i ilukolwiek zer znajdujemy, podnoszac do
szeScianu liczbe, wyrazong tg cyfrg znaczacg i dopi-
sujgc do tego szedcianu trzy razy wiecej zer, anizeli
ich bylo w danej liczbie. Np.:
(60)3= 60X60X60= 216000,

(400)3= 400X400X400 = 64000000. ;
I w ogole: oznaczajac przez «jakakolwiek liczbe jed-

no cyfrowg, — liczbe, zlozong z jednej cyfry znacza-
cj i ilukolwiek zer mozemy wirazi¢ tak:
a.lo*,

gdzie n oznacza liczbe zer po tdj cyfrze znaczacdj.
Podnoszac to wyrazenie do szeScianu, otrzymamy:
(a.l0M3= a3.103M
a rdwnosc¢ ta zawiera zasade podang wyzej.
Oczywiscie, ze taz sama zasada daje sie zastoso-
wac i do tego przypadku, gdy liczba jest zlozong
z kilku cyfr znaczacych i ilukolwiek zer. Wtedy
w celu podniesienia tejze liczby do szeScianu, nalezy
podnies¢ do szeScianu liczbe otrzymang przez opusz-
czenie zer, i do tego wypadku dopisa¢ trzy razy wie-
cej zer, anizeli ich bylo w danej liczbie.

2368 Podnoszenie do szescianu liczb, ztozonych

z ilukolwiek cyfr, opiera sie na wzorze, dajacym nam
szeScian dwumianu a-\-b.  ZnalezliSmy wyz¢j. ze:
(a+0)3=a3F3«B+3a0206! . . ()
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Wzoru tego mozemy bezposrednio uzy¢ do podnosze-
nia do szeScianu jakicjkolwiek liczby dwucyfrowej.
Np. przypusémy, ze chcemy znale$¢ (37)3 Bedzie:
(37)3=(304-7)3= 303+ 3.3027+3.30.72+ 73
Dziatanie wykonywa sie w nastepny sposdb:
303=27000
3.3027 =18900
3.30 .72= 4410
73= 343
(37)3= 50653.
Lecz/Zwyczaj, w celu dogodniejszego wykonania ra-
chunkéw nie uzywamy wzoru na (a+0)3 ale przera-
biamy go dal6j, na dogodniejszag do obliczen postac,
w nastepny sposob:
Z trzech wyrazow ostatnich wytgczmy najprzéd
b za nawias, otrzymamy:
(a+06)3= a34 j3a2+3« 040620
nastepnie z dwdch ostatnich wyrazéw, zawartych
w nawiasie, wylagczmy takze b za nawias; bedzie:
(a+06)9=a3+{3a(3a+0)6j6 , . . (2
| pod tg postacig najdogodnidj jest uzywa¢ wzoru na
pbdnoszenie do szescianu liczb, wyrazonych cyframi.
Pokazemy na przyktadach jego uzycie. Wezmy
najprzdd tez samg liczbe dwucyfrowa, i podniesmy ja
«do szescianu. Stosujgc wzor (2), mamy:

(37)3= 303+j3.302+(3.30+7).7j.7.
Oznaczmy dla krotkosci wspétczynnik
3.302+(3.30+7). 7 przez A; wtedy bedzie:

(37)3= 303+4.7.
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Dziatania rozktadajg sie w trzy kolumny w taki
sposob:
Obliczenie wspotczynnika A.

) 3.30=90  I1) 3.302= 2700
7 97. 7= 679
3.30+7=97 A= 3379

I11) 303= 27000

4. 7 =23653

373= 50653.

Zadajmy sobie dalej podnies¢ do szeScianu liczbe trzy-
cyfrowg, np.: 483. W tym celu rozkladamy jg naj-
przdd na 480 i 3, i stosujemy do tak otrzymanego dwu-
mianu wzor (2). Bedzie:
(483)3=(480+3)3= 4803+
+j3.480'++. 480+3). 3j.3.
Lecz: 480 = 400+80; wiec:
(480)3= (400+80)’=4003+
+ |3 .4002+ (3.400+80)801. 80.
Podstawiajgc tak znaleziong warto$¢ we wzOr po-

przedni bedzie:
(483)3=4003+ j3.4002+ (3.400+80). 80j .80+

+{3-4802-p(3.480+3). 8j .3.
Oznaczajac tak jak poprzednio:
3.4002+i3.400+80). 80, przez A, m
3.4802 (3.480+ 3). 3, przez B.
mozemy napisac;
(483+= 4003++.80+B .3.
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Rachunek rozktadamy w ten sposob:

Obliczenie wspdtczynnikéw Ai B.

) 3.400= 1200 11) 3 4002= 480000
80 1280 80 =102400)

3.400+80 = 1280 0 = 582400
2.80= 160 802=  6400)
3.480: 0440 *3.4802=691200

3 1443.3= 4329

3.480+3 = 1443 ¢ ’= 695529

Ostateczne wypadki:
I11) 4003= 64000000

A .80 = 46592000

B. 3= 2086587

(483)3= 112678587
W pierwszej kolumnie sposéb tworzenia rozmaitych
czesci jest widoczny: gdy do 3.400+80 dodamy pod-
wojone o$mdziesiat, otrzymamy.

3.400+3.80 = 3.(400+80) = 3.480.

W drugiej kolumnie sposéb utworzenia 3.4802 z czesci
poprzednio juz znalezionych, wymaga objasnienia. Po-
niewaz 480 mozemy roztozy¢ na 400 i 80, przeto
3.4802= 3.(400+80j2 W celu znalezienia, jakim
sposobem uzy¢ poprzednio juz otrzymanych czesci
do obrachowania powyzszej ilosci, weZzmy pod uwage
ogo6lne wyrazenie 3(a+06)2

Poniewaz: (a+0)2=a2+2a6+62

przeto: 3(a+0)2=3«26a6+362

czyli: 3(a+0j2= 3«X3a6+062
+3a0+062

+ +
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albo: 3(a-f0)2= 3az+(3a+&)&
+(3«+0)&
+ b2

Stosujac to wyrazenie do danego przypadku, widzi-
my, ze:
3.4802= 3.4002 (3.4004 80) 80
4-(3.400480). 80
+802

A ze: 3.4004H3.400+80)80 jest to ilos¢, ktorg
oznaczyliSmy przez A; (3.400+80)80 jest znowuz
iloScig napisang powyzej A w drugi$j kolumnie, prze-
to jezeli podpiszemy pod A 802i nastepnie dodamy
liczby, zawarte w trzech ostatnich wierszach, tym
sposobem otrzymanych, znajdziemy 3.4802 Te trzy
wiersze, ktore nalezy dodaé w celu znalezienia
3.4802, s w drugioj kolumnie zakreslone klamra.

Inne czesci rachunku objasniajg sie same przez
sie.

GdybySmy jeszcze mieli podnies¢ do szescianu
liczbe 5284, wtedy rozumowanie podobne do tego, ja-
kiego uzyliSmy w poprzednim przykfadzie, pokazato
by nam, ze:

(5284)3=50003+ [ 3. 50002+ (3.5000+200)200)200+
+[3.52002 (3.5200-)- 80) 80] 80+
+[3.52802+(3 .5280+ 4) 4] 4

Oznaczajac dla skrocenia wspdtczynniki przy 200, 80
i 4 gloskami A B,i C, bedzie:
(5284)3—50005+"d .200+B . 80+C". 4.
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Rachunek znowuz rozklada sie w trzy nastepujace
kolumny:
Obliczenie wspdtcz. A, B i C,
) 3.5000= 15000 II) 3.50002=75000000
200 15200.200 = 3040000»

3.5000+200 = 15200 A =78040000(
2.200= 400 2002= 400001

3.5200 = 15600 3.52002= 81120000
80 15680.80 = 12544001

3.5200+80=15680 B — 82374400>
2.80= 160 802= 6400)
3.5280=15840 3.52802= 8365200

4 15844.4= 63376

3.5280+4 = 15844 <7=83698576.

Obliczenie ostateczne:
1) 50003= 125000000000

A . 200 = 15608000000
B. 80 = 6589952000
C. 4= 334794304

(5284)3=147532746304

Rachunki w ten sposéb wykonywane nie prowadza
bez watpienia predszg drogg do podniesienia do sze-
Scianu liczby danej, anizeli zwyczajne mnozenie;
stemwszystkiem nalezy nam sie dobrze z niemi za-
znajomi¢, gdyz odgrywajg one wazng role przy dzia-
faniu odwrotnym: wyciggania pierwiastku.

Aby podnies¢ do szescianu utamek, nalezy od-
dzielnie podnies¢ licznik i oddzielnie mianownik,
paragraf 230. Przy podnoszeniu catkowitoj z utam-
kiem nalezy tez catkowita wigczy¢ w utamek i po-
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stepowac podobnie, jak to bylo wskazane przy pod-
noszeniu do kwadratu.

Nakoniec utamek dziesietny podnosi sie w ten
sposob, ze podnosi sie do szeScianu liczba, otrzymana
przez opuszczenie przecinka w utamku, i w znalezio-
nym szescianie odcina sie trzy razy wiecej cyfr na
dziesietne, anizeli ich byto w danym utamku. X/ rze-
czy samej:

(0e)3=0, 000, 000 0t = 000t

(3,7)3= 3,7X3,7X3,7 =50,653.

PRZYKLADY XXVI.

Znalesc:
1 (342 2. (—2xx23)3
3 (—3«0%34 4,
5 [ 4.3 u
1
7. (a-f-i)7 8 (a—b,\
0. (a-f6)3a—b)3 10. (1—cc)3
11. (2-j-#33 2. (3—2¢)3
13 (i+«)k; 14 (*—2j4
15, (2«4-3)4 16. {ax-rbyYA-{ax—by)3

17.  {axJrby)i-\-(ax—mby)-

18. (I-HB)“ (1-* )}

19. (I-j-«)t(1—tH4 20.

21. (1—x-\-x2)2 22 (L+*—*4
23, (I-j-3t—2«d)2. 24, (1—3.r-j-3*2/2

25.
26.
28.
30.
31
32.
34.
35.
36.
37.

39.

41*.
42*,

43*,

44*,
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(2-f3«+4.«Q2-f(2—3*+4« D2

(I-f«+«23 27.  (\—x-\-x2)3
(1-ftf—x23 29. (I-f3.r+2*23
(1—3*-|-3«2)3

(2-J-3«-f4*2 3—(2—3*+4cc) 3
(1—*4-*H*92- 83. (I-f2«-f3.r3+r4.*32
(ajb-yrcAd)2—(a—b-\-c—d)2

(a+5-)-c-fd)2 (a—b + c-df,

(I-j-3*4-3EC2+ "~ 32

(1—8&*-j-12*2—8«32

(1—612 4473 F24) 2

(I-*) I+ «-f*23

(1— DI :HipI3

Podnie$¢ do kwadratu nastepujace liczby:

48, 99, 301, 425, 999, 8354, 8355, 9999, 13579.

4~, 238, 0,145; 0,00729; 8,9387; 89,387,

893,87.

Wiedzac ze: 52482= 27541404 znale$¢ 52432
i 52522

Podnie$¢ do szeScianu nastepujace liczby:
59; 99; 512; 748; 999; 5298; i|; 7/; 0,087;
0,00315; 9,3591.

Alffieb. Th. 18
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XXVII.

Wycigganie pierwiastku.

237. Wyciaganie pierwiastku jest dziataniem
odwrotnem podnoszeniu do potegi; mianowicie nauka
0 wyciaganiu pierwiastku podaje sposoby znalezienia
jakiegokolwiek pierwiastku z danej liczby, lub z da-
nego wyrazenia.

Zaczniemy obecny rozdziat od podania trzech
twierdzen, bedacych prostym wnioskiem z prawidla
znakoéw, nastepnie rozbierzemy kolejno wycigganie
pierwiastkow z jednomianéw, wyciagganie pierwiast-
kow kwadratowych z wielomiandéw’ i z liczb, i wy-
cigganie pierwiastku szesciennego z wielomianéw
1 z liczb.

238. Pierwiastek parzystej potegi z liczby dodatndj,
Thate by¢ dodatny lub odjemny.

Tak np. aXa=a2i -aX ~«=«2 przeto pier-
wiastek kwadratowy z a2 jest albo a albo—a, czyli
albo 4-a, albo —a.

239. Pierwiastek potegi nieparzystej z jakiejkol-
wiek ilosci, ma ten sam znak co i dana ilosé.

Tak np. pierwiastek szescienny z a3 jest a, pier-
wiastek za$ szeScienny z —a3jest —a.

240. llos¢ odjemna nie moze mic¢ pierwiastku po-
tegi parzystej.

Tak np. iloé¢ —a2nie ma pierwiastku kwadra-
towego, gdyz jezeli jakakolwiek ilos¢ pomnozymy
przez nig sama, otrzymamy zawsze na wypadek ilos¢
dodatna.

267

Fakt ten, ze ilos¢ odjemna nie ma pierwiastku
potegi parzyst6j wyraza sie samem nazwiskiem takis;j
ilosci. Pierwiastek potegi parzystoj z ilosci odjemnej
nazywa sig ilosci niemozliwa, lub czescidj iloscig urojona.

241. Prawidlo na znalezienie pierwiastku ja-
kiegokolwiek stopnia z jakiegokolwiek jednomianu
catkowitego: Nalezy podzieli¢ wyktadnik kazdego czyn-
nika przez wyktadnik pierwiastku i przed wypadkiem na-
pisaC znak whasciwy. Tak np.

\/ Kotfb3— V/jA2a-bi — +4 ab2;
s 3

3

V —8 2—J]/—2%®6V 2= —2ab3K

4 4
|/ 256.r4/8= [/ 4h(c48= +4my2
242. Prawidto na wyciaganie pierwiastku z u-
lamku: Nalezy znaleSe pierwiastek licznika i pierwiastek
mianownika osobno, i napisa¢ znak wlasciwy przed wy-
padkiem.
Taknp. 1/ 4a*_ 17 2222 | ng
W~ s ¥

3 3
1/ 27« 1/ 333 3a2
f 6463 — V 43H3— Ab
243. Przypus$cmy teraz ze chcemy znaleZé pier-
wiastek szescienny za2 W tym wypadku wyktad-
nik 2 nie jest podzielny przez wykfadnik pierwiastku
3; i nie mamy innego sposobu wyrazenia wypadku,

jak tylko piszac f/az Podobniez J/a, [/a3 </é3
nie moga by¢ obecnie inacz6j wyrazonémi. Takie
ilosci nazywajg sie pierwiastkowemi\ stanowi¢ one be-
da przedmiot dwdch nastepnych rozdziatow.

18
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244, Przystepujemy teraz do wytozenia sposo-
bu wyciagania pierwiastku kwadratowego z wielo-
mianéw. S,

Pierwiastek kwadratowy z a2+2ab+0 jest
a-\-b; i rozwazanie sposobu, wjaki «+0 pochodzi z
aa | 2a6-j-62 doprowadzi nas do ogolnego prawidta na
wycigganie pierwiastku kwadratowego z jakiegokol-
wiek wielomianu. ] o

a2\2itth-\-b2 — apb,  JPorzadkujmy najprzod

wyrazy podiug poteg je-
dndj gtoski np. «; wtedy
pierwszym wyrazem bedzie
a2 jego pierwiastek kwa-
dratowy jest a i to bedzie pierwszym wyrazem szu-
kanego pierwiastku.

Odejmijmy jego kwadrat, to jest a\ od danego
wyrazenia, i podpiszmy reszte 2ab-\-b\ Podzielmy
2a0 przez 2a; iloraz bedzie b, i to bedzie drugim wy-
razem pierwiastku. Do podwojonego wyrazu pierw-
szego dodajmy wyraz drugi: otrzymamy 2«+ ; po-
mndzmy to ostatnie wyrazenie przez wyraz drugi, to
jest 2u6+6'1l od reszty. | to w obecnym przypadku
konczy cale dziatanie.

Gdyby byto wiecsj wyrazéw, wtedy nalezatoby
z a-j-0 tak samo postepowac, jak przedtdbm postepo-
walisSmy z a; kwadrat tego wyrazenia, to jest:
a2_L2a6+02juz zostat odjety od wielomianu danego,
tym sposobem nalezy tylko reszte podzieli¢ przez
2(a-ti) dla otrzymania nowego wyrazu pierwiastku.
Aby otrzymac nowy odjemnik, nalezy pomnozy¢ summe
% 2(a-fb) i nowego wyrazu, przez ten nowy wyraz.

2a+F2«06+6°-
[2tt6-j-62
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Caly ten spos6b postepowania powinien by¢ prowa
dzony i powtarzany dotad, dopdki pierwiastek szu
Kany nie bedzie znaleziony.

245. Przykfady:

1 14 2-4-12%4a/-{-9y2 — 2>k+3
|_4“;2 {92 y

4.4-% | 12xy-|-9y2
—12xy+9y?2

2. \ dK'—20.r-%37x2—30n;-9 = 212—5n;-f3
—hxa

b—51 —20.r1%37n;2—30n—9
+20.r325n;2
4n,3—10F3  12n,2—30m;--9
+ 1 2¢2+30n;-|-9

3. [/ ma—4%3-b10n:3 2—12ky3|-% 4=

2m2—2xy[—x3/4 1 0x% 3—12y3j-9y4
i+4n;3/+4n;2/2
A ry-|-3y;  6MY2—1213j-9y4
-6n;/2+12.07/3+9y4

— 2xy-\-by

4, \ %°»4-Aaf5—1013|—4ﬁ—j—}= n3 -2 i —2m—1

ac3+2n;2  4«5—HOr3H4r+
MG3+4n;4
2034, -2n —4n4—10m3A4n;+1
1pdccA+8n; 3+4n>2
21.3+4n12—4n—1 —2n;3—4n24-47;
ul2m;3t4.r.2+;4n;+1
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246. Wyzej byla zrobiona uwaga, ze kazdy
pierwiastek, ktérego wykfadnik jest parzysty, ma
znak podwojny; patrz §238. Tak np. pierwiastek
kwadratowy z a2-\-2abA-b2 jest a-\-b, lub —a b
W rzeczy samej przy wycigganiu pierwiastku kwa-
dratowego z a2-\-2ab-\-b2, zaczynamy dziatanie od
znalezienia pierwiastku z a2 Lecz ten pierwiastek
moze by¢ alub —a. Jezeli weZmiemy to ostatnie,
i prowadzimy dziatanie, jak bylo pokazane przedtém,
wtedy dojdziemy do wypadku —a—b. Taz sama
uwaga moze byé zrobiong w kazdym podobnym przy-
padku. WeZmy np. ostatnie zadanie z 8§ 245. Tutaj
zaczynamy dziatanie od wyciggniecia pierwiastku
kwadratowego z i»6 — pierwiastek ten moze byoé®3
lub — Jezeli przyjmiemy ostatnig warto$¢ i pro-
wadzi¢ bedziemy dziatanie jak wyz6j, otrzymamy wy-
padek ostateczny: —*3-2®2j-2*+1.

247. Pierwiastek potegi czwartej jakiegokolwiek
wyrazenia, moze by¢ znaleziony przez wyciagniecie
pierwiastku kwadratowego z pierwiastku kwadrato-
wego. Podobniez: pierwiastek potegi 6smej moze
by¢ znaleziony, przez wyciggniecie pierwiastku kwa-
dratowego z pierwiastku potegi czwartdj, i tak dalgj.

248. Z arytmetyki wiemy, ze nie z kazdej
liczby mozna wyciggnaé pierwiastek kwadratowy do-
kfadnie; naprzyktad: nie mozemy doktadnie oznaczy¢
pierwiastku kwadratowego z 2. W algiebrze takze
nie z kazdego danego wyrazenia mozna wyciggnaé
pierwiastek kwadratowy doktadnie.  Niekiedy wy-
pada nam rozwigza¢ zadanie tego rodzaju: Zna-
leS¢ cztery wyrazy pierwiastku kwadratowego
z 1—2*
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X1
[[1—2%= 1 % g

5xi x5 xs
1 T-T
Tym sposobem otrzymalismy jeszcze na reszte

_li —————— g —————— jo znalezieniu czterech -wyrazéw

pierwiastku kwadratowego z 1—2*.
Z tego wypada, ze

Xa

[-*-~0-"r)=1=2*+"+4r

249, Poprzednie zbadanie sposobu wyciggania
pierwiastku kwadratowego z wielomianéw algiebrai-
cznych da nam mozno$¢ wyttlumaczenia prawidta na
wyciaganie pierwiastku kwadratowego z liczb.

Pierwiastek kwadratowy ze 100 jest 10; pier-
wiastek kwadratowy z 10000 jest 100; pierwiastek
kwadratowy z 1000000 jest 1000; i t. d. Stad wypa-
da. ze pierwiastek kwadratowy z liczby mniejsz$j od
100, musi sie sktadac tylko z jedndj cyfry, pierwia-
stek kwadratowy z liczby, zawart$j pomiedzy 100
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i 10000 — z dwdch cyfr; pierwiastek kwadratowy
z liczby zawartdj pomiedzy 10000 i 1000000—z trzech
cyfr, i tak daléj. Jezeli wiec nad kazda drugg cyfrg
dandj liczby, zaczynajac od miejsca, na ktorym stoja
jednosci, napiszemy punkt, wtedy liczba punktéw po-
kaze nam liczbe cyfr w pierwiastku kwadratowym
z tejze dangj liczby. Tak np. pierwiastek kwadratowy
z 4856 sktada sie z dwoch cyfr; — pierwiastek kwa-
dratowy z 611524 jest ztozony z trzech cyfr.

250. Przypusé¢my, ze chcemy znale$¢ pierwia-

stek kwadratowy z 3249.
Najprzéd oznaczmy wiasciwe cyfry punktami
podtug podanego prawidia;
V 3249= - 50+7 okazuje sie, ze szukany pier-

2500 wiastek skladaé sie bedzie
100+ 7-;33 z dwéch ‘cyfr. Niech a+6

oznacza ten pierwiastek, gdzie
ajest wartoscig cyfry, stojac6j na miejscu dziesigtek,
a b wartosScig cyfry stojgcdj na miejscu jednosci.
Stad wida¢, ze amusi by¢ najwiekszg liczbg dziesia-
tek, ktérdj kwadrat jest mniejszy od 3200; takg liczbg
jest 50. Odejmijmy a2, to jest kwadrat 50, od danej
liczby; — wtedy resztg bedzie 749. Podzielmy te
reszte przez 2a, to jest przez 100; iloraz bedzie 7,
i to jest wartodcig b. Wtedy (2a+0)5, czyli 107X7,
to jest 749, jest liczba, kt6rg nalezy odja¢ od reszty;
a poniewaz teraz nie pozostaje zadna reszta, przeto
wnosimy stad, ze 50+7, czyli 57, jest szukanym pier-
wiastkiem kwadratowym.

PowiedzielisSmy wyz¢j, Ze a jest najwieksza licz-
ba dziesigtek (czyli najwiekszg wielokrotng wzgledem

dziesieciu), ktoréj kwadrat jest mniejszy od 3200.
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W rzeczy sam6j: bezposrednio widoczng jest rzecza
ze a nie moze by¢ wieksza wielokrotng wzgledem
dziesieciu. Ale nie moze by¢ takze i mniejsza;, —
gdyz, jezeli by to byto mozliwoém, aby liczba dziesig-
tek byta mniejsza, np. gdyby byla x, wtedy 83+6 by-
toby mniejsze od a, (poniewaz x sg dziesigtkami,
a b jednosciami), zatom i kwadrat z x-\-b byltby
mniejszy od a2 wiec «+0 jest mniejsze od praw-
dziwego pierwiastku kwadratowego.

Gdyby pierwiastek sktadat sie z trzech cyfr, wte-
dy niech a oznacza setki, a b— dziesigtki. Znalaziszy
aibjak wyzdj, uwazajmy dalej setki razem z dzie-
sigtkami jako nowa warto$¢ a, i wynajdzmy nowa
warto$¢ na ¢jednosci.

251 Zera mogg by¢ przy wykonywaniu powyz-

szego dziatania, opuszczone dla krotkosci i cate dzia-
fanie mozna wyrazi¢ za pomocg nastepnego prawidta:
Nad kazda druga cyfra, zaczynajac od cyfry, sto-
»— jacej na miejscu jednosci napisz-
3249 — 57 my kropke. tym sposobem cata licz-
) ba zostanie podzielong na kolum-

107 ';ﬁ'g ny.  Nastepnie znajdzmy naj-
wiekszg liczbe, ktorej kwadrat jest

zawarty w pierwsz€¢j kolumnie: bedzie to pierwsza cy-
fra pierwiastku. Kwadratjej odejmijmy od pierwsz¢j
kolumny, i do reszty dopiszmy kolumne drugg. Po-
dzielmy tak otrzymang ilo$¢, opuszczajgc w niej ostatnig
°yfri. przez podwojong, znaleziong ‘dotad czesC pier-
wiastku i dopiszmy iloraz i do pierwiastku i do dzielnika.
Pomnézmy nastepnie dzielnik wraz z tern, co byto dopi-
sane, przez cze$¢ pierwiastku ostatnio znaleziona, i odejmij-
my znowuz iloczyn od cal¢j reszty. Jezeli w liczbie da.

1/
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ntj bedzie jeszcze wiectj kolumn do ztozenia, wtedy cale
dziatanie musi by¢ dalej w ten sposob prowadzone.

252.  Przykiady:
Wyciagna¢ pierwiastek kwadratowy z liczb: 132496

i 5822249.

V 132496 = 364,
9

136 424
'306

724 2896
2896

V 5322249 = 2307.
4_

43132
129

4607 32249
32249

W pierwszym przykfadzie, po znalezieniu pi®r*
wszsi cyfry pierwiastku i dopisaniu do reszty drugiej
kolumny, otrzymujemy 424; podtug prawidfa dzielimy
42 przez 6, dla otrzymania nastepns$j cyfry pierwiast-
ku; z podzielenia wypada 7, i to byloby drugg cyfra.
Lecz mnoZac 67 przez 7, otrzymujemy na iloczyn 469,
co jest wiekszg liczbg, anizeli 424. To pokazuje, ze
druga cyfra nie moze by¢ 7, ale jest mniejsza. Pro-
bujemy 6 — poniewaz proba sie udaje, przeto 6 jest
wiasciwg cyfrg. Ten przykiad pokazuje, Ze niekiedy
wypada prébowac kilka liczb przy oznaczaniu pew-

ndj cyfry.
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W drugim przykiadzie czytelnik powinien zwrd-
ci¢ uwage na to, ze jedna cyfra pierwiastku wiypadta
zero.

253. Prawidto na wyciagganie pierwiastku kwa-

dratowego z utamku dziesietnego, wypada z prawidta
powyzszego. Nalezy tu jednak zauwazy¢, ze przy
podnoszeniu do kwadratu utamku dziesietnego otrzy-
mujemy zawsze parzystg liczbe cyfr dziesietnych
w kwadracie, ze zatdm nie mozna dokadnie wyciag-
ng¢ pierwiastku kwadratowego z zadnego utamku
dziesietnego, ktéry, w najprostsz¢j swojoj postaci, ma
nieparzystg liczbe cyfr dziesietnych.

Pierwiastek kwadratowy z 32, 49jestjedng dziesia-
tg czeScig pierwiastku kwadratowego z 100x32,49, —
czyli z 3249. Podobniez: pierwiastek kwadratowy
z 0,003249 jest jedng - tysiaczng czeScig pierwiastku
kwadratowego z 1000000X0,003249, czyli z 3249.
Stad mozemy wyprowadzi¢ nastepne prawidlo na wy-
cigganie pierwiastku kwadratowego z ulamku dzie-
sietnego:

Nalezy oznaczy¢ kropka kazdag drugag cyfre dancj
liczby poczynajac od cyfry, stojgcéj na miejscu jednosci
i idgc tak na lewo, jak i naprawo od ni¢j. Nastepnie
wyciggna¢ pierwiastek kwadratowy z catej liczby, jakby
zcatkowitcji od,dzieli¢ na dziesietne w otrzymanym ivypad-
ku tyle cyfr, ile byto odznaczonych kolumn w czesci dzie-
sietncj dancj liczby.

Zwracamy, tutaj szczeg6lng uwaga uczacego sie
na znaczenie stow: poczynajgc od cyfry, stojac¢j na
miejscu jednosci.
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254. Przy wycigganiu pierwiastku kwadrato-
wego z liczby catkowitdj, jezeli otrzymamy jeszcze
reszte, doszediszy do cyfry stojacéj na miejscu jed-
nosci, to reszta ta jest znakiem, ze dana liczba nie
ma pierwiastku, dajgcego sie doktadnie wyrazi¢. Mo-
zemy jednak oznaczy¢ go z takim stopniem pi zybli-
zenia, jak tylko chcemy, przypuszczajac, ze na koncu
danej liczby znajduje sie przecinek, dopisujac za nim
jakakolwiek parzysta liczbe zer i prowadzac dalej
dziatanie. Tym sposobem otrzymang cze$¢ dziesiet-
ng pierwiastku nalezy doda¢ do znalezionéj juz po-
przednio czesci catkowitej.

Podobniez, jezeli utamek dziesietny nie ma piei-
wiastku kwadratowego, dajgcego sie doktadnie ozna-
czy¢, wtedy mozemy do niego dopisa¢ zera, i dalej
prowadzi¢ dziatanie, posuwajac przyblizenie tak dale-
ko, jak chcemy.

255. W podanym niz6j przyktadzie, wycigganie
pierwiastku kwadratowego z 0,4 jest doprowadzone
do siedmiu cyfr dziesietnych.
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V040600 ........ = 0,6324555

123400
{369
1262 3100
2524
12644 57600
50576

126485 702400
632425

1264905.6997500
16324525

12649105,67297500
163245525

4051975

256. Przechodzimy teraz do sposobu wycigga-
nia pierwiastku szesciennego z wielomiandw.
Pierwiastek szescienny z a3\-3a'ibr3abi-\-b3
jest a-}-6 zastanawiajgc sie tutaj nad sposobem,
w jaki aA-b zostaje utworzone z 03-f3ad-j-3a62-j-"3i
dojdziemy do ogolnego prawidta na wycigganie pier-
wiastku kwadratowego z kazdego wielomianu.
Uporzadkujmy najprzéd wyrazy, podiug poteg
. ) o . jednoj i t6j samoj gto-
\/ a3j-3a20-{-3«02--63= «-}6 Jski ;; wtjedy ;iegrw-
szym wyrazem bedzie
a3 a jego pierwiast-
kiem szesSciennym be-
dzie & — i to jest pierwszy wyraz szukanego pier-
wiastku.  Odejmijmy nastepnie szescian tego wyrazu
pierwszego, czyli a3 od catego wyrazenia i dopiszmy

3a2 3a3p+3a0M+&3
—3a20-f-3a02-j-03
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reszte: 3a20-f-3a62-f b3 Podzielmy 8az przez 3a2 —
ilorazem bedzie b, i ono stanowi drugi wyraz szuka-
nego pierwiastku. Odejmijmy dal6j 3a26-|-3a62+ 6 a
od reszty, i tym sposobem caty szescian a-\-b zostanie
odjety. To wiasnie koriczy dziatanie w obecnym
przypadku.

Gdyby bylo wiecej wyrazéw, wtedy nalezatoby
postepowac z aAb tak, jak postepowaliSmy poprzed-
nio z a; szescian tego wyrazenia, to jest
a3\-3a?b-\-3ab2]-b3 byt juz odjety od danego wielo-
mianu, nalezy wiec podzieli¢ reszte przez 3(a-j-6)2
dla wynalezienia nowego wyrazu, i tak daldj.

257. Przy wycigganiu pierwiastku szescienne-
go z bardziej ztozonych wielomiandw, a réwnie i z liczb,
dogodng jest rzeczg roztozy¢ rachunki dziatania, po-
kazanego w poprzednim paragrafie, w trzy kolumny,
jak nastepuje:

3a +0, 3a2(3&_j_é)é J+a3|-3a -bj- 3a02j-03—a-j-0

Baz+3a0+02 3a2+3262-63
3«-0-j-3«62 16 3

Objasnienie:  Znajdujemy najprzdd pierwszy wy-
raz pierwiastku, to jest a; nastepnie piszemy a3 pod
danem wyrazeniem w trzeci6j kolumnie i odejmujemy
je. Piszemy potdm 3a w pierwsz6j kolumnie, a 3a2
w drugioj; — dzielemy 3a20 przez 3a2 i otrzymujemy
iloraz b. Dodajemy b do wyrazenia pierwszéj ko-
lumny; mnozymy nastepnie to, co otrzymamy w tdj
pierwszéj kolumnie, przez b, iloczyn piszemy w dru-
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gi6j kolumnie, i dodajemy go do tego, cojuz w tejze
kolumnie sie znajduje, otrzymujemy 3a3-j-3ii6+02
Mnozymy dostatnie wyrazenie przez 6. otrzymujemy
3«®H-f3a02-|-63 ktory to iloczyn nalezy umiescic
w trzecidj kolumnie i odja¢. Tym sposobem dokon-
czyliSmy dziatanie odejmowania (a+06)3o0d wyrazenia
danego. Gdyby byto wiecej wyrazéw, wtedy naleza-
toby toz samo dziatanie prowadzi¢ dalgj.

258. Przy wykonywaniu tego dziatania w dal-
szym ciagu, nalezy dodawa¢ do liczby pierwsz6j ko-
lumny taka liczbe, aby po dodaniu otrzymaé potrojong
cze$C pierwiastku, juz znaleziong. W tym celu postepu -
jemy tak: mamy juz w pierwszej kolumnie 3a-j-6;

umieszczamy 2b pod bi dodajemy; — wte-

3a—(—2 6/ otrzymamy 3a-j-36, czyli potrojong czes¢
3:;36 juz znaleziona. Nadto, do liczb drugigj

kolumny wypada nam dodac taka liczbe,
aby otrzymac potrojony kwadrat t¢j czesci pierwiastku,
ktora juz jest znaleziong. To znowuz wynajdujemy
w ten sposdb: w drugiéj kolumnie mamy juz (3a-f6+

a pod tg liczbg 3a2-k3«6+062 —
(3a--6)0 umiesémy jeszcze 62 poniz6j i dodaj-
33&1'3"’16;’25 my liczby zawarte w trzech ostatnich
— - wierszach, wtedy otrzymamy
3«26a6+36 3051 6a6+362 co jest whasnie trzy
razy wzietym (a-j-6)2 czyli potrojonym kwadratem
znaleziondj juz czesci pierwiastku.

259. Przyktad: Wyciagna¢ pierwiastek z wy-
razenia:

8X6—36«5+102*4—171.r3+ 204 «2—144«+64.
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Dziatanie: 12*4 18#3j-9aP. Mnozymy dal$j to ostatnie wyra-

) 6«2—3* 1) 12%} zenie przez —3*, podpisujemy je pod reszta w trze-
; ,d* -3*(6*2-3%) ciej kolumnie i odejmujemy. Otrzymamy wtedy
6«2—9«+4 12718*3+9" > w trzeci¢j kolumnie reszte; a cze$¢ pierwiastku juz

U 1 H36%3+ 2 79 EJ zr_1a|ezi0[1_a _bedzie_2<_<2—3*. T?raz nalezy_ w kolumnie

v 4(6a2—0N+-4) pierwsz$j i drugiej wykona¢ rachunki, pokazane

w § 258. W tym celu podpisujemy podwojone -3*
to jest —6*, w pierwsz$j kolumnie, i dodajemy te dwa
[1) wiersze; — otrzymujemy przez to 6a2—9%*, i to stano-
[/8 « 6—36«FH-102«4 r 7 U 3i-204*2—144«-)-64=:2«2—3a:4-4 wi potrojong czeS¢ pierwiastku juz znaleziona. Po-
96 dobniez podpisujemy kwadrat —3*, czyli w dru-
. 2236"sZp—[02«4—171«®p204*’—144?|—64 giej kolumnie, i dodajemy trzy ostatnie wiersze w tsj-

T2«"36.«3+5D2~36«4-16

+36%5% 5A*AF- 27%3
ANY N NN
_ BrallisModib il e

Pierwiastek szescienny z 8*6 jest 2*2, i to bedzie
pierwszym wyrazem szukanego pierwiastku- podpisu-
jemy 8«6 pod dandm wyrazeniem w trzeciej kolum-
nie i odejmujemy ten wyraz.

Nastepnie umieszczamy potrojone 282 w kolum-
nie pierwszsj, a potrojony kwadrat 2*a w kolumnie
drugidj; to jest piszemy 6*2w pierwszej, a i2*4w dru-
gi6j kolumnie. Dal$j dzielimy —36** przez 12
i otrzymujemy tym sposobem iloraz  3«, ktory be-
dzie drugim wyrazem pierwiastku.

Nastepnie dopisujemy tenze wyraz do pierwszs$j
kolumny, i to wyrazenie, ktdre teraz znajdowac sie be-
dzie w pierwszej kolumnie, czyli 6#2 3«, mnozymy
przez —3, tak znaleziony iloczyn umieszczamy pod
wyrazeniem, bedacSm w drugiej kolumnie i dodajemy
go do tegoz wyrazenia: — otrzymamy tym sposobem

7e kolumnie; — otrzymujemy 12«4—36*3|-27«2, i to
jest potrojonym kwadratem t§j czesSci pierwiastku,
ktora juz jest znaleziona.

Po wykonaniu tych dziatan dzielimy reszte,
znajdujaca sie w pierwszsj kolumnie, przez wyraze-
nie poprzednio otrzymane, i w ten sposéb znajdujemy
4, jako ostatni wyraz pierwiastku; z nim znowuz po-
stepujemy tak jak z poprzednimi. Mianowicie: do-
faczamy ten wyraz do pierwsz$j kolumny, i mnozymy
tak otrzymane wyrazenie w t$jze kolumnie, to jest:
6«2—9*-j-4, przez 4; iloczyn umieszczamy pod wyra-
zeniem bedacsm w drugiej kolumnie, i dodajemy go
do tegoz wyrazenia: otrzymujemy w ten sposdb;
12«4—36«3f-51 —36*-j-16; mnozymy to ostatnie
przez 4, podpisujemy iloczyn pod resztg w trzecisj
kolumnie i odejmijmy go. Poniewaz teraz nie pozo-
staje zadn$j reszty, przeto wnosimy stad, ze 2x2—
—3*-(-4 jest szukanym pierwiastkiem szesciennym.

Todh, Algiebra 19
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$60. Wytozony poprzednio sposdb wyciggania
pierwiastku szeSciennego z wyrazen algebraicznych
prowadzi nas do podania sposobu wyciggania pier-
wiastkift* » 2 A A~ © 7 jakiejkolwiek liczby.

Pierwiastek szeScienny z 1000 jest 10, pierwia-
stek szeScienny z 1000000 jest 100; stad wypada, ze
pierwiastek' szeScienny z liczby mniejszsj od 1000
jest jednocyfrowy; pierwiastek szeScienny z liczby,
zawartej pomiedzy 1000 i 1000000 sktada sie z dwdch
cyfr, it. d. Jezeli wiec nad kazdg trzecig cyfrg da-
ndj liczby, napiszemy punkt, zaczynajgc od cyfry,
stojagcoj na miejscu jednosci, wtedy liczba punktow
pokaze liczbe cyfr w pierwiastku szesciennym.

Tak naprzyktad: pierwiastek szeScienny z 405224
skfada sie z dwoch cyfr, a pierwiastek szeScienny z
12812904 skiada sie z trzech cyfr.

Przypusc¢my, ze chcemy wyciggnaé pierwiastek
kwadratowy z 274625.

I-akol. Il-a kol.

180+5 10800 8
925 1/274625= 60+5
11725 216000

58625
58625

I11-cia kol.

Oznaczmy najprzod punktami odpowiednie cyfry,
podiug prawidta; — pokazuje sie z tego, ze pierwia-
stek skfada¢ sie z bedzie z dwdch cyfr. Niech a-\-b
bedzie szukanym pierwiastkiem, gdzie a oznacza war-
tos¢ cyfry, stojacej na miejscu dziesigtkéw, a b war-
tos¢ cyfry, stojac6j na miejscu jednosci. Wtedy a
musi by¢ najwiekszg wielokrotnoscig dziesieciu, ktd-

rej szeScian jest mniejszy od 27400; —jest to 60
Podpisujemy sze$cian 60, to jest 216000, w trzecisj
kolumnie pod dang liczba, i odejmujemy go od tojze
liczby. Umieszczamy potrojone 60, to jest 180
w pierwszdj kolumnie, i potrojony kwadrat 60, to jest
10800, w drugi¢j kolumnie. Reszte, otrzymang
w trzeci$j kolumnie, dzielimy przez liczbe, bedaca
w drugi$j kolumnie, to jest dzielimy 58625 przez
10800; otrzymujemy stad 5, ito jest wartoscig b.
Dodajemy 5 do pierwszéj kolumny i mnozymy te sum-
me przez 5, to jest mnozymy 185 przez 5; otrzymuje-
my z tego 925. co umieszczczamy w drugiej kolumnie
i dodajemy do liczby, ktoéra juz sie tam znajduje.
Tym sposobem znajdujemy 11725; co mnozymy przez
5, umieszczamy iloczyn w trzeciej kolumnie i odejmu-
jemy. Resztajest 0, zatem 65 jest szukanym pier-
wiastkiem szesciennym.

Zera na koncu moga by¢ dla krétkosci poopusz-

czane, i cale dziatanie ostatecznie przedstawiaC sie
8448 W-t8fi sposob:

185 108 3
925 V 274625 —65
11725 216
58625
58625

%1. Przykiad. Wycﬁgnqé pierwiastek sze-
Scienny z liczby 109215352.

19*
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I-a kol. 2-ga kol. 3-cia kol.
48 1/109215352 = 478
8891 o4
14i8 56891 45215
A9 39823
6627 5392352
11344 5392352
"674044

Po otrzymaniu dwoch pierwszych cyfr piei -
wiastku, mianowicie 47, obliczamy pierwszg i druga
kolumng, sposobem, wytozonym w 8§ 258. Mianowi-
cie umieszczamy podwojone 7 pod liczbg pierwszej
kolumny, i dodajemy oba wiersze, co nam daje 141;
nastepnie podpisujemy kwadrat 7 pod liczbami
drugiej kolumny i dodajemy trzy ostatnie wiersze, co
znowuz daje 6627. Dalej dziatanie jest prowadzone
jak poprzednio. Pierwiastek szeScienny jest 4/8.

Przy wykonywaniu dziatania, odnoszacego sie
do tego przyktadu, mogto sie wydawac, ze drugg cy-
fra pierwiastku jest 8 lub nawet 9; lecz przez prébo-
wanie kazdsj z nich, okazuje sie, ze one sg zbyt wiel-
kie. Podobnie jak i przy wycigganiu pierwiastku
kwadratowego moze sie czasami przytrafi¢, ze wypa-
da nam probowac¢ zbyt wielkich cyfr, szczeg6lmdj
przy oznaczaniu pierwszych cyfr pierwiastku. _

262. Przyktad. Woyciagna¢ pierwiastek sze-

Scienny z 8653002877.
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6051 1200 3
iof 30251 V 8653002877
6153 1230251 8
25 653002
126075 615125
18459 37877877
12625959 37877877

W tym przykladzie uczacy sie powinien zwro-
ci¢ uwage na zero, ktore sie otrzymuje jako jedng
z cyfr pierwiastku.

263. Jezeli pierwiastek ma pewng liczbe cyfr
dziesietnych, wtedy szescian mie¢ bedzie trzy razy
wiecdj tychze cyfr; z tego powodu w liczbie, ma-
jacej cyfry dziesietne, i wyrazonej w najprostszs$j
postaci, liczba tychze cyfr dziesietnych powinna by¢
wielokrotng wzgledem trzech, jezeli dana liczba jest do-
ktadnym szescianem. W pierwiastku, zatdm, sze-
Sciennym z takioj liczby, liczba cyfr dziesietnych be-
dzie trzy razy mniejsza, anizeli w danej liczbie. Stad,
jezeli liczba dana, z ktérej chcemy wyciggnaé pier-
wiastek kwadratowy, zawiora utamek dziesietny,
wtedy oznaczamy punktem cyfra, stojagca na miejscu
jednodci, i kazdg trzecig cyfre liczac w prawg i lewg
strone od t$jze cyfry jednosci, i nastepnie postepuje-
my tak, jak przy wycigganiu pierwiastku z liczby cat-
kowitej. Liczba punktéw, napisanych nad czescig
dziesietng danej liczby, pokaze nam liczbe cyfr dzie-
sietnych w pierwiastku szeSciennym.

264. Przykifad. Wyciagna¢ pierwiastek sze-
Scienny z 14102,327296.
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64) 12 8
g( 256l V 14102,327296
721) 1456f 8 PRZYKLADY XXVII.
2 161 6102
7236 1728 5824 o . . -
7211 978327 Znales$¢ wa'rtosc ngstepumcych wyra;en.
1735211 173521 1 S aW 26 — BG40RBR®)
li 104806296 . 1/9aW. 2. \/58 R 3. J/
174243 104806296
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265. Jezeli dana liczba czy to bedzie catkowi-
ta, czy t6z utamkiem dziesietnym, nie ma doktadnego 8. /| 8la* 0.
pierwiastku szesciennego, wtedy mozemy do niéj do-
pisa¢ zera i oznaczy¢ pierwiastek szeScienny z przy- u
blizeniem do jakiegokolwiek stopnia. 10. V64a631

W nastepujacym przyktadzie jest wykonane wy-
cigganie pierwiastku szesciennego z 0.4 do czterech

cyfr dziesietnych: Znale$¢ pierwiastki kwadratowe nastepujacych

wyrazen:
N 11 16a3+40a6+2562 12 49a4—84a2H 3612
% H301 1/0.400...=0.7368 13. 3676 f12«3fl, 14, 64a2-(-48a6¢-f-9M22
21961 15339 343 200 _ 25a2j-20a&-f-452 9ad—24al 16
12 9 57 25a2-(-20ac-(-4e2 A«—12049
"22088 159876 46017 _ : :
1611876 f 9671256 18. 1—2#-]-5#2—4334ied
36 | 1311744000 19, tF*+6*3-25«2f48tf-64.
1625088 13%‘2‘2382; 20, XI—4«31-8«-)-4.
162('}’;2;83 21 1—4«j-10«2—12*3|-9¢4
22, AB—brs—T% | 4204



23.
24.
25.
26.
27.
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x*—2ax3\-5a231—4a3"-j-4a4
—2axA-(al+2b'-)z2—2ab-[-bi.
Fe—12«3+60«4—160«3+240£c2—192«+64.
#®Haxh—10aX 3{-4a%A-ab
1—2«-)-3«2—4.V3+ 521 —4sC5(-3#6—2X "+X*.
412 & 16«2 %2 Qxy 16«2
i"~llh/z+ Tfe2n 52" li«2'

Znale$¢ pierwiastki stopnia czwartego z naste-

pujacych wyrazen:

29.
30.

3l
32.

I-j-44#-|-6«2-j-4.'13f-«4

16*4—96«¥/-f216«2/ 2—216«y3)-81y".

1—4«4-10.r2—16*3+19*4—16.r4 1 0 « 6—4« - xs.

[A2(FNB  AGFEa>e—
—2a0(a-|-0).*-j-«22j2

Znale$¢ pierwiastki stopnia 6smego/ z nastepu-

jacych wyrazen:

33.
34.

liczb:

35.
38.
41.
44,
47.
50.

B8« A28#<H- 56«3 f 70«14-56«3H+28«2-f8 « + 1
|« 4—2#3/-|-3ccy2—2*y3j-y4l4

Znale$¢ pierwiastki kwadratowe nastepujacych

1156. 36. 2025. 37. 3721
5184. 39. 7569. 40. 9801.
15129. 42. 103041. 43. 1656409.

3080,25. 45. 41,2164. 46. 0,835396.

1522756. 48. 29376400.  49. 384524,01.
4981,5364. 51. 64,128064. 5ci  0,24373969.

53.  144168049. 54. 254076,4836.
55. 3,25513764. 56. 4,54499761.
57. 0,5687573056. 58. 196540602241.

» Wyciggna¢ pierwiastki kwadratowe z kazddj
z nastepnych liczb do pieciu cyfr dziesietnych:
59. 0)9. 60. 6,21 61. 043
62. 0,00852. 63. 17, 64. 129.
65. 347,259. 66. 14295,387.

Znale$¢ pierwiastki szeScienne nastepujacych

wyrazen:
67. 8«3j-36«3-)-5dley-1-t-27y3
68. 1728«6+1728cc4/3+576.e26+64y9
69. x3—06x2a-\-b)-\-Zx(a-\-b)1—(as-j-6)3
70. 3ls—b6/e4-3H»3+-62— &
71. xs—3ax5\-5ak3—3ax—ah
72. 8«®-48c/c5|-60c2:4—80c3¢3--90¢% 2 fl08c5—

27c*,

73.  1—9%t-39£C2—99«3(-156ic4—144«5+ 64 « &

74. i_3.«4-6*2— 10«3+ 12«4—12«5hl0*8-6ic 7-f-
-N-3#8—Xs

Znale$¢ pierwiastki szostego stopnia nastepuja-
cych wyrazen.
75, 1-)-12«-f-60«24-160«3j-240/e4-i-192«3+ 64 « 6
76. 729/e6—1458as5-t-1215#4—540«3j-135#2—18a:-j-1.

Znales¢ pierwiastki szescienne z nastepujacych
liczb:

77. 19683. 78. 42875. 79. 157464
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80. 226981. 8l. 681472 82. 778688.
83. 2628072 84. 3241792 85. ‘ 54010152.
86. 60236,288. 87. 191,102976.
88. 0,220348864. 89. 1371330631.

90. 20910518875. 91. 91398648466125.
92. 5340104393239

XXVIII.

Wyktadniki.

266. W paragrafie 16 okresliliSmy znaczenie
wyktadnika; i stosownie do tego okreslenia, wyktadnik
dotagd miat dla nas znaczenie zawsze liczby dodatnéj

. i calkowitej. Rozszerzymy teraz okre$lenie wyktad-
nika, i pokazemy jakie ma znaczenie wyktadnik
utamkowy i wyktadnik odjemny.

Konite doda‘%ﬁéeurt[and )I/ n oznaczajg jakiekolwiek liczby cal-

am\a H= a mHn.
Prawdziwos$¢ tego twierdzenia byla juz pokazang

w paragrafie 59, lecz nie bedzie zbytecznsm powto-
rzy¢ tutaj to dowodzenie:

am— «XaXaX ... m razy, na zasadzie § 16;
an— aX«X«X........ n razy, na zasadzie § 16;
przeto:

amyran— aXaX®X ¢eeeXaX«XiiX ........ m-\-n razy,
czyli, na zasadzie paragrafu 16:
amxan=««+»,
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Podobniez, jezeli p jest takze liczbg catkowitg
i dodatna:
amX «KX av = amt+“&=t
i tak dalej.
268. Jezeli min sg liczbami catkowitemi i do-

datnemi, a m jest wieksze od n, wtedy mamy, na za-
sadzie § 267:
o*=*X a"— am-rn—am;
skqél: & _amn
an
To réwniez bylo juz dowiedzione w paragrafie 72.

269. Poniewaz wyktadniki utamkowe i wyktad-
niki odjemne nie byty dotad okreslone, przeto moze-
my je okreslic w taki sposob, w jaki tylko chcemy;
i najdogodniejszg rzecza bedzie nada¢ tym wykiad-
nikom takie okreslenie, ze przy nieb zasadniczy zwia-
zek amX«M— amtn zawsze mie¢ bedzie miejsce, jakie-
kolwiek by byty min.

NaperkJrad: przypusémy, ze chcemy poznaé

.Y
znaczenie a
Podtug przypuszczenia powinnno byc:

2 2
a X a —&l—a,

Przeto a musi by¢ takg liczbg, ktéra pomnozona
przez siebie samg powinna da¢ na iloczyn a; lecz pier-
wiastek kvvadratowylz a jest podtug okreSlenia takg

liczbg, —zatem a musi mid¢ toz samo znaczenie co
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i pierwiastek kwadratowy z a, to jesta’= \/a.
Dal6j: przypusémy, ze chcemy pozna¢ zna-
i

czenie a8.
Podtug przypuszczenia powinno by¢:
1+2 +i

L L L 3T yT 3

aSXaSXasza —al—a

3
Stad wypada, tak jak poprzednio, ze a musi mié¢ toz
samo znlaczenie, co i pierwiastek szeScienny z a, to

T N
jest: a —\/a.

Dal6j jeszcze przypusémy, ze chcemy poznaé
3 .

. T
znaczenie a .
Podtug przypuszczenia powinno byc:

3 3 3 3
a'X.a XaX«=a3:
‘3
przeto: a =J/a3

Te przyktady dajg uczacemu sie pojecie o tern,
co nalezy rozumie¢ przez jakikolwiek wyktadnik
utamkowy; ztSmwszystkiem podamy w dwéch na-
stepnych paragrafach og6lne okreslenie tegoz wy-
ktadnika. 1

270. Znales¢ jakie ma znaczenie awlgdzie n jest
jakakohuiek Liczbg catkowita i dodatna.

Na zasadzie przypuszczenia:

29B

i 2 L
a’Xa"Xa X eeee n czynnikéw =
n_Un_l_ﬁ‘l-”“ tt wyrazéw
—a = a=a

iz
przeto musi mid¢ toz samo znaczenie, coi pier-
wiastek potegi «-tej z a, to jest:

7=.Va.
m
271. Znales¢, jakie ma znaczenie a , gdzie min
sg jakiemikolwiek liczbami catkowitemi i dodatnemi.
Na zasadzie przypuszczenia:

m m m
n n . n a1z
a Xa Xa X....wczynnikow —
LU WL R wyrazéw
n n n
—a —am\

m

przeto «" musi by¢é pierwiastkiem potegi n z am

m
— n

czyli: a —Vam.

Stad widzimy, ze a" oznacza pierwiastek potegi

z a podniesionego do potegi mti; to jest w wykladni-
ku utamkowym licznik oznacza wyktadnik potegi,
a mianownik wyktadnik pierwiastku.

272. Podiug powyzszego znamy znaczenie ka-
zdego wyktadnika dodatnego czy to catkowitego, czy
tez utamkowego; pozostaje nam teraz znales¢ znacze-
nie wyktadnika odjemnego.
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Naprzyktad: chcemy pozna¢ jakie ma zna-
czenie a~2

Podiug zatozenia:
adxX<~2— —al—c«

rzeto: anr= -—X
P a3 ‘a2
Podamy teraz okreslenie w ogdlnosci.

273. Znale$¢ znaczenie arn, gdzie njest jakakol-
wiek liczbg dodatng catkowitg lub utamkowa.

Podiug zatozenia, jakiekolwiek by byto m, po-
winnismy miec.
amX a~M—am-""m

Przypusc¢my, ze m jest dodatne i wieksze od n\
wtedy bedzie:

am~n A an= am>

skad: amn— 20
an
A zatSm:
am\$a—p— &0
an
a stad: an

Aby wypadek ten dogodnie wyrazi¢ stowami,
okreslimy najprzéd znaczenie wyrazu odwrotny. Pe-
wna ilo$¢ nazywa sie odwrotnoscig drugidj, gdy iloczyn
tych dwdch ilosci jest rdwny jednosci. Tak np. «jest

odwrotnoscig —, lub iloscig odwrotng wzgledem — .

Podtug tego arnjest odwrotnoscig lub iloscig od-
wrotng wzgledem —. Wypadek ten mozemy przed-
stawi¢ pod jedng z trzech nastepujacych postaci:

av"= 5, ats

274. Z tego znaczenia, jakie nadaliSmy wy-
kfadnikowi ujemnemu wypada, ze am an= am-n i w
tym przypadku gdy m jest mniejsze od n, réwnie jak
i w tym, gdy m jest wieksze od «. W rzeczy samsj:
przypusémy ze »«jest mniejsze od «; wtedy:

: am
m: n an aem a-(n—m)__am-n

Przypus¢my teraz, ze m=n, wowczas am:an
jest oczywiscie= 1, aamn—a°. Ten ostatni sym-
bol nie byt jeszcze rozwazany i nie otrzymat zadnego
okre$lenia; tym sposobem mozemy mu nada¢ takie
znaczenie, jakie najnaturalnioj przedstawia sie samo.
Dla tego mozemy powiedzio¢, ze a°= |I.

275. Aby ustanowi¢ zupeitng teoryg wyktad-
nikéw, nalezatoby poda¢ dowodzenia niektérych twier-
dzen. wychodzacych poza obreb niniejszego dzietka.
Lecz te twierdzenia sgtak prostemi wnioskamiz okre-
Sleri i whasnosci utamkow, ze czytelnik nie znajdzie
zadnych trudnosci w zastosowaniu ich w tych przy-
padkach, ktore mogg.mu sie przytrafic. Z tego po-
wodu pozostawiamy zupetny wyktad obszerniejszym
dzietom o algiebrze, a tutaj podamy tylko niektdre
przyktady.

276. Jezelimi n sg liczbami catkowitemi do-
datnemi, wtedy wiemy, ze: (’)*— am (patrz § 229)

a’Ya~"—1
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Toz samo mie¢ bedzie miejsce, gdy m i n nie be-
da liczbami catkowitemi dodatnemi. Naprzykitad:

W rzeczy samdj: niech Wtedy pod-

noszac obie strony do potegi 4-t6j bedzie: a3—*4 na-
stepnie za$ podnoszac obie strony t$j rownosci do po-
1

tegi trzecioj, otrzymamy: a= x 12 przeto x—a , co
wiasnie bylo do pokazania.

277. Jezeli n nie jest liczbg catkowitg i do-

datng, wiemy, ze: anX b'= (ab)”’s Toz samo miec
bedzie miejsce, gdy n nie jest liczbg catkowitg i do-
datna.

1 —

Naprzyktad: a3X b8= (ab)3. Gdyz jezeliby-
$my obie strony podniesli do potegi trzecidj: wtedy
z jedndj i drugi6j otrzymalibySmy ab; tym sposobem
kazda z nich jest pierwiastkiem szeSciennym z ab.

W podobny sposéb mi6¢ bedziemy:

1 J L L
a~X bAXcKX.-- = No° .me)"e

Przypusémy teraz, ze tych ilosci a, 5, c... .jest
m, i ze wszystkie one sg rowne a; wtedy z powyzszsj
réwnosci bedzie:

czyli:

297

/' n \m n
\ya) —Vam

Stad wypada, ze aby pierwiastek potegi n-tej
z apodnie$¢ do potegi m, nalezy tylko ilos¢ podpier-
wiastkowa podnies¢ do potegi m, pozostawiajac reszte
bez zmiany.

278. Poniewaz utamek moze przyja¢ rozmaite
postaci, nie zmieniajgc wszakze swojoj wartosci, prze-
to tatwo przedstawi¢ pod rozmaitomi postaciami
i ilos¢ z wyktadnikiem utamkowym nie zmieniajac joj

wartosci. Tak naprzyktad: poniewaz —%——i przeto

. 4
mozemy wnies¢, zea3= a b i tak jest w rzeczy sa-
mdj. Gdyz podnoszac obie te ilosci do potegi szdstdj,
znajdziemy z jedndj i z drugi6j a4 czyli kazda z nich
jest pierwiastkiem potegi szést6j z a4
279. Dajemy teraz kilka przyktadéw dziatan
algebraicznych, do ktorych wchodzg wyktadniki utam-
kowe i odjemne.
2 a i J_ L UL
Pomnozy¢: «4b4c ’przez a' b3c3.
3 J__ 13 ) .2
3 “2 67 4 '8 127 3 13 -
przeto:

2 3 1 1 1 2 7 13
a*b’c’yra’b’c’®= a'b“c

3. 2 1 3.

Podzieli¢: x 3 przez: x 2y 6.
S8 1 J

2
4 2 473 6~ 2;

Todh. Algiebra 20



298

1 1 1 1

3 2
przeto: X dy 3:x2y 6= *4y

Pomnozy¢: x-\-x 3-f-x 3, przez: x 3-\-x 3—x~}

I i w<
XA-Xsox 3 70111 ()=
i 1 iHTe1 NI
X.S[-J- X 3 -—-»--X‘J
" T
X X M
2 -
-i-X 31 —Fc
- 1 = X
4 2 4 >
X~-\-2xr-\-1—x~Tt
. N 7+> T
Tutaj mamy najprzéd: x X x—®  ~x ; nastep-

L i. j. i —1
nie: X 3X x 3= xJS; « X x 3~x°—1 fitak dalej.
Podzielié:

2. 22 . _2 2
X T—3« 3y 6-j-3;rsy 3—y

2, przez:

NB-2AV TTHy T

f)g' — i i
T—3x 3y 6-J-3«By " 3—y
i i : i :

NX2+2X3y »+ x~y~ 3
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2 i 2 ) |
X 6—w 0

L L i 2 1
*-XZy 6+2X3J~~3—y~ 2~

1 i 1
zfx3y 6+ 2x'6y~~3+ y~

11

13.

o)

PRZYKLADY XXVIIL.

Znale$¢ wartoSci nastepujacych wyrazen:

1 3
2
(1000)1% 5 (8" T
Uproscic:
(a2)—3; 7. (a-2-3 8 Kk ~:
i i i

J/a~3 a2x a 6X a~ 4
Pomnozyc¢: !

3 3 3 3

X 4-\-y 4 przez x 4—vy 4.

J + + i i
a3-J-a3034-03 przez a3—J 3#

+ i
X-\-x2-j~2 przez x-f-x 2—2
20*

i—
2 x 3—2x 3y " e-\-y



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
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*hj-*2|-1 przez *~4—y+a—1
_ 2 1 1
a 3+a 3-j-lprzeza 3—1,

a3—2ja 3przeza3—a 3.

-Li, i i- L'-L £
a-f-a 2%2—x 3y 3 przez aA-a2b2 x 3y 3.

J | + 3 ii.
X 2—XY 2-j-x 2y—y 2przez x-\-x 2y 2-f-y.
Podzieli¢:

2 ) 1 J
*3—y 3 przez*6—"?/6.

|
a—b przez a3—b 3;
_1 1

64* '-\-27y~2rzez 4* 8j-3y 3.
i 1 3 1 J

© 2y—y 2przez @2—y 3.
2 13 2 1 11 1
a3-)-a3b6-j-b rzez a3\ad6|b3.

2 2 2 11 1 1 1

*_32__

a 3-j-b 3—c 84+2*8b 3 przez a 3{-& 3-|-c 3.

s J L - L i.1
X 4—2a2*s-|-a3 przez x 4—2a2x 8-j-a.

e I s
* 2—4x 8y 8-j-6x 4y 4—4x 8y *-|-y 2 przez

i, LT . i,
X 4—2*8y -}y 4.

Znale$¢ pierwiastki kwadratowe nastepujacych
wyrazen:

i- —i
27, X2—A4F4* 2 28 (*-(-x~")2—4(*—e1).

5 4 7 i. 3
29. X 3—4x3-2a36-f-4*—4* 6-j-* 3.
£ 3 3 3

30, 4% 2—12*T-f25—24* 4+16** A,

XXIX.

MosSci pierwiastkowe.

280. Gdy pierwiastek pewns$j liczby nie moze

by¢ doktadnie oznaczony, wtedy nazywa sie on iloscig
pierwiastkowg i przedstawia szczegdlny przypadek te-
go, co w matematyce nazywamy w ogdlnosci iloscia
niewymierna.*)

Tak np. nastepujace ilosci sa pierwiastkowsmi:

i - Vid4 1 4 1/»

*) llosci rozrézniamy jako wymierne (rationales) i niewy-
mierne (irrationales).

Pod pierwszem nazwiskiem rozumiemy te, ktére mogag by¢
za pomocg jednosci dokfadnie wyrazone: takiemi sg liczby catko-
wite i utamki. Wszelkie inne ilosci, ktérych doktadnie wyrazie
za pomoca jednosci nie mozna, nazywajg sie niewymiernemi. Np.

a
1i2, ]/4 it P- przedstawiajg przyktady ilosci niewymiernych.
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Podobniez jezeli pierwiastek wyrazenia algie-
braicznego nie moze by¢ oznaczony bez uzycia wy-
kfadnikow utamkowych, wtedy i on takze nazywa
sie iloscig pierwiastkowa.

Tak naprzyklad nastepujace ilosci sg pierwiast-
kowymi:

K «.

Prawidta na dziatania z iloSciami pierwiastko-
wemi, wyptywajg bezposrednio z zasad, wytozonych
w poprzednim rozdziale; rozdziat niniejszy jest prawie
catkowicie zastosowaniem tych zasad do przyktadéw
liczebnych.

281. Liczby lub wyrazenia algebraiczne moga
sie przedstawi¢ pod formg pierwiastkowg, nie bedac
w rzeczywistosci pierwiastkowymi. Tak naprzykiad:
[/9 jest wyrazone pod postacig pierwiastkowa, lecz
nie jest w rzeczywistosci iloscig pierwiastkowg, gdyz
[/9=3. Podobniez [/«"-(-2ab-[bz jest tylko pod
postacig pierwiastkowg, nie bedac w rzeczywistosci
iloscig pierwiastkowg, gdyz |/ <42|-2ab-\-b*=a-\-b.

282. Czesto wypada ilos¢ wymierng przedsta-
wic pod postacig ilosci pierwiastkowsj oznaczonego
stopnia: w takim razie nalezy dang ilos¢ podnie$¢ do
potegi takioj, jaki jest wyktadnik ilosci pierwiastko-
wej i nad tgz potega napisa¢ znak pierwiastku.

Naprzyktad:

3= [/3*= [/9; 4=1/4r==1/64, a=va
3 -

303

283. lloczyn z iloSci wymiernej przez ilo$¢

pierwiastkowa moze by¢ wyrazony pod postacig ilosci
catkowicie pierwiastkowej w ten sposob: nalezy naj-
przod ilos¢ wymierng wyrazi¢ pod postacig pierwia-
stkowa, i nastepnie pomnozy¢ przez dang ilos¢ pier-
wiastkowg (patrz § 277). Naprzykiad:

31/2—p9X/2 —LT8;
3

3 3 _ 3_
21/4= 1/8 X J/4 = K32;
avVb= VazX /b =/ axm

284, I odwrotnie: ilos¢ catkowicie pierwiastko-

wa moze by¢ wyrazong w postaci iloczynu z ilosci
wymierndj przez pierwiastkowa, jezeli mozna wycia-
gnaé pierwiastek z jednego z czynnikéw ilosci pod-
pierwiastkows;j:

Tak np.

1/32= /16X2 = /16 X /2 4 2i

[/48 = |/ 8X6= [/8x /6 = 2[/6;

3 3 3 3
[/«352— |/a 3X [/ 62= a[/62e

285. llo$¢ pierwiastkowa utamkowa moze by¢

zamieniong na réwnowazne j0j wyrazenie, w ktdrera
mianownik bedzie wymierny. Tak naprzykiad:

6 _ 't

16— 45
3 _

18_1/18

VizVW >= 21 3
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286. llosci pierwiastkowe, nie majace tego sa-
mego wyktadnika pierwiastku, moga by¢ przeksztat-
cone na réwnoznaczne ilosci takie, w ktorych wyktad-
niki pierwiastkow beda jednakowe (gatr; § 277). Na

przyktad, wezmy pod uwage 5 j j/iT,

1/5= 5T; ]/n= (U)I

— — 6
52=5 6=:J/P = 1/125;

— — 6
(1)3= (IHhe= /(Tn2= 1/121.
287. Mozemy tutaj wskazac jedno z zastosowan
poprzedniego paragrafu. Przypusémy, ze chcemy po-

znac co jest wieksze [+5 czy j/n ? Jezeli sprowa-
dzimy obie te iloSci do jednakowego wyktadnika
pierwiastku, przekonamy sie ze pierwsza jest wiek-
szg, gdyz 125 jest wieksze od 121.

288. llosci pierwiastkowe nazywajg sie podob-
nemi wtedy, gdy majg tez same czynniki pierwiast-
kowe, albo tez gdy moga by¢ sprowadzone do takioj
postaci, ze do nich wchodzi¢ beda tez same sczynniki
pierwiastkowe.

Tak np. 4J/7 i5J/T sag iloSciami pierwiastko-

womi podobnémi; 5|/2 i 4J/16 s3 takze ilosciami
pierwiastkowemu podobnemi, gdyz:
3 3

4K 16= 81/2.

289. Aby doda¢ lub odja¢ ilosci pierwiastko-
we podobne, nalezy doda¢ lub odjac ich wspdtczynni-
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ki i przypisa¢ do wypadku wspotczynnik pierwia*
stkowy.
Naprzykiad:

/12 4-/75—/48 = 213+ 5/3-41/3 =
(2+5—a4)1 3— 31/jf:

3

3
64X12 2 [12 1 4/12 /12
+4 21 3 2 4° 3 3
290. Aby pomnozy¢ jednomiany pierwiastkowe
takie, ktére majg tenze sam wyktadnik pierwiastku;
nalezy pomnozy¢ oddzielnie czynniki wymierne i czy-
niki pierwiastkowe.

Tak naprzykiad:
3/2x1/3=316; 4/5X 716 = 281/30;

3 3 3
2J/4X 31/2 = 61/8*—6X2= 12.
291. Aby pomnozy¢ jednomiany pierwiastkowe,
w ktdrych wyktadniki pierwiastkéw nie, sg jednakowe,
nalezy je najprzéd sprowadzi¢ do jednakowego wy-
kfadnika i potom postepowac jak wyzgj.
3
Naprzyklad: pomnozy¢ 4/5 przez 21+11« Na
zasadzie § 286 mamy:

j/5 = 1/12+ 1/ri—1/121,
przeto zadany iloczyn bedzie:
6 6

8/125X121 = 8/15125.
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292. Mnozenie wielomianéw pierwiastkowych,
wykonywa sie w podobny sposob, jak kazde mnozenie
wielomiandw algebraicznych.

Naprzyktad:

(6/3 - 5/2") X (-2/3+ 3 /23— 36+18/6—
—101/6—30==6+81/6.

293. Dzielenie przez jednomian pierwiastkowy
wykonywa sie w podobny sposéb jak mnozenie przez
jednomian pierwiastkowy. Woypadek z takiego dzie-
lenia moze by¢ uproszczony na zasadzie § 285.

Naprzykitad:

: Sz 3¢r1 1y i
31/2:41/3 Ve Vi
433~ 4% 3 4 9~ 4

6

4/5*  2/125
6

2/TI 2/121
6 6
_ 21/ T 125X(I)*_ 2/1830125
v 121X (H)4 11

Zwracamy uwage uczacego sie, Ze powyzsze
przeksztatcenia, dokonane na zasadzie § 285, dajg nam
ostateczne wypadki pod postacig najdogodniejszg do
liczebnych zastosowan; tak naprzyktad jezeli chcemy
znale$¢ przyblizong wartos¢ liczebng wyrazenia

3/2 :4/3

wtedy najprosciej dochodzimy do wypadku wycigga-
jac pierwiastek kwadratowy z 6i dzielgc otrzymany
wypadek przez 4.
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294, Dzielenie przez wielomian pierwiastkowy

w jednym tylko przypadku ma znaczenie praktyczne,
w tym mianowicie: gdy dzielnik jest summg lub rézni-
cg dwoch ilosci pierwiastkowyzh stopnia drugiego, czy-
li zawierajgcych pierwiastki kwadratowe. Takie
dzielenie ostatecznie wykonywa sie za pomocg wazne-
go dziatania, ktére polega na przeks ztatceniu ilorazu,
majacego mianownik pierwiastkowy, na takie wyraze-
nie, w ktérem mianownik jest wymiernym. Wezmy
jako przykfad utamek:
4

51/2 + 2]/3
jezeli licznik i mianownik tego utamku pomnozymy
przez 5 1/2—21/3" wtedy wartos¢ utamku nie zmie-
ni sie a mianownik stanie sie wymiernym. W rzeczy
samoj:
£ = _ 4(51/2"—2VT)

5+T+ 3 7512+ 21/3)(51/2— 2]/3)
A(51/2— 21/3) _ 101/2—4"|/3._
m 50-12 - 19
Podobniez:

K3+ 1/2 _ (/3 + K2)(2l1/3H-K2)_
21/3—1/2 (21/3—1]1/2) (21/S*+1/1)
8+31/6 8+31/6
- 12-2 . 10
294,. W ogdlnosci gdybysSmy mieli utamek
ktorego licznik jest jakikolwiek m, a mianownik sum-
ma dwoch ilosci pierwiastkowych stopnia drugiego:
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m
OJ'b —N"d
wtedy w celu zamiany tego ulamku na taki, w kto-
rym mianownik bytby wymierny, nalezy jego licznik
i mianownik pomnozy¢ przez rdznice tychze samych
ilosci pierwiastkowych, ktérych summa stanowi mia-
nownik.

W rzeczy sarn6j, postepujac tak otrzymamy:
m : m(a]/F-\-cj/J)

allb+ /2 (aV7>-f c}/d) (aj/b— c]/d) ~

__m(a\V/b — ¢\/d)
ab—cA

Nowy mianownik azb—c2 znajdziemy albo wy-
konywajgc-wprost mnozenie (aj/F +cj/J)(a\/F—cVd),
albo tez mozemy odrazu napisa¢ wypadek na tdj zasa-
dzie, ze iloczyn z summy dwaoch ilosci przez ich roz-
nice, rowna sie réznicy kwadratéw tychze samych
ilosci (patrz § 79).

Gdyby w mianowniku bya réznica dwdch ilosci
pierwiastkowych stopnia drugiego, wtedy nalezy po-
mnozy¢ licznik i mianownik ulamku przez summe
tych ilosci, ktorych réznica stanowi mianownik. Np.

. m _ m((A/J-f-cl/d )
aYb—c]/d — (ayu - c\/d) (M|/r+¢|7T¥y~

__m(a\lb+ o0 |/J)
azd—cA

2942. W przypadku gdyby w mianowniku byt
trojmian pierwiastkowy, moznaby rowniez utamek
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taki zamieni¢ na utamek z mianownikiem wymier-
nym, tylko dziatanie bytoby dluzsze. Nastepny przy-
ktad pokazuje, jak w podobnych przypadkach nalezy
postepowaé, aby uwolni¢ mianownik od ilosci pier-
wiastkowych.

Niech bedzie dany utamek:

1

ktéry chcemy przeksztatci¢ na utamek z mianowni-
kiem wymiernym. Oznaczmy na chwile |/ ST4- V6
jedng gloske s; wtedy dany ulamek przedstawi sie
pod postacia;

1

Aby tutaj uwolni¢ sie od ilosci pierwiastkowdjw mia-
nowniku nalezy licznik i mianownik pomnozy¢ przez
$—J/" czyniac to bedzie:
1 a—j/7 _ s— JIT
S+J/7 '(s+jl7)(s-jl7-)_ s2—7
Podstawmy teraz zamiast s jego wartos¢, to jest
I/3~—3/$Twtedy ulamek ten zamieni sie na na-
stepny:
yz+yw —yr
(ywyyiy-r
a ze:
(JIIT <j-3 15 )2= 3-j-2j1'T s=(=5 = 2-f=2)I" 15,
(podtug wzoru na (a-j-0)2), przeto powyzszy uta-
mek bedzie:
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LIS ¢ -§IT = VT _ 00T 401 5 - jIT
§ol-2 45— 1

Zamiast wiec utamku danego, w ktérym mia-
nownik byt tréjmianem pierwiastkowym, otrzymali-
Smy utamek, ktérego mianownikjest dwumianem; mo-
zemy przeto uwolni¢ sie od iloSci pierwiastkowych
sposobem podanym wyzej, i ostatecznie otrzymac uta-
mek z mianownikiem wymiernym. Mnozac mianowi-
cie licznik i mianownik ostatniego utamku przez

1—2J/15, bedzie:

K i—(@J/3~+J/"~K7 )(1—2J/*IL
l-]- 2} /n (1-]-20415) (1= 2[415)

I3+ VA~ VT—gJ/5—10j/s+ 2|/105
1-60

_ —9J/3 —5}/5— /T + 21/105

9]/3 + 5|/5 + K 7~ 2|/IOE
59

Temu wiec ostatniemu utamkowi réwna sie utamek
dany:
1
Vs+V5+yr-

W podobny sposéb, przez dwukrotne powtdrzenie
dziatania mnozenia licznika i mianownika przez jedng
i tez samg ilos¢ mozemy kazdy utamek, ktdrego mia-
nownik jest trojmianem pierwiastkowym, zamieni¢ na
utamek z mianownikiem wymiernym.
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295, Pokazemy teraz jak znale$¢ pierwiastek
kwadratowy z dwumianu, ktérego jeden wyraz jest
iloscig pierwiastkowg stopnia drugiego. Przypu$émy
naprzyktad, ze chcemy znales¢ pierwiastek kwadra-
towy z 7-|~4|/jT- Poniewaz:

(JI-F-YyY = *+*/+2]/44;
przeto widoczng jest rzecza, ze jezeli znajdziemy na
X iy takie wartosci, ktéreby zadosy¢ czynity wa-
runkom:

i: 2]/4y = 433,
wtedy pierwiastek kwadratowy z 74-4J/3" bedzie
rowny J/aT-|-|/ly~ Cate dziatanie mozemy ulozyé”
w ten sposéb:

Przypusémy, ze:

V T T +W =VA V y
podnieSmy obie strony tej réwnosci do kwadratu,
bedzie:

7-3-43 3= « 4-y-(-23]%y.

Przyjmijmy, ze

*4-y—T7.
wtedy bedzie:
2]/xy— 41/3 .

PodnieSmy znowuz do kwadratu obie strony
kazdego z tych dwoch ostatnich réwnan, i odejmijmy
je nastepnie; otrzymamy:

(iry)2M-4xy = 49—43= 1,
czyli: (s*4y)2= i,
skad: * _ y = 1
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Poniewaz x-\-y=1, ix—y—\, przeto bedzie:
X —4,
y=3.

Otrzymamy wiec:

K7+4FI1-K i+ K3=2+Ki
Podobniez znalezlibySmy:
jlyz~rpf=r2—|lg.

295, Rachunkiem, podobnym do powyz$j poka-
zanego moglibySmy znale$¢ i og6lne wyrazenie na
"J/"a-H/6"
pokazemy jednak tutaj jeszcze inny sposéb wyprowa-

dzenia tych wyrazen ogélnych.

Jezeli jakgkolwiek ilo$¢ podniesiemy do kwadra-
tu i nastepnie z tego ostatniego wyciggniemy pier-
wiastek kwadratowy, wtedy otrzymamy poczatkowg
ilos¢;—dwa te dziatania wzajemnie sie zniosa. Na tsj
zasadzie mamy:

KAKKyYy =K (I/z+P 7)2
czyli:
V xJrVy—V xJryx™Vry . 0 . 0 (D)

Podobniez:

Il - K7=K (W -FK
czyli:
V X—1ly = Hx-j-y~23/~ . .. . (2

Dwie te réwnosci sg tozsamosciowe, tojest majg
miejsce przy wszelkich znaczeniach na * i y\ —mieé
wiec bedg miejsce i wtedy gdy uczynimy:

I

313

X —a+4— y—a—|b -
Dodajac odpowiedniemi stronami te ostatnie dwie
réwnosci, bedzie:
xA\ry — 2B\

mnozac zas je: Xy = a2—bh.

Podstawiajac teraz te wartosci na X, y, x4-y i
Xy w rownosci (1) i (2), otrzymamy:

Va-\-Vb4-V a—Vb= K2a+2Po"K

Va-\-P6 P a—1b K2a—2Pa2bh
Przez dodanie odpowiedniemi stronami tych dwoch
réwnosci znajdziemy:

2l a(-1 b 2aA-2Va*—0-j— 2d—2P«a—bi
przez odjecie za$ drugi6j réwnosci od pierwsz6j bedzie
2P*ao—Pb P"2a+2Pa2—b— \"~2a— a—b.

Dzielgc tak pierwsza, jak i drugg rownos$¢ przez 2
otrzymamy:

1/----K 2«|-2Pa2—b

p /2a—P 2a2—b
v a_| Kift -2 -f. 2

1/m--—-K 2a+2pa-1-0
Fy - = —2

Podprowadzajagc za$ mianowniki 2 pod znaki pier-
wiastku:

Pr2a—2Pa2—b

yr*+ n= V

i skracajgc nastepnie kazdy z utamkoéw znajdujgcych
sie na drugich stronach réwnosci, otrzymamy osta-
tecznie dwa wzory:

Algieb. Th. 7
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i"rpr= |/

Rownosci te sa. tozsamosciami, to jest majg miej-
sce przy wszystkich znaczeniach na ai b. Chcac ich
zastosowaé, nalezy w kazdym szczeg6lnym przypad-
ku podstawi¢ zamiast a i b odpowiednie wartosci.
Tak np. jezeli dane wyrazenie bedzie:

V 7-413>
ktore juz wyzdj rozwazaliSmy, wtedy nalezy najprzéd
4 podciggna¢ pod znak pierwiastku: otrzymamy:

Y/ 7-|-|/ 48,
i nastepnie w pierwszym z ostatnich wzoimw podsta”
wic¢ 7 zamiast a i 48 zamiast b.  Znajdziemy:

\//7+1/73—48 , \ [ 7—)/72—48
U 7+ ¥ 48= 2 2

= J/7T+r4S-48+ j/'7-1/49-48"

i nakoniec:

|/ 7T+4jl3 = 2+K3
Lecz jakkolwiek te wzory zawsze dajg sie zastosowac
jakiekolwiek by a i b miaty znaczenia, stdbm wszyst-
kiem nie zawsze dogodng jest rzeczg uzywacé ich,
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gdyz wyrazenia na drugich stronach tychze rownosci
sg w ogole bardziej ztozonemi, anizeli na pierwszych
stronach. W jednym tylko przypadku korzystném
jest ich uzycie, wtedy mianowicie, gdy na drugich
stronach zging znaki pierwiastkowe pod pierwiast-
kiem. Ten wypadek mie¢ bedzie miejsce wtedy, gdy
ilosci a i b beda takie, ze a2—b bedzie zupetnym kwa-
dratem. Wtedy bowiem J/a2—b bedzie mogt byé
znaleziony doktadnie, i ilosci pierwiastkowej pod zna-
kiem pierwiastku nie bedzie.

Wezmy jeszcze jako przykiad:

VvV 8—2/15
Najprzéd podprowadzamy wspoétczynnik 2 pod znak
pierwiastkowy; bedzie:

V 8—Ke0.
Tutaj: al b= 82—60=64—60= 4, jest zupelnym
kwadratem, dogodng jest wiec rzeczg uzy¢ wzoru
na Va.—Vb, Stosujgc ten wzér otrzymamy:

\/s=yW=m _

i nakoniec:
V 8—2/15 — 1/5~—1J/3~.

21



PRZYKLADY XIX.

Uproscic:
1) a /¥ + 4j/8~— 1/32;
2 2J/IT+7~32 —1/108;

3) 21/34 3\vz h ~~1\/1

1 1
4) 3 _
J/2 i 16
Pomnozyc¢:

5) 1/5 + [/ 1+ —yly Przez 1/3-
1 1

Ki" 3
jl16 I/'2
7 1+1/3 —j/2 przezj/ 6 JI2

I 1
8) K /+ I//Przez:y s"*y’w

6 przez ]?7’4.

Uczyni¢ wymiernemi mianowniki nastepujacych
utamkow:

g 3*12' o) i<i+ 12
2-1/2" 1/3—j/2"e
2jl5+ 1/3 _ 2}/ 3+ 3j/2
11) 12) ,
31/5 +2 J/3" 31/3 — 21/5
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Wyciagnac pierwiastek kwadratowy z nastepu-
jacych wyrazen

13) 14+61/5/  14) 16-61/7/

15) 8+41]/+ 16) 4—J/15,
Uproscic:
1
17)
V s+F217 18 v 7—41/3 "
Kli+eFjf )
9 s 20) y 3+ 1/5%+ y$Zpf.

21*) K «3-1/57+(1/")'+

Wykona¢ dziatania:
2% (w I/m—n) (I/m—I/w—).

23%) Ql«+y— + 1 [y-\rz) (1/,. + v - « | H—«l+¥).
24%)y (U *+ |ly )2+ (/22— yy )2

B Un (1 + |/i).

2) (/9 -KiT-|/+n-+)I//+Tr
3 4 g N
W K+T+4x 1/ 2+2+ K'7T+T/+x1/7-"iI"-
I *Ka+/"+2l/a6 .l/la+6—2Vab .
W nastepujagcych wyrazeniach wprowadzic¢

Wspbtczynnik pod znak pierwiastkowy.
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29%) a\lb; 30%) « 31) A/ Ip
32%) i« + 6)|/a2+2aM 62,
33%) 34%) 51+4;

3% \/« ava.

Uczyni¢ wymiernemi mianowniki w nastepuja-
cych utamkach:

3+/8 .
36* 37*
) j/2 ) /2 ’ 38*> F
394 — 06 40%) 14-21/3 .
13—71/3 5-1/3
*) 42*
l/a-fl/5" T«—l/11
B jN+Ssz? M ~N2+1/3+1/5

I/-«y

45%) s,
K3+1/5+1/7° &) 1B It

47%) ! -
1/«4nry *
Znale$¢ czemu sie réwna:

wy J/aayas 4% 113t
s 1ty @1l
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3 3
51*) J/(4a62" .1/(2ai5)*")
52*) K(«2+2aZ+623+1/42—2a0+06+;
53) (i4i>+)T7; o> (|/k&);
55*) (K "-K M) 3 56*) Q/4—i>r/;

57%F 2[/ JT"+ 33/"1/7"— 3}/ YT — | 1117

58%) J/4 + + 59%) 1/ 3 ;
r a2/ a
eo,) |/+ =
XXX.

Réwnania stopnia drugiego.

296. RoOwnaniem stopnia drugiego nazywamy
takie rownanie, ktore zawiera kwadrat ilosci niewia-
domoj, ale nie zawisra wyzsz§j potegi tejze ilosci.

297. Robwnanie stopnia drugiego nazywa sie
ezystem wtedy, gdy zawisra tylko kwadrat ilosci nie-
wiadom¢j. RoOwnanie stopnia drugiego nazywa sie
wtedy zupelnem, gdy, oprécz kwadratu niewiadomsj,
zawiéra takze niewiadomg w stopniu pierwszym.
,Tak naprzyktad: rownanie 2#2= 50 jest ezystem row-
naniem stopnia drugiego; rownanie za§ 2*2—7*-f-3= 0
jest zupetnern.
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298. Na rozwigzanie czystego réwnania stop-
nia drugiego mozna podac nastepujgce prawidto:

Nalezy najprzéd znales¢ wartosé na kwadrat niewia-
domej sposobem podanym na rozwigzywanie réwnan stop-
nia pierwszego, nastepnie przez wyciggniecie pierwiastku
kwadratowego znajdg sie wartosci na niewiadoma.

Naprzyktad: rozwigza¢ réwnanie:

x2—13 x2-5 R
-T-+-Tcr=6-
ZnieSmy najprzéd mianowniki przez pomnozenie obu.
stron réwnania przez 30; bedzie:

10C®»—13) + 3(*2—5) —180;
skad: 13«2= 180-f-130+15=:325;

i nastepnie: X2

Wyciagajac z obu stron pierwiastki kwadratowe,
otrzymamy:
«—-f-5.

W tym przykiadzie postepujac najprzédd tak, jak przy
rozwigzaniu réwnan stopnia pierwszego znalezli-
Smy, ze x2 jest rowne 25. Stad wypada, ze samo X
jest takg liczbg, ktdra podniesiona do kwadratu, daje
na wypadek 25; czyli «jest pierwiastkiem kwadra-
towym z 25.

W arytmetyce takiem pierwiastkiem jest 5, lecz
w algiebrze pierwiastek ten ma dwa znaczenia +5-
i —5, (patrz § 238). Zatem x moze mi6¢ warto$c-
-1-5 lub —5; kazda z tych iloSci zadosy¢ czyni réwna-
niu, i to wyrazamy piszac:

Xx=-h5.
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298, Stad widzimy, ze réwnanie czyste stop-
nia drugiego ma dwa pierwiastki, jednakowe co do
liczebnej wartosci, ale roznigce sie znakiem. Jezeli
chcemy dwa te pierwiastki oddzielnie i wyraznie na-
pisa¢, wtedy rozrézniamy je w ten sposdb, ze jeden
Z nich oznaczamy przez cc,, drugi za$ przez x2; tym
sposobem bedzie:

y— H;, — b
W ogéle, gdyby bylo do rozwigzania réwnanie:
ax2-l~c=0,
wtedy, przez przeniesienie ¢ na druga strone, byloby
najprzod:
ax2= —¢,
nastepnie:

a przez wyciagniecie z obu stron pierwiastku kwa-
dratowego:

czyli, piszac oddzielnie oba pierwiastki:

Natufa tych pierwiastkbéw zalezy od ilosci znajduja-
cej sie pod znakiem pierwiastku, to jest od—  Naj-

przéd nalezy tu zwrdci¢ uwage na to, ze nie zawsze
ta ilos¢ jest odjemna, jakkolwiek w ogélnym wzorze
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znajduje sie znak —. Znak ten powstat z przeniesie-
nia ona drugg strone réwnania, i wyraza tylko to, ze
na téj drugidj stronie c ma znak przeciwny temu, jaki
miato, gdy bylo na pidrwsz$j stronie. Zatem —c
oznacza¢ bedzie tylko wtedy ilos¢ odjemna, gdy c
na pierwsz$j stronie byto dodatne, *) i ulamek

—~ bedzie dodatnym wtedy, gdy c na pierwszdj stro-
nie jest odjemne; w przeciwnym za$ razie utamek ten

jest odjemnym. Gdy——jest iloScia dodatng, wte-

dy 1 /""é , a zatom i wartosci na*, i #2 albo moga

by¢ doktadnie wyrazone za pomocg liczby catkowitdj
lub utamku, (co mi6é¢ bedzie miejsce wdwczas, gdy

——Dbedzie zupetnym kwadratem), albo t6z obie te
warto$ci pozostang niewymierne.

Gdy — bedzie ujemne, wtedy wartosci na x
beda niemozliwe, czyli urojone. (§ 240).

Objasnimy to, co byto powiedziane wyzdj, kilko-

ma przyktadami:

Zréwnania: 5x2—45—0,
5x2—i5,
X2=r.9,

skad: x==*3; czyli piszac oddzielnie oba pierwiastki:

otrzymujemy,

*)  Gdyz w przeciwnym przypadku przez zmiane wszystkich
znakéw w calem réwnaniu, otrzymaliby$Smy réwnanie, w ktérem
pierwszy wyraz bytby dodatny.
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X —3; x<——3.
Drugie réwnanie: 4x2—25=0. Wtedy
do2= 25,
skad:
i nakoniec:
to jest:

Gdyby bylo réwnanie: 7x2—21= 0; wtedy pierwiastki
jego bylyby niewymierne:

xI=Y3" *2——Y3 .
Przypusémy jeszcze, ze mamy rownanie:

tf2+12= 0.
Chcac je rozwigza¢, mamy najprzod:
3tf2= —12,
nastepnie: X2— —4,
a stad: £= + f/Zl4

A Ze niema taki6j ilosci dodatndj lub odjemngj, ktora-
by podniesiona do kwadratu data na wypadek ilos¢
odjemng —4, przeto w tym przypadku x niemoze by¢
oznaczone w liczbach dodatnych lub ujemnych: i to
wyrazamy mowiac, ze x jest urojone. Przeciwnie za$
w pierwszym przypadku warto$ci na x nazywamy rze-
czywistymi. Czesto w matematyce ilosci urojone wy-
razamy symbolicznie nastepujagcym sposobem:

Poniewaz: —4= 4X—1, przeto:
Y —4= P4AX—T> czyli:
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V-4=.VA4AXYV -\,
to jest: V—4=2l/—I-
Tutaj V—1 jest wihasnie znakiem lub symbolem ilosci
urojonej: zwykle oznaczamy go w i'achunkacli gltoska,
i. Wprowadzajac to oznaczenie mie¢ bedziemy na-
stepujace wartosci na x:

£L—2; X2—-=2i.

W rozbieranym przypadku réwnanie niema rozwigza-
nia w liczbach dodatnych i odjemnych. Lecz uwa-

zajac 2i jako ilos¢ nowego rodzaju, i nadajac glosce j

i znaczenie takie, ze*a= —1, mozemy sie przekonac
fatwo, Zze przy tych warunkach 2i zadosy¢ czynié
bedzie danemu réwnaniu: 3.r2J-12= 0. Przez wpro-
wadzenie zatem znaku ilosci urojonoj, rozwigzanie
czystego réwnania stopnia drugiego, staje sie zaw-

sze mozliwém; —tylko w pewnych przypadkach raz- j

wigzanie to bedzie rzeczywistym, w innych za$
urojonem.

W ogélnosci ilos¢ urojona V—a2 moze by¢w
ten sposob wyrazona:

Poniewaz: —az2= aZ—1)
wigc: K=g»==V«2.(—1)
czyli: V—a2= Va2.V—I1,
albo: p—a2= aP—L

Wprowadzajac * zamiast V—1, bedzie V—a2— ai.
299. Przechodzimy teraz do rozwigzania réw-
nan zupetnych stopnia drugiego.
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Jezeli x-j- £ pomnozymy przez tez samg ilosc,
otrzymamy:

ax
A+ 2\ —x2+ 2 -ax-i-

Widzimy wiec, ze «2j-ax-\-—jest zupetnym kwadra-

tem, gdyz jest to kwadrat ilosci Stad wypa-

da, ze dwumian x--j-ax staje sie kwadratem zupetnym
' . . @ . .
przez dodanie do niego — to jest przez dodanie

kwadratu potowy wspotczynnika przy x. Fakt ten sta-
nowi gtéwng podstawe rozwigzania réwnania zupet-
nego stopnia drugiego. Objasnimy to kilkoma przy-
ktadami.

WeZzmy np. «2-|-6«; tutaj potowg wspdtczynnika

przy x#est 3; dodajac do tego dwumianu 32 otrzyma-
my X21-6X4-32 a to jest («-j-3)2

x2—b5x; tutaj potowg wspdtczynnika przy «jest

—q@, dodajac ~NJ, czyli |-| , otrzymamy

X2—5x+ , ato jest {x-

4x . , . .
g tutaj potowa wspétczynnika przy x jest

r5 dodajagc ¢ otrzymamy x2————4§S 2t2, ato jest
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»2 .3;_(—. tutaj potowg wspdiczynnika przy x
J
jest —S—; dodajac /—-(f—|\2, czyli LS\E otrzymamy
3n / 31\2

XIT—T MIl1’ co znowuz jest réwne

Dziatanie objasnione temi przyktadami, nazywa
sie dopetnieniem do kwadratu.

300. Prawidto na rozwigzanie rdéwnania zu-
peinego stopnia drugiego jest nastepne:

Nalezy najprzod réwnanie przyprowadzi¢ do takicj
postaci, aby na pierwszej stronie byty tylko wyrazy zawie-
rajgce niewiadome, i aby wspotczynnik przy byt réw-
ny 1; nastepnie dodac do kazd¢j strony réwnania kwadrat
potowy wspotczynnika przy x i wyciaggna¢ z obu stron
pierwiastek kwadratowy.

Przekonamy sie z przyktadéw nastepujacych,
ze prawidto to prowadzi nas do takiego punktu, z kto-
rego bezposrednio juz mozemy otrzymac¢ wartosci na
niewiadoma.

301. Rozwiagzac rownanie:

2_t0n4-24= 0.
Przenoszagc wyraz wiadomy 24 na drugg strone,
bedzie:

«2_i0.r= —24;
/)’90\‘2’

dodajac do obu stron réwnania po otrzy-

mamy:
X*—\Ox+52==—244-25= 1
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Wyciagnijmy teraz pierwiastek kwadratowy z obu
stron réwnania; znajdziemy:

Xx—5=4:1,
a nastepnie: «=5+1, czyli.'
x — albo 54-1, albo 5—I;
skad. «= 6, lub x =4

tatwo sie przekonaé, ze kazda z tych wartosci zado-
sy¢ czyni danemu réwnaniu, i zalecamy uczacemu sie
sprawdza¢ zawsze otrzymane warto$ci przez podsta-
wienie ich w dane! réwnanie.

302. Rozwigzac:
3«2—4a3—55= 0.
Przenoszac wyraz wiadomy na drugg strone:
3e2—4« = 55,
dzielgc przez 3 obie strony réwnania, otrzymamy:
. 4x 55
" 3“ 3
(2\2
3/:

wyciggajac pierwiastki kwadratowe:

skad:

czyli: «= 5, lub:
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303. Rozwigzaé:
2*%2+3x—35 —0.
Przenoszac wyraz wiadomy na druga strone:
2a'2j-3« = 35,
dzielgc nastepnie przez 2

. e 35
Q& _
21

i dodajac (,) - gijzymamy:

3* 3B, 9 289
+ o+lal—2 16 16 -
Wyciggajac teraz pierwiastek kwadratowy z obu
stron, bedzie:

7
T.

_ 17
skad: 4°

++

L3

czyli x=-n, lub x = —5.

304. Rozwigzac:
*2—4x—1=0.
Przez przeniesienie wyrazu wiadomego, bedzie:
X2—4x=: 1
dodajemy teraz do obu stron réwnania 22.otrzymamy
tf—4#+22=1+4 = 5,

skad, po wyciaggnieciu pierwiastku kwadratowego
znajdziemy:
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Xx—2~-xV5;
a nastepnie:

Xx—2+x1/5.

Tutaj pierwiastek kwadratowy z 5 nie moze by¢ zna-
leziony doktadnie; — w kazdym razie za pomoca spo-
sobu podanego w 88 254 i 255 mozemy oznaczy¢ war-
to$¢ przyblizong tegoz pierwiastku do takiego stop-
nia, do jakiego chcemy, a tbm samém i warto$¢ na x
moze by¢ oznaczong z takiem stopniem przyblizenia,
z jakim chcemy.

305. W przyktadach dotad rozwigzanych znaj-
dywaliSmy zawsze dwa rdézne pierwiastki rownania
stopnia drugiego; sg jednak pewne przypadki, w kto-
rych otrzymujemy w rzeczywistosci jeden tylko pier-
wiastek. Wezmy jako przyktad réwnanie:
x2 14*+49= 0; przez wyciggniecie pierwiastku
kwadratowego z obu stron réwnania bedzie *—7—0
skad w= 7. Jednak dla wielu powodoéw uznano za sto-
sowne mowi¢ i wtym przypadku, ze rdwnanie stop-
nia drugiego ma dwa pierwiastki réwne.

306. Rozwigzac:

X1- 6*-J-13: 0.
Przenoszac wyraz wiadomy na druga strone, bedzie:
X2—6x— —13;
dodajac po 32 do obu stron:
6* t-32— —13+9 = -4.
Wyciggajac .z obu stron pierwiastek kwadratowy,
otrzymamy:
x—3= + I/~ 4.

Todh. Al&iebra 22
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Lecz_ 4 nie moze mie¢ zadnego pierwiastku kwadra-
towego dokladnego lub przyblizonego, gdyz kazda
liczba, czy to dodatna czy tez odjemna bedac pomno-
zong samg przez sig, daje na wypadek liczbe dodatna.
W tym przypadku réwnanie stopnia drugiego niema
zadnego pierwiastku rzeczywistego, i wyrazamy to,
mowiac, ze pierwiastki sg urojone lub niemozliwe.*)
307. Rozwigzaé réwnanie:
1 ..
2(«-1) 4% 4
ZnieSmy tu najprz6d mianowniki, przez pomnozenie
obu stron réwnania przez 4(«2-1), to jest przez naj-
mniejszg wspblng wielokrotno$¢ wzgledem mianowni-
kéw. Otrzymamy:
2x-Jr N+VZ = xi—1.
Przenoszac wyrazy zawierajgce niewiadomag na pierw-
szg, a wyrazy wiadome na drugg strone:
2—2«= 15;

dodajac po 12 do obu stron:
XE=2x-j-1 = 15§42= 16;

«) pierwiastki t€ mogg by¢ przedstawione pod takg posta-

cig, jak pierwiastki § 298,; mianowicie, poniewaz:
"4 = PAT(—T]= 2V—L= 2i,

przeto;
X = ¢x¢1,

lub, piszac oddzielnie oba pierwiastki:
X, = 3327,
Xo= 3—2~
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a wyciggajagc pierwiastek kwadratowy z obu stron
bedzie:

«—1—+ 4,
skad: *=1+4; czyli:
«= 5, lub: x ——3.
308. Rozwigza¢ réwnanie:
2X Sx—50 _ 12x-j-70
15~ 3(10-fx) ~ ~~WT~*

Pomn6zmy obie strony réwnania przez 570, to jest
r(zje; najmniejsza wspélng wielokrotng liczb 15 i 190
edzie: ' ’

190(3«—?0
70« .1(0-)-x ) =3(12«-i-70);

skad:
190(3«—50) _
10-j-« 210-40«,

a nastepnie:

190(3«—50) = (210—40x)(10-f-«),
czyli:

570«—9500 = 2100—190«-40xz,
i dalej:

40«2-)-760«= 11600;
dzielgc za$ obie strony roéwnania przez 40:
«2-j-19« = 290.

Dodajmy teraz do obu stron po /i9j3 otrzymamy:

99*



/19\2 361 1521
24 -1 9 tf=290+-"-— 4 >

a wyciggajac z obu stron pierwiastki kwadratowe,
bedzie:

19 89
skad: X = 2. 2.
i nakoniec: «=10, lub« ——29.

309. Rozwigza¢ rownanie:
X+3 . x—3 2«—3
«-j-2-"x—2 o «—1
Znoszac mianowniki otrzymamy:
(«4-3) («- 2)0—1) 4 (*-3)(*+2)(*=D)=
= (23 (42 (*—2).
skad przez wykonanie wskazanych mnozen:
S3_7N j_6+«3—2«2—b«4-6—2«3—3«2—8«4-12;
a nastepnie:
Xl:—4«—0.
Dodajac do obu stron réwnania po 22. bedzie:
«2—4«4-2'2= 4,
wyciggajac za$ pierwiastki kwadratowe, znajdziemy.
«—2= +2.

Stad nakoniec:
«= 2%2, czyli:

«=4, lub: «= 0
Dziatanie zawarte w ostatnich wierszach poda-
lisSmy dla tego, aby przedstawi¢ rozwigzanie rowna-

nia w ten sam sposob, wjaki rozwigzywaliSmy po-
przednie przyktady; — lecz rozwigzanie w tym przy-
padku moze by¢ znalezione proscidj. W rzeczy samej:
rownanie x2—4«=0 moze by¢ tak napisane:

«(«—4)=0; i poniewaz pierwsza strona jest ilo-
czynem z dwoch czynnikow, ktéry ma by¢ rownym
zero, przeto widocznem jest, ze musi by¢ albo
x~~4= 0>lub «= 0; czyli albo .*=4, albo téz«= 0.

Zwracamy jeszcze uwage uczacego sie na to, ze
po zniesieniu mianownikow w powyzszym przyktadzie
2«3znalazto sie na obu stronach réwnania, i z tego po-
wodu mogto ono by¢ usnniete z réwnania przez odej-
mowanie, przez coréwnanie wypadto stopnia drugiego.

310. Kazde rownanie stopnia drugiego moze byc
sprowadzone do postaci x2-\-px-\-q= 0, gdzie p i q
sg liczbami wiadoniemi, catkowitemi lub utamkowemi!
dodatnemi lub odjemnemi.

Gdyz réwnanie stopnia drugiego, podtug okre-
$lenia, nie zawiera wyzszych poteg ilosci niewiado-
mej nad druga. PrzenieSmy wszystkie wyrazy row-
nania na pierwszg strone ijezeli potrzeba, zmienmy
wszystkie znaki na przeciwne, tak, aby wyraz zawie-
rajacy kwadrat niewiadomej byt dodatny: — wtedy
dzielgc wszystkie wyrazy rownania przez wspdiczyn-
nik przy niewiadoms$j w stopniu drugim otrzymamy
réwnanie powyzsz0j postaci.

Naprzyktad: przypus¢my, ze mamy réwnanie:

T«—4«2= 5,
Bedzie najprzod:
Tx—4«2—5=0,
nastepnie:
4«2—T7«-f5= 0
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dzielagc obie strony réwnania przez 4

#2_\4)("1_2(:0 .

W tym wiec przyktadzie p — ! i= 15 ]
311. Rozwigzac réwnanie:
«24-paE-(-¢= ;0.
Przez przeniesienie wyrazu wiadomego mamy:
= <

Dodajmy po do °~u stl'on otrzymamy:

Wyciagnijmy z obu stron pierwiastki kwadratowe;
bedzie:
,+ +=* v5ES.

skad: ~= |+ VSES=-P+rZES.

312. Tym sposobem otrzymaliSmy w«or 0£r6%
na pierwiastki rownania stopnia drugiego x %\-px-\-q—
= 0, mianowicie x musi by¢ réwne:

-p+ V2p 22— lub ~P—l/p 2— )
Z tych wzorow og6lnych wyprowadzimy teraz Kilka
bardzo waznych wnioskéw, ktére na zasadzie § 310
odnosi¢ sie bedg do kazdego rownania stopnia
drugiego.

313. Rdwnanie stopnia drugiego nie moze miii
wiecij niz dwa pierwiastki.

WidzieliSmy bowiem, ze pierwiastek musi by¢
rownym jedn6j z dwoch znalezionych powyzdj war-
tosci.

314. W réwnaniu stopnia drugiego, w ktérem
wszystkie wyrazy sgprzeniesione na jedng strone, a wspot-
czynnik przy niewiadomej w stopniu drugim jest rowny
jednosci, summa pierwiastkowjest réwng wspotczynniko-
wi przy drugim wyrazie ze znakiem przeciwnym, iloczyn
zas$ tychze pierwiastkdw jest réwny wyrazowi ostatniemu.

Gdyz niech bedzie dane réwnanie:

Xi-\-pxA-q= 0;
wtedy summa pierwiastkOw bedz
atkg=j2.+ -p-K ri- " tojest_p.
lloczyn za$ tychze pierwiastkéw jest:

—P+yV—42v —p—K p2—4?

2 A 2
co jest réwne: PZ_(P45_49)
czyli: e

315. Paragraf poprzedni zastuguje na szczegél-
ng uwage; przedstawia on bowiem bardzo dobry przy-
kfad i natury ogélnych wypadkdw algiebry i zarazem
sposobdw, jakiemi do tych ogdélnych wypadkéw docho-
dzimy. Uczacy sie powinien sprawdzi¢ te twierdze-
nia na wszystkich przyktadach réwnan stopnia dru-
giego dotad rozwigzanych.
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Tak np. wezmy zadanie § 302; réwnanie tam po-
dane moze by6 przedstawione pod postacia:
X A—4X 5 0,

pierwiastkijego sa: 5 —lgl—; summa ich wynosi 4—g—

55
' g
316. Rozwigza¢ réwnanie:
ax2-\-bx-\-c—0.
Przenoszac wyraz wiadomy na druga strone, mamy:
ax2-\-hx =.—;

iloczyn za$

dzielgc cato réwnanie przez a, bedzie:

x24|—bx N
a .a
dodajac do obu stron réwnania po ( . p
¢
¢ h2—-ac
mh 432 a 4a2

Wyciagnijmy teraz pierwiastek kwadratowy z obu
stron roéwnania, bedzie:

2a ~ 2a

_—b+Y 62—4ac
2a

317. Wzory ogdlne, podane w §8 311 i 316 mo-
ga by¢ uzyte do rozwigzania jakiegokolwiek réwna-

przeto:
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nia stopnia drugiego. Wezmy jako przykfad rowna-
nie: 3x2—4x—55= 0; podzielmy obie jego strony
przez 3, bedzie,

¥ o3
Uczynmy teraz we wzorze § 311, ktdéry daje warto-
§ci pierwiastkdw réwnania x 2-j-pso-j-e— O, p= ——t's— i
55
e— —Y ’ otrzymamy po wykonaniu dzialan pier-
wiastki danego réwnania.

Lecz dogodniejszg jest rzeczg uzy¢ wprost wzo-
ru § 316: tym sposobem bowiem unikamy utamkow.
Poniewaz dane réwnanie jest: 3x2—4x—55= 0, prze-
to we wzorze, dajgcym wartosci pierwiastkow row-
nania ax2\-bx-\-c=8§, nalezy uczyni¢ a= 3,b ——4,
i «=—55 Wykonywajac te podstawienia w wy-
razeniu;

—b + Y b2—4ac
2a 5
mie¢ bedziemy takie warto$ci na x:
4+)/16+660 . 4+16676
6 , czyli.
to jest 4+26 albo: -

51_TT
317,. Uzywajac oznaczen,wskazanych w §298,
do rozréznienia wyraznego obu pierwiastkéw réwna-
nia: x 2\-px-\-q=®, mozemy napisac:

X
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Podobnie jak w réwnaniu czystem i tutaj natura tych
pierwiastkéw zalezy od ilosci, znajdujacej sie pod
znakiem pierwiastku w obu tych wyrazeniach. | tak

jezeli ilos¢: ~ —9 jest dodatna, wtedy oba pier-

wiastki mie¢ bedg wartosci rzeczywiste, i poniewaz
jeden z nich jest summa, a drugi réznicg tych samych
ilosci, przeto w tym przypadku bedg one zawsze nie-

rowne. Jezeli znowuz ilo$¢ »— q jest odjemna,

wtedy obie wartoSci na xxi x2 beda urojone; wyrazi¢
je mozna za pomocg ] /—1, lub i, sposobem poda-
nym w 8§ 298j i w przypisku do § 306. A ze w obu
wartosciach na i x2 pod znakiem pierwiastku znaj-
duje sie jedna i taz sama ilos¢, przeto zawsze jedno-
cze$nie te wartosci bedg albo obie rzeczywiste, albo
obie urojone: przypadku, w ktérym jeden pierwiastek
réwnania x2-\-px-\-q = 0 bylby rzeczywistym a drugi
urojouym, byé nie moze (przy p i 9rzeczywistych).
3172. Przy zachowaniu tychze samych ozna-
czen wilasnosci pierwiastkow réwnania stopnia diu-
giego, dowiedzione w 8§ 314, mogg by¢ tak wyrazone:

+— ——Pi xtx2—q
Wiasnosci te majg czeste i wazne zastosowania.
Pokazemy dwa z nich:
Najprzéd na zasadzie tych wilasnosci mozna
utozy¢ réwnanie stopnia drugiego, ktérego pierwiast-
ki sg dane. Tak np. przypusémy, ze chcemy napisac
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takie rownanie stopnia drugiego, ktérego pierwiast-
kami bytyby liczby 5i 3. Roéwnanie to bedzie miato
takg postac: x2\-px-\-q— 0, gdzie zamiast p i q na-
lezy podstawi¢ odpowiednie liczby. Poniewaz, pod-
tug wiasnosci przytoczon$j wyzej, summa pierwiast-
kéw réwnania jest rowng wspotczynnikowi przy X,
wzietemu ze znakiem przeciwnym, (przeto p powinno
byc¢ takie, aby byto:
5343= —p,

skad: p= —=8

| daléj: poniewaz trzeci wyraz g pierwszoj strony, po-
winien by¢ rownym iloczynowi pierwiastkOw, przeto

bedzie: 9—5.3= 15.
Jezeli wiec utworzymy réwnanie takie:
, X2—8#-j-15= Q,

to jeden jego pierwiastek bedzie 5drugi za$ 3. Ucza-
cy sie powinien sie otom przekonac¢ przez bezposred-
nie rozwigzanie réwnania.

Gdybysmy chcieli utozy¢ réwnanie takie, ktore-
go pierwiastkami bytyby 3 i —3, wtedy mielibySmy:
p—3—3=0; 9= 3.—3= —9,

i zadane réwnanie bytoby:
#2j-0.x—9= 0,
czyli: x2—9=0.
Gdyby pierwiastki rownania miaty by¢ réwne

i 0, wtedy bytoby:

3i
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g=Ixo=o0,
i rownanie szukane przedstawitoby sie tak:
No—g p4'®—

czyli: 3t#2—x=0.
W podobny spos6b nalezatoby postepowaé w kazdym
innym przypadku.

Powtore: wymienione wilasnosci stuzg do proste-
go rozwigzania zadania nastepujgcego, ktére czesto
przytrafia sie w algiebrze: Majgc dang summe i ilo-
czyn dwoch liczb, znales¢ te liczby.

Przypusémy np. ze chcemy znale$¢ dwie liczby,
ktérych summa réwnataby sie 10, a iloczyn 21. Gdy-
bysmy utozyli takie rownanie, w ktdrom wspétczynnik
przy * bytby rowny—10, ailos¢ wiadoma <€ byfaby
réwng 21, to jest rownanie takie:

x2—I0321 =0,
wtedy, na zasadzie wiasnosci pierwiastkéw rownania
stopnia drugiego, summa pierwiastkéw tegoz réwna-
nia rownataby sie 10, iloczyn za$ bytby rownym 21.
Pierwiastki zatdbm jego bytyby szukanoémi liczbami.
Rozwigzujac to rownanie, znajdziemy:

X|' 71 x2—8.

Szukane liczby sg wiec 7 3.

I w ogolnosci: chcac rozwigza¢ takie zadanie;
znale$¢ dwie liczby, ktorych summa bytaby réwng
m, a iloczyn n, nalezatoby utozy¢ réwnanie:

,F2—micA-n= 0,
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i rownanie to rozwigzaé; wtedy jeden z jego pier-
wiastkow bytby réwnym jedndj z liczb Szukanych,
drugi za$ stanowit by drugg liczbe. Pierwiastki
tego réwnania sa:

m m2—4n
+ 1/ 4

m2—4«

v 4 >

. m-1-1/ m2—4m
czyli: Xl= e— = Tgin

o m—1/ m2—4_n

Powyzsze wzory nie tylko dajg nam rozwigza-
nie uwazanego zadania we wszystkich przypadkach,
ale nadto zawierajg w sobie i rozwigzanie takiego za-
dania. Dang liczbe m podzieli¢ na takie dwie czesci, aby
iloczyn ich byt réwny n.  Widoczng jest rzecza, ze za-
danie to sprowadza sie bezposrednio do poprzedniego,
gdyz summa tych dwdch szukanych czesci jest réwng
dans$j liczbie m, i iloczyn ich jest wiadomy n. Czesci
te zatdm sg dane jako wartoSci x1 i x2wyzdéj znale-
zione.

Do tegoz samego wypadku dojdziemy, rozumu-
jac w ten sposéb: Oznaczmy jedng z szukanych cze-
§ci gtoskg *; — wtedy druga cze$¢ bedzie: m—x. A ze
podtug warunkoéw zadania, iloczyn tych czesci ma
by¢ rowny n, przeto otrzymamy réwnanie:

x(m—x) — nt X
czyli: MX—X 2= W
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albo, zmieniajac znaki na przeciwne,

X2—=)IX — —v.
Roéwnanie to daje tez same warto$ci na x jakie zna-
lezliSmy poprzednio, mianowicie:

- =5+1/7?7 -«

m 1/ O
V t-r"

Biorgc &, jako pierwszg cze$¢, znajdziemy, ze druga

m—x bedzie réwng ~ — [//- —n, to jest x2 bio-
ragc znowuz *2 za pierwszg czes$é, znajdziemy, ze dru-

ga bedzie réwng: ™ /J/ M —n, 10 jest W ogo6-

le wiec mozna odpowiedzie¢ na dane pytanie, ze x{
i X2 przedstawia¢ bedg dwie szukane czesci liczby
m, ktérych iloczyn jest n.

Uzycie powyzszych wzoréw objasnig nastepne
przyktady:

Liczbe 10 podzieli¢ na takie dwie czesci, aby
iloczyn ich byt rowny 16.

Rozwigzujac réwnanie: ¢2—10*4-16 = 0, znaj-
dziemy:

*,=5+]/25=i6 = 8,
2=:5—3= 2

Wiec jedna z szukanych czesci jest 8 druga za$ 2.

Tez samg liczbe 10 podzieli¢ na takie dwie cze-
§ci aby iloczyn ich byt 24.
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Rownanie do rozwigzania bedzie:
JI2—10«+24 = 0,

ktére rozwigzujac znajdziemy szukane czesci 6 i 4.

GdybySmy jeszcze tez samg liczbe 10 chcieli
podzieli¢ na takie dwie czesci, ktdrych iloczyn bytby
25, wtedy rozwigzujac réwnanie:

*»-10a-]-25= Ot
znalezliby$my, ze szukane czesci sg 51 5. Lecz gdy-
bysmy chcieli tez sama liczbe 10 podzieli¢ na takie
dwie czesci, ktérych iloczyn bytby wiekszym od 25,
np. 26, wtedy rozwigzujac rownanie: p2—10«+-26= 0
znalezliby$Smy na x, ix2 wartosci urojone:
5-Fi 5—i,

co pokazuje, ze nie mozna liczby 10 podzieli¢ na takie
czesci, ktoreby zadosyC czynity temu warunkowi, aby
iloczyn ich tworzyt 26. Z tego widzimy, ze jakagkol-
wiek liczbe 10 mozna podzieli¢ na takie dwie czesci,
ktorych iloczyn moze by¢ bardzo rozmaity, ztdm wszy-
stkiem iloczyn ten nie moze by¢ wiekszym od pew-
nej granicy: — taka granica jest tutaj 25.

Do tegoz samego wypadku dochodzimy, rozbie-
rajgc ogolne réwnanie, rozwigzujagce nam to zadanie
we wszystkich przypadkach, mianowicie:

«2—mx-\-n= 0. Pierwiastki tego réwnania, jako to
widzielismy, sa;

m 9/m2
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Sg one rzeczywiste, a zatem i zadanie jest mozliwe
do rozwigzania dotgd, dopoki ilo$¢ pod znakiem pier-

wiastkowym ~ --—n nie jest odjemna, czyli dopoki w

nie jest wieksze od -p Najwiekszg wiec

wartoscig na n moze by¢ Stad wyprowadzamy

taki wniosek: najwiekszy iloczyn z dwbéch cze-
§ci stanowiacych dang liczbe, jest wtedy, gdy obie
te czesci sa rowne, to jest gdy kazda jest potowg
danej liczby.

3173 Jezeli wyrazenie tego rodzaju jak:
3«2—15*-)-18 przyréwnamy do zera, wtedy otrzyma-
my réwnanie, w ktdrém x moze midc¢ tylko dwa zna-
czenia, bedace pierwiastkami tegoz réwnania. Lecz
jezeli uwazamy wyrazenie powyzsze 3a2—!5'c—48
samo w sobie, wtedy x moze w niébm przyjmowac
wszelkie znaczenia, jakie tylko chcemy mu nadac,
i wtedy wyrazenie takie nazywamy trGjmianem stop-
nia drugiego. W ogo6le wyrazenie t6j postaci
ad2— w ktérom a, bi ¢ oznaczajg pewne dane
liczby state, a x liczbe mogacg sie dowolnie zmieniac,
nazywa sie trojmianem stopnia drugiego. Trdéjmian
ten ma wazng wiasnos¢, ktérg tutaj poznamy (po-
rownaj 8§ 96).

Wyrazenie ax2-\-bxjr-c mozna przedstawi¢ w tej

postaci: a|«24 - Oznaczywszy tutaj dla

krotkosci —jedng gloskap, a — jedng gloska q
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bedzie: axi-\-bx-\-c= a(x*-\-px-\-q').

Poniewaz a jest liczbg stalg, przeto wszystkie wia-
snosci rozwazanego tréjmianu ax2\-b,x-\-c, zalezy¢ be-
dg od wyrazenia x*~\-px-\-g. To ostatnie zatem bie-
rzemy pod uwage,

Wyrazenie x*A-px-\-q nie zmieni sie, jezeli do
niego dodamy i odejmiemy po otrzymamy tym spo-
sobem:

X 1\-px-\-q — X*-\-px-\-q -} F;f
Lecz trojmian d2-|-px-\-"-" stanowi zupetny kwadrat

dwumianu Bedzie wiec:

X*-ypx-j-?=|«+|J —~+q czyli:

Jezeli za$ zwrécimy uwage na to, Zze wycigganie pier-
wiastku kwadratowego i podnoszenie do kwadratu sg

dziataniami odwrotnemi, wtedy zamiast * —q be-

dziemy mogli napisac | A . Wprowadzajac

te zmiange w wyrazenie powyzsze otrzymamy:

*H*#*+ 9= (*+f)— (K § — «f

Stad widzimy, ze tréjmian «2|-px-\-q moze by¢ przed-
stawiony pod postacig réznicy dwdch kwadratow.
Algieb. Th. 23
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Lecz ua zasadzie § 79 wiemy, ze rdéznica kwadratéw
dwdch ilosci jest rowng iloczynowi z summy tychze
ilosci przez ich rdznice; to jest oznaczajgc dwie ilo-
§ci gtoskami v i u mamy:

W2 U2=(»—) (>+"“)

Wyrazenie wiec (w*+2) ( |/ 4 mozemy

podobny sposob zamieni¢ na iloczyn, biorgc * + f za-

miast V i zamiast Czyniac to znaj-
dziemy ze: A
X, +px+q="1| (V)
= (* + 1 - ]j + 1/ \ ot ) _

Lecz jezeli trojmian *»+!*>+? przyréwnamy do zera,
otrzymamy réwnanie stopnia drugiego.
X 2-\-px~i q— 0,

ktérego pierwiastki sa.

Poréwnywajac te pierwiastki z iloSciami znajdujgce-
mi sie w powyzszych nawiasach widzimy, ze.
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Podstawiajgc te wartosci zamiast ilosci zawartych
W nawiasach, otrzymamy:

-0— («—=0 (x—x2).

RoOwnos$¢ ta jest tozsamoscig, to jest ma miejsce przy
wszystkich wartosciach na x. Wyrazi¢ ja mozna
stowami tak: Trdjmian stopnia drugiego x2-\-px-\-q
jest rowny iloczynowi dwéch czynnikdw stopnia pierwsze-
go: jednym z tych czynnikdw jest x mniej jeden pierwia-
stek* réwnania otrzymanego przez przyréwnanie danego
trjmianu do zera; drugi za$ —jest toz samo X mnigj
drugi pierwiastek tego samego réwnania. Podiug tego
trojmian ax2\-hx-\-c mozeby¢ tak wyrazony:
ax2\-bx-\-c = a(v— )+ —xj).
Np. trojmian 3x2—15*4-48 roztozy¢ na dwa
czynniki stopnia pierwszego.
Bedzie:
3x2—15*+18 = 3(x—x1) (x—x2),
gdzie xxi x2 bedg pierwiastkami réwnania:
Sx2—15#+18 = 0,

lub: a2—5*+6 = 0.
Rozwigzujac to rdwnanie otrzymamy:
—3;, x2—2,

zatom: 3*2—15«+18 = 3(®—3).(*-2),
0 czOm tatwo sie mozna przekonac, przez bezposred-

nie mnozenie, co uczacy sie powinien zrobic.
23*
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2-gi przykfad: Tréjmian 6x2—5x—6 roztozy¢
na dwa czynniki stopnia pierwszego.
Bedzie:

6a;2—5x—6= 6(>—X,) [@—2),
gdzie & i s pierwiastkami réwnania:
6x2—5x—6 —O0.
Rozwigzujac je znajdziemy:

2. 3
N—g) 2—g

wiec: 6x2—5«—6= 6 czyli:

60c2—5«—6= (3«-j 2)(2*—3).

3-C'i przyktad: Trojmian: #2—8as+16 roziozyc
na dwa czynniki stopnia pierwszego.
Bedzie:
&2—8tf+16 = (x—xI1)(x-"-x2)

gdzie x, ix%sg pierwiastkami réwnania:

X2—8«+16=0.
Z rozwigzania tegoz réwnania mi6¢ bedziemy:
x2—4 1 —1)

zatom:
a2_8iS116= (4)0—4)= O“ 4)2»
co i bezposrednio jest widoczndm.
4-ty przyktad: Tréjmian: £2+10as+34 rozio-
zy¢ na dwa czynniki stopnia pierwszego.
Bedzie:
«2+ | (kr+34 = O—«i) (*—«2),
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gdzie xt i x2znajdziemy rozwigzujac réwnanie:
«2+10«+34 =0.

Stad «= —5+j/25—34=—5+V 9
«2——5—J/—9.

A ze: J/Ir3 =31/~ = 3
przeto: «l ——5+3%*,
x3=m—5—di.

Tréjmian wiec dany nie moze by¢ roztozony na czyn-
niki rzeczywiste stopnia pierwszego. Jednak moze-
my i w tym razie napisac:
x2-\-10.r+34= 0+ 5—di) (as+5+3%)

uwazajagc —5+4* i —5—3* jako nowe ilosci, nad kto-
remi dziatania podobne i w podobny sposéb moga by¢
wykonywane, jak nad iloSciami rzeczywistemi, przyj-
mujac tylko, ze 2= —1. Przez wykonanie dziatan
wskazanych i z uwzglednieniem ostatniego warunku,
t. j,, ze 2= —1: znajdziemy w samoj rzeczy, ze wy-
padek na drugi$j stronie, jest rowny pierwszdj stro-
nie réwnosci. W rozbiér blizszy wszakze dziatan
z iloSciami urojonemi wchodzi¢ tutaj nie bedziemy,
pozostawiajac to obszerniejszym dzietom o algiebrze.

PRZYKLADY XXX.

1. 2(x2—7)+ 3(cc2—11) =33.
2. («—15) (as+15)=400.
®—24 -37

3. 5 4 8.



11.
12.
13.
14.
16.

18.

20.

21.

22.

24.

26.

27.

29.

30.
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3pKe—11) 20k2—60) .

————— 5 7--—-- d6-

4 4 J « XK, 4 —4-—
*—3 x-\-b~]l 4 | XK—9'bx
H—3ir-j-2= 0. 8. X2—b5w|~6= 0.
#24-10x=24. 10. 21—1= 5x-)-2.
IK2—4x = 39.

X 2\-10x-\-3 = 262—b5x-|-53.
(OK+1) (2x-+3) = 2—22.
(x—1) (x—2)=20.

(2%—3)2= 8« 17. 3—17;»>—10=0.
_X_:L):Z' 10. Sz 24
9 5. %63
2- -2 w—x2_1 X\X 2,
12—X _
4—3 -5. 23. 4x— Y3 = 22.
ZE_0X5 5 ax—12
X—
2
7~1 X-|-5 7’
28 X-i-2 x—2__13
8*+iad=T* - TOXK_ 2+ X-|-2- 6
_2__x+3_10
*|-3 "2 3
3ek—1)  2(=-f-1)_g

H= X1

15. 4(k2—1) = 4xk—L

33.

35.

37.

39.

41.

50.
51

54.

*2 1 2K : )K—J—]: 1 v "6
*42 , wf-l 13
* 4 *

XA Tx)4 ¥ w2-mem
)K-|_1 X—2 9 36 *+4 , w2 A
*=1 w32 50 P w2z M
X—2 w4 14 38 3 XK1 6
*—3  w—1 15° X2 w4~ 5
*—1 w3 1 10 1 2 3
*—4 =2 12 Co¥—2 x\-2~ 5

3 1 1 49 * 15—k
20k2—1)  A(Kk4-1) — g* #W- 1 8(l-xk)’
2K)-1 3x—2 1
*=1 132 —2'
2%—1 23 1 a
*—1 w2 16“ ™
ML 2—7 5 _ 0
3k—5 2x—8 2~ 7
2—3 35 5 47 I—2 , 2—5_ 10
I—5 23 2° "o 2k—513x—2 3¢
x\-2 44—k 7

el ok 3 49w 3)2= 2(K2-9).
okf10)2= 144(100—s2).

5 h3 4 12
A2 ok ka1 2 w1 KR was
*4.1 K1 2x—1
X+2 1w—2 x_1.

W—2 . XK+2 o *43
X*+2 1 x—2 »—3
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xX—1 5 2
B Xl 6 7(x—1)
4 5 12
0 (2 las -6
57 X—| . «—2 m2*4-13
"o«4-1 1 x-j-2 «416 "’
58, «4—} . «4-2  2«-fl3
«_1 1x—2— «(-1
59 2Xx—1 , 3«—1 5«—11
To«+l 1« j-20 X
60, 14«—9 «2—3

X~ ~8xAdf  ~aAA'
61, ax2—2a3«-(-«4—1=0.
62. 4daXx = (a2—b3\-x)3

X ,a X b 1w 1 1 i 1.
63 arx b x X x\b a 'a-\b
65*. (x —a-\-b) - {x-\-Q—b) (« a 6)—0.

66+ (a-\-bx) (b—ax) -j-(¢»-j-c«) (c—bx) -(-
——c—(kqj (it Tqjm 0.

N ab . cd
67 22622 ' e2—dXi
x-\-a 2¢
68« 11 x—1 '
- (a—a?2j- (x—b)2 a2j-&

(a-(-6—2«)2 («W

Tft* Ea—ZY + (x-h)2= a2+ &
«—«)2—(«—&)2 a2—062

71*. (2a—6—«) -f-9(a—0)2= {a+b—2«)2
72*. Wyrazenia: «2—H » +1; rozto-
zy¢ na czynniki stopnia pierwszego.
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XXXI.

Réwnania dajgce sie sprowadzi¢ do rownan stopnia
drugiego.

318. Sa pewne réwnania, ktore nie bedac wia-
Sciwie rownaniami stopnia drugiego, dajg sie jednak
rozwigza¢ sposobem dopetnienia do kwadratu.

Podamy tutaj dwa przyktady takich rownan.

319. Rozwigzac réwnanie: «6—7«3= 8.

[7\2
Dodajmy do obu stron réwnania po I—, bedzie:

81
«®—T7«3+ N = 8+ ¢ = )4;.;

wyciagajac z obu stron pierwiastki kwadratowe otrzy-
mamy:

skad:
:-g-% -T-, to jest: x3= 8, lub: «3= —1.
Nakoniec przez wyciagniecie pierwiastku szescienne-

go znajdziemy: x = 2, lubx= —L1
320. Rozwigza¢ roéwnanie:

A-8«4-3j/l«2+3«—2= 8.
Odejmijmy od obu stron réwnania po 2j bedzie:
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*a_j 3a—2+3K**-|-3*—2= 4,
Wtedy na pierwsz0j stronie réwnania otrzymaliSmy
dwa wyrazenia: V * 2j 3*—2 i *24-3«—2, z ktérych
ostatnie jest kwadratem pierwszego.

Mozemy teraz pierwszg strone dopetni¢ do kwa-

dratu. W tym celu dodajmy do obu stron po

miéd bedziemy:
_____loy 9 25
H—A3M—2~+3 N TA FBaz—2-j- Iny) = 44— = ,

Wyciggajgc pierwiastki kwadratowe 2z obu stron,
bedzie:

Y x2\Bx—2 - Y—£ 3,
skad:
>/«2-j-3«—2 ——X + 55 » czyli:

{/ x2\-3x—2= 1 lub = —4.
Przyjmijmy najprzéd, ze:
Y x2+3x—2= 1

PodnieSmy obie strony do kwadratu; bedzie:

JI2-j-3ir—2= 1
Lecz to jest zwyczajne rownanie stopnia drugiego,
ktére rozwigzujac znajdziemy:

—3+1/21

= Do
Przyjmijmy powtore, ze:
y x2-\-3x—2 — —4.
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podnoszac obie strony do kwadratu, mi6¢ bedziemy:
x2-\-3x—2=16.

To jest znowuz réwnanie stopnia drugiego, ktére roz-
wiazujac znajdziemy:

X — 3, lub x — —&6.

Tym sposobem otrzymaliSmy ostatecznie cztery war-
tosci na X, a mianowicie:

—3+]/21
2

Musimy tutaj zrobi¢ wazng uwage, odnoszaca
sie do tych wartosci. Przypu$émy, ze chcemy roz-
wigzania sprawdzi¢. Jezeli zamiast x podstawimy 3,
wtedy znajdujemy, ze x2\-3x—2= 16, a wiec:

Y x 2\-3x-"2 = +4. Jezeli wezmiemy warto$¢ +4,
wtedy dane poczatkowo rdéwnanie nie bedzie spraw-
dzone; — jezeli zaS wezmiemy wartos¢ —4, wtedy
bedzie ono sprawdzone.  Podobniez jezeli dalej
podstawimy x ———6, wtedy przyjdziemy do tegoz
samego wypadku. Mozna byto przewidzie¢ oba te
wypadki gdyz wartosci x = 3, lub x — —6 byty zna-

3, -6,

lezione z réwnania y x 2-\-3x—2.= —4, ktére to

réwnanie bylo znowuz otrzymane z réwnania 'poczat-
. - —3+J/n21

kowego. Gdybysmy teraz uczynili =~ - i — »

wtedy mieliby$Smy «*-1-3#—2= 1,i poczatkowe row-
nanie bedzie sprawdzone, gdy weZmiemy

1/x2-\-3x 2= -4-1. Rozwigzujgc ktorekolwiek z
dwoch réwnan:
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2 jBs—3]/x2\Sx—2—6,

lub: #2)-3;»-]-3j/"a2-t-3?—2 = 6,

przyjdziemy do tychze samych czterech wartoscina m
lecz wartosci 31 —6 nalezg tylko do pierwszego row-
nania, .wartosci za$ ----nalezg tylko do dtu-

giego réwnania.

321. Moga sie przytrafi¢ takie rownania, ktore
nalezy, po odpowiedniém przeniesieniu wyrazow,
raz lub kilka razy podnies¢ do kwadratu, zanim
zostang one sprowadzone do rdéwnania stopnia
drugiego. Podamy na takie dziatania dwa przy-

kiady.
322. Rozwigzac réwnanie:
2 tf_1/""3a—3= 0.

PrzenieSmy wyraz zawierajacy pierwiastek na druga,
a 9 na pierwszg strone rownania; — bedzie:

podniesSmy obie strony do kwadratu, otrzymamy.
4x2—36« 81 — x2—U —3;
przenieSmy wszystkie wyrazy na pierwszg strone:
3x2—33H-84=0,
czyli, po podzieleniu wszystkich wyrazéw przez 3:
x2—I1Ix-\-28 = 0.
Rozwigzujac to rownanie otrzymamy: gy —7 lub x = 4.
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Warto$¢ 7 zadosy¢ czyni danemu réwnaniu; wartosé
4 nalezy do rownania 2x-\~]/rx *~Sx—3=.9.

323. Rozwigzac réwnanie:

2x J6 = j/8«-j-9-

PodnieSmy obie strony do kwadratu, bedzie:

T~"N+ 2% +6+2]/" («4-4) (2a:-j-6) = 8.C+9;
przenieSmy nastepnie wyrazy rownania tak, aby na
jednoj stronie zostata tylko ilo$¢ pierwiastkowa sama.

na drugiej zas reszta wyrazow: — po zrobieniu
uproszczen bedzie:

21/ (#-j-4) (2#-j-6) — 5x—1.

PodnieSmy znowuz obie strony do kwadratu, otrzy-
mamy:

4(«-f4) (27+6) = 25"2—10a-1-I,
to jest. 8x2-f-56x-f-96 ~ 25x2—io,r-j-I.
bedzil0Sz5C Wszystkie “razy na pierwszg strone
1722—66.»—95= 0.
Rozwigzujac to réwnanie znajdziemy, ze «= 5, lub

a~~TT Wart°S¢ pierwsza, t. j. 5, zadosy¢ czyni

danemu réwnaniu; — druga za$ nalezy do réw-
nania:

6—K~M+4 = NB«+9.%)

*)  Rozwigzujac réwnanie:
JIV f4 + K 4»f6= ()
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324, Z poprzednich przyktadow widaé, ze w .’

tych przypadkach, w ktérych nalezy podnosi¢ do kwa-
dratu, aby réwnanie sprowadzi¢ do zwyk#dj postaci,
nigdy nie jesteSmy bez préby pewni, czy znalezione
wartosci na niewiadome sg w samej rzeczy pieiwiast-
kami danego réwnania.

sposobem podanym w tek$cie, otrzymaliSmy dwa pierwiastki,
z ktorych tylko jeden zadosyé czyni danemu réwnaniu. “Pocho-
dzi to stad, ze w celu rozwigzania tego réwnania, podnie$lismy
obie jego' strony dwa razy do kwadratu, przez co otrzymaliSmy
réwnanie:

4(a?+l) (2*4-6) = Ba;2—10a?+ . . . (2

ktére dato nam te dwa pierwiastki:
Lecz gdybysmy w podobny sposéb chcieli rozwigza¢ i réw-
nanie:

1/ a?+4 —]/"2cc+6 —1]/ 8a;+9,» . ¢ (3)
wtedy otrzymaliby$my najprzéd:
—2\/(x-1-4) (2x+6) = 5—1,

a nastepnie przez nowe podniesienie obu stron do kwadratu 'réw-
nanie (2). To ostatnie wiec réwnanie obejmuje oba réwnania (1)
i (3)i jest od kazdego z nich ogélniejsze. Przez rozwigzanie row-
nania (2) otrzymujemy nie tylko rozwigzanie réwnania (1), ale tak-
ze i rownanie (3).

Taz sama uwaga daje sie zastosowad i do réwnania rozwia-

zanego w § 320. T |
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325. Niekiedy sie przytrafia, ze rozwigzanie
iownania danego, moze by¢ ulatwione przez wpro-
wadzenie pewnego uproszczenia, dajacego sie do-
sti zedz na pierwszy rzut oka.

~ Nastepne dwa przyktady objasnig jakiego rodza-
Ju sg te uproszczenia.

326. Rozwigzaé¢ réwnanie:
"4 @4 9+a? _ 9—a
X 4 art+ 4 9—x grBx -
piowadzmy utamki na kazd$j stronie roéwnania do
jednakowego mianownika, otrzymamy:
(#4-4)3 (a?-4)@_ (9+*)2—(9-~ 1
x2-16 81~
ld? 362
#2—16 81—2
Widoczng jest rzeczg teraz, ze = 0 jest pierwiast-
kiem réwnania. Aby. wynaleZ¢ inne pierwiastki dzie-
limy obie strony przez 4x\ bedzie:

4 9
#2—16 8l1—a2 "’

czyli:

sk3: 4(81—a?)—9(«2_i6))
i daioj: 13R2—324+144 =468,
to jest: x2_

i nakoniec: X~ -+6,

Tym sposobem widzimy, ze réwnanie dane ma trzy
Pierwiastki: 0,6 1—6.
327. Rozwigzac rownanie:
#3—7#HaX 6a3=0.
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Tutaj takze jest widocznom, ze x = ajest pierwiast-
kiem réwnania. Réwnanie to mozemy przedstawic
w tdj postaci:

x3—a3= la 2x — a).
Aby wynale$¢ inne pierwiastki podzielmy obie jego
strony przez x—a. Znajdziemy:

x2-\-ax-\-a2= "a2.

Rozwigzujac to réwnanie, ktore jest stopnia drugiego,
otrzymamy x — 2a, lub x = — 3«. Stad widzimy, ze
réwnanie dane ma trzy pierwiastki, a mianowicie, a
2a, —3a.

326,. W dopetnieniu do tego, co byto powiedzia-
nem wyzej podamy tu jeszcze najgtowniejsze przy-
padki, w ktérych roéwnania innych stopni mogg by¢
bezposrednio sprowadzone do rownan stopnia drugiego.

3263. Do réwnan stopnia drugiego moga byé
najprzod sprowadzone wszystkie réwnania tak zwane
trojmyrazowe.

Po4 tym wyrazem rozumiemy réwnania stopnia
parzystego takie, w ktérych po przeniesieniu wszy-
stkich wyrazow na pierwszg strong i zrobieniu wszel-
kich redukcyj, znajdowa¢ sie beda tylko trojakiego
rodzaju wyrazy: wyraz zawierajgcy niewiadomg w
stopniu parzystym, wyraz zawierajgcy niewiadomg
w stopniu dwa razy mniejszym od poprzedniego i wy-
raz wiadomy. Przyktad takiego rownania mamy
w 8§ 319. Inne przyklady: 3«4—2«}# 9 = 0jest rowna-
niem tréjwyrazowom stopnia 4-go; aB8-j- 5x* — 3= 0,
jest rownaniem tréjwyrazowem stopnia 8-go, w § 319
znajduje sie przyktad réwnania trojwyrazowego stop-
nia 6-go i t. d.  Ogdlna postaé takiego rownania jest:
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axh-{-bxn-j- c= 0.
Rozwigzanie takich réwnan odrazu sprowadza sie do
rozwigzania rownania stopnia 2-go przez uczynienie
xn=y. Wtedy: x2r—y2 i rownanie dane zamieni
sie na nastepne:
ay 2\-by-\-e= 0.
Rozwigzujgc to rownanie znajdziemy wiadomym spo-
sobem dwa pierwiastki y, i y2 Aze =y; wiec
n

«=J/y- Stad widzimy, ze po rozwigzaniu rébwnania
ay2f-0y-(-c= 0, nalezy tylko z wartosci znalezion6j na

y wyciggna¢ pierwiastek stopnia n. A poniewaz na

y otrzymaliSmy dwie wartoSci, przeto: x= albo
n n

jly. ,albo téz x=Y Ifi' Jezeli wiec jesteSmy w sta-
nie wynale$¢ pierwiastek potegin z y, i y2 wtedy
mozemy otrzymac i wartosci na x.

Jako przyktad tego rodzaju rownan wezmiemy
réwnanie tréjwyrazowe stopnia 4-go.

Rozwigza¢ réwnanie:
13«&|-36=0.

Czynigc: «a=y, skad: «4=y 2 otrzymamy z powyz-
szego réwnania:

y2—i3y | 36— o.
Rozwigzujac to rdwnanie znajdziemy:

W=9; vy,=4.
Stad: x2=9, lub: *2= 4;

a zatem: «=+J/9". lub: x=+1J/T,

Otrzymamy wiec na x nastepne cztery wartosci:

Todh. AlRiebra 24
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X =3, = —3, M= 2. «b= —2
Rozwigza¢ réwnanie:
w4—12«2-pl6 = 0.

Uczynmy x2—y, wtedy: x*—y2 i rbwnanie powyzsze
zamieni sie na:

y2—12*H~16—0,

skad: _
2*= 6-rl/20,

y2= 6—}/20.

A zatem: .
#—64"}/20
lub: ®2= 6—1/ 20-

Wartosci wiec na « otrzymamy wyciggajac pierwiast-
ki kwadratowe z powyzszyoh wyrazen, i tym sposo-
bem znajdziemy nastepujace cztery wartosci na x:

xl=1/6-)-K20,
* = ile+m
«3=1 6—/20,

#= -1/6-K20-

Wartosci te przedstawiajg sie pod postacig wyrazen
rozbieranych w § 295, i moga by¢ przeksztalcone za
pomocg wzoréw tam podanych. Uzywajac wzoru:

[/l« H p 3

v 7 + w =

do przeksztatcenia wartosci na x,, otrzymamy:
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4=1/5-]-1
Podobniez znajdziemy:
@ T/I5 )
3=1/5—1,

«4= —1/5 -|- 1o
3263. Przez podobne podstawienie, jakiego
uzyliSmy do rozwigzania réwnania trojwy.razowego
mozna niejednokrotnie rozwigzywac i rownania innego
rodzaju, do ktérych wchodza wyrazenia pierwiastko-
we, lub wyktadniki utamkowe. Tak np. przypusémy,
ze dane jest réwnanie-.

3 6
\Z~x— U «j-2= 0.
6 3
Uczynimy: Ux-~y\ wtedy: J/« =y 2 podstawiajgc te
wartosci w rownanie dane, bedzie:
V2 3z+2= 0,
skad: . Hh=2 y2=\-

Aze I/ X=y, przeto na x otrzymamy dwie nastepne
wartosci:
x\=yi =64; «—y2 =rl
3264. Powtore: do réwnan stopnia drugiego mo-
ga by¢ sprowadzone rownania tak zwane symetryczne
stopnia trzeciego, czwartego lub piatego.
Pod wyrazem rownanie symetryczne rozumiemy
réwnanie takie, w ktérem, po przeniesieniu wszystkich
wyrazébw na pierwszg strone, zrobieniu wszelkich

uproszczen, i uporzadkowaniu wyrazow podtug/mate-J
24*



jacycli gloski x, otrzymamy na pierwsz$j stronie wie-
lomian catkowity taki, ze wspotczynniki wyrazéw
réwnooddalonych od wyrazéw skrajnych sa rowne i ze
znakami jednakowemi lub przeciwnemi, gdy wielo-
mian jest stopnia nieparzystego; gdy za$ wielomian
jest stopnia parzystego, wtedy wspotczynniki wyra-
z6w réwnooddalonych od wyrazéw skrajnych sg row-
ne i z jednakowemi znakami*).
Tak np. réwnanie:
3«2+2«+3=0,

lub: &s2—2x+B — 0,

jest symetrycznem stopnia drugiego; réwnanie:
a«4j-0"3j-c.«2j-0«+a=0

jest rdbwnaniem symetryczném stopnia czwartego i t. d.

326s. Wezmy najprz6d pod uwage réwnanie
symetryczne stopnia trzeciego:

ax -bx2-\-bxA-a—0.

Z pierwszego i ostathniego wyrazu mozemy w niém
wyltaczy¢ za nawias a, z drugiego i trzeciego b,
bedzie:
a(x3f-1)-f-bx(xA-1)=: 0.
Poniewaz:
#3j-):(—1)= p2—

*) Wszakze gdy wielomian jest stopnia parzystego i w nim
brak $redniego wyrazu, bedzie on symetrycznym i wtedy, gdy
wspotczynniki wyrazéw réwnooddalonych od wyrazéw skrajnych
beda réwne i ze znakami przeciwnemi} np.

axi-\-bx3—bx—a= 0.
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(patrz § 92), przeto, wytaczajac na pierwsz$j stronie
(jr-f-1) za nawias, otrzymamy:
{x-\-D[a{.x3—x-\-1)-\-bx] — O.
To ostatnie réwnanie pokazuje nam, ze x powinno
mi6d takg warto$¢, aby iloczyn z dwdch czynnikow
#+1 i a(xi—x"r)A-bx byt rownym zero. Lecz aby
iloczyn z dwdch czynnikéw stat sie zerem, dostatecz-
nem jest aby jeden z czynnikéw byt zerem. Wartosci
wiec na X, zadosyC czynigce powyzszemu rownaniu
bedg takie, przy ktorych albo:
x4-1= 0,
albo: a{x3—x-\-)A-bx=0.
Pierwsze rownanie daje nam pierwszg warto$¢ na X,
mianowicie:
r— I?
z rozwigzania za$ drugiego réwnania, ktére mozna
napisac tak:
axi—(a—b)xA-a= 0,
otrzymamy dwa inne pierwiastki:
a—b+ ]/ 62—2ab—3«3,
*2 - 2a
a——6—1 /b2—2ab—3a3
= 2a
W podobny sposéb mozna rozwigzac réwnanie:
ax3\-bx2—bx—a= 0,

wylgczajgc x—I za nawias ze strony pierwsz§j.
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Przez pomnozenie licznika i mianownika warto-
§ci na x3 przez a—bhAA/b2—2ab—3a2, uczacy sie mo-
ze sie przekona¢, ze pomiedzy x2 i #3 istnieje taki

#Z_EJ'

3266. Pokazemy teraz jak mozna rozwigzac
réwnania symetryczne stopnia czwartego przez spro-
wadzenie ich do rownan stopnia drugiego.

Ogdlna postaé takich réwnan jest:

ax™-\-bx'i-\-cx1A-bxAi-a — 0.
Podzielmy obie strony tego rownania przez x2i z wy-
razow, majacych jednakowe wspdtczynniki, wytgczmy
te wspoétczynniki za nawias: Bedzie:

zwigzek:

Uczynmy teraz:

wtedy podnoszac obie strony rownania (1) do kwa-
dratu otrzymamy:

2+ =y,

skad: «*F+=nN-2 00 (2
W réwnaniu wiec dandm mozemy podstawi¢-W2—2
przez co mieé

zamiast x2-\- ! iy zamiast xJr 1

bedziemy:
a(y2—2) é&n/-Pc s=0.
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Rownanie to jest stopnia drugiego; — rozwigzujac je
znajdziemy dwie warto$ci na y, mianowicie vy, iy2-
Biorgc zamiast y w réwnaniu (1) kolejno yl iy2 otrzy-
mamy z tego réwnania dwa rownania nastepne:

i x+-L& y 2.

Kazde z nich jest réwnaniem stopnia drugiego, i da
dwie wartosci na x. Tym sposobem otrzymamy czte-
ry wartosci na x zadosy¢ czynigcych danemu row-
naniu.

O tych pierwiastkach, jakkolwiek ostatecznie
nie oznaczyliSmy ich, mozemy zrobi¢ tez samg uwage,
jaka zrobiliSmy o pierwiastkach réwnania symetrycz-
nego stopnia trzeciego. Mianowicie nie trudno sie
przekonac, ze jezeli pewna ilos¢ m zadosy¢ czyni te-

mu rownaniu, wtedy i ~ takze zadosy¢ czyni¢ be-
dzie temuz roéwnaniu, czyli innemi stowy: jezeli m
jest pierwiastkiem réwnania:

axi-\-bx"A-cx'l-\-bx-\-a =0,
wtedy i ~ bedzie takze pierwiastkiem tegoz samego

rownania. W rzeczy samdj: jezeli m jest pierwiast-
kiem powyzszego réwnania, to:

Lecz podstawiajgc —zamiast x w wielomian:
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axi-{-bx3\~ca:2A-bx-\-a,
znajdziemy, ze wartos$¢ tego wielomianu bedzie:

aA-bm-\-cm2A-bm 4
tni ’

co jest rowne zero z toj przyczyny, ze licznik tego
utamku jest zerem podiug przypuszczenia.
326,. Nakoniec wezmy pod uwage réwnanie
symetryczne stopnia‘pigtego:
ax-\-bxi-\-cx 2\-cx2\-bx-\-a= 0,
lub: a#t5—bx"-\-cx2—cx2-\-bx—a— 0,

Rownania te mozna rozwigza¢ w ten sposdb: Naj-
przod nalezy wylaczy¢é z wyrazu pierwszego i ostat-
niego a, z drugiego i pigtego b, z trzeciego i czwar-
tego cza nawias; bedzie:
a{xk-\-\)Jr b{xi-\-x)-\-c{x2\-x2) =0,

lub: a(x5—I1j—b(x*—x)-\-c(x3—x2) = 0.
Nastepnie w réwnaniu pierwsz0j postaci mozna wy-
taczy¢ (tf-j-1) za nawias, a w réwnaniu drugiej posta-
ci (*—1) za nawias. Przyréwnywajac ten czynnik
do zera otrzymamy jeden pierwiastek réwnania.
Pierwiastek ten bedzie w pierwszym przypadku row-
nym —1, w drugim za$ 1. Pozostanie z kazdego
rébwnania, rownanie symetryczne stopnia czwartego,
ktére nalezy rozwigza¢ sposobem podanym wyzgj.

3268. Jeszcze jedndj postaci réwnania stopnia
czwartego daja sie tatwo rozwigza¢ za pomocg row-
nan stopnia drugiego.

Sa to rownania, ktére mozna sprowadzi¢ do ta-
Kiej postaci:
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(x2\-ax)2\~p(x2A-ax) +<t—0.
Czynigc wtedy y —x2-\-ax, otrzymamy réwnanie:
y*+py+9 = 0,
z ktdrego oznaczymy dwie wartosci na y; nastepnie
za$ z réwnania y — x 2\-ax znajdziemy i wartosci na x\
wartos$ci tych bedzie cztery.

W praktyce aby poznaé czy réwnanie stopnia
czwartego da sie sprowadzi¢ do powyzszdj postaci,
nalezy dwa pierwsze jego wyrazy dopeini¢ do kwa-
dratu (8 299). Np. przypus¢my ze mamy réwnanie:

at 12«®H%a—73>40Q0= G

Dwa pierwsze wyrazy: x"—12#3 uwazamy jako dwa
pierwsze wyrazy kwadratu dwumianu, i dopetniamy
je do kwadratu zupeinego przez dodanie (6«)2 —
oczywiscie tenze sam kwadrat nalezy od wielomianu
odja¢. Czynigc to, otrzymamy:
at-U x 2\-(6x)2—36«2+ 49*2—78«-f40= 0.
czyli:
(«2—6«)2-|-13(«2—6«)+40 —0.

Czynigc teraz:

y — X2—6X
otrzymamy:
2-23y<40= 0,
skad: y,——5,
h = -8
Nastepnie rozwigzujac kazde z dwoch rownan:
K2—6Xx — —5,
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i: X 2—Qx——38,
znajdziemy wartos$ci na x, ktére bedg takie:
Y -5 -7 N3—-4; xi—2

3269. Podamy tu jeszcze pare przyktadow roz-
wigzania takich réwnan, ktére nie nalezg do zadndj
z powyzszych kategoryi, a jednak przez szczeg6lne
podstawienie, lub przeksztatcenie dadzg sie spro-
wadzi¢ do réwnan stopnia drugiego.

Na nieszczescie nie mozna da¢ ogolnych zasad
takich podstawien i przeksztatcen w przypadkach
wiecoj ztozonych: wprawa jedynie, nabyta przez prze-
rabianie znaczndj liczby zadan, moze nasuwaé odpo-
wiednie sposoby i przeksztatcenia prowadzace do
celu.

Rozwigza¢ rownanie:

2 2 1
(@-CwB—6(a—x) — 5(a2—x 2

PrzenieSmy drugg strone na lpierwszq i wylgczmy ze

wszystkich wyrazow (a2—x2) za nawias. Otrzymamy:
2 2

(a2—x2 (a2—x2)
Lecz aby iloczyn z dwoch czynnikow byt rownym ze-
ro potrzeba, aby jeden z tychze czynnikow stal sie
zerem.

Czynnik pierwszy: (a2—xZX  przyrownywamy
do zera daje warto$¢ na x réwng +a; lecz widoczng
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jestrzecza, ze ta warto$¢ nie sprawdza danego row-
nania, gdyz podstawienie a zamiast X nie czyni pierw-
sz§j strony réwng drugiej. Pierwiastki zatdm row-
nania danego mogg by¢ otrzymane tylko z przyrow-
nania drugiego czynnika do zera, to jest z rownania:

( a_j_ X) —6(<,~ «—5=0;
(a2—x2 (a2—x2

A poniewaz a2—x2= (a-Ix) (a—x), przeto powyzsze
réwnanie moze by¢ tak napisane:

(a]-£c) . (a—m)
1+ i i
K] 3
(a-j-x") (a—X)

5= 0

(a-\-x) (a—xj

czyli skracajqclpierwszy utamek przez (a-\-x) , a dru-
. J =
gi przez (a—x) , otrzymamy: *f
\ % -
@\X)" get=25r -5
(a—f0) («+%)
co mozna i tak napisac:

11
o

(S)+6(~H=»-
Czyniac tutaj:

@)
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otrzymamy: y~|___§____ 5= 0,

skad: y2—5y4-6=0.
Rozwigzujac to réwnanie stopnia drugiego, mio¢ be-
dziemy:

yi=2;, -3
Podstawiajgc teraz kolejno kazda z tych wartosSci
w réwnanie (1), otrzymamy:

i i

Aby rozwigza¢ pierwsze z tych réwnan, podnieSmy
obie jego strony najprzod do szescianu; znajdziemy:

= * skadx,— ~a.

Podobnie podnoszac obie strony drugiego rdéwnania
do szeScianu i rozwigzujagc otrzymane stad réwnanie,
miod bedziemy drugg warto$¢ na x a mianowicie:

13
x* l4a’

Inny przyktad: Rozwigzac¢ réwnanie:
*+2(«H-0)1/2(«2 62)4-"+ 10a&=0.
Uczynmy:
JIN3(az|-b3-\-x —y, wtedy: x —y3—3(azf-6a),
i podstawmy te. wartoSci w dane rownanie. Bedzie:
d2+2(a-)-0)y-f-10a6—3(«2f62) =0.

Rozwigzujac to réwnanie otrzymamy:

d, = —(a-]-6)-J-|/(«+&)a—10a6+3~f3P,
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czyli: y, = —a—b[-%e—25—a 30.
Podobnie: y*z=.b—%a

podstawiajac te wartosci kolejno w réwnosé:
X —y 3—3(azj-62),

znajdziemy: *i=yi2—3(«2+ 62,
czyli: =:(a—30)2—3a2—302,
albo: = —2a2—6a6+6063

| podobnie: X,=(b—3a)2-3(a2+06a)
skad: 7—202—6ab-}-6a3

Trzeci przyktad. Rozwigza¢ réwnanie:

3 3
\/xJra—\/x—a= m.
PodnieSmy obie strony tego réwnania do potegi trze-
cidj. Na zasadzie wzoru:
(a—0)3= a3—3x¢®§-3a02—043
czyli:
(a—bh)s= a3—h3—3ab(a—Db\
otrzymamy:
3 3 3
31/"—@® K fl—w3>
czyli, upraszczajac i podstawiajgc m zamiast

bedzie: 2a— 3rnjl"x2—a2— m3
skad:
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3
3 m]/#2—a2= 2a—m3
3
i; I/~ _ a2= 2a-w3_
' T
Podnoszac teraz obie strony do potegi trzeciej i prze-
noszac a2na drugg strone, znajdziemy:

skad nakoniec:

*=+ I/ “I+ (-ir)s

Nastepujace zadanie, jako wymagajace wykona-
nia pewnych dziatan z iloSciami urojonemi, wiasciwie
przechodzi zakres t6j ksigzki. Poniewaz jednak dzia-
fania te sg bardzo proste, i ilosci urojone wystepujg
tylko przechodnio, znikajac z ostatecznych wypad-
kow, przeto dla przyktadu rozwigzemy i to zadanie.

Rozwigza¢ rownanie.

4
VXx.y-&—\— 2xJ/V —1—0;25.

W tym celu uczynmy:
VX. [INZi~yt

skad: XYN—i=y2
Podstawiajac te wartosci w rownanie dane mid¢ be-
dziemy:

y—2y2= 0,25,
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czyli: 2y2 y— n
Przez rozwigzanie tego réwnania otrzymamy:

V - ke

to jest:

1,1
NM=—4+-4 | 15

=W |/-»
co mozna i tak napisa¢, pamietajgc o uwadze zrobio-
nej w 8§ 298, i §3172

y2= jf1—")-
Z rdéwnania warunkowego:
V~X~ \/ X2—1—y
przez podniesienie do potegi czwartdj, otrzymamy:
X*—X2—Y 25

A ze'y ma dwie wartosciy, iy2 przeto dla znalezie-
nia x mie¢ bedziemy dwa réwnania

i (=1

1w 1
Lecz 171 —25¢! any za$ podnies¢ I-fi do potegi

czwartdéj podnieSmy je najprzéd do kwadratu i na-
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stepnie kwadrat znaleziony znowuz podnieSmy do
kwadratu. Bedzie:

Lecz poniewaz poditug uwagi zrobion6j w § 298,:
i2— —1; przeto:
(I+t)2= 2i;
a nastepnie:
(14%)4—4t2= —4.
W podobny sposéb znajdziemy:
(1—t)= — 4.

Oba wiec powyzsze réwnania zamienig sie na na-
stepne:

Czyniac tutaj x2= u, bedzie:

ul—u——64*
1/15 .
skad:’ w=4+ v e czyli:

Nastepnie zas:

czyli: =+ 8+ 1760
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Kazdy z tych czterech pierwiastkbw moze byc¢ prze-

ksztatcony za pomocg wzoru naKa+ Kb, gdyz«2—h,
réwne tutaj 82—60, jest zupelnym kwadratem. To
przeksztatcenie jednak pozostawiamy czytelnikowi.

PRZYKLADY XXXI.

Xi—13«2-j-36 = 0. 2. X—bB]Xx—1l«= 0.
X-\-1/rx-\-5 =m7. 4. x2\-\/x24-9==21.
2y X 2—2«4-1+«2—23+2«.

ad—2*3%-*2= 36.

1/ a2—6«-[-16 -\- (x—3y2—43.

9]/ x-—9.«-|-28 §- 9* = x2\-36.

2X2-\-6x — 226— [/ «2-j-3*—38.

10. —A*2—2])] —A«2-j-4— 31

1. xA-2\/a24-5ic+2= 10.

12 3x-j-H x2\-7x-\-5 — 19.

13. x= I[/~2—x2 14. jl,z-{-9= 2|Zx —3.
15 Mesf8—J | —jlx.

16. 5}1—2)5a = 7.

17. 1/3a—34-V 57—19 = V 2*4-8,

18. 1/ 2x 414~J] 7*—27 —Y 3x-\4,

19. ]/ b2\-ax—Y aZ~"*—a-\-h.

20. 2*J)/["a-4*24-2*3F a2— >
Algieb. Th.

© O N O 0 W E
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B 2 4a*34ii22-c4 o

21. ””// 22— s 4,11 40%, *—2x3+2x2—2*-f1=0.

sl Lduemc e 41%. 2%—3*3—*23*+2=:0.
o 1 1 12‘ 42%. 12»H-11*3—146**4-11"+12 = 0.

- L. o 43*.  90*1—399*A-622*2—369*4-90= 0.

1 . 1 -
B telitida 2 °
1 1 XXXIL.
24 y2 x21--1 2-x2
) * {11 x-y/-2-1 8, x2. Zagadnienia prowadzace do rownan stopnia drugiego.
5. X—\/ X2 1 x-\-\/x2—1
26 x\-a. x—a bhe b - 328. Znale$¢ clwie liczby, ktérych summa jest
" X—d  x-\~ct  b—x  b-\-x rowng 15, i ktérych iloczyn jest rdwny 54.
27. tf34 3fce2= 4a3. Niech x oznacza jedng liczbg; — wtedy 15—x
28. 5x2Aa—x) = (a2—«2) (*+-3a). be@zm druga liczbg: — podtug drugiego warunku ma
by¢:
- «-j-«-(-|XazZ-a:2_c¢ *(15- x) — 54.
Ca|-*—l/rm2—*" X C L
) Stad, po odpowiedniom przeniesieniu:

0% = 2 U7 g x2—15%*= —54;

2-|/r ' U A

4 sm ) .

X—J/# 4 32%. 1//+}/*=:20. idalej: *215«+|y|——54+" =",

OI ° *+V<X X*— X
3 Wyciagajac pierwiastki -kwadratowe:

33 [/* 4-7]/*2= 350.

3 __ 3 _
U*, /% 2—j | —*= >;04-1).

3

3 _ 3 -
35*. J /a —* —1/6—* =1 /(( _'& Skazd
v 0. 37 432kl 2k—a= czyli: *= 9 lub x=6.
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Biorgc « = 9, otrzymujemy 15—« = 6; jezeli znowuz
wezmiemy «= 6, otrzymamy 15—0:=9. Dwie te
wiec liczby szukane sg6i 9. | jakkolwiek réwna-
nie stopnia drugiego daje dwie wartosci na «, tutaj
jest tylko w rzeczywistosci jedno tylko rozwigzanie.*)
329. Wydat kto$ pewng liczbe rubli na zaku-
pienie towaru, ktéry nastepnie sprzedat ze stratg za
24 ruble. Przy sprzedazy stracit tyle rubli od sta, ile
go kosztowat towar. llez kosztowat ten towar?
Niech x oznacza liczbe rubli wydanych na to-
war; wtedy «—24 oznacza¢ bedzie liczba rubli stra-
conych. Podtug warunkéw zadania strata od sta wy-

nosi tyle rubli, ile kosztowat towar, zatem x od sta; —
wiec wyraza sie utamkiem ceny towaru. ROw-

nanie przeto bedzie takie:

x X 100. =«—24,

skad: 100«= -2400.

Rozwigzujgc je znajdziemy, ze «=40 lub «= 60.
Stad wypada, ze'wydana liczba rubli byla albo 40,

albo t6z 60; — i kazda z tych liczb zadosy¢ czyni
wszystkim warunkom zagadnienia.
330. Summe 144 rs. rozdzielono pomiedzy pew-

ng liczbe osdb tak, ze kazda z tych oséb otrzymata
tez samg liczbe rubli. Gdyby bylo o dwie osoby
mnisj wtedy przy takim ze podziale, kazda dostataby
0 jednego rubla wiec6j. Znales¢ ile byto osob.

*)  Poréwnaj § 317,
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Oznaczmy przez « liczbe osob; wtedy to co
otrzymata kazda z nich wyrazi sie przez —  rubli.
Gdy byto «—2 osoby, wtedy kazda z nich dostataby
JA ruble. Zatém, podtug warunkéw zadaniabedzie:

144 Ul my
«—2 X

Znoszac mianowniki:
144«= 144(«—2)-|-«(« —2);
skad: X1—2x— 288.

Rozwigzujac torownanie stopnia drugiego znaj-
dziemy, ze «= 18, lub «= —16. Stad wypada, ze
0s6b byto 18, gdyz to jest jedyna liczba, ktora zadosy¢
czyni warunkom zadania.

Czytelnik bezwatpienia zapyta sie, czy mozna
jakiekolwiek znaczenie nada¢ drugiemu pierwiast-
kowi, mianowicie —16; aby na tp pytanie odpowie-
dzi6¢, rozwigzemy inne zagadnienie, Scisle zwigzane
z tern, ktdre dopidro co rozwigzalismy.

331 Summa 144 rs. byla rozdzielong réwno po-
miedzy pewng liczbe osdb; gdyby byto o dwie osoby
wiecej, wtedy kazda otrzymata by o jednego rubla
mniej.  Tlez byto o0s6b?

Oznaczmy przez « liczbe osdb. Wtedy, rozu-
mujac tak jak wyzej, otrzymamy réwnanie:

144 144
«-j-2 « '
skad: «24-2« = 288.
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a rozwiazujac je, znajdziemy:
cc=16, lub —18.

W poprzedniem zagadnieniu otrzymali$my jeden pier-
wiastek, dajacy odpowied? na pytanie mianowicie 18,
i jeden pierwiastek, nie nalezacy do zagadnienia,
mianowicie —16; #w teraZzniejszém zagadnieniu otrzy-
maliSmy takze jeden pierwiastek nalezacy do zadania,
mianowicie 16, i drugi nie nalezacy do niego, miano-
wicie — 18,

332. Przy rozwigzywaniu zagadnien przytrafia
sie czesto, jak to miato miejsce w 8 330, ze otrzymu-
jemy wypadki, ktore nie dadza sie zastosowac do za-
gadnienia. Pochodzi to stad, ze aigiebraiczne wyra-
Zenie ma znaczenie ogolniejsze, anizeli jezyk zwykly,
i tym sposobem rownanie, bedace wiasciwie przed-
stawieniem warunkéw zagadnienia, moze by¢ zasto-
sowaném i do innych warunkéw. Zresztg uczacy sie
z doswiadczenia przekona sig, ze zawsze mozna Wwy-
bra¢ ten pierwiastek, ktéry nalezy do zagadnienia
rozwigzywanego. Nadto w wielu przypadkach mozliwg
jest rzecza, przez stosowng zmiane warunkoéw zagad-
nienia, utozy¢ nowe zagadnienie, odpowiadajgce temu
pierwiastkowi, ktéry nie nalezat do zagadnienia po-
czatkowego.

Przyktad tego mieliSmy w § 331; podamy tutaj
jeszcze inne zadanie tego samego rodzaju.

333. Kupit kto$ za 24 ruble pewng liczbe kdp
jajek. Gdyby za tez summe dostat 0 4 kopy wiecej,
wtedy cena jedndj kopy bytaby o 30 kop. nizszg. Zna-
le$¢ ceue jedndj kopy?
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Niech * oznacza liczbe kopiejek, wyrazajaca ce-

ne jednej kopy. Wtedy bedzie liczbg kupio-

nych kép. Gdyby cena jedndj kopy byta o 30 kopie-
jek nizsza, wtedy za tez samg summe pieniedzy 24 rs.

moznaby kupi¢ kép. Lecz, podiug warunkéw

zagadnienia, liczba kupionych kdp w tym drugim razie
bylaby o 4 wieksza od pierwsz$j, zatem otrzymamy
rownanie:

2400 _ 2400 4

x —30 X r
stad:

2400« — 2400(.r—B0)-j—4aj(« -30).

czyli:

2400« = 2400«—72000-!- 4«2—120«.
Przenoszac wyrazy niewiadome na pierwszg strone,
zmieniajac znaki i robigc wszystkie uproszczenia,
otrzymamy:

*a_30« = 18000.
Z tego réwnania znajdujemy na x dwie wartosci 150
¢ —120. Zatem jedna kopa kosztuje 150 kop. Mo-
gliby$Smy daldj zuale$¢ ze 120 kop. jest odpowiedzig
na nastepne zagadnienie: kupiono za 24 rs. pewng
liczbe kép jajek; gdyby za tez samg summe otrzymano
0 4 mniej; wtedy cena jednej kopy bytaby o 30 kop.

wyzszg, Znalesé ile kosztuje kopa.



PRZYKLADY XXXILI.

1 Liczbe 60 podzieli¢ na takie dwie czesci,
aby iloczyn ich byt 864.

2. Summa dwdch liczb jest 60, summa za$ ich
kwadratow jest 1872 — znale$¢ dwie te liczby.

3. Znale$¢ dwie liczby, ktérych roéznica jest
réwng 6, i ktorych iloczyn jest 720.

4. Summa kwadratéw trzech liczb jest réwna
549; druga z tych liczb stanowi dwie trzecie czesci
pierwszej, a trzecia jest polowg pierwszej. Znale$¢
te trzy liczby,

5. RoOznica dwachliczb jest réwng 2, summaza$
ich kwadratow jest rowng 244; znale$¢ dwie te liczby.

6. Liczbe 10 podzieli¢ na takie dwie czesci,
aby iloczyn tychze czeSci dodany d6 summy ich kwa-
dratow stanowit 76.

7. Znale$¢ liczbe, ktéra dodana do swojego
pierwiastku kwadratowego, data by na summe 210.

8. lloczyn dwdch liczb jest 144; jedna za$
z tych liczb jest 16 razy wiekszg od drugiej; — zna-
le$¢ dwie te liczby.

9. Sto dziesie¢ korcy wegla zostato rozdzie-
lonych rowno pomiedy pewng liczbe ubogich; gdyby
kazdy ubogi dostat ojeden korzec wiecej, wtedy liczba
korcy, jakaby otrzymat bytaby réwng liczbie ubo-
gich. Pytanie: iluz bylo ubogich?
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10. W skfadkowoj uczcie dwoch zaproszonych
nie placito: —reszta zaptacita razem rs. 175. Gdy-
by i dwaj zaproszeni takze ptacili, wtedy kazdy
z biesiadnikow zaptacitby o dziesie¢ rubli mnigj.
llez byto oséb przyjmujacych udzial w biesiadzie?

11.  Zbiornik moze by¢ napetniony woda, wpty-
wajgcg dwiema rurami w ciggu 4 godzin: znales$¢
w ilu godzinach mogtby by¢ zbiornik napetniony przez
kazda z tych rur oddzielnie, jezeli jedna rura napet-
nitaby go o 6 godzin predzej anizeli druga.

12.  Kupit kto$ pewng liczbe sztuk ptdtna za
675 rs.; nastepnie sprzedat to ptotno po 48rs. sztuka
i na calej sprzedazy zyskat tyle rubli, ile go koszto-
wata jedna sztuka. Znales$¢ ile sztuk ptotna kupit?

13. Robotnicy A i B moga skoriczyé pewng

robote w 14y dnia pracujac razem; sam robotnik A

mdgtby ja skonczy¢ o 12 dni predzdj. anizeli sam ro-
botnik B. Znale$¢ w jakim przeciggu czasu sam ro-
botnik A jest w stanie skoriczy¢ robote.

14. Kupiono pewng ilo$¢ kawy za 18 rubli.

Gdyby funt tejze kawy byt drozszym o 112 rs., wtedy

za tez samg summe pieniedzy otrzymano by o3 fun-
ty mniej. llez funtow kawy kupiono?

15. Wydat kto§ pewng summe pieniedzy na
zakupienie towaru, ktory nastepnie sprzedat za 24 rs.
i przytem miat zysku tyle od sta, ile go kosztowat to-
war. Znale$¢ cene towaru?

16. Bok kwadratu ma 110 cali dtugosci; znales¢
dtugosc i szerokos¢ prostokata, ktorego obwdd jest
0 4 cale dtuzszy od powierzchni kwadratu a powierz-
nia o0 4 caleSnniejsza od powierzchni kwadratu.
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17. Dwoch postancow A iB wystano w tdj sa-
mej chwili do miejsca odlegtego o 90 wiorst; pierwszy
przebywat o jedng wiorste wiecej na godzine anizeli
drugi i w skutek tego przejechat cata odlegto$¢ o go-
dzine predzdj anizeli drugi. Znale$¢ po ile wiorst na
godzine przebywat kazdy.

18. Pewna osoba wydzierzawia od wilasciciela
wsi pastwisko na lato za 70 rs.; 8 morgéw zatrzymu-
je dla siebie, a pozostatos¢ odnajmuje, biorac o 25 kop.
za morge wiecej, anizeli sama placi. Tym sposobem
nietylko ma na zaptacenie catoj dzierzawy, alejeszcze
zyskuje 2 rs. llez morgbw zawiera cate pastwisko?

19. Z dwoch miast, odlegtych na 320 wiorst,
wyruszyty w tym samym czasie dwie osoby A i B
wecelu spotkania sie. A przejezdzat dziennie8 wiorst
wiecsj, anizeli 5, aliczba dni, po uplywie ktorej
spotkali sie, wynosita potowe liczby wiorst, jaka B
przejezdzat na dziern  Znale$¢ ile wiorst kazdy prze-
byt od chwili wyjazdu do chwili spotkania sie.

20. Z naczynia, hapetnionego czystym winem
i zawierajgcego 81 garncy, wzieto pewng ilos¢
wina i dolano wody tak. ze w naczyniu- znowuz by-
fo 81 garncy. Nastepnie po raz drugi wylano tylez
mieszaniny ile pierwszy raz wzigto czystego wina.
Okazato sie, ze w naczyniu pozostato 64 garnce czy-
stego wina. Znale$¢ ile garncy wzieto z naczynia
za kazdym razem.

21. Mamy trzy réwne naczynia A, B i C. pierw-
sze zawiera wodg, drugie wddke a trzecie mieszanine
wody z wodka. Jezeli zawartosci naczyn B i C be-
da zmieszane razem, wtedy ufamek, ktéry otrzyma-
libySmy dzielgc ilos¢ wodki w tej nowej mieszaninie

387

przez ilos¢ wody, bedzie dziewie¢ razy wiekszy
od tego utamku, jakiby$Smy otrzymali postepujac
tak samo z zawartosciami naczyn A i C. Znales¢
stosunek wodki do wody w naczyniu C

22. Kapitalista wypozyczyt 5000 rs.: po uptly-

wie roku odebrat catkowity, nalezny mu procent i wy-
dawszy z niego 25 rs., reszte dotozyt do kapitatu. No-
wy ten kapitat wypozyczyt na drugi rok, przy t6j sa-
mej -stopie procentu. Przy koncu drugiego roku oka-
zato sie, ze ma razem 5382 rs. Znale$¢ jaka byta sto-
pa procentu?

23*.  Sznurem pewndj diugosci mozna otoczyé
po obwodzie kwadrat. Jezeliby sznur ten skré-
ci¢ o 8 metréw, wtedy moznaby nim otoczy¢ kwadrat,

. . . . 16 -
ktorego powierzchnia stanowi tylko czesci kwa-
dratu pierwszego. Znale$¢ dtugosé sznura.

24*. W wielkim sadzie wjednem miejscu od-
dzielono cze$¢ kwadratowg na szkotke drzew, ktére
rozsadzono w ten sposob, ze kazde drzewko stato
w Srodku matego kwadratu, a odlegto$¢ pomiedzy dwo-

ma najblizszemi drzewkami wynosita |y metra, (tak

ze na kazde drzewko przypadato 1y metra kwadra-

towego gruntu). drugiom miejscu w tymze sadzie
na takiej ze samdj powierzchni wypadio posadzi¢
0 8240 drzewek wiecej, w skutek czego kazde dwa

drzewka byty .oddalone od siebie tylko o 'y  metra,

(a na kazde drzewko przypadto ljg metra kwadrato-



wego). He metrow miata dtugos¢ boku tdj przestrze-
ni kwadratowej, jaka przeznaczono na szkotke?

(Przy rozwigzywaniu tego zagadnienia nalezy
sobie wystawi¢, ze kazdy ogrod jest podzielony! na
kwadraty réwne, ktérych bok w pierwszym razie

jest ly m. w drugim ly m.ize w $rodku kazdego

kwadratu znajduje sie drzewko).

'25*.  Dwaj podrozni wychodza jednoczesnie
z tego samego punktu i jeden idzie ku poétnocy z pred-
koscig 4™ wiorst na godzine, a drugi ku wschodowi
z predkos$cig 6 wiorst na godzine. Po il$t godzinach
odlegto$¢ pomiedzy nimi bedzie 30 wiorst?

26*. Dwa ciata poruszajg si¢ ruchem jedno-
stajnym po ramionach kata prostego: jedno z pred-
koscig ¢ metréw, drugie za$ z predkoscig c1 metrow
na sekunde, przyczem oba wyszty jednocze$nie
z wierzchotka kata prostego. Po ilu sekundach od-
legto$¢ pomiedzy niemi bedzie d metréw?

27*. Linie prostg a podzieli¢ na takie dwie czesci
aby prostokat wystawiony natych dwoch czesciach byt
rowny co do powierzchni danemu prostokatowi, maja-
cemu n metréw kwadratowych. Znale$énadto w jakim
przypadku zagadnienie jest niemozliwe do rozwigzania?

28*.  Zwierciadto wysokie na 99 centymetrow
a szerokie na 66 centymetrow, ma by¢ oprawione
w rame jednakowej wszedzie szerokosci i taka,
ze cata jej powierzchnia ma by¢ réwng powierz-
chni zwierciadta. llez centymetréw ma wynosié
szeroko$¢ ramy? Toz samo zagadnienie w ogol-
nosci, przypuszczajac, ze powierzchnia ramy jestp
razy wiekszg od powierzchni zwierciadta.
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29*. Za domem znajduje sie plac ogrodzony,
majacy dtugosci 70 metréw i szerokosci 52| metra.
m\Wihasciciel domu chciatby plac ten zasadzi¢ kwiatami,
zona jego za$ wolataby zamieni¢ go na trawnik. Aby
zyczeniom obojgu w réwn$j mierze zadosy¢ uczynic,
polecono ogrodnikowi zatozy¢ na $rodku placu traw-
nik prostokatny, ktérego obwod jest wszedzie jedna-
kowo oddalony od ogrodzenia, i ktérego powierzchnia
bytaby réwng powierzchni pozostatej czesci ogrodu.
Jakaz bedzie dtugosc i jaka szerokos¢ trawnika?

30*. 60 funtbw pewnego towaru kosztuje o 4
ruble mnigj, anizeli 60 funtdw innego towaru. Jezeli

kupimy kazdego towaru za 8— rubli, wtedy do-

staniemy pierwszego towaru 6 8 funtéw wiecej, ani-
zeli drugiego. llez kosztuje funt kazdego towaru?

31*. Przednie kolo powozu robi o6 obrotow
wiecdj, anizeli tylne, gdy powéz przejezdza 120 met-
trow. Gdyby obwdd kazdego z czterech kot powiek-
szono o0 1 metr, wtedy na toj sarn¢j przestrzeni prze-
dnie koto zrobitoby tylko o 4 obroty wiecdj, anizeli
tylne. Jakiz jest obwdd przedniego, a jaki tylnego
kota?

32*. Dwie osoby A i B zlozyly do prowadze-
nia wspdlnie pewnego interesu 3400 rs,; kapitat osoby
A pozostawat w obrocie 12, a osoby B 16 miesiecy.
Przy podziale osoba A otrzymata 2070 rs. kapitatu
wraz z zyskiem, osoba za$ B 1920 rs. kapitatu takze
z zyskiem. llez kazda z uicb ziozyta?

33*.  Uczniowie trzech pierwszych klass pewndj
szkoty zbierajg sktadke na cel dobroczynny: ucznio-
wie kazddj klassy skiadajg sie po jednakowej summie,
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ale kazdy z trzeciej klassy daje tyle, ile kazdy
z pierwszdj i drugidj klassy razem. Trzecia klassa,
majaca o0 6-Ciu ucznidbw mniej, anizeli 2-ga, zlozyla
11 rs. 90 kop.; druga klassa. majaca o 5-ciu uczniow
mniej, anizeli pierwsza, ztozyta 9rs. 20 kop.; nako-
niec pierwsza klassa ztozyta 8rs. 40 kop. lluz ucz-

niow byto w kazdoj klassie? %

34*.  Z dwdch punktow, ktorych odlegtosé wy-
nosi 1800 metréw wychodzg dwa ciata, poruszajgce

Ajlt ruchem jednostajnym, naprzeciwko siebie,— jedno

1o 5 sekund p6zni6j anizeli drugie i spotykajg sie
w samym $rodki drogi. llez metrow na sekunde
przebywa kazde, jezeli wiemy, ze pierwsze przebywa
0 6 metrow na sekunde wiecdj anizeli drugie?

35*, Dwie osoby A i £ wychodzg z miasta M
do miasta i?z tg samgpredkoscia, ale osoba A wczes-
niej wyszfa anizeli B. Przy trzecim stupie milowym
jorzed miastem, li, osoba A mija stado gesi, ktore szio

przed nig z predkoscia ~ mili na godzine. W pot

godziny pézniej taz sama osoba A spotyka stado
owiec, idacych w tym samym kierunku z predkoscig

g mili na godzine. Osoba B dogania gesi w miej-

scu potozonem na 2/- mili przed miastem R; owce

za$ na 10 minut przed dojsciem do drugiego stupa
milowego przed miastem R. Pytanie z jakg szli
predkoscig podrézni M i B?

35*.  Z wierzchotka kata prostego wychodzg dwa
punkta, i poruszajg sie po jego ramionach ruchem je-
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dnostajnym. Pierwszy przebiega na sekunde8metrow,
drugi przebiega na sekunde 7 metréw i wychodzi
z wierzchotka we 22 sekundy po pierwszym. Pyta-
nie: po ilu sekundach odlegtos¢ tych punktdéw bedzie
mwnosi¢ 275 metrow?

37*. Dwa ciala poruszajg sie ruchem jedno-
stajnym na dwoch liniach prostych, przecinajgcych
sie pod katem prostym. Pierwsze przebiega na se-
kunde o metrow, i przechodzi przez punkt przeciecia
sie tych tych linii w t sekund p6znidj, anizeli drugie
cialo: —to ostatnie przebiega ¢, metrdw na sekunde.
W ile sekund po przejSciu pierwszego ciata przez
punkt przeciecia, odlegto$¢ pomiedzy temiz ciatami
wynosi¢ bedzie d metrow?

38*. Dwa ciata poruszajg sie ruchem jedno-
stajnym na dwoch liniach prostych, przecinajacych sie
pod katem prostym i w kierunku ku punktowi prze-
ciecia sie tychze linij. z predkosciami ci c,. W pew-
nej chwili odlegtosci ich od punktu przeciecia s ai b.
Pytanie: kiedy (to jest po uptywie ilu jednostek cza-
su) odlegtos¢ pomiedzy temi ciatami wynosi¢ bedzie dl
Jaki zwigzek powinien istnie¢ pomiedzy iloSciami a.b,
cic, azeby rozwigzanie zagadnienia bytlo mozliwem?

39*. W zagadnieniu poprzedzajgcem znalesc,
kiedy odlegtos¢ pomiedzy dwoma punktami bedzie
najkrotsza?

40*. Na linii prostdj, taczacoj dwa punkta Swie-
cace, znales¢ punkt jednakowo przez te dwa S$wiatta
oswiecony.*)

*) Do rozwigzania tego zagadnienia nalezy wiedzie¢ z fizy-
ki, ze natezenie $wiatta zmienia sie w stosunku odwrotnym kwadia-
téw z odlegtosci. '



41*.  Mamy szeScian, wewnatrz pusty, zrobiony
z blachy zelaznej, grubej na 9 milimetrow. Jezeli
wszystkie sze$¢ Scian tego szeScianu pokryjemy tafla-
mi otowianemi, grubemi na 5 milimetréow, wtedy wa-
ga nowoj bryty bedzie dwa razy wiekszg od wagi po-
czatkowego szeScianu zelaznego. Na zasadzie tych
danych obliczy¢ wysoko$¢ poczatkowego szescianu
z blachy zelaznej, skoro wiemy, ze stosunek wagi
rownych objetosci zelaza i oftowiu jest réwny 7, 8
do 11,4.

XXXIIL.

Rownania jednoczesne stopnia drugiego.

334. Przedstawimy tutaj kilka przyktadéw roz-
wigzania réwnan jednoczesnych stopnia drugiego.
Rozbierzemy szczegdlniej dwa przypadki, najczesciej
przytrafiajgce sie w praktyce i podamy prawidio na
ich rozwigzanie. W obu tych przypadkach sg dane
dwa réwnania z dwiema niewiadomemi. lloSci nie-
wiadome zawsze oznaczone bedg gltoskami x i y.

335. Przypadek pierwszy. Przypus¢my ze jed-
no z rdwnan danych jest stopnia pierwszego, a drugie
jest stopnia drugiego.

Prawidto: Z réwnania stopnia pierwszego nalezy
wynales¢ warto$¢ najedng z niewiadomych.  Wartos¢ te,
ktora bedzie wyrazong za pomocg drugiej niewiadomi),
podstawi¢ w réwnanie stopnia drugiego.
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Naprzyktad: Rozwigzaé réwnania:
3as|-dy—18; Sxa-3*y= 2
2 pierwszego réwnania bedzie:

18—3x
= -T~"

podstawmy te wartos¢ wréwnanie drugie; otrzymamy:
i X_Sac(l%—B «)_0,

stad: 20aP—b54«-j-9«2=8,
i nastepnie: 29a2—54« = 8.
Z tego réwnania stopnia drugiego znajdujemy: x— 2

lub —  a podstawiajac te wartosci w wyrazenie na
y, otrzymamy y— &t 267

336. Rozwigza¢ rownania:
SicM-67-Sy = 36, 2«2— 3«-4y= 3.

Jakkolwiek tutaj zadne z danych réwnan nie jest
stopnia pierwszego, ztdm wszystkiem mozemy z nich
wyprowadzi¢ rownanie stopnia pierwszego.

Gdyz pomnozywszy pierwsze réwnanie przez 2
a drugie przez 3, otrzymamy:

6x2-\-10x—16y =72,
6*2—9z—12y= 9.
Odejmijmy réwnanie drugie od pierwszego, bedzie:
10#—16y-j-9*-(-12y = 72—9,

Aleieb. Todh 28
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czyli:4,j 19«—4y=63.
Z tego réwnania mamy:
194—63
y: —_— )

co podstawiwszy w pierwsze 2z8 danych réwnan
otrzymamy:

3#2|-5#—2(19#—63)=36.
Przerabiajgc to rbwnanie otrzymamy w dalszym ciggu:
3#2—33#-|-90 =0,
skad: #2—I1l#-)-30= 0.
Z tego rownania znajdziemy, ze #—5 lub 6; ana-
stepnie przez podstawienie kolejne tych wartosci
W wyrazenie nay znajdziemy, jzey = 8, luby = 12-j.

337. Przypadek drugi. Gdy wyrazy zawieraja-
ce ilosci niewiadome w kazd$Sm rdwnaniu stanowig
wyrazenie jednorodne stopnia drugiego (patrz § 23).

Prawidto: Nalezy uczyni¢ y=zvx i nastepnie pod-
stawiC te warto$¢ w oba rownania; wtedy przez podzielenie
ich odpowiedniemi stronami, otrzymamy réwnanie, z ktore-
go mozna oznaczy¢ V.

Naprzyktad: Rozwigzaé rownania:
# 3f-#y-J-2y2= 44; 2»l—xy-\~y2— IQ.

Uczynmy y —vx i podstawmy te warto$¢ nay w oba
rownania; otrzymamy:

X\-\-VA-2v*) = Ai, #22—r-(-r)=:16.
Dzielgc odpowiedniemi stronami te réwnania, bedzie:
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1- 42 44 1
2—ag-v* —16 4
Stad: 4(1-j-r-j-2«2) = 11(2—r +r2),
i nastepnie: 3r2—15H~18= 0,
dzielac za$ cate rownanie przez 3, wypadnie:
v2—5t>6= 0.

Z tego rdwnania otrzymamy v=2, lubv—d. W ré-
wnanie #31-h>+2»2)= 44, podstawmy 2 zamiast v,
znajdziemy #= + 2;a zey~vx, przeto otrzymamy:
N—+ 4. Podstawmy dal$j w tom samom réwnaniu 3

zamiast vmmioc¢ bedziemy z niego: #= = |/2. A Ze:
y= VX, zatemy=+ 3" 2.
Lub tez moglibySmy postepowac i tak:
Pomno6zmy pierwsze z danych réwnan przez 2,
bedzie: 2#24-237r/-|-4y2= 88;
drugie za$ rownanie jest:
2#2—xy-\-y2= 16.
Przez odjecie tych réwnan znajdziemy:
3#y+3y2= 72,
czyli. y2= 24—xy.
I dal§j pomnézmy drugie réwnanie przez 2 i odej-
mijmy od niego réwnanie pierwsze; bedzie:
3f2—3xy = —12,
skad: Xr—xy—a.

Stad, przez mnozenie:
26-
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X% 2—(24—xy) (xy—4),
czyli: 2x & 2—28my— —96.
Rozwigzujgc to rdwnanie otrzymamy: xy—8, lub
Xy — 6. Podstawiajac pierwszg warto$¢ w dane ro-
whnanie, otrzymamy:

«2-(-2y2= 36, 2«2j-y2—24.
Stad znajdziemy x2"y2 W podobny sposéb mozna

wzig¢ drugg warto$¢ na xy i nastepnie wynales$¢
X2iy2

388. Rozwigza¢ réwnania:
%0@-\-2>xy-\-y2— 70, 6x2-\-xy—y 2— 50.

Uczyimy: y — vx, i podstawmy zamiast y te warto$¢
w oba réwnania, bedzie:

22— u)= 70, x2Q\-v—»2)= 50.
Dzielac odpowiedniemi stronami te dwa réwnania,
otrzymamy:

2-f8»-f«2 _70__ 7

6-]-»—v2 50—5’
skad: 5243wF) = 7(6-j-»—»2),
i nastepnie: I2»2+8a—32= 0.
czyli: 32j-2»—8= 0.

Z tego réwnania znajdziemy v—% lub » = —2.

4
Podstawmy w réwnanie «(2-j-3»-(-»2)= 70, J@ za-

miast » wtedy otrzymamy «=+3. A poniewaz
y—vXx, wiec y=+4. Wartos$¢ v= —2 nie moze
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tutaj by¢ zastosowana, gdyz prowadzi do niemozliwe-
go wypadku *2X0= 70. W rzeczy samoj: réwnania,
z ktérych warto$¢ na » byfa wynaleziong, moga by¢
tak napisane:

«A2-H( 1+») =70, «22-)-»)(3—wW= 50.

Z nich widzimy, ze warto$¢ na », znaleziona z réw-
nania 2+» = 0O, nie daje sie tutaj zastosowa¢, moze
by¢ tylko:

4» 70 7

3v—50—5"

339. Oprécz réwnan nalezacych do tych przy-
padkéw, ktére dopiero co rozwazaliSmy, mogg sie
przytrafi¢ réwnania, ktére jakkolwiek nie dadzg sie
pod zaden z nich podciggna¢, wszakze moga by¢ roz-
wigzane sposobami szczegOlnemi. Jakiego uzy¢
w tym celu sposobu w kazdym przypadku, moze nas
nauczy¢ tylko wprawa i doswiadczenie. Podamy tu-
taj kilka tego rodzaju przyktadow.

340. Rozwigzaé rownania:
X-\-y —5; #3j-y3= 65,

Przez dzielenie otrzymamy:

J)-\-yt_65
®+y _ 5”7
czyli: X 2—Xy-\-y2— \?>

Z tego réwnania, potgczonego z réwnaniem xA-y=.5
mozemy znale$¢ x iy tak jak w pierwszym przypadku.
Albo tez mozemy uzupetni¢ rozwigzanie w ten sposéb:

XA-y — 5,
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podnieSmy obie strony do kwadratu:

£2)-2«?-j-y2=25 . . , (D
A Ze Madto:

x2—xy-\-y2— 18, . .. (2
przeto odejmujac (2) od (1), bedzie:

3wy = 12,
a nastepnie: «/= 4,
skad: ixy=1Q . ... (@3
Odejmijmy (3) od (1); otrzymamy:
V2—2«y-f-y2=9;

wyciggnijmy z obu stron tego ostatniego réwnania
pierwiastki kwadratowe, bedzie:

X—y —+3.
Nalezy teraz znalezé * iy z rownan stopnia pierw-
szego:
XA-y—h, i x—y= £3.
Réwnania te dajg takie wartosci na x iy:
x—1I, lub: «=4,
y=4, lub: y—1%)

*)  Gdy juz otrzymali$my warto$¢ na xy, mozna takze do-

konczy¢ rozwigzania z dwoéch réwnan:
Xy—5 i xy—4,

opierajac sie Na zadaniu § 3172  Mianowicie: réwnania te dajg
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341. Rozwigza¢ réwnania:

Rownania te moga by¢ rozwigzane tak, jak réwnania
w drugim przypadku (§ 337), albo tez mozna icb roz-
wigza¢ w sposdb dopiero co pokazany. Gdyz z nieb
moz¢émy odrazu wyprowadzic:

Xi-\-yiA-2xy ==4140= 81,
X2\-y2—-2xy = 41—40= 1,
wyciggajac wiec pierwiastki kwadratowe otrzymamy:
+9, i*—y= + 1,
stad ostatecznie znajdziemy:
«=+5, lub: @= =4,
i y=+4, lub:. y—z¥5%
342. Rozwigza¢ réwnania:
X2-\-XyA-y2—\2, «4)-«X2-|-yk= 133
Z podzielenia jednego réwnania przez drugie mamy:
X*-\-x2-\-y* 133
N+xyANy2 — 19’
czyli: X2—xy-\-y2= 7,

Tym sposobem mamy teraz do rozwigzania dwa
rownania:

nam summe i iloczyn ilosci szukanych; pierwiastki wiec réwnania:

bedg szukanemi ilosciami. T
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&-xy-\-y2= 19, x2—xy-\-y2—7.
Dodajac i odejmujgc kolejno dwa te réwnania otrzy-
mamy:
x3\-y2=IB, xy—Q

Postepujac daldj tak, jak w § 341 znajdziemy Zze:

#=4+3, lub: x—=2,
i y—+2; lub: y=+3.

343. Rozwigzaé réwnania:

X—y—2; *5—y3= 242

Dzielac drugie réwnanie przez pierwsze, otrzymamy:

x-5—f 242 N
czyli: Xi X §-\-x3'2\-xy3\-yi— 121,
to jest:
«H-yAN@2t-y) +* 2= 121« o+ (1)
Lecz: X—y — 2\

przeto, podnoszac obie strony do kwadratu; mié¢ be-
dziemy:

X1—2xy-\-y2= 4,
skad: x2-\-y3= 2xy-\-b . .. (2

Podnoszac obie strony tego ostathiego réwnania do
kwadratu, otzymamy:

Xi-\-2x23 2-\-y1— 4asya-(-16«'y~(-16,
przeto:  *t-f-yk=2a;ay,-)-16*y-)-16 . . . (3)

Podstawiajgc wartosci na x2\y 2 i *4f-y4 wziete
z rownan (2) i (3), w réwnanie (1), mis¢ bedziemy:
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22X 2\-\6xy-\r ViA-xy(2xy++)+x¥ 2= 121,
skad: 8x3/2-\-20xy = 105,
czyli: Xy 2\-4xy = 21.
Z tego réwnania otrzymamy:

Xy—3, lub: xy——7.

Wezmy xy— 3; z tego réwnania, potaczonego z row-
naniem x—y—2, znajdziemy x—3, lub: x= —I,
a nastepnie: y—1, lub y= —3. GdybySmy wzieli:
xy——7, wtedy przekonaliby$my, ze wartoSci aa, x
i y bylyby urojone (§ 306).

PRZYKLADY XXXIII.

X—y—1; x2—xy-\-y2=21.

2x—by = 3; x2A-xy — 20.
x-\-y=7(x—y); «24-y2=100.
5(s2—y2 = 4.c2(-yd; «+y= 8.
Xx—y=3; *2[-y2= 65.

4e«—by=|; 2.«2—xy-]-3y2\-3x—Ay = 47.
dc97= 12; 2x2A-xy= Q2

(*—6)2+ (y—b5)2j-2«<y= 60; 5y-4,z= I.

42+ 2y +-N-fA(AN+y) = 41, de—y= 4

© 0O N O Ok N

x >V Tay 0 «
100 12710 x y’ 15 3 '

11, 3.«j-2y—5xy, 1514/ - 4®y.
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15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.
22.

23.
24.
25.

26.

27.

28.

29.
30.

31
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*2/4-2=%; Xxy-\-2= X
8(<wi4~l) =33#; 4(Ky+1)—33*.
Xy:x-\—y; ax—by.

o *2, Y2 o
é4___2_ a4 6,,.a4 I

* i Y—2 w)y2= ax\
LR K-y2= ax-\-by.
* = i *2 3 w_

4y =l a3' 52
WA*Y = 28, *y_yp= 3
)|Q4**/= 45, yl__l_*yz 36
DIy —56;, DKy—y2=48.
X2—2xy = 15; xy—2y2= 1.
W43y = 28; *y4-4y2= 8.
HAXY —602==21; Xy--2y2=4.
#-|-Iky= 54; xy+ity2= 115
*4-3/ !x—y_zq *24y2= 90
'y ey . y )
a2 5
*2y2 7’
*+Y i *~Y 10 2 o=
oy B AvEs
*(*-bl +y(*-Y)= 188 7*(*4y)
*3/(*4')/): 80, x3/(2x-'34= 80.
2X2—Xy\-y =2y, 2KA4xKy= 5y.

Xy = 48.

32.
33.

35.

36.

588X
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49,

Sl

LU
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X—y 'x\y a "J
xI\-xy —a(@{b); xL:\-yr—a2)-b3
X2A-2xy—y2= a2|-2a—I;

{a—D)x(x-\-y) =a(aA-\)y{x—y).
X—y— 2, ¥3—y3= 152
XArY ~$  «3r/3= 189.
&Y 2= 20; Xxy—x—y= 2.
W—y— 1 ¥6—y5= 78L
= 3, x*\yb= 33
R23eri— = 37; W{HA2A-Y4—481.

- AN =1 ~ =

ey g 1, 24-3xy= 3K
WA "YV2— 84, wO—y 2| ]Xw2—y2— 20.
X2\-yr—1—2xy, xy(xy-\-\)=6.
42k y2A~2(2*4y)= 6, HwalOky-1) = 3.
HU-*Y =8x-(-3; 12-}Pwy= 8r/+6.
H—xy = 2x-\-5; Xy—y2= 2"4-2-
2%4N4-61/2%4N4-4 = 23, AH@—BXK=Y2+3y.
18+90kd-y) = 20Kkd-y)2 6—{x—y)= (k—y)2
X2—xy —a(x-\-1)4-;41; xy—y2— ay-\‘b.

ab
24" (9= 18, xy= L
a2 ad

-2,

*y
He—axA-by\ y2—ay4~6x
#yr=a: xyz—»h\ xyz2—c
y+y){x-\-z) —az (y4-r)(¥y+*)—"

(r4-ur)(r4-y) = c2
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55. 3yz-\-2zx—4xy = 16; 2yz—3zx-\-xy —5;
dyz—7zx—3xy =15.

56, 6OQFAET) —\3{x-\-yAz) — &Y xy — 72

57*. f5—y=a; x3—y3=nh

»el

XXXI1Y.

Zagadnienia prowadzace do réwnan stopnia drugiego
zawierajacych wiecej niz jedng niewiadoma.

344, Znale$¢ liczbe dwucyfimwa, majaca
stepujace wihasnosci:  1-sze, summakwadratéw dwoch
cyfr z ktérych skiada sie liczba, jest rowng sam§j toj
liczbie powiekszons$j o iloczyn tychze cyfr; 2-re jeze-
li dodamy 36 do t6j liczby, wtedy otrzymamy no-
wa liczbe dwucyfrowa, ztozong z tych samych cyfr,
lecz napisanych w odwrotnym porzadku.

Niech x oznacza cyfre stojacg na miejscu dzie-
sigtkbw, a y cyfre, stojacg na miejscu jednosci.
Wtedy sama liczba wyrazi sie tak: ICb-f-y; jezeli za$
cyfry odwr6cimy, bedzie liczba \Oy-\-x. Wiec, po-
dtug warunkéw zagadnienia, miéd bedziemy réw-
nania:

XIA-Y3—xy-\-\Qx-\-y . . . . (D
10«+y+36==10y-H: . . @
Z réwnania (2) mamy:
y= 9*4-36,

na-
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przeto: y —Xx-\-4.
Podstawiajgc te warto$¢ w (1), otrzymamy:
a2H«44)2= X(x -]-4)+10*-{-* -j-4,

skad: X2—7*4-12 = Q.
Z tego réwnania znajdziemy:

Xx—3, lub: «= 4
a zatSm: y—7, lub: y—8.

Szukana liczba musi wiec by¢ albo 37, albo t6z 48.
Kazda z tych liczb zadosy¢ czyni wszystkim warun-
kom zagadnienia.

345. Pewna osoba wychodzi z miejsca potozo-
nego u samego spodka gory, z zamiarem dojScia do
szczytu. Drugg potowe odlegtosci do szczytu prze-
chodzi z predkos$cig o pét wiorsty mniejsza na godzi-
ne, anizeli pierwszg potowe tojze odlegtosci, i dosie-

ga szczytu w 5y godzin. Ze szczytu schodzi na dot

w ciggu 3-- godz., przyczem idzie z predkoscia je-

dnakowa, i 0 jedngwiorste na godzine wieksza, anize-
li w pierwszdj potowie wstepowania na gére. Zna-
les¢: odlegtosé od spodka gory do joj szczytu — i roz-
ne predkosci, z jakiemi ta osoba szia?

Niech 2x oznacza liczbe wiorst do wierzchotka,
y za$ liczbe wiorst, jaka ta osoba przechodzi na go-
dzine, podczas pierwsz6j potowy wchodzenia na gore.

Przeto pierwszg potowe drogi przebyta w godzin —,
drugg za$ w godzin ——p A warunkéw zadania

y- 2
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bedzie:

i podobniez:
_2«_0_3
y-M *
Z réwnania (2) otrzymamy:

1/\
2«=1(y+1);
przeto: = iféw4—|).

Z réwnania (1) bedzie:

skad: 15(y+1)(4y—1) =44y (2y—1),
czyli: 28y2—89y-j-15= 0.
Z tego rownania, otrzymujemy: lub yc=-5‘

Warto$¢ <"nie ma tutaj zastosowania,gdyz y podtug

warunkdw zadania jest wieksze od i. Zatém: y= 3.

a nastepnie: x = 15 Odlegtos¢ przeto od spodka go-
ry do szczytu jest 15 wiorst.

345,. Zakonczymy ten rozdziat rozwigzaniem
zagadnienia nastepujacego:
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Znale$¢ dwie takie liczby, aby ich summa, ilo-
czyn i réznica ich kwadratow byty rowne.

Oznaczmy wiekszg z tych liczb gtoskg x, mniej-
szg za$ gloskg y. Wtedy podlug warunkoéw zagad-
nienia, powinno byc¢:

oyr= Xy—Xl—y2
Aby rozwigza¢ te réwnania, wyprowadzamy naj-
przdd z rownania x-\-y=-xy warto$¢ na x, bedzie:

skad: n+y-yLi+r-
. y2
i Ny

Poniewaz réznica kwadratéw tych liczb ma by¢ rowng
temuz samemu, czemu sie réwna summa i iloczyn,
przeto bedzie z jednoj strony:
: yl
X1—y2=

y—x'
Lecz poniewaz x- )\/ mprzeto Xl= v
Ty yz2 y+1I’

zatdbm z drugidj strony otrzymamy:

y y2=y y y2 y+lI
Poréwnywajac te warto$¢ na a2—y2 z napisang po-
wyzej, otrzymamy:

y2 —y4f-2y3
y—l~y2—2y+1*
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Dzielac przez y2(co mozemy zrobié, gdyz y nie moze
by¢ zerem), bedzie:

1 —y2xy
V—1  +—-)-I"

znoszac mianownik:

y—1= —y2-f2y, czyli: y2—y —\.
Stad otrzymamy nay takie wartosci:

a ograniczajac sie na wartosci dodatns;j:
1+Vz
y 2
Warto$¢ za$ na x bedzie na zasadzie réwnania:

1+1/5
j/5-1"
Aby mianownik w tom ostatniém wyrazeniu uczynic¢
wymiernym, pomnézmy licznik i mianownik przez
1/5+1, otrzymamy ostatecznie:

taka:

Wieksza zatem z szukanych liczb jest 5+ ;/5

mniejsza zas E%,/i .
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Liczby te czynig zadosy¢ warunkom zagadnie-
nia, gdyz:

wt» =y / / 2+ J/5,
xy — 2+1/5.
‘«*—t = 2-f-3/5~.

Rozwigzanie tegoz samego zagadnienia mozna uczy-
ni¢ prostszem, wychodzac z rownania: X-{-y— x t—y2,
ktérego obie strony moga by¢ podzielone przez x-\-y.
Wskazujemy tu tylko te droge, pozostawiajac czytel-
nikowi rozwiniecie catego rozwigzania.

PRZYKLADY XXXIV.

1L Summa kwadratéw dwoch liczb jest 170
roznica za$ kwadratéw tychze liczb jest 72. Znale$¢
te liczby.

2. lloezyn dwoch liczb wynosi 108, a summa
ich rowna sie podwojonej ich réznicy. Znale$¢ dwie
te liczby.

3. lloczyn dwoch liczb jest 192, summa kwa-
dratéw tychze liczb wynosi 640; jakiez sg te liczby?

4. lloczyn dwdch liczb jest 128, a r6znica ich
kwadratow jest 192; — jakiez sg te liczby?

5. lloczyn dwdch liczb jest rowny 6 razy wzie-
toj ich summie, summa za$ ich kwadratéw jest 325;
znale$¢ te liczby.

6. lloczyn dwodch liczb jest réwny 60 razy
wzietdj ich réznicy, summa kwadratow tychze liczb
jest 244; znalez¢ te liczby.

AlffieL. Th. 27
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7. Summa dwdch liczb jest rowna 6 razy wzie-
t$j ich réznicy, a iloczyn tychze liczb jest wiekszy od
ich summy o 23; znale$¢ te liczby.

8. Znale$¢ dwie liczby takie, aby podwojona
pierwsza wraz z potrojong drugg tworzyta summe
réwng 60, a podwojony kwadrat pierwsz6j wraz z po-
trojonym kwadratem drugio6j tworzyt 840.

9. EOznica dwdch liczb pomnozona przez réz-
nice ich kwadratow stanowi 32, summa za$ tychze
liczb pomnozona przez summe ich kwadratow wynosi
272; znalesc te liczby.

10. RoOznica dwdch liczb dodana do rdznicy ich
kwadratéw stanowi summe rowng 14, summa za$ tych-
ze liczb wraz z summg ich kwadratéw réwna sie 26;
znalesé te liczby.

11.  Hoczyn dwoch liczb jest réwny ich summie;
summa za$ tychze liczb dodana do summy icb kwa-
dratéw wynosi 12; —znales¢ te liczby.

12. Summa dwoch liczb, powiekszona o ich
iloczyn wynosi 34, summa za$ kwadratdw tychze
liczb zmniejszona o ich summe stanowi 42. — Znalez¢
te liczby.

13. Roéznica dwoch liczbjest 3, a réznica ich
szesciandw jest 279; — znale$¢ te liczby.

14.  Summa dwdch liczb jest 20, summa za$ ich
szescianOw jest 2240; — znale$¢ te liczby.

15. Powierzchnia pewnego prostokata wynosi
300 stép kwadratowych: drugi prostokat, ktérego po-
wierzchnia jest takze300 stép kwadratowych, jest 08
stop krotszy ao 10 stop szerszy anizeli pierwszy. Zna-
les¢ dtugosé i szeroko$¢ kazdego z tych prostokatow.
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16. Pewna osoba kupita dwie sztuki sukna roz-
nego gatunku: tokie¢ pierwszego gatunku byt o 2 ru-
ble drozszy, anizeli drugiego gatunku; w sztuce za$
catdj sukna gorszego byto o 20 tokci wiecoj, anizeli
w sztuce lepszego gatunku. Znale$¢ ile bylo tokci
sukna w kazdej sztuce, jezeli za pierwsze sztuke za-
ptacono 360 rs. a za drugg 320 rs.

17.  Podrézny ma do przebycia pewng odle-
gtos¢. Po przejechaniu 40 wiorst chce przySpieszyé
chwile przybycia do celu, i z tego powodu jedzie o 2
wiorsty wiecej na godzine anizeli przedtébm. G-dyby
jechat przez calg droge ztg powiekszong predkoscia
wtedy przybytby o 30 minut predzsj; gdyby za$ je-
chat ciggle az do konca z poczatkowa predkoscia,
wtedy przybytby na miejsce o 20 minut p6znidj. Zna-
les¢ catg odlegtos¢ jaka przebyt i poczatkowa predkosg.

18. Pewna liczba sktada sie z dwdch cyfr, je-
dna znajduje sie na miejscu catkowitych, druga za$ ha
miejscu czesci dziesigtych. Réznica kwadratow tych
cyfr wynosi 20; jezeli za$ cyfry przestawimy, wtedy
summa nowej liczby i liczby poczatkowdj wynosi¢ be-
dzie 11. Znalez¢ te liczbe.

19. Handlujacy zakupit pewng ilo$¢ pszenicy,
ktora nastepnie sprzedat z zyskiem 5% i tym sposo-
bem zarobit na wszystkiom 64 rs. Gdyby sprzedawat
korzec tej pszenicy 0 1,5 rs. drozej, anizeli sam ku-
powat, wtedy zysk na caldj sprzedazy wynositby
30 razy wzieta cene jednego korca pszenicy. llez
korcy kupit i po ile rubli kazdy korzec ptacit?

20. Dwaj robotnicy A i B byli najeci do wy-
konania roboty za place dzienng, r6zng dla kazdego

27*
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z nich. Po pewn$j liczbie dni robotnik .4 otrzymuje
48 rs.; robotnik za$ B, ktory w tym samym przeciagu
czasu przez 6 dni nie przychodzit do roboty, otrzymat
tylko 27 rs. Gdyby robotnik B pracowat przez caty ten
czas, a robotnik A byt nieobecnym przez 6 dni, wtedy
otrzymaliby obaj jednakowg liczbe rubli. Znales¢ licz-
be dni pracy i wynagrodzenie dzienne kazdego z nich.

21. Dwa pociggi wyjezdzajg w jedndj i tdj sa-
moj chwili z dwdch miast i oba jadg ruchem jedno-
stajnym naprzeciwko siebie. Gdy sie spotkaty, wte-
dy jeden z nich przejechat o 108 wiorst wiecdj, anizeli
drugi. Jezeli daldj jechaé beda z temiz samemi pred-
kosciami, wtedy pierwszy przebedzie pozostalg czes¢
drogi w 9 godzin, a drugi w 16 godzin. Znales¢ od-
legtos¢ pomiedzy temi dwoma miastami i predkosci
z jakiemi pociagi jada.

22. A ii? sgto dwa miasta odlegte od siebie
na 18 wiorst i lezagce na tym samym brzegu rzeki.
Podrézny udaje sie z A do B i przebywa te odlegtos¢
w czterech godzinach, ptynac t6dka pierwszg potowe
drogi, a idac pieszo drugg potowe. Z powrotem
pierwszg potowe drogi idzie pieszo z takg samg pred-
koscig jak przedtsm, drugg za$ plynie tddka;’lecz po-
niewaz teraz ptynie z woda, przeto przeptywa o
wiorsty na godzine wiec6j, anizeli w przeciwng stro-
ne i odbywa catg droge w 3J godzinach. Znales¢
z jakiemi predkosciami szedt i ptynat.

23*. Dwa naczynia szeScienne majg razem ob-
jetosci 407 centymetréw szesciennych.  Wysokos¢
jednego z nich dodana do wysokosci drugiego, daje
na summe 11 centymetréw. Znale$¢ objetos¢ kazde-
go z tych naczyn.
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24. Dwaj podrézni A i B wyruszaja z dwdch
miast P i Qw toj sam¢j chwili; — A wychodzi z P
z zamiarem przejscia przez Q B za$ wychodzi z
i idzie wtez samg strone coi A. Gdy A dogonit
okazato sie, ze obaj razem przebyli 30 wiorst drogi,
dalej; ze A przed czterema godzinami przeszedt przez
Q i ze B idac ciggle ztagz samg predkoscig z jaka
podrdzuje, potrzebowat by dziewieciu godzin dla doj-
Scia od P do miejsca spotkania sie. Znale$¢ odle-
gtos¢ P od Q.

25*. Na przestrzeni 17325 metra przednie
koto powozu robi o 165 obrotéw wiecdj anizeli tylne-
GdybySmy powiekszyli obwdd kazdego kota 0 0,75
metra, wtedy na t6j samoj przestrzeni przednie koto
zrobito by o 112 obrotéw wiec6j, anizeli tylne. Zna-
les¢ diugos¢ obwodu kazdego z kot.

26*. Pewien gatunek sukna przez zmoczenie

wodg kurczy sie w dtugosci na ~ cze$¢ a w szero-

kosci na jg czes¢. Jak wielka jest dtugosé i sze-

rokos$¢ kawatka takiego sukna, ktéry po zmoczeniu
skurczyt sie wten sposob, ze jego powierzchnia stata
sie mniejsza o0 3,68 metra kwadratowego, a obwdd
zmniejszyt sie 0 3,4 metra?

27*. Partya robotnikow przeniosta w ciggu 8
godzin stos kamieni z jednego miejsca na drugie.
Gdyby byto o 8-miu robotnikdw wiecdj i gdyby kazdy
zajednym razem brat o 5 funtow mni6j kamieni, wte-
dy caty stos bytby przeniesiony w 7-miu godzinach.
Gdyby znowuz byto o 8-miu robotnikéw mnidj, a ka&-
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dy za jednym razem brat o 11 funtéw wiec$j kamie-
ni, wtedy caty stos bytby przeniesiony w 9-iu godzi-
nach. Z ilu robotnikow sktadata sie partya i ile kaz-
dy przenosit?

28*. Procent za pewng liczbe lat od kapitatu
wypozyczonego na 8%, wynosi razem z kapitatem
2574 rs.  Gdyby kapitat byt mniejszy 0975 rs. i po-
zostawat na procencie o 12| lat dtuzoj, anizeli pierw-
szy réwniez po 84 wtedy wraz z procentem zamie-
nit by sie na summe takze 2574 rs. Jakiz jest pierw-
szy kapitat i na jak dlugo byt wypozyczony?

29*. Po obwodzie placu majagcego ksztatt troj-
kata prostokatnego biegng dwaj chlopcy. Wybiegli
oni z wierzchotka kata prostego w przeciwnych kierun-
kach wzdtuz bokdw tréjkata, i biegng z predkosciami,
ktérych stosunek réwna 13:11. Po raz pierwszy
spotykajg sie w samym $rodku przeciwprostokatnej;
poraz drugi za$ w odlegtosci 20 metrow od wierzchot-
ka kata prostego. Znale$¢ podtug tych danych du-
gosci trzech bokdéw, ograniczajacych plac.

30*. Bachus znalazt Sylena $pigcego przy
dzbanie wina; skorzystat z tej okolicznosci i pit wino
przez dwie trzecie czesci tego czasu, przez ktéry Sy-
len wyproznitby caty dzban. Gdy Sylen obudzit sie,
wypit reszte, ktorg zostawit Bachus. Gdyby obaj
razem pili od poczatku, wtedy wypiliby o 2 godziny
predzoj, ale Bachus wypitby tylko potowe tego wina,
ktére zostawit Sylenowi. W jakim czasie kazdy
z nich sam wyproznitby dzban?

31*. Dwa punkta poruszajg sie ruchem jedno-
stajnym po ramionach kata prostego ku wierzchotko-
wi. W pewn$j chwili odlegto$¢ jednego punktu od
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wierzchotka wynosi 50 metréw, drugiego za$ 136£
metr. Po 7-miu sekundach odlegtos¢ tych dwdch
punktéw od siebie wynosi 85 metr., a po 9-iu sekun-
dach — 68 metrow. Znales$¢ predkosci, z jakiemi po-
ruszaja sie te dwa punkta.

. 32*. W proporcyi summa wyrazow S$rednich
wynosi a, summa skrajnych wynosi b a summa kwa-
dratow wszystkich wyrazéw rowna sie ¢ Napisac¢

te proporcya.

XXXV.

Stosunek.

346. Stosunkiem nazywamy wypadek porow-
nania jednoj ilosci z druga pod wzgledem ich wielko-
§ci. Do wypadku tego dochodzimy przez uwazanie
jakg wielokrotnoscig, lub jakg czescig pierwsza ilos¢
jest wzgledem drugidj.

Tak naprzykiad, poréwnywajac 6 z 3, widzimy
ze 6 ma pewng wielko$¢ w poréwnaniu z 3, zawiera-
jac je dwa razy: jezeli toz samo 6 poréwnywamy
z 2 widzimy ze 6 ma teraz inng wielko$¢ wzgledna,
gdyz zawiera 2trzy razy, czyli 6jest wieksze gdy
jest poréwnane z 2, anizeli gdy jest poréwnane z 3.

347. Stosunek pomiedzy a i b jest zwykle
oznaczany przez dwie kropki, umieszczone pomiedzy
niemi w ten sposdb: a:b; pierwsza ilos¢ nazywa sie
poprzednikiem druga za$ nastepnikiem stosunku.

348. Stosunek wyraza sie utamkiem, ktéry ma

za licznik poprzednik stosunku, a za mianownik na-
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stepnik stosunku. Tak wiec stosunek a do b wyraza

sie przez y; ztego powodu dla krotkosci mozemy
powiedzidd, ze stosunek a do bjest rownym y, lub
jeszcze krocoj, —jest o

349. Dla tego mozemy powiedzie¢, ze stosunek

a do b jest rbwnym stosunkowi ¢ do d, gdy )?= )?

350.  Stosunek nie zmieni sig. jezeli oba jego wy-
razy pomnozymy lub podzielimy przez jedne i tez samg
ilosC.

b (813)

351. Aby poroiona¢ dwa lub wiecdj stosunkdow,
nalezy sprowadzi¢ te utamki, ktére je wyrazajg, do
jednakowego mianownika. Tak naprzykiad przy-
pusémy, ze jeden stosunek jest a do badrugi cdo d;

wtedy pierwszy stosunek )’71 ad a drugi;/:—;QC S

Pierwszy stosunek jest wiekszym od stosunku
drugiego, lub rbwnym stosunkowi drugiemu, lub mniej-
szym od niego, stosownie do tego, czy ad jest wieksze,
réwne, lub mniejsze od bo.

352. Stosunek nazywa sie stosunkiem wieksz¢j
nieréwnosci, mniejszej nieréwnosci lub réwnosci, stosow-
nie do tego czy poprzednik jest wiekszy, lub mniejszy
od nastepnika lub t6z réwny nastepnikowi.*)
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353. Jezeli do obu wyrazéw stosunku dodamy po
jedndj i tdjze samoj liczbie, wtedy stosunek wiekszy od
jednosci przez to zostanie zmniejszony, a stosunek mniej-
szy odjednosci zostanie, powiekszony.

Przypus¢my, ze dany stosunek jest y }utworz-
my nowy stosunek przez dodanie x do obu wyrazéw

tego stosunku: wtedy bedzie wieksze lub mniej-

sze od y, stosownie do tego, czy b[a-\-x) jest wieksze

lub mniejsze od a(6-|-*) czyli stosownie do tego, czy bx
jest wieksze lub mniejsze od ax, lub nakoniec stosownie
do tego czy b jest wieksze lub mniejsze od a
354. Jezeli od obu wyrazéw stosunku odejmiemy
jedne i tez sama iloS¢ mniejsza /Qd kazdego wyrazu, wtedy
stosunek wiekszy od jednosci zostanie przez to powigkszony,
a stosunek mniejszy od jednoSci zostanie zmniejszony.

Przypus¢my, ze dany stosunek jesty; utworz-

my nowy stosunek przez odjecie x od kazdego z wy-

razow tego stosunku: wtedy bedzie wieksze lub

mniejsze od y, stosownie do tego czy b(a—x) jest

wigksze lub mniejsze od a(6—A), czyli stosownie do tego
czy bx jest mniejsze lub wieksze od ax, czyli nakoniec,
stosownie do tego czy b jest mniejsze lub wieksze od a.

355. Jezeli poprzednik jednego stosunku po-
mnozymy przez poprzednik drugiego, i nastepnik

U) Zamiast tych wyraze, u nas nie uzywanych, mozna
moéwié: stosunek wiekszy od jednosci, réwny jednosci, lub mniejszy
do jednosci.
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pierwszego pomnozymy przez nastepnik drugiego,
wtedy otrzymamy nowy stosunek, ktéry sie nazywa
ztozonym ze stosunkéw danych. Tak naprzyktad: sto-
sunek ac: bd nazywa sie ztozonym z dwoch stosun-
kéw a:b i c:d.

Gdy, majac dany stosunek a: b, za drugi stosu-
nek wezmiemy tenze sam a:b i utworzymy z tych
dwdch stosunek ztozony,, wtedy otrzymamy stosunek
a2:b2, stosunek ten niekiedy nazywa sie dwumnoznym
wzgledem a-b. Podobniez a3 b3nazywa sie niekiedy
tréjmnoznym wzgledem a :hb.

356. Nastepujace twierdzenie, odnoszace sie

do stosunkéw réwnych, jest bardzo wazne.
Przypusémy, ze: -p~ ~= 4, wtedy kazdy z
tych stosunkoéw réwnaé sie bedzie stosunkowi:
pa"-\-gcn~\-ren\ *
pbr\-gdn-\-rfwf’

gdzie p, q, r sg jakiemikolwiek liczbami.
Aby tego dowies¢, przypusémy, ze:

a ¢ e
k=b = d=1J"

wtedy kb—a, kd~c, kf=e,
przeto:

p(kb)x-\-q{kd)nA-r(kf)n—panj-gen\-reH

: K Ipom\-gen-\-renh

skad: & PD-garCr*)”
a nastepnie: __lpan\-gcH\-re"\ ™

\p6"-j-7 J
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Ten sam spos6b rozumowania moze by¢ zastosowany
i wtedy, gdy bedzie danych wiecdj niz trzy stosunki
rowne, i prowadzi w tym razie do takiegoz samego
wypadku.

Jako szczegoélny przypadek mozemy przypuscié

ze «= 1; z powyzszego widzimy, ze jezeli b d =4%
wtedy kazdy z tych stosunkdw bedzie réwny
pa-Argo+re ... .. .

~c|qd | g a jezeli jeszcze przyjmiemy ze p=q=zr,

wtedy kazdy z danych stosunkdéw bedzie réwny:

PRZYKLADY XXXV.

1. Znale$¢ stosunek 14 kopiejek do 2 ziotych
i 6groszy.

2. Nastepujace stosunki utozy¢ porzadkiem ich
wielkosci: 3:4; 7:12; 8:9; 2:3; 5:8.

3. Znale$¢ stosunek ztozony z 4:15 i 25:36.

4. Dwie liczby sg do siebie w stosunku 2 do 3,
jezeli za$ do kazdej z nich dodamy po 7, wtedy sto-
sunek ten zamieni sie na 3:4; znale$¢ dwie te liczby.

5. Dwie liczby saj do siebie w stosunku 4 do 5,
jezeli za$ od kazdej z nich odejmiemy po 6, wtedy
stosunek ten zamieni sie na 3:4; znale$¢ te liczby.

6. Dwie liczby sg do siebie w stosunku 5 do 8
jezeli do mniejszej liczby 'doddmy 8 a od wigkszdj
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odejmiemy 5,wtedy stosunek ten zamieni sie na 28:27;
znale$é te liczby.

7. Znale$¢ takg liczbe, ktérg dodawszy do kaz-
dego wyrazu stosunku 5: 3 otrzymamy stosunek row-
ny trzem czwartym tego stosunku, jaki otrzymali-
bysmy, gdybySmy tez samg liczbe odjeli od kazdego
wyrazu.

8. Znales$¢ dwie liczby bedace do siebie w sto-
sunku 2 do 3, takie, ze stosunek ich réznicy do rozni-
cy ich kwadratow jest rowny stosunkowi 1 do 25.

9. Znale$¢ dwie liczby, bedace do siebie wsto-
sunku 3 do 4 i takie, ze stosunek ich summy do sum-
my ich kwadratéw jest rowny stosunkowi 7 do 50.

10. Znale$¢ dwie liczby, bedace do siebie w
stosunku 5 do 6i takie, ze stosunek ich summy do
réznicy ich kwadratow jest rowny stosunkowi 1 do 7.

11. Znale$¢ x wten sposob, aby stosunek x:|I
byt dwumnoznym wzgledem stosunku 8 :«.

12.  Znale$é x w ten sposob, aby stosunek
(a—x):(b—x) byt dwumnoznym wzgledem stosunku
a:h

13. Ma kto$ razem 200 papierkdw pomiedzy kto-
remisg 25-cio rublowe, 10-cio rublowe i 5-ciorublowe;
summy pieniedzy w papierkach 25-ciu rublowych,
10-cio rublowych, i 5-cio rublowych sgdo siebie w sto-
sunku liczb 25:12.9. Znalesc¢ liczby papierkow kaz-
dego rodzaju.

14.  Znale$¢ a:b, wiedzac, ze b—a\b-\-a —
= 4a—b:6a—h.
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XXXVI.

Proporcye.

357. Cztery liczby wtedy stanowig proporcya,

gdy pierwsza jest takg wielokrotnosScig, lub takg cze-
Scig drugisj, jaka jest trzecia czwartsj. Czyli: gdy

E=(J; wtedy cztery liczby a, b, g id stanowig pro-

porcye. Wyrazamy to zwykle mowiac: atak sie ma
do bjak g do d; znakami za$ oznaczamy w ten sposob:
a: b= c:d lub a:b:c:d.

Wyrazy a i dnazywajg sie skrajnemi, wyrazy
bi cSredniemi.

358. Gdy wiec dwa stosunki sg réwne, wtedy
te cztery liczby, ktore je tworzg, stanowig proporcye;
obecny rozdziat jest poswiecony uwazaniu dwdch sto-
sunkéw réwnych.

359. W proporcyi iloczyn wyrazdic skrajnych jest
réwny iloczynowi wyrazéw Srednich.

Niech bedzie dana proporcya:

a c

T~~d’
pomnozmy obie strony tdj réwnosci przez bd, otrzy-
mamy:

ad — hc.

Jezeli w proporcyi trzy ktérekolwiek wyrazy sa
dane, wtedy czwarty mozemy znale$¢ ze zwigzku
ad=hc.

Jezeli 5= c, wtedy bedzie ad — b2 to jest: je-
zeli jedna liczba jest w takim stosunku do drugisj,
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w jakim druga do trzeeidj, wtedy iloczyn skrajnych
jest rowny kwadratowi $Srednis;j.

Proporcya a:b — b:d nazywa sie ciggla, ab —
Srednig proporcyonalng pomiedzy ai d.

360. Jezeli iloczyn dwoch liczb jest réwny iloczyno-
wi dwoch innych liczb, wtedy z tych czterech liczb mozna
utozy¢ proporcya, biorgc czynniki jednego iloczynu za wy-
razy skrajne, a czynniki drugiego iloczynu za wyrazy
Srednie.

G-dyz jezeli: xy — ab, wtedy, dzielac te iloci

réwne przez ay, bedzie: X b,

czyli. x:b=b:y. (8 357).
361. Jezeli a:b—c:d\ic:d—e:f, wtedy:
a: b= e:f.
m m a c .¢c e a e
Gdyz: T~~d’1~d~T" przet0: T = 7> ¢cz?'
li; a:6==e:f.

362. Jezeli w proporcyi poprzedniki przestawimy
na miejsce nastepnikow a nastepniki na miejsce po-
przednikbw wtedy otrzymamy nowg proporcya, to jest,
jezeli a:b—c: d, wtedy bedzie i:b:a— d:c.

Gdyz, podtug zatozenia: ja— ®  podzielmy je-
dnos¢ przez kazdg ztych ilosci rownych: bedzie:
Py czyli: 5:a—d:c.

363. W proporcyi przestawiwszy wyrazy Srednie
otrzymamy nowg proporcya; to jest, jezeli: a:b=c:d,
bedzie: a:c=b:d.
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Gdyz podtug przypuszczeniay : mnozac

obie e ilosci réwne przez % otrzymamy: 2 2
czyli: a:c= b: d.

364. W proporcyi summa wyrazow pierwszego sto-
sunku tak sie ma do nastepnika pierwszego stosunku, jak
summa wyrazow drugiego stosunku do nastepnika tegoz
drugiego stosunku-, to jest, jezeli: a:b—o:d, bedzie i
a4b:b—c4d:d.

Gdyz, podiug zatozenia: ?/—C— dodajmy po
jednosci do tych iloSci rownych, bedzie:

a c,,

7r+1==77+
to jest: b ~ C_Zd.
czyli: a-\-b: b= cA-d\d.
365. W proporcyi: réznica wyrazéw pierwszego

stosunku tak sie ma do nastepnika pierwszego stosunku
jak réznica wyrazéw drugiego stosunku do nastepnika tegoz
drugiego stosunku.

Gdyz: — odejmijmy po jednosci od tych
ilosci rownych, bedzie:
a
b
0 iest: a—b _c—d
Jest: ~b~ dT»



424

czyli: a—b:b—c—d:d.

366. W proporeyi-. poprzednik stosunku pierwsze-
go tak sie ma do roznicy wyrazow stosunku pierwszego jak
poprzednik stosunku drugiego do réznicy wyrazow tego
stosunku drugiego.

Na zasadzie poprzedniego § mamy:

a—b c—d
b~ ~~cT’
a ze:
c—d_ d
przeto: d~X ~g.
. a—b omd
czyli:
czyli jeszcze: a—h: a—o—d:c,

skad nakoniec:  a:a—b—c:c—d.

367. W proporeyi: summa wyrazOw stosunku
pierwszego tak sie ma do réznicy wyrazow stosunku pierw-
szego, jak summa wyrazéw stosunku drugiego do réznicy
wyrazoéw tegoz stosunku drugiego, to jest jezeli:

a-.b—c.d,

wtedy bedzie i:
a-\-b:a—br=.c-\-d:c—d.
Na zasadzie 8§ 364 i 365 jest:

iAb  c-{d c—d
1 ~1T= ~d~’
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a\-b a—b c\-d c—d

skad: b~ i ~b~~ — 1 ~d~ ’
to jest: SRR RC

a—b c—d’
czyli: afb:a—b= c-\-d:o—d

368. Poprzednie paragrafy pokazujag nam, ze
jezeli cztery liczby stanowig jedng proporcya, wtedy
z niéj mozemy wyprowadzi¢ jeszcze inne proporcye;
patrz takze § 356.

369. W okresleniu proporeyi przypusciliSmy,
ze mozna oznaczy¢ jaka wielokrotnoscig, lub jaka
czescig jedna ilos¢ jest wzgledem drugidj tegoz same-
go gatunku. Lecz nie zawsze mozemy to oznaczyé
doktadnie. Naprzyktad: jezeli bok kwadratu ma dtu-
gosci jeden cal, wtedy dtugos¢ przekatnej tegoz kwa-
dratu bedzie wyrazona przez ]/rW cali; — lecz po-

niewaz |/2 nie moze by¢ doktadnie wyrazony, prze-
to i stosunek dlugosci przekatn$j kwadratu do boku
tegoz kwadratu nie moze by¢ doktadnie wyrazony
liczbami. Dwie ilosci takie, ktérych stosunek nie
moze by¢ doktadnie wyrazony liczbami, nazywaja sie
niewspGtmiernemi.

Stosunek pomiedzy dwiema iloSciami niewspot-
miernemi, jakkolwiek nie moze by¢ wyrazony doktad-
nie, to wszakze moze by¢ oznaczony z takim stopniem
przyblizenia, jak tylko chcemy. Naprzykiad mozemy
znale$¢ dwie catkowite z utamkami, jedng mniejszg od
1/2 , druga wiekszg od J/T, i rdznigce sie od siebie
tak mato jak tylko chcemy.

370. Podamy tu jeszcze jedno twierdzenie,
stuzace do pordwnania dwdch ilosci niewspétmiernych.

AUieb. Todh. 28
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Przypusémy ze x iy oznaczajg dwie ilosci tego
rodzaju, ze mozna znale$¢ dwie liczby catkowite qi p
takie, iz jakkolwiek wielkie bytoby g, obie te ilosci &iy

beda zawsze zawarte pomiedzy: v P+l L wtedy X

i y bedg ilosciami réwnemi;
W rzeczy samej: rdznica pomiedzy X iy musi

by¢, podtug zatozenia powyzszego, mniejszg od — m

ilos¢ za$ ~ moze by¢ uczyniong mniejszg od wszel-

kioj ilosci dajagcej sie pomysla¢ przez wziecie g dosta-
tecznie wielkiego. Lecz gdyby x iy byly ilosciami
nierownemi, wtedy réznica pomiedzy niemi nie mo-
gtaby by¢ mniejsza od wszelkidj iloSci dajacéj sie po-
mys$I6¢.  Zatom x iy muszg by¢é rowndmi.

371 Nalezy nam tu jeszcze poréwnac¢ okreSle-

nie proporcyi takie, jakiego uzyliSmy w tym rozdzia-
le, z okre$leniem podaném w 5-ej ksiedze geometryi
Euklidesa. Okreslenie Euklidesa moze by¢ tak wy-
razone: Cztery ilosci stanowig proporcyg wowczas,
gdy: jezeli wezmiemy jakiekolwiek réwne wielokrotne
pierwszdj i trzeciodj, a takze jakiekolwiek réwne wie-
lokrotne drugi6j i czwartdj, wtedy wielokrotna trzeciej
jestwiekszg, réwna lub mniejszg od wielokrotnéj czwar-
t6j, stosownie do tego, czy wielokrotna pierwszoj jest
wieksza, réwna lub mniejsza od wielokrotnéj drugi6j.*)

*) W tlumaczeniu polakiem ,,Poczatkéw Geometryi Eukli-
desa“ przez J6zefa Czecha, wyd. 2-gie Wilno 1817 str. 156 i 157,
znajdujemy w nastepujacy sposéb oddane okreslenie Euklidesa:
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372. Pokazemy najprzod, ze jezeli cztery ilosci
zadosy¢ czynig okre$leniu algiebraicznemu proporcyi,
to zadosy¢ one czynig takze i okresSleniu Euklide-
sowemu.

Przypusémy bowiem, ze a>\b Mc\d\ wtedy i
T -] skad®= 2 jakiekolwiek bytyby liczby p

i Widac z tego, ze po bedzie wieksze, réwne lub
mniejsze od qd, stosownie do tego czy pa jest wieksze,
rowne lub mniejsze od gb. A zatem cztery ilosci a, b,
ci d zadosy¢ czynig okre$leniu Euklidesa.

373. Pokazemy teraz ze i odwrotnie, jezeli
cztery ilosci zadosy¢ czynig okresleniu Euklidesowe-
mu proporcyi, wtedy zadosy¢ one czynig takze i okre-
$leniu algiebraicznemu.

Gdyz przypus¢my, ze a, b,cid sg to cztery
ilosci takie, iz pcjest wieksze, rowne lub mniejsze od
qd, stosownie do tego czy pa jest wieksze, réwne lub
mniejsze od gb, jakiekolwiek bytyby p \ q.

.5, Mowi sie, ze wielkosci sg w jednym i tymze samym
stosunku, pierwsza do drugiej i trzecia do czwartej, kiedy wzigw-
szy pierwszej i trzeciej réwnie wielokrotne, drugiej i czwartej réw-
nie wielokrotne; w kazdej odmianie wielokrotnego wielokrotnych
powtdrzenia, kazda z dwéch pierwszych wielokrotnych, kazdg zdwéch
drugich wielokrotnych, albo razemjedna drugg przewyzsza, albo razem
jedna drugiej jest réwna, albo razem jedna od drugiej jest mniejsza,
to jest gdy wielokrotna pierwszej wielko$ci jest wieksza, réwna
lub mniejsza od wielokrotnej trzeciej wielkosci, jest tez wielokrot-
na drugiej wielkosci wieksza, rdwna lub mniejsza od wielokrotnej
czwartej wielkos$ci.*

»6.  Wielkosci, ktére majg jeden i tenze sam stosunek, zo-
Wa sie proporcyonalne.” pj

28*
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Najprzéd wezmy pod uwage ten przypadek, gdy
ci d sg wspoimierne; biorgc wtedy p i ? taj“e’ ze
pc = qd, otrzymamy, podiug zatozeniai pa q,s a $

Pa :1ig=1, czyli s=-d, lub a:b=c:d.

Powtore: wezmy pod uwage ten przypadek, gdy
ci d sg niewspotmierne. Wtedy nie mozna znales¢
takich dwoch liczb catkowitych pi g, aby byto:pe—qgd.
Lecz mozemy wéwczas wzigé jakakolwiek wielokiot-|
ng wzgledem d, naprzyktad qd i znales¢ odpowiednig
wartos$¢ catkowitg, p taka, aby qd zawierato sie po-f
miedzy dwiema nastepujgcomi po sobie wielokrotno-
Sciami wzgledem e, mianowicie pc i (p+|)c— Wm

sposobem " jest mniejsze od Jednosm zas ‘o1

iest wieksze od jednosci. Stad wiec podiug pizy-

puszczenia i jest mniejsze od jednoscia ~  jest

*

. C .a
wieksze od jednosci. Zatom oba utamki 1j s3

wieksze od £ i oba mniejsze od A poniewaz

jest to prawdziwem, jakkolwiek wielkie bylyby p iq

przeto stad wnosimy, ze i nie moga by¢ nie

réwne, to jest ze muszg one by¢ réwne (patrz § 370).
Z tego za$ wypada proporcya a-b= c:d- czyli, '
cztery iloSci a, b, ci d zadosy¢ czynig okreSleniu
algebraicznemu proporcyi.

374. Okreslenie glgiebraiczne proporcyi nie

moze by¢ wiasciwie zastosowanem w jeometryi, gdyz
niema zadnego sposobu przedstawienia jeometrycznie
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dziatania dzielenia. Linie proste mogg by¢ przed-
stawione jeometrycznie; — lecz nie moze by¢ przed-
stawiong liczba oderwana, pokazujgca ile razy jedna
linia prosta miesci sie w drugi6j. Nalezy tu zauwa-
zy€. ze okreslenie Euklidesa jest zupetnie Sciste i da-
jace sie zastosowac zaréwno do ilosci niewspdtmiernych
jak i wspotmiernych, gdy tymczasem okreSlenie algie-
braiczne, $ciste moéwiac, odnosi sie tylko do tych
ostatnich. Tajedna uwaga juz wystarcza dla uzasad-
nienia okre$lenia przyjetego przez Euklidesa.

PRZYKELAD XXXVI.

Znale$¢ warto$¢ na x z kazdej z nastepnych pro-
porcyi:

1 4:7= 8% 2. 3:7=»:42

3. b:*= *: 45 4, *:9=16:*:

5. *f-4 :x-\r2— x-{-8: *-)-5,

6. *+4:2*j-S= 2x—1:3*-(-2;

7. 3*+2:*+7=9*—2:5%+8;

8. *2j-*-j- :62]|as-|-1) = r2—*4-1:63(*—1);
9. axA-b:bx-\~a= mx-\-n en*-j-m;

10. Jezeli: pg-=rs, i qt—su, wtedy bedzie:

p: r—t\u;

11. Jezeli a:h :di a:6'= c":J', wtedy be-

dzie aa':bb'—cc':dd'j atakze i ab’:a'b=
= cd":cd.

12. Jezeli a:b=b:S, wtedy bedzie:
(a24-b2) (b2-\-c2 = (ab-\-bc)2.
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13. Znale$¢ wyrazy skrajne w proporcyi ciag-
tej, w ktdrej Srednim wyrazem jest 60, wiedzac ze
summa tycli wyrazéw skrajnych wynosi 125.

14. 1Znales¢ trzy liczby stanowigce proporcyg
ciggta, wiedzac, ze ich summa wynosi 19, a summa ich
kwadratow rowna sie 133.

Jezeli a:b—c:d, dowie$¢, ze nastepujace zwigz-
Ki istniejg pomiedzy ilosciami a, b, 0i d.

15.  a(c-j-d) — c(a-\-b).

16. o/ co4<€i2z-c ]/ a2j-62.

17 (a-f-e) (a2 fc2)

" (a—=c)(a2—<2 ’(6—d) (63—d2)
iQ pa2\-Lgab-\-rb2 pc2-\-qcd-\- rd2
l[a2\-mab-\-nb2  lc2\-mcd y~nd2

1 lja b

B a 20 3 ad adj4 3

P p
20. a :b=z J/ ma»\-ncr\ J/ mb~-udr.

XXVII.

Propo rcyonalnosé¢.

375. Ten rozdziat zawiera szereg twierdzen,
zwigzanych z okreS$leniami stosunku i proporcyi, wy-
razonych w inny spos6b, dogodniejszy w niektérych
zastosowaniach.

376. Mowi sig, ze jedna iloS¢ jest wprost pro-
porcjonalng do drugioj, gdy obie te ilosci w ten spo-
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sob zalezg od siebie, ze gdy jedna zmienia sig, wtedy
i druga zmienia sie w tym samym stosunku.

Czesto, dla krétkosci, opuszczamy wyraz wprost
i méwimy ze jedna ilos¢ jest proporcyonalng do
drugidj.

377. Tak naprzyktad jezeli wysoko$¢ tréojkata

pozostanie bez zmiany, wtedy powierzchnia jego jest
proporcyonalng do podstawy: gdyz jezeli podstawa
powieksza sie lub zmniejsza, wtedy, jak to wiemy
z geometryi, powierzchnia powieksza sie lub zmniej-
sza w tym samym stosunku. Ten wypadek mozemy
wyrazi¢ znakami algiebraicznemi w ten sposéb: niech
4 ia oznaczajg Liczby, przedstawiajgce powierzch-
nie dwoch tréjkatow', majagcych wysokos¢ wspding,
i niech B ib oznaczajg liczby, przedstawiajgce pod-

stawy tychze trojkatow; wtedy A B Stad

A

za$ wyprowadzamy na zasadzie § 363. Gdy-

bySmy jeszcze wziegli pod uwage trdjkat, majacy tez
samg wysoko$¢, co i dwa pierwsze, wtedy znowuz
stosunek liczby, wyrazajagc6j jego powierzchnia, do
liczby wyrazajacoj jego podstawe bedzie réwny

Jezeli uczynimy » = m, wtedy "= », i A=

= mB. Tutaj A moze przedstawia¢ powierzchnig
ktoregokolwiek z szeregu tréjkatéw, majacych wspéling
wysoko$¢, B odpowiednig podstawe, a m ilos¢ stala.
Stad, to twierdzenie, ze powierzchnia jest proporcyo-
nalng do podstawy, moze by¢ takze wyrazone w ten
sposob: stosunek powierzchni do podstawy jest staty;
pod ktérem to wyrazeniem rozumiemy, ze stosunek
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liczby, przedstawiajacej powierzchnia, do liczby przed-
stawiajgcej podstawe jest jeden i ten sam.

Te uwagi majg na celu wyjasnienie notacyi
i sposob6w mowienia, uzywanych w obecnym rozdzia-
le, Gdy moéwimy, ze A jest proporcyonalne do B
wtedy pod tom wyrazeniem rozumiemy, ze A przed-
stawia liczebng warto$¢ ktoréjkolwiek z szeregu ilo-
§ci, a B liczebng warto$¢ odpowiedniej iloSci z pew-
nego innego szeregu, i ze A= mB, gdzie w jest liczba
stalg dla kazdej odpowiadajacej pary ilosci.

Nalezy tu podaé dowdd zupeiny zwigzku A — mB,
wyprowadzony z okre$lenia w § 376.

378. Jezeli A jest proporcyonalne do B, wtedy A
jest réwne B pomnozonemu przez pewng liczbe stalg.

W rzeczy samej: niech ai Boznacza jedng pa-
re odpowiadajgcych wartosci dwadch ilosci i niech A
i B oznacza inng jakakolwiek pare; wtedy, podtug

okreslenia, bedzie » = Stad: A— B —mB,

gdzie m jest réwne ilosci statdj )(/(

379. Do oznaczenia proporcjonalnosci uzywa
sie znaku od; tym sposobem AooB wyraza, ze A jest
proporcyonalne do B.

380. Mowi sie, ze ilos¢ jest odwrotnie proporcyo-
nalng do drugidj ilosci, gdy pierwszajest proporcyo-
nalng do odwrotnosci drugidj. Patrz § 273.

Albo: jezeli gdzie m jest state, wtedy A

jest odwrotnie proporcyonalne do B.
381. Mowi sie, ze jedna ilos¢ jest proporcjo-
nalng do dwoch innych gdy, skoro pierwsza zmieni
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sie w pewien sposdb, wtedy i iloczyn dwoch innyc
zmieni sie w tymze samym stosunku.

Lub: jezeli A— mBC, gdzie m jest iloScig stala,
wtedy mowimy, ze Ajest proporcjonalne do B i C

382. Mowi sie, ze jedna ilos¢ jest wprost pro-
porcjonalng do drugidj ijednoczesnie odwrotnie pro-'
porcyonalng do trzecioj, gdy zmienia si¢ ona propor-
cjonalnie do iloczynu z drugidj przez odwrotno$¢
trzecidj.

Albo: jezeli A= gdzie m jest state, wtedy

moéwimy, ze A jest wprost proporcyonalne do B a od-
wrotnie proporcyonalne do C.

383. Jezeli: A<x>B, i BcszC, wtedy bedzie i
iosC.

Gdyz niech bedzie A—mB, i B=znG, gdzie ni
i n sg statemi; wtedy A—mnC; a poniewaz mn jest
statem, przeto A oo C.

384. Jezeli: A<>C\B C , wtedy bedzie:
A+BcoC, iV ABoo C,

Gdyz niech bedzie A— mC i B —nt, gdzie m
i nsg statemi; wtedy A£B = (m+n) C, przeto
JAV~22CD C. -

A takze: \Z~Ali= J/"mnC2— OJ/ mn\ zatém
JABcoC.

385. Jezeli Ax,BC, wtedy: B<><>AG i r(])oo'-ag.
1A
Gdyz niech bedzie: A —mBG, wtedy B ——. (, >

przeto ”’ ook‘z
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Podobniez: Coc—.

386. Jezeli AocB, i Coc D, wtedy. ACocBD.
Gdyz niech bedzie A— mB i IC<=.nD\ wtedy:

AC —mnBD\ a przeto A CocBD.

Podobniez: jezeli AocB, CocD \EocF, wtedy:
A CEocBDF; i tak dalej.

387. Jezeli: A.ocB, wtedy i: AHbcBn

Gdyz niech bedzie: A — mB, wtedy i:
A“—m"B"\ przeto A"ooB*“

388. Jezeli AocB, wtedy APocBP, gdzie Pjest ja-
kagkolwiek iloscig statg lub zmienna.

Gdyz niech bedzie A—mB, wtedy AP—mPB;
przeto APocBP.

389. Jezeli: AocB, gdy Cjest niezmienne, i Aoc C
gdy B jest niezmienne, wtedy AocBC, gdy i B i Czmie-
niaja sie jednoczesnie.

Zmiana ilosci A zalezy od zmian dwdch ilosci
B i C przypusémy, ze odmiany tych ostatnich ilosci
majg miejsce oddzielnie i kolejno. Gdy B zmienia sie
na b, przypusémy, ze A zmienia si¢ na a'; wtedy, po-

. . A B s . .
dtug zatozenia: —— Przypusémy teraz, ze Czmie-
ni sie na c i wskutek tego a' zmienia sie na a, wtedy
znowuz, podiug zatozenia bedzie: s Przeto:

A a B, C . A _BG ]

—arx a—)ﬁx = czyli: T ke skad: AocBC.
Bardzo dobry przyktad tego twierdzenia przed-

stawia nam jeometrya. Mozna dowies¢, ze po-

wierzchnia trojkata jest proporcyonalng do podstawy,
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gdy wysokos¢ jego pozostaje niezmienna, i znowuz.
Ze taz sama powierzchnia jest proporcyonalng do wy-
sokosci, gdy podstawa pozostaje niezmienng. Stad
wypada, ze jezeli i podstawa i wysoko$¢ zmieniajg
sie, wtedy powierzchnia zmienia sie¢ proporcyonalnie
do iloczynu z liczb, przedstawiajgcych podstawe
i wysokosc.

Inne przyktady zastosowania tego twierdzenia
przedstawiajg nam zadania, przytrafiajgce sie wAryt-
metyce w rozdziale o regule trzech skfadan6j. Przy-
pusémy naprzyktad, ze wielko$¢ roboty wykonanej
jest proporcyonalng do liczby uzytych robotnikow
w danym czasie, i ze jest znowuz proporcyonalng do
czasu przy danej liczbie robotnikow; wtedy wielko$¢
roboty bedzie proporcyonalng do iloczynu z liczby ro-
botnikbw przez czas, gdy obie te ilosci ulegajg
Zmianie.

390. Podobniez gdyby byto ilekolwiek ilosci B,

C, D .... z ktérych kazda zmienia sie¢ proporcyo-
nalnie do pewnej ilosci A wtedy gdy wszystkie inne
pozostate zatrzymuja tez samg warto$¢, wolwczas
w tym przypadku, gdy one wszystkie sie zmieniajg, A
zmienia¢ sie bedzie proporcyonalnie do ich iloczynu.

PRZYKLADY XXXVII.

1. A jest proporcyonalne do it; A—3 wtedy,
gdy B — 1, znale$¢ warto$¢ A wtedy, gdy B — 2.

2. Gdy A--\-Bzjest proporcyonalne do A2—B 2
dowies¢, ze A-j-B jest proporcyonalne do A- B.
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3. BbAMBB jest proporcyonalne do 5G-|-3.B,
i A—5gdy B —2; znale$¢ stosunek A:B.

4. A jest proporcyonalne do nB-\-C, \ A —4
wtedy, gdy B —1, a C—2; i dalej: A—7. gdy = 2
a (7=3; znales¢ n.

5. -4 jest p3'oporcyonaine do B i C jednocze-
Sniei A—1, gdy B—1i (7=1. Znale$¢ wartos¢ A,
gdy B= 2,i (7=2.

6. A jest proporcyonalne do B i C jednocze-
$niei A= 8,gdy B—2i 0=2. Znale$¢ warto$¢ B C,
gdy J.= 10.

7. G jest proporcyonalne do B i O jednocze-
$nie, iIA—\2,gdy B=2,a 0=3. Znales¢. wartosé
stosunku A:B\ gdy 0=4.

8. A jest proporcyonalne do A i C jednocze-
$nie, i A=a, gdy B—h. i C—c. Znales¢ wartos¢ A,
gdy B=b2i C=c2

9. ™ jest wprost proporcyonalne do B aod-
wrotnie proporcyonalne do O i A—a, gdy B —b,
a C—c.  Znale$¢ warto$¢ A gdy B —c, a C—Dh.

10. Wydatki pewn$j instytucyi dobroczynnej
sg W czesci state, w czesci za$ proporcyonalne do
liczby osdb korzystajgcych z wsparcia. Gdy z wspar-
cia korzystato os6b 960, wtedy wydatki wynosity
1120 rs., gdy za$ liczba korzystajagcych z wsparcia
byfa 3000, wtedy wydatki wynosity 1800 rs. Znales$¢
jaki wydatek bytby, gdyby liczba os6b byta 1000.

11. Zaptata 5 robotnikom za 7 tygodni pracy
wynosita 175 rs.; iluz robotnikbw mozna wynajaé¢ za
300 rs. na 4 tygodnie?
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12, Koszt budowy rnuru jest proporcyonalny
do diugosci tegoz muru, gdy jego wysokos¢ i grubosc
pozostajg niezmienne; jest proporcyonalny do wyso-
kosci muru, gdy dtugos¢ i grubos¢ jego pozostajg nie-
zmienne; i nakoniec jest proporcyonalny do grubosci,
gdy dtugosé i wysokos¢ jego pozostajg tez same. Przy
tych warunkach, jaki bedzie koszt wybudowania mu-
ru dtugiego na 62 stopy, wysokiego na 8stop i gru-
bego na 3 stopy, jezeli wiemy, ze wybudowanie muru
dtugiego na 50 stép, wysokiego na 9 stop i grubego
na 2i stopy kosztowato 3185 rs.

XXXVIII.

Postep roznicowy.

391. Szereg liczb tworzy wtedy postep rézni-
cowy, czyli arytmetyczny, gdy kazda z nich jest row-
na poprzednidj, powiekszondj lub zmniejszonoj o jedna
i tez samg ilos¢, zwang roznica lub wykladnikiem po-
stepu.

Tak np. nastepujace szeregi tworzg postepy ro-
Znicowe:

a, afhy 25 a+30, a+40........

Roznice, czyli wykiadnik w postepie znajdujemy,
odejmujac ktérykolwiek wyraz od nastepnego. W pier-
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wszym szeregu wykfadnikiem jest 3, w drugim —2
w trzecim b.

392. Niech aoznacza wyraz pierwszy postepu
roznicowego, b za$ jego wykfadnik. Wtedy dru-
gim wyrazem bedzie a+6. trzecim a-f-26, czwartym
«-(-30 i tak dalej. Przeto w ogdlnosci n-ty wyraz be-
dzie «-)-(«—I)b.

393. Majac dany wyraz pierwszy i wyktadnik po-
stepu arytmetycznego, znale$¢ summe dan&j liczby wyra-
z6w tegoz postepu.

Niech a oznacza wyraz pierwszy, b wyktadnik,
n liczbe wyrazéw, | wyraz ostatni i s summe wyra-
z6w. Wtedy:

s= a[-(a)-z9)j-(a-(-20)-)- . . .
Oczywiscie otrzymamy tez samg summe piszac szereg
w odwrotnym porzadku; bedzie:
s=1-\-(I—b)+(I—2b)+ ___ 4 -a.
Dodajgc tak znalezione wyrazenia, mid¢ bedziemy:

2s— (I-\-a)-\r {I-\-a)-\-.1 ... do n wyrazow
czyli: 2S——
skad: s—U(/—j—a) N 6))
A ze: | — a-\-(n—1)6 2).

przeto: s—"t R«t («—ho} . ¢ (3).

Roéwnanie (3) daje warto$¢ na s, wyrazong za pomo-
cg ilosci, ktdre podiug zagadnienia byty dane. Row-
nanie (1) daje dogodne wyrazenie nas; — z niego
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otrzymujemy nastepujace twjerdzenie: summa wyra-
z6w postepu arytmetycznego jest réwnag iloczynowi z licz-
by wyrazéw przez potowe summy wyrazow skrajnych.
Zastosujemy teraz réwnania, znalezione w tym
rozdziale do rozwigzania niektérych zadan, dotycza-
cych postepow roznicowych.
394. Znale$¢ summe 20 wyrazOw postepu:

Tutaj a=1, b— 1, n= 20; przeto:

«= "(2+19) = 10X21= 210

395. Znale$¢ summe 20 wyrazdw szeregu
1,357
Tutaj a— 1, b ~ 2, w= 20, zatom:
«= M2+19X2)=~X 40= 20»=400.

395!, Toz samo zadanie w og6lnosci da sie tak
wyrazi¢: Znale$¢ summe n wyrazdw postepu:

stanowigcego szereg liczb nieparzystych, zaczyna-

jac od 1.
Na zasadzie wzoru (2) 8 393 mamy:

I= I-)-2(n—1)= 2n—1,
Bedzie«wiec:

o= |7ll|+ 2« —||:-W'X 2n,

czyli: sS= W2
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396. Znale$¢ summe 12 wyrazéw postepu:
20, 18, 16............
Tutaj: <*=-20, 6=-2, n= 12, P~ eto:

=17 (40-2XH) = 6(40-22)=6X18 = 108

397. Znale$¢ summe 8 wyrazow postepu:
1 1 1 1
I 6" 4 3V e

Tutaj: a=+ b= = « =8,

81/2 71 4w . _ 3
przeto: «= "2yl2+ 12/ A 12

398. Ile wyrazéw postepu:

15,12, 9 -
nalezy wzig¢ aby summa icb byla réwng 42?
Tutaj ,= 4S5, «=15, »= -»! pmto:

42=\ J30—3(n—1)}= |(33—3n).

Mamy wiec n znale$¢ z tego réwnania stopnia diu-
giego: rozwigzujac je otrzymamy: n= 4, lub ~
Postep zadany jest 15, 12. 9, 6, 3, 0, —3., i z mego
widzimy, ze zaréwno otrzymujemy summe 42 z czte-
rech jego pierwszych wyrazéw jak i z siedmiu wy-
razow.

399. Pomiedzy dwie liczby, 11 i 23 wstawi¢ pie¢
liczb $rednich arytmetycznych,

441

Tutaj nalezy otrzymac¢ postep arytmetyczny,
ztozony z siedmiu wyrazdw, zaczynajacy sie od 11
a konczacy sie na 23. Bedzie wiec w tym przypadku:
a= 11, /=23, n= 7; rébwnanie przeto (2) § 393

da nam:
23= 11§60,
skad: b= 2.

Caly postep bedzie przeto: 11,13, 15,17, 19, 21, 23.

PRZYKLADY XXXVIII.

Znale$¢ summe nastepujacych szeregow:

1. 100,101, 102 . «. .. 9 wyrazow.

2 10 wyrazow.
S 9 wyrazow.
4' 21 3'\], 5 _2 .................. 12 Wyrazéwz
> 3% i 18 wyrazow?
e 1 2 1 '
27 3’ 6 15 wyrazow7.

7. Pomiedzy 12 i 20 wstawi¢ 3 S$rednie aryt-
metyczne.

8. Pomiedzy 14 i 16 wstawi¢ 5 liczb $rednich
arytmetycznych.

9. Pomiedzy 81 —4 wstawi¢ 7 Srednich aryt-
metycznych.

Alffieb. Th. 29
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10. fomiedzy - 1i 5 wstawi¢ 8 Srednich aryt-
metycznych.

11. Pierwszy wyraz postepu arytmetycznego
jest 13, drugi 11, summa réwna sie 40: znale$¢ liczbe
wyrazow.

12. Wyraz pierwszy postepu arytmetycznego
jest 5, wyraz pigty za$ 11: znale$¢ summe 8 wyrazow.

13. Summa czterech wyrazéw postepu aryt-
metycznego jest 44, ostatni z tych wyrazow jest 17.
napisa¢ ten postep.

14. Summa trzech liczb, stanowiacych postep
arytmetyczny jest 21, a summa kwadratow tychze
liczb jest 155; znale$¢ te liczby.

15.  Summa pieciu liczb, stanowigcych postep
arytmetyczny, wynosi 15, a summa kwadratow tychze
liczb jest 55. Znales¢ te liczby.

16. Siédmy wyraz postepu arytmetycznego jest
12, dwunasty za$ wyraz jest 7; summa wyrazow te-
goz postepu jest 171: znale$¢ liczbe wyrazow.

17. Podrézny ma przeby¢ droge 140 wiorst.
Pierwszego dnia przechodzi 26 wiorst, drugiego 24
wiorsty, trzeciego 22 wiorsty i t. d. W iluz dniach
odbedzie catg droge?

18. Osoba'A wychodzi z pewnego miejsca i prze-
chodzi po 24 wiorsty nagodzing. W trzy godziny pdz-
niéj z tegoz samego miejsca wychodzi druga osoba B,
idzie w tym samym Kierunku i przechodzi 3 wiorsty
W ciggu pierwszdj godziny, 34 w ciggu drugidj, 4 w
ciggu trzeci¢j it.d W ilu godzinach B dogoni
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19. Summa trzech liczb stanowigcych postep
arytmetyczny jest 12, summa ich kwadratow 66; —
znales¢ te liczby.

20. Jezeli summa w pierwszych wyrazéw po-
stepu arytmetycznego jest zawsze n2 (jakiekolwiek
bytoby n) znales¢ wyraz pierwszy i wykladnik.

21*. Woyraz stojagcy na miejscu p w postepie
réznicowym réwna sie n, wyraz stojacy na miejscu q
w tymze samym postepie jest rowny u, liczba za$
wszystkich wyrazéw jest n. Znale$¢ wyktadnik, wy-
raz pierwszy, wyraz ostatni i summe wyrazéw tegoz
postepu.

22*.  Mam tyle orzechdw, ze z nich moge uto-
zy¢ tréjkat'rownoboczny pelny. Dostatem nastep-
nie jeszcze tyle orzechéw ile juz miatem, i z nowoj
toj ilosci orzechow utozytem kwadrat petny, ktérego
bok zawierat tyle orzechéw, ile ich zawieral bok
trdjkata. Po takiem utozeniu wszystkich orzechéw,
okazato sie, ze pozostato mi jeszcze 20 orzechdw. llez
miatfem orzechdéw z poczatku?

23*. Pewna osoba rozpoczyna gre na takich
warunkach, Zze w razie wygrania partyi, odbiera
z banku 14 razy wzietg stawke. Na pierwszg partye
stawia 1rs., ktérego przegrywa, na drugg 2rs., kto-
re takze przegrywa, natrzecig 3rs., ktére rowniez
przegrywa, i t. d., na kazdg nastepng partye po-
wieksza stawke o jednego rubla. Po pewnej liczbie
partyj wygrywa w koncu, i to tyle, ze to co wygrata
wynosito Scisle takg summe jakg we wszystkich par-
tyach do banku wniosta, ilez partyj grata?

29*
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XXXIX.

Postep ilorazowy czyli gieometryczny.

400 Szereg liczb z ktérych kazda réwna sie
poprzedniej pomnozonej przez pewien czynnik staty,
nazywa sie postepem ilorazowym, czyli gieometrycz-
nym. Ten czynnik staty nazywa sie wyktadnikiem po-

Stepu. e - s : .
Podtug tego okreslenia nastepujace szeregi liczb

sg postepami jeometrycznemi:
1.39.27. 81 ..........
!
lj 274°8716..........
a, ar, ar2, ar3arl .......... Cla
Wyktadnik w postepie mozna znale$6 przez podziele-

nie ktoéregokolwiek wyrazu przez bezpo$rednio po-
przedzajagcy go. W pierwszym przykiadzie wyktad-

nikiem jest 8, w drugim j, w trzecim r.

401. Niech a oznacza wyraz pierwszy” postepu
gieometrycznego, a r wykiadnik; wtedy drugim wyra-
zem bedzie ar, —trzecim ar3 -“czwartym ar ita
dalej; n tym wyrazem bedzie arn-\

402. Znale$¢ summe danej liczby wyrazéw postepu
ilorazowego, gdy sa wiadome wyraz pierwszy i wyktad-
nik postepu. Y

Niech a oznacza wyraz pierwszy, r wykladni ,
n liczbe wyrazéw, a t summe wyrazéw. Wtedy:
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s= a-\-ar-\-ar2\-ar2-\-............ \-ar'—4,
skad:
sr= ar-\-ar2-\-ar3-\-............
Przez odjecie pierwszej rownosci od drugiej
otrzymamy:
Sr—s—ar‘—a,

) _ a(rm—1)
skad: r-1 (Ib
Jezeli | oznacza wyraz ostatni, wtedy mie¢ bedziemy:
I= ar'4 2),
: e @),

Rownanie (1) daje warto$¢ na s, wyrazong za pomo-
cnych ilosci, ktére podtug wystowienia zadania sg
wiadome. Roéwnanie (3) daje tez samg wartos¢ wy-
razong w dogodniejszej postaci do rachunku w nie-
ktérych przypadkach.

Zastosujemy teraz te rdwnania do rozwigzania
niektorych zadan odnoszacych sie do postepow ilora-
zowych.

403. Znales¢ summe 6 wyrazOw szeregu: 1, 3,
927 ... .
Tutaj a— 1, r=3, n= 6, przeto: N
729-1 _
S 3.1 364.
404. Znale$é summe 6 wyrazow szeregu 1, —3,

9, —27
Tutaj; a— 1, r——3, n— 6; przeto:
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=(=Ar-l= ™M= = 18
—6—1 —4

405. Znales¢ summe 8 wyrazOw szeregu 4, 2,

i, L..

Tutaj: 0=4, r ="-;k= 8; przeto:

m4|f" 1) _4il-» )-«5v 8-»5
64 X 1 —"32"
2—1

406. Znale$¢ summe 7 wyrazdéw szeregu: 8,

Tutaj a= 8, == —£ n— 7: przeto:

B[(~") _8(—A —~ 129 3 _43
16 X 3 8
e - 2 1
407. Wstawic trzy liczby $rednie gieometryczne

pomiedzy 2 i 32.

Tutaj nalezy nam znale$¢ postep ilorazowy, za-
wierajacy pie¢ wyrazdw, zaczynajacy sie od 2, a kon-
czacy sie na 32. W zadaniu tern wieci«—2, 1— 32,
w— 5; na zasadzie rownania (2) § 402:

32=21Ir
czyli: r4= 16-= 24
skad: r—2.

Zadany szereg jest wiec: 2, 4, 8, 16. 32.
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408. Warto$¢ na « znaleziong w § 402 mozemy
napisa¢ tak:
«(1—rn)

Przypusémy ze r jest mniejsze od jednosci. Wte-
dy im wieksze bedzie n, tern mniejsze bedzie r": i, bio-
rgc n dostatecznie wielkie, mozemy uczyni¢ j*tak
matém, jak tylko chcemy. Opuszczajac otrzy-
mamy: .

Wypadek, otrzymany wyz$j, mozemy wyrazi¢ w ten
sposéb: W postepie gieometrycznym, w ktérym wyktad-
nik jest liczebnie mniejszy od jednosci, mozemy wzig¢ zaw-
sze dostateczng liczbe wyrazéw tak, & summa ich bedzie

sie rozni¢ tak mato, jak tylko chcemy od A0
, } 1 1 i
409. Naprzyktad: wezmy szereg: 1. g o-

Tutaj «= 1,r= |-, przeto®”~=2. Biorgc dosta-

teczng liczbe wyrazow tego szeregu, mozemy summe
ich uczyni¢ tak malo réznigcg sie od 2, jak tylko
chcemy. | w rzeczy samej: jezeli weZzmiemy cztery

wyrazy, otrzymamy na summe 2—-g, jezeli wez-
miemy pie¢ wyrazow, wtedy summa ich bedzie:

Z_ié_’ jezeli sze$¢ wyrazow, wtedy summa bedzie

2—" i tak dalej.
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Wypadek p&wyzszy wyraza sie niekiedy dla
krotkosci w nastepujacy sposéb: summa nieskorczo-
ndj liczby wyrazow tego szeregu jest 2, lub jeszcze krdcdj
summa wyrazow do nieskoticzonosei jest 2.

410. Utamki peryodyczne przedstawiajg nam
przektad tego, co nazywamy postepem gieometrycz-
nym nieskoficzonym. Tak np. 0,3242424.... ozna-
cza toz samo, Cco:

Tutaj wyrazy po » tworzg postep gieometryczny,
ktérego pierwszym wyrazem jest: 24 a wyktadnikiem
%—2. Stad mozemy powiedzi$d, ze summa nieskoriczo-
nej liczby wyrazow tego szeregujest: =",
to jest: 4 Przeto warto$¢ catego utamku peryo-

dycznego bedzie 1 + <jjl.
W praktyce mozemy najproscioj znale$¢ war-
tos¢ utamku peryodycznego w ten sposdb:
Niech: *= 0,32424..........
wtedy: 10s = 3,2424 .........
i: 1000 «= 324,2424 ...........
stad, przez odjecie drugidj rownosci od trzeciej,
bedzie: (1000 —10) s= 324—3= 321,
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. . 321
i nastepnie: s=

Kazde inne zadanie moze by¢ rozwigzane w podobny
sposab.

PRZYKLADY XXXIX.

Zsumowac nastepujace postepy:

1. 1,4,16 ... .. do 6 wyrazéw.

2. 9.3 1. do 5 wyrazow.

3. 25,10,4 ... .. do 4 wyrazow.

4. 1,1/12,2, 2|1/2 ... do 12 wyrazdw.
3 1 1 .

. ... do 6 wyrazow.

5 81 41 6 [ y
2 , 3 ,

6. 50 et do 7 wyrazdow.

7. 11 . do nieskonczonosci.
It 3’ 9 ¢

©
Je—
Po—
=
o

. do nieskonczonosci.

©

i % , }1 ......... do nieskonczonosci.

10. 6 2, 20 do nieskoriczonosci.

Znales¢ "wartosci nastepujacych utamkow pe-
ryodycznych.

11. 0,151515.........

12. 0,123123123 ..........



13. 0,4282828 .........

14. 0,28131313..........

15. Wstawi¢ 3 $rednie gieometryczne pomig-
dzy 11 256.

16. Wstawic 4 Srednie gieometryczne pomiedzy

siuol

17. Wstawi¢ 4 Srednie gieometryczne pomie-
dzy 31 —729.

18. Summa trzech liczb, stanowigcych postep
gieometryczny jest$3, roznica pierwszego i trzeciego
wyrazu tego postepu jest 45; znalez¢ te trzy liczby.

19. Summa czterech pierwszych wyrazéw po-

stepu gieometrycznego jest 40, a summa oSmiu pierw-
szych wyrazéw tegoz postepu jest 3280; napisa¢ ten
postep.

20. Summa trzech wyrazéw postepu gieome-

trycznego jest 21, summa kwadratéw tychze wyrazéw
jest 189; znales$¢ te wyrazy.
21*. W postepie ilorazowym wyraz pierwszy

é—, wyraz ostatni | — 1024, liczba wyrazéw n —14

znale$é summe wyrazow «i wyktadnik .

22*.  Znale$¢ wyktadnik r w postepie ilorazo-
wym, gdy a—20, n= 3, s—95.

23*. W postepie ilorazowym wyraz pierwszy
jest p, wyraz drugi jest q; — znale$¢ wyraz, stojacy
na miejscu n, oraz summe n wyrazéw. Czemu sie
réwnac bedzie summa nieskoriczondj liczby wyrazéw
tegoz postepu, w przypadku gdy fi>q!
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24*. Znale$¢ summe X 3\-xg-\-xFl-\-........ -j-
-f*y8ty 9
25*, Znaleéé summe'

p I/p 3—p\/p \/q er\/p\/ﬂ —erq3+ q)/pS—

—{V4 Vp oV Vg—a\V

26*. Pierwszy wyraz postepu ilorazowego, skia-
dajacego sie z 5 wyrazow jest x2 drugi za$ x\/ xy\
znale$¢ trzy pozostate wyrazy, oraz summe tegoz po-
stepu.

27*.  Znale$¢ summe n wyraz6w postepu:

(@2,62)+(a+ 6)+ ~ ) eeeeees

28*.  Znale$¢ summe n wyrazOw postepu:
«+x fa—x
a—x ' a-\-x

29*. Majac wiadomy stosunek $rednisj arytme-
tyczndj i $rednidj geometryczn6j dwaoch liczb, znale$¢
stosunek samychze tych liczb.

30*. Opowiadaja, ze gre w szachy wynalazt
Sessa Ebn Daher, dla zabawy pewnego kréla w In-
dyach, nazwiskiem Shehram. Ten ostatni, chcac wy-
nagrodzi¢ odpowiednio wynalazce zagre, ktéra mu
sie¢ bardzo podobata, pozostawit jemu samemu wybdr
nagrody. Wynalazca za calg nagrode prosit tyle
pszenicy, ile wypadnie, jezeliby$my potozyli na pierw-
szem polu szachownicy 1 ziarno, na drugiem 2 ziar-
na, na trzeciem 4 ziarna i tak dalej az do ostatniego
64 pola, zawsze na kazde nastepne pole kladac dwa
razy wiecej ziarn pszenicy anizeli ich bylo na po-

+



przedniem. Krélowi wydata sie to zbyt mata nagro-
da. Ztemwszystkiem okazato sie po obliczeniu, ze
taka nagroda o wiele przechodzita moznos$¢ kréla.
Jakaz byta ilo$¢ zadandj pszenicy?

31*. Z punktu wzietego na jedném ramieniu
kata, majgcego 60° spuszczono prostopadtg do drugie-
go ramienia kata, ze spodka tej prostopadtéj znowuz
poprowadzono prostopadta do pierwszego ramienia,
ze spodka t6j drugidj prostopadtej spuszczono prosto-
padty do drugiego ramienia kata i tak dal6j do nie-
skonczonosci.  Znale$¢ czemu sie réwna summa tych
wszystkich prostopadtych, jezeli wiemy, ze pierwsza
ma m metrow.*)

XL.

Postep harmonijny.

411. Trzy liczby A, B, C, sg wtedy w postepie
harmonijnym, gdy pomiedzy niemi zachodzi zwigzek,
wyrazony nastepng proporcya;

A: C—'A—B: A—C

Liczba B nazywa sie $rednig harmonijng pomiedzy
AiC ' *

*) Do rozwigzania tego zagadnienia, potrzeba najprzéd do-
wie$¢ takie twierdzenie: W trdjkacie prostokatnym, w ktérym
jeden kat ostry jest dwarazy wiekszy od drugiego, przyprostokat-
na mniejszajest réwng potowie przeciwprostokatnej. T.
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Szereg liczb wtedy stanowi postep harmonijny,
gdy kazde trzy liczby po sobie nastepujgce, sa w po-
stepie harmonijuym.

412. llosci odwrotne *) wzgledem liczb, stanowig-
cych postep harmonijny tworzg postep arytmetyczny.

Niech bedg liczby A, B i Cw postepie harmo-
nijnym: wtedy podtug okre$lenia, pomiedzy niemi za-
chodzi taki zwigzek: A:C=A—B:B C Stad wy-
pada, ze A(B—C)= G(A—B). Dzielgc obie stiony
rownosci przez ABC, otrzymamy:

1 1 1

C B B A-
Ta ostatnia rownos¢ jest dowodem powyzszego twiei-
dzenia.

413. Wiasnos$¢, dowiedziona w poprzednim 8§,

daje nam mozno$¢ rozwigzania niektérych zadan, od-
noszacych sie do po%@péw harmonijnyfch. Naprzy-
0

kiad: pomiedzy * i wstawi¢ pie¢ liczb $rednich
harmonijnych. W celu rozwigzania zadania nalezy
tylko wstawié pomiedzy » i pie¢ liczb $rednich
arytmetycznych.

Na zasadzie wiec réwnania (2), § 393, bedzie:

T = | +Ne
skad: 6&= g,

*) Patrz § 273.



a nastepnie: .

Szukany wiec postep arytmetyczny bedzie taki:
3 2526 27 28 29 15 : :
2’ 16' 16’1616’ 16’ T ; st9d wyPadlue postep.jbar-

monijny zadany: r
2 16 16 16 16 16 _8
3725726°27°28°29 " 15
414. Oznaczmy przez ai c dwie jakiekolwiek
ilosci, przez A ich $rednig arytmetyczng, przez G ich

Srednig gieometryczng, a przez H ich $rednig harmo-
nijng. Wtedy bedzie:

A—a—c—A; skad: A—"(a-\-c),
a:G=G:c, skad: G=]/ac,

a.c—a—H:H—, skad: H ="~
a-\-c

PRZYKLADY XL.

1. Postep harmonijny: 6, 3, 2 przedtuzy¢ jesz-
cze otrzy wyrazy.

2. Postep harmonijny 8, 2, 1-| przedtuzy¢ jesz-
cze o trzy wyrazy.

3. Pomiedzy 4 i 2 wstawi¢ 2 S$rednie har-
monijne.

4. Pomiedzy g i » wstawi¢ 3 $rednie har-
monijne.
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5. Srednia arytmetyczna pomiedzy dwiema
liczbami jest 9, a ich $rednia harmonijna jest 8, —
znales¢ te liczby.

6. Srednia gieometryczng pomiedzy dwieéna
liczbami jest 48, a ich $rednia harmonijna jest 46.%5 :
znales¢ te liczby.

7. Znale$¢ dwie liczby, wiedzac ze summa ich
Sredniej arytmetycznéj, gieometrycznej i harmonijngj
jest 9, a iloczyn tychze Srednich jest 27.

8. Znale$¢ dwie liczby, wiedzac ze iloczyn
ich $rednidj arytmetycznc€j i Sredniej harmonijndj jest
27, a przewyzka $rednidj arytmetyczncj nad Srednig
harmonijng wynosi 1|.

9. Jezeli a bicsg w postepie harmonijnym,
dowiesé, ze:

a-j-c—2b: 8—o0— a—=C: a-j-C.

10. Jezeli trzy liczby stanowig postep gieome-
tryczny, ijezeli kazdg z nich powiekszymy o wyraz
$redni, dowiesé, ze otrzymane trzy liczby stanowic
bedg postep harmonijny.

XLI.

Przemiany, przestawienia i potgczenia.

415. Przemianami (waryacyami) nazywamy rozne
sposoby, jakiemi moze by¢ ustawiany pewien zbior
przedmiotow.
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Tak naprzyktad przemianami z trzech glosek a,
b, o, branych po dwie na raz, beda: ab, ba, ao, ca
be, cb.

* Poflgczenia tych samych przedmiotow, réz-
nigce sie¢ tylko porzadkiem, w ktérym sg one usta-
wione, nazywajg sie przestaioieniami (permntacye).

Tak np. z trzech glosek a, b, o przestawienia
bedg: abc, ach, bac, boa, cha, cab.

416, Polgczeniami w Scislejszem znaczeniu tego
wyrazu (kombiuacyami) sg takie ustawienia pewnego
zbioru przedmiotdw, w ktorych nie zwracamy uwagi
na porzadek, w jakim stojg obok siebie przedmioty.

Tak naprzyktad z trzech glosek a. b, ¢ (oznacza-
jacych pewne przedmioty), branych po dwie na raz,
potaczenia bedg ab, ac, be; zbiory ab i ba, bedace réz-
nemi przestawieniami dwoch przedmiotéw a i b, tworza
jedno potaczenie (jedng kombinacyg), podobniez zbiory
a0 i ca takze tworzg jedno potaczenie, réwniez boi ch.*)

417. Liczba przemian (waryacyj) z n przedmiotow,
branych po r naraz, jest rowng-.

n{n—1)(m 2)........ (n ).

Niech bedzie n glosek a,b, ¢ d ......... przed-
stawiajacych tylez przedmiotow. Znajdziemy naj-
przéd liczbe przemian z tych gtosek, branych' po dwie
naraz. W tym celu umiesémy a przed kazdg z po-
zostatych glosek; otrzymamy tym sposobem n—1 prze-
mian, w ktérych a znajduje sie na pierwszym miejscu,

*) Gloski, stuzace do oznaczenia przedmiotéw #tgczonych
nazywajg sie w tej czesci algiebry, ktérg zajmuje sie niniejszy
rozdziat, elementami. ' T.
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Umies¢my nastepnie b przed kazda z pozostatych
gtosek; otrzymamy tym sposobem n -1 przemian, za-
czynajacych sie od b. W podobny spos6b znajdziemy
«—1 przemian, z ktérych kazda zaczyna sie od c
| tak dal6j. Wiec wszystkich przemian z n glosek,
branych po dwie na raz, bedzie: n(n—1). Znajdziemy
teraz liczbe przemian z tych n glosek, branych po
trzy na raz. PokazaliSmy dopiero co, ze z n glosek,
mozemy utworzy¢ n(n—1) przemian, z ktérych kazda
zawisra po dwie gloski; zatom z n—I gtosek b, c,

d.... mozemy utworzy¢ (n—I)(w—=2) przemian,
bioragc te gloski po dwie na raz. Utworzywszy te
(»—1)(n—2) przemian z glosek 6Ac, d .... . umiesé-

my nastepnie gloske a przed kazda z tych prze-
mian; otrzymamy tym sposobem (n—I)(n-2) prze-
mian, zawierajgcych po trzy gloski i w ktérych a
znajduje sie na pierwszdm miejscu. Podobniez bedzie
(n—1)(m—2) przemian, zawierajacych po trzy gtoski
i zaczynajacych sie kazda od b. Podobniez tylez be-
dzie takich przemian zaczynajgcych sie od c. | tak
dalgj. Ostatecznie wiec wszystkich przemian z n gto-
sek branych po trzy naraz, bedzie: n(n—I)(n—2).
Z rozwazania tych i tym podobnych przypadkéw,
moznaby sie domyslac, ze liczba przemian z n glosek
branych po r na raz, bedzie:
nn—1) (n—2) ..o (n—r-j-1) ;

i pokazemy, ze tak jest w rzeczy sam$j. Przypusémy
bowiem, Ze juz jest wiadome, iz liczba przemian z n
gtosek, branych po r—1 na raz, jest:

»(r--1)(1—2) ... {e—r—1j-)-1|

dowiedziemy, ze podobny -wzor wyrazaé bedzie i licz-
Algieb. Todh. 3u
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be przemian z n glosek, branych po r naraz. Gdyz
zn—l1lglosek b, c d ......... mozemy podiug zatozenia

utworzy¢: (n—I)(n—2) ......... {e—1—r—1)-j%J prze-
mian kazda po r—1 glosek; — umies¢my a przed kaz-
da z tych przemian, a otrzymamy tylez przemian, za-
wierajgcych po r glosek i zaczynajacych sie od a
Podobniez taka sama bedzie liczba przemian, zawie-
rajacych po r glosek, i zaczynajacych sie od b. | jesz-
cze takaz sama bedzie liczba przemian, zawieraja-
cych po r glosek, i zaczynajagcych sie kazda od a
| tak dalgj. Ostatecznie wiec liczba przemian z n
gtosek, -branych por na raz, bedzie:

n(n~\)(n—2) ... (n—r-J-1).

Jezeli zatdbm wzor ten ma miejsce, gdy bierzemy
po v—1 glosek na raz, to mi$¢ on .bedzie miejsce
i wtedy, gdy bierzemy po r gtosek na raz. Lecz po-
niewaz widzieliSmy iz ma on miejsce wtedy, gdy bie-
rzemy po trzy gtoski na raz, przeto, wypada zpowyz-
szego dowodzenia, ze ma on mwajjsSen wtedy, gdy bie-
rzemy po cztery gloski,ja zatbm ma miejsce i wtedy,
gdy bierzemy po pie¢ gtosek na raz. i tak dalgj. Za-
tem jest on ogdlnym.

418. Ztego wzoru wypad a, ze liczba przesta-
wien z n glosek, to jest liczba przemian z n glosek,
branych wszystkie na raz, jest rowna
n(n—1)(n—3.........3.2.1.

419. Dla krotkosci iloczyn n[n—1)(«—2)......1
czesto oznacza sie tak: [», lub tez n\\ (n z wykrzykni-

kiem) tyra sposobem znak |», lub « oznacza iloczyn

szeregu liczb naturalnych od|l do n wigcznie. Symbol
n mozna czytac tak: fakultet[n.
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420. Kazde potaczenie (kombinacya) z r przed-
miotdw daje |r lub r! przestawierr (permutacyj).

Gdyz podiug 8418 te » przedmiotéw moze by¢
przestawionych w |r rdéznych sposob6w.

421. Liczba potaczen (kombinacyj) z n przedmio-
tow, branych po r na raz jest-.

n(n—1) («—2) ......... (w—-j-1)

Gdyz liczba przemian z n przedmiotéw, branych
po r naraz jest n(n—1)(n—2) .. .., W——-+H na za-
sadzie § 417; kazde za$ potaczenie (kombinacya) two-
rzy |r przestawien podtug 8420, przeto liczba po-
faczer musi by¢ réwna:

n(h—1)(b—2) ......... h—+

Jezeli licznik i mianownik tego wyrazenia pomnozy-
my przez |n—r, wtedy przyjmie ono postac.

Y . |n—r
nie zmieniajac, rozumie sie, swojej wartosci.

422. Znalez¢ liczbg przestawiern (permutacyj) z n

przedmiotéw, ktore nie wszystkie sg rézne.
Niech bedzie danych n gtosek: i przypusémy, ze
w tych n gtoskach awchodzi p razy, b wchodzi g razy,
e wchodzi r razy, pozostate za$ d, e......... wchodzg
kazda raz tylko jeden. Wotedy liczba przestawien
(permutacyj) ztych glosek bedzie:
n

\P -\I-f
30-
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W rzeczy samej: oznaczmy liczbe szukang, tych
przestawien gtoska N. Gdyby w ktéromkolwiek
z tych przestawien p glosek « zostato zmienionych
na p nowych gtosek, réznych od siebie, wtedy, nie
zmieniajac potozenia zadnoj z innych glosek, moglibys-
my utworzy¢ z tego jednego przestawienia, |p prze-
stawien réznych: gdyby wiec p glosek a zostato za-
mienionych na p nowych i réznych glosek, wtedy
liczba wszystkich przestawieri bytaby: NX\p_m Po-
dobniez: gdyby q gtosek b zostato zamienionych na q
nowych i réznych od siebie gtosek, wtedy catkowita
liczba przestawien, jaka teraz moglibysSmy otrzymac,
bytaby AiX|pX]|2e | jezeliby » glosek c zostato row-
niez zamienionych na r nowych i réznych od siebie
gtosek, wtedy catkowita liczba przestawien bytaby:
NX\p X|? X|c m Lecz ta liczba musi by¢ réwna liez-
bie przestawien z n gtosek réznych (§ 418), to jest

Zatom: iVX|p_X|9 XM =  a stad:

I w takiz sam spos6b mozna postepowac¢ w kazdym
innym podobnym przypadku.

423. Zwracamy tutaj uwage czytelnika na ten
szczegolny sposéb dowodzenia, jakiego uzyliSmy w §
417. Sposob tego rodzaju nazywa sie ;indukcyg mate-
matyczna; opisa¢ go stowami moznaby tak: Dowo-
dzimy, ze jezeli pewne twierdzenie jest prawdziwe
w jednym, jakimkolwiek przypadku, wtedy ono jest
takze prawdziwe i w innym przypadku, wten spo-
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sob zwigzanym z przypadkiem pierwszym, ze moze
by¢ nazwanym przypadkiem nastepnym; dowodzimy da-
16j jakimkolwiek badZz sposobem, ze twierdzenie to
jest prawdziwe w pewnym, oznaczonym pizypadku;
z dowodzenia wiec poprzedniego wypada, ze jest ono
prawdziwe i w nastepnym przypadku, a stad dal6j jest
ono prawdziwe i dla nastepnego wzgledem tego
ostatniego przypadku, i tak dal6j. Tym sposobem
ostatecznie twierdzenie musi by¢ prawdziwe w ka-
zdym przypadku: przynajmni¢j liczac od tego, od
ktéregoSmy rozumowanie zaczeli.

Sposdb indukcyi matematyczn$j jest czesto uzy-
wany w wyzszych czesciach matematyki.

PRZYKLADY XLlI.

1. Z oddziatu, zawierajagcego 24 ludzi, ile moz-
na utworzy¢ oddziatdw matych po 6 ludzi?

2. Znales¢ ile mozna utworzyé przestawien (per-
mutacyj) ze wszystkich liter, stanowigcych wyiaz
Sulejow?

8. Znales¢ ile mozna utworzy¢ potgczen (kom-
binacyj) z liter wyrazu; ,,granitowy” branych po czte-
ry na raz?

4. Znale$¢ ile mozna utworzy¢ przestawien
(permutacyj) ze wszystkich liter, stanowigcych wy-
raz: ,,Krakoiviaku.

5. Liczba potgczen (kombinacyj) z pewngj licz-
by przedmiotéw, branych po cztery na raz, jest row-
ng liczbie polaczen (kombinacyj) z tejze samej liczby
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przedmiotéw, ale branych po trzy na raz. Pytanie
jakaz jest liczba wszystkich przedmiotow?

6. Z dwudziestu spoigtosek i pieciu samogto-
sek ile mozna utworzy¢ wyrazdw, z ktérych kazdy
bytby ztozony z dwoch spotgtosek i jednej samogtos-
Ki w ten sposob, ze samogtoska zajmuje w kazdym
znich srodkowe miejsce?

7. Z dwudziestu oséb, pie¢ ma by¢ wybranych
losem. lloma sposobami moze by¢ to dokonane?
Znales¢ takze ile razy pewna oznaczona osoba be-
dzie wybrang?

8. Osada todzi, skiadajgca jsie z oSmiu wiosla-
rzy ijednego sternika, ma by¢ wybrang z pomiedzy
dwunastu osob, z ktdrych dziewie¢™ moze tylko wio-
stowaé, a trzy moga sterowaé ale nie mogg wiosto-
waé. Znale$¢ iloma sposobami osada moze by¢ utwo-
rzong ztych dwunastu oséb. Znale$¢ takze iloma
sposobami osada mogtaby by¢ utworzong, gdyby jedna
z tych dwunastu oséb mogla zarazem i wiostowac
i sterowac?

9*.  Utworzy¢ j,wszystkie przestawienia (per-
mutacye) z liter stanowigcych wyraz 1) EVA,
2) ROMA.

10*. lle linij prostych mozna poprowadzi¢ po
miedzy 12-ma punktami, pomiedzy ktéremi nie ma 8
lezacych na jednéj linii prostéj? Toz samo zagadnie-
nie w ogolnosci, to jest przyjmujac, ze liczba punk-
tow danych jest n.

11*. W ilu punktach najwyzéj moze sie prze-
cigé 11 linij prostych? Toz samo zagadnienie w ogol-
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nosci, to jest przyjmujac, ze liczba danych linij pro-
stych jest n.

12*. Na plaszczyznie obieramy n punktéw a,
bc..... w ten sposob, ze zadne trzy z nich nie le-
zg na jedndj linii prostéj, i faczymy je z sobg po dwa
liniami prostemi ab, aa, be......... Linie te przecinajg
sie z sobg w nowych punktach A,B. C........ Zna-
le$C liczbe zVtych ostatnich punktéw przeciecia.

13*. lle moze by¢ liczb dziesieciocyfrowych
takich, ktérych wszystkie cyfry sg rozne?

* Uwaga. Biorac pod uwage jakikolwiek wy-
raz, zdanie, lub wiersz, w ogole jakiekolwiek wyraze-
nie, i tworzac zr-glosek stanowigcych to wyrazenie
wszystkie przestawienia (permutacye), otrzymyw-aé
bedziemy nowe uktady glosek, z ktérych jedne mid¢
beda w pewnym jezyku znaczenie, inne za$§ beda bez
zadnego znaczenia, a nawet nie bedg mogty by¢ wy-
mdwione. Zwykle pierwsze nazywajg anagrammami
wzgledem poczatkowego wyrazenia. Niektore ana-
grammy majg stawe historyczng. Tak np. z wyra-
z6w ,,Révolution frangaise” po upadku Napoleona a za
restauracyi, utozono anagramm.... ,,La France veut son
roill 7 nazwiska: ,,Frére Jacques Clément* (zabojcy
Henryka Il1-go), utozono: ,,Gest Venfer qui ma créé™.
Jeden z najpiekniejszych przyktadéw takich anagram -
mow, majacy zwigzek z naszg historyg, stanowi przed-
miot zagadnienia nastepujacego:

14* Gdy miody Stanistaw Leszczynski po-
wrocit za zycia ojca do Leszna z dlugiej podrézy za
granicg, wowczas wtem miescie zgromadzita sie ca-
ta rodzina Leszczynskich w celu powitania przysziej
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gtowy moznego domu. Owczesny Rektor szkoly je-
zuickiej w Lesznie, Jabtonski, chcac przyczynic sie da
uswietnienia uroczystosci, urzadzit dyalog, odegrany
przez uczniéw, po ktérym 13 uczniéw, przebranych za
bohateréw, odtanczyto balet. Kazdy z nich miat na
tarczy jedng z liter stanowigcych wyrazy: ,,Domus
Lescinia“ zlotem wymalowang. Po kazd$j figurze
baletu taficzacy ustawiali sie w ten sposob, ze litery
na tarczach tworzyly anagrammy z wyrazéw powyz-
szych. | tak po pierwszym balecie czytano na
tarczach obok siebie ustawionych: Domus LesciDia;
po drugim tarcze tak sie¢ ustawity, ze czytano: ,,ades
incolumis®. Po trzecim: ,,omnia es lucida“; po czwar-
tym: ,lucida sis omen“; po pigtym: ,,mane sidus loci*;
po széstym: ,,sis columna Dei*; i nakoniec po siod-
mym: ,,I! scande solium* (idZ, wstagp na tron). Ten
ostatni anagramm byt tem piekniejszy, ze, po wstg-
pieniu na tron Leszczynskiego, mégt uchodzié¢ za pro-
roctwo. Znale$¢: 1-sze ile moze by¢ wszystkich prze-
stawien (permutacyj) z liter: ,,Domus Lescinia“: 2-re
przypuszczajac, ze na utworzenie kazdej nowoj per-
mutacyj powyzszych glosek, chtopcy potrzebowali tyl-
ko | minuty, wjakim przeciggu czasu wyczerpali by
te wszystkie permutacye; i po 3-ie ile papieru po-
trzebaby bylo na napisanie wszystkich tych permuta-
cyj, gdyby w jednym wierszu mozna napisaC cztery
takie permutacye i gdyby na stronie catego arkusza,
zmiescito sie 40 wierszy?
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XLII.

Dwumian Newtona.

424.  WidzieliSmy juz, ze {x-\-a)2= x2-j-2xa-\-a?
i ze (M)-a)3= B3(-3dR«-)-3«a2j-ii3 przedmiotem te-
razniejszego rozdziatu bedzie wynalezienie ogolnego
wyrazenia na (#4-a)M gdzie n jest jakgkolwiek liczbg
catkowitag i dodatna.

425. Przez wykonanie mnozen znajdziemy:

{xA-2) (x-\-b)— x2\-(a \"b)x-\-ab,
(x-\-d) (x-\-b) (x-\-C) — X'i-\-(a-\-b-\-C)xi -\

(ab-\-bo-\-cn)xA-abo
(ccf-a) («-fh) (x-\-c)(x-\-d) = ici-\-(a-\-b-\-c-\-d)x2"\-
—Hc6  acH«<H-6c4— J—

-j- (abe- (-bod A-cda-j- dab)x-\- abed.

Rozwazajgc otrzymane wypadki z tych mnozen, do-
chodzimy do wniosku, ze sg one utworzone podtug na-
stepujacych prawidet:

I. Liczba wyrazéw, znajdujacych sie z prawdj
strony znaku rownosci, jest ojednos¢ wiekszg od liczby
mnozonych dwumiandw.

1. Wykfadnik przy x w pierwszym wyrazie
jest rowny liczbie mnozonych dwumianéw, a w kaz-
dym innym wyrazie wyktadnik przy x jest o jednosc¢
mniejszy, anizeli tenze wyktadnik w wyrazie poprze-
dzajacym.
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. Wspdiczynnik wyrazu pierwszego jest

réwny jednosci; wspoétczynnik wyrazu drugiego jest
summa drugich gtosek mnozonych dwumiandw; wspot-
czynnik wyrazu trzeciego jest summa iloczynéw dru-
gich gtosek mnozonych dwumiandw, branych po dwie
na raz; wspotczynnik wyrazu czwartego jest summg
iloczynéw drugich glosek mnozonych dwumiandw,
branych po trzy na raz; i tak dal6j;  ostatni wyraz
jest iloczynem wszystkich drugich glosek mnozonych
dwumian6w.

Pokazemy teraz, ze te prawidta sg ogolne, to jest
majg miejsce jakakolwiek bytaby liczba mnozonych
dwumianéw. W tym celu przypusémy, ze one majg
miejsce dla iloczynu, powstatego z pomnozenia n 1
dwumiandw: to jest przypusémy, ze mamy n 1 czyn-
nikéw a-)ya, x-\-b, x-\-c,......... x-\-k, i ze:

(tf+a) (tf+0)(*+e) ......... (»+*)=
A-gxn-3+rR® 4)-........ --w,
gdzie: p = summie glosek a b, 0,.......... k
g= summie iloczynéw z tychze glosek,
branych po dwie na raz;

r= summie iloczynéw z tychze glosek,
branych po trzy na raz;

u— iloczynowi tych wszystkich gtosek.

Pomn6zmy obie strony t$j réwnosci tozsamosciowsj
przez nowy czynnik (*+0, i uporzadkujmy iloczyn na
drugi6j stronie podtug poteg gtoski x. Bedzie:
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(xA-a)(x-\-b)(x-\-C)......... AR {X\-D—xn
Jr (pA-Dxn- 1+(qJr p)xn- 2
A-(r-\-ghxn=-\~......... A\-ul
Lecz: p-\-l—a-{-bA-c........ summie wszy-
stkich glosek < 6, 0,.... Al;

— +k) = sum-
mie iloczyndw wszystkich glosek
ab c,.... k, I, branych po dwie
na raz;

r-\-ql — r-\-I(ab-\-ac-\-bc.....) —summie ilo-
czynéw wszystkich gtosek a, b, ¢c-—--
___k, I, branych po trzy na raz;

ul— iloczynowi wszystkich glosek.

Stad, jezeli te prawidla majg miejsce gdy mnozymy
n—1 czynnikéw, wtedy to, co byto wyzdj powiedziane
pokazuje nam, ze majg one miejsce i wéwczas, gdy
mnozymy n czynnikéw. Lecz widzieliSmy, Ze one ma-
ja miejsce przy tworzeniu iloczynu z czterech czyn-
nikéw: przeto podtug nich jest utworzony i iloczyn
z pieciu czynnikow i tak daléj: majg one wiec miejsce
w 0gdlnosci.

Wypadek ogdlny z pomnozenia n czynnikéw
dwumiennych napiszemy dla krotkosci wten sposéb:
(*+a) («+b) (*+0)........ («+*) (LMl =x»+PxH1+

-)- Qxn~2\-Rxn~3....... -fr.
Na drugiej stronie powyzsz6j réwnosci P oznacza
summe gtosek a, b, o,........ k, /, ktorych liczba jest w
Q oznacza summe iloczyndéw z tychze gtosek bra-
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nych po dwie na raz: — liczba tych iloczynéw jest
Rjesssummagpodobnych ilo-

czynow, itak daldj. Patrz § 421
Przypus¢my teraz, ze kazda z gtosek b, ¢, ....
. k,I, staje sie rowng, a. Wtedy pierwsza strona
powyzsz6j rownosci zamieni sie na (x-\-a)". P za-
il(n-1) ,,
mieni sie na na, Qzamieni sie na—(j g—)a

mieni sie na i tak dalij. Bedzie
wiec ostatecznie:

n(n—1) 9.9,
(xA-a)n=-xK\-nax"-1A—

wWra—1)(»—2)ag ,, 3

1.2.3
»(>—1) (»-2) («—=3)ftb»4_i. ...._La»
1.2.3.4
426. Wz6r, ktory teraz otrzymaliSmy nazywa

sie dwumianem Newtona, od nazwiska wielkiego mate-
matyka angielskiego, ktdry go pierwszy wt$j postaci
0goIndj podat. Szereg na drugidj stronie znaku row-
nosci nazywa sie rozwinieciem dwumianu (x-\-a) , a gdy
zamiast («4-a)* piszemy ten szereg, mowimy, Zze
(#-|_a)Brozwijamy.

Zwracamy tutaj uwage na to, ze twierdzenie
powyzsze zostalo dowiedzione w tym tylko przypad-
ku, gdy n jest liczbg catkowita i dodatnci, a sposob, ja-
kiego do dowiedzenia uzyliSmy, przedstawia nam
przyktad indukeyi matematycznej.
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427. Wezmy jako przykiad (ce-j-a)6 Tutaj
n—6,
nin—1) 6.5 1C n(n—H(h—2)_6.5.4 £0
T X ~ ; 1.2.3 —1.2.3- "1

n(n—l)(n—2)(n—3) 6.5.
-1.2.

n(in—1) (—2)(n—3)(n—4) 6.
1.2.3.4.5 —1.

NU‘I

przeto:
(ref-a)6= w°-(-6aiG+ 1 5a21d)-20a3K3)-15a%24 -
4-6«5®-aG
Przypus¢my daldj, ze chcemy znale$6 rozwinie-
cie (b2-\-cy)it wtym celu nalezy tylko podstawi¢ b2
zamiast x i cy zamiast « w poprzedni6j réwnosci-
Otrzymamy:
(B2M-cy) 6= (b 2Y-\-6¢y(b2)n-{-15{cy)2(b2y-\- L, ey)3b2$ +
+ LW cy)\b2)2+6(cyY02-\-(cyY =
— b'2-j-6cyb "°-j-15e3/208j-20c3 364 -
\-\bcy"-\-& cy/vR2-\-cy il
Jako dalszy przyktad zadajmy sobie znale$é roz-
winiecie {x—c)rr nalezy w tym celu we wzorze § 425
podstawi¢ —e zamiast a; otrzymamy:

(x—c)n= x>—ncxn' + CX- 2—

n(—1) () gy,

Podstawmy teraz w rozwinieciu {x-\-o,)n jedno$¢
(1) zamiast x, znajdziemy:
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««—1 ,, , n(n—1)(n—=2) 4,
“TT2~a + FTO-
a poniewaz rownos¢ ta jest prawdziwg przy kazdodj
wartosci na a, przeto mozemy w niej napisa¢ « za-
miast a, i bedzie:
nin—1) , n(n Nw—2
(1= | +««- (1.2) ( l.)2(.3 )«5+

428. Dwumian Newtona mozna zastosowac tak-
ze do rozwiniecia wyrazen zawierajacych wiecej niz
dwa wyrazy. Przypus¢my naprzykiad, ze chcemy
rozwing¢ (14-2a—*)*. Uczyhmy y — 2*—«2 wtedy
mioc bedziemy:

(1+2«—«4= (1+y) 4= |+4y+6i/2+4y3fyt, czyli:
(I+2«_*2*=1+4(2«-«2H-6(2«-« 22|
4(2«—« 23t (2«—«2)4
Lecz:
(2«—D2= (2«)2—2(2«)«2 (« 2= 4«2—4«3f« 4
(25—« 3F (2«)3—3(2«)2 «2+3(2*H«)2—(*2)3—
- _8«3—12«4+6a:5—«6,
(2«—3t= (2«)4—4(2«) X 2+6(2a3) A 2—4(2«)(«D) 3-}-
+(«2*=16«4—32«5 24 «—8«? « 8
Podstawiajac te warto$ci w powyzsze wyrazenie i ro-
bigc wszystkie uproszczenia, otrzymamy ostatecznie:
(1+2«.—*24 —i+8«+20£c 2 8 « 3—26«4—B8«5+
+20«6—8«H+ « 8

429. W rozwinigciu (1+«1* wspétczynniki wyra-
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z6ic rownooddalonych od wyrazu pierwszego i ostatniego
sg sobie rowne.

W sam@j rzeczy: wspotczynnik wyrazu stojgce-
go na miejscu r od poczatku rozwiniecia (t. ). takie-
go, przed ktérym znajduje sie wyrazéw r— 1), jest:

—1)(n—2).... 2 .
«(«—1)(n—2) (n_r+_); pomnozywszy licznik i

mianownik tego wyrazenia przez |n—r+1, otrzy-
mamy:

\r—1,|n—-f1

Whyraz, stojagcy na miejscu r od konfca rozwiniecia,
znajduje sie na miejscu (n—r+2)-giem, liczagc od wy-
razu pierwszego: jego wspotczynnik jest wiec:
»(n—1)(n—2)........ jn—Ww—r+2)-f-2j
—«<+1

n(n—(n—2)........ r

to jest: \N—r-+m1 )

pomnozywszy licznik i mianownik tego utamku przez
r—1, zamieni sie on na:

Y—1lejn—r+1)
a to jest wyrazenie wspotczynnika znalezionego po-
przednio.

4291, Summa wszysthicli wspbtczynnikow w roz-
winieciu dwumianu jest réwna 2”.

Jezeli bowiem we wzorze.
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kg "D g =D (—2)*

1.2 073 *
uczynimy ar=1, otrzymamy:
Y ey WD n(=)(n~2y

1/2 + 1.2.3 ~

n(in—1) (n—2) (n—3) , .
1.2.3.4 eam 1L

430. Dotad, méwiac o rozwinigciu dwumianu
(x-\-a),, przyjmowaliSmy, ze w oznacza 'jakakolwiek
liczbg catkowitg i dodatng. Lecz wzor Newtona moze
by¢ zastosowany do rozwiniecia (a-<fa)« i wtym przy-
padku, gdy n jest ulamkiem dodatnym, lub iloscig od-
jemna, catkowitg lub utamkowa. Czytelnik w obszer-
niejszych dzietach o algiebrze znajdzie zupetny roz-
biér dwumianu Newtona, w zastosowaniu do jakiego-
kolwiek wykfadnika. Uwazamy jednak za c¢wiczenie
pozyteczne, podac uczacemu sie, sposoby otrzymania
niektérych wypadkéw w razie wyktadnika utamko-
wego lub odjemnego z wzoru ogélnego. W tym
celu przyjmiemy, jako rzecz wiadoma, ze jakiekol-
wiek bytyby x. a i w bedzie zawsze:

(X-j-a'y=xmy - .y ~ a Xn2t
.n(n—)(h—2) . ,,,
+ "I DE1 21"—

Lecz wtym przypadku, gdy n nie jest liczbg catkowi-
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tg i dodatng, szereg na drugiej stronie znaku réwno-
§ci staje sie nieskoficzonym.

431. Jako’przykiad wezmy rozwiniecie (I-j-y)L
W tym celu we wzorze § 430 podstawmy 1 zamiast
X, Yy zamiast a i zamiast n. Bedzie:

n(n—\) _ 2(2 /1
1-2 1.2 ~~~ 8"

««—1)(n—2) _ ¥('2 2)(2
1.2.3 — 1.2.3 — 16'
n(h—1)Ww—2) (—3) _ 2(2" v~ 2(2_ 3_
1.2.3.4 ~ 1.2.3.4
b5
“ 128’
i tak dalej. Zat$rn:
(A+y )= 1+ -4 N+
-
Jako inny przyktad wezmy (1-j-y) 2. Tutaj we
wzorze 8§ 430 nalezy podstawié: 1 za x, y zamiast a,
i -2 zamiast«, Otrzymamy:

1 n(n—1)_ 3 n@—I)(ti—2) 5
Y; 1.2 “ 8% IT2T3 ——16

n{n~1) («_2)(n—3) _ 35 .
1.2.3.4 128"’

Algrieb. Th- 31

i tak dal$j. Przeto:
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—* 5.V, 35
(1+2/) ~ =Fl—pyo—gy —TIBY3: 128" eee
Jako dalszy przyktad rozwinmy (IA-y)~m. Tutaj
nalezy podstawi¢: 1 zamiast x, y zamiast a,i m za-
miast n. Bedzie:

n(n—1) n,(m+ 1)
«= JT2~— 1.2 5
n(n—)(»—2) _ 1) (m+2) _
1.2.3 1.2.3
n(n—1) (—2) (h—3) 1) (Gw+-2) 3
1.2.3.4 1.2.3.4 ;
i tak dals;j.

Tym sposobem otrzymamy:
, M(MA-1) ,,  wi(m-}-l) (m+2)
(i+y)--1— 2/4 y +
Twi(rn+-)(m-[-2)(m+3) 4
1.2.3.4 Voo
Jako szczegolny przypadek uczynmy m= 1, wtedy
bedzie:

(1+z/)" 1= 1= odtm-v Sy d—......
Ten sam wypadek otrzymamy, dzielagc 1 przez 1+y.
Rozwinmy jeszcze (1+2«—a13|2 podiug poteg
rosnacych gloski'«. W tym celu uczyrimy 2«—x2=yr
otrzymamy:
(Ho—<+= (1+y:=

" 1.,13 5 .
-+ My -Ay o +Yg2l —128M +
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1+ \ (2¢—=«d—] (2Xx—xX2)2 (2« ~«2 —

~r28(@2 hHa+ ...
Wynajdzmy nastepnie warto$ci na (2«—«2)2
(2«—«2)*,......... podstawmy w powyzsze wyrazenie,
i zrobmy wszelkie redukcye; otrzymamy ostatecznie:

(1+2«—«2+ = 1+0C—x2\-x3— EJ—«4=I- .........

PRZYKLADY XLIL

1. Napisac trzy pierwsze i trzy ostatnie wyra-
zy rozwiniecia: (a—«)I3

2. Napisa¢ rozwiniecie: (3—2«2)5

3. Rozwingé: (1—2y)7.

4. Znale$6 cztery pierwsze wyrazy rozwiniecia:
(«+2y)».

5. Rozwingé: (I+f«—«2)4.

6. RozwingC: (1-)-«+«2)5

7. Rozwingé: (1—2«-J-«24

8. Znales¢ wspotczynnik «5 w rozwinieciu:
(14-2aj+-3«2)r.

9. Znale$¢ wspotczynnik przy «6w rozwinie-
ciu: (1—2«+3«2)5,

10 Drugi wyraz w rozwinieciu («++“ jest
240, trzeci 720 a czwarty 1080; znale$¢ czemu sie

réwnaja X, y in.
3i*
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11. W rozwinieciu (X-\-y)nwyraz szosty réwna
sie 112, wyraz siodmy réwna sie 7, wyraz za$§ oOsmy

rowny jest ﬁ; znale$¢ czemu sie réwnaja«, y i n.

12. Napisa¢ pie¢ pierwszych wyrazéw rozwi-
1l

niecia: (a—2«)4.
IB. Rozwing¢ do czterech wyrazow:

."14, Rozwingé: (1—2«) *
15.  Znale$¢ wspotczynnik przy xrw rozwinie-
ciu (1—as)~2
16. Napisa¢ szOsty wyraz w rozwinieciu:

(B«—y) X _i6
17. Rozwing¢ do pieciu wyrazéw (a—30) s :

pokazac, ze gdy a—1i 6—w> wtedy czwarty wyraz

tego rozwiniecia jest wiekszy anizeli wyraz trzeci
i wyraz piaty, osobno wziete.

18. Napisa¢ wspotczynnik przy xrw rozwi-
nieciu (1—«)~4

19. Znalleéé cztery pierwsze wyrazy rozwinie-
cia (I+«+«2", uporzadkowanego podiug poteg gto-

ski x.
20. Znale$¢ cztery pierwsze wyrazy rozwinie-

cia (1—«+i02)’JL2, uporzadkowanego podtug poteg
gtoski x.
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X LI,

Systematy liczenia.

432. Wiadomo z arytmetyki, ze w zwyczajnym
sposobie wyrazania liczb catkowitych za pomoca zna-
kéw, liczba jakg przedstawia kazdy znak, jest zawsze
pewng wielokrotnoscig pewnéj potegi dziesieciu. Tak na-
przyktad w 523: 5 przedstawia 5 setek, to jest 5 razy
po 102, 2 przedstawia 2 dziesigtki, to jest 2 razy po
10', a o 8, kt6re przedstawia 3 jednosci, mozna po-
wiedzie¢, ze ono przedstawia 3razy po 10°. Patrz

-74.
S Ten spos6b wyrazania liczb catkowitych nazy-
wa sie syjtematem zwyczajnym liczenia pismiennego
i dziesie¢ nazywa sie jego zasada lub podstawa.

433. Pokazemy, ze kazda liczba catkowita i do-
datna, wieksza od jednosci, moze by¢ przyjeta za zasa-
de zamiast 10; a nastepnie wylozymy jakim sposo-
bem dana liczba moze by¢ wyrazong w jakimkolwiek
systemacie.

Znaki za pomocg ktorych wyrazamy liczby, jak
wiadomo, nazywajg sie cyframi. Gdy w dalszym cig-
gu wyktadu moéwié bedziemy 0 jakiejkolwiek zasadzie,
wtedy zawsze pod tym wyrazem rozumie¢ bedziemy
pewng liczbe dodatng i catkowitg, wiekszg od
jednosci.

434. Kazdg liczbe catkowitg mozna wyrazi¢ w ten
sposdb, ze ta liczba przedstawi sie pod postacig wielomia-
nu, uporzadkowanego podiug poteg zasady.
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Niech N oznacza pewng liczbe catkowitg, r —
zasade. Przypusémy, ze rn jest najwyzsza potega r,
ktora nie jest wiekszg od liczby A; podzielmy N
przez rn; niech bedzie iloraz a, i reszta P\ wtedy:

N=arn\~P.
gdziea jest mniejsze odr i P jest mniejsze od?”.
Podzielmy dal6j P przez r»-1, oznaczymy iloraz przez
b, a reszte przez Q bedzie:

P=br -fQ
Postepujmy w tenze sam spos6b dalej dotad, dopoki
ostatnio otrzymana reszta nie bedzie niniejsza od r;
wtedy znajdziemy, ze A bedzie ostatecznie wyrazone
za pomocg hastepujacej tozsamosci:

A — f-fer™— | —(—e " 2—j— hr'\'k.
Kazda z cyfra b, c ......... h,k jest mniejsza od r; i ka-
zda z nich, z wyjatkiem a, moze by¢ réwna zero.
435. Dana. liczbe catkowitg wyrazi¢ w jakimkol-

wiek danym systemacie liczenia.

Pod wyrazem liczba catkowita dana rozumiemy
liczbe catkowity, wyrazong stowami, lub téz cyframi
w jakimkolwiek systemacie oznaczonym. Gdy wy-
raznie systemat nie jest nazwanym, wtedy domysla¢
sie zawsze nalezy, ze liczba jest wyrazong w systema-
cie zwyczajnym.

Niech bedzie N dana liczba catkowita, r zasada
tego systematu, w ktérym nalezy liczbe napisac.
Przypusémy, ze cyfry szukane, za pomocg ktorych
wyrazimy ja, sa k, h,......... ¢, b, a liczac od reki pra-
wej, i ze liczba tych cyfr jest n-1-1, wtedy, podiug
poprzedniego 8.
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N — ar*A-bro=l-\-crn = -j- e, hrA-k.

Podzielmy liczbe N przez r: niech M bedzie ilora-
zem; wtedy widoczng jest rzecza, ze

m —arn—2\-brm~2 - ......... +A;

i-esztg za$ przy tom dzieleniu bedzie k. Stad wypada,
ia pierwszg cyfre znajdziemy za pomocg takiego pra-
widta: podzielmy dang liczbe przez dang zasade, a reszta
bedzie pierwsza z cyfr szukanych (liczac od reki prawdj).

Podzielmy daléj M przez r; wtedy widoczng jest
rzecza, ze reszta bedzie h, i tym sposobem druga
z szukanych cyfr bedzie znaleziona.

Postepujac ciggle tym sposobem, wynajdziemy
kolejno wszystkie, cyfry szukane.

436. Rozwigzemy teraz kilka zadan, stuzgcych
jako przykiady.

Liczbe 32884 napisa¢ w systemacie, ktérego za-
sadg jest siedm.

7014697 .......... 5
71671........... 0
795 ..o 6
713 . 4

N 6

Tym sposobem:

32884=1.7°46.74+4 .75+ 6 .724-0.7 '+5,
czyli liczba 32884, napisana w systemacie, ktdrego
zasadg jest siedm (uktad siddemkowy) jest 164605.

Liczbe 74194 napisa¢ w systemacie, ktorego za-
sadg jest dwanascie, (uktad dwunastkowy):
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1274194
2(6132 . ....10
126615 .. ... 2
12142 ... .. 11
3..... 6

Wiec 741M = 3 .12+-6 . 1234-11 . 122+ 2 .12+10.

Aby liczbe dang napisa¢ w zwykly sposoéb,
w systemacie, ktorego zasadg jest, dwanascie, potrze-
ba mie¢ jeszcze dwie cyfry nowe, jedng oznaczajgcy
dziesie¢, i druga oznaczajaca jedenascie: oznaczmy
pierwszg znakiem d, a drugg gtoskag j. Wtedy liczba
74104, napisana w systemacie, ktérego zasadg jest
dwanascie, wyrazi sie tak: 36; "id.

Liczbe 645032. napisang w systemacie, ktdrego
zasadg jest dziewie¢ (ukiad dziewigtkowy), napisac
w systemacie, ktorego zasadg bytoby odm.

8/645032
72782 ... 4.

Dzielenie przez osm jest wykonane w nastepny
sposob:  Najprzod oSm nie miesci sie w 6; nalezy zna-
leSC ile razy oSm miesci sie w 64; tutaj 6 oznacza
sze$¢ razy po dziewieé, to jest piecdziesiagt cztery;
pytanie wiec teraz zachodzi takie, ile razy o$m miesci
sie w pieédziesieciu oSmiu? Zatom oSm miesci sie
w 64 razy siedm i pozostaje reszta dwa. Nastepnie
mamy znale$¢ ile razy oSm miesci sie w 25, to jest
ile razy oSm miesci sie w dwudziestu trzech; znajdu-
jemy na odpowiedZ dwa, z resztg siedm. Dal6j nale-
zy nam znale$¢ ile razy oSm miesci sie w 70, to jest
ile razy oSm miesci sie w sze$édziesieciu trzech; w od-
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powiedzi wypada, ze miesci sie razy siedm i pozostaje
reszta siedm.Nastepnieznowuz nalezy znales¢ ile razy
oSm miesci sie w 73, to jest ile razy o$Sm miesci sie
w sze$cdziesieciu szesciu; na odpowiedZ wypada oSm
z resztg dwa. Nakoniec nalezy znale$¢ ile razy oSm
miesci sie w 22. to jest ile razy oSm miesci sie w dwu-
dziestu; odpowiedZ bedzie, ze oSm miesci sie razy dwa
i pozostaje reszta cztery. Tym sposobem 4 bedzie
pierwszg z szukanych cyfr.

Reszte dziatania wskazujemy tylko; czytelnik
powinien je uwaznie sam wykona¢ i porowna¢ wypa-
dek, jaki otrzyma, z tym jaki podajemy niz6j:

Q 2782
88210.. ..2
81023 .. ..3

8113 .. 6
8(12 . . 5

Tym sposobem dana liczba =
—1.8<+3.8M-5.8<+6.83+ 3.82 2 .8+4;
piszac jg wiec w systemacie. ktérego zasadg jest osSm

otrzymamy:
1356324,

437. Nie trudno jest utozy¢ nieograniczong

liczbe przyktadéw, w ktorych wypadki sg tatwe do
sprawdzenia. Tak naprzyktad, wezmy dwie liczby,
wyrazone w systemacie zwyczajnym, i znajdzmy ich
summg. ich réznice i ich iloczyn: te summe, réznice
i iloczyn wyraZzmy w innym systemacie danym. Na-
stepnie napiszmy same liczby dane w tym nowym sy-
stemacie i znajdzmy' ich summe, ich réznice iich ilo—
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czyn w tymze systemacie: — oczywiscie wypadki po-
winny by¢ zgodne z wypadkami poprzednio otrzy-
manemi.

PRZYKLADY XLIII.

1 Woyrazi¢ liczbe 34042 w systemacie, ktdrego
zasadg jest piec.

2. Woyrazi¢ 45792 w systemacie, ktérego zasadg
jest dwanascie.

3. Whyrazi¢ 1866 w systemacie, ktorego zasada
jest dwa.

4. Woyrazi¢ 2745 w systemacie ktorego zasadg
jest jedenascie.

5. Pomnozy¢ jid przez dj\ liczby te sg napisa-
ne w systemacie, ktdrego zasadg jest dwanascie.
Tez same liczby wyrazi¢ w systemacie zwyczajnym
i nastepnie pomnozyc.

6. Znale$¢ w jakim systemacie liczba 4161 na-
pisze sie tak: 10101

7. Znale$¢ w jakim systemacie liczba 5261 wy-
razi sie tak 40205.

8. Liczbe 17161 wyrazi¢ w systemacie, ktore-
go zasadg jest dwanascie, i podzieli¢ jg przez dj
w tymze systemacie.

9. Znale$¢ zasade takiego systematu, w ktdrym

liczby tak napisane: 13, 22 i 33 stanowityby postep
gieometryczny.

10. Wyciagng¢ pierwiastek kwadratowy z licz-
by jjdOOI, napisanej w ukfadzie, ktérego zasada jest
dwanascie.

XLIV.

Procenty.

438. Sposoby rozwiazywania zadan, odnoszg-
cych sie do procentéw, sg podane w dzietach, zajmu-
jacych sie arytmetyka; lecz za pomocg znakow algie-
braicznych mozna prawidta na rozwigzanie tych za-
dan przedstawi¢ pod postacig fatwg do zrozumienia
i spamietania.

439. Procentem nazywamy wynagrodzenie, pta-
cone za uzycie wypozyczonych pieniedzy. Pienig-
dze wypozyczone nazywamy kapitatlem. Summe kapi-
tatu wraz z procentem, naleznym za pewien przeciag
czasu, nazywac bedziemy summa, na ktérg zamienia,
sie dany kapitat po uptywie tegoz czasu, albo krocej
summa.

440. Procent moze by¢ dwojaki, prosty i ztozony.
Ody procent rachuje sie zawsze od samego kapitatu
poczatkowego, wtedy nazywamy goprostym; lecz je-
zeli procent nalezny, w chwili gdy przypada jego wy-
piata, dotgczamy do kapitatu i w nastepstwie procent
rachujemy od catej summy, wtedy nazywamy go zto-
zonym.

441. stopg procentu nazywamy kwote ptacong
za uzycie pewnej oznaczonoj ilosci pieniedzy przez
pewien oznaczony czas. W praktyce tg iloScig pie-
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niedzy jest zwykle 100 rs., a czas jeden rok. Gdy
wiec méwimy, ze stopa procentu jest 4 od sta, to
to znaczy, ze za uzycie 100 rubli przez cigg jednego
roku ptacimy 4 rs. W teoryi dogodng jest rzecza,
jak to zaraz zobaczymy, uzywac osobnego znaku, dla
oznaczenia procentu od jednego rubla za jeden rok.

442.  Znale$¢ summe, na ktdrg sie zamienii dany
kapitat, po uptywie danego czasu, przy procencie prostym.

Niech K oznacza liczbe rubli, zawartg w kapi-
tale, n liczbe liczbe lat, r procent od jednego rubla
za jeden rok, wyrazony w utamku rubla, i M summe
szukang, wyrazong w rublach. Poniewaz r jest pro-
centem od jednego rubla za rok, przeto Zr jest pro-
centem od K rubli za rok, a nKr jest procentem od K
rubli za n lat; bedzie wiec:

M= K+nKr - K(\-\-nr).

443.  Z rownania M =K(1 j-nr), mozna znales¢
jedng z czterech ilosci M, K, n. r, gdy trzy inne sg
dane. | mianowicie:

7 M 31'K M_K
Lj-nr' n~ Kfi 7 r Kfi

444. Znale$¢ summe, rg ktorg sie zamieni dany
kapital, po uptywie danego czasu przy procencie zto-
zonym.

Niech K oznacza liczbe rubli kapitatu, n — licz-
be lat, r— procent od jednego rubla za rok, wyrazony
w utamku rubla, i M —liczbe rubli, zawartg w szu-
kanej summie. Oznaczmy nadto przez li summe na
ktérg sie zamieni jeden rubel po uptywie jednego
roku; wtedy R — I-j-r. Zatdbm KR bedzie summa, na
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ktdra gie zamieni K rubli w ciggu jednego roku. Wiec
summa, na ktorg sie zamieni KR rubli w ciggu takze
jednego roku, bedzie KRR, czyli KR2 to ostatnie
zatbm wyraza¢ bedzie summe, na ktorg sie zamieni
K rubli w ciggu dwdch lat. Podobniez summa, na
ktérg sie zamieni KR1 rubli w ciggu roku bedzie:
KRR, czyli KR3 i to bedzie summg, na ktdéra sie
zamieni kapitat K rubli po uptywie trzech lat.

Postepujgc dalej tym samym sposobem znajdzie-
my, ze summa na ktorg sie zamieni kapitat K rubli, po
uptywie « lat bedzie KR’ wiec:

M— KR".
Sam procent za przeciagg tych n lat, wynosi:
KR"-K=K(R™=Ii).

445, Warto$¢ terazniejsza czyli obecna, pewnsj
summy, majacej by¢ wyplacong na koricu danego cza-
su, jest to ten kapitat, ktory wraz ze swoim procentem
za uwazany przeciag czasu zamieni si¢ na tez summe.
Przy oznaczeniach powyzej przyjetych, iTjest warto-
Scig terazniejszg summy M.

446. Dyskontem (potracenie procentu) nazywa-
my wynagrodzenie za wyptacenie summy nalezngj
przed tym terminem, w ktdrym ona miata by¢ wy-
ptacona.

Z okreslenia wartosci terazniejsz¢j wypada, ze diug
majacy by¢ zaptaconym w pewnym oznaczonym termi-
nie jest w zupetnosci pokryty przez wyptacenie wcze-
$niej jego wartosci terazniejszej, odpowiedniej chwili,
w ktérej nastepuje wyptata. Stad dyskonto jest rowne
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réznicy pomiedzy summag ptatng w oznaczonym ter-
minie, a jOj wartoScig terazniejsza.

447. Znalez¢ warto$¢ obecng summy ptatnej na
koficu danego czasu i dyskonto.

Niech K bedzie liczbg rubli, wyrazajacych war-
tos¢ terazniejsza, n liczbg lat, r procentem od jedne-
go rubla za jeden rok, wyrazonym w utamku rubla,
M liczba rubli, oznaczajgcych summe nalezng, i D
dyskontem. Nadto niech bedzie:

Rz=1l+r.

Wtedy: przy procencie prostym:

M — K{\A-nr), §;442;

M A _ _ Mnr
120 = M=K=
Przy procencie ztozonym:

M= KR™  § 444;

skad: K

ska@ W M pB=#-k="("Rnl)

448. W praktyce zwyklg jest rzecza zamiast
dyskonta tak okreslonego, jak bylo tutaj wyzo6j podane
bra¢ procent od catsj summy wyptaconej przed termi-
nem. Tak naprzyklad, przy procencie prostym, za-

miast A>I<"I , pfacacy otrzyma Mnr jako wynagrodzenie

za natychmiastowg wyplate.

448|. Na poczatku kazdego roku do kassy wnosi-
my na procent K rs., znale$¢ na jakg summe zamienig sie
wszystkie wniesione raty po uptywie n lat przy procencie
ztozonym.
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Oznaczmy przez szukang summe; r procent
roczny od jednego rubla, wyrazony w utamku rubla,
i nakoniec uczynimy R — 1-j-r. Oczywistg jest rze-
czg ze rata K, oddana na poczatku pierwszego roku
do kassy, pozostanie na procencie przez przecigg n
lat; podlug wzoru § 444 zamieni sie wiec na summe
KR"; takaz sama rata, K oddana do kassy na poczat-
ku drugiego roku, pozostanie na procencie n—1 lat,
zamieni sie wiec na summe KR"-1; podobniez trzecia
rata K, oddana na poczatku trzeciego roku, pozosta-
nie na procencie przez n—2 lata, zamieni sie przeto
na summe K .R"-2 i tak daldj; — ostatnia rata K,
oddana na poczatku w-tego roku, zamieni sie na koncu
tegoz roku na summe KR. Catkowita wiec wartos¢
ztozonych rat po uptywie n lat bedzie summg wyra-
z6w postepu ilorazowego:

KR,,, K.R"-\ KR"~2........ KR;

czyli bedzie:
M= FR'+PR"-I+PRN*A-...... -fPR.
Na zasadzie wzoru (1) § 402 otrzymamy ostatecznie:
. KR" KR
czyli M=KR.

4482, Znale$¢ jaka rate nalezy placi¢ rocznie, aby
umorzy¢ w przeciggu n lat kapitat wypozyczony i jego pro-
centy ztozone.

Przypusémy, ze dzisiaj zaciggamy pozyczke K
rubli, ktérag chcemy umorzy¢ w ciggu n lat, przez wy-
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y
ptacenie rownychrat na korcu kazdego roku. Oznacz-
my procent od jednego rubla na rok, wyrazony w utam-
ku rubla, przez r, przez a—rate roczna, i uczynmy
R - 1|+ Witedy kapitat K oczywiscie zamieni sie
po uptywie n lat na summe: KRn summa wszystkich
rat rocznych, wraz z ich procentami ztozonemi po-
winna rownac sie KR". Stad otrzymujemy roéwnos¢:

KRn— aRn~
czyli: KR'l—a
Z réwnosci tej znajdziemy z tatwoscig a. Taz sama
rownos¢ stuzy¢ bedzie i do rozwigzania innych jeszcze
zagadnien, odnoszacych sie do rocznych wyptat.

PRZYKLAD XLIV.

1. Przy jakioj stopie procentu kapitat ars da
ten sam procent w ciggu jednego roku, co i kapitat b
1S po c od sta, takze w ciagu jednego roku?

2. Pokaza¢, ze summa na ktorg sie zamieni da-
ny kapitat, przy danej stopie procentu i przez dang
liczbe lat, liczac procent ztozony, bedzie wiekszg od
tej summy, na ktorg sie zamieni tenze sam kapitat
przy stopie procentu dwa razy wiekszej lecz przez
liczbe lat dwa razy mniejsza.

3. Znale$¢ w ile lat kapitat podwoi sie przy
dandj stopie procentu.

4. Pokaza¢, przez wziecie trzech pierwszych
wyrazéw rozwiniecia dwumianu (1-f»)* ze kapitat
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dany bedzie wiecdj niz podwojony po uptywie piet-
nastu lat przy stopie procentu 5 i procencie ztozonym.

Zadania rozmaite.

1. Znales¢ wartosci liczebne nastepujacych
wyrazen:

aj-j-3a2n-)_3a&aj_63;
i (@-j-9b)(a—b), gdya— 5ib =
2. Uprosci¢ wyrazenie:
6a3—8[2K-)-9y —2{3a:—4(y—x)|].
3. Podnie$¢ do kwadratu: 3—5a3-|-2x2.

4. Znale$¢ pierwsze cztery wyrazy ilorazu, po-
wstatego z podzielenia 1 przez 1—x-\-x2 a takze ilo-
razu z 1—x przez 1 —x3

aa ) 10a6-f962, (a—¢)3

[\ tt oL ix3- l7|‘/’1?—]—1:2
6- Upro“ li: ».«-17.+12-
6. Znales¢ najmniejsza wsp6lng wielokrotng

dla dx2—9, 6x2—5x—6 i 6x2\-5x—-6.

fii ii_2 _ 4

i - -
7. Uprosci¢c a 'x — a1l x 112
X—a x-\-a
8. Yozwiaza¢ réwnanie: X2 |—Xg_l_—3: 7—Xg—o

9. Pierwsze wydanie pewns$j ksigzki zawiera-
fo 600 stronic i bylo podzielone na dwie czesci.

Altieb. Todh. 32
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W drugiem wydaniu jedna czwarta cze$¢ drugidj cze-
§ci zostata opuszczong: do pierwszdj za$ czesci doda-
no 30 stronnic. W skutek t6j zmiany obie czesci
w drugiem wydaniu byty réwne. Znale$¢ liczbe
stronnic kazdej czeSci w pierwszem wydaniu.

10. Za dwie ksiazki kupione w ksiegarni za-
ptacit kto$ 5 rs. i dostat reszty potowe rdznicy po-
miedzy ceng jednej ksigzki i drugiej. Znales¢ ile
kosztowata kazda ksigzka, jezeli wiadomo, ze roznica
pomiedzy ceng drozsz$j ksiazki i tansz$j, wynosita
jedng trzecig czes¢ ceny tej ostatnidj.

11. Dodac nastepujace wielomiany:

[ 1 1 1 , 1 1
y+j* —3% XAr~*y “ 32
i od wypadku odjg¢ —y— -"z-

12.  Znale$¢ wartos$¢ liczebng wyrazenia:
2a34-&3".c3 |-a2(j_c) | &3(2a_c)-|-0A2%Ah)
2a3—b3\-e3-\-a3(b—c)—bA2a—c)"r ci(2a-\-b) ’
jezeli wiemy, ze: a—1, (—3, c—5.
13.  Uprosci¢ wyrazenie:
(a_l_ft)»_(0+6)(a—6)—{26—2)—(62—2a)j.
14. Podzielié:
2£5 N Aar3(/2| 5r/3_4il5 przez x 3—xy2\-2y3

i—2x3Irx2—1 ny .
15. U’fan)sllelg_'mx_,\;:_l wyrazi¢ w naj-

prostszej postaci.
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w zgli2”® " JImni8jsz« ™poln, wielofcrotne

“ej*— 10, -.-7,-30,
1 «2-j-4«-f-3.
17.  Uprosci¢ wyrazenie:

I 3 5
X~9X—I0 x2—7x—30 *a-f4NjT3
18. Rozwigzac:

S. . *+15 0 «
8 4 5°¢

19. Rozwigzac:
jx~n~ A (x—3)= 4.

nv, T'> w ®wecyi . . si§znajdowa¢ rozpadli-
ny w skatach tak glebokie, ze gdy kamien w nie pu-
Simll TV nderzenie 0 dQ0 ~Piero po uptywie
25msekur¥(5. yn}akazz gtebokos¢ Qr%a taka I?ozp?a lina
jezeh przyjmiemy, ze predko$¢ gtosu Wynosi okoto’
350 metréw na sekunde? (*).

21. Doda¢ nastepujgce wielomiany:
«+27-y+244; 3a 4x 2y 816; x+ y-2a”5bb
i wypadek odjagé od 3a+0-f-&r-j-2y.

kos¢ ( Atyro®azac iozagadnienie,nalezy wiedzieé, ze wyso-
sp.‘i 7 * j:k’ej cial0 swobodnie puszczone spada w ciggu pierwszej
u y jest prawie 5 metréw, w ciggu 2-cb sekund jest: 5V 4 ~20
metrow; w ciggu 3-ch sekund jest: 5 X 9= 45 metréow i td
5i2 go e wysoko$¢, z jakiej ciato spadnie w ciggu tsekund wynosi

32
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22. Znale$¢ warto$¢ liczebng wyrazenia:

|/ 7ab(2c*—ab) — (2a—B9)3

gdy: «=3, 0—2-g, «= 2.

23. Uprosci¢ wyrazenie:

i <*-«)} «)—«<(«—*)}
S *3 « ;1 5 ,® 1
24. Podzieli¢: vy —j + g— Przez 3 2

i nastepnie mnozeniem sprawdzi¢ otrzymany wy-
padek.
25. Znale$¢ najwiekszy wspdlny dzielnik dla
10 i >4—3aaj-2.
242 b a
26. Uprosci¢: (2 4a» —bA-2a ' 2a—0
27. Znale$¢ najmiejszg wspolng wielokrotng dla
224, A2-T«—2 |1 4Mf2f7#—2.
. , S0 #—1 1hx—1
28. Eozwigzac: —g(—J—————g~ 4 a
29. Kupit kto$ marynarke, tuzurek i paltot
zimowy i zaptacit za wszystko razem 87| rs. Tnzu-
rek kosztowat tyle co marynarka, wiec¢j potowe ceny
marynarki; paltot za$ tyle, ile marynarka i tuzurek
razem, wiecej potowe tej summy cen. Znales¢ ile
kosztowato kazde z tych ubran oddzielnie.
30. Rolnik sprzedaje pewng liczbe korcy psze-
nicy po 7| rs. korzec i 200 korcy' owsa po 4" rs. ko-
rzec, i dostaje za wszystko razem tyle rubli, ileby
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wzigt sprzedajac pszenice i owies po jednakowsj
cenie, mianowicie po  rs. korzec. llez pszenicy on
sprzedat?

31l. Znale$¢ warto$¢ liczebng wyrazenia:
a—b\c ad—t | /Ib3 a3
a—b— bdAac V @“ a3
gdy: o= 1|, b—2,e= - , d= 0.

32. Wykonaé mnozenie:
(—a) (r—b) (342 (xj-b).
i podzieli¢ iloczyn przez a>*\-a(a-\-b)A<ib.

33. Podzieli¢: 843—i@/3{-"-ybprzez 2«-f-y.

34. Znale$¢ najwiekszy wspolny dzielnik dla
HOI2-)-10)—26%—62 |1 w—T7aM-20.

35" Llawek: ¢ -6~y + N iy 3 prowadzi¢
do najprostszej postaci.
36. Uprosci¢ wyrazenie:
1 a
1+ 3+-6-4—

37. Rozwigzaé:

*—1 2—x 21 . 2—3K
~9 4 14" + ~30~—
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B Rdowlizas 2l g4 1,

39. Robotnik J moze wykona¢ pewng robote
w ciggu jedn$j godziny, kazdy za$ z robotnikow B i C
wykonaltby tez samg robote w ciggu dwoch godzin;
w ilez godzin A, B i G pracujgc razem, mogliby wy-
konac tez samg robote?

40. Osoba A ma trzy razy tyle pieniedzy, ile
ma osoba B-. gdy A odda osobie B 2 ruble, wtedy mioc¢
bedzie dwa razy tyle, ile mi6¢ bedzie teraz osoba B.
llez miata kazda z tych oséb z poczatku?

41. Doda¢ wielomiany:
2XA-Zy-\-iz\ x—2y-\-5z i T«—y-f-z.
42. Znale$¢ sume, roznice i iloczyn wielomiandw:
3«2—dicy-j-4y2 i 4«2+ 2 scy—3y2.
43. Uprosci¢ wyrazenie:
2a-3i6-c) + j«—2(6—€)}—2\a—3(6-«)}.
44. Znale$¢ najwiekszy wspoélny dzielnik dla:
B3-4-67£c24-66 1 Xi-]~2X3j-2x2-j-2.v-i-l.
45.  UproSci¢ wyrazenie:
x1—1 «+1 _
«2—1N «M-2*31-2«24-2«4 |
46. Znalez¢ najmniejsza wsp6lng wielokrotng
wzgledem: «2—4; «2—5«-f-6 i «2—9.

47.  Utamek: sprowadai¢ do

najprostszdj postaci.
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48. Rozwigzac rownanie:
3(«—1)—40k 2) = 2(3—m).
49. Rozwigza¢ rownanie: V 9-|-4«=5—2Vx-
50. Ile funtéw herbaty, po 3” rubla funt, na-
lezy zmiesza¢ z 45 funtami herbaty po 3j- rs. funt, aby

po zmieszaniu wypadta herbata po 33— rs. funt?

51. Pomnozy¢ 3a2d-«0—B*przez a2—2ab—302,
i iloczyn podzieli¢ przez a-j-6.

52.  Znale$¢ najwiekszy wspolny dzielnik dla:
2X(x—3)4~3|(«—b6-|-j4-15 i 2K3—Hw2—6« 415,

53 Uproscic:

I-f-k 1—

fnike (a4 Ay
54.  Uproscic: (%__ 2+1 alE 2,

55.  Rozwigza¢ réwnania:

1 2_ 243 1—2k y

v ox Xy ' x -(14- 2«).
56. Rozwigza¢ réwnania:

TS = 7355 A_ %
Yy y 3
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57. Rozwigzaé réwnania:

2(#—3)—¢ {y—3)=3,
3(y-5)+-|(*-a)=io.

58. Rozwigzac réwnania:
7%2=:L0(j/+2) ; 82«=4(z+a) ; 8xy=-W{x-\-y).
59. Rozwigzac réwnania:
a , & b_a__
~xX'y~'mn V n
60*. Jezeli potowe pewngj liczby pomnozymy
przez j6j czes¢ trzecig i do iloczynu dodamy potowe
t§jze liczby, wtedy otrzymamy na wypadek 30. Zna-
les¢ te liczbe.
s 1. 1
61. Podzieli¢ x5—'"-j przez *— —

B2 TS 23 —14«a—29r—10 SProwadzic

do najprostszej postaci.
63. Uprosci¢ wyrazenie:

64. Rozwigzaé: 3(x—I)-J-2(#—2)—x—3.
65. Rozwigzac réwnania:
m—1 y+1 2«—3_ 13-2y
~T~~ 4 5 7 e
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66. Rozwigza¢ réwnania:

5#-j-2=3y; —ION-f~~—8
67. Rozwigza¢ rownania:
x-\-y 2y—k 0 3 , 90Ok—1) «x
~f~~ et 8 2

68. Rozwigzac rownanie: Kx2+40= x+4.
69. Rozwigzac réwnanie:
H-|-3K+2  H3—k—6 5K
x—1 K+ 2 2
70. Wiek ojca jest dzisiaj réwny podwdjnemu
wiekowi syna; dziesie€ lat temu wiek ojca byt rowny
potréjnemu wiekowi syna. Znale$¢, ile lat ma dzisiaj
kazdy.
71. Znales¢ wartos¢ liczebng nastepujacego
wyrazenia:

Ks+i- («+pj)- (3- -4 ") (

gdy x=4,

72, Ukamek: oun \1x2\-\Ix—6
najprostszoj postaci i znale$¢ jego wartos$¢, gdy x=3.

73. Roztozy¢ na czynniki stopnia pierwszego
nastepujace tréjmiany:

X2—3xnd-2 ; e—1x-|-10 ; }e—6xk-)-5.
74. Uproscic:
1 , 3 4
W—3*-|-2  He—TB20 H—6%|-5

sprowadzi¢ do
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75. Rozwigzaé:

A EF+t)-T((4-2t) ™ i (fo- 1y

76. Rozwigzaé: %?2—63«-)-68~0.

77. Majster i czeladnik odebrali zaptate za pew-
ng robote, od ktordj placa byta liczong dziennie. Maj-
ster otrzymat 27 rs.; czeladnik za$, ktdry w tym sa-
mym przecigga czasu nie byt trzy dni przy robocie,
otrzymat 12 rs. Gdyby naodwrot majster byt nie-
obecny przez trzy dni, a czeladnik pracowat przez ca-
ty przeciag czasu, wtedy otrzymaliby jednakowe sum-
my pieniedzy. llez kazdy dostawat dziennie?

78. Woyciagng¢ pierwiastek kwadratowy z

—B6X3j-TX2—2.«j-l,
i sprawdzi¢ wypadek, przypuszczajgc ze x — 10.

79. Jezeli a:b—c:d, pokaza¢, ze bedzie takze:

azZx-j-ac2:b2d-\-bd2= (a-j-c)2:(6+d)2

80. Jezeli a b, c d, sg w postepie gieometry-
cznym, pokaza¢ ze a2-|-d2jest wieksze anizeli 62j-c2

81. Jezeli n jest liczbg catkowitg i dodatna,
wtedy: 72r1|-1 jest podzielne przez 8.

82. Znale$¢ najmniejszg wsp6lng wielokrotng
wzgledem: x2—4y\ a;2f-6"3/-(-12*2/2-f8y 2
i te3—&xy-\-12xy2—8y 3

83. Rozwigza¢ réwnania:

3_.i__.1_. 4 3=2b
X'y 27 x y &
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84. Rozwigzac rownanie:

as*+2*+2V'®*+2*-K=47.

85. Jezeli do pewn¢j liczby dwucyfrowdj do-
damy liczbe zlozong z tych samych cyfr, lecz napisa-
nych w odwrotnym porzadku, wtedy otrzymamy na
sume 121; iloczyn za$ tych dwoch cyfr jest rowny 28.
Znales¢ te liczbe.

86. Z beczki napethiondj winem utoczono 9 garn-
cy i dolano nastepnie tylez wody. Fotem poraZ
drugi utoczono znowuz 9 garncy mieszaniny i dolano
tylez garncy wody. Jezeli stosunek wina znajdujgce-
go sie teraz w beczce, do wody dolan¢j jest rowny
16:9, to ilez bylo wina z poczatku w beczce?

87. Wyciagnac pierwiastek kwadratowy z wielo-
mianu:

16#8j-25,y6—30«y3—24arb/2-)-9a32/ 1 -j-40«3/ 2

88. W postepie arytmetycznym wyraz pierwszy
jest 81, czternasty za$ 159. W postepie gieometry-
cznym wyraz drugi jest 81, a szosty 16. Znalez¢
liczbe $rednig harmonijng pomiedzy czwartymi wy-
razami tych dwaoch postepow.

_6

89. Znales¢ warto$¢ wyrazenia 1/5—1 do pie-
ciu cyfr dziesietnych, wiedzgc, ze: Vh — 2,23606.

90. Pokaza¢, ze dla x wiekszego od 9, Vx

S_
bedzie wiekszy od KaH-18.

91. Podzieli€.* (x—y)3 2y(x—y)2iry\x—Y)
przez (x—2y)2.
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92. Znaldz¢ najwiekszy wspdlny dzielnik i naj-
mniejsza wspdlng wielokrotng dla:
24(«3 « J+«y2+ y3) i 16(«3—xF-\-xy2—y 3.
93. Uproscic:

e e T e e
X 24y‘2—7<£'+y 2

94. Rozwigza¢ réwnanie:

6«+7 , 2«+5 0 8%H%
13 "7 — 9 '

95. Rozwigza¢ rownania:
Xy-j-20(«—y) — 0; yz-\-Z8(y—z) — 0; 3«—2z=.0.
96. Rozwigzac réwnanie:
3«2—2«+ K 3x2—4x—6= 18+2«.
97*. Rozwigza¢ réwnania:

1) Ki2«—11+K3++T6= ~ i 2I—
K3«+16

2) VX-\-15-Ir I/ x—24—V x—13= Vx.

98*. Kupiec b%awatn% ma sztuke aksamitu. Gdy-
by ja sprzedat, bioragc po 5 rs. za tokie¢, wtedy na
cal$j sztuce stracit by 22" rs.; gdyby znowuz sprze-
dat ja, biorac po 6& rs. za tokie¢, wtedy na caldj
sztuce zyskat by 22* rs.  Pytanie: ile bylo tokci
w sztuce i ile rubli jego samego sztuka kosztowata.
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99. Zesumowac¢ do 8 wyrazéw i do nieskonczo-
nosci szereg:
12+4+1K + ...,

100. Znale$é trzy liczby stanowiace postep ilo-
razowy i takie, ze jezeli od pierwszej odejmiemy It
od drugi$j 3 i od trzecioj 9, wtedy otrzymamy trzy
liczby w postepie réznicowym, ktoérego suma be-
dzie 15.

7 1 L L

101. Pomnozyé: X i —«3+ « " —x2A-x2—#+#2—1

i

przez «2+1; i |—«4 podzieli¢ przez 1—«4.
102. Znale$¢ najmniejsza wspllng wielokrotng
wzgledem:
X3—ald «3+a3 «4rax2+ <t; x3—ax2—aa+a3
i «3ra«2—ax—a3
103. Uprosci¢ wyrazenie:
atl—b3
a2-b 2- 202 p
z+6

104. Rozwigzac¢ réwnanie:
«+5 [cc. 2\ 2/,, .0\ 4« 14 |, «+10

6 T2 m+5)- 37+ 2)=—g— k-ij

105. Rozwigza¢ réwnanie:
6 . 8 _ 7__. 18

x—1 "x—5 «+1 ' «+5
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106. Rozwigza¢ rownania:
a?A-y*A-z*z=No
yzA-ty—zx—|
Xy—yz—zx = 47.

107. Dwie osoby A i B wyjezdzajg razem ko-
lejg do miasta odlegtego o 120 wiorst. Poniewaz 0so-
ba B ma zamiar zaraz wrdcié¢, przeto bierze bilet po-
wrotny, za ktdry ptaci o potowe wiecej, anizeli oso-
ba A. Pokazalo sie z obliczenia, ze za kazde 100
wiorst drogi osoba B ptaci tym sposobem o 1.4 rs.
mni¢j, anizeli osoba A. Ilez kosztuje bilet osoby it?

108. Znale$¢ wyraz pierwszy w proporcyi cig-
gtsj, w ktorsj Srednim wyrazem jest Srednia gieome-
tryczna pomiedzy 2i 18, a wyrazem ostatnim jest Sre-
dnia harmonijna pomiedzy 3i vy .

109. Wyciggna¢ pierwiastek kwadratowy z wy-
razenia:

110. Jezeli a:b—b:o, pokaza¢, ze bedzie-’
A— «2—i 2 Cc2
a-2_£2[¢2e
111. Podzielié:
v & fi A
—X 2 przez x2—x 2.

B9 Blamek, X322 sprowadzi¢ do naj-

prostszej postaci i znale$¢ jego wartos$¢, gdy x = 2.
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113. Rozwigza¢ réwnanie:

x—3 13  -r4-2
x—4 3 3(6—x)'

114. Znale$¢ te wartosci na m, przy ktérych
rownanie T 2-)-(W2-}-»Nax-]-a2=0 ma pierwiastki
rowne.

115. Rozwigza¢ réwnania:
SxyAx2= 10, bxy—2x2= 2.
116. Rozwigzaé réwnania:

1
£

117. Znale$¢ utamek majacy takie wiasnosci:
jezeli licznik jego pomnozymy przez 4, a do miano-
wnika dodamy 3, wtedy warto$¢ catego utamku sie
podwoi; lecz jezeli do licznika dodamy 2, a miano-
wnik pomnozymy przez 4, wtedy warto$¢ catego utam-
ku stanie sie dwa razy mniejsza.

118. Uproscié: {- (x> f\* x{-(-*r3»

119. Wyraz trzeci postepu arytmetycznego jest
18, wyraz siédmy jest 30: znales¢ sume 17 wyrazow
tegoz postepu.

120. Pokazaé ze jezeli trzy ilosci

stanowig postep harmonijny, wtedy a, b, ¢ stanowig
postep gieometryczny.
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121.  Uprosci¢ wyrazenie:
1

122.  Wyciagna¢ pierwiastek kwadratowy z
37« y 2—30«3/ + 9 « ‘—20an/3-j-4y*.
123. Woyrazenie: 3«3—14«2—24« roztozy¢ na
czynniki stopnia pierwszego.
124. Rozwigza¢ réwnanie:

«+5  3(5«-|-l) 4 ol
2«—1 S5«-(-4 —2«—1—"2

125. Rozwigzaé: L <3 8
126. Rozwigzac:
x2—y2—9; «fi—3(y—l).

Rozwigza¢ rownania:

ﬁ\ﬁ\\_? \A—f—l—l/«—l v .

128. Jezeli a, b, g d stanowia postep ilorazowy,
wtedy bedzie:
a: b-\-d = c3:c1-\-d2
129. Wyktadnik w postepie .réznicowym jest
rowny 2, a liczba wyrazéw jest rowng wyrazowi dru-
giemu; znales¢, jaki powinien by¢ wyraz pierwszy te-
goz postepu, aby jego suma byta réwng 35.
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130. Znale$¢ sume « wyrazéw szeregu, ktorego
wyraz mu jest 2X3".
131. Uprosci¢ wyrazenie:
I-)-k 1—2« . «—I7 1—2«
1—V 1—¢X X
132.  Znale$¢ najwiekszy wspolny dzielnik dla:
30icA4)-16«3—50«2—24« | 24«<j-14«3—48«2—32«.
133. Rozwigza¢ réwnanie: «2—«—12= 0.
134. Ulozy¢ roéwnanie stopnia drugiego, kto-
rego pierwiastkami bytyby: 3 i —2.
135. Rozwigza¢ réwnanie:
1
X*

136. Rozwigza¢ réwnanie:

\%61%. sig T J2]5

6
137.  Znales¢ wartos$¢ wyrazenia ~ do pie-

ciu cyfr dziesietnyeh, wiedzac, ze: Vd = 1,73205.
138. Wyciagna¢ pierwiastek kwadratowy z wy-
razenia: 61—28K3 e
139.  Znale$¢ Srednig proporcyjonalng pomiedzy
X+y i x2—y2
«—y X%/Z
140. Znales¢ liczbe wyrazéw i sume wyrazoéw
postepu roznicowego, ktorego pierwszym wyrazem
jest a, drugim b, a ostatnim c.

Algieb. Tndh. 33
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141. Znale$¢ wartosci liczebne nastepujacych
wyrazen:
a+5-€ ob—cd 1/ G 1
a—b\‘o’ ac—bd’ r b3’
gdy a—5 b—4 c—3 d= 2
142. W iloczynie z 1I-\-4x-\-7x 2A-10x3-\-15xi
przez: |-(-5«-fotf2|-13.r31-17tf4 znale$é wspotczyn-
nik przy x.
Podzieli¢: 21«5—2*4—70«—23*2}-33*+27

przez: TH2+ 4«—9.
143. Uprosci¢ nastepujace wyrazenia:
-6*
a)

az2)-iaj-2a6 'a2j-06 "’
1/.x )/ a Xx—a
b) ]lio—Va Vx-\-Va x\a
144. Rozwigzaé nastepujace réwnania:
60—x 3#—-5H , 243X
1) 14 7 6 '4
#-j-4  Ba2
«~j-3 43«
T +t9

3#-|-5y , 5x—3y_Q_ «+1_2
20 8 T yf2 3

145. Rozwigzac nastepujace réwnania:

20 21

1) g—x '§ —x' 11

507

2 |/V+ |A nh-l=T7.

3) 3x2—iicy— 1 ; 3xy—422= 5.

146. Dtug 106 rubli zostat zaptacony papierka-
mi pieciorublowymi i rublowymi; jednych i drugich
byto razem 32: znales¢, ile bylo papierkdéw piecio-
rublowych, a ile rublowych.

147. Handlarz zakupit stado wotéw za 1800 ru-
bli; w drodze zdechty mu dwa woty, wskutek czego po
sprowadzeniu okazato sig, ze mu jedna sztuka wy-
padta o 10 rubli drozej, anizeli z poczatku zaptacit.
llez zakupit sztuk wotow?

148. Wiedzac, ze suma dwdch liczb wynosi 40

a summa ich odwrotno$ci wynosi  znale$¢ te liczby.

149. Znale$¢ liczbe S$rednig proporcyjonalng
pomiedzy 2™ i 5g-; a takze trzeci wyraz w proporcyi

ciggtej, w ktordj wyrazem pierwszym jest 100 a $re-
dnim 130.

150. Mamy papierki bankowe dwdch gatunkoéw:
jezeli wezmiemy 8 papierkdéw pierwszego gatunku
(wiekszych) i 9 papierkoéw drugiego gatunku, wtedy
mio¢ bedg one tez samg warto$é, jak gdybysmy wzieli
6 papierkow pierwszego gatunku i 19 papierkéw dru-
giego gatunku. Znale$o stosunek pomiedzy wartoscig
papierka pierwszego gatunku i warto$cig papierka
drugiego gatunku.

- 151 Znie$¢ nawiasy w nastepujgcom wyra-
zeniu:
(x—a) (x—b){x— c)— |~bc(x—a)—{(a-j-6-fe)#—
—a(M~c)}*]. 33*



508

152.  Pomnozy¢:

a-f21/a%4-2Vh przez: a—2l//ad-\-2I/ b

153. Znale$¢ najwiekszy wspolny dzielnik dla:
X 4—16«31-932;2—234«-|-216 i 4«3—48«'+186«—234.

154. Rozwigza¢ nastepujace réwnania:
N 13«—1 28—0x_ir7 3«+l

1) —4 3 -~ 8 .
0 2«+3 2t-8
fU+~9  3«—13'
3 x—y—3:

155. Rozwigzac nastepujgce rownania:
1) Vx+I-j-v2x=T7
2) T«—201«= 3

3) 7xy—0*2—38; 4xy—3y2—105.

156. Chtopiec wydat wszystkie pienigdze, kto-
re miat, na kupno pomarancz; gdyby dostat o 5 poma-
rancz wiecej wtedy kazda pomarancza kosztowata
by go o 1 kopiejke tanisj; gdyby znowuz za tez same
pienigdze dostat 0 3 pomaraficze mniej, wtedy kazda
pomarancza kosztowata by go o 1 kopiejke wiecs;j.
llez pieniedzy wydat?

157. Jezeli kupiec sprzedaje 6 funtdw pewnego
towaru za 5rs., wtedy ma zysku 25 od sta; pytanie
ile mi6¢ bedzie zysku od sta, jezeli ten sam towar
sprzedawac bedzie 5 funtéw za 6 rs.?
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158. Konia sprzedano za 240 rs., z zyskiem,
ktéry od sta byt rownym cenie jaka kon kosztowat,
podzielondj przez dziesie¢. llez kon kosztowal?

159. Uprosci¢ wyrazenie:

J"4a2-j-1/ 16a2«2-j-8a.*3--a5t.

160. Pokazac, ze jezeli summa dwdch utamkow
jest réwna jednosci, wtedy summa powstata z doda-
nia do utamku pierwszego kwadratu utamku drugiego,
jest réwng summie, powstatdj z dodania do utamku
drugiego kwadratu utamku pierwszego.

161.  Uprosci¢ nastepujace wyrazenia:

a—[&—ja 4-{b—a)J]-
25a—196—13b—j4a—(5b—6e)J"—8g;

[ia-»rTi] =[k«Z'r "t
162. Znale$¢ najwiekszy wspolny dzielnik dla:
18a3—18aix-\-Qax2—6«3 i 60a2—75««+15a?2
163. Znale$¢ najmniejszg wspo6lng wielokrotng
wzgledem: 18(«2—y2); 12(«—y)2 i 24(cc3+y 3.
164. Rozwigza¢ nastepujgce rownania:
2x—4 |, 32
7 ~ b
9«+20 4«—12 x
36 : 5«4 4'

-7.

+ 4 2i
3) _1l
1 +1
4) 2(x—y)= 3(«—4y); 14(«+y)= lI(#+8).
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165. Rozwigzac¢ nastepujgce réwnania:
1) 32*—Baa= 12.
2) V2*n3 . Vx—2= 15.
3) a&2j-yJ=290, *y= 143
4) 3N2—42= 8, 5*2—6*«/=32.
166. Robotnicy i B wykonali razem robote
w ciggu 3 dni taka, ze sam robotnik A pracowatby

nad nig 4 dni zanim by jg skoinczyt. W ilez dni sam
robotnik B skoriczytby te robote?

167. Znales¢ dwie liczby, ktérych iloczyn sta-
nowitby 8 czesci summy ich kwadratéw; roznica za$
ich kwadratow rownataby sie 96 wzietemu ilorazowi
z podzielenia mniejszdj z tych liczb przez wigksza.

168. Znales¢ utamek, ktory statby sie rdwnym
b gdybysmy jego licznik powiekszyli ojednos¢, ikt6-
ry statby sie rownym ~ gdyby$my podobnie postapili
z mianownikiem.

169. Pokaza¢, ze jezeli: a:b—c:d, to bedzie
takze:

1, =i +
a'b'a b ¢ dc d

170. Znales¢ S$rednig proporcjonalng pomie-
dzy 169 i 256, a takze ostatni wyraz w proporcyi
ciggtej, wktdrsj wyrazem pierwszym jest 25, Srednim
za$ 100.
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171, Znie$¢ nawiasy w nastepujgcsm wyra-
zeniu:
b—2j6—3[«—4(a—0)]J.
172.  Uprosci¢ nastepujace wyrazenia:
* j 2x2f-y2 ( 3m3y2—3x3—y3 Ixy3I—2*Fy2—y*
y «Y ' **y :
ijy—g—m)p—(m-\-g—p)q-{.(q-\-m)m-\-tn(p—rn)-\-g"
(Q+<dv | xqy~4
I afll’
173.  Znale$¢ najwiekszy wspdlny dzielnik dla:
ad-fa*3—9a2*2j-1la3*—4a4
X l—aK3—342¥2 f 5a3*—2al
174. Rozwigzaé nastepujgce rownania:
1) n_2x+1= *+7

(0] 0
o 10447 12~-f2  ox—4
i 18 13#—16—~~9~ ;

3) 9*+7=r70; 7y-1? = 44;

4) 6*-j-7_2%)19
> 3*Hfl— .

175. Rozwigza¢ robwnania nastepujgce:

2) 2%23y2= 2; *y-=20;
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8) 2y2—x2- 1; 3«24xy—T.
4) x-\-y=.6; *3A-?/3=126.
176. O ktoérej godzinie i minucie po godzinie
12 skazéwki zegara bedg po raz pierwszy tworzyé
kat prosty?
177. Pewna liczba, podzielona przez iloczyn
jej cyfr, daje na iloraz 2; jezeli za$ do ni6j dodamy
27, wtedy otrzymamy liczbe zlozong z tych samych

cyfr, lecz napisanych w porzadku odwrotnym. Jakaz
to jest liczba?

178. Diug 1230 rs. zostat zaptacony papier-
kami 25 rublowemi i 10 rublowemi; pierwszych byto
0 17 wiec¢j niz drugich. llez bylo papierkéw 25,
a ile 10 rublowych?

179. Znales¢ summe szesciu wyrazow, a takze
summe nieskonczonej liczby wyrazéw szeregu:

12+8+5 3+
180. Wyciagnaé pierwiastek kwadratowy z wy-
razenia: 55—7K24.
181. Znale$¢ wartos¢ wyrazenia:
N2+7+12

1/3+1 1/3—1
jezel. *=pfzZ7' “ »-12fH --

do najprostszej postaci.
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183. Pokaza¢, ze jezeli dwie liczby dwucyfro-
we, sg ztozone z tych samych cyfr, ale napisanych
w porzadku odwrotnym, wtedy roznica tych liczb
jest zawsze podzielna przez 9.

184. Rozwigza¢ réwnania nastepujgce:

3x—3 3#—4 21—4x
9

6 3 ’ 2

14—x
3) 4« 4] 14.

185. Rozwigza¢ réwnania nastepujace:

1) 1«+3X V3x—3—24.
2) JI#+2+J/3*+4= 8.
3 x*—x2(2x—3)=2a;+8.

186. Znales¢ dwie liczby, ktérych stosunek
bytby rowny stosunkowi 9:7 i takie aby kwadrat ich
sumy byt réwny szeScianowi ich roznicy.

187. Podrézny wychodzi z miasta A do mia-
sta B i idzie z predkoscig 3,j wiorst na godzine.

W czterdziesci minut pdzni6j drugi podrdzny wycho-
dzi zB ku A z predkoScig 4~ wiorst nagodz. Ostatni

przeszedt pot wiorsty po za Srodek odlegtosci pomie-
dzy A i B, zanim spotkat pierwszego podréznego.
Znale$¢ odlegtos¢ pomiedzy A i B.
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188*, 37 funtdw cyny po zanurzeniu w wodzie
traci 5 funtéw na wadze; 23 funty otowiu traci w wo-
dzie 2 funty na wadze. Kawalek aliazu, ztozonego
z cyny i ofowiu, i wazacy 120 funtéw, po zanurzeniu
w wodzie stracit na wadze 14 funtdéw. Ilez jest
cyny a ile otowiu w tym aliazu?

189. Pokazaé, ze:
«iw+J/(m2-]-4)(n2f4 )= 2 «jH— ,
\ o oxyl
jezeli: m—x—x~1 i n—y—y-1

190. Znale$¢ summe dziewietnastu wyrazow

szeregu: 24 j3 4+ 3

191. Pomnozyc¢:

X2 X . A X2 . X 1
2% 3+ 47 irzez:J+ 3 -1J -

Podzieli¢: m4*e-N > 3 ,
12
przez: -g —*+3.

4X3—27*2+58*—39
192.  Utamek: -
o _QxA-29%2- 39%4-18 PO
wadzi¢ do najprostsz$j postaci.

193. Znale$¢ najmniejszg wspblng wielokrotng
wzgledem:

X 3j-2XY-i-4xy2~1-8y3 i x3—2xJ-j-4xy2—8y3
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194. Rozwigza¢ réwnania nastepujace:
1) o (16—3%)=4n .

5*.9  23—2*_ .
2) 13 9 - 3x—20.

3) E£(p"y)—9(2*-j-4); 90" y)—
195. Rozwigza¢ nastepujgce réwnania:
D 1(*23)= ~(*-3).

2) 1/~ + 3+ —10
3) XA-y= 6; (*2+y2)(*34-2/3)= 1440

196*. Pocigg osobowy, idacy z predkoscig 48
wiorstna godzine, przejezdza odlegto$¢ pomiedzy War-
szawg i Skierniewicami w czasie o l|- godziny krot-
szym, anizeli pocigg towarowy, idacy z predkoscig 22
wiorst na godzine. llez wiorst wynosi odlegtos$¢
Warszawy od Skierniewic?

197. Znales¢ liczbe dwucyfrowa, ktoraby byta
réwng potrojonemu iloczynowi cyfr skfadajgcych ja,
i ktoraby, bedac podzielong przez summe tychze cyfr,
data na iloraz 4.

198*. Trzy osoby A, BiC zasiadly do gry.
W pierwsz0j partyi B przegrat polowe swoich pienie-
dzy do A. W drugi6j partyi przeciwnie B wygrat
od Cjedng trzecig cze$¢ tych pieniedzy, jakie C miat.
W trzeciej za$ partyi C wygrat od A jedng czwartg
cze$¢ tych pieniedzy jakie A miat wtedy. Potrze-
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ciej partyi porachowali swoje pienigdze i okazato sig,
ze kazdy miat po 700 rs. Pytanie: po ilez rs. kazdy
miat przed pierwsza partyg?

199. Wyciggnaé pierwiastki kwadratowe z wy-
razen:
—2a3-\-'3ah2—2a03f-04
i («4-n)4—2(a2+ 6 2)(a-|-&)2f-2(a4j-61).

200. Znales¢ postep ilorazowy, ztozony z czte-
rech wyrazow i taki, ze jego wyraz trzecijest o 2
wiekszy od summy pierwszego i drugiego, a wyraz
czwarty jest 04 wiekszy od summy drugiego i trzeciego.

9% Pomnozye: 8- —53—%—: 6«2—:5—2—3

przez: P I AN/ A

202. Znale$¢ najwiekszy wspdlny dzielnik dla:

*hj-4«2-F-16 1T —«3|-8«—38.
203. Dodaé¢ utamki:
1 2«—5 X2—x-\-6

43 (2132 (2+3«)3"

Pomnozy¢: przez:

1T—«-j - 1-\-x-\-x2
204. Rozwigzac réwnania nastepujace:
) ~ - 2+ i=39-5%;

2) (a-\-b)(a—x) — a(b—x);
2xj-3y  x g3 ly—3x
9 16 12 w4l ly=3.
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205. Rozwigzaé¢ réwnania nastepujace:
35— 3«
1) 6«)-- -= 44,

2) A(«*-|-3«)—2jl«*-4-3«=12.
3) x2A-yx— 15 y2-j-xy— 10.

206*. Dwodch kupcow miato razem 10000 rs.;
kapitat jednego i drugiego procentuje sie jednakowo
(to jest zysk obu od sta na rok, jest jednakowy).
Pierwszy z nich po uplywie trzech lat ma kapitatu
wraz z procentem 9900 rs.; drugi za$ juz po uptywie
dwoéch lat ma kapitatu wraz z procentem 9900 rs..
Pytanie: Jakiz byt poczatkowy kapitat kazdego z tych
kupcow?

207. W liczbie dwucyfrowoj cyfra, stojgca na
miejscu dziesigtkow jest o 2 wiekszg od cyfry, stoja-
c$j na miejscu jednosci; jezeli za$ cyfry odwrdcimy,
wtedy nowa liczba bedzie w takim stosunku do liczby
dangj, w jakim jest 7 do 4. Znale$¢ te liczbe.

208. Ma kto$§ w portmonetce pewng summe
pieniedzy, ztozong tylko z papierkéw piecio rublowych
i rublowych. Kwadrat z liczby papierkéw piecioru-
blowych jest rowny podwojonej liczbie papierkéw ru-
blowych, a cata kwota pieniedzy zawiera tyle rubli
jaka jest podwojona summa liczby papierkéw jednego
i drugiego rodzaju. Pytanie: ilez jest papierkdéw kaz-
dego rodzaju i jak summa znajduje sie w portmonetce?

209. Wyciagna¢ pierwiastek kwadratowy z wie-
lomianu:

Aetj-8<ic3j— 11662 a-I0OAHC-j-160+.
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210. Napisa¢ taki postep roznicowy, ktérego
wyrazem pierwszym jest 7 i w ktdrym summa dwuna-
stu pierwszych wyrazéw jest rowng 348.

211. Podzielié:
6«5—25*n/-j-47*32—49*2%/ 3+ 6 2* y1—45y5
przez 2*2—7*y+9y2.
212. Pomnozyc:
3+5a 12+441:74;36*2 przez: 5—2*4 26*;8_11_14
213.  Utamek:

4 &3—45*2+162se185
*4—15*3+81*2—185*+150
sprowadzi¢ do najprostsz6j postaci.
214. Rozwigza¢ réwnania nastepujace:
IN 3*—2 1-5* n
~h ir~y

2) *+iy =17, y+i«=8

Fj-1-1., L+ 1-1, i -1 -
R R ER A L R kT
215. Rozwiagzac réwnania nastepujace:

"* *4+3 6
2) lOoy*—7*2= 7; by*—3*y=20.
3 *+y=6; *4fyd—272.

216. 684 rubli podzieli¢ na takie dwie czesci,

aby liczba piecorubléwek, zawartych w jedndj czesci
byta réwng liczbie rubléwek, zawartych w drugisj
czesci.
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217. Liczba ztozona z trzech cyfr, ktérych sum-
ma jest réwna 9. wynosi 42 razy wzietg summe cyfry
Srednisj i pierwszej z lewej strony; cyfra zas ostatnia
z prawej strony jest réwng podwojonej summie dwdch
cyfr pozostatych. Znale$¢ te liczbe.

218. Kupit kto$ pewng liczbe akcyj za 2625
rubli; gdy nastepnie akcye poszty w gore, tak Ze ich
warto$¢ podwoita sie, sprzedat wszystkie, z wyjat-
kiem pieciu, ktore sobie zostawit, za 4G00 rs. llez
akcyj kupit?

219. Cztery liczby stanowig postep réznicowy:
summa ich jest 50, a iloczyn drugi$j i trzeciej wynosi-
156. Znales¢ te liczby.

220. Woyciggna¢ pierwiastek kwadratowy z

17+12K2.

221. Podzieli¢: s9—1 przez: x3—1,

i m(gx2—rx)-\-p(mx3—nx2)—n(gx-—) przez ma—n.

222. Uproscié:

axm—bxmHl . a2+ 6 2 c2-)-2a6+2ac+25¢

aZbx—633 1 a*—h2—c2—2ho

223. Znale$¢ najmniejszg wspolng wielokrotng
wzgledem: 7*3—4*2—21*+12 i 21*2—26*4-8.

224. Rozwigzaé réwnania nastepujgce:

2*—4  2—3* i

" 7 5 "
2) 17*—13y= 144; 23*+19y= 890.
3)i_I—A.i ,1=A. A _|I_A
* oy 8’ x"' z 9’ z Ty~ T2
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225. Rozwigza¢ réwnania nastepujace:

U ot A& Th
2) 0.0075«2+0,75«— 150.
3) Vx-\-y-4-Jl«—y=zV 0. b(x—a)-\-a(b—y)—0.
226. Cziowiek, ktéry idac zwyktym krokiem,
przechodzi na godzing 3" wiorsty, wyszedt na prze-

chadzke; i. uszediszy pewng odlegtos¢, przypomniat
sobie, ze miat zatatwi¢ w domu pilny interes. Wraca
wiec, biegnac z poczatku z predkoScig 7 wiorst na
godzine, a nastepnie pozostatg cze$¢ drogi przechodzi
zwyktym swoim krokiem w ciggu pieciu minut. Poka-
zato sie, ze od chwili jego wyjscia z domu az do po-
wrotu uptyneto 25 minut. Pytanie: ilez wiorst on
przebiegt.

227. Ojciec umierajac, dzieli testamentem swoj
majatek, wynoszacy 75000 rs., pomiedzy pozostalg
zone, dwdch synéw i trzy corki w nastepujacy sposob:
kazdemu synowi zapisuje dwa razy tyle co kazdoj
corce, a wdowie o 5000 rs. wiecej anizeli wszystkim
dzieciom razem. llez kazda osoba otrzymata?

228. Zbiornik moze by¢ napetniony woda,

wplywajacag dwiema rurami, w ciggu 1~ godziny. Ru-

ra szersza moze napetni¢ ten zbiornik o 2 godziny
predzdj anizeli rura wezsza. Znales¢ w ile godzin
kazda z tych rur oddzielnie napetnitaby zbiornik.

229. Woyraz trzeci postepu rdznicowego jest
réwny cztery razy wzietemu wyrazowi pierwszemu,
a wyraz szOsty tegoz postepu jest 17: napisac ten
postep.
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230. Znale$¢ summe n wyrazéw postepu.

I+ 22411+ - -
231. Uprosci¢ nastepujace wyrazenia:
¢eH—x X“—BreX X4,

b aA-b . az2\-b2
a-\-b 2a 2a(a—bh)’

a2—ab-\-b2 a2—h?2
a3—3ab(a—h)—b3 a2-\-b2'

232.  Sprowadzi¢ do najprostszsj postaci utamek:

«2-|-1«-t-30
9«3j-53«2—9«—18 ’

233. Rozwigza¢ rownania nastepujgce:

1) i-4-——)
X 2« 3 3’

2) 8.

4cc--5
3 G —x—y-

234. Rozwiagza¢ rdwnania nastepujgce:

48 165 5
D «4-3 «4-10 '

2) a*245 2j-02—fi-j-26c-(-2(6—o0)xV a.

3) VXA-y-\-V x—y =4, «24y2" 41,
Algieb. Todh. 34



235. Oddziat wojska, uciekajacy po przegra-
nej bitwie przed nieprzyjacielem, jest w pewnej chwi-
li odlegly od niego na 26 wiorst. W ucieczce swoj
maszeruje z takg predkoscig, ze odbywa 18 wiorst na
dzien. Nieprzyjaciel $ciga go z predkoscig 23 wiorst
na dzien; lecz najprzod pierwszy dzien traci na przy-
gotowaniach; nastepnie po dwoch dniach marszu jest
zmuszony do zatrzymania sie przez jeden dzien, dla
naprawy mostu, i toz samo sie powtarza znowuz
po nowych dwéch dniach marszu. Pytanie: po ilu
dniach, liczac od wyjscia cofajgcego sie oddziatu, ten
ostatni zostanie dognany przez nieprzyjaciela?

236. Ma kto$ 900 rs. w samych banknotach
piecio- i trzy rublowych; ktérych razem jest sztuk 200.
llez ma banknotéw piecio,- a ile trzyrublowych?

237. Dwie liczby sg do siebie w stosunku 4 do
5; jezeli pierwsza z nich powiekszymy o 10, a drugg
o0 tylez zmniejszymy, wtedy stosunek pomiedzy temi
nowemi liczbami bedzie odwrotnym wzgledem pier-
wszego. Znale$¢ te liczby.

238. Putkownik chce ustawi¢ swoich zotnierzy
w kwadrat petny. Prébuje ich ustawi¢ jednym spo-
sobem; wtedy okazuje sie, ze zbywa mu jeszcze 39
zolnierzy; przy ustawieniu ich po raz drugi w ten
sposob, ze bok kwadratu poprzedniego powigkszyt
0 jednego zoinierza, pokazato sie, ze mu brakuje do
kwadratu zupeinego jeszcze 50 zotnierzy. Z ilu zob-
nierzy sktadat sie oddziat?

239. Woyciagnaé pierwiastki kwadratowe z wy-
razen:

a0 }-2a%-(-3a4)2-j-4aH3)-3aD4)-2a05(-06
1 a2-j-462j-9c2)-4a6-[-6ac-j-12i>C.
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[ i
240. Pomnozy¢: #sy - 2*y+4A- y*" przez:

241. Uprosci¢ wyrazenia:
40scy—(9-b—8z/) (5*-f2")—(4y—3x) 115* + 4y);

14*1 i-*_ i—y+n2_ i+~hf24.2
\—x 1 1-Hr 1-be2 |-« 2

242.  Znale$¢ najwiekszy wspdlny dzielnik dla:

i X<nr3t 2aV o-j-3a%J- a02x + at+ a 202

243. Dwaj handlarze poszli na targ z jednako-
wg summg pieniedzy, po pewien towar. Pierwszy
wydat wszystko co miat z wyjatkiem 5 rs. 1 zakupit
za to 250 funtéw towaru. Drugi kupit tegoz samego
towaru i po t6j samej cenie wprawdzie 350 funtow,
lecz musiat dopozyczy¢ jeszcze 35 rs., aby wszystko
zaptaci¢.  Pytanie: ilez rubli kazdy z nich miat
z poczatku?

244 Jezeli cyfry, stanowigce pewng liczbe dwu-
cyfrowg odwrdcimy, i liczbe tak otrzymang odejmie-
my od pierwszej, wtedy okaze sie. ze roznica zna-
leziona rownac sie bedzie summie cyfr. Znalesc te
liczbe, skoro wiemy, ze jedna z tych dwdch cyfr
jest ojednos¢ wiekszg od drugidj.

245. Znale$¢ trzy liczby, z ktorych trzecia
jest o 5 wiekszg od pierwsz6j i takie, 2({/iloe%yn
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z ich summy, pomnozonoj przez pierwszg, z nich jest
48; iloczyn za$ z ich summy przez trzecig jest 128.

246. Wypozyczyt ktos 1024 rs. podiug pewnoj
stopy procentu; na koncu drugiego roku odbiera
summe, rowng kapitatowi wraz z procentem sktada-
nym, wynoszacg 1156 rs. Znale$¢ stope procentu.

247. Z pewnej summy pieniedzy biore naj-
przéd o 50 rs. wieedj, anizeli wynosi potowa tdjze
summy; nastepnie z reszty o 30 rs. wiee0j, anizeli
wynosi pigta cze$¢ tej ze summy; potem z nowsj
reszty znowuz o 20 rs. wiecej anizeli wynosi czwarta
cze$¢ poczatkowsj summy; — poczém zostato tylko 10
rubli. Jakaz byta poczatkowa summa?

248. Znales¢ taki ulamek, ze jezeli do jego
licznika dodamy 2, wtedy jego warto$¢ stanie sie

réwna a jezeli od mianownika jego odejmiemy 1,
wtedy jego warto$¢ stanie sie réwna

249. Znale$¢ dwie liczby, majgce nastepujace
wiasnosci: jezeli mniejszg z nich podzielimy przez
wiekszg, wtedy na iloraz otrzymamy 0,21 i na reszte
0,04162; jezeli za$ liczbe wiekszg podzielimy przez
mniejsza, wtedy na iloraz otrzymamy 4 i na reszte
0,742.

250. Pokazaé, ze:
(Xy)3—(x3)3Aa  #3

—~L L
o*+y *3+y3
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251. Uproscic:
6 «-j-|4 «—{85—(2a-j-40)—225j-76 | -
- |764-j8«— (36 1 40)+86}-j-6a].
252. Pomnozy¢: a—te, kolejno przez
a2-\-x2, a4j-ast, asgl|as8;

pomnozy¢ takze:
amrb r przez a*~nip-o.
253. Znale$¢ najwiekszy wspdlny dzielnik dla:
45aX-{-3a2a2—0ti#3j-6#° i 18«2%#—8#3
254. Rozwigza¢ nastepujace rownania:

Xx—2 #4-23  104-#
) R S i — T

3) a—as— Xta2—  4da2—T#2

255. Liczbe 208 podzieli¢ na takie dwie czesci,
aby summa jednej czwartd] wieksz0j czesci i jednej
trzecioj mniejszej czesci powiekszona o//, byta rowng
cztery razy wzietej ré6znicy pomiedzy temi czesciami.

256. Dwie osoby A i B kupuja majatek za
90000 rs.. Osoba A moglaby catg summe zaptacié,
gdyby do tego co ma, osoba B dodata joj potowe
swojego kapitatu; osoba B zaptacitaby sama calg
summe, gdyby do tego co ma, osoba A dodata joj
trzecig cze$¢ swojego kapitatu. Znale$¢ ile kazda
z tych oséb miata?
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257. Wiasciciel domu kupit od sasiada plac
prostokatny, ktérego dlugosc jest wiekszag od szero-
kosci o 18 tokci, a ktérego powierzchnia wynosi 819
tokci kwadratowych. Znale$¢ diugos¢ i szerokosé
placu.

258. Kupit kto$ pewng liczbe jabtek do podzie-
lenia pomiedzy swoje dzieci. Najstarszemu daje po-
tfowe wszystkich jabtek bez 8jabtek; drugiemu daje
potowe tego co zostato bez 8jabiek; podobniez trze-
ciemu i czwartemu. Pigtemu za$ oddaje pozostate
jeszcze 20 jabtek. Illez jabtek kupit?

259. Summa dwoch liczb jest 13, roznica ich
kwadratow jest 39; znale$¢ te liczby.

260. Handlarz kupit konia, ktérego nastepnie
sprzedat za 144 rs. i miat przy sprzedazy tyle zysku
od sta, ile go kon kosztowat.  llez zaptacit za konia?

261. Uprosci¢ wyrazenie:

(a-\-b)(a—h)—ja-}-6—c—(b—a—<)-j-
—H6+e—a) J(a—h—<).

262. Pomnozy¢: xs-]-xs-\-x*"-x2\-1 przez x2—1
X
a x*t1°
263. Jakie wyrazenie, bedac pomnozone przez

. 2
a takze: x BT 1 przez

«—i da nailoczyn x3—i — —4-7?

264. Uprosci¢ nastepujace wyrazenia:
3*3—\Zx2+23x—21
dx3\-x2— U x-\-21
i aj-6 a-b . 2b2 ta—b
f2(a—b) 2(a-]-6) * ([2—2, 2b

527

265. Rozwigza¢ réwnania nastepujace:

543 , 2e—3_ fi
1) 1 12x—\

6
V'6-\-x

3 X49@= 91, °|-b9«=167

2) V3+x- )=

266. Rozwigza¢ réwnania nastepujace:
1) x2—x—b6= 0.
x-\-1 . x-\-2 _ 23»13
2) x—1'x—2 w4l
3) x2—xy-\-y2— I\ x+y=5

267. Stosunek summy dwoéch liczb do ich réz-
nicy jest rowny stosunkowi 7 do 3. Pokazac, ze je-
zeli potowe mniejsz6j z tych liczb dodamy do liczby
wiekszdj, i potowe liczby wiekszdj dodamy do liczby
mniejszdj, wtedy stosunek dwoéch liczb w ten sposéb
utworzonych bedzie rownym stosunkowi 4 do 3.

268. Sztuka pidtna kosztuje o 15 rubli mniej
anizeli sztuka sukna, a wartos¢ 50 sztuk ptotna prze-
wyzsza wartos¢ 30 sztuk sukna o 150 rs. Znale$é
cene sztuki ptétna i sztuki sukna.

269. Pokazaé, ze:

(bcd-\-cda~\- dab-|-abc)»— (a-j-6-pc-fd)2abcd=

= (bc—ad)(ca— bd)(ab—cd).
270. Wyciagna¢ pierwiastek kwadratowy z
b2 x . 1
w+1A3 ——3+ 0,

a takze 2: 33—20V 2.
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271. Znale$¢ warto$¢ wyrazenia:
b2A-c2-\-2bc—a2,
gdzie: a—y-\-z—2x, b—z\-x—2y, c=x\-y—2z.
272. Podzieli¢: «4—21«-f-8 przez: 1—3«-f-«a
273. Doda¢ utamki:

a-\-x a—x . a2\-x2
a—x"' a-\-x
Pomnozy¢:
27a2-j-3aa?-j-7/K2 3a-j-«

15«2 j ax—2j2 + 3a—x
274:  Pomnozyc¢:

12ax—5«2 20««—T7«2

3xm Aa—bx przez: 4« a2«

Podzieli¢: l—;(;_—x przez: l—fX 002

275. Uprosci¢ wyrazenia:

1 1 1,1
1 . a2 ax Xx2
1 1,1 1
6+ c\d 5+

276. Rozwigza¢ rownania nastepujace:
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277. Rozwigza¢ réwnania nastepujace:
1) axx—a)2=hb2(x-\-a)2
X ,5«4-1
2) x—2 «+3
31 v 13«—1—v 2x—1=; 5.
278. Pewna osoba szta od podstawy géry do
wierzchotka z predkoscig 2 wiorsty na godz.; scho-

=r5.

dzita za$ tgz samg drogg z predkoscig 3" wiorsty na
godzine. W obie strony szta 5 godzin. Pytanie: jak
dtuga droge odbyta?

279. Pokazaé, ze rdéznica pomiedzy kwadratem
liczby dwucyfrowej, a kwadratem liczby, powstatdj
z pierwsz$j przez proste przestawienie cyfr, jest
zawsze podzielha przez 99.

280. Jezeli a:b=za:d, pokazaé, ze bedzie:

PV p,Tiy cr d 2— Varib3: 1
281. Znale$¢ warto$¢ liczebne wyrazenia:
Va—{a—bh) |/5a—(a—bh)
Ua2-\-b2 a-\-b
gdy: a—3, 06=:4.
282. Od: (a—b)(c—d) odja¢: (6—a)(c—d)
i znale$¢ warto$¢ otrzyman6j roznicy w tym szcze-
go6lnym przypadku, gdy a— 2b, i d— 2c.
283. Woyrazenia:

X2—2«*—24«2 . X—Y y L |
Xx2—Tax—44a2 1 x-\-y x—y = Y—X’
sprowadzi¢ do najprostszej postaci.
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284. Rozwigza¢ réwnania.

4 1+
1) FA& x  T7x'
3«—2y .
2) 5 ®2y_

3) V 2x—1+1/3*+10= V 1l.r+9.
285. Rozwigza¢ r6 nania:

) 10x4 2 =9 .

3 x2—xy-\-y2—7; 5x—2y—0.

286. Podczas regat jedna todka plynie przez

catg droge z predkoscig 4 metréw na sekunde; druga
zas plynie pierwszg potowe drogi z predkoscig 37
metrow na sekunde, a drugg potowe — z predkoscia
4*- metréw na sekunde i dosiega mety w 15 sekund
poznidj, anizeti pierwsza. Znale$¢ ile czasu ptyneta
kazda.

287. Obraz prostokatny jest otoczony bardzo
wazkg rama, majacg catego obwodu wewnetrznego
10 stop dtugoscei, i kosztujacg, liczac po 1 rab. 20 kop.
stope biezaca, dwa razy tyle rubli, ile sam obraz ma

stdp kwadratowych powierzchni. Znales¢ dtugosé
i szerokos$¢ obrazu.

288. Jezeli: a:6= d, wtedy bedzie i:
a+o0 j-c-f-d:a+ 6—c—d=a—b-\-c—d :a—b—c-j-d.
289. Objeto$¢ ostrostupa jest proporcyonalng
jednoczesnie do powierzchni jego podstawy i do jego
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wysokosci. Znaleziono, Ze objeto$¢ takiego ostro-
stupa, ktdrego podstawa jest kwadratem, majgcym
bok réwny 9 stopom, a ktérego wysokos¢ jest 10 stop,
jest rowng 270 stop szeSciennych. Oznaczy¢ wyso-
kos¢ takiego ostrostupa, ktérego objetos¢ wynosi 54
stopy szeScienne, a podstawa jest kwadratem, maja-
cym bok rowny 3 stopom.
290. Znale$¢ summe n wyrazéw postepu rézni-
COoWego:
1 1 1_
1-f-tf | —#27 1— ’
291. Znale$¢ wartos¢ liczebng wyrazenia:
a3j &j ¢3—3abo, gdy: a= 0,03, 6= 0,1 i 0= 0,07.
292. Uprosci¢ wyrazenie:
(ac—0J)2+ («J+6c)2

i pokaza¢, ze:
(M2 (@(c2—a2)+ab(a2—62)—
—(a+6+c)ja6—C€)-\-b\c—a)+c2Aa 6j|=0.
293. Jezeli: a+6+c —0, pokazaé, ze bedzie
takze: a+ 03-c3= 3aho.
294, Utamek:
a;iA-2x3+ 6x—9
++4+3+4«2—9
sprowadzi¢ do najprostszéj postaci.
295. Rozwigza¢ réwnania nastepujace:
10tf+L7  12*+2 5—4
1 18 13x—16 9
2) 6x—by—1; y—*= 12

3) |+ 8= 66; |+ 8= 129.



296. Rozwigza¢ réwnania:

1 *+U 3%41 =4

4 asi4
2) V'2x+ZVAx—3 —20
3) Viir-fl—=v2x—1= 1

297. Zbiornik moze by¢ wyprdzniony klapg
w ciggu 48 minut; tenze sam zbiornik moze by¢ na-
petniony kranem w ciggu 36 minut. Znale$¢ w ciggu
ilu minut prézny zbiornik bedzie napetniony, gdy
jednocze$nie otworzymy kran i klape.

298. WioSlarz przeptywa todkg po rzece 30
wiorst w jedng strone i tylez z powrotem w ciggu 12
godzin. G-dy ptynie z woda, robi 5 wiorst w tym sa-
mym czasie, w ktérym robi 3 wiorsty, ptyngc pod
wode. Znale$S¢ w jakim czasie przeptynat w jedng
i wjakim w druga strone.

299. Wstawi¢ trzy wyrazy Srednie arytmety-
czne pomiedzy: a—b i a-\-b.

300. Znale$¢ *, jezeli:
2s2:2Jk—8:1.
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ROZWIAZANIA. ZADAN.

1 1) 22 2). 26. 3). 89 4). 564.
5). 274. 6). 10. 7). 6. 8. 6. 9. 34
10). 39. 11). 6. 12) 5 13). 9 14). 5.

. 1). . 2) 8L  3). 9% 4). 8.
5). 27. 6. 8L 7). 12 8. 11. 9. 2L
10). 15 U). 10. 12). 3 13). 2 14). 127.
15). 6. 16). 1.

m. 1. 5 2). 16 3. 9 4). 224
5).459. 6). 7. 7). 74 8. 12 9. 8.
10). 238. I” )-420. 12). 144. 13). 43. 14). 15.
15). 9. 16). 2.

v, 1) 7. 2. 8. 3 4 4 2
5). 72 6). 1, 7. 1. 8. 6. 9. 14
10). 5 wu). T 12). 5 13). 11. 14). 7.
15). 4. 16). 2

V. 1). 15<z-96. 2).13*2- 2. 3). 9%a-j-9&-|-9c.
4). 4xd-2y-[-4r. 5). 2—b. 6). 3a—3a—26.
7). 2a+26. 8). at+b"C. 9) .- Ba+-264-2rf.

10). 2.v3- 2*2—m8*4 10. 11). 5xy.-4*Y -2+ 29,
12). 4a34~2a0—4ab24-63-7 b2. 13). a2*4-3a3



14)
16).
18).

3).
5).
7)
8)
9)

A.
5).
7).
9).
).
3
15).
17).
19).
21y.
23).

3).
5).
7).
9).
10).
11).
13)
14).

15) n3_4i.r_i20.
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6ab 9«ZsET  j=sC3 15). 512
1CH2+8y2+12a+12." 17). #4
A3-H/3H 3—Sxyz.

Vi. 1). 3a-f46. 2)- 4a+2c.
a+56+4c+d. 4). 2K i—28—4.
H4—a3—14#+18. 6). a2—a#+2a2

. —bxy—b#2+2y+VE.
. 3H2+13#y—16#2—y 2—130r.
. 2«3—6a26-)-6a62—263  10). 3r3-4q-h3t

Vi 1). a 2). 2
a+ad 4). a—36.
—26+2«. 6). 3#-(-3y—r.
a—6-(-c-\-d—« 8). a—6+2«—d.
R 10). 3«—36.
23—, 12). 5a.

14). 4.
43—166—2 16). 3a—2c.
9+34#. 18). T#+6.
a 20). 16—12#.
12#—15y. 22). &
3a—2cC. 24). —8#3—8#.
MVH 1). 8#5 2). 12a9
4a3%3 4). 15#°1/2*,
49n+44 6). 12«36—9a62.
2434—27a%. 8). 6# y—8#+3+10#3r2
[+ 92— H# DR+ 2r°

AN A-i-GHY@P—1044/3 3

242+ 3y —2r/2 12). 6#4—96.
Bh—2#+1.

1—2#—31#2+72ar3—30#4

16). #*+LU ®—264.

13).

)
)
)
)
21).
)
). ad—a262+2a63— 64
)
)
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. 2#5— 18#4+39#9-25#2+#+ 1.

. #°+1008#+720.

. Af«—5#5+ 8#'— 10#3— 8#2—5#-4.
CHST2H#6F 3H I 2#2+ |,

#3— 9« 2. 22). adtda*#4-4a2ur—-#.
. —1063—a62+26a26— 7a3

25). a4+ 3a262+464
C12#3—1T#++3#+ + 2%]1

L H#HG6—nt+ 2+ #2H4 —.y6

. B4 17#3/+26a:3y2+19#.y3r4r1 /1

CHRF /3 3HYy—2#—2y+1.

. #5—32y5 31). 243#5—1/5.
#2—\y ¢-\-V2yz - 9r2.

A3+ a26+a62-}-63-(-262# —(a— 6)x2.

.. a3-1-63+ i1 3— 3a6c.

.adt8622(a2—2)+16644
. a4—2a262-j-6'-f-4ab«2—c4

. #'—ad
L #3 # Yat+6+«)+#(ab -(-aBtb6«)tabe.
. K8+ # A4+ a8 40). #4—5a2+4ad
, IX 1) 5#3 2). —3a3
. 3#y. 4). —8a262«2.
. 4adp2/2. 6). #2—2#+4.
. —a2+4a—>. 8). #2—3#y+4y2.
. 5a262+ a6 —4.
. 15a262— 12a63+9a6«2— 5c4
. #H—4. 12). #—8.
#2+#+3. 14). 3#2—2x+4.
L 32+ 24+ 1. 16). #2—3#+7.
carst # 4+al3-|-#3FH#+ L.
. a2+a6—62 19). #3+3#1y4-9#y2+27y*.



20).
21).
22).
23)
24)
26).
28).
30).
32)
33)

34)
35).
37).
39).
41).
43).
45)

46)
47)

49).

2).
4)
5).
6)
7).
9).
11).
13)
14)
15).

as— X-\-.vy2.
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X4-£-X3-)-XZ 2 xy3\-yl
ad— 2adb4-4a2;2—89634-1664.

2a3—6ab-\-18ab2-2 7 b3

X2-\:xy-\-y2. 25). x2-\-2xy-\-Zy2.
X2—24-}-2. 27). X2—3a— 1.
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DODATEK

zawierajacy:

Zasady nauki o podzielnosci liczb.
Utamki ciggte.

Rozwigzanie réwnan nieoznaczonych stopnia
pierwszego.

0 Logarytmach.



Podzielnosé liczb.

1*. Pod wyrazem liczba rozumis¢ bedziemy w ca-
tym tym rozdziale liczbg catkowita-, w przeciwnym razie
wyraznie zaznaczymy, ze myslimy o liczbie nie
catkowitsj.

Gdy pewna liczba powstaje z powtdrzenia dru-
giej liczby ilekolwiek razy, wtedy pierwszg nazywamy
wielokrotng wzgledem drugiej, lub wielokrotnoscig dru-
gi6j. Tak naprzykiad gdy a jest rowne liczbie b po-
wtdi'zonej m razy, t. j. gdy: a—mb, wtedy a jest wie-
lokrotnoscig b.  Zamiast tego méwimy czesto, ze: a
jest podzielne przez b, lub ze a dzieli sie przez b; liczbe
b nazywamy dzielnikiem lub czascig wielokrotng liczby a.

Z tego okres$lenia wypada, ze gdy a jest wielo-
krotnem wzgledem b, a bjest wietokrotndm wzgledem
c, wtedy i a jest takze wielokrotném wzgledem c.
Gdyz podtug zatozenia a—mb, b—nc, przeto i a=m«c;
wiec a jest podzielne przez c.

I w ogolnosci: jezeli mamy szereg liczb, z ktérych
kazda jest wielokrotnoscig nastepndj, wtedy takze
i kazda z nieb jest wielokrotng wzgledem kazdej z na-
stepnycb.
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Réwniez z tego okreSlenia wypada, ze jezeli li-
czba ajest wielokrotng, wzgledem ci liczba ¢»jest tak-
ze wielokrotng wzgledem c, wtedy i summa lub rézni-
ca liczb ai b bedzie takze wielokrotng wzgledem e
Gdyz jezeli: a—mc, i b=.nc, wtedy: a-+b= (m+n)c

2*. Jednem z najwazniejszych zadan w nauce
0 podzielnosci liczb, jest zadanie nastepujace: Znalesé
wszystkie dzielniki wspolne dla dwdch liczb danych a i b,
to jest takie liczby d, ktoreby sie miescity bez reszty
1w liczbie a i wliczbie b.

Mozemy przyja¢ tutaj, ze a jest wieksze od g
dzielgc a przez b otrzymamy na iloraz q\ i na reszte
rx ktéra to ostatnia liczba bedzie zawsze mniejszg od
b. Wtedy mozemy utworzy¢ rownosc:

«=?i &»>.

Przypusémy, ze pewna liczba d miesci siew aib
bez reszty; ostatnia rownos$¢ pokazuje, ze taz sama li-
czba musi sie mieSci¢ w r,. Gdyz: skoro d dzieli bez
reszty a i & to dzieli takze bez reszty a i gxb, a zatSm
musi dzieli¢ i ich roznice a—qgxb=zrx. Mozemy wiec
powiedzid¢, ze kazdy wspdlny dzielnik dla ai b, jest
zarazem dzielnikiem i dla r,. | odwrotnie: kazdy
wspolny dzielnik dla liczb b i rx jest zarazem dziel-
nikiem i liczby a; gdyz jezeli ¢»jest wielokrotne wzgle-
dem pewndj liczby d, wowczas i ;> jest takze wielo-
krotne wzgledem t6jze samdj liczby d; jezeli i rx jest
wielokrotne wzgledem d, wtedy summa q\b-\-rx, czyli
a, bedzie takze wielokrotng wzgledem d. | tak: kazdy
wspolny dzielnik dla liczb ai b, jest zarazem dzielni-
kiem wspélnym dla b ir,; i odwrotnie kazdy wspdlny
dzielnik dla bi r,, jest zarazem wsp6lnym dzielnikiem
dla ai & Widzimy z tego, Ze zadanie odnoszace sie
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do wynalezienia wspolnych dzielnikéw liczb ai b, zo-
stato tym sposobem sprowadzone do wynalezienia
wspdinych dzielnikéw liczb birx. A poniewaz bjest
mniejsze od a, rxza$ jest mniejsze od » przeto mo-
zemy powiedzie¢, ze zadanie pierwotne zostatlo spro-
wadzone do zadania prostszego.

Jezeli rxjest r6zne od zera, gdy zatem pierwsze
dzielenie nie mogto byé wykonane bez reszty, wtedy
dzielgc znowuz o przez rx, i oznaczajac iloraz przez
fi, areszte przez r3 otrzymamy nowg rownos¢:

bh="&%ee + r2

w ktdérej r2 jest mniejsze od rx. Rozumowanie po-
dobne do powyzszego pokaze nam, ze wszystkie wspol-
ne dzielniki liczb rxi r2sg zarazem wspo6lnemi dziel-
nikami liczb b i rx i odwrotnie: zatem oznaczenie
wspolnych dzielnikéw liczb a i b zostaje tym sposo-
bem sprowadzone do wynalezienia wspolnych dziel-
nikéw liczb rxi r3

Postepujac w podobny sposob dalej, dojdziemy na-
koniec po pewndj skonczonej liczbie dziatan do takiego
dzielenia, ktére zostanie wykonane bez reszty, io na-
stapi¢ musi: gdyz liczby »rx, r2 r3it. d., stanowia
szereg liczb catkowitych i ciggle zmniejszajacych sig;
a ze liczba takich liczb, ktére sg mniejsze od b jest
ograniczong, przeto pomiedzy niemi musi nakoniec
przytrafi¢ sie zero.

Przypusémy, ze to mie¢ bedzie miejsce po«-j-I
dzieleniu. Wtedy otrzymamy szereg nastepujacych
rownosci, w ktorych gloski majg ciggle jednakowe
znaczenie:

a= <hb+ rx
b =293 rx-f-r2,

Alei»b. Todh. ‘33
Dodatek do Przegl. Pedag.
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ri= h r2+»V
m-a '/ rn—+ :
—4— e«+l

Kazdy wspolny dzielnik ¢dla ai b jesttakze dziel-
nikiem nastepnych liczb: ru r2,. . . re 2 n.-i, i nako-
niec rn; i odwrotnie jezeli d jest dzielnikiem liczby
rn wtedy bedzie ono i dzielnikiem »»,, !, czyli bedzie
wspolnym dzielnikiem dla i r,, ; zatem bedzie ono
i dzielnikiem dla r,,_2it. d., i nakoniec bedzie dzielni-
kiem liczb: aib.

Te wszystkie rozumowania prowadzg nas do ta-
kiego wypadku: Dzielniki wspdlne dwoch liczb ai b,
sg zarazem wszystkiemi dzielnikami pewnej oznaczo-
nej liczby rn , ktérg mozemy znalez¢ za pomoca poda-
nego wyzej sposobu postepowania. Poniewaz po-
miedzy temi dzielnikami znajduje sie i sama ta liczba
r<i poniewaz z pomiedzy tych wszystkich dzielnikéw
jest ona najwiekszg, przeto %, nazywamy najwiekszym
wspllnym dzielnikiem liczb aib. Oznacza¢ go bedzie-
my w przysziosci takim znakiem: D {a, b).

Rachunek powyzszy nie rozwigzat nam bez wat-
pienia tego zadania, jakie na poczatku postawiliSmy;
jednak za pomocg tego sposobu postepowania, jaki
byt wylozony, zadanie zostato sprowadzone do innego
zadania, mianowicie do oznaczenia wszystkich dziel-
nikéw liczby: D(a, b)= r,, .

PrzypusciliSmy w catém rozumowaniu, ze a jest
wieksze od 5; gdyby byto odwrotnie, wtedy nalezato-
by przyja¢, ze = 0; i zresztg sposdb postepowania
i wypadek ostateczny pozostaty by bez zmiany.
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3~. Ka szczeg6lng uwage zastuguje ten przy-
padek, gdy najwiekszy wspélny dzielnik dwdch liczb
jest rébwny jednosci, co oczywiscie mie¢ bedzie miejsce
wtedy, gdy przy wykonywaniu powyzszego rachunku,
jedna z reszt wypadnie 1L Dwie takie liczby na-
zywamy pierwszemi wzgledem siebie, lub wzglednie
pierwszemi; moéwimy takze, ze sg to liczby“ nie
majgce zadnego wspdllnego dzielnika; na dziel-
nik 1, wspdlny dla wszystkich liczb, nie zwra-
camy przy tSm zadnej uwagi. Z samego okre$lenia
najwiekszego wspolnego dzielnika wypada, ze ilorazy
powstate z podzielenia dwoch liczb a ib przez ich
najwiekszy wspolny dzielnik, sg liczbami pierwszemi
wzgledem siebie. W rzeczy samej: oznaczmy iloraz

D{a, b) przez m’ iloraz za$ J)(l, b)' przez n-

m in miaty jakikolwiek wspélny dzielnik d\ wtedy:
m= m'din= n'd; a poniewaz: a= m.D{a b), i6—
n.D(a,b), przeto, podstawiajgc zamiast m in ich
wartosci, bytoby: a=m'. d.1) (a, & ib=zn".d .£>(a, b)-
zkad wypadtoby, ze a i b majgza wspoélny dzielnik ilo-
czyn: d . D(a, b), tojest liczbe wiekszg od D(a, b),
o sie sprzeciwia zatozeniu.

Dla liczb pierwszych wzgledem siebie dowie-
dziemy najprzdd taka wiasnos¢ gtowna:

Jezeli a i b sg dwiema liczbami pierwszemi wzgledem
siehie, k za$ jakgkolwiek liczbg trzecig, wtedy najwiekszy
wspolny dzielnik dla iloczynu ka i liczby b bedzie réwny
rgjwiekszemu wspdlnemu dzielnikowi liczb k i b.

Uzywajagc sposobu oznaczenia, objasnionego w
Poprzednim paragrafie, mozemy wyrazi¢ te wihasnosc
tak: Jezeli: D(a, b) = 1, wtedy: D{ka, b) = D{k, b)
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Aby tego dowies¢, utdzmy te réwnosci dla liczb
a i b jakie znalezliSmy w 8§ 2* przy oznaczaniu naj-
wiekszego wspolnego dzielnika tychze liczb a i h.
Poniewaz liczby te sg pierwszemi wzglagdem siebie,
czyli najwiekszy ich wspélny dzielnik jest 1, przeto
w wymienionych réwno$ciach rn = 4, i one zamienig
sie na nastepne: o
a= 2i 6-j-r,
U— 8§2ri“f"

ri—*hr2 3

. N(~2 —"7»~i t 1 L
Mnozac teraz obie strony, kazdej z tych réwnosci
rzez  otrzymamy:
P Y e)ll k—2, &0 - i;
bk= 23 w*
rlkz=q3 kxx%A- kr3

»W a* =m?»-i + fCorrrienn,

Kazdy wspolny dzielnik dla a* i 6 miesci sie i w
Jii, azatém ook i3S it zatfm
i wq,kru aprzeto iw » - 2i — 1 *8
rzajac toz samo rozumowanie dalej, tak jak to mwiP
miejsce w paragrafie poprzednim, dochodzimy do tego,
ze kazdy wspolny dzielnik dla ak i b, jest zarazem
wspolnym dzielnikiem dla kib. A z tego wypada, '
najwiekszy wspolny dzielnik dla ak i 6jest taki sam,
jak najwiekszy wspdlny dzielnik dla k 1b,

%tej wiasnosei wypadajg bezposrednio nastgpi
jace wnioski:
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1 Hoczyn dwéch liczb ai k, z ktorych kazda
jest pierwszag wzgledem trzeciej liczby b, jest takze
pierwszym wzgledem liczby b\ czyli: jezeli D{a, b)~1
i D(k, b) = 1, bedzie takze i D{ak, b) — 1

Gdyz podiug dowiedzion$j wiasnosci najwiekszy
wspdlny dzielnik dla ak i b jest rbwny najwiekszemu
wspOlnemu dzielnikowi liczb ki b. Lecz podiug za-
fozenia i te dwie ostatnie liczby sg takze pierwsze
wzgledem siebie, najwiekszy ich wspdlny dzielnik
jest 1, przeto i najwiekszy wspolny dzielnik liczb ak
i bjest rowny 1, czyli ak i bsg pierwsze wzgledem
siebie.

2, Jezeli a jest liczbg pierwszg wzgledem b i
iloczyn «¢jest podzielnym przez b, wtedy liczba k jest
sama podzielng przez b. Gdyz skoro iloczyn «Ajest
podzielnym przez b, wtedy najwiekszy wspolny dziel-
nik dla akibjesth. A Ze podilug twierdzenia gto-
wnego, najwiekszy wspdlny dzielnik ak i bjest rowny
najwiekszemu wspdlnemu dzielnikowi k i b, przeto
i ten ostatni jest takze b, czyli liczba k musi by¢ po-
dzielng przez b.

8. Jezeli pewna liczba A7 jest podzielng przez
kazdg z liczb «i b, pierwszych wzgledem siebie, wtedy
taz liczba A jest podzielng i przez iloczyn ab.

W rzeczy samcj: Jezeli A jest podzielne przez ar
wtedy N ~ma. Podzielmy obie strony tej réwnosci
przez b; otrzymamy:

N _ma
>

Poniewaz, podiug zatozenia, A jest podzielne
i przez b, pierwsza strona t$j ostatni¢j rownosci, a za-
tém i druga strona powinny by¢ catkowite, czyli ma
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powinno by¢ podzielne przez b. A Ze ajest pierwsze
wzgledem b, wiec na zasadzie wniosku drugiego, m
samo musi by¢ podzielne przez 6; to jest powinno by¢
m — nb. Podstawiajgc te warto$¢ na m w wyrazenie
N — ma, otrzymamy: N — nab, co pokazuje, ze liczba
ATjest wielokrotng wzgledem iloczynu ab.

4. Pierwszy z powyzszych wnioskdw moze by¢
uogo6lniony w nastepujgcy sposéb: Jezeli mamy dwa
szeregi liczb:

a bed... .
i a,b,c,d. ...
takich, ze kazda liczba szeregu pierwszego jest
pierwszg wzgledem kazdej z liczb szeregu drugiegot
wtedy i iloczyn wszystkich liczb szeregu pierwszego,
bedzie liczbg pierwszg wzgledem iloczynu wszystkich
liczb szeregu drugiego.

I w rzeczy sams$j: skoro a i b sg pierwsze wzgle-
dem &', wtedy iich iloczyn ab jest takze pierwszym
wzgledem a’. Gdy za$ ab i c s3 pierwsze wzgledem
a\ wowczas i iloczyn (a6). c= abc jest pierwszym
wzgledem a'. Powtarzajgc dalej toz samo rozumowa-
nie, wypadnie, ze iloczyn abc .... bedzie pierwszym
wzgledem kazdej z liczb a', b, ¢ ............ Lecz jezeli
znowu liczba a' jest pierwszg wzgledem iloczynu
abcd . . . . iliczba b' jest takze pierwszg wzgledem
tegoz samego iloczynu, bedzie i iloczyn a'b' liczbe
pierwszg wzgledem abcd . . . . Ciaggnac daléj toz ro-
zumowanie wypadnie ostatecznie, ze iloczyn a'b'c'd ...
jest pierwszym wzgledem iloczynu abcd............

5. Przyjmijmy, jako szczeg6lny przypadek wnio-

sku "“poprzedniego, ze wszystkie liczby pierwszego
szeregu stajg sie rownemi a, wszystkie za$ liczby dru-
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giego szeregu stajg sie rownemi a'. Wtedy iloczyn
liczb pierwszego szeregu zamieni sie na pewng po-
tege a; iloczyn za$ liczb szeregu drugiego zamieni sie
na potege liczby a'. Ztad wypada, ze jezeli dwie
liczby ai a' sg pierwszemi wzgledem siebie, bedzie
tez i kazda potega liczby a pierwszg wzgledem Kka-
zd¢j potegi liczby a'.

Przez zastosowanie powyzsz4dj zasady mozemy
fatwo dowies¢, ze V. N gdzie N jest catkowite, nie
moze by¢ wyrazony nietylko pod postacia liczby cat-
kowitdj, ale nawet pod postacig utamku, gdy A7nie jest
zupetng potega n-ta pewnOJ I|czby catkowitej. Gdy-

by bowiem mogto by¢ J/ A7 = , gdzie a i a’

mozna przyjac, jako liczby pierwsze wzgledem siebie,

wtedy bytoby: — —yr = A ze a jest

pierwsze wzgledem o', wiec ia"jest pierwsze wzgle-

dem a'n; utamek przeto —  nie moze by¢ réwnym

n
liczbie catkowitéj N , a tdbm samemi V. N ni® m0'
ze byé rownym -A—. Pierwiastek taki przedstawia

nam przykfad ilosci niewymiernej. (Patrz § § 254, 255,
265, oraz rozdziat X X1X).

4*. Nie trudno sie przekonaé, ze jezeli dwie
liczby a i b sg pierwsze wzgledem siebie, wtedy two-
rzac szereg liczb:

la;2a;3a;... .(6-2)a;(b—Da.... (1
nie otrzymamy w nim ani jednej liczby, ktéra by
byla podzielng przez 6. Gdyz aby ktorakolwiek
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z tych liczb, np. ma byta podzielng przez b, potrzeba
aby m byto podzielne przez 6, co by¢ nie moze; liczba
bowiem M jako wzieta z szeregu:

12 3 4 ... (b—2), (b—1),
jest mniejsza od b.

Dzielgc zatom kolejno kazdag z liczb szeregu (1)
przez b, otrzymamy z kazdego dzielenia pewng reszte.
Mozna dowie$¢, ze pomiedzy temi resztami, nie ma
dwdch reszt rownych, czyli innemi stowami, ze wszy-
stkie one sg rozne. W rzeczy samej: wybierzmy z sze-
regu (1) dwie liczby ktdérekolwiek ma i na, i przy-
pus¢my, jezeli to by¢ moze, ze reszty pozostate z po-
dzielenia kazdej z tych liczb przez b sg réwne. 0-
znaczmy te wspolng reszte przez r, ilorazy za$ przez
gig'. Wtedy byloby:

ma= gb-f~-r; na—q'b-\-r.

Odejmijmy odpowiedniemi stronami te dwie ro-
wnosci, bedzie:

(i—nya= (@—q)b;
dzielac za$ obie strony przez b ;

Lecz qiq' sa liczhami catkowitemi, wiec i ich
réznica jest takze catkowitg, zatdbm i pierwsza strona
rownosci powyzsz6j powinna by¢ catkowitg, to jest
(m—n) a powinno by¢ podzielne przez b. A poniewaz
ajest pierwsze wzgledem b, przeto m—n powinno
dzieli¢ sie bez reszty przez bh. Lecz to jest niemozliwe,
gdyz kazda z liczb m i n, jako wzieta z szeregu: 1, 2,
3... . 0—2i(—1), jest mniejsza od b, wiec
i ich réznica m—n jako mniejsza od b nie moze by¢
wielokrotng wzgledem b. 7i tego wiec wypada,
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ze wszystkie reszty, pozostate z dzielenia liczb sze-
regu (1) przez bsg rdzne. Kazda z tych reszt jest
mniejszg od b, liczba ich jest b—1, gdyz szereg (1)
zawiera liczb b—1; reszty te przeto sg znowuz li-
czbami:
1,2, 3,4 ... (b2, (b-1);

ktére oczywiscie moga wypada¢ w bardzo rozmai-
tym porzadku.

Ta wiasnos$¢ reszt, pozostatych z dzielenia liczb
szeregu (1) przez bjest bardzo wazng w teoryi liczb;
uzyjemy jej w rozdziale 111 niniejszego dodatku.

5% Zadanie jakie podaliSmy w 8 2*, moze by¢
uogdlnione i rozciggniete do ilukolwiek liczb; mia-
nowicie mozemy zada¢ sobie pytanie, jak znalez¢
wszystkie wspolne dzielniki, i zarazem najwiekszy
wspolny dzielnik dla szeregu liczb a,b.,cd .... .
Poniewaz kazdy wspdlny dzielnik dla liczb ai b, jest
zarazem dzielnikiem i dla D(a, b), (to jest najwieksze-
go wspdlnego dzielnika liczb a i b), przeto kazdy
wspolny dzielnik dla liczb a, bi c, bedzie zarazem
wsp6lnym dzielnikiem dla D(a, b) i c;i odwrotnie.
Wiec najwiekszy wspdlny dzielnik dla D(a, b) i ¢ be-
dzie najwiekszym wspdlnym dzielnikiem dla trzech
liczb a, bie Wyrazi¢ to mozemy znakami przyje-
temu w ten sposadb:

D(a, b,c) — D jD(ab), cj.

W podobny sposéb rozumujagc znajdziemy w dal-
szym ciggu:

D(a, b,c,d)=D { D(a, b, ¢), d}

Ten spos6b postepowania mozemy przedtuzyc
tak daleko, dopdki nie dojdziemy do ostatniej liczby.
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6*. Zadaniem odwrotndm poniekad wzgledem
zadania rozwigzanego w 8§ 2*, jest zadanie nastepu-
jace: Majac dany szereg liczb a, b, c, d.... zna_
lez¢ wszystkie wspolne wielokrotne wzgledem tych
liczb, to jest wszystkie te liczby, ktore sa podzielne
przez kazdg z liczb danych.

Z poczatku ograniczymy sie tylko dwiema liczba-
mi a, b, i rozwigzemy pytanie tylko dla tych dwéch
liczb. Oznaczmy jakakolwiek wspding wielokrotng
dla liczb aib znakiem M (a, b). Poniewaz szukana
wspolna wielokrotna ma by¢ podzielng przez a, przeto
musi by¢ ona tej postaci na, gdzie n jest jakgkolwiek
liczbg catkowita.

Lecz szukana wspolna wielokrotna ma by¢ po-
dzielng takze i przez b; dzielgc przeto obie strony ré-
Wnosci:

M (a, b) — na,
przez b, powinniémy otrzymac ilorazy catkowite; to
jest

M (gl, b) -T- = catkowitej,

Jezeli daldj oznaczymy najwiekszy wspdélny dziel-
nik liczb aib przez D (a, b), wtedy ilorazy, powstate
z podzielenia liczb a i bprzez D (a, b) musza by¢
liczbami pierwszemi wzgledem siebie (§ 3*). Czyli:

jezeli iloraz 2>|a~6) oznaczymy gtosk9 a>a il°raz
A gtoskg bl to @' i b’ sg liczbami pierwszemi

wzgledem siebie. Z powyzszych oznaczen wypada ze
«= «’.JD(a.b)- b—b*.D (a,b).
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Podstawmy teraz na drugi6j stronie réwnosci
~ catkowit¢j zamiast ai b ich odpowiednie war-

tosci: a'.D (a, b)ib'. D (a b)\ otrzymamy:
nal D (a,b) na! )
0\D (a b~ T ~ catk°’Wits;.

Ostatnia ta rowno$¢ pokazuje, ze na' powinno
by¢ podzielne przez 6. A ze a' jest pierwsze wzgle-
dem b', przeto n samo powinno by¢ podzielne przez
b, czylin= n b, gdzie ri oznacza jakakolwiek li-
czbe catkowitg. Aby wiec na moglo przedstawiac li-
czbe podzielng i przez b, potrzeba aby n bylo tej po-
staci: nl. b, gdzie b'jest ilorazem, powstatym z po-
dzielenia b przez najwiekszy wspolny dzielnik liczb
a i b Podstawiajgc te wartoS¢ w wyrazenie na
M (a, b), otrzymamy:

Al (a, b)= nlab*;
czyli, poniewaz b b przeto:

’ D (@ab)b '

ab
D (ab)'

Ten wypadek pokazuje nam, ze wszystkie liczby

podzielne zarazem przez ai przez b sg zawarte w t$j

Al(a b)=n

postaci A ;i odwrotnie wszystkie liczby za-

warte w tSm ostatniSm wyrazeniu, sg podzielne
i przezaiprzez b Gdyz

ab ] r’] ] ] ] a
U'@'b)y” * * D "@&B” '"**° " " D@Whb
Wypada ztego ostatecznie, ze wszystkie wspdlne
wielokrotne wzgledem liczb a i bsg zarazem wielo-
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krotnoSciami pewnej oznaczonej liczby * N Te

ostatnig liczbe nazywamy najmniejszg wspolng wielo-
krotng wzgledem liczb ai b, lub najmniejszg wspolng
wielokrotnoscig liczb a i b i oznacza¢ bedziemy tak:
m (a, h).

Aby toz samo twierdzenie rozciagna¢ do ilukol-
wiek liczb danych a, b, ¢, d.... nalezy tylko zwrécic
uwage na to, ze kazda wspolna wielokrotna liczb
a b ¢ d.., czyli M (ab,cd..), musi by¢ takze
wspolng wielokrotng dla liczb:

ab i
D (ab)C
i odwrotnie. Nalezy wiec najprzéd znales’éagajmniej-

szg wspolng wielokrotng wzgledem liczb 1c

czyllm\w ?Q’ b cl, nastepnie najmniejsza wspélng

wielokrotng dla tej ostatniej i dla nowej liczby d,
i tak dalej az do ostatni¢j z danych liczb. Stad wi-
dzimy, ze wszystkie wspdlne wielokrotne liczb danych:
a, b, ¢, d....sg zarazem wielokrotno$ciami pewnej ozna-
czonej liczby, ktdrg nazywamy najmniejszg wspolng
wielokrotng wzgledem tychze liczb. Aby ja wyrazi¢
dogodnie jednym znakiem, uzywaé bedziemy do tego
symbolu m {a, b,c, d....). Dla t$j liczby tn(a, b, c,d....)
moznaby wyprowadzi¢ wzér ogolny, podobny do wzoru
ab
D (@b’
lecz poniewaz wyprowadzenie wzoru tego jest dosyé
ztozone, przeto opuszczamy je tymbardziej, ze w prak-
tyce nigdy go nie uzywamy.

odnoszacego sie do dwdch liczb danych a, b,
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7. Na szczegblng uwage zastuguje ten przy-
padek, w ktérym liczby dane, brane po dwie, sg
pierwsze wzgledem siebie. W tym razie najwiekszy
wspolny dzielnik najprzéd dwdch liczb a i b jest
rowny 1, wiec najmniejsza wspdlna wielokrotna
dla tych dwdch liczb jest ich iloczynem, czyli ah. Po-
niewaz dalej liczba c jest pierwszg i wzgledem a
i wzgledem b, przeto jest ona takze pierwszg i wzgle-
dem iloczynu ab; zatem najmniejsza wspdlna wielo-
krotna dla ab i ¢ czyli dla trzech liczb a, bi ¢ bedzie
znowuz abc. Postepujgc w rozumowaniu tak samo da-
16], znajdziemy, ze w tym przypadku najmniejsza
wspolna wielokrotna liczb a, b, o, d.... jest ich iloczy-
nem: abcd.... A ze kazda wspdélna wielokrotna wzgle-
demliczb a, b, ¢ d.... jest zarazem pewng wielokro-
tnoscig najmniejszdj wspolnsj wielokrotnej', przeto li-
czba podzielna przez liczby «, b, ¢, d..... ktdre, po dwie
brane, sg pierwszemi wzgledem siebie, jest takze po-
dzielng i przez ich iloczyn: abcd.... (Poréwnaj wnio-
sek 3-ci §4*, gdzie ta zasada jest ustanowiona dla
dwaoch czynnikow).

8*. Kazda liczba jest podzielng przez siebie sa-
ma i przez jedno$¢; mozemy wiec powiedzie¢, ze ka-
zda liczba (z wyjatkiem jednosci) ma przynajmnigj
dwa dzielniki: kazdg liczbe, ktéra nie ma innych
dzielnikdw, oprocz tych dwdch, nazywamy liczbg
pierwszg;

Z tego okre$lenia wypada bezposrednio, ze je-
zeli w szeregu liczb catkowitych obierzemy dwie
liczby p i a, z ktérych p jest liczbg pierwsza, wtedy
dwie te liczby albo bedg pierwszemi wzgledem siebie,
albo taz liczba p bedzie dzielnikiem liczby &, i dwa te
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przypadki wzajemnie sie wylaczajg. Gdyz najwie-
kszy wspdlny dzielnik dla tych dwdch liczb bedzie
albo 1 albo p.

Z tego jeszcze, jako dalszy wniosek, wypada i to,
ze jezeli iloczyn z ilukolwiek liczb a b, ¢ d ...
jest podzielny przez liczbe pierwszap, wtedy przynaj-
mniej jeden z czynnikdéw: a, i, o,d .... jest podziel-
nym przez p. Gdyz jezeliby zaden z tych czynnikow,
oddzielnie wziety nie byt podzielnym przez liczbe p,
wtedy ta ostatnia liczba bytaby pierwszg wzgledem
kazdego z nich, a zatem bylaby pierwszg i wzgledem
ich iloczynu: to za$ sprzeciwia sie zatozeniu, iloczyn
bowiem tych czynnikéw ma by¢ podzielnym przez p.

Kazda liczba, ktora oprocz jednosci i samoj sie-
bie ma jeszcze inne jakiekolwiek dzielniki, nazywa sie
zZtozona. Nazwa ta bedzie usprawiedliwiong przez
nastepujace twierdzenie:

Kazda liczba ztozona moze by¢ zawsze, i to w jeden
tylko sposdb, przedstawiona jako iloczyn skonczondj liczby
liczb pierwszych.

W rzeczy samoj: wezmy pod uwage jakagkolwiek
liczbe ztozong N. Liczba ta ma, oprdcz siebie samej
i 1jeszcze inne dzielniki; przyjmijmy, ze jednym z ta-
kich dzielnikdw bedzie pewna liczba a. Jezeli « nie
jest liczbg pierwszg, wtedy znowuz oprocz 1ia ma
ona inne dzielniki: przypus¢my, ze sie dzieli bez
reszty przez b;jezeli b nie jest jeszcze liczba pierwsza,
wtedy i ona ma przynajmniej jeden dzielnik ¢, rézny
od 1iod b Postepujagc tak dalej, musimy w koncu
dojs$¢ do pewnego dzielnika, ktory bedzie liczbg pierw-
szg; szereg liczb bowiem N, a,b, c¢. ... zawiera licz-
by malejace, musi przeto sktada¢ sie ze skoriczonej
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liczby wyrazdéw, gdyz skonczona jest liczba tych liczb
catkowitych, ktére sg mniejsze od N. Ostatni zatSm
wyraz tego szeregu bedzie liczbg pierwszg; w prze-
ciwnym bowiem razie moznaby byto szereg dalej prze-
dhuzy¢. Oznaczmy te liczbe pierwszg przez p ; wte-
dy, poniewaz kazda z liczb tego szeregu jest wielo-
krotng wzgledem kazd$j z liczb nastepnych, przeto
mozemy uczynic:
N=p.7L

Liczba m moze by¢ pierwszg lub ztozong ; w przy-
padku pierwszym liczba IVjest juz przedstawiong pod
postacig iloczynu z dwoch czynnikow pierwszych.
"W drugim przypadku, to jest gdy m jest liczbg zto-
zong, mozemy znowuz znalez¢ taka liczbe pierwszg
p', ktdra sie miesci w m bez reszty, tym sposobem mo-
zemy uczynic:

m p' m\
zkad: N = pp m.

Jezeli m' nie jest jeszcze liczbg pierwszg, wow-
czas mozemy dal$j w podobny sposéb postepowac
dotad, dopdki nie przedstawimy liczby N jako iloczyn
samych liczb pierwszych. Ze musi to nastgpi¢ po
skonczonej liczbie podobnych dziatan wypada z tego,
ze szereg liczb N, m, m'........ réwniez stanowi sze-
reg malejacy, a wiec ztozony ze skonczongj liczby wy-
razow.

Powyzsze rozumowanie pokazuje mozliwos¢ ro-
ztozenia liczby na czynniki pierwsze. Lecz poniewaz
dzielniki liczby N moga by¢ bardzo rozmaite, a dzia-
fanie powyzsze mozemy zacza¢ od ktéregokolwiek
z nich, przeto porzadek, w jakim wynajdywac bedzie-
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my kolejno czynniki pierwsze jest dowolnym. Mo-
zemy zatem zadaé sobie pytanie: czy porzadek ten
jest rzecza obojetna, czy nie; to jest czy rozktadajac
liczbe dang jakimkolwiek sposobem na czynniki
pierwsze, otrzymamy zawsze jeden i ten sam wypadek
ostateczny, czy tez nie ? Aby na to pytanie odpowie-
dzie¢, przypusémy ze rozkladajac raz liczbe N, otrzy-
mujemy wypadek:

N—p.p' .p"ee
przy drugim za$ rozktadzie znajdziemy:
N—qg.q,9"
gdzie tak: p, p\p"......... jako tezi g ¢, q" ....
oznaczajg liczby pierwsze. Poniewaz liczba N, jest
podzielng przez q, przeto iloczyn p.p'.p" ... jest

podzielny przez q . A ze g jest liczbg pierwszg, wiec
przynajmniej jeden z czynnikéw np. p, musi by¢ po-
dzielnym przez q . Lecz p jest liczbg pierwszg; zatem
jedyne dzielniki jakie posiada sgl ip: jezeli przeto
g nie jest jednoseig, to musi by¢ réwne p.

Stad wypada dal$j ze:

i w podobny do powyzszego sposéb mozemy pokazac,
ze czynnik @' musi byé réwnym jednemu z czynnikéw
na pierwszdj stronie znajdujacych sie np. p', skad be-
dzie:
p”... = q"-—-

i t. d. Tym sposobem widzimy, ze kazda liczba pierw-
sza, wchodzaca jako czynnik do drugiego roziozenia,
musi wchodzi¢, i to przynajmniej tylez razy, do rozio-
zenia pierwszego; poniewaz za$ i odwrotnie mozna do-
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wiesé tak samo, ze kazda liczba pierwsza, wchodzaca
jako czynnik do pierwszego roztozenia musi co naj-
mniij tylez razy wchodzi¢ i do roziozenia drugiego,
przeto wypada stad, ze oba sposoby roztozenia pro-
wadzg do tych samych czynnikéw pierwszych.

Tak wiec dana liczba ztozonaWmoze zawsze by¢roz-
tozong i to wjeden tylko sposb na czynniki pierwsze.

Ten iloczyn czynnikéw pierwszych, rowny liczbie
N, moze by¢ najprosciej wyrazony przez uzycie wy-
kiadnikow. Przypus¢my bowiem, ze w skiad liczby
N czynnik pierwszy a wchodzi m razy, wtedy zamiast
pisa¢ go w rzeczywisto$ci tylez razy: aaa ............ mo-
zemy napisa¢ tak: am. Podobniez jezeli czynnik
pierwszy b wchodzi n razy, wtedy czes$é liczby N, za-
lezaca od tegoz czynpika, bedzie bnit. d. Tym spo-
sobem kazda liczba ztozona moze by¢ przedstawiona
pod tg postacia:

N = amb”cpdi......... ,

gdzie «, b, ¢ .. .. 0znaczajg wszystkie te liczby pier-
wsze, ktore, bedgc roznemi, mieszcza sie bez reszty
w liczbie N, am, n, p, q... liczby catkowite i do-
datne. Widoczng jest rzecza, ze w tdj postaci sg
zawarte nietylko wszystkie liczby ztozone, ale takze
wszystkie liczby pierwsze.

9*. Pokazuje sie z powyzszego, ze liczby pier-
wsze sg niejako materyalem, z ktérego sg utworzone
wszystkie pozostate liczby. Juz Euklides dowiddt,
ze takich liczb jest nieskonczenie wiele, a to w na-
stepujacy sposdb: Gdybysmy przypuscili, ze liczba
liczb pierwszych jest ograniczona i ze ostatnig z nich,
a wiec najwiekszg, jest np. p, wtedy tatwo mogliby-

Aleieb. Todh. 39
Dodatek do Przegl. Pedag.
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Smy sie przekona¢, ze takie przypuszczenie utrzymac-1
sie nie moze. W rzeczy sarngj: kazda liczba nie na-
lezgca do szeregu:
2, 3,5 7,11, 18......... pt

a zatem i kazda liczba wieksza od p, musiataby by¢
ztozona, wiec podzietng przez jedne z liczb napisa-
nych wyzej." Lecz nie trudno nam znalezé przynaj-
mniej jedne liczbe taka, ktéra bedzie wiekszg od p,
a nie bedzie podzielng przez zadng z powyzszych liczb.
W tym celu nalezy tylko utworzy¢ iloczyn ze wszy-
stkich liczb pierwszych i doda¢ do niego jednos¢;
otrzymamy liczbe:

X=2.3.5.7 i p-T1le .

Liczba ta jest najprzod wiekszg od p, gdyz juz
2p jest od p wigksze; powtére: nie jest podzielng
przez zadng z liczb pierwszych 2, 3, 5 ............... P\
gdyz podzielona przez ktérgkolwiek z nich daje za-
wsze na reszte 1. Jest wiec albo sama liczbg pieiw-
szg, wiekszg odp, albo tez, jezeli jest ztozong, to dzieli
sie przez liczbe pierwszg nie zawartg w Szeregu po-
wyzszym, a wiec wiekszg od p\

9*. Zadanie: jak pozna¢ czy liczba dana jaka-
kolwiek jest pierwsza, czy ztozong, w ogole mowigc
jest trudne, z wyjatkiem liczb niewielkich, jakotez
liczb podzielnych przez male liczby pierwsze jak np.
2,3,5,7,11.

Nie ma ogdlnego wyrazenia na liczby pierwsze,
nie ma takze wzoru, ktéry by obejmowat tylko liczby
pierwsze, chociazby nie wszystkie. Mozna nawet
fatwo dowiesé, ze zaden wielomian algiebraiczny cat-
kowity, o wspétczynnikach wymiernych i zawierajacy
tylko jedne zmienng, nie moze wyraza¢ samych tylko
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liczb pierwszych. W rzeczy samej: wezmy pod uwage
wielomian :a+ bx -f cx* -f-dx* _j_ j
pus¢my, ze podstawiajgc w nim zamiast x pewng li-
czbe r, oti zymamy na warto$¢ tego wielomianu liczbe
pierwszg p , t. j. ze bedzie :

p—a+ br-j-or2-j-dr3-j- .

Nie trudno sie przekonaé, ze podstawiajac za «
w tenze sam wielomian liczbe r + np , gdzie n oznacza
jakakolwiek liczbe catkowita, otrzymamy na wartos¢
tegoz wielomianu liczbe podzielng przezp . Gdyz ro-

bigc to podstawienie i gznaczajgc teraz warto$¢ teo-o
wielomianu przez p nil6¢ bedziemy:

p'—a+ b(rA-np)-\-c{r-\-npy-Jrd(r+ npy-\-

Jezeli zniesiemy wr catym wielomianie nawiasy,
wtedy otrzymamy na drugiej stronie wyrazenie’
ktére bedzie ztozone z dwoch takich czesci: naj-

przod z pierwszych wyrazow w kazdym nawiasie o-
trzymamy czes¢:

C4br 4+-er2-—dr3+—. . ..

to jest p ;drugioj czesci nie potrzebujemy do naszego
celu nawet catkowicie oblicza¢, dosy¢ jest zauwazyé,
ze wszystkie pozostate wyrazy zawiera¢ bedg jako
czynnik liczbe p ; wylgczajac p za nawias, i oznaczajgc
ilos¢ pozostatg w nawiasie przez A, mozemy zbidr tych

pozostatych wyrazéw przedstawi¢ tak: A .p . Bedzie
wiec:

P—P + AP, 39*



604

a to pokazuje, ze druga strona, a zatem i pierwsza
czyli p, jest podzielng przez p. Wyrazenie wiec
A bx+ c*2+ dx*-f ... jakkolwiek wielka li-
czbe wyrazéw wzielibySmy w niém, nie moze Pod -
stawia¢ samych liczb pierwszych.

Stawny matematyk, francuzki Fermat, podat wy-

razenie:

(2’

2 '?'1 y
ktére podtug niego miato zawierac tylko liczby pieiw-
sze. Jednak Euler dowiodt, ze juz przy n= 5, otrzy-
mujemy liczbe 22-f 1, kt6ra jest podzielng przez 641,
a wiec pierwsza nie jest.

Czytelnik moze znalez¢ w Arytmetyce proiesora
D-ra M. A. Baranieckiego, na str. 157 i nastepnych
wytozone niektore sposoby przekonania sig, czy dana
liczba jest pierwszg czy nie. a takze tam znajduje sie
tabliczka liczb pierwszych mniejszych od 100O.

10*. Roztozenie liczb na czynniki pierwsze jest
dziataniem bardzo tatwém, gdy idzie o liczby mate;
lecz w ogdlnosci méwigc o liczbach jakiejkowiek wiel-
ko$ci, jest ono dziataniem trudnem. Przypuszczajac
wszakze, ze dana liczba jest juz roztozong na czynniki
pierwsze, bardzo tatwo nam poznaé kiedy moze byc ona
podzielona przez inng liczbe, i w ogdlnosci odszukaé
wszystkie jej dzielniki. W rzeczy samej przypusémy,
ze dana liczba jest A, i ze ona jest podzielng przez pe-
wnag liczbeD ; nazwijmy iloraz otrzymany z podzielenia
N przez D gtoskag g. Wtedy widocznie bedzie: NV .3
Poniewaz, jak wiadomo, jedno jest tylko mozliwe roz-
tozenie liczby A na czynniki pierwsze, przeto czyn-
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niki pierwsze liczb D i g, razem wzigte, muszg sta-
nowic¢ zbiér czynnikéw pierwszych liczby A. Jezeli
gq=\, wowczas D zawiera¢ bedzie wszystkie czynniki
pierwsze liczby A; w kazdym innym przypadku li-
czba wszystkich czynnikow pierwszych liczby D be-
dzie mniejszg od liczby wszystkich czynnikéw liczby
A, lecz liczba D nie moze zawierac innych czynnikow
pierwszych, jak tylko te, ktére wchodzg w skiad
liczby A.
Jezeli wiec czynniki pierwsze, rozne od siebie

i wchodzgce w skiad liczby N oznaczymy przez a, h,
c.... tak ze:

N =anbnc’............
wtedy kazdy dzielnik D tej liczby musi by¢ zawarty
w tdj postaci:

)= am 5" g

gdzie: m' oznaczajedng z liczb 0. 1,2, 3 ... . m
W, — 0,1423...n
P ” — 0,12 3...p,

itod

Podstawiajagc wiec w wyrazeniu na D :za m
wszystkie wartosci od 0 do m, (ich liczba jest m-j-I),
za n' wszystkie wartosciod0 do n, (ichliczbajest n 4-1),
za p wszystkie wartosci od 0 do p (ich liczba jest p-f—3)
i t. d., i kombinujac wszystkiemi mozliwemi sposobami
te warto$ci, otrzymamy wszystkie dzielniki liczby N.
Praktycznie wykona¢ mozemy wszystkie te kombi-
nacye nastepujacym sposobem:

Utworzmy wielomiany takie:

l1—a-p a*-p ad-j- ... apan,
1J b4-b*-F 634 - - 4-0",
14-e-fc2p c34 - +C”,
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wtedy oddzielne wyrazy iloczynu tych wszystkich
wielomianéw przedstawia¢ nam bedg wszystkie dziel-
niki liczby A. W pierwszym wielomianie jest m4-1
wyrazoéw, w drugim «+1 wyrazéw, w trzecim p+1
i t. d.;liczba wiec wyrazéw w iloczynie tych wielo-
mianéw bedzie:
D («4-1) P+ 1) e

lloczyn ten przedstawia nam liczbg wszystkich
dzielnikéw liczby N, wigczajagc w to 1 i same liczbe N.
Z tych samych wyrazenn mozemy znalez¢ i warto$é
sumy tych wszystkich dzielnikdéw;suma ta bowiem
rownac sie hedzie oczywiscie wartosci samego ilo-
czynu. Lecz pierwszy wielomian jest sumag wyrazow
postepu gieometrycznego:

1+ a+ N+ o . -j-a"— a " (8402

podobniez:
bn+1 1
I+ 0 + 02+ oo .+ *e= T .7 T"

cf+LlI
| + ¢+ ° + --'--+ P= .
it d
Suma wiec wszystkich wyrazow iloczynu, be-

daca zarazem suma dzielnikdw liczby N, wyrazi sie
przez iloczyn:

am+ 11 +11 O/+11

a—1 " b—1 " ¢c—1

Aby objasnie przyktadem to, co bylo powiedziane
wyzej, wezmy liczbe 72 . Przez rozklad na czynniki
pierwsze mis¢ bedziemy:

72 =2* .33

Wszystkie dzielniki zatem liczby 72 bedg za-
warte w wyrazeniu:
D —2m . 3n
gdzie: m' moze kolejno przyjg¢ wartosci 0, 1, 2, 3 : a
n wartosci: 0, 1, 2. W celu odszukania wszystkich
dzielnikdéw tworzymy dwa wielomiany:
1+ 2+ 22+ 23 f 1 383-132;
rozmaite wyrazy iloczynu tychze wielomianéw przed-
stawia¢ beda wszystkie dzielniki liczby 72 , powstate
przez wszystkie mozliwe kombinacyje wartosci wy-
kfadnikow m i n. lloczyn ten bedzie:
(142422423 (1+3+32)= 1+2+22+23+3+2 .3
+22.3+23.3+32+2.32f-23.32j22. 32
Porzadkujac wyrazy tego iloczynu podiug wiel-
kosci, otrzymamy na dzielniki 72 nastepujace liczby :
1,23 4,6,8 9, 12, 18 24, 36. 72 ;
ich liczba: (3+1) 2+ 1)=12 ;

a suma: X TjZrp~ ~ X 13=195

, lI*. Sposoby podawane w arytmetyce na wy-
najdywanie najwiekszego wspolnego dzielnika i naj-
mniejszej wspolnej wielokrotnej, przez rozktad liczb
danych na czynniki pierwsze, albo raczej, w przy-
puszczeniu, ze liczby dane sg juz roztozone na czyn-
niki pierwsze, sg zbyt dobrze znane, abySmy mieli
tutaj je powtarzaé. Wylozone powyzej zasady, dajg
zupeine objasnienie tych sposobdw; pozostawiamy
objasnienie rozwadze czytelnika, gdyz nie sg one ani
trudne, ani tez wymagajg nowych rodzajéw rozumo-
wania. Zresztg w wyborns$j ,,Arytmetyce” prof. Nie-
wiegtowskiego, czytelnik znajdzie wszystkie niezbedne
do tego przedmiotu wskazdowki.
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Réwniez przez dosyc¢ tatwe zastosowanie zasad
8§ 8* wypada, ze aby liczba N byfa potega r 1 pewnsj
liczby catkowit$j x, potrzeba aby wszystkie wykia-
dniki czynnikdéw pierwszych, z ktérych sie skiada
liczba N byty podzielne przez r.

12*.  Bardzo czesto w rozumowaniach nad wia-
snosciami liczb wypada nam klasyfikowaé tez liczby
W pewien oznaczony sposob, tak jak np. w najpospo-
litszej klasyfikacyi na liczby parzyste i nieparzyste.
Podstawy takiej klasyfikacyi moga by¢ rozmaite:
najzwyklej i najczesSciej uzywang jest klasyfikacya,
oparta na zasadzie zupetnie podobnej do t6j, jaka stu-
zy do rozroznienia liczb parzystych i nieparzystych.
Rozréznienie to polega, jak wiadomo na tem, ze jedna
klasa zawidra liczby podzielne przez 2, druga za$
liczby, ktére podzielone przez 2 dajg na reszte L
Oznaczajagc wiec przez n jakagkolwiek liczbe catko-
witg, mozemy powiedzie¢, ze ogblne wyrazenie na
liczbe parzystg jest 2n, na liczbe nieparzystg za$
2n-j-1. W podobny sposéb mozemy wszystkie
liczby rozklasyfikowa¢ na trzy grupy, biorgc za
dzielnik liczbe 3 . Mianowicie: jedna grupa zawiera
liczby podzielne przez 3, ogdlne wyrazenie na
takie liczby jest 3n ; druga grupa zawiera te
liczby, ktére bedac podzielone przez 3 , dajg na
reszte 1 , ogdlne wyrazenie na takie liczby jest
3»-fl ; nakoniec trzecia grupa zawiera liczby,
ktére bedac podzielone przez 3 dajg w reszcie 2 .
ogllne zatem wyrazenie na tego rodzaju liczby
jest 332 Liczba 3 ktdra tutaj stuzy do roz-
dzialu na grupy wszystkich liczb, nazywa sie mo-
dutem. Mozemy wiec powiedzie¢, ze wzgledem mo-
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dutu 3 wszystkie liczby dadzg sie podzieli¢ na trzy
klasy: pierwsza zawiera liczby postaci 3«, druga po-
staci: 3w-f- 1i trzecia postaci: 3»-J-2. W podobny
sposob wzgledem modutu 4 wszystkie liczby mogg by¢
albo postaci 4n, albo postaci 4n-)-I4 albo postaci:
4n-j-2, albo nakoniec postaci 4w—-3. | w ogole
biorgc za modut liczbe jakgkolwiek m , mozemy wszy-
stkie liczby catkowite ugrupowaé¢ w m klas, z ktérych
pierwsza zawiera liczby wielokrotne wzgledem m,
t. j. liczby postaci mn ; druga — liczby, ktore przy
dzieleniu przez m dajg na reszte 1t.j. liczby postaci
Tn—-, i t. d.; nakoniec ostatnia — liczby, ktoére be-
dac podzielone przez m dajg na reszte m—1, t. j-
liczby postaci mn -\- (m—1).

Do takiej klasyfikacyi liczb zmusza nas ta oko-
licznos¢, ze zwykle liczby nalezace do jednej grupy
wzgledem pewnego modutu, czyli liczby jednej po-
staci, majg niektore wazne wiasnosci wspolne.

Zadania.

1. Znalez¢ najmniejsza liczbe taka, aby iloczyn
z toj liczby przez 3234 byt zupelnym kwadratem (66).

2. Kwadrat kazdej liczby jest zawsze jednej
z tych trzech postaci: 5« , 5n -j- 1, 5« -f 4.

3. Jezeli a oznacza jakgkolwiek liczbe catkowity,
to iloczyn:

a (aj-1) (aj-1),
jest zawsze podzielny'przez 6.
4. Znalez¢ najmniejszg liczbe taka, aby iloczyn
z to) liczby przez 1845 byt zupelnym szeScianem
(3.52.412.
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5. Kwadrat liczby catkowitej nie moze by¢ nigdy
tdj postaci: 3n+2.

6. Kazda potega parzysta jakiejkolwiek liczby
nieparzystej jest zawsze tej postaci 8n-j-I.

7. Znalez¢ liczbe dzielnikéw liczby 140 . (12).

8. ZnaleZ¢ liczbe dzielnikéw liczby 1845 . (12).

Il.  Utamki ciggte.

12*.  Pod nazwiskiem: utamek ciggly rozumiemy
wyrazenie tej postaci:
] bl L
@+ &
B+ M

Lecz poniewaz w zastosowaniach waznemi sg je-
dynie takie utamki ciggte, w ktdrych liczniki b2, b3,
bi .., . sg wszystkie rowne 1, przeto w dalszym
ciggu wykiadu tylko tego rodzaju utamki ciggle roz-
waza¢ bedziemy. Tym sposobem nazwg: utamek
ciggly oznacza¢ bedziemy wyrazenie:

+ i+T"
«k’+ 1
flA+ o oo

Stowami opisa¢ mozemy tego rodzaju wyrazenie
w ten sposob:

Utamek ciggty jest to wyraienje skladajace sie z ca’f—
kowej z utamkiem, ktérego licznikiemjest jednos¢, a mia-
nownikiem znowuz catkowita z utamkiem, ktérego liczni-
kiem jest jedno$¢, a mianownikiem catkowita z takimze
utamkiem i t. d.
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Pierwsza catkowita a, moze by¢ réwng 0.

13*. Kazdy utamek zwyczajny, ktorego licznik
i mianownik sg pierwszymi wzgledem siebie, moze
by¢ zamieniony na utamek ciggty. Objaénimy to na

nastepujacym przyktadzie: Wezmy ufamek -gg QS

Odtaczajgc z niego catkowitg, otrzymamy:
1103 , 216
887 — 1+ 887 *

Wartos¢ utamku wchodzacego do drugiej strony
powyzszej rownosci nie zmieni sie, jezeli licznik
i mianownik jego podzielimy przez 216 ; czyniac to
bedzie:

1103 1
\ 887 * ] 887\
1216 /
czyli, odigczajgc znowuz catkowitg z utamku nie-
wiasciwego 887;
n_ —i
887 N 4T3
216

Warto$¢ ostatniego utamku w powyzszem wy-
razeniu nie zmieni sig, gdy licznik i mianownik tego
ntamku podzielimy przez 23 ; wykonywajac to, otrzy-
mamy:

1103, L
'887 1 ' 4+ 1



612

czyli, po wyfgczeniu catkowitej z utamku niewtasci-

216
wego-23:

1103 _, 1
bg7 ~ " 4+ 1A
* 9-f9
23
Dzielagc znowuz licznik i mianownik ostatniego’
utamku przez licznik 9, i postepujac ciggle jednakowo,
podlug powyzszych wskazowek, otrzymamy szereg
nastepujacych réwnosci, z ktérych ostatnia rozwig-
zuje nam w zupetnosci zadanie:

1103 1 L
887 4 +1 "t T o4n
9+1 9+1__
123 2+5_
19 9
=1+ -4 4+
9+1
2+1
14- 4
5
1
441 = 1+
9+1 9+1
2+1 241
i 4+ 1
5 I+J
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Ostatecznie wiec:

1103 , 1
887 1 4+1
9+1
2+1
1+
i+ L’
4
- . 1103
skad widzimy, ze ulamek zwyczajny zostat

przedstawiony pod postacig wyrazenia, ktére nazwa-
lisSmy utamkiem cigglym. Oczywiscie tenze sam spo-
sob moze by¢ zastosowany do kazdego utamku zwy-
czajnego.

Gdy utamek zwyczajny zamieniamy na utamek
ciggly, wtedy czesto méwimy, ze ukamek zwyczajny roz-
wijamy na utamek ciaghy.

Kozpatrujac bacznie cate dzialanie, ktore postu-
1103

887
gly, spostrzezemy, ze dziatanie to jest zupeinie takie
samo, jak dziatanie, za pomocg ktérego znalezlibySmy
najwiekszy wspolny dzielnik dia liczb 1103 i 887.
W samej rzeczy: rozkladajac w zwykty sposob wspo-
mniane dziatanie, otrzymamy:

1 4 9 2 1 1 4

zyto nam do rozwinigcia utamku na utamek ciga-

1103 887 216 23 9 5 4 1
887 864 207 18 5 4 4
216 23 5 4 1 0

9

«
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llorazy 1, 4,9, 2, 1, 1, 4 przedstawiajg nam mia-
nowniki utamkow czastkowych w utamku ciggtym.

Gdybysmy chcieli rozwing¢ na utamek cigglty
utamek dziesietny lub peryodyczny, wtedy nalezatoby
najprzdd kazdy z tych ostatnich zamieni¢ na utamek
zwyczajny, skroci¢ go, i potém postgpi¢ jak poka-
zano wyzej.

14*  Utamki ciggte spotykamy zawsze, chcac
wyrazi¢ liczebnie iloSci utamkowe lub niewymierne.
W rzeczy samoj: przypus¢my, ze chcemy oznaczyc,
warto$¢ pewnej iloSci*, ktéra nie moze by¢ wyra-
zong za pomocgy liczby catkowitéj. Wtedy najprostszy
sposéb dojscia do celu bedzie nastepujacy: wynajdzmy
najprzod takg liczbe catkowita a,, ktdraby najbar-
dzidj zblizata sie swojg wartoscig do x , bedac wszakze
od niego mniejsza. Wowczas x—.. , bedzie réwne

utamkowi mniejszemu od jednosci, a zatem ——
x— ax be-

dzie wieksze od jednosci. Przypusémy, ze )t_—@f*,;
i poniewaz xtjest wieksze od jednosci, przeto mo-
zemy znale$¢ nowg liczbe catkowita a2 Jak mozna
najbardzi$j zblizong do xy i mniejsza od *, . Wtedy
znowuz xl—a2 <1 , a zatem— — > 1. Oznaczmy
)'(Ii_(ty przez x3 ; wowczas w dalszym ciggu znajdzie-
my nowa liczbe catkowita a3 zblizajgcg sie najbar-
dziej do *2i mniejsza od niego. Tym sposobem be-

dzie: —a3< 1, wiec: bedzie odjednosci wie-

x<i— «3

ksze. Oznaczywszy te ostatnig ilo$¢ przez x3, wy-
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najdziemy nastepnie nowa liczbe catkowitg at , naj-
bardzidj zblizong do x3i dalej tak samo postepowac
bedziemy. Z tego widoczng jest rzecza, ze tak po-
stepujac powoli wyczerpiemy ilos¢ * i to w sposéb
najprostszy izarazem najpredszy, gdyz uzywamy tu
ciggle tylko liczb catkowitych, z ktérych kazda zbliza
sie jak mozna najbardziej do ilosci szukanej.

Poniewaz:
1
przeto; x—a, — -——- , a stad:
X — @, 4L
| podobnie: poniewaz:
1 — X2, przeto:
X. —a.
X — a2 -~ i
dalej, skoro:
—T— #3 ) WIE»
*2--3
2 — 3 |
réwniez:
1
XB—aiH——

i tak dalej. Podstawiajac teraz kolejno znalezione
wartosci, otrzymamy:
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1 , 1
X=aT , 1 a3y 1
X2
, 1
11ot4-1
3fl
1
czyli ostatecznie:
, 1
X —d a 4}
¢I3 - 1
ad+ " e
1 1

Utamki é . Nazywaja, si¢ utam-

kami czastkowemi utamku ciggtego, a ich mianowniki
a a,at... .mianownikami czastkowenn.

3 Ze sposobu otrzymania wartosci a, , «, < eeee
wypada, ze wszystkie one sg dodatnie ; i takie tylko
utamki cigglte w nastepstwie rozpatrywac¢ bedziemy.
Nalezy tu jednak nadmieni¢, ze moga byc
ciaole w ktdrych utamki czastkowe nie wszystkie sg
dodatnie. Rozwazanie wszakze takich utamkow cig-
glych nie nalezy do zakresu niniejszego rozdziatu,
LSmbardziej, ze tylko takie utamki ciagte, jakie bie-
rzemy pod uwage, majg praktyczne znaczenie.

15*. Liczba tych dziatan, ktore prowadza do
oznaczenia ilosci «, , a2, <h, mme moze by¢ °S'anl®
na lub nie ograniczong. Przypadek pierwszy mi
bedzie miejsce wtedy, gdy jedna z liczb, *, ,**, -
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wypadnie wprost rowng catkowitéj. Cale dziatanie
oczywiscie na niej zostanie zakoriczone. Ulamek
ciggly, otrzymany wtedy sktada¢ sie bedzie z ogra-
niczonej liczby utamkoéw czagstkowych, i nazywa sie
utamkiem ciggtym skofczonym. W przeciwnym razie,
gdy zadna zliczb , x2,v3.... nie bedzie catko-
witg, utamek ciggly bedzie nieskonczonym.

16*. Przyktad rozwiniecia pierwszego rodzaju,
to jest na utamek ciggly skonczony, mielismy w § 13*.
I w ogolnosci nie trudno dowie$¢, ze utamek zwy-
czajny moze by¢ zawsze rozwiniety na utamek ciggty
skoficzony. W rzeczy samdj: przypusémy, ze dany

utamek zwyczajny jest Jest to wiec ta war-

tos¢, ktorg w § 14*, oznaczyliSmy przez x. Oczywistg
jest rzeczg, ze liczbg catkowita, najwiecej zblizong do
wartosci tego utamku, bedzie iloraz powstalty z po-
dzielenia A przez B ; oznaczmy go przez ax, reszte
za$ pozostatg z tego dzielenia przez r, . Wtedy be-

dzie: ---—-a, = -~ . IllosC¢ta, ktérg w § 14* ozna-

czyliSmy przez xt , bedzie tutaj: — ,i poniewaz r, jest

resztg z takiego dzielenia, w ktérom dzielnikiem byto
B , przetor, < B. Warto$¢ catkowita, najbardziej
zblizona do x, otrzyma sie znowuz przez podzielenie
B przez ¥ ; oznaczmy iloraz z tego dzielenia przez a2,

a reszte pozostalg przez r2. Wtedy: FB = a_2—|—rrZ—

skad; E————aZ‘J_r-\~/— ; ilos¢ wiec, ktorasmy oznaczyli

Algieb. Todh. A
Dodatek do Frzcgl. Pedag.
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mv 8 14* przez x2 , bedzie tutaj widocznie -*+ m Po-

wtarzajagc powyzsze rozumowanie, widzimy, ze naj-
blizszg wartoscig catkowitg tego ostatniego utamku,
bedzie iloraz powstaty z podzielenia r, przez r2
Oznaczajac go przez a3 i reszte z dzielenia przez r3,

S i'-
; skad: — @3

bedzie = a3+

ilos¢ wiec «3 bedzie réwng

« | tak dal$j powtarza-

my ciagle toz samo dziatanie. Oczywistg jest rzecza,
ze dziatanie ktére stuzy do oznaczenia xt , x3....
ia ,%,«3e,eejest takie samo, jak dziatanie jakie
nalezy wykona¢, aby wynale$¢ najwiekszy wspolny
dzielnik dla A i B (dodatek § ) ; mozemy go wiec
przedstawi¢ w ten sposob:

a, a3 «
A B n r3
r? r3

Wiemy za$, ze tak postepujac przyjdziemy w
koncu do takioj reszty »,, ktéra w poprzednidj rn-i
miescic sie bedzie catkowitg liczbe razy <«+1?wtedy

to cate dziatanie bedzie ukoniczone. Utamek wiec -g

przedstawi sie pod postacig takiego utamku cigglego-
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B a2+ 1
a3j-l
ai1—

4-1
4.
-1

17*. 1 odwrotnie: kazdy utamek ciggly skon-
czony moze by¢ zamieniony na ulamek zwyczajny.
Ogolny i zarazem najdogodniejszy sposob takioj za-
miany bedzie pokazany péznidj; tutaj objasnimy na
pizyktadzie mozliwos¢ takiego przeksztatcenia utamku
ciggltego na utamek zwyczajny.

Wezmy utamek ciagty:

2+1

Ostatni z utamkow czastkowych, mianowicie_ -
nalezy do mianownika przedostatniego uftamku czg

stkowego, t. j. do 1. Wiaczajac 1-f -1\ Liamek

otrzymamy . Zamiast wiec 1+ 1. mozemy w

mianowniku napisa¢ ~ Bedzie zatem:

40
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=2+ 1
2+1 3+1 czyli:
b+ L 1+1
1+1 .
(1)
2+1
3+1
i +1
2 +1

5

{ij 1 w tdSm wyrazeniu ulamek ostatni ~ nalez®
do mianownika poprzedniego utamku czastkowego,

t. j. do 2 . Wiaczajac 2 + -y- w utamek, otrzy-

mamy —g—e Zatom bedzie.

o+ 1 =2+1 _ uyli
P— 3+1
3 +1 o
1+1 1t —
2+1
1+1 1
4
=2+ 1 _
3+1_
I+5
14

Wiaczajgc i tutaj utamek -jj z catkowitg 1*

utamek, otrzymamy:
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2+1 =2+ 1 ,czyli=2+ 1
3+1. 3+1 3+ i
1+1 19
2+1
1+1
il

| dalej: tenze sam utamek ciggly réwnac sie be-

dzie:
2+ % efies 3§
IsT

i nakoniec po wiaczeniu t¢j ostatniej catkowitej
z ulamkiem w utamek:
2+1
3 +1 lei
T+T ~ 71 .
2+1
1+ 1.

Oczywiscie ten sam sposdb postepowania mozemy
zastosowaé w kazdym przypadku, a nawet i do utamku
ciggtego skoriczonego wyrazonego pod postacig ogoina:

«@ + 1
aa+|
a, +

m+ !
Actil
&+ 1
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Wyrazenie jednak ogdlne, jakiebysmy tg droga
otrzymali, byloby zbyt zawite; i dlatego opuszczamy
*je, tembardzioj, ze pdznidj poznamy dogodniejszg dro-
ge do znalezienia wypadku ostatecznego, a spostb
wskazany wyz0j, oprocz rozwlektosci rachunku, nie
przedstawia zadnych szczeg6lnych trudnosci. W ka-
zdym razie sposdb ten dowodzi nam mozliwosci za-
miany kazdego utamku cigglego skonczonego na
utamek zwyczajny.

18*.  Utamki ciggte nieskoriczone powstaja z ro-
zwinigcia wyrazen niewymiernych. Ze ilo$¢ niewy-
mierna, bedac rozwinietg na utamek ciagty, nie moze
da¢ utamku ciagtego skoriczonego, wypada to bezpo-
$rednio z powyzszego. Gdyby bowiem ilo$¢ niewy-
mierna mogta sie rownac¢ utamkowi ciggtemu skonczo-
nemu, wtedy zamieniajgc go odwrotnie na utamek
zwyczajny, otrzymalibysmy, ze ilos¢ niewymierna jest
rowng utamkowi zwyczajnemu, co jak wiemy jest nie-
mozliwe.

Sposoby wszakze rozwijania ilosci niewymiernych
na utamek ciggly nie sg tak proste, jak sposob, kto-
ry podaliSmy wyzej dla utamkow zwyczajnych. Ka-
zdego rodzaju ilo$¢ niewymierna wymaga osobnego
sposobu do oznaczenia mianownikéw « , a3 ....
utamkow czastkowych. Tutaj pokazemy tylko jak
rozwing¢ na utamek ciggty iloS¢ niewymierng pierwia-
stkowa stopnia drugiego, czyli pierwiastek kwadra-
towy z liczby, ktéra nie jest zupetnym kwadratem.

WeZmy jako przyktad 3/3f ; zwracajgc uwage

na oznaczenia, przyjete w § 14* bedzie x = J7~.
Liczba catkowita, ktora najbardziej zbliza sie do v v,
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bedac od niego mniejsza, jest 4; to zatem, cojest ozna-
czone W powotanym wyz$j paragrafie przez « , jest
tutaj rowne 4 . Bedzie wiec: x —at =. \/~ff 4 a

ilos¢, ktéra w § 14* jest oznaczona przez , czyli

E&—d Nes™MIY
catkowita, najbardziej zblizong doilosci  zamiermv
to ostatnie wyrazenie na utamek z mianownikiem wy-
miernym, 7przez pomnozenie licznika i mianownika

e Aby znalez¢ liczbe

przez K | 4 (patrz §294). Otrzymamy:
— =KI74 4 _vit + 4
I/I7~4 {Ne - 4)(J/IT+4) - —17=16"

czyli:
X'= 1M7+ 4.
Poniewaz J 17 jest rowny 4 wiecej ilo$¢ mniejsza
cd jednosci, przeto wartoscig catkowita, najbardzidj

zblizong do x, bedzie tutaj 8 Przeto a%= 8. Mamy
dalej: *, — a2= KT7 + 4—8= 1/17-4 ,skad:

xi -~ :V - 1.7;4T ’
Zamieniajgc to ostatnie wyrazenie na utamek
z mianownikiem wymiernym znajdziemy, ze:

Vl7#4

Najblizsza warto$¢ catkowita tego wyrazenia
jest znowuz 8, czyli bedzie «3= 8 | daldj oter-
manmy:

x2 «3=1/yf-f-4—8= Jlp7T—4r
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skad:

S$='ihN= vW M4 =zVW +4°
a nastepnie: ad= 8, i x3—a* znowuz= J/p7 — 4.
| tak dalgj. Widzimy z tego, ze dziatanie to
nigdy sie nie skonczy, atakze i to, ze wartosci na
x(,F3,d38. ..+, atem samemi wartosci na d2*/3*
ad. . . sg ciggle tez same.  Powtarzajgc wiec rozumo-
wanie § 14*, otrzymamy:

*= vxi =4+ ],

.~ 8-4- .*2
X, = 8+ -1 ,i t. d, skad:

1i7 -L,.
g +1

Do tegoz samego wypadku moglibySmy dojs¢
jeszcze i takim rachunkiem: Poniewaz v yi jest za-
warty pomiedzy 4i 5, przeto mozemy powiedzie¢, ze
on jest rowny 4wiecej pewien utamek wtasciwy (ro-
zumiejac tutaj pod wyrazem utamek whasciwy wogole
ilos¢ mniejsza od jednosci), ktéry oznaczymy przez

—— . Bedzie wiec:

1
VIT=4+ — .
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Aby znalez¢ ilo$¢ xt , przenieSmy 4 na pierwszg
strone i zmienmy porzadek stron, otrzymamy:

T, =rir-4.

skad:
Xim-1/e
KI7—4

W tym ostatnim utamku uczynmy mianownik
wymiernym, bedzie.

X,= VvT-\- 4

A poniewaz J/17 jest réwny 4, wiecoj pewna
ilos¢ mniejsza od jednosci, przeto:

xX\= 8+ ~ e

W celu znalezienia xt , wezmy znowuz pod uwage
rownose:

Kir4d 4= 8+ -~ ;
z niej otrzymamy:

+ = rir-4,
a nastepnie:

=VWwAT 4

Bedzie wigc znowuz:
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gdzie: x3 mozemy w podobny sposéb oznaczy€ tak, jak
powyzsze wartosci. Bedzie wiec:

1/17=4+ -~
gdzie: « = 8f-— |

gdzie: x3= 8-f — |

Xz

«3=8+ —
Xt

skad ostatecznie:

J/NT-=4-f3 + f

8+1+m+
8+...

19*. Jako drugi przyktad wezmy ogdlne wyra-
zenie 1/ gdzie m oznacza jakagkolwiek liczbe
catkowitg. Tutaj x — J/m2ji Liczba catkowita
najwiee(j zblizona do wartosci tego pierwiastku i od
niego mniejsza jest m , bedzie przeto: a1 = m , skad:

x @ JTjz++ ni, anastepnie:
_ 1
X1 X — ai I//m2+ | —m

Zamieniajgc ostatni utamek na utamek z mianowni-
kiemwymiernym, do czego dochodzimy przez pomnoze-

nie obu jego wyrazbwprzez v m 2+ | + m, otrzymamy-.
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Vm+Il + m Vm| + m
1 (v —m) (Km2J-l+m) m2Z |—m2
czyli: «,= Vm*z\ + m.

Poniewaz zas liczbg catkowita, najwieedj zblizo-
ng do v w2+ | jest m, przeto liczbg catkowitg najbliz-
sza *1; bedzie 2m. Jest wiec:

a2 = 2m, a nastepnie:

«,—32: [/m2r1+m —2n = v m2l—m.

Skad:
_ 1 1
2 «,—@ J/m2fl-m

Powtarzajgc w dalszym ciggu toz samo rozumo-
wanie, znajdziemy ostatecznie:

*=]+++!=m + -~ p-

n+l__
2M + eeee
Na zasadzie powyzszego wyrazenia mozemy od-
razu rozwija¢ na utamki ciggle wszystkie ilosci pier-
wiastkowe, w ktorych pod znakiem pierwiastku znaj-
duje sie liczba catkowita, rowna kwadratowi zupel-
nemu (m2) powiekszonemu o1 Przyktad poprzedni

odnosi sie wtasnie do tego przypadku, gdyz: v 17 =
= KT6+T = K421, Tutaj wiec: m — 4. W podo-
bnym przypadku bedajeszcze: v 10= K'3»+i;v 26=
= 1/52++ K37 = J/GV+ it d _

A¥. Jako dalszy przyktad wezmy J/42. Licz-
ba catkowitg, najwieedj zblizong do wartosci tego
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pierwiastku jest 6, przyjmujac wiec tez same ozna-
czenia, ktérych juz tyle razy uzywaliSmy, bedzie
eh= 6, a nastepnie: * —a, = 1/42—6, skad:

a,= -——- = --=L— . Zamieniajac ten utamek na
x—ai  1/47—6
utamek z mianownikiem wymiernym, otrzymamy:
1/42+6 K42 + 6_ K42+ 6
~ (K42-6)(K42+6) - 42-36 “ 6 /

Aby znales¢ liczbe catkowita najwiecsj zblizong,
do  zwréémy uwage nato, ze Ki2 jest rowny 6
wiecdj pewna ilos¢, mniejszaod jednosci, zatem K42+6
jest rowne 12 wiecj pewna ilos¢, mniejsza od jedno-
$ci. Jezeli teraz /42 + 6 podzielimy przez 6, otrzy-
mamy na iloraz 2 wiecdj pewna ilos¢ mniejsza od je-
dnosci.

Zatem liczbg catkowita, najbardziej zblizong de
V436 bedzie 2, czyli: a%= 2 Dalej bedzie:

v 42+6 1/42—6

skad:
1 __6_
*|—a2~~ 1/42—6"
Czynigc mianownik wymiernym w tym ostatnim
utamku, otrzymamy:

6 (1/41+6)
& (1/42-6) (1/42+6)
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Liczba catkowita, najblizsza x2 bedzie tutay 12
przeto: a3=12, a nastepnie:
ya-a, = V42+6-12= 1/42-6,
skad:
— 1 1
a2—a3 K42—6"
Powtarzajac poprzednie rozumowanie i rachu-
nek, znajdziemy ze:
0 1 6
ad_2; **-Xt-.at-V &+2°
skad: as= 12, i t. d.
| tutaj widzimy jak w przyktadach poprzednich,
ze dziatanie nigdy sie nie skonczy, gdyz na zadng
z ilosci x nie otrzymamy wprost wartosci catkowitsj.
Szukany utamek ciagty nieskonczony bedzie:

1
1/42 =64 241

12+1

2+
12F1

2 + oeocee
Podobny rachunek, zastosowany do wyrazenia
[/ m2t»w, da nam:

Jwi2-f-m=»i 4
2m+I1

2+|_ o -
2m+ eoe
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Powtdrzenie tychze samych rozumowan w na-
stepnych przyktadach pozostawiamy czytelnikowi:

1) vas, tutaj bedzie: a, = § aa=1, a3= 12
«4=1, «5=12 i t. d. skad:

V 48=6+
1+1
12+1

1+1
12+

2) Vm2+ 2m=m-
1+1

2w +1
1+1
2m+

v /47T=6 "'
1+1
5+1
1+1
12+1
1+1
5+1
1+1
12+

Utamki ciggte otrzymane w poprzednich rozwi-
nieciach, sg nie tylko nieskoriczonemi, ale nadto ta-
kiemi, ze w kazdym z nich mianowniki utamkéw cza-
stkowych powtarzajg sie w tym samym porzadku. Tak

np. W rozwinieciu ¥37 powtarza sie mianownik 12
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w rozwinieciu i+2 powtarzajg sie mianowniki 2i 12
W rozwinieciu v 47 powtarzajg sie mianowniki 1, 5v
1, 12 it. d. Tego rodzaju utamki ciagte nieskorczo-
ne nazywaja sie peryodycznemi. Zbyteczng niemal
rzecza jest dodawac, ze nie sg one jedynemi utamka-
mi ciggtemi nieskoriczonemi; oprocz nich sa jeszcze
utamki ciggle nieskonczone i nieperyodyczne.

Utamki ciggle peryodyczne powstajg zawsze
z Imzwiniecia ilosci pierwiastkowych stopnia drugiego.
Dowiedziemy w dalszym ciggu wykladu, ze utamek
ciagly peryodyczny moze by¢ zawsze zamieniony na
ilos¢ pierwiastkowg stopnia drugiego, gdyz jest on
rownym jednemu z pierwiastkw roéwnania stopnia
drugiego. Mozna dowies¢ daldj, ze i odwrotnie ilos¢
pierwiastkowa stopnia drugiego, daje w rozwinieciu
zawsze tylko utamek peryodyczny. Dowiedzenie tej
drugiéj czesci, podane poraZz pierwszy przez La-
grange’a przechodzi po za ramy niniejszego do-
datku. Inne ilosci niewymierne dajg rozwiniecia nie-
skoriczone i nieperyodyczne.

21*.  Poznawszy sposoby otrzymywania utamkéow
ciggtych, zajmiemy sie teraz ich wiasnosciami. Przy-
pusémy, ze mamy utamek ciggly jakikolwiek (t.j.
skoriczony lub nieskoriczony):

"= a+ h+i
«3+1

Jezeli, zaczynajac od «d , wezmiemy jakgkolwiek:
liczbe utamkdw czagstkowych, i na ostatnim z nich za-



632

trzymamy sie, wtedy otrzymamy pewien utamek ciggly
skonczony. Utamek ten mozemy zamieni¢ na utamek
zwyczajny; wykonawszy te zamiane otrzymamy uta-
mek, ktéry nazywac bedziemy reduktem lub przyblize-
niem danego utamku ciagtego.

Tak np. zamieniajgc utamki ciggte skoriczone:

ax-jp—-,lub a —

1
lub a, -)- a2 (-l

A a3t-l

a*
i t. p. na utamki zwyczajne, otrzymamy rozne przy-
blizenia czyli redukty danego utamku ciggtego. Dla
odréznienia jednego reduktu od drugiego, oznaczamy
kazdy dodaniem do wyrazu ..przyblizenie* lub ,re-
dukt“ liczby porzadkowej, pokazujacdj ile utamkow
czastkowych wchodzi do skiadu tegoz przyblizenia.
| tak: przyblizeniem pierwszem bedzie  (wrazie, gdy-
by w utamku ciggtym pierwsz6j catkowit6j nie bylo,
bedziemy pisa¢ jako pierwsze przyblizenie 0); przy-
blizeniem drugiem bedzie utamek zwyczajny, powsta-

ty z zamiany ax _j""(i na utamek, przyblizeniem trze-

ciem utamek zwyczajny, powstaty z zamiany:

«3

i t. d; i w ogo6lnosci przyblizeniem n-tem bedzie uta-
mek zwyczajny, powstaty z utamku:
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a2-\+
a3t

o+ 1
1
Kazde przyblizenie oznacza¢ bedziemy w ten

sposob: ; dla pokazania za$ o ktérém przyblizeniu

jest mowa przy liczniku P i mianowniku Q pisa¢ be-
dziemy u dotu wskazéwke, wyrazajgcg miejsce, jaicie
przyblizenia zajmuje w szeregu wszystkich przyblizen.

Mianowicie: przyblizenie pierwsze bedzie: /E) , przy.
blizenie drugie: ~  iprzyblizenietrzecie: p-, i wogdle
przyblizenie w-te gq- . To ostatnie bedziemy pisa
niekiedy dla skrécenia bez wskazéwek dolnych tak. £

Tym sposobem bedzie:
TT = <&~ =43+ -L ;£ = aa.l

+ |
i t. d.; w ogodlnosci:
Ph ., P ]
Q g —al + aaf
+ o
+1
an.
Algieb. Todh. 1

Dodatek do Przegl. Pedag,
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22*, W 8§ 17* byt pokazany sposob, jakim kazdy
z tycb utamkdéw cigglych moze by¢ zamieniony na
utamek zwyczajny. Mozemy go tutaj bez watpienia

L . ,.P P3 Pn
zastosowac I otrzymac wartosci ~ecz

sposdb ten jest diugi, a nadewszystko uzywajac go,
nie fatwo odkry¢ zwigzek, jaki zachodzi pomiedzy

rozmaitemi przyblizeniami Dlatego tez to po-

damy tutaj inny sposob wynajdywania wszystkich
przyblizen.
Przyblizenie pierwsze, jak wiemy, jest takie:

P, _
Q ~a'~ 1
Przyblizenie drugie otrzyma sie. wkaczajac w wy-
razeniu —j—’?; catkowitg z ulamkiem w utamek.
Bedzie wiec:

Pa _  ,J__ ««@-~1
a‘~%-az «2

Przyblizenie trzecie otrzymamy ze zwiniecia
utamku cigglego:

, 1

«2+1
(40]

ROzni sie ono od poprzedniego tém, ze dobrany
zostat jeszcze jeden utamek czgstkowy — | ktoiyna.j

lezy do mianownika az.
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Zamiast wiec wykonywa¢ zamiane tego utamku
na zwyczajny mozemy takze powiedzie¢, ze przybli-
zenie to otrzyma sie z przyblizenia poprzedniego »

epodstawiajac w niéom «» + — zamiast a2. Ta uwaga
jest zasadniczg i stuzy do wynalezienia zwigzku po-

migdzy nastepujacemi po sobie przyblizeniami Be-
dzie wiec: e

czyli:

Qi &2a%-)- 1

(3

Mnozac licznik i mianownik utamku bedacego na
drugiej stronie rownosci przez a3,w celu pozbycia
sie mianownika i znoszac nawias otrzymamy:

P33 «i2B+ « + a3
Q3 @R3+1 ’

a wylaczajac a3 z dwoch wyrazow licznika za nawias
bedzie:

Pt  («1«2+ 1)a3+ a,
a2a3-)- |

Jezeli teraz poréwnamyten wypadek z wartoscig-



mi przyblizen: | m , przekonamy sie, ze przybli-

zenie trzecie moze by¢ tak wyrazone:

P PiasH-fi (2 )
< Qia+ ’
gdyz ilos¢ a, a24-1 w liczniku jest réwna 0, jest

licznikiem przyblizenia pierwszego, a wiec —P ;<&
w mianowniku jest mianownikiem przyblizenia dru-
giego, t. j. <&, nakoniec 1 jest mianownikiem przy-
blizenia pierwszego. . -

G-dyby$my chcieli z tego przyblizenia otrzymac
nastepnie przyblizenie czwarte, to jest:

P. 1
O1l-1"a,+I
a3jl
a4’
wtedy nalezatoby we wzorze (2) podstawi¢ «, + —-

Czyniac to znajdziemy:

znoszac nawias w liczniku i mianowniku drugiej
strony, bedzie:
Pi
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mnozac za$ licznik i mianownik tego ostatniego
utamku przez at, otrzymamy:

P4 (P2g3+ Pi) a*~Pq

A (<2a3+ (?1)ad--(?a

Jezeli zwr6cimy uwage na to, ze podiug wzoru
(2) :P2a3+P, =P 3,a <B«3+ <= < iwartoscite
podstawimy w rownos¢ powyzsza, wowczas otrzymamy
ostatecznie:

P4 P34-} P,
A-  Qadi-f- <2a......... t

Widzimy z tego, ze przyblizenie czwarte jest
utamkiem, ktorego licznik jest réwny licznikowi przy-
blizenia trzeciego, pomnozonemu przez mianownik
utamku czastkowego czwartego, wiecej licznik przy-
blizenia drugiego: mianownik za$ jest rowny podobnie
mianownikowi przyblizenia trzeciego, pomnozonemu
przez mianownik ulamku czastkowego czwartego,
wieedj mianownik przyblizenia drugiego.

Tak samo jak znalezliSmy przyblizenie czwarte,
moglibySmy znalez¢ i przyblizenie pigte; — mia-
nowicie nalezatoby w réwnosci (3) podstawi¢ «*+
|5 zamiast i postepowal jak wyzej. Otrzymati-
e
bySmy wtedy:

P5 Pias“(-Ps
& - X«s-1<23°

skad okazuje sie, ze licznik i mianownik pigtego
przyblizenia w podobny sposéb jest utworzony z wy-
razow przyblizen: czwartego i trzeciego, a takze
i mianownika utamku czastkowego piagtego, jak byt
utworzony licznik i mianownik przyblizenia czwartege
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z wyrazow przyblizen trzeciego i drugiego i z miano®
wnika utamku czastkowego czwartego. Mozemy wiec
zapytac sie, czy ten sposdb tworzenia sie kazdego
przyblizenia z dwdch poprzednich i z mianownika
ostatniego utamku czastkowego, na ktérym zatrzy-
mujemy sie, jest ogdlny, t. j. czy daje sie zastosowaé
do wszystkich przyblizeri? Aby na to pytanie odpo-
wiedzio¢, uzyjemy tutaj tego sposobu rozumowania,
ktéry byt opisany w 8 423 i nazwany tam indukcyg
matematyczna. Mianowicie: weZzmy pod uwage utamek
ciggly:

X —ai + 1

«2+ 1

Mmé2+1

an +1
<+ +m'
praypusemy, ze pomiedzy przyblizeniami: #+—2 P!

*t ', [1 ktorych pierwsze odpowiada mianownikowi
czastkowemu a,_5, drugie a,_i , trzecie za$ miano-
whnikowi a,,) zachodzi taki zwigzek, jaki widzieliSmy
np. dla przyblizeri drugiego, trzeciego i czwartego,
to jest, ze:

Pn _ Pn-\«ili+ +11-2 Mgl
Qn <2,1-1 «»+<2n-a
czyli, innemi stowami, przypusémy, ze +,, i 0> sg

utworzone podiug takiego prawa:
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+ « Pn—lau+ +i1-2ji Qn Qn-1 .1 + Qii-2 -«
Dowiedziemy, ze tenze sam zwigzek zachodzi¢
Pud e kel eina
01 Qn g’ 1854
stepne przyblizenie bedzie utworzone podiug tegoz
samego prawa. W tym celu nalezy tylko zwrécic

bedzie pomiedzy

uwage na to, ze przyblizenie ™ * - tworzy sie przez
dobranie do tej czesSci utamku ciaggtego, z ktorej po-

wstato , jeszcze utamku czastkowego —-—- , ze
\Ln o>

zatem przyblizenie 1 otrzymamy z przyblizenia

J{;; podstawiajgc w niém an —]———l—éi;—l—zamiast a,.Be-
<

dzie wiec:

+11—1 t_ 11 )+ o2
'ﬂ-\-\ ' a,l+1

1 01 i
sl e

skad, znoszac nawiasy w liczniku i mianowniku:
+ii-i
+ 1141 Pn—1 «i1 + + 1n—24  «ust

Ol &-l«.-+ 0,-, + A

mnozac za$ licznik i mianownik drugidj strony przez
«Hi , bedzie:
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Pn+1 (P,_ia, ++-ar+ + pu-1
<2+ Qn—an+ Qn-i)anH + OQ»-1
Jezeli teraz zwrdécimy uwage na to, ze podiug za-
tozenia:
P, !«, + Pi2= P»;i <@»ix»+ C~*= <»'’
otrzymamy ostatecznie:
p,;tl R« «tia *Px»-t
Lcti— (P acH + <D

a ta ostatnia rownos¢ pokazuje nam, ze podtug tegoz
Pl

Z przyb’lij‘éﬁp’ i P@)-ii mianownika a,;+i

Skoro za$ widzieliSmy, ze podlug tego prawa byto
utworzone przyblizenie pigte, przeto na zasadzie do-
wiedzionego twierdzenia w tenze sam sposob bedzie
utworzone i przyblizenie szoste, a skoro podiug tego
prawa bedzie utworzone przyblizenie szdste, przeto
podiug tegoz samego prawa bedzie utworzone i przy-
blizenie siodme i t. d,, t. j. ze znaleziony powyzej spo-
sob tworzenia sie kolejnych przyblizehd jest ogdlny.
Mozemy zatdm powiedzis¢. ze:

Licznik kazdego przyblizenia zaczawszy od trzeciego,
jest rowny licznikowi przyblizenia poprzedzajacego, po-
mnozonemu przez mianownik tego utamku czastkowego,
na ktérym sie zatrzymujemy, wiecgj® licznik przyblizenia
przed-poprzedzajacego, mianownik jest takze w ten sam
sposéb zwigzany z mianownikami dwéch przyblizen po-
przedzajgcych i mianownikiem utamku czastkowego, na
ktdrym sie zatrzymujemy.
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. . .15
Np. Niech bedzie dany utamek zwyczajny: g’l .

Rozwingwszy go na utamek ciagly sposéb podanym
w 8§ 13* znajdziemy:

151 _ 0

347 2+1

3+1
2+1
1+1
4+1

Przyblizenia kolejne tego utamku cigglego beda:
+
Q,

1

Pz

e %1272

Pi p, .3+ P, 1.3+0
Qi Qi*3+ Qi 2.3+1
Pi 3.2+1 7 5

o —7.2+2 — 18"

Pi 7.1+3 10

Qi 16 . 1+7 23’

pi 10.4+ 7 47
oc ~ 23.4+16 108~

p 47.3+10 151
o 108.3+23 347+

o] 0

Ostatnie przyblizenie jest rowne wartosci utamku
danego, jak powinno byé¢.
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Jako drugi przykiad wezmieily rozwiniecie, dane
wyz0j J/42]

V42 = 6+

12+1
2+ 1 _
12+....

Przyblizenia kolejne tego utamku ciggtego beda

Pj__ !
<2 i’

P3  13.12+6 156+6 _ 162
Q~ 21241 24-+1 25°

PL_ 162.2+13_337
Q~—25.2+2" 52~

itak dalej;—tuoczywiscie szereg tych przyblizen nigdy
sie nie skornczy. Kazde z nich mozemy wzig¢ za przy-
blizong warto$¢ ]/ 42; zobaczymy p6zniéj jak oznaczy¢
stopien przyblizenia w kazdym przypadku.

21*. Wiedzac w jaki sposob tworzg sie przybli-
zenia, poznamy teraz gtéwne ich wihasnosci.

Najprzod widoczng jest rzecza, z samego sposcbu
tworzenia sie przyblizen, ze, z wyjatkiem dwbch
pierwszych, licznik kazdego przyblizenia jest
wiekszy od licznika przyblizenia poprzedzajacego,
i mianownik kazdego przyblizenia jest wiekszy od
mianownika przyblizenia poprzedzajacego. Gdyz:
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Pn.(1t — P, a»d-i + P«-11
a poniewaz wszystkie liczby wchodzace do t6j ro-
wnosci sg dodatne, i a,+i jest co najmniej réwne je-
dnodci, przeto: Pl+i > P ,.

22*,  ROznica pomiedzy dwoma po sobie nastepuja-
cemi przyblizeniami jest réwng utamkowi, ktorego liczni-
kiem jest jedno$¢ wzieta ze znakiem + lub — , a miano-
wnikiem iloczyn z mianownikdéw tychze 'przyblizen.

Na przyktadach § 20* wiasno$¢ ta oczywiscie
sprawdza sie. | tak wezmy przyktad ostatni: w nim:

+ L _ _ 6 . A

. ~2 >przeto:
A I Q P
P, 13 6 1312 1
Q Q ~ 2 1~ 1.2 2’
Podobnie:
Ps P2 162 13 _ 324325 _ 1
3 @~ 25 2™ 50 — 50’
it d

Przechodzac do wyrazen ogdlnych tatwo widzidc,
ze w utamku ciggtym:
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Q-S-=(-+ir)-"-+1
Aby znalez¢ roznice pomiedzy trzeciem i drugiem
przyblizeniem, zauwazmy najprzod, ze:

Rt —PiQs

® d -~ & &
mianownik t$j réznicy jest wiec iloczynem mianowni-
kéw tych dwoch przyblizen. Wartos¢ licznika FSQ 2—
P. Qi moznaby wynaleZ¢, podstawiajac zamiast P. ,
Qz, Psi Q3ich wartosci, wyrazone za pomoc3 a, ,
a2 i a3. Lecz aby unikng¢ zbyt rozwlektych rachun-
kéw mozemy tak postgpi¢: Poniewaz, podiug pra-
wa tworzenia sie przyblizen:

P,— P:a3+-Fj ; €3— Qi a&~\-Qi >
przeto podstawiajac te wartosci w wyrazenie P 3Q2—
P2Q. , otrzymamy:

Ps P. Q>=(P2«s+-Pj) mQ) Pt
czyli:
F3 Q3—P203—Pi Q2—Pi Qi
Az
Pl—al ; P2=ai a2j-I
Qi—li ; Qi~a2 >
wiec:
P o.—r,pi Q3=«l a2—(«t «2+1)= — 1
Skad wypada, ze
P P2 -1
@B X2 R
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W podobny sposdb moglibysSmy znalezé, ze ro-
znica:

P Ps _ + 1
AU X~ XLX*

Dowiedziemy teraz, ze licznik rdznicy pomiedzy
dwoma ktoremikolwiek przyblizeniami jest iloscig
stalg, co do swojej liczebnej wartosci. W tym celu
wezmy trzy, ktorekolwiek po sobie nastepujace przy-
blizenia:

P»-i P« o P«+i
<D’ D> <DH’
odpowiadajace mianownikom czastkowym:

dfi— »dn | dnAd ,

: . PSR . p P
i znajdzmy najprzod réznice pomiedzy . — 0@
nastepnie pomiedzy - i T . Bedzie:

3+ Pn— PnQnt P"X
Q‘]_ Q»-i Qn~inQ
i dalgj:
PA-1 P« PelQi PmQwl
Qn Qon
Lecz poniewaz, podiug prawa tworzenia sie przy-
blizen, mamy:
Pm-1 — pnawi - Pmi j <3i— onawsi -j- Q»-i (8§ 20%),
przeto:
P, Qn —Pn Q.+ = (P&  Pmd Qm
Pm(Qm —$7?
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czyli:
Piti Qn— Pn Quti — Pit—+ Qh— Pu Qn—
A Zze licznik réznicy poprzedniej byk:
n G = %n »
przeto:
A\ Qs Pn tj,. ! *{PIl Qn—2 P22 Qn )e

Ta rownos¢ pokazuje nam, ze licznik réznicy po-
miedzy dwoma przyblizeniami: (w-j-)-tem i rc-tdm jest
rowny co do swoj§j liczebn$j wartosci licznikowi ro-
znicy pomiedzy przyblizeniem raem i (—I)-em, a
tylko ma znak przeciwny. A ze te przyblizenia sg
jakiemikolwiek w szeregu wszystkich przyblizen,
przeto mozemy stad wyprowadzi¢ wniosek, ze licznik
réznicy dwoich nastepujacych po sobie przyblizen jest
staty co do swoj¢j liczebnej wartosci; znak tylko w nim
kolejno sie zmienia. Lecz widzieliSmy wyz¢j, ze li-
cznik réznicy pomiedzy np. trzeciém, i drugiém przy-
blizeniem jest —1 , wiec we wszystkich réznicach li-
cznik tenjest takze "' 1 , tylko znak przed nim moze
by¢ -j-lub — , stosownie do miejsca, jakie zajmujg
uwazane przyblizeniaw szeregu wszystkich przyblizen.
Mianowicie: licznik réznicy pomiedzy drugiom a pier-
wszem przyblizeniem jest -)- 1; licznik réznicy pomie-
dzy trzecidm i drugiém przyblizeniem jest—I1 ; licznik
roznicy pomiedzy czwartom i trzeciom przyblizeniem
bedzie znomuz + 1,i t. d. Wogdle wiec licznik ro-
znicy pomiedzy dwoma przyblizeniami po sobie na-
stepujacemi bedzie wtedy —1 , gdy odejmujemy
od przyblizenia porzadku nieparzystego  przybli-
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zenie poprzedzajace; w przeciwnym razie licznik ten
jest -j- L Wyrazi¢ to mozemy w ten sposob:
Pl+x  Pu (-DH-I
e M+l Q" QU Qriltee’yt’

llo$¢ (— PMlstuzy tutaj do oznaczenia znaku
réznicy; liczebna wartos¢ jej jest zawsze 1 : poniewaz
ilos¢ odjemna podniesiona do potegi parzystej, daje
wypadek dodatni, a podniesiona do potegi nieparzystoj
daje wypadek odjemny, przeto znak przy (—I®1 be-
dzie wtedy A- .jezeli n-j-1 bedzie parzyste, a— wtedy
gdy n--1 bedzie nieparzyste.

Znoszac mianownik w réwnosci (1) otrzymamy
inne wyrazenie tej samoj wasnosci:

P(CH.Q «-Pn QFH.Z (—1)*"‘"_ PR (2) hd

23*.  Jako bezpo$redni wniosek z powyzsz0j wy-
pada wtasno$¢ nastepujaca:

Licznik i mianownik kazdego przyblizenia sg liczbami
pierwszemi wzgledem siebie.

W rzeczy samgj: przypusémy, ze najwiekszy
wspolny dzielnik dla licznika i mianownika przyblize-

nia r—jest d. Wtedy i il0$¢ Pi+i on — pn QcrHimu-
si by¢ podzielng przez d ,gdyz pni Qn sg osobno po-
dzielne przez d. A ze

Pn+i Qn - Pn §H = (-1) KH .

przeto i druga strona powyzszdj rownosci musi byé
podzielng przez d. Lecz warto$¢ t§j drugiej strony
jest £ 1, stosownie do tego czy «-f-l jest parzyste
lub nie, wiec i d nie moze by¢ rézne od 1
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24*,  Calkowita wartos¢ x utamku cigglego

1

'+ L
aTT_]_ooo
jest zawarta pomiedzy dwoma po sobie nastepujacemu przy-
blizeniami, t. j. jezeli jest wiekszg od przyblizenia

. to bedzie mniejsza od przyblizenia nastepnego
(4

/I\: i_l—i odwrotnie.
»+ e .
Do tego wniosku przychodzimy zastanawiajac sie

nad tem, z czego sie sklada kazde przyblizenie.

Pierwsze przyblizenie jest a, : jest ono widocznie

wieksze od catkowitej wartosci utamku ciggtego x ,

gdyz opuszczamy tutaj cze$¢ dodatnig

Drugie przyblizenie powstalo za, + — ; jest ono
wieksze od catkowits§j wartoSci x utamku ciggtego,
gdyz tutaj opuszczamy cze$¢ p »

a3+ e o 00
nalezy doda¢ do samego mianownika a2 , aby otrzy-

ma¢ warto§¢ x . Bioragc a3 zamiast prawdziwego
mianownika, bierzemy mianownik za maty, a wiec

wartos¢ utamku, powstatlego z at ~— bedzie za

wielkg w poréwnaniu do x . | t. d., rozumowanie to
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mozemy rozciggnaé do wszystkich nastepnych przy-
blizen.

Lecz toz samo twierdzenie dowiedziemy innym
sposobem. W tym celu zachowajmy dla gtoski x
toz samo znaczenie jak dotad, t. j. uczyfimy:

X —a, A-—-r
«2+
+1
w+ 1
1-+1
. P P .
oznaczmy dalej przez ~ dwa po sobie naste-

pujace przyblizenia, i postarajmy sie znalez¢ rdznice

X —" i Xx— Jezeli sie okaze, ze te ro-

znice w kazdym przypadku majg znaki przeciwne,
wtedy twierdzenie bedzie dowiedzione, gdyz z tego
wypadnie, ze jezeli x bedzie np. wigksze od o
wtedy to% samo x bedzie mniejsze od Fr - i odwrotnie.

Aby znalezé wspomniane wyzej roznice, wyrazimy
najprzod x pod taka postacia, pod jakg przedstawiajg
sie wszystkie przyblizenia.

Na zasadzie prawa tworzenia sie przyblizen
mamy:

P Pn Ho P»—+
Qn amAX 3—n—

Algieb. Todh. 42
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GdybySmy chcieli z tego przyblizenia otrzymac
przyblizenie nastepne, wowczas nalezatoby w nidém

zamiast a,+1 podstawi¢ a,+l -r PO Lecz gdy-

P+

by$my zamiast W wyrazenie na podsta-

wili: 1 , to jest ten ulamek

o3+ -
ciggly, jakie otrzymamy, bioragc wszystkie utamki
czastkowe danego utamku ciagtego odIO al az do

konca, wtedy oczywiscie z przyblizenia otrzy-
maliby$my catkowitg warto$¢ utamku ciagtego.
Jezeli wiec uczynimy:

.o, 1
y — ditl + 2.1

wtedy podstawiajgc y zamiast an+1 W wyrazenie na

P , otrzymamy warto$¢ catkowitg utamku cia-

gtego. ZAvracamy uwage czytelnika na to, ze ilosc
y ma takiez samo znaczenie, co i X,, W §814*. Bedzie
zatem:
PS>y "4 Pn 1 1A\
X — ~6ﬁy_-'ﬁﬂ/fﬁ;1_ cees 1>

To bardzo rvazne wyrazenie stuzy¢ nam bedzie

nietylko do znalezienia szukanych réznic x — i

a— P , ale nadto w wielu innych przypadkach.
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x - ~=L— _ Pn-!
V»-i Qi
rtTM -
te u cred"kedi | podobnych i wy-
A y z& nawias z wyrazow pozostatych:
S X — Qi — A-i )y
<M»-i (<?,¥ -j- Q*-i) e me(2)
Podobnie dla znalezienia roznicy x — ; PO
mam” 7 X Jeg0 wart°$¢ z rownosci (1). otrzy-
= -/* w
Qy-L Qn,

Postepujac za$ z druga strong powyzszej rownosci tak
samo, jak postepowalismy przy * — ( zngj.
dziemy ostatecznie:
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P, Pl-i on— p» Q»-1 (3\

0 BQiy+ o

Poréwnywajac z sobg drugie strony rownosci
(2) i (B). widzimy Ze one koniecznie majg znaki prze-
ciwne. Gdyz mianowniki icli sg dodatnie, rowniez
iak i ilos¢y , znajdujaca sie w liczniku drugiej strony
rownosci (2); znaki zatem drugich stron tych ro-
wnosci zalezg od ilosci: P,, Qn-1— i Q«i P»-i Q»—
P, Qn-i- Widoczng za$ jest rzecza, ze ilosci te majg
znaki przeciwne.

Jezeli wiec« — 5 N jest dodatnie, t. j. jezeli
V»-i

~N=1,wtedy * - 5- musi by¢ odjemne, t. j.
Qn-i

*pn—\
musi by¢ « <

R _
i i odwrotnie jezeli * <

wtedy bedzie: * > A Nieréwnosci te czesto wy-

razajg w ten sposob:
albo bedzie: g x Qn’

PR- 5 «>

albo tez: 0.

Poniewaz podtug wlasnosci dowiedzionej w pa
ragrafie 22*,
P, Q»-i—Pn-i (v —( i)M>
przeto réwnosci (2) i (B) moga by¢ tak napisane:

Pr- 1 M "g - @
<2«-i =" P <2*%-i (Q*Y w- G»-i)
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Z Pn_ (_1)»_1_ eoe

i Q- oo Tt

GdybySmy chcieli, na zasadzie tych réwnosci,
znalez¢ wartos$¢ roznicy pomiedzy x i ktéremkolwiek
przyblizeniem, wtedy w jedn$j lub drugiej roéwnosci
nalezatoby zamiast n podstawi¢ odpowiednig liczbe.
Tak np. chcac znalez€ jaki znak ma roznica pomiedzy
X i przyblizeniem pierwszdm, nalezy albo w réwnosci
(4) uczyni¢ n= 2, albo w réwnosci (5) uczyni¢ n— 1.
| jedna i druga réwnos¢ pokazuje, ze ta rdznica jest

dodatnig, wiec «> PL  podobnie czynigc w ro-

wnosci (5) n= 2, tub w réwnosci (4) n= 3, wypada,

ze rdznica pomiedzy X i EjP jest odjemng, czyli ze

X < %2‘ “it- d. Wypada stad, ze w ogdle: x jest wie-

ksze od kazdego ‘przyblizenia porzgdku nieparzystego
a mniejsze od kazdego przyblizenia porzadku parzystego.

25*.  Tez same roéwnosci (4) i (5) pokazujag nam
zarazem i nastepujacg wiasno$¢ utamku ciaglego:

Kazdje przyblizenie jest blizsze catkowitej wartosci
utamku cigglego, anizeli przyblizenie poprzedzajace.

W rzeczy sams$j: druga strona réwnosci (5), pa-
ragrafu 24*, wyrazajgca réznice pomiedzy x i ktérom-
kolwiek przyblizeniem, jest mniejsza co do swojej li-
czebnej wartosci (t. j. bez wzgledu na jej znak) od
drugidj strony réwnosci (4) wyrazajacej roznice po-
miedzy X i przyblizeniem poprzedzajgcem. Gdyz y



654

jest wigksze od 1,i Q»-i mniejsze od \Qn ; przeto
-6;i‘> Q_1 , skad i

Q- (Qy H Qn—i) <n(Q»y QK-i)

P,~i P,, NPT

i Q. ,czyli: réznica po-
miedzy x i przyblizeniem w-tem jest mniejszg liczebnie
od réznicy pomiedzy x i przyblizeniem poprzedza-
jacoém. Tworzac wiec coraz dalsze przyblizenia utamku
ciggtego, zblizamy sie coraz bardziej do jego catko-
witej wartosci.

Przyblizenia porzadku nieparzystego sg mniejsze
od tdj wartosci, przyblizenia za$ porzadku parzystego
wieksze od nidj. GdybySmy przeto oddzielnie ugru-
powali przyblizenia nieparzyste i oddzielnie parzyste
w dwa nastepujace szeregi:

Jest wiec: x

P, P% Ph
Q Q" q:
Pi gt 0!

wtedy utamki pierwszego szeregu zblizaty by sie co-
raz bardziej do x rosngc, wyrazy za$ drugiego sze-
regu zblizatyby sie ciggle do x malejac; samo za$ x
jest zawsze zawarte pomiedzy dwoma odpowiedniemu
wyrazami tych dwdch szeregow.

26*. Rdznica pomiedzy catkowitg icartoscig utamku
ciggtego a jakiemkolwiek przyblizeniem, jest mniejszg li-
czebnie od utamku, ktérego licznikiem jest jednos¢, a mia-

nownikiem iloczyn z mianownika uwazanego przyblizenia
i mianownika nastepujacego.

A takze: rdznica pomiedzy catkowitg wartoscig u-
lamku ciggtego, ajakiemkolwiek przyblizeniem jest mniej-
szg od utamku, ktdrego licznikiem jest jedno$¢, a miano-
wnikiem kwadrat z mianownika tiwazanego przyblizenia.

W rzeczy samej: jezeli wezmiemy dwa przyblize-

nia po sobie nastepujace P i P , wtedy calko-

wita warto$¢ utamku ciaglego «jest zawartg pomie-
dzy temi przyblizeniami; a wiec réznica pomiedzy x
i ktorymkolwiek z nich jest, liczebnie biorgc (t. j. bez
wzgledu na znak), niniejszg od réznicy pomiedzy sa-
memi przyblizeniami, czyli
r_ P P.-H Pn
Cu Qn
Lecz
AL (Lh»+l
(ju-fl an Qn Q,

licznik (—1)™I jest rowny + 1 stosownie do tego czy
n-[-1 jest parzyste czy tez nie parzyste.

Zwracajac zatem uwage tylko na liczebng war-
tos¢ tego licznika, ktora jest rowna 1, mie¢ bedziemy:

, gdzie

Pn _ 1
n n
W tej nierébwnosci zawiora sie pierwsze wyraze-
nie réznicy pomiedzy wartoscig catkowita utamku
ciggtego a ktéromkolwiek przyblizeniem.
Jezeli teraz zwrdcimy uwage na to, ze ze spo-
sobu tworzenia sie przyblizen:
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Qi
wtedy, mnozac obie strony tej nieréwnosci przez Q,,
wypadnie ze i:
Prl< 0 Q-

Utamek przeto 7= » — jest mniejszym od u-
prz <h-HJ Iejszy

famku -j t t >gdyz Przy réwnych licznikach drugi

ma mianownik mniejszy. A ze:x — f— jest mniej-

sze od 7{—7— , przeto tym bardziej b(—;dzie.«—Pu <
Ja <l Jdn
1
Qi2
i to jest drugim sposobem wyrazenia roznicy pomieg-
dzy x i wartoscig utamku ciagtego.

Nalezy tu jednak zaznaczy¢, ze pierwszy sposob
daje daleko doktadniejsza granice biedu, jaki popet-
niamy, biorgc zamiast x ktorekolwiek przyblizenie,
anizeli drugi, za to drugi sposob jest do rachunku
dogodniejszy, gdyz nie wymaga obliczenia wartosci
mianownika przyblizenia nastepujgcego.

27*. Wartosci przyblizone wzgledem.«, otrzy-
mane z ulamkéw ciggtych przez oznaczenie roznych
przyblizen tegoz utamku ciggltego, majg jeszcze te
wihasnos¢, ze, przy rownym stopniu przyblizenia, s3
wyrazone w najprostszych liczbach. Mianowicie: mo-

zna dowies¢, ze jezeli jakikolwiek utamek - , nie

wchodzacy do szeregu przyblizen % , bardziej sie
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zbliza do x , anizeli Ktorekolwiek przyblizenie Pa_
Qn
wtedy utamek ten musi by¢ wyrazony wiekszemi li-

czbami, anizeli toz przyblizenie; przynajmniej mia-
nownik tego utamku musi by¢ wiekszym od miano-
wnika uwazanego przyblizenia. Te wiasnos¢ przy-
blizen wyrazi¢ mozemy w nastepujacy sposob:

Jezeli jakikolwiek utamek L hliza sie wiecej swojg
wartoscig do x (t. j. do catkowitej wartosci utamku
ciggtego), anizeli przyblizenie PFY— , wtedy mianownik s
tego utamku musi by¢ wiekszym od mianownika Q, .

W  rzeczy saméj: zauwazmy najprzod, ze
skoro —/— jest wiecej zblizone, do x , anizeli

r
—pVE*T , to tymbardziej Y bedzie wiecej zblizone do x ,

Ph-|

anizeli przyblizenie poprzedzajace - Poniewaz
za$ x jest zawarte pomiedzy dwoma po sobie naste-
pujacemi przyblizeniami- =l i E , a utamek —=zbli-
za sie wiecej do x , anizeli kazde z nich, przeto ten

L . . P .
utamek ~ musi byC takze zawartym pomiedzy 4 i
zuq Réznica wiec pomiedzy utamkiem —i ktérem-
kolwiek z przyblizen ~ , musi by¢, liczebnie biorac,

mniejszg od réznicy pomiedzy samemi przyblizeniami,
t. j. powinno byc:

T P, -l PA _ P,-1

<2, _i Qa Q« i '
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Sprowadzajgc utamki na pierwsz¢j stronie po-
wyzszej nierébwnosci do jednakowego mianownika,
i majac wzglad na to, czemu sie rowna réznica po-
miedzy dwoma przyblizeniami po sobie nastepujgcemi,

otrzymamy:
rQHi —»P,,-1 ~ 1
s Qn-l " 4
Lecz poniewaz r, s, P,,_i i Q,_isg liczbami cat-

kowitemi, przeto i ilos¢ r Qn x—sP,,-1 musi by¢ takze
liczbg catkowitg, zatdbm co najmniej réwng jednosci.
Aby wiec ulamek na pierwszej stronie mogt byc
mniejszym od utamku na drugiej stronie nieréwnosci
napisanej wyzej, powinno byc:

$On—+n N+
skad: s> % !
| tak jezeli ulamek —jest blizszym catkowitej

wartosci x utamku ciagtego, anizeli przyblizenie
to przynajmniej mianownik jego s musi by¢ wiekszym
od mianownika Q,. Ze wszystkicb zatem wartosci
utamkowych przyblizonych do x w réwnym stopniu, u-

famek jest najprostszym.

28*. Ta wlasno$¢ nadaje szczegdlng ceche i za-
razem znaczenie przyblizeniom, ktorg tutaj nalezy
nam wyjasni¢. Wartos¢ przyblizong pewnej ilosci.«,
ktorej doktadnie nie znamy, lub joj doktadnie wyrazi¢
nie mozemy, przedstawiamy zwykle w postaci utamku.
Moznaby sgdzi¢, ze im wiekszy jest mianownik tego
utamku, tdm wiekszy jest stopied przyblizenia i tern
utamek ten jest blizszym oznaczan6j ilosci. Bardzo
czesto w rzeczy samdj ma to miejsce; ze tak
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jednak nie jest w ogolnosci, pokazuje nastepujacy
przyktad. Wezmy pod uwage trzy ulamki: ~

Sprowadzajac je do jednakowego mianownika, otrzy-
20 21 24 5
“amy: 28 ° 28 ’28; Q0 P°kazuje>ze utamek jest

zawarty pomiedzy utamkami 15 i§ .0tz moze sie

przytrafié, ze pewna ilos¢ x , ktorej wartos¢
przyblizong chcemy oznaczy¢, jest zawartg wpraw-

dzie pomiedzy - i- ,ale zarazem jest daleko bliz-

3
573 , anizeli kazdego z utamkoéw skrajnych.

W takim razie wyrazajgc warto$¢ przyblizong ilosci
X za pomocg utamkow z mianownikiem 7 otrzymujemy
przyblizenie dalsze od prawdziwej wartosci, anizeli
za pomocg utamku z mianownikiem 4. Moze sie¢ wiec
niekiedy przytrafi¢, ze oznaczajgc wartos¢ przybli-
zong pewnej ilosci, otrzymamy przy utamku z mniej-
szym mianownikiem wyzszy stopien przyblizenia, ani-
zeli przy utamku z wiekszym mianownikiem.

"Wiasnosé przyblizen utamku ciggtego dowiedziona
wyzej, pokazuje, ze przy uzyciu utamkoéw ciggtych
dla oznaczenia wartosci przyblizonych, ten przypadek
miejsca mie¢ nie moze; kazde przyblizenie jest ze
wszystkich utamkéw majacych ten sam lub mniejszy
mianownik najwiecej zblizong wartosSciag x.

29*. Gdy warto$¢ przyblizong jakiejkolwiek
ilosci niewymiernej mamy juz wyrazong w utamku
dziesietnym, wtedy mozemy te iloS¢ niewymierng roz-
wingé na utamek ciagty przez rozwiniecie tego utamku
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dziesietnego. W tym celu zuajdujemy najprzéd dwie
wartosci przyblizone, pomiedzy ktéremi dana ilos¢ jest
zawartg. Zwykle wartos¢ przyblizona, jest podang
w ten sposob, ze prawdziwa wartos$¢ jest od ni6j wie-
ksza. Dodajac wiec do ostatniej cyfry utamku dzie-
sietnego przyblizonego jedno$¢, otrzymamy dwa u-
tamki, pomiedzy ktéremi dana ilo$¢ jest zawartg.
Aby nie wyjs¢ po za te granice, ktore w ten sposob
znajdziemy, nalezy oba te utamki dziesietne zamienic¢
na utamki ciagte, i zachowa¢ w otrzymanym utamku
cigglym tylko te utamki czastkowe, ktore sg wspolne
w obu rozwinieciach.

Objasnimy to przyktadem. Przypusémy, ze chce-
my zamieni¢ na utamek ciggly stosunek okregu kota
do $rednicy, oznaczany w rachunkach zwykle gloska
jc. Wiemy, Ze stosunek ten jest niewymierny; Ludolph
znalazt przyblizong warto$¢ tegoz stosunku, wyra-
zong w trzydziestu pieciu cyfrach dziesietnych na-
stepnych:

3, 14159 26535 89793 23846 26435 83279 502S8.

PézZniejsi matematycy posuneli stopien przybli-
zenia jeszcze dalej. Rachunek, w ktéorym wszystkie
cyfry tutaj przytoczone, sa uwzglednione, ciekawi mo-
ga znalez¢ w pierwsz6j nocie Lagrange’a do drugiego
tomu algiebry Eulera (str. 318 i nastepne). Tutaj
ograniczymy sie tylko pierwszemi dziesiecioma cy-
frami dziesietnemi.

Zachowujac przeto te dziesie¢ cyfr, mamy na war-
to$¢ przyblizong T

3, 14159 26535 .
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Dodajac do ostatniej cyfry jednosé, znajdziemy,
ze prawdziwa warto$¢ na w, jest zawartg pomiedzy
dwoma utamkami:

31415 926 535 . 31 415 926 536
10 000 000 000 1 10 000 000 C3O!

Oba te utamki zamieniamy sposobem podanym w
8§ 16*, na utamki ciggte przez postepowanie takie, ja-
kiego uzywamy przy wynajdywaniu najwiekszego
wspollnego dzielnika. Z utamku pierwszego mamy
taki szereg ilorazow:

3,7,15,1,292,1,1, 6,2,13, 3,1,12,3;
z drugiego za$:
3,7,15,1,292,1,1,1,4,1,1,1.45,1,1,8.
Zachowujac tylko ilorazy wsp6lne tym dwdm

utamkom, otrzymamy takie rozwiniecie ilosci it na
utamek ciggly:

*= 3+ T+
15+1_ ¢

1+1
790F1
1+1
1+ --

Tworzac przyblizenia tego utamkn poditug pra-
widetl podanych poprzednio, znajdziemy nastepujace
wartosci przyblizone:

Pi o _ 22 .p3_ 333 _ 355
-Qx- 3 ~Q 7503 106 ° Q< 113’
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Pl _ 103993 P6_ 104348 P7 208341
<5~ 33102 ; Q6~ 33215 5Q, 663TT *

Kazdy z tycli utamkoéw zbliza sie do prawdziwej
wartosci « tak daleko, jak zaden inny utamek z mia-
nownikiem takim samym lub mniejszym.

Przyblizenie drugie 22 byto wartoscig znalezio-

ng zupetnie inng droga przez Archimedesa. War-

tos¢ tajest wiekszg od « ; réznica pomiedzy i 23

jest mniejsza, jak wiemy z § 26* od 7Xi06~ 7212 .

Utamek )3/§ls—jest stosunkiem Adryana Mecyusza.

Jest on réwniez wiekszym od prawdziwej wartosci
«; ale jest daleko wiecej przyblizonym do « , anw

zeli liczba Archimedesa, gdyz rdznica pomiedzy « i 205

jest mniejszg od , to jest od

1
113X33102 3740526 *

Utamek 333 , zawarty pomiedzy liczbg Archi-

medesa i liczbg Mecyusza nie jest wcale prostszym
od tego ostatniego, jest jednak daleko mniej do-
ktadnym, gdyz bitad jaki popetniamy, biorgc ten u-
famek zamiast « jest zaledwie mniejszym od .
Zresztg mozna porownac te liczby z sobg w tatwy
sposéb, zamieniajgc je na ulamki dziesietne i po-
rownywajac tak otrzymane utamki dziesietne z liczbg
Ludolpha.
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Znajdziemy:
N=3,142. .. ;||| = 3,14150... ; 3,1415929-..,

skad widzimy, Ze liczba Archimedesa daje juz 3-cig
cyfre bledng liczba za$ Mecyusza dopiero 7-ma.

30*. Na zakorczenie tego rozdziatlu pokazemy
sposob wynajdywania catkowitdj wartosci utamku
ciggtego peryodyc.znego. Okaze sig, ze ta catkowita
wartos¢ jest zawsze jednym z pierwiastkow réwna-
nia stopnia drugiego, ktérego wspotczynniki sg wy-
mierne. Zaczniemy od przyktadéw liczebuych.

Przypus¢my, ze mamy utamek ciggty peryodyczny:

* = 54 N p
10+1

N 2+1 ]
10+ ... do nieskon.

Oznaczmy przez y calg te czeS¢ utamku ciggtego,
ktora sie zaczyna od pierwszego peryodu, to jest
uczynmy:

y= 2+ Jp +1i

2+ | )
I0+ .. do nieskoncz.

Wtedy widocznie bedzie:
1
x—5ry y— 1I0FV

y
5y+1 y = 2ly+2
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Wynajdujac warto$¢ nay z réwnania pierwszego
bedzie:
1

Yy &5
podstawiajac jg w rownanie drugie, otrzymamy:

1 gt 2
510

x—5 "

Mnozac licznik i mianownik drugiej strony tego

réwnania przez x—5 , mie¢ bedziemy:
1 2142 (x—5H) 11+2*
x—b 10325 5+* |
skad, znoszac mianowniki:
[1x-\-2x2—55—10#=5-|-tf ,
po wykonaniu za$ redukcyj:
2#2=60 ,
czyli: £2=r30 .

Widzimy z tego, e ostatecznie dla oznaczenia x
przyszliSmy do réwnania stopnia drugiego w naj*
prostsz@j postaci. Stad otrzymamy:

#=1/80,
wyrazenie, ktore tatwo sprawdzi¢ przez bezposred-
nig zamiane na utamek ciggty.

W podobny sposob postepowac bedziemy dla do-
wiedzenia w ogolnosci, ze utamek ciggly peryodyczny
przedstawia jeden z pierwiastkdw réwnania stopnia
drugiego, a zatem, ze zawsze taki ulamek daje sie
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sprowadzi¢ do wyrazenia pierwiastkowego stopnia
drugiego. Wtym celu wezmy pod uwage utamek
ciaggly peryodyczny:

an-j-I
Ol-F1
2"
bzA--
[ 1
5 +1
bi+-

w ktorym mianowniki at , a2...a, przedstawiajg
cze$¢ nieperyodyczng, t. j. nie powtarzajacg sie, mia-
nowniki zas$ b, ,b2... bm, cze$¢ peryodyczna, ztozong
z m utamkow czgstkowych, powtarzajacych sie, z temiz

samemi mianownikami i w tym samym porzadku do

nieskonczonosci.  UczyhAmy:

y—br 02 -j-
‘41
bm-)-I
bl -j- 1
b3-i—.do nieskon.
Algieb. Todh. 43



wtedy mie¢ bedziemy:

D *=a+
w1

an_J_ 1 |

\%
i takze:
(2) y: ft’+ lé[o

£.+l

"H1

v
Jeden i drugi z tycb ulamkéw ciagtych nalezy
zamieni¢ na utamek zwyczajny, wéwczas otrzymamy

dwa rownania, z ktérych wyrugowawszy y , znaj-
dziemy réwnanie, zawierajace tylko jedne niewiadoma
x i stuzace do ostatecznego znalezienia tejze nie-
wiadomej. Aby w najdogodniejszy sposob wynalez¢
odpowiednie wyrazenia, wezmy przyblizenie (n-fl)-sze
w utamku danym i podstawmy wniSm y zamiast bt ,
wtedy mie¢ bedziemy catkowita wartos¢ utamku
cigglego; t. j.

Pny ~~ Pn— ..(3)
ony -k Qn-i
W podobny sposéb, biorgc w utamku (2) pizy-
blizenie (m-j-1)-sze otrzymamy catkowitg wartos¢
utamku ciaggtego (2), to jesty .jBedzie zatem:
"\
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_ Pmy “¥*'Pm4i
n Qmy -|- Qm= (4)

Oznaczajac z réwnania (3) warto$¢ nay i pod-
stawiajac jg w réwnanie (4), otrzymamy, po zniesieniu
mianownikow i sprowadzeniu do najprostszej postaci,
réwnanie stopnia drugiego, z ktdrego znajdziemy x .
Rachunku tego wykonywac tu nie bedziemy, gdyz
jakkolwiek z o0golIndj postaci tego réwnania mozna
wyprowadzi¢ niektore wazne wnioski, wszakze robi¢
tego nie bedziemy, przechodzitoby to bowiem zakres
niniejszego dzietka. W kazdym szczeg6lnym przy-
padku proscioj jest bezposrednio uzywa¢ réwnan (3)
i (4) w celu znalezienia réwnania ostatecznego, ani-
zeli odwotywaé sie do postaci ogolndj tego rownania,
0 ktérem mowa.

Rachunki wykonane w tym paragrafie pokazujg
nam, ze kazdy utamek ciagly peryodyczny daje sie
wyrazi¢ za pomocg jednego pierwiastku réwnania
stopnia drugiego, o wspotczynnikach wymiernych.
Lecz pozostawatoby teraz dowies¢, ze i odwrotnie
kazda ilos¢ pierwiastkowa niewymierna stopnia dru-
giego daje sie zawsze rozwing¢ na utamek ciggly pe-
ryodyczny. Dowodzenie to jednak, podane po raz
pierwszy przez Lagrange’a, przechodzi po za
obreb tego rozdzialu. Nie mni$§j rozbiér pytania
jaki zwigzek miec¢ bedzie drugi pierwiastek rownania
stopnia drugiego, powstatego z wyrugowania y z ro-
wnan (3) i (4) z danym utamkiem ciggtym peryodycz-
nym, takze do naszego zamiaru nie nalezy.
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Zadania.

1) Nastepujgce utamki zwyczajneszamienié na
7
utamki ciagte: a) ’\Q 1 2 3 2 3), b 21 2 1

445
23),0ig9- (41,1123 13,d (12111

55,6000 (37.1,24512,/) 4 @1 121

1,3).
)2) W otrzymanych utamkach ciggtych w po-
przedniem zadaniu oznaczyé wszystkie przyblizenia.

3) Nastepujace utamki dziesietne zamieni¢ na
utamki ciagte.

a) 1,2345(1,4,3,1,3. 1,1 25);b097531
<1, 39, 1, 1 111, 1 2, 1, 2), ¢) przyjmujac, ze: V 2=
1,41 42,1l,23 22211 29).

4) Znale$¢ wartosci nastepujacych utamkéw
ciggtych:

/972 \ 1972\
A 2+ 549 1a2j 98" 5j1 1157)
4+1 4+1
5+1 3+1
6 2
1 Jan\ o, .1 1421\
92+ . (157 ):d)/+7+1___ ( 59/
2+1 2+1
7+1 1+1
7 2

5) Nastepujace ilosci pierwiastkowe rozwingé
na utamki ciggte:
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a) 12 (1,22.):b) Kil (3, 3 86 3 6..),
0 1/56(7,2,14,2.14..),

d 1/45 (6.1,2 2 2 1, 12...); ¢) /53 (7. 3,1,1,
3, 14...),

/) 59 (7,1,27 2 1 14..).
6) Znale$¢ 6 pierwszych przyblizen f/2.

. L {1520\
7) Znales¢ 8-me przyblizenie 1/31 I-~ )

8) Znale$¢ wartosci nastepujacych utamkéw cig-
ghtych peryodycznych:

a) 1+ i+i (= K3); &'+
2+1
1+1
2+...
Q1 (pierwiastek dodatni ro-
~1+ L wnania r2!-2#—2=0).
2¥1
1+1
2+.
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(Pierwiastek dodatni . 6) a* 1
A1+ 2+] réwnania 7#2 — 8« — i),h + aa++ ; 5" a2+l ’ a3 +1
M1 3= 0). a3t 1 a2+;
1t+1 '
2+¥1
3+1

Wartos$ci otrzymane poréwna¢, mianowicie 1)
1+ - z22):3)z4): 5 z6).

9) Nastepujace wyrazenia pierwiastkowe roz-
wing¢ na utamki ciggte:

- o 1 P
K32(5, 1 1 1, 10, :L 11 10’), (JeZEll wartosC ¢ + ‘é.z__;r" = w4 ’a po*
1436113, 16,1*3,1,1,12 1 1.), a3+ |_
+52N7, 4,1, 2, 1, 4,14, 4, 1,...),
J61 (7,1,4,3 1,2 2 1,34 1, 14, 1,...), przednie przyblizenie oznaczymy, jak zwykle:
V67 852117, 1125, 16..),
vw (92 33 218 2,...). to: at+ =Nit.
. s oo PP P" . «3+L d-
10) Dowiesc, ze jezeli: oznaczajg % + L
trzy jakiekolwiek po sobie nastepujace przyblizenia, «
wiedy bedzie: N . . N 13) Poprzednie pytanie uogdlni¢, mianowicie
(P™-P) Q"=(Q"—0Q) P™. znale$¢ zwigzek ogolny pomiedzy warto$ciami u-
11) Dowies¢, ze: famkow cigghych:
PL_ PL, 1 + 0,1 . (-1), 1 )
Q" Qi *Qi c"w%  QiQi 1 Q*—iQk Do+ 2) ant s
12) Znale$¢ wartosci nastepujgcych utamkow a3t a>2+
ciggtych, wyrazone bezposrednio za pomocg a 1
o+ | <*3+1
a+ N 2a2+ ~T;3)a,+ AT +1_ a2+1_

aS Oon 9
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(Jezeli warto$¢ utamku: 1) oznaczymy przez:

, a przyblizenie poprzedzajgce przez P , Wtedy

warto$¢ utamku: 2) bedzie: PY

Pn-l

GdyZ. Pl Pn=au e _, .
_a71 d‘]

P, :

azeep,~+— 2 14-pn 3,
_ Pa3

Pn-2

przeto: 5«4 — a»1-]
n

.1
skad: - .-

q s j—Pnsit. d.

14) W zadaniach 11) i 12) jakie majg znacze-
me ulamk® & 1
Q3  Qn-

RN L L e
o+1
3+ |\
«2/
15) Stosunek miesigca synodycznego, wynosza-

cego 29,530588 dni, do roku stonecznego zwrotni-
kowego, majgcego dni 365, 242 22, wyrazi¢ w prost-
szych liczbach.

[ 1 i it i 334\
\12 7 257 37’ 99’ 136 * 235’ 4131) *
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1. Réwnania nieoznaczone stopnia pierwszego.

31*.  WidzieliSmy w nauce o réwnaniach, ze
jedna ilo$¢ niewiadoma jest w zupetnosci oznaczong
za pomocg jednego réwnania, ze dwie ilosci niewia-
dome sg oznaczone za pomocg dwdéch réwnan, trzy
iloSci niewiadome za pomocg trzech rownan, i t. d.
W og6le méwiac, oznaczenie pewn§j liczby ilosci nie-
wiadomych wymaga tylu réwnan, ile jest niewia-
domych.

Gdy wiec zadanie jest tego rodzaju, ze z iego wa-
runkéw mozemy utozy¢ mnisj réwnan, anizeli jest
niewiadomych, wtedy z tych réwnan oznaczy¢ war-
tosci niewiadomych nie mozna.

Gdyby np. byly dwa réwnania, a trzy niewia-
dome, wdwczas z nich moglibysmy oznaczy¢ wartosci
tylko dwoch niewiadomych; najedng za$ niewiadomg
mogliby$my nada¢ warto$¢ dowolng. Nadajgc jaka-
kolwiek warto$¢ na te trzecig niewiadomg, otrzyma-
libySmy dwa réwnania, zawierajgce tylko dwie nie-
wiadome; z nich zatem mozna by bylo oznaczy¢ te
dwie niewiadome, Lecz poniewaz na trzecig niewia-
domg mozemy nada¢ jakgkolwiek wartos¢, przeto pod-
stawiajgc zamiast tejze trzecidj niewiadomdj inng war-
tos¢, znajdziemy, wogble mowiac, i inne wartosci od-
powiednie na dwie pozostate niewiadome: —dla kazdej
wartosci trzecioj niewiadomdj, znajdziemy inny ukiad
wartosci dwdch pozostatych niewiadomych. Liczba
wiec wszystkich rozwigzan takiego ukladu réwnan
bedzie nieskonczenie wielka. | taki wiasnie ukiad
réwnan nazwano: réwnaniami nieoznaczonemi. W ogéle
réwnania sg nieoznaczone wtedy, gdy liczba réwnan jest
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mniejszg od liczby niewiadomych. WOAwczas, nadajac
wartosci dowolne na tyle niewiadomych, ile ich jest
wiecej anizeli rownan, otrzymamy réwnania, z ktérych
mozna oznaczy¢ pozostate niewiadome. A ze kazdemu
ukfadowi wartosci na te niewiadome, ktére zaleza od
naszs$j woli, odpowiada pewien uktad pozostatych nie-
wiadomych, przeto na wszystkie niewiadome otrzy-
mamy nieskoriczenie wiele odpowiedzi.

Gdyby nie byto innych warunkdw, ktérym rozwia-
zania tych rdwnan zadosy¢ czyni¢ powinny, wtedy
.nic wiecdj nad to, co powiedziano wyz6j, nie byloby
do dodania. Kazde dane zadanie podpadatoby pod
0go6lng nauke o réwnaniach badz to pierwszego, badz
to drugiego, badz innych stopni, stosownie do stopnia
rownania, do ktérych toz zadanie doprowadzito. Lecz
rozwigzania takich réwnarn poddajg sie zawsze w tej
czesci algiebry, ktora Sie niemi zajmuje, jeszcze temu
warunkowi, aby one byty liczbami calkowitemi. Wsku-
tek tego za rozwigzanie réwnania nieoznaczonego,
lub uktadu réwnan nieoznaczonych, uwaza¢ bedziemy
tylko liczby catkowite, zadosy¢ czynigce danemu réwnaniu.
I poniewaz rozwigza¢ réwnanie nieoznaczone jest to
wynalez¢ te wszystkie liczby catkowite, ktdre mu za-
dosy¢ czynig, przeto nauka o rozwigzaniu réwnan nie-
oznaczonych nosi odrebng ceche od innych czesci
algiebry i wiasciwie stanowi cze$¢ osobnej gatezi ma-
tematyki, zwanej: ,.teoryg liczb*.

Rozwigzania rdwnan nieoznaczonych ograniczaja
sie niekiedy jesz¢ze warunkiem tym, ze powinny by¢
dodatnie. Ten ostatni warunek S$cie$nia tak dalece
liczbe rozwigzan, ze niekiedy tylko jedno z nich, a na-
wet czasami zadne nie odpowiada danemu zadaniu.
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Roéwnania nieoznaczone, podobnie jak oznaczone,
dzielg sie na réwnania stopnia pierwszego, drugiego
it. d. Pod wzgledem liczby niewiadomych, moze by¢
albo jedno réwnanie jakiegokolwiek stopnia z dwiema
niewiadomemi, lub z trzema, i t. d., albo tez mogg by¢
dwa réwnania z trzema, czterema i t. d., niewiado-
memi, trzy rownania z czterema lub wiekszg liczbg
niewiadomych, i t. d. Tutaj ograniczymy sie tylko ro-
wnaniami stopnia pierwszego, przedewszystkiem w tym
przypadku, gdy dane jest jedno réwnanie z dwiema
niewiadomemi.

32*. Jako prosty przyktad, objasniajacy na
czem polegajg rozwigzania zadan tego rodzaju, we-
Zmiemy zadanie nastepujace:

Znalez¢ dwie liczby, ktorych summa réwna sie dzie-
sieciu.

Oznaczajac jedne z tych liczb przez x drugg za$
przez y , otrzymamy réwnanie do rozwigzania:

x-\-y— 10.
Z tego réwnania mie¢ bedziemy:
Xx=.10—y.

Dla kazds$j warto$ci obrangj nay znajdziemy stad
odpowiednig warto$¢ na x; lecz wartosci jednej i dru-
gidj niewiadomej sg ograniczone tym warunkiem, ze
maja by¢ tylko catkowite. Mozemy wiec uczynic:

y rébwném albo O, albo 1, albo 2, albo 3, i t. d.

i stad otrzymamy odpowiednie wartosci na x . Czy-
nigc tak:

= - 1012345678910 11 12...
znajdziemy: *=11,10, 9, 8,7,6, 5,4.3,2,1, 0,-1,—2...
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Wartosci wiec x iy catkowite, czynigce zadosy¢
danemu réwnaniu, sg zawarte w tych dwdéch szere-
gach liczb, stanowigcych dwa postepy arytmetyczne.
Z tych szereg6w widzimy, jak dalece warunek, aby
rozwigzania byty nietylko catkowite ale i dodatnie,
zmniejsza liczbe tychze rozwigzan, gdyz rozwigzania
dodatnie sg tylko takie:

y—0,1,2 3,456,789 10;
x—10,9 8,7, 6,54, 32 10.

JezelibySmy za$ z tych rozwigzan wylgczyli
0i 10, to liczba rozwigzan jeszcze bardziej zmniej-
szyla by sie i wilasciwie bytoby tylko pie¢ odpo-
wiedzi réznych na pytanie jakie to sg dwie liczby,
ktorych summa réwna sie 10?

33*. Nie trudno réwniez wynale$¢ wszystkie
rozwigzania réwnania tego rodzaju:

5 {—y= 28.

Nalezy tylko rozwigzac je wzgledem tdj niewia-
domoj, przy ktérdj wspdtczynnik jest réwny jednosci.
Bedzie:

y= 28 —bx.

Dla kazdoj wartoSci catkowitdéj na x, wypadnie

takze catkowita warto$¢ nay . Czynigc wiec:
*=0,1,2 345,678 9 10...
otrzymamy: y—28,23,18,13,8, 3,-2, -7, -12,-17, -22....

Te dwa szeregi liczb catkowitych, zawierajgce
wszystkie rozwigzania, stanowig takze dwa postepy
arytmetyczne: jeden z nich obejmujacy wartosci na x
(t. j. nate niewiadomg, przy ktoroj wspétczynnik jest
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rozny od 1) ma za wykladnik 1, drugi za$, przedsta-
wiajgcy wartosci na y , ma za wyktadnik —5, (jak
w tym przykladzie jest to wspétczynnik przy drugioj
niewiadomoj, wziety ze znakiem —).

Widoczng jest rzecza, ze i wtSm zadaniu liczba
rozwigzan dodatnich jest ograniczong; mianowicie
jest ich tylko szes¢;

*=0,1,2 345,
y = 28,23, 18, 13, 8, 3.

W spos6b podobny do powyzszego mozna zawsze
rozwigzac takie réwnanie stopnia pierwszego z dwie-
ma niewiadomemi, w ktérem wspotczynnik przy jednej
niewiadomoj jest rdwny jednosci, t. j. rOwnania po-
staci:

X -j- by = k,
lub: x —by — k.

Wtedy rozwigzujac to réwnanie wzgledem nie-
wiadomej, przy ktorej wspdiczynnik jest jednoscia,
(w réwnaniach przytoczonych wyz¢j: x), i podstawiajgc
na drugg niewiadomg y , kolejno wszystkie liczby
catkowite, wynajdziemy i odpowiednie wartosci cat-
kowite na x.

Tych bardzo prostych sposob6w nie mozna oczy-
wiscie uzy¢ we wszystkich przypadkach do rozwia-
zania réwnania ogo6lnego:

ax -|-by = k.
ktorom sie teraz zajmiemy.

34*. Mozemy przyjaé, ze wszystkie trzy liczby
a,bik, bedace wspotczynnikami w napisanem wyzej
réwnaniu, nie maja, razem wziete, zadnego wspolnego
dzielnika: w przeciwnym bowiem razie dzielgc obie
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strony tegoz rownania przez najwiekszy wspolny
dzielnik liczb a, b i k otrzymalibySmy ostatecznie roé-
whnanie takie, w ktorem wspdtczynniki a, bi k, bytyby
pierwszemi wzgledem siebie. Gdyby tylko dwa
wspdtczynniki a i b miaty jakikolwiek wspélny dziel-
nik, ktérego nie mah, w takim razie nie trudno sie
przekonac, ze rownanie nie moze by¢ rozwigzane w licz-
bach catkowitych. W rzeczy samej: przypuscmy, ze
a i b majg wspdlny dzielnik d , ktéry wk nie miesci
sie bez reszty. Wotedy, oznaczajac iloraz z podziele-

nia  gtoska«', iloraz zas: ™ gloska b\ bytoby a—a'd,
i b= b'd. Podstawiajac te wartosci za a i b w dane
rownanie:

ax - by= k...
bytoby:

adx-f-Udy —k,
dzielgé za$ obie strony przez d, wypaditoby:

ax - by — [

Skoro k niejest podzielne przez d 9Wtedyjk nie

jest liczbg catkowitg; zadne wiec liczby catkowite
podstawione zamiast iy w to réwnanie nie moga
uczyni¢ pierwszej strony rowng drugioj. Wszystkie
zatem przypadki, w ktdrycli dwa wspdtczynniki a ib
nie sg pierwszemi wzgledem siebie, sg wytgczone przy
poszukiwaniu rozwigzan catkowitych réwnania (1).
Réwnanie to przedstawia¢ nam bedzie przyklad ro-
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wnania, ktére rozwigzane w liczbach catkowitych
by¢ nie moze.

Gdyby ktdérykolwiek ze wspotczynnikéw « lub b
osobno i druga stronardéwnania k mialy jakikolwiek:
wspolny dzielnik d, wtedy réwnanie mogtoby by¢
sprowadzone do prostszdj postaci. Aby pokazac jak
wowczas nalezy postapi¢, przypusémy, ze np. bik
majg wspolny dzielnik d ; tym sposobem bedzie: b—
db'i k~d K, gdzie V i U sg liczbami catkowitemi,
powstatemi z podzielenia b ile przez d. Uczyrimy «=
dx'. GdybySmy byli w stanie znale$¢ czemu sie ro6-
wna x\ wtedy mnozac kazda z otrzymanych wartosci
na x przez d, otrzymamy odpowiednig warto$¢ na x.
Podstawmy napisane powyzej wartosci na b, k\x
w réwnanie dane (1); mi¢¢ bedziemy:

adcs -- b'dy —ud
z ktorego, przez podzielenie wszystkich wyrazow przez
d }otrzymamy réwnanie prostsze:
ax’-|- by — k.
Np. Gdyby bylo réwnanie:
25« -f 18y — 102,
wtedy, poniewaz 18i 102 majg wspdlny dzielnik 6,

uczyfmy: x =. Qx, i podstawmy te warto$¢ za x .
Otrzymamy:

25.6x"'+ 18y —102.

Podzieliwszy wszystkie wyrazy przez 6 otrzy-
mamy réwnanie prostsze, anizeli dane:

25«'+ 3y — 17,
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Whynalaztszy z tego réwnania x:iy nalezy tylko
wartosci X' pomnozy¢ przez 6, a znajdziemy odpo-
wiednie wartosci na x .

Widzimy z powyzszego, ze tylko takie réwnania
wypada nam wzig¢ pod uwage, w ktérych trzy liczby
a bil razem, a nadto dwie ai b sg pierwszemi
wzgledem siebie.

35*.  Zaldzmy wiec, Ze w rownaniu:

ax 4 by —k,.. @

liczby a i b majg za najwiekszy wspdlny dzielnik 1;
dowiedziemy najprzdd, ze wtym przypadku rozwig-
zanie réwnania (1) jest zawsze mozliwe, to jest, ze:
gdy aib sa pierwszemi wzgledem siebie, zawsze mozna zna-
le7¢ takie liczby catkowite, ktore réwnaniu (1) zadosy¢
czynia.

Dowodzenie opiera sie¢ na zasadzie, wyprowadzo-
nej w8 4*. Aby tego dowies¢ znajdZmy wartos¢ na
jedne z niewiadomych réwnania (1), np. nay, wyra-
Zong za pomocg drugiéj niewiadomej x . Bedzie:

Wystawmy sobie teraz, ze za x podstawiamy ko-
lejno wszystkie liczby catkowite, poczynajac od 0 i-
dac przez liczby dodatnie i odjemne. Oczywiscie nie
wszystkie te liczby odpowiada¢ bedg réwnaniu, gdyz
nietylko x ma by¢ catkowite, ale takzeiy. Z po-
miedzy wiec wszystkich wartosci na x , tylko te wy-
bra¢ nam nalezy, przy ktérych utamek na drugiej
stronie rownania (2) staje sie liczbg catkowitg, to jest
przy ktérych licznik jest podzielny przez mianownik.
Ze to jest zawsze mozliwe, gdy aib sg pierwszemi
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wzgledem siebie, przekonywamy sie z nastepujgcego
rozwazania: Na zasadzie whasnosci dowiedzion6i w §
4* wiemy, ze z dzielenia kazdoj z liczb szeregu:
l.a 2« 3«....(b—2a (b—1a
przez b, gdy b jest pierwsze wzgledem a, pozostajg
zawsze reszty, i ze pomiedzy niemi nie ma reszt je-
dnakowych; a Ze ich jest b—1iwszystkie one sg rézne,
wiec muszg one by¢ wszystkiemi liczbami szeregu
1,2 3 4.... (b=2) i (ft-1).

Podstawiajac zatém kolejno w wyrazenie na dru-
gioj stronie réwnania (2) zamiast x liczby:

@ ....0, 123 4--—-(6—2) i (61,
musimy koniecznie pomiedzy temi liczbami natrafi¢
na jedng, ale tylko najedna, taka, ktdra da na reszte
z podzielenia ax przez b tez samg ilos¢ jaka daje k,
bedac podzielone takze przez b. Przypusémy, ze to
miec bedzie miejsce wtedy, gdy zamiast x podstawi-
my pewng liczbe m z szeregu (3). Wowczas oznacza-
jac iloraz z podzielenia am przez b gtoskag g, a reszte
gtoska r, otrzymamy:

am=bq-j-r.
Poniewaz za$ k, podzielone przez b, daje tez sa-
ma reszte r, przeto mozemy uczynic:
k= by -j-r,
gdzie < jest ilorazem z podzielenia k przez b.

Lecz wyrazenie na y, dane réwnaniem (2), gdy
w niém x uczynimy réwnem m zamieni sie na takie:

k—am
y= ~~Ir --
. U4
Algieli. Todh.
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Podstawiajac tutaj zamiast k i amnapisane powy-
zej wartosci, bedzie:
ba r—(bg-j-1)
y = b )

czyli:
y y—a'-q,

a to jest liczbg catkowitg, gdyz qiq' sg liczbami
catkowitemi. Widzimy wiec z tego, ze gdy aib sg
pierwszemi wzgledem siebie, mozna zawsze znale$¢
taka liczbe, i to tylkojedng mniejszg od b, ktéra pod-
stawiona zamiast x w dane réwnanie, czyli, co na je-
dno wychodzi, w réwnanie (2), uczyni y catkowitem.
| to nam pokazuje mozliwo$¢ rozwigzania danego ro-
wnania w przypadku rozbieranym.

Podstawienia na x zaczynamy od 0 chcac objaé
i ten przypadek, w ktérym k jest podzielne bez reszty
przez 6; gdy jednak to nie ma miejsca, mozemy pod-
stawienia te odrazu zacza¢ od 1

36*. GdySmy juz znalezli jedna takg warto$¢ m,
ktéra podstawiona zamiast x,. w réwnanie (2) daje
i warto$¢ na y takze catkowitg, nie trudno znale$¢
i inne rozwigzania catkowite. W tym celu nalezy tyl-
ko zwrdéci¢ uwage nato, ze liczba m jest takg, przy
ktérej iloczynam podzielony przez 6, daje na reszte r,—
ilos¢ takg sama, jak i k podzielone przez b. Lecz je-
zeli am podzielona przez b daje na reszte r, wtedy
mpodstawiajagc zamiast m liczbe m -f b, otrzymamy ilo-
czyn a (m-f-b) = am-j- ab, ktéry podzielony przez b
da tez sama reszte r, gdyz b miesci sie. w ab catkowitg
liczbe arazy. A zatem warto$¢ na x rébwnam b,
uczyni w réwnaniu (2) i y catkowitem. Podobniez:
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dodajac do powyzszej wartosci m -j- b jeszcze raz b,
otrzymamy liczbe tn-f 26, ktora podstawiona zamiast
* w wyrazenie a*, da iloczyn a{m-\-2b) —arn-\- 2ab
taki, ze reszta z podzielenia tego iloczynu przez 6, be-
dzie znowuz r; a zatem i liczba m-f- 26, podstawiona
w réwnanie (2) uczyni i y catkowitem. | tak dalej:
biorac zamiast x w ogole liczbe: m-A-pb, gdzie p ozna-
cza jakgkolwiek liczbe catkowita, i podstawiajac ja
w réwnanie (2), otrzymamy i odpowiednig wartos¢ na
y catkowita.

Podlug tego co bylo dotad powiedzianem, nie
trudno wynale$¢ ogdlne wyrazenia na x iy, czynigce
zadosy¢ danemu réwnaniu (1), lub, co na jedno wycho-
dzi, réwnaniu (2). W rzeczy samej: wartosci v, ro-
wniej m odpowiada wartos¢ na y. réwna q~q. Oznacz-
my te ostatnig ilos¢ jedng gloska n. Jezeli za x
podstawimy w réwnanie (2) m-\-b, wtedy nay otrzy-
mamy:
k—a{mA-b) k—am—ab

b

J b
a ze k—gb4—+# am= gb-r1;
przeto:
y gb-\-r— (@b r)—ab
czyli:
V—9—1—a,
i nakoniec:
y = n—a

Podobniez: jezeli na x podstawimy m 4- 26, wtedy
podobny rachunek do powyzszego pokaze nam, ze:
y—n—2a
4>
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I w ogoblnosci, gdy w réwnaniu (2) uczynimy:
a= m+pb, otrzymamy na y wartosc:
Yy n—pa
Widzimy z tego,'ze wartosci na * i Y sg zawarte
>v dwoéch nastepnych szeregach liczb:
*= «, m+bm+2b...mzpb,....
s, = N, n-a, n-Za.... n-~pa
gdzie odpowiadajgce sobie wartosci na dwie mewia-

6nme znajduja sie jedna pod druga. ;
Wartosci wiec na st tworza postep réznicowy, kt -
pierwszym wyrazem jest m, a wyktadnikiem b (i. J

Lot ~vnnikprzy y wdanim réwnaniu)-, wartosci zas na

razem jest n, a wyktadnikiem - « {t.j. wspdtczynnik pr y
X w danem réwnaniu, wziety ze znakiem e

Oo-6lne wyrazenie przeto na liczby catkowite,
m-zedstawiajace warto$¢ niewiadomej * jest: x-m+pb

iz
ptow“ /Xrtofei, ktore »dosy¢ czynig réwnaniu (1).

a hi iahakolwiek liczba catkowita. ,

' JZb,teczng rzecz, jest dodawac, ze PAzMysmy
do tycU samych wnioskéw, gdybysmy zacz,l. rozwi,-
zanie od znalezienia wartosci nay.

Gdyby dane réwnanie bylo postaci:
ax — by — Kk,
mtedy otrzymaliby$my z niego:
ax—kK

rozumowanie zupeinie podobne do "¢ Tl
zato by nam, ze zawsze mozemy znalesc na * takg
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czbe catkowitg m, mniejsza od b, ktoérg gdy podsta-
wimy w wyrazenie na y, otrzymamy z niego takze
warto$é catkowitg i réwng « i dal$j, ze taka liczba
mniejsza od b jest tylko jedna; nakoniec ze wszystkie
wartosci catkowite, zadosy¢ czynigce temu rownaniu,
beda zawarte w wyrazeniach:

X — m-\-pb; y—n-\-pa.

Gdybysmy jednak zamiast zaczaé rozwigzanie od
wynalezienia wartosci na te niewiadoma, przy ktorej
wspotczynnik ma znak odjemny (jak tutaj nay), zaczeli
od wynalezienia wartosci na x, otrzymalibySmy:

i wtedy nalezatoby cokolwiek zmieni¢ rozumowanie,
dla pokazania ze rozwigzanie w liczbach catkowitych
jest i wtym razie zawsze mozliwe. Oznaczmy iloraz
powstaty z podzielenia k przez a gloska s, reszte za$
gtoska r. Przeto r<a. Podstawiajmy kolejno zamiast
y liczby:

1,2,3,4,... a—2, o -1;
wtedy wiemy, Zereszty z podzielenia by przez awszyst-
kie bedg rézne, a wiec bedg wszystkiemu liczbami,
mniejszemi od a. Mozemy zatem zawsze wynales¢ ta-
kg liczbe n pomiedzy liczbami, zawartemi w szeregu
od 1do (a—1), ze iloczyn bn, powstaty z podstawie-
nia tej liczby zamiast y w wyrazie by, po podzieleniu
przez a da na reszte r rowng roznicy pomiedzy air.
Innemi stowami: mozemy zawsze wynale$¢ pomiedzy
resztami ostatniemi taka, ktora bedac dodang do r da.
na summe a. Oznaczmy odpowiedni iloraz z podziele-
nia bn przez a, gtoska s'. Wtedy bedzie:
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k~—as -j- r,
bn — as'-j- r'\
skad: k-\-bn~a (s-[-s") -j-r-j-r'
A 72 +r'= a przeto:
a(s-j-s’-)-a
'z o« o'+
Dodajac a do tej pierwszej wartosci na y, to jest
do n, otrzymamy nowg liczbe n-\-a, ktdra uczyni i x
catkowitem i rbwném *-}-s' -|- 1-J-6. Iw ogdle: do-
dajac a powtdrzone ilekolwiek razy p  n- otrzyma-
my takag wartos¢ nay, ktora uczyni i x catkowita.
37*.  Objasnimy teraz powyzsze rozumowanie na
kilku przyktadach liczebnych.
Wezmy najprzod réwnanie:
8 -j- 15y = 127.
Wspotczynniki 81 15 sg pierwszemi wzgledem
siebie; rozwigzanie zatem jest mozliwe.
Z tego réwnania otrzymamy:
127—152/
X— g
Poniewaz przy dzieleniu 127 przez 8 otrzymuje-
my na reszte 7, przeto powinniSmy odszuka¢ takicj
liczby, ktdéra podstawiona zamiasty w iloczyn 15y,
databy nastepnie przydzieleniu przez 8 na reszte tak-
ze 7. Taka"liczbg jest 1. Podstawiajagc w powyzsze
wyrazenie na x, jedno$¢ zamiast y, otrzymamy:
127 —151 _ 112 44
g ~ 8
Dwie wiec wartosci: y =1, i«= 14, podstawione
w réwnanie dane, zadosy¢ mu czynig. Aby znales¢
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inne odpowiedzi, zwr6¢my uwage na to, ze jezeli za-
miasty podstawimy w iloczynie 15y, jedno$¢ powiek-
szong o oSm, wtedy otrzymamy iloczyn, Kktory podzie-
lony przez 8 da takze na reszte 7, a zatem uczyni
127 —15y podzielnem przez 8. W rzeczy sams§j,
bedzie:

127 —15.9

Para wiec wartosci: xz= —I, y=9, takze za-
dosy¢ czyni danemu rownaniu. Podstawiajac dalej
zamiasty liczbe 1-+2.8 = 17, réwniez uczynimy ré-
znice 127—15y podzielng przez 8; i w istocie:

127—15.17 127-255 128
Fo e T - = —8-—= -—--8~= —16
czyli dwie wartosci: x = — 16, y = 17 zadosy¢ czy-

nig rownaniu danemu. W ogole podstawiajac zamiast
y liczbe tej postaci: 1-|- 8p, uczynimyréznice 127—15y
podzielng przez 8, bedzie:

.= = =14_15

Wszystkie wiec liczby catkowite tych postaci;
x = 14 — 15p,
y— 1+ 8p,
gdzie p oznacza jakakolwiek liczbe catkowita, beda
zadosy¢ czyni¢ danemu réwnaniu. Liczby zawarte
w powyzszych wyrazeniach sg takie:
p= 0 1 2 3 4,5... .
X — 14, —1, —16, —31, —46,
y— 1, 9 17, 25 33......
Oczywiscie oba te szeregi liczb mozemy posunaé
w lewa strone, podstawiajagc zay wartosci catkowite
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odiemne Te dwa szeregi s, postepami arytmety-

cznem ktadnikiem i m, edstawiaja-
GoREmY ypdeciem w piemy Ao
cym wartosci x, jest 1, (3 wyktadni-

i m S

ggéace wartosciami na & nalezg do jednej Elasy
wzgledem modutu 15, (8 12*); wszystkie z**zby be-
dace wartoSciami na 'y nalezg takze do jednej klasy

wynalezienie wartosci nie tylko
catkowitych, ale i dodatnich, zadosyéczynracych da-
nemu réwnaniu, wtedy powyzsze dwa szeiegiJJO
o wp hviobv tylko iedno rozwigzanie, miano
zujg nam” yWedwszystkich innych rozwia-
zaniach"jedna tylko z liczb jest dodatnig, druga za$
jest odjemng.  GdybySmy mieli na widoku r°zmaza
nie np takiego zagadnienia: kupowat kto$ gros
i jabtka, » jedno jabtko ptaci« 8 kopiejek aa jedn,
m-uszke 15 kop.; wydat na cate kupno 1 is. ;1 kop.,
flez kupit jablek a ile gruszek? wtedy, oznaczajgc
przez * liczbe jablek, a przez y liczbe gruszek, otizy-
maliby$Smy réwnanie:
8a; -j- 15y —m127. .
ktére jakkolwiek nieoznaczone, datoby nam jedna
tIko odpowiedz: ,= 14, y= 1, gdyz liczby kupio-
nych gruszek i jabtek muszg by¢ catkowite i dodatni .
Jako drugi przyktad wezmy rownanie:
9*+ 25y = 8L
Poniewaz wspotczynnik przy * i druga strona
réwnania majg wspolny dzielnik 9, przeto, czynigc
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y = 9' i podstawiajac w réwnanie, sprowadzimy je
do prostszej postaci. (§34%)
&+ 25y’ =09
Gdybysmy jednak nie chcieli uzy¢tego uproszcze-
nia i probowali rozwigza¢ bezposrednio réwnanie da-
ne, wtedy otrzymalibySmy:
) 81—925?/

Poniewaz reszta pozostata z dzielenia 81 przez
9 jest zero, przeto izay powinniSmy podstawi¢ takg
liczbe, ktoraby uczynita iloczyn 25y podzieluym przez
9. Taka liczbe bedzie najprzdd O, a nastepnie kazda
liczba wielokrotna wzgledem 9.

Rozwigzania wiec beda:
y=0 9 18 27___ 91>
»= 9,-16, —41, 9—25p.
Trzeci przyktad: Dane réwnanie:

19* — 7y — 50.
Otrzymujemy najprzod:
19* — 50
y— 7 °

Poniewaz 50 podzielone przez 7 daje na reszte 1,
przeto szukamy takiej liczby catkowitej, ktoraby pod-
stawiona zamiast * w iloczynie 15* przy dzieleniu
przez 7 dala tez samg reszte. Taka liczbg jest 3; co
znajdujemy podstawiajgc za * kolejno liczby catko-
wite, zaczynajgc od jednosci. Stad otrzymamy:

19 .3- 50 57—50 1
y= - yA— =

Liczby wiec 3i 1 zadosy¢ czynig danemu réwna-
niu. Rozumowanie jakiego uzyliSmy juz kilkakrotnie,
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pokazuje ze rozwigzania bedg zawarte w dwoch na-
stepnych szeregach liczb:
*= 3, 10,17,24 .... 3+ Tp;
y= 1 20, 39, 58 ----- 1+ 19p.
Gdyby$my zaczeli rozwigzanie od wynalezienia
wartosci na x, wtedy otrzymalibysmy:
_90+ 7
X~ 19
50 podzielone przez 19 daje na iloraz 2 i nareszte 12.
Odszukujemy na y takiej liczby, dla ktérsj iloczyn ly,
podzielony przez 19 datby na reszte 7, to jest tyle, ile
potrzeba doda¢ do reszty 12 aby otrzyma¢ 19. Taka
wartoscig na y jest 1. Podstawiajac te warto$¢ zay
W wyrazenie na x bedzie:
5+ 7.1 57_Q

X 19 19
ZnalezliSmy wiec tez same rozwigzania co i po-
przednio.
Czwarty przyktad: Mamy réwnanie:
12x —25y — Q.
z niego otrzymujemy:
0-f 25y 25
X— 12 * 12 °

Widzimy z tego, ze y—0 i w ogole kazda liczba
podzielna przez 12, podstawiona zamiast y zadosy¢
czyni temuz réwnaniu. Biorgc wiec:

y — 0. 12, 24, 36 -
*=0,25,50,7....
i w ogole:
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V= 12p,
X — 25p,
otrzymamy rozwigzania.

38*. Rozumowaniai objasnienia zawarte w dwoch
poprzednich paragrafach pokazujg wprawdzie mozli-
wos¢ rozwigzanie rdwnania: ax + by= k w liczbach
catkowitych, w tym przypadku, gdy aib sg pierw-
szymi wzgledem siebie, lecz wiasciwie nie stanowig
sposobu bezposredniego rozwigzania tegoz réwnania.
Nie mozemy bowiem nazwac sposobem rozwigzania
rownania odszukanie niewiadomej, przez kolejne pod-
stawianie liczb, zaczynajac od jedno$ci, podobnie jak
takiego sposobu postepowania nie nazwalibySmy roz-
wigzaniem i rébwnan oznaczonych. Zajmiemy sie te-
raz wylozeniem sposobow, prowadzacych bezposre-
dnio albo do wyrazenia w og6lnej postaci liczb cat-
kowitych, zadosy¢ czynigcych danemu réwnaniu, albo
tez do wynalezienia dwoch liczb catkowitych, ktére
podstawione zamiast x iy w dane rownanie, zadosy¢
mu czynig. W tym ostatnim przypadku, majac juz zna-
lezione dwie takie liczby, tatwo odszukal rozwigza-
nie ogdine.

Podamy tutaj dwa sposoby rozwigzania réwnania
nieoznaczonego ax -Aby—k; jeden z nich mogliby$smy
nazwac: sposobem dzielenia kolejnego, drugi za$ za po-
moca utamkow ciagtych.

39*. Pierwszy z tych sposobdw, ktory prowadzi
do wynalezienia ogolnych wyrazen na niewiadome,
objasnimy najprzdd przyktadami liczebnemi.

1-szy przyktad: Rozwigzac réwnanie:

2%+ 3y — 25
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W tym celu wynajdZmy z tego rownania warto$¢
na te niewiadoma, przy ktorsj wspdtczynnik jestmniej-
szy, jak tutaj na x\ bedzie:

« 25 2—3y

Odfaczmy z tego utamku catkowitg, oo™ nie tylko
w tym przypadku, ale zawsze bedzie mozliwe, gdyz
w mianowniku bedzie liczba mniejsza od wspdtczyn-
nika przy niewiadomej znajdujacej sie w liczni u.
Otrzymamy:

v = 12—y+ —jIT
Poniewaz x powinno by¢ catkowitem, przeto y
nalezy wybraé takie liczby catkowite, ktoreby uczy-
nity drugg strone catkowitg. A ze: 12—y jest samo
przez sie catkowitom przy kazdej wartoSci catkowity
nay, zatem powinnismy wybra¢ tylko takie wartosci

nay, przy ktérych utamek 1= " miatby warto$¢ cat-

kowita, zreszta jakgkolwiek. Czyniac wiec:

gdzie p oznacza jakgkolwiek liczbe catkowita, otizy
mamy stad:

y—1 -Pi
a podstawiajac te wartos¢ w wyrazenie na X, bedzie.
x= 11+ 3p

Czyniac:
p= emw—4 -3 —2,-1, 0 1,23,
otrzymamy:
71 51 31 li _li
2, 5 811, 14
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Wyrazenia 1—2p i 114- 3p s3 ogblnemi warto-
$ciami na te dwie niewiadome.
2-gi przyktad. Rozwigzac réwnanie:
3r—8y = 43
Wynajdujemy warto$¢ na x, gdyz przy niem
wspdtczynnik jest mniejszy; bedzie:

x— 4349
Z utamku na drugiej stronie wytgczamy catkowi-
ta; poniewaz 43 podzielone przez 3 daje na iloraz 14

i reszte 1, a 8 podzielone przez 3 daje na iloraz 2 i re-
szte 2, przeto:

*=14 + fy
Aby wartosci na x byly catkowite, powinnismy
na y wybra¢ takie liczby, przy ktérych utamek l__I(_)Zy
bytby catkowitym. Uczynmy wiec:
1+ /N = »
gdzie p' oznaczajakgkolwiek liczbe catkowitg. Otrzy-
mamy stad:

_3p—1 p—1
2 —P+

Ta ostatnia rowno$¢ pokazuje, ze abyy byto cat-
kowite, powinnismy na fi tylko takie liczby catkowite
wybiera¢, przy ktorych utamek " bytby catkowi-
tym. Czynigc wiec jeszcze:
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gdzie p jest jakgkolwiek liczbg catkowitg, bedzie:
p' = 2p+ 1-

Z tej ostatniej réwnosci widzimy, ze p' powinno
by¢ postaci 2p + 1, czyli powinno by¢ zawsze niepa-
rzyste. Podstawiajac te warto$¢ zap' w wyrazenie
nay, otrzymamy:

y= 1m3p>
a przez podstawienie wartosci nay i nap' w wyraze-
nie na *, wypadnie:
*—14+ 2(3p+1)+ 2p-+I>
czyli: *= 17+ 8p.

Podstawiajgc teraz kolejno za p wszystkie liczby
catkowite zaczynajac od 0 do + «= i do —<m otrzy-
mamy wszystkie liczby catkowite, czynigce zadosye
danemu réwnaniu. Wartosci te sg zawarte w naste-

pujacej tablicy:

»=....-2,-1. 0, 1 2 3,4....
a=,.... 1 9,17, 25,33, 41 ....
y= .3, —1, 3 5 7...

Widzimy z tej tablicy, ze rdéwnanie dane ma
nieskonczenie wielkg liczbe rozwigzan nie tylko cat-
kowitych, ale i dodatnich. Mianowicie wszystkie
wartosci na * i y odpowiadajace wartosciom dodatnim
na p, zaczynajac od 0, sg dodatnie

3-ci przyktad. Rozwigzac réwnanie:

3« + 21y — 1770.

Przy rozwigzaniu tego réwnania zwracamy uwa-
ge czytelnika na pewne uproszczenie, ktérego czesto
mozna uzy¢, i ktdre znacznie utatwia rachunki, przez
sprowadzenie zadania do liczb prostszych.
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Zaczynamy, jak zwykle, dziatanie od wynalezie-
nia wartosci na te niewiadoma, przy ktorej wspot-
czynnik jest mniejszy. Bedzie:

1770— 3L«
y = ~ AN I _____ .

W dalszym ciggu odtgczamy catkowita z tego
utamku; otrzymamy:

_ 6—10*
y= & x -)- 1
czyli:
2(3-5%*)
21
Aby wartosci catkowit6j na x odpowiadata z tego
wyrazenia warto$¢ catkowita na y, potrzeba x wybraé

y—84—*

takie, przy ktorem utamek ~ U bytby catkowi-

tym, t. j. przy ktérem licznik: 2 (3—5*) bytby podziel-
nym przez 21. A ze czynnik 2 jest pierwszym wzgle-
dem 21, przeto potrzeba aby 3—5* bylo podzielne
przez 21, t. j. aby utamek

ALil —p' (catkowitsj).

Przez opuszczenie czynnika 2 w liczniku, pierw-
szego wzgledem mianownika 21, caty utamek zostat
uproszczonym i sprowadzonym do liczb mniejszych.
Tego rodzaju uproszczenia mozna zawsze uzy¢;, mia-
nowicie jezeli przy rozwigzywaniu réwnania sposobem
kolejnego dzielenia, napotkamy taki utamek, w liczni-
ku ktorego bedzie czynnik pierwszy wzgledem miano-
whnika, to czynnik ten mozna zawsze opuscic.
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Wprowadzajac powyzsze oznaczenie do wyiaze
nia nay, bedzie:
y= 84—*+
Zrownaniazas: t p = P. otrzymujmy:
3—21p
czyli: _ 3V
*=—ip 4- 5
Aby warto$¢ na x' wypadta catkowitg, potize
top tak wybra¢, ab, utamek3 ~

Czyniac wiec:

W oalkowitym.

bedzie: X wm—4p' - p,
i: p = 3—b5p.
.Podstawiajgc warto$¢ na p w wyrazenia na a
i uotrzymamy ostatecznie:
= —12~21p,
102 — 31Pi
jako ogdlne wyrazenia na liczby catkowite, zadosy¢
czynigce danemu réwnaniu. Czynigc:
p=....-2,-1 0 1 2 3 4,.
mie¢ bedziemy: 79
-54,-33,-12, 9,30,51, <2..
i64, 133, 102, 71,40, 9,-22 ...._
dwa szeregi liczb, zawierajace wszystkie ro zwigzania.
Czytelnik bezwatpienia widzi, ze te dwa szj«regijg P
stepami arytmetycznemi z wyktadnikami 21 i
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Gdyby szto o rozwiagzania tylko dodatnie, wtedy

widocznie bylyby trzy odpowiedzi: x = 9, 30 51-
y — 71,40, 9. ’

i-ty przyktad: Rozwiazac rdwnanie:
12* + 17y - 479.
Wynajdujac warto$¢ na x, otrzymamy'
yna 4}8 17, y y

Uczynmy dalej: - 1~ Sy —p\

bedzie:
i nadto: Yool
f= — *& = 2-2p’+ +=¥,
Czyniac znowuz: 1—2 =D
otrzymamy:
y=2—2"+p"

Poniewaz 1=V ma by¢ catkowite, przeto:

1—p
p -

gdzie p jest jakagkolwiek catkowita; skad:
pr=1—2.

Podstawiajgc te wai'tos¢ wp', y i x, otrzymamy
ostatecznie ilosci x iy, wyrazone bezposrednio za po-
mocag p. Woyrazenia te beda;

x= 30+ nP,
_ y— 7—121
Algieb. Todh.
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Czyniac p kolejno réwne wszystkim liczbom cat-
kowitym, otrzymamy wartosci odpowiednie na X iy.

D= -2,—1,0, 1, 2,3
a= —4, 13,30, 47, 64,
y= 3, 19, 7,—5 17...

Mozna sie tatwo przekonaé, ze wartosci znale-
zione na X iy zadosye czynig danemu réwnaniu przy
wszystkich znaczeniach na p. Nalezy tylko podsta-
wic te wartosci wrownanie: 12*-)-17y = 479. Otrzy-
mamy:

12 (30 + 17 + 17 (7—12p) =

=360+ 12.17p+ 119—12.17p = 479.

Poniewaz wyrazy, zawierajace p znosza sie sa-
me przez sie na pierwszej stronie réwnoscig przeto
wartosci na x iy czynig zadosye danemu réwnaniu
przy jakiemkolwiek p.

Z szeregbw liczb, napisanych wyzgj, widzimy ze
dane réwnanie ma tylko dwa rozwigzania catkowite
i zarazem dodatnie, mianowicie: albo x — 19,y — 13;
albo toz: x =7, Y—SO. ) )

40*. Przyklady rozwigzane wparagrafie poprze-
dnim objasniajag dostatecznie na czem polega sposob
wynalezienia ogolnych wyrazen catkowitych na "ivy.
Mozemy sposdb ten opisaé w ogdlnosci tak:

Niech bedzie dane réwnanie:

ax+ by h N}

Gdyby wspotczynnik przy jedn$j zniewiadomych
byt rownym jednosci, wtedy odrazu rozwigzaliby$my
je, wynajdujac warto$¢ na tez niewiadomg i podsta-
wiajac kolejno za drugg niewiadomg wszystkie liczby
catkowite. Nalezy nam przedewszystkiem rozebrac¢
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ten przypadek, w ktérym ai bsgrozne od L Wiemy
juz z poprzedniego, ze rozwigzanie w liczbach catko-
witych jest tylko wtedy mozliwe, gdy aib sg pierw-
sze wzgledem siebie.

Niech wiec bedga i brézne od 1ipierwsze wzgle-
dem siebie; przypus¢my nadto, zebca. Wynajdzmy
z léwnania (1) warto$¢ na te niewiadoma, przy kté-
réj wspodtczynnik jest mniejszy; jak tutaj, podtug na-
Szego przypuszczenia, na y. Bedzie:

Podzielmy aprzez b; oznaczmy iloraz z tego dzie-
lenia przez q a reszte przez r. Gdyby k bylo takze
wieksze od b wtedy podzielmy k przez b i oznaczmy
iloraz przez m a reszte przez n. Wtedy:

a—bg+ r; k—bm+ n

Podstawiajgc te wartosci za a i k w réwnanie (2)

otrzymamy:
» bm-j-n—(bg + r)x bm—bgx  n—rx
. b - b +-&->
czyli:
y= m—gxA—"—.

Podtug zatozenia szukamy na x iy wartosci cal-
kowitych. Lecz nadajgc na x jakgkolwiek wartos¢
catkowita, otrzymamy na czes¢ m— gx wartos¢ takze
catkowita; aby wiec iy byto catkowite, potrzeba wy-

fr;ale%é takie wartosci na x, przy ktérych utamek

N bylby catkowitym. Dla tego t6z to czynimy:
n—rx
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oznaczajac przez p' jakgkolwiek liczbe catkowita. Z tej
ostatniéj rownosci wypada:

rx -j- bpl=u. @)

Cale zadanie sprowadza sie wiec wiasciwie do

rozwigzania réwnania (3), prostszego od réwnania da-

nego, gdyz b, ktére bylo mniejszom od a. jest tutaj

wspdtczynnikiem wiekszym, a n moze by¢ mniejsze

Gdyby r byto réwnem 1, wtedy zadanie bytoby
juz rozwigzane, Jezeli r>1, wowczas znajdzmy
znowuz z tego réwnania warto$¢ na x, przy ktorom
mwspdtczynnik jest mniejszy od b- bedzie:

Oznaczajac iloraz, pozostaty z podzielenia b pi zez
T gloskg g’ i reszte glosky /; iloraz za$ z podzielenia
n przez r gloska ml, a reszte gtoskg n’, mi6¢ bedziemy

jak wyzdj:

—(g'r-\-r)p _
* = 7
_ mir—qg'rp'A-ri —r'p'
fI'_ipp
czyli: *—in' qp'A —

Poniewaz za$ x ip' majg by¢ catkowite, przeto
te ostatnig liczbe nalezy tak wybra¢, aby ulamek

byt catkowitym. Z tego powodu uczynmy:

gdzie p" oznacza jakagkolwiek liczbe catkowita.

701

Stad:

re’ rp"=n (5)
i zadanie znowuz jest sprowadzone do rozwigzania ré-
whnania prostszego, niz poprzednie, gdyz r'<r. Gdy-
by tutaj wypadto r'= 1, wtedy rozwigzanie bytoby
skonczone. Lecz jezeli r’> 1, wolwczas znowuz wy-
najdzmy warto$¢ na p' (wspotczynnik bowiem przy
niem jest mniejszy); bedzie

. n—rp"

P=—viLt~>
i odkgczmy catkowity z tego utamku, co zawsze da sie
zrobi¢, gdyz r>r'. Wprowadzajagc tez same ozna-
czenia co i poprzednio, t.j. oznaczajgc przez m"in"
iloraz i reszte z podzielenia ri przez r', a przez q" i r"
iloraz i reszte z podzielenia r przez r', otrzymamy:

p' m’—qg"'p”-f---J P .

Czynimy znowuz:

skad wypada réwnanie:

r’p" A-r'p”=.vi\ (6>
ktorem konczyto by sie rozwigzanie, gdyby r" bylo
rowndm 1. Gdyby ono byto r6zném od 1, wtedy dalcj
postepowalibysmy tak samo jak poprzednio dotad,
dopoki jedna zreszt: r, r', r"... nie wypadtaby réwng
1. To nastgpi¢ koniecznie musi; gdyz, podtug zaloze-
nia, liczby a i b sg pierwszemi wzgledem siebie, a re-
szty: r, @, r" it d. sgotrzymane z takiego dziatania,
jakie wykonalibysmy, gdybysmy chcieli znales¢ dzie-
leniem najwiekszy wspolny dzielnik dlaaib. Przy-
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pusémy wiec, ze juz reszta r" jest réwng 1, co moze-
my uczynié¢, liczba dziatarh bowiem nie ma tutaj za-
dnego wptywu na bieg rozumowania. Wtedy z 16-
wnania (6) otrzymamy:
p" -- n" —r'p,
gdzie znaczki nad p" opuscilismy, jako juzdaldjnie po-
trzebne. Jezeli teraz wezmiemy pod uwage wyraze-
nia poprzednio otrzymane:
y = m —qgx -+p,
x —m —qp’ - p",
_ p' = m"— q"p"-f-p,
I p" = n" — r'p,
i podstawimy warto$¢ na p" wwyrazenie na p', naste-
pnie wartosci na p' i p" w wyrazenie na * i nakoniec
warto$ci na x i p' w wyrazenie nay, wtedy wyrazimy
obie wartosci na * iy za pomocg jednej ilosci ostat-
niej p, ktéra oznacza jakgkolwiek liczbe catkowita.
Rachunku tego nie wykonywamy tutaj, gdyz nie pro-
wadzi on do wzordw, majacych znaczenie praktyczne.
Najlepisj w kazdym przypadku sposobem wskaza-
nym postepowac tak, jak robilismy w przyktadach
rozwigzanych w poprzednim paragrafie.

41*, Zastosujemy jeszcze zasady podane wyzdj
do rozwigzania kilku zagadnien.

I-sze. Liczbe 100 podzieli¢ na takie dwie czesci,
aby jedna z nich podzielona przez 5 data na reszte 2,
a druga podzielona przez 7 data na reszte 4.

Poniewaz pierwsza z tych czesci, bedac podzie-
lona przez 5 ma da¢ w reszcie 2, przeto ta pierwsza
cze$¢ powinna byc¢ t§j postaci: 5x -f 2, gdzie & ozna-
cza jakakolwiek liczbe catkowita. | dalej: poniewaz
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druga czes¢, bedac podzielona przez 7, ma daé na re-
szte 4, przeto musi by¢ ona na t¢j postaci: 7y -(- 4
(8 12*). Obie te czesci razem wziete powinny stano-
wi¢ 100. Bedzie wiec réwnanie:
{-2-j-7y-j- 4=100, czyli:
S5«-j-7y = 94

"Nastepujacym rachunkiem, ktéry tu wykonywa-
my, bez Zzadnych objasnier, znajdujemy ostateczne
wyrazenia na x iy:

.= = 18
= 18—y+ 2125—y) ;
2 - .
5y —pi y—2—"5p,
X =16 -j- .
Tym sposobem ostateczne wyrazenia sa;
X — 164-p; y —2—5p.

Czyniac: p=..—3—2—10 1 2
otrzymamy: x= .. —5 2, 9,16, 23 30
y= ... 17, 12, 7, 2,-3,-8..

Poniewaz natura pytania wymaga oczywiscie od-
powiedzi nie tylko catkowitych, ale i dodatnich, prze-
to powinnismy z tych wartosci na x iy te tylko wy-
bra¢, ktore dajg dwie czesci szukane dodatnie, a za-
tem wartosci tylko dodatnie na x iy. Tych wartosci
jest trzy:

Xx— 2,9 16
V= 12,7, 2

Przy pierwsz0j znichx = 2, y = 12, cze$¢ pierw-

sza szukana: bx-\- 2= 12, cze$¢ druga 7y-j-4 = 88;
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przy drugidj: «=9, y—7, czesC pierwsza; 5«+2 =47,
cze$¢ druga: 7y+ 4 = 53; nakoniec przy trzecioj:
a=16, y—2, cze$¢ pierwsza: 5*-(-2 = 82, czesc
druga: 7c-f-4= 18

42*.  Zagadnienie. Znalezé takg liczbe, ktdra po-
dzielong przez 11 da na reszte 3, a podzielona przez 19
da nareszte 5.

Poniewaz liczba szukana, podzielona przez 11 ma
dac na reszte 3, pi-zeto wzgledem modutu 11 musi by¢
ona tdj postaci: 11«+ 3, gdzie « oznacza jakakol-
wiek liczbe catkowitg (8 12*). A ze taz sama liczba,
bedac podzielong przez 19 ma dac na reszte 5, przeto
musi by¢ ona takze i t6j postaci: 19y -f- 5. Poniewaz
oba wyrazenia napisane wyzej, oznaczaja jedne i tez
samg liczbe, przeto otrzymamy réwnanie:

llcc + 3 — 19y -j- 5,
czyli: 11« — 19y = 2

Rozwigzanie znajdujemy nastepujgcym rachun-

kiem:

2+ 1% , 2 + 8, 2(1+4%)
n >~ —V-r n —y~r n
Czynigc: +ﬂ = p. bedzie: x=y + 2p".
lip'—1 _ oV —ij
Dalgj: y= —4— = r+ A
Czyniac: = p", mamy:y= 2p'+ p"
idaioj: = r 4+

. . pr+ 1 .
Czynigc nakoniec: — = p, bedzie:

pr = 3p-1,
p' = p"+ V= 4p—1],
y—2@p—D+ p—1= 8@ —2+ Ip—L,
czyli: y= lip —3
Podobniez: X — 19p —5.
Ze te wartosci zadosyé czynig danemu réwnaniu,
fatwo sie przekonac przez bezposrednie podstawienie.
Oznaczajgc szukang liczbe, zadosy¢ czynigca da-
nym warunkom,gtoska N, znajdziemy wyrazenie ogol-
ne na tez liczbe, podstawiajgc albo wwyrazenie:

iv=IU + 3
warto$¢ powyzsza na «, albo tez w wyrazenie:
N= 19+ 5

wartos¢ znaleziong na*. Wykonywajac np. podsta-
wienie pierwsze otrzymamy:
N = 11 (19*—5) + 3 = 209p—52.

Do tegoz samego wypadku dojdziemy podstawiajac
warto$¢ za * w wyrazenie drugie.

Wszystkie wiec liczby takie, ktére przy dziele-
niu przez 11 dajg na reszte 3, a przy dzieleniu przez
19 dajg na reszte 5, sg zawarte w tym wzorze:

N — 209p—52.

Najmniejszg z tych liczb znajdziemy, podstawia-
jac zamiast p najmniejszg warto$¢, przy ktorsj odpo-
wiednia warto$¢ na N bedzie dodatnia. Taka warto-
Scig tutaj bedzie:p=I. Stad najmniejsza liczba, ma-
jaca wiasnosci wymienione wyzdj bedzie: 157. Oczy-
wiscie liczbatego rodzaju liczb jest nieskonczenia wiel-
ka; otrzymywac je mozemy podstawiajac za p kolejno
wartosci: 2, 3, 4.......
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43*. Zagadnienie. Handlarz kupowat konie i wo-
ty: za konia ptacit 141 rubli, za wotu za$ 99 rs.; kupit
tyle koni i tyle wotéw, ze za woly zaptacit o 18 rs.
wiec6j, anizeli za konie. Ilez kupit koni a ile woltow?

Oznaczmy liczbg kupionych wotow gloska «, a li-
czbe kupionych koni gloska y. Wtedy za konie zapta-
cit 141y, a za woly 99«. Poniewaz woty kosztowaty
0 18 rs. wiecej, anizeli konie, przeto:

99« = 141y -j- 18, czyli
9« — 141y = 18 @)

W celu rozwigzania tego rdwnania, zauwazmy
najprzod, ze -wszystkie wyrazy jego moga by¢ podzie-
lone przez 3; wykonajmy to dzielenie, przez to ré-
wnanie sie upraszcza. Pedzie:

33« — 47y — 6.
Poniewaz 33 i 6 majg wspolny czynnik 3, przeto
réwnanie mozna dal$j uprosci¢ (8 34*) czyniac:
y—3u, @
gdzie u jest nowg niewiadoma. Podstawiajgc te war-
tos¢ w réwnanie, otrzymamy.
33« - 47.3u= 6

dzielgc teraz cate rownanie przez 3, bedzie:

1« — 47« = 2 )
Z tego ostatniego réwnania otrzymujemy najprzod:
2+ 4T« ,  ,2-4-3«
*= -n =4+ -nr;
. 2+3«
czyniac zas: 1
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mamy:
4+ p’,
u— lip—2_ %’-P 2pll'_-2
czyli: u= 3p+ 2 (p=h

Poniewaz 2 jest pierwsze wzgledem 3, przeto
czynimy:

A~Y~=zp, skad:
u= 3"+ 2,
i dalej: p'=3p+lI.

Przez Kkolejne podstawiania, znajdziemy osta-
tecznie:
u lip+ 3
x= 47p +13.
Podstawiajgc za$ te warto$¢ na u wréwnanie (2),
otrzymamy:
y=33p+ 0
Czynigc teraz w tych wyrazeniach kolejno:
P= 0 1 2 3,..
otrzymamy wartosci na * i Y\

x — 13, 60, 107, 154 ....
y — 9,42, 75,108 ...

Oczywistg jest rzecza, ze zagadnienie moze mie¢
tylko odpowiedzi dodatnie, wyrazenia, znalezione wy-
20j pokazuja, ze odpowiedzitych jest nieskonczenie
wiele,—najmniejsza z nich: kupiono wotdéw 13, koni 9.
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44*,  Zagadnienie. Znales¢ taki utamek, ktoryby
355
13 dat
za licznik 1 a za mianownik iloczyn z mianownikéw
tych dwdch utamkow.

Oznaczajgc licznik szukanego utamku przez X,
a mianownik przez y, mis¢ bedziemy réwnanie:

3B 1
113y - 113y '

odjety od utamku na roznice utamek, majacy

Zni6stszy mianowniki otrzymamy:
3By — 13?= 1

Rozwigzujgc to ostatnie réwnanie sposobem wie-
lokrotnie wskazanym, znajdziemy nastepujace war-
toscina x iy.

X — 355p — 22,
y —113>— 7.

Podstawiajac za” jakiekolwiek liczby catkowite,
dodatnie lub odjemne, otrzymamy nieskoriczong liczbe
wartosci na * iy catkowitych, z ktérychbiorgc pierw-
szg za licznik, a odpowiednig drugg za mianownik
mie¢ bedziemy nieskonczong liczbe utamkoéw, zado-
sy¢ czynigcych zadanym warunkom. | tak:

gdy; p= . —2, —I1 0 1 23
wtedy: *=x —732, -377, —22, 333, 688
y —...—233, -120, — 7, 106, 219 .....
skad:
r 732 377 22 333 688

... 2337 120 7 106° 219
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Zwracamy uwage czytelnika na trzeci i czwarty
z napisanych utamkow: nalezy poréwnac¢ te wypadki
z utlamkami w § 29*.

45*  WidzieliSmy w § 36*, ze wartosci catkowi-
te na x, zadosy¢ czynigce wraz z odpowiedniemi war-
tosciami nay, réwnaniu:

ax -j- by — k,..... (1)
lub: ax — by = k,..... @

gdzie ai b sg pierwszemi wzgledem siebie, stanowig
postep roznicowy, ktorego wykladnikiem jest wspot-
czynnik przy y, wartosci za$ nay, stanowig postep
roznicowy, ktérego wyktadnikiem jest wspotczynnik
przy x, wziety ze znakiem przeciwnym. Oczywistg
jest rzecza, ze jeden i drugi postep powinny by¢ prze-
dtuzone w obie strony do nieskonczonosci.

Gdybysmy wiec znali jeden wyraz z postepu, za-
wierajgcego warto$ci na x, i odpowiedni wyraz z po-
stepu zawierajgcego wartosci nay, wtedy na zasadzie
powyzszego, moznaby bylo napisa¢ oba postepy, atym
samym odszukaé wszystkie rozwigzania. Innemi sto-
wy: jezeli mamy jedng pare wartosci, ktore, podstawione
w rownanie (1) zamiast x iy, sprawdzaja je, wtedy moze-
my odrazu napisa¢ ogélne wyrazenia na obie niewiadome,
g tym samym wynales¢ ‘wszystkie rozwigzania. Jakkol-
wiek zasada ta wyptywa bezposrednio z rozumowan
w paragrafie powotanym wyzgj, to wszakze ze wzgle-
du najéj waznos¢, dowiedziemy jej tutaj inng droga.

Przypusémy wiec, ze mamy juz dwie liczby A i 3,
ktére podstawione zamiast x iy odpowiednio, zado-
sy¢ czynig pierwszemu rownaniu (1). Aby dowiesé,
ze stad mozemy natychmiast napisa¢ ogdlne wyraze-
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nia na x iy, zauwazmy, ze:. podtug zatozenia mamy
najprzéd:

UA 4 bB= k
Odejmijmy te rownos¢, od rownania:
ax + by= k

otrzymamy:
ax —aA 4- by —bB = 0,
Czyli ax — aA — bB — by;
wytaczajac za$ na pierwszgj stronie a, a na drugiej b
za nawias, bedzie:
a(x —A)—b(B—y),

_ A b(By

skad:

@

Poniewaz A jest liczbg catkowitg i x ma byo tak-
ze catkowite, przeto i druga strona powinna byd cat-
kowita, czyli: b (B—y) powinno by¢ podzielne przez a.
A Ze bjest pierwszem wzgledem a, przeto B—y samo
przez sie powinno byd podzielne przez a (8 3*). Na-
lezy zatSm y wybrac takie, aby byto:

B—y
« =% (3>
gdzie p oznacza jakakolwiek liczbe catkowita.

Podstawiajac te warto$¢ w réwnanie (2), otrzy-
mamy:

x—A = bp,

x —A bp,
Z réwnania za$ (3) znajdziemy:
y—B —ap. (5)

skad:
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Czynigc tutaj kolejno:
P=..-2,-1,0,12,3,4...
mie¢ badziemy:
*— A—2b A—Db, A, A+b, A+26, A+3L...
y — ....B\~2a, B-j-a, B, B—a, B—2a, B—¢a....
A to dowodzi twierdzenia podanego wyzej.
Gdybysmy toz samo rozumowanie zastosowali do
réwnania:
ax—by—Kk
otrzymaliby$my na wypadki ostateczne:
x= A-j-bP, |
y — B-A-ap; \ (>
skad rozwigzania wszystkie bylyby zawarte w poste-
pach nastepujacych:

p—... -2, -1, 0, 1 2, 3.
= ... A—2b, A—b, A, A-i-b, A+26, A-\-3b ...
y — ...B—2a, B—a,B, B-\-a, B-\-2a, B-\-3a.....

46*. W tym przypadku, w ktérym zagadnienie
rozwigzywane moze mi6¢ tylko odpowiedzi dodatnie,
nalezy we wzorach (4), (5) i (6) poprzedniego para-
grafu, wybra¢ tylko takie wartosci na p, przy kto-
rych x iy wypadyby dodatnie. Piszac postepy, jak
wyz0j, fatwo wybrac te wartosci; lecz mozna takze
odrazu wynale$¢ przy jakich znaczeniach na p, x\y
bedg dodatnie rozumowaniem nastepujacom:

1-sze. Gdy dane réwnanie jest:

ax -j- by — Kk,

w ktdrom a i b sg dodatniemi, wtedy z nich wypada:
X — A _j_ bp!
y — B —ap.
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Wytaczajac na drugicj stronie pierwszoj réwno-
8ci b, na drugicj stronie drugi¢j réwnosci a, za na-

wias, bedzie:

Te ostatnie wyrazenia pokazuja, ze aby wartos¢
na x byla dodatnia, nalezy Pwybraé takie, aby byto:

p > ----f—, (gdyz b jest dodatnie).

Réwniez aby wartos¢ nay byta dodatnig, nalezy
p wybrac takie, aby bylo:

B
<=

Tym sposobem oznaczyliSmy dwie granice, pomie-
dzy ktéremi p powinno by¢ zawarte aby i x iy wy-
padty dodatnie. Stad sie pokazuje, ze liczba rozwig-
zan dodatnich w tym przypadku bedzie ograniczong;
nawet bardzo tatwo moze sie przytrafi¢, ze nie bedzie
ani jednego rozwiazania dodatniego.

2-ie. Gdy dane réwnanie jest:

ax — by = k,

wtedy wartosci na x iy sg dane wzorami:
x = A -f- bpy
y— B + ap.

Wartosci te mozna przedstawi¢ w podobny spo-
sob, jak w poprzednim przypadku, tak:
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x= b (p— VY],

y=a(p_-1)

Aby x bylo dodatne, potrzeba aby byto:
—A
p> i
aby znomuz y bylo dodatne, nalezy wybraé takie p |,
aby:

Biorgc wiec p wieksze od wiekszdj z tych
liczb: — g‘ [ ---g-otrzymywaé bedziemy wartosci na
x iy dodatnie. Liczba zatdm rozwigzan dodatnich
bedzie w tym przypadku nieograniczong.

47*. Whasnosci przyblizen utamkéw ciaglych
podajg nam tatwy sposdb ‘wynalezienia jednej pary
liczb catkowitych, ktére podstawione w dane réwna-
nie zamiast x iy, zadosy¢ mu czynig. Wiemy zas,
z paragrafu 45*, ze gdy jedng takg pare liczb catko-
witych znamy, wtedy mozemy odrazu napisa¢ wyra-
zenia ogdlne, i tym sposobem wynales¢ wszystkie
rozwigzania. Pokazemy teraz to zastosowanie teoryi
utamkow cigghych do rozwigzania rownania nieozna-
CZoNnego :

ax by—k....(Q.

W tym celu rozwinmy utamek~ na utamek cia-
gly, i wynajdZzmy wszystkie przyblizenia tegoz utamku
46

Algieb. Todh.
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ciggtego. Przedostatnie przyblizenie niech bedzie
ostatnie za$ bedzie oczywiscie réwne danemu utamkowi

zwyczajnemu ~ . Znajdzmy nastepnie réznice po-

p
miedzy  (czyli przyblizeniem ostatniem) i q ,t. 3

a P
b Q¢
Podl ug whasnosci przyblizen, doAviedzionej w § 22*,
roznica ta jest rowna utamkowi, ktérego licznikiem
jest + lub —jednos$¢, a mianownikiem: iloczyn z mia-
nownikdw tychze przyblizeh. Bedzie wiec:
a P_ +£1
b~Q~ bQ”
czyli znoszgc mianowniki:
aQ—b.P—+ 1
Pomznémy teraz obie strony tego réwnania przez
k , icziete z takim znakiem, aby po wykonaniu mnozenia
wypadto na drugiSj stronie k z takim znakiem, zjakim
wchodzi do drugi6j strony réwnania (1).
Zrobiwszy to otrzymamy:
a.Qk —b.Pkz="k.

(Znaki opuszczamy tutaj, dla nierozrézniania zbyt
wielu przypadkow).
Te ostatnig rownos¢ mozemy tak napisac:
a.«?*)+ b.(—Ph)= k
Poréwnywajac jg z rownaniem (1), widzimy ze
toz réwnanie zostaje sprawdzone przez podstawienie
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w niem zamiast x iy odpowiednio: Qk i —Pk. Dwie
te liczby przeto stanowig pierwszg pare rozwigzan,
i mozemy przyjaé, ze:

A=Z Qk- B = —Pk.

Majac za$ te wartosci, mozemy wynale$¢ wszy-
stkie rozwigzania.

48*. Przyktad. Wezmy rdéwnanie rozwia-
zane juz w 8 39*, przykiad 4-ty:

12*% + 17y = 479,

Utamek y| zamienmy na utamek ciagly; bedzie:

Znajdzmy wszystkie przyblizenia; otrzymamy:
o ! 2 5 12
1717377 +17*
Wezmy teraz rdznice pomiedzy catkowitg war-

toscig utamku ciggtego i przedostatniom przyblize-
niem; bedzie:

12 5_ 12.7-17.5 _ 84—85 —1
17 7 17.7 17.7 —17.7°
skad: 12.7—17.5= —1.

Pomndzmy obie strony tej ostatniej réwnosci
przez—479 ; otrzymamy:

12.(-7.479) + 17 .(5.479) = 479.
46
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Poréwnywajac te rébwnos¢ z danem léwnaniem
widzimy, ze liczby: - 7 x 479 i 5 X 479, podstawione
SnSSt. iy zadosyé mu czyni,, Mozemy wiec

Pt= -7 X «9= -3*3,iB= 3X «9=239%.

Ogo6lne wyrazenia zattm na * i y beda:
x = 17p—3353 ;y = —12p + 2395-

Podstawiajac za p kolejno 0,1,2-——1,-2,....
otrzymamy wszystkie rozwigzania.

Poréwnywajgc wyrazenia otrzymane o0 era
Z wyrazeniami na « iy, znalezionemi w 8§ 39* wydaje
sie, ze wartosci, jakie wyrazenia te przedstawiajg, sg
rézne. Czynigc tu bowiem:

otrzymujemy: i= ...m-«, 3336,....

Lecz roznica ta jest tylko pozorng, gdyz tak wy-
razenia § 39*, jak i wyrazenia terazniejsze przedsta-
wiajg postepy roznicowe o nieskoriczonej liczbie wy-
razow; inne czesci tych postepéw mamy przed oczyma
czynigc p= 0,1, - w wyrazeniach 839 , a inne
w paragrafie obecnym. Dosy¢ jest podstawi¢ za ™
liczbe dostatecznie wielkg w wyrazeniach: X — | tp
3853 'iy = —12p + 2395, aby otrzymac tez same wy-
razy! ktore sa napisane jako rozwigzania réwnania
danego w S 39*. Mianowicie: jezeli uczynimy p — 19C
wtedy otrzymamy: « = -4,y = 31; to jest tez same
liczby, od ktorych zaczelismy pisa¢ rozwigzania
w wymienionym tyle razy paragrafie. tatwo wyra-
zenig ,= 17p - 3363i.,j= -12, + 2395 prterowW
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na wyrazenia: X — 30-j- 17p, iy — 7 —12p. W tym
celu nalezy tylko zwrécié uwage na to, ze: 3353 =
17.199—30, i 2395 = 12 .199 + 7. Jezeli te ostatnie
wartosci podstawimy w wyrazenia powyzsze, otrzy-
mamy:
«= 17p—17.199 + 30= 17 (p—199) + 30,
y——12p+ 12X1"+ 7= -12 (p- 199 + 7.

Podstawiajgc zamiast p—199 w powyzszych wy-
razeniach jedng gloske, oznaczajgcg jakagkolwiek
liczbe catkowitg, otrzymamy wyrazenia § 39*.

49*, Gdyby dane zadanie prowadzito do réwna-
nia, zawierajacego wiecej niz dwie niewiadome, lub
gdyby byly dwa réwnania z trzema niewiadomemi
i t. d., wtedy zasady wytozone poprzednio moga byc¢
zastosowane do tych przypadkéw, jak to sie pokaze
z rozwigzania nastepujacych zadan:

Zadanie. Znalez¢ takg liczbe, ktora podzie-
lona przez 11 da na reszte 3, podzielona przez 19 da
na reszte 5, podzielona za$ przez 29 da na reszte 10.

W zagadnieniu § 42* znalezliSmy, ze liczba za-
dosy¢ czyniaca dwom pierwszym warunkom powinna
by¢ t6j postaci: N — 209p + 157. Ostatni warunek,
trzeci, wymaga nadto aby taz liczba byta téj postaci:
2V =29p'+10. Poréwnywajac te dwie wartosci,
z sobg wypada:

209p + 157 = 29p'+10,
czyli: 209p —29p'= —147.

Liczby zat¢tm pip'powinny by¢ tak dobrane,,
aby czynity zadosy¢ powyzszemu réwnaniu. Rozwig-
zujac je, ktérymkolwiek z podanych sposobdéw,, znaj-
dziemy nastepujace wartosci nap ip":
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p= 29u— 735
p'= 209 —5292,

dzie u oznacza jakakolwiek liczbe catkowitg. Pod-
stawiajac jedno z tych wyrazen, w warto$¢ odpo-
wiednig na N , otrzymamy, ze N powinno by¢ t6j po-
staci:

jV = 6061 u— 158458.

Najmniejszg z liczb, zawartych w tej postaci
otrzymamy, czynigc u— 26, skad bedzie N=4128.

50*. Zadanie. Rozwigza¢ w liczbach cal-
kowitych dwa réwnania:

2# -4y —7z= 341,
10.«-f- 4y + 9z — 473,

Wyrugujmy z tych dwoch réwnan x. W tym celu
pomnézmy pierwsze rownanie przez 5 i nastepnie
odejmijmy od niego réwnanie drugie; otrzymamy:

66y — 44z = 1232 ,
dzielac za$ obie strony przez 22, bedzie:

Oczywista jest rzecza, ze te wartosci catkowite
nay i z ktore zadosyC czynig réwnaniom danym,
muszg zadosy¢ czyni¢ i rdwnaniu (2): stosujac do tego
ostatniego znane sposoby, otrzymamy:

y=2p,z= 3p—28..... ®))
Gdyby wiec bylo dane do rozwigzania réwnanie
(2), wtedy powyzsze wyrazenia zawieraty by odpo-
wiedZz zupelng na pytanie. Lecz wartosci nayis
nietylko powinny by¢ catkowite same, ale nadto je-
szcze takie, aby przy nich i warto$¢ na x wypadia
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catkowita; i z tego powodu za p mozna wzig¢ nie
kazdg liczbe catkowita. W celu znalezienia odpo-
wiednich warto$ci nap , podstawmy wartosci nay i z
z réwnosci (3) w jedno z réwnan danych (1), np.
w pierwsze; otrzymamy:

2* -j- Tp — 145;
i ztego réwnania znajdZmy wszystkie wartosci cat-

kowite na x i p, ktore zadosy¢ mu czynig. Postepujac
znanemi sposobami znajdziemy:

x= 69-f-7p' ,p — 1 —2p\
gdzie p' oznacza jakagkolwiek liczbe catkowita. Pod-
stawiajgc teraz warto$¢ za p w réwnaniu (3), wyra-
zimy ostatecznie wszystkie trzy niewiadome x ,y iz
za pomocy liczby catkowitej dowoln$j p'. Miano-
wicie bedzie:
X= 69 7p';y=2—4p';z= —25—6p.

Czynigc w tych wyrazeniach p' rGwnem kolejno
wszystkim liczbom catkowitym od 0 do 4- oo i — oo,
otrzymamy wszystkie rozwigzania catkowite danych
rownan.

51*. GdybySmy nadto chcieli znale$¢ nietylko
wartosci catkowite ale i dodatnie, wtedy nalezatoby
wybrac tylko takie warto$ci na p', przy ktérych jedno-
cze$nie byloby:

Ip'> —69,skad: p'> —9~,
4p'< 2 , skad: p < j

6p < —25;skad: p' < — 4.
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Widzimy stad, ze jedyne wartoSci na p', ktére
czynig zadosy¢ powyzszym warunkom, sg: p— —b,

7t —81i —9. Podstawiajagc je w wyrazenia
na x, y iz, otrzymamy na te ostatnie ilosci wartosci
nastepujace:

x — 34, 27, 20. 13, 6,
y = 22, 26, 30, 34, 38,
2= 5,11, 17, 23, 29.

Gdyby dane byly trzy réwnania z czterema nie-
wiadomemi, lub cztery réwnania z piecioma nie-
wiadomomi, lub w ogole ilekolwiek rownan, w ktérych
liczb niewiadomych bytoby o jednos¢ wieksza od
liczby réwnan, wtedy w podobny sposéb postepujac,
jak w przykfadzie paragrafu poprzedniego, wyrazili-
bysmy wszystkie niewiadome za pomoca jednej liczby
catkowit6j dowolngj p, liczba tylko dziatah jakie nale-
zatoby wykonaé, bytaby wieksza.

52*. Jezeli jest jedno roéwnanie z trzema lub
wiekszg liczbe niewiadomych, lub w ogdle jezeli jest
danych m réwnar z m -\- n niewiadomemi, wtedy sto-
pien nieoznaczonosci (jezeli sie tak mozna wyrazic),
bedzie jeszcze wiekszy. Gdyby np. bylo dane jedno
réwnanie z trzema niewiadomemi, wtedy do wyraze-
nia ogolnego kazdej z niewiadomych potrzeba dwdch
ilosci dowolnych, catkowitych; w przypadku jednego
réwnania z czterema niewiadomemi potrzeba bedzie
trzech ilosci catkowitych dowolnych, it. d. Wynale-
zienie takich wyrazen ogdélnych nie przedstawia za-
dnych szczegdlnych trudnosci; nastepujacy przyktad
pokazuje, jak w takich razach nalezy postepowac:
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Bozwigzac rownanie:
10# -f-9y |- 7z= 58.... (1
w liczbach catkowitych i dodatnich. Znajdzmy war-
to$¢ na te niewiadoma, przy ktdrej wspotczynnik jest
najmniejszy, jak tutaj na 2. Bedzie:
58—9y—10#

2 = f----—-- ;

a odigczajac catkowita;

Aby warto$¢ na 2 wypadta catkowita, potrzeba
aby utamek na drugisj stronie ostatniego rownania
byt catkowitym. UczyAmy przeto:

gdzie p oznacza jakakolwiek liczbe catkowitg. Otrzy-
mamy stad:

y 2=3x=12Z2=1-,,-3,-f£ Z.

A Ze i utamek powinien by¢ takze rowny

liczbie catkowitej, przeto:

Li

it£=/,skgd: x= -p+2p\

Podstawiajac tak znaleziong warto$¢ w wyra-
zenie nay , i te ostatnig wraz z warto$cig na # w wy-
razenie na 2, otrzymamy ostatecznie wyrazenia wszy-
stkich trzech niewiadomych za pomocg dwdch liczb
catkowitych dowolnych p i p'. Bedg one takie:

X= -p-\-2p' ;y=1—2p—3p';2=74-4p-t-p'.... (2).
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Podstawiajac za. pip wszystkie liczby catkowite,
dodatnie i odjemne, znajdziemy rozwigzania.

53*. Do wyrazen og6lnych mozna takze dojs¢
i inng droga, ktdrg wskazemy na ogolnem réwnaniu:

ay-\-cz-\-du-\-....... \-mv~k ... ()
zawierajgcom n niewiadomych: @y, z . .. V.

Najprzod nalezy tu zauwazyc, ze jezeli wszystkie
wspbtczynniki: a, b, c.. . m maja jakikolwiek wspdlny
dzielnik, to i k musi by¢ podzielne przez tenze sam
dzielnik, inacz6j rozwigzanie réwnania w liczbach
catkowitych jest niemozliwe (8 32*). Podzieliwszy
obie strony réwnania przez najwiekszy wspolny dziel-
nik dlaa, b, a... mik, otrzymamy réwnanie, w kto-
rsm wspotczynniki a,b,c...m i k sg pierwszemi
wzgledem siebie; lecz moze sie przytrafi¢, ze albo
wspotczynniki a, b, c... m po dwa brane majg je-
szcze wspolne dzielniki, albo tez ze przynaimnisj dwa
z nich sg wzglednie pierwszemi. Ten ostatni przy-
padek jest najczestszym i onim tylko tutaj méwic
bedziemy. Przypusémy wiec, ze dwa wspotczynniki
a i bnie majg zadnego wspdlnego dzielnika. Prze-
noszac na druga strone imwnania (1) wszystkie wy-
razy, z wyjatkiem tych dwdch, ktére majg za wspot-
czynniki aib, otrzymamy:

ax-\-by—k—cz—du—..—mv.
Uczynmy dla krotkosci:
M—k—cz—du—. . . —tnv.
bedzie:
ax-\-by—M ... (2
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Na zasadzie tego co bylo powiedzianem w § 50*
mozemy zawsze znale$¢ dwie liczby A i B takie, ze
bedzie:

aA+bB=I-,. ..
mnozac za$ obie strony tego ostatniego réwnania
przez M, otrzymamy:
a.AMA-b .BM—M ... (3
Odejmujac rownanie (3) od réwnania (2) bedzie:
a(x—A M)A-Hy-BM)-0.
Stosujgc do tego rownania rozumowanie § 41*,
otrzymamy na ogolne rozwigzanie:
x=AMA-bw ;y=BM —aw,
gdzie w oznacza jakgkolwiek liczbe catkowits,. Pod-
stawiajac teraz w te wyrazenia zamiast M, jego war-
to$¢, znajdziemy ostatecznie:
x=zA (k—cz—du—. .. —mv)-\-bw, ,,
y—B (k—cz—du—. . .—rat)—aw. s

Tu niewiadome X i y s3 wyrazone za pomocg
ilosci catkowitdj dowolnej wi (wW—2)-ch niewiadomych
z,u...v, ktore moga takze przyjmowac dowolne zna-
czenia catkowite.

Dla objasnienia powyzszego sposobu, wezmy ro-
whnanie rozwigzane w poprzednim paragrafie:

10#+9?/+7 «=58.

Poniewaz 10 i 9 sg pierwsze wzgledem siebie,
przeto:

10.r4-9y=58—7z—M.

Dal¢j znajdujemy, ze:

10. 149 . (-1)"1
skad: 10.(M)+9.
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i nastepnie jako rozwigzania danego réwnania:

X= M-} 9w,
y ——M—10w,

czyli, podstawiajac zamiast M jego warto$¢:

e= 58—7z-j-9w, ,,
y — —584-72-10«;. BW

W wyrazeniach tych z réwnie jak i w moga prze-
biega¢ wszelkie wartosci catkowite dodatnie i od-
jemne.

Z poréwnania wyrazen (5) z wyrazeniami na
X iy poprzedniego paragrafu moznaby sadzi¢ na
pierwszy rzut oka, ze one dajg zupetnie inne rozwia-
zania, gdyz sg innej postaci. Gdyby$Smy jednak na-
pisali wszystkie odpowiedzi podtug jednych i drugich
wzordw, przekonalibySmy sie, ze one zawierajg tez
same liczby, tylko w innym porzadku. Tak np. z wzo-
row (5) przy w=0 mamy rozwigzania:

(r=58 ;y—>58;z= 0

tez same liczby otrzymamy z wzoréw (2) § poprze-
dniego, czynigc: p— —8i p — 25. GdybySmy we
wzorach (2) § 52* uczynili p—0, p'=0, wtedy byloby:

0=0 ,y—1, 2=7.

Tez same wartosci mie¢ bedziemy z wyrazen (5)t
jezeli uczynimy 2=7 , w— —L1 | tak daléj. Moznaby
zresztg ogolne wyrazenia na niewiadome przedstawic
jeszcze pod inng postacig i zawsze otrzymalibysmy
z tych wyrazen tez same rozwigzania.

Fi
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Rozbidr innych przypadkdéw rozwigzania tego
rodzaju réwnan, mianowicie gdy pomiedzy wspotczyn-
nikami «, b, ... , mnie ma dwach pierwszych wzgledem
siebie, musimy pozostawi¢ dzietom obszerniejszym.

54*,  Gdybysmy chcieli oznaczy¢ jakie wartosci
nalezy nadac na te ilosci dowolne, ktére wchodzg do
wyrazen ogolnych na niewiadome, aby wartosci
wszystkich niewiadomych wypadly dodatnie, réwniez
gdybysmy chcieli z gory oznaczyé liczbe rozwigzan
dodatnich danego réwnania o n niewiadomych, wtedy
natrafilibySmy na zadanie bez poréwnania trudniejsze
od rozwigzywanego w poprzednim paragrafie. Bez
watpienia w wielu przypadkach szczegblnych, na to
zadanie mozna dosy¢ fatwo odpowiedzie¢; lecz ogolne
zadanie jest trudne i zwigzane z zadaniem, o rozkia-
daniu liczb catkowitych na skiadniki. W przypadku
jednego réwnania z trzema niewiadomemu

cix 4~by +cz—Kk,
najtatwiejszym sposobem wynalezienia rozwigzan do-
datnich zdaje sie by¢ taki: Z danego réwnania mamy:
ax -j-by= &—cz-

W tern ostatniom réwnaniu podstawiajmy za 2
kolejno:

1,2,3,.. it d
i wynajdZmy przy kazdém podstawieniu odpowie-
dnie wartosci catkowite i dodatnie na *iy. Otrzy-
mamy tym sposobem wszystkie zadane rozwigzania.

Nakoniec zastosowanie réwnan nieoznaczonych
do rozwigzania zadan, odnoszacych sie do leguty
mieszaniny, czytelnik znajdzie dobrze wylozone
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w wybornem dziele Sfe Kramsztyka: ,,Arytmetyka
handlowa“, str. 224 § 101.

55*.  Jakkolwiek rozwigzywanie réwnan nie-
oznaczonych stopnia drugiego juz do nas nie nalezy,
wszakze ze wzgledu na to, ze w zagadnieniach egza-
minowych przytrafiajg sie niekiedy najprostsze ro-
whnania tego rodzaju, podamy tutaj kilka zadan, po-
kazujacych jak w takich przypadkach nalezy poste-
powac.

Zadanie I-sze. Znales¢ takie dwie liczby,
ktérychby iloczyn, dodany do ich sumy wynosit 79.

Oznaczajgc przez x i y liczby szukane, mamy
podtug warunkéw zadania:

(1)-xy 4-x — 79, skad:
79—xX

a nastepnie: y= —1-}

Ta ostatnia rownos¢ pokazuje nam, ze X powinno
by¢ takie, aby x-\-\ byto jednym z dzielnikéw liczby
80. Woynajdujagc wszystkie dzielniki tej ostatnigj
liczby sposobem podanym w § 10* dodatku, znajdziemy,
Zze one majg takie wartosci: 1, 2, 4,5, 8, 10, 16, 20,
40, 80; wiec otrzymamy wszystkie wartosci catkowite
na x, czynigce zadosy¢ danemu réwnaniu, przyrowny-
wajac «-j-1 kolejno do kazdego z tych dzielnikow.
Tym sposobem otrzymamy nastepujgca tablice, za-
wierajaca wartosci, rozwigzujace rownanie (1):

dzielniki ... 1,2 4,5, 8, 10, 16, 20, 40, 80,

*= 0,134, 79, 15, 19, 39, 79,
y=179 39, 19 159 7 4,3 10

Poniewaz za$ rozwigzania w drugiej potowie po-
wyzszych szeregbw powtarzajg? sie, przeto mamy
wiasciwie pie¢ roznych rozwigzan danego zadania:

jedna liczba —0, 1, 3, 4, 7
druga , =79, 39 19 15 0.

56*. W podobny do powyzszego sposéb mozna
rozwigza¢ w ogolnosci rownanie:

Xy -j-ax -J-by —k;. .. (1)

Z niego otrzymamy najprzod:

y (x-\-b) —k —ax,
a nastepnie:
—ax-\-k
y ="' '
skad odtgczajac catkowitg wypadnie:
ab -\-k

V— a X -j- b

To ostatnie wyrazenie pokazuje nam, ze x-\-b po-
winno by¢ dzielnikiem liczby ab-{-k. Jezeli wiec ro-
ztozymy liczbe ab-\-k na iloczyn dwoch czynnikow
iBtiji ostatnie rownanie (2) napiszemy w t6j postaci:

. mn
y——a\ >

wtedy, czynigc: x-\-b=m)skad: x=m—b, otrzymamy,
y = —a-\-n, czyli: —a

Dla kazdego zatém sposobu roztozenia liczby
abA-k na iloczyn dwdch czynnikbw m i n znajdziemy
dwie wartosci na x i dwie wartosci nay. Z tych roz-
wigzan jedno bedzie:

X—m—b,y—n—a,;
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drugie zas$ otrzymamy czy{ﬂazc:

x-1~b=n , skad:
X—n—>Db,y— m—a.
Roztozenia zas$ liczby ab -|-& na dwa czynniki m
i « fatwo sie znajduja, jezeli juz mamy liczbe te
rozlozong na czynniki pierwsze.
57s. Gdyby przy iloczynie niewiadomych xy
znajdowat sie jakikolwiek wspdtczynnik rézny od 1,
wtedy nalezatoby podany wyzej sposdb postepowania
zmieni¢. Mianowicie: przypusmy, ze dane rownanie
do rozwigzania jest:
axy = bx-\-cy F k...... (1)
Witedy:
bx -j—h
A ax—o
Pomndzmy obie strony tego ostatniego réwnania
przez a , bedzie:
abx-\-ak
*9 = 1n"
skad. przez odtaczenie catkowitd;:
, 1 bc-\-ah

Z wyrazenia, znajdujgcego sie na drugisj stronie
t6j rownosci, wyprowadzi¢ mozemy wniosek, ze ax—a
powinno by¢ dzielnikiom liczby be-\-ak. Jezeli wiec
licznik beca-ak przedstawimy pod postacig iloczynu
dwoich czynnikbw m n , wtedy x nalezy tak wybra¢
aby ax—c byto réwne jednemu z tychze czynnikow t. j.

ax—c—m ,Iub= n.
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Jezeli zatrzymamy uwage nasza na czynniku m ,
wtedy z rbwnosci  pierwsz0j wypada, ze x powinno
nadto czyni¢ zadosy¢ warunkowi:

m-\-c

awiec m-fc powinno by¢ podzielne przez a ,zatem
z czynnikow, na ktére mozna roztozy¢ liczbe bc-\-ak,
te tylko nalezy wybraé, ktére po dodaniu do nich ¢ .
dadzg liczby podzielne przez a. Objasnimy to przy-
ktadem:

Mech bedzie rownanie:

sxy 2x -3 -)»18;
stad najprzdd:
_ 2%+18
y ~ 5x-3
a nastepnie:
IO™-90 _ 9%
% bx—3 2+ 5x — 3"

Nalezy wiec teraz znales¢ te dzielniki liczby 96,
ktore dodane do 3 dadzg summy podzielne przez 5
Wynajdujac wszystkie dzielniki liczby 96, otrzymamy;

1 2,3, 46812 16, 24, 32, 48, %;
z nich tylko trzy, mianowicie: 2, 12, 32 majg powyzsj
przytoczong wtasnose; te trzy zatSm dzielniki moga
by¢ tutaj uzyte. Jezeli wiec:
1 5«—3= 2, wtedy: 5y=>50,
skad: «=1 ;y=1Q
2 5—3=12 ; wtedy: 5y=10,
skad: *=3 ;y— 2

Algieb. Todh.

47
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3. 5*—3= 32 ;wtedy: 5y=5,
skad: *=7 ,y=1
Poniewaz nie jest naszém zadaniem wykladac¢
teorya rownan nieoznaczonych stopnia 2-go, przeto
na tych najprostszych przypadkach ograniczamy po-
wyzszg wzmianke:
Zadania.
1) Rozwigza¢ nastepujgce rownania:
a) 8*+65y=81;0) 17*+23y=183;c)7*+10y=297;
d) 13*+I19y=1170; e) 7*+17y=408; /) 123*-f-567
yz=5028.
(@ *=2, y=1I; (&)*=R ¢/=5; () «==41,y=I;
(d; *=90;y = Q ( *=51,y = 3, (O *—4, */=8.
W tych samych réwnaniach znale$¢ wszystkie
odpowiedzi dodatnie.
2) Rozwigzac réwnania:
a) 7*-9 y—29; 0) 9*—11y=8; ¢) 19*—5 «/=119;
d) 17%—49+8=0.
(@ *=8,y=3; (6) *=7, y=5; (0 *=11. «/=18;
(d) *=37, y=13).
3) Rozwigza¢ réwnania:

(@) 5*+7y+4=56 ; (6) y=13+ " (15-*);
(c) 17*+53y—123=441—19*+15y (d) 91*=221y;

(0)86)=||3>'¥=5y+| () 17*=Ily+86; (A 89*—144
— i
' (0 11*=13y=36y—3*=133 ; (i)

58y—b6
~TI-

73*+17
19
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[(«) *=2,y=6 ;(0) *—2,y=17 ;(0) *=3 ;y=12;
@) *=17 , y—T7p;

() *=2, «/=1, (y) *=7, y=3 ; (A *—89, y=55;
() *=1y=3;

O) *=145, y=203],

4) Rozwigza¢ nastepujace uktady dwoch ro-
wnan z trzema niewiadomemi: nadto znale$¢ rozwig-
zania dodatnie:

(a)*+3y+5s=44, (b)*+y —4"=19, (C) 5*+4y +2=272;
3*+5y+7*=68; 3*+7y—82=3; 8x+9y-j-32+656:
(c) *+2y+3a=50, (d) *+y+22=17,

4* - By - 62= —66: *} 3y+42=28;
[(@) *=1,2,3,;y=6,4,2;2=56,7;(0) *=1,6, IR
16, 21, 26, 31, 36;y= 8,7,6, 54,3, 2, 1;2= 178,09,
10, 11, 12, 13, 14. (c) *=7, y=8, 2=9. (d) niema roz-

wigz. («) *=1, y=51 ;2=63J.

5) Rozwigzaé nastepujace réwnauia z trzema
niewiadomemi:

(@) 3*+5y+72=67 ; (5) 5*=7y=9« ; (0) 12*=15
y=202; (d) 17*+23y+32=200.

| @) *=15, y=3, 2=1 i t. d. rozwigzah dodatnich
bedzie 14]. § 54*.

6) Liczbe 200 roztozy¢ na takie dwie czesci,
Ze pierwsza z nich podzielona przez 6 da na reszte 5,
a druga podzielona przez 11 da na reszte 4. (185,15 ;
119, 81 ; 53. 147).

7) Znale$¢ najmniejszg z liczb, ktére podzielone
przez 28 dajg na reszte 21, a podzielone przez 19 dajg
na reszte 17 (245).

8) Znales¢ ogolne wyrazenia na liczby, ktore
bedac podzielone przez 3, 5, 7 dadzg na odpowiednie
reszty 2, 4, 6 . (105p + 104).

47-
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9) Wiedzac po 1-sze, ze summa cyfr, stanowig-
cyeh pewng liczbe trzycyfrowg wynosi 20, po 2-gie,
ze jezeli od t$j liczby odejmiemy 16 i reszte podzie-
limy przez 2, wtedy otrzymamy liczbe, ztozong z tych-
ze samych cyfr, ale napisanych w porzadku odwrotnym
znales$¢ te liczbe (974).

10) Znale$¢ utamek majacy te wiasnos¢, ze je-
zeli kazdy z jego wyrazow powiekszymy o 3, wtedy

otrzymamy uramek rowny R / %g—, j7g

11) Znale$é trzy utamki wiasciwe, stanowigce
postep arytmetyczny, ktorych mianowniki bytyby
, * 2/5 8 1N
6, 9, 18, i ktérych summa wynositaby 23-(6°9 518/

12) Summa trzech liczb dodatnich wynosi 20;
jezeli pierwszg z tych liczb pomnozymy przez 5, dru-
gg przez 8, trzecig przez 7 i iloczyny te dodamy, wte-
dy otrzymamyna summe 141. Znale$¢ te liczby: (x=I,
2,3 4 56;y=235172911 13;*= 16, 13, 10,
7,4, 1.

13) Ma kto$ kule otowiane dwojakiego rodzaju
kul, pierwszego rodzaju ma 50 sztuk i kazda z nich

wazy || tuta, kazda kula drugiego rodzaju wazy 2g-
tuta, i tych kul posiada on 25 sztuk. llez kul jedne-
go i drugiego rodzaju powinien wzig¢, aby ula¢ 40
kul, z ktérych kazda ma wazy¢ po 1 tuta? (45,

30, 15 ; 4, 12, 20).

14) Ogrodnik ma mniej niz 1000 drzew do posa-
dzenia. Jezeli je sadzi¢ bedzie rzedami tak, ze w kaz-
dym rzedzie znajdowac sie bedzie 37 sztuk, wtedy
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pozostanie mu 8 drzew; jezeli za$ sadzi¢ je bedzie rze-
dami po 43 w rzedzie, wtedy pozostanie mu 11 drzew.
llez ma drzew? (785).

15. Kto$ otrzymat ze sklepu rachunek, w kto-
rym znajdowala sie nastepujgca pozycya: ,,*) funtéw
po 2rs. 18 kop. kosztuja: *) 98 rs. 38 kop“. W miej-
scach, gdzie znajdujg sie gwiazdki (*) cyfry byly zu-
petnie nieczytelne. Pytanie jakiez tam cyfry powin-
ny by¢ napisane?

(Réwnanie do rozwigzania: (10« 4-1) w218 =
10000y-}-9838, czyli: 109«—500y = 481 ; «—9 ,y—1).

16. Utamek ";L.Eoziozyé na summe dwdch utam-
kéw, ktérych mianowniki bytyby: 819 .

17. Znales¢ n liczb catkowitych dodatnich, sta-
nowiacych postep réznicowy i takich, ze ich summa
réwna sie n2

(Rownanie do rozwigzania: 2«+ {n—1)y = 2n
Gdy n jest parzyste, wtedy pierwszy wyraz x postepu
szukanego, bedzie réwny 1, wykfadnik za$ y bedzie
rowny 2. Gdy n jest nieparzyste, wtedy pierwszy wy-

w
raz postepu bedzie —— , a wykladnik 1, lub pierwszy
wyraz 1, a wykladnik 2).

18. 180 rubli rozdzielono pomiedzy pewng liczbe
mezczyzn, kobiet i dzieci w ten sposob, ze kazdy mez-
czyzna dostat 24 rs., kazda kobieta 21rs. i kazde

dziecko 9rs. lluz bylo mezczyzn, ile kobiet a ile
dzieci?
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(Mezczyzn: 111 223475
kobiet: 1472 531 2
dzieci: 15, 8, 1,10, 3,5,7, 2).

19. Dwa postepy arytmetyczne majg jednakowe
wyrazy pierwsze; ostatni wyraz w pierwszym poste-
pie jest 39, a summa wszystkich wyrazow tegoz poste-
pu jest 207; ostatni wyraz drugiego post. 124, a sum-
ma wyrazow tegoz drugiego postepu jest 917. Znales¢
ile jest wyrazéw w kazdym postepie i jaki jest wyraz
pierwszy.

(Wyraz pierwszy 7; liczby wyrazéw 9 i 14 § 57%).

20. Dwa postepy arytmetyczne majg jednakowe
wyrazy ostatnie, W pierwszym wyraz pierwszy jest
rowny 9a summa wyrazow 25; wdrugimwyraz pierw-
szy jest 8 a summa wyrazéw 36. Znale$¢ wyraz osta-
tni i liczby wyrazéw w tych postepach.

(Liczba wyrazéw w pierwszym 2, 5, 10, 14

" w drugim 3,8 18,28 )

IV. 0 Logarytmach.

58*. Zastanawiajagc sie nad dziataniami alge-
braicznemi, przychodzimy do przekonania, ze kazde
z tych dziatan prowadzi takze do dziatania odwrotne-
go. Nastepujace rozwazanie bliz$j te rzecz objasni:

Wystawmy sobie 3 liczby a, bi o ktore s z so-
ba w pewnym zwiazku. Rozbierzmy tez takie pyta-
nie: Jakiemi dziataniami, wykonanemi na dwaoch
z tych liczb, mozemy otrzymaé liczbe trzecig? Naj-
prostszom z tych dziatan jest dodawanie; ot6z moze
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sie najprzdd przytrafi¢, ze liczba np. ¢ powstaje z do-
dania dwoch pozostatych liczb ai 6, tak, ze bedzie:
a-j-b=c

G-dybySmy teraz w przypuszczeniu, ze cjest sum-
ma dwaoch liczb ai b chcieli znale$¢ z wiadomdj tgj
summy c i jednego ze skiadnikéw, np. b, drugi skia-
dnik a. wtedy przyszlibySmy do dziatania odwrotnego
dodawania, t.j. do odejmowania. MielibySmy mia-
nowicie:

a—c—h

| poniewaz a -j- b— b -j- «, przeto toz samo dzia-
fanie, ktore nas prowadzi do znalezienia a z wiado-
mych oi b, doprowadzi nas i do znalezienia b z wiado-
mych ci a Innemi stowy: dodawanie ma tylko jedno
dziatanie odwrotne: odejmowanie. Przypadek, w kto-
rym b byloby wieksze od ¢ réwnosci: a—c—b do-
prowadzi nas do pojecia liczb odjemnych.

Nastepny sposob potgczenia dwaoch z liczb a, bi ¢
w celu otrzymania trzeciej, jest mnozenie. Mianowi-
cie: liczba np.c moze powsta¢ przez pomnozenie dwoch
liczb aibt.j.:

ab= ¢

Gdybysmy odwrotnie z wiadomegoiloczynu ci je-
dnego z mnoznikéw np. b, chcieli znale$¢ mnoznik dru-
gi a fotedy doszlibySmy do dziatania odwrotne-
go mnozenia, mianowicie dzielenia; bytoby wdwczas:

G

a—-~vanm

| tutaj, poniewaz porzagdek czynnikéw nie zmienia
wielkosci iloczynu, t. j. poniewaz ab— ba, przeto toz
.samo dziatanie stuzyto by i do znalezienia czynnika b
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z wiadomego ilo¢zynu ci drugiego czynnika a. Mno-
zenie ma wiec takze tylko jedno odwrotne dziatanie,
mianowicie dzielenie. Rozwazanie tego przypadku,
w ktorym b nie miesci sie catkowicie w ¢ prowadzi
nas do pojecia liczb utamkowych.

Nakoniec, jedna z tych liczb, np. ¢, moze by¢ wy-
padkiem podnoszenia do potgg; mianowicie: liczba ¢
moze by¢ réwna jednej z pozostatych liczb, np. a, pod-
niesionej do potegi, ktordj wyktadnikiem jest druga
liezba b. , Tym sposobem: a6—c. W t$j rébwnosci a
jest pierwiastkiem, o potega, b za$ wyktadnikiem tej
potegi.

Gdybysmy teraz odwrotnie, z wiadoms$j potegi o
chcieli znales¢ liczbe a lub b, wtedy natrafilibySmy na
dwa, zupetnie rozne dziatania, z tego mianowicie po-
wodu, ze a6nie jest wcale rowne ba. Jezeli z wiado-
mej potegi ci wyktadnika b, chcemy znales¢ pierwia-
stek a, wtedy przychodzimy do jednego dziatania od-
wrotnego wzgledem podnoszenia do poteg, mianowi-
cie: wycigganie pierwiastku. Rozwigzanie roznych
przypadkéw w tom dziataniu prowadzi nas do rozré-
Znienia ilosci rzeczywistych i urojonych; wymiernych
i niewymiernych.

Lecz jezeli chcemy w inny sposob odwréci¢ zada-
nie o podnoszeniu do poteg i zadajemy sobie pytanie:
do jaki$j potegi nalezy podnies¢ jedng z liczb danych
a, aby otrzymac drugg liczbe dang c, wtedy natrafia-
my na zupetnie innego rodzaju dziatanie od poprze-
dniego, dziatanie, ktére oddzielnego nazwiska nie
otrzymato. Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, przy-
chodzimy do rozwazania réwnan, w ktérych niewia-
doma jest wyktadnikiem. Oznaczajac te niewiado”
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ma, jak zwykle, gtoskg x, wypadnie nam w tym razie
rozwigzaé réwnanie:
a'—=¢.

Podnoszenie wiec do poteg ma dwa dziatania od-
wrotne: jedno z nich jest wycigganiem pierwiastkow;
drugie, nie majace oddzielnego nazwiska, prowadzi
nas do rownan wykladniczych, i jak to zaraz zobaczy-
my, do logarytmow.

59*. Jakkolwiek nie bedziemy tu wyktadac spo-
sobu rozwigzania rownan wyktadniczych, z tom
wszystkiSm pokazemy najprzod gtowne wiasnosci wy-
razenia wchodzacego do takich réwnan i nazwanego
w matematyce: wyr. wykladniczem. Wyrazenie to
jest takidj postaci: *x, gdzie a oznacza jakgkolwiek
liczbe statg rézng od zera i jednosci, a x moze przy-
biera¢ wszelkie wartosci: catkowite, utamkowe Ilub
niewymierne, dodatnie lub odjemne.

> Wystawmy sobie, ze podstawiamy kolejno w wy-
razenie ax zamiast * wszelkie liczby zaczynajac od
—od az do-(-od, przechodzac przez wszystkie sto-
pnie wielkosci. Wtedy otrzymamy taki szereg war-
tosci:
Przy: —CO0...—2,—1,0,1, 2, 3, 4...-)-®° »= (1)
b;dzie:.a% 00 aa’_" —al» a, a-, a3 e . (2)
Jakkolwiek a w og6lném wyrazeniu moze mis¢
znaczenie dodatnie lub odjemne, to wszakze dla celu,
jaki mamy na widoku potrzebny jest tylko ten przy-
padek, gdy a oznacza liczbe dodatnia, zreszta jaka-
kolwiek, i ten t6z tylko przypadek rozpatrywac be-
dziemy.
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W szeregu (2),- wyraz |, odpowiadajacy znacze-
niu x = O jest niezalezny od tdj wartosci szczegdlnej,
jaka moze midd «; lecz pozostate czesci tegoz szeregu
w zupetnosci zalezg od wartosci a. | pod tym wzgle-
dem nalezy rozrézni¢ dwa przypadki: gdy a> 1lub
gdy «<1.

1-sze. Gdy a> 1 Szereg (2) przedstawia wtedy
szereg liczb rosnacych od lewdj strony w prawg, nie
trudno sie przekonaé, ze liczby te, w miare tego jak
X powieksza sie nieograniczenie wzrastajg takze nie-
ograniczenie, tak ze przy x = 00 i a ma wartos¢
nieskonczenie wielka. W rzeczy samoj. jezeli a> 1,
wtedy mozemy przyjaé zea= 1 k, gdzie k oznacza
pewng ilo$¢ dodatnig. Zatdbm ax= (1 -j- K)x. Opie-
rajgc sie na wzorze jSewton’a, (8 427) mozemy powie-
dzise, ze:

1+ hf> 1+ Kk

Do powyzszej nieréwnosci mozemy dojs¢ i naste-
pnsm rozumowaniem: Poniewaz: (I+&)2= 1-}2M-2
przeto: (1+&)J;> 1+ 2k, gdyz summa 1+ 2k jest
widocznie mniejszg od 1+ 2&+ A2 Lecz mnozac obie
strony tdj nierobwnosci przez ilos¢ dodatnig 1+ Kk,
otrzymamy: (1 + K3> (1+2/«) 1+ ¥. A ze
(1+2/i)) (1+7-)= 1+ 3k+ 282 przeto iloczyn: (1+2/:)
@+ k> 1+ 3;; wiec tymbardzioj:

1+ ky> 1+ 3~

Powtarzajac toz samo rozumowanie, znajdzie-
my, ze: (1+ ky > 1+ 4Xi w ogoble przez nietrudng
indukcya otrzymamy ostatecznie nierowno$¢ napisa-
na wyzsj:

@ iy> i-fkx ?)
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Ta nierébwno$¢ pokazuje nam, ze jakkolwiek K by-
toby mate, mozemy zawsze znale$¢ na x ilo$¢ dostate-
cznie wielkg taka, ze (1 +mk)x bedzie wieksze od ka-
zdgj ilosci, jaka zechcemy pomys$lé€. Tak up. gdyby
h— 0,001 i gdybysmy chcieli znale$¢ przy jakich war-
tosciach na x wyrazenie (1 + 0,001)x bedzie wigksze
np. od 1000; wtedy nalezatoby tylko rozwigza¢ roé-
whanie:

1+ 0,001n = 1000,
z ktérego by wypadto: x = 999000,

co pokazuje ze przy x — 999000 ilos¢ (1+0,001)* >
1000, a tymbardzidj przy wigkszych warto$ciach na x.
I toz samo odnosi sie do kazddj innej wartosci na k.
*  Mozemy zatem z tego wyprowadzi¢ wniosek, ze
jezeli a> 1, wtedy wyrazy szeregu (2), zaczynajac
od wyrazu $rodkowego 1, bedg powieksza¢ sie nieo-
graniczenie, tak, Zze wartoSci x —o00, odpowiadac
bedzie warto$¢ ax— 00. Przeciwnie za$ zaczynajac
od tegoz samego wyrazu 1w lewa strone wyrazy
beda malec i to nieograniczenie, tak, ze dla x =

ax

W uwazanym zatem przypadku a wiekszego od 1,
wartosci x = 0, odpowiada ax= 1, wartosci x — 00
odpowiada & = 00, i wartosci X —— >0 odpowiada
ax — 0

2-re. Gdy a< 1, wowczas wyrazy szeregu (2)
zaczynajgc od wyrazu $redniego 1 w prawg strone
beda sie ciggle zmniejsza¢, i to nieograniczenie, tak,
ze dla x = aa, odpowiednia warto$¢: ax— 0. W rze-

czy samdj: gdy «<1, wtedy — bedzie> 1 Mo
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zerny wiec uczyni¢: — = 1+ gdzie h oznacza
pewng ilos¢ dodatnia.
Stad bedzie: a— — , inastepnieax= .

A Ze, jak to widzieliSmy w poprzednim ustepie
niniejszego paragrafu (I-j-Af zaczynajgc od x dosta-
tecznie wielkiego, rosnie nieograniczenie, tak ze staje
sie wieksze od wszelki¢j ilosci mogacgj sie pomyslec,

wiec > czyli ax, staje sie mniejszém od wszel-

kigj ilosci mogacej sie pomysleé, czyli dazy nieogra-
niczenie do 0 i przy = o0 staje sie zerem. Odwro-
tnie zaczynajac od wyrazu 1 w lewg strone wyrazy
szeregu (2) rosng i to nieograniczenie, tak ze przy

f= — oa, ax— 00.[Gdyz~ = 1--kit d.

60*. W nastepstwie przyjmiemy, zea> 1 jest
zarazem catkowite; ten jeden bowiem przypadek ma
dla nas znaczenie praktyczne. Czyniac to przypuszcze-
nie, zobaczymy teraz jakim sposobem moznaby odpo-
wiedzie¢ na pytanie: czemu sie réwna wykiadnik toj
potegi, do ktérej nalezy podnies¢ dang liczbe a, aby
otrzymac inng dang liczbe ¢ innemi stowami jak wy-
nales¢ * z réwnania:

ax= C. @

Przypuszczamy tu nadto, ze i cjest catkowite.

W celu rozwigzania tego réwnania podstawiajmy
zamiast x kolejno wszystkie liczby catkowite, zaczy-
najac od 0. Moze sie przytrafi¢, ze dojdziemy do takicj
liczby catkowitej, ktora zadosy¢ uczynt réwnaniu (1);

wtedy zadanie bedzie rozwigzane. Lecz zazwyczaj
taki¢j liczby catkowitéj nie znajdziemy, zawsze je-
dnak dojdziemy do taki¢j liczby m, ze podstawiajac ja
zamiast x w réwnanie (1), bedzie
amC ¢,
podstawiajgc za$ zamiast x nastepng liczbe catkowitg
m+ 1, otrzymamy wypadek wiekszy od ¢, czyli:
a'+i > ¢
Witedy oczywiscie prawdziwa warto$¢ na «bedzie
zawartg pomiedzy mim + 1, czyli réwnac sie bedzie
m wiecCj pewna ilos¢ mniejsza od 1. Mozemy wiec
uczynic:
X= m J_CC . @)
Podstawiajac te warto$¢ za * w rownaniu (1),
otrzymamy:

m--L

a A=c
czyli: i

ana — o
skad: i

a = E’l’

oznaczajac za$ dla krotkosci ilos¢ gtoskad bedzie:

X
ax‘* —d
nakoniec podnoszac obie strony do potegi otrzy-
mamy:
dx<= a (3
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Czyniac tu kolejno: =0, 1 2 3. itd
pizyjdziemy znowuz do takich dwoch po sobie naste-

pujacych liczb »i, i w, + 1, ze:
dnt < g,
a a.

Wartos¢ wiec x 1 bedzie zawartg pomiedzy liczba-
mi mt i m1£1; mozemy zatem uczynic:

« —mi + . @)

Podstawiajac dalgj te wartos¢ na  w réwnanie
(3 midC¢ bedziemy:

TMi+_
X* = a,
czyli:
dn.d”= a,
skad:
Czynigc dla krétkosci —/, 1 podnoszac obie
strony tego rownania do potegi x2, otrzymamy:
fx2=d (5)

z tego rownania przez kolejne podstawianie za-
miast <2 liczb catkowitych Q1,2.... znajdziemy
w dalszym ciggu dwie liczby po sobie nastepujgce
m2 i m2-j- 1 takze, Ze bedzie

[ np< d, »*2+41> .
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Wtedy mozemy uczyni€: Xx2= ¢ -j- — i t. d.,-

dziatanie to prowadzi¢ bedziemy dotad, dopoki albo
sie ono nie skonczy, albo tez dopdki nie dojdziemy do
zadanego stopnia przyblizenia. Podstawiajac teraz
warto$¢ na xI w réwnanie (2), nastepnie wartos¢ na

i t. d. wyrazimy ostatecznie warto$¢ na X, w po-
staci utamku ciggtego:

1
X—mq4+ —

m2+...

Jezeli wartosci na x, odpowiadajaca réwnaniu
(1) bedzie wymierng, wtedy utamek ten wypadnie
skonfczony; w przeciwnym razie bedzie on nieskon-
czonym, lecz z oznaczenia coraz to wiekszej liczby
utamkow czastkowych mozemy tak daleko zblizy¢ sie
do istotndj wartosci na x, jak tylko chcemy.

61*. Pozostaje nam jeszcze odpowiedzie¢ nato
pytanie, kiedy warto$¢ na x zadosy¢ czynigca réwna-
niu, w tem przypuszczeniu, ze ai ¢ sg catkowite. Aby

odpowiedzi$¢ na to pytanie, przypusémy, ze i _ L

gdzie p iqg sg liczbami catkowitemi. Podstawiajgc

te wartos¢ za x w rownanie ax= ¢, bedzie:ag — e ,
skad a?= ci. ROwno$¢ ta pokazuje, ze a*i <l skia-
dajg sie z tych samych czynnikéw pierwszych; —a ze
0? zawiera tylko te czynniki pierwsze, ktére wcho-
dzity w skiad a ' zawiera tylko te czynniki pierwsze,
ktore wchodzity w skiad c, przeto ai e powinny sie
sktada¢ z jednakowych czynnikéw pierwszych. Niech
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bedg, te czynniki r, s, t....; wtedy a~ri.sP.tt... je—
re'sP'ii'..
Réwnos¢ af =&/, zamieni sie na taka:
(r<s P t(y= (r“.sP.iT..)*
skad: rapsé N ..,z ¥Wi.$Ti ZT
Rozumowanie takie, jakiego uzyliSmy w § 8* po-
kazuje, ze kazdy z czynnikéwr, s, tit. d., powinien
wchodzi¢ jednakowg liczbe razy na obu stronach po-
wyzsz$j rownosci.  Stad wypada, ze:
ap= xq;%$=9$q;qp= fq....,

i nastepnie:
al_p _p'__p y' __p
i —q't ““e
Te ostatnie rownosci mogg by¢ tak napisane:
al i3 7 P
a P T 77

I odwrotnie: gdyby ai g po roztozeniu na czyn-
niki pierwsze, daly takie roztozenia:

a—ra.s® . fi...; 0—ra".sP f('..,
gdzie:

wtedy warto$¢ na o z réwnania ax— ¢ wypadtaby
wymierng. Gdyz czynigc wowczas:
X i ..., byloby:
Y ytony

a'—aX;p'=pa;7'="T«...
Stad dal6j mieliby$my:
a*= (ra®iT..)*= r* fWIP,
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czyli: a*= v PiTl= c

Rozumowania powyzsze pokazujg nam wiec ze,
aby x z rébwnania ax— c bylo wymierne, potrzeba'naj-
przdd: aby czynniki pierwsze, z ktdrych skiadajg sie
ai cbyly jednakowe; 2-ie aby stosunki wyktadnikéw
odpowiednich czynnikéw waiwc byty réwne.

62*. Po objasnieniach, danych w poprzednich
paragrafach, mozemy przystgpi¢ do okreslenia loga-
rytrnu i wytozenia gtéwnych jego wiasnosci. Widzie-
liSmy, ze mozna zawsze znale$¢ wartos¢ na x taka,
ktéra zadosy¢ uczyni réwnaniu:

ax— N .

gdzie a oznacza pewna stalg ilos¢ dodatnig, a Wjaka-
kolwiek liczbe.

W tem réwnaniu a nazywa sie zasadg, N liczbg
a x j$j logarytmem. To jest:

Logarytmem liczby N przy zasadzie a nazywamy wy-
kkadnik x tej potegi, do ktdrej nalezy podnies¢ zasade, aby
otrzymac liczbe dana.

Podtug tego okreslenia warto$¢ logarytmu pewnej
liczby zalezy od zasady; zbi6r logarytmow wszy-
stkich liczb, obliczonych przy pewn$j zasadzie, na-
zywa sig uktadem logarytmow przy tejze zasadzie.

Dla oznaczenia logarytmu przyjmiemy takie zna-
kowanie:

X — LogaN
ktére czyta sie tak: x réwna sie logarytmoioi liczby N
przy zasadzie a.

U spodu trzech liter poczatkowych wyrazu Lo-

garytm, pisa¢ bedziemy jako wskazowke, ilo$¢ ozna-

AlgLeb. Todh. 48
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czajacg zasade. W przypadkach, wktorych nie ma
zadnej watpliwosci oo jest zasadg oznaczenie zasady
w wyrazeniu Log( N jest zbyteczne i zazwyczaj opu-
szcza sie.  Wtedy powyzsze wyrazenie pisaé bedzie-
my tak: Log N , czytajac Logarytm N.

63*. Z powyzszego okreslenia logarytmu i z
uwagi na szeregi (1) i (2) § 59* wypada bezposrednio:

1. Zelogarytm ljest przy kazdej zasadzie ro-
wny O

2. Ze logarytm zasady jest zawsze rowny 1

3. Ze przy zasadzie wieksz$j od jednosci loga-
rytmy liczb wigkszych od jednosci sg dodatnie, loga-
rytmy zas liczb mniejszych od jednosci sg odjenme.

4. Ze w tym przypadku gdy a> 1, logarytm
nieskoriczonosci jest liczbg nieskoriczenie wielkg do-
datnig, logarytm za$ zera jest liczbg nieskoriczenie
wielkg odjenna,

5. Ze przy zasadzie mniejszej od jednosci, loga-
rytmy liczb wiekszych od jednosci sq odjenne, loga-
rytmy za$ liczb mniejszych od jednosci sg dodatnie.

6. Nakoniec, ze w tym samym przypadku, gdy
a<l, logarytm nieskoriczonosci jest liczbg nieskon-
czenie wielkg odjemng, alogarytm zera jest liczbg
nieskonczenie wielkg dodatnia.

W dalszym ciagu wykladu rozwaza¢ bedziemy
wylacznie ten przypadek, w ktorym a>I. Uzywajac
wiec oznaczen, wskazanych w poprzednim paragrafie,
mozemy wasnosci dopisro co wymienione wyrazi¢ tak:

1) Log,,1=0,

2) Logaa = |,

3) Logaoo = 00,
4) LogaO= — oo.
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64", Glowne wiasnosci logarytmow sg nastgpu-
jace:

1-sza Logarytm iloczynu rowna sie summie loga-
rytmow czynnikdw.

W rzeczy samdj: niech bedzie danych ilekolwiek
liczb: N, Aj, N ... ; oznaczmy dla krétkosci gloska x
logarytm liczby A’przy pewnej zasadzie a, podobnie
mi= LogaAj, v2=zLogaN 2... Podtug okreslenia loga-
rytmu wartodcit,  *3.... sg 0znaczone nastepujgcemi
réwnaniami, w ktorych a jest zasada:

ax= N
axd= iy,
0= Aj

Pomndzmy odpowiedniemi stronami te wszystkie

réwnania; bedzie:
ax.axl .a2.... — N. Ni .N2....
czyli: ax+ 1*+*2+ ... = N.Aj.M..

Ta ostatnia rowno$¢ pokazuje nam, ze zasade a
potrzeba podnies¢ do potegi -j-a32-(-... aby otrzy-
mac¢ iloczyn N. Aj. Aj... ; z okreSlenia wiec loga-
rytmu wypada, ze:

Loga(N . N,. N2..) = x-\-icl .., czyli
()Loga(A. Ni.N2..)=.LogaAj-Uay,, Ni-\-Loga Aj-j-..
a rownos$¢ ta wyraza nam wihasnosé, ktorsj chcieliSmy
dowiesc.

2-ga. Logarytm ilorazu jest rowny roznicy pomie-
dzy logarytmem dzielnej i logarytmem dzielnika.

Niech beda dane dwie liczby A'i Aj, ktére na-
lezy podzieli¢ w ten sposéb, ze N jest dzielng, a Aj
dzielnikiem. Dowiedziemy, ze:

48
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2 Loga r: Log« N —Log« iV,.

W tym celu oznaczmy dla krétkosci  gtoska x lo-
garytm liczby A przy pewncj zasadzie a, gtoska zas$
a, logarytm liczby A, przy tejze samyj zasadzie.
Wtedy x i x1 wypadng z rownan: (861)

A; ai = Al

Podzielmy obie strony pierwszego z tych rownan

przez odpowiednie strony réwnania drugiego; otrzy-

many:

Ta ostatnia rownoS¢ pokazuje, ze nalezy a (za-
sade) podnies¢ do potegi x—x,, aby otrzymac iloraz

—  Podtug okreslenia wiec logarytmu, x a, jest
Ai'

aze *= Log.A ;*,= Log. A, , przeto ostatecznie:
Log,, | — Loga A —Log« A,.

3-cie. Logarytm potegi jest rowny iloczynowi loga-
rytmu liczby podnoszonej do potegi przez wyktadnik potegi.
To jest: jezeli przez a oznaczymy pewne zasade
logarytmow, wtedy:
Log«(NS) = P eLog, A...
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W rzeczy samej: oznaczmy dla krétkosci gtoska
x, logarytm liczby A przy zasadzie a- wtedy x wy-
padnie z rownania:

a= A.

PodnieSmy obie strony tego réwnania do potegi
p ; bedzie:

(ax)»— Ar, czyli: (8 228)
arx— Ne '

Ta ostatnia rownoS¢ pokazuje nam, ze jezeli za-
sade a podniesiemy do potegi pes wtedy otrzymamy
liczbe Ar. Wiec px jest logarytmem liczby Nr przy
zasadzie a, czyli:

Loga(Nr)= px, albo:
Log«(Nr) = pLog«N .

4-ta. Logarytm pierwiastku jest réwny ilorazowi,,
powstatemu z podzielenia logarytmu liczby, z ktéréj wy-
ciggamy pierwiastek, przez wyktadnik pierwiastku.

Tojest: Loga(]/)v) = N = ™elog,N .

W rzeczy samgj: jezeli przez x oznaczymy loga-
rytm liczby N przy pewncj zasadzie a, wtedy toz x,
bedzie okreslone rGwnaniem:

OX= N .
Wyciggnijmy pierwiastek potegi q z obu stron
tego réwnania; otrzymamy:
VT = |/A '’ Coyli: (8 241)-

q
D= vw.
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Ta ostatnia rownos¢ pokazuje, ze x  jest loga-
rytmern liczby )/ iYprzy zasadzie a ; to jest:
Loga (1" j= f , lub nakoniec:
L°ga (I/A-) = LogaN ... {i)

65*. Wihasnosci logarytméw pokazane w para-
fie poprzednim sg wielkiej wagi, i one to sg przyczyna,
dla ktéréj dzisiaj kazdy rachunek, cokolwiek dtuzszy,
wykonywa sie za pomocg logarytméw. tatwo to
zrozumiemy, jezeli wystawimy sobie, ze przy pewndj
danej zasadzie mamyjuz obliczone logarytmy wszy-
stkich liczb i utozone w tablice w ten spasdb, ze jedna
kolumna zawidra sae liczby, druga za$ odpowiednie
im logarytmy. GdybySmy chcieli znales¢ iloczyn
ilukolwiek czynnikow, wtedy moglibysmy iloczyn ten
wynales¢ tak: odszukalibySmy najprzéd w tablicy lo-
garytmy wszystkich czynnikéw oddzielnie, nastepnie
dodaliby$Smy logarytmy: na zasadzie wasnosci l-szej
§ 64* summa tychze logarytmow bytaby rowng loga-
rytmowi iloczynu. Odszukawszy nastepnie w tablicy
liczbe, odpowiednig temu ostatniemu logarytmowi,
mielibySmy zadany iloczyn. Tym sposobem mnozenie
zostatoby sprowadzone do dziatania tego samego ro-
dzaju, ale prostszego, mianowicie do dodawania. Po-
dobniez na zasadzie drugiej wtasnosci, zamiast dzie-
lic dwie liczby dla znalezienia ich ilorazu, moglibysmy
odszuka¢ w tablicy logarytmowoj najprzéd logarytm
dzielngj. potdm logarytm dzielnika, nastepnie odjaé
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od pierwszego logarytm drugi i otrzymalibySmy lo-
garytm ilorazu. Liczba, wzieta z tablicy, odpowia-
dajaca temu ostatniemu logarytmowi, bylaby szuka-
nym ilorazem. W podobny sposéb podnoszenie do
potegi moglibySmy sprowadzi¢ do muozenia logarytmu
przez wyktadnik potegi; wycigganie za$ pierwiastku
do dzielenia logarytmu liczby, z ktéréj chcemy wy-
ciggna¢ pierwiastek, przez wyktadnik pierwiastku.

Uwazajac wiec dodawanie, mnozenie i podno-
szenie do poteg za dziatania jednego rodzaju, odejmo-
Avarie zas, dzielenie i wycigganie pierwiastkow, za
dziatania drugiego rodzaju, mozemy powiedzie¢, ze za
pomocg logarytméw dziatanie kazdego rodzaju zostaje
spiowadzone do dziatania tegoz samego rodzaju, ale
0 stopien jeden nizszego.

Z tego widzimy jak wielka wage dla utatwienia
1skrécenia rachunkow arytmetycznych majg tablice
logarytmowe, zawierajace logarytmy wszystkich liczb
przy obranej z gory zasadzie.

83 Logarytm kazddj liczby, jak to wypada
bezposrednio z samego okredlenia, zalezy od zasady.
Ot6z moze sie przytrafi¢ potrzeba przejscia z jednego
ukladu logarytméw do drugiego, to jest wypada roz-
wigza¢ zadanie: jakim spasobem, majgc juz obliczone
logarytmy wszystkich liczb przy jednej zasadzie,
znales¢ logarytmy tych liczb przy innej zasadzie. Do
rozwigzania tego pytania przyjdziemy przez nastepne
rozumowanie:

Przypusémy, ze juz mamy obliczone logarytmy
liczb przy zasadzie a :logarytm wiec pewngj liczby
7Vjest nam wiadomy. Chcemy za$ znales¢ logarytm
tojze samgj liczby N przy innej zasadzie v ; czyli ma-
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Mmy: Log, N , Szukamy za$: Log, N. Uczynmy dla
krotkosciy —LogbN ;Wtedyy nalezy oznaczyC z ro-
wnania:

bn= N .

Biorgc logarytmy obu stron tego réwnaniaprzy
zasadzie a, Otrzymamy:

V Log,, b=zLogaN ,

skad:

y=~1L "~bLogaN"
albo:

Log" ~77Lj7Z Log*N - Q)

Ta rownos¢ pokazuje nam, ze aby otrzymac loga-
rytm liczby N przy nowej zasadzie b, nalezy tylko
logarytm t6jze samdj liczby przy zasadzie dawndj a
pomnozy¢é przez czynnik staty dla catego nowego
uktadu logarytméw i réwny utamkowi, ktérego li-
cznikiem jest jednos¢, a mianownikiem logarytm za-
sady nowsj [b), wziety przy zasadzie dawndj (@). Ten

Utamek ~Logab ' przez ktdry nalezy pomnozy¢ loga-
rytmy wszystkich liczb przy zasadzie a , aby otrzy-
mac logarytmy tychze liczb przy zasadzie b, nazywa
SI€ modutem.

Dwa sg gtowne uklady logarytméw uzywane
wiachunkach. Jeden, ktérego zasada oznacza sie
przez e, nazywa sie uktadem, naturalnym; drugi ktérego
zasada jest 10 nazywa sSi€ uktadem zwyczajnym, Pier-
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wszy nazywajg jeszcze uktadem logarytméw Nepera
(od nazwiska pierwszego wynalazcy logarytmow, kto-
ry wytozyt swoje pomysty w dziele ogtoszonem w roku
1614 pod tytutlem: Mirifici Logarithmorum canonis
descriptio); drugi za$ uktadem logarytméw Briggsa
(od nazwiska profesora w Osfordzie, ktory odpowiednie
tablice logarytméw ogtosit pierwszy w r. 1624 pod
tytutem: Arithmetica logarithmica).

Zasada logarytmow naturalnych, ktéra jak to po-
wiedzieliSmy wyz¢j, oznacza sie we wszystkich ra-
chunkach przez e , jest liczbg niewymierng i wyra-
zong szeregiem nieskoriczonym:

e=1+r+1J +rT3+r2 i + ...

Obliczajgc warto$¢ przyblizong t6j ilosci znaj-
dziemy, ze: e= 2 718281828... Jest to wiec ilosE,
ktorej logarytm naturalny jest rowny 1 Jakkolwiek
zasada ta jest niewymierng, to wszakze logarytmy
liczb fatwi6j przy ni§j obliczajg sie, anizeli przy
inn¢j zasadzie. Jakim sposobem to by¢ moze, i za
pomocy, jakiego rozwazania przychodzimy do takicj
zasady logarytmow: wyktadac tu nie bedziemy, prze-
chodzi to bowiem zamiar, jaki zatozyliSmy sobie
w tym rozdziale. Wspomnimy tylko, ze w teoretycz-
nych rachunkach prawie wylgcznie natrafiamy na
logarytmy naturalne.

Podiug przyjetego wyz06j sposobu pisania loga-
rytméw, nalezatoby logarytm naturalny jakiejkolwiek
liczby N pisaC tak: LogeN. Lecz w tym razie opu-



szcza¢ bedziemy wskazéwke e , aza to pierwszg li-
tere Z pisaC bedziemy meta. Wyrazenie wiec: log N
nalezy rozumis¢ tak: logarytm naturalny N.

Drugim gtéwnym uktadem logarytméw, jest ten
ukiad, w ktorym za zasade przyjeto 10. Jego to wy-
facznie uzywamy w rachunkach praktycznych, gdyz
posiada on pewne szczegllne wdasnosci, ktére zaraz
poznamy i ktére pochodzg z tego, ze w nim zasadg
jest taz sama liczba, jaka stuzy za podstawe zwykiego
sposobu liczenia, to jest 10. Tablice logarytmowe,
zwykle uzywane, zawierajg wasnie takie logarytmy,
i ztego powodu nazywajg jeszcze logarytmy zwy-
czajne: logarytmami tablrcowemi.

Przy oznaczaniu ich, wypadatoby uzywaé takiego
sposobu znakowania: Loglo N; lecz i tutaj wskazdwke
10 opuszcza sie i pisze sie wprost: Log N. W dwoch
wiec tych ukfadach logarytméw: naturalnym i zwy-
czajnym, zasada przy pisaniu opuszcza sie; w innych
przypadkach nalezy ja zawsze pisac.

WidzieliSmy na poczatku tego paragrafu jakim
sposobem przejs¢ od jednego uktadu logarytmow do
drugiego. Stosujac réwnanie (1) do przejscia od lo-
garytmow naturalnych do logarytméw zwyczajnych,
mary:

Log N —

czyli; logarytm zwyczajny jakisjkolwiek liczby jest
rowny jej logarytmowi naturalnemu, pomnozonemu
przez utamek, ktérego licznikiem jest 1, a miano-
wnikiem logarytm naturaliny 1Q Poniewaz znale-
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ziono za pomocg rachunkéw, ktérych tu przytaczaé
nie mozemy, ze log 10=2,302 585 092..., przeto log 10 =
0,434 294 81.... Te ostatnig ilos¢ oznacza sie zwykle
gtoskg M. i jg to specyalnie nazywamy modutem lo-
garytmow. Jest wiec:

LogN — MlogN .. . (2
gdzie: M =0434

To ostatnie rownanie (2) daje nam moznos¢ zna-
lezienia logarytmu zwyczajnego, skoro logarytm na-
turalny pewngj liczby jest juz wiadomy.

Odwrotnie, gdybysmy chcieli z logarytmu zwy-
czajnego odnales¢ logarytm naturalny liczby, wtedy
z rownania (9 otrzymalibysmy:

io9 N \ Log N .

Aze:m~ %lo ' przetO: ~m — 1°9 10=2302-m
stad:  logN = 2302... LogN ___ (3

67*. W dalszym ciggu wyktadu zajmowac sie
juz bedziemy wylgcznie logarytmami zwyczajnemi,
jako jedynie uzywanemi w rachunkach liczbowych.
Poniewaz w nich za zasade ukfadu bierze sie 10, prze-
to logarytm jakiojkolwiek liczby N wypada z réwna-
nia:

10:= n .
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Podiug tego c6 bylo dowiedzione w § 61*, wy-
ktadnik x bedzie wymiernym tylko wtedy, gdy N
sktada sie z tych samych czynnikéw pierwszych co
i 10. A ze 10 — 2.5, przeto logarytmy tylko takich
liczb beda. wymierne, ktdre sie skiadajg z samych
czynnikdw 2 i 5. Og6lna postac tych liczb jest: 2*.5?.
Lecz podiug drugiego warunku 8 61*, potrzeba je-
szcze aby: y = ~ ,czyli: a= [B Stad tylko dla liczb
tej postaci: N = 2a.5“= (2.5)“, czyli dla liczb:
iV = 10“logarytmy beda wymierne. Widzimy wiec,
ze w uktadzie zwyczajnym tylko logarytmy zupetnych
poteg 10 sg wymierne', dla wszystkich pozostatych liczb
catkowitych, sg niewymierne.

Wychodzac zrownania: 10*= iV, otrzymujemy
na logarytmy catkowitych poteg 10 takie wartosci:
Logl= 0;Log10= 1;Log 100= 2 ;Log 1000= 3;...

i wogdle: Log 10“= m.

Rowniez poniewaz:
IG'1 - =0, ;10-2= 45 = 0,01 ;10-3

0,001 ;iwogole: 10-“= ~ | przeto:
Log 0,1 = —1 ;Log 0,01 = —2;Log 0,001 = —3...
it d, wogole: Log = —™
To sa jedyne logarytmy wymierne; logarytmy
wszystkich liczb pozostatych sg niewymierne.

68*. Logarytmy niewymierne moga by¢ wyra-
zone tylko w przyblizeniu. Przyblizona jwartos$¢
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kazdego logarytmu wyraza sie w utamku dziesietnym;
im wiekszej liczby cyfr dziesietnych, dokiadnie ozna-
czonych, uzyje sie do wyrazenia joj, tym stopien przy-
blizenia bedzie wiekszy. Oznaczone tak wartosci
przyblizone logarytméw liczb catkowitych, ukladajg
sie nastepnie w tablice, ktérych spos6b uzycia zaraz
poznamy.

Kazdy logarytm sktada sie z dwdch czesci: cat-
kowitej, znajdujacdj sie przed przecinkiem i cyfr dzie-
sietnych. Czes$¢ catkowita logarytmu nazywa sie je-
go cecha, cze$C dziesietna zas: mantysa. Tak np. gdy
czytamy, ze Log 5137 = 3,7107096, to w nim 8 jest ce-
cha, pozostata za$ cze$¢ utamkowa jest mantysa.
W tablicach zazwyczaj sgpomieszczo ne tylko mantysy
cechy sg opuszczone, gdyz z samego wejrzenia na da-
ng liczbe tatwo ich sie domysléé. W rzeczy samoj nie
trudno pokaza¢, ze cecha logarytmu zawiera zawsze
w sobie tyle jednosci, ile jest cyfr w czesci catkowitej dansj
liczby, mniej jedna. Gdyz skoro: Log 1=0, Log 10=1,
przeto logarytmy wszystkich liczb wiekszych od 1,
a mniejszych od 10, czyli jednocyfrowych w swoj6j
czesci catkowitej, bedg wieksze od 0, a mniejsze od 1.
Whyraza¢ sie wiec beda tak: 0 i cze$¢ dziesietna.
Cechg ich zatem bedzie 0. Podobnie: poniewaz
Log 10=1, Log 100=2, przeto logarytmy wszystkich
liczb wiekszych od 10, a mniejszych od 100 wyrazac
sie beda tak: 1 z ulamkiem dziesietnym, czyli cecha
ich bedzie 1it. d W ogole jezeli jakakolwiek li-
czba N zawiera w cyfr w swojoj czesci catkowitej,
wtedy liczba ta jest wigekszg od 10 t a mniejsza od
10*. Logarytm jej przeto bedzie wiekszy od Log
10*- 1), czyli od m—1, a mniejszy od Log (10”), czyli
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odm. Jego cze$¢ catkowita zatem, czyli cecha, be-
dzie m—1.

Np. Log 3, Log 37-, Log 3, 4928 miec beda za ce-

che o.

Log 39 ; Log 39,4 ; Log 84,56 mie¢ bedg za ce-
che 1.

Log 729 ;Log 729,6 ;Log 999,35 mie¢ bedag za
ceche 2.

Log 4973 ; Log 4973,86 i t. p., mie¢ beda za ce-
che 3 it d

69*. Majac juz dany logarytm zwyczajny jakiej-
kolwiek liczby, nietrudno znales¢ logarytm liczb dzie-
sie€, sto, tysigc i w ogolnosci 10"*razy wieksz6j lub
mniejsz¢j od liczby danej.

W rzeczy samej: przypus¢my, ze oznaczamy gto-
ska "jakgkolwiek liczbe, i ze logarytm t6j liczby,
Log iV, jest znany. Chcemy za$ znales¢: po 1-sze
Log (IOW), Log (100iV), Log (1000 N ).. i w ogolnosci

Log (10“N) ;lub, po 2-gie, Log , Log ,

Lo)/ (rao)’ iw °s@K i'» (Tfr)'

Co do 1-ego. Poniewaz logarytm iloczynu jest
rowny summie logarytméw czynnikéw, przeto bedzie:
Log (10 N) —LogN + Log 10 = LogN -f-1
Log (100N) = Log N -j- Log 100 = Log N + 2
Log (1000 N) = Log N -f Log 1000 = Log N -)- 3
itd

Log (10“N) — Log N -j-Log (10“) = Log N -4 w.
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Z powyzszych réwnosci czytamy, ze aby otrzy-
ma¢ Log (10N), nalezy do Log N doda¢ 1 :czyli
Woprost ceche logarytmu N powiekszy¢ o jednos¢ ;
podobnie aby znale$¢ Log (100 N), nalezy do cechy
Log N dodac¢ 2i t. d., w ogdlnosci, aby znales¢ Log
(10*“. N) nalezy do cechy Log A7doda¢ m.

Co do 2 go. Poniewaz logarytm ilorazu jest ro-
wny roznicy pomiedzy logarytmem dzieln6j i loga-
rytmem dzielnika, przeto:

Log 1M)“ LogN — Log 10= Log N—I1,

Lo9 [{50]| — LogN — Log 100 —Log N —2,

L°g = Lo9 N ~ Lo9 1000 —Log N — 3,
i w ogdle:
Log = Log N — Log 10— Log N — m.

Stad czytamy, ze aby znale$¢ Log , nalezy

od cechy logarytmr liczby N odjgé 1 ; aby znales¢

Log j , nalezy od cechy logarytmu liczby N od-

jac 2,i t. d., w ogole aby znale$¢ Log , nalezy

od cechy logarytmu liczby N odjg¢ m. Wiec: loga-
rytmy liczb, réznigcych sie tylko liczbg zer na koncu,
lub potozeniem przecinka, majg jednakowe mantysy,
a réznig sie tylko cechami.
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Te wilasnosci, opierajgce sie na tom, ze za za-
sade logarytmoéw stuzy taz sama liczba, ktéra jest za-
razem podstawg systematu liczenia, dajg moznos¢
znalezienia logarytmow wielu liczb z wiadomego lo-
garytmu jedns$j tylko liczby przez prostg odmiane ce-
chy. Tak np. z tablic znajdujemy, ze:

Log 2587 = 3,4127964 .

Na zasadzie pierwszs$j z dwdch powyzszych wia-
snosci bedzie:

Log 25870 = 4,4127964 ; Log 258700 = 5,4127964
i t. d; nazasadzie za$ drugi$j wtasnosci:

Log 258,7 = 2,4127964 ; Log 25,87 = 1,4127964 ,
Log 2,587 = 0,4127964.

70*. Poniewaz ulamek jest ilorazem, przeto dla
znalezienia logarytmu utamku odejmujemy logarytm
mianownika od logarytmu licznika. Oznaczywszy

jakikolwiek utamek przez p_, bedzie:

= Logp —Logq.
Jezeli ulamek bedzie niewlasciwy, t. j. jezeli
P>q,wtedy i Log p>Log g, powyzsze wyrazenie da

nam warto$¢ dodatnig na Log Lecz gdy utamek

jest wasciwy, wéwczas p<q , Log p<Log q,i z wy-
razenia: Logp-Log g otrzymamy warto$s¢ odjemng

ha Log Ze logarytmy utamkéw wiasciwych
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(przy zasadzie wieksz$j od jednosci) sg odjemne, wy-
pada to zresztg z tego, co bylo powiedziane w § 63*.

Logarytmy utamkow dziesietnych wynajdujg sie
w podobny sposob jak logarytmy utamkéw zwyczaj-
nych, t. j. przez odjecie logarytmu mianownika od lo-
garytmu licznika.

Lecz z powodu wielkiej wagi w rachunkach prak-
tycznych i czestego zastosowania, poméwimy tu 0so-
bno o réznych sposobach wyrazenia logarytmow utam-
kéw dziesietnych.

Wezmy jako przyktad utamek: 0,2587. Utamek

ten mozemy napisa¢ z mianownikiem wyraznym tak:
2587

10000 ° Podiuf zasady> stuzacej do znalezienia lo-
garytmu utamku bedzie:

Log 0,2587=Log 2587 — Log 10000 = 3,4127964—4 ;
czyli, wykonywajgc odejmowanie na drugiej stronie:
Log 0,2587 = — 0,5872036.

Podobnie znalezliby$smy:

Log 0,02587=Log 2587—Log 100000 = — 1.5872036 ;
Log 0,00258? = — 2,5872036 ;i t. d.

| tutaj widzimy, jak przy liczbach wigkszych od
jednosci, ze logarytmy tych utamkéw dziesietnych,
ktore sie roznig tylko potozeniem przecinka, majg je-
dnakowe mantysy, rézne cechy stanowig catg réznice
pomiedzy temi logarytmami. A nawet przypatrujac
sie sposobowi otrzymywania tych logarytméw mozemy
ustanowi¢ takie prawidto: Logarytm odjemny utamku

dziesietnego ma za ceche tyle jednosci, ile jest w tym
Algieb.Todh.

L
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utamku zer po przecinku przed pierwszg cyfrg zna-
czaca; za mantyse za$ cyfry, otrzymane przez odjecie
wszystkich cyfr mantysy logarytmu licznika od 9,
z wyjatkiem ostatniej cyfry z prawej strony, otrzy-
manej przez odjecie od 10 takiej ze cyfry mantysy
logarytmu licznika:

Gdy wiec: Log 2 = 0,8010300;
to: Log 0,2 — _ 0,6989700;
Log 0,02 = — 1,6979700;
Log 0,002 = — 2,6989700;
Log 0,0002 = — 3,6989700; i t. d.

Lecz logarytmy utamkéw rzadko uzywajg sie
w tej postaci, zazwyczaj nadajemy im inng, daleko
dogodniejszg do rachunku i w skutek tego prawie wy-
facznie uzywang. Wozmy jeszcze raz pod uwage
tenze sam Log 0,2587. Jest on jak wiemy rowny
3412 7964—4. Mozemy te roznice tak przedstawic.

Log 0,2587 = 3-f 0,412 7964—4 ,
czyli: Log 0,2587 = — 1+ °>412 7964’

Tutaj logarytm ten zostat przedstawiony jako
summa dwoch wyrazow, jednego odjemuego, drugiego
dodatniego; mianowicie cze$¢ catkowita jest odjemna,
czes¢ za$ ulamkowa dodatnig. Zgodzono sie pisac
razem obie te czesci odznaczajac cze$¢ odjemng zna-
kiem mniej, napisanym u géry Wten sposéb:

Log 0,2587 =1,412 7964.

Piszgc w ten sposob logarytm utamku dziesietne-
go, méwimy, ze ma on ceche odjemng, a mantyse do-
datnia.
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Podobnie postepujac znalezlibysmy:
Log 0,02587 = 3 + 0,4127964 — 5= 2,4127964,
Log 0,002587 = 3 + 0,4127964 — 6 = 3,4127964,

it d

Ten sposéb pisania logarytmu utamku dziesiet-
nego jest przewaznie uzywany; i my go w dalszyiri
ciggu wytgcznie uzywac¢ bedziemy. Widzimy z po-
wyzszych przyktadow, ze w logarytmie utamku dzie-
sietnego, majgcym ceche odjemng, a mantyse dodatnia,
cecha odjemng zawiera tyle jednosci, ile jest zer
przed pierwsza cyfrg znaczaca w utamku, wigczajgc
wto i zero na catkowita; mantysa za$ jest réwna
mantysie licznika. Mozemy sie przekona¢ za pomocag
nastepujacego rozumowania, ze to prawidto jest ogol-
ne: Przypusémy, ze mamy pewien utamek dziesietny
whasciwy p, przed pierwszg cyfrg znaczaca ktorego,
znajduje sie k zer, Arlgczajac w to i zero na catkowita.
Pomiedzy przecinkiem wiec i pierwszg cyfrg znaczaca
jest k—1 zer. Przypus¢my dalej, ze mantysa loga-
rytmu toj liczby catkowitej, jaka otrzymamy, opu-
szczajac w danym utamku przecinek, jest m. Na za-
sadzie wlasnosci, dowiedzionej w § 69*, gdziekolwiek
bysmy umiescili przecinek w tej liczbie, zawsze man-
tysa logarytmu otrzymandj liczby pozostanie taz sama
t.j. m.  Posunmy przecinek w danym utamku w pra-
wa strone tak, aby pierwsza cyfra znaczgca stata sie
catkowita; przez takie przesuniecie przecinka powie-
kszylismy utamek KP razy; nowa liczba bedzie wiec
rowng 10/;.p, mantysg w jej logarytmie bedzie m ,
cechg za$ bedzie 0, gdyz jedna tylko cyfra bedzie
w catkowitej (8 68*). Zatem:

49*
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Log (101.p) —Qm, czyli
Log (10*) + Logp=0,m,i dalgj:
k Log 10+ Logp = Qm, skad
Logp= Om k,
czyli, podtug uzytego sposobu pisania:
Logp= k, m.

Tym sposobem, majgc tablice, zawierajgce loga-
rytmy wszystkich liczb catkowitych, mozemy odrazu
bez zadnego rachunku napisa¢ logarytm kazdego
utamku dziesietnego, z cechg odjemng i mantysg do-

datnig- C

&dybyémy mieli dany logarytm catkowicie odjem-
ny utamku dziesigtnego i chcieli go przeksztatci¢ na
logarytm z cechg odjeumg, a mantysg dodatnig, wtedy
nalezatoby tak postepowac: Wezmy jako przyktad lo-
garytm poprzednio znaleziony:

Log 0,02587 = — 1,5872036.

Logarytm ten mozemy napisa¢ w ten sposob:

Log 0,02587 = — 1— 0,5872036 .

Wartos$¢ tego logarytmu oczywiscie nie zmieni
sie, gdy do niego dodamy li odejmiemy 1 ; bedzie
wtedy:

Log 0,02587 = —1—1+ 1—0,5872036 .

Wykonajmy dodawanie w dwoch pierwszych wy-
razach, a odejmowanie w dwoch drugich; otrzymamy

Log 0,02587 = —2+ 0,41279%64 , czyli:
Log 0,02587 = 2.4127964 ,
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to jest to, co znalezliSmy inng droga. Gdyby znowuz
zaszla potrzeba zamiany logarytmu z cechg odjemng
amantysg dodatnia, na logarytm catkowicie odjemny,
wtedy otrzymalibySmy zadany wypadek, przez wyko-
nanie tego odejmowania, ktore wiasciwie jest wska-
zane w logarytmie, napisanym pod tg postacia.

Tak np. przypusémy, ze:

Log 0,002587 = 3,4127964 ,
potrzeba przerobi¢ na logarytm catkowicie odjenny.
Zwrocmy tylko uwage na to, ze:
Log 0,002587=—3+0,4127964=0,4127964—3;
wykonajmy wskazane odejmowanie; otrzymamy:
Log 0,002587=—2,5872036 ,
jak poprzednio.

Jest jeszcze jeden sposdb wyrazania logarytméw
utamkow dziesietnych, dosy¢ czesto uzywany w pe-
wnych rachunkach, za pomocg tak zwanego dopetnie-
nia do 10. Przyktad najlepi6j objasni na czom prze-
ksztatcenie takie polega. WeZmy logarytm liczby
juz tyle razy uwazansj:

Log 0,002587 = 3,4127964 ;
oczywiscie pozostanie on bez zmiany, jezeli do niego
dodamy 10i odejmiemy 10. Czynigc to otrzymamy:
Log 0,002587 = — 3-+ 0,4127964 -+10—10,
czyli: Log 0,002587 = 10— 3+ 0,4127964—10,
albo jeszcze: Log 0,002587 = 7+ 0,4127964—10,
i nakoniec: Log 0,002587 = 7,4127964—10 .

W praktyce ustalit sie zwyczaj opuszczania—10 ,
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i pisania samego dopetnienia logarytmu; t. j. powyzszy
fogarytm pisze sie tak:

Log 0,002587 = 7,4127964 .

Oczywiscie zawsze nalezy w takim logarytmie,
napisanym pod postacia, catkiem dodatnig, domysle¢
sie odjemnika—10

W podobny sposéb otrzymalibySmy:

Log 0,2587 — 9,4127964—10
Log 0,02587 = 8,4127964-10
Log 0,0002587 = 6,4127964—10.

Chcac z logarytmow tak wyrazonych przejs¢ do
logarytmow z cechg odjemng i mautysg dodatnia,
nalezy tylko odja¢ 10 od odpowiedniéj cechy, nie
zmieniajgc mantysy, i roznice odjemng napisa¢ na
miejscu cechy.

Nakoniec: chcac z logarytmu catkowicie odjem-
nego przej$¢ do dopetnienia, nalezy tylko do niego do-
da¢ 10i odjac¢ 10

Gdyby w wyjatkowych wypadkach cecha odjemng
byta wieksza od 10 wtedy bierze sie dopetnienie do
A) lub do 30, lub w ogdle do takiej wielokrotnsj 10
ktéra bedzie bezposrednio wiekszg od cechy danego

Iogar%/tmu. _ o
1*. Tablice togarytmowe zawierajg logarytmy
tylko liczb catkowitych; widzieliSmy bowiem po-
przednio, ze do odszukania logarytméw liczb catko-
witych sprowadza sie wynalezienie logaiytmoéw
i liczb utamkowych.

Poniewaz nadto cechy sg zawsze tatwe do napi-
sania z samego wejrzenia na dang liczbe, przeto cechy
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zazwyczaj w tablicach logarytmowych opuszczajg sie.
Tablica wiec logarytméw zawiera z jednej strony li-
czby catkowite, z drugi za$ strony mantysy loga-
rytmow tychze liczb.

Jedne tablice od drugich réznig sie najprzéd li-
czba tych liczb catkowitych, ktorych logarytmy sa za-
mieszczone; powtdre stopniem przyblizenia, czyli liczbg
cyfr dziesietnych, do ktérych mantysy sgq doktadnie
obrachowane. Pod tym wzgledem rozrdzniajg tablice
male i wielkie. W malych tablicach znajduja sie lo-
garytmy, obliczone do 4, 5-ciu lub Gciu cyfr dziesiet-
nych, wszystkich liczb catkowitych od 1do Z0Dnaj-
wyz$j. W wielkich tablicach mantysy sg obliczone
przynajmniej do 7-miu cyfr dziesietnych doktadnych,
i wnich zawarte sg logarytmy przynajmniej pier-
wszych 100000 liczb. Do szkolnego uzytku zupetnie
wystarczajg tablice male; przypuszczamy, ze w re-
kach czytelnika znajduja sie tablice logarytméw pie-
ciocyfrowych Schlomilcha (Funfstellige logarithmiscbe
Tafeln, Braunschweig. Vieweg) lub takiez tablice La-
lande'a, wydane przez Dupuis, lub wyborne tablice
Hollel'a Tables des logarithmes a cing deeimales.
Paris, Mailet Bachelier) i t. p. Ze wzgledu na duzy
i wyrazny druk, nie meczacy oczu oddajemy pier-
wszenstwo tablicom Schlémilcha, i o nich ciggle mo-
wi¢ tu bedziemy, jakkolwiek w wielu czesciach tablic
lepszy uktad maja tablice Lalande’a—Dupuis, i Hoti-
ela

Pierwsza czes¢ tablic Schlémilcha zawiera loga-
rytmy wszystkich liczb od 1 do 10909; zawartos¢ in-
nych czesci albo objasnia sie samym tytutem, albo
tez do naszego przedmiotu nie nalezy. Pierwsza
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strona pierwszej czesci jest podzielona na 4-rv gto-
wne kolumny, z ktorych kazda cieriszg linijka jest
jeszcze podzielona na dwie kolumny; nad jedng znaj-
duje sie litera N (numerus, liczba), nad drugg litera
L (logarithmus). Pierwsza z tych dwoch kolumn za-
wiera liczby od 1 do 100 druga miesci w sobie w tych
samych wierszach logarytmy tychze liczb. Tak np.
obok liczby 79 widzimy 1,89763 ;to znaczy ze: Log
79=1.89763. Ostatnia cyfra jest podkreslong z tego
powodu: wiemy, ze logarytmy wszystkich liczb, z ma-
femi wyjatkami sg niewymierne; mantysy ich zatem
s tylko przyblizone. Istotna warto$¢ logarytmu 79
nie jest takg jak napisano wyzdj, ale cyfry za pigta
idg do nieskoriczonosci, i te ostatnie cyfry zaczynajac
od sz6stoj sg opuszczone. Otdz jezeli pierwsza z opu-
szczonych cyfr, czyli szésta wynosi mnidj niz 5, wtedy
one po prostu sie opuszczajg; jezeli zaS wynosi ona
5 lub wiecej, wtedy przy opuszczaniu ich ostatnia cy-
fra zatrzymana, powieksza sie 0 jedno$¢, a na znakr
ze ten wtasnie przypadek miat migjsce, ostatnia cyfra
zachowana podkresla sie. W powyzszym przyktadzie
wiec byto: Log 79—1,89762....; lecz pierwsza z naste-
pujacych po 2 cyfr byta albo 5, albo G.. albo 9; po-
niewaz ona zostata opuszczong wraz z nastepujacemu,
przeto dla zmniejszenia bledu napisano 3 zamiast 2.
I rzeczywiscie, w wiekszych tablicach mozemy znalesc,
ze w tym logarytmie cyfra nastepujgca po 2jest 7.

Taz sama uwaga odnosi sie do wszystkich pod-
kreslan w calj tablicy.

Kazda z nastepnych stronnic jest podzielona na
4ry kolumny. Nad pierwsza jest litera N (numerus);
zawisra ona kolejne liczby od 100 do 1090. Na po-

czatku drugiej jest litera L (logarithmus), ktéra sie
odnosi i do trzeci¢j kolumny. Obie te kolumny zawie-
rajg mantysy pieciocyfrowe logarytmow liczb. Na-
koniee nad czwartg kolumng s litery P. P. (partes
proportionales, czesci proporcyonalne); znaczenie jej
i uzytek zaraz poznamy.

W tym wierszu gdzie jest litera L , znajdujg sie
jeszcze cyfry 0, 1, 2, 34,5 67, 89. Kazda z tych
cyfr jest ostatnig cyfra liczby, ktorej trzy pierwsze
znajduja sie w kolumnie pierwszej, z nagtowkiem N .
Przyktady najlepi6j objasnig jak wyszukiwac lo-
garytm ktorejkolwiek z liczb znajdujacych sie w ta-
blicach. Przyktad. Znale$¢ Log 276.

Wiemy najprzdd ze cecha tego logarytmu jest 2T
gdyz liczba zawiera trzy cyfry. Co sie tyczy man-
tysy, to odszukujemy w kolumnie pierwszej tej liczby
276; obok niej w drugiej kolumnie pod cyfra Oznajdu-
jemy: 44091. Jest to mantysa logarytmu tejze liczby.
Bedzie wiec: Log 276=2,44091.

Gdybysmy chcieli znales¢ Log 2760, wtedy loga-
rytm szukany réznitby sie od znalezionego wyzdj
tylko cechg i mielibySmy:

Log 2760 = 344001 .
Z tego logarytmu jeszcze byloby:
Log 27,6 = 144001 ; Log 2,76 = 0,44091
Log 0,276 = 1744001 ; Log 0,0276 = 2,44001
itd

Przyktad. Znale$¢ Log 2765.
Tej liczby nie ma w kolumnie, nad kt6rg znajduje
sie gloska N ; ale znajdujemy w ni6j najprzéd liczbe
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276. W kolumnie za$ trzeciej, w szeregu nad kto-
rym znajduje sie cyfra 5 (ostatnia danej liczby 2765)
i w tym wierszu, gdzie jest w pierwszdj kolumnie 276
znajdujemy trzy cyfry 170 ; sg to trzy ostatnie cyfry
mantysy logarytmu 2765. Dwie pierwsze cyfry 44
znajduja sie w kolumnie bezposrednio lezacej pod li-
tergL. Te dwie pierwsze cyfry dla tego zostaly
opuszczone, ze powtarzajg sie one w znacznej liczbie
logarytmow liczb po sobie nastepujacych; dla oszcze-
dzenia wiec miejsca w tablicach drukujg sie tylko
przy pierwszdj z tych liczb; w nastepnych za$ opu-
szczajg sie.  Tym sposobem dwie cyfry 44 odnoszg
sie do mantys wszystkich logarytmow zawartych
w nastepnych wierszach, az do miejsca od ktdrego
dwie pierwsze cyfry mantysy beda 45, jak w to] czesci
tablicy, ktorg mamy przed oczyma, do liczby 282
Logarytm szukany bedzie wiec:
Log 2765 = 3,44170.

Nalezy tu jeszcze wspomnie¢, ze te same dwie
pierwsze cyfry 44 odnoszg sie takze do tych trzech
ostatnich cyfr w wierszu poprzednim, przed ktéremi
znajdujg sie gwiazdki: 012, 028, 044, 059 i O75.

Dalsze przyktady wprost wypisujemy bez obja-
Snien, zalecajgc wszakze czytelnikowi wyszukania
wszystkich tych logarytmow:

Log 2758 = 3,44059 ; Zoy 2819 = 3,45010 ;

Log 2823 = 345071 ;Log 2867 = 3,45/58 ;

Log 354,7 = 2,54986 ; Log 35,47— 1,54986 ;

Log 0,347 = 1,54986 ; Log 0,003547 = 3,54986 ;

Log 8318 = 3,92002 ; Log 83,18=1,92002 ;

Log 0,8318 = 1,92002 .
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72*. Uzycie tablic logarytmowych bytoby bar-
dzo ograniczone, gdybysmy mogli logarytmy tych
tylko liczb otrzymywaé, ktore sie bezpoSrednio
w tychze tablicach znajdujg. Zobaczymy jednak, ze
kazdg tablice mozna niejako rozszerzyC i otrzymac
z niej logarytmy liczb, nie znajdujgcych sie w nigj
bezposrednio, i to z takim stopniem przyblizenia, z ja-
kim cata tablica jest obliczona, pod warunkiem wszak-
ze, ze te liczby nie przechodza po za pewng granice.
Pokazemy teraz wAasnie jakim sposobem mozna dojs¢
do takiego wtracenia do tablicy nowych liczb.

W tym celu musimy najprzéd zastanowi¢ sie nad
pewnemi wkasnosciami jakie majg roznice pomiedzy
logarytmami dwoch po sobie nastepujacych liczb
w tablicy. Zauwazmy najprzod, ze na zasadzie dru-
giej whasnosci gtownej logarytméw, réznica pomiedzy
dwoma logarytmami moze by¢ zawsze przedstawiong
jako logarytm ilorazu. Wezmy trzy liczby catko-
wite nastepujace po sobie w postepie arytmetycznym,
ktérego wyktadnikiem jest r:

W, N-\-r ,iV-j- 2r;
nie trudno sie przekona¢, ze:

N+r~ N +2r m
o\ W-fr ... 1:

Nalezy tylko sprowadzi¢ te dwa utamki do jedna-
kowego mianownika, i bedzie z ukamku znajdujgcego
'sie na pierwszej stronie nieréwnosci (1).

vV 2 iVZ-2iVr-4-rs
IV (7V-fr) W(W+r)
z utamku za$ znajdujacego sie na stronie drugiej:
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N (N-\-2r) _ N2+2 2Vr
(TY-fr) — iV(iV+r) -
Poniewaz za$ widocznie:
_N*+2Nr+r°- _ N*A-2Nr

N(NA-r) > 2/(&/-fr) °

« przeto i nieréwnosé (Djest tym sposobem dowiedziona.

Jezeli teraz wezmiemy logarytmy obu stron nie-
rownosci (1), otrzymamy:

Log(NA-r)—Log iY> Log (IV-F-2n—Log (V-[~1) ... @

Pierwsza strona tej nierownosci pokazuje o ile
powieksza sie logarytm pewnsj liczby N, jezeli te
liczbe powiekszymy o pewng iloS¢ r; druga zas strona
podobnie pokazuje przyrost, jakiego doznaje logarytm
liczby N -\-r, gdy jg znowuz powiekszymy o toz samo
r.  Whasnos$¢ réznic pomiedzy logarytmami, zawartg
w nieréwnosci (3, mozemy tak wyrazic:

Jezeli liczby ‘powiekszajg sie o réwne ilosci, wtedy tym
rownym przyrostom liczb, odpowiadajg przyrosty logaryt-
moéw ciggle zmniejszajace sie.

Gdybysmy uczynili w powyzszych nieréwnosciach
r — 1, wtedy liczby N, JY-J-, iV-f-2tworzytyby sze-
reg liczb naturalnych, to jest takich, jakich logarytmy
sg pomieszczone w tablicach logarytmowych. Réznice:
Log (2V+1)- Log N ,Log (IV+2) - Log (2V+1), by-
tyby roznicami pomiedzy logarytmami po sobie naste-
pujacemi w tablicach (i dla tego czesto nazywane ro-
znicami tablicowemi): Wasnos¢ wyrazona przez nie-
réwnosé (2, zastosowana do rdznic tablicowych, po-

kazuje ze:
Log (V53— Log N > Log (iY-F-2)—Log (A& 1),

to jest, ze rdznice tablicowe po sobie nastepujace
tworzy¢ muszg szereg malejacy. tatwo to sprawdzi .
tworzac czy to za pomocg tablicy Schlomilcha, czy
t¢z jakiejkolwiek innej roznice logarytméw kolejnych,
znajdziemy ze im bardzidj posuwac sie bedziemy w ta-
blicy do coraz to wiekszych liczb, tym odpowiednie
roznice bedg mniejsze. | jezeli w pewnych czesciach
tablic znajdziemy, ze réznica nastepna jest réwna,
lub nawet niekiedy wieksza od rdznicy poprzedniej,
to pochodzi to tylko z tego, ze kazdy logarytm w ta-
blicy jest oznaczony w przyblizeniu, do 5-ciu cytr
dziesietnych, z opuszczeniem cyfr dalszych.

73*. Przechodzimy teraz do drugiej wtasnosci
réznic pomiedzy logarytmami, ktéra nas doprowadzi
do wprowadzania do tablicy liczb jakichkolwiek.
Wihasno$¢ ta polega na tem, Ze jakkolwiek roznice po-
miedzy logarytmami stajg sie coraz mniejsze, to
wszakze, w miare powiekszania sie liczb réznice te
réznig sie od siebie coraz Mioj; czyli ciagle daza do
tego, aby sta¢ sie réwnemi.

Aby pokazaé te wtasnos¢ roznic pomiedzy loga-
rytmami, weZmy pod uwage oddzielnie wyrazenia, sta-
nowigce dwie strony nieréwnosci (2) 8 72*, miano-
wicie: Log (N +r)—Log N i Log (N +2r)—Log (A-fr).
Pierwszg z tych ilosci oznaczmy gloska d , drugg zas
gltoskadt. Bedzie wiec:

d= Log (AFr) —Log N = Log ("],

[ A7 L2\
d, = Log (A'-fA) - Log {N-jr) = Log A i
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T . ATfr- N- 2r
Jezeli. zas u%amkr.—H kN -\-r sP1,0Wadzi“iy

do jednakowego mianownika, jak to uczyniliSmy w po-
przednim paragrafie, otrzymamy:

AT2j-2 NT -j-r2

d—Log £ N{N+-r) e<(l)

d _ r2Vv4+2Nrl 2

X L9 [ N(N+r)J5 @
Odejmijmy teraz od réwnosci (1) réwnos¢ (2):

bedzie:

[-A72-2 NrA-r2 L TiVZ-2Nr1

e Y (720 R TR

a ze réznica logarytméw jest rowna logarytmowi ilo-
razu, przeto:

A2 14 14

czyli: d—d= Log | A2+ AR )

Poniewaz w utamku AR)- a7ficznik jest staty,

a mianownik w miare powiekszenia sie liczby A'fcia-
gle sie powieksza, przeto widoczng jest rzecza, ze
utamek ten, a zatSm i cate wyrazenie na drugiej stro-
nie rownosci (3) ustawicznie sie zmniejsza. Jezeli
w wyrazeniu (3) zamiast r podstawimy jednos¢, wtedy /
d i dl wyraza¢ bedg roznice tablicowe. Réwnanie (3)
pokazuje, ze roznica pomiedzy dwiema roznicami ta-
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blicowemi jest mniejsza od takiejze rdznicy popize-

dzajacoj.
aﬁ?(r:lor{emi stowy: roéznice pomiedzy réznicami tablico-
wimi ciggle mmalejg w miare posuwania si¢ coraz dalej
io tablicy.
Jako przyktad wezmy kilka po sohie nastepuja-
cych logarytméw w tablicy siedmiocyfronej;

d d—dl
Log 306=2.4857214

Log 307=2.4871384 014170 }0,0000047

j0,0014123
Log 308=2.4885507 10,

§0,0014078
Log 309=2.4899585

Z wypisanych powyzej liezb widzimy: 1-sze ze
roznice d pomiedzy dwoma po sobie nastepujacemi to-
garytmami stajq sie coraz mniejsze, i po 2ie ze ro-
znice d—d, pomiedzy niemi takze maleja.

Jezeli wiec posuwal sie bedziemy w tablicy
siedmiocyfrowej przechodzac, do coraz to wigkszych
liczb, wtedy poniewaz r6znica pomiedzy réznicami ta-
blicowemi dwbch nastepujacych po sobie logarytméw,
stajg sie ciggle coraz to mniejsza, dojé¢ musimy do
takiej czesci tablicy, w ktorgj taz rdznica bedzie
FHHIBE% 8:9 100D czyli od jednostki dzie-
sietndj siodmego rzedu. Woéwczas w tej czesci ta-
blicy przy rownych przyrostkach liczb, i odpowiednie
przyrostki logarytmow przedstawiaé sie bedg jako

ilosci rdwne; gdyz logarytmy obliczone sg dokfadnie
do siedmiu cyfr dziesietnych, a rdznice pomiedzy 16-
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znicami wyrazaC sie bedg dopiero co najwyzej
w Gsmych cyfrach dziesietnych. Toz samo oczywiscie
stosuje sie i do tablic zawierajgcych mniejszg liczbe
cyfr dziesietnych; w nich wczesnigj nastgpi ta ré-
wWnosC przyrostkow.

74*. Z poprzednich rozumowan wypada wiec, ze
jezeli pomiedzy dwie liczby nastepujgce po sobie w tej
czescei tablicy, w ktorej juz roznice pomiedzy dwoma
nastepujacemi po sobie logarytmami sg rowne, wsta-
wimy liczby, z ktérych kazda nastepna réwna sie po-
przedniej, powiekszonej o jedne i tez samg ilos¢
mniejsza od 1, np. 0 Q1 , wtedy réznice tablicowe, po-
miedzy logarytmami odpowiadajagcemi tym liczbom
beda tym bardziej rowne. Stad wyprowadzamy ten
wazny wniosek:

W tej czesci tablicy, w ktorej dwie rdznice tablicowe
po sobie nastepujgce sg réwne, przyrostkom liczb réwnym,
lecz mniejszym od jednosci, odpowiadajg rdwne przyrostki
logarytméw, lub wyrazajac sie krocej, roznice pomiedzy
liczbami sg proporcyonalne do réznic pomiedzy odpowie-
dniemi logarytmami.

Eozumowania poprzednie pokazuja, ze wniosek
ten jest tylko przyblizonym; ale stopien przyblizenia
jest taki sam, z jakim sg obliczone tablice logaryt-
mowe.

75*. Mozemy teraz pokazaC, jakim sposobem
znaleSe z tablic logarytm takioj liczby, ktdra bezpo-
$rednio w tablicach nie znajduje sie.

l-sze Przypusémy, ze chcemy znale$¢ logarytm
liczby 4885,3.

W tablicy Schlémilcha znajdujemy logarytmy
liczb 4385 i 4386. Mianowicie:
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Log 4385 = 3,69197 ,
Log 4386 = 3,64207 ;
réznica pomiedzy niemi — QGOOIO

Liczba dana jest o 0,3 wieksza od liczby 4385 ;
gdyby$my znaleZli o ile sie powieksza logarytm liczby
4385, wtedy gdy sama liczba powieksza sie 0 013 wo-
wczas dodajac te ostatnig ilos¢ do logarytmu: 3,64197
otrzymaliby$my logarytm zgdany. Poniewaz przy po-
wiekszeniu liczby 4385 o 1 logarytm w toj czesci ta-
blicy powieksza sie 0 0,00010, przeto, oznaczajac przez
* to powiekszenie jakiego dozna tenze logarytm, wte-
dy gdy liczbe powiekszymy tylko o 0,3, na zasadzie
paragrafu poprzedzajacego mozemy utozy¢ nastepna
proporcya:

a: 0,00010= 0,3:1,
skad: 0,00010+0,3 0,00003.

Przyrostek logarytmu wiec, odpowiadajgcy puzy-
rastkowfliczby réwnemu 0.8 jest 0,00003. JDod»»c
OT do 7,00 4885, czyli do 3,64197, otrzymamy 3,64200
jako logarytm liczby 4385,3. Bedzie wiec:

Log 4385,3 = 3,64200 .

Poniewaz wszystkie logarytmy w catéj tablicy sg
Obliczone do pieciu cyfr dziesietnych, a zatemi réznice
pomiedzy niemi sg zawsze wyrazone  czesciach s
tysigcznych, przeto zazwyczaj mianowniki, zeia i pi
cinki opuszczajg sie przy obliczaniu tych przyrostkow,
pamiegtajac wszakze, ze mamy tu do czynienia z cze-
Sciami stutysigcznemi, ze zatSmto co Postawia sie
w ostatecznym wypadku jako liczba catkowita jest

Algieb. Todh.
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czescig stutysigczng. Podiug tego wiec powyzsza
proporcya tak sie napisze:

* 10=0,3:1;
skad: x— 3.

W celu ulatwienia wynajdywania takich loga-
rytniow, ktére sie nie znajdujg “wtablicy, umieszczo-
najest w nigj na kazdg stronnicy kolumna z napisem
nad nig p. p-, to jest: ,,czesci proporcyonalneli. W g
kolumnie dla kazdej z réznic tablicowych, przytrafia-
jacych sie na danej stronnicy, sgjuz obliczone przy-
rostki logarytméw, odpowiednie roznym przyrostkom
liczb. Tak np. na stronnicy 13 tablic Scklomilcha
wkolumnie p. p. znajdujemy jako nagtowki napisane
dwie liczby 101 9. Sg to rdznice tablicowe pomiedzy
logarytmami na tej stronnicy, z opuszczeniem miano-
wnikow. Pod nagtowkiem 10 z lewej strony napisane
liczby sa przyrostkami liczb, z opuszczeniem w nich
mianownikow 10 wiec: 1 oznacza Q1 ; 2 oznacza Q2
i t. d,z prawej zas strony linii pionowej odpowiednie
przyrostki logarytméw. Wprost 3, oznaczajacych
0,3 znajdujemy 3,0 ;i to jest przyrostkiem logarytmu,
odpowiadajgcych przyrostkowi liczby 0,3, wyrazonym
w czesciach stutysigcznych.

2gi przykfad. Przypus¢my teraz, ze chcemy zna-
les¢ logarytm liczby 4385,37. \Wynajdujemy z tablic
Log 4385= 364197 ; rdznice pomiedzy nastepnym
nie i tym logarytmem mozemy znale$¢ na pamieC,
wypisujac drugiego logarytmu: bedzie to znalezione
w poprzednim przyktadzie 10; nastepnie z proporcyi:

«:10= 0,37: 1,
otrzymujemy: x = 37
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W ¢ wartosci na .? catkowita 3 oznacza stuty-
sigczne czescl; 7 zas czesci milionowe. Poniewaz uzy-
wane przez nas tablice dochodzg tylko do czesci stuty-
sigcznych, przeto milionowe opuszczamy; — ale ponie-
waz jest ichwiecoj, anizeli potowa stutysiacznej, zatem
cyfre zatrzymang 3 powiekszamy o 1 Na odpowiedni
przyrostek logarytmowy otrzymamy tym sposobem
4. Dodajac go do Log 4385, znajdziemy w koncu:

Log 438537 = 3,64201 .

MoglibySmy proporcyi powyzszej nie ukfadac,
majac przed oczyma kolumne p. p. Poprawke iega-
rytmowg dla 0,3 mamy w ni¢j bezposrednio napisang;
jest ona 3. Go sie zas tyczy 0,37, to poniewaz 0,37=
0,3-j- 0,07, przeto do powyzszego przyrostku 3, nalezy
dodac jeszcze przyrostek, odpowiadajacy 0,07. Jak-
kolwiek nie mamy go bezposrednio w tablicy, to
wszakze manmy tam przyrostek, odpowiadajacy 0,7
jest on 7. Dla 0,07 bedzie wiec on 10 razy mniej-
szy. t. j. bedzie= 0,7. Dodajac te ostatnig ilos¢ do
3, otrzymamy na catkowity przyrostek, 3,7, z ktorym
nalezy postapi¢ tak, jak bytlo pokazane wyzdj. Ra-
chunek sam zwykle rozktadamy w nastepny sposob:

Log 4385 = 364197
03 ... 3
007 .... 07
Log 438537 = 3,64201."'
3-ci przyktad. Znale$¢ Log 30594. Wykony-
wamy tu calg robote bez zadnych objasnien:
Log 3059 = 348558,
Log 3060 = 348572
~1 14
roznica pomiedzy liczbami .... réznica tablicowa.
50%
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*:14=04:1;
x —56=6

Log 30594 = 348564 .
Lub, z uzyciem kolumny ,,czesci proporcjonalne®.

Log 3059 = 3,48558
04....... 5,6
Log 30594 = 3,48564. —

Czytelnik sam obliczy podiug powyzszych wzo-
row nastepujace logarytmy, ktére podajemy dla
wprawy:

Log 1387,2= 3.14214 : Log 27438 = 3,43835;

Log 5129,4= 371007 ;Log 8976,5= 3,95310.

76*. Zasady wylozone w poprzednim paragrafie
daja nam moznos$¢ wynalezienia logarytmu  jakiejkol-
wiek liczby. Nastepne przyktady najlepiej rzecz wy-
asnia:

. ?—szy przyktad. Znales¢ logarytm liczby 24567.

Liczby t§j w tablicach nie znajdujemy, gdyz roz-
ciggaja sie one tylko do 10909. Lecz sposobemwyto-
zonym poprzednio, mozemy znale$¢ logarytm liczby
2456,7 , otrzymandj przez odciecie przecinkiem jedndj
cyfry, tak, ze to co pozostato przed przecinkiem znaj-
duje sie w tablicach. Postepujgc znanym spasobem,
otrzymamy:

Log 2456,7 = 3,39035 .

A poniewaz liczba dana 24567 jest 10 razy wiek-
szg od 2456,7, przeto logarytm j6j miS¢ bedzie tez
samg mantyse, ceche za$ wiekszg 0 1 Znajdziemy
zatem ostatecznie:
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Log 24567 — 4,39035.
2-gi przyktad. Znales¢ logarytm liczby 3,5786.
Jakkolwiek dana liczba jest zawarta pomiedzy
3i 4 to wszakze nie bedziemy brali tutaj logarytmu
3i dodawali do niego przyrostku proporcyonalnego
do 0,5786 , gdyz w t$j czesci tablicy roznice tablicowe
sg dalekie od rownosci, a zasada proporcyonalnosci
przyrostkéw liczb do przyrostkéw logarytmdéw dopiero
wtedy moze by¢ stosowang, gdy réznice tablicowe sg
rowne (8 74*). Przez przesunigcie przecinka w prawg
strone o trzy cyfry, otrzymamy liczbe 35786 , ktorgj
logarytm mie¢ bedzie tez samg mantyse co i logaiytm
liczby 35786 ;i ktorej czes¢ catkowita 3578 przy-
pada bedzie w tg czesci tablicy, do ktorej z wie-
kszém przyblizeniem mozna zastosowaé zasade czesci
proporcyonalnych. Poniewaz Log 3578 = 3,55364, ro-
Znica tablicowa jest 12, a przyrostek logarytmowy,
odpowiedni przyrostkowi liczby 0,6 jest 7,2, przeto
otrzymarmy:
Log 3578,6 = 3,55371 .
A zatdm ostatecznie bedzie:
Log 3,5786= 355371 3, czyli
Log 35786 = 0,55371.

W ogdle przy wynajdywaniu logarytmu liczby
nie znajdujacdj sie bezposrednio w tablicy nalezy za-
wsze zaczaé dziatanie od umieszczenia przecinka
w ni6j w ten spasdb, aby z lewdj strony na catkowitg
byta odcietg najwieksza liczba, jaka znajduje sie je-
szcze W tablic¥. » _ 0761.94

3-ci przykKtad. ZnaleS¢ logarytm liczby 879351.
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Odcinajgc przecinkiem z lewsj strony najwieksza
liczbe, jakiej logarytm znajduje sie w tablicach,
otrzymamy 8793,57,

Dodajac do logarytmu liczby 8793, to jest do
3,94414 poprawke odpowiednig utamkowi 057, ktéra
jest 3 (doktadnisj 2,85), mide bedziemy na szukany lo-
garytm:

Log 879357 = 3,94417 .

Log 879357 = 5,94417 .

Lecz gdybysmy teraz chcieli znales¢ logarytm
liczby 879358 , lub Log 879359, wtedy postepujac tak
jak wyzej, i wynajdujgc poprawke badz to odpowie-
dnig 0,58 , badZ t6z odpowiednig 0,59, otrzymamy na
nig znomuz toz samo 3 (w pierwszym razie 2,90,
w drugim 2,95), skad mio¢ bedziemy:

Log 879358 = 594417 ,
Log 879359 = 594417 .

Gdybysmy w liczbie 879357 po za ostatnig cyfrg
7/ dopisali jakiekolwiek cyfry, wtedy one oczywiscie
jeszcze mnidj miatyby wplywu na poprawke, jak cyfra
7, i zawsze otrzymalibySmy dla takiej liczby logarytm
napisany wyzej. Te przyktady prowadzg do uwagi,
ze przy uzyciu tablic, w ktérych logarytmy sg obli-
czone z przyblizeniem do pieciu cyfr dziesietnych nie
mozna, w ogdle mowigc, oznaczy¢ w sposob pewny
mantysy logarytmow liczb, zawierajgcych wiecdj niz
pie¢ cyfr znaczacych. Cyfry znajdujace sie w liczbie
dandj po za piata cyfra, rachujac ku stronie prawej,
majg wplyw na dalsze cyfry mantysy, ale nie na piata.
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Stad przy wykonywaniu dziatann nad liczbami
za pomocg logarytméw pieciocyfrowych, uzycie
w tychze liczbach wiec¢j niz pieciu cyfr znaczacych
nie prowadzi dowypadku wiecej przyblizonego, anizeli
wtedy, gdy zachowujemy w liczbie tylko pieC cyfr.
Na te okoliczno$¢ nalezy zwraca¢ uwege, aby nie
przecigza¢ ani liczb uzytych do dziatania, ani tez
ostatecznych wypadkow zbytecznemi cyframi, nie me-
jacemi w rzeczywistosci zadnego znaczenia.

Musimy tutaj ograniczy¢ sie na toj wzmiance,
nie wehodzac w blizszy rozbior tej kwestyi, zwigza-
uej z ogblnem pytaniem 0 oznaczeniu Stopnia przy-
blizenia przy rachunku logarytmami, pytaniem prze-
chodzacém znacznie po za zakres niniejszego dzietka.
Mozemy tutaj tylko postawi¢ jako ogolng zasade
{wszakze nie bezwzglednie prawdziwg), ze przy ra-
chunku wykonywanym za pomoca jakichkolwiek tablic
logarytmowych, liczby uzyte powinny w swoich cze-
Sciach znaczacych zawieraé najwyzej tyle cyfr, ile ich
jest w mantysach logarytméw. Uzycie wiekszej licz-
by cyfr nie prowadzi do wypadkoéw doktadniejszych,
ani t6z rachowanie wigkszgj liczby cyfr w ostatecznym
wypadku nie daje wartosci wiecej przyblizon6j do
prawdziwg;.

4-ty przyktad. Znales¢ Log 0,0041587.

Podtug zasad wytozonych wyzdj, bedzie:

41587
Log 0,0041587 = Log m Q m r = Log 41587 -

—Log 10000000= Log 41587 —7.
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A ze na logarytm 41587 znajdujemy:
Log 41587 = 4,618% ,
przeto:
Log 0,0041587 = 4,618%6 — 7 ,
co mozemy ostatecznie wyrazi¢ jednym z trzech spo-
sobow:
albo jako logarytm catkowicie odjermy:
Log 0,0041587 = - 238104

albo jako logarytm z cechg, odjerng, a mantysg do-
datnia;

Log 0,0041587 = 3,618% ,
albo nakoniec za pomoca dopetnienia do 1Q
Log 0,0041587 = 7,6189%6—10,

7r*.  Pokazemy teraz jak rozwigza¢ zadanie od-
wrotne, to jest jak znales¢ liczbe, ktorej logarytm jest
wiadomy. Oczywiscie pytanie nie przedstawia za-
dnych trudnosci, gdy mantysa danego logarytmu znaj-
duje sie w tablicach.

1-szy przyktad. Znales¢ liczbe N, ktérej loga-
rytm jest rowny 3,75488.

Podtug zadania: Log N — 3,75483.

Wynajdujemy najprzd w tej czesci tablicy, w kto-
r& sa logarytmy liczb czterocyfrowych te stronnice, na
ktéroj s dwie pierwsze cyfry mantysy, t.j. 75; na-
stepnie w odstepie pomiedzy 751 76 wyszukujemy na
t§j samgj stronnicy trzech ostatnich cyfr, t.j. 488.
Znajduja sie onew tym wierszu, w ktorym w pier-
wszdj kolumnie jest liczba 5681 w tej kolumnie, nad
ktora jest ostatnia cyfra liczby 7. Szukana wiec liczba:

N = 5687.
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Gdyby bylo: Log N — 1,75488, wtedy szukajac
w taki sam sposdb, znaleZlibySmy tez same cyfry,
z ktérych sie sklada liczba N , mianowicie 5687. Lecz
nie bytaby to liczba zadana, gdyz zawisra cztery cy-
ffy catkowite: tymczasem cecha logarytmu jest 1, t. j.
0 dwie jednosci mniejsza od 3. Liczba szukana jest
WIEC sto razy mniejsza od 5687, czyli:

ZV=56,87.

Podobnie, gdyby byto:
Log N = 5,75488,
wtedy znaleZlibySmy ze:
iV= 568700 .
Nakoniec jezeliby dano:
Log N — T,75488 ,
wowczas N bytoby utamkiem dziesigtnym majgcym
przed pierwszg cyfrg znaczacgjedno zero (gdyz cecha
jest—1), whaczajac w to i catkowitg; cyfry za$ zma-
czace tego utamku stauowig liczbe catkowitg, ktorej
logarytm ma zamantyse 75488. Otrzymalibysmy wiec:
N = 05687 .

2-gi przyktad. Wiedzac, ze Log ZV— 162798
znalesc liczbe N.

Przy wyszukiwaniu liczby odpowiednioj danemu
logarytmowi z poczatku nie zwracamy nigdy uwagi
na ceche, ale tylko na mantyse; i jakkolwiek tutaj ce-
chajest 1, co pokazuje, ze cze&¢ catkowita liczby mieé
bedzie tylko dwie cyfry, to wszakze szukamy tdjze
mantysy zawsze w toj czesci tablicy, ktora zawiora
logarytmy liczb czterocyfrowych. Moze sie bowiem
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przytrafi¢, ze mantysy tej nie ma w czesci tablicy,
zawierajgcej mede liczby (jak w tablicy Schlomilcha
mniejsze od 130, ajednak znajduje sie onaw czesci ta-
blicy, zawierajgcej logarytmy wiekszych liczb. Nadto
gdyby sie okazalo, ze tej mantysy nie mawcale wta-
blicy logarytmow, wtedy dla wynalezienia odpowiedniej
liczby trzeba bedzie uzy¢ zasady proporcyonalnosci
przyrostkéw liczb do przyrostkdw logarytmow, zasady,
ktora jak juz wiemy, daje sie zastosowaé tylko do tdj
czescei tablicy, ktora obejmuje logarytmy liczb naj-
wiekszych.

Mantysy logarytmu danego w tym przykiadzie
nie znajdujemy na pierwszej stronnicy tablic, zawiera-
jacej logarytmy liczb dwucyfrowych, znajduje sie ona
jednak pomiedzy mantysami, odpowiadajacemi liczbom
czterocyfrowym, mianowicie odpowiada ona liczbie
4246. A 7e cecha danego logarytmu jest 1, przeto
szukana liczba bedzie:

AT— 4,246.

3-ci przykfad. Wiedzac, ze Log N = 3,51140
znales¢ liczbe N .

W tablicy nie znajdujemy mantysy 51140; sg
tylko mantysy 51135 i 51148, pomiedzy ktéremi man-
tysa logarytmu danego jest zawartg. Odpowiadajg
one liczbom: 3246 i 3247; to jest:

Log 3246 = 351135,
Log 3247 = 3,51148.

Poniewaz dany logarytm 351140 jest zawarty
pomiedzy logarytmami 3,51135 i 351148, przetoi li-
czba szukana N bedzie zawisra¢ sie pomiedzy liczba-
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mi 3246 i 3247 , to jest rownac sie bedzie liczbie 3246
wiecoj pewna iloS¢ mniejsza od jednosci, ktorg ozna-
czmy przezy. Tym sposobem bedzie:

N — 3246 A-y .

Aby wynales¢ y uzyjemy tutaj t6j zasady, ze ré-
znice pomiedzy liczbami sg proporcyonalne do ro-
znic pomiedzy logarytmami (8§ 74*). Rdznica tablicowa
tych logarytméw, pomiedzy ktéremi dany logarytm
jest zawarty, jest 0,00013, czyli 13 (8 75*, przykiad
1-szy), i tej réznicy odpowiada réznica pomiedzy licz-
bami rowna 1 (3247—3246). Logarytm dany 3,51140
jest wiekszy od logarytmu mniejszego ze znajdujacych
sie w tablicy 351135 05 i tej rOznicy pomiedzy lo-
garytmami odpowiada réznica pomiedzy liczbami ré-
wnay. Bedzie wiec:

y:1=5:13,

skad:  y—~=038...=04

Liczba szukana wiec A = 3246-f-04 czyli:
N = 32464 .

Aty przyktad. Wiedzac Zze Log N =2,78410,
znales¢ liczbe N .

G-dybysmy znaleZli liczbe, ktdrdj logarytm miatby
za ceche 3a mantysa tez samg co i logarytm dany,
to jest ktérej logarytm bytby 378410, wtedy przez
proste przesuniecie przecinka ojedng cyfre w lewa
strone otrzymalibySmy z tgj liczby i liczbe N.

Mantysy 78410 nie znajdujemy w tablicy; sg tyl-
ko mantysy 78405 i 78412, pomiedzy ktéremi zawiera
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sie mantysa logarytmu danego. Pierwsza mantysa
odpowiada liczbie 6082, druga zas$ liczbie 6088. Bedzie
Wee:  «

Log 6082 = 3,78405,

Log 6083 = 3,78412 .

Bdznica tablicowa pomiedzy temi logarytmami
jest 7; odpowiada ona réznicy pomiedzy liczbami 1
Bdznica pomiedzy logarytmem danym 3,78410i lo-
garytmem mniejszym ze znalezionych jest 5 Ozna-
czajac wiec przezy przyrostek liczby, odpowiadajacy
przyrostkowi logarytmu réwnemu 5, bedzie:

y.1=5:7,
5
skad: y=j =07.

Liczba wiec, ktorej logarytm jest 3,78410 jest
rowng 6082+0,7, czyli: 6082,7. Zatdm liczba szukana
N bedzie:

N — 608,27 .

5- ty przykfad. Wiedzac ze Log N = 3,57545,

znale$¢ N.

Wynajdzmy liczbe, ktérdj logarytm matez samg
mantyse 57545, a ceche 3; to jest liczbe, ktordj loga-
rytm jest 35/545. Wtedy przez proste przesuniecie
przecinka, znajdziemy liczbe Nn. Mianowicie bedzie:
liczba, ktordj logarytm jest 357545 jest 3762,3; liczba
szukana zatom: N =0, 0037623.

6 ty przyktad. Wiedzac ze Log N = — 1,41736,

znale$é N.
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Gdy dany jest logarytm utamku catkowicie od-
jemny, nalezy najprzdd przeksztatcic go na logarytm
z cechg odjerng i mantysg dodatnig, sposobem po-
danym wyzej, gdzie byta mowa o logarytmie utamkow.
W teraZniejszOm zadaniu otrzymamy:

Log N = -1,41736= —1—0,41736=-1-1+1-
041736 = 2,58264.

Postepujac nastepnie tak, jak w przykladzie po-
przedzajacym, znajdziemy:
jV=0,038251
78*.  Podamy na zakorczenie tego rozdziatu je-

szcze kilka zadan, aby pokaza¢ zastosowanie tablic.
Zadanie 1-sze. Nastepujgce mnozenie wykonac

za pomocg logarytméw:
x = 12X0,042X0,82683.
W tym celu bierzemy logarytmy obu stron; bedzie:
Log x = Log 12+ Log 0,042 + Log 0,82683 ;
nastepnie rachunek uktadamy w ten sposéb:
Log 12= 1,07918,
Log 0,042 =+62325 ,
Log 0,82683= 1,91742 .
Log x z= 1,619%;
stad:
x = 0,41673 .

Przy dodawaniu logarytméw, z ktorych jedne sg
catkowicie dodatnie, inne zaS majg ceche odjermng
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i mantyse dodatnig,, nalezy po skonczenia dodawania
mantys, wykona¢ uwaznie dodawanie algiebraiczne
cech, z uwzglednieniem, ich znakow.

Tak whasnie w przyktadzie powyzszym dodawanie
zostatlo wykonane.

Zadanie 2-ie. Obliczy¢ za pomocg logarytmow
wyrazenie:

Biorgc logarytmy obu stron, otrzymamy:
Log x = Log 67,2—Log 793,
czyli: Log x — 1,82737 — 2 89927.

Logarytm wiec x wypada odjemmy, jak by¢ po-
winno, gdyz x jest mniejsze od 1. Wykonywajac odej-
mowanie, znajdziemy.

Log x — — 1,07190.

W celu wynalezienia x nalezy logarytm ten
przeksztatci¢ na logarytm z cechg odjerng i mantysg
dodatnia. Lecz zazwyczaj przy wykonywaniu odej-
mowania, odrazu przeksztatcamy wypadek ostateczny
na logarytm takiej postaci. AV tym celu do odjermnsj
dodajemy najmniejsza liczbe catkowitg taka, azeby od
o) summy mozna byto odja¢ odjemnik, i nastepnie od
wypadku tez samg liczbe catkowitg odejmujemy.
Oczywiscie przez to wypadek ostateczny wartosci
swojej nie zmieni. Tak np. w zadaniu, Ktore rozwig-
zujeny, bedzie:

Log x—\,82737—2,89927=2+1,82737—2,89927—2

=3,82737—2,89927/—2—0,92810—2 = — 2+0,92810 ,
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czyli: Log x = 2,92810.
Zazwyczaj dziatanie uklada sie tak:
— 2+ 2
Log 67,2= 1,82737
Log 79,3 = 2,89927
Log x = 2,92810.

Stad otrzymamy: »= 0,084742.
Zadanie 3-cie. Znale$¢ wartosc:
_ 00843
*— 0,004 '
Bedzie najprzod:
Log x — Log 0,0843 — Log 0,0064 .

Nastepnie: Log 0,0843 = 2,92583,
Log 0,0064 = +80618,

Log x = 1,11965

stad: m x = 13172.

Przy wykonywaniu odejmowania logarytmu
3,80618 od logarytmu gdrnego, nalezy pamietal, ze
logarytm ten skfada sie z dwdch wyrazow: odjennego
—3i dodatniego 0.80618. Aby wiec go odjgé powin-
nismy znaki zmieni¢ lia przeciwne; zatem mantyse
dolng odja¢ od mantysy gornej, ale ceche dolng dodaé
do cechy gorngj: tym sposobem otrzymamy powyzszy
wypadek.

Zadanie 4-te. ZnaleS¢ wartosc:

x = (0,0587)3.
Biorgc logarytmy obu stron, mamy:
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Log x = 3Log 0,0587 ,
i dalgj: Log x — 2,76864X3 e
Przy wykonywaniu mnozenia nalezy pamietaé
0 tom, ze wiasciwie mamy do pomnozenia: ( 2
0,76864) przez 3 . Otrzymamy:

Log x — 4,30592 ;
skad: x — 0,00020226 .
Zadanie 5-te. Znale$¢ wartosc:
x - K'0,00345
Biorac logarytmy obu stron, otrzymamy:

Log x — G- Log 0,00345,

1 3,53782
czyli: Logx= NX3537182— ~

Przy wykonywaniu dzielenia tego logarytmu
przez 2napotykamy na trudno$é z tego powodu, ze
cecha jest odjemna i mantysa dodatnia, a cecha nie
jest catkowicie podzielng przez 2 Aby unikna¢ téj
trudnosci nalezy albo zamieni¢ logarytm na catko-
wicie odjemny, albo t$z nie zmieniajac jego wartosci,
przemieni¢ go na taki, w ktorymby cecha odjenma,
w zupelnosci dzielita sie przez dwa.  Gdybysmy uzyli
pierwszego sposobu, wtedy nalezatoby nastepnie zna-
leziony logarytm znowuz przeksztatcic na logarytm
z cechg odjemng i mantysg dodatnig dla znalezienia
x. Aby nie wykonywa¢ tego podwdjnego przeksztat-
cenia, zazwyczaj postepujemy tak: do cechy odjemnej
dodajemy tyle jednosci odjemnych, ile potrzeba, aby te
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ceche uczyni¢ podzielng przez mianownik, jak tutaj
dodajemy—1; aby za$ logarytm nie zmienit sig, doda-
jemy do jego mantysy tylez jednosci dodatnich. Bedzie
wiec:

Logx— —3+ 053782 -4+12,53782 _
= — 2+ 0,76891 = 2,76891 .
Stad: x = 0,058737 .
Zadanie 7-me.  Znale$¢ wartosc:
3
*= Ko,0004687"
Mamy: Log x m .Log 0,;)004687~ 4,673089

Poniewaz cecha nie dzieli sie bez reszty przez
3, przeto postepujac sposobem wskazanym wyzej, do
logarytmu 4,67089 dodajemy —2+2; bedzie wiec:

Logx- —O+267089 .4 89030=2,80030:
skad: « = 0,077678..
Zadanie 8me.  Obliczy¢ wartosc:
¢»=(0.082) 15

Stad mamy:  Log *=1,53v~Log 0,082=1,53X2,91381.

W przypadkach podobnych temu, jaki mamy
przed oczyma, gdzie wypada logarytm z cechg odjem-
ng i mantysa dodatnig mnozy¢ przez wyrazenie zio-
zone (tutaj przez 1,53); najdogodniejszg bedzie rzecza,
dla unikniecia pomytek, zamieni¢ najprzod logarytm na

Alfciel). Todh.

51
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catkowicie odjerny, nastepnie wykona¢ mnozenie,
i potém, przeszediszy znowuz do logarytmu z oced,
odjemna i mantysa dodatnig, znale$¢ ostateczny wy-

padek. W obecnym przypadku mie¢ bedziemy:
Log x = 153X (—1,08619),

stad, wykonywajac mnozenie:
Log «— — 1,66187 = 2,33813,

i nakoniec: *—0,021783.

79*. Za pomocg tablic logarytmowycb mozna
takze rozwigzywac¢ rownania wyktadnicze w niekté-
rych szczegdlnych przypadkach. Rownanie wyktad-

nicze postaci:
ax=zb ,
gdzie a i b sg dandmi liczbami, noze by¢ zawsze roz-
wigzane. W tym celu nalezy wzia¢ logarytmy obu
stron tegoz rGwnania; bedzie:
x Loga— Log b,

Skadi X = Log b

‘Log a *
Tak np. przypus¢my, ze mamy do rozwigzania ro-
wnanie:
080)*= 26
Biorac logarytmy obu czesci otrzymujemy:
x Log 0,826 = Log 2,88,

_ Log 288 _ 045939
skad: *__ |og 0,826 ~ —0,08302 *

795

Poniewaz mamy tutaj wykona¢ dzielenie przez
Log 0,826, przeto musimy wyrazi¢ logarytm ten pod
postacig logarytmu catkowicie odjemnego. Oczywiscie
dzielenie wskazane 0,45939 przez — 0,08302 mozemy
znowuz wykona¢ za pomocg logarytinbw; lecz poniewaz
liczby odjerme nie majg logarytmow, przeto wykony-
wany dziatanie tak jak gdyby wszystkie dane liczby
byly dodatnie, a nastepnie przed wypadkiem piszemy
znak whasciwy. Wykonywajac wskazane dzielenie,
znajdziemy ostatecznie:

x = —55335.

Mozna jeszcze za pomoca logarytmoéw rozwigzy-
waé réwnania, z niewiadoma, wchodzacg do wy-
ktadnika, nieco wiecej ztozone, jak podane wyzdj; nie-
ktdre z takich réwnan podajemy w zadaniach.

80*. Tablice logarytmowe mogg by¢ takze uzy-
wane do rozwigzywania zadan na procenta skladane.
Podtug § 444 gtdwny wzlr na procenta skiadane jest:

M — K. RN,

gdzie Kk oznacza kapitat poczatkowy, M summe na
ktorg on zamieni sie po uptywie lat n , R za$ jest ro-
wne |-j-r; gdzie r jest procentem od jednostki kapitatu
zajedenrok. Biorgc logarytmy obu stron, otrzymamy:

Log M — Log K-L nLOg R ....... @

rownanie, ktére daje nam odpowiedZz na te wszy-

stkie pytania, jakie sie odnoszg do wzoru glownego.

Mianowicie: réwnanie (1) bezposrednio daje nam od-

powiedZ na to pytanie: na co sie zamieni dany kapitat

K po uptywie n lat przy procencie skiadanym po 100r
51*
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od sta na rok. Gdyby byto wiadome al, R i n a szu-
kane k. wtedy otrzymalibysmy:
k

Log K — Log Al—nLogR .... (2
Gdyby byly wiadome m |, K i « a szukana stopa
procentu, wtedy mielibysmy:

n W

Za pomocg tego wzoru znalezlibySmy r to jest
1) odejmujac od znalezion$j wartosci 1,1 mnozae
wypadek przez 10D otrzymaliby$my procent od sta na
rok.

Nakoniec gdybySmy chcieli znaleS¢ n z wiado-
mych m , K i R, wtedy bytoby:

s — LogM—Log K ,
Log R

Nalezy jednak zwrGci¢ uwage tutaj, ze przy po-
mocy tablic logarytmowych pieciocyfrowych, tylko za-
dania o procentach sktadanych z matemi stosunkowo
liczbami mogg byc Scisle rozwigzane. Wieksza czes¢
zadan odnoszacych sie do procentéw sktadanych, wy-
maga tablic logarytmowych o znacznie wigkszej
liczbie cyfr dziesietnych: tu nalezg np. zagadnienia
0 umarzaniu pozyczek. Zagadnienie, czesto zadawane,
na jaka summe zamienitby sie jeden grosz, oddany na
procent sktadany w roku narodzenia sie Chrystusa do
daty abecndj; ktdre teoretycznie rozwiazuje sie bar-
dzo prosto za pomoca wzoru (1;, wymaga do $cistego
obliczenia, umiejetnosci obrachowania logarytméw do
znacznej liczby cyfr dziesietnych, i nastepnie z wiado-
mego logarytmu wynalezienia samdj liczby. Rachunki
takie przechodza po za obreb wyktadu poczatkowego
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Do praktycznego rozwiazywania zadan, odnoszacych
sie do procentdw sktadanych, najlepioj uzywac juz go-
towych tablic, przeznaczonych do tego celu. Mozemy
tu poleci¢ tablice tego rodzaju Spitzera *).

Zadania.
1) Czemu sie rownac bedg logarytmy liczb: 9,
81, 72,6861 |, -i-, przy zasadzie 3?

2) Czemu sie rownac beda logarytmy tychze sa-
mych liczb przy zasadzie 1) 9 ;2) |- ?

3) Jakie beda logarytmy liczby 4096 przy za-
sadzie: 1)2;2 4;3) 8;4) 16 ;5 40% ;9 ;7)~ ;

°} 409’ 9

4) Czemu sie rownacé beda logarytmy liczb: ~
2r 8 .. 0w 3,5,

125 * 625 prZyzaSadzie:1)5 ; 2J ?

5) Pomiedzy jakiemi liczbami catkowitemi sg
zawarte logarytmy liczb: 5, 10, 32, 82. 215, 713, 1295,
gdy za zasade uktadu logarytméw przyjmiemy 1) 6;
2 97

6 Znale$¢ logarytmy nastepujacych wyrazen;

*) Spitzer. Tabellen fir die Zinses—Zinsen—und Renten—
Rechnung. Wien. Gerold’s Sohn 1875, 2-ic wyd.
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ng}+6 a&l N r

Log - --—- ;4) Log

6) ¢oy [2/ 272 j/2 V2 ]

7)  Wiedzac, ze logarytmy naturalne liczb: 2, 3,
7, 10 s 0,693147181 ; 1,09861229 ; 1,94591015 ;
2,30258509, znales¢ logarytmy zwyczajne tychze liczb.

8 Znales¢ z tablic logarytmy nastepujacych
liczb:

1) 1889;2) 1880 ; 3) 183900 ; 4) 0,01839 ;
5) 4345 ;6 43451 ;7) 4345,2 ; § 43453 ; 9) 43450
10) 43451 ; 11) 43452; 12) 0,052173.

9 Wiedzac, ze:Log2~0,30103,iL 0gs—0,47712,
znales, bez utycia tablic logarytmowych, logarytmy
nastepujacych liczb: 16; 5, 125; 12; 30; 15 25; 40;

3,6; 0,036; 1080™M/00i251 31,25 . (Dla znalezienia
np. Log 5, nalezy, tylko zwrdci¢ uwage nato, ze: 5=

10) Z nastepujacych rownan znales¢ wartos¢ na
x, bez uzycia tablic:
Diogx—2 ;2 Logx= 3;3) Logx— 05;

4 Logx —— | ; (odpow. -pi=j;5)Logx—Loga—
Logb\ © Logx—nLoga-j-n Log §7)Log x—Z Log 18—

(a-)- b—c) (a-j-e—6)1
/O J (a-\-b+e) (Slfc—a)J
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N il2#  8RE*«=£*1-1e: (odpow. ™ p)

9 3Logx—]j -f2Log | ; jodpow. g-/i0rJm
Obliczy¢ za pomocg tablic logarytmowych war-
tosci nastepujacych wyrazen:
11) 8750 : 005764 ; 1) 3001904
(027999) : 13) (0877)* : 14) (8,0952)-3 : (0,001885)

15) ' (1,0218)516) v d j1w ; (0,903);

17) K9.3875 ; 18) v 0,066473 ; (0,6789) ; 19)

O7081); 20) S 361y ; Iy 1P VTG >
4

22) ; (0,00061341) ; 23) /»m" /g - ;

\ 9X17 0 :

(0,7699) ; 24) j ;(96186); 25)Z i,84+K31 ;

(Nalezy najprzdéd obliczy¢ J/41, liczbe stad otrzymang
doda¢ do 1,34it. d
Wypadek 1,3987).

20) i 54321; (L,4772); 27) F(2,459)60— (8,74)2

(2,8891); 28) ; (0,44492)
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) 21/21 22V (patrz zadanie Godp. 3,8304);
Rozwigza¢ nastepujace rownania:

30) OFB)*= A48.
31) 442= 60 ;(Nalezy wziaé logarytmy obu stron;
podstawi¢ zamiast Log 4 i Log 60 ich wartosci z ta-
blic; otrzymamy rownanie stopnia pierwszego).

32)52-1—717;30) &> =100 ; HA)ab-v4
) IF2443= 1200 ; ) &—9.8* - 20= 0 ;
(oznaczywszy: 8-przez y i podstawiwszy w dane ro-
wnanie, otrzymamy réwnanie stopnia 2goi t. d.)
37) 52— 7.5*= 450 ; B) 52X 3*= 18/ X 225 ;
(nalezy odrazu wzigé logarytmy obu stron);
3 10X 3+ 7X 3*-132 = 0;40) 32X 534
7*LX 112'1: 41) ad— 2222-69*-1= (a+o)3:((z:
log (fﬁ-f()) _
log (a—)

RozwigzaC nastepujace rownania z dwiema nie-
wiadomemi:
42 Log x & Logy =2 ; 50:2—3ya=1925.

(Z pierwszego réwnania nalezy najprzéd znaleso
myitd «|=$;y—5).
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