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Rozdziat |
Wyrazenia utamkowe

8 1 Wyrazenia catkowite 1 utamkowe.

Jednomiany i wielomiany nazywamy wyrazeniami catkowitemi.

lloraz dwu wyrazen catkowitych nazywamy wyrazeniem utamko-

N wern lub utamkiem algebraicznym. Dzielng nazywamy licznikiem,
dzielnik mianownikiem utamka.

Utamkami algebraicznemi sa np. nastepujgce wyrazenia:
—2 2a* 4a X*+ 1

Jezeli w wyrazeniu catkowitem podstawimy zamiast liter do-
wolne wartosci szczeg6towe i wykonamy naznaczone dziatania,
otrzymamy zawsze pewng liczbe, ktérg nazywamy wartoscig
tego wyrazenia dla przyjetych wartosci liter.

Np.: Wielomian 3g:*— 5 *+ 2 przyjmuje dla X — —f wartos¢:
3|+ 5m8+ 2= |+ V + 2= 6].

Podobnie obliczamy w ogélnosci wartos¢ utamka algebraicznego
» dla danych wartosci liter. Nie mozna jednak obliczy¢ wartosci
utamka algebraicznego dla takich wartosci liter, dla ktérych mia-
Bpownik ulamka staje sie zerem; wtedy bowiem wypadtoby nam
S*Wykonac¢ dzielenie przez 0, a dziatanie takie, jak wiemy, nie jest
» "Wykonalne. Méwimy, ze utamek algebraiczny zatraca sens liczbowy
dla miejsc zerowych mianownika, t.j. dla takich wartosci liter, dla
~Jctérych mianownik staje sie zerem.

*

3
Tak np. mozna obliczy¢ warto$s¢ utamka ------ - dla wszelkich war-

totosci X z wyjatkiem wartosci X = 5. Wtedy bowiem wypadtoby nam
15 dzieli¢ przez 0, co jest niemozliwe.

K  Przy kazdym utamku algebraicznym nalezy przeto zawsze zdac
doktadnie sprawe z tego, dla jakich wartosci liter zatraca utamek
sens liczbowy.

X+



Cwiczenia:
Oblicz wartosci nastepujacych utamkoéw algebraicznych dla po-
danych obok nich wartosci liter:

a it fa==- 2;+t; °(?); 3.l
b) U-= -2; — 1; 0,2; 3; 10l].
c) [n=~ 3; ~ 2(?); - J; °; 2(?>; 3; 4]
2 a2
% [*=0, 6=1; a= 1, 6= —1(?); a= 6= 2;
a= —2 ft= + 2(?)].
e N=*% 2:-0,5; -1; 2; 0(?); 1, 3(?7; 4]

) ~~a-1 6; -2(?); —1(J0; 1; 2(?); 3]

8 2. Miejsca zerowe wyrazen catkowitych.

Poniewaz utamek algebraiczny zatraca sens liczbowy dla miejsc ze-
rowych mianownika, zajmiemy sie zagadnieniem: Jak wyznaczamy miej-
sca zerowe wyrazenia catkowitego?

Chcac znalez¢ miejsca zerowe dwumianu 2X+ 3, mamy odpowie-
dzie¢ na pytanie, dla jakiej wartosci X ten dwumian staje sie zerem.
-Pytanie to zapiszemy w postaci rownania: 2X -f 3= 0. Rozwigzujac je,
znajdziemy: X = — 1,5; ta warto$¢ jest miejscem zerowem danego dwu-
mianu.

Aby znalezé miejsca zerowe danego wyrazenia catkowitego,
ukitadamy réwnanie, ktérego lewag strone stanowi dane wyrazenie,
a po stronie prawej jest 0; pierwiastek tego réwnania jest miej-
scem zerowem danego wyrazenia. Jezeli to réwnanie jest réwna-
niem stopnia pierwszego, rozwigzanie go nie sprawia trudnosci.
W przeciwnym razie staramy sie dane wyrazenie roztozy¢ na czyn-
niki i stosujemy twierdzenie : lloczyn jest zerem wtedy i tylko
wtedy, jezeli przynajmniej jeden z czynnikéw jest zerem.

Np.: Miejscami zerowemi jednomianu 2a*6 sg wedlug ostatniego
twierdzenia wartosci a= 0 i 6= 0.

Miejscami zerowemi dwumianu Xi— 1= (jr+1) (r— 1) sa wartosci
X= —11i X= + 1. Dla pierwszej z tych wartosci staje sie zerem pierw-
szy czynnik iloczynu, dla drugiej drugi. Wiecej miejsc zerowych dany
dwumian mie¢ nie moze, bo dla innych wartosci zaden z czynnikéw
nie staje sie zerem.



Nie nalezy sadzi¢, ze kazdy wielomian ma miejsca zerowe. Tak np.
dwumian n2+ 3 nie staje sie zerem dla zadnej wartosci x. Dla jakiej-
kolwiek wartosci x jest bowiem x2 liczbg nieujemng ; przeto n2+ 3 nie
ma dla zadnej wartosci X wartosci mniejszej niz 3.

Ze wzgledu na wazne zastosowania zestawiamy znane przy-
padki, w ktéorych umiemy wielomiany rozktada¢ na czynniki:

1) ad+ bd-fcd—(a-f b+ c)d, (wylaczanie wspélnego czyn-
nika za nawias).

2) ac-j-bc-fad-\-bd= (a-j-b)c-f-(a-f bjd — (a-\-b) (c -]-d),
(rozktadanie na czynniki przez grupowanie wyrazow i wytgczanie
wspoélnych czynnikéw za nawias).

Wzér ten znajduje zastosowanie przy rozkiadaniu na czynniki troj-
mianu stopnia drugiego ze wzgledu na g, majgcego posta¢ x2+ mijr+ n,
jezeli w takim tréjmianie wyraz N niezawierajacy g jest iloczynem dwu
liczb, a wspétczynnik m przy X jest suma tych czynnikéw. Sposéb po-
stepowania w tym przypadku wyjasniaja przyktady:

o2+ 5* + 6= x2+ 2+ 3) g+ 23= x2+ 2r+ 3x+ 6=
= Vx+ 2)+ 3@+ 2)= (r+ 2) @+ 3);
m2—5p+ 6= m2+ (—2 —3).r+(—2)(—3)=mg2—2r— 3o+ 6=
= X(x—2)—3(x- 2)={x—2)(x—3);
X2+ 2—3)x+ (+ 2)(—3)= x2+ 2x—3x—6+=
X(X+ 2)- 3(x+ 2)= (x+ 2)(x- 3).

X*—x—6

3) n2+ 2ab-f-b2= (a+ b)2 (kwadrat dwumianu).
4) as-f-3a20-j-3a024-63= (a-f-0)s, (szescian dwumianu).
5) a2— 062= (a+ b)(a— b), (ré6znica kwadratow).

Przyktady s

1. Znalezé miejsca zerowe wielomianu x5— x.

Rozktadamy dany wielomian na czynniki :

X5—x=xxX4—1)= x(x2— 1) (x2+ )= x @+ 1) @— 1) (V2+ i).

Miejscami zerowemi poszczeg6lnych czynnikéw, a wiec i danego
wielomianu, sg wartoéci: x = 0, x —— 1, x= + 1 Dwumian x2+ 1 nie
ma miejsc zerowych.

2. Znalez¢ miejsca zerowe wielomianu: x* — 8x+15.

Rozktadamy wielomian na czynniki :
Xx2— 8x+ 15= x2— 3Xx —5x+ 15= x(Xx—3) —5(x— 3) = (x — 3)(x —5)

Miejscami zerowemi czynnikéw, a wiec i danego wielomianu sa war-
tosci: x = 3 i Xx= 5.



3. Dla jakich wartosci a zatraca sens liczbowy utamek ” 3 ---2ab3"

Utamek zatraca sens dla miejsc zerowych wielomianu 2a3— 2ab3

Aby je wyznaczy¢, rozktadamy ten wielomian na czynniki:
2a3— 2ab3= 2a(a3—b3 = 2a(@+ 6 (a— h).

Miejscami zerowemi tego dwumianu, a wiec i wartosciami, dla kto-
rych dany uftamek zatraca sens liczbowy, sg wszelkie wartosci a i b, dla
ktorych: a= 0, albo a= —b, albo a—+ b.

Cwiczenia:

1. Roztozy¢ na czynniki wielomiany:

a) b) 6*4— 10*3-f-50**; c¢) 3adb— 3ai2;
d) 2ax3— 2ax; e) ab5-f-ad-j~a3; )" x3y3—x3y3— xy\
2. Roztozy¢ na czynniki wielomiany:
a) ac-\-bc — ad— bd; b) ax —bx-f-cx —ay-f by — cy;
c) ax+ a-f- bx 4- b; ) ab-fb+ a-f1;
e) ax— a-\-2x— 2; f) Xy — 2y — x-\-2;
g) a3— ab— ac-\-bc; h) x3—* —ax a;
i) ax-ay —2x-\-2y; j) X3+ Xy -f ;g—ax—ay—a
3. Roztozy¢ na czynniki wielomiany:
a) x3-}-ax-(-bx ab; b) *2— ax—bx ab;
c) n83g442; d) *2— 3542; e) *2— 7m+ 10;
f) .12+ 9*+ 18; g) g2---4p f- 3; h) x3— 4p-{-3;
i) g2— 15 -j- 50; j) x3—8x+ 12; k) g2+ 8F++ 15
Roztozy¢ na czynniki wielomiany:
a) x3— ax -f- bx — ab; b) x3-\- ax — bx — ab;
C) X3—* — 2; d) n*-f- L— 2 e) X3— X — 6;
f) m24-pr —6; 9) n2— 2 — 8 h) x34- 2% — 8;
i) *2-j- 3* — 4; i) *2-3 *-4 ; k) *2+ 6ar— 16;
) *2- 6* — 16; m) \2-f-5* — 6; n) x3—5* — 6.
5. Roztozy¢ na czynniki wielomiany:
a) a3— 2ab-\-b3 b) I-2x-\-x3;
c) 4pa-f-4n; (—1; Ntf 4a2— 12a6 + 962;
e) 9a2— 6a -f 1; % a3b3— 2abA-\;
g) ne+ 4ar3+ 4, 41 x*+ 4j/ + 47
NN Xx3— 6ony2-)-yl ; i) *3-3 *34-3* — 1
k) — a3+ 3a26 — 3aii2+ i3; O*3—6p*+ 20— 8;
m) Sxs— \2x3+ 6ar — 1; n) gc+ 3n-4+ 32+ 1;

0) 27a3— 54a26+ 36afc2— 8bs



6.

10.

Roztozy¢ na czynniki wielomiany:

a) n2— 1; b) 4n2— 25; c)9a2— 2
d) a262— 1; e) a — 46%; /jad— 1662
9) 9ndy2—4; h) x — 0,25; —
Roztozy¢ na mozliwie wielkg ilos¢ czynnikéw wielomiany:

a) ad3— bb; b) 4a2— 16a®2;
€c)2xs-98x; d) 2a4+ 8a3+ 8az;

e) 5m:2— KOm:3+ 5n4; f) a5+ 2a3+ a;

g) 2a5—6ad40+ 6a302—2a263 h) 32n4+ 48n3+ 24n2+ 4n;
i) nd— 2 nla 1 ; j) 2a5— 16a3-f- 32a;

k) 16n:0- 8n:4+ n2; ) m4— 1;
T) X5—X; n) 8—ys;

0) n° —3n4-)-3n2—1,; p) 2n7— 24n5+ 96n13— 128n;
r) x3—8n2+ 15n; S) 2n4+ 2n* —4n2;

t) x*-2 n44-1.

Wyznacz w pamigci miejsca zerowe wyrazen:

a) Sab; —5a263; 4(n-|-1); 2n(n —3); 4ab(a —b);

b) (n+ 3y(n—2); (2n+ 1)(3n-8); n*(n-f2)(2n- 6);
c)n(n-3)2n+ 1); (2n-3)2(2n+ 5); (2n+ 3)2

*(*2+ l); )

d (@a+ 6)a+ 26); (2a+ b)(a- 02; 2a6(2a-36).
Wyznacz miejsca zerowe wielomianow:

.aj n2—A4; b) n2—6n+ 9; ,Cj n3— n;

d n3—n2—6n; e) nd+ 4n3—5n2; f) 2n3—4n2+ 2np;
n. nd— 1; NAn2¢/+ 8ny + 7y; i), n4- 2n2+ 1;

62 — az; k)t asb — 4a262+ 4a63; /a4 — 16064
Dla jakich wartoSci liter zatracajg sens liczbowy nastepujgce

utamki algebraiczne:
3a2. S5an

- 3
2b’ b) 2ay*; & 23
* 4+ . e) n+ 2.
2ny n—1’
n+ 2 . n+ 3 nz2+ 1
2n2- 3n° T 2ns—2n © p2—2n+ 1
. n+ 3 2ab 4n2+ 1.
D) po—a3n+ 2 O ol @ 0 4p3—n-
n2-2n N++1
m)

16n4—8n2+ 1’ n6—n



§ 3. Porbwnywanie utamkoéw algebraicznych.

Utamki algebraiczne okresliliSmy jako ilorazy wyrazen catko-
witych. Wyrazenia catkowite oznacza¢ bedziemy w tym rozdziale
wielkiemi literami: A, B, C, i t. d., a stosownie do tego utamki

algebraiczne symbolami : i t. p. Wyrazenia catkowite przyj-

B’ D’
mujg dla wszelkich wartosci liter pewne wartosci wzgledne; war-

tos¢ utamka algebraicznego przedstawia sie wiec dla jakich-

kolwiek wartosci liter, dla ktérych B¢ O, jako iloraz liczb wzgled-
nych. Utamki algebraiczne majg tedy wszelkie wiasnosci ilorazéw
liczb wzglednych, jezeli wykluczymy miejsca zerowe mianownikéw.
Zestawmy wilasnosci ilorazéw liczb wzglednych, a wiec i utam-
koéw algebr., znane z nauki w klasie IlI:
1) (A:B)-B = A; (BpO). Stowami: Gdy iloraz (utamek) po-
mnozymy przez dzielnik (mianownik), otrzymamy dzielng (licznik).

2) (A :B) = A <Jj-; (fi#= 0). Stowami: Dzielenie przez jakakol-

wiek liczbe rézng od zera mozna zastgpi¢ mnozeniem przez od-
wrotnos¢ tej liczby.

3) (A+ B):C= A:Cx B:C\ (fi §=0). Jest to prawo rozdziel-
nosci dzielenia wzgledem dodawania i odejmowania.

4) (AB):C= (A :C)mB; (C® 0). Stowami: Illoczyn dzielimy
przez dowolng liczbe rézna od zera, dzielgc tylko jeden czynnik
przez te liczbe, a pozostate czynniki zostawiajgc niezmienione.

Opierajac sie na tych twierdzeniach, wyprowadzimy wiasnosci utam-
kow algebraicznych. Drogowskazem bedg nam przytem wilasnosci utam-
kow zwyktych, ktore, jako ilorazy catkowitych liczb dodatnich, sg szcze-
gélnym przypadkiem utamkow algebraicznych.

Przykiady : f = fi; io= $ wskazujg, ze dwa utamki algebraiczne
moga by¢ rdéwne, chociaz roznig sie postacig. Postaramy sie znalez¢
spos6b, ktoryby pozwolit nam zbadaé¢, czy dwa dane utamki algebra-
iczne sg rowne.

A C
Niechaj — i — oznaczajg dwa réwne utamki algebraiczne, a wiec
niechaj bedzie :
A C .
—= —>nprzybzem £ 0 i DA"'0.

Mnozac obie strony tej réwnosci przez B i stosujgc po lewej stronie
twierdzenie 1), otrzymamy:



Pomndézmy obie strony tej réwnosci przez D; otrzymamy:

AD= —eB D, czyli:

[EES D) B, (wedtug prawa przemiennosci i tgcz-
nosci dla iloczynu).
Poniewaz — D = C, otrzymamy wreszcie :
AD = CB.

Znajdujemy wiec:

Jezeli dwa ulamki algebraiczne sg rowne, to iloczyn licznika
jednego utamka i mianownika drugiego réwna sie iloczynowi
licznika drugiego utamka i mianownika pierwszego.

Naodwrot mozna z rownosci iloczynéw A D = BC wnioskowac,

726 4 = % jezeli B® 0i D ¢ O.
B n

Dzielac bowiem obie strony réwnosci AD = BC najpierw przez B,
a potem przez D, otrzymamy kolejno:

(AD):B= (BC):B
A

§-D—C, (wedtug tw. o dzieleniu iloczynu przez liczbe);

[£-d):D =C:D;

C
= — (wedtug tw. o dzieleniu iloczynu przez liczbe).

D
A
B D

Zbierajgc razem oba twierdzenia, powiemy:
Utamki algebraiczne '; i E sg rowne wtedy i tylko wtedy, je-
zeli AD = BC.

Twierdzenie to daje nam moznos$¢ zbadania, czy dwa dane utamki
algebraiczne sg rowne. Np.:

Ecemy zb'adac czy : )_(__-t_2 = XE- X _Q

Wykonujac mnozenia: (x+ 2) (n2—4n0.+ 3) i (x —1) (Xx2— X— 6),
znajdujemy w obu przypadkach X3— 2x2— 5x+6. Stad wnioskujemy
na podstawie ostatniego twierdzenia, ze dane utamki algebraiczne sa
réwne, t. j. przyjmujg jednakowe wartosci dla wszelkich wartosci v, dla
ktérych zaden z mianownikéw nie staje sie zerem.
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Cwiczenia:

Zbadaj, czy napisane obok siebie utamki algebraiczne sg rowne :

. It M— r3-]—X . 3n2f-5x -f-2 o+ 1
a) i+ 15 TV2+ ar4—~1’ 6T2+ xX—2°' 24" T’
a2— 2ab-\-b* a3— bs
O a2—62 ' a3-f 2a26-f2ad62+ b3

o2+ 2n:-3. 2+ 4a+ 3. 2x2+ 5p:0— 3.
o2— 3jc+ 2’ Oo2— je— 2’ 2.c2— 5jc+ 2’
je— 1 23— .c2— X je— 1
eN je2— je-f-1°  2jed— je3—.c2+ x' n3-f-1

8 4. Przeksztatcanie utamkow algebraicznych.

Wiadomo, ze utamki zwykte mozna rozszerza¢ i upraszczaé, t. j. ze
w ufamku zwykitym wolno licznik i mianownik przez te samg liczbe
rézng od zera pomnozy¢ lub podzieli€. Zbadajmy, czy wilasnos¢ te po-
siadajg takze utamki algebraiczne. Chodzi o sprawdzenie wzoru:

¥ = N i e -

stosujgc twierdzenie, udowodnione w poprzednim paragrafie, stwier-
dzimy z tatwoscia, ze te utamki sg rzeczywiscie réowne, bo A «BC—B <AC
(wskutek prawa przemiennosci i tgcznosci dla iloczynu).

Poniewaz kazde dzielenie zastapi¢ mozna mnozeniem przez odwrot-
nosc¢, jest tez:

T=¥7" N ; C+o.

Wykazalismy wiec:
< 4
Jezeli licznik i mianownik danego utamka algebraicznego przez

to samo wyrazenie (rézne od zera) pomnozymy lub podzielimy,
otrzymamy utamek réwny danemu.

Utamki algebraiczne mozna wiec upraszcza¢ i rozszerza¢ po-
dobnie jak utamki zwykie.

Utamek zwykly upraszczamy zawsze przez wspdélny podzielnik licz-
nika i mianownika. Pojecie podzielnika rozszerzymy obecnie.

Jedno wyrazenie catkowite A nazywamy podzielnem przez dru-
gie wyrazenie catkowite B, jezeli A da sie przedstawic¢ jako ilo-
czyn wyrazenia B i jakiego$ trzeciego wyrazenia catkowitego C
czyli jezeli iloraz A:B = C jest wyrazeniem catkowitem. Wyra-
zenie A nazywa sie wielokrotnoscig wyrazenia B, a wyrazenie B
podzielnikiem lub czynnikiem wyrazenia A.
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Utamek algebraiczny upraszcza¢ mozna przez wspolny podziel-
nik licznika i mianownika, t. j. przez wyrazenie bedace podzielni-
kiem tak licznika jak i mianownika utamka.

Np. : = ~ (Uproszczono przez 6a*.
Jezeli licznik i mianownik utamka sg wielomianami, praktycz-

nie jest roztozy¢ je na czynniki, a potem dopiero upraszczaé przez
wspoblne czynniki.

Przyktady :
4a* —4L2 4(@2— b9 (@+ b)(a—Db)
D) gax— 16a*b+ 8ab*~ 8a(@2—2ab+ b3~ 2a(@—b)
a+ b
(0] b).
2a(a—b) @ 2@ b

Uproszczono najpierw przez 4, a potem przez a b

2xX —2
2) Aby uprosci¢ ulamek ” ----—rozktadamy na czynniki tylko licznik,
bo mianownika na czynniki roztozy¢ nie umiemy. Otrzymamy:
r—2_2(y —1)
X9—1 je3—1

Zauwazymy, ze licznik jest podzielny przez je— 1. Badamy wiec, czy
mianownik nie jest przypadkiem takze przez X — 1 podzielny. W tym
celu wykonywamy dzielenie (wykonaj!):

x9— 1) : (x- 1) = x9+ x+ 1.

Przekonawszy sie, ze i mianownik jest przez X 1 podzielny, upra-
szczamy dany utamek przez X —1. Otrzymamy:

2r—2 2(r=1 (rpl, &+ *+ 100).

1 x3- | X*+ x+1°
Kazdy utamek mozna uprosci¢ przez — 1. Poniewaz wskutek dziele-
nia przez — 1 wszystkie wyrazy licznika i mianownika zmieniajg znaki

na przeciwne, to:

W liczniku i mianowniku utamka algebraicznego wolno zmie-
ni¢ znaki wszystkich wyrazéw na przeciwne.
—a—b a+ b

Np.: .
P b—a a—b' (@@ b)
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Cwiczenia:

Uprosci¢ nastepujace utamki algebraiczne:

6a’ —4a3b . 77a2bc 42 ab3.
) gaa b) Angam2 € 22abc2 *) 28ab2
4 ) 2ab 4a3— 8a2. a—b
® 6a 2 Tl 2a—10ab D ga3- 1622 " 2b—2a’
. 6. 12a . —a—=6b 2a+ 4 a a Ae
) ave—oyv 1) 222+ 2ap O _3a-6°' " a2—p2
m) b—a n 2a+ 4 o) 3a—6 5 a2— b2
a2-b 2 a2— 4° 6a2— 24’ ) 2b2- 2a2
a—1 22— 4 2m*-f4m.
Q) a2— 2a+ 1’ r) a2+ 4a+ 4’ ) 8/n — 2/n3
a2— 5a+ 6 a2+ 3a—4
O 8+ *_6: W 3 3a2+ 3a— 1’
a3— 3as-j-3a— 1 A5— 2A3-f- X
0) ad— 2a2+ 1 : > A2— A° ’
a3— 2X 4-1%. 2a+ 22 AD— 1%
x) a2—2a+ 1’ Y) n3-+1 zt A3+ 1°

8 5. Sprowadzanie utamkoéw algebraicznych do wsp6l-
nego mianownika.

Przy pomocy rozszerzania mozna kazdy utamek algebraiczny
zamieni¢ na utamek o innym mianowniku, o ile tylko ten nowy
mianownik jest wielokrotnoscia mianownika danego utamka. Na-
lezy w tym celu tylko, zbada¢ (zapomoca dzielenia), przez co
pomnozy¢ nalezy dawny mianownik, aby otrzyma¢ nowy, i przez
to samo wyrazenie pomnozy¢ licznik.

Przyktady :

1) Aby uftamek (gdzie b® 0) sprowadzi¢ do mianownika 6b4

3a
2b3
zauwazymy, ze 6b4 jest wielokrotnoscia mianownika 2 b3 poniewaz
6b4d:2b3= 3b, czyli 6bd= 2b3«3b. Mnozac zatem licznik i mianownik
danego utamka przez 3 b, otrzymamy:

3a _ 9ab b @ 0)
2 b3~ 6b4 '

Poréwnaj przyktad 2
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r— 2
2) Utamek ' 1 mozna sprowadzi¢ do mianownika X2— 1, ponie-

waz 2— 1= (t+ 1) (x— 1) jest wielokrotno$scia mianownika gr— 1.
Mnozac licznik i mianownik danego utamka przez gr+ |, otrzymamy:
X—2 @—2)@+ 1) _ n2—x—2

o—1 (r—L(@+ 1)~ nNr2—1 o —1, go + 1)

Przedstawiajgc jakiekolwiek wyrazenie catkowite w postaci
utamka z mianownikiem 1, mozemy kazde wyrazenie catkowite
zamieni¢ na utamek o dowolnym mianowniku.

Np.: Aby X— 3 przedstawi¢ w postaci utamka z mianownikiem g— 2,
piszemy kolejno :
ar-3 @—3)(jc—2) *2-5*+6 , ,m

1 v—2 o— 2

Kilka utamkéw algebraicznych mozna sprowadzi¢ do wspolnego
mianownika. Za wspo6lny mianownik przyja¢ nalezy wspdlng wie-
lokrotnos¢ (oznacza¢ jg bedziemy w. w.) mianownikéw danych
utamkow, t. j. wyrazenie, podzielne przez mianowniki wszystkich
danych utamkoéw. Wyrazeniem takiem jest np. iloczyn wszystkich
mianownikéw; staramy sie jednak przy sprowadzaniu ulamkoéw
algebraicznych do wspdélnego mianownika przyjgé¢ za wspélny mia-
nownik wspdlng wielokrotno$¢ mozliwie niskiego stopnia. Otrzy-
mamy ja w nastepujacy sposoéb:

Rozkiadamy mianowniki danych utamkoéw na czynniki; wypi-
sujemy wszystkie rozne czynniki mianownikéw, kazdy w po-
tedze najwyzszej, w jakiej znajduje sie chociazby w jednym
mianowniku, i tworzymy ich iloczyn. Otrzymane wyrazenie jest
niewatpliwie wspolng wielokrotnoscia wszystkich mianownikow,
bo zawiera wszystkie czynniki kazdego mianownika oddzielnie.
Za wspotczynnik szczeg6towy przyjmujemy najmniejsza wspolng
wielokrotno$¢ czynnikéw szczegdtowych wszystkich mianownikow.

Przyktady :
b 7

1) Sprowadzi¢ do wspoélnego mianownika utamki:
) Sp P g 2V 6a 9ab-

Rozktadamy mianowniki na czynniki:

2b = 2mb, 6a= 233 9ab2= 32ea-b-
Obliczamy:

w. w. (2ft, 6a Cabd = 2m32ma-b2= 18a62
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Sprowadzamy dane ulamki do mianownika 18ab2:

5a_ 45a2b b _  3b3 7 14

2b~ 18ab* 6a- 18ab? oab*- 1sam2 (4O PO

2) Sprowadzi¢ do wspdlnego mianownika: 2n ne 2 X—3
P poineg "3ar—3 22— 2 17
Postepujac jak w przykitadzie 1), znajdujemy kolejno :

3n—3=3(@Mm—1), 2n2—2=2@a—1) =20+ 1)*— 1.

W, Bir—3; 22— 2; )= 23 e(m+ 1)(+r—1)=6((N+ 1) (n 2).

2n 25 _ 4n(n+ 1)
e— 3~ 3(-— 1) 6@r+ 1) (r—1)
m+ 2 no 2 3(-+ 2)

22—2 2@+ 1) (@—1) 6(n+ 1)@—1)
3 6(n+ H)(n—1)@m—73

8 6(n+1)(n-1 U@L ae—1D
Cwiczenia:
W nastepnych zadaniach obliczy¢ liczniki utamkéw, ozna-
czone znakiem
3a ?
2) 262¢ 6a62c2 b)
3ax ?
) 6by* 6a62n2y2 D a\-b a2— 62
a+ 3 ? 2 n—1 ?
) 2a—2 6(a— 1)2 ) an+ 2 gn2+ 8o+ 2
X+ 1 9 n+ 2_ 9
9 r+ 32 (n+ 3)3 b)) v 1 n2— 50+ 4
Lox+ 1 ? n2-f- x -j- 1
) n2—n n3— ' k) n2+ 3n-1 6n:3-f 18n:2— 6n:’
X+1 ?

0 X—3 n3—2n2—4n+ 3

Dla nastepujacych wyrazen znalezé wspdélng wielokrotnosé
mozliwie niskiego stopnia:

a) 2a; 36; 5; b) 6a; 4b2; 8; c) 6a2; 96; 2ao2;
d) 12a3; 15a6; 4062 2063; ej)n; 2y; y2, 4n:3; 6ny,
f) a; a-1; a—1; * g) 2n+{-4; 3g-j~6; 4x + 8;

n2—A4ay2, v-32u/; n—2y; #4a2—4; 6a2— 6a;
n2—2n+1; nm2—1; K) X*—4; n2+ 50+ 6;
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) m2—3V+ 2; *2+ n— 2; T) N3— i, n*-{-\g
n a4— 1; ad+ a2z ad+ a3; a4—a2;, a4— a3
0) 4n3+ 24*2+ 36n; 6*3— 18*2; 2n.3— 18n;;
p) 12a26; 18a62, 6a3— 6a62;, 4a62+ 463
3. Sprowadzi¢ do wspo6lnego mianownika:
. . 5. A . /l 0 - 1f. A .
8) 4 2m I o © ' 1522 10' 6a’
a—2 3a—2. . . A
O g 124 a+ 1; d a+ 1; 5
a—3 a+ 4 a+ 1 f) 2 5_ m+ 1.
€) 33—3'" 2a—2' a—1’ "on2—9n’ 18n2° 2n.— 2’
g 21 arl a2 h . xdl__« 4+ 2,
)a+1’ a~T; A—T ] 2+ 2mF L om— 1
3 2 1 4
O na— 1 *4— 202+ 10 n2+ 1° n2+ 2*+ 1"
3 5 1
]) 4a3—4a’ 6a3+ 12a2+ 6a’ 9a3— 18a2+ 9a’
, I n+ 1 n—2
K) 2—3n+~2' n2—4*+4°' nA"T’
2n: 1 R

3n:2— 12n:+ 12' 2a3+ 4A°

§ 6. Dodawanie | odejmowanie utamkoéw algebraicznych.

Zgodnie

z

prawem

i odejmowania jest:

AxB A

rozdzielnosci

P {l
jezeli CpO.

dzielenia wzgledem dodawania

Przestawiajgc w tej réwnosci lewg strone z prawa, otrzymamy:

A B AzxB

jezeh

Ostatnig rownos¢ mozemy tak odczytac:

Utamki algebraiczne o réownych mianownikach dodajemy (odej-
mujemy), dodajac (odejmujac) ich liczniki i dzielac otrzymang sume
(réznice) przez wspodlny mianownik.

XX 5.v-3,.r!'-3r

n— 3

No:?-T +> - 1T*" jr-rr”

m2

X X {x— 1)

~A S @D D -

51— 3+ 22— 3n:—nm+ 3

X+1: (rp+ 1, X1-1).
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Jezeli utamki algebraiczne, ktére mamy dodawac lub odejmo-
waé, nie majg rownych mianownikéw, nalezy je przed wykonaniem
dziatania do wspdélnego mianownika sprowadzic.

Przykiady :
0 1 Xx+1_ (@—0NN2_ a+ 1 2a+ 1—a—1
Jor=l yFT w1 x—1 X — T

a2— 3x .

1" (x 1)

2a 2b
?) a2— 2ab+ b* b2 a+ b
2a 2b 1
@—6)2 @+ b@a—b a+b
2a(@a+ b) 2b(@—Db) (a— 6)2

(@- 6)2(@+ 6 (@a—=6)2@+ 6) (@a—=~6)2@+ b)
2a2+ 2a6—2ab+ 2b2— a2+ 2ai»— 62 a2+ 2a>+ 62
(@—6)2(a+ b (a—b)2(a+ b)

@+ by* a+b
@- 6)2(a+ 6) (a- 6)2 @dp 6, ad —b).
Cwiczenia:

1 Wykona¢ dziatania:

a—3 3a—>5 2x+ 3y 61 —y.
12a 20a ) 5Xxy 15xy '’
a.b.c Wwelr @.
cdb+Jd +7° 6c ac ab’
2a+ b a2-}-62 2b—2a a+ 26,
® 46 6a6 n  3a da
a+ 1.a4*2 a—1
N
. (@ . b\ a-\-b /a 6\ a— 6.
9) (6+-T)— 6~ b)y16“ 7)-—1TI1"'
A3-f a2— 7 , x+1 R—a+ 2 3a—A4.
21a3 1 3a3 6a2 14a
) a— b a2+ 62 a2— 62+. a2(a+ 6)
a 7] b2
B\N*+ Y . *+* ff+ g. a—c ,6—c

J 2xy N 2az 2//7° ab ac e
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2 Wykonac¢ dziatania:
2@+ 20 3(1- a) 4—a
2a— 1 2a—1 2a—1’
22x+ 1) 3(x-2) 6— X

xo—1 X2- 1 x2—1
o 1- a+ b' d) 2a4il 2a—1;
e a+ b a'ibb, fy a+ b+ aEG’
X 2
9 x+1 xy—1 x—1 a4 1a *+ 1+ 1;
*+ 1] x—1  2a— 36 ' 2a+ 36.
"0 x_ 1 x+1 ) 2a+ 36 2a— 36
X 1 3(x—5 2x—15
K) 49— 8 2x—a 0 -8 6x—18
Bx—1 2x+ | . a—26 a2— 3a6+ 262
M 1ox—6 16x— 8’ ") 23+ 46 3a2+ 6ab6
a— 26 a6+ 362 a+ 6. 26(a+ 6
) a4+ b a2+ 2a6+ 62 P)
r 5 5 17 x2+ 1
D x—3 x2—3x 4x’ N 1)°X ' A— X*
a2+ 2a6+ 6* a , 62
S) 12a6— 1262 126 16a4-66 ' 3a2 362
a2—ab + 62 326 . 36 3a6— 362
U Azs<pr Ma2+ 2a&+ 62 277°26“ 2a2+ 4a6+ 262
3x + |, X2— 2x4-1 , 2x 1
W 4x —4 14x2+ 8x+ 4 2—1 x2+ 2x+ 1’
5 3 5x — 5 9x—2
w) X—6 Xarxe 20 X vii 2x—3 2x2—2x—12’
1 1 1
9 @—6(@a—c (6 -a)(6- ¢) 1(C -a) (c— 6)’
) — 64~c ___a4d-c ad e

@—6@—cr®—a@®—c)rc—aCc— o5’

3. a) O ile zmieni sie * utamek ™ >jezeli do jego licznika i mia-
nownika dodamy 1? Kiedy zmiana ta jest dodatnia, a kiedy

* Przez zmiane utamka rozumiemy réznice miedzy jego nowg (zmieniona)
wartoscig, a wartoscig pierwotng.

Mihutowicz: Algebra dla 111 gimn. 2



ujemna, jezeli a i b sa liczbami dodatniemi? Czy warto$é
utamka wzrasta czy zmniejsza sie przez dodanie 1 do licz-
nika i mianownika? Sprawdz na kilku przyktadach.

Zbadaj w podobny sposéb jak w zadaniu poprzedniem
zmiane wartosci utamka, powstatg przez odjecie liczby 1 od
licznika i mianownika utamka.

c) O ile zmieni sie wartos¢ utamka w ktérym a i b ozna-

czaja liczby dodatnie, jezeli jego licznik i mianownik pod-
niesiemy 1) do kwadratu; 2) do szescianu?

Koszta wycieczki klasy, liczacej a uczniow, rozdzielono na
rowne czesci miedzy wszystkich uczniow i okazato sie, ze
kazdy uczen miat ptaci¢ m zt Poniewaz jednak w klasie
byto b uczniéw ubogich, zobowigzali sie pozostali uczniowie
zaptaci¢ za nich koszta wycieczki, rozkladajgc te kwote
miedzy siebie. Po ile zt musieli ptaci¢ pozostali uczniowie ?

Po utozeniu i przeksztatlceniu wzoru podstawi¢: a= 30;
6=5 m—25.
Klasa, liczgca a uczniéw, urzadzita dwie wycieczki. Koszta
pierwszej wycieczki wynosity p z};, koszta drugiej wycieczki
byly o q zt mniejsze, lecz klasa liczyta wtedy juz o n ucz-
niéw mniej, niz w czasie pierwszej wycieczki. O ile wieksza
(mniejsza) optata wypadta na kazdego ucznia za udziat
w drugiej wycieczce, niz w pierwszej ?

Po utozeniu i przeksztatceniu ogélnego wzoru podstawic:
a a=28 n=$%; p=532 <£=10,7, b) a=28;, n=3;
p=532; q=57; ¢) a=28; n=3; p=532; I= 32,

Miano rozdzieli¢ a zt miedzy n ubogich. W ostatniej chwili
przed podziatem kwota przeznaczona do podziatu wzrosta
0 6 zi, a liczba ubogich zmniejszyta sie o m. O ile zt wiecej
otrzyma teraz kazdy ubogi?

Sprawdzié, przyjmujac: a= 30; 6= 6; n= 10; m= 1L
Ptynac z pradem rzeki, przebywa statek s km w t godzi-
nach; ptynac przeciw prgdowi potrzebuje na przebycie tej
samej drogi o t’ godzin wiecej. O ile km wiecej przebywa
statek w jednej godzinie, gdy ptynie z pradem rzeki, niz
gdy ptynie przeciw pradowi?

Sprawdz, przyjmujac za S, t i t' dowolne szczeg6towe wartosci.



19

h) Pociag przebyt potowe drogi 2s km z predkoscia ¢ kmlgodz.,
a drugg potowe z predkoscia mniejszg o b kmlgodz. Jak
diugo trwata podré6z? lle minut spoéznit sie pociag, jezeli
miat jecha¢ calg droge z predkoscig ¢ km/godz.?

Sprawdzi¢, przyjmujac: 2s = 210; c= 60; 6=12.

8 7. Mnozenie utamka algebraicznego przez wyrazenie
catkowite.

Uogdlniajac przyktad: i-5 = 3;‘5 » sprawdzmy dla utamkoéw algebra-
icznych rownosc :
Jr C=" (&+o).
Ze réwno$é ta jest prawdziwa, tatwo widzieé natychmiast, przestawia-
jac w niej lewg strone z prawg. Otrzymamy wtedy wzor ATBC = % -C,

ktory wyraza znane twierdzenie o dzieleniu iloczynu przez liczbe (8 3,
twierdzenie 4). Réwnos$¢ powyzsza mozemy tak odczytac:

Utamek algebraiczny mnozymy przez wyrazenie catkowite, mno-
zgc jego licznik przez wyrazenie catkowite, a mianownik zostawiajac
niezmieniony.

ND.- o _ X(2x —1) Cd- 3

P-: iTT @ Y5 xin3 )

Poniewaz przy tem mnozeniu wyrazenie catkowite wchodzi jako
czynnik do licznika, mozna przed wykonaniem mnozenia wyrazenie
catkowite z mianownikiem ulamka uproscic.

2a 2a
Np.: 1) 38— 1) a2+ 2a) = 3(a+,£l,)(a—1T.2a(a+ 1) =
2a 4a2 ] ]
3@- 1 3@- 1’ @p Ll aad -1)
xX*+ | xr+ 1  xa+1l

; (n:4-0, xdp —1).

Stosujgc twierdzenie o mnozeniu utamka przez wyrazenie catkowite,
otrzymamy :

—a2+ 3a—2 a2—3a+ 2
a*+ 1 ' a2+ |
Zwazywszy za$, ze mnozenie liczby przez — 1 zmienia te liczbe na
przeciwng, znajdziemy:
—a2+ 3a—2 —a2+ 3a—2

a2+ 1 L a2+ 1
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Poréwnujac oba wyniki, otrzymamy:
a*—3a+ 2 —aa4-3a —2 /
a4 1 a-4 1

Z przykiadu tego wysnuwamy regute:

Przed ulamek algebraiczny mozna wytgczy¢ znak —, zmieniajac
rownoczesnie znaki wszystkich wyrazéw w liczniku na przeciwne.
I naodwrot: Znak — przed utamkiem algebraicznym mozna opu-
sci¢ (lub zastgpi¢ znakiem +), zmieniajac rownoczesnie znaki
wszystkich wyrazéw w liczniku na przeciwne.

Cwiczenia:

Wykonac¢ dziatania:

8§ 8. Dzielenie utamka algebraicznego przez wyralenle
catkowite.

Przyktad — : 2 = -—- nasuwa mysl, ze dla wszelkich utamkoéw alge-

braicznych jest:

| rzeczywiscie réwnos¢ ta jest prawdziwa. Gdy bowiem iloraz —

pomnozymy przez dzielnik C, otrzymamy dzielng B jak wskazuje ra

chunek:
A ur _AC _ A

BC' ~BC~ B'
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Udowodnionag réwnos$¢ odczytamy tak:
Ulamek algebraiczny dzielimy przez wwyrazenie catkowite, pozo-
stamigjac licznik utlamka niezmieniony, a mnozac mianownik przez

wyrazenie catkowite.

: i*! 2a*b=—— = — - ; }
Np.: St e By @ 0040
Cwiczenia:
\
Wykona¢ dziatania:
. b “aINOy 4o i 5 by "R3%7
- 10a2 ,
*g 3 f) -rr:5a&;
m. 4a26
. A - Sl F K-
g 7+1 :(2a»6-2abyg; Al (! );
x34- T2 . 4ad— 8a3A-f 4a26! ,Q s
MV oi-r: J) :(83-A— 8as;
Ly (7

§ 9. Mnozenie i potegowanie utamkoéw algebraicznych.

5 33>
- = o domyslamy sie, ze w podobny

Uogolniaj klad — -
ogdlniajac przykital 27 4e7
sposéb mozna mnozy¢ wszelkie utamki algebraiczne, ze wiec:

A £ =AC R. i
B D BD ( 0. 4 10

Sprawdzmy ten wzor:

. - - . AC .
Jezeli B .3 réwna sie ‘ilorazowi By’ o mnozac B przez
dzielnik BD, musimy otrzyma¢ dzielng AC. | rzeczywiscie:
IA-. C ap_ /A  \ {C \ wedlug prawa przemiennoici  tacz-
\S ‘D \B’ '\l ) nosci da itloczynu.
= AC, poniewaz (wedlug tw. 1 w § 3
. C
1D D —C

Wz6r powyzszy jest wiec prawdziwy. Mozemy go tak odwretg™f
fo;
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Utamek algebraiczny mnozymy przez utamek algebraiczny, dzie-
lac iloczyn ich licznikéw przez iloczyn ich mianownikow.

a—b 2b 2ab—26*

Np.: ..
P liT a+ b~ 3a*+ 3a6’

(@a® O ad® — b).

Poniewaz przy mnozeniu utamkow algebraicznych liczniki obu
utamkow wchodzg jako czynniki do licznika iloczynu, a mianow-
niki wchodzg jako czynniki do mianownika iloczynu, mozna przed
wykonaniem mnozenia utamkow licznik jednego utamka z mia-
nownikiem drugiego uproscic.

12 a8 15 3a* 3 g9a*

Np. : 56 8ab s« 2b 26.:

Z twierdzenia o mnozeniu utamkoéw algebraicznych otrzymujemy na-
tychmiast twierdzenie:

Utamek algebraiczny potegujemy, potegujac jego licznik i mia-
nownik, a otrzymane potegi dzielgc.

Aby to twierdzenie udowodnié, wystarczy zastapi¢ potege iloczynem
rownych czynnikéw. Otrzymamy:

(AAn A A A A-A-A... A-
\B) B B B B- B-B... Bn' n
Np. : 4ar >@ 4£4~=— 1.
\x+ \)  XM-2p:+ 1
Cwiczenia:
1 Wykona¢ dziatania:
3a* 2a8. 3ab5 a 2a* 66
2 p o 5E* b) g6+ 6 & 36*' a’
2a3b 126c¢3 5aj/ 6ab 2a 36 .
3c* ® 2ab- 5y ) 3a6 *2aA’
i/ 285 1 Tx*Y\. /7 2ad\ 363\
9) \ 21xy) \ 4a46*/ (“ n») (+ 2al
. a a 6 68 ab bc ac
0 4'P7" ' u; 1) e rar6%5
a a-f-6 na+2+ 1 a—1
K) a4-6 a* ' a*—2a+ 1'a-f1*
a3— m Xx-\-2 a3— 5af-f 6A X+ 1

n2—4 p*—ad a*--1 A— 4a*+ 4a
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2. Wykona¢ dziatania:

§ 10. Dzielenie utamkow algebraicznych.

C
Kazdy z ulamkéw algebraicznych ~ i R (przyczem Cd¢ O
i D® 0) nazywa sie odwrotnoscig pozostatego. Majg one te wia-
snos¢, ze iloczyn ich ma wartos¢ 1. Jest bowiem:
C D_CD_ .
D'"C CD
Udowodnimy twierdzenie:
Dzielenie przez utamek algebraiczny mozna zastgpi¢ mnozeniem
przez odwrotnos¢ dzielnika; czyli wzorem:

A C A D

B p B ¢ (fik0 ChpO; AdO).
. . A D . L
Gdy bowiem otr%/many iloraz — -E pomnozymy przez dzielnik
0

otrzymamy dzielng —, jak wskazuje nastepujacy rachunek:

(a D\ C A B K
u uC)’D EI\C'D)

. poniewaz 4 -4 -1 .

wedtug prawa tgcznosci dla iloczynu ;

a+ 1 a+2 a \ «

Np.: . .
P a—2 a—1 a—2 , @42, ap—2; ad 1)
Cwiczenia:
Wykona¢ dziatania:
ax a*b 2a36 _ _
?) a3. ¢ 6c2° 3c c) (-4a363:]13;
_4a2 a 12a2ic\ 4a2
V256 9 e £ ( 3564/ 2164
-XC
i- g+ 3"

°© 2mi—2mn'n—m" k n2e 2x "' -*— 4gr
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8§ 11. Utamki podwdjne.

Ostatnie twierdzenie wskazuje, ze iloraz dwoch utamkéw alge-
braicznych (t. zw. utamek podwodjny lub pietrowy) da sie zawsze
sprowadzi¢ do postaci zwykiego utamka algebraicznego (ilorazu
dwéch wyrazen catkowitych). Utamki podwdéjne mozna zresztg tak
dodawac, odejmowac, mnozy¢ i dzieli¢ jak zwykte utamki algebra-
iczne. Aby sie o tern przekona¢ wystarczy we wszystkich rozumo-
waniach w paragrafach 4 +m10 uwaza¢ A, B, C i D nie za wyra-
zenia catkowite, lecz za utamki algebraiczne; jezeli wykluczymy
wartosci liter, dla ktérych wyrazenia A, B, Ci D tracg sens licz-
bowy, pozostaja wszystkie przeksztalcenia prawdziwe.

Kilka przyktadéow wskaze nam, iak przeksztatcamy utamki podwdjne.
n2—1

2

1 nalezy najpierw zastanowic
n2— 4

sie dla jakich wartosci x to wyrazenie nie ma sensu liczbowego. Utamek

w liczniku zatraca sens, jezeli v= — 2 ; utamek w mianowniku zatraca sens,
a— 1
gdy x= 2, lub x= —2; mianownik”~----- ulamka podwoéjnego staje sie ze-

1) Majac dany utamek podwdjny

rem, gdy x = 1; wtedy réwniez zatraca sens liczbowy utamek podwdjny.
Dla wszelkich innych wartos$ci .r mozna wartos¢ danego utamka podwdéjnego
obliczy¢. Wykluczajgc dla x wartosci — 2, — 1 i +2, mozemy wykonac
naznaczone w utamku podwojnym dzielenie ulamkéw i otrzymamy:
n2- 1

X+ 2 02— 1pa2—4 (a+l)(a—1) (8+2)(8—2)

= + -
x —1 X+ 2 x—1 ar+ 2 x —1 (x+1)(x-2).
xX*— 4
Mozna tez (zakladajac, ze x nie przyjmuje wartosci — 2, — 1 i -f 2)
licznik i mianownik utamka podwéjnego pomnozyé przez a2— 4 =
= (a-f 2) (x —2). Otrzymamy :
X+ 2 x2— 1) (x —2) T >
= -+ p— .
.. 1 (1) @+ 1 @—2)
.”2. _4
1+ \*
2) Majac dany utamek podwdjny 41 zaktadamy, ze q® 0 i q4=1,
1—
i mnozymy licznik mianownik utamka podwoéjnego przez g* Otrzy_
mamy : 1
1+
9*+1
1-1 ur~qa'’

4
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Mozna tez wykonaé¢ naznaczone dodawanie w liczniku i naznaczone
odejmowanie w mianowniku, a potem podzieli¢ otrzymane uftamki. Wy-
konaj !

Na utamki podwodjne natrafiamy zawsze, gdy w zwykiym utamku
algebraicznym na miejsce jakiejs litery wprowadzamy wyrazenie utam-
kowe. Np.:

W wyrazeniu 2a_—A1’ w ktorem 2a—1 g 0, chcemy podstawic
X— i
iy (n ® 2). Otrzymamy :
a—N8_
a2—1 (n—2)2 (n—1)2—n—2)2
2a—1~ 2np—2 ~ (2x—2) (v—2)—(n —2)2
X —2
n2— 2+ 1j- r2+ 4x— 4 2nr—3

2 nN2—2n:—4n+ 4—n2+ 4n—4 n*—2n

Dla n nalezy wykluczyé oprécz wartosci n = 2 takze te wartosé¢, dla
ktérej 2a— 1= 0. Wartoscig tg jest (jak to zresztg z postaci ostatniego
utamka widaé¢) n = 0. Sprawdz!

Cwiczenia:

1 Nastepujgce utamki podwdjne sprowadzi¢ do postaci ilorazéw
wyrazen catkowitych:

A+ 1A ~ p—2+
a) 1 1 b) 1
+b b-c ~p-p
« t
p) 1+ x
Wiy X-f 427507 d) -1 -2
1— N X ===
- X X -
k+)!'\/|2 X n+ 1
€) f) L X—1
Xy Xz yz n+ 1

2. W podanych nizej wyrazeniach podstawi¢ w miejsce x (wzgled-
nie X i y) napisane obok wyrazenie i wykona¢ naznaczone

dziatania:

1 a+ 2 . .
a X - ' B 2++ 1- r==i_=i.
)n+ 2’ a— 1’ J 3n— 1" a— 1’
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n2—1 2a—1 an2 egr -|
1 1.
©) n2—4’ a—?2 d) an2—n x a+' a2’
w a—1 1+1.
€) x+y ' V~a+ 3 Y a—3
. a—n. ab . (x—a)2 a2+ 1
D b—n- a+ 6’ B) n2— (a+ 1)2 a—1,;
n2—mi m2+ J1L
O o /o o—1"
ab . ab
Xy .
O/'|2 yi’ a—o Y a+ 6
3.* Wykonac¢ dziatania:
N .
3ab-|ab2.]1;
( [ab211 « KT)-(x+T1)!
« fe -D
o £ -=)" X (MM+T+p-(2_71);
/n+ 2 n+ 3
\ 3 -y-6y"21+ 2
7+ 5\ /51— 2 3n—1
6 )‘
_ ab
) a~T); 1+ r+)(1+ nhr);
'2a*b 2ab2
M 1- AT T)(1+ 1); ""Ya—b a+ b ‘-3
] '+ («+ D» at+ 1_
<-1M -M )= © 2a+ 3 6a+ 9
2n
p) (r*n—T+n):1T—2n+ n2
A+ 1 n (3Bn+ 1)2—(2n2+ 1) n
L pu— 6 3 o
A an—1)++ + +  2n 1+2n—1
)« +«:(i+]); o (x+y+r): (1 + 1+ 1);

* Cwiczenia 3 i 4 majg stuzyé¢ do powtdrzenia wszystkich dziatan na utam-
kach algebraicznych.
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nastepujacych przyktadach utozy¢ wzér rozwiazujacy za-
danie i przeksztatci¢c go na wygodny do rachunku. Spraw-
dzi¢ wzoér, przyjmujac za litery szczegotowe wartosSci.
Samolot przebyt droge s km w t min. W jakim czasie
przebedzie droge n razy diuzszg, jezeli wskutek niepomysl-
nych warunkéw atmosferycznych predko$¢ samolotu bedzie
0 a km/min. mniejsza?

Kupiec sprowadzit a kg towaru po z zt za kg i sprzedat
caty towar, zarabiajgc * z} na kazdym Kkg. Za otrzymane
pienigdze kupit znéw ten sam towar po tej samej cenie
1 sprzedat z takim samym zyskiem na kazdym kg. Za cala
uzyskang kwote kupit znéw ten sam towar. lle kg towaru
otrzymat trzecim razem? e towaru bylo we wszystkich
trzech partjach razem?

Kupiec kupit a q jabtek po r zt za 1 gq. p°/o jabtek zepsuto
sie. Po ile zt musi sprzedawaé¢ 1 g, aby zarobi¢ s°lo ceny
kupna ?

Kupiec sprowadzit a kg towaru za z zi. Z tego sprzedat
najpierw b kg, zarabiajac n zt na kazdym kg. Reszte to-
waru sprzedat, tracac Jg zt na kazdym kg. Za ile zt sprze-
dal pierwszg partje towaru, a za ile druga? lle zarobit
(stracih) ?

Kupiec zakupit a q drzewa za z zt, potem a-j- n q po cenie
nizszej o £ zt na 1 g, a wreszcie a— n ( po cenie wyzszej
Oi zt na 1 q, niz przy pierwszej partji. ile zt ptacit Sred-
nio za 1 q?

Kupiec sprowadzit a kg towaru, ptacac r zt za 1kg. Towar
sprzedat z zyskiem, wynoszacym p°k ceny kupna, n-tg czes¢
otrzymanej ze sprzedazy kwoty zuzyt na utrzymanie, a za



reszte kupit znéw tego samego towaru po tej samej cenie.
lle kg zakupit drugim razem?

Kapitat a zt rozdzielono miedzy 4 osoby. Pierwsza otrzy-
mata n-tg cze$¢ kapitatu; druga n-tg czes¢ reszty; trzecia
n-tqg czes¢ tego, co jeszcze pozostato; a czwarta reszte.
Ille zt otrzymata czwarta osoba?



Rozdziat Il

Rownania utamkowe. Proporcje

8§ 1. Réwnania utamkowe.

Réwnanie, w ktérem przynajmniej jeden wyraz jest utamkiem
algebraicznym, zawierajagcym niewiadomg w mianowniku, nazywa
sie rownaniem ulamkowem. Réwnanie takie moze mie¢ sens oczy-
wiscie tylko dla takiej wartosci niewiadomej, dla ktérej mianow-
niki utamkow zawartych w réwnaniu sg rézne od zera. Wyklu-
czajgc takie wartosci niewiadomej, uwalniamy réwnanie od ufam-
kéw, mnozac obie jego strony przez wspolny mianownik utamkow,
jak wskazujg przykiady:

3 2
Sx+2- tTH_1"

W celu wyznaczenia miejsc zerowych mianownikéw i w celu wyzna-

czenia wspoélnego mianownika utamkoéow rozkladamy mianowniki wszyst-
kich utamkow na czynniki:

Przykiad 1. Rozwigza¢ réwnanie:

3 X8— 2
2(x +1)" +1)(*-1)°
Miejscami zerowemi mianownikéw sg wartosci X = — 1 i X= + 1

Zakladajgc, ze rownanie ma pierwiastek, ktory oczywiscie jest rézny od
— 1 i+ 1, mnozymy obie strony réwnania przez wspélny mianownik
wszystkich utamkoéw, t j. przez 2 (x +1)(x — 1). Otrzymamy:
3(r— 1) = 2(rH )@+ - 1)—2((x*- 2).
Wykonywamy naznaczone
dziatania: 3x — 3= 2x2— 2 — 2x2+ 4,

3x —3= 2
Rozwigzujemy: 3x=5,
Sprawdzamy :
, L=Jdi+2=V =3 =
R (e X — ft
F=1 t i~ 1 jyi~1 TV-Tt>
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Przykiad 2. Rozwigzaé¢ uktad réwnan:
7X—4y _ 6y+1 1
6mr—12y 4*—8y

3@+ 2_2y+ 1 _
* 2y

Rozktadamy w pierwszem réwnaniu mianowniki utamkéw na czyn-

niki, a drugie réwnanie przepisujemy:
Ix—\y _ Jy+J_ = -
6(r-2y) 4(f—2y)
3*+ 2_ 2y + 1_
w 2/
Zaktadamy, ze ukiad réwnan ma rozwigzanie, ktére oczywiscie spet-
nia warunki rd¢ 2y, x® 0, y =0, i mnozymy obie strony pierwszego
rownania przez 12(;r— 2Yy), a drugiego przez 2xy. Otrzymamy:

14r — Sy—\Sy —3 = 12x— 24y
6Xxy + 4y — 2xy —X = 4xy.
Porzadkujemy :
2x-2y =S,
— X+ 4y = 0.

Rozwigzujgc ten ukiad réwnan, znajdziemy: X = 2, y = £.
Sprawdzenie :
- 14—= 3+1=12 A=o0-1 - a1 =
I, = — 1,10 =1;L,= .
12 6 8-4 6 4 A
+ +
6+2 1 124—2:2 P8= 2; 7z8= P,.

Przyklad 3 Majac rozwigzaé¢ ukiad réwnan:

¥ o
X+ Y Yy
4* X+ 2
e = 5
X+ V Yy
zauwazymy, ze niewiadome wystepujg w tych réwnaniach tylko w wy-
X “- 2
razeniach __]/i —y e Oznaczmy pierwsze z nich literg a, a drugie
* 4
literg b tak, ze: « [r+2
= ——> b -
X+Y y
Wprowadzajac te oznaczenia do danego ukiadu réwnan, otrzymamy:
a+ b= —1,

4 a+ 6= 5.

Rozwigzujac ten uktad réwnan, znajdziemy: a= 2, b= — 3.
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Znaczy to, ze dany ukiad réwnan moze sie sprawdza¢ tylko dla ta-
kich wartosci X i y, dla ktérych
r n + 2
2’ E_ =
Yy

Rozwigzujgc ten uklad réownan ze wzgledu na X i Yy, znajdziemy:

—3.

X = 4, y= —
Sprawdzenie:

Przykiad 4. Dwie pompy dostarczaja wody do zbiornika. Zbiornik
napetnia sie wodg, albo gdy obie pompy sg czynne przez 6 godzin, albo
gdy pierwsza pracuje przez 9 godzin, a druga przez 4 godziny. W jakim
czasie napetni sie zbiornik, gdy wody dostarcza¢ bedzie tylko pierwsza
pompa, a w jakim, gdy pracowac¢ bedzie tylko druga pompa?

Pierwsza pompa napetni zbiornik w X godzinach, druga w Yy godzi-
nach. Przyjmijmy nadto, ze pojemno$¢ zbiornika wynosi vV m3 Pierwsza
pompa, dostarczajaca w X godzinach v ms wody, dostarcza w jednej go-

dzinie m3; druga dostarcza w godzinie ~ T* wody.

Poniewaz w 6 godzinach obie pompy wypetniajg caly zbiornik, to:

§_y_ 1._6__\/: u.
X Yy
Podobnie prowadzi drugi warunek do réwnania:
9> 140
X Yy
Po uproszczeniu przez » i wprowadzeniu oznaczen:
otrzymamy ukiad réwnan:
6a+ 66 = 1,
9a+ 46= 1

Rozwigzujgc ten uktad rownan (rozwiaz!), znajdziemy: a= ~ , b=
a stad: g = 15, y = 10.

Pierwsza pompa wypetnia zbiornik w 15 godz., a druga w 10 godz.
Sprawdz !
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Cwiczenia:
1 Rozwigza¢ rownania:
1 4 1 4

) n 150 5n 3 b>
8« <2, 41+ 1 + .y o* .
©) an - 6n 7n9n 10 ,U-; 4>H-L3 J?I
€) ﬂ—mz Sn: H?& -y y 37X 6 an =k
n—2 X —4 ,.2n—1 X —2
9 37+ 3 27+ 2 b } 4n+ 8 6je-(-12 1
_ 5 1 5 3
) 6n—12 1.8 4 2n—
) 7 2 10
) 24n—12 181—9 9 8v—4°
o X\ Lox—=5 o f 1
n—3+n—2 ' 2n+ 1 3n+ 6 3n-1
»in-}-7 n-|-8 F-)-3 i 3 1 2
*n+ 3 n+ 2-1 x+ V X —2 3 n— 1
2n+ 3 T
O)n—fl n+ 2:1+n+ 3’
2n X X 4- 4 6
P) x — 2 =n"2
2. Rozwigza¢ rownania:
3 2 3 5n+ 3 2(n+ 3)
) X X+ X V b) n+ 1 n8+ 2n+ 1=
308+ 3 . 3 - 3
m-f-X X+ 1 '
% 1 n8+ 1
d) = ltk?®)( x—11 ©) 7 —8n8+ 3n 278+ 4n
1 ,5 6 n 4 1
D (h—28"x8 n8—2x' D ns—an+ 4 gs—4 n
h Hon—1 12 _ 5
) 4ng+ 4n+ 1+ 4n8—1 2n—1;
1 n+ 1 3

O 37 3n8+ 2n (3n+ 2)8
n+ 14 6 n+ 3 = 6.
) B—1 /B—n /B+ N1 8



) n—1 2n-4 3
ik X+1 mB4-3.v4- 3V-fl n*-f2n4~1'
i N\ir m_8(x+1)_ , n2—32
-4ar + 4 n24-~2n n2— 4’
1 > 5 6
m) . :
2x—NH2'" 2n4~-1m 4742— 1
3 01 -3
N~ 354+ 2+ 12— 5%4-6 A4n 4-3'

/ji/Rozwigza<3 ukitady réwnan :

zyn- 8. 8 i _n_+Y_4- 5 = i.
® n-2 +y4-2% 7 nd~y4*1'2n—3 ’
y—l,n4—10_ _ n 5y—2_
Y _r2n4-4 = H; 6n— 12y 4n— 8y~
n-b3 V+ 3= (g~ Nt 4y + 1

f—1 y+1 n—2y4n1 2n—ap—1
A+ U+ 2 . n4~2y4-2 n+ 3 .y4-1 ).
*+ Y ' X+ 2y n y '
, 0 n4-y _a=y (2y- 1+ n
N—y %4y X*—y*
+ 1 4-1
X y -1
n-J-5 2 j. 5n4-y4-1 ,3n —y-f2
n+ 1 Yy 2 It Yy 2n4-4y 1 3n+ 6y
5 3 3. 20 7 _ 34.
y n ny’ Y~V ny’
n(2n4-3) *U-1.
y n*—y2 n—y X4-4
2n4-1 Na- y2- 3
*4-0 N34-2ny4-y
n x 2 my4-1 2.
y n4-1 'y 1 '
n2—1 3y(n—4) _
= 4
n 3y—1 3y—1
.2n4-y—7 .n+y ]
Y 3 N6 noy b
52n:+y- 7_7 op>=3; — 4 —=4-
n y

Mihutowicz: Algeb

ra dla 11l gimn.

’
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1 .r-3 n+ 1
L 4 - 3-
Xx~\-y ' X—y 3 ) 2,/+4 1lgy+ 3
3 2 5n— 15 6n+ 6
s+ ¥V X—Yy Y+ 2 2y + 1

Y+ 2 20N ge o) 501 — 20y 3T

r|) 50 —5 Y+ j 6n+ 30 4y —

Y+ 2 a0 2n — 8y 3n

20— 2 Y+ j #y 3n+ 15 2y

Przez jaka liczbe nalezy podzieli¢ 328, aby otrzymac iloraz
(niezupeiny) 12 i reszte 4?

Gdy pewna liczbe catkowita podziele przez liczbe mniejszg
od niej o 7, otrzymam iloraz 2 i reszte 3. Jaka to liczba?
Jaka liczbe nalezy dodac¢ do licznika i mianownika utamka
f, aby otrzymac f?

Stosunek dwu liczb, z ktérych pierwsza jest o 6 mniejsza
od drugiej, wynosi 0,4. Obliczy¢ te liczby.

Liczbe 100 roztozono na dwa skiadniki, ktérych iloraz wy-
nosi 5,25. Znalezé te skiadniki.

Gdy do licznika i mianownika pewnego utamka dodamy 1,
otrzymamy 0,8; gdy za$ od licznika i mianownika tego
utamka odejmiemy 1, otrzymamy 0,75. Wyznaczy¢ ten
utamek.

Gdy podziele jednag liczbe catkowita przez druga, otrzy-
mam iloraz 5 i reszte 3. Gdy zas$ dzielng powieksze o 1,
a dzielnik pomniejsze o 1, to iloraz wzrosnie o 1, a reszta
zmniejszy, sie o 1. Jakie to liczby?

Gdy podziele pewng liczbe dwucyfrowag przez liczbe, ktéra
z niej powstaje przez przestawienie cyfry jednostek z cyfrg
dziesigtek, otrzymam iloraz 2 i reszte 2. Gdy zas$ po-
dziele liczbe dziesigtek tej liczby przez liczbe jednostek,
otrzymam taki sam iloraz, a reszte o 1 mniejszg. Znalez¢
te liczbe.

Kupiec mial pewna ilos¢ jabtek, ktére zamierzat sprzedac
po 80 gr za kg. Gdy n-ta cze$¢ zapasu jablek zepsuta
sie, sprzedal pozostale jabtka po 1 zt za kg i uzyskal ze
sprzedazy te samag kwote, ktérg zamierzal pierwotnie uzy-
skac¢. Obliczy¢ n.

Koszta jednej wycieczki szkolnej wynosity a zi, a koszta
drugiej byly o 56% wyzsze. Poniewaz jednak liczba ucz-
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nidéw, biorgcych udziat w drugiej wycieczce byta o 11 mniej-
sza od podwdjnej liczby uczestnikéw pierwszej wycieczki,
wypadty w obu wycieczkach na kazdego ucznia jednakowe
koszta, ilu uczniéw brato udziat w kazdej wycieczce?

k) Jeden lotnik wyleciat z miejscowosci A, a drugi réwnocze-
Snie z miejscowosci B i obaj przybyli rownoczesnie do C
Pierwszy leciat z predkoscia o 26 km/godz. wiekszg, niz
drugi. Z jakg predkoscia leciat drugi, jezeli AC— 342 km,
a BC —285 km?

(ij Dwéch robotnikéw niejednakowo zrecznych wykonatoby,
pracujac wspdlnie, pewna prace w 12 dniach. Po pieciu
dniach wspélnej pracy pierwszy robotnik zachorowat, a drugi
ukonczyt reszte pracy w 174 dniach. W ilu dniach wyko-
natby te prace kazdy z tych robotnikéw, pracujgc sam.

m) Dwoch robotnikéw niejednakowo zrecznych, pracujac wspoél-
nie, wytozyto kostkami kamiennemi 100 /i* jezdni w 5£ dnia.
Drugim razem pracowat pierwszy robotnik 7£ dni, a drugi
9 dni i wytozyli kostkami 150 nP jezdni. lle dni potrze-
bowatby kazdy z tych robotnikéw na wytozenie kostkami
100 m* powierzchni, gdyby pracowat sam?

n) Kierowca samochodu obliczyt, ze przebedzie pewng droge
w 3 godzinach. Wskutek ztego stanu drogi musial £ czesé
drogi przeby¢ z predkoscia o 6 km/godz. mniejsza, niz za-
mierzat. Pozostate f drogi przebyt jednak z predkoscig
wiekszg o 4 km/godz., niz zamierzat, wskutek czego calg
droge przebyt rzeczywiscie w 3 godzinach. Obliczy¢ dtugosc
X drogi.

Wskazowka: Zamierzona predkos¢ wynosi ~r; predko$é w pierwszej
cze$ci drogi wynosi g.r— 6, a w drugiej £ar+ 4. Rownanie utozymy
z warunku: (czas przebycia pierwszej czesci drogi) + (czas przebycia
drugiej czesci drogi) = 3.

8§ 2. Proporcje.

Dwa réwne stosunki, potgczone znakiem réwnosci, tworzg pro-
porcje.
Proporcjg jest np.:
8] :5{j= 45 :3.
Pierwszy stosunek ma bowiem warto$¢ (wyktadnik): 8f :5f =
= 3B: 5=V e = f>a dragi: 45:3 = 15=8; oba sg wiec rowne.
-
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Ogdlna postacig proporcji jest:
a:b—c:d

Proporcje czytamy tak: ,a ma sie tak do b, jak ¢ do da, albo
.Sstosunek a do b réwna sie stosunkowi c do rf‘. Liczby a, b, ¢, d
nazywamy wyrazami proporcji, a mianowicie kolejno pierwszym,
drugim, trzecim i czwartym. Wyrazy a i d nazywamy wyrazami
skrajnemi, a wyrazy b i ¢ wyrazami Sredniemi. Dla uproszczenia
dalszych rozwazan przyjmujemy, ze wszystkie wyrazy proporcji
sq rézne od zera.

Z okreslenia proporcji wynika bezposrednio, ze:
Wyktadniki obu stosunkéw proporcji sg sobie réwne.

Poniewaz stosunek dwu liczb réwna sie ich ilorazowi, mozemy pro-

. o . . C
porcje a: b= c:d napisa¢ takze w postaci — = — e

Mnozac obie strony ostatniej réwnosci przez bd, otrzymamy:
ad = bc.

Réwnos¢ ta wyraza podstawowag wilasnos¢ proporcji:

W proporcji iloczyn wyrazéw skrajnych roéwna sie iloczynowi
wyrazéw Srednich.

Naodwrét otrzymujemy z réwnosci ad —bC po podzieleniu obu stron
.przez bd proporcje: a: b= c:d Stowami:

Z czynnikéw dwoch réwnych iloczynow mozna utozy¢ proporcje,
przyjmujac czynniki jednego iloczynu za wyrazy skrajne, a czynniki
drugiego iloczynu za wyrazy S$rednie.

Np.: Z réwnych iloczynéw 4m9= 312 otrzymujemy proporcje:
4:3 = 12:9.

Réwnos$é ad= bc jest wiec zupetnie réwnowazna proporcji a: b= c:d;
z rownosci wynika proporcja i naodwrét. Dlatego postugujemy sie temi
twierdzeniami przy sprawdzaniu proporcji.

Aby zbadaé, czy proporcja 8f :5% = 4,5 :3 jest prawdziwa, tworzymy:

iloczyn wyrazow skrajnych: /= 8J«3= " 3=

i iloczyn wyrazéw S$rednich: ['= 5f e45= " e | = 6 u|

Poniewaz /= /', to na podstawie ostatniego twierdzenia stwier-
dzamy, ze dana proporcja jest prawdziwa.

Z réwnowaznosci proporcji a:b=c:d i réwnosci ad= bc wysnu-
wamy dalsze wiasnosci proporcji. | tak:

1) Przestawiajac w réwnych iloczynach ad —bc czynniki, Ilub prz
stawiajgc w tej rownosci lewg strone z prawag i tworzac kazdym razem
z czynnikow rownych iloczynéw proporcje, znajdziemy:
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W proporcji wolno: a) wyrazy skrajne ze sobg przestawic; b) wy-
razy sSrednie ze sobg przestawic; c) wyrazy skrajne przyjac za Sred-
nie, przyjmujac réwnoczesnie wyrazy Srednie za skrajne.

Stosujac te twierdzenia do proporcji a: b= c:d, mozemy z nigj
otrzymac¢ nastepujacych 7 nowych proporcyj :
a:c= b:d; (w danej proporcji przestawiono wyrazy $rednie).
b:a =d:c; (w danej proporcji przyjeto wyrazy skrajne za $rednie,
a Srednie za skrajne).

b:d = a:c; (w ostatniej proporcji przestawiono wyrazy $rednie),
c:a=d:b; (w przedostatniej proporcji przestawiono wyrazy skrajne),
c:d—a: b; (w ostatniej proporcji przestawiono wyrazy $rednie).

d: b= c:a; (w danej proporcji przestawiono wyrazy skrajne).

d: c—Db:a; (w ostatniej proporcji przestawiono wyrazy S$rednie).

Te wszystkie proporcje wyrazajag to samo; z kazdej z nich wynikajg
wszystkie pozostate.

2) Jezeli w proporcji a: b= c:d jeden wyraz skrajny (np. @) i jedel

wyraz $redni (np. ¢) pomnozymy przez M, to proporcja am : b= cm :d
bedzie rowniez prawdziwa. lloczyn wyrazéw skrajnych adm bedzie bo-
wiem réwny iloczynowi wyrazéw s$rednich bcm, o czem tatwo przekonaé
sig, mnozac obie strony réwnosci ad = bc (wynikajacej z danej proporcji)
przez m. Zwazywszy, ze kazde dzielenie zastgpi¢ mozna mnozeniem
przez odwrotnos¢ dzielnika, powiemy:

W proporcji wolno jeden wyraz skrajny i jeden wyraz Sredni
przez te samg liczbe r6zng od zera pomnozy¢ lub podzielic.

Z twierdzenia tego korzystamy, aby proporcje uproscic.

3) Z proporcji a: b—c :d wynika ad= bc, a stad:

bc ad ad bc
a—H, b—C_, C—b—, d—a—.

Stowami :

Wyraz skrajny proporcji réwna sie iloczynowi wyrazéw Srednich,
podzielonemu przez pozostaty wyraz skrajny; wyraz sredni proporcji
réwna sie iloczynowi wyrazéw skrajnych, podzielonemu przez pozo-
staty wyraz Sredni.

Przy pomocy tego twierdzenia mozna obliczy¢ jeden niewiadomy
wyraz proporcji, gdy trzy pozostate sg dane, czyli rozwigzaé proporcje.
Np.: Z proporcji 54 : X —2 :7 obliczymy :
54 «7

18,9.
2
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Dwie réwnoczesne proporcje:
a:b =d:e
i b:c= e:f
piszemy krotko w postaci t. zw. proporcji biezacej, t. j.:
a:b:c—d:e:f.
Z proporcji biezacej (czyli z dwu proporcyj, ktére ona zaste-
puje) wynika takze, ze:
a:c=d:f
Mnozac bowiem stronami réwnosci: ae —bd i bf—ce, wynikajace

z dwu danych proporcyj, otrzymamy: abef= bcde, a po podzieleniu
przez be obu stron: af—cd. Z rownosci tej wynika proporcja a:c= d:f.

Cwiczenia:

1. SprawdZ proporcje:
a) 24:8= 15:5; b) 143:6,5= 7,7:3,5; ¢) 7 :3] = 5:2£;
d) 45:24= 15: e) 2*:24= 18:1,6; f) 3*:21= If :1;
g) 34:1= 21 :]; h) 22:17= 50 :425; /) 03:%$= £:L.
2. Roztozy¢ liczby: 24; 54; 100 w dwojaki spos6b na dwa czyn-
niki i utozy¢ z tych czynnikéw proporcje.
3. a) Utozy¢ dowolng proporcje i utworzy¢ z niej przez przesta-
wianie wyrazow 7 nowych proporcy;j.
b) lle réznych proporcyj otrzyma¢ mozna przez przestawianie
wyrazéw proporcji ciggtej: a:b—b:c?
4. Rozwigzac i sprawdzi¢ proporcje:
a) 38:1,7= 133:jg b) 48:24=* :10,2; ¢) x: LU =L :1
d) x:+ = %:?b; e) 58: =x:U; f)04:m=]:0,625
C,) 1,2:4 =*:%; h) 25:*= *:1,2; i) 0,375:2+= 4,2 :n
5. Rozwigza¢ réwnania i ukiady réwnan:
a 1;0=05:(Gc— 1); b)(1a5- x):*= 1:2;
C) 4:.v= 7:(jc+ 4,5); d) 9:(x+ PD=4:v
e) &+ 7):(a&— 1) = (x+ 10):m;

f) (jt-10):(x-122) = (jc+ 10):(x-2);
9) (*+ f):(3 *-*)=*:(2+-31);

h) (n--n) :6—2m)= (2— 3m) : (6n: — 21);
)<+ 0= 1 i) -4y = 4

a'y—5'3' Baor+ 1) :(3- 2y)= 3:4;
o @+ y) i (y—m:(*-f2y+ 1)= 1:2:3;
D Ary:(*+y-(-2)= 2:3:6;
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m) Xx:y:z=6:9:10, n) (@&-f-1):(y—21:(r-j-3)= 6:3:1,
b + H/+ 2z = 2; X+y+z= 17,

0) X:y:z:u=2:3:1: 6
Xx+y -fz+ u= 6.

8§ 3. Reguta trzech.

Proporcje znajduja zastosowanie przy rozwigzywaniu wielu zagadnien
praktycznych. Oméwimy przedewszystkiem zagadnienia z regaly trzech,
ktére umiemy juz rozwigzywaé¢ innemi sposobami. Zagadnienia te doty-
czg wielkosci wprost i odwrotnie proporcjonalnych.

Dwie wielkosci nazywamy wprost proporcjonalnemi, jezeli sa
tak ze sobg zwigzane, ze gdy jedna wzrosnie (zmniejszy sie) 2, 3,
4... razy, to druga rowniez wzrosnie (zmniejszy sie) 2, 3, 4... razy.

Zwigzek taki zachodzi np. miedzy ilosScia towaru a jego wartoscig.
Jezeli 1 kg towaru kosztuje a zl, to 3 kg tego towaru kosztujg 3a zi,
a 4,5 kg kosztujg 4,5 a zt. Wymienione iloéci towaru pozostaja w sto-
sunku 3 :4,5. a odpowiadajagce im wartosci w stosunku 3a : 4,5a czyli
(po uproszczeniu przez a) réwniez w stosunku 3 : 4,5. Z tego przykitadu
wysnuwamy twierdzenie:

Jezeli dwie wielkosci sg wprost proporcjonalne, to stosunek
wartosci jednej wielkosci réowna sie stosunkowi odpowiednich war-
tosci drugiej wielkosci.

Dwie wielkosci nazywamy odwrotnie proporcjonalnemi, jezeli
sg tak ze sobg zwigzane, ze gdy jedna wzrosnie (zmniejszy sie)
2, 3, 4... razy, to druga zmniejszy sie (wzrosnie) 2, 3, 4... razy.

Zwigzek taki zachodzi np. miedzy czasem potrzebnym do przepisania

na maszynie jakiego$ dzieta, a iloscia pracownikéw przepisujacych to
dzieto. Jezeli jeden pracownik potrzebuje na przepisanie dzieta N go-

dzin, to 5 pracownikow przepisze dzieto w -X- godz., a 7 pracownikow

w y godz. Oczywiscie przyjmujemy, ze wszyscy pracownicy pisza jed-

nakowo szybko i ze dzieto mozna przepisywaé czesciami tak, ze piszacy
wzajemnie sobie nie przeszkadzajg. llosci pracownikéw wymienione
w tym przyktadzie pozostajg do siebie w stosunku 5:7, a odpowiednie

ilosci godzin w stosunku y - :y Kktéry po rozszerzeniu przez 35 i upro-

szczeniu przez N przyjmuje posta¢ 7 : 5. Stosunek 7 : 5 nazywamy sto-
sunkiem odwrotnym do stosunku 5: 7. Z tego przyktadu wysnuwamy
twierdzenie :
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Jezeli dwie wielkosci sg odwrotnie proporcjonalne, to stosunek
wartosci jednej wielkosci rowna sie odwrotnemu stosunkowi od-
powiednich wartosci drugiej wielkosci.

Znajac jedng pare odpowiadajgcych sobie wartosci dwu wiel-
kosci wprost lub odwrotnie proporcjonalnych, mozemy przy po-
mocy proporcji obliczy¢ kazda wartos¢ jednej wielkosci, odpowia-
dajaca danej wartosci drugiej wielkosci. Np.:

Zadanie 1 Pociag, poruszajacy sie ruchem jednostajnym, przebyt
w 44 min. droge 3,6 km; ile km przebedzie w 12£ min.?

Zakladajac, ze ruch pociagu jest jednostajny, przyjmujemy tern sa-
mem, ze droga przebyta przez pocigg i czas, w ktorym ta droga zostata
przebyta, sa wielkosciami wprost proporcjonalnemu Oznaczajgc literg @

droge przebyta w 12] min., zestawiamy odpowiadajgce sobie wartosci
obu wielkosci :

44 minutom odpowiada droga 3,6 km;
12} , A A *  km

Poniewaz wielkosci te sg wprost proporcjonalne, to stosunek war-
tosci jednej wielkosci réwna sie stosunkowi odpowiednich wartosci dru-
giej wielkosci. Stad proporcja:

L :12f= 36 : .
Rozwigzujac ja, znajdujemy:
12f 36 51-3,6
*= T T """ 18-=M
W 12f min. przebedzie pociag 10,2 km.

0,2 = 10,2.

Zadanie 2 Piszac dziennie po 14 godz. mozna przepisaé pewne
dzieto w 42 dniach; w ilu dniach mozna przepisa¢ to dzieto, piszac
dziennie po 34 godz.?

Przyjmujemy, ze czas potrzebny do przepisania dzieta jest odwrotnie
proporcjonalny do ilosci godzin dziennej pracy. Oznaczajgc literg X czas
potrzebny do przepisania dzieta przy 34 godz. dziennej pracy, zesta-
wiamy odpowiadajgce sobie wartosci obu wielkosci :

Przy 1] godz. dziennej pracy czas potrzebny wynosi 42 dni;
a Y a a a a a a dni.

Poniewaz wielkosci te sa odwrotnie proporcjonalne, to stosunek war-
tosci jednej wielkosci réwna sie odwrotnemu stosunkowi odpowiednich
wartosci drugiej wielkosci. Stad proporcja:

14 : 34 = r: 42

Rozwigzujac te proporcje, znajdziemy:
14-42 3-42

34 ~ 7

Pracujgc po 3| godz. dziennie, przepisze sie dzieto w 18 dniach.

= 18.
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Zadanie 3. Do oswietlenia budynku przeznaczonego na kolonje wa-
kacyjne wystarczyt zapas 60 | nafty w lecie na 36 dni, gdy dziennie
palito sie 16 lamp przecietnie po 24 godz. dziennie. Na ile dni wystarczy
50 | nafty w zimie, jezeli pali¢ sie bedzie 12 lamp po 54 godz. dziennie?

Zadanie zapisujemy w nastepujacy sposoéb:

& /refty: Il lanp mjtgiﬁe 22 yparcok
4

60 16 36

50 12 a4 X
Rozbijamy zadanie na nastepujace :

Bietl
llos 1 refty: llo& leanp: ehr_ie Zﬂmm"‘%?.arw

(1). ...- 60 16 4 36
(2). -... 50 16 4 z
(3). -... 50 12 U u
(4). ___50 12 a
Rozwigzujemy kolejno zadania, zapisane w wierszach: (1) i (2),

(2) i (3) oraz (3) i (4):

Wedtug tematu zadania, zapisanego w wierszach (1) i (2), ta sama
ilos¢ lamp pali sie przez jednakowa ilos¢ godzin dziennie. tatwo zrozu-
mie¢, ze w tym przypadku czas, na jaki zapas nafty wystarczy, jest
wprost proporcjonalny do wielkosci tego zapasu. Jest wiec:

50 - 36
60:50=36:2 a stad: z= ———
b)
Wedtug tematu zadania, zapisanego w wierszach (2) i (3), zapas nafty
jest staly i ilos¢ godzin, przez ktore codziennie pali sie lampy, jest stata.

W tych warunkach czas, na jaki dany zapas nafty wystarczy, jest od-
wrotnie proporcjonalny do ilosci lamp. Jest wiec:
16z 50-36-16
16:12=Y: astad: y= — = -~"TTg—

Wedtug tematu zadania, zapisanego w wierszach (3) i (4), zapas nafty
jest staty i ilos¢ lamp jest stala. W tych warunkach czas, na jaki zapas
nafty wystarczy, jest odwrotnie proporcjonalny do ilosci godzin, przez
ktére codziennie lampy sie pali. Jest wiec:

S'oviu,, g8l A “4‘ - 50'86+16; 2

60 +12 «54 = 18i2

2]

Zapas nafty wystarczy na 18 dni.

Cwiczenia:
1 a) Na uszycie 120 munduréw zuzyt zaklad krawiecki 330 m
sukna i 168 m podszewki. lle m sukna i podszewki ma za-

kupi¢, jezeli otrzymal zamowienie na 300 takich samych
munduréw?



b)

Jeden ze wspo6lnikoéw przedsiebiorstwa, ktéry wiozyt w przed-
siebiorstwo 3700 zi, otrzymat 495,6 zt dywidendy. Jaka dy-
widende otrzymajg wspolnicy, ktoérzy wiozyli w przedsie-
biorstwo 5000 zt i 2850 zt?

Przednie koto u wozu o obwodzie 2,2 m wykonato 700 obro-
tow ; ile obrotow wykonato rownoczesnie koto tylne, ktérego
obwoéd wynosi 2,75 m?

Pewng droge mozna przeby¢ rowerem w 1 godz. 15 min.,
jadac z predkoscia 12,5 km/godz. W jakim czasie mozna
przeby¢ te droge pieszo z predkoscig 4,5 km/godz.?
Probowka o diugosci 20,5 cm, obcigzona Srutem tak, ze
wazy 12,6 g, ptywa w potozeniu pionowem po wodzie, przy-
czem nad wode wystaje 13,5 cm. lle g Srutu nalezy dosypac,
aby nad wode wystawato tylko \cm probowki ?

Ciezarek mosiezny ma objeto$¢ 253 cm3; jakg objetos¢ miec
bedzie tak samo ciezki ciezarek zelazny, jezeli ciezar wia-
Sciwy zelaza wynosi 7,7 g/cms a mosigdzu 8,4 gr/cm8?
Motor elektryczny, poruszajgcy pompe, podnosi w 1 sek.
\7f kg wody na wysoko$¢ 85 m. lle kg wody w 1 sek. do-
starcza¢ bedzie pompa, poruszana takim samym motorem,
na wysokos¢ 15 m?

1 cm3 wodoru wazy przy 0° C i normalnem cisnieniu
0,0000898 g; jaka objetos¢ ma wtedy 12 g wodoru?

W pewnej maszynie dwa kota o obwodach 4,15 m i 1,25 m
potgaczone sg pasem. Pierwsze koto wykonywa 3£ obrotéw
na sekundeg; ile obrotéw na sekunde wykonywa drugie
koto?

W rowerze ma koto zebate potgczone z pedatami (przypatrz
sie konstrukcji roweru) 58 zebéw, a drugie, potaczone z ko-
tem tylnem, 22 zebdéw. Jaka droge przebedzie rower, gdy
wieksze koto zebate wykona 1 obrét, jezeli Srednica kota
roweru ma 70 cm?

Wz6r na obwdd U kota o promieniu r jest: u= 2rcr.

Jak wielki kat srodkowy odpowiada w kole tukowi rownemu
promieniowi kota?

Towar brutto (wraz z opakowaniem) wazy 84 kg, tara (opa-

kowanie) wazy 7°°/o0 wagi brutto; ile zaptaci¢ nalezy za ten

towar, jezeli 5 kg towaru netto (bez opakowania) kosztuje
17 z4?
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m) Sadzawka wypetnia sie woda w 10£ godz., jezeli woda do-
ptywa do niej jedna rurg; w ilu godzinach wypetni sie,
jezeli woda bedzie dopiywata jeszcze drugag rurag, ktoérej
przekréj pozostaje do przekroju pierwszej rury w stosunku

2:3?
2. a) Z 23 kg przedzy wyrabia tkacz 161 m piétna, szerokiego
na 72 cni; ile m piétna, szerokiego na 84 cm, wyrobi

z 7,5 kg przedzy?

b} Za przewéz 845 kg na odlegtos¢ 65 km zaptacono 47,80 zi;
ile kosztowa¢ bedzie przew6z 750 kg na odlegtos¢ 80 km ?

C) Za osSwietlenie sali 12 lampami po 25 Swiec zaptacono za
2£ miesigca 68,10 zi, gdy lampy Swiecity sie po 5 godz.
dziennie. W innym czasie oswietlano sale 8 lampami po
40 Swiec przez 2 miesigce i zaptacono za Swiatto 51,84 zi.
lle godzin dziennie pality sie przecietnie lampy?

d) Utrzymanie rodziny, zlozonej z 5 os6b, przez 3 miesigce
kosztowato 1680 zt; ile kosztowa¢ bedzie utrzymanie 6 os6b
przez 2] mies., jezeli koszta utrzymania wzrosng o 4]%?

e) Samolot przebyt pewna droge w 36 min.; w jakim czasie
przebedzie droge 3 razy diuzsza, jezeli lecie¢ bedzie z pred-
koscig o 25% mniejszg?

f) Obliczono, ze w celu usypania watu ochronnego od wylewu
rzeki musi pracowac¢ 50 robotnikéw przez 40 dni po 8 godz.
dziennie. Zdotano wynaja¢ tylko 40 robotnikéw, ktérzy jed-
nak po 6 dniach pracy zgodzili sie pracowa¢ po 11 godz.
dziennie. W ilu dniach wal bedzie usypany?

8§ 4. Rachunek podziatu proporcjonalnego.

Drugi typ zagadnien praktycznych, w ktérych stosowa¢ mozna
proporcje tacznie z réwnaniami, stanowi rachunek podziatu pro-
porcjonalnego. Rachunek ten wyjasnimy na dwoch przyktadach:

Zadanie 1. Dwoch kupcow zawigzato spotke; pierwszy wiozyt w przed-
siebiorstwo 6000 zi, drugi 4000 zit. Przedsiebiorstwo przyniosto 5486 zi
zysku. Jak podzielg sie tym zyskiem?

Oznaczmy literg X kwote, ktorg z zysku otrzyma pierwszy kupiec,
a literg g kwote, ktérg otrzyma drugi. Kwoty te majg pozostawaé do
siebie w takim stosunku, jak kwoty, wtozone przez kupcow w przedsie-
biorstwo ; zatem :

X 1y —6000 : 4000.



A ze zysk, przeznaczony do podziatu, wynosi 5486 zi, przeto:
X \y —5486.
Rozwigzujemy ten ukiad réwnan: Po uproszczeniu proporcji wyra-
zamy z niej Y przez n-; otrzymamy:
X:y=3:2,
U=i
Znalezione wyrazenie podstawiamy w drugiem rownaniu:
* + §* = 5486.
Stad: 3* + 2* = 16458,
5 X = 16458;
* = 3291,6;
y=f «3291,6 = 2 »1097,2 = 2194,4.

Pierwszy kupiec otrzyma 3291,60 zt, drugi 2194,40 zt. Sprawdz!

Zadanie to mozna rozwigza¢ réwniez bez stosowania réwnan zapo-
mocag nastepujacego rozumowania:

Zysk 5486 zt ma byé rozdzielony miedzy wspodlnikow w takim sto-
sunku, w jakim pozostajg ich wktady, t. j. w stosunku 6000 : 4000
czyli 3 :2. Znaczy to, ze pierwszy wspoélnik ma otrzyma¢ 3, a drugi 2
takie same czesci zysku. Nalezy wiec caty zysk 5486 zt podzieli¢ przez 5;
otrzymamy 1097,2 zi. Pierwszy wspdlnik otrzyma 3 takie czesci, t j.

31097,2 zt = 3291,6 z}; drugi wsDOInik otrzyma 2 takie czesci, t. j.
2 +1097,2 zt = 2194,4 z.

Zadanie 2. Kwas siarkowy sktada sie z wodoru, siarki i tlenu, po-
tgczonych ze sobg w stosunku wagowym 1 : 16 : 32. lle wodoru,

ile
siarki i ile tlenu jest w 1 kg kwasu siarkowego?

Oznaczywszy szukane ilosci wodoru, siarki i tlenu kolejno literami
X, Y i z, otrzymamy:
X:y:zZz=1:16:32;
*+y+z=1.
Pierwsze réwnanie zastepuje nastepujace dwie proporcje:
v:z= 1:32; X:y= 1:16.
Z tych proporcyj otrzymamy:
Z= 32X; y = 16*.
Podstawiajgc te wyrazenia w drugiem réwnaniu, otrzymamy:
m+16a+ 32*= 1;
49*= 1;
x= h = 0,0204...
Z réwnan y = 16*, z = 32* obliczymy:
y = = 0,3265...;z = 0,6530...
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Po zaokragleniu tych liczb powiemy, ze 1 kg kwasu siarkowego za-
wiera 20 g wodoru, 327 g siarki i 653 ¢ tlenu. Sprawdz!

Takze i to zadanie mozna rozwigza¢ bez stosowania réwnan:

llosci wagowe wodoru, siarki i tlenu w kwasie siarkowym pozostaja
w stosunku 1 : 16 : 32; znaczy to, ze na 1 cze$¢ wodoru przypada 16 ta-
kich samych czesci siarki i 32 takich samych czesci tlenu. Wszystkich
takich czesci ma by¢ w 1 kg kwasu siarkowego 1+ 16+ 32 = 49. Dzie-
limy tedy 1 kg = 1000 g przez 49 i znajdujemy, ze jedna taka czes¢
wazy w przyblizeniu 20,41 g. W 1 kg kwasie siarkowego jest tedy
w przyblizeniu: 120,41 g = 20 g wodoru, 16 «20,41 g = 327 g siarki
i 32 «20,41 g —653 g tlenu.

Cwiczenia:

a) Liczbe 5000 podzieli¢ na dwie czesci, pozostajgce do siebie
w stosunku 2f : Ll .

b) Liczbe 4800 podzieli¢ na trzy czesci, pozostajagce do siebie
w stosunku 2 : \:0,75.

c>'Trzy osoby kupity 4 losy po 61,50 zt. Losy wygraty 16 500 zt.
Jak podzielg sie wygrana, jezeli na kupno loséw osoba A
data 75 zi, osoba B 80 zt, a osoba C reszte ?

d) Trzy gminy majg dostarczy¢ 200 robotnikéw, kazda ilosé
proporcjonalng do liczby mieszkancéw. Illu robotnikéw ma
dostarczy¢ kazda gmina, jezeli pierwsza liczy 2856 mie-
szkancéw, druga 1682, a trzecia 1520.

e) Jeden robotnik pracowat 8 dni, a drugi 5 dni. Jak podzielg
sie wspoOlnym zarobkiem, wynoszacym 70 zi, jezeli ptaca
dzienna drugiego robotnika jest o 20% wyzsza od ptacy
pierwszego ?

f) Kupiec sprowadzit razem 3 gatunki towaréw, wazace 847 kg,
1200 kg i 1045 kg. Koszta transportu wynosity 326,70 zi.
Jakie koszta transportu wypadajg na kazdy gatunek to-
waru?

g) Trzy osoby zawigzaty spotke handlowa, skladajac razem
80 000 zt. Zysk z przedsiebiorstwa rozdzielono w ten sposdb,
ze pierwsza osoba otrzymata 0181 zi, druga 11476,25 zi,
a trzecia 16 066,75 zt. lle wiozyta w przedsiebiorstwo kazda
osoba?

h) Azotan srebra sklada sie ze srebra, azotu i tlenu, potaczo-
nych ze sobg w stosunku wagowym 54 : 7 :24. lle azotanu
srebra otrzyma¢ mozna z 50 g srebra?
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i) W fabryce kiliméw pozostajg koszta materjatu, koszta wy-

robu i koszta utrzymania fabryki wraz z zyskiem w sto-

sunku 2:3:4. Jaka jest cena kilimow, wyrobionych z weiny
za 1000 z#?

Przy upadku pewnej firmy wynosity aktywa 26 835,65 zi,
a pasywa 48 534,50 zt. lle otrzyma wierzyciel, ktorego wie-
rzytelnos¢ wynosi 4825 z4?



Rozdziat 111

Wstepne wiadomosci o funkcjach

8 1. Pojecie funkcji.

Rozwigzmy nastepujace zagadnienia:

1) Pewna sprezyna ma w stanie nieobcigzonym diugosé 26 cm i wy-
dituza sie przy obciazeniu kazdym gramem o 0,8 cm. Jaka (y) bedzie
dtugos¢ tej sprezyny przy obcigzeniu X g ?

Znajdziemy: y —26 + 0,85.

2) Kapitat 2000 zt ztozono na 6°/0. Jaka (y) warto$¢ przedstawia ten
kapitat wraz z dochodem po X miesigcach?

Znajdziemy: y = 2000 + 10x.

3) lle (y) obrotéw wykona koto o obwodzie i m na drodze, wyno-
szacej 1000 m?

- 1000

Znajdziemy: y ———

4) O ile (y) wzro$nie (zmniejszy sig) pole prostokgta o bokach 15 cm
i 20 cm, gdy kazdy bok powiekszymy (zmniejszymy) o X cm?

Znajdziemy : y —(15 -f x) (20 + X) — 300 = 351 + XT.

We wszystkich wzorach, rozwigzujgcych te zadania mamy dwie
litery X i y; nazywac¢ je bedziemy ztniennemi, poniewaz moga
przyjmowacé rozmaite wartosci. Wartos¢ nm jest naogét dowolna;
wartos¢ y zalezy od wartosci X. Dlatego nazywamy .v zmienng
niezalezng, a y zmienng zalezng lub funkcjg zmiennej g. Okre-
Slamy wiec:

Jedna zmienng nazywamy funkcjg drugiej zmiennej, jezeli kaz-
dej wartosci drugiej zmiennej jest przyporzgdkowana Scisle ozna-
czona warto$¢ pierwszej zmiennej.

W tern znaczeniu moéwimy w powyzszych przyktadach, ze: dtugosc
sprezyny jest funkcjg obciazenia, ze wartos¢ kapitatu jest funkcjg czasu,
ze ilos¢ obrotéw kota na drodze 1 km jest funkcjg obwodu kota i t. p.

Zwigzek funkcyjny wyrazony jest we wszystkich powyzszych
przyktadach wzorem algebraicznym, ktéry pozwala do kazdej war-
tosci x obliczy¢ odpowiednig wartos¢ v.
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Przyjmijmy w pierwszym przykiadzie dla x Kkilka wartosci,
obliczmy odpowiednie wartosci y i zestawmy te wartosci w ta-
belce, piszac w pierwszym rzedzie wartosci X, a pod niemi w dru-
gim rzedzie odpowiednie wartosci y. Otrzymamy tabelke:

x B4 -3 —2 —1 0 05 1 15 2 25 i 3
y 122,8 23,6 24,4 252 26 264 268 27,2 276 28 284 ..

W tej tabelce sg rowniez wartosciom i podporzadkowane Sci-
Sle oznaczone wartosci y; mozemy wiec powiedzie¢, ze tabelka ta
przedstawia takze y jako funkcje 5 podobnie jak wzo6r:

y— 26 -f 0,8x.

Przedstawienie funkcji zapomoca tabelki ma te zalete, ze w tabelce
znajdujemy gotowe wartosci y, podczas gdy ze wzoru trzeba wartosci y
dopiero oblicza¢c. Wadg tabelki jest zawsze jej niezupetnos$é. Tabelka
bowiem nie moze objgé wszystkich wartosci v, bo nawet miedzy dwiema
bezposrednio po sobie nastepujacemi catkowitemi wartosciami n znajduje
sie nieskonczona ilos¢ utamkow.

§ 2. Przykitady zastosowania wzorow.

Zajmijmy sie funkcja, wyrazong wzorem y — ax, gdzie a ozna-
cza liczbe stalg, rézng od zera.
Oznaczmy literami &, yxX i .2, yt dwie pary odpowiadajgcych sobie

wartosci .t i y tak, ze
iji =axt; yt=axt.

Dzielac stronami te réwnosci, otrzymamy proporcje:
vl . /= g, : xt.

Proporcja ta wskazuje, ze gdy jest 2, 3, 4,... razy wieksze (mniej-
sze) niz p2 to YX jest réwniez 2, 3, 4,... razy wieksze (mniejsze) niz

czyli ze y jest wprost proporcjonalne do .r.

Naodwrdét: Niech g i Yy oznaczajg dwie zmienne wprost proporcjo-
nalne, a X i yX dwie odpowiadajace sobie wartosci tych zmiennych.
Wtedy (rozdz. Il, § 3):

X :XX=Yy:!yt, astad y= ~ X

Lecz X i ¥X sg to pewne state liczby; ich iloraz ma wiec tez pewng

stalg wartos¢ a tak, ze ——a. Jest wiec:
Yy = ag. Znajdujemy zatem :

* Ujemne wartosci X nalezy rozumie¢ jako zgniatanie sprezyny ciezarkiem.
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jezeli zmienna Yy jest wprost proporcjonalna do zmiennej X, to za-
chodzi miedzy niemi zwigzek: y —ax, gdzie a jest liczbg stala.

Wzér y = ax oznacza to samo, co zdanie: ,y jest wprost pro-
porcjonalne do

Nazwe proporcjonalnosci prostej zachowujemy dla zwigzku y = ax
takze wtedy, gdy a jest liczbg ujemnag lub zerem.

Liczba stata a, oznaczajgca staty stosunek wartosci y do odpo-
wiedniej wartosci x, nazywa sie wspotczynnikiem proporcjonalnosci.

Ze wzoru Yy = ax korzysta¢ mozna przy rozwigzywaniu zadan z re-
guty trzech. Np.:

Zadanie 1. Pocigg, poruszajacy sie ruchem jednostajnym, przebyt
w 4£ min. droge 3,6 km; ile km przebedzie w 12f min.?

Zakladajgc, ze ruch jest jednostajny, przyjmujemy tern samem, ze
droga Yy jest wprost proporcjonalna do czasu X, w ktdrym zostata prze-
byta. Jest wiec : y —ax.

Do wyznaczenia a mamy dane w zadaniu dwie odpowiadajgce sobie
wartoéci X i y, a mianowicie : jezeli X —4], to y = 3,6. Podstawiajac te
wartosci we wzorze y = ax, otrzymamy 3,6 =a*4£, a stad a—3,6 : 4] = |.
Zatem :

Y= U-

Zapomoca tego wzoru mozemy obliczy¢é wartos¢ y, odpowiadajaca
kazdej wartosci X. Jezeli w szczegélnosci m= \2\, toy = $+12f = 10,2.

W 12f min. przebedzie pocigg 10,2 km.

Poréwnaj rozwigzanie tego samego zadania na sir. 40.

Zbadajmy w podobny sposéb funkcje, wyrazong wzorem y — ~ |

w ktorym c¢ oznacza liczbe statg rozng od zera.
Niechaj jrl5 yt i.r2 oznaczajg dwie pary odpowiadajgcych sobie
wartoéci X i VY. Wtedy:
c c
= S*= —nm
-M n2
Dzielac stronami te réwnosci, otrzymamy :
c c
nm n2
Po pomnozeniu trzeciego i czwartego wyrazu tej proporcji przez
M M i uproszczeniu przez ¢ otrzymamy proporcje:
i :yr = *2 :*i-
Proporcja ta wskazuje, ze gdy a2 jest 2, 3, 4,... razy wieksze niz
Ji, to yX jest 2, 3, 4,... razy wieksze niz yr, czyli ze y2jest 2, 3, 4,...
Mihutowicz: Algebra dla Il gimn. 4
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razy mniejsze niz yX; znaczy to, ze zmienna Y jest odwrotnie proporcjo-
nalna do zmiennej X.

Przyjmijmy naodwrét, Zze zmienna Y jest odwrotnie proporcjonalna
do zmiennej X, a yXi .rx sag dwiema odpowiadajacemi sobie wartosciami
tych zmiennych. Wtedy (rozdz. Il, § 3) jest dla wszelkich odpowiadajg-
cych sobie wartosci X i Yy:

X:X=Vi:Y skad y=" -e
Oznaczajac literg C stalg wartos¢ iloczynu XXyX, otrzymamy wzor:
y= —)(i Wykazalismy wiec, ze:
Jezeli zmienna Yy jest odwrotnie proporcjonalua do zmiennej a, to

c
miedzy X i Yy zachodzi zwigzek: y= —-«

Wz6r U—~ oznacza to samo co zdanie: ,y jest odwrotnie

proporcjonalne do .t“.

Stala c, oznaczajgca stalg wartos¢ iloczynu odpowiadajacych
sobie wartosci obu zmiennych, nazywa sie wspo6tczynnikiem pro-
porcjonalnosci.

Jak mozna korzysta¢ z tego wzoru przy rozwigzywaniu zagadnien
z reguty trzech, wyjasnimy na przyktadzie.

Zadanie 2. Piszac dziennie po 1£ godz., mozna przepisa¢ pewne
dzieto w 42 dniach; w ilu dniach mozna przepisa¢ to dzieto, piszac
dziennie po 3£ godz.?

Przyjmujac, zX liczba Yy dni potrzebna na przepisanie dzieta jest od-
wrotnie proporcjonalna do liczby X godzin dziennej pracy, mozemy na-

pisac¢: y = .
Do wyznaczenia C mamy podane w zadaniu dwie odpowiadajgce
sobie wartoéci X r y, a mianowicie: rc= 1], y = 42. Podstawiajgc te

Cc Cc
wartosci we wzorze y = —>otrzymamy: 42 = -, >astgd C= 42+ = 63.
X

Zatem : « = -—e
X

Ostatni wzOr pozwala obliczy¢ wartos¢ y, odpowiadajgca kazdej war-
tosci X. Przyjmujac w szczegdlnosci, jak zada zadanie, X = 3%, otrzy-

mamy: Yy = §§= 18.

Piszac po 3]- godz. dziennie, przepiszemy dzieto w 18 dniach.
Poréwnaj rozwigzanie tego samego zadania na str. 40.
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Cwiczenia:

Przedstawi¢ zapomocag wzoru algebraicznego nastepujace funkcje :

a) llos¢ obrotéw kota u wozu jest funkcjg przebytej drogi. Na
drodze 250 m wykonywa koto 120 obrotow.

b) llos¢ obrotéw kota u wozu wykonanych na pewnej drodze
jest funkcjg obwodu kota. Koto o obwodzie 2,4 m wykonywa
na tej drodze 85 obrotow.

c) Dhlugos¢ cienia jakiego$ przedmiotu w pewnej porze dnia
jest funkcjg wysokosci przedmiotu. Przedmiot o wysokosci
34 m rzuca cien dtugi na 58 m.

d) Dlugos¢ tuku pewnego kota jest funkcjg kata Srodkowego,
odpowiadajgcego temu tukowi. tukowi 54 cm odpowiada
kat Srodkowy 36°20.

e) Wysokos¢ prostokagta o danem polu jest funkcjg jego pod-
stawy; prostokat o podstawie 6 cm ma wysokos¢ 7 cm.

S f) Objetos¢ jednego grama jakiego$ ciata jest funkcjg jego cie-
zaru wiasciwego.

g) llos¢ ciepta potrzebna do ogrzania o 1° C przedmiotu zro-
bionego z zelaza jest funkcjg jego masy. Do ogrzania 76 g
zelaza o 1° C trzeba 8,6 kaloryj gramowych.

h) Czas potrzebny do wykonania pewnej pracy jest funkcjg
ilosci robotnikoéw; 30 robotnikow wykona te prace w 40 dniach.

i) llos¢ kg wody, ktéra pewien motor wydobywa w 1 min. ze
studni, jest funkcjg odlegtosci miejsca, do ktérego woda ma
by¢ dostarczona od poziomu wody w studni. Motor podnosi
w 1 min. 20 kg wody na wysokos¢ 15 m

8 3. Przykilad zastosowania tablic.

W praktyce uzywamy czesto tablic (tabelek). Np.:
Tablica przy koncu ksigzki podaje 1000 razy zwiekszone od-

wrotnosci liczb, a wiec przedstawia funkcje: y =

., . . 1000 . L )}
Aby znalez¢ w tej tablicy 508 ° szukamy w kolumnie, majacej u gory

napis: g, liczby 52. W rzedzie poziomym, w ktérym znalezlismy 52,
a w kolumnie, majacej u géry napis 0, znajdziemy cze$¢ catkowitg L
szukanej wartoséci; w kolumnie, majacej u goéry napis 8 (cyfra

znajdziemy jej czesc dziesietni' 894 tak, ze:

S*.



Jezeli przy czesci dziesietnej szukanej wartosci znajdziemy znaczek *, |
nalezy za czes¢ catkowitg przyjgé liczbe z nastepnego wiersza. Np. gk

Chcac wyznaczy¢ 236 szukamy w kolumnie z napisem .r liczby 33..

W rzedzie poziomym, w ktorym znalezliSmy 33, znajdujemy jednak
w kolumnie 6 czes¢ dziesietng szukanej wartosci 976 ze znaczkiem *.
Nalezy wiec za cyfre catosci przyja¢ cyfre z kolumny O nastepnego
wiersza, t. j. 2. Otrzymamy:

1000

336

tatwo teraz obliczy¢ odwrotnosci liczb 336; 33,6; 3,36 i t p. Znaj-
dziemy :

2,976.

= 0,002976; -~ = 0,02976; ~ = 0,2976 i t p.

Przy pomocy tej tablicy mozna kazde dzielenie przez liczbe, majacag «
niewiecej niz 3 cyfry znaczgce, zastgpi¢ mnozeniem. Np.:

40 : 5,28 = 40 . ~ = 40 -0,1894 = 7,576.
5,28

Pamieta¢ nalezy, ze wartosci funkcji g w tablicy sga zaokraglone do
trzech miejsc dziesietnych.
Cwiczenia:
1. Korzystajgc z tablicy odwrotnosci liczb, oblicz w przyblizeniu
ilorazy nastepujacych przyblizen:

. 70,0 .. 5710. . 6,01. . 820.

a) 487° b) 843’ 0 25,7 d) 33,5
0,630. 1,00 . 56,0 1,07

€) 0,506° 42,3 «0,0507 "’ 2,43 « 3,38’ 0,037 «4,52"

2. Korzystajgc z tablicy odwrotnosci liczb, oblicz z dokladnosciag
do trzech cyfr znaczacych:

a) Promien ziemi, przyjmujac, ze obwdéd potudnika wynosi
40000 Am, a n = 3,14.

b) Gestos¢ zaludnienia (iloraz liczby mieszkancéw przez po-
wierzchnie) Polski, przyjmujac, ze Polska ma 33,0 miljonow
mieszkancéw, a powierzchnia jej wynosi 388,6 tysiecy Am2

c) Stosunek (w procentach) diugosci granic morskich Polski
do diugosci granic ogétem, przyjmujac, ze dtugos¢ granic
morskich wynosi 140 Am, a dtugo$¢ granic ladowych 5394 Am.

d) Ciezar wiasciwy miedzi, wiedzac, ze pewien przedmiot mie-
dziany wazy 425 g w powietrzu, a 377,5 g pod woda.

e) Ciepto wiasciwe zelaza, wiedzac, ze 115 kaloryj ciepta, do-
prowadzonych do 236 g zelaza, podnosi temperature zelaza
0 4,5° C.



8 4. Graficzne przedstawienie funkcji.

Ani wzor algebraiczny, ani tabelka nie pozwalajga nam dos¢ szybko
orjentowac¢ sie w przebiegu zmiennosci funkcji; trudno natychmiast do-
strzec, czy funkcja rosnie, czy maleje ze wzrostem zmiennej niezaleznej,
czy wzrost ten jest szybki, czy powolny i t. p. Jezeli chcemy uzmysto-
wi¢ sobie zmienno$é funkcji, uciekamy sie do graficznego czyli geome-
trycznego przedstawienia funkcji. Jak to czynimy, wyjasnimy najpierw
na przykiadzie.

Tabelka, umieszczona nizej, przedstawia temperature powietrza
w ciggu pewnego dnia jako funkcje czasu.

Godz. ] 0 2 4 6 8 |10 1214116 18 20 |22 |24
Temp. 4° 2,5° oo - 2°— 05| 4° 85°] 10° | 9° 7,3° 5,9°|4,8° 4,2° ..e

Aby przedstawi¢ graficznie te funkcje, kreslimy prosta pozioma i spo-
rzadzamy na niej podziatke, przedstawiajacg godziny (rys. 1). Tempera-
ture o kazdej godzinie (a wiec funkcje) przedstawiamy zapomocag odcinka
prostopadtego do obranej prostej poziomej, a wykreslonego z punktu,
oznaczajgcego te godzine. Kazdy odcinek ma tyle jednostek dtugosci,
ile stopni wynosi temperatura o danej godzinie, i przedstawia wartosc
funkcji. Gdybysmy mieli podang temperature nie w odstepach dwugo-

dzinnych, lecz mniejszych, to owe odcinki pionowe zageszczalyby sie,
a kornice ich utworzyltyby wreszcie linje, ktora wskazuje, jak w ciggu
dnia temperatura sie zmieniala, kiedy wzrastata, kiedy obnizata sie, kiedy
byta najwyzsza i t p. Linja ta daje wiec przejrzysty obraz zmiany
temperatury w ciagu dnia. Dla utatwienia odczytywania temperatury
kresli sie czesto jeszcze prostg prostopadta do prostej, na ktdérej ozna-
czono godziny (patrz rys. 1), a na niej sporzadza sie podziatke, ozna-
czajaca temperatury.

Zanim przejdziemy do doktadnego omowienia sposobu graficznego
przedstawiania funkcyj, zajmiemy sie jeszcze pewnemi rozwazaniami
geometrycznemi :

Wiadomo 2z nauki geografji, ze potozenie miejscowosci jakiejs na
ziemi oznaczamy, podajac jej dtugos¢ i szerokos¢ geograficzng, t. j. po-
tozenie wzgledem potudnika gtéwnego i réwnika. Kota te stanowig t. zw.
uktad odniesienia, bo potozenie kazdej miejscowosci wyznaczamy w od-
niesieniu do tych dwu linij.
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Jezeli chcemy okresli¢ potozenie punktu na ptaszczyznie, obie-
ramy za uklad odniesienia dwie prostopadte do siebie osie, zazwy-
czaj jedna poziomg, a druga pionowa. Poziomag nazywamy osig X,
lub osig odcietych, a pionowa osig Y, lub osig rzednych. Kierunek
dodatni na osi X obieramy od strony lewej ku prawej, na osi Y
od dotu wgére. Obie osie stanowia ukiad odniesienia, ktéry nazy-
wamy ukladem wspotrzednych prostokatnych. Punkt przeciecia sie
obu osi nazywamy poczatkiem uktadu wspdlrzednych. Na obu osiach
sporzadzamy podziatke, przyjmujac punkt zerowy w poczatku
ukltadu. Osie dzielg ptaszczyzne rysunku na cztery czesci, ktore
nazywamy c¢wiartkami, kolejno: pierwszg (miedzy + X a -f-K),
druga (miedzy + Y a — Z), trzecig (miedzy — X a — YY) i czwarta

Aby oznaczy¢ potozenie jakiego$ punktu A na ptaszczyznie
(rys. 2), kreslimy zjtego punktu odcinek AA' prostopadtly do osi X;
dtugos¢ odcinka OA', ktory AA' odcina na osi X, nazywamy od-
cieta, albo V punktu A; dlugo$¢ odcinka A'A nazywamy rzedna,
albo y punktu A. W ten sposoéb przyporzadkujemy kazdemu
punktowi ptaszczyzny dwie liczby wzgledne: odcieta i rzedna,
ktére nazywamy wspétrzednemi prostokatnemi tego punktu.

Piszemy to zwykle w nastepujacy spo6sob: A (2; 3), B(—3; 2),
C(—2; -1), D(4; -3), E(3; 0, F(0; 1,5, 0(0; 0) i t p, co
oznacza, ze A ma wspbtrzedne XxX=2, y=3 i t d

Majgc dane wspétrzedne jakiego$s punktu, mozemy potozenie
jego na plaszczyznie wyznaczy¢. Nalezy tylko posunaé sie na
osi X od punktu O o tyle jednostek (na prawo lub na lewo, sto-
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sownie do znaku *), ile wskazuje odcieta, a stad w kierunku pro-
stopadtym (do gory lub na dét, stosownie do znaku y) o tyle jed-
nostek, ile wskazuje rzedna. Punkt, do ktdrego w ten sposéb doj-
dziemy, bedzie szukanym punktem.

Tak podporzadkowaliSmy w sposéb jednoznaczny kazdemu punktowi
na ptaszczyznie pare liczb (wspoétrzednych) i kazdej parze liczb Scisle
okreslony punkt na ptaszczyznie.

Aby przedstawi¢ graficznie jakas funkcje, dang zapomoca ta-
belki, uwazamy kazda pare odpowiadajacych sobie liczb w tabelce
za wspotrzedne punktu i kreslimy tyle punktéw, ile jest par od-
powiadajgcych sobie liczb w tabelce. Otrzymamy w ten sposéb
zbior punktéw, ktore tern blizej siebie bedg lezaly, im gestsza jest
tabelka. Gdyby tabelka obejmowata wszystkie liczby, to punkty
te utworzylyby pewnag linje (w ogélnosci krzywa). Odciete punktéw
tej krzywej przedstawiajg wartosci zmiennej niezaleznej; rzedne
przedstawiajg odpowiednie wartosci funkcji (zmiennej zaleznej).
By nie zamazywac¢ rysunku, nie rysujemy zwykle przy graficznem
przedstawianiu funkcji rzednych, lecz tylko samg krzywg i mo-
wimy w skroceniu, ze krzywa przedstawia funkcje, pamietajgc, ze
nie krzywa sama, lecz rzedne jej punktow przedstawiajg wartosci
funkcji. Te krzywa nazywamy wykresem funkcji.

Jako przyktad sporzadzania wykresu na podstawie danej tabelki po-
stuzy¢ moze tabelka na str. 53 i rys. 1. Aby otrzymac¢ wykres, kreslimy
0§ X (pozioma prosta wyciggnieta w rys. 1) i 0§ Y (pionowa prosta
wyciggnieta w rysunku) i sporzadzamy na nich podziatki. Wyznaczamy
punkty o wspoétrzednych (0; 4), (2; 2,5), (4; 0), (6; —2) i t. d. (Wskaz
te punkty w rys. 1). Punkty te lgczymy odrecznie linjg krzywa (lub
odcinkami prostej), a linja ta przedstawia wykres temperatury jako funk-
cji czasu w ciggu dnia, ale tylko w przyblizeniu. Przy kresleniu tej
krzywej postepowaliSmy bowiem zupetnie dowolnie; przeto temperatura
np. miedzy godz. 8 a 10 mogta w rzeczywistos$ci zmienia¢ sie inaczej,
niz wskazuje krzywa. Rzedne punktéw krzywej miedzy punktami
(8; —0,5) i (10; 4) niezupetlnie odpowiadajg temperaturom w tym cza-
sie. Gdy jednak przyjmiemy, ze temperatura w tym czasie nie ulegata
gwaltownym zmianom, co naog6t dos¢ czesto zgadza sie z doswiadcze-
niem, mozemy owe rzedne uwazaé za przyblizone warto$ci temperatury.
Do uzyskania doktadniejszego wykresu konieczna bytaby tabelka, poda-
jaca temperature powietrza w odstepach mniejszych niz dwugodzinnych.

Jezeli chcemy sporzadzi¢ wykres funkcji danej zapomocag wzoru
algebraicznego, przedstawiamy te funkcje zapomoca tabelki, obli-
czajac wartosci funkcji dla réoznych wartosci zmiennej niezaleznej,
i sprowadzamy w ten sposob to zadanie do poprzedniego.
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Wyjasnimy to na przykladzie.

Chcemy sporzadzi¢ wykres funkcji y = 12— 6. Podstawiamy w tym
wzorze zamiast x koleino wartosci —4; —3; —2; —1; 0; 1; 2; 3; 4,
obliczamy odpowiednie wartosci y i zestawiamy odpowiadajace sobie
wartosci 1 i y w tabelce. Otrzymamy:

« 14 —31—2 —1 0 1 2 3 4
y lio 31—2 —5 -6 —5 —2 3 10

Nastepnie kreslimy (najpraktyczniej na papierze kratkowanym) uktad
wspotrzednych (rys. 3), sporzadzamy na osiach X i Y podziatki i wy-
znaczamy punkty o wspétrzednych (— 4; 10), (—3; 3), (—2; —?2),

(—1; —5) it d (Zaznacz te punkty
na rys. 3). tagczac te punkty linja
krzywag (rys. 3), otrzymamy przybli-
zony wykres funkcji Y= x3—6. Wy-
kres mozemy poprawié¢, zageszczajac
stosownie tabelke. Podstawmy np. za-

miast X wartosci — 0,5; +0,5; +1,5
i t d. Otrzymamy dla Yy odpowiednie
wartosci: — 5,75; —5,75; — 3,75 it.d.

Kreslac punkty (—0,5; —5,75), (0,5;
—5,75), (1,5; —3,75) i t. d., ktére sa
dalszemi punktami wykresu, mozemy
uzyskac¢ rysunek dokladniejszy.

Majagc naodwrot dany wykres
funkcji, mozemy z niego znalez¢
warto$¢ zmiennej y, ktéra odpo-
wiada danej wartosci zmiennej X.
W tym celu nalezy na osi X odmie-
rzy¢ od poczatku ukiladu odcinek,
majacy tyle jednostek, ile wskazuje
X, a z jego konica wykresli¢ prosto-
padig do osi X. Prostopadta ta prze-
tnie krzywag w pewnym punkcie,
ktorego rzedna bedzie szukang war-
toscig funkciji v.

Jezeli np. z wykresu funkcji na rys. 3 chcemy odczyta¢, jaka war-
tos¢ y odpowiada wartosci = 2, kreslimy przez punkt (2; 0) prosto-
padita do osi X. Odczytujemy z wykresu, ze ta prostopadia przecina

krzywag w punkcie (2; — 2). Wartosci X = 2 odpowiada zatem wartos¢
funkcji Yy —— 2.

Przy sporzadzaniu wykreséw trzymaé sie nalezy nastepujgcych wska-
zowek: Przedewszystkiem nalezy ustali¢, jakie odcinki przedstawia¢ maja
jednostki, w ktérych wyrazamy zmienna niezalezng i zalezng. Liczy¢ sie



przytem nalezy z wymiarami rysunku, ktéry choemy otrzymac i z obsza-
rami zmienno$ci .v i y. Jednostka dtugosci, ktérg przedstawiamy jednostki
zmiennej v, nie musi by¢ koniecznie réwna jednostce dtugosci, ktérag
przedstawiamy jednostki zmiennej y. Nalezy te jednostki tak dobra¢, aby
zmiany Yy byly dostatecznie widoczne. Jezeli obchodza nas tylko war-
tosci £ w pewnych granicach, mozna w rysunku przedstawi¢ tylko te
czes¢ osi X, o ktéra nam w danym wypadku chodzi. Jezeli wartosci y
sg stale wieksze od pewnej liczby, mozna o$ X w rysunku opusci¢, my-
Slac ja sobie znacznie nizej od pierwszej linji poziomej rysunku.
Jak stosuje sie te wskazowki, wyjasnimy na
przyktadzie.

Tabelka umieszczona obok podaje objetosé 1 g Temp.  Objgtosc
. . wstop.C w o/

wody w e/n3 jako funkcje temperatury w obsza-
rze od 0° C do 10° C. Chcemy przedstawi¢ te 0" 1,000129
funkcje wykresem. Poniewaz obchodzg nas tylko 1° 1,000072
temperatury od 0° do 10°, to liczac sie z wymia- 2” 1,000031
rami rysunku, przedstawimy na osi Z 1° odcin- 430 i"m
kiem 0,5 o/n. Aby ustali¢, jakim odcinkiem przed- 5° 1.000010
stawi¢ nalezy 1 ¢/n3 zauwazymy w tabelce, ze 6° 1,000030
zmiany objetosci okazuja sie dopiero w stuty- [ 1,000067
siecznych ¢/n3 Aby te zmiany byty w rysunku wi- 890 1'888%2
doczne, przedstawimy 0,00001 c/n3 odcinkiem 1 mm, 10° 1000253

a wiec 0,0001 c¢/n3 odcinkiem 1 ¢/n, a 1 c¢/n3 od-

cinkiem 10000 «/n= 100 m. Wykres zupeiny

miatby tedy wymiary 5 o/nX 100 m. Lecz rzedne w tym wykresie beda
sie waha¢ miedzy 10000 o/n a 10002,5 c/n; mozna zatem z kazdej
rzednej opusci¢ (od dotu) np. 9999 c/n, a wiec pomysle¢ sobie 0§ X
0 9999 ¢/n nizej od pierwszej prostej poziomej w rysunku. Rys. 4 przed-
stawia wykres funkcji, danej zapomocg powyzszej tabelki, sporzadzony
wedtug powyzszych wskazéwek na papierze milimetrowym. Objasnij
ten rysunek!

1-0002 cm’
1-0001
1-0000

0-9999

Rys. 4
Cwiczenia:

1 a) Srednie miesieczne temperatury wynosity w pewnej miej-
scowosci poczgwszy od stycznia: — 4°; — 2°; 2°;, 7,5%
12°; 16°, 18° 17°; 18° 8°; 1,5°; — 2,5°. Przedstawi¢ gra-
ficznie, jak zmieniata sie temperatura w ciggu roku.
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b)

2. a

Temperatura chorego (stan gorgczki), mierzona co 6 godzin
przez 4 nastepujace po sobie dnie, wynosita: 37,5° 88°;
38,3°; 37,8° 38,7° 39,4°; 39,8° 40°; 40,1°; 39,8° 39,3%
38,6°; 37,7°; 36,7°; 36,2°. Przedstawi¢ graficznie tempera-
ture chorego jako funkcje czasu.

W kole o promieniu 4 cm wykresli¢ katy Srodkowe, ma-
jace: 0° 10° 20%... 180° i odpowiadajgce im cieciwy. Zmie-
rzy¢ te cieciwy i przedstawi¢ na podstawie tych pomiaréw
ditugos¢ cieciwy jako funkcje odpowiadajgcego jej kata
Srodkowego zapomoca tabelki i wykresu.

Pocigg wyjezdza ze stacji A o godz. 12; o godz. 12 min. 15
przybywa do stacji 13 oddalonej od A o 12 km, i zatrzymuje
sie tu do godz. 12 min. 30. O godz. 12 min. 50 przybywa
do stacji C, oddalonej od A o 30 km, i zatrzymuje sie tu do
godz. 13. Stad wyjezdza do stacji D, oddalonej od A o 40 km,
i przybywa tu o godz. 13 min. 10. Przedstawi¢ graficznie,
jak zmienia sie odlegtos¢ pociggu od A miedzy godz. 12,
a godz. 13 min. 10.

Czas liczy¢ od godz. 12. Na osi X przedstawia¢ 1 min. odcin-
kiem 1 mm, a na osi Y 1 km odcinkiem 1 mm. Poszczeg6lne
punkty wykresu tgczy¢ odcinkami prostej.

Inny pociag wyjezdza o godz. 12 ze stacji C i przybywa
do B o godz. 12 min. 20. Zatrzymawszy sie tu 15 min., od-
jezdza do stacji A i przybywa tu o godz. 13. Przedstawic
na rysunku z poprzedniego zadania takze ruch tego po-
ciaggu. — Rysunek przedstawi graficzny rozktad jazdy obu po-
ciagbw miedzy stacjami A i C

Wzor y = %x wyraza, ze y jest wprost proporcjonalne do a
(wspo6czynnik proporcjonalnosci jest f). Przedstaw graficznie
te funkcje. 0

Wz6r y= — wyraza, ze Yy jest odwrotnie proporcjonalne

do x (wspotczynnik proporcjonalnosci wynosi 6). Sporzadz
wykres funkcji, wyrazonej zapomocg tego wzoru.

Poniewaz wartosci n = O nie odpowiada zadna wartos¢ Yy, to
na osi Y nie bedzie lezat zaden punkt wykresu.

4. Przedstawi¢ graficznie funkcje, wyrazone zapomocg wzorow :

a)

d)

Yy —X—4; b) y= — 0,5x4- 2; c)y = 2x —5;
Y= 8— e) y —x*— 4 f) /= *-e
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5. ) Objasnij wykres, podany na rys. 5. Wykres ten przedstawia,
jak zmienia sie temperatura jednego grama otowiu, ktory
ma poczatkowo temperature 0° C, gdy do niego doprowa-
dzamy ciepto. (Odcieta punktu wykresu przedstawia ilos¢
doprowadzonego ciepta w kalorjach, a rzedna temperature.)

Zauwazysz z wykresu, ze w miare doprowadzania ciepta tem-
peratura poczatkowo wzrasta, poOzniej pozostaje stata, a pdzniej
znoéw rosnie. Domysl sie, jakie jest znaczenie poziomej linji w wy-
kresie. Czy mozna odczyta¢ z wykresu temperature i ciepto top-
nienia otowiu? Czy mozna obliczy¢é na podstawie wykresu ciepto
wiasciwe otowiu? Oblicz! Czy ciepto wiasciwe otowiu statego wy-
pada takie samo, jak ciepto wiasciwe otowiu ptynnego?

HANDEL ZAGRANICZNY POLSKI
PRZYWOZ Wskaznik : Przecigtna lat 1928—1929 = 100 WYWOZ

Wszystkie trzy wykresy zaczerpniete sg z ,Matego Rocznika Staty-
stycznego" z r. 1934, wydawanego naktadem Giéwnego Urzedu Statyst.
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Wykres na rys. 6 przedstawia obrot towarow przez dwa porty, Gdynie
i Gdansk, z ktorych Polska korzysta w handlu morskim. Omoéw najpierw
na podstawie wykresu, jak rozwijat sie w ciggu lat obrét towardéw przez
Gdansk, a jak przez Gdynie. Prébuj dostrzezone zmiany obrotu objasnic.
Czy ruch towarowy przez Gdansk jest (pomimo spadku w ostatnich la-
tach) mniejszy, niz byt przed wojng? Jak to objasnisz? Sporzadz wykres,
ktoryby przedstawial obrét towaréw przez oba porty razem. Co za-
uwazysz? n

Oba wykresy na rys. 7 ilustrujg rozwéj handlu zagranicznego Polski
w latach 1924 -r- 1983. W wykresie tym nie chodzi o podanie wartosci
w ziotych towaréw przywiezionych do Polski lub wywiezionych z Polski ;
chodzi tylko o wyrazne przedstawienie, jak ten handel rozwijat sie w ciggu
lat. Oznaczono wiec wartos¢ towaru przywiezionego do Polski (wywiezio-
nego z Polski) $rednio w jednym roku w latach 1928 i 1929 liczba 100.
(Zaznaczono to w napisie: ,Wskaznik..."). Jezeli wiec np. dla r. 1931
odczytam w ,przywozie" rzedng 45, to liczba ta oznacza, ze wartosc
przywiezionych w tym roku towardéw wynosita 45% wartosci towarow
przywiezionych $rednio w latach 1928 i 1929. Objasnij oba wykresy.

Wazng rzeczg dla Panstwa jest, aby wartos¢ wywiezionych towarow
byta zawsze wieksza od wartosci przywiezionych. Wykresy nasze nie po-
zwalajg jednak bezposrednio poréwnaé wartosci przywozu z wartoscia
wywozu. Gdy jednak znajdziemy w tltoczniku Statystycznym, ze w r. 1933
wartos¢ przywozu wynosita 827, a wywozu 960 miljonéw ztotych, po-
trafimy obliczy¢ przy pomocy wykresu (oczywiscie w przyblizeniu) war-
tos¢ przywozu i wywozu takze w innych latach. Zréb to i przedstaw gra-
ficznie réznice miedzy wywozem a przywozem w latach 1924 -r- 1933.



Rozdziat IV
Rownania o wspotczynnikach literowych

§ 1. Powtdrzenie zasad rozwigzywania réwnan.

Przy rozwigzywaniu rownan opieraliSmy sie na twierdze-
niach :

Jezeli dane réwnanie ma pierwiastek, to pierwiastek ten spraw-
dza takze réwnanie, ktére otrzymamy, jezeli:

1) po jednej lub po obu stronach réwnania zastapimy jakie$
wyrazenie wyrazeniem réwnem (a wiec np. wykonamy na-
znaczone dziatania);

o

do obu stron danego réwnania dodamy te sama liczbe;

w

od obu stron danego réwnania odejmiemy te sama liczbe:
obie strony rownania pomnozymy przez te samg liczbe;

g s

obie strony rownania podzielimy przez te sama liczbe rézng
od zera.

Stosujgc te twierdzenia, dochodzilismy do réwnania tak pro-
stego, ze pierwiastek jego mogliSmy tatwo znalezé. Jezeli dane
rownanie miato pierwiastek, to mogt nim by¢ tylko pierwiastek
ostatniego réwnania. Ze pierwiastek ostatniego réwnania byt rze-
czywiscie pierwiastkiem danego rdOwnania, stwierdzaliSmy zapo-
moca sprawdzenia.

We wszystkich zadaniach, ktére rozwigzywaliSmy, okazywato
sie jednak, ze pierwiastek ostatniego réwnania sprawdzat zawsze
dane réwnanie; nasuwa sie tedy mysl, ze tak jest zawsze, ze wiec
sprawdzenie mozna pomingc.

Wyjasnimy te sprawe, rozwigzujac rownanie:

+ = 4 (@)

Mnozymy obie strony
przez 12: 3X—9+ 2x+ 2= 48 (2)
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Przenosimy wyrazy, zawie-
rajace X, na lewa strone, a wy-

razy wiadome na prawa: 3X+ 2X=48+9—2. . . . (3
Redukujemy: Bn=55 i, (4)
Dzielimy obie strony przez 5: X = i, (5)

Rownanie (5) ma jedyny pierwiastek 11. Zatem i pierwiastkiem row-
nania (1) moze byé¢ tylko 11. Ze jest nim rzeczywiscie, stwierdzaliSmy
przez sprawdzenie.

Zamiast sprawdzania, zastosujmy teraz nastepujace rozumowanie:

11 sprawdza réwnanie (5).

11 musi sprawdza¢ takze réwnanie (4), poniewaz réwnanie (4) po-
wstaje z réwnania (5) przez pomnozenie obu stron przez 5 (twier-
dzenie 4).

11 musi sprawdzac¢ takze rownanie (3), ktére powstaje z réwnania (4)
przez zastgpienie wyrazen 5 i 55 przez wyrazenia rowne 3n: + 2n:
i 48+ 9 — 2 (twierdzenie 1).

11 musi sprawdzaé réwnanie (2), bo réwnanie (2) powstaje z row-
nania (3) przez kolejne dodanie do obu stron liczb —9 i + 2
(twierdzenie 2).

Skoro 11 jest pierwiastkiem rownania (2), to musi by¢ tez pierwiast-
kiem réwnania (1), bo réwnanie (1) powstaje przez podzielenie
obu stron réwnania (2) przez 12, ktére jest rézne od zera (twier-
dzenie 5).

Tak wiec widzimy bez sprawdzania, ze pierwiastek 11 réwnania (5)

musi by¢ takze pierwiastkiem danego réwnania (1).

Rozumowanie takie mozemy zamiast sprawdzania przeprowadzi¢ po
rozwigzaniu kazdego réwnania. Nie natrafimy nigdy na zadne trudnosci,
o ile tylko przy rozwigzywaniu rownania nie mnozyliSmy obu stron
réwnania przez 0. To zastrzezenie jest konieczne; przechodzac bowiem
w rozumowaniu koricowem w powyzszym przyktadzie z rownania (2)
do réwnania (1), musieliSmy dzieli¢ obie strony réwnania (2) przez 12,
t. j. przez liczbe, przez ktérg przy rozwigzywaniu réwnanie (1) mnozy-
lisSmy, aby otrzymaé réwnanie (2). Gdyby tg liczbg byto nie 12, lecz O,
nie moglibysmy dzielenia wykonaé¢, nie mielibySmy wiec pewnosci, czy
pierwiastek réwnania (2) sprawdza réwnanie (1).

Doszlismy wiec do nastepujacego wyniku:

Jezeli przy rozwigzywaniu réwnania unikamy mnozenia i dzie-
lenia obu stron réwnania przez O, to znaleziona na n wartosé jest
zawsze pierwiastkiem danego réwnania. O ile zachowamy te ostroz-
nos¢, mozemy sprawdzenie poming¢; sprawdzenie bedzie stanowito
odtad tylko kontrole, czy nie popetniliSmy w toku rozwigzywania
réwnania jakiego$ biedu.

Jezeli wszystkie wspoétczynniki przy niewiadomej i wyrazy wiadome
sg liczbami szczegbélnemi, nie zachodzi obawa, abysmy popetnili biad,



63

mnozac lub dzielgc obie strony réwnania przez 0. Jezeli jednak w réw-
naniu znajdujg sie liczby oznaczone literami, nalezy zawsze pamietac,
ze ani dzieli¢ ani mnozy¢ obu stron réwnania nie wolno przez zadne
wyrazenia bez stwierdzenia lub zastrzezenia, ze wyrazenia te maja war-
tosci rézne od zera.

§ 2. Ogodlne réwnanie stopnia pierwszego z jedng nie-
wiadoma.

Jezeli réwnanie z jedng niewiadomg zawiera po uporzadkowa-
niu (t. j. po uwolnieniu od nawiaséw i utamkdéw i po przeniesieniu
wszystkich wyrazéw na strone lewg i zredukowaniu) niewiadoma
tylko w pierwszej potedze, to nazywa sie rOwnaniem stopnia
pierwszego. Po lewej stronie takiego réwnania znajduje sie nie-
wiadoma x z jakim$ wspétczynnikiem a i wyraz b, wolny od nie-
wiadomej, a po prawej 0. Ogoélnag postacig takiego réwnania jest:

ax-)-b—0.
Aby takie réwnanie rozwigzaé, przenosimy najpierw b na strone
prawa. Otrzymamy:
ax— —b.
Dalsze postepowanie zalezy od wartosci a. Rozréznimy naste-
pujace przypadki:

1. Jezeli a® O, to dzielgc obie strony rownania przez a, znaj-
dziemy natychmiast pierwiastek danego rownania:

b

a

W tym przypadku ma wiec rownanie jeden i tylko jeden pier-
wiastek; moéwimy, ze rOéwnanie jest oznaczone.-

2. Jezeli a= 0, rozroznimy znow dwa przypadki:
a) Jezeli a—0 i 6= 0, réwnanie przyjmuje postaé:
Oev= 0
i sprawdza sie dla kazdej wartosci x. Mowimy, ze rowna-
nie jest nieoznaczone.

b) Jezeli a— 0, a bd 0, wtedy lewa strona réwnania ax ——Db
ma dla wszelkich wartosci x warto$é O, prawa zas jest
rézna od zera. Niema takiej liczby, ktéraby podstawiona za-
miast X sprawdzata rownanie; mowimy, ze rownanie jest
sprzeczne.
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8§ 3. Rozwigzywanie réwnan o wspoétczynnikach lite-

rowych.

Przyktad 1. Rozwigzaé i sprawdzi¢ réownanie :

ax—a)+ 3(x+ =0

Wykonywamy naznaczone dziatania: ax—az2+ 3m+ 9= 0.
Przenosimy wyrazy zawierajace niewia-
doma na lewg. a pozostate na prawa strone : ar+ 3Xx = a2—9;

Wytgczamy .V za nawias:
Rozrézniamy 2 przypadKki:
1) Jezeli a+ 3P0, t. j. ad

@+ 3.v=az2—o.

—3 to dzielagc obie strony réwnania

przez a+ 3, znajdziemy pierwiastek réwnania: x=a—3

2) Jezeli a+ 3=0, t. j. a =

— 3 wtedy prawa strona réwnania

a2— 9 staje sie rowniez zerem ; rownanie jest nieoznaczone.

Napisz zamiast a w danein réwnaniu — 3 i probuj je rozwigzaé ! Pod-
staw zamiast a w danem réwnaniu — 3, a zamiast &+ dowolng liczbe
i stwierdz, ze rownanie sie sprawdza.

Sprawdzanie w przypadku 1) jest wobec rozwazan w § 1 zbedne.
Przeprowadzimy je tylko dla stwierdzenia, czy przy rozwigzywaniu nie

popetnilismy btedu. Znajdziemy:

Z=a(@a—3-a) + 3(a—3+ 3)=

a-(—3) +3a= —3a+3a=0 P=0Q

L= P

Z przyktadu tego widzimy, ze réwnania o wspoétczynnikach litero-
wych rozwigzujemy zupetnie tak samo, jak rownania o wspoétczynnikach
szczegb6towych. Zapamieta¢ nalezy tylko nastepujgce praktyczne wska-

zOowKi :

Jezeli po uporzadkowaniu réwnania niewiadoma znajduje sie
w kilku wyrazach, ktérych zredukowaé¢ nie mozna, nalezy niewia-

domag wytgczy¢ za nawias.

Przy uwalnianiu niewiadomej od wspoétczynnika nalezy rozwa-
zy¢ oddzielnie przypadek, kiedy ten wspoiczynnik staje sie zerem.

Przy réwnaniach utlamkowych uwzgledni¢ nalezy jeszcze warunek,

ze wszystkie utamki w réwnaniu
Wyjasnimy to na przyktadzie.

muszg mie¢ mianowniki rézne od zera.

. R . a2 ft2 2 ab
Przyktad 2. Rozwigza¢ réwnanie: i ————j-:-I—n—:SZ-:-I
Miejscami zerowemi utamkéw w tern réwnaniu sg wartosci 1= — 1
i m— -f-1. Zakladamy, ze X nie przyjmuje zadnej z tych wartosci, i mno-

zymy obie strony réwnania przez n2— 1= (n:+ 1) (. — 1) ® 0. Otrzymamy:

a po wykonaniu dziatan:
Przenosimy wyrazy, zawieraja-
ce N, na lewa strone, a pozostate
na prawa:
Wytgczamy X za nawias:

a2(n.— 1) —62(:+ 1) = 2ab,
a*x— a*—b*x— b2=2ab.

ax —62n= a2+ 2ab + B2
(@2—b23 n= (@+ b)2

j

4
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Zauwazymy, ze wspotczynnik przy niewiadomej a2—62= (a + b) (a— b)
taje sie zerem, gdy albo a= — b, albo a—Db i rozrézniamy nastepujace
przypadki :

1) Jezeli a2— b*® 0, czyli a® —b i a® b, dzielimy obie strony
réwnania przez a2— 52; otrzymamy:

_(@a+ 82_a+b
X a2—6* a—»b

Wyrazenie to przedstawia w tym przypadku pierwiastek danego réw-
nania, o ile rdp1 i n=]=—1. SprawdzZ!

2) Jezeli a2—f2= 0 i (a+ 6)2= 0, czyli jezeli a= —06, réwnanie
jest nieoznaczone.

3) Jezeli a2— 2= 0 i (@a+ b)3® 0, czyli jezeli a= b, rownanie jest
sprzeczne.

Podstaw w danem réwnaniu raz a= —b, drugi raz a= b i probuj
je rozwigzac!

Przyktad 3. Kapitat a ztozono na procent prosty p%, a kapitat b
réwnoczesnie na procent prosty 9% . Po ilu latach zréwnajg sie te
kapitaty ?

Oznaczmy literg X ilos¢ lat, po ktérej to nastgpi. Kapitat a bedzie

miat wtedy wartos¢ a kapitat b wartos¢ ~ + Poniewaz

obie wartosci maja by¢ réwne, otrzymujemy roéwnanie:
apx
a = b+ .
100 o
Porzadkujemy to réwnanie :
100 a+ apx —100 b+ bhgx,
apx — bgx — 100 b—100a,
(ap — bg) x —100 (b — a).
Rozrézniamy 3 przypadki:
1) Jezeli ap — bg” 0, wtedy:
_ 100 (6 —a)
X  ap—bqg
Praktyczne znaczenie ma to rozwigzanie oczywiscie tylko wtedy,
jezeli na .r otrzymamy warto$¢ dodatnia.
Oblicz warto$¢ g i sprawdz zadanie wedtug tekstu, przyjmujac:
a) a= 1000, b= 1250, p= 6, 9= 4;
b) a—100Q, b—1250, p= 6, 9= 5;
c) a= b= 1000, p=6, 9 =4
2) Jezeli ap— bg= 0 i b—a= 0, wtedy réwnanie jest nieoznaczone.
tatwo zrozumieé¢ praktyczne znaczenie tego przypadku: Z roéwnosci
ostatnich wynika: a= b i p—Q, t j. oba kapitaly sa réwne i zlozone
sa na jednakowy procent. W tych warunkach oba kapitaty bedg zawsze
rébwne : i teraz i za rok i za dwa lata i t. d.

Mihutowicz: Algebra dla 111 gimn. 5
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3) Jezeli ap— bg —0O i b—atO, wtedy réwnanie jest sprzeczne.

Jezeli np. a— 1000, b -m1500, p —6, g = 4, to warunek ten jest
spetniony. Wtedy pierwszy kapital wzrasta co roku o 60 zi, a drugi
rowniez o 60 zt; nigdy nie zréwnajg sie oba. Zadanie nie ma rzeczy-
wiscie rozwigzania.

Cwiczenia:

1 Rozwigzuj w pamieci réwnania:

a) 0= x b b) 0= ax— b; c) ax -j-bx = c;
0= x—a —ax-)-b=0; a— bx — x;
b—x= 0 a— bx— 0; ax= x4 a:
a-:-x—>b ax -)-b= c; X —ax4-b;
=T~ 8 ax — b—c; b —ax — cx;
a= b—x a— bx—c; bx 4- b= cx;
= —X— a; b—c-f- ax; ax -f-a= bx;
a— v= —b; a+ b—cx= 0; a— X = ax;
a=b; e)Y:a; ) 7="r~
X b 1 1 b
a c’ X a' a5 &
ax 1 a ad“b
2 =b 74V I

a b
-3 X =7; 'X+6: X
bx _ o a 1 -
a ’ X~~b; XX~
ax m a a—c_ b_
b ~n; o6x= G X ’
ax 1 a m | c
7’ Fx~~n* X X

2. Utozy¢ wzor, rozwigzujgcy kazde z nastepujgcych zagadnien.
Nastepnie uwaza¢ w otrzymanym wzorze za niewiadomg ko-
lejno kazdag z liczb, wymienionych w nawiasie przy koncu za-
gadnienia, a wszystkie inne liczby za wiadome. Sformutowac
zagadnienie stosownie do nowych warunkoéw. Rozwigzaé¢ otrzy-
mane réwnanie.

a) Obliczy¢ pole p tréjkata o podstawie a i wysokosci h. [a, N].
Rozwigzanie: 1) Pole p tréjkata obliczamy wedtug wzoru:

p = %ah. 2) Uwazamy za niewiadoma @, za wiadome p i Jl. Mamy
wiec zadanie: Jak wielka jest podstawa a trdjkata o polu p i wy-
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sokosci h ? Wychodzac ze wzoru p = ~ah, rozwigzujemy to réw-
nanie ze wzgledu na a; otrzymamy: 2p = ah; a= i 3) Uwa-

zamy za niewiadomag Jl, za wiadome p i a 1t d.

Obliczy¢ pole p trapezu o bokach réwnolegtych ai b i wy-
sokosci /2 [a, N].

Obliczy¢ catkowitg powierzchnie p prostopaditoscianu o kra-
wedziach a, bi c. \g b, c].

Obliczy¢ sume s katow wewnetrznych wielokgta, majgcego
n bokoéw. [n].

Kapitat k rozdzielono na dwie czesci (a i k—a), z ktérych
jedna jest o / wieksza od drugiej. Znalez¢ te czeSci. [*].
Kapitat k rozdzielono na dwie czesci (a i k—a), ktére pozo-
stajg do siebie w stosunku m : n. Znalezé te czesci. [*].

Z a zt wydatem b zt i n-tg cze$¢ pozostatej reszty. lle (r)
pieniedzy pozostato mi? [a, b, n].

Towar netto wazy a kg, a tara wynosi p%> wagi towaru
netto. lle (6) wazy towar brutto? [a, p\.

Zmieszano a g tytoniu po m gr za 1 g z b g tytoniu po
n gr za 1 g. Obliczyé cene ¢ jednego grama mieszaniny, [a, m].
Zmieszano a g p-procentowego roztworu soli z b g g-pro-
centowego. Jaki (r) procent soli zawiera otrzymany roz-
twor? [a, pl.

Kupiec kupit a tonn drzewa po m zt za tonne i b tonn po
n zt za tonne. Po ile (s) zt ma sprzedawac¢ tonne, jezeli chce
na sprzedazy calego zapasu zarobi¢ p % ceny kupna?
[a, m, p\

Kapitat k ztozono na procent prosty p°/o. Obliczy¢ dochéd
d z tego kapitatu za n miesiecy, [K, p, n].

Kapitat k ztozono na procent prosty p%. Jaka warto$s¢ K
mie¢ bedzie ten kapitat wraz z dochodem za n miesiecy?
k, p, nl.

Kto$ umiescit n-tg cze$¢ kapitatu k na p°/o, a reszte na
g°/o0. Jaki dochdd roczny d ma z tego kapitatu? [k,n,p,q\.

Pociag jest oddalony od stacji A w pewnej chwili o b km.
Odlegtos¢ ta wzrasta (zmniejsza sie) w kazdej minucie
o0 a km. Jaka bedzie odlegto$¢ s pociggu od A po / minu-

tach? [a, b, /.
5



68

p)

Objeto$¢ vO gazu przy 0° C wzrasta przy ogrzewaniu o kazdy
stopien C o ™ i jezeli ciSnienie pozostaje niezmienione. Jaka

bedzie objetos¢ v gazu przy /7°C, a niezmienionem cisnie-
niu? K, n, /.

Rozwiagza¢ nastepujgce roéwnania i ustali¢ warunki, kiedy roz-

wigzanie nie istnieje, lub nie jest jednoznaczne:

2(r-j-a)= 12— n; b) (.r-f-a)2— 4a = (q'—a)Z— az;
1—x:a_1' d) (c+ |*-)=(*+6)(n-6)+ 5221
jc-j-a— 3b v—26. x—1 x—2.

X a T f) 3 a
2m+ x):(m X)= 21— X):(2-j-X);
2a(v— 3) = x— 3; i) \{ax—4): a— a;
ax —1)= 6(jf+1); k) ax -f- 6 = -f- d;

a2(l—x)~ 6(agc+*); m) (6+ *)2: (a—.r)2;

X X XxX—a ,x—06
- = 1 ? .
r a ' 0) 2
a-6 a—6 _
X a—6 a—f—6(x_|)’
X+ | X X+ 1
m+ N2 m2+ 1 N a+{=2= ax
2a*-f 1 a2 a2  bx b-
1— 26n:- 62 0 x a—o ’
r—a ,n——6 5. 21 X -1
T-(—6 jf-jr-a = X—a n—26_
1 a ax-(-6 , 6m-]-a )
a—n- a-j-jc X) ax 6h—a 2;
. X—a a2 | a 1 _)\_____
4 + N ~ AT 2~ 1; X) m+1 n- n2—1

Ojciec ma a lat, a syn 6 lat. Po ilu latach bedzie (lub przed
ilu laty by}) ojciec n razy starszy od syna?

Sprawdzi¢, przyjmujgc: a= 40; 6= 8; a nadto: 1) n= 3;
2) n=9; 3) n= 5.
lle g wody doda¢ (usunagé) nalezy do (z) m g a-procento-
wego roztworu soli, aby otrzymaé roztwér 6-procentowy?

Sprawdzié, przyjmujagc m = 100; a nadto: 1) a= 10; 6= 4
2) a= 10; 6=16; 3) a= 10; 6= 0; 4) a= 6= 0.
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lle g czystego spirytusu doda¢ nalezy do a g spirytusu
p-procentowego, aby otrzymac spirytus e-procentowy ?
Sprawdzi¢, przyjmujac a = 200, a nadto: 1) p = 40; q —60;

2) p = 40, g= 20; 3 p=q9q=50;, 4) p=30; q= 100;
5) p= q= 100.

Jeden robotnik, pracujac sam, wykonatby pewnag prace
w a dniach. Pracowat jednak razem z drugim robotnikiem,
wskutek czego praca zostata wykonana w czasie krotszym
o b dni. W jakim czasie wykonatby te prace drugi robot-
nik, pracujac sam?

Sprawdzi¢, przyjmujac za ai b stosowne szczeg6towe wartosci.

Gdy pewna liczbe catkowita podziele przez liczbe o d mniej-
szg, otrzymam iloraz (niezupetny) g i reszte A Jaka to
liczba?

Sprawdzi¢, przyjmujac: 1) d=
<7=1, /=2; 3)d= ,=7; I4= 1

Do kawatka metalu, wazgcego m g, a majacego temperature
t° c, doprowadzono g kaloryj ciepta. Jaka bedzie tempera-
tura metalu, jezeli jego ciepto wlasciwe jest c?

Do a g wody o temperaturze C dodano bg wody o tem-
peraturze //C. Jaka bedzie koncowa temperatura?

Do /2 g wody o temperaturze t°C wrzucono mt g lodu
o temperaturze 0°C. L6d stopit sie zupetnie. Jaka byta
wtedy temperatura wody, jezeli ciepto topnienia lodu
jest c?

W naczyniu, zawierajgcem m g wody o temperaturze /°C,
skroplono tyle pary wodnej o temperaturze 100° C, ze woda
osiggneta 100°C. lle g pary wodnej skroplono, jezeli ciepto
parowania jest s?

W mr g wody o temperaturze tn skroplono #Zag pary wod-
nej o temperaturze 100° C. Jaka byta koricowa temperatura,
jezeli ciepto parowania jest s?

Pompa zgeszczajgca wttacza do naczynia, zawierajgcgo vOcm3
powietrza o ciezarze wiasciwym s, za kazdem poruszeniem
tloka v cm3 powietrza o ciezarze wiasciwym s. Jaki bedzie
ciezar witasciwy powietrza w naczyniu po n poruszeniach
ttoka? lle razy wtltoczy¢ nalezy powietrze, aby jego ciezar
wihasciwy w naczyniu wzrost m-krotnie?
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§ 4. Ogo6lny ukitad réwnan stopnia pierwszego z dwiema
niewiadomemi.

Zajmiemy sie teraz warunkami rozwigzalnosci uktadu dwu row-
nan stopnia pierwszego z dwiema niewiadomemi Uporzadkowane
réwnanie stopnia pierwszego z dwiema niewiadomemi ma postac:
ax-\-by = c¢. Réwnanie takie zawiera bowiem niewiadoma X z ja-
kim$ wspdtczynnikiem a, niewiadomg y z jakim$ wspotczynni-
kiem b, oraz wyraz ¢ wolny od niewiadomej.

Stosownie do tego ogo6lna postacig ukitadu dwu réwnan stopnia
pierwszego z dwiema niewiadomemi jest:

axx + y= cu

X + y= c2
Prébujmy rozwigza¢ ten ukiad rownan, stosujgc np. metode
podstawiania. W miare potrzeby czyni¢ bedziemy o wspoétczynni-
kach au bit as i pewne zatozenia. Chcac wyrazi¢ z jednego
z réwnan jedna niewiadomag przez druga, musimy przyjaé, ze
przynajmniej jeden ze wspoOiczynnikdw przy niewiadomych jest
rézny od zera. Zatézmy tedy, ze bt5=0 i wyrazmy z drugiego

rownania y przez X. Otrzymamy:

*sY=ci—a,y,

Znalezione wyrazenie podstawiamy zamiast y w pierwszem
réwnaniu:

N+ = clI-
Rozwigzujemy to réwnanie:
a, b2x -j-cs6, — at6, x = ¢,
a, btx —a26,x — br— ctht,
nieg a2 4—agB8 goj.
Zaktadamy, ze a, 6* — a26t i O i dzielimy obie strony réwnania
przez wspotczynnik przy n-; otrzymamy:
Cj 6g  Cg0j
aieg  adyj
Podstawiajgc znalezione wyrazenie zamiast jc w drugiem row-
naniu, otrzymamy:
da ag

ey az  DYT L
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Rozwigzujemy to réwnanie, pamietajac, ze  br— aZft, ¢ O.

a2(Cj6s— c, &) + b%«! 6 — a26i)y = (aj ft2— aZby c2,
aacto, — a2r?2 + os(a, 62— a*6,)y = axbtc2— a8, c2,
ft2(a, &— a26,)y = a, 62r2— aZct 62.

Poniewaz zatozyliémy, ze 62¢ O, upraszczamy réwnanie przez bt:
(@i a8vj)y = glci — aZcj.

Dzielac obie strony przez ax62— a26, ¢ 0, otrzymamy :

- ¢ aci
62 '
Sprawdzenie :
Goé2 «c2 @ &g
A A BT T s agh
_q @ “Hfj@ g age 5G4
ax62  aZo. 62 al¢j
_ <i(at ~-a2d|) _
A& a2 ~ ©
Pi= g; Lx= Pj.
A2 @ 3@ @g_

36 fig6t & sieg b
Qg W@  3vcgng ag G axc262 alc26j

ai§ a2 ity a2f
c2(aj 62 <alsj)
3i6g a2

P2= CiLi= P2

DoszliSmy do nastepujacego wyniku:

Jeieli ax@— a26, ® 0, wtedy uklad réwnan a, x ¢ by —e,
i a,mh By —c, ma jedno i tylko jedno rozwigzanie. Méwimy, ze
ukfad réwnan jest oznaczony.

Zdawacby sie mogto, ze w sformutowaniu tego twierdzenia pomine-
liSmy jeszcze zastrzezenie, ze przynajmniej jeden ze wspotczynnikéw
a,, ft,, a2 i 02 jest r6zny od zera. Zastrzezenie to jest jednak juz za-
warte w warunku aj i2— a2bx® 0. Gdyby bowiem, wszystkie wspot-
czynniki byty zerami, nie mogtby ten warunek by¢ spetnionym.

Wyrazenie aj br — a26j, od ktérego zalezy rozwigzalno$é uktadu
rownan, nazywa sie wyznacznikiem ukladu réwnan.

Do tatwiejszego zapamietania budowy wyznacznika stuzy¢ moze schemat :

bx
X
ai
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Aby utworzyé¢ wyznacznik uktadu réwnan, nalezy od iloczynu liczb,
potaczonych kreskg \ , odja¢ iloczyn liczb, potgczonych kreska /.

Zwracamy tez uwage, ze w przypadku, gdy wyznacznik uktadu
rownan jest réozny od zera, nie potrzebujemy juz w przysztosci po
rozwigzaniu uktadu réwnan przeprowadza¢ jeszcze sprawdzania.
Ostatnie twierdzenie upewnia nas bowiem, Ze rozwigzanie uktadu
rownan istnieje.

Przyktad 1 Rozwigza¢ uktad réwnan: mx—2y =m + |,
Bm—1)n—y= 3ni
Obliczamy wyznacznik W uktadu réwnan:

W=me(—1)—(—2)+@Bm—1)= —m+ 6m—2=5rmn— 2.

W staje sie zerem, gdy 5m—2 = 0, czyli m —§. Jezelim® $, wtedy
wyznacznik uktadu rownan jest rézny od zera,a wiec uktad rownan ma
jedno rozwigzanie.

Zaktadamy, ze m ® f, i rozwigzujemy ukitad réwnan, stosujac np.
metode réwnych wspoétczynnikéw. Mnozymy drugie réwnanie przez 2
i odejmujemy od niego stronami roOwnanie pierwsze; otrzymamy:

2B8m—1)x—mx—6m— (rn+ 1), astad kolejno :
6 MXx—2or— mx= 6m—m-—1,
5 mX— 2jc= 5m— 1,
5m—2)jt= 5m— 1. A ze 5m—2 & 0, wiec:

5/ — 1
X 5/n-2
Znalezione wyrazenie podstawiamy zamiast gw pierwszem réwnaniu :
5m—1
m m=-------e-- — 2y =m+ |
om — 2

Rozwigzujemy to réwnanie:

5mM2— m—205M—2)y —5m*—2m+ 5m— 2,
—25Mm—2)y = 4in — 2,

GI7TL—2)ij= —2m+ 1,
Co— i+ 1
A 5TL— 2

W przypadku m & \ otrzymaliSmy rozwigzanie uktadu réwnan. Na-
suwa sie pytanie, czy uktad réwnan ma rozwigzanie, jezeli m = §. Aby
te sprawe zbadaé, podstawmy w ukladzie réwnan m = §. Otrzymamy:

Ix -2y =1,

zx~V =b
Przypusémy, ze znalezliSmy pare liczb, ktoére podstawione zamiast
X iy sprawdzajg drugie réwnanie, i ze te wartosci zamiast x i y w dru-
giem rownaniu podstawiliSmy. Mnozac obie strony otrzymanej réwnosci
przez 2, otrzymamy: — 2y = *m a nie |ar— 2y —i, jak zada
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pierwsze rownanie. Jezeli wiec jakas para wartosci sprawdza drugie
réwnanie, to nie sprawdza pierwszego; ukilad réwnan nie ma rozwig-
zania. Méwimy, ze w przypadku m = \ dany uktad réwnan jest sprzeczny.

Przyktad 2. Rozwigza¢ ukiad rownan: X—my=m+ 1
2Xx—(m+ 2)y= 6.
Obliczamy wyznacznik W ukfadu rownan:

W= —(m+ 2) —(—m)e2= —m—2+2m~m—2.

Wyznacznik W staje sie zerem, jezeli m— 2= 0, czyli m= 2
Zaktadamy, ze m ® 2, i rozwigzujemy dany ukiad réwnan (rozwiagz!).
Znajdziemy :
X——m+ 1; y= —2.
Aby zbadaé, jak zachowuje sie dany ukiad réwnan, gdy W —0,
podstawiamy w danym ukiadzie m = 2. Otrzymamy :

n—2y= 3
2y-4:y = 6.

Zauwazymy, ze drugie rOwnanie powstaje przez pomnozenie obu stron
pierwszego rownania przez 2. Kazda wiec para wartosci X i Yy, spraw-
dzajgca pierwsze roéwnanie, sprawdza i drugie réwnanie. Lecz pierwsze
rownanie ma niezliczong ilos¢ rozwigzan (przyjmujac bowiem dowolnie
x=1; 2; 3; 4; ..., znajdziemy y ——1; — 0; i; ...); zatem
i uktad réownan ma niezliczong ilo$¢ rozwigzan. Moéwimy, ze rozwigzanie
uktadu réwnan w tym przypadku nie 'jest jednoznaczne, i nazywamy
uktad réwnan nieoznaczonym.

8 5 Uklad réwnan nieoznaczony i sprzeczny.

W poprzednim paragrafie wykazaliSmy, ze warunkiem wystar-
czajacym istnienia jednego i tylko jednego rozwigzania ukiadu
dwu réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomemi jest
rézna od zera wartos¢ wyznacznika ukladu. Zbadamy obecnie, czy
warunek ten jest konieczny.

Przyjmujemy, ze w ukladzie réwnan :

aix+ bly=cl, ) . (n
asx -f- @y —c,, /

wyznacznik ayr# — a2br= 0,

Rozpatrzymy najpierw przypadek, ze przynajmniej przy jednej
niewiadomej wspoétczynniki w obu réwnaniach sg rézne od zera.
Przyjmujemy wiec np.: bx® 0 i =fFO i dzielimy obie strony
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pierwszego réwnania przez bu a obie strony drugiego przez ht.
Otrzymamy:

Jasnem jest, ze kazde rozwigzanie ukfadu (1) jest zarazem
rozwigzaniem uktadu (Il) i naodwrét.

Z zatozenig: albi —ai bl = 0 wynika:
albi = atbif a stgd po podzieleniu obu stron bxb%

ai __ ai

N %

Ostatnia rownos¢ wskazuje, ze lewe strony obu réwnan uktadu (ii)
sa zupeinie jednakowe.

Jezeli pierwsze rownanie sprawdza sie dla jakiejs pary war-
tosci m i y, to drugie réwnanie sprawdza sie dla tej samej pary
wartosci wtedy i tylko wtedy, jezeli i prawe strony obu réwnan
sa rowne, a wiec jezeli:

-9_ = ¢ czyli c, bt — c2ht, czyli r— cxbt — O.
0j Og

Lecz wtedy oba réwnania ukladu sg zupetnie jednakowe ; mamy
wiasciwie tylko jedno rownanie z dwiema niewiadomemi. Przyj-
mujac warto$¢ n dowolnie, mozemy dobra¢ takg wartos¢ y, ktdra
wraz z obrang wartoscig X sprawdza réwnanie. ROwnanie, a wiec
i uktad réwnan, ma niezliczona ilo$¢ rozwigzan. Méwimy, ze ukiad
réwnan jest nieoznaczony.

c
Jezeli natomiast w uktadzie rownan (II) 5 () czyli cxbr —

@
— c2& ® 0, wtedy zadna para wartosci i Yy, sprawdzajgca pierw-
sze rOownanie, nie sprawdza drugiego réwnania. Dany uklad row-
narn nie ma wtedy rozwigzania; moéwimy, ze uklad réwnan jest
sprzeczny.

Jezeli warunek, ze przynajmniej przy jednej z niewiadomych wspo6t-
czynniki w obu réwnaniach sg rézne od zera, nie jest spetniony, wtedy
albo w jednem rownaniu wspétczynniki przy X \'y sg zerami, albo
w jednem roéwnaniu wspotczynnik przy ., a w drugiem wspétczynik
przy y jest zerem. Drugi z tych przypadkéw sprowadza sie jednak do
pierwszego : Jezeli bowiem = 6= 0, to z zalozenia axég — 6, = 0,
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wynika, ze azbx—0O, co jest mozliwe tylko wtedy, gdy albo at = O
albo bx= 0. Widzimy wiec, ze i w tym przypadku wspotczynniki przy
jci Yy w jednem z réwnan sa zerami. W obu przypadkach jedno z réw-
nan ukfadu (1) ma posta¢:

Oer+ O0-ij=c

Jezeli cpO, to takie réwnanie nie sprawdza sie dla zadnych war-
tosci .v i y. Uklad réwnan, zawierajgcy takie rownanie, jest sprzeczny.

Jezeli zas ¢ = 0, to réwnanie spelnia sie dla wszelkich wartosci X i Y.
Mozna je wiec w uktadzie réownan skresli¢, przez co rozwigzanie ukiadu
rownan sprowadza sie do rozwigzania jednego réwnania z dwiema nie-
wiadomemu Jezeli to réwnanie jest sprzeczne (np. O X+ O ey = 5), to
uktad rownan jest sprzeczny; w przeciwnym razie (t. j.. gdy réwnanie
jest nieoznaczone) ukiad réwnan jest nieoznaczony.

Poniewaz wykazaliémy, ze gdy a, bt — a8x= 0, wtedy uktad
réownan jest albo nieoznaczony albo sprzeczny, przeto:

Warunkiem wystarczajgcym i koniecznym, aby ukiad dwu réw-
nan stopnia pierwszego z dwiema niewiadomemi miat jedno i tylko
jedno rozwigzanie, jest to, zeby wyznacznik ukladu réwnan miat
wartos¢ rézng od zera. Jezeli ten wyznacznik jest zerem, uklad
réwnan jest albo nieoznaczony albo sprzeczny. Ktéry z tych przy-
padkéw zachodzi, rozstrzyga¢ bedziemy w kazdym szczegolnym
przypadku oddzielnie, jak w przyktadach w §-ie 4.

Cwiczenia:

1. Ktére z podanych nizej ukladébw sg rozwigzalne, ktére nie-
oznaczone, a ktére sprzeczne:

a) x-fy= 3 bj x—1ty = 4 —x+y=8
2n+ y= 4 2ar+-y = 8; x—y=8;

d) %x+ ty = 2, e) —$x-fy= 3 fy +*~ Hf=Db
* 4+ fu = 3 /n—120= 2; 105n—ly = 35.

2. Rozwigzac¢ nastepujgce ukilady réwnan i podaé, dla jakich war-
tosci liter uktady te sga nieoznaczone lub sprzeczne:

a) 4n —2y = 5ni, b) a-h2y= a
4x + 30 = 20; 4jc— 41/= a-j- 36;

c) px-fy= 3 d) fa+ 1)n—y—5,
2n--hy= 5; (Ra— 13)jcj-3y = 5;

&) (Ww—5x--(m—1y= —6 f axAy=a—2
(/n— 2) x -j- TY = 2; 3r—y= 2;
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g) Sx —2y = b, n) 3X—ry = 9,
9T (ay — 3; 4x — (r+2)// = a;

1 ax+ 2y = b, ax + y= b,
@—1Y)x—y= 2; X+ ay= 20;
ax -j- 6/= a, ax+ (@a— l)y= 6—1,

X Y — b; 6x + 6+ l)y= a+ 1;

T) TX—Y ——//, V x:y= (@a-(-1):(a— 1),
*4-(T+ 2Jy= T; *+ Y= g,

X _ 'y _ 6 x-fy):(y—x)= a:b,

Oys—b a b a b X+ Y iy+ VY 2a

y—X= b; a 6 a—Db’
a 7 6
na+ 12a2+ 2a+ 1 ' S;
*+ Y= 2a; X+ 2y=—1
3. a) Pewien zwigzek chemiczny sktada sie z dwoéch pierwiastkéw,
potaczonych ze sobg w stosunku Wagowym m :n. lle
kazdego pierwiastka jest w p g tego zwigzku chemicznegol‘e

b) Odcinek AB = a podzielono punktem C 1) wewnetrznie
2) zewnetrznie, w stosunku m : n. Obliczy¢ AC i BC.

c) Punkty C i C dzielg odcinek AB w tym samym stosunku,
punkt C wewnetrznie, a punkt C zewnetrznie. Znajac AB= a
i AC=m, obliczy¢ AC i BC.

d) Gdy do licznika i mianownika pewnego utamka dodamy m,
utamek bedzie mial wartos¢ a; gdy zas$ od licznika i mia-
nownika odejmiemy m, utamek przyjmie warto$¢ b. Znalez¢
ten ulamek.

Sprawdzié rozwigzanie, przyjmujac: 1) a= 0,6; b= 05; m= 1;
2) a= b= §; m—2; 3) a—b= 1; m dowolne.

e) Kupiec sprzedat a kg towaru w dwdch partjach. Przy sprze-
dazy pierwszej partji zarabiat m zt na 1 kg, przy sprzedazy
drugiej partji zarabiat n zt na 1 kg. lle kg sprzedat w pierw-
szej, a ile w drugiej partji, jezeli na calej sprzedazy zaro-
bit y z+?

Sprawdzi¢ wyniki, przyjmujac a = 150, a nadto: 1) y = 850;
m= 4, n=6; 2) q=400; m= —2; n=3; 3) q= 750
m=n=5; 4 g=800; m=n=5

f) Do budowy drogi najeto pewng ilos¢ robotnikéw. Gdyby

zdotano najg¢ o a robotnikéw wiecej, budowe drogi ukon-
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czonoby w czasie kréotszym o m dni; gdyby zas liczba ro-
botnikéw byta o b mniejsza, budowa drogi trwataby o n dni
dtuzej. llu robotnikéw najeto i ile dni trwata budowa drogi?

Wskazéwka: Najeto X robotnikéw, a budowa drogi trwata
Yy dni. Przy budowie drogi byto wiec w catosci Xy dni robo-
czych i t. d.

Sprawdzi¢ rozwigzanie, przyjmujac: 1) a—20; 6= 28; m= 10;
u=35;2 a—10; b—8; m=5; n—a4.

Jeden gospodarz miat uprawi¢ a aréw, a drugi b aréw pola.
Przyjeli robotnika i pracowali z nim wspodlnie na obu po-
lach. Robotnik policzyt sobie za prace m zt. lle ma zaptaci¢
robotnikowi pierwszy, a ile drugi gospodarz?

Wskazéwka: Pierwszy gospodarz zaptaci X, a drugi y zt. Przy
rozdziale miedzy obu gospodarzy optaty m, ktérg ma otrzymac
robotnik, nalezy uwzgledni¢, ze kazdy gospodarz oprécz zapiaty
robotnika witozyt w pole jeszcze wiasng prace, ktérg oceni¢ na-
lezy na m zt. Wskutek tego $wiadczenia gospodarzy wynoszg
nie g iy, leczx+miy+m |t d

Sprawdzié¢, przyjmujac: a—100; b= 75; m—28.

Gestos¢ zaludnienia wynosita w pewnem panstwie przy
pierwszym spisie ludnosci gx a przy drugim Aar. Przyrost
ludnosci w czasie od pierwszego do drugiego spisu wyno-
sit d. Ille wynosita liczba mieszkancéw panstwa w czasie
pierwszego, a ile w czasie drugiego spisu? Jaka jest po-
wierzchnia panstwa?

Przez gesto$¢ zaludnienia rozumiemy przecietng liczbe mie-
szkancéw na 1 km2 czyli iloraz liczby mieszkancéw panstwa
przez powierzchnie.

Oblicz te wielkosci dla Polski wedtug dat z r. 1921 i z r. 1934,
przyjmujac : gx= 70; gi = 85; d= 5 820 000.

Z A i B wyruszajg naprzeciw siebie réwnoczesnie dwa sa-
mochody i spotykajg sie po tx min. Jezeli zas oba wyjadg
réwnoczesnie, pierwszy z A, a drugi z B i jecha¢ beda
w kierunku zgodnym (od A przez B dalej); wtedy pierwszy
samochdd dopedzi drugi po t2 min. Obliczy¢ predkosci obu
samochodoéw, jezeli AB= m km.

Przedmiot sporzadzony ze stopu dwéch metali wazy w po-
wietrzu (w proézni) mxg, a pod wodg nuy g. lle g kazdego
z tych metali zawiera ten przedmiot, jezeli ciezar wiasciwy
jednego metalu jest s,, a drugiego sa?
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Zadanie to miat wedlug podania rozwigza¢ Archimedes, ba-
dajac, ile byto ziota, a ile srebra w koronie, sporzadzonej dla
tyrana Syrakuz.

Rozwiaz zadanie, przyjmujac: ml= 1400; mz— 1318; ,sj— 19,3
(dla ztota); s2= 10,5 (dla srebra).

k) Statek, wyptywajac z rzeki na morze, wynurza sie z wody
tak, ze nad powierzchnie morza wystaje o u m3 wiecej, niz
wystawatlo nad powierzchnie rzeki. Jaki jest ciezar statku
i ile ni3 wody wypiera statek, gdy ptywa po rzece, jezeli
ciezar wilasciwy wody rzecznej jest s,, a wody mor-
skiej s2?

8§ 6. Wykres funkcji y = ax.

Przedstaw zapomoca tabelki funkcje y —f* i sporzadZz jej wykres,
a zauwazysz, ze wszystkie punkty wykresu lezg na jednej prostej. Ze
tak jest rzeczywiscie, udowodnimy ogolnie, wykazujac, ze:

Wykresem funkcji y — ax jest prosta, przechodzgca przez pocza-
tek uktadu wspo6trzednych i przez punkt A (1, a).

Rys. 8 przedstawia takg prostg. Wykazemy najpierw, ze punkt
lezgcy na tej prostej, majacy odcieta X, ma rzedng y — ax.

Obierzmy na prostej dowolny punkt B w d¢wiartce pierwszej
i wykreSlmy jego wspdtrzedne: x = OB', y= B'B.

Stosujac twierdzenie Talesa, znajdujemy:

B'B : A'/A = OB':OA, czyli:
y:a—x:1 a stad:
Y — ax.
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Jezeli na prostej OA obierzemy punkt w cEwiartce trzeciej np.
punkt C, to wspoéirzedne jego x= OC i y— C'C bedg ujemne.
Poniewaz tw. Talesa znamy tylko dla odcinkéw zwyktych (nie dla
kierunkowych), nalezy w proporcji

CC :AA'= OC : OA,

otrzymanej z zastosowania tego twierdzenia, napisac:

CC— —y, AA'= 3, OC — —x, OA'= 1.
Otrzymamy: —y:a——X: a stad znow:
y = ax.

W rys. 8 przyjeliSmy, ze a jest dodatnie. Rys. 9 przedstawia
prosta OA dla ujemnego a. Jezeli przyjmiemy na prostej OA
punkt B w c¢wiartce czwartej, otrzymamy kolejno:

B'B:A'A—OB':0A';

BB——y, AA——a, OB'= x, OA'= 1;
— —a= jc:1;
y = ax.
Rys. 9.

Dla punktu C, lezgcego na prostej OA w c¢wiartce drugiej jest:

CC’': AA'= OC': OAY
CC=y, AA'l——a OC——x, OA'= 1,

y = ax.
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WykazaliSmy, ze rzeczywiscie dla kazdego punktu, lezgcego na
prostej OA, jest y= ax.

Jezeli punkt jakis np. punkt D na rys. 9 nie lezy na prostej OA,
to prostopadta do osi X wykresSlona przez punkt D przetnie pro-
stg OA w jakim$ punkcie C. Oba punkty D i C majg te sama od-
cietg Rzednag punktu C jest ax, bo punkt C lezy na prostej OA.
Rzedna punktu D jest rézna od rzednej punktu C (w przeciwnym
razie punkty C i D zlewalyby sie wbrew zatozeniu, ze D nie lezy
na prostej OA), a wiec rézna od ax. Widzimy wiec, ze tylko dla
punktow prostej OA jest y = ax; prosta OA jest przeto rzeczywi-
Scie wykresem funkcji y = ax.

§ 7. Graficzna ilustracja rOéwnania pierwszego stopnia
z dwiema niewiadomeml.

Przedstawimy teraz graficznie funkcje: y—ax+ b.

Wykres tej funkcji otrzymamy z tatwoscig przy pomocy wy-
kresu funkcji y = ax. Wystarczy w tym ostatnim do kazdej rzed-
nej y — ar+ doda¢ b. Prosta przedstawiajgca funkcje y — ax prze-
sunie sie wskutek tego réwnolegle do pierwotnego potozenia o |{
wgoére lub o |& wdét zaleznie od tego, czy b jest liczbg dodatnia,
czy ujemna.

Rys. 10.

Rys. 10 przedstawia funkcje: Y = 8X (prosta /), Y = §X + 2 (prosta m)
i y= %Xx—2 (prosta n).

Funkcje, wyrazong wzorem y = ax -f-b, nazywamy funkcjg li-
njowa. Wykazalismy, ze wykresem funkcji linjowej jest linja prosta.
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Ostatnie twierdzenie utatwia nam sporzadzanie wykresu funkcji linjo-
wej, jezeli zwazymy, ze dwa punkty wyznaczajg prosta.

Np.: Aby otrzymaé¢ wykres funkcji /= |n:+ 2, ukladamy dla tej
funkcji tabelke, zawierajaca tylko dwie pary wartosci .r i ij. Np.:

Wyznaczamy nastepnie punkty A (0, 2) i B (—4, — 1) i kreslimy
przez nie prostg (wykres$l!). Prosta AB jest wykresem funkcji Y= £X+ 2.

Wiemy, ze rownanie stopnia pierwszego z dwiema niewiado-
memi X i y ma niezliczona iloS¢ rozwigzan. Przyjmujac bowiem
za n. dowolne wartosci, mozemy (jezeli tylko wspétczynnik przy y
jest rézny od zera) znalez¢ zawsze dla y takag wartosé, ktéra wraz
Z przyjeta wartoscig X sprawdza rownanie. Dlatego mozemy w réow-
naniu, zawierajacem 5 i y, uwaza¢ jci Yy za zmienne, jedng (np. V)
za zmiennag niezalezng, druga (np. Yy) za zmienng zalezna, czyli
funkcje x.

Kazde réwnanie stopnia pierwszego z dwiema zmiennemi /+i Yy,
w ktorem wspotczynnik przy y jest rézny od zera, wyraza, ze y
jest funkcja linjowa x. Tak np. z réwnania 2v— 3y = 6 wy-
nika, ze dla wszelkich wartosci x jest: y = |o@— 2 Wykres funkgcji
y = %x— 2 (prosta n na rys. 10) nazywamy tez wykresem row-
nania 25— 3y — 6. Miedzy réwnaniem a jego wykresem zachodzi
ten zwigzek, ze wspotrzedne kazdego punktu wykresu sprawdzajg
rownanie, a kazda para wartosci 1 i Yy, sprawdzajgca réwnanie,
przedstawia wspoétrzedne punktu lezacego na wykresie.

Oméwimy jeszcze wykresy rownan stopnia pierwszego z dwiema
zmiennemi X i Yy, w ktérych wspéiczynnik przy x lub wspoétczynnik
przy y jest zerem.

W réwnaniu On: -f- 2y = 6 dla wszelkich wartosci 1 ma y zawsze
statg wartos¢ y = 3. Punkty, ktérych odcieta jest dowolna, a rzedna
y = 3, tworzg prosta rownolegta do osi X, a odcinajgca na osi Y
odcinek majacy 3 jednostki. Ta prosta jest wykresem rdéwnania
on-f-2y= 6, czyli 2y = 6. Wykre$l te prostg!

W réwnaniu 2n:+ 0Oy = — 4 kazdej wartosci y odpowiada war-
tos¢ x — — 2. Punkty, ktérych odcieta m= — 2, a rzedna y jest
dowolna, tworzg prosta rownolegta do osi Y, a odcinajgcg na osi X
odcinek — 2. Ta prosta jest wykresem rownania 2ic+ 0y = — 4,
czyli 2n: = — 4. Wykresl te prostg!

Mihutowicz : Algebra dla 111 gimn. 6
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Cwiczenia:

1. Przedstawi¢ graficznie funkcje:
a) y= %x; b) y= —15.r; c) y= fv+ 2;
d y= —3; €) y= —2* + 4; fly= —x—2

2. a) Pociag jest oddalony od stacji A o +10 km i porusza
sie  ruchem jednostajnym z predkoscig: 1) £ kmimin.;
2) — 0,8 A/7//min. Przedstawi¢ wzorem i wykresem odle-
gtos¢ pociggu od A jako funkcje czasu.

1 min. przedstawié¢ na osi X odcinkiem 1 mm, a 1 hm na
osi Y odcinkiem 1 mm.

b) Pociag jest oddalony od stacji i o -20 km i porusza
, sie ruchem jednostajnym z predkoscia; 1) -}- $ Am/min.;
2) — | kmlmin. Przedstawi¢ wzorem i wykresem odlegtos¢

pociggu od .4 jako funkcje czasu.

Korzystaj z uwagi do poprzedniego zadania.

c) Pociag jest o godz. 10 min. 10 na stacji A, a o godz. 10
min. 25 na stacji B oddalonej od A o 12 km. Przyjmujac,
ze ruch pociggu jest jednostajny, przedstawi¢ wzorem i wy-
kresem odlegtos¢ pociagu od A jako funkcje czasu, liczo-
nego od godz. 10.

Oblicz najpierw predko$¢ pociggu i odlegtos¢ jego od A

0 godz. 10. Przy sporzadzaniu wykresu Kkorzystaj z uwag do
poprzednich zadan.

8 8 Graficzna ilustracja uktadu dwu réwnan stopnia
pierwszego z dwiema niewiadomemi.

Przykiad 1 ukiad réwnan:

o+ 2y —8;
2X—y = 1;

jest oznaczony. Rozwigzujac go znajdziemy: X = 2, y = 3.

Przedstawmy graficznie oba réwnania; otrzymamy jako wykres pierw-
szego réwnania prosta / (rys. 11), a jako wykres drugiego réwnania
prosta m. Poniewaz warto$ci g = 2; y = 3 sprawdzajg i pierwsze i drugie
rownanie uktadu, to punkt A (2; 3) musi lezeé¢ i na prostej | i na pro-
stej m, musi wiec by¢ punktem przeciecia sie tych prostych. Znajdu-
jemy wiec:
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Wartosci n' i y, sprawdzajgce oba réwnania ukladu dwu row-
nan stopnia pierwszego z dwiema niewiadomemi, sg wspot-
rzednemi punktu przeciecia sie prostych, ktére sg wykresami
tych réwnan.

Rys. 11.

Przyktad 2. Uktad réwnan:
3x —2y —2;
3Xx —2/M/= — 4;
jest sprzeczny. Przedstawiajgc graficznie oba réwnania tego ukiadu

(przedstaw!), otrzymamy dwie proste réwnolegte /i m (rys. 12). Ze | #/m,
mozemy wykazaé¢ zapomocag nastepujgcego rozumowania: Gdyby proste /

Rys. 12

i M mialy punkt wspdélny, to wspotrzedne tego punktu sprawdzatyby oba
réwnania ukiadu; ukiad réwnan miatby rozwigzanie, a wiec nie bytby
sprzeczny wbrew temu, co stwierdziliSmy na poczatku. — Znajdujemy

wiec :
e*
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Jezeli uktad dwu réwnan stopnia pierwszego z dwiema niewia-
domemi jest sprzeczny, to proste, ktore sg wykresami réwnan tego
uktadu, sg do siebie réwnolegte.

Przyktad 3. Uktad rownan:

3Ir—2y= 2;

15—y = 1;
jest nieoznaczony. Przedstawiajgc graficznie oba réwnania (przedstaw!),
otrzymamy dla obu réwnan te samag prostg / (rys. 12). Wspo6trzedne
kazdego punktu prostej / sprawdzajg oba réwnania uktadu, uklad réw-
nan ma niezliczong ilo$¢ rozwigzan, jest wiec rzeczywiscie nieozna-
czony. — Znajdujemy:

Jezeli uklad dwu rownan stopnia pierwszego z dwiema niewia-
domemi jest nieoznaczony, to proste, ktére sg wykresami réwnan
tego uktadu, nakrywajg sie.

Przyktad 4. Przez stacje A przejezdza o godz. 10 ruchem jedno-
stajnym pocigg z predkocécig A km/godz. O t minut pézniej (wczesnigj)
przejezdza przez stacje A drugi pociag, jadacy ruchem jednostajnym
z predkoscig C. Kiedy i jak daleko od A spotykajg sie te pociggi?

Pociagi spotykajg sie X min. po (przed) godz. 10 w odlegtosci y km od A-

Odlegtosé pierwszego pociggu od A wynosi wtedy: y = f x;
) drugiego w e , . Y = c(x—1t).
Porzadkujemy i rozwigzujemy ten ukiad réwnan:
I*-U = 0;
CX —y —ct.
Wyznacznik tego uktadu réwnan W— — £+ ¢ = c— £ staje sie zerem,
jezeli ¢ = £. Rozrézniamy nastepujace przypadKki:
1. Jezeli cp£, uklad rownan ma rozwigzanie. Rozwigzujac go (ro

wiaz !), znajdziemy :
ct 0 ct

Pociggi spotykaja sie, a czas g spotkania sie i odlegtos¢ y miejsca
spotkania sie od A mozna obliczy¢ wedtug powyzszych wzoréw.

2. Jezeli c= £ i /® 0, ukiad jest sprzeczny. Pociagi nie spotykajg
sie; rzeczywiscie jada wtedy oba z jednakowa predkoscig, w tym sa-
mym kierunku, zawsze w tym samym odstepie od siebie.

3. Jezeli c= f i t= 0, uklad rownan jest nieoznaczony. Rzeczywiscie
oba pociggi sa wtedy réwnocze$nie na stacji A, a ze predkosci ich sg
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réowne i zgodne co do kierunku, to jadg razem i odlegtos¢ jednego z nich
od A jest zawsze réwna odlegtosci drugiego od A.

Przedstawmy graficznie oba réwnania uktadu oraz ich rozwiagzanie.

Wykresem pierwszego rownania jest prosta | (rys. 13). Wykres ten
przedstawia odlegto$¢ y pierwszego pociggu od A jako funkcje czasu X.
Z wykresu tego mozna odczytaé, jak daleko od A znajduje sie pociag
pierwszy o kazdej godzinie.

Jezeli chodzi o wykres drugiego réwnania (y = cX— c¢/), to zauwa-
zymy, ze bedzie on linjg prostg (funkcja linjowa!) i ze bedzie przedsta-
wial odlegto$¢ y drugiego pociagu od A jako funkcje czasu X. Potozenie
prostej zaleze¢ bedzie od wartosci ¢ i /Z Rys. 13 przedstawia wykres
tego réwnania w nastepujgcych przypadkach:

1. c=1; /=10. Wtedy réwnanie przyjmuje posta¢: y = X— 10,
a wykresem jego (sporzadz starannie ten wykres i nastepne!) jest pro-
sta M. Z rozwigzania ukltadu réwnan znajdujemy, ze pociagi spotykaja
sie 40 min. po godz. 10 w odlegtosci 3C km od A. Rozwigzaniu temu
odpowiadajg w wykresie wsp6trzedne punktu M.

2. ¢c = — /= 40. Wtedy rownanie ma postaé: y= —\X+ 20,
a wykresem jego jest prosta Nn. Z rozwigzania ukladu réwnan wynika,
ze pociagi spotykajg sie 16 min. po godz. 10 w odlegtosci 12 km od A
Rozwigzaniu temu odpowiadajg wspoétrzedne punktu N.

Rys. 13

3.c= f; /=—20. Réwnanie ma postaé¢: y = —fVv—15 a wykre-
sem jego jest prosta p. Z rozwigzania ukfadu réwnan wynika, ze pociagi
spotykajg sie 10 min. przed godz. 10 w odlegtosci — 7,5 km od A. Roz-
wigzaniu temu odpowiadajg wspoétrzedne punktu P.

4. ¢ —f, /=30. Réwnanie ma postaé¢: y = \Xx —227, a wykresem
jego jest prosta r. Ukltad rownan jest sprzeczny, pociagi nie spotykaja
sie, r//l.
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5. c=f, t—O0. Réownanie ma postaé¢: g = for, a wykresem jego je

rowniez prosta /Z Uklad rownan jest nieoznaczony, pociggi poruszajg sie
razem.

Cwiczenia:

1 Rozwigzaé¢ nastepujgce rownania i zilustrowaé graficznie oba
réwnania i rozwigzanie ukfadu réwnan:

a) 2x—y= 1, b) 3*— 4y = 8, cj 0.+ 4F= O,
x4-U = 8; v X+ 2y = —14; sY-"X=%6;
d x—2y= 3, e)2.v + 3y = 10, f) A + 2y==3,
y——2; o= 2; 0= 0;
2. Rozktad jazdy dla pociggéw | i Il przedstawia tabelka:
km 1 Nazwa slacji 1
0 1210 . A i 13io
30 1300 i B 1 12 to

Kiedy i jak daleko od A spotykajg sie oba pociggi? Przedstaw
graficznie ruch kazdego pociggu.

Poréwnaj zadanie 2 c) w § 7.

3. a) Rozwigza¢ nastepujacy uktad réwnan:
a+ 2y = 6
mx+ y= —2;
i zilustrowa¢ graficznie oba réwnania i rozwigzanie uktadu,
przyjmujac: m= —2; — 0; 2; 3.
6] Rozwigza¢ ukiad rownan:
2 a—1H/= 4
n+ TY= 2/9-j-3;
i zilustrowac graficznie oba réwnania i rozwigzanie ukiadu,
przyjmujac: m= —2; —1; —4; 0; 1; 2

ej Suma dwu liczb wynosi 5, a ich iloraz c. Znalez¢ te liczby.
Zilustrowac graficznie oba réwnania i rozwigzanie ukiadu,
przyjmujac: c= 2; 1; 0,6; 0,4; 0; —1; —5.

d) Pole prostokagta nie zmienia sige, jezeli jego podstawe po-
wiekszymy o 1 cm, a wysokos¢ zmniejszymy o 1 cm, albo
jezeli podstawe zmniejszymy o 1 cm, a wysokos¢ powiek-
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szymy 0 a cm. Obliczy¢ podstawe i wysokos¢ prostokata.
Zilustrowac graficznie oba réwnania i rozwigzanie otrzyma-
nego ukitadu réwnan, przyjmujac: a= 3; 2; 1,5; 1

Przez stacje A i B, oddalone od siebie o 40 km, przejez-
dzajg roéwnoczesnie dwa pociggi. Pierwszy jedzie z predko-
Scig 0,6 A/n/min., drugi z predkoscia Aw/min. Kiedy i jak
daleko od A spotkajg sie? Przedstawi¢ graficznie odlegtosé
kazdego pociggu od A jako funkcje czasu i poda¢ znaczenie
rozwigzania, przyjmujac: c= —f; g; 1L
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