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Kozdziat 1
| Liczby wzgledne i dziatania na nich

8 1. Liczby bezwzgledne.

Liczb\, ktéremi dotad zajmowaliSmy sie nazywamy liczbami
ezwzglednemu. W praktyce stuzg nam te liczby czesto jako
iary wielkosci takich, jak np. dhugos¢, pole, objetos¢, kat, cie-

zar 1t. p. Aby wyrazi¢ liczbg pewng wielkos$¢, np. diugos¢ od-
~ cinka, przyjmujemy pewien odcinek za jednostke i dochodzimy,
ile razy ta jednostka lub jej cze$¢ miesci sie w danym odcinku.
Jezeli miesci sie 5 razy, mowimy, ze odcinek dany ma 5 jedno-
stek, albo ze miarg danego odcinka jest liczba 5 przy przyjetej
jednostce dtugosci; jezeli trzecia cze$¢ odcinka przyjetego za jed-
nostke miesci sie w danym odcinku 4 razy, méwimy, ze odcinek
ma | jednostki, albo ze miarg danego odcinka jest przy przy-
jetej jednostce dtugosci liczba $. Podobne znaczenie majg zda-
nia: cialo ma objetos¢ 4f cm3 srebrna moneta wazy 559 t. p.

Liczby bezwzgledne uzmystawiamy sobie czesto zapomocg
odcinkéw. Przyjmujemy pewien odcinek, np. AB (rys. 1), za
jednostke; odcinek ten przedstawia liczbe 1. Odcinek CD przed-
stawia liczbe 3, odcinek EF liczbed i1t p.

Q— -t -1 2-\F
Rys. 1

Zwykle zestawiamy odcinki przedstawiajace liczby na jednej
oolprostej OX (rys. 2) tak ze wszystkie majg jeden wspélny ko-
ilec w poczatku O pdt. rostej. Liczby 1, *, 2, f i t. d. przedsta-

* 710re Snar¥s-20 ka™ 01 Oi, 02 Ofit d Liczbie 0
1



4

podporzadkujemy tak zwany odcinek zerowy 00, ktérego oba
konce schodzg sie, czyli punkt O. Poniewaz wszystkie te odcinki
majg wspdlny koniec O, to kazdy z nich jest oznaczony, jezeli

Rys. 2

podamy jego drugi koniec. Ten wiec drugi koniec podporzadku-
jemy liczbie, ktérg ten odcinek przedstawia, i bedziemy mowic,
ze liczby bezwzgledne sg przedstawione punktami potprostej.
Potprosta taka, ktorej punkty podporzadkowane sg w powyzszy
sposdb liczbom, nazywamy linja (osig) liczbowa.

8 2. Liczby wzgledne.

Doswiadczenie i zycie praktyczne dostarczajg nam przyktadow
wielkosci, ktére zmieniaC sie moga w dwdch przeciwnych kierun-
kach.

Np.: WOz na torze kolejowym, biegngcym od zachodu ku wschodowi,
moze sie przesuna¢ albo ku wschodowi, albo ku zachodowi; rte¢ w termo-

skopie moze sie podnosi¢ lub opadac; stan kasy moze sie powiekszaC przez
wptywy, albo zmniejszaé przez wiydatki; stan wody w rzece moze sie pod-

nosi¢ lub opada¢ i t. p.

Do wyrazenia takich zmian standéw wielkoSci nie wystarczajg
liczby bezwzgledne.

Jezeli powiemy, ze stan wody w rzece zmienit sie 0 3 dcm, to przez
to zmiana stanu wody nie jest jeszcze nalezycie wyrazona; nalezy podac,
czy wi'danym przypadku mamy do czynienia z podniesieniem sie poziomu
wody, czy z obnizeniem sie.

Aby w wygodny sposob wyrazi¢ takie zmiany stanu wielko-
§ci, umawiamy sie przedewszystkiem w kazdym szczegélnym
przypadku, ze jeden (dowolnie obrany) kierunek zmiany nazy-
waé bedziemy dodatnim, a drugi, przeciwny tamtemu, ujemnym.

Tak np. uméwmy sie przy zmianie stanu wody w rzece uwazaé kieru-
nek pionowy dogéry za dodatni, a kierunek pionowy nadét za ujemny.

Zmiang w kierunku dodatnim lub ujemnym zaznaczamy, kia-
dac przed liczbg bezwzgledng, wyrazajgca wielkos¢ zmiany,
znak + (plus) lub — (minus) zaleznie od tego, czy zmiana od-
bywa sie w kierunku przyjetym za dodatni, czy ujemny.

Tak np. przy zmianach stanu wody w rzece liczby + 5dcm, 3 dem,

—4,3 dcm oznaczajg kolejno wedtug poprzedniej naszej umowy, ze po-
ziom wody podnidst sie 0 5 decm, opadt o 3 dcm, opadt o 4,3 dem.

Otrzymujemy w ten sposob dwa zbiory liczb:
+ 1;+1; +6,7; +2; +5; ..
-1; -1; -6,7; -2; -6 ..
ktore stuzy¢ moga do wyrazania zmian stanéw wielkosci, moga-
cych sie zmienia¢ w dwoch przeciwnych kierunkach. 0 piszemy
zwykle bez znaku, bo + Oi — 0 oznacza to samo, mianowicie brak
zmiany. Liczby ze znakiem -f nazywamy liczbami dodatniemi;
liczby ze znakiem — nazywamy liczbami ujemnemu Liczby do-
datnie i ujemne nazywamy liczbami wzglednemu W kazdej licz-
bie wzglednej rozrézni¢ nalezy znale i warto$¢ bezwzgledna.
Liczba -f 3 ma wmrto$¢ bezwzgledng 3, a znak -f-; liczba —7,2
ma warto$¢ bezwzgledng 7,2, a znak —. Chcac zaznaczyC, ze
mamy na mysli tylko warto$¢ bezwzgledng pewnej liczby, pi-
szemy te liczbe miedzy dwiema kreskami pionowemi.
Np.. 1—31—3 1+51=5 |-f|=£.

Dwie liczby wzgledne uwazamy za rowne wtedy i tylko
wtedy, jezeli majg jednakowe znaki i jednakowe wartosci bez-
wzgledne. Jezeli chociazby jeden z tyEh warunkoéw nie jest spel-
niony, méwimy, ze liczby sg nieréwne.

Wp.: +3= +3;, —45= —A45; - 95
-WYJ'atgk stanowi: + 0 = — T 2¥

To okreslenie liczb réwnych i nierownych jest zgodne z ich znacze-
niem praktycznem. Wszak musimy uwaza¢ np. spadek temperatury o 7°
i wzrost temperatury o 7° za zmiany rézne; podobnie za rézne uwaza¢

musimy dochdd 5 z i wydatek 5 zt. Natomiast dochdd 0 z+ i wydatek
0 zt nie zmieniajg stanu kasy; nalezy wiec je uwazaC za zmiany rowne.

8 3. Odcinki kierunkowe.
Liczby wzgledne przedstawia¢ bedziemy zapomoeg odcinkéw
kierunkowych, umieszczonych na osi.

_rzez odcinek kierunkowy czyli wektor rozumiemy odcinek,
ktéry opréocz dhugosci ma takze pewien Scisle okreslony kierunek.'
Odcinek taki, np. AB w rys. 3 kresli¢ bedziemy w ten sposob, ze

B
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zaopatrzymy go strzatkg, ktéra wskazuje kierunek odcinka. Od-
cinek AC, jakkolwiek réwny co do diugosci odcinkowi AB, uwa-
zamy za rézny od AB, bo ma inny kierunek. Oznaczamy odcinek
kierunkow” syinbolem a lub AB, przyczem przy ostatnim sposo-
bie oznaczania porzadek liter A i B nie jest dowolny: Litera
napisana na pierwszem miejscu, a wiec litera A, oznacza po-
czatek, a litera napisana na drugiem miejscu, a wiec litera B,
koniec odcinka kierunkowego. BA oznaczatoby odcinek, majacy
poczatek'w D, a koniec w A; w rysunku nalezatoby strzatke
przy B opusci¢, a dodaé strzatke przy A. Jezeli w tekscie ozna-
czamy odcinki kierunkowe dwiema literami, staje sie zbednem
uinieszclanie.w rysunku strzatek, sam bowiem porzadek liter
wskazuje juz kierunek adcinka. Bedziemy wiec czesto strzatke,
wskazujacg kierunek odcinka, opuszczac.

Przez o$ rozumiemy prostg, na ktorej pewien kierunek obrany
jest jako dodatni; kierunek przeciwny temu kierunkowi nazy-
wamy ujemnym. Kierunek dodatni zaznaczamy na osi strzatkg

(rys. 4).
-------F<—1 fl ------ 1 >B --------

Rys. 4

Umiesémy na osi w rys. 4 odcinki kierunkowe AB i CD;
dtugos¢ kazdego z tych odcinkéw wynosi 2j (dwie jednostki).
Kierunek odcinka AB jest zgodny z kierunkiem dodatnim osi;
przypisujemy tedy odcinkowi AB znak dodatni. Podobnie przy-
piszemy odcinkowi CD znak ujemny, gdyz kierunek tego odcinka
zgodny jest z kierunkiem ujemnym osi. Napiszemy: AB= + 2],
CD= —2j. Odcinki kierunkowe umieszczone na osi nazywamy
rownemi wtedy i wtedy tylko, jezeli majg rowne dtugosci i jed-
nakowe znaki; gdy chociazby jeden z tych warunkéw nie jest
spetniony, uwazamy odcinki za nierbwne. Tak np.: EF = CD,
ABANCJ). Nieistotng jest przeto rzecza, w ktorym punkcie osi
poczatek odcinka kierunkowego umiescimy; wyrazamy to, mé-
wigc, ze odcinek kierunkowy na osi wolno dowolnie przesuwac.

Takiemi odcinkami kierunkowemi na osi przedstawia¢ bedzie-
my zmiany wielkosci, mogacych sie zmienia¢c w dwoch przeciw-
nych kierunkach, jak np.: przesuniecia wozu na torze kolejowym,
zmiany stanu poziomu wody w rzece, zmiany stanu kasy i t. p.
a takze liczby wzgledne. Diugo$¢ odcinka kierunkowego, mie-
rzona w przyjetych jednostkach, przedstawia warto$¢ bezwzgledng
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liczby kierunek dodatni lub ujemny pdcinka, znak + lub — liczby
wzglednej. Np.: W_rys. 4 przedstawia liczbe +2 odcinek AB,

liczbe — 2 odcinek CD lub EF. Liczbe O przedstawiaC bedziemy
na osi odcinkiem zerowym.

8 4. Dodawanie liczb wzglednych.
, 0 frz/ fola,d L zmiany stanu kasy w ciggu dnia wynosity ko-
W . ]re 8 2 z¥,* 120 zi> + 160 z, to zmiane stanu k%siY
ciggu catego dnia nazwiemy sumg owych czterech zmian. Eatwo obli-
czyC, 1z wynosi ona t 80 zL. "Napiszemy: “

"N (+ 60) + (—20) + {+120) + (+ 160) + 80.
4 Liczby” wzgledne, bedace sktadnikami sumy, piszemy w nawiasach,
aln nie mieszaC znaku liczby ze znakiem dodawania.

Przfktad 2- Jezeli woz na torze kolﬁiov%/m doznat kole'{r:lo EO
sobie nastepujacych przesunig¢: AB = + 7 m, BC = —3m, CD
8 m, DE + 6 m, tozrys. 5 na ktérym te przesuniecia przed-

— P ri ,---*1-- P&--l—-g--,---,-" -

Rys. 5

SIRTEE fest B4 Tyl UMV aBan BN G e s dish iyl Rgterech, prag:
0 przesuniecie wypadkowe AE nazywamy sumg przesunie¢ AB, JiC
CD i DE, a liczbe™+2 sumg liczb: +7, —3, —8 i + 6. Napiszemy:

AB + BC + CD + Tle . AE;

(+7) + (=3) + (—=8) + (+6) = +2

row.sS f Sighna ostatnim Pradzie, okreSlamy dodawanie wekto-
W umieszczonyéh na osi w nasteﬁumcy 5posob:

Majac do jednego wektora umieszczonego na osi doda¢ drugi
zestawiamy je na osi tak, aby poczatek drugiego wektora padt
na koniec pierwszego; wektor, ktorego poczatek znajduje sie
w poczatku pierwszego wektora, a koniec w konhcu drugiego na
zywamy sumg obu danych wektoréw (sktadnikow).

now iSrrie iCAk ell okreslimy tak, aby sumie wektorow od-

pow\ilgd(!ﬂa surlna liczb mm%%%&%ch ode\I/vigldajac ch yweﬂto‘rom“—’sk%adn\l,\((um
Hys. b przedstawia sume wektorow AB + BC = AC Woyrazaiac fe

wektory zapomocg odpowiadajacych im liczb wzglednych, otrzymamy:
Jezeli AB=+5 5(7=+3 (rys. 6a), to JC = + 8- zatem-

(+ 5 -f(+ 3 =+ 8

BC-
4+ (-2=—8

Jezeli AB - -4, -2 (rys. 66), to



. Jezeli AB = +6, BC= —2 (rys. 6¢), to AC = +4; zatem:
(+ 6)+ (-2) = +4.
Jezeli AB = —7, BC = +3 (rys. 6d), to AC — —4; zatem:
(-7) + (+3) = -4.
. B C )
j -ttt b i i bbby “h t £ S %
b)-----------cl--1—?—-1—-1—--1—@- ----------- >
S i 7t fe B >
P IO I SR
AC B
g) -mmmmmmee- Sy Ny Ny Wy W SRR — >
Rys. 6.
Jezeli AB = +5, BC = —1B5 (rys. 6e), to AC = 0; zatem:
(+5) + (-b.) = 0

Na podstawie tych przyktadéw okreslamy:

Liczby wzgledne o jednakowych znakach dodajemy, dodajac
ich wartosci bezwzgledne, a wynikowi dajac znak wspdlny obu
liczb. Liczby wzgledne o réznych znakach dodajemy, odejmujac
ich warto$ci bezwzgledne (mniejszg od wiekszej), a wynikowi
dajac znak liczby bezwzglednie wiekszej. Gdy dodamy dwie liczby
wzgledne o jednakowych warto$ciach bezwzglednych, a réznych
znakach, otrzymamy 0 (mowimy, ze te liczby znoszg sig). Z dego
powodu nazywamy takie dwie liczby liczbami przeciwnemL Jezeli
jednym z dwdch skiadnikéw jest zero, to suma réwna sie dru-
giemu sktadnikowi.

Wedtug powyzszego okreSlenia mozna zawsze dodaC dwie
dowolnie dane liczby wzgledne; na wynik otrzymamy zawsze
Scisle okreslong liczbe wzgledna. W tern znaczeniu méwimy, ze
dodawanie jest w zakresie liczb wzglednych zawsze wykonalne.
Dodawanie liczb wzglednych jest nadto dziataniem jednoznacz-
nem. Znaczy to, ze ilekro¢ dodamy te same liczby lub liczby
rowne danym, otrzymamy taki sam wynik. Te wiasno$¢ doda-
wania wyrazamy kroétko tak:

Jezeli do rownych liczb dodamy roéwne, otrz mamy rowne
sumy. rozniej

Z okreslenia dodawania wynika tez bezpoSrednio, ze wartos¢
sumy dwu liczb nie zmienia sie, jezeli sktadniki przestawimy.

(— & "saNe

§ 5. Odejmowanie liczb wzglednych

P lu je m ydla odejmowania wektorow

zaim nla |ICZb wzglednych

zajmiemy

do wektora AC (odjemnej),
Jemmkowi BC). Jest bowiem: XC -f-CB= AB

Zatem: AC- BC- AC+ CB= AB. Znajdujemy wiec-

ilr.] aktvra” &
0

it fngjplerw SP°S<<*>odn4mo

ejmowanie

przS,™ WKkt°ra 2aS*» id dodawaniem wektora
odeSoSfib w™dg ;cr dmi“Std°

Np.: ¢—=7)—(+3 = 7+ (A_ in T
Podobniez ~ A 1+ 100 + (A ?™

3 S-sl = [tt] + Z 72 poniewez ;-2)+ (+6) = +4.
é 2% (—4): [ 1+ +4 Z %newaz (+2))+ f 5%:_3
Oyl g2 0 L it PN Ei%if@)zf
—3)—(3)— (3 + n ponlewaz (~3)+ 0 =_3.

twierdzenia cynika, ze odejmowanie liczb wzolpJ-
J st dziataniem zawsze wykonalnem Pod tym wzsrledem

nvch
5

S s3B b m

.r»asS «n°Wanie It62b"' WzKlednyCh * *

-S S K St

*

dziatanien, jedno-

odejmiemyrowne, otrzymamy réwne

538 A O

—nN—(Ad=
trdybysmy zamiast —9 doéglllﬁa%
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+2 inng liczbe, nie otrzymalibySmy sumy —7. Sprawdz, przyjmujac
zamiast—9 liczby:—10, —11, —8, +5 i t. p.
Z okreslenia odejmowania wynika bezposrednio twierdzenie:
Jezeli do roznicy dodamy odjemnik, otrzymamy odjemna,
Z szczegblnych wypadkdw odejmowania zapamieta¢ nalezy:
Liczba-nie zmienia sig, gdy od niej odejmiemy zero. \
Roznica rownych liczb réwna sie zeru.

8 6. Suma algebraiczna.

Przyktad. Wykona¢ dziatanie:
[(—4) + (=] —=[(+5)—(=3)]
Stosownie do znanego znaczenia nawiasow, nalezy najpierw wykonac
dziatania w nawiasach graniastych, a potem pozostate dziatanie. Otrzy-

my :
[(-4) + (-2)]-{(+5) (;3)]=*="
= [(-4) + (-2) (+5) +(+.3)]=_
= (6 —(+ 8= (=6 + (8 =—H N
W. tym przyktadzie rozrézni¢ nalezy dwa rodzaje znakéw i dwa ro-
dzaje nawiasow. Niektore znaki + i — sg znakami dziatan (wskaz je
w powyzszym przyktadzie), inne s znakami liczb (wskaz je). Podobnie
stuzg niektore nawiasy, (graniaste) do naznaczania porzadku dziatan,
inne (okragte) naleza do sposobu pisania liczb wzglednych, zaznaczajqc
wyraznie, ktory znak nalezy do ktorej liczby., i
Aby  unikna¢ niewygodnego sposobu  pisania  dwojakich znakdw
i .ogromnej iloci-nawiasdw, zgodzono sie przy naznaczaniu dodawania
liczb wzglednych opuszczaé znaki dodawania i nawiasy, a.liczby wzgledne
pisa¢ obok siebie z ich znakami. Tak wiec zamiast (+5) + (—2) + (+4)
pisa¢ bedziemy krétko: +5 —2+ 4, a nadto umowimy sie opuszczac-
przy pierwszej liczbie, o ile jest ona liczbg dodatnia, znak +. Powyzszg
sume zapiszemy wiec tak: 5—2 + 4. Podobnie zamiast (—5) + (—3) +
+ (+ 7) napiszemy:, —5—8+ 7. Naodwrdt: —8 + 3—2 oznacza
(—8),+ (+3) + (—2); 6+2—7 oznacza (+6) + (+2) + (—7).
- Przyjmujemy nastepujgcg umowe:
‘Dodaicanie liczb wzglednych naznaczamy,, piszac te liczby
- obok siebie z ich znakami.
Poniewaz odejmowanie liczby wzglednej mozna zastapi¢ do-
dawaniem liczby przeciwnej, to:
Odejmowanie liczb wzglednych naznaczamy, piszac obok nie-
zmienionej odjemnej odjemnik ze znakiem-przeciwnym.
Naznaczong wedtug tej umowy sume liczb wzglednych (a wiec
np. 3—24—78 - 5) nazywamy suma algebraiczna.
Np: (—10 —(—2+ —D—,(+H) = —1|+ 2—i —£.
Naznaczone w sumie algebraicznej dodawanie liczb wzglednych mozna

n

wykonyalgebraiczna redukuje * do jednej liczby,

V\/?/konywanle dodawan liczb wzglednych naznaczonych w su-
mie algebraicznej nazywamy redukowaniem.

now fASj i,S2C2e »
f( H+( ]—[(+5)

Ptzyk)ad na poczatku, postugujac sie'
(3)]=[—4—2]—[5+3]=—6_8= 14

8 7. OS liczbowa. Porownywanie liczb wzglednych.

sie S * | k°r' to nzeki, mozemy obserwowaC na nim wznoszenie
e 1°paddme wody w czasie owodzi. Te wznoszenia sie i opadania no
ziomu wyrazamy liczbami wzglednemi. Liczby te nie podajg nam jednak

SoBni&t die dv PoroviMaRENEISordlinim stanemYlsy Todhizyt  Aby méc
Halézy PBr;yfa,c Y)\évJ\r/ierqc sfgnn%dy za zas‘é’dﬁ@;’? cz)i/lisog"i %WWW%

stanT " n°tOWaC zaP°m°cg liczb wzglednych odchylenia- od owego

’
sze08R5 st Ticzhe' BN Ml SO athist ) S < PR e e
np. z dnia poprzed

W dy-W PCWIgj ehwili zc stanem wod 2
R PRI P e B L e

tn t."+cd"-"h:
f Ue p,onowe rpz-
> [V Starozytnych Rz\M

§c,i'vS " i Sc*;™
nych miejscowosci, stan maigtkowy date tu %
mian, u Arabéw) i t. p. Powfemy: ’ d

do. wyrazania zmian
e do oznaczania standéw wielkosci moe-acrch

S. e zm.emae w dwoch przeciwnych kierunkach, jezeii pewfcn stall
P yjriemj za normalny i podporzadkujemy mu liczbe D

W|e|SCF w ftakl'
) . tak/:

na . weKtory na osi mozna przesuwrgé. w&&reﬁﬁwf/t?ggﬂ/a%i 28pomag wel

i, niej. wektory, odpowiadajgce liezbom: +1, +2 +21 +3
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row) oznaczmy cyfrg 0, a koniec kazdego wektora tg liczbg, ktdrg ten
wektor przedstawia. Otrzymamy wektory: 0(+1), 0(4-2), 0(—2),
odpowiadajagce kolejno liczbom: 4-1, 4-2, —2 .. Poniewaz wszystkie te

1 L 1
I T I

O +1 +2
Rs. 7.

wektory majg wspolny poczatek, to kazdy z nich jest okreSlony, gdy po-
damy jego koniec. Podporzadkujmy koniec kazdego wektora tej liczbie,
ktorg wektor przedstawia. Wtedy kazdej liczbie wzglednej odpowiadac
bedzie Scisle oznaczony punkt na osi. OS taka, ktorej punkty podporzad-
ll('owb%r\]/\(iaz sg W powyzszy sposdb liczbom wzglednym, nazywamy linjg (osig)
icZ :

UstalilisSmy tedy miedzy liczbami wzglednemi a punktami li-
nji liczbowej pewna, odpowiednio$¢, polegajgca na tern, ze kazdej
liczbie wzglednej odpowiada $cisle oznaczony punkt na linji licz-
bowej. Lecz punkty linji liczbowej sg w pewien sposob uporzad-
kowane: kazdy punkt lezy albo na prawo (t. j. w kierunku przy-
jetym za dodatni), albo na lewo od drugiego. Otdz korzystajac
z tego, okreslimy poréwnywanie liczb wzglednych, umawiajac sie,
ze za wiegkszg z dwu danych nieréwnych liczb wzglednych uwazaé
bedziemy te, ktérej odpowiada na linji liczbowej punkt, lezacy
na prawo od punktu, odpowiadajgcego drugiej liczbie; te drugg
liczbe, ktérej odpowiada punkt, lezacy na lewo od punktu, odpo-
wiadajacego pierwszej liczbie, nazywac bedziemy mniejszag od
pierwszej. Stosownie do tego wprowadzamy nastepujace okre-
$lenia:

Kazda liczba dodatnia jest wieksza od zera i od kazdej liczby
ujemnej; "'kazda liczba ujemna jest mniejsza od zera i od kazdej
liczby dodatniej.

Z dwu liczb dodatnich ta jest wieksza, ktora ma wiekszg war-
tos$¢ bezwzgledng; z dwu liczb ujemnych ta jest wieksza, ktéra
ma mniejszg warto$¢ bezwzgledna.

Np.i —2<4-1 43>0, —4<0, 45>43 5< 2

Przyjete powyzej okreslenie liczby wiekszej i liczby mniejszej zgadza
sie w wielu przypadkach z przyjetym powszeehnie sposobem mowienia.
Tak np. jezeli liczby wzgledne oznaczajg stan majgtkowy (dodatnie —
majgtek, ujemne — dtugi), to powiemy, ze wiecej ma ten, eo ma 6 zt ma-
jatku od tego, co nie ma nic, lub od tego, co ma 7 zt dtugu, zgodnie z nie-
rownosciami: 4-6>0 i 4-6> —7. Czasami jednak znaki > i < nie odpo-
wiadajg zwigzkom, ktdre w codziennem zyciu okreSlamy wyrazami:
wieksze i mniejsze. Jezeli np. liczby wzgledne oznaczajg odlegtosci po-
ciagu od stacji (dodatnie na wschdd, ujemne na zachdd), to nierdwno$¢
4-3 km > —5 km nalez}- tak rozumie¢, ze pociag oddalony od stacji

1
L
“3 -2

-1
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0 4-3 km znajduje sie na wschéd od pociagu oddalonego od stacji
0 —o km. Jezeli liczby —100 i 4-40 oznaczajg daty dwoch zdarzen histo-

rycznych, to nierowno$¢ -100 < +40 znaczy, ze pierwsze zdarzenie jest
wezesniejsze od drugiego i t. p.

8§ 8. Zastosowania dodawania i odejmowania liczb wzglednych.

Jezeli chodzi o zastosowanie dodawania i odejmowania liczb
wzglednych w zagadnieniach praktycznych, nalezy pamigtaé, ze
dziatania te majg inne znaczenie, niz dodawanie i odejmowanie
liczb bezwzglednych. Aby zdaC sobie sprawe, czy w danem za-
gadnieniu nalezy zastosowra¢ dodawanie, czy odejmowanie, przed-
stawiamy liczby wzgledne zapomocg wektorow' na osi. Jezeli po-
czatek drugiego wektora lezy w konhcu pierwszego wektora, a cho-
dzi o znalezienie odlegtosci konca drugiego wektora od poczatku
pierwszego, mamy do czynienia z dodawaniem (8 4).

e« PrzJ ktad L Pocigg | i’est oddalony od stacji A o 4-7 km, a pocia,?
(% Jstfigtc jci)dAj?lony od pociggu 1 0 — 18 km. Jaka jest odlegtos¢ pociagu |

Pierwsza odlegtos¢é przedstawia wektor Al, druga fT I; chodzi o zna-
lezienie™ wektora A ll. tatwo zauwazy¢, ze ten ostatni jest sumg dwoch
poprzednich; zatem: (4-7) 4 (—18)= 7—18= _ n.

Odlegtos¢ pociagu Il od stacji A wynosi — 11 km.

Aby wyijasni¢ znaczenie rdznicy liczb wzglednych, przedstawmy te
iICF *y rf. -?81 liczbowej zapomocg wektorow. Niechaj odjemna przedstawia

S L Ow@r 8a’6lub C) odliemnik wektor 0B: p,inkt 0o odpowiada

---------- e I
B0 )
A 0 fi
--------- N S
Rys. 8
OA—0OB= OA +BO (wed’ru% tw. o zastepowaniu odejmowania doda-
waniem) ;

~ 4- OA (wedblug prawa przemiennosci);
BA (wedtug definicji dodawania wektorow).

Ze wzoru OA —OIi = BA odczytujemy, ze r6znica dwoch wektoréw
A, . ) i Lot )
B chiom 57 o BRSEAE 5 RN LSy, oot horea vk
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Jezeli w zadania chodzi o znalezienie odlegtosci koncdéw dwaéch
Wektor(_')w, majacych wspolny poczatek, nalezy zastosowac odej- + - —di- — 3W—n — =0
mowanie. (+5 = 5,7 > 3)(-7) = + 21; -
Przyktad 2 O ile mwyzej lezy Warszawa, potozona +110 m
wzgledem poziomu morza, od morza Martwego, potozonego — 394 m wzgle- ] o w - e e e . s
dem poziomu morza? wJljz?w*° frf *iam’ozenia "™"i'™ ze mnozenie liczi,
Przedstawiajac wektorami odlegtosci obu miejscowosci od poziomu mm, t f h Km Akominem i jednoznacz-

morza (przyjetego za 0), zauwazymy, ze chodzi tu o odlegto$¢ koricow
wektoréw, majacych wspblny poczatek. Zadanie rozwigzemy zapomoca rouh 2 L It ™ “x«*>  otrzymamy
odejmowania: '

(+110) — (—394) = 110+394= +504. _IWmez bezposrednio z okreslenia mnozenia wynika, ze war-
Warszawa lezy 0 504 m wyzej (znak + wyniku) od morza Martwego.  to$¢ iloczynu dwu liczb nie zalezy od porzadku czynnikéw roz-

rozmame mnoznej i mnoznika staje sie zbednem.

§ 9. Mnozenie liczb wzglednych. Z szczegllnych przypadkow mnozenia zapamigtajmy
Przyktad 1.2 Pewien kupiec prowadzit z dwiema firmami A i B J/czba nie zmienia sig, gdy ja przez +1 pomnozymy.
rachunki w dolarach. Firma A byta winna kupcowi 300 dolaréw, a firmie efei I be jakas pomnozymy przez —1, otrzymamy liczbe

K byt winien kupiec 150 dolaréw. lle ztotych zyskat lub stracit kupiec na przeciwng danejliczbie.
kazdej z tych kwot, gdy warto$¢ dolara @) wzrosta 0 0,3 z#? b) spadia jest zeremwtedy i tylko wtedy, gdy przyna

004 z? ieder iké
Rozwigzmy zadanie najpierw w liczbach bezwzglednych: Jeden 2 czynnikow jest: zerem.

a) Gdy warto$¢ kazdego dolara wzrosta o 0,3 zt, to wartos¢ 300 dola-

row wzrosta 0 300+03 zZb= 90 z, co stanowito zysk kupca; wartosé Nha B S zz & s s r * Ihzh WZllednJeh Tt
150 dolaréw wzrosta o0 15003 zt= 45 z, co stanowito strate dla ralcYw Y li J m biegnac m od . zachoducr
kupca, bo o tyle wzrést jego dtug. wscnodOW| lezy stacja A Klerune t U wschodown uwazamy za do

b) Gdy warto¢ dolara spadta 0 04 74, to wartosé 300 dolaréw, ktére —datm, ku zachodowi za ujemny. Odlegtosci od A liczyC bedziemy ku wseho
firma A winna byta kupcowi, zmniejszyla sie 0 300-0,4 z=120 zF: sta- dow! idodatnio ku zachodowi ujemnie. Podobnie wyraza¢ b dzimy

nowito to strate dla kupca. Wartos¢ 150 dolarow zmniejszyta sie dodatnia predkos¢ (ilos¢ m przebywanych w1 m LT w i

0 15004 zk= 60 zk, co stanowito zysk kupca, bo o tyle mniej byt wi- kK ™ h(Kiow'; » njenm,, predkos¢ w kicrufku ~Ldm iym,

nien firmie B. Clas (llosc minut) po godz. 12-tej liczy¢ bedmemy dodatnlo przed
Mnozenie liczb wzglednych okreslimy tak, aby to samo zadanie dato 12-t, ujemnie Rozwifmy nastepujace zadania, Sde

sig rozwigzaC zapomocg mnozenia liczb wzglednych. Wierzytelnosci kupca i) —SmmJmin 'hi'zZ1‘1 J z Pakos$cig 0) +500 m/min.

uwazamy przytem za liczby dodatnie, dtugi za'ujemne; przyrosYwartosci |'j ¢ jrz : pzddS ° 1) 4 »“ U

dolara wyrazamy liczbg dodatnig, spadek wartosci liczbg ujemna; zysk Stosuiac i Lo liczh lednveh i dzi

kupca przedstawimy liczba dodatnia, strate liczba ujemna. Aby wyniki osujac jezente ficzb wzgiednych, znajaziemy,

byly zgodne z rzeczywistoscia, musi byc¢: Ul

(+ 300) - (+ 03) = + 90, (+ 300) »(—04) = — 10,
(L 150) . (+ 03) = —45 (—130) *(—04) = + 60. wyiiko™ LcRyiis,S,"y
Zgodnie z tern okreslamy:
Liczby wzgledne mnozymy, mnozac ich wartosci bezwzgledne, § 10. Dzielenie liczb wzglednych.
a wynikowi dajac znak jezeli oba czynniki ma ednakowe . .
znalgi, a znak E’ jezeli majzi naki rozney 13 | czyZfliet Z dnt firzez drugi, (dzielni) zna-
Liczby ktore mnozymy, nazywamy czynnikami, wynik mnoze- hC2be t6ra

nia nazywamy iloczynem. - Stosownie do tego okre$lenia :

* Przyklad zaczerpniety z rozprawki A M Rusieckiego. (+5) :(+3 = +]|, botylko (+ f)e(+ 3) = +5.
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(+5) : (—=3)= — botylko (—f)s(—3  *5
(—5 : (+3)= — botylko (—|)1(+ 3 —5;
(—5) : (—3)= +|, botylko(+])*(—3)  —5

Z tych przykfadéw wysnuwamy regute:

Liczby wzgledne dzielimy, dzielagc ich wartosci bezwzgledne,
a wynikowi dajgc znak +> jezeli dzielna i dzielnik majg jedna-
kowe znaki, a znak —, jezeli dzielna i dzielnik majg znaki rézne.

Dzielenie jest dziataniem jednoznacznem:

Jezeli réwne liczby podzielimy przez réwne, otrzymamy réwne

ilorazy.

Z przyktadow: ) )

7 7= +1, (—6) : (—6)= + 1; (+5) : (—1) = —5;
S gy i [ R,
(+3) : (+1)= +3; (-3) :J+1) =-3; 0i (2 =0
wysnuwamy:

y
lloraz réwnych liczb wynosi +1;
réwna sie — 1.

Liczba nie zmienia sie, gdy jg przez -j- 1 podzielimy; liczba

&viisyll( sie fid grzeciwng, gely ja podzielimy przez 1

0 podzielone przez kazdg liczbe rozng od zera daje na iloraz 0.
Prébujmy wykona¢ dzielenia: (+4) : 0 i (—4) : 0. Chodzi 0 zna-
lezienie takiej, liczby, ktora livicZoiia przez O dgje na iloczyn w4 dub —4
Lecz takiej liczby niema, bo kaztla liczba thnbzona pfzéz°0 "daje "ha do-

CZyﬁNO a_ni

) +4 czy —4. . . L .

awet |gt§12|/eler?‘|e (7'}y: 0 jest nieokreslone. Szukajac liczby, ktora mno-
zona przez 0 daje na iloczyn 0, zauwazymy, ze kazdg liczbe moznabydzielenie w nr>«+"
uwaza¢ za iloraz dzielenia 0 : 0. Ale wiasnie wskutek tego dziatanie

0 : 0 uwaza¢ musimy za nieoznaczone.

tyczne z liczbami dodatniemi.

Ha f I eranf
liczby wzgledne.

szczeg6tnenii. Dziatan na symbolach literowych, jak wiemy nie
mozna zawsze wykonywaé tak, jak je wykonywamy na liczbach
szczegblnych, gdzie wynik przedstawia sie jednag liczba
w ogolnosci- od liczb, na ktorych dziatania wykenalismy. Dziatania
na symbolach literowych naznaczamy zazwyczaj tylko. | take

iloraz liczb przeciwnych

a+b%_p|i_si%%1>y ﬂl{’é)k si,etlie bez znaku. N?"-.a-Bca Vh— 5[;1_
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Przyktady te wskazujg, ze wyniki dziatan na liczbach bez

niStTnt? i ?'me’ jak wyniki dziata<>""a liczbach dodat
wy,in* KT » ° WaCh benr d*”~ m w tych

Te spostrzezenia pozwalajg nam uwazac liczby bezwzgledne za
dentyczne z liczbami dodatniemi. Wszelkie rachunki wykonywaé
bedziemy odtad w zakresie liczb wzglednych; liczby bezwzgledne

stanowi¢ beda szczegolny przypadek liczb wzglednych: bed% iden-
- e 4 iaen

8 12. Wyrazenia algebraiczne.

CY_Z_ >N’ ee e x>\B1 o1 0znagzaé bedziemy dowolne
,Liczby wyrazone cyframi nazjw a Heliami

rézno

' aczW, ktére dodajemy, tgczymy znakiem +. Np.: a+ b
é l[é’ , ktore odejmujemy, ifgiayitiyy zzaddigm-— iNp™a b
) , ktore mnozymy, taczymy' znakiem e (rzgdziei

jezymy znakiem : lub naznaczamy
n Nac ani & P-ea* b—If
./ >m()ole a+ b, a—Db, ab, a : b oznaczajg naznaczone dziata-

Dzielenie jest dziataniem zawsze V\{ykona_llnem, o ile dzielnikom, a zarazem wyniki tych dziatan, a wigc kolejno: sume roznice
jest rézny od zera. Dzielenie przez 0 jestyniewykonalne; dzieli€™oczyn, iloraz.

przez 0 nie wolno.

§ 11. Liczby wzgledne a liczby bezwzgledne

Poréwnajmy"'rys. 2 na str. 4 z rys. 7 na str. 12; zauwazymy,
ze pierwszy z nich otrzymamy, gdy w drugim odrzucimy pétpro-.
stg, na ktorej przedstawione sg liczby ujemne. OS liczb dodatnieti®”™ jew

me rozni sie niczem od osi liczb bezwzglednych.
Zwroémy uwage na nastepujgce zestawienie:

0<3<7, 0< +3 < +7;
5+ 3= 8, (+5) + (+3) = +8;
15—9= 6, (+15) — (+9) = +6
87 =156, (+8)(+7) = +56;
18 : 6= 3 (+18) : (+6)= +3

Ilhulowioz. Algebra Il gimn.

Gdy mamy naznaczy¢ kilka dziata, nalezy oprocz samych

dziahm naznaczy¢ takze porzadek, w jakim te dziatania majg byS

umowy’ — ia

. Czom aj ¢0 awania i odejmowania lub b) same mno-
raW takim Porzadku, w jakim s& naznaczone od
Wer

Np.: a+b g oznacza, ze do a nalezyddodaé b od otjwlr,nir‘nHJ

7

lumy odja¢ c, a do otrzymanej rdéznicy doda¢ d.

ahC oznacza-ze « nalezy pomnozy¢ przez b, a otrzymany iloczyn przez c.

.. 85 dodawal,ia’. “dojmgw ia, mnozenia
izielema, wykonywamy najpierw mnozenia i dzielenia, a potem
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dodawania i odejmowania otrzymanych iloczyndw i ilorazéw we- pewn, liczby, ktéry nazywamy Wartosuq ------ -
diug umowy 1. i przyjetych wartosci liter. wenta dlu

Np.: a+bc oznacza, ze najpierw nalezy wykona¢ mnozenie bc, a po Np.. Wyrazenie (ab+c) 1 —_
tem otrzymany iloczyn dodaé do a lc= —6, d—+7 wartosc_3 4 Praimuje dla «= —3

—£) -12 : 7)=
3. Jezeli porzadek dziatan ma by¢ inny, niz wynika z uméw = [—15—6] : (+7)= (_2i) por(uev\7/)az_[(_ ) -1z (O 5 ()=

11 2, uzywamy do naznaczania tego porzadku nawiaséw. Nawiasy Dwa

Jezeli w wyrazeniu znajduje sie kilka par nawiaséw, jedne we- kiem = tworzg réwno$¢. Wvrazerde nTIdffl ,polaczo|+ zna~
wnatrz drugich, wykona¢ nalezy najpierw dziatania w nawiasie!nazywa sie lewg strona réwnosci- wyrazenie6 | 1 ?  Z'aklem *
wewnetrznym. Gdy te zostaty wykonane, nalezy wykona¢ znéw ku = nazywa sie prawg ./ZTréwnolcT P pe ~
dziatania w nawiasie wewnetrznym i t. d. Np.. a+b .c==(ac+ft) .c ( Q

Np.: a+(b+c)d oznacza, ze najpierw nalezy do b dodaé ¢ (umo-  Oba wyrazenia potaczone znakiem réwnosci mam *-n,
wa 3), nastepnie otrzymang sume pomnozy¢ przez d (umowa 2), a do-wszelkich wartosci liter (stwierdz, podstawiajac za a\ i » y?
piero ten iloczyn dodac do a _(umowa 1), = wyjgtkiem ¢= 0. Zaznaczono to powyzej w nlaci r1 0

a-{b— [c+d(e —f)]+g) oznacza, ze najpierw nalezy obliczy¢ roz- A

nice e—/; nastepnie nalezy przez te réznice pomnozy¢ d,u otrzymani|*;J -11,aaa™ wyrazenie zastepujemy wyrazeniem réwnem, to

Gdy cheemy naznaczy¢ nHi ,,.

lezy uzywaC nawiasow lub naznaczaC dzielenia przy pomocy kreski utam-symboli literowych,
kowej. Nalezy tedy unikaC pisania: 18 :6 :3 Iub 18 : 62 W pierw

szym adzie nalezy pisaC (18 : 6) : 3 lub 18 : (6 3), 00 nie K™ C ®+6= &« Wyrazzg\IL ze wartos¢ sumy dwu liczb nie
to" samo (stwierdz rachunkiem) ; wyrazenie 18 : 6 : 3 oznacza natomiast™ Jezeu Jej skiadniki przestawTmy.

stosunek trzech liczb, W drugim przykiadzie nalezy pisac (18 : 6) 2 lut an m + najblizszym rozdziale ie zestawienie mm,!.
18 : (6-2), co rowniez nie J%st t% samo (stvvlerdzzy Pachun‘q )I oczy|f1 vJ asnoé:?sz dziatan naJ liczbach wzgkgdnycbeOIZ

Jed w ktorym znak mnozenia opuszczono, nalezy trakt(.mac Jak ueyj
w nawmas. Zatem: a : bc= a : (bc). Cwiczenia.
Do naznaczania dzielenia” uzywamy najchetniej kreski Utamkowej
Kreska utamkowa nietylko naznacza dzielenie, lecz zastepuje ujecie w na 1- a) Przyjgwszy dowolny odcinek za jednostke w k '1

wias dzielnej, dzielnika i ilorazu. cinki, ktérych miarami sg liczby: 3 2-i- ia L~ °d'
Np.: ------- C znaczy to sanp, o [(a+6) : (a—b)] ec. ' izedstawi¢ na linji liczbowej liczby: 2- 3+ 0 1- 15
Jezeli mamy naznaczyC kilka dzielen, uzywamy chetnie i kreski lam 1 0 Przyktadéw wielkosci, mogacych sie zmienia¢

kowej i znaku dzielenia. W Przeciwnych kierunkach. Podaj kilka takich zmian
ND.: C:222E 2802y € [(eve) - (o — o)1 ~przedstaw je odcinkami kierunkowemi i liczbami wzgled-
Kilka liczb szczeg6lnych i symboli literowych, albo samyc Przedstaw zapomocg odcinkow kierunkowych liczby

liczb szczegolnych lub samych symboli literowych, potgczonyc +1; 1 + 2, —3, —05; ¥ —26; 0; 62 -f-08
znakami dziatan tworzy wyrazenie algebraiczne, lub krétko wyriS. a) Oblicz

i | I
zenie. Jezeli w wyrazeniu zamiast liter napiszemy pewne wai b) Oblicz ll 03] 1+ 26,71, il, 1Jf 05 |0| | 6|,
tosci szczegdlne i wykonamy naznaczone dziatania, otrzymam ¢ Oblicz ", 5 i '|~_ a7k |L+| i’é7l| | ot | * 4£ e
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4. Majac danewektory a, b,c, d (rys._9), wykresl sumy: a+ b, e) (+3,4) + (+ 2+ (96) + (—154) + (—0,7) + (54) +
a+ ¢ d+ d, c+ a, c+ d d+ a d-\-b. + (+ 6):?
f) (-4)+ <%) (%) 4 (co%) + (4%)+ (-*) = 2
g) (+ 247) + (—384) + (—129) + (+ 210) + (+ 107) =?
h)y (- 50+ (- M)+ (+ 6§+ (+a)+ (- =
Rys. 9. * Q) (+0,88) + (—12) + (—0,15) + (+ 0,96)+ (—0,07) ?
_ _ D -0+ (+f) + (+*) + (- 1§+ (+3§=7
5. Temperatura wody w kotle doznata nastepujacych dwu kolej- 9. Dodawaj szybko w pamieci doaJ+5, b) —7 kolejno kazda
nych zmian: a) Podniosta sie¢ 0 3°, potem podniosta sie”0 0 j z nastepujacych liczb:
b) Opadta 0 2°, potem opadta o 5°. ¢) Podniosta sie o 13", po- +3 -2, —7 +15, -8, -2, -5, +7, —10, +10.
tem opadta o 8°. d) Podniosta si¢ o 6°, potem opadta o 10°. [Rachuj: (+5) + (+3)=?, (+5) + (—2)=2? i t dl].

e) Opadia o 6, potem podniosta si¢ 0 8°. f) Opadta 0 5°, po- 19 Majac dane wektory a, b, ci d (rys. 9 na str. 20), wykresl:
tem podniosta si¢ o 8. g) Podniosta si¢ o 7°, potem opadta a—Db, a—d ¢—b, d—a c—d, d—oc

0T .h) Opadta o 5°, potem podniosta sie o 5°. 11 Wykonaé dziatania:

Przedstawiajac te zmiany zapomocg wektorow, odpowiedz, ja a) (+7) —(+ 3)=? (+3) —(+8)=? (—3)—(+ 5)="?
ka byta o_stateczna zmiana pierwotnej temperatury. Wyraz to za- (—4) — (—3)=? (—2)—(—7)=? (+2) —(—6)="
pomocg liczb wzglednych. b) (+3) —(+3)=? (+3) —(—3)=? (—4) —(+ 4)="?

6. U6z i rozwiaz podobne zagadnienia jak w zad. o, biorac pod (—4) — (j;l):? 0—(+7)=7? 0— (—7)=7
uwage: a) zmiany stanu wody w rzece; b) zmiany kursu do- (—5) —0="

lara na gietdzie; ¢) zmiany predkosci ruchu pociagu;” d) wzbi-  €) (—0.2) —(—0,5)="? (+37) —(+ 41,5)=7

janie sie i opadanie aeroplanu; e) zmiany dtugosci szyny €+ (I))S)_ (Tl)*:)? . ((—2%5)—(?17%)8;?9

wskutek zmian temperatury. +05)—(+7) = —9,09) — (—25,0) ==

: jace dziatani inicii d) ( 2+ (+5)—(+7)—(—6)+ (—2)—(+3)—(—9)=?
7; V\_/yk(_)nac nastepujace d;la_danlz_i tak wedtug definicji dodawa (—25)+ (+1.6)—(—1.2)—(+3, 4)+ (_0 ) —(—2)=f
S* nia, jako tez przedstawiajac liczby wzgledne zapomocg wek 1 é Ag é H *? -1 % ( R
. +A)+ (-1 -<+ ~ +*) =

torow:

* _ 9) (- 2f)+ (+22)- (- Irff)- (+ 105 - (- %)+ (- 1])=

) (r3) r (rar (Or h) (+245)—(—55)+ (—400)—(—100)+ (120) (+30)=2

S O I - S Sk %) (35 —(+2,5)+ (+7)—(+ )—(—3)+ (-5)="

KRV DAL SRR SR i) (—36)—(—2,4)+(—85)—(—42—(+2,5)+(+3)="?

8 konat d d_ . T 12. Wykonaj na odcinkach a= + 24 cm b= —3 cm,

- Wykonat dodawania: a : c= —18 cm d— +3,6 cm nastepujace dziatania:

<) E+Cé))+((+ 42))=<9 to 1 . ’;!-! a) d+6+6+<Z; _ b) a—fetc—d;  C) a—b-\-c-\-d;
A o 2.2 d) (atb)—(c—d); e) n—(6+e)+3; ) (b+E)—(d—d).
(?()_53)(1 3()+:3t) _ * 5’; ++< _)’ 1, Sprawdz wyniki rachunkiem.
(+2) + (-3,D = t_ + o+ 7+ 13. Napisa¢ w postaci sum algebraicznych (wedtug umowy w § 6)
(i 07)+ (_' 1) =7 0+ (6,7)—? podane nizej wyrazenia, a nastepnie zredukowac:
- ’ \<*) (+5)+ (—=3)+ (+5) + (—7)=?
eM -+ (-HD)=« (+»+;-»=1 ;+|l+(t«d \b) (—3)+ (+8)+ (—2)+(—3)="?

o _ 9 \0) (C—(+h)—(+7)=
VST TR R I U9 g s —9)=7
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14.

15.

16.

17.

18.

e) (LI_2)+(=3)—(@4*5)—(—4)+ (+7)—(+2) ( 5)=t

f) (—1,2)+ (+2,7)—(—35)—(+2) + ( 34) (+6,4)="?
9) (+2)—(3)+ (+4)—(+5)+ ( 7) ( M)+( 9) ?
Odczytaé, jakie dziatania naznaczone sg w hastepujacych
przykfadach i wykonaC je w porzadku naznaczonym prze™
nawiasy:

 r(+3)+(—2)] + u—5)+(—7)]="

bj [(+4)+(—2)) — [(=3)—(=8)]==t

ty [(-2)-(+2)]-[(+5)-(-3)]=7
If) [(3)—(+35)] —[(+1)—(—21 —[(—4)+ (+6)]—-

e) (=3)+{[(+2)+(+4)]—[(—3)+(—8)]}=?

& f A T AN o=

h) ()= (—=—(-H 1} H(+5)—[(+)—(+ H)])—J 121

—I(—8§)+ 134*{(—H) + [(-34)- (-H)]}- 1
i A o= (el
—H[(—85)+ (—15)]—[(—4.6)—( 26)]1}=?

Przedstawi¢ na osi liczbowej liczby:

—2; +7; —3; —+ 0; +1,5; +2;
Uporzadkowaé wedtug wielkosci liczby:
a) —3;+ 4;0; + 2, —6; 2:+ 1.
b) —8; +7; —1; 07, —7; +1; —3; +3;
c)-i; +1; - If; -1.6; +1,5; 0;
d) +1,4; —25;, —+ —i; + W*; ~ 2iV; °-
Jakie znaczenie moze mie¢ dodatnia, a jakie ujemna wartosi
liczby, oznaczajgcej: a) temperature, b) stan majgtkowy
c) odlegtos¢ pociggu od stacji, d) czas liczony od godz. 0
e) dtugo$¢ geograficzng pewnej miejscowosci, f) szerokosi
geograficzna, @) wzniesienie miejscowosci ponad pozioc
morza, ) predkos$¢, i) stan wody w rzece, ) date.

Na osi dany jest punkt O, oraz takie punkty A iJB, ze:

—2+

22,

23

i 19. W pewnej chwili pocigg | jest oddalony od stacji 4 o km:

a) +2,4; b) +3,5; ¢) +9,5; d) —23; e) —4,2; f) —84.
Odlegtos¢ zas$ pociggu Il od pociggu | (t. j. I 11) wynosi km:
u +8,8; b) 65 ¢c) —60; d —54; e) + 94;f) +3,4.
Jaka jest odlegtos¢ pociggu Il od 4 (t. j. 4 11)?

Statek porusza sie po prostej biegnacej od brzegu z pred-
koScig w m/sek.:

a) +1,8; b) +1,8; c) —1,8; d) —1,8; e) +1; f) —1; g) —1;
a podrozny porusza sie po tej samej prostej po pokiadzie
statku z predkoscig w m/sek.:

a) +1,2; b) —1,2; ¢) +1,2; d) —1,2; e) —1,2; f) +1,2; g) +1.
Z jaka predkoscig oddala sie podrézny od brzegu, lub zbliza
do brzegu?

Wkpewnej chwili odlegto$¢ jednego pociggu od stacji wynosi
w km:

a) +4,5; b) +7,4; c¢) —56; d) -4,8; e) —6,2;
a drugiego:
a) +12; b) —4,+ ¢) +2,7; d) —10; e) —62

Jaka jest odlegtos¢ drugiego pociggu od pierwszego? Co
oznacza znak wyniku?

a) Nastepujgce miejscowosci, lezace na jednym potudniku,
majg szerokosci geograficzne: Gdansk +54° 21', Capetown
33°56", biegun potudn. —90°. lle stopni ma tuk potu-
dnika miedzy Gdanskiem a Capetown, miedzy Gdanskiem

a biegunem, miedzy Capetown a biegunem?

b) Nowy-Jork, Madryt, Neapol i Konstantynopol lezg nie-
mal na jednym réwnolezniku. Madryt lezy pod + 41" diu-
gosci geogr. wschodniej, Nowy-Jork lezy 70° 17' na zachdd,
Neapol 17°57" na wschod, Konstantynopol 32°10" na
wschéd od Madrytu. Jaka jest dtugo$C geogr. kazdej
z tych miejscowosci? lle stopni ma tuk réwnoleznika mie-
dzy Nowym-Jorkiem a Konstantynopolem?

a) OA= +75; 05= +48; b) a4 = +3,6;0B= +45 . . i )

c) OA= —62; OB= —36; d) 04 = —28; OB= -4,2"- a) Panstwo rzymskie bylo wedlug podania krolestwem od
e) OA= —32; OB= +4,2; f) 04= +52; OB= —14 r. 753 przed Chr. do r. 510 przed Chr., nastepnie repu-
a) OA= —2,6; OB= 0; h) 04 = —35; OB= 0; blikg do r. 31 przed Chr., a wreszcie cesarstwem do r. 476

i) 04 =0; OB= +3/4; j) 04 =0 OB= —56. ,
Znalez¢ rysunkiem i rachunkiem réznice 04 — OB i poda
jej znaczenie. Jakie potozenie ma 4 wzgledem B zaleznie o
znaku tej roznicyl

po Chr. Jak dtugo istniato panstwo rzymskie? lle lat

byto krélestwem? republikg? cesarstwem?

b) Cesarz rzymski August urodzit sie 63 r. przed Chr. i zyt
lat 77. W ktérym roku umarf?
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24,

25.

26.

Wykonaé dziatania:

a) (+4) (-2)=7 (-3) (-1)="? (-6 (~-2="
(+4) (+2)=! % 3 g 1)):7 (—4) «0="!

b) (+7) (-8)=7 1 1)=?  0-(+7)="
(-1) (+1)==! (+5) (-8)=?  (-7)(—6)="

¢) (-5) (+3)N(+2> =t (-8) (+2) (-3)=7

d) (—24) (—f) (—=2f) (—=1A) = ? (-i) (+ 1) (+*)(-10)="

e) (-2) (+3) + (-5) (-4) - (-7) (+2) + (-4)
+ (+95) (+7) T

f) (-7) (-2) - (- 3) (+4) - (+8) (+3) + (-2) (-3) -
- (+2) (4)=t

9 CNDEY-CDEH+(-)(-~N~(+i)(+A)-
-(+8) % A) = ?

h) (-5) (+3) (-2) - (+4) (-2) (-3) -
- (-3) (-5) (-4)="7

B D E11 562 +8) (+3)

(J) (+04) ( 3) (-0,5) (+0,5)-
_ (-0,2) (-0,5) (-5) (—0.4)=?

a) Tworzyc szybko w pamieci kolejno sume, a nastepnie ilo
czyn liczby a) —4, ) +3 i kazdej z nastepujacych liczb

+3, —2, +5, —4, +4, —3, —1, 0, +1, —5.

Rachyj tak: —4+3=7?, (—4) (+3)= 2 4—=2—2?itd

b) ZnajdZz podobnie sume i iloczyn liczby «) —0,7; /3) +01
I kazdej z liczb:

—1; -0,4; +1,2; -0,9; +0,3; +2; 0; —3; +0,6; -0,3.

a) Przez stacje A przejezdzajg roéwnoczeSnie dwa pociggi
jeden jedzie z predkoscia +500 m/min., drugi z predko
Seig —600 m/min. Jaka bedzie ich wzajemna odlegtos¢ p
5 min. po przejsciu przez stacje Al Jaka byfa ich wzs
jemna odlegtos¢ 4 min. przed przybyciem na stacje A

b) Z miasta A wyjezdzajg rownoczesnie 3 samochody z prec
kosciami: —60 fcm/godz.,, —30 kmlgodz., +45 kmligodi
Jaka bedzie odlegtos¢ pierwszego, a jaka trzeciego same
chodu od drugiego po 20 min.?

Wykona¢ dziatania

a) (-14) (+7)=? (+12) (+6)=t (-36) (-9)==?
(-8) EH):» (+5) (-1)=7? 0 (-4)==?
b) (+3) (+4)=! (-5) $+6) boo(-1) (-5)==?
(+4) (—4)=?  (+1) 4) (-1) (+6+=1

29

c) ( H:(+1)=7 (—-|) (+4H=7?2 C4i2W _m_V
ITii N =2(+5)(+1+=9 / o’?}).t B ?
& (-6) *(-2) + (-4): (+2) - (+15)+(+5) i(~ H) = ?

20): (+4) - 12): (-3)1? }'
¢ : (12§++ )(—1(g): ()—38 _)(+1g).(,+ g)+
- (+30): (#5) + (L4):(+4)=2 *( }*

towano nastepujgce temperatury: _ 8 6"

(+2) 4. 28. Pewnego dnia odczytywano eo 3 godziny termometr i zano

masza (FFgBrdtirgynosita. roznica miedzy Pajuieza 2

p°rzadek dziatan w podanych nizej wyrazeniach

1 Obhcz 'e warto4t kazdego z tych wyrazen dla wartosci lher

wyrmemonych oliok kazdego wWyrazenia:

COa-b+¢c fl=-3, 6=+5¢c=+7-

® a-(6 + c)' a= —3 6= +5 c=7+7.
7.6=-B,c=-8S; ’

a=
bj(a-1-b)c; a_ +7 6= -5 c= - 3-

cj a=- 2 b=-8e=-2;
c) (+-6)jc; 0= —2, b= - 8;c——2;
d) ab-ac; +3,b=_5c¢c—_ 4.
# < on — >l -+ *F*y— HT— i-
N 2Q 36; a= —4, A= + 4
2(a—86); a= - 4, 6= + 4;
® + °=-24, 6=+ 3,_Cc=-5;
a:(6+c); a= - 24, 6—+ 3%z 5.
N(a + 6)(c+ rf), fl=—3 oooxf
M-u+nc+d «_ 3 6L+6,Vr
m V a~ C\ 0--41
0= —12, h= —
Wa-ll-b-i)] a-+74+t=_4¢c4
I Q? <<—-|J%»-+80J4rf-
(é}Ig §6—b(a-b)]]} a= —5, b=~
v {[(ab—b)a bla—b]a—b; a= —3, 6::—2;
a— )
1+ flo
V fil=-+ 6=+1; 1- ap’ fi=+1, 6=
o i lcs: o 4 b=-5 b
— . ::~llo>. - _ - ny __M_
i~~C6; ; ) T

c=—4-

1,
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30./£}) Objetos¢ jednego ms gazu przy temperaturze 0° wynosi poziomu w ciggu dnia, jezeli uwzglednimy nmnnW™ - e
w temperaturze /*“przy niezmienionych innych warunkach: ziomu do poludnia, a potem zmiane stanu poziomu od ~mtudn ?°
= |+TTS- Jaka Cjest objeto$¢ gazu przy temperaturze J tego wnosimy, ze i suma wektorow nie ulegnie zmianie jezeli skfed’
= + 136,5°, + 273°, + 91°, + 39°7 | N

. ) W ™Mowe sumy, a potem te czesciowne su
a}éHicz warto$¢ wyrazenia y = ax-\-b dla a= —B5 b=+25 jZ_godnle z tem przyldagam 6%’]”%3{3 ' mé’( m
przyjmujac kolejno: x= 0, £1, £2, 3, £4. Zestaw od 1 .fumy lIcz.wzEedn\ch oraz do sumy wektoréw na osi sto-

powiadajace sobie wartosci x i, , tabelce. ] sux4ﬁ St'Erawo przemierﬁ)rfglsycail': _ .
Oblicz warto$¢ wyrazenia y - a " dlaa= —1, przyjmu rzadku sktadnikow. - Wartos¢ sumy nie zalezy od po-
jac kolejno:x—0, —1, —2, 3, it+ m ,+2,+3 ,+ «,*£- “ r —
a+tb= b+a
Rozdziat 11 i Ghn gt TP S[ormutujemy to prawo tak L i (i
Whasnosci dziatan na liczbach wzglednycl fhmosai: wartcd mm wkog nu daach ded
%Z . e X*** § 35 E * dowolnie.w C i
§ 1 Wiasnosci sumy. 0,0we sumy, a nastetm idtesciow e sumy dodamy. Czyli:

. . . ) Dla trzech sktadnikow:
Przyktad 1 Kupiec zanotowat w ciggu pewnego dnia nastepujac 0+6+c= («+0)+c= a+ (6+c)

kwoty (w ztotych), ktore do kasy wptynety, wzglednie ktore kasa Wypis  pja czterech skiadnikéw

cita: +15, —12, +6, —17 do potudnia i +34, +13, — 11 po potudnic « ySic+d= g+ (b+c+d)” a+(b+c)+d={a+b” (c+d) .( d
Stan kasy ulegt w ciggu dnia pewnej zmianie, ktdra jest sumg algebraiczni oo
wszystkich wptywow i wydatkow, a wiec wynosi: 15— 12+ 6 —17+34' ™ praw przemiennosci i tgcznosci korza/stamv '
+13-11 = +28 Jasnem jest, ze na wartos¢ tej sumy nie wptywa wcaP™ algebraicznych. Stam} CZesto Pro d u k o waniu,
porzadek, w jakim kasa poszczegblne kwoty otrzymywata i wyptacat. 1 tak w przyktadzie: —375+284 64+37 00 i n

| rzeczywiscie otrzymamy rowniez—12+ 15+ 13— 11+ 6—17+34= + P‘crw wyraz pierwszy i czwarty, ktore s3 liczbamrnmn' S res.amy na+

Mozna tez zmiane stanu kasy w ciggu catego dnia obliczy¢, tworzee<T* uJemy pozostate wymazy. iwnemi, a potem
oddzielnie sumy wptywow i wyptat przedpotudniowych i popoti  Drzy redukowaniu sum, ktorych sktadniki =o *
dniowych, a nastepnie dodajac te sumy. Otrzymam/: (15112 ~tycznie jest rrcdnko”aé
rl> +6- 17) + <34+ 13- 11)- (_8) + <+ 36)- + 28 Ucnme, . wreszcie dodaC otreymane sumy. Np” "idi*d, I,!
Przyktad 2 Zbiornik majacy ksztalt walca jest wypetnion 485 54,7—287—635+1043+284 13«
--] czgsciowo nafta. W ciggu dnia doprowadzamy w pewnych godz ” lal <-H7- 2871-63.51-73.6
nach do zbiornika nafte, w innych godzinach wybieramy z nigj ' ’ =

- E nafte. Wskutek tego poziom nafty w zbiorniku podnosi sie i op
da. Kazdg takg zmiane stanu poziomu zaznaczamy zapomocg Wl e .
—C tora na osi pionowej, narysowanej na &cianie zbiornika (rys. 10 § 2 Wiasnosci roznicy; wielomian.
_ g Otrzymamy kolejno wektory: OA, AB, BC, CD, DE, przycze Zasadnicza wiasno$¢ réznicy, ze auma -« e

punkty O, A, B, C, D, E oznacza}jq kaidorazovgjy’_ stan pozionéwna sie odjemnej, formutujemy ur/~T 10Zmey ’ °djemnika
nafty.” Zmiane stanu poziomu po upfywie catego dnia wskaze werych tak: " + pomocy symboli litero-

(@ b)-fb= aluba—b-fb= a
gdyby takie same ilosci nafty w ciggu dnia doptywaty 1odptywa) Fiemy, Kﬁﬁka%de odejmowanie g;,p,stani(': .
. 1

(. liczb
ale w ifnym porzatiku.  Przeto ‘i SUifia Wektorow, przedstawiajafzeciwney. +8—( 2= ﬁﬁ%“ 104na,, dodayygaypm liczby,
Rys. ZMiang stanu speziomu-w -ciggu—dnial nie dlega zmianie przez pr+,n+ sposob sprowadzicmiiapmiaveymibaymboli literowych~dodod W P°
10. stawienie skfadnikéw. Roéwniez znajdziemy takg samg zmiane starruan°sc lezy tylko w tern, jak oznaczaC liczbe przeciwng + b'--—--
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WyjdZmy z przyktaddw: o _ S . .
0+(+4)= +4, 0+(—3) = a n_/i4 '__—4’0—/v—3)'_ sami. sktadniki tej sumy nazywamy sktadnikami lub \yra-
Umoéwmy sie naznacza¢ te dziatania, opuszczajac poczatkowe G
Otrzymamy: Suma algebraiczna (wielomian) ma wszystkie wiasnosci sumy. Sto
+(+4)=+4, +(—3)= —3, —(+4)= —4, — (—3)= +3sujac w szczegolnosci prawo przemlennOSC| otrzymamy:
Oznaczajac literg a dowolng liczbe wzgledng, napiszemy podobnie ~ b— c+e —d+e.
O+a= +a= g 0—a= —a—liczbie przeciwnej liczbie a R6wnos¢ e mo%emy ta?< O(ﬁ:zﬁac
- - N _
r Symbole Ilterowe oznaczajace liczby wzgledne, piszemy czesAwoW?‘lg%u ladrodrrfmmanww olno wykonywac w do
ze znakami + lub —, przyczem + a oznacza to samo co 0+ <
czylia zaS a oznacza to samo co 0 — a, a wiec liczbe przeciwni o ) )
liczbie a. § 3. Dodawanie i odejmowanie sumy.
PamietaC wiec nalezy, ze gdy a oznacza liczbe wzgledna, to +a nii 1. Wedhug prawa (gl(t:zgoim :%St terctd
koniecznie oznacza liczbe dodatnia, a —a liczbe ujemng. Jezeli nj Rownodé te tak moze_r% O%CZ )tac a ¢
a= —7,to +a jest liczbg ujemng: +a= —7, a —a jest liczbg 0( ¢ y y
datnig: —a= +7. j f §“m,% Jodajemy_,___ dajac kolejno kazdy jej sktadnik.
Stosownie do powyzszej umowy zastepujemy kazde odejmowf to twierdzenie, mozemy dodawac¢ wielomiany. Np.:
n|e dodawaniem liczby przeciwnej w nastepujacy sposob: a— ( b+c—d)= a—b+c—d-
= 0+(_&). I (%x+3y) + (Z—5) —2Z=a+3/+22—5.
Poniewaz zamiast @ b, d mozna napisa¢ +al +b, +d, mogemy uwal t+w SUhe liCzb przeciwny(h, a wiec
Dodawanie symboli literowych ze znakami naznaczamy, plsttorQ §a n§/an§czb§prz§ § §» E
je obok siebie z ich znakami. Liczbe przeciwng sumie znajdujemy, tworzac sume liczb

Zastepujac w nastepujacych przyktadach kazde odejmowanie dodPrzeciwnych sktadnikom sumy.
waniem liczby przeciwnej i naznaczajac to dodawanie wedtug ostatni  gtad fatwo znajdziemy sposob odt;.

umowy, otrzymamy: dodajemy liczbe przeciwng sumie:
a—(+ 63 «+(—b2) a— (b+c+d) ("6 a__ b

a—g— a+(+b)=a. + b Powlemy Wiec Otrzymany wzor: a— (b + c4- dwrM a h &~d
Odejmowanie symboli literowych ze znakami sprowadzamy Czyt y — )= a— a tah od

dodawania, piszac obok niezmienionej odjemnej odjemnik ze z* |Sume odejmujemy, odejmujac kolejno kazdy jej sktadnik.
kiem przeciwmnyim.

jmowania sumy. Majac odja¢ sume,

- +t+9)=-t ++-1] =
Podobnie jak litery piszemy takze czasem wyrazenia algebraiczne IDIR( . 'jf H.- b+9) t+t-| nF
znakami. Np.: ) ) _ d Zema e"° korzystamy przy odejmowaniu wielomia-
+ 2a oznacza to samo, c0 2, t. j. (+2) ea; liczbe 2 uwazamy bowi' e« P-e
za liczbe dodatnia. a (6 c+d)—u—6+c—d

—2a oznacza liczbe przeciwng liczbie 2a
— (a+6) oznacza liczbg przeciwng sumie a+b.
2a— 36 mozemy uwazaC badZ za roznice iloczynow 2z i 36, badz .
za sume: 2a + (— 36), gdzie — 36 oznacza liczbe przeciwng iloczynowi § 4. Wiasnosci iloczynu.
Wykonajmy_ mnozenia-
Naznaczong wedtug powyzszych uméw sume symboli llte:+ 7) 23{“ = 9
wych, czy tez wyrazen nazywamy sumg algebraiczng lub wie

(2x+3y) — (2z—5)=2x +3y —2n+5.

2 7y (+3)E LRI =2
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(—5)(+ 2)(—1)-—-h10, (-1)(+ 2)(—5)—h10,
(+ 2)(—1)(—5) —4-10;

(—8 (=2 (+ (=D =-24, (+ (=2 (—D(
(+ 9 (=2 (=1 (+ 3= + 30, (2 (+3)(+H (== +3

Porownujac wyniki dziatan w kazdym wierszu, zauwazymy, ze
iloczynu ilukolwiek czynnikéw stosuje sie:

1. Prawo przemienno$ci: Warto$¢ iloczynu nie zalezy od po-n\jj , ., ¢ , "7TJ **Cc ~r « i -f- 0 oznaczaia to samo co
rzadku czynnikow, czyli: )

ab—ba, abc—ach= bac—bca—cab= cha i t. d. e b 6 lfytt? znakami”

Wykonajmy mnozenia: (+ a)) Et b)); -—-:b,
—8)(+ 2)(+ 5) — (—6)(+ 5)-—-- 30, ‘ = _ab,
) R A T Y B (- a)°(+b)= —ab
(-2) (-4) (-3) = (+8)(-3) =-24, [ I 0)"( ==~
—2[(—84(—3)]= (—2)(+ 12) = —24; -i- °ry  Wskazu® ’ ze mnozeniu symboli literowych ze
[(+ &) (+ Q][(=3) (+ 5)]= (+ 8 (=15 =-r 12, TR
(+)[(+ 2)(=3) @ 5]1= (+ 4 (=30 =-120, mnozeniu liczb wzglednych.
(+ 4 [(+ 2 (=3)](+ 5)'= (+ 4 (—6) (+ 5)= —120 _ . Przyklady: (—2)+(+ 0)= _20;

Na podstawie tych przyktadow przyjmujemy, ze do iloczynu liczi 5_5; o(—«)="+5a;
wzglednych stosuje sig: T (m3y( @) (—X) = +sar.

2. Prawo tgcznosci: WartosS¢ iloczynu wiecej niz dwoch czyn- Nowych

nikbw nie zmieni sie, jezeli czynniki potgczymy dowolnie w cz "-;:Imnem\P Czynnik szczegotowy lub jeden z czynnikowTKi"™

sciowe iloczyny, a nastepnie te czeSciowe iloczyny pomnozymmi-n'azyWam'y wspotczynnikiem jednomianu « pozostaty czvn

czyli: niK mb lioczyn pozoStatych czynnikbw nazwami /; # *,,y
(ab) c— a (bc);

jednomianu. Narazie Eaﬁ do Al J beddsiom Whneost
(abc) d= a(bcd) (ab) (cd) = a(bc) d i t. d. azg®,™Adz- wazaé bedziemy Wiwspot-

§ 5. Whnioski z praw przemiennosci i fgcznosci. idczba™”SmfVtych Snomknach’ ~~}x’ &' x>~ m 1t P-
Jezeli mamy mnozy¢ kilka liczb wzglednych, to znak iloczynu mozemlwspotczynnikami: +2, —  +5" “ac oejno. a, X, ab, X, m,
zgory podac, gdy zwazymy, ze co dwa czynniki ujemne dajg na iloczy Zdajmy sobie snrawe ™ 'u T
liczbe dodatnia, a iloczyn liczb dodatnich jest dodatni. Dochodzimy dnozna uwazaC wedtusr ostatni*™ ? J_ednomianem. Wyrazenie — 5x
reguly: lych (—5) liczb ««w -
lloczyn kilku liczb wzglednych jest dodatni, jezeli albo da» dla —50 te sam,Ta'rtoté6 p~jaktokoU
kie czynniki sg dodatnie, albo iloS¢ czynnikow ujemnych jest phéwimy o jednomianie Umki1® nieporozumienia, umawiamy sie, ze gdy
rzysta; iloczyn ten jest ujemny, jezeli iloS¢ jego czynnikow ujenezeli zas méwimy Z?wnbedzie? y pwaza¢ za znak jednomianu;
. . L . hiE o 5y mi -
nyeh jest nieparzysta. - 1Bt gk bpeiemy 00222 AT WG Sohmaitat terh
Jezeli w iloczynie Kilku liczb wzglednych zmienimy znak jednej ,,r°, ’ wspo czynnikiem jego Jest —5.
czynnika na przeciwny, to ilos¢ czynnikow ujemnych albo sie powieksz ” z°r: (ab)c = a(bc), wyrazaiacy prawo + - ,
0 1, albo pomniejszy o 1 Jezeli iloSC czynnikdw ujemnych iloczy#kze tak 0 d ¢ z vy acagcznosc.i, mozna

byta parzysta (0 uwazamy za liczbe parzysta), to po zmianie znaku je lloczyn mnozymy prze? lir h , ) )
nego czynnika na przeciwny bedzie nieparzysta; jezeli ilos¢ czynnikowej te HCU, gj 1 . N mn°ZAc tylko jeden z czynnikéw
ujemnych byta nieparzysta, to po zmianie znaku jednegio czynnika r >T fugi czynnik zostawiajgc niezmieniony
przeciwny, stanie sie parzysta. Zatem: Np..- (-»-+«., (—=I*T(+ft—
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Jezeli w rownosci (ab)c = a(bc) przestawimy lewa stroggu._ Podajemy nizej kilka przyltadow, w ktorych Doznane W oej
z prawa, otrzymamy: a (bc) = {ab) c. Wzor ten mozna tak odaia znajduja zastosowanie: ' N wier zcf
czytaé: _ | _ o N _1.+ Obl(ijCEyé_ Vé/artoéé wyrazenia: x—ab_cd .- 4= +2. 6=—8
Dowolng liczbe mnozymy przez iloczyn, mnozac jg najpiern : '
(r)zc%n{'iden czynnik, a otrzymany iloczyn, przez drugi czynni]j) Hako’\‘ngzrr]\iigé' ‘;'Iocrg%(')’\;av %Jp%aé
Poniewaz: * <+2j(-8,_ 16; a,_ (+3)(_2 10:
Np.: (—5)¢(—3a6)= +15ab.
SR ) dbo 2) *- )a(b_l qi!c<c(i)(Rz_63rzeciw]h6e’Jrili'G_T 10
§ 6. Mnozenie sumy. Poflidal: a6= —i6; —cd=+ 6, to/ MZ0ie ci).
Przyktad. Pewien dom handlowy prowadzi z czterema firmandbo 3) jako sume )é[;_i' ((__lgd+ éo+ ((S)J:)d_:lG: =—10
rachunki w dolarach. Stan tych rachunkéw przedstawiat si¢ pewneg Poniewaz: a6=-16- ’ d= (-3 N= +6
dnia pozycjami: +485, — 724, +243, — 287, t.j. pierwsza firma winu onlewaz: a0 = o +(_f% = (-16) (_2)= +6 to.
byta domowi handlowemu 485 dolaréw, drugiej firmie winien byt doi 2 Obliene X~ ( 16 +(+8)= —164 6==_1I0_
handlowy 724 dolaréw i t. d. Jaki zysk, lub jaka strate w ztotych mi . osc wyrazenia: Xx= 2a—5b dla a= +3, p= _o
dom handlowy, jezeli wtedy kurs dolara a) wzr6st 0 04 z8? b) sPa+j:/,7,.MUXK r2Cl z wvmienionych w poprzednim przykladzie sposobow
0 0,3 l”) , L. i 1 /' t+ 2!"! y
ngde z tych zadan rozwigzemy dwoma sposobami: é 9l %)(+ 3) = +6, —56= (—H)(_ 2= +10-
a) Sposdb 1. , *—6+ 10= 16.
Stan rachunku dolarowego przedstawia suma algebraiczna: " Wykona¢ dziatania: 3(a—h)__2(c__d)

485 — 724 + 243 — 287.
Wartosé w ztotych tej kwoty ulegnie wskutek wzrostu kursu dola/gk&wgﬁal:até mnozenia | SbRURE U><"ynbw (+ »)(J;j PG )’c —d))
nastBp0JGRE; zmianie: iajemy- i-wieiuzenie o dotlawaniu suniy, otrzy-

(485—724 + 243 —287) «(+ 04) = (—283) «(+ 04) = — 1132 3(a~b) - "2(c d)= 3a—36—2c + 2d
Wskutek wzrostu kursu dolara dom handlowy stracit 11320 z. Mozna tez uwazad . '
Sposob 2. +3)(a—h) i (+2) (C_p%vyz%zvetm yraZQmie Za roznice iloczynéw
Wartos¢ w ztotych poszczegolnych pozycyj dolarowych zmienita \ 7 )-2(c-d\ - « I, 2 raChUnek tak sie uksztaltuje:
z powodu wzrostu kursu dolara w nastepujacy sposob: L ) ’ o 2d) = 3.4 — § '
(+ 485) 1 (+ 04) = +194; (—724) o (+ 04) = —289,6; Wihasnosci iloczynu dwoch czynnikow ] |%~_ ~ 2<+2d.
(+ 243) ¢ (+ 04) = + 97,2; (—287) o (+ 04) = —114,8 *00b zilustrowa geometryczni W dodatnich mozemy w prosty
Zmiana wartosci w ztotych wszystkich pozycyj wynosita: » , .
(+ 485) o (+ 04) + (—724) « (+ 04) + (¥ 243) «(+ 04) + »i¢ 2 tyeh (l)lfdzzb mozna przee-
+ (—287) «(+ 04) = 194—2896 + 972—1148 = — 1132 . ; =~ -
Wynik otrzymujemy taki sam, jak poprzednio. Jest wiec: Jkata wynosi s %" ‘oo tokg{n ! "‘r’g’s‘gﬁ?ﬁ)“" A Pole @l 0"
(485 — 724 + 243— 287) » (+0,4) = t o podstawie s i wlysSkipn o pYje : My drusi prosio.

= (5485_) (+ 0,4)5 (;72b4) . (+ o,43|+ (+243) » b(+ 04) + (-287) Q0 f Pros;gka,ty s& zupebnie jednakowe PfOSiokataq(Wyr;fsi sr. Lecz

ozwiazujac zadanie b) réwniez dwoma sposobami i porownujac otrra rzeto rowne: rs= sr zawini t' 0zeniem);

mane wyn?ki,lqznajdziemy:) P ~ i : -Aby ziluztrowaé podobnie wzor- GUOIF 1. pravwem ‘orzemieRSc? )
= (+485) (—03) + (—724) (—03)+ (+243) (—0,3) + (—287) (_odrazajacy prawo rozdzielnosci, wykredl-
Przyjmujemy  ogolnie: 2prostokat o podstawie (a+ 6+ c) cm
Prawo rozdzielnoSci mnozenia wzgledem dodawania: sy trfT d Qm, (ryS- 111 (J:o,e tego
mnozymy przez dowolng liczber mnozac Kazdy sktadnik m gen ags',t[VYeaggik %ﬁbﬁ%&zprﬁfﬁ'
przez te liczbe, a otrzymane |Iocz_yny dodajac. Czyli: " suma_trzech p’rojstokqtéw o Qtlalach
(@--b-~c)rd= ad + bd + cd. b i"cd zgodnie Z poywsernm wro-

Np.: (—30 + 26 —2¢c) *(—5) = 15a—106 + 10c i

«fowicz. Algebra Il gin
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7. Whioski z prawa rozdzielnosci. a+b+c)(d+e = ad+e+bd+e+ 4 €).,na podstawie
; - S . L . prawa rozdzielnosci, jezeli (d + €) uwazamy
1. W réwnosci, wyrazajacej prawo rozdzielnosci mnozen, za jedna liczbe.
wzgledem dodawania, niezawsze wyrazenie po prawej stron

. AR L : ) = +ue+hbd+be+cd+ i -
znaku rownosci jest prostsze od wyrazenia po stronie lewej. I'Z ad 4+ e 4 bd + be +cd + ce na podstawie pra

. . : . . wa rozdzielnosci.
wamy wiec ostatniego wzoru czesto odwrotnie, t. j. w postaci: Otrzymana réwnosé wyrazimy stéwami:
ad -|- bd -j-cd= (a-j- b-j-¢) d.
+

, : C ey Sume , P7ez sume, mnozac kazdy skiadnik jednej
Rownosc t¢ mozemy tak odczytac: ) . urny przez kazdy sktadnik drugiej sumy, a otrzymane |IOCZ\F/>nu
Majgc dodawac iloczyny o wspolnym czynniku, mozemy padajac. J

dodawaniu ten wspélny czynnik opuécié, maznaczajac nastepl jp.:(a+ 2) (6

mnozenie sumy czynnik6w niewspdlnych przez czynnik wspolt 3)=d+ 26—3a—6,
Czynno$¢ te nazywamy wytgczaniem wspolnego czynnikaj » 3) n%g&i)%n%\_/azai my 6 3 za sume
nawias lub przed nawias (~a+ 3j * (x—2) = _ax+3x+2a 6
Np. (478) (+34) + (—478) (+56) = (—47,8) * (34 + 56)1 Wykonajmy jeszcze mnozenia:
— (-47, 8N (+P1——430,2;. rxX ia+ 8% Ec+ d; = ac+ 6¢c+ ad + bd;
ab—2ac= a(6—2c); (@+ 6) (c—d) — ac + 6c—ad— bd;
5a—8a—3a-= (5—8—3)a= (—6)a= —bHa (@—6) (c—d) = ac—6c+ bd—ad’ Rys. 12

nomianéw zredukowala sie do jednego jednomianu.

]:‘ *k*kk
Rozpatrzmy jeszcze przyktad: S t (VW =1

2a+36—7—56—a+ 3= (2a—a) + (36—56) + S 7 + 31 Podobnie P"edstawiajg rys. 13 i 14 dwa nastepne wzory; objasnij je.
-@2—No+ @3 5B+ (—7+3
= a—26—4

SkorzystaliSmy tu z praw przemiennosci i fgcznosci, aby polae
jednomiany, majace jednakowe liczby gtdwne, w czeSciowe sumy. e
stepnie wytgczylisSmy w czeSciowych sumach wspdlne liczby gtowne
nawias, a wreszcie zredukowaliSmy sumy w nawiasach. W praktyce
konywamy wszystkie te przeksztalcenia w pamieci, a zapisujemy tj
wynik, stosujgc regute:

A

W sumie algebraicznej jednoinianow (w wielomianie) moi Rys. 13 Rys. 14

redukowac jednomiany podobne, t. j. majace jednakowe lic:
gtéwne. Jednomiany podobne redukujemy, redukujac ich ws\ § g Wiasnosci ilorazu.
czynniki, a liczbe gtdwng zostawiajgc niezmieniona.

Np.: a+u+a= 3a: 5x—2X—3X: Zasadniczg wiasno$¢ dzielenia, ze iloraz pomnozony przez
a—2a——a: 2ax —45 ax ——25 ax: letnjik daje dzielng, mozemy zapomocg symboli literowych tak
5x —a+ 3a—2X—4a—2Xx= Xx—2a. raziet

2. Korzystajgc z prawa rozdzielnosci, mozemy wykona¢ mno6z (@a:b)-b—aalbo| b= a, jezeli b#=0.

sumy przez sume w nastepujacy sposoéb:
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Z okredlenia dzielenia wysnuwamy natychmiast wzory: Ie?]tilgyzgrazﬁzgcngbb/@ uzyska¢ natychmiast odpowiednie twierdzenia dla dzie-
8 :(-f6) —+ 4" ponievez g "(+ h—+ a; 0+ °)i . . 3 _
6 1. lloczyn dzielimy przez liczbe (rézng od zera), dzielac tylko
(+fl) :(-6) = a poniewaz -)= -fa; 0+ °)! jeden czynnik iloczynu przez te liczbe, a pozostate czynniki zosta-
' b uhajac niezmienione; czyli:
(_a):(+6)= —y >poniewaz ~ A ° — ai 6+ 01 (a-b) :c= a- (b :c), przyczem c=#=0.

. . Dowod: (a-b) : c=(a-b)-—(wedtug tw. 0 zastepowaniu dzielenia
(—0); (—6) = J—r*poniewaz (+ * (—8&——a 0" °) () (a-b) c gnnoze?]iem); ?

Wzory te wskazuja, ze przy dzieleniu symboli literowych = a"(6—J (wedtug prawa tacznosci);
znakami stosuje sie taka sama reguta co do znakéw, jak m; a-(b:c) (wedlug tw, o zastepowaniu dzielenia
dzieleniu liczb wzglednych. mnozeniem).

Ab¥od kad Inne Wasnoscl ilorazu, sprowadaiiy dzielenie do 2. Sume “dzielimy przez. liczbe (rozng @gl Zews), szistgs Kazdy
zenia obnie jak odigimowanie liczby wzglednej mozna zastapi¢ ebdikkadnik sumy przez te liczbe, a otrzymane ilaraffp dodajac. €eyii
waniem liczby przeciwnej, mozma, jak zaraz wykazeny, zastapi¢ cziea (a--b--c) :d=a:d-Fb:d+ c: d, przyczem d ==0.
przez liczbe Wzgledng mnozeniem Przez stosowng liczbe. Okreslamy.

"J  Dolod:
Jezeli iloczyn dwu liczb réwna sie + 1, wtedy ktérakolw™ + .
z Tz Fliazy pozostatej.  StosownieJ d (a+6+0c) 'Z(Z‘gﬁ?é‘#%.“"’- 0 Zastgpoweniu dzielenia Mmo-
tWo edwrotnosé danej liszby znajdujemy, dzielac + 1 przez ’ L
= a-—+6._+c. (wedg prawa rozdzielnosci);
Qdwrotnosciami liczh: +3, —2 —f,  + +1, 1 «V(0+ °) = a:d+b :d+c:d (wedhig tw. o zastepowaniu dzielenia
I 53 kolgjno +)i, —h ~f> a mnozeniem).

~ "Miczbaj) nie ma odwrotnosci, bo”zg”™Jlocn.~ktorego jedeyni  Ostatnie twierdzenie nazywamy prawem rozdzielnosci dziele
Jng 7orpm. NifTrowna sig +1. ia wzgledem dodawania.

Wykazemy, ze:
[1 1 Kk H M M
\mozna mnozeniem przez odwrotnos¢ te] liczby, czyli. . ] 8 ». Nauirostsze utamki algebraiczne. N
7 1 7 0 llorazy liczb wzglednych, a takze ilorazy jednomianow i wie-
a: b==a-"przyczem b=U nmanow nazywamy utamkami algebraicznemu Dzielng nazywa-

Cheae dowiesé, ze rownosC ta jést prawdziwe, mnozymy dormniemiy licznikiem, a dzielnik mianownikiem.
iloraz a-— (przypuszczalny wynik dzielenia a : b) przez dzielnik Ulamkami algebraicznemi sg np. wyrazenia:

Otrzyrmrpy +5 —1 3a 2a jef3 2a—1

a. % b- (wedhug prawa facznosci); o rS TS S f Ay .
Narazie zajmowac sie bedziemy tylko takiemi utamkami alge-
a-1 bo— 6= 1: saicznemi, ktérych mianowniki sa liczbami szczegélnemi.
.a " b ’ Jezeli mianownik utamka jest liczbg ujemna, to wamek taki
ez in i dzielnik otrzymalismy dzie°~a zamieni¢ na utamek o mianowniku dodatnim, zmieniajac
wzérpongsz jestzppgvn\éz%ir/“a ilorazu pf#e? v auv licznika i mianownika na przeciwne (zastepujac Iichn%<

, twierdzen o tnnoieniu ilocz.nu przez Herbami przeciwaemi,
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Zejest to dozwolone,wynika ze wzoru: (+0) : (+b) ( a 1 ( # Przy pomocy upraszczania sprowadzaj utamki do prostszej postaci.
3 —t 2X—3 —2x+ 3 « .4a_2a 4x—6y 2x—3y
Np.: —k= -t-« 7

P'"6 3’ 8 ~'" 4
Gdyby mianownik utamka algebraicznego byt utamkiem, i. Korzystajac z rozszerzania utamkow, mozemy utamki algebra-
zastenuiac dzielenie przez utamek mnozeniem przez odwrotno”ne sprowadza¢ do wsp6lnego mianownika. Za wspolny mianow- |, 1

%%%%mlh/ taki utamek na utamek o mianowniku catkowityf n%lé prtzj%‘%/chnﬂfa %kgw'mniejsza wspolng wielokrotno$¢ mianow-
ox_ 3 (2X— 3) 4 '
T Np T (2X 3) g Np - Ulanki 2X B 3x |

- 6— spronwadzimy do mianownika 24, roz-
ch powodow zajmowac si dziemjJj>lko ~erzajac |erwszy u’ramek rzez 3, a drugi przez 4. Otrzymany
rych rtr%/lanop\)/vmkl sg ca kOW|tem|%|czebam| odatnlemu Utamki t jac p —3 ’ P

kie mozna tatwo sprowadzi¢ do postaci jednomianéw lub wiel g 8)(,24_ ) 3X6f ! 12x2£(1 4
MIANOW. . Takze kazdy jednomian lub wielomian mozemy przedstawic
Np.: 2* _ Uix . . . .

(na podstawie tw. o dzieleniu iloczynu przez liczw postaci utamka o dowolnym mianowniku. Wystarczy w tym celu
Aany Ldnomlan czy wielomian napisa¢ w postaci utamka z mia-
£ (2x—23), bo dzielenie przez 5 mozna zastqplc m"ownl iem 1 j rozszerzy(; ten utamek przez stosowng liczbe.
5 zeniem przez
= (na podstawie prawa rozdzielnosci).

Naodwrét mozemy kazde mnozenie jednomianu lub wigzemy.- 2x—3= — — i rozszerzamy ostatni utamek przez 5. Otrzy-
mianu przez utamek zwykty napisa¢ w postaci utamka algebral )1,

ndgo, pamietajac, ze mnozenie przez utamek zwykty oznacza mamy: 2X-3 X= — .
zenie nrzez licznik i dzielenie otrzymanego iloczynu przez m

6 nik P taMajgC w rownoscl>wyra2'aj'qéej prawo rozdzielnosci dzielenia
3(2*+ 3) _ 6*+ _g. wzgledem dodawania (§ 8): +Db
s = g (2 9, 6%+ glece 68): g+ b

3

Np.: Aby przedstawi¢ 2x— 3 w postaci utamka o mianowniku 5, pi-

= %-f ~a-f£d strone prawg
Utamki algebraiczne majg wiele wkasnosci wspolnych z ule lewg, otrzymamy: £ + gl » C (rf+0).
kami zwykiemi; poznamy niekgore,z nich. 1 tak: mouan dodavania li
Jezeli licznik i mianownik IQ;C;'E:;lmka pomnozymy lub pod élrz?e?@%‘f%zew tnig I?dci%sc %IE We do ia liczoy
t liczb 07 d t tamek
zrzez ¢ sama liczbg (rozng od zera), otrzymamy tamek rou Utamki algebraiczne o réwnych mianownikach dodajemy
anemu. 2) 2(3X—2) odejmujemy), dodajac (odejmujac) ich liczniki, a otrzymang su-
Mp.: 443x0Q le (roznice) dzielgc przez wspélny mianownik.
ze oba te utamki sg rowne, tatwo przekonac sig, pisza

c pierwszy W Jezeli utamki, ktore mamy dodawaC (odejmowac), nie majg
staci %(3x —2), a drugi w postaci § (3*—2) i uwzgledniajac, ze °/d3|vvn?/ ch mianownikow, nalezy je przed wykonaniem dziatania do
ollg!

Podobnie:597~ 3= — poniewaz pierwszy utamek rmzna N €90 mianownika Sprowagzic.
i . . . ., vt Np.:
ic azenlem 5a—3), a drugi azeniem NA
Mnozenie licznika i mianownika utamka przez te samg lic ~ , 3 3
nazywamy rozszerzaniem utamka; dzielenie licznika 1 nnanowdt- ( a_ — . LS

utamka przez te samg liczbe nazywamy upraszczaniem utamka

A



40

41
Xx+2 x—1 3x+6 2x—2 8. (ab)c—a(bc), (prawo tacznosci dla iloczynu, a zarazem Iw.
4 6 12 12 12 0 mnozeniu iloczynu przez liczbe i liczby
3x-f6--2x+ 2 x+ 8 przez iloczyn);
7 1 3 (A= e (D)= b A= b
—«)(—& = +ab, (reguta dla znakéw
|1 2c+ 3 X+ 1 2X§"3 rzy ‘mnozeniu); ’
X+ 1 5 1 S J. (a+b)c ac+bec, (prawo rozdzielnosci mnozenia wzgl. dodawa-
_ 5x-f5—2x—3_ 3x-{-2 nia, )a zarazem tw. 0 wylgczaniu za na-
wias
+d +ic-+ad+bd, 0 mnozeniu sum
Majac wykonaé dziatanie: -2-‘1----? 4, napiszmy utamek w postai ]ﬁ B%%h N &%ﬂmqa |onaz.u (tw )
: . . B 13 (+a) : )= * (a 6 {+«) (-&)=-(«: h),
i (2a—36) i zastosujmy twierdzenie o mnozeniu iloczynu przez licz -4 - +b = -(a :b ) - &) = + B b)
Otrzymamy: A (reguta dla znakow przy dzieleniu);
4= [EQa- 3bh4=|(za- 3D)= ) 14. a: 6= a-— (tw. 0 zastepowaniu dzielenia mnozeniem przez od-
L wrotno$é dzielnika
P&SObg'e —AX"4°6 I]{) (a+b) :c—a:c+b:c (pr. rozd2|elnosc)| dzielenia wzgl do-
—F—(—2=[E(2x—3)]-(—2)= £( 4X-j-6)= -—-- dawania) ;

.(@).c ab:c), (@w o dzieleniu iloczynu przez liczbe).
Podobnie znajdziemy:

-Q 36 :4= [i(2a- 30):4= & (2a—3b) 215,30 Cwiczenia.
Z tych przyktadéw wysuwamy twierdzenia: 1. Korzystajac z praw przemiennosci i fgcznosci napisaé réznemi

Utamek algebraiczny mnozymy przez dowolng liczbe, mnoL sPos°bami sume: a - b -f- c.
jego licznik przez te liczbe, a mianownik pozostawiajgc nieznr 1 Zredukowa¢ mozliwie prostym sposobem sumy:

niony. Utamek algebraiczny dzielimy przez dowolng liczbe po  a) 2f 4f-f-I| 3|-f-14~3—2)J=7?
stawiajac licznik jego niezmieniony, a mianownik mnozac pm 4,6- ( -2, 8 5,15-}- 46—7—285 J-22=1
dzielnik. \ & 56 -f 57,3—634f816= 7
?
Pamietajac 0 znaczeniu mnozenia przez ufamek zwykly, znajd2|e* 430%]I ¥ gbj I ¢ 4 %O° 8/2 44 Sf 37 %3
““é 4
3x—1. 3x-=1 )\ 15x—5 . })u 4-dl 48=7
111 ' —~ N\ — R R
L o 5"6 2 12 GIV!’:\ ‘]\6 _w61tosc ma ) a ajaka _ a jezeliax=+ 3, —5 —10,
- 4.10bliczyc:
§ 10. Zestawienie.
= —4;. +{—3();
Zestawmy wzory, wyprowadzone w tym rozdziale: SJLE/ E g H? -J- (-f-2)g— 7, _(C4)(_ad\
1. a+b = b+a, (prawo przemiennosci dla sumy); — (-(- ’ ’
2. (a46) 4c = u+ (b+c), (prawo tacznodci dla sumy, a zarazem : ‘P , , Qw 0, .,
o dodawaniu sumy); - ~ (+3)(—2 (+9),
3. (a—bh) +b= a, (definicja roznicy); \ U (+2);
4. atb —c= a—c+Db, (tw. o dowolnosci porzadku dodawan i <« gfy ~ 10 4-IL?, + 3 -j-3
mowan); h + b —5 '+4° —6’ 4-4-
5.a-b =a+(-b), (tw. o zastepowaniu odejmowania doda”™ Qbliczy¢ wartosci nastepujacych wyrazen dla podanych obok
mem liczby przeciwnej); AieR Wartesei |iter- puuanjcn odok

\6. a— (b+c)=a —b—c, (tw. o odejmowaniu sumy); o _
7. ab—ba, (prawo przemiennosci dla iloczynu): a)ox;x=—3; b) —4*z=—2- ) —4a; a= 42
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d) —7ab; o= 4-3, b= —2;

g +3"N; «= —2, y——5b;
(M —(@+ b); a= —2, b—

@ —(a—Db); a=+2, b= —3;
h) —a(a—1); a——5;

%N +x(Xx—3); x—+2;
-a (x—a); a= +3, x——1;
-a(l—a); a—+3;
(+a)+ (—b); a—+5, b= +7;
(—a)+ (+b);a= +2, b= —3;
(—a) — (+b); a= +3 b= +2;
N (—a)—(—b);a——3 b= -4. t

6) Napisa¢ w postaci sum algebraicznych (bez nawiasow)
@) (t«) + (+?2/); © (+»)i+ (—y); Q i—X) + (+y);

d) (0 H (—2); © (-NO —(+y); 0 (-HO i—y);
g) (~x) —(+y); (0 (—%) —(—=Y);

i) (Ha)—(+b) + (—a) —(—d); 7
0 (-a)- (-b)- (+c) + (-<*); '

k) (+a) + (+b) #f(—=<) + (—d);
G> (-a) + (-b) - (—0)- (+d).
(0 Przedstawi¢ w postaci sumy algebraicznej (bez nawiaséw'

a) a-(-(b+rc¢c), a-f(b—c), a—{b+c), a—(b—
i sprawdzi¢ podstawiajgc w temacie i w wyniku za lite
dowolne liczby wzgledne i wykonujac dziatania w nazi
czonjnm-porzadku.

0 —(@+ b—c), —(a—b—uo),
— (—0—b—0);

‘effa—(b+ c+ d), a+ (—b+c—J), a—(b—c+ i

(8) (2a—3b) + (—3c+'2); (e) (2x —3y) — (z—5).

8. Obliczy¢ wartosci nastepujgcych wyrazen w dwojaki sposi
Raz, wykonujac dziatania w porzadku naznaczonym p;
nawiasy, drugi raz, uwalniajgc wyrazenia kolejno od naw
sow i redukujac otrzymang sume algebraiczna:

a) (+7) - K-4)- (-7)] =7
b) (3) —[(+5) + (—9)] =7

J[[ ) + (- ™M1- &( 8- (-7
) [—586+ 76,8] + [—708+ 413—[414+ 413] *

(_<k+ b_C)1

= 7

9
e) (-3) + {(—7)—[(-3) — (+2)>— L

{(+5)+ [(-2)-(+8)]}=?

j Pocigg znajdowat sie w odlegtosci « km od stacji, a na-
stepnie przebyt najpierw b km, a potem ¢ km. Jaka jest
odJegfesc pomag” od stacji’> Obliczy¢ te odleg+os’é jezeli:

b=
Sia ;[}:1—7 \IXIyJasmc na tym prZS/k+a212|e prawo iacznosci

bj W sumie a+ b dodano do pierwszego sktadnika liczbe c.

a= -"73th-" i? sulr|a{) Sprawdzic, przyjmu qc raz
c=. 3" b—+5s” c—~+<b drugi raz a= ~

N W sumie a+ b dodano do pierwszego skiadnika c, a do
drugiego d Jak zmienita sie* suma? Sprawdzi¢ dla
a= ~ 12>°+=+0, c= +6, d==—17.

d) W sumie a+ b+ ¢ doda¢ do pierwszego sktadnika —5

suma?Ugieg® +V d° trzecieE® 2. Jak zmieni sie-

W0z znajdowat sie na torze kolejowym w odlegtosci p m
od magazynu. Nastepnego dnia znaleziono woéz w odle-
gtosci r m od magazynu. O ile m przesunieto woz
w nocy? Sprawdzi¢, przyjmujac: 1) p= _i5 r__jj.
2) pt= 15 r= +3; 3) p= +7, r= -2.

J . ksiedze .pisane sg wydatki i dochody z jednego tytro
SUma s kontrolowaniu r X 2S w

poz>cje: a tlih z¥ ktore

WID
1 "%
Jﬁ\ékke przyjrrﬁltljez usfutqé:znlg }é" surnle

V"i(kSHE%k""ré’c

b= 35: 2) 5= 220, a= _43, b= +34; 3) 5= _5

a-——-u= —4
9 f “ nipk~ w ktoreJ byty splsane dochody
zt, “skreslono dwie

I Wydatkl oraz abliczona ich suma
m>lme wpisane pozycje a zt i b z, a dopisano dwie nowe

P Z>cje c zt 1d z- e wyniesie poprawka ** dla sumy?

QunrZh!'nr ile, Tyt rezumiemy réznic? jret+uiwg’wartoscig a daw-
T Cre (WZglednd)' KO A dodad do nowe] warto$¢, aby LzyJ¢

Przez poprawke rozumiemy liczbe wzgledng, ktorg nalezy do a dodac.



Wykona¢ rachunek, jezeli a=
d= —7.
h) Do odjemnika réznicy a—b dodano c.

c= —6; 2) a= +8, 6= —7, c= +5.

i) Od odjemnika réznicy a—b odjeto c. Jak zmienita sie™
réznica? Sprawdzi¢, przyjmujac: 1) a= 4-3, b=—%

c= +8; 2) a= —7, b=+2, ¢c= —6.

j) NarySUJ w jedid rzedzie a kresek a w drugim o jedn A~
Przekresl w pieswsaymi rzedzie n kresel™

kreske mniej.

a w drugim tyle, ile w pierwszym zostato.
wreszcie wszystkie kreski,

nie na kilku przyktadach, {a > n).

10. Korzystajac z praw przemiennosci i facznosci, wykonac wra © —2a+ 5b;

prostszy sposob (ile moznosci w pamieci) mnozenia.
a) (-2]) (-33)(+6)(-4)="
b) (-25) (+125) (+4) (-8) ( 9 =7
c) (-0,25)(-£)(-4) (-1,5) =7
d (-f)(+H)(-6)(- 20=?
e) (+150) (—1,25) (-8) (+2) =1
f) (+26)(—3)(+ 03)( 4=72
i1. Wykona¢ mnozenia:

A @) (—2) (—a)=1; (=3) (+*)e=y; (-a) (D=1,
(+b) ( 3 =7 o
(b) (=) (+b) (—+=?; (—2) (2 (")=

o EREERL

(—a) (3) (—b) =t

12) Wykona¢ mnozenia:

(@ (—5a)(+3)="?
+20) (+

(—1 (=) (+3) =!

15, b= +3, c= +li

(=20) (—4) =" (+4a) ( 1)=?

45

() (+4a)(—2x)»? (—E£a)(—Ix) =7 (_8a)(—A6)="7
I efxy=? —faxe|by=?.|06e(—Fry)=7?

Jak zmienita* 13/ wykona¢ mnozenia:
sie réznica! Sprawdzi¢, przyjmujac: 1) a= —15 6= —S

(@a—b)c=I (—a+ b)c=f 0 (—a—b)c—1
a) 2(a+ b)=1 ~>_—3(—o+ fe)=f © —(a—b)-4=2?
9) —f(fl+ 6—c¢)=! W —E£(—a—b+cc)=1
) a(b—c 1 d)=? £§) (a—b+ cyjr==i
- ) 454'22)-5=? (P3(z—2¥)=2 NAR) 7(X—2«) =?
4O0—3yf2)=7 (& f(6x-12y —$f= .
P) BX+rdy1—12)*£= 2 N (fx—|y—2) «£—7?

Przekrefo/) obliczy¢ wartosci nastepujacych wyrazen dla wartoSci liter
ktére pozostaty' w" pierwszy!
rzedzie, i oblicz, ile kresek zostato. SprawdZ doswiadcza

obok nich wymienionych:

a) ba—36; a= +4; 6=+5;
—4a—26; a= —f; b= +3;

a= —£; 6= —¢£;

Wl —a—f6; a= —3; 6= +4;

Q 2 x—3i/ + 5e; «= —0,5; 4= —24; s= - 024;
—abA-cd\ g~ 3, poo- 2 c= +5: d=-(2;
db—cd;, a=_fj & +£ c——3; = +13;
—ab—cd: a—+ 45 b= —6; c= —9; d= —

15. Wykonaé dziatania:
tQ Z(X—y)-+2(@z—u)=?
b) 2(a—b)—3(c+ d)=T
e} 2(a+ 6)—5(c—d)—?
p —3(—a+ 6)+ 2(c—d)p=t
e —3(—o—b)—4(c+ d)=1
2(0—b)—3(—c+ d)=?
iBy* Zredukowac:

~ja+a a+a+o at+o+o+a a+a+ 0+ o0+ 0;
W— a —a——aa —a—a—a—a —a—a—a—a—a,
cj ta + ia+ io, —fa—£fc— —£fa —

I aj 50+ 3a 5a—3a —b5a+ 3a —5a—3a;

3) =7 . .
3x-\-x, —3x+ X, —3;z—X, 3Xx—X;
(b) i—|x3(—3— 2 (FEX)(-6)= 2 (-3x)(+f) = 2 | e T X T e 2%
4, —) =¥ (—fa)(+£): 2 (+f0)(+])-. | EZTDXNAX Sdd 32 =2, DX IX 2%
é_'l ?aa) —Ii)‘ _ “X—EX 4 % 0,3x—0,8x 4 kbx, |} —Apx —EX.
ﬁ_ 210/_30)=? (4.£)(—4fl)= ? y Zredukowa¢ wyrazy podobne w wielomianach: 4+
_ tJ ? «95+2*-H + §; 5)6.—2+ N-5;
W (-5-H-36)=7? (-|°)(+4Q =? (+2Q(+14t0= )j+2 2Z 2+ 3; /; 2+ 5+ 53& %
**  Uwzgledni¢ uwage do zadania D6J. “F 2/H b 4,

- 1lin!



hj 2a—5+ 2b—3b—a+ 4;
) a 3b_5—4b+ 8b—a+1;
) X—Yy+ 2—XxX+ 2y —6;
fJ x—0,2Y—0,7—08 —O05Xx;
i) Sz-iy-ts-ty +t*; EMf-Sa-ty + x+y—1
ni—fi+ fa—b+ fo—1-
18/Wykonac¢ dziatania:
fg 2 a—4)+ (50 + 3)=7
& Ba+ i/—2) + (—x—y+ 3)=?
i) x+y—2)"+ (—x+y—27) + {x—y) =7
Ba+ 22—4) + @—4y + 3) + (—x*"Fy + 1) =
30— (2*+ 1) =7 EH(a;+)—(—*.+ 2) =
(hx—3)—(2z—4)=? h) (—z+ 3)—(5B—2*
40— (30—6+ 1) =7 i) 3—(s—y+ 2)=t
mr—)— "+ 3I—1)=7
iy (x+y) —(x—y+ 1)=?
mg (0o—b)—(2a+ b))+ (3a+ 2b)—(—a+ b)=?
n 2*—1)—@B*—2)—(*+ 1)+ (3x+1)=?
0) 3a— (2" + 1) —(x—y—2) + 3x+ y—1)="?
P) —((@+ b+ c)+ (—o+ b+t c)+ (0—b+ )+
+ (0+ 6—c)c=?
) (0o+ t+ ¢)—(a—b—c¢)—(—o0+ b—c) —
— (—a—b—c)e=?
? [a+ (b—c)] —[a— (b+ ¢)] — [a— (b—c)] =2
t) 2a;— [x— (2;r—1)] — [2x— (3x + 2)]="7
u Xx—{2x—[4i—(r+ 1)]}=?
19. Wykona¢ dziatania:
A5+ y—3)+4@2x—y+ 1)+ 3X+y—4)=?
b) 2(@—3)+ 3(2a+ 2)+ (4a—=6) *2="
e ¢) 3(2x—y+ |)—4(z—2t/+|) —2(—ag+ 3g)=1
2@+ +2)—3(s—2V—2)—4(—x+y+2)= "
e) —(x—2y+ z)—3(—x-\-2y—7z) — I
—2 @ —2y—2z) =7 f

f) 2{x-\-y) —3@—2)+4@—1)—5@E@—y 1=
g) f(x—6)—|(2x + 5)—$(2x 3 =2
.20. Wykonaé mnozenia: K.
aj (@a+ b)(c+d)="7? b) (a- b)(c+ dj=?
ej (a+ f(c—d) =" 5] (@ b)(c—d)=?
ej (—a+ b)(c—d)= —« 6)(c—d) =
g9 x+ 1D{A—2)—? bj g—x-

A 3 U+ 2) <= (fi (2a:+3U« o\ 1
k) 38—5)(2a+ 1)=? ti> (50-3)(4 6-5) =f

N Ay 2> B A alen6ZEl, I R AMS WPt NikE

zmniejszy sie? Sprawdz Przyjmujqc za a, b i x rozmaite

>\

szczegotowe wartosci wzgledne. rozmaite
b) ~ y med'’ o, . -
n"+ ’?°d» ul Obliczy¢ te zmiane, jezeli:

2)» = -5. = + 8

5 i ° i ™ ikd
A RS Sorido Mo o R Bracy O A RRRT R

zmniejszono liczbe robotnikbw o a Lostahm”odnie -V
s.0,,0 ptace dzienne 0 ,, zt. Oile zlw 1~ S ) w”ta ~
caa”airj ~dzienmejobotnikom w drugim rokuf = 23

} nagrody. Pierwsza nagroda
"+ pna N 0 ba mniejsza oc
S‘ma ‘vszystki'h "agréd!

He
Wn°f

poprzednie!”™
Fu= 50 OLsj

e) Z dwéch miast oddalonych od siebie o, hm wyjezdzam’

BFzebywa W jbBriej il ¢ m, Yidi fYkhciak g%
bede, od siebie po t minutach? [5= 32, c= 240 #= 701

f) Kupiec kupit a kg towaru po x zt za 1 kg. Z tego sprzedat

daltrtrato 4/ kasdym kg HE7BPSHIF EMWatH)?RW

wartos¢ . wplywa na wynik? Przeksztatci¢ wzo+ na wv

f) aL ll5rat UKV OblICZ+" zysk (“rate), przyjmujac:
y~m ’ 765; N ° '85; b~40%

9) LcZe” midt Pieni{ldze na kupno a zeszytéw po X gr i 2a

Z Zyr dr0ZSZ2Cn 0w na sztuce. Przez pomytke kupit
jednak « zeszytow drozszych i 2a tanszych. lle "miat n

medzy? He wydat? ile mu zostato? Sprawdzi¢, prz*mume *
z a’ n 1x dowolne wartosci szczegétowe BN |

h) Za zebrane pienigdze miat uczen kupi¢ a zeszytow po * gr

I b zeszytow po y gr. Pierwsze zeszyty okazaiy sic jednfk
drozsze o 3 gr, a drugie tansze o 2 gr ,,a sztuce K

1) (2tt+ 4) = * Unzglednic wege do zadania 9 d
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W * aptef
r 3 Zakladajac, gdzie potrzeba, ze dzrelnrk jest rozny , V *lpi+5~"-1 [,i+3 _£+i=¢._
jfE=*fxt_E£=£ =1 _t +
0 9
(+«):(-0i l; X X —
(jis?.)21-*); (-«»)1 < -3); C 6,)t(+8)1 °>Sx+ i-5iii_ ? p~N_2+ bL=*=?
(+4a) 1 (+4) ; o) (+4d) (-9 o ®E=tL+i f .
(1) 1+3a) : (+t«)» N v - - =7
N (=28) : (&) s ea Sax:u (26. Wykona¢ dziatania:
7 . * v — ] 13
* *i»O’\° Alir « P>¥'5=?2 (P>T '6“ ? 12
fe-~°+2c)“;a-t t»~a+aob-so! :4=1 0 y ¢i=7?
0 3a—4 4= 2
I m) (2e{x«—3bx+ X) ? >i—- sn-xp - Ai3_x;_%4,: ?2 () 2x —4 y-
\Y (2abr J b 7bp=? i® (Sz-}y + « ;<+ft)= m?2E£+i;2=2 , 41+~ ,s=, 0it4;i=
R? -~ taej ufamkoéw o mianownikach ca}kownych 4 o
23. Napisa¢ w postaci utam b. Wykona¢ dziatania:
datnich: 3*+i: a) 2x —3+%3 i=
a 11, »=h' i
G 3-ix? 5.7M%i=7? AL 5
f) i’-, » V4. » 2° 4 b d) 2 3 10 =
24 Uprosci¢ utamki: g 4*_2+3 -7 _ 72 y>4-~ 1
. 9 1> "2 PR3 -2.?7A%173+2_5_ 2
a)ﬂzéiy ?ﬁJIB T s _5_
n Y 0% N TX- 2y~ 4sg5~p H] p4= 2
2i—4  5x—ioy —5. _ O
i) 4 10 1) 2x —3y —6 ni_ 2
25. Wykona¢ dziatania: . _ Hy— 3z —3 Vs
L 6x 1,1 £ =7 S [/ % =?
a ,a_8&_9  f_IcP 15 6 J) 8 y+ 2+ 1
4+ 63X 8 JAX 0 @ S X - 6x 9 1U kaz(lem z nastgpujacych zadan utozyC najpierw wWeor roz-
0 2x— g A *+ T ~ ° ’ wigzujacy zadanie, nastepnie (jezeli mozna) przekio

towicz. Algebra Il gimn.
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.YV bvio mozliwie proste, lowe tej kwoty, ktéra maje AiB
8}erzym?g12(§/é/vyvz%zr%gég Jf/ijl/brazen adla &cﬂ% IPwartosu I|ter scy trzej uczniowie razem? U = 32; m= 0,5] r
a) Za k zI kupiono « 9 drzewal 7 5 weglal [*= »V ) Miatem a zt; wydatem najpierw 3 zt i potowe pozostatej
ptacono m zt. lle ptacono 19 wegla.

leszty ; nastepnie wydatem 1 zt i potowe pozostatej reszty
] Ille mi jeszcze pozostato? [a= 25.]

,=15; "= 3>2'] groznych, placac m

bj Kupiec sprowadzit a / Towar sprzedaj

zal,; kosztaP "™ ™" °sp Sed” ahy za otrzyma,
Rozdziat 111
Roéwnania i ukitady réwnan
stopnia pierwszego
J 5 N S - « 1(ii, 110W P P 9
— NSrednio!, drzew ierdzeni swnociach

mzszej o wzi la 1. O - § Twierdzenia o réwnosciach.

[a= 38; ni= 2 »*n— warto$¢ bedzie ™Bamr* pomm@ny nastepujace twierdzenia: Jezeli do réwnych liczb do
e) Kapitai * «

ten kapitat po roku? L«

dostarczy t p 1™ umieszczono na po» a rea  Itbwno$¢ pozostaje prawdziwa, jezeli: 1) do obu stron do
» CT ( m r)T g % wartos¢ hydrie miat ‘f kap,tai pkamy t? sama liczbe, 2) od obu siroj, odej
sa (p-r) .. I»J*

, fm Ly te sama ™-zbe
u= 75 r= 25] ) °t»e strony pomnozymy przez te sam, iczbe- 4) Ze stronj
imesigcacl [ zawierajacego pi. cynku z 2.udzielimy przez te sam, liczbe, rdzng od zera.

h>S ai”anfo WH °§rSo' "dujgce, oczywiste
zawiera, .top. [«_ jfanAdw: £/». N “ pozostaje prawdziwag, jezeli jakiekolwiek wyraze-
ij Znalezé
|i.[X: - 9. = , . - i .  daid *Khkks Kk k ko
8 . 00y Pierwsza nagiroi’ach wykonamy naznaczone dziatania.
IN» wyscigach

byta 0 b zI mniejsza Np., Napisznv w Itm M .

T ™ pogodniej. lle zt wynosita suma wszystk,okrazenie rowne 2 Ht

., teymamy ~5“ 3
hréd® fa= 1800: 6= 100] , 3 (2—10) - (—2) = 16. e ,
z, wiecej, n, STy W rov
k) Uezeh A 7 a2 4’\ uczefi C ma o' m 3t I’{‘]nIEJ, niz zamiast ad + bd
te) kwoty, ktorg ma

4 \Wdziwa: (a + W* WS g B4 5r<|<1
liczb rozumiemy trzeC|az czeajezeli w rownosu ®+ (5a 2n|
* Przez

b, gtz m”
sumy.

a °trzymamy  réwno.$¢

4
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§ 2. Okreslenie réwnania.

Probujmy przy pomocy symboli matematycznych zapisa¢ zagadnienie:
»Znalez¢ liczbe, ktorej oSmiokrotnoSC pomniejszona o 7 jest o 2 wieksza
od jej pieciokrotnoscill

Oznaczmy liczbe, o ktorej znalezienie nam chodzi, literg x i nazwij-
my ja niewiadomg. OS$miokrotnos¢ tej liczby pomniejszona o 7 wynosi
8x—7; jej pieciokrotnoscig jest 5x; liczbg wiekszg 0 2 od 5x jest
5x + 2. W zagadnieniu zada sie znalezienia takiej wartosci dla x, aby
byto: W; 1

8X—7= 5x+ 2

Wyrazenia 8X—7 i 5x + 2, potaczone znakiem =, nie tworzg jed-
nak rownosci. taczac je tym znakiem, nie chcieliSmy bynajmniej stwier-
dzi¢, ze te wyrazenia majg jednakowe wartosci dla wszelkich wartosci x.
Chodzito nam tylko o zanotowanie pytania, dla jakiej wartosci x oba te
wyrazenia majg rowne wartosci. Nazwiemy 8Xx —7—5x + 2 rdwnaniem.

Dwa wyrazenia, z ktérych przynajmniej jedno zawiera niewia-
domg,, potaczone znakiem réwnosci, tworzg réwnanie; réwnanie
zawiera pytanie, dla jakiej wartosci niewiadomej wyrazenie po
lewej stronie znaku réwnosci ma taka samg warto$¢, jak wy-
razenie po stronie prawej. Niewiadomg oznaczamy zwykle jed-
ng z koncowych liter abecadta: x, y, z, u, v, Liczba, ktéra pod-
stawiona za niewiadomg sprawdza réwnanie, t. j. sprawia, ze wy-
razenie po lewej stronie znaku rownosci przyjmuje takg sama
wartos¢, jak wyrazenie po stronie prawej, nazywa sie pierwiast-
kiem rownania. Rozwigza¢ rownanie znaczy obliczy¢ pierwiastek
(lub pierwiastki) réwnania. Wyrazenia w réwnaniu potgczone
znakiem rownosci nazywamy stronami réwnania, kolejno lenm
i praiap Sprawdzi¢ réwnanie znaczy podstawi¢ za niewiadoma
pierwiastek réwnania, obliczy¢ oddzielnie wartosci lewej i prawej
strony i stwierdzi¢, ze obie sg rowne.

Przyktady ;

1 RoOwnanie 8#—7= 5x + 2 ma pierwiastek 3
Sprawdzenie:

Lewa strona: L= 83—7= 17;
Prawa strona: /’—5¢3 + 2= 17.
Zatem: L —P.
2 Rownanie: x{x —1) = %(2)\3)—3) ma pierwiastki 2 i 3:
rownanie: x(x—3)——:x_-- ma pierwiastki —1, +1 i +3.
Sprawdz! N

3. Réwnanie: x-x = —4 nie ma pierwiastkow. Zadna bowiem liczba
Aani dodatnia, ani ujemna, ani zero) pomnozona przez siebie nie daje
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na iloczyn liczby ujemnej. Nie mozna jednak powiedzie¢, ze réwnanie
xx = —4 jest falszywe, bo pytanie falszywem byC nie moze. Na pytanie,
postawione w tern rownaniu: ,Jaka liczba pomnozona przez siebie daje
na iloczyn —4 T, mamy zupetnie poprawng odpowiedz: ,,zadna".

4, Réwnanie: x + 2—2 + x ma niezliczong ilo$¢ pierwiastkow; kaz

da liczba sprawdza to réwnanie.

Przyklady te wskazuja, ze sg rownania, ktore majg jeden, Kkilka,
a_nawet niezliczong ilosC pierwiastkow. Sg tez réwnania, nie majace wcale
pierwiastkow.

Dotychczas mowilisSmy o réwnaniach z jedng niewiadoma. Zu-
petnie tak samo okreslamy réwnania z dwiema, trzema i t. d. nie-
wiadomemi.

Np.: Réwnanie x + 5y = 7 jest rownaniem z dwiema niewiadomemi
X1yl z?wiera pytanie, dla jakich wartosci x i y ma wyrazenie X 4- 5y
wartos¢ 7.

8 3. Rozwigzywanie rdwnan pierwszego stopnia z jjedng nie-
wiadoma.

Przyktad 1 Rozwigza¢ réwnanie:

Bx+ 4 —2(x+ 2= 32x—1) —2(3x—5).

Zatdzmy, ze rdwnanie to ma pierwiastek i pomysimy sobie ten pier-
wiastek podstawiony za x. Wtedy réwnanie przechodzi w réwno$¢ praw-
dziwa. Wykonajmy dziatania naznaczone po obu stronach tej réwnosci,
a otrzymamy (8 1 tw. 5) réwnos¢ prawdziwa dla tej samej wartosci x }

3X+ 4—2x —4= 6Xx—3—6x + 10, ezyh:
X—1L "1 o

Dochodzimy do wyniku: Jezeli dane rownanie ma pierwiastek, to
moze nim by¢ tylko liczba 7. Ze 7 jest rzeczywiscie pierwiastkiem danego
rownania, stwierdzamy zapomocg sprawdzenia:

L= 201+ 4)—2(7+2) = 25—2+9= 25—18= 7,
P= I_3(14P_1)_2(21_5) = 3-13—2-16 = 39—3R2= 7,

Z tego przyktadu wysnuwamy twierdzenie:

1 Jezeli dane rownanie ma pierwiastek, to ten pierwiastek

sprawdza takze réwnanie, ktore otrzymamy, jezeli po obu stro-
nach danego réwnania wykonamy naznaczone dziatania. Wypo-
wiadamy to krétko zdaniem:

Po obu stronach réwnania wolno wykona¢ naznaczone dzia-
fania.

Dane w przyktadzie 1 réwnanie udato nam sie dlatego tatwo rozwigzaé,
ze sprowadziliSmy je do postaci x= 7. Widocznem jest, ze ostatnie rowna-
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nie ma tylko jeden pierwiastek 7, bo zadna inna liczba napisana za x ni
sprawdzi tego réwnania. Bedziemy sie starali kazde réwnanie sprowadzi
do takiej postaci.

Przyktad 2. Rozwigza¢ réwnanie: X —7= 8.

Zaktadamy, ze rownanie to ma pierwiastek i myslimy sobie ten pia-
wiastek podstawiony za X. Réwnanie dane wtedy sprawdza sie i staje st
rownoscig prawdziwa. Odejmijmy od obu stron tej réwnosci 7 dm"
co na jedno V\7/ychodzi, dodajmy +7 (8 1tw. 1i 2). Poniewaz po leng
strome — 7+ 7= 0, otrzymamy:

X= 8+ 7 czyl:
x= 15

Doszlismy do wyniku: Jezeli réwnanie z—7= 8 ma pierwiastek r
ten pierwiastek sprawdza takze rownanie x= 8 -f 7 czyli x~15 Lea
ostatnie réwnanie ma jedyny pierwiastek 15. Tylko 15 nmoze wiec bri
sprawdzenie"l daneg® rownania- ze Jest nim rzeczywiscie, wskazujt

L=1—-7=8 P=8; L=P

Z przykladu tego wysnuwamy twierdzenie:

2. Jezeli dane rownanie ma pierwiastek, to pierwiastek tel
sprawdza takze rownanie, ktore otrzymamy, jezeli do obu stroi
danego roéwnania dodamy te samg liczbe, albo jezeli od obu stroi
réwnania odejmiemy te samg liczbe. Krétko:

Do obu stron réwnania wolno doda¢ te samg liczbe; od oh
stron rownania wolno odjg¢ te samg liczbe. n 3

t rzyktad 3. RozwigzaC réwnanie: 5X —3= 4a: + 2

Stosujgc ostatnie twierdzenie, staramy sie z lewej strony usung¢ —3
a z prawej 4z. W tym celu nalezy od obu stron réwnania odja¢ najpien

1 A s n t) n - 7 - - . - .,
S 6 oldpadnie, 1a6p0 prawejug%(o ehpgjzé%\tlansitlgv' sﬂ(gldtrl‘ailﬁI 2P0 ?)ngyﬁmﬂ'
OtrzymamysStr°nie °dpadnie 4X’ a po lewe3 Przybedzie sktadnik' — 4i

5x 4x= é+ 3, a po zredukowaniu:
x=b.

Rozumujac, jak w poprzednich przyktadach, dochodzimy, ze tylki
ZC jeSt nim oczywiscie
p=20+2=22;, L=P

okazuje sprawdzenie
L= 25—3= 22

jacaMazwey80dme' °PmC powyzsze Postepowanie, wprowadzimy nastepu
Jezeli po ktdrejkolwiek stronie réwnania znajduje sie surTa

algebraiczna kilku wyrazen, te skladniki tej sumy ,,azywan by
ziemy wyrazami rownania Wyrazem réwnania nazywac bedzie-
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my takze wyrazenie, nie majace postaci sumy, jezeli znajduje sie
samo po jednej stronie rownania.
Tak np. w réwnaniu 2 X _ . ; .
17, 45 i + 6X 7+ 5—6Xx wyrazami réwnania sg: + 2X,
iNa podstawie przyktadu 3 powiemy:

, Ktorykolu)iek wyraz réwnania wolno przenie$¢ z jednej strong
roicnama na druga, zmieniajgc znak jego na przeciwny, t. j. ktory-
kolwiek wyraz réwnania wolno po jednej stronie réwnania opu-
Scie, dopisujac rownocze$nie po drugiej stronie taki sam wyraz
ze znakiem przeciwnym.

\\yraz ,wolno“ nalezy w tem twierdzeniu rozumie¢ tak, jak w po-
przednich a mianowicie, ze jezeli dane rownanie ma pierwiastek to ten
pierwiastek sprawdza takze rownanie, ktore otrzymamy z danego grzeno-
szac jeden jego wyraz na strone przeciwng.

Przyktad 4. Rozwigza¢ réwnanie: 2x = 7.

Zaktadamy ze dane rdéwnanie ma pierwiastek i myslimy sobie ten

Br&2 O (MPREARVIERY £1 i otrBifnathynYs Ofraymanpia jownosci dzielimy
x= 3i.
Rozumujac jak w poprzednich przykiadach, znajdujemy ze tylko 3t
" d" eso * ok ™ -eg° 3
L= 2-3|=7 P=17, L=P.

Z tego przyktadu wysnuwamy twierdzenie:

. dezelf dane rownam(l ™ pierwiastek, to ten pierwiastek
spiawdza takze rownanie, ktére otrzymamy, jezeli obie strony

danego réwnania przez te samg liczbe pomnozymy, lub przez te
samg liczbe rozng od zera podzielimy. Krocej: * ‘
- . .

przez te samrazo Iiggemro\é\rqéngdpzrezreas pI(_)IdZQ'% |g‘. liczbg pomnozyc
Powyzsze twierdzenia wystarczajg do rozwigzania wielu row-

ktadach ~ W praktyee stosu.W , wyjasnimy na dalszych przy-

artor*

Przyktad 5 Rozwigza¢ réwnanie: 3(x + 5) = 13 + X.
Wykonywamy naznaczone dziatania: 3x + 15= 13 + X1

Przenosimy wyrazy zawierajgce niewiadomg
na lewg strone, a wyrazy wiadome na prawa

s'grone: 3X—X—13—15:
o _Redukujemy : 2x= _ 2
Dzielimy obie strony przez X —— 1.

Sprawdzenie: L= 3(—1+5) —3¢4= 12, p=1i3__1=12.L p
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Tezeli urzy rozwigzywaniu réwnania otrzymamy po jednej
stronie niewiadoma z jakim$ wspotczynnikiem, & pe HFUgie] &tre-
A"w iadom i nalezy w celu
strony rownania przez wspoétczynnik przy niewiadome] podzieli¢

Przyktad 6. Rozwigza¢ réwnanie:
3—4(2a: + 5) = —7(1 + *).
Wykonywamy dzjatani

i 3—PX~T2CZ _ 7_ 3+ 20;
Porzadkujemy: ~—sXx + ‘x~
Redukujem%/: X = 1013
Mnozymy obie strony przez 13 T
Sprawdzenie: . _
jl= 3—4(—20+5)= 3—4(—15 B+60=63

Jezeli przy rozwigzywaniu réwnania otrzymamy mendom
ze znakiem —, nalezy obie strony réwnania przez — 1 pomnozi

UbPrzez — 1 wolno zresztg zawsze obie strony réwnania ponint
Z)@ BeRiewaz B8z 1o bezwzgledne wartosci wyrazéw me ulegaj
zmianie, a znaki zmieniajg sie oa przeciwne, to o

W rownaniu wolno znaki wszystkich wyrazow zmieni¢ iownik
cze$nie na przeciwne.

Przyktad 7. Rozwigza¢ réwnanie: Jé—*' 2= x—2.
Mnozymy obie strony przez 3 X+ 6= 3x 6,
m Por%/az kujemy X—3x= —6—§6;
Redukujemy —2x= —12;
Dzielimy obie strony przez —2 X= 6
Sprawdzenie: L= 2+2= 4, P 1 >

wigzania rownania:
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utamki o wspémeo*mian_ownika, a nastepnie mnozvmv obie
§tFBAY FeWRARIA Przez WdPdMy mianownik,

Mnozenie przez wspolny mianownik mozna sobie uatwi¢, pamietaiac
ze mnozac utamek (iloraz) przez mianownik (dzielnik) otrzymujemy
Iczmk (dzielng). Mozna wiec sprowadzanie utamkow do wspdlnego mia

ownika,! mnozenie obu stron g i 5 i i iy
" y\"/\‘/'aé a, 1 mnozenie obu FéWwhania przez wspélny mianewnik hidd:
Przyktad 9. Rozwigza¢ rdwnanie: 5 N oA

Mnozymy obie strony przez 24
Wykonywamy dziatania

X +1
6
+ 4

8
120— (3x —3) =4 x
120—3Xx + 3= 4x + 4;

Porzadkujemy —3x—4x= 4—120- 3;
- . Redukujemy —77= - 119
Dzielimy obie strony przez Y —17
Sprawdzenie: L= 5—"L=5—2= 3, P=J*= 3; L==p

. Zestawmy teraz wszystkie czynnosci, ktore prowad23 do roz-

Majac rozwigza¢ rownanie:

sow) N >QIl' Wamy naznaezone dziatania (uwalniamy od nawia-

2. Jezeli rownanie zawiera utamki, uwalniamy od nich réwna-

nie mnozac obie jego strony przez wspolny mianownik utamkow.

d. Porzadkujemy rownanie, t. j. przenosimy wyrazy zawiera

~niewiadomag na jedng stron? réwnania, a wyrazy wiadome na

4. Redukujemy wyrazy podobne.
5. Uwalniamy niewiadomg od wspotczynnika, dzielac obie

o ) _ T ; I strony réwnania pprzez wspdtczynnik przy niewiadome;.
Jezeli w rownaniu znajduje sie utamek, to uwalniamy rowt

nie od utamka, mnozac

obie strony réwnania przez liczbe iow
mianownikowi utamka.

Przyktad 8 Rozwigza¢ réwnanie:

Sprowadzamy utamki do wspdlnego
mianownika 1

*
X — T +,

N 2X

*

Mnozymy obie stror|13y przez 12
orzadkujemy = 81

Dzielimy obie J ~
Sprawdzenie;: L= 12 3=9, P-2+7-9, L P

Aby réwnanie uwolni¢ od utamkéw, sprowadzamy wszysP

12 “

K ir* *T*
« ETm Zt P yZei) “*

g “Sprawdzamy

Stosujgc czynnosci, opisane w punktach 1-+5, otrzymujemy z danego
miedzV (wslmti tw 2 13°

li zfa
@ilesp:andza 1“ » S a

“oeMi
rTM

12 12 + sprawdza sie oczywiscie tylko wtedy jezeli z*rpods™awi IICzbe. wWlildomé4>

12*-3*»2* + Slane réwnanie ma pierwiastek, to moze nim by¢ Mko hLt a N77?

12x—3x—2*= 84; cdnak stwierdzi¢, ze zatozenie nasze, ze dane réwnanie nr, nim
stuszne. Stwierdzamy to w punkcie fi j

jC ciwiastek,
S“ °W -

“Pisanym powyzej, rozwigza¢ mozna wszystkie

arna, ktore po uporzgdkowaniu i zredukowaniu wyrazéw po-
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dobnych zawierajg niewiadomi], tylko w potedze pierwszej. Row 59
ngnlg takie nazywamy roéwnaniami stopnia pierwszego z jedng Resnie Eg&g{gvv\\/eﬁa nie tylko ulozone rg NAehdia Sprawsiac zagiery
niewiadoma.
s 4 Zast o rownan d _ _ i « tytoniuép,f J° zk 10 *" did« <M
. Zastosowanie réwnan do rozwigzywania zagadnien : : : 0 P
azyw g tytonbtéédw%%% gatunta ,.fezy § S t SP° ** ] “ *pe U,

Juz przy wprowadzeniu rownan (8 2) widzieliSmy, ze niektort mieszanki wyrazimy dwoma sposobU " kdogramaeh oznaczymy x. Cenge
zagadnienia napisa¢ mozna w postaci rownania. Kozwiazujac ta 1) Cena 0,3 kg tytoniu §BOSBOAMYaPAZY Pomocy z i danych liczb:

kie réwnanie, znajdziemy rownoczesnie rozwigzanie danego @ wyngsi; 0,3 *56 + X 144 * KJ tytoniu po 44 zt za kg

gadnienia. Ujmowanie zagadnienia w posta¢ réwnania nazywam; 4gg € Zmi” zania/d>u gatunkéw otrzymamy (0,3 + x] k .

uktadaniem réwnania. Sposob rozwiazywania zagadnief przy po  ’ Poniew + ofaairt°sc wynosi: (0,3 + x) -48,8. t¥toniu po

moey réwnafd wyjasnimy na kilku przykladach: ,m a m y ° ' S °llczenia majg da¢ jednakewe liezby, otrzy-
Przyktad 1 W oddziale A pewnej klasy jest 43 ucznidw, a w a 0,3-56 + 44* = (0,3 + *). 488

dziale B 35 uczniéw. Hu uczniéw przejs¢ ma z oddziatu A do B, aby w dr )

oddziatach byta jednakowa liczba uczniow? nalez.,0d&'S ISo % sz S, n gatunku
Szukang liczbe ucznidw, ktorzy przejs$¢ majg z oddziatu A doi Przyktad 4

oznaczamy literg X. Po przejsciu x ucznibw z oddziatlu A do B, bedg ciec 3 razy starszy od syna? ~ 1syn 18; po ilu latach bedzie oj-

w oddziale A (43—x) ucznidw, a w oddziale B (35+x) ucznidw. Wi Za niewiadomg X uwazamy il "

gadnieniu pytamy sie, dla jakiej wartosci X oba te wyrazenia bedg ronc 3 razy starszy od syna Po r %o i°f' lat, K0 ktorej ojciec bedzie

Pytanie_fo wyrazamy rownaniem. 118 + x. Stosownie do warunkéw ~ ~ S L + i? ,48+ * lat, a syn

43—x= 3H + x wieksza od drugiej; zatem: pierwsza liczba ma byC 3 razy

Rozwigzujgc to réwnanie (rozwigz!), otrzymamy: x~ 4. Cztere
uczniow ma wiec przejs¢ z oddziatu A do B.
Sprawdzac¢ nalezy zagadnienie, a nie tylko utozone réwnanie. Przez
bowiem sprawdzamy réwniez, czy rownanie dobrze utozylismy, powiedz:, . x M3i FiT
Sprawdzenie: Gdy z A przejdzie do B 4 uczniéw, to w A bedigensi i ZIe po L
43 4= 39 uczniow, aw B 35+4= 39 ucznidw. Rzeczywiscie wiec lic&yiscie; stosunek wieku ~ Zaf?adnienie rozwigzania nie posiada.
uczniéw w obu oddziatach bedzie jednakowa. i pomniejsza sie w przys'ztoscf® syn_a_v?/nosi_ obecnie 48 : 18Z">2
Przyktadl 2. Wydalem trzecig czesé swoich pieniedzy i pazcetiWartosé bedzie miat ten stosunélere bardziej (&iyiéed2 pghiienT, J as
mi o 2 zk wiecej, niz potowa kwoty," ktdrg miatem; ile miatem pienigP102%6 wiec ojciec staC sie 3 razy star-m’ u atach). W przysztosci nie
poczatkowo ?

48 + z= 3(18 + X).

. i tjz ™ jemnem S jednak na-
Poczatkowo miatem x zt. Pozostata kwota wynosi albo x hX>\i%f'\}3ﬂVdodatni 0 (*ujgznagza’::) Poniewaz Jecj$ a70/
£x + 2. Oba te wyrazenia majg by¢ réwne; zatem: Vo + 0
X— —ix+2 A T'mna Wartoé<5 P/rwiastka rownania’ ?Wazac “ as ubiegty.
~Rozwigzujac to réwnanie (rozwiaz!), otrzymamy: X
miatem 12 z4. swn 15 laty' 1 rzeczywiécie miat wtedy ojciec 45 kt

Sprawdzenie: Po wydaniu trzeciej czesci 12 zh t. j. 4 Z, pozostato
8 zt, a wiec rzeczywiscie o 2 zt wiecej niz potowu kwoty 12 zt. i . . L
8 5. Rownania z dwiema niewiadom

Aby rownanie utozy¢, rozstrzygamy najpierw, co obieramy Przy”™t memi*
niewiadomg w danem zagadnieniu, i oznaczamy te niewiadomi osoba 446 #-' drzewa i 5 q wegla kamiennego zanb*
terg x. Nastepnie staramy sie jakg$ wielko$¢ wyrazi¢ w dwdj Oznaczajac liczby 0 ktérel 9 drzewa' a de 1 g wegla? pew-

sposéb zapomocg x i danych liczb. taczac otrzymane wyrazfmi X iy, otrzymamy rownanie'ftamy sig w zafadnieniu, kolgjno iite-
znakiem rownosci, otrzymujemy réwnanie, ktorego pierwias iy 'oi = 446
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podstawilisSmy za x te warto$¢ i obliczmy odpowiednig warto$¢ y. Otrzy-

Po lewej stronie tego £ ““dmgto jakim$ wspétaj* mamy :
niklem jest X, _ _ W *-* Jakie W ” 3Xx +2y= 12
nikiem; po prawe] stio J' dwiema nicwiadomemi. 2j/==12—3X,
my rownaniem stopnia p U wystarcza do wyznaczenia wat y==6—fx
Ta wartos¢ y wraz z przyjetg wartoscig x sprawdza takze drugie

rrrc;)gvnr@r_]i’é. Podstawiajge tédy w drugiem réwnaniu 6—%x za y, otrzy-
4d—3(6—fu)) = —L
, . Takie rownanie spetnia wartos¢ X, ktora wraz z odpowiednig warto-

, 0 _ ) ) .
L Po ./0'604' ?72’ ktore wraz z przyjetemi va seig y sprawdza uktad réwnan. Rozwigzujemy to réwnanie:
toneiami dla “sprawdzajg dane rownanie. _ AX—18 + £X= —1
8X—36 + 9x= —2,
N ownnier A AN enArAygMieadom \Mh, Whodpo”gdkowii; X 17;: 34,
jednak kazdej'warto$ci przyjetejjed nej Wartodci drai clad f(: 2 o bvé tviko liczba 2
Yy i niawi ; A artoscig x, sprawdzajacg uklad rownan, moze by¢ tylko liczba 2.
wartosc drugiej niewiadomej. Mowimy, Podstawmy 2 za X w ktéremkolwiek z danych réwnan, np. w pierwszem
nieoznaczone. Otrzymaniy:
Uzupetnijmy nasze zadanie nastepujacym'’ ; 6+ g%_—é& a stad:
Druga osoba kupita po tej same, eeme 3 g drzewa y; 3,
placita 41,2 z. P : : o A . o
A . » Pr?vst«pujac do rozwigzywania uktadu rownan, zatozyliSmy ze ist-
Otrzymamy drugie rownanie: niejg dwie ﬁczby, ktére podstawione za * iy sprawdzajg oba rownania.

Przy tern zalozeniu znalezliSmy, ze takiemi liczbami mogg byC tylko
wartosci x= 2, y= S Ze wartosci te smsiwlsmHin rhmw,,,¢,n;n

mozna
N Lo , , “ A * . Lx= 6+ 6= 12

%rse?/vsogagfgglgj’ptlgrv\\’/vslggcozsncﬁo l1:(’5,6 &am e ) f][ + 5»,, E«, L2=8—-9= --1;
la- 1 g wegla kosztowat M z}- 62 | , P . ..
3x + by= 21,2 ma rozwigzanie: x—3,4, y ow 'u kL 7u2rw £ WeC * * *  jedyne rozwija.

) ) ) ) ) * il Metode ro%woia‘zania uktadu dwu rownan, ktorej tu uzyliSmy

8 6 Rozwigzywanie uktadu dwu réwnan z dwiema mew”~azvwamy mefodg podstawiania Polega Qna na ” ,p Z jédne

8 - 3 _ownamg ﬁ?ﬁﬁ RAAA RigWiafMAprzez druga i podstawia-

. dwu réwnan stopnia pierwszego z dwi¥Y ZRAIEZIBAR WYHORY w drugiem rownaniu. Otrzymane row-

dwie liczby, ktéreby spanie z Jedrut niewiadomg rozwigzujemy, a znaleziong warto$é

podstawimy za *, a dostawiamy w ktoremkolwiek z danych réwnan. Z otrzymanego

v ) ownama z jedng niewiadomg wyznaczamy drugg niewiadoma

za 'y w obu rownaniach. £ znalezione warto$ci stanowia rozwigzanie danego uktadu réw-

Przyktad 1 Rozwigza¢ uklad réwnan: an, stwierdzamy przez sprawdzenie.

3x +3y= 12, \% , ° dmian® W ]i0 Pewn? metody podstawiania, jest metoda po-

,4X ¥~ kixe podstawione za X i iumuua-_0ega ona na tem, ze z obu réwnan uktadu wyrazamy

Przyjmujemy, ze ist_niej% bezy, o V w pierwszem rowni samg niewiadoma przez druga i faczymy otrzymane wyrazenia
sprawdzajg oba rownania. PomySimy ’ .

Rozwia,zae ukic
mewiadomemi a i y zna
dzaly oba réwnania, gdy jedng P
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, , ¢TI 1 Jjpm ten sposob réwnani jedn
znakiem rownosci, Uzyslkuj_gm\;? W P W 'P\n'w?<»_|ZJ a
niewiadomg, z ktorego te niewiadomg wyznaczamy. Da j p e
pujemy jak przy metodzie podstawiania.
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X— 4,2, a)r/1_4’5 stanowig rzeczywiscie jedyne roz

. Zatem WartOéClida X~ AZ

wigzanie danego u

Przyktad 4 Rozwiazaé uktad réwnan:

warSd fT J:
sobie te wartosci podstawione w obu réwnaniach zaz i J
nania stajg sie rownosciami, nozemy wiec do mon zas

4x—3y= 0,
Przyktad 2. Rozwigza¢ ukfad réwnan: x+ 3y= 15
3X+ 4y= 2 Rozumujac jak w przyktadzie 2, dodajemy stronami oba rownania.
2 Xx—3y=*= ) ] _ Otrzymamy-
Z pierwszego réwnania : z drt;g)l(e:go;iwg ;nla. 5;:; :,%5’
3 x=22:iy, 7+ 31 Podstawiamy znaleziong warto$¢ x np. w drugiem réwnaniu:
; y Co2 3+ 3y=15
Oba wi/(razenia dla x faczymj- Znakiem rownosci i fozmazujen, ng 22,
otrzymane réwnanie: 2 __4i] 7+3y" Sprawdzenie: Lx= 12—12= 0, Px= 0, L —P.
3 — 2 La= 3+ 12=15, P2= 15; L2= P2
4 g8y 21+ 9tf, Ukfad rownan ma rozwigzanie: Xx— 3, y = 4.
— /=1, L rOZWigzywania uktadu rownan, wyjasniona na ostat-
B _ y L oy 3— nich dwoch przykfadach, nazywa sie metodg rownych wspotczyn-
Te wartoé¢ podstawiamy w 2 I’OV\;nf;[]a:g: ox — nikow. Znajduje ona zastosowanie wtedy, jezeli w obu réwna-
' X= niach przy jednej niewiadomej sg rowne co do bezwzglednej war-
Sprawdzenie: L, = 6—4= , P,=2; L1= PI. tosci wspotczynniki. Dodajac takie dwa rownania (jezeli réwne
' |_’"=:4 +3=7, P2—7; 12=p2 bezwzglednie wspotczynniki majg znaki przeciwne) lub odejmujac

Przyktad 3. Rozwigza¢ uktad réownan:

43 + 5y —39,3;
3it 5y= 351
uktad

(jezeli rowne bezwzglednie wspotczynniki maja jednakowe znaki),
otrzymujemy réwnanie z jedng niewiadoma, z ktérego te niewia-
domg mozemy wyznaczy¢. Dalej postepujemy jak przy metodzie

u, a wiec, ze istnieje pPodstawiania.
Jezeli pomysli.

Jezeli wspdtczynniki przy zadnej niewiadomej nie g» rowne,

" J ¢_Pr* a pomnozenie jedneg
i> mozna uzyska¢ przy jednej niewiadomej wspdtczynniki réwne

ma O rownosciach. Odejmijmy te roawnosci stronami: rzy wyszukaniu owych liczb, przez ktére nalezy mnozy¢ réwna
q t 5«= 3515(Zmieniamy znaki na Jj*’.™0Ze M pomocnhym wzglad na to, ze réwny wspdtczynnik
_3n N eiwne) y ausi_byc wsPolml wielokrotnoscig wspotczynnikow przy tej samej
X newiadomej w pierwszem i w drugiem rownaniu.
Otrzymamy: = ) L . ..
Podstawmy w pierwszem réwnaniu 4,2 za X. Otrzymamy: Przyktad 5 ROZW'QZ%CXU_H%dy r:ovxigan.
16,8 + gy: %%% 4x 3y—8

a Sta(L: !2//::=
) , . wvniki] 1 Jezeli
Dochodzimy tedy do nastepujacego w . ]

anie, danego adu rownan, .to moze n
L 4,? I )9: ng ze {e wartoscl stanowig rzeczywiscie

nego ukiadu, stwierdzamy zapomoeg sprawdzenia.
i,_ 16,8+ 22,5-39,3;
L2= 126 + 225= 35,1, P,= 351,

istnieje rozly |
ko ] y

. Aby "Maé przy x wobu réwnaniacli jednakowe wspdtczynniki, na-

/ 'fmriozyc »ba, rébwnanja przez stosowne quzbg. Jednakowy  wspdt-

7 wartCymlk {rzy X M zie wspolng wielokrotnoscig liczb 6 1 4, a Wiec np.

ISR BBIREA MPSIng, eI Bilndadhy 12 Piersze rowns
12x—10u—™*0

P=393 W

r —F~
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Ten ukfad réwnan rozwigzujemy jak w przyktadzie Warunek 2/Czas jazdy rowerem z predkoscig :
+ 12xT|_10y: + 20, chodu z predkoscig o Kmjgodz. wynosi 3" godz.
- - Warunkom tym odpowiadajg réwnania :
2x— 9y= 24

Xx+y=12-2i; M +1 =

V= 4
4x 12 = 8, Rozwiazujac ten uktad réwnan, znajdziemy: x= 18, y = 10.
4x= 20, Podrdzny przebyt 18 fiwi rowerem i 12 km piechota.
X= 0. »  Sprawdzenie: Cata droga wynosita 18 km + 10 km — 28 km. Do prze-
Sprawdzenie: bycia jej rowerem potrzebowatby podrozny f£ godz. = 24 godz. zgodnie
Lx= 30-.20. 10, Fa*=10; L1=P1 z warunkiem 1 zadania Rowerem przebyt jednak podrozny tviko 18 km,
L= 2--12= 8 F2= 8: 12= p2 na co zuzyt J godz. —Il|godz.; reszte drogi, t. j. 10 km przebyt podrézny
+ 2 godz. 3| godz. zgodnie z%vgrt%zkiem 2 ?é)(?z{r?lza.trwa*a Ugodz. +

§ 7" Zastosowanie do rozwigzywania zagadnien.

] ) ., Zagadnienia z dwiema niewiadomemi mozna bardzo czgsto rnzwi»#A/
Przyktdd 1 Kupiec sprowadzit za 439 zt 50 kg kawy w j~wac takze przy pomocy rdwnania z jedng tylko niewiadoma. Tak np mozna

gatunkach: po 8 zt i po 11 zt za kg. lle kg kawy byto «aagadnienie podane w przyktadzie 1 rozwigzaé w nastepuli(acy sposob
Pierwszego gatunku bylo x kg, drugiego y kg. Zagadnienie zaxt Kawy pierwszego gatunku byto x kg, drugiego gatunku (50 —x) kg

dwie niewiadome, ale takze i dwa warunki, ktore mozna zapisa¢ w postiPomewaz 1 kg kawy pierwszego gatunku kosztowat 8 zt, a drugie-o ga-

réwnan; a mianowicie: *unku 11 ®>to eatv towar kosztowat x «Szt + (50- x) <11 zt ktéra")o
13 Caly transport wazyt 50 kg. warunk°w zadania ma wynosi¢ 439 zh. Stad réwnanie-

2) x kg kawy po 8 zt za kg 1 y kg po 11 zt za kg kosztuje 4398x + 11(50 —x) = 439. Rozwigzujac to rownanie, dochodzimy do ta-

Wyrazajac te dwa waruki w postaci réwnan, otrzymamy: «ego samego wyniku jak poprzednio.
X+ y—50,
8x + 11y= 439. sop'

Rozwiazujac ter, uktad réwnan, znajdziemy, *-S7, ,,-13, zt, 1 *s Kownaaiia z trzema niewiadomemi.
kawy po 8 zt byto 37 kg, a kawy po 11 z b{’ro 13 kg. Podobnie jak réwnanie z dwiema niewiadomemi jest réwniez réwna

Sprawdzenie: Kupiec sprowadzit 37 + 13 kg—50 trzema niewiadomemi réwnaniem nieoznaczonem Mozna w niem bo-
z pierwszym warunkiem zadania. Za 37 kg zaptacit 31 1 | n za dwie niewiadome podstawi¢ dowolne liczby, a trzecia niewiadoma
7 13 kn zaplacit 13.11 z4=143 zZ. Za caly transport zaptacit 296 #znaczyc z otrzymanego réwnania (z jedng nie”"LoZ Ttak abv se
oI iw 439 @& zgodnie z drugim warunkiem zadania. l3ps HOWVRRRIG ssprawdzatg, Nieoznaczony jest [QWRIE% Ukdad dWH FEWRARA

Zagadnienia, zawierajace dwie niewiadome, rozwigzywaé ratawié doelri llickbg & * o™Z/anego uktadu réwni? hjgwiadomi podt
na przy pomocy ukfadu dwu réwnan z dwiema mewiadomtiomemi wyznaczy¢ pozostate niewiadome tak abv uktad 2
W tym celu nalezy najpierw rozstrzygnac, ktdre liczby uw fjjtat Dopiero uktad trzech

nalezy za niewiadome; nastepnie nalezy wyrazié oddzieln® ~z* 2

sno oba warunki, ktére te ni€Widdeme maja sgetniaé, aW resg S S f “metodom

nalezy ulozyé z kazllego WAFIRKL vOWHaMB. RG2Wlfinie oh, » rownania T jiT S k™ ™ 7™ d° jed”ew celu:

manego ukfadu réwnan daje rozwijanie zadania. * = » 1« ) aobu réwnan ukiadu. Podobnie pLapimfTkSdem S h
Przyktad 2 Podrozny obliczyt, ze jadac rowerem przebedzie pWUdn Z trzema niewiadomeni.

ng droge w < godz. Poniewaz jednak w drodze popsut musiew Aby rozwigza¢ uktad trzech réwnan stopnia pierwsze™ 7 fr,c

musiat reszte drogi przeby¢ pieszo; ~wskutek tego podroz trwata 3£ *a niewiadomemi, ruguje sie (eliminuje usmJ-il n g, *
lle km przebyt rowerem, -a ile km piechota jezéli rowerem jechat z P(iy podstawi k poféwnan a US™ a) zaPO™ocg me*

koéun 12 Moin/gdaz, a pig¢coig”-d. z 527 S dwu rdwnan jedim niemidd.om i e »i« wiiiiiikuw
Rowerem przebyt x Km, piechotg y km niewiadomi e T d 4 i uzyskuje sie rownanie z dwie-

rozwigzania takiego ukfadu!
S S

7

Warunek 1. Suma drog X i y jest tak wielka, jak droga, ktoig F menu. Nastepnie rugujé si¢ te samg niewiadoma
bytby w 2| godz., jadac z predkoscig 12 /cm/godz. innych rownan i otrzymuje sie drugie réwnanie z dwiema

utowicz. Algebra n gimn

5
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Sprawdzenie: |\= 5—2= _ .
LS ES LB L %
li= 5+ 1= 6, ' T P
5zi22
uzeme stwmrdzamg ﬁ i “7 monet po tu zk po 5 zt i no 2 Zt
rozwigzanie Hikiady réwnan: F%%WJ%CMCF%@ monetﬁ”f&ﬂ*‘ﬁ@éﬂ*i@@zﬁ&éjno literami X, y j ,
nmv rozwigzanie ukladu czterech réwnan z. eANV * 0Scig z powyzszyeiy trzech warunkdw réwnania: '
Pedebnie sprowadzamy rozwigzani jednei MIENIRINTY Z sl 1045 +5Yy + 2z= 100,
Su-eh S b |, «— — * X+y+z2= 22
Przyktad 1 ktad rownar Rozyjiazui Kad ronnar znsjdzie
rz a . rozwiazac UKad rownan: Zywiazujac ten u rownan, znajdziemy  _ _ _
YJ 2x-ly-l-z_'6 -Spra/\dz! =4, y=28 z= 10
X+ 2y+5z; g
3x—  —3z° Cwiczenia.
Zaktadamy, ze ukfad réwnan ma rozw%zame
pierwszeg ugujemy y z drugiego i trap Rozwigzaé réwnania:
W ~ q ciego rownania metoda rownyt a) X-f5= 7:
ru rownama meto g pou- wspétczynnikow. Dodajac te r, ’ Q. —4=x—09;
staW|an|a - 62X nania, znajdujemy: 7 £—=3=5; - Tl ="~7= 2—x\
y= 0—cX—7 i o+ 7= 3; * _ * -
X+ 12—4x —2z+ 5z= 3 4x + 22= 6 gj 4 2= 1 -*) 3= 5-%;
—3Xx +3z=—9 U 5 ] At 3 3 ! |) 4 = _X_j_
_ praszczamy przez 2: S = 3 ox — 3= x~5-
Upraszczamy przez 3: - _ m) 2x X~5;
—X+ z= —3 2x+z=3 f) %I X_Z nj 3x + 5= 2a;
Rozwiazujemy ukfad rownan: —X + 2= —3, Y) 3 0) 5~2X 6—3X;
o 2Xx+ z= 3, K) 8.2, p) 4a—1 3x—1:
i znajdujemy: x= 2, z= 1 ) ! -rJ 2a—3= 3aT-f2;
Aby wyznaczy¢  y,postawjamy ** *e' - |’ sj] 8—3a= 10—2x
RN Iu g ) 5—x= 26-f2
i znajdujemy s = 3- — .
SIOrawdzerJne'J Ly= ?H 3—1— > Lt= Pi ; 37 2: X_4.’
T PEFTEiTEs Y Rl L= P wj 4z + 7= X~ 2

Ls= 6—6+ 3.=3 P3 3; P3=* XK 3—6a= 5—x;
V) 4x~ 7= a+ 2;

Przyktad 2 Rozwigza¢ ukiad rownan: / .
y az X+ y= 3, SJ £+ 5 Ta—7
2X+ 4y—z= % Rozwigza¢ réwnania:
X+ z=
“J 06— X—ag-f 12: ; _ .
Pierwsze z tych réwnan zawiera juz tylko dwie 6 2% -|= x+ 1) 03x —02= $X~
Aby uzyskaé drugie réwnanie z temi samemi mew adomeim, g j AN - oic— | i) fx -2= faa—3;
fzAugiego i trzeciego réwnania. Dodajac te rownany otrzymiamy . (? ' §f_— =1 k) i — Yhx—
svenai erwszem: ) . ) X—$x= $x + 3i;
Rown{anle_to taczymy z pierwszem: o X+ y—3 gt —fa= ; m) itx 95= Tix-f 7.5
Rozwigzujac ten ukiad réwnan, znajdujen;(y" y= 2 /J t* —f=»tar — 6,5; *13-iX = X —tx:
o 6 i —fa— n105x + 13= 5—0044.
Z trzeciego réwnania znajdujemy: 5= 1’ N &= $*+ 0,1

5*
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3 Rozwigza¢ réwnania: i\i.(T+ 7V
Bx+2)+ 2X- 5= (7X~ }>+ <K+ 7>

c) §)§_(4x + 33_ 7_(2X )1’« + (X

\/oTin_(312= (5x+4)—(7Tx 1>
) N a ! L o'l _(2x+ 1) + (2:r— 3);

D 2 N sy

R e s £ L A At fevou 1854
t>A5 —3{X+ 2)= 2 (1—2Xx),

P> 1% - 52f 2(x—"1)=1(2x-5) -5 (X-4)»
sj 3x-—2"5x—6) —3 (x+ 3) 3(2x M <h

4. Rozwigza¢ réwnania:

3x .
0> 2*  «. 6JN = 2X; 16 I Y = °'g
’ 7T —X
1= 2; O
Yy $&=1> ** + 1; y NN = 2x+ i

DIE8(Bx + 2) =t (7TX—4);
z 4ix 3)-i(x.+ )=+t -

m, 3(x-i)+ 4(ix +°3) = |x+375

2 [(5x-4)-i1(5x-2) =1(x+ 2+ 5,

0 2-Hx-H3™-t(x-1)]}==1"_

p) I+ ilx + t[*-H x - )U" @®.
nx_E(x-i[x-1(x-t=2+£x 1}
» 2(3[2(x- 4)+ 2X1-61 - 17 =8.6
H x—HfU@Bx+5) —4(x+ 2)H 2< ’
u) 3X—(5[4(X—1)—X>] 22>: 8'6

I % % 12- =1 V)X~

w) |- 3

Sx+ 1) x—2 4- o
Z) 6 4 y 0 To- 15

K)H -4(3x-") = x:

S «).

b)
7(4x+ 3) 4(x+ 1) _5

69
. Rozwigzuj w pamieci réwnania:

a) x+4-3= 0, b) 0= x—2, c) X+ 3= 7,
x—7= 0, 0= 3—x, X—2= 5
4—x= 0, 0= x+ 5 X+ 3= —2,

—5—x=0; = —7—X; X—3= —5;

d) 2—x- 3 ej 4= x+ 1, f) 4= 2—X,

=H2 5 =, AP 6= 8—X,

—3—x— 4, 2= X+ 8§, 2= I

—5—x——7; —3= x—2; — 3= 3—x

y) 2X—4= 0, h) 2x + 1= 7, i) 5—2x= 17,
6—2x= 0, 3x+ 0= 2 8—3x= —4,
0= 4x + 8§ 3x—2= 10, 1—4x= 5
0= 5—5x; 5x— 1= —16; -12 —7x= 2;

yj 3= 274-7, k) 2= 5—3x, 4 ix = 2
7= 3x—2, 12= 5—7X, hf= —1,

—3= 2®+ 9, —b5= 7—2Xx, 05x= 3

— 1= 5x—6; 1= —3—2x; 025x= —2;

m) 01x= 05 n) fx = —4 0] 8x—1= Q.
03x= 6, fx= 9 81 -2 =4
0,4x= 0,08, 8= 8X, 0= 6—|®,
02x= 40; 6= 1x; 6—E£x= 0;

P) | X+ 4= 0, rj 2x+ 3= x—7 j 4x—3= 5x—2
0= fx+ 6, 3IXx—1= x+ 9, --3= 3x+ 5
0= 5—fx 4x —3= 2x—1, 2X—3= 6x— 11,

=0 5#f-2—2ac+ 11; a+ 3= 3cc-f“7;

t) X+ 2: 8— u) 3—x 2# -6,
X—05= 7—2x, 4—2Xx= X—8;
X+ 3= —9—3X,(-3\ 3—Xx= X—_9>6/\
X—1=9—a; 2—4x= X—8;

w) 3—X= 5—2x, Z) —X—5—-—2x—1,
4—3X= —6—2x, —2x—5==—5x —2

7—2x= 2-_7x.
2—x= 8—4x; 7

—6X—T7==—2x—3,
—5X—5—=—3x—3;

Na jednym talerzu wagi lezaty 3 jednakowe kulki zelazne
L 2 ciezarki kilogramomes, a na drugim 2 takie same kulki
i 3 ciezarki kilogramowe; waga byta w réwnowadze, |le
wazyta 1 kulkaf

Na jednym talerzu wagi potozono 4 pudetka cukru, z kto-
rych jednak wybrano poprzednio 3 kg cukru; na drugim
talerzu potozono 3 takie same, lecz peine pudetka cukru
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i 2 ciezarki kilogramowe; wtedy nastgpita rownowaga, li ,V
wazy jedno pudetko cukru? _

c) Obwdd tréjkata rownoramiennego wynosi 84 cm,a ka|
X ' ramie 3,2 cm;ile cm ma podstawa? . ri
di Suma dwoch odcinkéw, roznigcych sie o 3 cm, gest 0 o
wieksza od mniejszego z tych odcinkéw. Oblicz dhugh €)
mniejszego odcinka. IL
Mnieiszy odcinek jest X, wigkszy X
e) Gdy zrobie wzdtuz pola 40 krokéw, to wystapie poza g
“ Sgod
20 cm. lle cm wynosi 1 krok? V, <" I
Trzej uczniowie maj? razem 4 zt 37 gr; drugi ma o 31
a trzeci 0 42 gr wiecej niz pierwszy. lle gr ma pierwszy!
Pierwszy magr x, drugi *+ 3 it d
b) Suma trzech bezposrednio po sobie nastepujgcych hez
turalnych wynosi 84. Znalez¢ te liczby. " LIO. a)
c) Suma trzech nastepujafceh po sobie liczb parzystych?
nosi 78. Obliczy¢ najnizszg z nich. e e
d) ZnaleZ¢ liczbe, ktéra jest o tyle wieksza od 1<, o ile,
mniejsza od 45.
ej ZnaleZé liczbe, ktora jest o tyle wieksza od —7, o ier

f %)

I-k

9)

F

N

mniejsza od +15. N
8. a) Jezeli do pieciokrotnosci jakiej$ liczby dodamy 14, di:
mamy 09- Jaka to liczba 1
O Pewien przedsiebiorca powiekszyt najpierw 3-krotmes
Ly majatek, lecz stracit potem 23000 zt; pozostato mu W
28000 zt. Jaki byt pierwotnie jego majatek .
ej- Znalez¢ liczbe, ktorej pieciokrotno$é pomniejszona o 7
0 9 wieksza od tej liczby.
d) Pieciokrotno$¢ pewnej liczby réwna sie szesciokroj Q

-> liczby o 7 mniejszej. Jaka to liczba?
e) Pieciokrotnos¢ pewmej liczby jest od szesciokrotnosci
by, mniejszej od niej 0 2, 0 1 wieksza. Jaka to liczba.

cm;gdy zrobie 39 krokéw, to do gra

’r‘bjj

Trzej robotnicy zarobili razem 56 zt; pierwszy pracowat

7 dni, drugi 5 dni, a trzeci 4 dni. lle wynosit zarobek dzien-

ny robotnika? Jak podzielili sie zarobkiem?

Rozdzieli¢ 91 zt miedzy 3 osoby tak, aby pierwsza otrzy-

mata 5 razy tyle, ile druga, a druga 2 razy tyle, ile trzecia.

Proch strzelniczy skiada sie -a™egla, saletry i siarki. Sa-

letry zawiera 4 razy tyle, ile siafkj, a wegla 3 razy tyle, ile

siarki. lle siarki jest w 24 kg prochu strzelniczego?

Trzej kupcy zatozyli sklep kosztem 30000 z. Drugi dat na
£k 2000 zt wiecej niz pierwszy, a trzeci 2 razy tyle ile

n?)elgnsty. lle wptacit pierwszy?

Jezeli w pewnej sali szkolnej po dwoch uczniow” pewnej
klasy usigdzie w kazdej tawce, braknie miejsca dla 6 ucz™ *
niow; jezeli za$ usigdzie w kazdej fawce trzech ucznidw,
pozostang 2 tawki wolne. lle jest tawek w tej sali?™

Jeden uczen miat 75 gr, drugi 45 gr. Gdy obaj wydali na
$niadanie jednakowe kwoty, okazato sie, ze pierwszy miat 9
2 razy wiecej pieniedzy niz drugi. lle gr wydat kazdy uczen 1
Ojciec ma 42 lat, a syn 12. Po ilu latach ojciec bedzie 3 razy
starszy od syna? Przed ilu laty byt ojciec od. syna 4 razy
starszy? 1T

Uczen zapytany, ile ma lat, odpowiada: ,,Za 5 lat bede miat

2 razy tyle lat, ile miatem przed 4 laty*. He lat ma uczen?

Liczba dwucyfrowa, majgca na miejscu jednostek cyfre

1, zmniejsza sie 0 9, gdy cyfry jej przestawimy. Znalez¢ te

liczbe.

Uwaza¢ za niewiadomg X cyfre, stojacg na miejscu dziesigtek. Szu-

Iigna liczbg bedzie 10X + 1 Po przestawieniu cyfr otrzymamy
+ X

Jezeli w pewnej liczbie dwucyfrowej, majacej na miejscu

dziesigtek cyfre 4, przestawimy cyfry, otrzymamy liczbe

0 12 mniejsza od dwnkrotnosci wymienionej najpierw liczby.

Znalez¢ te liczbe.

j*

Suma trzeciej i czwartej czeSci pewnej liczby jest o 10

9.f«) Suma pewnej liczby, jej pigeciokrotnosci i siedmiokro¢” mniejsza od tej liczby. Jaka to liczba?

wynosi 143. Jaka to liczba? -\ _ n *+ChJ

h) Trzej uczniowie majg razem 2 zt 40 gr; drugi ma |

A‘ atrzeci 5 razy wiecej pieniedzy niz pierwszy. lle pie
Yy ma pierwszy?

M/

Suma czwartej i szostej czesci pewnej liczby jest o 7 mniegj- ~
sza od tej liczby. Jaka to liczba?

Jaka liczbe nalezy pomnozy¢ przez f, aby ja zmniejszy¢ o0 5? 17+ 4

- Xt-
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"dy Suma trzeciej i czwartej czesci pewnej liczby jest o 4 mnigj-'

sza od sumy jej potowy i szostej czesci. Znalezé te liczbe.
Przekupka przyniosta na targ jabtka i sprzedata z nich ngj-
pierw | potemi, a wkoncu i cze$¢ pierwotnego zapasu
Po obliczeniu okazato sie, ze miata jeszcze o 1 jabtko wigcej
niz potowe pierwotnego zapasu. lle jablek przyniosta ra

el

}

(f) Pitagoras zapytany, ilu ma ucznidéw, odpowiedziat, ze polowa

f jego ucznidw uczy sie matematyki, czwarta czesc przyrody,
siodma czes¢ uczy sie milcze¢, a nadto uczg sie u mego 3 ko
biety. llu uczniéw miat Pitagoras ?

g) W dno rzeki wbito stup; i stupa tkwi w dniu rzeki * znagj

J duje sie w wodzie, a ponad wode wystaje 135 cm. Jak wy
soki jest stup?

i )Przy wyscigach wyznaczono 3 nagrody, z ktorych kazda ni

U L L byl 2 razy mniejsza od poprzedniej Ile wynos,
najwieksza nagroda, jezeli suma wszystkich wynos.1
2100 z?

i) z pieniedzy, ktére miatem, wydatem 4 z i f pozostatej n
szty. AVtedy pozostata mi jeszcze £ kwoty, ktorg miatem rt
poczatku. lle pieniedzy miatem poczgtkowo?

J) Z 320 zt wydatem najpierw x zt, a potem £ pozostatej resz j
wtedy pozostato mi 80 zt. Obliczy¢ x.

k) WieSniak widzt na t«rg jabtka z zamiarem ¢'Przedawama t
sztuk za 1 z. Musiat jednak zaptaci¢ 2 zt optaty targowe,
ktorej nie przewidywat. Aby uzyska¢ te sama kwote, sprzt
elawrat 16 jaltRkcza 1zt lle miat jablek?

1) 520 zt rozdzieli¢ miedzy 3 osoby tak, aby druga o rzym
f tego, co pierwsza, a trzecia f tego, co druga.

Pierwsza otrzyma x z, druga 8 x i t. d
f m) Jeden bok tréjkata wynosi f obwodu, drugi bok A obwodt
___atrzeci bok ma 10 cm. Obliczy¢ obwod tréjkata.

n) Predko$¢ pradu Wyn03| 2,4 fcm/godz AStatek”ynietpr?
dem” eazy predzej, niz przeciw pradowi. Jaka jest pre
kos¢ statku na spokojnej wodzie? 1

gAalez¢ Ucihe, ktorej 12'/. wynosi 108.

h) Pewng liczbe zmniejszono o 15%,, i otrzymano 119. Jakai \

liczba?

«

13
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c) Pewnego dnia byto na lekcji 8£70uczniéw nieobecnych, a 33
ucznidwlbyto obecnych. Ilu uczniéw liczyta klasa?

Towar netto wazyt 273 kg; ile wazyt towmr brutto, jezeli
tara wynosita 22°/o ciezaru towaru brutto ?

e) ; Kupiec sprzedat towar z 30-procentowym zyskiem (obliczo-
ny nym z ceny kupna) za 936 z. lle kosztowat go ten towar?

/J) 10°/0 ucznidw ukonhczylo klase z postepem bardzo dobrym,
37,5% z postepem dobrym, 35°/0z postepem dostatecznym,

a 7 uczniéw z postepem niedostatecznym. llu uczniéw byto
w Klasie?

Kapitalista umiescit § swojego majgtku w papierach warto-
Sciowych, przynoszacych 8°/0 dochodu-, 1 cze$¢ w papierach,
przynoszacych 7°/o dochodu, a reszte ztozyt w kasie oszczed-
nosci na 6°/0 Miat wtedy 10010 z rocznego dochodu. Jaki
hyt caty kapitat?

h) Pewien kapitat wynosit wraz z 8-procentowym dochodem za
4 miesigce 1909,6 zk. Jaki to byt kapitat?

i) Wiesniak sprzedat zboze i chce z otrzymanej gotowki odto-
zy¢ sobie taka kwote, aby za 6 miesiecy mogt nig zaptacic
rate dhugu, wynoszaca 130 z. Jak wysoka musi by¢ ta kwo-
ta, jezeli pienigdze moze umiesci¢ na 8°0?

~NKKto$, majac 120000 z+ kupit dom, trzecig cze$¢ pozostatych

""*pieniedzy umiescit na 6%, a reszte na 8°/Q Pienigdze te przy-

nosza mu 4840 zt rocznego dochodu. lle zaptacit za dom?

d)

9)

a) b kg kawy po 4,2 zt za kg zmieszano z 7 kg kawy drugiego
gatunku i1 otrzymano mieszanine po 3,5 zt za kg. lle koszto-
wat J kg kawy drugiego gatunku?

b) Do 600 g 20-procentowego roztworu soli (na 100 g roztworu
80 g wody i 20 g soli) dolano 400 g innego roztworu soli

i otrzymano roztwér 14-procentowy. Jaki procent soli za-
wierat ten drugi roztwor?

lle kg herbaty po 8 zt za kg dosypa¢ nalezy do 6 kg herbaty
po 12 zt za kg, aby otrzymac herbate po 11 z za kgl

\cj.

) lle g ztota proby 900°/@ dodaé nalezy do 400 g ztota proby
/

800’,“” “by °t,ZymaC prtby 8367 !
lle g wody dolac nalezy do 1 kg 96-procentowego spirytusu,

/)v aby otrzymac spirytus 50-procentowy?
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f)/lle g czystego srebra doda¢ nalezy do 200 g srebra pd
\/ 800°00, aby otrzymaé zioto préby 9450q,?

15.\a//Zbiornik napetnia sie wodg w 2 godzinach, jezeli wodat
\' j / ptywa do niego tylko pierwsza rurg, w 3 godzinach, je*
doptywa tylko drugg rurg, w 6 godzinach, jezeli woda c
ptywa tylko trzecig rura. W ilu godzinach napetni sie za(
nik, jezeli woda doptywaC bedzie trzema rurami roar
czesnie?
Pierwszg rurg doptywa w 1 godz.  zbiornika, drugg  zbiorni
trzecig | zbiornika. W X godzinach doptywa (i* + 3*+i
zbiornika, co ma da¢ 1 caty zbiornik.
\b VJeden robotnik, pracujgc sam, wykonatby pewng prace w
dniach; drugi robotnik, pracujac sam, wykonatby te prs
; w 30 dniach. W ilu dniach wykonajg te prace pracyj
réwnoczesnie |
Pierwszy robotnik wykonywa w 1 dniu”5, drugi  pracy; it
¢/ Kozwigza¢ poprzednie zadanie, przyjmujac, ze drugi
" botnik stanat do pracy o 5 dni p6zniej od pierwszego.

1 6 . Uczen A ma 70 gr i dokfada do tej kwoty codziennie 2[
V uczerh B ma 30 gr i doktada do tej kwoty codziennie 4i
Za ile dni obaj uczniowie bedg mieli jednakowe kwoty 1
V / W chwili gdy postaniec pieszy, idacy z predkoscig
'v~' fow/godz., przeszedt juz 7 km, wystano za nim postanca k
nego, jadacego z predkoscig 8 kmlgodz. Po ilu godzin:
dopedzi postaniec konny pieszego?

'c)‘Za postancem, idacym z predkoscig 4 kmlgodz., wsls
0 14 godz. pozniej drugiego postanca, idacego z predko?
5|fcm/godz. Kiedy drugi postaniec dopedzi pierwszego!

d) O godz. 5 wystano z A postanca, idacego z predkoscig
kmlgodz. z wazng wiadomoscig do B, oddalonego o
0 195 km. O godz. 7 zaszta potrzeba odwotania tego
stanca. Wystano wiec za nim gonca, ktory ma postanca
pedzi¢ w chwili, gdy ten przybedzie do B. Z jaka predko?
musi jecha¢ goniec?

ej Po ilu latach zréwnajg sie kapitafy 1850 zt i 1700 z, ook
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g) Uczen A ma 6 zt i kupuje sobie z tej kwoty codziennie za
20 gr drugie $niadanie. Uczen B otrzymuje codziennie 20 gr,
wydaje jednak na $niadanie tylko 15 gr, a reszte oszczedza.
Po ilu dniach obaj uczniowie bedg mieli jednakowe kwoty?

h) Ze stacji A wyjezdza pocigg o godz. 8 do stacji B, z B za$
wyjezdza do A pocigg o godz. 8 min. 6. Kiedy spotkajg sie,
jezeli oba jadag z jednakowa predkoscig 0,6 kmlmin, a od-
legtos¢ AB = 18 kml Jak daleko od A spotkajg sie?

1) Ze stacyj A i B, oddalonych od siebie 0 22 km, wyjezdzajg
naprzeciw siebie rownoczesnie dwa pociagi; pierwszy jedzie
z predkoscig 26 km/godz., drugi z predkoscig 40 kmlgodz.
Po ilu godzinach od chwili wyjazdu spotkajg sie?

. @) Suma trzech liczb, z ktorych kazda nastepna jest o 2f wiek-

Isfzabod poprzedniej, wynosi 6. Znalezé najmniejsza z tych

iczb.

b) tociag przebywa w kazdej godzinie 36 km, a ma przebyc
450 km. Za ile godzin od obecnej chwili przebedzie za
ile zailei cze$¢ catej drogi, jezeli dotad jest w ruchu juz
5 godzin?

c) Na sptacenie diugu 2592 z, zaciggnietego przed 5 laty, pta-
cit dtuznik i ptaci co roku (oprocz procentow) 216 zk. Za ile
lat od chwili obecnej sptaci potowe, zaile i, a zaile i czesé
catego dtugu?

d) Do 450 g kwasu siarkowego dolano 750 g wody. He kwasu
siarkowego nalezy jeszcze doda¢ (lub usunac), jezeli chce-
my otrzymac roztwor: a) 40-procentowy? /2J 30-procento-

e) Stacje kolejowe A i B sg oddalone od siebie 0 12 km. O godz.
12 przejezdza przez stacje A jeden pocigg, a przez stacje
b drugi pociag; oba pociagi jada w tym samym kierunku:
od A przez B dalej. lle minut po godz. 12 (lub przed godz.
12) mijajq sie te pociggi, jezeli aj pierwszy przebywa | km,
adrugi § km w 1 min.? fi) pierwszy przebywa \ km, a drugi
f kmw 1min?

Pociagi mijajg sie, gdy ich odlegtosci od /t sg jednakowe.

na procent prosty, pierwszy na 4,5°0, a drugi na 6°/QL f) Kupiec sprowadzit527 kg towaru, ptacac 3,48 ztzalkg. To-

f) Kapitat 700 zt ztozono na 5°/Q a kapitat 1300 zt na 6’0

ilu latach bedzie drugi kapitat 2 razy wiekszy od pierw?

go, jezeli liczy sie procent prosty?

war sprzedat wdwdch partjaeh: Najpierw sprzedat212kg,
apotem 315kg, dilugim razem pocenie 040gr na 1kg wyz-
szej, niz przy sprzedazy pierwszej partji. Zg caty towar
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otrzymat 194930 zt. lle zyskiwat (tracit) przy sprzedazy m) 4x -|-y  5X-j-y - i8+y-4
1 kg w pierwszej partji? 8- 12. 6
W pierwszej par.ji eprzedawat 1 po (348 + X) * w druCT 2x+ 3y 2x\y x+1_ | A~ o
, po (348 + x 4 04) z. 3 5 J 3 _
\ 18, Rozwigzaé uklady réwnan. 20. Rozwigzuj w pamieci uktady rownan:
* 4+ d= 12 2x + 33= 1, a) 2x-f3y—7, 0] x—5y= 2
NN Xy =2 » =8 y—I; y= —2;
(C} oy = O 4x + 3j/= H> ¢) 2x + oy = 4, d) 2x —3t/= 4,
s 2{/‘ > 4x—32= 5; X ——3; y= 4:
”» 18z —492= 5, e) 2x—3y —2, f) x+ y=7
|e) 4x—5t/” 5 _1- - . y ’
A i - Q- 12g—35y=.1; X= —2; Xx—y= 1
6Xx—7i/= 9; 1 =) _ ;
6 x+ 21= 7, ( g+ 4= 1, g) x+y=1, X+ y~6.
N 9x —4j/= 0; x—8y= —1 X+ 2y= —1 2x—y= 9
(1) 14x + 15y= 12 2x—2/—_3, _ i) X—y= 17, j) x—y= 2
2la+ 257=13; 3L—22= 1 2xJ-y = 2 X+ 22/e=5:
i - : X+ 22/=6 h) x—y= 5, N x-f21= 10,
(fej 3g—7)/= 0, : ) —
. 2x+ 5= 0; - 5x —3y —10; X 2¥= 3 g= 2x;
An) 5x—4t = 10,\ ] 23x—2+y= 17, m) 3x—2y—14, x—3y= 6
%/ 3x —8y- ’ 17x—187= ii; y=z—2x\ X= 5y;
of 5x—3y=:6, \ v\ i i fi O SX—7y=19, P) x= —2y,
4x —5% > WN* X= 2y; 2x—y~ 10;
_ rNy= 2x+ 3 sj x=y-(-3
19. Rozwigza¢ ukfady réwnan 4x 5y 15 y-: X—1; N X= 2y—3
n\ S b) 3 14 21.* @) Liczbe 100 roztozyC na 2 sktadniki, z ktorych jeden
* Ay =i- 2x ,2y_ g uu ui ubiegu.
H 4i 4+8 " 3+ 3 f b)) Przy wyborach otrzymat jeden kandydat o 12 gtoséw wie-
D 3 2 _' 3 2 f) x+ 2y = 11, cej od drugiego. lle gltoséw otrzymat kazdy kandydat, jezeli
) 3x - 2y =3, x i y-2 . x+l1, y+ 1. na obu razem oddano 78 gtos6w!
65X 2%’ - ~XX 7 0, 3 2 (ej Katy ostre w pewnym trdjkacie prostokgtnym roznig sie
ox + 5 3inr 2v=1 5x+ £—2%x—5y 9 0 12°; obliczy¢ oba katy ostre.
X y )or_ey= —W ~ 9 (d) Kat przypodstawny w pewnym tréjkacie rownoramien-
2x6 3y= 2: ¢ X—4y= 3; nym jest dwa razy wiekszy od kata u wierzchotka. Obliczy¢
anr+-jrr2Tiry -J. _ 2xx 9y X+ Qy_4 oba katy. ¥
0 —er 15 =1 = 6 9 Zmieniano 1 zt na monety 5-groszowe i 10-groszowe, przy-
X+ V=t jc+ 2y —1; czem monet 10-groszowych bylo o 1 wiecej niz 5-groszowyeh.
y==4 A lle byto monet 5-groszowych, a ile 10-groszowych?
A 3 4 Yy -nr-06 U

2X+.y . Zadania rozwigzywac badZz zapomocg ukladu réwnar z dwiema niewiado-
Xx+2 y+1_t. y le 18 —A nemi, badZz zapomoca réwnania z jedng niewiadoma.

2 5 \'/ ithbhbi, 1
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10

\W

(i) Mam dwa razy tyle ksigzek, co zeszytow Gdy dokupie

& 7 ksigzek i 1 zeszyt, bede miat 3 razy tyle ksrazek, co zeszy
tow. lle mam ksigzek, a ile zeszytow |
/A T7a kazde zadanie, rozwigzane bez pomyiki, otrzymywat
N mX4gr,a» M -danie
3 gr; po rozwigzania 10 zadan imat uczen 19 gr. lle -dal
rozwigzat bez pomytki, a ile z pomytkg?
f}i) Podstawa pewnego prostokata jest 3 ™zy wle o~
V, sokosci Gdy podstawe zwiekszymy 0 2 cm, a WysO am
V ~sz ymy o 3cm, to obwod jego wyniesie 62 cm. Obli
, czy¢ podstawe i wysokosc prostokata.
(M) Liczbe 54 roztozy¢ na takie dwa skiadnik,, aby suma 6
J”NzeW jednego z nich i 5-tej czeSci drugiego wynosita 1

(0

Obwod tréojkata rownoramiennego wynosi 28 a iai,,

> £f wynosi i podstawy. Obliczy¢ podstawe i ramie.
(i) Obwodd prostokgta wynosi 18 cm: wysoko$¢ jego wynos,,

VIVKat u wierzchotka trojkata rownoramiennego wynosi J (

#p

Ha Parowiec Erzebywa droge 70 ki

podstawy. Obliczy¢ podstawe i wysokosc.

rtylegtego do niego kata zewnetrznego. Obi,czyn katy .
wnettzne tego tréjkata.

nym z predkoscig 338 m/sek. Jaka byta predkos¢ gtosu, a jr
ka predkos¢ wiatru ? } s

prz ebywagx(/) godz 3&?
em. rzeki, t

g(ﬁ));ap ynie przeC| pradéw,i. Jaka Jest BITdkOSC E

a jaka predko$¢ pradu?

0) Liczba dwucyfrowa, w ktorej suma Z’ prir
0 9 wieksza od liczby, ktéra z mej powstaje przez pr»

stawienie cyfr. Jaka to liczba? f

\v ) iwhu trzycyfrowa, majgca na miejscu d2|e5|qtek p <

P>tfw ie S od liczby, ktéra powstaje z nie, przez pn

\ stawienie cyfry jednostek z cyfrg setek, o 396,
V  na miejscu setek jest 3 razy wieksza od cyfry na miej
jednostek. Jaka to liczba?
22

* Porownaj uwage do zad. 21.

b)

'0)
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z liczniejszego oddziatu przeszto do mniej licznego 5 ucz-
nidw, liczba uczniow w obu oddziatach bytaby jednakowa.
Hu uczniow jest w kazdym oddziale?

W oddziale A pewnej klasy byto o 6 ucznidw wiecej niz
w oddziale B. Przy tworzeniu oddziatu C przeznaczono
do tego oddziatu j cze$¢ uczniéw oddziatu A i ™ cze$¢ ucz-
niow oddzialu B; wtedy pozostata w oddziatach A i B
jednakowa liczba uczniéw. Ilu uczniow bylo pierwotnie
w oddziale A, ilu w oddziale B?

W dwoch naczyniach znajduje sie woda. Gdybym z pierw-
szego naczynia przelat do drugiego 5 I, to w obu naczy-
niach pozostataby jednakowa ilos¢ wody; gdybym z dru-
giego naczynia przelat do pierwszego 8 7, to w drugiem
naczyniu bytoby 2 razy mniej wody niz w pierwszem. lle

Obwody znajduje sie w kazdem naczyniu?

d)

Ojciec jest o 28 lat starszy od syna; przed 2 laty byt od
syna 3 razy starszy. lle lat ma ojciec, a ile syn?

'€T? Ojciec ma 2 razy tyle lat, ile dwaj jego synowie, z kto-

a)

b) .

c)

d)

za 20 lat bedzie miat ojciec tyle
lle lat ma ojciec, a ile miod-

rych starszy ma 11 lat;
lat, ile obaj jego synowie.
szy syn?

Kapitat 12 000 zt rozdzielono na 2 (nieréwne) czesci, ktdére
wlozono w dwa rozne przedsiebiorstwa. Gdy pierwsze
przedsiebiorstwo przyniosto 15°/0 dochodu, a drugie 12°/Q
wynosit dochod 1650 z. ile wiozono w pierwsze, a ile
w drugie przedsiebiorstwo?

Czteroklasowe gimnazjum liczy 250 uczniow. W dwoch
klasach nizszych uwolniono od optaty szkolnej 8|°/0 ucz-
nibw, a w dwoch klasach wyzszych 12°/Q W calej szkole
uwolniono 10°/0 uczniéw. llu uczniéw bytlo w dwdich kla-
sach nizszych, a ilu w dwoch klasach wyzszych?
Kapitaty 4800 zt i 6000 zt, ztozone na rozny procent, przy-
nosity jednakowy dochdd roczny. Gdy stope procentowg
obu kapitatow obnizono o\, dochéd roczny od obu kapi-
tatdbw wynosit 426 z. Obliczy¢, na jaki procent ziozony
byt pierwotnie kazdy kapitat.

Na terenie falistym jechat cyklista z predkoscig 21 kmlgodz.

- a)W dwocli oddziatach pewnej klasy jest 62 uczniow; gogdot, a 9 kmlgodz. pod gére i przebyt pewng droge w 2

godz. 20 min. Jak diuga jest ta droga, jezeli do przeby-
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cia jej zpowrotem potrzebowat cyklista przy tych samyd.

predkosciach 2 godz. 40 mm.!

JWr® S B

potrzebowat cyklista ~ godz. i t. d.]

da ¢

wegla i 5 g drzewa. W dmgmr 1>1>»» D
68 zt, gdy spalono 4 g wegla i 10 q cuzewa

1 oweglai 1 g drzewa.

"5 8L

dWHwaj uczniowie 1 i 2 chca lllpi¢ rower za 130 zt; Zzaden
z nich nie ma jednak tyle pieniedzy. A mogtby go kupic,

J gdyby mu B pozyczyt ~ swoich pieniedzy; B mogtby go
kupie, gdyby mu A pozyczyt 8 swoich pieniedzy; Tlo z
ma A, a ile BI

c) Xa oddziatu wojska przygotowano zapas zywnosci na pg-

G "wien czas- Gdyby do oddziatu przytgczyto sie jeszcze 600

V ludzi- zapas wystarczytby na czas krétszy o H) dni; gdy-
by komendant odestat z oddziatu 160 ludzi, zapas wystar-
czytby na czas dtuzszy o 3 dni. llu ludzi liczyt oddziat
i na ile dni przygotowano zapas zywnosci!

[Przy ukiadaniu réwnan zwréci¢ uwage, ze liczba przygoto-

wanych porcyj dziennych pozostaje zawsze ta sarna.]

/) Kupiec ma dwa gatunki towaru. Towar pierwszy sprze-
daje z 25-procentowym zyskiem (obliczonym z ceny kupna),

7 drugi z 12-procentowg stratg. Gdy sprzeda 15 kg towaru

pierwszego i 24 kg towaru drugiego, traci 2,40 zi;j/gdy

~by-800*/-; rfS Z S ifl& | Obliczy¢, jakiej ph _ . . :
|eg sprzeda 20 kg pierwszego towaru i 18 kg drugiego, zara-
yI” kazdy ™ GEtREKCEIRu. a ma bia 520 z. Obliczy¢ ile pfacit kupiec za 1 kg towaru

n Ziotnlk po— AR ~ kazdego gatunku.
V orir — -aW BHAMEE 2wy s s vyl/ miejscowosciami A i B, oddalonemi od siebie
0 *m, kursujg dwa autobusy. Gdy jeden z nich wy-

i agrirocentowego F8%

noTML” 2y, aby otrzymac 498 2 15-p
tworu!
“"rabryka.ot”oo ty”lIO0O «* «

FY sgli; & jlg 33-procentow-
F@fé@f’w.

JeNa z A>a dru™ rownoczesnie z B, to spotykajg sie
po 4.) minutach od chwili wyjazdu. Gdy za$ szybszy z nich
wyjezdza z i 0 20 minut wczesniej, niz drugi z B, spo-
tykajg sie po 54 minutach od chwili wyjazdu szybszego.
Obliczy¢ ile km na godzing przebywa kazdy autobus.

albo z 2 wiekszych i 7 mniejszych wozow lle t VE/% Po torze wyscigowym, majacym ksztatt kota o.obwodzie
gie w wiekszym wozie, a ile w mniejszym! 406 m jadg dwaj cyklisci. Jezeli jadg w kierunkach zgod-
na d nych, mijajg sie co 2L min.; gdy jadg w kierunkach prze-

Gdv pierwsze ’\rwykona 3

ciwnych, spotykaja sie co £ min. Obliczy¢ predkos$¢ kaz-
dego cykllsty

o> Gj klisei mijajg sie, gdy rdéznica ich drog wynosi 456 m

BIOtOW Gdyj) % K , a drugie o 7 zgbow ngceﬁ_ W'ie’\’\I/Za dwa weksle, jeden opiewajacy na x zt ptatnych za

8Bt

plerws’\ &

czy¢ boki prostokata.

pierwszego kola Rrzypadatyby 2 obroty dntf.

3 mie$S drugi na , zt ptatnych za 5 mies., otrzymat ku-
piec 20325 zt, przyczem odliczono 10v,, eskontu: Gdyby

pierwszy weksel byt ptatny za 5 mie$., a drugi za 3 mies.,
otrzymatby za te weksle 2027,5 z. Obliczy¢ z i .

ChodEJd )?tbp §| 28 3 mies- oblicza sie¢ w praktyce tak, jak do-

utowiez. Algebra n gimn.
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/ d) Pewien kapitat ztozony na procent wzrdst po 6 mies.
kwoty 6765 zt. Gdyby ten kapitat procentowat sie nie
lecz 10 inies. wzrostby do kwoty 6875 z. Obliczy¢ Kkapi-
tat (x) i stope procentowg (y).

(r)i(x+y)-% (2+5) = 2, 2
-|(2y-2)~f(x+y) = 4

y+ z=X;

(J) tx + ly-\-2z
Ux+y) = $y,

2 (2 X)— HX

[W utozonym uktadzie réwnan uwazaé za niewiadome X i Xy 2. 3) W pewnym pociagu bylo 200 oséb. Ilos¢ osdb, jadacych

Pewien kapitat ztozony na 4°%0 wzrost w pewnym czasie
do kwoty 4340 z&. Drugi, taki sam kapitat ztozony na 5
wzrost w tym samym czasie do kwoty 4375 zk. Jaki by
ten kapitat i jak dtugo sie procentowat?

[Uwzgledni¢ uwage do poprzedniego zadania.]

27. Rozwigza¢ ukiady réwnan:
a) 3x4-2y—z—5
2x—il+ 22= 9,
X—52+F3s= 6
c) 5x—9y-\-4z ——1,
10x4-6y—5z= 18

b) 4x-\-y-\-4z —1,
6x+ 3y4-10z= 17,
2x+ 4y 4-15z= 14
d) x4-2y —z——1,
3x4-y—z7—26,

15Xx—2y—s==20; X—y—2"= 1,
6x—4 + 32= 2 0 3x—2y+ 22= 9,
4x—y—3z—13 2x —37+ 52= 15
2x—3i/+ 42= —T; _ 5x—4y4-32= 15
» 2X+ 7y—2= —1, [V) 3x —4y A 52= 1§
3x—2y+ 32= 29, 5x —6y —42 = 19,
5x+ 5y—2z= 12; 4x+ 2il+ 32= 35
i) X4-4y= 1, i) X+ y= 4
2X—6t+ 52= 2 V at+ 2= 9,
2X b6y—z—14; I+ 2= 1,
X+ y=5 N+ y—2= 0
x4-a= U, \ 2x + y= 4
X y—z—5; X—2= 4
P+ ty + % = n. +)=0
t* + ty-fi* = 5 g =2
&+ ty +t2=1; ty+z=6;
v + *4-V -+ -+ *
3x+ 1 y—2, 2
+ ¥ - 2z-4- 5 g 1ou i
- J+ e x+l y+1,2+1
f-.J+22-1,; 4 6 + 4

tLs

Ay) Obliczy¢ katy wewnetrzne a, j3 y trojkata,

trzecig klasa, byla 5 razy wieksza od ilosci osob, jadacych
pierwszg klasa, a 0 9 mniejsza od podwdjnej ilosci 0sob,
jadacych drugg klasg. Tle osob jechato kazdg klasg?

b) Kwas siarkowy skiada sie z wodoru, siarki i tlenu. Siarki
zawiera 16 razy wiecej niz wodoru, a tlenu dwa razy wie-
cej niz siarki. lle g wodoru, ile siarki i ile tlenu zawiera
637 g kwasu siarkowego?

c|.W trzech oddziatach pewnej klasy jest 96 uczniow. Gdyby

J z oddziatlu A przeszio do oddziatu B trzech uczniéw, liczba
uczniow we wszystkich oddziatach bytaby jednakowa. Ilu
ucznidw liczy kazdy oddziat?

d) Na brzegu rzeki lezg dwa miasta A i B, oddalone od sie-
bie 0 56 km; A lezy wyzej, B nizej. Dwa statki, z kto-
rych drugi wyprzedza pierwszy na spokojnej wodzie w 1
godzinie 0 4 km, kursujg miedzy temi miastami. Gdy
pierwszy statek wyjezdza z A, a drugi réwnoczesnie z B
naprzeciw pierwszego, to spotykajg sie w odlegtosci 30 km
LA ? gdy za$ drugi statek wyjezdza z A, a rownoczesnie
z nim pierwszy z B, to spotykajag sie w odlegtosci 38 km
od .4. Obliczy¢, jaka jest predkos¢ kazdego statku na spo-
&ojnej wodzie, a jaka predkos¢, ktora pIFad Badaje stat-
om.

suma bokéw AB-{-BC= 11 cm,

ej 'W tréjkacie ABC
BC AC= 12cm, AB+ AC—13 cm. Obliczy¢ boki
trojkata.

f) Obwod trojkata wynosi 21 cm. Suma dwoch bokéw jest

2 razy wieksza, a ich réznica 2 razy mniejsza od boku

trzeciego. Obliczy¢ boki tréjkata.

jezeli:
«+ £=139°, B+ y= 143

h) Suma dwoch katéw wewnetrznych trdjkata jest 2 razy
wieksza, a roznica ich jest 2 razy mniejsza od trzeciego
kata wewnetrznego. Obliczy¢ te trzy katy.

‘23a) Trzy liczby maja te whasnosé, ze gdy kolejno do kazdej

6*
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przyjezdza do B. Pocigg osobowy jest w tej chwili od B
oddalony jeszcze o 27 km. Obliczy¢ predkos¢ kazdego po-
ciggu i odlegto$¢ A od B.

d) Obwody trzech rdznych Scian prostopadtoscianu wynosza:
A27816 cm, 19 cm i 21 cm. Obliczy¢ krawedzie prostopadio-

z nich dodamy Srednig arytmetyczng (potowe sumy) dwu
pozostatych, otrzymamy liczby: 7, 3, 8 ZnaleZ¢ te liczby,
b) ZnaleZC liczbe trzycyfrowa, w ktorej roznica cyfr setek
i jednostek jest 0 4 mniejsza od cyfry dziesigtek, a suma
cyfr dziesigtek i jednostek rowna sie podwojnej cyfrze

setek. Jezeli przestawimy w tej liczbie cyfry jednostek ~ scianu. o - ) )
i setek, otrzymamy nowa liczbe, wynoszacg f liczby szu- e] W prostopaditoscianie pomniejszono jedng krawedz przy-
kanej. y$? podstawng o 0,5 cm, a drugg o 4 cm, wysoko$¢ za$ powiek-

uczniowie A, B i C zakladajg sie, ktory z nich
pierwszy dobiegnie do obranej mety. Bieg ma sie odby¢
trzy razy. Przed kazdym biegiem skfada kazdy z uczniow
N cze$¢ wszystkich posiadanych pieniedzy. Ziozone pie-
nigdze otrzymuje zaraz po biegu kazdorazowy zwyciezca.
pierwszym biegu zwyciezyt A, w drugim B, a w trze-
cimX i wtedy okazalo sig, ze wszyscy trzej majg po 432 or.
lle pieniedzy miat A, ile B, a ile C na poczatku?

*d) Trzej uczniowie A, B i C mieli razem 48 orzechow. A roz

dat potowe swoich orzechow miedzy dwoch pozostatych
kolegbw, dajac kazdemu jednakowa ilo$¢; tak samo posta-
pit potem B, a wreszcie C. Wtedy okazato sie, ze kazdy
z nich miat jednakowa ilo$¢ orzechéw. lle orzechow miat
poczatkowo A, ile B, a ile C?

30Ja} Dom bankowy sprzedat jednego dnia:

8 dolaréw ameryk., 200 frankéw franc. i 120 marek niem
za 364 zk;

12 dolaréw ameryk., 300 frankéw franc. i 150 marek niem
za 483 zi;

40 dolaréw ameryk., 100 frankéw franc. i 100 marek niem
za 455 z.

Jaki byt w tym dniu kurs dolara, franka i marki?

blrTrzej bracia podzielili sie spadkiem wynoszacym 34 000 z
Pierwszy zlozyt swojg cze$¢ na 4|%, drugi na 5°/0; trzeci
wydat 3465 zt, a reszte umiescit w przedsiebiorstwie, przy-
przynoszacem 8°/0 rocznego dochodu. Wtedy mieli wszy-

scy trzej bracia jednakowy dochdd roczny. lle zt otrzy
Inat kazdy z braci przy podziale spadku?

szono 0 1,5 cm. Pole pobocznicy nie ulegto przytem zmia-
nie; obwod Sciany bocznej, ktérej podstawe pomniejszono
0 0,5 cm, powiekszyt sie dwa razy, obwdd za$ drugiej Scia-
ny bocznej pomniejszyt sie dwa razy. Obliczy¢ krawedzie
danego pierwotnie prostopadtoscianu.

Majag by¢ wykonane pewne roboty ziemne. Obliczono, ilu ro-
botnikow nalezy przyjac do tej pracy, po ile godzin dziennie
majg pracowac i w ilu dniach praca bedzie ukoriczona.
W pierwotnym projekcie zaproponowano pewne zmiany,
wysuwajgc nastepujace zadania: 1) Nalezy zmniejszy¢
0 dwie ilo$¢ godzin dziennej pracy, nie zmieniajac ilosci
mhn+Hmkriwe robota trwaé bedzie wtedy diuzej o 18 dni.
2) Nalezy zmniejszy¢ o 2 ilo$¢ godzin dziennej pracy, a za-
trudni¢ o 16 robotnikéw wiecej; robota bedzie wykonana
w tym samym czasie. 3) Nie zmieniajgc iloSci godzin dnia
roboczego, nalezy przyspieszyC termin ukonczenia pracy,
0 18 dni przyjmujac G24 robotnikéw wiecej. lHu (x)
robotnikdw miano przyja¢ wedtug pierwotnego projektu?
Po ile (y) godzin mieli pracowac? W ilu {z) dniach mieli
ukonczy¢ prace?

1l0S¢ ogdlna godzin roboczych pozostaje zawsze ta sama:

w L[Jporzqd ov\angm rownaniu podpgielic’ Jobie strony (uproscic)
przez x, y lub z]

Rozdziat IV
Jednomiany 1 wielomiany

§ 1 Potega.

lloczyn réwnych czynnikéw nazywamy potega i oznaczamy:
aea—a2 (a do drugiej potegi czyli do kwadratu),
a-a-a = a3 (a do trzeciej potegi czyli do szeScianu),

clyO godz. 8 wyjezdza ze stacji A do B pocigg osobowy
a 2 godziny pdzniej pocigg pospieszny. Pociag pospieszny
dopedza pocigg osobowy o0 godz. 14, a 0 godz. 15 min.
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. _ . . n razy

a-a’a-a= & (a do czwartej potegi), (ab)" — (ab) * (@b (ab) ..., wedtug okreslenia potegi.

n razy n razy
a-a-a-y-j—a" (o do n-tej potegi). = aaa.. .bbb ..., wedlug praw przemiennosci i tacznosci.
Powtarzajacy sie czynnik a nazywamy podstawa {zasada)j = a"b", wedtug okreslenia potegi.

liczba n, ktéra wskazuje, ile razy podstawa wystepuje jako czyn Otrzymany wzor: (ab)"=a"b" odczytamy stowami:
nik, nazywa sie¢ wyktadnikiem potegowym, albo krétko wyktad-1 lloczyn potegujemy, potegujac kazdy czynnik, a otrzymane
niklem. potegi mnozac.

a\ czyli potega z wyktadnikiem 1, nie jest objeta powyzszem Np.: (2a)2— 4a2; (—3xy)3= —27x*y3; (-3xy)* = Ox*y*.
okresleniem. Umawiamy sig, ze al bedzie oznaczato a. 2. Uogoélniajac przyktad: a2+a3= aa-asa= aaaaa— a5 znajdujemy:
Wprowadziwszy nowe d2|a+§1n|e _uzupe}nlamy nasze umMOWY, mrazy  nrazy
dotyczace porzadku wykonywania dziatan naznaczonych w wyra-J amea” —(aaa ...) (aaa...), wedtug okreSlenia potegi.
zeniach algebraicznych (8 12 rozdz. 1) nastepujaca: (m - n) razy
Naznaczone w wyrazeniu algebraicznem potegowania nalezy = aaaa...., wedtug prawa tacznosci
wykona¢ przed mnozeniami i dzieleniami (a wiec tern bardziej j = a'n+", wedtug okreslenia potegi.
przed dodawaniami i odejmowaniami), o ile nawiasy nie wska o “ . .
3uja, innego porzadku Otrzy_many, wzor: a"ea” = am+" wyrazimy siowa_ml. ]
: > Potegi o rownych podstawach mnozymy, potegujac wspoing
Np.: ab2 oznacza, ze nalezy najpierw wykonaC b2 a otrzymang, lide podstawe przez sume wyktadnikow.
omnozy¢ przez a.
POz 2(|Joznacza, 7e nalezy najpierw obliczy¢ b2 a otrzymana liczbe atj ~ Np.: a4ea3= a7, asa2= alea2= a3

ja¢ od a 3. Uogdlniajac przykiad: (as)2= a3,a3—a3+3= a23= a8 znajdziemy:
n razy
Ze znaczenia wykfadnika wynika, ze moze on by¢ tylko liczbg natn N . ) )
ralng.; potegi z wyktadnikiem utamkowym, zerowym lub ujemnym rie (@m" —a™amam......... , wedtug okreslenia n-tej potegi.
okreslilismy. Natomiast podstawa moze by¢ dowolng liczbg wzgledny nrazy

Stosujgc definicje potegi i mnozenia liczb wzglednych, oraz twierdzen*

0 znaku iloczynu wiekszej ilosci czynnikéw (8 & rozdz. 11), obliczam

*atWO Ap- mwey .

1 (+2)i = 42, (+2)2— +4, (+2)3=+8, (+2)4= +16, (+2)5=+3"2 Otrzymany wzor: (a"')"=am odczytamy tak:

(—2)1= —2,v(—2)2= +4, (—2)3= —8,. (—2)4= +16, (—2)5==—2 PO_'[QQQ potegujemy, potegujac podstawe przez iloczyn wy-
Og6lnie: ktadnikow.

amim+m+e  wedtug twierdzenia 2.
am, wedtug okre$lenia mnozenia.

. . . . " Np.: (ad2= a8; (—2x3y3i = £x6y*
Liczby wzgledne potegujemy, potegujac ich wartosci ber ; N - ) .
wzgledne, a wynikowi dajac znak +, jezeli podstawa jest d 4. Majac a 7podzieli¢ przez a3 szukamy takiej liczby, ktora pomnozona

: e ; i \ przez a3 daje a7 Probujmy, czy taka liczbg nie moze by¢ jaka$ potega,
datnia (zawsze), albo jezeli podstawa jest ujemna, a wyktadni liczby a, np. a*. Jezeli ma byé a7:a3= ajr, musi by¢ a* sa3—a\ czyli
parzysty; znak — za$, jezeli podstawg jest ujemna, a wykladni ax+s= al Ostatnia rownosc bedzie prawdziwa, jezeli .r bedzie sprawdzac

nieparzysty. r21(')7V\_/r{1ﬂasng );Z 3 — 7. Rozwiazujac je, znajdziemy: x — 7 43 = 4, zatem:
. . A Ha calt — oIz - - S . .
§ 2. Dziatania na potegach. Ogodlnie : am:a am-", jezelia O01i m> n;czyli:

Potegi o réwnych podstawach dzielimy, potegujac wspdlng
1 Majac wykonac dziatanie (ab)3 przedstawiamy te potege jako dostawe przez réznice wyktadnikéw dzielnej i dzielnika

*czyn, a stosujac do tego iloczynu prawo gcznosci i przemiennosci, zng; . ) . . . e

dziemy: Wzor og_olny" udowodnimy, wykazujac, ze iloraz & " pomnozony

(ab)3: (ab) -(ab)-(ab)—ababab—(aaa)-(bbb) = a3+h3 Ogélnie: przez dzielnik a" daje na wynik dzielng am | rzeczywiscie:
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am n,an__ a(mn)+H" wecply tW 0 mnozeniu poteg o réwnych
podstawach.
=am bo rdznica (m —n) powiekszona o odjemnik n daje
odjemng m.
Np.: a*:a2—a3; x*:x —a4:xl= o3

Ostatnie twierdzenie udowodnilisSmy tylko przy zastrzeze-

niach, ze podstawa poteg jest rozna od zera i ze wykfadnik dziel-
nej jest wiekszy od wyktadnika dzielnika.

Pierwsze z tych zastrzezen jest konieczne z tego powodu, ze dziele-
nie przez zero jest dziataniem nieokre$lonem; drugie jest konieczne =
wzgledu na to, ze wykkadnik m —n musi by¢ liczbg catkowitg dodat-
nig, bo tylko dla takich wyktadnikow okresliliSmy potege. Lecz dziele-

nie @" :an mozna tez tatwo wykonac, jezeli m —n. Wtedy dzielna staije
sie rdwng dzielnikowi, a iloraz ma warto$¢ 1.

8 3. Jednomiany i dziatania na nich.

Jednomianem nazwaliSmy iloczyn liter i liczby szczegGlowej.
Czynnik szczeg6towy, czasami wraz z czynnikiem literowym, nazy-
wamy wspétczynnikiem; pozostaty czynnik literowy, lub iloczyn
pozostatych czynnikéw literowych nazywamy liczbg gtdwng. Je
zeli w liczbie gtownej iloczyny réwnych czynnikéw napiszemy
w postaci poteg, to liczba gtdbwna jednomianu bedzie miata postaé
potegi lub iloczynu poteg.

Np.: —3a +2 a2 —4a& +2 63c2 —5x2yz.

Definicja wspotczynnika pozostawia pewng dowolno$¢ pod tym wzgle
dem, ktory czynnik mamy uwazaC za wspotczynnik. Np.: W jednomianie
2 ax2 mozna réwnie dobrze uwaza¢ za wspdtczynnik 2, jak 2a; licza

gtéwng bedzie w pierwszym przypadku ax2 w drugim x2 Zwykle jednak ng,

mamy do czynienia z jednomianami, ktore powstaty w nastepujacy o

sob: Dana jest jedna litera lub kilka liter; piszemy te litery, lub o ta k i2 f~ k°reC dzielenje ( 3ab3 : {-Ab2,
. JFZIQO janu’ | ™ /
dzielna, ajdziemy:. +f

rzymy z nich iloczyny, powtarzajac dowolnie kazdg (np. y, X2 Xy, X3\
y ); iloczyny te mnozymy przez dowolne liczby i otrzymujemy jedno-
miany: 2y, — 8x\ 2axy, bx3y2 c2y*. W jednomianach tych uwaza¢ ke
dziemy kolejno: 2, —8, 2a, b, c2 za wspdtczynniki, a 'y, x2 zy, x3yl f
za liczby gtowne.

I’rzez stopien jednomianu rozumiemy iloS¢ czynnikow litero- wiec
wych w liczbie gtownej. Jezeli liczba gtdwna jest potega, to sto WIEC
pien jednomianu rowna sie wykladnikowi potegi; jezeli liczoa

gtéwna jest iloczynem poteg, to stopien jednomianu réwna sie su
mie wyktadnikéw poteg liter.

Stopnie wymienionych na poczatku jednomianéw wynosza koIe{;m:f ilor*MZTINn

i=4. .

b 21+ 1=2 3+2=5 2+ 1+
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Do jednomiandw zaliczamy takze liczby szczegélne (- 7, 4§- 5
—8i t. p.); nazywamy je.jednomianami stopnia zerowego.

Zajmiemy sie obecnie dziataniami na jednomianactn Zestaw-
My najpierw znane nam juz umowy i twierdzenia:

Dodawanie jednomiandéw naznaczamy, piszac je obok siebie
z ich znakami; odejmowanie jednomiandéw sprowadzamy do do-
dawania, piszac obok niezmienionej odjemnej odjemnik ze zna-
kiem przeciwnym. W sumie algebraicznej mozemy zredukowac
jednomiany podobne, t. j. majace jednakowe liczby gtdwne.. Jedno-
miany podobne o wspdtczynnikach szczegdtowych redukujemy,
redukujac ich wspdtczynniki, a liczbe gtowng zostawiajgc niezmie-
niong (8 7 rozdz. I11). Redukcje jednomiandéw o wspdtczynnikach
literowych oméwimy w §-ie 4.

No.-  (+5 a2b) — (—4ab2) + (- -3ap]) — (+ 2a2b) =

= 5a2b+ 4ab2—3ab2-_2 a2b— 3alb + abl

Przechodzac do mmozenia_jednomiandw, z Zynmy, ze jednomiany

Wm. Stosujgc do iloczynow prawa tacznosct i przemiennosc,

(—2a3bD) (+3ab30) = (—2) (+3) ~a3arb2bdec = —batb.
Stad wysnuwarmy  regufe:

Jednomiany mnozymy, mnozac iloczyn ich wspdtczynnikow
przez iloczyn ich liczb glownych,

i|ocz'\§ﬁhaﬁc ,Jednomian - potegowec, - stosujemy  twierdzenie o potegowaniu
(—3a3b)2= (—3)2(a32b2= 9ash2 gtad regula;

Jednomian potegujemy, potegujac wspotczynnik i liczbe gtow-
a otrzymane potegi mnozac.

) : , d_zile 64=0, szukamy
iy P i 3y g
Podobnie, jezeli a4=0 i t=0:
6a36 : 4ab = § a2 poniewaz 4abef a2= 6a3b. |
natomiast wl'konaC dzielenia 3a :“4 a3 gdzie a4=0, w tern
Pt el 7 S o Z2dovelny i

3a-4a3= 2
4as

Z tych przykfadow wysnuwamy:

m™Z GIIf>™z ich wspdtczynnikdw przez
°mz Ich llczb Jawnych. Z tego sposobu dzielenia mozemy jed-
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nak korzystac tylko wtedy, gdy dzielnik zawiera jako czynniki tyl- qopre o wspélczynnikach literowych redukujemy, wylaczajac

wyzszych niz dzielna.

§ 4. Wielomiany; ich dodawanie i odejmowanie.

Wielomianem nazywamy sume algebraiczng jednomiandw,
Skiadniki sumy nazywamy sktadnikami lub wyrazami wielomianu.
Skfadniki wielomianu moga by¢ jednomianami réznych stopni,
Sktadnik stopnia najwyzszego nazywa sie skiadnikiem najwyz-
szym; najwyzszych skladnikow moze by¢ kilka. Stopien najwyz-
szego sktadnika nazywamy stopniem wielomianu.

Np.: Sktadnikami wielomianu 2a362— 3a2bc—3b2¢* sg jedno
miany: 4-2a3b2 —3n2bc, —3b2c4 Jednomiany te sa kolejno stopnia
5-go, 4-go, 6-go. Najwyzszym skfadnikiem jest —3 b2c". Wielomian jt
-wielomianem stopnia szostego.

Poniewaz wielomian jest suma, to korzystajac z prawa prze
miennosci mozemy sktadniki wielomianu przestawia¢. Czynimy
gdy chcemy wielomian uporzadkowac. Wielomiany porzadkujem
wedtug poteg rosngcych lub malejacych dowolnej litery zawarte,
w sktadnikach wielomianu.

Tak np. mozna uporzadkowaé wielomian: 4 ab3—2a2b3—b + 3a

malejgco wedtug poteg a:

rosnagco wedtug poteg a: —b+ 4ab3—2a2b5+ 34
malejaco wedtug poteg b: —2a2fb+ 4ab2—b + 3

rosngco wedtug poteg b: 3a3—6+ 4ab3—2al

Przy porzadkowaniu wielomianéw zwracamy zwykle uwage na %
pien skiadnikow tylko ze wzgledu na jedng litere. Podobnie postepu

W nawiasie, mozna czasem jeszcze pewne wyrazy zredukowac.
Np.:. @2m+ Dx2+ m s= (2m + 14 m)x2= (3m + )x2-
ax + bx= (a+ b)x.
Przejdzmy do dziatan na wielomianach.

Wielomiany dodajemy, piszac ich skiadniki obok siebie z ich
znakami; w wyniku redukujemy podobne wyrazy.

Wielomian jest bowiem suma skiadnikéw; dodajemy go przeto jak
sure, dodajac kolejno kazdy skiadnik, t. j. (wedtug twierdzenia o doda-

\vanm jednomiandw) piszac obok wyrazenia, do ktérego wielomian mamy
dod?{li,pkolejno kazdy skiadnik wielomianu z niezmienionym znakiem

(Sx2— 2x + 3) 4 (—2x2+ 2x+1) = Sx2— 2X 4 3—2x24-2X+1 = Xx24-4-
(MR+ nx + m) + (X2—mx—2) = mx2+ NX+ m + X2—mx—2 =
= (m+ )x2+ (n—m)x + (m—2).

Wielomian odejmujemy, piszac obok niezmienionej odjemnej
sktadniki odjemnika (wielomianu) z przeciwnemi znakami. W wy-
niku redukujemy podobne wyrazy.

Wielomian bowiem jest sumg; odejmujemy go przeto jak sume, odej-
mujac kolejno kazdy skiadnik, t. j. (wedlug twierdzenia o odejmowaniu

1 jednomian6w) piszac obok niezmienionej odjemnej kolejno kazdy sktad-
3a3—2a2l* + 4ab3— nik wielomianu (o

jemnika) ze znakiem przeciwnym.

NE.: 3X2y — (2Xy2+3x2y —yJd = 3 X2y — 2Xy2— Sx2y ~ y3=
—2Xy2—VY3; '

[x3+ (m + Da;] —[2a3+ mx] = mx3+ (M + )X —2X3—mx =
(M—2)x3+ M+ 1—m) x= (M—2)x3+ x.

oniewaz wielomian jest suma skiadnikow, a liczbe przeciwng sumie

jemy czasem i przy oznaczaniu stopnia wielomianu. Moéwimy np. ze g Orzymujemy, tworzac sume liczb przeciwnych sktadnikom sumy (S 3

wyzszy wielomian jest stopnia trzeciego ze wzgledu na a, a najwyzszy
jego sktadnikiem 3 a3 chociaz uwzgledniajac i litere b, musielibySmy ra
zwa¢ ten wielomian wielomianem stopnia siédmego, a za najwyzsi
sktadnik uwaza¢ —2 a2b3

mian®; 24’- 3x2+ 1 i —2x3+3x2— 1 oznaczaja

? Wt
dla wszelkich wartosci x liczby przeciwne. Mozemy tedy napisac-

2x3 3 + 1= —(—2x3+ 3x2—1). Powiemy.-
Z wielomianu mozna wytgczy¢ znak — przed nawias, zmienia-

Wielomiany 2x2—3x4-5, —£x2+ 2x —3, i t. p. s3 trjmianan’jac rownoczesnie znaki wszystkich sktadnikéw na przeciwne.

stopnia drugiego ze wzgledu na x. Jezeli chcemy ogdlnie taki tréjmia
stopnia drugiego napisaC, zwazmy, ze zawiera on X2z dowolnym wspdlczyi
nikiem (oznaczamy ten wspGtczynnik literg @), zawiera X z dowolny
wspdtczynnikiem (np. b) i wyraz niezawierajacy x (np. c). Ogélng p
stacig takiego tréjmianu jest: ax2+ bx + c¢. — Wielomian mx2+ (m 41
X + (m+ 2) jest tr6jmianem stopnia drugiego ze wzgledu na x, w k
rym wspotczynnik przy x2jest dowolng liczbg m, wspdtczynnik przy x je
0 1, a wyraz wolny od x 0 2 wigkszy od wspoétczynnika przy x2

Zajmowac sie bedziemy takze wielomianami, ktérych wyraz

razow podobnych o wspoétczynnikac

ax + 2Xx

Korzystamy bardzo czesto z tego twierdzenia przy redukowaniu wy-
) literowych. Np..-
X=(—n—1)X——(m4-1)x;

4ax= (@a+2—4a)x— (—3a4 2)z= —(3a—2) x

mx

-8 5. Mnozenie wielomianu przez jednomian; mnozenie wielo-

miandw.

Uwazajgc wielomian za sume i stosujac prawo rozdzielnosci

sa jednomianami o wspdtczynnikach literowych. Jednomiany p mnozenia wzgledem dodawania, otrzymamy:
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Wielomian mnozymy przez jednomian, mnozac kazdy sktadnik Wzorach, ktére nizej wyprowadzimy, oznacza¢ bedg dowolne licz-
wielomianu przez jednomian, a otrzymane iloczyny piszac obok by lub dowolne wyrazenia.
siebie z ich znakami . > 1 Wykonajmy dziatanie:

Wielomian jest bowiem sumg skadnikow: pomnozymy go zatem przez (@ F D)2—(@+ b) (@ -+ b) = a2+ &b + ab + b2—a2+ 2ab + b2
jednomian, mnozac kazdy sktadnik wielomianu przez jednomian, a otizy- . JWazajac w otrzymanym wzorze: (a + b)2— a2+ 2ab + b2 litery
mane iloczyny dodajac jak jednomiany, t. j. piszac obok siebie z ich zne @1 P za dowolne jednomiany, powiemy: ) o
- Kwadrqt dwumianu jest trojmianem, ktoregolgk’rac!nlkaml sa:
kwadrat pierwszego sktadnika dwumianu, podwdéjny iloczyn obu

Np.: (**e- 2xi+ §*)e(- 2x9) = -  + 4x4- oo . .
Stosujgc twierdzenie 0 mnozeniu sum (8 7 rozdz. IT), znaj- sk’r?\ldnl.kow I kwadrat drugiego sktadnika.
dziemy : P

| Do B - .
. : . . . : o (B2—2xy)2= (3X)2+2- (3X) (—2Xy) + (—2Xy)2= 9x2—12;r2i/+ 4x2y2,
Wielomian mnozymy przez wielomian, mnozac kazdy sktadnik E—Sn—ZX%)Z— g_gW)ZJr 2(, ()—(Sn) (322n§)+ (1)2w2)2= 25%i2+ 20n3+ 4&,1

jednego wielomianu przez kazdy sktadnik drugiego wielomianu, = Zwracamy uwage, ze w tréjmianie, ktory powstat z podniesienia dwu-
a otrzymane iloczyny piszgc obok siebie z ich znakami. W wyniku mianu do kwadratu, skfadniki, ktére sa kwadratami wyrazéw dwumianu,
redukujemy jednomiany podobne. majg zawsze znak + ; skiadnik natomiast, bedacy podwojnym iloczynem
] i i ; ; i ; Ow dwumianu, ma znak + lub — zaleznie od tego, czy wyrazy
Wielomiany s3 bowiem sumami, mnozymy je zatem jak sumy. Otrzy- WYTaZOW . M =
mane iloczyny czesciowe s3 jednomianami: dodajemy je przeto, piszac p GWUMianu maja znaki jednakowe, czy rozne.

obok_siebie z ich znakami. Np.: Jezeli a i b s liczbami dodatniemi, mozemy wzory:
(202-- a—3) {a—2) = 2a3—a2—3a—4a2+2a+ 6= 2as- (a+b)2= a2+2ab+b2i (a—h)2= a2—2ab+h2
—5a2—a+ 6. interpretowa¢ geometrycznie, przedstawiajac a i b odcinkami, ich iloczyn

ienia ndznieiszei i i in polem prostokata, a ich kwadraty polami kwadratow®. Rys. 15 przedsta-
Iomlillr?yujfli:(\';\llflee nr;zr?:;zmﬂgzz% :Zggﬁg ggtgzga‘q[le(ng;?%/ef%liame wia kwadrat o boku a+b\ kwadrat ten skiada sie z kwadratu o boku a,

. ). X 4 . i kwadratu o boku b, oraz dwoch prostokatéw o bokach a i b, zgodnie
a wikonujac mnozenie, piszemy podobne jednomiany pod 8 ; pienwszym wzorem. — Rys. 16 przedstawia sume dwoch kwadratow,
Przykfady: 1) (3-r3- 2.r2y - +xyt + 08 *(x3- 3xy-2y¥*)

3*6—2;t4g —4aV + X2ys
—OXiy + 6r*g2+ 12x2ys—3xyi
—Qxsys+ 4xiy3+ 8xy* —2yb
3*5—1x*y—4dosyi + 17xiyi+ 5xyi —2y&
2) (a8- a2+ 1)+(@8+a+ D

ab—a4 + a2
-f a4—a3 + a
+ a3—a?2 +1

ab +ta+tl z ktérych jeden ma bok a, a drugi bok b (wskaz je na rysunku). Jezeli

3) X2+ (@—1) + +a]n[x—u ztej figury odrzucimy dwa prostokaty o bokach a i b (wskaz je na ry-

a3+ 1) ao+ ax2 sunku) pozostanie kwadrat o boku a— b (wskaz go na rysunku). Jest
(a_)—ai—(a—l) 4 wiec: a2+hb2—2ab= (a—Db)2 zgodnie z drugim wzorem.

X3+ (@a—2) X2+ X2—a Ze wzoru na kwadrat sumy korzystamy przy obliczaniu kwadratow

liczb dwucyfrowych. Zwazywszy, ze: 462= (6+40)2= 62+ 2 *6*40+ 402
rachujemy "tak:
8§ 6. Niektore szczegolne przypadki mnozenia wielomianow, @—3”; zapisujemy 6 jednostek, a 3 dziesigtki zatrzymujemy w pamieci.
Lo N . . L . . 2-6-4 dziesigtki = 48 dziesigtek; doliczamy 3 dziesigtki i otrzymujemy
Omoéwimy niektére szczeg6lne przypadki mnozenia wielomia

i e o ! : L HREST : 51 dziesigtek. Zapisujemy 1 dziesigtke a 5 setek zatrzymujemy w pa-
now. Wyniki tych mnozen nalezy sobie zapamietaC. Litery ai bw  mieci.



A 95
402= 1600= 16 setek; po doliczeniu 5 setek otrzymujemy 21 setek. Za @@+ b)(a—b) przedstawia pole prostokata | + I1;

pisujemy je w catosci. a2 przedstawia pole kwadratu 1+ Il + 1V;
Otrzymujemy 2116 jako kwadrat liczby 46. b2 przedstawia pole kwadratu 111;
2. Wykonajmy dziatanie: a2— b2 przedstawia pole sumy prostokgtow | + V.
(g+6)»= (a+&)»(g+6) = (az+ 2ab+b{a+b) Poniewaz prostokaty 11i IV sa réwne (maja jednakowe boki a
a3+2a2b+ab2 ia—b), to 1+ 1= 1+ IV zgodnie z powyzszym wzorem.
+a2b+2ab2+b3
a3+3a2b+3ab2+b3 § 7. Dzielenie wielomianéw.

Otrzymany wzor odczytamy tak:

SzeScian dwumianu jest czworomianem, ktdrego sktadnikami .
sg. szescian pierwszego skiladnika dwumianu, potrojny iloczyn Je
kwadratu pierwszego sktadnika i drugiego skiadnika dwumian,
potréjny iloczyn pierwszego sktadnika i kwadratu drugiego skiad
nika dwumianu i szeScian drugiego sktadnika dwumianu.

1 Z twierdzenia o dzieleniu sumy (8 8 rozdz. Il) otrzymu-

Wlelomlan dzielimy przez jednomian, dzielac kazdy sktadnik
wielomianu przez jednomian, a otrzymane ilorazy piszac obok
siebie z ich znakami.

Np.: Wielomian bowiem jest sumg; dzielimy go przeto przez jednomian,
(—2£2+3 X)3= (—2x2)3+3 (—2£2)2(3x)+3(—2x2) (3x)2+ (3X)3= dzielac kazdy skiadnik, a otrzymane ilorazy dodajac, t. j. piszac obok
= —8x3+ 36x5—54X4+ 27 X3 siebie z ich znakami. Np.:

3. Wynik mnozenia:  (a+b)(a—b) B8ad—12ad4+ 4a3 1 {-Aad = —2a2+ 3a—1; (n="0).
a2+ab Z dzielenia wielomianu przez jednomian korzystamy, gdy
—ab—h2 chcemy z wielomianu wytgczyé przed nawias wspélny czynnik
"a2  —Db2 wszystkich sktadnikow. Wtedy dzielimy caty wielomian przez
mozemy tak wypowiedzie¢ stowami: ow wspolny czynnik, naznaczajac réwnoczesnie mnozenie przez

~ Gdy pomnozymy sume dwu liczb lub sume divu wyrazer przt ten czynnik.
ich roznice, otrzymamy roznicg kwadratow odjemnej i odjemnih  Np:  Zauwazywszy, 7e kazdy sktadnik wielomianu 4x3 —6£2y2+

Np.. (3£+1)(3x—1) = (3z)2—V = 9X2—1 + 2£y3da sig podzieli¢ przez 2xy, dzielimy wielomian przez 2 xy, a otrzy-
(x24x 1) @x2—£+1) = [2£24(f£ —1)) [2£2— (¢_1)1 =1 Mmany iloraz mnozymy przez 2 xy. Otrzymamy:
= (2£2)2— (E—1)2= dx*—x2+2x~1. 4 x3y —6£2y2+ 2xy3= 2Xy (2£2—3xy + y2).
Z ostatniego twierdzenia korzystamy tez czasem w postaci: Wytaczmy z wielomianu x2—2x -j-3 przed nawias — 1
a2—h2— (a+h) (a—b). Otrzymamy:
(TX-1)XV-~28F X~7*y== (2x+3+2a:- 4)(2x+3- 2:c+4)= XI—2x + 3={—") {—x2+ 2x —3).

A ze mnozenie liczby przez — 1 zmienia te liczbe na prze-

Jezeli a i b sg liczbami dodatniemi i a > 6, to wzor (a+b)(a b)- ciwna, otrzymamy:

= a2— b2 mozna przedstawi¢ geometrycznie. Na rys. 17 przedstawion

sq liczby a i b odcinkami. Nadto: X2—2X + 3N — (—x2+ 2x —23).
b Z tego przyktadu widzimy, ze znane nam z 8§ 4 wylaczanie
znaku — przed nawias mozna uwaza¢ za wylgczanie przed na-
W wias czynnika — 1.
| v 2. Z dzielenia wielomianu przez wielomian zajmiemy sie tylko
i 1 dzieleniem wielomiandéw’ zawierajgcych tylko jedng litere np. X

przez dwumiany takie jak np. x+ 2, x—1, x—3 i t. p.

Rozwazymy najpierw pewne przeksztatcenie ilorazu:
Rs. 17. (2£3—3£2—5f —12) : (E—3), (E—34=0).



9%

Podzielmy najwyzszy skladnik dzielnej przez najwyzszy skiadni
dzielnika, a przez otrzymany iloraz pomnozmy dzielnik:

2 x3:x—2x2; 2x2(x—3) = 2x3—6x2

Odejmujac ostatni dwumian od dzielnej, otrzymamy:

(2x3—3x2—5x—12) —2x- (x—3) = 3x2—5x—12.

Poniewaz odjemna réwna sie sumie odjemnika i roznicy, to:

2X5—3x2—5x —12= 2x2(x—3) + (3 Xl—5x—12).

Dzielagc obie strony tej réwnosci przez O — 3), otrzymamy:
(2xa—3x2—5x—12) : (z—3) = 222+ (3z22—5x—12) : (z—)

OtrzymaliSmy nastepujace przeksztatcenie:

lloraz wielomianu uporzadkowanego weditug poteg x przez
(x—3) réwna sie ilorazowi najwyzszych skladnikéw dzielrnej
i dzielnika, powiekszonemu o iloraz wielomianu stopnia nizszego
niz dzielna przez (x—3). W ten sposéb sprowadzamy dzielenie
wielomianu przez (x — 3) do dzielenia przez (x —3) wielomianu
stopnia nizszego niz dany wielomian.

Przeksztatcenie powyzsze zapisujemy tak:

(2x3—3x2—5x—12) : (x—3) = 2x2+
+ 2XS—6X2

+

3a2—5x—12.

Dzielimy wiec najwyzszy skiadnik dzielnej przez najwyzszy skiadnik
dzielnika (zapisujemy 2x2). Przez otrzymany iloraz 2 X2 mnozymy dzel-
mk, a otrzymany iloczyn podpisujemy pod dzielng i odejmujemy od dziel-
nej. o 2x (w ilorazie) powinnismy dopisa¢ -f (3X2—5X- 12) = (x-3).
Nie czynimy tego, lecz przeksztatcamy ten iloraz jak poprzedni s

Q**—3é<*2—5x’\-12):(x-3):2x* + 3x+

2X3—06X
—  +
3a2—5x—12
3X2—9x
- +
4x— 12
Do 2x2+ 3x powinnismy dopisa¢ + (4Xx—12)¢(x—31 Prze-

ksztatcamy jednak ten iloraz "tak jak poprzednie ; ; :

teczme: = (2al—3a2- 5a- 12):X--3) .oy s FAYMalEMY ost2
+2x3—68a2 :

+

3 a2—bx—12

+ 3a2—9x
- +
4x —12
+ 4x —12
— 4+

0

97

Do 2x2+ 3z + 4 nalezy jeszcze doda¢ iloraz 0: (x —3), ktéry jed-
nak ma warto$¢ 0 tak, ze:
(2x3—3x2—5x—12) : (x—3) = 2x2+ 3x + 4

Przer6bmy jeszcze nastepujacy przykiad:
(x3+ 3x2—5x—4) :(x+ 2) = x2+ x—7+ 10: (x + 2)

+ X3+ 2Xx2
X2—5x —4
+ X2+ 2X
—7x—4
—7x—14
+ +
10

W tym przyktadzie ostatnia reszta jest r6zna od zera; iloraz nie dat
sie przedstawi¢ w postaci wielomianu.

§ 8. Rozkladanie wielomianéw na czynniki.

W paragrafach 5 i 6 tworzyliSmy iloczyny wielomiandw. Nie nalezy
jednak uwBzae wykonanego iloczynu dwoch wielomianéw za wyrazenie
prostsze od iloczynu naznaczonego. Zwiaszcza gdy chodzi o obliczenie war-
tosci wielomianu dla pewnych wartosci liter, staramy sie zwykle przedsta-
wi¢ dany wielomian w postaci iloczynu kilku czynnikow, czyli roztozy¢ na
czynniki. Jezeli np. mamy obliczy¢ a2—b2— (a+ b)(a—b) dla a— 47,5,
b= 365, to pierwsza posta¢é wymaga obliczen: 02= 47,52= 2256,25;
62= 36,52— 133225 i a2— 02= 2256,25 — 1332,25= 924; druga posta¢
wymaga obliczen: (a+b)=84, (a—6)=Il i (@+b) (a—b)=
=-84+11= 924. Widzimy, ze posta¢ wielomianu roztozonego na czynniki
wymaga czasami przy obliczeniu jego wartosci o wicie mniej rachunkdw.
Zajmiemy sie tedy rozktadaniem wielomianéw na czynniki.

Stosujgc znane twierdzenia o mnozeniu wielomianéw, potra-
fimy wielomian roztozy¢é na czynniki w nastepujacych przy-
padkach :

1. Jezeli wszystkie skiadniki wielomianu majg wspolny czyn-
nik, wytgczamy ten czynnik przed nawias.

Np.:ab+ac+ad=a( +c+d)y
6x3y2— 4 x2y3—2Xxyd= 2xy2(3x2—2xy—Yy2).

2. O ile w iloczynie dwdch wielomiandéw skiadniki nie daty
sie zredukowa¢, mozna przez stosowne ugrupowanie wyrazow
i wylgczenie przed nawias wspolnych czynnikow odzyskaC pier-
wotny rozkiad na czynniki.

Mihutowicz. Algebra Il gimn. 7



Np : dany welomian ac + bd + se—hbc—ad be, zauwe

Jego skladniki zawierajg czynnik a, a trzy pozostate czyn-
iamy

czynnik a razem .wym
czynnlk b razemi w%aw z n:(r:ﬁj%cemzynme — b przed n}z;vwg/s n(?tjr%/e

+ bd + ae—6c- ad—be= (ac—ad + ae) + (—hbc+ bd—be) =
= a(c—d+ e)—b( d+#e

aczajac z ostatniej roznlcy (c—d + e) za nawias, otrzymanmy:
a + bd + ae—bc— ad—be”=.(a—Db)(c—d + e).

W niektorych prostszych przypadkach mozemy stosowaé te
metode takze wtedy, gdy wyrazy po pomnozeniu dwoéch wielo-
miandw zostaty zredukowane.

(X+ rgB/ Xp w)ynlk mnozenia;

X2+ ax + bx + ab~=x2+ (a+ b) x + ab.
Majac naodwrGt dany trojmian stopnia drugiego: x2+ (« + b) X+ d
nozemy go tak przeksztalcic:
@+ b)x+ ab—x2+ ax+ bx + ab — x(x+ a + b(x+ a)
— (X + ,
Sposdb ten mozermy zastosa/(\ac ta%ae do trOJmlanu stopnla druglego
ze wzgledu na x 0 wspolczynnikach cyfrowych, jezeli wyraz zerowego stop-
”id* a sie rodozy¢ na K. czynniki, ktorych cuma jest wspotczynnikiem
zy X

Np WtrOJmanle X2-5x + 6 wyraz 6 da sie tak roztozy¢ na czyn

niki. 6= (+ 1) (+ 6)— (—1)(—6)— +2(+3)=( 2( 3).B=x
damy, czy wspolczynnik - 5 przy * da sie przedstami¢ jako suma dwéch
z tych czynnikow. , 26 —5= (—2) + Zaxm

a--5x + 6= z2+ (-2-3)* + 6= x2- 2*- 3*+ 6=

—X(X—2)—3(Xx—2)= (X 2)(x 3).
Wyjasnij nastepujaco przeksztatcenia:
2X3—2x2—12x= 2x[x2— —6) = 2xg]x2+ (2—3) x—6] =
= 2X X2+ 2X —3X—6] = 2X [X (X + 2)
—3x+2)]=

=2x(X+ 2 x—3).

3. Przy rozkfadaniu wielomiandéw na czynniki korzystamy tez
czesto ze wzoréw, ktore wyprowadziliSmy w 8-ie 6. Przestawia-
jac w tych wzorach lewg strone z prawg, otrzymamy:

«2+ 2ab+ tr= (a+ b)J;
a3+ 3ab+ 3a¥ +.b3— (0 + b)3;
al—b2=(a + b) (a—b).

Np.: 1) Majac roztozyé na czynniki wielomian: 4x2—12x + 9, z2U

wazymy, ze pierwszy jego sktadnik jest kwadratem jednomianu 2 x, ostat-

ni kwadratem liczby 3. Poniewaz drugi wyraz, gdy pominiemy jego znak
jest podwojnym iloczynem 2 x i 3 i ma znak —, to dany tréjmian powsta
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z podniesienia do kwadratu dwumianu 2X—3 lub —2x + 3. Otrzy-
4 4X2— 12X + 9= (2x—3)2= (—2x+ 3)2

Nie nalezy dziwi¢ sie, ze otrzymaliSmy pozornie dwa rézne wyniki.
Wielomiany 2x—3 i —2x + 3 przedstawiajg dla wszelkich wartosci x
Iicz%}/ 2przeciwne; kwadraty za$ takich liczb sg zawsze réwne; Np.:
(+3)2= (—3)2= 9

Podobnie: 9a2+ 6ab + b2—(3a + b)2— (—3a—h)2

2) Majac roztozy¢ na czynniki wielomian: 8a3—12a2+ 6a—1,
zauwazymy, ze pierwszy jego skladnik jest szescianem jednomianu 2 a,
aczwarty szeScianem liczby — 1. Poniewaz drugi wyraz mozna przedstawié
w postaci 3- (2a)2- (—1), a trzeci w postaci 3-29-(—1)2 to dany
wielomian powstat z podniesienia do szeScianu dwumianu 2a—1. Jest
wiec:

¥ 8a3—12a2+ 6a—1= (2a—1)3

3) Dwumian 4a2—9b2 jest roznica kwadratow jednomianéw 2 a

ji 3b Powstat on wiec z pomnozenia sumy tych jednomianéw przez ich
irbznice:

, 42— 962— (2a + 36) (2a—36).
Czesto stosujemy powyzsze twierdzenia i wzory kolejno i uzy-

skujemy rozkfad wielomianu na wiekszg ilos¢ czynnikéw. Np.:

3ab 6a3+ 3a= 3a(ad—2a2+ 1) —3a (a2—1)2
" =3« (0+ I),2(@—I)2;
5x2+ 4= x4—x2—A4x2+ 4 — x2(x2—1) —4 (x2—1)
= x2—D)x2—4) = X+Hx—D X+ 2 (x—2).

Cwiczenia.
1. Wykona¢ dziatania:
INT (-3)2+ (+3)2-(-2)3-(+2)3=?
Let1—2)a+ (+2)4-(-1)3+ (-2)3=
[cX-2)3+ (-4)2- (+2)3+ (-3)3=14
(-5)3+ (+2)3+ (-7)3=?
2)2(+3) - (+2)2(+4) - (-.2)3(-1) +
+ (+2)" (+3) =
ff) (—2)3(+3)2— (—I1)5(+3)3+ (+2)2(-2)5—
— (—3)3(—1)3="?
10}, (-2) (-1iY - (+ W (- HY+ (- H)2(- 2l)s=?
gj);-4),2)3(—0,5)2(+10)3— (—0,4)3(+0,5)2(+10)4= ?

2. Obliczy¢ wartosci nastepujacych wyrazen dla wartosci liter,

podanych obok kazdego wyrazenia:
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a) x3—x2+ x—1; x——2, —1, —4, 0, + 4, -fi, +2;
b) x*—a3;, x——2, —1, 0, -fi, +2;

C) x3—x2y -f xy2—y3, x——2, y= +2;

d) x*—3x3y -f 2x2y2—xy3; x——1, y——2.

3. a) Powierzchnie p i objetos¢ v kuli o promieniu r oblicza sie
wedtug wzordéw: p —4 w 2; v <=firr3Litera t oznacza liczbe,
ktéra w przyblizeniu wynosi 3,14159. Obliczy¢ powierzch-
nie i objetosci kul o promieniach: 1 ¢cm, 2 cm, 3 cm, 4 am
i odpowiedzie¢ na podstawie otrzymanych wynikow, ile
razy powiekszy sie powierzchnia, a ile razy objetos¢ kuli,
gdy promien wzrosnie 2, 3, 4 razy.
Jezeli z drutu stalowego o $rednicy d cm sporzadzimy
sprezyne, ztozong z n zwojéw 0 promieniu r cm, to spre-
zyna taka pod wptywem sity p kg wydtuza sie o/ cm
Wielkos$¢ / oblicza sie w technice wedtug wzoru:

f= g T’ gdzie G= 75110 (dla stali).

Obliczy¢ /, jezeli n—20, r—3, p= 1, przyjmujac za d
kolejno 0,2; 0,4; 0,6; 0,8. lle razy zmniejsza sie /, gdy d
powieksza.sie 2, 3, 4 razy?

4. Wykonaé dziatania:
p) (abc)3="I (?) (—3a)2= !'1 Q) (+2ab)3=1
($ (-3 x)3=7? N (_20)2=" (2 0)3=?

b [(-«) (-&)]2=7? W [(+<%) (-&)]*= L
10 [(—a) (—b)]3= ? > [(—o) (+&)]5=VvId

N

b)

(—2ac)5="? (—aoc)e=?
5 Wykona¢ dziatania:
£g+o5as—? [J+a3a=? \|X~anea2= ?
tp, a2ran—i ie)_a-an= ? i/f a'-a'H="?
antl-a2n-1—="? 0Z'sanl=7?  jjf), and-uhl= ?
Nifa3aza= V [ xi-x-x =£) EJf+X3X-Xx2x = ?

[w oznacza w zad. cJ-+J dowolng liczbe naturalna.]
| 6/Wykonac dziatania:

ININT (z32= 2 (*23= » [fir{x33= ?
P)'(x2yy =\ ?<+ (abc23=? +k(036c2)3=?
) (2a2bc3d2=1 ab*c2)2=Q

" i] (—2a2b)3= f

~(a23e(aj2—f
{ (o) (—023-(—032="7

1) (a33-(a22= ?

101
7. Wykona¢ dziatania, przyjmujac, ze o+ O:
ab:a3—? [jtf a7: ab= ? o3:a= ?
"Ja5:ab5="? le>an:a=7? aZ':an=.7?

™) (ad2: (a24= 1
@92: (033=2"
[W zad. e) i f) oznacza n dowolng liczbe naturalna.]
ykonaé dziatania:
(—3a2 -f (+5a) -f (—7a)-f(+5a2-f (+2a) = f
"(+fx)+ (- 0,2x2+ (- 3,8x9+ (- ixX)+ (+ -x)= 1
(+5b2) —(+2 b3 — (—h3 —(+3 b) — (—2b3) =1
(+ 1 + (+iabd- (- 8a*h)- (+ 400)-f (- 4iN= 2

£>J (@32: (023= ?

]

(—2,3a2)—(—0,40%) + (+0,60+)+ (—ad )-(—2,802 = ?
Iyl (—£3 — (—x2) + (-+-2X3) — (+2x) -f (—3ad—(-fx2) +
i 9. Wykonaé gzatania:
[fo] (— xgg 1(—3xy2 = ? -Db)- (—3mnd3 (+2 mhp2
NTfab-|o2R= ? "rdit 2aSeSaSadi= ?
>e) 4Xy2-1xy2z23="7 Ty —3 2y2= 7
N)-(—2ab231 (—2a)2= ? yft] (2ud)2+ (3«3« (pd)2a= ?
4fT (—2) (+3a622(—ax)3= ?
/i) (—ay{-b)3{-2a) (+3 h)2= ?
(fx2y)2(43 2)2- 2 (- ")2(—322)3(—2
/ljf-"Wykonaé dziatania:
K ™ (_5 ad (+2 «)-f(—2a) (—3ad= ?
L] (—6ud) (—ad2)—(—2a*h3) (+4a)= ?
Al (—2a)(+3a2(+5a)-f(—3a22 (—12a3(—2a)(—1)=
(—2a32—(—3a3+(-f2)3(-032 (-5« H(-2a)?= ?
& [(+3 ad)— (—2ad)] «[(—2a) + (+3 af] = f
[f1 [(—3b2 — (+2b2]2-[(-4b) — (—5b)]
*<g) [(+5 a2 — (+3 a)]2— [(—7 a2 — (—Ha*)P
[(—323 (+2.r) — (—x) (" tx4]3=
11. Wykona¢ dziatania:
aJjtaz :az=1? b) 5a6% :6x= 7 ¢) (—5ud):(+5n)=?
iZjj—| ap):(—4n2d= 2?2 *gTT+4 (—4apd= ?
f) (+10u3?2) :(+0,1 ad) = ?
"g)T{—7a3xkV) : (+7 o®V) = ?

12TUporzadkowac réznemi sposobami wielomiany:
0] x2—5a3+ 3—x4+ 2x;



b) 3xy2—2x3+ 2x*y —if; C) 2A—N(Tl + 2)= 72

¢) yz—3Z++ 4xz2; Hy{x-\) x—f)=7
d) 5a33— 3xh— 2 fohd* 3 afc2; 03 " 2)(><(+ 1)_; ’

i —3ic3—5: N (x2-3 X X—I1) = %
A e N (as—2a2—a+ 2)-(a2+ 2a—1)= ?

3 Wykona driatania N (2fl—3a  1)+(a3—3a2-)-2a—2) —?
: ia3- __2fe3-(2a3—4a26—[062+ 263 = ?
"a_L (Br2z—2x+l) + (—2x2rx—2) + (.r2—J'+II)=! <j>§ Eilifi)('rfzf;giﬂxza_(lg?f(gzxai 412_2)('30_)( 2;: ?3
Tl (X2-2x+3) — (2x2)-x—5) (3N +#+T) K) (x4 + X3y - x2y2-F-xy3+ yh)e(x —y) —?
vel* (33—3a+2) + (23.2‘1'28.—3) (33+ a2 20) ? /7J (X4—X3] _)_ X2y2—Xy3-f ylg.(x _(_y) =9

FroBr_(akh] - [a2(a—1] - [F—{-ak-D)]=1 M) ix3—2x+ [)-(x2—3x + 2) = ?

"e_yw '2®+3) "(4'/\ 2)] + [-(Z'XZ'H'aO'_ (X2+2)1 =t /\ynjia* _2a3_3).(a3_2a-f 1) = ?

Of fe2+2) — (c—1)] —[(2c—c)) + (3c+2)]= 1 ¢ 0) (X4 —2x3—xX —I)-(x2—3x—1) = ?
s4y Ke—2) — (22— [3l. — (a2+ «—1)]}= ? A (KB —2X2— X + 2)-(xs+ 2X2—3) = ?

. lar—batc) — (gjriter—a)=" _ t) (x-fa) (x+ b= ? SjM+ @ (x—hb)= ?
A) [mx2—={m+1)x+m2 —[r2—m.t+(I--m3]=? W H(x o (x+ b= 2 W) x—a) (x—b)= 2
'TMazM-btf-fa) — («i'2—br—b)—? _ . O () —

U (2n+1)x21(2w(—1)a+ (w_)1)1— )‘(’J) gx _)fn%)()((b)f D 0)?_? W x—2) (x—m—2

L' —[(n—)®2—Ww—)a;+n] = ? L vivimx—1) (x-m) = ?
AXx2—{n-\-\)x-\-n\ + [&*+«@—1)1 [nx2 nx-\-2n] ? i X”[/E( ). (m)- ( 1) x +) 2m']-(x +1)=9
I£ taL"Przedstawi¢ w postaci rdéznicy jednomianu a i stosownego ij mxt-(m +1)x-(m -1)]-(x-2) =
dwumianu tréjmiany: a—b—c, fl+b—c, fl+b+c. 7) 2fF-(M—Yx—I]-(x —m) —?
b+ Przedstawi¢ (kilku sposobami) w postaci roznicy dwoch e
dwumianéw czworomiany: x3—x—x—2, grar 2a+l, 7. Wykonac dziatania:
Xe—x2 X + |, tf—x2\-x—1. AMx-8) Bx+ 1)—x—14) (2x-i) =

j 15,,Wykona¢ dziatania: vitKer v Dr (n-2) (n-D) = 7
" . « *+ 2) («+ 3)-«(/i-]| fl-2) =~
[/ jat (3aa—2a2—a—5)(—309 = ? b 3 e i e -
M+2/n2—5f?f2+ nt) *(+4 firfl) —? —y) (X2+ Xy + YD —(X+ y) (X2—Xy + yA = ?
— 2X2(—3X3+_2X2—4X+ =7 ~f) (a+ 6) [(a-6 + 1) (-a + 6- 1) -
6xy2(|x2- ixy- fx9=7? —(@—b—1) (-04-6+ 1)]=?
fep3a(28.—4)+ 2a(3ﬂ + 5): ? (a+ b—C) (a_b)_(a_b+ C) (a_c)+
i/7]£kt§X %X2_3%_3)1)(2)2(+21(): ?3) 2(x3- 2x+ =7 A A N A
gytx (x2—2x - 1)-2x2(x- 3)—2(x3- 2x = 7 _ A (v — _
"t Zo} (a2—3) —a5(@+ 2) —3fl (a2—2a3 = ? 3)/(1(2 f’zg’ (iyzy_zz )g,) (y? ya (xaz—xa)
f’\fS x1- x(x4;>; [4X2T)2X2([32Xf 2)]%2: ? - n(* (Xx—0) (Xx—6) —(X+ fl) (x+ 6)= ?
in — 2— —1D—n|2n—n({Zn— =
m/{h-ilxns([;- 2&2(? - Bx122(x- if) + X(ix- 1= 2  SV/x2Z=mx—m) (x+ H—0hx—1) (x+m=?

2— (M — —fne(Xx—1) —(x2—2 I —fi)=7
Ad) Palbd— fa {a5—a [3 (a2-f b)) a2— 3 (02+ 62 bJ}= ? y%in_(l) X+1) ﬁ*(xff] ﬂ(l))‘+ (1,)nx (Xl) » X +m)): (;( )
16. Wykona¢ mnozenia: mj, (ax2+ 6x+ ¢) (x —1) —(ox2—bx+ ¢) (x+ 1) = ?
Al (x+ Y (x—2)= ? X—5 x—1=7? ¢++(ox + 6) (cx+ d) —(ax—h) (cx—d) |- (ox+ 6) (cx—d)= ?
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Jo) .(*+ X+ 1) (pX+ ) — (x2+ px+ 9) X+ 1= ?
+a) (x+ b) (x-fc)—(x—a) x—bh) x—c)="2

18. Wykona¢ dziatania
/a).(a* + 2u2= ? /by (3a—2a22= ?/cj-(a-£)* = ?
N (206+ £&*= ? Kda —fx92=?//5 (—3a—I)2=
*fg) ((=xR=—1)P2= 22 %)N(—pab+Bg=9ANY .(-0,Ix + 10)2=
7IM*4-2)24 - (-*n)2==? yn (a[Af—(a- by= ?
ty) {X-f 2)2¢(x—2)2= ? $5*(X + 0)2¢(x —by = ?
N2(x4-1)*-3(x-1)2="7 2(x- u)2- (x- 2a)2=7?

19 " Wykonaé dziatania:
(2a-f3)3= ? A)(3a2-1)3=? ~(a-aby~"?
[dM ~ i + f)3= ?2 VOt~ 2xy —3y)3= ?/£). (—I1 z - 3yz)3= (
@+ 6)3+ @—=7? /jyr (a+ 0)3—(@—by —?
(2x34-3x22—(2x24-x)3=f,/) (*—2)s—(x4-3)3= ?
20. Wykona¢ dziatania: *
jaT{2x + \) 2x—1) = ? /W (3flt-ia) (3a2+|0) =72
W (-3a + 2 (-3a-2) =7k
jo' ( 2a2—|) (—2a2-f-f)= 2
W -x + 1) (x+l)=72
(Bx2y —5x3 (—3xy —5x3 =7
AH3N+ 1) (3x-1)-(3x +2) Bx—2)=?
jh/J$a —2bi) (—3a—2bi) -(-(3a—*9) (3a-[-62 —?

21. Wykona¢ dziatania:
Ga)-(2x —iy —(2xx f) @2x—1) = ?
A)'(2xi+ 3x)24- (—2x2-f 3x) (—2x2—3x) = ?
ICN(m2+ 1) (Mm2—21)IB3—[(m34-i) (/N3_ jNp= 9
fe[a+ (b + c¢)]-[a-(b+ 0]=? J
Y Ker B+ Ml [@4-0) — fctrf)- 2
IV [28S 3a(2a2—a)]42e3+ 3u(2a2—a)l— ?
y t 1$/- 2f)+ (4a- 1)].[(3a2 2a) (4a Nl =
h)(a —2a¢>-f-362 (02— 2a0 —_30
(2*2+ 3x —1) (2x2—3x -f 1) =
j) (2x+ 3y + 2) (2x —3y —2) =
- K (3a+ 2)2—(3a—2)2= ?
\y\3ab + 622_ (3fl6 _ ?
jn) (3x2-f-2x—I1)2—(3x2—2x-(-1)2= ?
n+Ma-fb-l-cy-(a —b-~cy= ?
<0) (x2—x+ 1)2_ X*—x—N2= &
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P (a+ b+ cy— @+ b— 9 @b+ )= ?
(0+ by+ (04 o @D (a+ by— @+ ¢) (c-
sVa— by—@— b) - &=
471 —[a*—(@—1)7 [a2—(a) N3="?
) 14x2—(2x+ 3) (2x—3)] [4x2—(2x+ 3) (3- 2X)] —72x2= ?
(Al 62Qa—6)2+ [(a-f by—a2 [@a- by—a3=?
Aw>(x+ )s—(x-fl) [X(x—1)-f3x] —(x—21)=?

6)2= ?

rx) [(3x+ 2)2—6x] [3x+ 2) Bx —2) —(3x - 2)= ?
mrh [2x+ 52 @x- 1 [@- |[x@+ IXJ" ?
N - 3)2- (a+ 3)F (2a+ 1)- [(a+ D3- a(a- 2)3= 7

122, Rozwigza¢ roéwnania:
> nMN(X + 2) = x2—4;
yb) 2x(x —1) = 2x2;
o/fS3x (x+ 2)—(x+ 1) (x—1) = 2x (x-f 1) —7,;
Xd) x+ 1) (x+ 2)-x(x + 5= 6;
>"e) Xx—3) x—2) —(x—3) (x—1) = 5;
M) 2x+ 3) (2x+ 5)- (4x+ 2) (x+ 4= x+ 10;
Ph"X- 1) 2x+ 1)-(3x+ 13)= 2(x+ 2) (x-3);
LB+ 2p—7(x-)-1)= (x—1)2
AL-(5x — 12— Bx —1)2= (4x —i)* _
M f(,_2»-(x-1)>=3-(x-1)1 th
I Jh\{X —2)2—xqB—2[X—2(x—3}= 2—2(2x —1)2;
2 S(X+ 1= x(x-1);
fey$-(x + 1)3- - 1) [(x+ 12 xI- 5+ 3(x+ )2
N(X2+H X- 1) - x+ D)= (x2- 14 (x+ 2)2
VoN(x3+ 1) (x3—1) + 3(x2—I1X= (x2-f 1B8—(Bx—1)2;
+ X+ 2 (x—3) (x—5 —(x—2)3;
(x+ 1B—x—2)8= 5x+ I—(A4x—1)2
- &+ DAx2- K- NF=2—(2x—3)2
/27, @ Rozlozy¢ 20 na takie dwa sktadniki, aby réznica ich kwa-
A aratdbw wynosita 40.
~6j~Boki jednego prostokata majg 4 cm i 2 an, a boki drugiego
5 ani 10 an. Boki pierwszego prostokagta powiekszono o X,
6 boki drugiego pomniejszono o x; wtedy pola obu prosto-
katéw byty rowne. Obliczy¢ x.
clpddziat harcerzy ustawit sie w x rzedach, po x harcerzy
y'w kazdym rzedzie. Gdy do oddziatu przytgczyto sie 36 har-
cerzy, powiekszyfa sie liczba rzedow o 3, a w kazdym rze-
dzie stalo o 2 Harcerzy wiecej. llu harcerzy liczyt oddziat
pierwotnie ? i
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i c/J/Prostokatny obraz, ktorego szerokos¢ wynosi f wysokosci, . ey — - - 94 .

U naklejono na prostokgtnym kartonie tak, ze brzeg kartonu Jﬁ?(*))((g:gz _{Y)Z(’_Xl._ in:+ On_ 2%’ y=2a—6+ 1L
jest wszedzie o 3 cm oddalony od brzegu obrazu. Powierz- YO+ VO—9x + AV + 5 x= Ai-|> —h—0>
chnia kartonu jest od powierzchni obrazu wigksza o 351 cm2 y y  X= 2] y '

Obliczy¢ wymiary obrazu. 26. Z nastepujacych wielomianow wytgczy¢ wspolny czynnik przed
kota wzrosto o 75,36 cm2 gdy promien jego zwiekszono nawias:
+— 0 2 cm Jak wielki byt pierwotnie promien kota? 5xs—A4x2" ApX AX2—4X; AH>X2—3x:
Pole p kota o promieniu r oblicza sie wedtug wzoru: p= -2 'epab—ab2 1IX-ja3A-ad;
gdzie 7r==3,14 (w przyblizeniu). 'b3-j- 40204 yh)JAx — 14adx2;
f) Dokota klombu, majacego ksztatt kota, biegnie Sciezka o sze- ) 15a5—20al-(- 10a3—5a2; [} x 3—8x2y -f 12xy2;

C*" ~r°kosci 1,6 m Sciezke rozszerzono z obu stron, dodajac od A 6m2i2-+-42m2i8— 12m2¥; N Axyz+ 8xyZ-f 4xy22
strony klombu 16 cm a od strony zewnetrznej 12 cm Do A N
dane z obu stron powierzchnie byly réwne. Obliczy¢ pier- 27. Po stosownem ugrgpowapiu wyrazow roztozy¢ na czynniki:
wotng $rednicg klombu. ta) ac—bd-\-bc —ad; /bX ax—ay + by—bx;
24. \Wykonaé dzielenia: XM 1T7x>12; J T+ bx+ 8 JerX2 0 OX - 4
y/1-X2—3X - 2; £). x2+ 2x —3pJ h) x* x—6;

- aj\8albs—12a3*]) :4ad3= ? Ajx 2—3x—10; ) X2—x — 12; X -2:
bpn2 a4—6a3j :6a3= ? W aft jn+ rtl; AR ml 1 \-a —b —aft:
8 f(:x>'<l—4f>§3)&(:f>;3 =7? 4-a—2b—2; aft 4- 2a — 3ft —6;
xA—4x9) : (+*x9) = * ’ '
9 . £ fls+ 2a » -a -2; r),3x+ P—xy —3;
e) (\2a’bh—18a‘02—6a33 : (4-6n30) = ? 95) X3-Fx*-fx + |- .)' 2+ Xy_xy_y;
f) (— * — u209) : (—An26)= 9 'u), a2—a-\-2al —2b; X ac —bc-\-a —b-\-c-f 1;
| SMx2—6x + 8) : (x—4) = ? *uX oA £ f : 22— M —a f ac—be —i
YEH2x2-x —1):(x—1)= ? yXac+ be--afb-f2c+ 2;
[ OLE2)-Tx—6) 1 (x-f 3 = ? 28" Rozlozy¢ na czynniki wielomiany:
o XA 2y D=9 A aXx2+ 2x+ 15 /6], 4ad+ 4ftr 1 *I_x2—6x+ 9
. BES I =) i(x- 3= THl 4a2— 12ah 4 962;~¢]jc14- 8x24- 16; /™ J a 02— 4a6 4- 1
2M-(2*3—5x2—x+ 6) : (Xx—2) =" 21 a34-3a24-3a4-1; jh)A3—<dx X —B 1
itn) x3—2x-f):(x—Y=? oy x3-f):(x-f)=7 AN 2Tx3+ 27x2+ 9x4- 1: ., 8 X3—360x2+ 54a2x —27a3;
/(73)\ (x3—8) 1 (x—2) = 9 N X—=D:i@E—Dn="7 Ty aé4-3a1+ 889+ I 2AUX3—9x24-27x —27;
T -KLxMilrx —3l= 9 ymj a2—o; /n) 4x2—T; & 4 x 2—9y2
AQPL(x4_2X2-3 X - 2) 1 (x-f 1)] : (X—2) = ? —25ys; N i\ —x2 N xYi- 4
TS, [e2x4 x3 5x2 xrb3) :(x—1)] : (x-fD = ? -
/7\?) (3*3— 224 -gx4-ift) - (x—5) = 7 y29, Rozlozyé na mozliwie wielka ilos¢ czynnikéw:
(*3- 2x2-fx-2) :(x+ D=9 X 8—8x2—10x;- /W 2x3- 10x2+ 6xycl,3x4+ 3x3- 6x2
W podanych nizej wielomianach podstawi¢ za x (wzglednie . azb —ui”; jeY”a3—da; f)5>(}1( . ’
za X i y) podane obok wyrazenia, wykona¢ naznaczone dzia- ) a—a a ' 1p0
tania i uporzadkowaé otrzymany wielomian- V/) 4X5—64x; y ™ 6X2-x"; 713 2x4—162

N X 2—2x+ 3; x= 2a—1; X3- 10824 - 102 X 19) ONB4Bxc24-x; ~  $—2¢* + |;
A >y — h ve a_h- ab—16a34~32a;J0-x3—2x44"1; )| J6fl5—8u34-a;
X2 2y HZ x=arh y=a-b; 4-30304- 3atb*/A-aba;  u}J2x'1—%ox54- 6x3—2X.
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Liczba przez 3 niepodzielna da sie¢ napisa¢ w postaci 3wa 1,
albo 3« —2: inna liczba niepodzielna przez 3 bedzie 3m -r 1,
albo 3m —2 (min oznaczajg dowolne liczby catkowite .

i) Drut zelazny, ktérego diugos¢ przy O<C wynosi 1 m, wy-
diuza sie przy ogrzaniu o kazdy stopien C o a m Tak samo
zmienia sie z temperaturg kazdy wymiar przedmiotu ze-
laznego. — Arkusz blachy zelaznej ma przy 0° C dtugos¢ | m
i szeroko$¢ i m. Jaka bedzie powierzchnia tego arkusza przy
#C? Jaka bedzie ta powierzchnia przy temperaturze wyz-
szej od /e o jr##? O ile mi wzrasta powierzchnia tego arku-
sza, gdy go ogrzejemy od /e do (/ —x)*? Obliczy¢ ten przy-
rost powierzchni, jezeli 7=1.2; a= 0,000012; t= —35;
x = T0.

fj) Kapitalista sktada k zt nape,. Po roku nie pobiera dochodu,
Tak samo poste-
puje po dwbch latach. Jaka kwote miat kapitalista po dwoch
latach? .Jakg bedzie miat po trzech latach? [A= 2000: p = 5].

/kj~ jiartos¢ mebli maleje w kazdym roku o p i tej wartosci,

jaka przedstawiaty na poczatku roku. Jaka wartos¢ przed-
stawia¢ beda meble, kupione za a zt, po roku, jaka po dwdch,
a jaka po trzech latach? [a= 3000: p = 10].
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