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Kozdział I

I Liczby względne i działania na nich

§ 1. Liczby bezwzględne.

Liczb\, któremi dotąd zajmowaliśmy się nazywamy liczbami

f
 bezwzględnemu. W praktyce służą nam te liczby często jako 

miary wielkości takich, jak np. długość, pole, objętość, kąt, cię­
żar 1 t. p. Aby wyrazić liczbą pewną wielkość, np. długość od- 

~  cinka, przyjmujemy pewien odcinek za jednostkę i dochodzimy, 
ile razy ta jednostka lub jej część mieści się w danym odcinku. 
Jeżeli mieści się 5 razy, mówimy, że odcinek dany ma 5 jedno- 
stek, albo że miarą danego odcinka jest liczba 5 przy przyjętej 
jednostce długości; jeżeli trzecia część odcinka przyjętego za jed­
nostkę mieści się w danym odcinku 4 razy, mówimy, że odcinek 
ma |  jednostki, albo że miarą danego odcinka jest przy przy­
jętej jednostce długości liczba $. Podobne znaczenie mają zda­
nia: ciało ma objętość 4f cm3, srebrna moneta waży 5,5 g i t. p.

Liczby bezwzględne uzmysławiamy sobie często zapomocą 
odcinków. Przyjmujemy pewien odcinek, np. AB (rys. 1), za 
jednostkę; odcinek ten przedstawia liczbę 1. Odcinek CD przed­
stawia liczbę 3, odcinek EF liczbę J i t. p.

AI-------------1 b

Cl )------------- 1---------------10

Cl--- 1---1--- 1--- i---1--- 1--- \F

Rys. 1.

Zwykle zestawiamy odcinki przedstawiające liczby na jednej 
oołprostej OX (rys. 2) tak że wszystkie mają jeden wspólny ko- 
ilec w początku O pół. rostej. Liczby 1, * , 2, f  i t. d. przedsta- 

* 710ne SS na r>'s- 2 01 >ka™i 0  1, O i ,  O 2, O f  i t. d. Liczbie 0
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podporządkujemy tak zwany odcinek zerowy 0 0 , którego oba 
końce schodzą się, czyli punkt O. Ponieważ wszystkie te odcinki 
mają wspólny koniec O, to każdy z nich jest oznaczony, jeżeli

Rys. 2.

podamy jego drugi koniec. Ten więc drugi koniec podporządku­
jemy liczbie, którą ten odcinek przedstawia, i będziemy mówić, 
że liczby bezwzględne są przedstawione punktami półprostej. 
Półprostą taką, której punkty podporządkowane są w powyższy 
sposób liczbom, nazywamy linją (osią) liczbową.

§ 2. Liczby względne.
Doświadczenie i życie praktyczne dostarczają nam przykładów 

wielkości, które zmieniać się mogą w dwóch przeciwnych kierun­
kach.

Np.: Wóz na torze kolejowym, biegnącym od zachodu ku wschodowi, 
może się przesunąć albo ku wschodowi, albo ku zachodowi; rtęć w termo- 
skopie może się podnosić lub opadać; stan kasy może się powiększać przez 
wpływy, albo zmniejszać przez wTydatki; stan wody w rzece może się pod­
nosić lub opadać i t. p.

Do wyrażenia takich zmian stanów wielkości nie wystarczają 
liczby bezwzględne.

Jeżeli powiemy, że stan wody w rzece zmienił się o 3 dcm, to przez 
to zmiana stanu wody nie jest jeszcze należycie wyrażona; należy podać, 
czy wT danym przypadku mamy do czynienia z podniesieniem się poziomu 
wody, czy z obniżeniem się.

Aby w wygodny sposób wyrazić takie zmiany stanu wielko­
ści, umawiamy się przedewszystkiem w każdym szczególnym 
przypadku, że jeden (dowolnie obrany) kierunek zmiany nazy­
wać będziemy dodatnim, a drugi, przeciwny tamtemu, ujemnym.

Tak np. umówmy się przy zmianie stanu wody w rzece uważać kieru­
nek pionowy dogóry za dodatni, a kierunek pionowy nadół za ujemny.

Zmianę w kierunku dodatnim lub ujemnym zaznaczamy, kła­
dąc przed liczbą bezwzględną, wyrażającą wielkość zmiany, 
znak +  (plus) lub — (minus) zależnie od tego, czy zmiana od­
bywa się w kierunku przyjętym za dodatni, czy ujemny.

Tak np. przy zmianach stanu wody w rzece liczby + 5 dcm, 3 dcm, 
— 4,3 dcm oznaczają kolejno według poprzedniej naszej umowy, że po­
ziom wody podniósł się o 5 dcm, opadł o 3 dcm, opadł o 4,3 dcm.

Otrzymujemy w ten sposób dwa zbiory liczb:
+  1; + 1 ;  +6,7; + 2 ;  + 5 ;  ...
- 1 ;  - I ;  -6 ,7 ;  - 2 ;  - 6 ;  ...,

które służyć mogą do wyrażania zmian stanów wielkości, mogą­
cych się zmieniać w dwóch przeciwnych kierunkach. 0 piszemy 
zwykle bez znaku, bo +  Ó i — 0 oznacza to samo, mianowicie brak 
zmiany. Liczby ze znakiem -f nazywamy liczbami dodatniemi; 
liczby ze znakiem — nazywamy liczbami ujemnemu Liczby do­
datnie i ujemne nazywamy liczbami względnemu W każdej licz­
bie względnej rozróżnić należy znale i wartość bezwzględną. 
Liczba -f 3 ma wmrtość bezwzględną 3, a znak -f-; liczba — 7,2 
ma wartość bezwzględną 7,2, a znak —. Chcąc zaznaczyć, że 
mamy na myśli tylko wartość bezwzględną pewnej liczby, pi­
szemy tę liczbę między dwiema kreskami pionowemi.

Np.: I — 3 ! — 3, 1 + 51 =  5, | - f | = £ .

Dwie liczby względne uważamy za równe wtedy i tylko 
wtedy, jeżeli mają jednakowe znaki i jednakowe wartości bez­
względne. Jeżeli chociażby jeden z tyTch warunków nie jest speł­
niony, mówimy, że liczby są nierówne.

=# + 7; — 2 =j=Wp.: + 3 =  + 3; — 4,5 =  — 4,5; .
.Wyjątek stanowi: + 0 =  — 0

To określenie liczb równych i nierównych jest zgodne z ich znacze­
niem praktycznem. W szak musimy uważać np. spadek temperatury o 7° 
i wzrost temperatury o 7° za zmiany różne; podobnie za różne uważać 
musimy dochód 5 zł i wydatek 5 zł. Natomiast dochód 0 zł i wydatek 
0 zł nie zmieniają stanu kasy; należy więc je uważać za zmiany równe.

f /

§ 3. Odcinki kierunkowe.

Liczby względne przedstawiać będziemy zapomoeą odcinków 
kierunkowych, umieszczonych na osi.

__  ̂ rzez odcinek kierunkowy czyli wektor rozumiemy odcinek, 
który oprócz długości ma także pewien ściśle określony kierunek.' 
Odcinek taki, np. AB w rys. 3 kreślić będziemy w ten sposób, że
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zaopatrzymy go strzałką, która wskazuje kierunek odcinka. Od­
cinek AC, jakkolwiek równy co do długości odcinkowi AB, uwa­
żamy za różny od AB, bo ma inny kierunek. Oznaczamy odcinek 
kierunków^ syłnbolem a lub AB, •przyczem przy ostatnim sposo­
bie oznaczania porządek liter A i B nie jest dowolny: Litera 
napisana na pierwszem miejscu, a więc litera A, oznacza po­
czątek, a litera napisana na drugiem miejscu, a więc litera B, 
koniec odcinka kierunkowego. BA oznaczałoby odcinek, mający 
początek'w D, a koniec w A; w rysunku należałoby strzałkę 
przy B opuścić, a dodać strzałkę przy A. Jeżeli w tekście ozna­
czamy odcinki kierunkowe dwiema literami, staje się zbędnem 
uińieszclanie. w rysunku strzałek, sam bowiem porządek liter 
wskazuje już kierunek ądcinka. Będziemy więc często strzałkę, 
wskazującą kierunek odcinka, opuszczać.

Przez oś rozumiemy prostą, na której pewien kierunek obrany 
jest jako dodatni; kierunek przeciwny temu kierunkowi nazy­
wamy ujemnym. Kierunek dodatni zaznaczamy na osi strzałką 
(rys. 4).

F £ A B D C
-------<—1 1------- 1 1 >--------- 4—1 1--------- >-

Rys. 4.

Umieśćmy na osi w rys. 4 odcinki kierunkowe AB i CD; 
długość każdego z tych odcinków wynosi 2 j (dwie jednostki). 
Kierunek odcinka AB jest zgodny z kierunkiem dodatnim osi; 
przypisujemy tedy odcinkowi AB znak dodatni. Podobnie przy­
piszemy odcinkowi CD znak ujemny, gdyż kierunek tego odcinka 
zgodny jest z kierunkiem ujemnym osi. Napiszemy: AB =  +  2 j, 
CD =  — 2 j. Odcinki kierunkowe umieszczone na osi nazywamy 
równemi wtedy i wtedy tylko, jeżeli mają równe długości i jed­
nakowe znaki; gdy chociażby jeden z tych warunków nie jest 
spełniony, uważamy odcinki za nierówne. Tak np.: EF =  CD, 
ABA^CJ). Nieistotną jest przeto rzeczą, w którym punkcie osi 
początek odcinka kierunkowego umieścimy; wyrażamy to, mó­
wiąc, że odcinek kierunkowy na osi wolno dowolnie przesuwać.

Takiemi odcinkami kierunkowemi na osi przedstawiać będzie­
my zmiany wielkości, mogących się zmieniać w dwóch przeciw­
nych kierunkach, jak np.: przesunięcia wozu na torze kolejowym, 
zmiany stanu poziomu wody w rzece, zmiany stanu kasy i t. p. 
a także liczby względne. Długość odcinka kierunkowego, mie­
rzona w przyjętych jednostkach, przedstawia wartość bezwzględną
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liczby kierunek dodatni lub ujemny pdcinka, znak +  lub — liczby 
względnej. Np.: W_rys. 4 przedstawia liczbę + 2  odcinek AB, 
liczbę — 2 odcinek CD lub EF. Liczbę 0 przedstawiać będziemy 
na osi odcinkiem zerowym.

§ 4. Dodawanie liczb względnych.

, ■ f  rz / fiknła,d L zmiany stanu kasy w ciągu dnia wynosiły ko-
W i ’a ° zł’ . “ 120 zi> + 160 zł, to zmianę stanu 'kasy

ciągu całego dnia nazwiemy sumą owych czterech zmian. Łatwo obli­
czyć, iż wynosi ona tł- 80 zł. Napiszemy: “

'  ̂ (+  60) + (— 20) + {—f  120) + (+  160) == + 80.
ł, Liczby ̂ względne, będące składnikami sumy, piszemy w nawiasach, 

aln nie mieszać znaku liczby ze znakiem dodawania. 4

, .P r z f k ł a d  2- Jezeli wóz na torze kolejowym doznał kolejno po 
sobie następujących przesunięć: AB =  + 7 m, BC =  — 3 m, CD L

8 m, DE + 6 m, to z rys. 5, na którym te przesunięcia przed-

____  D, * £ C B
t r i ,---1---r—I---1---1---,---,---1---- >.

Rys. 5.

snnTPT ^ ? tZv ° mT ą/ ! kt0rÓW’ zanwaiymy- źe skutek tych czterech prze- 
. umęć jest taki, jakgdyby woz doznał jednego przesunięcia AE =  +2 m.

o przesunięcie wypadkowe AE nazywamy sumą przesunięć AB, JiC 
CD i DE, a liczbę^+2 sumą liczb: +7, — 3, — 8 i + 6. Napiszemy:

AB + BC + CD + TTe  = .  AE;
( + 7) + (— 3) + (— 8) + ( + 6) =  +2.

r ó w S f  Sięina ostatnim P r ą d z i e ,  określamy dodawanie wekto- 
w umieszczonych na osi w następujący sposób:

Mając do jednego wektora umieszczonego na osi dodać drugi 
zestawiamy je na osi tak, aby początek drugiego wektora padł 
na koniec pierwszego; wektor, którego początek znajduje się 
w początku pierwszego wektora, a koniec w końcu drugiego na 
zywamy sumą obu danych wektorów (składników).

n o w i S r r ie 1iCZbkWZgl1ęd,nyeł! określimy tak, aby sumie wektorów od- 
powiadała suma liczb względnych, odpowiadających wektorom-składnikum 

łtys. b przedstawia sumę wektorów AB + BC =  AC Wyrażaiac fe 
wektory zapomocą odpowiadających im liczb względnych, otrzymamy:

Jeżeli A B = +  5, 5 (7 = + 3  (rys. 6 a), to J C = + 8 - zatem- 
— (+  5) -f (+  3) == +  8.

Jeżeli AB -  - 4 ,  BC - - 2  (rys. 6 6 ), to =  - 6 ; zaten,,
(— 4) + ( -  2) =  — 6.
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. Jeżeli AB =  + 6, BC =  — 2 (rys. 6 c), to AC == +4; zatem:
(+  6) + ( - 2 )  =  + 4 .

Jeżeli AB =  — 7, BC =  +3 (rys. 6 d), to AC — —4; zatem:
( - 7 )  + ( +3 )  =  - 4 .

A B C
j)-------1---1---1---1---1---1---1---1---1---------►

C B A
b)-----------1---1--1---1---1----1--1------------->■

A  C B
e)----------1—i T t 1 t 1------------->

B C . ' A N
d) --------~i---1--i---1---rr—i---r—I--------- ►

AC B
e) ---------- 1--- 1--1--- 1--- 1---- 1------------------ >•

Rys. 6.

Jeżeli AB =  +5, BC =  —15 (rys. 6 e), to AC == 0; zatem:
( +5 )  + (-5 .)  =  0.

Na podstawie tych przykładów określamy:

Liczby względne o jednakowych znakach dodajemy, dodając 
ich wartości bezwzględne, a wynikowi dając znak wspólny obu 
liczb. Liczby względne o różnych znakach dodajemy, odejmując 
ich wartości bezwzględne (mniejszą od większej), a wynikowi 
dając znak liczby bezwzględnie większej. Gdy dodamy dwie liczby 
względne o jednakowych wartościach bezwzględnych, a różnych 
znakach, otrzymamy 0 (mówimy, że te liczby znoszą się). Z dego 
powodu nazywamy takie dwie liczby liczbami przeciwnemL Jeżeli 
jednym z dwóch składników jest zero, to suma równa się dru­
giemu składnikowi.

Według powyższego określenia można z a w sz e  dodać dwie 
dowolnie dane liczby względne; na wynik otrzymamy zawsze 
ściśle określoną liczbę względną. W tern znaczeniu mówimy, że 
dodawanie jest w zakresie liczb względnych zawsze wykonalne. 
Dodawanie liczb względnych jest nadto działaniem jednoznacz- 
nem. Znaczy to, że ilekroć dodamy te same liczby lub liczby 
równe danym, otrzymamy taki sam wynik. Tę własność doda­
wania wyrażamy krótko tak:

Jeżeli do równych liczb dodamy równe, otrzymamy równe 
sumy.

Z określenia dodawania wynika też bezpośrednio, że wartość 
sumy dwu liczb nie zmienia się, jeżeli składniki przestawimy.

9
§ 5. Odejmowanie liczb względnych

u m i « n y “ h t f S *  P l u j e m y  dla odejmowania wektorów

z a i m i l r J f  p,akt-vra”y SP°S«*> odejmowania liczb względnych 
zajmiemy się najpierw odejmowaniem wektorów -

i
do wektora AC (odjemnej),
Jemmkowi BC). Jest bowiem: XC -f- CB =  AB "

Zatem: A C -  BC -  AC +  CB =  AB. Znajdujemy więc-

p r z S , ™  Wkt°ra 2aS‘» id dodawaniem wektora

o d e S o S f i b  w ^ ęt ; c r d,mi“St d°

Np.: (■— 7) — ( + 3) =  (— 7) + (_qA __ in T

Podobnież ^  ^  1 +  10) + ( A ? ™

(-3 ) -  S-s! =  [ t t ]  + Z 7 22’ poniewaź ; - 2) + (+6) =  +4.
! ( + 2) -  (—4) =  +2 + +4 Z  p0n,ewaz (+2) + ( - 5 )= _ 3 .

0 ^  - 2 =  0 t  i t  ’ P°meWaz ( + «) + (-4 ) = +2.
(—3) — 0 =  + (+ 2) — + 2, ponieważ ( + 2) + ( _ 2) = 0
(—3) — (—3) — (_3) + n pon!ewaź ( ~ 3 ) +  0 = _ 3 .

nvcb twierdzenia cynika, że odejmowanie liczb wzo-IpJ-
5 J st działaniem zawsze wykonalnem. Pod tym wzsrledem

S  S 3B 5—  " •  m - S S K S t
. r » a S « n°Wanie ltó2b' WZKlędnyCh * *  *  działanien, jedno-

różniej1* ** odejmiemy równe, otrzymamy równe

1 rzeczywiście otrzymamy zawsze: (— 7) — (A 2) =  _  q hn t 11
(— 9) dodane do ( + 2) daie (_7i - • 9> bo t y l k o

1 j aaje ' ' ' ' trdybysmy zamiast — 9 dodali do
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+ 2 inną liczbę, nie otrzymalibyśmy sumy — 7. Sprawdź, przyjmując 
zamiast— 9 liczby:— 10, — 11, — 8, +5 i t. p.

Z określenia odejmowania wynika bezpośrednio twierdzenie: 
Jeżeli do różnicy dodamy odjemnik, otrzymamy odjemną,
Z szczególnych wypadków odejmowania zapamiętać należy: 
Liczba-nie zmienia się, gdy od niej odejmiemy zero. \ 
Różnica równych liczb równa się zeru.

§ 6. Suma algebraiczna.
P r z y k ł a d .  Wykonać działanie:

[ (— 4) + (— 2) ] — [( + 5) — (— 3)].
Stosownie do znanego znaczenia nawiasów, należy najpierw wykonać 

działania w nawiasach graniastych, a potem pozostałe działanie. Otrzy­
mamy :

[ ( -4 )  + ( - 2 ) ] - [ ( + 5 ) - ( - 3 ) ] = * =  '
=  [ ( -4 )  + ( -2 ) ]  - [ ( + 5 )  + ( + .3)]=_
=  (— 6) — (+ 8) =  (— 6) + (— 8) == — 14.  ̂ ,

W. tym przykładzie rozróżnić należy dwa rodzaje znaków i dwa ro­
dzaje nawiasów. Niektóre znaki + i — są znakami działań (wskaż je 
w powyższym przykładzie), inne są znakami liczb (wskaż je). Podobnie 
służą niektóre nawiasy, (graniaste) do naznaczania porządku działań, 
inne (okrągłe) należą do sposobu pisania liczb względnych, zaznaczając 
wyraźnie, który znak należy do której liczby.,  ̂ i

Aby uniknąć niewygodnego sposobu pisania dwojakich znaków 
i . ogromnej ilości-nawiasów, zgodzono się przy naznaczaniu dodawania 
liczb względnych opuszczać znaki dodawania i nawiasy, a.liczby względne 
pisać obok siebie z ich znakami. Tak więc zamiast (+5) + (— 2) + ( + 4) 
pisać będziemy krótko: + 5  — 2 + ‘4, a nadto umówimy się opuszczać- 
przy pierwszej liczbie, o ile jest ona liczbą dodatnią, znak +. Powyższą 
sumę zapiszemy więc tak: 5 — 2 + 4. Podobnie zamiast (— 5) + (— 3) + 
+ ( + 7) napiszemy:, — 5 — 8 + 7. Naodwrót: — 8 + 3 — 2 oznacza 
(— 8),+ ( + 3) + (— 2); 6 + 2 — 7 oznacza ( + 6) + (+2) + (— 7).

-  Przyjmujemy następującą umowę:
‘Dodaicanie liczb względnych naznaczamy,, pisząc te liczby 

- obok siebie z ich znakami.
Ponieważ odejmowanie liczby względnej można zastąpić do­

dawaniem liczby przeciwnej, to:
Odejmowanie liczb względnych naznaczamy, pisząc obok nie­

zmienionej odjemnej odjemnik ze znakiem-przeciwnym.
Naznaczoną według tej umowy sumę liczb względnych (a więc 

np. 3 — 2,4 — 7§ -j- 5) nazywamy sumą algebraiczną.
Np.: (— 10 — (— 2) + (— D —,(+ ł) =  — 1 | +  2 — i — £. 
Naznaczone w sumie algebraicznej dodawanie liczb względnych można
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w y k o n y a l g e b r a i c z n a  redukuje *  do jednej liczby,

Wykonywanie dodawań liczb względnych naznaczonych w su- 
mie algebraicznej nazywamy redukowaniem.

n o w f ^ S j  i,SZC2e ^  PtZyk)ad na początku, posługując się'

f ( 4) + ( 2)] —[( + 5) (—3 )]= [— 4 — 2]—[5 + 3 ] = — 6_8 = __14

§ 7. Oś liczbowa. Porównywanie liczb względnych.

sie S * /  k°r' to nzeki, możemy obserwować na nim wznoszenie 
ę 1 °paddme wody w czasie powodzi. Te wznoszenia się i opadania no 

ziomu wyrażamy liczbami względnemi. Liczby te nie podają nam jednak

S n i S  T J * -  W pewnei C,,'Vili' tylk° T Tpodniósł się w porównaniu z poprzednim stanem, czy obniżył Aby móc

n S Pn ° : r “ W° +  *  r“ nych w.vtr°d+  »  sobą porównywa?należy przyjąć pewien stan wody za zasadniczy czyli iak mówimy ™
stanT ' n°t0WaC zaP°m°cą liczb względnych odchylenia- od owego

zone?ram^ m r t r Un n nOWi P0dp0^dkujem y na podziałce, umfe- 
szezonej na stupie liczbę 0. Zamiast podawać zmiany stanu wodv ™

W°dy- W PCWIlej ehwili zc stanem wody np. z dnia poprzed 
S ń  POdajemy1Zm,af y stani1 wody w odniesieniu do owego sILu urzy-' Jętego za normalny. Jeżeli powicmv żp etan ^nosi +27 rm l„n * n  powiemy, ze stan wody w pewnej chwili wy-

śc„i'vS " ‘i  S c * ; ™  t ń t  . " + cd"-"h:
nych miejscowości, stan maiątkowy datę tu % f Ue p,onowe rpz-
mian, u Arabów) i t. p. Powfemy: ’ d ’ lV Starozytnych Rz.V-

wieiSĆF w f t a k l '  do wyrażania zmian
■ ) ’. , tak/:e do oznaczania stanów wielkości moe-acrcb

s.ę zm.emae w dwóch przeciwnych kierunkach, jeżeii pewfcn stall 
P y j^ iem j za normalny i podporządkujemy mu liczbę D

na m t f T ''Postawiać zapomoc, wektorów 
■ - weKtory na osi można przesuwać. Wykreślmy tedy ni 7v 

i , ‘ ,niej. wektory, odpowiadające liezbom: + 1, +2 + 21 +3
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rów) oznaczmy cyfrą 0, a koniec każdego wektora tą liczbą, którą ten 
wektor przedstawia. Otrzymamy wektory: 0( + l), 0(4-2), 0(— 2), ... 
odpowiadające kolejno liczbom: 4-1, 4-2, — 2 ... Ponieważ wszystkie te

— I---------- 1----------- 1----------- ł-----------1----------- 1----- 1-----1------v
“ 3 -2  -1 O +1 + 2 + 2 i  +3

Rys. 7.

wektory mają wspólny początek, to każdy z nich jest określony, gdy po­
damy jego koniec. Podporządkujmy koniec każdego wektora tej liczbie, 
którą wektor przedstawia. Wtedy każdej liczbie względnej odpowiadać 
będzie ściśle oznaczony punkt na osi. Oś taką, której punkty podporząd­
kowane są w powyższy sposób liczbom względnym, nazywamy lin ją (osią) 
liczbową.

Ustaliliśmy tedy między liczbami względnemi a punktami li- 
nji liczbowej pewną, odpowiedniość, polegającą na tern, że każdej 
liczbie względnej odpowiada ściśle oznaczony punkt na linji licz­
bowej. Lecz punkty linji liczbowej są w pewien sposób uporząd­
kowane: każdy punkt leży albo na prawo (t. j. w kierunku przy­
jętym za dodatni), albo na lewo od drugiego. Otóż korzystając 
z tego, określimy porównywanie liczb względnych, umawiając się, 
że za większą z dwu danych nierównych liczb względnych uważać 
będziemy tę, której odpowiada na linji liczbowej punkt, leżący 
na prawo od punktu, odpowiadającego drugiej liczbie; tę drugą 
liczbę, której odpowiada punkt, leżący na lewo od punktu, odpo­
wiadającego pierwszej liczbie, nazywać będziemy mniejszą od 
pierwszej. Stosownie do tego wprowadzamy następujące okre­
ślenia:

Każda liczba dodatnia jest większa od zera i od każdej liczby 
ujemnej; "każda liczba ujemna jest mniejsza od zera i od każdej 
liczby dodatniej.

Z dwu liczb dodatnich ta jest większa, która ma większą war­
tość bezwzględną; z dwu liczb ujemnych ta jest większa, która 
ma mniejszą wartość bezwzględną.

Np. i — 2 < 4- 1, 4- 3 > 0, — 4 < 0, 4~ 5 > 4- 3, 5 <  2.
Przyjęte powyżej określenie liczby większej i liczby mniejszej zgadza 

się w wielu przypadkach z przyjętym powszeehnie sposobem mówienia. 
Tak np. jeżeli liczby względne oznaczają stan majątkowy (dodatnie — 
majątek, ujemne — długi), to powiemy, że więcej ma ten, eo ma 6 zł ma­
jątku od tego, co nie ma nic, lub od tego, co ma 7 zł długu, zgodnie z nie­
równościami: 4-6>0 i 4-6> — 7. Czasami jednak znaki >  i <  nie odpo­
wiadają związkom, które w codziennem życiu określamy wyrazami: 
większe i mniejsze. Jeżeli np. liczby względne oznaczają odległości po­
ciągu od stacji (dodatnie na wschód, ujemne na zachód), to nierówność 
4-3 km > — 5 km należ}- tak rozumieć, że pociąg oddalony od stacji

13

o 4-3 km znajduje się na wschód od pociągu oddalonego od stacji 
o — o km. Jeżeli liczby — 100 i 4-40 oznaczają daty dwóch zdarzeń histo­
rycznych, to nierówność -1 0 0  <  + 40 znaczy, że pierwsze zdarzenie jest 
wcześniejsze od drugiego i t. p.

§ 8. Zastosowania dodawania i odejmowania liczb względnych.

Jeżeli chodzi o zastosowanie dodawania i odejmowania liczb 
względnych w zagadnieniach praktycznych, należy pamiętać, że 
działania te mają inne znaczenie, niż dodawanie i odejmowanie 
liczb bezwzględnych. Aby zdać sobie sprawę, czy w danem za­
gadnieniu należy zastosowrać dodawanie, czy odejmowanie, przed­
stawiamy liczby względne zapomocą wektorów' na osi. Jeżeli po­
czątek drugiego wektora leży w końcu pierwszego wektora, a cho­
dzi o znalezienie odległości końca drugiego wektora od początku 
pierwszego, mamy do czynienia z dodawaniem (§ 4).

tt P r z J k ł a d  L Pociąg I jest oddalony od stacji A o 4-7 km, a pociąg 
11 jest oddalony od pociągu I o — 18 km. Jaka jest odległość pociągu II 
od stacji Al

Pierwszą odległość przedstawia wektor A l, drugą fT l ; chodzi o zna­
lezienie  ̂wektora A II. Łatwo zauważyć, że ten ostatni jest sumą dwóch 
poprzednich; zatem: (4-7) 4- (— 18) =  7 — 18 =  _  n .

Odległość pociągu II od stacji A wynosi — 11 km.

Aby wyjaśnić znaczenie różnicy liczb względnych, przedstawmy te 
iICf ’y nf. -?81 llczbowej zapomocą wektorów. Niechaj odjemną przedstawia

S L 0° w (2 r 8a’ 6 lub C)’ odliemnik wektor 0B: p,inkt o  odpowiada

fi
1------1------------

----------1-------------

O

H-------- ----------------1 _ ---------->

A O fi

--------- >

--------- 1------------- ----------------------1---------- --------->

Rys. 8.

OA — OB =  OA + BO (według tw. o zastępowaniu odejmowania doda­
waniem) ;

~  4- O A (według prawa przemienności);
=  BA (według definicji dodawania wektorów).

Ze wzoru OA — Oli =  BA odczytujemy, że różnicą dwóch wektorów
Z A T  WSP !y, p?czątek’ -iest wektor- Podający odległość końca wek- 
tora-odjemnej od końca wektora-odjemnika. Zatem:
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Jeżeli w zadania chodzi o znalezienie odległości końców dwóch 
wektorów, mających wspólny początek, należy zastosować odej­
mowanie.

P r z y k ł a d  2. O ile m wyżej leży Warszawa, położona +110 m 
względem poziomu morza, od morza Martwego, położonego — 394 m wzglę­
dem poziomu morza?

Przedstawiając wektorami odległości obu miejscowości od poziomu 
morza (przyjętego za 0), zauważymy, że chodzi tu o odległość końców 
wektorów, mających wspólny początek. Zadanie rozwiążemy zapomocą 
odejmowania:

( + 110) — (— 394) =  110 + 394=  +504.
Warszawa leży o 504 m wyżej (znak + wyniku) od morza Martwego.

§ 9. Mnożenie liczb względnych.
P r z y k ł a d  1.? Pewien kupiec prowadził z dwiema firmami A i B 

rachunki w dolarach. Firma A była winna kupcowi 300 dolarów, a firmie 
/{ był winien kupiec 150 dolarów. Ile złotych zyskał lub stracił kupiec na 
każdej z tych kwot, gdy wartość dolara a) wzrosła o 0,3 zł? b) spadła 
o 0,4 zł?

Rozwiążmy zadanie najpierw w liczbach bezwzględnych:
a) Gdy wartość każdego dolara wzrosła o 0,3 zł, to wartość 300 dola­

rów wzrosła o 300 • 0,3 zł =  90 zł, co stanowiło z y s k  kupca; wartość 
150 dolarów wzrosła o 150 • 0,3 zł =  45 zł, co stanowiło s t r a t ę  dla 
kupca, bo o tyle wzrósł jego dług.

b) Gdy wartość dolara spadła o 0,4 zł, to wartość 300 dolarów, które 
firma A winna była kupcowi, zmniejszyła się o 300-0,4 zł = 120  zł; sta­
nowiło to s t r a t ę  dla kupca. Wartość 150 dolarów zmniejszyła się 
o 150 • 0,4 zł =  60 zł, co stanowiło z y s k  kupca, bo o tyle mniej był wi­
nien firmie B.

Mnożenie liczb względnych określimy tak, aby to samo zadanie dało 
się rozwiązać zapomocą mnożenia liczb względnych. Wierzytelności kupca 
uważamy przytem za liczby dodatnie, długi za'ujemne; przyrosYwartości 
dolara wyrażamy liczbą dodatnią, spadek wartości liczbą ujemną; zysk 
kupca przedstawimy liczbą dodatnią, stratę liczbą ujemną. Aby wyniki 
były zgodne z rzeczywistością, musi być:

(+  300) - (+  0,3) =  + 90, (+  300) • (— 0,4) =  — 120,
( _  150) . (+  0,3) =  — 45, (— 150) • (— 0,4) =  + 60.

Zgodnie z tern określamy:

Liczby względne mnożymy, mnożąc ich wartości bezwzględne, 
a wynikowi dając znak jeżeli oba czynniki mają jednakowe 
znaki, a znak —, jeżeli mają znaki różne.

Liczby które mnożymy, nazywamy czynnikami, wynik mnoże­
nia nazywamy iloczynem.

* Przykład zaczerpnięty z rozprawki A. M. Rusieckiego.

(+ 5) • (+ 2) +  10; ( — ! ) • ( +  6 )  =  — 4i- ( —  3W— 71 —  -±- O l
ł) =  - ł f ;  (+5) . (Vl )  =  +  5 ; ’ > 3 ) ( - 7 )  =  +  21;sirumr i -

w J j Z ? w °  f rf “ ia m”ożenia "'.'■'i'™, że mnożenie liczi, 
mm, t f h Km ^kom inem  i jednoznacz-

róuJn ? L l t « ™  •* « * >  otrzymamy

_ IWmez bezpośrednio z określenia mnożenia wynika, że war­
tość iloczynu dwu liczb nie zależy od porządku czynników roz- 
rozmame mnożnej i mnożnika staje się zbędnem.

Z szczególnych przypadków mnożenia zapamiętajmy 
J^tczba nie zmienia się, gdy ją przez + 1  pomnożymy.

ef e i ll̂ bę jakąś pomnożymy przez — 1, otrzymamy liczbę 
przeciwną danej liczbie. * *
, j ; cr  jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej

jeden z czynników jest zerem. 1

na B S z z & s s r * lhzh WZ|!lednJ'eh * « * •
ra lcY w i Y .Y '’ kolejowym biegnącym od zachodu ku
wscnodowi leży stacja A. Kierunek toru ku wschodowi uważamy za do
datm, ku zachodowi za ujemny. Odległości od A liczyć będziemy ku wseho 
dow! idodatnio ku zachodowi ujemnie. Podobnie wyrażać b dzimy " 
dodatnią prędkość (ilość m przebywanych w 1 m L T w  .i 4

k“ ™ h(Kiow‘; » njenm,, prędkość w kicrufku ^ L d m iy m  
C|as (llosc minut) po godz. 12-tej liczyć będziemy dodatnio przed S '  
12-t, ujemnie Rozwińmy następujące zadania, ' ' 1 S°dŁ

i) — SmmJmin '‘h i ' Z l ‘1 J  z Pakością o) +500 m/min.
l i t e j r z :  p Z ddS °  l) 4 »“ u .

Stosując jeż e n ie  liczb względnych, znajdziemy,

U l

wyińko™ L c Pz y i i s ,S , " y

§ 10. Dzielenie liczb względnych.

c z y Z f l i ê Ż dnt  liczbę/dzielnyprzez drugi, (dzielni) zna-

hC2bę ,kt6ra

- Stosownie do tego określenia :
(+  5) : (+  3) =  + | ,  bo tylko (+  f ) • (+  3) =  + 5 .
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+ 5;
— 5;
— 5.

( + 5) : (— 3) =  — bo tylko (—f )  • (— 3)
(— 5) : ( +3)  =  — bo tylko (—| )  ■ (+ 3)
(— 5) : (— 3) =  + | ,  bo tylko ( + | )  • (— 3)

Z tych przykładów wysnuwamy regułę:

Liczby względne dzielimy, dzieląc ich wartości bezwzględne, 
a wynikowi dając znak +> jeżeli dzielna i dzielnik mają jedna­
kowe znaki, a znak —, jeżeli dzielna i dzielnik mają znaki różne. 

Dzielenie jest działaniem jednoznacznem:
Jeżeli równe liczby podzielimy przez równe, otrzymamy równe 

ilorazy.
Z przykładów:

(+  7) : ( + 7) =  + 1; (— 6) : (— 6) =  +  1;
(— 5) : (— 1) =  + 5; (+  4) : (— 4) =  — 1;
(+3)  : (+1)  =  + 3 ;  ( - 3 )  :J+ 1) = - 3 ;
wysnuwamy: y

Iloraz równych liczb wynosi + 1 ;  iloraz liczb przeciwnych 
równa się — 1. ■

Liczba nie zmienia się, gdy ją przez -j- 1 podzielimy; liczba 
przeciwną, gdy ją podzielimy przez

( +5)  : (— 1) =  —5; 
(—4) : ( +4)  =  — 1; 

0 i (—2) =  0.

1.&YYli6 Yll(l S ię  f ld  Jj! y  w y J ^  t ' • ------  —- I T T  J  W J  JW IU tllJS U iy .

0 podzielone przez każdą liczbę różną od zera daje na iloraz 0. na symbolach literowych naznaczamy zazwyczaj tylko.
Próbujmy wykonać dzielenia: ( + 4) : 0 i (— 4) : 0. Chodzi o zna­

lezienie takiej liczby, która mnożona przez 0 daje na iloczyn +4 lub — 4.
T  i 1 * * 1 * 1.   _    1. 1. n  ń d  .i 1 i a-. r»l\ n  W l  A  rt T1 Tlr7Af7 O  M O I  O  Tl
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: Przykłady te wskazują, że wyniki działań na liczbach bez

n i S t T n t ?  il<! ?“me’ jak wyniki działa<> "a liczbach dodat 
w y „ i ^ “ kT » ° WaCh be^ d" ^  m  w tych

Te spostrzeżenia pozwalają nam uważać liczby bezwzględne za 
dentyczne z liczbami dodatniemi. Wszelkie rachunki wykonywać 

będziemy odtąd w zakresie liczb względnych; liczby bezwzględne 
stanowić będą szczególny przypadek liczb względnych: będą iden­
tyczne z liczbami dodatniemi. - ę 4 iaen

§ 12. Wyrażenia algebraiczne.

Ha f Ĵ eranf  cy :  ’ m> n’ • • • x> V> ■ • ■ oznaczać będziemy dowolne 
liczby względne. , Liczby wyrażone cyframi n a z j w a Heliami 
szczegół nenii. Działań na symbolach literowych, jak wiemy nie 
można zawsze wykonywać tak, jak je wykonywamy na liczbach 
szczególnych, gdzie wynik przedstawia się jedną liczba różno 
w ogolnosci od liczb, na których działania wykonaliśmy. Działania

« naznaczamy zazwyczaj tylko. I tak •
' acz W, które dodajemy, łączymy znakiem + . Np.: a +  b

2. Liczby, które odejmujemy, łączymy znakiem — Np •
O. LlPZłw --- __

czyn

__ „ » liuiû uiia v vac*jv. -j -  • - — --j «> î cioyiiiy znaKiem —. iNp * a_b
Lecz takiej liczby niema, bo każda liczba mnożona przez 0 daje na do- ó. Liczby, które mnożymy, łączymy' znakiem • (rządziei

n 0, a nigdy +4 czy — 4. ałbo piszemy obok siebie bez znaku. Np • a • b <== a V h — „h ’
Nawet i dzielenie 0 : 0 jest nieokreślone. Szukając liczby, która mno- 4_ Liczby kt6 , • ( "  . u ° ~ a°-

żona przez 0 daje na iloczyn 0, zauważymy, że k a ż d ą  liczbę możnabydzielenie w nr>«+^ jeżym y  znakiem : lub naznaczamy
uważać za iloraz dzielenia 0 : 0. Ale właśnie wskutek tego działanie ^  ̂ a c ani a< ^  P- • a * b — ■£.
0 : 0 uważać musimy za nieoznaczone. . /  >m()oIe a +  b, a — b, ab, a : b oznaczają naznaczone działa-

Dzielenie jest działaniem zawsze wykonalnem, o ile dzielnikom, a zarazem wyniki tych działań, a więc kolejno: sumę różnice 
jest różny od zera. Dzielenie przez 0 jestyniewykonalne; dzielić™oczyn, iloraz.
przez 0 nie wolno.

§ 11. Liczby względne a liczby bezwzględne
Porównajmy "rys. 2 na str. 4 z rys. 7 na str. 12; zauważymy, . . .

że pierwszy z nich otrzymamy, gdy w drugim odrzucimy półpro-. . _ . czom a j  c o awania i odejmowania lub b) same mno-
stą, na której przedstawione są liczby ujemne. Oś liczb dodatniełi^^ jew w t.akim Porządku, w jakim są

różni się niczem od osi liczb bezwzględnych.
Zwróćmy uwagę na następujące zestawienie:

Gdy mamy naznaczyć kilka działań, należy oprócz samych 
dziahm naznaczyć także porządek, w jakim te działania mają byS

umowy’ —  ia

m e
Np.: a+b

0 <  3 <  7, 0 <  +3 <  +7;
5 + 3 =  8, (+5) + ( + 3) =  + 8;
15 — 9 =  6, ( + 15) — (+9) =  +6
8 • 7 == 56, ( + 8) • ( + 7) =  +56;
18 : 6 =  3, ( + 18) : (+ 6) =  + 3.

__________  są naznaczone od
prawej.

- c + d oznacza, że do a należy dodać b od otjwmimH
|umy odjąć c, a do otrzymanej różnicy dodać d. " ‘ J

ahC oznacza- że « należy pomnożyć przez b, a otrzymany iloczyn przez c.

85 dodawaI,ia’ “dojmowania, mnożenia 
izielema, wykonywamy najpierw mnożenia i dzielenia, a potem

Ilhulowioz. Algebra II gimn. ------
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dodawania i odejmowania otrzymanych iloczynów i ilorazów we- pewn, liczby, który nazywamy wartością ------- „„
dług umowy 1. i przyjętych wartości liter. ‘ wenta dl u

Np.: a+bc oznacza, że najpierw należy wykonać mnożenie bc, a po- Np.. Wyrażenie (ab + c) ■
tem otrzymany iloczyn dodać do a. I c =  — 6, d — + 7, wartość_3

3. Jeżeli porządek działań ma być inny, niż wynika z umów = [ —15 — 6] : ( + 7) =  (_2i) 
1 i 2, używamy do naznaczania tego porządku nawiasów. Nawiasy Dwa

d przyjmuje dla « =  — $. 
ponieważ [(— £) - 12+ ( _ 6)] : ( + 7)=J 
: (+ 7) == —3. ' '

Jeżeli w wyrażeniu znajduje się kilka par nawiasów, jedne we- kiem =  tworzą równość. Wvrażerde nTIdffl , połączo|+  zna~ 
wnątrz drugich, wykonać należy najpierw działania w nawiasie!nazywa się lewą strona równości- wyrażenie6 I I ?  Z" aklem “  
wewnętrznym. Gdy te zostały wykonane, należy wykonać znów ku =  nazywa się prawą . /Z T ró w n o lc T  P P° ^
działania w nawiasie wewnętrznym i t. d. Np... a+b . c==(ac+ft) . c> ( Q

Np.: a+(b + c)d oznacza, że najpierw należy do b dodać c (urno- Oba wyrażenia połączone znakiem równości mam * - ■ „
wa 3), następnie otrzymaną sumę pomnożyć przez d (umowa 2), a do-wszelkich wartości liter (stwierdź, podstawiając za a \  i ,• y ?
piero ten iloczyn dodać do a (umowa 1). z  wyjątkiem c =  0. Zaznaczono to powyżej w n la c i  r  1  0

a-{b— [c + d(e — f)]+g) oznacza, że najpierw należy obliczyć roz- ‘ ^
nicę e — /;  następnie należy przez tę różnicę pomnożyć d ,u  otrzym ani|^^ ; J -11 ,aaa^  wyrażenie zastępujemy wyrażeniem równem, to

Gdy chcemy naznaczyć nH i „ . _ .
leży używać nawiasów lub naznaczać dzielenia przy pomocy kreski ułam-symboli literowych, 
kowej. Należy tedy unikać pisania: 18 : 6 : 3 lub 18 : 6 • 2. W pierw- 
szym przykładzie należy pisać (18 : 6) : 3 lub 18 : (6 : 3), co nie K° ™ C: ®+6 =  & + « wyraża, że wartość sumy dwu liczb nie
to samo (stwierdź rachunkiem) ; wyrażenie 18 : 6 : 3 oznacza natomiast™ Jezeu jej składniki przestawTimy.
stosunek trzech liczb. W drugim przykładzie należy pisać (18 : 6) • 2 lut „ , j Cm 1ylaszem +  najbliższym rozdziale będzie zestawienie mm,!.
18 : (6-2), co również nie jest to samo (stwierdź rachunkiem). Iloczyif1 '• v asności działań na liczbach względnych,
jednak, w którym znak mnożenia opuszczono, należy traktować jak ujętj 
w nawias. Zatem: a : bc =  a : (bc). Ćwiczenia.

Do naznaczania dzielenia używamy najchętniej kreski ułamkowej
Kreska ułamkowa nietylko naznacza dzielenie, lecz zastępuje ujęcie w na 1- a) Przyjąwszy dowolny odcinek za jednostkę w k '1 
wias dzielnej, dzielnika i ilorazu. cinki, których miarami są liczby: 3- 2- i- i a. L  ^  °d'

Np.: -------c znaczy to samo, co [(a+6) : (a — b)] • c. ' izedstawić na linji liczbowej liczby: 2- 3ł- 0- 1- 1 5

Jeżeli mamy naznaczyć kilka dzieleń, używamy chętnie i kreski ułam 1 0 Przykładów wielkości, mogących się zmieniać
kowej i znaku dzielenia. W Przeciwnych kierunkach. Podaj kilka takich zmian

^przedstaw je odcinkami kierunkowemi i liczbami względ-, ,  a + bNp.: c : -----r- znaczy: c [ ( « + & )  = ( o  —  6 ) l -

Kilka liczb szczególnych i symboli literowych, albo samyc Przedstaw zapomocą odcinków kierunkowych liczby
liczb szczególnych lub samych symboli literowych, połączonyc + 1; 1; +  2; —3; —0,5; -J— 1̂ ; —2,6; 0;  6 2- -f-0 8
znakami działań tworzy wyrażenie algebraiczne, lub krótko wyriS. a) Oblicz 
zenie. Jeżeli w wyrażeniu zamiast liter napiszemy pewne wai b) Oblicz 
tości szczególne i wykonamy naznaczone działania, otrzymam c) Oblicz

I 0,3 | 1 +  26,71, | i | ,  1 +  0,5!, | 0 |, | — 6f |.
' +  l ~ 2J  +  l + 4 , - i - 3>6 ! - |  +  2 , 4 | = ?
+  2| I -  | -  0,5 | + |  +  2,7 | -  | +  l i  | +  | _  2 j =  »
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4. Mając danewektory a, b,c,_d (rys._9), wykreśl sumy: a +  b, 
a +  ć, d +  d, c +  a, c +  d, d +  a, d-\-b.

Rys. 9.

5. Temperatura wody w kotle doznała następujących dwu kolej­
nych zmian: a) Podniosła się o 3°, potem podniosła się ̂ o o .j
b) Opadła o 2°, potem opadła o 5°. c) Podniosła się o 13", po­
tem opadła o 8°. d) Podniosła się o 6°, potem opadła o 10°.
e) Opadła o 6°, potem podniosła się o 8°. f) Opadła o 5°, po­
tem podniosła się o 8°. g) Podniosła się o 7°, potem opadła 
o T .h )  Opadła o 5°, potem podniosła się o 5°.
Przedstawiając te zmiany zapomocą wektorów, odpowiedz, ja

ka była ostateczna zmiana pierwotnej temperatury. Wyraz to za­
pomocą liczb względnych.

6. Ułóż i rozwiąż podobne zagadnienia jak w zad. o, biorąc pod 
uwagę: a) zmiany stanu wody w rzece; b) zmiany kursu do­
lara na giełdzie; c) zmiany prędkości ruchu pociągu;  ̂d) wzbi­
janie się i opadanie aeroplanu; e) zmiany długości szyny 
wskutek zmian temperatury.

7. Wykonać następujące działania tak według definicji dodawa 
S *  nia, jako też przedstawiając liczby względne zapomocą wek

torów:
a) ( + 3 )  +  ( + 2) +  (— *) +  (— 5 ) = »
bX (— 5) +  (— 3) +  (+  8) +  ( 2) = ?  '
c) ( -  2) +  ( +  2) +  ( - 1) +  ( - 3 )  = 1

(+  4) +  (— 7) +  ( +  5) +  (— 1) = t
8. Wykonać dodawania: , ,

«■) ( + 3 ) + ( + 4 ) = <  t o  i  - ? ! - !
(— 6) +  ( 2) = ?  + ;  t  1 2  z ;
( - 5 ) . +  ( + 3 ) = t  +  +  + “), “ 1 ,

b)(— 2,3) +  (+ 3 )  = t  -  5) + < -
(+ 2 )  +  ( - 3 , D = t  + + 7 +
(_i_0 7 )+ ' (— 1) = ?  0 +  (6,7)— ?

ę M - ! ) + ( - ł ) = «  ( + » + ; - » = !  ; + | ! + (i t « d

d) (+ 5 )  +  (— 8) +  (— 4) +  ( 4 0 +  (— 3) +  ( «)
+  (+ 1 0 )= ?

e) (+3,4) +  ( +  2) +  (9,6) +  (— 15,4) +  (—0,7) +  (5,4) +
+  ( +  6) = ?

f )  ( - ł ) +  < -* )  +  ( + * ) +  (-•* ) +  ( + * ) +  ( - * )  =  ?
g) (+  247) +  (— 384) +  (— 129) +  (+  210) +  (+  107) = ?
h) ( -  5f) +  ( -  7-1) +  (+  6§) +  (+  ą )  +  ( -  =  ?

* i) (+0,88) +  (— 1,2) +  (— 0,15) +  (+  0,96)+ (— 0,07)=?
j) ( -  0,8) +  (+ f )  +  (+  * )  +  ( -  1§) +  (+  3§) =  ?

9. Dodawaj szybko w pamięci d o a J + 5 , b) — 7 kolejno każdą 
z następujących liczb:

+  3, - 2 ,  — 7, + 15, - 8 ,  - 2 ,  - 5 ,  + 7 , — 10, +10. 
[Rachuj: ( + 5) + ( + 3) =?, ( + 5) + (—2)=? i t. d.].

10. Mając dane wektory a, b, c i  d (rys. 9 na str. 20), wykreśl: 
a — b, a — d, ć — b, d — a, c — d, d — c.

,11. Wykonać działania:
a) (+ 7 ) — ( +  3) = ?  (+ 3 ) — (+ 8 ) = ?  (—3) — ( +  5 )= ?  

(—4) — (—3 )= ?  (—2) — (—7)= ?  (+ 2 ) — (—6)= ?
b) (+ 3 ) — (+ 3 ) = ?  (+ 3 ) — (—3 )= ?  (—4) — ( +  4) = ?

(—4) — (—4 )= ?  0 — (+ 7 )= ?  o — (— 7)= ?
(— 5) — 0 = ?

c) (— 0,2) — (— 0,5)=? (+ 37) — ( +  41,5)=?
(+  I) — (— i) = ?  (— 4 |) — (+ 1 ,2 )= ?
(+  0,3) — (+  * )  = t  (— 3,65) — (— 3,8) = ?

d) ( 2) +  (+ 5)—(+ 7)—(—6) +  (—2)—(+ 3)—(—9)=?
(—2,5) +  (+ l,6 )—(—1,2)—(+3,4) +  (—0,2)—(—2 )= f

J 1  ( + A) +  ( -  ł) - < + * ) -  (~  I) +  (+ 1) -  (+ *) =  ?
g) ( -  2f) +  (+  2,2) -  ( -  lrff) -  (+  1,05) -  ( -  *) +  ( -  1|) =  ?
h) (+245)—(—55) +  (—400)—(—100) +  (120)—(+30)=?
*) ( 3,5)—(+2,5) + (+ 7)—( +  1)—(—3) +  (—5)=?
j) (—3,6)—(—2,4)+(—3,5)—(—4,2)—(+ 2 ,5 )+ (+ 3 )= ?

12. Wykonaj na odcinkach a =  +  2,4 cm, b =  — 3 cm, 
c =  — 1j8 cm, d — +3,6  cm następujące działania:
a) d+ó+ć+<Z; _ b) a—fe+c—d; _ c) a—b-\-c-\-d;
d) (a+b)—(c—d); e) n— (6 + e )+ 3 ; f) (b+ć)—(d—d). 
Sprawdź wyniki rachunkiem.

13. Napisać w postaci sum algebraicznych (według umowy w § 6) 
podane niżej wyrażenia, a następnie zredukować:

\<*) (+5) +  (—3) +  (+5) +  (—7)=?
\ b )  (—3) +  (+8) +  (—2 )+ (—3)=?
\ c )  (—3)—(+ 4)—(+ 7)= ?
\ d )  (+ 5)—(—4)—(—3)=?
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e) (_|_2)+(—3)—(4*5)—(—4) +  (+ 7)—(+ 2) ( 5 )= t i 19.
f) (—1,2)+ (+2,7)—(—3,5)—(+2) +  ( 3,4) (+6,4)='?
g) (+ 2 )—(—3) +  (+ 4)—(+5) +  ( 7) ( ■!)+ ( 9) ? J

14. Odczytać, jakie działania naznaczone są w następujących 
przykładach i wykonać je w porządku naznaczonym prze  ̂
nawiasy:

r .(+ 3 )+ (— 2)] +  u —5 )+ (—7 ) ] = ? 
bj [ ( + 4 ) + ( —2)J — [(—3)—(—8)]==t 
ty  [ ( - 2 ) - ( + 2 ) ] - [ ( + 5 ) - ( - 3 ) ] = ?  
lf)  [(—3)—(+5)] — [(+ 1 )—(—2)1 — [(—4) +  (+ 6 )]— •
e)  (—3 ) + { [ ( + 2 ) + ( + 4 ) ] — [(—3 ) + ( —8 )]} = ?
f) (—3)—{[(— 5)—(— 2)]—[(—4)—C+2)]}=t
g) [ ( -7 )  +  ( - l ) ] - { [ ( - 2 )  +  ( + 5 ) ] - [ ( - 7 ) - ( + 4 ) ] } = t
h) {(— 3)—[(—7)—(-4 ) ] } —{(+ 5)—[(+ ! )—( +  ')] )—J 121. 
%) {(-$)) — !(—•§)+(— H)]}4*{(— H) +  [ ( - 34)- (-H )]} - 1
j)  {[(—6,4) +  (—2,6)]—[(+5,3)—(+2,3)]}—

—■{ [ (—8,5) +  (—1,5) ]—[ (—4,6)—( 2,6) ] }=?

15. Przedstawić na osi liczbowej liczby:
— 2; + 7 ;  — 3; — +  0; +1,5; + 2 ;  —2+

16. Uporządkować według wielkości liczby:
a) — 3 ; +  4 ; 0 ; +  2 ; — 6 ; 2 ; +  1 ;. 22.
b) — 8; + 7 ;  — 1; 07; — 7; + 1 ;  — 3; + 3 ;
c) - i ;  + 1 ;  -  lf;  -1 .6 ;  +1,5; 0;
d) +1,4; —2,5; — +  — i; +  W*; ~  2iV; °-

17. Jakie znaczenie może mieć dodatnia, a jakie ujemna wartosi
liczby, oznaczającej: a) temperaturę, b) stan majątkowy
c) odległość pociągu od stacji, d) czas liczony od godz. 0
e) długość geograficzną pewnej miejscowości, f) szerokosi 
geograficzną, g) wzniesienie miejscowości ponad pozioc 
morza, łi) prędkość, i) stan wody w rzece, j)  datę.

18. Na osi dany jest punkt O, oraz takie punkty A iJB, że:
a) OA =  +  7,5; 0 5  =  +  4,8; b )  a 4  =  +3,6; OB =  +  4,5
c) OA =  —6,2; OB =  —3,6; d) 0 4  =  —2,8; OB =  -4,2^-
e) OA =  —3,2; OB =  +4,2; f) 0 4  =  +5,2; OB =  —1,4
a) OA =  —2,6; OB =  0; h) 0 4  =  —3,5; OB =  0;
i) 0 4  =  0; OB =  +3,4; j) 0 4  =  0j OB =  —5,6. ,
Znaleźć rysunkiem i rachunkiem różnicę 0 4  — OB i poda 
jej znaczenie. Jakie położenie ma 4  względem B zależnie o 
znaku tej różnicy I
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W pewnej chwili pociąg I jest oddalony od stacji 4  o km:
a) +2,4; b) +3,5; c) +9,5; d) — 2,3; e) — 4,2; f) — 8,4. 
Odległość zaś pociągu II od pociągu I (t. j. I II) wynosi km: 
u) +8,8; b) 6,5; c) — 6,o; d) — 5,4; e) +  9,4; f) +3,4. 
Jaka jest odległość pociągu II od 4  (t. j. 4  II)?

Statek porusza się po prostej biegnącej od brzegu z pręd­
kością w m/sek.:
a) +1,8; b) +1,8; c) —1,8; d) —1,8; e) +1; f) —1; g) — 1; 
a podróżny porusza się po tej samej prostej po pokładzie 
statku z prędkością w m/sek.:
a) +1,2; b) —1,2; c) +1,2; d) —1,2; e) —1,2; f) +1,2; g) +1. 
Z jaką prędkością oddala się podróżny od brzegu, lub zbliża 
do brzegu?

W pewnej chwili odległość jednego pociągu od stacji wynosi 
w km:
a) +4,5; b) +7,4; c) —5,6; d) -4 ,8 ; e) —6,2; 
a drugiego:
a) +12; b) —4,+ c) +2,7; d) —10; e) —6,2.
Jaka jest odległość drugiego pociągu od pierwszego? Co 
oznacza znak wyniku?

a) Następujące miejscowości, leżące na jednym południku, 
mają szerokości geograficzne: Gdańsk +54° 21', Capetown

33° 56', biegun połudn. —90°. Ile stopni ma łuk połu­
dnika między Gdańskiem a Capetown, między Gdańskiem 
a biegunem, między Capetown a biegunem?

b) Nowy-Jork, Madryt, Neapol i Konstantynopol leżą nie­
mal na jednym równoleżniku. Madryt leży pod +  41' dłu­
gości geogr. wschodniej, Nowy-Jork leży 70° 17' na zachód, 
Neapol 17° 57' na wschód, Konstantynopol 32° 10' na 
wschód od Madrytu. Jaka jest długość geogr. każdej 
z tych miejscowości? Ile stopni ma łuk równoleżnika mię­
dzy Nowym-Jorkiem a Konstantynopolem?

a) Państwo rzymskie było według podania królestwem od 
r. 753 przed Chr. do r. 510 przed Chr., następnie repu­
bliką do r. 31 przed Chr., a wreszcie cesarstwem do r. 476 
po Chr. Jak długo istniało państwo rzymskie? Ile lat 
było królestwem? republiką? cesarstwem?

b) Cesarz rzymski August urodził się 63 r. przed Chr. i żył 
lat 77. W którym roku umarł?
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24. Wykonać działania:
a) (+4) ( -2 )= ?  

(+4) (+ 2 )= !
b) (+7) ( -8 )= ?  

( - 1) ( + 1)==!
c) ( - 5 )  (+3)N (+2>

( - 6) (~|-2)= ?  
(—4 ) • 0= !
0- (+ 7 )= ?

7\

( - 3 )  ( -1 )= ?
(+5) ( -1 )= ?
(_1) (_ 1 )= ?
(+5) ( - 8 )= ?  ( - 7 )  (—6)=?

=t ( - 8 )  (+2) ( -3 )= ?
d) (— 24) (— f) (— 2f) (— 1Ą) =  ? ( - i )  ( + ! ) ( + * ) ( - 10)=?
e) ( - 2 )  (+3) +  ( - 5 )  ( - 4 )  -  ( - 7 )  (+2) +  ( - 4 )  (+2) 4. 

+  (+5) (+7)=T
f) ( - 7 )  ( - 2 )  -  ( - 3 )  (+4) -  (+8) (+3) +  ( - 2 )  ( - 3 )  -

-  (+2) (—4 )= ł
g) ( -  I) ( + 1) -  ( -  |)  (+  #) +  ( -  i) ( -  ~h) ~  (+  i) (+  A) -  

- ( + § ) ( - A)  =  ?
h) ( - 5 )  (+3) ( - 2 )  -  (+4) ( - 2 )  ( - 3 )  -

-  ( - 3 )  ( - 5 )  ( -4 )= ?
( 5  ( - 3 )  (+3) ( - 1 )  +  ( - 2 )  (+8) (+3) -
T l - ( - 7 )  (_ 8) (+ 1 )= ?
( j )  (+0,4) ( - 3 )  (-0 ,5) ( + 0 ,5 ) -  

- _  (-0 ,2) (-0 ,5 ) ( - 5 )  (—0,4)=?
25. a) Tworzyć szybko w pamięci kolejno sumę, a następnie ilo

czyn liczby a) —4, /ł) +3  i każdej z następujących liczb 
+3, —2, +5, —4, +4, —3, —1, 0, + 1 , —5.

Rachuj tak: —4 + 3 = ? , (—4) ( + 3) =  ?, —4—2— ? i t. d.
b) Znajdź podobnie sumę i iloczyn liczby «) -—0,7; /3) +01 

i każdej z liczb:
—1; -0 ,4 ; +1,2; -0 ,9 ; +0,3; +2; 0; —3; +0,6; -0 ,3 .

26. a) Przez stację A przejeżdżają równocześnie dwa pociągi
jeden jedzie z prędkością +500 m/min., drugi z prędko 
śeią —600 m/min. Jaka będzie ich wzajemna odległość p 
5 min. po przejściu przez stację A l Jaka była ich wzs 
jemna odległość 4 min. przed przybyciem na stację A 
Z miasta A wyjeżdżają równocześnie 3 samochody z pręc 
kościami: —60 fcm/godz., —30 kml godz., +45 km Igo di 
Jaka będzie odległość pierwszego, a jaka trzeciego same 
chodu od drugiego po 20 min.?

Wykonać działania
a)

b)

b)

(-14 ) (+ 7 )= ? (+12) (+ 6 )= t (-36 ) (-9 )= = ?
( -8 ) (+ !)= » (+5) ( -1 )= ? 0 (-4 )= =?
(+3) (+ 4 )= ! ( -5 ) (+ 6 )= ł ( -1 ) (-5 )= =?
(+4) (—4)=? (+1) ( -4 )= ? ( -1 ) (+ 6 + = 1

c) ( ł) : (+  i) =  ? (— -|) : (+  4) =  ? C4-i 2W _  m _ V 
/Tii ^  : 3) =  ? (+  5) : (+  1+ =  9 / o’?}) . t b\ ?
&  ( - 6 )  •• ( - 2 )  +  ( -4 ) :  (+2) -  (+15) • (+5) i (~  ł) =  ?
.  (+20): (+4) -  (+12): ( - 3 ) 1 ?  } ' (+  } +

: (+2) +  (—15): (—3) __ (+ 18 ). , 6)
-  (+30): (+5) +  ( _ 4 ) : (+ 4 )= ?  * ( } “

28. Pewnego dnia odczytywano eo 3 godziny termometr i zano 
towano następujące temperatury: _ 8 6"

. .me-l? 1+ wynosiła różnica między najwyższa » na i mzszą temperaturą? * najwyższą a naj-

29 p°rządek działań w podanych niżej wyrażeniach
1 0bhcz 'e warto4t każdego z tych wyrażeń dla wartości lher 
wyrmemonych oliok każdego wyrażenia:
C 0 a - b  +  c; fl =  - 3 ,  6 =  +  5, c =  +  7- 

® a - ( 6  +  c); a =  — 3 6 =  + 5  c =7+ 7.
a =  +  7, 6 =  - B , c = - S; ’

bj(a-l-b )c; a =  +  7, ó =  -  5, c = - 3 -
cj a =  -  2, b =  -  8) e = - 2 ’;
c) ( + - 6 ) j c ;  0 =  — 2, b = - 8 ; c — — 2;
d) ab - a c ; +  3, b~= _  5 c — _  4 .

# < • » — >•! . -  +  * . » — 'b.T — i-
^  2Q 3 6; a =  — 4, ń =  +  4;

2 (a — 86); a =  - 4, 6 =  +  4;

®  +  ° = - 2 4 ,  6 =  +  3, c = - 5 ;
a : (6 +  c); a =  -  24, 6 — +  3 c = - 5 -

^ ( a  +  6)(c +  rf); f l=  —3 ’ rf _l 7
M -u  +  ńc +  d: « _  _  3, 6 L  +  6; , V r  *

m V a ~ C'\ 0 - - 4 !  ’
0 =  — 12, h =  — 3 c =  — 4 -

W a - l i - b - i ) ] ;  a -  +  7, ł = _ 4 c 4  ,

* ® al,6A c(f ~ a» : « =  +  S. » -  +  8, c J - 4  rf - ’(D a {6 +  a [6 —  ^ 1 . _  . _ ! 1 ,
V {[(a — b)a 

a — b
V  fl =  - +  6= + ł ;

t -t

. / l a r* +  c(rf —o)]; a — _j_2, b
b(a -  b)]}; a =  — 5, b =  ~ 2; 
b]a — b] a — b; a =  — 3, 6 ==’— 2 ;

1 +  fló

oj
fl +  6
i~ ~ c6 ; 0== ~"°>4; b = - 5 ;  p) -----

1 — a

1 -  ab’ 
b

fl =  +  | ,  6 = _
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30./£}) Objętość jednego ms gazu przy temperaturze 0° wynosi poziomu w ciągu dnia, jeżeli uwzględnimy mnnW™ „ •
w temperaturze /“ przy niezmienionych innych warunkach: ziomu do południa, a potem zmianę stanu poziomu od ^młudn ?°
y =  l + T TS -  Jaka j est objętość gazu przy temperaturze J  tego wnosimy, że i suma wektorów nie ulegnie zmianie jeżeli skfed’
ł =  ± 136,5°, +  273°, ±  91°, ± 39° ? I ^ w ™Mowe sumy, a potem te częściowe sumy dodamy

Li AU. ’ . . , , n , . , Zgodnie z temi przykładami przyjmujemy 3 aouamy.&)} Oblicz wartość wyrażenia y =  ax-\-b dla a =  — 0,5; b = + 2 ,5 j. .. J y '
przyjmując kolejno: x =  0, ±1 , ±2 , ±3, ±4. Zestaw od ■ .fumy lcz . wz£ędn\ch oraz do sumy wektorów na osi sto-
powiadające sobie wartości x i , ,  tabelce. ] SUJt  s'ę P«wa:

. . .  4- -tLrawo przemienności:
Oblicz wartość wyrażenia y - 

jąc kolejno: x — 0, — 1, — 2,
a-
3,

dla a =  — 1, przyj mu rządku składników.
Wartość sumy nie zależy od po-

i t + m , + 2 , + 3 , + « , * £ -  “ r  —

a + b =  b + a.

Rozdział I I
,rz“ h l’f b sformułujemy to prawo tak 

i d»+» + c - . + . + i _ ł + .+ c  =  ł + c + „ _ c  +  a + i_ c + i+ (i

Własności działań na liczbach względnycl , łmności: wartość mm wkcej nu dwóch skład
t Z  •> * * * *  S 3 5 E *  dowolnie w c i

§ 1. Własności sumy.
P r z y k ł a d  1. Kupiec zanotował wr ciągu pewnego dnia następując

to,owe sumy, a nastętm i d t e ś c i o w e  sumy dodamy. Czyli: 
Dla trzech składników:

o+ó + c =  (« + ó ) + c =  a + (6 + c)_
Dla czterech składników

‘  + ’> + c + d =  a+ (b + c+d)^ a+(b + c )+ d = {a + b ^ (c+d) . ( d
kwoty (w złotych), które do kasy wpłynęły, względnie które kasa wypis 
ciła: +15, — 12, + 6, -—17 do południa i +34, +13, — 11 po południc
Stan kasy uległ w ciągu dnia pewnej zmianie, która jest sumą algebraiczni . . . __„.
wszystkich wpływów i wydatków, a więc wynosi: 15 — 12 + 6 — 17 +34' ^  praw przemienności i łączności korzystamv , ,
+ 1 3 -1 1  =  + 28. Jasnem jest, że na wartość tej sumy nie wpływa wcaP™ algebraicznych. J Stam} CZęsto Pro d u k o waniu,
porządek, w jakim kasa poszczególne kwoty otrzymywała i wypłacał. 1 tak w przykładzie: — 37,5 + 28 4  6 4+ 37^  oo i n
I rzeczywiście otrzymamy również—12 + 15 + 13 — 11 + 6 — 17 + 3 4 =  + 2P‘c'rw wyraz pierwszy i czwarty, które są liczbamrnmn' S res.amy na+ 

Można też zmianę stanu kasy w ciągu całego dnia obliczyć, tworzęe<’11 ̂ uJemy pozostałe wymazy. ' iwnemi, a potem
oddzielnie sumy wpływów i- wypłat przedpołudniowych i popołi Drży redukowaniu sum, których składniki =o * . . . .
dniowych, a następnie dodając te sumy. Otrzymam/: (15112  ^ ty c z n ie  jest rrcdnko^ać 

rl> + 6 - 17) +  <34 +  13 -  11) -  ( _  8) + < + 36) -  + 28. Ucnrne, .  wreszcie dodać otreymane sumy. N p ^  '”idi"d,,l,!
P r z y k ł a d  2. Zbiornik mający kształt walca jest wypełnion 

-- j  częściowo naftą. W ciągu dnia doprowadzamy w pewnych godz 
nach do zbiornika naftę, w innych godzinach wybieramy z niej 

- E naftę. Wskutek tego poziom nafty w zbiorniku podnosi się i op 
da. Każdą taką zmianę stanu poziomu zaznaczamy zapomocą wel 

—C tora na osi pionowej, narysowanej na ścianie zbiornika (rys. 10 r/
_ q Otrzymamy kolejno wektory: OA, AB, BC, CD, DE, przycze Zasadniczą własność różnicy, ze suma

48,5 54,7 — 28,7 — 63,5 + 104 3 + 28 4_13«

”  l a l  < - H7 -  28,71- 63,51-73,6, _

Rys.
10.

§ 2. Własności różnicy; wielomian.
Zasadniczą własność różnicy że ■ - • •

punkty O, A, B, C, D, E oznaczają każdorazowy' stan pozionówna się odjemnej, formułujemy u r / ^ T  10Zmey ’ °djemnika 
nafty. Zmianę stanu poziomu po upływie całego dnia wskaże werych tak: ' " + pomocy symboli litero-

(a b) - f  b =  a lub a — b -f- b =  a.

innym porządku. Przeto i suma wektorów, przedstawiająfzeciwnej. Np.: ( + 4) — ( 2) =  (+ąw-^ ( ^°^awan’
stanu poziomu w ciągu dnia, nie ulega zmianie przez pr+,n+ sposób sprowadzić odejmowanie symboli literowych^do^dod W P°

gdyby takie same ilości nafty w ciągu dnia dopływały 1 odpływa) Fiemy, ze każde odejmowanie zastanić ,1
_i„ ... :------ --------.i 1— : ------  — \Tv. . / , ti , ™^ąpu. można dodawaniem liczby

) =  ( + 4) + ( ' " ' "  J
-- « -— x--------— —cc— ----- 1 - -- - -c -- c j. , . - -------mOwanie symboli

stawienie składników. Również znajdziemy taką samą zmianę starruan°sc leży tylko w tern, jak oznaczać liczbę przeciwną 1~ b'----

ale w 
zmianę
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Wyjdźmy z przykładów: 
0+ ( + 4) =  +4, 0 + (—3) = 3 n_/ _i_ 4\ ==__4 o__/__3) = składniki tej sumy nazywamy składnikami lub

u’ ' ' ’ v ' sami.
Umówmy się naznaczać te działania, opuszczając początkowe 0-

Otrzymamy:

29

wyra-

Suma algebraiczna (wielomian) ma wszystkie własności sumy. Sto 
+ ( + 4) == + 4, + (—3) =  — 3, — (+ 4) =  — 4, — (— 3) =  +3 sując w szczególności prawo przemienności, otrzymamy:

Oznaczając literą a dowolną liczbę względną, napiszemy podobnie ~ . a c~  d + e — a — c+e — d+e.
0 + a =  + a =  a, 0 — a =  — a — liczbie przeciwnej liczbie a.
gj- - —————r ------ ‘ , W j-i uanuczułie-gtu

Symbole literowe, oznaczające liczby względne, piszemy częsĄwolnym porządku. 
ze znakami +  lub —, przyczem +  a oznacza to samo co 0 +  <

w — c — a-f- e =  i 
Równość tę możemy tak odczytać:

Naznaczone  ̂(^du^iadrodrrfmmanww o l n o wykonywać w do-

a oznacza to samo co 0 — a, a więc liczbę przeciwni
§ 3. Dodawanie i odejmowanie sumy.
1. Według prawa łączności jest:

,, ®"t-(6 + c + d) •= a + 6 + c + d.
Rowność tę tak możemy odczytać:

f  Sumę dodajemy, dodając kolejno każdy jej składnik.
Smcmo/J ----1__ •_ •

czyli a, zaś 
liczbie a.

Pamiętać więc należy, że gdy a oznacza liczbę względną, to +a nii 
koniecznie oznacza liczbę dodatnią, a — a liczbę ujemną. Jeżeli nj 
a =  — 7, to + a jest liczbą ujemną: + a =  — 7, a — a jest liczbą d( 
datnią: — a =  +7. j /  Sumę dodajemy, dodając kolejno każdy jej składnik.

Stosownie do powyższej umowy zastępujemy każde odejmowf 0SUĴ C to twierdzenie, możemy dodawać wielomiany. Np.:
nie dodawaniem liczby przeciwnej w następujący sposób: a — ( b+c— d) =  a— b + c — d-
=: 0 + ( _ & ) . I (%x+3y) + (2z — 5) — 2a: + 3j/ + 2z — 5.

Ponieważ zamiast a, b, d można napisać +a, +b, +d, możemy uw al ^ ̂  do t + w SUmę liCzb przeciwn-y('h, a więc

+- +<-*>+̂^ćs^S S S S S sS SDodawanie symboli literowych ze znakami naznaczamy, piszFtorych suma wynosi 0, nazywamy liczbami przeciwnemi, zatem- ‘ ’ 
je obok siebie z ich znakami. Liczbę przeciwną sumie znajdujemy, tworząc sumę liczb

Zastępując w następujących przykładach każde odejmowanie dodPrzeciwnych składnikom sumy. 
waniem liczby przeciwnej i naznaczając to dodawanie według ostatni gtąd łatwo znajdziemy sposób odt;.

dodajemy liczbę przeciwną sumie:
a— (+ 6) ==«+(— b) = a —b; a — (b + c + d) ( ^6 a __ b _  .
a— (—b) = a  + ( + b) = a . +  b. Powiemy więc: ™ o c ~ d

umowy, otrzymamy: jmowąnia sumy. Mając odjąć sumę,

w y  u, ---- ^  C  ---- a

Otrzymany wzór: a — (b +  c 4- d) =  a — h_  ̂ + i i
Odejmowanie symboli literowych ze znakami sprowadzamy Czytamy: a ta  ̂ 0<̂"

dodawania, pisząc obok niezmienionej odjemnej odjemnik ze z* i Sumę odejmujemy, odejmując kolejno każdy jej składnik.
ri.łf.lrl, lit Zil.'/, /.I. f li rV t r Ij m n  ,kiem przeciwnym.

Podobnie jak litery piszemy także czasem wyrażenia algebraiczne
Np.: - i f H + ł  + ś) =  - t  + ł - |  =ry x • j .••  ̂*

znakami. Np.: d Zema e^° korzystamy przy odejmowaniu wielomia-
+ 2a oznacza to samo, co 2a, t. j. ( + 2) • a; liczbę 2 uważamy bowi' • P- •

za liczbę dodatnią.
— 2a oznacza liczbę przeciwną liczbie 2a.
— (a+ 6) oznacza liczbę przeciwną sumie a+b.
2a — 36 możemy uważać bądź za różnicę iloczynów 2<z i 36, bądź 

za sumę: 2a + (— 36), gdzie — 36 oznacza liczbę przeciwną iloczynowi

a (6 c + d) — u — 6 + c  — d.
(2x + 3y) — (2z — 5 )= 2x + 3y — 2n + 5.

§ 4. Własności iloczynu.
, , ,. ... Wykonajmy mnożenia-

Naznaczoną według powyższych umów sumę symboli llte:+ 7) (__2) (+3) = _  49
wych, czy też wyrażeń nazywamy sumą algebraiczną lub wie _ ( + 7) (+  3) (— 2) =  — 42 /

( 2) (+ 7 ) ( + 3 ) =  — 42; ' ’ /
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(—5)(+ 2)(— 1)----h 10, ( - 1 ) ( +  2) (—5 )---- h 10,
(+  2)(— 1)(—5) — 4-10;

(— 4) (— 2) (+ 3) (— 1) = - 2 4 ,  ( + 3) (— 2) (— 1) (
(+ 5) (— 2) (— 1) ( + 3) =  + 30, (— 2) (+ 3) (+ 5) (— 1) =  + 30,

Porównując wyniki działań w każdym wierszu, zauważymy, że do 
iloczynu ilukolwiek czynników stosuje się:

31

1. Prawo przemienności: Wartość iloczynu nie zależy od po- n \ jj „ „ • , "7TJ ’ *c ~r « i -f- o oznaczaia to samo co

6 ły,t0 znakami’
a) ' ( +  b) =  -f- ab,

( + “ ) ' ( ~  b ) =  — ab,
( a) ‘ ( +  b) =  — ab,

/  TTT /  0 ) " ( l== ~(-

- i -  ° ry Wskazu^ ’ że mnożeniu symboli literowych ze

rządku czynników, czyli:
ab — ba, abc — acb =  bac — bca — cab =  cba i t. d.

Wykonajmy mnożenia:
(—8)(+ 2)(+ 5) — (—6)(+ 5)----- 30,
(— 3) [(4- 2) (+ 5)] =  (— 3) (+ 10) = - 3 0 ;
( - 2 )  ( - 4 )  ( - 3 )  =  ( + 8) ( - 3 )  = - 2 4 ,
(— 2) [(— 4) (— 3)] =  (— 2) (+ 12) =  — 24;
[ (+ 4) (+ 2) ] [ (— 3) (+ 5) ] =  ( + 8) (— 15) = - r  120,
( + 4 ) [ ( +  2) (— 3) (4- 5)] =  (+ 4) (— 30) = - 1 2 0 ,
(+  4) [ ( + 2) (— 3) ] ( +  5 ) '=  (+  4) (— 6) (+  5) =  — 120.

Na podstawie tych przykładów przyjmujemy, że do iloczynu liczi 
względnych stosuje się:

mnożeniu liczb względnych.
Przykłady: (— 2) • ( + o) =  _ 2 o ;

(—5) •(—« ) = + 5a;
• jj ( ”^ 3 ) (  a) (— x) =  + 3 a . t .

2. Prawo łączności: Wartość iloczynu więcej niż dwóch czyn- N o w y c h
ników nie zmieni się, jeżeli czynniki połączymy dowolnie w c z £ ^ - ° mnem\ Czynnik szczegółowy lub jeden z czynnikówTKi"'rOWYCłl m m r w P r r n -  -------

St;

(aZ„d°„™AdZ- Uwazać będziemy Wfwspół-

ściowe iloczyny, a następnie te częściowe iloczyny pomnożymmf- n a z y w a m y  współczynnikiem jednomianu • pozostały czvn
niK mb lioczyn pozostałych czynników nazwami /; ł * ,, y 
jednomianu. Narazie (aż do

czyli:
(ab) c — a (bc) ; 
(abc) d =  a(bcd) (ab) (cd) =  a (bc) d i t. d.

§ 5. Wnioski z praw przemienności i łączności. id c z b a ^ ^ S m fV tych  Snom knach’ ~~}x’ 5<* ' x> ~ m 1 t- P-
Jeżeli mamy mnożyć kilka liczb względnych, to znak iloczynu możem1 współczynnikami: +2, — + 5  ̂ _̂â lac oejno. a, x, ab, x, m,

zgóry podać, gdy zważymy, że co dwa czynniki ujemne dają na iloczy Zdajmy sobie snrawe ™ ' u  ’ .
liczbę dodatnią, a iloczyn liczb dodatnich jest dodatni. Dochodzimy dnożna uważać wedłusr ostatni*™ ? J_ednomianem. Wyrażenie — 5x
reguły: iych (—5)

zgóry podać, gdy zważymy, że co dwa czynniki ujemne dają na iloczy

iiczb « « w -
Iloczyn kilku liczb względnych jest dodatni, jeżeli albo da»  dla — 5 o tę sam,Ta'rtotó p ^ jak tó k o U

kie czynniki są dodatnie, albo ilość czynników ujemnych jest phówimy o jednomianie Umkl1̂  nieporozumienia, umawiamy się, że gdy 
rzysta; iloczyn ten jest ujemny, jeżeli ilość jego czynników ujeneżeli zaś mówimy Z,?wnbędzie? y ,uważać za znak jednomianu;
nych jest nieparzysta. łównej to znak będziemy do Z z a lT T w ? n 'f  ° T ® ? y,miku 1 liezbie

ia więc znak — l  o ą?. . 1 do współczynnika. Jednomian — 
Jeżeli w iloczynie kilku liczb względnych zmienimy znak jednej „ r , ’ wspo czynnikiem jego jest — 5.

czynnika na przeciwny, to ilość czynników ujemnych albo się powiększ ”  z° r : (ab)c =  a(bc), wyrażaiacy prawo ł- - • 
o 1, albo pomniejszy o 1. Jeżeli ilość czynników ujemnych iloczy#kże tak o d c z y t a ć ą c z n o s c i ,  
była parzysta (0 uważamy za liczbę parzystą), to po zmianie znaku je Iloczyn mnożymy prze? lir h 
nego czynnika na przeciwny będzie nieparzysta; jeżeli ilość czynnikowej tę HC2[U, Q j ■ . ^  mn°ŻĄc tylko jeden z czynników
ujemnych była nieDarzysta. to no zmianie znaku iednearo czynnika r- >T f ugi czynnik zostawiając niezmieniony

Np..- ( - » - + « . ,  (— J * T ( + f ł —
ujemnych była nieparzysta, to po zmianie znaku jednego czynnika r- 
przeciwny, stanie się parzystą. Zatem:

5 a

można
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Jeżeli w równości (ab)c =  a(bc) przestawimy lewą stronę-. Podajemy niżej kilka przykładów, w których Doznane w  • j 
z prawą, otrzymamy: a (bc) =  {ab) c. Wzór ten można tak odaia znajdują zastosowanie: '  ̂ wier zc‘

1. Obliczyć wartość wyrażenia: x — ab_cd
— +3, d = —2.

czytać:
Dowolną liczbę mnożymy przez iloczyn, mnożąc ją najpiern

przez jeden czynnik, a otrzymany iloczyn, przez drugi c z y n n i ] j)  P|ako^'różnic" °'l moż”a P°Jmować 
iloczynu. różnicę i oczynow ab i cd.

Np.: (— 5) • (— 3 a6) =  +15 ab.

dla: a =  +2, 6 = —8

dbo 2)

§ 6. Mnożenie sumy.
P r z y k ł a d .  Pewien dom handlowy prowadzi z czterema firmandbo 3)

Ponieważ: * ,< +  2j ( - 8, _  16; ą ,  _  ( + 3) ( _ 2) l0:
• , x. . 1 — (—6) — —16 + 6 =  —10 
p J Z ?  liczbie ci).

x — (-!« ) -  (—6)  ----16 + 6 ==—10,
ab i —cd (liczby przeciwne’ 1:— 

Ponieważ: a6 =  —16; —cd = +  6, to/
. , x~=. (—16) + ( + 6) =  —16 + 6 =  —10 
jako sumę ab i (—c)d, bo (~ c)d =  —cd
Ponieważ: a ó = - 1 6 ;  ( _ c) d =  ( -3 )  ( _ 2) = +6

x~  ( 16) + ( + 6) = —16 + 6==_io_’
to •

rachunki w dolarach. Stan tych rachunków przedstawiał się pewneg 
dnia pozycjami: +485, — 724, +243, — 287, t. j. pierwsza firma winu
była domowi handlowemu 485 dolarów, drugiej firmie winien był doi 2 0 blie7ve 1 '
handlowy 724 dolarów i t. d. Jaki zysk, lub jaką stratę w złotych mii „ . osc wyrażenia: x =  2 a— 5 b dla a =  + 3,
dom handlowy, jeżeli wtedy kurs dolara a) wzrósł o 0,4 zł? b) sPa+j:/,7,.rT,UJ.'J<:' rzeC1 z w.vmienionych w poprzednim przykładzie
o 0,3 zł? j g /j_t + 2'ii'

Każde z tych zadań rozwiążemy dwoma sposobami: § ' <s)( + 3) =  + 6, —5 6 =  (—5) (_2) =  + 10-
a) Sposób 1. ,  * — 6 + 10 =  16.
Stan rachunku dolarowego przedstawia suma algebraiczna: ' Wykonać działania: 3(a — h )_2(c__d)

d Z S la t  20 sum« u»<*yn6w ( + » ) ( • -

b =  —2. 
sposobów,

485 — 724 + 243 — 287.
Wartość w złotych tej kwoty ulegnie wskutek wzrostu kursu dola/ykonując te mnożenia i stosuiac j  ^  .' (~2)(c — d).
nnnionn; iujemy: * i-wieiuzenie o dodawaniu sumy, otrzy-następującej zmianie:

(485 — 724 + 243 — 287) • (+  0,4) =  (— 283) • (+  0,4) =  — 113,2. 
Wskutek wzrostu kursu dolara dom handlowy stracił 113,20 zł. 
Sposób 2.
Wartość w złotych poszczególnych pozycyj dolarowych zmieniła 

z powodu wzrostu kursu dolara w następujący sposób:
(+  485) ■ (+  0,4) =  +194;  (— 724) • (+ 0,4) =  —289,6;
(+  243) • (+  0,4) =  + 97,2; (— 287) • (+  0,4) =  — 114,8.
Zmiana wartości w złotych wszystkich pozycyj wynosiła:

(+  485) • (+  0,4) + (— 724) • (+  0,4) + (+  243) • (+  0,4) +
+ (— 287) • (+  0,4) =  194 — 289,6 + 97,2 — 114,8 =  — 113,2. 

Wynik otrzymujemy taki sam, jak poprzednio. Jest więc:
(485 — 724 + 243 — 287) • (+0,4) =

3(a~b)  -
Można też uważać 

+ 3)(a—b) i (+  2) (c -

"2(c d) =  3a — 36 — 2c + 2 d. 
powyższe

d) Wt0J yraZCunie ,Za różnice iloczynów 
\ a - b ) - 2 ( c - d \  -  «  I ,  3’ raChUnek tak sie ukształtuje:

Własności iloczynu dwóch czynników i a ~ 3 b ~ 2<:+2d.
•osób zilustrować g e o m e try c z n i  W dodatnich możemy

»wić 2 ?ych Iiczb można przed

cm2).
 ̂ c ^   ̂ Prostokąta wynosi sr. Lecz

Rozwiązując zadanie b) również dwoma sposobami i porównując otrra s4 przeto równe: rs =  sr zawinia ^  t ' ̂ ko Położeniem);g uuii /. prawem przemienności.

Jkąta wynosi rs 
t o podstawie

2 d) = 3 a  — 3 b
w prosty

z tych liczb można przed- 
ozdz.
Pole takiego

=  (+485) (+  0,4) + (-724) • (+  0,4) + (+  243) • (+  0,4) + (-287) • (0,łf Prostokąty są zupełnie jednakowe

/, . cm i wysokości s cm. * ,aKlpo,n
(t. j. prostokąt ma rs cm2) ZhnJnJm u • ° ^t0"

s i wysoknfipi p0je , Jrny druSi prosto-r.

manę wyniki, znajdziemy:
(485 — 724 + 243 — 287) • (— 0,3) =

=  (+485) (— 0,3) + (— 724) (— 0,3) + ( + 243) (—0,3) + (—287) (
Przyjmujemy ogólnie:

Prawo rozdzielności mnożenia względem dodawania: 
mnożymy przez dowolną liczbęr mnożąc Każdy składnik 
przez tę liczbę, a otrzymane iloczyny dodając. Czyli:

(a -|- b -+- c) ■ d =  ad +  bd +  cd.
Np.: (—3o + 26 — 2 c) • (—5) =  15 a — 10 6 + 10 c.

-Aby zilustrować podobnie wzór- 
[a + b + c)d =  ad+bd + cd, 

—Odrażający prawo rozdzielności, wykreśl- 
2 prostokąt o podstawie (a + ó + c) cm

S u t r f T  d Cm (ryS- 111' Po,e tego
m  J !8 tW7"osi (a + b + c)d. Prosto- 

; ten Jcst Jednak, jak widać z rysun- 
. sumą trzech prostokątów o polach 

bd i cd zgodnie z
i .

•łowicz. Algebra II gin

powyższym wzo-

Rys. u.

3
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7. Wnioski z prawa rozdzielności. a + b + c) (d + e) =  a(d + e) + b(d + e) +

35

1. W równości, wyrażającej prawo rozdzielności mnożen, 
względem dodawania, niezawsze wyrażenie po prawej stron 
znaku równości jest prostsze od wyrażenia po stronie lewej. lTż 
wamy więc ostatniego wzoru często odwrotnie, t. j. w postaci:

ad -|- bd -j- cd =  (a -j- b -j- c) d.

c{d + e), na podstawie 
prawa rozdzielności, jeżeli (d + e) uważamy 
za jedną liczbę.

=  ad + ue + bd + be + cd + ce, na podstawie pra­
wa rozdzielności.

vami:Otrzymaną równość wyrazimy słów

j , . + . , . , Sumę P ^ez sumę, mnożąc każdy składnik jednej
Rownosc tę możemy tak odczytać: urny przez każdy składnik drugiej sumy, a otrzymane iloczynu
Mając dodawać iloczyny o wspólnym czynniku, możemy padając. P J

. r ł *7 • f I _______________ __ 1 ~  r-.k rv\mi

3 ) =  ab + 26 — 3a — 6,
dodawaniu ten wspólny czynnik opuścić, naznaczając następu j^p. : (a + 2) (6 
mnożenie sumy czynników niewspólnych przez czynnik wspólt

Czynność tę nazywamy wyłączaniem wspólnego czynnika j|  ̂ nozen i u uważa i my 6 3 za sumę

6.

3). Podobnie:
(~ a + 3) • (x — 2) =  —ax + 3 x + 2 a

(_47,8) ( + 3,4) + (—47,8) ( + 5,6) =  (—47,8) • (3,4 + 5,6) 1 Wykonajmy jeszcze mnożenia:
— ' QN / -LQ'1 — —430,2;. rX  ia + &) (c + d) =  ac + 6c + ad + bd;

(a + 6) (c — d) — ac + 6c — ad — bd;
(a — 6) (c — d) =  ac— 6c + bd — ad’

nawias lub przed nawias 

Np.
(-47,8) ( + 9) 

ab — 2 ac =  a (6 — 2 c ) ;
5a  — 8 a — 3 a -= (5 — 8 — 3)a =  (—6)a =  —6 a. Rys. 12.

nomianów zredukowała się do jednego jednomianu.

Rozpatrzmy jeszcze przykład:
2 a + 36 — 7 — 56 — a + 3 =  (2 a — a) + (3 6 — 5 6) + (

- (2 — l)o + (3 
=  a — 2 6 — 4.

Skorzystaliśmy tu z praw przemienności i łączności, aby połąe 
jednomiany, mające jednakowe liczby główne, w częściowe sumy. • 
stępnie wyłączyliśmy w częściowych sumach wspólne liczby główne 
nawias, a wreszcie zredukowaliśmy sumy w nawiasach. W praktyce 
konywamy wszystkie te przekształcenia w pamięci, a zapisujemy tj 
wynik, stosując regułę:

S t  1 “ (wskar*' ****>■
7 + 3)1 Podobnie P^edstawiają rys. 13 i 14 dwa następne wzory; objaśnij 

5)6 + (—7 + 3)
je.

Rys. 13.
A

Rys. 14.W sumie algebraicznej jednoinianów (w wielomianie) moi 
redukować jednomiany podobne, t. j. mające jednakowe lic: 
główne. Jednomiany podobne redukujemy, redukując ich ws\ § g Własności ilorazu. 
czynniki, a liczbę główną zostawiając niezmienioną.

Zasadniczą własność dzielenia, że iloraz pomnożony przez
letnik daje dzielną, możemy zapomocą symboli literowych tak 
razie i

Np.: a + u + a =  3 a ; 5 x — 2 x — 3 x ;
a — 2 a — —a ; 2 ax — 4,5 ax — —2,5 ax;
5x — a + 3 a — 2 x — 4 a — 2 x =  x — 2 a.

2. Korzystając z prawa rozdzielności, możemy wykonać mnóż 
sumy przez sumę w następujący sposób:

(a : b) -b — a albo |  • b =  a, jeżeli b #= 0.

3*
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Z określenia dzielenia wysnuwamy natychmiast wzory:

a) : (-f 6) — +  ̂  ' ponieważ gj ' (+  b) — +  a.; 0  +  °) i

- 6) =  -f a ; 0  +  °)!
6
a
~b

i sumy przez liczbę uzyskać natychmiast odpowiednie twierdzenia dla dzie­
lenia. Znajdziemy:

ponieważ(+fl) : ( -6 )  =

( _  a) : (+  6) =  — y  > ponieważ ^ ^  ‘ — a i (6 +  0)1

(— o); (— 6) =  —j— ~r * ponieważ (+  ̂  ’ (— &) — — a 0  ̂  °)

Wzory te wskazują, że przy dzieleniu symboli literowych 
znakami stosuje się taka sama reguła co do znaków, jak pr;

1. Iloczyn dzielimy przez liczbę (różną od zera), dzieląc tylko 
jeden czynnik iloczynu przez tę liczbę, a pozostałe czynniki zosta- 
uńając niezmienione; czyli:

(a-b) : c =  a- (b : c), przyczem c =(= 0.

Dowód: (a-b) : c = ( a - b ) - — (według tw. o zastępowaniu dzielenia
c mnożeniem);

=  a '(ó— J (według prawa łączności);

a - (b : c) (według tw. o zastępowaniu dzielenia 
mnożeniem).dzieleniu liczb względnych.

Aby uzyskać inne własności ilorazu, sprowadzimy dzielenie do mr 2. S umę ̂ dzielimy przez liczbę (różną od zera), dzieląc każdy 
rleimowanie liczby względnej można zastąpić do Składnik sumy przez te liczbę, a otrzymane ilaraf/n dndninr < 1r»trii •zenia

przez

łby uzyskać inne własności ilorazu, spruwauauuj -- -- ........ r» r - - . uu zera;, azietąc Kazay
Podobnie jak odejmowanie liczby względnej można zastąpić <mkładnik sumy przez tę liczbę, a otrzymane ilorazy dodając. Czyli: 

waniem liczby przeciwnej, można, jak zaraz wykażemy, zastąpić c zie er (a -|- b -j- c) : d =  a : d -J- b : d +  c : d, przyczem d =4= 0. 
liczbę względną mnożeniem przez stosowną liczbę. Określamy.

Dowód:J UOl
Jeżeli iloczyn dwu liczb równa się +  1, wtedy którakolw^^ + 

z t+JT̂ tfcźFliazy^ pozostałej. StosownieJ
tWo odwrotność danej liczby znajdujemy, dzieląc +  1 przeztego odwrotność danej liczb} 

! są kolej
Odwrotnościami liczb: +3, —2, —f, +  +1, 

ejno
1, «, V (o +  °)

a.

d (a+6 + c) • — (według tw. o zastępowaniu dzielenia mno-
a żeniem);

=  a- — + 6 ._  +  c . (według prawa rozdzielności);

=  a : d+b : d + c : d (wedhig tw. o zastępowaniu dzielenia 
mnożeniem)._____+ )i, —h  ~ f>

^iczba j) nie ma odwrotności, bo^zg^Jloc^n.^którego jeden̂ czyni Ostatnie twierdzenie nazywamy prawem rozdzielności dziele
ia względem dodawania.jn-ą 7orp.m. niiTrowna się +1.

Wykażemy, że:

“\  ” **  8 ». Najprostsze ułamki algebraiczne.
można mnożeniem przez odwrotność te] liczby, czyli. . j _ ^_

7 1 7 0 Ilorazy liczb względnych, a także ilorazy jednomianów i wie-
a : b== a-^przyczem  b =ł= U. nmanow nazywamy ułamkami algebraicznemu Dzielną nazywa-

Chcąc dowieść, że równość ta jćst prawdziwa, mnożymy domniemiy licznikiem, a dzielnik mianownikiem.
iloraz a - — (przypuszczalny wynik dzielenia a : b) przez dzielnik Ułamkami algebraicznemi są np. wyrażenia:

b + 5  — 1 3 a 2 a jc-f-3 2a — 1Otrzymamy: -----------
1a .-Y b - (według prawa łączności);

a -1, bo— -6 =  1; 
b

- a.

+  3 - 7 ’ 5 ’ 36 7 ’ a +  +  ’

Narazie zajmować się będziemy tylko takiemi ułamkami alge- 
•aicznemi, których mianowniki są liczbami szczególnemi.

Jeżeli mianownik ułamka jest liczbą ujemną, to ułamek taki

Ponieważ z pomnożenia ilorazu przez 
wzór nasz jest prawdziwy.

u ' ^  e u i c i l l i c i i  t  t t l \  1

rzez dzielnik otrzymaliśmy dzie°^a zamienić na ułamek o mianowniku dodatnim, zmieniając
a vi licznika i mianownika na przeciwne (zastępując licznik

,  twierdzeń o tnnoieniu ilocz.nu przez Herbami przeciwaemi,

J



38 39

Że jest to dozwolone,wynika ze wzoru: ( + o) : ( + b) ( a) ■ ( #•
3 —t  2X — 3 — 2x +  3

Np.: —k =  -t-« 7

Przy pomocy upraszczania sprowadzaj ułamki do prostszej postaci.
«  . 4 a _2 a 4x — 6y 2x — 3y

P ' 6 3 ’ 8 ~ ' 4
Gdyby mianownik ułamka algebraicznego był ułamkiem, i. Korzystając z rozszerzania ułamków, możemy ułamki algebra-

zastenuiac dzielenie przez ułamek mnożeniem przez odwrotno^ne sprowadzać do wspólnego mianownika. Za wspólny mianow- , 1
przekształcimy taki ułamek na ułamek o mianowniku całkowityfjk przyjąć należy najmniejszą wspólną wielokrotność mianow- 
pizeKfeZLmuiiuj mkow danych ułamków.

2xT o x _3 v , (2 X — 3) • 4
Np.: --- 9-------(2 X 3) • ̂  g

Np.: Ułamki

kie można łatwo sprowadzić do postaci jednomianów lub wiel 
mianów.

2 *

Z tych powodow zajmować się będziemjJj>lko ^erzając pierwszy ułamek przez 3, a drugi przez 4. Otrzymamy:
rych mianowniki są całkowitemi liczbami dodatniemu Ułamki t 2x— 3 c „ A /  *

B 3x |-1
i --- —̂  sprowadzimy do mianownika 24, roz-6

6x — 9 3 x - f - l_12x-(-4
8 24 ’ 6 24

Także każdy jednomian lub wielomian możemy przedstawić 
Np.: —  =  %x (na podstawie tw. o dzieleniu iloczynu przez liczhw postaci ułamka o dowolnym mianowniku. Wystarczy w tym celu 

3 _  „ . . .  ^any jednomian czy wielomian napisać w postaci ułamka z mia-
—  =  £ (2 x — 3), bo dzielenie przez 5 można zastąpić m^ownikiem 1 j rozszerzy(; ten ułamek przez stosowną liczbę.

5 żeniem przez 1
=  (na podstawie prawa rozdzielności). . Np.: Aby przedstawić 2x — 3 w postaci ułamka o mianowniku 5, pi-

Naodwrót możemy każde mnożenie jednomianu lub wiążemy.- 2x — 3 =  — -— i rozszerzamy ostatni ułamek przez 5. Otrzy- 
mianu przez ułamek zwykły napisać w postaci ułamka algebra! . f ) 1 ,
ndgo, pamiętając, że mnożenie przez ułamek zwykły oznacza m am y : 2x - 3 x =  — _ •
żenie nrzez licznik i dzielenie otrzymanego iloczynu przez m . . .
6 nik ' P taWlająC w rownoscl> wyrażającej prawo rozdzielności dzielenia

3 ( 2*+  3) _  6* + _g. względem dodawania (§ 8) : g +  b =  g - f  ~  - f  £  stronę prawą
4 4  u a a d

b , c
Np.: =  3)

Ułamki algebraiczne mają wiele własności wspólnych z ułe lewą, otrzymamy: £  +  £ ■
kami zwykłemi; poznamy niektóre z nich. I tak: 

żeli licznik i mianownik ułamka pomnożyr 
przez tę samą liczbę (różną od zera), otrzymamy ułamek rou

( r f * 0 ) .

danemu.

------ , . - 7 1 7  mnd?ieli Zważywszy, że odejmowanie sprowadza się zawsze do dodawania liczby
Jeżeli licznik i mianownik ułamka pomnożymy lub pod ê lrzeeiwnej) możemy ostatnią równość tak odczytać:

Ułamki algebraiczne o równych mianownikach dodajemy 
odejmujemy), dodając (odejmując) ich liczniki, a otrzymaną su- 
lę (różnicę) dzieląc przez wspólny mianownik.

że oba te ułamki są równe, łatwo przekonać się, pisząc pierwszy ŵ  Jeżeli ułamki, które mamy dodawać (odejmować), nie mają 
staci % (3x — 2), a drugi w postaci § (3* — 2) i uwzględniając, że % Piwnych mianowników, należy je przed wykonaniem działania do

M • 4 ( 3 XNp.: ----- 0
-2) 2(3X — 2)

^spólnego mianownika sprowadzić.Podobnie: 5g ~ 3 =  __—, ponieważ pierwszy ułamek można
7 14 , ,  wt Np.:

stąpić wyrażeniem  ̂ (5a — 3), a drugi wyrażeniem Ą  ^ ^
to wyrażenia są równe, bo \  — Ą . —-----

Mnożenie licznika i mianownika ułamka przez tę samą lic  ̂ ,
nazywamy rozszerzaniem ułamka; dzielenie licznika 1 nnanowJt- ( - ——  ----
ułamka przez tę samą liczbę nazywamy upraszczaniem ułamka

A)

2x +  3 
3 

1 a 
6

(5x—1) —(2X +  3)
3

13fl
6 6 ~  6 ’

5x - 2x 3X — 4.
3 ’
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x + 2  x —1 3x +  6 2x — 2
4 6 12 12

3x-f 6--2 x  +  2 x +  8
12 12 ’

| 1 2JC +  3 X +  1 2 X -j“ 3
X +  1 5 1 5

12

_  5x-f 5 — 2x — 3 _  3x-{-2

8. (ab)c — a(bc), (prawo łączności dla iloczynu, a zarazem Iw.
o mnożeniu iloczynu przez liczbę i liczby 
przez iloczyn);

9. (+a)( + b) =  +ab, (+a)(— b ) =  — ab, (— a) (+ b) =  — ab,
(— «)(— &) =  +ab, (reguła dla znaków 
Przy mnożeniu);

JU. (a + b)c ac + bc, (prawo rozdzielności mnożenia wzgl. dodawa­
nia, a zarazem tw. o wyłączaniu za na­
wias) ;

11. (a+b)(c + d)=ac + bc + ad+bd, (tw. o mnożeniu sum)-Iz i a • h \'h  (A ___ v2a — sb ---------- ^
Mając wykonać działanie: --------- • 4, napiszmy ułamek w postai 12. (a : b) -b — a, (definicja ilorazu):

5 . 13. ( + a) : ( + b) =  + ...................D
-i (2a — 36) i zastosujmy twierdzenie o mnożeniu iloczynu przez licz 
Otrzymamy:

. 4 =  [£(2 a -  3 b)}■ 4 =  |(2  a -  3 b) =  •

Podobnie:
c\ y_q — 4x "4“ 6
——g—-• (— 2) =  [£ (2x — 3)]-( — 2) =  £ ( 4x-j- 6) = -----

Podobnie znajdziemy:

- Q-~ -36 : 4 =  [i(2a -  36)] : 4 =  & (2a — 3b) 2(1 ~ 3b
O

( + a) : ( + 6) =  + (a: 6), ( + «)': ( - & ) = - ( « :  b),
(-4 )  : ( + b) =  - ( a  : b), (—a) : (_&) =  +  (B'. b),

 ̂ (reguła dla znaków przy dzieleniu);

14. a : 6 = a - — (tw. o zastępowaniu dzielenia mnożeniem przez od- 
1(. , . . .  wrotność dzielnika);
ID. (a+b) : c — a : c + b : c, (pr. rozdzielności dzielenia wzgl do-

dawania) ;
. (a ) . c a(b : c), (tw. o dzieleniu iloczynu przez liczbę).

20
Ćwiczenia.

u

Z tych przykładów wysuwamy twierdzenia: '1. Korzystając z praw przemienności i łączności napisać różnemi
Ułamek algebraiczny mnożymy przez dowolną liczbę, mnoL sPos°bami sumę: a -f- b -f- c. 

jego licznik przez tę liczbę, a mianownik pozostawiając nieznr ■ Zredukować możliwie prostym sposobem sumy: 
niony. Ułamek algebraiczny dzielimy przez dowolną liczbę po. a) 2f 4 f - f - l | 3 | -f-1-̂ — 3 — 2J =  ?
stawiając licznik jego niezmieniony, a mianownik mnożąc pm 4,6-(-2,8 — 5,15-j-4,6 — 7 — 2,85 -j- 2,2 =  1
dzielnik. \ GJ  4̂,8 5,6 -f 57,3 — 63,4 -f- 81,6 =  ?

, , ,, 2 | -j- 6,75 — 4,6 — 5,2 — 44 -52 4 -  33_?
Pamiętając o znaczeniu mnożenia przez ułamek zwykły, znajdzie* , gj  4303] , _  56°lr/  4 - 20° 1CY — 1 1 q7o,J,

-1 \ 15x — 5 „ 15x — 5 o T„, , , ,  T  J--) U  4- dl 48=7
5' :6 —~ 2 :6 _  12 ’ , F  J, ^  w^'tosc ma -)- a, a jaką _  a, jeżeli a ±= +  3, — 5, — 1,0,

Ol M ^  \ 6, --  61
4. ■ Obliczyć:

3x —1 .
— !— *“

3x —1 
2

§ 10. Zestawienie.
— (— 4). + ( — 3);

Zestawmy wzory, wyprowadzone w tym rozdziale: s JL£/ (— 3) ( + 4 ) ,  -j- (-f-2)(— 7), __(_4) (__g\
1. a+b =  b + a, (prawo przemienności dla sumy); — (-(- 4) (— 5)- ’ ’
2. (a4ó) 4c  =  u+ (b + c), (prawo łączności dla sumy, a zarazem , i__2) f__ 3W 41 , , Qw 0, . ,

o dodawaniu sumy); ^  I  __ J. ó) ~  ( + 3) (— 2) ( +  5),
3. (a— b) + b =  a, (definicja różnicy); 1 ‘ \  U ( + 2);
4. a+b — c =  a — c + b, (tw. o dowolności porządku dodawań i <x gfy ~ 10 4 - lL ? ,  +  3 - j -3

mowań): Lmowań); ^  +  'Ł — 5 ' + 4 ’ — 6 ’ 4 - 4 ’
5. a - b  = a + ( - b ) ,  (tw. o zastępowaniu odejmowania doda  ̂Obliczyć wartości następujących wyrażeń dla podanych obok

mem liczby przeciwnej); nich wartości liter- puuanjcn odok
\6. a— (b + c ) = a  — b — c, (tw. o odejmowaniu sumy);

7. ab — ba, (prawo przemienności dla iloczynu):

nich wartości liter: 
a ) o x ; x  =  — 3; b) —4 *; z =  —2- c) —4 a; a =  4-2;
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t

i—y ) ;

?

d) —7 ab; o =  4-3, b = —2;
e) _ + 3 ^ ;  « =  — 2, y — —5;
(T) — (a +  b); a =  —2, b —
(<£) — (a— b); a = + 2 ,  b =  —3;
h) —a (a — 1); a — —5; 
f% ^ +x(x— 3); x — +2;

-a (x — a); a =  +3, x — —1;
-a (1 — a) ; a — +3;

( + a) +  (—b); a — +5, b =  +7;
(—a) +  (+ b ) ; a =  +2, b =  —3;
(—a) — (+b);  a =  +  3, b =  +  2;

^  (—a) — (—b); a — —3, b =  - 4 .
6) Napisać w postaci sum algebraicznych (bez nawiasów)

•a) (+ «) +  (+?/); ©  (+ » ) ■+  (—y); Q  i—x) +  (+ y );  
d) (—£c) H- (—2/); ©  (-N0 — (+y);  0  (-HÓ
g) (~ x) — (+ y );  ( 0  (—x) — (—y);
i) (H~a) — (+b) +  (—a) — (—d ) ;

0  ( - a )  -  ( - b )  -  (+ c )  +  (-< * ); 
k) (+a) +  (+ b) —f (—c) +  (— d ) ;

G> ( - a )  +  ( -b )  -  (—c) -  (+d).

( 0  Przedstawić w postaci sumy algebraicznej (bez nawiasów' 
a) a-(- (b +  c), a - f ( b — c), a — {b +  c), a — (b—- 

i sprawdzić podstawiając w temacie i w wyniku za lite 
dowolne liczby względne i wykonując działania w nazi 
czonjnm-porządku.

0  — (a +  b — c), — (a— b — c),
— (— o — b — c);

'ej/ a — (b +  c +  d), a +  (— b +  c — J), a — (b — c +  i.
(§)  (2a — 3b) +  (—3c+'2) ;  (e) (2x — 3y) — (z — 5).

8. Obliczyć wartości następujących wyrażeń w dwojaki sposi 
Raz, wykonując działania w porządku naznaczonym pr; 
nawiasy, drugi raz, uwalniając wyrażenia kolejno od naw 
sów i redukując otrzymaną sumę algebraiczną:
a) (+7) -  K -4 )  -  ( - 7 ) ]  = ?
b) (—3) — [(+5)  +  (—9)] = ?
c) [ ( -  | )  +  ( -  *)1 -  [ ( -  §) -  ( -  *)] =  ?
d) [—586 +  76,8] +  [—70,8 +  41,3] — [414 +  41,3] *
e) ( - 3 )  +  {(—7) — [ ( -3 )  — ( + 2)]> —

- { ( + 5 ) +  [ ( - 2 ) - ( + 8) ] }=?

(—<* +  b — c),

-5,

V  —7 — 3 — [—4 — (—3 — 2) ]}  
— (4 +  [2 — (—5 +  2)] = ?

L  9. aj Pociąg znajdował się w odległości « km od stacji, a na- 
stępnie przebył najpierw b km, a potem c km. Jaka jest 
odJegfesc pomąg^ od stacji? Obliczyć tę odległość, jeżeli:

cL - l-I7 w  “ ■+ ’ ® ~ +17; 2) « =  —20, b =  —7, 
c +17. Wyjaśnić na tym przykładzie prawo łączności 
oia sumy.

bj W sumie a +  b dodano do pierwszego składnika liczbę c.
a =  -^7>Urh-^ i ?  sulr|ay Sprawdzić, przyjmując raz 
c = . _ 3’ b — + s’ c ~~ +<b drugi raz a =  ~ 7, b =  +3,

^  W sumie a +  b dodano do pierwszego składnika c, a do 
drugiego d Jak zmieniła się* suma? Sprawdzić dla
a =  ~ 12> °+=+o, c =  +6, d==—7.

d) W sumie a +  b +  c dodać do pierwszego składnika — 

suma?Ugieg° + V  d° trzecie£° "2. Jak zmieni s ię-

i e) Wóz znajdował się na torze kolejowym w odległości p m 
od magazynu. Następnego dnia znaleziono wóz w odle­
głości r m od magazynu. O ile m przesunięto wóz 
w nocy? Sprawdzić, przyjmując: 1) p =  _ i5  r _ _ j j . 
2) p t= 15, r =  +3; 3) p =  + 7, r =  - 2 .

I L  J .  księdze .pisane są wydatki i dochody z jednego tytro 
SUma s kontrolowaniu r X 2 S w

Z Z  t+  poz>;cje: a 'd i h  zł’ które ^  wpi-
Wvl on»a'ką p°,prav!kę ’* należy uskutecznić w sumie.*?

} konać rachunek przyjmując: 1) 5 =  283, a =  21,
b =  35: 2) 5 =  220, a =  _ 4 3, b =  +34; 3) 5 =  _ 5  
a ------ u =  —4.

9) f - “ nipk^  w któreJ były spisane dochody 
i wydatki oraz obliczona ich suma 5 zł, skreślono dwie 
m>lme wpisane pozycje a zł i b zł, a dopisano dwie nowe 
P Z>cje c zł 1 d zł- Iłe wyniesie poprawka ** dla sumy?

9 Ć2vnrZ h ! mr ile, T yt r°zumiemy różnic? j^e+uiwą^wartością a daw-
L T  C2bę (WZględn4)' ktÓ̂  ^  dodad do nowe] wartość, aby L z y J ć

Przez poprawkę rozumiemy liczbę względną, którą należy do a dodać.
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15, b =  +  3, c =  + li (£) (+4a) (— 2x )»?  (— £a)(—9x) =  ? ( _ §a)(— Ą 6) =  ?
I • £xy =  ? — f  ax • |  by =  ? . | o 6 • (— f ry) =  ? 

zmieniła* 13/ wykonać mnożenia:

(a — b ) c = l  (—a +  b ) c =  f 0  (—a — b) c — 1
ą)  2 (a +  b ) = 1  ^ > —3 ( —o +  f e ) = f  © — (a — b ) - 4 = ?  
9) — f  (ffl +  6 — c) = !  'JiJ — £ (—a — b +  c) = 1  
i) a (b — c d) = ?  £ j)_ (a  — b +  c):r==i 
Z-) 2 2/) - 5 =?  (J> 3 (z — 2y) = 1  nn) '

3 z/ -f- 2) = ?  (&  f ( 6 x - 1 2 y — $ f=  .
ę mniej. rrzeKresi w pieiwD^m vu ~r 4 y — 12)*£ =  ? ^  ( f x — | y — 2) • £ — ?

-  „ drugim tyle, ile w pierwszym zostało. Przekrefo/) obliczyć wartości następujących wyrażeń dla wartości liter 
wreszcie wszystkie kreski, które pozostały' ŵ  pierwszy! obok nich wymienionych:

a) 5 a — 3 6 ; a =  +  4; 6 = + 5 ;
— 4 a — 2 6; a =  — f ; b =  +  3;

©  — 2 a +  5 b ; a =  — £; 6 =  — £ ;
WJ — a — f  6; a =  —3; 6 =  +4;
Q 2 x — 3i/ +  5e; « =  —0,5; .«/ =  —2,4; s =  -

Wykonać rachunek, jeżeli a =  
d =  —7.

h) Do odjemnika różnicy a — b dodano c. Jak 
się różnica! Sprawdzić, przyjmując: 1) a =  —15, 6 =  —S 
c =  —6; 2) a =  +8, 6 =  —7, c =  +5.

i) Od odjemnika różnicy a — b odjęto c. Jak zmieniła się^
różnica? Sprawdzić, przyjmując: 1) a =  4-3, b = — 1-
c =  + 8 ; 2) a =  — 7, b == +2, c =  —6. _ _ -

j) Narysuj w jednym rzędzie a kresek, a w drugim o jedn

'  \ 1 ^  ^  ir \  | f  j

f )  (4 a; 4" 2 1/) -5 = ?  3 (z — 21/) = ?  ńk) 7 (x — 2 «) = ?
PJH ^  4 (o: — 3 y ‘

kreskę mniej. Przekreśl w pierwszymi rzędzie n kresel̂ _ p) (8x +  4y ■
a w

i

rzędzie, i oblicz, ile kresek zostało. Sprawdź doświadcza 
nie na kilku przykładach, {a > n).

10. Korzystając z praw przemienności i łączności, wykonać w na, 
prostszy sposób (ile możności w pamięci) mnożenia.
a) ( - 2 | )  (-3 3 ) (+  6) ( - 4 ) = ?
b) (-2 5 ) (+125) (+4) ( - 8 )  ( 9) = ?
c) (-0 ,2 5 ) ( - £ ) ( - 4 )  ( -1 ,5 )  =  ?
d) ( -  f ) ( + H ) ( - 6) ( -  20) =  ?
e) (+150) (—1,25) ( - 8 )  (+2) = 1
f) (+  2£) (— 3J) (+  0,3) ( 4) =  ?

11. Wykonać mnożenia:
 ̂ (a) (—2) (— a ) = 1; (—3) (+*)•=¥;

(+b) ( 3) =?;
(b) (—a) (+b) (—+ = ? ;  (—z) (—2/) (

— ab -\- cd\ 
ab — cd; a
— ab — cd:

( - a )  (—1) = 1;  

- * ) = ?

(—1) (—x) (+3) = !
(+ z) (—y ) (+2) = *

Q  (—3) (+2) (—O) = t ;
' (—a) (—3) (—b) = t

12.) Wykonać mnożenia:
(a) (—5 a ) ( + 3 ) = ?  (—'

(+2 o) (+3) = ?
(b) (— |x ) (— 3) =  ? ( + £ x ) ( - 6) =  ? ( - 3 x ) ( + f )  =  ? 
4 ; (—6o>(—* )  =  ¥' (— fa) (+£)  =  ? ( + f o ) ( + | ) - .

(+£a)  ( - | )  =  ?

(—2 o) (—4) ==? (+4 a) ( 1) =?

0,24;
a ~ 3; b ------2; c =  +5; d = - (-2;
= — fj & =  +  £; c — —3; =  +-1,3;
a — +  4,5; b =  —6; c =  —9; d =  —3. 

15. Wykonać działania:
tQ Z(x — y ) - + 2 (z — u) = ?  
b) 2 (a — b) — 3 (c +  d)=T  
ę} 2(a +  6) — 5(c — d) —? 
p  — 3 (— a +  6) +  2 (c — d)p=t 
ej — 3 (— o — b) — 4 (c +  d) =1

2 (o — b) — 3 (— C +  d) = ?  
i6y‘ Zredukować:
' ' ^ j a  +  a, a +  a +  o, a +  o +  o +  a, a +  a +  0 +  o +  o ; 

W — a, —a—a—a, —a—a—a—a, —a—a—a—a—a;
cj ła  +  ia  +  io , — £a — £c — — £a —

! aj 5 o +  3 a, 5 a — 3 a, — 5 a +  3 a, — 5 a — 3 a ;
3 x-\- x, — 3 x +  x, — 3;z — x, 3 x — x; 

l f )  2z — bx-\- A x, — a’ +  3z — 2 x, 5 x — 7 x — 2 x;
“x — fx  +  x, 0,3x — 0,8x +  l,5x, |x  —Ą x  —£x./ I 2 aW_ 4) =  ? “ ” ■ ' I *>“ "> 4" 12"

, 1 , L  « / _  21 / _  3 o) == ? (4 . £) (— 4 fl) =  ? y  Zredukować wyrazy podobne w w ielom ianach:
_  t J ?  «9 5 +  2 * - H  +  8; .5)6. — 2 +  ^ - 5 ;

W  ( - 5 - H - 3 6 )  =  ? ( - | ° ) ( + 4 Q  =  ? ( + 2 Q ( + l ł O =  ) j + 2 Z 32 + :3; /;  x̂+ 5 + 53X+ %

** Uwzględnić uwagę do zadania D6J. “I- 2/H IJ 4 ,

4+

- .Llin!
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hj 2 a — 5 +  2 b — 3 b — a +  4;
i) a _ 3 b _ 5  — 4b +  8b — a + 1 ;
i)  x — y +  2 — x +  2y  — 6; 
fc J x — 0,21/ — 0,7 — 0,8 — 0,5 x ; 
i) S z - i y - ł s - ł y  +  t*;  (£M f - S a - ł y  +  Jc +  y 
n) i —ł fl +  f a — t> +  f ó — ł- 

1 8 /Wykonać działania:
fcj (2 a — 4) +  (50 +  3 ) = ?
’,&) (3 a: +  i/ — 2) +  (— x — y +  3) = ?  
i )  {x +  y — z)'+  (— x +  y —*2 z) +  {x — y) =_?

— 1

(3 a: +  2 2/ — 4) +  (a: — 4y  +  3) +  (— x ^ F y  +  1) =  
3 o:— ( 2 * +  1) = ?  . £ H ( a ; + l ) —;(— * . + 2)
(hx — 3) — (2z — 4) =  ? h) (— z +  3) — (5 — *) 
4o — (3o — 6 +  1) = ?  i)  3 — (s — y +  2 ) = ł  
(rr—-«/) — (^ +  3/ — 1) =  ?
(x + y )  — (x — y +  1) = ?
(o — b) — (2 a +  b) +  (3 a +  2 b) — (— a +  b) = ?  
(2* — 1) — (3* — 2) — (* +  1) +  ( 3 x + l ) = ?
3 a;— (2^ +  1) — (x — y — 2) +  (3x +  y — 1 ) = ?
— (o +  b +  c) +  (— o +  b +  c) +  (o — b +  c) +
+  (o +  6 — c) c=?
(o +  fc +  c) — (a — b — c) — (— o +  b — c) —
— (— a — b — c) e=?
[ a +  (b — c)] — [a— (b +  c)] — [a — (b— c)] = ?

t) 2a;— [x — (2;r— 1)] — [2 x — (3x +  2 ) ] =?
u) x — {2 x — [ 4 i — (,r +  l ) ] } = ?

19. Wykonać działania:
,+J 5 (x +  y — 3) +  4 (2 x — y +  1) +  3 (x +  y — 4) = ?  
b) 2 (a; — 3) +  3 (2 a: +  2) +  (4 a: — 6) • 2 = ?

■>' c) 3 ( 2x  — y +  l ) — 4 (z  — 2t/ +  l)  — 2 (— a; +  3 gj) =1  
2 (a; +  +  2) — 3 (s — 2 1/ — z) — 4 (— x +  y +  z) =

e) — (x — 2 y +  z ) — 3 ( — x - \- 2 y — z) —
— 2 (a; — 2 y — z) = ?

f) 2 {x-\- y) — 3 (2/ — 2 ) +  4 (a; — 1) — 5 (a; — y 1) =
g) f(x — 6) — |(2 x  +  5) — $(2x 3) == ?

. 20. Wykonać

#

i)
m)
n)
o) 
P)

l )

2

mnożenia:
a j (a +  b)(c +  d) =  ? 
ej (a +  fe) (c — d) = ?  
ej (— a +  b)(c — d) =
g) (x +  1) (1/ — 2) —?

b) (a- 
5j (a

(— « 
bj (— x -

b)(c +  d j =?  
b)(c — d ) = ?

=ł

^ 3)( t/ +  2) <=? ( f i  ( 2a : +3U«  o \  1
k) (3 a’— 5) (2 a +  1) = ?  ti> (5 o - 3 ) ( 4  6 - 5 )  = f  > \

^  d o la iT "  Oęd il0CZyn j6Żeli d° P -w s^ g o  czynnika dodamy a:? Od czego zalezy, czy iloczyn wzrośnie czv
zmniejszy się? Sprawdź przyjmując za a, b i x rozmaite 
szczegółowe wartości względne. rozmaite

b) ^ y mj ena2 '  ab’.je+  d0 **•”<«” czynnika do.
n ” + ’ ? d» ul Obliczyć te zmianę, jeżeli:

. 2) »  =  - 5 .  *> =  +  8.

= ' T każd77,,riętr h f °  W J,ierwsz>™ roku a robotników, 
a każdy pobierał m zł za dzień pracy. W drugim roku
zmniejszono liczbę robotników o a Lostahm ^odnie -V
s.0„0 płacę dziennę o ,, zt. O ile zl w i ^ S )  w ^ ta ^
caa^airj ^dzienmejobotnikom w drugim rokuf =  23

 ̂ }  nagrody. Pierwsza nagroda
poprzednie!  ̂ ’He " + pna ^  0 b a  mniejsza od
Fu =  50 ó L s j  Wyn°f S“ma 'vszystki' h "agród!

e) Z dwóch miast oddalonych od siebie o ,  hm wyjeżdżam ’

prcr = nw i e r raCCiW ^  dW“J' eykHfci- P ie s z y  przebywa w jednej minucie c m, drugi |  c m. Jak daleko
będę, od siebie po t minutach? [5 =  32, c =  240 # =  701

f) Kupiec kupił a kg towaru po x zł za 1 kg. Z tego sprzedał

d a lt r t r a t o T z /  f*i.“  kg~ Reszt? towaru *P™-. ,,  $ V zł na każdym kg. Ile zarobił (stracił)? (Vv
wartość .  wpływa na wynik? Przekształcić wzo+ na wv

f) anL l l5 rat Unk7V  0bllCZ+' zysk (^ratę), przyjmując:
^  y ~ m  ’ 76’5; ^ ° ’85; b ^ 4 0 %

l 9) LcZe” miJł Pieni{ldze na kupno a zeszytów po x  gr i 2 a
f Z Zyr  dr0ŻSZ?Ch 0 w na sztuce. Przez pomyłkę kupił 

jednak « zeszytów droższych i 2 a tańszych. Ile miał n 
mędzy? He wydał? ile mu zostało? Sprawdzić, prz^mume ^  

K  . z a’ n 1 x dowolne wartości szczegółowe ‘ ' Jl
h) Za zebrane pieniądze miał uczeń kupić a zeszytów po * gr 

I b zeszytów po y  gr. Pierwsze zeszyty okazaiy sic jednfk 
droższe o 3 gr, a drugie tańsze o 2 gr „a sztuce K6)(c — d) _

1) (2 tt +  4) =  * Uwzględnić uwagę do zadania 9 d.
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W  *  ,apt e f

r ą  Zakładając, gdzie potrzeba, że dzrelnrk jest rożny ,

( + « ) : ( - O i

( j i S ? . ) ? ! - * ) ;  ( - « » ) ■ ■  < - 3); (- 6,)t(+8)1

( + 4a) : ( + 4 )  ; . (_ o); (+ 4  a) : ( - « ) i
( i )  (■+ 3 a) : (•+ «)»  ̂ ' v

 ̂ (— 2 a) : ( +  a) )

V * l p i + 5 ^ - ł  / , i ± 3 _ £ ± i = ę _. 

j f £ = * f ± ł _ £ = £ = l _ t +

/; x o 9 
x —

(— 2 a) : ( + ft) > s • a: 5 ax : u; (26. Wykonać działania:

* * »  ”  - *  ■> 
i o  ̂• A /ir •

°> Sx +  i - 5 i i i _ ? p ^ _ 2 +  Ł = * = ?  

r>-2* _ ® £ = Ł ± i _ f =  ?

f e - ^ ° + 2 c ) “ ; a - t  t» ^ a  +  a o b - s o !  : 4=1 

m i - ł « + ‘ - 4 ' ; {z ,
■ m) (2 ax — 3bx +  x) : x —_•

V  (2abr J bCo 7 bils) =  ? i® ( S ż - } y  +  « ; < + f t ) =
0) (° ~  taei ułamków o mianownikach całkowitych 4

23. Napisać w postaci ułam

° > ¥ ' 5 =  ? 

s n - x- p -

(P> T ' 6 “ ?

, i 3x — 1 ,
^  — =---- 4 =  ?

12

0 ¥ ‘

0

i  =  ?

3a — 4
4 =  ?

datnich:

a)

f)

■ i ,  » = h '  i;

■• -  „ V .  » 2°
44 ’

b. Wykonać działania:
3 * + i :  „ _ x -  1

,, 2x — 4(i) — y -

m; ? £ ± i ;2 =  ? „ ; 4 l + ^ , s =  ,  0j i ± 4 ; i  =

d) 2 - ^ - 3

24 Uprościć ułamki:

U  t U "
6 ’
2x — 4y

4x M l ° a . C) —
a) -g-; b> IB  ’ '  77a ,  ■ > " ? *

f)

i)

g)
4 a

4
2 fl — 4 

4
25. Wykonać działania:

Q  /7

8
h)

6 x — 6

5 x — ioy —5 .
10

a) 2x — 3 • —■ 1 =  ?

c; 3 - i ± ? _ 5 . ^ ± i  =  ?
4 6

e;  4 * _ 2  +  3 - ^ _ ?  y>4 - ^

Pd 3a: - 2 . ? A ± 1 ^ 3 + 2 _ 5 _ ?

10
: =  ?

1

. a  , a __ 3 a _  9 
^ 4  +  6 8

3 x o
c) 2 x — g

Ł. 6x i  , ! _ £  =  ? 
b)  "{f — IcP 15 6

, 4x o
d) * +  T ~  ‘

6x
«; s x -

7x -  2y -  4 • g5 ~  ^  +J  > 4 =  ?
5 1

i) 2x — 3y — 6 • ^  n i  _  2 — ?

H. y — 3z — 3 , „
J) 8 — 12---------y +  2* + 1 =  ?

? 1 U każ(lem z następujących zadań ułożyć najpierw wz 
wiązujący zadanie, następnie (jeżeli można) przek

łowicz. Algebra II gimn.

wzór roz-
n r ł a l z o f / f o  A
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wresz-• , i, „y,v bvło możliwie proste, a ^

otrzymane wyrażenie tak, . udanych wartości liter
cie obliczyć wartość wyrażeń,a dla podanych w  ̂̂

a) Za k zl kupiono « 9 drzewa 1 7 5 weglał [* =  »V
'  płacono m zt. Ile płacono 1 9 węgla.

„ = 1 5 ;  "  =  3>2'| 4T groźnych, plącąc m ■
bj Kupiec sprowadził a / Towar sprzedaj

za 1 , ;  koszta P " ^ " ° s p S e d ^  ahy za otrzyma,

J 5 ^ s - « 1 ( i i , 1 I 0 W

—  ^ ś r e d n io ! , drzew

Iowę tej kwoty, którą maję A i B razem. Ile zł maja wszy- 
scy trzej uczniowie razem? U  =  3,2; m =  0,5.] r

l) Miałem a zł; wydałem najpierw 3 zł i połowę pozostałej 
l eszty ; następnie wydałem 1 zł i połowę pozostałej reszty 
Ile mi jeszcze pozostało? [a =  25.]

Rozdział III

Równania i układy równań 
stopnia pierwszego

, , „ o ____ - § Twierdzenia o równościach.mzszej o w zi la l . _

[a =  38; ni =  2 »*>* n —  wartość będzie ™3am^ r^ pomm®iny następujące twierdzenia: Jeżeli do równych liczb do
e) Kapitai * «  ,

ten kapitał po roku? L«

dostarczy t p 1’" umieszczono na p°/o» a rea ltówność pozostaje prawdziwą, jeżeli: 1) do obu stron do
»> CT m r T  J Z  wartość hydrie miał ‘f  kap,tai pkamy t? samą liczbę, 2) od obu siroj, odejm Ly tę sama ™-zbę 

„a (p -r )  .. J»J* u =  7,5; r =  2,5.] ) °t»e strony pomnożymy przez tę sam, liczbę- 4) Z e  stronj
imesiącacl [ zawierającego p i. cynku z 2 .udzielimy przez tę sam, liczbę, różną od zera. ' '

h>S â i ” a ^ f o W^ ° ś r S o '“  " d u j ą c e ,  oczywiste

zawiera, .top. [«_  j łanAów: £ ^ » .  ^  “  pozostaje prawdziwą, jeżeli jakiekolwiek wyraże-

l i . [x= - 9.i ztr*“  * * * >  * * * •8 , „„„ródy Pierwsza nagiroi’ach wykonamy naznaczone działania.
i)N» wyścigach była o b zl mniejsza Np. , Napiszmv w l tm M  .
T ™  pogodniej. Ile zt wynosiła suma wszystk,okrążenie równe 2_ łft .  „teymamy ~ 5 “ 3

! ! a°cH w. =  1800: 6 =  100.] . . J  (2 — 10) - (—2) =  16.
z, więcej, n,7 V»Napiszmy w rówmofci: (« + b 4- « ,< - « ,+  U  + *  ]JO priwej

ij Znaleźć

i =

gród? [a =  1800;
Uczeń A *-----
tej kwoty, którą ma A ;

k) Uczeń A m a ^ 4 ^  uczeń C ma o m zł mniej, niż zamiast ad + bd
;Wdziwą: (a + ó + T S ^ a  + 7 )d + “ <1 a °trzymamy równo.ść

* Przez

_______________. zi w ' w“ = ^ r o j a + c < ł
liczb rozumiemy trzecią częajeżeli w równości 4® + (5 a _2 n i__7

Cl li ntł.r»Tr«,„,___ ✓  . , , V _ ■ '

sumy.
sio, o t r z y m - ^  “  "  " "

4*
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§ 2. Określenie równania.

Próbujmy przy pomocy symboli matematycznych zapisać zagadnienie: 
„Znaleźć liczbę, której ośmiokrotność pomniejszona o 7 jest o 2 większa 
od jej pięciokrotności11.

Oznaczmy liczbę, o której znalezienie nam chodzi, literą x i nazwij­
my ją niewiadomą. Ośmiokrotność tej liczby pomniejszona o 7 wynosi 
8 x — 7; jej pięciokrotnością jest 5 x ; liczbą większą o 2 od 5 x jest 
5 x + 2. W zagadnieniu żąda się znalezienia takiej wartości dla x, aby 
było: W; ■

8 x — 7 =  5 x + 2.

Wyrażenia 8 x — 7 i 5 x + 2, połączone znakiem = , nie tworzą jed­
nak równości. Łącząc je tym znakiem, nie chcieliśmy bynajmniej stwier­
dzić, że te wyrażenia mają jednakowe wartości dla wszelkich wartości x. 
Chodziło nam tylko o zanotowanie pytania, dla jakiej wartości x oba te 
wyrażenia mają równe wartości. Nazwiemy 8 x — 7 — 5 x + 2 równaniem.

Dwa wyrażenia, z których przynajmniej jedno zawiera niewia­
domą,, połączone znakiem równości, tworzą równanie; równanie 
zawiera pytanie, dla jakiej wartości niewiadomej wyrażenie po 
lewej stronie znaku równości ma taką samą wartość, jak wy­
rażenie po stronie prawej. Niewiadomą oznaczamy zwykle jed­
ną z końcowych liter abecadła: x, y, z, u, v ,__ Liczba, która pod­
stawiona za niewiadomą sprawdza równanie, t. j. sprawia, że wy­
rażenie po lewej stronie znaku równości przyjmuje taką samą 
wartość, jak wyrażenie po stronie prawej, nazywa się pierwiast­
kiem równania. Rozwiązać równanie znaczy obliczyć pierwiastek 
(lub pierwiastki) równania. Wyrażenia w równaniu połączone 
znakiem równości nazywamy stronami równania, kolejno lenm 
i praiap Sprawdzić równanie znaczy podstawić za niewiadomą 
pierwiastek równania, obliczyć oddzielnie wartości lewej i prawej 
strony i stwierdzić, że obie są równe.

P r z y k ł a d y  ;
1. Równanie 8 # — 7 =  5 x + 2 ma pierwiastek 3.

Sprawdzenie:
Lewa strona: L =  8 • 3 — 7 =  17;
Prawa strona: / ’ — 5 • 3 + 2 =  17.

Zatem: L — P.
2. Równanie: x{x — 1) =  2(2x — 3) ma pierwiastki 2 i 3 -

x _3 ’
równanie: x(x— 3) ——:----  ma pierwiastki —1, +1 i + 3.

X  ' __-

Sprawdź!
3. Równanie: x -x  = —4 nie ma pierwiastków. Żadna bowiem liczba 

A ani dodatnia, ani ujemna, ani zero) pomnożona przez siebie nie daje
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na iloczyn liczby ujemnej. Nie można jednak powiedzieć, że równanie 
xx =  —4 jest fałszywe, bo pytanie fałszywem być nie może. Na pytanie, 
postawione w tern równaniu: „Jaka liczba pomnożona przez siebie daje 
na iloczyn —4 T‘, mamy zupełnie poprawną odpowiedź: „żadna".

4. Równanie: x + 2 — 2 + x ma niezliczoną ilość pierwiastków; każ­
da liczba sprawdza to równanie.

Przykłady te wskazują, że są równania, które mają jeden, kilka, 
a nawet niezliczoną ilość pierwiastków. Są też równania, nie mające wcale 
pierwiastków.

Dotychczas mówiliśmy o równaniach z jedną niewiadomą. Zu­
pełnie tak samo określamy równania z dwiema, trzema i t. d. nie- 
wiadomemi.

Np.: Równanie x + 5 y =  7 jest równaniem z dwiema niewiadomemi 
x i y i zawiera pytanie, dla jakich wartości x i y ma wyrażenie x 4- 5 y 
wartość 7.

§ 3. Rozwiązywanie równań pierwszego stopnia z jjedną nie­
wiadomą.

P r z y k ł a d  1. Rozwiązać równanie:
(3 x + 4) — 2(x + 2) =  3(2 x — 1) — 2(3 x — 5).

Załóżmy, że równanie to ma pierwiastek i pomyślmy sobie ten pier­
wiastek podstawiony za x. Wtedy równanie przechodzi w równość praw­
dziwą. Wykonajmy działania naznaczone po obu stronach tej równości, 
a otrzymamy (§ 1 tw. 5) równość prawdziwą dla tej samej wartości x } 

3 x + 4 — 2x — 4 =  6 x — 3 — 6 x + 10, ezyłi:
X — I. ' 1 •

Dochodzimy do wyniku: Jeżeli dane równanie ma pierwiastek, to 
może nim być tylko liczba 7. Że 7 jest rzeczywiście pierwiastkiem danego 
równania, stwierdzamy zapomocą sprawdzenia:

L =  (21 + 4) — 2(7 + 2) =  25 — 2 • 9 =  25 — 18 =  7,
P =  3(14 — 1) — 2(21 — 5) =  3 -13 — 2-16 =  39 — 32 =  7;

L =  P.
Z tego przykładu wysnuwamy twierdzenie:

1. Jeżeli dane równanie ma pierwiastek, to ten pierwiastek 
sprawdza także równanie, które otrzymamy, jeżeli po obu stro­
nach danego równania wykonamy naznaczone działania. Wypo­
wiadamy to krótko zdaniem:

Po obu stronach równania wolno wykonać naznaczone dzia­
łania.

Dane w przykładzie 1 równanie udało nam się dlatego łatwo rozwiązać, 
że sprowadziliśmy je do postaci x =  7. Widocznem jest, że ostatnie równa-
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nie ma tylko jeden pierwiastek 7, bo żadna inna liczba napisana za x ni 
sprawdzi tego równania. Będziemy się starali każde równanie sprowadzi 
do takiej postaci.

P r z y k ł a d  2. Rozwiązać równanie: x — 7 =  8.
Zakładamy, że równanie to ma pierwiastek i myślimy sobie ten pier- 

wiastek podstawiony za x. Równanie dane wtedy sprawdza się i staje sit
równością prawdziwą. Odejmijmy od obu stron tej równości _7 albo,"
co na jedno wychodzi, dodajmy +7 (§ 1 tw. 1 i 2). Ponieważ po lewej 
strome — 7 + 7 =  0, otrzymamy:

x =  8 + 7 czyli: 
x =  15.

Doszliśmy do wyniku: Jeżeli równanie z — 7 =  8 ma pierwiastek r  
ten pierwiastek sprawdza także równanie x =  8 -f 7 czyli x ~ 1 5  Lea 
ostatnie równanie ma jedyny pierwiastek 15. Tylko 15 może wiec bri
sprawdzenie"1 daneg° równania- że Jest nim rzeczywiście, wskazujt 

L =  15 — 7 = 8, P =  8 ; L =  P.
Z przykładu tego wysnuwamy twierdzenie:

2. Jeżeli dane równanie ma pierwiastek, to pierwiastek tei 
sprawdza także równanie, które otrzymamy, jeżeli do obu stroi 
danego równania dodamy tę samą liczbę, albo jeżeli od obu stroi 
równania odejmiemy tę samą liczbę. Krótko:

Do obu stron równania wolno dodać tę samą liczbę; od oh 
stron równania wolno odjąć tę samą liczbę. ^  3

t r z y k ł a d  3. Rozwiązać równanie: 5 x — 3 =  4a: + 2 
Stosując ostatnie twierdzenie, staramy się z lewej strony usunąć —3 

a z prawej 4 z. W tym celu należy od obu stron równania odjąć najpien
' Ś n i " ? " 16 Utek tyCh działań M zie taki, że po lewej stroni:
-  6 odpadnie, a po prawej strome pojawi się składnik — 3) czyli +3

OtrzymamyStr°nie °dpadnie 4 x’ a po lewe3 Przybędzie składnik' — 4i

5 x 4 x =  2 + 3, a po zredukowaniu:
x =  5.

55

my także wyrażenie, nie mające postaci sumy, jeżeli znajduje sie 
samo po jednej stronie równania.

Tak np. w równaniu 2 x 
■7, + 5  i + 6 x.

iNa podstawie przykładu 3 powiemy:

7 + 5 — 6 x wyrazami równania są: + 2 x,

, Ktorykolu)iek wyraz równania wolno przenieść z jednej stroną 
roicnama na drugą, zmieniając znak jego na przeciwny, t. j. który­
kolwiek wyraz równania wolno po jednej stronie równania opu­
ście, dopisując równocześnie po drugiej stronie taki sam wyraz 
ze znakiem przeciwnym.

\\yraz „wolno“ należy w tem twierdzeniu rozumieć tak, jak w po­
przednich a mianowicie, że jeżeli dane równanie ma pierwiastek to ten 
pierwiastek sprawdza także równanie, które otrzymamy z danego przeno­
sząc jeden jego wyraz na stronę przeciwną. ' 1

P r z y k ł a d  4. Rozwiązać równanie: 2 x =  7.
Zakładamy że dane równanie ma pierwiastek i myślimy sobie ten

p r z e i r  mnoż?mtaW1°ny fi ° bie Str°ny otrż-vmanei równości dzielimy przez 2 (mnozjmy przez £) i otrzymamy (§ 1, tw. 3 i 4) :
x =  3 i.

Rozumując jak w poprzednich przykładach, znajdujemy że tylko 3t

a r t ó r * "  d“ eso *  * *  ™ ; e ° „ , a
L =  2-3|  =  7, P =  7; L =  P.

Z tego przykładu wysnuwamy twierdzenie:

Rozumując, jak w poprzednich przykładach, dochodzimy, że tyłki 

okazuje sprawdzenie ŹC jeSt nim oczywiście

dezelf dane rownam(1 ™  pierwiastek, to ten pierwiastek 
spiawdza także równanie, które otrzymamy, jeżeli obie strony 
danego równania przez tę samą liczbę pomnożymy, lub przez te 
samą liczbę rożną od zera podzielimy. Krócej: ‘ ‘

rÓl?nCT m W°ln0 przes H samą liczbę pomnożyć 
przez tę samą liczbę rożną od zera podzielić.
Powyższe twierdzenia wystarczają do rozwiązania wielu rów- 

kładach ^  W praktyee stosu.W ,  wyjaśnimy na dalszych przy-

L =  25 — 3 =  22, p  =  20 + 2 =  22; L =  P.

jącąAnazwęy80dme' °PmĆ powyźsze Postępowanie, wprowadzimy następu

Jeżeli po którejkolwiek stronie równania znajduje się suma 
algebraiczna kilku wyrażeń, te składniki tej sumy „azywań by 
ziemy wyrazami równania Wyrazem równania nazywać będzie-

P r z y k ł a d  5. Rozwiązać równanie: 3(x + 5) =  13 + x. 
Wykonywamy naznaczone działania: 3 x + 15 =  13 + x ■

Przenosimy wyrazy zawierające niewiadomą 
na lewą stronę, a wyrazy wiadome na prawą

stronę:
Redukujemy :

Dzielimy obie strony przez 2

3 x — x — 13 — 
2 x  =  —  2 

x — — 1.

15:

Sprawdzenie: L =  3(— 1 + 5) — 3 • 4 =  12, p = i 3__1 =  12. L

\

P.
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równania otrzymamy po jednej ułamki do wspólnego mianownika, a następnie mnożvmv obie 
« no drugiej stro- strony równania nrzp* m m im , ------ ‘

Teżeli urzy rozwiązywaniu równania otrzymamy j ™ wspomego mianownika, a nast.
stronie niewiadomą z jakimś współczynnikiem, a po drugiej stro- strony równania przez wspólny mianownik, 

^ " w i a d o m i  należy w celu
strony równania przez współczynnik przy niewiadome] podzielić

P r z y k ł a d  6. Rozwiązać równanie:
3 — 4(2a: + 5) =  — 7(1 + *).

Wykonywamy działania: _ 3 — i? X ~7?°r Z  _  7 _  3 +  20;
Porządkujemy: — s x + ‘ x ~  '

Redukujemy: x =  10 ’>
1 _ -—- —  1U.

Mnożymy obie strony przez i  •

Mnożenie przez wspólny mianownik można sobie ułatwić, pamietaiac 
ze mnożąc ułamek (iloraz) przez mianownik (dzielnik) otrzymujemy 
lczmk (dzielną). Można więc sprowadzanie ułamków do wspólnego mia 
ownika ! mnożenie obu stron równania przez wspólny mianownik «r„i™ 

nywac równocześnie. równania przez wspólny mianownik wyko- 

P r z y k ł a d  9. Rozwiązać równanie: 5 _ ^  ̂ x ~ł~ 1

= 3 + 60 =  
L =  P.

63,
Sprawdzenie:

jj =  3 — 4(— 20+ 5) =  3 — 4(— 15) 
p  =  — 7(1— 1 0 )=  — 7(— 9) = 6 3 ;

Jeżeli przy rozwiązywaniu równania otrzymamy m e n d o m  
ze znakiem —, należy obie strony równania przez — 1 pomnozi

1Ub Przez — 1 wolno zresztą zawsze obie strony równania ponint 
rć. Ponieważ przez to bezwzględne wartości wyrazów me ulegaj

zmianie, a znaki zmieniają się na przeciwne, to 
lir nminn 'znaki wszystkich wyrazo

Mnożymy obie strony przez 24 
Wykonywamy działania 

Porządkujemy 
Redukujemy

Dzielimy obie strony przez

żyó. Ponieważ przez
' i zmieniają się u»

W równaniu wolno znaki wszystkich wyrazów zmienić iowik 
cześnie na przeciwne.

P r z y k ł a d  7. Rozwiązać równanie:

Mnożymy obie strony przez 3 
Porządkujemy 

Redukujemy

JL + 2 =  x — 2.
3
x +  6 =  3 x 6 ; 

x — 3x =  — 6 — 6; 
— 2 x =  — 12; 

x =  6.Dzielimy obie strony przez — 2 _
Sprawdzenie: L =  2 + 2 =  4, P -1 >

nie od ułamka, mnożąc 
mianownikowi ułamka.

8 6
120— (3x — 3) = 4 x  + 4;

120 — 3 x + 3 =  4 x + 4;
— 3 x — 4 x =  4 — 120 -  3; 

— 7z =  -  119;
x  — 17

Sprawdzenie: L =  5 — ̂ L =  5 — 2 =  3, P =  J^ =  3 ; L==p

Zestawmy teraz wszystkie czynności, które prowadzą do roz­
wiązania równania: 4

Mając rozwiązać równanie:

sów) ^ >kOI1' Wamy naznaezone działania (uwalniamy od nawia-

2. Jeżeli równanie zawiera ułamki, uwalniamy od nich równa­
nie mnożąc obie jego strony przez wspólny mianownik ułamków.

d. Porządkujemy równanie, t. j. przenosimy wyrazy zawiera 
^niew iadom ą na jedną stron? równania, a wyrazy wiadome na

4. Redukujemy wyrazy podobne.
5. Uwalniamy niewiadomą od współczynnika, dzieląc obie 

strony równania przez współczynnik przy niewiadomej., / J jj
Jeżeli w równaniu znajduje się ułamek, to uwalniamy rowt g Sprawdzamy 

- obie strony równania przez liczbę iow
Stosując czynności, opisane w punktach 1-+5, otrzymujemy z danego

P r z y k ł a d  8. Rozwiązać równanie:

Sprowadzamy ułamki do wspólnego
mianownika ■

x ---- r * + ,  K ir *  * T *  miedz-V (wslmti tw 2 13°
-  « E T m Z t  P" yŻei) “ “  “ e^ii li z,fa
^ _ 2x r™  eg iiesp:awdza 1 “  » S a

* 12 12 + sprawdza się oczywiście tylko wtedy jeżeli z^rpods^awi llCzbe.wli!dom4>
1 2 * - 3 * » 2 *  + Słane równanie ma pierwiastek, to może nim być Mko h L Ł  a N 7 ?  

12 x — 3x — 2 * =  84; cdnak stwierdzić, ze założenie nasze, że dane równanie nr, nim
7 x =  84; słuszne. Stwierdzamy to w punkcie fi j C ciwiastek,

Mnożymy obie strony przez 12 
Porządkujemy

Dzielimy obie J ~ 12' “  S' “ °Wi - *
Sprawdzenie: L =  12 3 =  9, P - 2 + 7 - 9 ,  L P  “ Pisanym powyżej, rozwiązać można wszystkie
Aby równanie uwolnić od ułamków, sprowadzamy wszysP arna, które po uporządkowaniu i zredukowaniu wyrazów po-
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dobnych zawierają niewiadomi], tylko w potędze pierwszej. Rów­
nania takie nazywamy równaniami stopnia pierwszego z jedną 
niewiadomą.

§ 4. Zastosowanie równań do rozwiązywania zagadnień

59

zawsze zagad-nośnie" tekstów” 6 ^ d n i e n i a .Sprawdzać należy menie tekstowe, a nie tylko ułożone równanie.

« tytoniu'6 p„f J '  zł 1° *" d"d“  <-Vle
tytoniu drugiego gatunta „.feży S S t  S P° * *  zl “  *»• U .Ilość tytoniu d ’ uuuac«

Już przy wprowadzeniu równań (§ 2) widzieliśmy, że niektórt mieszanki wyrazimy dwoma sposobU " kdogramaeh oznaczymy x. Cenę
zagadnienia napisać można w postaci równania. Kozwiązując ta 1) Cena 0,3 kg tytoniu po 56 zł za A
kie równanie, znajdziemy równocześnie rozwiązanie danego za wynosi: 0,3 • 56 + x ■ 44

2) Ze — ’

sposobami przy pomocy z i danych liczb:
* k(J tytoniu po 44 zł za kg

gadnienia. Ujmowanie zagadnienia w postać równania nazywam; 4g g >} .zmi^ zania/d>u gatunków otrzymamy (0,3 + x] k 
układaniem równania. Sposób rozwiązywania zagadnień przy po ’ Poniew + ofaa:rt°sc wynosi: (0,3 + x) -48,8.' 5
mocy równań wyjaśnimy na kilku przykładach: , m a m y ° ' S° “ ° 1 lczenia mają dać jednakowe liczbymoey równań wyjaśnimy na kuku przykładach

P r z y k ł a d  1. W oddziale A pewnej klasy jest 43 uczniów, a w od 
dziale B 35 uczniów. Hu uczniów przejść ma z oddziału A do B, aby w olr 
oddziałach była jednakowa liczba uczniów?

Szukaną liczbę uczniów, którzy przejść mają z oddziału A do i

tytoniu po 

jednakowe liczby, otrzy-

0,3-56 + 44* = ( 0,3 + *) .  48,8

należ.,0dWo 'S JS o  % s Z Ś , ^  gatunku
P r z y k ł a d  4.

oznaczamy literą x. Po przejściu x uczniów z oddziału A do B, będą ciec 3 razy starszy od syna? ^  
w oddziale A (43 — x) uczniów, a w oddziale B (35 + x) uczniów. Wi Za niewiadomą x uważamy il "
gadnieniu pytamy się, dla jakiej wartości x oba te wyrażenia będą rówc 3 razy starszy od syna Po r ?a'ło i°f ' lJU ojciec
”-------------- ---------  -------------- I l8 + x. Stosownie do warunków ^ ^ Ś L + i ? , 48 + * lat, .  synPytanie to wyrażamy równaniem

43 — x =  35 + x.
Rozwiązując to równanie (rozwiąż!), otrzymamy: x ~  4. Cztere 

uczniów ma więc przejść z oddziału A do B.
Sprawdzać należy zagadnienie, a nie tylko ułożone równanie. Przez 

bowiem sprawdzamy również, czy równanie dobrze ułożyliśmy, powiedź:
Sprawdzenie: Gdy z A przejdzie do B 4 uczniów, to w A będigensu i 

43

»» u j . u.

większa od drugiej; zatem:

1 syn 18; po ilu latach będzie oj-

lat, po której ojciec b ę d z i e
_ at, a syn
pierwsza liczba ma być 3 razy

4 =  39 uczniów, a w B 35 + 4 =  39 uczniów. Rzeczywiście więc lic&yiście; stosunek wieku ^  Zaf?adnienie

. 48 + z =  3(18 + x).

-  • - * *  Mżie po f i T ,

rozwiązania nie posiada.
ma

uczniów w obu oddziałach będzie jednakowa. i pomniejsza się w przys'złoścf° syna wynosi obecnie 48 : 18Z=^>2
1 2. Wydałem trzecią część swoich pieniędzy i pozoetiWartość będzie miał ten stosunek p0 / S,twierdz rachunkiem,
j, niż połowa kwoty,' którą miałem; ile miałem pienięP10.26 więc ojciec stać się 3 razy star^-m’ u atach). W przyszłości

t j z ™  ujemnemu jednak

P r z y k ł a d  
mi o 2 zł więcej 
początkowo ?

Początkowo miałem x zł. Pozostała kwota wynosi albo x 
£ x + 2. Oba te wyrażenia mają być równe; zatem:

x — — i x + 2.
Rozwiązując to równanie (rozwiąż!), otrzymamy: x 

miałem 12 zł.
Sprawdzenie: Po wydaniu trzeciej części 12 zł, t. j. 4 zł, pozostało 

8 zł, a więc rzeczywiście o 2 zł więcej niż połowu kwoty 12 zł.

coraz bardziej (stw ier^m c^m ln/n? J a$

nie 
na-

1,- . V . + + $ 7%
^ ! mna Wartoś<5 P^rwiastka równania' ?Wazac' “ as ubiegły.

h x> v f f i1Sm;V dodatnio (* oznaczało Ponieważ

1 s-vn 15- laty' 1 rzeczywiście miał wtedy ojciec 45 k t

§ 5. Równania z dwiema niewiadom
Aby równanie ułożyć, rozstrzygamy najpierw, co obieramy Pr z y ^ł  memi‘

niewiadomą w danem zagadnieniu, i oznaczamy tę niewiadomi osoba 44 6 zł-' drzewa i 5 q węgla kamiennego zanł*
terą x. Następnie staramy się jakąś wielkość wyrazić w dwój Oznaczając liczby 0 które1 9 drzewa' a de 1 q węgla?
sposób zapomocą x  i danych liczb. Łącząc otrzymane wyrażfmi x i y, otrzymamy równanie'ftamy się w za£adnieniu, kolejno iite-
znakiem równości, otrzymujemy równanie, którego pierwias . '

* x oi/ =  44,6.

pew'-
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Po lewej stronie tego £  “ “ dmgto jakimś wspótaj*
niklem jest X ,  W * - *  lakie W ”
nikiem; po prawe] stio J ' dwiema nicwiadomemi.
my równaniem stopnia p U wystarcza do wyznaczenia wat

. ’ p o _  % . 6 04. 5 72; . . . ,  które wraz z przyjętemi wa.
tońeiami dla ^sprawdzają dane równanie. _

. ^ ówn^nie^ ^ ^ ^ e^ |^ r^ y g ^ \ie ^ a d o m \^ h ,W1podpo^ądkowii;

jednak każdej'wartości p rzy ję te j j e d n e j
wartość drugiej niewiadomej. Mówimy, 
nieoznaczone.

Uzupełnijmy nasze zadanie następującym' ;
Druga osoba kupiła po tej same, eeme 3 ą drzewa

płaciła 41,2 zł.
Otrzymamy drugie równanie:

podstawiliśmy za x tę wartość i obliczmy odpowiednią wartość y. Otrzy­
mamy :

=  12 ,

= 12 — 3 x, 
= 6 — f  x.

Ta wartość y wraz z przyjętą wartością x sprawdza także drugie 
równanie. Podstawiając tedy w drugiem równaniu 6 — %x za y, otrzy­
mamy :

3 x + 2 y =
2 j/ =

y =
Ta wartość y wraz z przyjętą

1 /I T5a ad I.+ rt n 1 aa a. X a. J   J  

mamy:
4 at — 3(6 —fu:) =  —1.

, . Takie równanie spełnia wartość x, która wraz z odpowiednią warto- 
seią y sprawdza układ równań. Rozwiązujemy to równanie:

4 x — 18 + £x =  — 1,
8 x — 36 + 9 x =  —2,

17 as =  34, 
x =  2,

Wartością x, sprawdzającą układ równań, może być tylko liczba 2. 
Podstawmy 2 za x w któremkolwiek z danych równań, np. w pierwszem 
Otrzymamy:

6 + 2 y — 12, a stąd:
2 2/ =  6, 

y =  3.
• Pr?'vst«pując do rozwiązywania układu równań, założyliśmy że ist­

nieją dwie liczby, które podstawione za * i y sprawdzają oba równania. 
Przy tern założeniu znaleźliśmy, że takiemi liczbami mogą być tylko 
wartości x =  2, y =  S. Że wartości te sm-siwrlsrn-in r"7nnw,„;ć,n;n

można

5 * 5  od diugiej, to widocznie 1 « “ 7 ^  31 * »  5 « ' 
drsews zapłaciła pierwsza osoto 13,6 zk a m  e ) 4 l  + 5 „ _  , 
„la- 1 ą węgla kosztował M  zł- 62f 3x + 5 y =  41,2 ma rozwiązanie: x — 3,4, y

Lx =  6 + 6 =  12,
L2 =  8--9 = ---1 ;

. . .  w ' u k ! . 7 u2' r w  £ WięC " " * * *  jedyne rozwija.

• ina. Metodę rozwiązania układu dwu równań, której tu użyliśmy 
8 6 Rozwiązywanie układu dwu równań z dwiema m ew ^ azvwamy mefodą podstawiania Polega Qna na ^  ,p z jedne^
8 • ownama wyrażamy jedną niew iadom ą------  1 . . .

■itflY znalezionp wvrfl7or>in — ...
3 !a WyraZamy Jednfi niewiadomą przez drugą i podstawia-

. , , . . dwu równań stopnia pierwszego z dwi^Y znalezione wyrażenie w drugiem równaniu. Otrzymane rów-
Rozwiązae ukłc dwie liczby, któreby sp a n ie  z Jedruł niewiadomą rozwiązujemy, a znalezioną wartość

mewiadomemi a i y zna podstawimy za *, a d o s ta w ia m y  w ktoremkolwiek z danych równań. Z otrzymanego
dzały oba równania, gdy jedną P ownama z jedną niewiadomą wyznaczamy drugą niewiadomą

.e znalezione wartości stanowią rozwiązanie danego układu rów- 
an, stwierdzamy przez sprawdzenie.

0 _  , V , ° dmian^  W ]i0 Pewn? metody podstawiania, jest metoda po-
,4x ? ktxre podstawione za x i i umuua-_ 0 ega ona na tem, że z obu równań układu wyrażamy

Przyjmujemy, że istnieją bez y, o V w pierwszem równi samą niewiadomą przez drugą i łączymy otrzymane wyrażenia 
sprawdzają oba równania. Pomyślmy ’ [ .

za y w obu równaniach.
P r z y k ł a d  1. Rozwiązać układ równan:

3 x + 2 y =  12,
3 y
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, , • TT i ipmv w ten sposób równanie z jedną . Zatem wartości x— 4,2, y — 4,5 stanowią rzeczywiście jedyne roz
znakiem rownosci. Uzyskujemy i T\nl<»i wiązanie danego układu rownan.
niewiadomą, z którego tę niewiadomą wyznaczamy. Da j p ę _  . . . .
pujemy jak przy metodzie podstawiania.

P r z y k ł a d  2. Rozwiązać układ równań:
3 x + 4 y =  2,
2 x — 3 y =*=7.

Z pierwszego równania :
3 x =  2 — 4 y,

2 — 4 y
x 3

Oba wyrażenia dla x łączymj 
otrzymane równanie:

2 — 4i/ 
3

4 — 8 y 
— 17j/

y
Tę wartość podstawiamy w 2

Z drugiego równania:
2 x =  7 + 3 y,

7 + 3 1/
' 2

rozwiązujem;

Sprawdzenie: L, =  6 — 4 = 
L„==4 + 3 =  7,

. znakiem równości i

7 + 3 y  ̂
— 2 
=  21 + 9 tf, 
=  17,

równaniu:

1

2 x + 3 ==
a stąd: 2 x —

, P , =  2;
X =

L1 =  Pl.
, P2 — 7; l2 =  p2.

P r z y k ł a d  3. Rozwiązać układ równań:
4 a; + 5 y — 39,3;
3 i ł  5 y =  35,1.

układu, a więc, że istnieje p

P r z y k ł a d  4. Rozwiązać układ równań:
4 x — 3 y =  0, 

x +  3 y =  15.
Rozumując jak w przykładzie 2, dodajemy stronami oba równania. 

Otrzymamy:
5 x =  15, 

x =  3.
Podstawiamy znalezioną wartość x np. w drugiem równaniu:

3 + 3 y =  15,
3 i/ =  12,

3/ =  4.
Sprawdzenie: Lx =  12 — 12 =  0, Px =  0; L — P .

La =  3 + 12=15, P2 =  15; L2 =  P2.
Układ równań ma rozwiązanie: x — 3, y =  4.

L  rOZWią'zywania układu równań, wyjaśniona na ostat­
nich dwóch przykładach, nazywa się metodą równych współczyn­
ników. Znajduje ona zastosowanie wtedy, jeżeli w obu równa­
niach przy jednej niewiadomej są równe co do bezwzględnej war­
tości współczynniki. Dodając takie dwa równania (jeżeli równe 
bezwzględnie współczynniki mają znaki przeciwne) lub odejmując 
(jeżeli równe bezwzględnie współczynniki mają jednakowe znaki), 
otrzymujemy równanie z jedną niewiadomą, z którego tę niewia­
domą możemy wyznaczyć. Dalej postępujemy jak przy metodzie 

^podstawiania.

ma

warS d f T J :  Jeżeli pomyśli. Jeżeli współczynniki przy żadnej niewiadomej nie g» równe,
sobie te wartości podstawione w obu równaniach za z i J  ' J. c°_ Pr“ a pomnożenie jednego lub obu równań przez stosowne licz- 
nania stają się równościami, możemy więc do mon zas ^  i> można uzyskać przy jednej niewiadomej współczynniki równe

o równościach. Odejmijmy te rownosci stronami: rzy wyszukaniu owych liczb, przez które należy mnożyć równa
q t  5 « =  35 15 (Zmieniamy znaki na Jj*’ .™0Ze M  pomocnym wzgląd na to, że równy współczynnik 

_ 3^  ^ eiwne) y ausi byc wsPolml wielokrotnością współczynników przy tej samej
---------------—— newiadomej w pierwszem i w drugiem równaniu.

X ==
Otrzymamy: P r z y k ł a d  5. Rozwiązać układ równań:

6 x — 5 y =  10,
5 225. 4 x 3 y — 8.

a Stą(1: yi/== 45 ’ . Aby ^ ^ a ć  przy x w obu równaniacli jednakowe współczynniki, na-
, , . . wvniki] ■ Jeżeli istnieje roz/y I?,omriozyc »ba, równania przez stosowne liczby. Jednakowy współ-

Dochodzimy tedy do następującego w • ]ko ’ wart(:yml,k .{,rzy x M zie wspólną wielokrotnością liczb 6 i 4, a więc np.
zanie danego układu rownan, to może n rozwiązanie Umniejszą wspólną wielokrotnością liczb 6 i 4, t. j. 12 Pierwsze równa
* =  4,2 i y =  4,5. że te wartości stanowią rzeczywiście rozwiązanie r  pomnoźymy przez 2 a drugie p«zez 3 Otrzymamy:
nego układu, stwierdzamy zapomoeą sprawdzenia. 12x — 10u — *>0

i , _  16,8+ 22,5-39,3; P. =  39,3; W -  
L2 =  12,6 + 22,5 =  35,1; P, =  35,l, r  — F~

Otrzymamy:
Podstawmy w pierwszem równaniu 4,2 za x.

16,8 + 5 y =  39,3;
5 2/ =  22,5; 

y =  4,5.
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Ten układ równań rozwiązujemy jak w przykładzie 

+ 12 x — 10 y =  + 20,—  + —
12 x — 9 y =  24;

Sprawdzenie:
Lx =  30 -
L, =  20 -

4 x

-  20 =  10,  

-12 =  8,

V =  4- 
12 = 8,

4 x =  20, 
x =  5.

Fa *=10; 
F2 =  8 ;

Warunek 2.̂ Czas jazdy rowerem z prędkością : 
chodu z prędkością o kmjgodz. wynosi 3^ godz.

W arunkom tym odpowiadają równania :

x + y =  12-2i; ^  + 1  =

L1 =  P1.
l 2 =  p2.

. Zastosowanie do rozwiązywania zagadnień.§ 7
P r z y k ł a

Rozwiązując ten układ równań, znajdziemy: x =  18, y =  10.
Podróżny przebył 18 ftwi rowerem i 12 km piechotą.

• Sprawdzenie: Cała droga wynosiła 18 km + 10 km — 28 km. Do prze­
bycia jej rowerem potrzebowałby podróżny f£ godz. =  24 godz. zgodnie 
z warunkiem 1 zadania Rowerem przebył jednak podróżny tvlko 18 km, 
na co zuzył J  godz. — l|godz.; resztę drogi, t. j. 10 km przebył podróżny

=  2 g°dz- podróż trwała Ugodź. +
+ 2 godz. 3 | godz. zgodnie z warunkiem 2 zadania.

, , Zagadnienia z dwiema niewiadomemi można bardzo często rnzwi»7v
____  td 1. Kupiec sprowadził za 439 zł 50 kg kawy w j ^wac także przy pomocy równania z jedną tylko niewiadomą. Tak np można

gatunkach: po 8 zł i po 11 zł za kg. Ile kg kawy było «a^ a g a d n ie n ie  podane w przykładzie 1 rozwiązać w następujący sposób
Pierwszego gatunku było x kg, drugiego y kg. Zagadnienie za« t Kawy pierwszego gatunku było x kg, drugiego gatunku (50 — x) kg 

dwie niewiadome, ale także i dwa warunki, które można zapisać w postiPomewaz 1 kg kawy pierwszego gatunku kosztował 8 zł, a drugie-o ga-
równań; a mianowicie: *unku 11 *ł> to eał.v towar kosztował x • S zł + (50 -  x) • 11 zł która")o

1) Cały transport ważył 50 kg. . warunk°w zadania ma wynosić 439 zł. Stąd równanie-
2) x kg kawy po 8 zł za kg i y kg po 11 zł za kg kosztuje 4398 x + 11(50 — x) =  439. Rozwiązując to równanie, dochodzimy do ta-

Wyrażając te dwa waruki w postaci równań, otrzymamy: «ego samego wyniku jak poprzednio.
x + y — 50,

8 x + 11 y =  439. s o p '
Rozwiązując ter, układ równań, znajdziemy, * - S 7 ,  „ - 1 3 ,  z.t, i  *• Kownaąiia z trzema niewiadomemi. 

kawy po 8 zł było 37 kg, a kawy po 11 zł było 13 kg. Podobnie jak równanie z dwiema niewiadomemi jest również równa
Sprawdzenie: Kupiec sprowadził 37 kg + 13 kg — 50 trzema niewiadomemi równaniem nieoznaczonem Można w niem bo-

z pierwszym warunkiem zadania. Za 37 kg zapłacił 3 1 i i n za dwie niewiadome podstawić dowolne liczby, a trzecia niewiadoma
7,  13 kn zapłacił 13.11 zł=143 zł. Za cały transport zapłacił 296 #znaczyc z otrzymanego równania (z jedną n ie ^ L o Z T ta k  abv s e 

439 zł, zgodnie z drugim warunkiem zadania. lane równanie sprawdzało. Nieoznaczony jest również układ dwu równań

' awić d ^ w S l ^ b T a  niewiadomą pod-
-r iw  w  r.i, - o trzema ni owi a a™™™- ń  • ; J iowniez UKiad dwu równań

Zagadnienia, zawierające dwie niewiadome, rozwiązywać rotawić dowoIną liczbę a * o™ZynTanego układu równi? 7nj j . iadomi* l,od' 
na przy pomocy układu dwu równań z dwiema mewiadomtiomemi wyznaczyć pozostałe niewiadome tak abv układ 
W tym celu należy najpierw rozstrzygnąć, które liczby u w f j j t a Ł  Dopiero układ trzech 2

wiadome; następnie należy wyrazie oddzieln^  ^ z^ ^  rozwiązania takiego układu!
C lLl J  ’ * -----------------g (J  c /

należy za niewiadome; następnie należy wyrazić u u u z j  

sno oba warunki, które te niewiadome mają spełniać,
i l • f  1___t d , .__ „TnYiimlrll rAUm^TUP Rfl7, W1 fl.Tif

,ew,»„....„ .U........... a w r e s g S S f  ^metodom S S
należy ułożyć ż każdego warunku równanie. R ozw ijan ie  oh, ^  równania T j i T S k ™  I ™ ” 1™ d° jed”e«» celu:
manego układu równań daje ro zw ijan ie  zadania. * = » ■ « )  a obu równań układu. Podobnie pLąpimfTkSdem S h

wudn z trzema niewiadomemi.P r z y k ł a d  2. Podróżny obliczył, że jadąc rowerem przebędzie p
ną drogę w 2< godz. Ponieważ jednak w drodze popsuł m u s i ę w  Aby rozwiązać układ trzech równań stopnia pierwsze™ 7 fr, c 
musiał resztę drogi przebyć pieszo; wskutek tego podroż trwała 3£ *a niewiadomemi, ruguje się (eliminuje usmJ-il n g *
Ile km przebył rowerem, a ile km piechotą jeżeli rowerem jechał z P(iy podstawi k  por6wnan a US™ a) zaPO™ocą me‘
„oóci, 12 M A  a .-(.cb o^-d . .  5 2 ^  s dwu równań jedn, niewiadom ikością 1-2 /cm/goaz, a piecmuą z, dwu równań iedna niowindo.no i i • ; » i« wj(iiiiikuw

Rowerem przebył x km, piechotą y km. niew iadom i • T  d 4 i uzyskuje się równanie z dwie-
Warunek 1. Suma dróg x i y jest tak wielka, jak droga, ktoią F menu. Następnie ruguje się tę samą niewiadoma

byłby w 2|  godz., jadąc z prędkością 12 /cm/godz. innych rownan i otrzymuje się drugie równanie z dwiema
ułowicz. Algebra n  gimn

5
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Sprawdzenie: L\ =  5 — 2 =  3, 

i 2 =  10 _  8 — 1 
L-i =  5 +  1 =  6,

1,
P, =  3 
P. =  l

i ,
L2

= P,.
= P2.
P,.

5 zł i 2 zł.

ônno-n układu równań. Oznaczając liczbę monet po 10 zł, no 5 zł i no 2 A U i^
uzeme stw ierdzam y, ze ,.“7  ilc monet po tu zł, po 5 zł i no
rozwiązanie danego układu rownan. nłożymy T ł a t S  P° 10 zł’1po 5 zł 1 0° 2 zł Olejno literami x,

, nmv rozwiązanie układu czterech równań z ezW • • ‘ ością z powyzszyeiy trzech warunków równania:
Podobnie sprowadzamy iednei niewiadomej z kazdyol 10 * + '5 y + 2 z =  100,

2 złt 
y i Z ,

Podobnie sprowadzamy rozwiązani niewiadomej z każdycl

S u - e h  S b  ,  «—  — *
10 a; + '5  y + 2z =  100, 

X + y + z =  22,
--------------  , , X + y — z =  2.
P rzykład  1. R o z w i ą z a ć  układ rownan: Rozwiązując ten układ równań, znajdziemy

J ■ i - - c -Sprawdź!2 x + y + z- 
x + 2 y + 5 z ; 

3x — — 3 z ‘

- 6, 
= 3, 
= 3.

=  4, y  =  8, z =  10.

Zakładamy, że układ równań ma rozwiązanie.

Rugujemy y pierwszegoiVUgujvi»v O ~ r - i
i drugiego równania metodą pou­
stawiania :

y =  6 — 2 X — z,
x + 12 — 4x — 2 z + 5 z =  3,

— 3x + 3 z == — 9-

Upraszczamy przez 3 :
— x + z =  — 3.

Rozwiązujemy układ równań:

Rugujemy y z drugiego i trap 
ciego równania metodą rownyt 
współczynników. Dodając te roi, 
nania, znajdujemy:

4x + 2z =  6.

Upraszczamy przez 2:
2 x +  z =  3.

— x +  z =  — 3,
2 x +  z =  3,

i  znajdujemy: x =  2, z =  1- , ■

Aby wyznaczyć y,postawiamy * “ *•' - _ l  ’
4 +  y — l  =  o»

i znajdujemy stąd: lJ =  3-
Sprawdzenie: L, =  4 + 3 — 1 — 6, P, — >

L = 2  + 6 — 5 =  3, R2 =  3,
Ls =  6 — 6 + 3.= 3, P3 3 ;

P r z y k ł a d  2. Rozwiązać układ równań: /
x +  y =  3,

2 x + 4 y — z ;=  1,
x + z =  6.

Pierwsze z tych równań zawiera juz tylko dwie 
Aby uzyskać drugie równanie z temi samemi mew adomeim, g j  
fz ^ u g ie g o  i trzeciego równania. Dodając te rów nany otrzymiamy .

Równanie to łączymy z pierwszem: x + y — 3.
Rozwiązując ten układ równań, znajdujem y^ =  _ 2

x — y

Ćwiczenia.

Rozwiązać równania:
a)

3 7
ę i
dj

sJ  
f) 
y)
K)

X - f  5 =  7 ; ?J_ — 4 =  x  — 9;
£ — 3 =  5; -  T I  =” ~ 7 =  2 — x  \
•r +  7 =  3; -*) 3 =  5 - * ;
a" — 2 =  — 1 ;

l) 4 =  — x  -j-
•̂  +  3 =  3; m ) 2 x  —  3 =  x ~ 5 ;

3 ~ x  — 2;
cr i ^ n j  3 x  +  5 =  2 a:;
O I

-3.
r ^  +  2 ;

Lt =  Pi. 
L2 =  P2a 
P3 =  *V

Z trzeciego równania znajdujemy: +  z - 6, 
z =  1.

sj £ +  5
Rozwiązać równania:

“ J 0,6 — X — a; - f  12: 
ój 2 x - |  =  x +  ł(.
Cj  ̂ § =  2 iC--  l;
d) ł x — f =  +
e j ł  — f  a: =  £a: +  £;
/J ł *  — f= » ła r  — 6,5;

ł ^  +  i  — £a:—
^  & =  $ *  +  0,1

-r-J 2 a- — 3 =  3 aT-f 2; 
sj 8 — 3 a: =  10 — 2 x 
t) 5 — x =  26 -f 2 

3 * - f  2 =  x — 4; 
wj 4 z  +  7 =  x ~  2; 
-3<J 3 — 6 a: =  5 — x ;
V) 4 x ~  7 =  a: +  2;

7 a:— 7

o) 5 ~ 2 x
p) 4 a; — 1

6 — 3 x ; 
-3 x — 1;

i) 0,3 x 
i)

k)
f  x

— 0,2 =  $X ~  ł ;
- 2 =  fa: — 3;

. i  — %x—
1) X— $x =  $x +  3i; 

m) i ł x 9,5 =  T7Tjx -f 7,5; 
*' 13- i x  =  łx  — tx ;  
n 1 0,5 x  +  1,3 =  5 — 0,04 a;.

5*
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3 Rozwiązać równania: i \ i . ( T +  7V
aj(3 x +  2) +  (2 X -  5) =  (7 X ~  }> +  <* +  7> 
b) ( ł * +  l)  +  « * - » -  2/ - 1« . +  (łX  ’ ’

c) 3 x — (4x +  3) =  7 — (2x +  2),

\ /o T i n _(3  ̂_l_ 2) =  (5x +  4) — (7 x 1) >
e) ^  a ' L  , o ' | _(2x +  l )  +  (2 : r— 3);

j) ! *  _ w J +  5  -  (» +  1)H - - * *  +  1;
_ 7« 4 - { 2 - [ 3 a - ( 2 * - 5 ) ] } .

/  „ r 9 4 - f 2 x  (5 — a:)]} — 2 — (# 8),l) 3 x — (— 2 + L ^  W , o \ - 4 r
m; 2 (2 x - 3 )  =  6; » ; 3 ( x  +  2 ) - 4 r ,

t>^5 — 3 {x +  2) =  2 (1 — 2 x ) ,

P> 1 * - 52(f  2 (x  — 'l) = 1 ( 2 x - 5 )  - 5  (X- 4 ) »
sj 3 x-—2^(5x—-6) — 3 (x +  3) 3 (2 x  !)■ <h

4. Rozwiązać równania:

» 2 * _ « .0;
6 J ^  =  2x;

■ =  2 ; O

3x 
16 
7 —x

i i : «> ¥ = °'9:

,y $ & = ! > _ * *  + 1; y ^ ^  =  2x +  i ;

j)l 8 (5x +  2) =  ł (7X — 4); K) H - ł ( 3 x - ' )  =  x : 

z; 4 ( x - 3 ) - i ( x  +  i) =  ł - x ‘>
m; 3 ( x - i )  +  4 (ix  +  3) =  |x  +  3,75;
„» | ( 5 x - 4 ) - i ( 5 x - 2 )  =  l(x  +  2) +  5,

o) 2 - H x - H 3 ^ - t ( x - i )]}==1'_X;
p) l  +  i | x  +  ł [ * - H x - 1) U “ ®*®’ .
r; x _ £ ( x - i [ x - ! ( x - l )lł =  2 +  £ (x 1}’
»  2(3[2(x -  4) +  2X1 - 6 1  - 1 7  =  8. 6
ł) x — Hf U (3x + 5 )  — 4(x +  2)H  2< ’
u) 3x — (5 [4 (x — 1) — >] 2> =  8 ;

w) | -
1 — x 

3
x; x)

x — 2 6
1 ; y ) x -

5(x +  l) x —-2 
z) ---- 6 4

6 ; t)
12-  == 1 ’ 4 
7(4x +  3) 4(x +  1) _

4' — To-------  15
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. Rozwiązuj w pamięci równania:
a) x -j- 3 =  0, b) 0 =  x — 2, c) x +  3 =  7,

x  — 7 =  0, 0 =  3 — x, x — 2 =  5,
4 — x =  0, 0 =  x +  5, x +  3 =  — 2,

— 5 — x =  0 ; 0 =  — 7 — x; x — 3 =  — 5 ;
d) 2 — x =  3, ej 4 =  x +  1, f )  4 =  2 — x,

CO 1 h II 1 JN
D O* II s 1 5° 6 =  8 — x,

— 3 — x  =  4, 2 =  x +  8, 2 =  _  l _  x,
— 5 — x —  — 7’; — 3 =  x — 2; — 3 =  3 — x ;
y) 2 X --4 =  0, h) 2x +  1 =  7, i) 5 — 2 x =  7,

6 — 2x =  0, 3 x +  0 =  2, 8 — 3 x = — 4,
0 =  4 x  +  8, 3 x — 2 =  10, 1 — 4 x =  5,
0 =  5 — 5 x ; 5 x — 1 =  — 16; --1 2  — 7x =  2;

yj 3 =  2^4-7, k) 2 =  5 — 3 x, ZJ ix  =  2,
7 =  3 x — 2, 12 =  5 — 7 x, łtf =  — 1,

— 3 =  2® +  9, — 5 =  7 — 2 x, 0,5 x =  3,
— 1 =  5 x — 6; 1 =  — 3 — 2 x; 0,25 x = — 2;

m) 0,1 x =  0,5, n) fx  =  — 4, oj §x — 1 =  0,
0,3 x =  6, f  x =  9, *»4a

»
H 1 to 0 II p

 ■

0,4 x =  0,08, 8 =  § x, 0 =  6 — |® ,
0,2 x =  40; 6 =  1 x; 6 — £ x =  0;

P) |  x +  4 =  0, rj 2x +  3 =  x — 7 j 4 x — 3 =  5 x — 2,
0 =  f x +  6, 3x — 1 =  x +  9, x - -  3 =  3 x +  5,
0 =  5 — f  x, 4 x — 3 =  2 x — 7, 2 x — 3 =  6 x — 11,

1 II O 5 # -f- 2 — 2 cc +  11; cr +  3 =  3cc-f“ 7;
t) x +  2 =  8 — u) 3 — x  2 # -f- 6,

x — 5 =  7 — 2 x, 4 — 2 x =  x — 8; ^
x +  3 =  — 9 — 3 x ,(-3 \ 3 — x =  x —- 9> 6 ^
x — 1 = 9 — a ;  2 — 4x =  x — 8';

w) 3 — x =  5 — 2x, z) — x — 5 — -— 2x — 7,
4 — 3x =  — 6 — 2 x, — 2 x — 5 == — 5x — 2,
7 — 2 x =  2 -— 7 x, — 6x — 7 == — 2 x — 3,
2 — x =  8 — 4 x ; 7 — 5 x — 5 —= — 3 x — 3 ;

S. «). Na jednym talerzu wagi leżały 3 jednakowe kulki żelazne 
i 2 ciężarki kilogramowe, a na drne-im 2 takie same kulki1 2 ciężarki kilogramowe,, a na drugim 
i 3 ciężarki kilogramowe; waga była w równowadze, 
ważyła 1 kulka f

Ile

b) Na jednym talerzu wagi położono 4 pudełka cukru, z któ­
rych jednak wybrano poprzednio 3 kg cukru; na drugim 

5 talerzu położono 3 takie same, lecz pełne pudełka cukru
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f *)

e)

i 2 ciężarki kilogramowe; wtedy nastąpiła równowaga, l i  ,V 
waży jedno pudełko cukru? _ X

c) Obwód trójkąta równoramiennego wynosi 8,4 ĉm,^a ka|
X  ' ramię 3,2 cm; ile cm ma podstawa? . ' r l

d i Suma dwóch odcinków, różniących się o 3 cm, ąest o o 
l -k  większa od mniejszego z tych odcinków. Oblicz dłuĝ

mniejszego odcinka. |L
Mnieiszy odcinek jest x, większy x 

e) Gdy zrobię wzdłuż pola 40 kroków, to wystąpię poza gi 
“ S g  o 30 cm;gdy zrobię 39 kroków, to do gramcy brate

20 cm. Ile cm wynosi 1 krok? V; < " ■
Trzej uczniowie maj? razem 4 zt 37 gr; drugi ma o 351 
a trzeci o 42 gr więcej niż pierwszy. Ile gr ma pierwszy! 
Pierwszy ma gr x, drugi * + 35 i t. d. F

b) Suma trzech bezpośrednio po sobie następujących hęz
turalnych wynosi 84. Znaleźć te liczby.  ̂ LlO. a )

c) Suma trzech następuj afceh po sobie liczb parzystych? 
nosi 78. Obliczyć n a jn iższą  z nich.

lot:

9)

I1U B 1 I >->• -----------o  •  1 1 r .  M *  j  r. , ,j

d) Znaleźć liczbę, która jest o tyle większa od 1<, o ile, ^ b j  

mniejsza od 45.
ej Znaleźć liczbę, która jest o tyle większa od —7, o i er  ^  

mniejsza od +15. ^
8. a) Jeżeli do pięciokrotności jakiejś liczby dodamy 14, oti : .

mamy 09- Jaka to liczba 1
O  Pewien przedsiębiorca powiększył najpierw 3-krotmes 

L y  majątek, lecz stracił potem 23000 zł; pozostało mu W 
28000 zł. Jaki był pierwotnie jego majątek .

• • i  , * *

Trzej robotnicy zarobili razem 56 zł; pierwszy pracował 
7 dni, drugi 5 dni, a trzeci 4 dni. Ile wynosił zarobek dzien­
ny robotnika? Jak podzielili się zarobkiem?
Rozdzielić 91 zł między 3 osoby tak, aby pierwsza otrzy­
mała 5 razy tyle, ile druga, a druga 2 razy tyle, ile trzecia. 
Proch strzelniczy składa się -a^węgla, saletry i siarki. Sa­
letry zawiera 4 razy tyle, ile siafkj, a węgla 3 razy tyle, ile 
siarki. Ile siarki jest w 24 kg prochu strzelniczego?
Trzej kupcy założyli sklep kosztem 30000 zł. Drugi dał na 
ten cel o 2000 zł więcej niż pierwszy, a trzeci 2 razy tyle ile 
pierwszy. Ile wpłacił pierwszy?
Jeżeli w pewnej sali szkolnej po dwóch uczniów" pewnej 
klasy usiądzie w każdej ławce, braknie miejsca dla 6 ucẑ  * 
niów; jeżeli zaś usiądzie w każdej ławce trzech uczniów, 
pozostaną 2 łąwki wolne. Ile jest ławek w tej sali?̂

Jeden uczeń miał 75 gr, drugi 45 gr. Gdy obaj wydali na , 
śniadanie jednakowe kwoty, okazało się, że pierwszy miał 9 ' 
2 razy więcej pieniędzy niż drugi. Ile gr wydał każdy uczeń 1 
Ojciec ma 42 lat, a syn 12. Po ilu latach ojciec będzie 3 razy 
starszy od syna? Przed ilu laty był ojciec od. syna 4 razy 
starszy? ■ jT
Uczeń żapytany, ile ma lat, odpowiada: „Za 5 lat będę miał 
2 razy tyle lat, ile miałem przed 4 laty“. He lat ma uczeń ?

j  *.

ej- Znaleźć liczbę, której pięciokrotność pomniejszona o 7 
o 9 większa od tej liczby.

Q

Liczba dwucyfrowa, mająca na miejscu jednostek cyfrę 
1, zmniejsza się o 9, gdy cyfry jej przestawimy. Znaleźć tę 
liczbę.
Uważać za niewiadomą x cyfrę, stojącą na miejscu dziesiątek. Szu­
kaną liczbą będzie 10 x + 1. Po przestawieniu cyfr otrzymamy 
10 + x.

d) Pięciokrotność pewnej liczby równa się szesciokroj 
-> liczby o 7 mniejszej. Jaka to liczba?
e) Pięciokrotność pewmej liczby jest od sześciokrotnosci 

by, mniejszej od niej o 2, o 1 większa. Jaka t,o liczba.

9.f«) Suma pewnej liczby, jej pięciokrotności i s ie d m io k r o ć ^
wynosi 143. Jaka to liczba? - \  _ n '̂ ±CbJ

h) Trzej uczniowie mają razem 2 zł 40 gr; drugi ma j  
A ‘ a trzeci 5 razy więcej pieniędzy niż pierwszy. Ile pie V i /
Y y  ma pierwszy?

Jeżeli w pewnej liczbie dwucyfrowej, mającej na miejscu 
dziesiątek cyfrę 4, przestawimy cyfry, otrzymamy liczbę 
o 12 mniejszą od dwnkrotności wymienionej najpierw liczby. 
Znaleźć tę liczbę.

Suma trzeciej i czwartej części pewnej liczby jest o 10 
mniejsza od tej liczby. Jaka to liczba?
Jaką liczbę należy pomnożyć przez f, aby ją zmniejszyć o 5? 17+ 
Suma czwartej i szóstej części pewnej liczby jest o 7 mniej- ~ 
sza od tej liczby. Jaka to liczba?

-ł

 ̂ X
- x t -
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13C

''dy Suma trzeciej i czwartej części pewnej liczby jest o 4 mniej-' 
sza od sumy jej połowy i szóstej części. Znaleźć tę liczbę.

el Przekupka przyniosła na targ jabłka i sprzedała z nich naj- 
}  pierw l  potem i ,  a wkońcu i  część pierwotnego zapasu 

Po obliczeniu okazało się, że miała jeszcze o 1 jabłko więcej 
niż połowę pierwotnego zapasu. Ile jabłek przyniosła na

(f) Pitagoras zapytany, ilu ma uczniów, odpowiedział, ze połowa 
f jego uczniów uczy się matematyki, czwarta częsc przyrody, 

siódma część uczy się milczeć, a nadto uczą się u mego 3 ko- 
biety. Ilu uczniów miał Pitagoras ?

g) W dno rzeki wbito słup; i  słupa tkwi w dniu rzeki *  znaj 
J  duje się w wodzie, a ponad wodę wystaje 135 cm. Jak wy

soki jest słup? , . ,
i )Przy wyścigach wyznaczono 3 nagrody, z których każda ni 

kJ  L L  była 2 razy mniejsza od poprzedniej Ile wynos, 
największa nagroda, jeżeli suma wszystkich wynos.1
2100 zł? .

i) z  pieniędzy, które miałem, wydałem 4 zł i f  pozostałej n 
szty. AVtedy pozostała mi jeszcze £ kwoty, którą miałem nt 
początku. Ile pieniędzy miałem początkowo?

j) Z 320 zł wydałem najpierw x zł, a potem £ pozostałej resz j 
wtedy pozostało mi 80 zł. Obliczyć x.

k) Wieśniak wiózł na t«rg jabłka z zamiarem •'Przedawama t
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c) Pew nego dnia było na lekcji 8 £70 uczniów nieobecnych, a 33 
uczniów1 było obecnych. Ilu uczniów liczyła klasa?

d) Towar netto ważył 273 kg; ile ważył towmr brutto, jeżeli 
tara wynosiła 22°/o ciężaru towaru brutto ?

e) ; Kupiec sprzedał towar z 30-procentowym zyskiem (obliczo­
ny nym z ceny kupna) za 936 zł. Ile kosztował go ten towar?

/J )  10°/o uczniów ukończyło klasę z postępem bardzo dobrym, 
37,5% z postępem dobrym, 35°/0 z postępem dostatecznym, 
a 7 uczniów z postępem niedostatecznym. Ilu uczniów było 
w klasie?

g) Kapitalista umieścił § swojego majątku w papierach warto­
ściowych, przynoszących 8°/0 dochodu-, 1 część w papierach, 
przynoszących 7°/o dochodu, a resztę złożył w kasie oszczęd­
ności na 6°/0. Miał wtedy 10010 zł rocznego dochodu. Jaki 
hył cały kapitał?

h) Pewien kapitał wynosił wraz z 8-procentowym dochodem za 
4 miesiące 1909,6 zł. Jaki to był kapitał?

i) Wieśniak sprzedał zboże i chce z otrzymanej gotówki odło­
żyć sobie taką kwotę, aby za 6 miesięcy mógł nią zapłacić 
ratę długu, wynoszącą 130 zł. Jak wysoka musi być ta kwo­
ta, jeżeli pieniądze może umieścić na 8°/0?

^KKtoś, mając 120000 zł kupił dom, trzecią część pozostałych
"""pieniędzy umieścił na 6%, a resztę na 8°/0. Pieniądze te przy­

noszą mu 4840 zł rocznego dochodu. Ile zapłacił za dom?
sztuk za 1 zł. Musiał jednak zapłacić 2 zł opłaty targowe, 
której nie przewidywał. Aby uzyskać tę samą kwotę, sprzt a) b kg kawy po 4,2 zł za kg zmieszano z 7 kg kawy drugiego 
dawał 15 jabłek za 1 zł. Ile miał jabłek? gatunku i otrzymano mieszaninę po 3,5 zł za kg. Ile koszto-dawrał 15 jabłek------  - «

l) 520 zł rozdzielić między 3 osoby tak, aby druga o rzym 
f  tego, co pierwsza, a trzecia f  tego, co druga.
Pierwsza otrzyma x zł, druga § x i t. d. 

f  m) Jeden bok trójkąta wynosi f obwodu, drugi bok A  obwodt
____a trzeci bok ma 10 cm. Obliczyć obwod trójkąta.

n) Prędkość prądu wynosi 2,4 fcm/godz. ̂ S ta tek ^ y n ie^ p r^

wał J. kg kawy drugiego gatunku?
b) Do 600 g 20-procentowego roztworu soli (na 100 g roztworu 

80 g wody i 20 g soli) dolano 400 g innego roztworu soli 
i otrzymano roztwór 14-procentowy. Jaki procent soli za­
wierał ten drugi roztwór?

\cj. Ile kg herbaty po 8 zł za kg dosypać należy do 6 kg herbaty 
dem ^ ęazy prędzej, niż przeciw prądowi. Jaka jest prę po 12 zł za kg, aby otrzymać herbatę po 11 zł za kgl
kość statku na spokojnej wodzie? 1 -̂ <2) Ile g złota próby 900°/Oo dodać należy do 400 g złota próby

13 a)Znaleźć Ucihę, której 12"/. wynosi 108. /  800’,“’ “by °t,ZymaĆ prtby 8367” !
h) Pewną liczbę zmniejszono o 15°/„ i otrzymano 119. Jaka i \  Ile g wody dolać należy do 1 kg 96-procentowego spirytusu,

liczba? / )v aby otrzymać spirytus 50-procentowy?
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f ) /Ile g czystego srebra dodać należy do 200 g srebra pról 
\ /  800°/oo, aby otrzymać złoto próby 9450/o„?

15.\a//Zbiornik napełnia się wodą w 2 godzinach, jeżeli wodat 
\ j / pływa do niego tylko pierwszą rurą, w 3 godzinach, je* 

dopływa tylko drugą rurą, w 6 godzinach, jeżeli woda c 
pływa tylko trzecią rurą. W ilu godzinach napełni się zbi( 
nik, jeżeli woda dopływać będzie trzema rurami rówr 
cześnie?
Pierwszą rurą dopływa w 1 godz. zbiornika, drugą  ̂ zbiorni 
trzecią |  zbiornika. W x godzinach dopływa ( i  * + 3 * +  i 
zbiornika, co ma dać 1 cały zbiornik.

\ b  V Jeden robotnik, pracując sam, wykonałby pewną pracę w 
dniach; drugi robotnik, pracując sam, wykonałby tę prs 

; w 30 dniach. W ilu dniach wykonają tę pracę pracuj 
równocześnie I
Pierwszy robotnik wykonywa w 1 dniu 5̂, drugi pracy; i t, 

J ĉ/ Kozwiązać poprzednie zadanie, przyjmując, że drugi 
'  botnik stanął do pracy o 5 dni później od pierwszego.

1 6 . Uczeń A ma 70 gr i dokłada do tej kwoty codziennie 2[
V  uczeń B ma 30 gr i dokłada do tej kwoty codziennie 4i 

Za ile dni obaj uczniowie będą mieli jednakowe kwoty 1
V /  W chwili gdy posłaniec pieszy, idący z prędkością 
'v~' fcw/godz., przeszedł już 7 km, wysłano za nim posłańca k

nego, jadącego z prędkością 8 kmlgodz. Po ilu godzin: 
dopędzi posłaniec konny pieszego?

'c)‘ Za posłańcem, idącym z prędkością 4 kml godz., wysls 
o 14 godz. później drugiego posłańca, idącego z prędko? 
5|fcm/godz. Kiedy drugi posłaniec dopędzi pierwszego!

d) O godz. 5 wysłano z A posłańca, idącego z prędkością 
kml godz. z ważną wiadomością do B, oddalonego od 
o 19,5 km. O godz. 7 zaszła potrzeba odwołania tego 
słańca. Wysłano więc za nim gońca, który ma posłańca 
pędzić w chwili, gdy ten przybędzie do B. Z jaką prędko? 
musi jechać goniec?

ej Po ilu latach zrównają się kapitafy 1850 zł i 1700 zł, odd: 
na procent prosty, pierwszy na 4,5°/o, a drugi na 6°/01 

f) Kapitał 700 zł złożono na 5°/0, a kapitał 1300 zł na 6°/o. 
ilu latach będzie drugi kapitał 2 razy większy od pierw? 
go, jeżeli liczy się procent prosty?
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g) Uczeń A ma 6 zł i kupuje sobie z tej kwoty codziennie za 
20 gr drugie śniadanie. Uczeń B otrzymuje codziennie 20 gr, 
wydaje jednak na śniadanie tylko 15 gr, a resztę oszczędza. 
Po ilu dniach obaj uczniowie będą mieli jednakowe kwoty?

h) Ze stacji A wyjeżdża pociąg o godz. 8 do stacji B, z B zaś 
wyjeżdża do A pociąg o godz. 8 min. 6. Kiedy spotkają się, 
jeżeli oba jadą z jednakową prędkością 0,6 kml min, a od­
ległość AB =  18 kml Jak daleko od A spotkają się?

i) Ze stacyj A i B, oddalonych od siebie o 22 km, wyjeżdżają 
naprzeciw siebie równocześnie dwa pociągi; pierwszy jedzie 
z prędkością 26 km/godz., drugi z prędkością 40 kmlgodz. 
Po ilu godzinach od chwili wyjazdu spotkają się?

. a) Suma trzech liczb, z których każda następna jest o 2f więk­
sza od poprzedniej, wynosi 6. Znaleźć najmniejszą z tych 
liczb.

b) ł ociąg przebywa w każdej godzinie 36 km, a ma przebyć 
450 km. Za ile godzin od obecnej chwili przebędzie za 
ile za ile i  część całej drogi, jeżeli dotąd jest w ruchu już 
5 godzin?

c) Na spłacenie długu 2592 zł, zaciągniętego przed 5 laty, pła­
cił dłużnik i płaci co roku (oprócz procentów) 216 zł. Za ile 
lat od chwili obecnej spłaci połowę, za ile i , a za ile i  część

/ f  całego długu ?
d) Do 450 g kwasu siarkowego dolano 750 g wody. He kwasu 

siarkowego należy jeszcze dodać (lub usunąć), jeżeli chce­
my otrzymać roztwór: a) 40-procentowy? /?J 30-procento- 
wy?

e) Stacje kolejowe A i B są oddalone od siebie o 12 km. O godz. 
12 przejeżdża przez stację A jeden pociąg, a przez stację 
b drugi pociąg; oba pociągi jadą w tym samym kierunku: 
od A przez B dalej. Ile minut po godz. 12 (lub przed godz. 
12) mijają się te pociągi, jeżeli aj pierwszy przebywa |  km, 
a drugi § km w 1 min.? fi) pierwszy przebywa \ km, a drugi 
f  km w 1 min ?

Pociągi mijają się, gdy ich odległości od /t są jednakowe.

f) Kupiec sprowadził 527 kg towaru, płacąc 3,48 zł za lkg. To­
war sprzedał w dwóch partjaeh: Najpierw sprzedał212kg, 
a potem 315 kg, długim razem po cenie o 40 gr na 1 kg wyż­
szej, niż przy sprzedaży pierwszej partji. Zą cały towar
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otrzymał 1949,30 zł. Ile zyskiwał (tracił) przy sprzedaży 
1 kg w pierwszej partji?
W pierwszej par.ji eprzedawat 1 po (3,48 + X) *  w druCT 

, po (3,48 + x 4- 0,4) zł.

\ 18, Rozwiązać układy równań.
*.+  </ =  12,

^  ^  x - y  =  2;
(ć}  2x — y =  %
Y  x +  2y — 7) 
ie ) 4 x — 5t/” 5,
^  6 x —:7i/ =  9;

6 x +  21/ =  7, (
^  9x — 4j/ =  0;
( t )  14 x +  15 y =  12,

21 a: +  25^=13;
(fej 3a; — 7j/ =  0,
, 2x +  5ł/ =  0;
An) 5 x — 4ł/ =  10,\
% / 3x — 8y-

m) 4x -|-y 5 x -j-y -
8 “  12“  

2 x +  3y 2 x-\-y 3x +  l= 4;3 5 3

20. Rozwiązuj w pamięci układy równań:

i 8 + y - 4
6

- L ^ _ 0.

g?

o |  5 x — 3 y = 
4x — 5 ?/•

: 6,

19. Rozwiązać układy równań

b)n\ X I y _ 7
3 + 5  '

H - #i

3 ' 4

2x +  3 3/ =  1, a) 2 x -f 3 y — 7, ój x — 5 y =  2,COII1 . y — l; y =  — 2;
4x +  3j/ =  H> c) 2x +  oy  =  4, d) 2x  — 3t/ =  4,
4 x —3 2/ =  5; x — — 3; y =  4;
18 z — 49 2/ =  5, e) 2 x — 3y  — 2, f) x +  y =  7,
12 a; — 35y=.l; x =  —2; x — y =  1;

1 a; +  4i/ =  l, g) x +  y =  1, x +  y ~ 6 ,
x — 8 y =  — 1; x +  2y  =  — 1; 2x — y =  9;
2x — 2 /=  3, i) x — y =  7, j) x — y =  2,
3 JC — 2 2/ =  1; 2 x J[-y =  2; x +  2?/e=5;

1 3x +  2 2 /=  6, h) x — y =  5, ^ x -f  2 1/ =  10,
- 5 x —3 y — 10; x 2 y =  3; g/ =  2x;
j 23x — 2 ± y =  17, m) 3 x — 2 y — 14, x — 3 y =  6,

17 x — 18 ?/ =  i i ; y=z — 2x\ x =  5y;
\ v \ - • ■■ f i 0) 5 x — 7 y =  9, P) x =  — 2 y,

>. w N * X =  2 y; 2 x — y ~  10;
r) y =  2x +  3, sj x =  y -(- 3,

4x 5 y _15
y =  x — 1;

21.* a) Liczbę 100 rozłożyć

x =  2 y — 3.

na 2 składniki, z których jeden

y
8

* 4_Ł =  i - 
4 +  8

2x , 2 y _  
3 +  3

- 0,1

x _|_i y - 2
~ X X  7

d) 3x -  2y =  3,
6 x 2y _  6.
5 3
2x +  5y 3j^r_2y= 1  

6 ‘

- 2 ,
f) x +  2y =  ll ,

x + 1  y + 1. !

h)

2 x -  3 y =  2;
2nr+-jr^2T:r y -J .

,0 — er 15
x +  3y =  t ;

Ar; 3 4

x +  2 y +  l _ t .
2 5

0; 3 ' 2

5 x +  £ —2~x — 5 y _ 9 
—W ~  9
X — 4 y =  3 ;

== 1,
2 x x 9 y __X +  Qy __4 

"  6 9
jc  +  2 y — 1; __

y ^ - n r - 0-6- U

uu ui ubiegu.
f  b)) Przy wyborach otrzymał jeden kandydat o 12 głosów wię­

cej od drugiego. Ile głosów otrzymał każdy kandydat, jeżeli 
na obu razem oddano 78 głosów!

(ej Kąty ostre w pewnym trójkącie prostokątnym różnią się 
o 12°; obliczyć oba kąty ostre.

(d) Kąt przypodstawny w pewnym trójkącie równoramien­
nym jest dwa razy większy od kąta u wierzchołka. Obliczyć 
oba kąty. y.
Zmieniano 1 zł na monety 5-groszowe i 10-groszowe, przy- 
czem monet 10-groszowych było o 1 więcej niż 5-groszowyeh. 
Ile było monet 5-groszowych, a ile 10-groszowych?

y ± l
12

2 x +  y .--- ---A ,
18

Zadania rozwiązywać bądź zapomocą układu równań z dwiema niewiado- 
nemi, bądź zapomocą równania z jedną niewiadomą.

\  /  it '» hb.i, 1
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lO

w

( i )  Mam dwa razy tyle książek, co zeszytów Gdy dokupię 
&  7 książek i 1 zeszyt, będę miał 3 razy tyle ksrązek, co zeszy 

tów. Ile mam książek, a ile zeszytów l 
/A 7a każde zadanie, rozwiązane bez pomyłki, otrzymywał 
^  " en X 4 g r ,  a »  M  -danie

3 gr; po rozwiązania 10 zadań imat uczeń 19 gr. Ile -d a l
rozwiązał bez pomyłki, a ile z pomyłką?

f}i) Podstawa pewnego prostokąta jest 3 ™zy w!ę 0 ^
V  sokości Gdy podstawę zwiększymy o 2 cm, a wyso om
V ^ s z y m y  o 3 cm, to obwód jego wyniesie 62 cm. Obli

, czyć podstawę i wysokosc prostokąta.
(/i)  Liczbę 54 rozłożyć na takie dwa składnik,, aby suma 6- 

J ^ z ę W  jednego z nich i 5-tej części drugiego wynosiła 11
( 0  Obwód trójkąta równoramiennego wynosi 28 a iai„, 

> £ f  wynosi i  podstawy. Obliczyć podstawę i ramię.
( i )  Obwód prostokąta wynosi 18 cm: wysokość jego wynos,, 

podstawy. Obliczyć podstawę i wysokosc.
V 7 V Kat u wierzchołka trójkąta równoramiennego wynosi J ( 

# p r ty le g te g o  do niego kąta zewnętrznego. Obi,czyn kąty .  
wnęttzne tego trójkąta.

nym z prędkością 338 m/sek. Jaka była prędkość głosu, a jr
ka prędkość wiatru ? , } ;

n) Parowiec przebywa drogę 70 km w 4 godz., . P1.
n) i aruvvi F • przebywa w o godz. 36 nul

z prądem rzeki, tę d piTdkość parowe;
gdy płynie przeciw prądów,i. Jaka jest p ę i
a jaka prędkość prądu? .

o) Liczba dwucyfrowa, w której suma ez’prIr
o 9 większa od liczby, która z mej powstaje przez pr»
stawienie cyfr. Jaka to liczba? . , f

\ v ) i whu trzycyfrowa, mająca na miejscu dziesiątek „ <:
P> t f w i ę S  od liczby, która powstaje z nie, przez pn 

\  stawienie cyfry jednostek z cyfrą setek, o 396,
V  na miejscu setek jest 3 razy większa od cyfry na miej 

jednostek. Jaka to liczba?
22.- a) W dwócli oddziałach pewnej klasy jest 62 uczniów; gdy

* Porównaj uwagę do zad. 21.
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z liczniejszego oddziału przeszło do mniej licznego 5 ucz­
niów, liczba uczniów w obu oddziałach byłaby jednakowa. 
Ilu uczniów jest w każdym oddziale? 

b) W oddziale A pewnej klasy było o 6 uczniów więcej niż 
w oddziale B. Przy tworzeniu oddziału C przeznaczono 
do tego oddziału j część uczniów oddziału A i  ̂ część ucz­
niów oddziału B; wtedy pozostała w oddziałach A i B 
jednakowa liczba uczniów. Ilu uczniów było pierwotnie 
w oddziale A, ilu w oddziale B ?

’c) W dwóch naczyniach znajduje się woda. Gdybym z pierw- 
szego naczynia przelał do drugiego 5 l, to w obu naczy­
niach pozostałaby jednakowa ilość wody; gdybym z dru­
giego naczynia przelał do pierwszego 8 7, to w drugiem 
naczyniu byłoby 2 razy mniej wody niż w pierwszem. Ile 

Obwody znajduje się w każdem naczyniu?
d) Ojciec jest o 28 lat starszy od syna; przed 2 laty był od 

syna 3 razy starszy. Ile lat ma ojciec, a ile syn?
'eT? Ojciec ma 2 razy tyle lat, ile dwaj jego synowie, z któ- 

rych starszy ma 11 lat; za 20 lat będzie miał ojciec tyle 
lat, ile obaj jego synowie. Ile lat ma ojciec, a ile młod­
szy syn?

a) Kapitał 12 000 zł rozdzielono na 2 (nierówne) części, które 
włożono w dwa różne przedsiębiorstwa. Gdy pierwsze 
przedsiębiorstwo przyniosło 15°/0 dochodu, a drugie 12°/0, 
wynosił dochód 1650 zł. ile włożono w pierwsze, a ile 
w drugie przedsiębiorstwo?

b) , Czteroklasowe gimnazjum liczy 250 uczniów. W dwóch
klasach niższych uwolniono od opłaty szkolnej 8|°/0 ucz­
niów, a w dwóch klasach wyższych 12°/0. W całej szkole 
uwolniono 10°/o uczniów. Ilu uczniów było w dwóch kla­
sach niższych, a ilu w dwóch klasach wyższych?

c) Kapitały 4800 zł i 6000 zł, złożone na różny procent, przy­
nosiły jednakowy dochód roczny. Gdy stopę procentową 
obu kapitałów obniżono o \ , dochód roczny od obu kapi­
tałów wynosił 426 zł. Obliczyć, na jaki procent złożony 
był pierwotnie każdy kapitał.

d) Na terenie falistym jechał cyklista z prędkością 21 kmlgodz. 
nadół, a 9 kml godz. pod górę i przebył pewną drogę w 2 
godz. 20 min. Jak długa jest ta droga, jeżeli do przeby-
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cia jej zpowrotem potrzebował cyklista przy tych samyd. 
prędkościach 2 godz. 40 mm.!

j ysx r 0S S  Ps  oŁ t;
potrzebował cyklista ^ godz. i t. d.]

węgla i 5 ą drzewa. W dmgmr ■>■>»» ; . „
68 zł, gdy spalono 4 ą węgla i 10 q cuzewa
1 o węgla i 1 q drzewa. .

^ b y-800* /-; r f S Z S i f l & l  Obliczyć, jakiej pń 
giego

• .1_~rt4-nvbCblr CTf 11 lii.
a ma ttl

7
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dWIłwaj uczniowie I i Z? chcą lllpić rower za 130 zł; żaden 

z nich nie ma jednak tyle pieniędzy. A mógłby go kupić, 
J gdyby mu B pożyczył  ̂ swoich pieniędzy; B mógłby go 

kupie, gdyby mu A pożyczył ■§ swoich pieniędzy; Tlo zł 
ma A, a ile BI .

c) X>la oddziału wojska przygotowano zapas żywności na pg.- 
G ' wien czas- Gdyby do oddziału przyłączyło się jeszcze 600 
V ludzi- zapas wystarczyłby na czas krótszy o H) dni; gdy- 

by komendant odesłał z oddziału 160 ludzi, zapas wystar­
czyłby na czas dłuższy o 3 dni. Ilu ludzi liczył oddział 
i na ile dni przygotowano zapas żywności!

[Przy układaniu równań zwrócić uwagę, że liczba przygoto­
wanych porcyj dziennych pozostaje zawsze ta sarna.]

/)  Kupiec ma dwa gatunki towaru. Towar pierwszy sprze­
daje z 25-procentowym zyskiem (obliczonym z ceny kupna),

&

drugi z 12-procentową stratą. Gdy sprzeda 15 kg towaru 
pierwszego i 24 kg towaru drugiego, traci 2,40 zł;j/gdy 
sprzeda 20 kg pierwszego towaru i 18 kg drugiego, żara- 
bia 5,20 zł. Obliczyć ile płacił kupiec za 1 kg towaru 
każdego gatunku.

otrzymać ząu îiy — y ] /  miejscowościami A i B,  oddalonemi od siebie
roztworu soli, a ile 12-procentow- 0 *m, kursują dwa autobusy. Gdy jeden z nich wy-

400 a 15-procentowego |  J®z^ a z A> a dru^  równocześnie z B,  to spotykają się
po 4.) minutach od chwili wyjazdu. Gdy zaś szybszy z nich 
wyjeżdża z i  o 20 minut wcześniej, niż drugi z B,  spo­
tykają się po 54 minutach od chwili wyjazdu szybszego. 
Obliczyć ile km na godzinę przebywa każdy autobus.
Po torze wyścigowym, mającym kształt koła o . obwodzie 
4o6 m jadą dwaj cykliści. Jeżeli jadą w kierunkach zgod­
nych, mijają się co 9JL min.; gdy jadą w kierunkach prze­
ciwnych, spotykają się co £ min. Obliczyć prędkość każ­
dego cyklisty.

_____  _ •'> Gj kliśei mijają się, gdy różnica ich dróg wynosi 456 m.
0br : w m 4 j ,  a drugie o 7 zębów więcej, w te^^l/Z a dwa weksle, jeden opiewający na x zł płatnych za
1 obrót^pierwszego kola przypadałyby 2 obroty dntf. 3 mieś drugi na ,  zł płatnych za 5 mieś., otrzymał ku- 
1 obrot pierwŝ  g  ̂ i piec 2032,5 zł, przyczem odliczono 10»/„ eskontu. Gdyby

pierwszy weksel był płatny za 5 mieś., a drugi za 3 mieś., 
otrzymałby za te weksle 2027,5 zł. Obliczyć z i y.
, J Ef ‘nt ,od x z i  za 3 mies- oblicza się w praktyce tak, jak do­
chód od x zł za 3 mieś. .

byl każdy gatunek stopu.
n Złotnik po—  Z * , * *  ^

V  r i r — :aW  oćzymać * * *  > % '  >
ii oq rirocentowego roztworu soli, a ile 12 I ,

^  ™ iL” ży, aby otrzymać 400 ,  15-prooentowego.

tworu!
^ r a b r y k a . o t ^ o o  t y ^ l O O  « ^  «

albo z 2 większych i 7 mniejszych wozow 
d wozie, a ile w mniejszym!

Ile t vĘ/%

się w większym na dr

Gdv pierwsze ^ rw yk on a  3
„biotów. Gdyby kota — więcej,  wte*

1 ooroi -----  X

py— . i

czyć boki prostokąta. ułowiez. Algebra n  gimn.
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/ d) Pewien kapitał złożony na procent wzrósł po 6 mieś. do 
kwoty 6765 zł. Gdyby ten kapitał procentował się nie 
lecz 10 inies. wzrósłby do kwoty 6875 zł. Obliczyć kapi­
tał (x ) i stopę procentową (y).

[W ułożonym układzie równań uważać za niewiadome x i xy

Pewien kapitał złożony na 4°/o wzrósł w pewnym czasie 
do kwoty 4340 zł. Drugi, taki sam kapitał złożony na 5° 
wzrósł w tym samym czasie do kwoty 4375 zł. Jaki by 
ten kapitał i jak długo się procentował?

[Uwzględnić uwagę do poprzedniego zadania.]

27. Rozwiązać układy równań:

( r ) i ( x + y ) - %  (2 + 5 ) =  2, 
- |(2 y -2 )~ f(x + y )  =  4, 
y +  z =  x ;

28. a)

(J) ł x  +  ly - \ - 2 z
i
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=  2,

U x + y )  =  $y,

a) 3 x 4 -2  y — z — 5,
2 x — i/ +  2 2 =  9, 
x — 5 2/ -f- 3 s =  6; 

c) 5 x — 9 y -\-4 z  — — 1, 
10 x 4- 6 y — 5 z =  18, 

15 x — 2 y — s== 20;
6 x — 4 +  3 2 =  2,

4 x — y — 3 z — 13,
2 x — 3 i/ +  4 2 =  — 7; 

2x +  7 y — 2 =  — 1,
3 x — 2 y +  3 2 =  29,
5 x +  5 y — 2 z =  12; 
x 4- 4 y =  7,

b)

&>

r»>

i)

x

2 x — 6 t/ +  5 2 =  2, 
2 x 6 y — z — 14; 
x +  y =  5,
x 4- a =  U,
y — z — 5;

ł *  +  ł y  +  ł*  =  n .
ł *  +  ł y - f i *  =  5, 
&* +  ły  +  ł 2 = l ;

4 x -\-y - \-4 z  — l,
6 x +  3 y 4-10 z =  17, 

12 x +  4 y 4- 15 z =  14; 
d) x 4 -2 y  — z — — 1, 

3 x 4 - y — z —26, 
x — y — 2^ =  1;

0  3 x — 2 y +  2 2 =  9, 
2x — 3 ?/ +  5 2 =  15,

_ 5 x — 4 y 4- 3 2 =  15; 
[V) 3x — 4 y Ą- 5 2 =  18, 

5x — 6y  — 42 =  19, 
4 x + 2 i/ +  3 2 =  35; 

i) x +  y =  4,
V  a;+  2 =  9,

2/ +  2 =  1;
^  # +  y — 2 =  0, 

v  2 X  +  y =  4, 
x — 2 =  4;

+  )' =  0,
§2 = 2,

ł  y +  z =  6 ;

y '
+  * 4 - V - + - + *

+  ¥ - z -4 -
3x +  l y — 2 ,  2 

5 2 ' 2 "

f - . J + 2 2 - l ; x + l  y + 1 , 2 + 1
4 6 +  4

4,

: 2 :

2 (-2 X ) —  łf  X.

W pewnym pociągu było 200 osób. Ilość osób, jadących 
trzecią klasą, była 5 razy większa od ilości osób, jadących 
pierwszą klasą, a o 9 mniejsza od podwójnej ilości osób, 
jadących drugą klasą. Tle osób jechało każdą klasą? 

b) Kwas siarkowy składa się z wodoru, siarki i tlenu. Siarki 
zawiera 16 razy więcej niż wodoru, a tlenu dwa razy wię­
cej niż siarki. Ile g wodoru, ile siarki i ile tlenu zawiera 
637 g kwasu siarkowego?

c|.W  trzech oddziałach pewnej klasy jest 96 uczniów. Gdyby 
vJ  z oddziału A przeszło do oddziału B trzech uczniów, liczba 
V uczniów we wszystkich oddziałach byłaby jednakowa. Ilu 

uczniów liczy każdy oddział?
d) Na brzegu rzeki leżą dwa miasta A i B, oddalone od sie­

bie o 56 km; A leży wyżej, B niżej. Dwa statki, z któ­
rych drugi wyprzedza pierwszy na spokojnej wodzie w 1 
godzinie o 4 km, kursują między temi miastami. Gdy 
pierwszy statek wyjeżdża z A, a drugi równocześnie z B 
naprzeciw pierwszego, to spotykają się w odległości 30 km 
0<1 Ą ? gdy zaś drugi statek wyjeżdża z A, a równocześnie 
z nim pierwszy z B, to spotykają się w odległości 38 km 
od .4. Obliczyć, jaka jest prędkość każdego statku na spo­
kojnej wodzie, a jaka prędkość, którą prąd nadaje stat­
kom. ,tf 0

ej "W trójkącie ABC suma boków A B -{-BC =  11 cm,
t Ls BC AC =  12 cm, AB +  AC — 13 cm. Obliczyć boki 

trójkąta.

f) Obwód trójkąta wynosi 21 cm. Suma dwóch boków jest 
2 razy większa, a ich różnica 2 razy mniejsza od boku 
trzeciego. Obliczyć boki trójkąta.

Ay) Obliczyć kąty wewnętrzne a, j3, y trójkąta, jeżeli:
« +  £=139°, y8 +  y =  143°.

h) Suma dwóch kątów wewnętrznych trójkąta jest 2 razy 
większa, a różnica ich jest 2 razy mniejsza od trzeciego 
kąta wewnętrznego. Obliczyć te trzy kąty.

Trzy liczby29j a )  T mają tę własność, że gdy kolejno do każdej
6*
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z nich dodamy średnią arytmetyczną (połowę sumy) dwu 
pozostałych, otrzymamy liczby: 7, 3, 8. Znaleźć te liczby, 

b) Znaleźć liczbę trzycyfrową, w której różnica cyfr setek 
i jednostek jest o 4 mniejsza od cyfry dziesiątek, a suma 
cyfr dziesiątek i jednostek równa się podwójnej cyfrze 
setek. Jeżeli przestawimy w tej liczbie cyfry jednostek 
i setek, otrzymamy nową liczbę, wynoszącą f  liczby szu­

kanej.
uczniowie A, B i C zakładają się, który z nich 

^  pierwszy dobiegnie do obranej mety. Bieg ma się odbyć 
trzy razy. Przed każdym biegiem składa każdy z uczniów 
 ̂ część wszystkich posiadanych pieniędzy. Złożone pie­

niądze otrzymuje zaraz po biegu każdorazowy zwycięzca.
pierwszym biegu zwyciężył A, w drugim B, a w trze­

cim1 C i wtedy okazało się, że wszyscy trzej mają po 432 gr. 
Ile pieniędzy miał A, ile B, a ile C na początku?

*d) Trzej uczniowie A, B i C mieli razem 48 orzechów. A roz­
dał połowę swoich orzechów między dwóch pozostałych 
kolegów, dając każdemu jednakową ilość; tak samo postą­
pił potem B, a wreszcie C. Wtedy okazało się, że każdy 
z nich miał jednakową ilość orzechów. Ile orzechów miał 
początkowo A, ile B, a ile C ?

30Ja}  Dom bankowy sprzedał jednego dnia:
8 dolarów ameryk., 200 franków franc. i 120 marek niem 
za 364 zł;
12 dolarów ameryk., 300 franków franc. i 150 marek niem. 
za 483 zł;
40 dolarów ameryk., 100 franków franc. i 100 marek niem, 
za 455 zł.
Jaki był w tym dniu kurs dolara, franka i marki? 

blrTrzej bracia podzielili się spadkiem wynoszącym 34 000 zł 
( s  Pierwszy złożył swoją część na 4|%, drugi na 5°/0; trzeci 

wydał 3465 zł, a resztę umieścił w przedsiębiorstwie, przy- 
przynoszącem 8°/0 rocznego dochodu. Wtedy mieli wszy­
scy trzej bracia jednakowy dochód roczny. Ile zł otrzy 
lnał każdy z braci przy podziale spadku?

cl yO godz. 8 wyjeżdża ze stacji A do B pociąg osobowy 
a 2 godziny później pociąg pośpieszny. Pociąg pośpieszny 
dopędza pociąg osobowy o godz. 14, a o godz. 15 min. 30

\
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przyjeżdża do B. Pociąg osobowy jest w tej chwili od B 
oddalony jeszcze o 27 km. Obliczyć prędkość każdego po­
ciągu i odległość A od B.

d) Obwody trzech różnych ścian prostopadłościanu wynoszą: 
^2^16 cm, 19 cm i 21 cm. Obliczyć krawędzie prostopadło­

ścianu.
ej W prostopadłościanie pomniejszono jedną krawędź przy- 

y ś?  podstawną o 0,5 cm, a drugą o 4 cm, wysokość zaś powięk­
szono o 1,5 cm. Pole pobocznicy nie ulęgło przytem zmia­
nie; obwód ściany bocznej, której podstawę pomniejszono 
o 0,5 cm, powiększył się dwa razy, obwód zaś drugiej ścia­
ny bocznej pomniejszył się dwa razy. Obliczyć krawędzie 
danego pierwotnie prostopadłościanu.

■ f) Mają być wykonane pewne roboty ziemne. Obliczono, ilu ro- 
l ^ '  botników należy przyjąć do tej pracy, po ile godzin dziennie 

mają pracować i w ilu dniach praca będzie ukończona. 
W pierwotnym projekcie zaproponowano pewne zmiany, 
wysuwając następujące żądania: 1) Należy zmniejszyć 
o dwie ilość godzin dziennej pracy, nie zmieniając ilości 
rnhn+imkńw • robota trwać bedzie wtedy dłużej o 18 dni.
2) Należy zmniejszyć o 2 ilość godzin dziennej pracy, a za­
trudnić o 16 robotników więcej; robota będzie wykonana 
w tym samym czasie. 3) Nie zmieniając ilości godzin dnia 
roboczego, należy przyśpieszyć termin ukończenia pracy, 
o 18 dni przyjmując Ó>, 24 robotników więcej. Ilu (x) 
robotników miano przyjąć według pierwotnego projektu? 
Po ile (y) godzin mieli pracować? W ilu {z) dniach mieli 
ukończyć pracę?

[Ilość ogólna godzin roboczych pozostaje zawsze ta sama:
W uporządkowanem równaniu podzielić obie strony (uprościć) 
przez x, y lub z.]

Rozdział IV

Jednomiany i wielomiany
§ 1. Potęga.
Iloczyn równych czynników nazywamy potęgą i oznaczamy:^ 

a • a — a2 (a do drugiej potęgi czyli do kwadratu), 
a -a -a  =  a3 (a do trzeciej potęgi czyli do sześcianu),
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a-a.' a- a =  a* (a, do czwartej potęgi),

n razy______

a - a - a ---- a — a " (o do n-tej potęgi).
Powtarzający się czynnik a nazywamy podstawą { zasadą)j 

liczba n, która wskazuje, ile razy podstawa występuje jako czyn- 
nik, nazywa się wykładnikiem potęgowym, albo krótko wykład-1 
niklem.

a\ czyli potęga z wykładnikiem 1, nie jest objęta powyższem 
określeniem. Umawiamy się, że a1 będzie oznaczało a.

Wprowadziwszy nowe działanie uzupełniamy nasze umowy, 
dotyczące porządku wykonywania działań naznaczonych w wyra-J 
żeniach algebraicznych (§ 12 rozdz. 1) następującą:

Naznaczone w wyrażeniu algebraicznem potęgowania należy 
wykonać przed mnożeniami i dzieleniami (a więc tern bardziej j 
przed dodawaniami i odejmowaniami), o ile nawiasy nie wska 
żują innego porządku.

Np.: ab2 oznacza, że należy najpierw wykonać b2, a otrzymaną, liczbę
pomnożyć przez a. _

a—b2 oznacza, że należy najpierw obliczyć b2, a otrzymaną liczbę od- j
jąć od a.

Ze znaczenia wykładnika wynika, że może on być tylko liczbą natn 
ralną.; potęgi z wykładnikiem ułamkowym, zerowym lub ujemnym nie 
określiliśmy. Natomiast podstawa może być dowolną liczbą względny 
Stosując definicje potęgi i mnożenia liczb względnych, oraz twierdzeń* 
o znaku iloczynu większej ilości czynników (§ f> rozdz. II), obliczam; 
łatwo:

■ (+ 2)i = +2, ( + 2)2 — +4, (+2)3= + 8 ,  ( + 2)4 =  +16, ( + 2)5=+3'2 
(—2)1 = —2, v(—2)2 =  +4, (—2)3 =  —8,. (—2)4 =  +16, (—2)5 ==—32

Ogólnie:

Liczby względne potęgujemy, potęgując ich wartości bez­
względne, a wynikowi dając znak + , jeżeli podstawa jest d( 
datnia (zawsze), albo jeżeli podstawa jest ujemna, a wykładni 
parzysty; znak — zaś, jeżeli podstawą jest ujemna, a wykładni 
nieparzysty.

§ 2. Działania na potęgach.
1. Mając wykonać działanie (ab)3, przedstawiamy tę potęgę jako ilo 

•czyn, a stosując do tego iloczynu prawo łączności i przemienności, zna; 
dziemy:
(ab)3 =  (ab) • (ab) • (ab) — ababab — (aaa)-(bbb) =  a3 • b3. Ogólnie:

(ab)" — (ab) • (ab ■ (ab) . . . ,  według określenia potęgi.
n razy n razy

=  aaa .. . bbb . . . ,  według praw przemienności i łączności.
=  a"b", według określenia potęgi.

Otrzymany wzór: (ab)"=a"b" odczytamy słowami:
Iloczyn potęgujemy, potęgując każdy czynnik, a otrzymane 

potęgi mnożąc.
Np.: (2a)2 — 4a2; (—3xy)3 =  — 27x*y3; (-3xy)*  =  9x*y*.
2. Uogólniając przykład: a 2 • a 3 =  aa - aaa =  aaaaa — a 5, znajdujemy:

m razy n razy

am • a" — (aaa . . .) (aaa . . .), według określenia potęgi.
(m -j- n ) razy

=  aaaa . . . . ,  według prawa łączności 
=  a'n + ", według określenia potęgi.

Otrzymany wzór: a'" • a" =  am+" wyrazimy słowami:
’ Potęgi o równych podstawach mnożymy, potęgując wspólną 
podstawę przez sumę wykładników.

Np.: a4 • a3 =  a 7; a • a 2 =  a 1 • a 2 =  a 3.
3. Uogólniając przykład: (as)2 =  a3,a3 —a3 + 3 =  a2'3= a 8, znajdziemy:

n razy

(am)" — a"'amam........., według określenia n-tej potęgi.
n razy

=  am+m + m+• według twierdzenia 2.
=  a mn, według określenia mnożenia.

Otrzymany wzór: (a" ')"= amn odczytamy tak:
Potęgę potęgujemy, potęgując podstawę przez iloczyn wy­

kładników.
Np.: (a4)2 =  a 8; (—2x3y 3)i =  £x6y*.
4. Mając a 7 podzielić przez a 3, szukamy takiej liczby, która pomnożona 

przez a 3 daje a 7. Próbujmy, czy taką liczbą nie może być jakaś potęga, 
liczby a, np. a*. Jeżeli ma być a 7 : a 3 =  ajr, musi być a* • a3 — a \  czyli 
ax+s =  a1. Ostatnia równość będzie prawdziwa, jeżeli .r będzie sprawdzać 
równane x +  3 — 7. Rozwiązując je, znajdziemy: x — 7 —■ 3 =  4, zatem: 
a7 : a s =  a4.

Ogólnie : am : a" =  a m~", jeżeli a 0 i m >  n ; czyli:
Potęgi o równych podstawach dzielimy, potęgując wspólną 

podstawę przez różnicę wykładników dzielnej i dzielnika.
Wzór ogólny udowodnimy, wykazując, że iloraz a"‘ " pomnożony 

przez dzielnik a" daje na wynik dzielną am. I rzeczywiście:



88 89
am n ,an __ a(m-n)+n̂  wecpUg tW- 0 mnożeniu potęg o równych

podstawach.
== am, bo różnica (m — n) powiększona o odjemnik n daje 

odjemną m.
Np.: a^:a2 — a3; x*: x — a:4 : x l =  o:3.

Ostatnie twierdzenie udowodniliśmy tylko przy zastrzeże­
niach, że podstawa potęg jest różna od zera i że wykładnik dziel­
nej jest większy od wykładnika dzielnika.

Pierwsze z tych zastrzeżeń jest konieczne z tego powodu, że dziele­
nie przez zero jest działaniem nieokreślonem; drugie jest konieczne ze 
względu na to, że wykładnik m — n musi być liczbą całkowitą dodat­
nią, bo tylko dla takich wykładników określiliśmy potęgę. Lecz dziele­
nie a'" : an można też łatwo wykonać, jeżeli m — n. Wtedy dzielna staje 
się równą dzielnikowi, a iloraz ma wartość 1.

Do jednomianów zaliczamy także liczby szczególne ( - 7, -j- 5 
— § i t. p .); nazywamy je.jednomianami stopnia zerowego.

Zajmiemy się obecnie działaniami na jednomianacłn Zestaw­
my najpierw znane nam już umowy i twierdzenia:

Dodawanie jednomianów naznaczamy, pisząc je obok siebie 
z ich znakami; odejmowanie jednomianów sprowadzamy do do­
dawania, pisząc obok niezmienionej odjemnej odjemnik ze zna­
kiem przeciwnym. W sumie algebraicznej możemy zredukować 
jednomiany podobne, t. j. mające jednakowe liczby główne.. Jedno- 
miany podobne o współczynnikach szczegółowych redukujemy, 
redukując ich współczynniki, a liczbę główną zostawiając niezmie­
nioną (§ 7 rozdz. II). Redukcję jednomianów o współczynnikach 
literowych omówimy w §-ie 4.

§ 3. Jednomiany i działania na nich.

Jedno m iane m nazwaliśmy iloczyn liter i liczby szczegółowej. 
Czynnik szczegółowy, czasami wraz z czynnikiem literowym, nazy­
wamy współczynnikiem; pozostały czynnik literowy, lub iloczyn 
pozostałych czynników literowych nazywamy liczbą główną. Je­
żeli w liczbie głównej iloczyny równych czynników napiszemy 
w postaci potęg, to liczba główna jednomianu będzie miała postać 
potęgi lub iloczynu potęg.

Np..- (+5 a2 b) — (—4ab2) + (-
=  5 a2 b + 4 ab2 — 3 ab2 -

-3 ab1) — ( + 2 a2b) =  
-2  a2 b — 3 a1 b + ab1.

Np. : —3 a, +2 a2, —4a&, +2 63 c2, —5 x2 yz.
Definicja współczynnika pozostawia pewną dowolność pod tym wzglę 

dem, który czynnik mamy uważać za współczynnik. Np.: W jednomianie 
2 ax2 można równie dobrze uważać za współczynnik 2, jak 2 a; liczba 
główną będzie w pierwszym przypadku ax2, w drugim x2. Zwykle jednak 
mamy do czynienia z jednomianami, które powstały w następujący spo­
sób: Dana jest jedna litera lub kilka liter; piszemy te litery, lub two­
rzymy z nich iloczyny, powtarzając dowolnie każdą (np. y, x2, xy, x3 y\ 
y ) ; iloczyny te mnożymy przez dowolne liczby i otrzymujemy jedno­
miany: 2y, — §x\ 2 axy, bx3 y2, c2y*. W jednomianach tych uważać bę­
dziemy kolejno: 2, — §, 2 a, b, c2 za współczynniki, a y, x2, zy, x3 y1, f  
za liczby główne.

I’rzez stopień jednomianu rozumiemy ilość czynników litero­
wych w liczbie głównej. Jeżeli liczba główna jest potęgą, to sto 
pień jednomianu równa się wykładnikowi potęgi; jeżeli liczba 
główna jest iloczynem potęg, to stopień jednomianu równa się su 
mie wykładników potęg liter.

Przechodząc do mnożenia jednomianów, zauważymy, że jednomiany 
są iloczynami. Stosując do iloczynów prawa łączności i przemienności 
otrzymamy: ’

(—2 a3 b2) ( + 3 ab3 c) =  (—2) (+ 3) • a3 a ■ b2 b3 • c =  — 6 ał b3c.
Stąd wysnuwamy regułę:

Jednomiany mnożymy, mnożąc iloczyn ich współczynników 
przez iloczyn ich liczb głównych,

Mając jednomian potęgować, stosujemy twierdzenie o potęgowaniu 
iloczynu: x

(—3a3b)2= ( —3)2(a3)2b2 =  9asb2. gtąd reguła;

Jednomian potęgujemy, potęgując współczynnik i liczbę głów­
ną, a otrzymane potęgi mnożąc.

t a k i 2 f ^ k°naĆ dzielenje ( 3 ab3) : {-A b2), gdzie 6 4=0, szukamy
J£ n°“ ianu’ I ™  któr-y należy pomnożyć dzielnik, aby otrzymać 

dzielną. Znajdziemy: + f  ab3. Zatem: (—3 ab3) : (__4 b2) =%ab3
Podobnie, jeżeli a 4=0 i ft =p 0:

6 a3 6 : 4 ab =  § a2, ponieważ 4 ab • f  a2 =  6 a3 b. I
natomiast wJ'konać dzielenia 3 a :“4 a3, gdzie a 4=0, w tern

wiec n U’ a )y ■ otrzymac iloraz w postaci jednomianu. Zadowalamy się 
więc naznaczeniem dzielenia w postaci ułamka.- ' V

3 a3 a .- 4 a3 =
4 as

Z tych przykładów wysnuwamy:

Stopnie wymienionych na początku jednomianów wynoszą kolejno: ilo r^ fZ T l^ n  m™)Z(łG llf>™z ich współczynników przez
l, 2, 1 + 1 =  2, 3 + 2 =  5, 2 + 1 +  i = 4 .  • ą J f ° mz lch llczb Jawnych. Z tego sposobu dzielenia możemy jed-
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nak korzystać tylko wtedy, gdy dzielnik zawiera jako czynniki tyl­
ko takie litery, które są zawarte w dzielnej, i to w potęgach nie- 
wyższych niż dzielna.
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§ 4. Wielomiany; ich dodawanie i odejmowanie.
Wielomianem nazywamy sumę algebraiczną jednomianów, 

Składniki sumy nazywamy składnikami lub wyrazami wielomianu. 
Składniki wielomianu mogą być jednomianami różnych stopni, 
Składnik stopnia najwyższego nazywa się składnikiem najwyż­
szym; najwyższych składników może być kilka. Stopień najwyż­
szego składnika nazywamy stopniem wielomianu.

Np.: Składnikami wielomianu 2 a3 62 — 3 a2 bc — 3 b2 c* są jedno
miany: 4-2 a3 b2, —3 n2 bc, —3 b2 c4. Jednomiany te są kolejno stopnia 
5-go, 4-go, 6-go. Najwyższym składnikiem jest —3 b2 c'. Wielomian jest 
-wielomianem stopnia szóstego.

Ponieważ wielomian jest sumą, to korzystając z prawa prze 
mienności możemy składniki wielomianu przestawiać. Czynimy to 
gdy chcemy wielomian uporządkować. Wielomiany porządku jem; 
według potęg rosnących lub malejących dowolnej litery zawarte, 
w składnikach wielomianu.

Tak np. można uporządkować wielomian: 4 ab3 — 2 a2 b3 — b + 3 o: 
malejąco według potęg a : 3 a3 — 2 a2 b* + 4 ab3 — i
rosnąco według potęg a : — b + 4 ab3 — 2 a2 b5 + 3 a1
malejąco według potęg b : — 2 a2 fe5 + 4 ab2 — b + 3
rosnąco według potęg b : 3 a3 — 6 + 4 ab3 — 2 a1

Przy porządkowaniu wielomianów zwracamy zwykle uwagę na ste 
pień składników tylko ze względu na j e d n ą  literę. Podobnie postępu 
jemy czasem i przy oznaczaniu stopnia wielomianu. Mówimy np. że .po 
wyższy wielomian jest stopnia trzeciego ze względu na a, a najwyższy 
jego składnikiem 3 a3, chociaż uwzględniając i literę b, musielibyśmy na 
zwać ten wielomian wielomianem stopnia siódmego, a za najwyżsi 
składnik uważać —2 a2 b3.

Wielomiany 2 x2 — 3x4-5,  — £x2 + 2x — 3, i t. p. są trójmianan' 
stopnia drugiego ze względu na x. Jeżeli chcemy ogólnie taki trójmia 
stopnia drugiego napisać, zważmy, że zawiera on x2 z dowolnym współczyi 
nikiem (oznaczamy ten współczynnik literą a), zawiera x z dowolny 
współczynnikiem (np. b) i wyraz niezawierający x (np. c). Ogólną p 
stacią takiego trójmianu jest: ax2 + bx + c. — Wielomian mx2 + (m 41 
x + (m + 2) jest trójmianem stopnia drugiego ze względu na x, w kt 
rym współczynnik przy x2 jest dowolną liczbą m, współczynnik przy x je 
o 1, a wyraz wolny od x o 2 większy od współczynnika przy x2.

Zajmować się będziemy także wielomianami, których wyraz 
są jednomianami o współczynnikach literowych. Jednomiany p

dobne o współczynnikach literowych redukujemy, wyłączając 
z nich wspólną liczbę główną za nawias; w sumie, otrzymanej 
w nawiasie, można czasem jeszcze pewne wyrazy zredukować.

Np.: (2 m + l)x2 + m s=  (2m + 1 4- m)x2=  (3 m + l)x2-
ax + bx =  (a + b)x.

Przejdźmy do działań na wielomianach.
Wielomiany dodajemy, pisząc ich składniki obok siebie z ich 

znakami; w wyniku redukujemy podobne wyrazy.
Wielomian jest bowiem sumą składników; dodajemy go przeto jak 

sumę, dodając kolejno każdy składnik, t. j. (według twierdzenia o doda- 
\vanm jednomianów) pisząc obok wyrażenia, do którego wielomian mamy 
dodać, kolejno każdy składnik wielomianu z niezmienionym znakiem

Np.:
(Sx2— 2x + 3) 4- (—2x2+ 2x + l) =  Sx2— 2x 4- 3 — 2x2 4- 2 x +1 =  x24-4 - 
(mx2 + nx + m) + (x2 — mx — 2) =  mx2 + nx + m + x2 — mx — 2 =  
=  (m + \)x2 + (n — m)x + (m — 2).

Wielomian odejmujemy, pisząc obok niezmienionej odjemnej 
składniki odjemnika (wielomianu) z przeciwnemi znakami. W wy­
niku redukujemy podobne wyrazy.

Wielomian bowiem jest sumą; odejmujemy go przeto jak sumę, odej­
mując kolejno każdy składnik, t. j. (według twierdzenia o odejmowaniu 
jednomianów) pisząc obok niezmienionej odjemnej kolejno każdy skład­
nik wielomianu (odjemnika) ze znakiem przeciwnym.

Np.: 3 x2 y — (2 xy2 + 3 x2 y — y3) =  3 x2 y — 2 xy2 — Sx2y ~  y3 =  
=  — 2 xy2 — y3; '
[mx3 + (m + l)a;] — [2 a;3 + mx] =  mx3 + (m + l)x  — 2 x3 — mx ==

. =  (m — 2)x3 + {m + 1 — m) x =  (m — 2)x3 + x.
onieważ wielomian jest sumą składników, a liczbę przeciwną sumie 

o rzymujemy, tworząc sumę liczb przeciwnych składnikom sumy (S 3
?  W1t mian^: 2 4’ - 3 x2 + 1 i —2 x3 + 3 x2 — 1 oznaczają 

dla wszelkich wartości x liczby przeciwne. Możemy tedy napisać-
2 x3 3 +  1 =  —(—2 x3 + 3 x2 — 1). Powiemy.-

Z wielomianu można wyłączyć znak — przed nawias, zmienia­
jąc równocześnie znaki wszystkich składników na przeciwne.

Korzystamy bardzo często z tego twierdzenia przy redukowaniu wy­
razów podobnych o współczynnikach literowych. Np..- 

m x x =  (— ni — 1) x — — (m 4- 1) x; 
ax + 2 x 4 a x=  (a + 2 — 4a) x — (— 3a 4  2) z =  — (3a — 2) x.

§ 5. Mnożenie wielomianu przez jednomian; mnożenie wielo­
mianów.

Uważając wielomian za sumę i stosując prawo rozdzielności 
mnożenia względem dodawania, otrzymamy:
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Wielomian mnożymy przez jednomian, mnożąc każdy składnik 
wielomianu przez jednomian, a otrzymane iloczyny pisząc obok 
siebie z ich znakami . ____ > ___

Wielomian jest bowiem sumą składników; pomnożymy go zatem przez 
jednomian, mnożąc każdy składnik wielomianu przez jednomian, a otizy- 
manę iloczyny dodając jak jednomiany, t. j. pisząc obok siebie z ich zna­

kami.
Np.: (**• -  2x i +  § * )•(-  2xs) =  -  +  4x4 -
Stosując twierdzenie o mnożeniu sum (§ 7 rozdz. IT), znaj­

dziemy : I
Wielomian mnożymy przez wielomian, mnożąc każdy składnik 

jednego wielomianu przez każdy składnik drugiego wielomianu, 
a otrzymane iloczyny pisząc obok siebie z ich znakami. W wyniku 
redukujemy jednomiany podobne.

Wielomiany są bowiem sumami, mnożymy je zatem jak sumy. Otrzy­
mane iloczyny częściowe są jednomianami; dodajemy je przeto, pisząc je 
obok siebie z ich znakami. Np.:
(2 o2 -- a — 3) {a — 2) =  2 a3 — a2 — 3 a — 4 a2 + 2 a + 6 =  2 as -  
— 5 a2 — a + 6.

Dla ułatwienia późniejszej redukcji porządkujemy zwykle wie­
lomiany, które mamy mnożyć, według potęg tej samej podstawy, 
a wTykonując mnożenie, piszemy podobne jednomiany pod sob§,

Przykłady: 1) (3-r3 -  2.r2 y -  ±xyt +  08) ‘ (x3 -  3 x y - 2 y * )

3*5 — 2;t4 g — 4 atV  +  x2y s
— 9 xi y +  6 r*ą2+  12x2ys — 3xyi

— Qxsy s+  4 xi y3+  8 xy* — 2 y b

3*5 —11 x*y— 4oXsyi + 17 xi y i + 5 xyi — 2 y&.

2) (a8 -  a2 +  1) • (a8 +  a +  D

a5 — a4 +  a2 
-f a4 — a3 +  a

+  a3 — a2 + 1  
ab + a +  1.

3) [x2 + (a — 1) -r + a] ■ [x — 11
a:3 +  (a — 1) a:2 +  ax2
________ — ac2 — (a — 1) a:2 — a

x3 +  (a — 2) X2 +  x2 — a.

§ 6. Niektóre szczególne przypadki mnożenia wielomianów,

Omówimy niektóre szczególne przypadki mnożenia wielomia 
nów. Wyniki tych mnożeń należy sobie zapamiętać. Litery a i b w

wzorach, które niżej wyprowadzimy, oznaczać będą dowolne licz­
by lub dowolne wyrażenia.

1. Wykonajmy działanie:
(a + b)2 — (a + b) (a -f- b) =  a2 + ab + ab + b2 — a2 + 2 ab + b2.
Uważając w otrzymanym wzorze: (a + b)2 — a2 + 2 ab + b2 litery 

a i b za dowolne jednomiany, powiemy:
Kwadrat dwumianu jest trój mianem, którego składnikami są: 

kwadrat pierwszego składnika dwumianu, podwójny iloczyn obu I 
składników i kwadrat drugiego składnika. 

v Np.: .
(3z — 2xy)2=  (3x)2 + 2- (3x) (—2xy) + (—2xy)2 =  9x2— 12;r2 i/ + 4x2 y2;
(—5n—2n2)2— (—5w)2 + 2 • (—5n) (— 2n2) + (— 2w2)2 =  25?i2 +  20n3 + 4w1.

Zwracamy uwagę, że w trójmianie, który powstał z podniesienia dwu­
mianu do kwadratu, składniki, które są kwadratami wyrazów dwumianu, 
mają zawsze znak + ; składnik natomiast, będący podwójnym iloczynem 
wyrazów dwumianu, ma znak + lub — zależnie od tego, czy wyrazy 
dwumianu mają znaki jednakowe, czy różne.

Jeżeli a i b są liczbami dodat niemi, możemy wrzory:
(a+b)2 =  a2 + 2 ab + b2 i (a — b)2 =  a2 — 2 ab + b2 

interpretować geometrycznie, przedstawiając a i b odcinkami, ich iloczyn 
polem prostokąta, a ich kwadraty polami kwadratów .̂ Rys. 15 przedsta­
wia kwadrat o boku a+b\ kwadrat ten składa się z kwadratu o boku a, 
i kwadratu o boku b, oraz dwóch prostokątów o bokach a i b, zgodnie 
z pierwszym wzorem. — Rys. 16 przedstawia sumę dwóch kwadratów,

z których jeden ma bok a, a drugi bok b (wskaż je na rysunku). Jeżeli 
z tej figury odrzucimy dwa prostokąty o bokach a i b (wskaż je na ry­
sunku) pozostanie kwradrat o boku a — b (wskaż go na rysunku). Jest 
więc: a2 + b2— 2 ab =  (a— b)2 zgodnie z drugim wzorem.

Ze wzoru na kwadrat sumy korzystamy przy obliczaniu kwadratów 
liczb dwucyfrowych. Zważywszy, że: 462=  (6 + 40)2 =  62 + 2 • 6 • 40 + 402, 
rachujemy tak:
;®2 — 3^; zapisujemy 6 jednostek, a 3 dziesiątki zatrzymujemy w pamięci. 
2-6-4 dziesiątki =  48 dziesiątek; doliczamy 3 dziesiątki i otrzymujemy 

51 dziesiątek. Zapisujemy 1 dziesiątkę a 5 setek zatrzymujemy w pa­
mięci.
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402 =  1600 =  16 setek; po doliczeniu 5 setek otrzymujemy 21 setek. Za­
pisujemy je w całości.
Otrzymujemy 2116 jako kwadrat liczby 46.
2. Wykonajmy działanie:

(g+6)» =  (a+&)»(g + 6) =  (a2 + 2 ab + b2){a+b)

a3+ 2 a2 b + ab2 
+ a2b + 2ab2 + b3

a3+3a2b + 3ab2 + b3.
Otrzymany wzór odczytamy tak:

Sześcian dwumianu jest czworomianem, którego składnikami 
są: sześcian pierwszego składnika dwumianu, potrójny iloczyn 
kwadratu pierwszego składnika i drugiego składnika dwumian, 
potrójny iloczyn pierwszego składnika i kwadratu drugiego skład 
nika dwumianu i sześcian drugiego składnika dwumianu.

Np.:
(—2£2+3 x)3 =  (—2x2)3 + 3 (—2£2)2 ( 3 x ) + 3 (—2 x2) (3 x)2+ (3 x)3 = 

=  —8 x3 + 36 x5 — 54 x4 + 27 x3.
3. Wynik mnożenia: (a + b)(a— b)

a2 + ab 
—ab — b2

"a2 — b2
możemy tak wypowiedzieć słowami:

Gdy pomnożymy sumę dwu liczb lub sumę divu wyrażeń przt 
ich różnicę, otrzymamy różnicę kwadratów odjemnej i odjemnih

Np.: (3£ + 1) (3x — 1) == (3z)2 — v = 9x2 — 1.
(2 X 2 ~\~ X  1 )  (2 X 2 ---- £ + 1 )  =  [2£2+(£ — 1 ) ]  [2 £2-----  ( £ _ 1 ) 1  = 1

=  (2 £2)2— (£ — l )2 =  4x* — x2 + 2 x ~ l .
Z ostatniego twierdzenia korzystamy też czasem w postaci: 

a2 — b2 — (a + b) (a—b).

( T x - l ) XV -~28{Ź X~7*y== (2x+3+2a:- 4)(2x + 3- 2:c+ 4) =
Jeżeli a i b są liczbami dodatniemi i a >  6, to wzór (a + b)(a  b)-

=  a2 — b2 można przedstawić geometrycznie. Na rys. 17 przedstawion 
są liczby a i b odcinkami. Nadto:

(a + b)(a — b) przedstawia pole prostokąta I + I I ;
a2 przedstawia pole kwadratu 1 + III + IV ;
b2 przedstawia pole kwadratu I I I ;

a2 — b2 przedstawia pole sumy prostokątów I + IV.
Ponieważ prostokąty II i IV są równe (mają jednakowe boki a

i a— b), to 1 + 11 =  1 + IV zgodnie z powyższym wzorem.

§ 7. Dzielenie wielomianów.

1. Z twierdzenia o dzieleniu sumy (§ 8 rozdz. II) otrzymu­
jemy :

Wielomian dzielimy przez jednomian, dzieląc każdy składnik 
wielomianu przez jednomian, a otrzymane ilorazy pisząc obok 
siebie z ich znakami.

Wielomian bowiem jest sumą; dzielimy go przeto przez jednomian, 
dzieląc każdy składnik, a otrzymane ilorazy dodając, t. j. pisząc obok 
siebie z ich znakami. Np.:

(8 a5 —12 a4 + 4 a3) ■. {-A a3) =  —2 a2 + 3a— 1; (n=^0).
Z dzielenia wielomianu przez jednomian korzystamy, gdy 

chcemy z wielomianu wyłączyć przed nawias wspólny czynnik 
wszystkich składników. Wtedy dzielimy cały wielomian przez 
ów wspólny czynnik, naznaczając równocześnie mnożenie przez 
ten czynnik.

Np.: Zauważywszy, że każdy składnik wielomianu 4x3y — 6 £2 y2 + 
+ 2 £ y3 da się podzielić przez 2 xy, dzielimy wielomian przez 2 xy, a otrzy­
many iloraz mnożymy przez 2 xy. Otrzymamy:

4 x3 y — 6 £2 y2 + 2 xy3 =  2 xy (2 £2 — 3 xy + y2).

Wyłączmy z wielomianu x2 — 2 x -j- 3 przed nawias — 1. 
Otrzymamy:

xl — 2x +  3 = { — '\) {— x2 +  2x — 3).
A że mnożenie liczby przez — 1 zmienia tę liczbę na prze­

ciwną, otrzymamy:
x2 — 2x +  3 ^ — (— x2 +  2x — 3).

b

! "
w

i 11
<3 b

Rys. 17.

Z tego przykładu widzimy, że znane nam z § 4 wyłączanie 
znaku — przed nawias można uważać za wyłączanie przed na­
wias czynnika — 1.

2. Z dzielenia wielomianu przez wielomian zajmiemy się tylko 
dzieleniem wielomianów’ zawierających tylko jedną literę np. x 
przez dwumiany takie jak np. x  +  2, x  — 1, x  — 3 i t. p.

Rozważymy najpierw pewne przekształcenie ilorazu:
(2£3 — 3 £2 — 5£ — 12) : (£ — 3), (£ — 3 4=0).
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Podzielmy najwyższy składnik dzielnej przez najwyższy składni 

dzielnika, a przez otrzymany iloraz pomnóżmy dzielnik:
2 x3 : x — 2x2; 2 x2 (x — 3) =  2 x3 — 6 x2.
Odejmując ostatni dwumian od dzielnej, otrzymamy:
(2 x3 — 3 x2 — 5 x — 12) — 2 x- (x — 3) =  3 x2 — 5 x — 12.
Ponieważ odjemna równa się sumie odjemnika i różnicy, to:
2xs — 3x2 — 5x — 12 =  2x2 (x — 3) + (3 X1 — 5 x — 12).
Dzieląc obie strony tej równości przez O — 3), otrzymamy:

(2 xa — 3 x2 — 5 x —12) : (z — 3) =  2 z2 + (3 z2 — 5 x — 12) : (z —3) 
Otrzymaliśmy następujące przekształcenie:

Iloraz wielomianu uporządkowanego według potęg x przez 
(x — 3) równa się ilorazowi najwyższych składników dzielnej 
i dzielnika, powiększonemu o iloraz wielomianu stopnia niższego 
niż dzielna przez (x — 3). W ten sposób sprowadzamy dzielenie 
wielomianu przez (x — 3) do dzielenia przez (x — 3) wielomianu 
stopnia niższego niż dany wielomian.

Przekształcenie powyższe zapisujemy tak:
(2 x3 — 3 x2 — 5 x — 12) : (x — 3) =  2 x2 +

+ 2 xs — 6 x2 
— +

3 a;2 — 5 x — 12.
Dzielimy więc najwyższy składnik dzielnej przez najwyższy składnik 

dzielnika (zapisujemy 2x2). Przez otrzymany iloraz 2 x2 mnożymy dziel- 
mk, a otrzymany iloczyn podpisujemy pod dzielną i odejmujemy od dziel­
nej. lJo 2 x (w ilorazie) powinniśmy dopisać -f (3 x2 — 5 x -  12) -. (x-3). 
Nie czynimy tego, lecz przekształcamy ten iloraz jak poprzedni ■

(12** — 3x* — 5x^ -12 ):(x -3 )= 2x*  + 3x +
+ 2 x3 — 6 x2 
— +

3 a;2 — 5 x — 12 
3 x2 — 9 x 

- +

4 x — 12.
Do 2 x2 + 3 x powinniśmy dopisać + (4 x — 12) • (x — 31 Prze­

kształcamy jednak ten iloraz tak jak poprzednie ' 
teczme: (2 ar1 — 3 a:2 -  5 a; -  12) : <x - -  3)

+ 2 x3 — 6 a;2
-- +

i otrzymujemy 
: 2 x2 + 3 x + 4

osta-

3 a;2 — 5 x — 12 
+ 3 a:2 — 9 x 
-  +

4x —12 
+ 4x — 12 
— +

0

Do 2 x2 + 3z +  4 należy jeszcze dodać iloraz 0: (x — 3), który jed­
nak ma wrartość 0 tak, że:

(2 x3 — 3 x2 — 5 x — 12) : (x — 3) =  2 x2 + 3 x + 4.

Przeróbmy jeszcze następujący przykład:
(x3 + 3 x2 — 5 x — 4) : (x + 2) =  x2 + x — 7 + 10: (x + 2)

+  x3 + 2 x2

x2 — 5 x — 4 
+ x2 + 2 x

— 7x — 4
— 7 x — 14
+ +

10
W tym przykładzie ostatnia reszta jest różna od zera; iloraz nie dał 

się przedstawić w postaci wielomianu.

§ 8. Rozkładanie wielomianów na czynniki.

W paragrafach 5 i 6 tworzyliśmy iloczyny wielomianów. Nie należy 
jednak uwTażae wykonanego iloczynu dwóch wielomianów za wyrażenie 
prostsze od iloczynu naznaczonego. Zwłaszcza gdy chodzi o obliczenie war­
tości wielomianu dla pewnych wartości liter, staramy się zwykle przedsta­
wić dany wielomian w' postaci iloczynu kilku czynników, czyli rozłożyć na 
czynniki. Jeżeli np. mamy obliczyć a2 — b2— (a + b)(a— b) dla a — 47,5, 
b =  36,5, to pierwsza postać wymaga obliczeń: o2 =  47,52 =  2256,25; 
62 =  36,52 — 1332,25 i a2 — ó2 =  2256,25 — 1332,25 =  924; druga postać 
wymaga obliczeń: ( a + b ) = 8 4 ,  (a— ó ) = l l  i (a + b) (a— b) =
=- 84 • 11 =  924. Widzimy, że postać wielomianu rozłożonego na czynniki 
wymaga czasami przy obliczeniu jego wartości o wicie mniej rachunków. 
Zajmiemy się tedy rozkładaniem wielomianów na czynniki.

Stosując znane twierdzenia o mnożeniu wielomianów, potra­
fimy wielomian rozłożyć na czynniki w następujących przy­
padkach :

1. Jeżeli wszystkie składniki wielomianu mają wspólny czyn­
nik, wyłączamy ten czynnik przed nawias.

Np.: ab + ac + ad =  a (b + c + d) ■,
6 x3 y2 — 4 x2 y3 — 2 xy4 =  2 xy2 (3 x2 — 2 xy — y2) .

2. O ile w iloczynie dwóch wielomianów składniki nie dały 
się zredukować, można przez stosowne ugrupowanie wyrazów 
i wyłączenie przed nawias wspólnych czynników odzyskać pier­
wotny rozkład na czynniki.
Mihułowicz. A lgebra II gimn. 7
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Np : Mając dany wielomian ac + bd + ae — bc — ad be, zauwa­
żymy że trzy jego składniki zawierają czynnik a, a trzy pozostałe czyn- 
Skb. Zestawiamy tedy wyrazy mające czynnik a razem .w ym y mające 
czynnik b razem i wyłączamy z nich a względnie — b przed nawias. Otrzy-

+ bd + ae — 6c -  ad — be =  (ac — ad + ae) + (— bc + bd — be) =  
=  a (c — d + e) — b (c d + #) •

Wyłączając z ostatniej różnicy (c — d + e) za nawias, otrzymamy:
ac + bd + ae — bc — ad — be^=.(a — b)(c — d + e).

W niektórych prostszych przypadkach możemy stosować tę 
metodę także wtedy, gdy wyrazy po pomnożeniu dwóch wielo­
mianów zostały zredukowane.

Rozważmy np. wynik mnożenia: , ,
(X + a)(x + b) =  x2 + ax + bx + ab~=x2 + (a + b) x + ab.

Mając naodwrót dany trójmian stopnia drugiego: x2+ (« + b) x + ab, 
możemy go tak przekształcić: ■

(a + b) x + ab — x2 + a-x + bx + ab — x (x + a) + b (x + a)
— (x + a) (x + b). . . ,

Sposób ten możemy zastosować także do trójmianu stopnia drugiego' 
ze względu na x o współczynnikach cyfrowych, jeżeli wyraz zerowego stop- 
”ia“ a sie rozłożyć na K . czynniki, których cuma jest współczynnikiem
przy x.

Np.: W trójmianie x2- 5 x  + 6 wyraz 6 da się tak rozłożyć na czyn 
niki. 6 =  ( + 1) (+ 6) =  (— 1) (— 6) =  ( + 2) ( + 3) =  ( 2) ( 3). Ba­
damy, czy współczynnik -  5 przy * da się przedstawić jako suma dwóch 
z tych czynników. Zauważymy, ze —5 =  (—2) + z>ax.m.

a - - 5 x  + 6 =  z2 + ( - 2 - 3 ) *  + 6 =  x2 - 2 * -  3 * + 6 =
— x (x — 2) — 3 (x — 2) =  (x 2)(x 3) .

Wyjaśnij następująco przekształcenia:
2 x3 — 2 x2 —12 x =  2 x (x2 — x — 6) = 2 x  [x2 + (2 —3) x —6] =

=  2 x [x2 + 2 x — 3 x — 6] =  2 x [x (x + 2)
— 3 (x + 2) ] =

=  2 x (x + 2) (x — 3).
3. Przy rozkładaniu wielomianów na czynniki korzystamy też 

często ze wzorów, które wyprowadziliśmy w §-ie 6. Przestawia­
jąc w tych wzorach lewą stronę z prawą, otrzymamy:

«2 +  2 ab +  Łr =  (a +  b)J; 
a3 +  3 a2b +  3 a¥  + .b3 — (o +  b)3; 

a1 — b2= ( a  +  b) (a — b).

z podniesienia do kwadratu dwumianu 2 x — 3 lub — 2 x + 3. Otrzy­
mamy :

4 x2 — 12 x + 9 =  (2 x — 3)2 =  (— 2 x + 3)2.

Nie należy dziwić się, że otrzymaliśmy pozornie dwa różne wyniki. 
Wielomiany 2 x — 3 i — 2 x + 3 przedstawiają dla wszelkich wartości x 
liczby przeciwne; kwadraty zaś takich liczb są zawsze równe; Np.: 
(+3)2= (—3)2 =  9.

Podobnie: 9 a2 + 6 ab + b2 — (3 a + b)2 — (— 3 a — b)2.
2) Mając rozłożyć na czynniki wielomian: 8 a3 — 12 a2 + 6 a — 1, 

zauważymy, że pierwszy jego składnik jest sześcianem jednomianu 2 a, 
a czwarty sześcianem liczby — 1. Ponieważ drugi wyraz można przedstawić 
w postaci 3- (2 a)2 - (— 1), a trzeci w postaci 3 - 2 <7 - (— 1)2, to dany 
wielomian powstał z podniesienia do sześcianu dwumianu 2 a — 1. Jest 
więc:

8 a3 — 12 a2 + 6 a — 1 =  (2 a — l ) 3.

3) Dwumian 4 a2 — 9 b2 jest różnicą kwadratów jednomianów 2 a 
ji 3 b. Powstał on więc z pomnożenia sumy tych jednomianów przez ich 
iróżnicę:

, 4 a2 — 9 ó2 — (2 a + 3 ó) (2 a — 3 6).

Często stosujemy powyższe twierdzenia i wzory kolejno i uzy­
skujemy rozkład wielomianu na większą ilość czynników. Np.:

3 a5 6 a3 + 3 a =  3 a (a4 — 2 a2 + 1) — 3 a (a2 — l )2
' = 3 «  (o + l),2 (a — l)2;

- 5 x2 + 4 =  x4 — x2 — 4 x2 + 4 — x2 (x2 — 1) — 4 (x2 — 1)
=  (x2 — 1) (x2 — 4) =  (x + ł) (x — 1) (x + 2) (x — 2).

Ćwiczenia.

Np.: 1) Mając rozłożyć na czynniki wielomian: 4x2 — 12 x + 9, zaU 
ważymy, że pierwszy jego składnik jest kwadratem jednomianu 2 x, ostat­
ni kwadratem liczby 3. Ponieważ drugi wyraz, gdy pominiemy jego znak 
jest podwójnym iloczynem 2 x i 3 i ma znak —, to dany trójmian powsta

1. Wykonać działania:
|^ T ( -3 )2+  (+ 3 )2- ( - 2 ) 3- ( + 2 ) 3= ?
L & ł 1 — 2 ) 4 +  ( + 2 ) 4- ( - l ) 3 +  ( - 2 ) 3 =  ?
/ c X - 2 ) 3 +  ( - 4 ) 2 -  (+ 2 )3 +  ( - 3 ) 3 = ł  

( - 5 ) 3 +  (+ 2 )3 +  ( - ^ )3= ?
2)2 (+3) -  (+ 2 )2 (+4) -  (- .2 )3 ( - 1 )  +

. +  (+2)" (+3) = !
f f )  (—2)3 (+ 3 )2 — (—l) 5 (+ 3 )3 +  (+ 2 )2 ( - 2 ) 5 —

— (—3)3 (—1)3= ?
/Oj, ( - 2 )  ( - 1  iY  -  (+  W  ( -  HY +  ( -  f)2 ( -  2ł)s =  ? 
g jj ; -4 ) ,2 )3 (—0,5)2 (+10)3 — (—0,4)3 (+0,5)2 (+10)4 =  ?

2. Obliczyć wartości następujących wyrażeń dla wartości liter, 
podanych obok każdego wyrażenia:
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a) x3— x2 +  x — 1; x — —2, —1, —4, 0, +  4, -f i, +2;
b) x* — a;3; x — —2, —1, 0, -f i, +2;
c) x3 — x2 y -f xy2— y3; x — —2, y =  +2;
d) x* — 3 x3 y -f 2 x2 y2 — xy3; x — —1, y — —2.

3. a) Powierzchnię p i objętość v kuli o promieniu r oblicza się 
według wzorów: p — 4 w 2; v <=firr3.Litera t oznacza liczbę, 
która w przybliżeniu wynosi 3,14159. Obliczyć powierzch­
nie i objętości kul o promieniach: 1 cm, 2 cm, 3 cm, 4 cm 
i odpowiedzieć na podstawie otrzymanych wyników, ile 
razy powiększy się powierzchnia, a ile razy objętość kuli, 
gdy promień wzrośnie 2, 3, 4 razy.

b) Jeżeli z drutu stalowego o średnicy d cm sporządzimy 
sprężynę, złożoną z n zwojów o promieniu r cm, to sprę­
żyna taka pod wpływem siły p kg wydłuża się o /  cm. 
Wielkość / oblicza się w technice według wzoru:

f  =  q̂ TJ!: ’ gdzie G =  75 ■ 10* (dla stali).

Obliczyć /, jeżeli n — 20, r — 3, p =  1, przyjmując za d 
kolejno 0,2; 0,4; 0,6; 0,8. Ile razy zmniejsza się /, gdy d 
powiększa.się 2, 3, 4 razy?

4. Wykonać działania:
p ) (abc)3= °l (j?) (—3 a)2 =  ! ■ Q) (+2 ab)3= l
($  ( - 3  x)3= ?  ^ _ ( _ 2 o)2= ?  _ ( _ 2  o)3= ?
<#> [ ( -« )  (-& )]2= ?  W  [(+<*) (-& )]* =  L
10 [(—a) (—b)]3 =  ? (j>J [(— o) (+& )]5=vlJ
^  (—2ac)5= ?  (—aóc)6= ?

5. Wykonać działania:
£g+o5-as — ? /J + a 3-a =  ? \jX~an • a2 =  ?
tp , a2n-an— ‘i ie)_a-an =  ? i / f  a"-a"+l =  ?

a2n+1-a2n~1 == ? o2" •an+1 == ? jjf)., an+1-u2n_1 =  ?
^ ifa 3-a2-a =  V [J<) xi -x-x = £ )  £jf+x3-x-x2<x =  ?

[w oznacza w zad. cJ-+J dowolną liczbę naturalną.]

| 6/Wykonać działania:
/ l /^ T  (z3)2 =  ? (*2)3 =  » / f i^ {x 3)3=  ?

j ) ' ( x 2y3y = \  ?<+ (abc2)3 == ? +k(o3óc2)3= ?
)  (2 a2bc3)2= 1  ab* c2)2 = Q

" i] ■(—2a2b)3= f  ~ (a2)3 • (a3)2 — f
{ (Je) (—o2)3-(—o3)2= ?  ,1) (a3)3-(a2)2 =  ?

7. .Wykonać działania, przyjmując, że o +  0:
a5 : a3 — ? / j ł f  a7 : a6 =  ? o3 : a =  ?

/^ Ja5 : a 5= ?  / e > a n: a = ?  a2" : an = . ?
/^ )  (a4)2 : (a2)4 =  1 £>J (a3)2 : (o2)3=  ?

(a5)2 : (o3)3= ?^
[W zad. e) i f) oznacza n dowolną liczbę naturalną.]

f
] 8. Wykonać działania:
[ / '/a/J (—3 a2) -f  (+ 5  a) -f (—7 a) -f (+5 a2) -f (+2 a) =  f 

'(+  fx) +  ( -  0,2x2) +  ( -  3,8x2) +  ( -  ix) +  (+  -|x) =  ‘i  
(+ 5  b2) — (+ 2  b3) — (—b3) — (+ 3 b2) — (—2 b3) = 1  
(+  ł  +  (+  i  ab2) -  ( -  § a*b) -  (+  4 oó2) -f  ( -  4 fl2̂ ) =  ?

(— 2,3a2)—(—0,4o2fe) +  (+0,6o+) +  (— a2b ) - ( —2,8o2) =  ? 
/y /_(—£3) — (—x2) +  (-+-2X’3) — (+ 2x) -f (—3a:2)—(-fx2) +

+  ( - * ) ’= »i 9. Wykonać działania:
/foj (—5 x2y) ■ (—3 xy2) =  ? - b)- (—3 mn2p3) (+2 m2np2)

LM a « 7 1 n  . Q O C _ 9.7- 6ł)̂T f  a26 -|o 2ó2 =  ? "/"dj 2 a3 • 3 a • 5 a2b =  ?
> e) 4xy2-1 xy2z3 == ? ^7} —3 • |  • 2 y2* =  ?

^ ) - ( —2 ab2)3 ■ (—2 a)2=  ? y ftj  (2 u2ó)2 • (3 «2)3 • (pó)2 ■= ? 
4 f T ( —2) (+ 3aó2)2 (— a2Ł)3=  ?
/ i )  (—a y { - b ) 3 { - 2 a )  (+3 h)2=  ?

(f x2y)2 (4J 2)2-  ? ( -  ^ ) 2 (—3 2/2)3 (—2 =

/ljf-'Wykonać działania:
K ^ ( _ 5  a3) (+ 2  «2)-f (—2 a) (—3 a4) =  ?

/Ł j  (—6u2ó) (—a3b2)—(—2 a*b3) (+4 a) =  ?
A l  (—2 a) (+  3 a2) (+5 a)-f (—3 a2)2- (—12 a3) (—2 a) (—1)=  

(— 2 a3)2— (— 3a2)3+ (-f2 )3 ( - o 3)2- ( - 5 « 4) ( - 2 a ) ? =  ? 
&  [(+ 3  a4) — (—2 a4)] • [(—2 a2) +  (+3 a2)] =  f

/ f l  [(—3 b2) — ( + 2 b 2) ]2- [ ( - 4 b )  — (—5b)] 
*<g) [(+ 5  a2) — (+ 3  a2)]2 — [(—7 a2) — (— 5a*)P

[(— 3 z3) (+2.r2) — (— x) ( ^ t x 4)]3 =

11. Wykonać działania:
a Jjł a2c : a2c = ■ ? b )_5 aó3c : ó2c =  '? c) (—5u3ó): (+  5 nJ) =  ? 

jŹ jj— |  ar>): (— 4 n2) =  ? *gTT+ 4 : (— 4 a2b2) =  ?
f) (+10 u3ó2) : ( +0,1 a3ó) =  ?

"g)T{—7 a3&V) : (+ 7  o8óV) =  ?

12TUporządkować różnemi sposobami wielomiany: 
oj x2 — 5 a;3 +  3 — x4 +  2 x ;
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b) 3 xy2 — 2 x3 +  2 x*y — i f ;
c) 2 y2z — 3 Z+ +  4 xz2;
d) 5 a3i>3 — 3 x2b — 2 fc4 4* 3 afc2; 
ej x5 +  2 z6 — 3 ic3 — 5; 
f) 3 a,-3*/2 — 2 a:t/4 — 3 x4y +  5 if.

Wykonać działania:
aL (3;r2—2x+l) +  (—2x2+ x —2) +  (.r2—J '+ l)= !

-"'IjJ (x2—2x+3) — (2x2-j-x—5) ( 3  ̂+#+7)' •
■̂ cl* (a3—3a+2) +  (2a2+2a—3) (a3+ a2 2o) ?
+ ^ _ [a:*_(a+l)] -  [a;2- ( a —1)] -  [-**—(-aH-l)]=1 

''ey i{  +  ri2.r2+a’) — (x2+ 2)] =  t
rc
LV -2®+3) - ' ( 4 - ^ 2)] +  [(2x*+x) -  (x2+ 2 )\

-fjf [(c2+2) — (c—1)] — [(2c—c2) +  (3c+2)] =  1 
s 4 y K%a—2) — (2n2 — [3fl. — (a2 +  2« — 1) ]} =  ?

(aor*—ba+c) — (cjr+Łcr—a)="?
^ i )  [mx2— {m + l)x+ m 2] — [.r2—-m.t+(l--m2)] =  ? _V̂
'TMazM-btf-fa) — («.i'2—br—b)—?

,U  (2n+1) x2— (2w—1) a +  (w—1) 1 —
L ' — [ (n—l)®2—(w—l)a;+n] =  ?
l̂)^X.nx2—{n-\-\)x-\-n\ +  [&*+(«■—1)1 [nx2 nx-\-2n] ?

IŁ taL^Przedstawić w postaci różnicy jednomianu a i stosownego 
- dwumianu trójmiany: a—b—c, fl+b—c, fl+b+c. 
b+ Przedstawić (kilku sposobami) w postaci różnicy dwóch 

dwumianów czworomiany: 2x-3—x~—x—2, ;r8+ar 2a+l, 
x*—x2+ x + l,tf—x2-\-x—1.

j 15,,Wykonać działania:
[ /  jaŁ(3aa — 2 a2 — a — 5) • (— 3 o2) =  ?

''M+2/n2 — 5fl?fl2 +  nł) " (+ 4  flr2fl) — ?
—  2 x2 (— 3 x3 +  2 x2 — 4 x +  1) =  ?

6xy2 ( |x 2 -  ixy  - f  x2) =  ? 
fep3a(2a — 4) +  2a(3fl +  5) =  ?
7£k2x (x — 3) — 3x (2x +  1) =  ?
i/]gyt>x (x2 — 2x -  1) - 2 x 2 (x -  3) — 2 (x3 -  2x +  1) =  ? 
l^hŁZo} (a2 — 3) — a5 (a +  2) — 3fl (a2 — 2 a3) =  ?
^ 8 x fl -  x (x4 — x [4x2 — 2x2 (3x f  2)]} =  ?
f f i n  — n (n2 — 2n2 (n — 1) — rt [2n — n (2n — 1)]}
m . —!ć ^ - 2 x 3 [x -  2 (x2 -  !)] -  5x 12x2 (x -  if,) +  x (ix -  1)] =  ? 
Ad) t2 a1 b4 — fy a {a5 — a [3 (a2 -f b2) a2 — 3 (o2 +  62) b2]} =  ?

16. Wykonać mnożenia: 
AJ (x +  3) (x — 2) =  ? (x — 5) (x — 1) =  ?
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,c) (2 fl — l)(3fl +  2) =  ?
H y { x - \ )  (x — f) =  ?

+  (X +  1) =  ?
^  (x2- 3 x  +  2) (x — i) =  ?
^  (as —2a2 —a +  2)-(a2 +  2a —1) =  ?
/^J- (2 fl2 — 3 a 1) • (a3 — 3 a2 -)- 2 a — 2) — ?

X) ( ia 3' -  |m26 +  aft2 — 2fe3)-(2a3 — 4a26 — |o 6 2 +  263) =  ? 
<j) (i —ix  +  ix 2 —x3)-(16-f 8x +  4x2 - 2 x 3- x 4) =  ?

k) (x4 +  x3y -f- x2y2 -f- xy3 +  ył) • (x — y) — ?
/7 j (x4 — x3y -)- x2y2 — xy3 -f y4) • (x -(- y) =  ?

' m) ix3 — 2 x +  l)-(x2 — 3x +  2) =  ?
^ y n jia *  — 2 a3 — 3) • (a3 — 2 a -f 1) =  ?
• o) (x4 — 2x3 — x — l)-(x2 — 3 x — 1) =  ?
 ̂ (x3 — 2x2 — x +  2)-(xs +  2x2 — 3) =  ?

t )  (x -f  a) (x +  b) =  ? 'sj -(̂  +  «) (x — b) =  ?
łj (x o) (x +  b) =  ? 
v) (x — m) (x - f  1) =  ? 
xj (ax -)- b) (bx — o) — ?

■ y jy (m x — 1) (x -m ) =  ? .
- ^ [ x 2 -  (m -  1) x +  2m]-(x +  1)

ij [mxł - ( m + l ) x - ( m - l ) ] - ( x - 2 )  =  ? 
ż) [x2 -f- (m — 1) x — l]-(x — m) — ?

u) (x — a) (x — b) =  ? 
wj (x — 2) (x — m) — 2

=  9

17. Wykonać działania:
A M x - § )  (3x + 1) — (x — ł) ( 2 x - i )  =  ?
V*ŁK« +  2) (n +  l) +  ( n - 2 )  ( n - l )  =  ?
W ( «  +  D (* +  2) (« +  3 ) - « ( / i - l )  ( f l - 2 )  =  ?

— 1) (n -  3) (n — 5) — (rt — 2) (fl — 4) (n — 6) =  ?
— y) (x2 +  xy +  y2) — (x +  y) (x2 — xy +  y2) =  ?

^ f )  (a+  6) [(a- 6  +  1) ( - a  +  6 - 1) -
— (a — b — 1) ( - 04-6  +  1)] =  ?
(a +  b — c) (a — b) — (a — b +  c) (a — c) +

V  +  (— a +  b +  c) (b — c) =  ?
6)/(x — x2) (y^2 -  y22) — (y — y2) (xa2 — x2z) +
V — (z — z2) (xy2 — x2y) =  ?
n(̂  (x — o) (x — 6) — (x +  fl) (x +  6) =  ?
J j/(x 2 — mx — m) (x +  1) — (x2-h x — 1) (x +  m) =  ? 
m x 2 —  (/fl —  1) X — fl7] • (x — 1) — (x2 — 2x +  l) (x — fl?) =  ? 
yXK[(in — 1) x +  1] * (x +  fli) +  (/nx 1) (x m) =  ? 
mj, (ax2 +  6x +  c) (x — 1) — (ox2 — bx +  c) (x +  1) =  ? 

ć++(ox +  6) (cx +  d) — (ax — b) (cx — d) |- (ox +  6) (cx — d) =  ?
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Jo) .(*• +  X +  1) (px +  q) — (x2 +  px +  9) (X +  1) =  ?
+  a) (x +  b) (x - f  c) — (x — a) (x — b) (x — c) == ?

18. Wykonać działania
/a).(a* +  2u2)2 =  ? /by  (3a — 2a2)2 =  ? /c j-(a -£ )*  =  ? 
^  (2o6+  £&)* =  ? %K4a — f x2)2 =  ? //5  (— 3a — l)2 =  
*fg) (— x2 — l)2 =  ? %)^(—)sab +  2y =  / / i )g) ( - X2-  l)2 =  ? 2)2 =  ? ^ U .(-0 ,lx  +  10)2 =
7 / M * 4 - 2 ) 24 - ( - * ^ ) 2==? yn  ( a [ Ą f — (a -  by =  ? 
ty )  {X -f  2)2 • (x — 2)2 =  ? ,$5*(x +  o)2 • (x — by =  ?
^ 2 ( x 4 - l ) * - 3 ( x - l ) 2 =  ? 2 (x -  u)2 -  (x -  2a)2 =  ?

19. ' Wykonać działania:
(2a -f 3)3 =  ? A )(3 a 2- 1 ) 3 =  ? ^ ( a - a b y ^ ?

/ dM ~  i  + fl)3 =  ? V 0 ł ~  2xy — 3 y)3 =  ?/£). (—I z -  3yz)3 =  ( 
(a +  6)3 +  (a —'<5)3 =  ? /jy r  (a +  o)3 — (a — by — ?
(2x34-3x2)2 — (2x24-x)3= f , / )  (* —2)s —(x4-3)3 =  ?

20. Wykonać działania: *
jaT{2x +  \) (2x — 1) =  ? /W (3flł - i a )  (3a2+ |o )  =  ? 
W ( - 3 a  +  2) ( - 3 a - 2 )  =  ? l<  
jd)' ( 2 a2 — |)  (—2 a2 -f-f) =  ?
W - x  +  l) ( x + l)  =  ?

(3x2y — 5x3) (— 3x2y — 5x3) =  ?
^ H 3 ^  +  l) ( 3 x - l ) - ( 3 x  +  2) (3x — 2) =  ?
jh /J $ a  — 2bi) (—3a — 2bi) -(- (3 a — *s) (3a -[-62) —?

21. Wykonać działania:
Ga)-(2x — i y  — (2x ±  f) (2x — 1 ) =  ?
A)'(2xi +  3x)2 4- (—2x2 -f  3x) (— 2x2 — 3x) =  ?
/C [̂(m2 +  l) (m2 — 1)J3 — [(m3 4- i) (/n3 _  jNp =  9 

f e [ a + ( b  +  c)]-[a-(b +  c)] =  ? J ‘
y J  K« +  b) +  (c +  rf)J [(a 4- ó) _  (,

[2flS 3 a (2 a2 — a)l 42 a3 +  3 u i
/ y r  \ I -- (C~t“rf)] =  ?
/ V  [2 flS 3 a (2 a2 — o)] • [2 o3 3 o (2 a2 — a)l =  ?
y t  1 $ /  -  2fl) +  (4a -  1)]. [(3a2 _  2a) -  (4a -  1)] =  ? 

h )(a  — 2ać>-f-362) (o2 — 2aó — 3ó2) =  ?
(2*2 +  3x — 1) (2x2 — 3x - f  1) =  ? 

j )  (2x +  3y +  2) (2x — 3y — 2) =  ?
- k) (3a +  2)2 — (3a — 2)2 =  ?

\y \3ab  +  ó2)2 _  (3 fl6 _  ?
jn) (3x2-f-2x— l)2 — (3x2— 2x-(-l)2 =  ?

n+^a-f b - l - c y - ( a  — b-^cy  =  ?
<o) (x2 — x +  l)2 _  (X* — x — l)2 =  <?
A
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p) (a +  b +  cy —  (a +  b —  c) (a — b +  c) =  ?
(o +  by +  (b 4- c)\—  (a — b) (a +  by —  (b +  c) (c -  6)2 =  ? 

s\Aa —  by — (a — b) (b —  a) =  ?
4 ^ 1  — [a* — (a — l)2] [a2 — (a -)- l)2] =  ?
■4) I4x2 — (2x +  3) (2x — 3)] [4x2—(2x +  3) (3 -  2x)] — 72x2 =  ? 
(Al 62(2 a — 6)2 +  [(a -f  by — a2J [(a -  by — a 2] =  ?
^w>(x +  l)s — (x -f  1) [x(x — 1) -f 3x] — (x — 1) =  ? 
rx) [(3x +  2)2 — 6x] [(3x +  2) (3x — 2) — (3x -  2)2] =  ? 
m r h  [(2 x +  5)2 -  (2 x -  1)‘] [(1 -  |x )2 +  IX 2j ^  ?
^  [(a -  3)2 -  (a +  3)2] (2a +  1) -  [(a +  l)3 -  a(a -  2)2] =  ?

I 22. Rozwiązać równania:
>  n ;^ (x  +  2) =  x2 —4; 
yb) 2x(x — 1) =  2x2;
•/fćy 3x (x +  2) — (x +  1) (x — 1) =  2x (x -f  1) — 7;
Xd) (x +  l) (x +  2 ) - x ( x  +  5) =  6;
>'e) <x —3) (x — 2) — (x —3) (x — 1) =  5;
' ̂ f) (2x +  3) (2x +  5) -  (4x +  2) (x +  4) =  x +  10;
*ijh'(x -  1) (2x +  1 ) - ( 3 x +  13) =  2(x +  2) (x - 3 ) ;
/"JĄ*- +  2)2 — 7 (x -)- 1) =  (x — l)2;

^L -(5x  — l)2 — (3x — l)2 =  (4x — i)* _  5; 
M f ( , _ 2) » - ( x - l ) >  =  3 - ( x - l ) !; Uvt . 

i jh\{x — 2)2 — x2] • {3 — 2 [X — 2 (x — 3)]} =  2 — 2 (2x — l)2; 
2 S (x  +  i )2 =  x ( x - i ) ;

fcy$ -(x  +  l)3 -  (x -  1) [(x +  l)2 -  xl -  5 +  3 (x +  l)2;
^ ( X2 +  X -  1) (X* -  x +  1) =  (x2 -  l)2 4. (x +  2)2; 
l̂o)̂ (x3 +  1) (x3 — 1) +  3 (x2 — l)2 =  (x2 -f  l)3 — (3x — l)2;

+  (x +  2) (x — 3) (x — 5) — (x — 2)3;
(x +  l)3 — (x — 2)3 =  (5x +  l)2 — (4x — l)2;

-  (x +  l)2] * [x2 -  (x -  l)2] = 2 — (2x — 3)2.

/ 2^. a) Rozłożyć 20 na takie dwa składniki, aby różnica ich kwa- 
 ̂ aratów wynosiła 40.

^/ój^Boki jednego prostokąta mają 4 cm i 2 cm, a boki drugiego
5 cm i 10 cm. Boki pierwszego prostokąta powiększono o x,
6 boki drugiego pomniejszono o x; wtedy pola obu prosto­
kątów były równe. Obliczyć x.

clpddział harcerzy ustawił się w x rzędach, po x harcerzy 
y ' w  każdym rzędzie. Gdy do oddziału przyłączyło się 36 har­

cerzy, powiększyła się liczba rzędów o 3, a w każdym rzę­
dzie stało o 2 Harcerzy więcej. Ilu harcerzy liczył oddział 
pierwotnie ? i
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i c/J/Prostokątny obraz, którego szerokość wynosi f  wysokości, 
U  naklejono na prostokątnym kartonie tak, że brzeg kartonu 

jest wszędzie o 3 cm oddalony od brzegu obrazu. Powierz­
chnia kartonu jest od powierzchni obrazu większa o 351 cm2 
Obliczyć wymiary obrazu.

koła wzrosło o 75,36 cm2, gdy promień jego zwiększono 
ł— o 2 cm. Jak wielki był pierwotnie promień koła?

Pole p koła o promieniu r oblicza się według wzoru: p =  -rr2 
gdzie 7r==3,14 (w przybliżeniu).

f) Dokoła klombu, mającego kształt koła, biegnie ścieżka o sze- 
C*' r̂°kości 1,6 m. Ścieżkę rozszerzono z obu stron, dodając od 

strony klombu 16 cm, a od strony zewnętrznej 12 cm. Do­
dane z obu stron powierzchnie były równe. Obliczyć pier­
wotną średnicę klombu.

24. Wykonać dzielenia:
- aj \8a1 bs — 12a3*1) : 4a3b3 =  ? 

bpn2 a4 — 6 a3) : 6 a3 =  ?
c) ą x l — f  x3) : (— f  x3) =  ?
d) (xfl —4xs) : (+ *xs) =  ?
e) (\2a:’b — 18a‘ó2 — 6a3b3) : (4-6n3ó) =  ?
f) (— +  — | u 2óJ) : (— Ą n 26) =  9

/ SMx2 — 6x +  8) : (x — 4) =  ? 
y £ H 2 x2- x  — 1) : (x — 1) =  ?
/  (JL.(3*2-j- 7x — 6) : (x-f 3) =  ?

(—5x2 — 9x +  2): (x +  2) =  9
M  / Q v 3 __ 1 1  I n /^  (3*3 — 11 x2 +  lx  — 3) : (x -  3) =  ?

2^i-(2*3 — 5x2 — x +  6) : (x — 2) == ?
/tn) (x3 — 2x - f  1) : (x — 1) =  ? ,/t) (x3 - f  1) : (x - f  1) =  ? 
/O) (x3 — 8) : (x — 2) =  ? ^  (x‘ — 1) : (pc — 1) =  ?
-7^ ------ ^

AgP[(x4_2x2- 3 x -
*/<:) rc-/Jj, [(2x4
7?) (2*3— izx* +  yx 4-.fi) : (x — 5) 
^  (*3 -  2x2 - f x - 2 )  : (x +  1) =

9
-kLx^iil^r?x — 31 =  9 
2) : (x -f 1)] : (X — 2) =  ?
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/̂cj. x2 +  xy — y2; x =  2n +  ń — 1, y =  2 a — 6 +  1; 
jjIX*x3 — 2 x2 -{- x — 1; x =  o — 2;

x2+  y2 — 2x +  4y +  5; x =  a-j-l> y — b — 2.

26. Z następujących wielomianów wyłączyć wspólny czynnik przed 
nawias:

5xs — 4x2; ^pX 4x2 — 4x; ^H >x2 — 3x;
' epa2b — ab2; /JX-ja3 Ą-a2b;

'b3 -j- 4o2ń4; y h ) J ^ x  — 14a4x2;
'i)  15a5 — 20a1 -(- 10a3 — 5a2; / j } ^ x 3 — 8x2y -f 12xy2;

^  6m2/i2-ł-42m2/i8 — 12m2n4; ^  4x2yz +  8xy2z -f 4xy22.
A ^

27. Po stosownem ugrupowapiu wyrazów rozłożyć na czynniki:

X‘‘
h) x ‘‘

jpowap
ta) ac—,bd-\-bc — ad; /bX  ax — ay +  by — bx; 

^ x M : 7 x > 1 2 ;  J T x* +  6x +  8; /c^ x 2
y/I-x2 — 3x -j- 2; £). x 2 +  2x — 3pJ
^ j x 2 — 3 x — 10; f^J) x2 — x — 12;,
W  aft j n +  r  t-1; ^ ^

4- a — 2 b — 2; 
g £ fls +  2a » - a - 2;

5x - 
x — 6; 
x - 2;

4;

ml 1 \-a — b — aft; 
aft 4- 2a — 3ft — 6;

;s),x3- fx * -fx  +  l;
\ „  I C l ~  U  O

r), 3 x +  P — xy — 3 ; 
•' 2 +  xy — x — y;

u), a2 — a-\-2ab — 2 b;
*yX ac +  bc -\- a -f- b -f  2 c +  2;

ŵX ac — bc-\-a — b -\-c -{- 1; 
a2 — nń — a -f- ac — bc — i

28̂ -Rozłożyć na czynniki wielomiany:
^  aX,x2 +  2x +  l; /6j,4a4 +  4fl* 

'Tć/l 4a2 — 12uń 4- 9ó2; , cjjc1 4- 8x2 4
3

1; *l_x2 — 6x +  9;
12ab -+ 9b2;~ j l j :1 +  8x24- 16; / ^ J a 2b2 — 4a6 4- 1 

p) a34-3a24 -3 a 4 -1 ; jh ) ^ 3 — <dx^^.x — R: ,■
^  27x3 +  27x2 +  9x4- 1; , 8

~ 6 I O >-» 4 I Or,'l I 1 .  V

2k

x3 5x2 x rb.3) : (x — 1)] : (x -fD  =  ? 
12x24-9x4-i^ : (x — 5) =  ?

9

^  W podanych niżej wielomianach podstawić za x (względnie 
za x i y) podane obok wyrażenia, wykonać naznaczone dzia­
łania i uporządkować otrzymany wielomian-

^ x 2— 2x +  3; x =  2a — 1;
^bp. x2 2xy 2y2; x =  a +  b, y =  a - b ;

12x — 8;
x3 — 36ox2 +  54a2 x — 27 a3; 

2^Ux3 — 9x24-27x — 27;. Ty ac4 -3 a 1 +  3a2 +  l;  
ym j a2 —9; /n)  4x2—T; <̂ 4 x 2 — 9y2;

— 25ys; ^ i \ —x2; ^ ) _ x 2y i -  4.

y29, Rozłożyć na możliwie wielką ilość czynników:
x 8 —8x2 — 10x;- /W 2x3- 10x2 +  6xycl,3x4 +  3x3-  
a2b — uń"’; jcY^a3 — 4a; f ) s >(1 ’

4 a’’ — a ’ aK 1;
V/) 4x5 — 64x; y ^ 6 x 2- x ' !; 7 ^ 3 2
>47, > 9 v l   10 v2 _L_ 1 9  r?) Q Y3 -I— fi X2 4- X ; ^  *4

6x2

12 x4 —162;
K )  3x3-1 2 x 24 -1 2 x ^ '9 x 34-6x24-x; x4 — 2x* +  l;

2a5 —16a34~32a; Jó-x3 — 2x4 4" 1; s)|_J6fl5 — 8u34 -a;
4-3o3ó 4- 3at b*/Ą-aba; u}J2x'1 —%x5 4- 6x3 — 2x.Źt
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Liczba przez 3 niepodzielna da się napisać w postaci 3 w a 1, 
albo 3 « — 2 : inna liczba niepodzielna przez 3 będzie 3 m -r 1, 
albo 3m — 2 ( m i n  oznaczają dowolne liczby całkowite .

i) Drut żelazny, którego długość przy O* C wynosi 1 m, wy­
dłuża się przy ogrzaniu o każdy stopień C o a m. Tak samo 
zmienia się z temperaturą każdy wymiar przedmiotu że­
laznego. — Arkusz blachy żelaznej ma przy 0° C długość l m 
i szerokość i m. Jaka będzie powierzchnia tego arkusza przy 
ł #C? Jaka będzie ta powierzchnia przy temperaturze wyż­
szej od /• o jr#? O ile mi wzrasta powierzchnia tego arku­
sza, gdy go ogrzejemy od /• do (/ — x)*? Obliczyć ten przy­
rost powierzchni, jeżeli 7=1.2; a =  0,000012; t =  —35;
x =  70.

f j) Kapitalista składa k zł na p • ,. Po roku nie pobiera dochodu, 
J ś '' lecz składa go wTaz z kapitałem na Tak samo postę­

puje po dwTóch latach. Jaką kwotę miał kapitalista po dwóch 
latach? .Jaką będzie miał po trzech latach? [Ar =  2000: p =  5]. 

/k j^ ji artość mebli maleje w każdym roku o p i  tej wartości, 
jaką przedstawiały na początku roku. Jaką wartość przed­
stawiać będą meble, kupione za a zł, po roku, jaką po dwóch, 
a jaką po trzech latach? [a =  3000: p =  10].
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